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Summary in English of the key

results of this thesis

This work is primarily concerned with semi-conformal mappings and their influence in
the resolution of important geometric equations such as those for a Ricci soliton and
those for a biharmonic map.

A mapping ¢ : (M™, g) — (N™, h) between Riemannian manifolds is semi-conformal
if at each point € M™ where dp, # 0, the mapping dy, : (kerdp, )t — Ty N™
is conformal and surjective. In the case when (N h) is Euclidean space R™ with its
canonical metric and m > n, this is equivalent to the components of ¢ being conjugate ;
that is, their gradients are mutually orthogonal and of the same length at each point :
g(grad p;, grad ;) = A28;; for each 4,7 = 1,...,n for some (continuous) function \ :
M™ — R called the dilation of .

Chapter 2 : We study an ansatz for the construction of semi-conformal mappings from

domains in R? into the plane R?, the latter identified with the complex plane C. If we

2 2
let (z,y,z) be the canonical coordinates for R? and write u = £ ;y , then the ansatz

consists of supposing ¢ can be written in the form ¢(z,y,2) = (z + iy)u" % (u, z), for
some complez-valued function v real-analytic in a neighbourhood of (u, z) = (0,0) and
for some integer ¢ > 0. One is led to consider two cases : ¢ = 0 or ¢ = 1 for which the
condition ¢ be semi-conformal becomes the following equations in ) :

by + U%Q + %%2 =0 ((] = 0) (2'5)
—hthy + U%Q + %%2 =0 (q = 1) (2'6)
We look for solutions of the form
P(u, z) = Z agouf2t (2.7)
k(=0
for constants ay ¢. Set
ak+€¢
Ve = gurgar 00
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SUMMARY IN ENGLISH OF THE KEY RESULTS OF THIS THESIS

Theorem 2.2.3. Solutions to (2.5) and (2.6) of the form (2.7) with ¢oo # 0 and
Yo,1 # 0 are uniquely characterized by the given data : 1oy, for £ =0,1,2,.. ..

We then proceed to find explicit solutions to the ansatz. In the first case, we take
the data to be

Yoo =1, o1=c, Pog=0"forl>2 (2.19)

Theorem 2.3.1. For the given data (2.19), the solution ¥(u,2) = Y 1% ar bzt to
(2.5) has the form

N {42k —2 3k=1(2k — 2)!
=1 -1 041 (+2k k Z. 2.9
Y(u, 2) +cz+;g( ) e ’ T (h + 110k — 1)!u 2. (2.20)

The solution to (2.6) has the form

oo o0

_ —92)!
Y(u,z) =1+cz+ (—1)frh—Lebr2k b2k =2 Mukze . (2.21)
— = 1 2kEN(k —1)!

Furthermore, these power series expressions converge absolutely for all (u,z) in a neigh-
bourhood of the origin (0,0).

One particular solution of (2.20) can be expressed in closed form :
{(1+c2)? —6c2u}3? (14 c2)?

33c2u * 33c2u
The singularity when v = 0 is removable, so this represents an entire analytic solution
provided that 3c?u/2(1 + cz)? is defined for all (u, 2) € R? (u > 0) and that (1 + cz)? —
6c*u # 0 for all (u,z) € R? (u > 0). A judicious choice of the constant ensures that
this is the case, for example ¢ = i. It can be checked that this is not harmonic, and so

Y(w,2) = 2(1+c2) -

it provides the first known example of an entire semi-conformal mapping into the plane
which is not harmonic.
Subsequently, we concentrate on (2.6) with two free parameters, which has the Hopf

map as a particular case. Consider the given data :

Yoo =1, Yo1=c1, Yo2=c2 Yog=0"forl>3 (2.31)

for arbitrary complex constants c¢; and co. By Theorem 2.2.3 , this uniquely characterizes

the solution. It is convenient to express ¢; and co in the form
co=a+p cy = 2ap

for constants « and S satisfying o + 8 # 0. As a particular case, the Hopf map is
determined by o = = —i.



SUMMARY IN ENGLISH OF THE KEY RESULTS OF THIS THESIS

Theorem 2.4.1. The solution 1(u, 2) = > ay qu*2* to (2.5) with data (2.31) satisfies

o

¢(u’ O) = Z ak,Ouk

k=0
with app =1, a0 = %(a + B)2, and

(~1)H+

o (= AP+ B)’Qu(e, ) VE>2,

ak,0 =

where -
O = (k’ng)! Z (25 — DI (2k — 25 — 1)!a2k72j72ﬂ2j72’

(G =DBE-j -1k

1s a symmetric polynomial in o and B, homogeneous of degree 2k — 4, whose sum of
coefficients of the o?F=207252%=2 (j = 1,...k — 1) is equal to 2¥73k!. Furthermore, the
series converges aboslutely for all u satisfying |u| < 1/2u?, where u = max{|a/|,|3|}.

j=1

This theorem yields a family of semi-conformal mappings with the Hopf map as a

particular case.

Chapter 3 : This part of the thesis is devoted to 3-dimensional Ricci solitons. A soliton
is a Riemannian metric g which corresponds to fixed points of the Ricci flow up to
dilation and diffeomorphism. Such metrics are determined by the equation :

Ricg+%£Eg+Ag:0

for some constant A and vector field E called the soliton flow. We develop a new way of
constructing examples from biconformal transformations which is particularly adapted
to understanding the unicity of the soliton structure. We revisit known examples, as well
as constructing new ones.

Given a semi-conformal map ¢ : (M, go) — (N, h), for each regular point x € M
the tangent space splits as the direct sum of the vertical space V, := kerdp, and the
horizontal space H, = (ker d(pm)J— :T.M = H, @& V,. The metric can then be written
go = gg" + g?f , where gg'[ and g(‘f are the restriction of gp to H and V), respectively. Then
a biconformal deformation of gy is a metric of the form

_ 9, 9

oz " 2

for some smooth positive functions o,p: M — R.
By applying the structure equations to a suitably adapted orthonormal frame field on
M3, we obtain a neat proof of how the Ricci tensor is expressed in terms of parameters

3



SUMMARY IN ENGLISH OF THE KEY RESULTS OF THIS THESIS

of the mapping .

Theorem 3.2.5. Let ¢ : (M3,g) — (N2, h) be a submersive semi-conformal map with

dilation \ and integrability coefficient a. Then the Ricci curvature tensor is given by
Ric, = {MKY +Aln\+p(n))}lg™ —2ag + %Eug
2
- (,ﬁ +U(In A)eg) —U(InA)2052 + A3 & 0,

where . denotes the mean-curvature of the fibres of ¢, KN is the Gauss curvature of N,
05 is the unit vertical 1-form and Afs3 = (dd* 4+ d*d)63 is the Laplacian on forms.

We then go on to exploit biconformal transformations to firstly study the biconformal
equivalence of known soliton structures, to study their rigidity within the biconformal
class of metrics and then to construct new examples. One particularly interesting example
is given by the following theorem.

Theorem 3.4.1. There is a continuous 1-parameter family of complete expanding soliton
metrics on Ri, each one unique, parametrized by the soliton constant A > 1, given by

- dx12 + d.%'22 dx32

g
12 xqF2VA-T

which interpolates between hyperbolic space H® (A = 2 with positive sign of square root)
and the product H? x R of the hyperbolic plane with the real line (A = 1), and between
H? x R and the geometry Sol (A = 2 with negative sign of square root).

The soliton flow is given by

E=A-17TVA-1Dz01+{-A£VA—1+(A—-1)%?}2305.

This is gradient when and only when either A = 2 with the positive choice of square root
(the soliton H?), or A =1 (the soliton H* x R).

When the integrability coefficient a of the horizontal distribution is non-zero, examples
are harder to find, but we are able to construct the following family of examples.

Theorem 3.5.1. There is a 1-parameter family of expanding soliton metric on R3, given
explicitly by
2
g =dxzi? + dzs® + gA(ZL‘leL‘Q + dl’3)2

with parameter A = %, which includes the geometry Nil (A = 3/2) as a special case.

The soliton flow is given by
122
2

p P

0s.

4
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Chapter 4 : Harmonic morphisms, mappings which pull back local harmonic functions
to harmonic functions, have played an important role in understanding the relation
between the geometry and topology of Riemannian manifolds [12]. Various attempts
have been made to adapt the notion to other situations : p-harmonic morphisms [41],
bihamonic morphisms [39]. None of these have been satisfactory due to the complexity
of the characterizing equations and the lack of examples. In this chapter we introduce a
new notion of generalized harmonic morphism, which, as the name suggests, contain the
harmonic morphisms as a special case. These mappings have an elegant characterization
which enables the construction of explicit examples, as well as impacting on the theory

of biharmonic mappings.

We recall that a map ¢ : (M™,g) — (N™, h) is biharmonic if it is critical for the

/M |T¢’2dvg

where 7, is the tension field associated to ¢. The Euler-Lagrange equations are a 4th

bi-energy functional

order elliptic system which, in the case ¢ is a real-valued function, reduces to the bi-

Laplace equation A%p = 0. Any harmonic mapping is trivially biharmonic.

A mapping ¢ : (M™,g) — (N", h) between Riemannian manifolds is called a gene-
ralized harmonic morphism if, for every function f : U — R harmonic on an open subset
U C N with ¢=1(U) = V non-empty, the composition f o ¢ : V — R is biharmonic.

Since any harmonic function is biharmonic, we see that a harmonic morphism is
a generalized harmonic morphism. Equally, if a mapping pulls back local biharmonic
functions to biharmonic functions, it will also pull back local harmonic functions to bi-
harmonic functions, so a biharmonic morphism is also a generalized harmonic morphism.
As we shall further see, the class of mappings is very natural due to their simple charac-
terization when they take values in the complex plane : A mapping ¢ : (M™,g) — C is
a generalized harmonic morphism if and only if ¢ is semi-conformal with both ¢ and p?
biharmonic (see below). This can be compared to the case of complex valued-harmonic
morphisms which are characterized as mappings with both ¢ and ¢? harmonic (in the
latter case the two conditions imply semi-conformality). More generally, we prove

Theorem 4.1.3. Let ¢ : (M™, g) — R™ be a mapping from a Riemannian manifold into
Euclidean space endowed with its canonical metric. Set ¢ = (o1, p2,...,¢"). Then the

following statements are equivalent :

(i) ¢ is a generalized harmonic morphism ;
(ii) ¢ is a semi-conformal biharmonic mapping with (¢ +ip®)? : M™ — C bihar-
monic for all o, =1,2,...,n, a # 3 ;

5
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(iii) there ezists a function X : M™ — [0,00) such that

A*(fop) = X(Af)op+2{NAp® + g(VA*, Vo) HIuAS) 0 ¢
H{AN +29(Ve? VAQP) + (A2 HAf) o
forany B=1,2,...,n.

An example of a generalized harmonic morphism which is not a harmonic morphism

is given by the mapping ¢ : R*\ {z12 + 222 + 232 = 0} :

o(x1, 29,23, T4) = (V12 + 222 + 232, 24).

Further examples are given by the following theorem.
Theorem 4.1.11 The Riemannian submersion defined by the projection from a warped
product

71 (R? x R,dz? 4+ dy? + 2@V d22) - (R?,d2? + dy?)
m(2,y,2) = (2,y)

is a generalized harmonic morphism which is not a harmonic morphism if and only if,
up to an orthogonal change of coordinates, w restricts to

7 (R2 x R,dz? 4+ dy? + Cy'dz?) — (R?Z, dz? + dy?)
m(r,y,2) = (z,y)

where C' is an arbitrary positive constant and R2 = {(z,y) € R? : y > 0}.

We go on to show how to construct new generalized harmonic morphisms from old.

Corollary 4.2.1. (i) Let ¢ : (M™,g) — (N", h) be a generalized harmonic morphism
and let i : (N™ h) — (Q', k) be a harmonic morphism. Then the composition 1 o o :
(M™, g) — (Q', k) is a generalized harmonic morphism.
(i) Let o : (M™, g) — (N™, h) be a generalized harmonic morphism and let v : (N™, h) —
(Q', k) be a biharmonic morphism. Then the composition 1o : (M™, g) — (Q', k) is a
generalized harmonic morphism.

The direct sum of two mappings ¢ : (M™, g) — R* and ¢ : (N, h) — RF is defined
by

V@ : (M™x N gxh) — Rk
(z,y) = (@) + ().

Proposition 4.2.7. Let ¢ : (M™, g) — RF be a generalized harmonic morphism and let
@ : (N, h) = R be a harmonic morphism. Then their direct sum @@ : (M™ x N™, g x
h) — R* is a generalized harmonic morphism. In the case when ) is proper biharmonic

6
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(i.e. non-harmonic), then 1) @ ¢ is proper biharmonic.

These two constructions enable us to find a number of explicit examples which in
particular yield proper biharmonic maps.
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Introduction

Cette these est consacrée a I’étude des applications semi-conformes (applications
définies par des fonctions conjuguées) et a ’étude de leur influence dans la résolution de
certaines équations géométriques fondamentales, notamment 1’équation d’un soliton de
Ricci et les équations de biharmonicité entre variétés riemanniennes.

On va montrer comment trouver toutes les solutions réelles analytiques d’un ansatz
qui produit des fonctions conjuguées en dimension 3, ce qui nous amene a la construc-
tion de nouveaux exemples importants. On va voir comment les équations d’un soliton
de Ricci se modifient sous 'effet d’une déformation biconforme par rapport a une ap-
plication semi-conforme et par suite, on va construire de nouveaux exemples de solitons
complets en démontrant en plus leur unicité. On va généraliser la notion de morphisme
harmonique de maniere naturelle afin de donner des méthodes de constructions d’appli-
cations biharmoniques a partir d’applications harmoniques.

Le texte présenté est constitué de quatre chapitres. Dans le premier chapitre on donne
les notions de base nécessaires pour la compréhension du reste du texte. On caractérise
les champs de Killing (champs dont le flot est un flot d’isométries) sur la sphere S? en
termes de champs holomorphes (Proposition 1.2.7), ce qui sera utile pour le Chapitre
3. On présente ici les applications semi-conformes qui constituent une base essentielle
dans toutes les parties de cette these. Il s’agit d’une application ¢ : M™ — N" entre
deux variétés riemanniennes telle que la dérivée dy, en un point x ou dp, # 0, est
conforme et surjective sur le complément de kerdy, (I’espace horizontal). Dans le cas
d’une application de R™ dans C, cette condition équivaut a 1’équation

()

ou (x1,...,omy) sont les coordonnées canoniques dans R™.

Lorsque n = 3, suivant le travail de P. Nurowski [43], il a été démontré par P. Baird
et M. G. Eastwood en [6], qu'une solution de 1’équation (1) se prolonge localement en

une structure hermitienne intégrable sur un domaine de R*. On ne sait pas si toute
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variété riemannienne de dimension 3 supporte une application semi-conforme dans une
surface, méme localement. Pour aborder le probleme d’existence des applications semi-
conformes dans une surface, on exploite la notion de fonctions conjuguées ; deux fonctions
frg: (M,56) — R sont dites conjuguées si en chaque point de la variété, elles ont des
gradients orthogonaux et de méme longueur :

lgvad f(2)]| = llerad g(a)l| et d(grad f(x), grad g(x) =0 Va € M.

Il est clair que f et g sont conjuguées si et seulement si ¢ = f+ig : M — C est
semi-conforme. On peut alors se demander s’il existe des conditions différentielles sur f
afin qu’elle admette une fonction conjuguée. Lorsque dimM = 2, f admet une fonction

conjuguée si et seulement si f est harmonique car dans ce cas, (1) s’écrit sous la forme

(890 .890) (8@ .8@) B

— +iz— || 77— —iz—) =0,

ory Oxa o0xy Oxa

ce qui signifie que les solutions sont les applications holomorphes ou anti-holomorphes.
Dans [7], P. Baird et M.G. Eastwood ont montré qu’en dimension 3, f admet une
conjuguée si et seulement si f satisfait une inégalité différentielle d’ordre 2 et trois
équations différentielles d’ordre 3 (toutes conformément invariantes). La complexité de
ces équations révele la difficulté de trouver des solutions.

On met en évidence les transformations conformes. Ces transformations jouent un
role fondamental dans 1’étude de la géométrie et la topologie des surfaces. D’une part,
toute surface riemannienne est localement conformément équivalente & un domaine
du plan euclidien; ceci est di a la construction des coordonnées isothermes locales.
D’autre part, le théoreme d’uniformisation affirme que toute surface riemannienne est
conformément équivalente & une surface de courbure constante. En particulier, toute
surface riemannienne fermée est conformément équivalente au quotient par un groupe
discret d’isométries de 1'une des trois géométries : la sphere S2, le plan complexe C ou
le plan hyperbolique H?. En dimension 3, la situation est plus compliquée.

On présente dans ce chapitre aussi les morphismes harmoniques qui correspondent &
des applications entre variétés riemanniennes qui préservent les solutions de I’équation
de Laplace (ou qui préservent le mouvement Brownien [13]), dans le sens que le pull-
back d’une fonction harmonique (définie localement) par de telles applications, est aussi
une fonction harmonique. Les morphismes harmoniques ont été introduits par B. Fu-
glede et T. Ishihara indépendemment ; tout morphisme harmonique continu est lisse
et caractérisé par la propriété qu'il est a la fois semi-conforme et harmonique [28, 33].
Les morphismes biharmoniques ont été introduits et étudiés dans [44], [39] et [40]. Ces
applications préservent les solutions de I’équation de bi-Laplace, dans le sens que le pull-
back par un morphisme biharmonique d’une fonction biharmonique définie localement,
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est une fonction biharmonique. Dans [40], les auteurs caractérisent les morphismes bi-
harmoniques comme des applications semi-conformes, biharmoniques, 4-harmoniques et
satisfaisant une équation supplémentaire. On remarque que les morphismes biharmoniqes

correspondent a une classe d’applications semi-conformes biharmoniques tres restreinte.

Dans le Chapitre 2, on étudie un ansatz qui permet de construire des applications
semi-conformes définies sur des domaines de R? & valeurs dans R2. Plus précisément, on
caractérise les solutions réelles analytiques qui se produisent de cet ansatz. Bien qu’on
donne dans [7] des conditions nécessaires et suffisantes pour I'existence des applications
semi-conformes définies sur des domaines ouverts de R3, il est difficile d’exhiber des
exemples a partir de ces équations.

2 2
%. L’ansatz consiste a

Soient (z,, z) les coordonnées canoniques sur R3 et soit u =
considérer une application ¢ = f +ig de la forme p(z,y,2) = (z + iy)u"%)(u, z) ou g
est un entier naturel et ¢ est une fonction a valeurs complexes, réelle-analytique dans
un voisinage de (u,z) = (0,0). D’apres (1), ¢ est semi-conforme (et donc f et g sont
conjuguées) si et seulement si

(g — 1Y% + u(l — 2q)¢ehy + u?h,? + Lurp,? = 0.

En supposant que ¥(0,0) # 0 et en substituant « par 0 dans I’équation ci-dessus, on
trouve ¢ = 0 ou 1. Par suite notre probleme se réduit a trouver des solutions pour les
deux équations

Yihy + UT/}UQ + %%2 =0 (q = 0) (2)
— iy + u¢u2 + %¢z2 =0 (¢g=1) (3)

Une solution particuliere de (3) est Iapplication de Hopf R?* — R?; elle est donnée
par ¥(u,z) = 1 — 2u — 22 — 2iz. Cette application est obtenue en pré-composant la
fibration de Hopf S% — S? avec l'inverse de la projection stéréographique R3 — S3 et
post-composant avec la projection stéréographique S? \ {pole nord} — R? .

On démontre que toute solution réelle-analytique v de ces deux équations, telle que
10,0 7 0 et o1 # 0, est uniquement déterminée par les dérivées 1 ¢ pour £ =0,1,2,...
(Théoreme 2.2.3). Trouver des solutions explicites de (2) et (3) reste un probleme difficile.
Mais en surmontant des problemes algébriques, on trouve des séries entieres, solutions
explicites correspondant aux données

¥.(0) = ¢, et gif(ﬁ) =0 pour ¢ > 2
et

. . ol -
¥,(0) = ¢1,1,,(0) = cg et W(O) 0 pour ¢ > 3 (4)
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avec ¢, ¢1 et cg des constantes complexes arbitraires (Théoremes 2.3.1 et 2.4.1). On
précise aussi le domaine de convergence des séries qui en résultent. En effet, on peut des
le début voir avec le théoreme de Cauchy-Kowalewski I’existence et 1'unicité des solutions
réelles analytiques associées aux EDPs (2) et (3). Dans certains cas, on peut exprimer
les séries entieres obtenues sous forme fermée.

Les solutions obtenues présentent des propriétés importantes. En effet, on a d’apres
[1], que toute application semi-conforme polynomiale est harmonique et d’apres [11], que
tout morphisme harmonique défini sur R? entierement & valeurs dans une surface n’est
autre que la projection orthogonale suivie d’une application (faiblement) conforme. Dans
§2.3 on construit a ’aide de ’ansatz des applications semi-conformes réelles analytiques
définies sur R3 tout entier & valeurs dans une surface, qui ne sont pas harmoniques.
Ce sont des exemples significatifs puisqu’ils ne s’agissent pas des simples projections.
Dans §2.4, on construit une famille de solutions réelles analytiques paramétrée par deux
constantes arbitraires dont ’application de Hopf est un cas particulier.

Dans le troisieme chapitre on aborde les solitons de Ricci. La conjecture de géométri-
sation de Thurston (1976) affirme que toute variété compacte de dimension 3 est com-
posée des morceaux (séparés par des spheéres et des tores) tels que chaque morceau est
difféomorphe au quotient par un groupg_cli's/cret d’isométries a 'une des huit géométries :
S3 R3, H3, 5% x R, H? x R,Nil, Sol, SLy(R) [52]. Suite au programme de Hamilton,
développé pendant les années 80 et 90, la résolution de cette conjecture a été achevée par
G. Perelman en 2004 [49, 50, 51]; son travail est I'un des travaux les plus remarquables
dans le domaine de la géométrie. Ce qui constitue l'outil de base dans cette résolution
est le flot de Ricci. Lancé par R. Hamilton au début des années 1980 [31], le flot de Ricci
est ’équation d’évolution de la métrique

dg(t)

—5 = ~2Ric(g(t), 9(0) =90,

de donnée initiale gy. Cette équation présente des difficultés techniques considérables
pour comprendre le comportement des solutions. Lorsque le flot évolue, la métrique
s’homogénéise, mais en temps fini, des singularités peuvent se former dans le sens que
la norme de la courbure riemannienne devient infinie en certains points. Autour de ces
points, en dilatant la métrique, on observe ’apparition d’un soliton.

Un soliton de Ricci est un point fixe du flot de Ricci a une dilatation et a un
difféomorphisme pres. Plus précisément, g(t) est dite soliton de Ricci s’il existe une
famille de fonctions lisses {c(t)}o<t<7 et une famille de difféomorphismes de la variété
{W+}o<i<r telles que

g(t) = c(t)¥; (90) , (5)
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avec ¢(0) = 1 et Y9 = id. On peut voir facilement que cette condition est équivalente a
dire que la métrique initiale gy satisfait I’équation

Ric (g0) + 3LEg90 + Ago = 0, (6)

pour un certain champ de vecteurs F, dit flot de soliton, et une certaine constante A. On
note que le flot de soliton est défini a I’ajout d’un champ de Killing pres. Les solitons ou
se forment les singularités sont de type spécial, dits solitons gradients. Ils sont tels que
le flot de soliton E est le gradient d’une certaine fonction. D’autre part, dans certaines
situations spéciales, les solutions immortelles (qui existent pour tout temps futur) du
flot de Ricci convergent dans le sens de la convergence pointée de Hausdorff-Gromov-
Hamilton vers un soliton non-gradient [41] et [14]. On dit que le soliton est contractant,
stationnaire ou dilatant si la constante A est < 0, = 0, ou > 0 respectivement.

Il est clair que toute variété d’Einstein est un soliton. D’autre part, le seul soliton
compact en dimension 3 est la sphere euclidienne S3. On s’intéresse aux solitons complets,
cependant les Eét/riques solitons peuvent ne pas exister méme localement. Par exemple,
la géométrie SL2(R) n’admet aucune structure de soliton (méme localement) [5]. T. Ivey
a étudié les équations de solitons d’un point de vue du systeme différentiel extérieur [35],
mais cette méthode n’est pas pratique pour pouvoir construire des exemples explicites.

D’apres un résultat de P. Baird et R. Pantilie [10], toute variété de dimension 3
analytique admet localement une application semi-conforme. D’autre part, d’apres un
résultat de T. Ivey, toute structure de soliton est analytique [35] donc, en principe, tout
soliton de Ricci de dimension 3 peut étre décrit au moins localement en termes d’une
application semi-conforme. Une telle application fournit une décomposition orthogonale
de I’espace tangent de la variété M, TM = H @V et de la métrique g = g’ + ¢”. Une
transformation biconforme sur M change g en la métrique § = o~ 2g" + p=2¢Y, ot o et
p sont des fonctions positives lisses sur M.

Une utilisation remarquable de ces déformations a été adaptée par L. Danielo [22, 23]
pour construire des métriques d’Einstein en dimension 4. Aussi dans [5], P. Baird et
L. Danielo donnent une classification complete des structures de soliton sur toute les
géométries de dimension 3. L’idée clé dans ces articles est d’exprimer la courbure de
Ricci en fonction d’objets géométriques associés a 'application semi-conforme définie
sur la variété (la dilatation, la courbure moyenne des fibres, la fonction d’intégrabilité
associée a la distribution horizontale). Notre approche dans ce chapitre est d’étudier les
solitons de dimension 3 suite & des déformations biconformes.

Notre perspective est que les applications biconformes devraient jouer un role im-
portant dans la compréhension des variétés de dimension 3. Dans ce travail, on applique
cette approche aux solitons de Ricci. Suivant le flot de Ricci, toute métrique de soliton
évolue en des métriques du type soliton. Pourtant, ce n’est que dans des circonstances
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exceptionnelles que ce flot préserve la classe biconforme de la métrique (par rapport a
une application semi-conforme fixe). Un premier objectif est de comprendre la rigidité
de la métrique de soliton dans la classe biconforme. Plus précisément, on étudie si une
métrique de soliton peut étre déformée continument en d’autres métriques de soliton par
une déformation biconforme de la métrique originale. Notre deuxieme objectif principal
est de construire par déformations biconformes de nouveaux exemples de métriques de
soliton & partir d’une application semi-conforme et d’étudier leur unicité (par rapport a
une métrique fixe).

On commence par étudier les équations de structure d’une submersion semi-conforme
définie de M3 dans N2. Ceci permet d’exprimer le tenseur de Ricci en termes de I’ap-
plication (§3.1.2). La formule obtenue est la méme que celle établie dans [12] et [5].
Cependant notre méthode est spécifique aux applications définies sur une variété de di-
mension 3 a valeurs dans une surface et donne une preuve élémentaire de la formule de
la courbure de Ricci citée ci -dessus. R. Bryant a exploité les équations de structure sur
une variété de courbure sectionnelle constante de dimension > 4 lorsque les fibres sont
de dimension 1, avec la condition supplémentaire que I'application soit harmonique (et
donc, un morphisme harmonique) [17]. Ensuite, on en déduit les équations de soliton qui
en résultent suite & une déformation biconforme de la métrique. L’un des termes clés est
le flot de soliton E. Dans [5], plusieurs hypothéses ont été posées sur F, plus précisément
les auteurs ont supposé que la composante horizontale de E est gradient. Dans §3.3.1, on
développe les outils nécessaires pour traiter un flot de soliton quelconque. Cette approche
est importante pour montrer 'unicité de la structure de soliton, un aspect central dans

ce travail.

On distingue les deux cas : solitons admettant une application semi-conforme dans
une surface avec distribution horizontale intégrable et ceux avec distribution horizontale
non-intégrable. Dans §3.4, on montre que dans le premier cas, tous les exemples explicites
des solitons connus & ce jour sont obtenus par une transformation biconforme de la
projection orthogonale canonique R? — R2. On commence par le soliton de Bryant puis
plus généralement, on étudie les solitons de type “warped-product”. L’un des résultat
les plus surprenants est obtenu dans le Théoreme 3.4.1. On y démontre qu’il existe une
famille & un parametre de solitons dilatants qui s’intercale entre I’espace hyperbolique
H?3, le produit H? x R et la géométrie Sol. Ce qui signifie que, en ce qui concerne notre
premier objectif, ces géométries sont continument déformées a travers des solitons, ou
ces déformations ne sont pas de type (5).

L’avantage de la méthode suivie, est qu’elle peut établir 'unicité de la structure
de soliton (le flot E et la constante A) dans la plupart des cas. Le seul cas connu de
structure de soliton non-unique sur une variété riemannienne est la famille de solitons

de Gauss sur ’espace euclidien R™. Notre étude de I'unicité permet de mettre en relief
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dans §3.4.2 une question ouverte sur l'unicité de la structure de soliton sur un produit
de type général X2 x R, o1 X2 est un soliton de dimension 2. Cependant on montre que
les cas particuliers S? x R et H? x R admettent des structures de soliton uniques.

Le cas des distributions non-intégrables est difficile a aborder. On étudie notam-
ment la géométrie Nil. On trouve sur Nil une famille & un parametre de déformations

non-triviales des métriques solitons (Théoréme 3.5.1). Finalement, on montre la non-

existence de la structure de soliton sur la géométrie SLy(R), déja démontrée dans [5],
mais on souligne que notre démonstration est beaucoup plus efficace que celle donnée
dans [5].

Dans le quatrieme chapitre on introduit la notion de morphisme harmonique généralisé.
Un morphisme harmonique généralisé est défini comme une application entre variétés
riemanniennes pour laquelle le pull-back d’une fonction harmonique définie localement
est une fonction biharmonique.

A la fin des années 1970, B. Fuglede et T. Ishihara ont écrit les premiers articles
sur les morphismes harmoniques entre variétés riemanniennes [28, 33]. Les morphismes
harmoniques ont occupé une place importante en géométrie et en analyse géométrique
depuis les années 1990, particulierement dans la facon dont ils relient la géométrie et
la topologie des variétés. Plusieurs généralisations ont été proposées : morphismes p-
harmoniques, morphismes biharmoniques... Comme déja indiqué, les morphismes bihar-
moniques sont difficles & aborder a cause de la complexité de leurs équations et on
note aussi qu’un morphisme harmonique n’est pas nécessairement un morphisme bihar-
monique. D’autre part, récemment, les applications biharmoniques ont pris une place
centrale en analyse géométrique. D’un point de vue appliqué, elles sont intéressantes du
fait de leur relation avec les corps élastiques. Pourtant les équations d’Euler- Lagrange
sont un systeme d’équations élliptiques d’ordre 4, difficile a résoudre et ne satisfaisant
aucune théorie générale adéquate. Des exemples explicites d’applications biharmoniques
non-harmoniques sont rares.

Dans ce chapitre, on montre que les morphismes harmoniques généralisés sont une
généralisation naturelle des morphismes harmoniques ; on verra aussi que ces applications
portent sur I’étude des applications biharmoniques. D’apres la définition d’un morphisme
harmonique généralisé, on voit que cette classe contient les morphismes harmoniques
ainsi que les morphismes biharmoniques . Notons que la notion de morphisme harmo-
nique revient a Jacobi [34] qui, pour trouver des nouvelles solutions de 1’équation de
Laplace dans R3, a abordé la question suivante : Quelles conditions une application ¢
doit satisfaire afin que la composée f o ¢ soit harmonique pour toute application holo-
morphe f : V — C définie sur un ouvert V de C7 La réponse a cette question est que ¢

doit étre a la fois harmonique et vérifier ’équation (1) avec m = 3. Cela est équivalent
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a dire qu’une application lisse ¢ définie sur un ouvert de R3 & valeurs complexes est un
morphisme harmonique si et seulement si ¢ et ¢? sont harmoniques.

De maniere analogue, on montre dans ce chapitre quune application lisse ¢ définie
sur un ouvert de R3 & valeurs complexes est un morphisme harmonique généralisé si
et seulement si ¢ est semi-conforme et les applications ¢ et ? sont biharmoniques.
Plus généralement, on démontre dans le Théoreme 4.1.3, que si ¢ est définie d'une
variété riemannienne M™ a valeurs dans l’espace euclidien de dimension n, alors ¢ est
un morphisme harmonique généralisé si et seulement si ¢ est une application semi-
conforme biharmonique et (¢ 4 ip?)2 : (M™, g) — C est aussi biharmonique pour tous
a# 6 =1,2,...,n. On présente des exemples explicites de morphismes harmoniques
généralisés et on montre que le concept d’un morphisme harmonique généralisé a valeurs
dans une surface de Riemann est bien défini (Remarque 4.2.2).

Une classification compléte des morphismes harmoniques généralisés correspondant
a des projections d’'un espace de type “warped-product”, est donnée dans le Théoreme
4.1.11. Cette classification permet 'obtention d’une infinité d’exemples des submersions
riemanniennes biharmoniques et non-harmoniques. Ensuite on présente deux méthodes
de constructions qui permettent d’obtenir de nouveaux morphismes harmoniques général-
isés a partir d’'un morphisme harmonique généralisé initial. Une méthode consiste a
composer le morphisme harmonique généralisé donné avec un morphisme harmonique
ou biharmonique (Corollaire 4.2.1), Pautre consiste a prendre la somme directe avec un
morphisme harmonique (Proposition 4.2.7). Par suite plusieurs exemples de morphismes
harmoniques généralisés qui ne sont pas des morphismes harmoniques sont construits.
Notre étude montre que les morphismes harmoniques généralisés sont non seulement
une généralisation naturelle des morphismes harmoniques, mais aussi que cette classe
d’applications propose des méthodes efficaces de construction d’une infinité d’applica-
tions semi-conformes biharmoniques, non-harmoniques (Théoréme 4.1.11 et Remarque
4.1.12).
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Chapitre 1

Variétés riemanniennes et

géomeétrie conforme

Dans ce chapitre on donne quelques notions de base de la géométrie riemannienne, on
étudie notamment la courbure de Ricci et les champs de Killing sur la sphere S?, ce qui
sera utile pour le Chapitre 3. Apres on passe a introduire les applications semi-conformes
(ou bien horizontalement conforme) qui constituent la base essentielle de tout le travail
dans cette these.

La notion de fonction conjuguée est une généralisation aux dimensions plus grandes ou
égales a 3 des applications holomorphes ou anti-holomorphes dans le plan. On présente
dans ce chapitre le sujet qui a été abordé par P. Baird et M. Eastwood [7], qui consiste &
trouver des conditions nécessaires et suffisantes sur une fonction donnée f définie sur un
ouvert de I’espace euclidien de dimension 3 afin qu’elle admette une fonction conjuguée.
Il s’agit d’une inégalité différentielle d’ordre 2 et un systeme d’équations d’ordre 3, pour
lesquels le probleme de trouver des solutions parait extrémement difficile. On montre
aussi la relation entre les applications semi-conformes et les fonctions conjuguées. Ceci

constitue une introduction et une motivation pour le sujet abordé dans le Chapitre 2.

On présente aussi les géométries en dimension 3 (les 8 géométries de Thurston), qui
naturellement, supportent des applications semi-conformes a valeurs dans une surface,
(ce fait permet de trouver la structure de soliton sur ces géométries, on exploitera ce
sujet dans le Chapitre 3). Finalement, on définit les morphismes harmoniques et les
applications biharmoniques, qu’on abordera plus tard dans le Chapitre 4.
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1.1. VARIETES RIEMANNIENNES ET COURBURE DE RICCI

1.1 Variétés riemanniennes et courbure de Ricci

1.1.1 Meétrique et Connexion de Levi-Civita

Une variété riemannienne est une variété différentielle ayant une structure supplémentaire
permettant de définir la longueur d’un chemin entre deux points de la variété. Dans cette

section M désigne toujours une variété lisse de dimension m.

Définition 1.1.1. Une métrique riemannienne sur M est la donnée en chaque point
x € M d’un produit scalaire g, sur l’espace tangent de M en x, T, M, qui dépend de

facon lisse de x.

(v, w) = e (v, w),

est une forme bilinéaire symétrique définie positive, et pour tous champs de vecteurs
lisses E et F, la fonction x +— g, (E,, F;) est lisse.
Suivant des coordonnées locales (z!,...,2™) sur M, on écrit

g = gijda'da’,

ot les fonctions g;; = ¢(8/0z",0/9x7) sont C*°. On dit que M munie de la métrique g

est une variété riemannienne; on la note (M, g).

Définition 1.1.2. Soit (M, g) une variété riemannienne. La connexion de Levi-Civita
sur M est l'unique connexion V qui vérifie :

(i) V est de torsion nulle :

VegF —VpE = [E, F], (1.1)

(ii) V est compatible avec g :

E(9(F,G)) = g(VEF,G) + g(F, VEG), (1.2)
pour tous champs de vecteurs E, F et G € T(TM).
La connexion V est déterminée par la formule

29(VeF,G) = E(g(F,G)) + F(9(G, E)) - G(9(E, F)) — g(E, [F, G])
+9(F,[G,E]) + 9(G,[E, F]), pour E,F,GeT(TM). (1.3)

La connexion de Levi-Civita s’étend aux 1-formes par la regle de Leibniz, en posant
E(0(F)) = (VEO)(F) + 0(VEE). (14)
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De méme, on peut étendre V aux tenseurs de type (p,q), (tenseurs p-covariants, q-

contravariants). Suivant des coordonnées locales (z!, ..., 2™), les symboles de Christoffel
T f] sont définis par :
0 g O
Alors d’apres (1.3),
1 9gj1  Ogu _ 0gij
Ih =g (2 L 1.6
= 99 (895@ T ow T ) (1.6)

pour tous i, j et k € {1,...,m}.

1.1.2 Courbure
Les dérivations usuelles satisfont la regle de Schwarz

0% f B 0% f
Oridxi  Oxidxt’

ou f est une fonction scalaire. Ceci est faux en général pour la connexion de Levi-Civita
V (méme pour une connexion quelconque) :

VoVoa#V.aVoa

ox® oxJ oxJ ox?
ol « est un tenseur. Le tenseur de courbure est 'objet qui mesure ce défaut de commu-

tativité.

Définition 1.1.3. Le tenseur de courbure riemannienne de (M,g) est le tenseur 3-
covariant, 1-contravariant R = R™ défini par :

R(E,F)G:VEVFG—VFVEG—V[EF}G, (1.7)

pour E, F, G € I'(TM).

Suivant des coordonnées locales (x!,...,2™), en notant Réjk la l-ieme composante de

0 o) 0 4
R ( Bt @) 5.%» les composantes du tenseur de courbure sont données par

!
| Ol oLy,
R P

l l
+ Iw]lkrzn - F?krjn :

Il est clair que R(E, F) = —R(F, E) (et que Réjk = —Ré»ik).

Par contraction avec la métrique, on peut transformer ce tenseur qui est de type (3,1)
en un tenseur de type (4,0) que l'on notera aussi R :

R(E,F,G,H) =g(R(E,F)G,H), (1.8)
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pour B, F,G € T'(TM). Suivant des coordonnées locales (z!,..., 2™), les composantes

de R, comme un tenseur de type (4,0), sont

o 0 g 0
Riyy=9g|R|—,— | =—,— | = R
AL g( <a$1 aiL'J) (9iL‘k 8:@) Gim igk
Les propriétés algébriques du tenseur de courbure sont résumées dans la proposition

suivante.

Proposition 1.1.4. Pour tous E, F, G, H € T'(TM), on a :
(i) R(E,F,G,H)=—R(F,E,G,H)=—R(E,F,H,G).

(ii) R(E,F,G,H) = R(G,H,E, F).

(i) R(E,F,G,H)+ R(F,G,E,H) + R(G,E,F,H) = 0.

Définition 1.1.5. La courbure de Ricci (ou le tenseur de Ricci) de (M, g) est le champ

de tenseur symétrique 2-covariant, Ric = Ric™ défini par :
m
Ric(E, F) = Trace g(R(E,-)-, F) = Y R(E,e;,e;, F), (1.9)
i=1

ot {e;}; est une base orthonormée et E, F € I'(T'M).
L’opérateur de Ricci est le tenseur 1-covariant, 1-contravariant qu’on note ausst Ric =
Ric™ donné par :

g(Ric(E), F) = Ric(E, F) (1.10)

Les composantes de la courbure de Ricci sont données par
) o 0 &
Le tenseur de Ricci est symétrique :
Ik Ik Ik
Rij = 9" Rriji = 9" Rjiei = 97 Rijir = Rji -

Définition 1.1.6. La courbure scalaire de (M, g) est la fonction S = SM définie par
m
S = Trace(Ric) = ZRic(ei, €i), (1.11)
i=1

ot {e;}; est une base orthonormée.

On va voir dans le Chapitre 3 qu’il est pratique de calculer les termes de la courbure de
Ricci a partir des équations de structure de Cartan : Soient (M, g) une variété rieman-
nienne munie d’'un repere orthonormé {ej,...,en} et {61,...,0,,} le repere formé des

1-formes 61, ...,8,, duales de e, ..., e, repectivement. Soit
Vei == Z Wij€j .
i
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La matrice (w;;) s’appelle la forme de la connexion et les équations de structure prennent

la forme :
do; = Zwij VAN Hj (1.12)
J
dw;j = Zwik ANwj + Qij . (1.13)
k

ou Q4 (E, F) = g(R(E, F)ej, ej) pour tous E, F € I'(TM)

1.2 Champs de Killing

1.2.1 Définition

La dérivée de Lie est une notion de dérivation différente de la connexion. Soit £ un
champ de vecteurs sur une variété M. On note ¢ : I x M — M, ou I est un intervalle
de R, le flot associé a F, c’est a dire la solution de I’équation

d

@) = Ele@)),

wo(x) = =.
Pour tout ¢ dans un intervalle assez petit, ¢; est un difféomorphisme local.

Définition 1.2.1. La dérivée de Lie d’un tenseur o dans la direction E est

d

= a(‘ﬂ*—ta) |t=0

EECK
ot ¢*,« est le pull-back de o par le difféomorphisme ¢_;.

Remarque 1.2.2. (i) La dérivée de Lie ainsi définie satisfait la régle de Leibniz.
(ii) Contrairement a la dérivée covariante, Ly n’est pas C* linéaire par rapport 4 E
(voir (3.23)).

Proposition 1.2.3. Soit g une métrique sur M. Pour tous champs de vecteurs E, F' et
G, ona

Définition 1.2.4. Soit M une variété riemannienne munie d’une métrique g. Un champ
de vecteurs E est un champ de Killing si son flot est un flot d’isométries, ou de maniere
équivalente si

Lrpg=0.
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1.2. CHAMPS DE KILLING

Proposition 1.2.5. Soit E un champ de vecteurs sur une variété riemannienne (M, g).
FE est un champ de Killing si et seulement st VE est anti-symétrique, c’est a dire pour

tous champs de vecteurs F', G,
g(VFE, G) + g(VgE, F) =0.

Exemple 1.2.6. (i) Soit R3 l’espace euclidien de dimension 3 muni des coordonnées
cartésiennes (1,2, x3), les trois champs de vecteurs suivants sont des champs de Killing :

N S AR
(9562’ 2= 38.%'1 16:B3’ 37 1(9:62 28.2131 '

(ii) Soit R* muni des coordonnées cartésiennes (x1,x2,x3,T4),

0 0 0

0
E=—-ry—+x 7 S

8.%'1 167.%2

est un champ de Killing.

1.2.2 Champs de Killing sur la sphére S?

Considérons la sphere S? C R3, dont les points sont paramétrés par les coordonnées
sphériques (X1, X2, X3) = (sinf cosp,sinfsinp,cosf) (0 € [0,7], ¢ € [0,27]). Sous
I’action de la projection stéréographique, on a

0 0
(X1, X9, X3) = (X1, X2)/(1 — X3) = (cot§ cos @, cot Qsingo) e R2.

On utilisera les coordonnées (z1,x2) sur le plan R?. La métrique canonique sur S? est
donnée par

h = d#? +sin? 0 dy? .
On peut vérifier quune base de champs de Killing sur S? est donnée par

X = 86;, Y—singo(% —|—cosgocot98(1, Z—COS<P880 —sincpcot&aagp.

On expliquera comment ces champs de vecteurs sont exprimés en termes des fonctions
holomorphes sous I'action de la projection stéréographique.

D’apres x1 = cot% cos @, T9 = cot g sin ¢, on peut écrire

T2 2|z
@ =arctan —, 6 =arctan | ———
X1 |x|2 — 1

ol |z| = V1?2 + 222. Ce qui donne

x1dx1 + zodxs dp = z1dxre — zodxy

df = — T LT T g, :
|z |(1+ [z[?) |z
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et la métrique sphérique h est donnée suivant les coordonnées (1, z2) par

(dz1? 4 dao?)

h=4
(1 + Jz[*)?

Aussi, suivant les coordonnées (x1,x2), les vecteurs % et % s’écrivent sous la forme

0 0 0 0 (1+ |z|?) 0 0
90 = —33287151 +$187:2, 90 - T <Jf18$1 +$28$2> )
et la base des champs de vecteurs de Killing devient
X = —2901 +2107
Y = —%{zxmal + (1 - x12 + x22)82}
Z = —%{200156232 + (14 212 — 22201}

Identifions maintenant R? avec le plan complexe C de la maniere standard, et notons
z = x1 + iza. Une combinaison linéaire arbitraire aX + bY + ¢Z (a, b, c € R), peut étre
écrite suivant les coordonnées complexes comme (—% — %i) + iaz + (%i — %) 22. On a

donc la conclusion suivante.

Proposition 1.2.7. Soit R? muni des coordonnées canoniques (x1,x2) et de la métrique
sphérique canonique h = 4(dx1? + dx2?)/(1 + |z|?)2. Les champs de Killing sur (R?, h)
sont de la forme

a+icz+az’ (ae€C, ceR),

ol z = x + ixo et o on a identifié l’espace tangent ¢ R? avec le plan compleze C en

chaque point.

Il est connu que les champs de vecteurs holomorphes sur la sphere S2, c’est a dire les
sections holomorphes du fibré tangent 7°S?, sont de la forme

o+ Bz 4722,

ou «, 3, sont des constantes complexes arbitraires (voir par exemple [27]). En parti-
culier, les champs de vecteurs de Killing forment un sous-espace réel de dimension 3.
Ceci est important pour I’étude du flot de soliton associé a un espace de type “warped-
product”, comme on va voir dans §3.4.2.

1.3 Les géométries en dimension 3

Il est connu d’apres le théoreme d’uniformisation de Poincaré que toute surface rieman-
nienne est en bijection conforme avec une autre de courbure de Gauss constante. En
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particulier, toute surface riemannienne fermée (compacte sans bord) est conformément
équivalente au quotient par un groupe discret d’isométries de I'une des trois géométries
suivantes : le plan complexe C, la sphere S? et le plan hyperbolique H? munies de leurs
métriques canoniques, de courbure de Gauss 0, 1 et —1 respectivement. Ces métriques
ont la propriété que ’espace est pareil en chaque point et dans toutes les directions. Par
contre, en dimension 3 la situation est plus compliquée.

1.3.1 Définition des géométries

Une variété riemannienne est dite homogene si pour tous x et y dans M il existe une
isométrie de M qui applique = a y. Autrement dit, I’action du groupe d’isométries G =
Isom(M) sur M est transitive. Les exemples de base des variétés homogenes sont ’espace
euclidien, la sphere et ’espace hyperbolique.

Définition 1.3.1. Soit E™ une variété riemannienne de dimension m homogéne sim-
plement conneze.
- On dit que E™ est une géométrie s’il existe un sous-groupe H de son groupe
d’isométries G tel que le quotient E™/H est compact.
- Deux géométries sont dites équivalentes s’il existe un difféomorphisme équivariant
entre eux, i.e. un difféomorphisme qui préserve les actions de leurs groupes d’isom-
étries.

1.3.2 Classification des géométries en dimensions 3

Théoréme 1.3.2. [54] En dimension 3, il existe exactement huit géométries, a une
équivalence prés, connues sous le nom de huit géométries de Thurston.
Les huit géométries de Thurston
1. L’espace euclidien R? = R? x R muni de la métrique euclidienne dz? +dz3 +daz3.
2. La sphere S munie de sa métrique canonique de courbure constante égale & 1.
3. L’espace hyperbolique H? munie de sa métrique canonique de courbure constante
égale a —1.
4. La géométrie S? x R munie du produit des métriques canoniques sur S? et R.
5. La géométrie H? x R munie du produit des métriques canoniques sur H? et R.

6. Le groupe de Heisenberg Nil :
C’est le groupe multiplicatif des matrices triangulaires supérieures de dimension

3 x 3 et qui sont de la forme suivante

1 —T1 I3
0 1 i)
0 O 1
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Cela fournit une loi (non-commutative) sur R? donnée par :

(w1, 22, 23)-(Y1, Y2, ¥3) = (1 + Y1, T2 + Y2, =71 + Y3 + T3Y2)

Nil est ce groupe muni de la métrique invariante & gauche qui se réduit a da? +
dz3 + dz? en la matrice identité. Cette métrique est donnée par da? + da3 +
(x1dzs + dw3)?. On peut alors identifier Nil &

(R?, dz + da3 + (z1das + dzs)?)
7. La géométrie SLy(R) qui désigne le revétement universel du groupe de Lie SLy(R)
muni de sa métrique canonique (1.14). En effet :
c’est un fibré ayant pour base le plan hyperbolique H? = (Ri, gf ) ou Ri =
2 g dz?+dz3
{(x1,22) € R%[x; > 0} et g = —L5—2

section 1.4.3, toute isométrie de H? est de la forme

. Posons z = x1 4+ ixo, alors d’apres la

az+b
cz+d

b
pour une certaine matrice (a d) € SLy(R).
c

Ce qui identifie le groupe d’isométries de H?, Isom(H?) & son groupe quotient
PSLy(R) = SLy(R)/{£I}. D’autre part, soit T1H? le fibré tangent unitaire
de H? muni de la métrique de Sasaki (la métrique canonique provenant de la
métrique sur la variété) donc la projection naturelle est une submersion rieman-
nienne ayec des fibres totalement géodésiques et alors par transitivité Isom(H?)
agit sur T1H? et le stabilisateur des points de la variété est trivial.

Comme on peut identifier Isom(H?) avec T' H?, cela permet de définir naturelle-
ment une métrique sur Isom(H?) et par suite sur PSLy(R), qui est par construc-
tion invariante & gauche. Aussi cette métrique fournit une métrique sur SL2(R)
et donc sur son revétement universel.

L’identification du plan hyperbolique H? & (Ri, gf ) induit une identification de

—_~—

SLy(R) aR3 =R x R? .
La métrique de Sasaki donne la métrique sur Ri sous la forme

. da? +da?  (dog 4 21das)?

+ . 1.14
2 2 (L14)

Donc

—_~—

SLy(R) = (R, g).
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8. La géométrie Sol : Considérons le groupe de Lie donné par R3 muni de la multi-
plication

(1,22, 23)(Y1,y2,y3) = (x1 + Y1, 22 + € Ly, 23 +€"y3) .

La géométrie Sol correspond a ce groupe de Lie muni de la métrique invariante a
gauche qui se réduit a da? + dz3 + dz? en 'élément unité (0,0, 0). Cette métrique
est donnée par dz? + e**1dz3 + e 2*1dx3. Donc on peut identifier Sol &

(R3,da? + e**1da3 + e 21 da?)

D’une maniére analogue (mais plus complexe) au théoreme d’uniformisation de Poincaré
en dimension 2, la conjecture de géométrisation de Thurston (en 1976) affirme que toute
variété compacte de dimension 3 peut étre décomposée en des sous-variétés (séparées
par des spheres et des tores) telles que chacune de ces sous-variétés est équivalente au
quotient par un groupe discret d’isométries de 'une des huit géométries indiquées ci-
dessus. Cette conjecture a été démontrée par G. Perelman en 2003 [49], [50], [51].

1.4 Structure conforme

Un des théoremes les plus célebres en géométrie est le théoreme d’existence de coor-
données isothermes, di a Gauss en 1822. Il s’agit d’'un probleme motivé par la cartogra-
phie, qui consiste a représenter les parties d’une surface donnée sur une autre surface
de telle sorte que la représentation soit localement semblable a l’originale, autrement
dit, une représentation conforme. Un exemple de telle représentation est la projection
stéréographique, une maniere de représenter la sphere ronde sur un plan. La propriété
remarquable de cette projection est qu’elle préserve les angles entre les courbes. Cette
propriété est dite conforme.

1.4.1 Classe d’équivalence d’une métrique

Définition 1.4.1. Soient g et g deux métriques riemanniennes définies sur une variété
lisse M. On dit que g et g sont conformément équivalentes s’il existe une fonction lisse
a: M —]0,00) telle que § = a’g.

Il est clair que c’est une relation d’équivalence.

Définition 1.4.2. Une classe d’équivalence d’une métrique est dite une structure conforme,

et une variété munie d’une structure conforme est dite une variété conforme.
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Cette notion a une importance particuliere quand M est une surface riemannienne, (i.e.
une variété riemannienne de dimension 2), c’est que dans ce cas la structure conforme
sur la variété est unique (toute métrique est localement conforme a toute autre métrique
sur la variété) et cela est du a l'existence des coordonnées isothermes.

Théoréme 1.4.3. (Existence des coordonnées isothermes)
Soit (M2, g) une surface riemannienne.
(i) En chaque point p de M il existe un voisinage ouvert U et des coordonnées locales
(x,y) dans U tels que
g = p*(dz® + dy?)
ot 1 est une fonction lisse positive sur U. Ces coordonnées (x,y) sont dites coordonnées
isothermes [53].
(ii) Pour les coordonnées isothermes (x,y) on a

T
8/8:56.%,

v O

v 0105y =

+V 0.

Remarque 1.4.4. [38] La notion de “isotherme” est die a Lamé qui a étudié les
problémes liés a I’équation de chaleur sur les surfaces, ot ce genre de coordonnées appa-

rait.

Définition 1.4.5. Soit ¢ : (M, g) — (N, h) une application lisse entre deuz variétés
riemanniennes et soit x € M . On dit que ¢ est (faiblement) conforme en x s’il existe
un réel A(x) tel que

h(dp.(E),de.(F)) = A(x)g(E,F) pour tous E, F € T, M .

Bien évidemment A(z) > 0, en particulier, il existe une fonction continue A : M —

[0,00) telle que M(z)? = A(z) est lisse. M(z) est dit le facteur de conformalité de ¢ en x .
Exemple 1.4.6. L’exemple trivial d’une application conforme est l’application

R™ — R"™
(1, yxm) = (T1,...,ZTm,0,...,0)

ot m <mn. On dit que c’est une immersion isométrique (ou immersion riemannienne),

i1.e. une application conforme avec un facteur de conformalité constant égal a 1.

Exemple 1.4.7. Toute application holomorphe (ou anti-holomorphe) définie sur un
ouvert de C, a valeurs dans C™ est conforme.

Exemple 1.4.8. L’application identique (M, qg) — (M, h) est conforme si et seulement

st les métriques g et h sont conformément équivalentes.
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1.4.2 Projection stéréographique

La projection stéréographique est une maniere de représenter la sphere ronde sur un
plan. Autrement dit, c’est une application conforme qui donne l'identification de la
sphere unité S? avec le plan complexe compactifié C U {oo} . Elle a été décrite par W.
Atkinson en 1912 elle a la propriété que les cercles sur la sphere restent des cercles apres

la projection sur le plan.

Définition 1.4.9. La projection stéréographique (du pdle nord) est Uapplication 7 :
S$2)\ {(0,0,1)} = CU {oo} donnée par

1 + ix9 14+ x3
1—$3 :El—iwg’

71-(:1717 €2, $3) =
son inverse est donné par
1
mH(2)

= THQ@Z; ’2\2 — 1) pour tout z € CU {0} .
z

Géométriquement, l'image d’un point x € S?\ {(0,0,1)} par 7 est lintersection de la
droite qui relie le pole nord N(0,0,1) et le point x, avec le plan équatoriel, xg = 0 dans
R3.

Par cette transformation, tous les méridians (les grands cercles qui passent par le pole
nord et le pole sud) s’étalent en des droites et tous les cercles paralleles se transforment en
d’autres cercles du plan tout en restant orthogonaux aux droites images des méridians.
La propriété remarquable de cette projection est qu’elle préserve les angles entre les

courbes, autrement dit, elle est conforme.

FIGURE 1.1 — La projection stéréographique du pole nord

32



1.4. STRUCTURE CONFORME

Plus généralement, on peut définir la projection stéréographique en dimension m.

Définition 1.4.10. La projection stéréographique w: S™\{(0,1)} — R™ est définie par

() = avec T = (Z,Ty) = (xo, 21, ..., 2Tm) € ™.

_1—a:m

1.4.3 Transformation de Mobius

En analyse complexe, les transformations de Mobius sont des applications conformes
spéciales qui correspondent aux difféomorphismes de la sphére de Riemann.

Définition 1.4.11. Une transformation de Méobius du plan compleze est une application

de la forme

az+b
= 1 - .
f(z) " , a,byc,de C telsque ad—bc#0

(La condition ad — bc # 0 garantit que f ne soit pas constante).

Quand z — oo, f(2) = % sic# 0et f(z) — cosic=0;avec f(—A%) = 0. On peut
alors voir f comme une application du plan complexe compactifié C = C U {co} dans
C. De maniere générale, les transformations de Mobius sont des automorphismes de R™
(la compactification de ’espace euclidien de dimension m) définies comme la composée

d’un nombre fini d’inversions par rapport a des hyperplans ou des hyperspheres.

Proposition 1.4.12. [57] Chaque transformation de Mdbius dans R™ est de la forme

aA(x —a)

|z — al

p(z) =b+
ot a,b e R™, o € R, A est une matrice orthogonale et € € {0,2}.

Le théoréeme de Liouville affirme qu’en dimension m > 3, toute transformation conforme
localement définie dans R™ est la restriction d’une transformation de Mobius.

Proposition 1.4.13. [12] (Théoréme de Liouville)
Soit ¢ : U — R™ ou S™ une application conforme définie sur un ouvert U de R™ ou
S™ . avec m > 3, alors ¢ est identifiée a un élément du groupe de Mobius, i.e. ¢’est une

composition d’homothéties et d’inversions.
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FIGURE 1.2 — La partie colorée sur le plan est I'image d’un simple carré dans le plan
apres une transformation de Mobius : la partie colorée sur la sphere
est I'image du carré original apres application de I'inverse de la projection
stéréographique, apres on effectue une rotation sur la sphere et on projette de nouveau
sur le plan.

1.5 Applications semi-conformes et fonctions conjuguées

Les applications semi-conformes sont des applications définies sur une variété rieman-
nienne qui sont conformes sur le complément orthogonal des fibres. On va caractériser
ces applications en termes de coordonnées locales et en termes d’une base orthonormée
adaptée, on va donner des exemples et puis on va expliquer le lien avec les fonctions
conjuguées.

1.5.1 Applications semi-conformes

Définition 1.5.1. Soient ¢ : (M™,g) — (N™, h) une application lisse et x € M.
On dit que ¢ est semi-conforme ou horizontalement (faiblement) conforme en x si elle
satisfait l'une des deux conditions suivantes :

(i) dpy =0 (i.e. x est un point singulier),

(ii) dep, est surjective et il existe A(x) # 0, tel que

h(dgpz(X)a d‘P:Jc(Y)) = A({L‘)g(X, Y) ’ (1'15)
"

ot X et'Y sont des vecteurs dans l’espace horizontal Ker(dpy

Un point de M de type (ii) est dit un point régulier. Suivant des coordonnées locales

(z1,...2m) €t (y1,...yn) au voisinage des points x et p(z) respectivement, on peut écrire
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(1.15) comme

N N
$0) 5 @5
i J

(z) = AMz)h*?(p(z)) Ya,B=1,...,n (1.16)

Dans toute la suite, on optera pour la dénomination semi-conforme.

Définition 1.5.2. Soit ¢ : (M™,g) — (N", h) une application lisse. On dit que @ est
semi-conforme sur M si elle est semi-conforme en tout point de M. Si tous les points

de M sont réguliers, on dit que M est une submersion (semi-)conforme.

On désigne par V, 'espace vertical Ker(dy,) et H, son orthogonal, I’espace horizontal
Ker(dg,)*. En posant A(z) = 0 si = est un point singulier, on a

1
A :*dxga
(0) =+ | de. |

ott |dg,|? est la norme de Hilbert-Schmidt donnée par
[depwl? = > hdpa(ei), dipn(es) (1.17)
i=1

avec {e;} une base orthonormée du plan tangent 7, M . La fonction A est alors lisse sur
M, méme aux points critiques. Sa racine carrée A = /A est appelée la dilatation de
I’application ¢.

L’exemple trivial d'une submersion conforme est :
Exemple 1.5.3. (La projection orthogonale)
R™ -~ R
(X1, oy Tm) = (T1,...,2p)

oum > n > 1. On dit que c’est une submersion riemannienne, c’est a dire une applica-
tion semi-conforme de dilatation constante égale a 1.

Notons qu’une application semi-conforme de dilatation constante non-nulle n’est autre

qu’une submersion riemannienne & un scalaire pres.

Exemple 1.5.4. (La fibration de Hopf)
Soit S? la sphére canonique de courbure sectionnelle constante égale ¢ 1. La fibration de
Hopf est donnée par

93— 52
(20, 21) — (20> — |21]?, 25021 (1.18)

pour zg,z1 € C tels que |zo\2 + \Zl|2 = 1. C’est une submersion conforme de dilatation

constante égale a 2.
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FIGURE 1.3 — Fibration de Hopf de S® représentée par projection dans R?

Exemple 1.5.5. (La projection radiale)
Pour tout m € N*, Uapplication

R™\ {0} — 5™

x
T = —
|z

1

est une submersion semi-conforme de dilatation \(x) = o]

Proposition 1.5.6. Soit ¢ : (M™,g) — (N", h) une application lisse entre deuz variétés
riemanniennes et soit x € M, alors ¢ est semi-conforme en x de dilatation \(x) si et
seulement si soit dp(z) = 0 soit, pour toute base orthonormée {Ya} en ¢(x), il existe

une base orthonormée {X;} en x telle que

A (Xi) = AM2)Y; pour i=1,...,n
Pelti) = 0 pour 1>n

Il est clair que la notion de semi-conformalité généralise naturellement la notion de

conformalité.

Proposition 1.5.7. Soit ¢ : (M™,g) — (N™,h) une application lisse, alors ¢ est
semi-conforme si et seulement si @ est conforme.

Dans le cas d’une application définie sur une variété riemannienne a valeurs complexes,

on a la proposition suivante :
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Proposition 1.5.8. [12] Soit ¢ : (M™,g) — C une application différentiable, alors ¢
est semi-conforme si et seulement si

m
- 0p Op
V=0, 1.19
1,7=1
ot (x1,...,%m) est un systéme de coordonnées locales sur M.

En particulier, si M = R™ muni de la métrique canonique, I’équation (1.19) est équivalente

i(gi)zzo, (1.20)

=1

a I’équation du premier ordre

ou (z1,...,Ty) sont les coordonnées canoniques sur R™.

On indique ci-dessous quelques objets géométriques associés a une application semi-
conforme ¢ : (M™, g) — (N", h), qu’on utilisera dans la suite.

- On désigne par V et H les distributions verticale et horizontale données par Ker d¢
et son orthogonal (Kerdgp)L respectivement. Pour un champ de vecteurs E, on
désigne par VE et HFE les projections orthogonales de E sur les distributions V
et H respectivement.

- Pourz € M, {e;}i=1,..m désigne une base orthonormée en z, de méme {eg}q=1,..n
et {e; }r=n+1,. m désignent des bases orthonormées horizontale et verticale en z,
adaptées aux distributions H et V.

- p est la courbure moyenne des fibres i.e. c’est le champ de vecteurs donné par

1 m—-n
p= Y HVee
r=1

m-—-n

- I désigne le tenseur d’intégrabilité de la distribution horizontale H :

I : TMxTM — TM
(X,Y) = V[HX,HY]

- 7(¢) est le champ de tension de ¢, c’est la section 7(p) € T'(o~'TN) définie par
m
7(p) = div dp = —d*dp = Trace,Vdy = Z Vde(ei,e;),
i=1

L’équation fondamentale d’une submersion semi-conforme qui donne la relation entre le

champ de tension, la dilatation et la courbure moyenne des fibres est la suivante [12] :
T(p) = —(n — 2)dp(gradln \) — (m — n)dep(u) . (1.21)
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1.5.2 Applications semi-conformes définies sur les géométries en di-
mension 3

Dans le Chapitre 3, on va construire des solitons de Ricci en déformant la métrique
par rapport & une application semi-conforme. Les géométries de Thurston vont jouer un
role important dans cette construction. Parmi les huit géométries définies dans §1.3.2,
les produits R?* = R? x R, S? x R et H? x R admettent des projections canoniques sur
le premier facteur qui sont tous des submersions riemanniennes. L’application de Hopf,
qu’on a étudié dans §1.5.1, détermine une submersion semi-conforme (avec dilatation
constante) de S® dans S2.

Il y a plusieurs projections semi-conformes naturelles de ’espace hyperbolique dans
une surface, par exemple, la projection radiale sur la sphere et la projection orthogo-
nale sur H? (voir [12]). Lorsqu’on prend le modele du demi-espace (R3,g) muni de la
métrique ¢ = (dz12 + dwo? + dzs?) /212, la projection & ’hyperplan & I'infini donnée par
o(z1,z2,23) = (22, x3) est semi-conforme avec dilatation A(z) = e® ou s est la distance

hyperbolique de x a 'hyperplan 27 =1 [12].

Lorsqu’on identifie la géométrie Nil avec (R3, g) ot g est la métrique
_ 2 2 2
g =dz1” + dxe” + (x1dxy + das)

(voir §1.3.2), la projection ¢ : Nil — R? donnée par (a1, 2, 23) = (21,72) est une
submersion riemannienne (une application semi-conforme avec dilatation identiquement
égale a 1). On remarque que par rapport a cette projection, les fibres sont minimaux et
la distribution horizontale n’est pas intégrable (comme pour l'application de Hopf). La
géométrie Sol = (R3, g) ol g = dx1? + e2¥1dze? + e 2%1dz3? est munie d'une projection
semi-conforme ¢ : Sol — (R2?,h) ot h = dz1? + e**1dzo? donnée par p(x1,z2,73) =
(x1,x2). Dans ce cas la dilatation A = 1 et la distribution horizontale est intégrable,
pourtant les fibres ne sont pas minimaux [12]. On remarque qu’apres le changement de
variable v = e~®!, la métrique du codomaine se transforme en h = (du? 4 dx?)/u? avec
u > 0, ce qui correspond a la métrique hyperbolique sur le demi-plan.

P

Enfin, lorsqu’on identifie la géométrie SLy(R) avec (R3, g) ol

dzi? +dzp®  (d 2
g= T .%'2+<332 )7

2 — + dZL‘3
I T
la projection ¢ : SLy(R) — (R%, h) donnée par ¢(x1, T2, x3) = (1, z2) est semi-conforme

par rapport & la métrique hyperbolique h = (dz1? + dz2?)/z1? sur le codomaine.
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1.5.3 Fonctions conjuguées
Soient f et g deux fonctions réelles définies sur une variété riemannienne (M™, ).
Définition 1.5.9. f et g sont dites conjuguées si

VeeM, |[Vf(x)|=I[Vg(x)] et 6(Vf(z),Vg(r)) =0,

Exemple 1.5.10. Soit R® muni des coordonnées (x1,x9,73). Les fonctions f et g
définies sur R3\{zy = x3 = 0} par :
{E12 + 1‘22 + .’L‘32 . :L‘12 + $22 + :L'32

To2 + 132 T T 2 g2

f =

sont des fonctions conjuguées. De méme pour les deuzx fonctions f et g définies sur

R3\{0} par :

T
\/xlz + $22 + $32'

f=1log Vx12 + 292 + 132 g = arccos

D’apres la définition (1.5.9), on peut dire que f et g sont conjuguées, si et seulement si,
(V)2 =0, (1.22)

oit ¢ : M — C est donnée par ¢ := f +ig et (V)2 = (Vip, V) ot (.,.) désigne
le prolongement C-linéaire de & & l'espace tangent complexifié TCM . L’équation (1.22)
signifie que le champ de vecteurs (complexe) Vi est isotropique en chaque point. D’apres
les équations (1.19) et (1.22) on a la proposition suivante :

Proposition 1.5.11. Soit ¢ : M — C une application différentiable a valeurs dans une
surface telle que p := f+1ig ou f et g sont deux fonctions réelles différentiables définies
sur M. Alors,

@ est semi — conforme si et seulement si f et g sont conjuguées.

Exemple 1.5.12. (Les cercles de Villarceau)
Soit
H:R s o s % R?
ou o désigne la projection stéréographique de S¥ dans RF U {oo}, 071 son inverse et w
est la fibration de Hopf de S® dans S* donnée par (1.18).
H est une application semi-conforme puisqu’elle s’agit de la composée d’applications
semi-conformes.
Soit R® muni des coordonnées (1, xa,x3). On peut expliciter H = (f,g) avec les expres-

St0ns

2 2
- (1- %)332 + 21173 ot = (1- %)363 — V22129

x92 + 132 To? + 132
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Comme H est semi-conforme, ses composantes f et g sont conjuguées. Les fibres de cette
application sont des cercles, appelés cercles de Villarceau, sur des tores dans l’espace

comme le montre la figure 1.3.

Remarque 1.5.13. (i) 1l est clair que la propriété que deuz fonctions soient conjuguées
est une propriété conformément invariante.

(ii) Pour la définition des fonctions conjuguées, la régularité des fonctions n’est pas
nécessaire, il suffit que ces fonctions soient Lipschitziennes pour que cette propriété soit
bien définie, comme par exemple les deuz fonctions conjuguées sur R, f et g suivantes :

f=Vx12+ 192 g=1x3.

En effet, d’apres le théoréme de Radamacher, la dérivée de toute application Lipschit-
zienne existe presque partout. Or, il suffit que la dérivée existe en un point pour parler
de la notion de semi-conformalité en ce point. Comme Lipschitz entraine la continuité,
Uapplication se prolonge continument a travers les points ot la dérivée n’est pas définie.

Théoreme 1.5.14. Soit f une fonction lisse définie sur une variété M de dimension
2, alors f admet, localement, une conjuguée si et seulement si f est harmonique, i.e. f
vérifie ’équation de Laplace Af =0.

Démonstration. Si f admet une fonction conjuguée g, alors ¢ = f+ig est une application

semi-conforme et donc d’apres (4.35) on a

(Vp)? =0,
ce qui est équivalent a

9pdp _

0z 0z '

ou % = % (8% — 18%) et % = % (% + 1%) , ce qui signifie que ¢ est ou bien holomorphe

ou bien anti-holomorphe et par suite sa partie réelle f est harmonique.

Réciproquement, si f est harmonique alors la 1-forme

est fermée, il s’ensuit qu’il existe une fonction g telle que § = dg sur un certain domaine
simplement connexe, et dans ce cas ¢ = f + ig est holomorphe puisqu’elle vérifie les
conditions de Cauchy-Riemann, donc % =0, et par suite f et g sont conjuguées. ]
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1.5.4 Lien avec les feuilletages conformes

La notion de feuilletage conforme a été introduite par Vaisman en 1979 (voir [12]).
Il s’agit d’un feuilletage pour lequel le transport de Lie de la métrique le long d’une
feuille est conforme sur I’espace orthogonal. Des cas particuliers sont des feuilletages

différentiables de codimension 1.

Définition 1.5.15. On dit que F est un feuilletage C*° d’une variété riemannienne
(M™,g) de codimension n si F détermine une décomposition de M en sous-ensembles
connexes Lo (dits les feuilles), tel que pour chaque x € M, il existe un voisinage W de
x et une submersion ¢ : W — N™ a valeurs dans une variété de dimension n, tels que
les fibres de ¢ correspondent auzx composantes connexes de W N Lq. L’application ¢ est

dite submersion distinguée par rapport a F.

Notons que les feuilles L, déterminent une décomposition de I’espace tangent T, M =
H. ® V., en chaque point, ou V, est tangent aux feuilles et H, = Vj.

Définition 1.5.16. Un feuilletage F est dit conforme si pour tous x € M, V € V,,
X, Y eH,,
(EVQ)(X7Y) = V(V)g(X7Y)

ou v est une fonction qui dépend uniquement de x et de V.

Théoréme 1.5.17. [12] Soit ¢ : (M™,g) — (N",h) une submersion semi-conforme.
Alors les fibres de ¢ déterminent un feuilletage conforme de M™. Réciproquement, si F
est un feuilletage conforme de (M™, g), alors pour tout x € M, il existe un voisinage W
de x, une submersion distinguée @ : W — N" et une métrique h sur N™ par rapport a
laquelle ¢ : (W, glw) — (N™, h) est semi-conforme.

On montre dans le Chapitre 3 que si F est un feuilletage conforme de dimension 1,

(Lyvg)(X,Y)==2V(InA)g(X,Y) pour VeV, et X,Y € H,,

ol A est la dilatation associée a la submersion distinguée dans le théoreme précédent.

1.5.5 Invariants conformes

Dans la section qui suit, on étudiera la caractérisation des fonctions conjuguées en dimen-
sion 3. Ce qui jouent un role essentiel dans cette étude sont les invariants différentiables
conformes. Une liste d’invariants conformes essentiels pour la caractérisation complete
de ces fonctions est donnée dans [7], de fagon que toutes les conditions nécessaires et
suffisantes dans les différents cas sont exprimées en fonction de ces invariants.
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Soit f une fonction lisse définie sur un ouvert U C R3. Considérons la notation des

dérivées partielles de f suivante :

of 0% f o3f

T= e 9= Gatger T = Guigaioar

C’est équivalent a
fi=Vif, fij =ViVif,  fijr = ViV;Vif,

ot V; est la connexion plate sur R?, ou en cas plus général, la connexion de Levi-Civita
sur une variété riemannienne. Dans la suite on adoptera la convention de sommation
d’Einstein. On fait monter et descendre les indices avec la métrique euclidienne 0;; et
un indice répété signale la contraction suivant cet indice. Considérons le changement

conforme de la métrique 5z‘j en 5ij suivant
~ 9
5z‘j = 0%5;;

ou € est une fonction lisse non-nulle en chaque point de U, et Sij est aussi plate. Notons

61 la connexion associée a S\ij et
fi = Vif, ﬁj =V.Vif, J?ijk: = V:ViVi !,
La connexion @1 est exprimée en fonction de V; par :
Vid; = Vi®; — 1;®; — T;&; + 0, L5,
pour toute 1-forme ®;, out T; = V;log Q2 (voir [12]) sont les solutions de
VT, ="TY; — %@jr’m.
Il s’ensuit que :

fi=fi
fij = fis = 2Yafp + 00" fu
Jijk = fije — 6T (i firy + 30 L fry,
3
6T (T fxy = 335 Ty Y7 Fyp = 5Ly

ou la notation de parentheses dans les indices désigne la symétrisation suivant les indices
qui sont inclus dans la parenthese, par exemple : T(; f;) = % (Yif; + Y5 fi).
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Définition 1.5.18. Un invariant conforme de f de densité w est un polynéme
I= 1(51]7 fa fi: fz]7 fijk7 .. ) )

qui, apres un changement conforme de la métrique &-j = deij, change de la facon
sutvante :

](513’ f? fia fl]7 f’L]k‘v .. ) = le(éljv f? fia fZ]v f’L]kv .. ) ;
pour tout scalaire conforme €} produisant une métrique plate a partir de la métrique plate

nitiale.

Dans [7] il y a une grande liste d’invariants conformes et il y a une explication détaillée des
différentes manieres pour la construction de ces invariants. Dans notre cas on s’intéresse
notamment aux trois invariants conformes X, Y, Z suivants, qui sont de densité —6, —8

et —4 respectivement :

X = 2] i fo = PR i+ PR, (1.23)
Y :=2%-2JX, (1.24)
Z:=ffifi+ ffi jj ; (1.25)

avec J l'invariant conforme élementaire de densité —2 donné par :
J = f'fi.
Remarque 1.5.19. Z n’est autre que le 3-Laplacien a un multiple preés.
Z =VJdiv(|Vf| V)
Pour la construction de Z par exemple, on a la proposition suivante :

Proposition 1.5.20. Si ¢; est un invariant conforme de densité —1, alors @; — Vip;

est ausst un invariant conforme.

On applique cette proposition pour la 1-forme J'/2f; qui est un invariant conforme de
densité -1, ce qui implique que JY2VJ [J 1/2 f;] est aussi un invariant conforme (étant le
produit de deux invariants conformes) avec
1/2 1/2
TP L] = SIS+ IV Sy = FI Sy + P = 2.

Il y a d’autres propriétés, comme par exemple, si ¢; est un invariant conforme de densité
2, alors pj — V(;p5) — %ngokéij est un invariant conforme.

On verra dans la section suivante comment ces trois invariants X, Y et Z jouent un role

essentiel dans la caractérisation des fonctions conjuguées.
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1.6 Caractérisation des fonctions conjuguées en dimension
3

Comme on a déja mentionné au début de ce chapitre, la question importante qui se
pose est : étant donnée une fonction réelle f lisse définie sur une variété riemannienne
M de dimension 3, quand est-ce que f admet-elle une fonction conjuguée g? Dans
cette section on va donner des conditions nécessaires pour qu’une fonction admette une
conjuguée dans un domaine de 'espace euclidien R3. Dans cette dimension, toutes les
conditions nécessaires et suffisantes ont été déterminées dans [7]. Pour les dimensions

plus grandes le probleme est non-résolu.

Dans toute cette section, M désigne un domaine de R? et f : M — R est une fonction
lisse sur M .

1.6.1 Condition nécessaire

Théoréme 1.6.1. [7] (Une condition nécessaire)

St f admet une conjuguée, alors f vérifie l'inégalité différentielle suivante :

X =2 ;1" fe = F 1 e+ FA(F)? < 0. (1.26)
D’apres la définition (1.5.9), si f admet une conjuguée, alors il existe une 1-forme fermée
w; (cette notation veut dire wjdxj qui serait la forme duale de la conjuguée de f) telle
que :

fjwj =0 et ijj = fjfj. (1.27)

Pour que la réciproque soit vrai, il faut que w; soit localement exacte.
En dérivant (1.27) par V*, on a :

fij + wijfj =0 et wijwj = fijfj. (1.28)

En appliquant une transvection par f; a la deuxieme équation de (1.28), puis en utilisant

la premiere pour éliminer le terme w® f; et en utilisant que wij = Viw; est symétrique,
on a ’équation :

fi]wiwj =+ fl]flf] = 0. (1.29)

Proposition 1.6.2. Si f admet une fonction conjuguée, alors il existe une I-forme w;

telle qu’on a le systéme d’équations suivant :

flwoi= 0
wiwi = f'f; (1.30)
fwwi+ ffifi= 0

Remarque 1.6.3. Toute solution de (1.30) est dite une direction conjuguée de f.
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1.6.2 Normalisation

Pour simplifier les choses on peut procéder en utilisant les coordonnées normalisées
autour d’un point fixe x. Supposons que f3 # 0, alors on peut faire une rotation du
gradient de f pour qu’il soit dirigé dans la direction de I’axe des x3. En plus, comme la
forme quadratique f;; est symétrique, on peut faire une diagonalisation orthogonale de sa
restriction au plan orthogonal a f3. Autrement dit, suivant les coordonnées normalisées,

on peut supposer qu’au point T :
fi=fa=0 et fi2=0. (1.31)

Dans ce cas, les expressions de X, Y, et Z données dans (1.23) se simplifient en

2(£3)2(f11 + f33)(fa2 + f33)
(f3)1(f11 — f22)?,
(f3)2(fi1 + foo + 2f33)

X
Y
VA

et le systeme (1.30) devient :

w3 = 0
Wi+ ws = f2 (1.32)
fr1wd 4 foows + fa3f3 =0

On distingue les trois cas suivants :

- lercas: X <0:
Dans ce cas, il existe exactement 4 directions conjuguées distinctes (w, n, —w, —n).

-2mecas: X =0etY #0:
Dans ce cas, il existe exactement 2 directions conjuguées distinctes (w et —w).
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—W

-3eéme cas : X = 0et Y = 0 : Dans ce cas, les deux équations se confondent et

alors on a une infinité de solutions.

1.6.3 Intégrabilité des directions conjuguées (Conditions suffisantes)

On peut caractériser les fonctions ayant X =Y = 0 et admettant une conjuguée par le

théoreme suivant :

Théoréme 1.6.4. [7] Soit f une fonction réelle lisse (non-constante) telle que X (f) =
Y(f) =0, alors f est l'une des quatre fonctions suivantes (a un multiple scalaire et a

des transformations conformes pres) :

1
212 + 292 + 132

1
A log(x12 +x9% + :1:32) arctan (373)
2 )

ayant les conjuguées correspondantes suivantes

9 cosf + x3sinf
1% + 29?2 + w32

1
To arctan (:1:3) - 10g(x12 + 292 + x32)
T2 2

Pour le cas générique X < 0, on donne dans [7] la preuve qu'il existe trois équations qui
completent la caractérisation des fonctions ayant une conjuguée avec X < 0 (notons que
la fonction et sa conjuguée ont le méme X). Mais vu la complexité de ces équations, on
va présenter seulement celle qui est la plus simple parmi les trois :

Proposition 1.6.5. Soient S, R et V les invariants conformes donnés par
S = fUJV;X —3XV,J)
R = f'(JViZ—-2ZV,J)
Vo= 4JEM (J£iQij — ['Qijfrm ™) fi

ot QU = fukf, — 2fk £, Localement, une fonction f lisse telle que X (f) < 0 admet
une fonction conjuguée si et seulement si f vérifie (1.26),

P:=2(ZS —2XR+2XY)?+ XV% =0

et deux autres équations, toutes exprimées en fonction d’une longue liste d’invariants
conformes.
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On remarque que les équations caractérisant les fonctions conjuguées en dimension trois
sont assez compliquées de facon qu’il est presque impossible d’obtenir des solutions a
partir d’une résolution directe de ces équations. Ce qui motive ’ansatz considéré dans
le Chapitre 2.

1.7 Applications harmoniques, biharmoniques et morphismes

harmoniques

Dans le concept des espaces harmoniques de Brelot, les morphismes harmoniques ont
été introduits par Constantinescu et Cornea en 1965 [21]. Une propriété des applications
holomorphes entre surfaces de Riemann est qu’elles préservent les fonctions harmoniques
dans le sens que le pull-back d’une fonction harmonique (définie localement) par une telle
application est harmonique. Un morphisme harmonique entre variétés riemanniennes est
défini comme une application continue qui préserve les fonctions harmoniques. Dans le
Chapitre 4 on va étudier des applications pour lesquelles le pull-back d’une fonction
harmonique est biharmonique. On verra qu’il s’agit d’une condition tres naturelle qui

porte sur la théorie des applications biharmoniques.

1.7.1 Applications harmoniques entre variétés riemanniennes

On définit le Laplacien (ou I'opérateur de Laplace-Beltrami) A = AM = Ay sur une

variété riemannienne (M™, g) par
Af = Trace,Vdf,

ou f est une fonction a valeurs réelles définie sur un ouvert U de M. Suivant des coor-

données locales (x!,.

7 _ i' a2f k af
A= f@xl (fgjaxﬂ) =97 ((%Jic?xj _Fijaxk> ' (1.33)

Les solutions de ’équation de Laplace Af = 0 sont dites fonctions harmoniques sur U ;

..z™) on a

comme par exemple la fonction f définie sur la sphere S? \ {(#+1,0,0)} par f(0,p) =
Intan(0/2).

Soient maintenant (M™,g) et (N™, h) deux variétés riemanniennes, ¢ : M — N une
application de classe C?, et D un domaine compact de M. L’énergie de ¢ sur D est

1
E(p; D) =/ e(w)vg=2/ [del*vg,
D D
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ou e(p) : M — [0,00) est la densité d’énergie de ¢ donnée par
1 2
e(p)y = §\d¢wl pour tout z € M

avec |dgp,| la norme de Hilbert-Schmidt donnée par (1.17). Dans le cas ou M est com-
pact, on note E(yp) = E(p; M). Notons que si dimM = 2, I'énergie est conformément

invariante.
Définition 1.7.1. On dit que ¢ : M — N est harmonique si elle est un point critique
de la fonctionnelle d’énergie E. Plus précisément, si

d
TP D)y =0 (1.34)

pour tout domaine compact D et toute variation {p} de ¢ a support D (i.e. une famille

d’applications lisses qui dépendent d’une facon lisse du parameétre t € (—e,€), avec pg =

©).

Par un théoreme de J. Eells et J. H. Sampson on a :

Théoréme 1.7.2. [25] Soit ¢ : M — N wune application lisse, alors
@ est harmonique si et seulement si 7(¢) =0.

Notons que localement,

(0% ™ 8@5 o
o _ i _MpkZ¥ | Npo -7
)=y (8:1:183& Y Qak B i Bacj>

ou™M I‘fj et V I'3., sont les symboles de Christoffel associés aux connections de Levi-Civita
sur (M, g) et (N, h) respectivement. On peut alors voir que les applications harmoniques
généralisent les fonctions harmoniques (N = R) et les géodésiques (M = S1).

Exemple 1.7.3. Toute application holomrphe ou anti-holomorphe définie sur un ouvert

de C (ou une surface de Riemann) a valeurs dans C™ est harmonique.

Exemple 1.7.4. (La projection radiale)
La projection radiale donnée par

R™\ {0} — &sm!

T —
||

pour m = 2,3,... est harmonique.

Exemple 1.7.5. La fibration de Hopf S® — S? donnée par (1.18) est une application
harmonique.
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1.7.2 Morphismes harmoniques

Un morphisme harmonique est une application qui préserve les solutions de 1’équation
de Laplace : explicitement il s’agit d’'une application pour laquelle le pull-back d’une
fonction harmonique (définie localement) est harmonique. Une caractérisation complete
des telles applications a été établie dans [28], [33] et [12].

Définition 1.7.6. Une application ¢ : (M™,g) — (N™, h) entre deux variétés rieman-
niennes est dite morphisme harmonique, si pour toute fonction harmonique f définie
sur un owvert U de N, f : U C N™ — R telle que ¢ (U) = V non-vide, la composée
fow:V = R est aussi harmonique sur V C M.

On peut déduire immédiatement de cette définition que la composée de deux morphismes

harmoniques est un morphisme harmonique.

Remarque 1.7.7. Comme le Laplacien est (2 fois) le générateur de mouvement Brow-
nien, la définition implique qu’en théorie stochastique, un morphisme harmonique ap-
plique un mouvement Brownien sur M en un mouvement Brownien sur N. Or, l'image
d’un mouvement Brownien est un ensemble dense, donc si ¢ est un morphisme harmo-
nique non-constant de M dans N, alors dim M > dim N [13].

Dans le théoreme suivant, on donne la caractérisation de Fuglede-Ishihara des mor-

phismes harmoniques.

Théoréme 1.7.8. [28][33] Une application entre deur variétés riemanniennes est un
morphisme harmonique si et seulement si elle est semi-conforme et harmonique.

De cette caractérisation, on a une autre facon de voir que la dimension de M doit étre
supérieure ou égale a la dimension de IV car toute application semi-conforme avec m < n
est constante, voir §1.5.1. On donnera une caractérisation similaire pour les morphismes

harmoniques généralisés dans le Chapitre 4.

Exemple 1.7.9. Voici quelques exemples simples de morphismes harmoniques :

(i) Toute fonction holomorphe sur C™ (ou sur une variété Kdihlérienne) a valeurs dans
C est un morphisme harmonique de dilatation A = |f'|.

(ii) Les projections de M x N — M ou N sont des morphismes harmoniques de dilatation
A=1.

(iii) La projection radiale p : R™ \ {0} — S™1 est un morphisme harmonique de
dilatation \(z) = 1/|z|.

Exemple 1.7.10. (i) Les projections définies dans §1.5.2 sur sept des huit géométries
en dimension 3 (toutes les géométries sauf la géométrie Sol qui ne supporte aucun mor-
phisme harmonique, méme localement [12]) sont des morphismes harmoniques.

49



1.7. APPLICATIONS HARMONIQUES, BIHARMONIQUES ET MORPHISMES
HARMONIQUES

(ii) L’application donnée par la composition suivante

c2\{o} 5 crt L cu{w}
(a1, q2) = g, qe] = Q/q

est un morphisme harmonique qui se restreint  la fibration de Hopf sur S3 C C?\ {0} .

On présente ci-dessous quelques théoremes sur les morphismes harmoniques qui seront
utiles dans la suite. Une simple conclusion du Théoréeme 1.7.8 en ce qui concerne les

fonctions conjuguées est donnée dans le corollaire ci-dessous.

Corollaire 1.7.11. Soient f et g deux fonctions harmoniques conjuguées définies sur
une variété riemannienne (M™, g), alors ¢ = (f,g) : M™ — R? est un morphisme

harmonique.

Théoréme 1.7.12. [1] Soit P : R™ — R"™ une application semi-conforme polynomiale.

Alors P est harmonique et par suite un morphisme harmonique.

Une interprétation géométrique de la caractérisation indiquée dans 1.7.8 transforme le

probleme d’harmonicité en minimalité des fibres comme on ’explique ci-dessous.

Théoréme 1.7.13. [8] Soit ¢ : (M™,g) — (N™, h) une application lisse semi-conforme
(non-constante) entre deuz variétés riemanniennes de dimensions m,n > 1. Alors ¢ est
harmonique, et donc un morphisme harmonique si en tout point régulier, la courbure
moyenne des fibres 1Y est exprimée en fonction du gradient de la dilatation \ par

(n — 2)H(grad In\) + (m —n)u” = 0.

En particulier, st n = 2, alors ¢ est harmonique, et donc un morphisme harmonique si
et seulement si en chaque point régulier les fibres de ¢ sont minimaux.

Théoréme 1.7.14. [11] Si ¢ : R3 — (N2, h) est un morphisme harmonique entier défini
sur R3, alors ¢ est la composée d’une projection orthogonale & valeurs dans C et d’une

transformation conforme dans N?.

1.7.3 Applications biharmoniques et morphismes biharmoniques

Une fonction biharmonique sur une variété riemannienne (M, g) (aussi dite fonction de
stress) est une solution de ’équation A?f = 0. L’opérateur A? s’appelle le bi-Laplacien.
Ces fonctions jouent un role essentiel dans ’élasticité et ’hydrodynamique. D’autre part,
les courbes élastiques, appelées elastica ont été introduites par L. Euler en 1744 [26]; il
s’agit des courbes qui extrémisent la fonctionnelle de bi-énergie (voir ci-dessous) avec la
contrainte que la longueur reste fixe. Dans cette partie on donne d’une facon analogue
aux parties précédentes, la définition des applications biharmoniques et des morphismes

biharmoniques.
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Définition 1.7.15. Soit ¢ : (M,g) — (N,h) une application lisse entre deuzx variétés
riemanniennes et D un domaine compact de M. La bi-énergie de @ sur D est définie

par :
() = 3 [ 1),

avec 7(p) le champ de tension donné par (7).
Les points critiques de la fonctionnelle de bi-énergie E? sont dits applications biharmo-

NniquUes.
L’équation d’Euler-Lagrange associée & E? est

72(p) 1= Tracey (VPVY = VZ,,) 7(p) — Trace, RY (dy, 7(p))dp = 0, (1.35)

avec RY le tenseur de courbure de (N, h) défini dans (1.7). Notons que

T (p) = =J?(1(¥))
ol J¥ est opérateur de Jacobi associé a ¢.

Remarque 1.7.16. Il est clair que toute application harmonique est biharmonique,
mais la réciproque nest pas vrai. En général il est difficile de trouver des exemples
d’applications biharmoniques non-harmoniques. Les équations d’Euler-Lagrange est un
systeme elliptique d’ordre 4 difficile a résoudre explicitement et des théorémes générals
n’existent que dans des situations trés particulieres. Pourtant, il existe des exemples

géométriques inattendus.

Exemple 1.7.17. [56] L’application de I’Ezemple 1.5.12, dont les fibres sont les cercles
de Villarceau, est une application biharmonique non-harmonique. On peut le vérifier par

un calcul direct.

Exemple 1.7.18. [9] On considére la composée de lapplication de Hopf de R* dans R?
avec Uinversion dans R3, explicitement
R* — R3

1
(z,y) — W(MQ — |yl* 2zy)
avec x,y € C. Il s’agit d’une application semi-conforme biharmonique non-harmonique.

Le sujet de biharmonicité des applications semi-conformes a été étudié dans [9] ol on
donne une relation entre la dilatation et la courbure moyenne des fibres qui caractérise
ces applications. On peut adapter aussi la définition des morphismes harmoniques pour

la biharmonicité :
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Définition 1.7.19. Une application ¢ : (M™, g) — (N™, h) entre deux variétés rieman-
niennes est dite morphisme biharmonique si pour toute fonction biharmonique f définie
sur un ouvert de N, f : U C N — R, telle que o1 (U) = V non-vide, son pull-back par
p, fop:V — R est aussi bitharmonique sur V. C M.

Exemple 1.7.20. [40] L’inversion donnée par

R™\ {0} — R"
x = T
]

est un morphisme biharmonique si et seulement sin = 4.

E. Loubeau et Y-L. Ou ont étudié la caractérisation des morphismes biharmoniques
dans [39] et [40]. On présente ci-dessous un théoréme qui généralise aux morphismes
biharmoniques, la caractérisation des morphismes harmoniques donnée dans le Théoréeme

1.7.8.

Théoréme 1.7.21. [40] Soit ¢ : (M,g) — (N,h) une application lisse entre deux
variétés riemanniennes. Alors ¢ est un morphisme biharmonique si et seulement si

est :
(i) semi-conforme,

(ii) biharmonique,

(iii) 4-harmonique (une application ¢ est dite p-harmonique si elle est un point critique
de la fonctionnelle de p-energie E,, donnée par E,(p) = %fM |dp[Pvg ot M est
compact).

(iv)

[T(P)I* = 28027 ()] + 4ANdiv{dp, 7(¢)) + n(AN?)?

+2(de, 7()) (VIT(¢)|*) + 15> = 0,

ot S € @2 TN est la symétrisation de Trace, dp@VPT(¢) et (dp, T(¢))(X) =
{dp(X), 0()) -

On remarque d’apres le Théoreme 1.7.21 que les morphismes biharmoniques corres-
pondent a une classe d’applications semi-conformes biharmoniques tres limitée. Il est
difficile d’expliciter des exemples a partir de ce théoréme. Dans le Chapitre 4, on in-
troduit une généralisation naturelle des morphismes harmoniques (notons aussi qu’un
morphisme harmonique n’est pas nécessairement un morphisme biharmonique). Ce qui
nous ramene a la construction d’une infinité d’exemples d’applications semi-conformes
biharmoniques, non-harmoniques.
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Chapitre 2

Une classe de fonctions
conjuguées réelles analytiques

On rappelle qu’il existe une inégalité différentielle de second ordre et trois équations
différentielles d’ordre 3 qui caractérisent les fonctions admettant des conjuguées en di-
mension 3. Toutes ces conditions sont conformément invariantes et il existe une liste
exhaustive des opérateurs d’invariants conformes en fonction desquels on peut expri-
mer ces équations. Par contre, on remarque que ces équations sont treés compliquées a
résoudre, ce qui motivie le probleme de trouver des méthodes plus pratiques pour en-

gendrer des exemples.

Dans l'article [7], on caractérise les fonctions conjuguées admettant une symétrie sphérique
ou cylindrique. En plus, les auteurs ont remarqué un ansatz qui permet d’en déduire des
solutions a partir d’une équation différentielle en une fonction de deux variables. Pour-
tant cette équation est aussi difficile a résoudre, et il n’y avait que quelques solutions

obtenues par des méthodes ad hoc.

Le but de ce chapitre est d’étudier cet ansatz en caractérisant des classes de solu-
tions réelles analytiques. Pour cela, il faut surmonter des problemes algébriques diffi-
ciles qu'on expliquera dans la suite. Parmi les exemples obtenus, on trouve une famille
contenant l’application de Hopf (Exemple 1.5.12), ainsi qu’'une famille d’applications
semi-conformes définies entierement sur R? qui ne sont pas des projections suivies par
une application conforme dans le plan. En effet, tout morphisme harmonique (voir §1.7.2)
est nécessairement de ce type, propriété connue sous le nom Théoréme de Bernstein pour

les morphismes harmoniques [11].
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2.1 Un ansatz pour obtenir des solutions

Rappelons que les applications semi-conformes a trois variables réelles (z,y, z) définies
sur R3 & valeurs complexes sont les solutions de 1’équation

(o) )+ () =

Notons que cette EDP est conformément invariante par des transformations conformes
appliquées sur le domaine R? et le codomaine C; elle est motivée par son lien avec
les morphismes harmoniques (puisque c’est une des deux conditions caractérisant les
morphismes harmoniques), son lien avec les feuilletages conformes et sa représentation
de la généralisation de ’holomorphicité dans le plan. En effet, en dimension 2, pour les
applications & deux variables, cette équation se factorise en

¢ O\ (Op 0p) _
<8x+18y> <8x lf)y =0

dont les solutions correspondent aux fonctions holomorphes ou anti-holomorphes.
Par contre en dimension 3 on ne peut pas séparer (2.1) en un produit des conditions

linéaires.

2.1.1 La méthode suivie en général

On note que dans le cas ou ¢ est une application semi-conforme a valeurs dans une
surface, par invariance conforme, en considérant les coordonnées isothermes, on peut
supposer que localement, ¢ prend ses valeurs dans le plan complexe et donc qu’elle

s’écrit sous la forme
p=[f+ig
ou f et g sont deux fonctions réelles conjuguées.

Soit R3 muni des coordonnées (%, z). On définit la variable u par :

$2+y2
U = ,
2

et soit ¢ : U C R® — C, définie sur un ouvert de R?, telle que ¢ = f + ig. Supposons
que @ s’exprime sous la forme

o(x,y,2) = (z +iy)u Y(u, 2), (2.2)

ol ¢ est un entier naturel positif et @ est une fonction a valeurs complexes, réelle-

analytique dans un voisinage de (u, z) = (0,0) et qui ne peut pas étre factorisée par u,
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autrement dit, g est le plus petit entier naturel tel que ¢ s’écrit sous la forme (2.2). On
note @y 1= g—‘;’, ... Alors :

Yo = u I up + z(z + 1y) (—qv + utdy)],
oy = u" T iuy + y(z +iy) (—qv + wiby)],
. =u Yz +iy)i.,

et
pr’ 07 + 2% = 2w +iy)*u T g(g — DY + u(l - 2q)Pe, + uPh,” + Jui.’}.
Ce qui entraine, en utilisant (2.1), que ¢ est semi-conforme si et seulement si

q(q — 1)¢2 +u(l — 2q)p, + u2¢u2 + %u¢z2 =0. (2.3)

On a réduit notre probleme a un probleme a deux variables. Notons que toute solution
¢ de (2.1) peut étre multipliée par une constante pour donner une autre solution; ce
qui permet, dans le cas ou 1(0,0) # 0, de supposer que 1(0,0) = 1. Par ailleurs, si
¥(0,0) # 0, en considérant (2.3) en (u, z) = (0,0), on obtient q(q — 1)(0,0)? = 0, et
donc ¢ =0 ou 1.

Dans la suite, on va supposer que ¥(0,0) # 0 (donc on peut supposer 1(0,0) = 1) et
par suite on va considérer les deux équations suivantes :

Yihy + u%z + %%2 =0 (C] = 0) (2'4)
—pthy +up” + 50,0 = 0 (g=1) (2.5)

Notre probleme revient alors a expliciter des solutions pour les deux équations (2.4) et
(2.5).

Remarque 2.1.1. L’application de Hopf ¢ : R®\ {u = 0} — C, dont les fibres sont les

cercles de Villarceau, correspond a la solution polynomiale de (2.5),
Y(u,z) =1 —2u — 22 — 2iz. (2.6)

Dans les sections qui suivent on montrera comment on peut déduire des solutions analy-
tiques (développables en séries entieres) de (2.4) et (2.5). On démontre dans le Théoreme
2.2.3 que les parametres qui jouent le role essentiel dans la caractérisation des solutions
sont les dérivées partielles a l'origine successives ¥, %.., V.22, - ... On donnera des rela-
tions de récurrence générales qui permettent en principe de donner des solutions. Pour-
tant, trouver les solutions explicitement reste un probleme difficile. On étudiera en détail
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deux cas particuliers permettant de donner des solutions explicites correspondantes aux
données
. o)

¥,(0) = ¢, et W(ﬁ) =0 pour £ > 2

et
Y

%(0) = Clawzz(o) =cp et W(O) =0pour >3
avec ¢, ¢ et cp des constantes complexes arbitraires (Théoremes 2.3.1 et 2.4.1). L’ap-
plication de Hopf appartient & cette famille de solutions d’applications semi-conformes

dépendant de deux parametres complexes.

2.1.2 Application du théoréme de Cauchy-Kowalewski (Existence des
solutions)

Soit 1(u, z) une fonction réelle-analytique & valeurs complexes exprimée sous la forme
suivante
oo
Y(u,z) = Z ag eut 2t (2.7)
k,4=0

ou ay ¢ sont des constantes complexes. Pour plus d’informations sur les fonctions réelles-
analytiques a plusieurs variables on peut se référer au §9 du texte classique de J.
Dieudonné [24]. En particulier, une série qui converge absolument sur un domaine ou-
vert détermine une fonction bien définie infiniment différentiable sur ce domaine. On
s’intéresse aux domaines de convergence voisinages de (0,0). Selon I’ansatz suivi, pour
déterminer une application semi-conforme sur un ouvert de R?, il faut que v > 0.

Il est intéressant de signaler qu’il existe au moins une solution de ces équations. Par
exemple, une solution de (2.4) donnée dans [7] correspond & la fonction

heCZeV 1-2c2%u
1+ V1—2¢u]

ou b et ¢ sont deux constantes arbitraires. Il s’agit de I'unique solution sous forme d’un

¥(u, 2)

produit a(z)B(u), et qui est analytique au voisinage de l'origine.

Le théoreme de Cauchy-Kowalewski affirme que le probleme de Cauchy a une solu-
tion analytique unique si les fonctions apparaissant dans I’équation différentielle, ainsi
que les données initiales et la surface initiale sont analytiques. On donne le théoreme
uniquement pour le cas qui nous intéresse. Dans toute situation, analytique veut dire

réelle-analytique :
Théoréme 2.1.2. [32] On considére I’EDP

0
O = P2, 0)
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en une fonction compleze (u,z) ((u,z) € R?) ou F est analytique. On suppose que
P(u,0) = &(u) pour une fonction &(u) analytique (u € U ouvert dans R). Alors il existe
une solution unique analytique sur un domaine W dans R? contenant Ux] — ¢, €.

Pour déduire I'existence de solutions réelles analytiques des deux équations (2.4) et (2.5)
on peut appliquer le théoreme de Cauchy-Kowalewski. En effet, on peut écrire ces deux
équations sous la forme

e = (2205, — 2u1,2) "7, (2.8)

sous la condition sur le bord ¥ (u,0) = &(u) pour une certaine fonction réelle-analytique &
définie dans un voisinage de u = 0 avec £(0)£'(0) # 0, cette fonction peut étre prolongée

en une fonction unique, ¥ (u, z), réelle-analytique dans un voisinage du point (u,z) =

(0,0) [37].

2.2 Caractérisation des solutions

Dans cette section on montre que les solutions des équations (2.4) et (2.5) sont complete-
ment caractérisées par les dérivées partielles d’ordre supérieures a l'origine par rapport

a la variable z.

2.2.1 Les parametres caractérisant les solutions

La méthode considérée qui permet ’obtention de solutions consiste a trouver des relations
de récurrence entre les coefficients ay ¢ de (2.7). Pour établir ces récurrences on procede
a calculer les dérivées d’ordre n a lorigine
" 2 1, 2
Tt {i¢¢u +uhy” + 5, } l(wz)=0 (k+£=mn) (2.9)
Pour simplifier la notation, on note

ak—&-fw
wk,f - W(Oa 0) .

et donc
Vi

ol =

On donne dans la Proposition 2.2.2 I'identité fondamentale appliquée. Dans cette pro-

position on utilise le lemme suivant :

Lemme 2.2.1. Soient [ et g deux fonctions lisses, on a

8k+€(fg) k¢ k / ak+€—r—3f ar—i—sg
> G = ’
Vk, £ >0, Ouk o Z Z r s ) OFTu o35z Ourdzs
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Proposition 2.2.2. Une condition nécessaire et suffisante pour que (2.9) s’annule, c’est
que pour tout k> 1 et £ >0, on a

¢k . y
ZZ(kiil)< . ) ( . )W—u—j Yiv1,j (2.10)

7=0 =0 J
¢ k-1
y4 k—1
+Z ( . ) ( . >wki1,£j+l Yiv1j+41 = 0.
j=0i=0 \ 7 ¢

Notons que le signe du premier terme dans (2.9) est incorporé dedans les premiers pa-
rentheses de (2.10)

Démonstration. Calculons (2.9) en utilisant le Lemme 2.2.1.

Pour £k > 1etl >0, avec n =k + [, on a pour le premier terme de ’équation

" _ . ‘ k ¢ ak’—iaﬁ—j 62'4—18]'

PR (¢
ZZ( ; ) ( ; )%—i,e—jwﬂ,j- (2.11)

o" 2 Lk ) g k—inl—j 2
g ) = 2 0 | | )Gt oo )

0
= w00 (V) + ko, 0L ()

k-1 1
k—1 Y4 ) . . _
_ 81686 2 k 8k—la£—] .6H—18] )

i=0 j=0

k=1 1
k—1 14
k Z( , ) ( : >¢k—i,z—j¢z’+1,j- (2.12)
i=0 j—=0 t J
Pour le dernier terme :
an 1 5 anfl
aukazé(in) - auk—laze(¢2¢uz)
k=1 ¢
= > ( o > < ‘ ) O~ i 9l
i—=0 j—=0 ¢ J
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qui devient en (u, z) = (0,0)
k—1 ¢
k—1 L
Z( . ) ( : >¢k—z‘—1,e-j+1¢i+1,j+1 (2.13)
=0 j=0 ¢ J
Donc (2.9) = 0 équivaut & (2.11) + (2.12) + (2.13) = 0.
Enfin, en utilisant que

() )eenlt)

14

en prenant | Yr—io—jiv1; facteur commun dans (2.11) et (2.12) et en ajoutant
J

(2.13), on obtient 1’égalité (2.10). O

Théoréme 2.2.3. Toute solution analytique 1 des équations (2.4) et (2.5) telle que
Yo,0 7 0 et Yo1 # 0, est uniquement déterminée par les dérivées 1y pour £ =0,1,2,...

Notons que d’apres (2.4) ou (2.5), si ¢ et ¢g1 # 0 alors 1), # 0 en (u,z) = (0,0),
et alors le terme 421, — 2u1b,? qui est entre les parenthéses dans (2.8) est non-nul
ce qui nous permet de déduire d’apres le théoreme de Cauchy-Kowalewski, qu’il existe

des solutions réelles-analytiques au voisinage de (u,z) = (0,0). Rappelons que comme
10,0 # 0, on peut supposer que o = 1.

Démonstration. Appliquons la Proposition 2.2.2 pour isoler les dérivées de 1 qui sont de
plus grand ordre (c’est a dire d’ordre n + 1) dans (2.9). Les termes de plus grand ordre
apparaissent dans la premiére somme de la proposition avec i = ket j =/¢ (k+ ¢ =n)
et dans la deuxieme somme avec ¢ = k — 1 et j = £, donc on peut écrire pour tout n > 1
etk=1,...,n:

+10,0Vk+1,n—k + Y0,1Ukn—k+1 + R(n, k) =0 (2.14)

avec R(n, k) le reste qui contient les dérivées de ¢ qui sont d’ordre < n.

Pour £k =0, on a

877,
o EVYu w4 592 =0 = (2.15)
0,00 £ > 0(0:40.0,01 ) + udl(¥7) + (2.16)
=1
0..00 p + Y 9T (D20L) (2.17)
1=2

ce qui devient en (u, z) = (0,0)
10,001, + Y0,1%0,n+1 + R(n,0) =0,
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ol
n n
R(n,0) =+ 07 (040,00 ) + > 97 (02014)) .
i=1 i=2
On revient alors a la méme forme que ’équation (2.14) et par suite on a pour tout n > 1
et k=0,...,n,
+10,0Vk+1,n—k + V0,1 Vkn—k+1 + R(n, k) = 0.

Notons que 19,1 # 0 par hypothése. On combine les équations successives :

90,00k +1,n—k + V0,1 Vkn—k+1 + R(n, k) = 0
+0,00kr2n—k—1 + Y01 Vk i1,k + R(n,k+1) = 0

de la facon suivante : on commence par k£ = 0; on multiplie la premiere équation par
10,1, la deuxieme par 1o et ensuite, on additionne ou on soustrait, suivant le signe. On
continue avec k = 1, etc. pour déduire I'identité

k
(0,0 o mir + (=) (W0.0)  krimon + (1) (01)" 7 (0,0) R(n, j) = 0.
=0
’ (2.18)
pour tout k£ = 0,...,n . Maintenant on obtient ’assertion du théoreme par récurrence
Sur n :
Pour n = 1, d’apres (2.3), ¢, est déterminée par oo et 1)p1. Supposons que pour
k + ¢ = n, toute dérivée vy, o est déterminée par o0, %01, --.,%on. D’apres (2.18), on

remarque que pour tout £ = 0,...,n, la dérivée a 'origine vj1 ,—, est déterminée par
Y0,0,%0,15 - - -, Yo.n, Y0o.n+1, donc la récurrence est vrai pour n+ 1 et donc c’est vrai pour
tout n. O

2.3 Solutions particulieres avec un seul parametre

2.3.1 Explicitation de la solution

Notre but est de déterminer explicitement des solutions de (2.4) et (2.5) de la forme (2.7).
Dans des certains cas, on verra qu’on peut trouver le développement de la solution en
série entiere (et 'exprimer sous forme de fonctions connues). Afin d’expliciter la solution,
on a besoin de calculer quelques sommes qui contiennent des termes combinatoires, on

procede donc aux fonctions génératrices. Tout d’abord, considérons le cas :
Yoo =1, o1=c, Yo =0 pour tout ¢>2 (2.19)

ou c¢ est une constante complexe arbitraire. On sait par le Théoreme 2.2.3 que ces
données caractérisent une solution unique. En plus, d’apres les équations (2.4) et (2.5) en
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(u,z) = (0,0), on a Yih, = —%02 et Y, = %02 respectivement. En particulier, si ¢ # 0,
Pexpression dedans les parentheses dans (2.8) est non-nulle et donc par le théoréme de
Cauchy-Kowalewski on peut savoir d’avance que la solution va étre convergente au voi-
sinage de ’origine.

Théoréme 2.3.1. Pour les données (2.19), la solution de (2.4),
Y(u,2) = D 5 —0 aruFzt est de la forme

oo o0

0+ 2k —2 3k=1(2k — 2)!
0+1 042k k_t
P(u, 2) —1—|—cz+lC 2 0(—1) c ( ’ ) 1k + 1)k 1)!u z°. (2.20)

Et celle de (2.5) est de la forme

o ~ 04+2k—2\ (2k—2)!
_ k-1 42k k_t
Y(u,z) =1+cz+ kgl ;0( 1) c ( ’ ) FEI(E— 1)1 1)!u zt. (2.21)

De plus, ces séries entiéres convergent absolument pour tout (u, z) dans un voisinage de

(0,0).

Pour la preuve de notre théoreme, nous avons besoin de calculer quelques sommes en
utilisant la méthode des fonctions génératrices. Pour cela, on commence par les lemmes

suivants :

Lemme 2.3.2.
’“z‘:l 1 om\ (2k —2m -2\
mzl(m—l—l)(k’—m—l-l) m k—m-—1 ]

1 2k+2) 1 2k\ 1 (2k-2
2k+2)\k+1) " 20+2)\ k) k+1\ k-1

Démonstration. On sait que

k=0
donc
S(t)_i L (28 e dt VI—4t 1
*k:0k+1 k VT 2 2’
et

VI—4at 8 24 12°

- 3
R(t) == Z b <2k> 2 tdt V1I—4t (1-4t)2 1



2.3. SOLUTIONS PARTICULIERES AVEC UN SEUL PARAMETRE

Par suite

b 1 om\ [2k — 2m
S(t)R(t) _t3kzockt Ouck—z (m+ D)0k — m—|—2)< )(k:—m)

m=0

Alors d’une part,

9] k—1
S(H)R(t) = tR(1)+£2 Y {Z o 1)(;_ —y (2::) <2Z - im__f) } k) (2.22)

k=1 \Um=1

et d’autre part,
1
R@#)(SMH) -1 = 2 (4 — 8t — 162 — (5 — 6)v/I — 4t + (1 — 26)(1 — 41&)3/2) _

Or,

1 2k
VIi—d4t=-2y —— thtl 4 q
> (i) e

et
o0 oo
1 2k 1 2k
1432 =24y —— 26y —— 41
( ) Z k+2 < k ) Z kE+1\ k& *
k=0 k=0
Il s’ensuit que R(t)(S(t) —t) =
1 1 (2k—2 — 1 [2k-2 — 1 (2k-2
—Q —t — 4t - 46y —— 12— k2
12{ +Zk<kz—1) * Zk+1<k—1> Zk+1 kE—1
k=1 k=1 k=1
En identifiant les coefficients de t*+2 dans cette derniere égalité avec ceux de (2.22), on
obtient 1’égalité dans le Lemme 2.3.2. O

= 1 om\ (2k —2m — 2
= «(m+1)(k—m)(k—m+1) \ m kE—m—1
1 2k + 2 6(k —1) 2k
G k+2 2k+ D\ k+1 +(k+1)(2k—1) k

Démonstration. La preuve est similaire a celle du lemme précédent.

Lemme 2.3.3.

Soit
> 1 2k — 2
Tt — k+1
0=t (407
Alors
[ 2k—2 B > ( 2k 1
TH(t)ZZ(k—l)tkl_ (k:)k_ T
k=1 k=0
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d’ot,
1
—(1—4t)%?2.

En suivant la méme démarche appliquée dans la preuve du Lemme 2.3.2, on a

b 1 om \ [ 2k —2m —2
tag{mz (m+1)(k?—m)(k:—m+1)< m >< P )}tk:T(t)(S(t)—t)

d’ol on a la formule dans le lemme. O

Lemme 2.3.4. Le terme général de la relation de récurrence suivante

k

1
(k+Duvgpr = Z {(m +2)(k — m)vm41Vk—m + 5(2m —1)(2k — 2m — 1)vpvp—_m}
m=0
avec vg = —1 est donné par
3k=1(2k — 2)!
Vg = ( ) pour tout k > 1. (2.23)

2F1(k + 1)I(k — 1)!

Démonstration. En séparant les termes qui contiennent v, cette relation de récurrence

devient :

k—1
(k+ Dogyr — Bk — Do = Y {(m+2)(k — m)vms10k-m (2.24)
m=1
+3(2m — 1)(2k — 2m — 1) v vp_m } -

Mais la solution 2.23 est caractérisée par la relation de récurrence

3(2k — 1)

ka pour tout k > 1, avec v; = =

Vk+1 =
En utilisant cette relation dans le deuxieme terme de la somme dans (2.24), on obtient
la relation équivalente & (2.24) suivante :

1

k—
(k4 Dok — B3k — Do = % Z m+2)(8(k—m) — 1) vmt1Vk—m (2.25)
m=1

On peut vérifier maintenant que (2.23) qui est égale a

e (1) ()
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est une solution de (2.25) : en la substituant, le deuxiéme membre de I’égalité dans (2.25)

devient

k-1

k: 1 -—m)—1 2m 2k —2m — 2
5 (2) Z m+1 )(k—m—i—l)(m)(k—m—l)

m:l

qui est, d’apres les deux lemmes précédents, égal a

3" 3k 4+ 1)(2k — 2)!
<2> (k—2)1(k+2)!

Maintenant par un simple calcul on peut vérifier que (2.23) est une solution de (2.25). O

Démonstration. (du Théoréme 2.3.1)- Considérons tout d’abord 1’équation (2.4) :

4

En dérivant cette équation par rapport a z°, on obtient

Vil
¢1€_( )€+12 2—5-27

l

en la dérivant maintenant par rapport a u et ensuite a z°, on obtient

|
(€+2)! 1y
Yo = (=1) .
2
On continue de cette fagon a considérer les dérivées successives de (2.4). On remarque
la forme générale des dérivées 1y, ¢, plus précisément,

ok+i-1 oy1 (0+ 2k —

W(W#u + ) + 392)]00) = 0= Yre = (—1) 2)! AR F(K)

(2k — 2)!

ou f est une fonction dépendant seulement de k, et donc on peut déduire que la série
est de la forme

et 0+ 2k —2
P(u,z) =1+ cz + (—1)fFLetH2k ( + > fk)ukzt.
k=1 ¢=0 ¢
Pour trouver f, on procede de cette facon :
on pose f(0) = —1, donc :
Y=o = =Y fk)uk
Yulz=0 = =30 P2k +1)f(k+1)ur

Volz=0 = Y50, (1+ 2k —2)f(k)u®

En appliquant le produit de Cauchy de deux séries entieres :

[o.¢] o o0
E a;x’ g bjx' | = E cpah
i=0 §=0 k=0
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oll ¢ = Z’:nzo Ambr—m,on aen z =0 :

Wha = Yo (Lh_o(k—m+1)f(m)f(k—m+1)) u*
D D Zmzo(m—i—1)(k—m—|—1)f(m—|—1)f(k—m—|—1)>uk
2 = LR (0 o(2m — 1)(2k — 2m = 1) f(m) (k= m)) u*

En particulier, (en z = 0)

o] k
up,? = ) e ’“*4<Zm+1)(k—m+1>f(m+1>f(k—m+1>> ut

k=0
k—1
= Z 2k+2 (2:0 m+1)(k:m)f(m+1)f(km)> ut .

Piby + w2 + %1/13 =0 < le coefficient de u* dans la série entiere est nul. En identifiant

m=0

le coefficient constant & 0 (c’est & dire pour k = 0), on obtient f(1) = 5 et pour k > 1,
on a

k
{(k—m+1)f(m)f(k—m+1) + (m+1)(k—m)f(m+1)f(k—m)

m=0

+ é(Qm ~ 1)(2h —2m — 1) f(m) f(k —m) } =0

En séparant m = 0 dans le premier terme et en remplacant m par m—1 dans le deuxieme,

on obtient la formule de récurrence suivante :

k
(k+1)f(k+1) Z{m+2 Yk —m) f(m + 1) f(k — m) (2.26)

m=0
5 (2m — 1)(2k = 2m — 1) f(m) f(k — m)}.

qui, d’apres le Lemme 2.3.4, a une solution

£k = _3k71(2k—2)! _ 1 <2k_2><3>k_1 P,

P Ik k-1 k(k+D)\ k-1 ) \2

Pour I’équation (2.5) :
On suit la méme méthode adaptée pour expliciter la solution de (2.4). Dans ce cas on

obtient la formule de récurrence suivante
k
(k+1)f(k+1) = Z{ Fim+1)f(k —m) (2.28)
=0

+§(2m —1)(2k = 2m — 1) f(m) f(k — m)} ’
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qui a une solution

2k — 2)!
PSS Gt
fk) = ( )Qkk!(kz—l)!

Pour la convergence, il suffit de prendre z = 0 dans (2.20), pour obtenir la série en une

Vk>1.

seule variable w : i
> 3k-1(2k — 2)!
_q1_ 2k k
&) kzlc ok —1(k+ 1)1k — 1)

Par une application du test d’Alembert, cette série converge absolument pour
Ju| < 1/6]c|?

Or, le théoreme de Cauchy-Kowalewski nous garantit la convergence du prolongement
de la solution déterminée par (2.8) dans le plan (u, z). En particulier, ce prolongement
contient un voisinage de 1’origine. O

2.3.2 Reformulation de ’expression de la solution

Dans la section précédente on a exprimé les solutions sous forme de séries entieres. On
reformule dans cette partie les expressions des solutions. Tout d’abord on rappelle la
formule du bindéme de Newton généralisée

e

n=0

ou la série de terme général t" converge absolument pour |t| < 1. On peut réécrire (2.20)

de la forme suivante

B X (S 42k -2 2(2k — 2)! 3c2u\ "
w(“’z)‘lﬂz_z:(z:( 2% — 2 )HZ)K) 3(k+1)!(k—1)!< 2 ) '

k=1 \/4=0

D’apres la formule de Newton, on a

[ 042k —2 ' 1
> (e = e
2k — 2 (1 + cz)%k-1
=0

avec une convergence apsolue de la serie pour |cz| < 1l s’ensuit que
( g bsolue de la série pour [cz| < 1), il s’ensuit q

- < (2k—2)! 3u \"
w(u,z)—1+cz—§(1+02>kz:1(k+1)1(k—1)! (2(1+cz)2> '

Ceci nous donne maintenant une information plus précise sur le domaine de convergence.

Encore par le test d’Alembert, pour qu’on ait une convergence, il faut que

32
‘ CU 1 c1/4 = Ju < |1+ ez?/6c,

2(1 + cz)?
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(avec |z| < 1/|¢c|) ce qui vérifie, pour z = 0, l'intervalle de convergence établi dans le
théoreme précédent.

Considérons maintenant la somme

S(t)=>" k:(k:1+1) ( 2:__12 ) th. (2.30)

k=1
d? [ 2k—2 [ 2k 1
) =3 =2 th=——.
dt —\ k-1 —\ Kk V1—4t
La derniere égalité est encore une fois une conséquence de la formule du binéme de
Newton et la série converge absolument pour |¢t| < 1/4. En intégrant cette expression on
obtient

1 Co
t) = — (1 —4t)>/? hc
S(t) 12t( )+ e+ .

on choisit les constantes c; et co de fagon que cette expression soit la méme que celle
dans (2.30), explicitement
1 1 1

_ Laogpro L1
() 12t( ) 12t + 2

En substituant ¢ = 3c?u/2(1 + cz)?, on obtient une solution de la forme

b, 2) = 2(1 fen) - {(1 4 c2)? = 6c%u}3/? N (14 cz)3

3 33c%u 33c%u
La singularité en v = 0 est éliminable donc 1) représente une solution analytique dans
le cas ol ¢ est définie pour tout (u,z) € R? (u > 0) et avec (1 + cz)? — 6¢%u # 0 pour
tout (u,z) € R? (u > 0). Un choix convenable de la constante ¢, permet de satisfaire &

ces conditions, par exemple ¢ =1i.

Or, toute application de la forme ¢(z,y,z) = (z + iy)u % (u, z) est harmonique si et
seulement si
(g — 1) = 2(q — Duthy + u?hyu + 3uthz, = 0.

Par un simple calcul on peut vérifier que la solution ci-dessus est non-harmonique. Il
s’agit alors d’un exemple d’une application semi-conforme analytique qui se prolonge
entierement dans l’espace R3. Jusqu’a ce jour, les seuls exemples de telles applications
sont les morphismes harmoniques qui sont des projections orthogonales R? — R? suivies
d’une application conforme C — C (voir Théoréme 1.7.14). On peut comparer avec
Papplication ¢(z,y, z) = \/Wy2 + iz qui est définie et continue sur tout R? mais elle
est semi-conforme et analytique seulement aux points tels que x2 + y? # 0.

On procede de la méme maniere pour 1’équation (2.21). On multiplie la solution par 2

pour simplifier 'expression. On obtient alors :

Y(u,2) =14 cz + /2u + (1 +c2)2.
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Or c est une constante arbitraire donc on peut la choisir de facon que 2cu + (1 + cz)?
soit non-nulle. On peut vérifier que dans ce cas les fibres de ¢ sont des lignes droites et

donc ¢ est harmonique et par suite c’est un morphisme harmonique.

2.4 Solutions particulieres avec deux parametres

2.4.1 Explicitation de la solution

On s’intéresse dans cette section a 1’équation (2.5), notamment on trouve une famille de
solutions a deux parametres qui généralise 'application de Hopf qui en est une solution

particuliere. On considere les données suivantes

Yoo =1, o1=c1, Yo2=c2 oe=0pourl>3 (2.31)

ou c; et cg sont deux constantes complexes arbitraires.
On sait, d’apres le Théoreme 2.2.3, que ces données caractérisent une solution unique.
Déterminons ’expression explicite de cette solution. Soient o et 8 deux constantes com-
plexes telles que

cp=a+f, co = 2af3

avec a + 8 # 0. Notons que I'application de Hopf correspond a oo = § = —i.
Fixons £ > 1. On va établir une relation de récurrence en ¢ pour les termes vy . On

commence par k=1 :

D’apres (2.5), on a
Y10 = 5(a+B)>.
En utilisant (2.31), on a

2

) = ( ) 05 0L 1y = 1 e + Lhoathre—1 + 00— D)o atbr s,

s=0

ot 8¢ désigne 0°/9z¢. Par ailleurs,
O(5=") = 07 (vt)2)
s’annule pour tout £ > 3. On en déduit que
Y1 =—2(a+B8)(a—B)? 2= (a—B)*’+aB+ 57

et que pour tout £ > 3

g = —la+B)Yie—1 — Ll —1)aB1 -2
= Yo +lapp1 = —Bl(Y1e—1 +all = 1)1 2).
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Soit ug := 11 0 + alipy g1, alors
ug = —Bluy_1 .

Le terme général de cette relation de récurrence est donné par

—1)¢ B
ue= 08 avee ws =+ 20000y = B0 B
par suite

u—(_l)zfl . 2l / _
=" Ha—=B)"B" = Yrp+al =

_1\¢
(21) E!(a76)25€

et alors

¢
Vi = (_;)éﬁ! (a — B)? ;aérﬁ = (_21)£g! (a — B)(a"+ — g&+1y

pour tout £ > 1. Notons que suivant le choix des deux constantes a et 3, toutes les
expressions de ces dérivées sont homogenes et symétriques en « et 3.

Pour £k = 2 : On a la récurrence

Yo+ E(aﬁ B)hap—1 + L —1)afrpg o =
_1)¢+1
V™ (o — gy {(f +1)a? + 2248+ 20° 87 + -+ 208 + (0 + 1)5“2}

en posant vy := g ¢ + Lar)y y_1 cette derniere égalité devient :

v+ LBvp_1 =

(_1)€+1
)t (0= {0+ 00t £ 20578 + 2087 1 -+ 208 1 (04 1))

qui a une solution

o =
(—1)+!

0 (o — ﬁ){%(ﬁ F 1)+ 2)a™ 4+ (C+ Dal28 + (0 — 1) 152 + -
"'+(—€+3)a3,8£+(—€—|—1)a2,8£+1 —(f—l—l)aﬁ“—?— %(£+ 1)(€+2)ﬁ€+3}

pour tout £ > 0. On procede de cette facon pour déduire que
(_1)k+€+1

5 o (a — B)ZQk,é(O[’ 6) )

Yo =

ol gi¢(a, B) est un polynome homogene, symétrique en a et § de degré £+ 2(k —1). 11
est difficile d’expliciter une formule générale pour g ¢(c, ), mais on peut le faire pour
£=0.
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Théoréme 2.4.1. La solution ¥(u,z) = > ayub2* de (2.5) qui correspond a (2.31)

vérifie

Y(u,0) = agou*
k=0

avec agp =1, a1 = 3(a+ B)?, et

ol

a0 =

(_1)k+1

T(a—,@)%a—i—ﬁf@k(aaﬁ) vk > 2,

k—1

O = (k —2)! Z (25 — 1)! (2k — 2j — 1)!a2k—2j—2ﬁ2j—2’

2k—2 G—1)2k—j—1)

est un polynome symétrique en « et 5, homogene de degré 2k — 4, tel que la somme des
coefficients correspondants a o= 72p%72 (j = 1,...,k — 1) est égale a 2*3k!. En

plus, la série converge absolument pour tout u tel que |u| < 1/2u?, ot p = max{|al, |5}

Notons que si on pose o = 0, et donc ¢; = 0 (on revient au cas des solutions avec un

seul parametre), le rayon de convergence sera le méme que celui obtenu dans la section

précédente.

Démonstration. On commence par calculer explicitement les dérivées 1y, 0. En utilisant

le logiciel MAPLE, on obtient les quantités suivantes :

(O
a0
30
(o
50

1
5(04‘*‘5)2
1
o= B+ By
1

5 (0= 8)2(0 + 9)(307 + 35%)
—%(a — 82(a + B)2(15at + 180282 + 158%)
%(a — B)2(a+ B)?(105a° + 135032 + 135021 4 10543%)

On en déduit que les coefficients ay o sont de la forme

avec

ak,0 =

(_1)k+1 9 9
g (@ =B (a+ )@ B)  VE=2,
(k=2 22— D)2k —2j — 1)!a2k—2j—262j—2_

2 (- )R(k—j - 1)

<
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La démonstration de cette affirmation se fait par récurrence de fagon similaire & la preuve
du Théoreme 2.3.1 dans la section précédente. Pour obtenir I'expression de la somme
des coefficients, on peut utiliser encore les fonctions génératrices. On va démontrer que

(25— D) (2k — 25 — 1)

2k—5
e R k(k—1), (2.33)

M

Jj=1

pour tout k > 2, ce qui va compléter alors la preuve du théoreme. En effet,

k—1 . |
w = R (5 ()

j=1
_ i(2j+1)(2m—2j+1)<2,j ) ( 2m_27>
prt j m—j

ol on a posé m =k — 2. Or, c’est le coefficient ¢, du produit de Cauchy

i emt™ = S(t)*
m=0
S(t) = i(Zj +1) ( 2 )tj
=0 J

Mais on peut écrire

avec

> ) d (25 )\ . d t 1—2t
1) = T — ]
2+ ( j > dtZ( j ) At VI—dt (1 — 4t)3/2

J=0

On en déduit que
2 —4t 1 1

SO =Gz~ iom - (G- a

et d’apres la formule du binéme de Newton (2.29), on a

S(t)? = (1_1475)3 - ZO ( " ? ) (4t)™ = 37 22 (m + 2) (m + 1)

m=0

En remplacant m par kK — 2, on a

222k 5]43 tk 2
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En comparant les coefficients on en déduit (2.33).
Pour déterminer le rayon de convergence on utilise le test de la k-ieme racine pour les

séries entiéres :

) 2
b = 0B 0 )l

Comme il y a une symétrie entre v et 3, on peut supposer que | /3| < 1. Si on écrit

Qr(, B) = bpa®* ™ + 0102062 4 by o8P

|ah0u

on a d’apres la formule de la somme des coefficients (2.33),

o |26—4 2k—6 ol?
|Qr(a, B)] < |5|2k_4{b0 3 + by 3 + o+ b3 3 +bk—2}
< 1B b + by + -+ -bp_o) = |BPFTA2R 3R
et donc Uk

(o= B)*(a+B8)°
2434

Pour qu’on ait une convergence il faut que limg_, o |ak70uk|1/k < 1.Sia =0, on a une

lim |agou®|Y* = 2|8[*|u| lim
k—o0 k—oo

)

convergence pour tout u. Sinon, une condition suffisante pour avoir une convergence est
que 2|B%|u| < 1. O

2.4.2 Généralisation de ’application de Hopf

Considérons le cas de solution correspondant a la famille qui dépend d’un seul parametre
complexe, défini par & = 3 (dans ce cas 'application de Hopf provient du cas particulier

a = 3 = —i), i.e. ¢a correspond aux données

Yoo =1, Yo1=2a, Po2=20% th3=0,...

Dans ce cas 19 = %(a + )% et toutes les autres dérivées v, = 0. Il s’ensuit que

o(x,y,2) = {?(@® + 9% + (1 +az)’}.

T — 1y
Les fibres de ¢ sont données par les équations

(@ +y? + 25 + 20z —2n(z —iy) +1=0

ou 7 est un parametre variable dans C. Soit & le vecteur complexe

§Iziééﬁ—ﬁﬁﬁaa>-
On remarque que les fibres sont des cercles dans le plan de centre —Re¢ et de normal
Im &. La famille d’applications qui se déduit est une déformation continue de I’application
de Hopf, avec cas limite lorsque « est réel. Dans le cas limite, tous les cercles passent
par le point z =y = 0, z = —1/« et appartiennent aux plans contenant I'axe des z; ce

qu’on appelle un bouquet de cercles.
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Chapitre 3

Equivalence biconforme entre les

solitons de Ricci en dimension 3

Ce chapitre est consacré a étudier les solitons de Ricci qui, par définition, correspondent
aux points fixes du flot de Ricci

dg

— = —2Ricci

9t (9)
ol g = ¢(t) est une métrique riemannienne qui dépend du temps ¢, définie sur une variété
M, avec une métrique initiale g(0) = go. Il est naturel de chercher les points fixes a un
difféfomorphisme de M et a une dilatation de g preés. Soit g(¢) une solution du flot de

Ricci de la forme
g(t) = c(t)¥i g0 (3.1)

ou c¢(t) est une fonction C*° réelle positive avec ¢(0) = 1 et ¢, est une famille de
difféomorphismes de M telle que 1y = id ; alors

99
ot

aﬂf 90

=0 = ¢/(0)go + 5 Ay

En posant 24 = ¢(0) et E(x) = %@ lt=0 pour tout x € M on obtient ’équation d’un

soliton de Ricci :
—2Ricci(go) = LEgo + 2Ag0

ol FE est un champ de vecteurs sur M, Lgg est la dérivée de Lie de g par rapport a E,
et A est une constante.

On exploite dans ce chapitre la modification de I’équation d’un soliton suite a une
déformation biconforme. Une telle déformation sur une variété de dimension 3 est définie

dans la présence d’une application semi-conforme a valeurs dans une surface dont les

73



3.1. EQUATIONS DE STRUCTURE DE CARTAN POUR UNE SUBMERSION
SEMI-CONFORME EN DIMENSION 3

fibres aux points réguliers forment un feuilletage conforme par des courbes. On considere
dans ce cas les équations de structure de la submersion semi-conforme; ce qui permet
de simplifier considérablement le calcul des équations de soliton apres des déformations
biconformes. Ensuite, on montre que tous les exemples explicites des solitons connus a ce
jour, admettant une application semi-conforme dans une surface, de distribution horizon-
tale intégrable, proviennent d’une déformation biconforme de la projection orthogonale
R3 — R2.

Par suite, on montre qu’il existe une famille a un parametre de solitons dilatants qui
s’intercale entre I’espace hyperbolique H?, le produit H? x R et la géométrie Sol. Par
conséquent, ces géométries peuvent étre continument déformées a travers des solitons.

A noter que ces déformations ne sont pas du type (3.1).

Un avantage de la méthode adaptée est qu’elle permet d’établir 'unicité de la structure
de soliton (le flot de soliton E et la constante A) dans la plupart des cas; le seul cas

connu d’une structure de soliton non-unique étant le cas des solitons de Gauss sur R™.

3.1 Equations de structure de Cartan pour une submersion

semi-conforme en dimension 3

3.1.1 Premiers calculs

Soient ¢ : (M3, g) — (N2, h) une submersion semi-conforme de dilatation A : M — R,
avec M3 et N? orientées, et {f1, fo} une base orthonormée directe sur N2. Alors

Vfi=piafo et Vifo=pafi

ou p1a = —po1 est la 1-forme de Cartan associée. Soit {e1, e, U} une base orthonormée
directe sur M? telle que

de(e;) = Afi pour i€ {1,2}.
D’apres la Proposition 1.5.6, 'existence d’une telle base est assurée.

Lemme 3.1.1.
9([U,ei],ej) =U(InN)g(ei,ej) Vi je{1,2}

Démonstration. D’une part on a
Vde(ei, U) = =dp(Ve,U)
d’autre part, la seconde forme fondamentale est symétrique, donc

Vdg(ei,U) = Vdp(U,e;) = —dp(Vye:)+ VE  de(es)
= —de(Vye) + U(In N)dp(e;).
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Ainsi
dp(Ve,U) = dp(Vye;) — U(In N)dp(e;)

et alors
do([U, &]) = U(In A)dg(e;)

Ce qui donne
h<d()0([U7 62'], f]) - U<1n A)h(dgp(ez)v f])

Comme ¢ est semi-conforme, cette équation entraine d’apres la Définition 1.5.1 que

9([U,eil,ej) =U(lnX)g(ei, e5) .

O
Corollaire 3.1.2.
g(U,Ve,e5 +Ve,e) =2U(InN)g(ei, e5) Vi, j€{1,2}.
Démonstration. D’apres le lemme précédent, on a
—9(Veie5,U) = g(ej, Ve,U) = g(ej, Vue:) — U(InA)g(ej, €:)
—9(Ve;ei,U) = glei, Ve, U) = glei, Vues) — U(InN)g(ei, e;)
Il suffit donc d’additionner ces deux équations et d’utiliser le fait que
9(Vuei, ej) + g(ei, Vuej) = U(g(es,e;) =0
O
Lemme 3.1.3.
gle1,Ve,ea) = er(InX) — ¢ pra(e2)
g(e2,Vee1) = ex(In)) + ¢"pia(er)

Démonstration. D’apres 1’équation fondamentale d’une submersion semi-conforme (voir
[12], Chap 4, page 120),

Tp = —de(p) .

ou p est la courbure moyenne des fibres. Or Vdp(U,U) = —de(VyU) = —dp(u), donc

> Vdg(ei,e) =7, — Vdp(U,U) = 0.
i=1,2
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Par ailleurs,

Z Vdp(e;, e;)

i=12
- X (~de(Veer) + 92 dp(en)
_ '_21’2 (—de(Ve,ei) + ei(In N)dep(e;) + AV £,)
= 51:’2 (—dp(Ve,ei) + ei(In \)dp(e;)) + Apr2(f1)de(ez) + Ap21 (f2)dew(er)
= '_E; (—de(Veei) + ei(InA)dp(ei)) + ¢*prz(e1)dp(ez) — o™ pra(e2)dep(er) -
Donc
0 = —h(dp(Ve,er),dp(er)) — h(dp(Ve,e2), dpler))

+e1(InA)h(dp(er), dp(er)) + ea(In N)h(de(ez2), dp(er))
+¢*pr2(e1)h(dp(e2), dp(e1)) — ¢*pia(ez)h(dp(er), dp(er)) -

Ce qui donne

0 = —g(Veer,e1) —g(Veea, er) +er(InN)g(er,er) +ea(InX)g(ea, er)
+o*p12(er)glea, e1) — ¢ pra(e2)gler, e1),

avec g(e1, Vey) =0, donc :
—g(Veyea,e1) +e1(InX) — p*pra(ez) =0.
De méme, on peut démontrer que
g(e2, Ve e1) = ea(In ) + ¢ pra(er) .

O]

Remarque 3.1.4. Considérons ’application de Weingarten sur la distribution horizon-
tale H := (kerdy)™’ :
Yv:iv— —=V,U € H, Vve H

D’apres le Corollaire 3.1.2 on a
Y(er) =U(lnA)er + g(U, Ve e2)ea et h(ea) = —g(U, Ve,ea)er + U(ln Nea .
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Sa matrice suivant la base {e1,ea} est

U(ln\) a
—a  U(ln))

ou a = g(U,V,,e2). Notons qu'elle est symétrique si la distribution horizontale est
intégrable, donc si g(U, [e1,e2]) = 0, ce qui implique avec le Corollaire 3.1.2 que a =
g(U, Ve, e2) = 0. En général, les valeurs propres de 1 sont les racines du polynome :

k? —2U(In Ak + U(In \)? + o?
ie. k=U(In)) +ia.

Dans la suite on aura souvent besoin de la fonction a définie ci-dessus et donc on lui

attribue une définition formelle.

Définition 3.1.5. Soit ¢ : (M3, g) — (N2, h) une submersion semi-conforme avec M?>
et N? orientées. On définit le coefficient d’intégrabilité a : M — R par

a = g(v€162) U) = %g([elueﬂv U)a

ot {e1,e2,U} est une base orthonormée adaptée sur M. Notons que la deuxiéeme égalité
se déduit du Corollaire 3.1.2. En particulier, a est bien définie indépendemment de la base
horizontale orthonormée (directe) {e1,es} et s’annule si et seulement si la distribution
horizontale est intégrable.

Corollaire 3.1.6.
g(Ver,e) =dInA(J( - ) + ¢ pra — all’

ot J est la structure presque complexe sur la distribution horizontale, donnée par J(e1) =
ez et J(e2) = —e1 et a:= g(Ve,ea,U).

Démonstration. D’apres la formule dans le Lemme 3.1.3 on peut calculer g(V,e1,e2) =
—g(Veye2,€1) ete.. D’autre part, d’apres le Lemme 3.1.1

g(Vuer,e2) = g(Ve,Uyea) = —g(U, Ve, e2) = —a.

3.1.2 Les équations de structure

Considérons la base {e1, ea, e3 = U} présentée dans la section précédente et soit {61, 62,03}
la base formée des 1-formes 01, 05 et 03, duales & ey, ey et eg respectivement. Posons

Vei = E wijej,
J
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avec (w;j) la forme de connexion (donc w;; = —wj;). On désire calculer wig, wiz et was.
Comme ci-dessus, posons a := ¢(V,ea,U). Posons aussi p = VyU = pie; + pges la
courbure moyenne des fibres. D’apres le Corollaire 3.1.6,

w12 = g(V@l, 62) =dlnXoJ —af3+ @*(012) = 62(111 )\)91 — 61(111 )\)92 —abs + (,0*(;)12) .
Aussi en appliquant le Corollaire 3.1.2, on a

wiz =g(Ver,U) = g(Vee1,U)01 4+ g(Ve,e1,U)02 + g(Veyer,U)b3
= U(ln\)f) —aby — p16s5.

De méme,

w23 = a91 + U(ln )\)92 - /1203 .

Les équations de structure de Cartan s’écrivent sous la forme :
do, = szj A Hj (3.2)
J

dwij = Zwik ANwgj + Qij . (3.3)
k

ol Q;;(X,Y) = g(R(X,Y)e;, ej) pour tous vecteurs X et Y, avec R la courbure rieman-
nienne. Pour plus de compréhension on va démontrer (3.3). Etudions les informations
que les équations de structure contiennent. On rappelle que la semi-conformalité d’une
application est invariante par des déformations conformes du domaine et du codomaine.
Or toute surface est localement conformément équivalente au plan euclidien, donc on
peut supposer que (N,h) est une variété plate et que la base {fi, fo} est la base ca-
nonique dans R2, en particulier, p1o = 0. D’abord, la premiere équation (3.2) donne

df; = ea(lnX)fy AO2+U(In )by A O3
dg, = —61(111 )\)91 N U(ln )\)(92 A O3 (3.4)
dis = —2aby AOy — i’ Abs.

Notons que la derniére équation est bien déja connue (équation (5) dans [5]).

Calculons maintenant les deux parties de la seconde équation de structure. D’une part,

dwio = d(e2(InA)) A b1 + ea(InN)df; —d(ei(InA)) A2 —er(InX)dh2 — da A 63 — adbs
{—ea(e2(InN) —er(er(In X)) + ea(In N)? + er(In X)? + 2a%} 61 A 6y

+ {—e3(e2(InN)) + e2(In \)U(In ) — e1(a) + ap1} 61 A 03

+ {es(e1(In X)) —e1(In \)U(In A) — ez(a) + apo} 62 A b5,
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d’autre part

dwiz = wiz Awsz+ Qo
= —{U(n N2+ a2} 01 N O+ {p2U(InX) —ap1} 01 A Os — {urU(In X)) + apo} 62 A O3
+9(R(-, - )e1, e2)
= —{U(n )2+ a2} 01 AN O2+{p2U(InX) —api} 01 A 03 — {p1U(In X)) + aps} 02 A 63
+Ri912601 A b2 + Riz1201 A 03 + Rozi202 A O3,

avec Rjji = g(R(ei,ej)er, ).
En comparant les coefficients on obtient les trois équations suivantes :

0 = —ei(e1(In)) —ez(ea(In V) + ||grad In A||? + 3a® — Ria12 (3.5)
0 = —Ulea(InN)) +ex(In\)U(InX) —e1(a) + 2ap; — p2U(In X)) — Ryz12 (3.6)
0 = Ulei(lnN) —er(InA\)U(InX) — ea(a) + 2ape + p1U(In A) — Rogia (3.7)

La premiére équation est intéressante, on peut la reformuler d’une maniere plus inva-
riante de la fagon suivante :

or
Aln X =ei(e1(In X)) + ea(e2(In X)) + U(U(In X)) — (Ve,e1 4+ Ve,ea + VyU)(In A)

et d’apres le calcul dans la section précédente,

Vee1+ Ve,ea+ VU =er(In)eg + ea(lnN)es + 2U(In AU + p (3.8)
donc

Aln X = ej(e1(In ) + ez(ea(In X)) + U(U(InN)) — ||grad In A||? = U(In M) — p(ln \).
On obtient ainsi I'identité :
Riziz = —Aln A+ UU(In ) — U(In \)? — p(In ) + 3a?,

ce qui représente une expression pour la coubure sectionnelle de la distribution horizon-

tale. On procede de la méme fagon pour les deux autres équations. On aura

dwys = daAb;+adf; +d(U(InA)) Aby + U(InN)dby — dug A 03 — uadbs
{—ea(a) + aea(In ) + e1(U(InA)) —er(In \)U(In X) + 2ap2} 61 A 2
{—e3(a) +aU(In ) —e1(p2) + papa} 01 A 63
{—e3(U(InN)) + U(In A)* — ea(pa) + pa®} 02 A O3,
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aussi

dwaz = w1 Awig + Qo
= {aeg(ln )\) — 61(111 )\)U(ln )\) + R1223} A {mez(ln )\) — (IU(IH )\) + R1323} 01 A O3
+ {—ulel(ln /\) + a’ + R2323} 02 A 05 .

En identifiant les coefficients on obtient

0 = —62(&) + 61( (111 )\)) + 2apus — Ri293 (39)
0 = (a) + 2(1U(1I1 )\) —e1 (/,62) + pipe — ,uleg(ln )\) Ri393 (3.10)
0 = —UU®N)+U(nN)? —ea(p) + p2? + prer(InX) — a® — Rozaz  (3.11)
Finalement,
dwis = —daAfy—adfy + d(U(]H )\)) N U(hl )\)d91 —dpg A O3 — p1dos
= {—ei(a) +aei(InA) —e2(U(In N)) + e2(In \)U(In A) + 2ap;} 01 A 09
+  A{es(a) —aU(InA) — ea(p1) + prapa} 62 A 03
+ { 63 ln)\ —i—U(ln)\) —61(,&1 + u1 }91/\93,
aussi
dwiz = wiz2 Awaz + Q3

= {ael(ln )\) + 62(1n )\)U(ln )\) + R1213} 01 N0y + {/1261 (111 )\) + CLU(lIl )\) + R2313} 05 A O3
+ {—M262(1n /\) + a’ + R1313} 01 A 03

Par comparaison,

0 = —el(a) — EQ(U(ln /\)) + 2ap1 — Ri213 (3.12)
0 = U(a) — 2(1U(111 )\) — 62(,[1,1) + pnipo — ,ugel(ln )\) — Ro3i3 (313)
0 = —UWU®InN)+U(nN)? —ei(p) + p1? + poea(In ) — a® — Ryzz (3.14)

Ainsi on obtient neuf identités qui donnent la relation entre la dilatation A, la courbure
moyenne des fibres p, le coefficient d’intégrabilité a et la courbure R;jz;. On peut réécrire
quelques unes de ces équations plus nettement. Par exemple,

3
diV,U, = Z{ea(g(ﬂvea»_g(u7v€aea)}

= e1(m) +ea(p2) — prer(InA) — pzea(In A) — ||ulf?
= ex(m) +ea(p2) — (I X) — ||| (3.15)
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En additionnant maintenant (3.11) et (3.14), et en notant que Rj313+Ra323 = —Ric(es, e3),
on obtient I'identité suivante :

Ric(es, e3) = 2U(U(In \)) — 2U (In \)? + div p + 242 (3.16)

On peut aussi par exemple utiliser les équations (3.10) et (3.13) pour simplifier rot u,

plus précisément

rot = (x(dp))*
= {e1(p2) + prea(InA) — ea(p1) — poer (In A)}U
—{U(p2) = p2U(In A)ter +{U(p1) — pnU(In A) beo
= {-2U(a) +4aU(InA)}U + U(In(A/p2))p2er — U(In(A/p1))pa ez

Finalement, si on calcule u1x(3.9) - uax(3.12), on obtient

pU(n X)) = Ju(a)+ p1Rize3 + p2Ro113
= Jp(a) + Ric (pu,U).

On peut déduire d’apres ces neuf équations encore d’autres identités utiles. Par exemple
(3.6) et (3.12) contiennent toutes les deux Rjz12 = Ri213, ce qui entraine

[e2, Ul(In A\) + e2(In \)U(In A) — p2U(In X)) = 0.
De méme les équations (3.7) et (3.9) donnent
le1, Ul(InA) + e1(In \)U(In X\) — pnU(In X)) =0

Notons qu’on peut aussi déduire ces deux identités directement par le Lemme 3.1.1.
Les équations (3.10) et (3.13) donnent

2U(a) — 4aU(In ) + e1(p2) — ea(p1) + prea(In A) — pger(InX) =0 (3.17)
ce qu’on a déja utilisé pour obtenir I'expression de rot y ci-dessus.
Lemme 3.1.7.
Ay (er, e2) = ex(jiz) — ea(pur) + prea(In ) — pzes (In \)

Démonstration.

di’(er,e) = er(p’(e2)) — ea(y’(er)) — 1’ ([ex, e2))
= e1(p2) —e2(p1) — g(p, [e1,e2]) - (3.18)
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On sait par le Lemme 3.1.3 que
gl le1,e2]) = pgler, Ve, e2) — pagles, Veyer)
= —mg(e2, Ve e1) + pagler, Veye2) = —prea(In ) + pger(In ),

d’olt on a la preuve de ce lemme. O

Le lemme ci-dessus représente une autre preuve de (3.17) qu’on indique dans le corollaire
ci- dessous.

Corollaire 3.1.8.
2U (a) —4aU(In ) = —dp’(er,e2)
= —ei(p2) +e2(pm) — pme(InA) + pzer (In )

Démonstration. Tout d’abord, notons que par le Corollaire 3.1.2, 2a = g(U, |e1, e2]),
donc d’apres (3.18)

2U (a)

U{g(U, [er,e2])} = g, [e1, €2]) + 9(U, Vuler, e2])
= —di’(e1, e2) + e1(pa) — ea() + 9(U, Vler, ea]) . (3.19)
Or d’apres l'identité de Jacobi,
9(Vuler,ea], U) = g([U, [e1, e2]], U) = g([[U, e1], 2], U) + g([[e2, U], ea], U) -
Mais en utilisant le Lemme 3.1.1 et le fait que g([U, €], U) = —g(e;, VoU) = —p; (i =
1,2), on a
[U,e;] =U(InN)e; — iU (i =1,2)

Et en général [fX,Y] = f[X,Y] - Y (f)X, donc
g([U[er,e2]],U) = g([U(InA)er — U, e2], U) — g([U(In A)ez — p2U, e1], U)

= —my([U, e2],U) + p2g([U,e1],U) + ea(p1) — e1(p2) +2U(In N)g([er, e2], U)

= pupe — pom +ea(p) — er(pz) +4alU(In )

= ea(p1) —e1(p2) +4aU(In ).

En substituant maintenant cette identité dans (3.19) on obtient la formule. O

3.2 Solitons de Ricci

Comme nous ’avons mentionné dans 'introduction du présent chapitre, un soliton de

Ricci est une métrique riemannienne g sur une variété M satisfaisant
Ric(g) + $Lpg + Ag =0,

ou E est un champ de vecteurs sur M et A est une constante. On va établir dans cette
section les étapes nécessaires pour expliciter les termes de cette équation.
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3.2.1 Courbure de Ricci

On peut calculer par les équations de structure la coubure de Ricci sur M. Plus précisément

on a
Ric = R11912 + R22(922 + R33932 4+ 2R1201 ® 05 + 2R1301 ® O3 4+ 2R9305 © O3

ou
Ri1 = Ri221 + Ri331, R22 = Ro112 + Ra332, R33 = R3113 + R3223

Ri2 = Ri332, Ri13 = R1223, Ra3 = Ro113.-
Donc

Rin = AlnA+p(ln)) —2a% +eq(p1) — p1? — poez(In ))
Ros = AlnA+ p(ln ) — 2a% + ea(p2) — p2? — prer(In ))
Ry = 20(U(InN) —2U(In\)? + div g + 242
Ris = Ula) —2aU(In ) 4+ eq1(p2) — prpz + prea(In )
= —Ul(a)+2aU(In\) + e2(p1) — papo + poer(In X) (3.20)
Ris = Ulei(InX)) —er(In\)U(In X) — ea(a) + 2apz + p1U(In )
= —ez(a) +e(U(InN)) + 2apus
Ros = Ulea(In ) —ea(InN\)U(In X) + e1(a) — 2ap1 + p2U(In A)
= ei(a) +e2(U(In ) — 2ap;

Rappelons que d’apres (3.15) div 4 est donnée par

divpp = e1(p1) + ea(p2) — prer(In ) — paea(In X) — [uf? .

En particulier,
Ri1 + Ryp = 2AIn A + 2u(In \) — 4a? + div p

et la courbure scalaire
S = Ry1 4 Roo + Rz = 2AIn X + 2u(In \) — 2a® + 2U(U(In X)) — 2U (In \)? + 2div .

On note que cette expression convient avec la formule donnée dans [12] (11.7.3) dans le
cas ol les fibres sont minimaux et que 'expression de Ri2 convient avec celle donnée

dans [5], car on a
Ry = Uf(a) —2aU(In ) + e1(p2) — papz + piea(InX)

donc d’apres le Corollaire 3.1.8,

Ry = %{61(/12) +ea(p1) + prea(In X)) + poer(In X))} — pg o
= 3Lug(er,e2) — g(p, e1)g(p, e2)
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3.2.2 Cas ou la surface d’arrivée est de courbure arbitraire : une forme
invariante pour la courbure de Ricci

On a déja exprimé la courbure de Ricci en cas de présence d’'une application semi-
conforme a valeurs dans une surface de courbure de Gauss nulle, mais on peut adapter
facilement la formule dans le cas ou ’application est a valeurs dans une surface de

courbure non nécessairement nulle. Pour cela, considérons la composition suivante :
M3 %5 (U C R%,h) -2 (N2, T)

oll h est la métrique canonique sur R? et 1 est un changement conforme de la métrique,
i.e. 1 est Iapplication identité et il existe une fonction o : U — R™T lisse sur U telle que

h = &h. Suivant un tel changement, la courbure de Gauss varie de la facon suivante
K=a%K-Alna)=—-a2Alna
(car K =0).
Lemme 3.2.1. La quantité
Aln X+ N KN + p(In))
est invariante par des déformations conformes du codomaine.
Démonstration. La dilatation de la composée est donnée par A(z) = a(p(z))A(z). Alors
AlnX = Aln(aop)+ AlnA
Avec

Aln(aop) = dlna(Ap)+ TrVdlna(de,de) = —dlna(de(p)) + A\2Alna
—dIna(de(p)) — o®A2KYN = —p(In(a o @) — XQKN,

donc
AlnA+p(ln)) = Alnd—Aln(aoy)+ p(n ) — p(In(a o ¢))
= AlnX+NEKN 4+ p(ln ).
Ce qui complete la preuve de ce lemme. O

On peut donc maintenant déduire une expression invariante pour la courbure de Ricci
calculée en cas de présence d’une application semi-conforme ¢ : (M3,g) — (N?,h) &

valeurs dans une surface de courbure arbitraire :
Ricy = Ry161% + Raab® + R3303% + 2R1261 © 09 + 2R1361 © 03 + 2Ra302 © 0.

Le lemme suivant sera utile pour le reste du chapitre.
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Lemme 3.2.2. Soient 0 une 1-forme et & un champ de vecteurs. On a
Le0? =20 L0 =200 {d(0]¢) + o€}
Démonstration. Soient X et Y deux champs de vecteurs,

(Le0*)(X,Y) = &0(X)0(Y)) = 0(LeX)O(Y) — 0(X)0(LeY)
(X){E(O(Y)) — 0(LeY )+ 0(Y){E(0(X)) — 0(LeX)}
(X)LO(Y) + 0(Y)LeO(X) = 2(0 © Le0)(X,Y)

0
0
L’expression de L¢0 est I'expression standard de la dérivée de Lie pour une 1-forme. [
Lemme 3.2.3.
32,9 = (er(m) = paesn )02+ (ea(p2) — per(n2) ) 052 — ||l 2657
5k 1\H1 H2€e2 1 2( 2 prer{in 2 Hios
+(€1(M2) + ea(p1) + pre2(InA) + pger(In /\))91 © 0o

+<u1U(1n A+ Um) + 2a,u2>91 © 05+ (MQU(ln A) + U(uz) — zaul)GQ © 0
Démonstration. La dérivée de Lie de la métrique g par rapport a p est donnée par
Lu9 = ﬁu(912 + 622 + 932) .

Or d’apres le Lemme 3.2.2 et les équations de structure (3.4), on a

Luth* = 200 © {dpr + ea(n \puabh — ea(In N aob + U (In A}
L,09° = 20, © {dpa — ex(In \)p16 + e1(In A)pob + U(In ) puzf3}
Eu932 = 2030 {—2ap16s + 2ap060y — ||1||*63}

Notons que pour toute fonction f, on a df = e1(f)01+e2(f)f2+e3(f)fs. On peut obtenir
alors la formule en regroupant les différents coefficients de 6; © 6;. O

Lemme 3.2.4. Le Laplacien sur les formes, appliqué sur la 1-forme verticale unitaire :
Af3 = (dd* + d*d)f3 est donné par

Aby = (261(U(1n A)) — 2ea(a) — Ulpr) + i U(In /\))91
+ (262(U(1n ) + 2e1(a) — U(uz) + poU(In )\))92
+(20(W(n ) + 402 + divpe + |2 65
On note que ce Laplacien donne le signe opposé de celui qu’on a utilisé pour les fonctions.
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Démonstration. Tout d’abord, en faisant la somme suivant I'indice répété a = 1,2, 3, on
a d’apres (3.8)
d*0y = — (v%ag) (ea) = 05 (veaea) —2U(In\),
donc dd*f3 = 2d(U(In A)). Et en général, pour toute 2-forme €2 et toute fonction f,
0*(£Q) = —Ve, (f)(€0) = —ea(F)ea, ) + fd*Q = —QJgrad f + fd*Q.
D’apres (3.4), dfs = —2ab; A Oy — i’ A 03, alors
d*dfs; = 261(&)92 — 262(0,)91 — 2ad*(61 A (92) — d*(ub A 03) .

Avec
d*(91 A 92)(61) = —Vea (01 A 92)(6(1, 61)

= —ca((6i Ab2)(eq, 1)) + (61 A 02) (Ve eq,€1) + (61 Ab2)(ea; Ve, e1)

= —eg(ln )\) + 92(V6161) — 91(V6261)

= —ega(InA) + g(ea, Ve,e1) —gler, Veyer) = —ea(ln ) + e2(ln ) =0

De méme, on peut démontrer que d*(6; Af2)(e2) = 0 et que d* (01 A02)(e3) = —2a, c’est
a dire
d*(01 VAN 92) = —2ab3.
Par ailleurs,
(2 Aa)(er) = —ea( (1 ABa)(easer)) + (1 A8a)(Ve,earer) + (0 A ) (eas Ve,e1)

= U(u) — p103(Ve,ea) + p103(Veyer) + p2b3(Veyer) — 1 (Vier)
= U(m) —mU(n ),

ou on a utilisé (3.8), le Corollaire 3.1.2 et le fait que par le Lemme 3.1.1,

1 (Vuer) = g(p, Vier) = paglea, Vier) = pagles, Ve, U) = —aps .

De méme
d*(1” A O3)(e2) = U(pa) — pU(In N)
et
d* (1’ A B3)(es) = —e(pn) — ea(p2) + prer(In A) + pzez(In )
donc

@ A0g) = (UGn) = U N) )01 + (Ua) = U (1) )0
= +< — 61(/“) — eg(/m) + ulel(ln )x) + Mgeg(ln /\))93 .

Ce qui donne alors la formule du Laplacien. O
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Théoréme 3.2.5. Soit p : (M3, g) — (N2, h) une submersion semi-conforme de dilata-
tion X\ et de coefficient d’intégrabilité a. Alors la courbure de Ricci est donnée par

Ric, = {NKY +Aln)+ pu(ln))}g* — 2a%g + L9 (3.21)
2
- (ub +U(In A)eg) —U(InA)2052 + A3 & 05,

ol u est la courbure moyenne des fibres de ¢, KV est la courbure de Gauss de N, 03
est la 1-forme verticale unitaire et A3 = (dd* 4+ d*d)0s est le Laplacien appliqué sur les

formes.

Démonstration. Pour démontrer ce théoréme, on peut commencer par vérifier que la
formule est correcte dans le cas ou 'application ¢ est a valeurs dans l’espace euclidien
R? et passer apres & identifier les termes qui changent par une transformation conforme
du codomaine.

Comme le tenseur de Ricci est tensoriel, les formules dans (3.20) sont indépendantes du
choix de la base orthonormée { f1, fo} sur le codomaine. Ainsi en appliquant les Lemmes
3.2.3 et 3.2.4, on peut vérifier que les formules (3.21) et (3.20) conviennent quand on
choisit une base orthonormée {ej, e3, e3}. Par exemple, on peut faire la vérification pour
lexpression de Ry : A 'aide du Lemme 3.2.3, (3.21) fournit I'identité

2R10 = €1 (/LQ) + 62(/1,1) + uleg(ln )\) + p2eq (ln /\) — 212 .
Mais grace au Corollaire 3.1.8 on a
2R19 = 2U(a) — 4CLU(1H )\) + 261(/12) + 2,&162(111 )\) — 2u1 2,

ce qui est exactement l’expression de Rj2 calculée dans (3.20).

Ayant vérifié que I'expression des composantes (3.20) et celle de la forme invariante (3.21)
sont les mémes quand le codomaine est de courbure de Gauss nulle, on peut maintenant
appliquer le raisonnement qu’on a mentionné au début de cette section. Plus précisément,

on considere la composition
M3 25 (U C R%,h) -2 (N2, R) .

On remarque que le seul terme qui dépend de 1 dans (3.21) est NEKN £ Aln A +p(ln ).
Alors que tous les autres termes sont intrinseques dans (M, g) et le feuilletage déterminé
par les fibres de ¢, qui ne sont pas affectés par des transformations du codomaine.
Mais d’apres le Lemme 3.2.1, cette quantité est invariante par rapport aux déformations
conformes du codomaine. D’ott I'expression du tenseur de Ricci (3.21) est établie. O

Corollaire 3.2.6. Soit ¢ : (M3, g) — (N?,h) une submersion semi-conforme a valeurs
dans une surface orientée N? de courbure de Gauss KN et de dilatation \. Et soit
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{e1,e2,e3} une base orthonormée droite adaptée, ou es est le vecteur vertical. Désignons
par Rg, = Ric(eq, ep) les composantes du tenseur de Ricci (a,b=1,2,3). Alors

Rip = NEKN +AInA+p(n)) —2a% +eq(p1) — p1?2 — pzea(In ))

Roy = XNKN 4+ Aln)\+ p(ln)) —2a? + ea(pa) — po® — prer(In X)

Rs3s = 20(U(In\) — 20 (In\)? + div u + 242

Ri» = U( ) —2aU(In\) + e1(p2) — pape + piea(ln A) (3.22)
= —U(a) +2aU(In\) + ea(p1) — papiz + poer(In A)

Riz = —es(a)+e1(U(InN)) + 2aus

Ros = ei(a)+ex(U(In X)) — 2auq

3.3 Déformations biconformes

3.3.1 L’effet d’une déformation biconforme sur la courbure de Ricci

Soit ¢ : (M?3,g0) — (N?,h) une application semi-conforme entre variétés orientées.
Considérons une déformation biconforme de la métrique gy de la forme :

9w

=5 + ?
On va écrire les objets suivant gg avec un indice 0, soit en bas soit en haut, et on va
conserver la méme notation des objets dans les parties précédentes pour désigner ces
objets suivant g. Par exemple, on va désigner par {e(l), eg, eg} la base orthonormée par
rapport a go et par A\g la dilatation de ¢ par rapport a gg , etc. La nouvelle base de
champs de vecteurs et la base formée des 1-formes duales sont données par

1
{e1 = Ue(l), eg = 0€9, e3 = peg} et {6 = 59[1), 0y = ;93, 03 = ;Hg}.

Lemme 3.3.1. La courbure moyenne des fibres, le coefficient d’intégrabilité et la dila-

tation varient de la fagon suivante

0.2

1= o*(uo + Herad g4, In p), a= ?ao, A=0)\.
En particulier
pr=o(ud +ed(Inp)), p2=o(uy+eS(Inp)).

Démonstration. En utilisant la premiére équation de structure (3.4), on a

1 1 1

dg; = d <90) = ——dpA6)+ —de)
p° p? S’
1 1
= —;d(ln p) A6+ ;(—2%0? A6 — b A 63)

2a00>

= —d(Inp) Al — ub A b3 — 01 A By
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Avec dfs = —2af; A 0Oy — i° A 03, ce qui montre que p’ = ,u[b) + d(lnp)|y et ce qui
donne alors ’expression de . On peut déduire aussi I'expression de a grace au calcul
ci-dessus et on peut voir facilement I'expression de A\ en utilisant le fait que la nouvelle
base horizontale est un multiple par o, de la base horizontale initiale. ]

On peut calculer directement la formule du Laplacien aprés un changement biconforme,
sans se référer a la preuve donnée par L. Danielo dans [23].
Lemme 3.3.2. [22, 23]

Agf = 0Ny f + (p* = a*)Uo(Uo(f)) — 2(p* — 0*)Uo(In Xo)Uo(f) — 2p°Uo(In o) Up(f)
+p*Uo(In p)Us(f) — o*d f(Hgrad 4, In p)

Démonstration. D’apres (3.8) on a
Agf = eiler(f)) +ealea(f)) + esles(f)) — df(Veer + Veyea + Veyes)
= eier(f)) + ezlea(f)) + esles(f)) — ex(In Nex(f) — ea(In Nea(f) = 2U(In MU (f) — p(f)
= ea(e(f)) +ezlea(f)) + eses(f)) — df(grad InA) = U(ln MU (f) — u(f)
Ainsi
Agf = oel(0el(f)) + aed(oe3(f)) + pe(pes(f))
—a?e}(In(oXo))eq (f) — a?e3(In(oho))es(f) — 2p°Un(In(oXo)) Vo (f) — u(f)
= o {e(e1(f)) + ed(ex(f)) + e3(e5(S)) — df(grad go In o) — Uo(In Ao)Uo(f) — po(f)}
+(p? = o) (Uo(Uo(1)) + 2(0® — p*)Us(In Xo)Up(f)
—2p°Us(Ino)Us(f) + (p* + o) Us(In p)Uo(f) — o*df (grad 4, In p) .
Ce qui donne ainsi la formule demandée. O
Corollaire 3.3.3.
Ag(In)) = 0°Ag(InXo) + (p* — 0*)Us(Us(In o)) — 2(p* — 0%)Up(In Ag)* — 2p°Up(In o) U (In Ao)
+p%Uo(In p)Up(In o) — o*(dIn Ag)(Herad 4, In p)
+02 04, (In0) + (p* — 0?)Us(Uo(In o)) — 2(p* — o) Up(In Ag)Up(In o) — 2p*Up(In 0)?
+p*Up(In p)Up(In o) — o?(dIno)(Herad 4 Inp) .

On peut voir facilement comment la dérivée de Lie Lgg change par des déformations
biconformes. En général,

Lucg =uleg+2du® & et Le(vk) = E)k + vLek (3.23)

pour toutes fonctions u et v, tout champ de vecteurs £ et tout 2-tenseur covariant
symétrique k. En conséquence du Lemme 3.2.2, on peut déduire la formule suivante.
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Lemme 3.3.4. Pour tout champ de vecteurs &, on a

Leg = 0 2{Legdt —26(Ino)gdt} + p~2 {Legd — 2¢6(Inp)gy }
= 0 2Lego+ (p2 — 07 2)Le(03)? — 2026 (In o) gt — 2p~2(In p)(65)°.

3.4 Cas ou la distribution horizontale est intégrable

Dans cette section on va étudier les solitons de Ricci de dimension 3 munis d’une projec-
tion semi-conforme dans une surface, de distribution horizontale intégrable. On montrera
que tous les exemples explicites de tels solitons connus a ce jour sont biconformément
équivalents & la projection orthogonale canonique R?* — R2. Pour illustrer la méthode
suivie, on commence par un exemple bien connu, non-publié de R. Bryant (voir [19]).

3.4.1 Le soliton de Bryant

Le soliton de Bryant peut étre obtenu par une déformation biconforme de la projection
canonique R? — R2. Notons (x1,72,t) les coordonnées sur R3, et soit

P o (Rga 90) - R®
(z1,22,1) = (21,22)
la projection canonique avec g la métrique euclidienne sur R? donnée par gy = dx% +

dz3 + dt?. Considérons une déformation biconforme du type suivant

B dzi? + dao?
o o1)?

ie. p=1et o =0o(t). Donc, d’apres le Lemme 3.3.1, suivant g, u =0, a =0 et A = 0.

+ dt?

Et d’apres (3.20), les composantes de la courbure de Ricci sont données par :
Ri1 = Rao = Aylno, Ry3 =2U(U(Ino)) — 2U(Ino)?,
Ri12 =0, Ri3=¢€1(U(lno)), Roz =e2(U(Ino)),
avec e; = 001, eg = 00, U = 04, ce qui donne R13 = Rs3 = 0. D’apres le Lemme 3.3.2
Agjlnd=Ay;lne = ¢?Aylno+ (1 —0*)UU(Ino)) - 2U(Ino)?
= (Ino)” —2((lno))?2.
Donc Ric 4 est donné par

Rng = R11912 + R22022 + 17:333932
1
= = {(lno)” —2((Ino))?} (dz1? + dzo?)

+{2(Ino)” — 2((Ino))?}dt?
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On prend le flot de soliton E de la forme E = f(t)U = f(t)0; — il est clair que c’est du
type gradient. Pour calculer L(ss,)g, on peut utiliser le Lemme 3.3.4. Bien évidemment
Lo,g™ = Ls5,g¥ =0, donc

Lo,g=—20"2(Ino) (dzi? + das?)
ce qui donne en utilisant (3.23),
_ —2 / 2 2 1142
[:(fat)g = —2fc (ln O’) (diL'l + dxo ) + 2fdt",

alors I’équation de soliton devient :

% {(lno)” —2((Ino))?} (dz1? + dzo?) + 2{2(In0)” — 2((Ino)’)?}dt?
! 2 2
_af (h;;") (dz1? + duo?) + 2f/dt2 + 24 (W + dt2> —0.

Ce qui est équivalent au systeme des EDOs :

0 = (Ino)" —2((Ino))? - f(lno) + A

0 = 2(Ino)"—2((Ino))2+ '+ A.
On obtient les mémes équations du systéme (9) obtenu dans [5] avec KV = 0. On
compose maintenant avec une application conforme de R?> — N? & valeurs dans une
surface de courbure de Gauss quelconque K. Par conséquence du Corollaire 3.2.6, on a
simplement besoin d’ajouter le terme KN = g2KN pour Ri1 et Rgs. On obtient alors

les deux EDOs suivantes :

{ 0 = 02KV 4 (Ino)” —2((lno))? — f(lno) + A (3.24)

0 = 2(Ino)"—2((Ino) )2+ f' + A

Ce qui convient exactement avec le résultat de Baird-Danielo dans [5]. Notons qu’on

peut écrire ce systeme comme un systeme de premier ordre de la forme % = F(z,y),
g—g = G(z,y), et cela peut étre réalisé en faisant les substitutions : 6 = 1/0,2 = ¢,y =
df +2¢',ds = dt/§. Ce systeme planaire peut étre résolu en analysant le portrait de

phase [19]. Une orbite particuliere correspond au soliton de Bryant.

3.4.2 Solitons de type “warped-product”

Les solitons issus d’'un “warped-product” d’une variété d’Einstein par la droite réelle
ont été intensivement étudiés et par suite, dans cette section, on se contentera d’étudier

certains cas spécifiques.
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Considérons la projection orthogonale ¢ : R? — R? qui est donnée par ¢(z1, z2,13) =
(x1,x2). Désignons par t la coordonnée 3 et considérons une déformation biconforme
de la forme L2 2
g= -1 TCT2 Tamt g2
r(t)?u(zy, x2)?

ou r et u sont des fonctions positives. Il s’agit donc d’un “warped-product” de la surface
R? munie de la métrique (dz12+dz2?)/u(z1, x2)? par la droite réelle R, ot la fonction 7(t)
correspond au parameétre de déformation (warping function). Notons que I'insertion d’un
facteur dt?/p(t)? dans la composonte verticale peut étre prise en compte en changeant
le paramétre t en t = ft(dt/p(t)). D’apres le Lemme 3.3.1, la dilatation est donnée par
A = ru, la courbure moyenne des fibres p et la constante d’intégrabilité a sont nulles.
Une base orthonormée adaptée est donnée par les champs de vecteurs e; = rudy, eq =
rudy, e3 = Oy ; leurs 1-formes duales 6 = dx1/ru, 0y = dxy/ru, 03 = dt sont de dérivées

/

’
do, = %91 ANO3+10uby Ny, dby = %92 ANO3 —rdiuby ANy, dbs3=0.

Soit g la métrique canonique sur R3. En conséquence de (3.20) et du Corollaire 3.3.3
(en notant que la dilatation par rapport & go, Ao, désignée par A dans le Corollaire 3.3.3,
est identiquement 1), on a

Ryt = Ry = Aglnru = Aglnr + Aglnu

= 0?AgoInu+ Ay Inr + (1 — o?)(Inr)” — 2(Inr)?

= r2u?Ag Inu + (Inr)” — 2(Inr)"

R33 = 2U(U(Inru)) — 2(U(Inru))? = 2(In7r)” — 2(Inr)"

En écrivant le flot de soliton E de la forme E = fie; + foes + fses pour des certaines
fonctions fi, fo et f3, on a d’apres le Lemme 3.2.2,

Lp0? = 2000 {dfi + T f103 — = f301 + r f100ubs — 7 f202u6; }
Lphy® = 20,0 {dfs + = f203 — = f302 — rfrovuby + r f201u6 } (3.25)
£E932 = 293 ®© df3 .

Par identification des coefficients des différents 6; ©6; dans I’équation de soliton Ric (g) +
%ﬁ Eg + Ag = 0, on obtient ’ensemble des équations suivantes :

(i) 612: Ay Inu+ (Inr)” —2(Inr)? + A+ rud fi — %/fg —rfa0u =0
(i) 622: r?u?AgInu+ (Inr)” —2(Inr)? + A+ ruds fo — %/fg —rfioiu =0
(iii) 032  2(lnr)” —2(Inr)?2 4+ A+ 0:f3 =0

(iV) 0105 : O (ufl) + 01 (ufz) =0

(v) 0103: Ofi +Tf1+rudifs =0

(Vi) 0203 : Oifo+ T fo+rudefs =0

(3.26)
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Notons que la différence entre (i) et (ii) montre que

81 (ufl) — ag(qu) = 0.

Ce qui donne, avec (iv), les équations de Cauchy-Riemann pour la fonction complexe
u(fi + ifz). Soit z = x; + ize. On peut déduire alors que pour tout ¢, la fonction
complexe u(z)(f1 +1f2)(z) est holomorphe. Par suite le champ de vecteurs fie; + foea =
uf101 + ufo0s est un champ de vecteurs holomorphe suivant la coordonnée complexe
z = x1 +ize sur R?. On discute & présent quelques cas particuliers de (3.26).

On suppose tout d’abord que r(t) =1 i.e. il s’agit d’un produit riemannien de la surface
¥ := R? munie de la métrique (dz12 + dz2?)/u(x1, z2)? par la droite réelle. On obtient
I’ensemble des équations :

(i) uzAgo Inu+ A+ udifi1 — fo0u=0
(ii) u2Ago Inu+ A+ udsfo — f1O1u=0
(iii)) A4+ 0if3=0

(iv) O2(ufr) + 01(ufa) =0

( Oifi +udifs =0

(vi) O¢fo+udafz =0

v

~—

\

Par conséquent

(iii) = f3=—At+p(z1,22)
(v) = Ofi+udip=0 = fi=—utdp+ q(z1,z2)
(vi) = Oifo+udp=0 = fo=—utdep+ q2(x1,22)

avec p, q1,qe des fonctions qui dépendent uniquement de x; et x9. En substituant ces
quantités dans (i), (ii) et (iv) et en identifiant les termes qui dépendent du parametre
t et ceux qui n’en dépendent pas, on obtient I’ensemble des six équations en p, q; et g

suivantes :

(i) uOudep — ududp — u?d11p =0
(ii) uQAgo Inu+ A+ udigr — ga0u =0
(iii) w0 ud1p — udaudap — u?dap = 0 (3.27)
(iv) uQAgO Inu+ A+ udrgs — q1ou =20 ’
(v)  Oa(u?B1p) + D1 (u?Bap) = 0

(

vi) d2(uqr) 4+ 01(ugz) =0

Ensuite en additionnant (3.27) (i) et (iii) on a 911p + Oa2p = 0, i.e, ARQp =0 et p est
harmonique. En particulier, si ¥ est la sphere S? munie de sa métrique de courbure

constante déterminée par
1+ 212 + 152

u(xy, x2) = 5
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et si p se prolonge d’une facon lisse & S? alors d’apres le principe de maximum et
I'invariance conforme de 1’équation de Laplace en dimension 2, p est nécessairement

constante. D’autre part, Ay Inu = 1/u* donc on a 'ensemble des équations suivantes :

(i) 1+A+01(uq1) —x1q1 — 2g2 =0
(ii) 1+A+ ag(qu) —x1q1 — 222 =0 (3.28)
(i) O2(uqi) + 01(ug2) =0.

Ce systeme donne les équations de Cauchy—Riemann pour la fonction complexe u(q; +
ig2), qui est donc holomorphe. En particulier le champ de vecteurs gie; + gae2 = ug101 +
uq202 se prolonge en un champ de vecteurs holomorphe sur S2. Posons z = 1 + izs la
coordonnée complexe sur la spheére de Riemann, comme déja mentionné dans §1.2, on

peut écrire ce champ de vecteurs holomorphe sous la forme
ulgr +ig2) = a+ Bz + 722 (a,8,7€C).
On pose o = a1 + i ete., donc (3.28)(i) devient

0 = (1+A)A+z®+22%) + 811+ 217 + 22%) + 27121 (1 + 217 + 227)
—279x9(1 + 212 + 12%) — 221 (a1 + Biz1 — Baxa + v1(21% — 222) — 2792120)
—2x9(ag + B2 + Box1 + Yo (z1? — 22?) + 271 2172) ©

Par identification des coefficients, cette équation est satisfaite si et seulement si

AZ_I? /31:07 Y1 = o, Y2 = —a2.

L’équation (3.28)(ii) donne les mémes conditions ci-dessus donc toute solution de (3.28)
est donnée par
A=-1 et u(q +ig) = a+icz +az?.

Ce qui correspond, d’apres §1.2, & un champ de Killing. On peut alors conclure que pour
la sphere ¥ = S2, le flot de soliton est unique, & I'ajout d’un champ de Killing pres, et
il est donné par E = t0;.

Plus généralement, lorsque p est constante on a I’ensemble des équations suivantes :

uQAgO Inu+ A+ udiqgr — gadou =0
u2AgO Inu+ A+ udsgy — q1ou=0
d2(uqr) + 01(ugz) = 0.

Ces équations sont précisément les équations d’une structure de soliton de dimension 2
sur X avec une constante A et un flot de soliton F' = gie; + goea. Ce qui confirme le
résultat bien connu que le produit d’un soliton de dimension 2 et la droite réelle donne
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un soliton de dimension 3. En revanche, 'unicité n’est pas toujours évidente quand X
est en général un soliton de dimension 2 non-compact (voir ci-dessous par exemple pour

le cas olt ¥ = R? est le plan euclidien).

Dans la section prochaine on montrera que lorsque ¥ est un plan hyperbolique H? de
courbure constante négative, le flot de soliton est unique. D’autre part, quand v =1 (il
s’agit donc de 'espace euclidien R?), on obtient I’ensemble des équations suivantes :

Oup=0np=012p=0, A+0iq1=A+02q2=0, g +di1q2=0,
dont la solution générale est donnée par
p=ar1+bxry, q =-Axri+crote, q=—Axro—cri1+ f.

ou a,b,c,e, f sont des constantes arbitraires. Tous les termes avec les constantes ar-
bitraires a,b,c,e, f correspondent a des champs de vecteurs de Killing, qu’on peut
supposer nuls, et donc le flot de soliton est donné par le champ de vecteur radial
E = —Ax101 — Azo0s — At0;. Ce qui permet 'obtention d’une infinité de familles de
structures de solitons paramétrées par A dans R3, qui corespondent aux solitons bien

connus, les solitons de Gauss.

En revenant maintenant au cas ol v = %(1 + 212 + 292) correspondant A la métrique
sphérique sur ¥ on a Ay, Inu = 1/u?. On considére I'hypothese f1 = fo = 0. L’équation
(3.26)(i) (ou (v) et (vi)) montre que f3 dépend uniquement de ¢ et (3.26) sera équivalent

N

a :

0 = 724+ (nr)" —2(Inr)2+ A~ %lfg
0 = 2(Inr)"—2(Inr)2 + A+ f}

Comme prévu, cela coincide avec (3.24) avec KV = 1 (ou1 o est remplacé par r); et
comme on I’a déja remarqué dans la section 3.4.1, des solutions sont obtenues en étudiant

le portrait de phase d’un systeme de premier ordre dans le plan.

3.4.3 Solitons de type hyperbolique

On commence par la projection canonique ¢ : R:j_ — R? sur le demi-espace Ri =

{(x1,22,23) € R®: 21 > 0} donnée par ¢(z1, 22, 73) = (21, 72) et on définit la métrique

B dx12 + d$22 d$32
o(r1)? p(z1)

2

biconformément équivalente 3 la métrique euclidienne sur R3 ol les facteurs o et p
dépendent seulement de x1. Une base orthonormée est donnée par e; = o0di,e0 =
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o0y, e3 = pds avec les 1-formes duales 6; = dxy/0,02 = dxs/o,03 = das/p dont les
dérivées sont données par

/ /

dé, =0, db, = —% dzi Adxo, dbsz= —% dx1 Adxg. (3.29)
9 P

La dilatation de ¢ par rapport a g est donnée par A = ¢. D’apres le Lemme 3.3.1, la
courbure moyenne des fibres est donnée par

/

/
1= o*Hgrad Inp = 02£81 = Jﬂel ,
p p

dont la divergence peut étre calculée par (3.15) :

: 1
divgp = er(p) + e2(p2) — p(no) —||ullz = ?(ngp” —20%(p')?).
Notons par go la métrique euclidienne sur R? ; par le Lemme 3.3.2, on a

/

Aglnd = o2A,InA—o2dnA(Zay)
P

/

= 028111na—00'p—

/

7
p

= 00" = (0)? - o0

On peut maintenant appliquer (3.20) pour calculer les composantes de la courbure de
Ricci :

I\ 2
Ry = oo — (o) + ool + o2l 952 ('0)
p p
o
Ryy = 00" —(0')? —00'™
p
1
Ryz = —(a?pp" —20%(p')%)

0 = Ri2=Ri3= Ro3.

Supposons que le flot de soliton est donné par E = fie; + foes + fyes. D’apres le Lemme
3.2.2, on a
Lp6®> = 2000dfi
L 02 20, ® {dfs — 0’ f102 + 0’ f201} (3.30)
Libs? = 2030 {dfs — o f103 + oL f301} .
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On peut maintenant identifier les coefficients des différents 6; © 6; dans 1’équation de
soliton Ric 4+ %E g9+ Ag = 0; on obtient I’ensemble des équations a résoudre suivant :

/ 1/ / 2
620 (il) 00" — (o)) —00'f + At oOafy—0'fr =0
032 i) 5(0%pp" —20%(p')?) + A+ pdsfs — fla% =0 (3.31)

0105 (v) pdsfi+odifs+ fs0% =0
0565 : Vi) pagfg + 082]"3 .

(
(
(
0105 : (iV) oo f1 + 001 fs + U,fz =0
(
(

En premier lieu on exhibera une famille de solitons & un parametre qui s’intercale entre
I’espace hyperbolique et la géométrie Sol. On montrera apres que la structure de soliton
sur Sol est unique & l'ajout d’'un champ de Killing prés. Supposons que o(x1) = 1, le
systeme (3.31) devient
/ 1/ / 2

(i) —1+x1%+x12%—2x12 (%) +A+2101/1=0
(i) —1-218 +A+210f— fi =0

/1 / 2 /
(iii) 2122 — 22,2 <%) + At pdsfs —a1h =0 (3.32)
(iv) z102fi +7101fa+ f2=0
(v)  pOsfi+z101fs +21f35 =0
(vi) pOsfz + 210203 =0.

On fait ’hypothese que fo = 0. Alors (3.32)(ii) implique

o
le—]_—.’lTl;—f—A

En substituant cette identité dans (3.32)(i) on a

VA1 =
ST & eV
1

ol a est une constante qu’'on peut supposer égale a 1 (en 'incorporant dans la variable

x3) et ou la solution est vérifiée pour les deux signes de la racine carré. Il s’ensuit que
fi=A-1FVA-1.
Ainsi (3.32)(iii) implique
FVA- T+ AF(A-1)P2 427V 058 =0.
Posons —C = AF VA -1F (A - 1)3/2. En intégrant, on obtient
f3 = Casa TV 4 p(ay, 22)
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avec p(z1,x2) une fonction indépendante de x3. Donc (3.32)(iv) est automatiquement
satisfaite et (3.32)(v) implique que p(x1,22) = r(z2)z1TVA~L olt r(a3) est une fonction
qui dépend uniquement de zo. Ainsi (3.32)(vi) montre que r(x2) = b constante. On
peut voir (d’apres (3.30)) que la composante de f3 contenant la constante arbitraire b
correspond a un champ de vecteurs de Killing, donc on peut supposer que b = 0. On a

maintenant que le flot de soliton est donné explicitement par
E = (A— 1F \/A— 1).1?131 +Cl‘385

Ce qui fournit une famille de solitons explicites paramétrée par A > 1. Si A = 2, en
considérant le signe positif de la racine carrée dans l’expression de p, la métrique sera
de la forme

B dz1? + dae? + dzs?

g 2

z1
ce qui correspond au demi-espace de Poincaré avec un flot de soliton nul (et par conséquent
la métrique est d’Einstein). Si A = 1, alors p = 1 est constante et la métrique prend la

forme
dxi? + dao?
g = —————--—--

2 + dZL‘32

I
qui est la métrique du produit du plan hyperbolique par R, H? x R, muni du flot de
soliton £ = —x30;3.

On considére maintenant le signe négatif devant la racine carré dans ’expression de p et
on prend encore une fois A = 2. On obtient la métrique

d$12 + d.1'22 dx32
9= +

2 -2

I x1

En substituant x; = e~! pour —oo <t < 0o, on a dr; = —e~'dt et
g= dt? + e?tdxs? + e*thx;),Q ,

ce qui représente la métrique sur Sol. On a aussi 01 = —x1 10, et le flot de soliton est
donné alors par
E= —26t - 41‘363 s

ce qui confirme ’exemple trouvé dans [5]. Il est facile de voir quels solitons parmi cette
famille sont du type gradient. Comme le domaine est connexe, F est du type gradient
si et seulement si dE® = 0.

1
E’ = fify + fobs + f303 = (A—1F VA —1)—dm +C%dx3.

1
Sa dérivée ,

dE® = ~2Cx3 2 day A day,
p

98



3.4. CAS OU LA DISTRIBUTION HORIZONTALE EST INTEGRABLE

s’annule si, soit C' = 0, soit p’ = 0. On considere les solutions réelles A de C' = 0; dans
le cas ot C' = A+ /A —1+ (A —1)3? il existe une solution unique A = 2 (espace
hyperbolique) et si C = A — /A —1— (A —1)3? donc A =1 (le produit H? x R).

Les résultats de cette section peuvent étre résumés dans le théoreme suivant. On mon-

trera dans ce qui suit 'unicité.

Théoreme 3.4.1. Il existe une famille de métriques solitons dilatants complétes sur
Ri qui dépendent continument d’un seul paramétre, telles que chacune est unique, pa-

ramétrée par la constante de soliton A > 1, donnée par

_ dx12 + d3322 dx32
12 xqF2VA-T

qui s’intercale entre l’espace hyperbolique H® (A = 2 avec un signe positif devant la
racine carrée) et le produit du plan hyperbolique et la droite réelle H> x R (A =1), et
entre H?> x R et la géométrie Sol (A =2 avec un signe négatif de la racine carrée).

Le flot de soliton est donné par
E=A-17VA-Dz01+{-A£VA—1+(A—1)%?}2305.

Il est du type gradient si soit A = 2 avec un choix positif devant la racine carrée (le
soliton H?), soit A =1 (le soliton H?> x R).

Démonstration de l'unicité. On considere le systeme (3.32) avec p = xi/ﬁ :
(i) hfi=0

(i) —1-VA-1+A+2102fo—f1=0

(i) 1-VA—T+ay" " Osfs—VA—1fi=0 5.33)
(iv) z102fi + 2101 fa+ f2=0 '
) O+ mdnfs+ VA 1f3 =0

(vi) @y Osfs + 21023 = 0.

Montrons que le flot de soliton E = fie1 + foes + fies est unique a 'ajout d’un champ
de Killing pres. (3.33)(i) donne f; = fi(x2,x3) indépendente de x1. Donc, en identifiant
les termes de (ii) qui sont indépendants de 1 on a

fi=A—1—+vA—1est constante et dafo =0 = fo = fo(x1,23).

Aussi (iv) montre que

9 1
r101fo+ f2=0 = }‘:2::“ N fQZT(;lZi)
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pour une certaine fonction r = r(x3). D’autre part, (v) donne

0 A—-1 _JATT
101 f3+VA-1f3=0 = }53 R = f3 = u(w2, x3)7] At

pour une certaine fonction u = u(z2,x3). D’une fagon similaire & ce qu’on a fait avant,
posons —C' = AF VA —1F (A—1)%2 (iii) implique

Osu=C = u=Cxsz+v(re)
pour une certaine fonction v = v(x2). Ainsi (vi) montre que
7 (x3) + 32 AL (29) = 0. (3.34)

Il y a deux possibilités : soit /A — 1 =1 (espace hyperbolique) soit /A — 1 # 1. Tout
d’abord supposons que VA — 1 # 1. D’apres (3.34) on a

r=v'=0 = r =a const. et v =>b const.

Par suite
a _ VAT
fi=A—1-—VA-1, =— fi=1 AL (Cas +b).
1
A laide de (3.30) on peut vérifier que pour F' = ioex +bry Y Ales

Lp01% = Lp0:% = Lp05% =0

donc F est un champ de Killing. Dans le cas ol VA —1 =1, 0on a que f =0 C = 0.
D’autre part ’(x3) = —v'(x2) = ¢ const., donc r = cxs +d et v = —cxy + e ou ¢,d, e
sont des constantes. Ainsi par une vérification similaire de (3.30) on a que E est Killing,
ce qu’on peut prévoir d’avance puisque H? est d’Einstein. Ce qui complete la preuve de

unicité.

3.5 Cas ou la distribution horizontale est non-intégrable

On considere dans cette section des variétés riemanniennes de dimension 3 qui ad-
mettent une application semi-conforme dans une surface, de distribution horizontale
non-intégrable. Il existe des variétés admettant a la fois une application semi-conforme
de distribution horizontale intégrable et une de distribution horizontale non-intégrable.
Par exemple, la sphere euclidienne S? peut étre considérée comme R? muni de la métrique
g = 2/(1 +||z]|*)?dz? ot la projection standard R3 — R? est de distribution horizon-
tale intégrable; elle peut étre aussi munie de la fibration de Hopf S% — S? qui est de
distribution non-intégrable. On rappelle que dans la section précédente, on a montré ex-
plicitement que dans le cas ou la distribution horizontale est intégrable, tous les exemples

100



3.5. CAS OU LA DISTRIBUTION HORIZONTALE EST NON-INTEGRABLE

explicites de solitons connus sont des déformations biconformes de la projection cano-
nique R? — R2. Par contre si la distribution horizontale n’est pas intégrable, on verra

que I’équivalence biconforme entre solitons est moins claire.

On commence par étudier le soliton Nil, en particulier on montre que la structure de ce
soliton est unique, méme si c’est déja indiqué dans [5], aucune preuve n’a été donnée a
cause de la complexité des arguments. Dans la suite, en suivant les mémes techniques
des sections précédentes, on peut démontrer I'unicité de maniere simple.

3.5.1 Le soliton Nil

La métrique sur la géométrie Nil s’écrit sous la forme

g =dz1? + dzo? + (z1dxy + das)?.

Cette géométrie admet une submersion riemannienne harmonique ¢ : Nil — R? donnée

par (1,2, x3) = (r1,22). Une base de champs de vecteurs associée est donnée par
ep =01, ex=0,—1103, e3=0;3
ou 9; = 0/0x; etc., avec la base duale
01 =dz1, 02 =g(es, -)=dxe, 603=g(0s, -)=x1dre +dz;3.

Notons que g = 612 + 622 + 052, Dans ce cas on a A = 1 et p = 0. On calcule a avec les
crochets de Lie :

le1, 2] (f) = (01,02 — 2105](f) = O1(D2 — 2103)(f) — (02 — 2103)01(f) = —Osf
donc [e1,e9] = —05 et
2a = g(U, [e1, e2]) = —g(03,03) = —1
D’apres (3.20), les composantes de la courbure de Ricci sont données par :
Riy =—1/2, Roo = —1/2, R33 =1/2, Ria=0, Ri3=0, Ry3=0

L’équation de soliton
Ric (g) + %ﬁEg +Ag=0

devient
— (012 + 022) + 032 + 24{01% + 0% + 032} + Lpg =0 (3.35)

Ecrivons le flot de soliton E comme E = fie; + faes + fses oul fi, f2, et f3 sont des
fonctions & déterminer. Notons que pour une fonction f = f(x1,x2,23), on a

df = 31fdl‘1 + 82fde‘2 + 83fdl‘3 = 81f91 + (62f — $183f)92 + 33f93 ,
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et
df; =df; =0 et df3=dzy Adaxgy =61 Abs.

D’aprés le Lemme 3.2.2, pour une 1-forme 0, Lz0% = 20 ® {d(0] E) + df| E}, alors

Lp6? = 20060dfi
£E022 = 2050 dfg (336)
Lpbs* = 2036 {dfs + fif2 — fob1}

et
Lrpg =201 ©dfi +20: ©dfs + 205 © {dfs + fib2 — f201}.

On identifie maintenant les coefficients des différents 6; © 0, & zéro. On aura le systeme
des EDPs en f1, fa, f3 suivant :

(1) 6:%: —1+24+4201f1=0

(i) 62*: —14+24+2(0 —2103)fa =0
(iii) 63> 142A4+203f3=0
(
(
(

~—

. (3.37)
iv) 60102 : (02 —x103)f1 +01f2=0

v) 0103: O3fi+01f3—fa=0
vi) B203: O3fo+ (02 —2103)f3+ f1 =0

Ces équations peuvent étre résolues explicitement : I'intégration de (3.37)(i) et (3.37)(iii)

implique
fi= %(1 — 2A)$1 +p1($2,$3) et f3= —%(1 + QA)xg +p3(l‘1, xz)

ou p1 et po sont des fonctions dépendant chacune de deux variables seulement, comme
indiqué dans les formules ci-dessus. Donc (3.37)(v) implique que

fo = Osp1 + O1ps3 .

Les équations (3.37)(ii), (3.37)(vi) et (3.37)(iv) donnent par suite (dans l’ordre respectif)

le systeme en p; et p3 suivant :

—1 4+ 2A + 20505p1 + 20501p3 — 22195%p1 = 0 (3.38)
O%p1 + Oops +x1+p1 = 0 (3.39)
Dop1 — x103p1 +1%ps = 0 (3.40)

Comme p3 est indépendante de x3, la dérivée de (3.40) par rapport a x3 donne
9203p1 — 2105°p1 = 0,
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ce qui implique d’apres (3.38) que
1
8281])3 = 5 - A (3.41)

et d’apres (3.39) que
O203p1 + T1p1 + 217 = —3109p3 . (3.42)

En intégrant (3.41) par rapport & x5 et ensuite par rapport a x1, on a

P3 = T1T2 (; = A) + u(x1) + v(xo) (3.43)

ol u et v sont des fonctions qui dépendent uniquement de x1 et x9 respectivement. Soit
q(z2,x3) = 0203p1. Alors, (3.42) donne

9, %
P14+ 21 + O9p3g = —q(;lg) . (3.44)

D’autre part, en dérivant (3.43) par rapport a x2, on a

1
dops = 11 (2 - A> +0'(22),
en substituant ce terme dans (3.44), on obtient

3
x1p1 + 33% (2 - A) + 210 (22) = —q(a2, 3) .

En comparant les coefficients des puissances de x1 des deux parties de cette équation on
a
A=3/2, p1+0(z2)=0 et q(xg,x3)=0.

On en déduit que
p1 = —v'(72) (indépendante de x3) et  p3=—x122 +u(xr) +v(x2).

Ensuite (3.40) implique —v”(z2) +u”(21) = 0 = v"(x2) = v’ (21) = « constante. Ce qui
donne v'(z2) = axs + ( et alors

Oé:BQQ Oé$12

> + Bxo + 7y et u(xy) =

'U(I'Q) = +5l’1 +77

ou S, 7, d, n sont des constantes arbitraires. Donc finalement on a :
Q
p1 = —axg — [, p3 = —T1T2 + 5(5612 + x9%) + 61 + Baa + v,

ou v est une constante et alors

«
fi = —z1—axe—PB, fo=—zotaxi+0, f3= —2$3—561$2+§($12+$22)+5$1+5$2+V'
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On vérifie que les parties avec des constantes arbitraires correspondent a des champs de
Killing. En effet, soit
Q
g1 = —axg — 3, g2 =ax1+0, 93=§($12+$22)+5$1+5$2+V7
et soit
F = gie1 + gaea + gses

D’apres (3.36), on a :

,CF912 = 201 ©dg

Lr0? = 205 dgs

Lr03® = 2030 {dgs + g162 — gab1} .

Pour une fonction h, on a dh = 01h6; + (92h — £103h)02 + J3hfs. Alors
dg; = —abs, dgs = aby , dgs = (w1 + 0)01 + (axe + 5)b .
Par suite
Lpg = LLp(61° +60,° +605%)
= 0.
On suppose alors que les parametres arbitraires sont nulles. On obtient le flot de soliton

(unique)
E=—2101 — 2909 — 22305 .

Notons qu’on a démontré non pas seulement 'existence du flot de soliton sur Nil mais
aussi son unicité a I’ajout d’un champ de Killing pres.

3.5.2 Déformation de Nil

Soit g = da1? + dao? + (r1dzy + d$3)2 la métrique sur R3 indiquée dans la section
précédente et considérons une déformation biconforme du type

_day? +dw? (zydag + das)?

- o(n)? p(x1)?

ou les parametres de la déformation o et p dépendent uniquement de z;. Une base

orthonormée adaptée est donc donnée par e; = 0dy,e3 = 0(02 — x103),e3 = pds et la
base duale est donnée par les 1-formes 0; = dz1 /0,03 = dxy/o, 03 = (x1dxe +dzs)/p de

dérivées respectives

doy = 0
o
do, = ——2dw1 ANdzy = —0”01 A O9
g
p/ 1 O.p/ 0.2
dfs = *?dl‘l VAN (l‘ldl‘g + dZEg) + ;dl‘l ANdzy = *791 AB3 + ?01 A B .
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D’apres §3.3.1, la courbure moyenne des fibres est donnée par

N /
o2 g
p’o o= qu (= m=o0p/p),

p = o*Hgrad golnp=
la dilatation par A = o et la constante d’intégrabilité par a = —o?/2p. D’apres (3.15),

/ 2 I\ 2 2 1 2 12
divu:UZ?l(W)_gpal(lna)—(Up> :M_20/2) .
P P P P P

Pour calculer les composantes du tenseur de Ricci, on a besoin de ’expression du Lapla-
cien. Tout d’abord on peut calculer le Laplacien par rapport a go en utilisant la formule
DNgof =93 (0i f — Ffj(?k f) ou Ffj sont les symboles de Christoffel suivant la métrique gg.
Ils sont donnés par I‘fj = % glgl(aig% +0; g?l — alg,?j) ou les composantes de la métrique et

son inverse sont données par :

1 0 0 1 0 0
(g?j) = 0 1+ 5612 X1 , (gf)]) = 0 1 —x1
0 I 1 0 —I1 1 + a:12
Les symboles de Christoffel non-nuls sont :
1 T 1 - 1 T
F%S - _57 1—%2 = —1, F%2 - DX F%B - 9’ F%Q - 5(1 - 1712), le))?) - _?7

donc
Agof =01 f + Ooaf + (1 +21%) I3 f — 22103 .

Si f = f(x1) dépend uniquement de x, on aura
Agof = f// .
Par le Lemme 3.3.2,
Ayln)\ = Aylno =d?AyIno — o?dIna(Hgrad 4 In p)

/
7, 2 4
= 00 —0 —00 —

p
D’apres §3.2.1, les composantes de la courbure de Ricci sont données par

( 4 / 17 \2
Riu = Aglno+pu(lno) — 35 +00i(op'/p) — (o0 /p)
o "2 L4 UO'/p/ 0_2p// . 20'2p/2
= 00 g 202 + P4 + 2p, 02
Ry = Aglno+ p(lno) — 77 %81(111 o)
4 N
— O,O,//_U/2_%_Uap
. 0_4 2p0_2p// CT2p/2 0_4
R33 = leM"i'ﬁ— b T A2 207
R = 0
Riz = 0
303p’ 24/
R23 = 2p2p - Upa
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On écrit le flot de soliton sous la forme E = fie; + foea + fses pour des fonctions

f1, f2, f3. Notons que pour toute fonction f,
df = alfdl‘l + 32fdl'2 + agfdl‘g = O'alfel + O’(agf — l’lagf)eg + p63f93 .
On applique le Lemme 3.2.2 pour calculer Lgg :

L6 = 20,0df;
Lph® = 20,0 {dfs — o' f102 + 0’ f201}

op op o? o?
Lpbs® = 2030 {df3 — 22 1105+ 22 1300 + Z 1165 — f291}
p p p p
On peut maintenant identifier a zéro les différents coeflicients de 8; ©® 6; dans ’équation
de soliton Ric 4 + %L’Eg +Ag=0:

. 4 /N, 2 1 2 12
i) 0% 00" —0?— 5+ 20+ T 25+ At 001 /1 =0

., L
i) 62: 00"~ - % - ZLE+A+0(02fs —2103f2) —0'f1 =0
9 . 02p// _ 0.2p12 ol _ Lp/ o
i) 05" : p 25 top A+ pOsfs =T f1=0 (3.45)

iv) 6102: o(92ft —2103f1) +001fa+0'fo=0
/ 2
V) 0105 pOsfi+odifs+ U f3— T fa=0

vi) 0205 : %U;zp/ - % + p03fo + 0(02f3 — 1103 f3) + %fl =0

Ce systeme d’équations présente une grande difficulté de trouver des solutions parti-
culiéres. On se limite alors au cas simple quand o = 1 et p est constante. Les équations

(3.45) deviennent :

(i) —ﬁ—i—A—i—@lfl =0
(i —ﬁ+A+32f2 —1103f2 =0
(i) 5 +A+pdsfs =0
(
(
(

11

~—

: (3.46)
iv) Oofi —z105f1 +01f2 =0
V) psfi+0ifs— 4fa=0
Vi) pdsfa+Oafs — w103 f3+ 3 f1 =0
Par (i) et (iii) on en déduit que
fi= L—A r1+q1(z2,z3) et f——} L—|—A x3+q3(z1, x2) respectivement
1= 22 17q1{Z2, 23 3_p2p2 31743271, X2 pectiv )

pour des fonctions q; = q1(x2,x3) et g3 = q3(x1,z2). Par suite I’équation (v) implique

f2 = p*03q1 + pdigs .
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D’ou (ii), (vi) et (iv) impliquent respectivement

(vii) —ﬁ + A+ p*023q1 + pd12g3 — 21p* D331 = 0
(vili) p®O33q1 + Dogz + il %ql =0
(ix)  Ooq1 — x103q1 + pO11g3 = 0.

Dérivons (ix) par rapport a xs :
023q1 — x1033q1 = 0. (3.47)
En substituant da3q1 par x1033¢1 dans (vii), on obtient

1/ 1
Oags =~ (= — A
1248 p(292 >

ce qui donne, en intégrant par rapport a x1, ensuite par rapport & xo :

1 T1T2
g3 = <2p? — A> P +u(xr) +v(z2), (3.48)

ou u(x1) et v(xz) sont des fonctions dépendant de x; et zo respectivement. En utilisant

(3.47) et (viii), on a :
2

X X
p*Oa3q1 + p% + ?1(11 = —210243 . (3.49)

Posons v(xg, x3) = O23q1 , d’apres (3.49) on peut écrire

4 V(T2,73)
T

xr
o+ p% + pOags = —p (3.50)

D’autre part, en dérivant (3.48) par rapport & z2, on obtient

_n( L /
Daq3 = p <2p2 A) + v'(z2)

en substituant dans (3.50), on a

3
r1q1 + x% (2/)2 — A) +x1pv (12) = —p4y(x2,:1:3) .

1l s’agit d’un polynome en x1, dont les coefficients sont indépendants de x1. En identifiant

les coefficients des différents puissances de x1 a zero, on a

3
A= 252 g+ pv'(z9) =0, v(ze,73) = 0.
On en déduit que
7351.%2
PE

q1 = —pv'(z2) (indépendante de x3) et q3 = +u(xy) +v(z2).
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Ensuite (ix) implique —pv” (x2) + pu’(z1) =0 =
v"(z9) =u"(r1) =a  constante,

en particulier, v'(x2) = axs + B et alors

ax22 O($12

+ Bxa + et u(xy) =

v(xg) = +ox1+n

ou S, 7, d, n sont des constantes arbitraires. Donc finalement on a :

1T (8%
@ =—plazs +6),  q=— /1)32 + 5(9512 +x9%) + 6a1 + Baa + v,

ou v est une constante et alors les composantes du flot de soliton sont :

1 :_% — plaxs + ),

X
f2 :—;§+p(a$1+5),

2 1T (o
f3:_E"’U?’_%+§($12+$22)+5$1+5$2+“

On vérifie que les parties avec des constantes arbitraires correspondent a des champs de
Killing. En effet, soit

(6]
g1 = —p(ary + ), g2 = p(awy +9), g3 = §($12+$22)+5€U1+5$2+V7

et soit

F = gie1 + goea + gzes

D’apres (3.36), on a :

L2 = 200 ©dg
Lr0? = 205 dgs
LrpOs? = 2056 {dgs + %9192 — %9291} .

Pour une fonction h, on a dh = 01h6; + (02h — x103h)02 + pO3hBs. Alors
dg1 = —pabs, dgs = paby, dgs = (ax1 + 9)01 + (ax2 + )02 .
Par suite

%EFQ = %EF(912+922+032)
= 0.
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On suppose alors que les parameétres arbitraires sont nulles. A I’ajout d’un champ de
Killing pres le flot de soliton E est unique et donné par

I X9 T3
EFE=——50,——50y—2—053. 3.51
p? p? p? (3.51)

Notons que p = 1 donne le flot de soliton de Nil de la section précédente. Cependant,
pour p # 1, le soliton ne peut pas étre isométrique a Nil car on a montré dans la section
derniére que la structure de soliton est unique avec la constante A = 3/2. En plus il ne

provient d’une aucune évolution de Nil sous le flot de Ricci, puisqu’il est clair que si

(w1dze + dz3)?
p(t)?

pour une fonction p(t), alors d’apres les calculs pour le tenseur de Ricci de g(t), on ne

g(t) = dzy? 4 dag® +

peut pas obtenir dg/0t = —2Ric (g(t)). Il est interéssant de noter que si p — oo, la
composante f3 du flot de soliton tend rapidement vers 0 et s’approche du flot sur R?
donné par F' = —x101 — 2205 correspondant au soliton de Gauss. On conjecture que la
famille de déformations correspond a une “collapse” dans le sens de Gromov-Hausdorff
de la variété Nil & R? par solitons de Ricci. Finalement, on peut vérifier facilement que
le champ de vecteurs (3.51) n’est pas de type gradient. On résume les résultats de cette

section dans le théoréme suivant .

Théoréme 3.5.1. Il existe une famille a un paramétre, de métriques solitons dilatants

sur R3, données explicitement par
2
g =dxi? + dzs® + gA(:L‘ldl‘g + dz3)?

paramétrées par A > 0, dont la géométrie Nil correspond au cas particulier A = 3/2. Le

flot de soliton est donné par (3.51).

3.5.3 Une classe de métriques n’admettant pas des structures de soli-
ton locales

P

Dans [5], P. Baird et L. Danielo montrent que la géométrie SLy(R) n’admet aucune
structure de soliton, méme localement. On considere une classe de métriques qui contient

cette géométrie comme cas particulier.

Considérons M = R} := {(z1,22,23) € R® : 21 > 0} munie de I'application semi-
conforme dans le plan euclidien qui est donnée par ¢(z1,x2,x3) = (x1,22). Soit g la
métrique sur M donnée par

_ doi? +dae?  (dae + 21dws3)?
o(r1)? p(z1)?
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ou o et p sont des fonctions lisses qui dépendent uniquement de z1. Le cas 0 = p = a3
correspond a la métrique sur SLy(R) [52] (voir aussi [12]). Une base orthonormée des
champs de vecteurs est donnée par

1 1
e1 = o0\, eg=0 (0 ——03], e3 = —pds,
xr1 x1

avec les 1-formes duales associées

d d d d
o=y _dm o, dmdodes
o o P

de dérivées respectives
/ o? 1
dé; =0, dfy=—-c01 N0y, db3=——-01NOs+0OIn|— )6 ANO3.
pry P

Par comparaison avec les équations de structure (3.4), on en déduit que le coefficient

d’intégrabilité et la forme duale de la courbure moyenne des fibres sont donnés par

2
a=-2 et ,ub = —0011n <m1) 0y =—dIn (m)
2pxy p p

respectivement. En particulier

u = —grad In <$1> =—e <1n <$1>) e1 = —c011n <xl> er.
p p p

Finalement, la dilatation est donnée par A = o.

Pour calculer Ayln A, on calcule tout d’abord Ay In A, ot go = dz1? + dzo? + (dag +
r1dz3)? et on applique ensuite le Lemme 3.3.2. Les composantes de la métrique gy et

son inverse sont donnés par

1 0 O 1 0 0
((90)ij) = 0 2 m ;o ((90)Y) = 0 1 —1/z
I 1’12 0 —1/.%'1 2/1‘12

On peut alors calculer les symboles de Christoffel Ffj = %gkl(&-gﬂ + 0jgi — 09i5). Ceux

qui sont non nuls sont donnés par

1 2

1
1 1 plo_ 2 _ _ 1 13 _ 3
g = — 9 g3 = —mx1, I'fy = —723:17 Iy = —2 Iy =

—a F = §£L‘1 .
1‘12, 13 2

Il s’ensuit que le Laplacien d’une fonction f par rapport a gy est donné par
Dgof = (90)7(0ijf — T30 f)
2 2 1
= Ouf+0nf+—503f— ;1323,}” + x—lalf.

ZE12
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Si f dépend seulement de 21 son Laplacien devient f” + ;711 f'. Suivant g, le champ de
vecteur vertical unitaire est donné par Uy = 971183. Donc par le Lemme 3.3.2

Ayf = 0* Ay f — o*df(Hgrad 4, Inp)
ou
grad g, Inp = (g0)”9;(In p)d; = d1(In p)9 .
On obtient alors

Agln A = oo’ — o + 00’0 In (ml> .
p

D’autre part
p(n\) = —020; In (”; ) d1(Ino) = —00’d; In <x1> .
)

En particulier, le terme Ay In A+ (In A\) qui apparait dans les composantes de la courbure
de Ricci est donné par

Agln A+ p(In)) = oo’ — o’

On peut écrire maintenant les composantes de la courbure de Ricci qui sont données par
(3.20) :

(

Ryy = o0’ —0% — pQ + 00’01 1n

Ry = oo —0"%— 29614/) — o0 (081 (ﬁ)) — o2 (31 In (‘%))2
)
2

2 (=
R33 = —o00: (o@lln( ))+Ug,81 HE;>_02 (81111(%1)) +2;24;2
R = 0
Riz = 0

\ Ros = o001 (211p> + ma 1 In (%)
Soit E = fie1 + foea + fses le flot de soliton. Notons que pour toute fonction f
1
df = o1 fdz1 + Oz fdxg + O3 fdas = 001 f01 + 0 <a2f - x33f> 0 + x£33f93 -
1 1
D’apres le Lemme 3.2.2, les dérivées de Lie sont données par :

Lp02 = 20,04
Lph? = 2050 {dfs — o' f10s + o' fo01}

2 2
Lpls®> = 2030 {df:z - if192 + Lf291 + 001 1n (an) fi103 — 001 In <SE1> f391}
rip T1p p P
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On identifie les différents coefficients de 0; © 6; dans I’équation de soliton Ric ,+ %E E9+
Ag =0 a zéro :

(

Q) 6,2 A—I—UJ”—U’Q—%—U& (a@lln (%)) p (611n (ﬂ))2+aalf1 ~0
(i) 622: A+o0" -0 — 527 p2+00’(911n <I1>+0<82f2—aagfg)—af1—0
(i) 652: A+ 212 5 — o0 (081 In (7)) + 00’01 1In (%1) —0 (81 In (ﬁ)f
+£03f3 + 001 In (m) fi=0
(iv) 616, : (azfl — Losfi) + ot fo+ 0 f2 =0
(V) 6165 p83f1+081f3+ff2—0811n(‘”1)f —0

z1p

(Vi) 6203 : 00 (zm) + 20 ln< ) LO3f>+ 0 (ang . fagfg) ~ =0
(3.52)

Ces équations peuvent étre considérablement simplifiées dans le cas oul 0 = p = vy, i.e.
e

le cas de la géométrie SLa(R) :

(i) A-1-gs+2101f1=0

(i) A—1-—g +2102fo—0sfo— f1 =0
(ili) A+ 55 +v93f3=0 (3.53)
(iv) 1021 —0s3fi +x101fa+ f2=0 '

(v) vOsfi+z101fs+ f2=0

(vi) vOsfa+x102f3 —03f3 — f1 =0

P

La non-existence de la structure de soliton sur SLy(R) a été montrée dans [5] par un long

~—

calcul. Par contre, ici on peut en déduire ce fait d’une maniere plus rapide. Les équations
(1), (iii) et (v) impliquent qu’il existe des fonctions ¢1 = q1(x2, z3) et g3 = q3(x1, x2) telles

que
fi = (1 4 # — A) Inz; + q1 (22, 73)
fs = —L(gs+A)zs+gs(z1,0)
fo = —1?03q1 — va101g3,

respectivement. Alors (ii), (iv) and (vi) impliquent respectivement :

(vii) A—1- % — 21 (V2023q1 + v21012q3) + V2D33q1 + (A 1_ ) ma; — g =0
(viii) —(14v2)ds3q1 + :z:l(agql g — Vxlanqg) —0
(ix) 130531 + 2100q3 + L(A+ QVQ) +1A4-1- ﬁ) Inzy — g1 =0
(3.54)
Par (viii), on trouve
—203q1 + 2102q1 = (21, 22), (3.55)
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ou r est une fonction qui dépend seulement de x1 et x9. Mais, en dérivant par rapport

a x|, ona

0
Ooq1 = a—r (avec ¢1 indépendante de z1) = q1 = u(x2) + v(z3)
1

pour des certaines fonctions u et v qui dépendent uniquement de xo et x3 respectivement.
Alors 0231 = 0 et en dérivant (3.55) par rapport & x3 on obtient

O30 =0 = '(z3)=0 = v(z3)=ax3+b

ou a, b sont des constantes. Maintenant (viii) implique

2
x
voL(21%01q3) = —(14+12)ata1u (20) =  va,201qz = —2(1+V2).%'1+%U/(-T2)+w(x2>7

pour une certaine fonction w = w(x2). Ensuite en divisant par x1? et en intégrant par
rapport a x; on déduit que
2 .%'1 / 1
vgs = —(1+v7)alnz; + 5 u (x2) — x—w(:cg) + t(x2),
1
pour une certaine fonction ¢ = ¢(z2). On a donc des formes explicites pour ¢; et g3. En
les substituant dans (vii) on obtient

1 1 1 1
A—-1- 52 v, ? (2u"(ac2) + CUlzw’(:lcg)) + (A —1- 2y2) Inzy — u(ws) —azxs —b.
En identifiant les coefficients des différents puissances de x1 et aussi ceux de Inzq a zero
on a
1
A= 1+ﬁ’ u"(x9) =0, —w'(z3) — u(z2) —axs —b=0(=a=0).
v

En particulier u(x2) = czo + d pour des constantes ¢, d et

CJJQQ

vw(xy) = —— = (d+b)ze + e,

pour une constante e. Finalement, on substitue ceci dans (ix) :
ait'(z) + 2 (1+ %) =0.
Ce qui est impossible pour tout v # 0, et par suite il n’existe aucune solution locale.

Théoreme 3.5.2. [l existe une famille a un paramétre, de métriques sur Ri données

explicitement par
_ dzy? + dag? (dxs + xldx3)2
- 2

U(x1)2 vl

paramétrée par v # 0, telle que la géométrie SLa2(R) (v = 1) en est un cas particulier
n’admettant aucune structure de soliton, méme localement.
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Chapitre 4

Morphismes harmoniques
généralisés et applications

semi-conformes biharmoniques

Les morphismes harmoniques ont été caractérisés par B. Fuglede [28] et T. Ishihara [33]
indépendamment, comme des applications semi-conformes harmoniques. Par analogie,
les morphismes biharmoniques ont été introduits et étudiés par E. Loubeau et Y-L Ou
dans [45], [39] et [40] comme généralisation de la notion de morphisme harmonique.
Dans Darticle [40], ils les ont caractésisés comme des applications semi-conformes, bihar-
moniques, 4-harmonique et satisfaisant une équation supplémentaire (voir le Théoreme
1.7.21). Les morphismes biharmoniques correspondent alors a une classe d’applications
semi-conformes biharmoniques tres restreinte. Notons aussi qu'un morphisme harmo-

nique n’est pas nécessairement un morphisme biharmonique.

Dans ce chapitre, on étudie des applications pour lesquelles le pull-back d’une fonction
harmonique (définie localement) est biharmonique. Il est clair que la classe de telles ap-
plications contient les morphismes harmoniques. On les appelle morphismes harmoniques
généralisés.

On donne une caractérisation complete des morphismes harmoniques généralisés a va-
leurs dans l’espace euclidien. On verra dans la suite qu’il s’agit d’une classe d’ap-
plications qui prolonge la notion de morphisme harmonique de maniére naturelle et
que les équations qui les caractérisent sont plus maniables que, par exemple celles qui
caractérisent les morphismes biharmoniques. On présente une classification complete
de ces applications lorsqu’elles correspondent & des projections d’un espace de type
“warped-product”, ainsi que deux méthodes de construction des morphismes harmo-
niques généralisés. Ce type d’applications permet de construire une infinité d’exemples
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4.1. CARACTERISATION DES MORPHISMES HARMONIQUES GENERALISES
A VALEURS DANS L’ESPACE EUCLIDIEN

d’applications semi-conformes biharmoniques propres (non-harmoniques).

4.1 Caractérisation des morphismes harmoniques généralisés
a valeurs dans ’espace euclidien

On définit dans cette section les morphismes harmoniques généralisés entre des variétés
riemanniennes (M™,g) et (N™, h), et on les caractérise lorsque N” = R” muni de la
métrique euclidienne. D’apres [12], une application lisse ¢ : U C R3 — C définie sur un
ouvert de R? est un morphisme harmonique si et seulement si ¢ et ¢? sont harmoniques.
On verra dans la suite qu'une application lisse ¢ : U C R3 — C définie sur un ouvert de
R3 est un morphisme harmonique généralisé si et seulement si ¢ est semi-conforme, ¢

et ? sont biharmoniques.

Définition 4.1.1. Une application ¢ : (M™,g) — (N™, h) entre deux variétés rieman-
niennes est dite morphisme harmonique généralisé, si pour toute fonction harmonique
f définie sur un ouvert U de N, f : U C N™ — R, tel que ¢ Y(U) = V non-vide, la
composée fop:V — R est une fonction biharmonique sur V. C M.

Remarque 4.1.2. Il est clair d’aprés la définition des morphismes harmoniques, des
morphismes biharmoniques et des morphismes harmoniques généralisés, que tout mor-
phisme harmonique est un morphisme harmonique généralisé et que tout morphisme
btharmonique est aussi un morphisme harmonique généralisé. Donc on a les relations
d’inclusions suivantes :

{morphismes harmoniques} C {morphismes harmoniques généralisés} et

{morphismes biharmoniques} C {morphismes harmoniques généralisés}.

On présente ci-dessous la caractérisation des morphismes harmoniques généralisés a va-

leurs dans ’espace euclidien.

Théoréme 4.1.3. Soit ¢ : (M™, g) — R telle que p(z) = (p'(x), P (),...,¢"(z)),
une application définie sur une variété riemannienne a valeurs dans l’espace euclidien
muni de sa métrique canonique. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) ¢ est un morphisme harmonique généralisé ;
(ii) ¢ est une application semi-conforme biharmonique et (p® +ip?)?: (M™, g) — C
est aussi biharmonique pour tous a« = B =1,2,...,n;
(iii) Il existe une fonction A : M — [0, 00) telle que
Afop) = M(A%f)op+2{NAp™ +g(VN, Vo) }BalAf) o (4.1)
HAN +29(Ve, VAT + (A7) HAf) o p

pour chaque B=1,...,n.
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Démonstration. Soient ¢ : (M™,g) — (N", h) une application entre deux variétés rie-
manniennes et f une fonction sur N. D’apres le Lemme 2.5 dans [45], on a la formule
du bi-Laplacien suivante

AYfog) = (famso9) {9(Ve", Ve )g(Ve, V') |
+(fagy © ) {Q(Vsa", VeI )AGT + (Ve V) Ap® (4.2)
+2g(Vg(Ve*, V), Wﬂ)}
+(fas 0 #) { Ag(V™, Vi) +29(V?, VAG®) + Ao ap”)
+(fa 0 ) A%,

ou on considere la convention de sommation d’Einstein et ol fa, fop etc. désignent les

dérivées partielles 8;;, By af 5 etc. respectivement. En utilisant le Lemme 2.4 dans [45],

on peut réécrire la formule (4.2) de la fagon suivante,

n

A(foyp) = Z(faaaa o)V +4 D (faaas 0 @)V [Pg(Ve®, V)

= 1<a#B<n

+ Y asas o) {2V PIV6 2 4+ 4(g(Ve, Vo) }
1<a#B<n

+ Y (faapy09) {49(V<pa,V¢“)g(Vsoﬂ,VW)
1<a#B#y<n

+89(V™, Vi) g(Ve?, VW)}

+ Y (fapro®) {g(Vsoa, Ve?)g(Ve?, Vw5)}

1<a8Ay7£6<n
+ > (faoa 0 9) {21V PAp™ + 29(V |V ?, V™) }
1<a<n
+ > (faaso®) {2IV¢“|2A905 +4g(Ve®, V') Ag®
1<a#pB<n
+29(VIV" 2, V?) + 49(Vg(T7, Vi), V) | (4.3)
+ > (fapyo9) {g(VsO‘”‘, Ve )APT +g(Ve?, V) Ap®
1<arBAy<n
1
+29(Vg(Ve®, V), VW)} + > (faao @) {QAQ(watpo‘) - w“Azw“}
1<a<n
+ > (fapoy) { (") —@“A%ﬂ—w%?s@a}
1<a<B<n
+ Z (fao@)A290a'
1<a<n
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Supposons maintenant que ¢ : (M™, g) — R™ est un morphisme harmonique généralisé.
Soient {yo‘}azly._,vn les coordonnées cartésiennes sur ’espace euclidien R™, donc la fonc-
tion f définie sur R™ par f(y) = f(y',...,y") = y® est une fonction harmonique pour
tout a = 1,2,...,n. En substituant f(y) = y* dans (4.3) on obtient

A%p% =0 pour tout « =1,2,...,n, (4.4)

et alors ¢ : (M™, g) — R™ est biharmonique.
On choisit maintenant les fonctions harmoniques f(y) = (y®)%2—(y%)% et f(y) = y*y°, o #
B; en les substituant dans (4.3) on a respectivement

AP (%) = 20 A2 — [A*(p%9) — 20° AP = 0,
A?(ppP) — p* AP — PP AZG* =0

Ce qui implique, avec (4.4) que

A2(pe*) — A2 (") =0, (45)
A (p¢”) =0, '
cela signifie que I’application (¢ +ip®)% : (M™, g) — R? est biharmonique pour tous a
et [ telles que a # (5.
En utilisant les équations (4.4) et (4.5) on peut écrire (4.3) sous la forme suivante :

A Z faaaao@ |V90 |4+4 Z faaaﬁ0¢)|v<pa|29(v§0aavcpﬂ)
a=1 1<a#B<n
+ Y (fasas 0 9) {2V PIVE 2 4+ 4(9(T6", V")) (46)
1<aAB<n
+ > (faapyo®) {49(V<p°“, Ve™)g(Ve?, Vi)
1<arBAy<n

+8g(Ve®, Vo) g(V®, Wﬂ)}
+ Y (fapwo®) {Q(Vsoa, Vi )g(Vi, Vi) }

1<a#B#y#6<n
+ Z faaao‘;p Baaa + Z fﬁﬁao@ Bﬁ,@a
1<a<n 1<a#B<n
1 20 w, w
+ D (fagy 0 9)Bapy + S{(AS) 0 g} A% (")
1<a#B#y<n
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pour toute fonction f sur R™ et tout w =1,...,n, avec
Baoa = 2|V [PAp™ +29(V[Ve®|?, V) (4.7)
Bgga = 2|VePPAp™ +4g(Ve™, V) AP +29(VIVEP2, V™) (4.8)
+4g(Vg(Ve®, VeP), V), 1<a#p8<n.
Bagy = g(Ve*, VP )AQ + g(Ve’, V) Ap® (4.9)

+29(Vg(Ve®, V?), V), 1<a#B#y<n

Mais en substituant la fonction harmonique f(y) = y®y®y” avec a # B # v dans (4.6)
on obtient
Bagy =0, pour 1<a#pB#vy<n. (4.10)

D’autre part, par substitution de la fonction harmonique f(y) = (y*)? — 3y®(y®)? dans
(4.6) on a,
Booa = Bgga, pourl < a# f <n. (4.11)

Substituons (4.10) et (4.11) dans I"équation (4.6) ; on obtient

n

A’(fop) = D (faoaa0@)|VE ' +4 D (facap © 9)IVe*Pg(Ve®, Vi)
a=1 1<a#pB<n

+ Y (faapy0¥) {49(V¢“,V90“)9(V906,VW) (4.12)
1<a#pB#y<n

+89(Ve®, VP)g(Ve?, VW)}

+ Y (fapwo®) {9(V80a7 Ve )g(Ve?, ch‘s)}

1<a#B#y#6<n
> (Fasas o) {2V IV +4(9(T6", V) |
1<a¢6<n
+ Z{ o ¢} Baaa + = {(Af) o P} A*(pp*)
pour toute fonction f sur R™ et tout w=1,...,n.

On choisit maintenant la fonction harmonique f(y) = (y*)3(y?)—(y®)3y®, on la substitue

dans (4.12), on aura
24(|Ve?|? — |[VP ) g(Vp®, VP) =0, pourl <a+#8<n. (4.13)

Par ailleurs, en choisissant la fonction harmonique f(y) = (y*)* — 6(y*)2(y*)? + (v°)*
et en la substituant dans (4.12) on obtient

24[(|V¢?)? = [V )2 — 4(g(Ve®, V¢?)2 =0, powr 1 < a3 <n. (4.14)
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On déduit de (4.13) et (4.14) que
Ve[ = [VeP?, g(Ve™, Ve’) =0, pourl<a#B<n (4.15)

ce qui signifie exactement que ¢ : (M™, g) — R™ est semi-conforme.

On a alors, avec (4.4) et (4.5), une démonstration compléte qu'un morphisme harmonique
généralisé ¢ : (M™,g) — R™ est une application semi-conforme biharmonique avec la
condition supplémentaire que (p® 4 ip?)? : (M™, g) — C est aussi biharmonique pour
tousa# LB =1,2,...,n

Réciproquement, soit ¢ : (M™,g) — R™ une application semi-conforme biharmonique
telle que (@®+ip?®)2 : (M™, g) — C est aussi biharmonique pour tous o # = 1,2,...,7n.
En utilisant (4.4), (4.5), et (4.15) on peut écrire (4.3) comme suit

n

AYfop) = Y (fanaao@)IVE '+ Y. (fapas o) {21062V 2}

a=1 1<a#B<n

+ Y (fana 0 9) {21V PAQ™ +29(V [V [?, V) }

1<a<n
+ Y asao @) {2V PAG +29(VIVEPIE, V) |
1<a#B<n
1
+5 {(Af) 0 0} A (g ")
= AM(A%f) oo+ 2{N2Ap™ + g(VA%, V™) } (OaAf) 0 (4.16)
+{AN +29(Ve”, VAR) + (Ap¥)*} (Af) 0 ¢,
pour chaque w = 1,...,n, olt on a utilisé dans la derniere égalité que \?> = |Vp®|? =
|VP|? et I'identité (voir le Lemme 2.4 dans [45])
A% p®) = 289(Ve”,Ve®) +4g9(VAQY, Ve¥) + 20° A% + 2(Ap®)?
= 2AN? +4g(Ve¥, VAY) + 2(Ag¥)?.
A Taide de I'équation (4.16), on déduit que le pull-back d’une fonction harmonique par

Papplication ¢ : (M™,g) — R™ est une fonction biharmonique et par suite ¢ est un
morphisme harmonique généralisé. Ce qui complete la preuve de 1’équivalence entre (i)
et (ii).

Finalement, I’équivalence entre les assertions (i) et (iii) se déduit clairement d’apres la
définition d’un morphisme harmonique généralisé et ’équation (4.16). D’ott on a une
preuve complete du théoreme. ]

Exemple 4.1.4. Soit M* le sous-ensemble ouvert de R* donné par M* = R*\ {x; =
x9 = x3 = 0} muni de la métrique canonique. Alors lapplication ¢ : M* = R? donnée
par

@(xlv' . .,ZL‘4) = (\/1'12 +$22 +ZE32 ,534),
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est un morphisme harmonique généralisé qui n’est pas un morphisme harmonique. Plus
précisément, @ est une submersion riemannienne qui est btharmonique, non-harmonique,
dont le carré défini sur M* C R* — C, donné par (¢(x))? = (V12 + 222 + 232 +ixy)?
est biharmonique. En effet, on peut vérifier facilement que

(1) Vel = V2| =1 et (V! Ve?) =0 ou ¢ = (o, ¢?), donc ¢ est une submer-
ston riemannienne ;

. 1 2
(11) Ay = V12 +aa2tas?

non-harmonique ;

A2<p1 =0 et Ach = A2g02 = 0. Donc ¢ est biharmonique,

(iii) ’application

(p(2)? = (Vo2 + 2% + 132 +iay)’ (4.17)

= @2+ wo? + 3% — 24 +1(2waV/ 112 + 222 + 732)

est biharmonique sur M* C R* — C.

Remarque 4.1.5. On souligne qu’il existe des exemples d’applications semi-conformes
biharmoniques qui ne sont pas des morphismes harmoniques généralisés. Par exemple,

on sait d’aprés [9] que Uapplication ¢ : R3\ {xg = x3 = 0} — R? donnée par

(4.18)

il

(1 — %|l"2)l‘2 + \/5%1.%‘3 (1 — %’.’L‘F).’L‘g — \/ixlxg
@(xlax27x3) =

23 + o} x3 + a3

est une application semi-conforme biharmonique. Mais on peut vérifier facilement que
©? : R3\ {22 = 23 = 0} — C n’est pas biharmonique, donc @ n'est pas un morphisme

harmonique généralisé.

Notons que la notion de morphisme harmonique remonte & Jacobi en 1848, qui a proposé
de résoudre I’équation de Laplace

=0 (4.19)

pour ¢ : U C R? — C définie sur un ouvert U de R3, telle que f oy soit aussi harmonique
pour toute fonction complexe-analytique (holomorphe) f:V C C — C.

Comme les parties rélle et imaginaire d’une fonction holomorphe sont harmoniques, et
comme le Laplacien est un opérateur linéaire sur les fonctions, la condition imposée par
Jacobi est équivalente a dire que le pull-back d’une fonction harmonique par ¢ est aussi
une fonction harmonique. Ce qui permet d’obtenir facilement le théoreme suivant.

Théoréme 4.1.6. [12] Soit ¢ : U C R® — C une application harmonique. Alors f o ¢

est harmonique pour toute fonction complexe-analytique (holomorphe) f :V C C — C

121



4.1. CARACTERISATION DES MORPHISMES HARMONIQUES GENERALISES
A VALEURS DANS L’ESPACE EUCLIDIEN

st et seulement si @ est une solution de

23: <g;i>2 = 0. (4.20)

=1

On rappelle que I'équation (4.20) signifie que ¢ : U C R3 — C est semi-conforme.
De facon analogue a celle donnée par Jacobi, en utilisant le Théoréeme 4.1.3, on a la

proposition suivante.

Proposition 4.1.7. Soit ¢ : U C R? — C une application biharmonique définie sur un
ouvert U de R3. Alors f o ¢ est biharmonique pour toute fonction complexe-analytique
(holomorphe) f:V C C — C si et seulement si ¢ est une solution de

23: (g;)z =0 (4.21)

i=1

et ¢ : U CR3 — C est aussi biharmonique.

En utilisant le Théoreme 4.1.3 et le fait qu’une application semi-conforme entre surfaces
riemanniennes est simplement une application conforme qui est harmonique, on obtient

le corollaire suivant.

Corollaire 4.1.8. (i) Tout morphisme harmonique généralisé o : (M?,g) — R? est un
morphisme harmonique.

(ii) Une application ¢ : R® D U — C est un morphisme harmonique généralisé si et
seulement si elle est semi-conforme et les deuzx applications ¢ et p? sont biharmoniques.

Remarque 4.1.9. [l est clair d’aprés le Théoréeme 4.1.6, qu’une application ¢ : U C
R3 — C est un morphisme harmonique si et seulement si p et ©* sont harmoniques. Donc
lassertion (ii) dans le Corollaire 4.1.8 donne un autre point de vue qui permet de voir
comment les morphismes harmoniques généralisés généralisent la notion de morphisme
harmonique.

On termine cette section par la classification suivante des morphismes harmoniques
généralisés qui sont des submersions riemanniennes.

Corollaire 4.1.10. (i) Soit ¢ : R? — R? une submersion riemannienne pour laquelle le
pull-back d’une fonction harmonique est une fonction biharmonique. Alors il s’agit d’une
projection orthogonale a une isométrie du domaine et/ou du codomaine prés.

(ii) 1l n’existe aucune submersion riemannienne sur l’espace hyperbolique, ¢ : H> — R?,
pour laquelle le pull-back d’une fonction harmonique est une fonction biharmonique.
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Démonstration. Supposons que le pull-back d’une fonction harmonique par ¢ : R3 — R?
ou ¢ : H?> — R? est biharmonique. Il s’ensuit que ¢ est un morphisme harmonique
généralisé, et par le Théoreme 4.1.3, ¢ est biharmonique. Or on sait d’apres [47] que toute
submersion riemannienne biharmonique ¢ : R? — R? est une projection orthogonale &
une isométrie du domaine et/ou du codomaine pres, et qu’il n’existe pas des submersions

riemanniennes biharmoniques sur H3. D’ot1 on obtient ce corollaire. O

Dans [40] une famille de submersions riemanniennes biharmoniques a été construite. En-
suite, il a été prouvé dans [47] que la submersion riemannienne donnée par la projection

du “warped-product”
7 (R? x R,d2? + dy* + B 2(z,y)d2?) — (R?, da® + dy?)
m(2,y,2) = (2,y)
est biharmonique si et seulement si

Au=Av =0, ot u=(Inp);, v=_np),. (4.22)

En supposant 5 = el vl@)dz o f Wy Jes auteurs dans [47] ont trouvé des solutions par-
ticulieres pour B(z,y).

Le théoreme suivant montre que si on pose une condition supplémentaire que le carré
de l'application 72 soit biharmonique (ce qui rend alors 7 un morphisme harmonique
généralisé), le systeme des équations obtenu peut étre résolu explicitement. Ce qui permet
d’obtenir une classification complete des morphismes harmoniques généralisés correspon-

dant a des projections des variétés du type “warped-product”.

Théoreme 4.1.11. La submersion riemannienne définie par la projection d’un “warped-
product”

7 (R? x R, dz? + dy? + 2@V d22) - (R?, dz? + dy?) (4.23)
m(z,y,2) = (z,y)

est un morphisme harmonique généralisé, qui n’est pas un morphisme harmonique si et
seulement si a un changement orthogonal des coordonnées prés, w s’écrit comme

7 (RE x R, do? 4+ dy? + Cy*d2?) — (RZ, da? + dy?) (4.24)
Tr(x7 y’ Z) = (-:U, y)7

ou C est une constante positive et Ri = {(z,y) € R%;y > 0}.
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Démonstration. D’abord, on peut vérifier que si A est constante, alors la submersion rie-
mannienne 7 est un morphisme harmonique. On suppose alors que A n’est pas constante.
fad 4 _ 0 _ 0 _ ,—\0
Comme dans [47], on choisit une base orthonormée {e1 = 77, ea = 7o, es = e "5
sur M = (R? x R, dz? 4 dy? + e2*@¥)d2?) adaptée a la submersion riemannienne 7 telle
que dm(e;) = €;,i = 1,2 et e3 est vertical, on g1 = % et g = a% forment une base

orthonormée sur (R?, dz? + dy?). D’aprés [47],
le1, €3] = ues, [ea, e3] = ves, [e1,ea] =0,

onu=—M\;,v=—Ny.

Les données d’intégrabilité de la submersion riemannienne 7 sont données par
f1=f2:(7=0, K1 =u, kg = V.
et donc
Ve, e1 = Ve,ea =0, Vezes =uey + vey, (4.25)

ou V désigne la connexion de Levi-Civita associée a la métrique sur le “warped-product”.
D’apres (1.21), le champ de tension de la submersion riemannienne 7 est donné par

7(m) = —dn(Vi]es) = —uer — ves. (4.26)

Or on sait d’apres I'Exemple 1 dans [47] que la submersion riemannienne 7 est bihar-
monique si et seulement si

Apyu=0, Apv=0. (4.27)

On peut déduire par le Théoreme 4.1.3 que la projection 7 (étant une submersion rie-
mannienne) est un morphisme harmonique généralisé si et seulement si 7w et son carré
(n(z,y,2))? = (z+iy)? = 22 — y? + 2izy sont biharmoniques, ce qui est équivalent & dire
que A(z,y) est une solution de (4.27) et que

A%M(‘TQ - yZ) = 07

(4.28)

A3 (zy) = 0.

Par un simple calcul, en utilisant (4.25) et (4.27) on a
Apu = Uy + Uyy — Uy — Viy, (4.29)
ANV = Ugp + Uy — UV — VU (4.30)
Ap(z? =% = —2zu+ 2y,

A (2® — %) = —2(—u? + 2uy) + 2(—v? 4 20,), (4.31)

Apm(zy) = —yu—av,
Al j(zy) = 2(uv — uy — vy). (4.32)
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D’apres (4.29), (4.30), (4.31) et (4.32), m est un morphisme harmonique généralisé si et

seulement si

Ugg + Uyy — Uy — VUy = 0, (4.33)
Vg + Vyy — UVz — vy = 0, (4.34)
u? — 2uy — v* + 2, =0, (4.35)
UV — Uy — vy = 0. (4.36)

Pour résoudre ce systeme, d’abord on note que
Uy = —Agy = Vg, (4.37)

ce qui donne, avec (4.36),
1

Uy = g = Suv. (4.38)

D’autre part, en dérivant les deux parties de (4.35) par rapport a x et (4.36) par rapport
a y, on obtient

2uty — 2Upy — 20U, + 205y =0 (4.39)
Uyl + UVy — Uyy — Vgy = 0 (4.40)

respectivement. En multipliant par 2 la seconde équation puis en additionnant avec la
premiere des deux équations ci-dessus, et en utilisant (4.33) on obtient

uvy — Vv, = 0. (4.41)

De méme, en dérivant les deux parties de (4.35) par rapport a y et (4.36) par rapport a
x on obtient

2uty — 2Ugy — 200y + 20y, = 0 (4.42)
UV + UV — Ugy — Vg = 0 (4.43)

respectivement. Multiplions par —2 la seconde équation puis additionnons avec la premiere

des deux équations ci-dessus, en utilisant (4.34) on a
Uy — VUy = 0. (4.44)

On peut maintenant résoudre le systeme (4.33)-(4.36) en distinguant les deux cas sui-
vants.

Cas I : wv = 0. Dans ce cas, u = u(z),v =0 ou u = 0,v = v(y) et le systeme se réduit

a
v = 0, U = 07
Col—0 on dw_biog (1.45)
'LL, o %'LLZ)/ — 0’ 'U/ o %'02)/ =0
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La résolution de ces systemes donne
Mz,y) = In(z 4+ C2)% + C1, ou Az,y) =In(y + Cy) 2+ ). (4.46)
Cas II : uv # 0. D’abord, on substitue (4.38) dans (4.41) et (4.44) on obtient
uvy —vuy =0 et uvy —uv =0 (4.47)

respectivement. Comme uv # 0, on divise les deux parties des équations ci-dessus par

uv et on les écrit sous la forme
(1n 3) —0 et (1n 3) —0. (4.48)
V/y v/ zx

Par suite
uw=Cv ou v=Cu (4.49)

pour une constante C1 # 0. Substituons v = Cyv dans (4.38), on obtient

1 2
vy = 5C1v7,
v (4.50)
Cl’Uy = %011}2,
ce qui équivaut a
1 2
Vg = 5011) ’
. (4.51)
’Uy = §’U .
La résolution de ce systéeme donne
—2C4 -2
u(z,y) = =——-, vz, y) = ——— 4.52
(@) Ciz+y+Cy (@) Ciz+y+Co (4.52)

avec C une constante arbitraire. De méme, en utilisant v = Chu, I’équation (4.38) a une
autre famille de solutions donnée par

-2 —2C4

Cw(ay) = — 2 453
x+ Cry + Co v(z,9) x4+ Cry + Cy ( )

u(:r,y) -

pour une certaine constante C. Une simple vérification montre que toutes les solutions
dans (4.52) et (4.53) sont aussi des solutions pour les équations (4.33), (4.34) et (4.35),
donc elles sont des solutions pour les équations du morphisme harmonique généralisé.
Substituons u(z,y) et v(z,y) donnés dans (4.52) et (4.53) dans les équations u = —\,
et v = —\,. En résolvant les équations qui en résultent, on obtient

Mz, y) =In(x + Cry + 02)2 +C5 ou ANz,y) =In(Cix+y+ 02)2 + Cs (4.54)
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avec Csy, C3 des constantes arbitraires et C7 une constante telle que Cy # 0.

On note que la famille de solutions avec C7 = 0 correspond aux solutions particulieres
données dans (4.46).

D’apres les solutions (4.54), on a que la submersion riemannienne 7 donnée par (4.23)

[43

est un morphisme harmonique généralisé si et seulement si la métrique sur le “warped-

product” est de la forme
dz? 4+ dy? + C(z + Cry + C2)*d2? ou da? + dy? + C(Crx +y + Cr)*dz2 (4.55)

Notons que ces métriques sont définies seulement sur un demi-espace de R? privé du
plan z + Ciy + Cy = 0 ou Cix + y + Cy = 0. Finalement, on peut vérifier que par
des transformations orthogonales des coordonnées sur R?, la métrique sur le “warped-
product” est de la forme

da? + dy? + Cytd2?

ou C est une constante positive, et cette métrique est définie sur Ri x R. D’ou1 on a le
théoreme. O

Remarque 4.1.12. (i) On note que le champ de tension de la submersion riemannienne
m donnée dans le théoréme est 7(m) = udm(ey) + vdnw(e2) # 0 pour toutes les solutions
données dans (4.52) et (4.53), donc les morphismes harmoniques généralisés fournis par
le Théoréme 4.1.11 sont tous des submersions riemanniennes biharmoniques propres.

(ii) 1l est intéressant de noter qu’on peut vérifier facilement que le carré de l'application,

7 (R2 x R,da? + dy? + Cy*dz?) — (R%,dz? + dy?)
7l'2($, Y, Z) = (‘rQ - y27 Qxy)
du, morphisme harmonique généralisé donné dans le Théoreme 4.1.11 fournit des familles

contenant une infinité d’exemples de submersions conformes biharmoniques propres sur

une variété de type “warped-product” de dimension 3.

4.2 Constructions et exemples de morphismes harmoniques
généralisés

Dans cette section, on donne deux méthodes qui permettent de construire de nouveaux
morphismes harmoniques généralisés a partir d’'un morphisme harmonique généralisé
donné. L’une est par composition et ’autre en utilisant la somme directe. La composée
des morphismes harmoniques (respectivement morphismes biharmoniques) est un mor-

phisme harmonique (respectivement morphisme biharmonique). Par contre ce n’est pas
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le cas pour les morphismes harmoniques généralisés : la composée des morphismes har-
moniques généralisés n’est pas nécessairement un morphisme harmonique généralisé. Ce-
pendant, par définitions des morphismes harmoniques, des morphismes biharmoniques
et des morphismes harmoniques généralisés, on a les regles de composition suivantes
qui fournissent des méthodes permettant de construire de nouveaux morphismes harmo-
niques généralisés a partir d’un morphisme harmonique généralisé donné en le composant

avec un morphisme harmonique ou biharmonique.

Corollaire 4.2.1. (i) Soient ¢ : (M™, g) — (N™, h) un morphisme harmonique généralisé
et ¢ : (N",h) — (Q', k) un morphisme harmonique. La composée 1) o @ : (M™,g) —
(Q', k) est un morphisme harmonique généralisé.

(ii) Soient o : (M™,g) — (N™, h) un morphisme harmonique généralisé et ¢ : (Q', k) —
(M™, g) un morphisme biharmonique. La composée @ o : (Q', k) — (N™, h) est un
morphisme harmonique généralisé.

Remarque 4.2.2. On note que le concept de morphismes harmoniques généralisés a
valeurs dans des surfaces de Riemann est bien défini. Rappelons qu’une surface de Rie-
mann est une surface orientable avec une classe conforme de métriques riemanniennes.
D’apres (i) du Corollaire 4.2.1, si ¢ : (M™, g) — (N2, h) est un morphisme harmonique
généralisé, alors ¢ : (M™, g) — (N2,0%h) lest aussi, car elle peut étre vue comme la
composée
(M™, g) 5 (N2, h) 2 (N2, 62h)

et Uapplication identité est un morphisme harmonique. On en déduit alors que le concept
de morphismes harmoniques généralisés dans les surfaces de Riemann est bien défini.

Exemple 4.2.3. Soit ¢ : R*\ {z; = 22 = 23 = 0} — R? le morphisme harmonique

généralisé donné dans I’Exemple 4.1.4 par p(x1,...,14) = (V12 + 102 + 132, 24) et s0it
ol 1 R? — S? linverse de la projection stéréographique. Par le Corollaire 4.2.1, la
composée 0=t op : RY\ {1 = 20 = 23 = 0} — S? est un morphisme harmonique
généralisé. En particulier, ¢’est une application biharmonique propre de R*\ {z1 = z9 =

x3 = 0} dans la sphere S

Exemple 4.2.4. Soit ¢ : R*\ {0} — R* linversion dans R* donnée par ¢(x) = PR
D’apreés [40], ¢ est un morphisme biharmonique. Soit ¢ : R*\ {z1 = 29 = 23 = 0} — R?
le morphisme harmonique généralisé donné dans I’Exemple 4.1.4 par

e(@1,...,24) = (\/9012 + 29?2 + 232, 24)
Par (ii) du Corollaire 4.2.1, la composée @ o1 : R*\ {0} — R? donnée par
<\/$12 + 29?2 +x3° a4 >

ER ol

poyp(z) =

(4.56)
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est un morphisme harmonique généralisé de dilatation N\ = 1/|z|?>. En particulier, ¢ o
Y est une application semi-conforme biharmonique. En plus, par le Théoréme 4.1.3,
Uapplication

+2
IR ' LR

2
<\/l‘12 + @9 + 3%y ) . <£E12 + w92 + 232 — 242

T4V T1% + T9? + 732
i
|z |2 |z |2

(4.57)
est aussi biharmonique de R*\ {0} dans C.

Exemple 4.2.5. L’application o : R*\ {0} — R? donnée par

x12 + .%'22 — 1'32 — 1'42 2123 — 2x014 2174 + 27073

o(r1,...,mq) = ( e , FE , B ) (4.58)

est un morphisme harmonique généralisé. Pour le démontrer, soient 1 : R* \ {0} — R*
linversion donnée par ¢ (x) = ﬁ qui est un morphisme biharmonique d’apres [40] et
H :R* = R3 Uapplication de Hopf définie par

H(xy,...,24) = (1’12 + 292 — x3% — x42, 2m123 — 2x014, 220174 + 2x9x3),  (4.59)

p n’est autre que la composée p = Ho. D’apreés le Corollaire 4.2.1, ¢ est un morphisme
harmonique généralisé. Notons que @ est une application semi-conforme biharmonique

non-harmonique de dilatation \ = 2/|z[3/? (voir [9]).

Exemple 4.2.6. Soit ¢ : R*\ {0} — R?® le morphisme harmonique généralisé donné
dans U'Exemple 4.2.5, défini par (4.58). En composant ¢ avec la projection orthogonale
R3 — R? = C, on a trois différents morphismes harmoniques généralisés

©* +1ip? : R4\ {0} — C pour tous o # B =1,2,3.

On rappelle que la somme directe de deux applications (voir [44]) ¢ : (M™,g) —
R* et ¢ : (N™ h) — R¥ est par définition I'application ¢ @ ¢ : (M™ x N™, g x h) — R¥
donnée par

v p(x,y) =¥() +¢(y) (4.60)

La somme directe des applications a été utilisée pour construire des exemples de mor-
phismes harmoniques et d’applications biharmoniques (voir [44], [12] et [46]). Par exemple,
d’apres [44] et [46], la somme directe des applications semi-conformes biharmoniques
est aussi une application semi-conforme biharmonique. Cependant, on peut vérifier
qu’en général, la somme directe de deux morphismes harmoniques généralisés n’est pas
nécessairement un morphisme harmonique généralisé. Néanmoins, on a la proposition
suivante qui présente une méthode de production de plusieurs exemples de morphismes

harmoniques généralisés.
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Proposition 4.2.7. Soit ¢ : (M™,g) — RE un morphisme harmonique généralisé et
w:(N" h)— R* un morphisme harmonique. Leur somme directe @Dy : (M™xN™ G =
g xh)— R* est un morphisme harmonique généralisé. Si en plus 1 est biharmonique
propre, il en est de méme pour Y @ .

Démonstration. D’apres le Théoreme 4.1.3, il suffit de démontrer I’énoncé de cette pro-
position pour R¥ = C. Soient 1) : (M™, g) — C un morphisme harmonique généralisé
et ¢ : (N",h) — C un morphisme harmonique. D’apres [44], la somme directe de deux
morphismes harmoniques est un morphisme harmonique, plus précisément, la somme
directe de deux applications semi-conformes de dilatations A\ (z) et A2(y) est une appli-
cation semi-conforme de dilatation A(z,y) = Ai1(x) + A2(y). D’autre part, on a d’apres
[46] que la somme directe de deux applications biharmoniques est aussi biharmonique.
D’apres le Théoreme 4.1.3, pour démontrer que la somme directe G : (M™ x N, G =
g X h) — C est un morphisme harmonique généralisé, il suffit de vérifier que I’application
(Y@ @)% : (M™x N" G =g x h) — C est biharmonique. Notons que

(W@ @) (2,y) = (@) + o) = (©(@))* + (p1))* + 2¢(x)p(y).
Par ailleurs, le produit des variétés M x N est muni du produit des métriques G = g x h
avec AZ = Ag + A?. Donc
ALW @) = ALW(@)? + A (e(y))?
+2[p(y) Age(x) + () Afp(y) +2(Agy () Ane(y)] = 0,

ol on a utilisé les hypotheses que 1 est un morphisme harmonique généralisé et que ¢

est un morphisme harmonique pour obtenir la derniere égalité. O

Exemple 4.2.8. Soit 1) : RY\ {1 = 20 = 23 = 0} — R? tel que Y(z1,...,24) =
(V12 + 292 + 232, 24) le morphisme harmonique généralisé donné dans I’Exemple 4.1.4,

et soit p : C — C une fonction holomorphe (et donc c’est un morphisme harmonique).
Alors p ® ¢ : R* x C — C ou

VB P(T1,. .., T4,2) = \/3312+3322+3332 +ixg + (2)

est un morphisme harmonique généralisé et en particulier, c’est une application semsi-
conforme biharmonique propre.

4.3 Applications pour lesquelles le pull-back d’une fonc-

tion biharmonique est une fonction harmonique

Comme on l'a déja indiqué, les morphismes harmoniques généralisés qu’on a étudiés
dans ce chapitre sont des applications entre variétés riemanniennes pour lesquelles le
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pull-back d’une fonction harmonique est une fonction biharmonique. Mais on peut poser
aussi la question suivante : existe-t-il des applications entre variétés riemanniennes pour
lesquelles le pull-back d’une fonction biharmonique est une fonction harmonique ? Dans
cette derniere section, on démontre qu’une telle application n’est autre qu’une application

constante. Plus précisément, on a le théoréme suivant.

Théoreme 4.3.1. Il n’existe aucune application non-constante entre variétés rieman-
niennes pour laquelle le pull-back d’une fonction biharmonique (définie localement) est
harmonique.

Démonstration. Soit ¢ : (M™,g) — (N™, h) une application pour laquelle le pull-back
d’une fonction biharmoique (définie localement) est une fonction harmonique. Il s’ensuit
que le pull-back d’une fonction harmonique par ¢ est aussi harmonique. Par suite, ¢ est
un morphisme harmonique (Définition 1.7.6). On en déduit d’apres [28] et [33] que

Ap(fop)=N(Anf)oy (4.61)

pour toute fonction f (définie localement) sur N. On prend le cas particulier lorsque
f est une fonction quasi-harmonique (voir par exemple [42]), il s’agit d’une fonction
biharmonique satisfaisant Ay f = C' constante non-nulle, donc fop doit étre harmonique,
par I’hypothése que le pull-back des fonctions biharmoniques par ¢ est harmonique.
D’apres (4.61), 0 = Ap(fop) = A2(Anf)op = CA?, ce qui est possible seulement dans
le cas ou 'application est constante. D’ou le théoreme est établi. O
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Chapitre 5

Perspectives d’avenir

On termine cette these avec quelques remarques sur les perspectives d’avenir. Les métho-
des qu’on a exploitées ouvrent plusieurs voies pour explorer I'influence des applications

semi-conformes dans 1’étude de questions importantes de géométrie riemannienne.

5.1 Les fonctions conjuguées en dimension 4

Les méthodes adoptées par P. Baird et M. G. Eastwood dans larticle [7] pour le cas de
R3 sont extrémement compliquées, par exemple la deuxieme équation qui caractérise les
fonctions f admettant une conjuguée (voir §1.6) est donnée par

0=Q = $JZB-1JU - 125>
+X(XZ3 - JX*Z+6W + LJM — 2ZXR+ SRS
15 2 9 2 10 6 17
~ BN+ 22A-2F - 2ZK+ 07+ £G - 11JD),

ou les différentes lettres A, B, ... correspondent & des invariants conformes en f. Cette
équation donne une illustration de la difficulté de généraliser ces méthodes a la di-
mension 4. II faut une théorie plus efficace, éventuellement issue de la théorie des
systemes différentiels. Or, en dimension 4, il y a des invariants conformes naturels comme

I'opérateur de Paneitz [48], qui se réduit au bi-Laplacien A%f dans 'espace eucidien R,

Les morphismes harmoniques définis sur des variétés d’Einstein en dimension 4 ont été
étudiés par J. C. Wood [58] et M. Ville [55]. Plus précisément, Wood a démontré qu’un
morphisme harmonique sur R* (plus généralement sur une variété d’Einstein anti-auto-
duale) avec points critiques isolés, correspond & une structure hermitienne intégrable ;
Ville a démontré que cette description est valable quelque soit la condition sur les
points critiques. D’un autre c6té, on connait peu sur les applications semi-conformes
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non-harmoniques en dimension 4. Pourtant, on peut remarquer que ’ansatz qu’on a
étudié dans le Chapitre 2 se généralise aux dimensions plus grandes.

Soit R* muni des coordonnées canoniques (z, , z,t). Comme dans §2.1.1, on écrit u =

2 2 . . . . N 7 .
%. Soit ¢ une application d’un domaine U C R* & valeurs complexes définie comme

dans I’équation (2.2) :

SO(J") Y, z, t) = (l‘ + iy)ufql/)(u, Z, t) .

Ainsi, on est ramené & étudier ’analogue de ’équation (2.3) :

ala = 1) +u(l = 20), + 0,2 + Jul? + %),

Cette équation est bien évidemment difficile a étudier, étant dépendante de trois va-

. . . . x2+y2 _ 2+t2
riables. Ce qui est plus pratique est de poser u = =% et v = =5+~

et de considérer ¢
de la forme

p(z,y, 2,t) = (x +iy)u” PP (u, v)

La condition que ¢ soit semi-conforme est maintenant équivalente a I’équation en ) :

q(g — Doy® + wv(1 — 2¢)¢ehy, + w?vid,* + p*urp® + wve,® — 2puvyeh, = 0.

En supposant que 1(0,0) # 0, on est ramené & considérer les deux cas ¢ = 0,p = 0 et
qg=1,p=0, c’est a dire les deux équations analogues a (2.4) et (2.5) :

o)y 4+ uthy? + o2 =0. (5.1)

Si on prend le signe négatif devant le premier terme, on remarque la solution particuliere
v

Y(u,v) = u+ v. Dans ce cas ¢ = (z + iy) (1 + —). Son Laplacien :
U

r+i v
Acpzi( +iy) (2—!-7) ,
U U
est non-nul et par suite il s’agit d’'une application semi-conforme non-harmonique. Il est

intéressant de noter que son bi-Laplacien vérifie ’équation

A2g0 = —2% .
U

Les équations (5.1) sont tout a fait adaptées a une étude similaire a celles que nous avons
traitées dans le Chapitre 2.
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5.2 Les solitons de Ricci en dimension 4

Dans le Chapitre 3, on a démontré que les exemples explicites de solitons de Ricci de
dimension 3 admettant une application semi-conforme & valeurs dans une surface avec
distribution horizontale intégrable, sont tous équivalents par déformation biconforme, a
la projection canonique R? — R2. Lorsque le coefficient d’intégrablité a est non-nul, il est
peu probable qu’on aura une description aussi nette. Nous avons développé en détail la
géométrie Nil, et on remarque que la transformée de Cayley donne une équivalence entre
le groupe de Heisenberg et la sphere S27+1\ (0,0,...,0,—1) [15]. Il serait intéressant
de savoir si cette transformation respecte des projections semi-conformes, et par la suite
de voir g’il existe une équivalence des structures de solitons par rapport a la projection
canonique Nil — R? et la fibration de Hopf $% — S2.

D’autre part, il est naturel d’essayer de généraliser nos méthodes a la dimension 4. Une
des difficultés qu’on rencontre dans cette dimension est la description de la courbure
de Ricci par rapport a une projection semi-conforme. Dans [12], on a une description
(non-unifiée en une seule expression) de la courbure de Ricci associée a un morphisme
harmonique. Lorsque la dimension du domaine M est > 4, la seule expression pratique
de courbure de Ricci jusqu’a ce jour est celle pour un morphisme harmonique dans le

cas ou les fibres sont de dimension 1.

Proposition 5.2.1. [3] Soit o : (M"! g) — (P™ k) un morphisme harmonique avec

fibres de dimension 1, alors

-2
RicM = ¢*Ric? + Arg" — n(n2)dln)\2
+(nd(U(In X)) +d* Q@+ n(n—2)U(lnA)dIn ) © 0
n? 1 1
— [ =UI N2+ ||| ) 6% — =Q(es, - )Qe;, -
(umar+ {l0lR ) ¢ - Jote, -0, )
ot \ est la dilatation, {e;} est une base orthonormée de l’espace horizontal, 6 est la

forme verticale unitaire, Q@ = df et g’ est la partie horizontale de la métrique.

Il y a une classe de transformations biconformes qui respectent I’harmonicité d’une ap-
plication semi-conforme. Plus précisément, si ¢ : (M™,g) — (N™, h) est un morphisme
harmonique, alors ¢ : (M™,q) — (N ”JL) est un morphisme harmonique par rapport
aux métriques déformées :

“’_ﬂ_}_i 7 h
9= 2 52 2

si et seulement si grad (02 "p" ™y "2) est vertical [12]. Par contre, I'imposition de

I’harmonicité lorsque les fibres sont de dimension 1 est contraignante (voir [12] §12). Il
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serait alors intéressant d’avoir une expression pour la courbure de Ricci associée a une
submersion semi-conforme (M?, g) — (N2, h).

Puisque la composée de deux applications semi-conformes est semi-conforme, & partir
de 'expression de la courbure de Ricci en dimension 3, donnée par le Théoreme 3.2.5, il
serait alors possible d’obtenir une expression pour la courbure de Ricci en dimension 4
par rapport & une certaine classe d’applications semi-conformes de (M?,g) — (N2, h) :
les applications semi-conformes ¢ : (M*, g) — (N2, h) qui se factorisent comme ¢ = (o)
ott1p : (M*,g) — (P3, k) est un morphisme harmonique et ¢ : (P3,k) — (N2, h) est semi-
conforme. En effet, il suffit de remplacer la courbure Ric” dans 'expression ci-dessus
par lexpression donnée dans le Théoreme 3.2.5. Le probléeme de savoir quand est-ce
qu’une application semi-conforme se factorise comme la composée de deux applications

semi-conformes est un probleme difficile non-résolu [4].

5.3 Caractérisation des morphismes harmoniques généralisés

a valeurs complexes

Les morphismes harmoniques a valeurs dans une surface sont caractérisés comme des
applications semi-conformes avec fibres minimaux [8]. Cette propriété a permis a P.
Baird et J. C. Wood de caractériser les morphismes harmoniques des domaines de R3
(et plus généralement d’un espace & courbure sectionnelle constante de dimension 3)
a valeurs dans une surface en termes des courbes holomorphes [11]. En effet, dans ce
cas les fibres sont des segments droits, et 'espace des droites dans R? s’identifie avec la
surface complexe T'S?. On constate alors que dans ce cas, ’harmonicité d’une application

semi-conforme correspond a une propriété de ses fibres.

On peut poser la question de savoir si la biharmonicité d’une application semi-conforme
correspond elle aussi & une propriété de ses fibres. Dans ce cadre d’idées, P. Baird, A.
Fardoun et S. Ouakkas ont montré que cela est vrai, mais la condition étant tellement
compliquée, ils n’ont pas pu en déduire des conséquences [9], méme dans le cas ou le
domaine est un sous-ensemble de R3. Suite & I'introduction dans ce travail de la notion
de morphisme harmonique généralisé, il nous semble tout a fait abordable, de chercher
& caractériser ces morphismes d’un domaine de R3 & valeurs dans une surface, en termes
de ses fibres.

On a vu dans le Chapitre 4, que les morphismes harmoniques généralisés constituent
une classe d’applications tres naturelle, avec une caractérisation assez nette, compa-
rable & celle des morphismes harmoniques : si ¢ : U C R?* — R? est semi-conforme,
elle est un morphisme harmonique généralisé si et seulement si ¢ et ©? sont biharmo-
niques. La deuxieme condition que ¢? soit biharmonique va alors porter des informations
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supplémentaires a leur caractérisation en termes de ses fibres, ce qui peut permettre de

résoudre ce probleme difficile.
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Résumé : Dans cette thése, nous étudions
principalement les applications semi-conformes et
leur influence sur la résolution de certaines
équations géométriques importantes comme celle
d'un soliton de Ricci et celle d’'une application
biharmonique. Dans la premiére partie, nous
appliquons un ansatz qui permet de construire des
applications semi-conformes a partir d’'une équation
différentielle en une fonction de deux variables. Nous
caractérisons les solutions réelles-analytiques. Parmi
les solutions explicites obtenues, nous trouvons le
premier exemple d’une application semi-conforme
non-harmonique définie entierement sur R3 a
valeurs dans le plan complexe. Dans la deuxieme
partie, nous étudions les solitons de Ricci. Nous
nous intéressons aux solitons de dimension 3, ou ils
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Abstract : In this work, we primarily study semi-
conformal mappings and their influence in the
resolution of important geometric equations, such as
those for a Ricci soliton and those for a biharmonic
maps. In the first part of this thesis, we exploit an
ansatz for the construction of semi-conformal
mappings from a differential equation in a function of
two variables. We characterize real-analytic solutions.
Among the resulting explicit solutions, we find the first
known example of an entire semi-conformal mapping
into the plane which is not harmonic. In the second
part, we study Ricci solitons.

Ricci, déformations biconformes, morphismes

peuvent étre décrits, au moins localement, en terme
d’'une application semi-conforme. Nous développons
une nouvelle méthode de construction de ces solitons
a partir des transformations  biconformes,
particulierement adaptées a I'étude de l'unicité de la
structure. Finalement, nous introduisons une nouvelle
notion de morphisme harmonique généralisé qui,
comme son nom lindique, contient les morphismes
harmoniques comme un cas particulier. Cette classe
d’applications a une importance dans la théorie
d’applications  biharmoniques. Les morphismes
harmoniques généralisés ont une caractérisation
nette qui permet de donner plusieurs exemples et
méthodes de construction d’applications
biharmoniques non-harmonique.

biconformal deformations, harmonic morphisms.

We are patrticularly interested in 3-dimensional Ricci
solitons, as they can be described at least locally, in
terms of a semi-conformal map. We develop a
construction method of solitons from biconformal
deformations, particularly adapted to the study of the
structure unicity. Finally, we introduce a new notion
of generalized harmonic morphism, which, as the
name suggests, contain the harmonic morphisms as
a special case. These mappings have an elegant
characterization which enables the construction of
explicit examples, as well as impacting on the theory
of biharmonic mappings.
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