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acceptant de lire la thèse et d’en être rapporteurs et aussi d’être présents à ma soutenance
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Summary in English of the key

results of this thesis

This work is primarily concerned with semi-conformal mappings and their influence in

the resolution of important geometric equations such as those for a Ricci soliton and

those for a biharmonic map.

A mapping ϕ : (Mm, g) → (Nn, h) between Riemannian manifolds is semi-conformal

if at each point x ∈ Mm where dϕx 6= 0, the mapping dϕx : (ker dϕx)
⊥ → Tϕ(x)N

n

is conformal and surjective. In the case when (Nn, h) is Euclidean space Rn with its

canonical metric and m ≥ n, this is equivalent to the components of ϕ being conjugate ;

that is, their gradients are mutually orthogonal and of the same length at each point :

g(gradϕi, gradϕj) = λ2δij for each i, j = 1, . . . , n for some (continuous) function λ :

Mm → R called the dilation of ϕ.

Chapter 2 : We study an ansatz for the construction of semi-conformal mappings from

domains in R3 into the plane R2, the latter identified with the complex plane C. If we

let (x, y, z) be the canonical coordinates for R3 and write u = x2+y2

2 , then the ansatz

consists of supposing ϕ can be written in the form ϕ(x, y, z) = (x + iy)u−qψ(u, z), for

some complex -valued function ψ real -analytic in a neighbourhood of (u, z) = (0, 0) and

for some integer q ≥ 0. One is led to consider two cases : q = 0 or q = 1 for which the

condition ϕ be semi-conformal becomes the following equations in ψ :

ψψu + uψu
2 + 1

2ψz
2 = 0 (q = 0) (2.5)

−ψψu + uψu
2 + 1

2ψz
2 = 0 (q = 1) (2.6)

We look for solutions of the form

ψ(u, z) =

∞∑

k,ℓ=0

ak,ℓ u
kzℓ , (2.7)

for constants ak,ℓ. Set

ψk,ℓ =
∂k+ℓψ

∂uk ∂zℓ
(0, 0) .
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Theorem 2.2.3. Solutions to (2.5) and (2.6) of the form (2.7) with ψ0,0 6= 0 and

ψ0,1 6= 0 are uniquely characterized by the given data : ψ0,ℓ, for ℓ = 0, 1, 2, . . ..

We then proceed to find explicit solutions to the ansatz. In the first case, we take

the data to be

ψ0,0 = 1, ψ0,1 = c, ψ0,ℓ = 0 for ℓ ≥ 2 (2.19)

Theorem 2.3.1. For the given data (2.19), the solution ψ(u, z) =
∑∞

k,ℓ=0 ak,ℓu
kzℓ to

(2.5) has the form

ψ(u, z) = 1+cz+
∞∑

k=1

∞∑

ℓ=0

(−1)ℓ+1cℓ+2k

(
ℓ+ 2k − 2

ℓ

)
3k−1(2k − 2)!

2k−1(k + 1)!(k − 1)!
ukzℓ . (2.20)

The solution to (2.6) has the form

ψ(u, z) = 1 + cz +

∞∑

k=1

∞∑

ℓ=0

(−1)ℓ+k−1cℓ+2k

(
ℓ+ 2k − 2

ℓ

)
(2k − 2)!

2kk!(k − 1)!
ukzℓ . (2.21)

Furthermore, these power series expressions converge absolutely for all (u, z) in a neigh-

bourhood of the origin (0, 0).

One particular solution of (2.20) can be expressed in closed form :

ψ(u, z) =
2

3
(1 + cz)− {(1 + cz)2 − 6c2u}3/2

33c2u
+

(1 + cz)3

33c2u
.

The singularity when u = 0 is removable, so this represents an entire analytic solution

provided that 3c2u/2(1 + cz)2 is defined for all (u, z) ∈ R2 (u ≥ 0) and that (1 + cz)2 −
6c2u 6= 0 for all (u, z) ∈ R2 (u ≥ 0). A judicious choice of the constant ensures that

this is the case, for example c = i. It can be checked that this is not harmonic, and so

it provides the first known example of an entire semi-conformal mapping into the plane

which is not harmonic.

Subsequently, we concentrate on (2.6) with two free parameters, which has the Hopf

map as a particular case. Consider the given data :

ψ0,0 = 1, ψ0,1 = c1, ψ0,2 = c2 ψ0,ℓ = 0 for ℓ ≥ 3 (2.31)

for arbitrary complex constants c1 and c2. By Theorem 2.2.3 , this uniquely characterizes

the solution. It is convenient to express c1 and c2 in the form

c1 = α+ β c2 = 2αβ

for constants α and β satisfying α + β 6= 0. As a particular case, the Hopf map is

determined by α = β = −i .
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Theorem 2.4.1. The solution ψ(u, z) =
∑
ak,ℓu

kzℓ to (2.5) with data (2.31) satisfies

ψ(u, 0) =

∞∑

k=0

ak,0u
k

with a0,0 = 1, a1,0 =
1
2(α+ β)2, and

ak,0 =
(−1)k+1

2k!
(α− β)2(α+ β)2Qk(α, β) ∀k ≥ 2,

where

Qk =
(k − 2)!

2k−2

k−1∑

j=1

(2j − 1)! (2k − 2j − 1)!

(j − 1)!2(k − j − 1)!2
α2k−2j−2β2j−2 ,

is a symmetric polynomial in α and β, homogeneous of degree 2k − 4, whose sum of

coefficients of the α2k−2j−2β2j−2 (j = 1, . . . k − 1) is equal to 2k−3k!. Furthermore, the

series converges aboslutely for all u satisfying |u| ≤ 1/2µ2, where µ = max{|α|, |β|}.

This theorem yields a family of semi-conformal mappings with the Hopf map as a

particular case.

Chapter 3 : This part of the thesis is devoted to 3-dimensional Ricci solitons. A soliton

is a Riemannian metric g which corresponds to fixed points of the Ricci flow up to

dilation and diffeomorphism. Such metrics are determined by the equation :

Ric g +
1
2LEg +Ag = 0

for some constant A and vector field E called the soliton flow. We develop a new way of

constructing examples from biconformal transformations which is particularly adapted

to understanding the unicity of the soliton structure. We revisit known examples, as well

as constructing new ones.

Given a semi-conformal map ϕ : (M, g0) → (N, h), for each regular point x ∈ M

the tangent space splits as the direct sum of the vertical space Vx := ker dϕx and the

horizontal space Hx = (ker dϕx)
⊥ : TxM = Hx ⊕ Vx. The metric can then be written

g0 = gH0 + gV0 , where g
H
0 and gV0 are the restriction of g0 to H and V, respectively. Then

a biconformal deformation of g0 is a metric of the form

g =
gH0
σ2

+
gV0
ρ2
,

for some smooth positive functions σ, ρ :M → R.

By applying the structure equations to a suitably adapted orthonormal frame field on

M3, we obtain a neat proof of how the Ricci tensor is expressed in terms of parameters

3
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of the mapping ϕ.

Theorem 3.2.5. Let ϕ : (M3, g) → (N2, h) be a submersive semi-conformal map with

dilation λ and integrability coefficient a. Then the Ricci curvature tensor is given by

Ric g = {λ2KN +∆ lnλ+ µ(lnλ)}gH − 2a2g + 1
2Lµg

−
(
µ♭ + U(lnλ)θ3

)2
− U(lnλ)2θ3

2 +∆θ3 ⊙ θ3 ,

where µ denotes the mean-curvature of the fibres of ϕ, KN is the Gauss curvature of N ,

θ3 is the unit vertical 1-form and ∆θ3 = (dd∗ + d∗d)θ3 is the Laplacian on forms.

We then go on to exploit biconformal transformations to firstly study the biconformal

equivalence of known soliton structures, to study their rigidity within the biconformal

class of metrics and then to construct new examples. One particularly interesting example

is given by the following theorem.

Theorem 3.4.1. There is a continuous 1-parameter family of complete expanding soliton

metrics on R3
+, each one unique, parametrized by the soliton constant A ≥ 1, given by

g =
dx1

2 + dx2
2

x12
+

dx3
2

x1±2
√
A−1

which interpolates between hyperbolic space H3 (A = 2 with positive sign of square root)

and the product H2 × R of the hyperbolic plane with the real line (A = 1), and between

H2 × R and the geometry Sol (A = 2 with negative sign of square root).

The soliton flow is given by

E = (A− 1∓
√
A− 1)x1∂1 + {−A±

√
A− 1± (A− 1)3/2}x3∂3 .

This is gradient when and only when either A = 2 with the positive choice of square root

(the soliton H3), or A = 1 (the soliton H2 × R).

When the integrability coefficient a of the horizontal distribution is non-zero, examples

are harder to find, but we are able to construct the following family of examples.

Theorem 3.5.1. There is a 1-parameter family of expanding soliton metric on R3, given

explicitly by

g = dx1
2 + dx2

2 +
2

3
A(x1dx2 + dx3)

2

with parameter A = 3
2ρ2

, which includes the geometry Nil (A = 3/2) as a special case.

The soliton flow is given by

E = −x1
ρ2
∂1 −

x2
ρ2
∂2 − 2

x1x2
ρ2

∂3 .

4
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Chapter 4 : Harmonic morphisms, mappings which pull back local harmonic functions

to harmonic functions, have played an important role in understanding the relation

between the geometry and topology of Riemannian manifolds [12]. Various attempts

have been made to adapt the notion to other situations : p-harmonic morphisms [41],

bihamonic morphisms [39]. None of these have been satisfactory due to the complexity

of the characterizing equations and the lack of examples. In this chapter we introduce a

new notion of generalized harmonic morphism, which, as the name suggests, contain the

harmonic morphisms as a special case. These mappings have an elegant characterization

which enables the construction of explicit examples, as well as impacting on the theory

of biharmonic mappings.

We recall that a map ϕ : (Mm, g) → (Nn, h) is biharmonic if it is critical for the

bi-energy functional
∫

M
|τϕ|2dvg

where τϕ is the tension field associated to ϕ. The Euler-Lagrange equations are a 4th

order elliptic system which, in the case ϕ is a real-valued function, reduces to the bi-

Laplace equation ∆2ϕ = 0. Any harmonic mapping is trivially biharmonic.

A mapping ϕ : (Mm, g) → (Nn, h) between Riemannian manifolds is called a gene-

ralized harmonic morphism if, for every function f : U → R harmonic on an open subset

U ⊂ N with ϕ−1(U) = V non-empty, the composition f ◦ ϕ : V → R is biharmonic.

Since any harmonic function is biharmonic, we see that a harmonic morphism is

a generalized harmonic morphism. Equally, if a mapping pulls back local biharmonic

functions to biharmonic functions, it will also pull back local harmonic functions to bi-

harmonic functions, so a biharmonic morphism is also a generalized harmonic morphism.

As we shall further see, the class of mappings is very natural due to their simple charac-

terization when they take values in the complex plane : A mapping ϕ : (Mm, g) → C is

a generalized harmonic morphism if and only if ϕ is semi-conformal with both ϕ and ϕ2

biharmonic (see below). This can be compared to the case of complex valued-harmonic

morphisms which are characterized as mappings with both ϕ and ϕ2 harmonic (in the

latter case the two conditions imply semi-conformality). More generally, we prove

Theorem 4.1.3. Let ϕ : (Mm, g) → Rn be a mapping from a Riemannian manifold into

Euclidean space endowed with its canonical metric. Set ϕ = (ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn) . Then the

following statements are equivalent :

(i) ϕ is a generalized harmonic morphism ;

(ii) ϕ is a semi-conformal biharmonic mapping with (ϕα + iϕβ)2 : Mm → C bihar-

monic for all α, β = 1, 2, . . . , n, α 6= β ;

5
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(iii) there exists a function λ :Mm → [0,∞) such that

∆2(f ◦ ϕ) = λ4(∆2f) ◦ ϕ+ 2{λ2∆ϕα + g(∇λ2,∇ϕα)}(∂α∆f) ◦ ϕ
+{∆λ2 + 2g(∇ϕβ ,∇∆ϕβ) + (∆ϕβ)2}(∆f) ◦ ϕ

for any β = 1, 2, . . . , n .

An example of a generalized harmonic morphism which is not a harmonic morphism

is given by the mapping ϕ : R4 \ {x12 + x2
2 + x3

2 = 0} :

ϕ(x1, x2, x3, x4) = (
√
x12 + x22 + x32, x4).

Further examples are given by the following theorem.

Theorem 4.1.11 The Riemannian submersion defined by the projection from a warped

product

π : (R2 × R, dx2 + dy2 + e2λ(x,y)dz2) → (R2, dx2 + dy2)

π(x, y, z) = (x, y)

is a generalized harmonic morphism which is not a harmonic morphism if and only if,

up to an orthogonal change of coordinates, π restricts to

π : (R2
+ × R, dx2 + dy2 + Cy4dx2) → (R2

+, dx
2 + dy2)

π(x, y, z) = (x, y)

where C is an arbitrary positive constant and R2
+ = {(x, y) ∈ R2 : y > 0}.

We go on to show how to construct new generalized harmonic morphisms from old.

Corollary 4.2.1. (i) Let ϕ : (Mm, g) → (Nn, h) be a generalized harmonic morphism

and let ψ : (Nn, h) → (Ql, k) be a harmonic morphism. Then the composition ψ ◦ ϕ :

(Mm, g) → (Ql, k) is a generalized harmonic morphism.

(ii) Let ϕ : (Mm, g) → (Nn, h) be a generalized harmonic morphism and let ψ : (Nn, h) →
(Ql, k) be a biharmonic morphism. Then the composition ψ ◦ ϕ : (Mm, g) → (Ql, k) is a

generalized harmonic morphism.

The direct sum of two mappings ψ : (Mm, g) → Rk and ϕ : (Nn, h) → Rk is defined

by

ψ ⊕ ϕ : (Mm ×Nn, g × h) → Rk

(x, y) 7→ ψ(x) + ϕ(y) .

Proposition 4.2.7. Let ψ : (Mm, g) → Rk be a generalized harmonic morphism and let

ϕ : (Nn, h) → Rk be a harmonic morphism. Then their direct sum ψ⊕ϕ : (Mm×Nn, g×
h) → Rk is a generalized harmonic morphism. In the case when ψ is proper biharmonic

6
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(i.e. non-harmonic), then ψ ⊕ ϕ is proper biharmonic.

These two constructions enable us to find a number of explicit examples which in

particular yield proper biharmonic maps.

7
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1.3.1 Définition des géométries . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
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1.7 Applications harmoniques, biharmoniques et morphismes harmoniques . . 47

1.7.1 Applications harmoniques entre variétés riemanniennes . . . . . . . 47

1.7.2 Morphismes harmoniques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

1.7.3 Applications biharmoniques et morphismes biharmoniques . . . . . 50

2 Une classe de fonctions conjuguées réelles analytiques 53
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3.5.1 Le soliton Nil . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101
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12



Introduction

Cette thèse est consacrée à l’étude des applications semi-conformes (applications

définies par des fonctions conjuguées) et à l’étude de leur influence dans la résolution de

certaines équations géométriques fondamentales, notamment l’équation d’un soliton de

Ricci et les équations de biharmonicité entre variétés riemanniennes.

On va montrer comment trouver toutes les solutions réelles analytiques d’un ansatz

qui produit des fonctions conjuguées en dimension 3, ce qui nous amène à la construc-

tion de nouveaux exemples importants. On va voir comment les équations d’un soliton

de Ricci se modifient sous l’effet d’une déformation biconforme par rapport à une ap-

plication semi-conforme et par suite, on va construire de nouveaux exemples de solitons

complets en démontrant en plus leur unicité. On va généraliser la notion de morphisme

harmonique de manière naturelle afin de donner des méthodes de constructions d’appli-

cations biharmoniques à partir d’applications harmoniques.

Le texte présenté est constitué de quatre chapitres. Dans le premier chapitre on donne

les notions de base nécessaires pour la compréhension du reste du texte. On caractérise

les champs de Killing (champs dont le flot est un flot d’isométries) sur la sphère S2 en

termes de champs holomorphes (Proposition 1.2.7), ce qui sera utile pour le Chapitre

3. On présente ici les applications semi-conformes qui constituent une base essentielle

dans toutes les parties de cette thèse. Il s’agit d’une application ϕ : Mm → Nn entre

deux variétés riemanniennes telle que la dérivée dϕx en un point x où dϕx 6= 0, est

conforme et surjective sur le complément de kerdϕx (l’espace horizontal). Dans le cas

d’une application de Rm dans C, cette condition équivaut à l’équation

m∑

i=1

(
∂ϕ

∂xi

)2

= 0 , (1)

où (x1, . . . , xm) sont les coordonnées canoniques dans R
m.

Lorsque n = 3, suivant le travail de P. Nurowski [43], il a été démontré par P. Baird

et M. G. Eastwood en [6], qu’une solution de l’équation (1) se prolonge localement en

une structure hermitienne intégrable sur un domaine de R4. On ne sait pas si toute
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variété riemannienne de dimension 3 supporte une application semi-conforme dans une

surface, même localement. Pour aborder le problème d’existence des applications semi-

conformes dans une surface, on exploite la notion de fonctions conjuguées ; deux fonctions

f, g : (M, δ) → R sont dites conjuguées si en chaque point de la variété, elles ont des

gradients orthogonaux et de même longueur :

||grad f(x)|| = ||grad g(x)|| et δ(grad f(x), grad g(x)) = 0 ∀x ∈M .

Il est clair que f et g sont conjuguées si et seulement si ϕ = f + ig : M → C est

semi-conforme. On peut alors se demander s’il existe des conditions différentielles sur f

afin qu’elle admette une fonction conjuguée. Lorsque dimM = 2, f admet une fonction

conjuguée si et seulement si f est harmonique car dans ce cas, (1) s’écrit sous la forme

(
∂ϕ

∂x1
+ i

∂ϕ

∂x2

)(
∂ϕ

∂x1
− i

∂ϕ

∂x2

)
= 0 ,

ce qui signifie que les solutions sont les applications holomorphes ou anti-holomorphes.

Dans [7], P. Baird et M.G. Eastwood ont montré qu’en dimension 3, f admet une

conjuguée si et seulement si f satisfait une inégalité différentielle d’ordre 2 et trois

équations différentielles d’ordre 3 (toutes conformément invariantes). La complexité de

ces équations révèle la difficulté de trouver des solutions.

On met en évidence les transformations conformes. Ces transformations jouent un

rôle fondamental dans l’étude de la géométrie et la topologie des surfaces. D’une part,

toute surface riemannienne est localement conformément équivalente à un domaine

du plan euclidien ; ceci est dû à la construction des coordonnées isothermes locales.

D’autre part, le théorème d’uniformisation affirme que toute surface riemannienne est

conformément équivalente à une surface de courbure constante. En particulier, toute

surface riemannienne fermée est conformément équivalente au quotient par un groupe

discret d’isométries de l’une des trois géométries : la sphère S2, le plan complexe C ou

le plan hyperbolique H2. En dimension 3, la situation est plus compliquée.

On présente dans ce chapitre aussi les morphismes harmoniques qui correspondent à

des applications entre variétés riemanniennes qui préservent les solutions de l’équation

de Laplace (ou qui préservent le mouvement Brownien [13]), dans le sens que le pull-

back d’une fonction harmonique (définie localement) par de telles applications, est aussi

une fonction harmonique. Les morphismes harmoniques ont été introduits par B. Fu-

glede et T. Ishihara indépendemment ; tout morphisme harmonique continu est lisse

et caractérisé par la propriété qu’il est à la fois semi-conforme et harmonique [28, 33].

Les morphismes biharmoniques ont été introduits et étudiés dans [44], [39] et [40]. Ces

applications préservent les solutions de l’équation de bi-Laplace, dans le sens que le pull-

back par un morphisme biharmonique d’une fonction biharmonique définie localement,
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est une fonction biharmonique. Dans [40], les auteurs caractérisent les morphismes bi-

harmoniques comme des applications semi-conformes, biharmoniques, 4-harmoniques et

satisfaisant une équation supplémentaire. On remarque que les morphismes biharmoniqes

correspondent à une classe d’applications semi-conformes biharmoniques très restreinte.

Dans le Chapitre 2, on étudie un ansatz qui permet de construire des applications

semi-conformes définies sur des domaines de R3 à valeurs dans R2. Plus précisément, on

caractérise les solutions réelles analytiques qui se produisent de cet ansatz. Bien qu’on

donne dans [7] des conditions nécessaires et suffisantes pour l’existence des applications

semi-conformes définies sur des domaines ouverts de R3, il est difficile d’exhiber des

exemples à partir de ces équations.

Soient (x, y, z) les coordonnées canoniques sur R3 et soit u = x2+y2

2 . L’ansatz consiste à

considérer une application ϕ = f + ig de la forme ϕ(x, y, z) = (x + iy)u−qψ(u, z) où q

est un entier naturel et ψ est une fonction à valeurs complexes, réelle-analytique dans

un voisinage de (u, z) = (0, 0) . D’après (1), ϕ est semi-conforme (et donc f et g sont

conjuguées) si et seulement si

q(q − 1)ψ2 + u(1− 2q)ψψu + u2ψu
2 + 1

2uψz
2 = 0 .

En supposant que ψ(0, 0) 6= 0 et en substituant u par 0 dans l’équation ci-dessus, on

trouve q = 0 ou 1. Par suite notre problème se réduit à trouver des solutions pour les

deux équations

ψψu + uψu
2 + 1

2ψz
2 = 0 (q = 0) (2)

−ψψu + uψu
2 + 1

2ψz
2 = 0 (q = 1) (3)

Une solution particulière de (3) est l’application de Hopf R3 → R2 ; elle est donnée

par ψ(u, z) = 1 − 2u − z2 − 2iz. Cette application est obtenue en pré-composant la

fibration de Hopf S3 → S2 avec l’inverse de la projection stéréographique R3 → S3 et

post-composant avec la projection stéréographique S2 \ {pôle nord} → R2 .

On démontre que toute solution réelle-analytique ψ de ces deux équations, telle que

ψ0,0 6= 0 et ψ0,1 6= 0, est uniquement déterminée par les dérivées ψ0,ℓ pour ℓ = 0, 1, 2, . . .

(Théorème 2.2.3). Trouver des solutions explicites de (2) et (3) reste un problème difficile.

Mais en surmontant des problèmes algébriques, on trouve des séries entières, solutions

explicites correspondant aux données

ψz(~0) = c, et
∂ℓψ

∂zℓ
(~0) = 0 pour ℓ ≥ 2

et

ψz(~0) = c1, ψzz(~0) = c2 et
∂ℓψ

∂zℓ
(~0) = 0 pour ℓ ≥ 3 (4)
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avec c, c1 et c2 des constantes complexes arbitraires (Théorèmes 2.3.1 et 2.4.1). On

précise aussi le domaine de convergence des séries qui en résultent. En effet, on peut dès

le début voir avec le théorème de Cauchy-Kowalewski l’existence et l’unicité des solutions

réelles analytiques associées aux EDPs (2) et (3). Dans certains cas, on peut exprimer

les séries entières obtenues sous forme fermée.

Les solutions obtenues présentent des propriétés importantes. En effet, on a d’après

[1], que toute application semi-conforme polynomiale est harmonique et d’après [11], que

tout morphisme harmonique défini sur R3 entièrement à valeurs dans une surface n’est

autre que la projection orthogonale suivie d’une application (faiblement) conforme. Dans

§2.3 on construit à l’aide de l’ansatz des applications semi-conformes réelles analytiques

définies sur R3 tout entier à valeurs dans une surface, qui ne sont pas harmoniques.

Ce sont des exemples significatifs puisqu’ils ne s’agissent pas des simples projections.

Dans §2.4, on construit une famille de solutions réelles analytiques paramétrée par deux

constantes arbitraires dont l’application de Hopf est un cas particulier.

Dans le troisième chapitre on aborde les solitons de Ricci. La conjecture de géométri-

sation de Thurston (1976) affirme que toute variété compacte de dimension 3 est com-

posée des morceaux (séparés par des sphères et des tores) tels que chaque morceau est

difféomorphe au quotient par un groupe discret d’isométries à l’une des huit géométries :

S3,R3, H3, S2 × R, H2 × R,Nil, Sol, S̃L2(R) [52]. Suite au programme de Hamilton,

développé pendant les années 80 et 90, la résolution de cette conjecture a été achevée par

G. Perelman en 2004 [49, 50, 51] ; son travail est l’un des travaux les plus remarquables

dans le domaine de la géométrie. Ce qui constitue l’outil de base dans cette résolution

est le flot de Ricci. Lancé par R. Hamilton au début des années 1980 [31], le flot de Ricci

est l’équation d’évolution de la métrique

∂g(t)

∂t
= −2Ric (g(t)), g(0) = g0 ,

de donnée initiale g0. Cette équation présente des difficultés techniques considérables

pour comprendre le comportement des solutions. Lorsque le flot évolue, la métrique

s’homogénéise, mais en temps fini, des singularités peuvent se former dans le sens que

la norme de la courbure riemannienne devient infinie en certains points. Autour de ces

points, en dilatant la métrique, on observe l’apparition d’un soliton.

Un soliton de Ricci est un point fixe du flot de Ricci à une dilatation et à un

difféomorphisme près. Plus précisément, g(t) est dite soliton de Ricci s’il existe une

famille de fonctions lisses {c(t)}0≤t≤T et une famille de difféomorphismes de la variété

{ψt}0≤t≤T telles que

g(t) = c(t)ψ∗
t (g0) , (5)
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avec c(0) = 1 et ψ0 = id. On peut voir facilement que cette condition est équivalente à

dire que la métrique initiale g0 satisfait l’équation

Ric (g0) +
1
2LEg0 +Ag0 = 0 , (6)

pour un certain champ de vecteurs E, dit flot de soliton, et une certaine constante A. On

note que le flot de soliton est défini à l’ajout d’un champ de Killing près. Les solitons où

se forment les singularités sont de type spécial, dits solitons gradients. Ils sont tels que

le flot de soliton E est le gradient d’une certaine fonction. D’autre part, dans certaines

situations spéciales, les solutions immortelles (qui existent pour tout temps futur) du

flot de Ricci convergent dans le sens de la convergence pointée de Hausdorff-Gromov-

Hamilton vers un soliton non-gradient [41] et [14]. On dit que le soliton est contractant,

stationnaire ou dilatant si la constante A est < 0, = 0, ou > 0 respectivement.

Il est clair que toute variété d’Einstein est un soliton. D’autre part, le seul soliton

compact en dimension 3 est la sphère euclidienne S3. On s’intéresse aux solitons complets,

cependant les métriques solitons peuvent ne pas exister même localement. Par exemple,

la géométrie S̃L2(R) n’admet aucune structure de soliton (même localement) [5]. T. Ivey

a étudié les équations de solitons d’un point de vue du système différentiel extérieur [35],

mais cette méthode n’est pas pratique pour pouvoir construire des exemples explicites.

D’après un résultat de P. Baird et R. Pantilie [10], toute variété de dimension 3

analytique admet localement une application semi-conforme. D’autre part, d’après un

résultat de T. Ivey, toute structure de soliton est analytique [35] donc, en principe, tout

soliton de Ricci de dimension 3 peut être décrit au moins localement en termes d’une

application semi-conforme. Une telle application fournit une décomposition orthogonale

de l’espace tangent de la variété M , TM = H ⊕ V et de la métrique g = gH + gV . Une

transformation biconforme sur M change g en la métrique g̃ = σ−2gH + ρ−2gV , où σ et

ρ sont des fonctions positives lisses sur M .

Une utilisation remarquable de ces déformations a été adaptée par L. Danielo [22, 23]

pour construire des métriques d’Einstein en dimension 4. Aussi dans [5], P. Baird et

L. Danielo donnent une classification complète des structures de soliton sur toute les

géométries de dimension 3. L’idée clé dans ces articles est d’exprimer la courbure de

Ricci en fonction d’objets géométriques associés à l’application semi-conforme définie

sur la variété (la dilatation, la courbure moyenne des fibres, la fonction d’intégrabilité

associée à la distribution horizontale). Notre approche dans ce chapitre est d’étudier les

solitons de dimension 3 suite à des déformations biconformes.

Notre perspective est que les applications biconformes devraient jouer un rôle im-

portant dans la compréhension des variétés de dimension 3. Dans ce travail, on applique

cette approche aux solitons de Ricci. Suivant le flot de Ricci, toute métrique de soliton

évolue en des métriques du type soliton. Pourtant, ce n’est que dans des circonstances
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exceptionnelles que ce flot préserve la classe biconforme de la métrique (par rapport à

une application semi-conforme fixe). Un premier objectif est de comprendre la rigidité

de la métrique de soliton dans la classe biconforme. Plus précisément, on étudie si une

métrique de soliton peut être déformée continument en d’autres métriques de soliton par

une déformation biconforme de la métrique originale. Notre deuxième objectif principal

est de construire par déformations biconformes de nouveaux exemples de métriques de

soliton à partir d’une application semi-conforme et d’étudier leur unicité (par rapport à

une métrique fixe).

On commence par étudier les équations de structure d’une submersion semi-conforme

définie de M3 dans N2. Ceci permet d’exprimer le tenseur de Ricci en termes de l’ap-

plication (§3.1.2). La formule obtenue est la même que celle établie dans [12] et [5].

Cependant notre méthode est spécifique aux applications définies sur une variété de di-

mension 3 à valeurs dans une surface et donne une preuve élémentaire de la formule de

la courbure de Ricci citée ci -dessus. R. Bryant a exploité les équations de structure sur

une variété de courbure sectionnelle constante de dimension ≥ 4 lorsque les fibres sont

de dimension 1, avec la condition supplémentaire que l’application soit harmonique (et

donc, un morphisme harmonique) [17]. Ensuite, on en déduit les équations de soliton qui

en résultent suite à une déformation biconforme de la métrique. L’un des termes clés est

le flot de soliton E. Dans [5], plusieurs hypothèses ont été posées sur E, plus précisément

les auteurs ont supposé que la composante horizontale de E est gradient. Dans §3.3.1, on
développe les outils nécessaires pour traiter un flot de soliton quelconque. Cette approche

est importante pour montrer l’unicité de la structure de soliton, un aspect central dans

ce travail.

On distingue les deux cas : solitons admettant une application semi-conforme dans

une surface avec distribution horizontale intégrable et ceux avec distribution horizontale

non-intégrable. Dans §3.4, on montre que dans le premier cas, tous les exemples explicites

des solitons connus à ce jour sont obtenus par une transformation biconforme de la

projection orthogonale canonique R3 → R2. On commence par le soliton de Bryant puis

plus généralement, on étudie les solitons de type “warped-product”. L’un des résultat

les plus surprenants est obtenu dans le Théorème 3.4.1. On y démontre qu’il existe une

famille à un paramètre de solitons dilatants qui s’intercale entre l’espace hyperbolique

H3, le produit H2 ×R et la géométrie Sol. Ce qui signifie que, en ce qui concerne notre

premier objectif, ces géométries sont continument déformées à travers des solitons, où

ces déformations ne sont pas de type (5).

L’avantage de la méthode suivie, est qu’elle peut établir l’unicité de la structure

de soliton (le flot E et la constante A) dans la plupart des cas. Le seul cas connu de

structure de soliton non-unique sur une variété riemannienne est la famille de solitons

de Gauss sur l’espace euclidien Rn. Notre étude de l’unicité permet de mettre en relief
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dans §3.4.2 une question ouverte sur l’unicité de la structure de soliton sur un produit

de type général Σ2 ×R, où Σ2 est un soliton de dimension 2. Cependant on montre que

les cas particuliers S2 × R et H2 × R admettent des structures de soliton uniques.

Le cas des distributions non-intégrables est difficile à aborder. On étudie notam-

ment la géométrie Nil. On trouve sur Nil une famille à un paramètre de déformations

non-triviales des métriques solitons (Théorème 3.5.1). Finalement, on montre la non-

existence de la structure de soliton sur la géométrie S̃L2(R), déjà démontrée dans [5],

mais on souligne que notre démonstration est beaucoup plus efficace que celle donnée

dans [5].

Dans le quatrième chapitre on introduit la notion demorphisme harmonique généralisé.

Un morphisme harmonique généralisé est défini comme une application entre variétés

riemanniennes pour laquelle le pull-back d’une fonction harmonique définie localement

est une fonction biharmonique.

À la fin des années 1970, B. Fuglede et T. Ishihara ont écrit les premiers articles

sur les morphismes harmoniques entre variétés riemanniennes [28, 33]. Les morphismes

harmoniques ont occupé une place importante en géométrie et en analyse géométrique

depuis les années 1990, particulièrement dans la façon dont ils relient la géométrie et

la topologie des variétés. Plusieurs généralisations ont été proposées : morphismes p-

harmoniques, morphismes biharmoniques... Comme déjà indiqué, les morphismes bihar-

moniques sont difficles à aborder à cause de la complexité de leurs équations et on

note aussi qu’un morphisme harmonique n’est pas nécessairement un morphisme bihar-

monique. D’autre part, récemment, les applications biharmoniques ont pris une place

centrale en analyse géométrique. D’un point de vue appliqué, elles sont intéressantes du

fait de leur relation avec les corps élastiques. Pourtant les équations d’Euler- Lagrange

sont un système d’équations élliptiques d’ordre 4, difficile à résoudre et ne satisfaisant

aucune théorie générale adéquate. Des exemples explicites d’applications biharmoniques

non-harmoniques sont rares.

Dans ce chapitre, on montre que les morphismes harmoniques généralisés sont une

généralisation naturelle des morphismes harmoniques ; on verra aussi que ces applications

portent sur l’étude des applications biharmoniques. D’après la définition d’un morphisme

harmonique généralisé, on voit que cette classe contient les morphismes harmoniques

ainsi que les morphismes biharmoniques . Notons que la notion de morphisme harmo-

nique revient à Jacobi [34] qui, pour trouver des nouvelles solutions de l’équation de

Laplace dans R3, a abordé la question suivante : Quelles conditions une application ϕ

doit satisfaire afin que la composée f ◦ ϕ soit harmonique pour toute application holo-

morphe f : V → C définie sur un ouvert V de C ? La réponse à cette question est que ϕ

doit être à la fois harmonique et vérifier l’équation (1) avec m = 3. Cela est équivalent
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à dire qu’une application lisse ϕ définie sur un ouvert de R3 à valeurs complexes est un

morphisme harmonique si et seulement si ϕ et ϕ2 sont harmoniques.

De manière analogue, on montre dans ce chapitre qu’une application lisse ϕ définie

sur un ouvert de R3 à valeurs complexes est un morphisme harmonique généralisé si

et seulement si ϕ est semi-conforme et les applications ϕ et ϕ2 sont biharmoniques.

Plus généralement, on démontre dans le Théorème 4.1.3, que si ϕ est définie d’une

variété riemannienne Mm à valeurs dans l’espace euclidien de dimension n, alors ϕ est

un morphisme harmonique généralisé si et seulement si ϕ est une application semi-

conforme biharmonique et (ϕα + iϕβ)2 : (Mm, g) → C est aussi biharmonique pour tous

α 6= β = 1, 2, . . . , n . On présente des exemples explicites de morphismes harmoniques

généralisés et on montre que le concept d’un morphisme harmonique généralisé à valeurs

dans une surface de Riemann est bien défini (Remarque 4.2.2).

Une classification complète des morphismes harmoniques généralisés correspondant

à des projections d’un espace de type “warped-product”, est donnée dans le Théorème

4.1.11. Cette classification permet l’obtention d’une infinité d’exemples des submersions

riemanniennes biharmoniques et non-harmoniques. Ensuite on présente deux méthodes

de constructions qui permettent d’obtenir de nouveaux morphismes harmoniques général-

isés à partir d’un morphisme harmonique généralisé initial. Une méthode consiste à

composer le morphisme harmonique généralisé donné avec un morphisme harmonique

ou biharmonique (Corollaire 4.2.1), l’autre consiste à prendre la somme directe avec un

morphisme harmonique (Proposition 4.2.7). Par suite plusieurs exemples de morphismes

harmoniques généralisés qui ne sont pas des morphismes harmoniques sont construits.

Notre étude montre que les morphismes harmoniques généralisés sont non seulement

une généralisation naturelle des morphismes harmoniques, mais aussi que cette classe

d’applications propose des méthodes efficaces de construction d’une infinité d’applica-

tions semi-conformes biharmoniques, non-harmoniques (Théorème 4.1.11 et Remarque

4.1.12).
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Chapitre 1

Variétés riemanniennes et

géométrie conforme

Dans ce chapitre on donne quelques notions de base de la géométrie riemannienne, on

étudie notamment la courbure de Ricci et les champs de Killing sur la sphère S2, ce qui

sera utile pour le Chapitre 3. Après on passe à introduire les applications semi-conformes

(ou bien horizontalement conforme) qui constituent la base essentielle de tout le travail

dans cette thèse.

La notion de fonction conjuguée est une généralisation aux dimensions plus grandes ou

égales à 3 des applications holomorphes ou anti-holomorphes dans le plan. On présente

dans ce chapitre le sujet qui a été abordé par P. Baird et M. Eastwood [7], qui consiste à

trouver des conditions nécessaires et suffisantes sur une fonction donnée f définie sur un

ouvert de l’espace euclidien de dimension 3 afin qu’elle admette une fonction conjuguée.

Il s’agit d’une inégalité différentielle d’ordre 2 et un système d’équations d’ordre 3, pour

lesquels le problème de trouver des solutions parâıt extrêmement difficile. On montre

aussi la relation entre les applications semi-conformes et les fonctions conjuguées. Ceci

constitue une introduction et une motivation pour le sujet abordé dans le Chapitre 2.

On présente aussi les géométries en dimension 3 (les 8 géométries de Thurston), qui

naturellement, supportent des applications semi-conformes à valeurs dans une surface,

(ce fait permet de trouver la structure de soliton sur ces géométries, on exploitera ce

sujet dans le Chapitre 3). Finalement, on définit les morphismes harmoniques et les

applications biharmoniques, qu’on abordera plus tard dans le Chapitre 4.
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1.1. VARIÉTÉS RIEMANNIENNES ET COURBURE DE RICCI

1.1 Variétés riemanniennes et courbure de Ricci

1.1.1 Métrique et Connexion de Levi-Civita

Une variété riemannienne est une variété différentielle ayant une structure supplémentaire

permettant de définir la longueur d’un chemin entre deux points de la variété. Dans cette

section M désigne toujours une variété lisse de dimension m.

Définition 1.1.1. Une métrique riemannienne sur M est la donnée en chaque point

x ∈ M d’un produit scalaire gx sur l’espace tangent de M en x, TxM , qui dépend de

façon lisse de x.

gx : TxM × TxM → R

(v, w) 7→ gx(v, w),

est une forme bilinéaire symétrique définie positive, et pour tous champs de vecteurs

lisses E et F , la fonction x 7→ gx(Ex, Fx) est lisse.

Suivant des coordonnées locales (x1, . . . , xm) sur M , on écrit

g = gijdx
idxj ,

où les fonctions gij = g(∂/∂xi, ∂/∂xj) sont C∞. On dit que M munie de la métrique g

est une variété riemannienne ; on la note (M, g).

Définition 1.1.2. Soit (M, g) une variété riemannienne. La connexion de Levi-Civita

sur M est l’unique connexion ∇ qui vérifie :

(i) ∇ est de torsion nulle :

∇EF −∇FE = [E,F ], (1.1)

(ii) ∇ est compatible avec g :

E(g(F,G)) = g(∇EF,G) + g(F,∇EG), (1.2)

pour tous champs de vecteurs E, F et G ∈ Γ(TM).

La connexion ∇ est déterminée par la formule

2g(∇EF,G) = E(g(F,G)) + F (g(G,E))−G(g(E,F ))− g(E, [F,G])

+g(F, [G,E]) + g(G, [E,F ]), pour E,F,G ∈ Γ(TM) . (1.3)

La connexion de Levi-Civita s’étend aux 1-formes par la règle de Leibniz, en posant

E(θ(F )) = (∇Eθ)(F ) + θ(∇EF ). (1.4)
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De même, on peut étendre ∇ aux tenseurs de type (p, q), (tenseurs p-covariants, q-

contravariants). Suivant des coordonnées locales (x1, . . . , xm), les symboles de Christoffel

Γkij sont définis par :

∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
= Γkij

∂

∂xk
. (1.5)

Alors d’après (1.3),

Γkij =
1

2
gkl
(
∂gjl
∂xi

+
∂gil
∂xj

− ∂gij
∂xl

)
, (1.6)

pour tous i, j et k ∈ {1, . . . ,m}.

1.1.2 Courbure

Les dérivations usuelles satisfont la règle de Schwarz

∂2f

∂xi∂xj
=

∂2f

∂xj∂xi
,

où f est une fonction scalaire. Ceci est faux en général pour la connexion de Levi-Civita

∇ (même pour une connexion quelconque) :

∇ ∂

∂xi
∇ ∂

∂xj
α 6= ∇ ∂

∂xj
∇ ∂

∂xi
α

où α est un tenseur. Le tenseur de courbure est l’objet qui mesure ce défaut de commu-

tativité.

Définition 1.1.3. Le tenseur de courbure riemannienne de (M, g) est le tenseur 3-

covariant, 1-contravariant R = RM défini par :

R(E,F )G = ∇E∇FG−∇F∇EG−∇[E,F ]G, (1.7)

pour E, F , G ∈ Γ(TM).

Suivant des coordonnées locales (x1, . . . , xm), en notant Rlijk la l-ième composante de

R
(
∂
∂xi
, ∂
∂xj

)
∂
∂xk

, les composantes du tenseur de courbure sont données par

Rlijk =
∂Γljk
∂xi

− ∂Γlik
∂xj

+ ΓnjkΓ
l
in − ΓnikΓ

l
jn .

Il est clair que R(E,F ) = −R(F,E) (et que Rlijk = −Rljik).

Par contraction avec la métrique, on peut transformer ce tenseur qui est de type (3, 1)

en un tenseur de type (4, 0) que l’on notera aussi R :

R(E,F,G,H) = g(R(E,F )G,H) , (1.8)
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pour E,F,G ∈ Γ(TM) . Suivant des coordonnées locales (x1, . . . , xm), les composantes

de R, comme un tenseur de type (4, 0), sont

Rijkl := g

(
R

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
∂

∂xk
,
∂

∂xl

)
= glmR

m
ijk

Les propriétés algébriques du tenseur de courbure sont résumées dans la proposition

suivante.

Proposition 1.1.4. Pour tous E, F , G, H ∈ Γ(TM), on a :

(i) R(E,F,G,H) = −R(F,E,G,H) = −R(E,F,H,G).
(ii) R(E,F,G,H) = R(G,H,E, F ).

(iii) R(E,F,G,H) +R(F,G,E,H) +R(G,E, F,H) = 0.

Définition 1.1.5. La courbure de Ricci (ou le tenseur de Ricci) de (M, g) est le champ

de tenseur symétrique 2-covariant, Ric = RicM défini par :

Ric(E,F ) = Trace g(R(E, ·)·, F ) =
m∑

i=1

R(E, ei, ei, F ), (1.9)

où {ei}i est une base orthonormée et E, F ∈ Γ(TM).

L’opérateur de Ricci est le tenseur 1-covariant, 1-contravariant qu’on note aussi Ric =

RicM donné par :

g(Ric(E), F ) = Ric(E,F ) (1.10)

Les composantes de la courbure de Ricci sont données par

Rij = Ric

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
= Rkkij .

Le tenseur de Ricci est symétrique :

Rij = glkRkijl = glkRjlki = glkRljik = Rji .

Définition 1.1.6. La courbure scalaire de (M, g) est la fonction S = SM définie par

S = Trace(Ric) =

m∑

i=1

Ric(ei, ei), (1.11)

où {ei}i est une base orthonormée.

On va voir dans le Chapitre 3 qu’il est pratique de calculer les termes de la courbure de

Ricci à partir des équations de structure de Cartan : Soient (M, g) une variété rieman-

nienne munie d’un repère orthonormé {e1, . . . , em} et {θ1, . . . , θm} le repère formé des

1-formes θ1, . . . , θm duales de e1, . . . , em repectivement. Soit

∇ei =
∑

i

ωijej .
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1.2. CHAMPS DE KILLING

La matrice (ωij) s’appelle la forme de la connexion et les équations de structure prennent

la forme :

dθi =
∑

j

ωij ∧ θj (1.12)

dωij =
∑

k

ωik ∧ ωkj +Ωij . (1.13)

où Ωij(E,F ) = g(R(E,F )ei, ej) pour tous E,F ∈ Γ(TM)

1.2 Champs de Killing

1.2.1 Définition

La dérivée de Lie est une notion de dérivation différente de la connexion. Soit E un

champ de vecteurs sur une variété M . On note ϕ : I ×M → M , où I est un intervalle

de R, le flot associé à E, c’est à dire la solution de l’équation

d

dt
ϕt(x) = E(ϕt(x)) ,

ϕ0(x) = x .

Pour tout t dans un intervalle assez petit, ϕt est un difféomorphisme local.

Définition 1.2.1. La dérivée de Lie d’un tenseur α dans la direction E est

LEα =
d

dt
(ϕ∗

−tα) |t=0

où ϕ∗
−tα est le pull-back de α par le difféomorphisme ϕ−t.

Remarque 1.2.2. (i) La dérivée de Lie ainsi définie satisfait la règle de Leibniz.

(ii) Contrairement à la dérivée covariante, LE n’est pas C∞ linéaire par rapport à E

(voir (3.23)).

Proposition 1.2.3. Soit g une métrique sur M . Pour tous champs de vecteurs E, F et

G, on a

(LGg)(E,F ) = G(g(E,F ))− g([G,E], F )− g(E, [G,F ]) .

Définition 1.2.4. SoitM une variété riemannienne munie d’une métrique g. Un champ

de vecteurs E est un champ de Killing si son flot est un flot d’isométries, ou de manière

équivalente si

LEg = 0 .
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Proposition 1.2.5. Soit E un champ de vecteurs sur une variété riemannienne (M, g).

E est un champ de Killing si et seulement si ∇E est anti-symétrique, c’est à dire pour

tous champs de vecteurs F , G,

g(∇FE,G) + g(∇GE,F ) = 0 .

Exemple 1.2.6. (i) Soit R3 l’espace euclidien de dimension 3 muni des coordonnées

cartésiennes (x1, x2, x3), les trois champs de vecteurs suivants sont des champs de Killing :

E1 = −x2
∂

∂x3
+ x3

∂

∂x2
, E2 = −x3

∂

∂x1
+ x1

∂

∂x3
, E3 = −x1

∂

∂x2
+ x2

∂

∂x1
.

(ii) Soit R4 muni des coordonnées cartésiennes (x1, x2, x3, x4),

E = −x2
∂

∂x1
+ x1

∂

∂x2
− x4

∂

∂x3
+ x3

∂

∂x4

est un champ de Killing.

1.2.2 Champs de Killing sur la sphère S
2

Considérons la sphère S2 ⊂ R3, dont les points sont paramétrés par les coordonnées

sphériques (X1, X2, X3) = (sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ) (θ ∈ [0, π], ϕ ∈ [0, 2π]). Sous

l’action de la projection stéréographique, on a

(X1, X2, X3) → (X1, X2)/(1−X3) = (cot
θ

2
cosϕ, cot

θ

2
sinϕ) ∈ R2 .

On utilisera les coordonnées (x1, x2) sur le plan R2. La métrique canonique sur S2 est

donnée par

h = dθ2 + sin2 θ dϕ2 .

On peut vérifier qu’une base de champs de Killing sur S2 est donnée par

X =
∂

∂ϕ
, Y = sinϕ

∂

∂θ
+ cosϕ cot θ

∂

∂ϕ
, Z = cosϕ

∂

∂θ
− sinϕ cot θ

∂

∂ϕ
.

On expliquera comment ces champs de vecteurs sont exprimés en termes des fonctions

holomorphes sous l’action de la projection stéréographique.

D’après x1 = cot θ2 cosϕ, x2 = cot θ2 sinϕ, on peut écrire

ϕ = arctan
x2
x1
, θ = arctan

(
2|x|

|x|2 − 1

)

où |x| =
√
x12 + x22. Ce qui donne

dθ = −2
x1dx1 + x2dx2
|x|(1 + |x|2) , dϕ =

x1dx2 − x2dx1
|x|2 ,
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1.3. LES GÉOMÉTRIES EN DIMENSION 3

et la métrique sphérique h est donnée suivant les coordonnées (x1, x2) par

h = 4
(dx1

2 + dx2
2)

(1 + |x|2)2 .

Aussi, suivant les coordonnées (x1, x2), les vecteurs
∂
∂ϕ et ∂

∂θ s’écrivent sous la forme

∂

∂ϕ
= −x2

∂

∂x1
+ x1

∂

∂x2
,

∂

∂θ
= −(1 + |x|2)

2|x|

(
x1

∂

∂x1
+ x2

∂

∂x2

)
,

et la base des champs de vecteurs de Killing devient

X = −x2∂1 + x1∂2

Y = −1
2{2x1x2∂1 + (1− x1

2 + x2
2)∂2}

Z = −1
2{2x1x2∂2 + (1 + x1

2 − x2
2)∂1}

Identifions maintenant R2 avec le plan complexe C de la manière standard, et notons

z = x1 + ix2. Une combinaison linéaire arbitraire aX + bY + cZ (a, b, c ∈ R), peut être

écrite suivant les coordonnées complexes comme
(
− c

2 − b
2 i
)
+ iaz +

(
b
2 i− c

2

)
z2. On a

donc la conclusion suivante.

Proposition 1.2.7. Soit R2 muni des coordonnées canoniques (x1, x2) et de la métrique

sphérique canonique h = 4(dx1
2 + dx2

2)/(1 + |x|2)2. Les champs de Killing sur (R2, h)

sont de la forme

α+ icz + αz2 (α ∈ C, c ∈ R) ,

où z = x1 + ix2 et où on a identifié l’espace tangent à R2 avec le plan complexe C en

chaque point.

Il est connu que les champs de vecteurs holomorphes sur la sphère S2, c’est à dire les

sections holomorphes du fibré tangent TS2, sont de la forme

α+ βz + γz2 ,

où α, β, γ sont des constantes complexes arbitraires (voir par exemple [27]). En parti-

culier, les champs de vecteurs de Killing forment un sous-espace réel de dimension 3.

Ceci est important pour l’étude du flot de soliton associé à un espace de type “warped-

product”, comme on va voir dans §3.4.2.

1.3 Les géométries en dimension 3

Il est connu d’après le théorème d’uniformisation de Poincaré que toute surface rieman-

nienne est en bijection conforme avec une autre de courbure de Gauss constante. En
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particulier, toute surface riemannienne fermée (compacte sans bord) est conformément

équivalente au quotient par un groupe discret d’isométries de l’une des trois géométries

suivantes : le plan complexe C, la sphère S2 et le plan hyperbolique H2 munies de leurs

métriques canoniques, de courbure de Gauss 0, 1 et −1 respectivement. Ces métriques

ont la propriété que l’espace est pareil en chaque point et dans toutes les directions. Par

contre, en dimension 3 la situation est plus compliquée.

1.3.1 Définition des géométries

Une variété riemannienne est dite homogène si pour tous x et y dans M il existe une

isométrie de M qui applique x à y. Autrement dit, l’action du groupe d’isométries G =

Isom(M) surM est transitive. Les exemples de base des variétés homogènes sont l’espace

euclidien, la sphère et l’espace hyperbolique.

Définition 1.3.1. Soit Em une variété riemannienne de dimension m homogène sim-

plement connexe.

- On dit que Em est une géométrie s’il existe un sous-groupe H de son groupe

d’isométries G tel que le quotient Em/H est compact.

- Deux géométries sont dites équivalentes s’il existe un difféomorphisme équivariant

entre eux, i.e. un difféomorphisme qui préserve les actions de leurs groupes d’isom-

étries.

1.3.2 Classification des géométries en dimensions 3

Théorème 1.3.2. [54] En dimension 3, il existe exactement huit géométries, à une

équivalence près, connues sous le nom de huit géométries de Thurston.

Les huit géométries de Thurston

1. L’espace euclidien R3 = R2×R muni de la métrique euclidienne dx21+dx22+dx23 .

2. La sphère S3 munie de sa métrique canonique de courbure constante égale à 1 .

3. L’espace hyperbolique H3 munie de sa métrique canonique de courbure constante

égale à −1 .

4. La géométrie S2 × R munie du produit des métriques canoniques sur S2 et R .

5. La géométrie H2 × R munie du produit des métriques canoniques sur H2 et R .

6. Le groupe de Heisenberg Nil :

C’est le groupe multiplicatif des matrices triangulaires supérieures de dimension

3× 3 et qui sont de la forme suivante


1 −x1 x3

0 1 x2

0 0 1



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1.3. LES GÉOMÉTRIES EN DIMENSION 3

Cela fournit une loi (non-commutative) sur R3 donnée par :

(x1, x2, x3).(y1, y2, y3) = (x1 + y1, x2 + y2,−x1 + y3 + x3y2)

Nil est ce groupe muni de la métrique invariante à gauche qui se réduit à dx21 +

dx22 + dx23 en la matrice identité. Cette métrique est donnée par dx21 + dx22 +

(x1dx2 + dx3)
2 . On peut alors identifier Nil à

(
R3, dx21 + dx22 + (x1dx2 + dx3)

2
)

7. La géométrie S̃L2(R) qui désigne le revêtement universel du groupe de Lie SL2(R)

muni de sa métrique canonique (1.14). En effet :

c’est un fibré ayant pour base le plan hyperbolique H2 = (R2
+, g

H
+ ) où R2

+ =

{(x1, x2) ∈ R2|x1 > 0} et gH+ =
dx2

1
+dx2

2

x2
1

. Posons z = x1 + ix2 , alors d’après la

section 1.4.3, toute isométrie de H2 est de la forme

z → az + b

cz + d

pour une certaine matrice

(
a b

c d

)
∈ SL2(R) .

Ce qui identifie le groupe d’isométries de H2, Isom(H2) à son groupe quotient

PSL2(R) = SL2(R)/{±I} . D’autre part, soit T 1H2 le fibré tangent unitaire

de H2 muni de la métrique de Sasaki (la métrique canonique provenant de la

métrique sur la variété) donc la projection naturelle est une submersion rieman-

nienne ayec des fibres totalement géodésiques et alors par transitivité Isom(H2)

agit sur T 1H2 et le stabilisateur des points de la variété est trivial.

Comme on peut identifier Isom(H2) avec T 1H2, cela permet de définir naturelle-

ment une métrique sur Isom(H2) et par suite sur PSL2(R), qui est par construc-

tion invariante à gauche. Aussi cette métrique fournit une métrique sur SL2(R)

et donc sur son revêtement universel.

L’identification du plan hyperbolique H2 à (R2
+, g

H
+ ) induit une identification de

S̃L2(R) à R3
+ = R× R2

+ .

La métrique de Sasaki donne la métrique sur R3
+ sous la forme

g =
dx21 + dx22

x21
+

(dx2 + x1dx3)
2

x21
. (1.14)

Donc

S̃L2(R) ∼= (R3
+, g) .
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8. La géométrie Sol : Considérons le groupe de Lie donné par R3 muni de la multi-

plication

(x1, x2, x3)(y1, y2, y3) = (x1 + y1, x2 + e−x1y2, x3 + ex1y3) .

La géométrie Sol correspond à ce groupe de Lie muni de la métrique invariante à

gauche qui se réduit à dx21+dx22+dx23 en l’élément unité (0, 0, 0). Cette métrique

est donnée par dx21 + e2x1dx22 + e−2x1dx23. Donc on peut identifier Sol à

(R3, dx21 + e2x1dx22 + e−2x1dx23)

D’une manière analogue (mais plus complexe) au théorème d’uniformisation de Poincaré

en dimension 2, la conjecture de géométrisation de Thurston (en 1976) affirme que toute

variété compacte de dimension 3 peut être décomposée en des sous-variétés (séparées

par des sphères et des tores) telles que chacune de ces sous-variétés est équivalente au

quotient par un groupe discret d’isométries de l’une des huit géométries indiquées ci-

dessus. Cette conjecture a été démontrée par G. Perelman en 2003 [49], [50], [51].

1.4 Structure conforme

Un des théorèmes les plus célèbres en géométrie est le théorème d’existence de coor-

données isothermes, dû à Gauss en 1822. Il s’agit d’un problème motivé par la cartogra-

phie, qui consiste à représenter les parties d’une surface donnée sur une autre surface

de telle sorte que la représentation soit localement semblable à l’originale, autrement

dit, une représentation conforme. Un exemple de telle représentation est la projection

stéréographique, une manière de représenter la sphère ronde sur un plan. La propriété

remarquable de cette projection est qu’elle préserve les angles entre les courbes. Cette

propriété est dite conforme.

1.4.1 Classe d’équivalence d’une métrique

Définition 1.4.1. Soient g et g̃ deux métriques riemanniennes définies sur une variété

lisse M . On dit que g et g̃ sont conformément équivalentes s’il existe une fonction lisse

α :M →]0,∞) telle que g̃ = α2g .

Il est clair que c’est une relation d’équivalence.

Définition 1.4.2. Une classe d’équivalence d’une métrique est dite une structure conforme,

et une variété munie d’une structure conforme est dite une variété conforme.
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Cette notion a une importance particulière quand M est une surface riemannienne, (i.e.

une variété riemannienne de dimension 2), c’est que dans ce cas la structure conforme

sur la variété est unique (toute métrique est localement conforme à toute autre métrique

sur la variété) et cela est dû à l’existence des coordonnées isothermes.

Théorème 1.4.3. (Existence des coordonnées isothermes)

Soit (M2, g) une surface riemannienne.

(i) En chaque point p de M il existe un voisinage ouvert U et des coordonnées locales

(x, y) dans U tels que

g = µ2(dx2 + dy2)

où µ est une fonction lisse positive sur U . Ces coordonnées (x, y) sont dites coordonnées

isothermes [53].

(ii) Pour les coordonnées isothermes (x, y) on a

∇M
∂/∂x

∂

∂x
+∇M

∂/∂y

∂

∂y
= 0 .

Remarque 1.4.4. [38] La notion de “isotherme” est dûe à Lamé qui a étudié les

problèmes liés à l’équation de chaleur sur les surfaces, où ce genre de coordonnées appa-

rait.

Définition 1.4.5. Soit ϕ : (M, g) 7→ (N, h) une application lisse entre deux variétés

riemanniennes et soit x ∈ M . On dit que ϕ est (faiblement) conforme en x s’il existe

un réel Λ(x) tel que

h(dϕx(E), dϕx(F )) = Λ(x)g(E,F ) pour tous E,F ∈ TxM .

Bien évidemment Λ(x) ≥ 0, en particulier, il existe une fonction continue λ : M →
[0,∞) telle que λ(x)2 = Λ(x) est lisse. λ(x) est dit le facteur de conformalité de ϕ en x .

Exemple 1.4.6. L’exemple trivial d’une application conforme est l’application

Rm → Rn

(x1, . . . , xm) 7→ (x1, . . . , xm, 0, . . . , 0)

où m ≤ n . On dit que c’est une immersion isométrique (ou immersion riemannienne),

i.e. une application conforme avec un facteur de conformalité constant égal à 1.

Exemple 1.4.7. Toute application holomorphe (ou anti-holomorphe) définie sur un

ouvert de C, à valeurs dans Cm est conforme.

Exemple 1.4.8. L’application identique (M, g) → (M,h) est conforme si et seulement

si les métriques g et h sont conformément équivalentes.
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1.4.2 Projection stéréographique

La projection stéréographique est une manière de représenter la sphère ronde sur un

plan. Autrement dit, c’est une application conforme qui donne l’identification de la

sphère unité S2 avec le plan complexe compactifié C ∪ {∞} . Elle a été décrite par W.

Atkinson en 1912 ; elle a la propriété que les cercles sur la sphère restent des cercles après

la projection sur le plan.

Définition 1.4.9. La projection stéréographique (du pôle nord) est l’application π :

S2 \ {(0, 0, 1)} → C ∪ {∞} donnée par

π(x1, x2, x3) =
x1 + ix2
1− x3

=
1 + x3
x1 − ix2

,

son inverse est donné par

π−1(z) =
1

1 + |z|2 (2z, |z|
2 − 1) pour tout z ∈ C ∪ {∞} .

Géométriquement, l’image d’un point x ∈ S2 \ {(0, 0, 1)} par π est l’intersection de la

droite qui relie le pôle nord N(0, 0, 1) et le point x, avec le plan équatoriel, x3 = 0 dans

R3 .

Par cette transformation, tous les méridians (les grands cercles qui passent par le pôle

nord et le pôle sud) s’étalent en des droites et tous les cercles parallèles se transforment en

d’autres cercles du plan tout en restant orthogonaux aux droites images des méridians.

La propriété remarquable de cette projection est qu’elle préserve les angles entre les

courbes, autrement dit, elle est conforme.

Figure 1.1 – La projection stéréographique du pôle nord
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Plus généralement, on peut définir la projection stéréographique en dimension m.

Définition 1.4.10. La projection stéréographique π : Sm \{(0, 1)} → Rm est définie par

π(x) =
x̃

1− xm
avec x = (x̃, xm) = (x0, x1, . . . , xm) ∈ Sm .

1.4.3 Transformation de Möbius

En analyse complexe, les transformations de Möbius sont des applications conformes

spéciales qui correspondent aux difféomorphismes de la sphère de Riemann.

Définition 1.4.11. Une transformation de Möbius du plan complexe est une application

de la forme

f(z) =
az + b

cz + d
, a, b, c, d ∈ C tels que ad− bc 6= 0 .

(La condition ad− bc 6= 0 garantit que f ne soit pas constante).

Quand z → ∞, f(z) → a
c si c 6= 0 et f(z) → ∞ si c = 0 ; avec f(−d

c ) = ∞ . On peut

alors voir f comme une application du plan complexe compactifié Ĉ = C ∪ {∞} dans

Ĉ . De manière générale, les transformations de Möbius sont des automorphismes de R̂m

(la compactification de l’espace euclidien de dimension m) définies comme la composée

d’un nombre fini d’inversions par rapport à des hyperplans ou des hypersphères.

Proposition 1.4.12. [57] Chaque transformation de Möbius dans R̂m est de la forme

ϕ(x) = b+
αA(x− a)

|x− a|ǫ

où a, b ∈ Rm, α ∈ R, A est une matrice orthogonale et ǫ ∈ {0, 2}.

Le théorème de Liouville affirme qu’en dimension m ≥ 3, toute transformation conforme

localement définie dans Rm est la restriction d’une transformation de Möbius.

Proposition 1.4.13. [12] (Théorème de Liouville)

Soit ϕ : U → Rm ou Sm une application conforme définie sur un ouvert U de Rm ou

Sm, avec m ≥ 3, alors ϕ est identifiée à un élément du groupe de Möbius, i.e. c’est une

composition d’homothéties et d’inversions.
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Figure 1.2 – La partie colorée sur le plan est l’image d’un simple carré dans le plan

après une transformation de Möbius : la partie colorée sur la sphère

est l’image du carré original après application de l’inverse de la projection

stéréographique, après on effectue une rotation sur la sphère et on projette de nouveau

sur le plan.

1.5 Applications semi-conformes et fonctions conjuguées

Les applications semi-conformes sont des applications définies sur une variété rieman-

nienne qui sont conformes sur le complément orthogonal des fibres. On va caractériser

ces applications en termes de coordonnées locales et en termes d’une base orthonormée

adaptée, on va donner des exemples et puis on va expliquer le lien avec les fonctions

conjuguées.

1.5.1 Applications semi-conformes

Définition 1.5.1. Soient ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application lisse et x ∈ M .

On dit que ϕ est semi-conforme ou horizontalement (faiblement) conforme en x si elle

satisfait l’une des deux conditions suivantes :

(i) dϕx = 0 (i.e. x est un point singulier),

(ii) dϕx est surjective et il existe Λ(x) 6= 0, tel que

h(dϕx(X), dϕx(Y )) = Λ(x)g(X,Y ) , (1.15)

où X et Y sont des vecteurs dans l’espace horizontal Ker(dϕx)
⊥ .

Un point de M de type (ii) est dit un point régulier. Suivant des coordonnées locales

(x1, . . . xm) et (y1, . . . yn) au voisinage des points x et ϕ(x) respectivement, on peut écrire
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(1.15) comme

gij(x)
∂ϕα

∂xi
(x)

∂ϕβ

∂xj
(x) = Λ(x)hαβ(ϕ(x)) ∀α, β = 1, . . . , n (1.16)

Dans toute la suite, on optera pour la dénomination semi-conforme.

Définition 1.5.2. Soit ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application lisse. On dit que ϕ est

semi-conforme sur M si elle est semi-conforme en tout point de M . Si tous les points

de M sont réguliers, on dit que M est une submersion (semi-)conforme.

On désigne par Vx l’espace vertical Ker(dϕx) et Hx son orthogonal, l’espace horizontal

Ker(dϕx)
⊥. En posant Λ(x) = 0 si x est un point singulier, on a

Λ(x) =
1

n
| dϕx |2 ,

où |dϕx|2 est la norme de Hilbert-Schmidt donnée par

|dϕx|2 =
m∑

i=1

h(dϕx(ei), dϕx(ei)) (1.17)

avec {ei} une base orthonormée du plan tangent TxM . La fonction Λ est alors lisse sur

M , même aux points critiques. Sa racine carrée λ =
√
Λ est appelée la dilatation de

l’application ϕ.

L’exemple trivial d’une submersion conforme est :

Exemple 1.5.3. (La projection orthogonale)

Rm → Rn

(x1, . . . , xm) 7→ (x1, . . . , xn)

où m ≥ n ≥ 1. On dit que c’est une submersion riemannienne, c’est à dire une applica-

tion semi-conforme de dilatation constante égale à 1.

Notons qu’une application semi-conforme de dilatation constante non-nulle n’est autre

qu’une submersion riemannienne à un scalaire près.

Exemple 1.5.4. (La fibration de Hopf)

Soit S2 la sphère canonique de courbure sectionnelle constante égale à 1. La fibration de

Hopf est donnée par

S3 → S2

(z0, z1) 7→ (|z0|2 − |z1|2 , 2z̄0z1) (1.18)

pour z0, z1 ∈ C tels que |z0|2 + |z1|2 = 1 . C’est une submersion conforme de dilatation

constante égale à 2.
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Figure 1.3 – Fibration de Hopf de S3 représentée par projection dans R3

Exemple 1.5.5. (La projection radiale)

Pour tout m ∈ N∗, l’application

Rm \ {0} → Sm−1

x 7→ x

|x|

est une submersion semi-conforme de dilatation λ(x) = 1
|x| .

Proposition 1.5.6. Soit ϕ : (Mm, g) → (Nn, h) une application lisse entre deux variétés

riemanniennes et soit x ∈ M , alors ϕ est semi-conforme en x de dilatation λ(x) si et

seulement si soit dϕ(x) = 0 soit, pour toute base orthonormée {Yα} en ϕ(x), il existe

une base orthonormée {Xi} en x telle que

dϕx(Xi) =

{
λ(x)Yi pour i = 1, . . . , n

0 pour i > n

Il est clair que la notion de semi-conformalité généralise naturellement la notion de

conformalité.

Proposition 1.5.7. Soit ϕ : (Mm, g) → (Nm, h) une application lisse, alors ϕ est

semi-conforme si et seulement si ϕ est conforme.

Dans le cas d’une application définie sur une variété riemannienne à valeurs complexes,

on a la proposition suivante :
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Proposition 1.5.8. [12] Soit ϕ : (Mm, g) → C une application différentiable, alors ϕ

est semi-conforme si et seulement si

m∑

i,j=1

gij
∂ϕ

∂xi

∂ϕ

∂xj
= 0 , (1.19)

où (x1, . . . , xm) est un système de coordonnées locales sur M .

En particulier, siM = Rm muni de la métrique canonique, l’équation (1.19) est équivalente

à l’équation du premier ordre
m∑

i=1

(
∂ϕ

∂xi

)2

= 0 , (1.20)

où (x1, . . . , xm) sont les coordonnées canoniques sur R
m.

On indique ci-dessous quelques objets géométriques associés à une application semi-

conforme ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h), qu’on utilisera dans la suite.

- On désigne par V etH les distributions verticale et horizontale données par Ker dϕ

et son orthogonal (Kerdϕ)⊥ respectivement. Pour un champ de vecteurs E, on

désigne par VE et HE les projections orthogonales de E sur les distributions V
et H respectivement.

- Pour x ∈M , {ei}i=1,...,m désigne une base orthonormée en x, de même {ea}a=1,...,n

et {er}r=n+1,...,m désignent des bases orthonormées horizontale et verticale en x,

adaptées aux distributions H et V.
- µ est la courbure moyenne des fibres i.e. c’est le champ de vecteurs donné par

µ =
1

m− n

m−n∑

r=1

H∇erer

- I désigne le tenseur d’intégrabilité de la distribution horizontale H :

I : TM × TM → TM

(X,Y ) 7→ V [HX,HY ]

- τ(ϕ) est le champ de tension de ϕ, c’est la section τ(ϕ) ∈ Γ(ϕ−1TN) définie par

τ(ϕ) = div dϕ = −d∗dϕ = Traceg∇dϕ =
m∑

i=1

∇dϕ(ei, ei) ,

L’équation fondamentale d’une submersion semi-conforme qui donne la relation entre le

champ de tension, la dilatation et la courbure moyenne des fibres est la suivante [12] :

τ(ϕ) = −(n− 2)dϕ(grad lnλ)− (m− n)dϕ(µ) . (1.21)
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1.5.2 Applications semi-conformes définies sur les géométries en di-

mension 3

Dans le Chapitre 3, on va construire des solitons de Ricci en déformant la métrique

par rapport à une application semi-conforme. Les géométries de Thurston vont jouer un

rôle important dans cette construction. Parmi les huit géométries définies dans §1.3.2,
les produits R3 = R2 × R, S2 × R et H2 × R admettent des projections canoniques sur

le premier facteur qui sont tous des submersions riemanniennes. L’application de Hopf,

qu’on a étudié dans §1.5.1, détermine une submersion semi-conforme (avec dilatation

constante) de S3 dans S2.

Il y a plusieurs projections semi-conformes naturelles de l’espace hyperbolique dans

une surface, par exemple, la projection radiale sur la sphère et la projection orthogo-

nale sur H2 (voir [12]). Lorsqu’on prend le modèle du demi-espace (R3
+, g) muni de la

métrique g = (dx1
2 +dx2

2 +dx3
2)/x1

2, la projection à l’hyperplan à l’infini donnée par

ϕ(x1, x2, x3) = (x2, x3) est semi-conforme avec dilatation λ(x) = es où s est la distance

hyperbolique de x à l’hyperplan x1 = 1 [12].

Lorsqu’on identifie la géométrie Nil avec (R3, g) où g est la métrique

g = dx1
2 + dx2

2 + (x1dx2 + dx3)
2

(voir §1.3.2), la projection ϕ : Nil → R2 donnée par ϕ(x1, x2, x3) = (x1, x2) est une

submersion riemannienne (une application semi-conforme avec dilatation identiquement

égale à 1). On remarque que par rapport à cette projection, les fibres sont minimaux et

la distribution horizontale n’est pas intégrable (comme pour l’application de Hopf). La

géométrie Sol = (R3, g) où g = dx1
2 + e2x1dx2

2 + e−2x1dx3
2 est munie d’une projection

semi-conforme ϕ : Sol → (R2, h) où h = dx1
2 + e2x1dx2

2 donnée par ϕ(x1, x2, x3) =

(x1, x2). Dans ce cas la dilatation λ ≡ 1 et la distribution horizontale est intégrable,

pourtant les fibres ne sont pas minimaux [12]. On remarque qu’après le changement de

variable u = e−x1 , la métrique du codomaine se transforme en h = (du2+dx2
2)/u2 avec

u > 0, ce qui correspond à la métrique hyperbolique sur le demi-plan.

Enfin, lorsqu’on identifie la géométrie S̃L2(R) avec (R3, g) où

g =
dx1

2 + dx2
2

x12
+

(
dx2
x1

+ dx3

)2

,

la projection ϕ : S̃L2(R) → (R2
+, h) donnée par ϕ(x1, x2, x3) = (x1, x2) est semi-conforme

par rapport à la métrique hyperbolique h = (dx1
2 + dx2

2)/x1
2 sur le codomaine.
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1.5.3 Fonctions conjuguées

Soient f et g deux fonctions réelles définies sur une variété riemannienne (Mm, δ).

Définition 1.5.9. f et g sont dites conjuguées si

∀x ∈M, |∇f(x)| = |∇g(x)| et δ(∇f(x),∇g(x)) = 0 ,

Exemple 1.5.10. Soit R3 muni des coordonnées (x1, x2, x3). Les fonctions f et g

définies sur R3\{x2 = x3 = 0} par :

f = x2
x1

2 + x2
2 + x3

2

x22 + x32
g = x3

x1
2 + x2

2 + x3
2

x22 + x32
,

sont des fonctions conjuguées. De même pour les deux fonctions f et g définies sur

R3\{0} par :

f = log
√
x12 + x22 + x32 g = arccos

x1√
x12 + x22 + x32

.

D’après la définition (1.5.9), on peut dire que f et g sont conjuguées, si et seulement si,

(∇ϕ)2 = 0, (1.22)

où ϕ : M → C est donnée par ϕ := f + ig et (∇ϕ)2 = 〈∇ϕ,∇ϕ〉 où 〈., .〉 désigne

le prolongement C-linéaire de δ à l’espace tangent complexifié TCM . L’équation (1.22)

signifie que le champ de vecteurs (complexe) ∇ϕ est isotropique en chaque point. D’après

les équations (1.19) et (1.22) on a la proposition suivante :

Proposition 1.5.11. Soit ϕ :M → C une application différentiable à valeurs dans une

surface telle que ϕ := f + ig où f et g sont deux fonctions réelles différentiables définies

sur M . Alors,

ϕ est semi− conforme si et seulement si f et g sont conjuguées.

Exemple 1.5.12. (Les cercles de Villarceau)

Soit

H : R3 σ−1

−→ S3
π−→ S2

σ−→ R2

où σ désigne la projection stéréographique de Sk dans Rk ∪ {∞}, σ−1 son inverse et π

est la fibration de Hopf de S3 dans S2 donnée par (1.18).

H est une application semi-conforme puisqu’elle s’agit de la composée d’applications

semi-conformes.

Soit R3 muni des coordonnées (x1, x2, x3). On peut expliciter H = (f, g) avec les expres-

sions

f =
(1− |x|2

2 )x2 +
√
2x1x3

x22 + x32
et g =

(1− |x|2
2 )x3 −

√
2x1x2

x22 + x32
.
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Comme H est semi-conforme, ses composantes f et g sont conjuguées. Les fibres de cette

application sont des cercles, appelés cercles de Villarceau, sur des tores dans l’espace

comme le montre la figure 1.3.

Remarque 1.5.13. (i) Il est clair que la propriété que deux fonctions soient conjuguées

est une propriété conformément invariante.

(ii) Pour la définition des fonctions conjuguées, la régularité des fonctions n’est pas

nécessaire, il suffit que ces fonctions soient Lipschitziennes pour que cette propriété soit

bien définie, comme par exemple les deux fonctions conjuguées sur R3, f et g suivantes :

f =
√
x12 + x22 g = x2 .

En effet, d’après le théorème de Radamacher, la dérivée de toute application Lipschit-

zienne existe presque partout. Or, il suffit que la dérivée existe en un point pour parler

de la notion de semi-conformalité en ce point. Comme Lipschitz entrâıne la continuité,

l’application se prolonge continument à travers les points où la dérivée n’est pas définie.

Théorème 1.5.14. Soit f une fonction lisse définie sur une variété M de dimension

2, alors f admet, localement, une conjuguée si et seulement si f est harmonique, i.e. f

vérifie l’équation de Laplace ∆f = 0 .

Démonstration. Si f admet une fonction conjuguée g, alors ϕ = f+ig est une application

semi-conforme et donc d’après (4.35) on a

(∇ϕ)2 = 0 ,

ce qui est équivalent à

∂ϕ

∂z

∂ϕ

∂z̄
= 0 ,

où ∂
∂z = 1

2

(
∂
∂x − i ∂∂y

)
et ∂

∂z̄ = 1
2

(
∂
∂x + i ∂∂y

)
, ce qui signifie que ϕ est ou bien holomorphe

ou bien anti-holomorphe et par suite sa partie réelle f est harmonique.

Réciproquement, si f est harmonique alors la 1-forme

θ = −∂f
∂y

dx+
∂f

∂x
dy ,

est fermée, il s’ensuit qu’il existe une fonction g telle que θ = dg sur un certain domaine

simplement connexe, et dans ce cas ϕ = f + ig est holomorphe puisqu’elle vérifie les

conditions de Cauchy-Riemann, donc ∂ϕ
∂z̄ = 0, et par suite f et g sont conjuguées.
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1.5.4 Lien avec les feuilletages conformes

La notion de feuilletage conforme a été introduite par Vaisman en 1979 (voir [12]).

Il s’agit d’un feuilletage pour lequel le transport de Lie de la métrique le long d’une

feuille est conforme sur l’espace orthogonal. Des cas particuliers sont des feuilletages

différentiables de codimension 1.

Définition 1.5.15. On dit que F est un feuilletage C∞ d’une variété riemannienne

(Mm, g) de codimension n si F détermine une décomposition de M en sous-ensembles

connexes Lα (dits les feuilles), tel que pour chaque x ∈ M , il existe un voisinage W de

x et une submersion ϕ : W → Nn à valeurs dans une variété de dimension n, tels que

les fibres de ϕ correspondent aux composantes connexes de W ∩ Lα. L’application ϕ est

dite submersion distinguée par rapport à F .

Notons que les feuilles Lα déterminent une décomposition de l’espace tangent TxM =

Hx ⊕ Vx en chaque point, où Vx est tangent aux feuilles et Hx = V⊥
x .

Définition 1.5.16. Un feuilletage F est dit conforme si pour tous x ∈ M , V ∈ Vx,
X,Y ∈ Hx ,

(LV g)(X,Y ) = ν(V )g(X,Y )

où ν est une fonction qui dépend uniquement de x et de V .

Théorème 1.5.17. [12] Soit ϕ : (Mm, g) → (Nn, h) une submersion semi-conforme.

Alors les fibres de ϕ déterminent un feuilletage conforme de Mm. Réciproquement, si F
est un feuilletage conforme de (Mm, g), alors pour tout x ∈M , il existe un voisinage W

de x, une submersion distinguée ϕ : W → Nn et une métrique h sur Nn par rapport à

laquelle ϕ : (W, g|W ) → (Nn, h) est semi-conforme.

On montre dans le Chapitre 3 que si F est un feuilletage conforme de dimension 1,

(LV g)(X,Y ) = −2V (lnλ)g(X,Y ) pour V ∈ Vx, et X,Y ∈ Hx ,

où λ est la dilatation associée à la submersion distinguée dans le théorème précédent.

1.5.5 Invariants conformes

Dans la section qui suit, on étudiera la caractérisation des fonctions conjuguées en dimen-

sion 3. Ce qui jouent un rôle essentiel dans cette étude sont les invariants différentiables

conformes. Une liste d’invariants conformes essentiels pour la caractérisation complète

de ces fonctions est donnée dans [7], de façon que toutes les conditions nécessaires et

suffisantes dans les différents cas sont exprimées en fonction de ces invariants.
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Soit f une fonction lisse définie sur un ouvert U ⊆ R3. Considérons la notation des

dérivées partielles de f suivante :

fi =
∂f

∂xi
, fij =

∂2f

∂xi∂xj
, fijk =

∂3f

∂xi∂xj∂xk
, . . .

C’est équivalent à

fi = ∇if, fij = ∇i∇jf, fijk = ∇i∇j∇kf, . . .

où ∇i est la connexion plate sur R3, ou en cas plus général, la connexion de Levi-Civita

sur une variété riemannienne. Dans la suite on adoptera la convention de sommation

d’Einstein. On fait monter et descendre les indices avec la métrique euclidienne δij et

un indice répété signale la contraction suivant cet indice. Considérons le changement

conforme de la métrique δij en δ̂ij suivant

δ̂ij = Ω2δij ,

où Ω est une fonction lisse non-nulle en chaque point de U , et δ̂ij est aussi plate. Notons

∇̂i la connexion associée à δ̂ij et

f̂i = ∇̂if, f̂ij = ∇̂i∇̂jf, f̂ijk = ∇̂i∇̂j∇̂kf, . . .

La connexion ∇̂i est exprimée en fonction de ∇i par :

∇̂iΦj = ∇iΦj −ΥiΦj −ΥjΦi + δijΥ
kΦk ,

pour toute 1-forme Φj , où Υi = ∇i log Ω (voir [12]) sont les solutions de

∇iΥj = ΥiΥj −
1

2
δijΥ

kΥk .

Il s’ensuit que :

f̂i = fi

f̂ij = fij − 2Υ(ifj) + δijΥ
kfk

f̂ijk = fijk − 6Υ(ifjk) + 3δ(ijΥ
pfk)p

+ 6Υ(iΥjfk) − 3δ(ijΥk)Υ
pfp −

3

2
ΥpΥpδ(ijfk)

où la notation de parenthèses dans les indices désigne la symétrisation suivant les indices

qui sont inclus dans la parenthèse, par exemple : Υ(ifj) =
1
2 (Υifj +Υjfi).
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Définition 1.5.18. Un invariant conforme de f de densité w est un polynôme

I = I(δij , f, fi, fij , fijk, . . .) ,

qui, après un changement conforme de la métrique δ̂ij = Ω2δij, change de la façon

suivante :

I(δ̂ij , f̂ , f̂i, f̂ij , f̂ijk, . . .) = ΩwI(δij , f, fi, fij , fijk, . . .) ,

pour tout scalaire conforme Ω produisant une métrique plate à partir de la métrique plate

initiale.

Dans [7] il y a une grande liste d’invariants conformes et il y a une explication détaillée des

différentes manières pour la construction de ces invariants. Dans notre cas on s’intéresse

notamment aux trois invariants conformes X, Y , Z suivants, qui sont de densité −6, −8

et −4 respectivement :

X := 2f ji fjf
ikfk − f ifif

jkfjk + f ifi(f
j
j )

2 , (1.23)

Y := Z2 − 2JX , (1.24)

Z := f ijfifj + f ifif
j
j , (1.25)

avec J l’invariant conforme élementaire de densité −2 donné par :

J := f ifi.

Remarque 1.5.19. Z n’est autre que le 3-Laplacien à un multiple près.

Z =
√
Jdiv(|∇f | ∇f)

Pour la construction de Z par exemple, on a la proposition suivante :

Proposition 1.5.20. Si ϕi est un invariant conforme de densité −1, alors ϕi 7→ ∇iϕi

est aussi un invariant conforme.

On applique cette proposition pour la 1-forme J1/2fi qui est un invariant conforme de

densité -1, ce qui implique que J1/2∇j [J1/2fj ] est aussi un invariant conforme (étant le

produit de deux invariants conformes) avec

J1/2∇j [J1/2fj ] =
1

2
[∇jJ ]fj + J∇jfj = f ijfifj + f ifif

j
j = Z .

Il y a d’autres propriétés, comme par exemple, si ϕj est un invariant conforme de densité

2, alors ϕj 7→ ∇(iϕj) − 1
3∇kϕkδij est un invariant conforme.

On verra dans la section suivante comment ces trois invariants X, Y et Z jouent un rôle

essentiel dans la caractérisation des fonctions conjuguées.
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1.6. CARACTÉRISATION DES FONCTIONS CONJUGUÉES EN DIMENSION 3

1.6 Caractérisation des fonctions conjuguées en dimension

3

Comme on a déjà mentionné au début de ce chapitre, la question importante qui se

pose est : étant donnée une fonction réelle f lisse définie sur une variété riemannienne

M de dimension 3, quand est-ce que f admet-elle une fonction conjuguée g ? Dans

cette section on va donner des conditions nécessaires pour qu’une fonction admette une

conjuguée dans un domaine de l’espace euclidien R3 . Dans cette dimension, toutes les

conditions nécessaires et suffisantes ont été déterminées dans [7]. Pour les dimensions

plus grandes le problème est non-résolu.

Dans toute cette section, M désigne un domaine de R3 et f : M → R est une fonction

lisse sur M .

1.6.1 Condition nécessaire

Théorème 1.6.1. [7] (Une condition nécessaire)

Si f admet une conjuguée, alors f vérifie l’inégalité différentielle suivante :

X := 2f ji fjf
ikfk − f ifif

jkfjk + f ifi(f
j
j )

2 ≤ 0. (1.26)

D’après la définition (1.5.9), si f admet une conjuguée, alors il existe une 1-forme fermée

ωj (cette notation veut dire ωjdx
j qui serait la forme duale de la conjuguée de f) telle

que :

f jωj = 0 et ωjωj = f jfj . (1.27)

Pour que la réciproque soit vrai, il faut que ωj soit localement exacte.

En dérivant (1.27) par ∇i, on a :

f ij + ωijfj = 0 et ωijωj = f ijfj . (1.28)

En appliquant une transvection par fi à la deuxième équation de (1.28), puis en utilisant

la première pour éliminer le terme ωijfi et en utilisant que ωij = ∇iωj est symétrique,

on a l’équation :

f ijωiωj + f ijfifj = 0. (1.29)

Proposition 1.6.2. Si f admet une fonction conjuguée, alors il existe une 1-forme ωj

telle qu’on a le système d’équations suivant :




f iωi = 0

ωiωi = f ifi

f ijωiωj + f ijfifj = 0

(1.30)

Remarque 1.6.3. Toute solution de (1.30) est dite une direction conjuguée de f .
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1.6.2 Normalisation

Pour simplifier les choses on peut procéder en utilisant les coordonnées normalisées

autour d’un point fixe x . Supposons que f3 6= 0, alors on peut faire une rotation du

gradient de f pour qu’il soit dirigé dans la direction de l’axe des x3. En plus, comme la

forme quadratique fij est symétrique, on peut faire une diagonalisation orthogonale de sa

restriction au plan orthogonal à f3. Autrement dit, suivant les coordonnées normalisées,

on peut supposer qu’au point x :

f1 = f2 = 0 et f12 = 0. (1.31)

Dans ce cas, les expressions de X, Y , et Z données dans (1.23) se simplifient en

X = 2(f3)
2(f11 + f33)(f22 + f33) ,

Y = (f3)
4(f11 − f22)

2 ,

Z = (f3)
2(f11 + f22 + 2f33) ,

et le système (1.30) devient :





ω3 = 0

ω2
1 + ω2

2 = f23

f11ω
2
1 + f22ω

2
2 + f33f

2
3 = 0

(1.32)

On distingue les trois cas suivants :

- 1er cas : X < 0 :

Dans ce cas, il existe exactement 4 directions conjuguées distinctes (ω, η,−ω,−η).

ω

η−ω

−η

- 2ème cas : X = 0 et Y 6= 0 :

Dans ce cas, il existe exactement 2 directions conjuguées distinctes (ω et −ω).
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ω

−ω
- 3ème cas : X = 0 et Y = 0 : Dans ce cas, les deux équations se confondent et

alors on a une infinité de solutions.

1.6.3 Intégrabilité des directions conjuguées (Conditions suffisantes)

On peut caractériser les fonctions ayant X = Y = 0 et admettant une conjuguée par le

théorème suivant :

Théorème 1.6.4. [7] Soit f une fonction réelle lisse (non-constante) telle que X(f) =

Y (f) = 0, alors f est l’une des quatre fonctions suivantes (à un multiple scalaire et à

des transformations conformes près) :

x1
1

2
log(x1

2 + x2
2 + x3

2) arctan

(
x3
x2

)
x1

x12 + x22 + x32

ayant les conjuguées correspondantes suivantes

x2 arctan

(
x3
x2

)
1

2
log(x1

2 + x2
2 + x3

2)
x2 cos θ + x3 sin θ

x12 + x22 + x32
.

Pour le cas générique X < 0, on donne dans [7] la preuve qu’il existe trois équations qui

complètent la caractérisation des fonctions ayant une conjuguée avec X < 0 (notons que

la fonction et sa conjuguée ont le même X). Mais vu la complexité de ces équations, on

va présenter seulement celle qui est la plus simple parmi les trois :

Proposition 1.6.5. Soient S, R et V les invariants conformes donnés par

S = f i (J∇iX − 3X∇iJ)

R = f i (J∇iZ − 2Z∇iJ)

V = 4Jǫjkl
(
Jf ikQij − f iQijfkmf

m
)
fl

où Qij = f ijkfk − 2f ikfk
j. Localement, une fonction f lisse telle que X(f) < 0 admet

une fonction conjuguée si et seulement si f vérifie (1.26),

P := 2(ZS − 2XR+ 2XY )2 +XV 2 = 0

et deux autres équations, toutes exprimées en fonction d’une longue liste d’invariants

conformes.
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On remarque que les équations caractérisant les fonctions conjuguées en dimension trois

sont assez compliquées de façon qu’il est presque impossible d’obtenir des solutions à

partir d’une résolution directe de ces équations. Ce qui motive l’ansatz considéré dans

le Chapitre 2.

1.7 Applications harmoniques, biharmoniques et morphismes

harmoniques

Dans le concept des espaces harmoniques de Brelot, les morphismes harmoniques ont

été introduits par Constantinescu et Cornea en 1965 [21]. Une propriété des applications

holomorphes entre surfaces de Riemann est qu’elles préservent les fonctions harmoniques

dans le sens que le pull-back d’une fonction harmonique (définie localement) par une telle

application est harmonique. Un morphisme harmonique entre variétés riemanniennes est

défini comme une application continue qui préserve les fonctions harmoniques. Dans le

Chapitre 4 on va étudier des applications pour lesquelles le pull-back d’une fonction

harmonique est biharmonique. On verra qu’il s’agit d’une condition très naturelle qui

porte sur la théorie des applications biharmoniques.

1.7.1 Applications harmoniques entre variétés riemanniennes

On définit le Laplacien (ou l’opérateur de Laplace-Beltrami) ∆ = ∆M = ∆g sur une

variété riemannienne (Mm, g) par

∆f = Traceg∇df ,

où f est une fonction à valeurs réelles définie sur un ouvert U de M . Suivant des coor-

données locales (x1, . . . xm) on a

∆f =
1√
|g|

∂

∂xi

(√
|g|gij ∂f

∂xj

)
= gij

(
∂2f

∂xi∂xj
− Γkij

∂f

∂xk

)
. (1.33)

Les solutions de l’équation de Laplace ∆f = 0 sont dites fonctions harmoniques sur U ;

comme par exemple la fonction f définie sur la sphère S2 \ {(±1, 0, 0)} par f(θ, ϕ) =

ln tan(θ/2) .

Soient maintenant (Mm, g) et (Nn, h) deux variétés riemanniennes, ϕ : M → N une

application de classe C2, et D un domaine compact de M . L’énergie de ϕ sur D est

définie par :

E(ϕ;D) =

∫

D
e(ϕ)vg =

1

2

∫

D
|dϕ|2vg ,
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où e(ϕ) :M → [0,∞) est la densité d’énergie de ϕ donnée par

e(ϕ)x =
1

2
|dϕx|2 pour tout x ∈M

avec |dϕx| la norme de Hilbert-Schmidt donnée par (1.17). Dans le cas où M est com-

pact, on note E(ϕ) = E(ϕ;M) . Notons que si dimM = 2, l’énergie est conformément

invariante.

Définition 1.7.1. On dit que ϕ : M → N est harmonique si elle est un point critique

de la fonctionnelle d’énergie E. Plus précisément, si

d

dt
E(ϕt;D)

∣∣
t=0

= 0 (1.34)

pour tout domaine compact D et toute variation {ϕt} de ϕ à support D (i.e. une famille

d’applications lisses qui dépendent d’une façon lisse du paramètre t ∈ (−ǫ, ǫ), avec ϕ0 =

ϕ).

Par un théorème de J. Eells et J. H. Sampson on a :

Théorème 1.7.2. [25] Soit ϕ :M → N une application lisse, alors

ϕ est harmonique si et seulement si τ(ϕ) = 0 .

Notons que localement,

τα(ϕ) = gij
(
∂2ϕα

∂xi∂xj
−M Γkij

∂ϕα

∂xk
+N Γαβγ

∂ϕβ

∂xi
∂ϕγ

∂xj

)

où MΓkij et
NΓαβγ sont les symboles de Christoffel associés aux connections de Levi-Civita

sur (M, g) et (N, h) respectivement. On peut alors voir que les applications harmoniques

généralisent les fonctions harmoniques (N = R) et les géodésiques (M = S1).

Exemple 1.7.3. Toute application holomrphe ou anti-holomorphe définie sur un ouvert

de C (ou une surface de Riemann) à valeurs dans Cm est harmonique.

Exemple 1.7.4. (La projection radiale)

La projection radiale donnée par

Rm \ {0} → Sm−1

x 7→ x
|x|

pour m = 2, 3, . . . est harmonique.

Exemple 1.7.5. La fibration de Hopf S3 → S2 donnée par (1.18) est une application

harmonique.
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1.7.2 Morphismes harmoniques

Un morphisme harmonique est une application qui préserve les solutions de l’équation

de Laplace : explicitement il s’agit d’une application pour laquelle le pull-back d’une

fonction harmonique (définie localement) est harmonique. Une caractérisation complète

des telles applications a été établie dans [28], [33] et [12].

Définition 1.7.6. Une application ϕ : (Mm, g) → (Nn, h) entre deux variétés rieman-

niennes est dite morphisme harmonique, si pour toute fonction harmonique f définie

sur un ouvert U de N , f : U ⊆ Nn → R telle que ϕ−1(U) = V non-vide, la composée

f ◦ ϕ : V → R est aussi harmonique sur V ⊆M .

On peut déduire immédiatement de cette définition que la composée de deux morphismes

harmoniques est un morphisme harmonique.

Remarque 1.7.7. Comme le Laplacien est (2 fois) le générateur de mouvement Brow-

nien, la définition implique qu’en théorie stochastique, un morphisme harmonique ap-

plique un mouvement Brownien sur M en un mouvement Brownien sur N . Or, l’image

d’un mouvement Brownien est un ensemble dense, donc si ϕ est un morphisme harmo-

nique non-constant de M dans N , alors dim M ≥ dim N [13].

Dans le théorème suivant, on donne la caractérisation de Fuglede-Ishihara des mor-

phismes harmoniques.

Théorème 1.7.8. [28][33] Une application entre deux variétés riemanniennes est un

morphisme harmonique si et seulement si elle est semi-conforme et harmonique.

De cette caractérisation, on a une autre façon de voir que la dimension de M doit être

supérieure ou égale à la dimension de N car toute application semi-conforme avec m < n

est constante, voir §1.5.1. On donnera une caractérisation similaire pour les morphismes

harmoniques généralisés dans le Chapitre 4.

Exemple 1.7.9. Voici quelques exemples simples de morphismes harmoniques :

(i) Toute fonction holomorphe sur Cm (ou sur une variété Kählérienne) à valeurs dans

C est un morphisme harmonique de dilatation λ = |f ′|.
(ii) Les projections deM×N →M ou N sont des morphismes harmoniques de dilatation

λ = 1.

(iii) La projection radiale ϕ : Rm \ {0} → Sm−1 est un morphisme harmonique de

dilatation λ(x) = 1/|x|.

Exemple 1.7.10. (i) Les projections définies dans §1.5.2 sur sept des huit géométries

en dimension 3 (toutes les géométries sauf la géométrie Sol qui ne supporte aucun mor-

phisme harmonique, même localement [12]) sont des morphismes harmoniques.
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(ii) L’application donnée par la composition suivante

C2 \ {0} P−→ CP 1 I−→ C ∪ {∞}
(q1, q2) 7→ [q1, q2] 7→ q1/q2

est un morphisme harmonique qui se restreint à la fibration de Hopf sur S3 ⊂ C2 \ {0} .

On présente ci-dessous quelques théorèmes sur les morphismes harmoniques qui seront

utiles dans la suite. Une simple conclusion du Théorème 1.7.8 en ce qui concerne les

fonctions conjuguées est donnée dans le corollaire ci-dessous.

Corollaire 1.7.11. Soient f et g deux fonctions harmoniques conjuguées définies sur

une variété riemannienne (Mm, g), alors ϕ = (f, g) : Mm → R2 est un morphisme

harmonique.

Théorème 1.7.12. [1] Soit P : Rm → Rn une application semi-conforme polynomiale.

Alors P est harmonique et par suite un morphisme harmonique.

Une interprétation géométrique de la caractérisation indiquée dans 1.7.8 transforme le

problème d’harmonicité en minimalité des fibres comme on l’explique ci-dessous.

Théorème 1.7.13. [8] Soit ϕ : (Mm, g) → (Nn, h) une application lisse semi-conforme

(non-constante) entre deux variétés riemanniennes de dimensions m,n ≥ 1. Alors ϕ est

harmonique, et donc un morphisme harmonique si en tout point régulier, la courbure

moyenne des fibres µV est exprimée en fonction du gradient de la dilatation λ par

(n− 2)H(grad lnλ) + (m− n)µV = 0.

En particulier, si n = 2 , alors ϕ est harmonique, et donc un morphisme harmonique si

et seulement si en chaque point régulier les fibres de ϕ sont minimaux.

Théorème 1.7.14. [11] Si ϕ : R3 → (N2, h) est un morphisme harmonique entier défini

sur R3, alors ϕ est la composée d’une projection orthogonale à valeurs dans C et d’une

transformation conforme dans N2.

1.7.3 Applications biharmoniques et morphismes biharmoniques

Une fonction biharmonique sur une variété riemannienne (M, g) (aussi dite fonction de

stress) est une solution de l’équation ∆2f = 0. L’opérateur ∆2 s’appelle le bi-Laplacien.

Ces fonctions jouent un rôle essentiel dans l’élasticité et l’hydrodynamique. D’autre part,

les courbes élastiques, appelées elastica ont été introduites par L. Euler en 1744 [26] ; il

s’agit des courbes qui extrémisent la fonctionnelle de bi-énergie (voir ci-dessous) avec la

contrainte que la longueur reste fixe. Dans cette partie on donne d’une façon analogue

aux parties précédentes, la définition des applications biharmoniques et des morphismes

biharmoniques.
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Définition 1.7.15. Soit ϕ : (M, g) → (N, h) une application lisse entre deux variétés

riemanniennes et D un domaine compact de M . La bi-énergie de ϕ sur D est définie

par :

E2(ϕ) =
1

2

∫

D
|τ(ϕ)|2vg

avec τ(ϕ) le champ de tension donné par (??).

Les points critiques de la fonctionnelle de bi-énergie E2 sont dits applications biharmo-

niques.

L’équation d’Euler-Lagrange associée à E2 est

τ2(ϕ) := Traceg
(
∇ϕ∇ϕ −∇ϕ

∇M

)
τ(ϕ)− TracegR

N (dϕ, τ(ϕ))dϕ = 0 , (1.35)

avec RN le tenseur de courbure de (N, h) défini dans (1.7). Notons que

τ2(ϕ) = −Jϕ(τ(ϕ))

où Jϕ est l’opérateur de Jacobi associé à ϕ.

Remarque 1.7.16. Il est clair que toute application harmonique est biharmonique,

mais la réciproque n’est pas vrai. En général il est difficile de trouver des exemples

d’applications biharmoniques non-harmoniques. Les équations d’Euler-Lagrange est un

système elliptique d’ordre 4 difficile à résoudre explicitement et des théorèmes générals

n’existent que dans des situations très particulières. Pourtant, il existe des exemples

géométriques inattendus.

Exemple 1.7.17. [56] L’application de l’Exemple 1.5.12, dont les fibres sont les cercles

de Villarceau, est une application biharmonique non-harmonique. On peut le vérifier par

un calcul direct.

Exemple 1.7.18. [9] On considère la composée de l’application de Hopf de R4 dans R3

avec l’inversion dans R3, explicitement

R4 −→ R3

(x, y) 7→ 1
(|x|2+|y|2)2 (|x|2 − |y|2, 2xy) ,

avec x, y ∈ C. Il s’agit d’une application semi-conforme biharmonique non-harmonique.

Le sujet de biharmonicité des applications semi-conformes a été étudié dans [9] où on

donne une relation entre la dilatation et la courbure moyenne des fibres qui caractérise

ces applications. On peut adapter aussi la définition des morphismes harmoniques pour

la biharmonicité :
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Définition 1.7.19. Une application ϕ : (Mm, g) → (Nn, h) entre deux variétés rieman-

niennes est dite morphisme biharmonique si pour toute fonction biharmonique f définie

sur un ouvert de N , f : U ⊆ N → R, telle que ϕ−1(U) = V non-vide, son pull-back par

ϕ, f ◦ ϕ : V → R est aussi biharmonique sur V ⊆M .

Exemple 1.7.20. [40] L’inversion donnée par

Rn \ {0} −→ Rn

x 7→ x
|x|2

est un morphisme biharmonique si et seulement si n = 4 .

E. Loubeau et Y-L. Ou ont étudié la caractérisation des morphismes biharmoniques

dans [39] et [40]. On présente ci-dessous un théorème qui généralise aux morphismes

biharmoniques, la caractérisation des morphismes harmoniques donnée dans le Théorème

1.7.8.

Théorème 1.7.21. [40] Soit ϕ : (M, g) → (N, h) une application lisse entre deux

variétés riemanniennes. Alors ϕ est un morphisme biharmonique si et seulement si ϕ

est :

(i) semi-conforme,

(ii) biharmonique,

(iii) 4-harmonique (une application ϕ est dite p-harmonique si elle est un point critique

de la fonctionnelle de p-energie Ep donnée par Ep(ϕ) =
1
p

∫
M |dϕ|pvg où M est

compact).

(iv)

|τ(ϕ)|4 − 2∆λ2|τ(ϕ)|2 + 4∆λ2div〈dϕ, τ(ϕ)〉+ n(∆λ2)2

+2〈dϕ, τ(ϕ)〉(∇|τ(ϕ)|2) + |S|2 = 0 ,

où S ∈ ⊙2ϕ−1TN est la symétrisation de Traceg dϕ⊗∇ϕτ(ϕ) et 〈dϕ, τ(ϕ)〉(X) =

〈dϕ(X), θ(ϕ)〉 .

On remarque d’après le Théorème 1.7.21 que les morphismes biharmoniques corres-

pondent à une classe d’applications semi-conformes biharmoniques très limitée. Il est

difficile d’expliciter des exemples à partir de ce théorème. Dans le Chapitre 4, on in-

troduit une généralisation naturelle des morphismes harmoniques (notons aussi qu’un

morphisme harmonique n’est pas nécessairement un morphisme biharmonique). Ce qui

nous ramène à la construction d’une infinité d’exemples d’applications semi-conformes

biharmoniques, non-harmoniques.
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Chapitre 2

Une classe de fonctions

conjuguées réelles analytiques

On rappelle qu’il existe une inégalité différentielle de second ordre et trois équations

différentielles d’ordre 3 qui caractérisent les fonctions admettant des conjuguées en di-

mension 3. Toutes ces conditions sont conformément invariantes et il existe une liste

exhaustive des opérateurs d’invariants conformes en fonction desquels on peut expri-

mer ces équations. Par contre, on remarque que ces équations sont très compliquées à

résoudre, ce qui motivie le problème de trouver des méthodes plus pratiques pour en-

gendrer des exemples.

Dans l’article [7], on caractérise les fonctions conjuguées admettant une symétrie sphérique

ou cylindrique. En plus, les auteurs ont remarqué un ansatz qui permet d’en déduire des

solutions à partir d’une équation différentielle en une fonction de deux variables. Pour-

tant cette équation est aussi difficile à résoudre, et il n’y avait que quelques solutions

obtenues par des méthodes ad hoc.

Le but de ce chapitre est d’étudier cet ansatz en caractérisant des classes de solu-

tions réelles analytiques. Pour cela, il faut surmonter des problèmes algébriques diffi-

ciles qu’on expliquera dans la suite. Parmi les exemples obtenus, on trouve une famille

contenant l’application de Hopf (Exemple 1.5.12), ainsi qu’une famille d’applications

semi-conformes définies entièrement sur R3 qui ne sont pas des projections suivies par

une application conforme dans le plan. En effet, tout morphisme harmonique (voir §1.7.2)
est nécessairement de ce type, propriété connue sous le nom Théorème de Bernstein pour

les morphismes harmoniques [11].
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2.1. UN ANSATZ POUR OBTENIR DES SOLUTIONS

2.1 Un ansatz pour obtenir des solutions

Rappelons que les applications semi-conformes à trois variables réelles (x, y, z) définies

sur R3 à valeurs complexes sont les solutions de l’équation

(
∂ϕ

∂x

)2

+

(
∂ϕ

∂y

)2

+

(
∂ϕ

∂z

)2

= 0 . (2.1)

Notons que cette EDP est conformément invariante par des transformations conformes

appliquées sur le domaine R3 et le codomaine C ; elle est motivée par son lien avec

les morphismes harmoniques (puisque c’est une des deux conditions caractérisant les

morphismes harmoniques), son lien avec les feuilletages conformes et sa représentation

de la généralisation de l’holomorphicité dans le plan. En effet, en dimension 2, pour les

applications à deux variables, cette équation se factorise en

(
∂ϕ

∂x
+ i

∂ϕ

∂y

)(
∂ϕ

∂x
− i

∂ϕ

∂y

)
= 0

dont les solutions correspondent aux fonctions holomorphes ou anti-holomorphes.

Par contre en dimension 3 on ne peut pas séparer (2.1) en un produit des conditions

linéaires.

2.1.1 La méthode suivie en général

On note que dans le cas où ϕ est une application semi-conforme à valeurs dans une

surface, par invariance conforme, en considérant les coordonnées isothermes, on peut

supposer que localement, ϕ prend ses valeurs dans le plan complexe et donc qu’elle

s’écrit sous la forme

ϕ = f + ig

où f et g sont deux fonctions réelles conjuguées.

Soit R3 muni des coordonnées (x, y, z). On définit la variable u par :

u =
x2 + y2

2
,

et soit ϕ : U ⊂ R3 → C, définie sur un ouvert de R3, telle que ϕ = f + ig. Supposons

que ϕ s’exprime sous la forme

ϕ(x, y, z) = (x+ iy)u−qψ(u, z), (2.2)

où q est un entier naturel positif et ψ est une fonction à valeurs complexes, réelle-

analytique dans un voisinage de (u, z) = (0, 0) et qui ne peut pas être factorisée par u,
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2.1. UN ANSATZ POUR OBTENIR DES SOLUTIONS

autrement dit, q est le plus petit entier naturel tel que ϕ s’écrit sous la forme (2.2). On

note ϕx := ∂ϕ
∂x , . . . Alors :

ϕx = u−q−1[uψ + x(x+ iy)(−qψ + uψu)],

ϕy = u−q−1[iuψ + y(x+ iy)(−qψ + uψu)],

ϕz = u−q(x+ iy)ψz,

et

ϕx
2 + ϕy

2 + ϕz
2 = 2(x+ iy)2u−2q−1{q(q − 1)ψ2 + u(1− 2q)ψψu + u2ψu

2 + 1
2uψz

2} .

Ce qui entrâıne, en utilisant (2.1), que ϕ est semi-conforme si et seulement si

q(q − 1)ψ2 + u(1− 2q)ψψu + u2ψu
2 + 1

2uψz
2 = 0 . (2.3)

On a réduit notre problème à un problème à deux variables. Notons que toute solution

ϕ de (2.1) peut être multipliée par une constante pour donner une autre solution ; ce

qui permet, dans le cas où ψ(0, 0) 6= 0, de supposer que ψ(0, 0) = 1 . Par ailleurs, si

ψ(0, 0) 6= 0, en considérant (2.3) en (u, z) = (0, 0), on obtient q(q − 1)ψ(0, 0)2 = 0, et

donc q = 0 ou 1.

Dans la suite, on va supposer que ψ(0, 0) 6= 0 (donc on peut supposer ψ(0, 0) = 1) et

par suite on va considérer les deux équations suivantes :

ψψu + uψu
2 + 1

2ψz
2 = 0 (q = 0) (2.4)

−ψψu + uψu
2 + 1

2ψz
2 = 0 (q = 1) (2.5)

Notre problème revient alors à expliciter des solutions pour les deux équations (2.4) et

(2.5).

Remarque 2.1.1. L’application de Hopf ϕ : R3 \ {u = 0} → C, dont les fibres sont les

cercles de Villarceau, correspond à la solution polynomiale de (2.5),

ψ(u, z) = 1− 2u− z2 − 2iz . (2.6)

Dans les sections qui suivent on montrera comment on peut déduire des solutions analy-

tiques (développables en séries entières) de (2.4) et (2.5). On démontre dans le Théorème

2.2.3 que les paramètres qui jouent le rôle essentiel dans la caractérisation des solutions

sont les dérivées partielles à l’origine successives ψz, ψzz, ψzzz, . . . . On donnera des rela-

tions de récurrence générales qui permettent en principe de donner des solutions. Pour-

tant, trouver les solutions explicitement reste un problème difficile. On étudiera en détail
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2.1. UN ANSATZ POUR OBTENIR DES SOLUTIONS

deux cas particuliers permettant de donner des solutions explicites correspondantes aux

données

ψz(~0) = c, et
∂ℓψ

∂zℓ
(~0) = 0 pour ℓ ≥ 2

et

ψz(~0) = c1, ψzz(~0) = c2 et
∂ℓψ

∂zℓ
(~0) = 0 pour ℓ ≥ 3

avec c, c1 et c2 des constantes complexes arbitraires (Théorèmes 2.3.1 et 2.4.1). L’ap-

plication de Hopf appartient à cette famille de solutions d’applications semi-conformes

dépendant de deux paramètres complexes.

2.1.2 Application du théorème de Cauchy-Kowalewski (Existence des

solutions)

Soit ψ(u, z) une fonction réelle-analytique à valeurs complexes exprimée sous la forme

suivante

ψ(u, z) =

∞∑

k,ℓ=0

ak,ℓu
kzℓ , (2.7)

où ak,ℓ sont des constantes complexes. Pour plus d’informations sur les fonctions réelles-

analytiques à plusieurs variables on peut se référer au §9 du texte classique de J.

Dieudonné [24]. En particulier, une série qui converge absolument sur un domaine ou-

vert détermine une fonction bien définie infiniment différentiable sur ce domaine. On

s’intéresse aux domaines de convergence voisinages de (0, 0). Selon l’ansatz suivi, pour

déterminer une application semi-conforme sur un ouvert de R3, il faut que u ≥ 0 .

Il est intéressant de signaler qu’il existe au moins une solution de ces équations. Par

exemple, une solution de (2.4) donnée dans [7] correspond à la fonction

ψ(u, z) =
becze

√
1−2c2u

1 +
√
1− 2c2u

,

où b et c sont deux constantes arbitraires. Il s’agit de l’unique solution sous forme d’un

produit α(z)β(u), et qui est analytique au voisinage de l’origine.

Le théorème de Cauchy-Kowalewski affirme que le problème de Cauchy a une solu-

tion analytique unique si les fonctions apparaissant dans l’équation différentielle, ainsi

que les données initiales et la surface initiale sont analytiques. On donne le théorème

uniquement pour le cas qui nous intéresse. Dans toute situation, analytique veut dire

réelle-analytique :

Théorème 2.1.2. [32] On considère l’EDP

∂ψ

∂z
= F (u, z, ψ, ψu)
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2.2. CARACTÉRISATION DES SOLUTIONS

en une fonction complexe ψ(u, z) ((u, z) ∈ R2) où F est analytique. On suppose que

ψ(u, 0) = ξ(u) pour une fonction ξ(u) analytique (u ∈ U ouvert dans R). Alors il existe

une solution unique analytique sur un domaine W dans R2 contenant U×]− ǫ, ǫ[.

Pour déduire l’existence de solutions réelles analytiques des deux équations (2.4) et (2.5)

on peut appliquer le théorème de Cauchy-Kowalewski. En effet, on peut écrire ces deux

équations sous la forme

ψz =
(
±2ψψu − 2uψu

2
)1/2

, (2.8)

sous la condition sur le bord ψ(u, 0) = ξ(u) pour une certaine fonction réelle-analytique ξ

définie dans un voisinage de u = 0 avec ξ(0)ξ′(0) 6= 0, cette fonction peut être prolongée

en une fonction unique, ψ(u, z), réelle-analytique dans un voisinage du point (u, z) =

(0, 0) [37].

2.2 Caractérisation des solutions

Dans cette section on montre que les solutions des équations (2.4) et (2.5) sont complète-

ment caractérisées par les dérivées partielles d’ordre supérieures à l’origine par rapport

à la variable z.

2.2.1 Les paramètres caractérisant les solutions

La méthode considérée qui permet l’obtention de solutions consiste à trouver des relations

de récurrence entre les coefficients ak,ℓ de (2.7). Pour établir ces récurrences on procède

à calculer les dérivées d’ordre n à l’origine

∂n

∂uk∂zℓ
{
±ψψu + uψu

2 + 1
2ψz

2
}
|(u,z)=0 (k + ℓ = n) (2.9)

Pour simplifier la notation, on note

ψk,ℓ =
∂k+ℓψ

∂uk ∂zℓ
(0, 0) .

et donc

ak,ℓ =
ψk,ℓ
k!ℓ!

.

On donne dans la Proposition 2.2.2 l’identité fondamentale appliquée. Dans cette pro-

position on utilise le lemme suivant :

Lemme 2.2.1. Soient f et g deux fonctions lisses, on a

∀ k, ℓ ≥ 0,
∂k+ℓ(fg)

∂uk∂zℓ
=

k∑

r=0

ℓ∑

s=0

(
k

r

)(
ℓ

s

)
∂k+ℓ−r−sf
∂k−ru ∂ℓ−sz

∂r+sg

∂ur∂zs
.
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2.2. CARACTÉRISATION DES SOLUTIONS

Proposition 2.2.2. Une condition nécessaire et suffisante pour que (2.9) s’annule, c’est

que pour tout k ≥ 1 et ℓ ≥ 0, on a

ℓ∑

j=0

k∑

i=0

(k − i± 1)

(
ℓ

j

)(
k

i

)
ψk−i,ℓ−j ψi+1,j (2.10)

+
ℓ∑

j=0

k−1∑

i=0

(
ℓ

j

)(
k − 1

i

)
ψk−i−1,ℓ−j+1 ψi+1,j+1 = 0 .

Notons que le signe du premier terme dans (2.9) est incorporé dedans les premiers pa-

renthèses de (2.10)

Démonstration. Calculons (2.9) en utilisant le Lemme 2.2.1.

Pour k ≥ 1 et l ≥ 0, avec n = k + l, on a pour le premier terme de l’équation

∂n

∂uk∂zℓ
(ψψu) =

k∑

i=0

ℓ∑

j=0

(
k

i

)(
ℓ

j

)
∂k−iu ∂ℓ−jz ψ.∂i+1

u ∂jzψ ,

qui devient en (u, z) = (0, 0)

k∑

i=0

ℓ∑

j=0

(
k

i

)(
ℓ

j

)
ψk−i,ℓ−jψi+1,j . (2.11)

Pour le deuxième terme :

∂n

∂uk∂zℓ
(uψ2

u) =
k∑

i=0

ℓ∑

j=0

(
k

i

)(
ℓ

j

)
∂iu∂

j
z(u).∂

k−i
u ∂ℓ−jz (ψ2

u)

= u∂ku∂
ℓ
z(ψ

2
u) + k∂k−1

u ∂ℓz(ψ
2
u)

= u∂ku∂
ℓ
z(ψ

2
u) + k

k−1∑

i=0

l∑

j=0

(
k − 1

i

)(
ℓ

j

)
∂k−iu ∂ℓ−jz ψ.∂i+1

u ∂jzψ.

En (u, z) = (0, 0) ça devient

k

k−1∑

i=0

l∑

j=0

(
k − 1

i

)(
ℓ

j

)
ψk−i,ℓ−jψi+1,j . (2.12)

Pour le dernier terme :

∂n

∂uk∂zℓ
(
1

2
ψ2
z) =

∂n−1

∂uk−1∂zℓ
(ψzψuz)

=
k−1∑

i=0

ℓ∑

j=0

(
k − 1

i

)(
ℓ

j

)
∂k−i−1
u ∂ℓ−j+1

z ψ.∂i+1
u ∂j+1

z ψ ,
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2.2. CARACTÉRISATION DES SOLUTIONS

qui devient en (u, z) = (0, 0)

k−1∑

i=0

ℓ∑

j=0

(
k − 1

i

)(
ℓ

j

)
ψk−i−1,ℓ−j+1ψi+1,j+1 (2.13)

Donc (2.9) = 0 équivaut à (2.11) + (2.12) + (2.13) = 0.

Enfin, en utilisant que

k

(
k − 1

i

)
±
(
k

i

)
= (k − i± 1)

(
k

i

)
,

en prenant

(
ℓ

j

)
ψk−i,ℓ−jψi+1,j facteur commun dans (2.11) et (2.12) et en ajoutant

(2.13), on obtient l’égalité (2.10).

Théorème 2.2.3. Toute solution analytique ψ des équations (2.4) et (2.5) telle que

ψ0,0 6= 0 et ψ0,1 6= 0, est uniquement déterminée par les dérivées ψ0,ℓ pour ℓ = 0, 1, 2, . . .

Notons que d’après (2.4) ou (2.5), si ψ0,0 et ψ0,1 6= 0 alors ψψu 6= 0 en (u, z) = (0, 0),

et alors le terme ±2ψψu − 2uψu
2 qui est entre les parenthèses dans (2.8) est non-nul

ce qui nous permet de déduire d’après le théorème de Cauchy-Kowalewski, qu’il existe

des solutions réelles-analytiques au voisinage de (u, z) = (0, 0). Rappelons que comme

ψ0,0 6= 0, on peut supposer que ψ0,0 = 1.

Démonstration. Appliquons la Proposition 2.2.2 pour isoler les dérivées de ψ qui sont de

plus grand ordre (c’est à dire d’ordre n+ 1) dans (2.9). Les termes de plus grand ordre

apparaissent dans la première somme de la proposition avec i = k et j = ℓ (k + ℓ = n)

et dans la deuxième somme avec i = k− 1 et j = ℓ, donc on peut écrire pour tout n ≥ 1

et k = 1, . . . , n :

±ψ0,0ψk+1,n−k + ψ0,1ψk,n−k+1 +R(n, k) = 0 (2.14)

avec R(n, k) le reste qui contient les dérivées de ψ qui sont d’ordre ≤ n.

Pour k = 0, on a

∂n

∂zn
{±ψψu + uψ2

u +
1
2ψ

2
z}|(u,z)=0 = (2.15)

±ψ∂u∂nz ψ ±
n∑

i=1

∂n−iz (∂zψ.∂u∂
i−1
z ψ) + u∂nz (ψ

2
u) + (2.16)

∂zψ.∂
n+1
z ψ +

n∑

i=2

∂n−iz (∂2z∂
i
zψ) , (2.17)

ce qui devient en (u, z) = (0, 0)

±ψ0,0ψ1,n + ψ0,1ψ0,n+1 +R(n, 0) = 0 ,
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où

R(n, 0) = ±
n∑

i=1

∂n−iz (∂zψ.∂u∂
i−1
z ψ) +

n∑

i=2

∂n−iz (∂2z∂
i
zψ) .

On revient alors à la même forme que l’équation (2.14) et par suite on a pour tout n ≥ 1

et k = 0, . . . , n,

±ψ0,0ψk+1,n−k + ψ0,1ψk,n−k+1 +R(n, k) = 0 .

Notons que ψ0,1 6= 0 par hypothèse. On combine les équations successives :

±ψ0,0ψk+1,n−k + ψ0,1ψk,n−k+1 +R(n, k) = 0

±ψ0,0ψk+2,n−k−1 + ψ0,1ψk+1,n−k +R(n, k + 1) = 0

de la façon suivante : on commence par k = 0 ; on multiplie la première équation par

ψ0,1, la deuxième par ψ0,0 et ensuite, on additionne ou on soustrait, suivant le signe. On

continue avec k = 1, etc. pour déduire l’identité

±(ψ0,1)
k+1ψ0,n+1 + (−1)k(ψ0,0)

k+1ψk+1,n−k +
k∑

j=0

(−1)j(ψ0,1)
k−j(ψ0,0)

jR(n, j) = 0.

(2.18)

pour tout k = 0, . . . , n . Maintenant on obtient l’assertion du théorème par récurrence

sur n :

Pour n = 1, d’après (2.3), ψ1,0 est déterminée par ψ0,0 et ψ0,1. Supposons que pour

k + ℓ = n, toute dérivée ψk,ℓ est déterminée par ψ0,0, ψ0,1, . . . , ψ0,n. D’après (2.18), on

remarque que pour tout k = 0, . . . , n, la dérivée à l’origine ψk+1,n−k est déterminée par

ψ0,0, ψ0,1, . . . , ψ0,n, ψ0,n+1, donc la récurrence est vrai pour n+1 et donc c’est vrai pour

tout n .

2.3 Solutions particulières avec un seul paramètre

2.3.1 Explicitation de la solution

Notre but est de déterminer explicitement des solutions de (2.4) et (2.5) de la forme (2.7).

Dans des certains cas, on verra qu’on peut trouver le développement de la solution en

série entière (et l’exprimer sous forme de fonctions connues). Afin d’expliciter la solution,

on a besoin de calculer quelques sommes qui contiennent des termes combinatoires, on

procède donc aux fonctions génératrices. Tout d’abord, considérons le cas :

ψ0,0 = 1, ψ0,1 = c, ψ0,ℓ = 0 pour tout ℓ ≥ 2 (2.19)

où c est une constante complexe arbitraire. On sait par le Théorème 2.2.3 que ces

données caractérisent une solution unique. En plus, d’après les équations (2.4) et (2.5) en
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(u, z) = (0, 0), on a ψψu = −1
2c

2 et ψψu = 1
2c

2 respectivement. En particulier, si c 6= 0,

l’expression dedans les parenthèses dans (2.8) est non-nulle et donc par le théorème de

Cauchy-Kowalewski on peut savoir d’avance que la solution va être convergente au voi-

sinage de l’origine.

Théorème 2.3.1. Pour les données (2.19), la solution de (2.4),

ψ(u, z) =
∑∞

k,ℓ=0 ak,ℓu
kzℓ est de la forme

ψ(u, z) = 1+cz+

∞∑

k=1

∞∑

ℓ=0

(−1)ℓ+1cℓ+2k

(
ℓ+ 2k − 2

ℓ

)
3k−1(2k − 2)!

2k−1(k + 1)!(k − 1)!
ukzℓ . (2.20)

Et celle de (2.5) est de la forme

ψ(u, z) = 1 + cz +
∞∑

k=1

∞∑

ℓ=0

(−1)ℓ+k−1cℓ+2k

(
ℓ+ 2k − 2

ℓ

)
(2k − 2)!

2kk!(k − 1)!
ukzℓ . (2.21)

De plus, ces séries entières convergent absolument pour tout (u, z) dans un voisinage de

(0, 0).

Pour la preuve de notre théorème, nous avons besoin de calculer quelques sommes en

utilisant la méthode des fonctions génératrices. Pour cela, on commence par les lemmes

suivants :

Lemme 2.3.2.

k−1∑

m=1

1

(m+ 1)(k −m+ 1)

(
2m

m

)(
2k − 2m− 2

k −m− 1

)
=

1

12(k + 2)

(
2k + 2

k + 1

)
+

1

2(k + 2)

(
2k

k

)
− 1

k + 1

(
2k − 2

k − 1

)

Démonstration. On sait que

∞∑

k=0

(
2k

k

)
tk =

1√
1− 4t

,

donc

S(t) :=

∞∑

k=0

1

k + 1

(
2k

k

)
tk+1 =

∫
dt√
1− 4t

= −
√
1− 4t

2
+

1

2
,

et

R(t) :=
∞∑

k=0

1

k + 2

(
2k

k

)
tk+2 =

∫
tdt√
1− 4t

= −
√
1− 4t

8
+

(1− 4t)
3
2

24
+

1

12
.
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Par suite

S(t)R(t) = t3
∞∑

k=0

ckt
koù ck =

k∑

m=0

1

(m+ 1)(k −m+ 2)

(
2m

m

)(
2k − 2m

k −m

)

Alors d’une part,

S(t)R(t) = tR(t)+t2
∞∑

k=1

{
k−1∑

m=1

1

(m+ 1)(k −m+ 1)

(
2m

m

)(
2k − 2m− 2

k −m− 1

)}
tk , (2.22)

et d’autre part,

R(t)(S(t)− t) =
1

48

(
4− 8t− 16t2 − (5− 6t)

√
1− 4t+ (1− 2t)(1− 4t)3/2

)
.

Or,
√
1− 4t = −2

∞∑

k=0

1

k + 1

(
2k

k

)
tk+1 + 1

et

(1− 4t)3/2 = 24
∞∑

k=0

1

k + 2

(
2k

k

)
tk+2 − 6

∞∑

k=0

1

k + 1

(
2k

k

)
tk+1 + 1 .

Il s’ensuit que R(t)(S(t)− t) =

1

12

{
−t− 4t2 +

∞∑

k=1

1

k

(
2k − 2

k − 1

)
tk + 6

∞∑

k=1

1

k + 1

(
2k − 2

k − 1

)
tk+1 − 12

∞∑

k=1

1

k + 1

(
2k − 2

k − 1

)
tk+2

}

En identifiant les coefficients de tk+2 dans cette dernière égalité avec ceux de (2.22), on

obtient l’égalité dans le Lemme 2.3.2.

Lemme 2.3.3.

k−1∑

m=1

1

(m+ 1)(k −m)(k −m+ 1)

(
2m

m

)(
2k − 2m− 2

k −m− 1

)

=
1

6

{
− k − 1

(k + 2)(2k + 1)

(
2k + 2

k + 1

)
+

6(k − 1)

(k + 1)(2k − 1)

(
2k

k

)}

Démonstration. La preuve est similaire à celle du lemme précédent.

Soit

T (t) :=
∞∑

k=1

1

k(k + 1)

(
2k − 2

k − 1

)
tk+1 .

Alors

T ′′(t) =
∞∑

k=1

(
2k − 2

k − 1

)
tk−1 =

∞∑

k=0

(
2k

k

)
tk =

1√
1− 4t

,
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d’où,

T (t) = − 1

12
+
t

2
+

1

12
(1− 4t)3/2 .

En suivant la même démarche appliquée dans la preuve du Lemme 2.3.2, on a

t2
∞∑

k=1

{
k−1∑

m=1

1

(m+ 1)(k −m)(k −m+ 1)

(
2m

m

)(
2k − 2m− 2

k −m− 1

)}
tk = T (t)(S(t)−t)

d’où on a la formule dans le lemme.

Lemme 2.3.4. Le terme général de la relation de récurrence suivante

(k + 1)vk+1 =

k∑

m=0

{(m+ 2)(k −m)vm+1vk−m +
1

2
(2m− 1)(2k − 2m− 1)vmvk−m}

avec v0 = −1 est donné par

vk =
3k−1(2k − 2)!

2k−1(k + 1)!(k − 1)!
pour tout k ≥ 1 . (2.23)

Démonstration. En séparant les termes qui contiennent v0, cette relation de récurrence

devient :

(k + 1)vk+1 − (3k − 1)vk =

k−1∑

m=1

{(m+ 2)(k −m)vm+1vk−m (2.24)

+1
2(2m− 1)(2k − 2m− 1)vmvk−m} .

Mais la solution 2.23 est caractérisée par la relation de récurrence

vk+1 =
3(2k − 1)

k + 2
vk pour tout k ≥ 1 , avec v1 =

1

2
.

En utilisant cette relation dans le deuxième terme de la somme dans (2.24), on obtient

la relation équivalente à (2.24) suivante :

(k + 1)vk+1 − (3k − 1)vk =
1
6

k−1∑

m=1

(m+ 2)(8(k −m)− 1)vm+1vk−m (2.25)

On peut vérifier maintenant que (2.23) qui est égale à

1

k(k + 1)

(
2k − 2

k − 1

)(
3

2

)k−1

,
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est une solution de (2.25) : en la substituant, le deuxième membre de l’égalité dans (2.25)

devient

1
6

(
3
2

)k−1
k−1∑

m=1

8(k −m)− 1

(m+ 1)(k −m)(k −m+ 1)

(
2m

m

)(
2k − 2m− 2

k −m− 1

)

qui est, d’après les deux lemmes précédents, égal à

(
3

2

)k−1 (3k + 1)(2k − 2)!

(k − 2)!(k + 2)!
.

Maintenant par un simple calcul on peut vérifier que (2.23) est une solution de (2.25).

Démonstration. (du Théorème 2.3.1)- Considérons tout d’abord l’équation (2.4) :

En dérivant cette équation par rapport à zℓ, on obtient

ψ1,ℓ = (−1)ℓ+1 ℓ!

2
cℓ+2 ,

en la dérivant maintenant par rapport à u et ensuite à zℓ, on obtient

ψ2,ℓ = (−1)ℓ
(ℓ+ 2)!

2
cℓ+4 .

On continue de cette façon à considérer les dérivées successives de (2.4). On remarque

la forme générale des dérivées ψk,ℓ, plus précisément,

∂k+ℓ−1

∂uk−1∂zℓ
(ψψu + uψ2

u +
1
2ψ

2
z)|(0,0) = 0 ⇒ ψk,ℓ = (−1)ℓ+1 (ℓ+ 2k − 2)!

(2k − 2)!
cℓ+2kk!f(k) ,

où f est une fonction dépendant seulement de k, et donc on peut déduire que la série

est de la forme

ψ(u, z) = 1 + cz +
∞∑

k=1

∞∑

ℓ=0

(−1)ℓ+1cℓ+2k

(
ℓ+ 2k − 2

ℓ

)
f(k)ukzℓ .

Pour trouver f , on procède de cette façon :

on pose f(0) = −1, donc :

ψ|z=0 = −
∑∞

k=0 c
2kf(k)uk

ψu|z = 0 = −
∑∞

k=0 c
2k+2(k + 1)f(k + 1)uk

ψz|z = 0 = c
∑∞

k=0 c
2k(1 + 2k − 2)f(k)uk

En appliquant le produit de Cauchy de deux séries entières :

( ∞∑

i=0

aix
i

)


∞∑

j=0

bjx
i


 =

∞∑

k=0

ckx
k ,
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où ck =
∑k

m=0 ambk−m, on a en z = 0 :

ψψu =
∑∞

k=0 c
2k+2

(∑k
m=0(k −m+ 1)f(m)f(k −m+ 1)

)
uk

ψu
2 =

∑∞
k=0 c

2k+4
(∑k

m=0(m+ 1)(k −m+ 1)f(m+ 1)f(k −m+ 1)
)
uk

ψz
2 =

∑∞
k=0 c

2k+2
(∑k

m=0(2m− 1)(2k − 2m− 1)f(m)f(k −m)
)
uk

En particulier, (en z = 0)

uψu
2 =

∞∑

k=0

c2k+4

(
k∑

m=0

(m+ 1)(k −m+ 1)f(m+ 1)f(k −m+ 1)

)
uk+1

=
∞∑

k=1

c2k+2

(
k−1∑

m=0

(m+ 1)(k −m)f(m+ 1)f(k −m)

)
uk .

ψψu + uψ2
u +

1
2ψ

2
z = 0 ⇔ le coefficient de uk dans la série entière est nul. En identifiant

le coefficient constant à 0 (c’est à dire pour k = 0), on obtient f(1) = 1
2 et pour k ≥ 1,

on a

k∑

m=0

{
(k −m+ 1)f(m)f(k −m+ 1) + (m+ 1)(k −m)f(m+ 1)f(k −m)

+
1

2
(2m− 1)(2k − 2m− 1)f(m)f(k −m)

}
= 0

En séparantm = 0 dans le premier terme et en remplaçantm parm−1 dans le deuxième,

on obtient la formule de récurrence suivante :

(k + 1)f(k + 1) =

k∑

m=0

{
(m+ 2)(k −m)f(m+ 1)f(k −m) (2.26)

+
1

2
(2m− 1)(2k − 2m− 1)f(m)f(k −m)

}
,

qui, d’après le Lemme 2.3.4, a une solution

f(k) =
3k−1(2k − 2)!

2k−1(k + 1)!(k − 1)!
=

1

k(k + 1)

(
2k − 2

k − 1

)(
3

2

)k−1

∀k ≥ 1 . (2.27)

Pour l’équation (2.5) :

On suit la même méthode adaptée pour expliciter la solution de (2.4). Dans ce cas on

obtient la formule de récurrence suivante

(k + 1)f(k + 1) = −
k∑

m=0

{
m(k −m)f(m+ 1)f(k −m) (2.28)

+
1

2
(2m− 1)(2k − 2m− 1)f(m)f(k −m)

}
,
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qui a une solution

f(k) = (−1)k
(2k − 2)!

2kk!(k − 1)!
∀k ≥ 1 .

Pour la convergence, il suffit de prendre z = 0 dans (2.20), pour obtenir la série en une

seule variable u :

ξ(u) = 1−
∞∑

k=1

c2k
3k−1(2k − 2)!

2k−1(k + 1)!(k − 1)!
uk .

Par une application du test d’Alembert, cette série converge absolument pour

|u| < 1/6|c|2

Or, le théorème de Cauchy-Kowalewski nous garantit la convergence du prolongement

de la solution déterminée par (2.8) dans le plan (u, z). En particulier, ce prolongement

contient un voisinage de l’origine.

2.3.2 Reformulation de l’expression de la solution

Dans la section précédente on a exprimé les solutions sous forme de séries entières. On

reformule dans cette partie les expressions des solutions. Tout d’abord on rappelle la

formule du binôme de Newton généralisée

1

(1− t)r
=

∞∑

n=0

(
n+ r − 1

r − 1

)
tn , (2.29)

où la série de terme général tn converge absolument pour |t| < 1. On peut réécrire (2.20)

de la forme suivante

ψ(u, z) = 1 + cz −
∞∑

k=1

( ∞∑

ℓ=0

(
ℓ+ 2k − 2

2k − 2

)
(−cz)ℓ

)
2(2k − 2)!

3(k + 1)!(k − 1)!

(
3c2u

2

)k
.

D’après la formule de Newton, on a

∞∑

ℓ=0

(
ℓ+ 2k − 2

2k − 2

)
(−cz)ℓ = 1

(1 + cz)2k−1

(avec une convergence absolue de la série pour |cz| < 1), il s’ensuit que

ψ(u, z) = 1 + cz − 2
3(1 + cz)

∞∑

k=1

(2k − 2)!

(k + 1)!(k − 1)!

(
3c2u

2(1 + cz)2

)k
.

Ceci nous donne maintenant une information plus précise sur le domaine de convergence.

Encore par le test d’Alembert, pour qu’on ait une convergence, il faut que
∣∣∣∣

3c2u

2(1 + cz)2

∣∣∣∣ < 1/4 ⇒ |u| < |1 + cz|2/6|c|2 ,
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(avec |z| < 1/|c|) ce qui vérifie, pour z = 0, l’intervalle de convergence établi dans le

théorème précédent.

Considérons maintenant la somme

S(t) :=
∞∑

k=1

1

k(k + 1)

(
2k − 2

k − 1

)
tk . (2.30)

d2

dt2
(tS(t)) =

∞∑

k=1

(
2k − 2

k − 1

)
tk−1 =

∞∑

k=0

(
2k

k

)
tk =

1√
1− 4t

.

La dernière égalité est encore une fois une conséquence de la formule du binôme de

Newton et la série converge absolument pour |t| < 1/4. En intégrant cette expression on

obtient

S(t) =
1

12t
(1− 4t)3/2 + c1 +

c2
t
,

on choisit les constantes c1 et c2 de façon que cette expression soit la même que celle

dans (2.30), explicitement

S(t) =
1

12t
(1− 4t)3/2 − 1

12t
+

1

2
.

En substituant t = 3c2u/2(1 + cz)2, on obtient une solution de la forme

ψ(u, z) =
2

3
(1 + cz)− {(1 + cz)2 − 6c2u}3/2

33c2u
+

(1 + cz)3

33c2u
.

La singularité en u = 0 est éliminable donc ψ représente une solution analytique dans

le cas où t est définie pour tout (u, z) ∈ R2 (u ≥ 0) et avec (1 + cz)2 − 6c2u 6= 0 pour

tout (u, z) ∈ R2 (u ≥ 0). Un choix convenable de la constante c, permet de satisfaire à

ces conditions, par exemple c = i .

Or, toute application de la forme ϕ(x, y, z) = (x + iy)u−qψ(u, z) est harmonique si et

seulement si

q(q − 1)ψ − 2(q − 1)uψu + u2ψuu +
1
2uψzz = 0.

Par un simple calcul on peut vérifier que la solution ci-dessus est non-harmonique. Il

s’agit alors d’un exemple d’une application semi-conforme analytique qui se prolonge

entièrement dans l’espace R3. Jusqu’à ce jour, les seuls exemples de telles applications

sont les morphismes harmoniques qui sont des projections orthogonales R3 → R2 suivies

d’une application conforme C → C (voir Théorème 1.7.14). On peut comparer avec

l’application ϕ(x, y, z) =
√
x2 + y2 + iz qui est définie et continue sur tout R3 mais elle

est semi-conforme et analytique seulement aux points tels que x2 + y2 6= 0.

On procède de la même manière pour l’équation (2.21). On multiplie la solution par 2

pour simplifier l’expression. On obtient alors :

ψ(u, z) = 1 + cz +
√
2c2u+ (1 + cz)2 .
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Or c est une constante arbitraire donc on peut la choisir de façon que 2c2u + (1 + cz)2

soit non-nulle. On peut vérifier que dans ce cas les fibres de ϕ sont des lignes droites et

donc ϕ est harmonique et par suite c’est un morphisme harmonique.

2.4 Solutions particulières avec deux paramètres

2.4.1 Explicitation de la solution

On s’intéresse dans cette section à l’équation (2.5), notamment on trouve une famille de

solutions à deux paramètres qui généralise l’application de Hopf qui en est une solution

particulière. On considère les données suivantes

ψ0,0 = 1, ψ0,1 = c1, ψ0,2 = c2 ψ0,ℓ = 0 pour ℓ ≥ 3 (2.31)

où c1 et c2 sont deux constantes complexes arbitraires.

On sait, d’après le Théorème 2.2.3, que ces données caractérisent une solution unique.

Déterminons l’expression explicite de cette solution. Soient α et β deux constantes com-

plexes telles que

c1 = α+ β , c2 = 2αβ

avec α+ β 6= 0. Notons que l’application de Hopf correspond à α = β = −i.

Fixons k ≥ 1. On va établir une relation de récurrence en ℓ pour les termes ψk,ℓ. On

commence par k = 1 :

D’après (2.5), on a

ψ1,0 =
1
2(α+ β)2 .

En utilisant (2.31), on a

∂ℓz(ψψu) =
2∑

s=0

(
ℓ

s

)
∂szψ ∂

ℓ−s
z ψu = ψ1,ℓ + ℓψ0,1ψ1,ℓ−1 +

1
2ℓ(ℓ− 1)ψ0,2ψ1,ℓ−2 ,

où ∂ℓz désigne ∂ℓ/∂zℓ. Par ailleurs,

∂ℓz(
1
2ψz

2) = ∂ℓ−1
z (ψzψzz)

s’annule pour tout ℓ ≥ 3. On en déduit que

ψ1,1 = −1
2(α+ β)(α− β)2, ψ1,2 = (α− β)2(α2 + αβ + β2)

et que pour tout ℓ ≥ 3

ψ1,ℓ = −ℓ(α+ β)ψ1,ℓ−1 − ℓ(ℓ− 1)αβψ1,ℓ−2

⇒ ψ1,ℓ + ℓαψ1,ℓ−1 = −βℓ(ψ1,ℓ−1 + α(ℓ− 1)ψ1,ℓ−2) .
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Soit uℓ := ψ1,ℓ + αℓψ1,ℓ−1, alors

uℓ = −βℓuℓ−1 .

Le terme général de cette relation de récurrence est donné par

uℓ =
(−1)ℓ

2
ℓ!βℓ−2u2 avec u2 = ψ1,2 + 2αψ1,1 = β2(α− β)2;

par suite

uℓ =
(−1)ℓ

2
ℓ! (α− β)2βℓ ⇒ ψ1,ℓ + αℓψ1,ℓ−1 =

(−1)ℓ

2
ℓ! (α− β)2βℓ

et alors

ψ1,ℓ =
(−1)ℓ

2
ℓ! (α− β)2

ℓ∑

r=0

αℓ−rβr =
(−1)ℓ

2
ℓ! (α− β)(αℓ+1 − βℓ+1)

pour tout ℓ ≥ 1. Notons que suivant le choix des deux constantes α et β, toutes les

expressions de ces dérivées sont homogènes et symétriques en α et β.

Pour k = 2 : On a la récurrence

ψ2,ℓ + ℓ(α+ β)ψ2,ℓ−1 + ℓ(ℓ− 1)αβψ2,ℓ−2 =

(−1)ℓ+1

2
ℓ! (α− β)2

{
(ℓ+ 1)αℓ+2 + 2αℓ+1β + 2αℓβ2 + · · ·+ 2αβℓ+1 + (ℓ+ 1)βℓ+2

}

en posant vℓ := ψ2,ℓ + ℓαψ2,ℓ−1 cette dernière égalité devient :

vℓ + ℓβvℓ−1 =

(−1)ℓ+1

2
ℓ! (α− β)2

{
(ℓ+ 1)αℓ+2 + 2αℓ+1β + 2αℓβ2 + · · ·+ 2αβℓ+1 + (ℓ+ 1)βℓ+2

}

qui a une solution

ψ2,ℓ =

(−1)ℓ+1

2
ℓ! (α− β)

{
1
2(ℓ+ 1)(ℓ+ 2)αℓ+3 + (ℓ+ 1)αℓ+2β + (ℓ− 1)αℓ+1β2 + · · ·

· · ·+ (−ℓ+ 3)α3βℓ + (−ℓ+ 1)α2βℓ+1 − (ℓ+ 1)αβℓ+2 − 1
2(ℓ+ 1)(ℓ+ 2)βℓ+3

}

pour tout ℓ ≥ 0. On procède de cette façon pour déduire que

ψk,ℓ =
(−1)k+ℓ+1

2
ℓ! (α− β)2gk,ℓ(α, β) ,

où gk,ℓ(α, β) est un polynôme homogène, symétrique en α et β de degré ℓ+ 2(k − 1). Il

est difficile d’expliciter une formule générale pour gk,ℓ(α, β), mais on peut le faire pour

ℓ = 0.
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Théorème 2.4.1. La solution ψ(u, z) =
∑
ak,ℓu

kzℓ de (2.5) qui correspond à (2.31)

vérifie

ψ(u, 0) =
∞∑

k=0

ak,0u
k

avec a0,0 = 1, a1,0 =
1
2(α+ β)2, et

ak,0 =
(−1)k+1

2k!
(α− β)2(α+ β)2Qk(α, β) ∀k ≥ 2,

où

Qk =
(k − 2)!

2k−2

k−1∑

j=1

(2j − 1)! (2k − 2j − 1)!

(j − 1)!2(k − j − 1)!2
α2k−2j−2β2j−2 ,

est un polynôme symétrique en α et β, homogène de degré 2k − 4, tel que la somme des

coefficients correspondants à α2k−2j−2β2j−2 (j = 1, . . . , k − 1) est égale à 2k−3k!. En

plus, la série converge absolument pour tout u tel que |u| ≤ 1/2µ2, où µ = max{|α|, |β|}.

Notons que si on pose α = 0, et donc c2 = 0 (on revient au cas des solutions avec un

seul paramètre), le rayon de convergence sera le même que celui obtenu dans la section

précédente.

Démonstration. On commence par calculer explicitement les dérivées ψk,0. En utilisant

le logiciel MAPLE, on obtient les quantités suivantes :

ψ1,0 =
1

2
(α+ β)2 (2.32)

ψ2,0 = −1

2
(α− β)2(α+ β)2

ψ3,0 =
1

2
(α− β)2(α+ β)2(3α2 + 3β2)

ψ4,0 = −1

2
(α− β)2(α+ β)2(15α4 + 18α2β2 + 15β4)

ψ5,0 =
1

2
(α− β)2(α+ β)2(105α6 + 135α4β2 + 135α2β4 + 105β6)

...

On en déduit que les coefficients ak,0 sont de la forme

ak,0 =
(−1)k+1

2k!
(α− β)2(α+ β)2Qk(α, β) ∀k ≥ 2,

avec

Qk =
(k − 2)!

2k−2

k−1∑

j=1

(2j − 1)! (2k − 2j − 1)!

(j − 1)!2(k − j − 1)!2
α2k−2j−2β2j−2 .
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La démonstration de cette affirmation se fait par récurrence de façon similaire à la preuve

du Théorème 2.3.1 dans la section précédente. Pour obtenir l’expression de la somme

des coefficients, on peut utiliser encore les fonctions génératrices. On va démontrer que

Sk :=

k−1∑

j=1

(2j − 1)!

(j − 1)!2
(2k − 2j − 1)!

(k − j − 1)!2
= 22k−5k(k − 1) , (2.33)

pour tout k ≥ 2, ce qui va compléter alors la preuve du théorème. En effet,

Sk =
k−1∑

j=1

(2j − 1)(2k − 2j − 1)

(
2j − 2

j − 1

)(
2k − 2j − 2

k − j − 1

)

=
m∑

j=0

(2j + 1)(2m− 2j + 1)

(
2j

j

)(
2m− 2j

m− j

)

où on a posé m = k − 2. Or, c’est le coefficient cm du produit de Cauchy

∞∑

m=0

cmt
m = S(t)2

avec

S(t) =
∞∑

j=0

(2j + 1)

(
2j

j

)
tj .

Mais on peut écrire

S(t) = 2
∞∑

j=0

(j + 1)

(
2j

j

)
tj −

∞∑

j=0

(
2j

j

)
tj ,

avec

∞∑

j=0

(j + 1)

(
2j

j

)
tj =

d

dt

∞∑

j=0

(
2j

j

)
tj+1 =

d

dt

t√
1− 4t

=
1− 2t

(1− 4t)3/2
.

On en déduit que

S(t) =
2− 4t

(1− 4t)3/2
− 1√

1− 4t
=

1

(1− 4t)3/2

et d’après la formule du binôme de Newton (2.29), on a

S(t)2 =
1

(1− 4t)3
=

∞∑

m=0

(
m+ 2

2

)
(4t)m =

∞∑

m=0

22m−1(m+ 2)(m+ 1)tm .

En remplaçant m par k − 2, on a

S(t)2 =
∞∑

k=2

22k−5k(k − 1)tk−2 .
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En comparant les coefficients on en déduit (2.33).

Pour déterminer le rayon de convergence on utilise le test de la k-ième racine pour les

séries entières :

|ak,0uk| =
|α− β|2|α+ β|2

2k!
|Qk(α, β)| |u|k ,

Comme il y a une symétrie entre α et β, on peut supposer que |α/β| ≤ 1. Si on écrit

Qk(α, β) = b0α
2k−4 + b1α

2k−6β2 + · · ·+ bk−2β
2k−4 ,

on a d’après la formule de la somme des coefficients (2.33),

|Qk(α, β)| ≤ |β|2k−4

{
b0

∣∣∣∣
α

β

∣∣∣∣
2k−4

+ b1

∣∣∣∣
α

β

∣∣∣∣
2k−6

+ · · ·+ bk−3

∣∣∣∣
α

β

∣∣∣∣
2

+ bk−2

}

≤ |β|2k−4(b0 + b1 + · · · bk−2) = |β|2k−42k−3k! ,

et donc

lim
k→∞

|ak,0uk|1/k = 2|β|2|u| lim
k→∞

∣∣∣∣
(α− β)2(α+ β)2

24β4

∣∣∣∣
1/k

,

Pour qu’on ait une convergence il faut que limk→∞ |ak,0uk|1/k < 1. Si α = β, on a une

convergence pour tout u. Sinon, une condition suffisante pour avoir une convergence est

que 2|β|2|u| < 1.

2.4.2 Généralisation de l’application de Hopf

Considérons le cas de solution correspondant à la famille qui dépend d’un seul paramètre

complexe, défini par α = β (dans ce cas l’application de Hopf provient du cas particulier

α = β = −i), i.e. ça correspond aux données

ψ0,0 = 1, ψ0,1 = 2α, ψ0,2 = 2α2, ψ0,3 = 0, . . .

Dans ce cas ψ1,0 =
1
2(α+ β)2 et toutes les autres dérivées ψk,ℓ = 0. Il s’ensuit que

ϕ(x, y, z) =
1

x− iy
{α2(x2 + y2) + (1 + αz)2} .

Les fibres de ϕ sont données par les équations

α2(x2 + y2 + z2) + 2αz − 2η(x− iy) + 1 = 0

où η est un paramètre variable dans C. Soit ξ le vecteur complexe

ξ :=
1

α2
(−η, iη, α) .

On remarque que les fibres sont des cercles dans le plan de centre −Re ξ et de normal

Im ξ. La famille d’applications qui se déduit est une déformation continue de l’application

de Hopf, avec cas limite lorsque α est réel. Dans le cas limite, tous les cercles passent

par le point x = y = 0, z = −1/α et appartiennent aux plans contenant l’axe des z ; ce

qu’on appelle un bouquet de cercles.
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Chapitre 3

Equivalence biconforme entre les

solitons de Ricci en dimension 3

Ce chapitre est consacré à étudier les solitons de Ricci qui, par définition, correspondent

aux points fixes du flot de Ricci

∂g

∂t
= −2Ricci(g)

où g = g(t) est une métrique riemannienne qui dépend du temps t, définie sur une variété

M , avec une métrique initiale g(0) = g0. Il est naturel de chercher les points fixes à un

difféomorphisme de M et à une dilatation de g près. Soit g(t) une solution du flot de

Ricci de la forme

g(t) = c(t)ψ∗
t g0 (3.1)

où c(t) est une fonction C∞ réelle positive avec c(0) = 1 et ψt est une famille de

difféomorphismes de M telle que ψ0 = id ; alors

∂g

∂t
|t=0 = c′(0)g0 +

∂ψ∗
t g0
∂t

|t=0 .

En posant 2A = c′(0) et E(x) = ∂ψt(x)
∂t |t=0 pour tout x ∈M on obtient l’équation d’un

soliton de Ricci :

−2Ricci(g0) = LEg0 + 2Ag0 ,

où E est un champ de vecteurs sur M , LEg est la dérivée de Lie de g par rapport à E,

et A est une constante.

On exploite dans ce chapitre la modification de l’équation d’un soliton suite à une

déformation biconforme. Une telle déformation sur une variété de dimension 3 est définie

dans la présence d’une application semi-conforme à valeurs dans une surface dont les
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fibres aux points réguliers forment un feuilletage conforme par des courbes. On considère

dans ce cas les équations de structure de la submersion semi-conforme ; ce qui permet

de simplifier considérablement le calcul des équations de soliton après des déformations

biconformes. Ensuite, on montre que tous les exemples explicites des solitons connus à ce

jour, admettant une application semi-conforme dans une surface, de distribution horizon-

tale intégrable, proviennent d’une déformation biconforme de la projection orthogonale

R3 → R2.

Par suite, on montre qu’il existe une famille à un paramètre de solitons dilatants qui

s’intercale entre l’espace hyperbolique H3, le produit H2 × R et la géométrie Sol. Par

conséquent, ces géométries peuvent être continument déformées à travers des solitons.

À noter que ces déformations ne sont pas du type (3.1).

Un avantage de la méthode adaptée est qu’elle permet d’établir l’unicité de la structure

de soliton (le flot de soliton E et la constante A) dans la plupart des cas ; le seul cas

connu d’une structure de soliton non-unique étant le cas des solitons de Gauss sur Rn.

3.1 Equations de structure de Cartan pour une submersion

semi-conforme en dimension 3

3.1.1 Premiers calculs

Soient ϕ : (M3, g) → (N2, h) une submersion semi-conforme de dilatation λ :M → R+,

avec M3 et N2 orientées, et {f1, f2} une base orthonormée directe sur N2. Alors

∇f1 = ρ12f2 et ∇f2 = ρ21f1

où ρ12 = −ρ21 est la 1-forme de Cartan associée. Soit {e1, e2, U} une base orthonormée

directe sur M3 telle que

dϕ(ei) = λfi pour i ∈ {1, 2}.

D’après la Proposition 1.5.6, l’existence d’une telle base est assurée.

Lemme 3.1.1.

g([U, ei], ej) = U(lnλ)g(ei, ej) ∀i, j ∈ {1, 2}

Démonstration. D’une part on a

∇dϕ(ei, U) = −dϕ(∇eiU) ,

d’autre part, la seconde forme fondamentale est symétrique, donc

∇dϕ(ei, U) = ∇dϕ(U, ei) = −dϕ(∇Uei) +∇ϕ−1

U dϕ(ei)

= −dϕ(∇Uei) + U(lnλ)dϕ(ei).
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Ainsi

dϕ(∇eiU) = dϕ(∇Uei)− U(lnλ)dϕ(ei)

et alors

dϕ([U, ei]) = U(lnλ)dϕ(ei)

Ce qui donne

h(dϕ([U, ei], fj) = U(lnλ)h(dϕ(ei), fj)

Comme ϕ est semi-conforme, cette équation entrâıne d’après la Définition 1.5.1 que

g([U, ei], ej) = U(lnλ)g(ei, ej) .

Corollaire 3.1.2.

g(U,∇eiej +∇ejei) = 2U(lnλ)g(ei, ej) ∀ i, j ∈ {1, 2} .

Démonstration. D’après le lemme précédent, on a

−g(∇eiej , U) = g(ej ,∇eiU) = g(ej ,∇Uei)− U(lnλ)g(ej , ei)

−g(∇ejei, U) = g(ei,∇ejU) = g(ei,∇Uej)− U(lnλ)g(ei, ej)

Il suffit donc d’additionner ces deux équations et d’utiliser le fait que

g(∇Uei, ej) + g(ei,∇Uej) = U(g(ei, ej)) = 0

Lemme 3.1.3.

g(e1,∇e2e2) = e1(lnλ)− ϕ∗ρ12(e2)

g(e2,∇e1e1) = e2(lnλ) + ϕ∗ρ12(e1)

Démonstration. D’après l’équation fondamentale d’une submersion semi-conforme (voir

[12], Chap 4, page 120),

τϕ = −dϕ(µ) .

où µ est la courbure moyenne des fibres. Or ∇dϕ(U,U) = −dϕ(∇UU) = −dϕ(µ), donc

∑

i=1,2

∇dϕ(ei, ei) = τϕ −∇dϕ(U,U) = 0 .
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Par ailleurs,

∑

i=1,2

∇dϕ(ei, ei)

=
∑

i=1,2

(
−dϕ(∇eiei) +∇ϕ−1

ei dϕ(ei)
)

=
∑

i=1,2

(
−dϕ(∇eiei) + ei(lnλ)dϕ(ei) + λ2∇N

fi
fi
)

=
∑

i=1,2

(−dϕ(∇eiei) + ei(lnλ)dϕ(ei)) + λρ12(f1)dϕ(e2) + λρ21(f2)dϕ(e1)

=
∑

i=1,2

(−dϕ(∇eiei) + ei(lnλ)dϕ(ei)) + ϕ∗ρ12(e1)dϕ(e2)− ϕ∗ρ12(e2)dϕ(e1) .

Donc

0 = −h(dϕ(∇e1e1), dϕ(e1))− h(dϕ(∇e2e2), dϕ(e1))

+e1(lnλ)h(dϕ(e1), dϕ(e1)) + e2(lnλ)h(dϕ(e2), dϕ(e1))

+ϕ∗ρ12(e1)h(dϕ(e2), dϕ(e1))− ϕ∗ρ12(e2)h(dϕ(e1), dϕ(e1)) .

Ce qui donne

0 = −g(∇e1e1, e1)− g(∇e2e2, e1) + e1(lnλ)g(e1, e1) + e2(lnλ)g(e2, e1)

+ϕ∗ρ12(e1)g(e2, e1)− ϕ∗ρ12(e2)g(e1, e1) ,

avec g(e1,∇e1) = 0, donc :

−g(∇e2e2, e1) + e1(lnλ)− ϕ∗ρ12(e2) = 0 .

De même, on peut démontrer que

g(e2,∇e1e1) = e2(lnλ) + ϕ∗ρ12(e1) .

Remarque 3.1.4. Considérons l’application de Weingarten sur la distribution horizon-

tale H := (ker dϕ)⊥ :

ψ : v 7→ −∇vU ∈ H, ∀ v ∈ H

D’après le Corollaire 3.1.2 on a

ψ(e1) = U(lnλ)e1 + g(U,∇e1e2)e2 et ψ(e2) = −g(U,∇e1e2)e1 + U(lnλ)e2 .
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Sa matrice suivant la base {e1, e2} est
(
U(lnλ) a

−a U(lnλ)

)

où a = g(U,∇e1e2). Notons qu’elle est symétrique si la distribution horizontale est

intégrable, donc si g(U, [e1, e2]) = 0, ce qui implique avec le Corollaire 3.1.2 que a =

g(U,∇e1e2) = 0. En général, les valeurs propres de ψ sont les racines du polynôme :

k2 − 2U(lnλ)k + U(lnλ)2 + a2

i.e. k = U(lnλ)± ia.

Dans la suite on aura souvent besoin de la fonction a définie ci-dessus et donc on lui

attribue une définition formelle.

Définition 3.1.5. Soit ϕ : (M3, g) → (N2, h) une submersion semi-conforme avec M3

et N2 orientées. On définit le coefficient d’intégrabilité a :M → R par

a := g(∇e1e2, U) = 1
2g([e1, e2], U) ,

où {e1, e2, U} est une base orthonormée adaptée sur M . Notons que la deuxième égalité

se déduit du Corollaire 3.1.2. En particulier, a est bien définie indépendemment de la base

horizontale orthonormée (directe) {e1, e2} et s’annule si et seulement si la distribution

horizontale est intégrable.

Corollaire 3.1.6.

g(∇e1, e2) = d lnλ(J( · )) + ϕ∗ρ12 − aU ♭

où J est la structure presque complexe sur la distribution horizontale, donnée par J(e1) =

e2 et J(e2) = −e1 et a := g(∇e1e2, U).

Démonstration. D’après la formule dans le Lemme 3.1.3 on peut calculer g(∇e2e1, e2) =

−g(∇e2e2, e1) etc.. D’autre part, d’après le Lemme 3.1.1

g(∇Ue1, e2) = g(∇e1U, e2) = −g(U,∇e1e2) = −a .

3.1.2 Les équations de structure

Considérons la base {e1, e2, e3 = U} présentée dans la section précédente et soit {θ1, θ2, θ3}
la base formée des 1-formes θ1, θ2 et θ3, duales à e1, e2 et e3 respectivement. Posons

maintenant

∇ei =
∑

j

ωijej ,
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avec (ωij) la forme de connexion (donc ωij = −ωji). On désire calculer ω12, ω13 et ω23.

Comme ci-dessus, posons a := g(∇e1e2, U). Posons aussi µ = ∇UU = µ1e1 + µ2e2 la

courbure moyenne des fibres. D’après le Corollaire 3.1.6 ,

ω12 = g(∇e1, e2) = d lnλ ◦ J − aθ3 + ϕ∗(ρ12) = e2(lnλ)θ1 − e1(lnλ)θ2 − aθ3 + ϕ∗(ρ12) .

Aussi en appliquant le Corollaire 3.1.2, on a

ω13 = g(∇e1, U) = g(∇e1e1, U)θ1 + g(∇e2e1, U)θ2 + g(∇e3e1, U)θ3

= U(lnλ)θ1 − aθ2 − µ1θ3 .

De même,

ω23 = aθ1 + U(lnλ)θ2 − µ2θ3 .

Les équations de structure de Cartan s’écrivent sous la forme :

dθi =
∑

j

ωij ∧ θj (3.2)

dωij =
∑

k

ωik ∧ ωkj +Ωij . (3.3)

où Ωij(X,Y ) = g(R(X,Y )ei, ej) pour tous vecteurs X et Y , avec R la courbure rieman-

nienne. Pour plus de compréhension on va démontrer (3.3). Étudions les informations

que les équations de structure contiennent. On rappelle que la semi-conformalité d’une

application est invariante par des déformations conformes du domaine et du codomaine.

Or toute surface est localement conformément équivalente au plan euclidien, donc on

peut supposer que (N, h) est une variété plate et que la base {f1, f2} est la base ca-

nonique dans R2, en particulier, ρ12 ≡ 0. D’abord, la première équation (3.2) donne





dθ1 = e2(lnλ)θ1 ∧ θ2 + U(lnλ)θ1 ∧ θ3
dθ2 = −e1(lnλ)θ1 ∧ θ2 + U(lnλ)θ2 ∧ θ3
dθ3 = −2aθ1 ∧ θ2 − µ♭ ∧ θ3 .

(3.4)

Notons que la dernière équation est bien déjà connue (équation (5) dans [5]).

Calculons maintenant les deux parties de la seconde équation de structure. D’une part,

dω12 = d(e2(lnλ)) ∧ θ1 + e2(lnλ)dθ1 − d(e1(lnλ)) ∧ θ2 − e1(lnλ)dθ2 − da ∧ θ3 − adθ3

=
{
−e2(e2(lnλ)− e1(e1(lnλ)) + e2(lnλ)

2 + e1(lnλ)
2 + 2a2

}
θ1 ∧ θ2

+ {−e3(e2(lnλ)) + e2(lnλ)U(lnλ)− e1(a) + aµ1} θ1 ∧ θ3
+ {e3(e1(lnλ))− e1(lnλ)U(lnλ)− e2(a) + aµ2} θ2 ∧ θ3 ,
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d’autre part

dω12 = ω13 ∧ ω32 +Ω12

= −
{
U(lnλ)2 + a2

}
θ1 ∧ θ2 + {µ2U(lnλ)− aµ1} θ1 ∧ θ3 − {µ1U(lnλ) + aµ2} θ2 ∧ θ3

+g(R( · , · )e1, e2)
= −

{
U(lnλ)2 + a2

}
θ1 ∧ θ2 + {µ2U(lnλ)− aµ1} θ1 ∧ θ3 − {µ1U(lnλ) + aµ2} θ2 ∧ θ3

+R1212θ1 ∧ θ2 +R1312θ1 ∧ θ3 +R2312θ2 ∧ θ3 ,

avec Rijkl = g(R(ei, ej)ek, el).

En comparant les coefficients on obtient les trois équations suivantes :

0 = −e1(e1(lnλ))− e2(e2(lnλ)) + ||grad lnλ||2 + 3a2 −R1212 (3.5)

0 = −U(e2(lnλ)) + e2(lnλ)U(lnλ)− e1(a) + 2aµ1 − µ2U(lnλ)−R1312 (3.6)

0 = U(e1(lnλ))− e1(lnλ)U(lnλ)− e2(a) + 2aµ2 + µ1U(lnλ)−R2312 (3.7)

La première équation est intéressante, on peut la reformuler d’une manière plus inva-

riante de la façon suivante :

or

∆ lnλ = e1(e1(lnλ)) + e2(e2(lnλ)) + U(U(lnλ))− (∇e1e1 +∇e2e2 +∇UU)(lnλ)

et d’après le calcul dans la section précédente,

∇e1e1 +∇e2e2 +∇UU = e1(lnλ)e1 + e2(lnλ)e2 + 2U(lnλ)U + µ (3.8)

donc

∆ lnλ = e1(e1(lnλ)) + e2(e2(lnλ)) + U(U(lnλ))− ||grad lnλ||2 − U(lnλ)2 − µ(lnλ) .

On obtient ainsi l’identité :

R1212 = −∆ lnλ+ U(U(lnλ)− U(lnλ)2 − µ(lnλ) + 3a2 ,

ce qui représente une expression pour la coubure sectionnelle de la distribution horizon-

tale. On procède de la même façon pour les deux autres équations. On aura

dω23 = da ∧ θ1 + adθ1 + d(U(lnλ)) ∧ θ2 + U(lnλ)dθ2 − dµ2 ∧ θ3 − µ2dθ3

= {−e2(a) + ae2(lnλ) + e1(U(lnλ))− e1(lnλ)U(lnλ) + 2aµ2} θ1 ∧ θ2
+ {−e3(a) + aU(lnλ)− e1(µ2) + µ1µ2} θ1 ∧ θ3
+

{
−e3(U(lnλ)) + U(lnλ)2 − e2(µ2) + µ2

2
}
θ2 ∧ θ3 ,
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aussi

dω23 = ω21 ∧ ω13 +Ω23

= {ae2(lnλ)− e1(lnλ)U(lnλ) +R1223} θ1 ∧ θ2 + {µ1e2(lnλ)− aU(lnλ) +R1323} θ1 ∧ θ3
+
{
−µ1e1(lnλ) + a2 +R2323

}
θ2 ∧ θ3 .

En identifiant les coefficients on obtient

0 = −e2(a) + e1(U(lnλ)) + 2aµ2 −R1223 (3.9)

0 = −U(a) + 2aU(lnλ)− e1(µ2) + µ1µ2 − µ1e2(lnλ)−R1323 (3.10)

0 = −U(U(lnλ)) + U(lnλ)2 − e2(µ2) + µ2
2 + µ1e1(lnλ)− a2 −R2323 (3.11)

Finalement,

dω13 = −da ∧ θ2 − adθ2 + d(U(lnλ)) ∧ θ1 + U(lnλ)dθ1 − dµ1 ∧ θ3 − µ1dθ3

= {−e1(a) + ae1(lnλ)− e2(U(lnλ)) + e2(lnλ)U(lnλ) + 2aµ1} θ1 ∧ θ2
+ {e3(a)− aU(lnλ)− e2(µ1) + µ1µ2} θ2 ∧ θ3
+

{
−e3(U(lnλ)) + U(lnλ)2 − e1(µ1) + µ1

2
}
θ1 ∧ θ3 ,

aussi

dω13 = ω12 ∧ ω23 +Ω13

= {ae1(lnλ) + e2(lnλ)U(lnλ) +R1213} θ1 ∧ θ2 + {µ2e1(lnλ) + aU(lnλ) +R2313} θ2 ∧ θ3
+
{
−µ2e2(lnλ) + a2 +R1313

}
θ1 ∧ θ3

Par comparaison,

0 = −e1(a)− e2(U(lnλ)) + 2aµ1 −R1213 (3.12)

0 = U(a)− 2aU(lnλ)− e2(µ1) + µ1µ2 − µ2e1(lnλ)−R2313 (3.13)

0 = −U(U(lnλ)) + U(lnλ)2 − e1(µ1) + µ1
2 + µ2e2(lnλ)− a2 −R1313 (3.14)

Ainsi on obtient neuf identités qui donnent la relation entre la dilatation λ, la courbure

moyenne des fibres µ, le coefficient d’intégrabilité a et la courbure Rijkl. On peut réécrire

quelques unes de ces équations plus nettement. Par exemple,

div µ =
3∑

a=1

{ea(g(µ, ea))− g(µ,∇eaea)}

= e1(µ1) + e2(µ2)− µ1e1(lnλ)− µ2e2(lnλ)− ||µ||2

= e1(µ1) + e2(µ2)− µ(lnλ)− ||µ||2 (3.15)
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En additionnant maintenant (3.11) et (3.14), et en notant queR1313+R2323 = −Ric(e3, e3),

on obtient l’identité suivante :

Ric(e3, e3) = 2U(U(lnλ))− 2U(lnλ)2 + div µ+ 2a2 . (3.16)

On peut aussi par exemple utiliser les équations (3.10) et (3.13) pour simplifier rot µ,

plus précisément

rot µ = (∗(dµ♭))♯

= {e1(µ2) + µ1e2(lnλ)− e2(µ1)− µ2e1(lnλ)}U
−{U(µ2)− µ2U(lnλ)}e1 + {U(µ1)− µ1U(lnλ)}e2

= {−2U(a) + 4aU(lnλ)}U + U(ln(λ/µ2))µ2e1 − U(ln(λ/µ1))µ1e2

Finalement, si on calcule µ1×(3.9) - µ2×(3.12), on obtient

µ(U(lnλ)) = Jµ(a) + µ1R1223 + µ2R2113

= Jµ(a) + Ric (µ,U) .

On peut déduire d’après ces neuf équations encore d’autres identités utiles. Par exemple

(3.6) et (3.12) contiennent toutes les deux R1312 = R1213, ce qui entrâıne

[e2, U ](lnλ) + e2(lnλ)U(lnλ)− µ2U(lnλ) = 0 .

De même les équations (3.7) et (3.9) donnent

[e1, U ](lnλ) + e1(lnλ)U(lnλ)− µ1U(lnλ) = 0

Notons qu’on peut aussi déduire ces deux identités directement par le Lemme 3.1.1.

Les équations (3.10) et (3.13) donnent

2U(a)− 4aU(lnλ) + e1(µ2)− e2(µ1) + µ1e2(lnλ)− µ2e1(lnλ) = 0 (3.17)

ce qu’on a déjà utilisé pour obtenir l’expression de rot µ ci-dessus.

Lemme 3.1.7.

dµ♭(e1, e2) = e1(µ2)− e2(µ1) + µ1e2(lnλ)− µ2e1(lnλ)

Démonstration.

dµ♭(e1, e2) = e1(µ
♭(e2))− e2(µ

♭(e1))− µ♭([e1, e2])

= e1(µ2)− e2(µ1)− g(µ, [e1, e2]) . (3.18)
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On sait par le Lemme 3.1.3 que

g(µ, [e1, e2]) = µ1g(e1,∇e1e2)− µ2g(e2,∇e2e1)

= −µ1g(e2,∇e1e1) + µ2g(e1,∇e2e2) = −µ1e2(lnλ) + µ2e1(lnλ) ,

d’où on a la preuve de ce lemme.

Le lemme ci-dessus représente une autre preuve de (3.17) qu’on indique dans le corollaire

ci- dessous.

Corollaire 3.1.8.

2U(a)− 4aU(lnλ) = −dµ♭(e1, e2)

= −e1(µ2) + e2(µ1)− µ1e2(lnλ) + µ2e1(lnλ)

Démonstration. Tout d’abord, notons que par le Corollaire 3.1.2, 2a = g(U, [e1, e2]),

donc d’après (3.18)

2U(a) = U{g(U, [e1, e2])} = g(µ, [e1, e2]) + g(U,∇U [e1, e2])

= −dµ♭(e1, e2) + e1(µ2)− e2(µ1) + g(U,∇U [e1, e2]) . (3.19)

Or d’après l’identité de Jacobi,

g(∇U [e1, e2], U) = g([U, [e1, e2]], U) = g([[U, e1], e2], U) + g([[e2, U ], e1], U) .

Mais en utilisant le Lemme 3.1.1 et le fait que g([U, ei], U) = −g(ei,∇UU) = −µi (i =
1, 2), on a

[U, ei] = U(lnλ)ei − µiU (i = 1, 2)

Et en général [fX, Y ] = f [X,Y ]− Y (f)X, donc

g([U, [e1, e2]], U) = g([U(lnλ)e1 − µ1U, e2], U)− g([U(lnλ)e2 − µ2U, e1], U)

= −µ1g([U, e2], U) + µ2g([U, e1], U) + e2(µ1)− e1(µ2) + 2U(lnλ)g([e1, e2], U)

= µ1µ2 − µ2µ1 + e2(µ1)− e1(µ2) + 4aU(lnλ)

= e2(µ1)− e1(µ2) + 4aU(lnλ) .

En substituant maintenant cette identité dans (3.19) on obtient la formule.

3.2 Solitons de Ricci

Comme nous l’avons mentionné dans l’introduction du présent chapitre, un soliton de

Ricci est une métrique riemannienne g sur une variété M satisfaisant

Ric(g) + 1
2LEg +Ag = 0 ,

où E est un champ de vecteurs sur M et A est une constante. On va établir dans cette

section les étapes nécessaires pour expliciter les termes de cette équation.
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3.2.1 Courbure de Ricci

On peut calculer par les équations de structure la coubure de Ricci surM . Plus précisément

on a

Ric = R11θ1
2 +R22θ2

2 +R33θ3
2 + 2R12θ1 ⊙ θ2 + 2R13θ1 ⊙ θ3 + 2R23θ2 ⊙ θ3

où

R11 = R1221 +R1331, R22 = R2112 +R2332, R33 = R3113 +R3223

R12 = R1332, R13 = R1223, R23 = R2113 .

Donc




R11 = ∆ lnλ+ µ(lnλ)− 2a2 + e1(µ1)− µ1
2 − µ2e2(lnλ)

R22 = ∆ lnλ+ µ(lnλ)− 2a2 + e2(µ2)− µ2
2 − µ1e1(lnλ)

R33 = 2U(U(lnλ))− 2U(lnλ)2 + div µ+ 2a2

R12 = U(a)− 2aU(lnλ) + e1(µ2)− µ1µ2 + µ1e2(lnλ)

= −U(a) + 2aU(lnλ) + e2(µ1)− µ1µ2 + µ2e1(lnλ)

R13 = U(e1(lnλ))− e1(lnλ)U(lnλ)− e2(a) + 2aµ2 + µ1U(lnλ)

= −e2(a) + e1(U(lnλ)) + 2aµ2

R23 = U(e2(lnλ))− e2(lnλ)U(lnλ) + e1(a)− 2aµ1 + µ2U(lnλ)

= e1(a) + e2(U(lnλ))− 2aµ1

(3.20)

Rappelons que d’après (3.15) div µ est donnée par

div µ = e1(µ1) + e2(µ2)− µ1e1(lnλ)− µ2e2(lnλ)− |µ|2 .

En particulier,

R11 +R22 = 2∆ lnλ+ 2µ(lnλ)− 4a2 + div µ

et la courbure scalaire

S = R11 +R22 +R33 = 2∆ lnλ+ 2µ(lnλ)− 2a2 + 2U(U(lnλ))− 2U(lnλ)2 + 2div µ .

On note que cette expression convient avec la formule donnée dans [12] (11.7.3) dans le

cas où les fibres sont minimaux et que l’expression de R12 convient avec celle donnée

dans [5], car on a

R12 = U(a)− 2aU(lnλ) + e1(µ2)− µ1µ2 + µ1e2(lnλ)

donc d’après le Corollaire 3.1.8,

R12 = 1
2{e1(µ2) + e2(µ1) + µ1e2(lnλ) + µ2e1(lnλ)} − µ1µ2

= 1
2Lµg(e1, e2)− g(µ, e1)g(µ, e2)
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3.2.2 Cas où la surface d’arrivée est de courbure arbitraire : une forme

invariante pour la courbure de Ricci

On a déjà exprimé la courbure de Ricci en cas de présence d’une application semi-

conforme à valeurs dans une surface de courbure de Gauss nulle, mais on peut adapter

facilement la formule dans le cas où l’application est à valeurs dans une surface de

courbure non nécessairement nulle. Pour cela, considérons la composition suivante :

M3 ϕ−→ (U ⊂ R2, h)
ψ−→ (N2, h)

où h est la métrique canonique sur R2 et ψ est un changement conforme de la métrique,

i.e. ψ est l’application identité et il existe une fonction α : U → R+ lisse sur U telle que

h = α2h. Suivant un tel changement, la courbure de Gauss varie de la façon suivante

K = α−2(K −∆ lnα) = −α−2∆ lnα

(car K = 0).

Lemme 3.2.1. La quantité

∆ lnλ+ λ
2
KN + µ(lnλ)

est invariante par des déformations conformes du codomaine.

Démonstration. La dilatation de la composée est donnée par λ(x) = α(ϕ(x))λ(x). Alors

∆ lnλ = ∆ ln(α ◦ ϕ) + ∆ lnλ

Avec

∆ ln(α ◦ ϕ) = d lnα(∆ϕ) + Tr∇d lnα(dϕ, dϕ) = −d lnα(dϕ(µ)) + λ2∆ lnα

= −d lnα(dϕ(µ))− α2λ2KN = −µ(ln(α ◦ ϕ))− λ
2
KN ,

donc

∆ lnλ+ µ(lnλ) = ∆ lnλ−∆ ln(α ◦ ϕ) + µ(lnλ)− µ(ln(α ◦ ϕ))
= ∆ lnλ+ λ

2
KN + µ(lnλ) .

Ce qui complète la preuve de ce lemme.

On peut donc maintenant déduire une expression invariante pour la courbure de Ricci

calculée en cas de présence d’une application semi-conforme ϕ : (M3, g) → (N2, h) à

valeurs dans une surface de courbure arbitraire :

Ricg = R11θ1
2 +R22θ2

2 +R33θ3
2 + 2R12θ1 ⊙ θ2 + 2R13θ1 ⊙ θ3 + 2R23θ2 ⊙ θ3 .

Le lemme suivant sera utile pour le reste du chapitre.
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Lemme 3.2.2. Soient θ une 1-forme et ξ un champ de vecteurs. On a

Lξθ2 = 2θ ⊙ Lξθ = 2θ ⊙ {d(θ⌋ξ) + dθ⌋ξ}

Démonstration. Soient X et Y deux champs de vecteurs,

(Lξθ2)(X,Y ) = ξ(θ(X)θ(Y ))− θ(LξX)θ(Y )− θ(X)θ(LξY )

= θ(X){ξ(θ(Y ))− θ(LξY )}+ θ(Y ){ξ(θ(X))− θ(LξX)}
= θ(X)Lξθ(Y ) + θ(Y )Lξθ(X) = 2(θ ⊙ Lξθ)(X,Y )

L’expression de Lξθ est l’expression standard de la dérivée de Lie pour une 1-forme.

Lemme 3.2.3.

1
2Lµg =

(
e1(µ1)− µ2e2(lnλ)

)
θ1

2 +
(
e2(µ2)− µ1e1(lnλ)

)
θ2

2 − ||µ||2θ32

+
(
e1(µ2) + e2(µ1) + µ1e2(lnλ) + µ2e1(lnλ)

)
θ1 ⊙ θ2

+
(
µ1U(lnλ) + U(µ1) + 2aµ2

)
θ1 ⊙ θ3 +

(
µ2U(lnλ) + U(µ2)− 2aµ1

)
θ2 ⊙ θ3

Démonstration. La dérivée de Lie de la métrique g par rapport à µ est donnée par

Lµg = Lµ(θ12 + θ2
2 + θ3

2) .

Or d’après le Lemme 3.2.2 et les équations de structure (3.4), on a

Lµθ12 = 2θ1 ⊙ {dµ1 + e2(lnλ)µ1θ2 − e2(lnλ)µ2θ1 + U(lnλ)µ1θ3}
Lµθ22 = 2θ2 ⊙ {dµ2 − e1(lnλ)µ1θ2 + e1(lnλ)µ2θ1 + U(lnλ)µ2θ3}
Lµθ32 = 2θ3 ⊙ {−2aµ1θ2 + 2aµ2θ1 − ||µ||2θ3}

Notons que pour toute fonction f , on a df = e1(f)θ1+e2(f)θ2+e3(f)θ3. On peut obtenir

alors la formule en regroupant les différents coefficients de θi ⊙ θj .

Lemme 3.2.4. Le Laplacien sur les formes, appliqué sur la 1-forme verticale unitaire :

∆θ3 := (dd∗ + d∗d)θ3 est donné par

∆θ3 =
(
2e1(U(lnλ))− 2e2(a)− U(µ1) + µ1U(lnλ)

)
θ1

+
(
2e2(U(lnλ)) + 2e1(a)− U(µ2) + µ2U(lnλ)

)
θ2

+
(
2U(U(lnλ)) + 4a2 + divµ+ ||µ||2

)
θ3

On note que ce Laplacien donne le signe opposé de celui qu’on a utilisé pour les fonctions.
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Démonstration. Tout d’abord, en faisant la somme suivant l’indice répété a = 1, 2, 3, on

a d’après (3.8)

d∗θ3 = −
(
∇eaθ3

)
(ea) = θ3

(
∇eaea

)
= 2U(lnλ) ,

donc dd∗θ3 = 2d(U(lnλ)). Et en général, pour toute 2-forme Ω et toute fonction f ,

d∗(fΩ) = −∇ea(fΩ)(ea) = −ea(f)Ω(ea, · ) + fd∗Ω = −Ω⌋grad f + fd∗Ω .

D’après (3.4), dθ3 = −2aθ1 ∧ θ2 − µ♭ ∧ θ3, alors

d∗dθ3 = 2e1(a)θ2 − 2e2(a)θ1 − 2ad∗(θ1 ∧ θ2)− d∗(µ♭ ∧ θ3) .

Avec

d∗(θ1 ∧ θ2)(e1) = −∇ea(θ1 ∧ θ2)(ea, e1)
= −ea((θ1 ∧ θ2)(ea, e1)) + (θ1 ∧ θ2)(∇eaea, e1) + (θ1 ∧ θ2)(ea,∇eae1)

= −e2(lnλ) + θ2(∇e1e1)− θ1(∇e2e1)

= −e2(lnλ) + g(e2,∇e1e1)− g(e1,∇e2e1) = −e2(lnλ) + e2(lnλ) = 0

De même, on peut démontrer que d∗(θ1 ∧ θ2)(e2) = 0 et que d∗(θ1 ∧ θ2)(e3) = −2a, c’est

à dire

d∗(θ1 ∧ θ2) = −2aθ3 .

Par ailleurs,

d∗(µ♭ ∧ θ3)(e1) = −ea
(
(µ♭ ∧ θ3)(ea, e1)

)
+ (µ♭ ∧ θ3)(∇eaea, e1) + (µ♭ ∧ θ3)(ea,∇eae1)

= U(µ1)− µ1θ3(∇eaea) + µ1θ3(∇e1e1) + µ2θ3(∇e2e1)− µ♭(∇Ue1)

= U(µ1)− µ1U(lnλ) ,

où on a utilisé (3.8), le Corollaire 3.1.2 et le fait que par le Lemme 3.1.1,

µ♭(∇Ue1) = g(µ,∇Ue1) = µ2g(e2,∇Ue1) = µ2g(e2,∇e1U) = −aµ2 .

De même

d∗(µ♭ ∧ θ3)(e2) = U(µ2)− µ2U(lnλ) ,

et

d∗(µ♭ ∧ θ3)(e3) = −e1(µ1)− e2(µ2) + µ1e1(lnλ) + µ2e2(lnλ) ,

donc

d∗(µ♭ ∧ θ3) =
(
U(µ1)− µ1U(lnλ)

)
θ1 +

(
U(µ2)− µ2U(lnλ)

)
θ2

= +
(
− e1(µ1)− e2(µ2) + µ1e1(lnλ) + µ2e2(lnλ)

)
θ3 .

Ce qui donne alors la formule du Laplacien.
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Théorème 3.2.5. Soit ϕ : (M3, g) → (N2, h) une submersion semi-conforme de dilata-

tion λ et de coefficient d’intégrabilité a. Alors la courbure de Ricci est donnée par

Ricg = {λ2KN +∆ lnλ+ µ(lnλ)}gH − 2a2g + 1
2Lµg (3.21)

−
(
µ♭ + U(lnλ)θ3

)2
− U(lnλ)2θ3

2 +∆θ3 ⊙ θ3 ,

où µ est la courbure moyenne des fibres de ϕ, KN est la courbure de Gauss de N , θ3

est la 1-forme verticale unitaire et ∆θ3 = (dd∗+d∗d)θ3 est le Laplacien appliqué sur les

formes.

Démonstration. Pour démontrer ce théorème, on peut commencer par vérifier que la

formule est correcte dans le cas où l’application ϕ est à valeurs dans l’espace euclidien

R2 et passer après à identifier les termes qui changent par une transformation conforme

du codomaine.

Comme le tenseur de Ricci est tensoriel, les formules dans (3.20) sont indépendantes du

choix de la base orthonormée {f1, f2} sur le codomaine. Ainsi en appliquant les Lemmes

3.2.3 et 3.2.4, on peut vérifier que les formules (3.21) et (3.20) conviennent quand on

choisit une base orthonormée {e1, e2, e3}. Par exemple, on peut faire la vérification pour

l’expression de R12 : À l’aide du Lemme 3.2.3, (3.21) fournit l’identité

2R12 = e1(µ2) + e2(µ1) + µ1e2(lnλ) + µ2e1(lnλ)− 2µ1µ2 .

Mais grâce au Corollaire 3.1.8 on a

2R12 = 2U(a)− 4aU(lnλ) + 2e1(µ2) + 2µ1e2(lnλ)− 2µ1µ2 ,

ce qui est exactement l’expression de R12 calculée dans (3.20).

Ayant vérifié que l’expression des composantes (3.20) et celle de la forme invariante (3.21)

sont les mêmes quand le codomaine est de courbure de Gauss nulle, on peut maintenant

appliquer le raisonnement qu’on a mentionné au début de cette section. Plus précisément,

on considère la composition

M3 ϕ−→ (U ⊂ R2, h)
ψ−→ (N2, h) .

On remarque que le seul terme qui dépend de ψ dans (3.21) est λ2KN +∆ lnλ+µ(lnλ).

Alors que tous les autres termes sont intrinsèques dans (M, g) et le feuilletage déterminé

par les fibres de ϕ, qui ne sont pas affectés par des transformations du codomaine.

Mais d’après le Lemme 3.2.1, cette quantité est invariante par rapport aux déformations

conformes du codomaine. D’où l’expression du tenseur de Ricci (3.21) est établie.

Corollaire 3.2.6. Soit ϕ : (M3, g) → (N2, h) une submersion semi-conforme à valeurs

dans une surface orientée N2 de courbure de Gauss KN et de dilatation λ. Et soit
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{e1, e2, e3} une base orthonormée droite adaptée, où e3 est le vecteur vertical. Désignons

par Rab = Ric(ea, eb) les composantes du tenseur de Ricci (a, b = 1, 2, 3). Alors




R11 = λ2KN +∆ lnλ+ µ(lnλ)− 2a2 + e1(µ1)− µ1
2 − µ2e2(lnλ)

R22 = λ2KN +∆ lnλ+ µ(lnλ)− 2a2 + e2(µ2)− µ2
2 − µ1e1(lnλ)

R33 = 2U(U(lnλ))− 2U(lnλ)2 + div µ+ 2a2

R12 = U(a)− 2aU(lnλ) + e1(µ2)− µ1µ2 + µ1e2(lnλ)

= −U(a) + 2aU(lnλ) + e2(µ1)− µ1µ2 + µ2e1(lnλ)

R13 = −e2(a) + e1(U(lnλ)) + 2aµ2

R23 = e1(a) + e2(U(lnλ))− 2aµ1

(3.22)

3.3 Déformations biconformes

3.3.1 L’effet d’une déformation biconforme sur la courbure de Ricci

Soit ϕ : (M3, g0) → (N2, h) une application semi-conforme entre variétés orientées.

Considérons une déformation biconforme de la métrique g0 de la forme :

g =
gH0
σ2

+
gV0
ρ2

On va écrire les objets suivant g0 avec un indice 0, soit en bas soit en haut, et on va

conserver la même notation des objets dans les parties précédentes pour désigner ces

objets suivant g. Par exemple, on va désigner par {e01, e02, e03} la base orthonormée par

rapport à g0 et par λ0 la dilatation de ϕ par rapport à g0 , etc. La nouvelle base de

champs de vecteurs et la base formée des 1-formes duales sont données par

{e1 = σe01, e2 = σeo2, e3 = ρe03} et {θ1 =
1

σ
θ01, θ2 =

1

σ
θ02, θ3 =

1

ρ
θ03} .

Lemme 3.3.1. La courbure moyenne des fibres, le coefficient d’intégrabilité et la dila-

tation varient de la façon suivante

µ = σ2(µ0 +Hgrad g0 ln ρ), a =
σ2

ρ
a0, λ = σλ0 .

En particulier

µ1 = σ(µ01 + e01(ln ρ)), µ2 = σ(µ02 + e02(ln ρ)) .

Démonstration. En utilisant la première équation de structure (3.4), on a

dθ3 = d

(
1

ρ
θ03

)
= − 1

ρ2
dρ ∧ θ03 +

1

ρ
dθ03

= −1

ρ
d(ln ρ) ∧ θ03 +

1

ρ
(−2a0θ

0
1 ∧ θ02 − µ♭0 ∧ θ03)

= −d(ln ρ) ∧ θ3 − µ♭0 ∧ θ3 −
2a0σ

2

ρ
θ1 ∧ θ2 .
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Avec dθ3 = −2aθ1 ∧ θ2 − µ♭ ∧ θ3, ce qui montre que µ♭ = µ♭0 + d(ln ρ)|H et ce qui

donne alors l’expression de µ. On peut déduire aussi l’expression de a grâce au calcul

ci-dessus et on peut voir facilement l’expression de λ en utilisant le fait que la nouvelle

base horizontale est un multiple par σ, de la base horizontale initiale.

On peut calculer directement la formule du Laplacien après un changement biconforme,

sans se référer à la preuve donnée par L. Danielo dans [23].

Lemme 3.3.2. [22, 23]

∆gf = σ2∆g0f + (ρ2 − σ2)U0(U0(f))− 2(ρ2 − σ2)U0(lnλ0)U0(f)− 2ρ2U0(lnσ)U0(f)

+ρ2U0(ln ρ)U0(f)− σ2df(Hgrad g0 ln ρ)

Démonstration. D’après (3.8) on a

∆gf = e1(e1(f)) + e2(e2(f)) + e3(e3(f))− df(∇e1e1 +∇e2e2 +∇e3e3)

= e1(e1(f)) + e2(e2(f)) + e3(e3(f))− e1(lnλ)e1(f)− e2(lnλ)e2(f)− 2U(lnλ)U(f)− µ(f)

= e1(e1(f)) + e2(e2(f)) + e3(e3(f))− df(grad lnλ)− U(lnλ)U(f)− µ(f)

Ainsi

∆gf = σe01(σe
0
1(f)) + σe02(σe

0
2(f)) + ρe03(ρe

0
3(f))

−σ2e01(ln(σλ0))e01(f)− σ2e02(ln(σλ0))e
0
2(f)− 2ρ2U0(ln(σλ0))U0(f)− µ(f)

= σ2
{
e01(e

0
1(f)) + e02(e

0
2(f)) + e03(e

0
3(f))− df(grad g0 lnλ0)− U0(lnλ0)U0(f)− µ0(f)

}

+(ρ2 − σ2)(U0(U0(f)) + 2(σ2 − ρ2)U0(lnλ0)U0(f)

−2ρ2U0(lnσ)U0(f) + (ρ2 + σ2)U0(ln ρ)U0(f)− σ2df(grad g0 ln ρ) .

Ce qui donne ainsi la formule demandée.

Corollaire 3.3.3.

∆g(lnλ) = σ2∆g0(lnλ0) + (ρ2 − σ2)U0(U0(lnλ0))− 2(ρ2 − σ2)U0(lnλ0)
2 − 2ρ2U0(lnσ)U(lnλ0)

+ρ2U0(ln ρ)U0(lnλ0)− σ2(d lnλ0)(Hgrad g0 ln ρ)

+σ2∆g0(lnσ) + (ρ2 − σ2)U0(U0(lnσ))− 2(ρ2 − σ2)U0(lnλ0)U0(lnσ)− 2ρ2U0(lnσ)
2

+ρ2U0(ln ρ)U0(lnσ)− σ2(d lnσ)(Hgrad g0 ln ρ) .

On peut voir facilement comment la dérivée de Lie LEg change par des déformations

biconformes. En général,

Luξg = uLξg + 2du⊙ ξ♭ et Lξ(vk) = ξ(v)k + vLξk (3.23)

pour toutes fonctions u et v, tout champ de vecteurs ξ et tout 2-tenseur covariant

symétrique k. En conséquence du Lemme 3.2.2, on peut déduire la formule suivante.
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Lemme 3.3.4. Pour tout champ de vecteurs ξ, on a

Lξg = σ−2
{
LξgH0 − 2ξ(lnσ)gH0

}
+ ρ−2

{
LξgV0 − 2ξ(ln ρ)gV0

}

= σ−2Lξg0 + (ρ−2 − σ−2)Lξ(θ03)2 − 2σ−2ξ(lnσ)gH0 − 2ρ−2ξ(ln ρ)(θ03)
2 .

3.4 Cas où la distribution horizontale est intégrable

Dans cette section on va étudier les solitons de Ricci de dimension 3 munis d’une projec-

tion semi-conforme dans une surface, de distribution horizontale intégrable. On montrera

que tous les exemples explicites de tels solitons connus à ce jour sont biconformément

équivalents à la projection orthogonale canonique R3 → R2. Pour illustrer la méthode

suivie, on commence par un exemple bien connu, non-publié de R. Bryant (voir [19]).

3.4.1 Le soliton de Bryant

Le soliton de Bryant peut être obtenu par une déformation biconforme de la projection

canonique R3 → R2. Notons (x1, x2, t) les coordonnées sur R
3, et soit

ϕ : (R3, g0) → R2

(x1, x2, t) 7→ (x1, x2)

la projection canonique avec g0 la métrique euclidienne sur R3 donnée par g0 = dx21 +

dx22 + dt2. Considérons une déformation biconforme du type suivant

g =
dx1

2 + dx2
2

σ(t)2
+ dt2

i.e. ρ ≡ 1 et σ = σ(t). Donc, d’après le Lemme 3.3.1, suivant g, µ ≡ 0, a ≡ 0 et λ = σ.

Et d’après (3.20), les composantes de la courbure de Ricci sont données par :

R11 = R22 = ∆g lnσ, R33 = 2U(U(lnσ))− 2U(lnσ)2,

R12 = 0, R13 = e1(U(lnσ)), R23 = e2(U(lnσ)) ,

avec e1 = σ∂1, e2 = σ∂2, U = ∂t, ce qui donne R13 = R23 = 0. D’après le Lemme 3.3.2

∆g lnλ = ∆g lnσ = σ2∆g0 lnσ + (1− σ2)U(U(lnσ))− 2U(lnσ)2

= (lnσ)′′ − 2((lnσ)′)2 .

Donc Ric g est donné par

Ric g = R11θ1
2 +R22θ2

2 +R33θ3
2

=
1

σ2
{
(lnσ)′′ − 2((lnσ)′)2

}
(dx1

2 + dx2
2)

+{2(lnσ)′′ − 2((lnσ)′)2}dt2
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On prend le flot de soliton E de la forme E = f(t)U = f(t)∂t – il est clair que c’est du

type gradient. Pour calculer L(f∂t)g, on peut utiliser le Lemme 3.3.4. Bien évidemment

L∂tgH = L∂tgV = 0, donc

L∂tg = −2σ−2(lnσ)′(dx1
2 + dx2

2)

ce qui donne en utilisant (3.23),

L(f∂t)g = −2fσ−2(lnσ)′(dx1
2 + dx2

2) + 2f ′dt2 ,

alors l’équation de soliton devient :

2

σ2
{
(lnσ)′′ − 2((lnσ)′)2

}
(dx1

2 + dx2
2) + 2{2(lnσ)′′ − 2((lnσ)′)2}dt2

−2f
(lnσ)′

σ2
(dx1

2 + dx2
2) + 2f ′dt2 + 2A

(
dx1

2 + dx2
2

σ(t)2
+ dt2

)
= 0 .

Ce qui est équivalent au système des EDOs :

{
0 = (lnσ)′′ − 2((lnσ)′)2 − f(lnσ)′ +A

0 = 2(lnσ)′′ − 2((lnσ)′)2 + f ′ +A .

On obtient les mêmes équations du système (9) obtenu dans [5] avec KN = 0. On

compose maintenant avec une application conforme de R2 → N2 à valeurs dans une

surface de courbure de Gauss quelconque KN . Par conséquence du Corollaire 3.2.6, on a

simplement besoin d’ajouter le terme λ2KN = σ2KN pour R11 et R22. On obtient alors

les deux EDOs suivantes :

{
0 = σ2KN + (lnσ)′′ − 2((lnσ)′)2 − f(lnσ)′ +A

0 = 2(lnσ)′′ − 2((lnσ)′)2 + f ′ +A
(3.24)

Ce qui convient exactement avec le résultat de Baird-Danielo dans [5]. Notons qu’on

peut écrire ce système comme un système de premier ordre de la forme dx
ds = F (x, y),

dy
ds = G(x, y), et cela peut être réalisé en faisant les substitutions : δ = 1/σ, x = δ′, y =

δf + 2δ′, ds = dt/δ. Ce système planaire peut être résolu en analysant le portrait de

phase [19]. Une orbite particulière correspond au soliton de Bryant.

3.4.2 Solitons de type “warped-product”

Les solitons issus d’un “warped-product” d’une variété d’Einstein par la droite réelle

ont été intensivement étudiés et par suite, dans cette section, on se contentera d’étudier

certains cas spécifiques.
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Considérons la projection orthogonale ϕ : R3 → R2 qui est donnée par ϕ(x1, x2, x3) =

(x1, x2). Désignons par t la coordonnée x3 et considérons une déformation biconforme

de la forme

g =
dx1

2 + dx2
2

r(t)2u(x1, x2)2
+ dt2

où r et u sont des fonctions positives. Il s’agit donc d’un “warped-product” de la surface

R2 munie de la métrique (dx1
2+dx2

2)/u(x1, x2)
2 par la droite réelle R, où la fonction r(t)

correspond au paramètre de déformation (warping function). Notons que l’insertion d’un

facteur dt2/ρ(t)2 dans la composonte verticale peut être prise en compte en changeant

le paramètre t en t̃ =
∫ t
(dt/ρ(t)). D’après le Lemme 3.3.1, la dilatation est donnée par

λ = ru, la courbure moyenne des fibres µ et la constante d’intégrabilité a sont nulles.

Une base orthonormée adaptée est donnée par les champs de vecteurs e1 = ru∂1, e2 =

ru∂2, e3 = ∂t ; leurs 1-formes duales θ1 = dx1/ru, θ2 = dx2/ru, θ3 = dt sont de dérivées

dθ1 =
r′

r
θ1 ∧ θ3 + r∂2u θ1 ∧ θ2, dθ2 =

r′

r
θ2 ∧ θ3 − r∂1u θ1 ∧ θ2, dθ3 = 0 .

Soit g0 la métrique canonique sur R3. En conséquence de (3.20) et du Corollaire 3.3.3

(en notant que la dilatation par rapport à g0, λ0, désignée par λ dans le Corollaire 3.3.3,

est identiquement 1), on a

R11 = R22 = ∆g ln ru = ∆g ln r +∆g lnu

= σ2∆g0 lnu+ σ2∆g0 ln r + (1− σ2)(ln r)′′ − 2(ln r)′2

= r2u2∆g0 lnu+ (ln r)′′ − 2(ln r)′2

R33 = 2U(U(ln ru))− 2(U(ln ru))2 = 2(ln r)′′ − 2(ln r)′2

En écrivant le flot de soliton E de la forme E = f1e1 + f2e2 + f3e3 pour des certaines

fonctions f1, f2 et f3, on a d’après le Lemme 3.2.2,




LEθ12 = 2θ1 ⊙ {df1 + r′

r f1θ3 − r′

r f3θ1 + rf1∂2uθ2 − rf2∂2uθ1}
LEθ22 = 2θ2 ⊙ {df2 + r′

r f2θ3 − r′

r f3θ2 − rf1∂1uθ2 + rf2∂1uθ1}
LEθ32 = 2θ3 ⊙ df3 .

(3.25)

Par identification des coefficients des différents θi⊙θj dans l’équation de soliton Ric (g)+
1
2LEg +Ag = 0, on obtient l’ensemble des équations suivantes :





(i) θ1
2 : r2u2∆g0 lnu+ (ln r)′′ − 2(ln r)′2 +A+ ru∂1f1 − r′

r f3 − rf2∂2u = 0

(ii) θ2
2 : r2u2∆g0 lnu+ (ln r)′′ − 2(ln r)′2 +A+ ru∂2f2 − r′

r f3 − rf1∂1u = 0

(iii) θ3
2 2(ln r)′′ − 2(ln r)′2 +A+ ∂tf3 = 0

(iv) θ1θ2 : ∂2(uf1) + ∂1(uf2) = 0

(v) θ1θ3 : ∂tf1 +
r′

r f1 + ru∂1f3 = 0

(vi) θ2θ3 : ∂tf2 +
r′

r f2 + ru∂2f3 = 0

(3.26)
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Notons que la différence entre (i) et (ii) montre que

∂1(uf1)− ∂2(uf2) = 0.

Ce qui donne, avec (iv), les équations de Cauchy-Riemann pour la fonction complexe

u(f1 + if2). Soit z = x1 + ix2. On peut déduire alors que pour tout t, la fonction

complexe u(z)(f1+if2)(z) est holomorphe. Par suite le champ de vecteurs f1e1+f2e2 =

uf1∂1 + uf2∂2 est un champ de vecteurs holomorphe suivant la coordonnée complexe

z = x1 + ix2 sur R2. On discute à présent quelques cas particuliers de (3.26).

On suppose tout d’abord que r(t) ≡ 1 i.e. il s’agit d’un produit riemannien de la surface

Σ := R2 munie de la métrique (dx1
2 + dx2

2)/u(x1, x2)
2 par la droite réelle. On obtient

l’ensemble des équations :





(i) u2∆g0 lnu+A+ u∂1f1 − f2∂2u = 0

(ii) u2∆g0 lnu+A+ u∂2f2 − f1∂1u = 0

(iii) A+ ∂tf3 = 0

(iv) ∂2(uf1) + ∂1(uf2) = 0

(v) ∂tf1 + u∂1f3 = 0

(vi) ∂tf2 + u∂2f3 = 0

Par conséquent

(iii) ⇒ f3 = −At+ p(x1, x2)

(v) ⇒ ∂tf1 + u∂1p = 0 ⇒ f1 = −ut∂1p+ q1(x1, x2)

(vi) ⇒ ∂tf2 + u∂2p = 0 ⇒ f2 = −ut∂2p+ q2(x1, x2)

avec p, q1, q2 des fonctions qui dépendent uniquement de x1 et x2. En substituant ces

quantités dans (i), (ii) et (iv) et en identifiant les termes qui dépendent du paramètre

t et ceux qui n’en dépendent pas, on obtient l’ensemble des six équations en p, q1 et q2

suivantes : 



(i) u∂2u∂2p− u∂1u∂1p− u2∂11p = 0

(ii) u2∆g0 lnu+A+ u∂1q1 − q2∂2u = 0

(iii) u∂1u∂1p− u∂2u∂2p− u2∂22p = 0

(iv) u2∆g0 lnu+A+ u∂2q2 − q1∂1u = 0

(v) ∂2(u
2∂1p) + ∂1(u

2∂2p) = 0

(vi) ∂2(uq1) + ∂1(uq2) = 0

(3.27)

Ensuite en additionnant (3.27) (i) et (iii) on a ∂11p + ∂22p = 0, i.e, ∆R2

p = 0 et p est

harmonique. En particulier, si Σ est la sphère S2 munie de sa métrique de courbure

constante déterminée par

u(x1, x2) =
1 + x1

2 + x2
2

2
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et si p se prolonge d’une façon lisse à S2 alors d’après le principe de maximum et

l’invariance conforme de l’équation de Laplace en dimension 2, p est nécessairement

constante. D’autre part, ∆g0 lnu = 1/u2 donc on a l’ensemble des équations suivantes :





(i) 1 +A+ ∂1(uq1)− x1q1 − x2q2 = 0

(ii) 1 +A+ ∂2(uq2)− x1q1 − x2q2 = 0

(iii) ∂2(uq1) + ∂1(uq2) = 0 .

(3.28)

Ce système donne les équations de Cauchy–Riemann pour la fonction complexe u(q1 +

iq2), qui est donc holomorphe. En particulier le champ de vecteurs q1e1+ q2e2 = uq1∂1+

uq2∂2 se prolonge en un champ de vecteurs holomorphe sur S2. Posons z = x1 + ix2 la

coordonnée complexe sur la sphère de Riemann, comme déjà mentionné dans §1.2, on
peut écrire ce champ de vecteurs holomorphe sous la forme

u(q1 + iq2) = α+ βz + γz2 (α, β, γ ∈ C) .

On pose α = α1 + iα2 etc., donc (3.28)(i) devient

0 = (1 +A)(1 + x1
2 + x2

2) + β1(1 + x1
2 + x2

2) + 2γ1x1(1 + x1
2 + x2

2)

−2γ2x2(1 + x1
2 + x2

2)− 2x1(α1 + β1x1 − β2x2 + γ1(x1
2 − x2

2)− 2γ2x1x2)

−2x2(α2 + β1x2 + β2x1 + γ2(x1
2 − x2

2) + 2γ1x1x2) .

Par identification des coefficients, cette équation est satisfaite si et seulement si

A = −1, β1 = 0, γ1 = α1, γ2 = −α2 .

L’équation (3.28)(ii) donne les mêmes conditions ci-dessus donc toute solution de (3.28)

est donnée par

A = −1 et u(q1 + iq2) = α+ icz + αz2 .

Ce qui correspond, d’après §1.2, à un champ de Killing. On peut alors conclure que pour

la sphère Σ = S2, le flot de soliton est unique, à l’ajout d’un champ de Killing près, et

il est donné par E = t∂t.

Plus généralement, lorsque p est constante on a l’ensemble des équations suivantes :





u2∆g0 lnu+A+ u∂1q1 − q2∂2u = 0

u2∆g0 lnu+A+ u∂2q2 − q1∂1u = 0

∂2(uq1) + ∂1(uq2) = 0 .

Ces équations sont précisément les équations d’une structure de soliton de dimension 2

sur Σ avec une constante A et un flot de soliton F = q1e1 + q2e2. Ce qui confirme le

résultat bien connu que le produit d’un soliton de dimension 2 et la droite réelle donne
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un soliton de dimension 3. En revanche, l’unicité n’est pas toujours évidente quand Σ

est en général un soliton de dimension 2 non-compact (voir ci-dessous par exemple pour

le cas où Σ = R2 est le plan euclidien).

Dans la section prochaine on montrera que lorsque Σ est un plan hyperbolique H2 de

courbure constante négative, le flot de soliton est unique. D’autre part, quand u ≡ 1 (il

s’agit donc de l’espace euclidien R3), on obtient l’ensemble des équations suivantes :

∂11p = ∂22p = ∂12p = 0, A+ ∂1q1 = A+ ∂2q2 = 0, ∂2q1 + ∂1q2 = 0 ,

dont la solution générale est donnée par

p = ax1 + bx2, q1 = −Ax1 + cx2 + e, q2 = −Ax2 − cx1 + f .

où a, b, c, e, f sont des constantes arbitraires. Tous les termes avec les constantes ar-

bitraires a, b, c, e, f correspondent à des champs de vecteurs de Killing, qu’on peut

supposer nuls, et donc le flot de soliton est donné par le champ de vecteur radial

E = −Ax1∂1 − Ax2∂2 − At∂t. Ce qui permet l’obtention d’une infinité de familles de

structures de solitons paramétrées par A dans R3, qui corespondent aux solitons bien

connus, les solitons de Gauss.

En revenant maintenant au cas où u = 1
2(1 + x1

2 + x2
2) correspondant à la métrique

sphérique sur Σ on a ∆g0 lnu = 1/u2. On considère l’hypothèse f1 = f2 = 0. L’équation

(3.26)(i) (ou (v) et (vi)) montre que f3 dépend uniquement de t et (3.26) sera équivalent

à : {
0 = r2 + (ln r)′′ − 2(ln r)′2 +A− r′

r f3

0 = 2(ln r)′′ − 2(ln r)′2 +A+ f ′3

Comme prévu, cela coincide avec (3.24) avec KN = 1 (où σ est remplacé par r) ; et

comme on l’a déjà remarqué dans la section 3.4.1, des solutions sont obtenues en étudiant

le portrait de phase d’un système de premier ordre dans le plan.

3.4.3 Solitons de type hyperbolique

On commence par la projection canonique ϕ : R3
+ → R2 sur le demi-espace R3

+ :=

{(x1, x2, x3) ∈ R3 : x1 > 0} donnée par ϕ(x1, x2, x3) = (x1, x2) et on définit la métrique

g =
dx1

2 + dx2
2

σ(x1)2
+

dx3
2

ρ(x1)2

biconformément équivalente à la métrique euclidienne sur R3 où les facteurs σ et ρ

dépendent seulement de x1. Une base orthonormée est donnée par e1 = σ∂1, e2 =
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σ∂2, e3 = ρ∂3 avec les 1-formes duales θ1 = dx1/σ, θ2 = dx2/σ, θ3 = dx3/ρ dont les

dérivées sont données par

dθ1 = 0, dθ2 = − σ′

σ2
dx1 ∧ dx2, dθ3 = − ρ′

ρ2
dx1 ∧ dx3 . (3.29)

La dilatation de ϕ par rapport à g est donnée par λ = σ. D’après le Lemme 3.3.1, la

courbure moyenne des fibres est donnée par

µ = σ2Hgrad ln ρ = σ2
ρ′

ρ
∂1 = σ

ρ′

ρ
e1 ,

dont la divergence peut être calculée par (3.15) :

divgµ = e1(µ1) + e2(µ2)− µ(lnσ)− ||µ||2g =
1

ρ2
(σ2ρρ′′ − 2σ2(ρ′)2) .

Notons par g0 la métrique euclidienne sur R3 ; par le Lemme 3.3.2, on a

∆g lnλ = σ2∆g0 lnλ− σ2d lnλ(
ρ′

ρ
∂1)

= σ2∂11 lnσ − σσ′
ρ′

ρ

= σσ′′ − (σ′)2 − σσ′
ρ′

ρ
.

On peut maintenant appliquer (3.20) pour calculer les composantes de la courbure de

Ricci :

R11 = σσ′′ − (σ′)2 + σσ′
ρ′

ρ
+ σ2

ρ′′

ρ
− 2σ2

(
ρ′

ρ

)2

R22 = σσ′′ − (σ′)2 − σσ′
ρ′

ρ

R33 =
1

ρ2
(σ2ρρ′′ − 2σ2(ρ′)2)

0 = R12 = R13 = R23 .

Supposons que le flot de soliton est donné par E = f1e1+f2e2+f3e3. D’après le Lemme

3.2.2, on a 



LEθ12 = 2θ1 ⊙ df1

LEθ22 = 2θ2 ⊙ {df2 − σ′f1θ2 + σ′f2θ1}
LEθ32 = 2θ3 ⊙ {df3 − σ ρ

′

ρ f1θ3 + σ ρ
′

ρ f3θ1} .
(3.30)
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On peut maintenant identifier les coefficients des différents θi ⊙ θj dans l’équation de

soliton Ric g+
1
2LEg+Ag = 0 ; on obtient l’ensemble des équations à résoudre suivant :





θ1
2 : (i) σσ′′ − (σ′)2 + σσ′ ρ

′

ρ + σ2 ρ
′′

ρ − 2σ2
(
ρ′

ρ

)2
+A+ σ∂1f1 = 0

θ2
2 : (ii) σσ′′ − (σ′)2 − σσ′ ρ

′

ρ +A+ σ∂2f2 − σ′f1 = 0

θ3
2 : (iii) 1

ρ2
(σ2ρρ′′ − 2σ2(ρ′)2) +A+ ρ∂3f3 − f1σ

ρ′

ρ = 0

θ1θ2 : (iv) σ∂2f1 + σ∂1f2 + σ′f2 = 0

θ1θ3 : (v) ρ∂3f1 + σ∂1f3 + f3σ
ρ′

ρ = 0

θ2θ3 : (vi) ρ∂3f2 + σ∂2f3 .

(3.31)

En premier lieu on exhibera une famille de solitons à un paramètre qui s’intercale entre

l’espace hyperbolique et la géométrie Sol. On montrera après que la structure de soliton

sur Sol est unique à l’ajout d’un champ de Killing près. Supposons que σ(x1) = x1, le

système (3.31) devient





(i) −1 + x1
ρ′

ρ + x1
2 ρ′′

ρ − 2x1
2
(
ρ′

ρ

)2
+A+ x1∂1f1 = 0

(ii) −1− x1
ρ′

ρ +A+ x1∂2f2 − f1 = 0

(iii) x1
2 ρ′′

ρ − 2x1
2
(
ρ′

ρ

)2
+A+ ρ∂3f3 − x1f1

ρ′

ρ = 0

(iv) x1∂2f1 + x1∂1f2 + f2 = 0

(v) ρ∂3f1 + x1∂1f3 + x1f3
ρ′

ρ = 0

(vi) ρ∂3f2 + x1∂2f3 = 0 .

(3.32)

On fait l’hypothèse que f2 = 0. Alors (3.32)(ii) implique

f1 = −1− x1
ρ′

ρ
+A .

En substituant cette identité dans (3.32)(i) on a

ρ′

ρ
=

±
√
A− 1

x1
⇒ ρ = ax±

√
A−1

1

où a est une constante qu’on peut supposer égale à 1 (en l’incorporant dans la variable

x3) et où la solution est vérifiée pour les deux signes de la racine carré. Il s’ensuit que

f1 = A− 1∓
√
A− 1 .

Ainsi (3.32)(iii) implique

∓
√
A− 1 +A∓ (A− 1)3/2 + x±

√
A−1

1 ∂3f3 = 0 .

Posons −C = A∓
√
A− 1∓ (A− 1)3/2. En intégrant, on obtient

f3 = Cx3x
∓
√
A−1

1 + p(x1, x2)
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avec p(x1, x2) une fonction indépendante de x3. Donc (3.32)(iv) est automatiquement

satisfaite et (3.32)(v) implique que p(x1, x2) = r(x2)x1
∓
√
A−1 où r(x2) est une fonction

qui dépend uniquement de x2. Ainsi (3.32)(vi) montre que r(x2) = b constante. On

peut voir (d’après (3.30)) que la composante de f3 contenant la constante arbitraire b

correspond à un champ de vecteurs de Killing, donc on peut supposer que b = 0. On a

maintenant que le flot de soliton est donné explicitement par

E = (A− 1∓
√
A− 1)x1∂1 + Cx3∂3 .

Ce qui fournit une famille de solitons explicites paramétrée par A ≥ 1. Si A = 2, en

considérant le signe positif de la racine carrée dans l’expression de ρ, la métrique sera

de la forme

g =
dx1

2 + dx2
2 + dx3

2

x12

ce qui correspond au demi-espace de Poincaré avec un flot de soliton nul (et par conséquent

la métrique est d’Einstein). Si A = 1, alors ρ = 1 est constante et la métrique prend la

forme

g =
dx1

2 + dx2
2

x12
+ dx3

2

qui est la métrique du produit du plan hyperbolique par R, H2 × R, muni du flot de

soliton E = −x3∂3.

On considère maintenant le signe négatif devant la racine carré dans l’expression de ρ et

on prend encore une fois A = 2. On obtient la métrique

g =
dx1

2 + dx2
2

x12
+

dx3
2

x1−2

En substituant x1 = e−t pour −∞ < t <∞, on a dx1 = −e−tdt et

g = dt2 + e2tdx2
2 + e−2tdx3

2 ,

ce qui représente la métrique sur Sol. On a aussi ∂1 = −x1−1∂t et le flot de soliton est

donné alors par

E = −2∂t − 4x3∂3 ,

ce qui confirme l’exemple trouvé dans [5]. Il est facile de voir quels solitons parmi cette

famille sont du type gradient. Comme le domaine est connexe, E est du type gradient

si et seulement si dE♭ = 0.

E♭ = f1θ1 + f2θ2 + f3θ3 = (A− 1∓
√
A− 1)

1

x1
dx1 + C

x3
ρ2

dx3 .

Sa dérivée

dE♭ = −2Cx3
ρ′

ρ3
dx1 ∧ dx3 ,
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s’annule si, soit C = 0, soit ρ′ = 0. On considère les solutions réelles A de C = 0 ; dans

le cas où C = A +
√
A− 1 + (A − 1)3/2 il existe une solution unique A = 2 (l’espace

hyperbolique) et si C = A−
√
A− 1− (A− 1)3/2 donc A = 1 (le produit H2 × R).

Les résultats de cette section peuvent être résumés dans le théorème suivant. On mon-

trera dans ce qui suit l’unicité.

Théorème 3.4.1. Il existe une famille de métriques solitons dilatants complètes sur

R3
+ qui dépendent continument d’un seul paramètre, telles que chacune est unique, pa-

ramétrée par la constante de soliton A ≥ 1, donnée par

g =
dx1

2 + dx2
2

x12
+

dx3
2

x1±2
√
A−1

qui s’intercale entre l’espace hyperbolique H3 (A = 2 avec un signe positif devant la

racine carrée) et le produit du plan hyperbolique et la droite réelle H2 × R (A = 1), et

entre H2 × R et la géométrie Sol (A = 2 avec un signe négatif de la racine carrée).

Le flot de soliton est donné par

E = (A− 1∓
√
A− 1)x1∂1 + {−A±

√
A− 1± (A− 1)3/2}x3∂3 .

Il est du type gradient si soit A = 2 avec un choix positif devant la racine carrée (le

soliton H3), soit A = 1 (le soliton H2 × R).

Démonstration de l’unicité. On considère le système (3.32) avec ρ = x
√
A−1

1 :





(i) ∂1f1 = 0

(ii) −1−
√
A− 1 +A+ x1∂2f2 − f1 = 0

(iii) 1−
√
A− 1 + x

√
A−1

1 ∂3f3 −
√
A− 1f1 = 0

(iv) x1∂2f1 + x1∂1f2 + f2 = 0

(v) x
√
A−1

1 ∂3f1 + x1∂1f3 +
√
A− 1f3 = 0

(vi) x
√
A−1

1 ∂3f2 + x1∂2f3 = 0 .

(3.33)

Montrons que le flot de soliton E = f1e1 + f2e2 + f3e3 est unique à l’ajout d’un champ

de Killing près. (3.33)(i) donne f1 = f1(x2, x3) indépendente de x1. Donc, en identifiant

les termes de (ii) qui sont indépendants de x1 on a

f1 = A− 1−
√
A− 1 est constante et ∂2f2 = 0 ⇒ f2 = f2(x1, x3) .

Aussi (iv) montre que

x1∂1f2 + f2 = 0 ⇒ ∂1f2
f2

= − 1

x1
⇒ f2 =

r(x3)

x1
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pour une certaine fonction r = r(x3). D’autre part, (v) donne

x1∂1f3 +
√
A− 1f3 = 0 ⇒ ∂1f3

f3
= −

√
A− 1

x1
⇒ f3 = u(x2, x3)x

−
√
A−1

1

pour une certaine fonction u = u(x2, x3). D’une façon similaire à ce qu’on a fait avant,

posons −C = A∓
√
A− 1∓ (A− 1)3/2, (iii) implique

∂3u = C ⇒ u = Cx3 + v(x2)

pour une certaine fonction v = v(x2). Ainsi (vi) montre que

r′(x3) + x2−2
√
A−1

1 v′(x2) = 0 . (3.34)

Il y a deux possibilités : soit
√
A− 1 = 1 (espace hyperbolique) soit

√
A− 1 6= 1. Tout

d’abord supposons que
√
A− 1 6= 1. D’après (3.34) on a

r′ = v′ = 0 ⇒ r = a const. et v = b const.

Par suite

f1 = A− 1−
√
A− 1, f2 =

a

x1
, f3 = x−

√
A−1

1 (Cx3 + b) .

À l’aide de (3.30) on peut vérifier que pour F = a
x1
e2 + bx−

√
A−1

1 e3 ,

LF θ12 = LF θ22 = LF θ32 = 0

donc F est un champ de Killing. Dans le cas où
√
A− 1 = 1, on a que f1 = 0 C = 0.

D’autre part r′(x3) = −v′(x2) = c const., donc r = cx3 + d et v = −cx2 + e où c, d, e

sont des constantes. Ainsi par une vérification similaire de (3.30) on a que E est Killing,

ce qu’on peut prévoir d’avance puisque H3 est d’Einstein. Ce qui complète la preuve de

l’unicité.

3.5 Cas où la distribution horizontale est non-intégrable

On considère dans cette section des variétés riemanniennes de dimension 3 qui ad-

mettent une application semi-conforme dans une surface, de distribution horizontale

non-intégrable. Il existe des variétés admettant à la fois une application semi-conforme

de distribution horizontale intégrable et une de distribution horizontale non-intégrable.

Par exemple, la sphère euclidienne S3 peut être considérée comme R3 muni de la métrique

g = 2/(1 + ||x||2)2dx2 où la projection standard R3 → R2 est de distribution horizon-

tale intégrable ; elle peut être aussi munie de la fibration de Hopf S3 → S2 qui est de

distribution non-intégrable. On rappelle que dans la section précédente, on a montré ex-

plicitement que dans le cas où la distribution horizontale est intégrable, tous les exemples
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explicites de solitons connus sont des déformations biconformes de la projection cano-

nique R3 → R2. Par contre si la distribution horizontale n’est pas intégrable, on verra

que l’équivalence biconforme entre solitons est moins claire.

On commence par étudier le soliton Nil, en particulier on montre que la structure de ce

soliton est unique, même si c’est déjà indiqué dans [5], aucune preuve n’a été donnée à

cause de la complexité des arguments. Dans la suite, en suivant les mêmes techniques

des sections précédentes, on peut démontrer l’unicité de manière simple.

3.5.1 Le soliton Nil

La métrique sur la géométrie Nil s’écrit sous la forme

g = dx1
2 + dx2

2 + (x1dx2 + dx3)
2 .

Cette géométrie admet une submersion riemannienne harmonique ϕ : Nil → R2 donnée

par ϕ(x1, x2, x3) = (x1, x2). Une base de champs de vecteurs associée est donnée par

e1 = ∂1, e2 = ∂2 − x1∂3, e3 = ∂3

où ∂i = ∂/∂xi etc., avec la base duale

θ1 = dx1, θ2 = g(e2, · ) = dx2, θ3 = g(∂3, · ) = x1dx2 + dx3 .

Notons que g = θ1
2 + θ2

2 + θ3
2. Dans ce cas on a λ ≡ 1 et µ ≡ 0. On calcule a avec les

crochets de Lie :

[e1, e2](f) = [∂1, ∂2 − x1∂3](f) = ∂1(∂2 − x1∂3)(f)− (∂2 − x1∂3)∂1(f) = −∂3f

donc [e1, e2] = −∂3 et

2a = g(U, [e1, e2]) = −g(∂3, ∂3) = −1

D’après (3.20), les composantes de la courbure de Ricci sont données par :

R11 = −1/2, R22 = −1/2, R33 = 1/2, R12 = 0, R13 = 0, R23 = 0

L’équation de soliton

Ric (g) + 1
2LEg +Ag = 0

devient

−(θ1
2 + θ2

2) + θ3
2 + 2A{θ12 + θ2

2 + θ3
2}+ LEg = 0 (3.35)

Écrivons le flot de soliton E comme E = f1e1 + f2e2 + f3e3 où f1, f2, et f3 sont des

fonctions à déterminer. Notons que pour une fonction f = f(x1, x2, x3), on a

df = ∂1fdx1 + ∂2fdx2 + ∂3fdx3 = ∂1fθ1 + (∂2f − x1∂3f)θ2 + ∂3fθ3 ,

101
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et

dθ1 = dθ2 = 0 et dθ3 = dx1 ∧ dx2 = θ1 ∧ θ2 .

D’après le Lemme 3.2.2, pour une 1-forme θ, LEθ2 = 2θ ⊙ {d(θ⌋E) + dθ⌋E}, alors




LEθ12 = 2θ1 ⊙ df1

LEθ22 = 2θ2 ⊙ df2

LEθ32 = 2θ3 ⊙ {df3 + f1θ2 − f2θ1}
(3.36)

et

LEg = 2θ1 ⊙ df1 + 2θ2 ⊙ df2 + 2θ3 ⊙ {df3 + f1θ2 − f2θ1} .

On identifie maintenant les coefficients des différents θj ⊙ θk à zéro. On aura le système

des EDPs en f1, f2, f3 suivant :





(i) θ1
2 : −1 + 2A+ 2∂1f1 = 0

(ii) θ2
2 : −1 + 2A+ 2(∂2 − x1∂3)f2 = 0

(iii) θ3
2 1 + 2A+ 2∂3f3 = 0

(iv) θ1θ2 : (∂2 − x1∂3)f1 + ∂1f2 = 0

(v) θ1θ3 : ∂3f1 + ∂1f3 − f2 = 0

(vi) θ2θ3 : ∂3f2 + (∂2 − x1∂3)f3 + f1 = 0

(3.37)

Ces équations peuvent être résolues explicitement : l’intégration de (3.37)(i) et (3.37)(iii)

implique

f1 =
1
2(1− 2A)x1 + p1(x2, x3) et f3 = −1

2(1 + 2A)x3 + p3(x1, x2)

où p1 et p2 sont des fonctions dépendant chacune de deux variables seulement, comme

indiqué dans les formules ci-dessus. Donc (3.37)(v) implique que

f2 = ∂3p1 + ∂1p3 .

Les équations (3.37)(ii), (3.37)(vi) et (3.37)(iv) donnent par suite (dans l’ordre respectif)

le système en p1 et p3 suivant :

−1 + 2A+ 2∂2∂3p1 + 2∂2∂1p3 − 2x1∂3
2p1 = 0 (3.38)

∂3
2p1 + ∂2p3 + x1 + p1 = 0 (3.39)

∂2p1 − x1∂3p1 + ∂1
2p3 = 0 (3.40)

Comme p3 est indépendante de x3, la dérivée de (3.40) par rapport à x3 donne

∂2∂3p1 − x1∂3
2p1 = 0 ,
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ce qui implique d’après (3.38) que

∂2∂1p3 =
1

2
−A (3.41)

et d’après (3.39) que

∂2∂3p1 + x1p1 + x1
2 = −x1∂2p3 . (3.42)

En intégrant (3.41) par rapport à x2 et ensuite par rapport à x1, on a

p3 = x1x2

(
1

2
−A

)
+ u(x1) + v(x2) (3.43)

où u et v sont des fonctions qui dépendent uniquement de x1 et x2 respectivement. Soit

q(x2, x3) = ∂2∂3p1. Alors, (3.42) donne

p1 + x1 + ∂2p3 = −q(x2, x3)
x1

. (3.44)

D’autre part, en dérivant (3.43) par rapport à x2, on a

∂2p3 = x1

(
1

2
−A

)
+ v′(x2) ,

en substituant ce terme dans (3.44), on obtient

x1p1 + x21

(
3

2
−A

)
+ x1v

′(x2) = −q(x2, x3) .

En comparant les coefficients des puissances de x1 des deux parties de cette équation on

a

A = 3/2, p1 + v′(x2) = 0 et q(x2, x3) = 0 .

On en déduit que

p1 = −v′(x2) (indépendante de x3) et p3 = −x1x2 + u(x1) + v(x2) .

Ensuite (3.40) implique −v′′(x2) + u′′(x1) = 0 ⇒ v′′(x2) = u′′(x1) = α constante. Ce qui

donne v′(x2) = αx2 + β et alors

v(x2) =
αx2

2

2
+ βx2 + γ et u(x1) =

αx1
2

2
+ δx1 + η

où β, γ, δ, η sont des constantes arbitraires. Donc finalement on a :

p1 = −αx2 − β, p3 = −x1x2 +
α

2
(x1

2 + x2
2) + δx1 + βx2 + ν,

où ν est une constante et alors

f1 = −x1−αx2−β, f2 = −x2+αx1+δ, f3 = −2x3−x1x2+
α

2
(x1

2+x2
2)+δx1+βx2+ν .
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On vérifie que les parties avec des constantes arbitraires correspondent à des champs de

Killing. En effet, soit

g1 = −αx2 − β , g2 = αx1 + δ , g3 =
α

2
(x1

2 + x2
2) + δx1 + βx2 + ν ,

et soit

F = g1e1 + g2e2 + g3e3

D’après (3.36), on a :




LF θ12 = 2θ1 ⊙ dg1

LF θ22 = 2θ2 ⊙ dg2

LF θ32 = 2θ3 ⊙ {dg3 + g1θ2 − g2θ1} .
Pour une fonction h, on a dh = ∂1hθ1 + (∂2h− x1∂3h)θ2 + ∂3hθ3. Alors

dg1 = −αθ2 , dg2 = αθ1 , dg3 = (αx1 + δ)θ1 + (αx2 + β)θ2 .

Par suite

1
2LF g = 1

2LF (θ1
2 + θ2

2 + θ3
2)

= 0 .

On suppose alors que les paramètres arbitraires sont nulles. On obtient le flot de soliton

(unique)

E = −x1∂1 − x2∂2 − 2x3∂3 .

Notons qu’on a démontré non pas seulement l’existence du flot de soliton sur Nil mais

aussi son unicité à l’ajout d’un champ de Killing près.

3.5.2 Déformation de Nil

Soit g0 = dx1
2 + dx2

2 + (x1dx2 + dx3)
2 la métrique sur R3 indiquée dans la section

précédente et considérons une déformation biconforme du type

g =
dx1

2 + dx2
2

σ(x1)2
+

(x1dx2 + dx3)
2

ρ(x1)2

où les paramètres de la déformation σ et ρ dépendent uniquement de x1. Une base

orthonormée adaptée est donc donnée par e1 = σ∂1, e2 = σ(∂2 − x1∂3), e3 = ρ∂3 et la

base duale est donnée par les 1-formes θ1 = dx1/σ, θ2 = dx2/σ, θ3 = (x1dx2 +dx3)/ρ de

dérivées respectives

dθ1 = 0

dθ2 = − σ′

σ2
dx1 ∧ dx2 = −σ′θ1 ∧ θ2

dθ3 = − ρ′

ρ2
dx1 ∧ (x1dx2 + dx3) +

1

ρ
dx1 ∧ dx2 = −σρ

′

ρ
θ1 ∧ θ3 +

σ2

ρ
θ1 ∧ θ2 .
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D’après §3.3.1, la courbure moyenne des fibres est donnée par

µ = σ2Hgrad g0 ln ρ =
σ2ρ′

ρ
∂1 =

σρ′

ρ
e1 (⇒ µ1 = σρ′/ρ) ,

la dilatation par λ = σ et la constante d’intégrabilité par a = −σ2/2ρ. D’après (3.15),

divµ = σ∂1

(
σρ′

ρ

)
− σ2ρ′

ρ
∂1(lnσ)−

(
σρ′

ρ

)2

=
σ2ρ′′

ρ
− 2

σ2ρ′2

ρ2
.

Pour calculer les composantes du tenseur de Ricci, on a besoin de l’expression du Lapla-

cien. Tout d’abord on peut calculer le Laplacien par rapport à g0 en utilisant la formule

∆g0f = gij0 (∂ijf −Γkij∂kf) où Γkij sont les symboles de Christoffel suivant la métrique g0.

Ils sont donnés par Γkij =
1
2g
kl
0 (∂ig

0
jl+ ∂jg

0
il− ∂lg

0
ij) où les composantes de la métrique et

son inverse sont données par :

(g0ij) =




1 0 0

0 1 + x1
2 x1

0 x1 1


 , (gij0 ) =




1 0 0

0 1 −x1
0 −x1 1 + x1

2




Les symboles de Christoffel non-nuls sont :

Γ1
23 = −1

2
, Γ1

22 = −x1, Γ2
12 =

x1
2
, Γ2

13 =
1

2
, Γ3

12 =
1

2
(1− x1

2), Γ3
13 = −x1

2
,

donc

∆g0f = ∂11f + ∂22f + (1 + x1
2)∂33f − 2x1∂23f .

Si f = f(x1) dépend uniquement de x1, on aura

∆g0f = f ′′ .

Par le Lemme 3.3.2,

∆g lnλ = ∆g lnσ = σ2∆g0 lnσ − σ2d lnσ(Hgrad g0 ln ρ)

= σσ′′ − σ′2 − σσ′
ρ′

ρ

D’après §3.2.1, les composantes de la courbure de Ricci sont données par




R11 = ∆g lnσ + µ(lnσ)− σ4

2ρ2
+ σ∂1(σρ

′/ρ)− (σρ′/ρ)2

= σσ′′ − σ′2 − σ4

2ρ2
+ σσ′ρ′

ρ + σ2ρ′′

ρ − 2σ
2ρ′2

ρ2

R22 = ∆g lnσ + µ(lnσ)− σ4

2ρ2
− σ2ρ′

ρ ∂1(lnσ)

= σσ′′ − σ′2 − σ4

2ρ2
− σσ′ρ′

ρ

R33 = divµ+ σ4

2ρ2
= σ2ρ′′

ρ − 2σ
2ρ′2

ρ2
+ σ4

2ρ2

R12 = 0

R13 = 0

R23 = 3σ3ρ′

2ρ2
− σ2σ′

ρ
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On écrit le flot de soliton sous la forme E = f1e1 + f2e2 + f3e3 pour des fonctions

f1, f2, f3. Notons que pour toute fonction f ,

df = ∂1fdx1 + ∂2fdx2 + ∂3fdx3 = σ∂1fθ1 + σ(∂2f − x1∂3f)θ2 + ρ∂3fθ3 .

On applique le Lemme 3.2.2 pour calculer LEg :

LEθ12 = 2θ1 ⊙ df1

LEθ22 = 2θ2 ⊙ {df2 − σ′f1θ2 + σ′f2θ1}

LEθ32 = 2θ3 ⊙
{
df3 −

σρ′

ρ
f1θ3 +

σρ′

ρ
f3θ1 +

σ2

ρ
f1θ2 −

σ2

ρ
f2θ1

}

On peut maintenant identifier à zéro les différents coefficients de θi ⊙ θj dans l’équation

de soliton Ric g +
1
2LEg +Ag = 0 :





(i) θ1
2 : σσ′′ − σ′2 − σ4

2ρ2
+ σσ′ρ′

ρ + σ2ρ′′

ρ − 2σ
2ρ′2

ρ2
+A+ σ∂1f1 = 0

(ii) θ2
2 : σσ′′ − σ′2 − σ4

2ρ2
− σσ′ρ′

ρ +A+ σ(∂2f2 − x1∂3f2)− σ′f1 = 0

(iii) θ3
2 : σ2ρ′′

ρ − 2σ
2ρ′2

ρ2
+ σ4

2ρ2
+A+ ρ∂3f3 − σρ′

ρ f1 = 0

(iv) θ1θ2 : σ(∂2f1 − x1∂3f1) + σ∂1f2 + σ′f2 = 0

(v) θ1θ3 : ρ∂3f1 + σ∂1f3 +
σρ′

ρ f3 − σ2

ρ f2 = 0

(vi) θ2θ3 :
3
2
σ3ρ′

ρ2
− σ2σ′

ρ + ρ∂3f2 + σ(∂2f3 − x1∂3f3) +
σ2

ρ f1 = 0

(3.45)

Ce système d’équations présente une grande difficulté de trouver des solutions parti-

culières. On se limite alors au cas simple quand σ ≡ 1 et ρ est constante. Les équations

(3.45) deviennent :





(i) − 1
2ρ2

+A+ ∂1f1 = 0

(ii) − 1
2ρ2

+A+ ∂2f2 − x1∂3f2 = 0

(iii) 1
2ρ2

+A+ ρ∂3f3 = 0

(iv) ∂2f1 − x1∂3f1 + ∂1f2 = 0

(v) ρ∂3f1 + ∂1f3 − 1
ρf2 = 0

(vi) ρ∂3f2 + ∂2f3 − x1∂3f3 +
1
ρf1 = 0

(3.46)

Par (i) et (iii) on en déduit que

f1 =

(
1

2ρ2
−A

)
x1+q1(x2, x3) et f3 = −1

ρ

(
1

2ρ2
+A

)
x3+q3(x1, x2) respectivement ,

pour des fonctions q1 = q1(x2, x3) et q3 = q3(x1, x2). Par suite l’équation (v) implique

f2 = ρ2∂3q1 + ρ∂1q3 .
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D’où (ii), (vi) et (iv) impliquent respectivement





(vii) − 1
2ρ2

+A+ ρ2∂23q1 + ρ∂12q3 − x1ρ
2∂33q1 = 0

(viii) ρ3∂33q1 + ∂2q3 +
x1
ρ3

+ 1
ρq1 = 0

(ix) ∂2q1 − x1∂3q1 + ρ∂11q3 = 0 .

Dérivons (ix) par rapport à x3 :

∂23q1 − x1∂33q1 = 0 . (3.47)

En substituant ∂23q1 par x1∂33q1 dans (vii), on obtient

∂12q3 =
1

ρ

(
1

2ρ2
−A

)

ce qui donne, en intégrant par rapport à x1, ensuite par rapport à x2 :

q3 =

(
1

2ρ2
−A

)
x1x2
ρ

+ u(x1) + v(x2) , (3.48)

où u(x1) et v(x2) sont des fonctions dépendant de x1 et x2 respectivement. En utilisant

(3.47) et (viii), on a :

ρ3∂23q1 +
x21
ρ3

+
x1
ρ
q1 = −x1∂2q3 . (3.49)

Posons ν(x2, x3) = ∂23q1 , d’après (3.49) on peut écrire

q1 +
x1
ρ2

+ ρ∂2q3 = −ρ4 ν(x2, x3)
x1

(3.50)

D’autre part, en dérivant (3.48) par rapport à x2, on obtient

∂2q3 =
x1
ρ

(
1

2ρ2
−A

)
+ v′(x2) ,

en substituant dans (3.50), on a

x1q1 + x21

(
3

2ρ2
−A

)
+ x1ρv

′(x2) = −ρ4ν(x2, x3) .

Il s’agit d’un polynôme en x1, dont les coefficients sont indépendants de x1. En identifiant

les coefficients des différents puissances de x1 à zero, on a

A =
3

2ρ2
, q1 + ρv′(x2) = 0 , ν(x2, x3) = 0 .

On en déduit que

q1 = −ρv′(x2) (indépendante de x3) et q3 = −x1x2
ρ3

+ u(x1) + v(x2) .
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Ensuite (ix) implique −ρv′′(x2) + ρu′′(x1) = 0 ⇒

v′′(x2) = u′′(x1) = α constante,

en particulier, v′(x2) = αx2 + β et alors

v(x2) =
αx2

2

2
+ βx2 + γ et u(x1) =

αx1
2

2
+ δx1 + η

où β, γ, δ, η sont des constantes arbitraires. Donc finalement on a :

q1 = −ρ(αx2 + β), q3 = −x1x2
ρ3

+
α

2
(x1

2 + x2
2) + δx1 + βx2 + ν,

où ν est une constante et alors les composantes du flot de soliton sont :

f1 =− x1
ρ2

− ρ(αx2 + β),

f2 =− x2
ρ2

+ ρ(αx1 + δ),

f3 =− 2

ρ3
x3 −

x1x2
ρ3

+
α

2
(x1

2 + x2
2) + δx1 + βx2 + ν .

On vérifie que les parties avec des constantes arbitraires correspondent à des champs de

Killing. En effet, soit

g1 = −ρ(αx2 + β) , g2 = ρ(αx1 + δ) , g3 =
α

2
(x1

2 + x2
2) + δx1 + βx2 + ν ,

et soit

F = g1e1 + g2e2 + g3e3

D’après (3.36), on a :





LF θ12 = 2θ1 ⊙ dg1

LF θ22 = 2θ2 ⊙ dg2

LF θ32 = 2θ3 ⊙ {dg3 + 1
ρg1θ2 − 1

ρg2θ1} .

Pour une fonction h, on a dh = ∂1hθ1 + (∂2h− x1∂3h)θ2 + ρ∂3hθ3. Alors

dg1 = −ραθ2 , dg2 = ραθ1 , dg3 = (αx1 + δ)θ1 + (αx2 + β)θ2 .

Par suite

1
2LF g = 1

2LF (θ1
2 + θ2

2 + θ3
2)

= 0 .
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On suppose alors que les paramètres arbitraires sont nulles. À l’ajout d’un champ de

Killing près le flot de soliton E est unique et donné par

E = −x1
ρ2
∂1 −

x2
ρ2
∂2 − 2

x3
ρ2
∂3 . (3.51)

Notons que ρ = 1 donne le flot de soliton de Nil de la section précédente. Cependant,

pour ρ 6= 1, le soliton ne peut pas être isométrique à Nil car on a montré dans la section

dernière que la structure de soliton est unique avec la constante A = 3/2. En plus il ne

provient d’une aucune évolution de Nil sous le flot de Ricci, puisqu’il est clair que si

g(t) = dx1
2 + dx2

2 +
(x1dx2 + dx3)

2

ρ(t)2

pour une fonction ρ(t), alors d’après les calculs pour le tenseur de Ricci de g(t), on ne

peut pas obtenir ∂g/∂t = −2Ric (g(t)). Il est interéssant de noter que si ρ → ∞, la

composante f3 du flot de soliton tend rapidement vers 0 et s’approche du flot sur R2

donné par F = −x1∂1 − x2∂2 correspondant au soliton de Gauss. On conjecture que la

famille de déformations correspond à une “collapse” dans le sens de Gromov-Hausdorff

de la variété Nil à R2 par solitons de Ricci. Finalement, on peut vérifier facilement que

le champ de vecteurs (3.51) n’est pas de type gradient. On résume les résultats de cette

section dans le théorème suivant .

Théorème 3.5.1. Il existe une famille à un paramètre, de métriques solitons dilatants

sur R3, données explicitement par

g = dx1
2 + dx2

2 +
2

3
A(x1dx2 + dx3)

2

paramétrées par A > 0, dont la géométrie Nil correspond au cas particulier A = 3/2. Le

flot de soliton est donné par (3.51).

3.5.3 Une classe de métriques n’admettant pas des structures de soli-

ton locales

Dans [5], P. Baird et L. Danielo montrent que la géométrie S̃L2(R) n’admet aucune

structure de soliton, même localement. On considère une classe de métriques qui contient

cette géométrie comme cas particulier.

Considérons M = R3
+ := {(x1, x2, x3) ∈ R3 : x1 > 0} munie de l’application semi-

conforme dans le plan euclidien qui est donnée par ϕ(x1, x2, x3) = (x1, x2). Soit g la

métrique sur M donnée par

g =
dx1

2 + dx2
2

σ(x1)2
+

(dx2 + x1dx3)
2

ρ(x1)2
,
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où σ et ρ sont des fonctions lisses qui dépendent uniquement de x1. Le cas σ ≡ ρ ≡ x1

correspond à la métrique sur S̃L2(R) [52] (voir aussi [12]). Une base orthonormée des

champs de vecteurs est donnée par

e1 = σ∂1, e2 = σ

(
∂2 −

1

x1
∂3

)
, e3 =

1

x1
ρ∂3 ,

avec les 1-formes duales associées

θ1 =
dx1
σ
, θ2 =

dx2
σ
, θ3 =

dx2 + x1dx3
ρ

,

de dérivées respectives

dθ1 = 0, dθ2 = −σ′θ1 ∧ θ2, dθ3 = − σ2

ρx1
θ1 ∧ θ2 + σ∂1 ln

(
x1
ρ

)
θ1 ∧ θ3 .

Par comparaison avec les équations de structure (3.4), on en déduit que le coefficient

d’intégrabilité et la forme duale de la courbure moyenne des fibres sont donnés par

a =
σ2

2ρx1
et µ♭ = −σ∂1 ln

(
x1
ρ

)
θ1 = −d ln

(
x1
ρ

)

respectivement. En particulier

µ = −grad ln

(
x1
ρ

)
= −e1

(
ln

(
x1
ρ

))
e1 = −σ∂1 ln

(
x1
ρ

)
e1 .

Finalement, la dilatation est donnée par λ = σ.

Pour calculer ∆g lnλ, on calcule tout d’abord ∆g0 lnλ, où g0 = dx1
2 + dx2

2 + (dx2 +

x1dx3)
2 et on applique ensuite le Lemme 3.3.2. Les composantes de la métrique g0 et

son inverse sont donnés par

((g0)ij) =




1 0 0

0 2 x1

0 x1 x1
2


 , ((g0)

ij) =




1 0 0

0 1 −1/x1

0 −1/x1 2/x1
2


 .

On peut alors calculer les symboles de Christoffel Γkij =
1
2g
kl(∂igjl + ∂jgil − ∂lgij). Ceux

qui sont non nuls sont donnés par

Γ1
23 = −1

2 , Γ
1
33 = −x1, Γ2

12 = − 1

2x1
, Γ2

13 = −1
2 , Γ

3
12 =

1

x12
, Γ3

13 =
3
2x1 .

Il s’ensuit que le Laplacien d’une fonction f par rapport à g0 est donné par

∆g0f = (g0)
ij(∂ijf − Γkij∂kf)

= ∂11f + ∂22f +
2

x12
∂33f − 2

x1
∂23f +

1

x1
∂1f .
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Si f dépend seulement de x1 son Laplacien devient f ′′ + 1
x1
f ′. Suivant g0, le champ de

vecteur vertical unitaire est donné par U0 =
1
x1
∂3. Donc par le Lemme 3.3.2

∆gf = σ2∆g0f − σ2df(Hgrad g0 ln ρ) ,

où

grad g0 ln ρ = (g0)
ij∂i(ln ρ)∂j = ∂1(ln ρ)∂1 .

On obtient alors

∆g lnλ = σσ′′ − σ′2 + σσ′∂1 ln

(
x1
ρ

)
.

D’autre part

µ(lnλ) = −σ2∂1 ln
(
x1
ρ

)
∂1(lnσ) = −σσ′∂1 ln

(
x1
ρ

)
.

En particulier, le terme ∆g lnλ+µ(lnλ) qui apparait dans les composantes de la courbure

de Ricci est donné par

∆g lnλ+ µ(lnλ) = σσ′′ − σ′2 .

On peut écrire maintenant les composantes de la courbure de Ricci qui sont données par

(3.20) :





R11 = σσ′′ − σ′2 − σ4

2x12ρ2
− σ∂1

(
σ∂1 ln

(
x1
ρ

))
− σ2

(
∂1 ln

(
x1
ρ

))2

R22 = σσ′′ − σ′2 − σ4

2x12ρ2
+ σσ′∂1 ln

(
x1
ρ

)

R33 = −σ∂1
(
σ∂1 ln

(
x1
ρ

))
+ σσ′∂1 ln

(
x1
ρ

)
− σ2

(
∂1 ln

(
x1
ρ

))2
+ σ4

2ρ2x2
1

R12 = 0

R13 = 0

R23 = σ∂1

(
σ2

2x1ρ

)
+ σ3

x1ρ
∂1 ln

(
x1
ρ

)

Soit E = f1e1 + f2e2 + f3e3 le flot de soliton. Notons que pour toute fonction f

df = ∂1fdx1 + ∂2fdx2 + ∂3fdx3 = σ∂1fθ1 + σ

(
∂2f − 1

x1
∂3f

)
θ2 +

ρ

x1
∂3fθ3 .

D’après le Lemme 3.2.2, les dérivées de Lie sont données par :

LEθ12 = 2θ1 ⊙ df1

LEθ22 = 2θ2 ⊙ {df2 − σ′f1θ2 + σ′f2θ1}

LEθ32 = 2θ3 ⊙
{
df3 −

σ2

x1ρ
f1θ2 +

σ2

x1ρ
f2θ1 + σ∂1 ln

(
x1
ρ

)
f1θ3 − σ∂1 ln

(
x1
ρ

)
f3θ1

}
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On identifie les différents coefficients de θi⊙θj dans l’équation de soliton Ric g+
1
2LEg+

Ag = 0 à zéro :





(i) θ1
2 : A+ σσ′′ − σ′2 − σ4

2x12ρ2
− σ∂1

(
σ∂1 ln

(
x1
ρ

))
− σ2

(
∂1 ln

(
x1
ρ

))2
+ σ∂1f1 = 0

(ii) θ2
2 : A+ σσ′′ − σ′2 − σ4

2x12ρ2
+ σσ′∂1 ln

(
x1
ρ

)
+ σ

(
∂2f2 − 1

x1
∂3f2

)
− σ′f1 = 0

(iii) θ3
2 : A+ σ4

2x2
1
ρ2

− σ∂1

(
σ∂1 ln

(
x1
ρ

))
+ σσ′∂1 ln

(
x1
ρ

)
− σ2

(
∂1 ln

(
x1
ρ

))2

+ ρ
x1
∂3f3 + σ∂1 ln

(
x1
ρ

)
f1 = 0

(iv) θ1θ2 : σ
(
∂2f1 − 1

x1
∂3f1

)
+ σ∂1f2 + σ′f2 = 0

(v) θ1θ3 :
ρ
x1
∂3f1 + σ∂1f3 +

σ2

x1ρ
f2 − σ∂1 ln

(
x1
ρ

)
f3 = 0

(vi) θ2θ3 : σ∂1

(
σ2

2x1ρ

)
+ σ3

x1ρ
∂1 ln

(
x1
ρ

)
+ ρ

x1
∂3f2 + σ

(
∂2f3 − 1

x1
∂3f3

)
− σ2

x1ρ
f1 = 0

(3.52)

Ces équations peuvent être considérablement simplifiées dans le cas où σ ≡ ρ ≡ νx1, i.e.

le cas de la géométrie S̃L2(R) :





(i) A− 1− 1
2ν2

+ x1∂1f1 = 0

(ii) A− 1− 1
2ν2

+ x1∂2f2 − ∂3f2 − f1 = 0

(iii) A+ 1
2ν2

+ ν∂3f3 = 0

(iv) x1∂2f1 − ∂3f1 + x1∂1f2 + f2 = 0

(v) ν∂3f1 + x1∂1f3 + f2 = 0

(vi) ν∂3f2 + x1∂2f3 − ∂3f3 − f1 = 0

(3.53)

La non-existence de la structure de soliton sur S̃L2(R) a été montrée dans [5] par un long

calcul. Par contre, ici on peut en déduire ce fait d’une manière plus rapide. Les équations

(i), (iii) et (v) impliquent qu’il existe des fonctions q1 = q1(x2, x3) et q3 = q3(x1, x2) telles

que

f1 =
(
1 + 1

2ν2
−A

)
lnx1 + q1(x2, x3)

f3 = − 1
ν

(
1

2ν2
+A

)
x3 + q3(x1, x2)

f2 = −ν2∂3q1 − νx1∂1q3 ,

respectivement. Alors (ii), (iv) and (vi) impliquent respectivement :





(vii) A− 1− 1
2ν2

− x1(ν
2∂23q1 + νx1∂12q3) + ν2∂33q1 +

(
A− 1− 1

2ν2

)
lnx1 − q1 = 0

(viii) −(1 + ν2)∂3q1 + x1(∂2q1 − 2ν∂1q3 − νx1∂11q3) = 0

(ix) −ν3∂33q1 + x1∂2q3 +
1
ν (A+ 1

2ν2
) + 1

ν

(
A− 1− 1

2ν2

)
lnx1 − 1

ν q1 = 0

(3.54)

Par (viii), on trouve

−2∂3q1 + x1∂2q1 = r(x1, x2) , (3.55)
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où r est une fonction qui dépend seulement de x1 et x2. Mais, en dérivant par rapport

à x1, on a

∂2q1 =
∂r

∂x1
(avec q1 indépendante de x1) ⇒ q1 = u(x2) + v(x3)

pour des certaines fonctions u et v qui dépendent uniquement de x2 et x3 respectivement.

Alors ∂23q1 = 0 et en dérivant (3.55) par rapport à x3 on obtient

∂33q1 = 0 ⇒ v′′(x3) = 0 ⇒ v(x3) = ax3 + b

où a, b sont des constantes. Maintenant (viii) implique

ν∂1(x1
2∂1q3) = −(1+ν2)a+x1u

′(x2) ⇒ νx1
2∂1q3 = −2(1+ν2)x1+

x1
2

2
u′(x2)+w(x2) ,

pour une certaine fonction w = w(x2). Ensuite en divisant par x1
2 et en intégrant par

rapport à x1 on déduit que

νq3 = −(1 + ν2)a lnx1 +
x1
2
u′(x2)−

1

x1
w(x2) + t(x2) ,

pour une certaine fonction t = t(x2). On a donc des formes explicites pour q1 et q3. En

les substituant dans (vii) on obtient

A− 1− 1

2ν2
− νx1

2

(
1

2
u′′(x2) +

1

x12
w′(x2)

)
+

(
A− 1− 1

2ν2

)
lnx1 − u(x2)− ax3 − b .

En identifiant les coefficients des différents puissances de x1 et aussi ceux de lnx1 à zero

on a

A = 1 +
1

2ν2
, u′′(x2) = 0 , −w′(x2)− u(x2)− ax3 − b = 0(⇒ a = 0) .

En particulier u(x2) = cx2 + d pour des constantes c, d et

νw(x2) = −cx2
2

2
− (d+ b)x2 + e ,

pour une constante e. Finalement, on substitue ceci dans (ix) :

x1t
′(x2) + 1

ν

(
1 + 1

ν2

)
= 0 .

Ce qui est impossible pour tout ν 6= 0, et par suite il n’existe aucune solution locale.

Théorème 3.5.2. Il existe une famille à un paramètre, de métriques sur R3
+ données

explicitement par

g =
dx1

2 + dx2
2

σ(x1)2
+

(dx2 + x1dx3)
2

ν2x12

paramétrée par ν 6= 0, telle que la géométrie S̃L2(R) (ν = 1) en est un cas particulier

n’admettant aucune structure de soliton, même localement.
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Chapitre 4

Morphismes harmoniques

généralisés et applications

semi-conformes biharmoniques

Les morphismes harmoniques ont été caractérisés par B. Fuglede [28] et T. Ishihara [33]

indépendamment, comme des applications semi-conformes harmoniques. Par analogie,

les morphismes biharmoniques ont été introduits et étudiés par E. Loubeau et Y-L Ou

dans [45], [39] et [40] comme généralisation de la notion de morphisme harmonique.

Dans l’article [40], ils les ont caractésisés comme des applications semi-conformes, bihar-

moniques, 4-harmonique et satisfaisant une équation supplémentaire (voir le Théorème

1.7.21). Les morphismes biharmoniques correspondent alors à une classe d’applications

semi-conformes biharmoniques très restreinte. Notons aussi qu’un morphisme harmo-

nique n’est pas nécessairement un morphisme biharmonique.

Dans ce chapitre, on étudie des applications pour lesquelles le pull-back d’une fonction

harmonique (définie localement) est biharmonique. Il est clair que la classe de telles ap-

plications contient les morphismes harmoniques. On les appellemorphismes harmoniques

généralisés.

On donne une caractérisation complète des morphismes harmoniques généralisés à va-

leurs dans l’espace euclidien. On verra dans la suite qu’il s’agit d’une classe d’ap-

plications qui prolonge la notion de morphisme harmonique de manière naturelle et

que les équations qui les caractérisent sont plus maniables que, par exemple celles qui

caractérisent les morphismes biharmoniques. On présente une classification complète

de ces applications lorsqu’elles correspondent à des projections d’un espace de type

“warped-product”, ainsi que deux méthodes de construction des morphismes harmo-

niques généralisés. Ce type d’applications permet de construire une infinité d’exemples
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d’applications semi-conformes biharmoniques propres (non-harmoniques).

4.1 Caractérisation des morphismes harmoniques généralisés

à valeurs dans l’espace euclidien

On définit dans cette section les morphismes harmoniques généralisés entre des variétés

riemanniennes (Mm, g) et (Nn, h), et on les caractérise lorsque Nn = Rn muni de la

métrique euclidienne. D’après [12], une application lisse ϕ : U ⊂ R3 → C définie sur un

ouvert de R3 est un morphisme harmonique si et seulement si ϕ et ϕ2 sont harmoniques.

On verra dans la suite qu’une application lisse ϕ : U ⊂ R3 → C définie sur un ouvert de

R3 est un morphisme harmonique généralisé si et seulement si ϕ est semi-conforme, ϕ

et ϕ2 sont biharmoniques.

Définition 4.1.1. Une application ϕ : (Mm, g) → (Nn, h) entre deux variétés rieman-

niennes est dite morphisme harmonique généralisé, si pour toute fonction harmonique

f définie sur un ouvert U de N , f : U ⊆ Nn → R, tel que ϕ−1(U) = V non-vide, la

composée f ◦ ϕ : V → R est une fonction biharmonique sur V ⊆M .

Remarque 4.1.2. Il est clair d’après la définition des morphismes harmoniques, des

morphismes biharmoniques et des morphismes harmoniques généralisés, que tout mor-

phisme harmonique est un morphisme harmonique généralisé et que tout morphisme

biharmonique est aussi un morphisme harmonique généralisé. Donc on a les relations

d’inclusions suivantes :

{morphismes harmoniques} ⊂ {morphismes harmoniques généralisés} et

{morphismes biharmoniques} ⊂ {morphismes harmoniques généralisés}.

On présente ci-dessous la caractérisation des morphismes harmoniques généralisés à va-

leurs dans l’espace euclidien.

Théorème 4.1.3. Soit ϕ : (Mm, g) → Rn telle que ϕ(x) = (ϕ1(x), ϕ2(x), . . . , ϕn(x)),

une application définie sur une variété riemannienne à valeurs dans l’espace euclidien

muni de sa métrique canonique. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) ϕ est un morphisme harmonique généralisé ;

(ii) ϕ est une application semi-conforme biharmonique et (ϕα+iϕβ)2 : (Mm, g) → C

est aussi biharmonique pour tous α 6= β = 1, 2, . . . , n ;

(iii) Il existe une fonction λ :M → [0,∞) telle que

∆2(f ◦ ϕ) = λ4(∆2f) ◦ ϕ+ 2{λ2∆ϕα + g(∇λ2,∇ϕα)}(∂α∆f) ◦ ϕ (4.1)

+{∆λ2 + 2g(∇ϕβ ,∇∆ϕβ) + (∆ϕβ)2}(∆f) ◦ ϕ

pour chaque β = 1, . . . , n .
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Démonstration. Soient ϕ : (Mm, g) → (Nn, h) une application entre deux variétés rie-

manniennes et f une fonction sur N . D’après le Lemme 2.5 dans [45], on a la formule

du bi-Laplacien suivante

∆2(f ◦ ϕ) = (fαβγδ ◦ ϕ)
{
g(∇ϕα,∇ϕβ)g(∇ϕγ ,∇ϕδ)

}

+(fαβγ ◦ ϕ)
{
g(∇ϕα,∇ϕβ)∆ϕγ + g(∇ϕβ ,∇ϕγ)∆ϕα (4.2)

+2g(∇g(∇ϕα,∇ϕβ),∇ϕγ)
}

+(fαβ ◦ ϕ)
{
∆g(∇ϕα,∇ϕβ) + 2g(∇ϕβ ,∇∆ϕα) + ∆ϕα∆ϕβ

}

+(fα ◦ ϕ)∆2ϕα,

où on considère la convention de sommation d’Einstein et où fα, fαβ etc. désignent les

dérivées partielles ∂f
∂yα ,

∂2f
∂yα∂yβ

etc. respectivement. En utilisant le Lemme 2.4 dans [45],

on peut réécrire la formule (4.2) de la façon suivante,

∆2(f ◦ ϕ) =
n∑

α=1

(fαααα ◦ ϕ)|∇ϕα|4 + 4
∑

1≤α 6=β≤n
(fαααβ ◦ ϕ)|∇ϕα|2g(∇ϕα,∇ϕβ)

+
∑

1≤α 6=β≤n
(fαβαβ ◦ ϕ)

{
2|∇ϕα|2|∇ϕβ |2 + 4(g(∇ϕα,∇ϕβ))2

}

+
∑

1≤α 6=β 6=γ≤n
(fααβγ ◦ ϕ)

{
4g(∇ϕα,∇ϕα)g(∇ϕβ ,∇ϕγ)

+8g(∇ϕα,∇ϕβ)g(∇ϕα,∇ϕγ)
}

+
∑

1≤α 6=β 6=γ 6=δ≤n
(fαβγδ ◦ ϕ)

{
g(∇ϕα,∇ϕβ)g(∇ϕγ ,∇ϕδ)

}

+
∑

1≤α≤n
(fααα ◦ ϕ)

{
2|∇ϕα|2∆ϕα + 2g(∇|∇ϕα|2,∇ϕα)

}

+
∑

1≤α 6=β≤n
(fααβ ◦ ϕ)

{
2|∇ϕα|2∆ϕβ + 4g(∇ϕα,∇ϕβ)∆ϕα

+2g(∇|∇ϕα|2,∇ϕβ) + 4g(∇g(∇ϕα,∇ϕβ),∇ϕα)
}

(4.3)

+
∑

1≤α 6=β 6=γ≤n
(fαβγ ◦ ϕ)

{
g(∇ϕα,∇ϕβ)∆ϕγ + g(∇ϕβ ,∇ϕγ)∆ϕα

+2g(∇g(∇ϕα,∇ϕβ),∇ϕγ)
}
+
∑

1≤α≤n
(fαα ◦ ϕ)

{
1

2
∆2(ϕαϕα)− ϕα∆2ϕα

}

+
∑

1≤α<β≤n
(fαβ ◦ ϕ)

{
∆2(ϕαϕβ)− ϕα∆2ϕβ − ϕβ∆2ϕα

}

+
∑

1≤α≤n
(fα ◦ ϕ)∆2ϕα.
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Supposons maintenant que ϕ : (Mm, g) → Rn est un morphisme harmonique généralisé.

Soient {yα}α=1,...,n les coordonnées cartésiennes sur l’espace euclidien Rn, donc la fonc-

tion f définie sur Rn par f(y) = f(y1, . . . , yn) = yα est une fonction harmonique pour

tout α = 1, 2, . . . , n. En substituant f(y) = yα dans (4.3) on obtient

∆2ϕα = 0 pour tout α = 1, 2, . . . , n, (4.4)

et alors ϕ : (Mm, g) → Rn est biharmonique.

On choisit maintenant les fonctions harmoniques f(y) = (yα)2−(yβ)2 et f(y) = yαyβ , α 6=
β ; en les substituant dans (4.3) on a respectivement

∆2(ϕαϕα)− 2ϕα∆2ϕα − [∆2(ϕβϕβ)− 2ϕβ∆2ϕβ ] = 0,

∆2(ϕαϕβ)− ϕα∆2ϕβ − ϕβ∆2ϕα = 0.

Ce qui implique, avec (4.4) que




∆2(ϕαϕα)−∆2(ϕβϕβ) = 0,

∆2(ϕαϕβ) = 0,
(4.5)

cela signifie que l’application (ϕα+ iϕβ)2 : (Mm, g) → R2 est biharmonique pour tous α

et β telles que α 6= β.

En utilisant les équations (4.4) et (4.5) on peut écrire (4.3) sous la forme suivante :

∆2(f ◦ ϕ) =
n∑

α=1

(fαααα ◦ ϕ)|∇ϕα|4 + 4
∑

1≤α 6=β≤n
(fαααβ ◦ ϕ)|∇ϕα|2g(∇ϕα,∇ϕβ)

+
∑

1≤α 6=β≤n
(fαβαβ ◦ ϕ)

{
2|∇ϕα|2|∇ϕβ |2 + 4(g(∇ϕα,∇ϕβ))2

}
(4.6)

+
∑

1≤α 6=β 6=γ≤n
(fααβγ ◦ ϕ)

{
4g(∇ϕα,∇ϕα)g(∇ϕβ ,∇ϕγ)

+8g(∇ϕα,∇ϕβ)g(∇ϕα,∇ϕγ)
}

+
∑

1≤α 6=β 6=γ 6=δ≤n
(fαβγδ ◦ ϕ)

{
g(∇ϕα,∇ϕβ)g(∇ϕγ ,∇ϕδ)

}

+
∑

1≤α≤n
(fααα ◦ ϕ)Bααα +

∑

1≤α 6=β≤n
(fββα ◦ ϕ)Bββα

+
∑

1≤α 6=β 6=γ≤n
(fαβγ ◦ ϕ)Bαβγ +

1

2
{(∆f) ◦ ϕ}∆2(ϕωϕω)
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pour toute fonction f sur Rn et tout ω = 1, . . . , n, avec

Bααα = 2|∇ϕα|2∆ϕα + 2g(∇|∇ϕα|2,∇ϕα) (4.7)

Bββα = 2|∇ϕβ |2∆ϕα + 4g(∇ϕα,∇ϕβ)∆ϕβ + 2g(∇|∇ϕβ |2,∇ϕα) (4.8)

+4g(∇g(∇ϕα,∇ϕβ),∇ϕβ), 1 ≤ α 6= β ≤ n.

Bαβγ = g(∇ϕα,∇ϕβ)∆ϕγ + g(∇ϕβ ,∇ϕγ)∆ϕα (4.9)

+2g(∇g(∇ϕα,∇ϕβ),∇ϕγ), 1 ≤ α 6= β 6= γ ≤ n.

Mais en substituant la fonction harmonique f(y) = yαyβyγ avec α 6= β 6= γ dans (4.6)

on obtient

Bαβγ = 0, pour 1 ≤ α 6= β 6= γ ≤ n. (4.10)

D’autre part, par substitution de la fonction harmonique f(y) = (yα)3 − 3yα(yβ)2 dans

(4.6) on a,

Bααα = Bββα, pour 1 ≤ α 6= β ≤ n. (4.11)

Substituons (4.10) et (4.11) dans l’équation (4.6) ; on obtient

∆2(f ◦ ϕ) =
n∑

α=1

(fαααα ◦ ϕ)|∇ϕα|4 + 4
∑

1≤α 6=β≤n
(fαααβ ◦ ϕ)|∇ϕα|2g(∇ϕα,∇ϕβ)

+
∑

1≤α 6=β 6=γ≤n
(fααβγ ◦ ϕ)

{
4g(∇ϕα,∇ϕα)g(∇ϕβ ,∇ϕγ) (4.12)

+8g(∇ϕα,∇ϕβ)g(∇ϕα,∇ϕγ)
}

+
∑

1≤α 6=β 6=γ 6=δ≤n
(fαβγδ ◦ ϕ)

{
g(∇ϕα,∇ϕβ)g(∇ϕγ ,∇ϕδ)

}

+
∑

1≤α 6=β≤n
(fαβαβ ◦ ϕ)

{
2|∇ϕα|2|∇ϕβ |2 + 4(g(∇ϕα,∇ϕβ))2

}

+
n∑

α=1

{( ∂

∂yα
∆f) ◦ ϕ}Bααα +

1

2
{(∆f) ◦ ϕ}∆2(ϕωϕω)

pour toute fonction f sur Rn et tout ω = 1, . . . , n.

On choisit maintenant la fonction harmonique f(y) = (yα)3(yβ)−(yβ)3yα, on la substitue

dans (4.12), on aura

24(|∇ϕα|2 − |∇ϕβ |2)g(∇ϕα,∇ϕβ) = 0, pour 1 ≤ α 6= β ≤ n. (4.13)

Par ailleurs, en choisissant la fonction harmonique f(y) = (yα)4 − 6(yα)2(yβ)2 + (yβ)4

et en la substituant dans (4.12) on obtient

24[(|∇ϕα|2 − |∇ϕβ |2)2 − 4(g(∇ϕα,∇ϕβ))2] = 0, pour 1 ≤ α 6= β ≤ n. (4.14)
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4.1. CARACTÉRISATION DES MORPHISMES HARMONIQUES GÉNÉRALISÉS
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On déduit de (4.13) et (4.14) que

|∇ϕα|2 = |∇ϕβ |2, g(∇ϕα,∇ϕβ) = 0, pour 1 ≤ α 6= β ≤ n (4.15)

ce qui signifie exactement que ϕ : (Mm, g) → Rn est semi-conforme.

On a alors, avec (4.4) et (4.5), une démonstration complète qu’un morphisme harmonique

généralisé ϕ : (Mm, g) → Rn est une application semi-conforme biharmonique avec la

condition supplémentaire que (ϕα + iϕβ)2 : (Mm, g) → C est aussi biharmonique pour

tous α 6= β = 1, 2, . . . , n.

Réciproquement, soit ϕ : (Mm, g) → Rn une application semi-conforme biharmonique

telle que (ϕα+iϕβ)2 : (Mm, g) → C est aussi biharmonique pour tous α 6= β = 1, 2, . . . , n.

En utilisant (4.4), (4.5), et (4.15) on peut écrire (4.3) comme suit

∆2(f ◦ ϕ) =

n∑

α=1

(fαααα ◦ ϕ)|∇ϕα|4 +
∑

1≤α 6=β≤n
(fαβαβ ◦ ϕ)

{
2|∇ϕα|2|∇ϕβ |2

}

+
∑

1≤α≤n
(fααα ◦ ϕ)

{
2|∇ϕα|2∆ϕα + 2g(∇|∇ϕα|2,∇ϕα)

}

+
∑

1≤α 6=β≤n
(fββα ◦ ϕ)

{
2|∇ϕβ |2∆ϕα + 2g(∇|∇ϕβ |2,∇ϕα)

}

+
1

2
{(∆f) ◦ ϕ}∆2(ϕωϕω)

= λ4(∆2f) ◦ ϕ+ 2
{
λ2∆ϕα + g(∇λ2,∇ϕα)

}
(∂α∆f) ◦ ϕ (4.16)

+
{
∆λ2 + 2g(∇ϕω,∇∆ϕω) + (∆ϕω)2

}
(∆f) ◦ ϕ,

pour chaque ω = 1, . . . , n, où on a utilisé dans la dernière égalité que λ2 = |∇ϕα|2 =

|∇ϕβ |2 et l’identité (voir le Lemme 2.4 dans [45])

∆2(ϕωϕω) = 2∆g(∇ϕω,∇ϕω) + 4g(∇∆ϕω,∇ϕω) + 2ϕω∆2ϕω + 2(∆ϕω)2

= 2∆λ2 + 4g(∇ϕω,∇∆ϕω) + 2(∆ϕω)2.

À l’aide de l’équation (4.16), on déduit que le pull-back d’une fonction harmonique par

l’application ϕ : (Mm, g) → Rn est une fonction biharmonique et par suite ϕ est un

morphisme harmonique généralisé. Ce qui complète la preuve de l’équivalence entre (i)

et (ii).

Finalement, l’équivalence entre les assertions (i) et (iii) se déduit clairement d’après la

définition d’un morphisme harmonique généralisé et l’équation (4.16). D’où on a une

preuve complète du théorème.

Exemple 4.1.4. Soit M4 le sous-ensemble ouvert de R4 donné par M4 = R4 \ {x1 =

x2 = x3 = 0} muni de la métrique canonique. Alors l’application ϕ : M4 → R2 donnée

par

ϕ(x1, . . . , x4) = (
√
x12 + x22 + x32 , x4) ,

120
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est un morphisme harmonique généralisé qui n’est pas un morphisme harmonique. Plus

précisément, ϕ est une submersion riemannienne qui est biharmonique, non-harmonique,

dont le carré défini sur M4 ⊂ R4 → C, donné par (ϕ(x))2 = (
√
x12 + x22 + x32 + ix4)

2

est biharmonique. En effet, on peut vérifier facilement que

(i) |∇ϕ1| = |∇ϕ2| = 1 et 〈∇ϕ1,∇ϕ2〉 = 0 où ϕ = (ϕ1, ϕ2), donc ϕ est une submer-

sion riemannienne ;

(ii) ∆ϕ1 = 2√
x12+x22+x32

, ∆2ϕ1 = 0 et ∆ϕ2 = ∆2ϕ2 = 0. Donc ϕ est biharmonique,

non-harmonique ;

(iii) l’application

(ϕ(x))2 = (
√
x12 + x22 + x32 + ix4)

2 (4.17)

= x1
2 + x2

2 + x3
2 − x4

2 + i (2x4
√
x12 + x22 + x32 )

est biharmonique sur M4 ⊂ R4 → C.

Remarque 4.1.5. On souligne qu’il existe des exemples d’applications semi-conformes

biharmoniques qui ne sont pas des morphismes harmoniques généralisés. Par exemple,

on sait d’après [9] que l’application ϕ : R3 \ {x2 = x3 = 0} → R2 donnée par

ϕ(x1, x2, x3) =

(
(1− 1

2 |x|2)x2 +
√
2x1x3

x22 + x23
,
(1− 1

2 |x|2)x3 −
√
2x1x2

x22 + x23

)
(4.18)

est une application semi-conforme biharmonique. Mais on peut vérifier facilement que

ϕ2 : R3 \ {x2 = x3 = 0} → C n’est pas biharmonique, donc ϕ n’est pas un morphisme

harmonique généralisé.

Notons que la notion de morphisme harmonique remonte à Jacobi en 1848, qui a proposé

de résoudre l’équation de Laplace

∆ϕ ≡
3∑

i=1

∂2ϕ

∂2xi
= 0 (4.19)

pour ϕ : U ⊆ R3 → C définie sur un ouvert U de R3, telle que f ◦ϕ soit aussi harmonique

pour toute fonction complexe-analytique (holomorphe) f : V ⊆ C → C.

Comme les parties rélle et imaginaire d’une fonction holomorphe sont harmoniques, et

comme le Laplacien est un opérateur linéaire sur les fonctions, la condition imposée par

Jacobi est équivalente à dire que le pull-back d’une fonction harmonique par ϕ est aussi

une fonction harmonique. Ce qui permet d’obtenir facilement le théorème suivant.

Théorème 4.1.6. [12] Soit ϕ : U ⊆ R3 → C une application harmonique. Alors f ◦ ϕ
est harmonique pour toute fonction complexe-analytique (holomorphe) f : V ⊆ C → C
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si et seulement si ϕ est une solution de

3∑

i=1

(
∂ϕ

∂xi

)2

= 0. (4.20)

On rappelle que l’équation (4.20) signifie que ϕ : U ⊆ R3 → C est semi-conforme.

De façon analogue à celle donnée par Jacobi, en utilisant le Théorème 4.1.3, on a la

proposition suivante.

Proposition 4.1.7. Soit ϕ : U ⊆ R3 → C une application biharmonique définie sur un

ouvert U de R3. Alors f ◦ ϕ est biharmonique pour toute fonction complexe-analytique

(holomorphe) f : V ⊆ C → C si et seulement si ϕ est une solution de

3∑

i=1

(
∂ϕ

∂xi

)2

= 0 (4.21)

et ϕ2 : U ⊆ R3 → C est aussi biharmonique.

En utilisant le Théorème 4.1.3 et le fait qu’une application semi-conforme entre surfaces

riemanniennes est simplement une application conforme qui est harmonique, on obtient

le corollaire suivant.

Corollaire 4.1.8. (i) Tout morphisme harmonique généralisé ϕ : (M2, g) → R2 est un

morphisme harmonique.

(ii) Une application ϕ : R3 ⊇ U → C est un morphisme harmonique généralisé si et

seulement si elle est semi-conforme et les deux applications ϕ et ϕ2 sont biharmoniques.

Remarque 4.1.9. Il est clair d’après le Théorème 4.1.6, qu’une application ϕ : U ⊆
R3 → C est un morphisme harmonique si et seulement si ϕ et ϕ2 sont harmoniques. Donc

l’assertion (ii) dans le Corollaire 4.1.8 donne un autre point de vue qui permet de voir

comment les morphismes harmoniques généralisés généralisent la notion de morphisme

harmonique.

On termine cette section par la classification suivante des morphismes harmoniques

généralisés qui sont des submersions riemanniennes.

Corollaire 4.1.10. (i) Soit ϕ : R3 → R2 une submersion riemannienne pour laquelle le

pull-back d’une fonction harmonique est une fonction biharmonique. Alors il s’agit d’une

projection orthogonale à une isométrie du domaine et/ou du codomaine près.

(ii) Il n’existe aucune submersion riemannienne sur l’espace hyperbolique, ϕ : H3 → R2,

pour laquelle le pull-back d’une fonction harmonique est une fonction biharmonique.
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Démonstration. Supposons que le pull-back d’une fonction harmonique par ϕ : R3 → R2

ou ϕ : H3 → R2 est biharmonique. Il s’ensuit que ϕ est un morphisme harmonique

généralisé, et par le Théorème 4.1.3, ϕ est biharmonique. Or on sait d’après [47] que toute

submersion riemannienne biharmonique ϕ : R3 → R2 est une projection orthogonale à

une isométrie du domaine et/ou du codomaine près, et qu’il n’existe pas des submersions

riemanniennes biharmoniques sur H3. D’où on obtient ce corollaire.

Dans [40] une famille de submersions riemanniennes biharmoniques a été construite. En-

suite, il a été prouvé dans [47] que la submersion riemannienne donnée par la projection

du “warped-product”

π : (R2 × R, dx2 + dy2 + β−2(x, y)dz2) → (R2, dx2 + dy2)

π(x, y, z) = (x, y)

est biharmonique si et seulement si

∆u = ∆v = 0, où u = (lnβ)x, v = (lnβ)y. (4.22)

En supposant β = e
∫
ϕ(x)dx e

∫
ϕ(y)dy, les auteurs dans [47] ont trouvé des solutions par-

ticulières pour β(x, y).

Le théorème suivant montre que si on pose une condition supplémentaire que le carré

de l’application π2 soit biharmonique (ce qui rend alors π un morphisme harmonique

généralisé), le système des équations obtenu peut être résolu explicitement. Ce qui permet

d’obtenir une classification complète des morphismes harmoniques généralisés correspon-

dant à des projections des variétés du type “warped-product”.

Théorème 4.1.11. La submersion riemannienne définie par la projection d’un “warped-

product”

π : (R2 × R, dx2 + dy2 + e2λ(x,y)dz2) → (R2, dx2 + dy2) (4.23)

π(x, y, z) = (x, y)

est un morphisme harmonique généralisé, qui n’est pas un morphisme harmonique si et

seulement si à un changement orthogonal des coordonnées près, π s’écrit comme

π : (R2
+ × R, dx2 + dy2 + Cy4dz2) → (R2

+, dx
2 + dy2) (4.24)

π(x, y, z) = (x, y),

où C est une constante positive et R2
+ = {(x, y) ∈ R2; y > 0}.
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Démonstration. D’abord, on peut vérifier que si λ est constante, alors la submersion rie-

mannienne π est un morphisme harmonique. On suppose alors que λ n’est pas constante.

Comme dans [47], on choisit une base orthonormée {e1 = ∂
∂x , e2 = ∂

∂y , e3 = e−λ ∂
∂z}

sur M = (R2 ×R, dx2 +dy2 + e2λ(x,y)dz2) adaptée à la submersion riemannienne π telle

que dπ(ei) = εi, i = 1, 2 et e3 est vertical, où ε1 = ∂
∂x et ε2 = ∂

∂y forment une base

orthonormée sur (R2, dx2 + dy2). D’après [47],

[e1, e3] = ue3, [e2, e3] = ve3, [e1, e2] = 0,

où u = −λx, v = −λy .
Les données d’intégrabilité de la submersion riemannienne π sont données par

f1 = f2 = σ = 0, κ1 = u, κ2 = v.

et donc

∇e1e1 = ∇e2e2 = 0, ∇e3e3 = ue1 + ve2, (4.25)

où ∇ désigne la connexion de Levi-Civita associée à la métrique sur le “warped-product”.

D’après (1.21), le champ de tension de la submersion riemannienne π est donné par

τ(π) = −dπ(∇M
e3 e3) = −uε1 − vε2. (4.26)

Or on sait d’après l’Exemple 1 dans [47] que la submersion riemannienne π est bihar-

monique si et seulement si

∆Mu = 0, ∆Mv = 0. (4.27)

On peut déduire par le Théorème 4.1.3 que la projection π (étant une submersion rie-

mannienne) est un morphisme harmonique généralisé si et seulement si π et son carré

(π(x, y, z))2 = (x+iy)2 = x2−y2+2ixy sont biharmoniques, ce qui est équivalent à dire

que λ(x, y) est une solution de (4.27) et que



∆2
M (x2 − y2) = 0,

∆2
M (xy) = 0.

(4.28)

Par un simple calcul, en utilisant (4.25) et (4.27) on a

∆Mu = uxx + uyy − uux − vuy, (4.29)

∆Mv = vxx + vyy − uvx − vvy (4.30)

∆M (x2 − y2) = −2xu+ 2yv,

∆2
M (x2 − y2) = −2(−u2 + 2ux) + 2(−v2 + 2vy), (4.31)

∆M (xy) = −yu− xv,

∆2
M (xy) = 2(uv − uy − vx). (4.32)
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D’après (4.29), (4.30), (4.31) et (4.32), π est un morphisme harmonique généralisé si et

seulement si

uxx + uyy − uux − vuy = 0, (4.33)

vxx + vyy − uvx − vvy = 0, (4.34)

u2 − 2ux − v2 + 2vy = 0, (4.35)

uv − uy − vx = 0. (4.36)

Pour résoudre ce système, d’abord on note que

uy = −λxy = vx, (4.37)

ce qui donne, avec (4.36),

uy = vx =
1

2
uv. (4.38)

D’autre part, en dérivant les deux parties de (4.35) par rapport à x et (4.36) par rapport

à y, on obtient

2uux − 2uxx − 2vvx + 2vxy = 0 (4.39)

uyv + uvy − uyy − vxy = 0 (4.40)

respectivement. En multipliant par 2 la seconde équation puis en additionnant avec la

première des deux équations ci-dessus, et en utilisant (4.33) on obtient

uvy − vvx = 0. (4.41)

De même, en dérivant les deux parties de (4.35) par rapport à y et (4.36) par rapport à

x on obtient

2uuy − 2uxy − 2vvy + 2vyy = 0 (4.42)

uxv + uvx − uxy − vxx = 0 (4.43)

respectivement. Multiplions par−2 la seconde équation puis additionnons avec la première

des deux équations ci-dessus, en utilisant (4.34) on a

uuy − vux = 0. (4.44)

On peut maintenant résoudre le système (4.33)-(4.36) en distinguant les deux cas sui-

vants.

Cas I : uv = 0. Dans ce cas, u = u(x), v = 0 ou u = 0, v = v(y) et le système se réduit

à 



v = 0,

u′ − 1
2u

2 = 0,

(u′ − 1
2u

2)′ = 0,

ou





u = 0,

v′ − 1
2v

2 = 0,

(v′ − 1
2v

2)′ = 0.

(4.45)
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La résolution de ces systèmes donne

λ(x, y) = ln(x+ C2)
2 + C1, ou λ(x, y) = ln(y + C2)

−2 + C1. (4.46)

Cas II : uv 6= 0. D’abord, on substitue (4.38) dans (4.41) et (4.44) on obtient

uvy − vuy = 0 et uvx − uxv = 0 (4.47)

respectivement. Comme uv 6= 0, on divise les deux parties des équations ci-dessus par

uv et on les écrit sous la forme

(
ln
u

v

)
y
= 0 et

(
ln
u

v

)
x
= 0. (4.48)

Par suite

u = C1v ou v = C1u (4.49)

pour une constante C1 6= 0. Substituons u = C1v dans (4.38), on obtient




vx = 1

2C1v
2,

C1vy =
1
2C1v

2,
(4.50)

ce qui équivaut à




vx = 1

2C1v
2,

vy =
1
2v

2.
(4.51)

La résolution de ce système donne

u(x, y) =
−2C1

C1x+ y + C2
, v(x, y) =

−2

C1x+ y + C2
(4.52)

avec C2 une constante arbitraire. De même, en utilisant v = C1u, l’équation (4.38) a une

autre famille de solutions donnée par

u(x, y) =
−2

x+ C1y + C2
, v(x, y) =

−2C1

x+ C1y + C2
(4.53)

pour une certaine constante C2. Une simple vérification montre que toutes les solutions

dans (4.52) et (4.53) sont aussi des solutions pour les équations (4.33), (4.34) et (4.35),

donc elles sont des solutions pour les équations du morphisme harmonique généralisé.

Substituons u(x, y) et v(x, y) donnés dans (4.52) et (4.53) dans les équations u = −λx
et v = −λy. En résolvant les équations qui en résultent, on obtient

λ(x, y) = ln(x+ C1y + C2)
2 + C3 ou λ(x, y) = ln(C1x+ y + C2)

2 + C3 (4.54)
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avec C2, C3 des constantes arbitraires et C1 une constante telle que C1 6= 0.

On note que la famille de solutions avec C1 = 0 correspond aux solutions particulières

données dans (4.46).

D’après les solutions (4.54), on a que la submersion riemannienne π donnée par (4.23)

est un morphisme harmonique généralisé si et seulement si la métrique sur le “warped-

product” est de la forme

dx2 + dy2 + C(x+ C1y + C2)
4dz2 ou dx2 + dy2 + C(C1x+ y + C2)

4dz2. (4.55)

Notons que ces métriques sont définies seulement sur un demi-espace de R3 privé du

plan x + C1y + C2 = 0 ou C1x + y + C2 = 0. Finalement, on peut vérifier que par

des transformations orthogonales des coordonnées sur R2, la métrique sur le “warped-

product” est de la forme

dx2 + dy2 + Cy4dz2

où C est une constante positive, et cette métrique est définie sur R2
+ × R. D’où on a le

théorème.

Remarque 4.1.12. (i) On note que le champ de tension de la submersion riemannienne

π donnée dans le théorème est τ(π) = udπ(e1) + vdπ(e2) 6= 0 pour toutes les solutions

données dans (4.52) et (4.53), donc les morphismes harmoniques généralisés fournis par

le Théorème 4.1.11 sont tous des submersions riemanniennes biharmoniques propres.

(ii) Il est intéressant de noter qu’on peut vérifier facilement que le carré de l’application,

π2 : (R2
+ × R, dx2 + dy2 + Cy4dz2) → (R2

+, dx
2 + dy2)

π2(x, y, z) = (x2 − y2, 2xy)

du morphisme harmonique généralisé donné dans le Théorème 4.1.11 fournit des familles

contenant une infinité d’exemples de submersions conformes biharmoniques propres sur

une variété de type “warped-product” de dimension 3.

4.2 Constructions et exemples de morphismes harmoniques

généralisés

Dans cette section, on donne deux méthodes qui permettent de construire de nouveaux

morphismes harmoniques généralisés à partir d’un morphisme harmonique généralisé

donné. L’une est par composition et l’autre en utilisant la somme directe. La composée

des morphismes harmoniques (respectivement morphismes biharmoniques) est un mor-

phisme harmonique (respectivement morphisme biharmonique). Par contre ce n’est pas
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le cas pour les morphismes harmoniques généralisés : la composée des morphismes har-

moniques généralisés n’est pas nécessairement un morphisme harmonique généralisé. Ce-

pendant, par définitions des morphismes harmoniques, des morphismes biharmoniques

et des morphismes harmoniques généralisés, on a les règles de composition suivantes

qui fournissent des méthodes permettant de construire de nouveaux morphismes harmo-

niques généralisés à partir d’un morphisme harmonique généralisé donné en le composant

avec un morphisme harmonique ou biharmonique.

Corollaire 4.2.1. (i) Soient ϕ : (Mm, g) → (Nn, h) un morphisme harmonique généralisé

et ψ : (Nn, h) → (Ql, k) un morphisme harmonique. La composée ψ ◦ ϕ : (Mm, g) →
(Ql, k) est un morphisme harmonique généralisé.

(ii) Soient ϕ : (Mm, g) → (Nn, h) un morphisme harmonique généralisé et ψ : (Ql, k) →
(Mm, g) un morphisme biharmonique. La composée ϕ ◦ ψ : (Ql, k) → (Nn, h) est un

morphisme harmonique généralisé.

Remarque 4.2.2. On note que le concept de morphismes harmoniques généralisés à

valeurs dans des surfaces de Riemann est bien défini. Rappelons qu’une surface de Rie-

mann est une surface orientable avec une classe conforme de métriques riemanniennes.

D’après (i) du Corollaire 4.2.1, si ϕ : (Mm, g) → (N2, h) est un morphisme harmonique

généralisé, alors ϕ : (Mm, g) → (N2, σ2h) l’est aussi, car elle peut être vue comme la

composée

(Mm, g)
ϕ→ (N2, h)

id→ (N2, σ2h)

et l’application identité est un morphisme harmonique. On en déduit alors que le concept

de morphismes harmoniques généralisés dans les surfaces de Riemann est bien défini.

Exemple 4.2.3. Soit ϕ : R4 \ {x1 = x2 = x3 = 0} → R2 le morphisme harmonique

généralisé donné dans l’Exemple 4.1.4 par ϕ(x1, . . . , x4) = (
√
x12 + x22 + x32, x4) et soit

σ−1 : R2 → S2 l’inverse de la projection stéréographique. Par le Corollaire 4.2.1, la

composée σ−1 ◦ ϕ : R4 \ {x1 = x2 = x3 = 0} → S2 est un morphisme harmonique

généralisé. En particulier, c’est une application biharmonique propre de R4 \ {x1 = x2 =

x3 = 0} dans la sphère S2.

Exemple 4.2.4. Soit ψ : R4 \ {0} → R4 l’inversion dans R4 donnée par ψ(x) = x
|x|2 .

D’après [40], ψ est un morphisme biharmonique. Soit ϕ : R4 \ {x1 = x2 = x3 = 0} → R2

le morphisme harmonique généralisé donné dans l’Exemple 4.1.4 par

ϕ(x1, . . . , x4) = (
√
x12 + x22 + x32 , x4)

Par (ii) du Corollaire 4.2.1, la composée ϕ ◦ ψ : R4 \ {0} → R2 donnée par

ϕ ◦ ψ(x) =
(√

x12 + x22 + x32

|x|2 ,
x4
|x|2

)
(4.56)
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est un morphisme harmonique généralisé de dilatation λ = 1/|x|2. En particulier, ϕ ◦
ψ est une application semi-conforme biharmonique. En plus, par le Théorème 4.1.3,

l’application

(√
x12 + x22 + x32

|x|2 + i
x4
|x|2

)2

=

(
x1

2 + x2
2 + x3

2 − x4
2

|x|4 + 2i
x4

√
x12 + x22 + x32

|x|4
)

(4.57)

est aussi biharmonique de R4 \ {0} dans C.

Exemple 4.2.5. L’application ϕ : R4 \ {0} → R3 donnée par

ϕ(x1, . . . , x4) =

(
x1

2 + x2
2 − x3

2 − x4
2

|x|2 ,
2x1x3 − 2x2x4

|x|2 ,
2x1x4 + 2x2x3

|x|2
)

(4.58)

est un morphisme harmonique généralisé. Pour le démontrer, soient ψ : R4 \ {0} → R4

l’inversion donnée par ψ(x) = x
|x|2 qui est un morphisme biharmonique d’après [40] et

H : R4 → R3 l’application de Hopf définie par

H(x1, . . . , x4) = (x1
2 + x2

2 − x3
2 − x4

2, 2x1x3 − 2x2x4, 2x1x4 + 2x2x3) , (4.59)

ϕ n’est autre que la composée ϕ = H ◦ψ. D’après le Corollaire 4.2.1, ϕ est un morphisme

harmonique généralisé. Notons que ϕ est une application semi-conforme biharmonique

non-harmonique de dilatation λ = 2/|x|3/2 (voir [9]).

Exemple 4.2.6. Soit ϕ : R4 \ {0} → R3 le morphisme harmonique généralisé donné

dans l’Exemple 4.2.5, défini par (4.58). En composant ϕ avec la projection orthogonale

R3 → R2 ≡ C, on a trois différents morphismes harmoniques généralisés

ϕα + iϕβ : R4 \ {0} → C pour tous α 6= β = 1, 2, 3.

On rappelle que la somme directe de deux applications (voir [44]) ψ : (Mm, g) →
Rk, et ϕ : (Nn, h) → Rk est par définition l’application ψ⊕ϕ : (Mm×Nn, g×h) → Rk

donnée par

ψ ⊕ ϕ(x, y) = ψ(x) + ϕ(y) (4.60)

La somme directe des applications a été utilisée pour construire des exemples de mor-

phismes harmoniques et d’applications biharmoniques (voir [44], [12] et [46]). Par exemple,

d’après [44] et [46], la somme directe des applications semi-conformes biharmoniques

est aussi une application semi-conforme biharmonique. Cependant, on peut vérifier

qu’en général, la somme directe de deux morphismes harmoniques généralisés n’est pas

nécessairement un morphisme harmonique généralisé. Néanmoins, on a la proposition

suivante qui présente une méthode de production de plusieurs exemples de morphismes

harmoniques généralisés.

129



4.3. APPLICATIONS POUR LESQUELLES LE PULL-BACK D’UNE FONCTION
BIHARMONIQUE EST UNE FONCTION HARMONIQUE

Proposition 4.2.7. Soit ψ : (Mm, g) → Rk un morphisme harmonique généralisé et

ϕ : (Nn, h) → Rk un morphisme harmonique. Leur somme directe ψ⊕ϕ : (Mm×Nn, G =

g × h) → Rk est un morphisme harmonique généralisé. Si en plus ψ est biharmonique

propre, il en est de même pour ψ ⊕ ϕ.

Démonstration. D’après le Théorème 4.1.3, il suffit de démontrer l’énoncé de cette pro-

position pour Rk = C. Soient ψ : (Mm, g) → C un morphisme harmonique généralisé

et ϕ : (Nn, h) → C un morphisme harmonique. D’après [44], la somme directe de deux

morphismes harmoniques est un morphisme harmonique, plus précisément, la somme

directe de deux applications semi-conformes de dilatations λ1(x) et λ2(y) est une appli-

cation semi-conforme de dilatation λ(x, y) = λ1(x) + λ2(y). D’autre part, on a d’après

[46] que la somme directe de deux applications biharmoniques est aussi biharmonique.

D’après le Théorème 4.1.3, pour démontrer que la somme directe ψ⊕ϕ : (Mm×Nn, G =

g×h) → C est un morphisme harmonique généralisé, il suffit de vérifier que l’application

(ψ ⊕ ϕ)2 : (Mm ×Nn, G = g × h) → C est biharmonique. Notons que

(ψ ⊕ ϕ)2(x, y) = (ψ(x) + ϕ(y))2 = (ψ(x))2 + (ϕ(y))2 + 2ψ(x)ϕ(y).

Par ailleurs, le produit des variétés M ×N est muni du produit des métriques G = g×h
avec ∆2

G = ∆2
g +∆2

h. Donc

∆2
G(ψ ⊕ ϕ)2 = ∆2

g(ψ(x))
2 +∆2

h(ϕ(y))
2

+2[ϕ(y)∆2
gψ(x) + ψ(x)∆2

hϕ(y) + 2(∆gψ(x))∆hϕ(y)] = 0,

où on a utilisé les hypothèses que ψ est un morphisme harmonique généralisé et que ϕ

est un morphisme harmonique pour obtenir la dernière égalité.

Exemple 4.2.8. Soit ψ : R4 \ {x1 = x2 = x3 = 0} → R2 tel que ψ(x1, . . . , x4) =

(
√
x12 + x22 + x32 , x4) le morphisme harmonique généralisé donné dans l’Exemple 4.1.4,

et soit ϕ : C → C une fonction holomorphe (et donc c’est un morphisme harmonique).

Alors ψ ⊕ ϕ : R4 × C → C où

ψ ⊕ ϕ(x1, . . . , x4, z) =
√
x12 + x22 + x32 + ix4 + ϕ(z)

est un morphisme harmonique généralisé et en particulier, c’est une application semi-

conforme biharmonique propre.

4.3 Applications pour lesquelles le pull-back d’une fonc-

tion biharmonique est une fonction harmonique

Comme on l’a déjà indiqué, les morphismes harmoniques généralisés qu’on a étudiés

dans ce chapitre sont des applications entre variétés riemanniennes pour lesquelles le
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pull-back d’une fonction harmonique est une fonction biharmonique. Mais on peut poser

aussi la question suivante : existe-t-il des applications entre variétés riemanniennes pour

lesquelles le pull-back d’une fonction biharmonique est une fonction harmonique ? Dans

cette dernière section, on démontre qu’une telle application n’est autre qu’une application

constante. Plus précisément, on a le théorème suivant.

Théorème 4.3.1. Il n’existe aucune application non-constante entre variétés rieman-

niennes pour laquelle le pull-back d’une fonction biharmonique (définie localement) est

harmonique.

Démonstration. Soit ϕ : (Mm, g) → (Nn, h) une application pour laquelle le pull-back

d’une fonction biharmoique (définie localement) est une fonction harmonique. Il s’ensuit

que le pull-back d’une fonction harmonique par ϕ est aussi harmonique. Par suite, ϕ est

un morphisme harmonique (Définition 1.7.6). On en déduit d’après [28] et [33] que

∆M (f ◦ ϕ) = λ2(∆Nf) ◦ ϕ (4.61)

pour toute fonction f (définie localement) sur N . On prend le cas particulier lorsque

f est une fonction quasi-harmonique (voir par exemple [42]), il s’agit d’une fonction

biharmonique satisfaisant ∆Nf = C constante non-nulle, donc f◦ϕ doit être harmonique,

par l’hypothèse que le pull-back des fonctions biharmoniques par ϕ est harmonique.

D’après (4.61), 0 = ∆M (f ◦ϕ) = λ2(∆Nf)◦ϕ = Cλ2, ce qui est possible seulement dans

le cas où l’application est constante. D’où le théorème est établi.
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Chapitre 5

Perspectives d’avenir

On termine cette thèse avec quelques remarques sur les perspectives d’avenir. Les métho-

des qu’on a exploitées ouvrent plusieurs voies pour explorer l’influence des applications

semi-conformes dans l’étude de questions importantes de géométrie riemannienne.

5.1 Les fonctions conjuguées en dimension 4

Les méthodes adoptées par P. Baird et M. G. Eastwood dans l’article [7] pour le cas de

R3 sont extrêmement compliquées, par exemple la deuxième équation qui caractérise les

fonctions f admettant une conjuguée (voir §1.6) est donnée par

0 = Q := 1
6JZB − 1

4JU − 1
4ZS

2

+X(XZ3 − JX2Z + 6W + 1
4JM − 2

7ZXR+ 5
7RS

− 15
7 N + 2

9ZA− 9
10F − 2

21ZK + 10
21T + 6

25G− 17
42JD),

où les différentes lettres A,B, . . . correspondent à des invariants conformes en f . Cette

équation donne une illustration de la difficulté de généraliser ces méthodes à la di-

mension 4. Il faut une théorie plus efficace, éventuellement issue de la théorie des

systèmes différentiels. Or, en dimension 4, il y a des invariants conformes naturels comme

l’opérateur de Paneitz [48], qui se réduit au bi-Laplacien ∆2f dans l’espace eucidien R4.

Les morphismes harmoniques définis sur des variétés d’Einstein en dimension 4 ont été

étudiés par J. C. Wood [58] et M. Ville [55]. Plus précisément, Wood a démontré qu’un

morphisme harmonique sur R4 (plus généralement sur une variété d’Einstein anti-auto-

duale) avec points critiques isolés, correspond à une structure hermitienne intégrable ;

Ville a démontré que cette description est valable quelque soit la condition sur les

points critiques. D’un autre côté, on connâıt peu sur les applications semi-conformes
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non-harmoniques en dimension 4. Pourtant, on peut remarquer que l’ansatz qu’on a

étudié dans le Chapitre 2 se généralise aux dimensions plus grandes.

Soit R4 muni des coordonnées canoniques (x, y, z, t). Comme dans §2.1.1, on écrit u =
x2+y2

2 . Soit ϕ une application d’un domaine U ⊂ R4 à valeurs complexes définie comme

dans l’équation (2.2) :

ϕ(x, y, z, t) = (x+ iy)u−qψ(u, z, t) .

Ainsi, on est ramené à étudier l’analogue de l’équation (2.3) :

q(q − 1)ψ2 + u(1− 2q)ψψu + u2ψu
2 +

1

2
u(ψz

2 + ψt
2) .

Cette équation est bien évidemment difficile à étudier, étant dépendante de trois va-

riables. Ce qui est plus pratique est de poser u = x2+y2

2 et v = z2+t2

2 et de considérer ϕ

de la forme

ϕ(x, y, z, t) = (x+ iy)u−qv−pψ(u, v)

La condition que ϕ soit semi-conforme est maintenant équivalente à l’équation en ψ :

q(q − 1)vψ2 + uv(1− 2q)ψψu + u2vψu
2 + p2uψ2 + uv2ψv

2 − 2puvψψv = 0 .

En supposant que ψ(0, 0) 6= 0, on est ramené à considérer les deux cas q = 0, p = 0 et

q = 1, p = 0, c’est à dire les deux équations analogues à (2.4) et (2.5) :

±ψψu + uψu
2 + vψv

2 = 0 . (5.1)

Si on prend le signe négatif devant le premier terme, on remarque la solution particulière

ψ(u, v) = u+ v. Dans ce cas ϕ = (x+ iy)
(
1 +

v

u

)
. Son Laplacien :

∆ϕ =
(x+ iy)

u

(
2 +

v

u

)
,

est non-nul et par suite il s’agit d’une application semi-conforme non-harmonique. Il est

intéressant de noter que son bi-Laplacien vérifie l’équation

∆2ϕ = −2
ϕ

u2
.

Les équations (5.1) sont tout à fait adaptées à une étude similaire à celles que nous avons

traitées dans le Chapitre 2.
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5.2 Les solitons de Ricci en dimension 4

Dans le Chapitre 3, on a démontré que les exemples explicites de solitons de Ricci de

dimension 3 admettant une application semi-conforme à valeurs dans une surface avec

distribution horizontale intégrable, sont tous équivalents par déformation biconforme, à

la projection canonique R3 → R2. Lorsque le coefficient d’intégrablité a est non-nul, il est

peu probable qu’on aura une description aussi nette. Nous avons développé en détail la

géométrie Nil, et on remarque que la transformée de Cayley donne une équivalence entre

le groupe de Heisenberg et la sphère S2n+1 \ (0, 0, . . . , 0,−1) [15]. Il serait intéressant

de savoir si cette transformation respecte des projections semi-conformes, et par la suite

de voir s’il existe une équivalence des structures de solitons par rapport à la projection

canonique Nil → R2 et la fibration de Hopf S3 → S2.

D’autre part, il est naturel d’essayer de généraliser nos méthodes à la dimension 4. Une

des difficultés qu’on rencontre dans cette dimension est la description de la courbure

de Ricci par rapport à une projection semi-conforme. Dans [12], on a une description

(non-unifiée en une seule expression) de la courbure de Ricci associée à un morphisme

harmonique. Lorsque la dimension du domaine M est ≥ 4, la seule expression pratique

de courbure de Ricci jusqu’à ce jour est celle pour un morphisme harmonique dans le

cas où les fibres sont de dimension 1.

Proposition 5.2.1. [3] Soit ϕ : (Mn+1, g) → (Pn, k) un morphisme harmonique avec

fibres de dimension 1, alors

RicM = ϕ∗Ric P +∆λ gH − n(n− 2)

2
d lnλ2

+(nd(U(lnλ)) + d∗Ω+ n(n− 2)U(lnλ)d lnλ)⊙ θ

−
(
n2

2
U(lnλ)2 +

1

4
||Ω||2

)
θ2 − 1

2
Ω(ei, · )Ω(ei, · ),

où λ est la dilatation, {ei} est une base orthonormée de l’espace horizontal, θ est la

forme verticale unitaire, Ω = dθ et gH est la partie horizontale de la métrique.

Il y a une classe de transformations biconformes qui respectent l’harmonicité d’une ap-

plication semi-conforme. Plus précisément, si ϕ : (Mm, g) → (Nn, h) est un morphisme

harmonique, alors ϕ : (Mm, g̃) → (Nn, h̃) est un morphisme harmonique par rapport

aux métriques déformées :

g̃ =
gH

σ2
+
gV

ρ2
, h̃ =

h

ν2

si et seulement si grad (σ2−nρn−mνn−2) est vertical [12]. Par contre, l’imposition de

l’harmonicité lorsque les fibres sont de dimension 1 est contraignante (voir [12] §12). Il
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serait alors intéressant d’avoir une expression pour la courbure de Ricci associée à une

submersion semi-conforme (M4, g) → (N2, h).

Puisque la composée de deux applications semi-conformes est semi-conforme, à partir

de l’expression de la courbure de Ricci en dimension 3, donnée par le Théorème 3.2.5, il

serait alors possible d’obtenir une expression pour la courbure de Ricci en dimension 4

par rapport à une certaine classe d’applications semi-conformes de (M4, g) → (N2, h) :

les applications semi-conformes ϕ : (M4, g) → (N2, h) qui se factorisent comme ϕ = ζ ◦ψ
où ψ : (M4, g) → (P 3, k) est un morphisme harmonique et ζ : (P 3, k) → (N2, h) est semi-

conforme. En effet, il suffit de remplacer la courbure Ric P dans l’expression ci-dessus

par l’expression donnée dans le Théorème 3.2.5. Le problème de savoir quand est-ce

qu’une application semi-conforme se factorise comme la composée de deux applications

semi-conformes est un problème difficile non-résolu [4].

5.3 Caractérisation des morphismes harmoniques généralisés

à valeurs complexes

Les morphismes harmoniques à valeurs dans une surface sont caractérisés comme des

applications semi-conformes avec fibres minimaux [8]. Cette propriété a permis à P.

Baird et J. C. Wood de caractériser les morphismes harmoniques des domaines de R3

(et plus généralement d’un espace à courbure sectionnelle constante de dimension 3)

à valeurs dans une surface en termes des courbes holomorphes [11]. En effet, dans ce

cas les fibres sont des segments droits, et l’espace des droites dans R3 s’identifie avec la

surface complexe TS2. On constate alors que dans ce cas, l’harmonicité d’une application

semi-conforme correspond à une propriété de ses fibres.

On peut poser la question de savoir si la biharmonicité d’une application semi-conforme

correspond elle aussi à une propriété de ses fibres. Dans ce cadre d’idées, P. Baird, A.

Fardoun et S. Ouakkas ont montré que cela est vrai, mais la condition étant tellement

compliquée, ils n’ont pas pu en déduire des conséquences [9], même dans le cas où le

domaine est un sous-ensemble de R3. Suite à l’introduction dans ce travail de la notion

de morphisme harmonique généralisé, il nous semble tout à fait abordable, de chercher

à caractériser ces morphismes d’un domaine de R3 à valeurs dans une surface, en termes

de ses fibres.

On a vu dans le Chapitre 4, que les morphismes harmoniques généralisés constituent

une classe d’applications très naturelle, avec une caractérisation assez nette, compa-

rable à celle des morphismes harmoniques : si ϕ : U ⊂ R3 → R2 est semi-conforme,

elle est un morphisme harmonique généralisé si et seulement si ϕ et ϕ2 sont biharmo-

niques. La deuxième condition que ϕ2 soit biharmonique va alors porter des informations
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supplémentaires à leur caractérisation en termes de ses fibres, ce qui peut permettre de

résoudre ce problème difficile.
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Titre :  Applications Semi-conformes et Solitons de Ricci 

Mots clés :  Applications semi-conformes,  solitons de Ricci, déformations biconformes, morphismes 
harmoniques 

Résumé : Dans cette thèse, nous étudions     
principalement les applications semi-conformes et 
leur influence sur la résolution de certaines 
équations géométriques importantes comme celle 
d’un soliton de Ricci et celle d’une application 
biharmonique. Dans la première partie, nous 
appliquons un ansatz qui permet de construire des 
applications semi-conformes à partir d’une équation 
différentielle en une fonction de deux variables. Nous 
caractérisons les solutions réelles-analytiques. Parmi 
les solutions explicites obtenues, nous trouvons le 
premier exemple d’une application semi-conforme 
non-harmonique définie entièrement sur R3 à 
valeurs dans le plan complexe. Dans la deuxième 
partie, nous étudions les solitons de Ricci. Nous 
nous intéressons aux solitons de dimension 3, où ils    

 peuvent être décrits, au moins localement, en terme  
d’une application semi-conforme. Nous développons 
une nouvelle méthode de construction de ces solitons 
à partir des transformations biconformes, 
particulièrement adaptées à l’étude de l’unicité de la  
structure. Finalement, nous introduisons une nouvelle 
notion de morphisme harmonique généralisé qui, 
comme son nom l’indique, contient les morphismes 
harmoniques comme un cas particulier. Cette classe 
d’applications a une importance dans la théorie 
d’applications biharmoniques. Les morphismes 
harmoniques généralisés ont une caractérisation 
nette qui permet de donner plusieurs exemples et 
méthodes de construction d’applications 
biharmoniques non-harmonique. 
 

 

Title : Semi-conformal Mappings and Ricci Solitons 

Keywords :  Semi-conformal mappings,  Ricci solitons, biconformal deformations, harmonic morphisms. 

Abstract :  In this work, we primarily study semi-
conformal mappings and their influence in the 
resolution of important geometric equations, such as 
those for a Ricci soliton and those for a biharmonic 
maps. In the first part of this thesis, we exploit an 
ansatz for the construction of semi-conformal 
mappings from a differential equation in a function of 
two variables. We characterize real-analytic solutions. 
Among the resulting explicit solutions, we find the first 
known example of an entire semi-conformal mapping 
into the plane which is not harmonic. In the second 
part, we study Ricci solitons. 
 

We are particularly interested in 3-dimensional Ricci 
solitons, as they can be described at least locally, in 
terms of a semi-conformal map. We develop a 
construction method of solitons from biconformal 
deformations, particularly adapted to the study of the 
structure unicity. Finally, we introduce a new notion 
of generalized harmonic morphism, which, as the 
name suggests, contain the harmonic morphisms as 
a special case. These mappings have an elegant 
characterization which enables the construction of 
explicit examples, as well as impacting on the theory 
of biharmonic mappings. 
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