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5RésuméL'e�
a
ité de la gestion des �ux de tra�
 aérien (ATFM) est une né
essité du déve-loppement de l'aviation 
ivile européenne au sein d'un réseau déjà saturé. A
tuellement,
ertaines phases de l'ATFM qui 
orrespondent à des problèmes d'optimisation 
ombina-toire sont résolues empiriquement par des experts et leur modélisation standard est parfoismal adaptée aux 
ontraintes opérationnelles. Nous utilisons la Programmation Par Con-traintes pour modéliser de manière plus rigoureuse et réaliste 
ertains de 
es problèmeset 
al
uler des solutions optimales. Le premier 
on
erne la régulation par l'attribution deretards au dé
ollage et dépend du se
ond, la 
on�guration des 
entres de 
ontr�le. Letroisième est l'optimisation de l'utilisation de l'espa
e aérien dans l'hypothèse où les �uxd'avions qui se 
roisent évoluent à des altitudes di�érentes. Pour modéliser et résoudre 
esproblèmes, nous avons dé�ni et réalisé un outil d'optimisation adapté, FaCiLe, qui prendla forme d'une librairie pour le langage fon
tionnel Obje
tive Caml. Ses performan
es sont
omparables aux meilleurs produits 
ommer
iaux tout en o�rant une grande souplessed'utilisation grâ
e à de puissantes abstra
tions. Nous illustrons la �exibilité de l'utilisationde FaCiLe et rapportons les détails de son implémentation.Abstra
tThe e�
ien
y of Air Tra�
 FlowManagement (ATFM) is a key issue of the developmentof the European 
ivil aviation within an already overloaded network. Currently, somephases of ATFM 
orresponding to 
ombinatorial optimization problems are empiri
allysolved by experts and their standard modelings are often not well suited to the operational
onstraints. We use Constraint Programming to model in a more rigorous and realisti
 waysome of these problems and to 
ompute optimal solutions. The �rst relates to the regulationby attribution of delays at take-o� and depends on the se
ond one, the 
on�guration of the
ontrol 
enters. The third one is the optimization of the airspa
e use, assuming that 
rossing�ows of air
rafts are given di�erent altitudes. To model and solve these problems, we havede�ned and developed a 
onvenient optimization tool, FaCiLe , whi
h takes the form of alibrary for the fun
tional language Obje
tive Caml. Its performan
es are 
omparable withthe best 
ommer
ial produ
ts while being very versatile thanks to powerful abstra
tions.We illustrate the �exibility of its use and report the details of its implementation.
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Introdu
tion
ContexteGestion des �ux de tra�
 aérien Malgré un ralentissement 
onjon
turel de la 
rois-san
e du tra�
 aérien en Europe, les prévisions de son évolution et l'observation des per-forman
es a
tuelles du 
ontr�le indiquent que l'ensemble du système 
hargé d'assurer larégulation du tra�
 est pro
he de la saturation. Au niveau européen, la gestion de 
etterégulation est 
entralisée par Euro
ontrol et se divise en plusieurs phases que leurs dyna-miques hiérar
hisent :1. Stratégique/Stru
turelle : des négo
iations entre diverses instan
es (aviation 
ivile,militaire, 
ompagnies aériennes) et des plans d'orientation à long terme dé�nissentles grandes lignes de l'évolution de l'espa
e aérien français et européen.2. Pré-ta
tique : 
'est l'organisation d'une journée de tra�
 un jour ou deux à l'avan
e.Lors de 
ette phase, la majeure partie des plans de vols sont 
onnus ainsi que l'e�e
tifdes 
ontr�leurs et les 
apa
ités des di�érentes 
on�gurations possibles des 
entres de
ontr�le. Les Flow Management Positions (FMP) sont alors 
hargées de plani�erl'ouverture des se
teurs de leur 
entre respe
tif pour l'adapter au tra�
. La CentralFlow Management Unit 
entralise ensuite toutes 
es informations pour identi�er lessur
harges de tra�
 et les réguler (retards et re-routage).3. Ta
tique : les allo
ations de 
réneaux de la CFMU sont mises à jour quelques heuresavant le vol en tenant 
ompte des modi�
ations non 
onnues lors de la phase pré
é-dente.4. Temps réel : les 
ontr�leurs sont 
hargés d'organiser l'é
oulement du tra�
 au seinde leur se
teur et de la 
oordination ave
 les se
teurs voisins. Ils peuvent donner desordres de man÷uvres aux pilotes pour faire varier leur traje
toire et leur vitesse a�nde respe
ter les normes de séparation entre aéronefs.Le Laboratoire d'Optimisation Globale (LOG) du Centre d'Études de la NavigationAérienne (CENA) mène divers projets de re
her
he destinés à analyser et améliorer l'ef-�
a
ité de la gestion du 
ontr�le. Nous nous intéresserons i
i aux trois premières étapesqui 
onstituent l'Air Tra�
 Flow Management (ATFM) et auxquelles 
orrespondent desproblèmes de grande taille qui doivent être résolus dans des intervalles de temps de l'ordrede quelques minutes à quelques heures � 
ontrairement à la dernière phase de 
ontr�lebeau
oup plus dynamique (quelques se
ondes). Lors de 
ha
une de 
es phases, les experts15



16 INTRODUCTIONont un 
ertain degré de liberté pour 
hoisir une solution qui permette de satisfaire aumieux la demande de tra�
 tout en assurant la sé
urité des utilisateurs. De nombreusespro
édures et 
ontraintes limitent fortement les di�érents 
hoix possibles et 
onfèrent auxproblèmes à résoudre un aspe
t très 
ombinatoire. Or les outils dont disposent les opé-rateurs humains, en dehors de leur propre expérien
e et des données des années ou dessemaines pré
édentes, se limitent souvent à la visualisation de la qualité d'une solution età la reprodu
tion des te
hniques manuelles devenues trop fastidieuses. Ce pro
édé empi-rique ne permet évidemment pas d'obtenir de solutions optimales à de tels problèmes dont
ertains ont été identi�és 
omme NP-di�
iles2. Néanmoins, les diverses te
hnologies qui
on
ourent à la régulation du tra�
 ont le mérite d'être bien intégrées au sein d'un systèmetrès sûr et opérationnel.Cependant, l'e�
a
ité de la régulation doit être améliorée pour limiter les retards fré-quents des appareils et s'adapter à la 
roissan
e du tra�
. Les problèmes de l'ATFM telsque l'allo
ation de 
réneaux de dé
ollage ou les s
hémas d'ouverture des 
entres de 
ontr�lepeuvent être modélisés 
omme des problèmes d'optimisation 
ombinatoire (respe
tivements
heduling et partitionnement). Ce type de re
her
he opérationnelle est un domaine assezjeune et les te
hniques de résolution e�
a
es de 
es problèmes 
ommen
ent à peine à sepopulariser dans l'industrie.Programmation Par Contraintes et Re
her
he Lo
ale Les paradigmes les mieuxadaptés à la résolution de 
es problèmes sont la Programmation Par Contraintes et la Re-
her
he Lo
ale (prise dans son sens le plus large, 
'est-à-dire en y in
luant des méthodestelles que les algorithmes génétiques). La PPC e�e
tue en général une re
her
he énuméra-tive 
omplète en inférant des rédu
tions de l'espa
e de re
her
he à partir des 
ontraintes duproblème et permet don
 de prouver l'optimalité d'une solution ; mais les temps de 
al
ulpeuvent devenir rédhibitoires quand la taille du problème est trop grande. Au 
ontraire, laRL par
ourt l'espa
e de re
her
he en se dirigeant vers les régions � prometteuses � grâ
eà une heuristique mais en n'exploitant les 
ontraintes que passivement � pénalité dans le
oût pour les solutions qui violent les 
ontraintes � et sans pouvoir garantir l'optimalitédu résultat ; 
ependant, la RL permet d'obtenir des solutions pour les problèmes de grandestailles ou très di�
iles.Mais les di�éren
es entre 
es deux te
hniques ne s'arrêtent pas à la méthode de re
her
hede solution. La PPC 
onstitue en fait un langage de modélisation dé
laratif ave
 une sé-mantique bien fondée qui permet d'é
rire des prototypes rapidement et de les modi�er trèsfa
ilement. Comme les problèmes de l'ATFM posent souvent des di�
ultés importantesd'interprétation et d'adéquation entre les spé
i�
ations et l'utilisation opérationnelle desrésultats (dé�nition et pertinen
e des 
apa
ités, di�éren
es extrêmes entre s
hémas d'ou-verture déposés et réalisés...), la PPC est parti
ulièrement appropriée lors du travail de
on
eption et de ra�nement d'un modèle. De plus, la PPC permet de 
on
evoir simple-2Un problème est dit NP-di�
ile s'il n'existe pas d'algorithme e�
a
e pour le résoudre. Un algorithmeest e�
a
e si son temps de 
al
ul est proportionnel à un polyn�me (de degré borné) en fon
tion de la tailledu problème.



CONTEXTE 17ment des stratégies de re
her
he grâ
e à un langage spé
i�que, 
e qui fa
ilite égalementl'expérimentation et la modélisation de pro
édures 
omplexes (par exemple pour simulerles dé
isions d'un opérateur humain).La RL ne jouit pas du même 
adre formel et de l'élégan
e de la PPC. Elle rassembleune 
olle
tion de te
hniques heuristiques fondées sur di�érentes métaphores (par exemplel'évolution darwinienne pour les algorithmes évolutionnistes ou un pro
édé métallurgiquepour le re
uit simulé). L'utilisation de la RL demande beau
oup d'expertise (dé�nition desvoisinages ou opérateurs, nombreux paramètres qui in�uen
ent la 
onvergen
e, prise en
ompte des 
ontraintes...) et les tentatives d'uni�
ation de 
es di�érents algorithmes sonttrès ré
entes. Néanmoins, sur 
ertains problèmes de grandes tailles ou peu stru
turés, lesalgorithmes de RL parviennent aux meilleurs résultats 
onnus.Pour résoudre des problèmes industriels de plus en plus 
omplexes, la tendan
e a
tuelleest l'hybridation de la PPC, de te
hniques de Re
her
he Opérationnelle et de RL. La RO,qui fédère les paradigmes d'optimisation des problèmes industriels, re
ense des algorithmese�
a
es et éprouvés dans de nombreux domaines, y 
ompris l'optimisation 
ombinatoire,mais limités par un 
adre très stri
t (linéaire, quadratique, théorie des graphes...). LaPPC utilise depuis plus d'une dizaine d'années des algorithmes de RO qui ont été adaptés(in
rémentalité, gestion des ba
ktra
ks...) pour être utilisés au sein de 
ontraintes globales(
'est-à-dire des 
ontraintes asso
iées à des sous-problèmes spé
i�ques) a�n d'assurer la
onsistan
e ou les propagations pour des sous-problèmes ré
urrents. La PPC apparaît ainsi
omme une plate-forme d'intégration de 
es te
hniques.Quant à la RL, elle est souvent utilisée quand les autres méthodes é
houent à 
ausede la trop grande taille ou du manque de stru
ture d'un problème. Des travaux ré
entsproposent diverses formes d'hybridation ad ho
 entre RL et PPC (en général en sa
ri�ant la
omplétude de la re
her
he) sur des problèmes parti
uliers, mais l'intégration de 
es deuxparadigmes ave
 une sémantique 
laire 
omporte d'importantes di�
ultés 
on
eptuelles et
onstitue un sujet de re
her
he a
tif.Solveurs La PPC est un outil de premier 
hoix pour modéliser des problèmes d'opti-misation 
ombinatoire 
omme 
eux ren
ontrés dans l'ATFM, et un bon 
andidat pourl'intégration d'autres te
hniques de re
her
he lorsque le problème est trop di�
ile et quela re
her
he énumérative n'est pas assez e�
a
e. Reste à 
hoisir un solveur de 
ontraintessouple et e�
a
e doté de 
onstru
tions de haut niveau dignes d'un langage de modélisa-tion, et assez sûr pour déte
ter les erreurs (grossières) de l'expérimentateur qui préfère se
on
entrer sur la modélisation et la stratégie de re
her
he plut�t que sur la gestion de lamémoire.La première 
ontrainte sur le 
hoix d'un solveur n'est pas te
hnique (du moins enapparen
e) mais plut�t 
ommer
iale : sa disponibilité. Deux grandes 
lasses de logi
ielss'opposent, les logi
iels libres ou Open Sour
e dont le 
ode sour
e est a

essible, et leslogi
iels 
ommer
iaux dont seuls les exé
utables sont distribués. Les solveurs Open Sour
epermettent à leurs utilisateurs d'en 
omprendre et 
orriger les erreurs ainsi que de modi�erses 
ara
téristiques. Le logi
iel pro�te ainsi des améliorations apportées par des utilisateurs



18 INTRODUCTIONavertis très divers, 
e qui tend à le rendre robuste et 
omplet. Seuls un petit nombre desolveurs de 
ontraintes sont Open Sour
e.Le paradigme de la PPC est né de l'extension des systèmes Prolog à la résolution d'équa-tions arithmétiques : les 
ontraintes sont des prédi
ats et la re
her
he non-déterministe desolution est inhérente à Prolog. La plupart des solveurs de 
ontraintes sont don
 naturel-lement fondés sur des 
ompilateurs de programmes logiques. Pourtant, si 
ette éléganteadéquation est prati
able pour l'exhibition de petits exemples, elle peut être trop 
oûteusedans un 
adre industriel pour des problèmes de taille réelle : le traitement des données, le
odage d'algorithmes de �ltrage e�
a
e pour des 
ontraintes globales (d'ailleurs souventé
rits en C dans ses systèmes), l'a�
hage des résultats et
. sont des tâ
hes déli
ates dans le
adre de la programmation logique. Le manque de typage et de véri�
ations à la 
ompila-tion dans les systèmes Prolog 
lassiques peuvent également dissuader de les utiliser dans ledéveloppement de gros projets pour des raisons de sé
urité et de robustesse 
ar les erreurssont di�
iles à déte
ter et à 
orriger.Cependant, [Puget 92℄ a montré ave
 le système PECOS qu'un solveur de 
ontraintespouvait être réalisé ave
 un langage généraliste non-logique (Lisp dans le 
as de PECOS).Ainsi, un solveur PPC peut pro�ter de la puissan
e, de l'e�
a
ité et de la portabilité de
ompilateurs d'autres langages (fruits de beau
oup d'expertise et de plusieurs années dedéveloppement) sans avoir à réinventer la roue. Le solveur est alors une librairie pour unlangage h�te.Mais les projets de systèmes libres fondés sur des langages de programmation de hautniveau sûrs et e�
a
es ne sont que des tentatives très ré
entes Le 
hamp est don
 largementouvert pour la 
on
eption et la réalisation d'une librairie de PPC Open Sour
e é
rite ave
un langage appli
atif.ContributionsNous présentons trois études sur des problèmes d'ATFM, sujets de re
her
hes en 
oursou ré
entes du CENA et d'Euro
ontrol : l'allo
ation des 
réneaux de dé
ollage [Barnier 00b,Barnier 00a, Barnier 01d℄, la 
on
eption des s
hémas d'ouverture des 
entres de 
ontr�leet l'attribution des niveaux de vols d'un réseau de routes dire
tes [Barnier 02a℄. Les 
ontri-butions originales des deux premières études 
on
ernent essentiellement les di�érentes mo-délisations de 
es problèmes en PPC destinées à rendre les solutions plus réalistes d'unpoint de vue opérationnel. La troisième utilise un algorithme hybride, qui n'a jamais étépublié à notre 
onnaissan
e, pour a

élérer la re
her
he de solutions. Les résultats obtenus
orrespondent à des données réelles de journées de tra�
 aérien.L'implémentation des divers modèles a systématiquement été réalisée ave
 FaCiLe(Fun
tional Constraint Library) [Barnier 01a, Barnier 01b, Barnier 01
℄, notre librairieOpen Sour
e de Programmation Par Contraintes sur les domaines �nis, entièrement é
riteave
 Obje
tive Caml [Leroy 00℄. FaCiLe est le premier solveur de 
ontraintes é
rit en MLet elle béné�
ie de l'expressivité et de la sûreté de son langage h�te ainsi que de l'e�
a-
ité du 
ompilateur OCaml. Ces qualités nous ont permis de 
on
entrer nos e�orts sur la



CONTRIBUTIONS 19modélisation des problèmes étudiés plut�t que sur des détails de 
odage ou des 
orre
tionsd'erreurs. D'autre part, l'ambition de FaCiLe est de fa
iliter l'élaboration d'algorithmeshybrides. Une première étape a été réalisée en 
e sens ave
 l'intégration d'invariants � à laLo
alizer � qui o�rent un support pour la re
her
he lo
ale. Nous présentons les fon
tion-nalités de FaCiLe et les 
ara
téristiques de son implémentation.Modèles et algorithmes pour l'ATFMAllo
ation de 
réneaux Les se
teurs de 
ontr�le ont une 
apa
ité maximale expriméeen débit d'avions. Lorsque le tra�
 est trop important, 
ette 
apa
ité risque d'être dépasséeet la sé
urité du 
ontr�le 
ompromise. Pour anti
iper et éviter des sur
harges, la CFMUa�e
te des retards aux avions in
riminés à l'aide d'un algorithme glouton n'ayant qu'unevue lo
ale de 
haque se
teur.Nous présentons plusieurs modèles du problème d'allo
ation de 
réneaux qui permettentde 
omparer les mérites de di�érentes interprétations de la 
apa
ité des se
teurs de 
ontr�le.Nous proposons notamment un modèle � 
ontinu � original utilisant des 
ontraintes de tri.Alors que les formulations 
lassiques de 
e problème tendent à générer des pi
s de tra�
périodiques, 
e modèle permet de lisser le débit des �ux d'avions entrant dans les se
teurs de
ontr�le et de respe
ter les 
ontraintes de 
apa
ité sur tout intervalle de temps d'une duréedonnée. Nous tentons ainsi de rendre la 
harge de travail des 
ontr�leurs plus régulière.Notons également que la stratégie d'allo
ation implantée dans la plate-forme SHAMANdéveloppée au CENA ave
 ILOG Solver a été reproduite ave
 FaCiLe [Rivière 01a℄ et le
omportement des di�érents modèles vis-à-vis des in
ertitudes des horaires des plans devol a été étudié dans [Rivière 01b℄.S
hémas d'ouverture Le s
héma d'ouverture d'un 
entre de 
ontr�le est le planning,élaboré manuellement par le FMP, des positions ouvertes pendant une journée de tra�
.Les 
on�gurations su

essives du 
entre doivent permettre de 
ontr�ler le tra�
 en évitantde sur
harger les se
teurs et être 
ompatible ave
 le nombre de 
ontr�leurs disponibles.Nous transformons le modèle de [Gianazza 02℄, implémenté ave
 un algorithme deBran
h & Bound ad ho
, qui optimise l'utilisation des positions de 
ontr�le ouvertes en unmodèle en PPC. Mais les solutions obtenues présentent des 
hangements de 
on�gurationsqui sont trop 
omplexes et fréquentes. Nous proposons un ra�nement original de 
e modèlepour rendre plus réalistes les transitions entre 
on�gurations su

essives.Les performan
es de l'implémentation de 
es modèles ave
 FaCiLe sont très supérieures(un ordre de magnitude pour les instan
es les plus grandes) à 
elles de l'algorithme ad ho
utilisé par [Gianazza 02℄.Réseau de routes dire
tes Pour étudier la faisabilité d'un réseau de routes re
tilignesdans l'espa
e aérien français, tous les vols de même origine et destination sont regroupésen �ux et la séparation de deux �ux qui s'interse
tent est assurée en leur a�e
tant desniveaux de vol di�érents.



20 INTRODUCTIONLe nombre minimal de niveaux de vol d'un réseau de routes dire
tes est 
al
ulé enmodélisant en PPC les �ux d'avions et leur séparation 
omme un problème de 
oloriage degraphe. Pour améliorer l'e�
a
ité du 
oloriage, les symétries entre les 
ouleurs sont suppri-mées dynamiquement et une te
hnique originale est présentée : des 
liques sont dé
ouvertesau préalable par un algorithme glouton et sont utilisées pour poser des 
ontraintes globales(qui déte
tent des in
onsistan
es plus pré
o
ement) et guider la re
her
he.L'implémentation en FaCiLe de 
et algorithme permet d'obtenir une solution optimalepour tous les �ux de plus de deux avions. Elle donne également de bons résultats surles instan
es réelles de ben
hmarks standards (de 
oloriage de graphe), 
e qui montre larobustesse de la te
hnique.FaCiLeMalgré la popularité 
roissante de la PPC dans le monde a
adémique aussi bien quedans 
elui de l'industrie, l'implémentation des solveurs de 
ontraintes reste un domaine quire
ense un faible nombre de publi
ations et de rapports te
hniques � bien moins nombreuxque 
eux 
onsa
rés à l'implémentation de langage de programmation logique par exemple.De sur
roît, très peu de solveurs permettent à leurs utilisateurs d'a

éder au 
ode sour
e etde l'utiliser gratuitement, y 
ompris à des �ns 
ommer
iales (Open Sour
e). Des e�orts sontentrepris pour remédier à 
ette situation 
omme le projet CHOCO [Laburthe 00℄ mené enparallèle ave
 notre travail et qui en partage les intentions, 
'est-à-dire publier une librairiequi soit petite, simple, extensible, e�
a
e et gratuite.Nous présentons les fon
tionnalités, la 
on
eption et les te
hniques d'implémentation deFaCiLe, une librairie Open Sour
e de Programmation Par Contraintes sur les domaines �-nis, entièrement é
rite ave
 Obje
tive Caml [Leroy 00℄. La distribution standard de FaCiLe
omprend un manuel d'utilisation et une do
umentation exhaustive de ses fon
tionnalités[Barnier 01
℄.Une librairie pour Obje
tive Caml Lors de la 
on
eption de FaCiLe, nous avonstout d'abord délibérément é
arté l'appro
he � en
ore un autre (plus ou moins) nouveaulangage de plus � : notre propos n'est pas de réinventer la roue et devoir refaire le travailet les 
ompromis des 
on
epteurs de langages de programmation, mais bien de réaliserun système de PPC simple et expressif. Le 
hoix d'une librairie s'est don
 naturellementimposé pour satisfaire nos préo

upations d'e�
a
ité, portabilité et disponibilité.Pour le 
hoix du langage h�te de notre librairie, nous avons ex
lu d'utiliser un langagepro
édural de bas niveau tel que C++ sans gestion automatique de la mémoire, ni typagesûr ou réelle 
apa
ité d'abstra
tions. D'autre part, les langages de programmation logique,
andidats naturels pour un système de PPC, sou�rent des handi
aps évoqués dans lase
tion pré
édente et les rend fastidieux à utiliser dans le 
adre de projets industriels.Bien que la programmation fon
tionnelle n'o�re pas la sémantique logique adéquatepour spé
i�er des 
ontraintes ou des buts de re
her
he, les langages de la famille de MLévitent les é
ueils des langages de bas niveau en proposant une sémantique forte, la ma-nipulation de termes d'ordre supérieur et de 
l�tures, la gestion de mémoire automatique.



CONTRIBUTIONS 21Ils é
happent également aux di�
ultés partagées par les systèmes Prolog standards 
ar ilso�rent des modules génériques (fon
teurs), un typage fort et polymorphe, des stru
turesde données ri
hes et
. En outre, l'implémentation Obje
tive Caml nous paraît être 
ellequi o�re le meilleur 
ompromis entre fon
tionnalités et e�
a
ité. Elle est d'ailleurs utiliséeave
 beau
oup de bonheur au LOG depuis 1995.
Fon
tionnalités de FaCiLe FaCiLe o�re la plupart des 
ontraintes usuelles disponiblesdans les systèmes de PPC 
lassiques pour les domaines �nis et les ensembles �nis : 
ontrain-tes arithmétiques linéaires (somme globale) et non-linéaires, 
ontraintes globales (� tousdi�érents �, 
ardinalité généralisée, tri ave
 des algorithmes e�
a
es et paramétrables),
ontraintes sur des tableaux de variables (indexation, minimum), 
ontraintes ensemblistes,réi�
ation. FaCiLe dé�nit également un langage de buts 
lair et expressif, destiné à la re-
her
he de solutions et à l'optimisation (Bran
h & Bound, Limited Dis
repan
y Sear
h).Notre librairie permet aussi de 
onstruire des 
ontraintes et des buts dé�nis par l'utilisateurà l'aide d'une interfa
e simple et souple qui fait largement appel au niveau d'abstra
tionélevé permis par le langage (fon
tions d'ordre supérieur). Par ailleurs, des référen
es inva-riantes � à la Lo
alizer � [Mi
hel 97℄ automatisent la mise à jour de stru
tures de donnéesd'un algorithme de RL ou peuvent servir à maintenir des 
ritères de 
hoix durant la re-
her
he de solutions.
PPC fon
tionnelle typée FaCiLe étant é
rite pour ML, 
ette librairie jouit des puis-santes abstra
tions inhérentes aux fon
tions d'ordre supérieur et de la sûreté du typagepolymorphe stri
t. Cette souplesse est 
omplétée par les stru
tures de données très ri
hes etles 
onstru
tions du langage adaptées au traitement symbolique (pattern-mat
hing, ordresupérieur, fon
teurs et
.) � l'un des domaines de prédile
tion de la programmation fon
-tionnelle.Les itérateurs (fon
tionnels), l'appli
ation partielle et les 
l�tures 
onfèrent à OCaml
ertaines 
ara
téristiques des langages de modélisationmathématique 
omme les opérateursd'agrégats ou les quanti�
ateurs universels. Le langage de buts dé�nit par FaCiLe pro�te de
es 
apa
ités d'abstra
tion pour o�rir une expressivité pro
he des buts de la programmationlogique, ave
 une sémantique 
laire et rigoureuse ; 
e n'est en général pas le 
as des solveursPPC qui ne sont pas fondés sur un système Prolog.D'autre part, le typage inféré et véri�é à la 
ompilation élimine la majeure partie deserreurs typiques 
ommises lors du prototypage d'un modèle � sans parler des erreurs degestion de la mémoire qui sont une plaie pour les langages sans ré
upérateur automatique,mais sans objet dans le 
as de ML. FaCiLe se sert ainsi du typage pour 
ontraindre l'uti-lisateur à é
rire des expressions arithmétiques (sur les variables logiques) 
orre
tes et sansambiguïté (pas de 
oer
ition impli
ite ni de sur
harge).



22 INTRODUCTIONPlanCe do
ument tente de rendre plus réaliste la modélisation des problèmes d'ATFM grâ
eà l'expressivité de FaCiLe, notre librairie de PPC fon
tionnelle. La première partie 
onstitueun état de l'art des te
hniques de résolution de problèmes d'optimisation 
ombinatoire surles domaines �nis. Les fon
tionnalités et l'implémentation de FaCiLe sont présentées dansla deuxième partie. La troisième et dernière partie propose des modèles et des te
hniquesoriginales pour résoudre des problèmes d'ATFM.La première partie rappelle tout d'abord au 
hapitre 2 le formalisme des problèmes desatisfa
tion de 
ontraintes (CSP) sur des domaines �nis et sa puissan
e de modélisationdes problèmes d'optimisation 
ombinatoire. Cette présentation est biaisée pour mettre enéviden
e les aspe
ts de la modélisation liés à la résolution des CSP par des programmes en
ontraintes (� langage de 
ontraintes �). Puis l'état de l'art des deux grands paradigmesde re
her
he de solutions, la re
her
he énumérative utilisée généralement ave
 la PPC et laRe
her
he Lo
ale, est exposé au 
hapitre 3, ainsi que la tendan
e a
tuelle à l'hybridationdes di�érents type d'algorithmes. En�n, les systèmes existants destinés à l'optimisation
ombinatoire sont passés en revue en insistant sur l'abstra
tion qu'ils apportent lors de lamodélisation.La se
onde partie traite de FaCiLe en exposant d'abord l'éventail de ses fon
tionnalitésau 
hapitre 4 puis les prin
ipales 
ara
téristiques de son implémentation au 
hapitre 5.L'expressivité du langage de buts de re
her
he y est illustrée ainsi que l'utilisation desréféren
es invariantes. L'ar
hite
ture générale de FaCiLe est ensuite exposée, puis l'exé
u-tion des buts de re
her
he, la gestion des 
ontraintes, la � normalisation � des 
ontraintesarithmétiques, l'utilisation des mé
anismes existants pour l'intégration des invariantes et
.sont détaillées.La troisième partie est 
onsa
rée aux appli
ations issues de l'ATFM : l'allo
ation des
réneaux de dé
ollage (
hapitre 6), l'optimisation des s
hémas d'ouverture des 
entres de
ontr�le (
hapitre 7) et l'attribution des niveaux de vols d'un réseau de routes dire
tes(
hapitre 8). La multipli
ité des modélisations fa
ilitée par notre librairie y est mise enexergue ainsi que les 
ontributions apportées par les nouveaux modèles et par l'utilisationde FaCiLe en lieu et pla
e d'autres solveurs de 
ontraintes ou d'algorithmes ad ho
.En�n, nous présentons dans la 
on
lusion les perspe
tives de développement de FaCiLeet de ra�nement des modèles pour les problèmes d'ATFM étudiés. Nous y mentionnonségalement quelques autres appli
ations de FaCiLe de moindre importan
e.
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Chapitre 1Problématique
1.1 MotivationsLes paramètres variables qui déterminent une instan
e parti
ulière d'un pro
édé in-dustriel, par exemple le planning d'un 
hantier de 
onstru
tion ou en
ore les fréquen
esattribuées aux émetteurs d'un réseau hertzien sans générer d'interféren
e, sont (étaient)généralement déterminés de manière empirique par des experts. La Re
her
he Opération-nelle (RO), dis
ipline ré
ente dont la naissan
e se situe dans les années 50, a pour but deformaliser et d'étudier 
es problèmes ainsi que les te
hniques adaptées à leur résolution,en parti
ulier à l'aide de 
al
ulateurs. En e�et, quand la taille du problème est importante(nombre de variables, taille des ensembles de valeurs possibles pour 
es variables, nombred'équations ou � relations � entre les variables), un opérateur humain devient trop lentpour 
al
uler une solution exa
te au problème.Par exemple dans le domaine du tra�
 aérien, les vols doivent être retardés si l'heureinitiale de leur départ entraîne une sur
harge dans un des se
teurs de 
ontr�le en routequ'ils traversent. La pro
édure européenne a
tuelle [CFMU 00℄, implémentée à la CentralFlow Management Unit (CFMU) à Bruxelles, 
ommen
e ave
 l'analyse par un expertdu tra�
 prévu, à l'aide d'un simulateur mettant en éviden
e les se
teurs en sur
harge ;
et expert dé
ide ensuite de pla
er 
ertaines � régulations � (i.e. la limitation du débitd'un �ux d'avions) en simulant leurs e�ets ; un autre algorithme (glouton en l'o

urren
e)
al
ulera �nalement les heures de dé
ollage allouées, mais sans garantie de respe
ter les
ontraintes imposées, et en induisant éventuellement des sur
harges dans d'autres se
teurs.En se limitant à l'espa
e aérien français, 
e problème doit typiquement prendre en 
ompteplusieurs milliers de vols et des 
entaines de 
ontraintes de 
apa
ité. Ce pro
essus derésolution 
onduit à des solutions sous-optimales et ne permet pas non plus de respe
ter les
ontraintes de 
harge des 
ontr�leurs. Or 
es retards ont un 
oût élevé pour les 
ompagniesaériennes (plus de 5 millions d'euros pour 1999 [IP 99℄) et sont préjudi
iables pour lespassagers, si bien que le CENA et Euro
ontrol mènent des études pour pouvoir obtenir demeilleures solutions (par exemple en respe
tant stri
tement les 
ontraintes et en minimisantle retard maximal). Ce problème est étudié au 
hapitre 6.25



26 CHAPITRE 1. PROBLÉMATIQUE1.2 Solution(s) d'un problème d'optimisationL'exemple pré
édent propose de minimiser les retards attribués à des vols, 
'est-à-dire detrouver une valeur numérique pour 
haque variable du problème (une heure de dé
ollagepar vol) telle que le maximum de 
es valeurs soit la plus petite possible parmi toutesles solutions qui respe
tent les 
ontraintes de 
apa
ité. Cependant, 
ertains problèmesrequièrent d'autres types de résultats :� trouver une solution qui satisfait les 
ontraintes ;� trouver toutes les solutions qui satisfont les 
ontraintes ;� parmi toutes les solutions qui satisfont les 
ontraintes, trouver l'ensemble de 
ellesqui minimisent ou maximisent un 
ritère ;� prouver que le problème n'a pas de solution ;� trouver la solution qui minimise le nombre de 
ontraintes non satisfaites ;� et
.Suivant le type d'appli
ation, le problème peut don
 être formulé de manière assezdiverse. Dans la suite, nous 
onsidérerons essentiellement des problèmes analogues au pro-blème d'allo
ation de 
réneaux, 
'est-à-dire trouver une solution qui respe
te les 
ontraintesdu problème et qui minimise un 
ertain 
ritère ou prouver l'absen
e de telle solution le 
asé
héant. En pratique, des solutions sous-optimales sont souvent obtenues avant de trouverl'optimum, et si le temps de 
al
ul de 
e dernier est trop important, on peut arrêter lare
her
he et se 
ontenter de bonnes solutions appro
hées.1.3 Des problèmes intrinsèquement di�
ilesParmi les problèmes d'optimisation, nous ne 
onsidérerons pas la fra
tion qui s'exprimeave
 des variables � 
ontinues � et des équations simples (e.g. linéaires) telles que deste
hniques d'analyse mathématique 
lassique (
al
ul de dérivées, résolution de systèmed'équations) permettent de les résoudre. De nombreux problèmes issus de l'industrie nerépondent pas à 
es 
ritères et né
essitent des variables dis
rètes ainsi que des relationsnon-linéaires 
omplexes.Ainsi, une partie importante de 
es problèmes appartient à la 
lasse des problèmesNP-di�
iles [Garey 79℄, 
'est-à-dire qu'il n'existe pas d'algorithmes e�
a
es1 pour les ré-soudre ; on peut noter qu'une 
ontrainte d'intégralité portant sur une variable d'un pro-blème 
ontinu linéaire peut su�re à le rendre NP-di�
ile. Plus généralement, les premiersproblèmes intrinsèquement identi�és 
omme tels sont issus de la logique propositionnelle,de l'étude des graphes et de partitionnement d'ensembles, 
'est-à-dire des problèmes dis-
rets et peu stru
turés, en d'autres termes des problèmes 
ombinatoires dont on ne 
onnaîtpas de propriétés assez fortes pour guider e�
a
ement la 
onstru
tion d'une solution. Pour
ara
tériser de manière plus intuitive 
es problèmes di�
iles, on peut dire que les meilleuresméthodes 
onnues ne peuvent se dispenser de � 
her
her � parmi toutes les 
ombinaisons1Un algorithme est 
onsidéré e�
a
e si son temps de 
al
ul s'exprime ave
 un polyn�me de degré bornéen fon
tion de la taille du problème.



1.4. AMÉLIORER L'EFFICACITÉ DES ALGORITHMES 27possibles, 
'est-à-dire l'ensemble des tuples de valeurs que peuvent prendre les variables.Or 
et espa
e de re
her
he 
roît exponentiellement en fon
tion du nombre de variables.Ainsi, pour un problème à 20 variables pouvant prendre 
ha
une 10 valeurs, et en utilisantun 
al
ulateur véri�ant en 10�6 s l'admissibilité d'une 
ombinaison, il ne faut pas moinsde 3 millions d'années pour par
ourir exhaustivement l'espa
e de re
her
he.De tels problèmes sont omniprésents dans le monde industriel, si bien qu'il serait vaind'en dresser une liste exhaustive. Parmi les exemples les plus 
ourants, 
itons néanmoins lesproblèmes de planning, emploi du temps, ordonnan
ement, a�e
tation de ressour
es, 
on�-guration, �ots dans un réseau, tournées de véhi
ules, optimisation de mi
ro-
ode, 
rypto-graphie, séquençage d'ADN, 
onformation de molé
ules, et bien sûr de nombreux problèmesliés au tra�
 aérien 
omme l'a�e
tation de 
réneaux, les s
hémas d'ouverture de se
teurs de
ontr�le ou la 
on
eption d'un réseau de routes. Beau
oup d'exemples sont également issusde dis
iplines plus a
adémiques 
omme la théorie des graphes : 
oloration, 
lique maximale,
ouverture et
., la partition d'ensembles, la satis�abilité de formules logiques (SAT), les� puzzles � logiques (zèbre), l'arithmétique 
ryptée (SEND+MORE=MONEY)...1.4 Améliorer l'e�
a
ité des algorithmesL'appro
he la plus naïve pour résoudre un problème 
ombinatoire est de générer tous leséléments de l'espa
e de re
her
he et d'en tester l'admissibilité, i.e. véri�er que l'élément estbien une solution au problème ou la solution de meilleure 
oût sur l'ensemble des solutionsadmissibles. Comme l'illustre l'exemple de la se
tion pré
édente, 
ette méthode n'est plusenvisageable, 
ar trop 
oûteuse en temps de 
al
ul, dès que l'on s'attaque à des problèmesde taille � réelle �. Pour remédier à 
ette ine�
a
ité liée à une re
her
he � aveugle � desolutions, de nombreuses te
hniques ont été développées dans le 
adre de la Re
her
heOpérationnelle, puis plus tardivement dans 
elui de (
e que l'on appelait) l'Intelligen
eArti�
ielle.Ces te
hniques tentent d'exploiter la stru
ture parti
ulière d'un problème pour réduire lafra
tion de l'espa
e de re
her
he explorée et se diriger vers des régions a priori prometteusesde 
et espa
e. Nous nous intéresserons à deux grandes 
lasses de méthodes :1. la re
her
he énumérative qui fait appel à des algorithmes d'exploration arbores
entesystématique de l'espa
e de re
her
he 
ouplé à des te
hniques de 
onsistan
e2 
har-gées d'inférer a priori des rédu
tions de 
et espa
e en exploitant les 
ontraintes duproblème ;2. la re
her
he lo
ale qui par
ourt un � 
hemin � dans l'espa
e de re
her
he, sans l'explo-rer systématiquement, en modi�ant à 
haque étape un élément initial de 
et espa
e2Consistan
e est un angli
isme, dérivé de 
onsisten
y, que nous utiliserons 
ar il est bien plus employédans le jargon te
hnique que son équivalent français 
ohéren
e. Notons néanmoins à notre dé
harge l'unedes dé�nitions du di
tionnaire TLF (zeus.inalf.fr) :Emplois spé
. a) LOG. Consistan
e d'un système d'axiomes. Cara
tère de 
e système lorsqueses termes ne sont pas 
ontradi
toires. Synon. 
ohéren
e, non-
ontradi
tion.



28 CHAPITRE 1. PROBLÉMATIQUEpour tenter de l'améliorer.Les 
ara
téristiques de 
es deux te
hniques sont très di�érentes, à 
ommen
er par leur
omplétude : un algorithme de re
her
he est 
omplet (ou exa
t) s'il garantit de trouver lasolution du problème en un temps �ni, 
'est-à-dire, suivant la formulation la plus 
ourantepour les problèmes d'optimisation 
ombinatoire (
f. se
tion 1.2), de trouver une solutionoptimale ou de prouver qu'il n'existe pas de solution. La re
her
he énumérative est uneméthode 
omplète alors que la re
her
he lo
ale est in
omplète et ne peut fournir à elle seuleau
une preuve d'optimalité ou d'absen
e de solution.Les te
hniques de par
ours d'arbre de re
her
he et de 
onsistan
e, en exploitant lastru
ture du problème a priori et en supprimant des régions de l'espa
e de re
her
he qui ne
ontiennent pas de solution, ont une bien meilleure 
omplexité en moyenne que l'appro
henaïve � générer et tester �. De plus, les progrès 
onsidérables des matériels en termes depuissan
e de 
al
ul et de mémoire disponible permettent d'envisager l'utilisation de 
este
hniques sur des problèmes de plus en plus ambitieux.Cependant, de telles méthodes de re
her
he 
omplètes gardent une 
omplexité expo-nentielle en pire 
as, 
'est pourquoi tout un éventail d'algorithmes heuristiques in
omplets,que nous amalgamons allègrement sous l'appellation générique � re
her
he lo
ale �, ont étédéveloppés depuis le début des années 70 pour fournir de meilleures solutions que 
ellesobtenues ave
 des algorithmes 
omplets sur des problèmes de grandes tailles, peu stru
turésou parti
ulièrement di�
iles. Ils privilégient l'e�
a
ité en temps de 
al
ul en renonçant àpouvoir fournir des garanties qualitatives sur les solutions obtenues. Ces te
hniques sontégalement appelées méta-heuristiques 
ar elles guident la re
her
he de solution en s'ins-pirant de métaphores génériques (qui ne sont pas dédiées à un problème parti
ulier) :biologique pour les algorithmes évolutionnistes, métallurgique pour le re
uit simulé...1.5 Abstraire les te
hniques de résolutionHistoriquement, l'appro
he la plus 
ourante pour résoudre un problème d'optimisation
ombinatoire (à l'aide d'un 
al
ulateur) était d'é
rire un programme ad ho
 dans un langagepro
édural. Cette méthode demande un e�ort et une expertise très importants pour ledéveloppement du programme, les algorithmes de la Re
her
he Opérationnelle devenant deplus en plus 
omplexes et né
essitant de maintenir des stru
tures de données sophistiquées.En outre, de tels programmes dédiés à la résolution de problèmes parti
uliers seront di�
ilesà maintenir, à modi�er ou à réutiliser, bien qu'ils exploitent des te
hniques similaires.Pour y remédier beau
oup de progrès ont été faits depuis une vingtaine d'années, tantdans l'élaboration de 
adres théoriques qui permettent de fédérer les multitudes de te
h-niques parti
ulières à 
haque grande 
lasse d'algorithmes et d'améliorer leur 
ompréhen-sion, que dans la 
on
eption d'outils informatiques (langages, librairies, interfa
es...) des-tinés à réduire les temps de développement et à proposer des 
ou
hes d'abstra
tion pourfavoriser l'expérimentation de te
hniques 
omplexes.Si les librairies de solveurs et langages de modélisation les plus populaires ont été dé-veloppés essentiellement pour la programmation linéaire 
ontinue et en nombres entiers



1.6. VERS L'HYBRIDATION 29(ou mixte) fondée sur l'algorithme du Simplex [Dantzig 49℄ (XMP [Marsten 81℄, CPLEXde Robert Bixby (1988), AMPL [Fourer 93℄), le paradigme le plus élégant et polyva-lent est sans doute la Programmation par Contraintes (PPC), issue de la généralisationthéorique et te
hnique des systèmes de programmation logique d'une part et de la for-malisation des Problèmes de Satisfa
tion de Contraintes (voir 
hapitre 2) d'autre part.Ce 
adre a permis d'intégrer les te
hniques antérieures spé
i�ques à l'optimisation 
om-binatoire non-linéaire (re
her
he énumérative et 
onsistan
e), mais aussi 
elles des autresdomaines de l'optimisation (en réels, rationnels...), tout en o�rant des langages de program-mation très pro
hes d'un langage de modélisation/spé
i�
ation. De nombreux systèmes deprogrammation logique permettent de résoudre des programmes en 
ontraintes, voire leursont dédiés : Prolog-II/III/IV [Colmerauer 82℄, CHIP [Din
bas 88℄, ECLiPSe [ECLiPSe 01℄,SICStus [Carlsson 88℄... et depuis une dizaine d'années, des solveurs ont été implémentésen tant que librairies pour des langages h�tes non-logiques (pro
éduraux/objets et fon
-tionnels), notamment pour des raisons d'e�
a
ité et de génie logi
iel : PECOS [Puget 92℄en Lisp, ILOG Solver [Solver 99℄ en C++, JCL [Torrens 97℄ en Java...En revan
he, les travaux menés en 
e sens pour la re
her
he lo
ale sont très ré
entset disparates, alors que son e�
a
ité est manifeste sur 
ertaines 
lasses de problèmesd'optimisation 
ombinatoire, notamment des problèmes de grande taille et peu stru
turés(
omme 
ertains problèmes de ben
hmark aléatoires par exemple, 
f. 
hapitre 8). Quelquesarti
les présentent des formalismes pour uni�er les di�érents types de méta-heuristiques[Taillard 98, Yagiura 99℄ tels que la re
her
he taboue, les algorithmes génétiques ou en
orele re
uit simulé, mais sans véritable 
onsensus ni notion forte de sémantique (
ontrairementà la PPC [Ja�ar 98℄). D'autre part, des langages et librairies de re
her
he lo
ale ont étédéveloppés ré
emment tels que Lo
alizer [Mi
hel 97℄ 
onçu par Pas
al Van Hentenry
ket Laurent Mi
hel, un langage de modélisation pré
urseur dans 
e domaine, ou en
oreLo
al++ [S
haerf 00℄, HotSpot [Fink 98℄ et SCOOP [SCOOP 98℄, des librairies de 
lassesgénériques, ave
 l'ambition de réduire le temps de développement des appli
ations et depermettre des expérimentations plus nombreuses et auda
ieuses3 sans sa
ri�er la rapiditéd'exé
ution du 
ode généré.1.6 Vers l'hybridationCertains problèmes parti
ulièrement di�
iles et/ou de grande taille (Large S
ale Com-binatorial Optimization [Gervet 01℄) résistent en
ore et à la PPC, et à la RL utilisées seules.En e�et, les outils � standards � de la PPC telle que la re
her
he arbores
ente systéma-tique sont trop 
oûteux en temps et en mémoire quand le nombre de variables et la tailledes domaines augmentent, et quand la stru
ture du problème ne permet pas de guidere�
a
ement la stratégie de re
her
he. Les te
hniques de RL, quant à elles, n'exploitentgénéralement qu'a posteriori les 
ontraintes d'un problème, par exemple en pénalisant les3Peut-être en
ore plus que pour la PPC, l'e�
a
ité des méta-heuristiques est sensible à la 
on
eptionet au 
hoix des opérateurs ainsi qu'au paramétrage, et né
essite don
 de nombreuses expérimentations etbeau
oup d'expertise.



30 CHAPITRE 1. PROBLÉMATIQUEéléments non-admissibles, et peuvent ainsi stagner dans des régions de l'espa
e de re
her
hequi violent les 
ontraintes.Une des appro
hes les plus fru
tueuses pour résoudre de tels problèmes est l'hybrida-tion des deux paradigmes pour en 
ombiner les avantages. Parmi les formes de 
ouplageapparues dans la littérature depuis une dizaine d'années, on peut re
enser :� Le retour arrière �exible : la RL est utilisée pour par
ourir l'arbre de re
her
he d'unprogramme en 
ontraintes de manière moins systématique et � aveugle � que lepar
ours en profondeur d'abord standard [Milano 02℄.� Les � voisinages � (
f. se
tion 3.2.1) d'un algorithme de RL peuvent être explorés ave
un programme en 
ontraintes pour éviter de générer des éléments non-admissibles[Pesant 96℄ et par
ourir e�
a
ement de � grands � voisinages.� La RL peut être utilisée pour optimiser après 
oup (post-optimisation) une solutionnon-optimale d'un programme en 
ontraintes.� Des sous-arbres sans solution ou sous-optimaux d'une re
her
he arbores
ente peuventêtre élagués par une RL [Sellmann 02, Fo
a

i 02℄.� Et
.Une synthèse détaillée de 
es divers types d'hybridation est présentée se
tion 3.3.3.Cette tendan
e semble prendre de plus en plus d'ampleur au sein des 
ommunautéss
ienti�ques 
on
ernées par l'optimisation 
ombinatoire, 
omme en témoigne le su

ès 
rois-sant ren
ontré par le séminaire CP-AI-OR4 [CPAIOR 99℄ 
réé en 1999. En outre, d'ex
el-lents résultats obtenus sur des ben
hmarks 
lassiques à l'aide d'algorithmes hybrides sontrapportés de plus en plus fréquemment [Bent 01, Sellmann 02℄.Cependant, de tels programmes restent di�
iles à é
rire et peu réutilisables, 
ar lesoutils d'optimisation a
tuels sont fortement dédiés à l'une ou l'autre de 
es te
hniques. Deplus, nous verrons se
tion 3.3.1 que PPC et RL sont fondées sur des notions parfois antago-nistes, 
omme la manipulation de solutions partielles 
onsistantes pour la PPC alors que laRL fait évoluer des éléments entièrement déterminés (toutes les variables sont instan
iées)mais pas for
ément admissibles. La 
on
eption de programmes hybrides est don
 
onfron-tée à des problèmes de modélisation et de � génie logi
iel � pour pouvoir faire 
ohabiterles deux paradigmes.Toutefois, quelques travaux de re
her
hes très ré
ents tentent d'élaborer un 
adre théo-rique 
ommun et des systèmes assez polyvalents pour 
on
evoir et é
rire de manière élégante
e type d'algorithme hybride. L'un des e�orts les plus remarquables en 
e sens est sansdoute le langage SaLSA (Spe
i�
ation Language for Sear
h Algorithms) de François La-burthe et Yves Caseau [Laburthe 98a℄ qui utilisent la notion de � point de 
hoix � pouruni�er le bran
hement d'une re
her
he arbores
ente typique de la PPC et le dépla
ementd'un élément de l'espa
e de re
her
he à un autre dans un algorithme de RL ; 
es pointsde 
hoix sont des objets du langage qui peuvent être 
ombinés à l'aide d'opérateurs pourspé
i�er un algorithme de re
her
he.De manière plus ane
dotique, la librairie 
ommer
iale ILOG Dispat
her destinée à ré-4International Workshop on Integration of AI and OR Te
hniques in Constraint Programming forCombinatorial Optimisation Problems



1.6. VERS L'HYBRIDATION 31soudre des problèmes de tournées de véhi
ules intègrent à un système de PPC des te
h-niques de RL.
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Chapitre 2Problèmes de Satisfa
tion deContraintesLes Problèmes de Satisfa
tion de Contraintes (CSP) sont un formalisme générique des-tiné à modéliser les problèmes typiques de la Re
her
he Opérationnelle, notamment 
euxdont la nature est 
ombinatoire tels que les problèmes d'ordonnan
ement, d'allo
ation, de
on�guration... Les CSP sont 
ara
térisés par la di�
ulté de trouver une solution admis-sible, 
'est-à-dire qui respe
te toutes les spé
i�
ations qui le stru
turent, ou par la di�
ultéd'obtenir une solution optimale pour un 
ritère donné.Ces problèmes sont dé
rits en termes de variables (� in
onnues �) et de 
ontraintes(relations entre les variables) ; leur résolution 
onsiste à a�e
ter une valeur à 
ha
une desvariables de telle manière que les 
ontraintes soient respe
tées. Nous dé�nissons d'aborddans la se
tion 2.1 les prin
ipales notions utiles pour 
omprendre les algorithmes de réso-lution présentées au 
hapitre 3. Quelques aspe
ts de la phase de modélisation sont ensuiteexaminés se
tion 2.2, puis nous présentons des extensions du 
adre 
lassique dans la se
-tion 2.3.2.1 Dé�nitionsLe 
adre des CSP, 
ontrairement à 
eux de la programmation mathématique (linéaire,mixte, quadratique...), est très générique et 
on
erne des domaines quel
onques � nousnous intéresserons plus parti
ulièrement aux domaines �nis, i.e. dis
rets � et des relationsquel
onques entre les variables. Nous dé�nissons et dis
utons les 
on
epts prin
ipaux de laspé
i�
ation d'un CSP et des propriétés des a�e
tations partielles de valeurs aux variables,utiles aux méthodes 
onstru
tives de résolution (
f. se
tion 3.1).2.1.1 ContraintesUne 
ontrainte est une relation entre des in
onnues ou variables d'un problème quirestreint les 
ombinaisons de valeurs qu'elles peuvent prendre simultanément. Par exemple,33
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ontrainte géométrique de non-re
ouvrement entre deux re
tangles spé
i�e simplementque les positions et dimensions de 
ha
un sont reliés par les équations suivantes :Exemple 2.1 (Non-re
ouvrement de re
tangles)� x1 + l1 � x2 ou x2 + l2 � x1y1 + h1 � y2 ou y2 + h2 � y1(x1; y1) et (x2; y2) étant les variables qui représentent les 
oordonnées du sommet inférieurgau
he des deux re
tangles, l1 et l2 leur largeur, et h1 et h2 leur hauteur.Ces 
ontraintes, 
omme les équations d'un problème 
lassique en programmation ma-thématique, sont :� dé
laratives : les 
ontraintes ne dé
rivent pas de pro
édure 
hargée de les faire res-pe
ter ;� non-dire
tionnelles : 
ontrairement aux équations fon
tionnelles d'un tableur (stan-dard) qui distinguent les variables d'entrées et la variable unique de sortie1, les 
on-traintes ne supposent rien sur la nature de leurs variables ; une 
ontrainte reste biendé�nie quelque soit l'ordre des modi�
ations apportées à ses variables ;� additives : toutes les 
ontraintes d'un CSP doivent être satisfaites simultanément, i.e.la propriété à véri�er est impli
itement la 
onjon
tion de l'ensemble des 
ontraintesposées.Ainsi, la résolution d'un CSP 
onsistera à a�e
ter des valeurs à toutes les variables duproblème (qu'on appellera variables de dé
ision) telles que l'ensemble des 
ontraintes duproblème soient respe
tées.Expressivité des 
ontraintesLa puissan
e de modélisation des CSP est liée à la généralité de la notion de 
ontraintesqui a été exploitée dans la plupart des solveurs disponibles pour fournir un langage trèsri
he. En e�et, l'utilisateur de 
es systèmes dispose non seulement d'équations (inéquations,diséquations) linéaires ou non, mais aussi de 
ontraintes sophistiquées fournies sous formede primitives du système. Ces 
ontraintes permettent par exemple de spé
i�er le nombred'o

urren
es d'une valeur dans un ensemble de variables, d'indexer un tableau de variablespar un indi
e variable et
. On appelle 
es dernières des 
ontraintes symboliques. Ces deuxtypes de 
ontraintes, arithmétiques et symboliques, dotés de sémantique parti
ulière sontexprimées en intention.Outre les 
ontraintes en intention, une 
ontrainte sur des variables dis
rètes peut êtreexprimée en donnant la liste exhaustive des tuples de valeurs qu'elle autorise ou interdit.La relation exprimée peut don
 être quel
onque, et 
ette forme de 
ontraintes, appelée1Par exemple, l'équation fon
tionnelle z = 2x+y sous-entend que des informations sur z ne peuvent êtredéduites qu'après l'obtention d'informations sur x et y ; ré
iproquement, une information sur z ne permetpas d'en déduire sur x ni y. Ce type d'équations dire
tionnelles est parfois appelé one-way 
onstraints.
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ontraintes en extension (
f. se
tion 2.1.5), subsume la pré
édente pour des variables dis-
rètes. La dé�nition des CSP dis
rets (se
tion 2.1.4) est d'ailleurs fondée sur 
e type de
ontraintes.D'autre part, la plupart des solveurs o�rent des 
onne
teurs logiques (_;^;:;)...)pour 
ombiner les 
ontraintes et en 
onstruire de nouvelles, 
e qui permet d'exprimer desrelations non-linéaires, par exemple de modéliser simplement les disjon
tions de tâ
hestypiques des problèmes de s
heduling ou de l'exemple 2.1 sur un problème géométrique.Ainsi, de nombreux problèmes de la RO peuvent être modélisés naturellement à l'aided'un programme en 
ontraintes très 
on
is : peu d'e�orts sont né
essaires pour transformerla stru
ture d'un problème exprimé en langage � naturel � vers un ensemble de 
ontrainteset de variables. Cette adéquation 
onfère à la PPC un statut de � boîte à outils � généralistepour les problèmes d'optimisation 
ombinatoire ; la variété et le nombre des domainesd'appli
ation évoqués dans la se
tion 1.3 en témoignent.Contraintes binaires et n-airesLa plupart des résultats théoriques sur les CSP et des algorithmes qui les résolventportent sur des 
ontraintes binaires, 
'est-à-dire que la relation exprimée par la 
ontrainten'implique que deux variables. Un tel CSP peut être représenté par un graphe dont lesn÷uds sont les variables est les ar
s les 
ontraintes : des algorithmes et des propriétéstopologiques sur 
e graphe peuvent alors être utilisés pour l'étudier et le résoudre. Parexemple, le degré d'une variable 
orrespond au degré de son n÷ud dans le graphe, 
'est-à-dire le nombre de 
ontraintes qui 
on
ernent 
ette variable, et 
e 
ritère est parfois utilisédans des heuristiques de re
her
he (pour résoudre d'abord les parties les plus 
ontraintes).Cependant, 
ertains problèmes, notamment issus d'appli
ations réelles, s'expriment na-turellement ave
 des 
ontraintes d'arité plus importante. Ave
 l'appli
ation de la PPC à desproblèmes industriels, une partie des résultats et des algorithmes sur les CSP binaires ontété généralisés pour prendre en 
ompte 
es 
ontraintes plus générales. Les solveurs a
tuelspermettent ainsi d'utiliser des 
ontraintes sur un nombre �xé de variables supérieur à deuxainsi que sur un nombre quel
onque de variables.Les CSP dis
rets d'arité quel
onque peuvent néanmoins être systématiquement trans-formés en CSP binaires et les te
hniques dédiées à 
es derniers peuvent don
 être utilisées[Rossi 90, Ba

hus 98℄. Mais les transformations impliquées ne sont dé�nies que sur les
ontraintes en extension : elles les traduisent en variables dont les valeurs possibles 
orres-pondent aux tuples autorisés par la 
ontrainte2. Si la 
ontrainte est exprimée en intention,le 
oût de la transformation peut être prohibitif 
ar l'ensemble des valeurs autorisées (ouinterdites) peut avoir une taille exponentielle ave
 l'arité de la 
ontrainte.2Des 
ontraintes auxiliaires doivent assurer que les variables du problème original qui sont partagéesentre plusieurs 
ontraintes aient bien la même valeur.



36 CHAPITRE 2. PROBLÈMES DE SATISFACTION DE CONTRAINTES2.1.2 DomainesJusqu'à présent, les quelques exemples de 
ontraintes 
ités ne pré
isaient pas expli
ite-ment dans quel type de domaines les variables 
on
ernées pouvaient prendre leur valeur.En e�et, l'élégan
e du 
on
ept des CSP permet d'appliquer (en partie) le même formalismesur une grande variété de � stru
tures mathématiques � dotées d'une théorie équationnelledé
idable : les arbres �nis (termes de Prolog), les booléens, les entiers, les rationnels, lesréels (ou plut�t les intervalles de nombres �ottants), les ensembles, les listes �nies, voiremême les �-termes [Ridoux 95℄... La 
omplexité de la résolution d'un problème dépend deson domaine : quasi-linéaire pour les termes de l'univers de Herbrand (Prolog), polyno-miale pour les équations linéaires sur les réels ou en
ore exponentielle sur les entiers... Desproblèmes mixtes peuvent également être exprimés en CSP mais seules les 
ontraintes surdes variables à domaine �ni peuvent être formulées en extension.Cependant, les avan
ées les plus importantes ont été réalisés dans le 
adre de l'optimi-sation 
ombinatoire qui est devenu le domaine de prédile
tion de la PPC. C'est pourquoinous nous intéresserons essentiellement aux CSP sur des domaines �nis, en général dessous-ensembles des entiers de 
ardinal �ni, et parfois des ensembles (�nis) d'ensembles �-nis. Nous pré
iserons don
 pour 
haque variable son domaine initial (p.ex. x 2 [1; 4℄[[6; 10℄pour une variable entière ou s 2 [;; f1; 2; 3g℄ pour une variable d'ensemble), et les modèlesutilisés peuvent éventuellement 
ontenir des variables de types di�érents intervenant dansdes 
ontraintes 
ommunes (e.g. 
ontrainte de 
ardinalité entre une variable d'ensemble etune variable entière, 
f. se
tion 4.3.2).Par ailleurs, notons que l'on peut 
onvenir d'attribuer à toutes les variables le mêmedomaine � par exemple le plus grand domaine représentable dans un système de PPCdonné ou l'union des domaines de toutes les variables � et de représenter les restri
tionsinitiales sur les valeurs que peuvent prendre les variables par des 
ontraintes unaires, i.e.l'appartenan
e de la variable à un ensemble de valeurs ou simplement des inéquations(5 � x ^ x � 10).2.1.3 Le problème de satis�abilitéLe problème de satis�abilité 3 
on
erne les formules logiques du 
al
ul propositionnel,
'est-à-dire des termes 
onstruits à l'aide de variables et des 
onne
teurs logiques :, _ et^ (éventuellement enri
his des ra

our
is! pour l'impli
ation p! q � :p_ q, et$ pourl'équivalen
e p $ q � (:p ^ :q) _ (p ^ q)). Une interprétation I pour une telle formuleest une substitution de l'ensemble de ses variables, noté V, par des booléens, 
'est-à-direune fon
tion I : V 7! fvrai; fauxg. On dira alors que la formule est vraie si son 
al
ul surl'arithmétique booléenne donne un résultat égal à vrai, et qu'elle est fausse s'il est égal àfaux. Notons que 
e 
al
ul s'e�e
tue ave
 une 
omplexité linéaire en fon
tion de la taillede la formule.3Le terme satis�abilité est largement répandu dans la littérature (française, spé
ialisée) bien qu'il soitdérivé de l'anglais satis�ability. L'équivalent politiquement 
orre
t fondé sur satisfaire, mais moins usité,est satisfaisabilité.



2.1. DÉFINITIONS 37Dé�nition 2.1 (Formule propositionnelle satis�able) Une formule propositionnelleF est satis�able si et seulement si il existe une interprétation I pour laquelle elle est vraie.On notera alors I j= F .Le problème de satis�abilité 
onsiste à déterminer si une formule propositionnelle estsatis�able. C'est le premier problème a avoir été démontré NP-
omplet � don
 de 
om-plexité exponentielle � par Cook [Cook 71℄ en transformant une ma
hine de Turingnon-déterministe quel
onque en une formule propositionnelle (voir [Garey 79℄, ouvrage deréféren
e sur la théorie des problèmes NP-
omplets). Plus pré
isément, le problème origi-nal, appelé SAT, est plus stru
turé et pose la question de la satis�abilité d'une formulepropositionnelle en forme normale 
onjon
tive (CNF en anglais), 
'est-à-dire sous la formed'une 
onjon
tion de 
lauses, 
haque 
lause étant une disjon
tion de littéraux, i.e. de va-riables éventuellement niées : (p _ q) ^ (p _ :q) ^ :p est une formule CNF sur l'ensemblede variables fp; qg et elle n'est pas satis�able.Problème 2.1 (SAT)Instan
e : Soient V un ensemble de variables et C un ensemble de 
lauses sur V.Question : Existe-t-il une interprétation qui satisfait C ?L'ensemble de 
lauses C s'interprète 
omme la 
onjon
tion de ses éléments V
2C 
 ; ilfaut don
 
onstruire une valuation de V telle que pour 
haque 
lause de C, au moins l'un deses littéraux soit égal à vrai. Si une interprétation I rend vraie la 
lause 
 2 C, on noteraégalement I j= 
.Le problème SAT peut être modélisé 
omme un CSP : V est l'ensemble des variables quiont toutes fvrai; fauxg pour domaine, et C est l'ensemble des 
ontraintes, 
haque 
lause
 étant vue 
omme une équation dans l'arithmétique booléenne 
 = vrai. Pour obtenirune dé�nition 
onforme à 
elle des CSP sur les domaines �nis (2.2), on pourra fa
ilementtransformer 
ette expression en intention des 
ontraintes (
onstruites ave
 des opérateurssur les booléens) vers une forme en extension, en 
al
ulant la � table de vérité � de 
haque
lause et en ne retenant que les lignes dont le résultat est vrai.La résolution des problèmes SAT est un domaine de re
her
he très a
tif � deux sessionslui sont en
ore 
onsa
rées 
ette année lors de la prin
ipale 
onféren
e de PPC, CP'2002.2.1.4 CSP sur les domaines �nisNous reprenons i
i la dé�nition usuelle des CSP sur les domaines �nis telle qu'on peutla trouver dans [Van Hentenry
k 95, S
hiex 92℄ :Dé�nition 2.2 (CSP sur les domaines �nis) Un problème de satisfa
tion de 
ontrain-tes (CSP) sur des domaines �nis est dé�ni par un triplet P = (X ;D; C) :� X = fx1; : : : ; xng est l'ensemble des variables.� D = fD1; : : : ;Dng est l'ensemble des domaines �nis, i.e. 8i 2 [1; n℄ Di est un en-semble de 
ardinal �ni di = jDij. Le domaine Di de la variable xi est l'ensemble desvaleurs qu'elle peut prendre.



38 CHAPITRE 2. PROBLÈMES DE SATISFACTION DE CONTRAINTES� C = f
1; : : : ; 
mg est l'ensemble des 
ontraintes. Une 
ontrainte 
i = (Xi;Ri) estdé�nie par l'ensemble des variables Xi � X sur lesquelles elle porte et par la rela-tion Ri qui est dé�nie en extension par l'ensemble des valeurs que peuvent prendresimultanément les variables de Xi :� Xi = fxi1 ; : : : ; xikig. Le 
ardinal ki = jXij est appelé arité de la 
ontrainte.� Ri � Di1 � � � � � Diki : un sous-ensemble du produit 
artésien des domaines de
haque variable de Xi.Comme les Di sont de 
ardinal �ni, 8
i 2 C le produit 
artésien Di1 � � � � � Diki est �ni etRi est don
 également de 
ardinal �ni.Par exemple, la formule logique (p _ q)^ (p_ :q) ^ :p peut être modélisée par le CSPsuivant :Exemple 2.2 (Modélisation d'une formule logique en CSP)8>>>><>>>>: X = fp; qgD = ffvrai; fauxg; fvrai; fauxggC = 8<: (fp; qg; f(faux; vrai); (vrai; faux); (vrai; vrai)g);(fp; qg; f(faux; faux); (vrai; vrai); (vrai; faux)g);(fpg; f(faux)g) 9=;Chaque 
lause de la formule 
orrespond à une 
ontrainte de C ; les deux premières sontbinaires (d'arité deux) et la dernière unaire.Pour estimer l'e�ort né
essaire pour résoudre un CSP parti
ulier, on peut utiliser lesindi
ateurs numériques suivants :� La dimension : l'entier n égal au nombre de variables.� La taille de l'espa
e de re
her
he : 
'est le 
ardinal du produit 
artésien de tous lesdomaines Qi2[1;n℄ di, que l'on majorera souvent par dnmax, ave
 dmax = maxi2[1;n℄ di lataille du plus grand des domaines.� La densité des 
ontraintes : jCjn(n�1)=2 . Elle n'est 
lassiquement dé�nie que sur les CSPà 
ontraintes binaires dont tous les Xi sont distin
ts, don
 pour lesquels le nombremaximal de 
ontraintes est n(n�1)2 .� La dureté d'une 
ontrainte : 1 � jRijjDi1�����Diki j . Elle indique la proportion de l'espa
ede re
her
he interdit par la 
ontrainte quand on le projette sur les variables de Xi.Ces indi
ateurs sont surtout utilisés dans le 
adre des CSP binaires aléatoires pour analyserles performan
es d'algorithmes de résolution [Grant 96℄.L'exemple 2.2 est ainsi de dimension 2, ave
 un espa
e de re
her
he de taille 4, etla dureté de ses trois 
ontraintes sont respe
tivement 1=4, 1=4 et 1=2. Sa densité est enrevan
he mal dé�nie 
ar les deux premières 
ontraintes portent sur le même ensemble devariables et la troisième est unaire. Cependant, on peut toujours supprimer une 
ontrainteunaire en remplaçant le domaine Di de la variable 
on
ernée par Ri et en veillant à retirerdes 
ontraintes les tuples utilisant des valeurs 
aduques. On peut également � fusionner �des 
ontraintes binaires portant sur les mêmes variables xi et xj en 
al
ulant l'interse
tionde Ri et Rj. On obtient alors le nouveau CSP équivalent :



2.1. DÉFINITIONS 39Exemple 2.3 (CSP binaire équivalent à l'exemple 2.2)8<: X = fp; qgD0 = fffauxg; fvrai; fauxggC 0 = f(fp; qg; ;)gCe CSP n'a trivialement pas de solution.Ré
iproquement, on peut 
onsidérer les domaines des variables 
omme des 
ontraintesunaires et prendre un même domaine plus large (qui 
ontient au moins l'union des do-maines) pour toutes les variables. Soit un CSP P = (X ;D; C), on obtient alors le CSPP 0 = (X ;D0; C 0) équivalent :8>><>>: X 0 = XD0 � [i2[1;n℄DiC 0 = C [ f(fxig;Di); 8i 2 [1; n℄gLa dé�nition 2.2 n'induit don
 pas une représentation unique d'un CSP. L'équivalen
edes CSP est abordée se
tion 2.2.1.2.1.5 Contraintes en extension et 
ontraintes en intentionLa dé�nition 2.2 utilise une expression en extension des 
ontraintes du problème, 
'est-à-dire la liste exhaustive des 
ombinaisons de valeurs autorisées. De nombreux algorithmesd'approximation de 
onsistan
e (AC-f[1; 7℄; 2000g, 
f. se
tion 3.1.4), ont été mis au pointet perfe
tionnés pour exploiter e�
a
ement 
e type de représentation dans le 
as des 
on-traintes binaires4 (d'arité deux). Elle est bien adaptée à l'étude des CSP aléatoires sur lesdomaines �nis qui sont générés ave
 des degrés de di�
ulté (taille, densité, dureté) �xés,justement obtenus en 
onstruisant des ensembles de valeurs autorisées de 
ardinal adéquat.De même, 
ertaines appli
ations industrielles 
omme les problèmes de 
on�guration fontnaturellement appel à des 
ontraintes exprimées en extension.Pourtant une grande partie des 
ontraintes utilisées pour modéliser des problèmes ap-pli
atifs � stru
turés � sont exprimées à l'aide de :� formules analytiques telles que des équations (inéquations, diséquations) arithmé-tiques dans lesquelles les variables sont 
ombinées à l'aide d'opérateurs arithmé-tiques : e.g. la diséquation x3 + y3 6= 3kxy empê
he le point du plan (x; y) d'êtrepla
é sur le folium de Des
artes ;� équations ave
 des opérateurs sur des ensembles : e.g. js1j+ js2j = jsj ^ s1 \ s2 = ;assure que (s1; s2) est une partition de s ;� opérateurs logiques, réi�
ations : e.g. les disjon
tions de l'exemple 2.1 ;� indexation, minimum de séquen
es de variables (
ontraintes � symboliques �) ;4On peut toutefois transformer une 
ontrainte d'arité plus grande en 
ontraintes binaires. Voir se
-tion 2.1.1.



40 CHAPITRE 2. PROBLÈMES DE SATISFACTION DE CONTRAINTES� plus généralement, spé
i�
ations de haut niveau pro
hes du langage naturel : e.g.� toutes 
es variables sont di�érentes �, � 
es deux séquen
es de variables sont despermutations l'une de l'autre �.On dira que de telles 
ontraintes sont exprimées en intention : 
ontrairement à la dé�nitiongénérale dont sont dotées les 
ontraintes en extension, une sémantique parti
ulière leur estasso
iée. Elles 
orrespondent à des sous-problèmes stru
turés ré
urrents dans les CSP. Ondispose en général d'algorithmes ad ho
 plus e�
a
es pour les traiter que 
eux destinésaux 
ontraintes en extension qui n'ont pas de stru
ture spé
i�que � 
'est la forme la plusgénérale d'une 
ontrainte.Toutefois, dans le 
adre des domaines �nis, il est toujours possible de transformerune 
ontrainte en intention en un ensemble �ni de 
ombinaisons autorisées : pour une
ontrainte 
i, il su�t de 
onstruire l'ensemble des substitutions pour lesquelles la 
ontrainteest satisfaite en énumérant les tuples de Di1 � � � � � Diki . Mais la taille de 
et ensemble
roît exponentiellement ave
 l'arité de la 
ontrainte : si la taille maximale des domainesest d et l'arité k, il faut en pire 
as un ensemble de taille dk pour dé
rire la 
ontrainte,
e qui peut se révéler imprati
able (e�
a
ité en temps et en espa
e) pour la 
on
eptiond'une 
ontrainte au sein d'un solveur. Si la dureté de la 
ontrainte est très forte, on peutnéanmoins envisager 
ette transformation ; de même si la dureté est très faible et en utilisantla dé�nition � 
omplémentaire � des 
ontraintes où 
e sont les tuples interdits qui sontspé
i�és.On pourra noter les 
ontraintes en intention en omettant l'ensemble de variables surlesquelles elles portent 
ar elles apparaissent en général 
omme un prédi
at fon
tion deleurs variables.Langage des 
ontraintes Ces 
ontraintes en intention sont en général disponibles entant que primitives dans les solveurs PPC ainsi que des 
onne
teurs logiques pour les 
om-biner. Le langage 
onstitué de 
es termes 
omposés de variables, 
ontraintes primitives et
onne
teurs logiques o�re une expressivité inégalée parmi les diverses te
hnologies d'opti-misation 
ombinatoire, 
e qui permet de modéliser rapidement des problèmes 
omplexeset de natures très diverses. Les problèmes de tra�
 aérien étudiés dans la partie III sontainsi dé
rits en tant que CSP à l'aide de 
es 
ontraintes de haut niveau.Fon
tion de satisfa
tion Pour éviter de pré
iser les types de 
ontraintes utilisés pour ladé�nition d'un CSP, on asso
ie à 
haque 
ontrainte une fon
tion de satisfa
tion qui indiquesi la 
ontrainte est véri�ée pour une valuation des variables impliquées (
e qui 
orrespondà la notion de � 
ontrainte dé�nie par un prédi
at � de [Bessière 97℄). Pour une 
ontrainteen extension, 
ette fon
tion teste simplement l'appartenan
e de la valuation à Ri :Dé�nition 2.3 (Fon
tion de satisfa
tion) Soit un CSP sur des domaines �nis P =(X ;D; C), à 
haque 
ontrainte 
i 2 C est asso
iée une fon
tion booléenne de satisfa
tione
i : Di1 � � � � � Diki 7! fvrai; fauxg dé�nie par :e
i(vi1 ; : : : ; viki ) = � vrai si (vi1 ; : : : ; viki ) 2 Rifaux sinon



2.1. DÉFINITIONS 41Pour les autre types de 
ontraintes, on supposera que l'on dispose d'une telle fon
tion sansse préo

uper de la manière dont elle est 
al
ulée. On substituera parfois 
ette fon
tion àl'ensemble des tuples valides dans la dé�nition d'une 
ontrainte :
i = (Xi;e
i)2.1.6 Instan
iation et satisfa
tion de 
ontraintesComme pour le problème SAT (
f. 2.1.3) où la sémantique d'une formule proposition-nelle s'obtient en substituant une valeur booléenne à 
haque variable logique, puis en rem-plaçant 
haque 
onne
teur par sa fon
tion asso
iée dans l'arithmétique booléenne, un CSPs'interprète à l'aide d'une valuation de toutes ses variables, appelée instan
iation totale,puis en remplaçant les 
ontraintes 
 par leur fon
tion de satisfa
tion asso
iée e
.Cependant, 
haque 
ontrainte 
 est dé�nie sur un sous-ensemble des variables X
 � Xet on pourra don
 appliquer la fon
tion e
 à une instan
iation partielle des variables si ellespé
i�e une valeur pour 
haque variable de 
. Les algorithmes de re
her
he 
onstru
tivemanipulent de telles instan
iations partielles en 
her
hant à les étendre (
f. se
tion 3.1).Dé�nition 2.4 (Instan
iation partielle) Soient un CSP P = (X ;D; C), une instan
ia-tion partielle I est dé�nie par un 
ouple I = (XI;V) :� XI = fxI1 ; : : : ; xIkg � X est le sous-ensemble des variables sur lequel porte l'instan-
iation ;� V = (vI1 ; : : : ; vIk) 2 DI1 � � � ��DIk est un tuple de valeurs prises dans les domainesdes variables à instan
ier.On utilisera la notation fon
tionnelle I(xi) = vi pour désigner la valeur de substitutiond'une variable par l'instan
iation I. Et on notera abusivement e
i(I) l'appli
ation de lafon
tion de satisfa
tion d'une 
ontrainte 
 à la proje
tion d'une instan
iation I sur sesvariables si Xi � XI. On pourra également dé�nir une instan
iation partielle 
omme unensemble de 
ouples I = f(xI1 ; vI1); : : : ; (xIk ; vIk)g (et non pas un 
ouple d'ensembles demême 
ardinal) là où 
ette notation simpli�e la 
ompréhension.Une solution potentielle d'un CSP est une valuation de toutes les variables du problèmeappelé instan
iation totale :Dé�nition 2.5 (Instan
iation totale) Soit un CSP P = (X ;D; C), une instan
iationtotale I = (XI;V) est une instan
iation partielle pour laquelle XI = X .Résoudre un CSP, 
'est 
onstruire une instan
iation qui respe
te 
haque 
ontraintedu problème. Lo
alement, 
es instan
iations doivent don
 satisfaire 
haque 
ontrainte duproblème pour qu'une solution puisse être obtenue :Dé�nition 2.6 (Satisfa
tion de 
ontrainte) Soit un CSP P = (X ;D; C) et une 
on-trainte 
i = (Xi;e
i) 2 C. On dit qu'une instan
iation partielle I = (XI;V) telle queXi � XI :
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ontrainte 
i si et seulement si e
i(I) = vrai, et on notera I j= 
i (
ommepour un problème de satis�abilité, 
f. se
tion 2.1.3) ;� viole la 
ontrainte 
i si et seulement si e
i(I) = faux.Mais pour qu'une instan
iation partielle puisse faire partie de la solution d'un CSP, ilfaut que toutes les 
ontraintes 
on
ernées soient satisfaites ; on dit alors que l'instan
iationest 
onsistante.Dé�nition 2.7 (Instan
iation 
onsistante) Soit un CSP P = (X ;D; C), une instan-
iation I = (XI ;V) est 
onsistante si et seulement si :8
i = (Xi;e
i) 2 C telle que Xi � XI; I j= 
iUne solution d'un CSP se 
ara
térise alors simplement :Dé�nition 2.8 (Solution d'un CSP) Soit un CSP P = (X ;D; C), une solution S deP est une instan
iation totale et 
onsistante. On notera alors S j= P. On appellera SPl'ensemble des solutions de P.On dit qu'un CSP est 
onsistant s'il a au moins une solution. Véri�er qu'une solution est
onsistante est un problème fa
ile (il su�t de véri�er la 
onsistan
e de l'instan
iation pour
haque 
ontrainte), alors que déterminer si un CSP est 
onsistant ou non est problèmeNP-
omplet.Notons en
ore qu'on peut identi�er un CSP P = (X ;D; C) à une 
ontrainte 
 = (X ;R)équivalente à la 
onjon
tion de toutes ses 
ontraintes et dont la relation est l'ensemble deses solutions R = SP .2.1.7 Degré de violationLes algorithmes de Re
her
he Lo
ale ou de satisfa
tion de 
ontraintes partielle (PCSP,
f. se
tion 2.3.1) manipulent des instan
iations totales ou partielles non 
onsistantes. Il estutile dans 
e 
adre de 
ara
tériser 
es instan
iations en 
al
ulant le degré de violation5 duCSP, 
'est-à-dire le nombre de 
ontraintes violées par une instan
iation :Æ(I) = jf
 2 C tel que X
 � XI ^ e
(I) = fauxgjou son ratio ave
 le nombre total de 
ontraintes.Un CSP est résolu par une instan
iation totale I pour laquelle Æ(I) = 0. Pour desinstan
es sur-
ontraintes, i.e. qui n'ont pas de solution, une variante du CSP appelée MaxCSP 
onsiste à trouver une solution qui minimise Æ. Ce problème est un 
as parti
ulier du
adre plus général des CSP valués abordés se
tion 2.3.1.5Inversement, on peut 
al
uler la notion 
ontraire de degré de satisfa
tion.
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Fig. 2.1 � Une solution pour le problème des 8 reines.2.2 ModélisationLors de la modélisation d'un problème en CSP, on doit 
hoisir 
omment traduire desspé
i�
ations exprimées ave
 le langage naturel en un triplet de variables de dé
isions,dont l'instan
iation totale 
ara
térise une solution, de domaines et de 
ontraintes. Desvariables auxiliaires, qui n'interviennent pas dans l'expression des solutions, sont parfoisné
essaires pour transformer la stru
ture du problème en 
ontraintes, notamment dans le
adre de la PPC où les programmes s'é
rivent ave
 un nombre de 
ontraintes primitiveslimité. Toujours ave
 la PPC, les solveurs fournissent parfois des variables et 
ontraintessur les booléens ou les ensembles, outre les entiers. Certains problèmes se modélisent plusnaturellement ou � e�
a
ement � (la re
her
he de solution est plus rapide) suivant le 
hoixdu domaine.Parmi les exemples les plus 
lassiques, le problème des huit (ou n) reines se prête àplusieurs modélisations possibles.Problème 2.2 (Les n reines) Soit un entier n � 4, pla
er n reines sur un é
hiquier den� n 
ases sans qu'au
une reine n'en attaque une autre.Il faut don
 modéliser ave
 des variables un é
hiquier muni de n reines et ave
 des 
ontrain-tes le fait que deux reines ne peuvent se trouver sur la même ligne, 
olonne ou diagonale(de pente positive ou négative). La �gure 2.1 montre une solution pour le problème à 8reines.Pour traduire 
e problème en CSP, on peut par exemple :1. Asso
ier une variable booléenne (
odée par une variable entière dans [0; 1℄) à 
haque
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ase de l'é
hiquier qui indique si une reine s'y trouve ou non :
P1
8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:
X = fxi;j; 8(i; j) 2 [1; n℄2gD = fDi;j = [0; 1℄; 8(i; j) 2 [1; n℄2gC = fP(i;j)2[1;n℄2 xi;j = ng n reines[ fPni=1 xi;j � 1; 8j 2 [1; n℄g 
olonnes[ fPnj=1 xi;j � 1; 8i 2 [1; n℄g lignes[ fP(i;j)2[1;n℄2;i�j=k xi;j � 1; 8k 2 [0; n� 2℄g diagonales positives[ fP(i;j)2[1;n℄2;i+j=k xi;j � 1; 8k 2 [0; n� 2℄g diagonales négativesOn utilise don
 n2 variables ave
 des domaines de taille 2, 
e qui 
orrespond à unespa
e de re
her
he de taille 2n2. On pose le nombre de 
ontraintes suivant :1|{z}n reines+ 2n|{z}
olonnes, lignes+2(2n� 3)| {z }diagonales = 6n� 52. Asso
ier deux variables entières à 
haque reine qui représentent sa ligne et sa 
olonne :

P28>>>>>>>><>>>>>>>>:
X = fxi; 8i 2 [1; n℄g [ fyi; 8i 2 [1; n℄gD = fDxi = [1; n℄; 8i 2 [1; n℄g [ fDyi = [1; n℄; 8i 2 [1; n℄gC = fxi 6= xj; 81 � i < j � ng 
olonnes[ fyi 6= yj; 81 � i < j � ng lignes[ fxi � yi 6= xj � yj; 81 � i < j � ng diagonales positives[ fxi + yi 6= xj + yj; 81 � i < j � ng diagonales négativesAve
 
e modèle, on n'a pas besoin de 
ontrainte pour indiquer que l'on doit pla
ern reines, 
'est le nombre de variables utilisées qui rend 
ompte de 
ette partie dela stru
ture du problème. On dénombre 2n variables de domaine de taille n, 
e qui
orrespond à un espa
e de re
her
he de taille n2n. Cha
un des quatre groupes de
ontraintes 
ontient n(n�1)2 
ontraintes, don
 
e modèle né
essite 2n(n�1) 
ontraintes.Ce modèle présente l'in
onvénient d'avoir de nombreuses symétries : les 
ouples(xi; yi); 8i 2 [1; n℄g 
orrespondant à une reine sont tous équivalents, i.e. la solution(l'é
hiquier) est identique quelle que soit la permutation sur 
es 
ouples. On 
her
heradon
 la solution dans un espa
e n! fois trop grand. Pour supprimer 
es symétries, ilsu�t par exemple d'ordonner les reines de haut en bas 
ar il n'y a qu'une reine parligne : xi < xi+1; 8i 2 [1; n� 1℄, 
e qui rajoute n� 1 
ontraintes.Cette te
hnique destinée à supprimer les symétries suggère de n'utiliser que les 
o-lonnes des reines 
omme variables 
ar il ne peut y avoir qu'une reine par ligne, 
eque fait le modèle suivant. Ave
 P2 enri
hi par les 
ontraintes de symétrie, les lignessont �xées : xi = i; 8i 2 [1; n℄.



2.2. MODÉLISATION 45Tab. 2.1 � Mensurations de trois modèles pour le problème des 8 reines.Modèle jX j jDij jespa
ej jCjP1 64 2 1; 8 1019 43P2 16 8 2; 8 1014 112P3 8 8 1; 7 107 843. Asso
ier une variable entière à 
haque ligne de l'é
hiquier pour représenter la 
olonnede la reine qui s'y trouve :P38>>>>>><>>>>>>:
X = fxi; 8i 2 [1; n℄gD = fDi = [1; n℄; 8i 2 [1; n℄gC = fxi 6= xj; 81 � i < j � ng 
olonnes[ fxi � i 6= xj � j; 81 � i < j � ng diagonales positives[ fxi + i 6= xj + j; 81 � i < j � ng diagonales négativesP3 n'utilise que n variables pour un espa
e de re
her
he de taille nn et seulement3n(n�1)2 
ontraintes 
ar on modélise des propriétés du problème dire
tement dans lastru
ture du CSP.On peut bien sûr 
on
evoir de nombreuses autres modélisations.Le tableau 2.1 résume les tailles de 
es di�érents modèles ave
 8 reines. Le dernierest 
elui qui semble le plus fa
ile à résoudre 
ar son espa
e de re
her
he est le plus petit.Suivant la te
hnique de re
her
he utilisée, la nature des 
ontraintes, qui sont traitées plusou moins e�
a
ement, peut in�uen
er également le 
hoix du modèle.2.2.1 Équivalen
e de CSPPour obtenir P3, on s'est servi d'une propriété du problème : il y a une reine et uneseule par ligne. On pourrait s'en servir pour rendre les 
ontraintes du modèle de P1 plus� dures � en remplaçant les inéquations sur les lignes par des équations :nXj=1 xi;j = 1; 8i 2 [1; n℄Cette information est une 
ontrainte impliquée par le problème, elle ne modi�e pasl'ensemble de ses solutions. On dit de telles 
ontraintes qu'elles sont redondantes et queP1 et son ra�nement, qui sont deux CSP portant sur les mêmes variables et ayant mêmessolutions, sont équivalents :Dé�nition 2.9 (CSP équivalents) Soient deux CSP P = (X ;D; C) et P 0 = (X ;D0; C 0)dé�nis sur le même ensemble de variables, on dit que P et P 0 sont équivalents si et seule-ment si SP = SP 0. On note alors P � P 0.



46 CHAPITRE 2. PROBLÈMES DE SATISFACTION DE CONTRAINTESSur le problème des reines, on peut remarquer également que 
haque 
olonne 
ontientexa
tement une reine et rempla
er les inéquations 
on
ernées par des équations. Le pro-blème obtenu est en
ore équivalent à P1.De même, on pourra �ter une valeur au domaine d'une variable d'un CSP si 
elle-
i nefait partie d'au
une solution6. Soit le CSP suivant :P8<: X = fx; ygD = f[1; 3℄; [1; 3℄gC = fx < ygon peut déduire de la 
ontrainte x < y que x est di�érent de 3 et y de 1. Le CSP P 0 obtenuen �ltrant les domaines de x et y lui est don
 équivalent :P � P 08<: X = fx; ygD = f[1; 2℄; [2; 3℄gC = fx < ygToutefois, 
ette notion d'équivalen
e ne peut pas s'appliquer aux CSP P1, P2 et P3 
arils ne sont pas dé�nis sur les mêmes variables. Or P1 et P3 par exemple aboutissent aumême ensemble de solutions 
on
rètes (i.e. de reines pla
ées sur un é
hiquier). De même, sion avait modélisé 
e problème ave
 une seule variable sur un domaine d'ensemble d'entier(
ontraint à être de 
ardinal n) en numérotant 
haque 
ase de 1 à n2 � 
e serait biensûr une très mauvaise idée 
ar les 
ontraintes seraient des plus exotiques � la relationd'équivalen
e 2.9 ne pourrait pas s'appliquer, alors qu'on pourrait établir un isomorphismeentre les solutions de 
e modèle ensembliste et P3.Pour étendre l'équivalen
e de CSP en prenant en 
ompte des di�éren
es de modélisation,y 
ompris des ensembles de variables et des stru
tures de domaine di�érents, [Rossi 90℄dé�nit une notion de rédu
tibilité qui rappelle 
elle que l'on utilise sur les problèmes dedé
ision en 
omplexité des algorithmes [Garey 79℄. Deux fon
tions doivent être spé
i�éespour transformer les variables et les valeurs d'un problème vers l'autre. Deux problèmesmutuellement rédu
tibles sont dits équivalents et on peut don
 
her
her les solutions del'un pour obtenir 
elles de l'autre.2.2.2 SymétriesLes modèles de P1 et P3 n'ajoutent pas de symétrie au problème des n reines 
ar 
haqueinstan
iation totale représente une unique solution. En revan
he, les 
ouples de variables(xi; yi) du modèle P2 sont inter
hangeables, si bien que 
haque solution du problème originalest représentée n! fois. On a intérêt à réduire le plus possible l'espa
e de re
her
he en
hoisissant des modèles qui induisent le moins possible de symétries, par exemple ave
 desvariables ensemblistes 
omme [Barnier 02b℄ pour le problème des � é
olières deKirkman �.6Pour que les 
ontraintes en extension restent bien dé�nies, il faut également leur �ter tous les tuplesoù 
ette valeur apparaît.



2.2. MODÉLISATION 47S'il en reste, on peut essayer de les supprimer à l'aide de 
ontraintes en � ordonnant � lesvariables 
omme mentionné pré
édemment.Le problème peut aussi 
ontenir � intrinsèquement � des symétries. Pour le problèmedes n reines, l'é
hiquier est symétrique par trois rotations (d'angles �2 , � et 3�2 ) et quatreré�exions (horizontale, verti
ale et les deux diagonales). Pour supprimer la ré�exion verti-
ale, on peut restreindre ave
 des 
ontraintes supplémentaires la position de la reine situéesur la première ligne à la première moitié des 
olonnes : x1;j = 0; 8j 2 [dn2 e+1; n℄ pour P1ou x1 � dn2 e pour P3. Ave
 le modèle de P3, on peut aussi supprimer fa
ilement la ré�exionhorizontale en ajoutant la 
ontrainte x1 < xn.De nombreux travaux de re
her
he en PPC ont pour objet d'abstraire et de rendree�
a
e la suppression des symétries (une session est 
onsa
rée au sujet à la 
onféren
eCP'2002) pour limiter la portion de l'espa
e de re
her
he explorée et éventuellement ob-tenir toutes les solutions � uniques � (non-symétriques les unes des autres). [Gent 00℄ parexemple présente une te
hnique générique qui produit dynamiquement de nouvelles 
on-traintes pour supprimer des symétries identi�ées par un isomorphisme entre deux solutionsquel
onques.Les te
hniques de Re
her
he Lo
ale peuvent également pro�ter de suppressions de sy-métries simples à exprimer 
omme la ré�exion verti
ale pour les problèmes P1 et P3 (ave
une rédu
tion de domaine). Mais elles n'intègrent que di�
ilement la suppression de symé-tries en la modélisant par des 
ontraintes 
ar on 
her
he en général à minimiser le nombrede 
ontraintes violées, don
 on ne réduirait pas la taille de l'espa
e et on risquerait d'han-di
aper la re
her
he en perturbant l'évaluation des solutions. D'autre part, la RL étantin
omplète, elle n'est pas utilisée pour obtenir l'ensemble des solutions d'un CSP, 
e quiréduit l'enjeu des suppressions de symétries.2.2.3 Réi�
ationLa plupart des solveurs de PPC permettent de modéliser des problèmes à l'aide de 
on-traintes réi�ées. La réi�
ation d'une 
ontrainte 
 introduit une nouvelle variable booléenne(
odée par un entier) 
ontrainte à être égale à 1 si 
 est satisfaite et à 0 si elle est violée,mais 
 n'est pas ajoutée à l'ensemble des 
ontraintes. On peut ensuite utiliser 
es nouvellesvariables pour poser d'autres 
ontraintes (appelée parfois méta-
ontraintes). La possibilitéde réi�er une 
ontrainte est en général limitée au 
as des 
ontraintes arithmétiques mais lemé
anisme est général et 
ette extension du langage des 
ontraintes d'un solveur renfor
e
onsidérablement son pouvoir d'expression.Par exemple, on peut é
rire très fa
ilement une 
ontrainte de � 
ardinalité � qui 
omptele nombre de variables d'un ensemble fx1; : : : ; xkg égales à une tier
e variable v :
ard(
; v; fx1; : : : ; xkg), 
 = kXi=1 b(xi = v)en appelant b(
) la réi�
ation de la 
ontrainte 
.
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ations permettent également d'é
rire simplement des 
ontraintes de suppres-sion de symétrie 
omme l'ordre lexi
ographique de 
ouples de variables :xi < xi+1 _b (xi = xi+1 ^b yi < yi+1)On utilise dans 
ette dernière expression des opérateurs booléens spé
iaux x _b y et x ^b ypour désigner respe
tivement b(x)+ b(y) � 1 et b(x)+ b(y) = 2 (en gardant le 
odage ave
des entiers) ou les 
ontraintes booléennes réi�ables équivalentes.En�n, on peut aussi utiliser des réi�
ations pour modéliser des CSP ave
 
ontraintesoptionnelles ou des PCSP, en essayant de maximiser le nombre de 
ontraintes satisfaites.Mais les 
ontraintes réi�ées de la PPC sont souvent peu e�
a
es dans les solveurs 
lassiqueset le 
adre standard des CSP n'est pas bien adapté pour modéliser 
ette 
lasse de problème.Des extensions du formalisme des CSP ont été 
onçues pour pouvoir traiter 
es problèmes(
f. se
tion 2.3.1).2.3 ExtensionsLe 
adre 
lassique de la dé�nition (2.2) des CSP dé
rit un réseau statique de 
ontraintesdures (i.e. une solution du CSP doit les satisfaire) exprimées en extension. Dans la se
tionpré
édente, la spé
i�
ation des 
ontraintes a été enri
hie grâ
e aux 
ontraintes en intention� qui rendent 
ompte de l'utilisation des 
ontraintes primitives, éventuellement globales,des solveurs PPC et des algorithmes spé
i�ques qui les traitent � et à la réi�
ation au seind'un langage de 
ontraintes. Mais 
ertains problèmes réels né
essitent la modélisation depréféren
es entre diverses solutions ou la prise en 
ompte de l'évolution d'un problème dansle temps. Nous évoquons dans les se
tions suivantes des extensions du CSP qui tentent derépondre à 
es problèmes.2.3.1 CSP valuésUn CSP 
lassique impose qu'une solution respe
te toutes les 
ontraintes, et quand uneinstan
e est sur-
ontrainte, l'ensemble des solutions est vide. Dans le 
adre de problèmesindustriels, 
ertaines 
ontraintes doivent être respe
tées impérativement 
ar elles sont in-trinsèques à la stru
ture du problème, mais on souhaite en général obtenir une solution� aussi bonne que possible �, quitte à relâ
her des 
ontraintes de moindre importan
e,
'est-à-dire à a

epter que 
ertaines d'entre elles soient violées. Le nombre ou l'importan
edes 
ontraintes violées in�uent alors sur la 
ara
térisation de la solution optimale.Ave
 un CSP orthodoxe, on peut 
hoisir d'ignorer toutes les 
ontraintes � optionnelles �mais le nombre de solutions risque d'être très grand, 
ertaines d'entre elles se révélant sansintérêt pratique. Au 
ontraire, imposer que toutes les 
ontraintes soient dures peut aboutirà l'absen
e de solution. La PPC, en introduisant la réi�
ation de 
ontraintes, peut prendreen 
ompte de manière limitée des CSP enri
his de 
ontraintes optionnelles (simples, e.g.arithmétiques) asso
iées au 
oût (supposé entier) de leur relaxation ri :C 0 = f(
0i; ri); 8i 2 [1; m0℄g



2.3. EXTENSIONS 49Le 
oût de la violation des 
ontraintes s'exprimera par exemple additivement :m0Xi=1 b(
0i)riet on 
her
hera à le minimiser. Si le problème est déjà un problème d'optimisation, il faudra
hoisir 
omment hiérar
hiser l'obje
tif et les relaxations.[Borning 87℄ présente les hiérar
hies de 
ontraintes et [Freuder 89℄ propose le forma-lisme des CSP partiels (PCSP) pour modéliser de tels problèmes ; ils adaptent égalementles algorithmes de la PPC pour les résoudre. [S
hiex 95℄ présente le 
adre élégant des CSPvalués (VCSP) qui paramètre la relaxation des 
ontraintes par une stru
ture d'ensembleordonné (les 
oûts des relaxation) muni d'une opération binaire7 (l'addition dans le pa-ragraphe pré
édent) et une fon
tion qui asso
ie 
haque 
ontrainte à un élément de 
etensemble8. L'instan
iation de 
e formalisme par la stru
ture adéquate permet d'obtenirle CSP standard et la plupart des extensions autorisant des 
ontraintes optionnelles. Desalgorithmes génériques fondés sur 
eux de la PPC traditionnelle sont également dé
rits.Les te
hniques de RL font évoluer en général des instan
iations totales qui ne respe
tentpas toutes les 
ontraintes et se servent du nombre de 
ontraintes violées pour guider lare
her
he : dans le 
adre 
lassique des CSP, une solution est obtenue si 
e nombre estégal à 0 (
f. se
tion 2.1.7). Ce pro
essus est bien adapté aux problèmes pour lesquelles onveut pouvoir solli
iter une solution à tout moment, même si elle ne satisfait pas toutes les
ontraintes. On peut également ra�ner 
e modèle pour résoudre des problèmes VCSP enspé
i�ant les 
ritères d'optimalité dans la fon
tion de 
oût.2.3.2 CSP dynamiquesCertains problèmes industriels surviennent dans un environnement dynamique : desparamètres du problème original sont modi�és et on désire déterminer une solution quirespe
te le nouveau problème à partir d'une solution pré
édente ou au 
ours de la re
her
he.Par exemple, on peut vouloir ajouter ou retirer des tâ
hes à un système de s
heduling aufur et à mesure que de nouvelles informations deviennent disponibles ou modi�er l'étatdes ressour
es pour tenir 
ompte de pannes. Dans une appli
ation graphique intera
tive,la s
ène doit évoluer pour respe
ter les 
ontraintes posées sur les objets qu'elle 
ontient entenant 
ompte des modi�
ations e�e
tuées par l'utilisateur.Les CSP dynamiques (DCSP) formalisent 
e type de problème en 
onsidérant une suitede CSP dont deux problèmes su

essifs di�èrent par l'ajout ou le retrait de 
ontrain-tes, éventuellement unaires (modi�
ations de domaines). On souhaite alors 
onstruire unenouvelle solution plus e�
a
ement qu'en réitérant une re
her
he 
lassique. Pour 
ertainsproblèmes, on veut également que la nouvelle solution soit pro
he de la dernière solution
al
ulée (� robustesse � de la solution).7Cette stru
ture est un � monoïde 
ommutatif totalement ordonné � muni d'un élément minimum etd'un élément maximum. L'opérateur binaire doit satisfaire des propriétés dé
rites dans [S
hiex 95℄.8On peut aussi asso
ier un 
oût à 
haque tuple de 
haque 
ontrainte, mais le prin
ipe reste le même.



50 CHAPITRE 2. PROBLÈMES DE SATISFACTION DE CONTRAINTESLes solveurs PPC 
lassiques peuvent en général ajouter des 
ontraintes dynamique-ment lors de la résolution d'un CSP � 
'est d'ailleurs souvent l'opération de base lorsde la re
her
he � mais l'opération de retrait est 
ontraire à la propriété de monotonie,essentielle pour 
es solveurs. Cependant, si une solution a déjà été obtenue, le retrait de
ontraintes permet de la 
onserver, alors que l'ajout la rend éventuellement in
onsistante.[Verfaillie 95℄ présentent di�érentes te
hniques pour résoudre e�
a
ement les DCSP grâ
eà la mémorisation et la réutilisation de solutions pour guider l'heuristique d'algorithmesde PPC ou de RL et/ou la mémorisation et la réutilisation de 
ontraintes en PPC pouridenti�er et 
onserver les dédu
tions toujours valides dans le nouveau problème lors duretrait de 
ontraintes.



Chapitre 3Résolution des CSPLa méthode exa
te la plus naïve pour résoudre un CSP est d'énumérer toutes les 
om-binaisons de valeurs possibles (instan
iations totales) jusqu'à 
e que l'on en trouve unequi soit 
onsistante. Si au
une solution n'a été trouvée après la véri�
ation de 
haqueinstan
iation, on obtient la preuve que le problème est in
onsistant. Mais 
ette appro
he
onduit naturellement à une 
omplexité exponentielle qui la rend imprati
able sur desCSP de grande taille. Les te
hniques de résolution systématiques fondées sur 
e prin
ipe
onstruisent une solution par l'extension d'une instan
iation partielle ; le 
hoix des ex-tensions (i.e. l'a�e
tation d'une valeur à une variable non instan
iée) est remis en 
ausequand une in
onsistan
e est déte
tée � 
'est le retour arrière ou ba
ktra
k. Ces algorithmestentent d'améliorer l'e�
a
ité de la re
her
he en exploitant les 
ontraintes des CSP pour in-férer des rédu
tions de l'espa
e de re
her
he, ainsi que les informations dé
ouvertes depuisle début de la re
her
he. De telles méthodes de résolution sont élégamment intégrés dansle 
adre de la Programmation Par Contraintes qui 
onstitue un langage de modélisationde CSP et de spé
i�
ation de stratégie de re
her
he.Mais quelques soient les ra�nements apportés, 
es méthodes 
omplètes restent expo-nentielles pour un CSP quel
onque et peuvent don
 être trop lentes pour résoudre desproblèmes de grande taille. Dans 
e 
as, une méthode appro
hée de Re
her
he Lo
ale, ouméta-heuristique, peut être utilisée en sa
ri�ant la 
omplétude de la re
her
he. Ce type dere
her
he pratique des modi�
ations lo
ales su

essives à partir d'une instan
iation totaleinitiale : un voisinage est dé�ni autour de 
haque instan
iation totale et une heuristique estresponsable de la séle
tion du pro
hain voisin pour tenter de se � diriger � vers les régionsde l'espa
e de re
her
he qui 
ontiennent des solutions. Ces instan
iations totales sont éven-tuellement in
onsistantes et une solution est obtenue lorsque plus au
une 
ontrainte n'estviolée. De telles te
hniques peuvent don
 également fournir des � solutions � appro
héespour les problèmes sur-
ontraints et lorsque le temps de résolution est limité.L'hybridation de 
es deux paradigmes très di�érents pour pro�ter de leurs avantagesrespe
tifs semblent une voie de re
her
he prometteuse, mais les 
on
epts qu'ils manipulentsont di�
iles à 
on
ilier. De nombreuses 
ombinaisons, souvent dédiées à des problèmesparti
uliers, ont été proposées mais il n'existe pas en
ore de 
adre élégant qui puisse uni�er51



52 CHAPITRE 3. RÉSOLUTION DES CSPles deux te
hniques de manière générique1.Nous présentons d'abord dans la se
tion suivante les te
hniques de re
her
he systé-matique les plus utilisées pour résoudre les CSP en terminant par le paradigme de laProgrammation Par Contraintes, un outil qui ren
ontre un su

ès 
ommer
ial 
roissantdans le monde industriel. Les méthodes de Re
her
he Lo
ale font ensuite l'objet de la se
-tion 3.2 et la se
tion 3.3 explore les opportunités d'hybridation des deux appro
hes. En�n,nous passons en revue se
tion 3.4 quelques systèmes existants de Programmation Par Con-traintes et de Re
her
he Lo
ale ainsi que les langages de modélisation dont l'ambition estde permettre d'é
rire des algorithmes hybrides.3.1 Re
her
he systématique3.1.1 Générer et testerLa méthode la plus naïve pour 
her
her une solution d'un CSP P = (X ;D; C) estd'énumérer tous les tuples de D en véri�ant à 
haque fois si les instan
iations totales
orrespondantes sont 
onsistantes. On peut véri�er 
haque 
ontrainte ave
 une 
omplexitépolynomiale (i.e. la véri�
ation est un problème � fa
ile �) si toutes ses variables sontinstan
iées mais il faut éventuellement par
ourir tout l'espa
e de re
her
he avant de trouverune solution, et 
'est même né
essaire si on souhaite obtenir un optimum ou l'ensemble dessolutions du problème. Cet espa
e a la taille de D, et la 
omplexité de l'algorithme dé
rit,appelé � générer et tester � (GT), est don
 exponentielle ave
 le nombre de variable � ondoit véri�er de l'ordre de O(mdnmax) 
ontraintes.Pour par
ourir 
et espa
e systématiquement, on stru
ture la re
her
he sous la formed'un arbre dont 
haque n÷ud 
orrespond à une instan
iation partielle et ses �ls à l'extensionde 
ette instan
iation ave
 une nouvelle variable, 
haque �ls 
orrespondant à une valeurde son domaine. L'algorithme GT par
ourt 
et arbre en profondeur d'abord2, ave
 une
omplexité spatiale en O(n).L'algorithme maintient V, l'ensemble des variables qui ne sont pas en
ore instan
iées,et I, l'instan
iation partielle 
ourante qui porte sur les autres variables (X �V). Au débutde la re
her
he, la fon
tion de l'algorithme 1 est appliquée à l'ensemble des variables etl'instan
iation partielle 
ourante est vide : générer_et_tester(X , ;). Puis à 
haque appelré
ursif, on 
hoisit une nouvelle variable x de V et on essaye de 
ompléter I ave
 l'une desvaleurs de son domaine. Quand I est totale (V = ;), on véri�e si elle satisfait toutes les
ontraintes, et si 
'est le 
as, on renvoie la solution. Si l'algorithme termine et qu'au
unesolution n'a été renvoyée, le problème est in
onsistant.On peut fa
ilement modi�er 
et algorithme pour 
al
uler une solution optimale en
ontinuant la re
her
he même si une solution est trouvée. À 
haque nouvelle solution, on
ompare son 
oût à 
elui de la meilleure solution antérieure et on la rempla
e s'il est1L'appro
he de [Laburthe 98b℄ est néanmoins une tentative des plus élégantes pour s'en rappro
her.2Un autre type de par
ours serait né
essairement plus 
oûteux en mémoire et aurait peu d'intérêt 
arles solutions se trouvent toutes à une profondeur 
onstante (n).



3.1. RECHERCHE SYSTÉMATIQUE 53Algorithme 1 � générer_et_tester(V, I)1: if V = ; then2: if V
2C e
(I) then3: return I {une solution}4: end if5: else6: x 2 V {
hoix d'une nouvelle variable}7: for all a 2 Dx do8: I 0 := I [ (x; a) {
hoix d'une valeur}9: générer_et_tester(Vnfxg, I 0)10: end for11: end ifmeilleur. L'optimum est obtenu quand l'algorithme termine, i.e. tout l'espa
e de re
her
hea été par
ouru. Une variante évidente peut aussi 
al
uler l'ensemble des solutions d'unCSP.Ce type de re
her
he 
onstitue la fondation des algorithmes systématiques de résolutiondes CSP. On peut généraliser la notion de n÷ud (d'un arbre de re
her
he) en 
onsidérantqu'il 
orrespond à une dé
ision imposée sur le problème pour le rendre plus simple. Pourles CSP, 
es dé
isions peuvent être vues 
omme l'ajout dynamique de 
ontrainte : l'al-gorithme 1 ajoute à 
haque n÷ud la 
ontrainte fx = ag à C. La re
her
he est 
omplètesi toutes les autres valeurs sont également essayées. Pour simpli�er, on peut se limiter àdes arbres de dé
isions binaires qui ajoutent à 
haque n÷ud soit une 
ontrainte 
, soit sanégation :
 dé�nie par l'ensemble de tuples qui rendent fausse sa fon
tion de satisfa
tion.
 et :
 partitionne en deux l'espa
e de re
her
he du CSP 
ourant (i.e. le problème originalrestreint par les 
ontraintes ajoutées depuis la ra
ine de l'arbre jusqu'au n÷ud 
onsidéré), sibien que les solutions obtenues dans les deux bran
hes 
onstituent également une partitionde l'ensemble des solutions de 
e CSP :S(X ;D;C) = S(X ;D;C[f
g) [ S(X ;D;C[f:
g) et S(X ;D;C[f
g) \ S(X ;D;C[f:
g) = ;On peut alors 
onsidérer que l'algorithme 1 impose à 
haque n÷ud soit la 
ontraintefx = ag ave
 a 2 Dx, soit sa négation fx 6= ag, jusqu'à 
e que le domaine de x soitun singleton, auquel 
as une nouvelle variable doit être 
hoisie.Pour résoudre le CSP de l'exemple 3.1, qui n'a qu'une solution f(x; 4); (y; 1); (z; 4)g,GT doit par
ourir entièrement l'arbre de re
her
he de la �gure 3.1 jusqu'à la bran
he dontles instan
iations sont en
adrées. Le 
al
ul de toutes les solutions né
essitera un par
oursexhaustif.Exemple 3.1 8<: X = fx; y; zgD = ff2; 3; 4g; f1; 2; 3g; f4; 5ggC = fxy = z; x > yg



54 CHAPITRE 3. RÉSOLUTION DES CSP;x = 2y = 1z = 4 z = 5 y = 2z = 4 z = 5 y = 3� � � x = 3� � � x = 4y = 1z = 4 z = 5 y = 2� � � y = 3� � �Fig. 3.1 � L'algorithme GT sur l'exemple 3.1Cet algorithme est très 
oûteux en temps de 
al
ul mais il peut in
orporer de nom-breuses améliorations en exploitant la stru
ture des CSP et l'information issue des étapespré
édentes de la re
her
he, 
e qui fait l'objet des deux se
tions suivantes.3.1.2 Ba
ktra
kL'un des défauts de l'algorithme GT est de ne véri�er la satisfa
tion des 
ontraintesqu'une fois l'instan
iation totale obtenue, à 
haque feuille de l'arbre de re
her
he. Or onpeut tester la satisfa
tion d'une 
ontrainte 
 = (X
;e
) dès que les variables qui la 
on
ernentsont instan
iées X
 � XI . Si on déte
te qu'une instan
iation partielle est in
onsistante
ar elle viole une 
ontrainte 
, on pourra alors élaguer le sous-arbre 
orrespondant à sesextensions 
ar toutes violeront 
. Il su�t alors d'e�e
tuer un retour arrière ou ba
ktra
kdans l'arbre jusqu'à la première instan
iation antérieure qui o�re une autre bran
he nonen
ore explorée.On modi�e GT pour obtenir l'algorithme 2 ba
ktra
k (BT) en testant la 
onsistan
ede l'instan
iation partielle à 
haque nouvelle valeur essayée (ligne 7). Pour ne pas testerplusieurs fois les 
ontraintes déjà satisfaites, on se 
ontente de 
elles qui véri�ent :
 2 C ^ x 2 X
 ^ X
 � XI0
'est-à-dire 
elles qui n'ont pas été testées pré
édemment 
ar elles 
on
ernent la variablex, in
onnue dans I mais instan
iée par I 0.Appliqué à l'exemple 3.1, BT s'épargne le développement des sous-arbres (marquéespar un 
arré dans la �gure 3.2) qui violent la 
ontrainte x > y dès que 
es deux variablessont instan
iées. L'algorithme BT est don
 systématiquement meilleur que GT mais sa
omplexité reste évidemment exponentielle en pire 
as � par exemple, ils seraient équiva-lents si toutes les 
ontrainte portaient sur toutes les variables et ne pouvaient être véri�éesqu'au niveau des feuilles.Mais l'algorithme BT sou�re néanmoins de plusieurs défauts par
e qu'il n'exploite pasplus avant la stru
ture des CSP et ne mémorise pas toutes les dédu
tions obtenues depuisle début de la re
her
he :� Lors d'un retour arrière, BT remet en 
ause la dernière variable instan
iée (on appelparfois 
et algorithme ba
ktra
k 
hronologique) alors qu'elle n'est pas for
ément la
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Algorithme 2 � ba
ktra
k(V, I)1: if V = ; then2: return I {une solution}3: else4: x 2 V {
hoix d'une nouvelle variable}5: for all a 2 Dx do6: I 0 := I [ f(x; a)g {
hoix d'une valeur}7: if V
2C^x2X
^X
�XI0 e
(I 0) then8: ba
ktra
k(Vnfxg, I 0)9: end if10: end for11: end if

;x = 2y = 1z = 4 z = 5 y = 22 y = 32 x = 3y = 1� � � y = 2� � � y = 32 x = 4y = 1z = 4 z = 5 y = 2� � � y = 3� � �Fig. 3.2 � L'algorithme BT sur l'exemple 3.1
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ause de l'é
he
. Les algorithmes de ba
kjumping évitent 
ette sour
e d'é
he
s enanalysant la 
ause des in
onsistan
es puis en e�e
tuant un retour arrière dire
tementvers une variable responsable de l'é
he
.� Les instan
iations partielles in
onsistantes (appelées aussi nogoods) 
onstatées au
ours de la re
her
he doivent être redé
ouvertes dans les bran
hes ultérieures del'arbre. Les algorithmes d'apprentissage de 
ontraintes3 maintiennent les nogoods per-tinents sous forme de 
ontraintes ajoutées au CSP.� BT attend que toutes les variables d'une 
ontrainte soient instan
iées avant de lavéri�er. On peut en fait inférer des é
he
s bien avant en imposant un 
ertain degréde 
onsistan
e lo
ale aux variables non instan
iées.Les deux premiers types d'algorithme qui 
on
ernent les variables déjà instan
iées sontdes te
hniques rétrospe
tives (look-ba
k) passées en revue se
tion 3.1.3 alors que le troisièmeest prospe
tif (look-ahead) 
ar il infère des 
ontraintes sur les variables non instan
iées. Cettedernière te
hnique est détaillée dans la se
tion 3.1.4.3.1.3 Ba
ktra
k � intelligent �Ba
kjumpingConsidérons le CSP suivant :Exemple 3.28<: X = fx; y; z; tgD = ff2; 3g; f1; 2g; f1; 2; 3g; f2; 3ggC = fx > t; y 6= z; y < tg
x z

yt >> 6=
La �gure 3.3 représente une partie de l'arbre de re
her
he 
orrespondant.Sur 
e problème, l'algorithme BT, après avoir é
houé dans la bran
he la plus à gau
hef(x; 2); (y; 1); (z; 1)g 
ar y 6= z, parvient à instan
ier z à 2 puis é
houe sur toutes lesvaleurs de t. Cet é
he
 sur le domaine entier de t le 
onduit à ba
ktra
ker4 pour tenterl'instan
iation z = 3. Mais t n'a au
une 
ontrainte 
ommune ave
 z, si bien qu'à 
e n÷udde l'arbre (f(x; 2); (y; 1)g), on ne peut obtenir de solution quelque soit la valeur de z.Pour éviter d'explorer le sous-arbre 
orrespondant à f(x; 2); (y; 1); (z; 3)g 
omme le faitBT (
f. �gure 3.3), il faut ba
ktra
ker au moins jusqu'à une variable qui ait une 
ontrainte
ommune ave
 t, 
'est-à-dire x ou y. C'est le prin
ipe général du ba
kjumping, qui se3On trouve dans la littérature 
onstraints (ou nogoods) re
ording (ou learning).4Ba
ktra
ker v. intr. (Angli
isme) : Revenir en arrière.



3.1. RECHERCHE SYSTÉMATIQUE 57;x = 2y = 1z = 12 z = 2t = 22 t = 32 z = 3BT y = 2GBJ x = 3CBJ
Fig. 3.3 � BT ave
 ba
kjumping sur l'exemple 3.2.dé
line en plusieurs variantes suivant la te
hnique utilisée pour déterminer la variable surlaquelle ba
ktra
ker ; nous en évoquons deux, référen
ées dans [De
hter 98℄ qui étudie leur
omplétude et la pertinen
e du 
hoix de la variable sur laquelle ba
ktra
ker.L'algorithme graph-based ba
kjumping (GBJ) utilise uniquement le graphe de 
ontrain-tes pour 
hoisir une variable. Pour être sûr de ne pas manquer de solution, on doit remettreen 
ause la variable instan
iée le plus ré
emment parmi toutes les 
andidates, don
 y dansnotre 
as. GBJ va alors dire
tement explorer le sous-arbre f(x = 2); (y = 2)g et s'épargneune partie du travail réalisé par BT (l'exploration du sous-arbre f(x; 2); (y; 1); (z; 3)g).Si y = 1 était déjà la dernière bran
he au moment du ba
ktra
k, on aurait 
ontinuer à� sauter � en arrière vers une variable impliquée dans une 
ontrainte soit ave
 t, soit ave
y. Cependant, ba
ktra
ker vers y ne résout pas l'é
he
 
ar la 
ontrainte y < t n'est pasviolée dans la bran
he f(x; 2); (y; 1); (z; 2)g. L'in
onsistan
e est en fait due à la 
ontraintex > t, qui est la plus ré
ente à justi�er l'é
he
 de l'instan
iation de t (i.e. sa véri�
ationindique une in
onsistan
e). L'algorithme 
on�i
t-dire
ted ba
kjumping (CBJ) maintientainsi pour la variable 
ourante l'ensemble des variables instan
iées en 
on�it ave
 elle etba
ktra
ke vers la plus ré
ente en 
as d'é
he
. Ainsi, CBJ peut dire
tement � sauter � versla bran
he x = 3 et é
onomise le par
ours du sous-arbre f(x = 2); (y = 2)g, puisque seuleune instan
iation de x di�érente de 2 peut satisfaire x > t.Apprentissage de 
ontraintesOn 
hoisit à présent d'instan
ier les variables de l'exemple 3.2 dans un ordre di�érent :z, x, t puis y. La �gure 3.4 montre l'arbre de re
her
he de BT sur 
e CSP.On peut 
onstater sur la bran
he la plus à gau
he 
orrespondant à l'instan
iationI1 = f(z; 1); (x; 2)g qu'au
une des valeurs de t ne 
onvient à 
ause de la 
ontrainte x > t,don
 I1 est in
onsistante. On appelle nogood [S
hiex 93℄ une telle instan
iation partiellequi ne fait partie d'au
une solution5. Un nogood peut don
 être vu 
omme une nouvelle5On dit également que I1 est une instan
iation partielle globalement in
onsistante.
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z = 2x = 2BT x = 3NR z = 3: : :

Fig. 3.4 � BT ave
 apprentissage de 
ontraintes sur l'exemple 3.2.
ontrainte que l'on peut ajouter globalement au problème sans modi�er l'ensemble de sessolutions. Comme z n'intervient pas dans la 
ontrainte violée, on peut limiter le nogood àfx = 2g et on peut don
 ajouter au CSP 3.2 la 
ontrainte unaire x 6= 2. Or l'algorithmeBT va tenter par la suite de 
her
her une solution dans la bran
he fz = 2; x = 2g alorsqu'elle ne peut pas, 
omme on l'a déduit pré
édemment, être étendue en une solution.Pour éviter 
ette exploration redondante, les algorithmes de nogoods re
ording entre-tiennent par di�érentes te
hniques une � base de données � de nogoods au sein d'unalgorithme de ba
ktra
k et exploitent don
 les informations déduites depuis le début dela re
her
he pour poser de nouvelles 
ontraintes sur le CSP. En e�et, à 
haque feuille del'arbre par
ouru par BT, une instan
iation partielle globalement in
onsistante I est déte
-tée 
ar elle viole une 
ontrainte 
 et on pourrait don
 ajouter I à l'ensemble des 
ontraintesdu CSP. Mais le sto
kage de 
es nogoods peut prendre un espa
e de taille exponentielleave
 le nombre de variables. Or, 
omme on l'a mentionné pré
édemment, les variables deI impliquées dans 
 su�sent à provoquer l'in
onsistan
e, don
 la proje
tion de I sur X
est elle-même un nogood. Cette propriété est d'autant plus intéressante que les nogoodsles plus 
ourts sont les meilleurs : si la 
ontrainte 
orrespondante est imposée, une plusgrande partie de l'espa
e de re
her
he peut être élaguée 
ar moins de variables instan
iéessont né
essaires pour véri�er sa 
onsistan
e.De plus, les nogoods mémorisés peuvent être 
ombinés pour en produire de nouveaux.Un nogood peut être vu 
omme une impli
ation : la bran
he la plus à gau
he de l'arbre 3.4,par exemple, 
orrespond au nogood f(x; 2); (t; 2)g, 
e qui peut également s'é
rirex = 2 ) t 6= 2De même la bran
he voisine 
orrespond au nogood x = 2 ) t 6= 3. Comme 2 et 3 sontles seules valeurs possibles de t, on en déduit que f(x; 2)g est un nogood. BT appliqueen fait impli
itement 
ette te
hnique lors d'un retour arrière sans projeter le nogood surles 
ontraintes violées et en le mémorisant grâ
e à l'instan
iation partielle 
ourante. Plusgénéralement, les algorithmes de nogoods re
ording utilisent la forme de résolution suivante



3.1. RECHERCHE SYSTÉMATIQUE 59pour générer de nouveaux nogoods à partir de 
eux qui ont été mémorisés : soit une variablex de domaine Dx = fvk; 8k 2 [1; s℄g et s nogoods de la forme Ik ) x 6= vk alors Ssk=1 Ikest un nogood. Don
 si un ensemble de nogoods élimine toutes les valeurs possibles d'unevariable x, on peut en déduire un nouveau nogood, éventuellement plus 
ourt, dans lequelx n'apparaît pas. La 
ontrainte fx 6= 2g ajoutée au problème 3.2 par un algorithme dotéde nogoods re
ording (NR) permet alors d'éviter l'exploration du sous-arbre f(z; 2); (x; 2)g
omme l'illustre la �gure 3.4.Les informations 
olle
tées par les algorithmes de nogood re
ording sont pro
hes de
elles utilisées pour le ba
kjumping (
f. se
tion 3.1.3), mais elles ne sont pas utilisée de lamême manière6. De nombreux algorithmes de ba
ktra
k hybrides [S
hiex 93, Ginsberg 93,De
hter 98℄ pro�tent don
 à la fois de 
es deux améliorations en limitant l'ensemble desnogoods produits pour garder une 
omplexité temporelle et spatiale polynomiale. Ces raf-�nements de BT peuvent en e�et être plus 
oûteux en temps d'exé
ution sur 
ertainsproblèmes que l'algorithme de base s'ils ne permettent pas d'élaguer des portions su�sam-ment larges de l'espa
e de re
her
he ; ainsi, même si les nombres de n÷uds visités et deretours arrières sont systématiquement inférieurs à 
elui de BT, le maintien des stru
turesde données né
essaires peut ralentir la re
her
he.Mentionnons �nalement qu'une autre te
hnique, le ba
kmarking (BM), permet d'éviterdes tests de 
onsistan
e redondants, supposés 
oûteux, (mais pas d'éliminer des sous-arbres)en mémorisant leur résultat puis en le réutilisant s'il est toujours valide. L'espa
e requispar BM reste polynomial7 mais 
et algorithme ne permet pas de déduire de nouvelles
ontraintes et de réduire le nombre de n÷uds visités.3.1.4 Propagation de 
ontrainteL'algorithme BT et ses ra�nements fondés sur des s
hémas rétrospe
tifs se 
ontententde véri�er la satisfa
tion d'une 
ontrainte quand toutes ses variables sont instan
iées. Or,plus les in
onsistan
es sont déte
tées pré
o
ement, plus la portion de l'espa
e de re
her
heéliminée est importante. Les te
hniques prospe
tives d'amélioration de BT tentent de main-tenir des propriétés de 
onsistan
e lo
ale, moins forte que la 
onsistan
e � globale � (i.e.le problème est résolu) et de 
omplexité polynomiale, à 
haque n÷ud de l'arbre de re-
her
he. Ces propriétés de 
onsistan
e lo
ale impliquent des variables qui n'ont pas étéen
ore instan
iées et éliminent des valeurs de leur domaine pour éviter des é
he
s a priori.Consistan
e lo
aleÉtablir la 
onsistan
e � globale � d'un CSP revient à le résoudre. On peut néanmoinsdé�nir des propriétés de 
onsistan
e lo
ale plus faibles qui permettent de simpli�er le CSPen inférant des 
ontraintes induites (i.e. qui ne 
hangent pas l'ensemble des solutions) etqui peuvent être établies ave
 des algorithmes de 
omplexité polynomiale.6Les e�ets des deux te
hniques peuvent pourtant être identiques sur l'élagage de 
ertains sous-arbres.7BM sto
ke une information de taille 
onstante pour 
haque variable et pour 
haque valeur de 
haquevariable, don
 l'espa
e né
essaire a une taille en O(ndmax).
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onsisten
y Sur l'exemple 3.2, l'algorithme NR dé
ouvre la 
ontrainte induitex 6= 2 dans le sous-arbre f(z; 1)g mais instan
ie à nouveau x à 2 dans le sous-arbre f(z; 2)gavant de dé
ouvrir que la 
ontrainte x 6= 2 est violée. On pourrait don
 transformer leCSP 3.2 en remplaçant Dx (le domaine de x) par Dx=f2g = f3g. On obtient alors unnouveau CSP équivalent au pré
édent mais ave
 un espa
e de re
her
he moindre. C'est late
hnique de 
onsistan
e lo
ale la plus simple.On dit qu'un CSP est node 
onsistent8 si toutes les 
ontraintes unaires (d'arité 1) sontsatisfaites :Dé�nition 3.1 (Node 
onsisten
y) Un CSP P = (X ;D; C) est node 
onsistent si etseulement si 8x 2 X , Dx 6= ; et 8v 2 Dx, 8
 2 C telle que X
 = fxg, alors e
((v)) = vrai.En supposant qu'un CSP a au plus n 
ontraintes unaires9, un algorithme qui trans-forme un CSP en un problème node 
onsistent aura une 
omplexité en O(ndmax) : il su�tde par
ourir l'ensemble des 
ontraintes unaires (
) et de rempla
er le domaine des variables
on
ernées (x) par Dx \ R
 � on suppose, 
e qui a un intérêt opérationnel, que les 
on-traintes peuvent 
ontenir des valeurs qui ont été supprimées des domaines. Ces 
ontraintesunaires peuvent ensuite être retirées du CSP.Ar
-
onsistan
e Sur l'exemple 3.2, les variables x et t de domaine f2; 3g sont liées parla 
ontrainte x > t. Si x = 2, au
une valeur de t ne permet à la 
ontrainte d'être satisfaite,don
 on peut retirer 2 de Dx et obtenir un CSP équivalent. De même, une instan
iationpartielle où t = 3 ne peut être 
onsistante, don
 on peut retirer 3 de Dt. Ces rédu
tions dedomaine deviennent évidentes si on exprime la 
ontrainte en extension : (fx; tg; f(3; 2)g).On peut ainsi supprimer du domaine d'une variable toute valeur qui ne permet pas detrouver un tuple satisfaisant une des 
ontraintes qui la 
on
ernent et 
onstruit ave
 desvaleurs appartenant aux domaines des autre variables impliquées dans la 
ontrainte. Ondit d'une telle valeur (qui ne peut faire partie d'au
une solution) qu'elle n'a pas de supportdans les domaines des autre variables. On dé�nit 
ette notion dans le 
as des CSP binaires :Dé�nition 3.2 (Support d'une valeur) Soit un CSP binaire P = (X ;D; C) et 
 =(fx; yg;R
) 2 C une 
ontrainte de P sur les variables x et y. Une valeur vy 2 Dy dudomaine de y est un support pour une valeur vx 2 Dx du domaine de x si et seulement si(vx; vy) 2 R
, i.e. (vx; vy) satisfait 
.La propriété d'ar
-
onsistan
e [Ma
kworth 77℄ est dé�nie sur les ar
s, i.e. les 
ontraintes,du graphe asso
ié à un CSP binaire. Elle 
ara
térise une forme lo
ale de 
onsistan
e et uneapproximation (forte) de la 
onsistan
e globale du CSP.8On pourrait traduire (en bon français) par 
ohéren
e de n÷ud qui fait référen
e au graphe de 
ontraintesasso
ié à un CSP (
f. se
tion 2.1.1).9On ne perd pas en généralité 
ar on peut � fusionner � deux 
ontraintes en extension portant surles mêmes variables en une seule ayant 
omme relation leur interse
tion. On peut également transformerfa
ilement toute 
ontrainte unaire en intention en 
ontrainte en extension.



3.1. RECHERCHE SYSTÉMATIQUE 61Dé�nition 3.3 (Ar
-
onsistan
e) Un ar
 orienté (x; y) du graphe asso
ié à un CSPP = (X ;D; C), et 
orrespondant à une 
ontrainte 
 = (fx; yg;R
) 2 C, est ar
-
onsistantsi et seulement si toutes les valeurs du domaine de x ont un support dans le domaine de y.Notons que l'ar
-
onsistan
e d'un ar
 est dire
tionnelle : si (x; y) est 
onsistant, (y; x) nel'est pas for
ément.On peut simplement rendre un ar
 (x; y) ar
-
onsistant en éliminant de Dx les valeursqui n'ont pas de support dans Dy, et on obtient un nouveau CSP équivalent. L'algorithme 3[Ma
kworth 77℄ rend un ar
 (x; y) 
onsistant et renvoie un booléen indiquant si le domainede x a été modi�é. On note R(x;y) la relation qui dé�nit la 
ontrainte sur l'ar
 (x; y).Algorithme 3 � révise(x; y)1: modif := faux2: for all vx 2 Dx do3: if �vy 2 Dy telle que (vx; vy) 2 R(x;y) then4: Dx := Dx=fvxg5: modif := vrai6: end if7: end for8: return modifUn CSP binaire est ar
-
onsistant si tous ses ar
s orientés (i.e. ses 
ontraintes en or-donnant leurs variables dans un sens, puis dans l'autre) sont ar
-
onsistants. Toute ins-tan
iation partielle 
onsistante de taille 1 pourra alors être étendue en une instan
iationpartielle 
onsistante de taille 2.Dé�nition 3.4 (Ar
-
onsistan
e d'un CSP binaire) Un CSP binaire P = (X ;D; C)est ar
-
onsistant si et seulement si 8
 = (ffx; yg;R
) 2 C, les ar
s (x; y) et (y; x) sontar
-
onsistants.En général, on souhaite également qu'au
un domaine ne soit vide (sinon le problème esttrivialement in
onsistant) ou plus généralement que le problème soit aussi node 
onsistentsi on a

epte des 
ontraintes unaires. Toute instan
iation partielle 
onsistante de taille 1pourra alors être étendue ave
 n'importe quelle nouvelle variable.Pour établir l'ar
-
onsistan
e d'un CSP binaire en supprimant des valeurs de ses do-maines, il ne su�t pas d'exé
uter l'algorithme � révise � une fois pour 
haque ar
 par
e quel'élimination d'une valeur pour une variable x peut rendre 
aduque l'ar
-
onsistan
e desar
s impliquant x et traités pré
édemment. Sur le CSP de l'exemple 3.2, si on 
ommen
epar rendre ar
-
onsistant les ar
s (y; t) et (t; y) asso
iés à la 
ontrainte y < t, au
une valeurde leur domaine n'est supprimée 
ar f(y; 1); (t; 2)g et f(y; 2); (t; 3)g sont des instan
iationspartielles 
onsistantes ; si on rend ensuite les ar
s de x > t ar
-
onsistants, on supprime 2du domaine de x et 3 de 
elui de t, don
 on doit de nouveau établir l'ar
-
onsistan
e desar
s de y < t, 
e qui élimine 2 du domaine de y. On doit don
 re
onsidérer les ar
s déjà



62 CHAPITRE 3. RÉSOLUTION DES CSPtraités dont l'extrémité � droite � est modi�ée ultérieurement � 
'est pourquoi la fon
tion� révise � indique si le domaine de x a 
hangé. Finalement, la valeur 1 est éliminée dudomaine de z pour rendre ar
-
onsistants les ar
s de y 6= z. On obtient alors un nouveauCSP équivalent : 8<: X = fx; y; z; tgD = ff3g; f1g; f2; 3g; f2ggC = fx > t; y 6= z; y < tgSur 
e problème simple, l'ar
-
onsistan
e a ainsi permis d'obtenir la 
onsistan
e globale.De nombreux algorithmes d'établissement de l'ar
-
onsistan
e d'un CSP binaire, dontles prin
ipaux sont appelés AC-n suivant leur version (n 2 [1; 7℄), ont été proposés depuisl'émergen
e des te
hniques de 
onsistan
e dans les années 70. L'un des plus simples estAC-3 [Ma
kworth 77℄, de 
omplexité O(md3max (m étant le nombre de 
ontraintes et dmaxla taille du plus grand domaine), qui utilise la fon
tion � révise � : AC3 utilise un ensembleAlgorithme 4 � AC31: Q := S
=(fx;yg;R
)2Cf(x; y); (y; x)g2: while Q 6= ; do3: (x; y) 2 Q4: Q := Q=(x; y)5: if révise(x; y) then6: Q := Q[ f(z; x); 9
 = (fx; zg;R
) 2 C; z 6= yg7: end if8: end whiled'ar
s Q initialisé ave
 tous les ar
s du CSP. Tant qu'il n'est pas vide, on lui retire un ar
(x; y) que l'on rend ar
-
onsistant grâ
e à l'algorithme 3 (� révise �). Si le domaine de x ena été modi�é, on repla
e dans Q tous les ar
s de la forme (z; x) (ave
 z 6= y) déjà traités.Cet algorithme a une 
omplexité temporelle en O(md3max).L'algorithme AC-4 [Mohr 86℄, de 
omplexité temporelle optimale10 en O(md2max), quin'utilise pas la fon
tion � révise �, maintient des 
ompteurs pour dénombrer les supports de
haque valeur, ave
 une 
omplexité spatiale élevée en O(md2max). AC-6 [Bessière 93℄ utilisele même prin
ipe mais ne maintient qu'un unique support pour 
haque valeur, réduisantla 
omplexité spatiale de l'algorithme à O(O(mdmax) ainsi que sa 
omplexité temporelleen moyenne. AC-7 [Bessière 95℄ est fondé sur le même prin
ipe qu'AC-6 mais utilise le faitque les 
ontraintes sont bidire
tionnelles (i.e. l'ar
 (x; y) 
orrespond à la même 
ontrainteque l'ar
 (y; x)) pour améliorer l'e�
a
ité de la re
her
he de support11.10En pire 
as, établir l'ar
-
onsistan
e d'un CSP né
essite de visiter 
haque 
ontrainte au moins unefois, et pour 
haque 
ontrainte (binaire), on peut avoir de l'ordre de O(d2max) 
ouples de valeurs possibles.Don
 O(md2max) est une borne inférieure de la 
omplexité (en pire 
as) des algorithmes AC-n.11Si un support vy a été trouvé pour une valeur vx, alors vx est aussi un support pour vy.
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-
onsistan
e que pour des CSP binaires, mais [Bessière 97℄adapte l'algorithme AC-7 (qui devient GAC12) aux 
as des CSP quel
onques, ave
 des
ontraintes d'arité quel
onque asso
iées à des hyper-ar
s, en généralisant la dé�nition 3.4(on note �x(�) la proje
tion d'un tuple � sur la variable x) :Dé�nition 3.5 (Ar
-
onsistan
e généralisée) Soit un CSP P = (X ;D; C) et une 
on-trainte 
 = (X
;R
) 2 C. On dit que :� un tuple � 2 R
 est valide si et seulement si 8x 2 X
, �x(�) 2 Dx ;� une valeur vx 2 Dx d'une variable x 2 X
 est 
onsistante ave
 
 si et seulement si9� 2 R
 tel que �x(�) = vx et que � soit valide ;� la 
ontrainte 
 est ar
-
onsistante si et seulement si 8x 2 X
, Dx 6= ; et 8vx 2 Dx,vx est 
onsistante ave
 
.Le problème P est ar
-
onsistant si et seulement si toutes ses 
ontraintes sont ar
-
onsis-tantes.Les algorithmes d'ar
-
onsistan
es ont été proli�quement étudiés et il en existe desadaptations pour résoudre les CSP dynamiques (
f. se
tion 2.3.2) [Bessière 91℄ ou de 
om-plexité moindre pour des 
lasses parti
ulières de CSP et de 
ontraintes [Kumar 92℄. En�n,de nombreuses approximations de l'ar
-
onsistan
e ont été dé�nies .k-
onsistan
e Après avoir établi l'ar
-
onsistan
e du CSP 3.2, on obtient un CSP satis-�able et même globalement 
onsistant. Mais dans le 
as général, on obtient un problèmeplus petit qui né
essite tout de même d'e�e
tuer une re
her
he de solution. Par exemple,le CSP (fx; y; zg; ff1; 2g; f1; 2g; f1; 2gg; fx 6= y; x 6= z; y 6= zg) n'est pas modi�é par l'ap-pli
ation d'un algorithme AC bien qu'il ne soit pas satis�able.On peut dé�nir des propriétés de 
onsistan
e � intermédiaires � entre l'ar
-
onsistan
eet la 
onsistan
e globale pour tenter de réduire en
ore plus l'espa
e de re
her
he en inférantdes 
ontraintes induites d'arité plus grande que 
elles, unaires, liées à l'établissement del'ar
-
onsistan
e. Nous avions remarqué pré
édemment que l'ar
-
onsistan
e (pour un CSPbinaire) équivalait à pouvoir étendre n'importe quelle instan
iation partielle 
onsistante detaille 1 ave
 toute autre nouvelle variable. La k-
onsistan
e généralise 
ette propriété :Dé�nition 3.6 (k-
onsistan
e) Un CSP P = (X ;D; C) est k-
onsistant si et seulementsi 8I = (XI = fx1; : : : ; xk�1g;VI), une instan
iation partielle 
onsistante de k�1 variables,et 8x 2 X =XI, une variable qui n'est pas instan
iée par I, alors 9v 2 Dx telle que I [f(x; v)g soit 
onsistante.Un CSP est fortement k-
onsistant si et seulement s'il est i-
onsistant 8i 2 [1; k℄.La node 
onsisten
y et l'ar
-
onsistan
e 
orrespondent ainsi respe
tivement à la 1-
onsistan
e et à la 2-
onsistan
e pour des CSP binaires. D'autre part, un CSP qui est forte-ment n-
onsistant est globalement 
onsistant 
ar un peut étendre su

essivement n'importequelle instan
iation partielle jusqu'à une instan
iation totale. Cependant, les algorithmes12GAC (Generalized Ar
 Consisten
y) peut également établir l'ar
-
onsistan
e pour des 
ontraintesexprimées par un prédi
at (X
;e
).
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onsistan
e pour k > 2 sont en général trop 
oûteux et l'établissementde la n-
onsistan
e forte est bien sûr de 
omplexité exponentielle en fon
tion de n. D'autresformes de 
onsistan
e lo
ale (plus fortes ou plus faibles que l'ar
-
onsistan
e) ont égale-ment été dé�nies et évaluées [Debruyne 97℄ pour améliorer l'e�
a
ité des solveurs quandl'ar
-
onsistan
e est trop 
oûteuse ou trop aveugle.Ba
ktra
k et inféren
eComme l'établissement de l'ar
-
onsistan
e (et même de la k-
onsistan
e forte pourk < n) ne su�t pas à obtenir une solution dans le 
as général, il est né
essaire de luifaire su

éder une phase de re
her
he pour résoudre un CSP. Le prin
ipe général utilisépar la plupart des algorithmes de résolution de CSP, notamment en PPC, est d'utiliser
es te
hniques prospe
tives (look-ahead) de 
onsistan
e lo
ale au sein d'un algorithme deba
ktra
k, éventuellement ra�né par des te
hniques rétrospe
tives (look-ba
k) :1. Propagation de 
ontraintes : à 
haque n÷ud de l'arbre de re
her
he exploré par BT,le CSP, restreint par une nouvelle a�e
tation, est simpli�é en inférant des 
ontraintesinduites grâ
e à des algorithmes d'ar
-
onsistan
e (ou d'une approximation de l'ar
-
onsistan
e) qui �ltrent les domaines.2. Élagage : si un domaine devient vide, le sous-CSP 
orrespondant au n÷ud n'estpas 
onsistant, don
 il est élagué et un retour arrière est e�e
tué en rétablissant lesdomaines modi�és ;3. Exploration : si tous les domaines sont réduits à un singleton, une solution est obtenue,sinon un nouveau n÷ud est exploré (i.e. une nouvelle variable est instan
iée).On peut d'ailleurs 
onsidérer BT 
omme une amélioration de GT auquel on ajoutel'établissement de l'ar
-
onsistan
e sur les 
ontraintes 
on
ernant des variables instan
iées.De nombreuses variantes de l'hybridation de BT ave
 des formes de 
onsistan
e lo
aleexistent entre le ba
ktra
k simple et l'établissement de l'ar
-
onsistan
e du CSP entierà 
haque n÷ud, appelé Maintaining Ar
 Consisten
y (MAC). Pour un CSP binaire, ensupposant que les variables sont séle
tionnées dans l'ordre 
roissant de leur indi
e (i 2[1; n℄) et que la variable qui vient d'être instan
iée est xi (variable 
ourante), 
es algorithmesappliquent à 
haque n÷ud la fon
tion � révise � aux ar
s du CSP de la manière suivant[S
hiex 92℄ :� Ba
ktra
k (BT) : l'ar
-
onsistan
e est établie entre la variable 
ourante et les variablesinstan
iées, i.e. révise(xi; xk) ave
 1 � k < i.� Forward Che
king (FC) : l'ar
-
onsistan
e est établie pour les ar
s qui lient xi auxvariables non-instan
iées, i.e. révise(xk; xi) ave
 i < k � n.� Partial Look-ahead (PL) : l'ar
-
onsistan
e est établie également pour une partie desar
s impliquant des variables non-instan
iées, i.e. révise(xj ; xk) ave
 i � j < k � n.� Full Look-ahead (FL) : l'ar
-
onsistan
e est établie également pour tous les ar
s im-pliquant des variables non-instan
iées, i.e. révise(xj; xk) ave
 i � j 6= k � n.� Really Full Look-ahead (RFL) : l'ar
-
onsistan
e 
omplète est établie pour le CSP.Une seule itération de � révise � sur tous les ar
s ne su�t don
 pas (
f. se
tion 3.1.4),
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ontrairement aux pré
édents algorithmes qui ne 
onsidèrent les ar
s qu'une uniquefois. On peut utiliser par exemple un algorithme AC-n.Plus les 
ontraintes sont propagées, moins le nombre de n÷uds explorés sera grand, maisl'e�
a
ité globale peut être moindre 
ar le traitement à 
haque n÷ud est plus 
oûteux.Le 
hoix de la meilleure te
hnique n'est pas systématique et dépend fortement du CSP àrésoudre ainsi que des autres sophisti
ations apportées au ba
ktra
k (look-ba
k s
heme, 
f.se
tion 3.1.3, et heuristiques, 
f. la se
tion suivante) ; 
ette question est examinée dans lasuite.3.1.5 Heuristiques d'instan
iationDans de la des
ription des algorithmes de ba
ktra
k des se
tions pré
édentes, la stra-tégie de séle
tion de la pro
haine variable à instan
ier n'est pas pré
isée (p.ex. ligne 4 del'algorithme 2 : x 2 V). Or 
ette stratégie in�ue sur l'ordre de véri�
ation des 
ontrain-tes, la puissan
e de �ltrage de la propagation de 
ontraintes et l'utilité des te
hniques delook-ba
k, 
e qui a un impa
t très important sur le nombre de n÷uds explorés. De même,l'algorithme 2 ne spé
i�e pas la manière de 
hoisir la valeur d'instan
iation d'une variable(ligne 5) : a 2 Dx. Cet ordre 
onditionne lui aussi l'e�
a
ité de la re
her
he d'une solutionou d'un optimum13.Ordre d'instan
iation des variablesSi on utilise un algorithme tel que MAC pour résoudre le problème suivant :Exemple 3.3 8<: X = fx; y; z; tgD = f[1; 2℄; [1; 2℄; [1; 2℄; [1; 100℄gC = fx 6= y; x 6= z; y 6= zgl'établissement initial de l'ar
-
onsistan
e ne réduit au
un domaine (
e CSP est déjà ar
-
onsistant). Si on 
ommen
e par instan
ier x à 1, MAC va supprimer 
ette valeur dudomaine de y et z, puis l'établissement de l'ar
-
onsistan
e de y 6= z va rendre vide ledomaine de y (ou de z) et va don
 é
houer. La bran
he x = 2 
onduit de manière similaireà un é
he
 et l'in
onsistan
e du CSP est alors prouvée en ayant visité deux n÷uds, 
ommel'illustre l'arbre gau
he de la �gure 3.5. Le résultat est identique si on 
omme par instan
iery ou z.En revan
he, si on 
ommen
e à instan
ier t, au
un autre domaine n'est réduit et ladémonstration de l'é
he
 dé
rite pré
édemment doit être e�e
tuée. Il faudra alors prouver
et é
he
 pour 
ha
une des 99 autres valeurs possibles de t avant d'obtenir l'in
onsistan
e13Si on re
her
he toutes les solutions d'un CSP, toutes les valeurs doivent être systématiquement es-sayées. Cependant, l'ordre de séle
tion des valeurs peut intervenir sur l'e�
a
ité des te
hniques de nogoodsre
ording.



66 CHAPITRE 3. RÉSOLUTION DES CSP;x = 12 x = 22 ;t = 1x = 12 x = 22 : : : t = 100x = 12 x = 22Fig. 3.5 � L'algorithme MAC ave
 deux ordres d'instan
iation de variables di�érents surl'exemple 3.3.du CSP, 
e qui prend 100 fois plus de temps qu'ave
 tout autre ordre d'instan
iation14 (
f.�gure 3.5).On remarque dans l'exemple pré
édent qu'au
une 
ontrainte ne porte sur t et don
 soninstan
iation ne permet pas de simpli�er le CSP (hormis le domaine de z lui-même), i.e. lapropagation des 
ontraintes est sans e�et. Une des heuristiques d'instan
iation des variablesles plus e�
a
es est de 
ommen
er par instan
ier les variables � les plus 
ontraintes � duCSP pour déte
ter des é
he
s plus t�t dans l'arbre de re
her
he et don
 en élaguer de plusgrande partie : 
'est le �rst fail prin
iple. Plusieurs interprétation de 
e prin
ipe peuventêtre données ; les ordres d'instan
iation les plus 
ourants sont de 
hoisir d'abord la variablequi a le plus petit domaine (dom15) ou qui est impliquée dans le plus grand nombre de
ontraintes. Ces stratégies peuvent être statiques, i.e. l'ordre d'instan
iation est identiquepour toutes les bran
hes de l'arbre, ou dynamiques, i.e. que le 
ritère de séle
tion dépendde l'état de la re
her
he (i.e. du n÷ud 
ourant) et l'ordre pourra don
 di�érer suivant labran
he par
ourue.Les stratégies génériques les plus e�
a
es sont en général dynamiques (Dynami
 Va-riable Ordering, DVO) et dotées de plusieurs 
ritères pour départager les ex æquo : parexemple 
hoisir la variable de plus petit domaine et en 
as d'égalité, 
elle qui 
orrespondau n÷ud de plus grand degré dans le graphe de 
ontraintes original [Frost 95℄ ou en
ore
elle qui est liée par une 
ontrainte ave
 le plus grand nombre de variables non instan-
iées (heuristique de Brélaz [Smith 99a℄, 
onçue à l'origine pour le 
oloriage de graphes).De nombreuses variantes sont possibles et des 
ritères sophistiqués intégrant de l'expertisepeuvent être e�
a
es pour des problèmes parti
ulier. Cependant, il faut veiller à l'e�
a
itédu maintien de 
es 
ritères pour les stratégies dynamiques, par exemple ave
 des te
hniquesin
rémentales (voir se
tion 4.3.4).En�n, 
ertains algorithmes tentent de transformer un CSP quel
onque vers une 
lassede problèmes pour laquelle on 
onnaît des algorithmes polynomiaux. Par exemple, unCSP dont le graphe asso
ié est un arbre (i.e. il ne 
ontient pas de 
y
le) peut être ré-solu sans ba
ktra
k grâ
e à l'établissement de l'ar
-
onsistan
e et à un ordonnan
ementdes variables adéquat (min width ordering). La stratégie d'instan
iation 
onsiste alors à14Sauf si on utilise des te
hniques d'apprentissage de 
ontraintes par exemple.15Cette stratégie est parfois appelée Minimum Remaining Values (MRV).



3.1. RECHERCHE SYSTÉMATIQUE 67trouver un ensemble de n÷uds (le plus petit possible) dont l'élimination du graphe de 
on-traintes supprime tous les 
y
les16 et à instan
ier les variables 
orrespondantes en premier[De
hter 86℄. Si une instan
iation partielle 
onsistante est trouvée pour 
et ensemble, unesolution peut être trouvée par MAC sans retour arrière.Ordre de séle
tion des valeursLa stratégie de séle
tion des valeurs sus
ite moins d'intérêt et de travaux que 
elle desvariables, 
ar pour montrer qu'un n÷ud de l'arbre de re
her
he mène à un é
he
, il faut enexplorer toutes les bran
hes, don
 toutes les valeurs possibles pour la variable à instan
ier.L'ordonnan
ement des valeurs est don
 indi�érent pour prouver l'in
onsistan
e d'un CSPou toutes ses solutions. Cependant, il peut avoir une in�uen
e importante sur l'e�
a
itéde la re
her
he d'une seule solution : si une heuristique parfaite pouvait être utilisée, onpourrait trouver une solution sans retour arrière.Le prin
ipe des stratégie de séle
tion de valeurs (Look-ahead Value Ordering, LVO) esten général de 
hoisir 
elle qui a le plus de 
han
e de mener à une solution. En e�et, 
ommeon l'a remarqué pré
édemment, l'ordre est indi�érent si un é
he
 survient, don
 on peut
hoisir la valeur qui a le plus de support ave
 les variables non instan
iées17 ou le moins devaleurs en 
on�it [Frost 95℄ (stratégie min-
on�i
ts). Ces heuristiques peuvent être, 
omme
elles de séle
tion de variables, statiques ou dynamiques. Les mieux informées sont bien sûrles dynamiques 
ar elles exploitent l'état de la re
her
he mais peuvent être trop 
oûteusesà maintenir. En�n, en
ore plus que 
elles des variables, 
es stratégies peuvent béné�
ier del'expertise dans un domaine parti
ulier de CSP.3.1.6 Choix de la 
ombinaison de te
hniquesDi�érentes améliorations de l'algorithme ba
ktra
k ont été présentées dans les trois se
-tions pré
édentes, 
lassées suivant l'étape de l'algorithme dans laquelle elles interviennent.De nombreuses 
ombinaisons sont possibles qui laissent le 
hoix :1. De la puissan
e du �ltrage : 
e sont les te
hniques de look-ahead destinées à simpli�erle problème avant de prendre une dé
ision non-déterministe, 
'est-à-dire de dévelop-per un n÷ud de l'arbre de re
her
he. Elles utilisent dire
tement la stru
ture du CSPpour inférer des 
ontraintes induites.2. Du mé
anisme de retour arrière : 
e sont les te
hniques de look-ba
k qui remettent en
ause les 
hoix menant à un é
he
 en indiquant une variable instan
iée pertinente dontla valeur doit 
hanger. Nous avons également 
lassé le nogoods re
ording dans 
ette
atégorie bien qu'il ne soit pas 
onçu pour désigner la variable à re
onsidérer maisà 
onserver des 
ontraintes induites par un état de la re
her
he dans des bran
hesparallèles, 
ar il utilise des te
hniques 
ommunes en exploitant les é
he
s lors de lare
her
he plut�t que la stru
ture du CSP lui-même.16Un tel ensemble est appelé 
y
le 
utset.17Remarquons que 
e 
ritère est déjà maintenu par AC-4.



68 CHAPITRE 3. RÉSOLUTION DES CSP3. De la stratégie d'instan
iation des variables : elle doit indiquer ave
 quelle variablenon-instan
iée étendre la solution partielle 
ourante. Ce sont des heuristiques gui-dées le plus souvent par le �rst fail prin
iple a�n de résoudre les parties les plus� 
ontraintes � du problème en premier.4. De la ta
tique de séle
tion des valeurs : après avoir 
hoisi la variable à instan
ier,il faut dé
ider ave
 quelle valeur le faire. Cette étape 
orrespond à la phase non-déterministe de la re
her
he et son importan
e est 
onsidérée moindre en général 
ar,pour un CSP sans solution par exemple, il faut par
ourir toute la largeur de l'arbreavant de prouver qu'il est insatis�able. De même pour 
haque n÷ud 
orrespondantà un é
he
, don
 les heuristiques utilisées tentent de 
hoisir une valeur qui mènera leplus probablement à une solution.Le 
hoix des di�érents 
omposants est un 
ompromis entre l'e�ort 
al
ulatoire né
es-saire pour maintenir les stru
tures de données qu'ils utilisent et le gain qu'ils apportent àla re
her
he en réduisant le nombre de n÷uds explorés ou de véri�
ations de 
ontrainte.De nombreux travaux de synthèse ont été publiés pour 
omparer expérimentalement lesdi�érents hybrides de BT et identi�er les algorithmes les plus performants. La palme dumeilleur algorithme reste un sujet de re
her
he a
tif et polémique qui divise les 
ommu-nautés s
ienti�ques CSP et PPC.En e�et, [Kumar 92℄ (qui rapportent les résultats d'autres études de la 
ommunautéCSP) et [Ba

hus 95, De
hter 98℄ estiment que le degré de �ltrage doit être limité et dé-signe FC 
omme le meilleur 
ompromis, notamment lorsqu'il est 
ombiné ave
 CBJ ouune DVO. Mais les problèmes testés pour établir 
es résultats étaient souvent des pro-blèmes relativement fa
iles 
omme 
elui des n-reines (
f. se
tion 2.2), du � zèbre18 � (p.ex.[Prosser 93℄) ou des problèmes aléatoires de petite taille.Au 
ontraire, [Sabin 94℄ ou [Bessière 96℄, d'obédien
e PPC, montrent que 
es résultatsdoivent être nuan
és et que MAC (intégré dans un BT 
hronologique standard) asso
iéà une DVO (et éventuellement une LVO) surpasse largement FC-CBJ sur les problèmes(aléatoires) les plus � di�
iles � (
f. [Smith 95℄), notamment quand la taille des domainesaugmente et que la densité de 
ontraintes est faible. De plus, si FC est largement pluse�
a
e quand on lui adjoint du ba
kjumping, [Bessière 96℄ met en éviden
e son peu d'intérêtdans le 
as de MAC utilisé ave
 une bonne DVO : l'ordonnan
ement des variables selon lataille 
roissante de leur domaine 
onduit en général à 
onsidérer en premier les variablesayant le plus de 
on�its ave
 les variables déjà instan
iées, de telle sorte que BJ (et mêmeCBJ) n'e�e
tue pas de grand saut en arrière et qu'un ba
ktra
k 
hronologique remontesouvent à la variable pertinente.De manière générale, l'utilisation d'heuristiques dynamiques (DVO) surpassent large-ment 
elles qui sont statiques (SVO), bien qu'elles soient plus 
oûteuses à maintenir.Un 
onsensus désigne la stratégie qui séle
tionne d'abord la variable de plus petit do-maine (dom) 
omme la base d'une DVO e�
a
e [Ba

hus 95℄. La plupart des études des-tinées à 
omparer 
es heuristiques 
on
luent également que les stratégies les plus per-formantes ajoutent à dom des 
ritères exploitant la topologie du graphe de 
ontraintes18Le problème du zèbre est un puzzle logique attribué à Lewis Carroll.



3.1. RECHERCHE SYSTÉMATIQUE 69[Bessière 96, Smith 99a℄. D'autre part, les heuristiques e�
a
es de séle
tion de valeurs(LVO), beau
oup moins étudiées et utilisées, exploitent essentiellement la stratégie min-
on�i
ts [Frost 95, Bessière 96℄ 
omme gradient indiquant les valuations les plus promet-teuses.Pour améliorer la 
ompréhension de 
es nombreuses variantes des études théoriques ontégalement été menées. [Kondrak 95℄ prouve ainsi la 
orre
tion de BJ, CBJ, BM, FC et leurshybrides, et les hiérar
hise suivant l'ensemble de n÷uds visités et le nombre de véri�
a-tions de 
ontraintes ; 
ependant, l'e�et des DVO, dont l'in�uen
e est largement re
onnue,n'est pas pris en 
ompte. Dans un 
adre plus fédérateur et tourné vers l'implémentation,[Ba

hus 00℄ se fonde sur la notion de nogoods et 
ara
térise les di�érents hybrides suivantla manière dont ils les dé
ouvrent, les utilisent et les maintiennent.La 
omparaison des divers algorithmes de ba
ktra
k est don
 un sujet déli
at. Un dé
a-lage existe entre la 
ommunauté PPC dont les outils, qui ont vo
ation à être utilisés pourrésoudre des problèmes industriels stru
urés, privilégient les te
hniques de 
onsistan
e en
hoisissant systématiquement MAC (au sein d'un ba
ktra
k 
hronologique) 
ombiné ave
des stratégies d'instan
iation qui exploitent la stru
ture du problème, et la 
ommunautéCSP qui établit souvent ses résultats sur des problèmes aléatoires ou a
adémiques en fa-vorisant FC et les look-ba
k s
hemes (notamment FC-CBJ). Quoiqu'il en soit, il est main-tenant admis que toutes les améliorations de BT ne sont pas orthogonales et que leurse�ets ne s'aditionnent pas simplement, lorsqu'ils ne sont pas inutilement redondants (parexemple, CBJ et dom en utilisant FC ou surtout MAC). D'autre part, le 
ompromis idéalentre re
her
he et inféren
e dépend des 
ara
téristiques du problème (nombre de variables,taille des domaines, topologie du graphe de 
ontraintes, densité, dureté...), et, de manièreduale, la notion de problèmes ex
eptionnellement di�
iles est relative à l'algorithme utilisé[Smith 95℄.3.1.7 Programmation Par ContraintesPour résoudre un CSP binaire dont les 
ontraintes sont exprimées en extension, on peutimplémenter l'un des algorithmes dé
rits pré
édemment ave
 un langage de programmation(ou s'en pro
urer une version existante) en représentant le problème à l'aide de stru
turesde données adéquates � par exemple des listes de 
ouples pour les 
ontraintes et des listessimples pour les domaines. Il faut ensuite indiquer l'ordre de séle
tion des variables et 
eluides valeurs ; si l'implémentation a prévu plusieurs heuristiques, on pourra en séle
tionnerune en passant un paramètre à l'algorithme. Cette appro
he est 
elle qui est (était ?) utiliséele plus souvent pour résoudre des problèmes en programmation mathématique (linéaire,non-linéaire, mixte...).Mais la modélisation d'appli
ations industrielles 
omplexes dans un 
adre si stri
t dé-nature souvent la stru
ture du problème, voire la rend impossible à exprimer. En e�et,la spé
i�
ation de tels problèmes est en générale plus � dire
te � et rapide à 
on
evoirave
 des 
ontraintes en intention, souvent d'arité quel
onque, qu'il est parfois impossibled'exprimer en extension (
f. se
tion 2.1.1 et 2.1.5). Il faudrait alors enri
hir 
onsidéra-blement la variété des stru
tures de données utilisées par notre algorithme pour pouvoir



70 CHAPITRE 3. RÉSOLUTION DES CSPreprésenter de tels CSP. Comme on 
onnaît en général pour 
es 
ontraintes en intentiondes algorithmes spé
i�ques et e�
a
es de 
onsistan
e lo
ale qui exploitent leur sémantiqueparti
ulière, il faudrait également pouvoir intégrer à notre algorithme des pro
édures spé-
i�ques à 
haque 
ontrainte. Finalement, 
es problèmes réels peuvent souvent pro�ter del'expertise liée à leur domaine pour guider la re
her
he de solution ave
 des heuristiquesad ho
 ; leur implémentation né
essiterait de modi�er le 
ode de notre algorithme à 
haquefois.Pour réduire le temps de développement des appli
ations de programmation mathé-matique en préservant le plus possible l'e�
a
ité d'implémentations ad ho
, des langagesde modélisation tel que AMPL [Fourer 93℄ ont été 
onçus. Il s'agit d'une 
ou
he d'abs-tra
tion destinée à séparer les algorithmes de résolution de la spé
i�
ation du problème.Les problèmes sont alors représentés par des termes d'un langage (don
 des programmes)dédié à la spé
i�
ation 
on
ise et souple (générique) de leur stru
ture. Un solveur (intégréou indépendant du système) se 
harge ensuite de résoudre le résultat de la 
ompilationde 
es programmes. Ces langages sont devenus d'autant plus intéressants que les te
h-niques de résolution élargissaient le 
adre des problèmes qu'elles pouvaient résoudre (e.g.la programmation mixte) et né
essitaient plus d'expressivité pour dé
rire les problèmes.Les CSP sur les domaines �nis sont un 
adre très souple qui permet d'exprimer des pro-blèmes d'optimisation 
ombinatoire dans des domaines divers. Notamment dans le 
adred'appli
ations réelles, un tel langage de modélisation semble né
essaire pour disposer d'ou-tils assez �exibles et expressifs permettant de développer rapidement et e�
a
ement desprogrammes de résolution de CSP aussi variés. La Programmation Par Contraintes (PPC)répond, entre autres, à 
e besoin. Elle 
onstitue un formalisme générique et 
ohérent quipermet de spé
i�er un CSP et une stratégie de re
her
he puis de résoudre le problème. LaPPC sépare 
lairement 
es deux étapes (spé
i�
ation et résolution) par une ar
hite
ture àdeux niveaux :1. un � solveur � de 
ontraintes (
onstraint store) (en général in
omplet) qui maintientun ensemble de 
ontraintes (et de variables) et permet d'inférer des propriétés dusystème grâ
e à des opérations basiques 
omme l'ajout de 
ontraintes, le test desatisfa
tion et la propagation (
ontraintes induites) ;2. un langage (de programmation) qui permet de spé
i�er dé
larativement les variableset les 
ontraintes du problème ainsi que le 
ontr�le du 
onstraint store à l'aide determes logiques (buts de re
her
he non-déterministes).Cette stru
ture résulte en un paradigme générique (vis-à-vis du 
onstraint store dont lesopérations sont abstraites) pour générer, manipuler et véri�er des 
ontraintes de manièretrès expressive tout en pro�tant d'algorithmes e�
a
es pour di�érents types de 
ontrainteset de domaines. Les systèmes de PPC permettent à l'utilisateur une modélisation souple etrapide qu'il est très simple de ra�ner et de modi�er, ainsi qu'un 
ontr�le de haut niveau dela re
her
he de solutions. Ils permettent également à leur 
on
epteurs d'intégrer fa
ilementde nouveaux algorithmes dédiés à des 
ontraintes spé
i�ques. En�n, la généri
ité de l'ap-pro
he PPC se 
on
rétise même par la possibilité pour les utilisateurs d'enri
hir eux-mêmesla 
olle
tion de 
ontraintes primitives au sein de 
ertains systèmes en fournissant au sein
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onstru
tions pour abstraire le fon
tionnement interne du 
onstraint store ;
ette � extensibilité � ouvre des perspe
tives très vastes quant aux domaines d'appli
ationde la PPC.L'ar
hite
ture parti
ulière de la PPC est héritée des systèmes de programmation lo-gique pour laquelle les programmes sont des ensembles de 
lauses logiques et leur exé
u-tion une re
her
he de preuves (ou � solutions �) non-déterministe 
ontr�lée par ba
ktra
k.Les systèmes Prolog peuvent en fait être vus 
omme des solveurs de 
ontraintes d'égalité(syntaxique) sur un domaine spé
i�que, les termes rationnels ou �nis. Pour en améliorerl'expressivité, 
e prin
ipe de démonstration automatique a été généralisé, en utilisant lamême ar
hite
ture, à des stru
ture mathématiques plus ri
hes que les termes rationnels. Lare
her
he de preuves utilise alors des te
hniques hybrides de résolution logique et de résolu-tion de 
ontraintes dans 
es stru
tures mathématiques. Cette forme originelle de PPC estappelée la Programmation Logique par Contraintes (PLC) [Ja�ar 86℄. Le 
adre génériquede la PLC, paramétré par un domaine de 
ontraintes, est, 
omme 
elui de la programma-tion logique, doté de sémantiques (opérationnelles, logiques, algébriques) 
ohérentes qui enassurent les fondations [Ja�ar 98℄.Les premiers systèmes de PPC étaient tous 
onstruits à partir d'un système Prolog dontla syntaxe dé
larative 
onvient à la spé
i�
ation de CSP et le 
ontr�le non-déterministeà la re
her
he systématique par ba
ktra
k. Mais 
ertains aspe
ts du développement d'ap-pli
ations industrielles 
omme la modularité, le traitement des données, l'interfa
e ave
d'autres systèmes ou l'é
riture d'algorithmes impératifs spé
i�ques de propagation de 
on-traintes sont parfois des tâ
hes di�
iles en programmation logique et le résultat manqueparfois d'e�
a
ité � les systèmes de PLC utilisent d'ailleurs souvent des routines de basniveau 
odées en C. L'ar
hite
ture de la PPC est en fait également adaptée à la 
on
ep-tion de systèmes fondés sur d'autres types de langages h�tes 
omme C++ (ILOG Solver)[Puget 94℄ ou Lisp (PECOS) [Puget 92℄. Ces systèmes, présentés sous la forme d'une li-brairie, introduisent alors des 
onstru
tions spé
i�ques pour retenir la syntaxe dé
larativede Prolog lors de la spé
i�
ation des 
ontraintes et fournir des stru
tures de 
ontr�le non-déterministes pour la re
her
he de solutions. En�n, 
ertains systèmes sont eux-mêmes des
ompilateurs (éventuellement vers un autre langage 
ible) pour des langages qui étendentl'ar
hite
ture 
lassique de la PLC, 
omme la PLC 
on
urrente [Saraswat 93℄ implémentéedans le système Mozart [Mozart 02℄.La PPC apparaît maintenant 
omme une plate-forme 
ohérente de modélisation et derésolution de problèmes d'optimisation 
ombinatoire qui permet d'intégrer élégamment desalgorithmes très divers de l'Intelligen
e Arti�
ielle et de la Re
her
he Opérationnelle, touten rendant la spé
i�
ation du problème et le 
ontr�le de la re
her
he abstraits grâ
e à unlangage dé
laratif. Eugene Freuder [Freuder 96℄ résume ave
 enthousiasme le pro
essusde résolution que propose la PPC (tradu
tion19 libre) :La programmation par 
ontraintes 
onstitue l'un des paradigmes les plus pro
hesdu Saint Graal de la programmation que l'informatique ait jamais réalisé : l'uti-19� Constraint programming represents one of the 
losest approa
hes 
omputer s
ien
e has yet made tothe Holy Grail of programming : the user states the problem, the 
omputer solves it. �
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i�e le problème, et l'ordinateur le résout.DomainesLa PPC est un paradigme générique qui permet d'appliquer la même te
hnologie àdi�érents domaines, 
'est-à-dire des stru
tures mathématiques dotées d'une théorie équa-tionnelle. Dans le 
adre de la Re
her
he Opérationnelle, les problèmes 
onsidérés peuventêtre 
ontinus, dis
rets ou mixtes. Pour résoudre 
es problèmes, les systèmes de PPC exis-tants implémentent des solveurs sur di�érents types de domaines.Le plus important dans le 
adre de l'optimisation 
ombinatoire est 
elui des domaines�nis dans lequel les variables prennent leur valeur dans des sous-ensembles d'un intervalledes entiers. La plupart des systèmes a
tuels propose 
e type de 
ontraintes et nous avonsdéjà détaillé une partie des te
hniques de propagation, notamment dans le 
as des 
on-traintes en extension. C'est 
ette instan
e de la PPC que nous utiliserons dans la suitemais la plupart des 
on
epts présentés peuvent se généraliser aux autres domaines.L'autre domaine prépondérant est 
elui des réels, représentés par des intervalles denombre �ottants (ou des rationnels en pré
ision arbitraire). Pour les problèmes linéaires,des algorithmes 
omplets, tel le Simplex, sont en général utilisés. Pour les problèmesnon-linéaires, des te
hniques algébriques peuvent être utilisés dans 
ertains 
as (poly-n�mes) mais en général des méthodes plus robustes sont 
hoisies 
omme l'arithmétiquedes intervalles pour propager les 
ontraintes, 
ombinées ave
 des algorithmes de re
her
he[Sam-Haroud 95℄. En�n, 
ertains solveurs attendent pour les propager que les équationsdeviennent linéaires grâ
e à l'instan
iation d'une partie de leurs variables.D'autres domaines moins bien représentés dans les systèmes 
ourants ont également étéimplémentés (hormis les termes rationnels qui sont le domaine originel de la programmationlogique et don
 disponibles dans tous les systèmes Prolog) :� Les booléens, qui sont souvent traités 
omme un 
as parti
ulier des domaines �nis.� Les ensembles �nis (d'entiers) dont les 
ontraintes sont propagées par des algorithmes[Gervet 97℄ du même type que 
eux des domaines �nis, mais la représentation des do-maines ensemblistes est spé
i�que (
ompa
te, 
f. se
tion 5.3 � une représentation enextension serait exponentielle ave
 le 
ardinal). Ces domaines permettent de modé-liser plus � naturellement � 
ertains problèmes 
ombinatoire, et notamment d'éviterd'introduire des symétries de permutations (e.g. [Barnier 02b℄ sur le problème desé
olières de Kirkman).� Il existe dans 
ertains systèmes de PPC des 
ontraintes sur des domaines plus exo-tiques (e.g. les listes dans Prolog IV).Les systèmes de PLC fondés sur Prolog (ainsi que les 
ompilateurs d'extensions deProlog) utilisent en général des 
onstru
tions syntaxiques spé
i�ques pour dé
larer desvariables à domaines alors que les librairies pour des langages non logiques o�rent desfon
tions ou des 
lasses. Par exemple, les expressions suivantes :



3.1. RECHERCHE SYSTÉMATIQUE 73ECLiPSe ILOG Solver FaCiLeD :: 0..9 Il
IntVar D(m, 0, 9) let d = Fd.interval 0 9
réent une variable à domaine �ni de domaine [0; 9℄. Les domaines �nis sont en généralreprésentés pour le solveur soit en extension ave
 un tableau de booléens (bits), soit ave
un ensemble (e.g. une liste) d'intervalles, soit de manière plus 
ompa
te en ne 
onservantque les bornes (les � trous � peuvent alors être exprimées par des 
ontraintes unaires).Primitives et langage de 
ontraintesOutre la possibilité d'exprimer une 
ontrainte en extension (dans le 
as des domaines�nis), les langages des systèmes PPC fournissent sur 
haque domaine un ensemble de 
on-traintes primitives � 
ertaines d'entre elles sont mixtes, e.g. la 
ontrainte de 
ardinalitéentre une variable entière et une variable ensembliste. Pour les domaines �nis, les sol-veurs disposent en général de 
ontraintes arithmétiques linéaires et non-linéaires ave
 lesopérateurs 
lassiques : +, �, �, =, mod, absqui peuvent se 
ombiner en des expressions de 
omplexité arbitraire pour spé
i�er desrelations arithmétiques : =, 6=, �, �, <, >Une 
ontrainte globale spé
i�que se 
harge souvent d'améliorer la propagation des expres-sions linéaires et les termes non-linéaires sont rempla
és par des variables intermédiaires(voir se
tion 5.5.6). Les 
ontraintes sont ainsi � normalisées � pour s'adapter au jeu de
ontraintes primitives du solveur.Des 
ontraintes symboliques qui permettent une grande souplesse de modélisation ontété introduites pré
o
ement dans les systèmes de PPC :� indexation d'un � tableau � de variables par une variable � souvent utilisée pourmodéliser la quanti�
ation existentielle sur une variable (9x 2 X 0 � X telle que...) ;� élément minimum ou maximum d'un tableau de variables ainsi que son indi
e.Des 
ontraintes globales 
orrespondant à des sous-problèmes ré
urrents en optimisation
ombinatoire sont proposées par 
ertains solveurs. Ce sont des 
ontraintes génériques quiportent sur un nombre quel
onque de variables (
omme la 
ontrainte de somme généraliséementionnée pré
édemment) et qui permettent des propagations et des tests de 
onsistan
ee�
a
es en raisonnant globalement sur le sous-problème. Elles font appel à des te
hniquesad ho
 issues de la RO et adaptées au 
ara
tère in
rémental de la re
her
he 
onstru
tive.Par exemple, la 
ontrainte très populaire � tous di�érents � sur k variables est équivalenteà k(k�1)2 diséquations binaires mais 
ertaines implémentations sont beau
oup plus perfor-mantes (voir se
tion 5.5.7) 
ar elles sont 
omplètes : elles utilisent un algorithme polynomialde mariage (mat
hing) maximal dans un graphe bipartie pour en 
onstruire une solution.
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ontraintes des systèmes de PPC peuvent être réi�ées, 
'est-à-dire transformées ennouvelles variables booléennes qui indiquent si elles sont satisfaites ou violées. En e�et, ilest possible de déterminer pour 
ertaines 
ontraintes (essentiellement arithmétiques) si elleest induite par le CSP (ou violée) avant l'instan
iation de ses variables. Ces 
ontraintes réi-�ées peuvent alors se 
ombiner ave
 des opérateurs logiques ou des relations arithmétiquespour produire des méta-
ontraintes (l'étape de réi�
ation étant éventuellement transpa-rente pour l'utilisateur) : _, ^, :, �, ), ,Cette possibilité ajoute 
onsidérablement à l'expressivité des systèmes de PPC (on peutpar exemple optimiser la somme de 
ontraintes réi�ées pour traiter les CSP partiels 2.3.1)ainsi qu'à leur e�
a
ité (disjon
tion 
onstru
tive).Les 
ontraintes primitives (d'arité non �xée dans le 
as des 
ontraintes globales) as-so
iées à leurs variables peuvent don
 être vues 
omme les atomes d'un langage dontles termes se 
onstruisent par indu
tion à l'aide d'opérateurs logiques sur les réi�
ations.Quand 
e langage ne su�t plus pour modéliser un problème parti
ulier, 
ertains systèmespermettent à l'utilisateur d'é
rire ses propres 
ontraintes dotées d'algorithmes de propaga-tion spé
i�quesPropagation sur les domaines �nisLes 
ontraintes arithmétiques des systèmes de PPC sur les domaines �nis ne sont pas,en général, équipées d'algorithmes de propagation assurant l'ar
-
onsistan
e 
ar elle esttrop 
oûteuse : les domaines peuvent être de grande taille et don
 longs à par
ourir ex-haustivement, et s'ils 
orrespondent à des intervalles (
omme 
'est souvent le 
as au débutde la re
her
he), les 
ontraintes linéaires sont ar
-
onsistantes en ne modi�ant que leursbornes, opération qui peut se 
al
uler en temps 
onstant (ou linéaire pour les sommes gé-néralisées). Des approximations de l'ar
-
onsistan
e sont don
 plus � rentables �, 
ommela 2B-
onsistan
e [Lhomme 93℄ qui 
ara
térise l'ar
-
onsistan
e limitée aux bornes d'unintervalle.Les autres 
ontraintes assurent des degrés de 
onsistan
e lo
al variés suivant la 
om-plexité des algorithmes 
apables de les réaliser, et 
ertains systèmes de PPC permettentmême de les paramétrer pour les adapter à des problèmes parti
uliers pour trouver lemeilleur 
ompromis entre la rédu
tion de l'espa
e de re
her
he et le 
oût des 
al
uls.Ces propagations sont presque systématiquement intégrées au sein d'un algorithme detype MAC, qui n'assure pas exa
tement l'ar
-
onsistan
e mais un degré de 
onsistan
elo
ale 
omposite suivant le type de 
haque 
ontrainte, en réexaminant les 
ontraintes dèsqu'une de leurs variables a été modi�ée � seulement si les bornes ont été modi�ées dansle 
as de la 2B-
onsistan
e � jusqu'au point �xe ou jusqu'à 
e qu'un domaine soit vide.Cette algorithme est piloté par un ba
ktra
k 
hronologique simple.
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her
heLes systèmes de PPC permettent de 
ontr�ler la re
her
he de solutions ave
 un langagede buts dé
laratif hérité de la programmation logique et qui spé
i�e des stru
tures de
ontr�le non-déterministes grâ
e à des disjon
tions ou points de 
hoix. Dans le 
as de laPLC, 
e langage est don
 le langage h�te lui-même, mais les librairies de PPC destinéesà des langages déterministes doivent fournir des 
onstru
tions ou des fon
tions spé
i�quespour l'implémenter ainsi qu'un environnement d'exé
ution (une pile).Dans le 
adre de la PPC, les buts de re
her
he sont 
onstruits ave
 des buts primitifsspé
i�ques du système, telle que l'instan
iation non-déterministe d'une variable, des butsdé�nis par l'utilisateur et les 
onne
teurs logiques ^ qui représente opérationnellement uneséquen
e de buts et _ qui 
réent un point de 
hoix.Dans les appli
ations réelles, les points de 
hoix traditionnels de BT qui 
onsistent àinstan
ier une variable sont trop limités pour 
on
evoir des heuristiques guidées par l'ex-pertise du domaine. Pour résoudre un problème de s
heduling par exemple, il est ine�
a
ed'essayer su

essivement 
haque valeur des variables temporelles. On préférerait simple-ment ordonnan
er 
es tâ
hes (un dé
ision en rapport ave
 la sémantique du problème)ou explorer les domaines de manière di
hotomique. La PPC généralise ainsi les n÷uds deBT en leur asso
iant des dé
isions sous la forme de 
ontraintes ajoutées aux CSP qui nesont pas limitées au 
hoix de la valeur d'une variable. En outre, les buts peuvent s'é
rireré
ursivement (
e qui rend les heuristiques dynamiques très 
on
ises) e.g. :di
hotomi
(start) : �(start � startmin+startmax2 _ start > startmin+startmax2 ) _ di
hotomi
(start):La re
her
he 
oïn
ide alors ave
 la résolution d'un terme du langage des buts exé
utéen profondeur d'abord par défaut, 
omme dans les systèmes Prolog. Si une in
onsistan
eest déte
tée, le but 
ourant é
houe et on revient sur la dernière alternative.3.2 Re
her
he lo
ale3.2.1 Prin
ipe généralAlors que la plupart des études sur la résolution des CSP se 
on
entraient sur les amé-liorations des te
hniques d'inféren
e et de re
her
he systématique par ba
ktra
king, desalgorithmes de Re
her
he Lo
ale (RL) ou re
her
he sto
hastique parti
ulièrement e�
a
essur des instan
es � di�
iles � (notamment du problème SAT, 
f. se
tion 2.1.3) ont étéproposés au début des années 9020 [Selman 92, Minton 94℄. Les algorithmes systématiquesse heurtent à leur 
omplexité exponentielle en pire 
as, 
ontrepartie de leur 
omplétude,quand les problèmes sont de trop grande taille : si on �xe une limite de temps de 
al
ul,l'algorithme peut terminer sans rendre de résultat même si le problème est 
onsistant. Pour20Cependant, des algorithmes de RL sont utilisés en RO depuis les années 60 [Lin 65℄.
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es problèmes qui résistent aux algorithmes systématiques, on 
hoisit d'abandon-ner l'exa
titude de la re
her
he pour pouvoir par
ourir plus librement l'espa
e de re
her
heen étant guidé par une méta-heuristique, 
'est-à-dire une heuristique générique d'optimi-sation inspirée d'une métaphore (par exemple géographique, hill 
limbing ou biologique,algorithmes évolutionnistes). Ces te
hniques de RL sont initialisées ave
 une instan
ia-tion totale éventuellement non-
onsistante puis la modi�ent itérativement en suivant desgradients lo
aux pour se diriger vers une solution 
onsistante ou un optimum :1. Un voisinage est dé�ni autour de l'instan
iation totale 
ourante : il représente l'en-semble des instan
iations totales obtenues en altérant � lo
alement � la solution
ourante, par exemple en 
hangeant la valeur de l'une de ses variables.2. Une heuristique de séle
tion indique l'un des voisins qui devient la solution 
ourante,par exemple 
elui qui permet de faire diminuer le plus le nombre de 
ontraintes violéesou le 
oût de la solution (pour un problème de minimisation).3. Si une instan
iation totale 
onsistante est obtenue, la solution est renvoyée. Sinon(ou si on 
her
he un optimum) un 
ritère d'arrêt est testé pour limiter le temps de
al
ul, par exemple un nombre d'itérations maximal.Pour un voisinage donné, si on se 
ontente de 
hoisir systématiquement le voisin quiréduit le plus le nombre de 
ontraintes violées (qu'on appellera 
oût de la solution), onpeut se retrouver bloqué dans un optimum lo
al dont tous les voisins dégradent le 
oût.Une stratégie est don
 utilisée pour s'en � é
happer �, par exemple en autorisant destransitions défavorables (i.e. 
hoix d'un voisin de 
oût supérieur) ou en re
ommençant lare
her
he ave
 une nouvelle solution 
hoisie aléatoirement ; 
ertains algorithmes utilisentégalement les solutions pré
édentes (re
her
he taboue) ou maintiennent un ensemble desolutions (algorithmes génétiques) pour informer leur stratégie.Les algorithmes de RL ne sont pas 
omplets 
ar ils ne maintiennent pas de représen-tation de la partie déjà explorée de l'espa
e de re
her
he � les algorithmes systématiquesle font en stru
turant l'espa
e sous la forme d'un arbre � et don
 ne peuvent garantirque tout l'espa
e de re
her
he sera exploré ni qu'une même solution ne sera pas visitéeplusieurs fois. Leur e�
a
ité est don
 empirique et dépend de l'instan
e 
onsidérée, maisils ont l'avantage de pouvoir résoudre les PCSP (problèmes sur-
ontraints, 
f. se
tion 2.3.1)
ar ils manipulent des solutions éventuellement non-
onsistantes, et fournir une solution(éventuellement non-
onsistante) à tout moment (algorithme anytime) 
ar l'état 
ourantest une instan
iation totale.L'algorithme 5 présente un 
adre générique qui s
hématise la plupart des algorithmesde RL. nb_essais re
her
hes su

essives sont tentées tant qu'une 
ondition globale sur lessolutions déjà trouvées est respe
tée. Chaque re
her
he 
onsiste en nb_iterations itérationsd'un dépla
ement lo
al dans le voisinage de la solution 
ourante s tant qu'une 
ondition� lo
ale � à 
ette re
her
he est satisfaite (e.g. la re
her
he peut être arrêtée si l'évaluationde la solution ne s'améliore plus pendant un 
ertain nombre d'itérations). À 
haque étape,on teste si s est 
onsistante, auquel 
as la solution est renvoyée. Sinon un voisin v de sest 
hoisi et si v respe
te un 
ertain 
ritère, par exemple v n'a pas été 
onsidéré depuisun 
ertain nombre d'itérations (re
her
he taboue), il rempla
e la solution 
ourante. Au



3.2. RECHERCHE LOCALE 77bout de nb_iterations itérations, une nouvelle solution initiale est générée et la re
her
here
ommen
e � on peut utiliser par exemple un algorithme glouton pour 
onstruire lessolutions initiales. S'il s'agit d'un problème d'optimisation, il su�t de modi�er l'algorithmepour mémoriser la solution 
ourante si son 
oût est inférieur à 
elui de la meilleure solutiontrouvée au lieu de la renvoyer (lignes 4 et 5).Algorithme 5 � RL1: s := initialise()2: for i = 1 to nb_essais while 
ondition_globale do3: for j = 1 to nb_iterations while 
ondition_lo
ale do4: if 
onsistante(s) then5: return s6: end if7: v := 
hoisit(voisinage(s))8: if a

eptable(v) then9: s := v10: end if11: end for12: s := reinitialise(s)13: end for14: return s3.2.2 Guider la re
her
heDi�érentes stratégies sont utilisées pour guider la re
her
he vers des solutions qui violentle moins possible de 
ontraintes. Elles dé�nissent le voisinage de la solution 
ourante, engénéral l'ensemble des instan
iations qui di�èrent de la solution 
ourante par la valeurd'une unique variable (la taille de 
et ensemble est n(d � 1) si les domaines ont même
ardinal d), et la manière de séle
tionner l'un des voisins :� Hill 
limbing : le voisin qui minimisent le nombre de 
ontraintes violées est 
hoisi.C'est par exemple l'heuristique de GSAT [Selman 92℄ destinée à résoudre des pro-blèmes SAT (
f. se
tion 2.1.3) � dans 
e 
as, la taille du voisinage est n.� Min-
on�i
ts [Minton 94℄ : pour éviter d'avoir à explorer exhaustivement le voisinage
omme ave
 le hill 
limbing, une variable en 
on�it (i.e. impliquée dans une 
ontrainteviolée) est 
hoisie aléatoirement et instan
iée ave
 la valeur qui minimise le nombre de
on�its. Cette heuristique tente ainsi de � réparer � une instan
iation non-
onsistante.� Algorithmes génétiques (AG) [Goldberg 89℄ : 
ontrairement aux autres algorithmesde RL, les AG maintiennent une � population � de solutions et utilisent un opérateurde � re
ombinaison �. Cet opérateur (le 
roisement) 
onstruit une nouvelle instan-
iation (ou deux) à partir de deux solutions de la population en prenant une partiedes valeurs de l'une et le reste dans l'autre, 
e qui 
orrespond à la métaphore géné-
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tion sexuée ; 
ette des
endan
e a éventuellement une meilleureévaluation que leurs géniteurs. Ce type de transitions � non lo
ales � et l'utilisationsimultanée d'un ensemble de solutions fait sortir les AG du 
adre de la RL, bien qu'ilsen soient une extension. Notons que, de manière analogue au 
roisement d'un AG,[Selman 93℄ propose de 
ombiner les solutions des deux dernières tentatives de GSAT(en 
onservant les valeurs 
ommunes) pour obtenir une meilleure réinitialisation (
f.ligne 12 de l'algorithme 5) qu'une instan
iation aléatoire.Bien d'autres te
hniques sont envisageables 
omme l'exploration de voisinages plusgrands (où les valeurs de plusieurs variables sont 
hangées) ou plus � sémantiques � (
ommele voisinage k-opt pour le TSP [Lin 73℄).3.2.3 S'é
happer des minima lo
auxSi le meilleur voisin est systématiquement séle
tionné, un algorithme de RL risque (for-tement) de se retrouver bloquée ave
 une solution 
ourante dont tout le voisinage dégradele 
oût, i.e. un optimum lo
al. De nombreuses te
hniques ont été proposées pour éviter 
e
omportement en a

eptant des transitions défavorables ave
 une 
ertaine probabilité, 
equi 
onfère à la RL son 
ara
tère � sto
hastique � :� Multi-start : 
omme le suggère l'algorithme 5, la re
her
he redémarre à partir d'unenouvelle solution initiale (e.g. générée aléatoirement) une fois qu'un 
ertain nombrede transitions a été réalisé.� Random walk : la dé�nition du voisinage et/ou la séle
tion de la transition sont� randomisées � pour a

epter des voisins qui n'améliorent pas le 
oût de la solution
ourante. Par exemple, [Selman 94℄ présente une variante de GSAT dans laquelle latransition standard est appliquée ave
 une 
ertaine probabilité p, sinon une variableen 
on�it est 
hoisie aléatoirement et sa valeur 
hangée, même si 
ette transition dé-grade le 
oût de la solution 
ourante. Une méta-heuristique très populaire, le re
uitsimulé [Kirkpatri
k 83℄, utilise une te
hnique similaire en 
hoisissant un voisin aléa-toirement puis en a

eptant systématiquement la transition si elle est favorable etave
 une 
ertaine probabilité (dépendante d'un paramètre global appelé température,par analogie ave
 le pro
édé métallurgique de re
uit) si elle est défavorable.� Algorithmes génétiques : les AG gardent leur population de solutions diversi�ée pouréviter d'être bloqués dans un optimum lo
al. Les solutions sont gardées d'une géné-ration à l'autre en les séle
tionnant ave
 une probabilité inversement proportionnelleà leur 
oût (de nombreuses variantes existent [Alliot 96℄).� Re
her
he taboue [Glover 89℄ : pour empê
her la re
her
he d'e�e
tuer des séquen
esde transitions qui � bou
lent � et de rester bloquée dans un optimum lo
al, une listede longueur �xée des dernières solutions visitées est maintenue et un voisin n'esta

epté que s'il n'en fait pas partie. Dans HSAT, une variante de GSAT proposéepar [Gent 93℄, une � mémoire � est également utilisée, mais pour éviter de modi�erà nouveau une variable qui l'a été ré
emment entre des voisins ex æquo.� Pondération des 
ontraintes : en 
onstatant que, sur 
ertains problèmes, di�érentestentatives de GSAT se 
on
luaient par les mêmes 
lauses non satisfaites, [Selman 93℄



3.2. RECHERCHE LOCALE 79modi�e l'algorithme pour donner plus d'importan
e, lors de la séle
tion du meilleurvoisin, à 
es 
lauses. Ainsi, après 
haque nouvelle tentative, le poids (initialisé à 1) des
lauses non satisfaites est in
rémenté pour a

entuer leur importan
e dans le nombrede 
on�its asso
ié à un voisin. Cette te
hnique est également à la base de la méta-heuristique Guided Lo
al Sear
h (GLS) [Tsang 99℄ et utilisée par [Eiben 95℄ au seind'un AG. On peut la 
onsidérer 
omme l'apprentissage ou l'adaptation automatiqued'une heuristique qui indique la di�
ulté de résoudre 
haque 
lause.Là en
ore, la variété de 
es te
hniques heuristiques, dont seules les prin
ipales sontre
ensées i
i, n'a de limite que l'imagination de leur auteurs. Par ailleurs, la plupart d'entreelles né
essitent le réglage de nouveaux paramètres qui viennent s'ajouter à la liste, souventdéjà longue, de 
eux qui 
ontr�lent le fon
tionnement d'un algorithme de RL.3.2.4 Problèmes d'optimisationLes méthodes de RL 
onsidèrent un CSP (standard) 
omme un problème d'optimisationen 
al
ulant le 
oût d'une solution à partir du nombre de 
ontraintes violées (
f. problèmeMax CSP, se
tion 2.1.7). Cependant, quand on souhaite trouver la solution 
onsistanteoptimale d'un CSP vis-à-vis d'un 
ertain 
ritère, il faut intégrer le degré de satisfa
tion etle 
ritère dans l'évaluation d'une instan
iation, 
e qui pose des problèmes de 
onvergen
esimilaires à 
eux des algorithmes d'optimisation multi-
ritères [Talbi 99℄. Au 
ontraire, lesalgorithmes systématiques qui intègrent un Bran
h & Bound au sein d'un algorithme ba
k-tra
k ne re
her
hent l'optimum que parmi les instan
iations 
onsistantes, mais ne peuventpas fournir de � solutions � (appro
hées) si le problème est sur-
ontraint.Certaines appro
hes, 
omme 
elles des AG de [Eiben 95℄, divisent l'ensemble des 
on-traintes en deux groupes : le premier 
ontient les 
ontraintes qui doivent être satisfaites partoutes les instan
iations manipulées et les opérateurs de l'AG (
roisement et mutation quidé�nissent une notion équivalente au voisinage) doivent être adaptés pour ne générer quedes instan
iations valides, et le se
ond est 
onstitué des autres 
ontraintes du CSP qui sontin
orporées à la fon
tion de 
oût. Par exemple, des opérateurs qui préservent le fait qu'uneinstan
iation représente une permutation ont été utilisés au sein d'AG pour résoudre desinstan
es du TSP. Cette 
ontrainte peut don
 être rangée dans la première 
atégorie, maisdans le 
as général, de tels opérateurs sont très 
omplexes à réaliser.3.2.5 � Programmation par re
her
he lo
ale � ?Contrairement aux algorithmes systématiques de résolution des CSP, la RL ne jouitpas de solides fondations théoriques21 et 
onsiste plut�t en une 
olle
tion de te
hniquesissues de métaphores intuitives. Les études qui ont pour ambition d'uni�er les di�érentstypes d'algorithmes de RL et d'améliorer leur 
ompréhension ne sont que très ré
entes.[Yagiura 99℄ propose d'adopter un 
adre générique similaire à 
elui de l'algorithme 5 (appelé21Des théorèmes de 
onvergen
e statistique ont été démontrés pour quelques uns des algorithmes de RL,mais sans réelle utilité en pratique (e.g. [Cerf 94℄ pour les AG).



80 CHAPITRE 3. RÉSOLUTION DES CSPrandom multi-start lo
al sear
h) pour 
omparer les 
omportement des divers algorithmes etde leurs ra�nements. Plus générale et originale, l'appro
he de [Taillard 98℄ utilise le 
on
eptde Adaptive Memory Programming pour fédérer re
her
he taboue, AG, re
uit simulé etmême 
olonie de fourmis ; par exemple, la population d'un AG est ainsi vue 
omme la� mémoire � de la re
her
he passée, au même titre qu'une liste taboue. Ce formalismepermet également de dé
rire et mieux 
omprendre le fon
tionnement d'hybrides de 
esméta-heuristiques.De même, les outils destinés à abstraire les mé
anismes élémentaires de la résolutionpar RL ne sont apparus que très ré
emment et sont en
ore loin de l'élégan
e et de la géné-ri
ité de la PPC pour modéliser et résoudre les CSP ainsi que pour intégrer les te
hniquesspé
i�ques à 
e type de re
her
he. Lo
alizer [Mi
hel 97℄, dont est extrait l'algorithme géné-rique 5, est une des tentatives les plus remarquables en 
e sens : un langage de spé
i�
ationd'algorithmes de RL et de ses stru
tures de données permet d'exprimer de manière soupleet 
on
ise la résolution d'un CSP, et le système maintient automatiquement et e�
a
ementles stru
tures de données lors de la re
her
he. Des librairies de 
lasses génériques ont éga-lement été développées (Lo
al++ [S
haerf 00℄, HotSpot [Fink 98℄, SCOOP [SCOOP 98℄)mais ave
 un niveau d'abstra
tion moindre que 
elui de Lo
alizer.3.3 Hybridations3.3.1 Les divergen
es des deux paradigmes sont-elles 
on
iliables ?Re
her
he systématique et re
her
he lo
ale sont deux méthodes très di�érentes pourrésoudre les CSP. La première est 
omplète mais de 
omplexité exponentielle en pire 
asalors que la se
onde est inexa
te mais robuste 
ar elle peut toujours fournir une solution� appro
hée �. Certains problèmes peuvent don
 ex
lure l'alternative : si une preuve d'in-
onsistan
e est né
essaire, la RL ne peut pas 
onvenir, mais si le problème est de tropgrande taille et qu'une solution, même partielle, est né
essaire, la re
her
he par ba
ktra
ksera trop 
oûteuse en temps de 
al
ul. D'autres problèmes sont résolus plus ou moins e�
a-
ement suivant leur stru
ture par l'une ou l'autre méthode : la PPC par exemple exploitea
tivement les 
ontraintes des CSP, 
e qui réduit e�
a
ement l'espa
e de re
her
he desproblèmes très stru
turés mais la re
her
he arbores
ente rend l'optimisation di�
ile 
arl'ordre d'exploration est trop rigide (on ne peut pas se dépla
er � horizontalement � dansl'arbre de re
her
he), alors que la RL est mieux adaptée ; au 
ontraire, la RL est avanttout une te
hnique d'optimisation et peut par
ourir plus librement l'espa
e de re
her
he,mais des � solutions � de faible 
oût (pour un problème d'optimisation) peuvent être in-utilisables si elles violent 
ertaines 
ontraintes. Ces 
ara
téristiques doivent être prises en
ompte lors du 
hoix d'un algorithme pour résoudre un CSP, mais, 
omme l'illustre lavive polémique du panel de IJCAI'95 [Freuder 95℄, il n'y a guère de 
onsensus dans la
ommunauté s
ienti�que pour pré
oniser une appro
he plut�t qu'une autre.Pourtant, 
omme le suggère Eugene Freuder en introdu
tion de 
e même panel22 :22� Rather than 
ompeting, 
an we 
ooperate ? �



3.3. HYBRIDATIONS 81Au lieu de faire la 
ompétition, peut-on 
oopérer ?Il faudrait en e�et pouvoir pro�ter des avantages des deux méthodes pour résoudre e�-
a
ement des problèmes ambitieux, très stru
turés et de grande taille. Mais les di�
ultés
on
eptuelles d'algorithmes hybrides sont importantes :� BT manipule des instan
iations partielles alors que la RL 
onsiste à modi�er su

es-sivement des instan
iations totales. Comment faire 
ohabiter 
es deux types d'états ?� Les heuristiques de la RL peuvent suivre librement des � gradients lo
aux � per-tinents 
al
ulés à partir de l'état 
ourant, mais pour déterminer le meilleur voisin,ils doivent 
onsidérer de nombreuses solutions, éventuellement in
onsistantes ou plusmauvaises que l'état 
ourant. Au 
ontraire, les heuristiques des algorithmes de BTsont mal informées à proximité de la ra
ine de l'arbre de re
her
he (quand très peude variables sont instan
iées), mais de nombreux 
hoix sont élagués par inféren
e,puis e�
a
es près des feuilles mais la re
her
he est alors 
on�née dans une très petitepartie de l'espa
e de re
her
he. Comment pro�ter des heuristiques et de la libertéde dépla
ement de la RL dans une re
her
he systématique ? Peut-on améliorer l'ex-ploration des voisinages de la RL ave
 des te
hniques d'inféren
e ou 
onsidérer desvoisinages plus ambitieux ?� La RL permet d'obtenir une solution, éventuellement appro
hée, à tout momentalors que la re
her
he systématique peut être 
omplètement inutilisable si un tempsde réponse trop 
ourt est né
essaire. Peut-on obtenir des solutions à tout momentau sein d'une re
her
he systématique et 
omment relaxer des 
ontraintes pour desinstan
es sur-
ontraintes ?� Finalement, 
omment in
orporer les stru
tures de données et de 
ontr�le né
essairesaux deux paradigmes dans un outil 
ommun pour expérimenter des hybridations ?3.3.2 Tentatives d'uni�
ationMalgré des divergen
es fondamentales, on peut identi�er 
ertaines analogies entre lesdeux paradigmes.Par exemple, la re
her
he systématique peut être vue 
omme l'exploration d'un voisi-nage dégénéré qui englobe tout l'espa
e de re
her
he, dé�ni par la modi�
ation d'un nombrequel
onque de variables par rapport à une instan
iation totale donnée. On pourrait utiliserune re
her
he systématique pour explorer de � grands voisinages � (mais plus petits quel'espa
e de re
her
he entier) à 
haque transition d'un algorithme de RL.Certains algorithmes de ba
ktra
k plus �exibles que BT peuvent être vus 
omme l'uti-lisation d'une te
hnique de RL sur l'espa
e des instan
iations partielles ar
-
onsistantes(voir se
tion 3.3.3). Des restri
tions peuvent être né
essaires sur le � voisinage � exploréet la 
omplétude est parfois sa
ri�ée [Prestwi
h 01℄. On peut voir également 
e type d'hy-brides 
omme une RL sur l'espa
e des 
hemins de dé
ision menant à une solution (plusgénérale que la notion pré
édente) [Jussien 99℄.Une analogie parti
ulièrement élégante 
on
erne les 
on
epts de point de 
hoix desalgorithmes systématiques et de voisinage de la RL. Ce sont des stru
tures lo
ales à un



82 CHAPITRE 3. RÉSOLUTION DES CSPétat donné de la re
her
he, éventuellement vides, qui dé�nissent l'ensemble des transitionsqui peuvent lui su

éder. Les deux te
hniques explorent 
es stru
tures lo
ales par unesu

ession de transition jusqu'à 
e qu'un voisinage (ou point de 
hoix) vide soit ren
ontré ;la RL peut alors redémarrer une re
her
he (multi-start) ou re
ourir à un voisinage pluslarge, alors que les algorithmes systématiques e�e
tuent un retour arrière. [Laburthe 98a℄,à partir de 
ette analogie, 
onsidère la re
her
he d'une solution 
omme une séquen
e d'étatset un algorithme de re
her
he 
omme le 
ontr�le des transitions entre états fondé sur lespoints de 
hoix ; un langage de spé
i�
ation d'algorithmes hybrides fondé sur 
es notionset qui sépare la dé�nition des points de 
hoix et de leur 
ontr�le y est présenté (voirse
tion 3.4.3).3.3.3 IntégrationDepuis l'utilisation des algorithmes de RL pour résoudre des CSP (au début des années90), de nombreuses études ont tenté de déterminer des éléments sus
eptibles de rendre
ompte de leur e�
a
ité, puis de les in
orporer au sein d'hybrides, 
onstruits à partird'algorithmes systématiques et plus e�
a
es que l'une seule des deux te
hniques. Le su

ès
roissant des te
hniques de 
onsistan
e lo
ale a bien sûr sus
ité la démar
he inverse, 
'est-à-dire l'intégration de look-ahead et de re
her
he par ba
ktra
k dans des algorithmes de RL.Au demeurant, 
ertains hybrides peuvent être 
lassés dans l'une ou l'autre 
atégorie suivantla perspe
tive adoptée. Nous passons en revue dans les se
tions suivantes les prin
ipales
ombinaisons des deux paradigmes.Ba
ktra
k �exibleL'une des faiblesses du ba
ktra
k est son manque de liberté de dépla
ement dans l'arbrede re
her
he. Si la solution ne se trouve pas dans la partie � la plus à gau
he � (i.e. visitéeen premier) de l'arbre et que le look-ahead est ine�
a
e pour l'élaguer, il faut un temps de
al
ul exponentiel pour la dé
ouvrir et on ne peut pas résoudre les instan
es de grande taille.Cette situation risque d'autant plus de se produire que les heuristiques d'instan
iation desvariables sont � aveugles � au début de la re
her
he (e.g. tous les domaines sont identiquesdans un problèmes de 
oloriage de graphe) et sont sus
eptibles d'indiquer une mauvaisedé
ision : une erreur de l'heuristique sur les premières variables 
oûtera 
her en temps de
al
ul 
ar un sous-arbre très vaste devra être exploré avant qu'elle soit re
onsidérée.Des algorithmes hybrides ont été proposés à partir de BT pour disposer de plus de�exibilité qu'ave
 le retour arrière 
hronologique (� 
lassique �) sur le 
hoix de la variable(ou dé
ision) à remettre en 
ause. Ils peuvent être dé
rits 
omme des algorithmes de RLsur l'espa
e des instan
iations partielles ou des 
hemins de dé
ision. La 
omplétude estparfois sa
ri�ée pour privilégier l'e�
a
ité de l'exploration.Ba
ktra
k dynamique Les algorithmes Dynami
 Ba
ktra
king (DB) et Partial OrderBa
ktra
king (PDB) [Ginsberg 93℄ utilisent des nogoods pour ba
ktra
ker sur une variableen 
on�it sans remettre en 
ause les valeurs des variables intermédiaires. On peut 
onsidérer
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ture de l'arbre de re
her
he est modi�ée dynamiquement et que la variabledésigné pour le retour arrière est repla
ée dans l'ensemble des variables non-instan
iées.PDB permet une plus grande liberté dans le 
hoix de 
ette variable et laisse la possibilitéde 
hoisir des heuristiques équivalentes à 
elles de la RL (e.g. GSAT)Une extension de 
es algorithmes, Path-Repair, est présentée dans [Jussien 99℄. Path-Repair rend générique le mé
anisme de gestion des nogoods pour utiliser d'autres heuris-tiques fondées sur le voisinage du 
hemin de dé
isions 
orrespondant à l'état de la re
her
he.Une heuristique de type re
her
he taboue, qui rend la re
her
he in
omplète, est utilisée pourrésoudre des problèmes de s
heduling.Ave
 des te
hniques de CBJ pour maintenir l'ar
-
onsistan
e, [Prestwi
h 01℄ proposeune te
hnique similaire, l'algorithme In
omplete Dynami
 Ba
ktra
king (IDB), dans lequelune ou plusieurs variables instan
iées 
hoisies aléatoirement ou ave
 une heuristique sontremises en 
ause à 
haque ba
ktra
k. Cette liberté de mouvement est bien sûr gagnée audétriment de la 
omplétude. IDB est dé
rit 
omme un algorithme de RL (appelé parfoisConstrained Lo
al Sear
h) qui explore l'espa
e des a�e
tations partielles en minimisant lenombre de variables non instan
iées.Remise en 
ause du par
ours en profondeur d'abord Plusieurs algorithmes on étéproposés pour explorer l'arbre de re
her
he dans un ordre di�érent de la 
lassique depth�rst sear
h. En e�et, les solutions d'un CSP ne sont pas for
ément réparties uniformémentdans l'arbre de re
her
he et 
es algorithmes permettent d'en � sonder � su

essivement dif-férentes parties non 
onsé
utives (selon l'ordre standard), en abandonnant éventuellementla 
omplétude de la re
her
he.� Iterative sampling [Langley 92℄ : 
ette te
hnique non systématique 
onstruit une so-lution en 
hoisissant aléatoirement variables et/ou valeurs et dès qu'un é
he
 estren
ontré, elle ba
ktra
ke jusqu'à la ra
ine de l'arbre et re
ommen
e.� Iterative broadening [Ginsberg 90℄ : le nombre de bran
hes explorées à 
haque n÷udsest limité par une 
onstante que l'on in
rémente si au
une solution n'est trouvée. Lare
her
he est ainsi mieux répartie dans l'arbre.� Bounded Ba
ktra
k Sear
h (BBS) [Harvey 95a℄ : le nombre de retours arrières estlimité par une 
onstante et la re
her
he redémarre de la ra
ine en 
hangeant d'heu-ristique.� Limited Dis
repan
y Sear
h (LDS) [Harvey 95b℄ : 
et algorithme tente de réparerles erreurs de l'heuristique en par
ourant l'arbre de re
her
he en 
ommençant parla suivre stri
tement, puis en examinant tous les 
hemins qui en divergent une fois,puis deux fois et
. Cet algorithme est 
omplet 
ar tout l'arbre est par
ouru lors de ladernière itération 
orrespondant au 
hemin qui divergent n (la hauteur de l'arbre) foisde l'heuristique, i.e. la bran
he la plus à droite de l'arbre. LDS peut être 
onsidérée
omme des RL su

essives qui explorent un voisinage de taille 
roissante de la solutionde référen
e (i.e. la plus à gau
he).� Climbing Dis
repan
y Sear
h (CBS) [Milano 02℄ : 
ette te
hnique prolonge une idée de[Harvey 95b℄ qui propose, pour des problèmes d'optimisation, d'utiliser la meilleure
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omme heuristique de référen
e.Voisinage exploré par ba
ktra
kLa RL est e�
a
e 
ar elle permet de suivre le gradient lo
al au voisinage de la solution
ourante. Or 
e gradient est d'autant plus pertinent que le voisinage 
onsidéré est grand.C'est pourquoi des voisinages de plus en plus ambitieux ont été élaborés au sein des te
h-niques de RL, mais 
es grands voisinages sont 
oûteux à explorer exhaustivement. Commel'un des points faibles de la RL pour les CSP est le peu d'exploitation des 
ontraintes, onpeut utiliser des algorithmes systématiques pour �ltrer un voisinage et ne 
onsidérer quedes voisins 
onsistants ou qui améliorent le 
oût.[Pesant 96℄ modélise ainsi le voisinage d'une solution ave
 la PPC (i.e. 
haque solu-tion du programme est un voisin valide) pour des problèmes de VRP (Vehi
le RoutingProblem). De même, dans le 
adre de problèmes de VRP, [Shaw 98℄ dé
rit la Large Neigh-bourhood Sear
h (LNS) en utilisant une re
her
he LDS dans le programme en 
ontraintes,et [Bent 01℄ obtient de nouveaux résultats sur le ben
hmark Solomon en utilisant d'abordun re
uit simulé pour minimiser le nombre de véhi
ules utilisés et favoriser les solutionssur lesquelles la LNS employée est e�
a
e. Ave
 un autre type de RL, les algorithmes gé-nétiques, [Rousseau 00℄ résout des problèmes d'emploi du temps, en utilisant la PPC pour� réparer � les 
roisement in
onsistants et générer la population initiale.Dans un 
adre assez di�érent, [Minton 94℄ utilise l'heuristique de réparation min-
on�i
ts (
f. se
tion 3.2.2) au sein d'une RL rendue 
omplète en intégrant le 
hoix dela valeur de réparation dans un ba
ktra
k. BT 
her
he ainsi une séquen
e d'au plus n ré-parations (une par variable) qui mène à une solution à partir d'une instan
iation totalein
onsistante initiale (par exemple générée ave
 un algorithme glouton). L'e�
a
ité de laméthode est attribuée à la pertinen
e de l'information pro
urée par 
ette instan
iationtotale.Mentionnons également l'algorithme présenté dans [Barnier 98℄ qui hybride AlgorithmesGénétiques et PPC : la population de l'AG est 
onstituée de sous-ensembles de l'espa
e dere
her
he et 
haque individu est évalué en 
al
ulant une solution sur le sous-CSP 
orres-pondant ave
 un programme en 
ontraintes. En faisant varier la taille des sous-ensembles,on passe � 
ontinûment � d'une résolution par un AG � pur � (
haque � sous-domaine �est un singleton, i.e. les individus sont des instan
iations totales) à une résolution par PPC� pure � (
haque individu 
orrespond au problème entier). Cette hybridation est génériquemais le 
hoix de la taille des sous-ensembles et des opérateurs génétiques est déli
at et trèsdépendant du problème pour assurer une � bonne � 
onvergen
e de l'algorithme.Élagage par re
her
he lo
aleRé
iproquement, un algorithme de RL peut être utilisé pour déte
ter l'in
onsistan
ed'un sous-arbre dans un algorithme de ba
ktra
k. [Sellmann 02℄ e�e
tue ainsi une re-
her
he de 
liques dans les n÷uds pro
hes d'une feuille pour déterminer si le sous-arbre
orrespondant est in
onsistant sur un problème analogue à 
elui des é
olières de Kirk-
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a

i 02℄ utilise également 
e type d'hybridation pour élaguer des bran
hes sous-optimales lors de la résolution d'un problème de TSP ave
 fenêtres de temps.Post-optimisationLes solutions sous-optimales obtenues par un algorithme systématique peuvent êtreaméliorées après 
oup ave
 une méthode de RL pour obtenir de meilleures bornes supé-rieures ou une meilleure solution quand le temps est limité. On peut également utiliser uneinstan
iation partielle et la 
ompléter en utilisant un algorithme de ba
ktra
k in
omplet(et rapide) 
omme proposé dans [Caseau 94℄ pour résoudre des problèmes de s
heduling.3.4 SystèmesMalgré la jeunesse du domaine, de nombreux systèmes de PPC puissants ont été (etsont toujours) développés. Certains permettent d'utiliser di�érents types de solveurs (e.g.domaines �nis et solveur linéaire ave
 ILOG Solver [Solver 99℄) voire de paradigmes (e.g.re
her
he systématique ou repair ave
 ECLiPSe [ECLiPSe 01℄). La plupart d'entre eux sontdes extensions de Prolog (e.g. Prolog III [Colmerauer 90℄), appelées systèmes de Program-mation Logique par Contraintes (PLC), mais il existe également des 
ompilateurs pourd'autres paradigmes de langage de programmation (e.g. la programmation 
on
urrenteave
 Mozart [Mozart 02℄) et des librairies pour des 
ompilateurs de langage non logique(e.g. Lisp pour PECOS [Puget 92℄). Tous les systèmes que nous 
onsidérerons sont fondéssur les 
on
epts détaillés dans la se
tion 3.1.7 et permettent de spé
i�er des CSP et desbuts de re
her
he de manière dé
larative, 
ara
téristique héritée de la PLC, mais 
ertainsd'entre eux o�rent des abstra
tions pour 
ontr�ler le par
ours de l'arbre de re
her
he et uti-liser d'autres stratégies que la depth �rst sear
h 
lassique [Choi 01b℄. Ces systèmes de PPCpeuvent être vus 
omme des langages de modélisation qui permettent le développementsûr et rapide d'algorithmes de résolution de problèmes d'optimisation 
ombinatoire.En revan
he, les outils destinés à abstraire les mé
anismes élémentaires de la résolutionpar RL ne sont apparus que très ré
emment et sont en
ore loin de l'élégan
e et de la géné-ri
ité de la PPC pour modéliser et résoudre les CSP ainsi que pour intégrer les te
hniquesspé
i�ques à 
e type de re
her
he. Lo
alizer [Mi
hel 97℄ est le système le plus pro
he d'unlangage de modélisation qui abstrait le 
ontr�le et le maintien des stru
tures de donnéesd'algorithmes de RL. Des librairies de 
lasses génériques existent également pour fa
iliterl'implémentation de te
hniques de RL (e.g. Lo
al++ [S
haerf 00℄), mais sans le niveaud'abstra
tion né
essaire pour les 
lasser dans les langages de modélisation.Depuis quelques années, des langages de modélisation destinés à séparer la des
riptiondu problème du paradigme de re
her
he utilisé pour le résoudre ont été proposés. OPL[Van Hentenry
k 99℄ permet ainsi de spé
i�er un CSP et de le résoudre soit ave
 des te
h-niques de PPC, soit ave
 des algorithmes de programmation mathématiques. Une autredémar
he en
ore plus ambitieuse est 
elle de SaLSA [Laburthe 98a℄ qui propose de spé
i�erdes algorithmes de re
her
he, aussi bien systématique que lo
ale, à l'aide d'un langage qui



86 CHAPITRE 3. RÉSOLUTION DES CSPsépare la des
ription des points de 
hoix de 
elle du 
ontr�le.3.4.1 Langages de Programmation Logique par ContraintesLes langages dédiés à la résolution des CSP proposent de spé
i�er à l'aide de termes lesdi�érents 
omposants du problème et de la méthode de résolution. Ils utilisent un 
ompila-teur spé
i�que (éventuellement vers un langage 
ible) qui peut réaliser des optimisations adho
 liées au 
ontr�le de la re
her
he (e.g. gestion de la mémoire). Cependant, l'intégrationde programmes de re
her
he au sein d'appli
ations plus vastes développées ave
 un langagegénéraliste peut être di�
ile.L'ar
hite
ture parti
ulière de la PPC dé
rite dans la se
tion 3.1.7 est héritée dessystèmes de programmation logique pour laquelle les programmes sont des ensemblesde 
lauses logiques et leur exé
ution une re
her
he de preuves (ou � solutions �) non-déterministe 
ontr�lée par ba
ktra
k. Les systèmes Prolog (� purs �) peuvent en fait êtrevus 
omme des solveurs de 
ontraintes d'égalité (syntaxique) sur un domaine spé
i�que,les termes rationnels ou �nis (ou en
ore domaine de Herbrand). Pour en améliorer l'ex-pressivité, 
e prin
ipe de démonstration automatique a été généralisé, en utilisant la mêmear
hite
ture, à des stru
ture mathématiques plus ri
hes que les termes rationnels. La re-
her
he de preuves utilise alors des te
hniques hybrides de résolution logique et de résolutionde 
ontraintes dans 
es stru
tures mathématiques, faisant appel à des algorithmes de ROet d'Intelligen
e Arti�
ielle. Cette forme originelle de PPC est appelée la ProgrammationLogique par Contraintes (PLC) [Ja�ar 86℄. Le 
adre générique de la PLC, paramétré parun domaine de 
ontraintes, est, 
omme 
elui de la programmation logique, doté de séman-tiques (opérationnelles, logiques, algébriques) 
ohérentes qui en assurent les fondations[Ja�ar 86℄.Le système Prolog II développé par Alain Colmerauer [Colmerauer 82℄ est 
onsidéré
omme le premier langage de PLC 
ar il était doté de 
ontraintes de diséquations sur lestermes rationnels résolues en 
o-routines. Les langages de PPC se sont, depuis, 
onsidéra-blement éto�és en intégrant des solveurs sur des domaines variés. Prolog IV [Colmerauer 96℄par exemple permet d'exprimer des CSP sur les domaines �nis23, rationnels, réels et boo-léens et résout les 
ontraintes numériques (
ontinues) ave
 des te
hniques de programma-tion linéaire et d'arithmétique des intervalles. D'autres langages de PLC, 
ommer
iaux oulibres, sont apparus 
on
urremment :� CHIP [Din
bas 88℄ est également l'un des systèmes pionniers de l'appli
ation in-dustrielle de la PLC, qui a introduit les 
ontraintes arithmétiques, symboliques etglobales sur les domaines �nis. Il dispose de solveurs sur les rationnels et les boo-léens.� ECLiPSe [ECLiPSe 01℄ est un système dédié aux appli
ations industrielles qui 
om-portent de nombreuses extensions de la PLC 
lassique. Des solveurs sur les domaines�nis (similaires à 
eux de CHIP), les ensembles, les rationnels et les réels sont dis-23Ils ne sont toutefois pas traités par les te
hniques spé
i�ques exposées dans la se
tion 3.1 mais 
ommedes réels 
ontraints à prendre une valeur entière ave
 le solveur arithmétique sur les intervalles.



3.4. SYSTÈMES 87ponibles, ainsi que des interfa
es pour utiliser des librairies (externes) de Simplex.Mais ECLiPSe permet également de � réparer � des solutions in
onsistantes ave
 deste
hniques de RL telles que min-
on�i
ts (
f. se
tion 3.2.2) en asso
iant une valeurprovisoire (tentative value) aux variables logiques. Des 
ontraintes peuvent égalementêtre dé�nies par l'utilisateur en utilisant une interfa
e de haut niveau (ConstraintHandling Rules (CHR)).� CLP(R) [Ja�ar 92℄ est une implémentation sur les réels (�ottants) du 
adre géné-rique CLP(X ) établi par [Ja�ar 86℄. Un Simplex résout les 
ontraintes linéaires alorsque le traitement des 
ontraintes non-linéaires est di�érés (tant qu'elles ne sont paslinéarisées par l'instan
iation d'un nombre su�sant de variables).� GNU Prolog (et CLP(FD)) [Diaz 02℄ est un système Open Sour
e muni d'un solveursur les domaines �nis. Il permet à l'utilisateur d'é
rire ses propres 
ontraintes à l'aided'une seule primitive utilisée pour toutes les 
ontraintes [Codognet 96℄ (de manièreéquivalente aux CHR).Bien d'autres systèmes existent, et 
ertains langages notamment sont fondés sur desextensions du 
adre 
lassique de la PLC :� Mozart [Mozart 02℄ est un langage de PLC 
on
urrente [Saraswat 93℄ qui o�re aussi
ertaines 
ara
téristiques. de la programmation fon
tionnelle, orientée objet et dis-tribuée.� Mer
ury [Somogyi 95℄ et Gödel [Hill 94℄ sont des systèmes de PLC fortement typés.Plus ré
emment, [Fages 01℄ a proposé le formalisme de la PLC typée (TCLP).� CHR [Früwirth 98℄ est un langage de règles ave
 gardes dédié à l'é
riture de solveurs.Les versions ré
entes de plusieurs de 
es systèmes pallient à 
ertaines faiblesses despremiers langages de programmation logique et disposent d'interfa
es pour 
ommuniquerave
 des langages généralistes populaires et des librairies d'interfa
e graphique, 
e quipermet de développer des appli
ations 
omplexes autonomes ou qui s'intègrent à des projetsplus larges.3.4.2 LibrairiesAu lieu d'é
rire un 
ompilateur de Prolog (ou de modi�er un 
ompilateur existant), unsystème de PPC peut être réalisé sous la forme d'une librairie en utilisant un langage h�tefondé sur un paradigme di�érent de la programmation logique. Mais l'élégante adéquationentre Prolog et la résolution systématique des CSP disparaît. Ces librairies implémententdon
 un modèle d'exé
ution de programmes en 
ontraintes en ne retenant de la CLP queles 
omposants liés au domaine d'intérêt (la résolution de problèmes d'optimisation 
om-binatoire réels) : syntaxe dé
larative, re
her
he non-déterministe et buts de re
her
he �elles ne possèdent pas en général de solveur sur les termes rationnels. Ces librairies doiventdon
 fournir des fon
tions ou des opérateurs pour 
réer variables et 
ontraintes, ainsi quepour spé
i�er des stratégies de re
her
he. Suivant le langage h�te 
hoisi, 
ertaines faiblessesdes langages de programmation logique peuvent être évitées naturellement (e�
a
ité, ty-page, ordre supérieur, stru
tures de données, traitement des données, intégration dans desappli
ations industrielles et
.) :



88 CHAPITRE 3. RÉSOLUTION DES CSP� PECOS [Puget 92℄ est une librairie é
rite en Lisp.� ILOG Solver [Solver 99℄ est le su

esseur de PECOS é
rit en C++. Il se sert des 
lassesde C++ pour implémenter variables, 
ontraintes et buts de re
her
he et permettre àl'utilisateur de les étendre. Il in
orpore un grand nombre de 
ontraintes globales etdédiées à des appli
ations spé
i�ques (e.g. ILOG S
heduler) sur les domaines �nis, lesensembles et les réels. ILOG Solver propose également des librairies hybrides utilisantdes algorithmes de RL (ILOG Dispat
her) et [De Ba
ker 99℄ dé
rit un 
adre généralpour les implémenter. Ce système 
ommer
ial est a
tuellement leader du mar
hé etle plus performant en temps d'exé
ution.� JCL [Torrens 97℄ est une librairie é
rite en Java pour résoudre des CSP binaires surles domaines �nis.� CHOCO [Laburthe 00℄ est une librairie pour les domaines �nis é
rite en Claire[Caseau 96℄, un langage � multi-paradigmes � (logique, fon
tionnel, objet, impératif)adapté au non-déterminisme.Des librairies destinées à la RL ont ré
emment été développées. La RL n'a pas donnénaissan
e à un 
adre formel simple et uni�é24 
omme la PPC mais rassemble plut�t une
olle
tion de te
hniques similaires ; 
es librairies n'ont don
 pas de fondation théoriquerigoureuse 
omme les systèmes de PPC. Elles permettent néanmoins de s'a�ran
hir desparties fastidieuses de l'é
riture des algorithmes de RL en 
hoisissant une stru
ture d'algo-rithme supposée être assez générique pour fédérer un nombre su�sant de te
hniques. Leslibrairies LOCAL++ [S
haerf 00℄ et EASYLOCAL++ [Gaspero 00℄, é
rites en C++, sontdes 
olle
tions de 
lasses virtuelles qui servent de 
adre à la 
on
eption d'algorithmes dehill 
limbing, re
uit simulé et re
her
he taboue. Lo
alizer++ [Mi
hel 01a℄ est une versionsous forme de librairie pour C++ de Lo
alizer, un langage de modélisation d'algorithme deRL mentionné dans la se
tion suivante.3.4.3 Langages de modélisationLes langages de modélisation permettent de spé
i�er des problèmes et éventuellementdes algorithmes pour les résoudre ave
 des 
onstru
tions de haut niveau pro
hes de 
ellesde leur des
ription abstraite (telle qu'on peut la trouver dans une publi
ation s
ienti�quepar exemple) 
omme des quanti�
ateurs, des manipulations d'ensembles et
. Ils permettentde séparer 
lairement les 
omposants orthogonaux impliqués dans la résolution des pro-blèmes d'optimisation et automatisent 
ertains traitements, 
e qui réduit les e�orts dedéveloppement et favorise les expérimentations.Nous passons en revue trois langages de modélisation destinés respe
tivement à la PPC(et la programmation mathématiques), à la RL et à des algorithmes hybrides :� OPL (Optimization Programming Langage) [Van Hentenry
k 99℄ est une tentatived'uni�
ation des langages de modélisation pour la programmation mathématique telque AMPL [Fourer 93℄ et des langages de PPC, ainsi que de leurs te
hniques de24Des études ré
entes 
omme [Taillard 98℄ tentent d'y remédier mais au
une implémentation n'a en
oreété réalisée.



3.4. SYSTÈMES 89résolution. OPL permet de dé
rire des CSP ave
 des notations algébriques de hautniveau, des stratégies de re
her
he 
omme en PPC et la manière de par
ourir l'arbrede re
her
he. En outre, di�érents solveurs peuvent être utilisés sur le même modèleet un langage de � s
ripts � permet de 
ombiner plusieurs re
her
hes.� Lo
alizer [Mi
hel 97℄ est un langage de modélisation d'algorithmes de RL. Il auto-matise la maintenan
e in
rémentale (et e�
a
e) de stru
tures de données (appeléesinvariants) reliées par des dépendan
es fon
tionnelles (voisinages, 
ritères de séle
-tion) et propose un 
adre générique (
f. algorithme 5) pour dé
rire la méta-heuristiqueelle-même. Lo
alizer est, à notre 
onnaissan
e, le seul langage de 
e type.� SaLSA (Spe
i�
ation Language for Sear
h Algorithms) [Laburthe 98a℄ est un langagede des
ription d'algorithmes de re
her
he hybride. La re
her
he d'une solution, aussibien en RL qu'en PPC, est vue 
omme une séquen
e d'états 
orrespondant à despoints de 
hoix, par exemple l'instan
iation d'une variable à l'une de ses valeurs pos-sibles pour la PPC et le 
hoix d'un voisin pour la RL. SaLSA sépare la des
ription de
es points de 
hoix et le 
ontr�le de la re
her
he, 
'est-à-dire la stratégie d'explorationdes points de 
hoix. Des opérateurs permettent de 
ombiner des points de 
hoix etde ne visiter qu'une partie de leurs bran
hes (
f. se
tion 3.3.3) : les algorithmes sontalors spé
i�és ave
 des termes paramétrés par leur � gloutonnerie �. Les di�érentstypes de propriétés à maintenir (
onsistan
e lo
ale, invariants) sont pris en 
harge pardes solveurs spé
i�ques. SaLSA est très élégant mais seule une partie très restreintedu langage a été implémentée.
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Chapitre 4Une librairie de 
ontraintesfon
tionnelleFaCiLe est une librairie Open Sour
e1, simple et 
on
ise de programmation par 
on-traintes entièrement é
rite ave
 Obje
tive Caml [Leroy 00℄, un langage de programmationfon
tionnel de la famille de ML2. FaCiLe implémente la plupart des 
ontraintes usuellesdisponibles dans les systèmes de PPC les plus populaires (Prolog [Colmerauer 90℄, ILOGSolver [Solver 99℄, CHIP [Din
bas 88℄, ECLiPSe [ECLiPSe 01℄...) pour les domaines �nis etles ensembles �nis3, un langage de buts destiné à la re
her
he de solutions et l'optimisation,ainsi qu'un module d'invariants permettant de maintenir des 
ritères de 
hoix lors de lare
her
he. Notre librairie permet également de 
onstruire des 
ontraintes, buts et invariantsdé�nis par l'utilisateur ou en 
ombinant des primitives à l'aide d'une interfa
e simple etsouple qui fait largement appel au niveau d'abstra
tion élevé permis par le langage (fon
-tions d'ordre supérieur). FaCiLe a été 
onçu en évitant délibérément l'appro
he � en
oreun nouveau langage � pour pro�ter des 
ara
téristiques d'OCaml telles que le typage, les
l�tures, le système de module, le ré
upérateur de mémoire, l'e�
a
ité et la portabilité. Leprototypage et l'expérimentation s'en trouvent fa
ilités : la modélisation, le traitement desdonnées et l'interfa
e se 
onjuguent au sein d'un même et puissant langage qui garantit unniveau de sé
urité élevé.Les motivations de FaCiLe sont en fait très pro
hes de 
elles du système CHOCO4[Laburthe 00℄ qui a été développé à peu près à la même période pour le langage Claire :FaCiLe est� petite : a peu près 4500 lignes de 
ode ;� extensible : briques de bases, généri
ité (fon
teurs) ;1Un logi
iel Open Sour
e est un programme assorti d'une li
en
e qui garantit la liberté de le redistribuergratuitement ou 
ommer
ialement, l'a

ès gratuit à son 
ode sour
e et la possibilité de le modi�er. Untiers est ainsi autorisé à en 
orriger les erreurs et à le faire évoluer pour répondre à ses besoins.2
m.bell-labs.
om/
m/
s/what/smlnj/sml.html3Des variables et 
ontraintes sur les intervalles de �ottants sont également prévues, mais pas en
oreimplémentées.4www.
ho
o-
onstraints.net 93
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a
e : presque assez ;� simple : 
omme son nom l'indique ;� gratuite : li
en
e LGPL, 
ode sour
e disponible.4.1 Introdu
tion4.1.1 Le langageLors de la 
on
eption de FaCiLe, nous avons tout d'abord délibérément é
arté l'ap-pro
he � en
ore un autre (plus ou moins) nouveau langage de plus � : notre propos n'estpas de réinventer la roue et devoir refaire le travail et les 
ompromis des 
on
epteurs delangages de programmation, mais bien de réaliser un système de PPC simple et expres-sif. Notre projet di�ère ainsi de systèmes tels que Oz [Smolka 98℄, Claire [Caseau 96℄ ouMer
ury [Somogyi 95℄ qui sont des 
ompilateurs. Le 
hoix d'une librairie s'est don
 natu-rellement imposé pour satisfaire nos préo

upations d'e�
a
ité, portabilité et disponibilité.Un se
ond 
hoix doit ensuite être fait pour le langage h�te de notre librairie, entre leslangages de � bas niveau � impératifs très pro
hes du fon
tionnement du matériel et leslangages de � haut niveau � à vo
ation appli
ative qui permettent de se 
on
entrer surl'ar
hite
ture du système. Dans la première 
atégorie se trouve l'inévitable et très populaireC++ pour lequel ILOG Solver [Solver 99℄, le logi
iel 
ommer
ial qui 
onnaît le plus grandsu

ès, a été développé. L'avantage prin
ipal d'un tel langage � hormis son omniprésen
e� réside dans sa rapidité d'exé
ution, mais nous trouvons que les 
ontreparties à payer sontinabordables : la gestion mémoire est manuelle et don
 fastidieuse et sour
e de nombreuseserreurs di�
iles à déte
ter et 
orriger, le typage est débile (au sens premier du termeévidemment), les stru
tures de données sont pauvres ainsi que la modularité, le 
ode estverbeux et peu expressif et
. Dans la se
onde 
atégorie, la programmation logique et laprogrammation fon
tionnelle sont les 
andidats de 
hoix.La programmation logique est historiquement le langage de prédile
tion de la PPC : les
ontraintes sont naturellement des prédi
ats et la re
her
he non-déterministe de solution(preuve) est inhérente à Prolog. Un système de programmation logique basique, qui peutêtre vu 
omme un solveur de 
ontraintes sur les termes de l'univers de Herbrand, estalors enri
hi ave
 des te
hniques spé
i�ques (
o-routines, attribut de variable, algorithmesd'inféren
e...) pour gérer les 
ontraintes sur des stru
tures plus 
omplexes (p.ex. domaines�nis). Pourtant, si 
ette élégante adéquation est pratiquable pour l'exhibition de petitsexemples, elle est trop 
oûteuse dans un 
adre industriel pour des problèmes de tailleréelle : le traitement des données, le 
odage d'algorithmes de �ltrage e�
a
e pour des
ontraintes globales (d'ailleurs souvent é
rits en C), l'a�
hage des résultats et
. sont destâ
hes déli
ates dans le 
adre de la programmation logique. Le manque de typage et devéri�
ations à la 
ompilation dans les systèmes Prolog 
lassiques (hormis quelques systèmesré
ents 
omme Mer
ury [Somogyi 95℄, Gödel [Hill 94℄ ou TCLP [Fages 01℄) dissuadentégalement de les utiliser dans le développement de gros projets pour des raisons de sé
uritéet de robustesse.



4.2. UN AVANT-GOÛT DE FACILE 95La programmation fon
tionnelle n'o�re pas la sémantique logique adéquate pour expri-mer des 
ontraintes, mais les langages de la famille de ML évitent les é
ueils des langages debas niveau en proposant une sémantique forte, la manipulation de termes d'ordre supérieuret de 
l�tures, la gestion de mémoire automatique, et 
eux que partagent les systèmes Pro-log 
ommuns 
ar ils permettent la modularité ave
 généri
ité (fon
teurs), un typage fortet polymorphe. De plus, l'implémentation OCaml est très e�
a
e en temps d'exé
ution eten o

upation mémoire [Bagley 01, M
Clain 99, Morrisett 00℄, portable5, Open Sour
e etfournit des librairies bien do
umentées. Ces 
ara
téristiques puissantes nous ont 
onduits àutiliser OCaml à la fois 
omme langage sour
e pour é
rire des programmes en 
ontrainteset pour l'implémentation elle-même de la librairie. Quelques systèmes de PPC ont déjà été
onçus au-dessus de langage fon
tionnel tel que Lisp 
omme le séminal et orienté objet PE-COS [Puget 92℄ (an
être de Solver) ou SCREAMER [Siskind 93℄. Notre appro
he est pluspro
he du système présenté dans [Henz 99℄ qui utilise l'ordre supérieur et les ex
eptions deML pour permettre de 
onstruire des moteurs de re
her
he ave
 ba
ktra
k programmables.4.2 Un avant-goût de FaCiLeFaCiLe est 
omposée d'une vingtaine de modules qui stru
ture la librairie et son utili-sation : Domain pour la manipulation des domaines, Fd pour les variables, Arith pour lesexpressions arithmétiques, Cstr pour les 
ontraintes, Goals pour les buts de re
her
he etleur 
ontr�le et
. Le type des objets manipulés dans 
ha
un de 
es modules est nommé t, etla fon
tion prin
ipale permettant d'en 
réer des instan
es est 
reate. Nous nous référeronsà 
es di�érents objets ave
 leur notation quali�ée par le nom du module : Module.objet.4.2.1 Séquen
e magique ave
 FaCiLeLa programmation ave
 FaCiLe se 
onforme au s
héma 
lassique de la PPC : des va-riables à domaine sont 
réées, puis des 
ontraintes les utilisant dire
tement ou par l'intermé-diaire d'expressions arithmétiques sont posées, et un but de re
her
he est �nalement résolupour obtenir une solution. Le programme 4.1 résout (naïvement) le problème 
lassique dela séquen
e magique :Problème 4.1 (Séquen
e magique) Une séquen
e magique de taille n est une séquen
ede n entiers X = (x0; x1; : : : ; xn�1) telle que le nombre d'o

urren
es de 0 soit x0, le nombred'o

urren
es de 1 soit x1 et
, 
'est-à-dire :8i 2 [0; n� 1℄ jfx 2 X tel que x = igj = xiProgramme 4.1 (Séquen
e magique ave
 FaCiLe)5OCaml est porté sur la plupart des plate-formes 
ourantes : Linux, UNIXes, Ma
OS, Windows... /x86, Alpha, Spar
, PPC, HPPA, IA64... Voir 
aml.inria.fr/o
aml/portability.html.



96 CHAPITRE 4. UNE LIBRAIRIE DE CONTRAINTES FONCTIONNELLElet xs = Fd.array n 0 (n-1)let is_equal_to i x = fd2e x =~~ i2e iArray.iteri(fun i xi ->let 
ardi = Arith.sum Array.map (is_equal_to i) xs) inCstr.post (fd2e xi =~ 
ardi))xs;Goals.solve (Goals.Array.forall Goals.indomain xs)Variables et 
ontraintes Tout d'abord, un tableau xs de n variables ayant 
ommedomaine [0; n � 1℄ est 
réé ave
 la fon
tion Fd.array. Une fon
tion (is_equal_to) estensuite dé�nie pour 
onstruire une 
ontrainte d'égalité réi�ée entre une variable x et unentier i, à l'aide de l'opérateur =~~ : 
ette fon
tion renvoie une expression arithmétiquebooléenne qui sera égale à 1 si l'égalité est véri�ée et à 0 sinon. Une itération sur xs estalors e�e
tuée pour poser la famille de 
ontraintes qui spé
i�e le nombre d'o

urren
es d'unentier donné dans le tableau : il s'agit d'un simple appel à l'itérateur Array.iteri de lalibrairie standard d'OCaml qui applique séquentiellement une fon
tion à 
haque indi
e (i)et élément (xi) du tableau. Don
, pour 
haque indi
e i de xs, le nombre d'éléments égalà i est d'abord 
ompté à l'aide d'un se
ond itérateur Array.map qui applique la fon
tion(is_equal_to) pour transformer xs en un tableau d'expressions booléennes asso
iées aux
ontraintes réi�ées [x0 = i; : : : ; xj = i; : : : ; xn�1 = i℄ ; la somme de ses éléments est 
al
uléepar l'expression renvoyée par la primitive de FaCiLe Arith.sum. On 
ontraint ensuite 
e
ardinal à être égal à xi en posant une 
ontrainte ave
 la fon
tion de FaCiLe Cstr.post.Typage et sur
harge La dis
ipline de typage stri
te d'OCaml ne permet pas la sur-
harge d'opérateurs ou fon
tions ni les 
onversions impli
ites. Des opérateurs spé
iaux etdes fon
tions de 
onversions font don
 partie de FaCiLe, 
omme le montre l'exemple 4.1 :� Les opérateurs et 
ontraintes arithmétiques sont su�xés par ~ : +~, %~, =~, <~...� Les 
ontraintes réi�ées par ~~ : =~~, <>~~...� Conversion d'une variable à domaine �ni en expression arithmétique : fd2e.� Une 
onstante (integer) en expression : i2e.Cette syntaxe parti
ulière peut paraître lourde à l'utilisateur d'autres systèmes de PPC peutypés où les opérateurs sont sur
hargés et les 
onversions impli
ites. Dans de tels langages,la signi�
ation d'une fon
tion dépend de son 
ontexte d'utilisation selon un système derègles sophistiqué prétendûment intuitif, qui peut même aller jusqu'à masquer la 
réationde variables � pour les 
ontraintes réi�ées en général � alors que 
'est une opération très
oûteuse. En 
ontrepartie, dans FaCiLe, la signi�
ation des expressions arithmétiques estspé
i�ée simplement et de manière 
ohérente : le résultat 
orrespond exa
tement à 
e quiest attendu et les erreurs sont déte
tées à la 
ompilation6.6Néanmoins, un des sujets a
tifs de re
her
he sur OCaml est l'ajoût d'une forme de sur
harge 
ohérenteet sûre (autant que faire se peut...) au sein du système de type � un prototype est déjà disponiblepauilla
.inria.fr/~furuse/generi
s/. C'est en fait la 
ombinaison de sur
harges et de 
onversions
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her
he de solution La ligne �nale du programme 4.1 est une itération 
onjon
tivede la primitive d'étiquetage (i.e. un but) Goals.indomain. Un nouvel itérateur polymorpheest utilisé, Goals.Array.forall, dont le type est :(�! Goals:t)! � array ! Goals:t� est une variable de type et Goals.t et le type des buts. L'itérateur n'a don
 besoin qued'une fon
tion qui s'applique à des éléments du tableau et qui renvoie un but pour 
onstruirela 
onjon
tion des buts 
orrespondant dans l'ordre 
roissant des indi
es tu tableau. Unparamètre optionnel (qui n'est pas montré i
i) de type � array ! int qui renvoie l'indi
ede l'élément 
ourant à séle
tionner peut également être fournit à Goals.Array.forall
omme heuristique pour modi�er 
et ordre. Notons aussi que FaCiLe est doté du butGoals.Array.labeling de type Fd:t array ! Goals:t (Fd.t étant le type des variables àdomaine �ni) équivalent à Goals.Array.forall Goals.indomain.La re
her
he de solution est en�n e�e
tuée en appliquant le but obtenu à la fon
tionGoals.solve, dont le type est Goals:t! bool, et qui renvoie true si le but réussit et falses'il é
houe.Cet exemple basique n'est sans doute guère plus 
ourt que s'il avait été é
rit ave
 unlangage ad ho
, mais sa 
on
ision est manifeste pour un système fondée sur une librairie. Lamanipulation de fon
tions en tant qu'objet quel
onque rendue possible par un langage telque OCaml et le style de programmation par itérateur qui applique un traitement uniformeà une stru
ture de données permettent de dé�nir et 
omposer des fon
tions de manièresimple et 
on
ise. En outre, l'inféren
e et la véri�
ation des types assure la 
orre
tion du
ode sans sur
harge verbeuse.4.2.2 Pro�l d'un programme en FaCiLePlus généralement que dans l'exemple 4.1 où la 
on
ision du 
ode est privilégiée, le pro�ltypique d'un programme utilisant FaCiLe � après la partie préliminaire d'a
quisition etde traitement des données � est le suivant :1. Création de domaines :e.g. Domain.
reate : int list! Domain:t2. Création de variables : e.g. Fd.
reate : Domain:t! Fd:t3. Création d'expressions arithmétiques :e.g. Arith.sum_fd : Fd:t array ! Arith:t4. Création de 
ontraintes arithmétiques :e.g. =~, <~ : Arith:t! Arith:t! Cstr:timpli
ites qui est la sour
e d'erreurs la plus dangereuse. FaCiLe pourra don
 être munie d'une interfa
eplus légère et versatile pour les utilisateurs peu s
rupuleux.



98 CHAPITRE 4. UNE LIBRAIRIE DE CONTRAINTES FONCTIONNELLEet globales : e.g. Alldiff.
str : Fd:t array ! Cstr:t5. Pose des 
ontraintes : e.g. Cstr.post : Cstr:t! unit6. Création de buts :e.g. Goals.Array.labeling : Fd:t array ! Goals:t7. Re
her
he : e.g. Goals.solve : Goals:t! bool4.3 Fon
tionnalités4.3.1 Domaines et variablesPour que leur utilisation soit sûre, les domaines et les variables de FaCiLe ont un typeabstrait et ne peuvent être manipulés que par l'intermédiaire de fon
tions qui en assurentl'intégrité. Les fon
tions de 
réation, par exemple, ne permettent pas que 
es objets debase ne soient pas initialisés, 
e qui est une sour
e d'erreurs fréquentes ave
 les systèmesde PPC dont le langage h�te est impératif.A�n de pouvoir les partager sans risque et fa
iliter ainsi la gestion de leur modi�
ationave
 le ba
ktra
k, les domaines de FaCiLe sont fon
tionnels, 
'est-à-dire qu'ils ne sont pasmodi�ables � en pla
e � et que les fon
tions qui les traitent renvoient toutes un � nouveau �domaine (qui partage éventuellement une partie de la stru
ture du domaine d'origine).FaCiLe propose a
tuellement deux types de domaines (et don
 deux types de variables) :les entiers et les ensembles d'entiers.Les variables possèdent un attribut lorsqu'elles sont in
onnues (pas en
ore instan
iées)auquel il faut a

éder pour obtenir leur domaine ou la liste des 
ontraintes qui leur sontatta
hées. Elles le perdent quand elles deviennent instan
iées et ne 
ontiennent plus alorsque la valeur d'instan
iation. La distin
tion entre 
es deux états est assurée par le typage.Bien que le type des variables soit abstrait (Fd.t et SetFd.t), la fon
tion Fd.value : t!
on
rete permet d'en obtenir une pseudo-représentation 
on
rète ave
 un type � somme � :type 
on
rete = V al of elt j Unk of attr. Le style de programmation par pattern-mat
hingasso
ié au typage assure la distin
tion entre l'état instan
iée et l'état in
onnue ave
 sûretéet fa
ilité :mat
h Fd.value x withVal v -> fv v| Unk attr -> fa attrLes deux types de variables Fd.t et SetFd.t possèdent une interfa
e pratiquementidentique. Outre les diverse fon
tions d'a

ès aux informations 
ontenues dans une variable,deux fon
tions permettent de réduire son domaine :



4.3. FONCTIONNALITÉS 99� unify : t! elt! unitInstan
iation ave
 un élément du domaine.� refine : t! domain! unitRédu
tion ave
 un domaine in
lus dans le domaine 
ourant de la variable.Ces rédu
tions de domaine entraînent le dé
len
hement d'événements auxquels les 
on-traintes vont être atta
hées pour être réveillées :� on_re�ne : modi�
ation du domaine ;� on_min : modi�
ation de la borne inférieure ;� on_max : modi�
ation de la borne supérieure ;� on_subst : instan
iation.Un é
he
 survient si le domaine d'une variable est réduit à l'ensemble vide.4.3.2 ContraintesLes 
ontraintes de FaCiLe ont un type abstrait (Cstr.t) et peuvent être manipulées (parexemple 
ombinées ave
 des opérateurs logiques) avant d'être posées (fon
tion Cstr.post :Cstr:t! unit), 
'est-à-dire d'être ajoutées à l'ensemble des 
ontraintes a
tives.Contraintes arithmétiques FaCiLe assure ave
 le typage la distin
tion entre variableset expressions arithmétiques pour rendre impossible (déte
tion à la 
ompilation) des opé-rations telles que le ra�nage d'une expression ou la manipulation de son hypothétiquedomaine.Les 
ontraintes arithmétiques linéaires et non-linéaires sont 
onstruites à l'aide d'unopérateur (équation, diséquation ou inéquation stri
te ou large) et de deux expressionsarithmétiques. Ni les variables ni les entiers (natifs) ne sont des expressions arithmétiquesqui possèdent leur propre type abstrait Arith.t ; des fon
tions de 
onversion doivent êtreutilisées (fd2e et i2e), 
e qui évite toute 
onfusion. Ré
iproquement, une expression peut-être transformée en variable (e2fd). Les expressions peuvent être 
ombinées pour en formerde plus 
omplexes avant de 
onstruire des 
ontraintes. L'utilisateur dispose des opérateurssuivants pour é
rire une expression :� +~, -~, *~, /~ ;� **~ exponentiation à une puissan
e entière ;� %~ modulo ;� Arith.abs valeur absolue.ainsi que des sommes et produits généralisés et du produit s
alaire sur des tableaux devariables ou d'expressions.Les 
ontraintes arithmétiques peuvent également être réi�ées et 
ombinées ave
 lesopérateurs logiques suivants :� &&~~ : 
onjon
tion ;� ||~~ : disjon
tion ;� =>~~ : impli
ation ;� <=>~~ : équivalen
e ;� xor : ou ex
lusif ;



100 CHAPITRE 4. UNE LIBRAIRIE DE CONTRAINTES FONCTIONNELLE� not : négation.Contraintes globales Des 
ontraintes basiques sur les tableaux de variables permettentd'obtenir leur minimum, leur maximum (ou l'index de la variable 
orrespondante) ou deles indexer par une variable logique.Des 
ontraintes globales qui permettent de modéliser e�
a
ement des sous-problèmesré
urrents en optimisation 
ombinatoire sont également disponibles dans la librairie :� Alldiff.
str : � tous di�érents � ;� G

.
str : 
ardinalité généralisée [Régin 96℄ ;� Sorting.
str : tri [Bleuzen-Guernale
 97℄.Par exemple, la 
ontrainte de 
ardinalité généralisée peut être employée pour résoudre leproblème de la séquen
e magique plus rapidement qu'ave
 le programme 4.1 en remplaçantles 
ontraintes réi�ées par :let 
ards_values = Array.mapi (fun i xi -> (xi, i)) xsCstr.post (G

.
str xs 
ards_values);Pour pouvoir s'adapter à la spé
i�té du problème à résoudre, le degré de �ltrage des
ontraintes � tous di�érents � et de 
ardinalité peut être paramétré ave
 des argumentsoptionnels. Le 
ompromis entre 
oût (en temps de 
al
ul) et puissan
e du �ltrage peutainsi être 
hoisi �nement.Contraintes sur les ensembles Les variables d'ensembles sont utiles pour modélisernaturellement 
ertains problèmes très symétriques tels que 
elui des é
olières de Kirkman[Barnier 02b℄. Les 
ontraintes ensemblistes portant sur des variables d'ensembles ex
lusive-ment permettent de manipuler l'union, l'interse
tion, d'assurer l'in
lusion ou la disjon
tionet d'ordonner des ensembles ; d'autres utilisent des variables entières pour pouvoir a

éderau 
ardinal, au minimum ou garantir l'appartenan
e d'un élément.Deux 
ontraintes globales viennent 
ompléter le pouvoir d'expression des variables d'en-sembles :� all_disjoint : disjon
tion généralisée ;� at_most_one : les variables d'un tableau ont un 
ardinal �xé et au plus un élémenten 
ommun deux à deux.Contraintes utilisateur Pour que FaCiLe puisse être e�
a
e sur des problèmes réels,il faut pouvoir introduire des algorithmes de �ltrage dédiés à un problème parti
ulier etsubvenir au manque d'expressivité des 
ontraintes arithmétiques. La librairie o�re don
à l'utilisateur la possibilité de dé�nir ses propres 
ontraintes par l'intermédiaire d'uneinterfa
e de haut niveau, aussi générale que 
elle destinée au développement, en dé�nissantles fon
tions suivantes :� update : propagation. Un identi�
ateur (entier) peut être passé en paramètre pouridenti�er la 
ause du réveil. La fon
tion doit renvoyer un booléen pour indiquer sielle est résolue ou non.



4.3. FONCTIONNALITÉS 101� delay : événements de réveil. La 
ontrainte peut être réveillée sur l'instan
iation, lamodi�
ation du domaine, du minimum ou du maximum d'une variable, a

ompagnéoptionnellement de l'identi�
ateur transmis à update.� 
he
k (optionnelle) : test de satisfa
tion pour la réi�
ation. La fon
tion doit renvoyerun booléen ou lever l'ex
eption DontKnow.� not (optionnelle) : négation de la 
ontrainte pour la réi�
ation.� init (optionnelle) : initialisation. Cette fon
tion est la première appelée quand la
ontrainte est posée.Ces fon
tions doivent être passées en arguments de la fon
tion de 
réation de 
ontraintesCstr.
reate.Les fon
tions optionnelles 
he
k et not doivent être fournies simultanément pour quela 
ontrainte soit réi�able, sinon une ex
eption est levée quand l'utilisateur tente de laréi�ée. D'autres arguments optionnels peuvent également être passés à la 
réation d'une
ontrainte : sa priorité (parmi immediate, normal et later), son nom (une 
haîne de
ara
tère) et une fon
tion d'a�
hage.Événements utilisateur FaCiLe est doté d'un mé
anisme d'événements génériques (detype abstrait Cstr.event) qui permet à l'utilisateur d'en dé�nir de nouveaux (outre lesquatre7 déjà mentionnés qui sont dé
len
hés par le ra�nage des variables) pour y atta
herdes objets réa
tifs, i.e. des 
ontraintes. L'abstra
tion de la gestion des 
ontrainte 
onstitueun support pour maintenir des stru
tures de données ave
 l'état du système ou observerses propriétés et son 
omportement.FaCiLe exporte à 
ette �n les fon
tions suivantes :� new_event : 
rée un nouvel événement ;� register : atta
he une 
ontrainte à un événement (éventuellement ave
 un identi�-
ateur entier) ;� s
hedule : dé
len
he un événement ;� registered : permet d'obtenir la liste des 
ontraintes atta
hées à un événement.4.3.3 Re
her
he et langage des butsFaCiLe 
ontr�le la re
her
he de solutions ave
 des buts explorés traditionnellement enprofondeur d'abord. Le langage de buts de FaCiLe o�re une expressivité pro
he des butsde Prolog et une sémantique 
laire grâ
e aux fon
tionnalités d'ordre supérieur autoriséespar ML. Des buts de re
her
he 
omplexes peuvent ainsi être exprimés simplement par
omposition ou itération des buts d'exploration et d'étiquetage prédé�nis de FaCiLe.Il est 
ependant indispensable pour résoudre des problèmes réels de pouvoir dé�nirdes buts spé
i�ques, impossible à exprimer à l'aide de primitives quelque soit la taille dela 
olle
tion de buts proposée par un système de PPC. FaCiLe permet à l'utilisateur de7Les événements primitifs de FaCiLe sont en fait au nombre de huit, 
ar les événements des variablesentières et d'ensembles sont distin
ts.
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i�er simplement et de manière très 
on
ise de nouveaux buts éventuellement ré
ursifset de partager des données lo
alement en passant la 
ontinuation du 
al
ul en paramètre.Les buts de FaCiLe sont simplement des 
l�tures évaluées paresseusement lors de leurexé
ution par un interpréteur (Goals.solve) et leur type est abstrait (Cstr.t) pour engarantir l'intégrité.Conjun
tion et disjon
tion Les buts peuvent être 
ombinés grâ
e à des opérateursde 
onjon
tion (&&~) et de disjon
tion (||~) qui ont pour éléments neutres respe
tifsGoals.su

ess et Goals.fail. Par exemple, en utilisant le but prédé�ni d'instan
ia-tion non-déterministe d'une variable, Goals.indomain, on peut fa
ilement é
rire la bou
led'énumération disjon
tive d'une variable :let enum x = (Goals.indomain x &&~ Goals.fail) ||~ Goals.su

essItérateurs La programmation fon
tionnelle permet de 
omposer des fon
tions en utili-sant des itérateur. Un itérateur est asso
ié à un type de données et dé�nit un 
ontr�le � pardéfaut � pour traiter 
ette donnée en la par
ourant. En imitant les itérateurs de la librairiestandard d'OCaml, FaCiLe fournit des itérateurs polymorphes 
onjon
tifs et disjon
tifs surles tableaux et les listes (sous-modules Goals.Array et Goals.List) 
ompatibles ave
 le
ontr�le des buts. Par exemple, l'itérateur 
onjon
tif sur un tableau :Goals.Array.forall : (�! Goals:t) ! � array ! Goals:tapplique uniformément un but sur tous ses éléments par 
onjon
tion :Goals.Array.forall g [|x1; ...; xn|℄ , g x1 &&~ ... &&~ g xnL'étiquetage d'un tableau de variables, par exemple, est la simple itération du butd'instan
iation d'une variable. Ce but s'é
rit simplement 
omme une 
omposition grâ
e àl'appli
ation partielle :let labeling_array = Goals.Array.forall Goals.indomainet le type de 
ette fon
tion est don
 :Fd:t array ! Goals:tComme une matri
e n'est qu'un tableau de tableaux, il su�t simplement de 
omposer lafon
tion pré
édente ave
 l'itérateur pour obtenir un itérateur sur les matri
es :let labeling_matrix = Goals.Array.forall Goals.labeling_arrayde type : Fd:t array array ! Goals:t



4.3. FONCTIONNALITÉS 103Buts utilisateur FaCiLe permet à l'utilisateur de dé�nir ses propres buts à l'aide detrois primitives :� Goals.atomi
 : (unit! unit)! Goals:tCette fon
tion permet d'é
rire des buts qui ne réalisent que des e�ets de bord. Parexemple un but d'a�
hage d'une variable peut s'é
rire :let print v = Goals.atomi
 (fun () -> Fd.fprint stdout v)� Goals.
reate : (�! Goals:t)! �! Goals:tCette fon
tion est la plus générale. Elle prend en argument une fon
tion qui renvoieun nouveau but et lui passe également un argument. Elle permet également d'é
riredes buts ré
ursifs 
omme l'itération disjon
tive sur une liste8 :let re
 iter_disj goal list =Goals.
reate(fun
tion[℄ -> Goals.fail| x :: xs -> goal x ||~ iter_disj goal xs)listde type : (�! Goals:t)! � list! Goals:t� Goals.
reate_re
 : (Goals:t! Goals:t)! Goals:tCette dernière fon
tion de 
réation de buts est destinée au 
as parti
ulier des butsré
ursifs à argument 
onstant : l'argument du but passé en argument est le but lui-même. De tels buts pourraient bien sûr s'é
rire à l'aide de la fon
tion pré
édenteGoals.
reate, mais FaCiLe optimise la représentation de 
e type de but quandils sont 
réés ave
 
ette fon
tion spé
i�que. L'instan
iation non-déterministe d'unevariable à l'aide d'une fon
tion 
hoisissant une valeur dans son domaine peut ainsis'é
rire :let instantiate 
hoose var =Goals.
reate_re
(fun self ->mat
h Fd.value var withVal _ -> Goals.su

ess| Unk attr ->let dom = Var.Attr.dom attr inlet x = 
hoose dom inlet left = Goals.atomi
 (fun () -> Fd.subst var x)and right =Goals.atomi
(fun () -> Fd.refine var (Domain.remove x dom)) inleft ||~ (right &&~ self))et son type est : (Domain:t! Fd:elt)! Fd:t! Goals:t8Cette fon
tion est déjà prédé�nie par Goals.List.exists.
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iée, le but renvoyé est Goals.su

ess, sinon la fon
tion
hoose 
hoisit une valeur x dans le domaine de la variable, puis on dé�nit les deuxbuts de ra�nage 
orrespondant au point de 
hoix : la première (left) instan
ie lavariable à x et la se
onde (right) retire x du domaine de la variable. Finalement, lebut renvoyé e�e
tue soit left, soit la 
onjon
tion de right et du but lui-même.Continuation Pour implémenter en Prolog des buts de re
her
he 
omplexes qui s'é
han-gent des données, il su�t simplement de partager des variables logiques entre les argumentsdes buts et l'uni�
ation se 
harge du reste. Ainsi, les paramètres out du premier but sontpris 
omme des paramètres in du se
ond dans le s
héma suivant (syntaxe à la Prolog) :g1(Pin; Pout); g2(Pout) : : :Ave
 FaCiLe, les variables à domaines pourraient jouer un r�le similaire, mais les entiers (oules ensembles d'entiers) ne sont pas des stru
tures de données douées d'un grand pouvoird'expression. On peut également utiliser les référen
es ba
ktra
kables polymorphes (
f.se
tion 4.3.4) disponibles dans FaCiLe 
omme variables globales partagées par les buts,mais le 
ontr�le non-déterministe de l'exé
ution des buts rend 
e style de programmationdi�
ile à maîtriser.Cependant, 
omme ML permet de manipuler des fon
tions 
omme n'importe quelleautre donnée, on peut passer en argument d'un but une 
ontinuation (d'ordre supérieure,i.e. une fon
tion) qui pourra prendre elle-même en paramètre le résultat d'un 
al
ul quel-
onque e�e
tué dans 
e but :let g1 = fun pin 
ont !Goals.
reate(fun () !let pout = : : : in
ont pout)() ing1 pin g2L'en
odage de buts de re
her
he 
omplexes ave
 des 
ontinuations s'intègre ainsi na-turellement ave
 le style fon
tionnel et atteint un pouvoir d'expression pro
he de 
eluides buts de Prolog. Pour illustrer 
ette expressivité, l'exemple suivant implémente le butProlog 
lassique delete et son utilisation en passant son résultat (un élément et le restede la liste) à un but pris en paramètre :
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Prolog delete([X | Xs℄, X, Xs).delete([X | Xs℄, Y, [X | Ys℄):- delete(Xs, Y, Ys).:- delete(L, X, Xs), 
ont(X, Xs).
FaCiLe let re
 delete = fun l 
ont ->Goals.
reate(fun
tion[℄ -> Goals.fail| x::xs ->
ont x xs ||~ delete xs (fun y ys -> 
ont y (x::ys)))ldelete l gLa liste l est explorée disjon
tivement en appliquant la 
ontinuation 
ont à un élément etau reste de la liste � et l'ordre de la liste est préservé en replaçant l'élément séle
tionnéen tête de liste.Les idiomes de Prolog ne s'é
rivent évidemment pas de manière plus 
on
ise ou éléganteave
 FaCiLe, mais la puissan
e d'expression pro
urée par l'ordre supérieur permet d'obte-nir un langage de buts de re
her
he souple doté d'une sémantique 
ohérente. Comparéesaux ma
ros qui permettent de dé�nir des buts dans ILOG Solver, et qui sou�rent d'une sé-mantique purement syntaxique, ou à l'é
riture de nouveaux objets verbeuse et fastidieuse,les briques de base du module des buts de FaCiLe o�rent une solution bien plus éléganteet expressive.4.3.4 Mé
anismes génériquesComme mentionné dans la se
tion 4.3.2, FaCiLe dispose d'événements génériques quel'utilisateur peut utiliser pour implémenter un 
ontr�le réa
tif similaire à 
elui des 
ontrain-tes. FaCiLe o�re également d'autres mé
anismes génériques qui s'intègrent naturellementdans un système d'optimisation sous 
ontraintes : les référen
es ba
ktra
kables et les inva-riants.Ces deux types d'objets ont la parti
ularité d'être polymorphes, 
'est-à-dire que leurgénéri
ité réside dans le fait que n'importe quelle stru
ture de données peut leur être passéen paramètre.Réferen
es ba
ktra
kablesLes référen
es ba
ktra
kables polymorphes, fournies par le module de la pile, permettentde faire � vivre � des stru
tures de données mutables ave
 le ba
ktra
k : elles abstraient
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e des stru
tures de données lors de la re
her
he. L'utilisateur peut utiliser
es référen
es pour é
rire des algorithmes plus simplement 
ar il n'a pas à se sou
ier demaintenir ou re
al
uler 
es données lors des ba
ktra
ks. Elles peuvent notamment servirpour é
rire des 
ontraintes globales qui né
essitent de telles stru
tures sophistiquées.Leur type est abstrait : type � ref = � tet leur module de dé�nition exportent trois fon
tions prin
ipales pour les manipuler :� ref : �! � ref , 
réation ;� set : � ref ! �! unit, mise-à-jour ;� get : � ref ! �, déréféren
ement.InvariantsFaCiLe propose en
ore un niveau d'abstra
tion supplémentaire pour maintenir desstru
tures de données liées entre elles par des dépendan
es fon
tionnelles. Inspirées desinvariants de Lo
alizer [Mi
hel 97℄, un langage de modélisation pour la re
her
he lo
ale,les référen
es invariantes polymorphes de FaCiLe propagent automatiquement les modi�-
ations subies vers les autres référen
es qui en dépendent et � vivent � ave
 le ba
ktra
k. Cemé
anisme s'apparente à 
elui des 
ontraintes, mais ave
 des dépendan
es dire
tionnelleset des variables instan
iées de n'importe quel type.L'utilisateur peut s'en servir 
omme dans Lo
alizer pour intégrer des pro
édures de re-
her
he lo
ale dans sa re
her
he PPC. Des référen
es invariantes natives liées aux variablesà domaine sont également disponibles pour pouvoir, par exemple, maintenir fa
ilement des
ritères de séle
tion de variables ou de valeur. FaCiLe propose un mé
anisme génériquequi prend en argument n'importe quelle fon
tion pour maintenir un invariant, et quelquesinvariants spé
i�ques maintenues e�
a
ement (somme et produit généralisés, indexationet minimum d'un tableau).Par exemple, le 
ritère pour l'heuristique dom/deg dé
rite dans [Bessière 96℄ se 
al
uletrès simplement à l'aide de référen
es invariantes :let float_div = Invariant.binary (fun x y -> float x /. float y)let best vars =let ratios =Array.map(fun v ->let dom = Invariant.Fd.size vand deg = Invariant.Fd.
onstraints_number v infloat_div dom deg)vars inInvariant.Array.argmin ratiosLe première fon
tion transforme en fon
tion invariante la division �ottante à partir d'entiers
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onde s'en sert pour renvoyer la référen
e invariante égale à l'index du plus petitratio. Il su�t ensuite de l'intégrer dans un but ré
ursif d'exploration d'un tableau.4.4 ExpressivitéFaCiLe et ML apportent une 
ombinaison unique parmi les solveurs de 
ontraintespour é
rire des buts de re
her
he, et plus généralement des programmes en 
ontraintes.Les itérateurs qui abstraient le 
ontr�le par défaut sur les stru
tures de données jouent ler�le d'opérateurs d'agrégat et de quanti�
ateurs. L'ordre supérieur et l'appli
ation partiellepermettent de 
omposer les fon
tions 
omme ave
 des notations mathématiques mais dansun 
adre rigoureux dénué d'ambiguïté. Le polymorphisme o�re la généri
ité et 
onstitueune 
ou
he d'abstra
tion supplémentaire dans un système où l'é
riture de 
ode 
omplexeest très sûre grâ
e à l'analyse réalisée par le typage.Ainsi, nous pensons que FaCiLe+ML 
onstitue un environnement de programmationpar 
ontraintes à l'expressivité pro
he de 
elui d'un langage de modélisation (itérateurs,abstra
tion, ordre supérieur, polymorphisme, inféren
e de types), mais qui permet de trai-ter des problèmes réels grâ
e au réalisme (traitement des données, interfa
e, e�
a
ité du
ompilateur, environnement) et à la sûreté (typage stri
t, gestion automatique de la mé-moire) du langage h�te. FaCiLe partage don
 
ertaines motivations d'OPL++ [Mi
hel 01b℄qui estime que les 
onstru
tions de C++ permettent de se débarrasser de la 
ou
he demodélisation OPL.4.5 Perspe
tivesFaCiLe est une librairie essentiellement destinée à la re
her
he et l'enseignement, et sonambition est plus de fournir des briques de base simples et 
ohérentes pour pouvoir étendrela librairie et la 
omprendre que de tendre vers l'exhaustivité des domaines de 
ontraintespour 
on
urren
er les systèmes 
ommer
iaux. Toutefois, le développement futur de FaCiLeintégrera de nouvelles 
ontraintes dédiées telles que les 
ontraintes de s
heduling.Les perspe
tives de développement s'orientent plut�t vers la 
oopération de solveurs(p.ex. une 
ontrainte globale utilisant lp_solve9) et le support pour des paradigmes d'op-timisation 
ombinatoire di�érents tels que la re
her
he lo
ale (te
hniques de � réparation �de solutions ave
 des variables mixtes PPC/RL).L'extension la plus notable en 
ours est la réalisation d'une 
ou
he de modélisationinspirée d'OPL [Van Hentenry
k 99℄ au-dessus de FaCiLe [Slama 02℄, qui s'avère 
on
iseet simple à é
rire grâ
e aux 
onstru
tions de haut niveau o�ertes par le langage.
9www.netlib.org/ampl/solvers/lpsolve
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Chapitre 5Implémentation de FaCiLeL'implémentation de FaCiLe a été dans un premier temps aussi naïve que possible pourque la librairie soit petite et fa
ile à maintenir. Elle est 
onstituée d'environ 4500 lignesde 
ode (auxquelles viennent s'ajouter 400 lignes d'interfa
e (signatures) do
umentées ex-haustivement), entièrement é
rit en Obje
tive Caml, y 
ompris les fon
tions de bas niveau
omme la manipulation des domaines ou l'inféren
e sur les 
ontraintes arithmétiques. Fa-CiLe est ainsi 
on
ise et robuste, mais son e�
a
ité en temps d'exé
ution peut être moindreque 
elle d'un système 
odé en C/C++ ou �nement optimisé.5.1 Ar
hite
tureFaCiLe est 
onstituée d'une hiérar
hie d'une douzaine de modules prin
ipaux1 qui lastru
turent. Aux 4500 lignes de 
ode de la librairie s'ajoutent a peu près 400 lignes de signa-tures qui 
onstituent l'interfa
e et qui sont do
umentées exhaustivement ; 
ette interfa
epermet également d'abstraire les types de données de FaCiLe et de préserver ainsi l'intégritédes objets manipulés et l'orthogonalité de l'implémentation vis-à-vis de l'interfa
e.5.1.1 ModularitéLa stru
turation de FaCiLe en modules permet d'en hiérar
hiser 
lairement les di�érents
omposants en suivant les dépendan
es entre unités de 
ompilation. La �gure 5.1 présenteles prin
ipaux modules et leur dépendan
e. La partie du haut regroupe les fon
tionnalitéset stru
tures de bas niveau telles que la pile et les domaines (Domain) qui ne dépendentd'au
un autre module. Le module de la pile (Sta
k) qui implémente la 
ontinuation d'é
he
fournit des � référen
es ba
ktra
kables � polymorphes, i.e. des stru
tures mutables qui� vivent � ave
 le ba
ktra
k (
f. se
tion 5.2.2), aux autres 
omposants de FaCiLe et àl'utilisateur, et permet de 
ontr�ler le ba
ktra
k lors de la résolution des buts.1Quelques modules auxiliaires fournissent des fon
tions utiles au débuggage ou absentes de la librairiestandard d'OCaml qui ne sont pas spé
i�ques à un système de programmation par 
ontraintes.109
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Réi�
ationOpérators sur les 
ontraintesReify Expressions arithmétiquesArith Contrainte � tous di�érents �Alldiff
Contrainte de 
ardinalitéG

Contrainte de triSorting Tableaux de variablesIndexation, min, maxFdArray

ItérateursÉtiquetage, optimisationCréation, 
ontr�le OR/AND
Domaines �nis d'entiers
Variable à attributRe�ne, susbtituteContraintes atta
hées Cstr
Domain
Var Contraintes, évènementsCreation, s
heduling, réveil GoalsRéféren
es ba
ktra
kablesInvariantRéféren
es ba
ktra
kablesTrail, niveaux, ba
ktra
k, 
utSta
k

Fig. 5.1 � Ar
hite
ture de FaCiLe



5.1. ARCHITECTURE 111Viennent ensuite les briques de bases qui fournissent l'essentiel de l'interfa
e ave
 l'utili-sateur : les variables et leur ra�nage (Var), la stru
ture et la gestion des 
ontraintes (Cstr)ainsi que 
elles des buts (Goals). Le module des 
ontraintes ne fait appel qu'à la pile a�n dedisposer de référen
es ba
ktra
kables utilisées dans la stru
ture des 
ontraintes et la gestiondes événements. Les variables utilisent naturellement les domaines ainsi que la pile pourdisposer de référen
es ba
ktra
kables sur 
es derniers ; la stru
ture et le ra�nage des va-riables dépend également du module de gestion des 
ontraintes pour atta
her 
elles-
i auxvariables et dé
len
her leur réveil (mé
anismes d'événements). Le troisième des modulesprin
ipaux, dédiés aux buts de re
her
he, implémente la 
ontinuation de su

ès et utilise lapile pour réaliser les disjon
tions. Ce module qui e�e
tue la résolution des buts (re
her
heen profondeur d'abord à la Prolog) supervise le 
ontr�le de la pile en ré
upérant les é
he
spuis en appelant le ba
ktra
k ; il utilise ensuite le mé
anisme d'événements des 
ontraintespour dé
len
her un événement spé
i�que à 
haque ba
ktra
k. En�n, les buts d'étiquetagedépendent naturellement des variables, ainsi que les buts d'optimisation qui né
essitentégalement le module des 
ontraintes (pour 
ontraindre le 
oût dynamiquement).Les autres modules de FaCiLe 
orrespondent à l'implémentation de 
ontraintes spé
i-�ques et utilisent don
 tous le module des 
ontraintes et 
elui des variables :� les 
ontraintes arithmétiques (Arith) ;� la réi�
ation de 
ontraintes et les opérateurs logiques sur les 
ontraintes (Reify) ;� les 
ontraintes globales � tous di�érents � (Alldiff), de 
ardinalité généralisée (G

),de tri (Sorting) et d'indexation dans un tableau (FdArray) � 
es trois dernières
ontraintes dépendent également du module des 
ontraintes arithmétiques pour poserdes égalités entre variables.Le module des invariants (Invariant, en haut à droite dans la �gure 5.1), que l'on n'apas en
ore évoqué 
ar il est orthogonal au paradigme de la programmation par 
ontrainte,implémente des référen
es ba
ktra
kables reliées par des équations fon
tionnelles (dire
-tionnelles, 
ontrairement aux 
ontraintes). Il dépend don
 du module de la pile pour lesréféren
es ba
ktra
kables et il utilise le mé
anisme d'événements des 
ontraintes pour lesmettre à jour. Il dépend en fait également des variables (mais le lien n'apparaît pas surla �gure 5.1 pour des raisons de 
larté) 
ar il propose des primitives pour obtenir des in-variants asso
iés aux di�érentes 
ara
téristiques des variables (minimum, maximum, tailleet
.), a�n de pouvoir, par exemple, maintenir fa
ilement et e�
a
ement des 
ritères surl'état des variables du problème pendant la re
her
he.Notons en
ore que les modules qui implémentent les variables et les 
ontraintes sur lesensembles ne �gurent pas sur le s
héma pour ne pas le sur
harger, 
ar leur pla
e au seinde l'ar
hite
ture de FaCiLe est similaire à 
elles des modules sur les variables entières.5.1.2 Fon
teurisation des variablesLes langages de la famille de ML tels qu'OCaml (et Haskell, SML) possèdent un systèmede module puissant doté de fon
teurs. Un module regroupe au sein d'une stru
ture une
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lude basi
varmin, max,event, idmin, max, re�ne, array,subst, delay
fon
teur fon
teurFloatDomain MakeAttr MakeVar

BASICVARATTRIBUTEDOMAIN Basi
IntVarSetVar IntVarIntAttrSetAttrIntDomainSetDomain
min, max,mem, remove

Fig. 5.2 � Fon
teurisation des variables
olle
tion de types, de données et de fon
tions2 ; il est asso
ié à une signature qui représenteson type et permet de restreindre son interfa
e pour abstraire les types qu'il exporte et/ouen 
a
her d'autres. Un fon
teur est une fon
tion des modules vers les modules qui permetde prendre en argument un module d'un type donné3 et d'utiliser les données et les fon
-tions qu'il exporte ; la signature du résultat peut elle aussi être restreinte pour abstrairel'implémentation du fon
teur. Les fon
teurs permettent ainsi une forme de généri
ité demasse et d'abstra
tion dotée d'un typage statique très sûr. Cependant, un tel système detype est moins souple que le paradigme de la programmation orientée objet (que proposeégalement OCaml) qui permet de dé�nir in
rémentalement une stru
ture par héritage etredé�nition des méthodes héritées.FaCiLe utilise des fon
teurs pour implémenter di�érents types de variables logiques,a
tuellement des variables entières et des variables d'ensembles, mais la généri
ité du mé-
anisme permet d'implémenter n'importe quel type de variable né
essitant la même signa-ture. Le prin
ipe de 
ette implémentation est illustré par la �gure 5.2 où les fon
teurs sontreprésentés par les grandes boîtes verti
ales, leurs arguments et le résultat de leur appli
a-tion, qui sont des modules, par les petites boîtes horizontales et leur type apparaissent enhaut dans les boîtes en pointillés ; les �è
hes illustrent l'appli
ation des fon
teurs à leursarguments.Le premier fon
teur utilisé, MakeAttr, prend en argument un module de type DOMAINqui doit fournir dans son interfa
e les type (abstraits) des domaines et de leurs éléments,ainsi que les fon
tions d'a

ès au domaine (min, max et
.), et renvoie un module de typeATTRIBUTE qui 
ontient par exemple le type des événements manipulé par l'utilisateur etune fon
tion permettant de 
onnaître le nombre de 
ontraintes atta
hées à un attribut.Suivant le même prin
ipe, un deuxième fon
teur MakeVar est appliqué au résultat du2Les modules d'OCaml peuvent en fait 
ontenir n'importe quel objet tel que modules, fon
teurs, typesde modules ou fon
teurs (signatures) et 
lasses.3La signature du module e�e
tivement pris en argument par le fon
teur peut être plus générale que
elle fournit par le type du fon
teur (polymorphisme, données et fon
tions supplémentaires).



5.1. ARCHITECTURE 113premier pour 
onstruire un module de type BASICVAR o�rant une interfa
e ri
he pourmanipuler les variables logiques. FaCiLe applique ainsi su

essivement aux modules quiimplémentent les domaines entiers (IntDomain) et les domaines d'ensembles (SetDomain) lefon
teur MakeAttr, 
e qui génère les modules IntAttr et SetAttr, puis le fon
teur MakeVarpour 
onstruire les modules Basi
IntVar et SetVar. Ce mé
anisme permet de fa
toriser le
ode des attributs et des variables en gardant un niveau d'abstra
tion élevé, 
ar la signaturedu résultat des fon
teurs est elle-même restreinte dans l'interfa
e fournit à l'utilisateur. Ilpourrait également servir à implémenter d'autres types de variables 
omme le suggère dansla �gure 5.2 l'hypothétique module de domaines sur les �ottants FloatDomain.Cependant, 
ertaines fon
tions utiles pour des variables entières n'ont pas for
émentd'intérêt pour les autres types de variables, 
omme l'énumération des valeurs de son do-maine. C'est pourquoi le module Basi
IntVar est enri
hi par le module IntVar qui réaliseune simple in
lusion du premier en y ajoutant 
es fon
tions.5.1.3 Interfa
eUniformitéLes modules de FaCiLe sont en premier lieu des unités 
on
eptuelles, 
'est-à-dire qu'ilsdé�nissent essentiellement une notion à laquelle est asso
ié un type et les opérations surles objets de 
e type. Autant que possible, l'interfa
e de 
es modules est uniforme : letype prin
ipal est nommé t, la fon
tion de 
réation 
reate ou en
ore l'a�
hage fprint.La notation quali�ée par le nom du module permet d'éliminer les 
on�its de nommage.Ce prin
ipe est étendu à des sous-modules des modules prin
ipaux qui stru
turent plusprofondément en
ore FaCiLe en fournissant toujours une interfa
e uniforme (e.g. variablesà domaines entiers / variables d'ensembles, itérateurs sur les listes / les tableaux et
.).Abstra
tionComme mentionné dans la se
tion 5.1.2, les signatures des modules, qui 
onstituentl'interfa
e, permettent de restreindre les objets et fon
tions exportées ainsi que d'abstraireles types des données. L'abstra
tion 
ombinée au typage assurent que les données sont
réées et manipulées en préservant leur intégrité. Par exemple, la 
réation d'une variableave
 un domaine vide génère immédiatement un é
he
 
ar l'utilisateur n'a pas dire
tementa

ès à la représentation 
on
rète des variables et doit passer par la fon
tion 
reate quie�e
tue des véri�
ations (sur des propriétés invariantes des données). Également grâ
e autypage et au polymorphisme, le module des invariants ne permet à l'utilisateur de modi�erque les référen
es générées par la fon
tion 
reate, 
ar 
elles qui sont le résultat d'unefon
tion doivent être mises-à-jour automatiquement (lorsque les référen
es arguments dela fon
tion ont elles-mêmes été 
hangées). En�n, l'abstra
tion des types permet de modi�erfa
ilement l'implémentation des objets de manière transparente pour l'utilisateur, et don
sans que les programmes é
rits ave
 la librairie n'aient besoin d'être modi�és.



114 CHAPITRE 5. IMPLÉMENTATION DE FACILEEmpaquetageFaCiLe, telle qu'elle est présentée à l'utilisateur, est en fait empaquetée dans un � super-module � qui permet de séparer �nement la signature interne destinée au développementde la signature externe fournit à l'utilisateur. Cette appro
he permet également de mieuxappréhender les 
on�its de nommage si d'autres librairies sont utilisées simultanément.D'autre part, pour que l'utilisation de librairie reste souple, FaCiLe est dotée d'un modulequi regroupe les fon
tions les plus 
ouramment utilisées et les opérateurs in�xes (arith-métiques et logiques), de telle manière que l'ouverture de 
e module permet d'utiliserdire
tement les idiomes les plus fréquents (i.e. sans utiliser la notation pré�xée par le nomdu module).Arguments optionnelsL'utilisation d'une librairie de PPC est parfois assez pro
he de 
elle d'un langage demodélisation, et l'utilisateur n'est pas for
ément un spé
ialiste ou désire tout simplementaller vite pendant la phase de prototypage. Pour obtenir un 
ertain degré de souplesse dansl'é
riture d'un programme, FaCiLe fait don
 généreusement appel aux arguments option-nels permis par OCaml. Ainsi, le degré de �ltrage de 
ertaines 
ontraintes globales peut-être �nement paramétré, mais FaCiLe fournit des arguments par défaut pour permettre àl'utilisateur de ra�ner son 
ode par étapes su

essives et se 
on
entrer sur le modèle lorsde la phase d'é
riture. De même, l'identi�
ation expli
ite des objets (par une 
haîne de
ara
tères) est fa
ultative et FaCiLe génère automatiquement un nom si né
essaire.5.2 La pileLa re
her
he non-déterministe est implémentée dans FaCiLe de façon 
lassique à l'aided'une pile. Le module Sta
k fournit une pile (unique4) globale et abstraite : l'implémenta-tion est 
a
hée à l'utilisateur qui n'y a

ède qu'à l'aide de fon
tions fournies dans l'interfa
edu module. Les opérations prin
ipales sur la pile exportées par le module sont la sauve-garde de point de 
hoix, le ba
ktra
k (ou retour arrière) et la 
oupure. Lors de l'exé
utiond'un but, le module Goals assure la 
ontinuation de su

ès à l'aide d'une liste de buts,et la pile gère la 
ontinuation d'é
he
 : elle sauvegarde les points de 
hoix et e�e
tue lesba
ktra
ks grâ
e au trailing de 
l�tures (fon
tions a

ompagnées de leur environnement)
hargées de défaire les modi�
ations subies par les données.Cette pile est stru
turée en niveaux : un niveau 
orrespond à l'empilement d'un pointde 
hoix et 
ontient la 
ontinuation d'é
he
 implémentée ave
 une liste de buts ainsi qu'unlien vers le niveau pré
édent utilisé quand le niveau est 
oupé. Entre 
es niveaux, la pile
ontient une traînée ou trail qui 
orrespond aux modi�
ations à défaire. Cette traînée4Le module de la pile n'est pas réentrant à l'heure a
tuelle. Cependant, le mé
anisme de fon
teurisationillustrée dans la se
tion 5.1.2 devrait permettre d'en 
réer un nombre quel
onque, 
e qui serait 
omparableà de multiples managers ave
 la librairie ILOG Solver, mais ave
 un typage en assurant une utilisation
orre
te.



5.2. LA PILE 115est implémentée 
omme une liste de 
l�tures, 
e qui fournit un mé
anisme très général :n'importe quelle fon
tion peut être � sauvegardée �. Cette implémentation peut paraîtretrop 
oûteuse 
ar la plupart des traînées sont de simples rétablissements de pointeurs maisle pro�ling (temporel) de l'exé
ution d'un programme en FaCiLe ne montre pas de pénalitésliées à 
ette te
hnique. En revan
he, 
e type de trailing est assez gourmand en mémoire,bien qu'une partie des modi�
ations de domaines (qui sont fon
tionnels) permet de lespartager.Cette pile est implémentée ave
 les types 
on
rets suivants :type 
ontinuation = j Alive of � listj Coupétype pile = j Videj Niveau of niveauj Trail of undo � pile and niveau = 8>><>>: date : datemutable ou : 
ontinuationdépile : pilepré
édent : pile 9>>=>>;où undo est le type unit ! unit qui 
orrespond à une 
l�ture sans paramètre et qui neréalise que des e�ets de bord, et date est un entier (abstrait) qui sert au time-stamping. Letype 
ontinuation 
orrespondant au 
hamp ou est un type � somme5 � 
onstitué soit d'uneliste polymorphe utilisée dans FaCiLe ave
 des buts (le 
onstru
teur est alors Alive) soit la
onstante Coupé indiquant que le point de 
hoix a été supprimé. Une pile est don
 soit vide(à l'initialisation), soit un niveau 
orrespondant à un point de 
hoix, soit une traînée qui
ontient la fon
tion appelée pour défaire les modi�
ations lors d'un ba
ktra
k. Le 
hampdépile d'un niveau 
ontient simplement la pile au moment où le point de 
hoix a été empiléet permet de la rétablir après un ba
ktra
k. En�n, le 
hamp pré
édent indique le niveaupré
édent pour pouvoir y a

éder dire
tement si le niveau 
ourant a été 
oupé. Le 
hampou est le seul modi�able (mutable) 
ar sa valeur doit être 
hangée à Coupé si le niveau aété 
oupé.5.2.1 Point de 
hoix et ba
ktra
kQuand un point de 
hoix est empilé, un niveau est 
réé ave
 une nouvelle date et on sau-vegarde dans le 
hamp ou la liste de buts 
orrespondant à la 
ontinuation d'é
he
 ; le 
hampdépile est alors lié au niveau ou à la traînée située au sommet de la pile et pré
édent pointesur le dernier niveau ren
ontré (disponible par l'intermédiaire d'une variable globale). La�gure 5.3 illustre 
e fon
tionnement lors de l'empilement d'un point de 
hoix 
orrespondant5Dans le système de type de ML, on appelle produit un type 
orrespondant à un tuple, e.g. :type data = int * float * stringet somme (ou variant en anglais) un type dont les valeurs peuvent prendre des formes di�érentes, e.g. :type arbre = Feuille of data | Noeud of int * arbre
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ontinuation desu

ès fun () ! x:domain := vieux_domainx > mid(x)_trail
é
he



ontinuation d'é
he
x � midxba
ktra
k

Fig. 5.3 � Empilement d'un point de 
hoix lors de l'exé
ution d'un but d'explorationdi
hotomiqueà l'exé
ution d'un but d'exploration di
hotomique du domaine d'une variable :di
hotomi
(x) : � (x � mid(x) _ x > mid(x)) ^ di
hotomi
(x)mid(x) étant dé�ni par max(x)+min(x)2 .Les ra�nages de variables sus
itées par la 
ontrainte x � mid(x) sont sto
kées dans lapile au dessus du niveau : sur le s
héma, seule la 
l�ture permettant de rétablir le domainede x est montrée. Quand un é
he
 survient, le 
ontr�le de l'exé
ution des buts dé
len
he leba
ktra
k qui appelle su

essivement les 
l�tures traînées en sautant les éventuels pointsde 
hoix 
oupés. Quand le pré
édent point de 
hoix est atteint6, la pile est rétablie et la
ontinuation d'é
he
 est retournée. Le 
ontr�le des buts rempla
e alors sa 
ontinuation desu

ès 
ourante par la 
ontinuation d'é
he
 et relan
e l'exé
ution des buts.5.2.2 Référen
es polymorphes ba
ktra
kablesLe module de la pile fournit des référen
es ba
ktra
kables polymorphes exportées ave
un type abstrait (type � ref) ainsi que les fon
tions de 
réation, a�e
tation et déréféren
e-ment. L'a�e
tation utilise la pile pour traîner la modi�
ation ave
 une 
l�ture rétablissantsimplement son an
ienne valeur 
omme l'illustre la �gure 5.3 dans le 
as d'une référen
e6On suppose qu'au
un autre niveau n'a été 
réé entre 
elui du but d'exploration di
hotomique et l'é
he
qui dé
len
he le ba
ktra
k.



5.3. DOMAINES 117sur le domaine d'une variable. Ce mé
anisme très général permet de faire � vivre � ave
le ba
ktra
k n'importe quelle stru
ture de donnée fon
tionnelle (i.e. qui ne peut pas êtremodi�ée en pla
e) dans un programme utilisant FaCiLe.Pour limiter le nombre de modi�
ations traînées, l'a�e
tation utilise la te
hnique dutime-stamping [Aggoun 90℄. L'a�e
tation marque 
es référen
es ave
 la date du niveau
ourant, et lors de la pro
haine a�e
tation, 
ette date est 
omparée ave
 
elle du niveaua
tuel : si elle est identique ou postérieure, i.e. au
un nouveau point de 
hoix n'a été empilé(ou il a été 
oupé), la modi�
ation n'a pas besoin d'être traînée.5.3 DomainesLes domaines �nis de FaCiLe sont des listes d'intervalles fon
tionnelles qui peuventêtre partagées. Toutes les fon
tions de manipulation des domaines sont entièrement é
ritesen OCaml, 
ontrairement à la plupart des solveurs fondés sur un langage de haut niveau(p.ex. Prolog) qui appellent des routines é
rites en C/C++ 
ar leurs performan
es en rapiditéd'exé
ution sont trop faibles.Des listes d'intervalles Les domaines de FaCiLe sont implémentés par des listes d'inter-valles pour avoir une représentation é
onomique en mémoire, 
ontrairement à la stru
turede tableau de bits souvent utilisée dans les systèmes de PPC. Cette représentation présente
ependant l'in
onvénient d'avoir une 
omplexité linéaire en pire 
as pour les opérationsd'appartenan
e ou de retrait de valeur. Une stru
ture d'ensemble ave
 des 
omplexités lo-garithmiques pour 
es opérations aurait également pu être 
hoisie, mais les performan
es enpratique de la représentation par liste étaient supérieures pour notre jeu de tests. En e�et,
ette stru
ture est très légère � les 
onstantes multipli
atives sont faibles dans l'expres-sion de leur 
oût en temps de 
al
ul � et en adéquation ave
 les te
hniques de 
onsistan
earithmétique dont la plupart sont des approximations de l'ar
 
onsistan
e sur les bornesdes domaines, 
e qui les réduit la plupart du temps à des intervalles. De plus, le maximumd'un domaine et son 
ardinal sont maintenus à 
haque manipulation pour a

élérer l'a

èsà 
es informations qui serait sinon systématiquement linéaire en temps.Une stru
ture de données fon
tionnelle Cette représentation par listes au sein d'unlangage fon
tionnel nous a naturellement 
onduit à utiliser une stru
ture elle aussi fon
-tionnelle. Les domaines de FaCiLe ne peuvent don
 pas être modi�és � en pla
e � etles fon
tions qui les manipulent renvoient sytématiquement un nouveau domaine. Cettepropriété permet de simpli�er le 
ontr�le du trailing, 
'est-à-dire la te
hnique utilisée parFaCiLe pour implémenter le ba
ktra
k lors de la re
her
he de solution (
f. se
tion 51),en garantissant l'intégrité des données. D'autre part, de telles stru
tures fon
tionnellespeuvent être partagées, 
e qui rend 
ertaines opérations de rédu
tion peu 
oûteuses enmémoire 
omme l'illustre la �gure 5.4 : le domaine d1 est réduit à d01 en lui supprimant lesvaleurs inférieures à 1.
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(7,7)
(-1,-1) (2,4) Nil

d1 d01d01 = d1=℄�1; 1℄

Fig. 5.4 � Partage des domainesDe même, plusieurs variables peuvent partager un même domaine lors de leur 
réation.Leur modi�
ation ultérieure sus
itera la re
opie du domaine si elle est né
essaire. Parexemple, dans la �gure 5.5, deux variables v1 et v2 partagent le même domaine initialf0; 4; 5; 6; 10g jusqu'à l'ajout de la 
ontrainte v1 < v2 ; un nouveau domaine est alors 
réépour v1 tandis que v2 est toujours asso
ié à une partie du domaine initial.Domaine d'ensembles Les domaines d'ensembles sont inspirés de la librairie Conjunto[Gervet 97℄ disponible dans le système ECLiPSe. Les domaines sont représentés par leurplus grande borne inférieure ou glb (greatest lower bound) et leur plus petite borne supé-rieure ou lub (lowest upper bound) au sens de l'in
lusion, qui 
orrespondent à un treillisd'ensembles. La �gure 5.6, où les ar
s des
endants sont les in
lusions, représente l'ensemble(le treillis) des éléments 
ontenus dans le domaine sd = [f1; 2g; f1; 2; 3; 4; 5g℄ dé�ni par :s 2 sd) s � f1; 2g et s � f1; 2; 3; 4; 5gAve
 
ette stru
ture de données pour les domaines d'ensembles, seuls des treillis ou� intervalles � 
omplets peuvent être représentés. Les � trous �, qui apparaissent si desvaleurs du treillis stri
tement supérieures au glb ou stri
tement inférieures au lub (au sensde l'in
lusion) n'appartiennent pas au domaine initial d'une variable, ne seront don
 gérésque par l'intermédiaire de 
ontraintes unaires sur les variables.Les bornes de 
es domaines sont implémentées à l'aide des domaines entiers de Fa-CiLe qui se sont avérés plus performants en pratique qu'une stru
ture d'ensemble ave
 desopérations de 
omplexité théorique logarithmique.
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(10,10)
v1 v2 v2v1 < v2 v1(0,0) (4,6) Nil

(0,0) (4,6) Nil
Fig. 5.5 � Partage de domaines par les variables

f1,2,4gf1,2,3g f1,2,5g
f1,2,3,4,5gf1,2,3,4g f1,2,3,5g f1,2,4,5g
f1,2g

in
lusion
Fig. 5.6 � Treillis d'un domaine d'ensembles



120 CHAPITRE 5. IMPLÉMENTATION DE FACILE5.4 Variables à attributLes variables de FaCiLe sont des référen
es ba
ktra
kables (
f. se
tion 5.2.2) sur unestru
ture qui peut se trouver dans deux états mutuellement ex
lusifs :� soit instan
iée à une valeur qui est un élément de son domaine initial ;� soit in
onnue ave
 un domaine (de taille supérieure à 1) et des 
ontraintes atta
hées.On appelle attribut la stru
ture asso
iée à une variable in
onnue. Cette représentationdes variables est inspirée de [Le Huitouze 90℄ et de 
elle du système ECLiPSe [ECLiPSe 01℄.Dans notre implémentation, l'attribut d'une variable 
ontient toutes les données né
essairesà son traitement lorsqu'elle est in
onnue :� une référen
e ba
ktra
kable sur le domaine ;� des référen
es ba
ktra
kables sur les listes de 
ontraintes (à réveiller) asso
iées à
haque événement dé
len
hé par les rédu
tions du domaine ;� un identi�ant (entier) unique ;� un nom dé�ni par l'utilisateur (
haîne de 
ara
tères).Quand une variable devient instan
iée, elle perd son attribut et don
 les données 
onte-nues dans 
elui-
i. Le glaneur de 
ellules peut ainsi ré
upérer l'attribut si au
un point de
hoix ne pré
ède l'instan
iation.Ces deux états mutuellement ex
lusifs sont implémentés par un type somme :type variable = Unknown of attribute | Value of elementLes erreurs éventuelles de traitement � 
onsidérer qu'une variable est instan
iée alorsqu'elle est en
ore in
onnue � sont ainsi systématiquement déte
tées à la 
ompilation.5.5 ContraintesLes 
ontraintes de FaCiLe sont des stru
tures 
réées à l'aide de primitives ou entiè-rement dé�nies par l'utilisateur et que l'on peut manipuler et 
ombiner (dans le 
as deréi�
ations) avant de les � poser �, 
'est-à-dire de les rendre a
tives � i.e. 
apables deréduire les domaines des variables impliquées. Elles 
onsistent essentiellement en une 
ol-le
tion de fon
tions :� init : première fon
tion appelée à la pose de la 
ontrainte ;� delay : enregistrement auprès des événements ;� update : �ltrage des domaines et déte
tion d'é
he
 (i.e. d'in
onsistan
e) suite à unévénement ;� 
he
k : véri�
ation de la satisfa
tion ou de la violation de la 
ontrainte (sans rédu
-tion de domaine) ;� not : négation de la 
ontrainte pour la réi�
ation ;� fprint : a�
hage.Les 
ontraintes 
ontiennent également des données telles que :� leur priorité parmi trois di�érentes (immédiate, normale, tardive) ;� leur état (booléen) : résolue ou non ;
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tivité (booléen) : déjà pla
ée dans une �le de réveil ou non ;� leur nom (
haîne de 
ara
tères) et un identi�
ateur unique (entier généré automa-tiquement).Lors de la 
réation d'une 
ontrainte, son état et son a
tivité sont initialisés à faux (non-résolue et en attente).5.5.1 Pose des 
ontraintesLorsqu'une 
ontrainte est posée, la fon
tion init est tout d'abord appelée pour initialiserles stru
tures de données internes de la 
ontrainte ainsi que pour e�e
tuer les rédu
tionsde domaine initiales (si né
essaires) en appelant éventuellement update. Si la 
ontrainten'est pas déjà résolue à 
e stade, sa fon
tion delay est appelée pour l'enregistrer auprèsdes événements spé
i�és : à 
haque variable sur laquelle la 
ontrainte est atta
hée, onasso
ie une liste d'événements (
f. se
tion 5.5.3) sur lesquels elle doit être réveillée, e.g.([min;max℄; v) si elle doit être réveillée sur la modi�
ation du minimum ou du maximumde la variable v.Optionnellement, un identi�
ateur (entier) peut également être asso
ié à une variableatta
hée, par exemple son indi
e dans un tableaux de variables ([subst℄; i; vi) (l' événementest i
i asso
ié à l'instan
iation de la variable vi) ; 
et identi�
ateur, qui sert à fournir del'information sur l'événement qui a sus
ité le réveil, est passé en argument de la fon
tionupdate lors de 
haque réveil.Par ailleurs, la pose d'une 
ontrainte enregistre 
elle-
i dans le � tas � des 
ontraintesnon-résolues. Ce tas est un ensemble de pointeurs � faibles � sur les 
ontraintes, 
'est-à-direque 
es pointeurs ne sont pas des ra
ines d'a

ès pour le ré
upérateur de mémoire. Ainsi,
e dernier peut ré
upérer l'espa
e o

upé par une 
ontrainte dès qu'elle n'est plus atta
héeà au
une variable, par exemple après un ba
ktra
k si elle est posée dynamiquement ouquand les variables sur lesquelles elle porte sont instan
iées et perdent leur attribut.Ce tas permet par exemple de déte
ter s'il reste des 
ontraintes non-résolues aprèsle 
al
ul d'une solution pour laquelle les variables auxiliaires n'auraient pas toutes étéinstan
iées (�oundering). Le tas de 
ontraintes et la pile 
onstituent un état global dusystème : une re
her
he pourrait être interrompue puis reprise si 
et état était sto
ké aumoment de l'interruption � 
ette fon
tionnalité n'a pas été en
ore implantée dans FaCiLe.5.5.2 Réveil des 
ontraintesQuand le domaine d'une variable est réduit, les 
ontraintes non-résolues atta
hées auxévénements dé
len
hés sont pla
ées dans l'une des trois �les d'attente de FaCiLe suivantleur priorité. On véri�e 
ependant que les 
ontraintes n'avaient pas déjà été réveillées(introduites dans une �le) ave
 le même identi�
ateur d'événement pour éviter de multiplesréveils par la même 
ause. Une fois pla
ée dans la �le d'attente, la 
ontrainte est marquée(son 
hamp a
tivité est positionné à vrai) pour indiquer qu'elle est déjà réveillée.Les �les d'attente sont ensuite vidées l'une après l'autre dans l'ordre 
roissant de leurpriorité. Quand une 
ontrainte est retirée de sa �le d'attente, sa fon
tion update est appelée
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ateur si elle est toujours non-résolue. Cette fon
tion�ltre les domaines des variables et renvoie un booléen indiquant si la 
ontrainte a étérésolue ou non, 
e qui permet de mettre à jour l'état de la 
ontrainte. En�n, l'a
tivité dela 
ontrainte est remise à � en attente �.Les variables dont le domaine a été réduit par une 
ontrainte lors de 
ette phase dé-
len
hent des événements qui pla
ent de nouveau des 
ontraintes dans les �les d'attente.C'est la �le non-vide de priorité la plus importante qui devient alors dynamiquement la�le 
ourante à vider. Le point �xe est atteint lorsque toutes les �les sont vides.5.5.3 Événements génériquesLe mé
anisme d'événements utilisé pour asso
ier les 
ontraintes aux ra�nages des va-riables est en fait générique. L'utilisateur peut en dé�nir de nouveaux pour y atta
her des� objets réa
tifs � implémentés par des 
ontraintes qui perdent alors leur sémantique 
las-sique dans le 
adre de la PPC 
ar n'importe quelle fon
tion peut être appelée par l'updated'une 
ontrainte.Un événement (type abstrait event dans l'interfa
e de FaCiLe) est implémenté parune référen
e ba
ktra
kable sur une liste de 
ontraintes (
ha
une pouvant être asso
iéeà un identi�
ateur qui sera passé au 
allba
k, i.e. la fon
tion update, de la 
ontrainte).Cette liste de 
ontraintes qui peut être modi�ée dynamiquement (et qui est rétablie ave
 leba
ktra
k) 
orrespond aux objets réa
tifs à réveiller quand l'événement est dé
len
hé. Ledé
len
hement d'un événement par
ourt simplement la liste de 
ontraintes pour les pla
erdans la �le d'attente de priorité adéquate si elles ne s'y trouvent pas déjà (a
tivité de la
ontrainte) et si elle n'ont pas été désa
tivées (état de la 
ontrainte).5.5.4 Réi�
ationLes 
ontraintes de FaCiLe peuvent être réi�ées, 
'est-à-dire qu'une variable logiquebooléenne (une variable standard de domaine f0; 1g) est 
ontrainte à prendre la valeur 1si et seulement si la 
ontrainte est satisfaite (et 0 si et seulement si elle est violée). Les
ontraintes réi�ées ne sont pas posées mais passées en argument de la 
ontrainte primitivede réi�
ation ou d'un opérateur logique.La fon
tion 
he
k de la 
ontrainte réi�ée est alors utilisée par la 
ontrainte de réi�
ationpour véri�er sa satisfa
tion sans réduire de domaines ni signaler d'é
he
. 
he
k doit renvoyerun booléen qui indique si la 
ontrainte est satisfaite ou violée et lever l'ex
eption DontKnowsi elle ne peut pas le déterminer. La variable booléenne est instan
iée à 1 si 
he
k renvoievrai et à 0 si elle renvoie faux. Ré
iproquement, si la variable booléenne est instan
iée à 1,la 
ontrainte est alors posée, et si elle est instan
iée à 0, 
'est la négation de la 
ontrainte,obtenue grâ
e à la fon
tion not, qui est posée.La 
ontrainte de réi�
ation se sert également de la fon
tion delay de la 
ontrainte réi�éepour spé
i�er ses 
onditions de réveil, et optionnellement de la fon
tion delay de la négationde la 
ontrainte : si les deux ensembles de 
onditions de réveil sont di�érents, la réi�
ation



5.5. CONTRAINTES 123sera réveillée plus fréquemment mais la violation éventuelle de la 
ontrainte réi�ée pourraêtre déte
tée plus t�t.5.5.5 Arguments optionnelsLes fon
tions destinées à la réi�
ation, 
he
k et not, sont des arguments optionnels dela 
réation de 
ontraintes. En e�et, les réi�
ations portent essentiellement sur des 
on-traintes arithmétiques pour la modélisation de problèmes d'optimisation, et il n'y auraitguère d'intérêt à réi�er 
ertaines 
ontraintes 
omme � tous di�érents � ou la 
ontrainte de
ardinalité globale, ni à é
rire la négation de 
es 
ontraintes. Une 
ontrainte peut don
 être
réée en omettant les fon
tions 
he
k et not qui sont alors rempla
ées par la levée d'uneex
eption (� erreur fatale �) dé
len
hée si on essaye de réi�er la 
ontrainte.De même, les fon
tions et données suivantes sont des arguments optionnels de la 
réationde 
ontrainte :� init appelle update par défaut pour �ltrer les domaines à la pose de la 
ontrainte ;� la priorité par défaut est normale ;� le nom par défaut est anonymous ;� fprint a�
he par défaut le nom de la 
ontrainte.Seules les fon
tions update et delay sont don
 né
essaires pour 
réer une 
ontrainte.5.5.6 Contraintes arithmétiquesContraintes linéaires et non-linéairesBien que 
ela soit transparent pour l'utilisateur, FaCiLe possède deux types de 
on-traintes arithmétiques de 
on
eption très di�érentes :� Les équations, inéquations et diséquations sur des sommes globales :kXi=1 
ivi �=6= 
où les vi sont des variables, et 
 et les 
i des 
onstantes.� Les 
ontraintes binaires ou ternaires d'égalité ave
 un opérateur non-linéaire :z = x op y ave
 op 2 f�; =;modgz = jxjz = xeave
 x, y et z des variables et e une 
onstante positive.L'interfa
e du module arithmétique ne permet en fait d'a

éder qu'aux 
ontrainteslinéaires. Dès qu'un opérateur non-linéaire apparaît dans une expression, une variable in-termédiaire interne est 
réée, et 
'est 
ette dernière qui sera utilisée au sein de la 
ontraintede somme globale. Ainsi, la 
ontrainte4y + 10x2t � 2900 (5.1)



124 CHAPITRE 5. IMPLÉMENTATION DE FACILEgénère deux variables intermédiaires v1 et v2 et pose les 
ontraintes suivantes :8<: v1 = x2 exponentiationv2 = v1 � t produit4y + v2 � 2900 somme globaleDe même, les opérandes des 
ontraintes non-linéaires doivent être des variables. Sides expressions � non-terminales � (i.e. qui ne sont pas des variables) apparaissent dansune 
ontrainte non-linéaire, des variables intermédiaires sont également 
réées. Ainsi, une
ontrainte linéaire dans laquelle apparaît l'expressionexp1 op exp2où op est un opérateur non-linéaire et exp1, exp2 des expressions non-terminales, génèretrois variables v1, v2, v3 et les 
ontraintes8<: v1 = exp1v2 = exp2v3 = v1 op v2v3 rempla
era alors l'expression dans la 
ontrainte linéaire.Normalisation des expressions arithmétiquesAu moment où une 
ontrainte arithmétique est 
réée par l'utilisation d'un opérateurde relation (in/dis/équation), les expressions en opérandes sont � normalisées � pour lessimpli�er. Ainsi, les variables peuvent être disséminées au sein des expressions sans entraî-ner de perte d'e�
a
ité en temps, en mémoire et en puissan
e de �ltrage. Par exemple,l'inégalité suivante : 3y + 2xt� 5x + y � 2900générera la même 
ontrainte que la 
ontrainte 5.1. FaCiLe simpli�e don
 les expressions en� fa
torisant � les variables identiques qui apparaissent dans les sommes et les produits :kXi=1 
ivi , Xi2�([1;k℄)�Pj2[1;k℄ j vj=vi
j� vikYi=1 veii , Yi2�([1;k℄) vPj2[1;k℄ j vj=vi eji� étant une fon
tion qui 
al
ule un sous-ensemble (de 
ardinal jfv1; : : : ; vkgj) des indi
es[1; k℄ tel que 
haque variable n'apparaisse qu'une seule fois. Les variables identiques sontdon
 regroupées en introduisant si possible de nouveaux 
oe�
ients ou des 
ontraintesd'exponentiation au lieu de produits simples.
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x y

1
2

1

abs x

modx y z
3 1+

v1 = yzv2 = xv1
* * /

v5 = v1 mod x
v6 = v4=v5

x *
+v4 = v3 + 2x+ y
v3 = jv2j y z*

y z*
Fig. 5.7 � Réutilisation des variables intermédiairesRéutilisation des variables intermédiairesPour éviter de générer plusieurs fois la même variable intermédiaire, FaCiLe véri�e sielle a déjà été 
réée et le 
as é
héant la réutilise pour améliorer l'e�
a
ité en temps et enmémoire des 
ontraintes arithmétiques. Par exemple, à la 
réation de la 
ontrainte3xyz + jxyzj+ 2x+ yyz mod x = 128FaCiLe ne génère que 6 variables intermédiaires au lieu de 9, 
omme l'illustre la �gure 5.7 oùl'expression arithmétique est représentée sous forme d'arbre dont les n÷uds sont étiquetéspar des opérateurs et les feuilles par des variables (de plus, les arêtes �lles des sommesglobales sont étiquetées ave
 le 
oe�
ient asso
ié à 
haque sous-expression). La variablev1 est ainsi utilisée trois fois et la variable v2 deux fois. Les autres variables intermédiaires
orrespondent à des sous-expressions qui n'apparaissent qu'une seule fois et ne sont don
pas réutilisées.Déte
tion automatique des 
ontraintes linéaires booléennesQuand une 
ontrainte linéaire est 
réée, FaCiLe déte
te automatiquement si des partiesde l'expression sont des sommes de booléens. Les expressions linéaires sont transforméesen Xi aiPjibji + Xi 
ivi



126 CHAPITRE 5. IMPLÉMENTATION DE FACILEoù les bji sont des variables booléennes et les vi des variables non-booléennes, puis tousles aiPji bji dont le nombre de termes est su�samment important sont rempla
és par unevariable intermédiaire et traités spé
i�quement ave
 des 
ontraintes plus e�
a
es que la
ontrainte générale sur les expressions linéaires.Dépassement des entiersLes entiers standards d'OCaml sont 
odés sur 31 bits (ou 63 bits sur les pro
esseursà 64 bits) et toutes les opérations de l'arithmétique entière sont don
 
al
ulées modulo231 (ou 263) sans lever d'ex
eption ou é
houer si le plus petit ou le plus grand entierreprésentable est dépassé. Or, même si leurs solutions restent dans l'intervalle des entiersreprésentables, 
ertaines 
ontraintes arithmétiques né
essitent des 
al
uls qui dépassent 
esbornes, notamment à la pose de la 
ontrainte alors que les domaines n'ont pas en
ore étéréduits.FaCiLe permet d'e�e
tuer un 
ontr�le optionnel du résultat de 
haque opération arith-métique pour déte
ter 
es dépassements et lever une ex
eption le 
as é
héant. En e�et,FaCiLe redé�nit les opérations arithmétiques ave
 des assertions qui peuvent disparaîtreen utilisant une option du 
ompilateur. Le Makefile fourni ave
 la distribution standardde FaCiLe propose par défaut de laisser le 
ontr�le de dépassement pour la 
ompilationen byte
ode où les performan
es sont au se
ond plan et de le supprimer lorsque la 
om-pilation s'e�e
tue en 
ode natif optimisé. Par exemple, le 
al
ul de la borne supérieurede l'expression x7 ave
 x 2 [1; 20℄, i.e. 207, est stri
tement supérieur au plus grand entierreprésentable (sur une ma
hine 32 bits).Pour éviter 
es dépassements d'entiers, la 
ontrainte de somme globale e�e
tue unerédu
tion pré
o
e des domaines dans le 
as où tous les termes sont de même signe avantd'évaluer les bornes de l'expression. Ainsi, le programme de séquen
e magique (
f. pro-blème 4.1) in
lus dans la distribution standard de FaCiLe permet de trouver une solutionpour une taille supérieure à 4500 (si la mémoire du système est su�sante7), une taille biensupérieure à 
elles permises par les systèmes testés dans [Fernández 00℄.5.5.7 Contraintes globalesTous di�érentsLa diséquation généralisée (� tous di�érents �) rempla
e n(n�1)2 
ontraintes entre 
haquepaire de variables d'un tableau [v1; : : : ; vn℄ :alldi� [v1; : : : ; vn℄ , fvi 6= vj; 1 � i < j � ngFaCiLe propose deux variantes de 
ette 
ontrainte globale que l'on séle
tionne grâ
e àun argument optionnel :7La séquen
e magique de taille 4500 a été obtenue ave
 un PC sous Linux possédant 512 MO de RAM.



5.5. CONTRAINTES 1270 6 10 23 26 34 41 53 551Fig. 5.8 � Règle de Golomb optimale à dix graduations.� Une version � paresseuse � qui attend l'instan
iation de 
haque variable pour élimi-ner sa valeur des domaines des autres variables. Le �ltrage est le même qu'ave
 lesn(n�1)2 
ontraintes binaires mais on ne pose qu'une seule 
ontrainte réveillée par névénements di�érents (subst) asso
iés à l'index de la variable 
orrespondante passéen paramètre à update.� Une version globale qui repose sur un algorithme de mariage dans le graphe bipartiedes variables et des éléments de l'union de leur domaine pour déte
ter des é
he
s pluspré
o
ement que la version lo
ale, 
e
i ave
 une 
omplexité en O(n 52 ) [Hop
roft 73℄.Cette 
ontrainte pose également la 
ontrainte de la version simple, et peut se paramé-trer pour être réveillée sur n'importe lequel des événements asso
iés aux rédu
tionsde domaine, en pratique soit sur l'instan
iation des variables (subst), soit sur leurmodi�
ation (re�ne).Le tableau 5.1 
ompare les performan
es des di�érents paramétrages de la 
ontrainte� tous di�érents � sur le problème 5.1 de la règle de Golomb optimale (Optimal GolombRuler) dont les seules 
ontraintes sont des diséquations :Problème 5.1 (Règle de Golomb) Une règle de Golomb de taille n est un ensemble den entiers ou graduations a1 < � � � < an tel que toutes les distan
es aj � ai; 1 � i < j � nentre deux graduations distin
tes soient di�érentes. La règle de Golomb optimale est larègle de longueur minimale.Ce problème très di�
ile, qui a des appli
ations en télé
ommuni
ation, en radio-astronomieou en
ore en 
ristallographie, n'a pu être résolu optimalement que jusqu'à 23 graduations àl'heure a
tuelle, les derniers résultats ayant été obtenus grâ
e à des systèmes qui distribuentles 
al
uls sur des milliers de ma
hines 
onne
tées à l'Internet8. Voir [Dollas 98℄ pour plusde détails sur les algorithmes utilisés pour résoudre le problème de Golomb, et [Smith 99b℄pour les modélisations en programmation par 
ontraintes.La modèle utilisé i
i pour obtenir les résultats du tableau 5.1 
asse des symétries évi-dentes en posant a1 = 0 (translation de la règle) et en ordonnant la � première � et la� dernière � distan
e a2 � a1 < an � an�1 (symétrie par rapport au 
entre de la règle). La
ontrainte � tous di�érents � est ensuite posée sur les n(n�1)2 distan
es, 
e qui équivaut àposer de l'ordre de O(n4) diséquations. On 
her
he en�n la solution optimale qui minimisean à l'aide d'un but d'optimisation standard et une heuristique dynamique qui séle
tionnela graduation qui a le plus petit domaine et le plus grand nombre de 
ontraintes en 
asd'égalité. La �gure 5.8 montre une règle de Golomb optimale à dix graduations.8www.distributed.net/ogr



128 CHAPITRE 5. IMPLÉMENTATION DE FACILETab. 5.1 � Performan
es de la 
ontrainte � tous di�érents � sur le problème de Golombtaille re�ne subst basique O(n4) 6=CPU bt CPU bt CPU bt CPU bt5 0.00 10 0.00 13 0.00 15 0.00 156 0.02 34 0.02 38 0.02 55 0.02 557 0.04 227 0.04 240 0.07 323 0.13 3248 0.40 1416 0.52 1537 0.61 2128 1.68 21249 3.87 8383 4.17 9667 4.85 13964 17.82 1395610 24.79 34121 27.70 44098 39.60 79117 169.24 79132Le tableau 5.1 présente le temps de 
al
ul (en se
ondes) et le nombre de ba
ktra
ks né-
essaires pour obtenir la preuve d'optimalité du problème de Golomb de 5 à 10 graduations,sur un PC sous Linux à 1,7 GHz. Les deux premières paires de 
olonnes 
orrespondent àla version sophistiquée de la 
ontrainte � tous di�érents � réveillée respe
tivement sur mo-di�
ation (re�ne) ou sur instan
iation (subst) de l'une des distan
es. La troisième pairede 
olonnes présente la version basique de la 
ontrainte, et la dernière paire, le modèleéquivalent ave
 des diséquations binaires. On peut noter que les rédu
tions inférées parla 
ontrainte basique sont identiques à 
elles réalisées par les diséquations binaires, maisbeau
oup plus e�
a
es en temps de 
al
ul 
ar seule une 
ontrainte réveillée sur O(n2) évé-nements est posée au lieu de O(n4) diséquations. La version sophistiquée est en revan
hebeau
oup plus e�
a
e en puissan
e de �ltrage et le sur
oût en temps dû à l'algorithmede mariage est largement 
ompensé par la déte
tion plus pré
o
e des in
onsistan
es. On
onstate également que la 
ontrainte reste e�
a
e quand on 
hoisit le maximum de pro-pagation en la réveillant à 
haque modi�
ation, 
e qui 
orrespond au meilleur temps de
al
ul obtenu.Cardinalité globaleFaCiLe fournit une 
ontrainte de � 
ardinalité globale � (Global Cardinality Constraint,appelée aussi distribute dans ILOG Solver) [Régin 96℄. Cette 
ontrainte prend en argumentun ensemble de variables fv1; : : : ; vng et un ensemble de 
ouples f(
1; val1); : : : ; (
m; valm)goù 
i est une variable 
orrespondant au nombre d'o

urren
es de vali dans fv1; : : : ; vng :8i 2 [1; m℄ 
i = jfvj = vali; j 2 [1; n℄gjCette 
ontrainte utilise un algorithme de �ot dans le graphe orienté des variables etdes valeurs, les 
ardinaux 
orrespondant à la 
apa
ité d'arêtes parti
ulières. Un argumentoptionnel permet de régler la sophisti
ation de l'algorithme pour augmenter sa rapidité audétriment du �ltrage :� Basi
 teste la 
onsistan
e mais n'e�e
tue pas de rédu
tion de domaine ;� Medium �ltre en plus les variables ;



5.5. CONTRAINTES 129Taille High Medium Réi�ée200 0.25 0.23 0.90400 1.32 1.24 4.69600 3.50 3.20 12.80800 6.32 6.11 33.681600 30.28 28.07 �3200 145.98 136.71 �4500 308.47 283.66 �
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Fig. 5.9 � Performan
es de la 
ontrainte de 
ardinalité globale sur le problème de séquen
emagique� High (valeur par défaut) réduit aussi les 
ardinaux.La 
ontrainte de 
ardinalité globale (g

) permet de modéliser élégamment et e�
a-
ement le problème de séquen
e magique 4.1. En e�et, la spé
i�
ation d'une séquen
emagique 
orrespond exa
tement à 
ette 
ontrainte appliquée aux variables de la séquen
exi et à l'ensemble de 
ouples 
ardinal/valeur (xi; i) :g

([x1; : : : ; xn℄; [(x1; 1); : : : ; (xn; n)℄)Le tableau 5.9 résume les performan
es en temps de 
al
ul (sur un PC sous Linux à700 MHz) de la 
ontrainte de 
ardinalité globale sur 
e problème. En fon
tion de la taillede la séquen
e qui �gure dans la première 
olonne, la deuxième 
olonne (High) 
orrespond àla 
ontrainte de 
ardinalité paramétrée ave
 le maximum de �ltrage, la troisième (Medium)ave
 l'option intermédiaire (Medium) et la dernière à la version par 
ontraintes réi�ées duprogramme 4.1 ; notons également que 
es temps ont été obtenus en ajoutant la 
ontrainteredondante Pn�1i=0 ixi = n et en séle
tionnant la variable de plus petit domaine en premierlors de la re
her
he.L'option Basi
, qui n'e�e
tue pas de �ltrage, n'y �gure pas 
ar elle n'est pas e�
a
e(plus de 350 K ba
ktra
ks et 215 s pour une séquen
e de longueur 100). En revan
he,les trois versions présentées trouvent une solution ave
 seulement 7 ba
ktra
ks pour Highet Réi�ée et 8 ba
ktra
ks pour Medium, quelque soit la taille. Les résultats manquentau-dessus de la taille 800 pour la 
ontrainte réi�ée 
ar la 
onsommation mémoire est tropimportante : n2 
ontraintes réi�ées et n sommes de n termes doivent être 
réées. On 
onstateque les performan
es de la 
ontrainte de 
ardinalité sont bien supérieures et qu'il n'y a quepeu de di�éren
es entre � Medium � et � High �, le sur
roît de �ltrage apporté par 
ettedernière étant trop 
oûteux pour 
e problème.
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ontrainte globale de tri dé
rite dans [Bleuzen-Guernale
 97℄. Elle
ontraint deux tableaux de variables de même taille en assurant que le deuxième 
ontienneles mêmes éléments que le premier, mais triés par ordre 
roissant. De plus, l'algorithmede �ltrage utilisé réduit les bornes des domaines des variables de manière optimale et ave
une 
omplexité optimale en O(n log(n)). FaCiLe est le premier solveur à proposer 
ette
ontrainte dans sa distribution standard. Elle a été utilisée pour modéliser et résoudre leproblème d'allo
ation de 
réneaux présenté au 
hapitre 6.Cette 
ontrainte, dé�nie dans le module Sorting par la fon
tion Sorting.
str, prenddeux tableaux de variables en argument et optionnellement le tableau de la permutation
orrespondant au tri.5.6 Re
her
he5.6.1 Les butsComme les 
ontraintes, les buts de FaCiLe sont implémentés ave
 un type abstrait et
onsistent essentiellement en une fon
tion (une 
l�ture) qui est appelée quand le but esta
tivé. Cette fon
tion peut soit ne rien renvoyer, soit renvoyer un nouveau but qui seraexé
uté après le su

ès du but 
ourant ; elle peut également être ré
ursive, 
'est-à-dire faireun appel au but lui-même pour 
onstruire le résultat (le but renvoyé).Les buts de FaCiLe sont 
onstruits à partir de tels buts dé�nis par l'utilisateur ainsique d'opérateurs logiques binaires (
onjon
tion et disjon
tion) et d'itérateurs (
onjon
tifsou disjon
tifs) sur des stru
tures de données (tableaux et listes). La programmation fon
-tionnelle permet de 
omposer dire
tement 
es itérateurs polymorphes pour en obtenir denouveaux : e.g. un itérateur sur des matri
es en 
omposant l'itérateur sur les tableaux ave
lui-même : matrix = array Æarray, ou en
ore let matrix g = array (array g) ave
 lasyntaxe 
on
rète de ML, array étant l'itérateur sur les tableaux et g le but à appliquer à
haque élément de la matri
e..5.6.2 Le 
ontr�leLe 
ontr�le de la re
her
he est implémenté au-dessus de la pile en 
odant la 
ontinua-tion de su

ès ave
 une liste de buts. Les buts de la 
ontinuation de su

ès sont appelés
onjon
tivement l'un après l'autre, en insérant éventuellement en tête de liste le nouveaubut renvoyé par le but 
ourant. Quand la liste de but a été vidée, une ex
eption Su

ès estlevée et la re
her
he se termine en renvoyant un booléen positionné à vrai.Les é
he
s sont implémentés dans FaCiLe à l'aide du mé
anisme natif d'ex
eption ; ilssont en général levés par une 
ontrainte ou par la rédu
tion d'une variable ave
 un domainevide. Si un é
he
 survient pendant l'exé
ution d'un but, le 
ontr�le dé
rit pré
édemmentest interrompu et 
'est la pile qui implémente alors la 
ontinuation d'é
he
 : on ba
ktra
ke



5.6. RECHERCHE 131jusqu'au dernier point de 
hoix en défaisant les modi�
ations traînées et on rétablit la
ontinuation de su

ès, i.e. une nouvelle liste de buts, sauvegardée dans 
e niveau.Lors de 
haque ba
ktra
k, une fon
tion optionnelle dé�nie par l'utilisateur est appeléeave
 le nombre de ba
ktra
ks depuis le début de la re
her
he 
omme argument. De plus, unévénement (implémenté ave
 le même mé
anisme que 
eux dé
len
hés par les rédu
tions dedomaine des variables) est dé
len
hé pour pouvoir réveiller des � 
ontraintes � (ou plut�tdes � objets réa
tifs �) aux points de 
hoix ; 
ette fon
tionnalité est utilisée par l'un desbuts d'optimisation de FaCiLe pour maintenir la borne supérieure du 
oût qui peut avoirété rétablie lors d'un ba
ktra
k.Ce langage de buts de re
her
he et le 
ontr�le asso
ié sont hérités de la programmationlogique et ont été 
onservés tels quels pour des raisons de simpli
ité et d'e�
a
ité. Ce-pendant, la re
her
he standard en profondeur d'abord peut être fa
ilement modi�ée. Parexemple, pour implémenter une stratégie d'exploration telle que la Limited Dis
repan
ySear
h (LDS) [Harvey 95b℄, il su�t de maintenir l'é
art 
ourant ave
 l'heuristique dansune variable entière ba
ktra
kable que l'on met à jour ave
 une 
ontrainte réveillée surl'événement asso
ié aux points de 
hoix FaCiLe fournit ainsi une fon
tion qui transformeun but standard en but LDS, 
e dernier pouvant être 
ombiné ave
 d'autres buts standardsou LDS.La re
her
he pourrait également être rendue plus générique en modi�ant le mé
anismede rétablissement de l'état du système (a
tuellement une pile) utilisé pour le ba
ktra
k, parexemple en 
opiant et en sto
kant l'état lors des points de 
hoix 
omme dans [Choi 01a℄,et en veillant à partager les données pour limiter la 
onsommation de mémoire.5.6.3 OptimisationFaCiLe fournit une fon
tion d'optimisation qui prend un but et un 
oût en arguments,et renvoie un nouveau but qui permet de 
her
her une solution optimale par Bran
h &Bound en posant dynamiquement une 
ontrainte sur le 
oût à 
haque fois qu'une solutionest trouvée. Les buts d'optimisation peuvent être 
ombinés pour é
rire fa
ilement deste
hniques de re
her
he sophistiquées. Le but de re
her
he peut également être transforméen but LDS avant d'être à nouveau transformé en but d'optimisation. En outre, l'utilisateurpeut passer en argument à 
es buts d'optimisation une fon
tion appelée à 
haque solutiontrouvée et qui prend le 
oût de la solution 
omme argument, 
e qui permet par exempled'a�
her ou sto
ker 
e 
oût et la solution (à l'aide d'une 
l�ture).FaCiLe propose deux types d'optimisation séle
tionnés grâ
e à un argument optionnel� nous supposerons sans perte de généralité qu'il s'agit d'une minimisation :� Restart : Le premier point de 
hoix de la re
her
he est mémorisé, et à 
haque foisqu'une solution de meilleur 
oût est trouvée, on ba
ktra
ke jusqu'à 
e point de 
hoix.Le 
oût est alors alors ra�né dynamiquement pour être stri
tement inférieur à 
eluide la dernière solution et le but de re
her
he est appelé de nouveau.� Continue : Le premier point de 
hoix de la re
her
he est également mémorisé, maisà 
haque fois qu'une solution de meilleur 
oût est trouvée, on ba
ktra
ke seulementjusqu'à qu'au dernier point de 
hoix où le minimum du domaine du 
oût est stri
te-



132 CHAPITRE 5. IMPLÉMENTATION DE FACILE
2-8 3-85-65 Restart Continue
5-8
0-10a

Solution de référen
e
b

Fig. 5.10 � Minimisation : 
omparaison des modes Restart et Continuement inférieur à 
elui de la dernière solution, don
 jusqu'à la première opportunitéde faire diminuer le 
oût. Si on atteint le premier point de 
hoix mémorisé avant,la re
her
he é
houe (i.e. est terminée). Dans le 
as 
ontraire, pour maintenir le 
oûtinférieur à 
elui de la dernière solution trouvée, une 
ontrainte spé
iale réveillée à
haque point de 
hoix est posée au début de la re
her
he et sa borne supérieure estmise à jour à 
haque fois qu'une solution est trouvée.La �gure 5.10 illustre les di�éren
es de par
ours de l'arbre de re
her
he � 
'est-à-direles ba
ktra
ks e�e
tués et les n÷uds visités � entre deux solutions su

essives par uneminimisation en mode Restart d'une part et une minimisation en mode Continue d'autrepart. Dans 
et arbre de re
her
he, la borne inférieure du 
oût, dont le domaine est indiquéà 
haque n÷uds, est augmentée par trois fois le long du 
hemin qui mène à la solution deréféren
e (la dernière trouvée). En mode Restart, la re
her
he ba
ktra
ke jusqu'à la ra
inea de l'arbre et rejoint le n÷ud b après avoir revisité une partie du sous-arbre de gau
heex
epté les bran
hes élaguées par la 
ontrainte dynamique sur la borne supérieure du 
oût.Si la 
ontrainte qui relie le 
oût aux variables de dé
isions du problème n'infère que peu oupas de rédu
tions de domaines � 
e qui est en général le 
as vers la ra
ine � la re
her
heva devoir éventuellement revisiter une grande partie de l'arbre de re
her
he. En revan
he,le mode Continue permet de ne ba
ktra
ker que jusqu'au point b, 
'est-à-dire la premièreopportunité pour suivre une bran
he où le 
oût peut être instan
ié à une valeur inférieureà la dernière trouvée.Le mode Continue semble ainsi systématiquement plus e�
a
e que le mode Restart
ar il visite un nombre de n÷ud inférieur, mais l'implémentation du premier né
essite une
ontrainte pour maintenir la borne supérieure du 
oût réveillée après 
haque ba
ktra
k
ar elle peut être rétablie à une an
ienne valeur (inférieure). Cette 
ontrainte peut alors



5.7. INVARIANTS 133elle-même sus
iter le réveil des autres 
ontraintes, 
e qui est parfois plus 
oûteux en tempsde 
al
ul que la stratégie du mode Continue qui ra�ne le 
oût au début de la re
her
he.5.7 InvariantsLes invariants sont des équations fon
tionnelles entre des variables instan
iées quidoivent être maintenues quand 
es variables 
hangent de valeur. Ces équations, 
ontrai-rement à 
elles qui dé�nissent des 
ontraintes, sont des dépendan
es dire
tionnelles entreles variables : dans l'invariant z = f(x; y), la valeur de z peut être 
al
ulée si x et/ouy ont été modi�és, mais pas l'inverse. Un ensemble de variables et d'invariants peut êtrereprésenté 
omme un graphe de 
ontraintes (les n÷uds sont les variables et les arêtes lesinvariants) mais orienté et sans 
y
le. Seules les feuilles de 
et arbre, 
'est-à-dire les va-riables qui ne sont pas le résultat d'un invariant, peuvent être modi�ées par l'utilisateur,et les autres variables doivent ensuite être mises-à-jour. Comme le graphe des invariantsne 
ontient pas de 
y
le, les variables peuvent être mises-à-jour en une seule passe pour
haque modi�
ation.Dans le domaine de la bureautique, la plupart des tableurs numériques fon
tionnent sur
e prin
ipe. Dans 
elui de la programmation par 
ontrainte, 
ertains systèmes graphiquespré
urseurs tels que Sket
hpad [Sutherland 63℄ et ThingLab [Borning 81℄ utilisaient desone-way 
onstraints, qui peuvent être vues 
omme des invariants. Plus ré
emment, dessystèmes tels que DeltaBlue [Sannella 93℄ ont été 
onçus pour manipuler des multi-way
onstraints dont la sémantique est plus pro
he des 
ontraintes 
lassiques, mais toujourssur des variables instan
iées. Mais l'inspiration des invariants de FaCiLe vient plut�t dela re
her
he lo
ale et du langage de modélisation Lo
alizer [Mi
hel 97℄ où ils sont utiliséspour automatiser la mise-à-jour in
rémentale des stru
tures de données et des 
ritères quidé�nissent un voisinage et une fon
tion de 
oût. Mais les invariants de Lo
alizer sont plusgénéraux que 
eux de FaCiLe 
ar ils peuvent être dé�nis ré
ursivement � 
e qui engendredes 
y
les dans le graphe asso
ié � et leur mé
anisme de mise-à-jour est 
omplexe pouren garantir la 
omplexité temporelle optimale lorsque plusieurs variables ont été modi�ées(
e qui 
orrespond à une transition dans un algorithme de re
her
he lo
ale).FaCiLe fournit des référen
es invariantes ba
ktra
kables polymorphes qui permettentd'utiliser des invariants primitifs ou de spé
i�er la fon
tion qui 
al
ule l'invariant. Lesvariables ainsi 
réées sont mises-à-jour automatiquement et 
es modi�
ations sont défaiteslors des ba
ktra
ks.5.7.1 Maintenan
e in
rémentaleLes primitives de FaCiLe 
al
ulent in
rémentalement des invariants sur des tableauxde variables tels que somme et produit généralisés en diminuant la 
omplexité temporelle



134 CHAPITRE 5. IMPLÉMENTATION DE FACILETab. 5.2 � Les invariants primitifs de FaCiLe et leur 
omplexité temporelle et spatialeInvariant Temps Mémoires =Pni=1 xi O(1) O(1)p =Qni=1 xi O(1) ou O(n) O(1)m = mini2[1;n℄ xi O(logn) O(n)i = argmini2[1;n℄xi O(logn) O(n)(dans 
es 
as linéaire) de l'opération standard :s = nXi=1 xi xj ! x0j s0 ! s� xj + x0jp = nYi=1 xi xj ! x0j ( si xj 6= 0 p0 ! px0jxjsi xj = 0 p0 ! x0jQi2[1;n℄nfjg xiOn peut don
 mettre à jour 
es invariants en un temps 
onstant (linéaire à l'initialisation)quand une des variables 
hange (xj ! x0j) sauf dans le 
as où xj était nulle (et don
le produit également). La table 5.2 donne les 
omplexités temporelles et spatiales d'unemise-à-jour des invariants implémentés dans FaCiLe. Le minimum d'un tableau (index ouvaleur) est implémenté en utilisant la librairie standard d'ensembles d'OCaml (qui se sertd'arbres binaires équilibrés).Si l'utilisateur spé
i�e sa propre fon
tion pour obtenir un invariant, 
elle-
i est appeléelors de 
haque mise-à-jour et don
 l'invariant est entièrement re
al
ulé.5.7.2 Contr�le des mises-à-jourDans Lo
alizer, une phase de planning pré
ède la mise-à-jour des invariants pour ga-rantir que 
haque invariant ne sera 
onsidéré qu'une seule fois pour 
haque variable ap-paraissant dans l'expression qui le 
al
ule, en prenant en 
ompte un nombre quel
onquede modi�
ations (transition entre deux solutions de la re
her
he lo
ale). Ce planning dé-termine l'ordre dans lequel seront propagés les invariants en analysant leur dépendan
e.D'après [Mi
hel 97℄, 
ette phase est statique (e�e
tuée à l'initialisation) si les éléments destableaux ne dépendent pas les uns des autres dans les invariants d'indexation, et doit êtredynamique (re
al
ulée après 
haque transition) dans le 
as 
ontraire. L'ambition de 
ettete
hnique est d'obtenir une 
omplexité proportionnelle au nombre de modi�
ations subiespar les variables.Les invariants de FaCiLe sont plus restri
tifs (pas de dé�nition ré
ursive ni de 
y
le, maisles variables peuvent dépendre les une des autres dans les tableaux) et doivent � vivre �ave
 les ba
ktra
ks pour pouvoir les utiliser 
omme 
ritères au sein des buts. CommeFaCiLe possède des mé
anismes d'événements génériques et des référen
es ba
ktra
kablespolymorphes, la solution la plus simple est de 
ontr�ler la mise-à-jour des invariants 
omme
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ontraintes. De plus, la possibilité de passer en paramètre l'indi
e de la variable quia été modi�ée à la fon
tion de propagation d'une 
ontrainte permet d'implémenter lesopérations sur les tableaux ave
 les mêmes 
omplexités que 
elles de Lo
alizer.Lors de la 
réation d'une référen
e invariante, une référen
e ba
ktra
kable et un nouvelévénement lui sont asso
iés. Les � 
ontraintes � (objets réa
tifs) qui 
al
ulent des inva-riants faisant intervenir 
ette variable s'enregistrent alors sur 
et événement dé
len
hé lorsde la modi�
ation de la variable. FaCiLe fournit également des primitives liées aux 
a-ra
téristiques des variables logiques et réveillées sur leurs événements standards. Pour 
esdernières, un fon
teur est utilisé de la même manière que dans la se
tion 5.1.2 pour obtenirdes invariants sur les di�érents types de variables logiques. Cette implémentation moinse�
a
e que 
elle Lo
alizer est 
ependant d'une très grande 
on
ision et simpli
ité.5.8 Perspe
tivesFaCiLe est une librairie destinée essentiellement à la re
her
he et l'enseignement, maisave
 des performan
es souvent meilleures que les systèmes Prolog et une robustesse 
om-parable à 
elle d'ILOG Solver, le système 
ommer
ial leader du mar
hé. L'une de ses
ara
téristiques importantes est sa grande 
on
ision et la possibilité de l'étendre fa
ile-ment à l'aide de � briques � de base et grâ
e à la puissan
e d'expression de son langageh�te.Néanmoins, des évolutions de la librairie sont envisagées pour permettre de l'utiliserdans des domaines variés tels que le s
heduling, le planning et les problèmes d'optimisation
ontinus et mixtes. Des améliorations de plus bas niveau peuvent également être apportéespour améliorer les performan
es en temps et en mémoire de FaCiLe, sans toutefois sa
ri�ersa simpli
ité.5.8.1 Domaines de variables, de 
ontraintes et 
oopération de sol-veursCertains domaines typiques de la programmation par 
ontraintes né
essitent des 
on-traintes globales dédiées, souvent issues d'algorithmes de Re
her
he Opérationnelle quiont été adaptés pour pouvoir être maintenus in
rémentalement. Par exemple, pour pouvoirrésoudre e�
a
ement des problèmes de s
heduling, qui sont l'une des appli
ations indus-trielles les plus répandues de la programmation par 
ontraintes, il faudrait ajouter à FaCiLedes te
hniques telles que le edge-�nding [Carlier 89℄ ou les intervalles de tâ
hes [Caseau 94℄.D'autre part, un système de programmation par 
ontraintes 
onstituent un environne-ment adapté pour 
ontr�ler des solveurs dédiés, 
omme les solveurs d'équations linéairesutilisant un Simplex qui permettent, en relaxant la 
ontrainte d'intégrité, d'obtenir demeilleures bornes sur le 
oût [Fo
a

i 99℄. Ce type d'appro
he s'intègre élégamment parl'intermédiaire de 
ontraintes globales [Milano 00℄. De même, pour résoudre des problèmesindustriels mixtes 
ontinus et entiers, des variables logiques sur des domaines 
ontinusdoivent être ajouter à FaCiLe (
f. se
tion 5.1.2).



136 CHAPITRE 5. IMPLÉMENTATION DE FACILE5.8.2 Optimisation de bas niveauÀ plus bas niveau, des optimisations peuvent être expérimentées dans le 
ode de FaCiLesans avoir à bouleverser l'existant. L'ar
hite
ture de la librairie a été 
onçue pour en
apsulerles 
on
epts essentiels et l'abstra
tion des stru
tures de données permet de les modi�erfa
ilement sans avoir à réé
rire les modules qui en dépendent.La 
onsommation de mémoire et sa ré
upération automatique est un des fa
teurs quilimite l'e�
a
ité de FaCiLe. Le mé
anisme très générique de traînée (trailing) de 
l�turesutilisée dans FaCiLe (
f. se
tion 51) est en partie responsable de 
ette 
onsommation, 
arle ré
upérateur de mémoire ne 
oopère pas de façon informée ave
 la pile (ré
upération desdomaines entre niveaux 
oupés par exemple). [Choi 01a℄ propose d'abstraire le mé
anismede rétablissement d'état pour pouvoir expérimenter di�érentes stratégies (re
al
ule, 
opieparesseuse et
.). Certaines de 
es te
hniques pourraient être plus e�
a
es que le trailing,notamment en veillant au partage des stru
tures de donnée non-mutables.La représentation des domaines par des listes d'intervalles peut également handi
aperles performan
es lors de 
ertaines opérations qui sont de 
omplexité linéaire ave
 
ettestru
ture (e.g. appartenan
e). Une représentation ave
 des ve
teurs de bits quand le do-maine de la variable est su�samment petit pourrait améliorer l'e�
a
ité d'une partie de
es manipulations, d'autant plus que 
ertaines opérations se réduisent à une instru
tionma
hine (interse
tion, union).
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Chapitre 6Allo
ation de 
réneauxL'organisme européen de régulation du tra�
 (CFMU) qui est 
hargé d'allouer les 
ré-neaux de départs des vols a�n de respe
ter les 
harges admissibles des 
entres de 
ontr�lesen route (ATCC) utilise un algorithme glouton dotés de mauvaises propriétés 
on
ernant sa
orre
tion, l'interprétation des 
ontraintes de 
apa
ités et l'optimisation. Un nouveau mo-dèle en Programmation Par Contraintes a été proposé au sein de la plate-forme SHAMAN(du CENA) mais il engendre un pro�l de 
harge très irrégulier et viole les 
ontraintes de
apa
ités. Cette étude présente deux modèles originaux en PPC du problème d'allo
ationde 
réneaux qui a

orde une pla
e prépondérante à la 
harge de travail des 
ontr�leurs :un ra�nement du modèle SHAMAN et une nouvelle appro
he fondée sur des 
ontraintesde tri maintiennent � 
ontinûment � le débit d'avions sous la 
apa
ité spé
i�ée. Nous éta-blissons des équivalen
es entre 
es modèles tout en montrant la supériorité de la solution
ontinue ave
 tri pour les preuves d'é
he
 et/ou d'optimalité. Les di�érents 
omportementsdes modèles sont mis en éviden
e sur des données partielles et 
omplètes du tra�
 aérienfrançais et les améliorations que pourraient apporter 
es modèles au système a
tuel sontévoquées.6.1 Introdu
tionL'en
ombrement de l'espa
e aérien est un des problèmes majeurs que les organismesde régulation du tra�
 aérien (ATM, i.e. Air Tra�
 Management) européen doivent ré-soudre. Les 
apa
ités des 
entres français de 
ontr�le du tra�
 aérien (ATCC, i.e. Air Tra�
Control Center) sont dépassées par la 
roissan
e 
onstante du nombre de vols, entraînantdes retards toujours plus importants. Les 
oûts engendrés par 
es retards pénalisent aussibien les 
ompagnies que les passagers, à tel point que la Commission Européenne a dé-
laré très ré
emment (1erdé
embre 1999) que les systèmes a
tuels de régulation du tra�
aérien (ATFM, i.e. Air Tra�
 Flow Management) sont in
apables de supporter les pointesde tra�
 ni de s'adapter à la 
roissan
e prévue. Les pertes �nan
ières dues aux retardssont évaluées par la Commission à plus de 5 milliards d'euros pour l'année 1999 et desaméliorations drastiques doivent être entreprises pour surmonter le problème [IP 99℄.139



140 CHAPITRE 6. ALLOCATION DE CRÉNEAUXL'organisme 
entral de régulation des �ux de tra�
 (CFMU, i.e. Central Flow Manage-ment Unit, situé à Bruxelles) est 
hargé, entre autres mesures stratégiques ou ta
tiques, deretarder les 
réneaux de dé
ollages1 des vols impliqués dans les se
teurs sur
hargés. L'ob-je
tif de 
es a�e
tations de retards est de respe
ter les 
ontraintes de 
apa
ité en route2fournies par 
haque 
entre de 
ontr�le suivant leur s
héma d'ouverture quotidien.A
tuellement, la CFMU résout 
e problème en deux étapes [CFMU 00℄ :1. un outil � pré-ta
tique � (PREDICT) déte
te les se
teurs sur
hargés et permet à unexpert de 
hoisir des régulations en simulant leur impa
t ;2. un système � ta
tique � (TACT) auquel est intégré le module CASA (ComputerAssisted Slot Allo
ation) utilise ensuite un algorithme glouton pour allouer dynami-quement les 
réneaux de dé
ollage des vols régulés selon le prin
ipe � premier arrivé,premier servi � au fur et à mesure que les plans de vol parviennent à la CFMU.CASA 
al
ule une liste de 
réneaux en divisant la durée de la période à réguler par sa
apa
ité et tente d'attribuer 
haque 
réneau selon l'heure d'arrivée des vols dans le se
teur
on
erné. Quand de nouveaux plans de vol arrivent, la solution est re
onsidérée et tousles 
réneaux déjà alloués peuvent être dé
alés pour respe
ter le prin
ipe � premier arrivé,premier servi �.La solution obtenue par 
e pro
essus dépend de l'ordre de résolution des 
ontrainteset au
une optimisation globale n'y est possible � ex
epté lors de la phase �nale où les
réneaux alloués à des vols annulés tardivement peuvent être réattribués. De plus, dans le
as où un vol subit des régulations multiples, le 
réneau est 
al
ulé uniquement en fon
tiondu se
teur qui � induit le plus grand retard �, 
e qui peut violer les 
ontraintes de 
apa
itédes autres se
teurs traversés par 
e vol. Une étude pré
édente [Gotteland 00℄ estime queles régulations lo
ales de la CFMU ont un impa
t très faible sur la sur
harge globale des
entres de 
ontr�le. Mais CASA est un outil opérationnel qui doit don
 se plier à des
ontraintes supplémentaires (dont on ne tiendra pas 
ompte dans les modèles présentés) etqui est bien intégré dans la 
haîne 
omplexe du pro
essus d'ATM.Pour surmonter les in
onvénients et le manque d'e�
a
ité de CASA, le CENA a dé-veloppé un module d'allo
ation de 
réneaux en Programmation Par Contraintes au seinde la plate-forme SHAMAN3 [Plusquelle
 98℄. Cet outil pose des 
ontraintes de 
apa
itésur tous les se
teurs ouverts en divisant leur durée totale en tran
hes 
ontiguës de 30 minet en restreignant le nombre de vols qui entrent dans les se
teurs durant 
ha
une de 
estran
hes : en supposant que le se
teur AIX est ouvert de 12h00 à 13h30 ave
 une 
apa
itéde 32 vols par heure, trois 
ontraintes seront posées pour assurer qu'il n'entrera pas plusde 16 avions dans le se
teur entre 12h00 et 12h30, puis entre 12h30 et 13h00 et en�n entre13h00 et 13h30. Ave
 
ette appro
he, la PPC apporte une vue globale des 
ontraintes de
apa
ité, si bien que les solutions (s'il en existe) sont 
onsistantes (i.e. toutes les 
ontraintessont satisfaites).1Un 
réneau est un intervalle de faible durée pendant lequel le vol est autorisé à dé
oller.2Le 
ontr�le aérien est divisé en deux grandes 
atégories : le 
ontr�le en appro
he pour la gestion desdé
ollage et des atterrissages et le 
ontr�le en route pour la gestion des vols en altitude.3System to Help Analysis and Monitoring of A

 resour
es and Air route Network



6.2. DESCRIPTION DU PROBLÈME D'ALLOCATION DE CRÉNEAUX 141Cependant, le modèle de SHAMAN n'empê
he pas des pi
s de tra�
 pouvant ex
éderla 
apa
ité des se
teurs sur des périodes dont le début n'est pas un multiple de 30 min àpartir du début de leur 
ontrainte, et les 
ontr�leurs auraient alors à gérer des 
harges detravail trop importantes. En outre, même si SHAMAN ne tente pas d'optimiser la solutionobtenue, la stratégie de re
her
he utilisée est guidée par la minimisation de la somme totaledes délais. En 
onséquen
e, les vols retardés ont une tendan
e 
hronique à se 
on
entrer audébut de 
haque tran
he de 30 min, 
e qui génère également des pi
s de tra�
 dépassantles 
apa
ités (si on les 
al
ule sur des périodes inférieures à 30 min).Les 
ontraintes de 
apa
ité ne sont don
 pas très 
lairement dé�nies et sont manifeste-ment mal interprétées d'un point de vue opérationnel par les systèmes a
tuels d'ATFM. Ilserait plus réaliste de maintenir la 
harge de travail des 
ontr�leurs 
ontinûment en dessousde la 
apa
ité spé
i�ée. Nous proposons dans 
e but plusieurs nouveaux modèles qui ap-portent une interprétation plus adéquates des 
ontraintes de 
apa
ités, et produisent par
onséquent des problèmes plus di�
iles à satisfaire :� Un modèle à fenêtres glissantes qui permet de lisser le pro�l de la 
harge de travaildes 
ontr�leurs. Un paramètre fait varier la � dureté � du modèle du moins 
on-traint (SHAMAN) au plus 
ontraint (les 
ontraintes de 
apa
ités sont satisfaites surn'importe quelle période d'une durée donnée).� Un modèle fondé sur une 
ontrainte de tri où sont dé
larées de manière � 
ontinue �les 
ontraintes de 
apa
ité sur les rangs des dates d'entrée des avions dans un se
teur.La souplesse et l'expressivité de la PPC ave
 FaCiLe nous ont permis de formuler et d'im-plémenter simplement 
es nouveaux modèles, ainsi que de reproduire 
elui de SHAMAN,présenté à des �ns de 
omparaison. Les expérimentations menées sur 
es modèles originaux
on
rétisent leurs intentions : le pro�l du débit d'avions est beau
oup plus lisse et sans pi
de sur
harge. En outre, le modèle 
ontinu nous permet d'obtenir des solutions optimalesou des preuves d'é
he
.Nous donnons d'abord une des
ription pré
ise du problème d'allo
ation de 
réneauxainsi que des indi
ations sur la taille et la 
omplexité des instan
es auxquelles nous noussommes intéressés. Nous présentons ensuite les di�érents modèles utilisés pour la résolutionde 
e problème, en 
ommençant par la formulation standard pour aboutir aux modèles� 
ontinus � ; puis nous exposons les résultats obtenus ave
 des instan
es simpli�ées et
omplètes en 
omparant les 
omportements de 
es di�érents modèles. Nous 
on
luons enrésumant les enjeux et 
ontributions de 
ette étude et donnons en�n quelques pistes àexploiter pour des travaux ultérieurs.6.2 Des
ription du problème d'allo
ation de 
réneauxLa régulation des �ux de tra�
 est un �ltre ta
tique destiné à homogénéiser les volsqui doivent traverser l'espa
e aérien 
ontr�lé : il s'agit de limiter le nombre d'appareils quipénètrent dans un se
teur donné pendant un intervalle de temps donné. Ce planning estra�né en temps réel par les 
ontr�leurs.
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Fig. 6.1 � Se
torisation de l'espa
e aérien français au niveau de vol 240 (7200 m)Les données du problème d'ATFM sont :� Les plan de vols : un vol dé
olle d'un aéroport français donné ou entre dans l'espa
eaérien français à une date donnée, suit une route prédé�nie à une vitesse �xée etatterrit sur un aéroport ou sort de l'espa
e aérien national.� Les se
teurs : l'espa
e aérien est divisé en se
teurs de 
ontr�le traversés par les routessuivies par les aéronefs. Un se
teur est un polyèdre, en général un 
ylindre verti
al,doté d'une 
apa
ité exprimée par un nombre maximum de vols entrant dans le se
teurpendant un intervalle de temps donné (une heure). Le dé
oupage de l'espa
e aérien,
'est-à-dire le nombre et la forme des se
teurs, 
hange au 
ours de la journée suivantun s
héma d'ouverture quotidien. La 
apa
ité d'un même se
teur peut elle aussi
hanger à des heures données. Nous appellerons se
teur-période un se
teur de 
ontr�lependant un intervalle de temps parti
ulier et durant laquelle la 
apa
ité est 
onstante.La �gure 6.1 donne une idée du dé
oupage de l'espa
e aérien français à 24000 ft.Les 
ontraintes du problème sont les diverses 
apa
ités des se
teurs de 
ontr�le. Plu-sieurs mesures peuvent être prises par la CFMU pour respe
ter 
es 
ontraintes : 
hangerla route aérienne empruntée, retarder le départ, modi�er la vitesse de l'appareil pendant levol... Nous ne nous intéressons i
i qu'aux mesures d'attente au sol : 
haque vol peut-êtreretardé au dé
ollage. La CFMU est 
hargée de résoudre 
e problème quotidiennement.La di�
ulté du problème réside moins dans la 
omplexité des 
ontraintes que dans lataille des données. Nous avons utilisé des données réelles ar
hivées par le logi
iel COURAGEutilisé par l'Aviation Civile française et résolu le problème d'ATFM pour la journée du 20mai 1999 :



6.3. QUATRE MODÈLES 143� L'espa
e aérien français est traversé par 7375 vols entre 0h00 et 23h59.� Quelque 140 se
teurs sont a
tivés pendant 
ette journée ; les 
ontraintes de 
apa
ités
hangent jusqu'à six fois pour un même se
teur.� Plus de 700 vols traversent le se
teur le plus fréquenté.� Les 
apa
ités varient de 19 à 52 vols par heure suivant le se
teur-période.Le but de l'allo
ation de 
réneaux est de réduire les retards attribués aux vols touten respe
tant les 
ontraintes de 
apa
ité des se
teurs. Plusieurs 
ritères de minimisationsont possibles : la somme totale des retards, le retard maximal, le retard moyen, et
.[Maugis 96℄ présente une étude 
omplète sur 
e que pourrait et devrait être la fon
tionde 
oût du problème d'allo
ation de 
réneaux et 
on
lut en 
hoisissant la plus simple : lasomme totale des retards. C'est également le 
hoix de [Bertsimas 95℄ qui utilise un modèlelégèrement di�érent. Dans 
ette étude, nous avons 
hoisi de minimiser le retard maximalmais nous nous intéressons plus aux propriétés qualitatives des solutions produites qu'àleur 
oût en terme de retards induits.6.3 Quatre modèlesNous dé
rivons dans 
ette se
tion quatre modèles pour le problème d'a�e
tation de 
ré-neaux. Ces modèles ne sont pas équivalents et di�èrent par l'interprétation des 
ontraintesde 
apa
ité des se
teurs de 
ontr�le.La des
ription des modèles utilise les données suivantes :� S : l'ensemble des se
teurs-périodes, 
haque se
teur-période s étant asso
ié à undébut start(s) et une �n end(s) ;� F : l'ensemble des vols ;� tsi : l'heure à laquelle le vol i entre dans le se
teur s si 
e vol n'est pas retardé ;� 
apas : la 
apa
ité du se
teur-période s (nombre de vols entrant par heure) ;� Æ : la durée de la période unitaire pour la 
ontrainte de 
apa
ité (en minutes).Tous les modèles travaillent sur les variables de dé
ision suivantes :� Di : retard au dé
ollage du vol i.Nous présentons d'abord le modèle implémenté dans SHAMAN et dé
rit par [Maugis 96℄et [Plusquelle
 98℄, ainsi qu'un autre modèle équivalent mais plus e�
a
e. Plusieurs � ef-fets � de bord surviennent ave
 
e modèle, 
e qui 
onduit à des pro�ls irréguliers et dessur
harges de tra�
. Deux nouveaux modèles sont ensuite introduits pour remédier auxproblèmes générés par les modèles pré
édents.6.3.1 Fenêtres juxtaposéesLe modèle utilisé dans SHAMAN (que nous appellerons dans la suite modèle Standard)dis
rétise les durées d'ouverture des se
teurs par tran
hes de Æ = 30min pour poser les
ontraintes de 
apa
ité et réduire la somme des délais. Ces périodes sont su

essives et
ontiguës :



144 CHAPITRE 6. ALLOCATION DE CRÉNEAUX� Ps = fps0; ps1; : : :g : périodes su

essives de longueur Æ, 
ha
une dotée d'un début(start) et d'une �n (end). La première période 
ommen
e ave
 le début du se
teur-période : start(ps0) = start(s).On peut en
ore noter 
es tran
hes 
omme des multiples de Æ :Ps = f[start(s); start(s) + Æ[; [start(s) + Æ; start(s) + 2Æ[; : : :gLe 
hoix de non re
ouvrement des 
ontraintes de 
apa
ité 
onduit à plusieurs formu-lations possibles ; nous en présentons deux dans les se
tions suivantes, l'une utilisant desvariables booléenne et des 
ontraintes lo
ales, l'autre utilisant une 
ontrainte globale.Variables booléennesLe modèle Standard utilise des variables auxiliaires booléennes 
orrespondant à laprésen
e des vols dans les périodes :� Bi;psj : le vol i entre dans le se
teur s durant la période psj.Les 
ontraintes 
orrespondantes sont les suivantes : la première relie les variables auxi-liaires aux variables de dé
ision, la se
onde exprime la 
apa
ité du se
teur.8s 2 S 8psj 2 Ps 8>><>>: 8i 2 F Bi;psj ssi start(psj) � tsi +Di < start(psj) + ÆXi2F Bi;psj � 
apasL'in
onvénient majeur de 
ette formulations est le nombre important de variables auxi-liaires, proportionnel au nombre de se
teurs et au nombre de périodes.jfBi;psjgj = jFjXs2S end(s)� start(s)ÆPour restreindre l'usage de variables auxiliaires, la formulation suivante utilise une
ontrainte globale.Contrainte globale de 
ardinalitéUne 
ontrainte globale de 
ardinalité (désignée par G

 dans la suite) est spé
i�ée ave
les 
omposants suivants :� un ensemble de variables X = fX1; : : : ; Xng ;� un ensemble de valeurs V = fV1; : : : ; Vdg ;� un ensemble de 
ardinaux C = fC1; : : : ; Cdg.Elle 
ontraint le nombre d'o

urren
es de valeurs de V parmi X. Formellement, la 
on-trainte g

(C; V;X) exprime :8i 2 [1; d℄ jfx 2 Xjx = Vigj = Ci



6.3. QUATRE MODÈLES 145[Régin 96℄ a proposé un algorithme de propagation e�
a
e et 
omplet pour 
ette 
ontrainte(implémentée dans FaCiLe).La 
ontrainte de 
ardinalité permet de reformuler aisément le modèle Standard pourl'allo
ation de 
réneaux. L'idée de base est de 
al
uler la période pendant laquelle un volentre dans un se
teur en fon
tion de son retard. Or dans le modèle standard les périodes
onstituent une partition régulière du temps, 
e qui permet de réduire 
e 
al
ul à unesimple opération arithmétique : si les périodes su

essives de longueur Æ sont numérotées0; 1; : : : ; j; : : : la période 
orrespondant à un temps t vaut bt=Æ
. Une 
ontrainte de 
apa
ités'exprime don
 en prenant Vj = j et en imposant que Cj soit inférieur à la 
apa
ité de lapériode j.Le modèle s'exprime en utilisant les variables et valeurs auxiliaires suivantes :� Xsi : index de la période de l'heure d'entrée du vol i dans le se
teur-période s ;� V sj = j : index de la j�emepériode dans le se
teur-période s ;� Csj 2 [0; 
apas℄ : nombre de vols entrant dans le se
teur-période s durant la périodej.Pour 
haque se
teur-période, il su�t alors de lier les variables auxiliaires aux variablesde dé
ision et de 
ontraindre les variables auxiliaires ave
 une 
ontrainte de 
ardinalitéglobale : 8s 2 S 8><>: 8i 2 F Xsi = tsi +DiÆg

(Cs; V s; Xs)Les arguments pour préférer l'usage d'une 
ontrainte globale à un ensemble de 
on-traintes élémentaires sont nombreux :� le modèle est plus simple à é
rire et plus fa
ile à appréhender ;� le nombre de 
ontraintes et de variables est réduit ;� une propagation plus e�
a
e peut être réalisée.Cependant, une 
ontrainte globale est parfois trop spé
i�que pour être utilisée au sein d'unproblème � non pur � et nous montrerons dans le 
as présent la trop grande rigidité de
ette solution qui interdit de la ra�ner.In
onvénientsLes deux modèles pré
édemment dé
rits ont l'in
onvénient d'être fortement dis
ontinus.Ils 
ontraignent seulement la 
harge du se
teur au début de 
haque période, 
'est-à-direuniquement 48 fois par jour (pour des périodes de 30 min). Ainsi, la 
harge peut grimperbien au-delà de la 
apa
ité spé
i�ée pour des fenêtres de temps qui ne 
ommen
ent pasà une date multiple de Æ (à partir du début de la 
ontrainte). La �gure 6.2 illustre 
ephénomène : pour un nombre total de vols qui n'ex
ède pas la 
apa
ité ni dans la premièrepériode, ni dans la se
onde, une tran
he de 30 min 
hevau
hant les deux autres peut
ompter jusqu'à deux fois trop de vols.
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30 min30 min temps
apa
ité

Fig. 6.2 � Sur
harge entre deux périodes ave
 le modèle StandardDe plus, les 
ontraintes de 
e modèle n'empê
he pas les pi
s de tra�
 pour des fenêtresde temps inférieures à Æ, 
omme l'illustre la �gure 6.3 : les deux pro�ls 
orrespondent(approximativement) à la même quantité de vols (supposée inférieure à la 
apa
ité sur ladurée totale de la période), mais 
elui de gau
he, autorisé par le modèle Standard, répartitmoins bien la 
harge de travail pour un 
ontr�leur que le pro�l de droite, beau
oup plusrégulier.
30 min


apa
ité temps10 min 
apa
ité 10 min
30 min temps

Fig. 6.3 � Le modèle Standard autorise des sur
harges sur des fenêtres de temps 
ourtes(inférieures à Æ)Comme l'obje
tif de la fon
tion de 
oût est de minimiser la somme des retards, l'e�etde bord attendu de 
ette modélisation est la 
on
entration de vols en début de période :les vols retardés sont programmés le plus t�t possible dans la pro
haine fenêtre de temps.La �gure 6.4 illustre 
e 
omportement : la 
ourbe en pointillés 
orrespond à la 
harged'un se
teur avant régulation, et le modèle Standard tend à dé
aler la sur
harge de lapremière période au début de la se
onde. Cet e�et de bord 
hronique 
on�rmé par lesexpérimentations (voir se
tion 6.4).
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30 min 30 min temps
apa
ité

Fig. 6.4 � Pi
s de tra�
 
hroniques dus à l'optimisation du modèle Standard6.3.2 Modèles 
ontinusNous proposons deux nouvelles formulations pour tenter de lisser la 
harge de tra�
ave
 une modélisation plus 
ontraignante des 
ontraintes de 
apa
ité. Le premier modèleest un simple ra�nement du modèle Standard. La se
onde utilise une 
ontrainte globalede tri sur un problème dual.Fenêtres glissantesEn 
onservant l'idée du modèle Standard, il est possible de dé�nir un modèle � plus
ontinu � en 
onsidérant des périodes qui se 
hevau
hent, 
omme le montre la �gure 6.5.Æ
�

StandardGlissant
Fig. 6.5 � Modèle Standard et modèle GlissantNous introduisons pour 
ela un paramètre supplémentaire � 
orrespondant à l'intervallede temps entre 2 périodes su

essives :Ps = f[start(s); start(s) + Æ[; [start(s) + �; start(s) + � + Æ[; : : :gCe modèle subsume évidemment le modèle Standard et lui est équivalent pour � = Æ. Ilpeut être mis en ÷uvre ave
 les mêmes variables booléennes auxiliaires. Malheureusement,l'astu
e permettant d'utiliser la 
ontrainte globale de 
ardinalité ne s'applique plus dans le
as général d'un � quel
onque : un vol est 
on
erné par plusieurs périodes simultanément.On s'attend à 
e que le pro�l de la 
harge soit de plus en plus lisse quand � diminue etdon
 que davantage de fenêtres de temps sont prises en 
ompte.
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ontrainte de tri Soit D un ensemble totalement ordonné. La 
ontrainte de tri estla relation asso
iée à la fon
tion standard de tri. Alors qu'une fon
tion de tri prend enargument une séquen
e de n éléments de D et retourne une autre séquen
e 
ontenant lesmêmes éléments ordonnés, la 
ontrainte � lie � deux séquen
es de variables à domaine �niin
lus dans D.Formellement, la 
ontrainte de tri sur les variables intervalleX1; : : : ; Xn; Y1; : : : ; Yn dansun ensemble totalement ordonné (D;�) exprime(X1; : : : ; Xn; Y1; : : : ; Yn) 2 sortoù sort = � (x1; : : : ; xn; y1; : : : ; yn) 2 D2n tel que(y1; : : : ; yn) est une permutation de (x1; : : : ; xn) et 8i � j; yi � yj �Par exemple, soient :X = f[0; 13℄; [6; 10℄; [10; 11℄; [4; 16℄; [4; 6℄gY = f[1; 3℄; [5; 10℄; [6; 9℄; [11; 17℄; [10; 15℄gdeux séquen
es de variables. La pose de la 
ontrainte sort(X; Y ) 
onduit aux ra�nementssuivant sur les bornes des intervalles :X = f[1; 3℄; [6; 9℄; 11; [11; 15℄; [5; 6℄gY = f[1; 3℄; [5; 6℄; [6; 9℄; 11; [11; 15℄g[Bleuzen-Guernale
 97℄ propose un algorithme e�
a
e de �ltrage pour 
ette 
ontrainte.Il est remarquable que la 
omplexité de 
et algorithme 
omplet de 
onsistan
e (i.e. la pro-pagation e�e
tuées sur les bornes des intervalles est maximale) ait une 
omplexité optimaleen O(n logn). L'algorithme est dé
rit en six étapes impliquant des stru
tures de donnéesrelativement 
omplexes (arbre binaire balan
é, ...) et des tris standards. Le ra�nementn'est fait que sur les bornes des domaines des variables.Un modèle dual Pour 
e problème, nous utilisons une 
ontrainte de tri par se
teur-période. Cette 
ontrainte est posée sur des variables auxiliaires 
orrespondant aux heuresd'entrée dans le se
teur et à 
es mêmes heures ordonnées :� T si : heure d'entrée du vol i dans le se
teur-période s ;� Ssj : heure d'entrée du j�emevol entrant dans le se
teur-période s.La �gure 6.6 montre un tableau de 4 vols et le domaine de leur date d'entrée respe
tive(l'unité de temps est 5 min), puis le tableau des variables triées (après propagation) reliéau tableau d'origine par les permutations possibles.



6.3. QUATRE MODÈLES 149
40..55

5..15

30..50

25..35 30..50 40..55

BA KLM LH

AF,BA,LH BA,LH

25..35 5..15
AF

AF,BAKLM

Vols ordonnés:

Vols:Tri
Fig. 6.6 � Permutations entre un tableau de vols et 
es mêmes vols triésLes 
ontraintes de tri lient les variables de dé
ision ave
 les variables auxiliaires etles 
ontraintes de 
apa
ité sont imposées sur 
es dernières ave
 un modèle � dual � dumodèle Standard. Les vols qui entrent dans le se
teur ne sont plus � 
omptés � 
ommepré
édemment, mais seuls les rangs des dates d'entrée sont 
onsidérés : si les rangs de deuxvols sont trop pro
hes, on 
ontraint leurs dates à être su�samment séparées dans le temps.Ainsi, deux vols de dates d'entrée Si et Sj dans la séquen
e ordonnée tels que i+ 
apa � jdoivent être distants d'au moins Æ minutes (
.f. �gure 6.7) :8s 2 S 8>>>><>>>>: 8i 2 F T si = tsi +Disort(T s; Ss)8i 2 [1; jFj � 
apas℄ Ssi + Æ � Ssi+
apas

S10 + 30 � S30
S11 + 30 � S3111�eme 31�eme10�eme 30�eme

Fig. 6.7 � Contrainte de 
apa
ité appliquée aux vols ordonnés (Æ = 30, 
apa = 20)La 
ontrainte de 
apa
ité n'est pas tout à fait 
orre
te 
ar elle est posée même pourdes paires de vols dont l'un entre avant le début ou après la �n du se
teur-période. Elledoit don
 être relaxée dans 
e 
as ; 
ela peut être réalisé simplement à l'aide de variables



150 CHAPITRE 6. ALLOCATION DE CRÉNEAUXbooléennes :8s 2 S 8<: 8i 2 F Bsi ssi start(s) � Ssi < end(s)8i 2 [1; jFj � 
apas℄ Bsi ^Bsi+
apas =) Ssi + Æ � Ssi+
apasLa variable booléenne Bsi est la réi�
ation de la 
ontrainte exprimant que le se
teur-périodes est 
on
erné par le vol i. Si pour une paire de vols, un des deux vols est en dehors de lapériode, la 
ontrainte de 
apa
ité n'est pas posée.L'utilisation d'une 
ontrainte de tri a déjà été proposée par [Zhou 96℄ pour résoudrele problème de job-shop. La 
ontrainte d'utilisation unique d'une ma
hine (de 
apa
itéunitaire) a un instant donné est alors fa
ilement exprimée en 
ontraignant la j�emetâ
he à�nir avant le début de la (j+1)�eme. Notre formulation di�ère don
 de 
elle-
i par l'expressionsupplémentaire d'une 
apa
ité à travers les 
ontraintes de pré
éden
e.Ce modèle par Tri assure que les 
ontraintes de 
apa
ité sont respe
tées � 
ontinû-ment � sur 
haque se
teur-période. Le modèle Glissant doit lui être équivalent lorsque leparamètre � est réduit à l'unité de temps, 
'est-à-dire que toutes les fenêtres de temps dedurée Æ sont 
ontraintes.6.4 ExpérimentationsNous présentons dans 
ette partie les résultats obtenus pour les di�érents modèlesappliqués à des données réelles (journée du 20 mai 1999) et implémentés ave
 FaCiLe.La re
her
he utilise la stratégie implantée dans SHAMAN pour les modèles Standardet G

 : les se
teurs-périodes a priori les plus sur
hargés sont séle
tionnés d'abord, et lesvols les plus tardifs qui parti
ipent à 
ette sur
harge sont repoussés après le se
teur-période
onsidéré. La solution obtenue n'est pas optimisée. Pour les modèles à fenêtres glissanteset par tri, les variables de retard (Di) sont étiquetées par date de dé
ollage 
roissante.Les tests ont été menés ave
 une pré
ision � (unité de temps) de 5 min et un retardmaximum de 60 min, ex
eptés 
eux où sont pré
isées des valeurs di�érentes.Se
teur uniqueA�n d'analyser les solutions produites par les di�érents modèles, nous nous sommesintéressés à une instan
e extrêmement simple du problème ave
 un seul se
teur et au
unevariation de 
apa
ité. Nous avons 
hoisi le se
teur le plus 
hargé (644 vols) du tra�
 réelde la journée du 20 mai 1999 dans l'espa
e aérien français. La 
apa
ité horaire a été �xéeà 40. Les vols 
on
ernés sont attendus dans le se
teur entre 0h52 et 23h39.Les premières expérimentations ont visé à montrer l'équivalen
e et l'ordre entre lesdi�érents modèles ; M1 � M2 signi�e que M2 est plus 
ontraint que M1, i.e. que la solutionpour M2 est une solution pour M1, et M1 � M2 si et seulement si M1 � M2 ^ M2 � M1 :
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Standard � TriStandard � Glissant ave
 � = ÆGlissant � TriGlissant ave
 � = � � TriLes résultats numériques du tableau 6.1 
on�rment 
et ordre : un modèle plus 
ontraintproduit une solution de plus grand 
oût. On 
onstate que la plupart des vols pour 
etexemple ne sont pas ou très peu retardés (nombres des deux dernières 
olonnes à 
omparerau nombre total de vols, 644). Le retard moyen pour 
et exemple est inférieur à la pré
isiondu 
al
ul (5 min) pour toutes les solutions.Tab. 6.1 � Retards induits par la régulation : in�uen
e du modèle et des paramètresModèle Æ � PDi jfDi = 0gj jfDi � 15gjStandard, G

 60 690 602 624Standard, G

 30 1960 532 595Glissant 60 30 1760 549 597Glissant 60 15 2480 504 565Tri, Glissant 60 � 3660 467 553Cependant, le 
oût de la solution est un indi
ateur qui donne peu d'informations sursa qualité. Les di�éren
es essentielles des quatre modèles sont qualitatives et s'observentsur le pro�l de la 
harge de tra�
. La �gure 6.8 montre 
ette 
harge pour le se
teur unique
onsidéré, 
'est-à-dire le nombre de vols entrant pendant les pro
haines Æ minutes. La
ourbe en pointillés 
orrespond au tra�
 non régulé (horaires prévus) et la 
ourbe 
ontinue
orrespond à la solution.À première vue, le modèle Standard ne régule presque au
un vol et ne lisse pas la
harge de 
ontr�le. Il faut regarder �nement pour véri�er que 
e modèle assure seulementque la 
ourbe passe sous la limite de 
apa
ité à 
haque début de période (entouré d'un
er
le), 
'est-à-dire toutes les Æ minutes (i
i toutes les heures).La 
ourbe pour le modèle Tri montre un résultat plus probant et attendu. La 
hargeinstantanée est pratiquement égale à la 
apa
ité maximale entre 5h00 et 20h00, et au
undépassement n'est à déploré.La �gure 6.9 montre l'in�uen
e du paramètre � sur le modèle Glissant. Pour � = Æ =60, la solution produite est 
elle du modèle Standard. Pour un � inférieur (i
i 15 min), onobserve que la 
harge instantanée passe sous la 
apa
ité toutes les � minutes mais qu'ellel'ex
ède de 10% entre-temps.La �gure 6.10 montre le biais engendré par le modèle Standard. Pour 
ette expéri-mentation, nous avons réduit la 
apa
ité de 10% tout en augmentant le retard maximalautorisé pour les vols (120 min) a�n de 
ontraindre un nombre plus important de vols àêtre retardés. La �gure donne le nombre de vols présents dans le se
teur à tout instant
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Non régulé051015
20253035
404550

0 200 400 600 800 1000 1200 1400Standard

Non régulé051015
20253035
404550

0 200 400 600 800 1000 1200 1400Tri
Fig. 6.8 � Régulation ave
 les modèles Standard (en haut) et Tri (en bas). Nombre devols entrant dans le se
teur pendant les pro
haines Æ = 60 minutes en fon
tion du temps.
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15 min3035
4045

300 400 500 600 700 800 900 1000 1100Glissant � = 60Glissant � = 15
Fig. 6.9 � Régulation ave
 le modèle Glissant : in�uen
e de � (zoom sur la période5h-19h20). Le 
ourbe tombe sous la 
apa
ité maximale toutes les � min.Tab. 6.2 � Preuve d'é
he
 pour une instan
e sur-
ontrainteModèle Capa
ité PDiStandard 36 1G

 36 1Glissant � 36 1Tri 36 É
he
 prouvéG

 37 7390Tri 37 19775
(on observe au passage qu'un aéronef passe peu de temps dans le se
teur). Des pointesapparaissent à 
haque début de période ; un vol qui doit être retardé doit passer dans lapro
haine période non saturée, or une minimisation du retard 
orrespond à faire passer levol en début de période. La solution produite par le modèle Tri n'a pas 
et in
onvénientet assure une 
harge régulière.Le tableau 6.2 indique la possibilité d'e�e
tuer des preuves d'é
he
 pour les di�érentsmodèles. Pour une 
apa
ité réduite de 10% (36), l'é
he
 ne peut pas être prouvé en � temps�ni � (1 dans la table) ex
epté pour le modèle Tri. On observe également que le problèmesemble posséder une transition de phase 
ar il est fa
ile de trouver une solution pour une
apa
ité légèrement supérieure (37).
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60 min

0510
152025
30

0 200 400 600 800 1000 1200 1400

TriStandard

Fig. 6.10 � Nombre instantané d'avions présents dans le se
teur (
apa
ité = 36 ; retardmax = 120). Le modèle Standard produit des pointes de tra�
 au début de 
haque périodealors que le modèle Tri garde une 
harge plus régulière.Problème 
ompletNous avons obtenu une preuve d'é
he
 ave
 le modèle Tri pour l'instan
e 
omplètemunie des 
ontraintes de 
apa
ité spé
i�ées. Une solution peut 
ependant être obtenueen autorisant des dépassements de 
apa
ité sur les se
teurs de 
ontr�le. Nous avons ainsitrouvé une solution ave
 une sur
harge de 25%.La �gure 6.11 donne un aperçu du tra�
 traversant le 
entre de 
ontr�le de Brestpendant la journée entière. Cette �gure est divisée selon l'axe verti
al en di�érents se
teurset le temps est représenté horizontalement. Un se
teur-période est ainsi représenté par uneboîte dans laquelle �gure la 
ourbe du nombre de vols qui doivent entrer dans le se
teurdans les pro
haines Æ =60 min. Seuls trois se
teurs sont ouverts dans les premières heuresde la journée (en haut à gau
he), puis 5 se
teurs les rempla
ent, auxquels viennent serajouter 4 autres se
teurs quelques heures plus tard (et l'un des pré
édents est supprimésimultanément), et
. La régulation n'apporte pas i
i les e�ets qualitatifs remarquables quel'on peut observer parmi les instan
es partielles, 
ar le problème est bien trop 
omplexepour avoir des propriétés lo
ales évidentes. D'autres 
entres de 
ontr�le (Aix, Bordeaux)sont en
ore plus 
omplexes (grand nombre de se
teurs et de 
on�gurations possibles).Cependant, on peut remarquer la saturation du se
teur J entre 9h et 12h (se
teur-période entouré). La �gure 6.12 
ompare l'e�et du modèle Standard et du modèle Tri sur
e même se
teur-période. Ce se
teur est très 
hargé et la régulation produite par le modèleStandard a peu d'e�et sur la sur
harge observée pour le tra�
 non régulé (la 
apa
itémaximale apparaît en pointillés). En revan
he, le modèle Tri engendre un pro�l de 
hargequi réalise un plateau qui se superpose à la 
apa
ité maximale sans jamais la dépasser, 
e
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Fig. 6.11 � Espa
e aérien du 
entre de 
ontr�le de Brest - 20 mai 1999
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32

32

32

Tri

Standard

Non régulé

Fig. 6.12 � Centre de Brest, se
teur J entre 9h et 12hqui 
on�rme les propriétés de lissage attendues de notre modèle.6.5 Con
lusionL'allo
ation de 
réneaux pour l'ATFM est un problème d'optimisation 
ombinatoiredi�
ile mal résolu par le système qu'utilise a
tuellement la CFMU. Les 
ontraintes de
apa
ité des se
teurs de 
ontr�le ne sont pas 
lairement dé�nies et la Programmationpar Contraintes permet d'en modéliser fa
ilement di�érentes interprétations qui a

ordentplus ou moins d'importan
e à la régularité de la 
harge de travail des 
ontr�leurs. Lemodèle à fenêtres de temps 
ontiguës fournit ainsi des solutions peu réalistes dans lesquellesapparaissent des pi
s de tra�
 qui amènent probablement les Centres de Contr�le à sous-estimer leur 
apa
ité réelle. En revan
he, les modèles à fenêtres glissantes (de pas minimal�) ou par 
ontrainte de tri assurent une 
harge de travail régulière en produisant desproblèmes beau
oup plus 
ontraints menant à des solutions plus 
oûteuses (en terme desomme des retards attribués). Le modèle dual par tri né
essite moins de paramètres deréglages que le modèle à fenêtres de temps et pro
ure des preuves d'é
he
s e�
a
es quandle problème est sur-
ontraint, ave
 des temps de 
al
ul 
omparables.La grande taille des données du tra�
 aérien - nombre de vols et taille des domaines -rend le problème d'allo
ation de 
réneaux di�
ile à optimiser suivant le 
ritère de la sommetotale des délais attribués, mais des solutions optimales sont obtenues ave
 le retard maxi-mal 
omme 
ritère de minimisation. D'autre part, l'intégration dans la fon
tion de 
oûtde divers fa
teurs tels que la régularité du tra�
 (qui est prise en 
ompte dans la modé-lisation du problème par notre appro
he) est une né
essité opérationnelle qui pénaliseraitfortement les modèles qui minimisent la somme des retards.



Chapitre 7S
héma d'ouverture des 
entres de
ontr�lePour adapter la 
apa
ité des Centre de Contr�le en route au tra�
 aérien prévu, desplannings, appelés s
hémas d'ouverture déposés, sont élaborés empiriquement par des ex-perts. Chaque 
entre est dé
oupé en se
teurs élémentaires asso
iés à une position de
ontr�le et dotés d'une 
ertaine 
apa
ité, et ils peuvent être regroupés selon des 
on�-gurations prédé�nies pour diminuer le nombre de positions ouvertes, au détriment de la
apa
ité globale. Nous avons implémenté le modèle de [Gianazza 02℄ en Programmation ParContraintes pour résoudre 
e problème de partitionnement en minimisant les sur
harges detra�
, puis nous proposons de l'enri
hir en tenant 
ompte de la 
omplexité des transitionsentre 
on�gurations su

essives pour rendre les solutions plus � réalistes � d'un point devue opérationnel. Le programme 
on
is é
rit ave
 FaCiLe s'avère bien plus e�
a
e qu'unBran
h & Bound ad ho
 et le se
ond modèle, plus 
ontraint, génère des solutions plusrégulières que le premier. Néanmoins, on peut émettre des réserves sur l'intérêt opération-nel d'optimiser les s
hémas d'ouverture déposés sur la base des 
apa
ités dé
larés 
ar less
hémas d'ouverture réalisés en di�èrent radi
alement.7.1 Introdu
tionLa première étape du pro
essus d'ATFM 
onsiste à élaborer le planning de 
haqueCentre de Contr�le un jour ou deux à l'avan
e. Les prévisions de tra�
 
al
ulées à l'aidedes plans de vol déposés permettent d'ajuster la 
on�guration des se
teurs de 
ontr�lesuivant les ressour
es disponibles (nombre de 
ontr�leurs présents) durant la journée et deprévoir d'éventuelles sur
harges ; le 
as é
héant, la CFMU régule les �ux de tra�
 in
riminésen retardant les avions pour respe
ter les 
ontraintes de 
apa
ité.Ces � s
hémas d'ouverture � des 
entres de 
ontr�le sont dé�nis par un expert (FlowManager Position) qui dispose d'outils d'analyse pour déte
ter les sur
harges engendréespar le tra�
 prévu sur une 
on�guration parti
ulière. Mais les 
hoix du FMP sont em-piriques 
ar 
es outils ne proposent pas de pro
édures d'optimisation de 
e problème de157



158 CHAPITRE 7. SCHÉMA D'OUVERTURE DES CENTRES DE CONTRÔLEpartitionnement, par exemple pour minimiser les dépassements de 
apa
ité ou le nombrede positions a
tivées.[Gianazza 02℄ propose di�érents algorithmes pour résoudre 
e problème : un algorithmegénétique, un A� et un Bran
h & Bound. Ce dernier surpasse aisément l'algorithme gé-nétique 
ar le nombre de 
on�gurations prédé�nies n'est pas trop grand, ainsi que le A�par
e que son heuristique ne fournit pas de bonnes estimations. Cependant, 
e Bran
h &Bound ad ho
 n'élague l'arbre de re
her
he que sur la 
ontrainte de partition et le 
oût dela solution, et n'est pas fa
ile à enri
hir pour prendre en 
ompte des 
ontraintes annexes
omme la � faisabilité � des transitions entre 
on�gurations su

essives.Nous reprenons en partie le modèle de [Gianazza 02℄ et intégrons au système utiliséun programme en FaCiLe pour 
omparer les performan
es de notre librairie au Bran
h &Bound ad ho
. Nous proposons en outre d'intégrer dans le 
oût de la solution des 
ritèresqui 
ara
térisent le réalisme des transitions entre 
on�gurations su

essives.Le problème des s
hémas d'ouverture des 
entres de 
ontr�le a également été étudié par[Delahaye 95℄ qui propose un algorithme génétique pour le résoudre, mais sans l'appliquerà des données de taille réelle. Cependant, nous pensons que le problème est trop 
ontraintet sa taille trop faible pour que 
e type d'algorithme soit plus e�
a
e qu'une re
her
heénumérative.L'étude présentée dans [Verlha
 01℄ est plus pro
he de la n�tre. Un modèle en pro-grammation entière mixte est utilisé pour minimiser les dépassements de 
apa
ité et lenombre de positions ouvertes. Puis des ra�nements su

essifs modélisent les e�ets ma
ro-s
opiques de l'allo
ation de 
réneaux par des transferts de 
harge de tra�
 dans le tempspuis également dans l'espa
e en 
onsidérant le problème globalement pour tous les 
entresde 
ontr�le. De très bon gains de performan
es sont 
al
ulés en 
omparant les délais pro-duits par l'allo
ation des 
réneaux avant et après l'optimisation. Mais seule la variationdes fréquen
es de 
hangement de 
on�guration est prise en 
ompte dans 
ette étude alorsque nous essayons de minimiser la 
omplexité des transitions.Le problème des s
hémas d'ouverture est détaillé dans la se
tion 7.2 puis modélisé ave
des 
ontraintes dans la se
tion suivante. La se
tion 7.4 présente la stratégie de re
her
heutilisée pour obtenir les s
hémas optimaux analysés dans la se
tion 7.5. La 
on
lusion segarde en�n d'être hâtive quant aux gains espérés par 
ette optimisation en resituant leproblème dans son 
adre opérationnel.7.2 Des
ription du problèmeUn Centre de Contr�le est dé
oupé en se
teurs élémentaires (par exemple 10 pourReims et 28 pour Aix) qui 
orrespondent à des positions de 
ontr�le (assurées en généralepar deux 
ontr�leurs 
ha
une). Chaque se
teur est asso
ié à une 
apa
ité exprimée ennombre d'avions par heure. Suivant le nombre de 
ontr�leurs disponibles et les �ux de tra�
,
es se
teurs peuvent être regroupés pour former une partition du Centre de Contr�le quiné
essite moins de positions ouvertes (une par groupe), 
haque groupe étant doté d'une
apa
ité spé
i�que inférieure à la somme des 
apa
ités des se
teurs élémentaires qui le



7.2. DESCRIPTION DU PROBLÈME 159Tab. 7.1 � Partitions des Centres de Contr�le français (mai 1999)Centre Se
teurs Groupes Con�gurations PartitionsAix (AIX) 28 82 20; 5 106 6 1021Bordeaux (BORD) 24 73 3; 1 106 446 1015Brest (BRST) 18 40 17; 5 103 682 109Paris Est (PE) 11 24 426 678 103Paris Ouest (PW) 11 18 274 678 103Reims (REIM) 10 14 118 116 103
omposent.Les 
ontr�leurs peuvent ainsi régler �nement leur 
harge de travail en regroupant ouen dégroupant dynamiquement les se
teurs de 
ontr�le qui leur in
ombent suivant la 
om-plexité du tra�
 qui les traversent. Parmi toutes les partitions possibles d'un Centre deContr�le, seules 
elles qui utilisent les groupes de se
teurs prédé�nis par les pro
édures dela Cir
ulation Aérienne peuvent être utilisées, 
e qui limite fortement le nombre de solu-tions possibles. Le tableau 7.1 montre la taille du problème pour les six 
entres françaisave
 le nombre de 
on�gurations possibles 
ombinant les regroupements prédé�nis et lenombre de partitions totales1.Les s
hémas d'ouverture quotidiens de 
ha
un des six Centres de Contr�le français sontplani�és un jour ou deux à l'avan
e par un expert (Flow Manager Position) en dé
oupantla journée par tran
hes d'une heure en moyenne2. Le FMP établit manuellement 
e s
hémaen 
hoisissant pour 
haque tran
he une 
on�guration (partition) parmi 
elles qui sont pré-dé�nies, 
haque se
teur et groupe de se
teurs étant asso
ié à une 
apa
ité donnée (nombred'avions par heure). De plus, le nombre de positions ouvertes (se
teurs ou groupes de se
-teurs) doit rester inférieur à l'e�e
tif des 
ontr�leurs durant la tran
he horaire 
onsidéré.Un logi
iel lui permet alors de visualiser si le s
héma d'ouverture respe
te les 
harges detra�
 prévues qui sont 
al
ulées en fon
tion des plans de vol déposés.La �gure 7.1 illustre la partition d'un 
entre de 
ontr�le �
tif (inspiré de la partiesupérieure du 
entre de Paris-Est) 
omptant 5 se
teurs et 4 regroupements prédé�nis. La
on�guration de gau
he (ASUP, UTJ) ne demande que 2 positions ouvertes alors que 
ellede droite (UP, UTS, ARJ) en né
essite 3 et devra don
 être éventuellement éliminée si troppeu de 
ontr�leurs sont disponibles dans la période 
onsidérée.Les 
apa
ités annon
ées par les s
hémas d'ouverture sont en fait très souvent dépasséeslors des pointes de tra�
. Pour limiter 
es sur
harges, une phase ultérieure de planning estréalisée par le Control Flow Management Unit. Cet organisme 
entralise plans de vols ets
hémas d'ouverture et régule les �ux d'avions supposés les plus pénalisants en les retardant1Ces partitions ne sont pas toutes réalistes : seuls des volumes 
onvexes peuvent être exploités etbeau
oup d'autres 
ritères opérationnels doivent être pris en 
ompte pour les 
on
evoir.2Les périodes de tra�
 faible et stable peuvent être dé�nies pour une durée de quatre heures 
onsé
utiveset le grain minimal est d'une demi-heure.
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UP

SU
AR

UJ
UT

ASUP : AR, SU, UPUTJ : UT, UJARJ : AR, UJUTS : UT, SU
UP

SU
AR

UJ
UT UP

SU
AR

UJ
UTFig. 7.1 � Deux partitions d'un 
entre de 
ontr�le (�
tif)(allo
ation de 
réneaux de dé
ollage). Cette étape est également e�e
tuée manuellementpar des experts à l'aide d'outils d'analyse qui permettent de simuler les régulations 
hoisieset d'en visualiser les e�ets. Ce deuxième problème fait l'objet du 
hapitre 6 ave
 pourobje
tif de lisser la 
harge de travail des 
ontr�leurs.Ce pro
essus de régulation en deux étapes répond à de nombreuses 
ontraintes opé-rationnelles di�
iles à modéliser et l'intervention d'experts y est don
 indispensable. Ce-pendant, les outils employés ne proposent pas de pro
édures d'optimisation automatiquesqui pourraient fa
iliter grandement la tâ
he de l'opérateur et fournir des solutions bienmeilleures. Nous proposons don
 de résoudre le problème des s
hémas d'ouverture ave
un programme en 
ontraintes en reprenant la modélisation de [Gianazza 02℄ qui minimisel'é
art entre 
harge de travail et 
apa
ité. Puis nous ra�nons 
e modèle pour obtenir dessolutions plus réalistes vis-à-vis des transitions lors des regroupements et dégroupementsde se
teurs.L'idéal serait bien sûr de résoudre les deux problèmes simultanément, mais leurs taillessont trop importantes pour espérer obtenir l'optimum global en un temps raisonnable.Néanmoins, en 
ombinant la re
her
he de solution optimale pour le problème des allo
ationsde 
réneaux et 
elle des s
hémas d'ouverture, la 
apa
ité du système de 
ontr�le entierdevrait être amélioré tout en respe
tant les 
ontraintes du problème.Notons que les s
hémas d'ouverture réalisés, 
'est-à-dire la tra
e des 
on�gurations su
-
essives des 
entres de 
ontr�le lors de la journée de tra�
, sont toutefois très di�érentsdes s
hémas d'ouverture déposés la veille : 
omme l'illustre la �gure 7.2, les s
hémas réa-lisés sont en général plus dynamiques (il peut survenir une dizaine de 
hangements de
on�guration en moins d'une heure) et utilisent jusqu'à deux fois moins de positions ou-
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1Fig. 7.2 � S
hémas d'ouverture déposés (à gau
he) et réalisés (à droite) pour le 
entrede Bordeaux (20/05/1999). L'axe horizontal 
orrespond au temps et la hauteur donne lenombre de se
teurs ouverts. Les se
teurs en rouge sont sur
hargés.vertes (
haque se
teur pouvant être largement sur
hargé). De même, de nombreux aléasviennent interférer ave
 les 
réneaux de dé
ollage alloués. Si bien que les spé
ulations surles gains de 
apa
ités ou la rédu
tion des retards observés dans 
ette phase de planning nepeuvent être extrapolées dire
tement sur les performan
es réalisées. La sensibilité aux in-
ertitudes des solutions optimales 
al
ulées pour l'allo
ation de 
réneaux a ainsi été étudiéepar [Rivière 01a℄ qui 
on
lut à leur robustesse.7.3 ModélisationLes données aéronautiques pour un jour parti
ulier ainsi que les plans de vol déposéspermettent de pré
al
uler les 
harges de tra�
, les 
apa
ités et le nombre de 
ontr�leursdisponible pour 
haque 
entre de 
ontr�le de l'espa
e aérien français. Dans la suite, on
onfondra parfois se
teur et groupe de se
teurs quand la distin
tion n'est pas pertinente3.Le problème est résolu indépendamment pour 
ha
un des six 
entres de 
ontr�le. Lajournée est dé
oupée en périodes de durées variables (multiples d'une demi-heure) selon les
héma déposé par le FMP. Pour un 
entre donné, on 
onnaît don
 :� Se : l'ensemble des se
teurs élémentaires de 
ardinal ne.� S : l'ensemble des groupes de se
teurs utilisables de 
ardinal n, i.e. 8s 2 S; s � Se.Notons que tous les se
teurs élémentaires y sont présents : 8s 2 Se; fsg 2 S.� ws;t : la 
harge de tra�
 pour le se
teur s 2 S pour la période t.� 
s;t : la 
apa
ité maximale du se
teur s 2 S pour la période t.� pt : le nombre de positions (se
teurs) maximal autorisé pour la période t.L'ensemble S des se
teurs est représenté par une matri
e S de ne � n booléens quispé
i�e les se
teurs élémentaires 
ontenus dans un se
teur parti
ulier. Par exemple, lamatri
e asso
iée à un 
entre 
omposé de quatre se
teurs élémentaires Se = fa; b; 
; dg qui3Un se
teur est un groupe de se
teurs réduit à un singleton.
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teurs :S = ffag; fbg; f
g; fdg; fa; bg; fa; 
g; fb; dg; f
; dg; fa; b; 
; dggsera représentée par la matri
e suivante :8>><>>: 1 0 0 0 1 1 0 0 10 1 0 0 1 0 1 0 10 0 1 0 0 1 0 1 10 0 0 1 0 0 1 1 1 9>>=>>;Chaque période est résolue indépendamment. Pour une période donnée, la partitiondu 
entre de 
ontr�le sera spé
i�ée en asso
iant une variable de dé
ision booléenne vj(j 2 [1; n℄) à 
haque se
teur sj qui indique s'il fait partie ou non de la solution, 
'est-à-direqui séle
tionne la 
olonne 
orrespondant à 
e se
teur si elle est égale à 1.Pour 
ontraindre la 
on�guration à être une partition du 
entre de 
ontr�le, le produits
alaire de 
haque ligne de la matri
e ave
 le ve
teur des variables de dé
ision doit êtreégale à 1 : 8i 2 [1; ne℄ nXj=1 Si;jvj = 1Une 
ontrainte redondante sur les 
ardinaux des se
teurs retenus est systématiquementajoutée pour améliorer l'e�
a
ité du modèle :nXj=1 jsjjvj = neLa dernière 
ontrainte assure que le nombre de se
teurs ouverts est inférieur au nombre depositions disponibles dans la période t 
onsidérée :nXj=1 vj � ptOn aurait pu également modéliser 
e problème de partition ave
 ne variables ensem-blistes 
omme le suggère [Gervet 97℄, 
ar la partition qui 
ompte le plus de se
teurs ouverts
orrespond à prendre tous les se
teurs élémentaires indépendamment :8i 2 [1; ne℄ ; � vi � SeUne 
ontrainte de partition est ensuite posée sur 
es variables et on limite le nombre dese
teurs ouverts en 
omptant le nombre de vi non-vides. Néanmoins, les performan
es de
e modèle sont médio
res et le 
oût (voir la se
tion suivante) est di�
ile à exprimer 
arnotre fon
tion n'est pas une fon
tion graduée4 au sens de [Gervet 97℄, don
 la 
ontrainte4Une fon
tion graduée asso
ie un 
oût à 
haque élément d'un ensemble d'ensembles S et doit véri�er :8s1; s2 2 S s1 � s2 ) f(s1) < f(s2)
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Fig. 7.3 � Coût asso
ié à l'é
art entre la 
harge et la 
apa
ité d'un se
teurde poids proposée par [Gervet 97℄ n'est pas adéquate. Conséquemment, 
ette modélisationn'a pas été retenue.7.3.1 Coût d'une 
on�gurationL'obje
tif, inspirés de [Gianazza 02℄, est de minimiser la somme des é
arts entre 
hargeset 
apa
ités (ws� 
s) pour les se
teurs utilisés dans la partition. Les 
apa
ités des se
teursne sont don
 pas modélisées 
omme des 
ontraintes (dures) mais sont in
luses dans la fon
-tion de 
oût. Une fon
tion dé�nie par mor
eaux � dont le pro�l est représenté �gure 7.3pénalise fortement les sur
harges (quadratiquement) et peu les faibles é
arts (linéairement)
ompris dans les bornes d'une � toléran
e � (inférieure tolinf ou supérieure tolsup) autourde la 
apa
ité maximale. Quatre 
oe�
ients positifs (
1�4) permettent de faire varier l'im-portan
e relative des di�érents types d'é
arts entre 
harge et 
apa
ité, et des 
onstantesadéquates (a et b) rendent la fon
tion 
ontinue :�(x) = 8>><>>: 
1x2 + a si x < tolinf�
2x si tolinf � x < 0
3x si 0 � x � tolsup
4x2 + b si tolsup < xD'autre part, on 
her
he à diriger la re
her
he vers des solutions qui né
essitent lemoins possibles de positions ouvertes. Le nombre de se
teurs utilisés est don
 intégré dansle 
oût ave
 un 
oe�
ient 

ard, 
e qui revient à ajouter une 
onstante à la fon
tion � (
f.�gure 7.3). Le 
oût à minimiser est �nalement le suivant :
ost = nXj=1 (�(wj � 
j) + 

ard) vj
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ompte des transitionsLe modèle pré
édent résout 
haque période indépendamment les unes des autres et peutdon
 
onduire à des solutions dans lesquelles deux 
on�gurations 
onsé
utives optimalessont très di�érentes. Opérationnellement, les 
ontr�leurs ne peuvent passer d'une partitionà la suivante qu'en regroupant ou dégroupant un faible nombre de se
teurs seulement,suivant l'évolution de la 
harge de tra�
. Les transitions proposées par les solutions dumodèle pré
édent peuvent ainsi être trop 
omplexes à réaliser.Pour obtenir des 
on�gurations moins di�
iles à mettre en ÷uvre, on peut in
luredans la fon
tion de 
oût la � di�éren
e � entre deux 
on�gurations su

essives à l'aided'un nouveau 
oe�
ient 
diff . Le 
al
ul de l'optimum pour la période t dépend alors de la
on�guration pré
édente :
ostt =Pnj=1 (�(wj;t � 
j;t) + 

ard) vj;t + 
diffPnj=1 Æ(vj;t; vj;t�1)ave
 Æ(x; y) = � 1 si x 6= y0 sinonOn pourrait également envisager de résoudre le problème globalement en 
onsidéranttoutes les périodes simultanément. La fon
tion Æ poserait alors des 
ontraintes réi�ées dedi�éren
e entre deux variables vj;t et vj;t�1 alors que les vj;t�1 sont des 
onstantes quandles périodes sont résolues su

essivement. Cependant, la taille du problème devient tropimportante � 30 fois plus grande en moyenne � pour pouvoir le résoudre de manièreoptimale.7.4 Stratégie de re
her
heLa stratégie de re
her
he utilisée pour obtenir les résultats présentés dans la se
tionsuivante e�e
tue un étiquetage des variables booléennes de dé
ision en les ordonnant demanière statique. Comme on 
onnaît la 
ontribution de 
haque se
teur dans le 
oût s'il est
hoisi pour faire partie de la 
on�guration, on 
ommen
e par séle
tionner les se
teurs deplus petit 
oût 
ar on 
her
he à minimiser le 
oût global.Mais 
e 
ritère ne tient pas 
ompte du nombre total de se
teurs ouverts que l'on 
her
heégalement à minimiser. On modi�e don
 
et ordre en 
al
ulant pour 
haque se
teur le ratiodu 
oût partiel de 
ha
un ave
 son 
ardinal, 
'est-à-dire le nombre de se
teurs élémentairesqui le 
onstituent : �(wj � 
j)jsjjOn 
hoisit d'abord la variable in
onnue asso
iée à la plus petite valeur de 
e 
ritère et onl'instan
ie à 1 (i.e. on séle
tionne le se
teur). Cette stratégie s'avère plus e�
a
e que lapremière mentionnée quelque soit le type de 
oût global utilisé.On pourrait également 
ommen
er par séle
tionner les se
teurs déjà utilisés lorsqu'onoptimise en tenant 
ompte de la solution pré
édente pour réduire les di�éren
es entre



7.5. RÉSULTATS 165Tab. 7.2 � Temps de 
al
ul des s
hémas optimaux en se
ondes (P-IV à 1,7 GHz) pour lajournée du 20 mai 1999Centre Standard Transitions [Gianazza 02℄AIX 2.6 9.1 42BORD 0.68 0.93 6.1BRST 0.4 0.80 1.7PE 0.02 0.1 0.07PW 0.05 0.12 0.08REIM 0.05 0.09 0.05
on�gurations su

essives (
f. se
tion 7.3.2). Mais les variations de 
harge sont (systémati-quement) très soudaines vers 4h et 20h, si bien que le nombre de se
teurs ouverts augmenteou diminue drastiquement. Il faudrait don
 utiliser un premier 
ritère pour adopter 
ettestratégie ou 
onserver la pré
édente suivant les variations de tra�
 entre périodes 
onsé
u-tives.7.5 RésultatsLes modèles présentés ont été implémentés ave
 FaCiLe et intégrés au système utilisépar [Gianazza 02℄ qui propose notamment une pro
édure d'optimisation 
omplète par unalgorithme de Bran
h & Bound ad ho
. Les résultats obtenus ave
 la fon
tion de 
oûtstandard imitant 
elle de [Gianazza 02℄ sont identiques dans la plupart des 
as à 
eux
al
ulés par le Bran
h & Bound ad ho
 : en e�et, le pro�l de notre fon
tion est similairemais [Gianazza 02℄ utilise des 
oe�
ients �ottants (qui entraîneraient un dépassement desentiers (32 bits) de FaCiLe) pour établir une hiérar
hie entre les diverses 
omposantes dela fon
tion de 
oût et de faibles di�éren
es apparaissent sur 
ertaines journées de tra�
.Les temps de 
al
uls sont toujours très 
ourts : de l'ordre de 2 s ave
 la 
oût standardpour le 
entre le plus 
omplexe (AIX) sur les journées testées (20 à 30 fois plus rapide quela pro
édure ad ho
) et environ 10 s pour le modèle qui tient 
ompte des transitions. Letableau 7.2 montre les temps d'exé
ution sur un Pentium IV à 1,7 GHz pour 
haque 
entreave
 les plans de vol de la journée du 20 mai 1999 (les dimensions des problèmes sont 
ellesindiquées sur la �gure 7.1). L'implémentation de notre modèle ave
 FaCiLe est don
 trèse�
a
e.La �gure 7.4 présente (de haut en bas) les s
hémas d'ouverture obtenus ave
 la fon
tionde 
oût standard (identique à 
elui généré pas le Bran
h & Bound ad ho
), puis en tenant
ompte des transitions et en�n 
elui 
onçu empiriquement par le FMP, 
e
i pour le 
entred'Aix le 20 mai 1999. Sur 
ette représentation, l'axe horizontal 
orrespond au temps et
haque boîte désigne un se
teur ouvert où �gurent son nom (en gras s'il s'agit d'un se
teurélémentaire), sa 
harge et sa 
apa
ité (ws;t = 
s;t). Les se
teurs sur
hargés au-delà de la
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e supérieure � sont 
olorés en rouge, 
eux dont la 
harge se situe entre les bornesdes toléran
es inférieure et supérieure sont en jaune, et en�n les se
teurs sous-
hargés envert5. Le nombre total de se
teurs ouverts est noté pour 
haque période au dessus de la
on�guration ainsi que le nombre de positions disponibles qui est représenté par un trait(bleu si la limite est atteinte et noir sinon).Ave
 le 
oût standard, on obtient un s
héma optimal qui né
essite beau
oup moinsde positions que le s
héma déposé par le FMP, mais le nombre de se
teurs ouverts variefortement au 
ours de la journée et les 
on�gurations su

essives sont très di�érentes lesunes des autres. Ce s
héma serait vraisemblablement trop 
omplexe à réaliser 
ar 
haquedégroupement et regroupement de se
teurs né
essitent que les 
ontr�leurs s'é
hangent desinformations.Ave
 le modèle tenant 
ompte des transitions, le pro�l du s
héma est lissé et les 
han-gement de 
on�guration sont beau
oup moins 
omplexes, le nombre de se
teurs ouvertsrestant inférieur au s
héma du FMP (mais souvent supérieur à 
eux du premier s
héma).Ce type de s
héma serait don
 plus réaliste à proposer au FMP 
omme outil d'aide à ladé
ision.On peut également noter que quelque soit la méthode utilisée (y 
ompris 
elle duFMP), des dépassements de 
apa
ité subsistent. En e�et, rempla
er les termes du 
oûtliés au sur
harge par des 
ontraintes (� dures �) résulte le plus souvent en un problèmesur-
ontraint (et don
 sans solution). Cependant, [Gianazza 02℄ montre que 
es s
hémasd'ouverture optimaux, 
ombinés ave
 des allo
ations de 
réneaux préalables telles quedé
rites dans le 
hapitre 6 sur un 
entre pour lequel tous les se
teurs élémentaires sontouverts6, font disparaître les dépassements de 
apa
ité. De plus, [Gianazza 02℄ obtient ungain élevé sur la somme et le maximum des retards générés par rapport à une allo
ationfondée sur les s
hémas déposés par les FMP, et également sur les temps d'a
tivité despositions de 
ontr�le.7.6 Con
lusionNous avons utilisé FaCiLe pour substituer un programme en 
ontraintes à un algorithmede Bran
h & Bound ad ho
 qui génère des s
hémas d'ouverture optimaux pour les 
entresde 
ontr�le français. Le modèle PPC très 
on
is 
onstruit des s
hémas identiques ave
 desperforman
es bien meilleures en temps de 
al
ul (plus d'un ordre de magnitude sur lesinstan
es de plus grandes tailles). D'autre part, le modèle standard a pu être fa
ilementmodi�é pour prendre en 
ompte le réalisme des s
hémas générés vis-à-vis des transitions5Ave
 un exemplaire imprimé en noir et blan
, le rouge apparaît le plus fon
é, le jaune le plus 
lair etle vert est la teinte de gris intermédiaire.6Cette 
on�guration ne 
orrespond pas for
ément au maximum de 
apa
ité. En e�et, un se
teur AB,doté d'une 
apa
ité de 40 et 
omposé des se
teurs élémentaires A et B de 
apa
ité 25 
ha
un, peut fairepasser une 
harge de 30 avions. S'il est dégroupé et que tout le �ux de tra�
 traverse les deux se
teursA et B, la 
harge reste de 30 et la 
apa
ité de 
ha
un est dépassé. En revan
he si 15 avions traversentuniquement A et les 15 autre uniquement B, la 
harge reste en dessous des 
apa
ités et on obtient bienune 
apa
ité globale plus élevée.



7.6. CONCLUSION 167

0h 1h 2h 3h 4h 5h 6h 7h 8h 9h 10h 11h 12h 13h 14h 15h 16h 17h 18h 19h 20h 21h 22h 23h 24h

FAIX
0/32

UAIX
2/27

2

FAIX
2/32

UAIX
3/27

2

FAIX
0/32

UAIX
7/27

2

FAIX
2/32

UAIX
16/27

2

LYO
43/36

MMFS
35/32

UAIX
66/27

3

AB
27/34

GY1
26/28

GY2
29/30

KD
18/27

LE
23/28

LO
36/28

LS
29/26

MF
30/34

MNSC
33/33

MOML
39/36

TT
36/32

WW
31/32

12

AB
24/34

GG
29/34

KD
29/27

LELS
27/31

LO
36/28

MF
31/34

MNSC
30/33

MOML
37/36

T1
20/28

W1
25/28

WT2
22/30

YY
27/34

12

AB
35/34

GY
27/34

KD1
21/23

KD2
21/27

LE
28/28

LO
30/28

LS
27/26

MF
28/34

ML
13/28

MNSC
36/33

MO
27/26

WT1
16/30

WT2
23/30

13

AA
13/33

BB
35/32

GY1
21/28

GY2
22/30

KD1
21/23

KD2
19/27

LELO
29/27

LS
20/26

MF1
18/29

MF2
27/31

MNCO
19/27

MOML
38/36

ST
26/27

TT
31/32

WW
31/32

15

AA
22/33

B1
21/28

B2
24/30

G1
22/28

GY2
23/30

KD1
27/23

KD2
24/27

LELS
35/31

LO
21/28

MF1
22/29

MF2
27/31

MNSC
34/33

MOML
39/36

T2
27/26

W2
30/30

WT1
27/30

Y1
27/28

17

AA
18/33

DD
16/30

GG
27/34

KB1
25/25

KB2
22/25

LELO
15/27

MALS
26/25

MF
33/34

MNSC
33/33

WT1
27/30

WT2
25/30

YY
29/34

12

AA
29/33

BB
28/32

CO
10/27

D1
14/27

GG
36/34

K1
21/25

KD2
23/27

LYO
24/36

MF1
32/29

MF2
28/31

MN
22/27

MOML
32/36

ST
35/27

WT1
25/30

WT2
32/30

YY
35/34

16

AA
22/33

BB
26/32

GG
34/34

KD1
20/23

KD2
18/27

LYO
29/36

MF
35/34

MNCO
23/27

MOML
27/36

ST
22/27

WT1
23/30

WT2
32/30

YY
33/34

13

AA
18/33

BB
25/32

F2
14/28

GY1
20/28

GY2
24/30

KD1
19/23

KD2
20/27

LYO
36/36

M2
28/28

MF1
24/29

ML
11/28

MNSC
31/33

MO
30/26

WT1
24/30

WT2
32/30

15

AA
19/33

B1
22/28

B2
22/30

GY
36/34

KD1
21/23

KD2
17/27

LYO
36/36

MF
31/34

MNSC
36/33

MOML
28/36

WT1
24/30

WT2
22/30

12

AB
36/34

GT2
27/25

GY1
27/28

KD1
23/23

KD2
22/27

LELS
29/31

LO
30/28

MF
31/34

MNCO
28/27

MOML
35/36

ST
21/27

W2
25/30

WT1
25/30

Y2
28/30

14

AA
29/33

DD
9/30

GY1
27/28

GY2
26/30

KB1
27/25

KB2
18/25

LELS
29/31

LO
30/28

MF1
18/29

MF2
31/31

MNCO
24/27

MOML
28/36

ST
24/27

WT1
24/30

WT2
23/30

15

AA
26/33

BB
19/32

GY1
28/28

GY2
29/30

KD
29/27

LE
18/28

LO
30/28

LS
30/26

MF1
13/29

MF2
28/31

ML
17/28

MNCO
21/27

MO
26/26

ST
24/27

WT1
30/30

WT2
18/30

16

AA
23/33

BB
22/32

GY1
28/28

GY2
26/30

KD
23/27

LE
20/28

LO
21/28

LS
30/26

MF
37/34

ML
16/28

MNCO
22/27

MO
25/26

ST
21/27

WT1
32/30

WT2
17/30

15

AA
19/33

BB
32/32

GY1
23/28

GY2
21/30

KD1
20/23

KD2
21/27

LYO
37/36

MF1
17/29

MF2
30/31

MNSC
30/33

MOML
38/36

TT
28/32

WW
32/32

13

AB
37/34

GG
34/34

KD1
18/23

KD2
18/27

LELS
34/31

LO
33/28

MF1
23/29

MF2
26/31

MNCO
23/27

MOML
32/36

ST
29/27

WT1
28/30

WT2
26/30

YY
28/34

14

AB
36/34

GY
34/34

KD
22/27

LYO
30/36

MF
37/34

MNSC
23/33

MOML
20/36

WT1
22/30

WT2
28/30

9

AB
29/34

GY
22/34

KK
16/27

MFD
27/28

MLSC
24/25

MOLY
17/25

WT
36/34

7

AINO
23/25

AIUS
24/27

FAIX
34/32

3

FAIX
17/32

UAIX
25/27

2

FAIX
8/32

UAIX
20/27

2

FAIX
9/32

UAIX
13/27

2

0h 1h 2h 3h 4h 5h 6h 7h 8h 9h 10h 11h 12h 13h 14h 15h 16h 17h 18h 19h 20h 21h 22h 23h 24h

FAIX
0/32

UAIX
2/27

2

FAIX
2/32

UAIX
3/27

2

FAIX
0/32

UAIX
7/27

2

FAIX
2/32

UAIX
16/27

2

LYO
43/36

MMFS
35/32

UAIX
66/27

3

AB
27/34

GY1
26/28

GY2
29/30

KD
18/27

LE
23/28

LO
36/28

LS
29/26

MF
30/34

MNSC
33/33

MOML
39/36

TT
36/32

WW
31/32

12

AB
24/34

GG
29/34

KD
29/27

LE
12/28

LO
36/28

LS
20/26

MF
31/34

MNSC
30/33

MOML
37/36

T1
20/28

W1
25/28

WT2
22/30

YY
27/34

13

AB
35/34

GG
17/34

KD1
21/23

KD2
21/27

LE
28/28

LO
30/28

LS
27/26

MF
28/34

ML
13/28

MNSC
36/33

MO
27/26

T1
10/28

W1
16/28

WT2
23/30

YY
19/34

15

AA
13/33

BB
35/32

GG
24/34

KD1
21/23

KD2
19/27

LELO
29/27

LS
20/26

MF1
18/29

MF2
27/31

ML
21/28

MNCO
19/27

MO
19/26

ST
26/27

T1
20/28

W1
22/28

WT2
17/30

YY
29/34

17

AA
22/33

B1
21/28

B2
24/30

GG
36/34

KD1
27/23

KD2
24/27

LELS
35/31

LO
21/28

MF1
22/29

MF2
27/31

MNSC
34/33

MOML
39/36

T2
27/26

W2
30/30

WT1
27/30

Y1
27/28

Y2
16/30

17

AA
18/33

B2
17/30

D1
6/27

GG
27/34

KB1
25/25

KD2
25/27

LELS
10/31

LO
11/28

MF1
14/29

MF2
26/31

MNSC
33/33

MOML
25/36

T2
19/26

W2
20/30

WT1
27/30

Y1
12/28

Y2
17/30

17

AA
29/33

BB
28/32

CO
10/27

D1
14/27

GG
36/34

K1
21/25

KD2
23/27

LYO
24/36

MF1
32/29

MF2
28/31

MN
22/27

MOML
32/36

ST
35/27

T2
23/26

W2
24/30

WT1
25/30

Y1
21/28

Y2
15/30

18

AA
22/33

BB
26/32

CO
11/27

GG
34/34

KD1
20/23

KD2
18/27

LYO
29/36

MF1
18/29

MF2
22/31

MN
14/27

MOML
27/36

ST
22/27

T2
22/26

W2
26/30

WT1
23/30

Y1
16/28

Y2
19/30

17

AA
18/33

BB
25/32

F2
14/28

GG
22/34

KD1
19/23

KD2
20/27

LYO
36/36

M2
28/28

MF1
24/29

MNSC
31/33

MOML
41/36

T2
19/26

W2
28/30

WT1
24/30

Y1
17/28

Y2
15/30

16

AA
19/33

B1
22/28

B2
22/30

GG
19/34

KD1
21/23

KD2
17/27

LYO
36/36

MF
31/34

MNSC
36/33

MOML
28/36

T2
19/26

W2
18/30

WT1
24/30

Y1
16/28

Y2
13/30

15

AB
36/34

GG
28/34

KD1
23/23

KD2
22/27

LELS
29/31

LO
30/28

MF
31/34

MNCO
28/27

MOML
35/36

ST
21/27

T2
16/26

W2
25/30

WT1
25/30

Y1
21/28

Y2
28/30

15

AA
29/33

DD
9/30

GG
24/34

KB1
27/25

KB2
18/25

LELS
29/31

LO
30/28

MF1
18/29

MF2
31/31

MNCO
24/27

MOML
28/36

ST
24/27

T2
15/26

W2
22/30

WT1
24/30

Y1
20/28

Y2
25/30

17

AA
26/33

DD
8/30

GG
24/34

KB1
18/25

KB2
13/25

LE
18/28

LO
30/28

LS
30/26

MF1
13/29

MF2
28/31

ML
17/28

MNCO
21/27

MO
26/26

ST
24/27

T2
13/26

W2
17/30

WT1
30/30

Y1
20/28

Y2
24/30

19

AA
23/33

DD
9/30

GG
28/34

KB1
13/25

KB2
15/25

LE
20/28

LO
21/28

LS
30/26

MF1
17/29

MF2
24/31

ML
16/28

MNCO
22/27

MO
25/26

ST
21/27

T2
11/26

W2
18/30

WT1
32/30

Y1
20/28

Y2
21/30

19

AA
19/33

DD
13/30

GG
23/34

KB1
22/25

KB2
23/25

LYO
37/36

MF1
17/29

MF2
30/31

ML
17/28

MNCO
20/27

MO
23/26

ST
14/27

T2
14/26

W2
16/30

WT1
23/30

YY
27/34

16

AA
12/33

DD
14/30

GG
34/34

KB1
19/25

KB2
24/25

LELS
34/31

LO
33/28

MF1
23/29

MF2
26/31

MNCO
23/27

MOML
32/36

ST
29/27

T2
20/26

W2
17/30

WT1
28/30

YY
28/34

16

AA
12/33

DD
11/30

GG
21/34

KB1
15/25

KB2
27/25

LELS
21/31

LO
12/28

MF1
12/29

MF2
31/31

MNCO
13/27

MOML
20/36

ST
12/27

T2
19/26

W2
28/30

WT1
22/30

YY
25/34

16

GG
16/34

KB1
17/25

KB2
18/25

MFD
27/28

MLSC
24/25

MOLY
17/25

T2
15/26

W2
21/30

WT1
14/30

YA
26/25

10

AINO
23/25

KB1
12/25

KB2
11/25

MFD
14/28

MLSC
16/25

MOLY
19/25

6

MLSC
6/25

MOLY
11/25

UAIX
25/27

3

MLSC
3/25

MOLY
5/25

UAIX
20/27

3

MLSC
4/25

MOLY
5/25

UAIX
13/27

3

0h 1h 2h 3h 4h 5h 6h 7h 8h 9h 10h 11h 12h 13h 14h 15h 16h 17h 18h 19h 20h 21h 22h 23h 24h

AISU
0/25

FAIX
0/32

TGWY
2/27

3

AISU
0/25

FAIX
2/32

TGWY
3/27

3

AISU
5/25

FAIX
0/32

TGWY
2/27

3

AISU
13/25

FAIX
2/32

TGWY
12/27

3

AISU
32/25

FAIX
68/32

TGWY
61/27

3

AB
27/34

DD
5/30

GG
30/34

KK
15/31

LYO
77/36

MF
30/32

MNSC
33/33

MOML
39/36

T1
18/28

W1
23/28

WT2
20/30

YY
30/34

12

AA
14/36

BB
15/32

DD
10/30

GG
29/34

KK
24/31

LE
12/30

LO
36/30

LS
20/27

MF1
18/29

MF2
16/31

MNCO
19/27

MOML
37/36

ST
15/27

T1
20/28

W1
25/28

WT2
22/30

YY
27/34

17

AA
20/36

BB
22/32

DD
16/30

GG
17/34

KK
21/31

LE
28/30

LO
30/30

LS
27/27

MF1
12/29

MF2
24/31

MNCO
21/27

MOML
40/36

ST
21/27

T1
10/28

W1
16/28

WT2
23/30

YY
19/34

17

AA
13/36

BB
35/32

DD
15/30

GG
24/34

KK
23/31

LE
15/30

LO
16/30

LS
20/27

MF1
18/29

MF2
27/31

MNCO
19/27

MOML
38/36

ST
26/27

T1
20/28

W1
22/28

WT2
17/30

YY
29/34

17

AA
22/36

BB
41/32

DD
16/30

GG
36/34

KK
31/31

LE
15/30

LO
21/30

LS
25/27

MF1
22/29

MF2
27/31

MNCO
20/27

MOML
39/36

ST
22/27

T1
11/28

W1
25/28

WT2
38/30

YY
43/34

17

AA
18/36

B1
11/28

B2
17/30

DD
16/30

F2
17/28

G1
15/28

G2
13/30

K1
22/26

K2
15/30

LELS
10/31

LO
11/30

M2
16/28

MF1
14/29

ML
9/28

MNCO
18/27

MO
16/26

ST
21/27

T1
14/28

W1
20/28

WT2
25/30

Y1
12/28

Y2
17/30

22

AA
29/36

B1
13/28

B2
15/30

DD
20/30

F2
9/28

G1
17/28

G2
20/30

K1
21/26

K2
14/30

LELS
22/31

LO
2/30

M2
27/28

MF1
32/29

ML
16/28

MNCO
30/27

MO
16/26

ST
35/27

T1
16/28

W1
17/28

WT2
32/30

Y1
21/28

Y2
15/30

22

AA
22/36

B1
10/28

B2
18/30

DD
18/30

F2
12/28

G1
16/28

G2
20/30

K1
17/26

K2
9/30

LELS
18/31

LO
16/30

M2
18/28

MF1
18/29

ML
12/28

MNCO
23/27

MO
16/26

ST
22/27

T1
15/28

W1
18/28

WT2
32/30

Y1
16/28

Y2
19/30

22

AA
18/36

B1
9/28

B2
15/30

DD
14/30

F2
14/28

G1
13/28

G2
10/30

K1
11/26

K2
14/30

LELS
29/31

LO
10/30

M2
28/28

MF1
24/29

ML
11/28

MNCO
18/27

MO
30/26

ST
16/27

T1
13/28

W1
25/28

WT2
32/30

Y1
17/28

Y2
15/30

22

AA
19/36

B1
22/28

B2
22/30

DD
10/30

F2
8/28

G1
11/28

G2
10/30

K1
19/26

K2
10/30

LELS
27/31

LO
14/30

M2
11/28

MF1
18/29

ML
9/28

MNCO
19/27

MO
21/26

ST
21/27

T1
12/28

W1
19/28

WT2
22/30

Y1
16/28

Y2
13/30

22

AA
14/36

B1
15/28

B2
13/30

DD
21/30

F2
10/28

G1
14/28

G2
15/30

K1
13/26

K2
10/30

LELS
29/31

LO
30/30

M2
15/28

MF1
19/29

ML
8/28

MNCO
28/27

MO
28/26

ST
21/27

T1
12/28

W1
18/28

WT2
31/30

Y1
21/28

Y2
28/30

22

AA
29/36

B1
9/28

B2
15/30

DD
9/30

F2
9/28

G1
16/28

G2
9/30

K1
24/26

K2
8/30

LELS
29/31

LO
30/30

M2
25/28

MF1
18/29

ML
13/28

MNCO
24/27

MO
15/26

ST
24/27

T1
10/28

W1
21/28

WT2
23/30

Y1
20/28

Y2
25/30

22

AA
26/36

B1
8/28

B2
11/30

DD
8/30

G1
16/28

G2
10/30

K1
16/26

K2
9/30

LELS
43/31

LO
30/30

MF1
13/29

MF2
28/31

ML
17/28

MNCO
21/27

MO
26/26

ST
24/27

T1
18/28

W1
23/28

WT2
18/30

Y1
20/28

Y2
24/30

21

AA
23/36

B1
9/28

B2
13/30

DD
9/30

G1
20/28

G2
10/30

K1
10/26

K2
9/30

LELS
43/31

LO
21/30

MF1
17/29

MF2
24/31

ML
16/28

MNCO
22/27

MO
25/26

ST
21/27

T1
18/28

W1
26/28

WT2
17/30

Y1
20/28

Y2
21/30

21

AA
19/36

BB
32/32

DD
13/30

GG
23/34

KK
25/31

LE
16/30

LO
11/30

LS
13/27

MF1
17/29

MF2
30/31

MNSC
30/33

MOML
38/36

T1
15/28

W1
17/28

WT2
20/30

YY
27/34

16

AA
12/36

BB
27/32

DD
14/30

GG
34/34

KK
21/31

LE
19/30

LO
33/30

LS
21/27

MF1
23/29

MF2
26/31

MNSC
47/33

MOML
32/36

T1
15/28

W1
20/28

WT2
26/30

YY
28/34

16

AA
12/36

BB
29/32

DD
11/30

GG
21/34

KK
15/31

LE
6/30

LO
12/30

LS
17/27

MF1
12/29

MF2
31/31

MNSC
23/33

MOML
20/36

T1
12/28

W1
18/28

WT2
28/30

YY
25/34

16

AB
29/34

DD
12/30

GG
16/34

KK
16/31

LYO
10/36

MF
20/32

MNSC
16/33

MOML
17/36

WT1
14/30

WT2
21/30

YY
15/34

11

AB
22/34

DD
9/30

GG
6/34

KK
14/31

LYO
13/36

MF
9/32

MNSC
13/33

MOML
11/36

WT1
12/30

WT2
8/30

YY
7/34

11

ABK
8/28

FAIX
17/32

GY
10/32

MFD
11/28

WT
13/34

5

ABK
12/28

FAIX
8/32

GY
1/32

MFD
15/28

WT
9/34

5

ABK
5/28

FAIX
9/32

GY
2/32

MFD
5/28

WT
5/34

5

Fig. 7.4 � S
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 transitions et FMP pour le 
entre d'Aix



168 CHAPITRE 7. SCHÉMA D'OUVERTURE DES CENTRES DE CONTRÔLEentre 
on�gurations su

essives. Les s
hémas ainsi obtenus s'avèrent moins 
omplexes etont un pro�l de nombre de positions ouvertes plus lisse, mieux adapté à la gestion d'unesalle de 
ontr�le.Cependant, 
e modèle ne prend pas stri
tement en 
ompte les 
ontraintes opération-nelles des transitions entre 
on�gurations qui sont réalisés par dégroupements ou regroupe-ments de se
teurs suivant la 
harge de travail des 
ontr�leurs. Mais les s
hémas déposés parles FMP des 
entres de 
ontr�les sont également très di�érents de 
eux qui sont observéslors de la journée de tra�
 : d'une part, 
es derniers sont beau
oup plus dynamiques 
ar les
ontr�leurs doivent s'adapter aux tra�
 réel qui di�ère sensiblement des plans de vols dé-posés ; d'autre part, les données utilisées pour l'optimisation des s
hémas 
omme la 
hargede tra�
 horaire et les 
apa
ités annon
ées des se
teurs ne sont pas de bons indi
ateurs dela 
harge de travail des 
ontr�leurs ni de la 
apa
ité réelle d'un se
teur.Les modèles utilisés s'e�or
ent de s'appro
her des interprétations � dé
larées � des don-nées du tra�
 et de l'espa
e aérien mais l'observation du 
ontr�le � en temps réel � suggèrequ'elles sont peu �ables. Ainsi, la régulation du tra�
 par la CFMU à l'aide des s
hémasdéposés par les FMP 
onstitue un outil validé surtout par les résultats opérationnels dusystème de 
ontr�le français. Les résultats de l'optimisation de 
es pro
essus, e�e
tués em-piriquement par des experts à l'heure a
tuelle, permettent don
 di�
ilement de spé
ulersur les gains e�e
tifs de 
apa
ité et d'a
tivité des 
ontr�leurs qu'ils devraient apporter.



Chapitre 8Réseau de routes dire
tesL'obje
tif de la régulation des �ux de tra�
 aérien (ATFM : Air Tra�
 Flow Mana-gement) est d'améliorer la 
apa
ité de l'espa
e aérien tout en respe
tant les 
ontraintesdu 
ontr�le (ATC : Air Tra�
 Control) et les demandes des 
ompagnies qui 
her
hent àminimiser leur 
oût d'exploitation. Nous présentons dans la suite la 
on
eption d'un réseaude routes qui tente d'optimiser 
es 
ritères. L'idée prin
ipale est de ne 
onsidérer que desroutes dire
tes et de séparer verti
alement les �ux qui se 
roisent en leur allouant des ni-veaux de vol distin
ts. Ce problème est un 
oloriage de graphe que nous résolvons grâ
e àla programmation par 
ontraintes et à un algorithme glouton 
hargé de trouver des 
liquesdans le graphe des 
ontraintes a�n de pouvoir poser des 
ontraintes globales. Au 
ours dela re
her
he de solutions optimales minimisant le nombre de niveaux de vol distin
ts al-loués, les symétries de permutation parmi les niveaux équivalents sont supprimées, et l'ordred'instan
iation des variables est guidée par les 
liques dé
ouvertes durant la première étapestatique. Ave
 une implémentation utilisant FaCiLe, l'optimalité est atteinte pour toutesles tailles de �ux hormis la plus petite (�ux de taille 1 qui 
orrespondent au problèmele plus grand), et le nombre de niveaux de vol obtenu reste 
ompatible ave
 la stru
turea
tuelle de l'espa
e aérien. Néanmoins, de nombreuses autres 
ontraintes devraient êtreajoutées à 
e modèle très simpli�é pour obtenir un réseau de routes opérationnel, si bienque les 
on
lusions présentées se rapporte essentiellement à la faisabilité du 
on
ept deséparation verti
ale des �ux importants en route dire
te. Cette te
hnique de 
oloriage degraphe a également été testée sur divers ben
hmarks et présente de bons résultats sur lesinstan
es appli
atives, qui 
ontiennent toutes des 
liques de grande taille.8.1 Introdu
tionLe réseau de routes français (et européen) a été 
onstruit de manière in
rémentale au
ours du temps par de petits ajouts et modi�
ations lo
aux pour satisfaire la demande desutilisateurs et les 
ontraintes de la régulation ATC (ainsi que d'autres types de 
ontraintes
omme l'évitement des zones militaires ou l'amélioration des moyens de navigation). Cepro
essus n'aboutit évidemment pas à une solution très e�
a
e et 
onduit à sous-estimer169



170 CHAPITRE 8. RÉSEAU DE ROUTES DIRECTESla 
apa
ité globale de l'espa
e aérien français, ainsi qu'à générer des déviations ex
essivespar rapport aux routes optimales (dire
tes).Plusieurs études ont été et sont a
tuellement menées par Euro
ontrol [Letrouit 98,Maugis 98℄ et le CENA [Mehadhebi 00℄ a�n de trouver des solutions dans 
e domaine.L'étude présentée i
i 
on
erne essentiellement la faisabilité de l'appro
he � idéale � sui-vante : ne 
onsidérer que des routes dire
tes (i.e. un segment joignant origine et destinationdu vol) pour les �ux d'avions d'une taille supérieure à un minimum donné1, et séparer verti-
alement 
eux qui s'interse
tent pour éviter tout 
on�it, et don
 leur résolution par l'ATC.Ce s
héma ne prend en 
ompte au
une autre 
ontrainte opérationnelle, si bien que le mo-dèle utilisé 
onduit à un problème de 
oloriage de graphe : 
olorier les n÷uds d'un grapheave
 le plus petit nombre de 
ouleurs possibles de telle manière que deux n÷uds adja
ents(i.e. qui sont reliés par une arête) ne soient pas de la même 
ouleur.Le problème de 
oloriage de graphe est un problème NP-dur très 
lassique et un sujetde re
her
he en
ore très a
tif, ave
 de nombreux domaines d'appli
ation [Tri
k 94℄. Comme
'est un problème (NP-)di�
ile, notamment sur les graphes aléatoires (et don
 peu stru
-turés) de grande taille, les te
hniques heuristiques �gurent en bonne pla
e parmi les ap-pro
hes les plus performantes, telles que les algorithmes gloutons [Brélaz 79, Leighton 79℄ou la re
her
he lo
ale [Hertz 87, Morgenstern 86, Fleurent 94℄. Cependant, les algorithmesénumératifs 
omplets peuvent également être très e�
a
es [Coudert 97℄ pour les problèmesissus d'appli
ations réelles 
ar elles pro�tent de la stru
ture du graphe, telle que la présen
ed'une 
lique2 de grande taille qui fournit une borne inférieure et peut se 
olorier triviale-ment3. La PPC est un outil e�
a
e et élégant pour implémenter 
e type d'algorithme exa
t[Van Hentenry
k 90℄ 
ar les n÷uds sont dire
tement identi�és à des variables et les arêtesà des 
ontraintes de di�éren
e. De plus, le Bran
h & Bound est l'algorithme de re
her
hestandard dans les systèmes de PPC et la souplesse des buts de re
her
he fa
ilite la 
on
ep-tion d'heuristiques d'étiquetage. En�n, des 
ontraintes additionnelles peuvent fa
ilementêtre ajoutées au modèle grâ
e au niveau d'abstra
tion élevé que pro
ure la PPC.L'idée prin
ipale de notre algorithme de 
oloriage est fondée sur la re
her
he de 
liquesde grande taille par un algorithme glouton dans un premier temps, a�n de fournir uneborne inférieure et d'alimenter des 
ontraintes globales � tous di�érents � au sein d'unsolveur PPC. Puis des 
ontraintes de diséquation sont posées sur les �ux restant et unsolution optimale est re
her
hée par un algorithme standard de Bran
h & Bound. Pendantla re
her
he, les symétries entre 
ouleurs sont éliminées en 
oupant les points de 
hoix asso-
iés à l'instan
iation d'un �ux ave
 une 
ouleur en
ore inutilisée. D'autre part, l'ensembledes 
liques dé
ouvertes par l'algorithme glouton peut être utilisé pour guider la re
her
he.La 
ombinaison de 
es te
hniques permet d'obtenir des preuves d'optimalité pour toutesles instan
es utilisées, ex
eptée la plus grande, ave
 des temps de 
al
ul très 
ourts. Deplus, le nombre de niveaux de vol optimal pour des �ux de taille signi�
ative pourrait1La �exibilité maximum serait atteinte en prenant en 
ompte tous les �ux, don
 ave
 une taille minimaled'un seul avion.2Une 
lique est un sous-graphe 
omplet : 
haque n÷ud est relié à tous les autres par une arête.3Tous les n÷uds d'une 
lique doivent être 
oloriés de 
ouleurs di�érentes 
ar ils sont tous reliés les unsaux autres.
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e aérien supérieur. Notre algorithme est également e�
a
e sur desben
hmarks d'appli
ations réelles [Tri
k 94℄ et soutient bien la 
omparaison ave
 DSATUR[Brélaz 79℄, une méthode gloutonne 
lassique de 
oloriage.La des
ription du problème d'allo
ation de niveaux de vol et sa modélisation en PPCave
 des �ux d'une taille minimale donnée est présentée se
tion 8.2. La se
tion 8.3 détailleensuite l'utilisation de l'algorithme glouton pour trouver des 
liques de manière à améliorerl'e�
a
ité de l'inféren
e durant la re
her
he. La stratégie utilisée pour obtenir les résul-tats présentés se
tion 8.5 est exposée dans la se
tion pré
édente 8.4, de même que le butqui élimine dynamiquement les symétries et permet d'élaguer des parties importantes del'arbre de re
her
he pendant l'optimisation. La se
tion 8.6 dis
ute de la pertinen
e de notreappro
he vis-à-vis de travaux similaires et se termine par les ben
hmarks. Les 
on
lusionset perspe
tives de 
ette étude sont �nalement présentées dans la dernière se
tion.8.2 Des
ription du problème et modélisation

Fig. 8.1 � Routes dire
tes (ave
 la taille des �ux) dans l'espa
e aérien français.La 
on
eption des routes dans l'espa
e aérien français et européen résulte d'un pro
es-sus in
rémental 
onditionné par la demande des utilisateurs et l'évolution des équipementsATC au sol, de l'avionique et des pro
édures de vol. La régulation des vols destinée à assu-rer la séparation des avions (typiquement 4-8 NM dans le plan horizontal et 1000-2000 ftverti
alement) est prise en 
harge par les 
entres ATC qui sont divisés en de nombreux se
-teurs. La forme de 
es se
teurs permet aux 
ontr�leurs de maîtriser la 
omplexité du tra�
et de résoudre les 
on�its qui peuvent survenir aux interse
tions du réseau de routes. Ce
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essus ATC manque de souplesse vis-à-vis des 
ompagnies aériennes qui souhaitent queleurs appareils dévient le moins possible de la route dire
te joignant origine et destinationpour optimiser leurs 
oûts d'exploitation.Un réseau idéal, i.e. des routes dire
tes pour 
haque �ux, serait trop 
omplexe à maî-triser pour des 
ontr�leurs (humains) si les avions n'étaient pas séparés verti
alement :les 
on�its qui apparaissent dans le plan horizontal formeraient une stru
ture bien tropdense, 
omme le montre la �gure 8.1 où la largeur de 
haque routes est proportionelle aunombre de vols qui l'empruntent. L'idée prin
ipale est don
 d'allouer des niveaux de vol dif-férents aux routes qui se 
roisent pour éviter les 
on�its. Ave
 
ette pro
édure, les vols quipartagent la même paire origine/destination utiliseraient séquentiellement la même routedire
te à une altitude �xée, distin
te de 
elles de toutes les autres routes qui la 
oupent. Enoutre, seuls les avions dont les fenêtres de temps de vol se re
ouvrent sont pris en 
omptepour une éventuelle séparation verti
ale.Notre modèle implémente 
ette stratégie à l'aide de la notion de �ux : les vols quipartagent même origine et destination sont regroupés en un �ux de taille égale au nombrede 
es avions, et les dates de début et de �n de 
e �ux sont 
al
ulées en fon
tion despremiers et derniers vols 
on
ernés. Pour une journée donnée, les �ux sont pré-
al
ulés desorte que les données de notre modèle sont :� F : l'ensemble des �ux de 
ardinal n = jFj ;� ri : la route dire
te du �ux i ;� ni : la taille du �ux i ;� ti : la fenêtre de temps du �ux i.Les variables de dé
ision sont les niveaux de vols :L = fLi; 8i 2 [1; n℄gLeur domaine 
ommun initial est [1; n℄. En�n, le 
oût à minimiser est le nombre de niveauxde vol distin
ts : 
 = 
ard(F)dont le domaine initial est [0; n℄.Cependant, pour 
ontr�ler la taille du problème, l'ensemble des �ux est �ltré selon leparamètre nmin pour ne prendre en 
ompte que les �ux 
omposés de plus de nmin vols.En fait, le tra�
 aérien se divise généralement en deux 
atégories prin
ipales : les vols
ommer
iaux quotidiens qui 
orrespondent à la plupart des �ux de grande taille et quisolli
itent (et né
essitent) des niveaux de vol élevés, et les vols privés IFR4 qui interviennentdans les petits �ux et qui ne peuvent atteindre que de faibles niveaux de vols, si bienqu'ils interfèrent peu ave
 la première 
atégorie. Pour prendre en 
ompte 
e 
omportementopérationnel, il s'avère pertinent de ne résoudre le problème que pour des �ux de plus de5�10 avions, en 
onsidérant que les �ux plus petits évoluent à une altitude inférieure auplus petit niveau de vol attribué aux �ux prin
ipaux.4Instrument Flight Rule : 
e sont des vols pour lesquels un plan de vol doit être déposé et qui sontsystématiquement 
ontr�lés par l'ATC.
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r1 r2r3 r4

r5 r6 6=6= L3L4 6= L56=
L66=L16= 6= 6=L2 6=

Fig. 8.2 � Transformation d'un réseau de routes aériennes en graphe de 
ontraintes, oùfL1; L2; L3; L4g est une 
lique.Le modèle en 
ontraintes s'exprime dire
tement : les 
ontraintes de di�éren
e sont po-sées entre les niveaux des �ux qui s'interse
tent et dont les fenêtres de temps se 
hevau
hent.8i; j 1 � i < j � n interse
te(ri; rj) ^ 
hevau
he(ti; tj)) Li 6= LjL'obje
tif est simplement de minimiser le nombre de niveaux distin
ts alloués, si bien que
e modèle est équivalent à un problème de 
oloriage de graphe.La �gure 8.2 montre un réseau de route et le graphe de 
ontraintes 
orrespondantobtenu en identi�ant les routes à des n÷uds et les interse
tions à des arêtes (on supposeque toutes les fenêtres de temps de 
hevau
hent). Ce graphe 
ontient une 
lique maximumde taille 4 fL1; L2; L3; L4g et peut être 
oloré ave
 4 
ouleurs.8.3 Re
her
he de 
liquesLe modèle pré
édent ne pose que des 
ontraintes de di�éren
e � lo
ales � entre deux�ux. Cependant, le graphe induit par 
es 
ontraintes peut 
ontenir des sous-graphes 
om-plets, 
'est-à-dire des 
liques, qui peuvent être utilisées pour poser des 
ontraintes globales� tous di�érents � et produire pendant la re
her
he des rédu
tions de domaines plus impor-tantes que 
elles des di�éren
es binaires. Bien que les problèmes de re
her
he de la 
liquemaximum5 ou de toutes les 
liques maximales6 d'un graphe soient bien 
onnus pour êtredes problèmes NP-durs, des algorithmes in
omplets peuvent être utilisés pour en fournirune solution appro
hée, en supposant que l'heuristique 
hoisie sera assez e�
a
e pour lastru
ture parti
ulière du graphe 
onsidéré.Nous utilisons un algorithme glouton très simple (�gure 6), similaire à 
eux présentésdans [Bomze 99℄, pour 
onstruire un ensemble de 
liques en essayant d'obtenir les plusgrandes possibles. À partir de 
haque n÷ud i (numéroté de 1 à n) du graphe, une 
liqueest 
onstruite in
rémentalement ave
 les n÷uds de sa liste d'adja
en
e (adj(i)) 
omme
andidats, en 
ommençant par le n÷ud dont l'ensemble des voisins à la plus grande in-terse
tion ave
 les autres 
andidats. Cet algorithme a la propriété de ne produire que des
liques maximales, de telle manière qu'au
un sous-ensemble d'une 
lique générée ne peut5C'est-à-dire trouver la sous-graphe 
omplet de plus grande taille dans un graphe donné.6Une 
lique maximale est une 
lique qui n'est stri
tement 
ontenue dans au
une autre 
lique.
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 pas de 
ontrainte globale inutile sur une 
lique L0 � Lsubsumée par une autre 
ontrainte globale sur une 
lique qui la 
ontient L00 � L0. Néan-moins, des 
liques identiques peuvent être dé
ouvertes à partir de n÷uds initiaux di�érents,et l'ensemble de 
liques sur lesquelles sont posées les 
ontraintes globales est �ltré poursupprimer les doublons et pour séle
tionner les 
liques de 
ardinal stri
tement supérieur à2 � les 
liques de taille 2 sont déjà traitées par les 
ontraintes de di�éren
e.Algorithme 6 � Algorithme glouton de re
her
he de 
liques1: 
liques := ;2: for i = 1 to n do3: 
l := fig4: 
andidats := adj(i)5: while 
andidats 6= ; do6: j := argmaxk2
andidatsj
andidats \ adj(k)j7: 
l := 
l [ fjg8: 
andidats := 
andidats \ adj(j)9: end while10: 
liques := 
liques [ f
lg11: end forOn peut estimer la 
omplexité en pire 
as de 
et algorithme, qui a lieu quand le grapheest 
omplet. Pour une telle instan
e, la liste des 
andidats diminue d'un n÷ud à 
haquepassage dans la bou
le while ; en notant 
 le nombre de 
es 
andidats, on obtient :n|{z}bou
le for (lignes 2�11)� n�1X
=1|{z}bou
le while (lignes 5�9) 
|{z}argmax (ligne 6)� (
+ n� 1)| {z }interse
tion (ligne 6)Ce qui donne un temps de 
al
ul en O(n4) pour un graphe � dense �, i.e. le nombre d'arêtesest en O(n2), 
e qui est une bonne estimation de la stru
ture de notre problème pour lesvaleurs faibles de n. En revan
he, pour les plus grandes instan
es, les �ux ajoutés sontde petites tailles, et leur fenêtre de temps est don
 très 
ourte ; il en résulte que 
es �uxinterse
tent peu d'autres �ux dans le temps, et génèrent peu de nouvelles arêtes. Pour 
esgraphes moins denses, la ligne 8 de l'algorithme élimine beau
oup de 
andidats au fur età mesure que la 
lique grandit, et la 
omplexité de l'algorithme devient plus faible. La�gure 8.3 présente les temps de 
al
ul pour la re
her
he de 
liques en fon
tion du nombrede n÷uds, 
haque point 
orrespondant à une valeur de nmin (la taille minimale des �ux
onsidérés, voir se
tion 8.2) 
omprise entre 20 et 1 : la 
ourbe a bien une 
roissan
e enO(n4) pour les petites instan
es, et moins rapide pour les grandes.D'autre part, même si 
ette étape statique est e�
a
e (quelques se
ondes pour des �uxà plus de 3 avions), on peut restreindre le temps de 
al
ul en se limitant aux premières
liques seulement : dans notre implémentation, les n÷uds sont au préalable triés par degré
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al
ul (en se
ondes sur un P-III 700 MHz) de la re
her
he de 
liquesen fon
tion du nombre de n÷uds. Complexité en O(n4) (
ourbe en pointillés) ex
epté pourles plus grandes instan
es (à droite).
dé
roissant et séle
tionnés dans 
et ordre pour initier les 
liques ; 
ette heuristique tendà générer d'abord les 
liques les plus grosses, qui sont aussi les plus utiles pour a

élérerla re
her
he dans le problème de 
oloriage. Par ailleurs, les 
liques produites sont sto
kéesdans une base de données pour 
haque instan
e a�n d'éviter de répéter 
e 
al
ul lors del'expérimentation sur les buts de re
her
he.Un pour
entage élevé (entre 50% et 90%) des n÷uds de départ (ligne 3) génèrent des
liques valides (de taille supérieure à 3), notamment quand n 
roît, 
omme le montre lapartie gau
he de la �gure 8.4 où �gure le ratio entre le nombre de 
liques et n en fon
tionde n, pour toutes les 
liques dé
ouvertes (
ourbe supérieure) et pour toutes les 
liquesdistin
tes (
ourbe inférieure). On notera que le nombre de 
liques redondantes est assezfaible.Pour 
haque 
lique produite par l'algorithme glouton, on pose une 
ontrainte globale� tous di�érents � qui utilise un algorithme de 
ouplage dans les graphes biparties (binarymat
hing) implémenté par une primitive de FaCiLe. Cet algorithme de �ltrage global génèredes rédu
tions de domaine plus importantes que l'ensemble des n(n�1)2 
ontraintes binairesde di�éren
e équivalent. Évidemment, les 
ontraintes binaires entre variables impliquéesdans une même 
lique ne sont pas posées pour éviter des redondan
es inutiles et 
oûteusesen temps de 
al
ul. De plus, la taille de la plus grosse 
lique trouvée est utilisée 
ommeborne inférieure pour la variable de 
oût. La 
ourbe de droite de la �gure 8.4 montre la taillede la plus grosse 
lique en fon
tion du nombre de n÷uds : des 
liques de taille signi�
ativesont dé
ouvertes, 
ar 
ette borne inférieure est systématiquement pro
he du 
oût de lasolution optimale pour les instan
es résolues (voir se
tions 8.5 et 8.6).
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he : ratios � nombre de 
liques �=n et � nombre de 
liques distin
tes �=nen fon
tion du nombre de n÷uds n. À droite : taille de la plus grande 
lique, en fon
tionde n.8.4 Stratégie de re
her
heLa stratégie de re
her
he qui semble être la plus e�
a
e de 
elles que nous avonsexpérimentées sur le problème de réseau de routes est guidée par les 
liques dé
ouvertesdurant la première étape statique de notre algorithme (
f. se
tion pré
édente 8.3). L'idéeprin
ipale est que les 
liques de grande taille 
orrespondent aux régions les plus 
ontraintesdu réseau de �ux et don
 que l'instan
iation pré
o
e de leurs variables peut produiredes rédu
tions de domaines e�
a
es (�rst-fail prin
iple) en tirant partie des 
ontraintesglobales � tous di�érents �.Les résultats présentés dans la se
tion 8.5 sont obtenus ave
 une re
her
he 
lassique enprofondeur d'abord 
ombinée à un Bran
h & Bound pour minimiser le nombre de niveauxde vols. Les 
liques sont 
hoisies par taille dé
roissante, puis toutes les variables d'unemême 
lique sont séle
tionnées ave
 une DVO standard par taille de domaine 
roissant.Cette stratégie semble assez robuste pour la plupart des instan
es du problème de réseaude routes.Pendant la re
her
he, les symétries de permutation entre les n 
ouleurs équivalentes (i.e.les niveaux de vols) que les �ux peuvent prendre sont 
assées dynamiquement. L'ensembledes 
ouleurs déjà allouées est maintenu à 
haque fois qu'un �ux est instan
ié (par un pointde 
hoix ou par propagation), et lorsqu'on doit 
hoisir la valeur d'instan
iation d'un �ux,s'il ne reste plus de 
ouleur déjà utilisée dans son domaine, on séle
tionne de manière déter-ministe la plus petite valeur possible. Ainsi, quand une nouvelle 
ouleur doit être 
hoisie,au
un point de 
hoix n'est 
réé 
ar toutes les 
ouleurs non-utilisées sont équivalentes. Maissi l'interse
tion entre l'ensemble des 
ouleurs déjà 
hoisies et le domaine d'un �ux n'estpas vide, la plus petite valeur 
ommune est essayée en premier, si bien qu'une nouvelle
ouleur est allouée uniquement s'il n'y a au
un autre 
hoix. Ce but d'instan
iation garan-tit que toutes les parties de l'arbre de re
her
he qui mènent à des solutions symétriques



8.5. RÉSULTATS 177vis-à-vis des permutations sur les 
ouleurs seront élaguées : pour un ordre d'instan
iationdes variables donné, on attribue aux �ux la plus petite 
ouleur possible. Cette éliminationde symétries permet d'obtenir des preuves d'optimalité pour la plupart des des tailles deproblème (
f. se
tion suivante 8.5).8.5 RésultatsLes résultats présentés dans 
ette se
tion ont été obtenus à l'aide de toutes les te
hniquesdé
rites pré
édemment, implémentées en OCaml ave
 FaCiLe :� un algorithme glouton pour trouver des 
liques distin
tes (nombreuses et de grandetaille) ;� des 
ontraintes globales � tous di�érents � posées sur toutes les 
liques ;� l'élimination dynamique des symétries sur les permutations parmi les 
ouleurs ;� une stratégie de re
her
he guidée par les 
liques trouvées à la première étape.Le programme a été exé
uté ave
 la taille minimum des �ux nmin variant de 20 à 1.Toutes les tailles ont été résolues jusqu'à la preuve d'optimalité, sauf pour le plus grosproblème (nmin = 1, 1 779 �ux, 165 859 interse
tions et un optimal situé entre 20 et 24
ouleurs).
5
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100 200 300 400 500 600 700 800 900Fig. 8.5 � Nombre optimal de niveaux de vol (
ourbe supérieure) et taille de la plus grande
lique trouvée (
ourbe inférieure) en fon
tion du nombre de �ux. Les 
roix 
orrespondentaux valeurs de nmin asso
iées (nombre minimal d'avions par �ux).La �gure 8.5 montre le nombre de niveaux de vol optimal en fon
tion du nombre de �ux(
ourbe du haut) et les nombres minimaux d'avions par �ux sont notés par des 
roix. Il nefaut pas plus de 12 niveaux de vols pour des �ux à plus de 5 avions. Don
 en 
onsidérant uneséparation verti
ale de 1000 ft, les �ux 
onsidérés pourraient évoluer dans l'espa
e aériensupérieur qui s'étend approximativement de 20000 ft and 40000 ft. Sur le même graphique,la 
ourbe du bas (en pointillés) indique la taille de la plus grosse 
lique trouvée : elle fournitune borne inférieure pro
he de l'optimum.
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ondes (à gau
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ktra
ks (à droite) pour lapreuve d'optimalité en fon
tion du nombre de �ux.Les temps CPU pour prouver l'optimalité (à gau
he) et le nombre de ba
ktra
ks pour yparvenir (à droite) sont présentés �gure 8.6. Pour nmin = 2 (912 �ux, 68759 interse
tions),la solution optimale et la preuve d'optimalité n'ont pu être obtenues qu'en 
ontraignantplus avant la variable de 
oût à sa valeur optimale (18 � ave
 une plus grande 
lique detaille 16) ; 
ette instan
e n'apparaît don
 pas sur le graphique des nombres de ba
ktra
ks(252 ba
ktra
ks en l'o

urren
e). D'autre part, la preuve d'optimalité pour nmin = 6 n'apu être atteinte qu'en utilisant une autre stratégie, l'heuristique de Brélaz, au sein del'étiquetage par 
liques.8.6 Autres appro
hesLes deux se
tions suivantes 
ompare notre algorithme ave
 les travaux existants sur la
on
eption de réseaux de routes pour l'ATFM d'une part, et sur le 
oloriage de graphed'autre part. La troisième présente les résultats obtenus sur des ben
hmarks standards de
oloriage de graphe, suivis des performan
es d'un algorithme e�
a
e mais appro
hé de
oloriage de graphe (DSATUR) sur notre problème de réseau de routes.8.6.1 Con
eption de réseaux de routes pour l'ATFMLa né
essité d'a

roître la 
apa
ité de l'espa
e aérien européen a débou
hé sur plusieursappro
hes en 
e qui 
on
erne la 
on
eption d'un nouveau réseau de routes.Le projet TOSCA [Maugis 98℄ mené par Euro
ontrol 
onsidère la possibilité d'un réseaude routes dire
tes mais estime que la 
omplexité des 
on�its engendrés serait impossible àgérer par le système ATC a
tuel, 
ar le modèle n'envisage pas la séparation verti
ale des�ux. Cette étude s'intéresse davantage aux � outils � ATFM ainsi qu'aux équipements liésà l'ATC (au sol et embarqués) et aux pro
édures de vol pour gagner en �exibilité et en
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apa
ité dans les limites du réseau a
tuel. Pourtant, de telles mesures paraissent avoir peude potentiel en terme d'a

roissement de 
apa
ité par
e qu'elles restent trop assujetties ausystème � sur-
ontraint � existant.Une étude plus originale présentée dans [Mehadhebi 00℄ tente de minimiser simultané-ment la longueur des routes et la � 
omplexité � du tra�
 dans les régions où le maillage duréseau est dense. Un diagramme de Voronoï est 
onstruit à partir des n÷uds du réseau etun indi
ateur y modélise la 
harge de travail liée au 
ontr�le. Un voisinage est ensuite dé�nisur 
ette stru
ture pour optimiser le réseau par re
her
he lo
ale. Notre appro
he est trèsdi�érente 
ar le problème de la gestion des 
on�its par l'ATC est éva
ué en assurant uneséparation verti
ale des �ux. Cependant, notre modèle de routes dire
tes est très éloignédes pro
édures ATFM et ATC a
tuelles et son intégration opérationnelle né
essiterait ungrand nombre de ra�nements (
f. se
tion 8.7).Un 
on
ept très di�érent mais 
on
erné en partie par les mêmes préo

upations est 
eluidu � free �ight � qui permet aux avions de 
hoisir librement leur route (a priori dire
tes,
f. se
tion 8.1) et de résoudre dynamiquement les 
on�its à l'aide de divers algorithmes.[Alliot 98℄ présente un algorithme de free �ight distribué qui utilise des jetons de prioritépour ordonner la résolution des 
on�its et les résout l'un après l'autre à l'aide d'un A�
her
hant une solution ave
 des man÷uvres simples. Cet algorithme paraît très e�
a
epour gérer le tra�
 dans l'espa
e aérien supérieur, mais 
ette appro
he est, en
ore une fois,très di�érente de la n�tre 
ar elle est 
iblée sur l'ATC automatique distribué, 
e qui estégalement éloigné du système opérationnel a
tuel.En�n, le modèle de [Letrouit 98℄ est similaire au n�tre mais utilise des te
hniques adho
 de RO. Un algorithme re
her
he des sous-réseaux d'un réseau de routes dire
tes dontle graphe asso
ié est un graphe de permutation. Ces graphes parti
uliers admettent unalgorithme polynomial pour le 
al
ul de la 
lique maximum. Ces 
liques sont ensuite uti-lisées pour guider un algorithme appro
hé de 
oloriage, mais ave
 des performan
es assezfaibles. La méthode proposée est intégrée dans un outil graphique intera
tif destiné à la
on
eption d'un réseau de routes européen.8.6.2 Coloriage de grapheNotre modèle très simple se réduit à un problème de 
oloriage de graphe pur qui estun problème très 
lassique, bien étudié et toujours un thème de re
her
he a
tif. Notrealgorithme peut don
 être 
omparé ave
 les prin
ipales appro
hes existantes.Comme le 
oloriage de graphe est un problème NP-dur, la plupart d'entre elles sontdes méthodes heuristiques tels que les algorithmes gloutons (DSATUR [Brélaz 79℄, RLF[Leighton 79℄) ou la re
her
he lo
ale (re
uit simulé [Morgenstern 86℄, re
her
he taboue[Hertz 87℄, algorithme génétique [Fleurent 94℄), enri
hies éventuellement de re
her
he énu-mérative (ba
ktra
k limité). La plupart des te
hniques génèrent le 
oloriage soit en attri-buant séquentiellement une 
ouleur à 
haque n÷ud, soit en partitionnant les n÷uds enstables7 (independent sets en anglais) formant des 
lasses de 
ouleurs. Certaines d'entre7Un stable est un ensemble de n÷uds tel qu'au
une arête n'existe entre deux de ses éléments : soit
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her
hent également une 
lique (en général la plus grande possible) pour fournirune borne inférieure et/ou initier le 
oloriage. En�n, on peut voir un lointain rapport entrenotre stratégie de re
her
he guidée par les 
liques et le travail de [Culberson 92℄ qui men-tionne l'utilisation de 
liques 
omme se
ond 
ritère pour ordonner les variables ex æquodans l'algorithme DSATUR, mais sans résultat probant. Toutefois, on peut remarquer que
her
her un stable maximum ou 
her
her une 
lique maximum sont des problèmes NP-dursau même titre que le problème de 
oloriage, si bien que la plupart des te
hniques utiliséespour 
es tâ
hes préliminaires ne sont pas 
omplètes, voire gloutonnes.Ces algorithmes et leurs versions ra�nées ou hybrides (e.g. [Dorne 98℄ présente une� re
her
he taboue génétique � initialisée ave
 DSATUR) sont e�
a
es pour trouverde � bonnes � solutions pour les graphes aléatoires de grande taille telles que les ins-tan
es proposées par le 
hallenge DIMACS8, pour lesquelles une re
her
he énumérativepeut avoir un 
oût prohibitif. Pourtant, des algorithmes 
omplets reposant sur l'énumé-ration et le ba
ktra
king ont également été 
onçus pour fournir des preuves d'optimalitéou d'é
he
 (pour obtenir des bornes inférieures par exemple), 
omme les travaux pré
ur-seurs de [Christo�des 71℄ et [Brown 72℄ ainsi que leurs su

esseurs plus sophistiqués (e.g.[Brélaz 79, Peemöller 83℄). Plus ré
emment, [Coudert 97℄ a proposé un algorithme 
ompletqui re
her
he d'abord une 
lique maximum puis utilise un 
oloriage séquentiel 
omplet.L'auteur remarque que toutes les instan
es issues d'appli
ation réelles qu'il a pu trouversont 1-parfaites, 
'est-à-dire que leur nombre 
hromatique (la taille de leur 
oloriage opti-mal) est égal à la taille de leur 
lique maximum. Ainsi, la re
her
he s'arrête dès qu'un 
olo-riage de même 
ardinalité a été dé
ouvert. Bien que le problème d'allo
ation des niveaux devol semble exhiber la même propriété9, notre te
hnique pro�te plut�t de la dé
ouvertes de
liques sous-optimales en grand nombre. Sur les graphes d'appli
ations réelles, [Coudert 97℄présente d'ex
ellents résultats. Néanmoins, les graphes qui ne sont pas 1-parfaits dégradent
onsidérablement les performan
es de l'algorithme présenté, et on rappelle également quele 
oût du 
al
ul d'une 
lique maximum est exponentiel (on doit don
 résoudre un autreproblème NP-di�
ile avant de 
al
uler le 
oloriage).handi
apent 
onsidérablement la re
her
he, et on rappelle que trouver une 
lique maxi-mum a une 
omplexité exponentielle en pire des 
as.La PPC est aussi une te
hnique de 
hoix pour 
olorier des graphes de taille � raison-nable �, dire
tement modélisés en asso
iant les n÷uds à des variables et les arêtes à des
ontraintes de di�éren
e. Les CSP sont d'ailleurs souvent 
onsidérés 
omme des graphes,éventuellement munis d'hyper-arêtes pour représenter les 
ontraintes impliquant plus dedeux variables, 
e qui permet d'utiliser la théorie des graphes pour raisonner sur des pro-blèmes en 
ontraintes. En parti
ulier, les stratégies 
lassiques d'instan
iation de variablesles plus robustes sont inspirées par des heuristiques développées pour des problèmes de
oloriage de graphe, e.g. voir [Smith 99a℄ à propos de l'heuristique de Brélaz [Brélaz 79℄.G = (V;E) un graphe, V 0 � V est un stable si et seulement si 8u; v 2 V 0; (u; v) =2 E. Les n÷uds d'unstable peuvent don
 être 
oloriés de la même 
ouleur.8ftp ://dima
s.rutgers.edu/pub/
hallenge9Un algorithme 
omplet a été utilisé pour véri�er 
ette 
ara
téristique et on peut ajouter son résultatà la base de données des 
liques dé
ouvertes par l'algorithme glouton.
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hmarks du matérielr100.5 r200.5 r300.5 r400.5 r500.50.01 0.23 2.06 12.78 47.78La re
her
he est en général 
ontr�lée par un Bran
h & Bound pour obtenir des preuvesd'optimalité ou d'é
he
. [Van Hentenry
k 90℄ présente 
ette te
hnique ave
 un ordre d'ins-tan
iation similaire à 
elui de Brélaz et le même type d'élimination de symétries surles 
ouleurs que 
elui que nous utilisons. Cependant, 
ette appro
he ne pro�te pas de laprésen
e de 
liques ni de 
ontraintes globales pour a

élérer la re
her
he. À la di�éren
edes autre te
hniques mentionnées, la PPC o�re un niveau d'abstra
tion élevé qui permetde ra�ner le modèle utilisé en ajoutant d'autres types de 
ontraintes et d'expérimenterfa
ilement diverses heuristiques grâ
e à la souplesse des buts de re
her
he, autant de 
ara
-téristiques très intéressantes pour les perspe
tives de notre appli
ation (
f. se
tion 8.7). Enrevan
he, une de ses limitations importantes est le 
oût en temps de 
al
ul de la re
her
hepar ba
ktra
k standard sur les instan
es de grande taille. Plusieurs tentatives ont été ex-périmentées pour résoudre 
e problème telles que le Ba
ktra
king Dynamique In
omplet(IDB) proposé par [Prestwi
h 01℄ ave
 de bons résultats sur les problèmes du 
hallengeDIMACS, mais en abandonnant les preuves d'optimalité et d'é
he
.8.6.3 Ben
hmarksBen
hmarks de 
oloriage de grapheNous avons 
omparé les performan
es de notre algorithme ave
 divers problèmes deben
hmark tirées de [Tri
k 94℄ (qui reprend des instan
es du 
hallenge DIMACS). Les ré-sultats sont rassemblés dans les tableaux 8.2 et 8.3 où �gurent le nom du problème, lenombre 
hromatique (si 
elui-
i est 
onnu), le nombre de ba
ktra
ks né
essaires pour obte-nir la meilleure solution trouvée et le temps CPU 
orrespondant, le nombre de ba
ktra
ksné
essaires pour obtenir la preuve d'optimalité et le temps CPU 
orrespondant, et en�nla taille de la plus grande 
lique dé
ouverte par notre algorithme. Les temps de re
her
he(qui ex
lut la le
ture des données et la phase statique de la re
her
he gloutonne de 
liques� réutilisée durant les diverses tentatives) ont été obtenus sur un P-III 700 MHz. Lesperforman
es de 
e matériel sont notées ave
 le ben
hmark � ma
hine � standard fournitpar DIMACS qui exé
ute le programme dfmax10 é
rit par David Johnson et David Ap-plegate (une re
her
he 
omplète de 
lique maximum) et présenté à titre indi
atif dans letableau 8.1.Contrairement à 
e qui a été présenté pour le problème de réseau de routes, diversesheuristiques, y 
ompris 
elle de Brélaz et dom/deg (
f. [Bessière 96℄), souvent 
ombinéesave
 la stratégie guidée par les 
liques (dé
rite dans la se
tion 8.4), ont été essayées, 
ar10www.
s.sunysb.edu/~algorith/implement/dima
s/distrib/
olor/graph
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es étaient mauvaises sur 
ertaines instan
es.Le tableau 8.2 résume les résultats obtenus sur des instan
es d'appli
ations réelles, soitindustrielles (allo
ation de registres, emploi du temps) soit a
adémiques (graphes issus dutexte d'÷uvres littéraires, graphes sur des 
artes géographiques...). Les preuves d'optimalitésont rapidement obtenues hormis sur les problèmes des � reines11 � pour lesquelles seulesdes bornes inférieures ont été trouvées pour les instan
es de taille supérieure à 9. Toutefois,les résultats rapportés par Coudert dans [Coudert 97℄ et par Kirovski et Potkonjakdans [Kirovski 98℄ suggèrent que 
es problèmes sont très di�
iles ; d'ailleurs, Coudertne les 
onsidère pas 
omme des graphes appli
atifs mais 
omme des graphes aléatoires (ilsn'ont pas non plus la propriété d'être 1-parfaits), et au
un résultat au-dessus la taille 9 n'estmentionné. Pour 
ette dernière instan
e, plus de 561:106 ba
ktra
ks et 5 heures de 
al
ulslui sont né
essaires, tandis que les problèmes réels ne prennent que quelques se
ondes.Ces résultats ont été obtenus ave
 l'algorithme 
omplet, mais nous avons égalementessayé d'observer séparément les 
ontributions des 
ontraintes globales � tous di�érents �et de l'étiquetage guidé par les 
liques, qui sont supposés être 
omplémentaires 
ar leur
ombinaison devrait permettre des rédu
tions de l'espa
e de re
her
he plus pré
o
es enséle
tionnant d'abord des variables impliquées dans les 
ontraintes globales les plus impor-tantes. De manière inattendue, pour quelques instan
es, la preuve d'optimalité n'a pu êtreatteinte qu'ave
 l'heuristique guidée par les 
liques en l'absen
e de 
ontraintes globales, 
equi montre l'intérêt de dé
ouvrir de grandes 
liques.Mais notre algorithme est moins e�
a
e sur les graphes aléatoires qui ne présententque des 
liques de faible 
ardinalité (ou di�
ile à dé
ouvrir). La taille du problème estégalement un obsta
le quand elle devient trop importante : le re
her
he est trop 
oûteuseen temps 
ar le ba
ktra
king standard ne supporte pas bien la mise à l'é
helle (surtout surles problèmes peu stru
turés).Performan
es de DSATUR sur le problème de réseau de routesLes performan
es de DSATUR, un algorithme glouton 
lassique de 
oloriage, sont pré-sentées dans le tableau 8.4. Il s'agit d'une version implémentée par Joseph Culberson12.Pour 
haque taille minimale de �ux, le nombre de variables, de 
ontraintes, la taille dumeilleur 
oloriage trouvé par DSATUR et par notre algorithme sont présentés. Ces ré-sultats sont obtenus en 
hoisissant la meilleure heuristique parmi 
elles disponibles pourDSATUR. Tous les temps d'exé
ution sont inférieurs à 1 s sur le même système que 
eluiutilisé pour les ben
hmarks pré
édents, mais DSATUR ne peut prouver l'optimalité de lasolution et génère des 
oloriages de plus grande taille que 
eux de notre algorithme pourdes �ux minimaux entre 2 et 5 avions (en gras dans le tableau 8.4). Cependant, 
etteimplémentation de DSATUR n'est pas optimisée aussi �nement que notre algorithme.11Ces graphes 
orrespondent à un é
hiquier de taille n � n sur lequel n ensembles de n reines � don
une reine par 
ase � doivent être pla
ées de telle sorte qu'au
une paire de reines appartenant au mêmeensemble ne soit en 
on�it.12 www.
s.ualberta.
a/~joe/Coloring/Colorsr




8.6. AUTRES APPROCHES 183Tab. 8.2 � Coloriage de problèmes appli
atifs.nom � meilleur bt (sol) 
pu (sol) bt (preuve) 
pu (preuve) 
liquefpsol2.i.1 65 65 0 0.33 3 0.51 64fpsol2.i.2 30 30 0 0.77 3 1.26 29fpsol2.i.3 30 30 0 0.23 3 0.36 29inithx.i.1 54 54 0 0.74 3 1.11 53inithx.i.2 31 31 0 0.58 3 0.89 30inithx.i.3 31 31 0 0.60 3 0.90 30mulsol.i.1 49 49 0 0.08 3 0.12 48mulsol.i.2 31 31 0 0.09 3 0.12 30mulsol.i.3 31 31 0 0.09 3 0.12 30zeroin.i.1 49 49 0 0.08 3 0.13 48zeroin.i.2 30 30 0 0.06 3 0.11 29zeroin.i.3 30 30 0 0.07 3 0.12 29s
hool1 14 14 27 13.23 30 13.36 13s
hool1_nsh 14 14 272 8.91 275 9.04 13games120 9 9 0 0.02 3 0.02 8anna 11 11 0 0.05 3 0.07 10david 11 11 0 0.02 3 0.03 10homer 13 13 0 0.15 3 0.16 12hu
k 11 11 0 0.01 3 0.01 10jean 10 10 0 0.00 3 0.00 9miles250 8 8 0 0.03 3 0.03 7miles500 20 20 0 0.03 3 0.04 19miles750 31 31 0 0.07 3 0.09 30miles1000 42 42 0 0.09 3 0.12 41miles1500 73 73 0 0.17 3 0.17 72queen5_5 5 5 0 0.00 3 0.00 4queen6_6 7 7 89 0.08 115 0.10 5queen7_7 7 7 122 0.12 125 0.12 6queen8_8 9 9 19088 17 97964 89 7queen9_9 9 10 77218 453 1 1 8queen10_10 LB : 10 11 12494627 10741 1 1 10queen11_11 LB : 11 13 1855 17 1 1 10queen12_12 LB : 12 14 172119 187 1 1 11queen13_13 LB : 13 17 20 0.67 1 1 12queen14_14 LB : 14 17 4597 4.91 1 1 13queen15_15 LB : 15 18 5094 84 1 1 14



184 CHAPITRE 8. RÉSEAU DE ROUTES DIRECTESTab. 8.3 � Coloriage de problèmes aléatoires.nom � meilleur bt (sol) 
pu (sol) bt (preuve) 
pu (preuve) 
liquele450_5a 5 5� 225 4.18 228 4.24 4le450_5b 5 5� 3564 51 3567 51 4le450_5
 5 5� 10 0.79 13 0.89 4le450_5d 5 5� 7 0.78 10 0.86 4le450_15a 15 15 3905043 37976 1 1 14le450_15b 15 15 26509 240 26512 240 14le450_15
 15 23 4 5.96 1 1 14le450_15d 15 23 2 6.04 1 1 14le450_25a 25 25 0 0.97 3 1.09 24le450_25b 25 25 0 0.95 3 1.05 24le450_25
 25 28 0 2.00 1 1 24le450_25d 25 28 2 0.96 1 1 24my
iel3 4 4 0 0.0 5 0.01 2my
iel4 5 5 0 0.0 50 0.06 2my
iel5 6 6 0 0.02 4417 11 2my
iel6 7 7 0 0.06 1 1 2my
iel7 8 8 0 0.24 1 1 2�at1000_76_0 76 113 33 28 1 1 13
Tab. 8.4 � Performan
e de DSATUR sur le problème de réseau de routes.nmin nb var nb arêtes DSATUR Cliques+PPC10 168 2151 9 99 188 2720 9 98 213 3562 10 107 249 5156 10 106 290 7274 11 115 352 10581 13 124 434 16106 15 143 610 33059 16 152 912 68759 21 181 1779 165859 24 24



8.7. CONCLUSION ET PERSPECTIVES 1858.7 Con
lusion et perspe
tivesUn modèle très simple pour gérer le tra�
 aérien dans un réseau de routes dire
tes aété présenté. Ce modèle, 
omme 
elui de [Letrouit 98℄, évite statiquement les 
on�its et les
ontraintes de l'ATC en séparant verti
alement les �ux d'avions qui se 
roisent. Le problèmed'optimisation qui en résulte est l'allo
ation de niveaux de vols aux �ux (ensemble de volspartageant même origine et destination), et sa taille peut être adaptée en restreignant lenombre d'avions minimal dans les �ux 
onsidérés. Ce problème d'allo
ation est équivalentà un problème de minimisation de 
oloriage de graphe et nous présentons une 
ombinaisonde te
hniques pour le résoudre.Tout d'abord, un algorithme glouton est utilisé pour trouver des 
liques maximales (etnon maximum, voir se
tion 8.3) ; 
et étape statique s'avère e�
a
e pour la stru
ture denotre problème : un grand nombre de 
liques sont dé
ouvertes et la taille de la plus grandeest une bonne borne inférieure du nombre de niveaux de vol minimal. Ces 
liques sontensuite utilisées pour poser des 
ontraintes globales (� tous di�érents �) dans un programmeen 
ontraintes. En�n, une stratégie de séle
tion des variables guidée par l'ensemble des
liques dé
ouvertes lors de la première étape est utilisée au sein d'un Bran
h & Boundpour re
her
her un 
oloriage optimal. Pendant 
ette re
her
he, les symétries de permutationentre niveaux de vol (ou 
ouleurs) équivalents sont éliminées dynamiquement en ne posantpas de point de 
hoix lorsqu'un �ux doit être instan
ié à un niveau en
ore inutilisé.Ave
 une implémentation en FaCiLe de 
es te
hniques, nous parvenons à résoudre leproblème optimalement et ave
 des temps de 
al
uls de quelques se
ondes pour la plupartdes tailles sur un jour de tra�
 typique, ex
eptée la plus grande. Les solutions optimalespour des �ux de taille � opérationnelle � suggèrent que 
e tra�
 pourrait évoluer selon
e s
héma dans l'espa
e aérien supérieur, séparé des �ux les plus petits supposés voler àdes niveaux inférieurs et 
ontr�lés de manière spé
i�que par l'ATC. Nous avons égalementmontré que 
ette te
hnique de 
oloriage est robuste sur les problèmes d'appli
ations réellespour lesquels de grandes 
liques sont dé
ouvertes. Notre algorithme trouve également demeilleures solutions que DSATUR sur plusieurs instan
es signi�
atives du problème deréseau de routes.Cependant, 
ette modélisation du tra�
 est très simpli�ée et son ambition est essen-tiellement une étude de faisabilité du 
on
ept de réseau de routes dire
tes. Pour la rendreplus réaliste, beau
oup de 
ontraintes additionnelles devraient être prises en 
ompte. Parexemple, les performan
es des avions, qui ont un niveau de vol préféré pour minimiser leur
oût d'exploitation � 
e qui dépend essentiellement du type d'appareil et de la longueur dela route � pourrait être modélisées en restreignant les domaines des �ux ou en modi�antla fon
tion de 
oût. Les man÷uvres des avions dans le plan verti
al à l'intérieur des zonesterminales devraient également être prises en 
ompte pour éviter des 
on�its ave
 les �uxévoluant à un niveau inférieur, par exemple en dé
oupant 
haque route en plusieurs tron-çons. Les paramètres qui in�uen
ent les pro
édures de vols a
tuelles (utilisation des balises,évitement des zones militaires, stru
ture des se
teurs de 
ontr�le, parité du niveau de volsuivant le 
ap et
.) devraient également être 
onsidérés pour permettre l'intégration d'unnouveau réseau. En outre, les tra�
s aérien français et européen sont fortement 
ouplés,



186 CHAPITRE 8. RÉSEAU DE ROUTES DIRECTESsi bien que l'implémentation d'un réseau de routes dire
tes a�e
terait au moins les payslimitrophes : le problème devrait don
 être résolu globalement mais sa grande taille pour-rait rendre les algorithmes systématiques inutilisables (trop longs) ; d'autres te
hniques dePPC non 
omplètes ou de re
her
he lo
ale pourraient alors se révéler plus e�
a
es.Nous envisageons également de ra�ner 
ette appli
ation et son algorithme par deste
hniques de re
her
he de 
liques plus e�
a
es, l'élaboration d'un 
ritère dynamique deséle
tion des 
liques pendant la re
her
he ou l'utilisation de 
es 
liques au sein de stratégiesstandard. Le modèle pourrait aussi être ra�né en permettant de dé
ouper les �ux dont lesfenêtres de temps ne sont pas 
ontinues pour 
hanger leur niveau de vol durant la journée.



Con
lusion et perspe
tives
Algorithmes et te
hnologies d'optimisationRe
her
he systématique et re
her
he lo
ale La résolution d'un problème d'optimi-sation 
ombinatoire sous forme de CSP 
onsiste d'abord à le modéliser en termes de va-riables, domaines et 
ontraintes, puis à appliquer à 
e modèle un algorithme de re
her
he.Les deux prin
ipaux paradigmes pour la résolution des CSP sur les domaines �nis, dé-
rits au 
hapitre 3, sont d'une part la re
her
he systématique, qui alterne la 
onstru
tionénumérative d'une instan
iation partielle et l'inféren
e de 
ontraintes induites par le CSP,et d'autre part la Re
her
he Lo
ale (ou méta-heuristique) qui par
ourt sto
hastiquementl'espa
e des instan
iations totales en suivant des gradients lo
aux selon une heuristiquepour que le nombre de 
ontraintes violées ou le 
oût de la solution diminuent. La premièreappro
he est 
omplète, 
e qui permet d'obtenir des preuves d'optimalité ou d'in
onsis-tan
e, mais de 
omplexité exponentielle, 
e qui limite son e�
a
ité sur des problèmes degrande taille. Inversement, la se
onde est in
omplète mais peut permettre d'obtenir des so-lutions � appro
hées � (sous-optimales ou in
onsistantes) sur des CSP de grande taille ousur-
ontraints. Alors que les te
hniques de 
onsistan
e lo
ale de la re
her
he systématiquetentent de � raisonner � a priori sur les 
ontraintes du problème pour réduire au maximuml'espa
e de re
her
he destiné à être exploré exhaustivement (pour garantir la 
omplétude),la RL exploite des informations lo
ales 
al
ulées dans le voisinage d'un point de l'espa
e des� solutions � (éventuellement in
onsistantes). Mais la stru
ture arbores
ente de la re
her
hee�e
tuée par les algorithmes systématiques impliquent de 
onsidérer les 
hangements devaleur des variables dans un ordre �xé ; les erreurs des heuristiques d'instan
iation sontainsi pénalisantes si elles 
on
ernent les premières variables 
hoisies, et 
'est justement audébut de la re
her
he que les heuristiques sont les moins bien � informées � (dans le 
asde stratégies dynamiques). Au 
ontraire, la RL peut se dépla
er librement vers les partiesde l'espa
e de re
her
he qui semblent prometteuses mais en sa
ri�ant la 
omplétude dela re
her
he et en ne garantissant au
une propriété de 
onsistan
e sur les instan
iations
onsidérées ; la re
her
he peut alors être bloquée dans un optimum lo
al si le voisinage ne
ontient pas de meilleure solution que l'instan
iation 
ourante et une stratégie doit êtreutilisée pour s'en é
happer.Modélisation et Programmation Par Contraintes Les di�éren
es te
hnologiquesqui distinguent l'utilisation d'un algorithme de re
her
he systématique et 
elle d'un algo-187



188 CONCLUSION ET PERSPECTIVESrithme de re
her
he lo
ale pour résoudre un CSP ne 
on
ernent pas que la � mé
anique �de la re
her
he mais également la modélisation du problème et les systèmes disponiblespour implémenter la re
her
he. En e�et, la RL 
onsiste essentiellement en une 
olle
-tion d'algorithmes fondés sur des métaphores di�érentes (re
uit simulé, algorithmes géné-tiques, re
her
he taboue et
.) et qui, grossièrement, manipulent le même type d'objets etpartagent une 
ertaine dynamique. Mais les tentatives d'uni�
ation formelle des diversesméta-heuristiques ne sont que très ré
entes, dotées de peu de propriétés et seules de raressystèmes (e.g. Lo
alizer [Mi
hel 97℄) sont disponibles pour fa
iliter l'é
riture d'algorithmeset la modélisation de problèmes. En revan
he, une partie des te
hniques de la re
her
he sys-tématique a été e�
a
ement intégrée dans le 
adre de la Programmation Par Contraintes,un formalisme générique et 
ohérent pour spé
i�er un CSP et une stratégie de re
her
he etpour le résoudre. La PPC sépare 
lairement 
es di�érentes étapes et permet de les exprimerde manière dé
larative, 
e qui lui 
onfère un statut de langage de modélisation permettantde réaliser rapidement des prototypes et de les modi�er fa
ilement. La PPC provient del'extension de la Programmation Logique à de nouvelles stru
tures de domaines et jouit desémantiques logique et opérationnelle rigoureuses. Divers systèmes, libres ou 
ommer
iaux,implémentent la PPC sur les domaines �nis, mais aussi sur d'autres domaines 
omme lesréels ou les ensembles, et 
ertains d'entre eux ont permis de réaliser des appli
ations in-dustrielles ave
 su

ès. Les systèmes de PPC sont bâtis autour d'une ar
hite
ture à deuxniveaux séparant le solveur de 
ontraintes lui-même du langage qui le 
ontr�le et permetde spé
i�er CSP et stratégie de re
her
he. Ce design permet d'utiliser les systèmes dePPC pour intégrer des algorithmes de résolution de 
ontraintes très divers, 
omme deste
hniques de Re
her
he Opérationnelle ou d'Intelligen
e Arti�
ielle, pour améliorer lesperforman
es dans des domaines parti
uliers. Les langages de 
ontraintes des systèmes dePPC se sont ainsi enri
his 
onsidérablement et permettent de modéliser des CSP ave
 unegrande expressivité dans des domaines de plus en plus variés. Les systèmes les plus ou-verts donnent a

ès à la partie � solveur � et permettent à l'utilisateur d'é
rire ses propres
ontraintes et d'in
orporer ainsi à la PPC des te
hniques spé
i�ques issues de l'expertisesur un problème parti
ulier. Cette � extensibilité � est un atout majeur pour résoudre desproblèmes industriels 
omplexes.Hybridation Re
her
he systématique et re
her
he lo
ale sont don
 des paradigmes fon-dés sur des te
hnologies très di�érentes et qui possèdent des vertus et des faiblesses parfois
omplémentaires. Pour pro�ter des avantages des deux appro
hes sur des problèmes di�-
iles et de grande taille, de nombreux algorithmes hybrides, dont les prin
ipaux sont dé
ritsse
tion 3.3, ont été proposés, notamment dans les domaines du s
heduling et du routing(problèmes de tournées de véhi
ules). Certains permettent, au sein d'une re
her
he énu-mérative, de rendre plus souple le 
hoix de la variable remise en 
ause lors d'un ba
ktra
kpour pouvoir suivre des gradients lo
aux, ou de modi�er le par
ours 
lassique en profon-deur d'abord pour mieux répartir l'exploration de l'arbre de re
her
he, éventuellement auprix de la 
omplétude. D'autres utilisent l'une des deux appro
hes pour résoudre des sous-problèmes intervenant au sein d'une re
her
he menée par l'autre : par exemple l'exploration
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 la PPC ou la déte
tion d'in
onsistan
es par re
her
he lo
ale dans unalgorithme de ba
ktra
k.Mais 
es méthodes sont souvent dédiées à des problèmes parti
uliers et n'o�rent pasde 
adre assez abstrait pour implémenter de manière 
on
ise, e�
a
e et générique desalgorithmes hybrides. La PPC semble une plate-forme assez fédératri
e et pro
he d'unlangage de modélisation pour servir de support à l'intégration de paradigmes multiples.Certains systèmes o�rent déjà des mé
anismes pour 
ombiner PPC et RL, par exempleen utilisant des te
hniques de � réparation � (
f. se
tion 3.2.2) 
omme ECLiPSe ou enfournissant des abstra
tions pour 
ontr�ler l'exploration de l'arbre de re
her
he 
ommeMozart et ILOG Solver. Mais les di�
ultés 
on
eptuelles restent nombreuses pour uni�erles deux appro
hes tout en gardant un langage de modélisation assez abstrait et e�
a
e :manipuler à la fois instan
iations partielles et totales, utiliser e�
a
ement un même modèleave
 les deux paradigmes, spé
i�er des stratégies 
omplexes d'exploration de l'arbre dere
her
he, et
.Langages et librairies d'optimisation La plupart des systèmes de PPC utilise lelangage d'origine, Prolog, 
omme langage h�te, mais le traitement des données, le 
odaged'algorithmes de �ltrage e�
a
e pour des 
ontraintes globales, les interfa
es ave
 d'autresappli
ations et
. sont des tâ
hes déli
ates dans le 
adre de la programmation logique. Lemanque de typage et de véri�
ations à la 
ompilation dans les systèmes Prolog 
lassiquesdissuadent également de les utiliser dans le développement de gros projets pour des raisonsde sé
urité et de robustesse. Quelques langages de PPC (e.g. Claire, Mozart, Mer
ury)se démarquent pour 
es raisons de Prolog en ajoutant des 
onstru
tions empruntées àd'autres paradigmes de langages de programmation (fon
tionnelle, impérative, objet), desvéri�
ations de types et
. mais le développement d'un nouveau langage est très lourd et lesfondations théoriques de tels assemblages restent à établir. L'autre appro
he est d'é
rire unelibrairie pour un langage � généraliste � (e.g. C++ pour ILOG Solver ou Lisp pour PECOS),en fournissant des 
onstru
tions et des primitives pour spé
i�er variables, 
ontraintes etstratégie de re
her
he, et en implémentant des mé
anismes pour la gestion de la re
her
henon-déterministe.Cependant, les systèmes de PPC qui adoptent 
ette dernière appro
he utilisent deslangages peu �ables (e.g. typage et gestion mémoire de C++) et qui manquent d'abstra
tions(modules, ordre supérieur) ou d'e�
a
ité en temps d'exé
ution (e.g. Lisp). Nous avons don
développé une librairie de PPC pour Obje
tive Caml [Leroy 00℄, un langage appli
atif deprogrammation fon
tionnelle fortement typé, doté de puissantes abstra
tions et 
ompilée�
a
ement. Les 
onstru
tions fon
tionnelles, les 
l�tures et la ri
hesse des stru
turesde données 
onfèrent à 
e langage des 
ara
téristiques pro
hes de 
elles d'un langage demodélisation, et il est ainsi parti
ulièrement bien adapté à la spé
i�
ation de problèmeset de pro
édures de re
her
he 
omplexes 
onstruite à l'aide de primitives simples. Notrelibrairie, FaCiLe (Fun
tional Constraint Library), a été 
onçue de manière à être simple,petite et � extensible � : l'utilisateur peut l'enri
hir ave
 de nouvelles 
ontraintes et des butsde re
her
he arbitraires pour in
orporer des te
hniques dédiées à un problème parti
ulier ;



190 CONCLUSION ET PERSPECTIVESles primitives (dé�nies par le langage et par l'utilisateur) peuvent être ensuite fa
ilement
ombinées pour obtenir des 
omposants 
omplexes. FaCiLe partage ainsi les préo

upationsd'un projet similaire, CHOCO [Laburthe 00℄, 
onçu indépendemment et utilisant Claire[Caseau 96℄ 
omme langage h�te.Mais notre librairie donne également a

ès aux mé
anismes de bas niveau du solveur(évènements, réveil des 
ontraintes, référen
es � ba
ktra
kables �) grâ
e à des abstra
tionsdestinées à l'intégration de te
hniques issues d'autre paradigmes que la PPC. Ainsi, FaCiLeimplémente le 
on
ept d'invariants introduits par Lo
alizer (un langage de modélisationd'algorithmes de re
her
he lo
ale) pour maintenir automatiquement des stru
tures de don-nées liées par des dépendan
es fon
tionnelles. Toutefois, elle n'o�re pas en
ore la possibilitéd'utiliser des te
hniques de RL sur les variables logiques d'un modèle, ni d'abstra
tion pour
ontr�ler l'exploration de l'arbre de re
her
he ave
 des stratégies hybrides.Simultanément à l'élaboration de FaCiLe, des langages de modélisation plus ambitieux,destinés à séparer la des
ription du problème du paradigme de re
her
he utilisé pour lerésoudre, ont été développés. OPL (Optimization Programming Langage), un langage 
om-mer
ial 
onçu par [Van Hentenry
k 99℄, permet ainsi de spé
i�er un CSP et de le résoudresoit ave
 des te
hniques de PPC, soit ave
 des algorithmes de programmation mathéma-tiques, en utilisant des solveurs externes ; notons qu'une librairie pour C++, OPL++, équiva-lente à OPL hormis la syntaxe, a été développée en estimant, 
omme dans le 
as de FaCiLe,que l'expressivité du langage h�te est su�sante pour se passer d'un langage de modélisa-tion ad ho
. Une autre démar
he en
ore plus originale est 
elle de SaLSA (Spe
i�
ationLanguage for Sear
h Algorithms) [Laburthe 98a℄ qui propose de spé
i�er des algorithmesde re
her
he hybrides à l'aide d'un langage qui sépare la des
ription de � points de 
hoix �,
on
ept 
ommun aux deux paradigmes (re
her
he énumérative et RL) dans 
e langage, de
elle du 
ontr�le de l'exploration ; 
ependant, à notre 
onnaissan
e, seule une partie assezrestreinte de 
e langage a été implémentée.Fon
tionnalités et implémentation de FaCiLe FaCiLe est une librairie Open Sour
ede PPC sur les domaines �nis essentiellement destinée à la re
her
he et l'enseignement, maisave
 des performan
es souvent meilleures que 
elles des systèmes Prolog et une robustesse
omparable à 
elle d'ILOG Solver, le système 
ommer
ial leader. Elle a fait l'objet de deuxpubli
ations [Barnier 01a, Barnier 01b℄ qui la présentent su

in
tement.L'ambition de FaCiLe est plus de fournir des � briques � de base simples et 
ohérentespour pouvoir l'étendre et la 
omprendre que de tendre vers l'exhaustivité des domainesde 
ontraintes pour 
on
urren
er les systèmes 
ommer
iaux. Toutefois, elle propose déjàdes 
ontraintes globales très e�
a
es sur les domaines �nis (diséquation et 
ardinalitégénéralisées, tri) et des 
ontraintes sur les domaines d'ensembles �nis. Son développementfutur prévoit de nouvelles 
ontraintes sur les domaines �nis dédiées à des grandes 
lasses deproblèmes (e.g. s
heduling et routing) et l'implémentation de 
ontraintes sur les intervallesde �ottants (approximations des réels).Les perspe
tives de développement s'orientent davantage vers la 
oopération de solveurs(e.g. ave
 un solveur linéaire) et le support pour la Re
her
he Lo
ale. La PPC est pour



APPLICATIONS 191FaCiLe le 
adre fédérateur destiné à a

ueillir des algorithmes hybrides. Le module � d'inva-riants ba
ktra
kables �, qui utilisent les mé
anismes génériques de gestion des 
ontraintes,en 
onstitue une première étape, et des te
hniques spé
i�ques de la RL 
omme la � ré-paration � de variables instan
iées (variables logiques mixtes PPC/RL) seront proposées.D'autre part, des stratégies d'exploration plus �exibles, telle que la Limited Dis
repan
ySear
h, seront implémentées sous la forme de buts de re
her
he standards ; 
es variantes del'algorithme ba
ktra
k, 
omme 
elle qui implémente le Bran
h & Bound, pourront utiliserles mé
anismes génériques de FaCiLe sans qu'il soit né
essaire de le modi�er.Appli
ationsLes domaines d'appli
ation de l'optimisation 
ombinatoire sont nombreux dans le mon-de industriel : planning, s
heduling, routing, a�e
tation de ressour
es, séquençage de molé-
ules... La PPC est une te
hnologie parti
ulièrement appropriée 
ar elle utilise un langagede spé
i�
ations très expressif qui permet de modéliser fa
ilement les problèmes très va-riés qui 
onviennent au 
adre générique des CSP. Dans le domaine de la gestion du tra�
aérien, les problèmes d'aide à la dé
ision posent souvent de déli
ates question d'interpré-tation et la modélisation est alors une étape 
ru
iale de leur résolution. FaCiLe nous apermis d'expérimenter et de ra�ner di�érents modèles pour résoudre les problèmes de l'al-lo
ation des 
réneaux de dé
ollage, des s
hémas d'ouvertures des 
entres de 
ontr�le etd'allo
ation de niveaux de vols dans un réseau de routes dire
tes. Les 
ontributions ori-ginales des deux premières études 
on
ernent essentiellement les di�érentes modélisationsde 
es problèmes en PPC destinées à rendre les solutions plus réalistes d'un point de vueopérationnel. La troisième utilise un algorithme hybride, qui n'a jamais été publié à notre
onnaissan
e, pour a

élérer la re
her
he de solutions. Les résultats obtenus 
orrespondentà des données réelles de journées de tra�
 aérien. Elles ont fait l'objet de plusieurs publi-
ations : [Barnier 00b℄, [Barnier 00a℄ et [Barnier 01d℄ 
on
ernent l'allo
ation de 
réneaux,et [Barnier 02a℄ 
elle des niveaux de vols.Quelques appli
ations de moindre importan
e, non mentionnées pré
édemment, ont étéégalement réalisées ave
 notre librairie au sein du Laboratoire d'Optimisation Globale oupar des tiers.Gestion des �ux de tra�
 aérien Nous présentons plusieurs modèles du problèmed'allo
ation de 
réneaux qui permettent de 
omparer les mérites de di�érentes interpré-tations de la 
apa
ité des se
teurs de 
ontr�le. Nous proposons notamment un modèle� 
ontinu � original utilisant des 
ontraintes de tri. Alors que les formulations 
lassiques de
e problème tendent à générer des pi
s de tra�
 périodiques, 
e modèle permet de lisser ledébit des �ux d'avions entrant dans les se
teurs de 
ontr�le et de respe
ter les 
ontraintesde 
apa
ité sur tout intervalle de temps d'une durée donnée. Nous tentons ainsi de rendrela 
harge de travail des 
ontr�leurs plus régulière.Le problème d'allo
ation de 
réneaux est déterminé par la donnée des s
hémas d'ou-vertures de 
ha
un des 
entres de 
ontr�le, dont l'élaboration résulte en un problème de



192 CONCLUSION ET PERSPECTIVESplanning et de partitionnement. Nous avons transformé le modèle de [Gianazza 02℄ (im-plémenté ave
 un algorithme de Bran
h & Bound ad ho
) qui optimise l'utilisation despositions de 
ontr�le ouvertes en un modèle en PPC. Mais les solutions obtenues pré-sentent des 
hangements de 
on�gurations qui sont trop 
omplexes et fréquentes. Nousproposons un ra�nement original de 
e modèle pour rendre plus réalistes les transitionsentre 
on�gurations su

essives. Les performan
es de l'implémentation de 
es modèles ave
FaCiLe sont très supérieures (un ordre de magnitude pour les instan
es les plus grandes)à 
elles de l'algorithme ad ho
 utilisé par [Gianazza 02℄.En�n, pour étudier la faisabilité d'un réseau de routes dire
tes, nous avons 
al
ulé lenombre minimal de niveaux de vol en modélisant en PPC les �ux d'avions et leur séparation
omme un problème de 
oloriage de graphe. Pour améliorer l'e�
a
ité du 
oloriage, lessymétries entre les 
ouleurs sont supprimées dynamiquement et une te
hnique originaleest présentée : des 
liques sont dé
ouvertes au préalable par un algorithme glouton etsont utilisées pour poser des 
ontraintes globales (qui déte
tent des in
onsistan
es pluspré
o
ement) et pour guider la re
her
he. L'implémentation en FaCiLe de 
et algorithmepermet d'obtenir une solution optimale pour tous les �ux de plus de deux avions. Elledonne également de bons résultats sur les instan
es réelles de ben
hmarks standards (de
oloriage de graphe), 
e qui montre la robustesse de la te
hnique.Autres appli
ations FaCiLe a été utilisé ave
 su

ès dans d'autres domaines d'appli-
ations : l'optimisation de la taille d'en
odeurs optiques absolus de position angulaire13utilisant des 
odes de Gray 
y
liques (
e qui né
essite de nombreuses 
ontraintes de mo-dulo et d'indexation), la génération d'emplois du temps de 
andidats pour le Bureau desCon
ours de l'ENAC, l'anti-re
ouvrement d'étiquettes de plots radar d'un é
ran de 
ontr�leaérien... FaCiLe a aussi permis à des utilisateurs externes d'optimiser du mi
ro-
ode pourle pro
esseur ve
toriel de la Playstation II et d'évaluer les performan
es de programmesgénérés automatiquement pour le solveur Prolog SICStus. Le développement de FaCiLe aainsi pu béné�
ier des remarques et des 
omptes-rendus de programmeurs issus de milieuxindustriels di�érents.

13Ce type de 
omposant est utilisé dans des 
apteurs éle
troniques qui doivent pouvoir être redémarrésinstantanément.
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