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Chapitre 0

Introduction

Cette these s’inscrit dans le domaine de la théorie de I'indice. Commencons par faire quelques
rappels sur ce sujet. Le but est de faire un lien entre des invariants topologiques et des invariants
analytiques. Le probléeme de l'indice est de calculer I'indice d’un opérateur elliptique en termes
topologiques. Ce probleme fut résolu par M. Atiyah et I. Singer en 1963 dans [6], en particulier ils
obtiennent la célebre formule d’Atiyah-Singer pour I'opérateur de Dirac twisté par un fibré E sur
une variété M

Ind(dg) = / Ch(E) A A(M),

ot Ch(E) est le caractére de Chern du fibré E et A(M) est le A-genre de M. Quelques années
plus tard, ces auteurs ont écrit une série d’articles fournissant une nouvelle preuve qui permettait
plusieurs généralisations et applications. La premiere est la prise en compte de I'action d'un groupe
compact G [3]. Dans le cas ot un opérateur P est elliptique et G-invariant sur une variété M, I'indice
de lopérateur P est un élément de 'anneau R(G) des représentations virtuelles de GG. Dans ce
cadre M. Atiyah et I. Singer démontrent le théoreme de I'indice

Ind$M = Ind%,

ou Indf’M désigne I'indice analytique donné par la différence formelle du noyau de P et du conoyau
de P et IndtG’M désigne l'indice topologique qui est construit en utilisant un G-plongement de M
dans un espace euclidien [3]. Par la suite, M. Atiyah et G. Segal ont alors déduit de ce théoreme
des formules topologiques pour les nombres de Lefschetz associés aux isométries de M, en utilisant
un théoreme de localisation en K-théorie équivariante [2]. Dans un troisieme article [4], M. Atiyah
et I. Singer ont déduit la formule cohomologique pour 'indice d’un opérateur elliptique ainsi que
des formules cohomologiques pour la formule de Lefschetz. Cette preuve de la formule de I'indice
cohomologique fournit une nouvelle preuve du théoreme de I'indice obtenu dans [6]. Le quatrieme
article de cette série est dévoué a la généralisation du théoreme de I'indice dans le cadre d’une
famille d’opérateurs elliptiques paramétrée par un espace compact, dans ce cas le théoreme de 'in-
dice fournit une égalité entre I'indice topologique et I'indice analytique qui a lieu dans la K-théorie
de la base de la fibration [5]. Enfin une généralisation importante du théoreme de l'indice est le
théoreme de I'indice pour les feuilletages de A. Connes et G. Skandalis, ici le théoreme de I'indice
est une égalité dans la K-théorie de la C*-algebre du feuilletage [25], voir aussi [23].

7
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Une autre généralisation importante est celle des opérateurs transversalement elliptiques par rap-
port a l'action d'un groupe, c’est-a-dire elliptiques dans le sens transverse aux orbites de 'action
d’un groupe sur une variété. Ce probleme a été étudié pour la premiere fois dans le cadre d’un
opérateur P agissant sur une variété M par M. Atiyah (et I. Singer) dans [1], en 1974. Dans
[1], M. Atiyah a défini une classe indice et a montré qu’elle vérifie plusieurs propriétés qui la ca-
ractérisent. Plus précisément, soient G' un groupe de Lie compact, M une G-variété compacte et
P:C®(M,E") — C*®(M, E~) un opérateur pseudodifférentiel G-invariant. Notons 7 : T*M — M
la projection du fibré cotangent et g = Lie(G) l'algebre de Lie de GG. Rappelons qu'un élément
X € g engendre un champ de vecteurs X3, sur M.

L’espace transverse TAM est défini comme le sous-espace fermé des covecteurs o € T*M qui
s’annulent sur les vecteurs tangents aux orbites, c¢’est-a-dire

TeM ={a e T"MVX € g, a(X};) =0}.

Définition 0.0.1. L’opérateur P est dit G-transversalement elliptique si son symbole principal
o(P):m*ET — m*E~ est inversible V§ € TEM \ M.

Dans [1], M. Atiyah définit Pindice Ind?*“(P) comme une distribution sur G définie par

IndM S (P)(p) = / 2(0)(Tr e £(9) — Trieorenr(9))dgs Voo € C(G).

Ensuite, M. Atiyah démontre que I'indice ne dépend que de la classe du symbole de P en Kg-
théorie, qu’il vérifie une propriété de multiplicativité, une propriété d’excision et que si 'action de
G est libre alors on peut décomposer I'indice comme une somme d’indices d’opérateurs elliptiques
sur la variété quotient M/G. Ces différentes propriétés permettent alors de ramener le calcul de
I'indice au cas d'un espace euclidien sur lequel un tore agit. M. Atiyah vérifie aussi des conditions
de normalisation et montre que toutes ces propriétés permettent de caractériser la fleche indice.
Par la suite, en 1975 G. Kasparov introduit la K-homologie des algebres de Banach involutive
et montre un théoreme d’Atiyah-Singer généralisé dans [42]. Par la suite, en 1980, il introduit la
K-théorie bivariante pour les C*-algebres [43]. C’est cette notion qui a permis de nombreuses géné-
ralisations du théoreme d’Atiyah-Singer, par exemple le théoréeme de l'indice pour les feuilletages
([25]) est démontré en utilisant la K-théorie bivariante de Kasparov.

En 1982 dans [41], P. Julg associe a un opérateur G-transversalement elliptique sur la variété com-
pacte M une classe [P] du groupe KK(C(M) x G, C) de K-théorie bivariante de Kasparov [43]. La
classe indice peut alors étre définie comme 1'élément de KK(C*G,C) obtenu a partir de [P] par
restriction de C'(M) x G a C*G. Dans [41], P. Julg construit pour l'inclusion H — G d’'un tore
maximal dans un groupe de Lie compact connexe des éléments i* € KK(C(X) x G,C(X) x H) et
il € KK(C(X) x H,C(X) x G) vérifiant 7* @c(xy«m 1! = lox)yxg- L'élément i* traduit I'inclusion
de H dans G tandis que 1’élément ¢! est I'induction. En utilisant ces éléments, P. Julg fournit une
nouvelle preuve d’un théoréme d’induction donné par M. Atiyah dans [1].

Plus récemment, en 2016, G. Kasparov a étendu cette construction au cadre des actions propres
pour un opérateur G-transversalement elliptique d’ordre 0. Dans ce cas, la classe d'un tel opéra-
teur P vit dans le groupe KK(Cy(M) x G, C) [45]. Dans cet article, G. Kasparov obtient méme un
théoreme d’indice pour les opérateurs transversalement elliptiques dans le cadre tres général des



actions propres, il montre que I'indice d’un opérateur transversalement elliptique peut étre obtenu
en effectuant un produit de Kasparov de la descente du symbole de l'opérateur par un certain
élément qu’il construit.

Parallelement, cette classe d’opérateurs a été étudié du point de vu de la cohomologie équiva-
riante. La caractérisation axiomatique de 'indice a permis a N. Berline et M. Vergne de démontrer
une formule cohomologique pour l'indice d'un opérateur P G-invariant, G-transversalement ellip-
tique en cohomologie équivariante [17]. Pour ce faire, elles introduisent ce qu’elles appellent les
symboles transversalement bons. Ces derniers permettent de représenter n’importe quel élément
de Kq(T:M) et de définir un caractere de Chern ayant de bonnes propriétés. Elles obtiennent alors
les deux théoremes suivants :

Théoréme 0.0.2 ([17], 1996). Soit o un symbole G-transversalement bon. Soit s € G. Notons M?*
la sous-variété des points fizes de s et N le fibré normal a M?® dans M et ny = dim M?. Il existe
une fonction généralisée AdG-invariante sur G et une seule notée Indfo’,y(o), vérifiant la formule
intégrale au sens généralisé suivante :

Chy(A“(0),Y) N A2(T*M*,Y)

mdSM (o) (se’) = (2im)™" Dy(N,Y)

coh

, pour Y € g(s) assez petit.

T*MS
G,M
coh
Théoréme 0.0.3 ([17], 1996). Pour toute G-variété compacte M, on a :

G,M __ G,.M
Ind,”™ =1Ind_;,".

De plus, la fonction généralisée Ind,," (o) ne dépend que de la classe de o dans Kg(TEM).

Plus récemment dans [67], P-E. Paradan et M. Vergne ont fourni une relecture de ces formules,
utilisant la cohomologie équivariante a coefficients généralisés. L'utilisation de la cohomologie a
coefficients généralisés permet en effet de se passer de la notion de symbole transversalement bon.

Dans cette these, nous abordons I'étude de la théorie de I'indice pour les familles d’opéra-
teurs pseudodifférentiels G-invariants, G-transversalement elliptiques. Nous avons d’abord démon-
tré toutes les propriétés axiomatiques de notre fleches d’indice énoncées dans [1], et qui deviennent
ici des conséquences de plusieurs calculs de produits de Kasparov, ensuite nous avons aussi abordé
I’aspect cohomologique de ses résultats et avons obtenu les généralisations attendues des théoremes
de Berline-Vergne-Paradan. Plus précisément, nous avons obtenu les résultats suivant :

— définition d'une fleche indice

— vérification des différentes propriétés : action libre, multiplicativité, excision
— naturalité de la fleche indice

On obtient ici un théoreme d’induction ainsi que la compatibilité de la fleche d’indice avec
les applications de Gysin.
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— indice distributionnel a valeurs dans la cohomologie de la base
— formule de Berline-Vergne dans le cadre des familles G-équivariantes d’opérateurs elliptiques

— formule de Berline-Vergne-Paradan pour les familles G-transversalement elliptiques.

0.1 Résumé des résultats

Ce texte se découpe en quatre chapitres que nous allons a présent décrire plus précisément. Il
contient aussi trois annexes.

Chapitre 1

Le but de ce premier chapitre est d’étudier les familles d’opérateurs transversalement elliptiques

le long des fibres par rapport a l'action d’un groupe compact du point de vu de la K-théorie
bivariante. On se donne un groupe de Lie compact G et une fibration G-équivariante p : M — B.
On suppose que G agit trivialement sur B. On commence par rappeler les outils nécessaires a
I’étude de cette classe d’opérateurs. Dans un premier temps, on fait un bref rappel sur les familles
d’opérateurs pseudodifférentiels sur une fibration et sur I'indice analytique [5].
Ensuite, on rappelle la définition de la C*-algebre d’un groupe compact en s’appuyant sur [27], on
fait ensuite le lien entre représentation unitaire irréductible de G et C*G-module projectif de type
fini [40]. On rappelle ensuite la construction du C(B)-module de Hilbert & = £* associé a une
famille de super-fibrés hermitiens. Le C'(B)-module hilbertien £ est utilisé dans la définition de la
classe indice d'une famille d’opérateurs G-transversalement elliptique le long des fibres.

La classe indice est définie plus précisement en suivant approche de Kasparov [45] et on
obtient :

Théoréme 0.1.1. [/5] Le triplet (E,W,P) définit une classe de KKq(C*G,C(B)) qui est notre
classe indice. Ici m : C*G — Lo (E) est la représentation G-équivariante de C*G induite par
Uaction de G sur le super-fibré E*.

Ainsi, IndéA'B(P) est défini comme la classe [€, 7, P] € KKq(C*G, C(B)) et IndMB(P) désigne son
image dans KK(C*G,C(B)).

Supposons que l'action de G commute avec 'action d'un deuxiéme groupe compact H et
que la famille P est invariante par rapport a l'action de H alors on obtient une classe indice
IndX” (P) € KKguu(C*G, C(B)). On note Indy (P) sont image dans KKy (C*G,C(B)). Cette
classe sera utile afin de montrer une propriété de multiplicativité de la classe indice qui est une
généralisation de [1].

En utilisant la version non bornée de la KK-théorie [7], on définit une classe indice pour les
familles d’opérateurs pseudodifférentiels d’ordre positif G-transversalement elliptiques le long des
fibres comme dans le cadre d'un seul opérateur [41], voir aussi [36]. Donnons une définition de
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famille d’opérateurs pseudodifférentiels d’ordre positif G-transversalement elliptique le long des
fibres.

Définition 0.1.2. Soit P : C®O(M, ET) — C%(M, E~) une famille d’opérateurs pseudodiffé-
rentiels d’ordre 1, G-invariante. On dit que P est G-transversalement elliptique le long des fibres
si son symbol o(P) : 7 ET — 7*E~ est inversible sur T M.

On peut alors définir une classe indice en posant :

Définition 0.1.3. On définit la classe indice d'une famille d’opérateurs pseudodifférentiels d’ordre
positif, G-invariante, G-transversalement elliptique le long des fibres P, par :

Indy P(P) = [€, 7, P].

Remarque 0.1.4. Le lien avec la version borné est fait dans [7], par l'intermédiaire de la trans-
formation de Woronowicz (voir théoreme A.3.10). C’est a dire si P est une famille d’opérateurs
pseudodifférentiels d’ordre positif, G-invariant transversalement elliptique le long des fibres P, la
]

version borné de son indice est donnée par [5 , W

Une fois la définition de la classe indice posée, suivant [1] I'étape suivante naturelle est de
s'intéresser aux propriétés qu’elle possede. On commence par définir les K-multiplicités de la classe
indice. Pour ce faire, on définit pour toute représentation irréductible V de G' un C(B)-module £
en posant 7 := (V ® €)Y et un opérateur PY de Lop)(EF) en posant PF := (idy @ P)ec. Le

cycle (55 , PG ) définit alors une classe de KK(C, C'(B)).

Définition 0.1.5. On définit la K-multiplicité mp(V) dans IndM/B(P) d’une représentation irré-
ductible V' de G comme le fibré virtuel image de la classe

(&7, PY)] € KK(C,C(B)),

par l'isomorphisme KK(C,C(B)) = K(B). Il s’agit donc d'un élément du groupe de K-théorie
topologique K(B) de B.

On montre ensuite que cette classe n’est autre que le produit de Kasparov de [V] € KK(C, C*G)
et de la classe indice IndM/B(P).

Proposition 0.1.6. La classe [EG, PS] est donnée par produit de Kasparov

V] & mdM'B(P) € KK(C,C(B)),
ou V est le C*G-module projectif de type fini décrit dans [40]. Ainsi la K-multiplicité de V' dans
Vindice de P est l’élément de K(B) correspondant a ce produit de Kasparov via l’isomorphisme

KK(C, C(B)) = K(B).

On passe ensuite aux diverses propriétés fonctorielles de la classe indice. On commence par
vérifier que la classe indice ne dépend que du symbole en Kg-théorie de la famille d’opérateurs P.
On a alors la proposition suivante.
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Proposition 0.1.7. La classe indice Ind%'B(P) ne dépend que de la classe de [o(P)] dans Kg(TY M)
et l'indice induit alors un homomorphisme de groupe :

Indyy” : Ka(TY M) — KKg(C*G, C(B)).
Plus précisément, la fleche [o] — IndéA'B(P(a)) est bien définie. Ici P(o) est l'opérateur obtenu
par quantification de o.

L’étape suivante est le cas des actions libres. On suppose que la fibration p : M — B est une
fibration G x H-équivariante et que 'action de G x H est triviale sur B et que H agit librement
sur M. On relie alors I'indice d’un opérateur G x H-transversalement elliptique le long des fibres
sur M a l'indice d'un opérateur G-transversalement elliptique le long des fibres sur M/H. On note
7t . M — M/H la projection.

Théoréme 0.1.8. [1] Le diagramme suivant est commutatif :

rHx Indy
Ka(TY (M/H)) = Kaxn(ThyM) —> KKa(C*(G x H),C(B))
WZ@J/ lféa@’c*H
Ka(TE (M/H)) i KK¢(C*G,C(B)).
ndg

Dit autrement, si a € Kg(T5Y (M/H)), alors Indi/"B(W?* @ a) = Yo ®cex IndNP(xH*a). En
particulier, comme élément de Hompc) (R(H) ® R(G),KKq(C*G, C(B))) on a :

Ind%'B(wH*a) = Xa ® Indl(\;/[/H‘B(wZ ® a),

acH
0l Xo est Uélément associé a W, dans KK(C*H,C) et Xo son image dans KKq(C*H, C).
On obtient le corollaire suivant faisant le lien avec le cas ou la famille est elliptique sur M/H.

Corollaire 0.1.9. Soit p : M — B wune fibration G x H-équivariante. Supposons que l’action de
G x H soit triviale sur B et que laction de H soit libre sur M. Alors pour a € Kg(TV(M/H)),
on l’égalité suivante :

Yo @crc IndN P (r*a) = Indy P (W © a),

ounf : M — M/H est la projection et Indg[/H'B(EZ ®a) est donné par l'indice G-équivariant des
familles elliptiques le long des fibres de M/H — B.
En particulier, comme élément de Hompq) (R(H) ® R(G),KKg(C, C(B))) on a :

Indg;® (7 a) = 3 o ® Indy P (W2 @ a),

aef]

0l Yo est lélément associé a W, dans KKg(C*H,C).
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On étudie ensuite le caractere multiplicatif de la classe indice. Ce théoreme est en deux parties.
Dans la premiere partie, on se donne deux fibrations et deux groupes compacts. Soient donc G et
H deux groupes compacts, p : M — B une fibration G-équivariante et p’ : M’ — B’ une fibration
G x H-équivariante. On suppose que I'action de G est triviale sur B et B’ et que I'action de H
est triviale sur B’. On obtient le théoréeme de multiplicativité suivant. Dans la seconde partie, on
suppose que B = B'.

Théoréme 0.1.10. Soient a € Kg(TY M) et b € Kaxu(TYyM'). Lorsque B = B’ on note i :
M xp M — M x M.
1. L’indice de atb € Kaxu(TY, g(M x M')) est donné par le produit extérieur des classes
indices, c’est-a-dire

Ind™*MIBB (g8h) = %Ind} P (b) @ Ind™'P (a) € KK(C*H ® C*G, C(B) ® C(B")).

Linclusion TSy (M xgM') < TY, (M x M') est une inclusion fermée (G x H-équivariante).
2. L’indice de i*(afb) € Kaxu(Thy (M x5 M')) est donné par :

IndMXBM/|B(i*aﬁb) — IndeM’\BxB(aﬁb) ®c(BxB) [AB]-

Dans ce théoreme, on suppose que la classe a représente une famille d’opérateurs A G-invariante,
G-transversalement elliptiques le long des fibres. Pour la classe b on suppose que la la famille est
G x H-invariante mais seulement H-transversalement elliptique le long des fibres. L’application
j& est I'application descente de Kasparov de la KK-théorie G-équivariante d'un couple de G-C*-
algebres (A, B) vers la KK-théorie du couple de C*-algebres (A x G, B x G).

On termine notre investigation sur les propriétés de l'indice en regardant la propriété d’excision.
On a le théoreme suivant :

Théoréme 0.1.11. Soit j : U — M un G-plongement ouvert. On suppose que p : M — B est
une G-fibration de variétés compactes et que l'action de G sur B est triviale.

Alors la composition Kq(TEU) N Kg(TY M) o dP KK(C*G,C(B)) ne dépend pas de

Ce travail sur les propriétés de l'indice donne une version KK-théorique des propriétés de
I'indice démontrées dans [1] lorsque la base B de la fibration est réduite a un point.
Lorsqu’on combine les différentes propriétés de l'indice, on peut ramener le probleme du calcul de
I'indice a une fibration euclidienne B x V' — B sur laquelle un tore agit sur V et trivialement
sur B. Dans un premier temps, on peut supposer que le groupe G est connexe. En effet, notons
i : H — G l'inclusion. Le groupe G est une G x H-variété pour l'action donnée pour g, ¢ € G et
h € H par (g,h) - g = gg’h~'. On dispose d'un produit [1] :

K (T M) ® Ko (T5G) = Kaxn (T (G x M)).
Comme H agit librement sur G x M, 'espace Y = G xy M est une variété qui fibre sur B et

Kaxn (T (G x M)) = Ko (T4Y).
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L’opérateur 0 : C*°(G) — 0 est G-transversalement elliptique et T5:G = G x {0}. De plus,
[0(0)] € Kaxu(TEG) = R(H) est la classe du fibré trivial. On peut alors définir une application i, :

Kg(TYy M) — Kg(TYY) en composant le produit par [o(0)] avec I'isomorphisme I((;XH(TC‘;/X (G x
M )) = Kg (TC‘{ Y). On obtient alors le théoreme suivant :

Théoréme 0.1.12. [1] Le diagramme suivant est commutatif.

Ky (T}j M) Ka (TGV Y)
IndMIB J{ llndYB

KK(C*H,C(B)) — = KK(C*G, C(B))

Ici, lapplication i, : KK(C*H,C(B)) — KK(C*G,C(B)) est le produit par I'élément i* €
KK(C*H,C*G) construit dans [41].
Dans [1] l'auteur fait la remarque suivante.

Remarque 0.1.13. [1] Tout groupe compact peut étre plongé dans un groupe unitaire donc par
le théoreme précédent, on peut ramener le calcul de l'indice a un groupe G connexe. Il n’est
pas en général possible de restreindre a un sous-groupe fermé quelconque. Toutefois si G est la
composante de l'identité d'un groupe de Lie compact G alors ToM = T, M et on peut alors
restreindre a Gy. Il y a malheureusement une perte d’information puisque 'application naturelle
C~(G) — C~°(Gy) n’est pas injective (si G est par exemple fini, c’est la différence entre le
nombre de Lefschetz et 'indice).

En utilisant le théoreme précedent, on est alors ramené au cas ou le groupe G est connexe. On
peut démontrer le théoreme suivant qui permet de ramener le calcul de I'indice a celui ou le groupe
est un tore.

Théoréme 0.1.14. Soit H un tore mazimal d’un groupe conneze G. Notons r = (i)' ok :
Kg(TY M) — Ku(TY M) la composition de I’homomorphisme k avec linverse de i.. Le digramme
suivant est commutatif :

Ka(T¢ M) : K (Ty M)
IndMIB l ilnde
KK(C*G,C(B)) ~— KK(C*H,C(B)).
Explicitons les construction du théoréme précédent. Si G est un groupe de Lie connexe et H
est un tore maximal alors I’espace homogene G/H est une variété complexe donc K-orientée. On

dispose alors d’un opérateur de Dolbeaut 0 sur G/H dont l'indice G-équivariant est Ind(d) =1 €
R(G). Par multiplicativité de I'indice, on a le diagramme commutatif suivant :

Ko(TGM) ® Ke(I*(G/H)) Ke(TgY)
IndMBl llndG/H* lIndYB

KK(C*G,C0(B)) ® KKg(C,C)—=KK(C*G, C(B)).
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La multiplication par le symbole [0(9)] € K¢(T*(G/H)) induit donc un morphisme
k:Kg(TY M) — Kg(TYY)

qui respecte la fleche d’indice.
Le théoreme suivant permet de ramener le calcul de 'indice a celui d’une fibration euclidienne
B xV — B, ou V est une représentation de G.

Théoréme 0.1.15. [1] Soit j : M — M’ un G-plongement de fibrations sur B avec M compact.
Le diagramme suivant est commutatif :

Ke(TY M) —2— K (TY M)
IndM\B \L ilndM/B

KK(C*G,C(B)) —= KK(C*G, C(B))

L’application j, est une application de Gysin associée a l'inclusion j : M < M'.. En combi-
nant ces différents théoremes, le calcul de l'indice se rameéne au cas d’une fibration euclidienne
B xV — B pour l'action d'un tore qui agit trivialement sur B.

Une fois ce travail terminé, notre but était de savoir si I’on pouvait définir un caractere de
Chern de la classe indice qui aurait un sens en tant que distribution généralisée, c’est-a-dire a
coefficients dans la cohomologie de de Rham H(B) de la base B.

Chapitre 2

Dans ce chapitre, on a commencé par faire un rappel du calcul de la cohomologie cyclique
de C*°(G). Ensuite, nous avons exploité la puissance du théoreme de coefficients universels en
KK-théorie [73] et la puissance de ’homologie cyclique local bivariante de M. Puschnigg [70]. En
homologie cyclique locale bivariante, nous disposons d’un théoréme de coefficients universels [58].
Dans notre cadre nos C*-algebres vérifient ces théoremes de coefficients universels. On obtient
alors :

Proposition 0.1.16. L’indice d’une famille d’opérateurs G-équivariante G-transversalement el-
liptique est totalement déterminée par ses multiplicités et on a :

Hom(IndMB(P)) = Z mp(V)xv,

ot Hom(IndM/B(P)) désigne I’image de IndMIB(P) dans Hom(R(G), K(B)).

En appliquant le théoreme de coefficients universels en homologie locale cyclique bivariante, il
vient comme corolaire :



CHAPITRE 0 : Introduction 16

Corollaire 0.1.17. Le caractére de Chern en homologie locale cyclique de la classe indice IndMIB(P)
d’une famille G-invariante P d’opérateurs, G transversalement elliptique est donné par :

Ch(Ind™B(P)) = 3 Ch(mp(V))xv,
VeG

ot Ch(m,(V)) € H(B) est le caractére de Chern usuel de l’élément mp(V') € K(B) (ici on utilise
HL(C(B)) ~ H(B)).

La suite de notre investigation est de déterminer si ce caractére de Chern converge au sens
des distributions a valeurs dans la cohomologie de de Rham H(B) de la base B. Pour ce faire, on
utilise un résultat de M. Hilsum et de G. Skandalis [37] qui permet de ramener le probléeme au
cas d'un opérateur pseudodifférentiel G-transversalement elliptique sur ’espace total M. Dans ce
cadre, on sait par [1] que I'indice est une distribution sur le groupe G. Plus précisément, on couple
la classe indice avec une classe de K-homologie de la base B, cette derniere se représente par un
opérateur elliptique sur B. On calcule ce produit de Kasparov en utilisant [37], on obtient alors
que ce produit est représenté par un opérateur pseudodifférentiel G-transversalement elliptique. De
ce fait, on déduit que la somme des multiplicités de ce produit de Kasparov entre la classe indice
d’une famille d’opérateurs pseudodifférentiels G-transversalement elliptique le long des fibres avec
un opérateur elliptique sur la base converge au sens des distributions. En utilisant le fait que le
caractere de Chern en homologie locale cyclique bivariante est une application naturelle, on déduit
par dualité de Poincaré sur B le théoreme suivant si la variété B est orientée.

Théoréme 0.1.18. On suppose que B est orientée. Le caractére de Chern en homologie locale
cyclique de la classe indice d’un opérateur pseudodifférentiel P G-invariant, G-transversalement
elliptique le long des fibres est une distribution a valeurs dans la cohomologie de de Rham paire de
B. On a alors
Ch(IndMB(P)) = >~ Ch(mp(V))xv € C™(G, H*(B)).
Ved

On utilise ici le fait que la cohomologie de de Rham d’une variété est isomorphe a sa K-théorie
tensorisée par C et que ’homologie de de Rham d’une variété est isomorphe a la K-homologie
tensorisée par C. Remarquons que dans le cas ou B est un point, on retrouve le fait que le carac-
tere de Chern-Connes de la classe indice d’un opérateur G-invariant, G-transversalement elliptique
en cohomologie cyclique périodique, coincide avec la distribution d’Atiyah, vue comme trace sur

C=(G).

Chapitre 3

Le troisieme chapitre est une étape dans le but d’appréhender les formules de Berline-Vergne
dans le cadre transversalement elliptique le long des fibres. On se donne une fibration G-équivariante
p: M — B. Le but de ce chapitre est d’obtenir des formules de Berline-Vergne dans le cas elliptique
le long des fibres de p. Pour ce faire, on suit 'approche de N. Berline et M. Vergne de [15]. Plus
précisément, dans une premiere partie on rappelle la formule de localisation de J.-M.-Bismut en
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cohomologie équivariante. Dans une deuxieme partie, on fait quelques rappels sur la localisation
de M. Atiyah et G. Segal en K-théorie équivariante. Dans une troisieme partie, on donne les défi-
nitions des différentes cohomologies équivariantes que 1’on utilisera. On aborde ensuite les classes
caractéristiques équivariantes définies a l’aide de super-connexions équivariantes. En particulier,
on rappelle la définition des classes de Chern équivariantes, du fl—genre équivariant ainsi que les
définitions des formes équivariantes de localisation. Dans une quatrieme partie, on arrive aux for-
mules de Berline-Vergne en cohomologie équivariante. Cette troisieme partie se découpe en deux
parties. Dans une premiere on commence par regarder le cas ou 'action du groupe sur la base
est triviale, dans une seconde, on traite le cas général. Enoncons la formule obtenue dans le cas
général.

Théoréme 0.1.19. On suppose que B est orientée. Soient s € G et X € g(s), on note g l’élément
seX. On suppose que X est assez petit, de sorte que (M*)* = M9. On note N, le fibré normal de
M? dans M. L’égalité suivante est alors vérifiée dans la cohomologie H(B®,dx) :

Chy(o, X) A TA(TV M*  C, X)
hy (Ind B (o), X) = / ’ 2
Ch, (Ind (o), X) S Do(N, N TV M, X)

Cette formule est une généralisation de la formule de N. Berline et M. Vergne de [15] au
cadre des familles d’opérateurs. La preuve repose sur un théoreme de Lefschetz pour les familles
prouvé dans [11], ce dernier est une conséquence du procédé de localisation d’Atiyah-Segal en
K-théorie équivariante. On applique ensuite la formule cohomologique calculant le caractere de
Chern de l'indice d’une famille d’opérateurs d’Atiyah et Singer [5]. On termine ensuite la preuve
en appliquant la formule de localisation de Bismut qui généralise au cadre des fibrations, la formule
de localisation décrite dans [15]. Cette formule permet d’espérer obtenir une formule similaire dans
le cadre transversalement elliptique le long des fibres comme dans le cadre d’un opérateur sur une
variété [17]. Ce projet est réalisé dans le chapitre 4.

Dans une derniére partie, on fait le lien entre la formule de [15] et celle obtenue dans le cas
particulier d’'une G-fibration homogene p: M := P xy F' — B, ou P est un H-fibré principal sur
B. On obtient alors le résultat suivant.

Corollaire 0.1.20. Soit X € g(s) assez petit. On a [’égalité suivante dans H(B*,dx) :

MIB » B Ch,(o(A), X,0(X)) A AX(TF*, X,0(X))
O (). ) = [ DIN(F*, F), X, 6(X))

Ici, A est Popérateur induit par A sur M et © désigne la courbure équivariante d’une 1-forme de
connexion G-invariante # sur P. Donc dans ce cas particulier, la formule obtenue dans le théoréme
0.1.19 ci-dessus est une conséquence de la formule de [15].

Chapitre 4

Le dernier chapitre est consacré a la formule de Berline-Vergne-Paradan pour les familles. C’est
une application du chapitre 2. On suppose que la variété B est orientée. Le théoreme principal de
ce chapitre est le suivant.
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Théoréme 0.1.21. Soit 0 un symbole G-transversalement elliptique le long des fibres de la G-
fibration compacte p: M — B avec B orientée et G-triviale. Notons N? le fibré normal a M?® dans
M.

1. Il existe une fonction Ind%:M1P . Kg(TY M) — C==(G, H(B)) et une seule vérifiant les

coh
relations locales suivantes :

Chy(A™“(0),Y) N A2(TV M*,Y)

G P (o]l () = (2im) Smdre) D(N*Y) |

coh

TV M*|B

Vs € G, VY € g(s) assez petit de sorte que les classes équivariantes A*(TVM®)Y) et
D(N*Y') soient définies.

2. De plus, on a la formule d’indice suivante :

md5"? ([0]) = Ch(ndM®B([o])) € C~>(G, H(B))C.

Dans ce théoréme, r désigne l'inclusion de TV M* dans T*M en utilisant la métrique rieman-
nienne et w désigne la 1-forme de Liouville. On utilise le caractére de Chern construit dans [66]
pour une super-connexion particuliere. La preuve repose sur la méthode du chapitre 3 qui nous
a permis de définir un caractere de Chern distributionnel pour la classe indice. On utilise alors
la formule de Berline-Vergne-Paradan démontré dans [67]. Dans [66], les auteurs définissent un
caractére de Chern équivariant d’un morphisme de fibrés o : E @ E~ sur toute variété N pos-
sédant une 1-forme G-invariante A. Ce caractere de Chern est a support dans l'intersection du
support du morphisme o et des zéros de 'application moment f) : N — g définie par la 1-forme
G-invariante A par < fy(n), X >=< A(n), X§(n) >, Vn € N. En particulier, lorsque N = T*M
le caractere de Chern d’un symbole G-transversalement elliptique est défini en utilisant la 1-forme
de Liouville. Ce caractere de Chern est donc a support compact, ce qui permet de donner un sens
a lintégration. Les auteurs de [66] montrent aussi que 1’'on posseéde une certaine liberté dans le
choix de la 1-forme G-invariante utilisée. Cette liberté nous permet alors de modifier la 1-forme de
Liouville afin d’obtenir un caractére de Chern pour les symboles G-transversalement elliptiques le
long des fibres et de donner un sens a l'intégration.

Annexes

Dans la premiere annexe on rappelle I'essentiel de la théorie des opérateurs sur les C*-modules
de Hilbert sur la base d'un cours de G. Skandalis [75]. Dans une seconde annexe on fait un bilan
sur les théoremes de coefficients universels en KK-théorie et en homologie cyclique locale de M. Pu-
schnigg [70] dont nous nous servons dans le chapitre 2 afin d’obtenir un caractére de Chern pour la
classe indice bien défini. Dans la troisieme annexe, on fait quelques rappels d’analyse harmonique.
Ces derniers sont utilisés dans le chapitre 2 dans le calcul de la cohomologie cyclique périodique
d’un groupe de Lie compact suivant [61], et qui permet d’identifier I'indice distributionnel d’un
opérateur avec une classe de cohomologie cyclique périodique. Dans la derniere annexe, on fait de
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multiples rappels sur la cohomologie équivariante et les classes caractéristiques équivariantes en
suivant [12]. On commence par rappeler les différentes notions de base sur les super-espaces et la
théorie des super-connexions. On introduit ensuite les différentes notions que 'on utilise dans les
formules cohomologiques de l'indice.
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Chapitre 1

Familles G-transversalement elliptiques

1.1 Rappels sur les familles d’opérateurs pseudodifféren-
tiels

On reprend ici quelques éléments de [3] et [5]. Soit G un groupe compact. Soit p : M — B
une fibration G-équivariante de variétés compactes, de fibre F' une variété compacte. On note
M, = p~1(b) la fibre au-dessus d'un point b € B. On note TV M = ker p, le fibré tangent vertical,
c’est un sous-fibré vectoriel de TM et TV M* son dual que I'on identifie & un sous-fibré de T M,
en utilisant une métrique riemannienne G-invariante fixée sur M.

Définition 1.1.1. On appelle famille continue G-équivariante de fibrés vectoriels sur M un fibré
vectoriel m : E — M G-équivariant tel que pow : & — B soit une fibration qui pour tout b € B
se restreint en un fibré vectoriel G-équivariant sur la fibre de p.

Ainsi, Vb € B, mn, @ By, — M, est un fibré vectoriel isomorphe a un fibré vectoriel F — F. On
notera par la suite Ej, la restriction de E a la fibre M.

On utilise les notations standards a = (aq,---,ay) € (ZH)Y, |a| = g: a;, al = ajlasg! - - an!,
i=1
al aly

o = (il S O

oxit 0z}
pseudodifférentiels classiques d’ordre m, P : C®°(F,Et) — C®(F,E~) et P"(F, E*,E~) sa fer-
meture relativement & la famille de semi-normes ||P||, des opérateurs bornés P, : H,(F, Et) —
Hy (F, E~) induits par P € P™(F,E* E*) sur les espaces de Sobolev [3]. On note Diff(E+ @
E- F) le groupe des difféomorphismes de E* @ E~ qui envoient fibres sur fibres linéairement,
Dn‘]?(E+ E~F ) le sous-groupe de Diff( B+ @ E~; F) des difféomorphismes de £+ @ E~ qui envoient
Et sur B et E~ sur E~. Le groupe lef(EJr E~; F) agit naturellement sur P™(F, E* E~) et
sur P"(F, E*, E~) par (gl,gg) P = gy0Pog; ' (voir [5]). On peut alors définir des Diff(E+, E s F)-
fibrés pr1n01paux sur B, P"(M,E*,E~) — Bet P" (M, E*, E~) — B de fibre type P"(F, E*, E~)
et P"(F,E*,E7).

et 2 = 2 .. %Y. On note P™(F, E+, E~) Pensemble des opérateurs

Définition 1.1.2. Une famille continue d’opérateurs P d’ordre m sur M est la donnée d’une
section continue de P™(M, E* E~), on écrit P = (P,)pep.

21
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On dit qu'une famille P est G-équivariante si - P = go Pog~ ! = P, Vg € G.

On dit que la famille G-équivariante P est elliptique (respectivement G-transversalement elliptique)
le long des fibres si pour tout b, opérateur P, est elliptique (respectivement G-transversalement
elliptique).

Dire que la famille P est elliptique revient a dire que son symbole principal og(P), qui est
donné sur chaque fibre par o(P,) est inversible sur TV M* \ M.

Remarque 1.1.3. Une famille continue P s’identifie localement, sur un ouvert V' trivialisant M
en V' x F, avec une application continue Py : V — P™(F, E*, E~) appelée famille produit.

On note C°%(M, E) les sections de E qui sont C*™ le long des fibres de p et continues par rapport a
la base. Soit P une famille continue G-équivariante et elliptique d’ordre 0. Chaque opérateur P, se
prolonge alors en un opérateur de Fredholm G-invariant sur L*(M,, Ep). Ainsi, Vb € B, ker P, est
de dimension finie. En supposant que la dimension de ker(5,) soit constante sur chaque composante

connexe de B, il est facile de vérifier que la famille ker P := (ker(Pb))beB définit un fibré vectoriel

G-équivariant au-dessus de B. De méme cokerP := (coker(Pb))beB définit alors un fibré vectoriel
G-équivariant au-dessus de B. Dans ce cas, on définit l'indice équivariant de P, comme la classe
[ker(P)] — [coker(P)] € Kg(B). Lorsque la dimension de ker(F,) n’est pas localement constante, on
peut modifier la famille P en une famille P :C®0(M,Et)®C? — C>O(M, E-), telle que chaque

P, soit surjectif, voir [5] pour plus de détails.

Définition 1.1.4. L’indice analytique G-équivariant Indl\G/IlB(P) de P est alors défini comme
[ker P| — [CY] et cette classe ne dépend pas de la perturbation choisie.

Remarque 1.1.5. Ces constructions sont encore valides méme si B n’est pas une variété, il suffit
de remplacer TV M par le fibré tangent le long des fibres de p.



1.2 Indice d’une famille d’opérateurs transversalement elliptiques le long des fibres 23

1.2 Indice d’une famille d’opérateurs transversalement el-
liptiques le long des fibres

Soit encore GG un groupe compact. Soit comme avant p : M — B une fibration G-équivariante
de variétés compactes, de fibre F', une variété compacte. On note encore C*°(M, E) les sections
de E qui sont C'*° le long des fibres de p et continues par rapport a la base.

Soit P : C°(M,Et) — C°%(M,E~) une famille continue d’opérateurs pseudo-différentiels
d’ordre 0 qui est G-équivariante. On suppose que l'opérateur P est G-transversalement elliptique
le long des fibres de p. On construit ci-dessous une classe indice associée a P, et vivant dans le
groupe KK(C*G, C(B)) de K-théorie bivariante de G. Kasparov [43]. On commence par rappeler
la définition de la C*-algebre du groupe C*G [27]. Puis nous rappellerons comment une représen-
tation irréductible de G peut étre vue comme un L'(G)-module projectif de type fini [40].

On adopte comme avant la convention de linéarité en la seconde variable pour les produits scalaires
hermitiens.

1.2.1 La C*-algebre d’un groupe compact

Il existe sur G une mesure de Haar normalisée invariante par translations a droite et a gauche.
Soit L'(G) lalgebre de convolution involutive des fonctions intégrables sur G pour cette mesure
de Haar. On note * le produit de convolution. On rappelle que pour tout fi, fo € L*(G) :

Fix falg) = /G (W) (b g)dh et fi(g) = Fa(g™).

Définition 1.2.1. Soit H un espace de Hilbert. On appelle représentation unitaire continue de
G dans H un morphisme du groupe G dans le groupe des unitaires de H qui est continu pour la
topologie normique, c’est-a-dire 'application g — m(g)¢& est continue pour la topologie forte de H,
V¢ e H.

Les fonctions g — C,,(g) = (v, m(g)w) s’appellent les coefficients de la représentation 7.

On dit que deux représentations 7 et 7’ sont équivalentes s’il existe un unitaire U de H' dans H
tel que U*nU = n'.

La représentation 7 est dite irréductible si les seuls sous-espaces vectoriels fermés de H stables par
7 sont {0} et H.

On note G le dual de G , c’est-a-dire I’ensemble des classes d’équivalence de représentations unitaires
irréductibles de G.

Remarque 1.2.2.
Toute représentation unitaire irréductible d’un groupe compact est de dimension finie [72].

Le lemme suivant est classique.

Lemme 1.2.3. [72] Les coefficients d’une représentation unitaire irréductible (V, ) vérifient la

relation .
. <’Ul, w>Cv,w’ .

dim 7

Cv,w * C,Ulﬂul =
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Rappelons que L?(G) est une représentation unitaire continue A de G.
Théoréme 1.2.4 (Peter-Weyl [69] voir aussi [21]). Soit G un groupe compact. Alors
PG ~@PVveV
ved

Lemme 1.2.5. Toute représentation unitaire de G s’étend en une %-représentation continue de
LY(G) selon :

n() = /G o(g)n(g)dg, Vo € LN(G).

Pour v, w € H, on pose plus précisément (v, w(p)w) = [, ¢(g){v,7(g)w)dg.
On définit alors une norme sur L'(G) en posant :

/1= sup [[w (/)]

TeG

qui vérifie ||l < (|l 10 = (LF1 et ILFfIF= 1211
Démonstration. Soient ¢, ¢ € L*(G). L’opérateur m(¢p) est borné. En effet, d'une part :

= stO m(g)w)dgl
< [ole || v, 7(g)w)|dg.

(v, (e

D’autre part, 7 est unitaire, il vient donc :

(o, m(@)w)| < Jglp(@llvl[wldg
= llepllt vl ffw]l-

Cette inégalité prouve aussi que ||7(p)]| < [|@|lz1. En utilisant le théoreme de Peter-Weyl, on
obtient que || f|| = 0 si et seulement si f = 0. On a pour ¢, ¥ € L}(G) :

(v, m(pxP)w) = [ oxY(g < m(g)w)dg
= Juo (S (W) (2 g) (v, w(g)w)dh) dg.

En posant k = h™'g et par un argument classique de Fubini, il vient :

(v, m(pxP)w) = [, o) v, w(hk)w)dhdk
= (v, m(p) o 7T(T/J)w>-

De méme 7(¢*) = m(p)*. En effet :

(v, 7(@w) = [ ¢(h=) (v, m(h)w)dh
= o @(h ™) (x(h )0, w)dh.

En changeant h~! en h, le résultat découle. En appliquant le fait que 7 soit une *-représentation
aux propriétés de la norme d’opérateur sur un espace de Hilbert, on obtient le fait que la norme
définie est une C*-norme. O]
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Définition 1.2.6. La C*-algébre du groupe C*G est définie comme étant la complétion de L(G)
pour la norme :

1FIF:= sup [l= ()]

TeG

définie dans le lemme précédent.

Remarque 1.2.7. Par le théoreme de Peter-Weyl, on sait que toute représentation unitaire irré-
ductible d'un groupe compact peut étre vu comme une sous-représentation de la représentation
réguliere gauche dans L?(G), notée A, donnée par A(g)¢(h) = ¢(g~'h). Donc la norme définie
précédemment est équivalente a la norme donnée par :

LFF = IACH I Bz2c) -

1.2.2 Représentation irréductible comme L!'(G)-module projectif de
type fini
Soit (V, p) une représentation unitaire irréductible de G. Une représentation unitaire irréduc-

tible s’identifie & un sous-module projectif de type fini de L'(G), a 'aide de la théorie des repré-

sentations des groupes compacts [40]. En utilisant le lemme 1.2.3, on voit que 1’élément ‘iﬁf Coo

est un projecteur de L'(G).

Lemme 1.2.8. On définit une structure de L*(G)-module a droite sur V', en posant :

0o = [ el ey, Vi € 1'(G) etv eV,

de sorte que |[v- | < |l@lltl|lv]]. De plus, le module V' s’identifie a un sous-module projectif de
type fini de L*(GQ), vu comme module a droite sur l'algébre L*(G) :

b, V. — LYG)
w = Cy,

ot Cyu(g) = (v, p(g)w) est un coefficient de p. L’application ¢, est un isomorphisme de LY (G)-
module entre V' et (‘mevw)Ll(G),

Démonstration. Soient ¢, € L*(G). Vérifions que I'on a bien v - (p %) = (v-¢)-1. On a :

ve(pxy) = [oxid(g)p(g " vdg
= Jo Jo e(h)(h~ g)p(g~ udhdy.

En effectuant le changement de variables classique k = h™1g, il vient :

(px 1) —fG Jo oW (k) p(k~")p(h~")vdhdk
(v-p)- z/)
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Vérifions que pour tout w € V I'application ¢, est L'(G)-linéaire. Soit ¢ € L}(G). On a :

Coap(g) = (v, p(g)(w - p))
= [.{v, plgh™"Yw)p(h)dh.

En appliquant le changement de variable k = gh~1, il vient :

Cv,w-«p(g) = fg<v7 p(k;)w)gp(kflg)dk;
= Cou * 9(9).

Montrons que ¢, est injective. Soit w € ker(¢,) alors Vg € G, on a C, ,(9) = (v, p(g)w) = 0. Donc
G - w est un sous-espace vectoriel de V' stable par G qui est orthogonal & v, donc ne contient pas
v. Comme V est irréductible, ce n’est possible que si G - w = 0 et donc w = 0.

Montrons que ¢, est surjective. Soit ¢ € L'(G). On a :

dim dim
HTHQPCU,U *Q = HTHfCU,va
- C dim
e
= ¢U(WU} ).
De plus, I'image d’une famille génératrice de V' donne une famille génératrice pour (%) LYG).
Comme V' est de dimension finie, (%)Ll((l) est bien de type fini et il est projectif car c’est
I'image d’un projecteur. L]

Remarque 1.2.9. Dans toute cette partie, on peut remplacer L'(G) par C*G car 'action de C*G
sur V est continue puisque [[v - ¢| = [[p(e)v] < [[p(@)|lv]] < |ellllv]| et car LY (G) s’identifie avec
une sous-algebre dense de C*G.

1.2.3 Classe indice

On renvoie a [50] et [75] pour les différentes notions sur les C*-modules hilbertiens et les opéra-

teurs non bornés entre C*-modules hilbertiens, voir aussi ’annexe A. On utilise ici des constructions
similaires a celles utilisées dans [33], [36] et [39]. Le théoréme principal est le théoreme 1.2.44.
Soit G un groupe compact. Soit p : M — B une fibration G-équivariante de variétés compactes,
de fibre F'. On garde les notations précédentes.
Soient B — M des familles G-équivariantes de fibrés vectoriels munies de métriques G-invariantes.
Soit P : C®°(M,ET) — C*®(M,E~) une famille d’opérateurs pseudo-différentiels d’ordre 0, G-
équivariante. On suppose que Popérateur P est G-transversalement elliptique le long des fibres de
P.

Le C(B)-module £ et ’adjoint formel comme opérateur non borné

Définition 1.2.10. On appelle famille continue de mesures boréliennes toute famille de mesures
{1w}vep telle que le support de py, soit dans M, Vb € B et telle que Vf € C(M), la fonction
b— be f(m)duy(m) soit continue sur B.
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Remarque 1.2.11. Si M = B x F, 'ensemble des familles continues de mesures boréliennes
M°(M|B) = C(B, M(F)) pour la topologie donnée par :

p; — posi et seulement si Vo € C'(M) sup ’ Jo(b, Hdpi(f) — [ b, fdu(f)| tend vers 0.
beB

Lemme 1.2.12. [ existe toujours une famille continue de mesures boréliennes sur M.

Remarque 1.2.13. C’est un systeme de Haar sur M xp M qui existe par la théorie générale et
puisque 7 est ouverte.

Démonstration. Soit {V;}ie; un recouvrement ouvert localement fini de trivialisation de M. Soit
{¢}ier une partition de I'unité sur B subordonnée a {V;},c;. Notons 9; : M; = My, — V; x F les
trivialisations locales données par {V;}icr.

Soit pp une mesure borélienne sur F (de support F' si I'on veut). On peut définir une famille
continue sur M;, au-dessus de V; en prenant la mesure image par ¢; ' de la famille continue de
mesures constantes sur V; égale a up, c’est-a-dire : pour b € V;, on prend (1; M) HE

Notons p; cette famille continue de mesures sur M;. Si f € C'(M;) alors pour b €V :

MﬂMWW@-LfMF&MWﬂ%

ou (b, &) = 1p;(m). La fonction de b € V; obtenue est alors continue grace au théoreme de continuité
sous le signe intégrale en théorie de la mesure.

Posons ji := Y ¢;p1;. On a alors pour tout b € B, py = Y ¢i(b)pijag, qui est une somme finie de
i€l iel

mesures boréliennes puisque le recouvrement est localement fini donc est borélienne. Supposons
que f € C(M) alors il existe un sous-ensemble J; de I fini (car le recouvrement de B est localement

fini) tel que Vb € B,
/fd#bz Z@/fd/ﬁi,

iGJf
qui est continue en b comme somme finie de fonctions continues.
L]

Remarque 1.2.14. Si on note |[A[*(TY M) le fibré des 1-densités verticales alors un exemple est
fourni par une section.

Remarque 1.2.15. Si TV M est orienté, alors une forme volume fournie un exemple.

Définition 1.2.16. Soit E une famille continue de fibrés vectoriel sur M. L’ensemble C*°(M, E)
désigne I'ensemble des sections C* le long des fibres de p et continues par rapport a la base B.

Fixons une famille continue G-invariante de mesures boréliennes (y;,) de support maximal.

Proposition 1.2.17. On définit sur C°(M, E*) un produit scalaire hermitien a valeurs dans
C(B), en posant :

@@@=AMMMM@MM»

La structure de module étant donnée par f-s(m) = p*f(m)s(m) = (fop)(m)s(m), Vf € C(B) et
s € O M, EF). Ce produit scalaire est unitaire pour l'action de G.
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Démonstration. Soient A € C, f € C(B) et s, s’ et s” € C>Y(M, EF).

La linéarité est évidente ainsi que la relation (s, s') = (s, s).

De plus, si Vb € B, (s,s)(b) = 0 alors (s(m),s(m)) = 0, Ym € M,. Donc Vb € B et m € M,,
s(m) = 0 et donc s = 0. Ce produit scalaire est unitaire car la métrique sur F et la famille de

mesures sont G-invariantes. ]
Définition 1.2.18. On définit une norme sur C%(M, E¥), en posant :

1/2

1/2
Is]| = [/(s, S>HC/(B) = sup [(s, 5)(b)|"/* = sup ||S|MbHL2(Mb,EéE)‘
beB beB

On note la complétion de C°*°(M, E*) par rapport a cette norme par £*. Les espaces £ et £
sont alors des C'(B)-modules de Hilbert.

Remarque 1.2.19. D’apreés [28], les C'(B)-modules de Hilbert €T et £~ sont associés aux champs
continus d’espaces de Hilbert ( [T L*(My, Ey), A), ot A est Pensemble des sections continues du
beB

fibré E au-dessus de B.
Remarque 1.2.20. Nous utiliserons une famille de mesure de type Lebesgue dans la suite.

On rappelle que le graphe d’un opérateur non borné (7', Dom(T')) est donné par G(T') = {(z,Tx),z €
dom(7T)}, ot dom(T') est le domaine de 7.

Par définition de £, on a C>°(M, E*)+ = {0}, on peut donc définir I'adjoint formel d’une famille
d’opérateurs pseudodifférentiels () d’ordre m, en prenant pour domaine initial C°°(M, ET).

Définition-proposition 1.2.21. On définit I’adjoint formel d'une famille d’opérateurs pseudodif-
férentiels @, de symbole ¢, comme 'opérateur C'(B)-linéaire Q* de £~ dans £1 obtenu en posant :

G(Q") ={(s',s) € E7 x EF,Vs" € CM, E7), (s,8") = (s',Qs")},
son domaine est
Dom(Q*) = {s € £ /35 € £T tel que (Qs",s) = (5", 5}, s € Dom(Q)}.

Cet opérateur coincide avec 'adjoint formel de @) = (@) qui est une famille d’opérateurs pseudo-
différentiels d’ordre m, dont le symbole est g;(m, ). Si @ est G-invariant alors Q* est G-invariant.

Démonstration. La famille d’opérateurs pseudodifférentiels R = (Q})pep satisfait (Rs, s') = (s, Qs'),
Vs € C®%(M,E7), s € C9M, ET). Donc par unicité de 'adjoint formel, R = Q*.
J

Quelques constructions de Kasparov pour une fibration compacte

On reprend ici 'étude proposée par G. Kasparov dans [45], partie 6, dans le cadre d’une fibra-
tion compacte. On utilisera en grande partie les notations utilisées dans [45]. Tous les opérateurs
considérés sont des opérateurs pseudodifférentiels classiques. En particulier, on va montrer qu’une
famille d’opérateurs d’ordre 0 dont le symbole tend uniformément par rapport a M vers 0 a U'infini
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est un opérateur compact. On utilisera ensuite ce résultat pour définir la classe indice d’une famille
d’opérateurs G-invariante, G-transversalement elliptique le long des fibres.

Désormais G est un groupe de Lie compact. On suppose que G agit par isométrie et que I'action de
G sur la base B est triviale. Soit m € M. On note f,, : G — M 'application donnée par I’action de
G sur M définie par f,,(g) = g-m, f,, : g — T, M son application tangente en I’élément neutre de
G et fi*:T*M — g* son application duale. On fixe une famille continue de mesures boréliennes
G-invariante (u)pep de support maximal, construite a partir d’'une mesure de type Lebesgue sur
la fibre typique F.

Lemme 1.2.22. [45] L’application f' est donnée par f (X) = Xi;(m) et on a g- f, (X) =
f;,m(Ad(g)X), De plus, f est a valeurs dans TV M.

Démonstration. Soit X € g. On a :

d d .
frln(X> =TefmX = %‘ B fm(etX) = £| - e m = Xar(m).
Soit g € G. On a :
/X_ d tX_d tX _d tX —1 _’AdX
g+ fnl )—g-%tzofm(e )—%ltzog-e m=2 9%y g m = fo,(Ad(g)X).
On a bien p, f, (X) = 0, puisque 'action sur B est triviale. ]

Soit gy := M x g le fibré vectoriel trivial G-équivariant sur M associé a g pour l'action g-(m,v) =
(g-m,Ad(g)v). C’est une famille de fibrés vectoriels au sens de la définition 1.1.1. Le groupe G étant
compact, on peut munir gy, d’'une métrique G-invariante. On notera || - ||, la famille de normes
euclidiennes associées. Par le lemme précédent, on voit que lapplication f : gy — T'M définie
par f'(m,v) = f, (v) est G-équivariante. Quitte & multiplier | - ||, par une fonction G-invariante
positive, on peut supposer que Vv € g, || f,,(v)]| < [[v]lm, ot ||f,,(v)] est la norme donnée par la
métrique riemannienne au point m. On a donc que ||f, || < 1, Vm € M. En utilisant les métriques
sur gy et T'M, on identifie gy a g3, et TM a T*M. Par 'intermédiaire de ces identifications,
on peut définir une application ¢ : T*M — T*M par ¢,, = f. f*. On définit enfin une forme
quadratique sur T*M, en posant V(m,§) € T*M :

4 () = [{ [ S (€), )] = | 1 (O
On a ¢n(§) < [I€]1% V(m, &) € T*M.

Lemme 1.2.23. Soit £ € T» M. On a équivalence entre £ est orthogonal a 'orbite par G de m et

qm(g) =0.

Démonstration. En effet, si £ est orthogonal a 'orbite de m alors en particulier il est orthogonal
afo e € T,,(G-m) et donc (&) = 0. Maintenant, si ¢, (¢) = 0 alors f*¢ = 0 donc Vv € g,
(f*€,v) = 0 et donc & est orthogonal & l'orbite de m. ]
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Définition 1.2.24. On identifie TV M et son dual par la métrique riemannienne. On définit alors
la famille Ag d’opérateur associée a la famille de symbole g,, (&), pour (m, &) € TV M.

On redéfinit maintenant la notion d’opérateur G-transversalement elliptique le long des fibres en
adaptant [1] et [45]. On va énoncer deux définitions que 'on appellera comme dans [45], définition
naive pour la premiere et définition technique pour la seconde.

Définition 1.2.25. On note T¢M = {(2,£) € TM/q,,(€) = 0}, c’est un sous-ensemble fermé de
T M. On définit alors
TYM =ToMNTY M.

Remarque 1.2.26. Dans la suite, les symboles considérés sont de types Clifford comme dans
I'approche de [45], voir aussi [25].

Définition 1.2.27 (définition naive). On dira qu'une famille G-invariante A d’opérateurs pseu-
dodifférentiels d’ordre 0 agissant sur un fibré £ = ET @& E~, auto-adjointe et impaire pour la
graduation de E est transversalement elliptique ou que A est transversalement elliptique le long
des fibres si

sup [|oa(m, €)* — 1p,, [ =0

meM

quand (m, §) — oo dans TY M.

Remarque 1.2.28. Rappelons que par un résultat classique, le symbole d’un opérateur comme
dans la définition 1.2.27 définit une classe de KKq(C, Co(T¥ M)) donnée par (Co(n*E),04) ol
Co(m*E) est 'ensemble des sections de 7*E — TY% M tendant vers 0 & I'infini.

Définition 1.2.29 (définition technique). On dira qu’une famille G-invariante d’opérateurs pseu-
dodifférentiels, auto-adjoints, d’ordre 0, A est transversalement elliptique ou que A est transver-
salement elliptique le long des fibres si son symbole o4 satisfait la condition : Ve > 0, 3¢ > 0 tel
queVm € M et £ € TV M, on a :

1o (2, €) = Ul me) < e(1+ g (€)1 + 1) +e,
ol || - ||(m,¢) désigne la norme d’endomorphismes sur FE,.

On commence par rappeler deux résultats démontrés dans [38] proposition 2.2.2. (voir aussi [74]
proposition 6.1 et [45] théoréme 3.2) dans le cadre des familles d’opérateurs.

Théoréme 1.2.30 ([45], théoreme 3.2). Soit P une famille d’opérateurs pseudo-différentiels d’ordre
0, G-invariante. Supposons que son symbole principal op soit borné a l'infini dans la direction co-
tangente verticale par une constante C' > 0, c’est-a-dire VK C M compact

lim |lop(z, := lim sup ||op(x, < C.
T lop(@, 6l = Jim sup lov .l
ceTv M+ €K
Alors il existe une famille d’opérateurs pseudo-différentiels S d’ordre 0, G-invariante et une famille
continue d’opérateurs intégrauxr R a noyauz continus, G-invariante tels que P*P +S*S —C? = R.
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Proposition 1.2.31 ([45], proposition 3.3). Soit Q) une famille d’opérateurs pseudodifférentiels
d’ordre 0, G-invariante telle que Q* = Q). Supposons que son symbole principal og vérifie que pour
tout sous-ensemble compact K C M :

lim Re(JQ(ac,f)) = lim inf Re(aQ(w,ﬁ)) > 0.

€| =00 t=00 [¢]>t
éeTVM* reK

Alors il existe une famille d’opérateurs S d’ordre 0, G-invariante telle que
R=5S-Q

ait un noyau continu.

Avant de démontrer ces deux résultats, quelques remarques s’imposent.

Remarque 1.2.32. 1. Dans le théoreme 1.2.30, la constante C' ne dépend pas du compact
K, de méme dans la proposition 1.2.31 la limite inférieur est strictement positive indépen-
damment de K.

2. Les deux énoncés précédents portent sur le symbole principal des opérateurs en jeu. Mais en
regardant de plus pres, on se rend compte que dans des trivialisations locales par des cartes
de M, ils sont équivalents aux énoncés ou 'on aurait remplacé le symbole principal par le
symbole total. En effet, dans toute carte locale, le symbole total ob(z, ) d’un opérateur P
d’ordre 0 peut s’écrire, de la maniere suivante :

ob(z,€) = 0%z, &) + 05°(x, £),

ott 0% (z,&) désigne la partie d’ordre 0 qui est le symbole principal et 05%(z,£) qui est la
partie d’ordre strictement négatif.
D’une part, on a VK C U compact :

lop(z, Ol < llop(z, Ol + o5, )
< llop(z, Ol + Cr (1 + €))7
< sup [lop(z, €| + Cre (L + 1€

On a donc sup ||oh(z, )| < sup||oB(z, )| + Cr (1 + |€])~!. De plus, on sait que si b; est
reK zeK

une suite généralisée de réels convergente vers b et si a; est une suite généralisée de réels
alors

iel iel
et

lim(a; + b;) = lima; + b.

iel icl

En appliquant ce résultat a I'inégalité sup ||ob(z, &)|| < sup ||o%(x, &)|| + Cx (1 + [£])71, il
zeK zeK

vient : - -
lim sup [|op (2, )| < lim sup [|op(x, €)].
§70 pe K §20 pe K
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Drautre part, on a [lop(z, &)|| = o (2, &) + 05°(2,8) — 05%(x, )|, d'ont

lop(z. N < lop(, )l + o5 (2, I,

donc comme précédemment, on obtient :
lim sup ||o%(z < Tlim sup ||ob(x .
¢ zepH P( 75)” - zzepH P( 76)”

Pour I'énoncé avec la partie réelle de oo 'ordre utilisé est celui induit par les endomor-
phismes positifs agissant sur des espaces vectoriels hermitiens, c¢’est-a-dire si A est un en-
domorphisme alors A est positif si (Az, x) est positif pour tout z. On peut calquer ce qui
précede, en utilisant les parties réelles au lieu des normes et en majorant Re aéo(m, €) par
|05°(x, €)||Id. En effet, on a alors que la limite inférieure de la partie négative est la limite
de la partie réelle qui est 0 et ne dépend alors pas du compact K.

Démonstration. On se place sur une carte locale de M trivialisant le fibré vectoriel que ’on suppose
quitte a restreindre l'ouvert de la forme V' x U ou V est un ouvert trivialisant la fibration et U
un ouvert de la fibre. On peut alors considérer le symbole total au lieu du symbole principal. On
va construire une suite de familles produits SJV d’opérateurs pseudodifférentiels d’ordre —j et on
choisira SV équivalent a 3 SJV, au sens pseudodifférentiel. On souhaite faire chuter 1'ordre de la
famille @ de 1 a chaque 7. Au degré 0, on remarque que la partie imaginaire de ) a un symbole
total d’ordre négatif. Pour faire baisser le degré de —1, il suffit de faire baisser le degré de la partie
réelle de 1. Par hypothese, on sait que

lim Re(oQ(x,f)) >0

|§|—00

donc il existe un symbole sq(z, &) d’ordre 0 tel que pour |£| grand
so(w, €)% = Re(aQ(x,f)).

11 suffit de prendre so(z,&) = Re(aQ(a:,§)) qui est bien défini comme opérateur d’ordre 0 car

pour [¢| grand Re (O’Q(l’, 5)) > (0 donc on peut inverser sa racine carrée et obtenir par la formule
de la chaine les inégalités pour I'ordre 0. On va construire les Sj par récurrence, de maniere que

Ryj=@Q = (So+---+52) (S + -+ 551),

soit d’ordre —j. Pour j = 1, on a Ry = Q—S5;Sy qui est bien d’ordre —1. Comme R; est autoadjoint,
la partie imaginaire de og, est d’ordre —(j 4 1). Si S existe, il doit vérifier :

Rifn=Q—(So+--+8)(So+---+5;) =0,
modulo l'ordre —(j +1). On a :

Q—(So+--+5)(So+--+5)) :Rj_(S;SO‘f‘SSSj),
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modulo l'ordre —(j + 1). Donc modulo 'ordre —(j 4 1), on doit avoir pour |£| grand
OR; (‘ru 6) = O-E'j (.CE, §)050 (1.7 5) + 0-;'0 (SU, g)USj (HZ’, 5)

En prenant, og, = (0%, (2, €)) or, (,€), il vient :

U;'j (13,5)0'50 ($,§) + Ugo($7£>JSj (fL‘,é)
= ;UR((xéf)*<050<xv5))_1050@775) +U§O(x,§>%(0'50(x 5)) O—Rj(w €>
= O'R]. r,q).

De plus, g, est bien d’ordre —j puisque o, U est d’ordre 0 et og, est d’ordre —j. Soit {¢r}
une partition de 'unité finie sur la fibre tr1v1alisant M au-dessus de V telle que 3" ¢% = 1. Sur
chaque U, on construit une suite SJU comme précédemment. On construit une suite d’opérateurs
S; sur p~*(V) par S; = Z¢US]U ¢y. On obtient bien une famille produit continue d’opérateurs
pseudodifférentiels SV sur V par somme finie de familles produits continues (la racine carrée est
continue et 'inversion est continue). Ensuite, on utilise une partition de 1'unité finie sur B, {¢? }
subordonnée & un recouvrement par des ouverts V' comme précedemment de B telle que - ¢3 = 1,
pour construire une suite de familles d’opérateurs S; = > QSVSJV ¢y. D’apres la remarque a la fin
de la démonstration de la proposition 3.3 dans [45], on n’est pas obligé de faire une récurrence
infinie, on peut s’arréter lorsque I'ordre de R; est inférieur a moins la dimension de la fibre de la

fibration. On prend S = Z S, on a alors () = S*S = Rgim rp+1. Pour que R et S soit G-invariante,
on remplace S; par S = ng S;. O]

Démonstration du théoréeme 1.2.30. On applique la proposition 1.2.31 a la famille d’opérateurs
Q = C? — P*P. En effet, on a Re(op:p) < |lop||?. Il vient Re(og) = C? — gpp > C? — ||op||*. On

btient inf R J6)) > inf (C? — op- =(C? - .p(,8)) > 0. O
obtient. inf e(UQ(:U §)) |?\1>t( opp(z, f)) \S'£1Il§ (UP plx f))
ze€K zeK zeK

La proposition suivante est énoncée dans [45] pour le cas d’un opérateur :

Proposition 1.2.33. Soit T" une famille d’opérateurs pseudodifférentiels auto-adjoints d’ordre 0
sur M, de symbole op(m, ). Notons F' la famille d’opérateurs pseudodifférentiels auto-adjoints de
symbole op(m, &) = (14 ¢n(£))(1 + [£]?) . Supposons que Ve > 0, il existe ¢ > 0 tel que Ym € M
et VE e TV M :

loz(m, &)l < ¢ or(m, §) +&.

Alors ¥Ye > 0, il existe ¢, co > 0 et deux familles d’opérateurs pseudodifférentiels auto-adjoints
intégrauzr, a noyaux continus tels que

—<61F+€+R1) < TS CQF+€+R2.
Démonstration. Soit € > . On a :

lim Re(caF(m,g) +¢&' —or(m, §)> >0, (1.1)
£—o0
¢erV M
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puisque Re(JT(m,f)) < ||o7||(m,e)id. En effet, on a pour &' > ¢ :

0<cop(m&)+¢e — Re(UT(m, 5)) = Re(c op(m,§) +¢& — UT(m,ﬁ)).

Par la proposition 1.2.31, il vient qu’il existe des familles d’opérateurs Sy d’ordre 0 et Ry a noyau
continu telles que S355 — (cF'+ ¢ —T) = Ry donc que 0 < =T + ¢F + ¢’ + Ry. En changeant
T en —T, I'inégalité (1.1) reste vraie, il vient qu'il existe des familles d’opérateurs S; d’ordre 0
et Ry a noyau continu telles que 0 < T+ ¢F' + ¢’ + R;. En faisant tendre ¢’ vers €, on obtient le
résultat. []

Soit P : CO(M,E*) — C°%(M, E~) une famille G-invariante d’opérateurs d’ordre 0 trans-
versalement elliptique le long des fibres. On notera P : C*°(M, E) — C°(M, E), la famille

. 0 P*
d’opérateurs (15 0 )

Lemme 1.2.34. Soit R une famille continue d’opérateurs intégraux a noyauxr continus.

1. La famille R s’étend en un opérateur borné sur &.

2. Ona R € k(E).

Démonstration.

1. En effet, notons (k%(x,y))sep la famille continue de noyaux continus associés a R. En
appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient :

|Rs(m) |, < /M 1K, )| Pdjan(2) /M ORI

Donc en intégrant sur M,, il vient :

/Mb“R“ )P dps(m /M b /M e ldp()drn(y) /M ) Pdp(m),

comme [y [y |[kg (2, y)|1*dps(2)dp(y) est continue en b par hypotheése sur (1)pep, on a :
[ st Pdgatm) < sup [ [ ) P sup [ st )
M, b My J My, b My
et donc
IRslE <sup [ [ ko) Pdma) i)l som)]
b Jny J M,

De plus, 'opérateur R est adjoignable car

(Rs,s")(0) = [oy Jur, (KR (=, )Sb(ﬂc%Sé(y)>dub(w)dub(y)
= Jug, Jag, (56(2) kg (2,9) s, (y)) dpw () dps (y) = (s, R*s') (D).
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2. Soit {U;}Y | un recouvrement ouvert par des ouverts trivialisant M. La famille produit
R|Ui . Ul — P_OO<F, E‘F)

devient une famille continue d’opérateurs de Hilbert-Schmidt puisque
| b, o) Pdpatm) i)
MbXMb

est une fonction continue de b par hypothése sur (1 )pe 5. On sait quun opérateur de Hilbert-
Schmidt est compact donc Ry, € Co(Us, k(L*(F, Ejr)) = Co(U;))®k(L*(F, Ejr)). Un argu-
ment classique montre alors que R € k(E).

]

Remarque 1.2.35. [28] Si ((Hb)beB,A) est un champ continu d’espaces de Hilbert associé a
un C'(B)-module de Hilbert &£ alors T € k(E) si et seulement si Vu € k(E) et € > 0 tels que
| T, — u(b)|| < e, 3V voisinage de b tel que Vb’ € V || Ty — u(V')]| < e.

Exemple 1.2.36. Si pour tout b € B H, = H alors £ = C(B) ® H et k() = C(B,k(H)), ou
k(H) est munie de la norme d’opérateur.

Proposition 1.2.37. Soit P : C®%(M,E*) — C®%(M, E~) une famille G-invariante d’opé-
rateurs d’ordre 0 transversalement elliptique le long des fibres. On notera P : C®Y(M,E) —

C>YM, E), la famille d’opérateurs (]QD J; ) La famille d’opérateurs P s’étend en un opérateur
borné, G-invariant de Lop) ().

Démonstration. La famille d’opérateurs P est d’ordre 0 donc pour une constante C' assez grande,
on a par le théoreme 1.2.30, qu’il existe une famille d’opérateurs S d’ordre 0, G-invariante et une
famille continue d’opérateurs intégraux a noyaux continus R, G-invariante telles que

P*P=R+(C*-5*S.
Il vient que pour tout s € C%(M, E), on a :
(P*Ps,s) = (Rs,s) + C?(s,s) — (S*Ss, s),

donc
(Ps, Ps) < (Rs,s) + C*(s, s) < ||Rs]|e]lslle + C*[|s]lz.
La famille d’opérateurs R est une famille d’opérateurs intégrale donc elle est bornée. On a alors

(Ps, Ps) < |Rll[Isllz + C*[1s]lz.

et donc ||Ps||2 < (||R]| + C?)||s||?. On pose alors Vs € &, Ps = lim Ps,,, pour (s,) une suite

d’éléments de C*Y(M, E) convergente vers s. Cette limite a un sens car par ce qui précede, (Ps,,)
converge puisqu’elle est de Cauchy. O]
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Théoréme 1.2.38. Soit P une famille d’opérateurs d’ordre 0. Supposons que Elim sup |lop(m, &)|| =
—00 m
0 alors P € k(E).

Démonstration. Par le théoreme 1.2.30, on sait que Ve > 0, il existe des familles d’opérateurs S,
et R telles que P*P+ S*S. —e? = R.. Donc pour tout € > 0, il vient que P*P < ¢+ R.. De plus,
R, est un opérateur compact. Donc dans l'algébre de Calkin £(€)/k(E), on a ||P|| < e, Ve > 0. Et
donc P € k(€). O

Corollaire 1.2.39. Soit P une famille d’opérateurs d’ordre négatif. Alors P s’étend en un opéra-
teur compact, c’est-a-dire P € k().

Démonstration. On a sup |lop(m,€)|| qui tend vers 0 lorsque £ tend vers 'infini. En appliquant le
meM

théoreme 1.2.38, on obtient le résultat. ]

Proposition 1.2.40. On définit une x-représentation = de C*G dans € en posant pour p € L*(G) :

(n()s)(m) = / 2(@)(g - 5)(m)dg, Vs € €

L’intégrale étant définie par (s',w(p)s) = [, 0(9)(s', (g - s))dg, Vs’ € E.

Démonstration. Soient s, s' € € et ¢ € Ll(G) alors on a :

(s, (e = [oe(g9)(s', (g s))dg]
< Jolely IHS I1l(g - s)lldg,

par G-invariance de la métrique sur F, il vient :

(s, 7(@)) < Ja le(@)llsl]slldg
< llepllze sl lls"lI

Cet opérateur est C'(B)-linéaire, en effet 'action de G sur B est triviale donc Vf € C(B), on a :

(m(@)p*fs)(m) = [,(9)(g- pfS)( )dg
—sto(g)f m))(g - s)(m)dg
(g)f(g (m))( s)(m)dg
—pf )fG<p(g g-s)(m)dg
= (p*fr(@)s)(m).

Par G-invariance de la métrique sur E et de la famille de mesures, on obtient que 7(¢)* = 7(¢*).
En effet, on a :
(m(¢7)s, s') = fg‘P Ng-s S>d9
= Joelg (s, 97" - s')dg

= (s, m(p)s").
L’égalité m(p x 1) = w(p) o m(v)) est vérifiée. Développons les deux membres de 'égalité, on a :
mpx)s = [olexv)(g)g- s dg

= fG chp P(h™g)g - s dgdh
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et
m(p)om(¥)s = [,(h) ( W) )dh
= [, e(h) fG k)k - s)dhdk
' ngo k)hk - s dhdk.

En effectuant le changement de variable hk = g, il vient :

() om(y s_// h 9)g - s dhdg,

d’ott 'égalité. Par densité de 'image de L'(G) dans C*G, on obtient le résultat Vo € C*G. O
Lemme 1.2.41. La représentation m est G-équivariante pour l’action par conjugaison sur C*G.

Démonstration. Vérifions que 7 est G-équivariante. On a :
(g p)s = / (g~ hg)h - sdh,
G

en effectuant le changement de variable k = g~1hg, il vient :

m(g-@)s = [op(k)gkg™" - sdk
= (g-7(p))s.

De plus, on a :
(g-0g9-v)(h) = [,(g-)(k)(g- ) (k™ h)dk
= [, (g7 kg)¥ (g7 k~hg)dk,

en posant g~ thg = t, il vient :

(g-wg-v)(h) = [5et)b(t g  hg)dt
= (g- (ex¥))(h).

]

Remarque 1.2.42. Puisque P est G-invariant, il est facile de vérifier que pour tout ¢ € C*G, on
a [m(¢), P] = 0.

Proposition 1.2.43. [45] Soit {v,} une base de l'algébre de Lie g et {vi} la base duale de g*.

1. On définit une famille d’opérateurs
dg = (dgp)vep : C°(M, E) = C°(M, E ® g3),

par dg(s) = Xk: L(v5)s @ vj.

2. Si on étend w auzx 1-formes sur G en posant w(dp)s =Y [, ?O(h)h s @ vidh, alors pour
k Uk
tout p € C®(G) et tout s € CY (M, E), on a dg(m(p)s) = m(dp)s.
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Démonstration. Calculons dg(m(p)s). On a :
da(m(p)s) =2 L{vP)m(p)s @ vy

d
=Y —  en(p)s @
& dti=o

d
=2 o g, P9)(€™g) - s @ vj dg.

En effectuant le changement de variable e'’*g = h, il vient :

d
da(m(p)s) = ij fG %tiogo(e_t“kh)h -sQuf dg
_ O .
=% Jo 5 (Wh- 5 ©u db
= m(dp)s.

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le résultat principal de cette section :
Théoréme 1.2.44. [/5] Le triplet (E,W,P) définit une classe de KKq(C*G,C(B)).

Démonstration. D’apres la proposition 1.2.40, la représentation 7w est G-équivariante et par la
proposition 1.2.37, I'opérateur P € Lo(p)(€). Par la remarque 1.2.42, on sait que [7(yp), P| = 0.
De plus, P est auto-adjoint donc (P* — P)om(p) = 0. Il reste a vérifier que (1 — P?)om(yp) € k(E).
On note op le symbole principal de P. Comme P est transversalement elliptique le long des fibres,
le symbole de 1 — P? qui est équivalent a 1 — 0%, vérifie ’hypothése de la proposition 1.2.33. Donc
Ve > 0, il existe ¢, co > 0 et deux opérateurs intégraux, auto-adjoints, a noyaux continus R; et
Ry tels que
—(aF+e+R)<1—-P*<cF+e+ Ry,

olt F' est une famille continue d’opérateurs de symbole o (m, &) = (14 ¢, (€))(1+|£]?)L. On note

Ag et A les familles d’opérateurs de symboles respectifs ¢, () et ||€]|*. On a modulo des familles

d’opérateurs d’ordre 1 que Ag = didg. En effet, le symbole de dg en (m,&) € TV M est donné

par > (&, f1 (vi))ext(vy) = S a(fr(€), (vp))ext(vy) = i ext(f5(€)). Donc le symbole de d, est
k k

donné par —i int(f*(£)). On obtient alors que le symbole de df,d¢ est donné par (f*(§), f7<(§)) =
¢m (&) modulo des symboles d’ordre 1. Modulo des familles d’opérateurs d’ordre négatif, la famille
d’opérateurs F est donnée par di(1 + A)~'dg. Par la proposition 1.2.43; on sait que dg o 7(p) =
7(dp) est un opérateur borné sur €. De plus, di(1 + A)~! est d’ordre —1 donc par le corollaire
1.2.39, c’est un opérateur compact. Il vient que di(1+ A)~tdem(p) est compact. Pour 1) = ¢* x ¢,
ona :

—7(p)* o (1F + e+ Ry) om(p) < m(p) o (1 — P?)om(p) < m(p) o (cF +e+ Ry)om(yp),
c’est-a-dire

—(@F +e+ Ri)on(y) < (1= P?)on(y) < (cF +e+ Ry) om(y),
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puisque tous les opérateurs sont G-invariants. En décomposant ¢ en Re(¢)) + iIm(v)), on voit
que ces inégalités restent vraies Vi) € C*G. En passant dans l'algebre de Calkin £(€)/k(E), on
obtient que —¢l||7(¥)|| < ||(1 + P2) ow(¥)|| < el|w(¥)|], Vob € C*G et donc que (1 + P?) o m(¢)) est
compact. J

Définition 1.2.45. On définit la classe indice Indng(P) d’une famille d’opérateurs G-invariante
P, G-transversalement elliptique le long des fibres de p : M — B, par :

Indy®(P) = [€, 7, P] € KKg(C*G, C(B))
et IndMB(P) son image dans KK(C*G, C(B)).

Remarque 1.2.46. 1. Si la famille P est invariante par rapport a l'action d’un deuxiéme
groupe compact H dont 'action commute avec celle de GG alors on obtient une classe

Indy2 (P) € KKgyuu(C*G, C(B))

car 'opérateur P est H-invariant et que la représentation est H-équivariante de maniere
évidente puisque les actions de G et H commutent.

2. On notera Ind%‘B(P) son image dans KKy (C*G,C(B)).

Version non bornée de la classe indice

On commence par rappeler des résultats sur les opérateurs non bornés d'un C*-module de
Hilbert sur Cy(X), pour X un espace localement compact [35]. Soient X un espace localement
compact, F un Cy(X)-module de Hilbert. On note F; la fibre en t € X et pour £ € F, & € F sa
valeur en ¢. Si G C F est un sous-ensemble, on pose G; = {&;,€ € G}.

Lemme 1.2.47. [35] Soit G un sous-module de F, on a alors G, = (G);. En particulier, G est
dense dans F si et seulement si F; est dense dans G;, ¥Vt € X.

Démonstration. On commence par montrer que (G); C G;. Soit n € G. Soit ("),en une suite de
points de G convergente vers n. Par définition de n™ — 7, on sait que Ve > 0, 3N € N tel que
Vn € Nsin > N alors Vt € X, on a |[n]" —n|| < e. Donc en particulier, 5 — 1, et donc 7, € Gy .
Montrons maintenant l'autre inclusion. On a G, C G C G donc G; C G et on a G, C F; donc
G, C (?)t O

Pour chaque t € X, soit T; un opérateur non borné sur F;. On a alors un opérateur non borné
dans F défini par (T€), = T,&; avec

dom(T') ={{ € F/& € dom(T}),Vt € T et TE € F}.

Proposition 1.2.48. [35] Supposons que T, soilt auto-adjoint, pour tout t € X et que T soil
densément défini. Alors T est auto-adjoint et les assertions suivantes sont équivalentes :

1. T est régulier;

2. pour tout t € X, (dom(T)); est un domaine essentiel pour T, ;
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3. pour tout t € X, on a (dom(T")); = dom(T3}).

Démonstration. On a que T est régulier si et seulement si Im(i + 7) = F. Donc par le lemme
précédent T est régulier si et seulement si Im(i + 77); = F; et donc si et seulement si (dom(7)); =
dom(T}), donc (1) < (2). L’équivalence (2) < (3) provient du fait que (dom(7")); est toujours
Ti-fermé. O]

Donnons la définition de famille d’opérateurs pseudodifférentiels G-invariante G-transversalement
elliptiques le long des fibres.

Définition 1.2.49. Soit P : C®9(M, E*) — C°°(M, E~) une famille d’opérateurs pseudodiffé-
rentiels d’ordre 1, G-invariante. On dit que P est G-transversalement elliptique le long des fibres
si son symbole o(P) : m*Et — m*E~ est inversible sur Ty M \ M.

Proposition 1.2.50. [33] Soit X une G-variété compacte. Soit W — X un G-fibré vectoriel her-
mitien. Soit Ay : C°(X, W) — C®(X, W) un opérateur pseudodifférentiel G-invariant, d’ordre

0 A

positif qui est G-transversalement elliptique. Alors opérateur A = (A 0 ) est essentiellement
0

auto-adjoint.

Soit Py : C®%(M, ET) — C*°(M, E~) une famille d’opérateurs pseudodifférentiels d’ordre 1,
0 P

PO ) lopérateur

G-invariante et G-transversalement elliptique le long des fibres. Notons P= <
0 (F5)e
) Py, 0
des fibres. On note P, l'extension auto-adjointe de 'opérateur G-transversalement elliptiques F,.
Proposition 1.2.51. Soit PByC>®(M,E*) — C*(M,E~) une famille G-invariante d’opérateurs
0 F
P 0

obtenu en posant pour chaque b € B, P = ( ( ), ou Py désigne l'adjoint formel le long

pseudodifférentiels G-transversalement elliptiques d’ordre 1, et soit P = ( ) comme avant.

Alors avec le domaine
dom(P) := {¢€ € £/&, € dom(P,), Vb € B et Pt € £}

, lopérateur non borné P & — & est essentiellement auto-adjoint. Donc si on note P sa fermeture
alors P est régulier et auto-adjoint.

Démonstration. Clairement P est alors densément défini sur £ car dom(P) contient C*°(M, E).
Pour tout b € B, l'opérateur P, avec le domaine C>°(M,, E}) est essentiellement auto-adjoint
d’apres la proposition 1.2.50, voir [33]. Comme dom(P) = {¢ € £,& € dom(P,) et P¢ € £}, on
obtient par la proposition 1.2.48 que P est auto-adjoint et il reste a vérifier que P est régulier. Par
la proposition 1.2.48, il suffit de vérifier que pour tout b € B, (dom(P));, est un domaine essentiel
pour B,. On a C*(M,, E},) C (dom(P))s, donc P est régulier. O

Définition 1.2.52. [7][Module de Kasparov non borné| Soient A et B des C*-algebres. Un (A, B)-
module de Kasparov non borné (E, ¢, D) est la donnée d’'un B-module de Hilbert E, d'un -
homomorphisme gradué ¢ : A — L(F) et d’un opérateur non borné auto-adjoint régulier D tels
que :
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1. (1+ D?)"'¢(a) € k(E), Va € A,

2. I'ensemble des a € A tels que [D, ¢(a)] est densément défini et s’étend en un opérateur
borné est dense dans A.

On rappelle que G agit par conjugaison sur C*G.

Théoréme 1.2.53. Le triplet (€, m, P), oum: C*G — Lo (E) est la représentation définie dans
la proposition 1.2.40, définit un élément de KKg(C*G,C(B)).

Démonstration. D’apreés la proposition 1.2.40, la représentation 7 est G-équivariante et par le
lemme 1.2.42, on a [7(p), P] = 0 Vp € C*G. Il reste a vérifier que (14 P?) "' om(p) € k(£). Notons
Ag le Casimir qui est un opérateur pseudo-différentiel le long des fibres d’ordre 2. L’opérateur
1+ P? + Ag est elliptique le long des fibres, en effet o4(1 + P? + Ag) est inversible Vb € B car
o(P) est inversible dans le sens transverse aux orbites et o(Ag) est inversible dans le sens des
orbites [1]. On rappelle que la résolvante d’une famille d’opérateur elliptique est compact (voir par
exemple [68]). On en déduit que sa résolvante (1 + P2 + Ag)~! est compacte. On va montrer que

(1+ P+ Ag) om(yp) — (1+ P om(p) € k()

et donc que (14 P?)om(p) est compact. On note A le Laplacien sur G. En utilisant que Agm(p) =
m(A¢) et que [7(p), P] =0, on a :

(1+ P2+ Ag) T om(p) = (1+ P om(p) = —(1+ P2+ Ag) " Ag(1+ P2 on(y)
= —(1+P*+ Ag) 'n(Ap)(1 + P*)~"

Maintenant comme 7(Agp) et (1 + P?)~! sont bornés et que (1 + P% 4+ Ag)~! est compact, on a
bien que (1+ P?+ Ag) ton(p) — (14 P?)"Lom(p) € k(E). O

Définition 1.2.54. On définit la classe indice d’une famille d’opérateurs pseudodifférentiels d’ordre
positif, G-invariante, G-transversalement elliptique le long des fibres P, par :

Indg P(P) = [€,7, P].

Remarque 1.2.55. Le lien avec la version bornée est fait dans [7], par l'intermédiaire de la
transformation de Woronowicz (voir théoreme A.3.10). C’est a dire si P est une famille d’opérateurs
pseudodifférentiels d’ordre positif, G-invariant transversalement elliptique le long des fibres, la

P

version borné de son indice est donnée par [E, T, W]

1.2.4 K-Multiplicité

La classe indice de la section précédente peut étre vue comme une classe indice IndM|B(P) dans
KK(C*G,C(B)), en oubliant que la représentation 7 est G-équivariante. On souhaite, pour une
représentation irréductible V' de G, définir une classe mp(V') € K(B) donnant la multiplicité de
V dans IndMB(P). Une fois cette classe définie, on vérifiera que la classe obtenue en effectuant le
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produit de Kasparov de la représentation V et de la classe indice Ind™/®(P) redonne bien mp (V).
Soit V' une représentation irréductible de G. On définit un C(B)-module £F en posant

EG = (VREPC.

La structure de C'(B)-module étant celle induite par celle de £. En tant que champ continu d’es-

paces de Hilbert, il est associé a <(L2(Mb, V ® Ey))pes, AG), ott AY est I'ensemble des sections
continues de V' ® F au-dessus de B qui sont G-invariante. Le produit scalaire est alors donné par

W50 00) = fy alo- (0@ )m)dg, [o(h- (w D) (m)dh) o, dim)
*fM,,foGQ v,h- w) ((g - s)(m), (h-t)(m)) g, dgdhdu,(m)
= Ju, (s(m), 7(Cow)t(m)) g, dpus(m)
= <577T(Cv,w)t>(b)'

On définit un opérateur PG de Lep)(EF) en posant
Py = (idy @ P)jeg.

Lemme 1.2.56. (55, Pg) est un cycle de Kasparov qui définit une classe de KK(C,C(B)).

Démonstration. L’opérateur PF est auto-adjoint et linéaire, il suffit donc de vérifier que (PF)? —1
est compact. On a (P7)?—1 = (idy @(P?~1))eg. Soit (1, - ,e,) une base de V. Soit s = - ¢;®s;
i

un élément de £, On a alors [, g-s = s donc
= [o2p(9)ei ® g - sidg
:chzcejei )6]®gsldg
_Z€]®fG ejel g Sdg
= Z €; & W(Cej,el)sz
Z’j

I vient alors que (P7)* —1=>¢;® ¢; @ (P* — 1) ow(C,,,). En effet,
t?j

(P =D = (idy @ (P~ D)(Se; ©7(Coyu)s)
=Ye® ®(P*—1)o W(Ce] e;)Si
i.j
- Zej ®e; ® (P2 - 1) © ( €j, et)(261®81)
t7j
De plus, on sait que (dim V)C,, o, xCe, o, = Ce, ¢, et que (P*—1)on(C,, .,) est compact. Soit (R7,),,
une suite d’opérateurs de rang fini sur £ convergente vers (P? — 1) o w(C, ;). On définit la suite

d’opérateurs de rang fini (e; ® R}, o w(C., -)), alors celle-ci converge vers e; @ (P? — 1)m(C, ;) ©
W(Cew_) pour la norme d’opérateur issue du produit scalaire sur £7. En effet, on a

(e; ® ((P2 —1)onm(Ce,e;) — R‘ZL) om(Ce;,-) Z er & Sk, Z et @ St) (vae)e
= (((P*=1)on(Cey,) - RI) S 7(C, ek>sk,z7r< edsnbe,
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d’ot la convergence. On obtient que (P%)? — 1 est limite d’opérateurs de rang fini et donc est
compact. On conclut que (5‘9 , PG ) définit bien une classe de KK(C, C(B)).
]

Définition 1.2.57. On définit la K-multiplicité mp(V) dans IndM®B(P) dune représentation ir-
réductible V' de G comme le fibré virtuel image de la classe
(&7, P?)] € KK(C,C(B)),
par isomorphisme KK(C,C(B)) = K(B). Il s’agit donc d’'un élément du groupe de K-théorie
topologique K(B) de B.
Proposition 1.2.58. La classe [EG, PS] est donnée par produit de Kasparov
vl e Ind"®(P) € KK(C,C(B)),

ou 'V est le C*G-module projectif de type fini décrit dans [40]. Ainsi la K-multiplicité de V' dans

Uindice de P est ’élément de K(B) correspondant a ce produit de Kasparov via l’isomorphisme

KK(C,C(B)) = K(B).

Remarque 1.2.59. Il s’agit aussi de la différence formelle de deux champs hilbertiens de dimen-

sions finies au-dessus de B.

Démonstration. La classe [V] est donnée par le cycle [(V,0)] € KK(C, C*G). L’opérateur idy C®GP

a un sens puisque P commute avec I'action de C*G. En utilisant la structure de C*G-module sur V',

il vient que Vo € V., v = Zek e Donc Vs = Ew@sl eV ® E,onas= Zek@)zﬂ( Cepv;)Si-

En utilisant comme dans la proposition precedente que dim VC’e o x C’e]ﬂ, = C’e v, On dedult de la

méme maniere que (idy C®G P)? —1 est compact. En effet, le prodult scalaire sur VC®G5 est donné

par (v ® s, w R t)y g £(b) = (s, 7(Cyu)t)e(b) comme dans la proposition précédente. De plus, les
c*G

C(B)-modules V/ C®G E et (V@ &)Y sont isomorphes. L’isomorphisme est donné par

VeéE = (Veé&)
c*G

Zvi®81' — Zng' (Ui®8i)dg.

Cette application est bien définie car on a bien [, g-(v-@®s)dg = [, g-(v®w(p)s)dg. Calculons
le premier membre,

Jog-(v-9o®s)dg = [, [,e(h)gh™'v® gsdhdg
— [ Jo kv @ (B khsdhdk

= J k(v m(p)s)dk.
De plus, on a
ng : (U ® S)dg = fc%ekcek,v@) ® gsdg

=/ 2 ex ® Coy(9)gsdy
=Yea® Je Cerw(9)gsdg
= Zk: er @ m(Ce, v)S,
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et donc 'isomorphisme est l'identité puisque v®@s =Y €, Cep v @5 =Y €, @T(Ce, »)s. On a donc
% %

bien l'égalité [EF, PF] = [V] 8. Ind™B(P) modulo I'isomorphisme K(B) = KK(C, C(B)). O

1.3 Propriétés de ’indice

On note comme avant T4 M =TV M N T M.

1.3.1 La fleche d’indice

Proposition 1.3.1. La classe indice IndgﬂB(P) ne dépend que de la classe de [o(P)] dans Kg(TY M)
et l'indice induit alors un homomorphisme de groupe :

Indg® : Ko (T4 M) — KKg(C*G, C(B)).
Plus précisément, la fleche [o] IndéA'B(P(U)) est bien définie. Ici P(o) est l'opérateur obtenu
par quantification de o.

Démonstration. On suit [3] et [1]. Soit C'(T¥ M) le semi-groupe des classes d’homotopies de sym-
boles transversalement elliptiques, d’ordres 0 et Cy(TE M) C C(TE M) les éléments représentés
par des symboles dont la restriction au fibré en sphere de TY M est induite par un isomorphisme
de fibrés sur M. On sait que Kg(TY M) := C(TY M) /Cy(TY M), [3]. 1 suffit de vérifier que :

1. si [o] = [¢0'] dans C(T}Y M) alors Indl\GﬂBa = IndngU/’

2. pour P et () des opérateurs transversalement elliptiques le long des fibres, on a Indng(P &)
Q) = Indg/®(P) + Indy®(Q),

3. si P est induit par un isomorphisme de fibrés alors Indl\é‘B(P) = 0.

1. Si [o] = [0'] alors il existe une homotopie o, entre o et ¢’ de symboles transversalement ellip-
tiques, la quantification de cette homotopie donne une homotopie opératorielle qui donne la méme
classe dans KK¢(C*G, C(B)), par définition du groupe de Kasparov KKq(C*G, C(B)).
2.51 P: C®Y(M,E) = C(M,E) et Q : CY(M, F) — CY(M, F) sont des opérateurs trans-
versalement elliptiques le long des fibres alors on a Indg‘B(P eQ)=(EdF,medrr, POQ) =
(&, 7, P) + (F, 77, Q) = Indg °(P) + Indg; " (Q).
3. Si P est induit par un isomorphisme de fibrés sur M alors o(P) est nulle dans K¢ (7Y M) et donc
son indice est nulle dans KKq(C, C(B)). De plus, ici la classe de o(P) dans Kg (T M) est juste la
restriction de celle dans Kg(TV M) & T M. Puisque l'indice dans KKg(C, C(B)) de P est nul, il
existe une homotopie opératorielle (€, 5;), avec S; auto-adjoint et G-invariant, entre (£, Sy = P)
0o U*
et (5,5’1 = (U 0
(S2 = D)r(p) =0et S; =S, car (S —1) € k(). Le cycle (€, ,S,) fourni alors une homotopie
opératorielle entre (£, 7, P) et (€,7,51) € KKg(C*G,C(B)). O

)), ol U est un unitaire G-invariant. On a alors Vo € C*G [r(y), S| = 0,
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Produit extérieur de familles d’opérateurs pseudodifférentielles d’ordre positif

On commence par rappeler un théoreme classique sur les opérateurs pseudodifférentiels d’ordre
positif (voir par exemple [3] paragraphe 9).

Théoréme 1.3.2 ([3]). Soient M — B et M" — B deuz fibrations G-équivariantes. Soient E — M
et B' — M' des familles de fibrés vectoriels. Si P € P™(M,E) est une famille d’opérateurs
pseudodifférentiels d’ordre strictement positif sur E alors la famille d’opérateurs P = P ® id €

P"(M x M'EXE") et se restreint en une famille d’opérateurs de P (M xg M', EX Elvrspnr)-
De plus, o¢(P)e@¢€') =o¢(P)(e) @€, V(En) €eTVM xTVM' ete®e € EKE.

Démonstration. Comme P est une classe d’opérateurs locaux, par partition de I'unité, on peut
se ramener au cas de familles produits sur M = U xV = Vet M'=U"x V' — V' ou U et U’
sont des ouverts respectivement de R™ et R” . On peut aussi supposer que les fibrés vectoriels sont
triviaux de rang 1. Alors pour f € C*(M x M’), Ky et Ky des compacts respectivement de U
et U, on a pour |a| + |f|=s—m >0

“dudu’ < Cowr [i, ' 3 010, fory (u, ') ’

[v|<m+a

S vavl fKUXK, Z

U181+ 1I<s

0205, Py fro.wy (u, 1) du

fKUxKU/

0%, for ()| dudut.

Le dernier membre est continu par rapport a (v, v’), donc pour Ky C V et K{, C V' des compacts,
on obtient que :

N 2
sup fKUXKU/ ‘8385,vavrf(@7vr)(u,u’) dudu’
(v,v)eKy X Ky
2
<C s [ S |0000 fown ()| dudu
(v EKY XKy Y181+ vI<s

On désigne respectivement par HEP (M x M) et HE'%(M x M’) les espaces de Sovolev verticaux
des fonctions a support compact le long des fibres et des fonctions a dérivées partielles d’ordre
inférieur a s dans L>°°. On note Op!.,,(M x M’) les opérateurs bornés C°(M x M') — C~>°(M x
M?"). On a donc que si s > m, P est continu en tant que famille produits

HyGH (M x M) = Hy (M % M)

et que P+ P est continue de Op™ (M) — Op™,.(M x M').

Comme P est une classe locale, il suffit de montrer que pour ¢, 1 € Co(V,C®(U)) et oy,
Py € Co(V!,C*(U")), la famille @, ,» = <Pv<,01,v/pu,u/¢v1/11,v/ e P (M xM'). Pour cela, on construit
une famille Rt € P°_.(M x M), définie pour ¢t > 0 par :

vert
(1) Q © Rt S ,Pg;'rt(M X M/)a
(i) Qo R" — @ quand t — 0 dans Op],.,(M x M").

On commence par choisir une famille de fonctions o*(£,7), (£,7) € R* x R” | & valeurs dans [0, 1]
telle que
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(a) o' est homogene de degré 0 et C* hors de (0,0),

(b) ot =1 pour |§’ < t|77|
= 0 pour [£| > 2t|n].

Soit aussi y : R — R une fonction C'*° telle que

X(A) =0pour [N\ <1
= 1 pour |A| > 2.

Posons alors

pH(&m) =1 = x(t(E )" (€, n).
On définit alors R! par

R, fo (uyu) = (2m) 7" / P& M) fuwr (€, ) H M dedn
et Q' = () o R" est alors donné par

Q! fowr (w, ') = (2) " / 1,0 (W) (Wpo,wr i, (1, §) P (§, M) 1,0 f, 0 (€ m)dEAN
De plus, py. e, p" est une famille continue de symboles d’ordre m telle que Q' € P2, (M x M’).
Pour m > 0, on a

02 (Do, (0, ) (0 (E,m) — 1))
(14 [&] + [nh)™

donc quand ¢ — 0, Q" — @ dans Opl,.,(M x M').

Et on a o(Q") = p1po(py)(1 — 0"y = @196(P)(1 — o)y qui tend vers @106 (P)iiy, comme
le symbole est un objet local, on a que &(P) = o(P).

Maintenant, en prenant V' = V et v/ = v dans ce qui précéde, on a que P se restreint en une
famille de P" (M x5 M', ER E/y;, 10)- O

| < C[g’vﬂ,/tm,

1.3.2 Le cas des actions libres

Soit p : M — B une fibration G x H-équivariante de variétés compactes. On suppose que
l'action de G' x H est triviale sur B et que H agit librement sur M. Notons 7 : M — M/H la
projection, d’apres [1], on sait qu’on a un isomorphisme

1 Ke(TE (M/H)) = Kawu(TE y M),

qui identifie les symboles d’opérateurs G-équivariants, G-transversalement elliptiques le long des
fibres de M/H — B avec les symboles d’opérateurs G x H-équivariant, G x H-transversalement
elliptiques le long des fibres de M — B. Notons m : TYM — M et 7 : TV(M/H) — M/H les
projections. L’application inverse de 7}, est donnée comme suit. Soit ¢ : 7*E+ — 7*E~ un symbole
G x H-transversalement elliptique sur M. Alors on définit sans ambiguité un symbole G-équivariant
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sur TV M G-transversalement elliptique o : 7(ET/H) — 7 (E~/H) par a(m, £)(v) = o(m, ) (v),
owm=rl(m)e M/H, { =7H(&) e TY(M/H), v =" (v) € (E/H).

Soit H I'ensemble des classes d’isomorphismes de représentations unitaires irréductibles de H.
On note y, le caractere associé a a et W, l'espace de la représentation a. On a une application

naturelle :
R(HxG) — Kg(M/H)
% — %

ou V' = M xg V* est le G-fibré vectoriel associé a V* sur M/H. On notera Y, le caractere
associé a x, dans R(G x H) c’est-a-dire le caractere associé a la représentation W, tensorisée par
la représentation trivial de G. On a donc une application :

KK(C,C"H) — KK¢g(C,C*H).
De plus, on peut définir une application :
KK(C*H,C) - KKg(C*H,C)

en moyennant 'opérateur et la représentation est automatiquement équivariante car 'action de G
commute avec 'action de H.

Théoréme 1.3.3. [1] Le diagramme suivant est commutalif :

o H ndM®
Ka(TY (M/H)) = Kan(T¢yM) —> KKa(C*(G x H),C(B))
WZ@J/ lféa@’c*H
Ko (TY (M/H)) i KKq(C*G,C(B)).

G

Dit autrement, si a € Ke(TY (M/H)), alors Indy""P(W* ® a) = o ®c-p IndY P (xH*a). En
particulier, comme élément de Hompc) (R(H) ® R(G),KKq(C*G, C(B))) on a :

Ind} P (71*a) = > Xa® mdy P (W @ a),

aef{
0l Yo est Uélément associé a W, dans KK(C*H,C) et ):ga son image dans KKq(C*H,C).

Démonstration. Soit A : CO(M,7"*E*) — (M, x"*E~) une famille d’opérateurs G x H-
transversalement elliptique le long des fibres associées a 7*a € Kgxu(TgY, yM). Notons 7€ 1a
C*-complétion de C=O(M,7H*E) en tant que C'(B)-module de Hilbert. On a :

Indgsiy (77 a) = [17*€, moxi, Al = 3 Xa ® [(Wa @ 7 EV 7c, (idws @ A)iiny)-
acH
On a I'isomorphisme

COM, W@ B — O®0M/H W' ® F)
S — SM/H,
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donné par sy p(z) = [m, s(m)], z = ¥ (m). On a donc un isomorphisme entre (W} @ 7*&)%
C=o(M/H, W @ E)°.

Il reste a montrer que pour un certain choix de idy» @ A, la famille d’opérateurs idy+ @ A est une
famille d’opérateurs pseudodifférentiels associée & W' @ a € Kg(TgY (M/H)).

Soit Ay : C*Y(M/H,7*ET) — C*%(M/H,7"*E~) une famille d’opérateurs pseudodifférentiels
d’ordre 1 associée a a. Choisissons {O,} un systeme de trivialisations de 7T : M — M/H et
{#3} une partition de I'unité. Soit M; = (7")~"(O;) = O; x H, notons A = qﬁ]Al(bj la famille
d’opérateurs pseudodifférentiels d’ordre 1 induite sur Oj, elle se releve en une famille d’opérateurs
pseudodifférentiels A PYM;, 7"*E) sur M;, par le théoréme 1.3.2. Par I'intermédiaire des
¢j, cette famille d’opérateurs pseudodifférentiels peut étre vue comme une famille d’opérateurs
pseudodifférentiels sur M. En moyennant la somme des A7 sur G, on obtient

A= [ g5 Adg
G J

qui est une famille d’opérateurs pseudodifférentiels d’ordre 1 sur M. Comme prendre le symbole
principal commute avec le fait de relever et avec la moyenne, il vient que U(A) représente 7*q. De
plus, si on restreint AJ aux sections provenant de M/H, on retrouve la famille AJ et la restriction
de A aux sections H-invariantes est juste la famille d’opérateurs G-invariants, d’ordre 1, A =

ng-ZAjdg.

Donc la famille d’opérateurs pseudodifférenticls d’ordre 1, A : C(M/H, E*) — C°(M/H, E*)
avec [0(A)] = a se releve en une famille d’opérateurs pseudodlfferentlels A, d’ordre 1 avec [o(A)] =
m*q et en restreignant A en 'application A : C’OOO(M BTy — C’OOO(M 7H*E~), on retrouve
A. On a bien que [(7f*€)" ,Wg,A|H_mv] = IndG ( ), en remplagant a par W7 ® a, on obtient le
résultat. H

Corollaire 1.3.4. Soit p : M — B une fibration G x H-équivariante. Supposons que l’action de
G x H soit triviale sur B et que laction de H soit libre sur M. Alors pour a € Kg(T*V(M/H)),
on l’égalité suivante :

YXa Rc+a Indl\é‘B(ﬂH*a) = IndéﬂH‘B(wz ® a),
oum : M — M/H est la projection et Indg/HlB(wZ ® a) est donné par lindice G-équivariant
des familles elliptiques le long des fibres de M/H — B.
En particulier, comme élément de Hompq) (R(H) ® R(G),KK¢(C, C’(B))) on a:

Ind} P (71*a) = > Xa® mdy P (W @ a),

aef{

ot X est élément associé a W, dans KKqg(C*H,C).

1.3.3 Multiplicativité

Soient G et H deux groupes de Lie compacts. Soient p : M — B une fibration G-équivariante
de variétés compactes et p’ : M’ — B’ une fibration G x H-équivariante de variétés compactes. On
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suppose que l'action de G sur B est triviale et que les actions de G et H sont triviales sur B’. Si
B = B’ alors le produit fibré M x g M’ est une fibration G x H-équivariante sur B. On souhaite
que l'indice du produit de a € Kg(TgV M) et b € Kayxu (T M') dans Kaxu (1Y, (M x g M')) soit
calculé par un produit de l'indice de a et de 'indice de b.
a®l —1®0b*
1®b a"®1
l'on restreint a T5Y (M x g M'). Ce produit est bien défini car tout élément de Kq (T3 M) peut
étre représenté par un symbole sur TV M inversible sur 75" M sauf pour la section nulle [1].
Soit Ap : B — B x B l'application diagonale. On note [Ag] I’élément du groupe de Kasparov
KK¢(C(B) ® C(B),C(B)) associé au cycle (C(B), A%y, 0).
Rappelons I'application de descente de Kasparov [44]. Soient A et D des G-C*-algebres. Rappelons
tout d’abord que si A est une G-C*-algebre alors on peut définir une C*-algebre A x G. En
effet, l'algebre C'(G, A) est une algebre involutive pour le produit et 'involution qui suivent a; -
) = Jgai(s) - s(ax(s™'t))ds et a*(t) = t(a(t™"))*, ol a, a1, a; € C(G,A). En complétant
1 image de C(G, A) par la représentation réguliere C(G, A) — L(L*(G, A)) donnée par la formule
= [t (s H)ds ona € C(G,A), l € L*(G, A), on obtient la C*-algebre A x G.
Smt 5 un G-D- module de Hilbert alors on peut deﬁnir un D x G-module de Hilbert en posant
5) = fGe(t)t(d(t_ls))dt et (er,e2)(s) = [t t),es(ts))e)dt, ol e, e1, ea € C(G,E) et
d € C(G,D). Si 7T A —> ED(E') est un k- morphlsme alors I'application 7% : A x G — Lp(€)
donnée par (7 = [, s7't))ds est un x-morphisme. Si T € Lp(€) alors il induit
un opérateur T 6 ﬁng(S X G) deﬁm par (Te)(s) = T(e(s)).
L’application de descente j¢ : KKg(4,D) — KK(A x G, D x G) est donnée par [(£,7,T)] —
(€ x G, 7°¢ T).

Le produit de a et b est donné par le sharp-produit afb = < > [1], voir aussi [3], que

Théoréme 1.3.5. Soient a € Kg(TEV M) et b € Kaxu(Th M'). Lorsque B = B’ on note i :
M xg M — M x M'.

1. L’indice de atb € Kaxu(TEY. y(M x M')) est donné par le produit suivant :
Ind "M B (2p) = jGIndY B (b) @c-¢ Ind™ B (a) € KK(C*H @ C*G, C(B) ® C(B)).

Linclusion T, i (M x gM") < TgY. ., (M x M') est une inclusion fermée (G'x H -équivariante).
2. L’indice de i*(afb) € Kaxu(TgL (M x5 M')) est donné par :

IndMXBM'|B(i*aiib) — IndMXM"BXB(aﬁb) ®c(sxB) [AB]-

Démonstration.

1. Soient Ag : C°°(M, E) — C%(M, E5 ) une famille d’opérateurs d’ordre 1 G-invariante,
G-transversalement elliptique représentant a et (&, mg, A) le (C*G, C(B’))-cycle de Kasparov non
borné associé défini a la définition 1.2.54. Soient By : C*Y(M, Ef") — C*°(M, E;) une famille
d’opérateurs d’ordre 1 G x H-invariante, H-transversalement elliptique représentant b et (€, 7y, B)
le (C*H, C(B))-cycle G-équivariant de Kasparov non borné associé défini a la définition 1.2.54.
On note Q(T) = T(1+7?)~! la transformation de Woronowicz d'un opérateur régulier autoadjoint
T. Rappelons que les classes indices associées respectivement a (&, 7g, A) et (&, 7y, B) sont
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respectivement Ind™ ™' (4g) = [(&, ¢, Q(A))] et Indy P (b) = [(&, 71, Q(B))]. Remarquons que
l'opérateur 1 ®,, A est bien défini puisque A commute avec 7. On va montrer que le cycle
(&1 X G @ E0, T3 ey 1, Q(B @ 1 +1 @5, A)) est le produit de Kasparov de jGIndg‘B(B) et
Ind™'® (A).

Rappelons que si Py est une famille d’opérateur pseudodifférentiels d’ordre positif entre deux

fibrés, on note P la famille d’opérateurs ( ]g ](3)0>. Remarquons que B ® 1 + 1 ® A est bien
0

I'opérateur obtenu a partir Bel+1® A pour définir la classe indice puisque ce sont deux
extensions auto-adjointe de B®1+1® A qui est essentiellement auto-adjoint d’aprés la proposition
1.2.51. Vérifions que Ind™MPB(A4B) = (&, ® &, mawm, B® 1+ 1 ® A)] est bien donné par
(61 X G @y E0, Tl X G @y 1, Q(B @1 1 +1 3Ry, A))].

Soit U : C°°(G C’OOO(M E)) @ C®9(M', Ey) — C=9Y(M x M', Ey K E,) I'application définie par
Uls®s) = [,s(t) ® g - s'dg. On vérifie facilement que U(s - ¢ ® ') = U(s @ mg(p)s), Vs €
C>(G, C’OOO(M E1)), ¢ € C®(G) et s € CO(M’, Ey) donc U induit une application encore noté
U de C®(G,C(M, E1)) @y, C°(M’', Ey) dans C°(M x M, E;K E,). Cette application s’étend
en un isomorphisme unitaire de & X G @, & dans & ® &. En effet, U(C™(G,C*°(M, E})) ®x,
Cc> O(M’ Eg)) est dense dans 51 ®Ey et on a l’egahte (U(s1 ®ng 52), U(s/1 Ore 3/2)>gl®52 = (3,1 Ore
52, S) O 52>5MG®WG52, Vsl, 5, € E1 1 G et 89, 55 € E. Vérifions égalité (U(s) @rp, 52), U(8) Org

)>51®52 <81 Rre S2, 31 Qg 52>51>qG®7TG(5‘2. On a :

(U(81 ®rg 52), U(S) Ongs 85))ere, = / /(Sl(h) ® h - 52,8, (k) ® k- 85)e,0e,dhdk

:fj<sl(h),s’1(k)>gl<sg,h—1k.s;>52dhdk.
GJG

En effectuant le changement de variable classique g = h™'k, il vient :

<U(81 ®7TG 52)7 U(Sll ®7TG 5,2>>51®52 - ‘91 hg)>51 <82’g 52>52dhdg

ff‘SQ? 81 hg)>5lg 32>52dhdg
GJG

(81 Oy 59, 81 Ong 32>€1><1G®7T052

Il reste a vérifier que U entrelace les représentations et les opérateurs. Soient v € C®(H) et
0 € C®(G), sy € C°(G,C®%M, E;) et s, € C®(M', E,). On a :

WHXG(w “ ¢) (U(Sl © 32>) = THxG w ® (/ ( ) - Sth)
/H . / (h ,9) - (51(t)) @ (gt) - sadtdhdyg.
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En effectuant le changement de variable gt = u, on obtient :

Taxa( ® CZ))( 51 ® 52 /H G/ P(h ,9) - (51(97 ') ® (u) - spdudhdg
_ / /G (6 ® 0(9))g - (51(97"0)) ® () - sududg

= | (@i (@ @ ¢)(s1))(w) @ (u) - spdu
a
= U5 (¢ ® ¢) ®ng 151 ®rge 52)),
donc U entrelace les représentations. Calculons (B ® 14+ 1® A)(U(s1 ®g, $2)). On a :

(B1+1® A)(U(s) @5 52)) (B®1+1®A (Jo51(t) @t - s9dt)
f )@ t-sy+s1(t) @t A(sg)dt
Ja le ®t Sy +51(t) @t - A(s2)dt
U((B ®nrq 1 + 1 ®ng A)(51 ®rg 52)),

donc U entrelace les opérateurs.
Qn va montrer que l'opérateur Q(B @z, 1 + 1 &g, A) est une Q(A)-connexion sur & X G Ry, Es.
Ecrivons . .

Q(B @rp 141 @5, A) = M2Q(B) @r, 14+ N1 @0, Q(A),

1+ B2®,,.1 1+1®,. A2
on M = 5 Ong et N = 1 O . Remarquons que les opéra-
1+BQ®7TG1+1®WGA2 14+ B2 ®np 14+ 1Q,, A?

teurs M et N sont bornés autoadjoint, qu’ils commutent et que leur somme M + N est égale a
1+ (14 B?@, 1+ 1@, A?)~L. Pour montrer que 'opérateur Q(B ®y, 1 + 1 @y, A) est une
(QQ(A)-connexion sur & X G @y, & il suffit de montrer que M est une 0-connexion et que N est
une l-connexion. On obtient alors par un résultat classique sur les connexions que M2 est une 0-
connexion et que N'/2 est une 1-connexion, donc que Q(B @y, 1+1®,, A) est une Q(A)-connexion
puisque 1 ®,, Q(A) est une )(A)-connexion.
Vérifions que M est une 0-connexion. Il faut montrer que M oT; € k(&1,E MG R4, &), Vs € & xG.
Soient ¢ € C*(G) et s € C*%(M, E;), on a :
1+ B? @, 1

M o Tz, " e 1113 AQOTsoﬂg(gO)
TG TG

1+1®., A _
= OT1+B2 30(1+A2) IOWG(QO)
1+ B2 ®p, 1+ 1@y, A2~ 0B

= NoTuipso (1+ A% oma(p).

Comme (14 A?) " omrg () est compact, on déduit que M oTyg, est compact car N € L(E4G @, E)
et Ti11p2ys € L(E2,E4G Rr, £2). De plus, 'application qui a s € & x G associe M o T est continue
donc on obtient que Vs € & x G, M o T, est compact. On en déduit que M est une 0-connexion.
Pour montrer que N est une 1-connexion il suffit de vérifier que (1+ B?*®,,1+1®,, A*)~! est une
0-connexion puisque M + N =14 (1 + B?* ®,, 1 + 1 ®,, A?)~'. On conclut de la méme maniére
que précédemment puisque (1 4+ B> @, 1+1®,, A?) ' =No(1+1®,, A"

Il reste a vérifier la condition de positivité pour les connexions. On a :

[Q(B @ 141 @4 A), Q(B) ®rp 1] = 2MQ(B)? @, 1
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done m5%(0) @7 1Q(B @ 1+ 1@, A), Q(B) @ 171 @, 1 est positif modulo k(E; x G @y, E).
2. Pour la deuxieme égalité, le produit a droite de Indé“M ‘B(aﬁb) par [Ag| permet de voir

le module & ® & comme un module sur C(B). O

1.3.4 Excision de la classe indice

Dans cette section, on montre une propriété d’excision qui permet de ramener le calcul de
I'indice d’une famille d’opérateurs G-transversalement elliptique le long des fibres sur un ouvert
au-dessus de B au calcul de I'indice d'une famille d’opérateurs G-transversalement elliptique sur
une G-fibration compacte.

On commence par un rappel de [25]. Ce dernier contient les idées utilisées dans la preuve du
théoreme d’excision.

Lemme 1.3.6. [25] Soit (€, 7, F) un (A, B)-bimodule de Kasparov. Soit ICy la C*-sous-algébre de
k(E) engendrée par [r(a), F] , w(a)(F? —1) et w(a)(F — F*) pour a € A et les multiples par A, F
et F*. Soit & le B-sous-module fermé de £ engendré par KC,E. Ce module £, est appelé le support
de (E,m, F). Il est stable par 'action de A et de F'. Notons Fy la restriction de F' a &;. Les classes
de (&1, m, Fy) et (€, 7, F) coincident dans KK(A, B).

Démonstration. Soit £ le sous-C'(B) @ C([0, 1])-module hilbertien de &€ @ C([0, 1]) donné par =
{e € &le(1) € &1} Soit F l'opérateur définit par F(e)(t) = F(e(t)), Ve € € et soit 7 : A —

L(€) défini par 7(p)(e)(t) = m(p)(e(t)). Alors (€, 7, F) définit une homotopie entre (£, 7, F) et
(51, ™, Fgl)' ]

Nous utilisons le lemme suivant démontré dans [1] lemme 3.6 dans le cadre ot B est le point,
voir aussi [3]. La preuve étant identique est omise ici. Soit U un ouvert d’une G-fibration compacte
p: M — B, l'action de G sur B étant triviale. Notons j : U < M V'inclusion. Soit 7 : TVU — U
la projection du fibré tangent vertical défini par TVU = ker((p o j).), TV U est alors un ouvert de
TVM. On note TYU =TVU NTgM.

Lemme 1.3.7. Chaque élément a € Kg(TLU) peut étre représenté par un complexe homogéne sur
TV'U de degré 0

0 T E 1Bl —0
tel qu’en dehors d’un compact de U, les fibrés E° et E' sont triviauz et a est lidentité.
On a le théoreme d’excision suivant.

Théoréme 1.3.8. Soit j : U — M un G-plongement ouvert. On suppose que p : M — B est une
G-fibration de variétés compactes et que l'action de G sur B est triviale.

Alors la composition Kg(TYU) —2>Kg(TY M) — Ind¥P_ KK(C*G,C(B)) ne dépend pas de
7.
Démonstration. Soit a € Kg(TYU). On note ¥ : TVU — U la projection. On commence par
représenter a par un symbole d’ordre 0 sur 7V U

0——=7a"*"Et Z>7"*E- ——0,
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trivial en dehors d’un compact K de U en utilisant le lemme 1.3.7. On note £ = ET @& E~.
L’inclusion j définit une application j, en Kg-théorie :

Jo  Ka(TgU) — Ka(Tg M).
L’application j, consiste a prendre la classe de I'extension de ¢ trivialement en dehors de U sur
M.
On note j,E le fibré E étendu trivialement en dehors de U, € = C=0(M, j*E)C(B). On choisit une

famille P d’opérateurs pseudodifférentiels associée & o sur U tel que P est lidentité en dehors du
support L de o, c’est a dire si s € C2%(U \ L, E*) alors Ps € C*%U \ L, E™) et est donné par

P(s)(z) = (¥7) " 0 9f)(s(x)),

ott 1* sont les trivialisations de E* en dehors de L. On note comme d’habitude P 'opérateur

0 P*

P 0
En utilisant une telle fonction #, on étend par l'identité la famille d’opérateurs P sur M, et on
note j, P cet opérateur sur M. Cette famille j, P a pour symbole j,o et est G-transversalement
elliptique le long des fibres de p : M — B. Soit € la complétion de C*°(M, j*E) comme C(B)-
module hilbertien défini comme & la section 1.2.3. On obtient alors une classe indice IndM®B(j, P) =
[E, 7, j.P]. L’application j permet de voir C>°(U, E) comme sous-module de £. On note Eyc
la complétion de C*O(U, F) dans . L’opérateur j,P préserve le sous-module fermé Eycpr. En
effet, si s € C9(U, E) alors j,P(s) = P(s) € C°U, E). De plus, la représentation = de C*G
préserve Eycar. En effet, m préserve C0(U, E) puisque U est un ouvert G-invariant de M donc
Eyca- On obtient donc une classe bien définie [Eycnr, 7, j. P, ] € KK(C"G,C(B)). Le cycle

ainsi obtenu est aussi un représentant de la classe indice IndMB(j, P) de j,P. En effet, grace au
lemme de Connes-Skandalis rappelé ci-dessus (voir Lemme 1.3.6), il suffit de montrer que les deux
cycles admettent méme support, car alors les opérateurs restreints coincideront comme nous allons
le voir. Or cela est clair dans notre situation puisque si x € C%(U, [0, 1]) est une fonction égale
a 1 sur le support de 6 alors ((j,P)? —id)(s) = ((j.P)? — id)(xs).

Soit maintenant U’ un ouvert d’une fibration p’ : M’ — B difféomorphe a U, on note j' : U —
M’ Tinclusion. Notons f : U — U’ le difféomorphisme, on suppose en outre que poj = (po
j) o f. La classe de I'élément a € Kg(TLU) vu comme élément de Kq(TYU’) en utilisant f
peut étre représentée par (f1)*o. On associe a (f~1)*o opérateur (f~1)*Pf* que 'on étend par
I'identité sur M’ en un opérateur j;P. On obtient alors comme pour U encore une classe indice
IndM/‘B(j;P) = [£', 7, j.P] en complétant C=O(M’, j.(f~1)*E). On définit un sous-module fermé
Eyreap de manire similaire & Eycpr. On obtient alors que Ind™ ?(jLP) = [Ecpm 7, 4P, .

ulcmM!
Mais le cycle (Ecpprs 7 j;Pgl,J ; ) est alors unitairement équivalent au cycle (Eycar, 7, ju P EUCM)'
‘e’

En effet, si (1)oen et (1)pen désignent respectivement les familles de mesures de type Lebesgue
sur respectivement M et M’ utilisées dans la définition des classes indices précédentes alors on note
h = (hy)pep la famille continue de dérivée de Radon-Nikodym associée au-dessus de U identifié a

U’ en utilisant f. On obtient alors un unitaire V : Eycpr — Eprcpr donné par s — Vh(f~1)*s.

1 /
De plus, V() PfV = ———=P/Fhet Vg (p)V = 7(©)V/f*h qui donne un cycle

VIh

). Soit # € C>°(U,[0,1]) une fonction égale & 1 sur L et dont le support est noté L.

frh
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unitairement équivalent & (Eycar, 7, 74 P 5UCM). Donc la classe indice ne dépend pas du plongement
J choisi. O
Remarque 1.3.9. L’équivalence entre les cycles (€, m, 7. P) et (5UCM77T7j*‘F)\£UcM) peut étre dé-
duite plus immédiatement en s’inspirant de la preuve du lemme 1.3.6, voir appendice A [25]. En
effet, soit € le sous-C'(B) ® C([0,1])-module hilbertien de € ® C([0,1]) donné par £ = {e,e(1) €
Evcar}. Soit 71 C*G — L(E) la représentation déduite de 7 en posant (7(p)e)(t) = 7(p)(e(t)) et
soit F' 'opérateur déduit de j, P en posant F'(e)(t) = j.P(e(t)). On vérifie facilement que le cycle
(€, %, F) est une homotopie entre (€, 7, j,P) et (5UcM,7r,j*P|gUCM).

1.3.5 Naturalité de ’indice et induction

On reprend ici quelques constructions de [1]. Soit G un groupe de Lie compact. Soit H un
sous-groupe fermé de G. Notons i : H < G l'inclusion. Le groupe G est une G x H-variété pour
'action donnée pour g, ¢ € G et h € H par (g,h) - ¢ = g¢’h~'. Soit p : M — B une fibration
G-équivariante. On suppose encore que l'action de G sur B est triviale. On dispose d’un produit
[1] (voir aussi la section précédente) :

K (T M) ® Ko (T5G) = Kaxn (T (G x M)).
Comme H agit librement sur G x M, 'espace Y = G x gy M est une variété qui fibre sur B et
KGXH(Tng(G X M)) >~ Kq (TgY).

L’opérateur 0 : C*(G) — 0 est G-transversalement elliptique et 75.G = G x {0}. De plus,
[0(0)] € Kaxu(TEG) = R(H) est la classe du fibré trivial. On peut alors définir une application i, :

Kg(Ty M) — Kg(TYY) en composant le produit par [o(0)] avec I'isomorphisme I(GXH(T(‘;/X (G %
M)) >~ Kg (TGVY).
Rappelons maintenant la définition de I’élément i* € KK(C*G,C*H) construit dans [41]. On fixe

des mesures de Haar sur H et G. On considere sur 'espace C'(G) des fonctions continues sur G a
valeurs dans C la structure de L'(H)-module a droite induite par laction de H & droite sur G :

o lg) = /H ogh " Y(h)dh, Vo € C(G) et € L' (H)

et la structure hermitienne a valeur dans L'(H) suivante :

f17f2 /fl f2 gh

On note J(G) la complétion de C(G) pour la norme || f| = ||(f, f)|l¢2 induite par la structure

hermitienne. Notons 7g : C*G — Le=p(J(G)) la représentation naturelle de C*G induite par
l’action de G sur G a gauche.

Définition 1.3.10. [41] L’élément * € KK(C*G,C*H) est défini comme la classe du cycle
(J(G), 76, 0).
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Lemme 1.3.11. L’élément i* est l'image par [’équivalence de Morita entre C(G/H) x G et C*H
de la représentation triviale de H vu comme fibré trivial G-équivariant sur G/H.

Démonstration. Dans KK (C,C(G/H)) la représentation triviale de H est donnée par le cycle
(C(G/H),0). Son image par la descente de Kasparov j¢([C(G/H),0]) = [C(G/H) x G,7g,0] est
un élément de KK(C*G, C(G/H) x G). Le cycle fourni par I’équivalence de Morita est [J(G), p, 0],
ou p : C(G/H) x G — Lc+u(J(G)) est donnée par p(0)s(g) = [,0(t,g)s(t'g)dt pour 0 €
C(G,C(G/H)) et s € C(QG). O

Lemme 1.3.12. Notons x& la classe dans KK(C,C*H) de la représentation triviale de H. On a
l’égalité suivante :

i" = x¢ @cou j7 (Ind“([o(0)])) € KK(C*G,C"H).
Démonstration. Montrons que C ¢+ (L*(G) x H) est unitairement isomorphe aJ (G) Soit U :
C® C(H,C(GQ)) — C(G) Iapplication linéaire définie par U(A ® s)(g) = )\fﬁ s(h, gh=")dh, pour
AeCetse C(H,C(GQ)). Laction py de C*H sur L*(G) x H dedulte de w5 est donnee par

s(h,g) = / V(k)s(k~'h, k™ g)dk, pour ¢ € C°(H) et s € C*(H, C(Q)).
H
Ici A -4 est le scalaire X [, ¢(k)dk. Soient A € C, ¢ € C*(H) et s € C*°(H,C(G)), on a alors

UN® pu(y = )\/ / V(k)s(k™ u, tu™ k) dkdu,
en effectuant le changement de variable classique k~'u = r, il vient :
UN® pu(y —)\//¢ s(rytr~ Y dkdu = U(\ - @ 5)(t).

On en déduit que U induit une application sur C ®¢+y L*(G) x H que 'on note encore U. L’ap-
plication U est C* H-linéaire. En effet, pour ¢ € C'(H) et s € L*(G) x H, on a :

:/ / s(h, gh™ 'k~ (k)dkdh = U(s) - ¢(g).

Vérifions que U est unitaire. Soient s et ' € C® C(H,C(G)). D'une part, on a :

WV et = [ TEUE g = [ [ [ STk e ghe vy
d’autre part, on a :

<37 S/>C®C*HL2(G)><1H fH (k‘h))Lz(G)dk‘
fH fH fG fH (k, g1)s' (utkh, gyu)dkdudg,.

En effectuant le changement de variables ¢t = u~'kh, il vient :

<873/>(C®C*HL2(G)><1H<h) :/ // S(k7gl)sl(t’glkhtil)dkdtdgb
HJGJH
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En effectuant le changement de variable g = ¢, k, il vient :

(5, 8V cop 12(yan () = / / / s(k, gk=1)s' (¢, ght~")dtdgdk,
HJGJH

d’ou <3’S/>C®C*HL2(G)>4H = <U(S), U<5/)>J(G)‘

Vérifions enfin que U(C ®,,, C(H,C(G)) est dense dans C'(G). Soit ¢ € C(G). Soit u, une unité
approchée pour 'algebre de convolution C'(H). Notons s, = 1 ®,, (u, ® ¢). On a alors ||U(s,) —
?|l 5 qui tend vers 0 quand n tend vers l'infini. En effet, |[(U(s,) — ¢)* x (U(sn) — @)l 11y <
[U(s2) — 813 et on a

U (s0) = 6113 = Jiz | [y 1n ()21 (R) 2 0(gh~1) ¢<g)d§;2dg
< Jo S wn(h)dh [ wn(h)|6(gh™") = é(g)| dhdg
= [ un(B) |7, (6) — |3dh,

olt 7,1 est la translation & droite par ™! qui est une application continue de C'(G) vers C(G) en
norme 2. De plus, le support de u,, se concentre sur I’élément neutre de H quand n tend vers l'infini
donc [|U(s,) — ¢||3 tend vers 0 puisque ||75,_,(¢) — ¢||3 tend vers 0 lorsque h tend vers 1'élément
neutre de H.

I est clair aussi que, 'opérateur U entrelace A ®,,, 1 et 7. En effet, I'action de G est a gauche
et laction de H est a droite de sorte que U o 73" (0) = 7g( [, 0(h)dh) o U, V6 € C(H,C(G)).
Rappelons pour finir cette preuve que le produit de Kasparov de deux cycles (&1, 71,0) € E(A, B)
et (E9,m9,0) € E(B,C) est donné par (&1 @, Ec, ™ @, 1,0) € E(A,C) puisque m ®5, 1 est alors
compact, voir par exemple [50] [Proposition 4.7]. O

On note aussi i, : KK(C*H,C(B)) — KK(C*G,C(B)) le produit de Kasparov a gauche par
i* € KK(C*H,C*G).

Théoréme 1.3.13. [1] Le diagramme suivant est commutatif.

T

Ky (T}j M) Ka (Tg Y)

IndMIB l \LlndYB

KK(C"H,C(B)) —— KK(C"G, C(B))
Démonstration. Soit a € Kg(T} M). Par multiplicativité de I'indice, on a :
Ind M (a - [0(0)]) = j7 (nd“*([0(0)))) @c- 1 Ind™B(a).
De plus, I'isomorphisme K¢ xn (Tng(G X M)) >~ Kq(TYY) envoie a-[o(0)] sur i.(a) par définition
de i,. Par le théoréme 1.3.3, on sait que Ind¥'®(i,(a)) = x¥ @i Ind“MB (- [0(0)]). On déduit :
(i, (0)) = x§' @cn [§7 (10 ([0 0)])) @-1s P ()]

D’apres le lemme précédent, on a i, = Y ®@c-g 57 (IndG‘*([a(O)])) € KK(C*G,C*H). On obtient
alors le résultat par associativité du produit de Kasparov. O]
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Remarque 1.3.14. [1] Tout groupe compact peut étre plongé dans un groupe unitaire donc par
le théoréme précédent, on peut ramener le calcul de l'indice a un groupe G connexe. Il n’est
pas en général possible de restreindre a un sous-groupe fermé quelconque. Toutefois si Gy est la
composante de l'identité d'un groupe de Lie compact G alors T4 M = TC‘;/OM et on peut alors
restreindre a Gg. Il y a malheureusement une perte d’information puisque I'application naturelle
C~(G) — C~(Gy) n’est pas injective (si G est par exemple fini, c’est la différence entre le
nombre de Lefschetz et I'indice).

Il est aussi possible de ramener le calcul de la fleche d’indice & celui correspondant a un tore,
et on procede maintenant a la construction de la fleche d’induction. Notons d’abord que si M
est une G-fibration compacte alors 'application (g,m) — (¢gH, g - m) est un difféomorphisme G-
équivariant de la G-fibration Y = G xyg M sur G/H x M. Supposons donc que G est connexe et
que H est un tore maximal de sorte que 'espace homogene GG/ H est une variété complexe donc
K-orientée. On dispose alors d'un opérateur de Dolbeault  sur G/H dont 'indice G-équivariant

est Ind(0) = 1 € R(G). Par multiplicativité de l'indice, on a le diagramme commutatif suivant :

Ka(TgM) Q@ Ko(T*(G/H)) Ko(TgY)
IndMB\L i[ndG/H* lIndYB

KK(C*G,C0(B)) ® KKg(C,C)— = KK(C*G, C(B)).

La multiplication par le symbole [0(0)] € Kg(T*(G/H)) induit donc un morphisme
k:Ka(Th M) — Kg(ThY)
qui respecte la fleche d’indice.

Théoréme 1.3.15. Soit H un tore mazimal d'un groupe connexe G. Notons r = (i,) ' ok :
Kg(TY M) — Ku(TY M) la composition de I’homomorphisme k avec l'inverse de i.. Le digramme
suivant est commutatif :

Ke(Tg M) ————Ku(Ty M)
IndMBl ilnde

KK(C*G,C(B)) ~— KK(C*H,C(B)).

Démonstration. Le diagramme suivant est commutatif :

Ke (T M) —* Ka(TgY)
IngMIB i ilndYB

KK(C*G, C(B)) — KK(C*G, C(B)).
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En effet, si a € Kq(T% M), on a :
IndY®(k(a)) = Ind¥®(a - [0(9)])
= j%(Ind(9)) ®c-c nd™P(a)
= j°(1) ®c-c Ind™B(a)
=1 ®c+q IndMB(a)
= IndMB(a).

En appliquant le théoréme précédent, on obtient que le diagramme suivant est commutatif :
Ka(TY M) —F Ko (TYY) =~ Ky(TY M)
IndMIB l llndYB ilndMB

KK(C*G, C(B)) —==KK(C*G,C(B)) <-— KK(C*H,C(B)).

]

Nous terminons ce chapitre par le théoreme 1.3.16 ci-dessous qui montre la compatibilité de

la fleche d’indice G-transverse avec les fleches de Gysin. Soit donc j : M < M’ une inclusion de
G-variétés compatible avec les projections p : M — B et p' : M’ — B, avec M compacte. Suivant
[1], on va définir un morphisme de R(G)-modules ji : Kg(Tk M) — K (TY M').
Soit N un voisinage tubulaire ouvert G-invariant de M dans M’. Alors N est une G-variété et elle
peut étre identifiée avec le fibré normal de M dans M’. Le fibré TV M est une sous-G-variété fermée
de TV M’ et le voisinage tubulaire U de TV M dans TV M’ peut étre identifié avec le fibré vectoriel
sur TV M obtenu en relevant N @ N par la projection 7 : TV M — M. L’algébre extérieure de
(N ®@C) définit un complexe sur TV N qui est exact en-dehors de la section nulle VM C TV N. 1l
est noté A(TV N). Notons ¢ : TY N — T} M la projection. Si F est un complexe sur T M & support
compact alors le produit A(TV N )iteN ® ¢*E est a support compact sur TY N. La multiplication
par A(TY N) définit un morphisme de R(G)-modules

¢ Ka(TE M) — Kg(TYN),

appelé homomorphisme de Thom. Comme TY N est un ouvert de T4 M’, I'inclusion induit une
application
ky : Kg(TYN) — Ko (T M.

La composition de ces deux morphismes donne ’application de Gysin désirée
g1 Ka(TY M) — Kg(Th M').

Théoréme 1.3.16. [1] Soit j : M — M’ un G-plongement de fibrations sur B avec M compacte.
Le diagramme suivant est commutatif :

Ke(TY M) —2— Ko (TY M)
IndM\B \L ilndM/B

KK(C*G,C(B)) —= KK(C*G, C(B))
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\ M’'|B . , . A g \ ..
ot Ind™'B est bien définie grace au théoreme d’excision 1.3.8.

Démonstration. Par la propriété d’excision, 'indice commute avec k.. Il suffit donc de montrer le
théoréme dans le cas d'un G-fibré vectoriel réel N sur M et ot j : Ka(TE M) — Kg(TYN) est le
morphisme de Thom. On peut écrire N = P xg(,) R", o P est un O(n)-fibré principal sur M.
L’action de G sur P commutent avec 'action de O(n) et 'action de G sur R™ est triviale. On a le
produit suivant :

Kaxom) (TC‘J/XO(n)P) ® Kaxom (TR") = Kaxom) (TC‘J/XO(n)(P x R™)).
On a les isomorphismes suivants :
¢ Ka(Tg M) — KGXO(H)<TC‘¥/><O(TL)P)
¢ Ka(TEN) — KGXO(H)<TC‘;/><O(7L)<P x R™)).
On obtient donc un produit
Ka(TE M) @ Kaxow) (TR™) = Ka(TE N).

L’inclusion de l'origine dans R™ induit un morphisme de Bott i, : R(O(n)) — Kow)(TR") et
on a Ind(i(1)) = 1 € KKow)(C,C) d’apres [3]. Comme G agit trivialement sur R", il vient que
Ind(i(1)) = 1 € KKgxom)(C, C). Le produit par i,(1) fait commuter le diagramme

Ko (TY M) = Ka(TYN)

q{l iqg

Kaxow) (TéxomP) o Kexom) (T¢xom) (P x R™))

on en déduit que si a € Kq(TY M),
Ind”* (g5 (ji(a)) = Ind™ P (g (a) - (1))
Par multiplicativité de I'indice, il vient :
Ind” =B (g3 (ji(a)) = j*O0 (1) @c-aoc-om Md™P(g] (a))
De plus, on a les égalités suivantes par 1.3.3 :

md"® (@) = xJ™ @c-o d"® (g (a)),

Ind™"”(ji(a)) = Xoo(n) ®c+0(n) Ind™ P (g5 (j (a)),
O(n)

ot x5 ™ est la représentation triviale de O(n). On obtient finalement que IndM®B(a) = Ind™®(j(a))
car j*OM(1) = 1.

[
Remarque 1.3.17. — Les différentes propriétés de naturalité de l'indice permettent de ra-

mener le probleme du calcul de I'indice a une fibration du type B x R"™ — B et 'action
d’un tore H sur R".

— Dans ce chapitre, nous avons supposé que B est une variété pour simplifier. Toutes les
constructions présentées se transposent en utilisant le formalisme de [5].
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Chapitre 2

Passage en homologie cyclique

On souhaite obtenir des formules en cohomologie pour I'indice d'une familles d’opérateurs G-
invariantes G-transversalement elliptique le long des fibres. On va utiliser la cohomologie locale
[70] comme théorie cohomologique. On va utiliser les théoremes de coefficients universels en KK-
théorie [73] et en HL-théorie [58] pour la classe indice d’une famille d’opérateurs G-invariants
G-transversalement elliptiques le long des fibres. Les théoremes de coefficients universels (UCT)
sont rappelés en annexe.

2.1 Calcul de la cohomologie cyclique périodique de C*(G)
(d’apres Natsume-Nest)

On note HY(A) le n-ieme groupe de cohomologie cyclique introduit dans [26].

Définition 2.1.1. Soit e un projecteur non nul d’'une C*-algebre A. On dit que e est un projecteur
minimal si eAe = Ce.

Pour tout 7 € G choisissons un projecteur minimal e, € End(V;). Notons e le projecteur mini-
mal correspondant a la représentation triviale de dimension 1. Soient « et 3 les deux applications

A A

de S(G) dans S(G) ® K définies par :

OZ(A)ﬂ- :Aﬂ-®60
ﬁ(A>7r :67T®A7T'

L’algebre K est contenue dans les opérateurs tracables. On note Tr la trace sur K.

Proposition 2.1.2 (]60]). 1. Soit ¢ un cocycle cyclique sur S(G), alors on a :
[0 (¢#Tx)] = [io] dams H}(S(G))

2. a. Sin est impair alors [B*(efTr)] = 0.
b. Sin =2k est pair alors [B*(pfTr)| = (21)]%' > len,  ,ex)S X dans H}(S(G)).
mi)kk!
el

61
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Démonstration. 1. On a

o (PHTr) (A% -+ A") = pfTr(A" @ e, -, A" @ eg) = p(A°, -+, A")Tr((eq)")
:(p(AO,-~-,A") ’

2. On identifie End(V;) avec Hom(C, End(V;)), on a alors :

ﬁ*(gpﬁTr)(AO, e ’An) = gOﬁTI'(G ® AO? e ® An)
= Z 90(6#07 e 7e7Tn)Tr<Ago o A:rln%

O, 5 Tn

mais AY --- A% # 0 si et seulement si 7y = m = - -+ = m,. On obtient donc que
B (pTr) (A%, - A") =3 p(en, - ex)T(A7 - A7),
Maintenant, comme ¢ est cyclique, il vient que si n est impair alors

90<€7T"" 76#) = (_1)n(p(€7ﬁ"' >€7r> = _@(67”'” 76”)

donc @(ey, -+ ,ex) = 0, Vo € G. De plus, d’aprés [24], on sait que Sy, (A%, ... A") =
(2im)REITr (A2 - .- AP,
]

A

Proposition 2.1.3 ([60]). Il existe un chemin d’homomorphismes p; - S(G) — S(G) @ K avec

A

po = et py = f tel que YA € S(G), Uapplication qui a t € [0,1] associe py(A) est différentiable.
Démonstration. Soient respectivement €, o et €y » les isométries partielles respectivement de ey vers

er et de e, vers ¢;. On a eaﬂ = €r,0, €x,0€0,x = €r, €0x€r0 = €0, €0.7Ex = €p€0,x €L ex€ro = €x €.
Notons 1, I'identité de V, et 1 l'identité de L*(G) ® L*(G). Posons

U:Z]-Tr®(€7T,0+60,71')+1_Zl7r®(60+€W)'

L’opérateur U est auto-adjoint et unitaire, 'opération d’adjonction étant prise dans 'algebre des

PN

multiplicateurs de S(G) ® K. En effet,
UU=>> 1, ® (o5 + €x0)(€0x + €r0) + D 1r @ (€0 + €x0) — > 1r @ (€0,r + €x0) (€0 + €r)
-+ Z 17T &® (E(),7r + Emo) -+ 1-— Z 17T ® (60 -+ 677) — Z 17r X (60 + Gw)(Eoﬂr + Emo)

—le®(eo+ew)+Zlﬁ®(eo+ew).

(2.1)
On a alors le premier terme qui se simplifie avec le sixieme, le second avec le troisieme, le quatrieme
avec le septieme et le huitieme avec le neuvieme. On a donc bien U*U = 1. Soit W, I'unitaire de
End(V;®V;) tel que Ad(W) soit donné par Ad(W;)(A,® By) = B® A, dans End(V;) @End(V;).
Posons

V=>We+1-) 1, @1,
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cest un élément de B(L*(G) @ L*(G)) qui est unitaire. En effet, on a :
VV =S W W =S W (L@ 1) + Y We 1

> 1LeL > (1L )W, => 1, 0L +> 1, @1,

Ici le premier terme se simplifie avec le cinquieme, le deuxieéme avec le troisieme, le quatriéme avec
le septieme et le huitieme avec le neuvieme. On obtient bien V*V = 1. Maintenant, vérifions que

Ad(VU)a(A) = B(A), VA € S(G). On commence par calculer Ad(U)a(A), on a :

(2.2)

Ad(U)a(A)
= 1, ®(exo+ o) +1 =D 1 ®(eg+er)A®eg(D 1r ® (€xo+ o) +1— > 1. ® (g +ex))

== (ZAﬂ'®67r,O+A®€O_ZAﬂ'@eO)(Zl@(671'70—}_60771—)—’_1_2171—@(60—’_671—))

En simplifiant A ® ey avec Y A; ® ey, il vient :

Ad(U)a(A)

_ZA ®€7r0 Zl 67T0+€07T +1_Zlﬂ®(60+eﬂ')>
_ZA ®eW+ZA ®eﬁo—ZA ®eﬂo

—ZA R e,.

Caleulons Ad(V)> Ar®er. Ona:

A(VD)a(A) = V(X A, @ en)V°
= ZWWA ®eﬂ+ZAﬂ®ew—ZAﬂ®eﬁ)(ZW§+1—21W®1ﬂ)
= ZW x® er) W* ' ' '

:Zeﬂ®Aﬂ.

On a donc bien Ad(WVU)a(A) = [B(A).

De plus, Ad(VU) est connecté a l'identité par un chemin C*° dans les multiplicateurs de S (é) ® K.
En effet, VU est unitaire donc connecté a Iidentité par [48] et ce chemin H; d’unitaires est bien
dans Aut(S(G) ® K) car V¢ sa norme est 1 donc (1 4+ Ar + A )¥|| Hyul| < (14 Ay + Aw)¥||ul|. En
utilisant le calcul fonctionnel borélien, si on écrit VU = e avec A auto-adjoint alors e’ est une
homotopie C™ entre Iidentité et VU dans Aut(S(G) ® K). O

Théoréme 2.1.4 ([60]).
1. Sim est impair alors SHY(C™(Q)) est réduit a zéro dans HY'""*(C*(QG)). En particulier,
HPY(C>(Q)) = 0.
2. 8im = 2n est pair alors SH{(C®(G)) = S™™(O(Q)) dans H72(C>(G)). De plus,

Uapplication canonique définie a la proposition C.0.7

O(G) — HP"(C™=(G))
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est un isomorphisme.

Démonstration. Soit ¢ € HY*(C*(G)). D’apres la proposition précédente, on sait que a*(pfTr) —
[*(pfTr) € ker(S) donc que
S = S(B"(pTr)).

1. Si m est impair alors 5*(ofTr) = 0 donc S¢ = 0.

2. Sim = 2n est pair alors Sp = S( S plen, - ,eW)S”XW) Il reste a vérifier que

(271'1)”71' s
Papplication qui a 7 associe p(e,, -+, e,)dim V, est dans O(G), c’est-a-~dire

A

sup |p(er, -+, eqr) | dim Vi (1 + X)) ™" < 0.

Comme ¢ est continue, on a que |@(er, -+ ,ex)| < C|leq||f donc puisque dim V; est dans
O(G), on obtient que p(ex, -+, ) dimV; € O(G).
Maintenant, montrons que O(G) — HP°(C*(@)) est un isomorphisme. La surjectivité

découle de ce qui précede. Montrons donc l'injectivité. Soit f € O(G) tel que 74 = 0 dans
HP(C>®(G)). Il existe n tel que S = 0, c’est-a-dire tel que > dim V; f(7)S™x, = 0. Soit

{pr},ce une famille de projecteurs engendrant Ko(C*G) = @ Z. On a X, (pr) = O . Par
[26] proposition 14, on a que

SnXW(pWH T ’pvr’) = (QWi)nn!Xﬂ(pw/) = (27Ti)nn!57f,7r/’

donc on obtient que f(m) =0 Vr et donc que f = 0.

2.2 Application a la classe indice

On note HL(A, B) I'homologie cyclique locale bivariante de la paire de C*-algebres (A, B)
introduite par M. Puschnigg dans [70]. On dispose d'un caractére de Chern-Connes en homologie
cyclique locale bivariante. Ce caractere de Chern-Connes dispose de toutes les bonnes propriétés
attendues. En effet, on a le théoréme suivant :

Théoréme 2.2.1. [70] Soient A et C' des C*-algébres séparables. Il existe une transformation
naturelle

Ch"": KK(A,C) — HL(A, C).

On souhaite appliquer les théorémes de coefficients universels en K-théorie bivariante et en
homologie local cyclique bivariante rappelés en Annexe B. On doit alors vérifier que C*G est dans
la classe N.

Lemme 2.2.2. Soit K un groupe compact. On note (V) .z les représentations unitaires irréduc-

tibles de K et @End(vﬂ) la complétion de la somme directe des End(Vy) pour la norme uniforme
ek
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correspondant a la structure hermitienne sur V.. La C*-algébre du groupe K est isomorphe a

P End(V;).

WEK

Démonstration. [72] On va montrer que 'image par la représentation réguliere gauche de K est

donnée par les opérateurs de la forme Y A, ®id,, avec A, € End(V;) et ||A;|| — 0 quand 7 — oo,

c’est-a-dire Ve > 0 3J C K fini tel que sup [|A;|| < e. On note ||Al|; la norme de Hilbert-Schmidt.
¢ J

Si f € L*(K) alors on a ;dimVWHW(f)H% = [|flI72() < oo donc on obtient que [|7(f)[lz — 0

quand 7 tend vers l'infini. Comme la norme d’endomorphismes est majorée par la norme de
Hilbert-Schmidt, on obtient que ||7(f)|| tend vers 0 quand 7 tend vers linfini. De plus, L*(K)
est dense dans L'(K') car on a les inclusions C(K) C L*(K) C L'(K) donc pour toute f dans
LYK) on a ||7(f)| qui tend vers 0 quand 7 tend vers Uinfini. Et donc Vf € C*K, ||=(f)|| = 0
quand m — oo. Donc I'image de C*K par la représentation réguliere gauche de K est contenue
dans I'ensemble des opérateurs de la forme > A, ® id, avec A, € End(V;) et [|[A;|| = 0 quand
T — o0, car on a A(f) = X 7w(f) ®id, avec ||7(f)] — O.

Réciproquement, il suffit de vérifier que I'image de C*K par la représentation réguliere gauche
contient la somme directe algébrique des End(V;). On a que )\(Cgivej\/dim V) est donné par

1 , . .
El, ® id,, ou EJ; est la matrice élémentaire. En effet, on a :

dim V,
AVAim VCZ )VAm Ve Cr o = CF 6k,
par le lemme 1.2.3. Comme les E; engendrent P End(V;), on obtient le résultat. ]

Lemme 2.2.3. [58] La C*-algébre d’un groupe compact métrisable K appartient a N.

Démonstration. La C*-algebre d’un groupe compact K est isomorphe a @ End(V,). Comme une

rekK
somme directe est une limite inductive et que le dual d’'un groupe compact métrisable est dénom-

brable [72] proposition (5.11), on a bien que C*K est dans N.

Remarque 2.2.4. Si K est de Lie, alors il est métrisable.

Proposition 2.2.5. L’application qui a o € KK(C*G, C(B)) associe le produit de Kasparov Q@+
par « est un isomorphisme entre les groupes KK(C*G,C(B)) et Hom(R(G), K(B)).

Démonstration. Par le lemme 2.2.3, la C*-algebre de GG est dans N. On peut donc appliquer le
théoréme de coefficients universels en KK-théorie. De plus, R(G) est libre car R(G) ~ @ Z. Donc
el

on obtient par le théoreme de coefficients universels que KK(C*(G), C(B)) ~ Hom(R(G), K(B)).
L]

Corollaire 2.2.6. Le groupe d’homologie locale cyclique bivariante HL(C*G, C(B)) est isomorphe
a Hom(HL(C*G), HL(C(B)).
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Démonstration. 11 suffit d’appliquer le théoreme B.0.7 puisque (C*G, C(B)) satisfait le théoreme
de coefficients universels en KK-théorie car C*G € N et qu R(G) est libre. O

On note Hom(Ind™!B(P)) I'image de la classe indice IndM®(P) dans Hom(R(G), K(B)). La somme

> mp(V)xy peut étre vue dans Hom(R(G), K(B)) de la manieére suivante :

ved

siW = @ V, est la décomposition en représentations irréductibles d'une représentation W de
il fini

G alors

S mp(Vixy W= @ Vi— > mpVi).

ved i€l fini i€l fini

Proposition 2.2.7. L’indice d’une famille d’opérateurs G-équivariante G-transversalement ellip-
tique est totalement déterminée par ses multiplicités et on a :

Hom (Ind™®(P)) = 3~ mp(V)xv-

ved
Démonstration. Par le théoréme de coefficients universels B.0.6, on sait que
KK(C*G,C(B)) ~ Hom(R(G),K(B)).
De plus, R(G) est un module libre isomorphe a €p Z. O
ved

Corollaire 2.2.8. Le caractére de Chern en homologie locale cyclique de la classe indice Ind™MB(P)
d’une famille d’opérateurs P G-invariante, G transversalement elliptique est donné par :

Ch™(dMB(P)) = 3 Ch(mp(V))xv,

ved

ot Ch(m,(V')) € H(B) est le caractére de Chern usuel de l’élément mp(V') € K(B) (ici on utilise
HL(C(B)) ~ H(B)).

Démonstration. D’apres le corollaire 2.2.6, on sait que HL(C*G, C(B)) ~ Hom(HL(C*G), HL(C(B)).
Donc Ch(IndMB(P)) est totalement déterminée par ses valeurs sur les représentations irréductibles.
On sait que le caractere de Chern en homologie locale est une transformation naturelle, donc qu’elle
respecte les produits. On a donc

Ch™™(Ind™®B(P)) o Ch™ (V) = Ch™([V] @¢ug IndMB(P)) = Ch(mp(V)).

2.3 Indice distributionel & valeurs dans H(B)

On suppose dans cette partie que B est une variété orientée. Suivant [1], on souhaite ob-
tenir un caractere de Chern distributionnel pour les familles d’opérateurs G-transversalement
elliptiques le long des fibres. Plus précisément, si ¢ € C°°(G) on souhaite savoir si la série
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Y>> Ch(mp(V)){xv,¢)r2(q) est convergente. Ici la série est a valeurs dans H(B) alors que dans [1]
ved
la série est a valeurs dans C. On va montrer que le caractere de Chern de la classe indice converge

en tant que distribution sur C*°(G) a valeurs dans la cohomologie de B si la variété B est orientée.
Pour cela, on va coupler la classe indice avec un élément de la K-homologie de B. On commence
par rappeler quelques définitions et résultats de [37].

Soit T" — M un fibré vectoriel réel de dimension n’. Soit m € R. Soit a une fonction complexe

de classe C'*° sur l'espace total T'. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Pour toute carte locale : ¢ : Q x R" — T (2 ouvert de RYI™M: ¢ application de fibrés),
pour tout compact K de Q et toute paire p € N™M ¢ e N de multiindices, il existe une
constante C' avec

or 01
OxP 04

pour tout z € K, £ € R,
(ii) II existe un recouvrement de M par des cartes vérifiant (7).
On dit que a est un symbole d’ordre m. Si a est un symbole son support Supp(a) est I'adhérence
dans M de 'ensemble {x € M /3¢ € T,,a(z,£) # 0}. Soit S™(M,T') I'espace des symboles d’ordre
m & support compact. L’algébre S°(M,T) est une sous-algebre involutive de Palgebre Cy(T') des

(a0 @) (z, &) < C(1+|g])mt,

fonctions continues bornées sur 'espace total 7', son adhérence dans C,(T') est notée S’ On pose
alors .
S(M.T) =8 /Co(T)

ou Cy(T') est I'espace des fonctions continues nulles & U'infini sur 7'. Si E est un fibré hermitien sur
M, on note S™(M, T, L(E)), (M, T, L(FE)) les algebres correspondantes.

Définition 2.3.1 ([37] définition A.7.1). Soit A : C*(M,E) — C*(M, E) un opérateur pseu-
dodifférentiel d’ordre 0 sur M. Le symbole transverse opv i (A) € S(M,p*T*B, L(E)) est la
restriction de o(A) A TV M+ = (TM/TVM)* ~ p*T*B.

Définition 2.3.2 ([37] définition A.7.2). Un opérateur pseudodifférentiel A : C*(M,E) —
C*(M, E) d’ordre 0 est dit transverse si son symbole transverse est constant le long des fibres,
c’est-a-dire

oprep(A) (M, §) = operep(A)(M, §),
quand p(m) = p(m') et § € T, ) B.

Proposition 2.3.3 ([37] Proposition A.8). Soient E; et Ey des fibrés hermitiens sur M (et sup-
posons que le groupoide Gy = M xpg M agit par isométrie sur E,). Soit QQ : C®°(M, Ey) —
C>®(M, E5) un opérateur pseudodifférentiel transverse sur M, d’ordre 0. Soit Q' : C°(M, E; ®
Ey) — C®(M, Ey ® E3) un opérateur pseudodifférentiel, d’ordre O tel que

oprp(Q) = 15,®0,7p(Q) € B(M, p*T* B, L(E,RE)).

Alors Q' est une Q-connexion pour £1, ou & est le C(B)-module des sections L* le long des fibres
de El.
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Proposition 2.3.4 ([37] proposition A.10.2). Soit P : C*°(M, E;) — C*%(M, E;) une famille
d’opérateurs pseudodifférentiels d’ordre 0 sur M. Soit Q" un opérateur pseudodifférentiel d’ordre 0
sur M tel que

oprp(Q) = 1p,&®0,
ot o’ € S(M,p*T*B, L(E3)) est constant le long des fibres. Alors [P®1,Q'] : C®(M, Ey&E,) —
C>®(M, E\®FEs) est un opérateur pseudodifférentiel d’ordre 0 et

o([P&1, Q1) = [o(P)&1,0(Q)].

Remarque 2.3.5. Dans ce qui précede tous les opérateurs et tous les symboles peuvent étre pris
G-invariants car G est compact.

Vérifions que 'on a un produit en K-théorie entre les symboles G-transversalement elliptiques
le long des fibres et les symboles elliptiques sur la base donnant des symboles G-transversalement
elliptiques sur M.

Lemme 2.3.6. L’application
Kao(TE M) @ K(T*B) — Ka(T5EM)

définie par
(01 +1&0")(m, &) = o(m, & — p.L)@1 +1&0" (p(m), p.£),

pour o € Kg(TgY M), o’ € K(T*B) et (m,§) € TZM induit un produit en K-théorie.

Démonstration. D une part, I'application Kq(T5 M) @ K(T*B) — Kg(T:Y M x T*B) définie par
(0,0') = o®1 + 1&®0’ induit un produit (c’est un produit de Kasparov). D’autre part, T5M =
TEY M x5 p*T*B donc par restriction du produit dans T3V M x p*T*B a T M Xy p*T* B, on
définit un produit en K-théorie a valeurs dans K¢ (75M). O

On peut maintenant énoncer le résultat qui nous intéresse afin de pouvoir définir un indice
distributionnel. On note C°*° pour désigner des applications C* le long des fibres et continues
par rapport a la base de p: M — B.

Théoréme 2.3.7. Soit P : C%M, E,) — C™Y(M, Ey) une famille autoadjointe d’opérateurs
pseudodifférentiels d’ordre 0 G-invariante, G-transversalement elliptique le long des fibres. Soit
Q : C=(B, Ey) un opérateur pseudodifférentiel d’ordre O elliptique sur B. Le produit de Kasparov
de la classe [E, 7, P] = IndMB(P) par [Q] € KK(C(B),C) est donnée par [ERc(p)Ea, Q'], ot
Q' est un opérateur pseudodifférentiel G-invariant, G-transversalement elliptique sur M d’ordre 0
dont le symbole est donné par

o(Q') = o(P)®1 + 1&p*c(Q).

Démonstration. Si Q" est n'importe quel opérateur G-invariant, G-transversalement elliptique sur
M alors Ind™(Q") € KK(C*@G,C) est bien défini et ne dépend que de [o(Q’)] son symbole étant
G-transversalement elliptique. Il reste a vérifier qu'un tel ) est une ()-connexion pour &; et que
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Vo € C*G, () [PR1, Q'Im ()" est positif modulo les compacts. D une part, puisque o(Q') 75 =
1@p*o(Q) € S(M,p*T*B, L(E,®F,)), on obtient par la proposition 2.3.3 que Q' est une Q-
connexion pour &. D’autre part, on obtient par la proposition 2.3.4 que [P&1, Q'] est un opérateur
pseudodifférentiel sur M et que son symbole est donné par

o([P®1,Q]) = [0(P)®1,0(Q)] = o(P)*&1,

qui est positif. De plus, @' et P®1 sont G-invariants donc ils commutent avec (). Il reste a
vérifier que [P®1, Q'] est positif modulo les compacts. Mais o([P®1,Q’']) > 0 donc [P®1,Q'] >0
modulo les compacts si on prend des opérateurs d’ordre 0. ]

Corollaire 2.3.8. Le couplage de la classe indice d’une famille d’opérateurs pseudodifférentiels
P d’ordre 0, G-invariante, G-transversalement elliptique le long des fibres avec un élément de
la K-homologie KK(C(B),C) de B est donné par la classe indice d’un opérateur G-invariant,
G-transversalement elliptique sur M.

Corollaire 2.3.9. Si a est un élément de K-homologie de B alors la classe [E, 7, P| ®c(p) a €
KK(C*G,C) ~ Hom(R(G),C) est donnée par lindice distributionnel d’Atiyah [1], c¢’est-a-dire
les multiplicités de IndMIB(P) ®c(p) « sont sommables au sens des distributions sur G. Notons
m([V] ®cwe IndMB(P) @c(p) «) Uentier associé a la multiplicité V] @c.e Ind™MB(P) @cpy o de V
dans IndMB(P) ®@c(py . On a alors,

> m([V} ®cxc IndMB(P) @) a) (Xv, )20y, Y € CF(G)°
Vel

est convergente.

Démonstration. En effet, par la proposition précédente IndMB(P) ®c(B) @ est représenté par la
classe indice d’un opérateur pseudodifférentiel G-transversalement elliptique sur M. Par [1], on
sait que l'indice distributionnel d’un opérateur G-transversalement elliptique () est tempéré sur GG
et est totalement déterminé par ses multiplicités, c’est-a-dire Ind™ (Q) = > mg(V)xv est bien

Vel
défini comme distribution. ]

On va a présent déduire de 1’étude précédente que le caractere de Chern de la classe indice
d’une famille G-invariante d’opérateurs pseudodifférentiels G-transversalement elliptique est une
distribution sur G a valeurs dans la cohomologie de la base B. Pour cela, on utilise le caractére de
Chern multiplicatif bivariant en homologie locale [70]. On montre ensuite que la somme formelle
> Ch(mp(V))xv converge au sens des distributions & valeurs dans H(B) si la varié¢té B est

ved
orientee.

Théoréme 2.3.10. Supposons que la variété B est orientée. Le caractére de Chern en homologie lo-
cale cyclique de la classe indice d’un opérateur pseudodifférentiel P G-invariant, G-transversalement
elliptique le long des fibres est une distribution a valeurs dans la cohomologie de de Rham paire de
B. On a alors
Ch(Ind™B(P)) = 3" Ch(mp(V))xv € C~(G, H*(B))“.
VeG
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Démonstration. Pour montrer que Ch(IndMB(P)) = S Ch(mp(V))xy converge au sens des dis-
ved
tributions dans C~°(G, H*(B))%, on va montrer que pour toute classe C' € H,(B) d'un courant de

de Rham fermé sur B, le couplage (Ch(IndMB(P)), C) est une distribution sur G. Soit C' € H,(B)
la classe d’'un courant de de Rham sur B. Comme le caractere de Chern est un isomorphisme apres
tensorisation par C, on obtient qu'il existe Ay, ..., A\, € Cet ay,...,a, des éléments de K, (B) tels

que C' = 3 AiCh(a;). On a alors (Ch(IndMB(P)), C) = 3 A\i(Ch(IndMB(P)), Ch(e;)). Donc il suf-
1=1 =0

fit de vérifier que ce couplage est une distribution pour les éléments du type Ch(«), avec a € K, (B).
Maintenant si @ € K.(B) alors on a (Ch(Ind™B(P)), Ch(a)) ~ Ch™([IndMB(P)] ®¢(s) @) par
multiplicativité du caractere de Chern en homologie locale. D'une part, si a € K;(B) alors
[IndMB(P)] ®c(p) a € KK'(C*G,C) = 0 et donc (Ch(IndMB(P)), Ch(a)) = Ch([IndMB(P)] ®c(p
a) = 0. D’autre part, si o € Ko(B) alors on sait par le corollaire 2.3.9 que [IndMB(P)] ®c(p) a =
Ch"™([Ind™B(P)] ®c(p) a) est une distribution sur G. Le caractére de Chern est bien une distri-
bution a valeurs dans la cohomologie paire car en utilisant le théoreme de coefficients universels
en homologie locale, on a Ch"“(E, n, P) € HL(C*G,C(B)) ~ Hom(R(G) ® C,K°(B) ® C) ~
Hom(R(G) ® C, H*(B)). ]

Remarque 2.3.11. Dans le cas B = {x}, on retrouve le résultat standard (voir [61]) que le
caractere de Chern-Connes de la classe indice d'un opérateur G-invariant, G-transversalement
elliptique en cohomologie cyclique périodique, coincide avec la distribution d’Atiyah, vue comme
trace sur C*°(G). De plus, on a Hom(HPO(C’OO(G)), HPO(C’OO(B))) = C~(G, H*(B)).



Chapitre 3

Formule délocalisée pour les familles
elliptiques

Dans ce chapitre, on va montrer une formule d’indice délocalisée en cohomologie équiva-
riante pour une famille d’opérateurs G-invariante, elliptique le long des fibres d’une fibration
G-équivariante p : M — B, ou G est un groupe de Lie compact. Dans une premiere section,
on commence par rappeler la formule de localisation de Bismut [18]. Ensuite, dans une deuxiéme
section, on rappelle la localisation d’Atiyah-Segal [2] en K-théorie équivariante. Enfin, dans une
troisieme partie, on montre la formule d’indice délocalisée qui nous intéresse. Le théoreme principal
de ce chapitre est le théoreme 3.4.22.

3.1 Formule de localisation de Bismut

On revoit ici les résultats de [18] dans notre cadre.
Soit G un groupe de Lie compact. Soient g son algebre de Lie et X € g. Soit p : M — B une
fibration G-équivariante de variétés compactes, connexes, orientées. On note X,; et Xp, les champs
de vecteurs engendrés par X sur M et B respectivement. On considere BX = {b € B/Xg(b) = 0}
et MX = {m € M/X]\/[(m) = 0}

Lemme 3.1.1.

1. Awvec les notations ci-dessus, on a p, Xy = Xp.

2. La fibration p : M — B se restreint en une fibration p~ : M~ — BX,

Démonstration.

1. On a Xg(p(m)) d d

_ 4 x _ ¢
dt |t:06 p(m) dt [t=0

2. En effet, p(M¥) est ouvert et fermé car M~ est fermé dans M donc compact, ce qui implique
que p(M¥X) est compact et donc fermé. L’application p : p~t(p(M™X)) — p(M™X) est une
submersion en tout point, donc p~!(p(M¥)) est ouvert, on en déduit que p(p~t(p(MX))) =
p(MX)NIm(p) = p(M*X) est ouvert car p est ouverte. Donc sur chaque composante connexe

p(e® -m) = p. Xy (m).

71



CHAPITRE 3 : Formule délocalisée pour les familles elliptiques 72

de B¥ qui est atteinte I'application p se restreint en une fibration par le théoréme de fibration
de Ehresmann [32] .

O

On note TV M = ker p, le fibré tangent vertical, qui est un sous-fibré vectoriel de 7M. On se
donne une métrique (-,-) G-invariante sur M, c¢’est-a-dire

VY1, Yo (g V1,9 Ya) = (1, -Y2),

il en existe car G est compact. On note T# M le supplémentaire orthogonal a TV M. On note N;¥
le fibré normal & M¥X dans M et N le fibré normal & BX dans B. On peut relever N& par p, en
un sous-fibré de T M au-dessus de M dans T7 M. On le note p* N3 .

Théoréme 3.1.2. [18]
1. Le fibré normal vertical N3x N TV M a M*X s’identifie avec le fibré normal N (p~(b) N
MX p=1(b)) a p~t(b) N M dans p~1(b).
2. Le fibré normal vertical N3x TV M a MX s’identifie avec le fibré normal N (M*X, p~1(BY))
a M dans p~(B¥).
3. De plus, on a Niy = NiyNTVM @ Nj .

Démonstration.
1. Soit m € p~*(b) N M*. On a :

Top™'(b) = Ty M = T (p™"' (0) N M™) @ Ny (7 () 0 M, ™ (D).

Soit w € T)Y M alors w € (Njy N TV M),, si et seulement si w est orthogonal a TV M~ =
T <p*1(b) N MX) et donc si et seulement si w € N, (p~1(b) N MY, p~1(b)).

2. Soit m e MX. On a :
Tnp~ ' (BY) = TaM™ & N (M™,p~'(BY)),

et
TVM =TV MY @ (N3)m NTY M.

Alorssiv € NANTY M, on a que v est orthogonal & T M~ mais v est vertical donc sa partie
horizontale est nulle et donc v est orthogonal & T, M, c’est-a-dire v € N,,,(M*X,p~t(B¥X)).
Maintenant, si v € N, (M, p~1(B¥X)) alors v est orthogonal a T,,M* et donc a TV M,
c’est-a -dire v € NX NTV M.

3. Soit m € M*. On a T, M = T,,p~*(B*) ® N;,(p™(B*),M) = T, M* & Nx N TV M &
N (p~H(BX), M), de plus N, (p~H(B¥), M) = (N3 )pm) car v € (p; ' N3 ) si et seulement
si p.v est orthogonal a T, B~ c’est-a-dire si et seulement si v € THp~'(BX) donc si et
seulement si v € T,,p~*(BYX). On a donc bien N;v = Nix N TV M @ p*N§.

]
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Lemme 3.1.3. [[46]] Soit H un tore. Soit V' une H-variété. Notons VH l’ensemble des points
fives de V' sous l'action de H. Alors le fibré normal N a V¥ dans V est orienté par une structure
compleze.

Remarque 3.1.4. Dans ce cas, on peut donc définir la classe d’Euler équivariante Eul(N) du fibré
normal N.

Démonstration. En effet, la dérivée de Lie Z(X) par un élément X générateur de l'algebre de
Lie h de H induit un endomorphisme antisymétrique et inversible sur le fibré normal N. Cet
endomorphisme est inversible car les champs sur lesquels il est nul sont les champs tangents aux
points fixes de H qui sont donnés par TVH = (TV)#. L’endomorphisme induit par £ (X) est
antisymétrique puisqu’en prenant comme d’habitude une métrique H-invariante (-,-) sur V', on a
pour Y et Z normaux a TV et v € VH :

LEOW D0 =G WD) =g WD ) = G VD)) =0

car v est un point fixe pour H et en utilisant la H-invariance de la métrique, il vient

LN 2)0) =5 &2 ) =

= %|t70< [o—tx 0 ZleftX4v>|eftX.v

tX
ix 1 €7 2 x

= G (X YeN . 2)w)
= (Z(X)Y, Z)(0) + (¥, Z(X) Z)(v).

On sait qu'un endomorphisme antisymétrique induit une structure complexe. ]

Théoréme 3.1.5 (Formule de localisation de Bismut, 1986 [18]).

On note j : BX — B, i: M* < M, Eul(N;x N TV M, X) la classe d’Euler équivariante du fibré
N NTV M au-dessus de M et fMlB Uintégration le long des fibres [20]. Soit o € A(M) une forme
(d + u(X))-fermée. Alors on a l’égalité suivante dans H(BYX) :

- - o
" o™ oo iy v

Remarque 3.1.6. Par le lemme 3.1.3, les classes d’Euler des fibrés N3, Na sont bien définies car
les zéros de X, et Xp coincident avec les points fixes du tore engendré par e*. La classe d’Euler
de N;¥ NTV M est bien définie car N;> 0TV M est orienté par la structure complexe induite par
celle de Ny

Démonstration. Soit 5 € A(B) une forme (d + ¢(X))-fermée alors j*f est une forme fermée dans
A(BX) et p* 3 est une forme (d+¢(X))-fermée dans A(M). Par la formule de localisation classique,

voir [15], on a :
; _ (P BAa)
/Mp Bha= /MX Eul(NY, X)’ (3:1)
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ott Eul(N;¥, X) est la classe d’Euler équivariante du fibré N3 au-dessus de M. De plus, on a la
relation p o i = j o p donc i*p* = p*j*, par intégration le long des fibres de M* sur BX, il vient :

(p BAa) » o
/MX Ful(NE, X) /BX] pA /MxlBX Ful(N X, X’ (3:2)

D’autre part, par intégration le long des fibres, on a la relation classique suivante :

/Mp*ﬁ/\a:/Bﬂ/\/MBa, (3.3)

et fM|Bozest (d+(X))-fermée car (d+¢(X fM‘B fM‘B o(d+ (X )).Onadoncqueﬁ/\fM‘Ba
est (d + (X))-fermée et par la formule de localisation appliquée & B, on a :

/BA/MlBa—/BX EflANg{{;) . (3.4)

En prenant le membre de droite de (3.2) qui par (3.1) et (3.3) est égal au membre de gauche de

(3.4), il vient :
j*(ﬁ/\fM‘BO‘) e o
/BX Eul(NY, X) /BXJ 5A/MX|BX Eul(Ny, X)’ (3:5)
On identifie N¥ avec un voisinage tubulaire eX-invariant. On a (75 )* o (d 4 (X)) = (d+¢(X)) o
(wNB )* car 7TN1)3( est eX-équivariante. Donc (V3 )* est une section de j* et donc j* est surjective

entre les formes (d + 1(X))-fermées de B et les formes fermées de BX. Maintenant, en appliquant
la dualité de Poincaré a BX, on obtient :

fM\B / (et
Eul(Ng X)) Jaxgpx Bul(NY, X)°
et donc, puisque Eul(N;y) = p*Eul(Ng) A Eul(N;y N TVM) on a:

/MBOZ - /MX|BX Eul( NX ﬂTVM X)

3.2 Rappels sur le théoreme d’Atiyah-Segal

Soit G un groupe de Lie compact. Soit ¢ : Z < Y un G-plongement. Ici Kg(X) désigne comme
d’habitude le groupe de K-théorie G-équivariante de X et R(G) est 'anneau des représentations
virtuelles de G. Rappelons que K¢ (X)) est muni d'une structure de R(G)-module.

Théoréme 3.2.1 (Atiyah-Singer). [3/
On peut définir une application
i : Ka(TZ) — Kg(TY)

telle que :
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1. sij: Z' — Z est un autre G-plongement alors on a (i o ) =140 ji;
2. s1k:Y <Y est Uidentité alors k) = id.

La preuve de ce théoréme est faite dans [3], on la rappelle ici brievement car elle sera importante
dans la suite.

Démonstration. On identifie Z et i(Z). Soit (-,-) une métrique G-invariante sur Y. On peut voir
le fibré normal N a Z dans Y comme un voisinage tubulaire de Z dans Y. Le fibré vectoriel N
est alors une sous-G-variété ouverte de Y et un sous-G-fibré vectoriel de T'Y|;. Le fibré vectoriel
T(TY) tangent a T'Y est isomorphe au fibré 7*TY @ 7*TY en identifiant la partie tangente a Y
avec le premier facteur de 7*TY @ 7*TY et la partie tangente a la fibre avec le second facteur
(si v = (71,72) est une courbe en un point (z,v) de TY de vecteur tangent w alors on associe
a w le vecteur 7{(0) @ 15(0) dans (7*TY @ 7*TY ) (z.)). Le fibré vectoriel tangent a TY peut
alors étre muni d’une structure complexe. De plus, T'N = T'Y|y est une sous-G-variété ouverte de
TY puisque N g’identifie a un ouvert de Y, et donc le fibré vectoriel TN est muni d’une struc-
ture complexe induite par celle de T'(TY). On peut donc définir un homomorphisme de Thom
¢ :Kag(TZ) — Kg(TN) qui est donné par p(¢) = (TrV)*¢-A_y, ou 7 : N — Z est la projection,
A_y = [(TaN)* NP“" TN, (TxN)* N™P“" TN, o] et o est donné par la multiplication de Clifford. De
plus, comme T'N est un ouvert de TY, tout élément de Kq(7'N) peut étre vu comme un élément
de Kg(TY) par un morphisme d’excision.

On définit 4 : Kg(T'Z) — Ke(TY) comme la composée de I'isomorphisme de Thom et du mor-
phisme d’excision. Ce morphisme est alors indépendant de tous les choix.

Si k est I'identité alors on peut prendre Y comme voisinage tubulaire et donc le morphisme de
Thom et le morphisme d’extension sont tous les deux le morphisme identité de Kq(7Y'). Mainte-
nant,sionaj: 2 — Zeti:Z =Y, en notant N’ le fibré normal de Z’ dans Z et N = Ny
la restriction, qui coincide avec le fibré normal a Z dans Y, on a alors le diagramme commutatif
suivant (voir encore [3]) :

Ka(TZ') ——=Ka(TN') ——~ Ko (TZ) HKG (I'N) —>Ka(TY)

la composée i, o ji est donnée par la composition des fleches du bas et (i o j), est donnée par la
composition des fleches bordantes entre Kg(7'Z'), Kg(T'N") et Kg(TY).
]

Remarque 3.2.2. L’application 4, est en faite un morphisme de R(G)-modules car I'homomor-
phisme de Thom et le morphisme d’excision le sont.

On rappelle que si E est un G-fibré vectoriel de base Z, une variété compacte, alors Kg(FE) est un
Kq(Z)-module. On note A_;(E) I'élément de K(Z) donné par [AP*" E] — [\™P¢ B].

Théoréme 3.2.3 (Atiyah-Segal). /2]
Supposons que G soit topologiquement engendré par un seul élément g. Soit Y une G-variété
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compacte. On note i : Y < Y Uinclusion de la sous-variété des points fizes sous Uaction de G.
On note N le fibré normal a Y dans Y. Soit I, = {x € R(G)/x(g) = 0} l'idéal premier de R(G).
On note encore i* Uapplication induite par fonctorialité par Uapplication tangente i, : TYSY — TY
en Kg-théorie.

1. La composition i*iy est donnée par la multiplication par A\_1(N @ C) € Kg(Y'%), en utilisant
le fait que Kg(TYY) est un Kg(Y9)-module.

2. Apres localisation en Iy, Uélément A_1(N ® C) devient une unité dans le localisé K¢ (Y %),

3. L’application localisée (i), : Ka(TY ), — Ka(TY);, est un isomorphisme de R(G)p,-
modules, d’inverse

“k

7

A (N®C)
La preuve de ce théoréme est faite en détails dans [2], on en rappelle ici brievement les idées.

Démonstration.

L. On a (&) = i* oext((TaN)*¢ - A_y) = & A1 (N ®C) car i* oextA_; est la restriction &
la section nulle de TN — TYC.

2. On a que x € R(G) devient une unité dans R(G);, si x(g9) #0. Onaeny € TYY,

Tr(glA-1(N ®C,y)) S(=1)"Tr(A(g)|(N @ C),)
= detc(1 — g|(N ®C),)
detR(l — glNy)

£ 0

car G agit sur N, par dg : N, — N, et comme g est une isométrie, on a pour v # 0 € N,
g-exp,(v) = exp,(dg - v) # exp, (v) puisque exp,(v) € Y que si v = 0.

O
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3.3 Cohomologies équivariantes et classes caractéristiques
équivariantes

On rappelle ici les différentes notions de cohomologies équivariantes qui seront utilisées par
la suite. On commence par rappeler la définition de la cohomologie équivariante a coefficients
polynomiaux, on introduit ensuite la cohomologie équivariante a coefficients C'*° et on termine avec
les notions de super-connexion G-invariante et de courbure équivariante. On termine en définissant
les différentes classes caractéristiques qui sont utilisées par la suite dans les formules d’indices
délocalisées.

Soit M une variété C* sur laquelle un groupe de Lie G agit a gauche par difféomorphismes C*°.
On note g l'algebre de Lie de G. Le groupe G agit sur C*°(M) par la formule :

(9-)x)=flg~" - 2),

ou f € C®(M) et g€ G. De méme, G agit comme d’habitude sur A(M).
Pour X € g, on définit un champ de vecteurs sur M, noté X,,; par la formule :

(Xar - f)(2) fexp(—=tX) - x),

- ﬁ\t:o

ou exp(—tX) désigne le flot de X en I'élément neutre de G. Si G agit a droite, on pose similaire-
ment :

(Xar - f)(2) f(z - exp(tX)).

B %\tzo

Soit S(g*) lalgebre symétrique de g*, c’est 1'algebre des fonctions polynomiales sur g. Le produit
tensoriel S(g*) ® A(M) peut étre vu comme l'algebre des applications polynomiales de g dans
A(M). Le groupe G agit sur S(g*) @ A(M) par la formule :

(g-a)(X)=g-(ag~" X)),
oua € S(g*) @ AM).

Définition 3.3.1. On définit Ag(M) = (S(g*) ® A(M))¢ comme la sous-algébre des éléments
G-invariants de l'algebre S(g*) ® A(M), c’est-a-dire les éléments o de A (M) sont les éléments de
S(g*) @ A(M) tels que :

alg- X) =g-a(X),

on appelle ces éléments les formes différentielles équivariantes.
L’algebre S(g*) ® A(M) est Z-graduée par :
deg(P ® o) = 2deg(P) + deg(«),

ou P € S(g*) et « € A(M).
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Définition 3.3.2. La différentielle équivariante d, : S(g*) ® A(M) — S(g*) ® A(M) est définie
par :

(dg@)(X) = d(a(X)) = «(Xn)(a(X)),

ou (X)) est la contraction par le champ de vecteurs X, et d est la différentielle de de Rham sur
M.

Lemme 3.3.3. 1. L’opérateur dy augmente le degré total de 1 et préserve Aq(M).

2. L’opérateur dy vérifie (d}a)(X) = —ZL(Xy)((X)), 0t L (Xn) est la dérivée de Lie par le
champ de vecteurs Xy;.

3. Sur Ag(M) Uopérateur dy est de carré nul et donc (Ag(M),dy) est un complexe.

Démonstration. 1. En effet, notons FE; une base de g et E' sa base dual. Alors dy = d — 1 =
dimg |
d— E"((E;)p). La différentielle de de Rham d augmente le degré extérieur de 1 et

i=1
Popérateur ¢ augmente le degré total de 1 puisque la contraction par (E;)y, diminue le degré
extérieur de 1 et que I'indéterminée E' augmente le degré du polynéme de 1. L’opérateur

dy préserve Ag(M) puisqu’on a pour o € Ag(M) :

(dga)(g- X) = d

= d(g-a(X)) -
g
g

Donc dyae € Ag(M).
2. Ona (dja)(X) = —ZL(Xpy) (X)) car

dy(a(X)) = d*((X)) = o(Xar)d(a (X)) =d(e(Xpr)a(X))) +e(Xnr)* (@(X)) = =2 (Xr) (X)),

puisque d? = 0 et 1(X;)* = 0.

3. Sur Ag(M), on a (' - a)(X) = a(X) donc la dérivée par rapport au temps est nulle.
[

Définition 3.3.4. La cohomologie équivariante ’H%Ol(g, M) de M est la cohomologie du complexe
(Ag(M),dy). 11 s’agit donc de la cohomologie polynomiale. C’est un module sur HE (g, 0) =

S(g*)¢.

Remarque 3.3.5. L’espace de cohomologie H2' (g, M) se note aussi He(M) [12] ou He(g, M)
[29] ou encore HP?!(g, M) [64]. Lorsque G est compact et connexe c’est la cohomologie équivariante
usuelle de M.

Définition 3.3.6. Soit C*°(g) 'algebre des fonctions C'* sur g, on définit I'algebre A>(g, M) des
fonctions de classe C* sur g a valeurs dans A(M) par C*°(g) ® A(M). On note encore A (g, M)
la sous-algebre des éléments G-invariants.
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L’algebre C*(g) @ A(M) est Z/2Z-graduée. On définit de maniere analogue au cas polynomial la
différentielle équivariante.

Lemme 3.3.7. 1. L’opérateur dy est de degré 1 et préserve A% (g, M).

2. L’opérateur dy vérifie (d}a)(X) = —ZL(Xy)((X)), ot L (Xn) est la dérivée de Lie par le
champ de vecteurs Xy;.

3. Sur AZ (g, M) Uopérateur dy est de carré nul et donc (AF (g, M), dy) est un compleze.

Définition 3.3.8. La cohomologie équivariante H (g, M) a coefficients C*> de M est la cohomo-
logie du complexe (A (g, M), dy).

Définition 3.3.9. Si M est une variété compacte orientée sans bord, alors on peut intégrer les
formes différentielles équivariantes sur M, en définissant :

[ A0 > ). ([ o= [ a0,

M M M

Si a = dgv pour v € AF (g, M) alors o(X)(gim ) = d(¥(X)[aim a17), OU ] désigne la composante de
degré -, et donc [ v @(X) = 0. Donc si a est fermée de maniere équivariante, / 2 @ est un élément
de C*°(g) qui ne dépend que de la classe de cohomologie équivariante de « et on note de méme

/M cHPN (g, M) — C™(g)“.

On peut aussi définir une cohomologie équivariante en ne considérant que des fonctions de
classes C'™ sur un ouvert G-invariant de g [29].

Définition 3.3.10. Soit U un ouvert G-invariant de g. Soit C*°(U,. A(M)) l'algebre des formes
a(X) sur M dépendant de maniere C* de X € U. Le groupe G agit sur C*(U, A(M)) par
(g-a)(X) =g (ag™t X)) pour g € G, a € C*(U, A(M)), VX € g. On note AX(U, M) =
C>=(U, A(M))® la sous-algebre des formes équivariantes. La cohomologie équivariante H (U, M)
a coefficients dans C*°(U) de M est la cohomologie du complexe (A (U, M), dy).

Définition 3.3.11. Un fibré vectoriel G-équivariant 7 : £ — M est la donnée d’un fibré vectoriel
m: E — M muni d'une action du groupe de Lie G qui envoie fibre sur fibre de fagon linéaire et de
fagon compatible avec I'action sur M, c’est-a-dire g- 7 =7 - g et g¥ : E, — E,., est linéaire.

Un super-fibré vectoriel G-équivariant est un super-fibré vectoriel tel que E* et E~ soient des
fibrés G-équivariants.

Définition 3.3.12. Soit £ un super-fibré vectoriel G-équivariant. Soit U un ouvert G-invariant
de g. L’espace des formes différentielles équivariantes a valeurs dans E est donné par

Aa(M, E) = (S(g%) @ AM, E)) .

L’espace des formes différentielles équivariantes a coefficients C'° a valeurs dans E est donné par

AZ(M,E) = (C™(g) ® A, E))".
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L’espace des formes différentielles équivariantes a coefficients dans C*°(U) a valeurs dans E est
donné par

G
AZ(U; M, E) = (C*(U) @ A(M, E)) .
L’action de G sur les sections C*°(M, E) d’un fibré G-équivariant E sur M est donnée par
(g-s)(m)=g"-s(g7"-m), g€ G, s € C%(M,E).

Pour X € g, on note £ (X) laction infinitésimal de X sur C*°(M, E) donnée par

d
LE(X) = %tzoetx - 8,

elle est appelée la dérivé de Lie.

Lemme 3.3.13. Si A est une super-connezxion qui commute avec l'action de G sur A(M, E) alors
A, ZE(X)]=0,VX €g.

Démonstration. En dérivant en t = 0 I'expression €' - A — Ae"¥ =0 on a [A, LF(X)]=0. O

Définition 3.3.14. La super-connexion équivariante Ay correspondant a une super-connexion
G-invariante A est 'opérateur sur C*(g) ® A(M, E) défini par :

(Aga)(X) = (A —1(Xn))(a(X)), X €g.

Lemme 3.3.15. 1. On a légalité Ay(a AO) = dga A0+ (—1)Ya A A0, YaC=(g) @ A(M) et
0cC™(g)@AM,E)..
2. La super-connexion équivariante Ay est bien équivariante au sens que Aqy(g - ) = g - Ag(a),
VgeGetaec AZ(g, M).

Démonstration. 1. On a

Aga NO)(X) = Ala(X) AO(X)) = o(Xar)((X) AO(X))
= d(a(X)) AO(X) + (—1)*la(X ) A(0(X))
—(Xar)(@(X)) AO(X) — (=D (X) A o(Xar) (0(X))

= dya N0+ (—1)la A A

2. Commengons par vérifier que Ay est équivariante pour les sections de E. Soit s € C*°(M, E)
une section de E. On a Ayg(g-s) = (A — o(Xn))(g-5)(X) =g-A(s) = (g (Ags))(X) car A
est G-équivariante et car la contraction par un champ de vecteurs d’une section est nulle.
Maintenant si o € A¥ (g, M) alors

o(g-a)@g-s+(—D)llg-a(X) @ Ay(g - s)
A(& a) @ s+ (—1)llg - (a(X) ® Ags)

o(a®s).

Ag(g-a®s) = d
= g
g-
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Définition 3.3.16. On définit la courbure équivariante I, € A% (g, End(E)) de la super-connexion
Ay par la formule :

e(Fy(X)) = Ag(X)? +.27(X),
¢ désignant 'opérateur de multiplication.
Pour 0 € AZ(M,End(E)), on définit Az comme I'élément de A (M, End(F£)) vérifiant e(A40) =
[Agv 5(9)]

Proposition 3.3.17. La coubure équivariante Fy est un élément de Aq(M,End(E)) qui vérifie
lidentité de Bianchi équivariante AgFy = 0.
Démonstration. La courbure équivariante est équivariante puisque d’une part Ay est équivariante

donc son carré aussi et d’autre part £#(X) est équivariant. Montrons que Fy(X) commute avec
la multiplication par un élément a € C*(g) ® A(M). On a :

[Ag(X)? + L7 (X), e(a(X))] = [Ag(X)?, e(a(X))] + [L7(X), e(c(X)]

= [Ag(X), [A4(X), S(a(X))]] + (£ (X)a(X))

[Ag(X), eldgar(X))] +
8( a(X)) + e(Z(X)a(X))

7

car

[LF(X),e(a(X))] = LF(X)(a(X) ®@id) — a(X).L5(
= (LE(X)a(X)) @id+ o(X) ® LE(X) — a(X) @ LE(X)

= (L (X)a(X))
et (X)) — Z(X)a(X) =0, Yo € C=(g) @ A(M).
Montrons que AgFy; = 0. On a
AgFy = [Ag Fy

= [Ag A} + 2P (X))

- [AgaAﬁ] + [Ang(X)]

= 0
car Ay est G-équivariante. O

Définition 3.3.18. On définit le moment (X ) de X € g par rapport a la super-connexion A
comme ’élément de A*(M, End(F)) donné par

u(X) = L5(X) = [u(X), Al

Remarque 3.3.19. On a

F(X) = (A—uX))?+.27(X)
= F—[AuX)]+Z2E(X)

car ¢(X) et A sont de degré impaire. Donc p(X) = Fy(X) — F € Ag(M,End(E)) ou encore
Fy(X)=F+pu(X), VX e g.
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Proposition 3.3.20 (Identité de Bianchi (2)).

Démonstration. On a (A—u(X))Fy(X) = 0 par I'identité de Bianchi. Donc (A—¢(X))(u(X)+F)
0, dou Ap(X) = o(X)F.

(I

Remarque 3.3.21. Si A = V est une connexion alors on a [V,(X)] = Vx donc pu(X) =
LE(X) - Vx € C®(M,End(E)). On a donc u € (g* ® C*(M,End(E))Y C A%(M,End(E)).
Si A est seulement une super-connexion alors p est linéaire en X.

3.3.1 Fonction analytique de la courbure

Soit f une fonction holomorphe sur un disque ouvert de rayon R. Soit U un ouvert de g tel que
HFB()QH < R,VX € U. Onnote AY""(U; M, End(E)) la sous-algebre des éléments de degré positif

de AX(U; M,End(E)). On peut alors définir un opérateur f(F,) € AY"(U; M,End(E)), par

FP0)
i Fy.

f(Fg):Z

n>0

Pour donner un sens a f(Fy), il faut montrer que la série converge dans (C*(U)@C*(M,ANT*M &
End(E)))¢ pour sa topologie naturelle.

Pour cela, on rappelle la définition des semi-normes qui engendrent la topologie C%* sur
C®(U,C*(M,\NT*M ® End(FE))), le caractere C'*° étant pris sur la variété.

Définition 3.3.22. La topologie C* est engendrée par les semi-normes :
pr(T) = sup{[|T(X)[ca, X € K C g}, 0n

ISllca = sup sup{[[Vy; -+ Vv, Sloc, 0 < 1 < dl},

Yill=1
151lee = sup{[[S(m)llenae.ortsa,m € M},

K décrivant les compacts de U et V étant une connexion fixée sur F.

Proposition 3.3.23. La forme différentielle f(F;) est bien définie et équivariante. C’est bien un
élément de AZ (U; M,End(E)). Si R = 400 alors f(Fy) est bien défini dans A (M, End(E)).

Démonstration. On se place sur un compact de U. Vérifions que f(F,) est bien définie. On a

520, = £ VGO o e e ae S
k=n ’ k=n . .

FH(0)2"
k!

Fy(X)* converge uni-

formément sur les compacts de g, puisque converge normalement sur tout compact de



3.3 Cohomologies équivariantes et classes caractéristiques équivariantes 83

D(0,R) C C. Pour tout k, Fy(¢7'X)* = Fy(g7'X) -+ Fy(g71X) = gF,(X) - gFy(X) = gF,(X)*
car Fy est G-équivariante. Donc f(F}) est G-équivariante puisqu’alors

(g - FE)(X) = F(F)(X)]] o
o 1ENE) — - 5 0D ) 19 35 IO ) - s

k:O k g k:O k' g 00
n fk) n f(&)

~||tg- FENH) — (g gof Oy + 3 0 sy - sy o)
n f( (O) Fk

(k)

3 20 mno|| v 5 S R - i)
n £(k)

<o 31 (O)F;u HENS)|

=0 k!

car G agit par isométrie et ce dernier terme tend vers 0 quand n tend vers I'infini.
Lorsque l'on calcul Vy,Vy, | - Vy, Fy(X )”“, on obtient au plus une somme de termes sur toutes
les facons de placer les d dérivations Vy, devant les k dérivations Fy(X). Cette somme contient
des termes de la forme Fy(X)"V j Fy(X)Fy(X)" -V Fy(X)Fy(X)*, ot V5, Fy(X) désigne un
élément de la forme Vy,, +- inl Fy(X), otrig <ig <--- < i, On peut majorer tous les termes de
cette somme par le méme élément, ||Fy(X)||%q]| Fy(X) |57 car on a au plus d termes avec du V. On a
k—d d 4 d k—d
done ||V, Vi, -+ VunFo(X) | < X [|BO]| {|B0]0 < K[ F@)] e[ F0|

c , ol
UET

T¥ est I'ensemble des applications d'un ensemble fini & d éléments dans un ensemble fini & k é1é-
FO(0)k 2+ F0(0)2*

k! k!
donc que la convergence sur tout compact de U est C* par rapport a M.

Maintenant, si o € A¥ (g, M) alors

ments. De plus, la série Z a méme rayon de convergence que . On obtient

| @ id) F(F)(X) = f(Fy)(o z‘d)(X)(H)OO
= | @ id) f(F)(X) ~ (a @ id)( 3 ! (O)FJ‘)<X>

=0 k!

n f(k)
+(k§0 f ka)F;)(a @id)(X) — f(Fy) (@ @id)(X)||
n fk) n (k)
< [lawia(rE)- & L0+ (5 Fe - sm) e s o]

k=0 k!
f()()

< 2fa(x) @ id|| £ S P FECO - HE)O]|

et ce dernier terme tend vers 0 quand n tend vers I'infini, on a donc bien f(Fy) € AX(U; M, End(E)).
]

3

Définition 3.3.24. On peut définir une super-trace sur AZ (M, End(E)) puisque C*(g) est com-
mutative. On commence par définir :

Str: C*(g) ® A(M,End(E)) — C*>(g) @ A(M),
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en étendant la super-trace sur A(M,End(E)) par Str(h ® ) = h ® Str(a), ou h € C*®(g) et
a € A(M,End(E)). Cette super-trace se restreint en une super-trace

Str : (C(g) ® A(M,End(E)))¢ — (C®(g) @ A(M))C,
car Str(g - (X)) = Str(a)(g - X) et g - Str(a(X)) = Str(g - a(X)).

Proposition 3.3.25. Soit f une fonction entiére. La forme différentielle équivariante Str(f(Fy))
est fermée de maniere équivariante et ne dépend pas de la super-connexion A choisie.

Démonstration. Si o € A¥(M,End(E)), on a :
dStr(a(X)) = Str(Aa(X)) et — o(Xar)Str(a(X)) = Str(—u( X )a(X))
en sommant ces deux égalités, on a :
dgStr(a) = Str(Aga).

De plus, dy(Str(f(Fy)) = Str([Aq, f(Fy]) = 0 car [Aq, f(F)] = 0.
Maintenant, supposons que A’ soit une famille de super-connexions G-invariantes de courbure
équivariante Fg alors on a :

Lstn(7(Fy) = Str([ % }f’< >) - %S‘ﬂf(ﬁ}f '<F5>)

df (Fg) dF}
car — f (F ) puisque la fonction f est analytique et
dF!
“Ta t+h _ ((At)2 E
o= i ?«Ag 24 1 ((B)? + 7))
= }175% ?((A?h)? A;JrhAg + Ag*hAg — (AE)Q)
- A 40+ (7 = A
i o t+h t+h\ t t+h L\ AL
dA!  dA!
— Atig YN
g dg%At dt —*°
_ t
- [Ag7 dt ]

t
car A; et —2 sont de degrés impairs.

dt
D’ou :
sur(7) - sutr() = [ se(Er) )
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3.3.2 Caractere de Chern équivariant

Soit comme avant M une variété C'* sur laquelle un groupe de Lie G agit par difféomorphismes
C*. Soit ' = E* @ E~ un super-fibré vectoriel G-équivariant et soit A une super-connexion G-
invariante sur £. On va définir dans un premier temps le caractére de Chern, puis nous définirons
le caractére de Chern d'un morphisme de fibrés G-équivariant a support compact.

Définition 3.3.26. On définit le caractere de Chern équivariant d’une super-connexion G-invariante
A par :

Ch(A, X) = Str(e_FB(X)>,
ou [y est la courbure équivariante de A et X € g.

Proposition 3.3.27. 1. La classe de cohomologie associée au caractére de Chern équivariant
Ch(A, X) de la super-connexion A dépend seulement du fibré vectoriel considéré. On peut
donc noté Ch(E, X) la classe dans HF (g, M) du caractére de Chern équivariant associé d
une super-connexion G-invariante A sur E.

2. Ona:Ch(E® F,X)=Ch(E,X)+ Ch(F, X).

3. Ona:Ch(E® F,X)=Ch(E,X)ACh(F, X).

4. Soit f: N — M wune application différentiable G-équivariante entre deur G-variétés M et
N, alors Ch(f*E,X) = f*Ch(E, X).

Soit ¢ : E* — E~ un morphisme G-équivariant. On sait que o est elliptique si et seulement
si son support supp(c) = {x € M|det(c) = 0} est compact. Soit U un ouvert de M d’adhérence
compact tel que supp(c) C U. On sait que o réalise un isomorphisme entre les restrictions de
E* et E= & M \ supp(o). Soient V~ une connexion G-invariante sur £~ et VF" une connexion
G-invariante sur ET, on définit une connexion sur E* dite compatible avec V™ par

* T — Et+
v+ = SO]VI\SUPP(U)O- V|M\supp(cr) + QDUV )

oll (@an\supp(o), ) est une partition de I'unité associée au recouvrement (M \ supp(c)) U U.
Le moment sur E* est donné par

+ +
WP (X) = 27 (X) - V4.
Définition 3.3.28. On définit le caractere de Chern équivariant d’'un morphisme G-équivariant o
comme ci-dessus par :
Ch(o, X) := Ch(V)(X) — Ch(V™)(X),
ot Ch(E*, V*)(X) = Tr (e—FsEi(X)).

Proposition 3.3.29. Ch(o, X) est une forme différentielle équivariante a support compact.
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Démonstration. En dehors de U, V7T est définie par V~ et donc il en est de méme pour (V)2

d

+ . . .
Calculons £*" (X)sT = 7 e!X . st pour st une section de E+. Comme o est un isomorphisme
[t=0
en dehors de U, on a sT = ¢~ 's~, pour s~ une section de E~.
+ d o d B _ B - _ .
Donc 7" (X)s| =— eX.o7lsy = ol .s =07 LY (X)s| |, latroisieme
M\T dt ls=o M\T dt li=0 M\T M\T

égalité découlant de la G-équivariance de o.
O

On suppose maintenant que E* et E~ sont des fibrés hermitiens G-équivariants munis de
connexions hermitiennes V* et V~ G-invariantes. Soit o* : E~ — ET le morphisme adjoint de
o pour la métrique. On construit une super-connexion A particuliere sur £ = E* & E~ par la
formule [64], [66] :

. vt 0 0 o
ouV—(O v)etvg—(a O)'
Soit Ay := V + tv, la famille & un parameétre de super-connexions. On note Fy = A? = V? +

t[V,v,] + t?02 la courbure de la famille A; et 11,(X) = ZF — [A4,1(X)] le moment. La courbure
équivariante est alors

A=V +u,,

FUX) = Fy + (X)) = V24 £V, 0] + 202 + LE(X) — [Ay, o(X)],

et [vg, t(X)] = 0 donc [A, 1(X)] = Vx.
Soit Ch(c, V,t, X) := Str{ e /34X ) 1a forme caractére de Chern équivariant de la famille de super-

connexions. On sait que

d dAL .
&Ch(a,v,t,X) = —dyStr d—tge s |(X) = —dgn(o, V., t, X),
¢

d ;
ou A; =A; — ¢, donc ang =0, et n(o,V,t,X) = Str(vge_FB)(X). De plus,

e = exp( = £2 = t[V,v,] — (V2 + Vx + £7(X)))
décroit exponentiellement lorsque ¢ tend vers +oo sur M \ supp(c). On a donc sur M \ supp(o)
que Ch(o, V,t, X) et n(o,V,t, X) tendent vers 0. Maintenant, en intégrant entre 0 et ¢, on a

t
Ch(o,V,0,X) — Ch(o,V,t,X) =d, (/ n(o, V, 8,X)d8>.
0

Il est facile de voir que cette intégrale reste bien définie quand ¢ tend vers +oo puisque 1 décroit ex-
ponentiellement. On a alors Ch(c, V,0, X))y = Ch(o, V, X))y = dyf avec § = / n(o,V, s, X)ds.

0
On peut maintenant définir le caractere de Chern a support. Pour tout voisinage ouvert G-
invariant U de supp(o), on considere l'algebre Ay (M) des formes différentielles sur M qui sont
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supportées dans U. Soit A (g, M) l'espace des formes différentielles G-équivariantes a support
dans U, c’est-a-dire les applications o : g — Ay (M) G-équivariantes. L’espace A (g, M) est un
sous-espace de A*>(g, M) qui est stable par la différentielle dy. On note H (g, M) I'espace de
cohomologie correspondant.

Proposition 3.3.30 ([64]). Soit U un voisinage ouvert G-invariant de supp(o). Soit x € C*(M)
une fonction G-invariante, a support contenu dans U et égale a 1 sur un voisinage de supp(o). La
forme différentielle équivariante sur M

c(o, A, x) = xCh(A) + dxB(o, A)

est fermée de maniére équivariante et supportée dans U. Sa classe de cohomologie Chy (o) €
Heu(g, M) ne dépend pas du choix de (A, x), ni du choix de la structure hermitienne sur E.

Définition 3.3.31. On définit le caractere de Chern avec support Chg,, (o) comme la collection
(Chy(o))y, ou V' parcourt les voisinages ouverts G-invariants de supp(o).

En pratique, le caractere de Chern avec support Chg,,(0) est identifié avec une classe Chy (o) €
HE (g, M), ou U est un voisinage ouvert de supp(c) assez petit.
On note 7 la projection du fibré cotangent (respectivement 7" la projection du fibré tangent
vertical). Quand o : 7*ET — 7*E~ (respectivement o : 7V E* — 7V E7) est un symbole elliptique
(respectivement elliptique le long des fibres), c’est-a-dire supp(o) est compact, on peut choisir
X € C®(T*M)¢ (respectivement dans C°°(TV M)%) & support compact, et on note

Che(o) € He (g, T*M) (respectivement dans He (g, T" M))

la classe définie par la forme équivariante a support compact c(o, A, x).

3.3.3 Le J-genre et le fl—genre

On rappelle dans cette section la définition du J-genre et de son inverse le fl—genre qui est
défini au voisinage de 0 € g.

Définition 3.3.32. Soit V — M un fibré vectoriel réel G-équivariant sur une G-variété M. Sup-
posons que V — M est muni d’une connexion G-invariante V de courbure équivariante R(X) alors
le J-genre J(M,V,V) € AZ (g, M) est défini par la forme différentielle équivariante

JOLY.V)(X) = det €0 = e O
9 9 - R(X)

Proposition 3.3.33. La forme différentielle équivariante J(M,V,V) est fermée et sa classe de
cohomologie J(M,V) ne dépend pas de la connexion G-invariante V choisie. De plus, si M est
compact alors J(M,V)(X) est inversible pour X suffisamment petit.
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Démonstration. Soit A un endomorphisme, on a detA = exp(Tr(A)). On peut donc appliquer la

inh(z/2
section 3.3.1 a la fonction exp <Tr <Sm(/22/>> ) Donc la forme J(V, M, V) est fermée et sa classe

z

J(V, M) ne dépend pas de V. De plus, si M est compact alors J(V, M)(0) = A~%(V) qui est
I'inverse du A-genre au carré donc est inversible. On rappelle que la topologie sur A (g, M) est
une topologie de Fréchet. Comme dans une algebre de Fréchet I’ensemble des éléments inversibles
est un ouvert, il vient par continuité de J(M,V, V) par rapport a X € g que J(M,V,V)(X) est
inversible pour X dans un voisinage assez petit de 0 € g. O

Définition 3.3.34. Soit V — M un fibré vectoriel réel G-équivariant sur une G-variété M. Sup-
posons que V — M est muni d’une connexion G-invariante V de courbure équivariante R(X) alors
le A-genre équivariant A(M,V, V) est défini par

R R(X)
L 1/2
A(M,V,V)(X) = det <€R(X)/2 - 6R(X)/2>’

pour X dans un voisinage assez petit de 0 € g.

Remarque 3.3.35. fl(M ,V, V) est une forme différentielle équivariante, fermée et sa classe de
cohomologie A(M , V) ne dépend pas de la connexion G-invariante V d’apres la proposition précé-
dente.

Lorsque la variété sera fixée, on notera simplement A(V) = A(M, V).

3.3.4 Les formes de localisation

Ici on introduit les formes différentielles équivariantes qui interviennent dans les formules de
localisation et délocalisation [15], [12], voir aussi [16].

Soit U une G-variété, non nécessairement compacte. Soit s € G, on note U?® I'ensemble des
points fixes {z € U/sx = z}. Soit G(s) le centralisateur de s, c’est-a-dire I'ensemble des éléments
g € G tels que gs = sg. Notons g(s) l'algebre de Lie de G(s).

Définition 3.3.36. Soit s € G. Notons N le fibré normal a M*® dans M et Ry(X), X € g(s),
la courbure équivariante de N par rapport a une connexion G(s)-invariant. On définit une forme
G(s)-équivariante fermée sur M* par

Dy(N)(X) = det(1 — sVexp(Rx(X))), X € g(s).

Définition 3.3.37. Soit £ — M un fibré vectoriel euclidien orienté, d’orientation notée o. Notons
F(X) la courbure équivariante associée a une connexion métrique G-invariante. La classe d’Euler
équivariante est définie par

Bul,(E)(X) = (—2m)"9")/2det)/*(F (X)),
ot det!/? désigne le Pfaffien donné par D'orientation de E.

Proposition 3.3.38. Les formes Ds(N) et Eul,(E) sont équivariantes et fermées. La forme Ds(N)
ne dépend pas de la connexion choisie. La forme Eul,(E) ne dépend que de l'orientation o de E.
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3.4 Formule de l’indice cohomologique pour les familles
équivariantes

3.4.1 Cas d’une action triviale sur la base

Soit G un groupe de Lie compact. On note g son algebre de Lie. Soit p : M — B une fibration
G-équivariante entre variétés compactes, connexes, orientées. On suppose que l'action sur B est
triviale. On note encore TV M = ker(p,) le fibré tangent vertical & M.

Par [63] il existe des G-plongements f : M < B x V pour V une représentation de G de
dimension k assez grande tels que la restriction f, : p~*(b) — {b} x V soit un G-plongement,
Vb € B. Ce G-plongement f induit une application T7VM — B x TV qui pour tout b € B se
restreint en un G-plongement Tp~1(b) — {b} x TV. Soit b € B. En notant N le fibré normal
a fp(p~ (b)) dans V, on a que le fibré normal & Tp~'(b) — {b} x TV est Ny & N, ~ N, @ C.
Par l'intermédiaire d'un tel G-plongement, on peut définir une application f; : Kq(TVM) —
Kq(B xTV), en composant I'isomorphisme de Thom Kq(TV M) — Kg(N ® C) avec le morphisme
d’extension Kg(N ® C) — Kg(B x TV) induit par I'identification de N, ® C avec un voisinage
tubulaire de f,(p~*(b)) dans {b} x TV. En identifiant TV avec C*, on obtient un isomorphisme de
Bott q - K(;(B X Ck) — K(;<B)

Proposition 3.4.1. [5] La composition qf; ne dépend pas du G-plongement f choisi. Elle sera
notée p.

Soient 7 : E* — M une famille continue de G-fibré vectoriels. Soit P une famille d’opérateurs
G-équivariante paramétrée par la base compacte B elliptique le long des fibres, c¢’est-a-dire P :
C%M,ET) — COM, E™) vérifie :

1. Vge Gets e C®OM,ET), Pg-s=g-Ps,on (g-s2)(m) = g% -(sw(g7*-m)) est Paction

de G sur les sections de B ;

2. VE#0€TYM, o¢(P) : E}, — E,. est inversible, ot o(P) désigne le symbole principal de

P, qui définit une classe de Kg(TV M).

Définition 3.4.2. L’indice topologique de P est IndI\G/I’QB(P) = pi([o(P)]) € Ka(B), ou [o(P)] est
la classe de o(P) dans Kq(TV M).

On rappelle le théoreme de l'indice pour les familles de [5].

Théoréme 3.4.3. [5] L’indice analytique Indg‘B défini dans la définition 1.1.4 et lindice topolo-

gique Indlg"tB coincident.

Remarque 3.4.4. L’indice topologique est un morphisme de R(G)-modules car l'isomorphisme
de Thom et le morphisme d’extension le sont. De plus, on sait que Kq(Y%) ~ K(Y¢)® R(G) donc

en appliquant cet isomorphisme a TV M et B, on obtient Indl\GAG|B ~ IndM°B  id R(G)-

On souhaite localiser I'indice équivariant d'un symbole de K¢ (T M), généralisant 1'approche
de [15] et [2]. On proceéde en deux étapes, on commence par une localisation d’Atiyah-Segal en
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Kg-théorie suivi d’une délocalisation de Berline-Vergne en cohomologie. Pour cela, on commence
par supposer que G est un groupe topologiquement cyclique engendré par un seul élément g. On
note (TV M) = ker(p,)® les points fixes de TV M sous l'action de G et i : MY — M Dinclusion
de la sous-variété des points fixes sous 'action de G. Les points fixes de TV M sont donnés par
TVMC = ker(p*|MG) car p, commute avec l'action du groupe et on sait que les points fixes de
TM coincident avec TMY. 11 faut définir I'application 4, : Kg(TV M%) — Kg(TV M). En notant
7TVM T(TVM) — TV M la projection du fibré tangent a I’espace total du fibré tangent vertical,
on a T(TVM) ~ (zT"My*TVM & (z7"M)*TM. On a de méme T(TVMC) ~ (x7"M)*TVMC &
(xT"M*T M. On note N le fibré normal N (M, M) & M dans M. Le fibré normal a TV M dans
TV M est alors donné par N(TV M TVM) = (zT"M*(NATVM) @ (7" M)*N = (z7"M)*(N N
TV M ®C), la derniére égalité provient du fait que N est vertical puisque l'action sur B est triviale.
Le fibré normal N (TV MY TV M) est donc muni d'une structure complexe. On peut définir une
application i, : Kg(TV M%) — Kg(TVM) comme composée de I'isomorphisme de Thom et du
morphisme d’excision, comme expliqué plus haut.

Proposition 3.4.5. [10] et [11] Le diagramme suivant est commutatif.

Ka(TVMC) =K (TV M)

Indl\G/”B
I dMG|B
ndg

Ka(B)

Démonstration. Par le théoreme de I'indice pour les familles [5] rappelé au théoréeme 3.4.3, on sait

que Indl\G{ltB = Indl\GﬂB. Comme on I’a vu dans 3.4.1 I'indice topologique ne dépend pas du plongement
utilisé, on peut donc prendre la composée de l'inclusion de TV M¢ dans TV M et du plongement

1% VasrG MSG|B . MB _ .
de TV M dans B x V comme plongement pour 7V M~. On a alors Ind;;, '~ = ¢ fiiy = Indg " o4 et
donc le diagramme est commutatif. O]

Comme dans la partie précédente et par [2] :

Proposition 3.4.6. Soit I, = {x € R(G)/x(g) = 0} l'idéal premier de R(G).

1. La composition i*iy est donnée par la multiplication par \_{(NNTVM ® C) € Kg(TV M),
en utilisant le fait que Kg(TV M) est un Kg(MY)-module.

2. L’élément A_y(N NTYVM @ C) devient une unité dans le localisé Ke(TV M), aprés loca-
lisation en I,.
3. L’application localisée (ir);, : Ka(TV M%), — Ka(TV M), est un isomorphisme, d’inverse
7;*
A4(NNTVM @ C)’

On va avoir besoin du théoreme suivant qui est démontré dans [3].
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Théoréme 3.4.7. [4] Sim: E — X est un fibré vectoriel compleze de rang n au-dessus de X
alors le diagramme suivant commute :

K(X) —~K(E)
Ch/\Td(E)_li Ch

H(X) —> Hep(E),
ot les applications iy désignent les isomorphismes de Thom en K-théorie et en cohomologie.

Démonstration. On note m l'intégration le long des fibres de E en cohomologie et A_1E =
[r* AP B * NmPar ) ] = (1) 1’élément de Thom en K-théorie permettant de définir I'isomor-
phisme de Thom. Soit £ un élément de K(X), on a :

mCh(irg) = mCh(r"¢ - A E) = m(7*Ch(¢) - Ch(A_1 E)) = Ch(¢) - mCh(A_, E).
Calculons mCh(A_1 E).

’L.*Z.gﬂ'!Ch(A,lE) = WgCh(A,lE) A Eul(E)
== Ch()\_lE)
 Ch(AL,E) Ch(\_,E)
donc mCh(A_FE) = Eul(E) na Bul(E)
sur B, on a Ch(A\_,E) = Tr(Z(—l)i/\i(evE’z)) = det(l — evm) et Bul(E) = det(—V¥?) et

E2
Td(E) = det<vl). 0

E,2
eVE? _

= Td(E)™! car si on se donne V¥ une connexion

Apres localisation, en utilisant la remarque 3.4.4, on a (IndlgG‘B) I, = IndM°B @ idp(c),, donc

le morphisme d’évaluation commute avec le caractére de Chern de 'indice IndéAGlB. On a alors,
en notant x le morphisme caractére qui a une représentation de G associe son caractére, I’égalité
suivante Ch((Indl(\;/IG|B) ,(9)) ~ Ch(IndMG‘B) -x(g). Apres localisation, on peut donc calculer I'indice
dun symbol de K (TV M), en utilisant la formule cohomologique d’Atiyah-Singer de l'indice des
familles donnée dans [5]. On a :

On va maintenant regarder le lien entre le caractere de Chern tensorisé par le morphisme
caractére en g = eX pour X € g et le caractere de Chern en cohomologie équivariante sur une

G-variété a action triviale.

Lemme 3.4.8. Supposons que G agit trivialement sur une variété Y. Alors on a les isomor-
phismes :

K(Y)
([E] - [E)

(G) — Kea(Y) et  H(Y)
= [E@V]-[FaV] [w]

® R ® C®(g)Y — HF(g,Y).
® V ® © = [ X = we(X)]



CHAPITRE 3 : Formule délocalisée pour les familles elliptiques 92

Ici V. =Y XV désigne le G-fibré trivial associé a la représentation de dimension finie V de G, On
note x le morphisme caractére qui associe a une représentation V- son caractére xy . Le diagramme
suivant est commutatif :

Kea(Y) L HE(g.Y)

| T

K(Y)® R(G) T@XH(Y) ® C*>(g)“.

On rappelle que Ch : Kg(Y) — HX(g,Y) est donné par Ch(E)(X) = [Str(efX))], ot R(X)
est la courbure équivariante d’'une connexion G-invariante sur le super-fibré F.

Démonstration. Soient E — Y un fibré vectoriel et V une représentation de G. Soient V¥ une
connexion sur F et V¥ = d®idy la connexion triviale sur Y x V. Considérons la connexion produit
sur £ ® V donnée par :

VL = VP 1+1@ VE

On a
(0508 = (5 o1 410 (9 - (75) o1,

car d? = 0. De plus, le moment de VE®Y est donné pour tout X € g par :

d

ME@Z()Q _ ,,%E@Z(X) o VE®Z _ d etX Q etX L0 = 5‘
t=0

= — 1 tX' — d &S] oo X
Xy o ®e 1dgee(y,E) Qoo (v X,

donc

Ch(E®V,X)="Tr (77) WE@V(X))

2
E .
— Tr e(v ) ®1 gidgoo (v, ) @ oo (v) X

2
VE) ®R1+ideoco ®coo vy X
- Tr 6( C®(Y,EB)®C(Y)

_ (e(VE) @1)(1®6X)>
="Tr e(vE)2®eX)

— Ch(E)xv(e¥)
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Lemme 3.4.9. Soit VN'TVMEC yne connerion G-invariante sur N N TVM @ C et Ro(X) sa
courbure équivariante. On a en g = X :

L ChAL(NNT"M @C)(e¥)) = Ch(As(NNTYM @ C), X) = det(1 — ™)), (3.6a)
2. Ch(AL(NNTYM ®C),X) =Td(NNT'M @C,X) ' ABul(NNT"M & C,X). (3.6b)

Démonstration.

1. Comme l'action est triviale sur M, par le lemme 3.4.8, on a :
Ch(A1(NNTVM ® C)(e¥)) = Ch(A(NNTYM © C), X).

De plus, pour toute application linéaire A sur R™, si on note A’(A) l'application linéaire
induite sur A’'R" alors on rappelle que :

(=)' (A” (A)) = det(1 - A).
Il vient donc :
Ch(AL (NN TV M @ C), X) = Tr(z(_l)w (6R0<X>))
s Com{s(em)
= det(l - eRo(X)).

2. On a:

RQ(X
TANNT"M@C, X) ' AEU(NNT"M®C, X) = det(

= et(l RO(X))
Ch(A_(NNTYM ® C), X).

)det( ~ Ro(X))

]

Le théoreme suivant est une conséquence de la formule de Lefschetz pour les fibrations et de la
localisation de Bismut.

Théoréeme 3.4.10. Pour X € g assez petit, [’égalité suivante est vérifiée dans H(B,C) :

Ch(Indg; % (0), X) = / Ch(o, X) ATA(TV M @ C, X).

TV M|B
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Démonstration. Par le théoreme 8 de [11], on a 1'égalité suivante dans la cohomologie de B :

Ch(i*a(ex))

ngMiB L (o(eX)) =
Ch((Indg;")y, (o(e¥)) /TVMG|B Ch(A1(N NTVM @ C)(eX))

ATATY M€ © C).

On a Ch(Indg‘B(U(eX))) = Ch(Indg‘B(U),X) puisque l'action est trivial sur B. En réinjectant
dans I’équation, il vient :
Ch(i*o(eX))

/ ATA(TV MY @ C)
rvusis Ch(A_ (N NTYM & C)(eX))

Ch((Indg/"®);,(0), X ) =

En utilisant les lemmes 3.4.8 et 3.4.9, on a :

Ch(i*o(e¥)) - Ch(i*o, X)
Ch(Ll(N ATVM @)(GX)) S TANNTYM@C, X)) AEuU(NNTYM @ C, X)
B i*Ch(o, X)
S TANNTYM @C, X) ' AEU(NNTVM ® C, X)
i*Ch(o, X)

ATANNTYM @ C, X).

T BEU(NNTYM & C, X)
On peut donc écrire les égalités suivantes :

Ch((Indg;"”);, (o), X)
i*Ch(o, X)
/TVMclB Eul(NNTVM ®C, X)
i*Ch(o, X)
/TVMclB Eul(NNTVM ®C, X)
i*Ch(o, X)
- /TVMclB EuW(NNTVM ®C, X)
i*(Ch(o, X) ATA(TVM & C, X))
- /TVMGUS Eu(NNTVM ® C, X)

ATANNTYM @ C, X) ATd(TY MY ® C)

ATA((T" M@ C) e (NNTVM ®C), X)

ATA(TY M @ C, X)

De plus, pour X € g assez petit, les zéros du champ engendré par X et les points fixes de e*
coincident donc

i*(Ch(e, X) A TA(TV M @ C, X))
Eu(NNTVM @ C, X)

Ch((Indg‘B)Ig (), X) - /TVMX|B

Puisque Ch(c, X) est a support compact, on peut appliquer la formule de localisation de Bismut
(théoreme 3.1.5), il vient :
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i*(Ch(o, X) A ATV MC 8 C, X)) Ch(o, X) A TA(TY M © C, X
= A
/TVMX|B Eul(NNTYM ®C, X) /TVMB (0, X)ANTAT" M © C, X),

ce qui donne le résultat souhaité. O

Remarque 3.4.11. [2] Pour enlever 'hypothése que G est un groupe topologiquement engendré
par un seul élément, il suffit de remplacer G par I'adhérence du groupe engendré par 1’élément g.
En effet, si 'on note ¢ : H = < g > — G l'inclusion de 'adhérence du groupe topologiquement
engendré par ’élément g dans G alors le diagramme suivant commute

Ko (TV M) 2= Ky (T M)
IndgG'Bi llndgHB

Ka(B) Ku(B)

*

Suivant ’approche de Berline-Vergne, on va essayer de donner une formule similaire en coho-
mologie pour l'indice d’'un opérateur au voisinage d'un point s € G différent de I'identité. Soit
donc G un groupe de Lie compact. Soit s € G, on considere le sous-groupe G(s) de G des éléments
qui commutent avec s. On note g(s) l'algebre de Lie de G(s), elle consiste en les éléments X € g
tels que s - X = X. Les G-variétés M et B sont aussi des G(s)-variétés et la fibration se restreint
en une fibration G(s)-équivariante. On a besoin pour calculer I'indice en un point g = se® pour
X € g(s), assez petit, d'une modification du caracteére de Chern [14].

Définition 3.4.12. Soit £ un fibré G-équivariant muni d’une connexion V de courbure équiva-
riante R(X). Sur I'ensemble des points fixes de s, noté M°, 'action de s sur E|ys, noté st agit le
long des fibres.

Le caractere de Chern s-équivariant Chg pour s € G et X € g(s) est défini par :

Chy(B, X) = Tr(s" - ") € 1 (a(s), M?).

Soient s € G et X € g(s) assez petit de sorte que le flot e de X, et e aient la méme action
sur M pour t proche de 0. Par [15], on sait que (M*)* = M9. D’une part si m € (M*)* alors
s-m=met Xy (m)=0donc e s-m=metdoncg-m=m car eXs = se*. D’autre part, si
m € M9 alors se* -m = m donc s,X;(m) = 0. On a alors X);(m) = 0 car s, est un isomorphisme
donc m € MX, on en déduit que eX -m =m. Or s-m = seX - m = m donc m € M?. On a bien
que m € (M*)X puisque (M*)X = M* N M*X.

On peut étendre le lemme 3.4.8 comme suit :

Lemme 3.4.13. Soit Y est une G-variété.

1. Supposons que G agit trivialement sur'Y . Si E est un fibré vectoriel surY et siV =Y xV
désigne le fibré trivial associé a une représentation V de G alors

Ch(E ® V(se®)) = Chy(E® V, X).
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2. On note g = se. Soit Y9 la sous-variété des points fizes sous l'action du groupe H := < g >
topologiquement engendré par g. On note Y?° la sous-variété des points fixés par s. On a

pour X assez petit les inclusions }/;J(ﬂ> ysc sy, on note i, linclusion composée de
Y9 dans Y. Si E est un fibré vectoriel sur'’Y et si V=Y xV désigne le fibré trivial associé
a une représentation V de H alors

Cheex(E®@V) =i, Chy(EF®V,X).

Démonstration. Soit V¥ une connexion G-invariante sur £, on note R sa courbure. Soit V¥ la
connexion triviale sur V. On note RF®Y la courbure associé sur £ ® V. et RE®Y(X) sa courbure
équivariante.

1. On a:

Chy(E®V, X) = Tr(s72Y . f75H00)
=Tr(1®s - eff@e)
=Tr(e®®s" - ev).

De plus, Tr(sVe™) = x(se¥), donc
Chy(FE ®V,X) = Ch(E)x(se*)
= Ch(E ® V(seX)).

2. En effet laction de g = seX sur Y7 est triviale. On a les égalités :

E®V

Chyx(E®V) = Tr(se¥ e )
= Tr(seX - " © 1|Yg)

= Tr(s-ef” ®e|)§g).
L’action de X sur MY est triviale donc par la preuve du lemme 3.4.9, on sait que :
Tr<5 s ® ef}(/g) = Tr(s . eRE@Z(X)‘Yg).

De plus, Tr(s . eRE@Z(X)lyg) =iy Tr (3 . eRE@Z(X)\YS) =i, Chy(EF eV, X).

O

Définition 3.4.14. [14] Soit s € G. Soit E — M?* un fibré vectoriel euclidien G-équivariant. Soit
V une connexion G-invariante. On note R(X) sa courbure équivariante. On définit pour X € g(s),
la forme sur M*, G(s)-équivariante D,(E, X') donnée par :

Dy(E, X) = det(1 — sefiX)),
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Lemme 3.4.15. Soient s € G et X € g(s), on note g l'élément seX. On suppose X assez petit, de

sorte que (M?®)X = M9. On a les inclusions pgoc o pfsc_ s _ pr, on note i, Uinclusion de M?
dans M. On note Ny le fibré normal de MY dans M, N, le fibré normal de M9 dans M* et Ny le
fibré normal de M?® dans M. On a :

1. Ch(A 1 (Ny N TY M @ C)(se*)) = Ch(A_1(N; N TV M @ C), X )i .Chy(A(N. N TV M @ C), X),

(3.7a)
2. Ch(A(N; NTYM @ C),X) = Eal(N; N TVM @ C, X) ATd(N; N TV M @ C,X)™",  (3.7h)
3. Chy(AL(N*NTYM ®C), X) = DJ(N*NTY M, X). (3.7¢)

Démonstration. 1. L’action de seX est triviale sur M9. D’une part, on a les identifications sui-
vantes :

- TMyys = TM* & N,,
- TMjpgs = TM9 ® Ny = (TM?) 110 @ (Ny)jngo = TM? & N3 @ (Ny) o,

donc NyNTYM = N; VTV M @ (Ny)jare N TV M. On sait que A(E @ E') = AE ® AE' et que le
caractere de Chern est multiplicatif donc

Ch(A-1(N,NTY M&C)(se™)) = Ch(A_1(N;NTY M@C)(se¥)) ACh(isA_1 (N.NTY M@C)(se™)).
D’autre part, le fibré vectoriel N est un sous-fibré vectoriel du fibré vectoriel T"M* sur lequel s agit

trivialement donc I'action sur N est triviale. On en déduit que I'action de s sur A_; (N, NTYM®C)
est triviale et on a :

Chyex (A1 N; N TVM ® C) = Ch(A 1 N; NTYM & C(se¥)) = Ch(AL,N; N TV M @ C, X),

car si on note R la courbure d’'une connexion G-invariante sur A_; N, N TVM @ C et R(X) sa
courbure équivariante alors

De plus, en utilisant le lemme 3.4.13, on a :
Ch(isA_1(N.NTY M@C)(se*)) = Chyex (A (N.NTY M @C)) = i Chy (A1 (N.NTV M ®C), X ).
2. On a par le calcul du lemme 3.4.9 :

Ch(A(N; NTYM @C),X) = Ch(A(N;nTVM ® C), X)
=BEu(N;NTYM @ C,X)ANTd(N;NT"M @ C,X)™"
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3. En notant R(X) une courbure équivariante sur N*NTY M et R(X)®C la courbure équivariante
associée sur N* N TV M ® C, on a :

Chs()\—le m TVM ® C7 X) — Z(_l)’LTr( /\<3€R(X)®(C))
— detNSﬂTVM®(C<1 _ SBR(X)®(C)

= dethmTvM<1 — seR(X))

= D(N*NTYM, X).

On peut maintenant énoncer le résultat suivant :

Théoreme 3.4.16. Pour X € g assez petit, [’égalité suivante est vérifiée dans la cohomologie de
B a coefficients complezes H(B,C) :

M|B B Chs(U, X) N Td(TVMS ® C, X)
Ch, (Ind} <>,X)_/TVMS|B .

Démonstration. On a ChS(Inng(a), X) = Ch(Indg‘B(a)(seX)) car l'action sur B est triviale. En
appliquant, la formule de Lefschetz pour g, on obtient :

Ch, (Indl(\;/”B(a),X) _ / Ch(i;a(g))

ATA(TY M? @ C).
varsis Ch(A1 (N, N TV M & C)(9))

Par le lemme 3.4.13, on a I'égalité i (Ch,(o, X) = Ch (iga(g)). En utilisant le lemme 3.4.15 (3.7a),
il vient :
* Chy(o, X) NTA(TYV M9 @ C
Ch, (Ind}®(0), X) = / g V<U ) A Td(T ) . .
rvarois Cha(A_1 (N2 N TVM @ C), X )i, Do(N. 0 TV M, X)

En appliquant (3.7b) du lemme 3.4.15, on obtient :

Ch,((Ind§®)y, (0), X)

/ ir Chy(o, X) A TA(TV MY @ C)

v Bul(N: NTVM @ C, X) ATA(N: N TVM ® C, X)~1iz . D(N,N TV M, X)
,Chy(o, X) N TA(TVM? ® C) ATA(N; N TVM @ C, X)

/T‘/MgB

Eul(NsNTYM @ C, X) Aiy [Ds(Ns N TV M, X)
/ 2 Chy(o, X) ANTA(TV M@ C) ® (N;NTYM ® C), X)
TV M| B Eul(NsNTYM ® C, X) Aig [Dy(N; N TV M, X)
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De plus, on a I'égalité TV M9 & N; =TV M* donc :
/ Z.;SChS(O', X) A i;sTd(TVMs ® C, X)
v Bul(Ns NTVM @ C, X) Ait Dy(N,NTV M, X)
iZ,s(Chs(a, X)ATA(TYM* ® C, X) A Dy(N, TV M, X)—l)
_/TVMgB Eul(NgsﬂTVMQ@(C,X)

Ch, (Indg; (o), X) =

Maintenant, pour X € g(s) assez petit, on a M9 = (M*)* et TV M9 = (TV M*)*X, donc :

x V Arss 14 -1
b (10 (o), ) — / iz (Chy(o, X) ATA(TYM* @ C, X) A Dy(N. N TV M, X))
A ’ (TV Mo)X|B Eul(N: NTVM @ C, X) ’

par le théoreme 3.1.5), il vient :

Ch, (Indg; " (o), X)

Ug,s (Chs(a, X)ATA(TVM* ® C, X) A Dy(N,NTV M, X)—l)
N /(TVMs)XlB EUI(N; N TVM ® (C, X)

_ / Chy (o, X) A TA(TY M* © C, X) A Dy(Ns N TV M, X) .
TV M*|B

On a donc bien :

Chy(o, X) NTA(TV M* @ C, X)
h5 I dM|B X :/ ) )
¢ ( ndg (), ) TV M:|B Dy(NsNTVM, X)

3.4.2 Action non-triviale sur la base

Soit G un groupe de Lie compact. On note g son algebre de Lie. Soit p : M — B une fibration
G-équivariante entre variétés compactes, connexes, orientées. On note encore TV M = ker(p,) le
fibré tangent vertical & M et TH M son supplémentaire horizontal relativement & une métrique
G-invariante. On souhaite généraliser les calculs de la section précédente au cas ou 'action sur la
base de la fibration B est non-trivial. On suppose que le groupe G est topologiquement engendré
par un seul élément g. On peut en effet toujours se ramener a ce cas en utilisant la remarque 3.4.11.
Lorsque l'inclusion B¢ < B est K-orientée, il est possible d’étendre les théorémes 3.4.21 et 3.4.16
au cas ou l'action sur B n’est pas triviale. Pour simplifier, nous supposons que G est un tore dans
cette section de sorte que le fibré normal & B¢ — B est complexe.

Proposition 3.4.17. [10] Si G est un tore les inclusions i : TV MY — TV M et j : B — B sont
Kg-orientées par des structures complezes.
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Démonstration. On note N le fibré normal & M dans M et p*Ng le relévement du fibré normal
Np & BY dans B par p, en un sous-fibré de T M au-dessus de M. D’ une part, le fibré normal Np
a BY dans B est muni d’une structure complexe puisque G est un tore (voir lemme 3.1.3). Donc
I’application j est Kg-orientée et par conséquent en identifiant Np avec un voisinage tubulaire de
BY dans B, on peut définir une application de Gysin [25]

ji: Kg(BY) — Kg(B).

D’autre part, le fibré normal N' = N (TV M, TV M) a I'espace total TV M® dans TV M est donné
par (7)Y (NNTYM @ C) @ (7V)*(p*Np). En effet, on a les isomorphismes suivants :

T(TVM) ~ (77" My»*TVM @ (x7"MYy*T M,
T(TVMG) ~ (WTVMG)*TVMG e (WTVMG)*TMG

et le fibré normal & M% dans M est donné par N = NNTY M @ p*(Np), d’apres le théoréme 3.1.2.
Le fibré normal & TV M% dans TV M est bien muni d’une structure complexe. Donc 'application
i est Kg-orientée et par conséquent en identifiant A avec un voisinage tubulaire de 7V M dans
TV M, on peut définir une application de Gysin [3]

iy Ka(TVY M%) — Kg(TV M).

Proposition 3.4.18. [10] Si G est un tore, alors le diagramme suivant est commutatif.

Ka(TV MS) = K (TV M)
IndlgG‘BG \L llndg{B

Ka(B%) —2 ~Kg(B)

Démonstration. D’apres le théoréme de I'indice d’Atiyah-Singer pour les familles équivariantes [5],
les fleches py et p, qui sont les indices topologiques correspondant respectivement aux fibrations
M — B et M — B%, coincident avec les indices analytiques de sorte que

D= IndléIIB et pi = IndgGlBG.

Ainsi pour prouver la commutativité du diagramme, il suffit de montrer que jiop* = pjoi,. Mais
rappelons d’apres [25][Theorem 2.6] (voir aussi [11] pour la version équivariante), on a précisément
pour toutes applications Kg-orientées G-équivariantes f et g, go f est Kg-orientée et (go f), = gio fi.
En appliquant ce résultat on déduit que

gropt = (jop®) =poi)=poi.

Ainsi la preuve est terminée.
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On va, ici, encore utiliser la localisation en Kg-théorie (voir [2]) et utiliser le caractére de Chern
tensorisé par le morphisme caractere de représentation.

Théoréme 3.4.19. [11] L’égalité suivante est vérifiée dans la cohomologie de B a coefficients
complezes H(BY,C) :

Ch(j*Indy(o(9))) _ [ Ch(i"o(s))
Ch(A1NP(g))  Jrvuoipe Ch(A(N N TVM ® C & prNE)(g))

ATA(TY MC ® C).

Démonstration. Apres localisation, les applications 4, et ji deviennent des isomorphismes par le
% 3

théoreme 3.2.3, d’inverses LN A TV]\Z4 2CopNB) et )\_zNB' On a alors :

7 Indg " (0)(9) . meme i*o(g)
)\,1GNB(g) = Indg (Al(N NTVM @ C & p*NB)(g)>' (3:8)

L’action de G sur TV MY et BY est triviale, en utilisant le théoréme 8 de [11], pour calculer le

caractere de Chern de IndgclBG ()\_1(]\[ ﬂ T‘/Jz\faég(()j = p*NB)(g)> , il vient :

N i*o(g)
¢ (n ¢ Aa(NNTYM @ C® p*NB)(g)
/ Ch(i*o(g))
rvnsipe Ch(A (NN TVM ® C @ p*NP)(g))
Et donc, en utilisant (3.8), on obtient :

ATA(TY MC & C).

Ch(j*ndg (o))

_ Ch(i*o(g))

/ ATA(TY M® @ C).
Ch(A_NP) rveipe Ch(A1 (N NTVM © C® p'NP)(g))

]

Lemme 3.4.20. Dans la cohomologie a coefficients complexes de B, ’égalité suivante est vérifiée
X
eng=e" :

Ch(A(NNTYM @ Cop NP)(e¥)) = Ch(A (N NTYM @ C), X) Ap'Ch(A1 NP, X). (3.9)
Démonstration. D’une part, on a I'égalité :
A(NNT"M@Cop*NP) =X (NNTYM @ C)®p*A_ NP,
en utilisant la multiplicativité du caractere de Chern, il vient :
Ch(A(NNTYM @ Cap NP)(e¥)) = Ch(A (N NTYM @ C)(e¥)) Ap'Ch(A NP (eY)).
D’autre part, 'action est triviale sur M, par le lemme 3.4.8, on a :

Ch(As(NNTYM @ C)(e¥)) = Ch(A(NNTYM ® C), X)
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t
) Ch(A_1NB(e¥)) = Ch(A_,N”, X)
0

Théoreme 3.4.21. Pour X € g assez petit, [’égalité suivante est vérifiée dans la cohomologie
H(B,dx> .

Ch(Indg;*(e), X)) = / Ch(o, X) ATA(TYM & C, X).

TV M|B

Démonstration. Par le théoréme 3.4.19, on a I’égalité suivante dans la cohomologie de B¢ :
Ch(5*Indg* (o (eX))) / Ch(i*o(eX))

Ch(A_1NB(eX))  Jrvue pe Ch(/\,l(N NTVM @ Co® p*NB)(eX))

ATd(TY MY ® C).

(3.10)
D’une part, par le lemme 3.4.20, on a :
Ch(i*a(ex)) B Ch(i*o, X)
Ch(A1(NNTYM @ Ce&p*NB)(eX)) Ch(A(NNTVM &C),X) Ap*Ch(A_1N5, X)

D’autre part, par le lemme 3.4.9, on a :
Ch(A1(NNTYM ®C),X) =TdNNT'M @ C,X) ' ABl(NNTM & C, X).

On a Ch(j*Indg‘B(a(eX)) = Ch(j*Indlg‘B(a), X) puisque l'action est triviale sur B¢, En réinjec-
tant dans 1'équation (3.10), il vient :

Ch(j*Indg; * (o), X) Ch(i*o, X) ATA(N N TV M ® C, X)

= ATA(TY M® ® C).
Ch(> NP, X) /TchlBG Eul(N N TVM ® C, X) A p-Ch(h N5, x) " Tl ®C)

De plus, on sait que TdA(NNTYM @ C, X) ATd(TY MY ® C) = *Td(TV M @ C, X), donc :

j*Ch(Indg " (0), X)
Ch(A_1NB, X)

B i*(Ch(o, X) ATA(TVM ® C, X))
= Ch(A_ NP, X)"t A /
’ TVMG‘BG Eul(N N TVM X (C, X)

De plus, pour X € g assez petit, les zéros du champ engendré par X et les points fixes de e*
coincident donc

j*Ch(Indg " (0), X)
Ch(A_1NB, X)

B i*(Ch(o, X) A TA(TVM & C, X))
— Ch(A_,N®, X)! /\/
’ TV MX|BX EUI(NQTVM(X)C,X)

Puisque Ch(c, X) est a support compact, on peut appliquer la formule de localisation de Bismut
(théoreme 3.1.5), il vient :

i*(Ch(o, X) ATA(TV MO © C, X)) o AT
pu— * /\ .
/TvalBX Ed(NNTVM ® C, X) J /TVMB (o, X) ATd( ®C, X)
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Maintenant, en simplifiant par I’élément inversible Ch(A_; NZ, X) et en utilisant la proposition 2.1
de [15] qui affirme que la restriction j* : H(B,dx) — H(B¥,C) est un isomorphisme, on obtient
le résultat souhaité. O]

Comme dans le cas ou l'action sur la base est triviale, on va donner une formule similaire en
cohomologie pour I'indice d'un opérateur au voisinage d'un point s € G différent de I'identité. Soit
donc G un groupe de Lie compact. Soit s € G, on considere le sous-groupe G(s) de G des éléments
qui commutent avec s. On note g(s) l'algebre de Lie de G(s), elle consiste en les éléments X € g
tels que s - X = X. Les G-variétés M et B sont aussi des G(s)-variétés et la fibration se restreint
en une fibration G(s)-équivariante.

Théoréme 3.4.22. Soient s € G et X € g(s), on note g l’élément se. On suppose encore que
X est assez petit, de sorte que (M*)* = M9. On note N, le fibré normal de M* dans M. L’égalité
suivante est alors vérifiée dans la cohomologie dx de B®, H(B*,dx) :

VArs
Ch, (ndg ™ (o), X) = / Chy(o, X) ATA(TVM* © C, X)
TV Ms|Bs D,(N,NTVM, X)

Démonstration. On a les inclusions py9c ‘= prsc . pr, on note i, 'inclusion de MY dans M.

De méme, on a les inclusions goc ’2°_ gsc 9= _ g on note j, l'inclusion de B¢ dans B. On note N,
le fibré normal de M¥ dans M et N le fibré normal de M dans M?®. En appliquant, le théoréme
3.4.19 pour g, au-dessus de BY, on obtient :

Ch(j;Inde(r(g)) / Ch(i%0(g))
Ch(A_1NB(g)) v asss Ch(A_1(Ny, N TV M ® C @ p*NP)(g))

ATA(TY MC ® C).

En utilisant le lemme 3.4.13, on a Ch(j;‘lndl(\le(a(g))) = j;SChS((Indg‘B)(J), X) et Ch(iza(g)) =
iy sChs(o, X). En appliquant le lemme 3.4.20, il vient :

75O ((Indg™) 1, (o), X) / i* Chy(o, X) A TA(TV M & C)
Ch(A1N"(9)) TV M9|B9 Ch()\_l(Ng NTVM ® C)(g)) A p*Ch()\_lNB(g)) .

En simplifiant par Ch (A,lN B (g)) et en appliquant (3.7b) du lemme 3.4.15, on obtient :

73,4y ((nd®);, (0), X)
B / iy (Chy(o, X) ATA(TV M9 @ C)
v aajps BUl(N; NTVM @ C, X) ANTA(N; N TVM @ C, X)~tir Dy(N,NTV M, X)
B / it ;Chy(o, X) ANTA(TY M? @ C) ATA(N: N TV M @ C, X)
TV Mo|Bs Eul(N; NTVM @ C,X) Ai} D(N,NTVM, X)
_/ ir [Chy(o, X) NTA((TVM? @ C) @ (N; N TV M © C), X))
TV M |Bo Eul(N:NTVM ® C, X) Ny Do(NsNTV M, X)
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De plus, on a I'égalité TV M9 & N; =TV M* donc :
/ i;sChs(J, X)A Z';STd(TVMS ® C, X)
TV M9|B9 EUI(N; N TVM X (C, X) N i;’st(Ns N ,,TVJ\J7 X)
i .(Chy(o, X) ATA(TY M* ® C, X) A D,(N, N TV M, X))
_/TVM9|B!7 Eul(N;ﬂTVM@)(C,X)

Jp.+Chy (ndg P (0), X ) =

Maintenant, pour X € g(s) assez petit, on a M9 = (M*)* et TV M9 = (TV M*)*, donc :

. - iz (Chy(o, X) ATA(TY M* @ C, X) A Dy(N,N TV M, X))
I3 b (Ind " (2), X) :/ Eul(Ns N TVM ® C, X ’
(TV M3)X|(Bs)X u ( g N ® C, )

par le théoreme 3.1.5), il vient :
j.Chy(Indg " (o), X)

iz (Chy(o, X) ATA(TY M* & C, X) A Dy(N,N TV M, X))
/(TVMS)X(BS)X Eul(N; NTVM &® (C7 X)

= j;,s/ Chy (o, X) AN TA(TV M* @ C, X) A Dy(N,NTV M, X))
TV M$|Bs

De plus, la restriction j;  : H(B®,dx) — H(B?) est un isomorphisme, donc on a bien :

Chy(o, X) NTd(TV M* @ C, X)
he(1 dM|B X :/ s\ )
C s( ndg (o), ) S Dy(N,NTVM,X)

3.4.3 Application au cas d’une G-fibration homogeéne

Le but de cette section est de faire le lien entre la formule de délocalisation de Berline-Vergne

pour un opérateur elliptique G x H-invariant et la formule le long des fibres présentée dans la
section précédente. On commence par rappeler une construction classique, voir [3].
Soient G' et H deux groupes de Lie compacts. Soit P — B un H-fibré principal G-équivariant.
Soit F' une G x H-variété. On définit une fibration p : M — B (G-équivariante, de fibre F' et de
groupe structurel H en posant M = P xg B. Soit A : C®(F,ET) — C°°(F,E~) un opérateur
pseudodifférentiel elliptique G x H-invariant d’ordre 1. Par [3], on sait que I'indice Indf, ;(A) de
l'opérateur A est un élément de R(G x H). Rappelons ([3],(4.3) page 504) la fleche

pp: R(G x H) = Ka(B)

qui a une G x H-représentation V' associe le G-fibré vectoriel sur B donné par P xg V. On note
respectivement p; et py les respectivement premiere et deuxiéme projections de P x F. Suivant [3]
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(page 527), on définit un opérateur G-invariant A sur M, elliptique le long des fibres. L'opérateur
A se releve en un opérateur A; sur P x F. Comme A; est G x H-invariant, il induit un opérateur
A sur M. On restreint A, aux sections constantes le long des fibres de P x F' — M. Comme P est
localement un produit, on a que sur les ouverts p~ (V) = V x F, la restriction Ay de A est juste le

relevé de A, donc Ay € P (p~*(V)) et donc A € fl(M). Le symbole o(A) vérifie o, ¢ (A) = 0¢(A)
donc il est elliptique le long des fibres de p. De plus, on a la proposition suivante :

Proposition 3.4.23 ([3], page 529). L'indice de A est donné par :
IndiP(A) =[P xp ker A] — [P x  coker A] € Kg(B)
= pp(Indg, 4 (A))-

Soit s € G. On note encore g l'algebre de Lie de G et g(s) l'algebre de Lie du centralisateur
G(s) de s dans G.

Corollaire 3.4.24. Soit X € g(s). On a l’égalité suivante dans la cohomologie dx de B*, H(B*,dx) :

Chy(Ind®(A), X) = Chy(up(IndL, ;1 (A)), X).

Dans la suite, on note indifféeremment CTW I'homomorphisme de Chern-Weil C°°(g x b)“>*H# —

H¥ (g, B) et Iisomorphisme de Chern-Weil HX, (g ® b, P) — HZ (g, B). On note ¢ la 1-forme
de connexion G-invariante sur P et © sa courbure. On note ©(X) = © — ((X)f sa courbure
équivariante. L’isomorphisme de Chern-Weil est donné par :

CW ()(X) = a(X,0(X)), Ya € HZX, ,(a© b, P) et X € g.
Pour plus de détails, voir [29] (voir aussi [34] et [57]). On a :

Proposition 3.4.25. [29] Le diagramme suivant est commutatif :

R(G(s) x H)—"— Kgo (BY)
Chs=x_ (se)l lChS
C(g(s) x )M o= HE (a(s), BY)

En appliquant cette proposition et la formule de Berline-Vergne [15], il vient :

Corollaire 3.4.26. Soit X € g(s) assez petit. On a l’égalité suivante dans la cohomologie dx de
B*, H(B*® dx) :

N B Ch,(c(A), X,0(X)) A AX(TF*, X,0(X))
On(Ind(A), ) = [ DN (F*, F), X, 6(X))

Démonstration. Par le corollaire 3.4.24, on sait que

Ch,(Indy”(A), X) = Ch,(pp(Indf, 4 (A)), X).
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En utilisant la proposition 3.4.25, il vient que :
Chy(Indg; *(A), X) = CW (Indf, ;,(A) ) (X).

On obtient donc le résultat en appliquant la formule de Berline-Vergne [15] & Indg, ,; (A).
O

Soit s € G.OnaTVM = PxyTF et TVM?® = P* x g TF*® puisque 'action de G commute avec
laction de H. Notons N (F*, F) le fibré normal & F* dans F. La partie verticale du fibré normal
a M*® = P* xg F* dans M est alors donnée par N(M*, M)NTYM = P* xyz N(F*, F). Notons
p1: PP X F® — P® et py 0 P°x F® — F* les projections. La 1-forme pjf est une connexion sur
P x F — P xy F qui se restreint en une connexion sur P® x ¥ — P* x g F*. On note CWpsy s
I'isomorphisme de Chern-Weyl associé au fibré principal P® x H®* — P?® x g F'*. On a la proposition
suivante :

Proposition 3.4.27. On a les égalités suivantes :
1. A(P* xy TF*, X) = p;A(TF*, X, pi0(X)) ;
2. DIN(M#, M) N TV M, X) = ps DN (F*, F), X, p0(X)) ;

3. Chy(o(A), X) = p3Chs(0(A), X, piO(X)).

Démonstration. On fait la preuve pour 1.. Les assertions 2. et 3. se montrent de la méme fagon.
1.On a :
A(P* xyy TF*, X) = CWpeps (A(P* x TF*, =, ) )(X).

Comme P* x TF? est le tiré en arriere par p, de TF? | il vient :
A(P* xy TF*, X) = CWpssps (p5A(TF?, =, =) ) (X)

On obtient alors le résultat en appliquant I'isomorphisme de Chern-Weyl pour la courbure équiva-
riante p;O(X). O

On va vérifier que la formule d’indice pour les familles coincide bien avec celle obtenue dans le
corollaire 3.4.26 par un calcul direct.

Corollaire 3.4.28. Soit X € g(s) assez petit. On a l’égalité suivante dans la cohomologie dx de
B*, H(B*® dx) :

MIB , = B Ch,(c(A), X,0(X)) A AX(TF*, X,0(X))
Ch, (Indg*(4), X) = /TFS DN(Fs, F), X,0(X))

Démonstration. On commence par appliquer la formule obtenue dans le théoreme 3.4.22 pour
calculer le caractere de Chern de Indng(A). On a:

) Chs(o—([l)jX)/\flz(Ps xy TF* X)
Chy(IndXB(A4), X =/
(Indg ™ (A), X) [ D(Ps xyg N(F*, F), X)
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En appliquant la proposition 3.4.27, on obtient :

. sChy(o(A), X, prO(X)) A p3A2(TFs, X, prO(X))
Ch, IndM\B A), X / Py 1 2 » P1 .
(Indg = (A4), X) Psx yTF3|Bs psDN(Fs, F), X, piO(X))

En notant q : P° x TF* — P*® xy TF? la projection, il vient :

MIB, X B . (P5Chy(o(A), X, piO(X)) A ps A2(TF*, X, piO(X))
Chi(Indg 7(A4), %) = /| a ( PDN(F, F), X, pi0(X)) )
B Ch,(o(A), X,0(X)) A AXTF*, X,0(X))

_/TFS D(N(FS,F),X,@(X)) ‘
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Chapitre 4

Formule de Berline-Vergne pour les
familles G-transversalement elliptiques

Dans ce chapitre B est encore une variété orientée.

4.1 Caractere de Chern a coefficients ¢~

Ce chapitre est une application de la formule cohomologique du chapitre 2. On utilise la formule
de Berline-Vergne-Paradan [17] et [67] afin de démontrer un résultat similaire pour les familles. Le
théoreme que I'on souhaite démontrer est le suivant.

Théoréme. 4.2.4 Soit o un symbole G-transversalement elliptique le long des fibres de la G-
fibration compacte p : M — B avec B orientée et G-triviale. Notons N? le fibré normal a M?® dans
M.

1. Il existe une fonction IndSM"P Kg(TY M) — C==(G, H(B))® et une seule vérifiant les

coh

relations locales suivantes :

Ch,y(A™“s(0),Y) N A2(TV M*,Y)

ISP (o]l () = (2im) mdee) D(N*Y) |

coh

TV M*|B

Vs € G, VY € g(s) assez petit de sorte que les classes équivariantes A*(TVM*)Y) et
D(N*®Y") soient définies.

2. De plus, on a la formule d’indice suivante :

Ind% M2 ([5]) = Ch(Ind™B([o])) € C~(G, H(B))°.

coh

On commence par rappeler quelques résultats obtenus dans [66]. Dans une deuxiéme section on
déforme le caractere de Chern de [67]. Dans une derniere section, on démontre le théoréme énoncé
plus haut.

109
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4.1.1 Cohomologie équivariante a coefficients généralisés

Nous rappelons quelques constructions cohomologiques, notre référence principal est [49]. Soit
K un groupe de Lie compact d’algebre de Lie £. Soit N une K-variété. Rappelons la définition
de la cohomologie équivariante a coefficients C~°° [31], voir aussi [49]. Soit C~>(¢, A(N)) I'espace
des fonctions généralisées sur ¢ a valeurs dans A(N). Par définition, c’est I'espace des applications
linéaires continues de 'espace D(¥) des densités C™ a support compact sur £ vers A(N), ou D(£)
et A(N) sont munis des topologies C*°. Donc si o« € C~°(¢, A(N)) et si ¢ € D(¥) alors («, ¢) est
une forme différentielle sur N notée [, a(X)¢(X)dX. Une densité C™ & support compact sur £ est
appelée une densité test et une fonction C*> a support compact sur € est appelée une fonction test.
Notons E’ une base de € et E; sa base duale. Soit d I'opérateur sur C~>°(¢, A(N)) défini par

(da, ¢) = d{a, @), pour ¢ € D(¥).

Soit « I'opérateur défini par
<LOz, ¢> = Z L((EZ)?V)«L Ez¢>v
U (E?)% désigne comme d’habitude le champ engendré par E* € g sur N et ot E;¢ désigne le
prodult tensoriel E; ® ¢. Soit alors dy 'opérateur sur C~*°(¢, A(N)) défini par

drav = dov — L.

L’opérateur d; coincide avec la différentielle équivariante sur C*(¢, A(N)) C C~>°(¢, A(N)). Le
groupe K agit naturellement sur C~>°(¢, A(N)) par (¢ - o, ¢) = g - (o, g7 " - ¢). L’action de K
commute avec les opérateurs d et ¢. L’espace des fonctions généralisées de ¢ dans A(N) qui sont
K-équivariantes se note

A (8 A(N)) = C7= (¢, A(N)*

L’opérateur d; préserve AR (€, N) et vérifie d7 = 0. De manicre similaire, si on remplace A(N)
par A.(N) le sous-espaces des formes a support compact alors on peut définir A (€, N) =
(e, A(N))®

Nous avons aussi besoin de considérer les formes généralisées K-équivariantes qui sont seulement
définies sur un voisinages ouvert de l'origine dans €. Si O est un ouvert K-invariant de €, on note
A (O, N) et A % (O, N) les espaces ainsi obtenus.

Soit similairement U un ouvert de N qui est K-invariant. L’espace des formes a coefficients géné-
ralisés a support dans U se note A;>° (0, N), c’est 'espace des formes différentielles & coefficients
généralisés telles qu'il existe un sous-espace fermé K-invariant C,, C U de N tel que [ a(X)p(X)dX
est supportée dans C,, pour toute densité test ¢.

Notation 4.1.1. La cohomologie du complexe (Az> (8, N),dy) se note Hz (8, N).
La cohomologie du complexe (Ag?(é N), d) se note H_ 5 (¢, N).
La cohomologie du complexe (Ax> (O, N),d) se note H (O, N).
La cohomologie du complexe (A }}o( ,N), dg) se note H_z (O, N).
(A;=(0 (0. N).

La cohomologie du complexe (A, (O, N), d:) se note H;>

)
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Si¢g: N'— N est une application K-équivariante de K-variétés alors on obtient une application
¢t A8, N) — A>°(¢, N') définie par

(¢"a, f) = ¢™(a. ), Vf € D(¥),
qui induit
¢F T HTF(,N) — HTZ(, N).

Par ailleurs, il existe une application naturelle
H*(E,N) — H (¢, N)

induite par l'inclusion A (¢, A(N)) — A A(N)). Sip : M — B est une fibration K-
équivariante orientée, alors 'intégration le long des fibres [ M|B définit une application de A_ % (¢, M)

vers A_ (¢, B) :
a, p) == a, ), Yo € D(¥),
</M|B ) /MB< ) (®

et induit une application bien définie :
/ CHI3 (e, M) — HoE (8 B).
M|B

Notons enfin que si o € H% (€, M), et € H_ (€, B) alors a Ap*3 € H_ (¢, M) et

/M|Ba/\pﬂ:(/MBa)/\6.

Faisons un petit rappel sur les restrictions de fonctions généralisées invariante [29], voir aussi
[67]. On rappelle que si s € K et S € ¢ alors K(s) et K(S) désignent respectivement les centrali-
sateurs de s et S respectivement et que €(s) = Lie(K(s)) et Lie(K(S)) = £(S). Pour tout s € K,
soit Ug(0) un voisinage ouvert assez petit de 0 € g(s) tel que Iapplication

5, Y] — kse¥ k™!

est un plongement ouvert de K Xy, Us(0) sur un ouvert de la classe de conjugaison K - s :=
{ksk™' k € K} ~ K/K(s). Similairement, pour S € €, soit Us(0) un voisinage ouvert de 0 tel que
I'application [k,Y] — Ad(k)(S +Y) est un plongement ouvert de K x g sy Us(0) sur un voisinage
ouvert de l'orbite adjointe K - S ~ K/K(S). Remarquons que l'application Y — [e, Y] réalise
Us(0) (respectivement Ug(0)) comme sous-variété K (s)-invariante de K X j(5)Us(0) (respectivement
K XK(S) Us(O))

Soit © une fonction généralisée K-invariante par conjugaison. Pour tout s € K, © définit une
fonction généralisée K-invariante sur K X, Ug(0) € K qui admet une restriction a la sous-
variété U,(0) qui se note

Olls € C(U,(0))*™.
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Si © est C™, on a O|,(Y) = O(se¥), VY € U,(0).

Similairement, soit # une fonction généralisée K-invariante sur €. Pour tout S € ¢, 6 définit une
fonction généralisée K-invariante sur K x g(s)Ug(0) < € qui admet une restriction a la sous-variété
Us(0) qui se note

0)ls € C>(Ug(0))K).

Si 0 est C™ alors 0]|s(Y) =0(S+Y) VY € Ug(0).

On a K(se®) = K(s) N K(S) VS € U,(0). Soit O], € C~(U,(0))X® la restriction de la fonction
généralisée © € C~(K)X. Pour tout S € U,(0), la fonction généralisée O||s admet une restriction

(O]|5)]|s qui est une fonction généralisée K (se¥)-invariante définie sur un voisinage de 0 € €(s) N
E(S) = t(se).

Lemme 4.1.2. [29] Soit © € C~>°(K)X.
— Pour s € K et S € Us(0), l’égalité suivante de fonctions généralisées définies sur un voisi-
nage de 0 € €(se”) est vérifiée
(Oll)lls = Ollses-

Quand © € C~°(K)X est C> cette condition est facile a vérifier : pour Y € €(se®), on a
Ol ls(Y) = O[s(S +Y) = O(s¢¥) = B(se”e”) = O|es (Y).

— Soient s,k € K. l’égalité suivante de fonctions généralisées définies sur un voisinage de
0 € €(s) est vérifiée
(Oll)lls = Bllxsk—1 0 Ad(k).

Théoréme 4.1.3. [29] Soit 0, € C~(U,(0))X) une famille de fonctions généralisées. Supposons
que les conditions suivantes sont vérifiées dans un voisinage de 0 € £(s).
— Invariance :Vk,s € K, [’égalité suivante de fonctions généralisées définies dans un voisinage
de 0 € ¥(s) est vérifiée
95 = ekskfl o Ad(/{?)

— Compatibilité : Vs € K et S € Ug(0), l’égalité suivante de fonctions généralisées définies
dans un voisinage de 0 € ¥(se®) est vérifiée

Oslls = Oyes.

Alors il existe une unique fonction généralisée © € C~°(K)X telle que, Vs € K, I’égalité Ol|s = 0,
est vérifice dans O~ (U,(0))K().

4.1.2 Le caractére de Chern de [66]

Soit K un groupe de Lie compact. Soit N une K-variété. Soit A une 1-forme K-invariante réels
sur N. Pour tout point n € N, on donc a A\(n) € TN.

Définition 4.1.4. La 1-forme A définit une application équivariante

fr: N — € donnée par(fy(n), X) = (A(n), Xy(n)).
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On note C'y le sous-ensemble fermé K-invariant de N donné par :
Cy={fr=0}

On se donne un morphisme lisse K-équivariant o : E¥ — E~ sur N, et on note C), le sous-
ensemble fermé invariant donné par

0 o*
Chro = C)\ Nsupp(o) et v, = (U O)

Soit A une super-connexion K-invariante sur E (voir section 3.3. On utilisera par la suite les
notations suivantes voir [66] :

L A% t) = A +it(v, + ), t € R;

2. Fo,\, A1) (X) = =202 —it < fr, X > +p*(X) +it[A, v,] + A2 +itd)\, qui est la courbure
équivariante de A% (t);

3. n(o, A, A t)(X) = —Str (i(vg + )\)eF("’A’A’t)(X)> = —etdAX)Gtr (i(vg + )\)eF(”A’t)(X)>, qui
est la forme de transgression associée au caractére de Chern de A%*(¢);

4. B(o, N\ A) fo (o, A\, A, t)dt, qui est une forme a coefficients généralisés, puisque la conver-

gence de fo (o, A\, A, t)dt quand T tend vers I'infini a bien un sens comme distribution.

Théoréme 4.1.5 (Theorem 3.19, [66]). ® Pour tout voisinage ouvert K-invariant U de C),,
prenons x € C®(N)X qui est égale a 1 sur un voisinage de Cy, et a support contenu dans U.
Alors

1.

c(o, A, A, x) = XCh(A) + dxB(o, A, A)
est une forme équivariante fermée a coefficients généralisés, supportée dans U.

2. Sa classe de cohomologie cy(o,\) € H;™ (8, N) ne dépend pas du choiz de A, x ni de la
structure hermitienne sur E*.

3. De plus, la famille inverse cy(o,\) quand U parcourt les voisinages de C, définit une
classe

Cliap(, ) € HE (8, V),
ou He (8, N) est la limite projective du systeme projectif (Hy™ (¢, N))e, ,cv-

e L’image de Chayp(o, A) dans Ho s (8, N) est égale @ Chyyy(0).

e Soit F' un sous-ensemble fermé K -invariant de N. Pour T € [0,1], soit 0. : ET — E~ une famille
différentiable de morphismes lisses K -équivariants et A, une famille différentiable de 1-formes K-
invariantes telle que Cy, ,, C F V71 € [0, 1]. Alors toutes les classes Chgyp(0-, A;) coincident dans

H=2 (8, N).
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4.1.3 Déformation verticale
Définition 4.1.6. Lorsque C, est un sous-ensemble compact de N, on peut définir [66] :
Ch.(o,\) € H_*(¢,N)

(¢, N). Un représentant de Ch.(o, \) est
alors donné par toute forme équivariante c¢(o, A, A, x) comme ci-dessus, avec x a support compact.

C

comme l'image de Chgyy(o,\) € H® (¢, N) dans H_

La 1-forme de Liouville sur 7*M permet de définir par restriction une "l-forme de Liouville
verticale". Plus précisément, fixons une métrique riemannienne (-,-) sur M. On décompose alors
TM selon TM = TVM @ p*TB. Notons m : T*M — M la projection, j : T*M — TV M*
I'application duale de l'inclusion i : TV M < T'M et ¢ : T*M — T'M D’isomorphisme donné par la
métrique sur M et ¢ipvyy : TV M* — TV M D'isomorphisme induit. Notons r = ¢ ' oio Pyrv i et
k =roj. La 1-forme de Liouville w sur T*M est la 1-forme définie par (w(),¢) = (£, T7(()), ou
EeT*M, eT(T*M) et m:T*M — M est la projection. On revient maintenant, a notre cadre.
Soit comme avant G un groupe de Lie et p : M — B une fibration G-équivariante de variétés
compactes. On suppose que B est orientée.

Lemme 4.1.7. Soit w la 1-forme de Liouville sur T*M. La 1-forme k*w est G-invariante et le
sous-ensemble Cy»,, de T*M est égal a C,, = TEM.

Démonstration. La 1-forme k*w est G-invariante car k est G-équivariante. Soient £ € T*M et
veTe(T*M). On a :

(F"w)e, v) = (wre)s Tek(v)) = (K(E), Thieym © Tek(v)).

De plus, on a I’égalité m o k = m donc on obtient :
(F'w,v) = (k(§), Tm(v)).

Maintenant, si v = X7j.,,(§) est donné par un élément X € g alors Tw(v) = X;,(w(€)) est
un vecteur vertical, c’est-a-dire T'w(v) € T} M donc (K*w,v) = (w, X7.),(£)) puisque la partie
horizontale de £ s’annule sur les vecteurs verticaux. On a donc bien que Cj+, est égale a C,,. [

Corollaire 4.1.8. Le caractére de Chern dans H;o(g, T*M) défini en utilisant la 1-forme de
Liouville w est égal au caractére de Chern défini en utilisant la 1-forme k*w.

Démonstration. Par le théoréme 3.19 de [66], on sait que si o, : ET — E~ est une famille de
morphismes lisses K-équivariants et A; une famille de 1-formes K-invariantes tels que C_, C F,
pour 7 € [0, 1] et F' un sous-espace fermé de T*M, alors toutes les classes Chgyp (0, A-) coincident
dans Hz>*(¢, N). On prend pour o, la famille de morphismes constante et pour A, la famille
de 1-formes : 7w + (1 — 7)k*w. Remarquons que la famille A\, est G-équivariante. On a pour
veT(T*M) :

Oy 0) = 706, Tr(v)) + (1 = 7)(k(€), Tr(v))

donc si v est donné par un élément X € g alors (A\s,v) = 0 si & € THM. On obtient que C), =
C, = Cy+w, ce qui termine la preuve. ]
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Lemme 4.1.9. Soit w la 1-forme de Liouville sur T*M. La 1-forme r*w est G-invariante et le
sous-ensemble Crw, de TV M* est égal d TC‘;/M*.

Remarque 4.1.10. La forme r*w n’est autre que la restriction de w a TV M* qu’on voit comme
sous-variété de T*M grace a la métrique.

Démonstration. La 1-forme 7*w est G-invariante car r est G-équivariante. Soit ¢ € TV M*. Soit
v €T (TVM*). On a:

(r*w,v) = (Wr(e), Th(v)) = (r(&), Tm o Tr(v)) = (£, Tn(v)).

car 7 est I'inclusion de TV M* dans T*M et 7 o r est la projection 7 restreinte a TV M*. On en
déduit que pour que I'application fy«, : TV M* — g* soit nulle il faut que & € T} M*. O

4.2 Formule de Berline-Vergne pour une famille G-trans-
versalement elliptique

On va commencer par énoncer la formule cohomologique de Berline-Vergne-Paradan [67] pour
un opérateur G-transversalement elliptique. On déduira de cette derniere, grace a un produit de
Kasparov, la formule pour une famille d’opérateurs G-transversalement elliptiques le long des fibres.
On note w, la 1-forme de Liouville sur 7*M?® et on utilise les notations du chapitre précédent.

Théoréme 4.2.1 ([67], Theorem 3.18). Soit o un symbole G-transversalement elliptique sur une
variété compacte M. Notons pour tout s € G, N° le fibré normal a M?® dans M. Il existe une
fonction généralisée G-invariante sur G' et une seule notée IndG’M([a]), vérifiant les relations locales

coh
sutvantes.

Chy(A“(0),Y) N A2(TM?*)Y)
D(N>Y) ’

IndSM ([o])||s(Y) = (2im)~ dim M

coh

T*M?

Vs € G et VY € g(s) assez petit, de sorte que les classes équivariantes AQ(TMS,Y) et D(N*®Y)
soient définies. La fonction généralisée IndS:M ([0]) ne dépend que de la classe de o dans K (T5M).

De plus, on a le théoreme suivant qui fait le lien avec I'indice analytique IndaG’M d’Atiyah [1] :
Théoréme 4.2.2 ([67], Theorem 4.1). Les formules précédentes définissent une application

mdS) : Ke(TgpM) — C~(G)¢

coh

et on a :

GM __ G,.M
Ind,”™ =1Ind_},".
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Lemme 4.2.3. Notons j : T*M — TV M* la projection, r : TV M* — T*M [inclusion induite
par la métrique et p : M — B la projection. Soient o € Ko (TY M*) et o' € K(T*B). Notons E le

super-fibré correspondant a o et E' le super-fibré correspondant a o’. On a ’égalité suivante dans
H (g, T*M?) -

Chy(A“* (0 ® p*0’),Y) = j*Chy(A" “*(0),Y) A p*Ch(c").

Dans ce lemme, on désigne par A“s la restriction d’une super-connexion A“ sur F ® p*FE’,
par A" la restriction de A" “(0) = A + i(v, + 7*w), ol A est une super-connexion sur F et
A(o’) = A" + iv, ot A’ est une super-connexion sur E’.

Démonstration. D’apres le corollaire 4.1.8, on a I'égalité :
Chy (A% (0 ® p*0’),Y) = Chy(AT " (o @ p*d’), Y).
De plus, en considérant la super-connexion produit
B=7A®1+1xpA

on obtient : )
AT (o @ pta) = jH(AT(0) @ 1) + 1@ p(A'(d")),

CaT Vpgpror = Us @ 1 4+ 1 ® p*v,r. Dot I'égalité énoncée. O

Soit ¢ un symbole G-transversalement elliptique le long des fibres de la G-fibration compacte
p: M — B avec B G-triviale. Nous avons défini dans le chapitre 2 le caractére de Chern de la
classe indice Ch"*(Ind™MB([o])). De plus, nous 'avons identifié avec un élément Ch(IndMB([0])) €
C~=(G, H*(B))Y dans le théoréme 2.3.10. On peut restreindre un tel élément en utilisant les
restrictions de fonctions généralisées car c’est un élément de C~°(G)% @ H(B).

Nous pouvons maintenant énoncer le théoreme principal de ce chapitre :

Théoreme 4.2.4. Soit o un symbole G-transversalement elliptique le long des fibres de la G-
fibration compacte p : M — B avec B orientée et G-triviale. Notons N*® le fibré normal a M*® dans

M.
1. Il existe une fonction IndSM""? « Ko(TY M) — C=°(G, H(B))® et une seule vérifiant les

relations locales suivantes :

Chy (A7 (0),Y) N AX(TV M*,Y')

a,M|B = (247)~ dim(M|B
IndS,"1P ([o]) (V) = (2im)~ im0 1B) D(N*,Y) |

coh

TV M*|B

Vs € G, YY € g(s) assez petit de sorte que les classes équivariantes /P(TVMS,Y) et
D(N*,Y') soient définies.

2. De plus, on a la formule d’indice suivante :

Ind% M2 ([5]) = Ch(Ind™B([o])) € C~(G, H(B))°.

coh
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Dans la preuve de ce théoréme, on va utiliser la méme astuce que dans la section précédente,
c’est-a-dire coupler la classe indice avec un opérateur elliptique sur la variété B. Plus précisément,
on fait le produit de la classe indice par un opérateur elliptique sur B afin d’obtenir la classe indice
d’un opérateur G-transversalement elliptique sur M. On utilise ensuite la puissance du caractere
de Chern en homologie cyclique locale bivariante [70] et la formule de Berline-Vergne-Paradan [67]
afin de déduire le résultat.

Démonstration. Rappelons que G(s) désigne le centraliseur de s dans G et que g(s) désigne
son algebre de Lie. On note Us(0) C g(s) un voisinage de 0, G(s)-invariant, tel que le A-genre

ATYM*Y) et —
(LEMEY) ot Ny

dimension de B. D’aprés le théoréme 2.3.10, on a Ch(IndMB([a]))|(Y) € Hery(Us(0), B) =
C=(U4(0))%®) @ H(B). Pour déterminer Ch(Ind™®([0]))||s(Y") il suffit donc de le coupler avec
I’homologie de de Rham de B. De plus, 'homologie de de Rham de B est engendrée par 'image
du caractere de Chern de la K-homologie de B. Par le corollaire 2.3.9, on sait que le couplage de
la classe indice d'une famille G-invariante, G-transversalement elliptique le long des fibres avec la
K-homologie de B est représenté par un opérateur G-invariant, G-transversalement elliptique sur
M. Soit ¢’ un symbole sur B alors on peut appliquer la formule de Berline-Vergne-Paradan [17]
rappelée au théoreme 4.2.1 ci-dessus au symbole G-transversalement elliptique o ® p*o’, défini au
lemme 2.3.6, on a :

soient bien définis sur U,(0). Notons n, la dimension de M*® et n la

Ch,(A% (o © p*a’),Y) A A2(TM*,Y)
D,(N,Y) ‘

Indgy' ([0 © po|)I|(Y) = (2im) ™"

coh
T* Mo
Par le théoréme 3.1.2 on sait que TM* = TV M* @ p*TB et que N est vertical car I'action de G
sur B est triviale. On a donc :
A(TM*)Y) = A(TVM*,Y) A p* A(TB).

De plus, on a Chy(A“*([c@p*o’]),Y) = j*Chy (A" ([0]), Y)Ap*Ch(A([0"])), ot j : T*M — TV M*.
On obtient donc

F*Chy (A (), Y)A2(TV M*,Y)
D,(N,Y)

mdSY ([0 @ p*o’])(se¥) =(2im) ™"

coh p"(Ch(A(0")AX(TB)).

T*M?

Comme B est orientée, il vient :
Indgy" ([0 © p*o’])(se”)
Chy(A™“ ([0]), Y)AX(TV M*,Y)

Dy(N,Y)

beB (TM)® T,B

= (2im)~(ns=m) (2im)"Ch(A([0"]))A*(TB).
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or, fTBgim—“Ch(M[o'J))A?(TB) PD(CH([P,) ot [P] € KK(C(B),C) et ott Ch([P,]) est

le caractere de Chern de [P,/] en homologie de de Rham de B et PD est la dualité de Poincaré
H.(B,C) — H*(B,C). Donc par dualité de Poincaré, on obtient que

Chy(A”“s(0),Y) N A2(TV M*,Y)
D(N®,Y) ’

ndS "1 ([0])],(Y) = (2im)~ 4mOr1B)

coh

TV M*|B

définit un élément de C~(G, H(B))Y = C~(G)Y @ H(B) puisque VYo' € K(TB) les fonctions
généralisées (IndS>M (o @ o’)||s)s définissent un élément de C~>°(G) d’apres le théoréme 3.18 de
[67].

Par le théoreme 2.3.8, on sait que

IndZY ([0 © p*o’)) = Ind"1®([0]) @o(a) [Por].
On désigne par Ch'™ le caractére de Chern en homologie cyclique locale [70]. Le diagramme suivant
est commutatif :

()

(G, H(B,C))¢ ® H.(B,C) C—(G)C

Hom(R(G) ® C, H*(B, C)) @ H.(B,C) " Hom(R(G) ® C, C)

:i }l:

HL(C*G,C(B)) ® HL(C(B),C) — >~ HL(C*G, C),

ce qui nous permet de déduire que le produit Ch"™(IndM®([s])) o Ch™"([P,/]) devient via I'isomor-
phisme HL(C*G, C) ~ Hom(R(G) @ C,C) :

Ch™ (Ind™®([0])) o Ch™([P]) = Indg (o] @ p*[07])

Maintenant, d’apres le théoreme 4.2.2 voir [67], on sait que IndG’M Ind%M. Donc

coh

™ (nd" B ([o])) o Ch™([P,)) = % (o] @ (o).

coh

Comme nd% (o] @ p*[o’]) = (Ind%n""" ([0]), PD(Ch(Py)), on obtient par dualité de Poincaré
que

Ch™(IndMB([0])) ~ md% M2 ([0])).

coh

En utilisant I'identification du théoreme 2.3.10, il vient donc

Ch(Ind™"®([o])) = Indg,"? ([0]).

coh



Annexe A

Rappels Stellaires

Dans cette annexe, on rappelle les notions de C*-algebres, de modules de Hilbert et de bimodules
de Kasparov.

A.1 ("-algebres

Les différents rappels faits dans cette section sont des définitions et résultats classiques, ils
peuvent étre trouvés par exemple dans [27] ou dans [77] (voir aussi [75]). On commence par rap-
peler la définition d’une C*-algebre.

Une algebre involutive est une C-algébre A munie d’une involution * : A — A. On rappelle
que * est une application anti-linéaire telle que (zy)* = y*z*. On rappelle qu'une algebre de Ba-
nach A est une algebre munie d’une norme pour laquelle elle est complete (c’est-a-dire A un espace
de Banach) vérifiant

eyl < llzllllyll, Ya,y € A.

Définition A.1.1. Une C*-algebre est une algebre de Banach involutive dont la norme vérifie
I’égalité suivante appelée C*-équation :

x| = ||=|1%,
Vo € A.

Exemple A.1.2. — Soit H un espace de Hilbert. L’ensemble £(H) des opérateurs linéaires
bornés sur H est une C*-algeébre pour l'involution donnée par I'adjonction et la norme
d’opérateur.

— L’ensemble des matrices carrées d’ordre n est donc une C*-algebre pour I'involution donnée
par M* = ‘M et la norme subordonnée & la norme 2.

— Soit X un espace localement compact. L’ensemble Cy(X) des fonctions continues sur X a
valeurs dans C qui tendent vers 0 a 'infini est une C*-algebre pour la norme et I'involution
données par

11l = sup|f(z)] et £*(z) = f(z).

119



CHAPITRE A : Rappels Stellaires 120

Définition A.1.3. Soit (A;);c; une famille de C*-algebres. Le produit de C*-algebres est défini
par

[T 4 = {(a:) : [[(ai)]| = sup [lai]| < oo}

i€l
La somme directe de C*-algebres est définie par
D Ai = {(a) : lim || (a:)|| = 0},
iel

ou lim ||(a;)|| = 0 signifie que Ve > 0, 3J C [ fini tel que Vi ¢ J ||a;| < e.
1—00

Remarque A.1.4. 1. La C*-algebre @ A; est 'adhérence de la somme directe algébrique

il
dans le produit [] A;.
ier
2. Toutes les C*-algebres de dimensions finies sont de la forme

A= M, (C).
i=1

Remarque A.1.5. Soit A une C*-algebre. Si A n’est pas unitaire alors A = A @ C est une
C*-algebre unitaire pour le produit

(x®tl)(y @ sl) = (vy + sz + ty) & tsl,

et la norme
|z @ tl]| = sup ||lzy +tyl||, Vo, ye Aet s, t € C.
A

zE
llzlI<1
On dit que A est Palgébre obtenue par adjonction d’une unité.

Remarque A.1.6. La norme d'une C*-algebre A supposée unitaire est unique et est totalement
déterminée par la relation

||| = sup{t >0/ x*z —t* ¢ A~}
ou A* désigne 'ensemble des éléments inversibles de A.
Définition A.1.7. Soit A une C*-algebre supposée unitaire. Soit a € A. On appelle spectre de a,
noté Spec(a) ou encore o(a), 'ensemble des A € C tels que a — Al n’est pas inversible. On appelle

rayon spectral r(a) la valeur
r(a) = sup |A|
AESpec(A)
Le rayon spectral est inférieur a la norme d’un élément, on a égalité si I’élément est normal.
Définition A.1.8. Soit A une C*-algebre et soit a € A. On dit que
1. a est normal si a*a = aa®,

2. a est autoadjoint si a* = a,
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3. a est positif s’il existe b € A tel que a = b*b,

4. a est unitaire si a*a =1 = aa™.
On note A, l'ensemble des éléments positifs de A.

Il existe une relation d’ordre sur les éléments autoadjoints d’'une C*-algebre A donnée par a < b
si et seulement si b — a est un élément positif.
Propriété A.1.9. Soit A une C*-algébre et soit a € A.

1. Si a est autoadjoint alors Spec(a) C R.

2. Si a est positif alors Spec(a) C R,.

3. Si a est unitaire alors Spec(a) C S*.

Si a est normal alors ces conditions sont des équivalences.
Le théoreme suivant permet de décrire les C*-algebres commutatives.

Théoréme A.1.10 (Gelfand-Naimark). Soit A une C*-algébre commutative. Si A est unitaire
alors A est isométriqguement x-isomorphe a C(X) pour X un espace compact. Si A n’est pas unitaire
alors A est isométriquement x-isomorphe a Co(X) pour X un espace localement compact. De plus,
si A est unitaire alors X = A est l'ensemble des caractéres sur A, c’est-a-dire des morphismes
d’algébres unitaires, non nuls p : A — C.

Remarque A.1.11. 1. Si A n’est pas unitaire alors ¢ se prolonge en un morphisme unitaire
a A.

2. Un morphisme de C*-algebre est automatiquement continu.

A.2 Modules de Hilbert

A.2.1 Définitions

Dans cette section, on va rappeler la notion de C*-module de Hilbert. Nous aurons besoin de
cette notion pour utiliser la KK-théorie de Kasparov. Pour plus de détails, on renvoie a [50], [77]
et [75].

Définition A.2.1. Soit A une C*-algebre. Un A-module préhilbertien est un C-espace vectoriel
E qui est un A-module a droite muni d’une application sesquilinéaire (-,-) : £ x £ — A appelée
produit scalaire a valeurs dans A satisfaisant les conditions suivantes :

L. Mza) = (A\z)a =x(Aa) VA€ C, Vo € Eet a € A,
z,ya) = (x,y)a Vr,y € E et a € A,
y) =y, @) Va,y € E,

2. (
3. (
4. (x,x) >0Vz € E.

T
T
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Remarque A.2.2. 1. La condition 2 impose que le produit scalaire soit linéaire en la seconde
variable et la condition 3 implique qu’il soit *-linéaire en la premiere variable. On utilisera cette
convention pour les espaces de Hilbert classiques.

2. On définit de maniere similaire les A-modules préhilbertiens avec une structure de A-module a
gauche.

Soit £ un A-module préhilbertien. Pour ce type de A-modules, il existe une version de 'inégalité
de Cauchy-Schwarz.

Proposition A.2.3. Soit E un A-module préhilbertien. Soit x,y € E alors on a dans A :

{2, y)(y, ) < [[¢z, 2) |y, v)-

Définition A.2.4. Soit E un A-module préhilbertien. On définit une semi-norme sur £ en posant

pour z € E :
]l = Iz, )"/,

Un A-module de Hilbert est un A-module préhilbertien séparé complet.

Exemple A.2.5. 1. Si A = C, on retrouve les espaces de Hilbert.

2. Si A est une C*-algebre alors c¢’est un A-module de Hilbert sur elle-méme pour le produit
scalaire suivant

(a,b) = a*b, a,b e A.

3. Soit X un espace localement compact et soit £ un fibré hermitien sur X. Alors 1'espace
des sections de E nulles & U'infini Cy(X, E) est un Cy(X)-module de Hilbert pour le produit
scalaire donné par la métrique hermitienne.

4. Soit (E;);er une famille de A-modules de Hilbert. On définit la somme hilbertienne £ = @ E;
i€l
des E; comme le sous-ensemble de [] E; formé des éléments (z;);er tels que > (x;, ;) soit
iel i€l
convergente dans A, muni du produit scalaire ((z;), (v;)) = > (4, yi)-
T

5. Soit I un ensemble et soit £ un A-module de Hilbert. Le A-module de Hilbert € E se note
i€l
I*(I,E). On note Hg = I*(N, E).

Définition A.2.6. Soit £ un A-module de Hilbert. On définit I'orthogonal S+ d’une partie S de
E comme le sous-module fermé de E donné par

St={yecE VrecS, (r,y)=0}

Remarque A.2.7. Méme si F' est un sous-module fermé de E, on n’a pas nécessairement £ =
F @ F*. En effet, soient X est un espace compact et Y est une partie fermée de X d’intérieur
vide. Posons E = A=C(X) et F={f € C(X)/f(t) =0, Vt € Y}. Alors F'* est Pensemble des
f e C(X) telles que f(t) =0sit € X \Y donc F+ = {0}.

Définition A.2.8. Soient £ un A-module de Hilbert et F' C E un sous-module fermé de £. Le
sous-module F est dit orthocomplémenté si £ = F & F*.
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A.2.2 Morphismes de modules de Hilbert

Définition A.2.9. Soient E, F' des A-modules de Hilbert. On dit qu’une application T': £ — F
est un morphisme de A-modules de Hilbert s’il existe une application S : FF — E telle que

(Tz,y) = (v,Sy), Ve € £, y € .

L’application S est appelée adjoint de T" et se note T*. On note L 4(F, F) 'ensemble des morphismes
de E dans F'. On dira aussi opérateur adjoignable pour morphisme de A-modules de Hilbert. On
note simplement £4(FE) ou L(FE) lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité a la place de L4(F, E).
Proposition A.2.10. Soient E, F' des A-modules de Hilbert. Soit T € L4(E, F)

1. OnaT* € LA(FE) et (T*)" =T.

2. Lopérateur T est A-linéaire et continu.

On a||T|| = T*| et |T|]> = ||T*T.
3. Soient H un A-module de Hilbert et S € LA(F, H). Alors ST € L4(E,H) et (ST)* = T*S*.

4. L’ensemble La(E, F') est un sous-espace vectoriel fermé de [’espace des applications linéaires
bornées de E dans F vus comme espaces de Banach.

5. L’algebre LA(E) est une C*-algébre pour la norme d’opérateur.

Proposition A.2.11. Soit E un A-module de Hilbert.

1. Soient S, T : E — E des applications linéaires telles que pour tout v € E on ait (x,Tx) =
(x,Sx)*. Alors T € LA(E) et T* = S.
2. Soient T : E — E wune application linéaire telle que pour tout x € E on ait (x,Tz) =
(x,Tx)*. Alors T € LA(FE) et T*=T.
3. 81T € LA(E), est un élement positif alors Vo € E on a (z,Tx) € Ay est un élément
positif de A et |T|| = sup ||{(z, Tx)|.
|

|[|<1
4. Réciproguement, soit T : E — E une application linéaire telle que pour tout x € E on ait
que (z,Tx) € Ay alors T € LA(F),.
Définition A.2.12. Soient F, F' des A-modules de Hilbert. Soient z € F', y € E. Notons 0, , €
LA(E, F) Vopérateur défini par
O,4(2) =2y, 2), 2 € E.
On définit 'ensemble des opérateurs compacts ka(E, F) de E dans F' comme I'adhérence dans
La(E, F) de l'espace vectoriel engendré par les applications 6,,. On note ks(E) = ka(E, E), ou
plus simplement k(E).
Exemple A.2.13. 1. Si B = Aalors L(A) = M(A) ou M(A) est I'algebre des multiplicateurs
de A et k(A) = A. Plus généralement, L4(E) = M(ka(E)).
2. Si E et F' sont des A-modules de Hilbert alors L4(E", F'™) = My, o(La(E, F)) et ka(E™, F™)
Myn(ka(E,F)).
3. Si B =Hya alors k(Ha) 2 A® k(H), ou H est un espace de Hilbert dénombrable.
4. SiA=C(X),E=C(X)®H alors L4(FE) = C(X,L(H)), ou L(H) est munie de la topologie
w-forte et ka(E) = C(X,k(H)), on k(H) est munie de la topologie forte.

I
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A.2.3 Quelques propriétés utiles sur les modules de Hilbert

On énonce maintenant le théoreme de stabilisation de Kasparov qui permet de voir tout A-
module de Hilbert dénombrablement engendré comme sous-module du A-module H 4.

Théoréme A.2.14 (stabilisation de Kasparov). Soit E un A-module hilbertien dénombrablement
engendré. Alors les A-modules hilbertiens Ha et EE @ H, sont isomorphes.

On rappelle la définition du produit tensoriel intérieur de module de Hilbert qui est utile dans
le calcul de produit de Kasparov.

Proposition A.2.15. Soient E un A-module de Hilbert, ' un B-module de Hilbert et ¢ : A —
Lp(F) un x-homomorphisme. Pour x,y € E, &,n € F et b € B posons (x @ )b = x ® £b et
(x@&yen = (& o((z,y))n)r. Muni de la structure de B-module a droite et de ’application
sesquilinéaire ainsi définies, le produit tensoriel algébrique E2 @ F' est un B-module préhilbertien.

Définition A.2.16. Soient F un A-module de Hilbert, F' un B-module de Hilbert et ¢ : A —
Lp(F) un *-homomorphisme. On définit le produit tensoriel intérieur de modules de Hilbert E®, F'
comme le séparé complété de ¥ ® F' pour le produit scalaire ci-dessus.

Proposition A.2.17. Soit T € L4(E). On définit une application T ®41 € Lp(E @4 F) par
(T s 1)(x ®sy) =Tz @y Y.
Cette application est alors bien définie, et est injective dés que ¢ [’est.

Remarque A.2.18. Si ¢(A) C kp(F) alors ka(E) @y 1 C kp(E ®, F).

A.3 Opérateurs réguliers entre modules de Hilbert

Dans cette partie, on rappelle la notion d’opérateurs non bornés entre modules de Hilbert. Cette
notion sera utile pour définir des modules de Kasparov & partir d’opérateurs pseudodifférentiels
d’ordre positif. Dans un premier temps, on va faire quelques rappels généraux sur les opérateurs
non bornés. On renvoie a [75].

A.3.1 Rappels sur les opérateurs non bornés

On rappelle ici les différentes notions indispensables pour définir les opérateurs non bornés :

Soient E et F' des espaces vectoriels. Rappelons les définitions classiques suivantes.

e Un opérateur (7,domT") de E dans F' est donné par un sous-espace vectoriel dom7T" C E
appelé domaine de T et une application linéaire T : domT — F. On notera parfois 7" un
opérateur lorsque son domaine est clair.

e On appelle respectivement noyau et image d’un opérateur (7', dom7’) le sous-espace ker T' =
{z € domT, Tz = 0} et le sous-espace imT = T'(domT’) de F'.
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e Soit 7" un opérateur. Le graphe de T' est le sous-espace G(T) = {(z,Tx), x € domT} de
E x F. Un opérateur est totalement défini par son graphe. Et si G est un sous-espace de
Ex F tels que GN({0} x F') = {0} alors en notant p; : G — E et py : G — F les projections,
on définit un opérateur 7" en posant dom7" = p,(G) et T'(p1(x)) = p2(x), Vo € G.

e On appelle extension de l'opérateur T' tout opérateur S tel que G(T) C G(S). On écrit
alors T' C S.

e Soit (G un espace vectoriel et soit S un opérateur de F' dans G. On définit 'opérateur S+ T
en posant dom(S +7') = dom(S) Ndom(7"), cette addition est commutative et associative.
On définit 'opérateur ST en posant dom(ST) = {z € dom(7"), Tz € dom(S)}. De plus,
si R est un autre opérateur de F' vers G alors on a (R+ S)T' = RT + ST mais si R et
S sont des opérateurs de E dans F' et que T est un opérateur de F' dans G alors on a
TR+TS CT(R+S) etiln’y a pas égalité en général.

e Un opérateur T est dit injectif si ker 7" = {0}. Si T" est un opérateur injectif de F' dans F’ alors
I'ensemble {(x,y) € F x E, (z,y) € G(T)} est le graphe d'un opérateur 7', de domaine
im(7"), appelé inverse de T. L’opérateur T—! est injectif et (T71)~! = T. Si T est injectif et
que S est un opérateur injectif de F' dans G alors ST est injectif et (ST)™! =T-1571.

Définition A.3.1. Soient E et F' des espaces localement convexes séparés.
1. Un opérateur de E dans F' est dit densément défini si son domaine est dense dans F.

2. Un opérateur de E dans F' est dit fermé si son graphe est un sous-espace fermé de £ x F
et il est dit fermable s’il admet une extension fermée.

Soit S une extension fermée d’'un opérateur 7. On a G(T') C G(S) donc G(T') C G(S). Donc
un opérateur 7" est fermable si et seulement si G(T') est le graphe d’'un opérateur. On appelle
fermeture et on note T l'opérateur tel que G(T) = G(T).

Définition A.3.2. Soit T un opérateur fermable. Un sous-espace D du domaine de T est appelé
domaine essentiel pour 7" si les opérateurs (7, dom(T")) et (T]p, D) ont méme fermeture, c’est-a-dire
D est dense dans domT’ pour la topologie du graphe.

Proposition A.3.3. Soit T un opérateur continu d’un espace vectoriel normé E dans un espace de
Banach F. Alors T est fermable et sa fermeture est son prolongement par continuité a l’adhérence
de son domaine. En particulier, pour qu’un opérateur continu de E dans F' soit fermé, il faut et il
suffit que son domaine soit fermé.

On aborde maintenant le cadre des opérateurs non-bornés entre modules hilbertiens.

A.3.2 Opérateurs réguliers dans les modules de Hilbert

Définition A.3.4. Soit A une C*-algebre. Soient E et F' des A-modules de Hilbert.

1. On dit qu'un opérateur de E dans F' est A-linéaire, si son graphe est un sous-A-module de
E®F.
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2. Soit T un opérateur de E dans F. Supposons que I'orthogonal dans E de domT soit réduit
a {0}. On définit 'adjoint de 7" qui est un opérateur A-linéaire 7 de F' dans E en posant

G(T") ={(y,z) € F x E, ¥z € domT, (x,z) = (y,Tz)}.
Soit Uy € LA(F & E,E & F) I'unitaire qui a (y,z) € F & E associe (z,—y) € E® F. Le
graphe G(7™) de T™* est l'orthogonal dans le A-module F' & E de UjG(T).
3. Un opérateur 7' de E dans lui-méme est dit autoadjoint si 7% =T
Remarque A.3.5. L’adjoint T* est A-linéaire et fermé par définition. Si 'orthogonal de domT
est réduit a {0} et I'orthogonal dans F' de domT™ est réduit a {0} alors 7" C (7T*)* donc T est
fermable.
Proposition A.3.6. Soient A une C*-algébre et E, F' et G des A-modules de Hilbert.
1. Soient S et T des opérateurs de E dans F. Si (domT N domS)t = {0} alors S* +T* C
(S+T)*. SiS€LA(E,F) alors (S+T)" =S*+T*.
2. Soit T un opérateur injectif de E dans F'. Si les orthogonauz respectifs de domT dans E et
de imT dans F sont réduits a {0} alors T* est injectif et (T*)~* = (T~1)*.
3. Soient T un opérateur de E dans F et S un opérateur de F dans G. Si les orthogonaux

respectifs de domST dans E et de domS dans F sont réduits a {0} alors T*S* C (ST)*. Si
S € LA(F,G) ou siT est linverse d’un opérateur borné injectif alors T*S* = (ST)*.

On donne maintenant la définition d’opérateur régulier entre A-modules de Hilbert.
Définition A.3.7. Soient A une C*-algebre, E et F' des A-modules de Hilbert. un opérateur T’

de E dans F est dit régulier s’il est densément défini ainsi que son adjoint et si son graphe est un
sous-module orthocomplémenté du A-module de Hilbert £ @ F.

Proposition A.3.8. Soient A une C*-algébre, E et F' des A-modules de Hilbert et T' un opérateur
fermé de E dans F tel que l'orthogonal dans E de domT soit réduit a {0}. Notons Uy € L4(F &
E,E & F) lunitaire qui a (y,x) € F & E associe (x,—y) € E® F.
1. L’image de (1 +T*T) est {x € E, (x,0) € G(T) + UyG(T*)}. L'image de (1 4+ TT™*) est
{ye F, (0,y) € G(T) + UyG(T™)}.
2. Si de plus T et T* sont densément définis, les conditions suivantes sont équivalentes.
(i) L’image de 1+ T*T est dense.
(i) 1+ T*T est surjectif.
(iii) 1+ TT* est surjectif.
(iv) Le graphe de T est un sous-module orthocomplémenté du A-module de Hilbert E & F'.
Si T satisfait a ces conditions, il en va de méme pour T* et l'on a (T*)" =T.
Proposition A.3.9. Soient A une C*-algébre, E, F' et G des A-modules de Hilbert.
1. Soient S € LA(E,F) et T un opérateur régulier de E dans F alors S + T est réqulier.

2. Soient T un opérateur réqulier de E dans F' et S € L4(F,G) un opérateur borné inversible.
L opérateur ST est réqulier.

3. Soient T € LA(E, F) un opérateur borné inversible et S un opérateur réqulier de F' dans G.
L opérateur ST est réqulier.
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A.3.3 Transformation de Woronowicz
Théoreme A.3.10. Soit A une C*-algébre. Soient E et F' des A-modules de Hilbert et T un
opérateur régulier de E dans F. Notons Q(T) = Q(1 + T*T)~/2,

1. Onal—Q(T)YQ(T)=(1+T*T)"1 et Q(T*) = Q(T)".

2. La correspondance T +— Q(T) est une bijection entre 'ensemble des opérateurs fermés

réquliers de E dans F et opérateurs Q € L4(E,F) tels que ||Q| < 1 et que l'image de
(1 —Q*Q) soit dense dans E. L’application réciproque est Q — Q((1 — Q*Q)V?)L.
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Annexe B

Rappels sur ’'UCT

On commence par rappeler le formalisme autour du théoreme des coefficients universels, entre
autre la classe N ou "bootstrap" catégorie NC*. Ensuite, on rappellera le théoreme des coefficients
universels (UCT) en KK-théorie [73], voir aussi [19].

Définition B.0.1. Une C*-algebre A est dite nucléaire quand, pour toute C*-algebre B, il n'y a
qu'une C*-nome sur le produit tensoriel algébrique A ® B.

Définition B.0.2. Soit N la plus petite classe de C*-algebres séparables nucléaires avec les pro-
priétés suivantes :

(N1) N contient C,
(N2) N est stable par limites inductives dénombrables,

(N3) si0 = A — B — C — 0 est une suite exacte et deux des termes sont dans N alors le
troisiéme aussi,

(N4) N est stable par KK-équivalence.
La catégorie "bootstrap" NC™ est la catégorie dont les objets sont les C*-algebres dans N et les

fleches sont les x-homomorphismes.

On a un théoreme utile permettant de décrire la classe N [76], ce théoréme est une relecture
de [73], voir aussi [19].

Théoréme B.0.3. [76] La classe N est la plus petite classe de C*-algébres nucléaires contenant
les C*-algébres commutatives séparables et stables par KK-équivalence.
Proposition B.0.4. [19]

1. La classe N est stable par isomorphisme (par (N4)).

2. N contient toutes les C*-algébres commutatives séparables.

3. N est stable par produit tensoriel.

4. N est stable par produits croisés avec R ou 7Z.

5

. N est stable par produits croisés avec tout groupe de Lie résoluble simplement conneze.
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On rappelle rapidement la notion de foncteur Extf,.

Définition B.0.5. Soit R un anneau. La catégorie de tous les R-modules a gauche est une catégorie
abélienne contenant assez d’objets injectifs. Si A est un R-module & gauche alors le foncteur
Homp(A,e) est exact a gauche et ses foncteurs dérivées a droites sont les foncteurs Exty,(A, o).

Théoréme B.0.6 (Théoreme des Coefficients Universels (UCT)). [73] Soient A et B des C*-
algébres séparables, avec A € N. Il existe une suite exacte courte

0 — BExt} (K, (A4), K,(B)) —> KK*(A, B) — > Hom(K, (A4), K,(B)) —= 0.

L’application v est de degré 0 et § est de degré 1.
La suite est naturelle en chaque variable et se scinde non naturellement. Donc si K. (A) est libre
ou si K. (B) est divisible alors v est un isomorphisme.

Démonstration. Voir [19] paragraphe 23.1. O

On note HL(A, B) I'homologie cyclique locale bivariante de la paire de C*-algebres (A, B)
introduite par M. Puschnigg dans [70]. On a un analogue du théoréme de coefficients universels en
homologie cyclique locale [58].

Théoréme B.0.7 (Théoreme des Coefficients Universels). [58] Soient A et B des C*-algébres
séparables satisfaisant le théoreme de coefficients universels en KK-théorie. Alors il existe un iso-
morphisme naturel

HL,(A, B) ~ Hom(HL,(A), HL.(B)) ~ Hom(K,(A4) ®z C,K.(B) ®z C)

d’espaces vectoriels gradués.



Annexe C

Rappels d’analyse harmonique

Dans cette annexe, on va faire quelques rappels d’analyse harmonique non commutative [21].
Soient G’ un groupe de Lie compact et g = Lie(G). On note G Densemble des classes d’équiva-
lences de représentations unitaires irréductibles de G. On note dg la mesure de Haar bi-invariante,
normalisée sur G et F(G) lalgebre [T End(V).

WGG

Définition-proposition C.0.1. Soit L?(G) = {(A7) ee € F(G)/ > dim V,Tr(ALA;) < oo}.
ﬂ'Eé
L’espace LQ(@) est alors un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(An), (By)) = 3 dim V, Tr(A2B,).

WEG

Définition C.0.2. Soit f € L'(G). On appelle coefficients de Fourier de f les endomorphismes

() = [ Kooy
et cotransformation de Fourier I'application
F:LYG) = F(G)
définie par )
F() = 7 ()ree

Théoréme C.0.3 (Plancherel). La cotransformation de Fourier restreinte a L*(G) est une appli-
cation linéaire isométrique.

Démonstration. 1l s’agit d’'une conséquence immédiate du théoreme de Peter-Weyl. En effet, le
théoreme de Peter-Weyl nous dit que I'ensemble {/dim VCer ox /7 € G, (€]) base orthonormée de V7 }

est une base orthonormée de L?(G). Un calcul direct montre alors que

(0, 0) 2@y = (F(9), F)) 126y

131



CHAPITRE C : Rappels d’analyse harmonique 132

Définition C.0.4. Soit A = (A,) € F(G). Pour tout 7 € G, on définit une fonction F,(A) sur G
par :

Fr(A)(g) = dim V, Tr(n(g)" Ar).
Lemme C.0.5. Les applications Fr(A) vérifient :
(Fr(A), Fr(A)) = dim V, Tr(AL A )y .

Démonstration. Notons m(g)r; et (Ay)r: les coefficients de 7(g) et A, dans une base orthonormée
et 7'(g)i; et (Ap )iy les coeflicients de 7'(g) et A dans une base orthonormée. On a alors

(Fr(A), Fr(A)) :/GdimVﬂTr(ﬂ(g)*A,r) dim V. Tr(7'(g)* Ar)dg

= lel V7r dlm V7r’ Zﬂ—(g)kl<A7r>kzZﬂl(g)t](Aw')t]dg
G ik

j7t

=dimV,dimVy [ D 7(9)ki(Ar)ri > 7 (9);¢(An)iidy.
G ik Jit

En appliquant le lemme de Schur, il vient :

. . Okt0ij +——
(A), FL(A) =dimV,dimV,, T (A ki (Ar) i
<‘F ( )7‘Fﬂ‘( )> 1mn 1n idzk,t dlm Vﬂ—( )k ( )t] s

= dim VW/ Z (Aﬂ)ti (Aﬂ>ti57r,7rl
it

= dim V, Tr( A% A, )5 00
0

Définition-proposition C.0.6. [21] Si A € L*(G) alors la famille (F,(A)) est sommable dans
L?*(G). On appelle transformée de Fourier de A, et on note F(A), la somme de cette famille. Les
applications F et F sont des isomorphismes réciproques entre les espaces hilbertiens L*(G) et

LA (@).

Soit B une forme bilinéaire symétrique négative, séparante et invariante par I'action adjointe
sur g, il en existe car G est compact. On appelle élément de Casimir associé a B I’élément I" du
centre de I'algebre enveloppante U(g) tel que pour toute base (e;) de g vérifiant B(e;, e;) = —d;5, on
ait T' = — Y e?. Si V, est une représentation irréductible alors I'y. est une homothétie de rapport
Ar. Les nombres A, sont positifs et méme strictement positifs si © n’est pas la représentation
triviale.

Notons & (@) le sous-espace de F (é) des éléments, tels que Vn > 1 :

sup(1 4+ A)"[| Az || < 0.
el

A

Le sous-espace S(G) ne dépend pas du choix du Casimir et est topologiquement isomorphe &
C*>(G) lorsqu'’il est muni des semi-normes :

plln = sup(1 + Az)" ()|, ¥n € N.

TeG



133

Une fonction a valeurs complexes f sur GG est dite a croissance modérée s’il existe n > 0 tel que

sup(1 + Ar)~"[f(7)] < oc.
TeG

A

L’espace des fonctions a croissances modérées est noté O(G).
Proposition C.0.7 ([60]). On définit une trace sur C>(G) en posant pour f € O(G)
1
= T .
5(9) = X g Tlr(o) ()

meG

De plus, l'application qui a [ € O(é) associe Ty est injective.

On note S(G' x @) le sous-espace de [I Hom(End(Vi),End(V;)) formé des éléments f =
' €G?
(famr )z mee tels que Vn >0
sup(l + A + Ae)"|| frmr || < 00,

c’est-a-dire
| flln < oo, V>0

Proposition C.0.8. L’espace S(é X @) est une algebre pour le produit donné par
(fg)Tr,ﬂ" - Z fﬂ,ﬂ”gﬂ'”,w’-

Démonstration. En effet, ce produit est bien défini car pour n assez grand, on sait que [] :
Z (1 -+ )\ﬂ/)in < o0
e

donc
Z ”AW’W”BW”J"/H S Z (1 —|— )\ﬂ- —|— )\ﬂ,,/)_k(]_ + )\ﬂ,/ —|— Aﬂ//)n_kHA”k;HB”n_k;,

re@ el

pour 0 < k < n. L’inégalité précédente nous dit aussi que fg € S(G’ X G)

Proposition C.0.9. Soit f € S(G' x G). On définit un opérateur Ty sur L*(G) en posant :
(TfA>7T = Z f7r,7r/A7r’~
e
Démonstration. Dans un premier temps, il faut vérifier que (77A), a bien un sens. On a

Y e Awll < D0 1w Al

m'eG ﬂ.leé

< 0 frm 120 franr 12 Ase -

' e@
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Les applications s(7') = || fr.a||*/? et 8'(7') = || frmr [|'/2|| Ax|| sOnt de carré sommables. En effet,

Z ”f7r,7r’H < ||f7r,7r/Hn Z(l + )‘7r + )\ﬂ'/)_n7

et la derniere somme est finie pour n assez grand car (1 + Ax + Ap)™" < (1 + A\p)™™ qui est
sommable indépendamment de 7. En particulier, s est de carré sommable et sa somme est bornée
en . L’application s’ est de carré sommable car A est dans Lz(é) et que fr . est bornée. Donc
en appliquant Cauchy-Schwartz, il vient :

I Al < O MmO M AR )Y,

e neC

Maintenant, vérifions que 7y A € Lz(é). D’apres ce qui précede, on a :

(T AN < 30 Ifam O3 W [ Amn ).

Je €@
Ona > |fewll <Iflln D (14 Xr 4+ Ar)™" donc sup Y || fr.~|| a bien un sens. En sommant
n'eG mrel m€G el

sur 7, on obtient :

> NTrA)P <sup D0 (1w ll) DD M 1 Awr )

el med el 271'6@ e )
<sup Y ([[few ) D2 A7 ||
TEG el el
qui est finie car A € L*(G). O

A

Proposition C.0.10. L opérateur Ty défini précédemment pour f € S(@ x G) est un opérateur d
trace.

Démonstration. L'opérateur Ty s’écrit comme le produit de Popérateur T, 5)-~ et de Popérateur
de ] Hom(End(Vy),End(V;)).

mleG?
Ces deux opérateurs sont Hilbert-Schmidt pour N assez grand donc T} est tracable. En effet, pour

Tii4x)-~, 0on a:

Tia4xn g, ot (14-X) désigne I'élément diagonal (14Ardx )

7r7r€G

dim 7 E™ 2
NS+ NN = => dim V(14 \,) 2N
T i1 dim V. £2(G) p

On sait que dim V; est a croissance modérée donc il existe k > 0 tel que

sup ((1 + A7) " dim Vf) < 00

il vient :
dim 7 E™ 2 ,
(] <
; z,jzl (L+A7 dim V L2(@) B S?rp (<1 + ) dlmV ) ; 1+ )\ 2Nk
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qui est finie pour N assez grand donc T{;4)-~ est Hilbert-Schmidt. Pour 714\~ on a :

dim 7 dim 7 dim V

Z Z HT(1+>\)Nf\/W Z Z deV 1+>‘ ) St zya(1+)‘ ) fr’,ﬂEl?Tj>

T g,5=1 T 4,5=1 7w
dim 7

<SS S dim Vi (14 M) 2V frr |2

T g,5=1 7w/
< 3 (dim V)% dim Vg (14 X)2V|| fr e |1

7!

Et (dim V,)?dim V, est a croissance modérée donc 3k > 0 tel que

sup ((1+ X\, + X)) Fdim V2 dim V) < o0
(( ™ ™

!

donc Ym > 0, on obtient :
2

dim 7 Ew
T N
2 2 T TV s

< sup ((1 + Ar + M) 7R dim V2 dim Vﬂ/) | frmllronem 22 (L4 A + )™

qui est finie pour m assez grand. ]

Définition C.0.11. On appelle T} un opérateur intégral a noyau rapidement décroissant f. L’es-
pace total K de tous les opérateurs T est une algebre de Fréchet avec les semi-normes :

I Tlln = sup (1+ Ax + Ae)"|| frwrll, n > 0.

' eG
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Annexe D

Superconnexions et Classes
caractéristiques

Dans cette section, on rappelle les définitions des différentes classes caractéristiques utiles pour
énoncer des formules de I'indice en cohomologie équivariante. L’ouvrage de référence utilisé ici est
[12].

D.0.1 Super-espaces

Définition D.0.1. Un super-espace vectoriel I/ est un espace vectoriel Zs-gradué £ = ET @ E~
et une super-algebre est une algebre A dont l'espace vectoriel sous-jacent est Zo-gradué et telle
que le produit respecte la Zy-graduation, c’est-a-dire A; - A; C A4y, 1, § € Zo.

L’algebre des endomorphismes d'un super-espace vectoriel E est une super-algebre avec la gradua-
tion
End*(E) = Hom(E™, EY) @ Hom(E~, E7),

End™(E) = Hom(E", E~) @ Hom(E~, E™).

Définition D.0.2. Un super-fibré vectoriel sur une variété M est un fibré E = E* @ E~, ou E*
et B~ sont deux fibrés vectoriels sur M. Donc la fibre de E est un super-espace vectoriel.

Dans un super-espace lorsqu’on fait commuter deux éléments homogenes a et b le signe (—1)'“'“"

apparait, ou |a| désigne le degré de a. On note [, -] le super-commutateur défini par
[a,b] = ab — (—1)!""lpq.
On a [a,b] + (—1)1[b, a] = 0 et Iidentité de Jacobi donnée par
(=D a, [b, )] + (=1)"1l[b, [e, al] + (1)1 [¢, [a, B] = 0.

Définition D.0.3. Une super-algebre est dite super-commutative lorsque son super-commutateur
est nul.
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Exemple D.0.4. L’algebre extérieur d’un espace vectoriel est super-commutative.

Définition D.0.5. Une super-trace sur une super-algebre est une forme linéaire 7' satisfaisant
T([a, b)) = 0.

SiE=FEt®E et F=F"®F~ sont deux super-espaces alors leur produit tensoriel £ @ F
est un super-espace pour la graduation

(EQF)" =ETQFtoE QF~
(EQF)” =Et@F 0E ®FT.

Si A et B sont des super-algebres alors leur produit tensoriel A ® B est la super-algebre dont
I’espace sous-jacent est le produit tensoriel gradué de A et B muni du produit défini par

(a1 @ by)(az ® by) = (—1)|b1|‘a2|a1a2 ® by1bs.
Ce produit est différent du produit usuel, il est parfois noté A®B pour faire la distinction.
Définition D.0.6. On définit une super-trace sur End(E) par
Str(p) = Trp+ () — Trp-(p).

Définition D.0.7. Soit A une super-algebre super-commutative et F un super-espace vectoriel,
on peut étendre la super-trace sur End(F) en posant

Str: A® End(E) — A, Str(a® ¢) = aStr(y), pour a € A et ¢ € End(E).

Proposition D.0.8. L’extension Str: A® End(E) — A définie ci-dessus, s’annule sur les super-
commutateurs.

Démonstration. Soient a ® ¢ et b ® 1. Montrons que Strla ® ¢,b® )] = 0. On a

[a@pb@y] = (a®p)(b@y) — (=D (b @ ) (a® )
= (—1)blivlgh @ oy — (< 1)l Hallwl+ABHello 1) lalpg @
= (=1)llab® [i, v,
car ba = (—1)lPlgh. On a donc Str[a ® ¢, b ® 1] = (—1)#FlabStr[p, ] = 0. O

D.0.2 Super-connexions

Soit M une variété et E = E* @ E~ un super-fibré sur M. Soit A(M, E) I'espace des formes
différentielles sur M a valeurs dans F, c’est-a-dire 'ensemble des sections du fibré A*T*M ® FE.
Cet espace est Z-gradué par le degré des formes, on note la composante de degré extérieur [i] de
a € A(M, E) par af). On a une Z,-graduation totale donnée par

A(M,E) = A*(M,E) & A~ (M, E),
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ou AT(M,E) = (@A%(M, E+)) S) (G}BAQ’HA(M7 E‘)) et A-(M,E) = (@A%(M, E‘)) S
(@ A2i+1 (‘/\47 E+)> .

Si g est un fibré de super-algebres de Lie sur M, alors A(M, g) est une super-algebre de Lie par
rapport au super-crochet de Lie donné par

[061 X Xl, (6% X XQ] = (—1)|X1|.|a1|(051 A 042) X [Xl,XQ],

Vay, ag € A(M) et VX, Xy € C®(M,g).
Si E est un super-fibré de modules pour g, en notant p I'action alors A(M, E') est un super-module
pour A(M, g) pour I'action

pla® X)(B@v) = (-1 an )@ (p(X)v).

En particulier, cette construction s’applique au fibré de super-algebres de Lie End(FE). Puisque
ANT*M @ E est un fibré de modules pour la super-algebre AT*M ® End(E), on obtient que
A(M,End(FE)) est une super-algebre de Lie pour le super-module A(M, E). Un opérateur diffé-
rentiel sur A(M, E) qui super-commute avec I'action de A(M) est donné par I'action d'un élément
de A(M,End(F)), un tel opérateur est dit local.

Définition D.0.9. Une super-connexion sur F est un opérateur différentiel impair du premier

ordre :
A: AF(M,E) - AT(M, E),

qui satisfait la regle de Leibniz Zs-gradué :
Ala®6) =da b+ (—1Da A As,
pour o € A(M) et 8 € A(M, E).

Soit A une super-connexion sur E. Alors A peut étre étendue en une super-connexion sur End(FE)

par la formule :
Aa = [A, a],

oua € A(M ; End(E)). Notons par exemple que A« est bien un élément de A(M, End(E)). Soient
en effet § € A(M) et v € A(M, E), alors on a

[A,al(B7) = AaBy) — (—1)lah(B7)
- (( Jeldlgay) — (=1)lel(adBy + (—1)PlaBA(y))
= (=D (day + (~1)"1A(a) = (=D (adBy + (-1)PlaA(y))
(=) (1)l Vadpy + (—1)5A(a7)) — (=Dl (adfy + (=1) lasA(y))
(~DIPI(=1) P (BAy) — (1)l Bak (7))
(—1)lllol(—1)PI3(A(ar) — (1) lak(y))
(-1)
(-

Ial\ﬁl( )WB[A o] (%)
)IM\BHIB@{A,@K ),

ce qui prouve que [A, o] commute avec le produit extérieur par les formes différentielles sur M.



CHAPITRE D : Superconnexions et Classes caractéristiques 140

Définition D.0.10. On définit la courbure de la super-connexion A comme l'opérateur Fy =
Ao A = A? sur A(M, E). On notera souvent F pour F

Proposition D.0.11. La courbure F' est un opérateur local qui est donné par ’action d’une forme
différentielle F' € A(M,End(FE)) de degré total pair. De plus, A satisfait l'identité de Bianchi
AF =0.

Démonstration. Le degré total de A? est pair car on change deux fois la graduation totale.
Montrons que lopérateur A* commute avec la multiplication par les formes o € A(M). Notons
e(a) 'opérateur de multiplication par .. On a :

(A% e(a)] = A’e(a) — (=1)*e(a)A?
= Ac(da) — (~1)*Az(a)A — =(a)A?
= EdQ ; (=D le(da)A — (=1)le(da)A + (1)l (=1)1*e(a)A* — £(a)A

Donc I'action sur la partie forme et 1’action sur les sections de £ données par A? commutent. Donc
'action de A? est bien donnée par I'action d’une forme F € A(M,End(E)).
L’identité de Bianchi se vérifie facilement puisque AF = [A, A%] = 0. ]

Lemme D.0.12. Une super-connezion est totalement déterminée par son action sur C*°(M, E).

Remarque D.0.13. Ainsi, A est totalement déterminée par sa restriction A : C®(M, E*) —
AT (M, E) qui satisfait la regle de Leibniz

A(f-S)=df - S+ f-As,
ou feC®M)etse C®ME).
Démonstration. On pose simplement
Ala®s)=da®s+ (—1)a®As, a € AM), s € C*(M,E).
O

Proposition D.0.14. On peut décomposer une super-connexion A en ses composantes homogenes
Ay qui envoient C*°(M, E) dans A'(M, E). On a alors A = Y Ay.
i=0
1. La composante homogene de degré 1, Ap est une connexion sur E qui préserve les sous-fibrés
E* et E.
2. Les opérateurs Ay, i # 1, sont donnés par Uaction de formes différentielles wy € A'(M,End(E))
sur A(M, E). On a wy € A(M,End™(E)) si i pair et wy € A(M,End™(E)) si i impair.

Démonstration. 1. Par la regle de Leibniz, on a A(fs) =df ® s+ f Z As. Donc Ay est une

connexion (augmente le degré de la forme de 1 et vérifie la régle de Le1bn1z) De plus, Ay
préserve la graduation de E donc est la somme directe d’une connexion sur E* et d’'une
connexion sur £.
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2. Pour i # 1, on a Ay (fs) = fAps donc l'action de A sur une section de E est donnée par
une forme différentielle wy;) € A'(M, E). De plus laction de A et de Apy + 3 wy coincident
i#1

sur C°(M, F) et vérifient la regle de Leibniz donc sont égaux.
[

Corollaire D.0.15. L’espace des super-connexions est un espace affine modelé sur l’espace vecto-
riel A=(M,End(FE)). Donc si Ay est une famille a un paramétre de super-connexions alors dA/ds
est un élément de A~ (M,End(E)).

Démonstration. L’espace des connexions est un espace affine modelé sur A'(M, End(F)), on ob-
tient donc le corollaire en appliquant la proposition précédente. La deuxieme partie du corollaire
est claire car la dérivée par rapport a s de la famille de super-connexions est la limite (pour la
topologie naturelle de C°(M, AT*M @ End(FE))) de (As1p, —Ag)/h quand h tend vers 0, c’est donc
bien un élément de A~ (M, End(E)). O

Exemple D.0.16. Si ¢ € C®°(M,End™(E)) et V = VF" + V¥ est une connexion sur E qui
préserve la graduation de F alors on peut définir une super-connexion sur £ par A = ¢ + V.

Bt -
z} n VwE+> donc la courbure F = A? =

Relativement au scindage £ = ET ® E~, on a A = (
(VE? + 979t VY™ + 47V
VE—er + ¢+VE+ (VE—)2 + ¢+¢f
Remarque D.0.17. 1. Si E et F sont deux super-fibrés alors E'® F est un super-fibré gradué
par :
(EQF)" = ETQF"®E QF,
(EQF)” = ETQF @E QF™ .
Si A et B sont respectivement des super-connexions sur F et [’ alors on définit une super-
connexion A® 14+ 1®B sur £ ® F par la formule

(AR1+10B)(aApB)=AaAB+ (-1)aABg,

pour a € A(M, E) et B € A(M, F).

2. Si¢: M — N est une application lisse entre deux variétés et si E est un super-fibré sur N
muni d’une super-connexion A alors il existe une unique super-connexion ¢*A sur ¢*E telle
que ¢*A(p*a) = ¢*(Aar) pour tout a € A(N, E), appelée le tiré en arriere de A par ¢.

D.0.3 Classes caractéristiques

Soient M une variété et E un super-fibré sur M. On va définir les classes caractéristiques d’un
super-fibré. Soit A une super-connexion sur £.
Sur le fibré des endomorphismes de E, on a une super-trace définie fibre par fibre

Str, : End(F), — C,
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par St (CCL Z) — Tr(a) — Te(d).

Comme AT}M est une algebre super-commutative, on peut étendre la Str, a AT M @ End(E),
en une super-trace

NTiM ® End(E), — N\ TiM.
En passant au section, on obtient :

Définition D.0.18. On définit une super-trace sur A(M, End(E)) a valeurs dans A(M) a l'aide
de la super-trace précédente, par la formule

Str(a ® ¢) = o Stry,
pour a € A(M) et ¢ € C°(M,End(F)). Cette super-trace préserve la Zy-graduation car
AE(M,End(E)) = @ A*(M,End(E)*) & @@ A* (M, End(E)¥)
et les parties provenant de End(E)~ ont une trace nulle.

P . ()
Définition D.0.19. Soit f(X) = X o
k=0 .

courbure de la super-connexion A sur E. On définit f(A?) par la formule :

X* un polynome en X. Soit A? € A(M,End(E)) la

On appelle forme caractéristique de E sur M les formes différentielles v € A(M) de la forme
Strf(A?), pour une super-connexion A sur E.

Lemme D.0.20. Si o € A(M,End(FE)) alors dStr(a) = Str([A, o).

Démonstration. En coordonnées locales sur un ouvert trivialisant £, la super-connexion A s’écrit
d+w avec w € A~ (M,End(F)). On a dStr(a) = Str(da) et Str[A, a] = Str[d, o] + Strjw, a] et
Str[w, a] = 0 car la super-trace s’annule sur les super-commutateurs.

Donc Str[A, a] = Str[d, a] = Str(da) = dStr(a). O

Proposition D.0.21. Soit f un polynéme. La forme différentielle Str(f(A?)) est une forme dif-
férentielle fermée de degré pair.

Démonstration. Comme f(A?) est de degré pair puisque c’est une somme de puissances de A? qui
est de degré pair et que la super-trace préserve la Z?-graduation, on obtient que Str(f(A?)) est de
degré pair. Montrons que f(A?) est une forme fermée.

Par le lemme précédent appliqué a la forme o = f(A?), on a dStr(f(A?)) = Str[A, f(A%)] = 0 car
(A, F(A%)] = AF(A2) — f(A?)A = 0. .

Lemme D.0.22. Soit A; une famille a un parameétre de super-connexions dérivables par rapport
Lt O l dA? { dAt}
at. On a alors — = ,— |-

dt Dot
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Démonstration. On a

dt h—0 ) h )

~ lim A7 — A nAy+ A Ay — A
h—0 h

_ g Apn(An — Ay) + lim (Appn — Ay Ay
h—0 JA h h—0 h

= [Ata 4]7

dt
dA
car A; et ditt sont impairs. O

Lemme D.0.23. Soit a; : [0,1] — AT (M, End(E)) une famille de formes différentielles de degrés
positifs a valeurs dans les endomorphismes de E. Soit f un polynome alors

d
£ str(f(0) = sw( f’(at)).
Démonstration. 11 suffit de montrer le lemme pour g(z) = 2". On a :
day
Str(a}) = Str<dtt> ]
n do i
= su( Lot

doy
= nStr(dttat” 1>.

doy
dt

]

Proposition D.0.24. Si A, est une famille a un parameétre de super-connexions dérivables par
rapport a t alors

d dA, ,,
s (a3) = dser( 2L (4D)).

Démonstration. En appliquant le lemme précédent & la forme oy = A2 on a :

d 2 _ dA? / 2

sl (a3) = str( L (ad).
dA? dA

De plus, on sait par le lemme D.0.22 que d—tt = [At, d—tt donc

Loin(f(A2) = sm([At,mﬂf’(Ai))

at a8 aa
- Str<(A;A§l;+cﬁtA;1)%f/(A§))
~ St <At%; §182) + (A
_ Str{At,dttf'(Ag)},
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(A2 m=1 f+1(0) 2\k ~ 2
car [Ay, f/(AY)] = X T[Ah(At) | = 0 puisque [A4, (A})] = 0. Par le lemme D.0.20, on
k=0 .
dA dA
obtient le résultat car dStr(dttf’(Af)) = Str {At, dttf’(Af)}
L]

Proposition D.0.25. Soit f un polynéme. La classe de cohomologie de Str(f(A?)) ne dépend pas
de la super-connexion choisie.

Démonstration. Soient Ag et A; deux super-connexions alors A; = (1 — t)Ag + tA; est une famille
différentiable de super-connexions. En intégrant entre 0 et 1 la formule de la proposition précédente,
on a :

ste(r(ad) = sur1(ad) = [ sin{(as )42 )
et donc Str(f(A?)) = Str(f(A2)) en cohomologie. O

Définition D.0.26. On définit le caractere de Chern d’une super-connexion A par :
Ch(A) = Str <eA2).

Proposition D.0.27. 1. La classe de cohomologie associée au caractére de Chern Ch(A) de la
super-connexion A dépend seulement du fibré vectoriel considéré, on peut donc noter Ch(FE)
la classe du caractére de Chern associé a une super-connexion A sur E.

2. Le caractére de Chern est additif, c¢’est-a-dire Ch(E & F') = Ch(E) + Ch(F).
3. Le caractére de Chern est multiplicatif, c¢’est-a-dire Ch(E ® F') = Ch(E) A Ch(F).
4. Soit f : N — M wune application différentiable entre deuz variétés alors Ch(f*E) =

f*Ch(E).
oo k
Démonstration. 1. On applique la proposition précédente a la série e = ZE qui est une
k=0 """

série de rayon de convergence infini et donc tout ce qui précéde a encore un sens puisque
I'on peut dériver terme a terme et écrire la série de Taylor.

2. Sur E@ F', on prend comme super-connexion la super-connexion A B ou A est une super-
connexion sur F et B est une super-connexion sur F. On a alors Ch(E @ F') = [Ch(A @&
B)] = [Str(e~A®®)*)] = [Str(e~*&F))] = [Str(e ™ @ ¢ )] = [Str(e )] + [Str(e )] =
Ch(E) + Ch(F).

3. Sur E ® F, on prend comme super-connexion la super-connexion A ® 1 + 1 ® B ou A est
une super-connexion sur F et B est une super-connexion sur F. On a alors Ch(F ® F) =

[Ch(A®1+1®B)] = [Str(e”ASTHIEE)* )] — [Str(e~(A*@1H12E))] car [A®1,1®B] = 0. Donc
Ch(E® F) = [Str((e™® @ 1)(1 ® e ®*))] = [Str(e *)][Str(e®)] = Ch(E) A Ch(F).

4. On a Ch(f*E) = [Ch(f*A)] = [Str(e~/™)] = [Str(f*e*")] = f*Ch(E).
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Définition D.0.28. Soit E un fibré vectoriel réel muni d’'une connexion V. On définit le fl—genre
de V par :
N F/2
A(V)=d t1/2<).
(V) = de sinh(F'/2)

En fait, par la formule det(A) = exp(Tr(log(A)), on obtient que le A-genre est une forme différen-
tielle associée a I’exponentielle de la trace d’un polyndéme, on a :

A(V) = exp (Tr (;log<sin§(/F2/2)>>> :

Lemme D.0.29. 1. Le A-genre est bien défini.

2. Le A-genre est multiplicatif, ¢’est-a-dire A(V, & Vi) = A(Vy) A A(V,).

3. La classe de cohomologie du A-genre ne dépend pas de la connezion choisie.
Démonstration. Notons Iy, Fi et Fy les courbures associées a des connexions Vi, V1 et Va. Notons
aussi V, =tV + (1 —t)V,.

1. Le fl—genre est bien défini car la courbure d’une connexion est un élément nilpotent puisqu’il
appartient a A*(M, End(E)) et donc s’annule lorsque le degré de la partie forme dépasse la
dimension de la variété.

o0
0 F

2. On a
Fi/2) 0 )

/Al(Vl ) Vz) = det1/2 ( -
sinh(

0 sinh(Fy/2)
1/2 Fi/2 1/2 F2/2
— detV <Sm}l(]é1/2))det/ (smh(}/T’z/Z))

= A(V1) AA(V,).

3. Ona Tr@log(mfj(ﬁ/z))) —Tr@log(mﬂ}@z))) — dTr (/Ol‘ztg’(m)) oll g(z) est

1 F/2
le polynome associé a ilog </> Donc

sinh(F/2
AV — AV, = expTr(ilog(mﬂ}%))—GXPTf@log(snﬁf/z)z/m))

e (aiem) )y

= [exp (dTr (/O%Z’fg’(ﬂ))) - 1) A(Vy)

= 0.
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]

Définition D.0.30. Soit E un fibré vectoriel complexe non gradué de connexion V, on définit la
classe de Todd de E comme étant la classe de cohomologie associée a la forme fermée

e R ]

Lemme D.0.31. La classe de Todd ne dépend pas de la connexion choisie et est multiplicative.

Remarque D.0.32. Les deux dernicres classes n’ont pas de sens si 'on remplace V par une
super-connexion A avec du degré 0 car dans ce cas il subsiste une partie non nilpotente.
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