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à mon jury de thèse en qualit«e de rapporteur de mon travail,pour le temps consacr«e
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Optimisation de consommation pour un v«ehicule de
type voiture

R«esum«e

Mots clefs - optimisation de la consommation «energ«etique ; arcs singuliers ; r«egularit«e ;
fonction coöut non-di!«erentiable.

Cette thèse pr«esente lÕ«etude dÕun problème de contröole optimal dont le coöut est non-
di!«erentiable pour certaines valeurs du contröole ou de lÕ«etat, tout en restant Lipschitz.
Ce problème nous a «et«e inspir«e par la probl«ematique g«en«erale de la minimisation de
lÕ«energie d«epens«ee par un v«ehicule ou robot de type voiture le long dÕun trajet dont
le proÞl de route est connu à lÕavance. Cette probl«ematiqueest formul«ee à lÕaide dÕun
modèle simple de la dynamique longitudinale du v«ehicule et une fonction coöut qui en-
globe la notion dÕe"cacit«e du processus de conversion «energ«etique. Nous pr«esentons un
r«esultat r«egularit«e des contröoles, valable pour la classedes systèmes non-lin«eaires, a"nes
dans les contröoles, classe à laquelle appartient notre problème. Ce r«esultat nous per-
met dÕexclure les ph«enomènes dechattering de lÕensemble des solutions. Nous r«ealisons
trois «etudes de cas pour lesquelles les trajectoires optimales sont compos«ees dÕarcsbang,
dÕinactivations, dÕarcssinguliers et, dans certains cas,de retours en arrière.
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Optimisation of energy consumption for a car-like
vehicle

Abstract

Keywords - energy consumption minimisation ; singular arcs ; regularity ; non-di!erentiable
cost function.

The present thesis is a study of an optimal control problem having a non-di!erentiable,
but Lipschitz, cost function. It is inspired by the minimization of the energy consump-
tion of a car-like vehicle or robot along a road which proÞle is known. This problem
is stated by means of a simple model of the longitudinal dynamics and a running cost
that comprises both an absolute value function and a functionthat accounts for the
e"ciency of the energy conversion process. A regularity result that excludeschattering
phenomena from the set of solutions is proven. It is valid for the class of control af-
Þne systems, which includes the considered problem. Three case studies are detailed
and analysed. The optimal trajectories are shown to be made of bang, singular arcs,
inactivated and backward arcs.
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Introduction g«en«erale

Ce manuscrit de thèse pr«esente des «el«ements dÕ«etude du problème g«en«eral de lÕop-
timisation «energ«etique dÕun v«ehicule de type voiture oudÕun robot mobile. Nous avons
formul«e cette probl«ematique dans le cadre du contröole optimal, en particulier, nous
avons choisi de tirer parti des propri«et«es sp«eciÞques à un coöut non-di!«erentiable pour
certaines valeurs de lÕ«etat ou du contröole. En e!et, comme cela est maintenant bien
connu, voir [2, 5, 9, 10, 21, 24, 31], un coöut de ce type peut avoir pour cons«equence la
pr«esence dÕinactivations dans la strat«egie de contröole. CÕest-à-dire que le contröole est
nul, ou inactif, sur un ou plusieurs intervalles de temps non-triviaux. Comme cela a
«et«e mis en avant dans de pr«ec«edents travaux, par exemple [10, 31], ce type de com-
portement semble tout à fait pertinent lorsquÕil sÕagit de mod«eliser un problème de
minimisation «energ«etique. En e!et, les inactivations jouent le röole dÕun m«ecanisme de
s«election des moments où appliquer un contröole est le pluse"cace.

AÞn de formaliser math«ematiquement ce problème, nous avonsà notre disposi-
tion une litt«erature vaste, principalement döu à la largepalette de choix qui sÕo!re à
nous concernant la faücon de mod«eliser dÕune part la dynamique du v«ehicule, dÕautre
part le coöut, et enÞn s«electionner une m«ethode de r«esolution du problème. Dans ce
travail, à lÕexemple de ce qui est fait dans [19, 22, 25, 27], nous ne nous attachons
quÕà mod«eliser la dynamique longitudinale du v«ehicule. Unlecteur int«eress«e par des
informations concernant une mod«elisation tant transversale que longitudinale de la dy-
namique pourra consulter [15, 26]. De plus, nous avons d«ecid«e de ne pas incorporer
de modèle math«ematique du système de conversion «energ«etique au modèle dynamique
du d«eplacement, contrairement à [19, 22, 25, 27], mais plutöot dÕinclure cet aspect du
problème dans le coöut comme cela a «et«e fait dans [8, 14]. Pour ce faire, nous avons
recours à une fonction de rendement et au rapport entre puissance et rendement.
La notion de puissance que nous utilisons, qui justement nous permet dÕintroduire
la non-di!«erentiabilit«e du coöut, est inspir«ee de pr«ec«edents travaux men«es sur la no-
tion dÕinactivation. En particulier, nous nous appuyons sur[4, 5], ainsi que sur les
di!«erents travaux des möemes auteurs portant sur la minimisation du travail absolu
dÕun système m«ecanique actionn«e. Par exemple, six(t) est un d«eplacement etu(t) une
force ext«erieure, alors le travail absolu deu, calcul«e sur lÕintervalle [0, T] est

! T

0
| úx(#)u(#)|d#
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Introduction g«en«erale

LÕoutil principal utilis«e dans cette thèse est le principe du maximum de Pontrya-
gin [23]. Ce principe a «et«e d«evelopp«e par Lev S. Pontryagin et ses collaborateurs au
d«ebut des ann«ees 1960 et se compose de di!«erents th«eorèmes d«elivrant une s«erie de
conditions n«ecessaires à lÕoptimalit«e dÕune trajectoire. Ces conditions nous permettent
de calculer explicitement un ensemble de trajectoires, dites extr«emales, candidates
à lÕoptimalit«e, quÕil faut ensuite analyser. Ce r«esultat fondamental de la th«eorie du
contröole optimal est appel«e principe car il est possible de former plusieurs th«eorèmes
di!«erents selon la nature du problème rencontr«e. Dans la mesure où notre fonction
coöut est non-di!«erentiable pour certaines valeurs du contröole ou de lÕ«etat, nousaurons
recours au th«eorème d«evelopp«e par F. Clarke [12]. Dans un second temps, certaines
simpliÞcations nous permettront de nous limiter à une version classique du principe du
maximum.

Nous verrons que les strat«egies optimales du problème qui est abord«e dans ce ma-
nuscrit sont compos«ees de classiques arcs de typebanget dÕinactivations, mais aussi
dÕarcs singuliers (d«etermin«es par lÕanalyse ou la d«erivation successive de la fonction
de commutation, voir [3, 6, 13]). Nous examinons aussi dÕautres types de trajectoires,
possiblement solutions du problème formul«e, ditestrajectoires avec retour en arrière,
et dont lÕoccurrence est fortement li«ee au proÞl de route consid«er«e.

Organisation du manuscrit

En plus de la pr«esente introduction, ce manuscrit est compos«e de quatre chapitres
et dÕune conclusion.

Le premier chapitre porte sur la mod«elisation et la description du problème. Une
première section concerne la mod«elisation de la dynamique du v«ehicule et du critère à
minimiser. Dans une seconde section, nous examinons lÕexistence de trajectoires opti-
males. Les deux sections suivantes pr«esentent un important r«esultat sur la r«egularit«e
des contröoles optimaux, et un lemme qui nous permet de simpliÞer notre problème
pour certains proÞls de route.

Le deuxième chapitre est d«edi«e à lÕanalyse du problème par la version du prin-
cipe du maximum de Clarke [12]. À la suite de quelques d«eÞnitions pr«eliminaires et
de lÕ«enonc«e de la version du principe du maximum de Clarke, une première section
porte sur lÕ«etude du problème en temps minimal associ«e. Les «etudes, dÕune part, des
trajectoires anormales et normales, et dÕautre part, des arcs singuliers font lÕobjet des
deux autres sections de ce chapitre.

Le troisième chapitre est consacr«eà lÕ«etude du problème du v«ehicule sur route plane.
Il est divis«e en deux sections. La première traite du cas sans frottement, tandis que la
seconde porte sur le cas avec frottement. Nous voyons alors apparaöõtre des solutions

2



Introduction g«en«erale

optimales comprenant un arc singulier.

EnÞn, le quatrième chapitre porte sur lÕanalyse de notre problème pour unproÞl de
route sp«eciÞque. Nous verrons apparaöõtre un nouveau comportement singulier ainsi que
des trajectoires avec retour en arrière candidates à lÕoptimalit«e. Une courte section, en
Þn de chapitre, pr«esente le cas particulier dÕune fonction de rendement triviale dans le
contexte de ce proÞl de route.

Contributions

Cette thèse a donn«e lieu à une pr«epublication ainsi quÕàdes pr«esentations et dis-
cussions des r«esultats lors de conf«erences nationales et internationales, comme cela est
pr«ecis«e ci-dessous :

Pr«epublication

¥ Ouazna Oukacha, Nicolas Boizot,Consumption minimisation for an academic
vehicle. Submitted to OPTIMAL CONTROL APPLICATIONS and METHODS.
2016.< hal " 01384651>

Communications Internationales

¥ Ouazna Oukacha, N. Boizot, J-P. Gauthier, M. Aidene,Optimisation de la consom-
mation dÕune voiture «electrique : un cas simple, Colloque sur lÕOptimisation et
les Systèmes dÕInformation COSIÕ2014, B«ejaia, (Alg«erie), 8-10 Juin 2014.

¥ Ouazna Oukacha, N. Boizot,Minimisation L1 de la consommation dÕune voiture,
Journ«ees SMAI-MODE, Toulouse (France), 23-25 mars 2016.

¥ Ouazna Oukacha, N. Boizot,Consumption minimisation for a car-like robot :
Case study for a non-ßat road proÞle. In :6th International Conference on. Sys-
tems and Control (ICSC). DOI : 10.1109/ICoSC.2017.7958672, p. 334-341. 2017.

Communications Nationales

¥ Ouazna Oukacha, N.Boizot, JP.Gauthier, M.Aidene,Optimisation de consom-
mation «energ«etique pour un v«ehicule de type voiture, 2ème Journ«ees ScientiÞques
LAROMAD, Tizi-ouzou (Alg«erie), 28-30 octobre 2013.

¥ Ouazna Oukacha, N.Boizot,Optimiser la consommation dÕun v«ehicule le long
dÕun trajet, 9 ème Journ«ees ScientiÞques, La Recherche à lÕUniversit«e : 7èmes
Rencontres CARTTÕ15, Toulon (France), 21-22 avril 2015.
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Chapitre 1 - Mod«elisation et description du problème

1.1.1 Dynamique du système

Le bilan des forces exerc«ees sur la voiture sÕ«ecrit :
"

F = m% (1.1)

où m est la masse de la voiture,%= ( ¬", ¬h) lÕacc«el«eration de la voiture etF d«esigne
lÕensemble des forces appliqu«ees sur la voiture.

Comme sch«ematis«e à la Figure1.1, cette voiture est soumise aux quatre forces
suivantes :

1. G =
#

G" , Gh
$

: la force de gravit«e ;

2. R =
#

R" , Rh
$

: la r«eaction de la route ;

3. f =
#

f " , f h
$

: la force de frottement, oppos«ee au mouvement.

4. F =
#

F" , Fh
$

: la force motrice.

En suivant les notations du sch«ema de mod«elisation de la Figure 1.1, les quatre
forces sÕexpriment de la manière suivante :

F =
%

F cos(! )
F sin(! )

&
, G =

%
0

" mg

&
, f =

%
" f cos(! )
" f sin(! )

&
, R =

%
" R sin(! )
R cos(! )

&

où

1. nous ne consid«erons que les frottements visqueux, par cons«equentf sera propor-

tionnelle à la vitesse du mouvement,#f # = &#V# = &
'

ú" 2 + úh2, avecV = ( ú", úh)
et & > 0 est constant ;

2. R = mgcos(! ), où g est la constante gravitationnelle ;

3. F est lÕamplitude de la force motrice, il sÕagit de la variable de contröole du
problème que lÕon noteu dans la suite (i.e.u = F ) ;

4. ! est lÕangle entre lÕhorizontale et la droite port«ee par le chöassis du voiture (i.e.
lÕorientation de la voiture), autrement dit,! repr«esente la pente de la route.

De ce qui pr«ecède, lÕ«equation (1.1) sÕ«ecrit :

m
% ¬"

¬h

&
=

%
u cos(! )
u sin(! )

&
+

%
0

" mg

&
+

(
" & sgn(ú" )

)
úx2 + úh2 cos(! )

" & sgn(ú" )
)

úx2 + úh2 sin(! )

*

+
%

" mgcos(! ) sin(! )
mgcos2(! )

&

(1.2)
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Chapitre 1 - Mod«elisation et description du problème

ProÞl de la route

Le proÞl de la route est d«ecrit par une fonctionC1, h = $(" ). Cette fonction permet
de d«eterminer uniquement la valeur de lÕangle! à partir de la position " :

! $ ] "
'
2

,
'
2

[, et ! (" ) = arctan
+

$
!
(" )

,
(1.3)

où $
!

repr«esente la d«eriv«ee de$ par rapport à " . Ainsi,

úh = $
!
(" ) ú" et ¬h = $

!
(" ) ¬" + $

!!
(" ) ú" 2,

et alors ú" 2 + úh2 = ú" 2
+

1 +
#
$

!
(" )

$2
,

. Par cons«equent, le système (1.2) devient :

m
% ¬"

¬h

&
=

%
u cos(! )
u sin(! )

&
+

%
0

" mg

&
+

-

. " & ú"
'

1 + ( $ ! (" ))2 cos(! )

" & ú"
'

1 + ( $ ! (" ))2 sin(! )

/

0 +
%

" mgcos(! ) sin(! )
mgcos2(! )

&

(1.4)

Le système (1.4) nÕa en fait quÕun seul degr«e de libert«e et sa dynamique se r«esume à :
1

m¬" = u cos (! (" )) " & ú"
'

1 + ( $ ! (" ))2 cos (! (" )) " mgcos (! (" )) sin (! (" ))
! (" ) = arctan( $

!
(" ))

(1.5)

Remarquons que le système (1.5) est su"samment complexe pour rendre les
futures analyses dÕautant plus di"ciles. Une trajectoire dece système est d«eÞnie par
lÕabscisse" et lÕordonn«eeh qui est «egale à la fonction$(" ), cÕest à dire par le point
(", $ (" )). Une autre manière de caract«eriser ce système est dÕutiliser la longueur dÕarc
entre lÕorigine et la position du v«ehicule sur la route. Nousallons voir que cette pa-
ram«etrisation conduit à une «ecriture simpliÞ«ee du système (1.5).

Abscisse curviligne

Soit x lÕabscisse curviligne de (", h(" )), d«eÞnie par :

x =

"!

0

'
1 + ( $ ! (" ))2 d"

Nous calculonsdx
dt = #x

#" % d"
dt à lÕaide de la relation#x

#" =
'

1 + ( $ ! (" ))2.
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Chapitre 1 - Mod«elisation et description du problème

Ainsi úx = ú"
'

1 + ( $ ! (" ))2, ce qui implique :

¬x = ¬"
'

1 + ( $ ! (" ))2 + $
!!
(" ) ú" 2

%
1 +

+
$

!
(" )

, 2
& ! 1

2

=
%

¬"
%

1 +
+

$
!
(" )

, 2
&

+ $
!
(" )$

!!
(" ) ú" 2

& %
1 +

+
$

!
(" )

, 2
& ! 1

2

=
+

¬" + $
!
(" )¬h

, %
1 +

+
$

!
(" )

, 2
& ! 1

2

.

Substituons cette dernière «equation dans le système (1.4) :

¬x =

-

. u
m

cos (! (" )) "
& ú"

'
1 + ( $ ! (" ))2

m
cos (! (" )) " gcos (! (" )) sin (! (" ))

/

0
+

ú" 2 + úh2
, ! 1

2

+ $
!
(" )

-

. u
m

sin (! (" )) " g "
& ú"

'
1 + ( $ ! (" ))2

m
sin (! (" )) + gcos (! (" ))2

/

0
+

ú" 2 + úh2
, ! 1

2

Après simpliÞcation, nous obtenons :

¬x =
1
m

(

u" & ú"
'

1 + ( $ ! (" ))2" mgsin (! (" ))

*
+

cos (! (" )) + $
!
(" ) sin (! (" ))

, +
ú" 2 + úh2

, ! 1
2

(1.6)
Ensuite, nous calculons la quantit«e suivante :

cos (! (" )) + $
!
(" ) sin (! (" )) = cos (! (" ))

%
1 + $

!
(" )

sin (! (" ))
cos (! (" ))

&

= cos (! (" ))
+

1 + $
!
(" ) tan ( ! (" ))

,

=
cf. (1.3)

cos (! (" ))
%

1 +
+

$
!
(" )

, 2
&

(1.7)

DÕaprès lÕ«equation(1.3) nous avons :

cos (! (" )) = cos
+

arctan
+

$
!
(" )

,,
=

1
'

1 + ( $ ! (" ))2
(1.8)

et lÕ«equation (1.7) devient :

cos (! (" )) + $
!
(" ) sin (! (" )) =

'
1 + ( $ ! (" ))2

Remplaücons cette dernière relation dans lÕ«equation (1.6), aÞn dÕobtenir :

¬x =
1
m

(

u " & ú"
'

1 + ( $ ! (" ))2 " mgsin (! (" ))

* '
1 + ( $ ! (" ))2

'
1 + ( $ ! (" ))2

7



Chapitre 1 - Mod«elisation et description du problème

Finalement, la dynamique de notre problème est donn«ee par :

¬x =
1
m

(

u " & ú"
'

1 + ( $ ! (" ))2 " mgsin (! (" ))

*

(1.9)

A chaque donn«ee dex, nous pouvons associer un unique couple (", $ (" )), et par
cons«equence un unique angle! . Ainsi, ! peut-öetre vu comme une fonction dex :
! & ! (x).

Nons notonsy = úx et le système (1.5) sÕ«ecrit alors :
2
34

35

úx = y

úy = 1
m

(

u " &y " mgsin (! (x))

*
(1.10)

Il nous semble donc int«eressant de d«eÞnir le proÞl de la route sous la forme dÕune
fonction x "' ! (x). Le proÞl de la route, dans le plan (", h) peut alors öetre reconstruit
sous la forme dÕune courbe param«etr«eex "' (", $ (" )) en suivant la m«ethodologie ci-
dessous.

D«eÞnition du proÞl de route à partir de ! (x)

DÕaprès la d«eÞnition de lÕabscisse curvilignex :

("
(x

=
1

'
1 + ( $ ! (x))2

(1.11)

avec$
!
(x) = #$ (" (x))

#" (x) = tan ( ! (x)).

AÞn de reconstruire la fonction de proÞl$(x), «ecrivons :

($ (" (x))
(x

=
($ (" (x))

("
%

("
(x

= $
!
(" (x)) %

1
'

1 + ( $ ! (x))2

=
$

!
(x)

'
1 + ( $ ! (x))2

Ce qui donne :
($ (x)

(x
=

tan (! (x))
'

1 + (tan ( ! (x))) 2
(1.12)
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Chapitre 1 - Mod«elisation et description du problème

Dans la suite, lÕanalyse du problème de contröole optimal r«esultant de cette mod«elisation
sera faite à lÕaide du principe du maximum de Pontryagin. DÕaprès ce principe, la
d«eriv«ee partielle de la pente! (x) par rapport à la variable dÕ«etatx (i.e. #%(x)

#x ) in-
tervient dans lÕ«equation adjointe associ«ee à la variable dÕ«etaty. Par cons«equent, une
m«ethode simple pour obtenir le graphe de! (x) est de d«eÞnir tout dÕabord la courbe
de la d«eriv«ee de lÕangle! (x) par rapport à x. Nous lÕint«egrons ensuite aÞn dÕobtenir
la fonction ! (x). Finalement, on construit les fonctions" (x) et $ (" (x)) à partir des
«equations (1.11) et (1.12).

Exemple 1.1 Soit un proÞl de route d«eÞni par un angle! (x) dont la d«eriv«ee est form«ee
de six types de morceaux comme suit :

2
33333334

33333335

! (x) est croissant surx $ [x7, x6],
! (x) est d«ecroissant surx $]x6, x5[,
! (x) est d«ecroissant surx $]x5, x4[,
! (x) est croissant surx $ [x4, x3[,
! (x) est croissant surx $ [x3, x2[,
! (x) est constant surx $ [x2, x1[,

avecx7 < x 6 < x 5 < x 4 < x 3 < x 2 < x 1.
Ce proÞl est illustr«e à la Figure1.2. Ce graphe a «et«e obtenu à lÕaide du code pr«esent«e
à lÕAnnexeB.

! 20 ! 15 ! 10 ! 5 5 10 15
x

! 0.10

! 0.05

0.05

0.10

0.15

0.20

" # ! x "

" x

! 20 ! 15 ! 10 ! 5 5 10 15
x

! 0.3

! 0.2

! 0.1

0.1

0.2

" ! x "

!!

!!

! 20 ! 15 ! 10 ! 5 5 10 15
" !x"

2

4

6

8

h!x"

Figure 1.2 Ð R«epr«esentation graphique de la construction du proÞl de la route
x7 = " 20, x6 = " 15, x5 = " 9, x4 = " 6.5, x3 = " 4, x2 = " 1, x1 = 5.
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Chapitre 1 - Mod«elisation et description du problème

1.1.2 Fonction coöut

Dans ce travail, on chercheà minimiser lÕ«energie d«epens«ee pour d«eplacer une voiture
dÕune position de d«epart jusquÕà une position Þnale en un tempsTf .

Soit D(t) le d«ebit dÕ«energie. La fonction coöut associ«ee est :

! Tf

0
D(#) d# (1.13)

Dans le but dÕexprimer cette quantit«e comme une fonction de lÕ«etat du système (1.10),
nous utilisons la notion de travail absolu de la force motrice.

Soit A le travail absolu de la force propulsive, en suivant la d«eÞnition qui est pro-
pos«ee dans [4] :

A =
! Tf

0
| ú"u|

'
1 + ( $ ! (" ))2d#

La puissance absolue instantan«ee associ«ee au travailA est donn«ee pardA
dt , et est reli«ee

au d«ebit à lÕaide dÕune fonction de rendement, not«ee) (.) :

dA
dt

= D(t)) (.)

Cette fonction, dont la Figure 1.3 fournit quelques exemples, r«epond aux hypothèses
suivantes :

Ñ son argument est la vitesse du v«ehicule :y = "
'

1 + ( $ ! (x))2 ;

Ñ elle prend ses valeurs dans lÕintervalle ]0,1], pour touty $ R ;

Ñ elle suit lÕun des deux comportements suivants pour touty $ R+ (respectivement
R! ) :

1. ) (y) est identiquement constante ;

2. ) (y) admet un maximum y+ , est croissante sur ]0, y+ [ et d«ecroissante sur
]y+ , + ( [ ;
() (y) admet un maximum y! , est d«ecroissante sur ]y! , 0[ et croissante sur
] " ( , y! [ ) ;

Ñ elle est d«erivable autant de fois que n«ecessaire.

Finalement, la fonction coöut est not«eeJ (u) et est donn«ee par lÕexpression suivante :

J (u) =
! Tf

0

6
6
6ú"u

6
6
6

)
+

ú"
)

1 + ( $ ! (" ))2
,

)
1 + ( $ ! (" ))2d# =

! Tf

0

|yu|
) (y)

d# (1.14)
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! 1.0 ! 0.5 0.5 1.0 y

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

" !y"

Figure 1.3 Ð Exemples de fonction de rendement.

1.2 Problème de contröole optimal en temps Þnal
Þxe

Dans la suite de ce travail, aÞn dÕall«eger les calculs, nous supposerons quem = 1
et g = 1. Aussi, nous limitons notre «etude aux trajectoires partant de lÕorigine, i.e.
position initiale nulle à vitesse nulle. Nous obtenons ainsi le problème de contröole
optimal suivant :

(P1)

2
33333333333333334

33333333333333335

Minimiser J (u) =
! Tf

0

|yu|
) (y)

d#

Sous les contraintes ($1)
7

úx = y
úy = u " &y " sin (! (x))

pour t $ [0, Tf ]

X (0) =
%

x(0)
y(0)

&
=

%
0
0

&
, X (Tf ) =

%
x(Tf )
y(Tf )

&
=

%
x f

0

&

|u(t)| ) 1 pour t $ [0, Tf ]

Tf > 0 est Þx«e.

Existence des trajectoires optimales

DÕaprès le Th«eorème 2 de [5] inspir«e du sch«ema de preuve de [18], le problème (P1)
en temps Þnal Þxe admet une solution siTf * Tmin , où Tmin est le temps de parcours
minimal de X (0) à X (Tf ). En particulier, si Tf = Tmin , alors la solution optimale est
donn«ee par le problème (Pmin ) pr«esent«e dans la section2.1. Dans le cas contraire, le
problème (P1) nÕadmet pas de solution.

Dans le but dÕe!ectuer une «etude du problème (P1) en temps Þnal libre, nous
remarquons quÕun proÞl de route sp«eciÞque, un coöut qui p«enalise le temps de parcours
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ou encore une fonction de rendement sp«eciÞque) (y) sont n«ecessaires. Ceci est illustr«e
dans le cas dÕune route plate (i.e.! & 0) par la proposition ci-dessous.

Proposition 1.1 Consid«erons le problème(P1) avec une route plate (i.e.! & 0). Si le
temps Þnal est libre, alors la valeur minimale de la fonction coöut nÕest pas atteinte.

Preuve 1.1

1. Cas de la route plate sans frottement : Consid«erons une famille de contröoles
de la forme Ð voir Figure1.4 :

u!, ! t (t) =

2
4

5

* si 0 ) t < %t
0 si %t ) t < T f " %t

" * si Tf " %t ) t < T f

(1.15)

1 2 3 4 t

! 1.0

! 0.5

0.5

1.0

u",#t!t"

0.5 1.0 1.5 2.0 x!t"
0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

y!t"

Figure 1.4 Ð Strat«egie de contröole de typeu!, ! t (t), cf. equ.(1.15).

Pour * > 0 Þx«e, le système($ 1) est r«eduit à un double int«egrateur et sa trajectoire
associ«ee est donn«ee par :

Ñ pour t < %t,

x(t) = *
t2

2
Ñ pour %t ) t < T f " %t,

x(t) = *
%t2

2
+ *%t(t " %t)

Ñ pour Tf " %t ) t < T f ,

x(t) = *
%t2

2
+ *%t(Tf " 2%t) + *%t(t " Tf + %t) " *

(t " T f + %t)2

2

Ñ pour t = Tf :

x(Tf ) = *
%t2

2
+ *%t(Tf " 2%t) + *

%t2

2
Ainsi :

x(Tf ) = *%t (Tf " %t)

12



Chapitre 1 - Mod«elisation et description du problème

DÕaprès cette dernière «equation, lÕexpression deTf en fonction des donn«ees du
problème est

Tf =
%t2* + x f

%t.*
. (1.16)

La valeur du coöut correspondante est :

J (u) =
! ! t

0

*y
) (y)

dt +
! Tf

Tf ! ! t

*y
) (y)

dt

Remarquons que le coöut tend vers0 lorsque%t ' 0, ou * ' 0. Dans les deux
cas, nous obtenonsTf ' ( et le coöut minimum nÕest pas atteint.

2. Cas de la route plate avec frottement : Soit la famille de contröoles suivante
Ð voir Figure1.5 :

u! (t) =
7

* si 0 ) t < %t
" * si %t ) t < T f

(1.17)

Pour * > 0 Þx«e, la trajectoire de($ 1) associ«ee est donn«ee par :

1 2 3 4 5 6 t

! 0.3

! 0.2

! 0.1

0.1

0.2

0.3

u"!t"

0.5 1.0 1.5 2.0 x!t"
0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

y!t"

Figure 1.5 Ð Strat«egie de contröole de typeu! (t), cf. equ.(1.17).

Ñ pour t < %t, 2
34

35

x(%t) = !
&

8
%t + e" ! ! t

& " 1
&

9

y(%t) = !
&

:
1 " e! &! t

;

Ñ pour %t ) t < T f ,
2
34

35

x(Tf ) = e" !T f

&2 *
#
1 " 2e&! t + e&Tf (1 + 2&%t " &Tf ))

$

y(Tf ) = " !e " !T f

&

:
1 " 2e&! t + e&Tf

;
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De lÕ«equationy(Tf ) = 0 on tire lÕexpressionTf = 1
& ln

#
2e&! t " 1

$
que lÕon r«e-

injecte dans la formule dex(Tf ). La relation x(Tf ) = x f permet ensuite de cal-
culer :

%t =
1
&

ln

(

e
! 2 x f

" +

<

e
! 2 x f

"

%
e

! 2 x f
" " 1

&*

.

Comme%t ! " 0"' ( , il en va de möeme pourTf . AÞn de d«emontrer que le minimum

du coöut nÕest pas atteint, il nous resteà montrer queJ (u! )
! " 0"' 0. CommeJ(u! ) =! Tf

0

|u! y|
) (y)

dt = *
! Tf

0

|y|
) (y)

dt, alors le coöut tend vers0 lorsque * "' 0 et le

minimum nÕest pas atteint. !

1.3 R«egularit«e des contröoles

Pour tout temps t $ [0, T], où T est positif et Þxe, soit un système de la forme :

($ 0) úx = F (x) + uG(x)

LÕ«etat initial est not«ex0 $ Rn , n > 0. Les champs de vecteursF (.) et G(.) sont suppos«es
r«eels analytiques et|u(t)| ) 1. LÕapplication entr«ee-sortie associ«ee à ($0) est :

& : Rn %L1
[0,T ] "' C0

[0,T ]

(x0, u(.)) +' x(.)

où x(.) est la trajectoire de ($0) associ«ee à lÕ«etat initialx0, et au contröoleu(.). Pour x0

Þx«e, nous utiliserons la notation &x0 (u) = &( x0, u). LÕensembleL1
[0,T ] est muni de sa

topologie naturelle,C0
[0,T ] est muni de la topologie de la convergence uniforme, etRn

de la topologie de la distance Euclidienne.
Soit +(.) une fonction continue. Le coöut associ«e à une trajectoirede ($0) donn«ee

par le contröoleu(.) à partir de lÕ«etat initial x0 est not«eJ (.) et est d«eÞni par :

J : Rn %L1
[0,T ] "' R+

(x0, u(.)) +'
! T

0
|+(x)u|dt

Lemme 1.1 &(.) et J (.) sont uniform«ement continues.

Preuve 1.2 Tout dÕabord remarquons queRn % L1
[0,T ] et C0

[0,T ] sont des ensembles
m«etrisables, et en tant que tels, la continuit«e s«equentielle implique la continuit«e uni-
forme.

1. Soit (un (t))n# N une suite de contröoles deL1
[0,T ] convergeant vers une fonctionu(t)

et x(n)
0 une suite deRn convergeant s«equentiellement versx0. Nous noteronsxn (t)
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la trajectoire de ($ 0) issue de lÕ«etat initialx(n)
0 associ«ee au contröoleun (t), et x(t)

la trajectoire issue de lÕ«etat initialx0 et associ«ee au contröoleu(t). Nous avons
ainsi les relations :

xn (t) = x(n)
0 +

! t

0
F (xn (#)) + un (t)G(xn (#))d#,

x(t) = x0 +
! t

0
F (x(#)) + u(t)G(x(#))d#.

Maintenant, nous «ecrivons lÕexpression deEn (t) = x(t) " xn (t) :

En (t) =
+

x0 " x(n)
0

,

= >? @
A

+
! t

0
(F (x) " F (xn )) d#

= >? @
B

+
! t

0
(uG(x) " unG(xn )) d#

= >? @
C

,

et nous r«e«ecrivons la partieC ci-dessus comme suit :

C =
! t

0
(u " un )G(x)d#

= >? @
C1

+
! t

0
un (G(x) " G(xn ))d#

= >? @
C2

alors, on peut majorer la norme deEn (t) comme suit :

#En (t)# ) # A# + #B# + #C1# + #C2# (1.18)

En restriction à un sous-ensemble compact,F et G sont Lipschitz de constantes
respectivesK 1 et K 2 et nous avons les in«egalit«es suivantes :

(a) , ø* > 0, - øN $ N tel que, n > øN , #A# < ø*,

(b) F est Lipschitz :

#B# )
! t

0
#F (x) " F (xn )#d# ) K 1

! t

0
#En (#)#d#,

(c) G est born«e sup«erieurement (par une constante not«ee÷K ) sur [0, T] et

#C1# ) ÷K
! t

0
#un (#) " u(#)#d#,

(d) Þnalement,, n, |un | ) 1, et G est Lipschitz, ce qui donne :

#C2# ) K 2

! t

0
#En (#)#d#.
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LÕin«egalit«e (1.18) devient donc :

#En (t)# )
A
A
Ax0 " x(n)

0

A
A
A+ K 1

! t

0
#En (#)#d#+ ÷K

! t

0
#un (#) " u(#)#d#+ K 2

! t

0
#En (#)#d#

(1.19)
La suite (un ) converge au sensL1

[0,T ] : , ÷* > 0, il existe un entier ÷N tel que

, n > ÷N : ÷K
! t

0
#un " u#d# < ÷*. Ainsi pour n > max( øN, ÷N ), (1.19) devient :

#En (t)# ) (ø*+÷*)+( K 1+ K 2)
! t

0
#En (#)#d# ) (ø*+÷*)+( K 1+ K 2)

! T

0
#En (#)#d#.

Pour tout t $ [0, T], en utilisant le lemme de Gronwall :

#En (t)# ) (ø* + ÷*)e(K 1+ K 2 )T , , n > ÷N.

Autrement dit, pour un * > 0 donn«e, nous pouvons choisir(ø* + ÷*) de sorte à ce
que pour toutn > N = max( øN, ÷N ), #En (t)# < * pour tout t $ [0, T].
Ce qui prouve la continuit«e de&(., .).

2. Dans cette seconde partie, nous utilisons le r«esultat de continuit«e pr«ec«edent et la
continuit«e deu +' | u| pour la topologieL1.
Comme pr«ec«edemment,un (t) est une suite de contröoles convergeant versu(t)
dans L1

[0,T ], x(n)
0 est une suite deRn convergeant versx0, et xn (resp. x) est la

trajectoire de ($ 0) issue dex(n)
0 donn«ee par le contröoleun (resp. x0 et u). Nous

«ecrivons maintenant la di!«erence :

|J (un ) " J (u)| =

6
6
6
6

! T

0
|+(xn )un |dt "

! T

0
|+(x)u|dt

6
6
6
6

=

6
6
6
6

! T

0
|+(xn )| (|un | " | u|) dt "

! T

0
|u| (|+(xn )| " | +(x)|) dt

6
6
6
6

Puisque la suitexn (t) converge uniform«ement versx(t) dansC0
[0,T ], il existe donc

une constanteM > 0, et un entier N (M ) $ N tels que pour toutn > N (M ),
nous avons|+(xn )| < M . Etant donn«e* > 0, il existe aussi un rangN

#
!

2MT

$
, et

un rang N
#

!
2T

$
de sorte que :

(a)

6
6
6
6|un | " | u|

6
6
6
6< !

2MT pour tout n > N
#

!
2MT

$
,

(b)

6
6
6
6|+(xn )| " | +(x)|

6
6
6
6< !

2T pour tout n > N
#

!
2T

$
.

Par cons«equent, il existe un rangN (*) tel que pour toutn > N (*)

|J (un ) " J (u)| < M
! T

0

*
2MT

dt +
! T

0

*
2T

dt = *

ce qui nous donne la continuit«e s«equentielle deJ (.). !
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Chapitre 1 - Mod«elisation et description du problème

Th«eorème 1.1 Soit PA le sous-ensemble deL1
[0,T ] compos«e des contröoles alg«ebriques

par morceaux sur un ensemble de mesure totale Ñ i.e. presque partout alg«ebriques sur
un nombre Þni de sous intervalles de[0, T]. On se donne un problème de contröole
optimal de la forme :

(P0)

2
33333333333333334

33333333333333335

Minimiser J (u) =

Tf!

0

|+(x(#))u(#)|d#

Sous les contraintes ($ 0)
B

úx(t) = F (x) + uG(x) pour t $ [0, Tf ]

x(0) = x0, x(Tf ) = x f ,

|u(t)| ) 1 pour t $ [0, Tf ]

Tf > 0 est Þx«e.

sous les hypothèses suivantes :

(H 0) +(.) admet un maximum surRn ;

(H 1) J (.) atteint son minimum sur PA, la valeur de ce minimum est not«eeJM ;

(H 2) les trajectoires temps minimal de($ 0) sont donn«ees par des contröoles dePA ;

(H 3) ($ 0) est localement contröolable en temps petit au pointx f ;

(H 4) (x f , uf ) est un point dÕ«equilibre de($ 0) tel que+(x f )uf & 0.

Alors JM est aussi le minimum deJ (.) sur L1
[0,Tf ].

Le th«eorème reste valable six f est remplac«e parx0 dans les hypothèses (H 3) et
(H 4).

Preuve 1.3 Soient un «etat initial x0 et un «etat Þnalx f . Supposons quÕil existe un

contröole u$ $
+

L1
[0,Tf ]\ PA

,
joignant x0 à x f tel que J (u$) < J M . Nous allons faire

apparaöõtre une contradiction avec lÕhypothèse(H 1).

A!rmation : pour tout * > 0, il existe un intervalle I ! . [0, T] de mesure* tel que
la trajectoire x$ de ($ 0) donn«ee par le contröoleu$ nÕest pas la solution du problème

temps minimal sur lÕintervalleI ! .

En e"et, si ce nÕest pas le cas : il existe * > 0 tel que, pour tout intervalle
I ! . [0, T] de mesure*, la trajectoire x$ de ($ 0) donn«ee par le contröoleu$ est la

solution du problème temps minimal sur lÕintervalleI ! .
Par cons«equent, dÕaprès (H 2) : il existe * > 0 tel que, pour tout intervalleI ! . [0, T]

de mesure*, le contröoleu$ $ PA.
On en d«eduit queu$ $ PA, ce qui est en contradiction avec lÕhypothèseu$ /$ PA.
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Chapitre 1 - Mod«elisation et description du problème

Nous allons maintenant d«eÞnir un nouveau contröoleu! à partir de u$ comme suit :

1. t1 et t2 sont les frontières deI ! , avec0 ) t1 < t 2 ) Tf ;

2. pour tout t ) t1, u! (t) = u(t) ;

3. ensuite,u! (t) est la solution du problème temps minimal pour($ 0) joignant x$(t1)
à x$(t2).
Le temps de parcours ainsi obtenu est not«etmin : t1 + tmin < t 2.
Le temps ainsi gagn«e est not«e, : , = t2 " t1 " tmin .

4. Puisque($ 0) est invariant en temps, pourt $ ]t1 + tmin , Tf " , ], u! (t) = u$(t2 "
t1 " tmin + t) emmènex de x(t1 + tmin ) = x(t2) à x f .

5. EnÞn, u! (t) = uf pour t $ ]Tf " , , Tf ].

Ce nouveau contröole emmène doncx de x0 à x f en un tempsTf " , < T f , où , =
t2 " t1 " tmin . La di!«erence de coöut entre la trajectoire associ«ee àu' (not«eex ! ) et celle
associ«ee àu$ est :

J (u$) " J (u! ) =

Tf!

0

|+(x(t))u(t)| dt "

Tf!

0

|+(x ! (t))u! (t)| dt

=

t1!

0

|+(x(t))u(t)| dt

= >? @
A

+

t2!

t1

|+(x(t))u(t)| dt

= >? @
B

+

Tf!

t2

|+(x(t))u(t)| dt

= >? @
C

"

t1!

0

|+(x ! (t))u! (t)| dt

= >? @
D

"

t1+ tmin!

t1

|+(x ! (t))u! (t)| dt

= >? @
E

"

Tf ! (!

t1+ tmin

|+(x ! (t))u! (t)| dt

= >? @
F

"

Tf!

Tf ! (

|+(x ! (t))u! (t)| dt

= >? @
G

1. DÕaprès la d«eÞnition deu' , A = D.

2. Les intervalles[t1 + tmin , Tf " , ] et [t2, Tf ], ont tous les deux la möeme mesure Ñ
i.e. Tf " , " t1 " tmin = Tf " t2. De plus :

(a) pour t $ [0, Tf " t2], u! (t1 + tmin + t) = u$(t2 + t),

(b) x ! (t1 + tmin ) = x$(t2),

(c) ($ 0) est invariant en temps.

Par cons«equent, t $ [0, Tf " t2], x ! (t1 + tmin + t) = x$(t2 + t).
Finalement, comme la fonction de coöut+(.) est elle aussi invariante en temps,
alors C = F .
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Chapitre 1 - Mod«elisation et description du problème

3. Puisque(x ! , u! ) = ( x f , uf ) sur [Tf " , , Tf ], alors G = 0 Ñ cf. hypothèse (H 4).

Nous obtenons donc :

|J (u$) " J (u! )| =

6
6
6
6
6
6

t2!

t1

|+(x(t))u(t)| dt "

t1+ tmin!

t1

|+(x ! (t))u! (t)| dt

6
6
6
6
6
6

)

t2!

t1

|+(x(t)) |
= >? @

%M

|u(t)|
=>?@

%1

dt +

t1+ tmin!

t1

|+(x ! (t)) | |u! (t)| dt

) M (t2 " t1) + Mt min ) 2*M

où M > 0 est le maximum de la fonction+(.) Ñ cf. hypothèse (H 0).

A partir de maintenant, * > 0 est Þx«e tel que2*M < JM ! J (u# )
3 , et x ! est la trajectoire

de ($ 0) issue dex0 engendr«ee paru! .
Ceci a pour cons«equence de Þxer le petit temps, > 0, ainsi que lÕensemble accessible

de (" $ 0) à partir de x f en temps plus petit que, . Cet ensemble est not«eA !
( (x f ).

DÕaprès [16], voir aussi lÕannexeA :

1. la contröolabilit«e locale de($ 0) en temps court au pointx f , implique la contröolabilit«e
locale de(" $ 0) en temps court. ;

2. lÕhypothèse de r«eelle analycit«e deF (x) et G(x) entraöõne que(" $ 0) est auto-
accessible en temps court au pointx f ;

3. commex f est un point dÕ«equilibre de(" $ 0), alors lÕauto-accessibilit«e est valable
en temps Þxe.

Il existe donc un contröoleue $ PA joignant tout point de A !
( (x f ) en un temps exacte-

ment «egal à, . Le coöut dÕun tel morceau de trajectoire est :

Tf!

Tf ! (

|+(xe(t))ue(t)| dt ) 2, M < 2*M <
JM " J (u$)

3
(1.20)

Nous allons maintenant construire uneL1
[0,Tf ]-perturbation deu! , not«eeu( , appar-

tenant à PA. Remarquons que lÕensembleA !
( (x f ) est ind«ependant de la construction

qui suit. Il sÕagit là dÕun point crucial de cette preuve.

Premièrement, dÕaprès le th«eorème de Luzin (i.e. [17]), pour tout m > 0 il existe
une fonction continueC( telle que{ t : C( (t) /= u! (t)} soit de mesure au plus «egale àm.
Cette fonction C( est ensuite satur«ee en± 1 de sorte à obtenir une fonction continue
øC( telle que

A
Au! " øC(

A
A

L 1 < 2m.

Deuxièmement, il existe une suite de polynöomes, not«ee{ Pn } n# N, convergeant uni-
form«ement versøC( . Ainsi, pour tout ÷m > 0, il existe un polynöomeP( de la suite{ Pn } n# N
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Chapitre 1 - Mod«elisation et description du problème

qui soit ÷m-proche deøC( au sensL1
[0,Tf ]. Nous prendrons comme contröoleu( (t) $ PA le

polynöomeP( satur«e en± 1, et #u! " u( #L 1 < 2m + ÷m.
La continuit«e des applications&x0 (.), et Jx0 (.), cf. Lemme 1.1, nous garantit de

pouvoir choisir m et ÷m tels que

1. |J (u! ) " J (u( )| < JM ! J (u# )
3 ,

2. x( (Tf " , ) soit proche dex f , à savoir x( (Tf ) $ A !
( (x f ).

Pour Þnir, le contröole ÷u $ PA joignant x0 à x f en un temps ÞxeTf est d«eÞni par :

÷u(t) =
7

u( (t) si 0 ) t ) Tf " ,
ue(t) sinon.

En particulier, nous avons les relationsJ (÷u) = J (u( ) + J (ue) et

|J (u$) " J (÷u)| < |J (u$) " J (u! )|= >? @
< J M " J ( u # )

3

+ |J (u! ) " J (u( )|= >? @
< J M " J ( u # )

3

+ |J (ue)|= >? @
< J M " J ( u # )

3

< J (u$) " JM

ce qui contredit la minimalit«e deJM sur PA Ñ i.e. lÕhypothèse(H 1) Ñ et conclut la
preuve.

Nous allons maintenant montrer comment ce r«esultat est conserv«e si(x0, u0) est le
point dÕ«equilibre autour duquel($ 0) est localement contröolable.

Ñ Le contröole u! (t) est construit de manière similaire, sauf sur[0, , ] où il est «egal
à u0.

Ñ Le petit temps , «etant Þx«e à lÕ«etape pr«ec«edente, il en va de möeme pour lÕensemble
accessible de($ 0) à partir de x0 en temps plus petit que, : A+

( (x0).
Comme pr«ecedemment, le r«esultat portant sur lÕauto-accessibilit«e en temps court
nous garantit lÕexistence dÕun contröole dePA joignant x0 à tout point de A+

( (x0)
en un temps exactement, . Le coöut dÕun tel morceau de trajectoire «etant inf«erieur
à JM ! J (u# )

3 .

Ñ x ! (t) d«esigne la trajectoire issue dex0 en appliquant le contröoleu! . Nous d«eÞnissons
÷x ! (#) = x ! (Tf " #) dont la dynamique est :

d÷x !

d#
= "

dx! (t)
dt

6
6
6
6
(Tf ! ) )

= " F (÷x ! (#)) " u! (Tf " #)G(÷x ! (#))

Le contröole ÷u! (#) = u! (Tf " #), pour # $ [0, Tf " , ], appliqu«e au système(" $ 0)
joint donc ÷x(0) = x f et ÷x(Tf " , ) = x0.
Le th«eorème de Luzin et la propri«et«e de densit«e des polynöomes sont alors appliqu«es
à la fonction ÷u(#). Comme le Lemme1.1 sÕapplique aussi au système(" $ 0), il
existe donc un contröole÷u( $ PA tel que |J (÷u( ) " J (÷u! )| < JM ! J (u# )

3 , tel que
÷x( (Tf " , ) $ A+

( (x0).
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Chapitre 1 - Mod«elisation et description du problème

Ñ En e!ectuant un changement de variable similaire à celui du point pr«ec«edent
Ñ i.e. x( (t) = ÷x( (Tf " t) Ñ alors le contröole u( (t) = ÷u( (Tf " t), pour t $
[, , Tf ], appliqu«e au système($ 0), joint un point initial x( (, ) $ A+

( (x0) à x( (Tf ) =
÷x( (0) = x f .

Ñ Finalement, un contröole dePA joignant x0 à x f , avec un coöut inf«erieur àJM est
construit en appliquant le contröole joignantx0 à x( (, ) $ A+

( (x0) pour t $ [0, , ],
puis u( (t) pour t $ [, , Tf ]. !

Remarque 1.1 Le petit temps auto-accessible de($ 0) est un point cl«e de la preuve.
Comme on peut le voir dans le Corollaire4.15 de [6], ainsi que dans lÕannexeA, la
propri«et«e ÒF (.) et G(.) sont des champs vecteurs r«eels analytiquesÓ peut öetre remplac«ee
par ÒF (.) et G(.) sont C1 et localement born«esÓ.

1.4 Trajectoires sans retour en arrière

Le r«esultat que nous allons pr«esenter dans cette section porte sur un cas parti-
culier. Lorsque la pente est identiquement nulle (i.e! = 0), le problème (P1) est
ind«ependant de la variablex, et cette situation correspond à la route plate. Dans ce
cas, le problème (P1) sera invariant par translation le long de lÕaxeOx du plan (x, y),
ce qui nous permet de simpliÞer ainsi lÕexpression du coöut ensÕappuyant sur le lemme
ci-dessous.

Lemme 1.2 Consid«erons un proÞl de route tel que le problème(P1) est invariant par
translation le long de lÕaxeOx dans le diagramme des phases de($ 1). Alors, toute
trajectoire pr«esentant un Òretour en arrièreÓ Ñ i.e. un intervalle de temps non trivial
sur lequely < 0 Ñ nÕest pas une trajectoire optimale.

Preuve 1.4 Soit #( t) = ( x" (t), y" (t)) une trajectoire du système($ 1).
DÕaprès le Th«eorème1.1, aÞn dÕöetre candidate à lÕoptimalit«e, cette trajectoire est

constitu«ee dÕun nombre Þni dÕarcs. Supposons quey" (t) admet un seul retour en arrière
et peut öetre d«ecrit de la manière suivante :

y" (t) =
7

y" (t) < 0, sur [0, t1[
y" (t) * 0, sur [t1, Tf ]

Notons par # ! le morceau de courbe correspondant ày < 0, et #+ le reste de la
courbe. Nous allons maintenant construire une nouvelle trajectoire, not«ee%= ( x* , y* ),
nÕinclutant pas de retour en arrière et dont le coöut associ«e sera inf«erieur ou «egal à celui
de #. Les arguments de la preuve sont illustr«es dans la Figure1.6.

Op«erons une translation de#+ le long de lÕaxeOx de sorte à placer le point
A = ( x" (t1), y" (t1)) en (0, 0). Cette nouvelle courbe, not«ee#+

trans est repr«esent«ee sur la
Figure 1.6. Les instants t2 et t3 sont d«eÞnis comme suit :
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Chapitre 1 - Mod«elisation et description du problème

Ñ soit B le point dÕintersection entre#+ et #+
trans , alors B = ( x" (t2), y" (t2)) ;

Ñ soit C le translat«e deB lorsque#+
trans est ramen«e sur#+ , alors C = ( x" (t3), y" (t3)) .

La trajectoire %est alors :

%(t) =

2
4

5

#+
trans (t + t1) sur 0 ) t ) t2 " t1,

#+ (t + t3) sur t2 " t1 ) t ) (t2 " t1) + ( Tf " t3),
(x f , 0) sur (t2 " t1) + ( Tf " t3) ) t ) Tf .

!

!!

!
! 0.5 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 x!t"

! 0.5

0.5

1.0

y!t"

A

BC

" !

" #

Figure 1.6 Ð Trajectoire de #(t)

Soit u" (resp. u* ) le contröole correspondant à la courbe# (resp. %), et J " (u) (resp.
J * (u)) le coöut associ«e :

J " (u) =

Tf!

0

|y" u" |
) (y" )

dt =

t1!

0

|y" u" |
) (y" )

dt +

t2!

t1

|y" u" |
) (y" )

dt +

t3!

t2

|y" u" |
) (y" )

dt +

Tf!

t3

|y" u" |
) (y" )

dt

*

t2!

t1

|y" u" |
) (y" )

dt +

Tf!

t3

|y" u" |
) (y" )

dt =

t2 ! t1!

0

|y* u* |
) (y* )

dt +

(t2 ! t1 )+( Tf ! t3 )!

t2 ! t1

|y* u* |
) (y* )

dt = J * (u)

!

Remarque 1.2 Le raisonnement utilis«e dans la preuve reste valable pour un nombre
Þni de retours en arrière.
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Chapitre 2

Analyse du problème par le
Principe du Maximum de
Pontryagin

Dans le chapitre pr«ec«edent, nous avons pr«esent«e un problème de contröole optimal
dont le système dynamique est non-lin«eaire et la fonction de coöut est non-lisse. Le
principe du maximum de Pontryagin est la version math«ematique la plus aboutie pour
d«eterminer les trajectoires optimales dÕun système contröol«e d«ecrit par des «equations
aux d«eriv«ees ordinaires. Dans ce chapitre, nous analysons le problème (P1), en toute
g«en«eralit«e à lÕaide de ce principe. Rappelons tout dÕabord le problème consid«er«e :

(P1)

2
33333333333333334

33333333333333335

Minimiser J (u) =
! Tf

0

|yu|
) (y)

d#

Sous les contraintes ($1)
7

úx = y
úy = u " &y " sin (! (x))

pour t $ [0, Tf ]

X (0) =
%

x(0)
y(0)

&
=

%
0
0

&
, X (Tf ) =

%
x(Tf )
y(Tf )

&
=

%
x f

0

&

|u(t)| ) 1 pour t $ [0, Tf ]

Tf > 0 est Þx«e.

En raison de la pr«esence, dans lÕexpression du coöut, de la fonction valeur absolue,
qui nÕest pas d«erivable à lÕorigine, nous nÕallons pas utiliser dans un premier temps la
version classique du principe du maximum de Pontryagin [23].

Nous allons plutöot formuler notre problème gröace auprincipe du maximum «etendu
de Clarke [12].
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Chapitre 2 - Analyse par le Principe du Maximum de Pontryagin

D«eÞnition 2.1 Trajectoire Admissible
Le couple(X (t), u(t)) est dit admissible si

1. X (t) est une solution du système($ 1) pour le contröoleu(t),

2. les contraintes du problème(P1) sont v«eriÞ«ees,

3. le coöutJ (u) associ«e est bien d«eÞni.

D«eÞnition 2.2 Minimiseur local
(X $, u$) est appel«e minimiseur local sÕil existe* > 0 tel que pour toute trajectoire
admissible(X, u ) telle que#X " X $# ) *, alors J (u) * J (u$).

En suivant [12], si lÕon note la d«ependance dynamique de (P1) par úX = f (t, X, u )
et la fonction coöut parJ (u) =

CTf

0 ' d# et lÕensemble des contröoles admissibles parU,
alors le problème (P1) v«eriÞe lÕhypothèse Lipschitz suivante :

pour chaquet $ R et u $ U, il existe k(t, u) telle que

#f (X 2, u) " f (X 1, u)# ) k(t, u)#X 2 " X 1#, , X 1, X 2 $ Rn (2.1)

Th«eorème 2.1 [12] Soit (X $, u$) un minimum local pour le problème(P1), où lÕhy-
pothèse Lipschitz (2.1) est v«eriÞ«ee. Alors il existe un arcp(.) : [0, Tf ] ' Rn ainsi
quÕun scalaire- 0 ) 0 satisfaisant :

Ñ la condition de non-trivialit«e

(- 0, p(t)) /= 0, , t $ [0, Tf ], (2.2)

Ñ lÕinclusion adjointe (ou inclusion Hamiltonienne) pour presque toutt $ [0, Tf ],

" úp(t) $ ( X H (- 0, p, X, u) (2.3)

où ( X H est le sous-di!«erentiel deH par rapport à X .

Ñ la condition maximisante pour presque toutt $ [0, Tf ],

max
u# U(t)

H (- 0, p, X, u) = H (- 0, p, X $, u$)

où H sÕappelle Hamiltonien, il est d«eÞni par :

H : R! %(Rn )$ %Rn %Rm ' R

avec
H (- 0, p, X, u) = - 0f &(X, u ) + pf (X, u ) (2.4)
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Chapitre 2 - Analyse par le Principe du Maximum de Pontryagin

Si le problème est autonome, alors nous pouvons ajouter à ces conditions la constance
du Hamiltonien le long dÕun minimum local :

H (- 0, p, x$, u$) = H

Si le temps ÞnalTf est libre, alorsH = 0.

Remarque 2.1 Dans la suite de ce travail, le Hamiltonien sera toujours not«eH , et la
constanteH .

D«eÞnition 2.3 Trajectoire extr«emale
Une extr«emale du problème(P1) est un quadruplet(- 0, p(.), X (.), u(.)) solution du
système Hamiltonien form«e par($ 1) et lÕ«equation (2.3). Par extension, le contröole
dÕune trajectoire extr«emale sera appel«e contröole extr«emal.

D«eÞnition 2.4 Trajectoire extr«emale anormale
On appelle extr«emale anormale une trajectoire extr«emale pour laquelle la constante
- 0 = 0.

D«eÞnition 2.5 Trajectoire extr«emale normale
On appelle extr«emale anormale une trajectoire extr«emale pour laquelle la constante
- 0 < 0.

D«eÞnition 2.6 Arc singulier
Un arc singulier est une extr«emale le long de laquelle le HamlitonienH est ind«ependant
du contröoleu(t), voir [7] par exemple. Dans la cas du problème(P1), il sÕagit aussi dÕun
morceau de trajectoire sur lequel le contröole nÕatteint pas ses bornes. Ceci signiÞe que
le contröole prend ses valeur à lÕint«erieur de lÕensembleU.

Remarque 2.2 G«en«eralement, la constante- 0 est choisie «egale à" 1
2 ou " 1.

Appliquons maintenant le principe du maximum de Pontryagin au problème (P1).
Les solutions optimales sont recherch«ees parmi les trajectoires extr«emales.

Soit P = ( p, q) le vecteur adjoint. Le Hamiltonien du problème est :

H (- 0, P, X, u ) = - 0
|yu|
) (y)

+ py + q
%

u " &y " sin
#
! (x)

$
&

, avec- 0 $ { 0, " 1}

Les «equations adjointes sont :

úp = "
( H
( x

(- 0, P, X, u ) (2.5)

" úq $ DyH (- 0, P, X, u ) . (2.6)

Le contröole optimal maximise le Hamiltonien à chaque instant, ainsi :

u(t) = argmax
|u|%1

H (- 0, P, X, u ) (2.7)
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Comme le système ($1) est autonome, alors le HamiltonienH (- 0, X, P, u, t) est
constant le long des trajectoires extr«emales :

H = max
|u|%1

H (- 0, P, X, u ) (2.8)

Puisque le problème (P1) est en temps Þnal Þxe, il faut tout dÕabord «etudier le
problème en temps minimal, aÞn de calculer le temps minimum, not«eTmin .

2.1 Problème en temps minimal

Le problème en temps minimal correspondant au problème (P1) est :

(Pmin )

2
33333333333333334

33333333333333335

Minimiser J (u) =
! Tf

0
d#

Sous les contraintes ($1)
7

úx = y
úy = u " &y " sin

#
! (x)

$ pour t $ [0, Tf ]

X (0) =
%

x(0)
y(0)

&
=

%
0
0

&
, X (Tf ) =

%
x(Tf )
y(Tf )

&
=

%
x f

0

&

|u(t)| ) 1 pour t $ [0, Tf ]

Tf > 0 est libre.

Le Hamiltonien du problème (Pmin ) est :

H (" 1, P, X, u ) = py + q
%

u " &y " sin
#
! (x)

$
&

" 1

et les «equations adjointes sont :

úp = "
( H
( x

(" 1, P, X, u ) = qcos (! (x)) !
!
(x)

úq = "
( H
( y

(" 1, P, X, u ) = " p + &q

où !
!
(x) = #%(x)

#x .
Le maximum du Hamiltonien du problème (Pmin ) est :

max
|u|%1

H = py " q
%

&y + sin
#
! (x)

$
&

" 1 + max
|u|%1

{ qu} (2.9)

26



Chapitre 2 - Analyse par le Principe du Maximum de Pontryagin

Le contröole est donc donn«e par :

u(t) = sign (q) =

2
4

5

1 si q > 0
u $ [" 1, 1] si q = 0
" 1 si q < 0

Le problème (Pmin ) nÕadmet pas dÕarc singulier. En e!et, sÕil existe un intervalle I
tel que q(t) = 0 sur I et úq(t) = 0 sur ûI alors :

7
úp = 0 0 p = pc

úq = " pc 0 pc = 0

Cela implique que le vecteur adjointP est nul (i.e. P = (0 , 0)) le long de lÕarc singulier.
Si - 0 = 0, alors (- 0, P) = (0 , 0) sur I , ce qui nÕest pas possible dÕaprès le Th«eorème2.1.
Si - 0 = " 1, alors le Hamiltonien est :

H (" 1, P, X, u ) = " 1 (2.10)

DÕautre part, le temps Þnal est libre, alors :

H (" 1, P, X, u ) = 0

ce qui est en contradiction avec lÕ«equation (2.10).

Par cons«equent, la solution optimale est donn«ee par le contröole bang-bang suivant :

u(t) =
7

1 si q * 0
" 1 si q < 0

(2.11)

Puisque le système ($1) d«epend de plusieurs paramètres, en particulier du proÞl
de la route, il est di"cile de d«eterminer lÕexpression de temps minimal de manière
g«en«erale. Nous indiquerons donc son expression dans chacun des cas dÕ«etude que nous
traiterons dans la suite.

2.2 Types de trajectoires

Dans cette section, nous «etudions les trajectoires extr«emales anormales et normales
associ«ees au problème (P1).

Trajectoire extr«emale anormale

Le Hamiltonien anormal est donn«e par :

H (0, P, X, u ) = py + q
%

u " &y " sin
#
! (x)

$
&
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La condition de maximisation (2.8) devient :

H = py " q
%

&y + sin
#
! (x)

$
&

+ max
|u|%1

{ qu}

Nous remarquons que cette dernière formule est similaire àlÕ«equation (2.9), alors le
contröole extr«emal correspondant est donn«e par lÕ«equation (2.11).

Trajectoire extr«emale normale

Le Hamiltonien normal est donn«e par :

H (" 1, P, X, u ) = "
|yu|
) (y)

+ py + q
%

u " &y " sin
#
! (x)

$
&

La condition de maximisation (2.8) devient :

H = py " q
%

&y + sin
#
! (x)

$
&

+ max
|u|%1

{ qu"
|yu|
) (y)

}

Comme sch«ematis«e à la Figure2.1, les trajectoires candidates à lÕoptimalit«e sont
donn«ees par la strat«egie de contröole suivante :

u(t) = argmax
|u|%1

H (" 1, P, X, u ) (2.12)

= argmax
|u|%1

%
qu"

|yu|
) (y)

&
=

2
3333334

3333335

1 si q > |y|
+(y)

u $ [0, 1] si q = |y|
+(y)

0 si " |y|
+(y) < q < |y|

+(y)

u $ [" 1, 0] si q = " |y|
+(y)

" 1 si q < " |y|
+(y)

(2.13)
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!!

! 0.4 ! 0.2 0.2 0.4 u

! 1.0

! 0.8

! 0.6

! 0.4

! 0.2

0.2

0.4

q u!
y

" !y"
#u#

(a) q < " |y|
+(y)

! 0.4 ! 0.2 0.2 0.4 u

! 1.0

! 0.8

! 0.6

! 0.4

! 0.2

0.2

0.4

q u!
y

" !y"
#u#

(b) q = " |y|
+(y)

!!
! 0.4 ! 0.2 0.2 0.4 u

! 1.0

! 0.8

! 0.6

! 0.4

! 0.2

0.2

0.4

q u!
y

" !y"
#u#

(c) " |y|
+(y) < q < |y|

+(y)

! 0.4 ! 0.2 0.2 0.4 u

! 1.0

! 0.8

! 0.6

! 0.4

! 0.2

0.2

0.4

q u!
y

" !y"
#u#

(d) q = |y|
+(y)

!!

! 0.4 ! 0.2 0.2 0.4 u

! 1.0

! 0.8

! 0.6

! 0.4

! 0.2

0.2

0.4

q u!
y

" !y"
#u#

(e) |y|
+(y) < q

Figure 2.1 Ð Condition de maximisation dans le cas normal.

Dans la section suivante, nous nous int«eressons aux arc singuliers des trajectoires
extr«emales normales, et proposons une caract«erisation de ces trajectoires.
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2.3 «Etude des arcs singuliers

Dans le cas du problème (P1) un arc singulier est caract«eris«e par un intervalle de
temps non-trivial I sur lequel lÕune des deux relations suivantes est vraie :

q =
|y|

) (y)
ou q = "

|y|
) (y)

DÕaprès lÕensemble des règles donn«ees par lÕ«equation (2.13), le Hamiltonien le long dÕun
arc singulier est d«ecrit par :

H = py " q
%

sin
#
! (x)

$
+ &y

&
avecq(t) =

|y(t)|
) (y(t))

ou q(t) = "
|y(t)|

) (y(t))

Selon les valeurs prises par la variabley(t) nous avons plusieurs cas à «etudier :

1. il existe t $ I tel que y(t) = 0.
Dans ce cas, le Hamiltonien est «egal à z«ero (i.e.H = 0) le long de la trajectoire
extr«emale correspondante.

2. y(t) > 0 et q(t) = |y|
+(y) , , t $ I .

Dans ce cas, le Hamiltonien est donn«e par :

H = py "
y

) (y)

%
sin

#
! (x)

$
+ &y

&
= y

%
p "

1
) (y)

+
sin

#
! (x)

$
+ &y

, &

La d«eriv«ee du HamiltonienH par rapport à la variable de tempst est :

0 = y
D

úp "
1

) (y)

+
cos

#
! (x)

$
!

!
(x) úx + &úy

,
+

)
!
(y) úy

) (y)

+
sin

#
! (x)

$
+ &y

, E

+ úy
D
p "

1
) (y)

+
sin

#
! (x)

$
+ &y

, E
(2.14)

où )
!
(y) = #+(y)

#y et !
!
(x) = #%(x)

#x .

DÕaprès lÕ«equation (2.5), la d«eriv«ee du vecteur adjointp par rapport à la variable
de tempst est :

úp = qcos
#
! (x)

$
!

!
(x) 0 úp =

y
) (y)

cos
#
! (x)

$
!

!
(x)

Substituons cette dernière formule dans lÕ«equation (2.14) :

0 = y
D

y
) (y)

cos
#
! (x)

$
!

!
(x) "

1
) (y)

+
cos

#
! (x)

$
!

!
(x) úx + &úy

,
+

)
!
(y) úy

) (y)

+
sin

#
! (x)

$
+ &y

, E

+ úy
D
p "

1
) (y)

+
sin

#
! (x)

$
+ &y

, E
.
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Après simpliÞcation, nous obtenons :

0 = úy
D
p " sin

#
! (x)

$
%

1
) (y)

"
y)

!
(y)

) 2(y)

&
" &y

%
2

) (y)
"

y)
!
(y)

) 2(y)

&E
(2.15)

Cette dernière expression est de la forme :

0 = úy
8
p " sin

#
! (x)

$
A " B

9
(2.16)

avecA = 1
+(y) " y+

!
(y)

+2 (y) et B = &y
+

2
+(y) " y+

!
(y)

+2 (y)

,
.

Selon lÕ«equation (2.16), nous avons deux cas à «etudier :

(a) si úy = 0, alors y est constant et «egal ày =
1
&

+
u " sin

#
! (x)

$,
;

(b) si úy /= 0, alors p" sin
#
! (x)

$
A" B = 0, la d«eriv«ee de cette dernière expression

par rapport au tempst est :

úp " cos
#
! (x)

$
!

!
(x) úxA " sin

#
! (x)

$ úA " úB = 0 (2.17)

avec úA = úyL et úB = &úy
+

2A + Ly
,

, où L = " 2+
!
(y)

+(y)2 " +
!!

(y)y
+(y)2 +

2y
!

+
!
(y)

" 2

+(y)3 et

)
!!
(y) = #+

!
(y)

#y .

De ce qui pr«ecède, lÕ«equation (2.17) devient :

C + úyD = 0 (2.18)

avecC = cos
#
! (x)

$
!

!
(x) +

!
(y)y2

+(y)2 et D = " 2&A "
+

sin
#
! (x)

$
+ &y

,
L.

La suite de cette analyse d«epend de la forme de la fonction! (x). Deux
possibilit«es se pr«esentent alors :

i. si #%
#x /= 0, cÕest à dire si la fonction! nÕest pas constante par rapport à

la variable x, alors on peut «etudier les comportements possibles pour les
arcs extr«emaux singuliers en utilisant lÕ«equation di!«erentielle úy = " C

D
et ainsi :

úy =
cos

#
! (x)

$
!

!
(x) +

!
(y)y2

+(y)2

2&
+

1
+(y) " y+! (y)

+2 (y)

,
+

+
sin

#
! (x)

$
+ &y

, %
" 2+! (y)

+(y)2 " +!! (y)y
+(y)2 +

2y(+! (y))2

+(y)3

&

(2.19)

ii. sÕil existe un sous-intervalleJ $ I non trivial, sur lequel #%
#x = 0, cÕest à

dire si le système «evolue sur un morceau de route sur lequella fonction
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de proÞl! est constante par rapport àx, alors C = 0. Par cons«equent,
úyD = 0 et puisque nous supposons que úy /= 0, alors D = 0. La d«eriv«ee
de D par rapport au temps est de la forme úyE.
En e!et, nous avons :

D = " 2&A "
+

sin
#
! (x)

$
+ &y

,
L

et ainsi

úD = " 2& úA "
+

cos
#
! (x)

$
!

!
(x)

=>?@
=0

úx + &úy
,

L "
+

sin
#
! (x)

$
+ &y

,
úL

úD = " 2&úyL " &úyL "
+

sin
#
! (x)

$
+ &y

,
úyK

= úy
%

" 3&L "
+

sin
#
! (x)

$
+ &y

,
K

= >? @
E

&

0 = úyE

où K = " 3+
!!

(y)
+(y)2 +

6
!

+
!
(y)

" 2

+(y)3 " y+
!!!

(y)
+(y)2 + 6y+

!
(y)+

!!
(y)

+(y)3 "
6y

!
+

!
(y)

" 3

+(y)4 et )
!!!

(y) =
#+

!!
(y)

#y .

Puisque úy /= 0, alors E = 0. La d«eriv«ee deE par rapport au temps est de la
forme úyF , où F est une formule qui d«epend dey, ) (y) et de la d«eriv«ee de) (y)
jusquÕà lÕordre quatre.

En fait, il nÕy a pas de nouvelle information à obtenir de cette faücon. En e!et,
chaque d«eriv«ee successive se pr«esentra sous la forme úyG(x, y), avec G(x, y) = 0
et où G(x, y) ne d«epend que dex, y et des d«eriv«ees successives de) (y) jusquÕà
un certain ordre. Ainsi, en notantC1 = p(t) et C2 = sin

#
! (t)

$
, constants pour

tout t $ J . I , un arc singulier de ce type existe uniquement si la fonction de
rendement est solution de :

H =
%

C1 "
1

) (y)

+
C2 + &y

, &
pour t $ J et úy /= 0

Ce qui nÕest presque jamais le cas.

3. Autres cas :
Nous proc«edons de la möeme manière dans les trois cas restants :

(a) y > 0 et q = " |y|
+(y) ;

(b) y < 0 et q = |y|
+(y) ;
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(c) y < 0 et q = " |y|
+(y) .

LÕ«etude d«etaill«ee de tous ces cas nous conduit à la möeme conclusion quÕaupara-
vant, la formule (2.19) restant inchang«ee.

Proposition 2.1 Si la fonction de rendement est constante, i.e.) (y) = ) c, et si le
problème (P1) admet un arc singulier, alors il est de la formeúy = 0.

Preuve 2.1 Si ) (y) = ) c, alors lÕ«equation (2.15) devient :

0 = úy
D
p "

1
) c

+
sin

#
! (x)

$
+ 2&y

, E

DÕaprès cette formule, nous avons deux possibilit«es :úy = 0 ou úy /= 0.

Si úy /= 0 alors p "
1
) c

+
sin

#
! (x)

$
+ 2&y

,
= 0, et p =

1
) c

+
sin

#
! (x)

$
+ 2&y

,
et ainsi :

úp =
1
) c

+
cos

#
! (x)

$
!

!
(x) úx + 2&úy

,

DÕautre part, nous avons :úp =
y
) c

cos
#
! (x)

$
!

!
(x). Les deux dernières formules nous

permettent dÕobtenir :2&úy = 0. Par cons«equent :úy = 0. !

2.4 Nature des Trajectoires et cas dÕ«etudes

Dans la suite de ce travail, nous verrons que les trajectoires optimales sont com-
pos«ees des morceaux de trajectoires suivants.

1. Arc bang
Un morceau de trajectoire est de typebangsi la variable de contröole est «egale

soit à son maximum, soit à son minimum.

2. Trajectoire avec inactivation
On appelle trajectoire avecinactivation une trajectoire telle que la variable

de contröole sÕanulle sur un intervalle non trivial.

3. Arc singulier
Un morceau de trajectoire estsingulier si son contröole est compris dans ]" 1, 0[

ou ]0, 1[.

4. Trajectoire avec retour en arrière
On appelle trajectoire avecretour en arrière une trajectoire telle que la vitesse

(y) devient n«egative sur un intervalle de temps non trivial.
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Le problème (P1) peut se d«ecomposer en de nombreux sous-problèmes : forme de
la route, avec ou sans frottements, etc. Dans cette thèse, nous limitons notre «etude à
trois conÞgurations du problème (P1) que nous notons comme suit :

1. (P2) : route plate, sans frottement ;

2. (P3) : route plate, avec frottement ;

3. (P4) : un proÞl de route non-plate, sans frottement.

Les systèmes ($i ), i = 2, 3 correspondants aux problèmes (P2) et (P3) sont lin«eaires,
contrairement au système du problème (P4), qui est non-lin«eaire.
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R«esolution du problème dans le cas
dÕune route plate

Dans ce chapitre, nous traitons le cas simple dÕune route plane. Il est organis«e
comme suit : dans la section3.1, nous abordons le cas sans frottement, tandis que la
section3.2 est d«edi«ee au cas avec frottement.

3.1 Route plate, sans frottement

Dans cette section, nous allons nous int«eresser au problème simpliÞ«e suivant : la
route est plate (i.e. ! (x) = 0) et le coe"cient de frottement & est nul. Le problème
correspondant est donn«e par :

(P2)

2
333333333333333334

333333333333333335

Minimiser J (u) =
! Tf

0

|yu|
) (y)

d#

Sous les contraintes ($2)
7

úx = y
úy = u

pour t $ [0, Tf ]

X (0) =
%

x(0)
y(0)

&
=

%
0
0

&
, X (Tf ) =

%
x(Tf )
y(Tf )

&
=

%
x f

0

&

|u(t)| ) 1 pour t $ [0, Tf ]

Tf > 0 est Þx«e.

Remarquons que ($2) est un système double int«egrateur. Le problème en temps
minimal correspondant est le premier exemple trait«e dans [23, Ch. 1]. En particulier,
les solutions sont de type bang-bang avec au plus une commutation. La strat«egie de
contröole est :

umin (t) =
7

1 pour 0) t < %t,
" 1 pour %t ) Tmin
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et la formule du temps minimal est d«ecrite par :

Tmin = 2
1

x f (3.1)

Dès queTf > T min , il nÕy a pas dÕextr«emale anormale, nous nous concentrons donc sur
les extr«emales normales.

DÕaprès le Lemme1.2, la trajectoire optimale est à chercher dans la classe des
courbes telles quey(t) * 0. Le Hamiltonien normal associ«e à (P2) est donc donn«e par :

H (" 1, P, X, u ) = "
y|u|
) (y)

+ py + qu

et les «equations adjointes sont :

úp = "
( H
( x

(" 1, P, X, u ) = 0

úq = "
( H
( y

(" 1, P, X, u ) = " p + |u|
%

1
) (y)

"
y)

!
(y)

) (y)2

&

Le Hamiltonien est constant le long dÕune trajectoire extr«emale :

H |t=0 = H |t= Tf = H =0 H = u(0)q(0) = u(Tf )q(Tf ) (3.2)

La condition de maximisation donne la relation :

max
|u|%1

F
H (" 1, P, X, u )

G
= py + max

|u|%1

7
qu"

y|u|
) (y)

H

= >? @
(I )

. (3.3)

Pour y(t) /= 0, la partie ( I ) sÕ«ecrit : y(t )
+(y(t )) max

|u|%1

F
q(t )+(y(t ))

y(t ) u(t) " | u(t)|
G

.

De plus, il existe1 t1 et t2 dans [0, Tf ] tels que y(t1) = y(t2) = 0 et y(t) > 0 pour
tout t $ ]t1, t2[. La quantit«e . (t) = q(t )+(y(t ))

y(t ) est bien d«eÞnie sur ]t1, t2[ et lÕensemble des
règles (2.13) devient :

u(t) =

2
33334

33335

1 si . (1) > 1
u+ si . (1) = 1
0 si " 1 < . (t) < 1
u! si . (1) = " 1
" 1 si . (t) < " 1

(3.4)

où u+ $ [0, 1] et u! $ [" 1, 0].

1. Dans le cas contraireX (Tf ) nÕest jamais atteint.
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Puisque le problème (P2) nÕadmet pas de retour en arrière, alors il existe* > 0 tel
queu > 0 sur un interval de la forme ]t1, t1 + *[, cÕest à dire. (t) * 1. AÞn de rejoindre
le point y(t2) = 0 par le système ($2), la variable de contröole doit devenir n«egative à
un moment donn«e, ou de manière «equivalente,. (t) doit öetre inf«erieure ou «egal à" 1. Il
existe donc un tempst$ $]t1, t2[ tel que . (t$) = 0 et ú. (t$) < 0.

Etude du comportement de . (t) sur ]t1, t2[ :

ú. (t) =
ú!%

q)(y)
y

&

=
qúyy) ' (y)

y2
+

úq)(y)y
y2

"
q)(y) úy

y2

=
qúy) ' (y)

y
+ ) (y)

1
y2

+
úqy" qúy

,

= >? @

! H !
|u|) ' (y)y2

) (y)2

= " ) (y)
H
y2

+ ) ' (y)
%

qúy
y

"
|u|

) (y)

&

= "
) (y)
y2

H +
) ' (y)
) (y)

+
.u " | u|

,
(3.5)

Suivant lÕ«equation (3.4), quand . = 0 alors u = 0. Par cons«equent, lÕ«equation (3.5)
devient :

ú. (t$) = "
) (y)
y2

H

La constanteH doit alors öetre strictement positive. DÕaprès la relation(3.2) on d«eduit :
u(0)q(0) /= 0 et u(Tf )q(Tf ) /= 0.

A!rmation : q(0) > 0 et u(0) = 1.
En e!et, si q(0) < 0 alors q(0) < " y

+(y) = 0 et la loi de commande nous indique
u = " 1. La trajectoire correspondante pr«esentera donc un retour en arrière et ce qui
est en contradiction avec Lemme (1.2).

A!rmation : q(Tf ) < 0 et u(Tf ) = " 1.
Supposonsq(Tf ) > 0, commey(Tf ) = 0, cela implique q(Tf ) > y(Tf )

+(y(Tf )) , doncu(Tf ) = 1.
Par continuit«e, il existe / > 0 tel que q(Tf ) > y (Tf ) sur ]Tf " /, T f [. Alors u(t) = +1
sur ]Tf " /, T f [ avec y(Tf ) = 0, ce qui implique y(t) < 0 sur ]Tf " /, T f [. Une telle
trajectoire nÕest pas optimale, toujours dÕaprès le Lemme1.2.
De ces deux a"rmations, on d«eduit queq(0) = " q(Tf ).

Proposition 3.1 Le problème(P2) nÕadmet pas dÕarc singulier.

Preuve 3.1 DÕaprès les règles (3.4), le problème(P2) admet un arc singulier si. (t) =
1 ou . (t) = " 1, et ú. (t) = 0 sur un intervalle I non trivial.
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Si . (t) = 1 (respectivement. (t) = " 1), et selon (3.4), le contröole est u * 0
(respectivementu ) 0), alors lÕ«equation (3.5) devient :

ú. (t) = "
) (y)
y2

H +
) ' (y)
) (y)

+
u " u

,
= "

) (y)
y2

H < 0 avec. (t) = 1

et aussi

ú. (t) = "
) (y)
y2

H +
) ' (y)
) (y)

+
" u " (" u)

,
= "

) (y)
y2

H < 0 avec. (t) = " 1

Remarquons que dans les deux casú. (t) /= 0. Par cons«equent, une trajectoire extr«emale
ne contient pas dÕarc singulier. !

DÕaprès la preuve de cette proposition, un contröole qui commuteà la valeur u = 0 ne
peut pas retourner à 1. De möeme, lorsquÕun contröole commute à la valeur u = " 1, il ne
peut pas retournerà 0. Par cons«equent, une trajectoire extr«emale pr«esente au maximum
2 commutations. En fait, pour unTf > T min , il nÕy a quÕune seule trajectoire extr«emale
possible, celle g«en«er«ee par la s«equence de contröole :

u(t) =

2
4

5

1 pour t $ [0, %t[
0 pour t $ [%t, Tf " %t[
" 1 pour t $ [Tf " %t, Tf ]

(3.6)

Remarquons que ce contröoleu(t) correspond au contröoleu!, ! t (t) (avec * = 1) qui à
«et«e donn«e par lÕ«equation (1.15). Par cons«equent, la condition terminale est :x f =
%tTf " %t2. Ce qui nous permet de calculer %t :

%t =
1
2

+
Tf "

'
T2

f " 4x f

,
(3.7)

Cette relation est bien d«eÞnie, puisqueTf > T min implique
#
T2

f " 4x f
$

> 0 Ñ cf.
«equation (3.9).

Calcul de p0 et q0 :
Les conditions initiales du vecteur adjointp0 et q0 de la strat«egie de contröole (3.6) sont
calcul«ees de la manière suivante :
Sur [%t, Tf " %t], u = 0, ce qui implique :

7
úp = 0
úq = " p

0
7

p = p0

q = " p0t + q1

où q1 = q(%t) et ainsi q1 = y1
+(y1 ) , car . (%t) = 1 (%t est le premier temps de commuta-

tion), avec y1 = y(%t).
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Le deuxième temps de commutationTf " %t, nous permet dÕavoirq2 = " y2
+(y2 ) , où

q2 = q(Tf " %t) et y2 = y(Tf " %t). Le long de cet arc :

q2 = " p0 (Tf " %t) + q1

Par cons«equent :

p0 =
q2 " q1

Tf " %t

DÕautre part, le Hamiltonien le long de lÕintervalle [%t, Tf " %t], u = 0 est : H = p0y1.
DÕaprès lÕ«equation (3.2), on obtient :

q0 = p0y1

La strat«egie optimale est illustr«ee par la Figure3.1. Le contröole optimal est pr«esent«e
dans la Figure3.1aet les trajectoires, par les Figures3.1bet 3.1c. Le trac«e dans lÕespace
des phases est montr«e à la Figure3.1d. Les Figures3.1eet 3.1gmontrent les fonctions
de commutation pour une fonction de rendement constante et non constante respecti-
vement. Finalement, la Figure3.1f repr«esente la fonction de rendement non constante
utilis«ee pour les calculs de la Figure3.1g : la partie en pointill«e indique la forme de la
fonction de rendement, tandis que la partie en rouge correspond aux valeurs visit«ees
par le contröole optimal.

La fonction de rendement ne joue aucun röole sp«eciÞque dans ce problème. en
particulier, elle nÕapparait pas dans lÕexpression des temps de commutation Ñ cf.
«equation (3.7). En fait, la solution de ce problème est exactement la möemeque celle du

problème qui consiste à minimiser
! Tf

0
|u(t)|dt pour un système à double int«egrateur

(voir [24]).
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Figure 3.1 Ð Strat«egie optimale dans le cas dÕun système double int«egrateur :
x f = 2, Tmin ! 2.82 et Tf = 3.8.
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3.2 Route plate, avec frottement

Dans cette section, nous poursuivons notre «etude pour une route plate, cette fois-ci,
en introduisant le coe"cient de frottement dans le système dynamique. Le probl`eme
(P3) est :

(P3)

2
33333333333333334

33333333333333335

Minimiser J (u) =
! Tf

0

|yu|
) (y)

d#

Sous les contraintes ($3)
7

úx = y
úy = u " &y

pour t $ [0, Tf ]

X (0) =
%

x(0)
y(0)

&
=

%
0
0

&
, X (Tf ) =

%
x(Tf )
y(Tf )

&
=

%
x f

0

&

|u(t)| ) 1 pour t $ [0, Tf ]

Tf > 0 est Þx«e.

Le problème en temps minimal est le second exemple trait«e dans [23, Ch.1], il est
aussi pr«esent«e dans [30, Ch. 3]. En particulier, les solutions sont de type bang-bang
avec au plus une commutation Ñ cf. [18, Thm. 20]. La strat«egie de contröole est :

umin (t) =
7

1 pour 0) t < %t,
" 1 pour %t ) Tmin

(3.8)

et la formule du temps minimal est :

Tmin = "
1
&

%
ln

+
1 "

)
1 " e! &2x f

, &
(3.9)

Comme pr«ec«edemment, le problème (P3) nÕadmet pas de trajectoire extr«emale anor-
male, car le système ($3) est lin«eaire et contröolable.
Le Lemme1.2 implique que les trajectoires optimales nÕadmettent pas de retour en
arrière (i.e. y(t) * 0, , t $ [0, Tf ]). Le Hamiltonien normal associ«e à (P3) est alors :

H (" 1, P, X, u ) = "
y|u|
) (y)

+ py + q(u " &y) ,

et les «equations adjointes sont :

úp = "
( H
(x

(" 1, P, X, u ) = 0

úq = "
( H
(y

(" 1, P, X, u ) = " p + &q+ |u|
%

1
) (y)

"
y)

!
(y)

) (y)2

&
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Lorsque la variable de contröoleu est constante, la solution du système ($3) est donn«ee
par : 2

34

35

x(t) = x0 + 1
&

+
1 " e! &t

,
y0 + u

&

%
t + 1

&

+
e! &t " 1

, &

y(t) = y0e! &t + u
&

+
1 " e! &t

, (3.10)

où x0 = x(0) et y0 = y(0).

Comme dans la section3.1, nous avons la relation :H = u(0)q(0) = u(Tf )q(Tf ),
et nous d«eÞnissons la quantit«e. (t) = q(t )+(y(t ))

y(t ) . Elle est d«eÞnie sur un sous-intervalle
ouvert ]t1, t2[. [0, Tf ], tel que y(t) > 0 pour t $ ]t1, t2[, y(t1) = y(t2) = 0. La d«eriv«ee de
. (t) par rapport au temps t est :

ú. (t) =
ú!%

q)(y)
y

&

=
qy)' (y) úy

y2
+

úq)(y)y
y2

"
q)(y) úy

y2

=
qy)' (y) úy

y
+ ) (y)

1
y2

+
úqy" qúy

,

= >? @

! H + &qy!
|u|) ' (y)y2

) (y)2

= " ) (y)
H
y2

"
|u|) ' (y)

) (y)
+

q)(y)
y

%
& +

) ' (y) úy
) (y)

&

= "
) (y)
y2

H "
|u|) ' (y)

) (y)
+ . (t)

%
& +

) ' (y)
) (y)

(u " &y)
&

(3.11)

Nous proc«edons de la möeme manière que pr«ec«edemment. Il existe * > 0 tel queu > 0
sur un intervalle ouvert de la forme ]t1, t1 + *[, et ($ 3) est tel que le contröoleu doit
öetre n«egatif aÞn dÕavoiry(t2) = 0. Par cons«equent, il y a un tempst$ tel que . (t$) = 0
et ú. (t$) < 0. DÕaprès lÕ«equation (3.11) : ú. (t$) = " +(y)

y2 H , alors H > 0, ainsi u(0) = 1,
u(Tf ) = " 1 et q(0) = " q(Tf ).

Le reste de cette section est divis«ee en deux parties. Dans la première, la fonction
de rendement) (y) est suppos«ee «egale à une constante 0< ø) ) 1. Cette hypothèse nous
permet de d«ecrire complètement la solution du problème (P3) par rapportà la valeur de
Tf > T min . Dans une deuxième partie, nous proposons une m«ethodologie pour obtenir
la solution du problème avec une fonction de rendement non constante en sÕinspirant
du r«esultat de la première partie.
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3.2.1 Fonction de rendement constante

Dans la première partie de cette section, nous pr«esentons la strat«egie optimale
lorsque la fonction rendement est suppos«ee identiquement «egale à 1 Ñ i.e. ø) = 1. Le
r«esultat reste valable pour toute fonction de rendement ø) constante tel que 0< ø) ) 1.
Le Hamiltonien normal associ«e à (P3) devient :

H (" 1, P, X, u ) = " y|u| + py + q(u " &y) ,

et les «equations adjointes sont :

úp = "
( H
(x

(" 1, P, X, u ) = 0

úq = "
( H
(y

(" 1, P, X, u ) = " p + &q+ |u|

D«esormais nous connaissons les trois donn«ees suivantes :

1. la variable de contröole est «egale à 1 sur un intervalle de laforme [0, *[ ;

2. la variable de contröole est «egale à" 1 sur un intervalle de la forme [Tf " *, Tf [ ;

3. il peut y avoir un (ou plusieurs) arc singulier, et un tel arc est caract«eris«e par
úy = 0 dÕaprès la Proposition2.1.

Une cons«equence directe de ce troisième cas est quÕil nÕy a pas dÕarc singulier de la
forme q = " y Ñ i.e. avec u $ [" 1, 0]. En e!et, úy = 0 avec y > 0 ne peut öetre atteint
que par un contröole strictement positif.

Dans la suite du texte, nous notons un arc singulier parusing $]0, 1[. Le lemme
suivant expose plusieurs r«esultats qui nous permettent de lister lÕensemble des strat«egies
candidates à lÕoptimalit«e.

Analyse des trajectoires comprenant un arc singulier

Lemme 3.1

1. Si la variable de contröole commute à la valeuru = 0, alors elle ne peut plus öetre
strictement positive.

2. Si la variable de contröole commute à la valeuru = " 1, alors elle ne peut pas
retourner à 0.

3. Il ne peut y avoir au plus quÕun seul arc singulier.

4. Pour les trajectoires extr«emales compos«ees dÕun arc singulier :

(a) y =
) q0

& le long de lÕarc singulier ;

(b) Le contröole correspondant estusing =
1

&q0 ;

(c) La relation suivante est retenue :p0 = 2
1

&q0.
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Preuve 3.2

1. Dans la preuve de la première a"rmation, nous utilisons la quantit«e. (t). Une
commutation du contröole deu > 0à u = 0 signiÞe quÕil existe un tempst , , tel que
. (t , ) = 1 et ú. (t , ) < 0. Par continuit«e, il existe * tel que. (t) ) 1 sur ]t$, t$ + *[.
Nous exprimons ci-dessousú. (t) au tempst$ :

ú. (t$) = "
H

y(t$)
+ & < 0

Sur [t$, t$ + *[, dÕaprès la loi de contröole,u(t) = 0 , et alors y(t) < y (t$). Par
cons«equent, sur]t$, t$ + *[, nous avons :

ú. (t) = "
H

y(t)2
+ & . (t)

=>?@
%1

) "
H

y(t)2
+ & ) "

H
y(t$)2

+ & = ú. (t$) < 0.

On en conclut que lorsque. (t) devient plus petit que1, il le reste. Autrement dit,
une fois que le contröole prend la valeur0, il ne redeviendra jamais positif.

2. La deuxième a"rmation est bas«ee sur des arguments similaires à la première.

3. Supposons quÕil existe une trajectoire extr«emale comprenant deux arcs singuliers.
DÕaprès la première a"rmation, si le contröole sÕannule, il ne peut plus redevenir
singulier. Alors la s«equence de contröole est de la forme suivante :

2
3334

3335

u = 1 pour t $ [0, t1[
using pour t $ [t1, t2[
u = 1 pour t $ [t2, t3[
using pour t $ [t3, t4[

Le long dÕun arc singulier, nous avons :. = 1 et ú. = 0, et lÕ«equation (3.11)
sÕ«ecrit :

0 = "
H

y(t)2
+ & 0 y2 =

H
&

=
q0

&
(car H = q0u0)

Puisquey est constant le long de lÕarc singulier, alorsy2(t2) = q0
& et y2(t3) = q0

& .
Comme u = 1 entre t2 et t3, alors y(t) croöõt, ce qui contredit lÕ«egalit«ey2(t2) =
y2(t3) et lÕexistence dÕun second arc singulier.

4. Les a"rmations (a) et (b) viennent de la relation utilis«ee dans la d«emonstration
du point (3) : y2 = q0

& .
AÞn de prouver lÕa"rmation (c), nous remarquons simplement queú. et úy sont
nuls le long dÕarc singulier. Ceci est «egalement valable pourúq puisquey = q le
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long de cet arc. En remplaücantq(t) par son expression, on obtient :

0 = úq = "
( H
(y

(" 1, P, X, u ) = " p + &q+ |u|

= " p + &y + using

= " p + 2using .

!

Remarque 3.1 Selon les informations r«eunies jusquÕà maintenant, les s«equences de
contröole candidates à lÕoptimalit«e sont :

1. u = 1, puis u = 0 et enÞnu = " 1;

2. u = 1, puis u = using , u = 0 et enÞnu = " 1;

3. u = 1, puis u = using , u = 1, u = 0 et enÞnu = " 1.

Lemme 3.2 La s«equence de contröole suivante, avec
1

&q0 /= 1, nÕest pas une extr«emale

u(t) =

2
333334

333335

1 pour t $ [0, t1[
1

&q0 pour t $ [t1, t2[
1 pour t $ [t2, t3[
0 pour t $ [t3, t4[

" 1 pour t $ [t4, Tf ]

Preuve 3.3 Nous allons essentiellement montrer quÕune telle trajectoire nÕest pas une
extr«emale du problème. En particulier, nous nous concentrons sur lÕintervalle[t2, t3[ et
montrons que le tempst3 > t 2 nÕexiste pas.

Soit øt la quantit«e t " t2 et la solution du système($ 2) pour t > t 2 avecu = 1 est :

y(øt) =
%

y(t2) "
1
&

&
e! &øt +

1
&

et q(øt) =
%

q(t2) "
p0 " 1

&

&
e&øt +

p0 " 1
&

Une commutationu = 1 vers u = 0 au tempst2 implique y(t2) = q(t2). Une commuta-
tion u = 0 vers u = 1 au tempst3 implique y(t3) = q(t3). Par cons«equent,t3 " t2 est
la solution de lÕ«equation suivante :

%
y(t2) "

1
&

&
e! &øt +

1
&

=
%

q(t2) "
p0 " 1

&

&
e&øt +

p0 " 1
&

Notons q2 = q(t2), et r«e«ecrivons la relation pr«ec«edente :
%

q2 "
1
&

&
e! &øt +

1
&

=
%

q2 "
p0 " 1

&

&
e&øt +

p0 " 1
&
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Après une nouvelle simpliÞcation, et en notantX = e&øt , cette dernière «equation de-
vient :

(&q2 " p0 + 1) X 2 + ( p0 " 2)X " &q2 + 1 = 0 (3.12)

Nous avons,y(t2) = y(t1), ce qui impliqueq2 =
) q0

& Ñ cf. Lemme 3.1. De plus, en
calculant le Hamiltonien au tempst = t2 : H |t= t2 = H |t=0 = q0. Nous obtenons les
relations :

q0 = &q2
2 et q0 = p0q2 " &q2

2 ===0
q2 (=0

p0 = 2&q2 (3.13)

Par cons«equent, lÕ«equation donn«ee dans (3.12) devient :

(1 " &q2) (X " 1)2 = 0

Ñ Si (1 " &q2) =0, alors q0 = &q2
2 = 1

& , et
1

&q0 = 1 ce qui est en contradiction
avec la supposition

1
&q0 /= 1.

Ñ Si (X " 1) = 0, alors X = 1 et øt = 0, ce qui signiÞe quet3 > t 2 nÕexiste pas.

Par cons«equent, la strat«egie de contröole examin«ee, nÕengendre pas de trajectoire extr«emale.
!

Lemme 3.3 Consid«erons la s«equence de contröole :

u(t) =

2
3334

3335

1 si t $ [0, t1[
1

&q0 si t $ [t1, t2[
0 si t $ [t2, t3[

" 1 si t $ [t3, Tf ]

(3.14)

1. Si la strat«egie (3.14) est extr«emale, alorst3 " t2 = 1
& ln

#
1 +

1
2
$
.

2. Pour un couple de paramètres& et x f donn«e, il existe un tempsTlim > 0 tel
que pour toutTf > T lim , il existe une s«equence de contröoles de la forme (3.14)
joignant (0, 0) à (x f , 0).

Preuve 3.4

1. Si lÕon note,y1 = y(t1), et puisque le second arc est singulier, nous savons que
y(t2) = q(t2) = y1, i.e. sur lÕintervalle[t1, t2], y(t) est constant et. (t) = q(t )

y(t ) = 1.
En notant øt = t " t2, les «equations deq et y sur lÕintervalle[t2, t3] sont, avec
u = 0 :

q(øt) = y1e&øt "
p0

&

+
e&øt " 1

,
et y(øt) = y1e! &øt .

Au tempst3, une commutation du contröole entre les valeurs0 et " 1 a lieu, ce qui
correspond à la relationq(t3) = " y(t3). Nous combinons maintenant la relation
p0 = 2

1
&q0 = 2using du Lemme3.1, point (4) avec le fait quey soit constant,

«egal à y1, le long de lÕarc singulier. Alorsusing = &y1, ce qui entraöõnep0 = 2&y1.
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Nous examinons maintenant le calcul de la valeur deøt telle que" y(øt) = q(øt) :

" y1e! &øt = y1e&øt "
p0

&

+
e&øt " 1

,

" y1e! &øt = y1e&øt "
2&y1

&

+
e&øt " 1

,

" e! &øt = e&øt " 2
+

e&øt " 1
,

( puisquey1 > 0)

" 1 = e2&øt " 2
+

e2&øt " e&øt
,

0 =X 2 " 2X " 1 ( avecX = e&øt )

Ainsi X = 1 ±
1

2, dÕoùt3 " t2 = 1
& ln

+
1 +

1
2
,

.

2. Nous allons proc«eder comme suit :

(a) on considère le cas limite,t1 = t2 (pas dÕarc singulier). CÕest-à-dire que le
contröole est donn«e par :

u(t) =

2
4

5

1 si t $ [0, t1[
0 si t $ [t1, t3[

" 1 si t $ [t3, Tf ]
(3.15)

DÕaprès la solution du système($ 3) donn«ee à lÕ«equation (3.10), on obtient :

Ñ sur t $ [0, t1[ : u(t) = 1
2
34

35

x(t) = 1
&

%
t + 1

&

+
e! &t " 1

, &

y(t) = 1
&

+
1 " e! &t

,

Ñ sur t $ [t1, t3[ : u(t) = 0

1
x(t) = x1 + 1

&

+
1 " e! &(t ! t1 )

,
y1

y(t) = y1e! &(t ! t1 )

où x1 = x(t1) = 1
&

%
t1 + 1

&

+
e! &t1 " 1

, &
et y1 = y(t1) = 1

&

+
1 " e! &t1

,
.

Après simpliÞcation, on obtient :
2
4

5

x(t) = 1
& t1 " 1

&2

+
1 " e! &t1

,
e! &(t ! t1 )

y(t) = 1
&

+
1 " e! &t1

,
e! &(t ! t1 )

Ñ sur t $ [t3, Tf ] : u(t) = " 1
2
34

35

x(t) = x3 + 1
&

+
1 " e! &(t ! t3 )

,
y3 " 1

&

%
t " t3 + 1

&

+
e! &(t ! t3 ) " 1

, &

y(t) = y3e! &(t ! t3 ) " 1
&

+
1 " e! &(t ! t3 )

,
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où x3 = x(t3) = 1
& t1 " 1

&2

+
1 " e! &t1

,
e! &(t3 ! t1 ) et y3 = y(t3) = 1

&

+
1 "

e! &t1

,
e! &(t3 ! t1 ) .

Après simpliÞcation, on obtient :
2
4

5

x(t) = 1
& t1 " 1

& (t " t2) " 1
&2

+
e! &(t ! t1 ) " e! &t " 1 + e! &(t ! t2 )

,

y(t) = 1
&

+
e! &(t ! t1 ) " e! &t " 1 + e! &(t ! t2 )

,

Calculonsx(t) et y(t) au tempst = Tf :
2
4

5

x(Tf ) = 1
& t1 " 1

& (Tf " t3) " 1
&2

+
e! &(Tf ! t1 ) " e! &Tf " 1 + e! &(Tf ! t3 )

,

y(Tf ) = 1
&

+
e! &(Tf ! t1 ) " e! &Tf " 1 + e! &(Tf ! t3 )

,

(3.16)

(b) Commet3 " t2 = 1
& ln

+
1 +

1
2
,

, alors Tf " t3 = Tf " 1
& ln

+
1 +

1
2
,

" t1, ce

qui nous permet avec la contraintey(Tf ) = 0 de calculert1 en fonction de
& et Tf :
En e!et :

y(Tf ) = 0

e! &(Tf ! t1 ) " e! &Tf " 1 + e! &(Tf ! t3 ) = 0

e! &(Tf ! t1 ) " e! &Tf " 1 + e
! &

+
Tf ! 1

! ln (1+
)

2 )! t1

,

= 0

e! &(Tf ! t1 ) " e! &Tf " 1 +
+

1 +
1

2
,

e! &(Tf ! t1 ) = 0
+

2 +
1

2
,

e! &(Tf ! t1 ) " e! &Tf " 1 = 0

Par cons«equent :

t1 =
1
&

ln

I(

1 "

1
2

2

*
#
1 + e&T f

$
J

(3.17)

(c) Puisquey(Tf ) = 0 , lÕexpressionx f de lÕ«equation (3.10) devient :

x f =
1
&

t1 "
1
&

(Tf " t3) "
1
&2

-

. e! &(Tf ! t1 ) " e! &Tf " 1 + e! &(Tf ! t3 )
= >? @

= y(Tf )=0

/

0

=
1
&

t1 "
1
&

+
Tf "

1
&

ln
+

1 +
1

2
,

" t1

,

= "
Tf

&
+

ln
#
1 +

1
2
$

&2
+

2
&2

t1
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En substituant lÕ«equation (3.17) dans cette dernière expression nous trou-
vons :

x f = "
Tf

&
+

ln
#
1 +

1
2
$

&2
+

2
&2

ln
%+

1 "

1
2

2

,+
1 + e&Tf

, &
(3.18)

(d) Ensuite, nous inversons la relation (3.18) aÞn de connaöõtreTf , en fonction
de & et x f , qui est le temps minimum n«ecessaire pour atteindreX (Tf ) =
(x f , 0) partant deX (0) = (0 , 0) en appliquant la s«equence de contröole (3.14).
On obtient les relations ci-dessous, lÕexpression deTlim «etant lÕune des deux :

1
&

ln

(

(1 +
1

2)e&2x f " 1 "

K +
(1 +

1
2)e&2x f " 1

, 2
" 1

*

) 0

et

1
&

ln

(

(1 +
1

2)e&2x f " 1 +

K +
(1 +

1
2)e&2x f " 1

, 2
" 1

*

> 0

On en conclut lÕexistence de :

Tlim =
1
&

ln

(

(1 +
1

2)e&2x f " 1 +

K +
(1 +

1
2)e&2x f " 1

, 2
" 1

*

.

!

Strat«egie optimale

DÕaprès toutes les analyses e!ectu«ees dans les paragraphes pr«ec«edents, nous en
d«eduisons que deux strat«egies optimales sont possibles.La première est donn«ee par
la s«equence de contröole (3.14). La deuxième strat«egie est donn«ee par la s«equence de
contröole suivante :

u(t) =

2
4

5

1 si t $ [0, t1[
0 si t $ [t1, t2[

" 1 si t $ [t2, Tf ]
(3.19)

Pour tout ensemble de paramètres&, x f , Tf > T min , il existe une s«equence de
contröoles de la forme (3.19) joignant (0, 0) à (x f , 0). Remarquons que cette s«equence
est identique à celle du contröole (3.15) pour t2 = t3. Par cons«equent, les trajectoires
correspondantes au contröole (3.19) sont donn«ees par lÕ«equation (3.16).
La contrainte y(Tf ) = 0 nous permet de calculer lÕexpression det2. En e!et, y(Tf ) = 0
ce qui implique :

e! &(Tf ! t1 ) " e! &Tf " 1 + e! &(Tf ! t2 ) = 0

e! &(Tf ! t2 ) = 1 " e! &(Tf ! t1 ) + e! &Tf

e&t2 =
+

1 " e! &(Tf ! t1 ) + e! &Tf

,
e&Tf
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Par cons«equent :

t2 = Tf +
1
&

ln
%

e! &Tf

+
1 " e&t1 + e&Tf

, &
(3.20)

Nous substituonst2 dansx(Tf ) et ensuite, nous calculons lÕexpression det1 à partir de
la contrainte x(Tf ) = x f :

x f =
1
&

t1 "
1
&

(Tf " t2) "
1
&2

+
e! &(Tf ! t1 ) " e! &Tf " 1 + e! &(Tf ! t2 )
= >? @

= y(Tf )=0

,

=
1
&

t1 "
1
&2

ln
%

e! &Tf

+
1 " e&t1 + e&Tf

, &

Par cons«equent :

t1 =
1
&

ln
%

1
2

+
1 + e&Tf "

)
1 + 2e&Tf + e2&Tf " 4e&2x f + &Tf

, &
(3.21)

La trajectoire g«en«er«ee par le contröole (3.19) est clairement optimale lorsqueTmin <
Tf < T lim . En e!et, il nÕexiste pas dÕautre trajectoire extr«emale.

Th«eorème 3.1 (Strat«egie optimale pour une fonction de rendement constante) On se
donne un ensemble de paramètres&, x f , Tf , et soit X (t) : t +' (x(t), y(t)) la trajectoire
de ($ 3) joignant (0, 0) à (x f , 0) selon une s«equence de contröole de la forme (3.19).

1. Si (X (t), p0, q(t)) est une extr«emale du principe du maximum de Pontryaguin,
alors p0 et q0 sont donn«es par les expressions suivantes :

p0 =
e! &t2 (e&t1 " 1)(1 + e2&(t2 ! t1 ))

e&(t2 ! t1 ) " 1
et

q0 =
e! 2&t1

&

+
e&t1 " 1

,+
1 + e&t1 (po" 1)

,
.

2. Si Tf > T lim , où la valeur deTlim est donn«ee au Lemme3.3, alors (X (t), p0, q(t))
nÕest pas une trajectoire extr«emale.

3. La solution du problème du contröole optimal(P3) sur une route plate, avec un
coe"cient de frottement & et une fonction de rendement constante est :

(a) pour Tmin < T f ) Tlim , avec Tlim comme dans Lemme3.3, la strat«egie de
contröole optimal est (3.19).

(b) pour Tf > T lim , la strat«egie de contröole optimal est (3.14).

Preuve 3.5 1. Les paramètres&, x f , Tf «etant donn«es, les temps de commutations
t1 et t2 de la s«equence de contröole (3.19) sont donn«es par (3.21) et (3.20). nous
pouvons ainsi calculery(t1) et y(t2).
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Ñ LÕexpression de p0 est d«etermin«ee en utilisant lÕ«equation deq(t) sur lÕin-
tervalle [t1, t2] : q(t) = q(t1)e&(t ! t1 ) " p0

&

#
e&(t ! t1 ) " 1

$
. Commet1 et t2 sont

les instants de commutation du contröole, nous avonsq(t1 )
y(t1 ) = 1 et q(t2 )

y(t2 ) = " 1.
Ainsi, p0 est d«etermin«e en r«esolvant lÕ«equationq(t2) = " y(t2).
En e!et :

q(t2) = " y(t2)

q(t1)e&(t2 ! t1 ) "
p0

&

#
e&(t2 ! t1 ) " 1

$
= "

1
&

#
1 " e! &t1

$
e! &(t2 ! t1 )

y(t1)e&(t2 ! t1 ) "
p0

&

#
e&(t2 ! t1 ) " 1

$
= "

1
&

#
1 " e! &t1

$
e! &(t2 ! t1 )

1
&

#
1 " e! &t1

$
e&(t2 ! t1 ) "

p0

&

#
e&(t2 ! t1 ) " 1

$
= "

1
&

#
1 " e! &t1

$
e! &(t2 ! t1 )

p0
#
e&(t2 ! t1 ) " 1

$
=

#
1 " e! &t1

$ #
e! &(t2 ! t1 ) + e&(t2 ! t1 )

$

p0
#
e&(t2 ! t1 ) " 1

$
= e&t1

#
1 " e! &t1

$ #
e! &t2 + e&(t2 ! 2t1 )

$

p0
#
e&(t2 ! t1 ) " 1

$
= e! &t2

#
e&t1 " 1

$ #
1 + e2&(t2 ! t1 )

$

Par cons«equent :

p0 =
e! &t2 (e&t1 " 1)(1 + e2&(t2 ! t1 ))

e&(t2 ! t1 ) " 1

Ñ LÕexpression de q0 est d«etermin«ee en travaillant sur lÕintervalle[0, t1], sur
lequelq(t) = q0e&t + 1

& (1 " p0) (e&t " 1) et y(t) = 1
& (1 " e! &t ). En e!et :

y(t1) = q(t1)
1
&

#
1 " e! &t1

$
= q0e&t1 +

1
&

(1 " p0)
#
e&t1 " 1

$

q0e&t1 =
1
&

+
e! &t1

#
e&t1 " 1

$
" (1 " p0)

#
e&t1 " 1

$,

q0e&t1 =
1
&

+ #
e&t1 " 1

$ #
e! &t1 + ( p0 " 1)

$,

q0e&t1 =
e! &t1

&

+ #
e&t1 " 1

$ #
1 + e&t1 (p0 " 1)

$,

Par cons«equent :

q0 =
e! 2&t1

&

%+
e&t1 " 1

,+
1 + e&t1 (p0 " 1)

, &

Dans les deux cas, lÕexpression d«etermin«ee est unique.

2. Pour lÕensemble des paramètres&, x f , Tf , supposons que(X (t), p0, q0) est une
trajectoire extr«emale. Alors, t1, p0 et q0 peuvent öetre calcul«es explicitement. Par
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cons«equent, nous pouvons aussi calculer les expressions dey(t) et q(t) sur lÕinter-
valle [0, t1] (avecu = 1). Une commutation du contröole a lieu dès quey(t) = q(t),
nous r«esolvons donc cette «equation pour la variablet.

y(t) = q(t)
1
&

#
1 " e! &t

$
= q0e&t +

1
&

(1 " p0)
#
e&t " 1

$

Par cons«equent :

(&q0 + 1 " p0) e&t " (2 " p0) + e! &t =0

(&q0 + 1 " p0) e2&t " (2 " p0)e&t + 1 =0

PosonsX = e&t , ce qui implique :

(&q0 + 1 " p0) X 2 " (2 " p0)X + 1 = 0

% = (2 " p0)2 " 4(&q0 + 1 " p0) = p2
0 " 4&q0, alors deux solutions se pr«esentent :

X =
(2 " p0) ±

)
p2

0 " 4&q0

2(&q0 + 1 " p0)

Ensuite, nous remplaüconsp0 et q0 par les expressions obtenues pr«ec«edemment et
après simpliÞcation, nous obtenons :

(a) un premier temps qui est «egal àt1 ;

(b) un deuxième, inf«erieur à t1 pour tout Tf > T lim .

Ainsi, pour Tf > T lim , une commutation du contröole a lieu avant le tempst1 ce
qui est en contradiction avec la s«equence de contröole (3.19).

3. LÕanalyse e!ectu«ee dans la section pr«ec«edente montre quÕil nÕy a que deux strat«egies
extr«emales possibles. Elles ont les restrictions suivantes :

(a) la trajectoire correspondant à la s«equence du contröole (3.19) nÕest pas une
extr«emale dès queTf > T lim .

(b) la trajectoire correspondantà la s«equence du contröole (3.14) nÕexiste pas pour
Tmin < T f ) Tlim .

!

La Figure 3.2 illustre les arguments du Th«eorème3 pour les paramètres Þx«esx f = 6
et & = 0.5. La quantit«e Tlim est d«etermin«ee comme expliqu«e dans le Lemme3.3. Les
Figures 3.2a et 3.2b repr«esentent les trajectoires optimales pourTf < T lim , et les
Figures 3.2c et 3.2d correspondent au casTf > T lim . En particulier, les Figures3.2e
et 3.2f illustrent le fait que la strat«egie (3.19) nÕest pas une extr«emale pourTf > T lim .
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Ces deux dernières Þgures sont obtenues comme suit :t1 et t2 sont d«etermin«es aÞn
de conduireX (0) à X (Tf ) en utilisant la strat«egie (3.19). Lorsque nous appliquons ce
contröole au système Hamiltonien, nous constatons que la trajectoireq(t) intersectey(t)
pour un temps 0< t < t 1. Comme attendu cette trajectoire nÕest pas une extr«emale.

1 2 3 4 5 6 x!t"

0.5

1.0

1.5

y!t"

(a)

1 2 3 4 5 6 t

! 1.5

! 1.0

! 0.5

0.5

1.0

1.5

2.0

q!t"

y!t"

! y!t"

(b)

1 2 3 4 5 6 x!t"
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0

y!t"

(c)

1 2 3 4 5 6 7 t

! 1.0

! 0.5

0.5

1.0 q!t"

y!t"

! y!t"

(d)

1 2 3 4 5 6 x!t"

0.5

1.0

1.5

y!t"

(e)

1 2 3 4 5 6 t

! 1.5

! 1.0

! 0.5

0.5

1.0

1.5

2.0

q!t"

y!t"

! y!t"

(f)

Figure 3.2 Ð Trajectoires optimales et non-optimales dans le cas dÕune route plane
avec une fonction de rendement constante. Paramètres :& = 0.5, x f = 6, Tmin ! 5.52

et Tlim ! 5.95.
Les Figures3.2a, et 3.2b correspondent àTf = 5.9. Les Figures3.2cà 3.2f

correspondent àTf = 6.5.

53



Chapitre 3 - R«esolution du problème dans le cas dÕune route plate

3.2.2 Fonction de rendement non constante

Dans la deuxième partie de cette section, nous nous int«eressons au problème (P3),
cette fois-ci avec une fonction de rendement) (.) qui varie en fonction de la vitessey.

Remarquons quÕune r«esolution analytique du problème (P3) pour une fonction de
rendement quelconque est di"cile, nous proposons donc une m«ethodologie bas«ee sur le
point (3) du Th«eorème 3.

1. Nous calculons une trajectoire de ($3) donn«ee par la s«equence de contröole (3.19).

2. Si cela est possible, nous calculons une trajectoire de ($3) donn«ee par la s«equence
du contröole (3.14).

3. Nous v«eriÞons que la trajectoire est une extr«emale, et calculons le coöut de faücon
explicite pour «eliminer les ambigu¬õt«es possibles.

4. Il peut arriver quÕaucune des strat«egies (3.19) et (3.14) ne produise de trajectoire
extr«emale. En fait, le Lemme3.1 nÕest plus vrai et il peut y avoir plus dÕune
commutation de la variable du contröole entre les valeursu = 0 et u = " 1.
Lorsque cette situation a lieu, une nouvelle strat«egie de contröole est examin«ee Ñ
voir (3.24) ci-dessous.

Une trajectoire de ($3), donn«ee par la strat«egie (3.19), telle que X (Tf ) = ( x f , 0)
est donn«ee par les relations (3.21) et (3.20), comme avant. Cependant, pour une tra-
jectoire donn«ee par la s«equence du contröole (3.14), la relation t3 " t2 = 1

& ln
#
1 +

1
2
$

du Lemme3.3 nÕest plus valable, et nous devons utiliser un sch«ema numerique.

Calcul des trajectoires extr«emales donn«ees par la strat«egie ( 3.14)

Tout dÕabord, nous cherchons des expressions pourp0 et q0. Le long dÕun arc sin-
gulier, puisque úy = 0, alors úq = d

dt

+
y

+(y)

,
= 0. Nous notonsys la valeur dey(t) le long

dÕun arc singulier, alorsusing = &ys et :

0 = úq = "
(
(y

H =
|using |
) (ys)

"
ys|using |)

!
(ys)

) 2(ys)
+ &qs " p0 où qs =

ys

) (ys)
et )

!
(y) =

()
(y

(y)

0 p0 =
2&ys

) (ys)
"

&y2
s)

!
(ys)

) 2(ys)
(3.22)

Maintenant, puisqueu0 = 1, et en d«esignant parH s le Hamiltonien calcul«e le long dÕun
arc singulier, nous avons :

H |t=0 = q0 = H s = p0ys + q0(using " ys) "
ys|using |

) (ys)
0 q0 = p0ys "

&y2
s

) (ys)
(3.23)

AÞn de calculer une trajectoire extr«emale associ«eeà (3.14), nous proposons la m«ethodologie
suivante :
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1. soit t1 une valeur arbitraire, alorsy(t2) = y(t1) = ys ce qui permet de calculerp0

et q0 ;

2. la dur«ee (t3 " t2) est la solution de lÕ«equationq(t) = " y(t )
+(y(t )) où q(t) et y(t) sont

les solutions du système Hamiltonien associ«e à (P3) avec u = 0, y(0) = ys et
q(0) = ys

+(ys ) ;

3. la dur«ee (Tf " t3) est donn«ee par la contraintey(t) = 0 où y(t) est la solution de
($ 3) avecu = " 1 et en Þxanty(0) à la valeur prise pary dans lÕ«etape pr«ec«edente
lorsque nous avons r«esolu lÕ«equationq(t) = " y(t )

+(y(t )) ;

4. t1 est d«etermin«e aÞn de r«esoudre lÕ«equationx(Tf ) = x f , avec la dur«ee de lÕarc
singulier (i.e. t2 " t1) donn«ee parTf moins la longueur des trois autres arcs.

Remarque 3.2 Ñ Chaque «etape de cette m«ethodologie est r«ealis«ee avec une simple
dichotomie.

Ñ Pour un ensemble donn«e de paramètres& et x f , le temps minimalTlim pour lÕexis-
tence dÕune strat«egie singulière (3.14) est d«etermin«e avec une m«ethodologie simi-
laire : lÕarc singulier est r«eduit à un point, mais les contraintes sont conserv«ees. Le
tempst1 est d«et«ermin«e tel quex(Tf ) = x f , ce qui produit la valeur deTlim = Tf .

Ñ En pratique, si une strat«egie singulière existe, alors la strat«egie «el«ementaire (3.19)
nÕest pas une extr«emale.

Trajectoires pr«esentant deux «etapes de freinage

Les deux strat«egies de contröole pr«esent«ees jusquÕà pr«esent Ñ i.e. (3.14) et (3.19)
Ñ ne couvrent pas lÕensemble des situations que nous avons rencontr«e pendant la
r«esolution de ce cas. Puisque le Lemme3.1 ne garantit plus que chaque type de com-
mutation se produit au plus une fois, nous consid«erons la strat«egie (3.24) ci-dessous.

Rappelons que le coöut est lÕint«egrale de la fonction|yu|
+(y) . DÕune part, le fait quÕil tende

vers z«ero lorsquey tend vers 0 montre dÕint«eröet de freiner à faible vitesse. DÕautre part,
le contröole devrait öetre non nul lorsque la fonction de rendement est maximale. En fait,
les strat«egies (3.14) et (3.19) r«ealisent un compromis entre ces deux comportements,
le fait que ces deux strat«egies ne soient pas extr«emales amène à penser que le freinage
se produit en deux temps. En dÕautres termes,u = " 1 une première fois lorsque la
fonction de rendement est su"samment «elev«ee, et une seconde fois lorsque la vitesse
est su"samment basse.

La strat«egie (3.24) ci-dessous produit e!ectivement des trajectoires extr«emales lorsque
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(3.14) et (3.19) ne le font pas.

u(t) =

2
3333334

3333335

1 quand t $ [0, t1[
&y1 quand t $ [t1, t2[
0 quand t $ [t2, t3[

" 1 quand t $ [t3, t4[
0 quand t $ [t4, t5[

" 1 quand t $ [t5, Tf ]

(3.24)

En se basant sur la m«ethodologie d«evelopp«ee pour la strat«egie (3.14) nous proposons
une m«ethodologie adapt«ee à la strat«egie (3.24), comme suit :

1. soit t1 une valeur arbitraire, alorsy(t2) = y(t1) = ys ce qui permet de calculerp0

et q0 ;

2. Notons par T2 la quantit«e (t3 " t2). La dur«ee T2 est la solution de lÕ«equation
q(t) = " y(t )

+(y(t )) . Puisque le contröoleu = 0 sur cet intervalle, le vecteur adjoint

est calcul«e explicitement par cette «equationq(t) = qse&(t ! t2 ) " p0
& (e&(t ! t2 ) " 1) où

qs = q(t1) = q(t2). Ce qui impliqueq(t) = ys
+(ys ) e

&(t ! t2 ) " p0
& (e&(t ! t2 ) " 1) et y(t) est

donn«e par lÕ«equation :y(t) = yse! &(t ! t2 ) . La r«esolution deq(t3) = " y(t3 )
+(y(t3 )) est :

ys

) (ys)
e&T2 "

p0

&
(e&T2 " 1) = "

yse! &T2

) (ys)

(
ys

) (ys)
"

p0

&
)e&T2 +

p0

&
= "

yse! &T2

) (ys)

(
ys

) (ys)
"

p0

&
)e2&T2 +

p0

&
e&T2 = "

ys

) (ys)

Par cons«equent :

T2 =
1
&

ln(
p0) (ys) +

)
p2

0) (ys)2 + 4&p0) (ys)ys " 4&2y2
s

2p0) (ys) " 2&ys
)

3. Soit T3 la quantit«e (t4" t3). La dur«eeT3 est la solution de lÕ«equationq(t) = " y(t )
+(y(t ))

où q(t) et y(t) sont les solutions du système Hamiltonien associ«e à (P4), avec
u = " 1, y(0) = y(T2) et q(0) = " y0

+(y0 ) ;

4. Soit T4 la quantit«e (t5" t4). La dur«eeT4 est la solution de lÕ«equationq(t) = " y(t )
+(y(t ))

avecu = 0, où q(t) et y(t) sont donn«es parq(t) = q0e&(t ! t4 ) " p0
& (e&(t ! t4 ) " 1) et

y(t) = y0e! &(t ! t4 ) , avecy0 = y(T3) et q0 = " y0
+(y0 ) . Comme au point (2), la dur«ee

T4 peut öetre calcul«ee explicitement et elle est «egale à :T4 = 1
& ln( ! &y0

p0+(y0 )+ &y0
) ;

5. Soit T5 la quantit«e (Tf " t5). La dur«eeT5 est donn«ee par la contraintey(t) = 0 où
y(t) est donn«e pary(t) = y0e! &(t ! t5 )+ u

& (1" e! &(t ! t5 )) avecu = " 1 ety(0) = y(T4) ;

6. Soit Ts la quantit«e (t2 " t1). La dur«eeTs est d«etermin«ee de la manière suivante :
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Chapitre 3 - R«esolution du problème dans le cas dÕune route plate

(a) Tout dÕabord, nous calculons lÕaire form«ee par la courbey(t) pour les dur«ees
T2, T3, T4 et T5, et nous la notons parx , .

(b) Ensuite, puisquey(t) est constant sur la dur«eeTs, lÕaire le long de cet inter-
valle est «egal àxs = ysTs.

(c) Finalement, comme lÕaire au tempsTf est x(Tf ) = x f , elle est aussi «egale à
la somme de toutes les aires, i.e.x f = xs + x , . Par cons«equent :

Ts =
x f " x ,

ys

7. t1 est d«etermin«e aÞn de r«esoudre lÕ«equationt1 + Ts + T2 + ... + T5 = Tf , où Tf est
la valeur du temps Þnal qui a «et«e Þx«ee.

1 2 3 4 5 6 x!t"

0.5

1.0

1.5

y!t"

(a)

1 2 3 4 5 t

! 150

! 100

! 50

50

100

150

q!t" y !t"

" !y !t""

!
y !t"

" !y !t""

(b)

0.5 1.0 1.5 2.0 y!t"

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

! !y!t""

(c)

Figure 3.3 Ð Trajectoire optimale du problème (P3) avec une fonction de rendement
non constante. Paramètres :& = 0.5, x f = 6, Tmin ! 5.52, Tlim ! 5.8 et Tf = 5.75.

Les Figures3.3, 3.4 et 3.5 illustrent les trajectoires optimales calcul«ees selon la
m«ethodologie ci-dessus pour les paramètres Þx«esx f = 6 et & = 0.5. La Figure 3.3 cor-
respond au casTmin < T f < T lim , et les Figures3.4et 3.5à Tf > T lim . Pour Tf = 10, ni
(3.19) ni (3.14) ne produisent de trajectoire extr«emale, mais la nouvelle strat«egie (3.24)
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Chapitre 3 - R«esolution du problème dans le cas dÕune route plate

oui. Ceci est illustr«e à la Figure3.5. En fait, cette situation ne se produit uniquement
lorsque Tf est choisi dans un intervalle de temps assez petit. Dans les Figures 3.3c,
3.4cet 3.5cles valeurs visit«ees par la fonction de rendement sont trac«ees en rouge. Les
trac«es bleus de la Figure3.5ccorrespondent aux deux p«eriodes de freinage.

1 2 3 4 5 6 x!t"
0.2
0.4
0.6
0.8

y!t"

(a)

2 4 6 8 t

! 30

! 20

! 10

10

20

30

q!t"
y !t"

" !y !t""

!
y !t"

" !y !t""

(b)

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 y!t"

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

! !y!t""

(c)

2 4 6 8 t

! 1.0

! 0.5

0.5

1.0

u!t"

(d)

Figure 3.4 Ð Trajectoire optimale du problème (P3) avec une fonction de rendement
non constante. Paramètres :& = 0.5, x f = 6, Tmin ! 5.52, Tlim ! 5.8 et Tf = 8.

Remarque 3.3 Nous remarquons que les trajectoires extr«emales de la forme de celle
pr«esent«eeà la Figure3.5f nÕexistent pas pour toute fonction de rendement non constante.
En fait, dans le cas de la fonction de rendement montr«ee dans la Figure3.1d, où
) (0) = 0 .2, une telle extr«emale nÕexiste pas. Ce ph«enomène peut öetre compris comme
une traduction du fait que le rapport entre le maximum et le minimum du rendement
nÕest pas assez important et quÕil est beaucoup plus int«eressant de freiner seulement à
vitesse faible.
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Figure 3.5 Ð Trajectoire optimale du problème (P3) avec une fonction de rendement
non constante. Paramètres :& = 0.5, x f = 6, Tmin ! 5.52, Tlim ! 5.8 et Tf = 10.
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Chapitre 4

Un cas de route non plane

Dans ce chapitre, nous consid«erons un proÞl de route particulier, mais ne prenons
pas en compte les frottements. Le problème est donc formul«e de la manière suivante :

(P4)

2
33333333333333334

33333333333333335

Minimiser J (u) =
! Tf

0

|yu|
) (y)

d#

Sous les contraintes ($4)
7

úx = y
úy = u " sin (! (x))

pour t $ [0, Tf ]

X (0) =
%

x(0)
y(0)

&
=

%
0
0

&
, X (Tf ) =

%
x(Tf )
y(Tf )

&
=

%
x f

0

&

|u(t)| ) 1 pour t $ [0, Tf ]

Tf > 0 est Þx«e.

Comme expliqu«e dans la section1.1.1, le proÞl de la route est d«eÞni à lÕaide dÕune
fonction x ' #%

#x (x) et reconstruit num«eriquement. Le proÞl consid«er«e dans cette partie
du travail a le comportement suivant, repr«esent«e à la Figure 4.1 :

2
4

5

! (x) est d«ecroissante pourx $ [" 10, " 6.5[
! (x) est croissante pourx $] " 6.5, " 1[
! (x) est constant pourx * " 1
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Chapitre 4 - Un cas de route non plane

! 8 ! 6 ! 4 ! 2 2 x
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! 0.05
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!!
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! 10 ! 8 ! 6 ! 4 ! 2 2 4 " !x"
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1.0
1.5
2.0
2.5

h!x"

" !xf "

h!xf "

(b)

Figure 4.1 Ð D«eriv«ee de! par rapport à x et proÞl de la route dans les coordonn«ees
(", h). Les points rouges Þgurant sur le proÞl de la route correspondent àx = " 1,

x = 0 et x = x f , dans cet ordre.

Ce choix de proÞl a deux cons«equences importantes sur lÕensemble des strat«egies
candidatesà lÕoptimalit«e. Tout dÕabord, le Lemme1.2ne sÕapplique plus syst«ematiquement
le long du proÞl consid«er«e. Ainsi, les trajectoires pr«esentant un (ou plusieurs) retour en
arrière ne sont plus exclues de lÕensemble des solutions. Deuxièmement, on remarque
que contrairement aux cas qui ont «et«e pr«ec«edemment trait«es, il est possible dÕatteindre
la vitessey(Tf ) = 0 à lÕaide dÕun contröole nul sur un intervalle de temps dela forme
]Tf " *, Tf ]. Ainsi, le raisonnement que nous avons utilis«e pr«ec«edemment pour conclure
à la positivit«e du Hamiltonien le long dÕune trajectoire extr«emale doit öetre adapt«e
lorsque cette situation se pr«esente.

Dans le but de simpliÞer les notations, lorsquÕil nÕy a aucune ambiguit«e, nous notons
K = sin ( ! (x)) pour x * " 1. La solution du système ($4), pour x * " 1, un contröole
constant u, et en partant de lÕ«etat initial (x0, y0) est :

7
x(t) = 1

2 (u " K ) t2 + y0t + x0

y(t) = ( u " K ) t + y0
(4.1)

La solution temps minimal de (P4) est de type bang-bang Ñ cf. «equation (3.8) Ñ et :

Tmin =
2
1

x f1
1 " K 2

(4.2)

Le temps de commutation est not«etc :

tc =
(1 + K )

1
x f1

1 " K 2

Dans lÕensemble des simulations que nous pr«esentons dans la suite de ce chapitre,
les paramètres du problème sont les suivants :x f = 2 et K = 0.2. Par cons«equent, le
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Chapitre 4 - Un cas de route non plane

temps minimal est «egal àTmin ! 2.885.

Comme pr«ec«edemment, dès queTf est plus grand queTmin , il nÕy a pas dÕextr«emale
anormale.

Dans un premier temps, nous nous int«eressons au problème (P4) uniquement dans le
cas dÕune fonction de rendement non-constante, cf. sections4.1et 4.2. Le cas particulier
dÕune fonction de rendement contante sera abord«e quant-à-lui dans la section4.3.

4.1 Analyse des extr«emales sans retour en arrière

Nous allons tout dÕabord nous int«eresser aux trajectoires pour lesquelles la contrainte
y(Tf ) = 0 peut öetre atteinte à lÕaide dÕun contröole nul sur un intervalle de la forme
]Tf " *, Tf ]. En particulier, nous allons «etudier dans quelle mesure une telle trajectoire
peut öetre extr«emale.

4.1.1 Trajectoires extr«emales avec un contröole u(Tf ) = 0

Soit T1,0
f , le temps n«ecessaire pour atteindreX = ( x f , 0) avec la strat«egie suivante :

u(t) =
7

1 pour t $ [0, tc[
0 pour t $

:
tc, T1,0

f

; (4.3)

Nous calculons les valeurs deT1,0
f et tc explicitement en fonction deK et x f à lÕaide

de la solution (4.1) :

T1,0
f =

1
2
1

x f
)

(1 " K )K
et tc =

1
2K

1
x f

)
(1 " K )K

(4.4)

Lemme 4.1 1. Si la s«equence de contröole (4.3) est extr«emale, alors le Hamiltonien
H est nul le long de la trajectoire correspondante ;

2. nous avons lÕ«equivalence suivante :

)
!
(y(tc)) * 0 20 (4.3) est une strat«egie extr«emale

Preuve 4.1 1. Pour tout x * " 1, le Hamiltonien sÕ«ecrit :

H (" 1, P, X, u ) = "
|yu|
) (y)

+ py + q(u " K ) .

Pour une trajectoire extr«emale donn«ee par la strat«egie (4.3), u(Tf ) = 0 et y(Tf )
+(y(Tf )) )

q(Tf ) ) " y(Tf )
+(y(Tf )) . Puisquey(Tf ) = 0 , alors q(Tf ) = 0 , et le Hamiltonien au temps

Tf est :

H = "
|yf uf |
) (yf )

+ pf yf + qf (u " K ) = 0 .
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Chapitre 4 - Un cas de route non plane

où yf = y(Tf ), qf = q(Tf ) et pf = p(Tf ).

2. (a) !
!
(y ( t c)) ! 0 " (4.3) est une strat«egie extr«emale.

Supposons que) ' (yc) * 0, avec yc = y(tc). Puisqueu = 1 sur [0, Tc[, alors
y * 0 sur ]0, tc].
Soient p = p0 une constante, etq(t) la solution de

úq = "
(
(y

%
"

y
) (y)

+ py + q(1 " K )
&

avecq(0) = 0

= " p + |u|
%

1
) (y)

"
y)

!
(y)

) 2(y)

&

Nous calculons maintenant la d«eriv«ee deH (" 1, P, X, u ) par rapport au
temps t sur ]0, tc[. Rappelons quey > 0 et u est constant, ce qui produit
úH = 0. Par cons«equent,H est constant sur[0, tc] par continuit«e.

Maintenant, nous posonsq0 = q(0) = 0 , ce qui impliqueH |t=0 = 0, et ainsi
H |t= tc = 0.
Le temps de commutationtc se produit lorsqueq(tc) = yc

+(yc ) et cela est vrai
si p0 = K

+(yc ) . En e!et, dÕaprès lÕanalyse faite pr«ec«edemment, nous avous :

H |t= tc = 0

p0yc + qc

+
u " K

,
"

yc|u|
) (yc)

= 0

p0yc +
yc

) (yc)

+
u " K

,
"

yc|u|
) (yc)

= 0

yc

+
p0 "

K
) (yc)

,
= 0

Par cons«equent,p0 = K
+(yc ) , car yc /= 0.

AÞn de montrer que (4.3) est une strat«egie extr«emale, il nous reste encore
à d«emontrer les deux in«egalit«es suivantes :

i. q(t) > y
+(y) sur ]0, tc[ ;

ii. " y
+(y) < q(t) < y

+(y) sur ]tc, T1,0
f [.

Ñ Sur ]0, tc[ :
comme nous supposonsu(t) = 1 sur ]0, tc[, nous devons montrer que
q(t) > y

+(y) sur cet intervalle.
De ce qui pr«ec«ede, nous avonsH = 0, ce qui implique :

"
y

) (y)
+ p0y + q(1 " K ) = 0
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Par cons«equent :

q =
y

1 " K

%
1

) (y)
" p0

&

Maintenant, nous calculons la quantit«eq "
y

) (y)
, aÞn dÕ«etudier son

signe :

q "
y

) (y)
=

y
1 " K

%
1

) (y)
" p0

&
"

y
) (y)

=
y

) (y)

%
1

1 " K
" 1

&
"

y
1 " K

p0

Après quelques manipulations, et en remplaücantp0 par K
+(yc ) , nous obte-

nons :

q "
y

) (y)
=

K
1 " K

%
1

) (y)
"

1
) (yc)

&
y

DÕaprès la supposition)
!
(yc) * 0 et 0 < y (t) < y c sur ]0, tc[, alors+

1
+(y) " 1

+(yc )

,
> 0. Nous en d«eduisonsq > y

+(y) .

Ñ Sur ]tc, T1,0
f [ :

comme nous supposonsu = 0 sur ]tc, T1,0
f [, nous devons montrer que

"
y(t)

) (y(t))
< q(t) <

y(t)
) (y(t))

sur cet intervalle.

Soit øt = t " tc, la solution du système($ 4) pour t > t c avecu = 0 est :

y(øt) = " K øt + yc et q(øt) = " p0øt + q(tc) = "
K

) (yc)
øt +

yc

) (yc)

La contrainte y(T1,0
f ) = 0 nous permet dÕavoir :

T1,0
f " tc =

yc

K

Remplaücons cette dernière formule dansq(øt) :

q(øt) = "
K

) (yc)
øt +

yc

) (yc)

q(T1,0
f ) = "

K
) (yc)

#
T1,0

f " tc
$

+
yc

) (yc)

q(T1,0
f ) = "

K
) (yc)

%
yc

K
+

yc

) (yc)
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Par cons«equentq(T1,0
f ) = 0 et trivialement " y

+(y) < q sur ]tc, T1,0
f [.

Finalement, il nous reste à montrer queq(t) < y
+(y) sur cet intervalle.

Nous allons maintenant d«eterminer le signe deq "
y

) (y)
:

q "
y

) (y)
=

yc

) (yc)
"

K
) (yc)

øt "
y

) (y)

=
yc

) (yc)
"

K
) (yc)

øt "
yc " K øt

) (y)

<
yc

) (yc)
"

K
) (yc)

øt "
yc " K øt

) (yc)
= 0 ( puisquey < y c) et (yc " K øt > 0)

DÕaprès les règles (2.13), la strat«egie (4.3) est extr«emale puisque :

i. u = 1 et q(t) > y
+(y) sur ]0, tc[ ;

ii. u = 0 et " y
+(y) < q(t) < y

+(y) sur ]tc, T1,0
f [.

(b) !
!
(y ( t c)) ! 0 # (4.3) est une strat«egie extr«emale.

Supposons que) ' (yc) < 0, avecyc = y(tc). Cette partie de la d«emonstration

fait appel à la quantit«e. (t). Nous consid«erons. (t) =
q)(y)

y
sur un intervalle

de temps comprenanttc et tel quey > 0. Nous supposons que (4.3) est une
strat«egie extr«emale. Ensuite, nous calculons la d«eriv«ee de. (t) par rapport
au temps sur cet intervalle :

ú. (t) = "
H) (y)

y2
"

|u|)
!
(y)

) (y)
+ . (t)

)
!
(y)

) (y)
úy (4.5)

Lorsque t = tc, nous avons. (tc) = 1 et u * 0, ce qui produit ú. (tc) =

" +
!
(y(tc ))

+(y(tc )) K puisqueH = 0. Par cons«equent, une commutation du contröole
ne peut avoir lieu puisqueú. (tc) > 0. Ceci contredit le fait que (4.3) est une
trajectoire extr«emale. !

DÕaprès le Lemme4.1, lorsque) ' (yc) < 0 la strat«egie (4.3) nÕest pas extr«emale. Il
est donc naturel de se poser la question suivante :que se passe-t-il lorsque) ' (yc) < 0?
En sÕinspirant des solutions qui ont «et«e trouv«ees à la section3.2, la possibilit«e de la
pr«esence dÕun arc singulier vient à lÕesprit.
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Figure 4.2 Ð Trajectoire extr«emale correspondante à la strat«egie (4.3), T1,0
f ! 5.01.

Le coöut associ«e est «egal à 23.9346.

Comme nous lÕavons vu dans la section2.3, si ! (x) est constant, alors les arcs
singuliers sont de la forme úy = 0. On se propose dÕ«etudier une strat«egie de la forme :

u(t) =

2
4

5

1 pour t $ [0, tc[
K pour t $ [tc, tc + tsing [
0 pour t $ [tc + tsing , T1,s,0

f ]
(4.6)

La trajectoire de ($4) associ«ee à ce contröole possède un arc singulier sur lÕintervalle
de temps [tc, tc + tsing [. Ce dernier peut öetre aussi large que n«ecessaire de sorte à v«eriÞer
la contrainte x(Tf ) = x f . Cette strat«egie est illustr«ee dans la Figure4.3.

Lemme 4.2 1. Le temps ÞnalT1,s,0
f est d«etermin«e de faücon unique ;

2. Si nous supposons que la strat«egie (4.6) est extr«emale, alors :

(a) H = 0 ;

(b) Un arc singulier peut se produire si et seulement si)
!
(y(tc)) = 0 ;

3. Si la strat«egie (4.3) nÕest pas extr«emale, alors la strat«egie (4.6) est extr«emale avec

p0 =
K

) (yc)
et q0 = 0
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Preuve 4.2 1. Le temps ÞnalT1,s,0
f est calcul«e de la manière suivante :

Ñ tc est calcul«e de sorte à ce que la fonction de rendement) (.) atteigne son
maximum sur R+ ,, à y(tc) ;

Ñ tsing et T1,s,0
f sont calcul«es en utilisant les deux contraintesy(T1,s,0

f ) = 0 et
x(T1,s,0

f ) = x f .

(a) La preuve est identique à celle du premier point du Lemme4.1.

(b) la d«eriv«ee de la quantit«e. =
q) (y)

y
par rapport au temps est calcul«ee au

tempstc, ce qui donneú. (tc) = " +
!
(y(tc ))

+(y(tc )) K , puisqueH = 0 Ñ voir la formule
(4.5). Un arc singulier existe le long dÕun intervalle[tc, tc + tsing [, tsing > 0
si ú. (tc) = 0 , ce qui se produit uniquement lorsque)

!
(yc) = 0 .

2. La preuve est bas«ee sur des arguments similaires à ceux du Lemme4.1.
Les valeurs dep0 et de q0 sont d«etermin«ees comme suit. CommeH = 0 alors
q0 = 0. Le long de lÕarc singulier le Hamiltonien est :H = yc

+
p0 " K

+(yc )

,
= 0, et

par cons«equentp0 = K
+(yc ) puisqueyc /= 0, où yc = y(tc). !
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Figure 4.3 Ð Trajectoire extr«emale correspondante à la strat«egie (4.6),
T1,s,0

f = 5.2177. Le coöut associ«e est «egal à 3.605.
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Chapitre 4 - Un cas de route non plane

Remarque 4.1 Les strat«egies (4.3) et (4.6) ne peuvent pas toutes deux öetre extr«emales.

Pr«esence dÕun arc singulier en d«ebut ou en Þn de trajectoire

Supposons maintenant que la strat«egie (4.3) soit extr«emale et consid«erons un temps
ÞnalTf > T 1,0

f . Nous savons dÕune part que si une trajectoire extr«emale possède un arc
singulier de la formey = 0, úy = 0, alors H = 0. De plus, nous avons vu dans la section
pr«ec«edente que lorsque (4.3) est extr«emale, alorsH = 0. Nous en concluons que si la
strat«egie (4.3) est extr«emale, alors pour toutTf > T 1,0

f , la strat«egie suivante est aussi
extr«emale :

u(t) =

2
334

335

K pour t $ [0, t1[
1 pour t $ [t1, t1 + tc[
0 pour t $ [t1 + tc, Tf " t2[
K pour t $ [Tf " t2, Tf [

(4.7)

où t1 * 0, t2 * 0 et t1 + t2 = Tf " T1,0
f . Cette strat«egie est illustr«ee dans la Figure4.4.
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Figure 4.4 Ð Trajectoire extr«emale correspondante à la strat«egie (4.7), Tf = 6.
Le coöut associ«e est «egal à 23.9346.

Pour les möemes raisons, lorsque la strat«egie (4.6) est extr«emale, alors pour tout
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Chapitre 4 - Un cas de route non plane

Tf > T 1,s,0
f la strat«egie suivante est aussi extr«emale :

u(t) =

2
33334

33335

K pour t $ [0, t1[
1 pour t $ [t1, t1 + tc[
K pour t $ [t1 + tc, t1 + tc + tsing [
0 pour t $ [t1 + tc + tsing , Tf " t2[
K pour t $ [Tf " t2, Tf ]

(4.8)

où t1 * 0, t2 * 0 et t1 + t2 = Tf " T1,s,0
f . Cette strat«egie est illustr«ee dans la Figure4.5.
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Figure 4.5 Ð Trajectoire extr«emale correspondante à la strat«egie (4.6), Tf = 6.
Le coöut associ«e est «egal à 3.605.

Remarque 4.2 Dès que (4.3) est extr«emale et queTf > T 1,0
f , il existe une inÞnit«e de

strat«egies extr«emales de la forme (4.7). Toutes ces strat«egies ont le möeme coöut. Ceci
est aussi valable pour les strat«egies (4.6), ( 4.8) pour Tf > T 1,s,0

f .

4.1.2 Autres trajectoires extr«emales sans retour en arrière

Supposons que le temps Þnal soit inf«erieur àTf < T 1,0
f ou Tf < T 1,s,0

f , en fonc-
tion de la conÞguration du problème, alors les trajectoires pr«es«ent«ees pr«ec«edemment
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Chapitre 4 - Un cas de route non plane

ne sont pas extr«emales. Quelles sont les strat«egies extr«emales permettant dÕatteindre
(x f , 0) depuis (0, 0) en temps plus petit que celui donn«e par les strat«egies (4.3) et (4.6) ?
En nous inspirant des r«esultats du chapitre pr«ec«edent, nous allons examiner les strat«egies
suivantes :

u(t) =

2
4

5

1 sur t $ [0, t1[
0 sur t $ [t1, t2[

" 1 sur t $ [t2, Tf ]
u(t) =

2
334

335

1 sur t $ [0, t1[
K sur t $ [t1, t2[
0 sur t $ [t2, t3[
" 1 sur t $ [t3, Tf ]

u(t) =

2
3333334

3333335

1 sur t $ [0, t1[
K sur t $ [t1, t2[
0 sur t $ [t2, t3[
" 1 sur t $ [t3, t4[
0 sur t $ [t4, t5[
" 1 sur t $ [t5, Tf ]

Lemme 4.3 Etant donn«e le contröole :

u(t) =

2
4

5

1 sur t $ [0, t1[
0 sur t $ [t1, t2[

" 1 sur t $ [t2, Tf ]
(4.9)

Si cette strat«egie est extr«emale, alors nous pouvons calculer :

1. les temps de commutationst1 et t2 pour tout Tf > T min et pour tout x f ;

2. les valeurs dep0 et deq0.

Preuve 4.3 1. Les valeurs dex f et Tf «etant donn«ees, les deux contraintesy(Tf ) = 0
et x(Tf ) = x f nous permettent de calculer explicitement les temps de commuta-
tions de t1 et de t2 à lÕaide de la solution (4.1) :

1
t1 = Tf (1 + K ) " t2

t2 = 1
2

+
Tf (1 + K ) +

'
(1 " K 2)T2

f " 4x f

,

2. Les conditions initiales des vecteurs adjointsp0 et q0 sont calcul«es de la manière
suivante :

Ñ p0 est d«etermin«e le long dÕarc où le contröoleu est «egal à z«ero. En e!et, sur
t $ [t1, t2[, u = 0, alors : úq = " p0, et q(t) = " p0t + q1 où q1 = q(t1) et ainsi
q1 = y1

+(y1 ) , avecy1 = y(t1).
Au point t = t2, nous avonsq2 = " y2

+(y2 ) , où q2 = q(t2) et y2 = y(t2). Le long
de cet arc :

"
y2

) (y2)
= " p0 +

y1

) (y1)

Par cons«equent :

p0 =
y2 + y1

) (y2) + ) (y1)
.
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Chapitre 4 - Un cas de route non plane

Ñ q0 est calcul«e en combinant le Hamiltonien donn«e au temps initialt = 0 et
celui formul«e le long de lÕarc[t1, t2[, i.e. q0(1 " K ) = p0y1 " K y1

+(y1 ) . Par
cons«equent :

q0 =
y1

1 " K

+
p0 "

K
) (y1)

,

!

Cette strat«egie est illustr«ee dans la Figure4.6.
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Figure 4.6 Ð Trajectoire extr«emale correspondante à la strat«egie (4.9), Tf = 3.
Le coöut associ«e est «egal à 25.0324

Remarque 4.3 En pratique lorsque la strat«egie (4.3) est extr«emale, alors la strat«egie (4.9)
est aussi extr«emale pour toutTf < T 1,0

f .

Lemme 4.4 Consid«erons le contröole :

u(t) =

2
3334

3335

1 pour t $ [0, t1[
K pour t $ [t1, t2[
0 pour t $ [t2, t3[
" 1 pour t $ [t3, Tf ]

(4.10)
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Si cette strat«egie est extr«emale, alors :

1. Les conditions initiales des vecteurs adjointsp0 et q0 sont donn«ees par les deux
expressions ci-dessous, oùys = y(t1) :

p0 = K
+ 1

) (ys)
"

ys)
!
(ys)

) (ys)2

,
(4.11)

q0 =
Ky 2

s)
!
(ys)

(K " 1)) (ys)2
(4.12)

2. La d«eriv«ee de la fonction de rendement est n«egative au tempst = t1 Ñ i.e.
)

!
(y1) < 0.

Preuve 4.4 1. Les expressions dep0 et deq0 sont obtenues de la manière suivante :
sur lÕintervalle[t1, t2[, nous avonsq = y

+(y) et úy = 0, ce qui implique queúq = 0 le
long de cet arc singulier, on obtient donc :

" p0 + |u|
+ 1

) (y)
"

y)
!
(y)

) (y)2

,
= 0

" p0 + K
+ 1

) (ys)
"

ys)
!
(ys)

) (ys)2

,
= 0

Par cons«equent :

p0 = K
+ 1

) (ys)
"

ys)
!
(ys)

) (ys)2

,

DÕautre part, le long de cet arc singulier, le Hamiltonien est :

H = p0ys + qs (K " K ) "
Ky s

) (ys)

= p0ys "
Ky s

) (ys)

En combinant cette dernière formule avec lÕexpression du Hamiltonien au temps
t = 0, nous obtenons :

q0(1 " K ) = p0ys "
Ky s

) (ys)

= K
+ 1

) (ys)
"

ys)
!
(ys)

) (ys)2

,
ys "

Ky s

) (ys)

= " K
y2

s)
!
(ys)

) (ys)2

Par cons«equent :

q0 =
Ky 2

s)
!
(ys)

(K " 1)) (ys)2
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2. La d«eriv«ee de la quantit«e de. (t) est donn«ee par lÕ«equation (4.5). Le long dÕun
arc singulier cette formule devient :

ú. (t) = "
H) (y)

y2
"

K)
!
(y)

) (y)

DÕaprès les règles (2.13), un arc singulier existe si et seulement siú. (t) = 0 et
cela ne peut se produire que si)

!
(y) < 0.

!

Remarquons que la strat«egie (4.10) est similaire à celle de (3.14) Ñ voir Chapitre 3.
AÞn de calculer une trajectoire extr«emale associ«ee à la strat«egie (4.10), nous utilisons
la m«ethodologie qui a «et«e d«evelopp«ee pour la strat«egie(3.14). La strat«egie (4.10) est
illustr«ee dans la Figure4.7.
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Figure 4.7 Ð Trajectoire extr«emale correspondant à la strat«egie (4.10), Tf = 5.
Le coöut associ«e est «egal à 3.6466.
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Lemme 4.5 Consid«erons le contröole :

u(t) =

2
33333334

33333335

1 pour t $ [0, t1[
K pour t $ [t1, t2[
0 pour t $ [t2, t3[
" 1 pour t $ [t3, t4[
0 pour t $ [t4, t5[
" 1 pour t $ [t5, Tf ]

(4.13)

Preuve 4.5 Comme pr«ec«edemment, si cette dernière strat«egie est extr«emale, alors les
conditions initiales des vecteurs adjointsp0 et q0 sont donn«ees par le Lemme4.4.

Remarque 4.4 Ñ En pratique, si T1,s,0
f est extr«emale, alors nous observons lÕexis-

tence dÕun tempsTlim tel que pour toutTf $]Tlim , T1,s,0
f [, une des deux strat«egies (4.10)

ou (4.13) est extr«emale.

Ñ Si lÕune des strat«egies (4.9), ( 4.10) et (4.13) est extr«emale, alors les deux autres
ne le sont pas.

La strat«egie (4.13) est illustr«ee dans la Figure4.8.
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Figure 4.8 Ð Trajectoire extr«emale correspondant à la strat«egie (4.13), Tf = 4.48.
Le coöut associ«e est «egal à 4.0792. Figure4.8b : les parties du graphe trac«ees en bleu

correspondent aux moments oùu = " 1.
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4.2 R«esolution du problème de contröole optimal

4.2.1 Trajectoire en temps petit

Nous allons maintenant d«eÞnir le tempsTback comme suit :

Tback = max
R+ #

1

Tf tel que , u $ L1
[0,Tf ]

1
X (0) = X 0, X (Tf ) = X f

! (x(t)) = ! (0)
, t $ [0, Tf ]

L

Nous appelonstrajectoire en temps petit une trajectoire qui possède un temps Þnal
Tf inclut dans lÕintervalle ]Tmin , Tsmall ]. où Tsmall = min

#
Tback, T1,0

f

$
.

Lemme 4.6 trajectoires en temps petit

1. Une trajectoire optimale de(P4) pour Tf < T back nÕadmet pas de retour en arrière.

2. Les extr«emales en temps petit de(P4) ne contiennent pas dÕarc singulier de la
forme y = 0.

3. Si ys est la vitesse constante de lÕarc singulier extr«emal en temps petit, alors
()
(y

(ys) < 0.

4. Consid«erons une trajectoire extr«emale en temps petit contenant un arc singulier,
et notant la vitesse constanteys. Les conditions initiales des vecteurs adjointsp0

et q0 sont donn«ees par :
2
4

5

p0 = K
+

1
+(ys ) " ys +

!
(ys )

+(ys )2

,

q0 = Ky 2
s +

!
(ys )

(K ! 1)+(ys )2

(4.14)

Preuve 4.6 1. PuisqueTf < T back, les trajectoires (x(t), y(t)) de (P4) partant de
(0, 0) peuvent atteindre(x f , 0) seulement en restant sur la partie de la route telle
que ! (x(t)) est constant. Par cons«equent,(P4) peut öetre consid«er«e comme un
problème invariant par translations le long de lÕaxeOx. DÕaprès le Lemme1.2,
une telle trajectoire optimale nÕadmet pas de retour en arrière.

2. Une extr«emale en temps petit ne peut pas atteindrey(Tf ) = 0 avec une strat«egie
de la forme (4.3), le contröoleu doit donc devenir n«egatif. Par cons«equent, il existe
un intervalle non-trivial de la forme]÷t, øt[ tel que :

Ñ y > 0 pour tout t $ ]÷t, øt[ et la quantit«e. (t) =
q)(y)

y
existe pour toutt $ ]÷t, øt[ ;

Ñ . (÷t) = 1 et . (øt) = " 1

Ñ Il y a un temps t , $]÷t, øt[ tel que. (t , ) = 0 et ú. (t , ) < 0.
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La d«eriv«ee de. (t) par rapport au temps, sur cet intervalle est à nouveau donn«ee
par lÕ«equation (4.5). Lorsque . (t , ) = 0 , nous avonsu = 0 et ú. (t , ) = " H+(y)

y2 ,
alors H doit öetre strictement positif aÞn de r«ealiserú. (t , ) < 0. Un arc singulier
avecy = 0 nÕexiste pas puisque cela impliqueH = 0.

3. Comme pr«ec«edemment, nous d«eÞnissons la quantit«e. (t) = q+(y)
y sur les inter-

valles avecy /= 0, et nous trouvons une expression deú. (t) Ñ voir lÕ«equation (4.5)
ci-dessous. Le long dÕun arc singulier, nous avons. (t) = 1 et ú. (t) = 0 , et selon
lÕexpression (4.5), nous obtenons lÕ«egalit«e suivante :

0 = "
H) (y)

y2
"

K)
!
(y)

) (y)

Ce qui ne peut öetre vrai si)
!
(y) est n«egatif.

4. Les deux expressions sont facilement obtenues comme suit :

Ñ la r«esolution de lÕ«equation0 = " H+(ys )
y2

s
" K+

!
(ys )

+(ys ) pour H , puisque úy = 0 le

long un arc singulier. Par cons«equent :H = " Ky 2
s +

!
(ys )

+(ys )2 .

Ñ la relation H = q0 (u(0) " K ) = q0 (1 " K ) produit lÕexpression deq0. En

e!et, " Ky 2
s +

!
(ys )

+(ys )2 = q0 (1 " K ) et ce qui implique :

q0 =
Ky 2

s)
!
(ys)

(K " 1)) (ys)2

Ñ Þnalement, lÕ«ecriture du HamiltonienH le long un arc singulier, H =
p0ys " ys

+(ys ) K , nous permet de fournir lÕexpression dep0. Par cons«equent,

" Ky 2
s +

!
(ys )

+(ys )2 = p0ys " ys
+(ys ) K et ainsi :

p0 = K
+ 1

) (ys)
"

ys)
!
(ys)

) (ys)2

,
.

!

4.2.2 M«ethodologie

Le problème de contröole optimal (P4) pour le proÞl de route r«epr«esent«e à la Fi-
gure 4.1, est r«esolu en suivant la m«ethodologie ci-dessous.
Nous cherchons dans un premier temps à d«eterminer lÕensembledes extr«emales sans
retour en arrière, en fonction de la valeur du temps Þnal.

1. Consid«erons la strat«egie (4.3). Nous v«eriÞons le signe de#+
#y (y(tc)) et ensuite nous

d«ecidons laquelle des strat«egies (4.3) ou (4.6) est extr«emale. Nous notonsøTf le
temps Þnal correspondant. Les strat«egies (4.3) et (4.6) sont r«epr«esent«ees par les
Figures4.2 et 4.3 respectivement
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2. Pour tout Tf > øTf , les strat«egies de la forme (4.7) ou de la forme (4.8) sont
extr«emales et donc candidates à lÕoptimalit«e. Ces strat«egies sont illustr«es dans les
Figures4.4 et 4.5 respectivement.

3. Si la strat«egie (4.3) est extr«emale, alors, pour toutTmin < T f < øTf , la strat«egie (4.9)
est extr«emale et d«etermin«ee à lÕaide du Lemme (4.4).

4. Si la strat«egie (4.6) est extr«emale, alors il existe un tempsTmin < T lim < øTf tel
que :

Ñ la strat«egie (4.9) est extr«emale pourTmin < T f < T lim ;

Ñ pour Tf > T lim , la strat«egie extr«emale est de la forme (4.10) ou (4.13) et est
d«etermin«ee à lÕaide des Lemmes (4.5) et (4.6).

Elles sont illustr«ees dans les Figures4.7 et 4.8 respectivement.

5. Finalement, si Tf ) Tback, on en conclu que la trajectoire extr«emale trouv«ee est
optimale. Dans le cas contraire, nous proc«edons à une «etude num«erique aÞn de
d«eterminer sÕil existe des extr«emales pr«esentant un retour en arrière. Par exemple,
pour Tf = 4.48 la trajectoire pr«esent«e à la Figure4.8 est consid«er«ee optimale.
Des trajectoires extr«emales poss«edant des retours en arrière sont pr«es«ent«ees dans
les Figures4.9 et 4.10.

AÞn de mieux comprendre cette dernière «etape, nous avons e!ectu«e une exploration
num«erique par la manipulation des valeurs dep0 et q0. Comme attendu, les trajectoires
extr«emales pr«esentant des retours en arrière existent.Un fait int«eressant est que de
telles extr«emales ne sont pas n«ecessairement optimales. Dans la Figure4.9, un exemple
de trajectoire optimale avec retour en arrière est pr«esent«ee. La fonction de rendement
est la möeme que celle utilis«ee pour d«eterminer la trajectoire de la Figure4.2. Dans ce
cas, la strat«egie avec retour en arrière de la Figure4.9 coöute moins que la strat«egie de
la forme (4.8) Ñ puisque les arcs avecy = 0 ont un coöut nul, la strat«egie (4.8) coöute
la möeme chose quelle que soit la valeur deTf > T 1,s,0

f .
DÕun autre cöot«e, la Figure4.10 montre une trajectoire extr«emale qui admet un

retour en arrière. Cette trajectoire est obtenue pour une fonction de rendement) (y)
telle que) (0) est 20 fois sup«erieur à celui utilis«e dans la Figure4.9Ñ il sÕagit là du seul
paramètre qui à «et«e modiÞ«e dans la conception de) . Les maximums des deux fonctions
coöut sont identiques, et sont obtenus pour les möemes valeurs dey. Dans ce cas, le coöut
associ«e à la strat«egie (4.8) est «egal à 0.73, et la strat«egie de la Figure4.10 nÕest pas
optimale. Dans les Figures4.9d et les Figures4.10d , les valeurs visit«ees par chacune
des fonctions de rendement lorsqueu = " 1 sont mises en «evidence. Les Figures4.9det
Figures4.10d, mettent en «evidence une information similaire pouru = 1. Les di!«erentes
couleurs sont à associer aux Figures4.9cet 4.10c.
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Chapitre 4 - Un cas de route non plane
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Figure 4.9 Ð Trajectoire optimale du problème (P4) pour Tf ! 17.75. Le coöut associ«e
est ! 1.61 tandis quÕil est! 3.605 pour la strat«egie (4.8) Ñ cf. Figure 4.2.
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Chapitre 4 - Un cas de route non plane
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Figure 4.10 Ð Trajectoire extr«emale du problème (P4) pour Tf ! 17.75. Le coöut
associ«e est! 1.02 tandis quÕil est! 0.73 pour la strat«egie (4.8) avec la fonction de

rendement des Figures4.10det 4.10e.
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Chapitre 4 - Un cas de route non plane

4.3 Cas particulier : fonction de rendement constante

Comme pr«ec«edemment, il nÕy a pas dÕextr«emale anormale dès que Tf > T min .
Comme nous lÕavons vu dans le Chapitre3.2.1, la fonction de rendement peut-öetre
consid«er«ee identiquement «egale à 1, et le Hamiltonien normal est :

H = py + q(u " K ) " | yu|

Nous commenücons avec la strat«egie

u(t) =
7

1 sur [0, tc[
0 sur [tc, T1,0

f [
(4.15)

où tc et Tf ont «et«e donn«es par lÕ«equation (4.4).

Lemme 4.7 1. La strat«egie (4.15) est extr«emale et singulière.

2. H = 0.

3. Pour tout Tf > T 1,0
f , alors la strat«egie suivante

u(t) =

2
3334

3335

K pour t $ [0, t1[
1 pour t $ [t1, t1 + tc[
0 pour t $ [t1 + tc, Tf " t2[
K pour t $ [Tf " t2, Tf [

est aussi extr«emale singulière, oùt1 * 0, t2 * 0 et t1 + t2 = Tf " T1,0
f .

Preuve 4.7 1. La strat«egie (4.15) est telle quey * 0 pour tout t * 0, ainsi le
Hamiltonien devient :

H = py + q(u " K ) " y|u|

Par cons«equent, 7
úp = 0 0 p = p0

úq = " po+ |u|

De plus, commeu(Tf ) = 0 , alors " y(Tf ) ) q(Tf ) ) y(Tf ), ce qui implique
q(Tf ) = 0 , H = 0 et Þnalementq(0) = 0 . Nous avons donc :

7
q(tc) = (1 " p0)tc

y(tc) = (1 " K )tc

Alors p0 = K puisque la commutation entc indique queq(tc) = y(tc). On en
conclu directement quey(t) = q(t) pour tout t $ [tc, T1,0

f ], la relation est donc
vraie pour tout t $ [0, T1,0

f ]. Nous avons ainsi montr«e que (4.15) est une strat«egie
extr«emale singulière.
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Conclusion

2. Ce fait apparaöõt dans la preuve de (1).

3. Un arc singulier de la formey = 0, úy = 0 implique H = 0, ce qui est compatible
avec le point pr«ec«edent. !

LorsqueTf < T 1,0
f nous nous int«eressons à la strat«egie :

u(t) =

2
4

5

1 sur [0, t1[
0 sur [t1, t2[
" 1 sur [t2, Tf [

(4.16)

Lemme 4.8 1. Pour Tf < T 1,0
f , la seule strat«egie extr«emale est la strat«egie (4.16).

2. Les temps de commutation,po et qo sont donn«es au Lemme (4.4).

Preuve 4.8 1. Comme Tf < T 1,0
f , alors q(Tf ) /= 0 et par cons«equentH /= 0.

DÕaprès le point1 de la section2.3 , alors úy = 0, y = 0 nÕest pas un arc singulier.

Soit * > 0 tel quey < 0 sur ]0, *[, consid«erons la quantit«e. = q
y et calculons

sa d«eriv«ee :
ú. = "

H
y2

Si H > 0, alors . d«ecroöõt ind«eÞniment auquel cas seule une commutation du type
u = 0 vers u = " 1 peut avoir lieu, et y ne changera jamais de signe.
Si H < 0, il ne pourra donc pas y avoir de commutation vers le contröoleu = " 1
et y(Tf ) = 0 ne pourra pas öetre atteint.
On en d«eduit quÕune extr«emale ne comprend pas dÕintervalle]0, *[ tel quey < 0.

Soit * > 0 tel quey > 0 sur ]0, *[, consid«erons la quantit«e. = q
y et calculons

sa d«eriv«ee :
ú. = "

H
y2

On en conclu queH > 0 et que la strat«egie (4.16) est extr«emale. En e!et, dans
le cas contraire,H < 0 la quantit«e. augmente et le contröole ne commute jamais.

2. Voir Lemme (4.4). !
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Conclusion et Perspectives

LÕobjectif de ce travail a «et«e de traiter la probl«ematique de la minimisation de
lÕ«energie d«epens«ee par un v«ehicule, en prenant pour cadre la th«eorie du contröole op-
timal. Nous avons, dans un premier temps, d«evelopp«e un mod`ele simple de la dyna-
mique longitudinale du v«ehicule et de sa consommation «energ«etique, ce deuxième point
constituant le coöut de notre problème de contröole optimal. Etant donn«e quece coöut
est non-di!«erentiable pour certaines valeurs de lÕ«etat etde la variable de contröole (ceci
«etant döu au fait quÕil repose sur la notion de travail absolu), alors les strat«egies op-
timales comprennent des inactivations du contröole. Par la suite, nous avons montr«e
que le problème ainsi obtenu nÕadmet pas de minimum en temps Þnal libre, et avons
donc proc«ed«e à une «etude en temps Þnal Þxe. Nous avons aussipropos«e un th«eorème
de r«egularit«e des contröoles candidats à lÕoptimalit«e,ce qui nous a permis dÕ«evacuer le
ph«enomène dechattering de lÕensemble des solutions. Finalement, nous avons «etudi«e
ce problème en nous appuyant sur le principe du maximum de Pontryagin, dans sa
version classique ainsi que dans la version propos«ee par F. Clarke.
Notre problème d«epend de nombreux paramètres, en termes defonction de rendement
et de proÞl de route, ce qui le rend di"cile à aborder directement. Ceci nous a amen«e
à d«eÞnir une s«erie de trois sous-problèmes que nous avonstrait«es dans ce manuscrit :

1. route plate, sans frottement ;

2. route plate, avec frottement ;

3. un proÞl de route non-plate, sans frottement.

Nous avons propos«e une solution en temps minimal pour chacun de ces trois sous-
problèmes et montr«e que, pour tout temps Þnal (Þxe) strictement plus grand, aucun
de ces sous-problèmes nÕadmet dÕextr«emale anormale. Nousavons aussi «etudi«e et ca-
ract«eris«e les arcs singuliers normaux. Les trois cas pr«esent«es ci-dessus, nous ont permis
de mettre en avant la richesse du problème consid«er«e. En e!et, tandis que les solu-
tions du premier cas «etaient limit«ees à des strat«egies de typebang-inactivation-bang
(et ce sans que la fonction de rendement nÕaie de röole à jouer), les solutions opti-
males du second cas sont de la formebang-arc singulier-inactivation-bangpour un
temps Þnal choisi assez grand. Ce ph«enomène a lieu ind«ependamment de la fonction de
rendement choisie. Cependant, dans le cas dÕune fonction de rendement non-triviale,
nous voyons apparaöõtre des strat«egies optimales de typebang-arc singulier-inactivation-
bang -inactivation-bang (la fonction de rendement «etant maximale le long de lÕarc in-
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Conclusion

diqu«e en gras). Finalement, le proÞl de route sp«eciÞque quia «et«e «etudi«e dans le troisième
cas, et qui requiert un arröet et un d«emarrage en pente, pr«esente tous les comportements
pr«ec«edemment observ«es auxquels sÕajoutent :

Ñ lÕinßuence de la fonction de rendement sur la pr«esence ou non dÕun arc singulier,

Ñ la pr«esence dÕarcs singuliers au d«ebut ou à la Þn de la trajectoire,

Ñ lÕapparition de trajectoires extr«emales pr«esentant un retour en arrière, certaines
de ces trajectoires pouvant öetre optimales.

Ce travail nous a donc permis de formaliser un problème de contröole optimal riche,
pr«esentant trois grandes perspectives.

1. LÕanalyse des arcs singuliers nous a permis de faire apparaöõtre une caract«erisation
sous la forme dÕune «equation di!«erentielle de la variabley(t), valable uniquement
sur les morceaux de route non-plane. Ainsi, les investigations num«eriques que nous
avons r«ealis«ees pour le troisième sous-problème, dans le butde faire apparaöõtre des
extr«emales avec retour en arrière, pourraient öetre compl«et«ees par une recherche
dÕarcs singuliers de ce type.

2. Une seconde perspective de travail consisteà traiter des cas dÕ«etudes suppl«ementaires
en commenücant par introduire un coe"cient de frottement dans le troisième cas
que nous avons abord«e. Notre but «etant ensuite de nous diriger vers des proÞls
de route plus g«en«eraux.

3. Une dernière perspective de travail se situe au niveau de la mod«elisation du coöut.
Trois modiÞcations int«eressantes nous semblent pouvoir öetre apport«ees.
La première est de consid«erer une fonction de rendement ayant pour arguments la
vitessey, mais aussi la variable de contröoleu. Ceci nous permettrait en particulier
de faire varier le rendement du système de conversion dÕ«energie en fonction du
signe de la variable de contröole (freinage Vs acc«el«eration).
La seconde piste consiste à relaxer lÕhypothèse) (0) /= 0, en consid«erant par
exemple une fonction de rendement ayant un d«eveloppement limit«e en 0 de la
formeCy+ O(y2) où C est une constante non-nulle. Cela aurait pour cons«equence
une mise à contribution du contröole plus fr«equente lorsque le rendement est haut.
En e!et, en proc«edant ainsi la fonction coöut ne sera plus nulle à vitesse nulle.
La troisième piste consiste à traiter ce problème en temps libre. Pour cela, il nous
faut modiÞer la fonction coöut, par exemple par lÕajout (sousle signe int«egral)
dÕune constante, p«enalisant ainsi les longs temps de parcours.
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Annexe A

Contröolabilit«e locale en temps petit
et accessibilit«e normale

Nous rappelons les principales notions de contröolabilit«e, ainsi que les deux th«eorèmes
utilis«es dans la preuve de notre r«esultat de r«egularit«e.Ces notions viennent principale-
ment de [16] où le sujet est trait«e en d«etails en toute g«en«eralit«e.

Soit un système de contröole de la forme suivante :

($ 0) úx(t) = F (x(t)) + u(t)G(x(t))

où x(t) $ Rn , u $ Uadm . L1
[0,* [ et Uadm est un ensemble de contröoles uniform«ement

born«es, admissibles pour ($0). Les champs de vecteursF (.) et G(.) sont suppos«esC1.
LÕensemble des contröoles deUadm constants par morceaux est not«eUstep . Uadm .

D«eÞnition A.1 Ensemble accessible
Soit x0 $ Rn . LÕensemble accessible de ($ 0), à partir x0, pour un tempsT > 0, est
d«eÞni comme suit :

A(x0, T) = { øx $ Rn t.q. - u $ Uadm t.q. la trajectoire x(t) de ($ 0) issue dex0 v«eriÞex(T) = øx}

LÕensemble accessible pour un temps strictement plus petit queT > 0 est not«e :

AT (x0) =
M

0%t<T

A(x0, t)

D«eÞnition A.2 Contröolabilit«e locale en temps petit (STLC)
Le système($ 0) est dit localement contröolable en temps petit depuisx0, si pour
tout T > 0, lÕensembleAT (x0) contient un voisinage ouvert dex0.

D«eÞnition A.3 Contröolabilit«e locale en temps petit Þx«e (STLCFT )
Le système($ 0) est dit localement contröolable en temps petit Þx«e depuisx0, si
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Contröolabilit«e locale en temps petit et accessibilit«e normale

pour T > 0 Þx«e, alors pout tout0 < t < T , lÕensemble accessibleA(x0, t) contient un
voisinage ouvert dex0.

D«eÞnition A.4 Accessibilit«e normale (NR)
Un point x f $ Rn est dit normalement accessible depuisx0 $ Rn par le système de
contröole ($ 0), si x f est accessible depuisx0 par un contröoleu $ Ustep.

Nous pouvons aussi introduire la notiondÕaccessibilit«e normale dÕun pointx f

en temps plus petit que T, à partir dÕun pointx0 si :

x f est normalement accessible depuisx0 par une trajectoire x(.) de ($ 0) telle que
x(0) = x0 et x( øT) = x f pour øT < T .

D«eÞnition A.5 Normalement auto-accessible (NSR)
Un point x0 est dit normalement auto-accessible par le système($ 0), sÕil est nor-
malement accessible depuis lui-möeme.

D«eÞnition A.6 Normalement auto-accessible en temps petit (STNSR)
Un point x0 est dit normalement auto-accessible en temps petit par le système
($ 0) si pour tout T > 0, il est normalement auto-accessible en un temps inf«erieur àT.

Proposition A.1 Si x0 est STNSR par($ 0), alors ($ 0) est STLC depuisx0 par des
contröoles pris dansUstep.

Th«eorème A.1 Sous lÕhypothèse que le système de contröole($ 0), v«eriÞe lÕune des trois
propri«et«es suivantes :

Ñ les champs de vecteursF (.) et G(.) sont r«eels analytiques ;

Ñ lÕalgèbre de Lie engendr«ee parF (.) et G(.) est de rang maximal ;

Ñ les champs de vecteursF (.) et G(.) sont C1 et localement born«es.

Alors les a"rmations suivantes sont «equivalentes :

1. ($ 0) est STLC par des contröole deUstep ;

2. ($ 0) est STLC par des contröole deUadm ;

3. x0 est STSNR par($ 0) ;

4. (" $ 0) est STLC par des contröole deUstep ;

5. (" $ 0) est STLC par des contröole deUadm ;

6. x0 est STSNR par(" $ 0) ;

Th«eorème A.2 Soit x0 $ Rn , un point normalement auto-accessible en temps petit
par le système($ 0). Soit T > 0 Þx«e. Alors tout point de lÕensemble accessibleAT (x0)
est normalement accessible depuisx0 en un temps plus petit queT.
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Remarque A.1 Si de plus, le pointx0 est un point dÕ«equilibre du système($ 0), alors
les deux th«eorèmes ci-dessus restent vrai en consid«erant la contröolabilit«e locale (ainsi
que lÕaccessibilit«e normale) en temps petitÞx«e.
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Annexe B

Code Mathematica de lÕexemple 1.1

In[1]:=
!" !"#" "#

$%$ &'

$( $ %%'

$) $ %*'

$* $ %+,&-'

$& $ %.'

$+ $ %%&'

$/ $ %(0'

12"$ $ 0,(-'

1234 $ 0,%-'

5 $ 0,(-'

In[2]:=
!" !"#$%&' &(' )'*+&( , - "#

-. $ /0 %/.1

-0 $ /2 %/01

-2 $ /2 %/31

-3 $ /3 %/41

-4 $ /5 %/41

-5 $ /6 %/51
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Code Mathematica de lÕexemple 1.1

In[3]:=
!" !"#$%&' ()"$'( *+, -+&'./'$&( "#

$0 $
1#*2

34
5

6$0 $ %$0 245

$4 $
1#*2

37
5

6$4 $ ��$0 %$4�� 27 & 6$05

$7 $
1#-+

38
5

6$7 $ $7 28 & 6$45

$8 $
1#-+

39
5

6$8 $ ��$7 %$8�� 29 & 6$75

In[4]:=
!" !"#$%&#%$ '(()() *" +,"-(,./ )(01#( *2(%& "#

!3 $ %
-3 45 5

5
& 6-3 45 7

!5 $ %
-5 48 5

5
& 6-5 48 &

-3 48 5

5
& 6-3 48 & !3 7

!8 $ %
-8 49 5

5
& 6-8 49 &

-5 49 5

5
& 6-5 49 & !5 7

!9 $ %
-9 4: 5

5
& 6-9 4: &

-8 4: 5

5
& 6-8 4: & !8 7

In[5]:=
!"#$"% ! xsi _" &# '( ! xsi $ )*+ ,- xsi %.,-+

'( ! xsi $ )-+ ,/ xsi %.,/+ '( ! xsi $ )/+ ,0 xsi %.,0+ '( ! xsi $ )0+ ,1 xsi %.,1+ 2 """" 3

4#$"%! xsi _" &# '( ��xsi $ )*+
,- xsi 0

0
%.,- xsi %5-+ '( ��xsi $ )-+

,/ xsi 0

0
%.,/ xsi %5/+

'( ��xsi $ )/+
,0 xsi 0

0
%.,0 xsi %50+ '( ��xsi $ )0+

,1 xsi 0

0
%.,1 xsi %51+ 2 �������� %63
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Code Mathematica de lÕexemple 1.1

In[6]:=
!" !"#$%&' ()* "+#! %& ()* ! ,-./012304 # ,5671 "#

8029 $ :;

<46=4 $ %>9;

<4-, $ ?:;

@9$ 9;

@A$ ?9;

#B674 $

C2=.4 ��&!<-5B1 ���� @��&@.2' ��
?

? ( (67 &(0146 &@.2'' >

/ 8��&@.2' ��
(67 &(0146 &@.2''

? ( (67 &(0146 &@.2'' >

/

@&9' �� 9/ 8&9' �� 8029 �� / ) @&@.2' / 8&@.2'* / ) @.2/ 9/ <4-, * ���� ;

#==21=1 $ C2=.4 ��&!<-5B1 ���� @��&@.2' �� %
?

? ( (67 &(0146 &%@.2'' >

/

8��&@.2' �� %
(67 &(0146 &%@.2''

? ( (67 &(0146 &%@.2'' >

/ @&9' �� 9/ 8&9' �� 8029 �� /

) @&@.2' / 8&@.2'* / ) @.2/ 9/ #D. &<46=4 '* ���� ;
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RŽsumŽ en fran•ais 
Cette th•se prŽsente lÕŽtude dÕun probl•me de contr™le optimal dont le cožt est non-diffŽrentiable pour 

certaines valeurs du contr™le ou de lÕŽtat, tout en restant Lipschitz. Ce probl•me nous a ŽtŽ inspirŽ par la 

problŽmatique gŽnŽrale de la minimisation de lÕŽnergie dŽpensŽe par un vŽhicule ou robot de type voiture le 

long dÕun trajet dont le profil de route est connu ˆ lÕavance. Cette problŽmatique est formulŽe ˆ lÕaide dÕun 

mod•le simple de la dynamique longitudinale du vŽhicule et une fonction cožt qui englobe la notion 

dÕefficacitŽ du processus de conversion ŽnergŽtique. Nous prŽsentons un rŽsultat de rŽgularitŽ des contr™les, 

valable pour la classe des syst•mes non-linŽaires, affines dans les contr™les, classe ˆ laquelle appartient notre 

probl•me. Ce rŽsultat nous permet dÕexclure les phŽnom•nes de chattering de lÕensemble des solutions.  Nous 

rŽalisons trois Žtudes de cas pour lesquelles les trajectoires optimales sont composŽes dÕarcs bang, 

dÕinactivations, dÕarcs singuliers et, dans certains cas, de retours en arri•re. 

 

Mots clŽs : optimisation de la consommation ŽnergŽtique ; arcs singuliers ; rŽgularitŽ ; fonction cožt non-

diffŽrentiable. 
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RŽsumŽ en anglais 
The present thesis is a study of an optimal control problem having a non-differentiable, but Lipschitz, cost 

function. It is inspired by the minimization of the energy consumption of a car-like vehicle or robot along a 

road which profile is known. This problem is stated by means of a simple model of the longitudinal dynamics 

and a running cost that comprises both an absolute value function and a function that accounts for the 

efficiency of the energy conversion process. A regularity result that excludes chattering phenomena from the 

set of solutions is proven. It is valid for the class of control affine systems, which includes the considered 

problem. Three case studies are detailed and analysed. The optimal trajectories are shown to be made of bang, 

inactivated and backward arcs. 

 

Keywords: energy consumption minimisation; singular arcs; regularity; non-differentiable cost function. 
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