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Optimisation de consommation pour un vehicule de
type voiture

Resume

Mots clefs - optimisation de la consommation energetique ; arcs singuliers ; regularite ;
fonction codt non-dilerentiable.

Cette thése presente |Oetude dOun probEme de cominptimal dont le coéit est non-
dilerentiable pour certaines valeurs du controle ou deg@t tout en restant Lipschitz.
Ce probEme nous a ete inspire par la problematique geale de la minimisation de
IOenergie depensee par un vehicule ou robot de type voiture le long dOun trajet dont
le probl de route est connu a IQavance. Cette problematicest formulee a I0aide dOun
modele simple de la dynamique longitudinale du vehicule et arfonction codt qui en-
globe la notion dOe"cacite du processus de conversionrggtique. Nous presentons un
resultat regularite des controles, valable pour la clagses sysemes non-lineaires, a"nes
dans les contréles, classe a laquelle appartient notre probEéme. Ce resultat nous per-
met dOexclure les phenoménes awttering de IOensemble des solutions. Nous realisons
trois etudes de cas pour lesquelles les trajectoires optimales sont composees tdages
dOinactivationsdDarcsinguliers et, dans certains casge retours en arrre.
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Optimisation of energy consumption for a car-like
vehicle

Abstract

Keywords - energy consumption minimisation ; singular arcs ; regulayit non-di'erentiable
cost function.

The present thesis is a study of an optimal control problem hawg a non-dilerentiable,
but Lipschitz, cost function. It is inspired by the minimization of the energy consump-
tion of a car-like vehicle or robot along a road which proble is known. This problem
is stated by means of a simple model of the longitudinal dynaos and a running cost
that comprises both an absolute value function and a functiothat accounts for the
e"ciency of the energy conversion process. A regularity result that excludebattering
phenomena from the set of solutions is proven. It is valid for the class of control af-
Pne systems, which includes the considered problem. Threese studies are detailed
and analysed. The optimal trajectories are shown to be made of bang, singular arcs,
inactivated and backward arcs.

Vii



viii



Table des materes

Table des bgures

Introduction

1 Modelisation et description du probEme

11

1.2
1.3
1.4

Modelisation . . . . . . . . . . ...
1.1.1 Dynamique dusyseme . . . . . . . . ... ...
1.1.2 Fonctionco@t . .. .. .. ... ... .. .. .. .. ...
Probeme de controle optimal en temps Pnalbxe . . . . .. ... ...
Regularite des controles . . . . . . .. .. . ... ... . ..
Trajectoires sans retouren arrére . . . . . . . . . ... ...

2 Analyse par le Principe du Maximum de Pontryagin

2.1
2.2
2.3
2.4

3.1
3.2

4.1

4.2

4.3

Probeme en temps minimal . . . . ... ... .. ... .........
Types de trajectoires . . . . . . . . . . . e
Etude des arcs singuliers . . . . . . . .. ... .. ... ..
Nature des Trajectoires et cas dOetudes . . . . .. ... .. .....

Resolution du probBme dans le cas dOune route plate

Route plate, sans frottement . . . . . . . .. ... ... .. ... ....
Route plate, avec frottement . . . . . .. . .. .. ... ... ... ...
3.2.1 Fonction de rendement constante . . . .. ... ... ... ...
3.2.2 Fonction de rendement non constante . . . . . . ... ... ...

Un cas de route non plane

Analyse des extremales sans retourenarrere. . . . . . .. .. ...
4.1.1 Trajectoires extremales avec un controlgT;)=0. . . .. . ..
4.1.2 Autres trajectoires extremales sans retour en ame. . . . . . .
Resolution du probeme de contrdle optimal . . . . ... ... .. ..
4.2.1 Trajectoire entempspetit . . ... ... ... ... .. ... ..
4.2.2 Methodologie . . .. .. ... .. ... .. .. ...
Cas particulier : fonction de rendement constante . . . . . ... .. ..

35
35
41
43
54



Table des materes

Conclusion 82
Annexes

A Contrélabilite locale en temps petit et accessibilite normale 87
B Code Mathematica de IOexemple 1.1 90
References 92



Table des bgures

1.1 Modelisation et notations. . . . . . ... ... ... ... 4
1.2 Representation graphique de la construction du probéda route. . . . 9
1.3 Exemples de fonction de rendement. . . . . . .. .. ... ... .. ... 11
1.4 Strategie de controle de typa, , ((t) . . . . . . . . . ... 12
1.5 Strategie de controle de type(t) . . . . . . . . .. ... 13
1.6 Trajectoirede #f) . ... .. .. . . . . ... 22
2.1 Condition de maximisation danslecasnormal.. . . . .. ... ..... 29
3.1 Strategie optimale dans le cas dOun sys&éme double integrateur . . . .40
3.2 Trajectoires optimales et non-optimales dans le cas d®uoute plane
avec une fonction de rendement constante. . . . .. .. .. ... .... 53
3.3 Trajectoire optimale du probkeme P3) avec une fonction de rendement
non constante,Tr < Tiim . . . &« v v v v v i i e e e e e e e e 57
3.4 Trajectoire optimale du probeme P3) avec une fonction de rendement
non constanteTs > Tim . . . . v o 0 v v e e e e e 58
3.5 Trajectoire optimale du probeme P3) avec une fonction de rendement
nonconstanteTs > Tiim - .« v v v v e e e e e e e e e e 59
4.1 Derivee dé par rapporta x et probl de la route dans les coord:'(h). 61
4.2 Trajectoire extremale correspondante a la strateg@.3) . ... .. .. 66
4.3 Trajectoire extremale correspondante a la strateg@.6) . . .. .. .. 67
4.4 Trajectoire extremale correspondante a la strateg@.7) . . .. .. .. 68
4.5 Trajectoire extremale correspondante a la strategi@.6) . . .. .. .. 69
4.6 Trajectoire extremale correspondante a la strateg@.9 . ... .. .. 71
4.7 Trajectoire extremale correspondanta la strategiet(10 . . ... ... 73
4.8 Trajectoire extremale correspondanta la strategiet(13 . . ... ... 75
4.9 Trajectoire optimale du probeme P,) pour T ! 1775 . . . .. .. .. 79
4.10 Trajectoire extremale du probemeR,) pour T; ! 1775 . ... .. .. 80

Xi



Xii



Introduction generale

Ce manuscrit de thése presente des elements dOetude du probEme gersei@bg-
timisation energetique dOun vehicule de type voiture @dun robot mobile. Nous avons
formule cette problematique dans le cadre du contrdle optimal, en particulierous
avons choisi de tirer parti des proprietes specibPques a urataon-dilerentiable pour
certaines valeurs de |Oetat ou du contréle. En elet, comme cela est maintenant bien
connu,voir[, , , , , , ], uncodtde ce type peut avoir pour consequence la
presence dOinactivations dans la strategie de controle. COest-a-dire que le controle est
nul, ou inactif, sur un ou plusieurs intervalles de temps notriviaux. Comme cela a
ete mis en avant dans de precedents travaux, par exemple, [ ], ce type de com-
portement semble tout & fait pertinent lorsquQil sOagit de n@ider un probEme de
minimisation energetique. En elet, les inactivations jouent le réle dOun mecanisme de
selection des moments al appliquer un contrdle est le ple%ace.

Abn de formaliser mathematiquement ce probeme, nous avoasnotre disposi-
tion une litterature vaste, principalement dé a la largepalette de choix qui sOolre a
nous concernant la faiéon de modeliser dOune part la dynamidu vehicule, dOautre
part le codt, et enbn selectionner une methode de resmntdu probEme. Dans ce
travail, a IOexemple de ce qui est fait dans; , , ], nous ne nous attachons
qu®a modeliser la dynamique longitudinale du vehicule. Ugtteur interesse par des
informations concernant une modelisation tant transvergaque longitudinale de la dy-
namique pourra consulter [ , ]. De plus, nous avons decide de ne pas incorporer
de modéle mathematique du syseéme de conversion €nergetiqgue au modele dynamique
du deplacement, contrairementa [, , , ], mais plutdt dOinclure cet aspect du
probeme dans le codt comme cela a ete fait dar: [ ]. Pour ce faire, nous avons
recours a une fonction de rendement et au rapport entre puissance et rendement.
La notion de puissance que nous utilisons, qui justement nous permet dOintroduire
la non-dilerentiabilite du codt, est inspiree de precedents travaux menes sur la no-
tion dOinactivation. En particulier, nous nous appuyons siiz, ], ainsi que sur les
dilerents travaux des mémes auteurs portant sur la minimisation du travail absolu
dOun syséme mecanique actionne. Par exemple($) est un deplacement eti(t) une
force exterieure, alors le travail absolu de, calcule sur [Ointervalle [T] est

|
©T

A u(#)|d#

0
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LOoutil principal utilise dans cette thése est le principe du maximum de Pontrya-
gin [ ]. Ce principe a ete developpe par Lev S. Pontryagin et ses collaborateurs au
debut des annees 1960 et se compose de dilerents theorenawm@nt une serie de
conditions necessaires a IQoptimalite dOune trajectdxes conditions nous permettent
de calculer explicitement un ensemble de trajectoires, d& extremales, candidates
a 10optimalite, quOil faut ensuite analyser. Ce restifandamental de la theorie du
controle optimal est appele principe car il est possible de former plusieurs thecssm
dilerents selon la nature du probkeme rencontre. Dans la mesure ol notre fonction
co@it est non-dilerentiable pour certaines valeurs du contréle ou de I0etat, nausons
recours au theoreme developpe par F. Clarke |. Dans un second temps, certaines
simplibcations nous permettront de nous limitera une version classique dunpipe du
maximum.

Nous verrons que les strategies optimales du probeme gst eborde dans ce ma-
nuscrit sont composees de classiques arcs de tyja@get dOinactivations, mais aussi
dOarcs singuliers (determines par I0analyse ou la at@nv successive de la fonction
de commutation, voir [, , ]). Nous examinons aussi dOautres types de trajectoires,
possiblement solutions du probEme formule, diteajectoires avec retour en arrere
et dont IQoccurrence est fortement liee au probl de route considere.

Organisation du manuscrit

En plus de la presente introduction, ce manuscrit est compose de quatre chagi
et dOune conclusion.

Le premier chapitre porte sur la modelisation et la descrijgin du probeme. Une
premiere section concerne la modelisation de la dynamique du vehicule et du criere a
minimiser. Dans une seconde section, nous examinons IOexistence de trajectoires opti-
males. Les deux sections suivantes presentent un important resultat sur la regularite
des controles optimaux, et un lemme qui nous permet de simpliber notre probEme
pour certains probls de route.

Le deuxeme chapitre est dedie a |Oanalyse du probEmar ga version du prin-
cipe du maximum de Clarke | ]. A la suite de quelques dePnitions preliminaires et
de I0enonce de la version du principe du maximum de Clarkee premire section
porte sur I0etude du probEme en temps minimal associes ktudes, dOune part, des
trajectoires anormales et normales, et dOautre part, des arcs singuliers font IOobjet des
deux autres sections de ce chapitre.

Le troiseme chapitre est consacrea IOetude du prabe du vehicule sur route plane.
Il est divise en deux sections. La premire traite du cas safrottement, tandis que la
seconde porte sur le cas avec frottement. Nous voyons alorpa@dtre des solutions
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optimales comprenant un arc singulier.

Enbn, le quatréme chapitre porte sur IOanalyse de notre probEme pourpmobl de
route specibque. Nous verrons apparaitre un nouveau cortgmoent singulier ainsi que
des trajectoires avec retour en arrre candidates a |Qiopalite. Une courte section, en
Pn de chapitre, presente le cas particulier dOune fonctierdndement triviale dans le
contexte de ce probl de route.

Contributions

Cette thése a donne lieu a une prepublication ainsi qu@&s presentations et dis-
cussions des resultats lors de conferences nationales et internationales, comme cela est
precise ci-dessous :

Prepublication

¥ Ouazna Oukacha, Nicolas BoizotConsumption minimisation for an academic
vehicle Submitted to OPTIMAL CONTROL APPLICATIONS and METHODS.
2016.< hal " 0138465>

Communications Internationales

¥ Ouazna Oukacha, N. Boizot, J-P. Gauthier, M. AideneQptimisation de la consom-
mation dOune voiture electrique : un cas simpf@olloque sur IOOptimisation et
les Syseémes dOInformation COSI02014, Bejaia, (Al§e8icl0 Juin 2014.

¥ QOuazna Oukacha, N. BoizotMinimisation L de la consommation dOune voityre
Journees SMAI-MODE, Toulouse (France), 23-25 mars 2016.

¥ Ouazna Oukacha, N. Boizot,Consumption minimisation for a car-like robot :
Case study for a non-3at road probldn :6th International Conference on. Sys-
tems and Control (ICSC). DOI : 10.1109/IC0SC.2017.7958672, p. 334-341. 2017.

Communications Nationales

¥ Ouazna Oukacha, N.Boizot, JP.Gauthier, M.AideneOptimisation de consom-
mation €nergetique pour un vehicule de type voitu@me Journees ScientiPques
LAROMAD, Tizi-ouzou (Algerie), 28-30 octobre 2013.

¥ Ouazna Oukacha, N.Boizot,Optimiser la consommation dOun vehicule le long
dOun trajet 9 éme Journees Scientibques, La Recherche a IOUniversi@mes
Rencontres CARTTO15, Toulon (France), 21-22 avril 2015.






Chapitre 1 - Modelisation et description du probEme

1.1.1 Dynamique du syseme

Le bilan des forces exercees sur la voiture sOecrit :

F=m% (1.1)

ol m est la masse de la voiture%= ("7 ) IQacceleration de la voiture &t designe
IOensemble des forces appliquees sur la voiture.

Comme schematise a la Figurd.l, cette voiture est soumise aux quatre forces
suivantes :

$
1.G= 4 G-, Gy  : laforce de gravite;

2.R= " R-,Ry_ :la reaction de la route;
3.f= #f--,fh . la force de frottement, opposee au mouvement.
4. F= F.,F, :laforce motrice.

En suivant les notations du schema de modelisation de la Figul.l, les quatre
forces sOexpriment de la maniere suivante :

% & % & % & % _ &
F cos() G = 0 " f cos() _ " Rsin(l)

F= 0 Esing) mg "7 wtsing) "R Reost)

1. nous ne considerons que les frottements visqueux, par cmgntf sera propor-

tionnelle a la vitesse du mouvement#f # = &#V#H= & '@ 4 I*i'z, avecV = (UH)
et & > 0 est constant;
2. R=mgcos(), ai g est la constante gravitationnelle;

3. F est IOamplitude de la force motrice, il sOagit de la variabke abntrole du
probeme que I0on note dans la suite (i.e.u = F);

4.1 est I0angle entre IOhorizontale et la droite portee par le chassis du voituee (i
IOorientation de la voiture), autrement dit! represente la pente de la route.

De ce qui preadde, IOequatioh.{) sOecrit :

% & % & % & ( ) J— % &
" ucos() o "&sgn(q)xﬁ+ K2 cos() . " mgcos()sin(!)

M om T usint) T "mg " &sgn(y X2+ Kesin() mg cosi(!)
(1.2)

*
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Probl de la route

Le probl de la route est decrit par une fonctio@?, h = $("). Cette fonction permet
de determiner uniquement la valeur de IOandlé partir de la position " :

Do + ,
F$]" E’E[’ et!(")=arctan $ (") (1.3)

al $' represente la derivee d& par rapporta . Ainsi,

H=$'(")0 et n=8'()"+$' (")

+
. , ., # '
etalors'¥ + WP ="¢ 1+ $'(")$2 . Par consequent, le sysemel(2) devient :
- - /
% & W% & % & e D % _ &
U Pucos) T, 00 5, e 18D eost) o mgeost)sin(!)

(1.4)

Le syseéme (.4 nOa en fait quOun seul degre de liberte et sa dynamique sensasu
1 [

m™= ucos((") " &4 1+($'(")*cos(") " mgeos¢()sin(!(") (15

(") = arctan($ ("))

Remarquons que le sysemel(5 est su"samment complexe pour rendre les
futures analyses dOautant plus di"ciles. Une trajectoire dee syseéme est debnie par
|Oabscisst et IOordonned qui est egale a la fonction$ ("), cOest a dire par le point
(",$(")). Une autre maniére de caracteriser ce sys€éme est d@seir la longueur dOarc
entre IQorigine et la position du vehicule sur la route. Noakons voir que cette pa-
rametrisation conduita une ecriture simplipee du sysee (1.5).

Abscisse curviligne

Soit x IOabscisse curviligne d& b(")), debnie par :

!"u
Xz 1H(E()T

0

Nous calculons® = %X 06 & 3 |Qaide de la relatiox = 1+ ($'(")).
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Ainsi xi= "0 1+ ($'("))% ce qui implique :
% 4 ’2&! 1
X=T LSS () 1+ $()
% % 4 L& &% . &1
1+ $() +SMS()E 1+ $()
+ % 4 &1%

SR ICLEETEEION

Substituons cette derniere equation dans le syseméa.4) :

4l 2 /

& 1+ (87 o i

= . %COSG (u)) " +rn($ ( )) COSQ (")) " gcose (")) sin (l ("))O W2 + hp 2
L almn2 /

&0 1+(3'(")’ + %

+$()- Ssing ()" g’ sin(1 (") + geos( ()0 F+ K

m

Apres simplibcation, nous obtenons :

_ + ,+ )l
% = % u" &Y 1+ ($' ("N mgsin( ("))  cos¢(")+ $()sin(I(") F+ K
(1.6)
Ensuite, nous calculons la quantite suivante : g, &
. U oy N Las SINCEE(M)
COSLEY+ SIS =008 148 () Loy
=cos(I(")) 1+$ (")tan(! (")
% o+ &
cf.(:1.3) cos((") 1+ $(") (1.7)
DOaprs 10equatidn®) nous avons :
+ + 'y
cos@ (")) =cos arctan $ (') = 1— (1.8)
1+($'(")°

et IOequationi(.7) devient :

cost(")+ $()sin(l(") = 1+($'(")?
Remplaitons cette dernire relation dans |Oequatidng, al?n dOobtenir :
( - T a2
u" &0 1+ ($'(")%" mgsin(l (") 1+ (8¢

1+($'(")°

X =

1
m

N|=
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Finalement, la dynamique de notre probEme est donnee par :
( , - *
u" &Y 1+($'(")%" mgsin( (")) (1.9)

3=

A chaque donnee de&, nous pouvons associer un unigue couplg @& (")), et par
consequence un unique angle Ainsi, ! peut-etre vu comme une fonction de :
& 1(x).

Nons notonsy = K et le syseme (.5 sOecrit alors :

2

3 Xi= Yy ( *
g3 yi= X u" &" mgsin('(x)) (1.10)

Il nous semble donc interessant de debnir le probl de la ®wous la forme dOune
fonctionx " !(x). Le probl de la route, dans le plan”( h) peut alors @tre reconstruit
sous la forme dOune courbe parametse® (", $(")) en suivant la methodologie ci-
dessous.

Debpnition du probl de routea partir de ()

DOaptes la debnition de IQabscisse curviligne

" . 1
AN (1.11)
1)
avec$ (x) = #i.(."(%)) =tan (! (x)).
APn de reconstruire la fonction de proE$(x), €crivons :
G ) _G M),
(x (" (x
=$ ("(x) % —s
1+($'(x)*
_. 8
1+($'(x)°
Ce qui donne :
($() _ . tan( (x) (1.12)
(x 1+ (tan (1(x)))?
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Dans la suite, IOanalyse du probEme de controle optimal resultant de cette modelisation
sera faite a 10aide du principe du maximum de Pontryagin. DOap®s ce ppacila
derivee partielle de la pentd (x) par rapport & la variable dOetatx (i.e. ’%) in-
tervient dans IOequation adjointe associee a la variable dOgtdar consequent, une
methode simple pour obtenir le graphe de(x) est de debnir tout dOabord la courbe
de la derivee de I0andl¢x) par rapporta x. Nous IQintegrons ensuite abn dOobtenir
la fonction ! (x). Finalement, on construit les fonctions"(x) et $ ("(x)) a partir des
equations (.17 et (1.12.

Exemple 1.1 Soit un probl de route debni par un anglgx) dont la derivee est formee
de six types de morcegux comme suit :

I'(X) est decroissant sux $]xg, Xs[,
I'(X) est decroissant sux $]xs, X[,
g I(x) est croissant surx $ [x4, X[,

g I'(x) est croissant surx $ [X7, Xg],

I(x) est croissant surx $ [xs, X2[,

I(x) est constant surx $ [X,, X4],
AVECX7 < Xg< X5<Xg4<X3<X2<X1.
Ce probl est illustre & la Figurel.2. Ce graphe a ete obtenu a IOaide du code presente
a I0ANnexeB.

g

I
15

S R S R R R | I S (1] IX||
120 115 10 I'5 5 10 15 )

Figure 1.2 B Representation graphique de la construction du probl de la route
X7="20Xe="15X5="9,X4="65Xx3="4,x,="1,x, =5.



Chapitre 1 - Modelisation et description du probEme

1.1.2 Fonction coot

Dans ce travail, on cherche a minimiser IO&nergie depensee pour deplacer une voiture
dOune position de depart jusquOa une position Pnale en un tefps
Soit D(t) le debit dOenergie. La fonction co@it associee est :

|
. Tf

D(#) d# (1.13)
0

Dans le but dOexprimer cette quantite comme une fonction @tat du sysemel(10),
nous utilisons la notion de travail absolu de la force motrice

Soit A le travail absolu de la force propulsive, en suivant la dekioin qui est pro-

posee dans | : \ .
- Tf

A= W] 14 (8'(")%d#
0
La puissance absolue instantanee associee au trakagst donnee pal‘é—’t*, et est reliee
au debita IQaide dOune fonction de rendement, notep:

dA

- PO

Cette fonction, dont la Figure 1.3 fournit quelques exemples, repond aux hypotheses
suivantes : :

son argument est la vitesse du vehiculey:= " 1+ ($'(x))?;

Zv 2

elle prend ses valeurs dans [Qintervalle ]0,1], pour tou$ R;

el

elle suit IOun des deux comportements suivants pour tgu$ R* (respectivement
R'):
1. ) (y) est identiguement constante;

2. ) (y) admet un maximumy®, est croissante sur JOy*[ et decroissante sur
Iy +( L
() (y) admet un maximumy' , est decroissante sury] , O[ et croissante sur

1"C Ly D)

N elle est derivable autant de fois que necessaire.

Finalement, la fonction codt est noted (u) et est donnee par IOexpression suivante :

=y , T)edi=  d .
W= e L+ (F )= o (1.14)

10
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"y

1.0

AN

. L
1.0 105 0.5 1.0

Figure 1.3 B Exemples de fonction de rendement.

1.2 ProbEme de contréle optimal en temps Pnal
Pxe

Dans la suite de ce travail, abn dOalleger les calculs, nous supposeronmaeéd
et g = 1. Aussi, nous limitons notre etude aux trajectoires partat de IQorigine, i.e.
position initiale nulle a vitesse nulle. Nous obtenons ainde probeme de contrdle
optimal suivant :

2 |

T
L " yul
Minimiser J(u) = —
R TC)
. =y
Sous les contraintes  ($) = U &y sin((x) pourt $ [0, T¢]
P)) %(O)& %O& %(T)& % &
1 X X( 1t Xt
X (0) = = , X(Ty) = =
@="yo o +X= ym) 0

[u(t)]) 1 pourt$ [0, T¢]

T; > 0 est bxe.

Existence des trajectoires optimales

DOaptes le Theome 2 de][inspire du schema de preuve de ], le probEme (P,)
en temps bPnal bxe admet une solution $ * Tyn, a0 Tmin €st le temps de parcours
minimal de X (0)a X (T;). En particulier, si Ty = Tni, , alors la solution optimale est
donnee par le probemePRi, ) presente dans la sectio@.1 Dans le cas contraire, le
probEme (P,) nOadmet pas de solution.

Dans le but dOelectuer une etude du probBmé{) en temps bnal libre, nous
remarquons quOun probl| de route specibPque, un codt quapge le temps de parcours

11
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ou encore une fonction de rendement speciPgug) sont necessaires. Ceci est illustre
dans le cas dOune route plate (ile& 0) par la proposition ci-dessous.

Proposition 1.1 Considerons le probeEmé&P,) avec une route plate (i.e! & 0). Sile
temps Pnal est libre, alors la valeur minimale de la fonction coat nOest pas atteinte.

Preuve 1.1
1. Cas de la route plate sans frottement :  Considerons une famille de contrdles

de la forme B voir Figurel.4 :
2
4 * si 0) t< %t

Upe®)=, 0 st %) t<T¢" % (1.15)
"*oosi T " %t) t<Ty
U gt

0.5

yit"

0.5
0.4
0.3|
0.2
0.1

10.51

! It
1.0 — 05 1.0 15 20 Xt

Figure 1.4 b Strategie de contrdle de type , ((t), cf. equ.(1.15.

Pour * > 0 bxe, le sysemég$ ;) est reduita un double integrateur et sa trajectoire
associee est donnee par :

N pour t< %t,

t2
X(t) = *—
(t) >
N pour %t) t<T;" %t,
%ot?
x(t) = *°7+ *OBL(L " 9%t)

N pour T; " %t) t<T;g,

e t" Tf +%t)?
x(1) = *07 + *O6t(Ty " 2%) + *%%t(t" Ti +%t)" «( . ot)

N pour t=T; :
%ot %ot ?
x(T;) = —; +rOG(Ty " 204) + *—;

Ainsi :
X(Tf) = *Ont (Tf " %t)

12
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DOapres cette dernére equation, IOexpressionTdeen fonction des donnees du

probEme est
_ Yot 2* + X

f = e (1.16)

La valeur du codt correspondante est :

It C Ty

Y dt+ Yt

W= 5w™ L oW

Remarquons que le codt tend vefslorsque%t ' 0, ou * ' 0. Dans les deux
cas, nous obtenond; ' ( et le codt minimum nOest pas atteint.

. Cas de la route plate avec frottement : Soit la famille de controéles suivante
b voir Figure1.5:
[ si 0) t< %t
u (t) = . 1.17
() "k s Ot) t<Ty (1.17)
Pour * > 0 bxe, la trajectoire de($ ;) associee est donnee par :
!t
1 2 3 z‘l 5 6 t y!t"
!0.3; — 0.1‘ 05 10 15 2.0 X!t
Figure 1.5 b Strategie de contrdle de type (t), cf. equ.(1.17).
N pour t< %, > 3 9
3 x(%t) = L wt+e 1
y(%t) = L'1v et

N pour %t ) t<Ty,

2 COIT g # $
3 x(Tr) et 1" 268 U4 T (1+28%L" &Ty))

S y(my = v gty g

&

13



Chapitre 1 - Modelisation et description du probEme

~ ~ # $ ~
De I0equatiory(T;) = O on tire IOexpressiofl; = In 2e* '" 1" que IOon re-
injecte dans la formule dex(T¢). La relation x(T;) = X; permet ensuite de cal-

culer : ( < % &
1 fo 1 2xf ! zxf

1
%Bt=—-In e + e~ e~ "1
T &

Comme%t 'L"(0 , il en va de méme poufl; . APn de demontrer que le minimum

fdu coat nOest pas atteint, il nous restea montrer qdigu;) V00, Commeld(u) =
Tt

ST uyyl LTyl
T R Y

minimum nOest pas atteint. !

——dt, alors le codt tend versO lorsque * " 0 etle

1.3 Regularite des controles
Pour tout tempst $ [0, T], a0 T est positif et Pxe, soit un syseme de la forme :
($0) Xxi= F(x)+ uG(x)

LOetat initial est not&, $ R", n > 0. Les champs de vecteurs(.) et G(.) sont Supposes
reels analytiques etu(t)| ) 1. LOapplication entree-sortie associee &)%®st :

&: R"%LL, " CY
(X0, u())  + x()

ol x(.) est la trajectoire de ($) associee a |IOetat initiady, et au controleu(.). Pour X
Pxe, nous utiliserons la notation & (u) = &( Xo, U). LOensembIe[OT] est muni de sa
topologie naturelle, C o] €St muni de la topologie de la convergence uniforme, Rt
de la topologie de la distance Euclidienne.

Soit +(.) une fonction continue. Le codt associe a une trajectoide ($,) donnee
par le contréleu(.) a partir de IQetat initial X, est noteJ(.) et est debni par :

J: R%LAL, " R

T

(X0, u())  + . [+ (x)uldt

Lemme 1.1 &(.) et J(.) sont uniformement continues.

Preuve 1.2 Tout dOabord remarquons que" %L et Cpyy sont des ensembles
metrisables, et en tant que tels, la continuite sequentielle implique la continuite uni-
forme.

1. Soit (un(t)) 4 Une suite de contrdles de[OT] convergeant vers une fonction(t)

(n)

et Xy’ une suite deR" convergeant sequentiellement vexg. Nous noteronsxp (t)

14



Chapitre 1 - Modelisation et description du probEme

la trajectoire de ($) issue de IOetat initiatf)m associee au controle,(t), et x(t)
la trajectoire issue de IQetat initiak, et associee au contréle(t). Nous avons
ainsi les relations :

!

xn(t) = xg” + tF(xn<#))+ Un (£) G (X (#)) d#,
0
! t

X(1) = Xo+  F(X(#)+ u(t)G(x(#)d#.
0

Maintenant, nous ecrivons I0expression Bg(t) = x(t) " Xa(t) :

| |
ot

+ , Ct
Ex®)= xo" x{V +  (F(X)" F(xa)) d#+  (UG(X)" UaG(Xn)) d#,
:_>7_@ -0 S? @ =0 >7 @
A B C

et nous reecrivons la partieC ci-dessus comme suit :

| |
ot ot

C= (u" uy)G(x)d#+ Un(G(x) " G(x,))d#
=0 > @ =0 > @
C1 CZ

alors, on peut majorer la norme dee,(t) comme suit :
HE,(D)#) # A#t+ #B# + #C #t + H#C,# (1.18)

En restriction a un sous-ensemble compact et G sont Lipschitz de constantes
respectivesK ; et K, et nous avons les inegalites suivantes :

(@ ,2> 0, -M$Ntelque,n> N, #A#< 1

(b) F est Lipschitz :
| |

ot
#B#)

HE(X) " F (Xn)#d#) Kl' t#En(#)#d#,
0 0

(c) G est borne superieurement (par une constante noti€g sur [0, T] et

|
t

HC1#) ) Hun(#) " u()Hd#,
0

(d) pnalement,, n, |uy|) 1, et G est Lipschitz, ce qui donne :
|
ot

HC#) K,  HE.(H)Hd#.
0

15
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LOinegalite.18) devient donc :

A ﬁ by by by
HE(O#) Bxo" xMArK,  H#HE.(HHIH R #u.(#)" UHdH K,  HE,(#)Hd#
0 0 0
(1.19)

La suite (un} converge au seni[loﬂ . ,%> 0, il existe un entier N tel que
ot
,n>N:K  #u," u#d# <% Ainsi pour n > max(M¥, N), (1.19 devient :

0

t T

HE (0% ) <b+*>+<K1+K2)'O HE (R i) (72""*)+(K1+K2).0 HE (Rt

Pour tout t $ [0, T], en utilisant le lemme de Gronwall :
HE,(D#) (B+ ¥t KT n> N,

Autrement dit, pour un * > 0 donne, nous pouvons choisif+ *) de sorte a ce
que pour toutn >N = max(M, N), #E,(t)# < * pour toutt $ [0, T].

Ce qui prouve la continuite de(.,.).

. Dans cette seconde partie, nous utilisons le resultat de continuite precedent et la
continuite deu +' | u| pour la topologieL *.

Comme precedemment,,(t) est une suite de contrdéles convergeant veusgt)

dans L%O,T]’ xg”) est une suite deR" convergeant versxg, et x, (resp. x) est la

trajectoire de ($,) issue dexé”) donnee par le controlal, (resp. Xo et u). Nous
ecrivons maintenant la dilerence :

!
[9(un) ™ I (u)] T |+ (Xn)un|dt" T I+(X)U|th
0 0 I

T T
. |+ (Xn)| (Jun| ™| ul)dt” . ul ([+ ()] " +(X)I)th

Puisque la suitex,(t) converge uniformement vers(t) dansC[%yT], il existe donc
une constanteM > 0, et un entier N(M) $ N tels que pour toutn 2 N (%/I),

nous avon§+(§n)| <M . Etant donne* > 0, il existe aussi un rangN 5= , et
un rang N = _de sorte que :

#, 9%
(a)

Un|"| U|@< 5= pour toutn >N  ——,

. 4.3
(b) E+(Xn)|"| +(x)|§< o= pour toutn >N L.

Par consequent, il existe un ran@j (*) tel que pour toutn > N (*)

| |
. T * . T *

dt + —dt=*
o 2MT o 2T

ce qui nous donne la continuite sequentielle dé.). !

[J(un) " J(U)| <M
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Theoeme 1.1 Soit PA le sous-ensemble db[l()’ﬂ compose des controles algebriques
par morceaux sur un ensemble de mesure totale N i.e. presque partout algebriques sur
un nombre Pni de sous intervalles d@, T]. On se donne un probeme de contrdle
optimal ge la forme :

1T

Minimiser Ju)=  +(XE)u)|d#

BO
Sous les contraintes ($o) X(t) = F(x)+ uG(x) pourt$ [0, T¢]

(Po) x(0) = Xo, X(T¢) = Xi,

u(t)]) 1 pourt$ [0, T¢]

T; > 0 est bxe.

sous les hypothéses suivantes :

(Ho) +(.) admet un maximum surR";

(H1) J(.) atteint son minimum sur PA, la valeur de ce minimum est notedy, ;
(H2) les trajectoires temps minimal dg($,) sont donnees par des controles A ;
(H3) ($0) est localement contrdlable en temps petit au poirt ;

(H4) (X¢,ur) est un point dOequilibre d& ) tel que+(x;)us & O.

Alors Jy est aussi le minimum deJ(.) sur Ly, 1.

Le theoeme reste valable sk est remplace parxg dans les hypothesesH33) et
(Ha).
Preuve 1.3 Spient un etat initial X, et un etat Pnalx;. Supposons quQil existe un
contréle u® $ L[lo,Tf ]\ PA’ joignant xo & x; tel queJ(u®) < Jy. Nous allons faire
appara@tre une contradiction avec [Ohypothdse;).

Alrmation : pour tout * > O, il existe un intervallel, . [0, T] de mesure* tel que
la trajectoire x® de ($,) donnee par le contréle® nOest pas la solution du probEme
temps minimal sur |Qintervallé, .

En e"et, si ce nOest pas le cas : il existe * > 0 tel que, pour tout intervalle
I, . [0, T] de mesure*, la trajectoire x® de ($,) donnee par le controle® est la
solution du probBme temps minimal sur IQintervalle.
Par consequent, dOaprs$if) : il existe * > 0 tel que, pour tout intervallel, . [0, T]
de mesure*, le controleu® $ PA.
On en deduit quau® $ PA, ce qui est en contradiction avec IOhypothés®$ PA.
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Nous allons maintenant debnir un nouveau controle a partir de u® comme suit :
1. t; ett, sont les fronteres del,, avec0) t; <t,) Ts;

2. pour toutt) ty, u(t) = u(t);

3. ensuite,u, (t) est la solution du probEBme temps minimal pou$ o) joignant x3(t,)

a X$(t2).
Le temps de parcours ainsi obtenu est notgi, : t; + tmin <to.
Le temps ainsi gagne est note: , = t," t1" thn.

4. Puisque($ o) est invariant en temps, pourt $]t1 + tmin, Tt " .1, i (1) = u¥(t,"
t1" thin +t) emmenex de Xx(t; + tmin ) = X(t2) a Xg.
5. EnPn,u, (t) = u; pourt $]T; " ,, T¢].
Ce nouveau controle emméne dong de Xga X; en un tempsT; " , < T;, ad , =

t," t1" tmin. La dilerence de codt entre la trajectoire associee a (noteex;) et celle
associee au® est :

ITi ITi
JUH " I(w) = OO+ () u ()] dt
0 0
!Il !tz I T¢

[+(x@®)u®)ldt+  [+(x@)u®)]dt+  |+(x(D)u(t)] dt

L >? @ >2 @ 2 >? @
A B C
Ity te¥ tmin
O ®))u ()| dt” |+ (x: (1)) ur ()] dit
Q > @ —h > @
D E
Ti ! ( ITs
" |+ (% (1) un (t)[ dt ™ |+ (% (1)) un (1)] dit
tgtmin ) @ Tél ( ) @
F G

1. DOapes la debnition de, A = D.
2. Les intervalles[t; + tmin, Tt " ,] et [to, T¢ ], ont tous les deux la méme mesure N
e, Tr" " t1" tmin = Tt " t,. De plus :
(@) pour t $ [0, Ti " to], U (ts + tmin + 1) = US(t2 + 1),
(b) X, (t1+ tmin) = x¥(t2),
(c) ($o) est invariant en temps.
Par consequent t $ [0, T; " to], X (t1 + tmin + t) = x3(ty + t).
Finalement, comme la fonction de coGt(.) est elle aussi invariante en temps,
alorsC = F.
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3. Puisque(x;,u;) = (X¢,us) sur[Ts " ,,T;], alors G =0 N cf. hypothése (H ).

Nous obtenons donc :

to t1¥ tmin

13(u®)" I(w)| = |+ (x(t))u(t)|dt " |+ (% () un (1)] dt
!t'[lz ttll!'tmin
) LIt ) luoldt
t1 %M %1 t1

) M(t2" t))+ Mtpn ) 2*M
ol M > 0 est le maximum de la fonction+(.) N cf. hypothése (Hy).

A partir de maintenant, * > 0 est bxe tel qué*M < M et x, est la trajectoire
de ($,) issue dexq engendree pau;.
Ceci a pour consequence de bxer le petit temps 0, ainsi que IOensemble accessible
de (" $o) a partir de x; en temps plus petit que. Cet ensemble est note\!( (X¢).
DOaptes [ ], voir aussi [Oannexa :
1. la controlabilite locale d€$ o) en temps court au poini; , implique la controlabilite
locale de(" $o) en temps court. ;

2. IOhypothése de reelle analycite H¢x) et G(x) entradne qug" $,) est auto-
accessible en temps court au poinxt ;

3. commex; est un point dOequilibre d¢ $,), alors I0auto-accessibilite est valable
en temps bxe.

Il existe donc un contrdleus, $ PA joignant tout point de Aé (Xf) en un temps exacte-
ment egal &, . Le codt dOun tel morceau de trajectoire est :

I
Ju " J(u®)

[+ (Xe(t))Ue(t)|dt) 2,M < 2*M < 3

(1.20)

Te! (

Nous allons maintenant construire uneL[lole]-perturbation deu,, noteeu(, appar-
tenanta PA. Remarquons que I@ensembﬂ{e (x¢) est independant de la construction
qui suit. Il sOagit & dOun point crucial de cette preuve.

Premérement, dOap@s le theo@me de Luzin (i.e. []), pour tout m > 0 il existe
une fonction continueC telle que{t : C(t) £ u,(t)} soit de mesure au plus egaler.
Cette fonctign ¢ esfyensuite saturee et 1 de sorte a obtenir une fonction continue
€ telle quefu, " €A, < 2m.

Deuxiémement, il existe une suite de polynomes, notge,} .., convergeant uni-
formement versg,. Ainsi, pour tout m > 0, il existe un polyndmeP de la suite{ Pn} .\

19



Chapitre 1 - Modelisation et description du probEme

qui soit m-proche de@ au sensLﬂO,Tf]. Nous prendrons comme controle(t) $ PA le
polyndmeP sature ent 1, et #u, " u# . < 2m+ m.

La continuite des applications&y,(.), et Jy,(.), cf. Lemme 1.1, nous garantit de
pouvoir choisir m et m tels que

L3 (u) " 3] < 250,
2. X((Ty " ,) soit proche dex;, a savoir x((T¢) $ A!( (X£).
Pour Pnir, le controles $ PA joignant Xoa Xs en un temps bxd; est debni par :

7 .
u((t) sio) t) T ",

&(0) = Ue(t) sinon.

En particulier, nous avons les relations) (&) = J(u¢) + J(ue) et

3" 3] < PEH I W) D) LW Bl <d (W)

Im " I (u) Im "I u#) Im " I (u#)
< 3 < 3 < 3

ce qui contredit la minimalite deJy sur PA N i.e. IOhypothése(H ;) N et conclut la
preuve.

Nous allons maintenant montrer comment ce resultat est conserve(s, Ug) est le
point dOequilibre autour duqués ;) est localement contrélable.

~

N Le controle u, (t) est construit de mankere similaire, sauf sur[0,,] al il est egal
a Up.

N Le petit temps , etant bxea |Qetape precedente, il en va de m&me pour IOensemble
accessible d€$,) a partir de xo en temps plus petit que @ A7 (Xo)-
Comme precedemment, le resultat portant sur |Oauto-accessibilite en temps court
nous garantit IOexistence dOun controlePde joignant X & tout point de AE' (Xo)

en un temps exactement. Le coat dOun tel morceau de trajectoire etant inferieur
s Jw ! I
a M.

3

N X, (t) designe la trajectoire issue dey en appliquant le contrdles, . Nous debnissons
¥ (#) = x, (T " #) dont la dynamique est :

ax, o dx (t)
d#t dt

="FC#)" u(Te " #GCx(#)
(Tr 1))
Le controletn (#) = u, (T¢ " #), pour #$ [0, Tz " , ], applique au sysemg" $)
joint donc x(0) = x¢ et x(T; " ,) = Xo.
Le theoeme de Luzin et la propriete de densite des polyndmes sont alors appliques
a la fonction &(#). Comme le Lemmel.1 sOapplique aussi au sysenie$,), il
existe donc un controlety $ PA tel que |J (&) " J(t&)| < w tel que
x(Te " 1) $ A (Xo).
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pral

En electuant un changement de variable similaire a celui du point precedent
N ie. x(t) = %x(T¢" t) N alors le controle uc(t) = 4(T; " t), pourt $
[, Tt ], applique au sysemé$ o), joint un point initial x((,) $ A (Xo)a x((Tr) =

x( (0) = Xf.

N Finalement, un controle dePA joignant Xoa X;, avec un codt inferieurady est
construit en appliquant le contréle joignankoa x((,) $ A{ (o) pourt $ [0,,],
puis u¢(t) pourt $ [,, Tt ]. !

Remarque 1.1 Le petit temps auto-accessible dg o) est un point cle de la preuve.
Comme on peut le voir dans le Corollairé.15 de [ ], ainsi que dans IQannex&, la
propriete & (.) et G(.) sont des champs vecteurs reels analytiquesO peut étre remplacee
par CF (.) et G(.) sont C! et localement bornesO.

1.4 Trajectoires sans retour en arrere

Le resultat que nous allons presenter dans cette section porte sur un cas parti-
culier. Lorsque la pente est identiguement nulle (i.¢ = 0), le probeme (P;) est
independant de la variablex, et cette situation correspond a la route plate. Dans ce
cas, le probeme P;) sera invariant par translation le long de 10ax®x du plan (x,y),
ce qui nous permet de simpliber ainsi IOexpression du coés®appuyant sur le lemme
ci-dessous.

Lemme 1.2 Considerons un probl de route tel que le probEn(B,) est invariant par
translation le long de 10ax®x dans le diagramme des phases ¢®:). Alors, toute
trajectoire presentant un Oretour en arréreO N i.e. un intervalle de temps non trivial
sur lequely < 0 N nOest pas une trajectoire optimale.

Preuve 1.4 Soit #(t) = ( x- (t),y- (t)) une trajectoire du syseme($ ;).

DOapmes le Theokmd.1, abn dOétre candidate a IOoptimalite, cette trajectoire est
constituee dOun nombre bni dOarcs. Supposong-qtieadmet un seul retour en arrre
et peut étre decrit de la maniere suivante :

7
y- (t) < O, sur [0, ty]

O U0 o, surftaTi]

Notons par#' le morceau de courbe correspondantg < O, et #* le reste de la
courbe. Nous allons maintenant construire une nouvelle trajectoire, not&e= ( X-, ),
nOinclutant pas de retour en arrére et dont le codit associe sera inferieur ou egala celui
de #. Les arguments de la preuve sont illustres dans la Figukes.

Operons une translation de#* le long de IOax®x de sorte a placer le point
A = (x-(t1),y (t1)) en(0,0). Cette nouvelle courbe, note#; .. €st representee sur la
Figure 1.6. Les instantst, et t3 sont dePnis comme suit :
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N soit B le point dOintersection entr¢t* et #;... , alors B = (x- (t2), y- (t2)) ;
N soit C le translate deB lorsque#;.,,s estramene su#* , alorsC = (x- (t3), y- (t3)).
La trajectoire %est alors :
2 +
4 #trans (t + tl) sur O) t ) t2 ! tl,

#+(t+ t3) surt," tl) t) (tz“ t1)+(Tf " t3),
(X¢,0) sur(to" ty)+(T¢" t3)) t) Tg.

%) =

yit"

s

Figure 1.6 D Trajectoire de #()

Soit u- (resp. u-) le contrdle correspondanta la courbét (resp. %, et J" (u) (resp.
J*(u)) le codt associe :

Tyl e Cyeers P e
. Yo U Yo U Yo U Y- U y- U-
J (u) = dt = = _dt+ = _dt+ = _dt+ LLANNGEEY |
R T R T R T R 17 RAM T2
1 2 3
1tz | | 1Tt | | th! tll | (t2! ta)+( ¢! t3)| |
Yo Us Yo Us Ve Us Ve Us .
* 2 dt+ = _dt= dt + dt=J (u
I I R 1 R [ I I W
1 3 2! t1

Remarque 1.2 Le raisonnement utilise dans la preuve reste valable pour un nombre
Pni de retours en arrere.
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Chapitre 2

Analyse du probEme par le
Principe du Maximum de
Pontryagin

Dans le chapitre precedent, nous avons presente un pEold de controle optimal
dont le syseéme dynamique est non-lineaire et la fonction de codt est non-lisse. Le
principe du maximum de Pontryagin est la version mathematique la plus aboutie pour
determiner les trajectoires optimales dOun syséme cahdlecrit par des equations
aux derivees ordinaires. Dans ce chapitre, nous analysons le probeg),(en toute
generalite & IQaide de ce principe. Rappelons tout d@hloprobBme considere :

] Minimiser J(u) = o lyul
70 W
Sous les contraintes  ($) ;; ﬁ &y" sin(l (x) pourt $ [0, T¢]
Py cope X0t Ty xS
Ty T oo o XTIT ymy T

[u(t)]) 1 pourt$ [0, T;]

T; > 0 est bxe.

En raison de la presence, dans |Oexpression du codt, de la fonction valeur absolue,
qui nOest pas derivable a I0origine, nous nOallons pas utiliser dans un premier temps la
version classique du principe du maximum de Pontryagir: i].

Nous allons plutdt formuler notre probeme grace aprincipe du maximum etendu
de Clarke [ ].
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Chapitre 2 - Analyse par le Principe du Maximum de Pontryagin

Debnition 2.1 Trajectoire Admissible
Le couple(X (t), u(t)) est dit admissible si

1. X (t) est une solution du sysemé$ ;) pour le contrdleu(t),
2. les contraintes du probemeP;) sont veripees,
3. le codatJ(u) associe est bien depbni.

Debnition 2.2 Minimiseur local
(X %,u®) est appele minimiseur local sOil existe> 0 tel que pour toute trajectoire
admissible(X, u) telle que#X " X%#) * alors J(u) * J(u®).

En suivant [ ], si IOon noala dependance dynamique @&g)(par X = f(t,X,u)
et la fonction codt parJ(u) = "' d# et IOensemble des contrdles admissibles Par
alors le probBme P,) veribe IOhypothése Lipschitz suivante :

pour chaquet $ R et u $ U, il existe k(t,u) telle que
#(Xo,u) " f (X, u)#) k(t,u)#X," X#, X, X, $R" (2.1)

Theoeme 2.1 [ ] Soit (X%, u®) un minimum local pour le probEme(P,), ai IOhy-
pothése Lipschitz @.1) est veribee. Alors il existe un ar@(.) : [0,T;]"' R" ainsi
quOun scalaireq) 0 satisfaisant :

N la condition de non-trivialite
(-o,p(t)) £0, ,t$[0T], (2.2)
N IQinclusion adjointe (ou inclusion Hamiltonienne) pour presque tout$ [0, Tt ],
"(t) $ (xH (-0,p, X, u) (2.3)

al (x H est le sous-dilerentiel deH par rapporta X.

N la condition maximisante pour presque tout $ [0, T;],

_ — _ $ %
UT&)SH( 0, P, X,u) = H (-0, p, X*,U%)

al H sOappelle Hamiltonien, il est debni par :
H : R %R"Y*%R"%R™' R
avec

H(-0,p, X,u) = -of X, u)+ pf(X,u) (2.4)
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Chapitre 2 - Analyse par le Principe du Maximum de Pontryagin

Si le probEme est autonome, alors nous pouvons ajouter a ces conditions la constance
du Hamiltonien le long dOun minimum local :

H(-o0,p,x%u¥) = H
Si le temps bnall; est libre, alorsH = 0.

Remarque 2.1 Dans la suite de ce travail, le Hamiltonien sera toujours notd, et la
constanteH .

Debpnition 2.3 Trajectoire extremale

Une extremale du probemgP;) est un quadruplet(- o, p(.), X (.),u(.)) solution du
syseéme Hamiltonien forme par($,) et [Oequation2(3). Par extension, le contréle
dOune trajectoire extremale sera appele controle extremal.

DePnition 2.4 Trajectoire extremale anormale

On appelle extremale anormale une trajectoire extremale pour laquelle la constante
0= 0.

DePnition 2.5 Trajectoire extremale normale

On appelle extremale anormale une trajectoire extremale pour laquelle la constante
-0 < 0.

Debnition 2.6 Arc singulier

Un arc singulier est une extremale le long de laguelle le Hamlitonignest independant

du contréleu(t), voir [ ] par exemple. Dans la cas du probEnm(@,), il sOagit aussi dOun
morceau de trajectoire sur lequel le contréle nOatteint pas ses bornes. Ceci signibPe que
le contréle prend ses valeur a IQinterieur de I0enserable

Remarque 2.2 Generalement, la constante, est choisie egale a % ou" 1.

Appliquons maintenant le principe du maximum de Pontryagin a probeme (P,).
Les solutions optimales sont recherchees parmi les trajectoires extremales.

Soit P = (p, g le vecteur adjoint. Le Hamiltonien du probEme est :
% &

|yu| n n M # $ "
H(-O,P,X,u)=-om+ py+qg u" & " sin I(x) , avec-o${0," 1}
Les equations adjointes sont :
.. (H
= ((—X('O,P,X,U) (2.5)
" @i$ DyH (-0,P, X, u) . (2.6)

Le controle optimal maximise le Hamiltonien a chaque instanainsi :

u(t) =argmax H(-o,P,X,u) (2.7

|ul%1
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Chapitre 2 - Analyse par le Principe du Maximum de Pontryagin

Comme le syseme ($) est autonome, alors le HamiltonierH (- o, X, P, u,t) est
constant le long des trajectoires extremales :

H =max H(-o,P, X,u) (2.8
|u|%1

Puisque le probEme P;) est en temps Pnal bxe, il faut tout dOabord etudier le
probEme en temps minimal, abn de calculer le temps minimum, not&,, .

2.1 ProbEme en temps minimal

Le probkeme en temps minimal correspondant au probemeP() est :

2 o
Minimiser J(u) = a#
7 9
i X=y # $
Sous les contraintes  ($) iz u" & sin1(x) pourt $ [0, T;]
P %(0)& %0& %(T)& % &
O yo o XT= "y 0
u(t)]) 1 pourt$ [0, T;]
T; > 0O est libre.
Le Hamiltonien du probeéme P, ) est :
% ECE
H(" 1L,P,X,u)=py+q u" & " sin I'(x) " 1
et les equations adjointes sont :
., (H !
= (_x( 1,P,X,u) = gcos({(x))! (x)
agi= " (—H(" 1,P,X,u)= " p+ &q
(y
o !(x) = P8
Le maximum du Hamiltonien du probeme @, ) est :
% 4 $&
maxH = py" q &y +sin !(x) " 1+max{qu} (2.9)
|u|%1 |u]%1
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Chapitre 2 - Analyse par le Principe du Maximum de Pontryagin

Le controle est donc donne par :

2
4 1 1 g>0
u(t):sign(q):5 us[" 1,1 sig=0
"1 i q<0

Le probEme (Pmin ) nOadmet pas dOarc singulier. En elet, sOil existe un intenta
tel queg(t) =0 sur | et d(t) =0 sur H alors :

7
=00 p=pc
G="p0 p.=0

Cela implique que le vecteur adjoinP est nul ~(i.e. P=(0,0)le Ion~g de IQarc singulier.
Si-9 =0, alors (-9,P) =(0,0) surl, ce qui nOest pas possible dOapres le Theorhe
Si-g= "1, alors le Hamiltonien est :

H("1,P,X,u)="1 (2.10)
DOautre part, le temps Pnal est libre, alors :

H(" 1,P,X,u)=0
ce qui est en contradiction avec |IOequatich 10).

Par consequent, la solution optimale est donnee par le casle bang-bang suivant :

"1 dqto
u(t) = 39

"1 sig<O0 (2.11)

Puisque le syseéme (%) depend de plusieurs parametres, en particulier du probl
de la route, il est di"cile de determiner IQexpression de t@s minimal de mangre
generale. Nous indiquerons donc son expression dans chaemas dOetude que nous
traiterons dans la suite.

2.2 Types de trajectoires

Dans cette section, nous etudions les trajectoires extrelemanormales et normales
associees au probemePy).

Trajectoire extremale anormale

Le Hamiltonien anormal est donne par :
% &

#9
H(,P,X,u)= py+qg u" &" sin !(x)
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Chapitre 2 - Analyse par le Principe du Maximum de Pontryagin

La condition de maximisation @.8) devient :
0
S
H=py" g & +sin !(x) +r|n|a}>§{qu}
u|%
Nous remarquons que cette dernére formule est similairel®equation2.9), alors le
contréle extremal correspondant est donne par I0eqmat(2.11).

Trajectoire extremale normale

Le Hamiltonien normal est donne par :

% &
n n |yu| mn n H # $
H(" LP,X,u)="22—"+py+q u" & " sin !(x)
)(Y)
La condition de maximisation @.8) devient :
% &

. B . lyyl
H=py" q &+sin !(x) +max{qu" “—

|ul%1 )(Y)

Comme schematise a la Figure@.1, les trajectoires candidates a IQoptimalite sont
donnees par la strategie de contrdle suivante :

u(t) =argmax H(" 1,P,X,u) (2.12)
|u]%1
2 1 § q> -
+y)
% g us$ 01 siq= 2
= argmax qu" LA G 0 CHE %<q< % (2.13)
|uj%1 )(Y) " oY lyl !
u$ " 1,0] siq=" 5
"1 i q<n W

+(y)
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Chapitre 2 - Analyse par le Principe du Maximum de Pontryagin

gul M#.HE gul M#J#
n !yll n !yll
! (‘)4 ! 6.2 0‘.2 O‘.4 u ! 6.4 ! 6.2 0‘2 0‘.4 u
(a)q<..% | | (b)q='-%
y
qu! Ty"#.#
0.2;
'64 '62 ; 0‘2 0‘.4 u
ro.2f
!0.4;
!0.6;
!0.8;
|1.0:—
v 1yl Iyl
©" 55y <9< 3
gul M#ﬁf qu! M##
n !yll n !yll
! C‘)A ! 6.2 0‘.2 O‘.4 u ! 6.4 ! 6.2 0‘2 0‘.4 u
= Iyl
@) a= 5 (©) =5y <d

Figure 2.1 B Condition de maximisation dans le cas normal.

Dans la section suivante, nous nous interessons aux arc singuliers des trajectoires
extremales normales, et proposons une caracterisation @s trajectoires.
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Chapitre 2 - Analyse par le Principe du Maximum de Pontryagin

2.3 Etude des arcs singuliers

Dans le cas du probemeR;) un arc singulier est caracterise par un intervalle de
temps non-trivial | sur lequel IOune des deux relations suivantes est vraie :

oy .
) YT )

DOapres I0ensemble des rgles donnees par I0eqatidnleé Hamiltonien le long dOun
arc singulier est decrit par :
% &

#$
H=py" q sin I(x) +&  avecq(t)=

q=

MOIIS . 1y®l
) (y(D) ) (y(D)

Selon les valeurs prises par la variabigt) nous avons plusieurs cas a etudier :
1. il existet $ | tel quey(t) =0.
Dans ce cas, le Hamiltonien est egal a zero (ild. = 0) le long de la trajectoire
extremale correspondante.
2.y(t)> Oetqt)= X, ts$1.
Dans ce cas, le Hamiltonien est donne par :
% & % &
H=py" y Osin#' (x)$+ &y =y 0p" 1 +sin#' (x)$+ &y’
)(Y) ' )(Y) '
La derivee du HamiltonierH par rapporta la variable de tempst est :
D + E

O=y m" 1 cos#I (x)$| (x)xa+ &yu + ) (y)yj sm#! (x)$+ &y
» 5 , ) (Y
#

9" —— sin 05+ gy (2.14)
) (Y)

Cl:l )l(y) — #+(y) et! (X) _ #ZQXX) .

uq(t) =

DOapres I0equatioR.p), la derivee du vecteur adjoinp par rapporta la variable
de tempst est :

= qcos#! (x)$!!(x) 0 pm= %cos#l (x)$I (X)

Substituons cette derniére formule dans IOequatich 14 :

D N E

0=y Lcos#! (x)$!!(x)' 1. cos ! (x) l (X)Xi+ &yu s ) (2 sm#! (X)$+ &y

(¥) )Y) .\ ) )

#
+y p' % sin !(x)$+ &y
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Chapitre 2 - Analyse par le Principe du Maximum de Pontryagin

Apres simplibcation, nous obtenons :

D % L& % . &E
) L H STy (Y 2 .

0= "sin 1(x) —" " & " 2.15

L [ B E BB I M E®) (249
Cette derniere expression est de la forme :

8 # % 9

O=yp" sin!(x) A" B (2.16)
I + 1 y
— 1w oy+t(y) — 2 noy+r(y)
avecA = " Ty BT &Y " Sy

Selon 10equatior2(16), nous avons deux cas a etudier :
+

() siyi=0, alorsy est constant et egalay = z u" sin !(x)

# %
(b) siyE 0, alorsp" sin ! (x) A" B =0, la derivee de cette derniere expression
par rapport au tempst est :

i # 0%, # .
" cos !'(x) ! (x)¥A" sin I(x) A" BI=0 (2.17)
* ' ! ! 2y! NN
avecAl= yL et Bl= & 2A+ Ly ,ai L =" 200" ZO0 + — o et

) (y) = * 0,

De ce qui precdde, [OequatioB.{7) devient :

C+yD=0 (2.18)
+

Py " o 8 '
avecC =cos !(x) ! (X)557z etD =" 2&A sin I(x) + &y L.

La suite de cette analyse depend de la forme de la fonctib(x). Deux
possibilites se presentent alors :

i. si 22£ 0, cOesta dire si la fonction nOest pas constante par rapporta
Ia varlablex alors on peut etudier les comportements possibles pour les

arcs extremaux singuliers en utilisant IOequation dikettielle yi= " %

et ainsi :
#
¥i= 0010 i} (O g
2&+L-- a0/ R +Sm .(X) ey 2O Loy, 2(+1)°
+(y) +2(y) +(y)? +(y)? +(y)®
(2.19)

i. sOil existe un sous-intervalle$ | non trivial, sur lequel & #% =0, cOesta
dire si le syséme evolue sur un morceau de route sur qulsefonctlon
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de probl! est constante par rapportax, alors C = 0. Par consequent,
yD = 0 et puisque nous supposons queAl0, alors D = 0. La derivee
de D par rapport au temps est de la formeyHl.
En elet, nous avons :
+ . # $ ,
D="2&%A" sin!(x) +&y L

et ainsi

+

. , # \ ’
=" 2&A" cos !(x)$!:'95@(’1+ &y L "

s $ ;o
sin I(x) + &y W

=0

. . L N TN
Di=" 28yl " &L " sin I (x) + &y yK
,% N &
=y "3&L" sin!(x) +&y K
= >
E
0 =vE
! 1 "2 ! | "3
TK="30, 50 Wy e me YO " (y) =
cu”K R ) (7 w2 T e +y)? et) =
#+ (¥)
#y °

Puisque yut 0, alors E = 0. La derivee deE par rapport au temps est de la
forme yiF, ad F est une formule qui depend dg, ) (y) et de la derivee de (y)
jusqua IOordre quatre.

En fait, il nOy a pas de nouvelle information & obtenir de cette faion. En elet,
chaque derivee successive se presentra sous la for@i, y), avec G(x,y) = 0

et ad G(x,y) ne depend que de&, y et des derivees sugpes@ves)c{g) jusqufa
un certain ordre. Ainsi, en notantC; = p(t) et C, = sin !(t) , constants pour

tout t $ J . I, un arc singulier de ce type existe uniqguement si la fonction de
rendement est solution de :
% L+ &
H= C;" o) Co+ &y pourt$ J etyWiEO

Ce qui nOest presque jamais le cas.

. Autres cas :
Nous procedons de la m@me mankere dans les trois cas restant

= v Iyl .
(@) y>0etq=" J;

— vl .
(b) y<Oetqg= 55,
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Chapitre 2 - Analyse par le Principe du Maximum de Pontryagin

= Wl
() y<Oetg=" ;.

LOetude detaillee de tous ces cas nous conduita la mémelasion quOaupara-
vant, la formule (2.19 restant inchangee.

Proposition 2.1 Si la fonction de rendement est constante, i.8.(y) = )., et si le
probEme (P;) admet un arc singulier, alors il est de la formgi= 0.

Preuve 2.1 Si)(y) = ), alors IOequation2(15) devient :

RN -  E
O=y p" )— sin 1(x) +2&y
Cc
DOapmes cette formluj_e, ngus avons deux possibilitgs= 0 o# YIF 0.
Siyi£ 0 alorsp” )— sin I'(x) +2&y =0,etp= )— sin I'(x) +2&y etainsi:
C Cc

+ oy | :
ji= )1 cos !(x)$!'(><)7"1+2&3|f'J

Cc

~ # %,
DOautre part, nous avons fil = Xcos I'(X) ! (x). Les deux dernieres formules nous

permettent dOobtenir 2&yi= 0. Par consequent y1=0. !

2.4 Nature des Trajectoires et cas dOetudes

Dans la suite de ce travail, nous verrons que les trajectoires optimales sont com-
posees des morceaux de trajectoires suivants.
1. Arc bang
Un morceau de trajectoire est de typdangsi la variable de controle est egale
soita son maximum, soita son minimum.
2. Trajectoire avec inactivation
On appelle trajectoire avednactivation une trajectoire telle que la variable
de controle sOanulle sur un intervalle non trivial.
3. Arc singulier
Un morceau de trajectoire essingulier si son controle est compris dans ]1, 0
ou ]0, 1].
4. Trajectoire avec retour en arrére

On appelle trajectoire aveaetour en arrére une trajectoire telle que la vitesse
(y) devient negative sur un intervalle de temps non trivial.
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Chapitre 2 - Analyse par le Principe du Maximum de Pontryagin

Le probeme (P;) peut se decomposer en de nombreux sous-probemes : forme de
la route, avec ou sans frottements, etc. Dans cette thése, nous limitons notre etude a
trois conbgurations du probeme P;) que nous notons comme suit :

1. (P,) : route plate, sans frottement;
2. (P3) : route plate, avec frottement;;
3. (P4) : un probkl de route non-plate, sans frottement.

Les sysemes ($), i = 2, 3 correspondants aux probemedR),) et (P3) sont lineaires,
contrairement au systeme du probeme R,), qui est non-lineaire.
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Chapitre 3

Resolution du probEme dans le cas
dOune route plate

Dans ce chapitre, nous traitons le cas simple dOune route plane. Il est organise
comme suit : dans la sectior3.1, nous abordons le cas sans frottement, tandis que la
section3.2 est dediee au cas avec frottement.

3.1 Route plate, sans frottement

Dans cette section, nous allons nous interesser au prob& simplipe suivant : la
route est plate (i.e.!(x) = 0) et le coe"cient de frottement & est nul. Le probeme

corregpondant est donne par : |

STyl
Minimiser J(u) = ——d#
SN TCY)
7
Sous les contraintes () ;; y pourt $ [0, T¢]
(P,) %X(O)& %0& %X(T)& %x &
X (0) = = , X(T¢) = o= 0
©=" yo o D=y 0

[u(t)]) 1 pourt$ [0, T;]

T¢ > 0 est bxe.

Remarquons que ($) est un syséme double integrateur. Le probeme en temps
minimal correspondant est le premier exemple traite dans ; Ch. 1]. En particulier,
les solutions sont de type bang-bang avec au plus une commutation. La strategie de

controle est :
1 pour0) t< %t,

Unin (1) = 1 pour %) Tmin
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Chapitre 3 - Resolution du probEme dans le cas dOune route plate

et la formule du temps minimal est decrite par :
1__
Tmln =2 Xt (31)

Dés queT; > T min, il NOy a pas dOextremale anormale, nous nous concentroms sl
les extremales normales.

DOaprs le Lemmd.2 la trajectoire optimale est & chercher dans la classe des
courbes telles queg/(t) * 0. Le Hamiltonien normal associe aR;) est donc donne par :

mn mn ylul
H™M™1P,X,u)=" —/—+ + qu
( ) v py+ q
et les equations adjointes sont :
=" (—H(" 1L,P,X,u)=0
(x % &
7 n (H n n 1 n y)(y)
="~ ("LP,X,u)="p+|u ——

W=y )= ey Y

Le Hamiltonien est constant le long dOune trajectoire extnale :

Hizo = Hp=1, = H =0 H = u(0)q(0) = u(Ts)q(Ts) (3.2
La condition de maximisation donne la relation :
F G 7 HH
max H(" 1,P,X,u) = py+max qu S (3.3)
|u|%1 IUI%1 (y) @

(I)
G

F
Pmnwotampwmu)ﬁkmuﬁgm% A0 u(t) | u()|
u|%.

De plus, il existe! t; et t, dans [QT;] tels quey(ty) = y(t,) = 0 et y(t) > 0O pour
tout t $]ty, to]. La quantite . (t) = SO est bien debnie surt], t;[ et IOensemble des
egles (2.13 devient :

21 §.(>1
g si . (1)=1
U= . 0 § "1<.(t)<1 (3.4)
g ¢ s ()="1
"1 osi (<"1

o ut $[01]etu $[" 10

1. Dans le cas contraireX (T; ) nOest jamais atteint.
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Puisque le probeme P,) nOadmet pas de retour en arrére, alors il existe> 0 tel
queu > 0 sur un interval de la forme §;, t1 + *[, cOesta dire (t) * 1. Abn de rejoindre
le point y(t;) = O par le syseme ($,), la variable de contrdle doit devenir negative a
un moment donne, ou de maneére equivalente(t) doit @tre inferieure ou egalad 1. Il
existe donc un temps® $]t4, to[ tel que. (t%) = 0 et u(t%) < 0.

Etude du comportement de . (t) sur ]ty,t,] :

% .0 &
_ay) (), )y . 9
y? y? y?
_ )y 1t
== )(y)y2 :ﬂyﬂu@
L U )y
H! 5
o
= )(Y)F"' ) (Y)+7 YY)
D1 ¢) I I )
= 2 H + o) U oyl (3.5)
Suivant 10equation3.4), quand . = 0 alors u = 0. Par consequent, |IOequatior3.5)
devient :
= -

La constanteH doit alors @tre strictement positive. DOaps la relatid3.2) on deduit :
u(0)g(0) £ 0 et u(Ts)q(Ts) £ 0.

Alrmation :  g(0) > 0 etu(0) = 1.
En elet, si q(0) < 0 alorsqg(0) < " # = 0 et la loi de commande nous indique
u =" 1. La trajectoire correspondante presentera donc un retour en arrere et ce qui
est en contradiction avec Lemmel(2).

Alrmation : q(T¢) < Oetu(Ty) =" 1.
Supposons(Ty) > 0, commey(T;) = 0, cela implique g(T;) > X7, doncu(T;) = 1.
Par continuite, il existe/ > 0 tel queq(T;) >y (T¢) sur JTs " /, T¢[. Alors u(t) = +1
sur [T " /,T¢[ avecy(Ts) = 0, ce qui implique y(t) < O sur [T " /,T¢[. Une telle
trajectoire nOest pas optimale, toujours dOapr@s le Lemir
De ces deux a"rmations, on deduit queg(0) = " (Ts).

Proposition 3.1 Le probEme (P,) nOadmet pas dOarc singulier.

Preuve 3.1 DOapes les Rgles3(4), le probEme (P,) admet un arc singulier si. (t) =
lou.(t)="1, et Wt) =0 sur un intervallel non trivial.
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Si . (t) = 1 (respectivement. (t) = " 1), et selon @.4), le controle estu * 0
(respectivementu ) 0), alors IOequation3 5) devient :
S 1 %) P ) R 1 (V)] _
ut) = y2H+)(y) u" u = y2H<0 avec. (t) =1
et aussi
B 1 %) P 1 ) R [ ()| .
ut) = 2 H+ ) u" ("u) = 2 H<O avec. (t) 1

Remarquons que dans les deux ca@) E 0. Par consequent, une trajectoire extremale
ne contient pas dOarc singulier. !

DOaptes la preuve de cette proposition, un controle qui cmotea la valeur u = 0 ne
peut pas retournera 1. De méme, lorsquOun contréle conterdula valeuru = " 1, il ne
peut pas retournera 0. Par consequent, une trajectoire ex@male presente au maximum
2 commutations. En fait, pour unT; > T min , il NOy a quOune seule trajectoire extremale
possible, celle generee par la sequence de controle :

2
4 1 pour t $ [0, %it[
u(t) = 5 0 pour t $ [%ot, T¢ " %t[ (3.6)

"1 pourt$ [T " 9%t T]

Remarquons que ce controla(t) correspond au controleu, , ((t) (avec * = 1) qui a
ete donne par I0equatiod.{5. Par consequent, la condition terminale est x; =
%tT; " %t?. Ce qui nous permet de calculer %
1t o
%t = > Te " TA" A (3.7)

# .
Cette relation est bien depbnie, puisqu& > T, implique T2" 4x; > 0 N cf.
equation 3.9.

Calcul de po et o :
Les conditions initiales du vecteur adjoinip, et ¢ de la strategie de controle3.6) sont
calculees de la maniere suivante :
Sur [%, T; " %t], u =0, ce qui implique :
. 7
=0 0 P= Po
g="p q="pot+ &

al o = q(%t) et ainsi g = % car. (%t) =1 (%t est le premier temps de commuta-
tion), avecy; = y(%t).
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Le deux@éme temps de commutatioriT; " %t, nous permet dOavoi, = " +(y;2),
= q(Ts " %t) ety,=y(Ts " %t). Le long de cet arc :

=" po(T¢" %t)+
Par consequent : )
G G
T " %0t

DOautre part, le Hamiltonien le long de IQintervallet[%: " %t], u=0 est: H = poyi.
DOaprs 10equatioB.p), on obtient :

pO:

G = PoY1

La strategie optimale est illustree par la Figur8.1 Le contrdle optimal est presente
dans la Figure3.laet les trajectoires, par les Figure8.1bet 3.1c Le trace dans IOespace
des phases est montre a la Figurg.1d Les Figures3.1leet 3.1gmontrent les fonctions
de commutation pour une fonction de rendement constante et non constante respecti-
vement. Finalement, la Figure3.1f represente la fonction de rendement non constante
utilisee pour les calculs de la Figur8.1g: la partie en pointille indique la forme de la
fonction de rendement, tandis que la partie en rouge correspond aux valeurs visitees
par le contrdle optimal.

La fonction de rendement ne joue aucun role speciPque damsprobkeme. en
particulier, elle nOapparait pas dans |IOexpression des temps de commutation N cf.

equation 3.7). En fait, la solution de ce probkeme est exactement la ménugie celle du
- Tf
probeme qui consiste a minimiser |u(t)|dt pour un sysme a double integrateur

0
(voir [ ).
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Figure 3.1 D Strategie optimale dans le cas dOun syseme doubleiateur :
Xt =2, Tmin ! 282 etT;y =3.8.
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3.2 Route plate, avec frottement

Dans cette section, nous poursuivons notre etude pour une t@plate, cette fois-ci,
en introduisant le coe"cient de frottement dans le syseéme dynamique. Le probine
(P3) est :

2 [
—_ _ Ulydl
Minimiser J(u) = ——d#
7 0 )
. Xi= 'y
Sous les contraintes  ($) yi= u" &y pourt $ [0, T¢]
(P %(O)& %O& %(T)& %
3 X X{ 1y Xt
X(0) = = , X(T:) = =
O yo o XD= vy 0

[u(t)]) 1 pourt$ [0, T¢]
T; > 0 est bxe.

Le probeme en temps minimal est le second exemple traite dars,[Ch.1], il est
aussi presente dans [, Ch. 3]. En particulier, les solutions sont de type bang-bang
avec au plus une commutation N cf. [ , Thm. 20]. La strategie de controle est :

1 pour0) t< %t,

et la formule du temps minimal est :
% 4 ) &
" 1 n " | 2 ’
Tmin = 2 In 1 1" e &x (3.9)

Comme precedemment, le probemé§) nOadmet pas de trajectoire extremale anor-
male, car le syseme ($) est lineaire et contrdlable.
Le Lemme 1.2 implique que les trajectoires optimales nOadmettent pas de retour en
arrere (i.e. y(t) * 0,,t$ [0, T;]). Le Hamiltonien normal associe aR;) est alors :

n mn ylul mn
H™M™1P,X,u)=" ——+ + q(u"” &y),
( ) o) py + q( y)
et les equations adjointes sont :
=" (—H(" 1,P,X,u)=0
(X % &
e 1] (H n " l 1] y)(y)
="—("1P,X,u)= + &g+ |u] ——
="y )= e aar gy Ye
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Lorsque la variable de controle est constante, la solution du syseme ($) est donnee
par: 2 + % + &

3 X()= Xo+ L 1" & & u 1 o &tn
= 3 Yot g t+ 3 € 1
ET L e e (3.10)

S yi)= yed+y 1w
al Xo = x(0) et yo = y(0).
Comme dans la sectior8.1, nous avons la relation :H = u(0)q(0) = u(T¢)q(Ts),
et nous dePnissons la quantite(t) = U Elle est debnie sur un sous-intervalle

ouvert Jt1,to[. [0, T¢ ], tel quey(t) > 0 pourt $]tq, to[, y(t1) = y(to) = 0. La derivee de
. (t) par rapport au tempst est :

%, 11 &
_ay) Y, @)y . iy
y? y2 Y
_ay) Wy, )(y) cw" qyj
y = >2_@
e 14D O \y?
| I

u
=" ) (y ) LU W), DY) L) WY
)(¥) Yoo IO
" )(y) . lud () ) )
H +.(1) &+ u" & 3.11

v T ey e (341
Nous procedons de la méme maneére que precedemmentxite * > 0 tel queu > 0
sur un intervalle ouvert de la forme th,t; + *[, et ($3) est tel que le controleu doit
étre negatif abn dOavoj(t,) = 0. Par consequent, il y a un tempg?® tel que . (t$) =
et (t%) < 0. DOaprs I0equatioB.1D) : 4t = " +(y)H alorsH > 0, ainsiu(0) =
u(Te) =" 1etq0) =" q(Tr).

Le reste de cette section est divisee en deux parties. Dans la preméiere, la fonction
de rendement) (y) est supposee €galea une constantecQg) 1. Cette hypothese nous
permet de decrire compktement la solution du probemePs) par rapporta la valeur de
T > T min . Dans une deuxieme partie, nous proposons une methodagour obtenir
la solution du probBme avec une fonction de rendement non ctante en sOinspirant
du resultat de la premeére partie.
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3.2.1 Fonction de rendement constante

Dans la premire partie de cette section, nous presentors strategie optimale
lorsque la fonction rendement est supposee identiquement €galea 1 N ).es &. Le
resultat reste valable pour toute fonction de rendement @nstante tel que < p) 1.
Le Hamiltonien normal associe aR3) devient :

H(" 1P, X,u)="ylul+ py+ q(u” &y),

et les equations adjointes sont :

. (H
="-—("1P,X,u)=0
=" ( )
e n (H n 1]
g=" — (" 1LP,Xu)="p+ &q+ |u|
(y

Desormais nous connaissons les trois donnees suivantes :

1. la variable de contrdle est €galea 1 sur un intervalle de farme [Q *[;

2. la variable de controle est €galea 1 sur un intervalle de la formeT; " *, T¢[;

3. il peut y avoir un (ou plusieurs) arc singulier, et un tel arc dscaracterise par
yI= 0 dOaptes la Propositior2.1

Une consequence directe de ce troiseme cas est quOil nOg d@arc singulier de la
formeq= "y Nie.avecu $ [' 1,0]. En elet, yi= 0 avecy > 0 ne peut étre atteint
gue par un controle strictement positif.

Dans la suite du texte, nous notons un arc singulier parsi,; $]0,1[. Le lemme
suivant expose plusieurs resultats qui nous permettent de lister IOensemble detesjies
candidates a |Ooptimalite.

Analyse des trajectoires comprenant un arc singulier

Lemme 3.1

1. Si la variable de contréle commute a la valeur = 0, alors elle ne peut plus étre
strictement positive.

2. Si la variable de contréle commute a la valewn = " 1, alors elle ne peut pas
retournera O.

3. Il ne peut y avoir au plus quOun seul arc singulier.

4. Pour les trajectoires extremales composees dOun arc singulier :
(@ y=" 2 le long de IOarc singulier;
(b) Le controle correspondant estising = 1 & ;

. : 1
(c) La relation suivante est retenue pp =2 &0.
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Preuve 3.2
1. Dans la preuve de la premere a"rmation, nous utilisons la quantite (t). Une
commutation du controle des > 0a u = 0 signibe quOil existe un temps tel que
.(t") =1 et iWt') < 0. Par continuite, il existe * tel que. (t) ) 1 sur ]t t%+ *[.
Nous exprimons ci-dessous(t) au tempst® :

ot =" &< 0

-+
y(t%)
Sur [t%,t% + *[, dOapms la loi de contréley(t) = 0, et alors y(t) <y (t¥). Par
consequent, suft®, t®*+ *[, nous avons :

v _ w H ., H N H s
at) = W"'&:g,;@ W"‘&) W+&—U(t)<o.

%1

On en conclut que lorsque(t) devient plus petit quel, il le reste. Autrement dit,
une fois que le controle prend la valeW, il ne redeviendra jamais positif.

2. La deuxieme a"rmation est basee sur des arguments similaires a la premgre.

3. Supposons quOil existe une trajectoire extremale comprenant deux arcs singuliers.
DOapes la premére a"rmation, si le contréle sOannule, il ne peut plus redevenir
singulier. Alors la sequence de controle est de la forme suivante :

2

g u=1 pourt$ [0ty
using pour t $ [tl, t2[
u=1 pourt$ [to,t3]
Using pourt $ [ts, ts]

Le long dOun arc singulier, nous avons. := 1 et U = 0, et IOequation3.11)
sOecrit : ’ ’
0="—5+& 0 y*=_=
y(O? >
Puisquey est constant le long de IOarc singulier, aloy3(t;) = £ et y*(t5) = L.
Commeu = 1 entre t, et ts, alors y(t) crodt, ce qui contredit I0egalit@(t,) =
y2(t3) et IQexistence dOun second arc singulier.

% (car H = gpuo)

4. Les a"rmations (a) et (b) viennent de la relation utilisee dans la demonstration
du point (3) : y* = 2.
APn de prouver I0a"rmation (c), nous remarquons simplement quéet yi1sont
nuls le long dOarc singulier. Ceci est egalement valable mppuisquey = g le

44



Chapitre 3 - Resolution du probEme dans le cas dOune route plate

long de cet arc. En remplagang(t) par son expression, on obtient :

0=g=" (—H( 1L,P,X,u)="p+ &+ |u|

(y

! p+ &y+ using

) p+ 2using .

Remarque 3.1 Selon les informations reunies jusqu®a maintenant, les sequences de
controle candidates a |Ooptimalite sont :

1.u=1, pusu=0 etenPnu="1;
2. U=1, puisu = Uspng, u=0 etenPnu="1;
3.u=1, puisu= Ugpg, Uu=1,u=0 etenPnu=" 1

Lemme 3.2 La sequence de contr@le suivante, av%e(&m/: 1, nOest pas une extremale

g 1 1 pourt $ [0, ty]
&} pourt$ [ty tyf

1 pour t $ [to, t3[

a 0 pourt $ [ts, ts]
"1 pourt$ [tg, T¢]

Preuve 3.3 Nous allons essentiellement montrer quOune telle trajectoire nOest pas une
extremale du probBme. En particulier, nous nous concentrons sur IQintervéilets[ et
montrons que le temps; >t , nOexiste pas.

Soit @la quantitet " t, et la solution du syseme&$,) pourt>t, avecu =1 est :
% & % &

Wl e, 1 W P0" 1l e P01
= — ] + — = e + —
y@= y(t)" ¢ € g A= qlt) gz € 2
Une commutationu =1 versu =0 au tempst, implique y(t;) = q(t2). Une commuta-
tion u =0 versu =1 au tempsts implique y(t3) = q(t3). Par consequentts " t, est
la solution de IOequation suivante :

” 1& 1ep, 1 ” Po " ® go, Po" 1
y(t2) " g ¢ tg° q(tz) " = ¢t
Notons ¢, = ((t,), et reecrivons la relation precedente :
& " 1& | 8@ 1_% w Po” go, Po" 1
® e TeT ® e Ty
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Apr’s une nouvelle simplibcation, et en notanX = €%, cette dernire equation de-
vient :

(& " Po+L)X2+(po" 2)X " &p+1=0 (3.12)
Nous avons,y(t,) = y(t1), ce qui implique = %0_ N cf. Lemme 3.1. De plus, en
calculant le Hamiltonien au tempst = t; : Hy=y, = Hi=0 = . Nous obtenons les
relations :
®=&F et ®=pk" &G =0 P=28¢ (3.13)

Par consequent, IOequation donnee daBs®) devient :

(1" &g)(X " 1)°=0

Si (1" &) =0, alors o = & = 18@ = 1 ce qui est en contradiction

&’
avec la supposition & £ 1.
N Si (X" 1)=0, alors X =1 et®=0, ce qui signiPe qués >t , nOexiste pas.

Par consequent, la strategie de contréle examinee, nOengendre pas de trajectoire extremale.
|

pral

Lemme 3.3 Considerons la sequence de controle :

2
&E sit$ [tl, tz[
u(v) = a Sit$ [ty ta] (3.14)
Sit $ [t3, Tf]

# 1%
1. Si la strategie 8.14) est extremale, alord; " t, = %In 1+ 2.

2. Pour un couple de parametres% et x; donne, il existe un tempsT;,, > O tel
que pour toutTs > Ty, il existe une sequence de controles de la forng1¢)
joignant (0,0)a (xs,0).

Preuve 3.4

1. Si I0on notey; = y(t1), et puisque le second arc est singulier, nous savons que
y(t2) = q(t2) = ya, i.e. sur IOintervalldt, t5], y(t) est constant et (t) = 3 = 1.
En notant = t" t,, les equations dey et y sur IQintervalldt,, t5] sont, avec

u=0: po+ ,

of = y:1e" T e 1 et y(B= yie
Au tempsts, une commutation du contrdle entre les valeuet " 1 a lieu, ce qui
correspond a la relationq(tz) = " y(t3). Nous combinons maintenant la relation

Po =2 &% = 2Using du Lemme3.1, point (4) avec le fait quey soit constant,
egalay;, le long de 10arc singulier. Alorsgng = &y1, ce qui entra®ngy = 2&y;.
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Nous examinons maintenant le calcul de la valeur &elle que" y(8 = (8 :

VPR L %+e&¢-- 1
"y, =y eSO &+e&g" 1
" g 8P gk 2+e&g‘" 1 ( puisquey; > 0)
"= &P 2+ez&tau e
0=X2"2X" 1 (avecX = €%f)
+

1 1
Ainsi X =1+ 2,dOadits" t,= zIn 1+ 2.
2. Nous allons proceder comme suit :
(a) on consickre le cas limite,t; = t, (pas dOarc singulier). COest-a-dire que le
controle est donne par :

71 sit$[ot
U= 0 SitS [t (3.15)
"1 Sit$[t3,Tf]

DOapes la solution du sysem@ ;) donnee a I0equatior8(10), on obtient :
N sur t$[0,t:] : u(t)=1

2 % &

4 x(1) = 1gan g

1
&
S yin= 11w

N sur t$ [tq,ts[ : u(t) =0
1 + )
X()= xp+ 1 1" @8ty
y(t) = yse «
% . & R
G]Xlz X(tl): é t1+é g g ety; = y(tl): é 1" e & |

Apres simplibc%tion, on obtient :

+ 1
dxM= gt 1m et @ty
5 yt)= 11" g&n gt
N sur t$[ts, Tr]:u(t)="1
2 + , % + ’&
3 X('[): X3+é 1" e! &(t! t3) y3" é t" t3+% e! &(t! tz) » 1

+ 1
3 Y(t) = yse &I 1 gr g et
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+ +

g at g &lts! )

Apres simplibcation, on obtient :
2 + ,
4 x(t) = t," é(t " tp) " &_12 g &t t)m g &t q 4 o &)

1
&
5 y(t) — % g &t t)n &t 14 o &)

Calculonsx(t) et y(t) au tempst = T :
2 +

4 x(T)= G G(T" )" g @I @ T 1y g D)

1
&
5 y(Tf) - % e! &(Te ! tg) » e! &Ty n 1+ e! &(Ts ! t3)
. N . (3.16)
(b) Commetz” t;= gln 1+ 2 ,alorsT; " t3=T; " 2ln 1+ 2 " t;, ce
qui nous permet avec la contraintg/(T;) = O de calculert; en fonction de

&etT; .
En elet :

y(T1)=0
e! &(Ts! t1) n e! &T¢ n 1 + e! &(T; ! t3) - 0
+ ’

)

e! &(Ti! ty) » e! &T¢ n 1+ e! & Tl !lln(l-'- 2 )! t =0
+ 1

g &Tilt)n &Trm 94 14 E e &Mt ) — o

+ 1.
2+ 2 e!&(Tf!tl)" e!&Tf "1=0

Par consequent :

1 2
t, = Eln 1" — 1+ et (3.17)

(c) Puisquey(T;) =0, IOexpressior; de I0equation3(10) devient :

- /
— 1 n 1 n n 1 | &(Tp! tg) w4l &Tg ! &(Ti! t3)
Xf —Etl E(Tf ts) 2 g el 1te @8
N N =y(T¢)=0
1, ., 1 1 1 '
=S4" ST " Sln 1+ 2 "t
& & 4 K
R F In 1+ 2 2
=" —+ ———+ —1
& &2 &2
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En substituant I0equation3(17) dans cette dernire expression nous trou-

vons . # 1 $ 1
. o _ &
X, = " Tf + In 1+ 2 N 2 n 0"‘1" 2,+ 14 e&Tf ) (3 18)
T 82 82 2 '

(d) Ensuite, nous inversons la relation 8.18) abn de connadtrd;, en fonction
de & et x¢, qui est le temps minimum necessaire pour atteindpe (T;) =
(X¢,0) partant de X (0) = (0, 0) en appliquant la sequence de controle.14).
On obtient Izas relations ci-dessous, I0expressiofTge etant I(N)*une des deux :

K
1

F 2

1 1_ _
Eln a+ 2)e&2Xf " (1+ 2" 1 "1 )0

et K .

T 1_ v 2
a+ 2" 1 "1 >0

1 1_
g @+ 2)e¥’x " 1 +

On en conclut IOexistence de : K .

+

— 1 1 &2Xf n 1 2y n ’2||
T”m—gln 1+ 2 1+ 1+ 2" 1 1

Strategie optimale

DOaprs toutes les analyses electuees dans les paragraphes precedents, nous en
deduisons que deux strategies optimales sont possibles.premire est donnee par
la sequence de controle3(14). La deuxiéme strategie est donnee par la sequence de

controle suivante : _
1 st$ [O,tl[
0 dt$[ty,tof (3.19)
"1 sit $ [tz,Tf]

Pour tout ensemble de paramétrest, x;, Tr > Tin, Il existe une sequence de
controles de la forme .19 joignant (0,0) a (x¢,0). Remarquons que cette sequence
est identique a celle du controle .15 pour t, = t3. Par consequent, les trajectoires
correspondantes au contrdle3(19 sont donnees par IOequatiod. (6.

La contrainte y(T;) = 0 nous permet de calculer IOexpression geEn elet, y(T;) =0
ce qui implique :

2
4
u =

e! &(Ts! t1) e! &T¢ 1+ e! &(Te! t2) — 0

@ &Titte) = 1 v o &Tr! ) 4 o &Ty
+

e = n o &) 4 d &Ty ' T
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Par consequent : L % + &
t=Ti+ 2 g &t 1n iy 8T (3.20)

Nous substituonst, dansx(T;) et ensuite, nous calculons IQexpressiontda partir de
la contrainte x(T¢) = Xt :

+
X = Et " E(T "t ) " 1 e! &(Ts! t1) » e! &T¢ n 1+ e! &(Ts ! t2) ’
f &l & f 2 = >2 @

&
) . % .\ | &= y(Ts)=0
="t " = |n e! &Ts 1" e&tl + e&Tf
&t &
Par consequent :
L %1+ ) &
ti=2in 5 1+ €T " 1+ 268Tr + e&Tr " 4ekPxi +&Ty (3.21)

La trajectoire generee par le contrt'zlé3(19b est clairement optimale lorsqueTy,, <

T: <Tim . En elet, il nOexiste pas dOautre trajectoire extremale.

Theoeme 3.1 (Strategie optimale pour une fonction de rendement constante) On se
donne un ensemble de paramétre&s X;, Ty, et soit X (t) : t + (x(t), y(t)) la trajectoire

de ($3) joignant (0,0)a (x¢,0) selon une sequence de contrdle de la forn¥1Q).

1. Si (X (t),po,q(t)) est une extremale du principe du maximum de Pontryaguin,
alors py et gy sont donnes par les expressions suivantes :

e! &tz(e&tl n 1)(1 + e2&(t2! tl))
B gh(tzal t1) " 1

et

g 28t + +

= —o— etir 1 1+ eM(po” 1) .

2. SiTy > Tjm, a la valeur deT;, est donnee au Lemma8.3, alors (X (t), po, q(t))
nOest pas une trajectoire extremale.

3. La solution du probEme du contrdle optima{Ps) sur une route plate, avec un
coe"cient de frottement & et une fonction de rendement constante est :

(@) pour Thin <Tf ) Tim, avec T, comme dans Lemme.3, la strategie de
controle optimal est 8.19).

(b) pour T; > T, la strategie de contrdle optimal est3(14).

Preuve 3.5 1. Les parametres&, X;, Ty etant donnes, les temps de commutations
t; et t, de la sequence de control8.09) sont donnes par 8.21) et (3.20). nous
pouvons ainsi calculery(t;) et y(t»,).
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Chapitre 3 - Resolution du probEme dans le cas dOune route plate

N LOexpression de p, est determinee en, utilisant Inguation ge) sur IOin-
tervalle [ty, to] © q(t) = q(t,)edt ) B gt t) ™ 17 Commet; ett, sont

les instants de commutation du controle, nous avo@%% =1 et 3&3 ="1,
Ainsi, po est determine en resolvant [Oequatigft,) = " y(t,).
En elet :

q(t2) = " y(t2)

q(tl)e&(tz! t1) » @#e&(tz! t1) o 1$: W E#l - &t1$e! &(to! th)
& &
y(tl)e&(tz! t1) %#e&(tzl t1) o 1$: " (%L#l " e! &t1$e! &(ts! t1)
i# n ! &t1$ &(t2! t1) n @# &(t2! t1) n $: n i# n ! &t1$ | &(t2! t1)
& 1"e € & € 1 & 1" e e
Fetat ) v S ga ) ot 1) &(tlt)$
poez.l 1:1 e-le. 2.1+e2.1
po#e&(tz! t1) n 1$:e&t1 1" e! &ty e! &to + e&(tz! 2t1)
#&t't $ '&t#&t $# &(to! t
poe(Z 1)||1:_ zelnl 1+e2(2 1)

Par consequent :

e! &tz(e&tl n 1)(1 + eZ&(tz! tl))
- ei(tz! ty) " 1

N LOexpression de q est determinee en travaillant sur |Qintervall@, t,], sur
lequelg(t) = e + 2(1" po) (64" L) ety(t)= (1" € &). Enelet:

y(t1) =q(ta)

1# $ 1 # $
- 1" e! &t1 - e&tl + = 1!! e&t1 n 1
: R
1 )
Cbe&tl — g e! &ty e&tl " (1 n pO) e&tl "1
+ )
Qe =§ Fern gy (Po" 1)
| +
et =& e % e (po " 1)$’
&
Par consequent :
e 2&t10/0+ + L&
%= —2 et 1 1+ e (pe" 1)

Dans les deux cas, [Oexpression determinee est unique.

2. Pour IOensemble des paramétrés x;, T, supposons quéX (t), po, ) €st une
trajectoire extremale. Alors,tq, po et ¢p peuvent @tre calcules explicitement. Par
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Chapitre 3 - Resolution du probEme dans le cas dOune route plate

consequent, nous pouvons aussi calculer les expressiong(teet q(t) sur IQinter-
valle[0,t;] (avecu = 1). Une commutation du contrdle a lieu des qug(t) = q(t),
nous resolvons donc cette equation pour la varialble

y(t) =q(t)
# $ # $
é 1" & &7 =qued + é(l-- Do) €4 1
Par consequent :

(8p+1" po) " (2" po)+ € ¥ =0
(8 +1" po) & (2" po)e™ +1=0

PosonsX = €%, ce qui implique :
(&p+1" po) X2" (2" po)X +1=0
%=(2" po)®" 4&p+1" po)= p3" 4&q, alors deux solutions se presentent :

_@" po)i) " 4&ap
2(&p+1" po)

Ensuite, nous remplaéong, et u par les expressions obtenues precedemment et
apres simplibcation, nous obtenons :

(&) un premier temps qui est egal d; ;

(b) un deuxiéme, inferieurat; pour tout Ty > T, .

Ainsi, pour T; > T, une commutation du contrdle a lieu avant le temps ce
qui est en contradiction avec la sequence de contro8e1©).

3. LOanalyse electuee dans la section precedente montre quOil Ny a que deux strategies
extremales possibles. Elles ont les restrictions suivantes :

(a) la trajectoire correspondant & la sequence du contrélg.(9 nOest pas une
extremale dés qud; > T, .

(b) la trajectoire correspondanta la sequence du control8.04) nOexiste pas pour
Toin <T¢ ) Tiim .
!
La Figure 3.2illustre les arguments du Theoreme® pour les paramétres bPxes; = 6
et & = 0.5. La quantite T;,, est determinee comme explique dans le Lem@&. Les
Figures 3.2a et 3.2b representent les trajectoires optimales pouf; < Tjny, et les

Figures 3.2c et 3.2d correspondent au cag; > T, . En patrticulier, les Figures3.2e
et 3.2fillustrent le fait que la strategie 3.19 nOest pas une extremale poly > T, .
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Chapitre 3 - Resolution du probEme dans le cas dOune route plate

Ces deux dernires bgures sont obtenues comme suit et t, sont determines abn
de conduireX (0)a X (T¢) en utilisant la strategie @3.19. Lorsque nous appliquons ce
controle au syseme Hamiltonien, nous constatons que laajectoire (t) intersectey(t)

pour un temps 0<t<t ;. Comme attendu cette trajectoire nOest pas une extremale.

2.0F

Fogit

Figure 3.2 B Trajectoires optimales et non-optimales dans le cas mwoute plane
avec une fonction de rendement constante. Parametre®:= 0.5, xs =6, Tpn ! 552
et Tm ! 5.95.

Les Figures3.2a et 3.2b correspondentaT; =5.9. Les Figures3.2ca 3.2f
correspondentaT; = 6.5.
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Chapitre 3 - Resolution du probEme dans le cas dOune route plate

3.2.2 Fonction de rendement non constante

Dans la deuxieme partie de cette section, nous nous interessons au probeig),(
cette fois-ci avec une fonction de rendeme(.) qui varie en fonction de la vitessg.

Remarquons quOune resolution analytique du probEn;) pour une fonction de
rendement quelconque est di"cile, nous proposons donc une methodologie basee sur le
point (3) du Theorme 3.

1. Nous calculons une trajectoire de ($ donnee par la sequence de contro&19.

2. Si cela est possible, nous calculons une trajectoire dg)$lonnee par la sequence
du controle 3.14.

3. Nous veribons que la trajectoire est une extremale, et cdtms le codt de fagon
explicite pour eliminer les ambiguttes possibles.

4. 1l peut arriver quOaucune des strategie® 19 et (3.14 ne produise de trajectoire
extremale. En fait, le Lemme3.1 nOest plus vrai et il peut y avoir plus dOune
commutation de la variable du contrdle entre les valeurs = 0 et u = " 1.
Lorsque cette situation a lieu, une nouvelle strategie de contréle est examinee N
voir (3.24) ci-dessous.

Une trajectoire de ($3), donnee par la strategie3.19, telle que X (Tf) = ( X;,0)
est donnee par les relations3(2]) et (3.20, comme avant. Cependant, poy une -
jectoire donnee par la sequence du contro@ 14, la relation t3" t, = éln 1+ 2
du Lemme3.3 nOest plus valable, et nous devons utiliser un schema numegi

Calcul des trajectoires extremales donnees par la strategie ( 3.14)

Tout dOabord, nous cherchons de’s expressions pmuet g. Le long dOun arc sin-

gulier, puisquey(= 0, alors @i= % # = 0. Nous notonsys la valeur dey(t) le long

d®un arc singulier, alonsi,g = &ys et :

— = (_ _ |Using | ., ¥s|Using 1) (¥s) " N _ Ys - g
0=a=" =0y Ty AT R &= grae) 0= g
28, &Y2)'(Ys)
O =300 2
(3.22)

Maintenant, puisqueu, = 1, et en designant parH s le Hamiltonien calcule le long dOun
arc singulier, nous avons :

n yslusing | &y52
) (Ys) ) (Ys)

APn de calculer une trajectoire extremale associeeal4), nous proposons la methodologie
Suivante :

(3.23)

Hi=o = ® = Hs = pPoYs + Q(Using " Ys) G = PoYs "
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Chapitre 3 - Resolution du probEme dans le cas dOune route plate

1. soit t; une valeur arbitraire, alorsy(t,) = y(t1) = ys ce qui permet de calculepy
et o,

2. laduree (3" t) est la solution de IOequatiog(t) = " X al q(t) et y(t) sont
les solutions du sysieme Hamiltonien associe &4) avecu = 0, y(0) = ys et
q(O) = +(yyss) )

3. la duree {T; " t3) est donnee par la contrainte/(t) = 0 ad y(t) est la solution de
($3) avecu = " 1 et en bxanty(0) a la valeur prise pary dans |Oetape precedente

lorsque nous avons resolu I0equatigh) = " —+(yy((tt))) ;

4, t; est determine abn de resoudre IC)equab'nQﬂTf) = X, avec la duree de IQarc
singulier (i.e.t, " t;) donnee parT; moins la longueur des trois autres arcs.

Remarque 3.2 N Chaque etape de cette methodologie est realisee avec une simple
dichotomie.

N Pour un ensemble donne de parametre& et x; , le temps minimalT;,, pour |Qexis-
tence dOune strategie singulér8.04) est determine avec une methodologie simi-
laire : 10arc singulier est reduita un point, mais les contraintes sont conservees. Le
tempst; est determine tel qu&(T;) = X¢, ce qui produit la valeur deT;, = T;.

N En pratique, si une strategie singulre existe, alors la strategie elementair@.{9)
nOest pas une extremale.

Trajectoires presentant deux etapes de freinage

Les deux strategies de contréle presentees jusqufa present N3.44(et (3.19
N ne couvrent pas IOensemble des situations que nous avonsoatre pendant la
resolution de ce cas. Puisque le Lemn3el ne garantit plus que chaque type de com-
mutation se produit au plus une fois, nous considerons la stegie 3.24) ci-dessous.
Rappelons que le coiit est IOintegrale de la fonctfgh. DOune part, le fait quOil tende
vers zero lorsqug tend vers 0 montre dOinterét de freinera faible vitesseOButre part,
le controle devrait @tre non nul lorsque la fonction de rendement est maximale. En fait,
les strategies 3.14) et (3.19 realisent un compromis entre ces deux comportements,
le fait que ces deux strategies ne soient pas extremales amene a penser que le freinage
se produit en deux temps. En dOautres termes= " 1 une premgre fois lorsque la
fonction de rendement est su"samment elevee, et une seconde fois lorsque la vitesse
est su"samment basse.

La strategie 3.29) ci-dessous produit electivement des trajectoires extreaies lorsque
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|
K

(3.19 et (3.19 ne le font pas.

quand t $ [0, tq]
quand t $ [ty ty]
quand t$ [tz,tg[
quand t $ [ts, ty[
0 quand t $ [tg, ts]
quand t $ [ts, T¢]

Lo&w

u(t) = (3.24)

En se basant sur la methodologie developpee pour la ségig«@3.14) nous proposons
une methodologie adaptee a la strategi®.@4, comme suit :

1. soit t; une valeur arbitraire, alorsy(t,) = y(t1) = ys ce qui permet de calculepy
et o,

2. Notons par T, la quantite (t3 " t,). La duree T, est la solution de IOequation
qt) = " % Puisque le controleu = O sur cet intervalle, le vecteur adjoint
est calcule explicitement par cette equatioq(t) = gedtt ) Rkt )™ 1) q
& = q(ts) = o(t2). Ce qui impliqueq(t) = e&(tI t2) " Bo(ghlt ) 1) et y(t) est

donne par I0equationy(t) = yse' &' 2). La resolution deq(ts) = " X2 est :
yS e&Tz n ( &Tz n ) " yS ' &T2
) (¥s) )(ys)
(Yo w Poyar, Po_ . ¥s€ ATz
Y(Ys) & & ) (¥s)
yS n @ eZ&Tz + @ e&T2 = yS
G & e (59

Par consequent :

)
T,z LR 0e) P5) (¥s)? + 4 &po) (¥s)ys " 4&2y§)
& 2po) (Ys) " 2&Ys
3. Soit Tz la quantite (t;" t3). La dureeTs; est la solution de IOequatiaggt) = " %

al g(t) et y(t) sont les solutions du systme Hamiltonien associe &J), avec
u="1,y(0)= y(To) et g(0) = " 225

4. Soit T, la quantite (ts" ts). La dureeT, est la solution de I0equatiagft) = " X7
avecu = 0, ai q(t) et y(t) sont donnes parq(t) = ettt R(ehtit) 1) et

y(t) = yoe' 4" ) avecy, = y(T3) et g = " Comme au point (2), la duree

+(y )’
T, peut @tre calculee explicitement et elle est egale d; = éln(w('yf%);
5. Soit Ts la quantite (T; " t5) La dureeTs est donnee par la contraintg/(t) = 0 al
y(t) estdonne pary(t) = yoe' 4" 9)+ 2(1" & &' ")) avecu = " 1ety(0) = y(T4);

6. Soit Tg la quantite (t, " tl). La dureeTs est determinee de la mankere suivante :
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(a) Tout dOabord, nous calculons IOaire formee par la coy(bepour les durees
T,, T3, T4 et Ts, et nous la notons parx: .

(b) Ensuite, puisquey(t) est constant sur la dured, IQaire le long de cet inter-
valle est egal axs = ysTs.

(c) Finalement, comme |Qaire au tem@s estx(T;) = X;, elle est aussi egale a
la somme de toutes les aires, i.&; = X+ X'. Par consequent :

X¢ X

T =
s Vs

7. t1 est determine abn de resoudre IOequat'pﬁ Ts+ To+ ...+ Ts = T¢, a0 Ty est
la valeur du temps Pnal qui a ete bxee.

yit

!yl

Loy
08}
0.6}
0.4}

0.2f

______

|
05 10 15 2.0 y-t

(©)

Figure 3.3 D Trajectoire optimale du probkemeR3) avec une fonction de rendement
non constante. Parametres & = 0.5, X =6, Tmin ! 552, Tim ! 5.8 etT; =5.75.

Les Figures3.3 3.4 et 3.5 illustrent les trajectoires optimales calculees selon la
methodologie ci-dessus pour les parametres bPx@s= 6 et & = 0.5. La Figure 3.3 cor-
respond au ca§min <Tf <Tm, etles Figures3.4et3.5a T > T, . Pour T = 10, ni
(3.19 ni (3.14 ne produisent de trajectoire extremale, mais la nouvelle siiegie 3.24
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Chapitre 3 - Resolution du probEme dans le cas dOune route plate

oui. Ceci est illustre a la Figure3.5. En fait, cette situation ne se produit uniquement
lorsque T est choisi dans un intervalle de temps assez petit. Dans legyiies 3.3¢
3.4cet 3.5cles valeurs visitees par la fonction de rendement sont tracees en rouge. Les
traces bleus de la Figur@.5ccorrespondent aux deux periodes de freinage.

y !tll
n !y !tl"l .:"l
WA . R G oo t
y!t" 110 l-.'. y !t"
0.8 I n un
O.BV \ 120 Iy It
02
1 2 3 4 5 e X1t a0
(a) (b)

! !y!tml UIt"

1.0
L 1.0:

0.8

0.5

0.6/

04l

02 1051

(©) (d)

Figure 3.4 b Trajectoire optimale du probkemeR;) avec une fonction de rendement

non constante. Parametres & =0.5, X =6, Tmin ! 552, Tim ! 5.8 et T; =8.

Remarque 3.3 Nous remarquons que les trajectoires extremales de la forme de celle
presenteea la Figure.5f nOexistent pas pour toute fonction de rendement non constante.
En fait, dans le cas de la fonction de rendement montree dans la FigiBeld, al

)(0) = 0.2, une telle extremale nOexiste pas. Ce phenoméne peut étre compris comme
une traduction du fait que le rapport entre le maximum et le minimum du rendement
nOest pas assez important et quOil est beaucoup plus interessant de freiner seulement a

vitesse faible.
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Figure 3.5 D Trajectoire optimale du probkemeR;) avec une fonction de rendement
non constante. Parametres & = 0.5, X =6, Tmin ! 552, Tiim ! 5.8 et Ty = 10.
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Chapitre 4
Un cas de route non plane

Dans ce chapitre, nous considerons un probl de route particulier, mais ne prenons
pas en compte les frottements. Le probEme est donc formule de la manire suivante :

2 -
Minimiser J(u) = Md#
7 o ()
: Xi= vy
Sous les contraintes  ($) yi= u" sin(l(x) pourt$ [0, T;]
P %(O)& %O& %(T)& % &
4 X (0) = X = , X(Ts) = XUy = Xi
O yo o XUT= "y 0

[u(t)]) 1 pourt$ [0, T;]
Ts > 0 est bxe.

Comme explique dans la sectioh.1.1, le probl de la route est dePnia IQaide dOune
fonction x ' %’(x) et reconstruit numeriquement. Le probl considere dans ceartie
du travail a le comportement suivant, represente a la Fige 4.1:

2

4 '(x) est decroissante poux $ [" 10," 6.5]
I'(x) est croissante poux $]" 6.5," 1]
I'(x) estconstant pourx *" 1
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8 6 T4 12 2 X
10.05F
101k

(@) (b)

Figure 4.1 b Derivee dé par rapporta x et probl de la route dans les coordonnees
(", h). Les points rouges bgurant sur le probl de la route correspondernta " 1,
X =0 et X = X;, dans cet ordre.

Ce choix de probl a deux consequences importantes sur |danisedes strategies
candidatesa IOoptimalite. Tout dOabord, le Lemm&ne sOapplique plus systematiquement
le long du probl considere. Ainsi, les trajectoires presant un (ou plusieurs) retour en
arrére ne sont plus exclues de IOensemble des solutions. Deuxémement, on remarque
que contrairement aux cas qui ont ete precedemment traites, il est possible dOatteindre
la vitessey(T;) = 0 a IOaide dOun controle nul sur un intervalle de temps ldeforme
]T: " *,T¢]. Ainsi, le raisonnement que nous avons utilise precedeamnpour conclure
a la positivite du Hamiltonien le long dOune trajectoire exémale doit étre adapte
lorsque cette situation se presente.

Dans le but de simpliber les notations, lorsquOil nOy a aucune ambiguite, nous notons
K =sin(!(x)) pour x *" 1. La solution du syseme (%), pour x *" 1, un controle
constantu, et en partant de I0etat initial Xo, yo) €st :

7 oL ,
X()= F(u" K+ yot+ X

yt)= (u" K)t+yo (4.1)

La solution temps minimal de P,) est de type bang-bang N cf. equation3.8) N et :
1__

_ 2 X¢
Tmin - ;W (42)
Le temps de commutation est note. :
(1+ K) X
tc=
1 n K 2

Dans IOensemble des simulations que nous presentons dans la suite de ce chapitre,
les paramétres du probEme sont les suivantsx; = 2 et K = 0.2. Par consequent, le

61



Chapitre 4 - Un cas de route non plane

temps minimal est egal al,,i, ! 2.885.

Comme precedemment, d&s quk est plus grand quUET i , il NOy a pas dOextremale
anormale.

Dans un premier temps, nous nous interessons au proben®y ) uniqguement dans le
cas dOune fonction de rendement non-constante, cf. sectibfigt 4.2 Le cas particulier
dOune fonction de rendement contante sera aborde quahtidgdans la section4.3.

4.1 Analyse des extremales sans retour en arrere

Nous allons tout dOabord nous interesser aux trajectoiresiplesquelles la contrainte
y(T¢) = 0 peut @tre atteinte a IOaide dOun controle nul sur un intalle de la forme
]Ts " *, T¢]. En particulier, nous allons etudier dans quelle mesure une telle trajectoire
peut étre extremale.

4.1.1 Trajectoires extremales avec un contrdle u(Tg) =0

Soit Tfl’o, le temps necessaire pour atteindé = ( X;,0) avec la strategie suivante :
7
u(t) = 1 pourt$ [0, t.[
- 0 pourt$ t.,, TM”

Nous calculons les valeurs d§f1'° et t. explicitement en fonction deK et x; a |Qaide
de la solution @.1) :

(4.3)

11 __ 1_1__
Ty 2 X g =y X (4.4)
f (1" K)K ¢ 1" K)K '

Lemme 4.1 1. Sila sequence de controld.Q) est extremale, alors le Hamiltonien
H est nul le long de la trajectoire correspondante ;

2. nous avons IOequivalence suivante :
)!(y(tc)) *0 20 (4.3) est une strategie extremale

Preuve 4.1 1. Pour tout x *" 1, le Hamiltonien sQecrit :

lyul
H( LP,X,u)="=—+py+qu" K).

)(Y)
Pour une trajectoire extremale donnee par la strategié.@), u(T;) =0 et +(yy((TTff))) )
q(Ts) )" +(yy((TTff))) . Puisquey(T;) =0, alorsq(Ts) = 0, et le Hamiltonien au temps
Ts est:

o 1Yr Ut | "
= tpryrtg(u” K)=0.
Yy T
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2.

alyr = y(Te), g = o(Tr) etpr = p(Tr).
@ !'(y(te) ! 0 " (4.3) est une strategie extremale.

Supposons qué (y.) * 0, avecy. = y(tc). Puisqueu = 1 sur [0, T[, alors
y * 0sur]O0,tc].
Soientp = pg une constante, ety(t) la solution de

%
TE= "(_ " =
qi= iy 3 (y) +py+q(l" K) avecq(0) =0
. i . '
= Pty Ve

Nous calculons maintenant la derivee del (" 1,P,X,u) par rapport au
tempst sur ]0,t.[. Rappelons quey > 0 et u est constant, ce qui produit
H = 0. Par consequentH est constant sur|0, t;] par continuite.
Maintenant, nous posonsyp = ¢(0) = 0, ce qui impliqueH ;o = 0, et ainsi

H [t=tc =0.
Le temps de commutatiortC se produit Iorsqueq(tc) = +(y) et cela est vrai
Si pp =
H [t=tc =0
+
n ' n yclul
Poyct ¢ u” K =
’ .\ ) (Ye)
Ye W Yelul

R A R [

LK
Ye " vy O

Par consequentp, = car y. £ 0.

+(y)’

APn de montrer que 4.3) est une strategie extremale, il nous reste encore
a demontrer les deux inegalites suivantes :
L q(t) > 35 suro,te[;
i. " s <q(t) < 5 surte, L
N Sur 10, t[ :
comme nous supposong(t) = 1 sur ]0,t;[, nous devons montrer que

q(t) > % sur cet intervalle.
De ce qui precede, nous avoms = 0, ce qui implique :

)( y Py Q1" K)=0
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Par consequent : % &
q = L i " po
1" K )(y)
Maintenant, nous calculons la quantiteg " % abn dOetudier son
signe :
y y " 1 ® y
q" Po " 75
ON 1y K, )(y) A )(yy)
) TR R
Apres quelques manipulations, et en remplaéapg par +(y j» hous obte-
nons : % &
q" y K 1, 1

)y) 1K )Y )
D()aprés Ia supposition (y¢) * 0 et 0 < y(t) < y. sur 0, t.[, alors

Lom 1
7 7yg > O- Nous en deduisons >

+(y)
N Sur Jte, T°[ :
comme nous supposong = 0 sur ]tC,Tfl*O[, nous devons montrer que
. Y@ q() < y()
Y ) (y(1)

Soit#=t" t, la solution du syseme($,4) pourt>t . avecu=0 est:

sur cet intervalle.

Ye

Y@= "KBry. et q@=" p@+ oft) =" )(Kmf’* ) (vo)

La contrainte y(T;"°) = 0 nous permet dOavoir :

Ye

-I-fl,O " tc - K

Rempla@ons cette dernere formule dany(® :

_. K Ye
=" 09 #+ 09
10y -« K 1,0 w Ye
e R Y
AT = ey

Yo K ) (Yo)
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Par consequentg(T{") = 0 et trivialement " X < q sur Jte, T7[.

Finalement, il nous reste a montrer queq(t) < ﬁ sur cet intervalle.

Nous allons maintenant determiner le signe dg" Y.

)(Y)

v Yoo Ve u K oGy
)W) D)) )y )Y)
Yo o K o ¥c" K8

) ) )
Ye K ye" K@

<
YY) ) (o) ) (Ye)

DOapes les Bgles2(13), la strategie @.3) est extremale puisque :

i. u=1etqlt)> % sur 10, t¢[;

i u=0et" X <q(t) < 5 surlte, L

q

=0 ( puisquey <yc) et (y." K#> 0)

(b) '(y(te) ! 0 # (4.3) est une strategie extremale.
Supposons qué (Y.) < 0, avecy. = y(t.). Cette partie de la demonstration

a)(y)

fait appela la quantite. (t). Nous considerons (t) = sur un intervalle

de temps comprenant, et tel quey > 0. Nous supposons que4(3) est une
strategie extremale. Ensuite, nous calculons la derivee .d¢) par rapport
au temps sur cet intervalle :

RO WG )0y (4.5)

y? )(Y) )(Y)

Lorsquet = t¢, nous avons. (t¢) = 1 etu * 0, ce qui produit UWt,) =
" %K puisqueH = 0. Par consequent, une commutation du controle
ne peut avoir lieu puisquel(t;) > 0. Ceci contredit le fait que @.3) est une

trajectoire extremale. !

OEE

DOaprs le Lemmd.1, lorsque) () < O la strategie é.3) nOest pas extremale. Il
est donc naturel de se poser la question suivantgue se passe-t-il lorsque(y.) < 07?
En sOinspirant des solutions qui ont ete trouvees a la sectb la possibilite de la
presence dOun arc singulier vienta I0esprit.
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Figure 4.2 b Trajectoire extremale correspondante a la strategi€.J), Tfl’0 I 5.01.
Le codt associe est egala 23.9346.

Comme nous IQavons vu dans la secti@r8, si ! (x) est constant, alors les arcs
singuliers sont de la formey & 0. On se propose dOetudier une strategie de la forme :

2
4 1 pourt$ [0ty
u(t) = 5 K pourt$ [tc,tc+ tsing[ (4.6)

0 pour t $ [tc + tsing y Tfl’syo]

La trajectoire de ($) associeea ce contréle possede un arc singulier sur [Oinlév

de temps {, tc+ tsing [. Ce dernier peut @tre aussi large que necessaire de sortea veriper
la contrainte x(Ts) = X;. Cette strategie est illustree dans la Figuré.3.

Lemme 4.2 1. Le temps bnalT**° est determine de fagon unique ;
2. Si nous supposons que la strategi4.6) est extremale, alors :
(@ H=0;
(b) Un arc singulier peut se produire si et seulement $i(y(tc)) =0 ;

3. Sila strategie @.3) nOest pas extremale, alors la strategie®) est extremale avec

p— K p—
Po= Yy & @70
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Chapitre 4 - Un cas de route non plane

Preuve 4.2

1. Le temps bnalT*>° est calcule de la mangre suivante :

N t. est calcule de sorte & ce que la fonction de rendemérft) atteigne son

maximum surR™ a y(t.);

N tsng et T,">° sont calcules en utilisant les deux contraintegT;"*°) = 0 et

X(T%%) = .

(a) La preuve est identique a celle du premier point du Lemmé 1.

(b) la derivee de la quantite

tempst,, ce qui donnel(t.) =
(4.5). Un arc singulier existe le long dOun intervallg, t. + tsing [, tsing > O
si U(t;) =0, ce qui se produit uniquement lorsquk (yc) = 0.

q) (¥)

noF(y(te))
+y(te))

par rapport au temps est calculee au

K, puisqueH =0 N voir la formule

2. La preuve est basee sur des arguments similaires a ceux du Lendnie
Les valeurs depy et de gy sont determinees comme suit. Commid = 0 alors

1.0

0.8

0.6

04r

0.2

o = 0. Le long de IQarc singulier le Hamiltonien estt = y. po" +(*§C) =0, et
par consequenpg = % puisquey. £ 0, al y. = y(t). !
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Figure 4.3 b Trajectoire extremale correspondante a la strategi¢.),
T =5.2177. Le codit associe est egala 3.605.
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Chapitre 4 - Un cas de route non plane

Remarque 4.1 Les strategies4.3) et (4.6) ne peuvent pas toutes deux @tre extremales.

Presence dOun arc singulier en debut ou en bn de trajectoire

Supposons maintenant que la strategid () soit extremale et considerons un temps
PnalT; > Tfl'o. Nous savons dOune part que si une trajectoire extremalespds un arc
singulier de la formey = 0, =0, alors H = 0. De plus, nous avons vu dans la section
precedente que lorsquet(d est extremale, alorsH = 0. Nous en concluons que si la
strategie @.3) est extremale, alors pour toufT; > Tfl'o, la strategie suivante est aussi

extremale : 2
3 K pourt$ [0t

u(t) _ 1 pour t $ [tl,tl + tc[
3 0 paurt$[ti+te,Tr" tg
K pourt$ [T " tp, T¢[

(4.7)

aity* 0,t,* Oetty+t, = Ty " T.O. Cette strategie est illustree dans la Figurd.4.
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Figure 4.4 b Trajectoire extremale correspondante a la strategi¢.7), T; = 6.
Le codt associe est egala 23.9346.

Pour les m@mes raisons, lorsque la strategi.6) est extremale, alors pour tout
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T; > T2 la strategie suivante est aussi extremale :
2
pourt $ [O,ty]
g pour t $ [ty ty + tef
pourt$ Jt; + te, t; + to+ tsing [ (4.8)
é pourt $ [tl + i+ tsing T " t2[
pourt $ [Tr " to, T¢]

u(t) =

ANOXNpR A

at;* 0,t,* Oetty+t,=T¢ " Tfl’s’o. Cette strategie est illustree dans la Figuré.5.
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Figure 4.5 D Trajectoire extremale correspondante a la strategié.§), T = 6.
Le codt associe est egala 3.605.

Remarque 4.2 Des que @.3) est extremale et qud; > Tfl'o, il existe une inbnite de

strategies extremales de la formel.(). Toutes ces strategies ont le méme codt. Ceci

est aussi valable pour les strategies.6), (4.8) pour T; > T °°,

4.1.2 Autres trajectoires extremales sans retour en arrere

Supposons que le temps Pnal soit inferieur® < T*° ou T; < T,"*°, en fonc-
tion de la conbguration du probEme, alors les trajectoirepresentees precedemment

69



Chapitre 4 - Un cas de route non plane

ne sont pas extremales. Quelles sont les strategies extremales permettant dOatteindre
(x¢,0) depuis (Q 0) en temps plus petit que celui donne par les strategiesd) et (4.6) ?

En nous inspirant des resultats du chapitre precedent, nous allons examimsrdtrategies
suivantes :

1 wurt$ [0ty
1 urt$ [0, t]_[ K surt$ [t]_, tz[
K surt$ [ty tyf 0
0 art$ [tz, t3[ '

"1 surt$ [t T

urt$ [to, t3]
"1 surt$ [ts, ty]
0 urt$ [t4, t5[
"1 surt$ [ts, T¢]

g BN

u(t) = 0 surt$ [ty,tof u(t)= u(t) =

2
1 surt$ [0ty 3
"1 surt$ [ty Tf] g

Q000000 000000 N

Lemme 4.3 Etant donne le controle :

421 1  surt$ [0ty
u(t) = 5 0 surt$ [ty tyf (4.9)
"1 surt$ [ty, T¢]

Si cette strategie est extremale, alors nous pouvons calculer :
1. les temps de commutations, et t, pour tout Ty > T, et pour tout X; ;

2. les valeurs dgy et de .

Preuve 4.3 1. Les valeurs d&; et Ty etant donnees, les deux contraintg$Ts) =0
et X(T¢) = X¢ nous permettent de calculer explicitement les temps de commuta-
tions det, et det, a IQaide de la solution4(1) :

1
= Tf-l-(1+ K)" to.

tb= 2 TT(L+K)+ (1" K?)T2Z" 4x

2. Les conditions initiales des vecteurs adjointg, et ¢y sont calcules de la manere
suivante :
N po est determine le long dOarc al le contréleest egal & zero. En elet, sur
t$ [ty,to[, u=0, alors : g@i= " po, et q(t) = " pot + qp @l p = q(t;) et ainsi
G = 3y avecys = y(ty).
Au point t = t,, nous avonsg, = " +yy22), al g = q(tp) ety, = y(t,). Le long
de cet arc :

v Y2 "4 Y1

Y02 - T Yo

Par consequent :
_ Y2+ Y1
Po

)2+ ) ()’
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N ¢ est calcule en combinant le Hamiltonien donne au temps initiak 0 et

celui formule le long de IQaity, tof, i.e. p(1" K) = poy1" K - Par
consequent : +
q) = yl po " K ’
1" K ) (Y1)
!
Cette strategie est illustree dans la Figurd.6.
ult"
1.0+ y!t"
o‘.5 1‘.0 1‘.5 2‘.0 2‘.5 3‘.0 tos
110+ ' 05 10 15 2.0 Xt
(b)
0z oa Tos  os 10 iz aa Y
(d)

Figure 4.6 b Trajectoire extremale correspondante a la strategi¢.9), T; = 3.
Le codt associe est egal a 2324

Remarque 4.3 En pratique lorsque la strategie4(.3) est extremale, alors la strategiei(9)
est aussi extremale pour touf; < T°.

Lemme 4.4 Considerons le controle :

§ 1 pour t $ [O, ty[
K pourt $ [ty,to]
8 0 pour t $ [to, t3[
"1 pourt$ [tz T¢]

u(t) = (4.10)
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Si cette strategie est extremale, alors :

1. Les conditions initiales des vecteurs adjointpy et @y sont donnees par les deux
expressions ci-dessous, a4 = Y(t;) :
+

_ 1 ., Ys) !(YS) '
P =K S ) (1)
2 !

(K™ 1)(ys)?

2. La derivee de la fonction de rendement est negative au tentps t; N i.e.
)'(y2) < 0.

Preuve 4.4 1. Les expressions dpg et deq, sont obtenues de la maniere suivante :
sur IOintervalldt,, t[, nous avonsq = # et yi= 0, ce qui implique quegi=0 le
long de cet arc singulier, on obtient donc :

+ LN,
ol L VO

YY) )(Y)?
w Ys) | (Ys)’ -0
)(Ys) ) (Ys)?

+
||p0+K

Par consequent : N ,
K L Ys) (¥s)’
Y(ys) ) (Ys)?

DOautre part, le long de cet arc singulier, le Hamiltonien est :

Po =

H = poyer G (K7 K) " 5
_ . KYs
- P )

En combinant cette dernire formule avec |Oexpression du Hamiltonien au temps
t = 0, nous obtenons :

" _ . KYs
" K)= poxf oA
_ 1, YS)!(ys)’ . Kys
0 ez ¥ Y
¥2)'(ys)
)2
Par consequent : |
& = Ky3) (ys)

(K™ 1) (ys)?
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2. La derivee de la quantite de(t) est donnee par I0equatiod.§). Le long dOun
arc singulier cette formule devient :

L H®) . K
=" )

DOapes les rgles2(13), un arc singulier existe si et seulement sit) = 0 et
cela ne peut se produire que $i(y) < O.

Remarquons que la strategie4(10 est similairea celle de 8.14 N voir Chapitre 3.
APn de calculer une trajectoire extremale associee a laa&gie @.10, nous utilisons
la methodologie qui a ete developpee pour la strate(Beld). La strategie @.10 est
illustree dans la Figure4.7.
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Figure 4.7 D Trajectoire extremale correspondant a la strategid.(0, Ty = 5.
Le co@t associe est egala 3.6466.
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Lemme 4.5 Considerons le contrdle :

1 pourt $ [O,t,]
g K pourt $ [ty,to[
0 pourt $ [to, t3]
"1 pourt$ [ts,ts] (4.13)
0 pour t $ [t4,t5[

"1 pourt$ [ts, Ty]

Preuve 4.5 Comme precedemment, si cette dernére strategie est extremale, alors les

conditions initiales des vecteurs adjointp, et gy sont donnees par le Lemmé.4.

Remarque 4.4 N En pratique, si Tfl's'0 est extremale, alors nous observons I0exis-
tence dOun tempBi,, tel que pour toutT; $]Tim ,Tfl's’o[, une des deux strategieg(10)
ou (4.13) est extremale.

N Si IOune des strategiest(9), (4.10) et (4.13) est extremale, alors les deux autres
ne le sont pas.
La strategie @.13 est illustree dans la Figuret.8.
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Figure 4.8 b Trajectoire extremale correspondanta la strategid.(3, T; = 4.48.
Le codt associe est egala 4.0792. Figute3b : les parties du graphe tracees en bleu
correspondent aux moments ai = " 1.
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4.2 Resolution du probEme de contréle optimal

4.2.1 Trajectoire en temps petit

Nous allons maintenant debnir le temp$,,c« cOmme suit :
1 1 L
X(0) = Xo, X(T;)= X
0) 0, X(T¢) C ST

H(x(1) = 1(0)

Nous appelonSrajectoire en temps petit  une trajectglre qui pogsede un temps pnal
T; inclut dans IOmtervaIIe'I]mln , Tsmai |- @0 Tsmanr = Min Tpack, T

Thack = rrg{gi( T; telque ,u$ L[O 1

Lemme 4.6 trajectoires en temps petit
1. Une trajectoire optimale de(P,) pour T; < T pack NOadmet pas de retour en arrére.

2. Les extremales en temps petit d@,) ne contiennent pas dOarc singulier de la
formey =0.

3. Siys est la vitesse constante de IOarc singulier extremal en temps petit, alors

0
WW9<0

4. Considerons une trajectoire extremale en temps petit contenant un arc singulier,
et notant la vitesse constantgs. Les conditions initiales des vecteurs adjointg
et gy sont donnees par :

2 + , ,
4 — 1 n yst(Ys)
Po= K +(ys) +(ys)? (4.14)
5 o _  _Ky2+(y) '
D= K DHys)?

Preuve 4.6 1. PuisqueT; < Tpack, l€s trajectoires (x(t),y(t)) de (P4) partant de
(0, 0) peuvent atteindre(x; , 0) seulement en restant sur la partie de la route telle
gue ! (x(t)) est constant. Par consequent(P,) peut @tre considere comme un
probBme invariant par translations le long de |0axax. DOap®s le Lemmd..2,
une telle trajectoire optimale nOadmet pas de retour en arrire.

2. Une extremale en temps petit ne peut pas atteindréT; ) = 0 avec une strategie
de la forme @.3), le controleu doit donc devenir negatif. Par consequent, il existe
un intervalle non-trivial de la forme]t; g tel que :

a)(y)
y

e

y > 0 pour tout t $]t; g et la quantite. (t) = existe pour toutt $]t; g ;

B=let.B8="1
N Il'y a un temps t- $]t; g tel que. (t') =0 et ((t') < O.

pral
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La derivee de (t) par rapport au temps, sur cet intervalle esta nouveau donnee

par I0equation4(5). Lorsque . (t') = 0, nous avonsu = 0 et Ht') = " H;—gy)
alors H doit @étre strictement positif abPn de realisert') < 0. Un arc singulier
avecy = 0 nOexiste pas puisque cela impligde= 0.

3. Comme precedemment, nous debPnissons la quanti(® = q*é—y) sur les inter-
valles aveg £ 0, et nous trouvons une expression d&t) N voir IOequation 4.5)
ci-dessous. Le long dOun arc singulier, nous avors) = 1 et ((t) = 0, et selon

|Oexpression4(5), nous obtenons I0egalite suivante :

oM. K'Y
y? ) (Y)
Ce qui ne peut étre vrai s) (y) est negatif.
4. Les deux expressions sont facilement obtenues comme suit :

N la resolution de I1&equatio® = " H+y(2y5) " KI('y(Sy)S) pour H, puisqueyi= 0 le

Ky 2+ (ys)
+(ys)?

N la relation H = ¢ (u(0)" K) = (1" K) produit IOexpression de,. En
elet, " K3t 0s) = g (1" K) et ce qui implique :

+(ys)?
Ky2) (ys)
(K™ 1)) (ys)?

N pnalement, IQecriture du HamiltonierH le long un arc singulier,H =

Poys " +(yyss)K, nous permet de fournir IQexpression gg. Par consequent,

n Ky 2+ (ys) — Poys " 2<K et ainsi :

+(y5)2 +(ys)
Ty ()
Y(Ys) ) (Ys)?

long un arc singulier. Par consequentH = "

%:

po = K

4.2.2 Methodologie

Le probeme de contrdle optimal P4) pour le probl de route represente a la Fi-
gure 4.1, est resolu en suivant la methodologie ci-dessous.
Nous cherchons dans un premier temps a determiner I0ensendiele extremales sans
retour en arriere, en fonction de la valeur du temps Pnal.

1. Considerons la strategie4(3). Nous veribons le signe d§(y(tc)) et ensuite nous

decidons laquelle des strategiest.B) ou (4.6) est extremale. Nous noton# le
temps Pnal correspondant. Les strategied.f) et (4.6) sont representees par les
Figures4.2 et 4.3 respectivement
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2. Pour tout T; > ®, les strategies de la forme4(7) ou de la forme @.8) sont
extremales et donc candidates a |IOoptimalite. Ces s&gtes sont illustres dans les
Figures4.4 et 4.5 respectivement.

3. Sila strategie @.3) est extremale, alors, pour toul i, <T; < B, la strategie @.9)
est extremale et determinee a I0aide du Lemnded).

4. Si la strategie @.6) est extremale, alors il existe un temp3,in < Tim < B tel
que :

N la strategie @.9) est extremale pourTmin < Tt < Tim ;

N pour T; > Tym, la strategie extremale est de la formet (10 ou (4.13 et est
determinee a |I0aide des Lemmeésy) et (4.6).

Elles sont illustrees dans les Figurek7 et 4.8 respectivement.

5. Finalement, siT; ) Tpack, ON €n conclu que la trajectoire extremale trouvee est
optimale. Dans le cas contraire, nous procedons a une @unumerique abn de
determiner sOil existe des extremales presentant unuetm arrére. Par exemple,
pour T; = 4.48 la trajectoire presente a la Figuret.8 est consideree optimale.
Des trajectoires extremales possedant des retours en arrére sont presentees dans
les Figures4.9 et 4.10

APn de mieux comprendre cette derniere €tape, nous avoneetue une exploration
numerique par la manipulation des valeurs da et ¢p. Comme attendu, les trajectoires
extremales presentant des retours en arrere existertin fait interessant est que de
telles extremales ne sont pas necessairement optimalesn®la Figure4.9, un exemple
de trajectoire optimale avec retour en arrére est presentee. La fonction de rendement
est la méme que celle utilisee pour determiner la trajeae de la Figure4.2 Dans ce
cas, la strategie avec retour en arrere de la Figuse9 codte moins que la strategie de
la forme 4.8) N puisque les arcs aveqa/ = 0 ont un codt nul, la strategie @.8) codite
la méme chose quelle que soit la valeur de > Tfl's'o.

DOun autre cote, la Figurd.10 montre une trajectoire extremale qui admet un
retour en arrére. Cette trajectoire est obtenue pour une fonction de rendemehty)
telle que) (0) est 20 fois superieura celui utilise dans la Figure9 N il sOagit & du seul
parametre quia ete modibe dans la conception deLes maximums des deux fonctions
codt sont identiques, et sont obtenus pour les mémes valeursyd®ans ce cas, le coat
associe a la strategie4(8) est egal a 073, et la strategie de la Figuret.10 nOest pas
optimale. Dans les Figurest.9d et les Figures4.10d, les valeurs visitees par chacune
des fonctions de rendement lorsque= " 1 sont mises en evidence. Les Figuré9d et
Figures4.10d mettent en evidence une information similaire pour = 1. Les dilerentes
couleurs sonta associer aux Figure$.9cet 4.10c
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Figure 4.9 b Trajectoire optimale du probemeR,) pour T; ! 17.75. Le co@t associe
est! 1.61 tandis quOil est 3.605 pour la strategie 4.8) N cf. Figure 4.2
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Chapitre 4 - Un cas de route non plane
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Figure 4.10 D Trajectoire extremale du probemeP() pour T; ! 17.75. Le codt
associe est 1.02 tandis quOil est 0.73 pour la strategie 4.8) avec la fonction de
rendement des Figureg.10det 4.10e
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Chapitre 4 - Un cas de route non plane

4.3 Cas patrticulier : fonction de rendement constante

Comme precedemment, il nC)y a pas dOextremale anormaeqde Ty > T in -
Comme nous IOavons vu dans le Chapitde2.], la fonction de rendement peut-@tre
consideree identiquement egale a 1, et le Hamiltonienrnaal est :

H=py+qu"” K)"|yul
Nous commenigons avec la strategie

7
1 sur[Qt]

u(t) = 0 surfe, T2 (4.15)

al t. et T; ont ete donnes par |Oequatiof.4).
Lemme 4.7 1. La strategie @.15) est extremale et singuliere.
2. H=0.
3. Pour tout Ty > T.*°, alors la strategie suivante
2
g pourt $ [0, ty]
pourt$ [ty,t1 + t[
g pour t $ [tl + te, T " tz[
pourt$ [T " to, T¢ [

u(t) =

Ao R AN

est aussi extremale singulire, ai; * 0, t,* Oett; + t,= Tt " T,
Preuve 4.7 1. La strategie @.15 est telle quey * 0O pour toutt * 0, ainsi le
Hamiltonien devient :
H=py+qu” K)" ylul
Par consequent, 7
=00 p=po
Gi= " po+ |ul
De plus, commeu(T;) = 0, alors " y(T¢) ) o(Ts) ) y(T¢), ce qui implique
g(T¢) =0, H =0 et bPnalementq(0) = 0. Nous avons donc :

7
q(tc) = (1 " po)tc
y(te) =1 " K)te

Alors pp = K puisque la commutation ert. indique queq(tc) = y(tc). On en
conclu directement quey(t) = g(t) pour tout t $ [tC,Tfl'O], la relation est donc
vraie pour toutt $ [0, Tfl'o]. Nous avons ainsi montre que4(15) est une strategie
extremale singuliére.
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2. Ce fait appara®t dans la preuve dé)(

3. Un arc singulier de la formey = 0, y1= 0 implique H = 0, ce qui est compatible
avec le point precedent. !
LorsqueT; < T/*° nous nous interessons a la strategie :

1 sur [Qtq]
0 sur fq, tof (4.16)

2
4
5. 1 surfy T

u(t) =

Lemme 4.8 1. PourT; < Tfl'o, la seule strategie extremale est la strategié.16).
2. Les temps de commutationpo et go sont donnes au Lemme4(4).

Preuve 4.8 1. Comme Ty < Tfl'o, alors (T;) £ O et par consequentH £ O.
DOapees le point de la section2.3, alors yi= 0, y = 0 nOest pas un arc singulier.

Soit * > 0 tel quey < 0 sur ]0, *[, considerons la quantite = 3 et calculons

sa derivee : H

y2
SiH > 0, alors. decrodt indePniment auquel cas seule une commutation du type
u=0 versu=" 1 peut avoir lieu, et y ne changera jamais de signe.
SiH < 0, il ne pourra donc pas y avoir de commutation vers le controle= " 1
et y(T;) = 0 ne pourra pas @tre atteint.
On en deduit quOune extremale ne comprend pas dOintef@atletel quey < O.

u=

Soit * > 0 tel quey > 0 sur ]0, *[, considerons la quantite = 3 et calculons

sa derivee : H

y2
On en conclu queH > 0 et que la strategie 4.16) est extremale. En elet, dans
le cas contraire,H < 0 la quantite. augmente et le contrdole ne commute jamais.

2. Voir Lemme (4.4). !

u=
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Conclusion et Perspectives

LOobjectif de ce travail a ete de traiter la problematigude la minimisation de
IOenergie depensee par un vehicule, en prenant pour cadre la theorie du controle op-
timal. Nous avons, dans un premier temps, developpe un naebel simple de la dyna-
mique longitudinale du vehicule et de sa consommation €nergetique, ce deuxieme point
constituant le co@t de notre probeme de contrdle optimal. Etant donne quee codt
est non-dilerentiable pour certaines valeurs de |Oetatd la variable de controle (ceci
etant da au fait quOil repose sur la notion de travail absplalors les strategies op-
timales comprennent des inactivations du contrgle. Par la suite, nous avons montre
que le probEme ainsi obtenu nOadmet pas de minimum en tempsiHibre, et avons
donc procede a une etude en temps Pnal bxe. Nous avons gusgiose un theoeme
de regularite des controles candidats a IQoptimalite, qui nous a permis dOevacuer le
phenoméne dechattering de I0ensemble des solutions. Finalement, nous avons etudi«
ce probEme en nous appuyant sur le principe du maximum de Poyagin, dans sa
version classique ainsi que dans la version proposee par Rrke.

Notre probeme depend de nombreux parametres, en termes fimction de rendement
et de probl de route, ce qui le rend di"cile a aborder directement. Ceci nous a amen«
a dePnir une serie de trois sous-probEmes que nous avtages dans ce manuscrit :

1. route plate, sans frottement;
2. route plate, avec frottement;
3. un probl de route non-plate, sans frottement.

Nous avons propose une solution en temps minimal pour chacum eks trois sous-
probEmes et montre que, pour tout temps Pnal (Pxe) strictement plus grand, aucun
de ces sous-probEmes nOadmet dOextremale anormale. &ons aussi etudie et ca-
racterise les arcs singuliers normaux. Les trois cas presentes ci-dessus, nous ont permis
de mettre en avant la richesse du probeme considere. Eneg! tandis que les solu-
tions du premier cas etaient limitees a des strategies de typang-inactivation-bang
(et ce sans que la fonction de rendement nQOaie de réle a jpukes solutions opti-
males du second cas sont de la formmng-arc singulier-inactivation-bangpour un
temps Pnal choisi assez grand. Ce phenonmene a lieu indefa@anment de la fonction de
rendement choisie. Cependant, dans le cas dOune fonctionesglement non-triviale,
nous voyons apparaidtre des strategies optimales de tigppeg-arc singulier-inactivation-
bang -inactivation-bang (la fonction de rendement €tant maximale le long de IQarc in-
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Conclusion

dique en gras). Finalement, le probl de route speciPque gu«ite €tudie dans le troiseéme
cas, et qui requiert un arrét et un demarrage en pente, presente tous les comportements
precedemment observes auxquels sOajoutent :

N
N

2

IOinBuence de la fonction de rendement sur la presence on d®un arc singulier,
la presence dOarcs singuliers au debut oua la bn de la trajectoire,

|Oapparition de trajectoires extremales presentant un retour en arrre, certaines
de ces trajectoires pouvant @tre optimales.

Ce travail nous a donc permis de formaliser un probeme de dodle optimal riche,
presentant trois grandes perspectives.

1. LOanalyse des arcs singuliers nous a permis de faire apparaitre une caracterisation

sous la forme dOune equation dilerentielle de la variaplg), valable uniqguement

sur les morceaux de route non-plane. Ainsi, les investigat®numeriques que nous
avons realisees pour le troiseme sous-probeme, dans le batfaire apparaitre des
extremales avec retour en arriere, pourraient @tre completees par une recherche
dOarcs singuliers de ce type.

. Une seconde perspective de travail consistea traiter dessaOetudes supplementaires

en commeni@ant par introduire un coe"cient de frottement dans le troiseme cas
gue nous avons aborde. Notre but etant ensuite de nous daigvers des probls
de route plus generaux.

. Une derniére perspective de travail se situe au niveau de leoghelisation du codt.

Trois modibcations interessantes nous semblent pouvoireapportees.

La premkre est de considerer une fonction de rendemengay pour arguments la
vitessey, mais aussi la variable de contr@le. Ceci nous permettrait en particulier
de faire varier le rendement du sys&éme de conversion dOgieeen fonction du
signe de la variable de contrdle (freinage Vs accelerajion

La seconde piste consiste a relaxer IOhypothés@) £ 0, en considerant par
exemple une fonction de rendement ayant un developpementilie en 0 de la
forme Cy+ O(y?) ai C est une constante non-nulle. Cela aurait pour consequence
une misea contribution du controle plus frequente lorsgule rendement est haut.
En elet, en procedant ainsi la fonction co@t ne sera plus nulle a vitesse nulle.
La troiseme piste consiste a traiter ce probkeme en temgplibre. Pour cela, il nous
faut modiber la fonction coéit, par exemple par I0ajout (soles signe integral)
dOune constante, penalisant ainsi les longs temps de parcours.
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Annexe A

Controlablilite locale en temps petit
et accessibilite normale

Nous rappelons les principales notions de controlabiljt@nsi que les deux theoremes
utilises dans la preuve de notre resultat de regularit€es notions viennent principale-
ment de [ ] al le sujet est traite en details en toute generalite.

Soit un systeme de controle de la forme suivante :

($o) X(t) = F(x(1)) + u(t)G(x(t))
al X(t) $ R", u$ Usgm - L[loy* [ €t Uagm €st un ensemble de contrdles uniformement

bornes, admissibles pour (§. Les champs de vecteurs (.) et G(.) sont suppose<!.
LOensemble des contrdles dgy, constants par morceaux est Not&giep . Uagm-

Debnition A.1 Ensemble accessible
Soit xo $ R". L&nsemble accessible de ($,), a partir Xo, pour un tempsT > 0, est
dePni comme suit :

A(Xxo, T)= {@$ R" t.q. -u $ Uagm t.q. la trajectoire x(t) de ($) issue dexy veribex(T) = &}

LOensemble accessible pour un temps strictement plus petitTye0 est note :
M

At(Xo) = A(Xo, 1)
09%6t<T
Debnition A.2 Contrélabilite locale en temps petit (STLC)
Le syseme($,) est dit localement contrélable en temps petit depuisxg, si pour
tout T > 0, IOensembla;(xo) contient un voisinage ouvert de.
DePbnition A.3 Controlabilite locale en temps petit bxe (STLCFT )
Le syseme($) est dit localement contrdlable en temps petit bPxe depuisxg, Si
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Controlabilite locale en temps petit et accessibilite normale

pour T > 0 Pxe, alors pout toutd <t < T , IOensemble accessil#\¢xo,t) contient un
voisinage ouvert dexo.

Debnition A.4 Accessibilite normale (NR)
Un point x; $ R" est dit normalement accessible depuisxy $ R" par le syseme de
controle ($o), Si X; est accessible depuis, par un controleu $ Usep.

Nous pouvons aussi introduire la notiordOaccessibilite normale dOun pointx;
en temps plus petit que T, a partir dOun pointxg si :

X¢ est normalement accessible deputg par une trajectoire x(.) de ($,) telle que
X(0) = Xo et x(P) = x; pour P<T.

DePnition A.5 Normalement auto-accessible (NSR)
Un point X, est dit normalement auto-accessible par le syseéme($,), sOil est nor-
malement accessible depuis lui-méme.

DePnition A.6 Normalement auto-accessible en temps petit (STNSR)
Un point X, est dit normalement auto-accessible en temps petit par le syseéme
($0) si pour tout T > 0, il est normalement auto-accessible en un temps inferieuria

Proposition A.1  Si Xg est STNSR par($,), alors ($,) est STLC depuisx, par des
contréles pris dansUsep.

Theoeme A.1  Sous IOhypothése que le syséme de cont(®lg), veribe IOune des trois
proprietes suivantes :

N les champs de vecteur§ (.) et G(.) sont reels analytiques
N IQalggbre de Lie engendree p&i(.) et G(.) est de rang maximal ;
N les champs de vecteur§ (.) et G(.) sont C' et localement bornes.
Alors les a"rmations suivantes sont equivalentes :
1. ($o) est STLC par des controle dé&gp ;
($0) est STLC par des controle d&agm ;
Xo est STSNR par($o) ;
(" $o) est STLC par des controle déJgp, ;
(" $o) est STLC par des controle d&Jagm ;
6. Xo est STSNR par(" $o);

Theoeme A.2 Soit xg $ R", un point normalement auto-accessible en temps petit
par le syseme($,). Soit T > 0 bPxe. Alors tout point de IOensemble accessibigx)
est normalement accessible deputg en un temps plus petit qué .

o~ DN
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Controlabilite locale en temps petit et accessibilite normale

Remarque A.1 Si de plus, le pointx, est un point dOequilibre du sysent®,), alors
les deux theoremes ci-dessus restent vrai en considerant la contrdlabilite locale (ainsi
que IQaccessibilite normale) en temps pétite.
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Annexe B

Code Mathematica de

In[1]:=

In[2]:=

$%$ &

$( $ 9N’

$) $w

$* $ %+ &'
$& $ %'

$+ $ Y&’
$/ $ W0
12"$ $ 0,(-
1234 $ 0,%-'
5% 0,(-

- $/0 .1
-0 $/2 %/01
-2 $/2 %31
-3 $/3 %41
-4 $/5 %41
-5 $/6 %/51
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Code Mathematica de IOexemple 1.1

In[3]:=

1#%2

$0 $ 5
6$0 $ %H0 245

1#%2
$4 %

5
634 $ $0 %S4 27 &6305
$75 2 g

38
637 $ $7 28 &6$45
s8% 2 g

39
638 $ $7 %$8 29 & 6375

In[4]:=

-3455

13 $% &6-345 |7

-548 5 -348°
&6-548 | &
5 5

-849 5 549 5
&6-849 | &

5 $%

&6-348 &!3 |7

8 $%

&6-549 &!5 |7

-94: 5 -84:; 5
&6-9 4: &

19 $% &6-84: &!8 |7

In[5]:= ) ) )
"#$"% !xsi _" &#'( !xsi $)*+,- xsi %.,-+

'(Ixsi $)+., xsi %.,/+'( !xsi $)+,0 xsi %,0+'( !xsi $)0+,1 xsi %.,1+2 "™
) ) - xsi© ) . J xsi 0 i
4#$"%! xsi " &#'( xsi $ )+ ——— %.,- xsi %5-+'( xsi $)+ ——%.,/ xsi %5/+
0 0

) ,0 xsi 0 ) ) 1 xsi © i
'( xsi $)+ ——%.,0 xsi %50+'( xsi $)0+ ——%.,1 xsi %51+ 2 %63
0 0
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Code Mathematica de IOexemple 1.1

In[6]:=

8029 $ ;;
<46=4 $ %>9;
<4-, $7?;
@9% 9;

@A 79,
#B674 $

? 67 &(0146 &@.2"
C2=4 &l<-5B1 @&@.2' / 8 &@.2 ( ( @ /

2 ( (67 &(0146 &@.2" * 2 ( (67 &(0146 &@.2" >
@9 9/ 889' 8029 / )@@.2 / 88@.2* | )@.2/ 9l <4-, *

?
==21=1 $ C2=4 &I<-5B1 @&@.2' % ' /

\ 2 ( (67 &(0146 &%@.2" >

(67 &(0146 &%@.2"

8&@.2 % /| @9 9/ 8&9' 8029 /

\ 2 ( (67 &(0146 &%@ 2" >
)@@.2 | 88&@.2* | ) @.2/ 9/ #D. &<46=4'*
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RZsumZ en franeais

Cette these prZsente |OZtude dOun probleme de contr™le optimal dont le ruodiéi&rentiable pour

certaines valeurs du contr™le ou de IOZtat, tout en restant Lipschitz. @eeprobk a ZtZ inspirZ parl|

problZmatique gZnZrale de la minimisation de 10Znergie dZpensZe par unoZtobaiede type voiturke

long dOun trajet dont le profil de route est connu ~ IQavance. Cette problZmafomeutgt ~ 10aide dOur

modele simple de la dynamique longitudinale du vZhicule et une fonction coZztngiobe la notion

dOefficacitZ du processus de conversion ZnergZtique. Nous prZsentons un rZgultatitfed@s contr™les,

valable pour la classe des systemes non-linZaires, affines dans IE¥lesntlasse " laquelle appartient npti

probleme. Ce rZsultat nous permet dOexclure les phZnomeaeattigingde IOensemble des solutiohkus
rZalisons trois Ztudes de cas pour lesquelles les trajectoires eptismit composZes dOabesg,

dOinactivations, dOarcs singuliers et, dans certains cas, de retours en arriere.

Mots clZs: optimisation de la consommation ZnergZtique ; arcs singuliers ; rZgufaritdfion cozt non-
diffZrentiable.

* *

******************.rw#%&-#$O*(5* ’) 1/64* _()&.%"#$()*5(/*'* _'/ B$8’012$_ 31*

RZsumZ en anglais
The present thesis is a study of an optimal control problem having a non-diffeleenitiat Lipschitz, cost
function. It is inspired by the minimization of the energy consumption of a cavdikiele or robot along

o))

road which profile is known. This problem is stated by means of a simple wiathel longitudinal dynamics
and a running cost that comprises both an absolute value function and a functieccthaits for the

efficiency of the energy conversion process. A regularity result that excludesricigathenomena from the
set of solutions is proven. It is valid for the class of control affine systehish includes the considered
problem. Three case studies are detailed and analysed. The optincsbiiegeare shown to be made of banc

inactivated and backward arcs.

Keywords: energy consumption minimisation; singular arcs; regularity; non-differentiable cost function.
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