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Introduction

Les travaux effectués durant ma thése au sein du LAboratoire de Mathématiques
et PhySique (LAMPS) portent principalement sur la jonction du domaine des ma-
thématiques appliquées et celui de la mécanique. Ces travaux sont centrés sur des
nouveaux résultats de convergence pour des inéquations variationnelles et leurs ap-

plications & des problémes en mécanique du contact.

Du latin "contactus" signifie "toucher" ou "I’état de deux corps qui se touchent".
Les phénoménes de contact entre des corps déformables ou entre un corps déformable
et une fondation rigide abondent en industrie et dans la vie de tous les jours. Le
contact de la roue avec le sol en aéronautique, 'emboutissage des métaux, le contact
du piston avec la chemise et I'enfoncement progressif dans un fauteuil lors d’une
posture assise ne sont que quelques exemples parmi bien d’autres. La complexité
de ces phénomeénes conduit & des modéles mathématiques intéressants décrivant des
processus de contact qui sont représentés par des systémes d’équations aux déri-
vées partielles associés aux conditions aux limites et éventuellement aux conditions
initiales. ’étude mathématique des phénoménes de contact est structurée en trois

étapes : la modélisation, I’analyse variationnelle et I'approximation numérique.

La mécanique du contact a commencé en 1882 par Hertz [43] avec 1'étude d’un
probléme de contact sans frottement entre deux corps élastiques ayant des surfaces
courbes réguliéres. Depuis le 20eme siécle, des études et analyses dans la théorie de la
mécanique du contact ont connu de trés forts développements. Le premier probléme
de contact unilatéral entre un corps élastique et une fondation rigide a été proposé
par Signorini dans [75] et le résultat d’existence et d’unicité de la solution de ce
probléme a été obtenu par Fichera dans [35]. Puis, viennent les travaux de Duvaut et
Lions qui ont établi les bases de la théorie mathématique de la mécanique du contact
dans Pouvrage [31]; ils y ont introduit des formulations variationnelles & des modéles
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de contact avec frottement et ont prouvé des résultats d’existence et d’unicité de
solution. Par la suite, de nombreux travaux portant sur 'étude des problémes de
contact ont été réalisés ; nous citons, par exemple, [39, 67, 68, 69, 77, 92, 93].

Dans les cinquante derniéres années, les inéquations variationnelles sont deve-
nues un outil trés important dans I’étude mathématique et I’analyse numérique de
nombreux problémes aux limites non linéaires en physique, mécanique et science
de l'ingénieur. Il existe une vaste littérature dédiée a cette théorie, voir |9, 19, 20,
37, 42, 44, 51, 57, 67, 91|, par exemple. Dans cette thése, nous nous intéressons
a I’étude des inéquations quasivariationnelles elliptiques et des inéquations quasi-
variationnelles avec opérateurs de mémoire. De nombreux résultats d’existence et
d’unicité de la solution pour les inéquations quasivariationnelles elliptiques sous dif-
férentes hypothéses sur les données ont été obtenus dans [65, 86, 87]. Les inéquations
quasivariationnelles avec opérateurs de mémoire ont été aussi étudiées dans plusieurs

références voir, par exemple, [85, 83, 90|.

La théorie du contréle optimal est une branche interdisciplinaire des mathéma-
tiques. Elle recouvre de trés nombreux domaines d’application ; citons par exemple le
secteur aéronautique, robotique, automobile ainsi que les secteurs médicaux et chi-
miques. Il s’agit de réaliser une tache en minimisant un critére, son objectif alors est
de déterminer des solutions optimales. Une référence de base concernant 1’étude du
controle optimal des équations aux dérivées partielles est le livre [58|. La littérature
consacrée a ’application de la théorie du controle optimal en mécanique du contact
est limitée & cause des contraintes issues de leur modélisation ainsi que la non linéa-
rité des conditions aux limites de contact et des lois de comportement. Le controle
optimal de plusieurs problémes de contact a été étudié, voir [4, 14, 21, 62, 94, 95|,
par exemple.

Le but de cette thése est de fournir une contribution dans I’étude théorique des
inéquations variationnelles ainsi que dans I’analyse mathématique de plusieurs pro-
blémes en mécanique du contact. Notre objectif dans ce travail de recherche est
triple. D’abord, nous étudions le comportement de la solution de certaines classes
d’inéquations quasivariationnelles, avec ou sans opérateurs de mémoire, en pertur-
bant ’ensemble des contraintes par une dilatation et une translation. Nous utilisons
aussi des méthodes telles que la pénalisation et la dualité. Ensuite, le deuxiéme ob-
jectif est d’illustrer la théorie développée dans I’étude des inéquations variationnelles
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par des modeéles de contact sans frottement. Plus précisément, nous considérons des
problémes de contact avec des lois de comportement linéaires ou non linéaires pour
des matériaux élastiques, viscoélastiques et viscoplastiques, dans des processus sta-
tiques ou quasistatiques. Les lois de contact abordées dans ces problémes sont : la loi
de Signorini, la loi de contact avec compliance normale et contrainte unilatérale et
la loi de contact avec contrainte unilatérale et seuil critique. Enfin, notre troisiéme
objectif est d’étudier le controle optimal de certains problémes de contact présentés
dans cette theése.

Cette thése est divisée en deux parties que nous allons décrire par la suite afin
de faciliter sa lecture.

La premiére partie, composée de quatre chapitres, est structurée de la maniére

suivante.

Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques notions d’analyse fonctionnelle
et d’analyse non linéaire. D’abord, nous présentons quelques résultats fondamentaux
concernent les espaces de fonctions vectorielles, puis nous passons en revue quelques
opérateurs non linéaires tels que les opérateurs monotones et pseudomonotones ainsi
que les opérateurs de projection, de pénalisation et de mémoire. Ensuite, nous rappe-
lons quelques propriétés concernant les fonctions et les ensembles convexes, puis nous
présentons des résultats d’existence et d’unicité de la solution des inéquations va-
riationnelles elliptiques de premiére et deuxiéme espéce et nous rappelons le Lemme
de Gronwall. Nous terminons ce chapitre par I’étude d’un probléme d’optimisation
dont nous avons besoin dans la deuxiéme partie de cette theése.

Dans le deuziéme chapitre, nous nous intéressons a ’étude d’une inéquation qua-
sivariationnelle elliptique. Nous commencons par la position du probléme accom-
pagnée d’un résultat d’existence et d’unicité de solution. Puis, nous prouvons un
résultat de convergence basé sur la méthode de pénalisation. Ensuite, nous étu-
dions la dépendance de la solution par rapport a la perturbation de ’ensemble des
contraintes dans lequel nous considérons une dilatation et une translation. Enfin,
nous démontrons un résultat de convergence pour le probléme pénalisé portant sur

la perturbation des données.

Dans le troisieme chapitre, nous considérons une inéquation quasivariationnelle

avec opérateurs de mémoire. D’'une maniére analogue avec le chapitre précédent,
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nous présentons successivement le probléme et un résultat d’existence et d’unicité
de solution. Nous poursuivons avec la méthode de pénalisation afin de prouver un
résultat de convergence. Puis, nous étudions la dépendance de la solution par rapport
a une perturbation de I’ensemble des contraintes. Nous terminons par un résultat

de convergence associé au probléme pénalisé.

Dans le quatriéme chapitre, nous nous intéressons a I’étude d’une classe particu-
liére d’inéquations quasivariationnelles avec opérateurs de mémoire étudiées dans le
Chapitre 3 afin d’introduire une deuxiéme formulation, appelée formulation duale.
Aprés avoir présenté le probléme et les hypothéses sur les données, nous prouvons
un résultat d’existence et d’unicité de solution. Ensuite, nous étudions la dépen-
dance de la solution par rapport 4 une perturbation de ’ensemble des contraintes.
Nous poursuivons avec 'introduction d’une formulation duale, puis nous établissons
I’équivalence des deux formulations du probléme, i.e., la formulation primale et la
formulation duale. Nous terminons ce chapitre par un résultat de convergence pour
le probléme dual.

La deuxiéme partie comprend sept chapitres et elle est structurée de la facon

suivante.

Le cinquiéme chapitre est consacré a des préliminaires d’analyse ainsi que des
rappels du cadre général des problémes de contact abordés dans ce travail. Nous
commencons par la présentation des espaces de fonctions scalaires ainsi que les
principales notations utilisées dans ce manuscrit. Puis, nous présentons le cadre
physique ainsi que les lois de comportement élastiques, viscoélastiques et viscoplas-
tiques. Nous terminons ce chapitre par la présentation des différentes conditions de
contact utilisées dans les problémes mécaniques abordés dans ce manuscrit, a savoir
le contact avec contrainte unilatérale (la loi de Signorini), le contact avec compliance
normale, le contact avec compliance normale et contrainte unilatérale et le contact

avec contrainte unilatérale et seuil critique.

Dans le siziéme chapitre, nous étudions un probléme statique de contact unidi-
mensionnel ot la loi de comportement est élastique. Le contact est modélisé par une
loi de contrainte unilatérale. Aprés avoir présenté la formulation forte du probléme
mécanique et les hypothéses sur les données, nous donnons une formulation varia-
tionnelle et nous établissons I'existence et I'unicité d’une solution faible. Nous pour-

suivons avec un résultat de convergence portant sur la pénalisation de la contrainte
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unilatérale. L’étude du probléme se termine par un deuxiéme résultat de convergence
portant sur la perturbation de I’ensemble des contraintes.

Dans le septieme chapitre, nous considérons un probléme statique de contact
élastique avec une loi de compliance normale et contrainte unilatérale. Par une dé-
marche similaire a celle du chapitre précédent, nous nous intéressons a l’existence
et I'unicité de la solution du probléme, & sa dépendance par rapport & une pertur-
bation de ’ensemble des contraintes ainsi qu’a une pénalisation de la condition de
contact. Ainsi, nous établissons la convergence de la solution faible du probléme de
contact avec compliance normale vers la solution faible du probléme de contact avec

compliance normale et contrainte unilatérale.

Le huitieme chapitre porte sur un probléme statique de contact élastique avec
une loi de contrainte unilatérale et seuil critique. Nous commencons par la formu-
lation forte du probléme mécanique et nous énoncons les hypothéses nécessaires
sur les données afin d’obtenir une formulation variationnelle. Ensuite, nous démon-
trons un résultat d’existence et d’unicité d’une solution faible ainsi qu’un résultat de
convergence portant sur la perturbation des données. Nous poursuivons avec 1’étude
de quatre problémes de controle optimal associés au probléme mécanique pour les-
quels nous prouvons des résultats d’existence de solutions. Nous terminons par un
probléme de contact unidimensionnel afin d’illustrer les résultats présentés dans ce
chapitre.

Le neuvieme chapitre est dédié a I’étude d’un probléme de contact d’'une poutre
élastique en adoptant les hypothéses utilisées dans [89]. La modélisation, I'analyse
et I'approximation numérique des problémes de contact associant des poutres ont
été effectuées dans les références (2, 8, 13, 17, 55, 56, 74, 78, 82|, par exemple. Dans
notre probléme, la poutre est supposée en contact avec deux obstacles pour lesquels
le contact est modélisé par une loi de Signorini et une loi de compliance normale
avec contrainte unilatérale. Nous présentons la formulation forte du probléme méca-
nique. Nous poursuivons avec l'introduction d’une version bidimensionnelle associée
au probléme mécanique. Puis, nous présentons les hypothéses nécessaires sur les
données afin d’obtenir une formulation variationnelle et prouver un résultat d’exis-
tence et d’unicité de solution. Ensuite, nous étudions la dépendance de la solution
par rapport aux perturbations des données. [L’étude du probléme se termine par un
probléme de controle optimal pour lequel nous démontrons I'existence de la solution
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ainsi que sa dépendance par rapport aux perturbations des données.

Les dixieme et onzieme chapitres portent respectivement sur I’étude d’un pro-
bléme de contact viscoplastique et viscoélastique ot le processus est quasistatique et
le contact est modélisé par une loi de compliance normale et contrainte unilatérale.
Dans I’étude du probléme de contact viscoplastique nous suivons les mémes étapes
énoncées dans le Chapitre 7. Par ailleurs, dans I’étude du probléme de contact consi-
déré dans le Chapitre 11, nous commencons par la présentation de la formulation
forte du probléme mécanique ainsi que les hypothéses nécessaires sur les données
afin d’obtenir une formulation variationnelle, puis nous prouvons un résultat d’exis-
tence et d’unicité de la solution du probléme et nous étudions sa dépendance par
rapport & une perturbation de 'ensemble des contraintes. Ensuite, nous introduisons
la formulation duale du probléme que nous mettons en relation avec la formulation
primale en démontrant un résultat d’équivalence. Nous poursuivons avec un résultat

de convergence pour le probléme dual portant sur la perturbation des données.

Le manuscrit se termine par une liste des références qui a servi a traiter ce travail

de recherche.




Notations

Notations

Nous considérons un domaine ouvert et borné 2 de R? (d = 1,2, 3) et nous notons

par :
(9} I'adhérence de (2 dans R
r la frontiére de {2 supposée réguliére.

I; (i=1, 2, 3) une partie mesurable de la frontiére I".

mes([7) la mesure de Lebesgue (d — 1) dimensionnelle de I7}.

v la normale unitaire sortante a I'.

Uy, U, les composantes normales et tangentielles du champ vectoriel v.
o,, O, les composantes normales et tangentielles du champ tensoriel o.
C(92) I'espace des fonctions continues sur f2.

Cc™(02) I'espace des fonctions continues sur {2 dont les dérivées d’ordre

au plus m sont également continues sur f2.

°(82) I'espace des fonctions indéfiniment différentiables avec support

compact dans 2.

LP(02) I'espace de Lebesgue.

WHhP((2) 'espace de Sobolev.

H*($2) 'espace WH2(£2).

Hz (D) Pespace de Sobolev d’ordre 1 sur I,

H I'espace L?(£2)4, i.e., 'espace {’u = (v;) : v; € L*(2), 1<i< d}.

Q 'espace {T = (1) : T =T € L*(N2), 1<4,j < d}.

H, I'espace H'(£2)?, i.e., I'espace {v =(v;) : v, € H' (), 1<i < d}.

(ON Iespace {7‘ €@ : Divrte H}.

V I’espace {v €eH : v=0 p.p. sur Fl}.

Q I'espace {5 = (gijkl) : gz’jkl = gjikl = 5l<:lij S LOO(Q),l <u,75,k1<d }
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Soit X un espace de Hilbert réel; on utilise les notations suivantes :

Ox I’élément zéro de 'espace X.

1 I'opérateur identité sur X.

(,)x le produit scalaire de X.

|1l x la norme de X.

x, — x la convergence faible de la suite {z,} vers I’élément = dans X.

xr, — x la convergence forte de la suite {x,} vers I’élément = dans X.

Soient Y et Z sont deux espaces de Banach réels et [0, 7| est un intervalle de temps;

on note par :

([0,7];Y) Pespace des fonctions continues de [0, 7] & valeurs dans Y.
(Ry;Y) I'espace des fonctions continues de R a valeurs dans Y.
(Y Z) I'espace des applications linéaires et continues de Y dans Z.
(

| - [leqory; vy la norme de C([0,T7;Y).

|- ey 2) la norme de L(Y; Z).

Y) I'espace des applications linéaires et continues de Y dans Y.

Pour une fonction f; on note par :

supp f le support de f.
f, f la dérivée premiére et seconde de f par rapport au temps.

o f la dérivée partielle de f par rapport a la iéme composante x;.
Vf le gradient de f.

e(f) la partie symétrique du gradient de f, ie., e(f) = $(Vf + (Vf)D).

Autre notations :

S?  Tespace des tenseurs symétriques du second ordre sur RY.

Os« Délément zéro de S




Notations

1, le tenseur identité du second ordre sur R<.

|- |l la norme euclidienne sur R? et S¢.

Py l'opérateur de projection sur le convexe fermé et non vide K.
tr A la trace du tenseur A.

Div A la divergence du tenseur A.

rt la partie positive de r.

P-pP- presque partout.

ssi si et seulement si.

s.c.i. semi-continu inférieurement.
inf la borne inférieure.

sup la borne supérieure.

lim inf la limite inférieure.

lim sup la limite supérieure.
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Partie I Résultats de convergence pour les inéquations variationnelles

Partie I

Résultats de convergence pour les
inéquations variationnelles

Cette partie est dédiée a I’étude et I'analyse des inéquations quasivariationnelles
avec ou sans opérateurs de mémoire. Elle est divisée en quatre chapitres. Le pre-
mier chapitre, qui servira de base pour I'é¢tude des différents problémes considérés
dans cette thése, porte sur des éléments fondamentaux d’analyse fonctionnelle et
d’analyse non linéaire. Nous commencons par quelques définitions et propriétés des
espaces de fonctions vectorielles. Puis, nous présentons quelques éléments d’analyse
non linéaire, notamment les propriétés des opérateurs monotones, pseudomonotones,
de projection, de pénalisation ainsi que des opérateurs de mémoire. Ensuite, nous
rappelons quelques propriétés importantes des fonctions et ensembles convexes et
nous présentons des résultats d’existence et d’unicité concernant les inéquations va-
riationnelles elliptiques de premiére et deuxiéme espéce et nous rappelons également
le Lemme de Gronwall. Nous terminons ce chapitre par un probléme d’optimisation.
Les Chapitres 2, 3 et 4 sont structurés en quatre sections. Une fois le probléme de
chaque chapitre est posé, nous présentons un résultat d’existence et d’unicité de
solution. Ensuite, nous étudions la dépendance de la solution de chaque probléme
par rapport a une perturbation de I’ensemble des contraintes et nous prouvons des
résultats de convergence basés sur la méthode de pénalisation. Par ailleurs, nous
aurons dans le Chapitre 4 une seconde formulation du probléme, appelée formula-
tion duale, pour laquelle nous abordons la question de I'existence et de 1'unicité de
la solution ainsi que sa dépendance par rapport aux perturbations des données. Les
résultats de ces chapitres sont présentés dans les travaux [15, 79, 80].
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Chapitre 1
Préliminaires

Afin de faciliter la lecture de cette thése, il nous est paru utile de présenter dans
ce premier chapitre des notions d’analyse fonctionnelle ainsi qu’un rappel sur les
inéquations variationnelles elliptiques. Ce chapitre est composé de trois sections.
Dans la premiére section, nous introduisons les espaces fonctionnels définis sur un
intervalle de temps et a valeurs dans un espace de Banach réel. Dans la deuxiéme sec-
tion, nous rappelons quelques résultats préliminaires sur les opérateurs monotones,
pseudomonotones et les propriétés des opérateurs de projection. Puis, nous intro-
duisons les notions d’opérateurs de pénalisation et de mémoire et nous en donnons
quelques exemples. Dans la troisiéme section, nous passons en revue quelques no-
tions d’analyse convexe et nous présentons les principaux résultats sur les fonctions
et les ensembles convexes. Ensuite, nous présentons quelques résultats d’existence et
d’unicité de la solution pour les inéquations variationnelles elliptiques de premiére
et deuxiéme espéce et nous rappelons le Lemme de Gronwall. Enfin, nous présentons
un probléme d’optimisation dont nous avons besoin dans la deuxiéme partie de cette
these.
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mécanique du contact

1.1 Espaces de fonctions & valeurs vectorielles

Dans cette section, nous rappelons les principaux résultats sur les espaces vectoriels
des fonctions définies sur un intervalle de temps et a valeurs dans un espace de

Banach réel.

Les espaces C([0,7]; X). Soient 0 < T' < oo et (X, - ||x) un espace de Banach
réel. Nous notons par C([0, T]; X) 'espace des fonctions continues définies sur [0, 7]

a valeurs dans X, i.e.,
C([0,T; X) ={v:[0,T] = X : v est continue}.
L’espace C([0,T]; X) est un espace de Banach muni de la norme suivante :

o = )l x.
vl e om0 Jax |v(t)] x

Pour une partie X C X nous utilisons la notation C([0,7]; K) afin de désigner
’ensemble des fonctions continues définies sur [0, 7] a valeurs dans K. Par ailleurs,

nous utilisons la notation C([0,7]) pour I'espace des fonctions continues a valeurs
réelles définies sur [0, 77, i.e., C([0,T]) = C([0, T]; R).

Les espaces C'(R;; X). Soit (X, ||-|x) un espace de Banach réel. Nous notons par
C(Ry; X) Pespace des fonctions continues définies sur R, a valeurs dans X, i.e.,

CRy;X)={v:R, - X : v estcontinue}.

[espace C'(R,; X) peut étre organisé canoniquement comme un espace de Fréchet,
c’est-a-dire, un espace métrique complet dont la topologie est définie par une famille
dénombrable et séparante de semi normes. Pour plus de détails concernant cette
construction, le lecteur pourra se référer a [26, 61|, par exemple.

Par ailleurs, la convergence d’une suite {xy} vers un élément x dans l'espace
C(Ry; X) est décrite par

xp — o dans C'(Ry; X) lorsque k — oo si et seulement si

1.1
(1.1) rn[ax](ka(r) —z(r)||lx) = 0 lorsque k — oo, pour tout n € N.
rel0,n

Autrement dit, la suite {xy} converge vers un élément x dans 'espace C'(R,; X) si
et seulement si la suite {x)} converge vers un élément x dans l'espace C([0,n]; X)

pour tout n € N.
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1.2 Opérateurs non linéaires

Considérons maintenant un espace de Hilbert X muni du produit scalaire (-, )x et

de la norme associée | - || x-

Définition 1.1. Un opérateur A : X — X est dit :

(1) monotone, si

(1.2) (Au— Av,u —v)x >0 Yu,v € X;

(2) strictement monotone, si

(1.3) (Au— Av,u—v)x >0  VYu,ve X, u#v;
(3) non expansif, si

(1.4) |Au — Av||x < |Jlu —v||lx VYu,veX;

(4) fortement monotone, s'il existe m > 0 tel que

(1.5) (Au — Av,u —v)x > mlu—v|% Vu,veX;
(5) de Lipschitz, 8’1l existe M > 0 tel que

(1.6) |Au — Av||x < M ||lu—v|x VYu,veX;

(6) hémicontinu, si pour toute suite {a,} C R telle que «,, — «, nous avons
(1.7) (A(u + apv),w)x — (Alu + av),w)x Yu, v, w e X;
(7) continu, si

(1.8) Uy — U dans X =— Au, — Au dans X.

En utilisant la Définition 1.1, nous avons le résultat suivant.

Remarque 1.2. Notons que :

1) Tout opérateur fortement monotone est monotone et aussi strictement monotone.

2) Tout opérateur de Lipschitz est continu.
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3) Tout opérateur continu est hémicontinu.

4) Tout opérateur non expansif est de Lipschitz avec la constante M = 1.

Pour les opérateurs fortement monotones et de Lipschitz nous avons le résultat

d’existence et d’unicité suivant.

Théoréme 1.3. Soit A : X — X un opérateur fortement monotone et de Lipschitz.

Alors, pour tout f € X il existe un unique élément u € X tel que Au = f.

Le Théoréme 1.3 montre que tout opérateur A : X — X fortement monotone
et de Lipschitz défini sur un espace de Hilbert est inversible. Les propriétés de son
inverse, noté A= : X — X, sont données par la proposition suivante.

Proposition 1.4. Soit A : X — X un opérateur fortement monotone et de Lip-
schitz. Alors, son inverse A~ : X — X est aussi un opérateur fortement monotone
et de Lipschitz.

Les démonstrations du Théoréme 1.3 et de la Proposition 1.4 peuvent étre trou-
vées dans la référence [87].

Nous présentons par la suite les opérateurs de projection qui constituent une
classe importante d’opérateurs non linéaires définis dans les espaces de Hilbert.
D’abord, commencons par le résultat d’existence et d’unicité suivant.

Théoréme 1.5. Soit K un sous ensemble fermé, convexe et non vide de ’espace de
Hilbert X. Alors, pour tout f € X il existe un unique élément u € K tel que

(1.9) lu = fllx = minflv — flx.

La démonstration de ce théoréme figure dans [87, p.11-12]. Le Théoréme 1.5

entraine la définition suivante.

Définition 1.6. Soit K un sous ensemble fermé, convexe et non vide de 'espace de
Hilbert X. Alors, pour tout f € X 1'élément u € K qui satisfait (1.9) est appelé la
projection de f sur K et il est noté par Pk f. Par ailleurs, 'opérateur Pg : X — K
est appelé 'opérateur de projection sur K.

18
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En utilisant la Définition 1.6, nous déduisons que
(1.10) f=Pxf <<= fekK.
Rappelons maintenant la caractérisation suivante des opérateurs de projection.

Proposition 1.7. Soient f € X et K un sous ensemble fermé, conveze et non vide

de l'espace de Hilbert X. Alors, u = Pk f si et seulement si
(1.11) ve K, (u,v—u)x > (f,v—u)x VveK.
Ensuite, nous utilisons la Proposition 1.7 pour déduire le résultat suivant.

Proposition 1.8. Soit K un sous ensemble fermé, convexe et non vide de l’espace
de Hilbert X. Alors, Dopérateur de projection Px : X — K est non erpansif et

monotone, i.e.,
(1.12) |Pru — Pro|lx < ||lu—vl|x Vu,veX;

(1.13) (Pxu — Pgv,u—v)x >0 Vu,veX.

Démonstration. Soient u,v € X. D’abord, en utilisant la propriété de la projection
(1.11), nous avons

(114) (PKU, PK’U — PKU)X 2 (U,PK’U — PKU)X,

(1.15) (Pgv, Pku — Pgv)x > (v, Pku — Pgv)x.

Ensuite, nous additionnons les inégalités (1.14) et (1.15) pour voir que
(Pgu — Pgv, Pkv — Pxu)x > (Pxv — Pgu,u — v)x

et, par conséquent,

(1.16) 0 < ||Pgu — Prol|3% < (Pgu — Pgv,u —v)x.

Cette inégalité montre que Px : X — K est un opérateur monotone, i.e., la propriété
(1.13) est satisfaite.
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D’autre part, en utilisant I'inégalité (1.16) et I'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous
obtenons que

| Pxu — Prvll% < [|[Pxu— Prollx]lu—v|x,

¢’est-a-dire
(117) ||PKU—PKU||X S ||U—U|’)(.

Nous en déduisons que Pg : X — K est un opérateur non expansif, i.e., il satisfait
(1.12). De (1.16) et (1.17), nous concluons la démonstration de la Proposition 1.8.00

Nous introduisons a présent la notion d’opérateurs de pénalisation.

Définition 1.9. Soit K un sous ensemble non vide de I’espace de Hilbert X. Alors,
on dit que G : X — X est un opérateur de pénalisation sur K si les propriétés

suivantes sont vérifiées :

(((a) (Gu—-Guu—v)x >0 VYu,velX.

(b) Il existe L > 0 tel que
(1.18) |Gu— Gu||x < L|lu—v|x Vu,veX.

() (Gu,v—u)x <0 Vue X,veK.
L (d) Gu =0y siet seulement si u € K.

Un exemple d’opérateur de pénalisation utilisé dans cette thése est donné par la
proposition suivante, qui montre que dans le cas des ensembles fermés convexes et

non vides il existe toujours de tels opérateurs.

Proposition 1.10. Soit K un sous ensemble fermé, conveze et non vide de ’espace
de Hilbert X et soit lopérateur G défini par

(1.19) Gu=1u— Pgu Vue X,

ot Px : X — K est Uopérateur de projection sur l’ensemble K. Alors, G est un
opérateur de pénalisation. Plus précisément, opérateur G satisfait les propriétés
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suivantes :

(1.20) (Gu—Gu,u—v)x >0 Yu,veX,
(1.21) |Gu — Gu||x <2|lu—v|x Yu,veX,
(1.22) (Gu,v—u)x <0 Yue X, veK,
(1.23) Gu = 0x si et seulement si u € K.

Démonstration. Soient u,v € X. D’abord, nous utilisons la définition (1.19) pour

obtenir que
(Gu — Gv,u—v)x = ((u— Pgu) — (v — Pgv),u —v)x
= ||lu —v||% — (Pxu — Pgv,u—v)x.
Puis, en utilisant cette inégalité et I'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous obtenons
(Gu — Gu,u —v)x > ||lu—v|% — || Pxu — Pgol|x|ju—v|x.

En combinant maintenant cette inégalité avec la propriété (1.12) de 'opérateur de

projection, nous déduisons que
(Gu — Gu,u—v)x >0,

ce qui montre que l'opérateur G satisfait la propriété (1.20).

Nous utilisons a nouveau la définition (1.19) avec la propriété (1.12) pour obtenir
|Gu — Gullx = [[(u = Pgu) — (v — Pgo)|x
= ||[(u — v) + (Pgv — Pgu)||x.
< 2||u—v|x.

Nous concluons de cette inégalité que la propriété (1.21) est vérifiée.

Ensuite, prenons u € X et v € K| i.e., Pxv = v. En utilisant la définition (1.19),

nous trouvons que
(1.24) (Gu,v —u)x = (u — Pgu,v —u)x

= (u— Pgu,v — Pgu)x + (u — Pgu, Pxu — u)x.
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Par ailleurs, en utilisant la propriété (1.11), nous avons que
(u— Pgu,v — Pgu)x < 0.
En combinant maintenant cette inégalité avec I'égalité (1.24), nous obtenons que
(Gu,v —u)x < (u— Pxu, Pxu —u)x = —|lu — Pgul|% <0.

Nous en déduisons que la propriété (1.22) est satisfaite.

Finalement, notons que la propriété (1.23) est une conséquence directe de I’équi-
valence (1.10), ce qui termine la démonstration de la Proposition 1.10. O

Passons maintenant a une autre classe d’opérateurs non linéaires qui sera utilisée

dans cette thése.

Proposition 1.11. Soient (X, (,-)x) un espace de Hilbert et A : X — X un
opérateur monotone et hémicontinu. Supposons que la suite {u,} C X converge
faiblement vers l’élément u € X, ¢’est-a-dire

(1.25) u, = u dans X lorsque n — 4o00.

En outre, supposons que

(1.26) lim sup (Auy,, u, —u)x < 0.

n—oo

Alors, pour tout v € X, 'inégalité suivante est satisfaite :

(1.27) liminf (Au,, u, —v)x > (Au,u —v)x.

n—oo

Démonstration. Nous utilisons la propriété (1.2) de l'opérateur A pour voir que
(Avup, uy, —u)x > (Au,u, —u)y Vn e N.

En procédant au passage a la limite inférieure dans cette inégalité lorsque n — 400
et en utilisant la convergence (1.25), nous obtenons

lim inf (Auy,, u, —u)x > 0.
n—oo
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Ensuite, en combinant cette inégalité et ’hypothése (1.26), nous trouvons que

(1.28) lim (Auy,, u, —u)x = 0.

n—oo

Prenons maintenant v € X, 6 > 0 et notons w = (1 — §)u + v. Nous utilisons la
propriété (1.2) pour voir que

(Au, — Aw,u, —w)x >0 VnéeN,
ce qui implique que
(1.29) (Au,, — Aw,up, —u+0(u—v))x >0 VnelN
Nous écrivons (1.29) sous la forme
(A, uy —u)x + 0(Au,, u —v)x
> (Aw,u, —u)x + 0(Aw,u —v)x VneN.

En passant a la limite inférieure dans cette inégalité lorsque n — oo, en utilisant la
convergence (1.28) et en divisant I'inégalité obtenue par 6, nous trouvons que

liminf (Aup,, u —v)x > (Aw,u —v)x
n—oo

et, par conséquent,

(1.30) liminf (Au,,u —v)x > (A(u+60(v —u)),u —v)x.

n—oo
Ensuite, nous passons & la limite dans (1.30) lorsque # — 0 et nous utilisons la

propriété (1.7) pour voir que

(1.31) liminf (Au,,u —v)x > (Au,u —v)x.

n—oo
En outre, nous écrivons

(A, uy —v)x = (Aup, uy —u)x + (Auy,u —v)x Vn €N

Puis, nous passons a limite inférieure lorsque n — +oo dans cette égalité et nous
utilisons la convergence (1.28) pour obtenir que

lim inf(Au,, u,, — v)x = liminf(Au,, v — v)x.
n—oo n—o0
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Enfin, nous combinons cette égalité et I'inégalité (1.31) afin d’obtenir que

liminf (Au,, u, —v)x > (Au,u —v)x Vv e X,

n—oo

ce qui conclut la démonstration de la Proposition 1.11. [l

Définition 1.12. Un opérateur A : X — X monotone et hémicontinu tel que

(1.25) et (1.26) impliquent (1.27) est appelé un opérateur pseudomonotone.

Pour finir cette section, nous introduisons les opérateurs de mémoire qui seront

utilisés dans ’étude des inéquations variationnelles avec terme mémoire.

Définition 1.13. Soient (X, |- ||x) et (Y, | - |ly) deux espaces vectoriels normés.
Un opérateur .7 : C(Ry; X) — C(R;Y) est dit un opérateur de mémoire si pour
tout n € N il existe s, > 0 tel que

¢
(1.32) [ ur () = Lua(B)ly < Sn/ [ur(s) = ua(s)llx ds
0
Vup, ug € C(Ry; X)), vVt €0,n].

Rappelons ici que les opérateurs de mémoire ont été introduits dans [85]. No-
tons que dans l'inégalité (1.32) ainsi que partout dans cette thése nous utilisons la
notation . v(t) pour la valeur de la fonction .#v au point ¢, i.e., (Lv)(t) = Lv(t).

Nous présentons maintenant deux exemples d’opérateurs de mémoire.

Exemple 1.14. Soit (X, || - ||x) un espace vectoriel normé et soit uy € X. Consi-
dérons 'opérateur .7 : C(Ry; X) — C(Ry; X) défini par

t
(1.33) FLu(t) = / v(s)ds + ug VoeCRy; X), VteR,.
0
Pour tout uy, us € C(Ry; X), nous avons

H«Vul(t)—yW(t)HxS/O [ur(s) = ua(s)l[x ds.

Par conséquent, 'inégalité (1.32) est satisfaite avec s, = 1, ce qui permet de déduire
que . est un opérateur de mémoire.
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Exemple 1.15. Soient (X, | - ||x) et (Y,] - |ly) deux espaces vectoriels normés et
soit K € C(Ry; L(X;Y)) un opérateur donné. Considérons 'opérateur de Volterra
S C(Ry;Y) = C(Ry; X) défini par

t
:/ K(t — s)v(s)ds Voe C(Ry;Y) VteR,.
0
Alors, pour tout uy, us € C(R4;Y), nous avons
t
[ ur(t) — Fua(t)|x < / It = s)llcoxivy llua(s) — ua(s)lly ds
0

< max [|[(t — s) ||£XY/ |ur(s) — ua(s)y ds.

te(o,n)

De 1a, nous en concluons que . est un opérateur de mémoire, car il vérifié 'inégalité

(1.32) avec s, = max ||K(t — 5)||z(xv)-
te[0,n)
Nous poursuivons avec le théoréme de point fixe ci-dessous.

Théoréme 1.16. Soit (X, | - ||x) un espace de Banach et soit A : C(Ry; X) —
C(Ry; X) un opérateur de mémoire. Alors, Uopérateur A admet un unique point

fize, i.e., il existe un unique élément n* € C(Ry; X) tel que An* = n*.

La démonstration du Théoréme 1.16 figure dans la référence [77).

1.3 Compléments divers

Dans cette section, nous rappelons quelques propriétés importantes des fonctions et
ensembles convexes. Ensuite, nous présentons des résultats d’existence et d’unicité
de la solution pour des inéquations variationnelles elliptiques et nous rappelons le
Lemme de Gronwall. Nous terminons par un probléme d’optimisation.

1.3.1 Fonctions et ensembles convexes

Dans ce paragraphe, nous présentons quelques rappels sur les fonctions et les en-

sembles convexes. Commencons par les définitions suivantes.
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Définition 1.17. Soit X un espace vectoriel réel. Une partie K de X est dite

conveze si la propriété suivante est satisfaite :
uwve K= (1-thu+tve K Vte]|0,1].

Définition 1.18. Soient X un espace vectoriel réel et K une partie convexe et non
vide de X. Une fonction f : K — R est dite convere si

(1.34) S =t u+tv) < (1—1)f(u) +1f(v),

pour tout u,v € K et t € [0,1]. La fonction f est dite strictement convere si
I'inégalité (1.34) est stricte pour u # v et t € (0,1).

Notons que si les fonctions u, v : K — R sont convexes et A > 0 alors les fonctions
u+v: K —Ret \u: K — R sont aussi convexes.

Définition 1.19. Soient (X, | - ||x) un espace vectoriel normé et K une partie
convexe, fermée et non vide de X. Une fonction f: K — R est dite :

(1) semi-continue inférieurement (s.c.i.) si pour tout u € K et pour toute suite
{u,} € K qui converge vers u dans X, nous avons
liminf f(u,) > f(u);
n—oo
(7i) faiblement semi-continue inférieurement si pour tout u € K et pour toute suite
{u,} C K qui converge faiblement vers u dans X, nous avons

liminf f(u,) > f(u).

n—oo

Il est facile de voir que toute fonction faiblement semi-continue inférieurement
est semi-continue inférieurement. Cependant, la réciproque n’est pas vraie et dans

le cas des fonctions convexes nous avons le résultat suivant.

Proposition 1.20. Soient (X, || - ||x) un espace de Banach, K une partie conveze,
fermée et non vide de X et f: K — R une fonction convexe. Alors, la fonction f
est semi-continue inférieurement si et seulement si elle est faiblement semi-continue
inférieurement.
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Une propriété importante des fonctions convexes et semi-continues inférieurement

est donnée par la proposition suivante.

Proposition 1.21. Soient (X, || - ||x) un espace vectoriel normé, K une partie
convexe fermée et non vide de X et f : K — R une fonction conveze et semi-continue
inférieurement. Alors, f posséde une minorante affine continue, c’est-a-dire, il existe
le X etaeR tels que

fv)y>Ilv)+a VveK.

Par la suite, nous présentons quelques résultats sur les semi normes continues

définies sur un espace normé.

Proposition 1.22. Soit j : X — R une semi norme sur Uespace normé (X, || - || x)-
Alors, 7 est continue si et seulement s’il existe m > 0 tel que

(1.35) Jjw) <mlv||x Vo e X.
Une conséquence directe de la Proposition 1.22 est donnée par le résultat suivant.

Corollaire 1.23. Soient (X, | - ||x) un espace normé et j une semi norme sur
Uespace X qui satisfait 'inégalité (1.35). Alors, j est une fonction convezxe et semi

continue inférieurement.

Pour la preuve de la Proposition 1.22 et du Corollaire 1.23, nous pouvons citer
I'ouvrage [87, p.28].

Nous passons maintenant aux ensembles fermés et faiblement fermés.

Définition 1.24. Soient (X, | - ||x) un espace vectoriel normé. Un sous ensemble
K C X est dit :
(i) (fortement) fermé si la limite de toute suite convergente d’éléments de K

appartient a K, i.e.,
{up,} € K, u, »u dans X = ue€ K;

(ii) (faiblement) fermé si la limite faible de toute suite faiblement convergente
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d’éléments de K appartient a K, i.e.,
{up,} C K, u,—u dans X = ue€ K.
Notons que tout sous ensemble faiblement fermé de X est fortement fermé, mais

la réciproque n’est pas vraie. Ceci étant dit, nous avons le résultat suivant.

Théoréme 1.25. (Théoreme de Mazur) Un sous ensemble convexe d’un espace de

Banach est (fortement) fermé si et seulement s’il est faiblement fermé.

La démonstration du Théoréme 1.25 figure dans [87, p.7].

1.3.2 Inéquations variationnelles elliptiques

Soit X un espace de Hilbert muni du produit scalaire (-, ) x et de la norme associée
|| - || x. Considérons un ensemble K C X et un opérateur A: X — X tels que

(1.36) K est un sous ensemble convexe, fermé et non vide de X.

(1.37) A X — X est un opérateur fortement monotone et de Lipschitz.
Nous avons le résultat d’existence et d’unicité suivant.

Théoréme 1.26. Supposons que les conditions (1.36) (1.37) sont vérifiées. Alors,

pour tout f € X il existe un unique élément u € K tel que

(1.38) (Au,v —u)x > (f,v—u)x VoveK.

Le Théoréme 1.26 sera utilisé dans le Chapitre 9 afin de prouver 'existence et

I'unicité de la solution faible d’un probléme de contact pour des matériaux élastiques.

Considérons maintenant une fonctionnelle 7 : X — R telle que
(1.39) j: X = R est convexe et semi-continue inférieurement.

Nous introduisons a présent le théoréme ci-dessous.
Théoréme 1.27. Supposons que les conditions (1.36) (1.37) et (1.39) sont vérifiées.
Alors, pour tout f € X il existe un unique élément u € K tel que

(1.40) (Au,v —u)x +j(v) —j(u) > (f,v—u)x VveK.
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Les démonstrations des Théorémes 1.26 et 1.27 peuvent étre trouvées dans la
référence [87].

Nous terminons ce paragraphe par le Lemme de Gronwall qui intervient dans
la démonstration de certains résultats de convergence étudiés dans cette thése ainsi
que dans I’établisement de 'unicité de la solution des inéquations variationnelles

avec opérateurs de mémoire.

Lemme 1.28. (Lemme de Gronwall) Soient T > 0 et f, g € C([0,T]). Supposons
qu il existe ¢ > 0 tel que

f(t)gg(t)—l—c/o f(s)ds Vte|0,T].
Alors .
f(t) <g(t) + c/ g(s)et=*)ds Vte[0,T].

De plus, si g est non décroissante, nous avons que

(1.41) f(t) < g(t)e® Vtelo,T).

Une démonstration du Lemme 1.28 peut étre trouvée dans |41, 87].

1.3.3 Un probléme d’optimisation

Dans ce paragraphe, nous présentons quelques résultats sur les suites bornées dans
un espace de Hilbert. Ensuite, nous considérons un probléme d’optimisation pour
lequel nous détaillons les hypothéses sur les données et nous prouvons un résultat
d’existence de solution.

Théoréme 1.29. Soit X un espace de Hilbert. Alors, toute suite bornée de X admet
une sous suite faiblement convergente.

Théoréme 1.30. Soit X un espace de Hilbert et {u,} une suite bornée de X telle

que toute sous suite faiblement convergente de {u,} converge vers le méme élément
u € X. Alors,

(1.42) u, = u dans X lorsque n — 400.
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Nous passons maintenant a I’étude d’un probléme de controle optimal qui sera
utilisé dans le Chapitre 8. Afin de formuler ce probléme nous précisons le cadre

fonctionnel suivant.

Considérons un espace de Banach réflexif Z muni de la norme || - ||z et un espace
de Banach W muni de la norme || - ||y qui représentent respectivement l'espace des
controles et 'espace des états. Considérons également une partie U. C Z faible-
ment fermée de Z qui représente I'ensemble des controles admissibles. Enfin, nous
considérons une fonctionnelle J : U. — R qui représente I’objectif que 1’on souhaite
atteindre ; elle est définie par

(1.43) J(0) = a||ST(0) = ¢llw + B0l Vo<l

ou ¢ € W, «, B sont deux constantes réelles positiveset T: U, — X, S : X - W
sont deux opérateurs tels que

(1.44) T:U.— X estun opérateur faiblement-fortement continu, i.e.,

{6,} cU, 0€U, 6,—0 dans Z — T0,— TO dans X,
(1.45) S: X — W estun opérateur continu,

ou X est un espace vectoriel normé muni de la norme || - || x.
Nous considérons maintenant le probléme de controle optimal suivant.

Probléme Q. Trouver un élément 0* € U, tel que

(1.46) J(0%) = min J(9).

Le résultat d’existence de la solution du Probléme Q est donné par le théoréme
ci-dessous.

Théoréme 1.31. Le probléme de controle Q admet au moins une solution 0* € U.,.

Démonstration. Soit

(1.47) w= 01é1l£ J(#) e R
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et, soit {6,} C U. une suite minimisante pour la fonctionnelle J, i.e.,

(1.48) lim J(0,) = w.

n—o0

Nous démontrons que cette suite est bornée. Nous raisonnons par ’absurde et donc
nous supposons que la suite {6,} n’est pas bornée. Alors, en passant & une sous

suite, encore notée {6, }, nous avons que

(1.49) 10n]|z = +o0 lorsque n — 400.

Nous utilisons la définition (1.43) de la fonctionnelle J pour obtenir que
J(0n) > B10n]l2-

En passant a la limite lorsque n — 400 dans cette inégalité et en utilisant (1.49),

nous déduisons que

lim J(6,) = +oo,

n—-+oo

ce qui contredit 'hypothése (1.48) et donc la suite {6, } est bornée. Par conséquent,
nous déduisons qu’il existe une sous suite faiblement convergente de {6, }, encore

notée {6,}, et un élément 0* € 7 tels que
(1.50) 0, — 0° dans Z lorsque n — +oo.

Par ailleurs, nous utilisons le fait que 'ensemble U, est faiblement fermé dans Z afin
de déduire que

(1.51) 0" e U.,.

D’autre part, en combinant la convergence (1.50) et la propriété (1.44) de Popérateur
T :U.— X, nous obtenons que

70, — TO* dans X lorsque n — 400
et, de ce fait, la continuité de 'opérateur S : X — W donne que

ST(0,) — ST(#*) dans W lorsque n — +oc.
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Nous combinons maintenant cette convergence, la convergence (1.50) et la continuité

de la norme pour déduire que

(152) i [[ST(8,) — dllw = IST(#) ~ dllw
et, de plus, grace a la faible semi-continuité inférieur de la norme, nous avons que
(1.53) liminf ||0,||z > |67 2.

n—-+00

Combinons maintenant (1.52) et (1.53) afin d’obtenir

(1.54) lTllr_r}lgOf J(0,) > J(0)

et, par conséquent, nous déduisons de (1.48) et (1.54) que
(1.55) w > J(6).

D’autre part, (1.51) et (1.47) impliquent que

(1.56) w < J(0%).

Nous combinons maintenant I'inclusion (1.51) et les inégalités (1.55) (1.56) pour
voir que 1’égalité (1.46) est satisfaite, ce qui conclut la démonstration. U
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Chapitre 2

Inéquations quasivariationnelles
elliptiques

Ce chapitre est dédié a I’étude d’une classe d’inéquations quasivariationnelles ellip-
tiques. Il est composé de quatre sections. Dans la premiére section, nous présentons
le probléme ainsi que les hypothéses sur les données afin d’énoncer un résultat d’exis-
tence et d’unicité de solution. Puis, dans la deuxiéme section, nous démontrons un
résultat de convergence en utilisant la méthode de pénalisation. Ensuite, dans la
troisiéme section, nous étudions la dépendance de la solution par rapport a une
perturbation de I’ensemble des contraintes. Enfin, dans la quatriéme section, nous
prouvons un résultat de convergence pour le probléme pénalisé. Les résultats pré-
sentés dans ce chapitre ont fait 'objet d’une partie de 'article [79]. Par ailleurs,
dans les Chapitres 6 et 7 nous illustrons ces résultats par des problémes de contact

pour des matériaux élastiques.
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2.1 Position du probléme

Dans cette section, nous présentons le probléme ainsi que les hypothéses sur les
données. Ensuite, nous fournissons un résultat d’existence et d’unicité de solution.

Soit X un espace de Hilbert muni du produit scalaire (-, -)x et de la norme ||- || x.
Considérons un ensemble K C X, un opérateur A : X — X, une fonctionnelle
j: X xX — Retun élément f € X. Considérons également le probléme suivant.

Probléme &. Trouver un élément u € K tel que
(2.1) (Au,v —u)x + j(u,v) — jlu,u) > (f,v —u)x VvekK.

Remarquons que la fonctionnelle j dépend de la solution de I'inéquation (2.1). De
ce fait, les inéquations de ce type s’appellent inéquations quasivariationnelles ellip-

tiques.

Dans I’étude du Probléme & nous supposons que les hypothéses suivantes sont
vérifiées.
(2.2) K est une partie convexe, fermée et non vide de X.

L’opérateur A : X — X est fortement monotone et de Lipschitz, i.e.,

[ (a) Il existe m > 0 tel que
(Auy — Aug,uy — ug)x > mfjug — usl/%
(23) Vul, U € X.

(b) Il existe M > 0 tel que
HAul—AUQHXSMHul—ugHX Vul,uQEX.

\

La fonctionnelle j : X x X — R satisfait

( (a) Pour tout n € X, j(n,-) : X — R est convexe
et semi-continue inférieurement.
(2.4) (b) 11 existe o > 0 tel que

J(m,v2) — j(m,v1) + j(n2,v1) — j(n2, va)
< allm = nellxlvr —vallx  Ym, n2, v1, v € X.

\

La condition de petitesse

(2.5) m > a.
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Nous avons le résultat d’existence et d’unicité suivant.

Théoréme 2.1. Supposons que les hypothéses (2.2) (2.5) sont vérifiées. Alors, pour
tout f € X, le Probléme &2 posséde une solution unique u € K.

La preuve du Théoréme 2.1 figure dans [87, p.49-50].

2.2 Meéthode de pénalisation

Dans cette section, nous nous intéressons a la méthode de pénalisation qui consiste
a approcher le Probléme & par un probléme pénalisé sans contrainte &7, défini
sur l'espace X, oul u est un coefficient strictement positif, appelé le paramétre de
pénalisation. Pour plus de détails sur la méthode de pénalisation dans les inéquations
variationnelles, nous renvoyons le lecteur & [36, 84]. Notre objectif dans cette section
est de démontrer un résultat d’existence et d’unicité de la solution du probléme
pénalisé &,. Puis, nous prouvons que cette solution converge vers la solution du
probléme originel & lorsque le paramétre de pénalisation p tend vers zéro. Pour ce
faire, nous considérons un opérateur de pénalisation G : X — X introduit dans la

Section 1.2 qui satisfait les conditions suivantes :
(((a) (Gu—Gu,u—v)x >0 Vu,velX.

(b) Il existe L > 0 tel que
(2.6) |Gu—Gulx <L|lu—v|x Yu,veX.

() (Gu,v—u)x <0 Vue X,veK.
{ (d) Gu =0x siet seulement si u € K.

Le probléme pénalisé associé au Probléme & est le suivant.

Probléme &,. Trouver un élément u, € X tel que
1
(2.7) (Auy,v —uy,)x + m (Guy,v —uy,)x

5 (e, v) = Jlup, u) = (fiv—u)x Vv e X

Le résultat principal de cette section est le théoréeme ci-dessous.

Théoréme 2.2. Supposons que les conditions (2.2) (2.6) sont vérifiées. Alors :
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i) Pour tout 1 > 0, le Probleme &, posséde une solution unique u, € X.
ii) La solution u, € X du Probléme &, converge fortement dans X wvers la
solution u € K du Probléeme &2, i.e.,

(2.8) |lu, —ullx =0  lorsque p — 0.
La démonstration du Théoréme 2.2 sera conduite en plusieurs étapes. Elle est
basée sur le Théoréme 2.1 ainsi que sur les techniques de convexité, de monotonie et

de compacité. Dans ce qui suit, nous supposons que les conditions (2.2) (2.6) sont

vérifiées. Nous commencons par le résultat d’existence et d’unicité suivant.

Lemme 2.3. Pour tout u > 0, le probléme pénalisé &, posséde une solution unique
u, € X.

Démonstration. Soit ¢ > 0. Nous utilisons le Théoréme 2.1 avec K = X. Pour
ce faire, nous prouvons que 'opérateur A + %G : X — X est fortement monotone
et de Lipschitz. En utilisant les conditions (2.3)(a) et (2.6)(a), nous avons que

1 1
((Au+;Gu) - (Av+/—Gv),u—v)X
L

= (Au—Av,u—v)X+l(Gu—Gv,u—v)X
i

>m||u—v||% Vu,velX.

Nous en déduisons que A—i—i G est un opérateur fortement monotone, i.e., il satisfait
la condition (2.3)(a).

D’autre part, nous utilisons les conditions (2.3)(b) et (2.6)(b) pour obtenir que

1 1
Au+ — Gu) — (Av + — Gu
II . ) —( . M x

1
= ||(Au — Av) —|—;(Gu—Gv)|]X
1
<M+ —L)|lu—0v|x Vu,veX.
w

Il en résulte que A + ;%G est un opérateur de Lipschitz avec la constante M + i L,
i.e., il satisfait la condition (2.3)(b). Par conséquent, en utilisant le Théoréme 2.1,
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nous déduisons que le probléme pénalisé &7, posséde une solution unique u, € X,
ce qui conclut la démonstration du Lemme 2.3. [

Pour continuer, nous considérons le probléme auxiliaire suivant.

Probléme % Trouver un élément u, € X tel que
~ ~ 1, - ~
(2.9) (Auy,,v —u,)x + /_1, (G, v —uy)x

+j(u,v) = j(u,w,) > (f,v —,)x Vo€ X.

Ce probléme est intermédiaire entre les problémes & et &, car la solution v du
Probléme &2 est supposée étre connue. En outre, il facile de voir que l'inéquation
(2.9) représente une inéquation variationnelle de deuziéme espéce. L'unique solvabi-
lité du Probléme % est donnée par le lemme suivant.

Lemme 2.4. Pour tout p > 0, le Probléme % possede une solution unique u, € X.

Démonstration. Soit u > 0. D’apres le Lemme 2.3, nous avons que 'opérateur
v Av+ % Gv est fortement monotone et de Lipschitz. Par ailleurs, en utilisant la
condition (2.4)(a), nous déduisons que la fonctionnelle j(u,-) : X — R est convexe
et semi-continue inférieurement, ot u est la solution du Probléme &2. Le Lemme 2.4

est maintenant une conséquence directe du Théoréeme 1.27 avec K = X. [

Nous effectuons maintenant des estimations & priori sur la solution du probléme
intermédiaire &2, pour obtenir le résultat de convergence suivant.

Lemme 2.5. [l existe une sous suite de la suite {u,}, de nouveau notée {u,}, et
un élément u € X tel que

(2.10) u, = u dans X lorsque p — 0.

Démonstration. Soient p > 0 et vy € K. Nous prenons v = vy dans (2.9) pour
obtenir que

~ _ 1, ~
(2.11) (Auy,,vo —uu)x + ; (Guy,vo — Uy) x

+ 7w, v0) = 7w, w) = (f, 00 = ) x-
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Ensuite, en écrivant
Auy, = Au,, — Avy + Avy.

Puis, en substituant cette égalité dans (2.11), nous obtenons

(212) (Aﬂu - AUQ, EM — UO)X S (AUQ, Vo — ﬂM)X

1 ~ . o~ ~
+ ; (Gul“ Vo — ult)X +](ua UO) - ](U, uu) + (f7 Uy — UO)X-

D’autre part, en utilisant la condition (2.4)(a), nous déduisons de la Proposition
1.21 qu’il existe deux éléments w(u) € X et a(u) € R tels que

jlu,v) > (w(u),v)x + a(u) Vve X
et, en posant v = ﬁ“ dans cette inégalité, nous avons que
(2.13) 3, 70) > (w(u), ) x + afu).

Nous combinons maintenant les inégalités (2.12) (2.13) et nous utilisons I'inégalité
de Cauchy-Schwarz pour voir que

(A, — Avg, Uy, — vo) x
< (Gt =) + (IAvlx + 11+ o)) 17 = el
+17(u, v0)| + la(u)] + [[w(w)l|x[[voll x-
En outre, en utilisant cette inégalité et les conditions (2.3)(a), (2.6)(c), nous trouvons
m 1, — voll
< (14w llx + 11 11x + (@)l ) 17, = vollx
+15(w, vo)| + |a(u)] + [[w(w)l xlvollx-

Nous utilisons maintenant cette inégalité avec I'inégalité élémentaire

(2.14) z,a,b>0 et 2?<ar+b = 2°<a’>+2b
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pour obtenir que

Hau — || x

AU() x X wllu) || x i
(H lx + | fllx + llw(w)]] ) +%<U(u,vo)|+\0¢(u)‘+HW(U)HXHUOHX>-

m2
Ensuite, nous utilisons cette inégalité avec 'inégalité triangulaire

[l x < [l = vollx + [[vollx
afin de déduire qu’il existe une constante ¢ > 0, indépendante de pu, telle que

(2.15) lllx <

Cette inégalité montre que la suite {w,} est bornée dans X. Par conséquent, d’aprés
le Théoréme 1.29, nous déduisons qu’il existe une sous suite faiblement convergente
de la suite {w,}, encore notée {u,}, et un élément u € X tels que

u, ~u dans X lorsque pu — 0,

ce qui achéve la démonstration du Lemme 2.5. O

Nous passons maintenant au résultat suivant.
Lemme 2.6. L’égalité suivante est satisfaite :
(2.16) i=u.

Démonstration. Soit p > 0. D’abord, montrons que u € K. Pour cela, nous

utilisons 'inégalité (2.9) pour voir que
1, - - ~ ~
(2.17) — (Guy,u, —v)x < (Au,,v—1,)x
w
+j(u7v)_j(u7ﬂu>+(fua,u_v)X VUEX-

En outre, nous écrivons
Au,, = Au, — A0x + AO0x
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puis, nous substituons cette égalité dans I'inégalité (2.17) pour obtenir que
1

; (Gﬂlﬂﬁﬂ - U)X S (Aﬂu - AOX,U - ﬁ“)X

+(A0x,v —w,)x + j(u,v) — j(u,u,) + (f,u, —v)x VveX.
Ensuite, en combinant cette inégalité avec I'inégalité (2.13) et en utilisant I'inégalité
de Cauchy-Schwarz et la condition (2.3)(b), nous trouvons que
1

; (GﬂM, ?ju — U)X

< (M@l + 140kl + 11711 ) (ol + i lx)
15 0)| + [T lxlw()lx + Jaw) Vue X.

Nous combinons maintenant cette inégalité avec l'estimation (2.15) pour voir qu’il
existe une constante positive ¢, indépendante de pu, telle que

(2.18) (Guy,u, —v)x <cu  VvelX.

Puis, nous posons v = u dans cette inégalité et nous passons a la limite supérieure

lorsque p — 0 pour trouver que

(2.19) lim sup (G, u, —u)x < 0.
u—0

Par conséquent, en utilisant les propriétés (2.6)(a) (b), la convergence (2.10) et
I'inégalité (2.19), nous déduisons de la Proposition 1.11 que G : X — X est un

opérateur pseudomonotone et, de ce fait, nous avons que

(2.20) liminf (Gu,, u, —v)x > (Gu,u —v)x Vo e X.

u—0

D’autre part, 'inégalité (2.18) implique que

(2.21) liminf (Gu,,u, —v)x <0 VoevelX.

n—0

Maintenant, nous combinons les inégalités (2.20) et (2.21) afin d’obtenir que

(Gu,u—v)x <0 Ve X.
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En prenant v = u — Gu dans cette inégalité, il en résulte que
IGul% <0

et, de ce fait, nous déduisons que Gu = Ox. Par conséquent, d’aprés la condition
(2.6)(d), nous avons que

(2.22) TeK.

Montrons maintenant que u satisfait I'inéquation variationnelle (2.1). Pour ce

faire, nous utilisons I'inégalité (2.9) et la condition (2.6)(c) pour voir que
(2.23) (Au,,v—1u,)x +j(u,v) — j(u,u,) > (f,v—u,)x  VvekK.
Prenons v = u € K dans cette inégalité pour trouver que

(Aﬂmﬂu - ﬂ)X < j(u, ﬁ) - j(u, ﬁu) + (f, ﬂu - a)X

Ensuite, en passant a la limite supérieure dans cette inégalité lorsque pu — 0 et en
utilisant la convergence faible (2.10) et la condition (2.4)(a), nous obtenons que

(2.24) lim sup (Auy,, , —u)x < 0.
n—0

Nous combinons la condition (2.3), la convergence (2.10), I'inégalité (2.24) et nous
utilisons la Proposition 1.11 afin de déduire que A : X — X est un opérateur

pseudomonotone et, par conséquent, nous avons que

(2.25) liminf (Au,, u, —v)x > (Au,u—v)x Vv e X.

n—0

D’autre part, en procédant au passage a la limite inférieure dans (2.23) lorsque
p — 0 et en utilisant la convergence faible (2.10) et la condition (2.4)(a), nous
obtenons

(2.26) ligl_j(r]lf (Au,,u, —v)x
< j(u,v) —j(u,u) + (f,u—v)x VveK.

En combinant maintenant les inégalités (2.25) et (2.26), nous trouvons que

(2.27) (Au,v —u)x + j(u,v) — j(u,u) > (f,v —u)x VoveK.
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Puis, en prenant v = u dans (2.27) et v = u dans (2.1) et en additionnant les

inégalités obtenues, nous obtenons que
(Au — Au,u —u)x <0.

Cette inégalité combinée avec la condition (2.3)(a) implique que

U = u,

ce qui achéve la démonstration du Lemme 2.6. 0

Nous poursuivons avec le résultat de convergence suivant.
Lemme 2.7. La suite {u,} converge faiblement vers u lorsque p — 0.

Démonstration. Les Lemmes 2.5 et 2.6 montrent que toute sous suite faiblement
convergente de la suite {@, } C X converge vers I'unique solution u € K de 'inéqua-
tion variationnelle (2.1) et, de plus, I'estimation (2.15) montre que la suite {w,} est
bornée dans X. Donc, d’aprés le Théoréme 1.30, nous déduisons que la suite {u,}

converge faiblement vers u, ce qui conclut la démonstration du Lemme 2.7. O

Nous continuons notre analyse par le résultat de convergence forte suivant.

Lemme 2.8. La suite {u,} converge fortement dans X wvers u lorsque p — 0,

c’est-a-dire

(2.28) u, —u dans X lorsque p — 0.

Démonstration. Soit x> 0. Nous prenons v = u dans (2.25) pour voir que

lirp&igf (At u, —u)x > 0.

Ensuite, en combinant cette inégalité avec I'inégalité (2.24), nous trouvons que

lim (A, — i)x =0

et, par conséquent, ’égalité (2.16) implique que

(2.29) lim (Aw,,u, —u)x = 0.

n—0
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D’autre part, nous utilisons la convergence faible de la suite {u,} donnée par le

Lemme 2.7 pour obtenir que

(2.30) lim (Au,u, —u)x = 0.

n—0
En outre, nous utilisons I’hypothése (2.3)(a) pour trouver que
m 1, — ully < (AT, — Au, T, — u)x
= (Au,,u, —u)x — (Au,u, —u)x.

Maintenant, nous combinons cette inégalité et les convergences (2.29) (2.30) afin de
déduire que

|, — ul|x — 0 lorsque pw— 0,
ce qui conclut la démonstration du Lemme 2.8. [

Nous terminons avec la convergence forte suivante.

Lemme 2.9. La suite {u,} converge fortement dans X wvers u lorsque p — 0,
c’est-a-dire

u, —+u dans X lorsque p — 0.

Démonstration. Soit 4 > 0. D’abord, nous prenons v = u, dans (2.7) et v = u,
dans (2.9), ensuite nous additionnons les deux inégalités obtenues pour obtenir que

~ ~ 1, - ~
(Au, — Auy,, wy, — uy) x + ;(Guu — Guy, Uy — uy)x
< j(umﬁu) — J (U wy) +j(“7uu) —j(u,ﬂ”).

Puis, nous combinons cette inégalité avec les conditions (2.3)(a), (2.4)(b) et (2.6)(a)

pour voir que

~ o
(2.31) [, — || < EHUM — ulx.
Ensuite, nous utilisons I'inégalité triangulaire

”uu —ullx < ||uu - aMHX + ||ﬂu — ul|x
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ainsi que l'inégalité (2.31) pour déduire que
a
1 —) —ulx < || — ullx.
(1= )l = ullx < i, = ullx

Enfin, en combinant cette inégalité avec la condition de petitesse (2.5) et la conver-
gence (2.28), nous déduisons que

u, —u dans X lorsque p — 0,

ce qui conclut la preuve du Lemme 2.9. O
Nous donnons maintenant la démonstration du Théoréme 2.2.

Démonstration. Les points i) et ii) du Théoréme 2.2 sont respectivement des
conséquences directes des Lemmes 2.3 et 2.9. 0

2.3 Un résultat de convergence

Dans cette section, nous nous intéressons au comportement de la solution du Pro-
bléme &2 lorsque 'on introduit une perturbation de ’ensemble des contraintes K.
Pour chaque p > 0, la perturbation de K est définie par une dilatation de rapport
c(p) et une translation de valeur d(p)f ou ¢ : (0,4+00) — R, d : (0,+00) — R et
¢ € X. Nous définissons alors la perturbation K, par I'égalité

(2.32) K, =c(p)K +d(p).
Nous illustrons notre construction par I'exemple suivant.
Exemple 2.10. Soit X = R? et considérons une partie K de X tel que
K={z=(z1,29) € X : 0<2; <1, 0<x,<1}.
Nous posons
(2.33) clp)=2p+1, dlp)=2p et 0=(1,1).
Ensuite, nous combinons (2.33) et la définition (2.32) pour obtenir que

K,={z,=(z1p,02,) € X : 2p<uz1,<4p+1, 2p<uzy,<4p+1}

44



Partie I Chapitre 2 Inéquations quasivariationnelles elliptiques

K

P

K 2p=-4 I
| I

1 X1 2/) 4/) 1 X1

FIGURE [.2.1 : L’ensemble K et sa perturbation K,

La représentation graphique des ensembles K et K, est donnée dans la figure ci-
dessus.

Nous considérons a présent le probléme perturbé suivant.

Probléme Z2,. Trouver un élément u, € K, tel que

(2.34) (Auy, v, —up)x + 3 (up, v,) = J(uy, uy)

2 (f7vp_up)X VUPEKP’

Dans I'étude du Probléme &2, nous supposons que les convergences suivantes

sont vérifiées :
(2.35) clp) —>1 et dp)—0 lorsque p — 0.
Nous supposons également que

(2.36) Ox € K,
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Par ailleurs, nous supposons que la fonctionnelle j satisfait
((a) j(n. M) = Aj(g,v) YA=0, Vn,v € X.
(b) j(n,m) >0 VneX.

(c) 1l existe une fonction H : R, — R, tel que

(2.37) . .
(cr) d(myu) —g(n,ue) [< H(|[nllx)llur — uallx
Vn, uy, us € X.

(co) pour tout S > 0, il existe v > 0 tel que
H(r) <~ pourtout r <pg.

\

Le résultat principal de cette section est le théoréme ci-dessous.

Théoréme 2.11. Supposons que les hypotheses (2.2) (2.5) et (2.32) sont vérifiées.
Alors :

i) Pour tout p > 0, le Probleme &, posséde une solution unique u, € K,,.

ii) De plus, si les conditions (2.35) (2.37) sont vérifiées, alors la solution u, du
Probleme &2, converge fortement dans X wers la solution uw du Probleme &2, c’est-

a-dire
(2.38) |lu, —ul|x =0 lorsque p — 0.

Démonstration. i) Soit p > 0. Nous utilisons le Théoréme 2.1 avec K = K ,. Tout
d’abord, montrons que K, est un sous ensemble convexe, fermé et non vide de X. Il
est facile de vérifier que K, est convexe et non vide. Pour montrer qu’il est fermé,
nous choisissons une suite {v,,} C K, telle que

(2.39) Upp —> W lorsque n — oo

et nous prouvons que w € K,. Soit n € N, nous utilisons la définition (2.32) pour

voir qu’il existe un élément v, € K tel que
(2.40) Vpn = c(p)vn, + d(p)8.

Puisque K est un sous ensemble fermé de X, nous déduisons qu’il existe un élément
v € K tel que

(2.41) Vpn = c(p)vn, + d(p)8 — c(p)v + d(p)f§ lorsque n — oo.
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Ensuite, en combinant (2.39) et (2.41), nous concluons que
w = c(p)v + d(p).

D’aprés la définition (2.32) de 'ensemble K,, nous déduisons que w € K, et, par
conséquent, K, est un sous ensemble fermé de X. Donc, le résultat d’existence et
d’unicité de la solution du Probléme &, est une conséquence du Théoréme 2.1. [

ii) Nous utilisons la condition (2.35) pour déduire qu’il existe une constante
p* > 0 telle que

(2.42) c(p) >0  Vpe(0,p).

p — d(p)0

c(p)
obtenue par ¢(p) > 0 et utilisons la condition (2.37)(a) pour obtenir que

Soit p € (0, p*). Prenons v = € K dans (2.1), multiplions I'inégalité

(2.43) (Au,u, —d(p)0 — c(p)u)x + j(u,u, — d(p)d) — j(u, c(p)u)
> (f,up —d(p)f — c(p)u)x.

D’autre part, nous prenons v, = ¢(p)u + d(p)f dans (2.34) pour voir que

(2.44) (Aup, c(p)u+ d(p)0 — up)x + j(up, c(p)u+ d(p)0) — j(up, up)
> (f,elp)u+d(p)8 = up)x.

Nous additionnons les inégalités (2.43) et (2.44) pour obtenir que
(2.45) (Au, — Au, c(p)u+d(p)0 — u,)x
+5(up, clp)u+ d(p)0) — j(up, up)
+j(u, u, = d(p)d) — j(u, c(p)u) = 0.
Ensuite, en écrivant
(2.46) clp)u—u, +d(p)d =u—wu,+ (c(p) — 1)u+d(p)d
puis, en substituant 1’égalité (2.46) dans l'inégalité (2.45), nous trouvons que

(247)  (Au, — Au,u, —u)x < (Au — Au,, (1 —c(p))u — d(p)f) x
+(up, clp)u+d(p)0) — 5(wp, up) + 5 (u, up — d(p)0) — j(u, c(p)u).
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Par ailleurs, nous écrivons
J(up, c(p)u+ d(p)0) — j(up, up) + j(u, up — d(p)d) — j(u, c(p)u)
= J(up, c(p)u + d(p)f) — j(u,, u, — d(p)0)
+j(u, up — d(p)0) — j(u, c(p)u+ d(p)0)
+J(up, tp — d(p)0) — j(up, )
+j(u, c(p)u+ d(p)fd) — j(u, c(p)u).

En utilisant cette derniére égalité avec les hypothéses (2.4)(b) et (2.37)(cy), aprés
quelques calculs, nous obtenons que

(248)  |j(up.c(p)u+ d(p)9) — j(tps,) + (1, — d(p)9) — (1, c(p)u)
< aflu — | xle(p)u — u, + 2d(p)0] x
+d(p) 101l x (H ([ullx) + H([[u,l|x))-
Nous écrivons
c(p)u —u, +2d(p)0 = u—u, + (c(p) — L)u+ 2d(p)6.
Maintenant, en substituant cette égalité dans I'inégalité (2.48), nous trouvons que
(249)  |j(up clp)u+ d(p)0) — (ttp ) + (s, — d(p)8) — j(u, c(p)u)
< oflu —u,llx + (le(p) — 1 llullx + 2ld() | 10]x) 1w — upllx
+ () 10]]x (H ([[ullx) + H ([lupllx))-
Nous combinons (2.47) et (2.49) et nous utilisons (2.3)(a) afin d’obtenir que
(2.50) (m — @)l — w4
< Mju = upllx(le(p) = Ullullx + [d(p)| 0] x)
+allu = w,x (le(e) = 1] llullx +2ld(p)| 6]1x)

+1d(p) [ H ([[ullx)[10]lx + |d(p) | H (upllx) 10]|x-
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Par la suite, montrons que la suite {u,} est bornée dans I’espace X. Pour ce
faire, nous prenons v, = Ox € K, dans (2.34) pour voir que

(Aum up)X S j(upa OX) - j(upv up) + (fa up)X-
Puis, en utilisant cette inégalité avec les conditions (2.37)(a)-(b), nous trouvons
(Aup — AOX, up)X S —(AOX, UP)X + (f, Up)X-

Ensuite, nous utilisons la condition (2.3)(a) et l'inégalité de Cauchy-Schwarz pour
obtenir que

mlluollx < (1A0x[1x + [ f11x)lupllx-
Cette inégalité montre qu’il existe une constante 5 > 0, indépendante de p, telle que

(2.51) [upllx < 5.

En outre, en utilisant ’hypothése (2.37)(cy) et 'estimation (2.51), nous déduisons
qu’il existe une constante v > 0 telle que

(2.2 H(lluyllx) < 7.

Nous combinons maintenant les inégalités (2.50) et (2.52) afin de voir que
(m — a)llu = u,llx < Mllu—ullx(le(p) = Ullullx + [d(p)] 10]x)

+allu = wylx (lep) = 1] lfullx +21d(p) 6]x)

+1d(p) [ H ([lullx) [0l x +~v1d(p)] 16] x-

Enfin, nous utilisons cette inégalité avec (2.14) et les hypothéses (2.5), (2.35) pour
déduire la convergence (2.38), ce qui conclut la démonstration du Théoréme 2.11. OJ

2.4 Un résultat de convergence pour le probléme
pénalisé
Dans cette section, nous considérons le probléme pénalisé &2, étudié dans la Section

2.2 dans le cas particulier ot l'opérateur de pénalisation est celui donné par la
Proposition 1.10, i.e.,

(2.53) Gu=u—Pgu YueJX,
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ou Py : X — K est I'opérateur de projection sur ’ensemble K.
Pour tout p > 0, le probléme pénalisé dans ce cas est le suivant.
Probléme @f Trouver un élément u, € X lel que

1
(2.54) (Auy,v —uy,)x + /—L (up — Pruy, v —u,)x

+j(up, v) — j(up, u,) > (f,v—u,)x Voe X.
En utilisant le Théoréme 2.2 i), il résulte que, pour tout p > 0, le Probléme
ﬁf posséde une solution unique u, € X. Nous nous intéressons par la suite au
comportement de la solution de ce probléme lorsque 1’on introduit la perturbation

de 'ensemble K donnée par (2.32). Pour ce faire, supposons que les conditions
(2.2) (2.5) sont vérifiées et considérons G, une perturbation de G définie par

(2.55) Gou=u—Pgu VuelX.

Ici Pg, : X — K, représente I'opérateur de projection sur 'ensemble K.
Ensuite, nous considérons la perturbation suivante du probléme pénalisé 325 .

Probléme @ff”. Trouver un élément u,, € X tel que

(2.56) (Atyp, vp — Upp)x + ;(uup — Pr,upp, vp — Upp) X

7 (Upps Vp) — 3 (Upspy Upp) > (fy0p — upp)x Vv, € X,

Nous déduisons du Théoréme 2.2 i) que, pour tout p > 0, le Probléme Bzfp

posséde une solution unique u,, € X.

Afin de prouver la convergence de la solution du Probléme @f ? vers la solution
du Probléme 95 lorsque p — 0, nous avons besoin du résultat suivant.

Lemme 2.12. Soit p > 0 et supposons que la condition (2.2) est vérifiée et, de plus,

supposons que c(p) > 0. Alors, l’équivalence suivante est satisfaite :

u—d(p)¢

(2.57) Pg,u = c(p)PK< )

) +d(p)  YueX,
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si et seulement si
(2.58) K, =c(p)K +d(p).
Démonstration. Soient 0 < p < p* ou p* vérifie (2.42) et v € X. Notons par f,

la projection de u sur K, et utilisons (2.58) pour déduire qu’il existe un élément
f € K tel que

(2.59) f, = clp)f + d(p)p.

D’autre part, il résulte de la définition de la projection (voir Définition 1.6, page 18)

que l'inégalité suivante est satisfaite :

(2.60) 1y —ullx <l —ullx Vv, €K,

et, par conséquent, nous utilisons I'égalité (2.59) pour obtenir que
2.:61) le() +d(p)0 —ullx < oy —ullx Vv, € K,

Soit v un élément arbitraire de K et notons v, = c(p)v + d(p)f. En utilisant la
définition (2.58), nous déduisons que v, € K, et, de ce fait, I'inégalité (2.61) devient

lc(p) f + d(p)f — ul|x < |lc(p)v+ d(p)f — ul|x.

Maintenant, en divisant les membres de cette inégalité par ¢(p) > 0, nous obtenons

que
= e <l (ol
c(p) X clp) /lx
Puisque v est un élément arbitraire de K, il en résulte que
u —d(p)d
2.62 P (—> - f.
(2:62) )
D’autre part, rappelons que f, = Pk, u et, par conséquent, (2.59) implique que
P u—d(p)d
(2.63) f= M
c(p)
En combinant maintenant (2.62) et (2.63), nous déduisons que

u—d(p)o

Pr,u = c(p)PK< )

)+ d(p)o.
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Réciproquement, soit u € K et notons v = ¢(p)u + d(p)f. Nous en avons que
v —d(p)d

) € K. En utilisant I’équivalence (1.10), nous trouvons que
c(p

v—d@W)

2.64 ﬂﬂ:uzﬂ4
(264 ()
D’autre part, nous avons que

v —d(p)d
c(p)

Maintenant, nous combinons (2.64) et (2.65) pour déduire que v = ¢(p)u + d(p)f €

(2.65) Pgv = c(p)PK( ) +d(p)6.

K, et, par conséquent, nous concluons que
(2.66) c(p)K +d(p)d C K,,.

Soit v un élément arbitraire de K ,. En utilisant (2.57) et (1.10), nous avons que

v = Px,v= c(p)PK(%p()p)g> +d(p)0
et, par conséquent, puisque Pk (%) € K, nous déduisons que
(2.67) K, Cc(p)K +d(p)b.
De (2.66) et (2.67), nous concluons que
K, = c(p)K +d(p)b,
ce qui termine la démonstration du Lemme 2.12. O

Nous énoncons a présent le résultat principal de cette section.

Théoréme 2.13. Supposons que les conditions (2.3) (2.5), (2.32) et (2.35) sont

vérifiees. Alors, pour tout p > 0, la solution du Probleme 325" converge fortement

dans l’espace X wvers la solution du Probléeme ,@f, i.€.,
(2.68) lwp — wullx =0 lorsque p — 0.
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Démonstration. Soit ;¢ > 0. Nous prenons v = u,, dans (2.54) et v, = u, dans
(2.56) et nous additionnons les inégalités obtenues pour voir que

(2.69) (Auy, — Auy, uy, — uy) x

1
< ; (U — Prewy, typ — uy)x + ; (Upp — Pr, Upp, uy — Upip) X

5 (W Upap) = J (s W) + J (W ) — G (s Upsp)-

Nous cherchons & présent a évaluer les termes de cette inégalité. Tout d’abord,
nous utilisons la condition (2.3)(a) pour voir que

(2.70) (Aupp — Ay, — 1) x = m |y — -
Par ailleurs, nous écrivons
(up — Prewg) — (up — Pre,tpp)
= (u, — Pruy) — (u, — PKpuu) + (u,, — PKpuu) — (upp — PKpuup)-

Puis, en utilisant la monotonie de I'opérateur v — v — Pk v, nous trouvons que

((up — Pruy) — (wup — PKpuup>a Upp — Up) X

< ((up — Pruy) — (w, — PKp“H)’ Upp — Up) X
= <PKpuu — Preuy, uyy — uy) x

et, en multipliant cette inégalité par %, nous avons que

1
; (U — Pry, typ — uy)x + ; (Upp — Pr, Upp, uy — Upip) X

< ; (P, up — Prety, tyy — ) x.

Ensuite, en utilisant cette inégalité avec 'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous obte-

nons que

(2.71) ; (wy — Pruy, wu, —uy)x + ; (tpp — Prc,Upp, Uy — Upp) X

< ;HPKPU/L — Preuy [ x ([, — upllx-
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Nous combinons maintenant les inégalités (2.69) (2.71) pour trouver que
m |, — wll%
1
< ;HPKPU.“' = Pyl x gy — uullx

5 (U tpp) = J () + J (U, ) = J (W W)
En outre, en utilisant cette inégalité avec la condition (2.4)(b), nous obtenons que
. 1
(2.72) (m =) llwy = upllx < 2 Preyun = Prettullx-
Enfin, nous combinons 1’égalité (2.57) et la convergence (2.35) pour voir que
(2.73) | Pr,uy — Preuyl|x — 0 lorsque p — 0.

La convergence (2.68) est une conséquence de l'inégalité (2.72) combinée avec la
condition (2.5) et la convergence (2.73). O
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Chapitre 3

Inéquations quasivariationnelles avec
opérateurs de mémoire

Dans ce chapitre, nous considérons une classe d’inéquations quasivariationnelles avec
opérateurs de mémoire pour laquelle nous démontrons trois résultats de convergence.
Ce chapitre est composé de quatre sections. Dans la premiére section, nous présen-
tons le probléme et nous précisons les hypothéses nécessaires sur les données afin
d’énoncer un résultat d’existence et d’unicité de solution. Puis, dans la deuxiéme
section, nous prouvons un premier résultat de convergence en utilisant la méthode
de pénalisation. Ensuite, dans la troisiéme section, nous démontrons un deuxiéme
résultat de convergence portant sur une perturbation de I’ensemble des contraintes.
Enfin, la quatriéme section est consacrée a un résultat de convergence pour un pro-
bléme pénalisé. Les résultats présentés dans ce chapitre ont été inclus dans ’article
[15]. Une version de ces résultats sera présentée dans le chapitre suivant en utilisant
la notion de dualité. Par ailleurs, dans le Chapitre 10 nous illustrons ces résultats

par un probléme de contact pour des matériaux viscoplastiques.
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Résultats de convergence pour les inéquations variationnelles et applications en
mécanique du contact

3.1 Position du probléme

Dans cette section, nous présentons le probléme considéré ainsi qu’un résultat d’exis-
tence et d’unicité de la solution du probléme. Soient X un espace de Hilbert muni
du produit scalaire (-,-)x et de la norme associée || - |[x et Z un espace vectoriel

normé muni de la norme || - || 7.

Considérons un sous ensemble K C X, deux opérateurs A : X — X et . :
C(Ry; X) — C(Ry; Z), une fonctionnelle j : Z x X x X — R et une fonction
f Ry — X. Considérons également le probléme suivant.

Probléme . Trouver une fonction u : Ry — X tel que linégalité suivante est

satisfaite :

(3.1) u(t) € K, (Au(t),v —u(t))x + j(Lu(t), u(t),v)
—j(Fult),ult), u(t) = (f(t),v—u(®))x Vv e K,

pour tout t € Ry.

Dans I'étude du Probléme &2 nous supposons que
(3.2) K est une partie convexe, fermée et non vide de X.

De méme, nous supposons que l'opérateur A : X — X est fortement monotone et
de Lipschitz, c’est-a-dire

[ (a) Tl existe m > 0 tel que
(Au1 — Au2,u1 — UQ)X Z m Hu1 — UQH%{
(3.3) Vug, ug € X.

(b) Il existe M > 0 tel que
||AU1 — AUQHX <M ||U1 — UQHX ‘v’ul, uy € X.

\

Par ailleurs, nous supposons que la fonctionnelle j : Z x X x X — R satisfait

( (a) Pour tout z € Z,u € X, j(z,u,-) : X — R est convexe
et semi-continue inférieurement.

(3.4) (b) Il existe a« > 0 et > 0 tels que
J(z1, w1, v2) = (21, w1, v1) + (22, u2, v1) — (22, U2, v2)
< allz1 — 2||z]|v1 — val|x + Blur — w2l x||v1 — v2| x
V21, 20 € Z, YUy, ug, v1, v2 € X.
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Partie I Chapitre 3 Inéquations quasivariationnelles avec opérateurs de mémoire

En outre, nous supposons que . : C(R;; X) — C(R4;Z) est un opérateur de

mémoire, c¢’est-a-dire

Pour tout n € N il existe s, > 0 tel que

(3.5) 100 = S0z < 5o [ on) = a(s) L s
Vuy, ug € C(Ry; X), Vit €[0,n].

Nous supposons également que la fonction f a la régularité
(3.6) feCRy; X).

Enfin, nous supposons la condition de petitesse suivante :
(3.7) m > 3.

Nous avons le résultat d’existence et d’unicité suivant.

Théoréme 3.1. Supposons que les conditions (3.2) (3.7) sont vérifiées. Alors, le

Probleme & posséde une solution unique vérifiant u € C(Ry; K).

La démonstration du Théoréme 3.1 peut étre trouvée dans [90]. Ce théoréme sera
utilisé dans le Chapitre 4 pour prouver ’existence et 'unicité de la solution pour

une autre classe d’inéquations quasivariationnelles avec opérateurs de mémoire.

3.2 Meéthode de pénalisation

Dans cette section, nous considérons une méthode de pénalisation similaire a celle
utilisée dans la Section 2.2. Nous prouvons que la solution d’un probléme pénalisé
2, converge vers la solution du Probléme & lorsque le paramétre de pénalisation
1 tend vers zéro. Rappelons que 'opérateur de pénalisation G : X — X satisfait les

conditions suivantes :
(((a) (Gu—Gu,u—v)x >0 Vu,velX.

(b) Il existe L > 0 tel que
(3.8) |Gu—Gu|x < Lllu—v|x Yu,veX.

() (Gu,v—u)x <0 Vue X,veK.
{ (d) Gu =0x siet seulement si u € K.
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Nous considérons le probléme pénalisé ci-dessous.

Probléme &2,. Trouver une fonction u, : Ry — X tel que
1
(3.9) wu(t) € X, (Auy(t),v —uu(t))x + ; (Gupu(t), v — wu(t)) x

+I (L u(t), un(t), 0) = G (L wu(t), uu(t), uu(t)) = (F(8), 0 —wu(t))x Vo e X,

pour tout t € R..

Nous énoncons a présent le théoréme suivant, qui constitue le résultat principal
de cette section.

Théoréme 3.2. Supposons que les hypothéses (3.2) (3.8) sont vérifiées. Alors :
i) Pour tout > 0, le Probléeme &, posséde une solution unique vérifiant u,, €

ii) La solution du Probléme &, converge vers la solution du Probléme 2, i.e.,
(3.10) |luu(t) —u(t)]|x =0 lorsque  pu — 0, Vit eR,.

Pour démontrer le Théoréme 3.2, nous allons procéder en plusieurs étapes. Dans
tout ce qui suit, supposons que les conditions (3.2) (3.8) sont vérifices. Nous pré-

sentons en premier lieu le résultat d’existence et d’unicité suivant.

Lemme 3.3. Pour tout ;1 > 0, le Probleme &, possede une solution unique satis-
faisant u, € C(Ry; X).

Démonstration. Soit © > 0. D’aprés le Lemme 2.3, nous avons que 'opérateur
v = Av + %Gv est fortement monotone et de Lipschitz. De ce fait, le résultat
d’existence et d’unicité de la solution du Probléme &7, est une conséquence directe
du Théoréme 3.1 avec K = X. U

Pour tout g > 0, considérons le probléme auxiliaire qui consiste a trouver une

fonction wu, : Ry — X tel que, pour tout ¢ € R, I'inégalité suivante est satisfaite :
~ - ~ 1 -
B11) Tt € X, (AT (0.0 =Tt + o (GT(1).0 = Ty(t))x

+1 (L ult), uu(t), v) = 3 (Fut), uu(t), wu(t) = (f(t), v —uu(t))x Vo eX.

o8



Partie I Chapitre 3 Inéquations quasivariationnelles avec opérateurs de mémoire

Ce probléme est intermédiaire entre les problémes &2, et & car le terme . u est
supposé étre connu. Le résultat d’existence et d’unicité de la solution de ce probléme

est donné par le lemme suivant.

Lemme 3.4. Pour tout u > 0 et t € R, l'inéquation variationnelle (3.11) admet

une solution unique u,(t) € X.

Démonstration. Nous utilisons le Théoréme 2.1 avec K = X. Soient u > 0
et t € R,.. D’abord, rappelons que lopérateur A + ;%G : X — X est fortement
monotone et de Lipschitz, i.e., la condition (2.3) est satisfaite. Ensuite, considérons
la fonctionnelle ¢; : X x X — R définie par

(3.12) or(v,w) = j(Lu(t), v, w) Vo, we X.

En utilisant les propriétés de la fonctionnelle j, il est facile de voir que la fonction-
nelle ¢, satisfait la condition (2.4)(a). Par ailleurs, nous considérons les éléments
v1, Vg, wy, wy € X et nous utilisons ’hypothése (3.4)(b) pour obtenir que

oi(v1, wa) — @i(v1,w1) + @ (va, w1) — @i(va, W2)
= J(FLu(t), v, wa) — j(FLult), vi,wr) + j(FLult), va, wy)

—j(Lu(t), va, we) < Bllvr — vof x||wr — wel x.

Cette inégalité montre que la fonctionnelle ¢, satisfait la condition (2.4)(b). De ce
fait, le Lemme 3.4 est une conséquence du Théoréme 2.1 avec K = X. O

Enongons a présent le résultat de convergence suivant.
Lemme 3.5. Si u — 0,
(3.13) u,(t) = u(t) dans X,
pour tout t € R.

Démonstration. Soit t € R,. En utilisant le Théoréme 2.2 ii) avec la fonctionnelle
¢y, définie par (3.12), nous déduisons qu’il existe un unique élément u(t) € K tel
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que l'inégalité suivante est satisfaite :

(3.14) (Au(t),v —u(t))x + j(FLu(t),u(t),v)
—j(Lut), ut),ut) = (f(t),v—ult)x VvekK

De plus, la convergence suivante est vérifiée :

(3.15) u,(t) = u(t) dans X lorsque p — 0.

D’autre part, nous prenons v = u(t) dans (3.1) et v = u(t) dans (3.14), puis nous
additionnons les inégalités obtenues afin de voir que

(Au(t) = Au(t), u(t) — u(t))x
< J(Fult), ult), ut)) — j(Fult), ult), u(t))

+5(Lu(t), u(t),u(t)) — j(Lu(t), u(t), u(t)).

Maintenant, en utilisant cette inégalité avec les conditions (3.4)(b) et (3.3)(a), nous
obtenons que

(m — B)l[u(t) —u(®)[x <0

et, par conséquent, la condition de petitesse (3.7) donne que
(3.16) u(t) = ul(t).

De (3.15) et (3.16), nous concluons la démonstration du Lemme 3.5. O

Nous terminons avec la convergence suivante.
Lemme 3.6. S5i u — 0,
(3.17) u,(t) = u(t) dans X,
pour tout t € R,

Démonstration. Soient i > 0, n € N et t € [0,n]. Nous prenons v = u,(t) dans
(3.11) et v = w,(t) dans (3.9) et nous ajoutons membre & membre les inégalités
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obtenues pour voir que

(Aua(8) = AT(0). ,(0) = Tu0)x + - (Cuylt) = G (8), 0, (1) = T (0)x

< (S u(t), (), U (t)) — J (L uu(t), wu(t), upu(t))
+Hi(Lu(t), wu(t), wu(t) — J(Lult), wu(t), wu(t))-
Ensuite, en utilisant cette inégalité avec la condition (3.8)(a), il résulte que
(Auy(t) — At (t), uu(t) — uu(t))x
< (S uu(t), (), un(t)) — J (L uu(t), wu(t), upu(t))
+i(Lu(t), wu(t), wu(t) — J(Lult), wu(t), wu(t))-

Nous combinons maintenant cette inégalité avec les conditions (3.3)(a) et (3.4)(b)

pour obtenir que
(m = B)[lu(t) — wu(t)lx < alluu(t) — Lult)] 2

puis, nous utilisons la condition de petitesse (3.7) et la condition (3.5) afin de voir
que

() — T (8)1x < 25 / () — u(s) 1 x ds.

Ensuite, nous combinons cette megahte avec l'inégalité triangulaire

[ (t) = (@)l x < flun(t) = wa(O)llx + [0 (t) = u(®)]x

pour obtenir que

e (8) = u()llx < [l (t) — ul)lx + _”6 /0 [un(s) — uls)]| xds.

En utilisant le Lemme de Gronwall (Lemme 1.28, page 29), nous trouvons que

s (£) — () 1x < €m=5"[,(8) — ()] x

< em=8"[d,(t) — u(t)||x.
Par conséquent, la convergence (3.13) implique que
(3.18) luu(t) —u(t)||lx =0  lorsque p— 0,

ce qui achéve la démonstration du Lemme 3.6. [
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3.3 Un résultat de convergence

Dans cette section, nous fournissons un résultat de convergence pour le Probléme
& portant sur la perturbation (2.32) de I’ensemble K définie dans la Section 2.3.
Pour rappel, nous considérons deux fonctions ¢ : (0,+00) = R, d: (0,400) — R et
un élément 0 € X tels que, pour tout p > 0, la perturbation K, est définie par

(3.19) K, =c(p)K +d(p)b.

En outre, les fonctions ¢ : (0,4+00) — R et d : (0,+00) — R qui satisfont les

convergences
(3.20) clp) =1 et d(p)—0 lorsque p—0.

Considérons également la perturbation suivante du Probléme 2.

Probléme &2,. Trouver une fonction u, : Ry — X tel que

(3.21) u,(t) € K, (Aup(t), v, — (1)) x + J(FLup(1), (1), vp)
—J(FLup(t), up(t), up(t) = (f(1), 0, —up(t))x Vv, € K,

pour tout t € R.

Afin d’étudier le comportement de la solution du probléme perturbé &2, nous

supposons que les conditions suivantes sont vérifiées.

(3.22) Ox € K,

(

(@) j(z,u, \v) = Nj(z,u,v) VA>0, z€ Z, u,v e X.
(b) ](OZ7OX7U):0 \V/UGX

(c) II existe une fonction H : Ry — R, tel que

3.23 . .

B2 () i) —i(zum) 1< H#llz + lallllon — vellx
Vze Zu, v, vy € X.

(c2) Pour tout & > 0, il existe v > 0 tel que
H(r) <7, pourtout 0<r<E

\

Le résultat principal de cette section est le théoréme suivant.
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Théoréme 3.7. Supposons que les hypothéses (3.2) (3.7) et (3.19) sont vérifiées.
Alors :

i) Pour tout p > 0, le Probléme &, posséde une solution unique qui satisfait
u, € C(Ry; K,).

ii) De plus, si les hypothéses (3.20), (3.22) (3.23) sont vérifies, alors la solution
u, du Probleme &, converge vers la solution uw du Probléme 2, i.e.,

(3.24) u, > u dans C(Ry;X) lorsque p — 0.
La démonstration du Théoréme 3.7 est basée sur le résultat suivant.

Lemme 3.8. Pour tout n € N 4l existe w, > 0 tel que
(3.25) lu,(Dllx <wn et Ju®)|x <w, Vtel0,n], p>0.

Démonstration. Soient n € N, ¢ € [0,n] et p > 0. Nous prenons v, = Oy € K,
dans (3.21) pour voir que

(Auy(t), up(t))x < J(FLup(t), up(t), 0x) = (L up(t), up(t), up(t)) + (f(2), u,(t))x.
Puis, en utilisant la condition (3.23)(a), nous obtenons que
(Auy(t) — AOx, uy(t)) x
< (F(1),up(t)x — 3 (Fup(t), up(t), up(t)) — (A0x, up(t))x -

D’aprés la condition (3.3)(a), il résulte que
(3.26)  mlu, (W% < (1A0x|Ix + [1F O [wo(®)lx = 5 (S (), up(t), u,(8)).
Par ailleurs, nous écrivons

—J (L (), up(t), up(t)) = (L up(t), up(t), 0x)

—j (L up(t), up(t), up(t) + (07, 0x, uy(t)) — j(0z,0x, Ox)

et nous utilisons la condition (3.4)(b) pour obtenir que

(327)  —j(FLup(t), up(), up(t) < ol L up(t)]| 2l (8) [ + Bl (8)]%-
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Combinons maintenant les inégalités (3.26) et (3.27) pour voir que
(m = B) (@)l < (140 |x + max (I7(0)1x) + a7, (1)] )

et, par conséquent, la condition de petitesse (3.7) implique que

328 u®lx < — (IA0xlx + max(17@)x) + ol Fu0)z)

m—f3 [0

D’autre part, nous utilisons la condition (3.5) pour voir que

(3.29) L up ()l z = [|-Lu, (1) — L 0x + S 0|2

< (| up(t) = F0xlz + [ 0x | 2
t
< 5o [ lup(o)lx ds + 170x]
0

Nous combinons maintenant les inégalités (3.28) et (3.29) pour déduire qu’il existe
une constante A\, > 0, indépendante de p, telle que

as ¢
Hllx < M\, - d vVt e [0,n)].
) < Ao+ =2 () 0,
Ensuite, nous utilisons le Lemme de Gronwall afin d’obtenir que
tasn no sy
(3.30) lup(t)]|x < Apem=F < Apem=>5.

Posons

no Sn
Wy, = max {)\ne m=F, max ||U(t)||X}
te[0,n]

Par conséquent, nous en déduisons que
lup(®)llx < wa et JJu@®)x < wn,

ce qui achéve la démonstration du Lemme 3.8. 0
Nous passons maintenant a la démonstration du Théoréme 3.7.

Démonstration. i) Soit p > 0. D’aprés le Théoréme 2.11 i), nous avons que
I'ensemble K, est convexe, fermé et non vide de X. Donc, en utilisant le Théoréme
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3.1 avec K = K, nous déduisons que le Probléme &7, admet une solution unique
qui satisfait u, € C(Ry; K,).

ii) Soient 0 < p < p* ou p* vérifie (2.42), n € N et t € [0,n|. En utilisant la
condition (3.19), nous avons que

) —d(p)f
o(t) = ) € K.

Nous prenons v = v(t) dans (3.1), nous multiplions I'inégalité obtenue par ¢(p) > 0
et nous utilisons la condition (3.23)(a) pour obtenir que

(3.31)  (Au(t), uy(t) — d(p)0 — c(p)u(t))x + (L ult), ult), u,(t) — d(p)0)
—J(Fu(t), u(t), c(p)u(t)) = (f(1), up(t) — d(p)d — c(p)u(t))x-
D’autre part, nous prenons v, = c(p)u(t) + d(p)0 € K, dans (3.21) pour voir que

(3.32)  (Auy(t), clp)ult) + d(p)0 — u,(t))x + 5 (S uy(t), uy(t), c(p)ult) + d(p)f)
—J (S (), 1, (1), up(t)) = (F(1), c(p)ult) +d(p)0 — u,(t))x-

Ensuite, nous additionnons les inégalités (3.31) et (3.32) pour obtenir
(3.33) (Au,(t) — Ault), u,(t) — u(t))x

< (Au(t) — Auy(t), (1 — c(p))ult) — d(p)d)x

+3(Fult), ult), uy(t) — d(p)0) — j(Fu(t), u(t), c(p)u(t))

+ (T up(t), up(t), clp)ult) + d(p)0) — J(Fup(t), up(t), up(t)).

Nous estimons a présent chaque terme dans l'inégalité (3.33). D’abord, nous
écrivons

I u(t), ul(t), up(t) — d(p)f) — 3(Fult), ult), c(p)u(t))

+3(Lup(t), up(t), clp)ult) + d(p)0) — (S up(t), up(t), uy(t))
= J(Fup(t), uy(t), c(p)ult) + d(p)d) — j (S uy(t), up(t), up(t) — d(p)f)
+I(Fu(t), ut), up(t) — d(p)8) — 3(Fult), ult), c(p)u(t) + d(p)0)
+3(Fult), u(t), c(p)u(t) + d(p)0) — 7(Fu(t), u(t), c(p)u(t))
+5(Fup(t), up(t), up(t) — d(p)0) — j(FLup(t), up(t), up(t)).
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Puis, en utilisant cette inégalité et les conditions (3.4)(b), (3.23)(cy), nous obtenons

J(Fut), ult), up(t) — d(p)f) — 5(Lult), u(t), c(p)u(t))
+1 (L up(t), u, (1), c(p)ult) + d(p)0) — j(Fup(t), up(t), up(t))
< af[Fult) = L,y (t)| 2]l c(p)ult) — up(t) + 2d(p)0]] x
+ Bllu(t) = w, (8l xle(p)ult) — u,y(t) + 2d(p)0]|x

+1d(p)10]x (H ([u(®)[lx + 1-7u®)]lz) + H([[uo(t) [ x + 1-7up(t)]]2))-
Ensuite, nous écrivons
c(p)ult) = up(t) + 2d(p)f = u(t) — uy(t) + (c(p) — Du(t) + 2d(p)6
pour obtenir que

(334) (S ult), ult), up(t) — d(p)6) — J(Lu(t), u(t), c(p)u(t))
1L (1), up(0), clp)ult) + d(p)6) — (L (1), up(0), 1, (1))
< ol Lu(t) ~ L uy(0)]2][u(t) — ()] x
allZu(t) = uy(0)2 (o) = 1 u@)]1x +21d(p)] 6] )
+Bllut) — u(0) [ + Bllu(t) — u(®)lx (Ie(o) = 1 lu(t)1x +21d(p)] 0]1x
L) 101 (@) Lx + 17 u@)l12) + H (0 + .5 u,(0)]12)).

D’autre part, en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et la propriété (3.3)(b),

nous obtenons que

(3.35) (Au(t) — Auy(t), (1 = c(p))ult) — d(p)0)x

< M1 = c(p)| lu(@)llx + [d(p) 10l x)[u(t) = wu(8)]]x-

Combinons maintenant (3.33) (3.35) et utilisons la condition (3.3)(a) pour trouver

66



Partie I Chapitre 3 Inéquations quasivariationnelles avec opérateurs de mémoire

que
(3.36) (m — B)l|u,(t) — u(®)l%
< (M(\C(P) — W u@)lx +1dp)[ 10 x) + ol L ult) = Fu, (1) 2
+ B(le(p) = 1 lu(®)|lx + 2d(p)] ||9||X)> [[u(t) = uo ()| x
talult) — Fu,0)llz (1elo) 1 lullx +20d(o)] 16]1x)
+1d(p) 10llx (H (lu®) [l x + 17wl 2) + H(l[up ()l x + 17,1 2)).
La condition (3.5) combinée avec (3.25) implique que
[ u(®)]|z < |7 u(t) — #O0x |z + [ 0x||z
< sn/ot u(s)|lx ds + || 0x |z < nwys, + [|-70x]||z
et, par conséquent,
(3.37) [u(®)llx + [[Lu(t)llz < wa(l +nsp) + [ 0x] 2.
Nous utilisons des arguments similaires pour déduire que
(3.38) luo(®)llx + |7 up()] 2 < wa(1 +ns0) + |7 0x]| 2.

En outre, en utilisant la condition (3.5), nous avons que

[ u(t) = L up(t)]z < Sn/o [uls) = uy(s)| x ds

< [ Wutolxds s [Tl ds
Par conséquent, (3.25) entraine que
(3.39) | Lu(t) — L u,(t)] 2z < 2nwy,s,.
En posant

& = maz {w, (1 4+ nsy) + [|.70x]z, 2nw,sn} et 7 = e, -
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Alors, les inégalités (3.37) (3.39) combinées avec la condition (3.23)(c2) impliquent
que

H([[u@®)]x + |7 u()llz) < v,
H([Jup ()] x + |7 up ()] 2) < Y,
[ u(t) = L up(t)]z < &n-
En utilisant maintenant ces inégalités et (3.25) dans I'inégalité (3.36), nous trouvons
(3.40) (m = B)lu,(t) — u(®) X
S(Mﬂdm—1MM+W@HWMQ+QWVMﬂ—5@AMM
+5Wﬂﬁ—an+ﬂﬂmwmhﬁﬂﬁﬂ—uAmk
& (Ie(o) — 1w, + 2d(o)] [9]1x) +231d(0) 6]
Cette inégalité combinée avec ’hypothése (3.7) et I'inégalité élémentaire
z,a,b>0 and 2?<ar+b = xﬁa—l—\/g
implique que
(3.41) [lup(t) — u(t)]|x

s (MUeo) = 11w+ 1) 181+ Bllclp) = 1]+ 2] 16].))

= (aalelo) — a + 20d(0) 181x) + 221d(0)| 1)

<

o 17u(t) = Su (1)l

Maintenant, nous notons

(3.42) Bn(p)
1

= o (Mlelo) = 1w+ 1P 1811 + Blle(p) — 1 wn + 21} 16]]x))

R

a& )—1Wm+ﬂﬂmwﬂh%+%MﬂMWMH>
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et nous utilisons la condition (3.5) dans (3.41) afin de déduire que

[y (8) = (@)l x < Bl

) —u(s)| x ds.

Par conséquent, le Lemme de Gronwall donne que

(3.43) [up(t) — u(t)[[x < Bn(p)em=~,

ce qui implique que

(3.44) maX(llup( ) = u()|x) < Ba(p)em—7.

te[0,n

En outre, nous utilisons la notation (3.42) avec la condition (3.20) pour obtenir que
B,(p) = 0 lorsque p—0
et, de ce fait, nous combinons cette convergence avec I'inégalité (3.44) pour déduire
u, > u dans C(R;; X) lorsque p — 0,

ce qui termine la démonstration du Théoréme 3.7. [

3.4 Un résultat de convergence pour le probléme
pénalisé

Dans cette section, nous complétons I'é¢tude du probléme pénalis¢ &2, en considé-
rant la perturbation (3.19) de I'ensemble K. Nous supposons que l'opérateur de

pénalisation GG est donné sous la forme
(3.45) Gu=u—Pgu YuelX,
ou Py : X — K est I'opérateur de projection sur ’ensemble K.

Pour tout p > 0, le probléme pénalisé est le suivant.

Probléme 95 Trouver une fonction u, : Ry — X tel que
1
(346) wu(t) € X, (Auu(t),v—wu(t))x + I (upu(t) = Prun(t), v — u,(t))x

+5(Lup(t), uu(t), v) — §(Luy(t), u,(t), u,(t) > (f(t),v —uu(t)x VoveX,
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pour tout t € R,

Le Théoréme 3.2 i) assure l’existence et 'unicité de la solution du Probléme @f
vérifiant u, € C(Ry; X). Par ailleurs, afin d’étudier le comportement de la solution
de ce probléme lorsque 1'on introduit la perturbation (3.19) de ’ensemble K nous
considérons, pour tout p > 0, la perturbation G, de l'opérateur G satisfaisant la
condition (2.6), et donnée par

(3.47) Gou=u— Pg,u pour tout we€ X.

Considérons également la perturbation suivante du Probléme @5 .

Probléme @f”. Trouver une fonction w,, : Ry — X tel que
1
(3-48) wpp(t) € X, (Aupp(t), v — upp(t)) x + " (tyup(£) = Pre, pp(t), v — 1wy (£)) x

+ (S (), upup(£),0) = G (L 4y (8), U (£), U (2))
> (f(t),v—up®)x  VveX,
pour tout t € R.
Nous avons le théoréme de convergence suivant, qui représente le résultat prin-

cipal de cette section.

Théoréme 3.9. Supposons que les conditions (3.2) (3.7) et (3.19) (3.20) sont sa-
tisfaites. Alors, pour toutt € R, u > 0, la convergence suivante est vérifiée :

(3.49) |wup(t) —uu(t)||x = 0 lorsque p — 0.

La démonstration du Théoréme 3.9 sera réalisée en deux étapes. Elle est basée
sur les résultats présentés dans la Section 2.4. En premiére étape nous considérons
le probléme intermédiaire qui consiste a trouver une fonction u,, : Ry — X tel que,

pour tout ¢ € R, I'inégalité suivante est satisfaite :

(3-50) (Aﬂuﬂ(t)a v = aup(t))X + % (ﬁup(t) - PKpaup(t)7 v = ﬂup(t»X

+j(yuu(t)vﬂup(t>>v) _j<yuu(t)vﬂup(t)7aup(t))

> (f(t),v—1u,,{t)x  VoveX.

70



Partie I Chapitre 3 Inéquations quasivariationnelles avec opérateurs de mémoire

Nous effectuons maintenant des estimations & priori sur la solution de ce pro-

bléme, qui implique la convergence forte suivante.

Lemme 3.10. 57 p — 0,
(3.51) Upup(t) = u,(t) dans X,

pour tout >0 ett € Ry.

Démonstration. Soient 4 > 0ett € R,. D’aprés le Théoréme 2.13, nous déduisons

que
(3.52) Upup(t) = u,(t) dans X lorsque p — 0,

ou la fonction u, : Ry — X est la solution de 'inéquation suivante :

(3.53) (AL (1), v — T (1)) x + i (@u(t) — Picia(t).0 — Tu(1)) x

+ (S un(t), w(t), v) — §(Fun(t), un(t), wu(t))
> (f(t),v —uu(t))x VveEX.

D’autre part, nous prenons v = u,(t) dans (3.46) et v = w,(t) dans (3.53),
puis nous additionnons les inégalités obtenues et nous utilisons la monotonie de
I'opérateur I — Pk pour trouver que

(At (t) — Au,(t), w0, (t) — uu(t))x
< j(yu#(t),ﬂﬂ(t),u“(t)) —j(YuH(t),ﬂH(t),ﬂ#(t))
+7(FLuu(t), wu(t), w,(t) — §(FLuu(t), wu(t), wu(t)).

Ensuite, en utilisant cette inégalité avec les conditions (3.3)(a) et (3.4)(b), nous

obtenons que
(m = B[ (t) — uu ()% < 0.

et, de ce fait, nous déduisons de la condition de petitesse (3.7) que

T(t) = u,(0)
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Nous concluons de cette égalité et la convergence (3.52) que la convergence (3.51)
est satisfaite, ce qui termine la démonstration du Lemme 3.10. U

Nous énoncons a présent le résultat de convergence forte suivant.

Lemme 3.11. 57 p — 0,

(3.54) Upup(t) = u,(t) dans X,

pour tout p >0 et t € Ry.

Démonstration. Soient p > 0, n € N et t € [0,n]. Nous prenons v = u,,,(t) dans

(3.50) et v = u,,(t) dans (3.48), nous additionnons les inégalités obtenues et nous
utilisons la monotonie de 'opérateur I — P, afin d’obtenir que

(A (t) — Aty (), (t) — Upp(t)) x
< j(yuup(t% uup(t)a aup(t)) - j(yuup(t)v uup(t)> uup(t))
‘|’j(yuu(t)v ﬂup(t)> uup(t)) - j(yuu@)a aup(t)v aup(t))-

En utilisant cette inégalité avec les conditions (3.3)(a), (3.4)(b) et (3.7), nous dé-

duisons que

(3.55) [ty (£) — U (1) 1 x <

(t) = Fuu(®)|z-

Puis, nous combinons cette inégalité avec la condition (3.5) pour trouver que

~ QSp
) =Tl < 22 [ (5) = ()l s

Ensuite, nous utilisons cette inégalité et I'inégalité triangulaire

2o (t) — wp ()| x < Mg (8) — o (8) I x + (2 (2) — wp(t)] x

pour obtenir que

et (8) — () < fTpn(t) — () h+(ml/pr (5) xds.
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Nous utilisons maintenant le Lemme de Gronwall pour obtenir que

Xny
[wup () — wu ()]l x < em=F U, (t) — wu(t)] x

asp

< em””%w(ﬂ - U;L(t)HX-
Enfin, nous combinons cette inégalité avec la convergence (3.51) pour déduire que
[ty () = wu(t) | x — 0 lorsque p — 0,

ce qui conclut la démonstration du Lemme 3.11. O
Nous passons maintenant a la démonstration du Théoréme 3.9.

Démonstration. Le Théoréme 3.9 est une conséquence directe du Lemme 3.11. [J
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Chapitre 4

Inéquations quasivariationnelles
duales avec opérateurs de mémoire

Dans ce chapitre, nous nous proposons de prolonger les résultats présentés dans
le Chapitre 3 pour une autre classe d’inéquations quasivariationnelles avec opéra-
teurs de mémoire. Ce chapitre est composé de quatre sections. Dans la premiére
section, nous présentons le probléme et nous précisons les hypothéses nécessaires
sur les données pour énoncer un résultat d’existence et d’unicité de solution. Dans
la deuxiéme section, nous démontrons un résultat de convergence portant sur une
perturbation de ’ensemble des contraintes. La troisiéme section est consacrée & une
formulation duale pour laquelle nous prouvons l'existence et 'unicité de la solution
et nous établissons 1’équivalence entre les deux formulations du probléme. Dans la
quatriéme section, nous étudions la dépendance de la solution du probléme dual par
rapport a une perturbation de I’ensemble des contraintes afin d’établir un résultat de
convergence. Les résultats présentés dans ce chapitre font Uobjet de larticle [80]. Par
ailleurs, dans le Chapitre 11 nous illustrons ces résultats dans 1’étude d’un probléme
de contact sans frottement pour des matériaux viscoélastiques.
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4.1 Position du probléme

Dans cette section, nous présentons le probléme ainsi que les hypothéses sur les
données, ensuite nous énoncons un résultat d’existence et d’unicité de solution.

Soit (X, (+,-)x) un espace de Hilbert réel muni de la norme || - ||x. Considérons
I’ensemble K C X, les opérateurs A: X — X et & : C(R; X) — C(Ry; X) ainsi
que la fonction f: R, — X tels que

(4.1) K est une partie convexe, fermée et non vide de X.

L’opérateur A : X — X est fortement monotone et de Lipschitz, c¢’est-a-dire

[ (a) Il existe m > 0 tel que
(AU1 — AUQ,Ul — UQ)X Z m ||U1 — UQH‘%(
(42) Vul, U € X.

(b) Il existe M > 0 tel que
HAUl—AUQ”_)(SMuul—UQHX Vul,UQEX.

\

L’opérateur .7 : C(R;; X) — C(R;; X) est de mémoire, i.e.,
Pour tout n € N il existe s, > 0 tel que
(4.3) [ ua () = Lua(t) || x < Sn/ot [ur () = ua(s)l|x ds
Vuy, ug € C(Ry; X), Vit €[0,n].
La fonction f: R, — X a la régularité
(4.4) feCRy; X).

Avec ces données, nous considérons le probléme suivant.

Probléeme . Trouver une fonction u : Ry — X tel que, pour tout t € R,

I'inéqgalité suivante est satisfaite :
(4.5) u(t) e K, (Au(t),v —u(t))x + (FLu(t),v —u(t))x

> (f(t),v —u(t)x Vove K.
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Nous avons le résultat d’existence et d’unicité ci-dessous.

Théoréme 4.1. Sous les conditions (4.1) (4.4) le Probléme &7 posséde une solution
unique qui satisfait u € C(Ry; K).

Démonstration. Nous utilisons le Théoréme 3.1 avec Z = X. Pour ce faire, nous
considérons la fonctionnelle 5 : X x X x X — R définie par

(4.6) Jj(z,u,v) = (2,v)x Vz,u,veX.

I1 est facile de voir que, pour tout z, v € X la fonctionnelle j(z,u,-) est convexe et
semi-continue inférieurement, c’est-a-dire, elle satisfait la condition (3.4)(a). Consi-
dérons maintenant zy, 2o, u1, Ug, v1, V2 € X. En utilisant la définition (4.6) et 'in-
égalité de Cauchy-Schwarz, nous obtenons que
J(21,u1,v2) — (21, u1,v1) + (22, u2,v1) — (22, U2, v2)
= (21 — 22,02 —v1)x < |21 — 22||x vy — va|x.
Cette inégalité montre que la condition (3.4)(b) est satisfaite avec a« =1 et § = 0.

Par ailleurs, notons que la condition de petitesse (3.7) est satisfaite. Le Théoréme

4.1 est maintenant une conséquence directe du Théoréme 3.1. [

4.2 Un résultat de convergence

Dans cette section, nous fournissons un résultat de convergence en étudiant le com-
portement de la solution du Probléme & lorsque I'on introduit une perturbation de
I'ensemble des contraintes K. Supposons que les conditions (4.1) (4.4) sont vérifiées
et rappelons, pour tout p > 0, la perturbation K, introduite dans la Section 3.3

satisfaisant la condition (3.22), et donnée par
(47) K, = c(p)K +d(p),

avec § € X et les fonctions ¢ : (0,400) — R, d : (0,+00) — R satisfont les

convergences suivantes :

(4.8) clp)=>1 et dp)—0 lorsque p — 0.
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Nous considérons la perturbation suivante du Probléme .

Probléme Z,. Trouver une fonction u, : Ry — X tel que, pour tout t € R,

[inégalité sutvante est satisfaite :

(4.9) uy,(t) € K,y  (Au,(t), v, — u,(t)) x + (Lu,(t), v, — u,y(t)) x
= (f(t)uvp - Up(t))x Vo, € K,.

En utilisant le Théoréme 3.7 avec Z = X et la fonctionnelle j, définie par (4.6),
nous déduisons que, pour tout p > 0, le Probléme &2, admet une solution unique
vérifiant u, € C(Ry; K,). De plus, cette solution converge vers la solution u du
Probléme & lorsque p tend vers 0, i.e.,

(4.10) u, »u dans C(Ry;X) lorsque p — 0.

Maintenant, nous nous intéressons au comportement de la solution du Probléme
& dans un cadre différent a celui introduit précédemment qui sera utile dans I’étude
d’un probléme dual introduit ci-aprés. Pour cela, nous faisons des hypothéses sup-
plémentaires sur les données en supposant qu’il existe un sous ensemble Ky C X et
un élément g € X tels que :

((a
(b

) Ko est un sous ensemble non vide et fermé de X.
)
(4.11)

(c) A>0, ue Ky = Au € K.
( (d)

En outre, pour tout p > 0, nous supposons qu’il existe un élément g, € X tel que

(a) Kp:K0+gp Vp>0
(4.12)
(b) g, =g dans X lorsque p— 0.

En utilisant les conditions (4.11) et (4.12), nous avons le résultat suivant.

Remarque 4.2. Notons que :

a) Les conditions (4.11)(a) (b) montrent que Ky est un cone fermé dans X.
b) La condition (4.11) implique la condition (4.1).
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¢) Si les conditions (4.7) (4.8), (4.11) sont vérifiées alors, pour tout p > 0, la condi-
tion (4.12) est vérifice avec g, = c(p)g + d(p)®.

Nous présentons maintenant le résultat suivant qui sera utilisé par la suite.

Lemme 4.3. Supposons que les hypothéses (4.2) (4.12) sont vérifiées. Alors, les
propriétés suivantes sont satisfaites :

(4.13) (a) ge K et g, €K, Yp>0.
. (b) 2v—ge K VveK e 2v,—g,€K, Vv, K, VYp>0.

Démonstration. D’abord, nous utilisons la condition (4.11)(c) pour voir que Ox €
Ky et, de ce fait, les hypothéses (4.11)(d) et (4.12)(a) impliquent que la condition
(4.13)(a) est satisfaite. Ensuite, prenons v € K et utilisons 'égalité (4.11)(d) pour
voir qu’il existe un élément vy € Ky tel que v = vy + ¢ et, par conséquent, nous
avons que 2v — g = 2(vg+g) — g = 2vp + ¢ et puisque la condition (4.11)(c) implique
que 2vg € Ky, nous déduisons de la condition (4.11)(d) que 2v — g € K. Par ailleurs,
nous utilisons des arguments similaires pour prouver que 2v, — g, € K, pour tout
v, € K,. Nous en déduisons que la propriété (4.13)(b) est satisfaite, ce qui achéve
la démonstration du Lemme 4.3. O

Nous énoncons a présent le théoréme suivant.

Théoréme 4.4. Supposons que les conditions (4.1) (4.4) et (4.11) (4.12) sont vé-
rifiées. Alors :

i) Pour tout p > 0, le Probléeme &, posséde une solution unique vérifiant u, €
CR+; Kp).

ii) La solution u, du Probléme &, converge vers la solution u du Probléme 2,

i.€.,
(4.14) u, = u dans C(R;;X) lorsque p — 0.
La démonstration du Théoréme 4.4 est basée sur le résultat suivant.

Lemme 4.5. Pour tout n € N 4l existe w,, > 0 tel que

(4.15) lu,(V)]|x Sw, et |Ju®)|x <w, Vtel0,n], Vp>O0.

79



Résultats de convergence pour les inéquations variationnelles et applications en
mécanique du contact

Démonstration. Soient n € N, t € [0,n] et p > 0. Nous prenons v, = g, € K,
dans (4.9) pour obtenir

(Au,(t) = Agp, up(t) — g,)x < (f(),u,(t) — gp)x
+(’5ﬂup(t)7 9p — up(t))X + (Agpv 9p — up(t))X-

Ensuite, en utilisant la condition (4.2)(a) et 'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous
obtenons que

(4.16) m [[up(t) = gollx < [[Agpllx + tgl[g«f](llf(t)llx) + 17w, ()| x-
Par ailleurs, nous utilisons la condition (4.3) pour trouver que

(417)  [[Fup(®)llx = [[(Zup(t) = Fg,) + (Fg, — F0x) + 7 0x|Ix

< S up(t) = Zgplix + 179, — F0xllx + [|70x ]| x

t t
<o [ (o) = gollds 5 [ gl ds + [0x
0 0

D’autre part, en utilisant la convergence (4.12)(d), nous déduisons qu’il existe une
constante ¢ > 0, indépendante de p, telle que

(418) lgsllx < c.
En combinant maintenant (4.17) et (4.18), nous trouvons que
t
(4.19) 1w, ()| x < nsne 4[| 0x || x + Sn/ [o(s) = gpllx ds.
0
En outre, nous utilisons 'estimation (4.18) et la condition (4.2)(b) afin de voir que
(4.20) [Agollx = | Agp — AOx + AOx|[[x <M + [|A0x||x.

Maintenant, en combinant (4.16), (4.19) et (4.20), nous déduisons qu’il existe une
constante A\, > 0, indépendante de p, telle que

t
Sp,
Hw@—MHSM+—JW%@—%M%-
m Jo
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Nous utilisons le Lemme de Gronwall pour obtenir que

AnS tsn A, S nsp
Jup(t) — gpllx < —Fem < :n”@ o

De la, il en résulte que
An Sp nsn

||up(t) - ngX S Cn avec CTL = e m

m

Enfin, nous combinons cette inégalité, I'estimation (4.18) et I'inégalité triangulaire

luo()llx = llup(t) = 90 + gpllx < Nlwp(t) = gollx + llgpllx

pour obtenir que
lup(®)][x < en+c

Soit

w,, = max(c, + ¢, max ([lu(t)|x)).
te[0,n]

Par conséquent, nous déduisons que
lup®)lx < wn et Jul®)]x < wn,

ce qui achéve la démonstration du Lemme 4.5. O

Nous passons maintenant a la démonstration du Théoréme 4.4.

Démonstration. i) Soit p > 0. D’aprés les conditions (4.11)(a)-(c) et (4.12)(a),
nous déduisons que K, est une partie convexe, fermée et non vide de X. De ce fait,
nous utilisons le Théoréme 4.1 avec K = K, pour montrer ’existence et 'unicité de
la solution du Probléme &,, ce qui conclut la premiére partie de la démonstration.

ii) Soient n € N, ¢t € [0,n] et p > 0. Nous utilisons (4.12)(a) et (4.11)(d) pour
voir que wu,(t) + g — g, € K et, de ce fait, nous prenons v = u,(t) + g — g, dans (4.5)
pour obtenir que

(4.21) (Au(t), (up(t) = u(t)) + (9 = go))x + (Fult), (u,(t) — u(t)) + (9 — 9p))x
> (f(1), (up(t) = u(t) + (9 = g,))x-
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D’autre part, les propriétés (4.11)(d) et (4.12)(a) impliquent que u(t)+g,—g € K,
et, par conséquent, en posant v, = u(t) + g, — g dans (4.9), nous obtenons que

(4.22) (Auy(1), (u(t) = u,() + (gp = 9))x + (Fup(t), (u(t) = up(t)) + (9, — 9))x
= (f(), (u(t) = up(t) + (9 — 9))x-

Nous additionnons maintenant les inégalités (4.21) et (4.22) pour trouver que
(Au,(t) — Au(t), u,(t) — u(t))x < (Au(t) — Au,y(t), 9 — 9,)x
+(Lu,(t) — Lult), u(t) —u,(t)) x + (Lu(t) — Lu,(t), g — g,)x-

Ensuite, en utilisant cette inégalité avec la condition (4.2) et l'inégalité de Cauchy-

Schwarz, nous obtenons que
mllu,(t) — w5 < (Mng — gllx + [|7u,(t) — YU(t)Hx) lup(£) — u(t)|x
+ [, (t) — Lu(b)| x1lgp — gllx-

D’autre part, nous utilisons la condition (4.3) et (4.15) pour obtenir que

| Lun(t) — Fut)x < 5a / lup(s) — u(s)|x ds

< sn/t iy ()l ds + sn/t lu(s)llx ds < 2nw,s,.
0 0

En combinant maintenant cette inégalité avec I'inégalité (4.22), nous trouvons que
(4.23) mlu,(t) — u(t)|%

< (Mg, = gllx + 117u,(0) = Fu(®)l1x ) lup(t) = u(t)1x

T 2nwnsy llg — gllx-

Ensuite, nous utilisons I'inégalité

r,a,b>0 et P?<ar+b = xga—l—\/g

ainsi que U'inégalité (4.23) et la condition (4.3) afin d’obtenir que

M 2nwnsnllg, — gllx 2
(4.24) lup(8) = u®)llx < ~llg, = gllx + (= = TX)

t
=20 [ (o) = (o) s
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En outre, nous posons

M 2nWnsn||g, — gllx\ 2
495 T.(p) = —||g, — ( p ) .
(4.25) (p) p- g, — gllx + -

Puis, nous utilisons cette notation dans 'inégalité (4.24) pour voir que

i £) = u(t) L < Tulp) + 2 / lup(s) — u(s)x ds.

Par conséquent, le Lemme de Gronwall nous donne que

tsn

[up(t) = u(t)]|x < Tu(p)e,

ce qui implique que

nsn

(4.26) max ([u,(t) — u(t) [ x) < Tu(p)e

te[0,n]

Par ailleurs, en utilisant la notation (4.25) avec la convergence (4.12)(b), nous trou-

vons que

(4.27) T.(p) — 0 lorsque p — 0.

Nous combinons maintenant (4.26) et (4.27) afin de déduire que
u, =+ u dans C(R;;X) lorsque p — 0,

ce qui conclut la démonstration du Théoréme 4.4. O

4.3 Formulation duale

Dans cette section, nous nous intéressons a une formulation du Probléme &2 en
termes de la fonction 0 = Au + .Y u, appelée formulation duale. Partout dans cette
section et la section suivante, nous supposons que 'opérateur A : X — X introduit
dans la Section 4.1 vérifiant la condition (4.2) et, de plus, il est linéaire. En utilisant
la Proposition 1.4, nous déduisons que A est inversible et son inverse, noté¢ A~! :
X — X, satisfait les propriétés suivantes :

{ (@) (A u,u)x > 2 flull} Vue X,

(4.28) B 1
(b) [[AT ullx < 5 flullx Vue X.
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Dans 'étude de la formulation duale du Probléme £ nous avons besoin au

résultat suivant.

Lemme 4.6. Supposons que les conditions (4.2) (4.3) sont vérifiées. Alors, il existe
un unique opérateur R : C(Ry; X) — C(Ry; X) tel que, pour toutes fonctions

o,u € C(Ry; X), l'équivalence suivante est satisfaite :
(4.29) o(t) = Au(t) + S u(t) vVt e Ry,
s1 et seulement si

(4.30) ut) = A"'o(t) + Ro(t) VteR,.

De plus, R est un opérateur de mémoire, i.e., pour tout n € N il existe r, > 0 tel

que

t
(1.31) IR () — Ro(t)]lx < 1o / los(s) — oa(s)]x ds
0
Voy, 09 € C(Ry; X), vVt € [0,n].

Démonstration. Soit 0 € C(Ry; X). Considérons l'opérateur A : C(Ry; X) —
C(R,; X) défini par
(4.32) An(t) = A o (t) — A7 n(t) Vne CRy; X), teR,.

Notons que 'opérateur A dépend de ¢ mais, par simplicité, nous n’indiquons pas
explicitement cette dépendance.
Soient 1y, e € C(Ry; X). Nous utilisons la définition (4.32) et les propriétés
(4.28)(b) et (4.3) pour voir que
1A (t) — Ama(t)l|x = [[A7" S ma(t) — A mu(8)l|x

1 s [*
< 17l = FmOlx < 2% [ )~ nl ds
VneN, tel0,n].

Par conséquent, nous déduisons du Théoréme 1.16 que l'opérateur A admet un
unique point fixe dans C(R;; X), noté n* € C(Ry; X). En combinant (4.32) avec
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I’égalité An* = n*, nous avons que
(4.33) n(t) = A"lo(t) — AL n(t) VteR,.

Cette égalité permet de considérer un opérateur R : C(R;; X) — C(R,; X) défini
par I'égalité

(4.34) Ro(t) =n*(t) — A lo(t) = —A"LIn"(t) VteR,
et, de ce fait, (4.33) devient
(4.35) n(t) = A'o(t) + Ro(t) VteR,.

Supposons maintenant que o,u € C(R,; X) et, de plus, supposons que I’égalité
(4.29) est satisfaite. Nous en avons que

u(t) = Ao (t) — A~ Fult) VteR,.

Nous combinons cette égalité et 1’égalité (4.32) pour obtenir que u est un point fixe
de opérateur A et, grace a 'unicité du point fixe, nous déduisons que

u(t) = n*(t) VteR,.
En utilisant maintenant cette égalité et (4.35), nous déduisons que l'égalité (4.30)
est satisfaite.

Réciproquement, supposons que 1’égalité (4.30) est satisfaite. Alors, en utilisant
(4.35), nous avons que u = n*, ce qui implique que u est un point fixe de 'opérateur
A et, de ce fait, la définition (4.32) implique que

Au(t) = u(t) = A to(t) — A~ Su(t) Vit e Ry,

ce qui montre que la propriété (4.29) est satisfaite.

Par suite, montrons que R est un opérateur de mémoire. Pour ce faire, nous
considérons deux fonctions oy, 09 € C(R,; X) et nous notons par 1,5 € C(Ry; X)
les fonctions obtenues par (4.35) avec 0 = 0y, i = 1, 2. Soient n € Net ¢t € [0,n]. En
utilisant I’égalité (4.34) avec les conditions (4.28)(b) et (4.3), nous obtenons que

(4:36) [Rav() - Roa(D)llx < / () = m3(5) 1x ds.
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D’autre part, en utilisant I’égalité (4.35) avec la condition (4.28)(b), nous trouvons

1(s) — 72 (8) 1 = A 01 (5) + Ron(5)) — (A~ oa(s) + Rora(5)) 1x
< A o1 (s) — A u(s) |x + [Ro(s) — Roa(s)]x
< ~llor(s) ~ oa(s)llx + [Ren(s) —~ Rou(s)lx Vs € Ry

Nous combinons maintenant cette inégalité avec l'inégalité (4.36) pour voir que

R () = Rea(®)lx < 2% [ for(s) = )l s

t
Sn
+—/ |Ro1(s) — Roz(s)] x ds.
m Jo

Ensuite, nous utilisons le Lemme de Gronwall pour trouver que

nsn

\|Ral<t>—naz<>||x<—em/Hm )= oa(s)|xds  Vie[0n]

Cette inégalité montre que R est un opérateur de mémoire, i.e., il satisfait I'inégalité
(4.31) avec r, = 5 e’m", ce qui termine la démonstration du Lemme 4.6. U

Pour continuer, nous considérons, pour tout ¢ € R, la partie X (t) C X définie
par I'égalité
(4.37) Yt)y={reX : (nv—g)x > (f(t),v—9g)x VveK}.
De plus, nous considérons I’ensemble Yy défini par
(4.38) Yo={17€X : (r,u9)x >0 Vv € Ky }.
En utilisant la condition (4.11)(d) avec les définitions (4.37) (4.38), nous obtenons
(4.39) X(t)= X0+ f(t) VteR,.

Considérons également le probléme suivant.

Probléme 2. Trouver une fonction o : R, — X tel que
(4.40) ot) € X(t), (A'o(t), 7 —a(t)x + (Ro(t), 7 —0o(t))x

> (9,7 —o(t))x Ve X),
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pour tout t € Ry.

Nous appelons par la suite 2P la formulation duale du Probléme £2. Le lien

entre les problémes &2 et 2P est donné par le théoréme d’équivalence ci-dessous.

Théoréme 4.7. Sous les hypothéses (4.2) (4.4), (4.11) et (4.28), nous avons les
résultats sutvants :

1) Si u est une solution du Probléme & et 0 = Au+ .S u alors o est une solution
du Probleme 2P,

ii) Réciproquement, si o est une solution du Probleme PP et u = A7lo + Ro

alors u est une solution du Probléme .

Démonstration. i) Soit t € R, . Supposons que u est une solution du Probléme
P et soit 0 = Au + S u. Alors, I'inégalité (4.5) implique que

(4.41) (o(t),v—u(t))x > (f(t),v —u(t))x Vv e K.

D’aprés le Lemme 4.3, nous avons que les éléments 2u(t) — g et g appartiennent a
K et, de ce fait, nous prenons v = 2u(t) — g et v = g dans (4.41) afin d’obtenir que

(4.42) (o(t), u(t) — g)x = (f(1), u(t) — 9)x-

Nous combinons maintenant (4.41) et (4.42) pour voir que
(ot o—gx > (fv—gx  VYveK

et, par conséquent, la définition (4.37) entraine que

(4.43) o(t) € X(t).

Ensuite, nous utilisons I’égalité (4.42) et la définition (4.37) de I'ensemble X(t)
pour obtenir que

(4.44) (t—o(t),u(t) —g)x >0 Ve X(t).

D’autre part, le Lemme 4.6 implique que u(t) = A~'o(t)+Ro(t) et donc, en utilisant
cette égalité dans 'inégalité (4.44), nous obtenons que

(4.45) (A7'o(t), T —o(t))x + (Ro(t), 7 —o(t))x > (9,7 —o(t))x V7€ I(t).
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Donc, nous combinons l'inclusion (4.43) et I'inégalité (4.45) pour déduire que o est
une solution du Probléme 2P, ce qui conclut la premiére partie de la démonstration.

ii) Soit t € R,. Supposons que o est une solution du Probléme 2P et u =
A~'o + Ro. En utilisant I'inégalité (4.40), nous avons que

(4.46) (u(t), 7 —0o(t))x > (9,7 —o(t))x Ve X(t).

Afin de prouver que u est une solution du Probléme & nous commencons par
démontrer que u(t) € K, i.e., up(t) = u(t) — g € Ko. Soit P : X — K, 'opérateur
de projection sur la partie convexe fermée et non vide Ko C X. Par I'absurde,
supposons que

(4.47) u(t) & Ko,

ce qui donne que ug(t) # Pug(t). En utilisant la propriété de la projection (1.11),

nous avons que
(Puo(t) — uo(t), vo)x = (Puo(t) — uo(t), Puo(t))x
> (Pug(t) —up(t),uo(t))x Vo € K.
Cette inégalité implique qu’il existe une constante o € R telle que
(4.48) (Pug(t) — uo(t),v0)x > a > (Pug(t) — ug(t), uo(t))x Vg € K.
En prenant vy = Ox € K, dans (4.48), nous obtenons que
(4.49) a < 0.
Ensuite, supposons qu’il existe un élément vy € K tel que
(4.50) (Pug(t) — uo(t),v0)x <0
Nous prenons vy = A\vg dans (4.48) avec A > 0 pour obtenir que
A(Pug(t) — uo(t),vo)x > « VA >0.

Puis, en passant a la limite dans cette inégalité lorsque A\ — oo et en utilisant
'inégalité (4.50), nous obtenons que o < —o0, ce qui contredit I’hypothése o € R.
Nous en déduisons que

(451) (PUO(t) — Uo(t),UQ)X >0 Vg € K.
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En outre, puisque o(t) € X(t), I'égalité (4.39) implique que o(t) — f(t) € Xy et, par
conséquent, la définition (4.38) nous donne que

(4.52) (o(t) — f(t),v0)x >0 Vo € K.
Combinons maintenant les inégalités (4.51) et (4.52) pour voir que
Pug(t) — uo(t) +o(t) — f(t) € Xb.
Ensuite, nous utilisons 1'égalité (4.39) pour déduire que
Pug(t) — ug(t) + o(t) € X(t).

Nous prenons alors 7 = Pug(t) — ug(t) + o(t) dans (4.46) et nous utilisons ’égalité
u(t) = up(t) + g pour obtenir que

Maintenant, nous combinons (4.48) et (4.49) afin de voir que
(454) (Uo(t), PUO(t) — Uo(t))x < 0.

Les inégalités (4.53) et (4.54) aboutissent a une contradiction. Par conséquent, nous
déduisons que I’hypothése (4.47) est fausse et, de ce fait, uo(t) € Ky, ce qui implique
que

(4.55) ut) € K.

Par la suite, nous prouvons que, pour tout t € R, u(t) vérifie I'inégalité (4.5).
D’abord, puisque f(t) € X(t), nous prenons 7 = f(t) dans (4.46) pour obtenir que

(4.56) (f(8),u(t) — g9)x = (o(t),u(t) — 9)x-

D’autre part, puisque o(t) € X(t) et u(t) € K, la définition (4.37) implique que

(4.57) (o(t),u(t) — g9)x = (f(t),u(t) — 9)x-

Nous combinons maintenant les inégalités (4.56) et (4.57) pour déduire que

(o(t), ut) — g)x = (f(t),u(t) — g)x-
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Par conséquent, puisque o(t) € X(t), nous déduisons que
(4.58) (o(t),v—u(t))x > (f(t),v —u(t))x VoveK.

D’autre part, puisque u(t) = A~'o(t) +Ro(t), le Lemme 4.6 implique que o(t) =
Au(t) + S u(t) et, par conséquent, (4.58) devient
(4.59) (Au(t),v —u(t))x + (Lu(t),v —u(t))x
> (f(t),v—u(t)x  YvekK.
Nous combinons maintenant l'inclusion (4.55) et I'inégalité (4.59) pour déduire que

u est une solution du Probléme &2, ce qui achéve la démonstration du Théoréme
4.7. 0

Nous fournissons a présent un résultat d’existence et d’unicité de la solution du

probléme dual 227,

Théoréme 4.8. Supposons que les conditions (4.2) (4.4), (4.11) et (4.28) sont véri-
fiées. Alors le Probleme 2P admet une solution unique qui satisfait o € C(Ry; X).

Démonstration. Soient n € N et ¢ € [0,n]. Nous utilisons le Théoréme 4.1 pour
déduire qu’il existe une solution unique du Probléme & satisfaisant u € C'(R; X).
Par conséquent, le Théoréme 4.7 i) montre que 0 = Au + Su est une solution du

Probléme 2P, ce qui montre la partie lide & Iexistence.

Prouvons maintenant que cette solution est unique. Supposons que 01,09 €
C(Ry; X) sont deux solutions du Probléme 2P c’est-a-dire, oy(t), 02(t) € 2(t)
et, de plus, les inégalités suivantes sont vérifiées :

(4.60) (Ao (t), 7 — o1(t))x + (Row(t), 7 — o1(t)x > (9,7 — o1(t)) x,
(4.61) (A roy(t), 7 — 02(t)) x + (Roa(t), 7 — 0a(t))x > (9,7 — 02()) x,

pour tout t € Ry, 7 € X(¢). Alors, en prenant 7 = o03(t) dans (4.60) et 7 = oy(¢)
dans (4.61), puis en additionnant les inégalités obtenues, nous trouvons que

(A7to (t) — A ou(t), 01(t) — 02(t))x < (Row(t) — Roa(t), oa(t) — o1(t)) x.
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Ensuite, en utilisant cette inégalité avec les conditions (4.28)(a), (4.31) et l'inégalité
de Cauchy-Schwarz, nous trouvons que

lon(t) = o2(t)x = —

M2rn t
/ lo1(s) — oa(s)x ds.
0

Par conséquent, le Lemme de Gronwall implique que
lo1(t) — o2(t)x <0 Vi e[0,n].

Il en résulte que o4 (t) = 03(t), ce qui conclut la démonstration du Théoréme 4.8.]

4.4 Un résultat de convergence pour le probléme
dual

Dans cette section, nous complétons ’étude du probléme dual &P par un résultat
de convergence portant sur la perturbation des données. Pour tout p > 0 et t € R,
nous considérons la perturbation de X (t) définie par

(4.62) Lp(t) ={m € X : (7,0, — gp)x = (f(1),vp — gp)x Vv, € K, },

ol K, est une perturbation de I'ensemble K satisfaisant la condition (4.12)(a). Nous
utilisons la définition (4.62) et la condition (4.12)(a) pour voir que

(4.63) () = Zo + f(1),
ou X est 'ensemble défini par (4.38).

Considérons également la perturbation suivante du Probléme 227,

Probléme 32/?. Trouver une fonction o, : Ry — X tel que ["inégalité suivante est
vérifiée :
(4.64)  0,(t) € X,(1), (A7 ap(t), 7 — 0,(t))x + (Ro,(t), 7, — 0,(t))x
> (90 Tp — 0(t))x V1, € L,(1).
pour tout t € Ry.

Nous avons le théoréme d’existence et d’unicité ainsi que de convergence ci-

dessous qui représente le résultat principal de cette section.
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Théoréme 4.9. Supposons que les hypothéses (4.2) (4.4), (4.11), (4.12)(a) et (4.28)
sont vérifices. Alors :

i) Pour tout p > 0, le Probléme (@pD posseéde une solution unique qui satisfait
o, € C(R4; X).

ii) De plus, si la condition (4.12)(b) est vérifiée, alors la convergence suivante est

satisfaite :
(4.65) o, >0 dans C(Ri;X) lorsque p— 0.

Démonstration. i) Soient ¢ € Ry et p > 0. Nous utilisons (4.63) et (4.39) pour
voir que

() = 3,(t).

Par conséquent, nous utilisons le Théoréme 4.8 pour déduire que le Probléme WPD
posséde une solutions unique vérifiant o, € C(R4; X), ce qui conclut la premiére
partie de la démonstration.

ii) Soient t € R, et p > 0. Puisque X(t) = X,(¢), nous prenons 7 = o,(t) € X(t)
dans (4.40) et 7, = o(t) € X,(t) dans (4.64), puis nous additionnons les deux
inégalités obtenues pour trouver que

(Ao, (t) — Ao (1), 0,(t) — o(t))x
< (Rop(t) = Ra(t),o(t) = 0,(t))x + (90 — 9,0,(t) — o (t))x-

Ensuite, nous utilisons cette inégalité avec I'inégalité de Cauchy-Schwarz et les condi-
tions (4.28) et (4.31) pour obtenir que
m

o — ok

t
< (lgo = gllx + 70 [ llos) = (s} lxds)llo(6) = o0
0
et, par conséquent, nous avons que

lop(t) — o ()]l

M? rnMQ
< —lg, —gllx +
m

/0 loa(s) — o(5) 1 x ds.

m
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Nous utilisons maintenant le Lemme de Gronwall afin de voir que

2
rn M2t

M
lo0(®) = o®)llx < =g — gllx e

ce qui implique que

2 nrn M2

t)—o(t)|lx) < —llg, — O
max (lo,(t) = o (®)llx) < - =llgo — gllx e

Enfin, en combinant cette inégalité avec la convergence (4.12)(b), nous déduisons
que
g, >0 dans C(Ry;X) lorsque p—0,

ce qui conclut la démonstration du Théoréme 4.9. [
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Partie 11

Application & la mécanique du contact

Dans cette partie, nous allons illustrer les résultats présentés dans la Partie I dans
I’étude de plusieurs problémes de contact sans frottement avec différentes conditions
de contact. Cette partie est divisée en sept chapitres. Le premier chapitre aborde
un certain nombre de préliminaires dont la connaissance est nécessaire a 1’étude
qui va suivre. Nous commencons par présenter les espaces de fonctions utilisés dans
ce travail ainsi que leurs principales propriétés. Ensuite, nous précisons le cadre
physique et nous présentons quelques éléments de modélisation en mécanique du
contact, puis nous décrivons les lois de comportement élastique, viscoélastique et
viscoplastique. Aussi, nous présentons les lois de contact sans frottement utilisées
dans les problémes de contact abordés dans cette thése. Dans le deuxiéme chapitre,
nous étudions un probléme de contact élastique unidimensionnel. Nous présentons
en premier temps la formulation forte du probléme mécanique ainsi que les hypo-
théses nécessaires sur les données afin d’obtenir une formulation variationnelle. Une
fois la formulation variationnelle établie, nous démontrons un résultat d’existence et
d’unicité de la solution faible du probléme. Ensuite, nous prouvons deux résultats de
convergence. Dans le troisiéme chapitre, nous considérons un probléme de contact
statique entre un corps élastique et une fondation. L’objectif de ce chapitre est de
prouver un résultat d’existence et d’unicité de solution et de montrer quelques ré-
sultats de convergence basés sur la perturbation et la pénalisation de la contrainte
unilatérale. Dans le quatriéme chapitre, nous traitons un probléme similaire a ce-

lui présenté dans le chapitre précédent, la différence résidant dans la condition de
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contact utilisée. Aprés avoir présenté le probléme mécanique et établi la formulation
variationnelle, nous abordons la question de ’existence et de 'unicité d’une solution,
puis nous démontrons un résultat de convergence portant sur la perturbation des
données du probléme. Ensuite, nous nous intéressons a des problémes de controle
optimal pour lesquels nous prouvons 'existence de la solution. Enfin, nous terminons
par un probléme de contact unidimensionnel afin d’illustrer les résultats présentés
dans ce chapitre. Dans le cinquiéme chapitre, nous nous intéressons a 1’étude d’un
processus de contact statique entre une poutre élastique et deux obstacles. Dans un
premier temps, nous présentons une version bidimensionnelle associée au probléme
mécanique. Puis, nous proposons une formulation variationnelle et nous poursuivons
avec un résultat d’existence et d’unicité de solution. Ensuite, nous prouvons un ré-
sultat de convergence portant sur la perturbation des données. Enfin, nous étudions
un probléme de contrdle optimal. Dans le sixiéme et le septiéme chapitre, nous consi-
dérons respectivement un probléme de contact pour des matériaux viscoplastiques
et viscoélastiques ol le processus est quasistatique et le contact suit une loi de com-
pliance normale et contrainte unilatérale. Aprés avoir présenté la formulation forte
du probléme, nous donnons une formulation variationnelle. Puis, nous démontrons
un résultat d’existence et d’unicité de solution et nous étudions quelques résultats de
convergence. Par ailleurs, dans I’étude du probléme de contact viscoélastique nous
introduisons une formulation variationnelle duale pour laquelle nous démontrons un
résultat d’existence et d’unicité de la solution et nous étudions sa dépendance par
rapport aux perturbations des données. Les travaux associés a ces résultats sont
présentés dans les articles |15, 16, 79, 80, 81|.
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Chapitre 5

Introduction a la mécanique du
contact

Dans ce chapitre, nous nous proposons de rappeler quelques éléments d’analyse
ainsi que des notions de modélisation en mécanique du contact. Ce chapitre est
structuré en quarte sections. Dans la premiére section, nous introduisons les espaces
fonctionnels utilisés dans cette thése et nous présentons leurs principales propriétés.
Dans la deuxiéme section, nous décrivons le cadre physique de certains problémes de
contact étudiés ci-apres. La troisiéme section est consacrée aux lois de comportement
pour les matériaux élastiques, viscoélastiques et viscoplastiques. Nous terminons
avec la quatriéme section ot nous précisons les conditions aux limites de contact

sans frottement qui seront utilisées dans les chapitres suivants.
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5.1 Espaces fonctionnels

Dans cette section, nous présentons les espaces fonctionnels utilisés dans cette partie
ainsi que leurs principales propriétés qui seront indispensables dans 1’étude des pro-
blémes de contact abordés dans ce manuscrit. Dans ce qui suit, {2 est un domaine
borné de R4 (d = 1,2, 3), de frontiére I" lipschitzienne. Par ailleurs, nous supposons
que I' se décompose de la maniére suivante : I' = I} U I, U I de telle sorte que
IiNT; =0sii#jouly, Iy et I's sont mesurables et, de plus, mes(/7) > 0. En
outre, nous notons par {2 = 2 U I" Padhérence de {2 dans R? et nous désignons
par v = (vy,...,14) la normale unitaire sortante a I". Un point générique de R?
est noté par * = (x1,...,x24) et une collection d’entiers non négatifs est notée par
a = (aq,...,aq), appelée un multi-indice, et sa longueur est |a| = Z?:l a;. Nous
adoptons ici la convention de l'indice muet; aussi un indice qui suit une virgule
indique une dérivation partielle par rapport a la composante correspondante de la
variable. Notons également qu’un point au-dessus d’une fonction représente la déri-

vée temporelle.

5.1.1 Espaces de fonctions scalaires

Les espaces C™({2). Soit C(f2) I'espace des fonctions continues sur 2. Il est bien

connu que C'({2) est un espace de Banach s’il est muni de la norme suivante :
[vllo@) = sup{lv(@)] : ¢ € 2} = max{[v(z)|: z € 02},

Notons par D I'opérateur différentiel défini par

olely(x)

Dav(w) - 8x1a1...8xdad'

Evidemment D° représente 'opérateur identité. Deux exemples pour 'opérateur D¢

sont :




Partie IT Chapitre 5 Introduction & la mécanique du contact

Pour tout entier m, C™(f2) désigne I'espace des fonctions continues sur {2 dont les

dérivées d’ordre au plus m sont également continues sur (2, i.e.,
C™(2)={veC(): D* € C(2) pour |a] <m}.

Lorsque m = 0, nous notons usuellement C(2) = C°(£2). L’espace C™({2) est un
espace de Banach dont la norme est donnée par

||U||cm(§) = Z ||DaU||C(§)~

|a|<m

Par ailleurs, nous définissons I’espace des fonctions infiniment différentiables par
@)= (") ={fveC@):veC™() VmeZ}.
m=0

Le support d’une fonction v sur 2 est défini par

suppv = {x € 2 :v(x) # 0}.

Nous disons qu'une fonction v est a support compact dans {2 si son support supp v
est un sous ensemble propre de ’ensemble (2. Nous désignons par C§°(£2) I'espace
des fonctions infiniment différentiables sur I'ensemble {2 et & support compact dans
2, 1ie.,

Coe(82) = {v e C™(£2) : suppv C 2}.

Il est facile de voir que C§°(£2) C C™(12).

Les espaces LP(f2). Soit p € [1,00[. Nous désignons par LP({2) 'espace des fonc-
tions mesurables définies sur 2 & valeurs dans R telles que

» 1/p
]| o) = (/Q|v(:r)| d:r) < o00.

LP(£2) est un espace de Banach muni de la norme || - ||»(). De plus, il est séparable

et, pour 1 < p < o0, il est réflexif.

Pour p = oo, L>({2) est l'espace des fonctions mesurables et essentiellement
bornées définies sur (2 a valeurs dans R, i.e., pour tout v € L>({2) il existe une
constante ¢ > 0 telle que v(x) < ¢ p.p. dans (2. Il est muni de la norme

||| Lo (2) = sup ess|v(z)| < oo.
xen
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Il est également un espace de Banach.
Pour p € [1, o0], son conjugué, noté ¢, est défini par

{%Jr%:l sip# 1,

=00 si p=1.

L

Soient u € LP(£2) et v € L9((2). Alors, nous avons que

/]u x)| de < ||ullLe2)l|v] Le(o)-

Cette inégalité est connue sous le nom d’inégalité de Holder. En particulier, si p = 2
nous retrouvons 'inégalité de Cauchy-Schwarz

/ |U |dZL’ < Hu||L2(Q)”U||L2(Q) VU,U - LQ(Q)
Notons que L*(§2) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire
(u,v) 200y = /\u z)|dx Vu,v € L*(2).

Par ailleurs, nous identifions L?(£2) a son dual, i.e., (L*(£2)) = L*(12).

Les espaces de Sobolev W*?((2). Soient k € N et p € [1,00]. Nous définissons
I'espace de Sobolev WHP((2) par

WHhP(2) ={u € LP(f2) tel que D% € LP(2) avec |a| <k}

qui est un espace de Banach lorsqu’on le munit de la norme suivante :

1/p
> [1D%ul| o) si 1< p < oo,
[[ullwrenie) = jal<k
max || Dul| oo () si p=4o0.
la|<k

Pour p = 2, I'espace W¥2((2) sera noté par H*(§2); c’est un espace de Hilbert dont
le produit scalaire est donné par

(u, V) g (02) :/ Z Du(z)D*v(z)dx Yu,v € H*(2).

2 Jal<k
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Par la suite, nous présentons quelques propriétés importantes sur les espaces de
Sobolev. Commencons par un résultat de compacité connu sous le nom du Théoréme

de Rellich dont la démonstration figure dans [3, 18], par exemple.

Théoréme 5.1. (Théoreme de Rellich) L’injection canonique de H'(§2) dans L*(12)
est compacte, i.e., de toute suite bornée de H'(f2) nous pouvons extraire une sous
suite convergente dans L*((2).

Notons que pour une fonction v de H*(§2), nous ne pouvons pas définir sa valeur
a la frontiére I'. Le moyen qui permet de définir la trace d’une fonction v € H'(12)

est donné par le théoréme suivant.

Théoréme 5.2. (Théoréme de trace de Sobolev) Soit 2 un ouvert borné et lipschit-
zien de R, Alors, il existe une application linéaire et continue vy : H'(£2) — L*(I")
telle que

vy =uvlp lorsque ve HY(2)NC(1).

De plus, Uapplication v : H*(£2) — L*(I") est compacte, i.c., de toute suite bornée
{v,} de H'(£2), il existe une sous suite {v, } C {v,} telle que {yv,,} est une suite

convergente dans L*(I').

L’application v s’appelle application de trace. La continuitée de cette application
implique qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que

(51) H’}/UHLQ(F) < CHUHHl(Q) Vv e Hl(Q)

Par ailleurs, notons que Papplication v n’est pas surjective et 'image de H'(§2) par
~ est notée par Hz(I').

Pour plus de détails sur les espaces de Sobolev, nous renvoyons le lecteur a
[1, 18, 31].
5.1.2 Espaces fonctionnels pour la mécanique

Nous notons par S¢ I'espace des tenseurs symétriques d’ordre deux sur R? (d =
1,2, 3). Le produit scalaire et la norme euclidienne sur R? et S¢ sont donnés respec-
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tivement par

Pour I’étude des problémes de contact, nous introduisons les espaces suivants :
H=L*2)"={v=(v) : vcl*N), 1<i<d},
={71=(ry) : mij=m € L*(2), 1<i,j<d},
H={v=(v) : v, e H(N2), 1<i<d},
O={7T7€Q : Divre H},
={E=(Cijm) © Eijru = Ejira = Epij € L>(02), 1<4d,j,k,1<d},
ou € :

: Hiy — Q et Div : Q1 — H sont respectivement les opérateurs de déformation
et de divergence définis par

1 . ..
§(u” +u;;), Dive =(0;,;) 1<i,7<d.

e(u) = (gij(u)), eij(u) =

Les espaces H, (), Hy et ()1 sont des espaces de Hilbert munis des produits scalaires

(u,v)y /uzvzdx—/u-vdx,
Q
/O'ZJT”dI—/O"TdZL',
Q Q

(w, v)n + (e(u), e(v))q,
(

(o,7)g, = (0,7)g + (Dive,Div )y,

(u U)H1

et les normes associées sont notées respectivement par || - ||u, || - |, || - ||z €t || ||los-

Par ailleurs, notons que Q., est un espace de Banach muni de la norme
[€llqe =, _max_ [|Ejullr=(0).

1<iyjkl<d

Un calcul élémentaire nous donne que

(5:2) [€Tlle < dl€llaullTlle V€€ Qo VT Q.
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Puisque la frontiére I est lipschitzienne, le vecteur normal extérieur v est défini
presque partout. Pour tout champ de vecteur w € Hy, nous définissons respective-

ment les composantes normales u, et les composantes tangentielles w, par
(5.3) U, =u-V et u,=u—u,v.

De méme, pour un champ tensoriel régulier o : 2 — S 0, et o, représentent

respectivement les composantes normales et tangentielles de o qui sont données par
(5.4) o,=(ov) v et o, =o0v—o,V.

Nous utilisons les formules (5.3) et (5.4) afin de trouver la relation

(5.5) (ov) - u=o0,u,+ 0, u,.

Par ailleurs, nous rappelons la formule de Green

(5.6) /a'~€(v)d$—|—/ Diva-vdx:/au-vda Vv e H.
7 7 r

Dans I’étude des problémes mécaniques de contact nous utilisons en général le
sous espace V de H; défini par

V ={veH :v=0 pp. sur I}

Notons que V' est un sous espace fermé de H; et, puisque mes(I}) > 0, il résulte de
I'inégalité de Korn qu’il existe une constante cx > 0 dépendant uniquement de 2
et I telle que

(5.7) le()llq = ek [[v]lm, Yo eV

Une démonstration de cette inégalité peut étre trouvée dans [66]. Nous définissons
le produit scalaire (-, -)y sur V' par

(5.8) (u,v)y = (e(u),&(v))q

et sa norme associée définie par

(5.9) [ollv = lle(v)lle-
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Il résulte de (5.7) (5.9) que || - ||v et || - ||z, sont des normes équivalentes sur V et,
par conséquent, nous déduisons que (V, || - ||v) est un espace de Hilbert. Enfin, il
existe une constante ¢y > 0 dépendant de 2, I et I3, telle que

(5.10) ol < collolly Yo ev.
Nous poursuivons avec une conséquence directe de I'inégalité de Korn.

Théoréme 5.3. Supposons que mes(I7) > 0 et notons par (V') l'image de l’opéra-
teur de déformation e :V — @, i.e.,

e(V)={e(wv) : veV}
Alors e(V') est un sous espace fermé de Q.

Démonstration. Soit {7,} une suite d’éléments de £(V') qui converge dans )

vers ’élément 7 € @), i.e.,

(5.11) T, — 7 dans @ lorsque n — 4oo.
Alors il existe une suite {v,,} C V telle que

(5.12) T, =€(v,) pourtout n €N.

Il résulte de (5.11) que {7,} est une suite de Cauchy dans Q. De ce fait, il vient
de la norme de 'espace de V' que {v,} est une suite de Cauchy dans V. Ensuite,
puisque V' est complet, il existe un élément v € V tel que

v, v dans V lorsque n — 400
et, par conséquent, nous déduisons que
(5.13) e(v,) > e(v) dans @ lorsque n — +o0.

Nous combinons maintenant (5.11), (5.12) et (5.13) pour déduire que T = &(v), ce
qui implique que 7 € €(V) et conclut la démonstration du Théoréme 5.3. O
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5.2 Cadre physique

Dans cette section, nous introduisons le cadre physique qui intervient dans cette
thése, puis nous établissons le modéle mathématique décrivant le contact entre un
corps déformable et une fondation qui correspond au cadre physique introduit. Consi-
dérons un corps matériel occupant un domaine borné 2 C R? (d = 1,2,3) avec une
frontiére lipschitzienne I" partitionnée en trois parties mesurables I, I5 et 3 telles
que mes(I7) > 0. Le corps est fixé sur 7. Des tractions surfaciques de densité f,
agissent sur I et des forces volumiques de densité f, agissent dans 2. Sur la partie
I3, le corps est en contact avec une fondation (voir Figure 11.5.1 ).

s
Sl “</ /
P S
]

FiGURE II.5.1 : Cadre physique

;\1—3’—)‘!1/

Notons par u = u(x,t) le champ de déplacements et par o = o(x,t) le champ
de contraintes. Pour simplifier les notations, nous n’indiquons pas explicitement la
dépendance des différentes fonctions par rapport aux variables x et t.

Passons maintenant a la description du modéle mathématique qui décrit 1’évo-
lution du corps déformable associé au cadre physique ci-dessus. Les fonctions u :
N2 xRy = Riet o: 2 xR, — S?représentent les inconnues du probléme. L’évo-

lution d’un corps est décrite par I’équation suivante :
(5.14) Dive + fo=pu dans 2 x R,

ol p: {2 — R, désigne la densité de masse et u représente 1'accélération du corps.
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Cette équation s’appelle équation du mouvement de Cauchy. Les processus d’évolu-
tion modélisés par I'équation (5.14) s’appellent processus dynamiques. Dans certaines
situations I’équation (5.14) peut se simplifier. Par exemple, dans le cas ou le champ
des vitesses w varie trés lentement par rapport au temps et donc, le terme pu peut
étre négligé. Dans ce cas, I’équation (5.14) devient

(5.15) Dive + f,=0 dans 2 xR,.

Léquation (5.15) s’appelle équation d’équilibre et les processus d’évolution modéli-
sés par cette équation s’appelle processus quasistatiques. Dans le cas statique cette

équation est valable dans (2.

Afin de compléter le modéle mathématique donné par ’équation (5.14) ou (5.15),
nous allons préciser les conditions aux limites sur chacune des trois parties de I
D’abord, puisque le corps est encastré sur /7, le champ de déplacements y est nul,
c’est-a-dire

(5.16) u=20 sur Iy x R,.

Cette condition s’appelle condition auz limites de déplacement.

En outre, des tractions surfaciques de densité f, agissent sur la partie I et, par

conséquent, nous avons que
(5.17) ov=7Ff, sur I xR,.

La condition (5.17) s’appelle condition auz limites de traction ; elle signifie que le
vecteur des contraintes de Cauchy ov est donné sur la partie 5.

A ce stade notons que le modéle mathématique n’est pas complet. En effet,
donnons un exemple dans le cas d = 3. Nous faisons un bilan des équations dispo-
nibles et des inconnues a déterminer. Les relations (5.14) ou (5.15) constituent trois
équations et, de plus, nous avons six équations viennent des relations déplacement-
déformation. D’autre part, le nombre total des inconnues est quinze : trois inconnues
du champ de déplacements, six inconnues du tenseur des déformations et six incon-
nues du champ de contraintes. Donc, il est évident du point de vue mathématique
que nous ne pouvons pas résoudre le modéle mathématique car ils manquent, en
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principe, six équations. Nous concluons alors que les équations que nous disposons
sont insuffisantes a elles seules pour résoudre le probléme mathématique.

Par ailleurs, du point de vue physique, I’équation (5.14) ou (5.15) modélisent un
processus universel valable pour tous les matériaux et donc elles sont insuffisantes a
elles seules pour décrire I’équilibre des corps matériels. Il est nécessaire de décrire ce
qui propre au matériau lui méme; c’est 'objet des lois de comportement que nous
présentons dans la section suivante. Enfin, pour compléter notre modéle mathéma-
tique, il faut préciser les conditions aux limites de contact sur la partie I3 ; cela fait
I'objet de la Section 5.4.

5.3 Lois de comportement

Dans cette section, nous présentons les lois de comportement pour les matériaux
élastiques, viscoélastiques et viscoplastiques que nous utilisons dans les chapitres
suivants. Ces lois sont présentées par une relation entre le tenseur des contraintes
o, le tenseur des déformations € et leurs dérivées temporelles o et €. Les lois de
comportement caractérisent ce qui propre a chaque type de matériau. L’origine de
ces lois est souvent expérimentale et c’est toute une série d’essais qu’il faut réaliser

pour établir une loi de comportement.

5.3.1 Lois de comportement élastique

Les expériences physiques, qui constituent le point de départ pour établir les lois de
comportement, divisent les matériaux élastiques en deux types : matériaux élastiques

linéaires et non linéaires.

Dans le cas d’élasticité linéaire unidimensionnelle, le tenseur des contraintes o et
le tenseur des déformations e sont reliés par la loi de comportement de Hooke qui
est donnée par

o= Fe,

ou F > 0 s’appelle le module de Young. Cette loi est représentée dans la Figure

ci-dessous.
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FIGURE I1.5.2 : Loi de comportement élastique linéaire

La loi de Hooke a été généralisée par Cauchy qui a proposée d’exprimer une
relation linéaire entre le tenseur des contraintes o et le tenseur des déformations

e(u), c’est-a-dire
(5.18) o =Ee(u),

o € = (&) est un tenseur d’ordre quatre s’appelle tenseur d’élasticité. Ses compo-
santes &;;i; s’appellent coefficients d’élasticité et elles sont indépendantes du tenseur
des déformations. L’équation (5.18) s’écrit également sous la forme

(519) 045 = gijkl skl(u) 1 S i,j, k,l § d.

Pour les matériaux homogeénes, isotropes et linéaires élastiques, nous avons que
(5.20) Eijkl = A (51']'5“ + 1% (5zk 5j1 + 52‘1 5jk>>

ol les constantes \ et 1 sont les coefficients de Lamé et J;; est le symbole de Kro-
necker. En outre, nous utilisons (5.19) et (5.20) pour obtenir

(5.21) 0i; = Aew(u) 6 + 2 pei;(u).
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De (5.21), il résulte que

14+v v
(5.22) gij(u) = 5 i~ Eakk(sija
ou le module de Young F et le coefficient de Poisson v sont définis par
E:/JL(3)\—|—2;L)7 L A .
A 2(A + 1)

Sous la forme tensorielle, (5.21) devient
o=MA(tre(u)I;+2pne(u),
ot tre(u) = g;(u) représente la trace du tenseur e(u).

Nous supposons dans ce manuscrit que le tenseur £ satisfait les conditions sui-

vantes :

(
(b) Eijkl - LOO(Q) 1< i,j, ]{Z,l <d.
(5.23) (c)o-T=71-E0 Vo,T7€S? pp. dans £2.
(d) Il existe ap > 0 tel que

ET-Tm>a|7||? VresSi p.p. dans (2

En effet, dans ’étude du probléme de contact du Chapitre 11, nous avons besoin
d’utiliser le tenseur des déformations comme une fonction du tenseur des contraintes.
Pour cela, nous utilisons (5.23) pour déduire que le tenseur £ est inversible et, par
conséquent, nous inversons I’équation (5.18) pour obtenir que

e(u) =E&"o.
Ici £71: 2 x S — S? représente I'inverse du tenseur &.

Passons maintenant aux matériaux élastiques non linéaires et commencons par

le cas unidimensionnel, dont la loi de comportement s’écrit sous la forme

(5.24) o= f(e)
ou f est une fonction non linéaire a valeurs réelles. Comme exemple simple de cette
loi nous considérons la fonction donnée par

Ee+p(e+ey) si €< —ep,
(5.25) fle) =< Fe si | e|< e,

Ee+p(e—gy) si &>ep,
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ou E, B et g9 sont des constantes positives. Le graphe de la loi de comportement
(5.24) avec la fonction f donnée par (5.25) est représenté dans la Figure ci-dessous.
Plusieurs exemples des lois de comportement élastiques non linéaires de la forme

(5.25) peuvent étre trouvés dans [41, 59, 69, 87|, par exemple.

g

€

F1GURE II.5.3 : Loi de comportement élastique non linéaire

Dans le cas tridimensionnel, la loi de comportement élastique (5.24) est donnée
par la relation

(5.26) o = Fe(u),

ou F est I'opérateur d’élasticité supposé non linéaire. Dans le cas ott F ne dépend pas
explicitement de la variable spatiale & € (2, le milieu est dit homogéne. Autrement,
il est dit non homogéne. Un exemple de cette loi est donné par

o =CEe(u)+ f(e(u) — Pxe(u)).

Ici € est un tenseur d’ordre quatre, 5 est une constante positive, K est un sous
ensemble convexe, fermé et non vide de S tel que Ose € K et Px : S? — K est

lopérateur de projection sur K.

Des problémes de contact pour les matériaux élastiques ont été étudiés dans
plusieurs travaux, voir |22, 23, 24, 25, 30, 65].
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5.3.2 Lois de comportement viscoélastique

Les lois de comportement viscoélastiques sont introduites pour pallier aux insuf-
fisances de la théorie de I'élasticité. En effet, certains phénoménes tels que la re-
laxation ou le fluage ne peuvent pas étre décrits par les lois de comportement élas-
tiques. En outre, les lois de comportement viscoélastiques sont utilisées pour décrire
les matériaux comme les caoutchoucs, les polymeéres et les élastomeéres. Pour plus
d’information sur ce type des lois de comportement, nous pouvons nous référer a
[10, 11, 12, 29, 38, 70].

a) Lois de comportement viscoélastique & mémoire courte. Une telle loi est

donnée sous la forme
(5.27) o=Ae(u) + Be(u),

ou A est I'opérateur de viscosité et B est 'opérateur d’élasticité. Notons que ces
deux opérateurs peuvent dépendre de la variable spatiale x mais, par simplicité,
nous utilisons respectivement les notations Ae(w) et Be(u) pour A(x,e(w)) et
B (x,e(u)). En particulier, si A et B sont des opérateurs linéaires alors (5.27) nous

conduit a la loi de comportement de Kelvin-Voigt
0ij = ijr (W) + bk er(w),

ou 05, ;i et by représentent respectivement les composantes du tenseur des

contraintes o, du tenseur de viscosité A et du tenseur d’élasticité B.

[’analyse variationnelle de plusieurs problémes de contact impliquant (5.27) se
trouve dans |71, 72, 73|, par exemple.

b) Lois de comportement viscoélastique a mémoire longue. Une loi de

comportement viscoélastique a mémoire longue est donnée par

(5.28) o(t) = Fe(u(t)) + /0 R(t — s)e(u(s))ds,

ou F est 'opérateur d’élasticité et R est 'opérateur de relaxation. Notons également
que ces deux opérateurs dépendent de la variable spatiale . En outre, comme le
montre la relation (5.28), I'opérateur R dépend du temps. Dans le cas linéaire, le

tenseur des contraintes o = (0;;), qui satisfait (5.28), est donné par

035 (t) = fignt ena(ult)) + / r(t — 8)er(u(s)) ds,
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ol fijm et 1, représentent respectivement les composantes du tenseur d’élasticité
et de relaxation. Notons également que les coefficients f;z et 7 dépendent de la
variable spatiale x.

Pour plus de détails sur les lois de comportement viscoélastiques a mémoire

longue, nous renvoyons a [31, 63, 87|, par exemple.

5.3.3 Lois de comportement viscoplastique

Les lois de comportement viscoplastiques sont utilisées dans la littérature afin de
décrire les propriétés des métaux et notamment les phénoménes de relaxation, de
fluage et de déformations irréversibles. Une loi de comportement viscoplastique est
donnée par

(5.29) o =CEe(u) +G(o,e(u)),

ou &£ et G représentent respectivement l'opérateur linéaire, décrivant les proprié-
tés élastiques du matériau, et la fonction constitutive non linéaire, décrivant son
comportement viscoplastique. Un exemple unidimensionnel de la loi (5.29) peut se
construire de la facon suivante : supposons que la déformation € est composée de
deux parties, la déformation élastique ° et la déformation plastique &P, i.e.,

(5.30) e =g+ b

Supposons également que la déformation élastique ¢ satisfait la loi de Hooke et, de

ce fait, nous avons que
(5.31) ef=— et P =1(0,¢),

ol E est le module de Young et ¢ : R?> — R est une fonction constitutive. Par
conséquent, (5.30) devient

=2 +uoe),
ce qui donne que
o6=FEé—Ei(o,e).

En considérant maintenant la notation G(o,e) = —E(0,¢) pour tout (o,¢) € R?,

nous avons que
0 =Fé+ G(o,¢).
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Plusieurs problémes de contact pour des matériaux viscoplastiques ont été étudiés
dans [28, 40, 45, 76| et les références citées dans ces travaux.

5.4 Conditions aux limites de contact sans frotte-
ment

Dans cette section, nous décrivons les conditions aux limites de contact sans frot-
tement considérées dans les problémes traités dans cette thése. Les conditions de
contact sont exprimées par des relations entre les composantes normales du champ
de déplacements u, et les composantes normales du champ de contraintes o,. Notons
que les relations qui suivent sont supposées valables p.p. sur I's x R, ou p.p. sur I3
dans le cas des processus statiques.

5.4.1 Condition de contact de Signorini

Cette condition modélise le contact entre un corps déformable et une fondation
parfaitement rigide. Cette loi de contact a été proposée en 1933 par Antonio Signorini
[75] et elle peut s’obtenir de la fagon suivante.

Tout d’abord, puisque la fondation est supposée rigide, elle ne subira pas de dé-
formations et donc le corps ne pourra pas la pénétrer. Alors, nous avons la condition

de non pénétration suivante :
(5.32) u, < 0.

Pour les points de la partie I'5 de la frontiére tels que u, < 0, il n’y a pas de contact
entre le corps et la fondation et, par conséquent, la force normale de contact s’annule,
i.e., 0, = 0. Par ailleurs, si u, = 0 alors le contact se produit et donc la fondation
exerce une force dans la direction orientée vers le corps, i.e., g, < 0. Pour résumer,

les conditions de compression et de complémentarité s’écrivent par
(5.33) 0,<0, o,u,=0.
Rassemblons maintenant les relations (5.32) (5.33) pour voir que

u, <0, o0,<0, o,u,=0.
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FIGURE I1.5.4 : Condition de contact de Signorini

Cette condition s’appelle condition de contact de Signorini. Elle est représentée dans
la Figure 11.5.4 .

Supposons cette fois qu’il existe un interstice g entre le corps et la fondation ; la
condition de contact de Signorini est alors donnée par

UVSQ, O'VSO, OV(UV_Q):O-

Dans ce cas, la condition de complémentarité se traduit de la maniére suivante : si
u,, = ¢ alors le corps est en contact avec la fondation et la force normale est orientée
vers le corps, i.e., (0, < 0). Par ailleurs, si u, < g alors il n’y a pas de contact
et dans ce cas la force normale est nulle, i.e., (o, = 0). Le graphe de cette loi est

représenté dans la figure ci-dessous.
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F1GURE I1.5.5 : Condition de contact de Signorini avec interstice g

La condition de contact de Signorini a été utilisée dans de nombreux travaux,

voir [23, 25, 30, 32, 46, 47| et les références citées dans ces travaux.

5.4.2 Condition de contact avec compliance normale

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons a la condition de contact avec compliance
normale dans laquelle la fondation est supposée déformable. Elle a été considérée
pour la premiére fois dans [60] dans I’étude d’un probléme dynamique pour des

matériaux viscoélastiques. Elle s’exprime sous la forme

(534) —0y :p(uu)a

ol u, est le déplacement normal et p : R — R™ est une fonction donnée qui s’annule
pour tout argument négatif, c’est-a-dire

(5.35) p(r)=0 si r<0.

Cette condition indique que la fondation exerce une réaction sur le corps en fonction
de sa pénétration. Notons que la loi de compliance normale dépend de la fonction p
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choisie. Un exemple de fonction qui peut étre utilisé dans (5.34) est donné par

+ ot

p(r)=cr™, = max{r,0}.

Ici ¢ représente le coefficient de rigidité de la fondation. La représentation graphique
de la loi de compliance normale correspondant a cette fonction est donnée dans la
Figure 11.5.6 .

A

Fi1GURE I1.5.6 : Contact avec compliance normale

Des problémes de contact avec compliance normale ont été étudiés dans de nom-
breux travaux, nous pouvons nous référer a |5, 6, 7, 50, 52, 53, 54|, par exemple.

5.4.3 Condition de contact avec compliance normale et contrainte
unilatérale

Cette condition a été considérée pour la premiére fois dans [48] dans 'étude d’un pro-
bléme dynamique pour des matériaux viscoplastiques. Elle s’exprime sous la forme

{ u, < g, o, +plu,) <0,
(w, — 9) (0, + p(w,)) =0,

118



Partie IT Chapitre 5 Introduction & la mécanique du contact

ol ¢ est une constante strictement positive et p est une fonction satisfaisant la condi-
tion (5.35). Dans cette loi, la fondation est composée d’un matériau rigide recouvert

d’un matériau déformable autorisant des pénétrations limitées. Une représentation

graphique de cette loi est donnée dans la Figure 11.5.7 .

S

V.=

FiGure I1.5.7 : Contact avec compliance normale et contrainte unilatérale

Nous présentons maintenant les observations suivantes :

1) Lorsque 0 < u, < g, alors la réaction de la fondation est déterminée uniquement
par le déplacement normal (puisque —o,, = p(u,)). Donc, nous sommes dans le cas

de contact avec compliance normale.

2) Lorsque u, = g, alors la couche d’aspérités est complétement écrasée et, par
conséquent, le corps est en contact avec le matériau rigide. Le contact dans ce cas
est décrit par la condition de contact de Signorini avec interstice g.

3) Si nous faisons tendre g vers zéro, alors la couche d’aspérités disparait et, de
ce fait, nous retrouvons la loi de contact de Signorini. Dans le cas ol ¢ — o0,
la fondation est constituée d’un matériau déformable et nous retrouvons la loi de
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contact avec compliance normale. Dans le cas ot1 ¢ > 0 et p = 0, nous retrouvons la
condition de contact de Signorini avec interstice g.

5.4.4 Condition de contact avec contrainte unilatérale et seuil
critique

Cette condition de contact a été considérée dans 'article [16] dans 1’étude d’un
probléme de contact statique pour des matériaux élastiques. Dans cette condition, la
fondation est constituée d’un matériau parfaitement rigide recouvert d’un matériau

rigide-plastique d’épaisseur g. Elle se présente sous la forme

o, =0 siou, <0
—F<o,<0 si u,=0

(5.36) u, < g, . ,
o, =—F si O<u, <g
o, < —F si u, =g

et sa représentation graphique figure ci-dessous.

— O
A

v

i
g

FI1GURE I1.5.8 : Contact avec contrainte unilatérale et seuil critique
Afin d’obtenir cette loi de contact, nous supposons que la contrainte normale o,

a une décomposition additive de la forme

(5.37) o, =0l +oF

v
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ot o décrit la réaction du matériau rigide de la fondation et o’ décrit la réaction
du matériau rigide-plastique. Supposons que o? satisfait la condition de contact de

Signorini avec interstice g, c’est-a-dire

(538) Uy < g, 0-5 S 07 0-5 (ul/ - g) -

Supposons également que ol satisfait la condition
0 si u, <0
(5.39) —F<ol <o, of = { v

—F si ou, >0,

ou F' est une fonction positive qui représente le seuil critique du matériau rigide-
plastique. En utilisant la condition (5.39), nous avons que

—F<ol <0 = wu, <0,

ol = _F = u, > 0.

v

Une représentation graphique de la condition (5.39) est donnée dans la figure ci-
dessous.

-0

A

P
v

FIGURE I1.5.9 : Condition de contact (5.39)
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Nous combinons maintenant les conditions (5.38) et (5.39) pour obtenir la condi-
tion de contact (5.36). En effet :

a) Si u, < 0, alors (5.39) implique que o = 0, (5.38) implique que o% = 0 et, par
conséquent, I’égalité (5.37) montre que o, = 0.

b) Si u, = 0, alors (5.39) implique que —F < ¢ < 0, (5.38) implique que o = 0
et, par conséquent, la décomposition (5.37) montre que —F < o, < 0.

¢) Si 0 < wu, < g, alors (5.39) implique que o2 = —F, (5.38) implique que o = 0
et, par conséquent, la décomposition (5.37) montre que o, = —F.

d) Si u, = g, alors (5.39) implique que of = —F, (5.38) implique que o% < 0 et,
par conséquent, I’égalité (5.37) montre que o, < —F.

Nous donnons maintenant quelques interprétations physiques de cette condition
de contact. D’abord, lorsqu’il y a une séparation entre le corps et la fondation, ¢’est-
a-dire u,, < 0, alors la réaction de la fondation est nulle, i.e., o, = 0. Supposons
maintenant qu’il y a une pénétration mais, sans atteindre le seuil g, c’est-a-dire
0 < u, < g, alors la réaction du matériau rigide-plastique n’a pas encore atteint le
seuil critique F'. Si le matériau rigide-plastique est complétement écrasé, c’est-a-dire
u, = ¢, alors le corps est en contact avec le matériau rigide et donc la réaction de
la fondation dépasse le seuil critique F' du matériau rigide-plastique, i.e., —o, > F.
Nous reviendrons sur cette condition de contact dans le Chapitre 8.

5.4.5 Condition de contact tangentielle

A part les conditions de contact, il convient de décrire les conditions aux limites dans
le plan tangent de la surface [3. Dans cette thése, nous supposons que la surface de
contact est idéalisée et, par conséquent, le frottement est négligeable. Ceci implique
que

o, =0.

Autrement dit, la contrainte tangentielle s’annule sur la surface de contact tout au
long du processus.

L’analyse variationnelle de différents problémes de contact sans frottement peut
étre trouvée dans [33, 34, 47].
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Nous terminons ce paragraphe en rappelant que dans la littérature le frottement
est décrit par la loi de Coulomb (formulée pour la premiére fois par Amontons en
1699) et ses versions. Pour des applications sur cette loi, nous renvoyons le lecture
a [22, 23, 27, 64], par exemple.
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Chapitre 6

Probléeme de contact élastique
unidimensionnel avec contrainte
unilatérale

Dans ce chapitre, nous considérons un probléme de contact unidimensionnel mo-
délisant le contact entre une tige élastique et un ressort non linéaire. Ce contact
est décrit a l'aide d’une loi de contrainte unilatérale. Ce chapitre est composé de
quatre sections. Dans la premiére section, nous présentons la formulation forte du
probléme mécanique ainsi que les hypothéses nécessaires sur les données afin d’ob-
tenir une formulation variationnelle. Dans la deuxiéme section, nous démontrons
un résultat d’existence et d’unicité d’une solution faible. Dans la troisiéme section,
nous étudions un résultat de convergence en utilisant la méthode de pénalisation.
Nous terminons avec la quatriéme section qui est consacrée a la dépendance de la
solution par rapport & une perturbation de I’ensemble des contraintes. Plus précisé-
ment, nous établissons que la solution faible du probléme dans lequel est introduite
une perturbation dans les contraintes unilatérales converge vers la solution faible du
probléme original lorsque le parameétre de perturbation tend vers zéro. Les résultats
présentés dans ce chapitre ont été inclus dans article [79].
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6.1 Probléme mécanique et formulation variation-
nelle

Le cadre physique correspondant a notre modéle mécanique est le suivant : nous
considérons une tige élastique occupant un intervalle [0, L] avec L > 0. La tige est
fixée & = 0 et son extrémité r = L est en contact avec un ressort non linéaire
de longueur d qui est attaché a un mur rigide V. Nous supposons que la tige est
soumise a I'action des forces volumiques de densité fy. Dans la figure ci-dessous, les

longueurs g; et g, sont données par

glzd_ll et 92:d—l2.

fo=0 ) d
a) w
(0] L
f,>0 : d .
b) WMWY w
O L g o L /
f0<0 _ gl ;\L d \|
c) w
(@] < I, 2

FiGURE I1.6.1 : Cadre physique

D’apres la Figure I1.6.1 , nous avons les observations suivantes : si la longueur
du ressort est égale a [y, nous déduisons que le ressort est complétement compressé
et, de ce fait, il se comporte comme un rigide. D’autre part, si sa longueur devient
[y alors le ressort est complétement allongé. Donc, nous concluons que la longueur

du ressort prend ses valeurs dans l'intervalle [ly, 1], i.e., ls < d <.
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Le probléme mécanique se formule de la fagon suivante.

Probléme P. Trouver un champ de déplacements u : [0, L] — R et un champ de
contraintes o : [0, L] — R tels que

(6.1) o(z) = F(%(m)) pour z € (0, L),
(6.2) 3—;(9&) + fo(z) =0 pour z € (0, L),
(6.3) u(0) =0,

g1 <u(L) < gs,

—0o(L) = p(u(L)) st g1 <u(L) < ga,
—o(L) <p(u(L)) si u(L) = g,
—o(L) > p(u(L)) i u(L) = g

(6.4)

Nous fournissons maintenant une explication pour les équations et les conditions
du Probléme P. Tout d’abord, I’équation (6.1) représente la loi de comportement
élastique dans laquelle F : R — R est une fonction constitutive. Notons qu’un
exemple de cette fonction est donné par (5.25) qui conduit a la version unidimen-
sionnelle de la loi de comportement élastique linéaire par morceaux utilisée dans
[59, 87]. Ensuite, (6.2) est ’équation d’équilibre, exprimée ici dans le cas d’un proces-
sus statique. La condition (6.3) représente la condition aux limites de déplacement.
Enfin, La relation (6.4) concerne la condition aux limites de contact avec contrainte
unilatérale ot p est une fonction a valeurs réelles donnée qui est positive lorsque
I’argument est positif et négative lorsque I'argument est négatif. Une description
détaillée de cette condition est la suivante :

a) la condition g; < u(L) < go montre que le déplacement de Pextrémité de la tige

u(L) est soumis aux contraintes unilatérales.

b) si g1 < u(L) < go, alors le ressort a un comportement élastique et la force
normale exercée par le ressort sur la tige satisfait I’égalité —o (L) = p(u(L)); elle
montre que le ressort exerce une pression ou une compression sur la tige en fonction

du déplacement du point de contact z = L.

¢) si u(L) = g1, alors le ressort est complétement allongé et la force normale exercée
par le ressort sur la tige satisfait l'inégalité —o (L) < p(u(L)).
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d) si u(L) = go, alors le ressort est complétement compressé et la force normale
exercée sur la tige satisfait l'inégalité —o (L) > p(u(L)).

Dans I’étude du Probléme P nous utilisons I'espace de déplacements défini par
V ={ve H0,L): v(0) =0}

[’espace V est un espace de Hilbert muni du produit scalaire
L
du dv
(u,v)vz/ — —dx Yu,veV
0
et de sa norme associée || - ||y. En outre, en utilisant I’égalité

L du
L) = —d
v(L) /defv

ainsi que 'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons que
(6.5) (L) < VL|v|y  YveV.

Afin d’étudier 'existence et 'unicité de la solution du probléme variationnel in-
troduit ci-aprés nous supposons que la fonction constitutive F satisfait les conditions

suivantes :
((a) F: (0,L) xR > R
(b) Il existe Lx > 0 tel que
|f($,€1) - F(IL‘,SQ” < L]: |€1 — €2|
Vey, g0 € (0,L), pp. x € (0,L).
(6.6) (c) 11 existe mx > 0 tel que

(F(z,e1) — F(x,69))(e1 — €2) > mrle; — &
Ve, e €R, pp.z € (0,L).

(d) L'application z +— F(z,¢) est mesurable sur (0, L),
pour tout € € R.

e) L'application x — F(x,0) appartient a l'espace L?(0, L).
\

Nous supposons également que la densité des forces volumiques fy a la régularité

(6.7) fo € L*(0, L).
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De méme, nous supposons que la fonction p satisfait les conditions suivantes :

(a) p: R—R.

b) Il existe L, > 0 tel que

( ) p q

(6.8) Ip(r1) = p(ro)| < Ly lri — 7o Vri, m € R

(c) (p(r1) —p(r2))(r1 —re) >0 Vry, m € R
L () p(r) >0 si r>0etp(r) <0 si r<DO0.

Un exemple simple de fonction qui satisfait la condition (6.8) est donné par

") kir si r<Q0,
T ==
b kor si r >0,

ou ki, ke sont des constantes positives représentant les coefficients de rigidité du

ressort. Notons que le cas ou k; = ky = k correspond a un ressort linéaire de

coefficient de rigidité k.

Par ailleurs, nous supposons la condition de petitesse

mr
(6.9) L, < A

Enfin, supposons que les longueurs g; et go satisfont

(610) g1 <0 < go.

Nous nous intéressons maintenant a la formulation variationnelle du probléme

mécanique P. Pour cela, nous introduisons ’ensemble de déplacements admissibles

U ainsi que l'opérateur A : V — V, la fonctionnelle j : V x V — R et 1’élément

f € V définis par

(6.11) U={ucV:g <ull)<g},

(6.12) (Au, v)y = /OLf(Z—Z) Z—zdx Vu,v €V,
(6.13) i, v) = p(u(L)) (L) Vu,v €V,
(6.14) (f,v)y = /OL fovdx Vo eV
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Supposons que (u, o) est un couple de fonctions suffisamment réguliéres vérifiant
(6.1) (6.4) et soit v € U. En multipliant I’équation (6.2) par la fonction v—u, ensuite
en intégrant 1'équation obtenue sur (0, L) et en utilisant la formule de Green (5.6),

nous obtenons que

L rdv
/0 <%—% d.’L’—/ fQU—U,

+o(L)(v(L) = u(L)) — (0)(v(0) — u(0)).
Puis, nous utilisons la condition (6.3) et 'inclusion v € U pour obtenir que

dv du

(6.15) /OL (% - % dr = /OL fo v —w)dz + o(L)(v(L) — u(L)).

D’autre part, nous utilisons la condition (6.4) et la définition (6.11) afin de voir que

(6.16) o(L)(v(L) = u(L)) = —p(u(L))(u(L) —v(L)).

En combinant maintenant (6.15) (6.16) et en utilisant les définitions (6.13) (6.14),

nous trouvons que

(6.17) /OL (d—v—d—u>dx+j(u v) —j(u,u) > (f,v—u)y.

dr dx
Enfin, nous combinons la loi de comportement (6.1), I'inégalité (6.17) et les défini-
tions (6.11) (6.12) pour obtenir la formulation variationnelle suivante du probléme

mécanique P.

Probléme PV. Trouver un champ de déplacements u € U tel que

(6.18) (Au,v —u)y + j(u,v) — j(u,u) > (f,v —u)y YveUl.

Notons que le Probléme PV est formulé en termes de champ de déplacements.
Une fois que ce dernier est connu, le champ de contraintes peut étre facilement
déduit en utilisant la loi constitutive (6.1). Un couple (u, o) qui satisfait (6.1) et
(6.18) est appelé solution faible du probléme de contact sans frottement P.
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6.2 Existence et unicité de la solution

Dans cette section, nous présentons un résultat d’existence et d’unicité de la solution

du probléme variationnel PV .

Théoréme 6.1. Supposons que les conditions (6.6) (6.10) sont vérifiées. Alors le

Probléme PV admet une solution unique u € U.

Démonstration. Nous utilisons le Théoréme 2.1 avec X =V et K = U. D’abord,
notons qu’il est facile de vérifier que U est une partie convexe, fermée et non vide de
V, c’est-a-dire, la condition (2.2) est satisfaite. Ensuite, nous considérons 'opérateur
A défini par (6.12) et nous utilisons la condition (6.6)(c) afin de voir que

L
(6.19) (Au— Av,u— o)y :/0 (f(Z—Z) —f(j—;))(j—z - j—z)dx
>mzllu—vly,  VuveV.
De méme, en utilisant la définition (6.12) avec la condition (6.6)(b), nous trouvons
(6.20) |Au — Av|ly < Lz |lu—v|lv Vu,velV.

De (6.19) et (6.20), nous déduisons que A : V' — V est un opérateur fortement
monotone et de Lipschitz sur l'espace V, i.e., il satisfait la condition (2.3) avec
m=mget M = L.

Par ailleurs, notons que pour tout n € V' la fonctionnelle j(n,-) : V' — R, définie
par (6.13), est convexe. De plus, en utilisant 'inégalité (6.5), nous déduisons que la
fonctionnelle j(n, ) est continue et, par conséquent, elle satisfait la condition (2.4)(a).
Considérons maintenant 7y, 72, v1, vo € V. Nous utilisons 'hypothése (6.8)(b) et
I'inégalité (6.5) pour obtenir que

J(n,v2) = (e, v1) + 5 (02, v1) — J(02, v2)
= (p(m (L)) — p(n2(L)))(va(L) — v1(L))
< Ly L|m —n2llvlvr — vallv.

Il en résulte que la fonctionnelle j satisfait la condition (2.4)(b) avec a = L, L. En

outre, d’aprés ’hypothése de petitesse (6.9), nous déduisons que la condition (2.5)
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est satisfaite dans la mesure ot o« = L, L et m = my. En utilisant le Théoréme
2.1, nous concluons que le Probléme PY admet une solution unique u € U, ce qui
termine la démonstration du Théoréme 6.1. U

6.3 Meéthode de pénalisation

Dans cette section, nous démontrons un résultat de convergence pour le Probléme
P basé sur la pénalisation de la contrainte unilatérale. Pour ce faire, nous supposons
que les conditions (6.6) (6.10) sont vérifiées et nous considérons la fonction i : R —
R définie par

p(r—gi) si r <0,
(6.21) h(r) = 0 si g1 <1 < g,
p(r —go) si > gs.

Par ailleurs, en utilisant la condition (6.8), nous déduisons que la fonction h est
monotone et lipschitzienne avec la constante L,. Par conséquent, nous définissons

Iopérateur de pénalisation G : V' — V par
(6.22) (Gu,v)y = h(u(L))v(L) Vu,veV.

Ensuite, pour tout x4 > 0, nous considérons le probléme pénalisé suivant.

Probléme P,. Trouver un champ de déplacements u, : [0, L] — R et un champ de
contraintes o, : [0, L] = R tels que

(6.23) ou(z) = f(%(@) pour z € (0, L),
(6.24) %(z) + fo(z) =0 pour z € (0, L),
(6.25) u,(0) =0,

(6.26) (L) = plu(L)) + %h(uuw».

En utilisant les notations (6.12) (6.14) et en procédant de la méme maniére
que dans la Section 6.1, nous obtenons la formulation variationnelle suivante du
Probléme P,,.
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Probléme 73;/. Trouver un champ de déplacements u, € V' tel que
1
(6.27) (Auy,v —wu,)y + ;(Guu, v—uy,)y

+j(umv)_j<umuu)2(]077)—16#)\/ YoeV.
Nous avons le théoréme d’existence, d’unicité et de convergence suivant, qui

constitue le résultat principal de cette section.

Théoréme 6.2. Supposons que les conditions (6.6) (6.10) sont vérifiées. Alors :
i) Pour tout > 0, le Probléme 77;{ posséde une solution unique u, € V.
ii) La solution u, du Probléme 77;/ converge fortement dans [’espace V' wvers la

solution w du Probléme PV, i.e.,

(6.28) |lu, —ully =0  lorsque p— 0.

Démonstration. Nous utilisons le Théoréme 2.2 avec X =V et K = U. Pour ce
faire, nous prouvons que 'opérateur G, donné par (6.22), satisfait la condition (2.6).
D’abord, nous utilisons la définition (6.22), I'inégalité (6.5) et le fait que la fonction
h est lipschitzienne avec la constante L, pour obtenir que

(Gu— Gu,w)y < L, L||lu—v|ly|w|lv  Vu, v, weV.
Nous prenons maintenant w = Gu — Gv dans cette inégalité afin de déduire que
(6.29) |Gu — Gu|ly < L, L|ju — v||v Vu,veV.

En outre, en utilisant la définition (6.22) et la monotonie de la fonction h, nous

obtenons que
(6.30) (Gu — Guv,u—v)y
= (h(u(L)) — h(v(L))(u(L) —v(L)) >0 Yu,velV.

Il en résulte des inégalités (6.29) (6.30) que G satisfait les conditions (2.6)(a) (b).

D’autre part, soit v € U. Alors, en utilisant la définition (6.21), il est facile de

voir que h(v(L)) = 0 et, de ce fait, nous avons que

(Gv,w)y = h(v(L)w(L) =0 VweV,
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ce qui implique que Gv = 0y. Par conséquent, il résulte de l'inégalité (6.30) que
(Gu,v —u)y <0 VueV,vel.

Ceci montre que l'opérateur G satisfait la condition (2.6)(c).

Enfin, supposons que Gu = Oy, c’est-a-dire
(Gu,v)y = h(u(L))v(L) =0 VoeV

et, par conséquent, nous déduisons que h(u(L)) = 0. Nous utilisons maintenant la
définition (6.21) de la fonction h afin de voir que ¢g; < u(L) < g9, ce qui implique
que u € U.

Réciproquement, supposons que u € U, c¢’est-a-dire, g1 < u(L) < go. Par consé-
quent, en utilisant la définition (6.21), nous déduisons que h(u(L)) = 0 et, de ce
fait, il résulte de la définition (6.22) que

(Gu,v)y =0 YoeV,

ce qui implique que Gu = 0Oy. Nous en déduisons que l'opérateur G satisfait la
condition (2.6)(d).

Nous concluons de tout ce qui précéde que I'opérateur G satisfait la condition
(2.6) et donc, le Théoréme 6.2 est une conséquence du Théoréme 2.2. O

Le résultat de convergence (6.28) peut s’interpréter du point de vue mécanique
de la maniére suivante : la solution faible du probléme de contact d’une tige élastique
et un ressort rigide-élastique peut étre approchée par la solution faible du probléme
de contact d’une tige élastique et un ressort purement élastique avec un coefficient
de rigidité suffisamment petit.

6.4 Un résultat de convergence

Nous nous intéressons dans cette section au comportement de la solution du Pro-
bléme PV lorsque 'on introduit une perturbation de I’ensemble des contraintes U.
Dans ce qui suit, supposons que les conditions (6.6) (6.10) sont vérifiées. Pour tout
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p > 0, soient g1, et g, les perturbations de g; et g, satisfaisant les conditions
(6.31) 91p < 0 < gop,
(6.32) Gip = 1 et gop — Go lorsque p — 0.
Considérons également la perturbation de I'ensemble U définie par
(6.33) Uy={veV:g,<vl)<gy}

Ensuite, nous considérons la perturbation suivante du Probléme PV.

Probléme 77;/. Trouver un champ de déplacements u, € U, tel que
(6.34) (Aup, vo = p)v + J(Up, vp) = J(up, up) > (f,0p — up)v Vv, € Up.

Le résultat principal de cette section est le théoréme ci-dessous.

Théoréme 6.3. Supposons que les conditions (6.6) (6.10) et (6.31) sont vérifiées.
Alors :

i) Pour tout p > 0, le Probleme 73;/ possede une solution unique u, € U,.

ii) De plus, si la condition (6.32) est vérifiée, alors la solution u, du Probléme

73;/ converge vers la solution v du Probleme PV, i.e.,

(6.35) |u, —ully — 0  lorsque p — 0.

Démonstration. Soit p > 0. Nous appliquons le Théoréme 2.11 avec X = V,
K =U et K, =U,. D’abord, notons que la condition (6.10) nous permet de définir
les fonctions ¢ : (0, +00) = R et d: (0,+00) — R par les égalités

(6.36) clp) = L9 o gip) = LeI " 9092
91— 92 91— G2

Par ailleurs, considérons une fonction 6 telle que
(6.37) eV et O(L)=1.

Montrons maintenant que I'ensemble U, s’écrit de la forme (2.32). Pour cela,

prenons deux éléments arbitraires u,v € V' tels que

9ip — Y2p w 92p 91 — G1p 92 0
g1 — G2 g1 — g2

v =

135



Résultats de convergence pour les inéquations variationnelles et applications en
mécanique du contact

Puis, nous utilisons (6.37) pour obtenir que
g1 <u(L) <gs si et seulement si g1, <v(L) < g9
et, par conséquent, (6.36) montre que
uweU si et seulement si  c(p)u+d(p)d € U,.

Il en résulte que
Uy, = c(p)U + d(p)6.

D’autre part, les conditions (6.32) et (6.31) montrent respectivement que

clp) =1 et d(p)—0 lorsque p— 0,
Oy € Up,

ce qui implique que les conditions (2.35) (2.36) sont satisfaites.

Par ailleurs, en utilisant la propriété (6.8), il est facile de vérifier que la fonction-
nelle j, définie par (6.13), satisfait les conditions (2.37)(a) (b). Considérons main-
tenant 7, ui, us € V. Nous utilisons la condition (6.8)(b) pour obtenir que

13, u1) = j(n, uz)| = [p(n(L))(ua (L) — uz(L))|
< Lyp|n(L)| fur (L) = ua(L)].
En combinant cette inégalité avec Uinégalité (6.5), nous déduisons que

17 (1, u1) — j(n,u2)| < Ly L |Inflv[|ur — ualv-

Il en résulte que la fonctionnelle j satisfait la condition (2.37)(c) avec H(r) = L, L.
De ce fait, le Théoréme 6.3 est une conséquence directe du Théoréme 2.11. l

En plus de I'intérét mathématique dans le résultat de convergence (6.35), il est
important du point de vue mécanique, car il montre que des petites variations dans
les contraintes unilatérales g; et g, entrainent des petites variations dans la solution
faible du probléme de contact P. Donc, nous concluons que la solution faible du
probléme (6.1) (6.4) dépend continiment des contraintes unilatérales g, et go.
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Chapitre 7

Probléme de contact élastique avec
compliance normale et contrainte
unilatérale

Dans ce chapitre, nous nous proposons d’étudier un probléme de contact statique
sans frottement modélisant 'interaction entre un corps élastique et un obstacle as-
similé & une fondation. Le contact est décrit & 'aide de la loi de compliance nor-
male et contrainte unilatérale. Ce chapitre est structuré en quatre sections. Dans
la premiére section, nous décrivons le probléme mécanique et nous détaillons les
hypotheéses sur les données afin d’obtenir la formulation variationnelle du probléme.
Dans la deuxiéme section, nous démontrons un résultat d’existence et d’unicité d’une
solution faible. Dans la troisiéme section, nous prouvons un premier résultat de
convergence en utilisant la méthode de pénalisation. Plus précisément, nous démon-
trons que la solution faible du probléme de contact avec loi de compliance normale
converge vers la solution faible du probléme de contact avec loi de compliance nor-
male et contrainte unilatérale lorsque le coefficient de déformabilité de la fondation
tend vers zéro. Nous terminons avec la quatriéme section ot nous étudions la dé-
pendance de la solution du probléme mécanique par rapport & une perturbation de

I'ensemble des contraintes.
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mécanique du contact

7.1 Probléme mécanique et formulation variation-

nelle

Le probléme mécanique peut se formuler de la facon suivante.

Probléme P. Trouver un champ de déplacements u :

contraintes o : 2 — S? tels que

(7.1) o = Fe(u) dans
(7.2) Dive + f,=0  dans
(7.3) w=0  sur
(7.4) ov=Ff, sur

u, < g, 0, +plu,) <0,
sur

(uu - g) (JV +p(u1/)) =0
(7.6) o,=0 sur

2 — R* et un champ de

Is.

Ici, ’équation (7.1) représente la loi de comportement élastique ou F est 'opéra-

teur d’élasticité. Puis, (7.2) est I'équation d’équilibre ou f, représente la densité des

forces volumiques. Ensuite, les conditions (7.3), (7.4) sont respectivement les condi-

tions aux limites de déplacement et de traction ou f, est la densité des tractions

surfaciques. Enfin, les relations (7.5) (7.6) représentent la condition aux limites de

contact sans frottement avec la loi de compliance normale et contrainte unilatérale.

Pour une explication plus détaillée sur cette condition de contact, nous renvoyons

au Chapitre 5, Sous-section 5.4.3.

Afin d’étudier le probléme mécanique (7.1) (7.6) nous supposons que 'opérateur
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d’élasticité F satisfait les conditions suivantes :
( (a)]—":QXSd—>Sd.

(b) Il existe Lr > 0 tel que
[ F (@, 1) — F(x,e2)|| < Lrller — e
Ve, €S pp. €N

(c) Il existe mx > 0 tel que
(F(®,e1) — F(wm,€2))(e1 — €2) > mr €1 — &
Ve eg € Sd, p.p. x € (2.

(7.7)

(d) L'application @ — F(x, €) est mesurable sur (2,
pour tout € € S%.

| (e) Lapplication @ +— F(x,0ga) appartient a Q.

Par ailleurs, nous supposons que les densités des forces volumiques et des trac-
tions surfaciques ont la régularité

(7.8) Ffo € L2(0)Y et fye€ L*(1)%

Nous supposons également que la fonction de compliance normale p satisfait

(((a) p: I3 xR — R,.
(b) Il existe L,, > 0 tel que

|p(il), 7‘1) - p($7 7‘2)| S LP |T1 - 7“2|
Vri,ro € R,  p.p. xel;.
(7.9) (¢) (p(@, 1) = p(a,2))(r1 = 12) = 0
Vri,ro € R, p.p. xe€l;.
(d) p(x,r) =0 pour tout r <0, p.p.x€ [}
(e) L'application & — p(x,r) est mesurable sur I,
pour tout r € R.

\

De méme, nous supposons ’hypothése de petitesse

(7.10) L, < —-

ol ¢y est la constante positive donnée par I'inégalité de trace (5.10).

Enfin, nous supposons que

(7.11) il existe 8 €V tel que 6,=1 p.p. sur [3.
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Des exemples de domaines (2 pour lesquels ’hypothése (7.11) est satisfaite peuvent
étre trouvés dans [83].

Maintenant, nous nous intéressons a la formulation variationnelle du Probléme P.
Pour cela, nous introduisons ’ensemble de déplacements admissibles U, 'opérateur
A:V — V, lafonctionnelle j : V x V — R et I'élément f € V définis par

(7.12) U={veV :uv,<g pp sur I3},

(7.13) Jj(u,v) :/ p(uy)v,da  Yu, vev,
I3

(7.14) (Au,v)y = (Fe(u),e(v))g Vu,velV,

(7.15) (f,'v)vz/fo-'vdx+ fo-vda VvelV.
) Iy

Supposons que (u, o) sont des fonctions suffisamment réguliéres, qui satisfont
(7.1) (7.6) et soit v € U. En utilisant la formule de Green (5.6) et I’équation d’équi-
libre (7.2), nous obtenons que

/Q o (e(v) —e(u))dx:/Q fo-('v—u)dx—l—/F ov - (v —u)da.
Notons que
ov-(v—u)=o0,(v, —u,)+0o, (v, —u,;) p.p. sur [3.

En utilisant cette décomposition ainsi que les conditions (7.4), (7.6) et la définition
(7.15), nous trouvons que

(7.16) /Q o (e(v)—e(u))dr = (f,v—u)y +/ o, (v, —u,) da.

I3

D’autre part, nous écrivons
oy (vy = w) = (0 + p(w)) (v, — g)
+ (o, + p(u,))(g — uw,) — p(u,) (v, —u,) p.p.sur I3
puis, nous utilisons la condition (7.5) ainsi que I'inclusion v € U pour obtenir que

o, (v, —u,) > —p(u,) (v, — uy) p.p. sur I3,
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ce qui implique que

(7.17) /F o, (v, — u,) da > —/ p(u,) (v, — u,) da.

I

Ensuite, combinons I'égalité (7.16) avec 'inégalité (7.17) et la définition (7.13) pour

voir que
(7.18) / o - (e(v) — e(w) dr + j(u,v) — j(u,u) > (fr0 — u)y.

Nous utilisons maintenant la loi constitutive (7.1), I'inégalité (7.18) et les défini-
tions (7.12), (7.14) pour obtenir la formulation variationnelle suivante du probléme
mécanique de contact P.

Probléme PV. Trouver un champ de déplacements u € U tel que
(7.19) (Au,v —u)y + j(u,v) — j(u,u) > (f,v—u)y VoveUl.

Notons que le Probléme PV est formulé en termes de champ de déplacements.
Une fois que ce champ est connu, on peut facilement obtenir le champ de contraintes
en utilisant la loi constitutive (7.1). Un couple (u, o) qui satisfait (7.1) et (7.19) est
appelé solution faible du probléme de contact élastique sans frottement P.

7.2 Existence et unicité de la solution

Dans cette section, nous présentons le résultat d’existence et d’unicité de la solution
du probléme variationnel PV.

Théoréme 7.1. Supposons que les hypothéses (7.7) (7.10) sont vérifiées. Alors le
Probléeme PV admet une solution unique u € U.

Démonstration. Nous appliquons le Théoréme 2.1 avec X =V et K = U. Tout
d’abord, notons qu’il est facile de vérifier que U est une partie convexe, fermée et
non vide de V. Ensuite, nous utilisons la définition (7.14) de l'opérateur A et la
condition (7.7)(c) afin de voir que

(7.20) (Au — Av,u —v)y > mzrlu—vl}, Vu,veV.
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D’autre part, en utilisant la condition (7.7)(b), nous trouvons que
(7.21) |Au — Av||y < Lz ||lu — ||y Vu,velV.

Nous déduisons des inégalités (7.20) et (7.21) que A est un opérateur fortement
monotone et de Lipschitz sur l'espace V, ¢’est-a-dire, il satisfait la condition (2.3)
avec m = mgr et M = L.

Par ailleurs, notons que pour tout n € V la fonctionnelle j(n,-), définie par
(7.13), est convexe. Ensuite, nous utilisons les propriétés de I'application de trace
pour déduire qu’elle est continue et, par conséquent, elle satisfait la condition (2.4)(a).
Considérons maintenant les éléments wq, us, v, v2 € V. En utilisant la condition
(7.9)(b) et I'inégalité de trace (5.10), nous obtenons

(7.22) j(u1,’02) —j(u1,’U1) —1—j(u2,’01) - j(u27'02)
- / (plury) — pluzy)) vy — v1,) da
I3
< ¢ Lyplluy — usllv [lvg — val|v.

Il résulte de cette inégalité que la fonctionnelle j satisfait la condition (2.4)(b) avec
« = 2 L,. Enfin, notons que hypothése de petitesse (7.10) montre que la condition
(2.5) est vérifiee dans la mesure ot o = ¢§ L, et m = mz. Le Théoréme 7.1 est
maintenant une conséquence directe du Théoréme 2.1. [l

Soit u la solution du Probléme PV obtenue dans le Théoréme 7.1 et soit o =
Fe(u). Alors, nous combinons les propriétés (7.7) de 'opérateur F avec la régularité
de w pour déduire que o € Q. Soit ¢ un élément arbitraire de C§°(§2)? et soit
v = u £ . Puisque v € U, en prenant successivement v =u + @ et v =u — ¢
dans (7.18), nous en déduisons que

(0.e(p))e = (f v

Nous utilisons maintenant (7.15) et la définition de I'opérateur de divergence Div

pour voir que

(Dive, 60)L2(Q)d + (fo, ‘P)L?(Q)d =0 Vepec CSO(Q)d-
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Puisque Uespace Cg°(£2)¢ est dense dans L?(£2)¢, nous en concluons que
Dive + f, =0 dans (2.

Par conséquent, nous utilisons la régularité f, € L?(£2)? dans cette égalité pour
obtenir que que Divo € L%(2)? et, de ce fait, il résulte que o € Q.

Nous concluons du Théoréme 7.1 que le probléme de contact sans frottement P

admet une solution faible unique, avec la régularité (u,o) € U x Q.

7.3 Meéthode de pénalisation

Dans cette section, nous complétons I’étude du Probléme P en utilisant la pénali-
sation de la contrainte unilatérale. Pour ce faire, nous supposons que les conditions
(7.7) (7.10) sont vérifiées et, pour tout p > 0, nous considérons le probléme de

contact pénalisé¢ P, ci-dessous.

Probléme P,. Trouver un champ de déplacements w, : 2 — R? et un champ de

contraintes o, : 2 — S? tels que

(7.23) o,=Fe(u,) dans (2,
(7.24) Dive,+ f, =0 dans {2,
(7.25) u, =0 sur 17,
(7.26) ov=7F, sur Iy,
(7.27) —0 = p(uu) + ip(uu,, —9) sur I3,
(7.28) o, =0 sur  [%.

Pour ce probléme g > 0 est un paramétre de pénalisation qui peut étre interprété
comme un coefficient de déformabilité de la fondation alors que % représente le coef-
ficient de rigidité de celle-ci. Par ailleurs, u,, représente la composante normale du
champ de déplacements u, et 0,,, o, représentent respectivement les composantes
normales et tangentielles du champ de contraintes o ,.

Nous considérons maintenant U'opérateur G : V — V défini par

(7.29) (Gu,v)y = / p(u, —g)v,da Yu, veV.
I3
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Ensuite, nous utilisons les notations (7.13) (7.15) et nous procédons de la méme
maniére que dans la Section 7.1 afin d’obtenir la formulation variationnelle suivante
du Probléme P,.

Probléme P/‘L/. Trouver un champ de déplacements u, € V' tel que
1
(7.30) (Au,, v —u,)y + E(Guu, v—u,)v

+j(uu, v) — j(uu,u,) > (f,v —u,)y Vo eV

Nous avons le théoréme ci-dessous qui représente le résultat principal de cette

section.

Théoréme 7.2. Supposons que les conditions (7.7) (7.10) sont vérifiées. Alors :
i) Pour tout ju > 0, le Probléme 73';/ admet une solution unique w, € V.
ii) La solution w, du Probléme P/Y converge vers la solution w du Probléeme PV,

c’est-a-dire

(7.31) lw, — ully — 0 lorsque p — 0.

Démonstration. Nous utilisons le résultat abstrait du Théoréme 2.2 avec X = V et
K = U. Pour ce faire, nous prouvons que l'opérateur GG, donné par (7.29), satisfait la

condition (2.6). Soient u, v, w € V. Nous utilisons la condition (7.9)(b) et I'inégalité

de trace (5.10) pour obtenir que

(Gu— Go,w)y = / (Pl — 9) — Do, — 9))w, da

I

< o Ly lu —v]v]lwly.
Ensuite, en prenant w = Gu — Gv dans cette inégalité, nous déduisons que
IGu — Golly < &5 Ly lu —vllv,

ce qui montre que l'opérateur G satisfait la condition (2.6)(b).

En outre, nous utilisons la condition (7.9)(c) pour voir que

(Gu— Guv,u —v)y = / (p(u, — g) — p(v, — 9))(uy, — v,) da > 0.

I3
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Nous déduisons de cette inégalité que 'opérateur G satisfait la condition (2.6)(a).

Soient u € V et v € U. Nous utilisons la définition (7.29) pour voir que

(7.32) (Gu,v — w)y — / Pt — g)(vy — ) da

I

= /F p(u, — g)(v, — g9) + (9 — uy))da

< /F p(u, — g)(v, — g) da + / p(uy, — g)(9 — w) da.

I3

Ensuite, nous utilisons (7.9) pour obtenir que

(7.33) p(uy, —g)(v, —g) <0 p.p. sur I,

(7.34) plu, —g)(g —u,) <0  pop. sur I3,
Par conséquent, en combinant (7.32) (7.34), nous déduisons que
(Gu> v = u)V < 07

ce qui montre que opérateur G satisfait la condition (2.6)(c).

Enfin, supposons que Gu = Oy, c’est-a-dire, (Gu,v)y = 0 pour tout v € V et,

par conséquent, pour u € U, nous avons que
(Gu, ’U,)V = 0,

ce qui nous donne que

(7.35) /F p(u, — g)u, da = 0.

En utilisant les propriétés (7.9)(a), (c), nous obtenons que
p(u, —g)(u, —g) >0 pp. sur I3
et, par conséquent, nous avons que

(7.36) p(u, — g)uy, > p(u, —g)g >0 p.p. sur [3.

145



Résultats de convergence pour les inéquations variationnelles et applications en
mécanique du contact

En combinant maintenant (7.35) et (7.36), nous déduisons que
p(u, —g)u, =0  p.p. sur [3.

Donc, nous utilisons cette égalité avec la propriété (7.9)(d) pour déduire que u, < g,

ce qui implique que uw € U.

Réciproquement, supposons que u € U. En utilisant la définition (7.12) de 1’en-
semble U, nous déduisons que u, < g p.p. sur I3 et, de ce fait, la propriété (7.9)(d)
implique que

p(u, — g)u, =0 p.p. sur I3,
En combinant maintenant cette égalité avec la définition (7.29) de lopérateur G,

nous trouvons que

(Gu,v)y =0 YveV,

ce qui montre que Gu = Oy. Nous en déduisons que lopérateur G satisfait la
condition (2.6)(d).

Nous concluons de ce qui précéde que l'opérateur G satisfait la condition (2.6).
Le Théoréme 7.1 est maintenant une conséquence directe du Théoréme 2.2. O

La convergence (7.31) est importante du point de vue mécanique, car elle montre
que la solution faible du probléme de contact avec compliance normale et contrainte
unilatérale peut étre approchée d’aussi prés que ’on souhaite par la solution faible du
probléme de contact avec compliance normale, pour un coefficient de déformabilité
de la fondation suffisamment petit.

7.4 Un résultat de convergence

Notre objectif dans cette section est d’étudier le comportement de la solution du
Probléme PV lorsque I’on introduit une perturbation dans I’ensemble des contraintes
U. Dans ce qui suit, nous supposons que les conditions (7.7) (7.10) sont veérifiées et
nous désignons par w la solution du Probléme PV obtenue dans le Théoréme 7.1.
Pour chaque p > 0, considérons g, la perturbation de g satisfaisant les conditions

(7.37) g, >0,

(7.38) g, — g lorsque p— 0.
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Nous considérons également la perturbation de I’ensemble U définie par
(7.39) Uy={veV:v,<g, pp. sur I3}

Ensuite, la perturbation du Probléme PV est la suivante.

Probléme 77;/. Trowver un champ de déplacements u, € U, tel que

(7.40) (Au,, v —u,)y + j(u,, v) — j(u,,u,) > (f,v—u,)vy YVveU,.

Nous avons le théoréme suivant qui représente le résultat principal de cette sec-

tion.

Théoréme 7.3. Supposons que les conditions (7.7) (7.11), (7.37) sont vérifices.
Alors :

i) Pour tout p > 0, le Probleme 73;/ possede une solution unique u, € U,.

ii) De plus, si la condition (7.38) est vérifiée, alors la solution w, du Probléme

77[‘)/ converge vers la solution uw du Probleme PV, i.e.,

(7.41) u, —ully — 0 lorsque p — 0.

Démonstration. Soit p > 0. Nous appliquons le Théoréme 2.11 avec X = V|,
K =U et K, =U,. Tous d’abord, pour établir la définition (2.32) nous considérons
les fonctions c¢(+) et d(-) définies par

cp)=1 et dlp)=g,— g
De plus, nous utilisons ’hypothése (7.11) afin de prendre un élément 6 tel que
OcV tel que 0,=1 p.p. sur 3.
Considérons maintenant deux éléments u, v € V tels que
v=u+(g9,—9)0.
Notons qu’il est facile de voir que

u, < g si et seulement si v, <g,
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et, par conséquent, nous déduisons que
uecU si et seulement si u—+ (g, —¢g)0 € Uy,
ce qui implique que

D’autre part, en utilisant la condition (7.37), nous obtenons que
Oy € U,
et, de plus, la condition (7.38) nous montre que
c(p) >1 et d(p)—0 lorsque p— 0.

En outre, en utilisant les propriétés (7.9) de la fonction de compliance normale p,
il est facile de vérifier que la fonctionnelle j, définie par (7.13), satisfait les conditions
(2.37)(a) (b). Par la suite, nous considérons trois éléments 7, v, vo € V et nous
utilisons la propriété (7.9)(b) ainsi que 'inégalité de trace (5.10) afin d’obtenir que

lj(n,v1) — j(n,v2)| = / p(n) (V1 — v2,) da

Is

< o Ly [nllv]vr — vaflv.

Nous déduisons de cette inégalité que la fonctionnelle j satisfait la condition (2.37)(c)
avec H(r) = ¢3 L,r. Par conséquent, le Théoréme 7.1 est une conséquence directe
du Théoréme 2.11. 0

En plus de lintérét mathématique dans le résultat de convergence (7.41), il est
important du point de vue mécanique, car il montre que des petites perturbations
dans la contrainte unilatérale g impliquent des petites perturbations dans la solution
faible du Probléme P. Nous concluons que la solution faible du probléme de contact
P dépend contintiment de la contrainte unilatérale g.
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Chapitre 8

Probléme de contact élastique avec
contrainte unilatérale et seuil critique

Dans ce chapitre, nous considérons un processus de contact statique modélisant le
contact entre un corps élastique et une fondation qui est composée d’'un matériau
rigide recouvert d’un matériau rigide-plastique. Le contact est décrit a I'aide d’une
loi de contrainte unilatérale et seuil critique. Ce chapitre est structuré en quatre
sections. Dans la premiére section, nous présentons la formulation forte du pro-
bléme mécanique ainsi que les hypothéses nécessaires sur les données pour obtenir
une formulation variationnelle. Dans la deuxiéme section, nous abordons la question
de l'existence et de l'unicité d’'une solution faible. La troisiéme section est consa-
crée & un résultat de convergence portant sur la perturbation des données. Dans
la quatriéme section, nous considérons des problémes de controle optimal pour les-
quels nous démontrons un résultat d’existence de solution. Nous terminons avec la
cinquiéme section ou nous illustrons les résultats de ce chapitre dans I'étude d’un
probléme de contact unidimensionnel. Les résultats présentés dans ce chapitre ont
fait 'objet de article [16].
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8.1 Probléme mécanique et formulation variation-
nelle

Le probléme mécanique se formule de la maniére suivante.

Probléme P. Trouver un champ de déplacements u : 2 — R? et un champ de

contraintes o : 2 — S? tels que

(8.1) o= Fe(u) dans {2,
(8.2) Dive + f, =0 dans (2,
(8.3) u=0 sur 17,
(8.4) ov =f, sur Iy,
o, = siu, <0
—-F<o,<0 si u,=0
(8.5) u, < g, sur I3,
o, =—F si O<u, <g
o, < —F si u, =g
(8.6) o.=0 sur I3,

Ici, ’équation (8.1) représente la loi de comportement élastique du matériau dans
laquelle F est la fonction constitutive. Puis, (8.2) est I’équation d’équilibre ou f,,
représente la densité des forces volumiques. Ensuite, (8.3) et (8.4) représentent res-
pectivement les conditions aux limites de déplacement et de traction ou f, est la
densité des tractions surfaciques. Les relations (8.5) (8.6) caractérisent la condition
aux limites de contact sans frottement avec contrainte unilatérale et seuil critique.
Pour plus de détails sur cette condition de contact, nous renvoyons au Chapitre 5,
Sous-section 5.4.4.

Dans I’étude du probléme mécanique (8.1) (8.6), nous considérons l'espace pro-
duit Y = L%(£2)4 x L?(I3)¢ qui est un espace de Hilbert muni du produit scalaire
canonique (-,-)y et de sa norme associée || - ||y et nous notons par 7 : V. — YV

lopérateur défini par

(8.7) ™ = (V,7%20)y Vv eV,
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ot v : HY(2) — L*(I3)? représente application de trace sur 5. En utilisant le
Théoréme de trace de Sobolev (voir Théoréme 5.2, page 103), nous déduisons que
Popérateur m : V' — Y est linéaire et continu, i.e., il existe une constante positive
dy > 0 telle que

(8.8) lrvlly < dollolly Vv eV

D’autre part, nous combinons la compacité de ’application de trace et I'injection
compacte H(2)4 C L*(2)¢ (voir Théoréme 5.1) afin de déduire que I'opérateur

est faiblement-fortement continu, i.e.,
89) wv,—v dans V = 7qv,—7v dans Y lorsque n — +o0.

Par ailleurs, nous supposons que 'opérateur d’élasticité F satisfait les conditions

sulvantes :
(((a) F: 02 xS?— S
(b) Il existe Lz > 0 tel que
“F<w7€1) - .F($,€2)| <Lr |€1 - E2|
Ve, es €S pp.x €.
(.10) (c) Il existe mx > 0 tel que

(F(z,€1) — F(z,€))(e1 — €2) > mr €1 — e
Ve, eq € Sd, p.p. x € (2.

(d) L’application @« +— F(x, ) est mesurable sur {2,
pour tout € € S%.

| (e) L'application & — F(x,0s¢) appartient a Q.

De méme, nous supposons que les densités des forces volumiques et des tractions
surfaciques ont la régularité

(8.11) fo € L*()7,

(8.12) fo € L*(Iy)"
Nous supposons également que le seuil critique F' vérifie

(8.13) F e L*(I3), F(x)>0 pp. x€ls.
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Enfin, nous supposons que
(8.14) g > 0.

Nous passons maintenant & la formulation variationnelle du Probléme P. Pour
cela, nous considérons I’ensemble de déplacements admissibles U C V' ainsi que la
fonctionnelle 5 : V' — R et I'élément f € Y définis par

(8.15) U={veV :v,<g pp.surly},

(8.16) (Au, v)y — / Fe(u)-e(w)dr Yu, veV,
kP

(8.17) i(v) :/ Futda YwveV,

(8-18) f= (f07f2)~

Ici, 7™ représente la partie positive de 7, i.e., ¥ = max{r,0}. Par ailleurs, nous
utilisons les définitions (8.7) et (8.18) pour obtenir que
(8.19) (f,wv)y:/fo-vdx+ fo-vda NYvelV.
2 I
Supposons que (u,o) est un couple des fonctions suffisamment réguliéres sa-
tisfaisant (8.1) (8.6) et soit v € U. D’abord, en utilisant la définition (8.15) et la

condition (8.5), nous déduisons que
(8.20) u e U.

Ensuite, en effectuant une intégration par partie sur I’équation d’équilibre (8.2) et
en utilisant la formule de Green (5.6), la condition (8.4) et la définition (8.19), nous

obtenons que

(o,e(v) —e(u))g = (f,7v — Tu)y +/ o,(v, —u,) da

I3
+/ o, (v, —u,)da.
I3

En combinant cette inégalité avec la condition (8.6), nous trouvons que

(8.21) (o,e(v) —e(u))g = (f,7v —Tu)y + / o,(v, —u,) da.

I3
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Par ailleurs, en utilisant la condition (8.5) avec I'hypothése (8.13), nous avons que
o, (v, —u,) > Ful — o) p.p. sur I3

et, en intégrant sur I3, nous obtenons
(8.22) / o, (v, —u,)da > / F(uf —vl) da.
I3 I3
En combinant maintenant I’égalité (8.21) avec I'inégalité (8.22), nous trouvons que
(8.23) (o,e(v) —e(u))g > (f,7v — mu)y + / F(u} —v!)da.
I3

La formulation variationnelle du Probléme P s’obtient alors en combinant I'inclu-
sion (8.20), l'inégalité (8.23), la loi de comportement (8.1) et les définitions (8.16)
(8.17).

Probléme PV. Trouver un champ de déplacements uw € U tel que
(8.24) (Au,v —u)y +j(v) — j(u) > (f,7v — Tu)y Vv eUl.

L’unique solvabilité de ce probléme fait 'objet de la section suivante.

8.2 Existence et unicité de la solution

Le but de cette section est d’étudier I’existence et 'unicité de la solution du probléme

variationnel PV. Pour cela, nous présentons le théoréme suivant.

Théoréme 8.1. Sous les conditions (8.10) (8.14) le Probleme PV possede une

solution unique u € U.

Démonstration. Nous utilisons le résultat abstrait du Théoréme 1.27 avec X =V
et K = U. Notons d’abord que U est une partie convexe, fermée et non vide de V.
Ensuite, nous prouvons que A : V' — V est un opérateur fortement monotone et de
Lipschitz. Pour cela, nous utilisons la définition (8.16) et la condition (8.10)(c) pour
obtenir

(8.25) (Au — Av,u —v)y > mzlu—vl;; Vu,veV.
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D’autre part, en utilisant la définition (8.16) avec la condition (8.10)(b), nous trou-

vons que
(8.26) |Au — Av|ly < Lr||lu — vy Vu, velV.

De (8.25) et (8.26), nous déduisons que A est un opérateur fortement monotone et
de Lipschitz avec m = mx et M = Lx.

D’autre part, en utilisant le théoréme de représentation de Riesz et la définition
(8.19), nous déduisons qu’il existe un unique élément } € V tel que

(8.27) (f,v)y = (f,mv)y VveV

Par ailleurs, il est facile de vérifier que la fonctionnelle 7 : V' — R, définie par
(8.17), est une semi norme. En outre, en utilisant ’hypothése (8.13) et I'inégalité de
trace (5.10), nous obtenons que

i) < collFllrzmyllvlly Yo eV

Cette inégalité combinée avec le Corollaire 1.23 implique que la fonctionnelle j est
convexe et semi-continue inférierement sur V. Nous en déduisons que la fonctionnelle
j satisfait la condition (1.39). De ce fait, nous concluons que le Théoréme 8.1 est
une conséquence directe du Théoreme 1.27. O

Un couple (u, o) qui satisfait (8.1) et (8.24) est appelé solution faible du probléme
de contact P. Le Théoréme 8.1 montre que ce probléme de contact admet une
solution faible unique. En outre, en utilisant des arguments similaires & ceux utilisés
en pages 142 143, nous déduisons que (u,0) € U X Q.

8.3 Un résultat de convergence

Dans cette section, nous nous intéressons au comportement de la solution du Pro-
bléme PV lorsque I'on introduit une perturbation des données. Pour ce faire, suppo-
sons que les conditions (8.10) (8.14) sont vérifiées et désignons par u = u(f, fo, F, g)
la solution du Probléme PV obtenue dans le Théoréme 8.1. Pour tout p > 0, considé-

rons respectivement fq,, fo,, F, et g, les perturbations de fg, f,, F' et g satisfaisant
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les conditions (8.11) (8.14) ainsi que les convergences suivantes :

(8.28) fo, = Fo dans  L*(£2)?  lorsque p— 0,
(8.29) fop — fo dans L*(I)*  lorsque p — 0,
(8.30) F,—~F dans L*(I3) lorsque p— 0,
(8.31) G9p— g lorsque p — 0.

Ensuite, nous considérons I'ensemble U, C V, la fonctionnelle j, : V — R et
I'élément f, € Y définis par

(8.32) U={veV :v,<g, pp.surls},
(8.33) Jp(v) = /F F,vfda YvevV,

3
(834) fp = (fOp? f2p)‘

Considérons également le probléme variationnel perturbé suivant.

Probléme 77;/. Trouver un champ de déplacements u, € U, tel que

(8.35) (Aw,, v — )y + J,p(v) = jp(u,) > (f,, 70 —mu,)y Vo e U,

D’aprés le Théoréme 8.1, nous déduisons que, pour tout p > 0, le Probléme PX
posséde une solution unique u, € U,. Le comportement de cette solution lorsque p
tend vers zéro est donné par le théoréme ci-dessous.

Théoréme 8.2. Supposons que les hypothéses (8.10) (8.14) et (8.28) (8.31) sont vé-
rifies. Alors la solution u, du Probléeme 77;/ converge vers la solution w du Probléeme

PV, ie.,
(8.36) u, »u dans V  lorsque p — 0.

La démonstration du Théoréme 8.2 sera conduite en plusieurs étapes. Dans tout
ce qui suit, nous supposons que les conditions (8.10) (8.14) et (8.28) (8.31) sont
vérifiées.

Pour tout p > 0, nous considérons le probléme intermédiaire suivant.
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Probléme 75;/ Trouver un champ de déplacements u, € U tel que
(8.37) (Au,,v —u,)y + j,(v) — jo(u,) > (f,, 70 —7u,)y VoelU
L’unique solvabilité du Probléme 75;/ est assurée par le Théoréme 8.1.

Ensuite, en effectuant des estimations a priori sur la solution du Probléme PX ,

nous avons le résultat de convergence suivant.

Lemme 8.3. La suite {u,} C U converge faiblement vers la solution w du Probléeme

V .
P, ie.,

(8.38) u, ~u dans V  lorsque p — 0.

Démonstration. Soit p > 0. Prenons v = 0y dans (8.37) pour voir que

(Aw,, uy)y + jo(u,) < (fp’ Ty
En combinant cette inégalité avec la positivité de la fonctionnelle j, et les inégalités
(8.25), (8.8), nous obtenons que

max(1,dp)
m

(8.39) [l < U Folly + A0V [lv).

D’autre part, nous utilisons la définition (8.19) avec les convergences (8.28)
(8.29) afin de déduire que

(8.40) f,—f dans Y lorsque p— 0.

Nous en déduisons que la suite {fp} est bornée dans Y, i.e., il existe une constante
positive ¢ > 0, indépendante de p, telle que

(8.41) 1Folly <

En combinant maintenant les inégalités (8.39) et (8.41), nous trouvons que

max(1, dy)
mr

(8.42) [w,llv < (c+ [[A0v|lv).

Cette inégalité montre que la suite {u,} est bornée dans V. Par conséquent, en
utilisant le Théoréme 1.29, nous déduisons qu’il existe une sous suite faiblement
convergente de la suite {u,}, encore notée {u,}, et un élément w € V tels que

(8.43) u, —~u dans V  lorsque p— 0.
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Par la suite, nous prouvons 'égalité suivante :

(8.44) u = u.

D’abord, notons que U est une partie convexe et fermée de 'espace de Hilbert V' et
la suite {u,} C U converge faiblement vers u. Donc, du Théoréme de Mazur (voir
Théoréme 1.25, page 28), il résulte que u € U.

Ensuite, en prenant v = u € U dans (8.37), nous obtenons que
(Aﬂ,p, ap —u)y < (fp? 7”7'/) — )y + jp(ap) - jp(a)'

En passant a la limite supérieure dans cette inégalité lorsque p — 0 et en utilisant
les convergences (8.30), (8.40), (8.43), (8.9) ainsi que la compacité de 'application
de trace, nous trouvons que

lim sup (Au,, u, — u)y <O0.
p—0

Par conséquent, en utilisant les propriétés (8.25) (8.26), la convergence (8.43) et la

Proposition 1.11, nous déduisons que

(8.45) lim inf (AT, @, — v)v > (AW & - v)y  VveU.
p

D’autre part, en procédant au passage a la limite inférieure dans (8.37) lorsque
p — 0 et en utilisant les convergences (8.30), (8.40), (8.43), (8.9) et la compacité de
I’application de trace, nous trouvons que

(8.46)  liminf (Au,, u, —v)y < (f,m7u —mv)y + j(v) — j(u) Vo eU.

p—0

Nous combinons maintenant les inégalités (8.45) et (8.46) pour voir que
(Au,v —u)y + j(v) —j(u) > (f,mv —mu)y Vovel.

Puis, en prenant v = u dans cette inégalité et v = u dans (8.24) et en additionnant

les inégalités obtenues, nous obtenons que
(Au — Au,u — u)y <0.

Nous utilisons maintenant cette inégalité avec la propriété (8.25) pour déduire que
I'égalité (8.44) est satisfaite.
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Nous avons montré que toute sous suite faiblement convergente de la suite {u,} C
U converge vers 'unique solution u du Probléme PV lorsque p tend vers zéro. En
outre, cette suite est bornée, voir (8.42). Par conséquent, en utilisant le Théoréme
1.30, nous déduisons que toute la suite {u,} converge faiblement vers u lorsque p
tend vers zéro, ce qui conclut la démonstration du Lemme 8.3. 0.

Nous continuons notre analyse par le résultat de convergence forte suivant.

Lemme 8.4. La suite {u,} converge fortement dans V vers w, c’est-a-dire

(8.47) u, —»u dans V  lorsque p— 0.

Démonstration. Soit p > 0. Nous prenons v = u dans (8.37) pour voir que
(8.48) (Au,, u, —u)y < (f, 70, — mu)y + jp(u,) — jy(u).
Puis, en utilisant l'inégalité (8.25) avec (8.48), nous obtenons que
mz||a, —ul} < (Au, — Au,u, —u)y
= (Au,,u, — u)y — (Au,u, —u)y
< (f, mu, — mu)y +jy(u,) — j(u) — (Au,u, — u)y.

Ensuite, en passant a la limite lorsque p — 0 dans cette inégalité et en utilisant les
convergences (8.30), (8.40), (8.43), (8.9) ainsi que la compacité de l'application de
trace, nous obtenons que

|lu, —ully =0 lorsque p— 0,
ce qui conclut la démonstration du Lemme 8.4. 0

Nous passons maintenant a la démonstration du Théoréme 8.2.

Démonstration. Soit p > 0. Nous utilisons les définitions des ensembles U et U,

pour obtenir que

iup elU et @'ﬂ,p e U,.
9o g
En prenant v = iup dans (8.37) et en multipliant I'inégalité obtenue par &, nous
9p g

obtenons que

~ 9p ~ 9p . /9 9p . 1~ 9o _~
(8.49) (Aw,, wp — =20,y + =2 jp(Sw,) — 22j,(w,) > (f, Tu, — =570,y
g g Y 9 g
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D’autre part, nous prenons v, = %ﬂp dans (8.35) pour voir que
g

gp ~ . 9o~ . gp ~
(8.50) (Aupa gpup - up)V + ]p(?pup) - Jp(“p) > (f,n ngup - 7rup)Y-

Nous additionnons les inégalités (8.49) et (8.50), ensuite nous utilisons ’homogénéité
de la fonctionnelle j,, i.e., j,(Av) = Aj,(v) pour A > 0, et la linéarité de I'opérateur

7 afin d’obtenir que

(Au, — Au,,u, — %ﬁp)v > 0.
Ensuite, en écrivant
(A, — Au,, @b, — u,)y < (AT, — Au,, @, — %ap)v.

En combinant cette inégalité avec les inégalités (8.25) (8.26), nous obtenons que
~ 9p |\~
m i, — v < Lr|1 = |, v

Maintenant, nous utilisons cette inégalité avec (8.42) et la convergence (8.31) pour

obtenir que
(8.51) |lu, —u,llv = 0 lorsque p— 0.
Enfin, nous combinons I'inégalité triangulaire

[, —ully < llw, —w,llv + [lu, —ully

ainsi que les convergences (8.51) et (8.47) pour déduire la convergence (8.36), ce qui
termine la démonstration du Théoréme 8.2. 0J

8.4 Problémes de controle optimal

Dans cette section, nous considérons quatre problémes de controle optimal associés
au Probléme PV. D’aprés le Théoréme 8.2, nous avons que la solution du Probléme
PV dépend des données f,, fo, g, F et, par conséquent, chaque élément de ces don-
nées peut jouer le role d’un controle pour ce probléme. Dans ce qui suit, supposons
que les conditions (8.10) (8.14) sont vérifiées et notons par u = u(fg, fo,9, F) la
solution du Probléme P" obtenue dans le Théoréme 8.1.
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Dans ’étude des problémes de contréle optimal du Probléme PV nous utilisons
le cadre général introduit dans le Chapitre 1 en pages 30 32 et nous distinguons

quatre cas selon le choix du parameétre de contréle 6.

a) Le cas 0 = f,. Dans ce cas, nous controlons la solution du Probléme PV par la
densité des forces volumiques f,. Pour ce faire, supposons que la densité des forces
surfaciques f,, I’épaisseur g et le seuil critique F' sont fixés satisfaisant les conditions
(8.12) (8.14). Nous définissons 'ensemble des paires admissibles par I'égalité

(8.52) Vai = { (u, fo) €U x L*(2)" + w=u(fo, fr, F.9)}.

Autrement dit, un couple (u, f,) appartient & V,q si et seulement si f, € L*(£2)?

et, de plus, u est la solution du Probléme PV correspondant aux données f,, fo, F'
et g.

Soient ¢ € L*(I3), o > 0 et 3 > 0. Considérons la fonctionnelle £ : V x L?(2)¢ —
R définie par

(8:53)  L(u, fo) = alluy, = llr2y) + B foll 2 Yu eV, fo € L2(2)7
Ensuite, nous considérons le probléme de contréle optimal suivant.

Probléme Q. Trouver un couple (u*, f) € Vaa tel que

(uv.fo)evad
Un couple (u*, f) qui satisfait (8.54) est appelé une paire optimale et 'élément f
est appelé le contréle optimal.

Nous avons le résultat d’existence suivant.

Théoréme 8.5. Supposons que les conditions (8.12) (8.14) sont vérifiées et, de plus,
supposons que ¢ € L*(I3), a > 0 et 3 > 0. Alors le probleme de contréle optimal
Q, posseéde au moins une solution (u*, f;) € Vaa.

Démonstration. Nous utilisons le Théoréme 1.31 avec Z = L2(2)4, X =V, W =
L%(I3) et U, = L*(2)%. Nous considérons les opérateurs T : L*(2) — V et S :
V — L?*(I%) définis par

(855) TfO :u(fﬂ’f%F?g) VfO S LQ(‘Q)d’
(8.56) Su = u, VuelV.
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D’aprés le Théoréme 8.2, nous déduisons que T : L?(£2)? — V est un opérateur
faiblement-fortement continu, i.e., il satisfait la condition (1.44). En outre, nous
utilisons la définition (8.56) avec la continuité de 'application de trace afin d’obtenir
que opérateur S : V' — L*(I3) est continu, i.e., il satisfait la condition (1.45). Par
ailleurs, nous considérons la fonctionnelle J : L?(2)? — R définie par

(8.57) J(fo) = allST(fo) = dllrary + Bl follize ¥V Fo € LP(52)°.

Nous utilisons le Théoréeme 1.31 pour déduire qu’il existe au moins un élément
o€ L*(02)? tel que

(8.58) J(F) = min  J(fo).

foer2 ()

D’autre part, nous utilisons les définitions (8.52) et (8.55) pour voir que
(8.59) (w, fo) €Vag <= fo € L*(2) et wu=TFf,.
Ensuite, en utilisant les définitions (8.53) et (8.57), nous avons que
(8.60) J(fo) = L(Tfo, fo) vV fo € L)%

Soit u* = T f;. En utilisant (8.58) (8.60), nous déduisons que (u*, f5) € V,q et, de
plus,

L(u”, fo) = LITfo, o) = J(fo) < J(fo) = LT fo, fo) = L(u, fo)

pour tout (u, f,) € Vaa. Nous en déduisons que (u*, f;) est une solution du Pro-
bléme Q;, ce qui conclut la démonstration du Théoréme 8.5. O

Le Théoréme 8.5 permet de conclure que, sous les hypothéses (8.12) (8.14), le

Probléme O, admet au moins une solution.

b) Le cas 6 = f,. Dans ce cas, nous controlons la solution du Probléme PV par la
densité des forces surfaciques f,. Pour ce faire, supposons que la densité des forces
volumiques f, I’épaisseur g et le seuil critique F' sont fixés satisfaisant les conditions
(8.11), (8.13) (8.14). L’ensemble des paires admissibles est donné par

Vor = { (u, f5) €U x L(I3)" + w=wu(fy, f5,F ) }-
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En outre, la fonctionnelle cotit £ : V x L%(I3)¢ — R est définie par

(8.61) L(u, fy) = aflu—ollv + B fall2)e

ongpeV,a>0et [ >0.
Le probléme de contréle optimal est le suivant.

Probléme Q,. Trouver un couple (u*, f3) € Vaq tel que

Lu*, f3)= min L(u,f,),
(U, f,)EVaa
Le résultat d’existence de solution du Probléeme O, est donné par le théoréme

suivant.

Théoréme 8.6. Supposons que les conditions (8.11), (8.13) (8.14) sont vérifiées et,
de plus, supposons que ¢ € V, a > 0 et f > 0. Alors le probleme de controle optimal

Qo admet au moins une solution (u*, f5) € Vag.

Démonstration. Pour ce faire, nous appliquons le Théoréme 1.31 avec 7 =
LX()4 X = W =V et U, = L*(I)% Nous considérons les opérateurs T :
L*(I3)4 — Vet S:V — V définis par

Tf2 :u(f()anvag) VfZ GLQ(FQ)d’
Su=u YuelV.

Il est facile de vérifier que S satisfait la condition (1.45). En outre, en utilisant le
Théoréme 8.2, nous déduisons que l'opérateur T satisfait la condition (1.44). Par
conséquent, nous utilisons des arguments similaires & ceux utilisés dans la démons-

tration du Théoréme 8.5 pour déduire la démonstration du Théoréme 8.6. 0

c) Le cas § = F. Nous controlons cette fois la solution du Probléme PV par
le seuil critique F' du matériau rigide-plastique de la fondation. Supposons que les
densités des forces volumiques et des tractions surfaciques ainsi que I’épaisseur g sont
fixés satisfaisant les conditions (8.11) (8.12), (8.14). Nous considérons I’ensemble des

paires admissibles défini par

Vad:{(uvp)EUXUF : u:u(fo,fQ,F,g)},
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ou l'ensemble Up est donné par
Up={FelL*I3) : F(x) >0 pp. x¢€ I3}
Nous définissons la fonctionnelle cotit £ : V x Ur — R par 1'égalité
(8.62) L(u,F) =« Fe(u) —oollg + B||Fllr2(ry), YueV, FeUp,

otog€e@,a>0et>0.
Ensuite, nous considérons le probléme de controle optimal suivant.

Probléme Q3. Trouver un couple (u*, F'*) € V,q tel que

(8.63) Lu F*)= min L(u,F).

(qu)eV(Ld

La solvabilité de ce probléme est donnée par le théoréme ci-dessous.

Théoréme 8.7. Supposons que les conditions (8.11) (8.12), (8.14) sont vérifiées
et, de plus, supposons que oo € Q, a > 0 et > 0. Alors le probleme de controle

optimal Qs admet au moins une solution (u*, F*) € V4.

Démonstration. Nous appliquons le Théoréme 1.31 avec Z = L*([3), X =
VW = Q, U. = Ur et ¢ = op. Nous définissons les opérateurs 7" : Up — V
et S:V — @ par les égalités

TF =u(fy, fy F,9) VFeUp,

Su = Fe(u) VuelV.

Notons qu’il est facile de vérifier que I’ensemble Up est faiblement fermé. En outre,
d’aprés le Théoréme 8.2, nous déduisons que 'opérateur 1" est faiblement fortement
continu. Par ailleurs, en utilisant la condition (8.10)(b), nous obtenons que S est
un opérateur continu. Par conséquent, en utilisant des arguments similaires & ceux
présentés dans la démonstration du Théoréme 8.5, nous concluons la démonstration
du Théoréme 8.7. O

d) Le cas § = g. Dans ce cas, nous controlons la solution du Probléme PV par
I'épaisseur g du matériau rigide-plastique de la fondation. De ce fait, supposons

163



Résultats de convergence pour les inéquations variationnelles et applications en
mécanique du contact

que les densités des forces volumiques et des tractions surfaciques ainsi que le seuil
critique F' sont fixés satisfaisant les conditions (8.11) (8.13). Pour commencer, nous
considérons I'’ensemble des paires admissibles défini par

(8.64) Vai ={(u,9) €U x Uy : u=u(fy, fs2, F,9)},

ot Uy, = [go, +00) avec go > 0.
Soient ¢ € L*(I3), a > 0 et > 0. La fonctionnelle cout £ : V x U, — R est
définie par

(8.65) Llu.g) = allu, — Gl +Blal  VueVigeU,

Considérons alors le probléme de controle optimal suivant.

Probléme Q,. Trouver un couple (u*, g*) € Vuq tel que

8.66 Lu*,¢")= min L(u,g).
(8.66) (', g7) = Join, Lu.g)
L’existence d’une paire optimale du Probléme Q, est donnée par le théoréme

suivant.

Théoréme 8.8. Supposons que les hypothéses (8.11) (8.13) sont vérifies et, de
plus, supposons que ¢ € L*(I3), a > 0 et 8 > 0. Alors le Probleme Qy posséde au
moins une solution (u*,g*) € Vaq.

Démonstration. Nous utilisons le Théoréme 1.31 avec Z7 = R, X = V. W =
LA (I3), U. = Uy, Tg = u(fy, fo, F,g) pour tout g € Uy, et Su = u, pour tout
ucV.

En procédant de la méme maniére que dans la démonstration du Théoréme 8.5,
nous déduisons que le Probléme Q4 admet au moins une solution. 0

8.5 Un exemple unidimensionnel

Dans cette section, nous illustrons les résultats présentés dans les Sections 8.1 8.4
par un probléme de contact élastique unidimensionnel avec 2 = (0,1), I1 = {0},
Iy =0 et I’y = {1} (voir Figure I1.8.1 ).
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g rigid-plastic layer

foundation
rigid body

FiGUre I1.8.1 : Cadre physique

La formulation forte du probléme mécanique est la suivante.

Probléme Py,. Trouver un champ de déplacements u: [0,1] — R et un champ de
contraintes o: [0,1] — R tels que

(8.67) o(z) = Eu'(x) pourzx e (0,1),
(8.68) o(x)+f=0 pourzx e (0,1),
(8.69) u(0) = 0,

o(1)=0 si u(l) <0
870 < —F<o(l)<0 si u(l)=0
(8.70) ul) g o(l)=—-F si 0<u(l)<g

o(l) < —-F si u(l) =

Notons que le Probléme P;; modélise le contact entre une tige élastique de longueur
[ = 1 et une fondation. La tige occupant le domaine [0, 1] est fixé & z = 0 et son
extrémité x = 1 est en contact avec une fondation constituée d’'un matériau rigide
recouvert par un matériau rigide-plastique d’épaisseur g > 0. Ce modéle représente
la version unidimensionnelle du Probléme P ou l'opérateur d’élasticité Fe = Ee tel
E > 0 est le module de Young.
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Dans I’étude du Probléme P4 nous considérons 1’espace V' défini par
V={ve H'(0,1) : v(0)=0}
ainsi que ’ensemble de déplacements admissibles défini par
U={ueV : ulL)<g}
Nous utilisons des arguments similaires a ceux utilisés dans la Section 8.1 afin

d’obtenir la formulation variationnelle suivante du Probléme Py,.

Probléme P),. Trouver un champ de déplacements u € U tel que
1 1
(8.71) / Eu' (v —u)dx + Fo(1)" — Fu(1)* > / flv—u)de VveUl.
0 0

En utilisant le Théoréme 8.1, nous déduisons que le Probléeme P}, admet une
solution unique u € U. En outre, d’aprés le Théoréme 8.2, nous déduisons que cette

solution dépend contintiment des données f, F' et g.

Nous calculons maintenant la solution explicite du Probléme P}, en distinguant

quatre cas.

a) Le cas f < 0. Dans ce cas, les forces volumiques sont appliquées dans la direction
opposée de la fondation et la solution du Probléme P est donnée par

o(x)=—fr+f
(8.72) { we) = — L+ Lo Ve [0,1].

En utilisant (8.72), nous avons que
u(l) <0 et o(1)=0.

Cette condition montre qu’il y a une séparation entre la tige et la fondation et, par
conséquent, la réaction de la fondation est nulle. Ce cas correspond a la Figure 11.8.2

a).
b) Le cas 0 < f < 2F. Ce cas est présenté dans la Figure I11.8.2 b). La solution

du Probléme P est donnée par

olz)=—for+ 1
(8.73) { (@) €'+2 Ve 0,1].

_f 24 f
5L T 3T
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De (8.73), nous avons que
u(l)=0 et —F<o(l)<0.

Cette condition montre que la tige est en contact avec la fondation et la réaction
de la fondation est dans la direction opposée de la tige. Puisque la réaction de la
fondation —o (1) n’a pas encore atteint le seuil critique F', la tige ne peut pas pénétrer
dans la fondation. Le matériau rigide-plastique dans ce cas se comporte comme un
rigide.

c) Le cas 2F < f < 2FEg+2F. Ce cas correspond a la Figure 11.8.2 ¢). La solution
explicite du Probléme P}, est donnée par

O'(ﬂf):—fx+f—F7

(8.74) f o Va €0, 1].
u(x) = —sza*+1u

En utilisant (8.74), nous avons que
0<u(l)y<g et —o(l)=F.

Cette condition montre que la réaction de la fondation atteint le seuil critique F’ et,
par conséquent, il y a une pénétration entre la tige et le matériau rigide-plastique
de la fondation mais sans atteindre I’épaisseur g. Le matériau rigide-plastique dans

ce cas se comporte comme un plastique.

d) Le cas 2FEg + 2F < f. La solution explicite du Probléme P}, est donnée par

O'(IE) = —fiU + %7
(8.75) t o | 2Bgif VYV el0,1].
Nous avons que
(8.76) 0<u(l)=g et (1) < —F.

Cette condition montre que le matériau rigide-plastique est complétement écrasé et
la tige est donc en contact avec le matériau rigide de la fondation, ce qui implique
que —o (1) > F. Ce cas correspond a la Figure 11.8.2 d).
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Passons maintenant au probléme de controle optimal. Nous proposons de contro-
ler la solution du Probléme P}, par I'épaisseur du matériau rigide-plastique g. Pour

ce faire, considérons le Probléme Q, dans le cas unidimensionnel, i.e.,
(8.77) Vs ={(u,9) € U x Uy, : wu résout 'inéquation variationnelle (8.71) }

et, la fonctionnelle coiit est donnée par

(8.78) L(u,9) = alu(l) — o[+ Blgl,

ou¢p eR, a>0,8>0et Uy = [go, +00) avec gy > 0.
Ensuite, le probléme de controle optimal est le suivant.

Probléme Q4. Trouver un couple (u*, g*) € V,q tel que

(8.79) L(u*,g*)= min L(u,g).
(uag)evad
En utilisant le Théoréme 8.8, nous déduisons que le Probléme Qi¢ posséde au
moins une solution. Pour calculer la solution explicite de ce probléme, nous suppo-

sons que
E=1, f=10, F=2, ¢=4, go=1 et U=][l, +o0).

Avec ces données, nous remarquons que si g < 3 alors f > 2Eg+2F et si g > 3
alors 2F < f < 2EG + 2F. Donc, en utilisant (8.75) et (8.74), nous obtenons que

(8.80)

—52?+ (g+5)x si 1<¢g<3
u(x) = { (g+5) g Vz e [0,1].

—52% + 8x si g>3
D’ou
g st 1l <g<3
u(l) = . Ve [0,1].
3 si g>3

Par ailleurs, la fonctionnelle cotit est donnée par

(8.81)

Clug) (B—a)g+4a, si 1<g<3
u, g) =
g Bg+a si g > 3.

Nous concluons par les affirmations suivantes :
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a) Si 8 > a > 0 alors le probléme de contréle optimal Qi posséde une solution

unique (u*, ¢g*) ot g* = 1 et u* est donné par (8.80) avec g = g*.

b) Si B = « alors le probléme de controle optimal Q1 posséde une infinité de solution
de la forme (u*, ¢*) ou ¢g* prend ses valeurs dans Uintervalle [1,3] et u* est donné

par (8.80) avec g = g*.

¢) Si 0 < B < « alors le probléme de controle optimal (8.79) admet une solution

unique (u*, g*) ot g* = 3 et u* est donné par (8.80) avec g = g*.

®)
®)

[=1 Tf [=1 lf

g rigid-plastic layer g rigid-plastic layer
foundation foundation
rigid body rigid body
a) b)
O O
l =1 l :1
f f
g L rigid-plastic layer g rigid-plastic layer
foundation foundation L
rigid body rigid body
c) d)

F1GURE I1.8.2 : Le contact de la tige avec la fondation
a) Lecas f <0; b) Lecas0< f <2F;
c) Lecas 2F < f < 2Eg+2F; d) Le cas 2Eg + 2F < f.
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Chapitre 9

Probléme de contact bidimensionnel
élastique avec compliance normale et
contrainte unilatérale

Dans ce chapitre, nous considérons un probléme de contact statique modélisant le
contact entre une poutre élastique et deux obstacles. Ce chapitre est composé de
quatre sections. Dans la premiére section, nous décrivons la formulation forte du
probléme mécanique et nous introduisons une version bidimensionnelle associée au
probléme mécanique. Dans la deuxiéme section, nous présentons les hypothéses né-
cessaires sur les données afin d’obtenir une formulation variationnelle et prouver
un résultat d’existence et d’unicité de solution. Dans la troisiéme section, nous dé-
montrons un résultat de convergence portant sur la perturbation des données. La
quatriéme section est consacrée a I’étude d’un probléme de controle optimal pour
lequel nous prouvons 'existence de la solution ainsi que sa dépendance par rapport
aux perturbations des données. Les résultats présentés dans ce chapitre font I’'objet
de larticle [81].
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9.1 Probléme mécanique et formulation variation-
nelle

Le cadre physique correspondant au modéle mécanique est le suivant : considérons
une poutre élastique occupant un domaine B C R3. Notons par z, y, z les variables
spatiales et supposons que B est suffisamment longue dans la direction Oz, i.e.,
B = (0,L)x(—h,h)x(—00,+00) o L et 2h représentent respectivement la longueur
et I'épaisseur de la poutre avec h << L. La poutre est fixée sur I} = {0} x (—h, h) x
(—00, +00) et, de ce fait, le déplacement y est nul. Des tractions surfaciques de
densité p agissent sur Iy = (0, L) x {h} x (=00, +00). La poutre est en contact sans
frottement avec une fondation rigide sur I's = {L} x (=h, h) x (—o0,+00) et avec
une fondation déformable sur Iy = (0, L) x {—h} x (—o0, +00). Supposons que les

forces volumiques sont négligées.

: — Rigid obstacle
h
l—ou f[
L
0 : d it
-h
Deformable obstacle
g --------------------------------------------------

FIGURE I1.9.1 : Cadre physique

Le probléme mécanique se formule de la maniére suivante.

Probléme Ps,;. Trouver un champ de déplacements w : B — R3 et un champ de
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contraintes o : B — 83 tels que

(9.1) oc=\(tre(u)l;+2d6e(u) dans B,
(9.2) Dive =0 dans B,
(9.3) w=0 suw I
(9.4 ov=p su I
(9.5)

Ne)
Ot

u, <d, 0,<0, o,(u,—d)=0 sur I3,

(9.6)

u, < g, 0, +p(u,) <0,
sur Iy,

(uu - g) (UV +p(uu)) =0
(9.7) o,=0 sur I3 U Iy,

Pour ce probléme, (9.1) est la loi de comportement élastique linéaire ot A et § repré-
sentent les coefficients de Lamé. Puis, (9.2) est ’équation d’équilibre dans le cas d’un
processus statique. Ensuite, (9.3) (9.4) représentent les conditions aux limites de dé-
placement et de traction. La relation (9.5) est la condition de contact de Signorini
avec interstice d et la condition (9.6) caractérise la loi de contact avec compliance
normale et contrainte unilatérale. Enfin, la condition (9.7) montre que la contrainte

tangentielle est nulle vu que le contact est considéré sans frottement.

Nous présentons maintenant une version bidimensionnelle associée au Probléme
Psa. Pour ce faire, nous considérons la coupe transversale 2 = (0, L) x (—h, h) de
la poutre et nous supposons que la densité des tractions surfaciques est donnée par

(9.8) p=I(q,f0) avec f=f(z) et q=q(z)

Nous en déduisons que, sur la partie I, la poutre est soumise a 'action d’une
charge verticale f et d’une traction horizontale ¢. En outre, nous utilisons (9.8) et

nous supposons que le champ de déplacements u est de la forme
(9.9) u = (u,w,0) avec u=u(z,y) et w=w(x),

ou u, w représentent respectivement le déplacement horizontal et vertical.
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Il résulte de I'égalité (9.9) que le tenseur des déformations linéarisés e(u) est

donné par
Uy Huy+w,) 0
e(u)=| 2(uy+w,) 0 0
0 0 0

De 14, nous avons que tre(u) = u, et, par conséquent, la loi constitutive (9.1) donne
que le champ de contraintes o est de la forme

(A+20)u, S(uy +w,) O
(9.10) o=\ 6u,+w,) Ay 0
0 0 AUy,

Introduisons maintenant les notations
E=X\+26 et G =4.

Il en résulte que A = E — 2@G et, par conséquent, (9.10) devient

Eu, G(uy + wy) 0
(9.11) o=\ Glu,+w,) (E—-2G)u, 0
0 0 (E — 2G)u,

Par conséquent, nous combinons (9.11) et (9.9) pour obtenir que I’équation d’équi-
libre (9.2) s’écrit par les deux équations suivantes :

(9.12) FEug,(z,y) + Guyy(z,y) =0 pour tout  (z,y) € (2,
(9.13) Gy, (z) + (B — G)ugy(z,y) =0 pour tout (z,y) € £2.

Passons maintenant aux conditions aux limites de déplacement et de traction.

D’abord, nous combinons la condition (9.3) avec 'égalité (9.9) afin de voir que
(9.14) u(0,y) = w(0) =0 pour tout y € [—h,hl.

Puisque la normale extérieure sur I'» est donnée par v = (0, 1,0), nous utilisons la

relation (9.11) pour obtenir que le vecteur des contraintes de Cauchy est de la forme

ov = (G(uy +w,), (£ —2G)uy,,0).
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Par conséquent, nous utilisons cette égalité avec (9.8) afin de voir que la condition
aux limites (9.4) s’écrit par

(9.15) G(uy(x, h) + we(z)) = q(x)  pour tout =€ [0, L],
(9.16) (E —2G)uy(x,h) = f(z) pour tout  x € [0, L.

Passons maintenant aux conditions aux limites de contact. D’abord, puisque la
normale extérieure sur '3 est v = (1,0,0), il résulte de la définition (5.3) et I’égalité
(9.9) que les composantes normales du champ de déplacements w a la partie ' sont

données par

(9.17) U, = u p.p. sur I3.

De méme, en utilisant la définition (5.4) et 'égalité (9.11), nous obtenons que
(9.18) o,=Fu, et o,=(0G(uy,+w,),0) p.p. sur [3.

Nous combinons maintenant (9.17) et (9.18) pour obtenir que la condition de contact

sans frottement (9.5), (9.7) est donnée par
(9.19) u(L,y) <d, wu.(L,y) <0, wu(L,y)(u(L,y)—d) =0,
(9.20) uy (L, y) + wy,(L) =0,

pour tout y € [—h, hl.

D’autre part, notons que la normale extérieure sur la partie I est donnée par
v = (0,—1,0) et, de ce fait, les composantes normales du champ de déplacements

u sont données par
(9.21) Uy = —w p.p. sur I}.

De plus, en utilisant la définition (5.4) et 'égalité (9.11), nous obtenons que les

contraintes normales et tangentielles & [y s’écrivent par
(9.22) 0, = (F —2G)u, et o, = (—G(uy +w,),0,0) p.p. sur [}.

Combinons (9.21), (9.22) et utilisons le fait que le gap entre la partie I'; de la frontiére
de la poutre et la fondation déformable est —g pour obtenir que la condition de
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contact sans frottement (9.6) (9.7) est donnée par

(9.23) w(z) > g, (F—2GQ)ug(x,—h)+p(z,—w(z))) <0,
(9.24) (w(z) = g)((E = 2G)us(x, =h) + p(z, —w(z))) = 0,
(9.25) uy(z, —h) + w,(z) =0,

pour tout x € [0, L].

Enfin, nous rassemblons (9.12) (9.16), (9.19) (9.20) et (9.23) (9.25) afin d’obte-
nir le probléme bidimensionnel suivant.

Probléme Pyy. Trouver un champ de déplacements horizontal u = u(z,y) : (0, L) X
(—=h,h) = R et un champ de déplacements vertical w = w(x) : (0, L) — R tels que

(9.26) Eug,(x,y) + Guyy(z,y) =0 pour tout (z,y) € 2,
(9.27) Gpe(7) + (B — G)ugy(z,y) =0 pour tout (z,y) € 2,
(9.28) u(0,y) = w(0) =0 pour tout y € [—h, A,
(9.29) Gluy (2, h) + wy(z)) = q(x) pour tout z € [0, L],
(9.30) (E — 2G)uy(z, h) = f(z) pour tout z € [0, L),

(9.31)

w(Loy) <d, u(Ly) <0,
( y) ( y) } pour tout y € [_ha h]v

(9.32) uy(L,y) +wy (L) =0 pour tout y € [—h, hl,

0 w@) > g, (B = 2G)u(z, —h) + plw, —w(z))) <0, }
. (w(z) = g)(E = 2G)ua(z, —h) + p(z, —w(z))) = 0
pour tout x € [0, L],
(9.34) uy(z, —h) + w,(z) =0 pour tout x € [0, L].

Dans I’étude du Probléme Ps; nous introduisons les espaces définis par
V={uec H(2) : u0,)=0},
W ={weH'(0,L) : w(0)=0},

X=VxW, Y=L*0,L)xL*0,L).

176



Partie II Chapitre 9 Probléme de contact bidimensionnel élastique avec compliance
normale et contrainte unilatérale

Notons que V, W et X sont des espaces de Hilbert munis des produits scalaires

(9.35) (u, )y = //Q(uw + Uy, +uythy) dady  Vu,p €V,

L
(9.36) (w, p)w = / (we +wepp)dz Vw, g €W,
0
(9.37) (w,v)x = (u, )y + (w,o)w  Vu=(v,w), v= (Y p) X
Les normes associées a ces produits scalaires sont notées respectivement par || - ||y,
|-l et |- [x-

Par ailleurs, nous utilisons la définition (9.37) pour voir que la norme sur 'espace
X satisfait

(9.38) [l = llully + lwliy  Yu=(u,w) € X.

De plus, nous avons que

(9.39) lwllr20,0) < |lullx  Vu = (u,w) € X.

D’autre part, notons que Y est un espace de Hilbert muni du produit scalaire
canonique (-, -)y et de sa norme associée || - ||y. Notons par 7 : X — Y l'opérateur
défini par
(9.40) = (") Vv= () €X,

ot 1" représente la trace de la fonction 1 € H'(£2) a la frontiére y = h, i.e.,

V(@) =z, h)  pp.w €0, L]

De la définition (9.40), il résulte que 7 est un opérateur continu et linéaire et, par
conséquent, nous déduisons qu’il existe une constante positive ¢y > 0 telle que

(9.41) Imvlly <eollvlx Vv e X.

En outre, nous combinons la compacité de 'application de trace avec l'injection
compacte H'(0,L) C L*(0,L) (voir Théoréme 5.1, page 103) pour déduire que
lopérateur 7w : X — Y est faiblement-fortement continu, c’est-a-dire

(9.42) wv,—v dans X = 7qv,— 7w dans Y lorsque n — +oo.
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Afin d’étudier I'existence et I'unicité de la solution du probléme variationnel

introduit ci-aprés, nous supposons que les conditions suivantes sont vérifiées :

(9.43) E>0, G>0,
(9.44) d>0, g<-—h,
(9.45) f=feY

Par ailleurs, nous supposons que la fonction de compliance normale p satisfait

(((a) p:[0,L] x R = RR.
(b) Il existe L,, > 0 tel que
|p($,7“1) - p(.f, 7’2)| S LP |T’1 - T2|
Vry, ro €R,  p.p.x€l0,L]
(9.46) y (© (ol m) = p(,m2))(r —13) <0
Vry, ro €R,  p.p.x€|0,L].
(d) p(x,r) =0 siet seulement si <0, p.p.z€|[0,L]
(e) L'application x +— p(z,r) est mesurable sur [0, L],
pour tout r € R.

\

Maintenant, nous nous intéressons a la formulation variationnelle du Probléme
Pag. Pour cela, nous introduisons I’ensemble de déplacements admissibles U et 'opé-
rateur A : X — X définis par

(9.47) U={{u=(u,w)e X : u(L,y) <d et w(x)>g p.p. (z,y) € 2},

(9.48) (Au,v)x =FE //Q Uz, dxdy + G //Q(uy + wy) (Yy + po)dady

—/0 p(—w)p dr, Yu=(u,w), v=(1,p) € X.

En outre, nous utilisons la définition (9.40) afin de voir que

L L
(9.49) (f,m;)y:/o qwhd$+/0 feodx Vo= (1,p) € X.

Supposons maintenant que u = (u(x,y),w(z)) est une fonction suffisamment
réguliére qui résout le Probléme Py et soit v = ((x,y), p(z)) € U. Nous multiplions
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I'équation (9.26) par ¢ — u, puis nous intégrons le résultat sur {2 pour obtenir que

//Q Bug,(z,y)(W(z,y) — u(z,y)) dedy
! //g Gty (2, 9) (¥ (2, y) = ulz, y)) drdy = 0.

Ensuite, en utilisant la formule de Green, la condition (9.28) et la définition de

I’espace V', nous trouvons que

(9.50) B [[ il ulir) = ) dady
+6 [ ) 0o) = ) oy
=5 [ L)L) - u(L)dy
e, /OL wy (2, =) ({2, —h) — u(z, —h)) dz

L
+G/ wy(x, h)(Y(z, h) — u(z, h))dy.
0
Par ailleurs, nous écrivons

g (L, y)(b(L,y) —u(L,y))

=u,(L,y)(W(L,y) —d) + u,(L,y)(d — u(L,y)) Vy € [—h,hl.

De ce fait, en utilisant la condition (9.31) et la définition (9.47) de 'ensemble U,

nous trouvons que

s (L, y)((L,y) —u(L,y)) 20 Vy € [=hh].

Ensuite, en intégrant cette inégalité sur l'intervalle [—h, h], nous avons

(9.51) / (L)L) =l ))dy > 0.
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Nous combinons maintenant les inégalités (9.50) et (9.51) pour trouver que

(9.52) E ] w2, y) (e (,y) — e, y)) dody
(%
+6 [ e wnfen) - uyte) dedy
+ G/o uy(z, —h)(Y(z, —h) —u(x,—h)) dz

> G/o uy(z, h)(Y(z, h) —u(x, h)) de.

D’autre part, en multipliant I’équation (9.27) par ¢ —w et en intégrant le résultat
obtenu sur {2, nous obtenons que

/ /Q Gwge () (p(2) — w(z)) dody
+ //Q(E — G gy (z,y)(o(z) — w(z)) dedy = 0.

En faisant des intégrations par parties et en utilisant la condition (9.28), nous ob-

tenons

(9.53) ¢ | /Q 0, (2)(92(2) — w, (2)) dady
HE—Q/Aw@wMM@—Mu»M@
h
—G[ﬁ%@mmm—w@»@

%E—@/?%@wmmm—wwnwzu

En outre, nous utilisons la condition aux limites (9.32) pour obtenir que

(9.54) —G[ﬁamw@%muwwze[ﬁmumwm—mmmy
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et, de ce fait, nous combinons (9.53) et (9.54) pour déduire que

(9.55) G//Q(wx(x) + uy (2, y) (g (x) — wy(z)) dedy
H(E - 20) / /Q (2,4 (02 () — wy(2)) dady
~(8=26) [ u(L)(e(L) = w(L)dy =

En additionnant (9.52) et (9.55), nous trouvons

(9.56) e/ / a2, ) (a2, 9) — (2, ) dardy
+6 [ (wa) + 1y 9)) 22(2) = () day
<6 [ (o)) = ) dady
4{;ALu¢x,4o@¢u—h)—u@;—h»dx
(8 =26) [ wf)(ealo) = wa(o) dody
~(£-20) [ uy (L. y) (9(L) = w(L)) dy

zeélM@mw@m—mmey

Ensuite, en utilisant la condition aux limites (9.29), nous avons que
L
(9.57 G [l b)) = ulw, ) do
0

- | (ate) = Gun )0, 1) = . 1))

En outre, remarquons que

(9.58) (£ - 20) / / (2, ) (9 (&) — wa(2)) dady
(B —20) / (L)L)~ (L)) dy

— _(B—20) / / ty (1, 9) () — w(x)) dady.
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En combinant maintenant les relations (9.56) (9.58), nous déduisons que

(9.50) B [[ il ulir) = ) dady
+6 [ [ wala) + e, 0) (o) = (o) dady
+6 [[ o n)ya) — (o) dady
+G /OL wy (2, —h) (W (z, —h) — u(z, —h)) de
+G /OL w () (W2, h) — ulz, b)) dz
~(8=26) [ ua(a0)(o(o) = (o) drdy

L
> [ a@) () - e, ) do.
0
D’autre part, un calcul élémentaire montre que

(9.60) £ -26) / Uy (2,9) (9() — w(x)) dady
_(B- 2G)/O (2, ) () — w(z) da

—(F — ZG)/O uz(x, —h)(p(r) —w(x)) de.

En utilisant la condition aux limites (9.30), I'égalité (9.60) devient

(9.61) (E - 26) / / iy (2, 9)(0(2) — w(x)) ddy
— / F(@)(p() — w(z)) da

—(F — QG)/O ug(z, —h)(p(r) — w(x)) dr.
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En combinant maintenant (9.59), (9.61) et (9.49), nous obtenons

(9.62) E//Q Uz (2, y) (Vo (2, y) — up(z,y)) dedy
+6 [ [ (wale) + ) () = (o) dady
+6 [ o)y (o.9) = vy (o) dody
+G /OL wy (2, —h) (@, —h) — ulz, —h)) do
+6 [ wnlo) )~ ) e

+(FE — 2G)/0 uz(x, —h)(pe(x) — wy(x)) dz

> (f,mv — u)y.

Ensuite, nous utilisons la condition (9.34) pour voir que

(9.63) G/O we(x)(Y(x, h) — u(z, h)) dx
= G//Q wy(x)(Yy(x,y) — uy(z,y)) dedy
+G/0 uy(z, —h)(¢Y(z, —h) — u(x, —h)) dx.

Puis, en substituant (9.63) dans (9.62) et en utilisant la définition (9.48) de 'opé-
rateur A, il en résulte que

(9.64) (Au,v—u)x + /0 ((E —2G)uy(z, —h) + p(z, —w(z)))(e(x) —w(x)) dx
> (f,mv—7u)y.

En outre, en écrivant

(9.65) (B = 2G)ua(z, —h) + p(z, —w(z)))(p(r) — w(z))

= ((E = 2G)us(w, =h) + p(z, —w(x)))(¢(z) — 9)

H((E = 2G)uq(x, =h) + p(z, —w(z)))(g — w(z))
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pour tout x € [0, L]. Donc, en combinant (9.33) et (9.47) avec (9.65), nous obtenons
(B = 2G)uy(x, =h) + p(z, —w(2)))(p(z) —w(z)) <0 Vael0,L]

et, par conséquent,

(9.66) /0 (E = 2G)uy(xz,—h) + p(z, —w(x)))(¢(x) — w(z))dz < 0.

La formulation variationnelle du Probléme P, s’obtient en rassemblant les in-
égalités (9.64) et (9.66).

Probléme Py, Trouver un champ de déplacements u € U tel que
(9.67) (Au,v —u)x > (f,7v —7u)y Vv eU.

L’unique solvabilité du Probléme Py, fait 'objet de la section suivante.

9.2 Existence et unicité de la solution

Dans cette section, nous présentons le résultat d’existence et d’unicité de la solution
du probléme variationnel Py

Théoréme 9.1. Sous les conditions (9.43) (9.46) le Probléeme Py, posséde une

solution unique uw € U.

Démonstration. Nous utilisons le Théoréme 1.26. Tout d’abord, notons qu’il est
facile de veérifier que U, définie par (9.47), est une partie convexe, fermée et non vide
de X. Ensuite, prouvons que A : X — X est un opérateur fortement monotone et
de Lipschitz. Pour cela, considérons les éléments u; = (ug, wq), s = (ug, ws), v =
(1, ) € X et utilisons la définition (9.48) de I'opérateur A et la condition (9.46)

pour obtenir que
(968) (Au1 A’U/Q, u, — ’U/Q

1
> min (E, 2G) // (uy — ug)? 2 ((ul — Ug)y + (w1 — w2)$)2> dzdy.
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En utilisant maintenant le fait que v € H'(£2)? et I'inégalité de Korn, nous déduisons
qu’il existe une constante positive cx > 0 telle que

1
//Q (2 + 5y + ¢a)?) dady > cx //Q (92 + 92 + 92 + @? + p2) dady.

Puis, en combinant cette inégalité avec les définitions (9.35) (9.37), nous obtenons

[ @2 50+ o) dudy > Gl

ol Ck est une constante strictement positive dépendant de cx et h. Ensuite, posons

v = u; — Uy dans cette inégalité pour trouver que

1 2 ~
// ((u1 — )2 + B ((u1 — Ug)y + (w1 — 'lU2>x) ) drdy > Cil|lur — usl/%.
%)
Combinons maintenant cette inégalité avec I'inégalité (9.68) afin d’obtenir que
(969) (A’U,l — 14’(1,27 u, — ’U,Q)X Z EK min (E, 2G)||'U,1 — ’U;Q“i

Il en résulte que A est un opérateur fortement monotone avec m = ¢k min (E, 2G).

D’autre part, en utilisant la définition (9.48), Uinégalité (9.39) et la condition
(9.46)(b), nous trouvons que

(Auy — Aug,v)x < (E+4G + L) [|ur — w2 x||v||x Vo e X.
Puis, en prenant v = Au; — Ausy dans cette inégalité, nous obtenons que

De cette inégalité, nous déduisons que A est un opérateur de Lipschitz avec M =
(E+4G + Ly).

Par ailleurs, en utilisant le Théoréme de représentation de Riesz, nous déduisons
qu’il existe un unique élément f € X tel que

(f.v)x = (f.m0)y VveX.

Le Théoréme 9.1 est maintenant une conséquence directe du Théoréme 1.26. [
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9.3 Un résultat de convergence

Dans cette section, nous étudions le comportement de la solution du Probléme Py,
lorsque 1'on introduit une perturbation dans les données. Dans ce qui suit, supposons
que les conditions (9.43) (9.46) sont vérifiées et notons par u la solution du Probléme
Py, obtenue dans le Théoréme 9.1. Pour tout p > 0, considérons respectivement d,,,
9o et f, = (g, f,) les perturbations de d, g et f satisfaisant les conditions (9.44)
(9.45) ainsi que les convergences suivantes :

(9.71) gp—g et d,—d lorsque p—0,
(9.72) f,—f dans Y lorsque p — 0.
Considérons également la perturbation U, de I'ensemble U définie par
9.73) U,={u=(v,w)e X : u(L,y) <d, et w(z)>g, p.p. (x,y) € 2}.
Nous considérons alors la perturbation suivante du probléme variationnel PJ,.
Probléme P;ilp. Trouver un champ de déplacements u, = (u,, w,) € U, tel que
(9.74) (Auy, v, —u,)x > (f,, ™0, —mu,)y Vv, €U,

Le Théoréme 9.1 montre que, pour tout p > 0, le Probléme P;ff posséde une
solution unique u, = (u,,w,) € U,. Par ailleurs, le comportement de cette solution
lorsque p tend vers zéro est donné par le théoréme de convergence ci-dessous.

Théoréme 9.2. Supposons que les hypothéses (9.71) (9.72) sont vérifiées. Alors la

. N Vv . N .
solution w, du Probleme P, converge vers la solution w du Probléme Py, i.e.,

(9.75) u, > u dans X lorsque p— 0.

La démonstration du Théoréme 9.2 sera réalisée en plusieurs étapes. Tout d’abord,
nous considérons, pour tout p > 0, le probléme intermédiaire qui consiste & trouver

un champ de déplacements u, = (u,,w,) € U tel que
(9.76) (Aw,, v —u,)x > (f,, v —mu,)y Vo e U.

En utilisant le Théoréme 9.1, nous déduisons que le probléme intermédiaire (9.76)
posséde une solution unique w, € U.
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Enoncons a présent le résultat de convergence faible suivant.

Lemme 9.3. Il existe une sous suite de la suite {u,}, encore notée {u,}, et un

élément u € U tels que

(9.77) u, ~u dans X lorsque p— 0.

Démonstration. Soit p > 0. Nous posons v = Ox dans (9.76) pour obtenir

(Aﬂpvap)X < (fpaﬂﬁp)y-

Ensuite, en utilisant la forte monotonie de l'opérateur A, 1'égalité AOx = Ox et la
propriété (9.41), nous obtenons que

~ Co
(9.78) lollx < 1F, 1y

Combinons maintenant la convergence (9.72) avec l'inégalité (9.78) pour déduire
qu’il existe une constante positive ¢ > 0, indépendante de p, telle que

(9.79) iy <.

Nous en déduisons que la suite {u,} C X est bornée. De ce fait, d’aprés le Théoréme
1.29, nous déduisons qu’il existe une sous suite faiblement convergente de la suite
{u,}, encore notée {u,}, et un élément u € X tels que

(9.80) u, —~u dans X lorsque p— 0.

Par ailleurs, notons que U est une partie convexe et fermée de I'espace X et,
de plus, {u,} C U. Alors, le Théoréme 1.25 implique que w € U, ce qui conclut la
démonstration. O

Nous poursuivons avec le résultat suivant.

Lemme 9.4. Nous avons l’égalité

(9.81) u=u.

Démonstration. Soit p > 0. Prenons v = u € U dans (9.76) pour obtenir que

(AT, @, — @) x < (£, 78, — T8)y-
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Ensuite, nous passons a la limite supérieure lorsque p — 0 dans cette inégalité et
nous utilisons les convergences (9.72), (9.80) et (9.42) afin d’obtenir que

lim sup (Au,, u, —u)x < 0.
p—0

Par conséquent, en utilisant cette inégalité avec (9.69), (9.70), la convergence (9.80),
nous déduisons de la Proposition 1.11 que A : X — X est un opérateur pseudomo-
notone et, de ce fait, nous avons que

(9.82) lim inf (A, @, - v)x > (AW G —v)x Voel.
P

D’autre part, en combinant U'inégalité (9.76) avec les convergences (9.72), (9.80)

et (9.42), nous obtenons que

(9.83) li{orgiglf (Au,,u, —v)x < (f,7u—7mv)y VYveUl.

Maintenant, nous combinons les inégalités (9.82) et (9.83) pour voir que
(Au,v —u)x > (f,7v — Tu)y Vv el

En outre, en prenant v = u dans cette inégalité et v = u dans (9.67) et en addi-

tionnant les deux inégalités obtenues, nous trouvons que
(Au — Au,u —u) <0.

De ce fait, il résulte de la forte monotonie de I'opérateur A que

u=u,

ce qui conclut la démonstration du Lemme 9.4. 0

Nous avons le résultat de convergence faible suivant.
Lemme 9.5. La suite {u,} converge faiblement dans X vers u lorsque p — 0.

Démonstration. Les Lemmes 9.3 et 9.4 montrent que toute sous suite faiblement
convergente de la suite {u,} C X converge vers I'unique solution u de I'inéquation
variationnelle (9.67). De plus, I'estimation (9.79) montre que la suite {u,} est bornée
dans X. Par conséquent, le Lemme 9.5 est une conséquence du Théoréme 1.30. [

188



Partie II Chapitre 9 Probléme de contact bidimensionnel élastique avec compliance
normale et contrainte unilatérale

Nous continuons notre analyse et nous démontrons la convergence suivante.

Lemme 9.6. La suite {u,} converge fortement dans X vers u, i.e.,

(9.84) u, —u dans X lorsque p — 0.

Démonstration. Soit p > 0. Nous prenons v = u € U dans (9.76) pour obtenir
(Au,,w, —u)x < (f,, Tu, — TuU)y.
Puis, en utilisant la forte monotonie de 'opérateur A, nous avons que
m |, —ulkx < (Ag, — Au, B, —u)x
= (Au,,u, —u)x — (Au,u, —u)x
< (fp,mNLp —1u)y — (Au,u, —u)y

Ensuite, en passant a la limite lorsque p tend vers zéro dans cette inégalité et en
utilisant les convergences (9.80), (9.72) et (9.42), nous trouvons que

|lw, —ul|x -0 lorsque p—0,

ce qui termine la démonstration du Lemme 9.6. [
Nous avons maintenant tous les ingrédients pour démontrer le Théoréme 9.2.

Démonstration. Soit p > 0. Nous définissons les opérateurs Ay : X — V et
Aw : X — W par les égalités

(9.85) (Avu, )y = // Uzthy dxdy + G// wy + W)Y, drdy,

(9.86) (Awu, ©)w =G // (uy + wy ), dedy — /Op( w)y da,

pour tous u = (u,w), v = (¢, ¢) € X. Notons qu’il est facile de montrer que les
opérateurs Ay et Ay sont linéaires et continus. De plus, en utilisant (9.48), (9.49)
et la notation " () = ¢ (-, h), nous obtenons que

(9.87) (Au,v)x = (Avu, ¥)v + (Awu, p)w

(9-88) (f, ™)y = (q, ¢h)L2(o,L) + (f;¢)r200,1)5
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pour tous u = (u,w), v = (¥, ) € X. Nous combinons maintenant (9.76), (9.87)
et (9.88) pour obtenir que

(9-89) (Avay, ¥ —u,)v + (Awt,, ¢ — W,)w
> (qp, V" — W) 120,0) + (for 0 — W) 1200y Vv =(4,9) €U
De plus, en combinant (9.74), (9.87) et (9.88), nous trouvons que
(9.90)  (Avu,, ¥, — up)v + (Aww,, 0, — wy)w
> (qpﬂﬂﬁ —up)r20,0) + (fpr 0p — Wp)r2(0.1) Vv, = (1, w,) € U,

Par ailleurs, nous utilisons respectivement les définitions (9.47), (9.73) des en-
sembles U et U, afin de voir que

(diup,@p) cU et (%ﬂp,wp) e U,.
p

d o : .
Par conséquent, prenons v = (d—up,wp) € U dans (9.89) et multiplions 'inégalité
p

d
obtenue par Ep pour obtenir que

~ d, . d,
(9.91) (Avap, uy = —2tp)v = (g, ulh — EpUZ)L?(o,L)-
) dp'v i
D’autre part, prenons v, = (Eup, wp) € U, dans (9.90) pour voir que
de dp~h h
(992) (A\/um Eup - up)V > (qpa Eu - up)LQ(O,L)'

En additionnant maintenant les inégalités (9.91) et (9.92), nous trouvons que
(Av’ljp — Av’u,p, Up — Ep ap)v 2 0.

Ensuite, en utilisant cette inégalité avec I'égalité (9.85), aprés quelques calculs, nous

trouvons que
(993) (Av’l’lp — Avup, ﬂp — up)v

- - d, dyl, - -
< (Ayu, — Ayu,,u, — _pup)v < MV‘l - Ep‘”up — | x|, x

d
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ou My est la constante de Lipschitz de 'opérateur Ay,.
En outre, nous prenons v = (ﬂp, 2wp) € U dans (9.89) et nous multiplions
g

p
I'inégalité obtenue par e pour obtenir que
g

~ gp ~ o ~
(994) (Aw'up, ’LUp — ?p'wp)w 2 (fp, ’LUp — ?pwp)Lz(O,L)'

9p

Ensuite, en posant v, = (up, —fﬁp) € U, dans (9.90), nous obtenons que
g

(9.95) (Awu,, %wp —wp)v = (f,, %{Dp — Wp)L2(0.L)-
Additionnons maintenant les inégalités (9.94) et (9.95) pour voir que
(Awi, — Away, w, — L@,)w > 0,
En combinant cette inégalité et la définition (9.86) de P'opérateur Ay, nous trouvons

(996) (Aw’ap — Awup, {EP — wp)W

< (Awu, — Awu,, w, — %wp)w < MW‘l - % |w, —w,|lx |, x

ou My, est la constante de Lipschitz de 'opérateur Ay .

Ensuite, en additionnant les inégalités (9.93) et (9.96), nous obtenons

(Avu, — Avup, i, —uy)v + (Awu, — Awu,, W, — wy)w
d

< (Mow |1 = 22] 4 by = 2| )i, — a5 x

Puis, en utilisant (9.87) et la forte monotonie de 'opérateur A, nous trouvons que

max (Mv, Mw)
m

[y — wpllx <

(- 2]+ - 4

En combinant maintenant cette inégalité avec l'estimation (9.79) et la convergence
(9.71), nous déduidons que

(9.97) |lw, —u,yl|x =0 lorsque p— 0.
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Enfin, en utilisant 'inégalité triangulaire
[, —ullx < lu, = w,llx +[Ju, —ullx
ainsi que les convergences (9.97) et (9.84), nous obtenons que
|u, —ul|x —0 lorsque p — 0,
ce qui termine la démonstration du Théoréme 9.2. U

Nous utilisons le Théoréme 9.2 pour déduire le résultat suivant.

Remarque 9.7. Le Théoréme 9.2 montre que 'application f — u(f) : Y — X
qui associée a tout élément f € Y la solution u = u(f) € X de linéquation
variationnelle (9.67) est faiblement-fortement continue, i.e.,
(9.98)

fo—f dans Y = wu(f,) —u(f*) dans X lorsque n — +oo.

En plus de lintérét mathématique dans le résultat de convergence (9.75), il est
important du point de vue mécanique, car il montre que la solution faible du Pro-
bléme Py dépend continiment des contraintes g et d ainsi que de la force f.

9.4 Un probléme de controéle optimal

Dans cette section, nous nous intéressons a4 un probléme de contréle optimal associé
au Probléme Py,. Pour cela, supposons que les hypothéses (9.43) (9.44) et (9.46)
sont vérifiées et notons par X X Y l’espace de Hilbert produit de X et Y muni
du produit scalaire canonique. Soient «, 3, v et 0 sont des constantes strictement
positives et soit ug = (ug, wp) € X un élément donné. Nous considérons ’ensemble
des paires admissibles Vg C X x Y défini par

(9.99) Vwu={(u,f)eUXxY : (Au,v —u)x > (f,7v —u)y Vv eU}.
Considérons également la fonctionnelle coit £ : X x Y — R définie par

(9.100)  L(u, f) = allu—uolly + Bllw — wollfy +YNallz20.r) + OlFI720.5),
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pour tous u = (u,w) € X et f = (¢, f) €Y.
Le probléme de controle optimal se formule de la maniére suivante.

Probléme Q. Trouver un couple (u*, f*) € Vaq tel que

(9.101) Lu* f*)= min L(u,f).
(U, f)EVaa

Un couple de fonctions (u*, f*) € V,4 satisfaisant (9.101) s’appelle paire optimale.
Nous avons le théoréme d’existence suivant, qui constitue le résultat principal de

cette section.

Théoéme 9.8. Sous les hypothéses (9.43) (9.44) et (9.46), le Probleme Q posséde
au moins une solution (u*, f*) € V,q.

Démonstration. Soit

(9.102) 0= inf L(u,f)eR
(U, f)eVaa

et soit {(w,, f,,)} C V.q une suite minimisante pour la fonctionnelle £, i.e.,

(9.103) lim L(w,, f,)=20.

n—-+00

Prouvons que la suite {f,} est bornée dans Y. Nous raisonnons par 'absurde et
nous supposons que {f,} n’est pas bornée dans Y. En passant a une sous suite,

encore notée {f,}, nous avons que
(9.104) | folly — +o0 lorsque n — +o0.

Nous utilisons maintenant la définition (9.100) et I'égalité f,, = (¢n, fn) pour voir
que
L(up, f,) = min (6,7) [ £y

Par conséquent, en passant a la limite supérieure lorsque n — +oo dans cette
inégalité et en utilisant la convergence (9.104), nous obtenons que

(9.105) lim L(u, f,) = +oo.

n—-+0o
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De (9.103) et (9.105), il vient que § = +o00, ce qui contredit I'hypothése (9.102).
Donc, nous concluons que la suite {f,} est bornée dans Y et, par conséquent,
nous utilisons le Théoréme 1.29 pour déduire qu’il existe une sous suite faiblement
convergente, encore notée {f, }, et un élément f* €Y tels que

(9.106) fo—f" dans Y lorsque n — +o0.

Supposons maintenant que u* est la solution de I'inéquation variationnelle (9.67)
pour f = f*, c’est-a-dire

u* U, (Au* v —u")x > (f", v — Tu")y Vv eU.
Par conséquent, il résulte de la définition (9.99) de I’ensemble V,; que
(9.107) (u*, £*) € Vaa.
En outre, en utilisant les convergences (9.106) et (9.98), nous avons que
(9.108) u, —u* dans X lorsque n — +oc.

Par ailleurs, notons qu’il est facile de montrer que la fonctionnelle £ est convexe
et semi-continue inférieurement sur X x Y et, par conséquent, il résulte de la Propo-
sition 1.20 qu’elle est faiblement semi-continue inférieurement. De ce fait, en utilisant

les convergences (9.106) et (9.108), nous déduisons que
(9.109) EI_I}_&IOIE L(wy, f,) > Lu", f).
De (9.103) et (9.109), il résulte que

6> L(u", fr).
De plus, (9.107) et (9.102) impliquent que

0 < L(u*, ).

Combinons maintenant ces deux derniéres inégalités afin d’obtenir que 1'égalité
(9.101) est satisfaite, ce qui conclut la démonstration du Théoréme 9.8. U
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Nous nous intéressons par la suite a la dépendance de la paire optimale (u*, f*)
par rapport aux données d et g. Pour ce faire, supposons que les conditions (9.43)
(9.44) et (9.46) sont vérifiées et considérons respectivement les perturbations d,, g,
de d, g satisfaisant la condition (9.44). De plus, considérons I'ensemble des paires
admissibles perturbé défini par

Vz/;d = { (up>f) € Up XY : (Aupavp - up)X 2 (.fyﬂ—vp —WUP)Y V’Up c Up},

ou U, est la perturbation de I’ensemble U donnée par (9.73).
Considérons également le probléme de controle optimal perturbé suivant.

Probléme Q7. Trouver un couple (u, f,) € Vi, tel que

(9.110) L(uy, )= min  L(u,, f).
(uP,f)GVZd
En utilisant le Théoréme 9.8, nous déduisons que, pour tout p > 0, le Probléme
Qr posséde au moins une solution (uj, f7) € V.. Par ailleurs, nous avons le résultat

de convergence suivant.

Théoréme 9.9. Soit {(u}, f,)} une suite de solutions du Probleme Q° et supposons
que la convergence (9.71) est satisfaite. Alors il existe une sous suite de la suite
{(u}, f7)}, encore notée {(u}, f7)}, et une solution (u*, f*) du Probleme Q, telles

que
(9.111) u, »u" dans X et f)—f" dans Y lorsque p— 0.

Démonstration. Soit p > 0 et notons uy = (u}, wy), f, = (g5, f;). Nous utilisons
la définition (9.100) pour voir que

(9.112) [|£515 = gy lIz20.0) + 15 12200

1 *112 2 1 * *
min(fy,d) (7‘|qp‘|L2(O,L)) + (5”fp||L2(O,L)) S mﬁ(uw p)‘

Puisque (u}, f7) est une solution du Probleme Qf, nous avons que

(9.113) I£715 < Llup, f)  V(u,, f) € Voy.

min(7, 6)
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En outre, puisque AOx = Ox, il résulte que u, = Ox est la solution du Probléme
732‘2” pour f, = Oy. D’autre part, utilisons (9.100) pour voir que

(9.114) L(0x,0y) < max(a, §) [Jug|[% -

Posons maintenant (u,, f) = (0x,0y) dans (9.113) et utilisons l'inégalité (9.114)
pour déduire que la suite {f}} est bornée dans Y. Par conséquent, en utilisant le
Théoréme 1.29, nous déduisons qu’il existe une sous suite faiblement convergente,

encore notée { f7}, et un un élément f* €Y tels que
(9.115) f,— f" dans Y lorsque p—0.

Notons par u* la solution du Probléme Py, pour f = f*. Donc, la définition (9.99)
implique que

(9.116) (u*, ) € Vg
et, de plus, le Théoréme 9.2 entraine que
(9.117) u, - u* dans X lorsque p— 0.

Montrons maintenant que (u*, f*) est une solution du probléme de controle
optimal Q. Pour ce faire, combinons les convergences (9.115), (9.117) et le fait que

la fonctionnelle £ est faiblement semi-continue inférieure pour obtenir que

(9.118) L(u*, ") < ligl_}glf L(u;, f)-

Ensuite, fixons une solution (u”, }*) du Probléme Q et notons par u, la solution
du Probléme P}/ pour f, = f* pour déduire que (ﬁp,f*) € V’,. En utilisant
Poptimalité de la paire (u}, f7) du Probleme Q°, nous obtenons que

Llub, f5) < L@, f) Yp>0.

Par passage a la limite supérieure lorsque p — 0 dans cette inégalité nous obtenons

(9.119) limsup L(u;, f,) < limsup L(u,, f ).
p—0 p—0
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Rappelons maintenant que @" est la solution du Probléme P),; pour f = f
et u, est la solution du Probléme P;ff pour f, = f*. Par conséquent, puisque la
convergence (9.71) est satisfaite, nous déduisons du Théoréme 9.2 que

u, —»u" dans X lorsque p— 0.

La continuité de la fonctionnelle u — L(u, }*) : X — R implique que

~ %

(9.120) lim £(a@,, f ) =L@, f ).
p—0
Nous combinons maintenant (9.118) (9.120) pour obtenir que

Llu, f) < L@, F).

~ %

D’autre part, puisque (", f ) est une solution du Probléme Q, I'inclusion (9.116)

implique que

~%

(9.121) L@ ) < Llur, £).

Combinons (9.120) et (9.121) pour voir que

L(u*, f*)=L(u" f).
Par conséquent, nous déduisons que
(9.122) (u*, f*) est une solution du Probléme Q.

Le Théoréme 9.9 est maintenant une conséquence de (9.115), (9.117) et (9.122). O

Le Théoréme 9.8 montre que le probléme de controle optimal Q posséde au
moins une solution optimale (u*, f*) € V,4. En outre, le Théoréme 9.9 prouve la
dépendance de cette solution par rapport aux perturbations des contraintes g et d.

197



Résultats de convergence pour les inéquations variationnelles et applications en
mécanique du contact

198



Chapitre 10

Probléme de contact viscoplastique
avec compliance normale et
contrainte unilatérale

Dans ce chapitre, nous considérons un probléme de contact quasistatique modélisant
le contact entre un corps viscoplastique et un obstacle assimilé & une fondation. Le
contact est décrit a I'aide d’une loi de compliance normale et contrainte unilatérale.
Ce chapitre est structuré en quatre sections. Dans la premiére section, nous présen-
tons la formulation forte du probléme mécanique ainsi que les hypothéses nécessaires
sur les données afin d’obtenir une formulation variationnelle. Dans la deuxiéme sec-
tion, nous démontrons un résultat d’existence et d’unicité de la solution du probléme.
La troisiéme section est consacrée a la méthode de pénalisation ; nous y démontrons
que la solution faible du probléme de contact avec compliance normale et contrainte
unilatérale peut étre approchée par la solution faible du probléme de contact avec
compliance normale, pour un paramétre de défomabilité de la fondation suffisam-
ment, petit. Dans la quatriéme section, nous prouvons un résultat de convergence
portant sur une perturbation de ’ensemble des contraintes. Les résultats présentés
dans ce chapitre font 'objet de larticle [15].
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10.1 Probléme mécanique et formulation variation-
nelle

Le cadre physique correspond a celui introduit dans la Section 5.2 ; pour rappel, nous
considérons un corps viscoplastique occupant un domaine borné 2 C R (d = 1,2, 3)
avec une frontiére réguliére lipschitzienne I partitionnée en trois parties mesurables
Iy, Iy et I3 telles que mes(I) > 0. Des tractions surfaciques de densité f, agissent
sur I et des forces volumiques de densité f, agissent dans (2. Nous supposons que
le corps est fixé sur I et I3 correspond a la zone de contact entre le corps et la

fondation.
La formulation forte du probléme mécanique est la suivante.

Probléme Q. Trouver un champ de déplacements u : 2 x Ry — R? et un champ
de contraintes o : 2 x R, — S? tels que

(10.1) o=C8e(u)+G(o,e(u)) dans 2 xRy,

(10.2) Dive+ f,=0 dans 2 xR,

(10.3) u=0 sur I} xRy,

(10.4) ov=f, sur Iy x Ry,
u, < g, 0y +p(u,) <0,

(10.5) sur I3 xRy,
(uy — g) (0, +p(u,)) =0 }

(10.6) o,=0 sur I3 x Ry,

(10.7) u(0) =ug, o(0)=09 dans {2

Afin de simplifier I’écriture parfois, nous ne signalons pas explicitement la dépen-
dance des différentes fonctions des variables et ¢. Nous décrivons maintenant les

différentes équations et conditions du Probléme Q.

D’abord, I’équation (10.1) représente la loi de comportement viscoplastique ou €
est 'opérateur d’élasticité et G est la fonction constitutive non linéaire du compor-
tement viscoplastique. Puis, (10.2) est 'équation d’équilibre. Ensuite, (10.3) (10.4)
sont respectivement les conditions aux limites de déplacement et de traction. Les
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relations (10.5) (10.6) représentent la condition aux limites de contact sans frotte-
ment de la loi de compliance normale et contrainte unilatérale ot ¢ > 0. Enfin, la
relation (10.7) constitue les conditions initiales oi ug est le déplacement initial et

o est la contrainte initiale.

Dans I’étude du Probléme Q nous utilisons les espaces () et V' définis respecti-
vement en pages 104 et 105. Par ailleurs, nous supposons que l'opérateur &£ et la
fonction G vérifient les conditions suivantes :

(((a) £: 2 xS?— §4.
(b) E(x,€) = (Eiju(x)er) pour tout € = (g5;) € SY, p.p. ¢ € 2.
(10.8) (¢) Eijir = Ejim = Emij € L>(12).
(d) Il existe mg > 0 tel que
E(x,7) - T>mel|T]? V7TeS! pp xel

(((a) G: 2 xS% xSt 4,
(b) Il existe Lg > 0 tel que
Hg(a}7 01, 51) - g<w7 , 01, 52)”
09) < Lo(los = o] + &1 ~ &al)
Voi,09,€1,62 €S p.p. x € (2.

(c) Lapplication & — G(x, 0, €) est mesurable sur (2,
pour tout o, e € S%.

| (d) L'application & — G(«, Oga, Oga) appartient a Q.

Nous supposons également que les densités des forces volumiques et des tractions

surfaciques ont la régularité
(10.10) o€ CR,: LX), £, € CR; LA(I)).

La fonction de compliance normale p satisfait

(((a)p: I3 xR —R,.
(b) Il existe L, > 0 tel que
Ip(x,71) — p(,m2)| < Ly 11 — 12
Vri,meR, p.p. xels.
(c) (p(x,71) — p(e,72))(r1 —72) 2 0
Vry, g € R p.p.x € [}
(d) p(x,r) =0 pour tout r <0, p.p.x¢€ I[;.

(10.11)

. (e) L'application & — p(x,r) est mesurable sur 5.
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De méme, nous supposons la condition de petitesse
(10.12) me > caly,

ol ¢ est la constante positive donnée par I'inégalité de trace (5.10).

Enfin, nous supposons que les données initiales vérifient
(1013) uy €V, oo € Q.

Maintenant, nous nous intéressons a la formulation variationnelle du Probléme
Q. Pour cela, nous introduisons un ensemble de déplacements admissibles U, deux
opérateurs A : V. — V P :V — V, une fonctionnelle j : Q X V x V — R et une
fonction f : R, — V définis par

(10.14) U={veV:v,<g pp. sur I3}

(10.15) (Au,v)y = (Ee(u),e(v))g Vu,velV,

(10.16) (Pu,v)y = / p(u,)v, da Vu,velV,
I3

(10.17) j(z,u,v) = (z,e(v))g + (Pu,v)y Vze@, Vuvel,

(10.18) (f(t),v)V:/ fot) - vde+ [ folt)-vda VveV, VteR,.
0 r

Supposons que (u, o) est un couple des fonctions suffisamment réguliéres qui
satisfait (10.1) (10.7). En intégrant la loi de comportement (10.1) et en utilisant la
condition (10.7), nous obtenons que

(10.19) o (t) = Ee(u(t)) + /t G(o(s),e(u(s)))ds+ oo — Ee(u) Vit eR,.

Afin d’établir la formulation variationnelle du Probléme O nous avons besoin au

résultat suivant.

Lemme 10.1. Supposons que les conditions (10.8) (10.9) et (10.13) sont vérifiées.
Alors, il existe un unique opérateur & : C(R; V) — C(Ry; Q) tel que, pour toutes
fonctions u € C(R; V) et o € C(Ry;Q), Uégalité (10.19) est satisfaite si et seule-
ment si ’égalité suivante est satisfaite :

(10.20) o(t) = Ee(u(t)) + Sult) VteR,.
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En outre, .7 : C(R; V) — C(Ry; Q) est un opérateur de mémoire, i.e., pour tout
n € N il existe s, > 0 tel que

t
(10.21) [ ui () = Lus(t)]q < Sn/ [wi(s) — ua(s)llv ds
0
Vuy, us € C(Ry; V), YVt € [0,n].

Démonstration. Soient u € C(R;V) et o € C(Ry;Q). En utilisant ’égalité
(10.19), nous avons que

(10.22) o (t) — Ee(u(t))
_ /0 G(o(s) — Ee(u(s)) + Ec(u(s)), e(u(s))) ds + oo — Ec(ug) ¥t € R,.
Considérons l'opérateur A : C(Ry; Q) — C(R,; Q) défini par
(10.23) AT(t) = /0 G(T(s) + Ee(u(s)),e(u(s)))ds + o9 — E(uy),

pour tout 7 € C(Ry; Q) et t € R,. Notons que 'opérateur A dépend de u mais,
par simplicité, nous ne mettons pas explicitement cette dépendance.

Soient 71, T2 € C(Ry; Q) et t € R,. En utilisant 1'égalité (10.23) avec la condi-

tion (10.9), nous obtenons que

[AT1(t) = AT5(1)

= | /0 G(T1(s) + Ee(u(s)),e(u(s))) ds + og — Ee(up)
—/0 G(Ta(s) + Ee(u(s)),e(u(s))) ds — oo + Ee(uo)|lq

< ILg / I71(5) — 72(5)lq ds.

Par conséquent, en utilisant le Théoréme 1.16, nous déduisons que 'opérateur /A
posséde un unique point fixe dans C'(R,;@), noté #u. Combinons maintenant
(10.23) avec I'égalité A(Su) = Su afin de déduire que 'opérateur .7 : C(Ry; V) —
C(R4; @) est défini par

(10.24) Lu(t) = /0 G(Lu(s) + Ee(u(s)),e(u(s))) ds + g — Ee(uy).
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En utilisant maintenant cette définition avec ’égalité (10.22), nous obtenons que
o(t) = Ee(u(t)) + L ul(t),

ce qui montre que I’égalité (10.20) est satisfaite.

Réciproquement, supposons que (u, o) satisfait (10.20). Alors, en combinant
(10.20) avec (10.24), nous déduisons que 1'égalité (10.19) est satisfaite.

Par suite, prouvons que . : C(R; V) — C(Ry; Q) est un opérateur de mémoire.
Soient uy,us € C(Ry; V), n € Net t € [0,n]. En utilisant la définition (10.24) avec
les conditions (10.8) et (10.9), nous obtenons que

| un(t) — Fus(t) o
SAl@wym@%vywwwa+dewn—gdw@»M)
T Lolle(ua(s)) — e(ua(s)) o ds

< Lg(1+ ||5HQOO)/0 [e(ui(s)) — e(ua(s))llqds
+Lg/0 |Lui(s) — Lus(s)|lgds

SKAWM@—W@M%+KAHYM®—YWMM%7

ol K est une constante positive dépendant de G et £. En utilisant maintenant le
Lemme de Gronwall (voir Lemme 1.28, page 29) afin d’obtenir que

|7 (t) = Fus(t)]lq < ’CG"'C/O [ua(s) = ua(s)llv ds,

ce qui montre que . : C(Ry; V) — C(R;;Q) est un opérateur de mémoire, i.e.,
il satisfait I'inégalité (10.21) avec s, = K e, ce qui termine la démonstration du
Lemme 10.1. U

Passons maintenant a la formulation variationnelle du Probléme Q. Pour cela,
nous utilisons 1'équation d’équilibre (10.2), la formule de Green (5.6) et la condition
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(10.4) afin d’obtenir que

/Q o(t) - (e(v) — e(u(t))) dz = /Q Folt) - (v — u(t)) dz

+ | fo(t) (v —wu(t))da +/ o(t)v-(v—u(t))da.
FQ F3
Puis, en utilisant la définition (10.18), nous obtenons que

(10.25)/9 o(t)- (e(v) —e(u(t)))de = (f(t),v —u(t))y +/F o(t)v - (v—u(t))da.
Nous avons que
ot (v—u(t) =o0,(t)(v, —u,(t) + o.(t) - (v: —u,(t)) p.p.sur I[;.

Donc, en utilisant 1'inégalité (10.25) avec la condition (10.6) pour voir que

(10.26) /Q o(t) - (e(v) — e(u(t)) dz = (F(t).v — u(t)y

+ /F o, (t) (v, — u, (1)) da.
Maintenant, nous écrivons 3
(1) (vy = u,(t)) = (0, (t) + p(us (1)) (v, — 9)
+ (00 (1) + plu, ())(g — un (1)) = p(uy () (v, — w,(t)) pp. sur I3.
D’aprés la condition de contact (10.5), nous déduisons que
0 (t)(vy — w,(t)) = —p(un(t))(vy — wy(t))  p.p. sur I}

et, en intégrant cette inégalité sur I3, nous avons que

/p o, (t) (v, —u,(t)) da > —/F p(u, () (v, — u,(t)) da.

En combinant maintenant cette inégalité avec I’égalité (10.26) et la définition (10.16),

nous obtenons que

(10.27) (o(1),e(v) —e(u(t))q + (Pu(l),v —u(t))v

> (f(t),v —u(t)y VveU
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Enfin, nous substituons 'égalité (10.20) dans I'inégalité (10.27) et nous utilisons
les définitions (10.14) (10.15), (10.17) pour obtenir la formulation variationnelle

suivante du Probléme Q.

Probléme QV. Trouver un champ de déplacements u : R, — U tel que

(10.28) wu(t) €U, (Au(t),v —u(t))y + j(Lu(t), u(t),v)

—J(Fu(t), u(t), u) = (f(t),v —ut))y Vvel,

pour tout t € R .

Notons que le Probléme QY représente une inéquation quasivariationnelle avec
opérateurs de mémoire. L’unique solvabilité de ce probléme fait 'objet de la section

suivante.

10.2 Existence et unicité de la solution

Dans cette section, nous présentons le résultat d’existence et d’unicité de la solution

du probléme variationnel QV.

Théoréme 10.2. Supposons que les conditions (10.8) (10.13) sont vérifiées. Alors

le Probleme QV posséde une solution unique u € C(R;U).

Démonstration. Nous utilisons le Théoréme 3.1 avec X =V, Z =Q et K =U.
D’abord, notons qu’il est facile de vérifier que U est une partie convexe, fermée et
non vide de V. Ensuite, prouvons que A est un opérateur fortement monotone et
de Lipschitz. En utilisant la définition (10.15) avec les conditions (10.8)(b)-(c) et
I'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous obtenons que

((Au — Av, w)y| < [|Ee(u) — Ee(v)l|olI€e(w)]lq

< d|[fllgellu —vlvlw|ly  Vu, v, weV.
Puis, en posant w = Au — Av dans cette inégalité, nous déduisons que

|Au — Av|ly < d||€]|q_llu —v|v VYu,veV.
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Ceci montre que A est un opérateur de Lipschitz, i.e., il satisfait la condition (3.3)(b)
avec M = d||€]|q..-

D’autre part, nous utilisons la définition (10.15) avec la condition (10.8)(d) pour
obtenir que

(10.29) (Au — Av,u —v)y = (E(e(u)) — E(e(v)),e(u) —e(v))g

>me ||lu—v|}, Yu,veV.
De (10.29), nous déduisons que A est un opérateur fortement monotone, ¢’est-a-dire,
il satisfait la condition (3.3)(a) avec m = meg.

Par ailleurs, il est facile de vérifier que pour tout z € @, u € V la fonctionnelle
j(z,u,-), définie par (10.17), satisfait la condition (3.4)(a). Considérons maintenant
z1, 29 € Q, Uy, Ug, v1, v2 € V. En utilisant la définition (10.17) avec la condition
(10.11)(b) et I'inégalité de trace (5.10), nous trouvons que

J(z1,u1,v2) — j(21, w1, v1) + j(22, U, v1) — J(22, Uz, V2)
= (z1,€(v2))q + (Puy, v2)v — ((21,€(v1))q + (Pu, v1)v)
+ (22,€(v1))q + (Puz, v1)y — ((22,€(v2))q + (Puz, v2)v)
= (21 — 2z2,€(v2) —€(v1))g + (Puy — Pug,va — 1)y
< lz1 = 2z2llollvr = vallv + Ly llur — ws|lv[lvr — valv-
Cette inégalité montre que la fonctionnelle j satisfait la condition (3.4)(b) avec v = 1

et 8 = c}L,. En outre, d’aprés la condition (10.12), nous déduisons que m > (3 ou

m = mg et § = c¢§L,, ce qui montre que la condition (3.7) est vérifiée.

D’aprés le Lemme 10.1, nous avons que . : C(R,; V) — C(R;; Q) est un opé-
rateur de mémoire, i.e., il satisfait la condition (3.5). Enfin, notons que la régularité
(10.10) implique que f € C(Ry; V), ce qui montre que la condition (3.6) est satis-
faite. Le Théoréme 10.2 est une conséquence directe du Théoréme 3.1. [

Soit w la solution du Probléme QY obtenue dans le Théoréme 10.2 et soit o
définie par (10.19). Notons que les propriétés (10.8) (10.9) des opérateurs £ et G
combinées avec la régularité de uw impliquent que o € C(R;; Q). En outre, soit ¢
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un élément arbitraire de C$°(£2)? et soit v = u + . Il est facile de voir que v € U
et, de ce fait, nous prenons successivement v = u + ¢ et v = u — ¢ dans (10.27),
puis nous additionnons les inégalités obtenues pour déduire que

((t).e(p))e = (Ft),p)v Yo (), VteR,.

Nous utilisons maintenant la définition (10.18) ainsi que la définition de 'opérateur

de divergence Div pour voir que
(Dive(t), )2y + (Folt), @)z =0 Yo e C(2)¢, VieR,.
En outre, en utilisant la densité de Pespace C5°(£2)? dans L?(£2)¢, nous obtenons
Dive(t) + fo(t) =0 dans 2, VieR,.

Par conséquent, en combinant cette égalité avec la régularité f, € C(R; L?(£2)%), il
résulte que Divo € C(R,; L?(£2)9) et, de ce fait, nous déduisons que o € C(R; Q).

Un couple de fonctions (u, o) qui satisfait (10.1) et (10.28) s’appelle solution
faible du probléme de contact Q. Nous concluons du Théoréme 10.2 que ce probléme
admet une solution faible unique, avec la régularité (u,o) € C(R.;U) x C(Ry; @Q1).

10.3 Meéthode de pénalisation

Dans cette section, nous complétons ’étude du probléme de contact Q en démontrant
un résultat de convergence basé sur la pénalisation de la contrainte unilatérale. Pour

cela, nous considérons le probléme de contact sans frottement suivant.

Probléme Q,,. Trouver un champ de déplacements w, : 2 x R, — R? et un champ
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de contraintes o, : 2 x Ry — S? tels que

(10.30) o,=¢E&e(u,)+G(o,e(u,)) dans 2 xRy,
(10.31) Dive,+ f, =0 dans 2 xR,
(10.32) u, =0 sur I3 x Ry,
(10.33) o =1Ff, sur  Ih x Ry,
(10.34) —0 = p(uu) + %p(uwj —g) sur I3 xRy,
(10.35) o, =0 sur Iy x R,
(10.36) u,(0) =uy, o0,0) =0, dans (2.

Ici, u,, représente la composante normale du champ de déplacements wu,, ainsi que
O, O, Teprésentent respectivement les composantes normales et tangentielles du
champ de contraintes o,. En outre, p est un parameétre positif qui peut étre inter-

prété comme un coefficient de déformabilité de la fondation.

Dans ce qui suit, supposons que les conditions (10.8) (10.13) sont vérifiées et
considérons 'opérateur G : V' — V' défini par

(10.37) (Gu,v)y = / p(u, —g)v,da Yu, veV.
I3

Notons que l'opérateur G posséde les mémes propriétés de 'opérateur défini par
(7.29) dans le Chapitre 7. Donc, nous déduisons du Théoréme 7.2 que G est un
opérateur de pénalisation, i.e., il satisfait la condition (3.8).

Pour tout x> 0, nous utilisons des arguments similaires & ceux utilisés dans la
Section 10.1 pour obtenir la formulation variationnelle suivante du Probléme Q,,.

Probléme Ql‘f. Trouver un champ de déplacements uw, : R, — V' tel que
1
(10.38) uu(t) €V, (Auu(t), v —wu(t))v + ;(Guu(t)7 v —w,(t))y

+ (L uu(t), u,(t), v) — j(FLu,(t), u,(t), u,(t))

> (f(t), v —u,(t))y Yo ev,
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pour tout t € Ry.

Le résultat principal de cette section est le théoréme suivant.

Théoréme 10.3. Supposons que les conditions (10.8) (10.13) sont vérifiées. Alors :
i) Pour tout > 0, le Probleme QL/ possede une solution unique u, € C(Ry; V).
ii) La solution du Probléeme QZ converge vers la solution du Probleme QV, i.e.,

(10.39) lw,(t) —u(t)|[y — 0 lorsque 1 — 0,

pour tout t € R,

Démonstration. Nous utilisons le Théoréme 3.2 avec X = V. Pour ce faire, en
utilisant le Théoréme 10.2, nous déduisons que A, j, . et f satisfont les conditions
(3.3) (3.6). De plus, le Théoréme 7.2 montre que G, défini par (10.37), est un opéra-
teur de pénalisation. Par conséquent, nous concluons que le Théoréme 10.3 est une
conséquence directe du Théoréme 3.2. U

En plus de l'intérét mathématique dans le résultat de convergence (10.39), il est
important du point de vue mécanique, car il montre que la solution faible du pro-
bléme de contact viscoplastique avec compliance normale et contrainte unilatérale
peut étre approchée par la solution faible du probléme de contact viscoplastique
avec compliance normale, pour un coefficient de déformabilité de la fondation suffi-

samment petit.

10.4 Un résultat de convergence

Dans cette section, nous complétons I’étude du Probléme Q' en considérant une
perturbation de I’ensemble des contraintes. Dans ce qui suit, nous supposons que les
conditions (10.8) (10.13) sont vérifiées et nous notons par w la solution du Probléme
Q" obtenue dans le Théoréme 10.2. Pour tout p > 0, considérons g, la perturbation
de g satisfaisant la convergence

(10.40) 9y — g lorsque p — 0.
Considérons également la perturbation de ’ensemble U défini par

(10.41) U={veV:vu,<g, pp sur I3}
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Ensuite, nous considérons le probléme variationnel perturbé suivant.

Probléme QZ. Trouver un champ de déplacements u, : R, — U, tel que
(10.42) wu,(t) € Up,  (Au,(t), v, — u,(t))v + (S u, (1), w,(t), vy)

_j(yul)(t)7 up<t)7 up(t)) Z (f(t>’vp - up(t))\/ V'Up € Up)
pour tout t € R,.

Le résultat principal de cette section est le théoréme suivant.

Théoréme 10.4. Supposons que les conditions (10.8) (10.13) sont vérifiées. Alors :
i) Pour tout p > 0, le Probléme Q)j posséde une solution unique u, € C(Ry;U,).
ii) De plus, si la condition (10.40) est vérifiée, alors la solution w, du Probléme

Q;/ converge vers la solution w du Probléme QV, i.e.,
(10.43) u, - u dans C(Ry;V) lorsque p — 0.

Démonstration. Soit p > 0. Nous utilisons le Théoréme 3.7 avec X =V, Z = @,
U= K et K, =U,. D’abord, pour établir la définition (3.19) nous considérons les
fonctions ¢() et d(-) définies par

(10.44) c(p) = % et d(p) =0.

Soit @ € V. Prenons deux éléments u et v de V tels que

Il est facile de voir que
u, < g si et seulement si v, <g,
et, par conséquent, nous avons que
uweU si et seulement si c(p)u+d(p)@ € U,

c’est-a-dire
Uy = c(p)U + d(p)6.
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Ceci montre que la condition (3.19) est satisfaite. Par ailleurs, il est facile de voir
que la condition (3.22) est vérifiée, i.e.,

Oy € Up.
D’autre part, en combinant (10.44) avec la convergence (10.40), nous déduisons que
clp) =1 et d(p)—0 lorsque p—0,

ce qui montre que la condition (3.20) est vérifiée.

En outre, il est facile de vérifier que la fonctionnelle j, définie par (10.17), satisfait
les conditions (3.23)(a) (b). Considérons maintenant z € @, u, vy, vy € V. Alors,
en utilisant la définition (10.17) avec la condition (10.11) et linégalite de trace

(5.10), nous obtenons que
7(2,u,v1) = j(2,u, )]
= [(z,e(v1))q + (Pu,v1)v — ((2,€(v2))q + (Pu, v2)v)]
= [(z,e(v1) — e(v2))q + (Pu, v1 — va)v|
< max(1, g Ly)([Izllq + lullv)vr — vallv.
Cette inégalité montre que la condition (3.23)(c) est vérifiée avec H(r) = max(1, ¢ L,)r.

Par conséquent, le Théoréme 10.4 est une conséquence directe du Théoréme 3.7. [

La convergence (10.43) est importante du point de vue mécanique, car elle montre
que la solution faible du probléme mécanique (10.1) (10.7) dépend contintiment de
la contrainte unilatérale ¢g; elle montre que des petites perturbations dans cette
contrainte entrainent des petites perturbations dans la solution faible du probléme

de contact sans frottement Q.
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Chapitre 11

Probléme de contact viscoélastique
avec compliance normale et
contrainte unilatérale

Dans ce chapitre, nous nous proposons d’étudier un probléme de contact quasista-
tique modélisant l'interaction entre un corps viscoélastique et une fondation. Le
contact est décrit a I'aide d’une loi de compliance normale et contrainte unilatérale.
Ce chapitre est composé de quatre sections. Dans la premiére section, nous présen-
tons la formulation forte du probléme mécanique ainsi que les hypothéses nécessaires
sur les données afin d’obtenir une formulation variationnelle. Puis, dans la deuxiéme
section, nous abordons la question de ’existence et 'unicité d’une solution faible.
Ensuite, dans la troisiéme section, nous démontrons un résultat de convergence por-
tant sur la perturbation de I'ensemble des contraintes. Enfin, dans la quatriéme
section, nous présentons une formulation variationnelle duale pour laquelle nous dé-
montrons des résultats d’existence, d’unicité, de convergence et d’équivalence. Les
résultats présentés dans ce chapitre ont fait 'objet d’une partie de 'article [80].
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11.1 Probléme mécanique et formulation variation-
nelle

Le probléme mécanique se formule de la fagon suivante.

Probléme R. Trouver un champ de déplacements u : 2 x R, — R? et un champ
de contraintes o : 2 x Ry — S? tels que

(11.1) o(t) = Ae(u(t)) + /0 B(t — s)e(u(s))ds dans f2,

(11.2) Dive(t) + fo(t) =0  dans {2,

(11.3) u(t) =0 sur  I7,

(11.4) o(t)v = fy(t) sur I,

(1L5) uy(t) < g, ou(t) +plu(t)) <0, } wr I,
(w,(t) = g) (00 (1) + p(un(t))) =

(11.6) o.(t)=0 sur  I3.

pour tout t € R,.

Partout dans ce chapitre, afin de simplifier la notation nous ne signalons pas explici-
tement la dépendance des différentes fonctions par rapport a la variable spatiale x.
Nous décrivons maintenant les équations et les conditions aux limites du probléme

mécanique K.

D’abord, I’équation (11.1) représente la loi de comportement viscoélastique a
mémoire longue ol A est I'opérateur d’élasticité et B est 'opérateur de relaxation.
Puis, (11.2) est I’équation d’équilibre ou f est la densité des forces volumiques.
Ensuite, (11.3) et (11.4) représentent respectivement les conditions aux limites de
déplacement et de traction ou f, est la densité des tractions surfaciques. Enfin,
les relations (11.5) (11.6) caractérisent la condition aux limites de contact sans
frottement avec la loi de compliance normale et contrainte unilatérale ot g > 0 et p

est une fonction donnée.

Dans I’é¢tude du Probléme R nous supposons que les opérateurs A et B vérifient
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les conditions suivantes :
(((a) A: 2 xS?— S
(b) Il existe L4 > 0 tel que
Az, e1) — Az, &2)|| < Laller — &2
Ve, e € Sd, p.p. x € (2.
(c) 11 existe m4 > 0 tel que

D (Al e1) = Alz.e2) - (€1 — £2) > mu ] — ol
v€1,€2 S Sd, pP-p- T € 0.
(d) L'application @ +— A(x,€) est mesurable sur (2,
pour tout € € S¢.
| (e) L'application & — A(z, 0s«) appartient a Q.
(11.8) BeCR:;Qu).

Par ailleurs, nous supposons que les densités des forces volumiques f, et des tractions
surfaciques f, ont la régularité

(11.9) o€ CR,: LX), £, € CR; LA(D)).
Nous supposons également que la fonction de compliance normale p satisfait

((a)p: I3 xR —R,.
(b) Il existe L,, > 0 tel que
Ip(@, 1) — p(,r2)| < Ly 11 — 12
Vri, o € R pp.xel;.
(11.10) (c) (p(x,r1) — p(x,12)) (11 —719) >0
Vri, o e€R, p.p. xels.
(d) p(x,r) =0 pour tout r <0, p.p.x € 3.
(e) L'application & +— p(a,r) est mesurable sur I,
pour tout r € R.

\

Enfin, nous supposons ’hypothése suivante :
(11.11) il existe €V telque (=v p.p. sur I3.

Pour plus des détails sur cette condition, nous renvoyons le lecteur a [49, 83].

Nous nous intéressons maintenant & la formulation variationnelle du Probléme R.
Pour cela, nous introduisons ’ensemble de déplacements admissibles U, les opéra-
teurs & : C(R; V) - C(R; V), P:V -V, A:V — Vetlafonction f: R, -V
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définis par
(11.12) U={veV : v,<g p.p. surlj},

(11.13) (Lu(t),v)y = </0 B(t — s)e(u(s)) ds,e('v))Q VueCRy;V), veV,

(11.14) (Pu,v)y = / p(uy)v,da  Yu,v eV,

I3

(11.15) (Au,v)y = (Ae(u),e(v))g + (Pu,v)y Vu,v eV,
(11.16) (f(t),'u)vz/ fot) - vde+ | fo(t)-vda VYoveV, VteR,.

Supposons que (u,o) sont des fonctions suffisamment réguliéres satisfaisant
(11.1) (11.6) et soient ¢t € R4, v € U. Nous effectuons des intégrations par par-
ties sur ’équation d’équilibre (11.2), puis nous utilisons la formule de Green (5.6),
I'égalité (5.5) et la condition (11.4) afin d’obtenir que

(11.17) /Q o(t)- (e(v) —e(u(t)) dr = /Q Fo(t) - (v —u(t)) de

[ £ - (0 — ult)) da+ / oo (£) (0 — 1y (1)) da.
I I3
Ensuite, nous utilisons la définition (11.16) pour voir que

/Q o(t) - (e(v) — e(ult))) dz = (£(t),v — u(t)y + / 0 (1) (v, — u, (1)) da.

I3

D’autre part, nous écrivons
(11.18) oy (t)(vy — wn(t)) = (0u(t) + p(uy(t)) — p(u (1)) (vy — (1))
= (0u(t) + p(uy (1) (vy — uy (1)) = plun(£)) (v — (1))
= (0u(t) + p(uy () (vy — g) + (0 () + p(un(t)) (g — uu(t))
= p(uy (1)) (vy — uy (1))
D’aprés la condition (11.5), nous avons que

(o, (t) + p(u,(t)(g —u,(t)) =0, et o,(t) +plu,(t) <0 p.p. sur I3.
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De plus, puisque v € U, il résulte que

(o, (t) + p(uy(t)))(v, —g) >0 p.p. sur I3

Par conséquent, nous déduisons de 'égalité (11.18) que

o,(t)(v, —u,(t)) > —p(u,(t)) (v, —u,(t)) p.p. sur I3

et, en intégrant cette inégalité sur I3, nous avons que

(11.19) /F o,(t)(v, — u,(t)) da > —/ p(u,(t)) (v, — u,(t)) da.

I3
Nous combinons maintenant les inégalités (11.17), (11.19) et la définition (11.14)
pour obtenir que
(11.20) (o(t),e(v) —e(u(t))q + (Pu(t),v —u(t))v

> (f(1),v —u(d))v.

Finalement, nous utilisons cette inégalité avec la loi de comportement (11.1) et
les définitions (11.12) (11.13), (11.15) afin d’obtenir la formulation variationnelle

suivante du Probléme R.

Probléme RY. Trouver un champ de déplacements uw : R, — U tel que

(11.21) u(t) e U, (Au(t),v—u(t))y + (FLu(t),v —u(t))y

> (f(t),v —u(t))y Voel,

pour tout t € R

Notons que le Probléme RY est formulé en termes de champ de déplacements.
Une fois que ce dernier est connu, on peut aisément déduire le champ de contraintes
a l'aide de la loi de comportement (11.1). Un couple (u,o) qui satisfait (11.1)
et (11.21) est appelé solution faible du probléme de contact viscoélastique sans
frottement K.
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11.2 Existence et unicité de la solution

Dans cette section, nous présentons le résultat d’existence et d’unicité de la solution

du probléme variationnel RY.

Théoréme 11.5. Supposons que les conditions (11.7) (11.10) sont vérifiées. Alors
le Probleme RY posséde une solution unique qui satisfait uw € C(Ry;U).

Démonstration. Nous appliquons le Théoréme 4.1 avec X = V et K = U.
D’abord, notons qu’il facile de vérifier que U est une partie convexe, fermée et
non vide de V. Ensuite, prouvons que A est un opérateur fortement monotone et de
Lipschitz. Pour cela, nous utilisons la définition (11.15) avec les conditions (11.7)(b),
(11.10)(b), I'inégalité de trace (5.10) et 'inégalité de Cauchy-Schwarz pour obtenir

|(Au — Av, w)y|
< [(Ae(u) — Ae(v),e(w))o| + |(Pu — Pv, w)y|
< [l Ae(u) — Ae(v)llolle(w)llq + L |(p(uy) = p(vn))wy | da
<(Lg+cLy) |lu—v|y|wlly Vu,v, weV.
En prenant maintenant w = Au — Av dans cette inégalité, nous obtenons que
|Au — Av|ly < (La+cily)||lu—vlly Yu,veV.

Il en résulte que A est un opérateur de Lipschitz, ¢’est-a-dire, il satisfait la condition
(4.2)(b) avec M = L4+ ¢ZL,.
D’autre part, nous utilisons la définition (11.15) avec les conditions (11.7)(c) et
(11.10)(c) pour trouver que

(Au — Av,u —v)y > myllu —v|; Vu,veV.
Nous en déduisons que A est opérateur fortement monotone, i.e., il satisfait la condi-
tion (4.2)(a) avec m = m4.

Soient uy, us € C(R; V), n € Nett e [0,n]. Alors, nous utilisons la définition
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(11.13) de l'opérateur . avec la condition (11.8) pour voir que
(Lui(t) — Lus(t),v)y

= ([ B setumisn as = [ B - et ds.ew),

t
< d max HB(T)HQOO/ [ui(s) = us(s)llv ds|vlly VoV
0

re[0,n]

Ensuite, en prenant v = Su,(t) — S us(t) dans cette inégalité, nous obtenons que

t
7w 0) = Fus(O)ly < d ma |50 [ llus(s) = us(s)v ds.
rel0,n 0

Cette inégalité montre que . est un opérateur de mémoire, c’est-a-dire, il satisfait

la condition (4.3) avec
n =d max ||B .

Enfin, nous utilisons la condition (11.9) pour déduire que f € C(R;V), i.e.,
la fonction f satisfait la condition (4.4). Par conséquent, nous déduisons que le
Théoréme 11.5 est une conséquence directe du Théoréme 4.1. O

11.3 Un résultat de convergence

Dans cette section, nous fournissons un résultat de convergence pour le Probléme
RY portant sur la perturbation de I'ensemble des contraintes U. Pour ce faire, Nous
supposons que les conditions (11.7) (11.11) sont vérifiées et, pour tout p > 0, nous
introduisons la perturbation U, de I’ensemble U définie par

(11.22) Uy={veV :v,<g, pp. surls},
ol g, > 0 est la perturbation de g satisfaisant la convergence suivante :
(11.23) 9y — g lorsque p — 0.

Ensuite, nous considérons la perturbation suivante du Probléme RV .
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Probléme RX. Trouver un champ de déplacements u, : Ry — U, tel que
(11.24) uy(t) € Up,  (Auy(t), v, — u,(t))v + (FLu,(t), v, — u,(t))v
> (F(t),v, —u,(t))v Vv, €U,

pour tout t € R,

Le résultat principal de cette section est le théoréme d’existence et d’unicité ainsi

que de convergence suivant.

Théoréme 11.6. Supposons que les conditions (11.7) (11.10) sont satisfaites.
Alors :

i) Pour tout p > 0, le Probléeme R:)/ posséde une solution unique vérifiant u, €
C(R+;U,).

ii) De plus, si les conditions (11.11) et (11.23) sont vérifiées, alors la solution wu,

du Probleme RX converge vers la solution uw du Probleme RV, i.e.,

(11.25) u, > u dans C(Ry;V) lorsque p — 0.

Démonstration. Soit p > 0. Nous utilisons le Théoréme 4.4 avec X =V, K =U
et K, = U,. Tout d’abord, nous introduisons I’ensemble U, défini par

U={veV:v, <0 pp.surls}.

Il est facile de vérifier que Uy satisfait les conditions (4.11)(a)-(c). De plus, les en-
sembles U et U, ont respectivement les décompositions

ot g =g¢, g, = g,¢ et ¢ est I'élément défini dans la condition (11.11). Nous en
déduisons que les ensembles U et U, satisfont respectivement les conditions (4.11)(d)
et (4.12)(a). En outre, nous utilisons la convergence (11.23) afin d’obtenir que

g,—4g dans V' lorsque p—0,

ce qui implique que la condition (4.12)(b) est vérifiée. Par conséquent, puisque les
conditions (4.2) (4.4) sont vérifiées (voir Théoréme 11.5), alors le Théoréme 11.6 est

une conséquence directe du Théoréeme 4.4. O
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La convergence (11.25) est importante du point de vue mécanique, car elle montre
que la solution faible du Probléme R dépend contintiment de la contrainte unilatérale
g; elle indique que des petites variations dans cette contrainte impliquent des petites
variations dans la solution faible du probléme mécanique de contact (11.1) (11.6).

11.4 Formulation duale

Notre objectif dans cette section est d’obtenir une seconde formulation variation-
nelle du Probléme R en termes du champ de contraintes, appelée formulation varia-

tionnelle duale. Dans ce qui suit, nous supposons que les conditions suivantes sont

vérifiées :

A € Qg et il existe my4 > 0 tel que
(11.26) A

A(x,e)-e >myel|> VeeS? pp. xe 2
(11.27) p(x,r) =0 VreR, pp.x € I3

En utilisant ces conditions ainsi que la définition (11.15), nous déduisons que 'opé-

rateur A s’écrit par
(11.28) (Au,v)y = (Ae(u),e(v))g Yu,veV
et, de plus, il est linéaire.
Ensuite, nous considérons l'opérateur .* : C(Ry; Q) — C(Ry; Q) défini par

Y*T(t):/OtB(t—s)T(s)ds Vre C(Ry;Q), teR,.

11 résulte de la condition (11.8) que .* est un opérateur de mémoire.

Afin d’établir la formulation variationnelle duale du Probléme RY nous avons
besoin au lemme suivant dont la démonstration est une conséquence directe du
Lemme 4.6 avec X = Q).

Lemme 11.7. Il existe un unique opérateur R* : C(Ry;Q) — C(Ry; Q) tel que,
pour toutes fonctions u € C(Ry; V) et o € C(Ry; Q), nous avons que

(11.29) o(t) = Ae(u(t)) + /tB(t —s)e(u(s))ds Vte Ry,
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si el seulement si
(11.30) e(u(t)) =A'o(t) + R'a(t) VteR,.

En outre, R* est un opérateur de mémoire.

En plus des résultats présentés dans le Lemme 11.7 nous rappelons que 'opéra-
teur R* est donné par

Rio(t) = /Ot B*(t — s)o(s)ds Vo e C(R;Q), teRy

ou B* € C(R;;Qy) représente le tenseur du fluage. Pour plus de détails, nous
renvoyons le lecteur & [70].

Pour tout ¢t € R, nous introduisons ’ensemble du champ de contraintes admis-
sibles X (t) défini par

(1131) X)) ={1€Q : (1,e(v) —€(9))e = (f(t),v—g)v VvelU},

ot g = g€ et ¢ est I’élément défini dans (11.11). Ensuite, nous considérons le pro-

bléme variationnel suivant.

Probléme RY,. Trouver une fonction o : Ry — Q tel que
(11.32) o) e X(t), (A'o(t),T—a(t))e+ (Ra(t),T—a(t)e

(e(g), 7 —a(t))e VTeX(),

\Y

pour tout t € R.

Nous appelons RY, la formulation variationnelle duale du Probléme R. Le lien
entre les problémes variationnels RY et RY, est donné par le théoréme d’équivalence
suivant qui représente le résultat principal de cette section.

Théoréme 11.8. Supposons que les conditions (11.8) (11.9), (11.11) et (11.26)

(11.27) sont vérifies. Alors les affirmations suivantes sont satisfaites :

i) Siw est une solution du Probléme RY vérifiant w € C(Ry; V), alors la fonction

(11.33) o(t) = Ae(uf(t)) +/t8(t— sle(u(s))ds  VteR,
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est une solution du Probléme RY, avec la réqularité o € C(Ry; Q).

ii) Réciproquement, si o est une solulion du Probleme RY, vérifiant o €
C(R1;Q), alors il existe une unique fonction uw € C(Ry; V) telle que I’égalité (11.33)
est satisfaite et, de plus, w est une solution du Probleme R .

Pour démontrer le Théoréme 11.8 nous avons besoin de quelques préliminaires.
D’abord, puisque mes(17) > 0, il résulte du Théoréme 5.3 que 'image de 'opérateur
de déformations € : V' — @, noté £(V), est un sous espace fermé de Q. C’est une
conséquence directe de I'égalité

(11.34) [ollv = lle(@)lle  VveV

Soit P: Q — e(V) Topérateur de projection sur (V) C @Q et notons que I'éga-
lité (11.34) montre que lopérateur € : V. — &(V) est inversible. Par suite, nous
définissons 'opérateur @: () — V par

Or=ec(Pr) V7eqQ.
Il en résulte que
(11.35) (OT,v)y = (1,e(v))g VreQ, vel
Ensuite, pour tout ¢ € R, nous définissons I'ensemble X(t) C V par
()= {TeV : To—gy>({fH)vo—gyv Voel},

ou Pensemble U est défini par (11.12). Utilisons cette définition avec la définition
(11.31) et Pégalité (11.35) pour déduire que

(11.36) TEX(E) = OTcX(t).

Nous passons maintenant a la démonstration du Théoréme 11.8.

Démonstration. i) Supposons que u est une solution du Probléme RY avec u €
C(Ry; V) et soit o la fonction donnée par (11.33). Considérons la fonction o €
C(R; V) définie par

(11.37) &(t) = Au(t) + Sult) VteR,,
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ou les opérateurs A et . sont respectivement définis par (11.28) et (11.13). Puisque
< est un opérateur de mémoire, nous déduisons du Lemme 4.6 qu’il existe un
unique opérateur de mémoire R : C(R;; V) — C(R4; V) tel que 'égalité (11.37) est

satisfaite si et seulement si
(11.38) u(t)=A"'o(t)+Ra(t) VteR,.
Soit t € R,. Nous utilisons le Théoréme 4.7 i) pour déduire que
a(t)e X(t), (A'elt),T—a(t))y+ (Ra(t),T—at)v

().

Nel

> (g, T-a(t))y VTe€

A

En substituant 1’égalité (11.38) dans cette inégalité pour voir que
(11.39) a(t) € X(t), T —ot),ul))y > (g,T—a(t)y VTe(t).

D’autre part, nous utilisons les égalités (11.37) et (11.33) ainsi que les définitions
(11.28) et (11.13) pour obtenir que

(11.40) (o(t),v)v = (a(t),e(v))g Vo eV.
Par conséquent, en utilisant le fait que o (¢) € X(t), nous déduisons que
(11.41) o(t) € X(t).

Soit 7 € X(t). Notons que I’équivalence (11.36) nous permet de prendre 7 =
O € Y(t) dans (11.39). En outre, nous utilisons (11.35) et (11.40) pour voir que

(T, u(®))v = (e(u(®), T)o:  (9,T)v = (e(9) T)e,
(@ (), ut))v = (e(u(t), o), (g.0(t))v = (e(g), o))
Substituons ces égalités dans I'inégalité (11.39) pour obtenir que
(11.42) (e(u(t), T —o(t))e = (e(g), 7 —a(t))o

Rappelons que I’égalité (11.33) combinée avec le Lemme 11.7 implique que ’égalité
(11.30) est satisfaite et, par conséquent, combinons (11.30) et (11.42) pour voir que

(11.43)  (A7o(t), T —o(t))g + (R'o(t), T —o(t))g > (e(g), T — o(t))o-
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Enfin, nous combinons (11.41) et (11.43) pour déduire que I'inégalité variationnelle
(11.32) est satisfaite, ce qui termine la premiére partie de la démonstration du Théo-
réme 11.8.

ii) Supposons que o est une solution du Probléeme RY, avec la régularité o €
C(R4; Q) et considérons la fonction € € C'(R,; Q) définie par
(11.44) et)y=Alot)+Ra(t) VteR,.
Soit ¢ € R,. Nous substituons (11.44) dans (11.32) pour voir que
(11.45) (e(t), T —oa(t)g > (e(g), T —0o(t))g Ve X(t).
Considérons maintenant un élément z € @ tel que
(11.46) (z,e(v))g=0 VvoelV.

Puisque o (t) € X(t), en utilisant cette égalité avec la définition (11.31) de I’ensemble
X(t), nous déduisons que o(t) £ z € X(t). De ce fait, prenons 7 = o(t) + z dans
(11.45) pour déduire que

(E(t), 2)q = (e(9), 2)q-
En utilisant cette égalité et (11.46), nous trouvons que €(t) — e(g) € e(V)++ ou le
symbole L indique le complément orthogonal dans Q. Par ailleurs, puisque (V') est

un sous espace fermé de (), nous avons que

Par conséquent, nous déduisons qu'’il existe un élément u(t) € V tel que €(t)—e(g) =
e(u(t)) et nous notons par u(t) = u(t) + g pour voir que

(11.47) e(t) = e(u(t)).
En combinant maintenant (11.44) et (11.47), nous obtenons que
(11.48) e(u(t)) =A'ot) +Ra(t)

et, en utilisant le Lemme 11.7, nous déduisons que I'égalité (11.33) est satisfaite.
Par ailleurs, 'unicité et la régularité de u sont des conséquences directes de (11.34)
et (11.48).
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Par la suite, nous prouvons que u est une solution du Probléme RY. Pour ce
faire, nous considérons la fonction o € C(R; V') définie par

(11.49) o= Au+ Su.
Alors, il résulte du Lemme 4.6 que
(11.50) u=A"e+Ro.

En outre, en utilisant 1’égalité (11.48), les définitions (11.28), (11.13) et 'égalité
(11.49), nous obtenons que

(11.51) (o(t),e(v))g = (a(t),v)v VveV.

Soit 7 € Y(t) et notons T = (7). Alors, il est facile de voir que 7 € X(¢). Nous
utilisons (11.45) et (11.47) pour voir que

(e(u(t)), T —o(t))q = (e(g), T — a(t))q-
Par conséquent, nous utilisons (11.51) et I’égalité 7 = e(T) pour déduire que
(u(t),T—o(t)v = (9.7 —a(t))v.
Combinons maintenant cette inégalité et I’égalité (11.50) pour voir que
(11.52) (A™'a(t) + Ro(t),T —a(t)v > (g, 7 — o (t))v.

D’autre part, puisque o est une solution du Probléme RY, il résulte que o(t) €
X(t) et donc, I'égalité (11.51) implique que

(11.53) &) € T(b).

Les relations (11.52) et (11.53) montrent que la fonction o € C(R4; V') est une solu-
tion de I'inéquation variationnelle (11.39). Donc, en utilisant (11.49) et le Théoréme
4.7 ii), nous déduions que u(t) satisfait I'inégalité (11.21), pour tout ¢t € R, , ce qui
conclut la deuxiéme partie de la démonstration du Théoréme 11.8. U

Le résultat d’existence et d’unicité de la solution du Probléme R} est donné par

le théoréme suivant.
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Partie II Chapitre 11  Probléme de contact viscoélastique avec compliance normale
et contrainte unilatérale

Théoréme 11.9. Supposons que les conditions (11.8) (11.9), (11.11) et (11.26)
(11.27) sont vérifiées. Alors le Probleme RY, possede une solution unique satisfaisant

o € C(Ry; Q).

La démonstration du Théoréme 11.9 est une conséquence directe du Théoréme
4.8 avec X = Q.

Il résulte du Théoréme 11.8 que si le champ de déplacements w est solution de
la formulation variationnelle primale R" et le champ de contraintes o est solution
de la formulation variationnelle duale R}, alors u et o sont reliés par la loi de
comportement (11.1). La paire (u, o) est appelée solution faible du probléme de
contact sans frottement R. Nous en concluons que ce probléme posséde une solution
faible unique.

Nous nous intéressons maintenant au comportement de la solution de la for-
mulation variationnelle duale RY, lorsque I'on introduit une perturbation dans la
contrainte unilatérale g. Pour tout p > 0, considérons g, la perturbation de g satis-
faisant la convergence

9o — g lorsque p — 0.

Considérons également, pour tout ¢t € R, la perturbation de X(t) définie par

Lt)={7€Q : (r,e(v,) —e(g,))q = (f(t),v, —g,)v Vv,€U,},
ou U, est 'ensemble défini par (11.22). Ensuite, nous considérons le probléme varia-

tionnel perturbé suivant.

Probléme R%p. Trouver une fonction o, : Ry — Q) tel que
ou(t) € Dy(t),  (AT'o,(t), Ty — ap(t))g + (R7a,(t). Ty — a,(t))q
> (e(9,),Tp—0o,(t))e VT, € Ly(t),

pour tout t € R.

En utilisant le Théoréme 4.9 avec X = @), nous déduisons que, pour tout p > 0,
le Probléme REP possése une solution unique vérifiant o, € C(R;; Q). En outre,
cette solution converge vers la solution de la formulation variationnelle duale R},
c’est-a-dire

o,— o dans C(R;;Q) lorsque p— 0.
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Résultats de convergence pour les inéquations variationnelles et applications en
mécanique du contact

Cette convergence montre que la solution du Probléme RY, dépend continiiment de

la contrainte unilatérale g.
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Résumé

Le sujet de cette these porte sur quelques résultats de convergence pour les inéquations varia-
tionnelles avec applications dans 1’étude des problémes aux limites décrivant le contact entre
un corps déformable et une fondation. La thése est composée de deux parties. Dans la pre-
miére partie, nous nous intéressons a l’analyse des inéquations quasivariationnelles, avec ou
sans opérateurs de mémoire, dans un espace de Hilbert. Nous prouvons plusieurs résultats de
convergence liés a la perturbation de I’ensemble des contraintes ainsi qu’a une méthode de péna-
lisation. Aussi, pour une classe d’inéquations quasivariationnelles avec opérateurs de mémoire
nous étudions une formulation duale pour laquelle nous présentons des résultats d’existence,
d’unicité et d’équivalence. La deuxiéme partie est consacrée a ’application de ces résulats abs-
traits dans I’étude de six problémes de contact pour des matériaux élastiques, viscoélatiques
et viscoplastiques, dans le cas statique ou quasistatique. Les lois de contact considérées sont
la loi de Signorini, la loi de contact avec compliance normale et contrainte unilatérale et la
loi de contact avec contrainte unilatérale et seuil critique. Enfin, nous étudions un nombre de
problémes de controle optimal associés aux certains modéles de contact. Pour ces problémes
nous obtenons des résultats d’existence et de convergence.

Mots clés : inéquation quasivariationnelle, opérateur de mémoire, loi de comportement élas-
tique, viscoélastique et viscoplastique, contrainte unilatérale, compliance normale.

Abstract

The topic of this thesis concerns some convergence results for variational inequalities with
applications in the study of boundary value problems which describe the contact between a
deformable body and a foundation. The thesis is divided into two parts. In the first part, we
are interested in the analysis of quasivariational inequalities, with or without history-dependent
operators, in Hilbert spaces. We prove some convergence results related to a perturbation of
the set of constraints and a penalty method, as well. Moreover, for a class of history-dependent
quasivariational inequalities we study a dual formulation for which we present existence, uni-
queness and equivalence results. The second part is devoted to applications of this abstract
results in the study of six contact problems with elastic, viscoelastic and viscoplastic materials,
both in the static or quasistatic case. The contact conditions we consider are the Signorini
condition, the normal compliance condition with unilateral constraint, the unilateral constraint
condition with yield limit. Finally, we study a number of optimal control problems associated
to some contact models. For these problems we provide existence and convergence results.

Keywords : quasivariational inequality, history-dependent operator, elastic, viscoelastic and
viscoplastic constitutive law, unilateral constraint, normal compliance.



