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�� ����������� ����� �� �������� ��� ���� ������� �� �������� ���� �� �����������

������� �� ���������� �� �������� �������������� ���� ����������� ���� �� ��������

�� ����������� ���� �� �������� ���� ������� ��� �� ������������ ��� ��������

�� ��������� �� ������� ��� ��� ����� ��� ���������� ��� � ����� � ������� �� �������

�� ����������

�



���������

���������

���� ����������� �� ������� ������ �� ����� Ω �� R
d �d = 1, 2, 3� �� ���� ������

��� �

Ω ����������� �� Ω ���� Rd�

Γ �� ��������� �� Ω �������� ����������

Γi ����� �� �� ��� ������ ��������� �� �� ��������� Γ �

���(Γ1) �� ������ �� �������� �d− 1� �������������� �� Γ1�

ν �� ������� �������� �������� � Γ �

vν , vτ ��� ����������� �������� �� ������������� �� ����� ��������� v�

σν , στ ��� ����������� �������� �� ������������� �� ����� ��������� σ�

C(Ω) �������� ��� ��������� ��������� ��� Ω�

Cm(Ω) �������� ��� ��������� ��������� ��� Ω ���� ��� �������� �������
�� ���� m ���� ��������� ��������� ��� Ω�

C∞
0 (Ω) �������� ��� ��������� ����������� �������������� ���� �������

������� ���� Ω�

Lp(Ω) �������� �� ���������

W k,p(Ω) �������� �� ��������

Hk(Ω) �������� W k,2(Ω)�

H
1

2 (Γ ) �������� �� ������� ������� 1
2
��� Γ �

H �������� L2(Ω)d� ����� ��������
�
v = (vi) : vi ∈ L2(Ω), 1 ≤ i ≤ d

�
�

Q ��������
�
τ = (τij) : τij = τji ∈ L2(Ω), 1 ≤ i, j ≤ d

�
�

H1 �������� H1(Ω)d� ����� ��������
�
v = (vi) : vi ∈ H1(Ω), 1 ≤ i ≤ d

�
�

Q1 ��������
�
τ ∈ Q : ��� τ ∈ H

�
�

V ��������
�
v ∈ H1 : v = 0 p.p. sur Γ1

�
�

Q∞ ��������
�
E = (Eijkl) : Eijkl = Ejikl = Eklij ∈ L∞(Ω), 1 ≤ i, j, k, l ≤ d

�
�

�
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��������� �� �������

���� X �� ������ �� ������� ���� � �� ������� ��� ��������� ��������� �

0X ��������� ���� �� �������� X�

I ����������� �������� ��� X�

(·, ·)X �� ������� �������� �� X�

� · �X �� ����� �� X�

xn � x �� ����������� ������ �� �� ����� {xn} ���� ��������� x ���� X�

xn → x �� ����������� ����� �� �� ����� {xn} ���� ��������� x ���� X�

������ Y �� Z ���� ���� ������� �� ������ ����� �� [0, T ] ��� �� ���������� �� ����� �

�� ���� ��� �

C([0, T ];Y ) �������� ��� ��������� ��������� �� [0, T ] � ������� ���� Y �

C(R+;Y ) �������� ��� ��������� ��������� �� R+ � ������� ���� Y �

L(Y ; Z) �������� ��� ������������ ��������� �� ��������� �� Y ���� Z�

L(Y ) �������� ��� ������������ ��������� �� ��������� �� Y ���� Y �

|| · ||C([0,T ];Y ) �� ����� �� C([0, T ];Y )�

|| · ||L(Y ;Z) �� ����� �� L(Y ;Z)�

���� ��� �������� f � �� ���� ��� �

���� f �� ������� �� f �

ḟ , f̈ �� ������� �������� �� ������� �� f ��� ������� �� ������

∂if �� ������� ��������� �� f ��� ������� � �� ���� ���������� xi�

∇f �� �������� �� f �

ε(f) �� ������ ���������� �� �������� �� f � ����� ε(f) = 1
2
(∇f + (∇f)T )�

����� ��������� �

S
d �������� ��� �������� ����������� �� ������ ����� ��� Rd�

0Sd ��������� ���� �� S
d�

�



���������

Id �� ������� �������� �� ������ ����� ��� Rd�

� · � �� ����� ����������� ��� Rd �� Sd�

PK ����������� �� ���������� ��� �� ������� ����� �� ��� ���� K�

�� A �� ����� �� ������� A�

��� A �� ���������� �� ������� A�

r+ �� ������ �������� �� r�

���� ������� ��������

��� �� �� ��������� ���

������ ������������ ���������������

��� �� ����� �����������

��� �� ����� �����������

��� ��� �� ������ �����������

��� ��� �� ������ �����������

�
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������ �

��������� �� ����������� ���� ���

����������� ���������������

����� ������ ��� ������ � ������� �� ��������� ��� ����������� ��������������������

���� �� ���� ���������� �� �������� ���� ��� ������� �� ������ ���������� �� ����

���� ��������� ��� ������� �� ���� ���� ������� ��� ��������� ��������� ����������

���� ����� ������ ����� ��� ��� �������� ������������ ��������� ������������� ��

��������� ��� ��������� ���� ���������� ��� �������� ���������� �� ���������� ���

������� �� ��������� ������������� ����� ���� ���������� �������� �������� ���������

��� ��������� ��������� ��� ���������� ��� ���������� ���������� ����������������

�� ����������� �� ������������ ����� ��� ��� ���������� �� �������� �������� ����

��������� �������� ���������� ����������� ��� ��������� �� ��������� �������� ��

���� ���������� ��� ��������� ����������� �� ��������� ���������� ��� ����������� ���

������������� ����������� �� �������� �� �������� ������ �� ���� ��������� ���������

�� ����� �� ��������� ���� ��������� �� �������� ��� �� �������� ���������������

��� ��������� �� � �� � ���� ���������� �� ������ ��������� ��� ���� �� �������� ��

������ �������� ��� ����� ���� ���������� �� �������� ����������� �� ��������� ��

��������� �������� ���� �������� �� ���������� �� �� �������� �� ������ ��������

��� ������� � ��� ������������ �� ���������� ��� ����������� �� ���� �������� ���

��������� �� ����������� ����� ��� �� ������� �� ������������� ��� ��������� ����

������ ���� �� �������� � ��� ������� ����������� �� ��������� ������� ��������

���� ������ ���� �������� ���� �������� �� �������� �� ����������� �� �� ��������� ��

�� �������� ����� ��� �� ���������� ��� ������� ��� ������������� ��� �������� ���

��������� �� ��� ��������� ���� ��������� ���� ��� ������� ���� ��� ����

��
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��� �� ��������� �� ������� �� ����� ������ �� ���� ��� ���� ����� �� ��������� ����

�� ������� �������� ��� ������� ��������� ������������� ����� ����� ������ ��� ���

����������� ��������������� ������������ �� �������� ��� ������� �� ����� ���������

���� �� �������� �������� ���� ������������ ��� ������� ������������ ������ ��� ��

���������� �� ����� �� � ������� ���� �� ������ �� ������ ����� ���� �� �������� ����

����� ���� ��������� �������� ��������� ������������� ��� ��� ���������� ����������

��������������� �� ��� ���������� ��� ���������� �� ����������� ����� ���� ������

������� ��� ������� ������������ �� ������������ �� �� ������� �� ���� �� �������

�������� ��������� ���� �� ��������� �������� ���� ������� �� ����� �������� ���

����� ��������� ������� �� ���� ���������� ��� ���������� ��������� ��� ��� ���������

�� ��� ��������� ��������� �������� ���� ���������� �������� ��������� ����������� ��

��������� �� �� �������� ���� ��� ����������� ��������������� ����������� �� ��������

�� �������� ������ �� ���� ��������� �� ����� �� ��������� ����� ���� ����������

�� �������� �������������� ���� ���� ����� ������ ���� �� �������� ������ �� �����

������

��



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

��� ������� �� ��������� � ������� ������������

���� ����� �������� ���� ��������� ��� ���������� ��������� ��� ��� ������� ����������

��� ��������� ������� ��� �� ���������� �� ����� �� � ������� ���� �� ������ ��

������ �����

��� ������� C([0, T ];X)� ������ 0 < T < ∞ �� (X, � · �X) �� ������ �� ������

����� ���� ������ ��� C([0, T ];X) �������� ��� ��������� ��������� ������� ��� [0, T ]

� ������� ���� X� �����

C([0, T ];X) = {v : [0, T ] → X : v ��� ��������}.

�������� C([0, T ];X) ��� �� ������ �� ������ ���� �� �� ����� �������� �

�v�C([0,T ];X) = max
t∈[0,T ]

�v(t)�X .

���� ��� ������ K ⊂ X ���� ��������� �� �������� C([0, T ];K) ��� �� ��������

���������� ��� ��������� ��������� ������� ��� [0, T ] � ������� ���� K� ��� ���������

���� ��������� �� �������� C([0, T ]) ���� �������� ��� ��������� ��������� � �������

������� ������� ��� [0, T ]� ����� C([0, T ]) = C([0, T ];R)�

��� ������� C(R+;X)� ���� (X, � ·�X) �� ������ �� ������ ����� ���� ������ ���

C(R+;X) �������� ��� ��������� ��������� ������� ��� R+ � ������� ���� X� �����

C(R+;X) = {v : R+ → X : v ��� ��������}.

�������� C(R+;X) ���� ���� �������� ������������� ����� �� ������ �� ��������

������������� �� ������ �������� ������� ���� �� ��������� ��� ������ ��� ��� �������

����������� �� ��������� �� ���� ������� ���� ���� �� ������� ���������� �����

������������� �� ������� ������ �� ������� � ���� ���� ��� ��������

��� ��������� �� ����������� ����� ����� {xk} ���� �� ������� x ���� ��������

C(R+;X) ��� ������� ���

�����





xk → x dans C(R+;X) lorsque k → ∞ si et seulement si

max
r∈[0,n]

(�xk(r)− x(r)�X) → 0 lorsque k → ∞, pour tout n ∈ N.

��������� ���� �� ����� {xk} �������� ���� �� ������� x ���� �������� C(R+;X) ��

�� ��������� �� �� ����� {xk} �������� ���� �� ������� x ���� �������� C([0, n];X)

���� ���� n ∈ N�

��



������ � �������� � �������������

��� ���������� ��� ���������

����������� ���������� �� ������ �� ������� X ���� �� ������� �������� (·, ·)X ��

�� �� ����� �������� � · �X �

��������� ���� �� ��������� A : X → X ��� ��� �

(1) ��������� ��

����� (Au− Av, u− v)X ≥ 0 ∀u, v ∈ X;

��� ����������� ��������� ��

����� (Au− Av, u− v)X > 0 ∀u, v ∈ X, u �= v;

��� ��� ��������� ��

����� �Au− Av�X ≤ �u− v�X ∀u, v ∈ X;

��� ��������� ��������� ���� ������ m > 0 ��� ���

����� (Au− Av, u− v)X ≥ m�u− v�2X ∀u, v ∈ X;

��� �� ���������� ���� ������ M > 0 ��� ���

����� �Au− Av�X ≤ M �u− v�X ∀u, v ∈ X;

��� ������������ �� ���� ����� ����� {αn} ⊂ R ����� ��� αn → α� ���� �����

����� (A(u+ αnv), w)X → (A(u+ αv), w)X ∀u, v, w ∈ X;

��� �������� ��

����� un → u ���� X =⇒ Aun → Au ���� X.

�� ��������� �� ��������� ���� ���� ����� �� �������� ��������

�������� ���� ������ ��� �

1) ���� ��������� ��������� �������� ��� �������� �� ����� ����������� ���������

2) ���� ��������� �� ��������� ��� ��������

��
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��������� �� �������

3) ���� ��������� ������� ��� ������������

4) ���� ��������� ��� �������� ��� �� ��������� ���� �� ��������� M = 1�

���� ��� ���������� ��������� ��������� �� �� ��������� ���� ����� �� ��������

����������� �� ��������� ��������

�������� ���� ���� A : X → X �� ��������� ��������� �������� �� �� ����������

������ ���� ���� f ∈ X �� ������ �� ������ ������� u ∈ X ��� ��� Au = f �

�� �������� ��� ������ ��� ���� ��������� A : X → X ��������� ��������

�� �� ��������� ����� ��� �� ������ �� ������� ��� ����������� ��� ���������� �� ���

�������� ���� A−1 : X → X� ���� ������� ��� �� ����������� ���������

����������� ���� ���� A : X → X �� ��������� ��������� �������� �� �� ����

������� ������ ��� ������� A−1 : X → X ��� ����� �� ��������� ��������� ��������

�� �� ����������

��� �������������� �� �������� ��� �� �� �� ����������� ��� ������� ���� �����

���� ���� �� ��������� �����

���� ���������� ��� �� ����� ��� ���������� �� ���������� ��� ����������� ���

������ ���������� ������������ ��� ��������� ������ ���� ��� ������� �� ��������

�������� ���������� ��� �� �������� ����������� �� ��������� ��������

�������� ���� ���� K �� ���� �������� ������ ������� �� ��� ���� �� �������� ��

������� X� ������ ���� ���� f ∈ X �� ������ �� ������ ������� u ∈ K ��� ���

����� �u− f�X = min
v∈K

�v − f�X .

�� ������������� �� �� �������� ����� ���� ���� ��������� �� �������� ���

�������� �� ��������� ���������

��������� ���� ���� K �� ���� �������� ������ ������� �� ��� ���� �� �������� ��

������� X� ������ ���� ���� f ∈ X ��������� u ∈ K ��� ��������� (1.9) ��� ������ ��

���������� �� f ��� K �� �� ��� ���� ��� PKf � ��� ��������� ����������� PK : X → K

��� ������ ����������� �� ���������� ��� K�

��



������ � �������� � �������������

�� ��������� �� ��������� ���� ���� ��������� ���

������ f = PKf ⇐⇒ f ∈ K.

��������� ���������� �� ��������������� �������� ��� ���������� �� �����������

����������� ���� ������ f ∈ X �� K �� ���� �������� ������ ������� �� ��� ����

�� �������� �� ������� X� ������ u = PKf �� �� ��������� ��

������ u ∈ K, (u, v − u)X ≥ (f, v − u)X ∀ v ∈ K.

�������� ���� ��������� �� ����������� ��� ���� ������� �� �������� ��������

����������� ���� ���� K �� ���� �������� ������ ������� �� ��� ���� �� ��������

�� ������� X� ������ ����������� �� ���������� PK : X → K ��� ��� �������� ��

��������� �����

�PKu− PKv�X ≤ �u− v�X ∀u, v ∈ X;������

(PKu− PKv, u− v)X ≥ 0 ∀ u, v ∈ X.������

�������������� ������ u, v ∈ X� �������� �� ��������� �� ��������� �� �� ����������

������� ���� �����

(PKu, PKv − PKu)X ≥ (u, PKv − PKu)X ,������

(PKv, PKu− PKv)X ≥ (v, PKu− PKv)X .������

�������� ���� ������������ ��� ���������� ������ �� ������ ���� ���� ���

(PKu− PKv, PKv − PKu)X ≥ (PKv − PKu, u− v)X

��� ��� �����������

������ 0 ≤ �PKu− PKv�2X ≤ (PKu− PKv, u− v)X .

����� ��������� ������ ��� PK : X → K ��� �� ��������� ��������� ����� �� ���������

������ ��� �����������

��



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

������� ����� �� ��������� ����������� ������ �� ����������� �� ��������������� ����

�������� ���

�PKu− PKv�2X ≤ �PKu− PKv�X�u− v�X ,

������������

������ �PKu− PKv�X ≤ �u− v�X .

���� �� ��������� ��� PK : X → K ��� �� ��������� ��� ��������� ����� �� ���������

������� �� ������ �� ������� ���� ��������� �� ������������� �� �� ����������� �����

���� ������������ � ������� �� ������ ������������ �� �������������

��������� ���� ���� K �� ���� �������� ��� ���� �� �������� �� ������� X� ������

�� ��� ��� G : X → X ��� �� ��������� �� ������������ ��� K �� ��� ����������

��������� ���� �������� �

������





(a) (Gu−Gv, u− v)X ≥ 0 ∀u, v ∈ X.

(b) Il existe L > 0 tel que
�Gu−Gv�X ≤ L �u− v�X ∀u, v ∈ X.

(c) (Gu, v − u)X ≤ 0 ∀u ∈ X, v ∈ K.

(d) Gu = 0X �� �� ��������� �� u ∈ K.

�� ������� ����������� �� ������������ ������� ���� ����� ����� ��� ����� ��� ��

����������� ��������� ��� ������ ��� ���� �� ��� ��� ��������� ������ �������� ��

��� ����� �� ������ �������� �� ���� �����������

����������� ����� ���� K �� ���� �������� ������ ������� �� ��� ���� �� ��������

�� ������� X �� ���� ����������� G ����� ���

������ Gu = u− PKu ∀u ∈ X,

�� PK : X → K ��� ����������� �� ���������� ��� ���������� K� ������ G ��� ��

��������� �� ������������� ���� ������������ ����������� G ��������� ��� ����������

��



������ � �������� � �������������

��������� �

(Gu−Gv, u− v)X ≥ 0 ∀u, v ∈ X,������

�Gu−Gv�X ≤ 2 �u− v�X ∀u, v ∈ X,������

(Gu, v − u)X ≤ 0 ∀u ∈ X, v ∈ K,������

Gu = 0X �� �� ��������� �� u ∈ K.������

�������������� ������ u, v ∈ X� �������� ���� ��������� �� ��������� ������ ����

������� ���

(Gu−Gv, u− v)X = ((u− PKu)− (v − PKv), u− v)X

= �u− v�2X − (PKu− PKv, u− v)X .

����� �� ��������� ����� ��������� �� ����������� �� ��������������� ���� ��������

(Gu−Gv, u− v)X ≥ �u− v�2X − �PKu− PKv�X�u− v�X .

�� ��������� ���������� ����� ��������� ���� �� ��������� ������ �� ����������� ��

����������� ���� ��������� ���

(Gu−Gv, u− v)X ≥ 0,

�� ��� ������ ��� ����������� G ��������� �� ��������� �������

���� ��������� � ������� �� ��������� ������ ���� �� ��������� ������ ���� �������

�Gu−Gv�X = �(u− PKu)− (v − PKv)�X

= �(u− v) + (PKv − PKu)�X .

≤ 2 �u− v�X .

���� ��������� �� ����� ��������� ��� �� ��������� ������ ��� ��������

�������� ������� u ∈ X �� v ∈ K� ����� PKv = v� �� ��������� �� ��������� �������

���� �������� ���

(Gu, v − u)X = (u− PKu, v − u)X������

= (u− PKu, v − PKu)X + (u− PKu, PKu− u)X .

��



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

��� ��������� �� ��������� �� ��������� ������� ���� ����� ���

(u− PKu, v − PKu)X ≤ 0.

�� ��������� ���������� ����� ��������� ���� ��������� ������� ���� �������� ���

(Gu, v − u)X ≤ (u− PKu, PKu− u)X = −�u− PKu�2X ≤ 0.

���� �� ��������� ��� �� ��������� ������ ��� �����������

����������� ������ ��� �� ��������� ������ ��� ��� ����������� ������� �� �������

������� ������� �� ��� ������� �� ������������� �� �� ����������� ����� �

������� ���������� � ��� ����� ������ ������������ ��� ��������� ��� ���� ��������

���� ����� ������

����������� ����� ������ (X, (·, ·)X) �� ������ �� ������� �� A : X → X ��

��������� �������� �� ������������ ��������� ��� �� ����� {un} ⊂ X ��������

���������� ���� ��������� u ∈ X� ������������

������ un � u ���� X ������� n → +∞.

�� ������ ��������� ���

������ lim sup
n→∞

(Aun, un − u)X ≤ 0.

������ ���� ���� v ∈ X� ����������� �������� ��� ���������� �

������ lim inf
n→∞

(Aun, un − v)X ≥ (Au, u− v)X .

�������������� ���� ��������� �� ��������� ����� �� ����������� A ���� ���� ���

(Aun, un − u)X ≥ (Au, un − u)X ∀n ∈ N.

�� ��������� �� ������� � �� ������ ���������� ���� ����� ��������� ������� n → +∞
�� �� ��������� �� ����������� ������� ���� ��������

lim inf
n→∞

(Aun, un − u)X ≥ 0.

��



������ � �������� � �������������

�������� �� ��������� ����� ��������� �� ����������� ������� ���� �������� ���

������ lim
n→∞

(Aun, un − u)X = 0.

������� ���������� v ∈ X� θ > 0 �� ������ w = (1− θ)u+ θv� ���� ��������� ��

��������� ����� ���� ���� ���

(Aun − Aw, un − w)X ≥ 0 ∀n ∈ N,

�� ��� �������� ���

������ (Aun − Aw, un − u+ θ(u− v))X ≥ 0 ∀n ∈ N.

���� �������� ������ ���� �� �����

(Aun, un − u)X + θ(Aun, u− v)X

≥ (Aw, un − u)X + θ(Aw, u− v)X ∀n ∈ N.

�� ������� � �� ������ ���������� ���� ����� ��������� ������� n → ∞� �� ��������� ��
����������� ������ �� �� �������� ����������� ������� ��� θ� ���� �������� ���

lim inf
n→∞

(Aun, u− v)X ≥ (Aw, u− v)X

��� ��� �����������

������ lim inf
n→∞

(Aun, u− v)X ≥ (A(u+ θ(v − u)), u− v)X .

�������� ���� ������� � �� ������ ���� ������ ������� θ → 0 �� ���� ��������� ��

��������� ����� ���� ���� ���

������ lim inf
n→∞

(Aun, u− v)X ≥ (Au, u− v)X .

�� ������ ���� ��������

(Aun, un − v)X = (Aun, un − u)X + (Aun, u− v)X ∀n ∈ N.

����� ���� ������� � ������ ���������� ������� n → +∞ ���� ����� ������� �� ����

��������� �� ����������� ������ ���� ������� ���

lim inf
n→∞

(Aun, un − v)X = lim inf
n→∞

(Aun, u− v)X .

��



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

����� ���� ��������� ����� ������� �� ����������� ������ ��� ��������� ���

lim inf
n→∞

(Aun, un − v)X ≥ (Au, u− v)X ∀ v ∈ X,

�� ��� ������� �� ������������� �� �� ����������� ����� �

��������� ����� �� ��������� A : X → X �������� �� ����������� ��� ���

(1.25) �� (1.26) ���������� (1.27) ��� ������ �� ��������� ���������������

���� ���� ����� �������� ���� ������������ ��� ���������� �� ������� ��� ������

�������� ���� ������� ��� ����������� ��������������� ���� ����� ��������

��������� ����� ������ (X, � · �X) �� (Y, � · �Y ) ���� ������� ���������� �������
�� ��������� S : C(R+;X) → C(R+;Y ) ��� ��� �� ��������� �� ������� �� ����

���� n ∈ N �� ������ sn > 0 ��� ���

�S u1(t)− S u2(t)�Y ≤ sn

� t

0

�u1(s)− u2(s)�X ds������

∀u1, u2 ∈ C(R+;X), ∀ t ∈ [0, n].

��������� ��� ��� ��� ���������� �� ������� ��� ��� ���������� ���� ����� ���

���� ��� ���� ����������� ������ ����� ��� ������� ���� ����� ����� ���� ��������� ��

�������� S v(t) ���� �� ������ �� �� �������� S v �� ����� t� ����� (S v)(t) = S v(t)�

���� ���������� ���������� ���� �������� ������������ �� ��������

������� ����� ���� (X, � · �X) �� ������ ��������� ����� �� ���� u0 ∈ X� ������

������ ����������� S : C(R+;X) → C(R+;X) ����� ���

������ S v(t) =

� t

0

v(s)ds+ u0 ∀ v ∈ C(R+;X), ∀ t ∈ R+.

���� ���� u1, u2 ∈ C(R+;X)� ���� �����

�S u1(t)− S u2(t)�X ≤
� t

0

�u1(s)− u2(s)�X ds.

��� ����������� ����������� (1.32) ��� ���������� ���� sn = 1� �� ��� ������ �� �������

��� S ��� �� ��������� �� ��������

��



������ � �������� � �������������

������� ����� ������ (X, � · �X) �� (Y, � · �Y ) ���� ������� ���������� ������ ��
���� K ∈ C(R+;L(X;Y )) �� ��������� ������ ����������� ����������� �� ��������

S : C(R+;Y ) → C(R+;X) ����� ���

S v(t) =

� t

0

K(t− s)v(s)ds ∀ v ∈ C(R+;Y ) ∀ t ∈ R+.

������ ���� ���� u1� u2 ∈ C(R+;Y )� ���� �����

�S u1(t)− S u2(t)�X ≤
� t

0

�K(t− s)�L(X;Y )�u1(s)− u2(s)�Y ds

≤ max
t∈[0,n)

�K(t− s)�L(X;Y )

� t

0

�u1(s)− u2(s)�Y ds.

�� ��� ���� �� ��������� ���S ��� �� ��������� �� �������� ��� �� ������ �����������

(1.32) ���� sn = max
t∈[0,n)

�K(t− s)�L(X;Y )�

���� ����������� ���� �� �������� �� ����� ��� �����������

�������� ����� ���� (X, � · �X) �� ������ �� ������ �� ���� Λ : C(R+;X) →
C(R+;X) �� ��������� �� �������� ������ ����������� Λ ����� �� ������ �����

���� i.e.� �� ������ �� ������ ������� η∗ ∈ C(R+;X) ��� ��� Λη∗ = η∗.

�� ������������� �� �������� ���� ����� ���� �� ��������� �����

��� ����������� ������

���� ����� �������� ���� ��������� �������� ���������� ����������� ��� ��������� ��

��������� ��������� �������� ���� ���������� ��� ��������� ����������� �� ���������

�� �� �������� ���� ��� ����������� ��������������� ����������� �� ���� ��������� ��

����� �� ��������� ���� ��������� ��� �� �������� ���������������

����� ��������� �� ��������� ��������

���� �� ����������� ���� ���������� �������� ������� ��� ��� ��������� �� ��� ���

������� ��������� ���������� ��� ��� ���������� ����������

��



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

��������� ����� ���� X �� ������ ��������� ����� ��� ������ K �� X ��� ����

������� �� �� ��������� �������� ��� ���������� �

u, v ∈ K =⇒ (1− t) u+ tv ∈ K ∀ t ∈ [0, 1].

��������� ����� ������ X �� ������ ��������� ���� �� K ��� ������ ������� �� ���

���� �� X� ��� �������� f : K → R ��� ���� ������� ��

������ f((1− t) u+ tv) ≤ (1− t)f(u) + tf(v),

���� ���� u, v ∈ K �� t ∈ [0, 1]� �� �������� f ��� ���� ����������� ������� ��

����������� (1.34) ��� ������� ���� u �= v �� t ∈ (0, 1)�

������ ��� �� ��� ��������� u, v : K → R ���� �������� �� λ ≥ 0 ����� ��� ���������

u+ v : K → R �� λu : K → R ���� ����� ���������

��������� ����� ������ (X, � · �X) �� ������ ��������� ����� �� K ��� ������

�������� ������ �� ��� ���� �� X� ��� �������� f : K → R ��� ���� �

(i) ������������� �������������� �������� �� ���� ���� u ∈ K �� ���� ����� �����

{un} ⊂ K ��� �������� ���� u ���� X� ���� �����

lim inf
n→∞

f(un) ≥ f(u);

(ii) ���������� ������������� �������������� �� ���� ���� u ∈ K �� ���� ����� �����

{un} ⊂ K ��� �������� ���������� ���� u ���� X� ���� �����

lim inf
n→∞

f(un) ≥ f(u).

�� ��� ������ �� ���� ��� ����� �������� ���������� ������������� ��������������

��� ������������� ��������������� ���������� �� ���������� ����� ��� ����� �� ����

�� ��� ��� ��������� �������� ���� ����� �� �������� ��������

����������� ����� ������ (X, � · �X) �� ������ �� ������� K ��� ������ ��������

������ �� ��� ���� �� X �� f : K → R ��� �������� �������� ������ �� �������� f

��� ������������� �������������� �� �� ��������� �� ���� ��� ���������� �������������

���������������

��



������ � �������� � �������������

��� ��������� ���������� ��� ��������� �������� �� �������������� ��������������

��� ������ ��� �� ����������� ���������

����������� ����� ������ (X, � · �X) �� ������ ��������� ������ K ��� ������

������� ������ �� ��� ���� �� X �� f : K → R ��� �������� ������� �� �������������

��������������� ������ f ������� ��� ��������� ���� ��������� ������������� �� ������

l ∈ X
�

�� α ∈ R ���� ���

f(v) ≥ l(v) + α ∀ v ∈ K.

��� �� ������ ���� ���������� �������� ��������� ��� ��� ���� ������ ���������

������� ��� �� ������ ������

����������� ����� ���� j : X → R ��� ���� ����� ��� �������� ����� (X, � · �X)�
������ j ��� �������� �� �� ��������� ���� ������ m > 0 ��� ���

������ j(v) ≤ m�v�X ∀ v ∈ X.

��� ����������� ������� �� �� ����������� ���� ��� ������ ��� �� �������� ��������

���������� ����� ������ (X, � · �X) �� ������ ����� �� j ��� ���� ����� ���

�������� X ��� ��������� ����������� (1.35)� ������ j ��� ��� �������� ������� �� ����

�������� ���������������

���� �� ������ �� �� ����������� ���� �� �� ���������� ����� ���� ������� �����

��������� ���� ������

���� ������� ���������� ��� ��������� ������ �� ���������� �������

��������� ����� ������ (X, � · �X) �� ������ ��������� ������ �� ���� ��������
K ⊂ X ��� ��� �

��� ����������� ����� �� �� ������ �� ����� ����� ����������� ���������� �� K

���������� � K� �����

{un} ⊂ K, un → u ���� X =⇒ u ∈ K;

���� ������������ ����� �� �� ������ ������ �� ����� ����� ���������� �����������

��



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

���������� �� K ���������� � K� �����

{un} ⊂ K, un � u ���� X =⇒ u ∈ K.

������ ��� ���� ���� �������� ���������� ����� �� X ��� ��������� ������ ����

�� ���������� ����� ��� ������ ���� ����� ���� ���� ����� �� �������� ��������

�������� ����� ��������� �� ������ �� ���� �������� ������� ���� ������ ��

������ ��� ����������� ����� �� �� ��������� ���� ��� ���������� ������

�� ������������� �� �������� ���� ����� ���� ���� �����

����� ����������� ��������������� �����������

���� X �� ������ �� ������� ���� �� ������� �������� (·, ·)X �� �� �� ����� ��������

� · �X � ����������� �� �������� K ⊂ X �� �� ��������� A : X → X ���� ���

K est un sous ensemble convexe, ����� et non vide de X.������

A : X → X ��� �� ��������� ��������� �������� �� �� ����������������

���� ����� �� �������� ����������� �� ��������� ��������

�������� ����� ��������� ��� ��� ���������� (1.36)�(1.37) ���� ��������� ������

���� ���� f ∈ X �� ������ �� ������ ������� u ∈ K ��� ���

������ (Au, v − u)X ≥ (f, v − u)X ∀ v ∈ K.

�� �������� ���� ���� ������� ���� �� �������� 9 ��� �� ������� ����������� ��

��������� �� �� �������� ������ ���� �������� �� ������� ���� ��� ��������� �����������

����������� ���������� ��� ������������� j : X → R ����� ���

������ j : X → R est convexe et ������������� ��������������.

���� ������������ � ������� �� �������� �����������

�������� ����� ��������� ��� ��� ���������� (1.36)�(1.37) �� (1.39) ���� ���������

������ ���� ���� f ∈ X �� ������ �� ������ ������� u ∈ K ��� ���

������ (Au, v − u)X + j(v)− j(u) ≥ (f, v − u)X ∀ v ∈ K.

��



������ � �������� � �������������

��� �������������� ��� ��������� ���� �� ���� ������� ���� �������� ���� ��

��������� �����

���� ��������� �� ���������� ��� �� ����� �� �������� ��� ���������� ����

�� ������������� �� �������� ��������� �� ����������� ������� ���� ����� ����� �����

��� ���� �������������� �� ��������� �� �� �������� ��� ����������� ���������������

���� ���������� �� ��������

����� ����� ������ �� ��������� ������ T > 0 �� f � g ∈ C([0, T ])� ���������

����� ������ c > 0 ��� ���

f(t) ≤ g(t) + c

� t

0

f(s)ds ∀ t ∈ [0, T ].

�����

f(t) ≤ g(t) + c

� t

0

g(s)ec(t−s)ds ∀ t ∈ [0, T ].

�� ����� �� g ��� ��� ������������� ���� ����� ���

������ f(t) ≤ g(t)ect ∀ t ∈ [0, T ].

��� ������������� �� ����� ���� ���� ���� ������� ���� ���� ����

����� �� �������� ��������������

���� �� ����������� ���� ���������� �������� ��������� ��� ��� ������ ������� ����

�� ������ �� �������� �������� ���� ����������� �� �������� �������������� ����

������ ���� ���������� ��� ���������� ��� ��� ������� �� ���� �������� �� ��������

����������� �� ���������

�������� ����� ���� X �� ������ �� �������� ������ ����� ����� ������ �� X �����

��� ���� ����� ���������� ������������

�������� ����� ���� X �� ������ �� ������� �� {un} ��� ����� ������ �� X �����

��� ����� ���� ����� ���������� ����������� �� {un} �������� ���� �� ���� �������

u ∈ X� ������

������ un � u ���� X ������� n → +∞.

��



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

���� ������� ���������� � ������� ���� �������� �� �������� ������� ��� ����

������� ���� �� �������� 8� ��� �� �������� �� �������� ���� ��������� �� �����

����������� ��������

����������� �� ������ �� ������ ������� Z ���� �� �� ����� � ·�Z �� �� ������
�� ������ W ���� �� �� ����� � · �W ��� ������������ �������������� �������� ���

��������� �� �������� ��� ������ ����������� ��������� ��� ������ Uc ⊂ Z �������

���� ������ �� Z ��� ���������� ���������� ��� ��������� ������������ ����� ����

����������� ��� ������������� J : Uc → R ��� ���������� ���������� ��� ���� ��������

��������� � ���� ��� ������ ���

������ J(θ) = α �ST (θ)− φ�W + β �θ�Z ∀ θ ∈ Uc,

�� φ ∈ W � α� β ���� ���� ���������� ������� ��������� �� T : Uc → X� S : X → W

���� ���� ���������� ���� ���

T : Uc → X est un ��������� �������������������� �������, ����,������

{θn} ⊂ Uc, θ ∈ Uc, θn � θ ���� Z =⇒ T θn → T θ dans X,

S : X → W est un ��������� �������,������

�� X ��� �� ������ ��������� ����� ���� �� �� ����� � · �X �

���� ����������� ���������� �� �������� �� �������� ������� ��������

�������� Q� ������� �� ������� θ∗ ∈ Uc ��� ���

������ J(θ∗) = min
θ∈Uc

J(θ).

�� �������� ����������� �� �� �������� �� �������� Q ��� ����� ��� �� ��������

�����������

�������� ����� �� �������� �� �������� Q ����� �� ����� ��� �������� θ∗ ∈ Uc�

�������������� ����

������ ω = inf
θ∈Uc

J(θ) ∈ R

��



������ � �������� � �������������

��� ���� {θn} ⊂ Uc ��� ����� ����������� ���� �� ������������� J � �����

������ lim
n→∞

J(θn) = ω.

���� ���������� ��� ����� ����� ��� ������� ���� ���������� ��� ��������� �� ����

���� ��������� ��� �� ����� {θn} ����� ��� ������� ������ �� ������� � ��� ����

������ ������ ����� {θn}� ���� ����� ���

������ �θn�Z → +∞ ������� n → +∞.

���� ��������� �� ��������� ������ �� �� ������������� J ���� ������� ���

J(θn) ≥ β �θn�Z .

�� ������� � �� ������ ������� n → +∞ ���� ����� ��������� �� �� ��������� �������

���� ��������� ���

lim
n→+∞

J(θn) = +∞,

�� ��� ��������� ����������� ������ �� ���� �� ����� {θn} ��� ������� ��� �����������

���� ��������� ����� ������ ��� ���� ����� ���������� ����������� �� {θn}� ������

����� {θn}� �� �� ������� θ
∗ ∈ Z ���� ���

������ θn � θ∗ ���� Z ������� n → +∞.

��� ��������� ���� ��������� �� ���� ��� ���������� Uc ��� ���������� ����� ���� Z ���

�� ������� ���

������ θ∗ ∈ Uc.

������� ����� �� ��������� �� ����������� ������ �� �� ��������� ������ �� �����������

T : Uc → X� ���� �������� ���

T θn → T θ∗ ���� X ������� n → +∞

��� �� �� ����� �� ���������� �� ����������� S : X → W ����� ���

ST (θn) → ST (θ∗) ���� W ������� n → +∞.

��



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

���� ��������� ���������� ����� ������������ �� ����������� ������ �� �� ����������

�� �� ����� ���� ������� ���

������ lim
n→+∞

�ST (θn)− φ�W = �ST (θ∗)− φ�W

��� �� ����� ����� � �� ������ ��������������� ��������� �� �� ������ ���� ����� ���

������ lim inf
n→+∞

�θn�Z ≥ �θ∗�Z .

��������� ���������� ������ �� ������ ��� ���������

������ lim inf
n→+∞

J(θn) ≥ J(θ∗)

��� ��� ����������� ���� ��������� �� ������ �� ������ ���

������ ω ≥ J(θ∗).

������� ����� ������ �� ������ ���������� ���

������ ω ≤ J(θ∗).

���� ��������� ���������� ����������� ������ �� ��� ���������� ������������� ����

���� ��� ��������� ������ ��� ����������� �� ��� ������� �� �������������� �

��



�������� �

����������� ��������������������

�����������

�� �������� ��� ����� � ������� ����� ������ ������������� �������������������� ������

������� �� ��� ������� �� ������ ��������� ���� �� �������� �������� ���� ����������

�� �������� ����� ��� ��� ���������� ��� ��� ������� ��� ��������� �� �������� �������

����� �� ��������� �� ��������� ����� ���� �� �������� �������� ���� ���������� ��

�������� �� ����������� �� ��������� �� ������� �� ������������� �������� ���� ��

��������� �������� ���� �������� �� ���������� �� �� �������� ��� ������� � ���

������������ �� ���������� ��� ������������ ����� ���� �� ��������� �������� ����

�������� �� �������� �� ����������� ���� �� �������� ��������� ��� ��������� ����

������ ���� �� �������� ��� ���� ������� ����� ������ �� ��������� ����� ��� ���������

���� ��� ��������� � �� � ���� ���������� ��� ��������� ��� ��� ��������� �� �������

���� ��� ��������� �����������

��



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

��� �������� �� ��������

���� ����� �������� ���� ���������� �� �������� ����� ��� ��� ���������� ��� ���

�������� �������� ���� ����������� �� �������� ����������� �� ��������� �� ���������

���� X �� ������ �� ������� ���� �� ������� �������� (·, ·)X �� �� �� ����� � ·�X �
����������� �� �������� K ⊂ X� �� ��������� A : X → X� ��� �������������

j : X ×X → R �� �� ������� f ∈ X� ����������� ��������� �� �������� ��������

�������� P� ������� �� ������� u ∈ K ��� ���

����� (Au, v − u)X + j(u, v)− j(u, u) ≥ (f, v − u)X ∀ v ∈ K.

���������� ��� �� ������������� j ������ �� �� �������� �� ������������ ������ ��

�� ����� ��� ����������� �� �� ���� ����������� ����������� �������������������� ������

�������

���� ������� �� �������� P ���� ��������� ��� ��� ���������� ��������� ����

���������

����� K ��� ��� ������ �������� ������ �� ��� ���� �� X.

����������� A : X → X ��� ��������� �������� �� �� ���������� �����

�����





(a) Il existe m > 0 tel que
(Au1 − Au2, u1 − u2)X ≥ m �u1 − u2�2X
∀u1, u2 ∈ X.

(b) Il existe M > 0 tel que
�Au1 − Au2�X ≤ M �u1 − u2�X ∀u1, u2 ∈ X.

�� ������������� j : X ×X → R ���������




��� Pour tout η ∈ X, j(η, ·) : X → R ��� �������
�� ������������� ���������������

��� �� ������ α ≥ 0 ��� ���
j(η1, v2)− j(η1, v1) + j(η2, v1)− j(η2, v2)
≤ α �η1 − η2�X�v1 − v2�X ∀ η1, η2, v1, v2 ∈ X.

�����

�� ��������� �� ���������

����� m > α.

��



������ � �������� � ����������� �������������������� �����������

���� ����� �� �������� ����������� �� ��������� ��������

�������� ���� ��������� ��� ��� ���������� (2.2)�(2.5) ���� ��������� ������ ����

���� f ∈ X� �� �������� P ������� ��� �������� ������ u ∈ K�

�� ������ �� �������� ��� ����� ���� ���� ���������

��� ������� �� ������������

���� ����� �������� ���� ���� ����������� � �� ������� �� ������������ ��� ��������

� ��������� �� �������� P ��� �� �������� �������� ���� ���������� Pµ �����

��� �������� X� �� µ ��� �� ��������� ����������� �������� ������ �� ��������� ��

������������� ���� ���� �� ������� ��� �� ������� �� ������������ ���� ��� �����������

���������������� ���� ��������� �� ������� � ���� ���� ����� �������� ���� ����� �������

��� �� ��������� �� �������� ����������� �� ��������� �� �� �������� �� ��������

�������� Pµ� ����� ���� �������� ��� ����� �������� �������� ���� �� �������� ��

�������� �������� P ������� �� ��������� �� ������������ µ ���� ���� ����� ���� ��

������ ���� ����������� �� ��������� �� ������������ G : X → X ��������� ���� ��

������� ��� ��� ��������� ��� ���������� ��������� �

�����





(a) (Gu−Gv, u− v)X ≥ 0 ∀u, v ∈ X.

(b) Il existe L > 0 tel que
�Gu−Gv�X ≤ L �u− v�X ∀u, v ∈ X.

(c) (Gu, v − u)X ≤ 0 ∀u ∈ X, v ∈ K.

(d) Gu = 0X �� �� ��������� �� u ∈ K.

�� �������� �������� ������� �� �������� P ��� �� ��������

�������� Pµ� ������� �� ������� uµ ∈ X ��� ���

(Auµ, v − uµ)X +
1

µ
(Guµ, v − uµ)X�����

+j(uµ, v)− j(uµ, uµ) ≥ (f, v − uµ)X ∀ v ∈ X.

�� �������� ��������� �� ����� ������� ��� �� �������� �����������

�������� ���� ��������� ��� ��� ���������� (2.2)�(2.6) ���� ��������� ����� �

��



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

�� ���� ���� µ > 0� �� �������� Pµ ������� ��� �������� ������ uµ ∈ X�

��� �� �������� uµ ∈ X �� �������� Pµ �������� ��������� ���� X ���� ��

�������� u ∈ K �� �������� P� �����

����� �uµ − u�X → 0 lorsque µ → 0.

�� ������������� �� �������� ��� ���� �������� �� ��������� ������� ���� ���

����� ��� �� �������� ��� ����� ��� ��� ��� ���������� �� ���������� �� ��������� ��

�� ���������� ���� �� ��� ����� ���� ��������� ��� ��� ���������� (2.2)�(2.6) ����

��������� ���� ���������� ��� �� �������� ����������� �� ��������� ��������

����� ���� ���� ���� µ > 0� �� �������� �������� Pµ ������� ��� �������� ������

uµ ∈ X�

�������������� ���� µ > 0� ���� ��������� �� �������� ��� ���� K = X� ����

�� ������ ���� �������� ��� ����������� A + 1
µ
G : X → X ��� ��������� ��������

�� �� ���������� �� ��������� ��� ���������� �������� �� ��������� ���� ����� ���

((Au+
1

µ
Gu)− (Av +

1

µ
Gv), u− v)X

= (Au− Av, u− v)X +
1

µ
(Gu−Gv, u− v)X

≥ m �u− v�2X ∀u, v ∈ X.

���� �� ��������� ��� A+ 1
µ
G ��� �� ��������� ��������� ��������� ����� �� ���������

�� ��������� ���������

������� ����� ���� ��������� ��� ���������� �������� �� �������� ���� ������� ���

�(Au+
1

µ
Gu)− (Av +

1

µ
Gv)�X

= �(Au− Av) +
1

µ
(Gu−Gv)�X

≤ (M +
1

µ
L)�u− v�X ∀u, v ∈ X.

�� �� ������� ��� A+ 1
µ
G ��� �� ��������� �� ��������� ���� �� ��������� M + 1

µ
L�

����� �� ��������� �� ��������� ��������� ��� ����������� �� ��������� �� �������� ����

��



������ � �������� � ����������� �������������������� �����������

���� ��������� ��� �� �������� �������� Pµ ������� ��� �������� ������ uµ ∈ X�

�� ��� ������� �� ������������� �� ����� ���� �

���� ���������� ���� ����������� �� �������� ���������� ��������

�������� �Pµ� ������� �� ������� �uµ ∈ X ��� ���

(A�uµ, v − �uµ)X +
1

µ
(G�uµ, v − �uµ)X�����

+j(u, v)− j(u, �uµ) ≥ (f, v − �uµ)X ∀ v ∈ X.

�� �������� ��� ������������� ����� ��� ��������� P �� Pµ� ��� �� �������� u ��

�������� P ��� �������� ���� ������� �� ������ �� ������ �� ���� ��� ������������

����� ���������� ��� ���������� �������������� �� �������� ������� �������� ��������

���� �� �������� �Pµ ��� ������ ��� �� ����� ��������

����� ���� ���� ���� µ > 0� �� �������� �Pµ ������� ��� �������� ������ �uµ ∈ X�

�������������� ���� µ > 0� ������� �� ����� ���� ���� ����� ��� �����������

v �→ Av + 1
µ
Gv ��� ��������� �������� �� �� ���������� ��� ��������� �� ��������� ��

��������� ��������� ���� ��������� ��� �� ������������� j(u, ·) : X → R ��� �������

�� ������������� ��������������� �� u ��� �� �������� �� �������� P� �� ����� ���

��� ���������� ��� ����������� ������� �� �������� ���� ���� K = X� �

���� ��������� ���������� ��� ����������� � ������ ��� �� �������� �� ��������

������������� �Pµ ���� ������� �� �������� �� ����������� ��������

����� ���� �� ������ ��� ���� ����� �� �� ����� {�uµ}� �� ������� ����� {�uµ}� ��

�� ������� �u ∈ X ��� ���

������ �uµ � �u ���� X ������� µ → 0.

�������������� ������ µ > 0 �� v0 ∈ K� ���� ������� v = v0 ���� ����� ����

������� ���

(A�uµ, v0 − �uµ)X +
1

µ
(G�uµ, v0 − �uµ)X������

+ j(u, v0)− j(u, �uµ) ≥ (f, v0 − �uµ)X .

��



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

�������� �� ��������

A�uµ = A�uµ − Av0 + Av0.

����� �� ����������� ����� ������� ���� ������� ���� ��������

(A�uµ − Av0, �uµ − v0)X ≤ (Av0, v0 − �uµ)X������

+
1

µ
(G�uµ, v0 − �uµ)X + j(u, v0)− j(u, �uµ) + (f, �uµ − v0)X .

������� ����� �� ��������� �� ��������� ��������� ���� ��������� �� �� �����������

���� ����� ������ ���� �������� ω(u) ∈ X �� α(u) ∈ R ���� ���

j(u, v) ≥ (ω(u), v)X + α(u) ∀ v ∈ X

��� �� ������ v = �uµ ���� ����� ���������� ���� ����� ���

������ j(u, �uµ) ≥ (ω(u), �uµ)X + α(u).

���� ��������� ���������� ��� ���������� ������������� �� ���� ��������� �����������

�� �������������� ���� ���� ���

(A�uµ − Av0, �uµ − v0)X

≤ 1

µ
(G�uµ, v0 − �uµ)X +

�
�Av0�X + �f�X + �ω(u)�X

�
��uµ − v0�X

+ |j(u, v0)|+ |α(u)|+ �ω(u)�X�v0�X .

�� ������ �� ��������� ����� ��������� �� ��� ���������� ��������� ��������� ���� ��������

m ��uµ − v0�2X

≤
�
�Av0�X + �f�X + �ω(u)�X

�
��uµ − v0�X

+ |j(u, v0)|+ |α(u)|+ �ω(u)�X�v0�X .

���� ��������� ���������� ����� ��������� ���� ����������� �����������

������ x, a, b ≥ 0 �� x2 ≤ ax+ b =⇒ x2 ≤ a2 + 2b

��



������ � �������� � ����������� �������������������� �����������

���� ������� ���

��uµ − v0�X

≤

����
�
�Av0�X + �f�X + �ω(u)�X

�2

m2
+

2

m

�
|j(u, v0)|+ |α(u)|+ �ω(u)�X�v0�X

�
.

�������� ���� ��������� ����� ��������� ���� ����������� ������������

��uµ�X ≤ ��uµ − v0�X + �v0�X

��� �� ������� ����� ������ ��� ��������� c > 0� ������������ �� µ� ����� ���

������ ��uµ�X ≤ c.

����� ��������� ������ ��� �� ����� {�uµ} ��� ������ ���� X� ��� ����������� �������

�� �������� ����� ���� ��������� ����� ������ ��� ���� ����� ���������� �����������

�� �� ����� {�uµ}� ������ ����� {�uµ}� �� �� ������� �u ∈ X ���� ���

�uµ � �u ���� X ������� µ → 0,

�� ��� ������ �� ������������� �� ����� ���� �

���� ������� ���������� �� �������� ��������

����� ���� ��������� �������� ��� ���������� �

������ �u = u.

�������������� ���� µ > 0� �������� �������� ��� �u ∈ K� ���� ����� ����

��������� ����������� ����� ���� ���� ���

1

µ
(G�uµ, �uµ − v)X ≤ (A�uµ, v − �uµ)X������

+j(u, v)− j(u, �uµ) + (f, �uµ − v)X ∀ v ∈ X.

�� ������ ���� ��������

A�uµ = A�uµ − A0X + A0X

��



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

����� ���� ����������� ����� ������� ���� ����������� ������ ���� ������� ���

1

µ
(G�uµ, �uµ − v)X ≤ (A�uµ − A0X , v − �uµ)X

+(A0X , v − �uµ)X + j(u, v)− j(u, �uµ) + (f, �uµ − v)X ∀ v ∈ X.

�������� �� ��������� ����� ��������� ���� ����������� ������ �� �� ��������� �����������

�� �������������� �� �� ��������� ��������� ���� �������� ���

1

µ
(G�uµ, �uµ − v)X

≤
�
M��uµ�X + �A0X�X + �f�X

��
�v�X + ��uµ�X

�

+ |j(u, v)| + ��uµ�X�ω(u)�X + |α(u)| ∀ v ∈ X.

���� ��������� ���������� ����� ��������� ���� ������������ ������ ���� ���� �����

������ ��� ��������� �������� c� ������������ �� µ� ����� ���

������ (G�uµ, �uµ − v)X ≤ cµ ∀ v ∈ X.

����� ���� ������ v = �u ���� ����� ��������� �� ���� ������� � �� ������ ����������
������� µ → 0 ���� ������� ���

������ lim sup
µ→0

(G�uµ, �uµ − �u)X ≤ 0.

��� ����������� �� ��������� ��� ���������� ������������� �� ����������� ������ ��

����������� ������� ���� ��������� �� �� ����������� ���� ��� G : X → X ��� ��

��������� �������������� ��� �� �� ����� ���� ����� ���

������ lim inf
µ→0

(G�uµ, �uµ − v)X ≥ (G�u, �u− v)X ∀ v ∈ X.

������� ����� ����������� ������ �������� ���

������ lim inf
µ→0

(G�uµ, �uµ − v)X ≤ 0 ∀ v ∈ X.

����������� ���� ��������� ��� ���������� ������ �� ������ ��� ��������� ���

(G�u, �u− v)X ≤ 0 ∀ v ∈ X.

��



������ � �������� � ����������� �������������������� �����������

�� ������� v = �u−G�u ���� ����� ���������� �� �� ������� ���

�G�u�2X ≤ 0

��� �� �� ����� ���� ��������� ��� G�u = 0X � ��� ����������� ������� �� ���������

��������� ���� ����� ���

������ �u ∈ K.

�������� ���������� ��� �u ��������� ������������ �������������� ������ ���� ��
������ ���� ��������� ����������� ����� �� �� ��������� �������� ���� ���� ���

(A�uµ, v − �uµ)X + j(u, v)− j(u, �uµ) ≥ (f, v − �uµ)X ∀ v ∈ K.������

������� v = �u ∈ K ���� ����� ��������� ���� ������� ���

(A�uµ, �uµ − �u)X ≤ j(u, �u)− j(u, �uµ) + (f, �uµ − �u)X .

�������� �� ������� � �� ������ ���������� ���� ����� ��������� ������� µ → 0 �� ��

��������� �� ����������� ������ ������ �� �� ��������� ��������� ���� �������� ���

������ lim sup
µ→0

(A�uµ, �uµ − �u)X ≤ 0.

���� ��������� �� ��������� ������ �� ����������� ������� ����������� ������ �� ����

��������� �� ����������� ���� ��� �� ������� ��� A : X → X ��� �� ���������

�������������� ��� ��� ����������� ���� ����� ���

������ lim inf
µ→0

(A�uµ, �uµ − v)X ≥ (A�u, �u− v)X ∀ v ∈ X.

������� ����� �� ��������� �� ������� � �� ������ ���������� ���� ������ �������

µ → 0 �� �� ��������� �� ����������� ������ ������ �� �� ��������� ��������� ����

��������

lim inf
µ→0

(A�uµ, �uµ − v)X������

≤ j(u, v)− j(u, �u) + (f, �u− v)X ∀ v ∈ K.

�� ��������� ���������� ��� ���������� ������ �� ������� ���� �������� ���

(A�u, v − �u)X + j(u, v)− j(u, �u) ≥ (f, v − �u)X ∀ v ∈ K.������

��



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

����� �� ������� v = u ���� ������ �� v = �u ���� ����� �� �� ������������ ���

���������� ��������� ���� �������� ���

(A�u− Au, �u− u)X ≤ 0.

����� ��������� �������� ���� �� ��������� �������� �������� ���

�u = u,

�� ��� ������ �� ������������� �� ����� ���� �

���� ����������� ���� �� �������� �� ����������� ��������

����� ���� �� ����� {�uµ} �������� ���������� ���� u ������� µ → 0�

�������������� ��� ������ ��� �� ��� �������� ��� ����� ���� ����� ����������

����������� �� �� ����� {�uµ} ⊂ X �������� ���� �������� �������� u ∈ K �� ���������

���� �������������� ����� ��� �� ����� ������������ ������ ������ ��� �� ����� {�uµ} ���

������ ���� X� ����� ������� �� �������� ����� ���� ��������� ��� �� ����� {�uµ}

�������� ���������� ���� u� �� ��� ������� �� ������������� �� ����� ���� �

���� ���������� ����� ������� ��� �� �������� �� ����������� ����� ��������

����� ���� �� ����� {�uµ} �������� ��������� ���� X ���� u ������� µ → 0�

������������

������ �uµ → u ���� X ������� µ → 0.

�������������� ���� µ > 0� ���� ������� v = �u ���� ������ ���� ���� ���

lim inf
µ→0

(A�uµ, �uµ − �u)X ≥ 0.

�������� �� ��������� ����� ��������� ���� ����������� ������� ���� �������� ���

lim
µ→0

(A�uµ, �uµ − �u)X = 0

��� ��� ����������� ��������� ������ �������� ���

������ lim
µ→0

(A�uµ, �uµ − u)X = 0.

��



������ � �������� � ����������� �������������������� �����������

������� ����� ���� ��������� �� ����������� ������ �� �� ����� {�uµ} ������ ��� ��

����� ��� ���� ������� ���

������ lim
µ→0

(Au, �uµ − u)X = 0.

�� ������ ���� ��������� ����������� �������� ���� ������� ���

m ��uµ − u�2X ≤ (A�uµ − Au, �uµ − u)X

= (A�uµ, �uµ − u)X − (Au, �uµ − u)X .

����������� ���� ��������� ����� ��������� �� ��� ������������ ������������� ��� ��

������� ���

��uµ − u�X → 0 ������� µ → 0,

�� ��� ������� �� ������������� �� ����� ���� �

���� ��������� ���� �� ����������� ����� ���������

����� ���� �� ����� {uµ} �������� ��������� ���� X ���� u ������� µ → 0�

������������

uµ → u ���� X ������� µ → 0.

�������������� ���� µ > 0� �������� ���� ������� v = �uµ ���� ����� �� v = uµ

���� ������ ������� ���� ������������ ��� ���� ���������� �������� ���� ������� ���

(A�uµ − Auµ, �uµ − uµ)X +
1

µ
(G�uµ −Guµ, �uµ − uµ)X

≤ j(uµ, �uµ)− j(uµ, uµ) + j(u, uµ)− j(u, �uµ).

����� ���� ��������� ����� ��������� ���� ��� ���������� ��������� �������� �� ��������

���� ���� ���

������ ��uµ − uµ� ≤ α

m
�uµ − u�X .

�������� ���� ��������� ����������� ������������

�uµ − u�X ≤ �uµ − �uµ�X + ��uµ − u�X

��



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

����� ��� ����������� ������ ���� ������� ���

�
1− α

m

�
�uµ − u�X ≤ ��uµ − u�X .

����� �� ��������� ����� ��������� ���� �� ��������� �� ��������� ����� �� �� �������

����� ������� ���� ��������� ���

uµ → u ���� X ������� µ → 0,

�� ��� ������� �� ������ �� ����� ���� �

���� ������� ���������� �� ������������� �� �������� ����

�������������� ��� ������ �� �� ��� �� �������� ��� ���� �������������� ���

������������ �������� ��� ������ ��� �� ���� �

��� �� �������� �� �����������

���� ����� �������� ���� ���� ����������� �� ������������ �� �� �������� �� ����

����� P ������� ���� ��������� ��� ������������ �� ���������� ��� ����������� K�

���� ������ ρ > 0� �� ������������ �� K ��� ������ ��� ��� ���������� �� �������

c(ρ) �� ��� ����������� �� ������ d(ρ)θ �� c : (0,+∞) → R� d : (0,+∞) → R ��

θ ∈ X� ���� ���������� ����� �� ������������ Kρ ��� ���������

������ Kρ = c(ρ)K + d(ρ)θ.

���� ���������� ����� ������������ ��� ��������� ��������

������� ����� ���� X = R
2 �� ����������� ��� ������ K �� X ��� ���

K = {x = (x1, x2) ∈ X : 0 ≤ x1 ≤ 1, 0 ≤ x2 ≤ 1 }.

���� ������

������ c(ρ) = 2ρ+ 1, d(ρ) = 2ρ �� θ = (1, 1).

�������� ���� ��������� ������ �� �� ��������� ������ ���� ������� ���

Kρ = {xρ = (x1ρ, x2ρ) ∈ X : 2ρ ≤ x1ρ ≤ 4ρ+ 1, 2ρ ≤ x2ρ ≤ 4ρ+ 1 }.

��



������ � �������� � ����������� �������������������� �����������

������ ����� � ���������� K �� �� ������������ Kρ

�� �������������� ��������� ��� ��������� K �� Kρ ��� ������ ���� �� ����� ���

�������

���� ����������� � ������� �� �������� �������� ��������

�������� Pρ� ������� �� ������� uρ ∈ Kρ ��� ���

(Auρ, vρ − uρ)X + j(uρ, vρ)− j(uρ, uρ)������

≥ (f, vρ − uρ)X ∀ vρ ∈ Kρ.

���� ������� �� �������� Pρ ���� ��������� ��� ��� ������������ ���������

���� �������� �

������ c(ρ) → 1 �� d(ρ) → 0 ������� ρ → 0.

���� ��������� ��������� ���

������ 0X ∈ Kρ.

��



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

��� ��������� ���� ��������� ��� �� ������������� j ���������




(a) j(η,λv) = λj(η, v) ∀λ ≥ 0, ∀ η, v ∈ X.

(b) j(η, η) ≥ 0 ∀ η ∈ X.

(c) Il existe une fonction H : R+ → R+ tel que

(c1) | j(η, u1)− j(η, u2) |≤ H(�η�X)�u1 − u2�X
∀ η, u1, u2 ∈ X.

(c2) pour tout β > 0, il existe γ > 0 tel que
H(r) ≤ γ pour tout r ≤ β.

������

�� �������� ��������� �� ����� ������� ��� �� �������� �����������

�������� ����� ��������� ��� ��� ���������� (2.2)�(2.5) �� (2.32) ���� ���������

����� �

�� ���� ���� ρ > 0� �� �������� Pρ ������� ��� �������� ������ uρ ∈ Kρ�

��� �� ����� �� ��� ���������� (2.35)�(2.37) ���� ��������� ����� �� �������� uρ ��

�������� Pρ �������� ��������� ���� X ���� �� �������� u �� �������� P� ������

������

������ �uρ − u�X → 0 lorsque ρ → 0.

�������������� �� ���� ρ > 0� ���� ��������� �� �������� ��� ���� K = Kρ� ����

�������� �������� ��� Kρ ��� �� ���� �������� �������� ����� �� ��� ���� �� X� ��

��� ������ �� ������� ��� Kρ ��� ������� �� ��� ����� ���� ������� ����� ��� ������

���� ����������� ��� ����� {vρn} ⊂ Kρ ����� ���

������ vρn → w ������� n → ∞

�� ���� �������� ��� w ∈ Kρ� ���� n ∈ N� ���� ��������� �� ��������� ������ ����

���� ����� ������ �� ������� vn ∈ K ��� ���

������ vρn = c(ρ)vn + d(ρ)θ.

������� K ��� �� ���� �������� ����� �� X� ���� ��������� ����� ������ �� �������

v ∈ K ��� ���

������ vρn = c(ρ)vn + d(ρ)θ → c(ρ)v + d(ρ)θ ������� n → ∞.

��



������ � �������� � ����������� �������������������� �����������

�������� �� ��������� ������ �� ������� ���� ��������� ���

w = c(ρ)v + d(ρ)θ.

������� �� ��������� ������ �� ���������� Kρ� ���� ��������� ��� w ∈ Kρ ��� ���

����������� Kρ ��� �� ���� �������� ����� �� X� ����� �� �������� ����������� ��

��������� �� �� �������� �� �������� Pρ ��� ��� ����������� �� �������� ���� �

��� ���� ��������� �� ��������� ������ ���� ������� ����� ������ ��� ���������

ρ∗ > 0 ����� ���

������ c(ρ) > 0 ∀ ρ ∈ (0, ρ∗).

���� ρ ∈ (0, ρ∗)� ������� v =
uρ − d(ρ)θ

c(ρ)
∈ K ���� ������ ����������� �����������

������� ��� c(ρ) > 0 �� ��������� �� ��������� ��������� ���� ������� ���

(Au, uρ − d(ρ)θ − c(ρ)u)X + j(u, uρ − d(ρ)θ)− j(u, c(ρ)u)������

≥ (f, uρ − d(ρ)θ − c(ρ)u)X .

������� ����� ���� ������� vρ = c(ρ)u+ d(ρ)θ ���� ������ ���� ���� ���

(Auρ, c(ρ)u+ d(ρ)θ − uρ)X + j(uρ, c(ρ)u+ d(ρ)θ)− j(uρ, uρ)������

≥ (f, c(ρ)u+ d(ρ)θ − uρ)X .

���� ������������ ��� ���������� ������ �� ������ ���� ������� ���

(Auρ − Au, c(ρ)u+ d(ρ)θ − uρ)X������

+j(uρ, c(ρ)u+ d(ρ)θ)− j(uρ, uρ)

+j(u, uρ − d(ρ)θ)− j(u, c(ρ)u) ≥ 0.

�������� �� ��������

������ c(ρ)u− uρ + d(ρ)θ = u− uρ + (c(ρ)− 1)u+ d(ρ)θ

����� �� ����������� ��������� ������ ���� ����������� ������� ���� �������� ���

(Auρ − Au, uρ − u)X ≤ (Au− Auρ, (1− c(ρ))u− d(ρ)θ)X������

+j(uρ, c(ρ)u+ d(ρ)θ)− j(uρ, uρ) + j(u, uρ − d(ρ)θ)− j(u, c(ρ)u).

��



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

��� ��������� ���� ��������

j(uρ, c(ρ)u+ d(ρ)θ)− j(uρ, uρ) + j(u, uρ − d(ρ)θ)− j(u, c(ρ)u)

= j(uρ, c(ρ)u+ d(ρ)θ)− j(uρ, uρ − d(ρ)θ)

+j(u, uρ − d(ρ)θ)− j(u, c(ρ)u+ d(ρ)θ)

+j(uρ, uρ − d(ρ)θ)− j(uρ, uρ)

+j(u, c(ρ)u+ d(ρ)θ)− j(u, c(ρ)u).

�� ��������� ����� �������� ������� ���� ��� ���������� �������� �� �������c1�� �����

�������� �������� ���� �������� ���

|j(uρ, c(ρ)u+ d(ρ)θ)− j(uρ, uρ) + j(u, uρ − d(ρ)θ)− j(u, c(ρ)u)|������

≤ α�u− uρ�X�c(ρ)u− uρ + 2d(ρ)θ�X

+|d(ρ)| �θ�X(H(�u�X) +H(�uρ�X)).

���� ��������

c(ρ)u− uρ + 2d(ρ)θ = u− uρ + (c(ρ)− 1)u+ 2d(ρ)θ.

����������� �� ����������� ����� ������� ���� ����������� ������� ���� �������� ���

|j(uρ, c(ρ)u+ d(ρ)θ)− j(uρ, uρ) + j(u, uρ − d(ρ)θ)− j(u, c(ρ)u)|������

≤ α�u− uρ�2X +
�
|c(ρ)− 1| �u�X + 2|d(ρ)| �θ�X

�
�u− uρ�X

+ |d(ρ)| �θ�X(H(�u�X) +H(�uρ�X)).

���� ��������� ������ �� ������ �� ���� ��������� �������� ��� ��������� ���

(m− α)�u− uρ�2X������

≤ M�u− uρ�X(|c(ρ)− 1|�u�X + |d(ρ)| �θ�X)

+α�u− uρ�X
�
|c(ρ)− 1| �u�X + 2|d(ρ)| �θ�X

�

+ |d(ρ)|H(�u�X)�θ�X + |d(ρ)|H(�uρ�X)�θ�X .

��



������ � �������� � ����������� �������������������� �����������

��� �� ������ �������� ��� �� ����� {uρ} ��� ������ ���� �������� X� ���� ��

������ ���� ������� vρ = 0X ∈ Kρ ���� ������ ���� ���� ���

(Auρ, uρ)X ≤ j(uρ, 0X)− j(uρ, uρ) + (f, uρ)X .

����� �� ��������� ����� ��������� ���� ��� ���������� �������������� ���� ��������

(Auρ − A0X , uρ)X ≤ −(A0X , uρ)X + (f, uρ)X .

�������� ���� ��������� �� ��������� �������� �� ����������� �� �������������� ����

������� ���

m�uρ�2X ≤ (�A0X�X + �f�X)�uρ�X .
����� ��������� ������ ����� ������ ��� ��������� β > 0� ������������ �� ρ� ����� ���

������ �uρ�X ≤ β.

�� ������ �� ��������� ����������� �������c2� �� ������������ ������� ���� ���������

����� ������ ��� ��������� γ > 0 ����� ���

������ H(�uρ�X) ≤ γ.

���� ��������� ���������� ��� ���������� ������ �� ������ ��� �� ���� ���

(m− α)�u− uρ�2X ≤ M�u− uρ�X(|c(ρ)− 1|�u�X + |d(ρ)| �θ�X)

+α�u− uρ�X
�
|c(ρ)− 1| �u�X + 2|d(ρ)|�θ�X

�

+ |d(ρ)|H(�u�X)�θ�X + γ|d(ρ)| �θ�X .

����� ���� ��������� ����� ��������� ���� ������ �� ��� ���������� ������ ������ ����

������� �� ����������� ������� �� ��� ������� �� ������������� �� �������� ����� �

��� �� �������� �� ����������� ���� �� ��������

��������

���� ����� �������� ���� ����������� �� �������� �������� Pµ ������ ���� �� �������

��� ���� �� ��� ����������� �� ����������� �� ������������ ��� ����� ����� ��� ��

����������� ����� �����

������ Gu = u− PKu ∀u ∈ X,

��



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

�� PK : X → K ��� ����������� �� ���������� ��� ���������� K�

���� ���� µ > 0� �� �������� �������� ���� �� ��� ��� �� ��������

�������� PK
µ � ������� �� ������� uµ ∈ X ��� ���

(Auµ, v − uµ)X +
1

µ
(uµ − PKuµ, v − uµ)X������

+j(uµ, v)− j(uµ, uµ) ≥ (f, v − uµ)X ∀ v ∈ X.

�� ��������� �� �������� ��� ��� �� ������� ���� ���� ���� µ > 0� �� ��������

PK
µ ������� ��� �������� ������ uµ ∈ X� ���� ���� ����������� ��� �� ����� ��

������������ �� �� �������� �� �� �������� ������� ���� ��������� �� ������������

�� ���������� K ������ ��� ������� ���� �� ������ ��������� ��� ��� ����������

(2.2)�(2.5) ���� �������� �� ����������� Gρ ��� ������������ �� G ������ ���

������ Gρu = u− PKρ
u ∀u ∈ X.

��� PKρ
: X → Kρ ���������� ����������� �� ���������� ��� ���������� Kρ�

�������� ���� ����������� �� ������������ �������� �� �������� �������� PK
µ �

�������� P
Kρ

µ � ������� �� ������� uµρ ∈ X ��� ���

(Auµρ, vρ − uµρ)X +
1

µ
(uµρ − PKρ

uµρ, vρ − uµρ)X������

+j(uµρ, vρ)− j(uµρ, uµρ) ≥ (f, vρ − uµρ)X ∀ vρ ∈ X.

���� ��������� �� �������� ��� �� ���� ���� ���� ρ > 0� �� �������� P
Kρ

µ

������� ��� �������� ������ uµρ ∈ X�

��� �� ������� �� ����������� �� �� �������� �� �������� P
Kρ

µ ���� �� ��������

�� �������� PK
µ ������� ρ → 0� ���� ����� ������ �� �������� ��������

����� ����� ���� ρ > 0 �� ��������� ��� �� ��������� (2.2) ��� ������� ��� �� �����

��������� ��� c(ρ) > 0� ������ ������������� �������� ��� ���������� �

������ PKρ
u = c(ρ)PK

�u− d(ρ)θ

c(ρ)

�
+ d(ρ)θ ∀ u ∈ X,

��



������ � �������� � ����������� �������������������� �����������

�� �� ��������� ��

������ Kρ = c(ρ)K + d(ρ)θ.

�������������� ������ 0 < ρ < ρ∗ �� ρ∗ ������ ������ �� u ∈ X� ������ ��� fρ

�� ���������� �� u ��� Kρ �� ��������� ������ ���� ������� ����� ������ �� �������

f ∈ K ��� ���

������ fρ = c(ρ)f + d(ρ)θ.

������� ����� �� ������� �� �� ��������� �� �� ���������� ����� ��������� ���� ���� ���

��� ����������� �������� ��� ���������� �

������ �fρ − u�X ≤ �vρ − u�X ∀ vρ ∈ Kρ

��� ��� ����������� ���� ��������� ��������� ������ ���� ������� ���

������ �c(ρ)f + d(ρ)θ − u�X ≤ �vρ − u�X ∀ vρ ∈ Kρ.

���� v �� ������� ���������� �� K �� ������ vρ = c(ρ)v + d(ρ)θ� �� ��������� ��

��������� ������� ���� ��������� ��� vρ ∈ Kρ ��� �� �� ����� ����������� ������ �������

�c(ρ)f + d(ρ)θ − u�X ≤ �c(ρ)v + d(ρ)θ − u�X .

����������� �� �������� ��� ������� �� ����� ��������� ��� c(ρ) > 0� ���� ��������

��� ���f −
�u− d(ρ)θ

c(ρ)

����
X
≤
���v −

�u− d(ρ)θ

c(ρ)

����
X
.

������� v ��� �� ������� ���������� �� K� �� �� ������� ���

������ PK

�u− d(ρ)θ

c(ρ)

�
= f.

������� ����� ��������� ��� fρ = PKρ
u ��� ��� ����������� ������ �������� ���

������ f =
PKρ

u− d(ρ)θ

c(ρ)
.

�� ��������� ���������� ������ �� ������� ���� ��������� ���

PKρ
u = c(ρ)PK

�u− d(ρ)θ

c(ρ)

�
+ d(ρ)θ.

��



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

��������������� ���� u ∈ K �� ������ v = c(ρ)u + d(ρ)θ� ���� �� ����� ���

u =
v − d(ρ)θ

c(ρ)
∈ K� �� ��������� ������������� ������� ���� �������� ���

������ PKu = u = PK

�v − d(ρ)θ

c(ρ)

�
.

������� ����� ���� ����� ���

������ PKρ
v = c(ρ)PK

�v − d(ρ)θ

c(ρ)

�
+ d(ρ)θ.

����������� ���� ��������� ������ �� ������ ���� ������� ��� v = c(ρ)u+ d(ρ)θ ∈
Kρ ��� ��� ����������� ���� ��������� ���

������ c(ρ)K + d(ρ)θ ⊂ Kρ.

���� v �� ������� ���������� �� Kρ� �� ��������� ������ �� ������� ���� ����� ���

v = PKρ
v = c(ρ)PK

�v − d(ρ)θ

c(ρ)

�
+ d(ρ)θ

��� ��� ����������� ������� PK

�v − d(ρ)θ

c(ρ)

�
∈ K� ���� ��������� ���

������ Kρ ⊂ c(ρ)K + d(ρ)θ.

�� ������ �� ������� ���� ��������� ���

Kρ = c(ρ)K + d(ρ)θ,

�� ��� ������� �� ������������� �� ����� ����� �

���� �������� � ������� �� �������� ��������� �� ����� ��������

�������� ����� ��������� ��� ��� ���������� (2.3)�(2.5)� (2.32) �� (2.35) ����

��������� ������ ���� ���� µ > 0� �� �������� �� �������� P
Kρ

µ �������� ���������

���� �������� X ���� �� �������� �� �������� PK
µ � �����

������ �uµρ − uµ�X → 0 lorsque ρ → 0.

��



������ � �������� � ����������� �������������������� �����������

�������������� ���� µ > 0� ���� ������� v = uµρ ���� ������ �� vρ = uµ ����

������ �� ���� ������������ ��� ���������� �������� ���� ���� ���

(Auµρ − Auµ, uµρ − uµ)X������

≤ 1

µ
(uµ − PKuµ, uµρ − uµ)X +

1

µ
(uµρ − PKρ

uµρ, uµ − uµρ)X

+j(uµ, uµρ)− j(uµ, uµ) + j(uµρ, uµ)− j(uµρ, uµρ).

���� ��������� � ������� � ������� ��� ������ �� ����� ���������� ���� ��������

���� ��������� �� ��������� �������� ���� ���� ���

������ (Auµρ − Auµ, uµρ − uµ)X ≥ m �uµρ − uµ�2X .

��� ��������� ���� ��������

(uµ − PKuµ)− (uµρ − PKρ
uµρ)

= (uµ − PKuµ)− (uµ − PKρ
uµ) + (uµ − PKρ

uµ)− (uµρ − PKρ
uµρ).

����� �� ��������� �� ��������� �� ����������� v �→ v − PKρ
v� ���� �������� ���

((uµ − PKuµ)− (uµρ − PKρ
uµρ), uµρ − uµ)X

≤ ((uµ − PKuµ)− (uµ − PKρ
uµ), uµρ − uµ)X

= (PKρ
uµ − PKuµ, uµρ − uµ)X

��� �� ����������� ����� ��������� ���
1

µ
� ���� ����� ���

1

µ
(uµ − PKuµ, uµρ − uµ)X +

1

µ
(uµρ − PKρ

uµρ, uµ − uµρ)X

≤ 1

µ
(PKρ

uµ − PKuµ, uµρ − uµ)X .

�������� �� ��������� ����� ��������� ���� ����������� �� ��������������� ���� �����

���� ���

1

µ
(uµ − PKuµ, uµρ − uµ)X +

1

µ
(uµρ − PKρ

uµρ, uµ − uµρ)X������

≤ 1

µ
�PKρ

uµ − PKuµ�X�uµρ − uµ�X .

��



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

���� ��������� ���������� ��� ���������� ������������� ���� ������� ���

m �uµρ − uµ�2X

≤ 1

µ
�PKρ

uµ − PKuµ�X�uµρ − uµ�X

+j(uµ, uµρ)− j(uµ, uµ) + j(uµρ, uµ)− j(uµρ, uµρ).

�� ������ �� ��������� ����� ��������� ���� �� ��������� ��������� ���� �������� ���

(m− α) �uµρ − uµ�X ≤ 1

µ
�PKρ

uµ − PKuµ�X .������

����� ���� ��������� ��������� ������ �� �� ����������� ������ ���� ���� ���

������ �PKρ
uµ − PKuµ�X → 0 lorsque ρ → 0.

�� ����������� ������ ��� ��� ����������� �� ����������� ������ �������� ���� ��

��������� ����� �� �� ����������� ������� �

��



�������� �

����������� �������������������� ����

���������� �� �������

���� �� ��������� ���� ����������� ��� ������ ������������� �������������������� ����

���������� �� ������� ���� �������� ���� ���������� ����� ��������� �� ������������

�� �������� ��� ������� �� ������ ��������� ���� �� �������� �������� ���� �������

���� �� �������� �� ���� ��������� ��� ���������� ����������� ��� ��� ������� ���

��������� �� �������� ����������� �� ��������� �� ��������� ����� ���� �� ��������

�������� ���� �������� �� ������� �������� �� ����������� �� ��������� �� �������

�� ������������� �������� ���� �� ��������� �������� ���� ���������� �� ��������

�������� �� ����������� ������� ��� ��� ������������ �� ���������� ��� ������������

����� �� ��������� ������� ��� ��������� � �� �������� �� ����������� ���� �� ����

����� ��������� ��� ��������� ��������� ���� �� �������� ��� ��� ������ ���� ���������

����� ��� ������� �� ��� ��������� ���� ��������� ���� �� �������� ������� �� ���������

�� ������ �� �������� ��� ��������� ���� �� �������� �� ���� ���������� ��� ���������

��� �� �������� �� ������� ���� ��� ��������� ����������������

��



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

��� �������� �� ��������

���� ����� �������� ���� ���������� �� �������� ��������� ����� ����� �������� �������

����� �� ��������� �� �� �������� �� ��������� ������ X �� ������ �� ������� ����

�� ������� �������� (·, ·)X �� �� �� ����� �������� � · �X �� Z �� ������ ���������

����� ���� �� �� ����� � · �Z �
����������� �� ���� �������� K ⊂ X� ���� ���������� A : X → X �� S :

C(R+;X) → C(R+;Z)� ��� ������������� j : Z × X × X → R �� ��� ��������

f : R+ → X� ����������� ��������� �� �������� ��������

�������� P� ������� ��� �������� u : R+ → X ��� ��� ����������� �������� ���

���������� �

u(t) ∈ K, (Au(t), v − u(t))X + j(S u(t), u(t), v)�����

−j(S u(t), u(t), u(t)) ≥ (f(t), v − u(t))X ∀ v ∈ K,

���� ���� t ∈ R+�

���� ������� �� �������� P ���� ��������� ���

����� K ��� ��� ������ �������� ������ �� ��� ���� �� X.

�� ����� ���� ��������� ��� ����������� A : X → X ��� ��������� �������� ��

�� ���������� ������������

�����





(a) Il existe m > 0 tel que
(Au1 − Au2, u1 − u2)X ≥ m �u1 − u2�2X
∀u1, u2 ∈ X.

(b) Il existe M > 0 tel que
�Au1 − Au2�X ≤ M �u1 − u2�X ∀u1, u2 ∈ X.

��� ��������� ���� ��������� ��� �� ������������� j : Z ×X ×X → R ���������




��� Pour tout z ∈ Z, u ∈ X, j(z, u, ·) : X → R ��� �������
�� ������������� ���������������

��� �� ������ α ≥ 0 �� β ≥ 0 ���� ���
j(z1, u1, v2)− j(z1, u1, v1) + j(z2, u2, v1)− j(z2, u2, v2)
≤ α �z1 − z2�Z�v1 − v2�X + β �u1 − u2�X�v1 − v2�X
∀ z1, z2 ∈ Z, ∀ u1, u2, v1, v2 ∈ X.

�����

��



������ � �������� � ����������� �������������������� ���� ���������� �� �������

�� ������ ���� ��������� ��� S : C(R+;X) → C(R+;Z) ��� �� ��������� ��

�������� ������������

�����





Pour tout n ∈ N il existe sn > 0 tel que

�S u1(t)− S u2(t)�Z ≤ sn

� t

0

�u1(s)− u2(s)�X ds

∀u1, u2 ∈ C(R+;X), ∀ t ∈ [0, n].

���� ��������� ��������� ��� �� �������� f � �� ����������

f ∈ C(R+;X).�����

����� ���� ��������� �� ��������� �� ��������� �������� �

����� m > β.

���� ����� �� �������� ����������� �� ��������� ��������

�������� ���� ��������� ��� ��� ���������� (3.2)�(3.7) ���� ��������� ������ ��

�������� P ������� ��� �������� ������ �������� u ∈ C(R+;K)�

�� ������������� �� �������� ��� ���� ���� ������� ���� ����� �� �������� ����

������� ���� �� �������� 4 ���� ������� ����������� �� ��������� �� �� �������� ����

��� ����� ������ ������������� �������������������� ���� ���������� �� ��������

��� ������� �� ������������

���� ����� �������� ���� ����������� ��� ������� �� ������������ ��������� � �����

�������� ���� �� ������� ���� ���� �������� ��� �� �������� ���� �������� ��������

Pµ �������� ���� �� �������� �� �������� P ������� �� ��������� �� ������������

µ ���� ���� ����� ��������� ��� ����������� �� ������������ G : X → X ��������� ���

���������� ��������� �

�����





(a) (Gu−Gv, u− v)X ≥ 0 ∀u, v ∈ X.

(b) Il existe L > 0 tel que
�Gu−Gv�X ≤ L �u− v�X ∀u, v ∈ X.

(c) (Gu, v − u)X ≤ 0 ∀u ∈ X, v ∈ K.

(d) Gu = 0X �� �� ��������� �� u ∈ K.

��



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

���� ����������� �� �������� �������� �����������

�������� Pµ� ������� ��� �������� uµ : R+ → X ��� ���

uµ(t) ∈ X, (Auµ(t), v − uµ(t))X +
1

µ
(Guµ(t), v − uµ(t))X�����

+ j(S uµ(t), uµ(t), v)− j(S uµ(t), uµ(t), uµ(t)) ≥ (f(t), v − uµ(t))X ∀ v ∈ X,

���� ���� t ∈ R+�

���� �������� � ������� �� �������� �������� ��� ��������� �� �������� ���������

�� ����� ��������

�������� ���� ��������� ��� ��� ���������� (3.2)�(3.8) ���� ��������� ����� �

�� ���� ���� µ > 0� �� �������� Pµ ������� ��� �������� ������ �������� uµ ∈
C(R+;X)�

��� �� �������� �� �������� Pµ �������� ���� �� �������� �� �������� P� �����

������ �uµ(t)− u(t)�X → 0 lorsque µ → 0, ∀ t ∈ R+.

���� ��������� �� �������� ���� ���� ������ �������� �� ��������� ������� ����

���� �� ��� ����� ��������� ��� ��� ���������� (3.2)�(3.8) ���� ��������� ���� ����

������� �� ������� ���� �� �������� ����������� �� ��������� ��������

����� ���� ���� ���� µ > 0� �� �������� Pµ ������� ��� �������� ������ ������

������� uµ ∈ C(R+;X)�

�������������� ���� µ > 0� ������� �� ����� ���� ���� ����� ��� �����������

v �→ Av + 1
µ
Gv ��� ��������� �������� �� �� ���������� �� �� ����� �� ��������

����������� �� ��������� �� �� �������� �� �������� Pµ ��� ��� ����������� �������

�� �������� ��� ���� K = X� �

���� ���� µ > 0� ����������� �� �������� ���������� ��� �������� � ������� ���

�������� �uµ : R+ → X ��� ���� ���� ���� t ∈ R+� ����������� �������� ��� ���������� �

�uµ(t) ∈ X, (A�uµ(t), v − �uµ(t))X +
1

µ
(G�uµ(t), v − �uµ(t))X������

+j(S u(t), �uµ(t), v)− j(S u(t), �uµ(t), �uµ(t)) ≥ (f(t), v − �uµ(t))X ∀ v ∈ X.

��



������ � �������� � ����������� �������������������� ���� ���������� �� �������

�� �������� ��� ������������� ����� ��� ��������� Pµ �� P ��� �� ����� S u ���

������� ���� ������ �� �������� ����������� �� ��������� �� �� �������� �� �� ��������

��� ����� ��� �� ����� ��������

����� ���� ���� ���� µ > 0 �� t ∈ R+� ������������ �������������� (3.11) �����

��� �������� ������ �uµ(t) ∈ X�

�������������� ���� ��������� �� �������� ��� ���� K = X� ������ µ > 0

�� t ∈ R+� �������� ��������� ��� ����������� A + 1
µ
G : X → X ��� ���������

�������� �� �� ���������� ����� �� ��������� ����� ��� ����������� �������� �����������

�� ������������� ϕt : X ×X → R ������ ���

������ ϕt(v, w) = j(S u(t), v, w) ∀ v, w ∈ X.

�� ��������� ��� ���������� �� �� ������������� j� �� ��� ������ �� ���� ��� �� ���������

����� ϕt ��������� �� ��������� ��������� ��� ��������� ���� ����������� ��� ��������

v1, v2, w1, w2 ∈ X �� ���� ��������� ����������� �������� ���� ������� ���

ϕt(v1, w2)− ϕt(v1, w1) + ϕt(v2, w1)− ϕt(v2, w2)

= j(S u(t), v1, w2)− j(S u(t), v1, w1) + j(S u(t), v2, w1)

−j(S u(t), v2, w2) ≤ β �v1 − v2�X�w1 − w2�X .

����� ��������� ������ ��� �� ������������� ϕt ��������� �� ��������� ��������� �� ��

����� �� ����� ��� ��� ��� ����������� �� �������� ��� ���� K = X� �

�������� � ������� �� �������� �� ����������� ��������

����� ���� �� µ → 0,

������ �uµ(t) → u(t) ���� X,

���� ���� t ∈ R+�

�������������� ���� t ∈ R+� �� ��������� �� �������� ��� ��� ���� �� �������������

ϕt� ������ ��� ������� ���� ��������� ����� ������ �� ������ ������� �u(t) ∈ K ���

��



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

��� ����������� �������� ��� ���������� �

(A�u(t), v − �u(t))X + j(S u(t), �u(t), v)������

−j(S u(t), �u(t), �u(t)) ≥ (f(t), v − �u(t))X ∀ v ∈ K.

�� ����� �� ����������� �������� ��� ������� �

������ �uµ(t) → �u(t) ���� X ������� µ → 0.

������� ����� ���� ������� v = �u(t) ���� ����� �� v = u(t) ���� ������� ���� ����

������������ ��� ���������� �������� ��� �� ���� ���

(A�u(t)− Au(t), �u(t)− u(t))X

≤ j(S u(t), �u(t), u(t))− j(S u(t), �u(t), �u(t))

+j(S u(t), u(t), �u(t))− j(S u(t), u(t), u(t)).

����������� �� ��������� ����� ��������� ���� ��� ���������� �������� �� ��������� ����

�������� ���

(m− β)��u(t)− u(t)�2X ≤ 0

��� ��� ����������� �� ��������� �� ��������� ����� ����� ���

������ �u(t) = u(t).

�� ������ �� ������� ���� ��������� �� ������������� �� ����� ���� �

���� ��������� ���� �� ����������� ���������

����� ���� �� µ → 0�

������ uµ(t) → u(t) ���� X,

���� ���� t ∈ R+�

�������������� ������ µ > 0� n ∈ N �� t ∈ [0, n]� ���� ������� v = uµ(t) ����

������ �� v = �uµ(t) ���� ����� �� ���� �������� ������ � ������ ��� ����������

��



������ � �������� � ����������� �������������������� ���� ���������� �� �������

�������� ���� ���� ���

(Auµ(t)− A�uµ(t), uµ(t)− �uµ(t))X +
1

µ
(Guµ(t)−G�uµ(t), uµ(t)− �uµ(t))X

≤ j(S uµ(t), uµ(t), �uµ(t))− j(S uµ(t), uµ(t), uµ(t))

+j(S u(t), �uµ(t), uµ(t))− j(S u(t), �uµ(t), �uµ(t)).

�������� �� ��������� ����� ��������� ���� �� ��������� ��������� �� ������� ���

(Auµ(t)− A�uµ(t), uµ(t)− �uµ(t))X

≤ j(S uµ(t), uµ(t), �uµ(t))− j(S uµ(t), uµ(t), uµ(t))

+j(S u(t), �uµ(t), uµ(t))− j(S u(t), �uµ(t), �uµ(t)).

���� ��������� ���������� ����� ��������� ���� ��� ���������� �������� �� ��������

���� ������� ���

(m− β)�uµ(t)− �uµ(t)�X ≤ α�S uµ(t)− S u(t)�Z
����� ���� ��������� �� ��������� �� ��������� ����� �� �� ��������� ����� ��� �� ����

���

�uµ(t)− �uµ(t)�X ≤ αsn
m− β

� t

0

�uµ(s)− u(s)�X ds.

�������� ���� ��������� ����� ��������� ���� ����������� ������������

�uµ(t)− u(t)�X ≤ �uµ(t)− �uµ(t)�X + ��uµ(t)− u(t)�X
���� ������� ���

�uµ(t)− u(t)�X ≤ ��uµ(t)− u(t)�X +
αsn

m− β

� t

0

�uµ(s)− u(s)�Xds.

�� ��������� �� ����� �� �������� ������ ����� ���� ���� ���� �������� ���

�uµ(t)− u(t)�X ≤ e
αsn
m−β

t��uµ(t)− u(t)�X

≤ e
αsn
m−β

n��uµ(t)− u(t)�X .

��� ����������� �� ����������� ������ �������� ���

������ �uµ(t)− u(t)�X → 0 lorsque µ → 0,

�� ��� ������ �� ������������� �� ����� ���� �

��



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

��� �� �������� �� �����������

���� ����� �������� ���� ����������� �� �������� �� ����������� ���� �� ��������

P ������� ��� �� ������������ ������ �� ���������� K ������ ���� �� ������� ����

���� ������� ���� ����������� ���� ��������� c : (0,+∞) → R� d : (0,+∞) → R ��

�� ������� θ ∈ X ���� ���� ���� ���� ρ > 0� �� ������������ Kρ ��� ������ ���

������ Kρ = c(ρ)K + d(ρ)θ.

�� ������ ��� ��������� c : (0,+∞) → R �� d : (0,+∞) → R ��� ��������� ���

������������

������ c(ρ) → 1 �� d(ρ) → 0 ������� ρ → 0.

����������� ��������� �� ������������ �������� �� �������� P�

�������� Pρ� ������� ��� �������� uρ : R+ → X ��� ���

uρ(t) ∈ Kρ, (Auρ(t), vρ − uρ(t))X + j(S uρ(t), uρ(t), vρ)������

−j(S uρ(t), uρ(t), uρ(t)) ≥ (f(t), vρ − uρ(t))X ∀ vρ ∈ Kρ,

���� ���� t ∈ R+�

��� ��������� �� ������������ �� �� �������� �� �������� �������� Pρ ����

��������� ��� ��� ���������� ��������� ���� ���������

������ 0X ∈ Kρ.





(a) j(z, u,λv) = λj(z, u, v) ∀λ ≥ 0, z ∈ Z, u, v ∈ X.

(b) j(0Z , 0X , v) = 0 ∀ v ∈ X.

(c) Il existe une fonction H : R+ → R+ tel que

(c1) | j(z, u, v1)− j(z, u, v2) |≤ H(�z�Z + �u�X)�v1 − v2�X
∀ z ∈ Z, u, v1, v2 ∈ X.

(c2) Pour tout ξ > 0, il existe γξ > 0 tel que
H(r) ≤ γξ, pour tout 0 ≤ r ≤ ξ.

������

�� �������� ��������� �� ����� ������� ��� �� �������� ��������

��



������ � �������� � ����������� �������������������� ���� ���������� �� �������

�������� ���� ��������� ��� ��� ���������� (3.2)�(3.7) �� (3.19) ���� ���������

����� �

�� ���� ���� ρ > 0� �� �������� Pρ ������� ��� �������� ������ ��� ���������

uρ ∈ C(R+;Kρ)�

��� �� ����� �� ��� ���������� (3.20)� (3.22)�(3.23) ���� ��������� ����� �� ��������

uρ �� �������� Pρ �������� ���� �� �������� u �� �������� P� �����

������ uρ → u dans C(R+;X) lorsque ρ → 0.

�� ������������� �� �������� ��� ��� ����� ��� �� �������� ��������

����� ���� ���� ���� n ∈ N �� ������ wn > 0 ��� ���

������ �uρ(t)�X ≤ wn �� �u(t)�X ≤ wn ∀ t ∈ [0, n], ρ > 0.

�������������� ������ n ∈ N� t ∈ [0, n] �� ρ > 0� ���� ������� vρ = 0X ∈ Kρ

���� ������ ���� ���� ���

(Auρ(t), uρ(t))X ≤ j(S uρ(t), uρ(t), 0X)− j(S uρ(t), uρ(t), uρ(t)) + (f(t), uρ(t))X .

����� �� ��������� �� ��������� ���������� ���� �������� ���

(Auρ(t)− A0X , uρ(t))X

≤ (f(t), uρ(t))X − j(S uρ(t), uρ(t), uρ(t))− (A0X , uρ(t))X .

������� �� ��������� ��������� �� ������� ���

m �uρ(t)�2X ≤ (�A0X�X + �f(t)�X)�uρ(t)�X − j(S uρ(t), uρ(t), uρ(t)).������

��� ��������� ���� ��������

−j(S uρ(t), uρ(t), uρ(t)) = j(S uρ(t), uρ(t), 0X)

−j(S uρ(t), uρ(t), uρ(t)) + j(0Z , 0X , uρ(t))− j(0Z , 0X , 0X)

�� ���� ��������� �� ��������� �������� ���� ������� ���

−j(S uρ(t), uρ(t), uρ(t)) ≤ α�S uρ(t)�Z�uρ(t)�X + β�uρ(t)�2X .������

��



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

��������� ���������� ��� ���������� ������ �� ������ ���� ���� ���

(m− β) �uρ(t)�X ≤
�
�A0X�X + max

t∈[0,n]
(�f(t)�X) + α�S uρ(t)�Z

�

��� ��� ����������� �� ��������� �� ��������� ����� �������� ���

�uρ(t)�X ≤ 1

m− β

�
�A0X�X + max

t∈[0,n]
(�f(t)�X) + α�S uρ(t)�Z

�
.������

������� ����� ���� ��������� �� ��������� ����� ���� ���� ���

�S uρ(t)�Z = �S uρ(t)− S 0X + S 0X�Z������

≤ �S uρ(t)− S 0X�Z + �S 0X�Z

≤ sn

� t

0

�uρ(s)�X ds+ �S 0X�Z .

���� ��������� ���������� ��� ���������� ������ �� ������ ���� ������� ����� ������

��� ��������� λn > 0� ������������ �� ρ� ����� ���

�uρ(t)�X ≤ λn +
α sn
m− β

� t

0

�uρ(s)�X ds ∀ t ∈ [0, n].

�������� ���� ��������� �� ����� �� �������� ��� ��������� ���

�uρ(t)�X ≤ λne
tα sn
m−β ≤ λne

nα sn
m−β .������

������

wn = max
�
λne

nα sn
m−β , max

t∈[0,n]
�u(t)�X

�
.

��� ����������� ���� �� ��������� ���

�uρ(t)�X ≤ wn �� �u(t)�X ≤ wn,

�� ��� ������ �� ������������� �� ����� ���� �

���� ������� ���������� � �� ������������� �� �������� ����

�������������� �� ���� ρ > 0� ������� �� �������� ���� ��� ���� ����� ���

���������� Kρ ��� �������� ����� �� ��� ���� �� X� ����� �� ��������� �� ��������

��



������ � �������� � ����������� �������������������� ���� ���������� �� �������

��� ���� K = Kρ� ���� ��������� ��� �� �������� Pρ ����� ��� �������� ������

��� ��������� uρ ∈ C(R+;Kρ)�

��� ������ 0 < ρ < ρ∗ �� ρ∗ ������ ������� n ∈ N �� t ∈ [0, n]� �� ��������� ��

��������� ������� ���� ����� ���

�v(t) = uρ(t)− d(ρ)θ

c(ρ)
∈ K.

���� ������� v = �v(t) ���� ������ ���� ����������� ����������� ������� ��� c(ρ) > 0

�� ���� ��������� �� ��������� ��������� ���� ������� ���

(Au(t), uρ(t)− d(ρ)θ − c(ρ)u(t))X + j(S u(t), u(t), uρ(t)− d(ρ)θ)������

−j(S u(t), u(t), c(ρ)u(t)) ≥ (f(t), uρ(t)− d(ρ)θ − c(ρ)u(t))X .

������� ����� ���� ������� vρ = c(ρ)u(t) + d(ρ)θ ∈ Kρ ���� ������ ���� ���� ���

(Auρ(t), c(ρ)u(t) + d(ρ)θ − uρ(t))X + j(S uρ(t), uρ(t), c(ρ)u(t) + d(ρ)θ)������

−j(S uρ(t), uρ(t), uρ(t)) ≥ (f(t), c(ρ)u(t) + d(ρ)θ − uρ(t))X .

�������� ���� ������������ ��� ���������� ������ �� ������ ���� �������

(Auρ(t)− Au(t), uρ(t)− u(t))X������

≤ (Au(t)− Auρ(t), (1− c(ρ))u(t)− d(ρ)θ)X

+ j(S u(t), u(t), uρ(t)− d(ρ)θ)− j(S u(t), u(t), c(ρ)u(t))

+ j(S uρ(t), uρ(t), c(ρ)u(t) + d(ρ)θ)− j(S uρ(t), uρ(t), uρ(t)).

���� �������� � ������� ������ ����� ���� ����������� ������� �������� ����

��������

j(S u(t), u(t), uρ(t)− d(ρ)θ)− j(S u(t), u(t), c(ρ)u(t))

+ j(S uρ(t), uρ(t), c(ρ)u(t) + d(ρ)θ)− j(S uρ(t), uρ(t), uρ(t))

= j(S uρ(t), uρ(t), c(ρ)u(t) + d(ρ)θ)− j(S uρ(t), uρ(t), uρ(t)− d(ρ)θ)

+ j(S u(t), u(t), uρ(t)− d(ρ)θ)− j(S u(t), u(t), c(ρ)u(t) + d(ρ)θ)

+ j(S u(t), u(t), c(ρ)u(t) + d(ρ)θ)− j(S u(t), u(t), c(ρ)u(t))

+ j(S uρ(t), uρ(t), uρ(t)− d(ρ)θ)− j(S uρ(t), uρ(t), uρ(t)).

��



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

����� �� ��������� ����� ��������� �� ��� ���������� ��������� �������c1�� ���� ��������

j(S u(t), u(t), uρ(t)− d(ρ)θ)− j(S u(t), u(t), c(ρ)u(t))

+j(S uρ(t), uρ(t), c(ρ)u(t) + d(ρ)θ)− j(S uρ(t), uρ(t), uρ(t))

≤ α�S u(t)− S uρ(t)�Z�c(ρ)u(t)− uρ(t) + 2d(ρ)θ�X

+ β�u(t)− uρ(t)�X�c(ρ)u(t)− uρ(t) + 2d(ρ)θ�X

+ |d(ρ)| �θ�X
�
H(�u(t)�X + �S u(t)�Z) +H(�uρ(t)�X + �S uρ(t)�Z)

�
.

�������� ���� ��������

c(ρ)u(t)− uρ(t) + 2d(ρ)θ = u(t)− uρ(t) + (c(ρ)− 1)u(t) + 2d(ρ)θ

���� ������� ���

j(S u(t), u(t), uρ(t)− d(ρ)θ)− j(S u(t), u(t), c(ρ)u(t))������

+ j(S uρ(t), uρ(t), c(ρ)u(t) + d(ρ)θ)− j(S uρ(t), uρ(t), uρ(t))

≤ α�S u(t)− S uρ(t)�Z�u(t)− uρ(t)�X

+α�S u(t)− S uρ(t)�Z
�
|c(ρ)− 1| �u(t)�X + 2|d(ρ)| �θ�X

�

+ β�u(t)− uρ(t)�2X + β�u(t)− uρ(t)�X
�
|c(ρ)− 1| �u(t)�X + 2|d(ρ)| �θ�X

�

+ |d(ρ)| �θ�X
�
H(�u(t)�X + �S u(t)�Z) +H(�uρ(t)�X + �S uρ(t)�Z)

�
.

������� ����� �� ��������� ����������� �� �������������� �� �� ��������� ���������

���� �������� ���

(Au(t)− Auρ(t), (1− c(ρ))u(t)− d(ρ)θ)X������

≤ M(|1− c(ρ)| �u(t)�X + |d(ρ)| �θ�X)�u(t)− uρ(t)�X .

��������� ���������� ������������� �� ��������� �� ��������� �������� ���� �������

��



������ � �������� � ����������� �������������������� ���� ���������� �� �������

���

(m− β)�uρ(t)− u(t)�2X������

≤
�
M(|c(ρ)− 1| �u(t)�X + |d(ρ)| �θ�X) + α�S u(t)− S uρ(t)�Z

+ β(|c(ρ)− 1| �u(t)�X + 2|d(ρ)| �θ�X)
�
�u(t)− uρ(t)�X

+α�S u(t)− S uρ(t)�Z
�
|c(ρ)− 1| �u(t)�X + 2|d(ρ)| �θ�X

�

+ |d(ρ)| �θ�X
�
H(�u(t)�X + �S u(t)�Z) +H(�uρ(t)�X + �S uρ(t)�Z)

�
.

�� ��������� ����� �������� ���� ������ �������� ���

�S u(t)�Z ≤ �S u(t)− S 0X�Z + �S 0X�Z

≤ sn

� t

0

�u(s)�X ds+ �S 0X�Z ≤ nwnsn + �S 0X�Z

��� ��� �����������

������ �u(t)�X + �S u(t)�Z ≤ wn(1 + nsn) + �S 0X�Z .

���� ��������� ��� ��������� ���������� ���� ������� ���

������ �uρ(t)�X + �S uρ(t)�Z ≤ wn(1 + nsn) + �S 0X�Z .

�� ������ �� ��������� �� ��������� ������ ���� ����� ���

�S u(t)− S uρ(t)�Z ≤ sn

� t

0

�u(s)− uρ(s)�X ds

≤ sn

� t

0

�u(s)�X ds+ sn

� t

0

�uρ(s)�X ds.

��� ����������� ������ �������� ���

������ �S u(t)− S uρ(t)�Z ≤ 2nwnsn.

�� ������

ξn = max {wn(1 + nsn) + �S 0X�Z , 2nwnsn} �� γn = γξn .

��



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

������ ��� ���������� ������������� ��������� ���� �� ��������� (3.23)(c2) ����������

���

H(�u(t)�X + �S u(t)�Z) ≤ γn,

H(�uρ(t)�X + �S uρ(t)�Z) ≤ γn,

�S u(t)− S uρ(t)�Z ≤ ξn.

�� ��������� ���������� ��� ���������� �� ������ ���� ����������� ������� ���� ��������

(m− β)�uρ(t)− u(t)�2X������

≤
�
M(|c(ρ)− 1|wn + |d(ρ)| �θ�X) + α�S u(t)− S uρ(t)�Z

+ β(|c(ρ)− 1|wn + 2|d(ρ)| �θ�X)
�
�u(t)− uρ(t)�X

+α ξn

�
|c(ρ)− 1|wn + 2|d(ρ)| �θ�X

�
+ 2γn|d(ρ)| �θ�X .

����� ��������� �������� ���� ����������� ����� �� ����������� �����������

x, a, b ≥ 0 ��� x2 ≤ ax+ b =⇒ x ≤ a+
√
b

�������� ���

�uρ(t)− u(t)�X������

≤ 1

m− β

�
M(|c(ρ)− 1|wn + |d(ρ)| �θ�X) + β(|c(ρ)− 1|wn + 2|d(ρ)| �θ�X)

�

+

�
1

m− β

�
αξn(|c(ρ)− 1|wn + 2|d(ρ)| �θ�X) + 2γn|d(ρ)| �θ�X

�

+
α

m− β
�S u(t)− S uρ(t)�Z .

����������� ���� ������

Bn(ρ)������

=
1

m− β

�
M |c(ρ)− 1|wn + |d(ρ)| �θ�X + β(|c(ρ)− 1|wn + 2|d(ρ)| �θ�X)

�

+

�
1

m− β

�
αξn(|c(ρ)− 1|wn + 2|d(ρ)| �θ�X) + 2γn|d(ρ)| �θ�X

�

��



������ � �������� � ����������� �������������������� ���� ���������� �� �������

�� ���� ��������� �� ��������� ����� ���� ������ ��� �� ������� ���

�uρ(t)− u(t)�X ≤ Bn(ρ) +
snα

m− β

� t

0

�uρ(s)− u(s)�X ds.

��� ����������� �� ����� �� �������� ����� ���

������ �uρ(t)− u(t)�X ≤ Bn(ρ)e
snα
m−β

t
,

�� ��� �������� ���

������ max
t∈[0,n]

(�uρ(t)− u(t)�X) ≤ Bn(ρ)e
nsnα
m−β .

�� ������ ���� ��������� �� �������� ������ ���� �� ��������� ������ ���� ������� ���

Bn(ρ) → 0 ������� ρ → 0

��� �� �� ����� ���� ��������� ����� ����������� ���� ����������� ������ ���� �������

uρ → u dans C(R+;X) lorsque ρ → 0,

�� ��� ������� �� ������������� �� �������� ���� �

��� �� �������� �� ����������� ���� �� ��������

��������

���� ����� �������� ���� ���������� ������� �� �������� �������� Pµ �� ��������

���� �� ������������ ������ �� ���������� K� ���� ��������� ��� ����������� ��

������������ G ��� ����� ���� �� �����

������ Gu = u− PK u ∀u ∈ X,

�� PK : X → K ��� ����������� �� ���������� ��� ���������� K�

���� ���� µ > 0� �� �������� �������� ��� �� ��������

�������� PK
µ � ������� ��� �������� uµ : R+ → X ��� ���

uµ(t) ∈ X, (Auµ(t), v − uµ(t))X +
1

µ
(uµ(t)− PKuµ(t), v − uµ(t))X������

+j(S uµ(t), uµ(t), v)− j(S uµ(t), uµ(t), uµ(t)) ≥ (f(t), v − uµ(t))X ∀ v ∈ X,

��



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

���� ���� t ∈ R+.

�� �������� ��� �� ������ ����������� �� ��������� �� �� �������� �� �������� PK
µ

�������� uµ ∈ C(R+;X)� ��� ��������� ��� ��������� �� ������������ �� �� ��������

�� �� �������� ������� ���� ��������� �� ������������ ������ �� ���������� K ����

������������ ���� ���� ρ > 0� �� ������������ Gρ �� ����������� G ������������ ��

��������� ������ �� ������ ���

������ Gρu = u− PKρ
u ���� ���� u ∈ X.

����������� ��������� �� ������������ �������� �� �������� PK
µ �

�������� P
Kρ

µ � ������� ��� �������� uµρ : R+ → X ��� ���

uµρ(t) ∈ X, (Auµρ(t), v − uµρ(t))X +
1

µ
(uµρ(t)− PKρ

uµρ(t), v − uµρ(t))X������

+ j(S uµρ(t), uµρ(t), v)− j(S uµρ(t), uµρ(t), uµρ(t))

≥ (f(t), v − uµρ(t))X ∀ v ∈ X,

���� ���� t ∈ R+�

���� ����� �� �������� �� ����������� �������� ��� ���������� �� �������� �����

����� �� ����� ��������

�������� ���� ��������� ��� ��� ���������� (3.2)�(3.7) �� (3.19)�(3.20) ���� ���

���������� ������ ���� ���� t ∈ R+, µ > 0� �� ����������� �������� ��� ������� �

������ �uµρ(t)− uµ(t)�X → 0 lorsque ρ → 0.

�� ������������� �� �������� ��� ���� �������� �� ���� ������� ���� ��� �����

��� ��� ��������� ��������� ���� �� ������� ���� �� �������� ����� ���� �����������

�� �������� ������������� ��� �������� � ������� ��� �������� �uµρ : R+ → X ��� ����

���� ���� t ∈ R+� ����������� �������� ��� ���������� �

(A�uµρ(t), v − �uµρ(t))X +
1

µ
(�uµρ(t)− PKρ

�uµρ(t), v − �uµρ(t))X������

+ j(S uµ(t), �uµρ(t), v)− j(S uµ(t), �uµρ(t), �uµρ(t))

≥ (f(t), v − �uµρ(t))X ∀ v ∈ X.

��



������ � �������� � ����������� �������������������� ���� ���������� �� �������

���� ��������� ���������� ��� ����������� � ������ ��� �� �������� �� �� ����

������ ��� �������� �� ����������� ����� ���������

����� ����� �� ρ → 0�

������ �uµρ(t) → uµ(t) ���� X,

���� ���� µ > 0 �� t ∈ R+�

�������������� ������ µ > 0 �� t ∈ R+� ������� �� �������� ����� ���� ���������

���

������ �uµρ(t) → �uµ(t) ���� X ������� ρ → 0,

�� �� �������� �uµ : R+ → X ��� �� �������� �� ������������ �������� �

(A�uµ(t), v − �uµ(t))X +
1

µ
(�uµ(t)− PK�uµ(t), v − �uµ(t))X������

+ j(S uµ(t), �uµ(t), v)− j(S uµ(t), �uµ(t), �uµ(t))

≥ (f(t), v − �uµ(t))X ∀ v ∈ X.

������� ����� ���� ������� v = �uµ(t) ���� ������ �� v = uµ(t) ���� �������

���� ���� ������������ ��� ���������� �������� �� ���� ��������� �� ��������� ��

����������� I − PK ���� ������� ���

(A�uµ(t)− Auµ(t), �uµ(t)− uµ(t))X

≤ j(S uµ(t), �uµ(t), uµ(t))− j(S uµ(t), �uµ(t), �uµ(t))

+j(S uµ(t), uµ(t), �uµ(t))− j(S uµ(t), uµ(t), uµ(t)).

�������� �� ��������� ����� ��������� ���� ��� ���������� �������� �� ��������� ����

�������� ���

(m− β)��uµ(t)− uµ(t)�2X ≤ 0.

��� �� �� ����� ���� ��������� �� �� ��������� �� ��������� ����� ���

�uµ(t) = uµ(t).

��



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

���� ��������� �� ����� ������� �� �� ����������� ������ ��� �� ����������� ������

��� ����������� �� ��� ������� �� ������������� �� ����� ����� �

���� �������� � ������� �� �������� �� ����������� ����� ��������

����� ����� �� ρ → 0,

������ uµρ(t) → uµ(t) ���� X,

���� ���� µ > 0 �� t ∈ R+�

�������������� ������ µ > 0� n ∈ N �� t ∈ [0, n]� ���� ������� v = uµρ(t) ����

������ �� v = �uµρ(t) ���� ������� ���� ������������ ��� ���������� �������� �� ����

��������� �� ��������� �� ����������� I − PKρ
��� ��������� ���

(Auµρ(t)− A�uµρ(t), uµρ(t)− �uµρ(t))X

≤ j(S uµρ(t), uµρ(t), �uµρ(t))− j(S uµρ(t), uµρ(t), uµρ(t))

+j(S uµ(t), �uµρ(t), uµρ(t))− j(S uµ(t), �uµρ(t), �uµρ(t)).

�� ��������� ����� ��������� ���� ��� ���������� ��������� �������� �� ������ ���� ���

������� ���

������ �uµρ(t)− �uµρ(t)�X ≤ α

m− β
�S uµρ(t)− S uµ(t)�Z .

����� ���� ��������� ����� ��������� ���� �� ��������� ����� ���� ������� ���

�uµρ(t)− �uµρ(t)�X ≤ αsn
m− β

� t

0

�uµρ(s)− uµ(s)�X ds.

�������� ���� ��������� ����� ��������� �� ����������� ������������

�uµρ(t)− uµ(t)�X ≤ �uµρ(t)− �uµρ(t)�X + ��uµρ(t)− uµ(t)�X

���� ������� ���

�uµρ(t)− uµ(t)�X ≤ ��uµρ(t)− uµ(t)�X +
αsn

m− β

� t

0

�uµρ(s)− uµ(s)�Xds.

��



������ � �������� � ����������� �������������������� ���� ���������� �� �������

���� ��������� ���������� �� ����� �� �������� ���� ������� ���

�uµρ(t)− uµ(t)�X ≤ e
αsn
m−β

t��uµρ(t)− uµ(t)�X

≤ e
αsn
m−β

n��uµρ(t)− uµ(t)�X .

����� ���� ��������� ����� ��������� ���� �� ����������� ������ ���� ������� ���

�uµρ(t)− uµ(t)�X → 0 ������� ρ → 0,

�� ��� ������� �� ������������� �� ����� ����� �

���� ������� ���������� � �� ������������� �� �������� ����

�������������� �� �������� ��� ��� ��� ����������� ������� �� ����� ����� �

��



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

��



�������� �

����������� ��������������������

������ ���� ���������� �� �������

���� �� ��������� ���� ���� ��������� �� ��������� ��� ��������� ��������� ����

�� �������� 3 ���� ��� ����� ������ ������������� �������������������� ���� ������

����� �� �������� �� �������� ��� ������� �� ������ ��������� ���� �� ��������

�������� ���� ���������� �� �������� �� ���� ��������� ��� ���������� �����������

��� ��� ������� ���� ������� �� �������� ����������� �� ��������� �� ��������� ����

�� �������� �������� ���� ���������� �� �������� �� ����������� ������� ��� ���

������������ �� ���������� ��� ������������ �� ��������� ������� ��� ��������� � ���

����������� ����� ���� �������� ���� �������� ����������� �� ��������� �� �� ��������

�� ���� ����������� ������������� ����� ��� ���� ������������ �� ��������� ���� ��

��������� �������� ���� �������� �� ���������� �� �� �������� �� �������� ���� ���

������� � ��� ������������ �� ���������� ��� ����������� ��� ��������� �� �������� ��

������������ ��� ��������� ��������� ���� �� �������� ���� ������� �� ��������� ����� ���

��������� ���� �� �������� �� ���� ���������� ��� ��������� ���� ������� ���� ��������

�� ������� ���� ���������� ���� ��� ��������� ����������������

��



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

��� �������� �� ��������

���� ����� �������� ���� ���������� �� �������� ����� ��� ��� ���������� ��� ���

�������� ������� ���� �������� �� �������� ����������� �� ��������� �� ���������

���� (X, (·, ·)X) �� ������ �� ������� ���� ���� �� �� ����� � · �X � �����������
���������� K ⊂ X� ��� ���������� A : X → X �� S : C(R+;X) → C(R+;X) �����

��� �� �������� f : R+ → X ���� ���

����� K ��� ��� ������ �������� ������ �� ��� ���� �� X.

����������� A : X → X ��� ��������� �������� �� �� ���������� ������������

�����





(a) Il existe m > 0 tel que
(Au1 − Au2, u1 − u2)X ≥ m �u1 − u2�2X
∀u1, u2 ∈ X.

(b) Il existe M > 0 tel que
�Au1 − Au2�X ≤ M �u1 − u2�X ∀u1, u2 ∈ X.

����������� S : C(R+;X) → C(R+;X) ��� �� �������� �����

�����





Pour tout n ∈ N il existe sn > 0 tel que

�S u1(t)− S u2(t)�X ≤ sn

� t

0

�u1(s)− u2(s)�X ds

∀u1, u2 ∈ C(R+;X), ∀ t ∈ [0, n].

�� �������� f : R+ → X � �� ����������

����� f ∈ C(R+;X).

���� ��� �������� ���� ����������� �� �������� ��������

�������� P� ������� ��� �������� u : R+ → X ��� ���� ���� ���� t ∈ R+�

����������� �������� ��� ���������� �

u(t) ∈ K, (Au(t), v − u(t))X + (S u(t), v − u(t))X�����

≥ (f(t), v − u(t))X ∀ v ∈ K.

��



������ � �������� � ����������� �������������������� ������ ���� ���������� ��
�������

���� ����� �� �������� ����������� �� ��������� �����������

�������� ���� ���� ��� ���������� (4.1)�(4.4) �� �������� P ������� ��� ��������

������ ��� ��������� u ∈ C(R+;K)�

�������������� ���� ��������� �� �������� ��� ���� Z = X� ���� �� ������ ����

����������� �� ������������� j : X ×X ×X → R ������ ���

����� j(z, u, v) = (z, v)X ∀ z, u, v ∈ X.

�� ��� ������ �� ���� ���� ���� ���� z, u ∈ X� �� ������������� j(z, u, ·) ��� ������� ��

������������� ��������������� ������������� ���� ��������� �� ��������� ��������� ������

������ ���������� z1, z2, u1, u2, v1, v2 ∈ X� �� ��������� �� ��������� ����� �� �����

������� �� ��������������� ���� �������� ���

j(z1, u1, v2)− j(z1, u1, v1) + j(z2, u2, v1)− j(z2, u2, v2)

= (z1 − z2, v2 − v1)X ≤ �z1 − z2�X�v1 − v2�X .

����� ��������� ������ ��� �� ��������� �������� ��� ���������� ���� α = 1 �� β = 0�

��� ��������� ������ ��� �� ��������� �� ��������� ����� ��� ����������� �� ��������

��� ��� ���������� ��� ����������� ������� �� �������� ���� �

��� �� �������� �� �����������

���� ����� �������� ���� ����������� �� �������� �� ����������� �� �������� �� ����

��������� �� �� �������� �� �������� P ������� ���� ��������� ��� ������������ ��

���������� ��� ����������� K� ��������� ��� ��� ���������� (4.1)�(4.4) ���� ��������

�� ���������� ���� ���� ρ > 0� �� ������������ Kρ ���������� ���� �� ������� ���

������������ �� ��������� ������� �� ������ ���

����� Kρ = c(ρ)K + d(ρ)θ,

���� θ ∈ X �� ��� ��������� c : (0,+∞) → R� d : (0,+∞) → R ��������� ���

������������ ��������� �

����� c(ρ) → 1 �� d(ρ) → 0 ������� ρ → 0.

��



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

���� ����������� �� ������������ �������� �� �������� P�

�������� Pρ� ������� ��� �������� uρ : R+ → X ��� ���� ���� ���� t ∈ R+�

����������� �������� ��� ���������� �

uρ(t) ∈ Kρ, (Auρ(t), vρ − uρ(t))X + (S uρ(t), vρ − uρ(t))X�����

≥ (f(t), vρ − uρ(t))X ∀ vρ ∈ Kρ.

�� ��������� �� �������� ��� ���� Z = X �� �� ������������� j� ������ ��� ������

���� ��������� ���� ���� ���� ρ > 0� �� �������� Pρ ����� ��� �������� ������

�������� uρ ∈ C(R+;Kρ)� �� ����� ����� �������� �������� ���� �� �������� u ��

�������� P ������� ρ ���� ���� �� �����

������ uρ → u dans C(R+;X) lorsque ρ → 0.

����������� ���� ���� ����������� �� ������������ �� �� �������� �� ��������

P ���� �� ����� �������� � ����� ��������� ������������ ��� ���� ����� ���� �������

���� �������� ���� ��������� ��������� ���� ����� ���� ������� ��� ���������� ����

������������ ��� ��� ������� �� ��������� ����� ������ �� ���� �������� K0 ⊂ X ��

�� ������� g ∈ X ���� ��� �

������





(a) K0 ��� �� ���� �������� ��� ���� �� ����� �� X.

(b) u, v ∈ K0 =⇒ u+ v ∈ K0.

(c) λ ≥ 0, u ∈ K0 =⇒ λu ∈ K0.

(d) K = K0 + g.

�� ������ ���� ���� ρ > 0� ���� ��������� ����� ������ �� ������� gρ ∈ X ��� ���

������

�
(a) Kρ = K0 + gρ ∀ ρ > 0.

(b) gρ → g dans X lorsque ρ → 0.

�� ��������� ��� ���������� ������ �� ������� ���� ����� �� �������� ��������

�������� ���� ������ ��� �

�� ��� ���������� (4.11)(a)�(b) �������� ��� K0 ��� �� ���� ����� ���� X�

�� �� ��������� (4.11) �������� �� ��������� (4.1)�

��



������ � �������� � ����������� �������������������� ������ ���� ���������� ��
�������

�� �� ��� ���������� (4.7)�(4.8)� (4.11) ���� �������� ������ ���� ���� ρ > 0� �� ������

���� (4.12) ��� ������� ���� gρ = c(ρ)g + d(ρ)θ�

���� ���������� ���������� �� �������� ������� ��� ���� ������� ��� �� ������

����� ���� ��������� ��� ��� ���������� (4.2)�(4.12) ���� ��������� ������ ���

���������� ��������� ���� ����������� �

������

�
(a) g ∈ K �� gρ ∈ Kρ ∀ ρ > 0.

(b) 2 v − g ∈ K ∀ v ∈ K �� 2 vρ − gρ ∈ Kρ ∀ vρ ∈ Kρ, ∀ ρ > 0.

�������������� �������� ���� ��������� �� ��������� ��������� ���� ���� ��� 0X ∈
K0 ��� �� �� ����� ��� ���������� ��������� �� ��������� ���������� ��� �� ���������

��������� ��� ����������� �������� ������� v ∈ K �� ��������� ��������� ��������� ����

���� ����� ������ �� ������� v0 ∈ K0 ��� ��� v = v0 + g ��� ��� ����������� ����

����� ��� 2v−g = 2(v0+g)−g = 2v0+g �� ������� �� ��������� ��������� ��������

��� 2v0 ∈ K0� ���� ��������� �� �� ��������� ��������� ��� 2v−g ∈ K� ��� ���������

���� ��������� ��� ��������� ���������� ���� ������� ��� 2vρ − gρ ∈ Kρ ���� ����

vρ ∈ Kρ� ���� �� ��������� ��� �� ��������� ��������� ��� ����������� �� ��� ������

�� ������������� �� ����� ���� �

���� �������� � ������� �� �������� ��������

�������� ���� ��������� ��� ��� ���������� (4.1)�(4.4) �� (4.11)�(4.12) ���� ���

������� ����� �

�� ���� ���� ρ > 0� �� �������� Pρ ������� ��� �������� ������ �������� uρ ∈
C(R+;Kρ)�

��� �� �������� uρ �� �������� Pρ �������� ���� �� �������� u �� �������� P�

�����

������ uρ → u dans C(R+;X) lorsque ρ → 0.

�� ������������� �� �������� ��� ��� ����� ��� �� �������� ��������

����� ���� ���� ���� n ∈ N �� ������ wn > 0 ��� ���

������ �uρ(t)�X ≤ wn �� �u(t)�X ≤ wn ∀ t ∈ [0, n], ∀ ρ > 0.

��



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

�������������� ������ n ∈ N� t ∈ [0, n] �� ρ > 0� ���� ������� vρ = gρ ∈ Kρ

���� ����� ���� �������

(Auρ(t)− Agρ, uρ(t)− gρ)X ≤ (f(t), uρ(t)− gρ)X

+(S uρ(t), gρ − uρ(t))X + (Agρ, gρ − uρ(t))X .

�������� �� ��������� �� ��������� �������� �� ����������� �� ��������������� ����

�������� ���

m �uρ(t)− gρ�X ≤ �Agρ�X + max
t∈[0,n]

(�f(t)�X) + �S uρ(t)�X .������

��� ��������� ���� ��������� �� ��������� ����� ���� ������� ���

�S uρ(t)�X = �(S uρ(t)− S gρ) + (S gρ − S 0X) + S 0X�X������

≤ �S uρ(t)− S gρ�X + �S gρ − S 0X�X + �S 0X�X

≤ sn

� t

0

�uρ(s)− gρ�X ds+ sn

� t

0

�gρ�X ds+ �S 0X�X .

������� ����� �� ��������� �� ����������� ���������� ���� ��������� ����� ������ ���

��������� c > 0� ������������ �� ρ� ����� ���

������ �gρ�X ≤ c.

�� ��������� ���������� ������ �� ������� ���� �������� ���

������ �S uρ(t)�X ≤ nsnc+ �S 0X�X + sn

� t

0

�uρ(s)− gρ�X ds.

�� ������ ���� ��������� ������������ ������ �� �� ��������� �������� ��� �� ���� ���

�Agρ�X = �Agρ − A0X + A0X�X ≤ cM + �A0X�X .������

����������� �� ��������� ������� ������ �� ������� ���� ��������� ����� ������ ���

��������� λn > 0� ������������ �� ρ� ����� ���

�uρ(t)− gρ�X ≤ λn +
sn
m

� t

0

�uρ(s)− gρ�X ds.

��



������ � �������� � ����������� �������������������� ������ ���� ���������� ��
�������

���� ��������� �� ����� �� �������� ���� ������� ���

�uρ(t)− gρ�X ≤ λnsn
m

e
tsn
m ≤ λnsn

m
e

nsn
m .

�� ��� �� �� ������� ���

�uρ(t)− gρ�X ≤ cn ���� cn =
λn sn
m

e
n sn
m .

����� ���� ��������� ����� ���������� ������������ ������ �� ����������� ������������

�uρ(t)�X = �uρ(t)− gρ + gρ�X ≤ �uρ(t)− gρ�X + �gρ�X

���� ������� ���

�uρ(t)�X ≤ cn + c.

����

wn = max(cn + c, max
t∈[0,n]

(�u(t)�X)).

��� ����������� ���� ��������� ���

�uρ(t)�X ≤ wn �� �u(t)�X ≤ wn,

�� ��� ������ �� ������������� �� ����� ���� �

���� ������� ���������� � �� ������������� �� �������� ����

�������������� �� ���� ρ > 0� ������� ��� ���������� ������������� �� ����������

���� ��������� ��� Kρ ��� ��� ������ �������� ������ �� ��� ���� �� X� �� �� �����

���� ��������� �� �������� ��� ���� K = Kρ ���� ������� ����������� �� ��������� ��

�� �������� �� �������� Pρ� �� ��� ������� �� �������� ������ �� �� ��������������

��� ������ n ∈ N� t ∈ [0, n] �� ρ > 0� ���� ��������� ��������� �� ��������� ����

���� ��� uρ(t)+ g− gρ ∈ K ��� �� �� ����� ���� ������� v = uρ(t)+ g− gρ ���� �����

���� ������� ���

(Au(t), (uρ(t)− u(t)) + (g − gρ))X + (S u(t), (uρ(t)− u(t)) + (g − gρ))X������

≥ (f(t), (uρ(t)− u(t)) + (g − gρ))X .

��



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

������� ����� ��� ���������� ��������� �� ��������� ���������� ��� u(t) + gρ − g ∈ Kρ

��� ��� ����������� �� ������ vρ = u(t) + gρ − g ���� ������ ���� �������� ���

(Auρ(t), (u(t)− uρ(t)) + (gρ − g))X + (S uρ(t), (u(t)− uρ(t)) + (gρ − g))X������

≥ (f(t), (u(t)− uρ(t)) + (gρ − g))X .

���� ������������ ���������� ��� ���������� ������ �� ������ ���� ������� ���

(Auρ(t)− Au(t), uρ(t)− u(t))X ≤ (Au(t)− Auρ(t), g − gρ)X

+(S uρ(t)− S u(t), u(t)− uρ(t))X + (S u(t)− S uρ(t), g − gρ)X .

�������� �� ��������� ����� ��������� ���� �� ��������� ����� �� ����������� �� �������

�������� ���� �������� ���

m�uρ(t)− u(t)�2X ≤
�
M�gρ − g�X + �S uρ(t)− S u(t)�X

�
�uρ(t)− u(t)�X

+ �S uρ(t)− S u(t)�X�gρ − g�X .

������� ����� ���� ��������� �� ��������� ����� �� ������ ���� ������� ���

�S uρ(t)− S u(t)�X ≤ sn

� t

0

�uρ(s)− u(s)�X ds

≤ sn

� t

0

�uρ(s)�X ds+ sn

� t

0

�u(s)�X ds ≤ 2nwnsn.

�� ��������� ���������� ����� ��������� ���� ����������� ������� ���� �������� ���

m�uρ(t)− u(t)�2X������

≤
�
M�gρ − g�X + �S uρ(t)− S u(t)�X

�
�uρ(t)− u(t)�X

+2nwnsn �gρ − g�X .

�������� ���� ��������� �����������

x, a, b ≥ 0 �� x2 ≤ ax+ b =⇒ x ≤ a+
√
b

����� ��� ����������� ������ �� �� ��������� ����� ��� ��������� ���

�uρ(t)− u(t)�X ≤ M

m
�gρ − g�X +

�2nwnsn�gρ − g�X
m

� 1

2

������

+
sn
m

� t

0

�uρ(s)− u(s)�X ds.

��



������ � �������� � ����������� �������������������� ������ ���� ���������� ��
�������

�� ������ ���� ������

������ Tn(ρ) =
M

m
�gρ − g�X +

�2nwnsn�gρ − g�X
m

� 1

2

.

����� ���� ��������� ����� �������� ���� ����������� ������ ���� ���� ���

�uρ(t)− u(t)�X ≤ Tn(ρ) +
sn
m

� t

0

�uρ(s)− u(s)�X ds.

��� ����������� �� ����� �� �������� ���� ����� ���

�uρ(t)− u(t)�X ≤ Tn(ρ)e
tsn
m ,

�� ��� �������� ���

������ max
t∈[0,n]

(�uρ(t)− u(t)�X) ≤ Tn(ρ)e
nsn
m .

��� ��������� �� ��������� �� �������� ������ ���� �� ����������� ���������� ���� �����

���� ���

������ Tn(ρ) → 0 ������� ρ → 0.

���� ��������� ���������� ������ �� ������ ��� �� ������� ���

uρ → u ���� C(R+;X) lorsque ρ → 0,

�� ��� ������� �� ������������� �� �������� ���� �

��� ����������� �����

���� ����� �������� ���� ���� ����������� � ��� ����������� �� �������� P ��

������ �� �� �������� σ = Au+ S u� ������� ����������� ������ ������� ���� �����

������� �� �� ������� ��������� ���� ��������� ��� ����������� A : X → X ���������

���� �� ������� ��� �������� �� ��������� ����� ��� �� ����� �� ��� ��������� �� ���������

�� ����������� ���� ���� ��������� ��� A ��� ���������� �� ��� �������� ���� A−1 :

X → X� ��������� ��� ���������� ��������� �

������

�
(a) (A−1u, u)X ≥ m

M2 �u�2X ∀u ∈ X,

(b) �A−1u�X ≤ 1
m
�u�X ∀u ∈ X.

��



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

���� ������� �� �� ����������� ����� �� �������� P ���� ����� ������ ��

�������� ��������

����� ���� ��������� ��� ��� ���������� (4.2)�(4.3) ���� ��������� ������ �� ������

�� ������ ��������� R : C(R+;X) → C(R+;X) ��� ���� ���� ������ ���������

σ, u ∈ C(R+;X)� ������������� �������� ��� ���������� �

������ σ(t) = Au(t) + S u(t) ∀ t ∈ R+,

�� �� ��������� ��

������ u(t) = A−1σ(t) +Rσ(t) ∀ t ∈ R+.

�� ����� R ��� �� ��������� �� �������� ����� ���� ���� n ∈ N �� ������ rn > 0 ���

���

�Rσ1(t)−Rσ2(t)�X ≤ rn

� t

0

�σ1(s)− σ2(s)�X ds������

∀ σ1, σ2 ∈ C(R+;X), ∀ t ∈ [0, n].

�������������� ���� σ ∈ C(R+;X)� ����������� ����������� Λ : C(R+;X) →
C(R+;X) ����� ���

������ Λη(t) = A−1σ(t)− A−1
S η(t) ∀ η ∈ C(R+;X), t ∈ R+.

������ ��� ����������� Λ ������ �� σ ����� ��� ����������� ���� ����������� ���

������������� ����� �����������

������ η1, η2 ∈ C(R+;X)� ���� ��������� �� ��������� ������ �� ��� ����������

��������� �� ����� ���� ���� ���

�Λη1(t)− Λη2(t)�X = �A−1
S η2(t)− A−1

S η1(t)�X

≤ 1

m
�S η2(t)− S η1(t)�X ≤ sn

m

� t

0

�η1(s)− η2(s)�X ds,

∀n ∈ N, t ∈ [0, n].

��� ����������� ���� ��������� �� �������� ���� ��� ����������� Λ ����� ��

������ ����� ��� ���� C(R+;X)� ���� η∗ ∈ C(R+;X)� �� ��������� ������ ����

��



������ � �������� � ����������� �������������������� ������ ���� ���������� ��
�������

��������� Λη∗ = η∗� ���� ����� ���

������ η∗(t) = A−1σ(t)− A−1
S η∗(t) ∀ t ∈ R+.

����� ������� ������ �� ���������� �� ��������� R : C(R+;X) → C(R+;X) �����

��� ���������

������ Rσ(t) = η∗(t)− A−1σ(t) = −A−1
S η∗(t) ∀ t ∈ R+

��� �� �� ����� ������ �������

������ η∗(t) = A−1σ(t) +Rσ(t) ∀ t ∈ R+.

��������� ���������� ��� σ, u ∈ C(R+;X) ��� �� ����� ��������� ��� ���������

������ ��� ����������� ���� �� ����� ���

u(t) = A−1σ(t)− A−1
S u(t) ∀ t ∈ R+.

���� ��������� ����� ������� �� ��������� ������ ���� ������� ��� u ��� �� ����� ���

�� ����������� Λ ��� ����� � ��������� �� ����� ���� ���� ��������� ���

u(t) = η∗(t) ∀ t ∈ R+.

�� ��������� ���������� ����� ������� �� ������� ���� ��������� ��� ��������� ������

��� �����������

��������������� ��������� ��� ��������� ������ ��� ����������� ������ �� ���������

������� ���� ����� ��� u = η∗� �� ��� �������� ��� u ��� �� ����� ��� �� �����������

Λ ��� �� �� ����� �� ��������� ������ �������� ���

Λu(t) = u(t) = A−1σ(t)− A−1
S u(t) ∀ t ∈ R+,

�� ��� ������ ��� �� ��������� ������ ��� �����������

��� ������ �������� ��� R ��� �� ��������� �� �������� ���� �� ������ ����

����������� ���� ��������� σ1, σ2 ∈ C(R+;X) �� ���� ������ ��� η∗1, η
∗
2 ∈ C(R+;X)

��� ��������� �������� ��� ������ ���� σ = σi� i = 1, 2� ������ n ∈ N �� t ∈ [0, n]� ��

��������� ��������� ������ ���� ��� ���������� ��������� �� ������ ���� �������� ���

������ �Rσ1(t)−Rσ2(t)�X ≤ sn
m

� t

0

�η∗1(s)− η∗2(s)�X ds.

��



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

������� ����� �� ��������� ��������� ������ ���� �� ��������� ���������� ���� ��������

�η∗1(s)− η∗2(s)�X = �(A−1σ1(s) +Rσ1(s))− (A−1σ2(s) +Rσ2(s))�X

≤ �A−1σ1(s)− A−1σ2(s)�X + �Rσ1(s)−Rσ2(s)�X

≤ 1

m
�σ1(s)− σ2(s)�X + �Rσ1(s)−Rσ2(s)�X ∀ s ∈ R+.

���� ��������� ���������� ����� ��������� ���� ����������� ������ ���� ���� ���

�Rσ1(t)−Rσ2(t)�X ≤ sn
m2

� t

0

�σ1(s)− σ2(s)�X ds

+
sn
m

� t

0

�Rσ1(s)−Rσ2(s)�X ds.

�������� ���� ��������� �� ����� �� �������� ���� ������� ���

�Rσ1(t)−Rσ2(t)�X ≤ sn
m2

e
nsn
m

� t

0

�σ1(s)− σ2(s)�X ds ∀ t ∈ [0, n].

����� ��������� ������ ��� R ��� �� ��������� �� �������� ����� �� ��������� �����������

������ ���� rn = sn
m2 e

nsn
m � �� ��� ������� �� ������������� �� ����� ���� �

���� ���������� ���� ������������ ���� ���� t ∈ R+� �� ������ Σ(t) ⊂ X ������

��� ���������

������ Σ(t) = { τ ∈ X : (τ, v − g)X ≥ (f(t), v − g)X ∀ v ∈ K }.

�� ����� ���� ����������� ���������� Σ0 ����� ���

������ Σ0 = { τ ∈ X : (τ, v0)X ≥ 0 ∀ v0 ∈ K0 }.

�� ��������� �� ��������� ��������� ���� ��� ���������� �������������� ���� ��������

������ Σ(t) = Σ0 + f(t) ∀ t ∈ R+.

����������� ��������� �� �������� ��������

�������� PD� ������� ��� �������� σ : R+ → X ��� ���

σ(t) ∈ Σ(t), (A−1σ(t), τ − σ(t))X + (Rσ(t), τ − σ(t))X������

≥ (g, τ − σ(t))X ∀ τ ∈ Σ(t),

��



������ � �������� � ����������� �������������������� ������ ���� ���������� ��
�������

���� ���� t ∈ R+�

���� �������� ��� �� ����� PD �� ����������� ����� �� �������� P� �� ����

����� ��� ��������� P �� PD ��� ����� ��� �� �������� ������������� �����������

�������� ���� ���� ��� ���������� (4.2)�(4.4)� (4.11) �� (4.28)� ���� ����� ���

��������� �������� �

�� �� u ��� ��� �������� �� �������� P �� σ = Au+S u ����� σ ��� ��� ��������

�� �������� PD�

��� ��������������� �� σ ��� ��� �������� �� �������� PD �� u = A−1σ + Rσ

����� u ��� ��� �������� �� �������� P�

�������������� �� ���� t ∈ R+� ��������� ��� u ��� ��� �������� �� ��������

P �� ���� σ = Au+ S u� ������ ����������� ����� �������� ���

������ (σ(t), v − u(t))X ≥ (f(t), v − u(t))X ∀ v ∈ K.

������� �� ����� ���� ���� ����� ��� ��� �������� 2u(t) − g �� g ������������� �

K ��� �� �� ����� ���� ������� v = 2u(t)− g �� v = g ���� ������ ��� ��������� ���

������ (σ(t), u(t)− g)X = (f(t), u(t)− g)X .

���� ��������� ���������� ������ �� ������ ���� ���� ���

(σ(t), v − g)X ≥ (f(t), v − g)X ∀ v ∈ K

��� ��� ����������� �� ��������� ������ �������� ���

������ σ(t) ∈ Σ(t).

�������� ���� ��������� ��������� ������ �� �� ��������� ������ �� ���������� Σ(t)

���� ������� ���

������ (τ − σ(t), u(t)− g)X ≥ 0 ∀ τ ∈ Σ(t).

������� ����� �� ����� ��� �������� ��� u(t) = A−1σ(t)+Rσ(t) �� ����� �� ���������

����� ������� ���� ����������� ������� ���� �������� ���

������ (A−1σ(t), τ − σ(t))X + (Rσ(t), τ − σ(t))X ≥ (g, τ − σ(t))X ∀ τ ∈ Σ(t).

��



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

����� ���� ��������� ����������� ������ �� ����������� ������ ���� ������� ��� σ ���

��� �������� �� ��������PD� �� ��� ������� �� �������� ������ �� �� ��������������

��� ���� t ∈ R+� ��������� ��� σ ��� ��� �������� �� �������� PD �� u =

A−1σ +Rσ� �� ��������� ����������� ������� ���� ����� ���

������ (u(t), τ − σ(t))X ≥ (g, τ − σ(t))X ∀ τ ∈ Σ(t).

��� �� ������� ��� u ��� ��� �������� �� �������� P ���� ���������� ���

��������� ��� u(t) ∈ K� ����� u0(t) = u(t) − g ∈ K0� ���� P : X → K0 �����������

�� ���������� ��� �� ������ ������� ������ �� ��� ���� K0 ⊂ X� ��� ����������

��������� ���

������ u0(t) /∈ K0,

�� ��� ����� ��� u0(t) �= Pu0(t)� �� ��������� �� ��������� �� �� ���������� �������

���� ����� ���

(Pu0(t)− u0(t), v0)X ≥ (Pu0(t)− u0(t), Pu0(t))X

> (Pu0(t)− u0(t), u0(t))X ∀ v0 ∈ K0.

����� ��������� �������� ����� ������ ��� ��������� α ∈ R ����� ���

������ (Pu0(t)− u0(t), v0)X > α > (Pu0(t)− u0(t), u0(t))X ∀ v0 ∈ K0.

�� ������� v0 = 0X ∈ K0 ���� ������� ���� �������� ���

������ α < 0.

�������� ��������� ����� ������ �� ������� �v0 ∈ K0 ��� ���

������ (Pu0(t)− u0(t), �v0)X < 0

���� ������� v0 = λ�v0 ���� ������ ���� λ ≥ 0 ���� ������� ���

λ(Pu0(t)− u0(t), �v0)X > α ∀λ ≥ 0.

����� �� ������� � �� ������ ���� ����� ��������� ������� λ → ∞ �� �� ���������

����������� ������� ���� �������� ��� α ≤ −∞� �� ��� ��������� ����������� α ∈ R�

���� �� ��������� ���

������ (Pu0(t)− u0(t), v0)X ≥ 0 ∀ v0 ∈ K0.

��



������ � �������� � ����������� �������������������� ������ ���� ���������� ��
�������

�� ������ ������� σ(t) ∈ Σ(t)� ��������� ������ �������� ��� σ(t)− f(t) ∈ Σ0 ��� ���

����������� �� ��������� ������ ���� ����� ���

������ (σ(t)− f(t), v0)X ≥ 0 ∀ v0 ∈ K0.

��������� ���������� ��� ���������� ������ �� ������ ���� ���� ���

Pu0(t)− u0(t) + σ(t)− f(t) ∈ Σ0.

�������� ���� ��������� ��������� ������ ���� ������� ���

Pu0(t)− u0(t) + σ(t) ∈ Σ(t).

���� ������� ����� τ = Pu0(t)− u0(t) + σ(t) ���� ������ �� ���� ��������� ���������

u(t) = u0(t) + g ���� ������� ���

������ (u0(t), Pu0(t)− u0(t))X ≥ 0.

����������� ���� ��������� ������ �� ������ ��� �� ���� ���

������ (u0(t), Pu0(t)− u0(t))X < 0.

��� ���������� ������ �� ������ ����������� � ��� �������������� ��� ����������� ����

��������� ��� ����������� ������ ��� ������ ��� �� �� ����� u0(t) ∈ K0� �� ��� ��������

���

������ u(t) ∈ K.

��� �� ������ ���� �������� ���� ���� ���� t ∈ R+� u(t) ������ ����������� ������

�������� ������� f(t) ∈ Σ(t)� ���� ������� τ = f(t) ���� ������ ���� ������� ���

������ (f(t), u(t)− g)X ≥ (σ(t), u(t)− g)X .

������� ����� ������� σ(t) ∈ Σ(t) �� u(t) ∈ K� �� ��������� ������ �������� ���

������ (σ(t), u(t)− g)X ≥ (f(t), u(t)− g)X .

���� ��������� ���������� ��� ���������� ������ �� ������ ���� ������� ���

(σ(t), u(t)− g)X = (f(t), u(t)− g)X .

��



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

��� ����������� ������� σ(t) ∈ Σ(t)� ���� ��������� ���

������ (σ(t), v − u(t))X ≥ (f(t), v − u(t))X ∀ v ∈ K.

������� ����� ������� u(t) = A−1σ(t)+Rσ(t)� �� ����� ��� �������� ��� σ(t) =

Au(t) + S u(t) ��� ��� ����������� ������ �������

(Au(t), v − u(t))X + (S u(t), v − u(t))X������

≥ (f(t), v − u(t))X ∀ v ∈ K.

���� ��������� ���������� ����������� ������ �� ����������� ������ ���� ������� ���

u ��� ��� �������� �� �������� P� �� ��� ������ �� ������������� �� ��������

���� �

���� ����������� � ������� �� �������� ����������� �� ��������� �� �� �������� ��

�������� ���� PD�

�������� ���� ��������� ��� ��� ���������� (4.2)�(4.4)� (4.11) �� (4.28) ���� �����

����� ����� �� �������� PD ����� ��� �������� ������ ��� ��������� σ ∈ C(R+;X)�

�������������� ������ n ∈ N �� t ∈ [0, n]� ���� ��������� �� �������� ��� ����

������� ����� ������ ��� �������� ������ �� �������� P ������������ u ∈ C(R+;X)�

��� ����������� �� �������� ��� �� ������ ��� σ = Au + S u ��� ��� �������� ��

�������� PD� �� ��� ������ �� ������ ���� � ������������

�������� ���������� ��� ����� �������� ��� ������� ��������� ��� σ1, σ2 ∈
C(R+;X) ���� ���� ��������� �� �������� PD� ������������� σ1(t), σ2(t) ∈ Σ(t)

��� �� ����� ��� ���������� ��������� ���� �������� �

(A−1σ1(t), τ − σ1(t))X + (Rσ1(t), τ − σ1(t))X ≥ (g, τ − σ1(t))X ,������

(A−1σ2(t), τ − σ2(t))X + (Rσ2(t), τ − σ2(t))X ≥ (g, τ − σ2(t))X ,������

���� ���� t ∈ R+� τ ∈ Σ(t)� ������ �� ������� τ = σ2(t) ���� ������ �� τ = σ1(t)

���� ������� ���� �� ������������ ��� ���������� ��������� ���� �������� ���

(A−1σ1(t)− A−1σ2(t), σ1(t)− σ2(t))X ≤ (Rσ1(t)−Rσ2(t), σ2(t)− σ1(t))X .

��



������ � �������� � ����������� �������������������� ������ ���� ���������� ��
�������

�������� �� ��������� ����� ��������� ���� ��� ���������� ���������� ������ �� �����������

�� ��������������� ���� �������� ���

�σ1(t)− σ2(t)�X ≤ M2rn
m

� t

0

�σ1(s)− σ2(s)�X ds.

��� ����������� �� ����� �� �������� �������� ���

�σ1(t)− σ2(t)�X ≤ 0 ∀ t ∈ [0, n].

�� �� ������� ��� σ1(t) = σ2(t)� �� ��� ������� �� ������������� �� �������� �����

��� �� �������� �� ����������� ���� �� ��������

����

���� ����� �������� ���� ���������� ������� �� �������� ���� PD ��� �� ��������

�� ����������� ������� ��� �� ������������ ��� �������� ���� ���� ρ > 0 �� t ∈ R+�

���� ����������� �� ������������ �� Σ(t) ������ ���

������ Σρ(t) = {τρ ∈ X : (τρ, vρ − gρ)X ≥ (f(t), vρ − gρ)X ∀ vρ ∈ Kρ },

�� Kρ ��� ��� ������������ �� ���������� K ������������ �� ��������� ���������� ����

��������� �� ��������� ������ �� �� ��������� ��������� ���� ���� ���

������ Σρ(t) = Σ0 + f(t),

�� Σ0 ��� ���������� ����� ��� �������

����������� ��������� �� ������������ �������� �� �������� PD�

�������� PD
ρ � ������� ��� �������� σρ : R+ → X ��� ��� ����������� �������� ���

������� �

σρ(t) ∈ Σρ(t), (A−1σρ(t), τρ − σρ(t))X + (Rσρ(t), τρ − σρ(t))X������

≥ (gρ, τρ − σρ(t))X ∀ τρ ∈ Σρ(t).

���� ���� t ∈ R+�

���� ����� �� �������� ����������� �� ��������� ����� ��� �� ����������� ���

������� ��� ���������� �� �������� ��������� �� ����� ��������

��



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

�������� ���� ��������� ��� ��� ���������� (4.2)�(4.4)� (4.11)� (4.12)(a) �� (4.28)

���� ��������� ����� �

�� ���� ���� ρ > 0� �� �������� PD
ρ ������� ��� �������� ������ ��� ���������

σρ ∈ C(R+;X)�

��� �� ����� �� �� ��������� (4.12)(b) ��� �������� ����� �� ����������� �������� ���

���������� �

������ σρ → σ ���� C(R+;X) lorsque ρ → 0.

�������������� �� ������ t ∈ R+ �� ρ > 0� ���� ��������� ������ �� ������ ����

���� ���

Σ(t) = Σρ(t).

��� ����������� ���� ��������� �� �������� ��� ���� ������� ��� �� �������� PD
ρ

������� ��� ��������� ������ �������� σρ ∈ C(R+;X)� �� ��� ������� �� ��������

������ �� �� ��������������

��� ������ t ∈ R+ �� ρ > 0� ������� Σ(t) = Σρ(t)� ���� ������� τ = σρ(t) ∈ Σ(t)

���� ������ �� τρ = σ(t) ∈ Σρ(t) ���� ������� ���� ���� ������������ ��� ����

���������� �������� ���� ������� ���

(A−1σρ(t)− A−1σ(t), σρ(t)− σ(t))X

≤ (Rσρ(t)−Rσ(t), σ(t)− σρ(t))X + (gρ − g, σρ(t)− σ(t))X .

�������� ���� ��������� ����� ��������� ���� ����������� �� �������������� �� ��� ������

����� ������ �� ������ ���� ������� ���

m

M2
�σρ(t)− σ(t)�2X

≤
�
�gρ − g�X + rn

� t

0

�σρ(s)− σ(s)�Xds
�
�σρ(t)− σ(t)�X

��� ��� ����������� ���� ����� ���

�σρ(t)− σ(t)�X

≤ M2

m
�gρ − g�X +

rnM
2

m

� t

0

�σρ(s)− σ(s)�X ds.

��



������ � �������� � ����������� �������������������� ������ ���� ���������� ��
�������

���� ��������� ���������� �� ����� �� �������� ��� �� ���� ���

�σρ(t)− σ(t)�X ≤ M2

m
�gρ − g�X e

rnM2t

m ,

�� ��� �������� ���

max
t∈[0,n]

(�σρ(t)− σ(t)�X) ≤
M2

m
�gρ − g�X e

nrnM2

m .

����� �� ��������� ����� ��������� ���� �� ����������� ���������� ���� ���������

���

σρ → σ ���� C(R+;X) ������� ρ → 0,

�� ��� ������� �� ������������� �� �������� ���� �

��
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���� ����� ������� ���� ������ ��������� ��� ��������� ��������� ���� �� ������ � ����

������� �� ��������� ��������� �� ������� ���� ���������� ���� ���������� ����������

�� �������� ����� ������ ��� ������� �� ���� ���������� �� ������� �������� ������

�� ������� ������ �� ������������� ���� �� ������������ ��� ���������� � �������

��� �� ������� ���� ���������� ��� ��������� ��� ������� �� ��������� �������� ����

�� ������� ����� ��� ����� ����������� ����������� �������� ���� ��������� �� �����

�������� �� ���� ���������� �������� �������� �� ������������ �� ��������� ��

�������� ���� ���� ��������� ��� ���� �� ������������ ���������� �������������� ��

��������������� ������ ���� ���������� ��� ���� �� ������� ���� ���������� ���������

���� ��� ��������� �� ������� ������� ���� ����� ������ ���� �� �������� ���������

���� �������� �� �������� �� ������� ��������� ���������������� ���� ����������

�� ������� ����� �� ����������� ����� �� �������� ��������� ����� ��� ��� �����

������ ����������� ��� ��� ������� ��� ��������� ��� ����������� ��������������� ���

���� �� ����������� �������������� �������� ���� ���������� �� �������� ����������� ��

��������� �� �� �������� ������ �� ��������� �������� ���� �������� ���� ��������� ��

������������ ���� �� ��������� ��������� ���� ����������� �� �������� �� �������

�������� ����� �� ����� ��������� �� ��� ���������� ���������� �� �� �������� ��� ��

������� �� �������� ����������� �� ��������� �� �������� �� �� ������� �������� ���

������� �� ����������� ����� ��� �� ������������ �� �� ������������ �� �� ����������

������������ ���� �� ��������� ��������� ���� �������� �� �������� ��������� � ���

��� �������� ���� �� �������� ���������� �� ��������� �������� ���� �� ��������� ��
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������� ��������� ����� ����� �������� �� �������� ��������� �� ������ �� �����������

��������������� ���� �������� �� �������� �� ����������� �� �� ��������� ����� ���������

���� ���� ���������� �� �������� �� ����������� ������� ��� �� ������������ ���

������� �� ��������� �������� ���� ���� ����������� � ��� ��������� �� ��������

������� ���� �������� ���� �������� ����������� �� �� ��������� ����� ���� ���������

��� �� �������� �� ������� ��������������� ��� ����������� ��� ��������� ���������

���� �� ��������� ���� �� ��������� ��������� ���� ���� ����������� � ������� ����

��������� �� ������� �������� ����� ��� ������ ��������� �� ���� ���������� ���� ��

������� ������ ���� ���������� ��� ������� ���������������� �������� �� ��������

���������� ����� ���� ��������� ��� ����������� �������������� �� ���� �����������

���� �� �������� ����������� �� ��������� �� ��������� �������� ���� �������� �� ���

������ �� ����������� ������� ��� �� ������������ ��� �������� ����� ���� ��������

�� �������� �� �������� �������� ���� �� ������� �� �� �������� ��������� ���� ������

������ �������������� �� �������� �� ������� ���� ��� ��������� ���������������

�� ��������������� �� �� ��������� ��� ������������� �� �� ������� ���� ��� ��� �� ����

������� ������� �� ���������� ������������ ����� ����� �������� �� ����������� �����

�� ��������� ���� ������� ��� ����������� ��������������� ����� ���� ����������

�� �������� ����������� �� ��������� �� �������� �� ���� �������� �������� ��������� ��

������������ ��� ��������� ���� ������� �� �������� �� ������� �������������� ����

������������ ��� ����������� �������������� ����� ���� �������� ���� ���������� ��

�������� ����������� �� ��������� �� �� �������� �� ���� �������� �� ���������� ���

������� ��� ������������� ��� �������� ��� ������� �������� � ��� ��������� ����

��������� ���� ��� �������� ���� ��� ��� ��� ����
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������������ �������� ���� ����� ����� �� ���� ���������� ����� ����������� �����������
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��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

��� ������� ������������

���� ����� �������� ���� ���������� ��� ������� ������������ �������� ���� ����� ������

����� ��� ����� ����������� ���������� ��� ������ �������������� ���� ������� ��� ����

������ �� ������� ������� ���� �� ���������� ���� �� ��� ����� Ω ��� �� �������

����� �� Rd (d = 1, 2, 3), �� ��������� Γ ��������������� ��� ��������� ���� ���������

��� Γ �� ��������� �� �� ������� �������� � Γ = Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3 �� ����� ����� ���

Γi ∩ Γj = ∅ �� i �= j �� Γ1, Γ2 �� Γ3 ���� ���������� ��� �� ����� ���(Γ1) > 0� ��

������ ���� ������ ��� Ω = Ω ∪ Γ ����������� �� Ω ���� R
d �� ���� ���������

��� ν = (ν1, ..., νd) �� ������� �������� �������� � Γ � �� ����� ��������� �� R
d

��� ���� ��� x = (x1, ..., xd) �� ��� ���������� ��������� ��� �������� ��� ����� ���

α = (α1, ...,αd)� ������� �� ������������� �� �� �������� ��� |α| =
�d

i=1 αi� ����

�������� ��� �� ���������� �� �������� ���� � ����� �� ������ ��� ���� ��� �������

������� ��� ���������� ��������� ��� ������� � �� ���������� �������������� �� ��

��������� ������ ��������� ����� ����� ��������� ����� �������� ���������� �� �����

��� �����������

����� ������� �� ��������� ���������

��� ������� Cm(Ω)� ���� C(Ω) �������� ��� ��������� ��������� ��� Ω� �� ��� ����

����� ��� C(Ω) ��� �� ������ �� ������ ���� ��� ���� �� �� ����� �������� �

�v�C(Ω) = sup{|v(x)| : x ∈ Ω} ≡ max{|v(x)| : x ∈ Ω}.

������ ��� Dα ����������� ����������� ����� ���

Dαv(x) =
∂|α|v(x)

∂x1
α1 ...∂xd

αd
.

���������� D0 ���������� ����������� ��������� ���� �������� ���� ����������� Dα

���� �

∂v(x)

∂x1

= Dαv(x), α = (1, 0, ..., 0);

∂dv(x)

∂x1
α1 ...∂xd

αd
= Dαv(x), α = (1, 1, ..., 1).

���



������ �� �������� � ������������ � �� ��������� �� �������

���� ���� ������ m� Cm(Ω) ������� �������� ��� ��������� ��������� ��� Ω ���� ���

�������� ������� �� ���� m ���� ��������� ��������� ��� Ω� �����

Cm(Ω) = {v ∈ C(Ω) : Dαv ∈ C(Ω) ���� |α| ≤ m}.

������� m = 0� ���� ������ ����������� C(Ω) ≡ C0(Ω)� �������� Cm(Ω) ��� ��

������ �� ������ ���� �� ����� ��� ������ ���

�v�Cm(Ω) =
�

|α|≤m

�Dαv�C(Ω).

��� ��������� ���� ���������� �������� ��� ��������� ��������� �������������� ���

C∞(Ω) =
∞�

m=0

Cm(Ω) = {v ∈ C(Ω) : v ∈ Cm(Ω) ∀m ∈ Z
+ }.

�� ������� ����� �������� v ��� Ω ��� ����� ���

���� v = {x ∈ Ω : v(x) �= 0}.

���� ������ ������ �������� v ��� � ������� ������� ���� Ω �� ��� ������� ���� v

��� �� ���� �������� ������ �� ���������� Ω� ���� ��������� ��� C∞
0 (Ω) ��������

��� ��������� ��������� �������������� ��� ���������� Ω �� � ������� ������� ����

Ω� �����

C∞
0 (Ω) = {v ∈ C∞(Ω) : ���� v ⊂ Ω}.

�� ��� ������ �� ���� ��� C∞
0 (Ω) ⊂ C∞(Ω)�

��� ������� Lp(Ω)� ���� p ∈ [1,∞[. ���� ��������� ��� Lp(Ω) �������� ��� �����

����� ���������� ������� ��� Ω � ������� ���� R ������ ���

�v�Lp(Ω) =
��

Ω

|v(x)|p dx
�1/p

< ∞.

Lp(Ω) ��� �� ������ �� ������ ���� �� �� ����� � · �Lp(Ω). �� ����� �� ��� ���������

��� ���� 1 < p < ∞� �� ��� ��������
���� p = ∞� L∞(Ω) ��� �������� ��� ��������� ���������� �� ���������������

������� ������� ��� Ω � ������� ���� R� ����� ���� ���� v ∈ L∞(Ω) �� ������ ���

��������� c > 0 ����� ��� v(x) ≤ c ���� ���� Ω� �� ��� ���� �� �� �����

�v�L∞(Ω) = sup
x∈Ω

ess|v(x)| < ∞.

���



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

�� ��� ��������� �� ������ �� �������

���� p ∈ [1,∞]� ��� ��������� ���� q� ��� ����� ���

�
1
p
+ 1

q
= 1 si p �= 1,

q = ∞ si p = 1.

������ u ∈ Lp(Ω) �� v ∈ Lq(Ω)� ������ ���� ����� ���

�

Ω

|u(x)v(x)| dx ≤ �u�Lp(Ω)�v�Lq(Ω).

����� ��������� ��� ������ ���� �� ��� ����������� �� ������� �� ������������ �� p = 2

���� ���������� ����������� �� ��������������
�

Ω

|u(x)v(x)| dx ≤ �u�L2(Ω)�v�L2(Ω) ∀u, v ∈ L2(Ω).

������ ��� L2(Ω) ��� �� ������ �� ������� ���� �� ������� ��������

(u, v)L2(Ω) =

�

Ω

|u(x)v(x)| dx ∀u, v ∈ L2(Ω).

��� ��������� ���� ���������� L2(Ω) � ��� ����� ����� (L2(Ω))
�

= L2(Ω).

��� ������� �� ������� W k,p(Ω)� ������ k ∈ N �� p ∈ [1,∞]� ���� ����������

�������� �� ������� W k,p(Ω) ���

W k,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω) tel que Dαu ∈ Lp(Ω) ���� |α| ≤ k }

��� ��� �� ������ �� ������ ��������� �� ����� �� �� ����� �������� �

�u�Wk,p(Ω) =





�
�

|α|�k

�Dαu�Lp(Ω)

�1/p

si 1 � p < +∞,

max
|α|�k

�Dαu�L∞(Ω) si p = +∞.

���� p = 2� �������� W k,2(Ω) ���� ���� ��� Hk(Ω) � ����� �� ������ �� ������� ����

�� ������� �������� ��� ����� ���

(u, v)Hk(Ω) =

�

Ω

�

|α|≤k

Dαu(x)Dαv(x) dx ∀ u, v ∈ Hk(Ω).

���



������ �� �������� � ������������ � �� ��������� �� �������

��� �� ������ ���� ���������� �������� ���������� ����������� ��� ��� ������� ��

�������� ���������� ��� �� �������� �� ��������� ����� ���� �� ��� �� ��������

�� ������� ���� �� ������������� ����� ���� ��� ���� ��� ��������

�������� ���� (�������� �� �������) ����������� ��������� �� H1(Ω) ���� L2(Ω)

��� ��������� ����� �� ����� ����� ������ �� H1(Ω) ���� ������� �������� ��� ����

����� ����������� ���� L2(Ω)�

������ ��� ���� ��� �������� v �� H1(Ω)� ���� �� ������� ��� ������ �� ������

� �� ��������� Γ � �� ����� ��� ������ �� ������ �� ����� ����� �������� v ∈ H1(Ω)

��� ����� ��� �� �������� ��������

�������� ���� (�������� �� ����� �� �������) ���� Ω �� ������ ����� �� ���������

���� �� R
d� ������ �� ������ ��� ����������� �������� �� �������� γ : H1(Ω) → L2(Γ )

����� ���

γv = v|Γ ������� v ∈ H1(Ω) ∩ C(Ω).

�� ����� ������������� γ : H1(Ω) → L2(Γ ) ��� ��������� ����� �� ����� ����� ������

{vn} �� H1(Ω)� �� ������ ��� ���� ����� {vnp
} ⊂ {vn} ����� ��� {γvnp

} ��� ��� �����

����������� ���� L2(Γ )�

������������� γ ��������� ����������� �� ������ �� ����������� �� ����� �����������

�������� ����� ������ ��� ��������� c > 0 ����� ���

����� �γv�L2(Γ ) ≤ c �v�H1(Ω) ∀ v ∈ H1(Ω).

��� ��������� ������ ��� ������������� γ ����� ��� ���������� �� ������� �� H1(Ω) ���

γ ��� ����� ��� H
1

2 (Γ )�

���� ���� �� ������� ��� ��� ������� �� �������� ���� ��������� �� ������� �

��� ��� ����

����� ������� ������������ ���� �� ���������

���� ������ ��� S
d �������� ��� �������� ����������� ������� ���� ��� R

d (d =

1, 2, 3)� �� ������� �������� �� �� ����� ����������� ��� Rd �� Sd ���� ������ �������

���



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

�������� ���

u · v = ui vi , �v� = (v · v)
1

2 ∀u,v ∈ R
d,

σ · τ = σij τij , �τ� = (τ · τ )
1

2 ∀σ, τ ∈ S
d.

���� ������� ��� ��������� �� �������� ���� ������������ ��� ������� �������� �

H = L2(Ω)d = {v = (vi) : vi ∈ L2(Ω), 1 ≤ i ≤ d },

Q = { τ = (τij) : τij = τji ∈ L2(Ω), 1 ≤ i, j ≤ d },

H1 = {v = (vi) : vi ∈ H1(Ω), 1 ≤ i ≤ d },

Q1 = { τ ∈ Q : ��� τ ∈ H },

Q∞ = { E = (Eijkl) : Eijkl = Ejikl = Eklij ∈ L∞(Ω), 1 ≤ i, j, k, l ≤ d },

�� ε : H1 → Q �� ��� : Q1 → H ���� �������������� ��� ���������� �� �����������

�� �� ���������� ������ ���

ε(u) = (εij(u)), εij(u) =
1

2
(ui,j + uj,i), Divσ = (σij,j) 1 ≤ i, j ≤ d.

��� ������� H� Q� H1 �� Q1 ���� ��� ������� �� ������� ����� ��� �������� ���������

(u,v)H =

�

Ω

ui vi dx =

�

Ω

u · v dx,

(σ, τ )Q =

�

Ω

σij τij dx =

�

Ω

σ · τ dx,

(u,v)H1
= (u,v)H + (ε(u), ε(v))Q,

(σ, τ )Q1
= (σ, τ )Q + (���σ,��� τ )H ,

�� ��� ������ ��������� ���� ������ �������������� ��� � · �H � � · �Q� � · �H1
�� � · �Q1

�

��� ��������� ������ ��� Q∞ ��� �� ������ �� ������ ���� �� �� �����

�E�Q∞
= max

1≤i,j,k,l≤d
�Eijkl�L∞(Ω).

�� ������ ����������� ���� ����� ���

����� �Eτ�Q ≤ d �E�Q∞
�τ�Q ∀ E ∈ Q∞, ∀ τ ∈ Q.

���



������ �� �������� � ������������ � �� ��������� �� �������

������� �� ��������� Γ ��� ��������������� �� ������� ������ ��������� ν ��� �����

������� �������� ���� ���� ����� �� ������� u ∈ H1� ���� ���������� �����������

���� ��� ����������� �������� uν �� ��� ����������� ������������� uτ ���

����� uν = u · ν �� uτ = u− uνν.

�� ����� ���� �� ����� ��������� �������� σ : Ω → S
d� σν �� στ ������������

�������������� ��� ����������� �������� �� ������������� �� σ ��� ���� ������� ���

����� σν = (σν) · ν �� στ = σν − σν ν.

���� ��������� ��� �������� ����� �� ����� ��� �� ������� �� ��������

����� (σν) · u = σν uν + στ uτ .

��� ��������� ���� ��������� �� ������� �� �����

�����

�

Ω

σ · ε(v) dx+

�

Ω

Divσ · v dx =

�

Γ

σν · v da ∀v ∈ H1.

���� ������� ��� ��������� ���������� �� ������� ���� ��������� �� ������� ��

���� ������ V �� H1 ����� ���

V = {v ∈ H1 : v = 0 ���� ��� Γ1 }.

������ ��� V ��� �� ���� ������ ����� �� H1 ��� ������� ���(Γ1) > 0� �� ������� ��

����������� �� ���� ����� ������ ��� ��������� cK > 0 ��������� ���������� �� Ω

�� Γ1 ����� ���

����� �ε(v)�Q ≥ cK �v�H1
∀v ∈ V.

��� ������������� �� ����� ��������� ���� ���� ������� ���� ����� ���� ����������

�� ������� �������� (·, ·)V ��� V ���

����� (u,v)V = (ε(u), ε(v))Q

�� �� ����� �������� ������ ���

����� �v�V = �ε(v)�Q.

���



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

�� ������� �� ����������� ��� � · �V �� � · �H1
���� ��� ������ ������������ ��� V ���

��� ����������� ���� ��������� ��� �V � � · �V � ��� �� ������ �� �������� ����� ��
������ ��� ��������� c0 > 0 ��������� �� Ω � Γ1 �� Γ3� ����� ���

������ �v�L2(Γ3)d ≤ c0 �v�V ∀v ∈ V.

���� ����������� ���� ��� ����������� ������� �� ����������� �� �����

�������� ���� ��������� ��� mes(Γ1) > 0 �� ������ ��� ε(V ) ������� �� ��������

���� �� ����������� ε : V → Q� �����

ε(V ) = {ε(v) : v ∈ V }.

����� ε(V ) ��� �� ���� ������ ����� �� Q�

�������������� ���� {τ n} ��� ����� ���������� �� ε(V ) ��� �������� ���� Q

���� ��������� τ ∈ Q� �����

������ τ n → τ ���� Q ������� n → +∞.

����� �� ������ ��� ����� {vn} ⊂ V ����� ���

������ τ n = ε(vn) ���� ���� n ∈ N.

�� ������� �� ������ ��� {τ n} ��� ��� ����� �� ������ ���� Q� �� �� ����� �� �����

�� �� ����� �� �������� �� V ��� {vn} ��� ��� ����� �� ������ ���� V � ��������

������� V ��� �������� �� ������ �� ������� v ∈ V ��� ���

vn → v ���� V ������� n → +∞

��� ��� ����������� ���� ��������� ���

������ ε(vn) → ε(v) ���� Q ������� n → +∞.

���� ��������� ���������� ������� ������ �� ������ ���� ������� ��� τ = ε(v)� ��

��� �������� ��� τ ∈ ε(V ) �� ������� �� ������������� �� �������� ���� �

���



������ �� �������� � ������������ � �� ��������� �� �������

��� ����� ��������

���� ����� �������� ���� ������������ �� ����� �������� ��� ���������� ���� �����

������ ���� ���� ����������� �� ������ ������������ ��������� �� ������� ����� ��

����� ���������� �� ��� ��������� ��� ���������� �� ����� �������� ���������� ������

������ �� ����� �������� �������� �� ������� ����� Ω ⊂ R
d (d = 1, 2, 3) ���� ���

��������� �������������� Γ ������������ �� ����� ������� ���������� Γ1� Γ2 �� Γ3 ������

��� ���(Γ1) > 0� �� ����� ��� ��� ��� Γ1� ��� ��������� ����������� �� ������� f 2

�������� ��� Γ2 �� ��� ������ ���������� �� ������� f 0 �������� ���� Ω� ��� �� ������

Γ3� �� ����� ��� �� ������� ���� ��� ��������� ����� ������ ������ ��

������ ������ � ����� ��������

������ ��� u = u(x, t) �� ����� �� ������������ �� ��� σ = σ(x, t) �� �����

�� ������������ ���� ��������� ��� ���������� ���� ����������� ��� ������������� ��

���������� ��� ���������� ��������� ��� ������� ��� ��������� x �� t�

������� ���������� � �� ����������� �� ������ ������������ ��� ������ ������

������ �� ����� ���������� ������� �� ����� �������� ���������� ��� ��������� u :

Ω × R+ → R
d �� σ : Ω × R+ → S

d ������������ ��� ��������� �� ��������� ������

������ ���� ����� ��� ������� ��� ���������� �������� �

������ Divσ + f 0 = ρ ü ���� Ω × R+,

�� ρ : Ω → R+ ������� �� ������� �� ����� �� ü ���������� �������������� �� ������

���



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

����� �������� ��������� �������� �� ��������� �� ������� ��� ��������� ��������

���� ��������� ��� ���������� ������ ����������� ��������� ����������� ���� ���������

���������� ���������� ������ ���� �� ���������� ��� �������� ���� �� ��� �� �� �����

��� �������� u̇ ����� ���� ��������� ��� ������� �� ����� �� ����� �� ����� ρ ü ����

���� �������� ���� �� ���� ���������� ������ �������

������ Divσ + f 0 = 0 ���� Ω × R+.

���������� ������ ��������� �������� ����������� �� ��� ��������� ����������� �������

��� ��� ����� �������� ��������� ��������� ��������������� ���� �� ��� �������� �����

�������� ��� ������� ���� Ω�

��� �� ��������� �� ������ ������������ ����� ��� ���������� ������ �� �������

���� ������ �������� ��� ���������� ��� ������� ��� ������� ��� ����� ������� �� Γ �

�������� ������� �� ����� ��� �������� ��� Γ1� �� ����� �� ������������ � ��� ����

������������

������ u = 0 ��� Γ1 × R+.

����� ��������� ��������� ��������� ��� ������� �� ������������

�� ������ ��� ��������� ����������� �� ������� f 2 �������� ��� �� ������ Γ2 ��� ���

����������� ���� ����� ���

������ σν = f 2 ��� Γ2 × R+.

�� ��������� ������ ��������� ��������� ��� ������� �� �������� � ���� ������� ��� ��

������� ��� ����������� �� ������ σν ��� ����� ��� �� ������ Γ2�

� �� ����� ������ ��� �� ������ ������������ ����� ��� �������� �� �����

������� �� ������� ���� �� ��� d = 3� ���� ������� �� ����� ��� ��������� ������

������ �� ��� ��������� � ����������� ��� ��������� ������ �� ������ ����������� �����

��������� ��� �� ����� ���� ����� ��� ��������� �������� ��� ��������� ������������

������������ ������� ����� �� ������ ����� ��� ��������� ��� ������ � ����� ���������

�� ����� �� ������������� ��� ��������� �� ������� ��� ������������ �� ��� ������

���� �� ����� �� ������������ ����� �� ��� ������� �� ����� �� ��� ������������

��� ���� �� ������� ��� �������� �� ������ ������������ ��� ��� ��������� ��

���



������ �� �������� � ������������ � �� ��������� �� �������

��������� ��� ���������� ���� ��������� ����� ��� ��� ��������� ��� ���� ���������

���� ����������� � ����� ������ ���� �������� �� �������� �������������

��� ��������� �� ����� �� ��� ��������� ���������� ������ �� ������ ���������� ��

��������� ��������� ������� ���� ���� ��� ��������� �� ���� ����� ���� ����������� �

����� ������ ���� ������� ����������� ��� ����� ���������� �� ��� ���������� �� ������� ��

��� ������ �� �������� ��� ���� � ����� ������� ��� ���� �� ������������ ��� ����

���������� ���� �� ������� ��������� ����� ���� ��������� ����� ������ ��������

������ �� ���� �������� ��� ���������� ��� ������� �� ������� ��� �� ������ Γ3 � ���� ����

������� �� �� ������� ����

��� ���� �� ������������

���� ����� �������� ���� ���������� ��� ���� �� ������������ ���� ��� ���������

����������� ��������������� �� ��������������� ��� ���� ��������� ���� ��� ���������

��������� ��� ���� ���� ���������� ��� ��� �������� ����� �� ������� ��� �����������

σ� �� ������� ��� ������������ ε �� ����� �������� ����������� σ̇ �� ε̇� ��� ���� ��

������������ ������������� �� ��� ������ � ������ ���� �� ��������� ��������� ��

��� ���� ��� ������� ������������� �� ����� ����� ��� ����� �������� ����� ���� ��������

���� ������� ��� ��� �� �������������

����� ���� �� ������������ ���������

��� ����������� ���������� ��� ����������� �� ����� �� ������ ���� ������� ��� ���� ��

������������� �������� ��� ��������� ���������� �� ���� ����� � ��������� ����������

��������� �� ��� ����������

���� �� ��� ������������ �������� ������������������ �� ������� ��� ����������� σ ��

�� ������� ��� ������������ ε ���� ������ ��� �� ��� �� ������������ �� ����� ���

��� ������ ���

σ = E ε,

�� E > 0 ��������� �� ������ �� ������ ����� ��� ��� ����������� ���� �� ������

�����������

���



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

������ ������ � ��� �� ������������ ��������� ��������

�� ��� �� ����� � ��� ����������� ��� ������ ��� � �������� ���������� ���

�������� �������� ����� �� ������� ��� ����������� σ �� �� ������� ��� ������������

ε(u)� ������������

������ σ = Eε(u),

�� E = (Eijkl) ��� �� ������� ������� ������ ��������� ������� ������������� ��� ������

������ Eijkl ����������� ���������� ������������ �� ����� ���� ������������� �� �������

��� ������������� ���������� ������ ������� ��������� ���� �� �����

������ σij = Eijkl εkl(u) 1 ≤ i, j, k, l ≤ d.

���� ��� ��������� ���������� ��������� �� ��������� ����������� ���� ����� ���

������ Eijkl = λ δijδkl + µ (δik δjl + δil δjk),

�� ��� ���������� λ �� µ ���� ��� ���������� �� ���� �� δij ��� �� ������� �� ����

������� �� ������ ���� ��������� ������ �� ������ ���� �������

������ σij = λ εkk(u) δij + 2µ εij(u).

���



������ �� �������� � ������������ � �� ��������� �� �������

�� ������� �� ������� ���

������ εij(u) =
1 + ν

E
σij −

ν

E
σkkδij,

�� �� ������ �� ����� E �� �� ��������� �� ������� ν ���� ������ ���

E =
µ (3λ+ 2µ)

λ+ µ
, ν =

λ

2(λ+ µ)
.

���� �� ����� ������������ ������ �������

σ = λ (�� ε(u))Id + 2µ ε(u),

�� �� ε(u) = εii(u) ���������� �� ����� �� ������� ε(u)�

���� ��������� ���� �� ��������� ��� �� ������� E ��������� ��� ���������� ����

������ �

������





(a) E : Ω × S
d → S

d.

(b) Eijkl ∈ L∞(Ω) 1 ≤ i, j, k, l ≤ d.

(c) Eσ · τ = τ · Eσ ∀σ, τ ∈ S
d, ���� ���� Ω.

(d) Il existe α0 > 0 ��� ���

Eτ · τ ≥ α0�τ�2 ∀ τ ∈ S
d, ���� ���� Ω.

�� ����� ���� ������� �� �������� �� ������� �� �������� ��� ���� ����� ������

���������� �� ������� ��� ������������ ����� ��� �������� �� ������� ��� ������������

���� ����� ���� ��������� ������ ���� ������� ��� �� ������� E ��� ���������� ��� ���

����������� ���� ��������� ���������� ������ ���� ������� ���

ε(u) = E−1σ.

��� E−1 : Ω × S
d → S

d ���������� ��������� �� ������� E �

������� ���������� ��� ��������� ���������� ��� ��������� �� ���������� ���

�� ��� ���������������� ���� �� ��� �� ������������ ������� ���� �� �����

������ σ = f(ε),

�� f ��� ��� �������� ��� �������� � ������� �������� ����� ������� ������ �� �����

��� ���� ����������� �� �������� ������ ���

������ f(ε) =





E ε+ β (ε+ ε0) �� ε < −ε0,

E ε �� | ε |≤ ε0,

E ε+ β (ε− ε0) �� ε > ε0,

���



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

�� E� β �� ε0 ���� ��� ���������� ���������� �� ������ �� �� ��� �� ������������

������ ���� �� �������� f ������ ��� ������ ��� ���������� ���� �� ������ �����������

��������� �������� ��� ���� �� ������������ ���������� ��� ��������� �� �� �����

������ ������� ���� ������� ���� ���� ��� ��� ���� ��� ��������

������ ������ � ��� �� ������������ ��������� ��� ��������

���� �� ��� ���������������� �� ��� �� ������������ ��������� ������ ��� ������

��� �� ��������

������ σ = Fε(u),

�� F ��� ����������� ������������ ������� ��� ��������� ���� �� ��� �� F �� ������ ���

������������� �� �� �������� �������� x ∈ Ω� �� ������ ��� ��� ��������� ����������

�� ��� ��� ��� ��������� �� ������� �� ����� ��� ��� ����� ���

σ = Eε(u) + β (ε(u)− PKε(u)).

��� E ��� �� ������� ������� ������� β ��� ��� ��������� ��������� K ��� �� ����

�������� �������� ����� �� ��� ���� �� S
d ��� ��� 0Sd ∈ K �� PK : Sd → K ���

����������� �� ���������� ��� K�

��� ��������� �� ������� ���� ��� ��������� ���������� ��� ��� ������� ����

��������� �������� ���� ���� ��� ��� ��� ��� ����

���



������ �� �������� � ������������ � �� ��������� �� �������

����� ���� �� ������������ ��������������

��� ���� �� ������������ ��������������� ���� ����������� ���� ������� ��� ������

������� �� �� ������� �� ������������� �� ����� �������� ���������� ���� ��� �� ���

�������� �� �� ����� �� ������� ��� ���� ������� ��� ��� ���� �� ������������ �����

������� �� ������ ��� ���� �� ������������ ��������������� ���� ��������� ���� �������

��� ��������� ����� ��� ������������ ��� ��������� �� ��� ������������ ���� ����

������������� ��� �� ���� ��� ���� �� ������������� ���� ������� ���� ������� �

���� ��� ��� ��� ��� ����

�� ���� �� ������������ �������������� � ������� ������� ��� ����� ��� ���

������ ���� �� �����

������ σ = A ε(u̇) + B ε(u),

�� A ��� ����������� �� ��������� �� B ��� ����������� ������������� ������ ��� ���

���� ���������� ������� �������� �� �� �������� �������� x ����� ��� �����������

���� ��������� �������������� ��� ��������� A ε(u̇) �� B ε(u) ���� A (x, ε(u̇)) ��

B (x, ε(u))� �� ������������ �� A �� B ���� ��� ���������� ��������� ����� ������ ����

������� � �� ��� �� ������������ �� ������������

σij = aijkl εkl(u̇) + bijkl εkl(u),

�� σij, aijkl �� bijkl ������������ �������������� ��� ����������� �� ������� ���

����������� σ� �� ������� �� ��������� A �� �� ������� ������������ B�

��������� �������������� �� ��������� ��������� �� ������� ���������� ������ ��

������ ���� ���� ��� ���� ��� ��������

�� ���� �� ������������ �������������� � ������� ������� ��� ��� ��

������������ �������������� � ������� ������ ��� ������ ���

������ σ(t) = Fε(u(t)) +

� t

0

R(t− s)ε(u(s))ds,

�� F ��� ����������� ������������ ��R ��� ����������� �� ����������� ������ ���������

��� ��� ���� ���������� ��������� �� �� �������� �������� x� �� ������ ����� ��

������ �� �������� ������� ����������� R ������ �� ������ ���� �� ��� ��������� ��

������� ��� ����������� σ = (σij)� ��� ��������� ������� ��� ����� ���

σij(t) = fijkl εkl(u(t)) +

� t

0

rijkl(t− s)εkl(u(s)) ds,

���



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

�� fijkl �� rijkl ������������ �������������� ��� ����������� �� ������� ������������

�� �� ����������� ������ ��������� ��� ��� ���������� fijkl �� rijkl ��������� �� ��

�������� �������� x�

���� ���� �� ������� ��� ��� ���� �� ������������ ��������������� � �������

������� ���� ��������� � ���� ��� ���� ��� ��������

����� ���� �� ������������ ��������������

��� ���� �� ������������ ��������������� ���� ��������� ���� �� ����������� ��� ��

������� ��� ���������� ��� ������ �� ��������� ��� ���������� �� ����������� ��

����� �� �� ������������ �������������� ��� ��� �� ������������ �������������� ���

������ ���

������ σ̇ = Eε(u̇) + G(σ, ε(u)),

�� E �� G ������������ �������������� ����������� ��������� ��������� ��� ��������

��� ���������� �� ��������� �� �� �������� ������������ ��� ��������� ��������� ���

������������ ��������������� �� ������� ��������������� �� �� ��� ������ ���� ��

���������� �� �� ����� �������� � ��������� ��� �� ����������� ε ��� �������� ��

���� �������� �� ����������� ��������� εe �� �� ����������� ��������� εp� �����

������ ε = εe + εp.

��������� ��������� ��� �� ����������� ��������� εe ��������� �� ��� �� ����� ��� ��

�� ����� ���� ����� ���

������ εe =
σ

E
�� ε̇p = ψ(σ, ε),

�� E ��� �� ������ �� ����� �� ψ : R2 → R ��� ��� �������� ������������� ���

����������� ������ �������

ε̇ =
σ̇

E
+ ψ(σ, ε),

�� ��� ����� ���

σ̇ = E ε̇− E ψ(σ, ε).

�� ����������� ���������� �� �������� G(σ, ε) = −E ψ(σ, ε) ���� ���� (σ, ε) ∈ R
2�

���� ����� ���

σ̇ = E ε̇+G(σ, ε).

���



������ �� �������� � ������������ � �� ��������� �� �������

��������� ��������� �� ������� ���� ��� ��������� ��������������� ��� ��� �������

���� ���� ��� ��� ��� �� ��� ���������� ������ ���� ��� ��������

��� ���������� ��� ������� �� ������� ���� �������

����

���� ����� �������� ���� ��������� ��� ���������� ��� ������� �� ������� ���� �����

������ ����������� ���� ��� ��������� ������� ���� ����� ������ ��� ���������� ��

������� ���� ��������� ��� ��� ��������� ����� ��� ����������� �������� �� �����

�� ������������ uν �� ��� ����������� �������� �� ����� �� ����������� σν � ������

��� ��� ��������� ��� ������� ���� ��������� �������� ���� ��� Γ3 ×R+ �� ���� ��� Γ3

���� �� ��� ��� ��������� ����������

����� ��������� �� ������� �� ���������

����� ��������� �������� �� ������� ����� �� ����� ���������� �� ��� ���������

������������ ������� ����� ��� �� ������� � ��� �������� �� ���� ��� ������� ���������

���� �� ���� ���� ��������� �� �� ����� ���������

���� �������� ������� �� ��������� ��� �������� ������� ���� �� ������ ��� �� ���

���������� �� ���� �� ����� �� ������ ��� �� ��������� ������ ���� ����� �� ���������

�� ��� ����������� �������� �

������ uν ≤ 0.

���� ��� ������ �� �� ������ Γ3 �� �� ��������� ���� ��� uν < 0� �� ��� � ��� �� �������

����� �� ����� �� �� ��������� ��� ��� ����������� �� ����� ������� �� ������� ���������

����� σν = 0� ��� ��������� �� uν = 0 ����� �� ������� �� ������� �� ���� �� ���������

������ ��� ����� ���� �� ��������� �������� ���� �� ������ ����� σν ≤ 0� ���� ��������

��� ���������� �� ����������� �� �� ��������������� ���������� ���

������ σν ≤ 0, σν uν = 0.

����������� ���������� ��� ��������� ������������� ���� ���� ���

uν ≤ 0, σν ≤ 0, σν uν = 0.

���



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

������ ������ � ��������� �� ������� �� ���������

����� ��������� ��������� ��������� �� ������� �� ���������� ���� ��� ����������� ����

�� ������ ������ �

��������� ����� ���� ����� ������ �� ���������� g ����� �� ����� �� �� ��������� � ��

��������� �� ������� �� ��������� ��� ����� ������ ���

uν ≤ g, σν ≤ 0, σν (uν − g) = 0.

���� �� ���� �� ��������� �� ��������������� �� ������� �� �� ������� �������� � ��

uν = g ����� �� ����� ��� �� ������� ���� �� ��������� �� �� ����� ������� ��� ��������

���� �� ������ ����� (σν ≤ 0)� ��� ��������� �� uν < g ����� �� ��� � ��� �� �������

�� ���� �� ��� �� ����� ������� ��� ������ ����� (σν = 0)� �� ������ �� ����� ��� ���

���������� ���� �� ����� �����������

���



������ �� �������� � ������������ � �� ��������� �� �������

������ ������ � ��������� �� ������� �� ��������� ���� ���������� g

�� ��������� �� ������� �� ��������� � ��� �������� ���� �� �������� ��������

���� ���� ��� ��� ��� ��� ��� �� ��� ���������� ������ ���� ��� ��������

����� ��������� �� ������� ���� ���������� �������

���� �� ����������� ���� ���� ����������� � �� ��������� �� ������� ���� ����������

������� ���� �������� �� ��������� ��� �������� ����������� ���� � ��� ����������

���� �� �������� ���� ���� ���� ���� ������� ���� �������� ��������� ���� ���

��������� ���������������� ���� ��������� ���� �� �����

������ −σν = p(uν),

�� uν ��� �� ����������� ������ �� p : R → R
+ ��� ��� �������� ������ ��� ��������

���� ���� �������� �������� ������������

������ p(r) = 0 �� r ≤ 0.

����� ��������� ������� ��� �� ��������� ������ ��� �������� ��� �� ����� �� ��������

�� �� ������������ ������ ��� �� ��� �� ���������� ������� ������ �� �� �������� p

���



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

�������� �� ������� �� �������� ��� ���� ���� ������� ���� ������ ��� ����� ���

p(r) = c r+, r+ = ���{r, 0}.

��� c ���������� �� ��������� �� �������� �� �� ���������� �� �������������� ���������

�� �� ��� �� ���������� ������� ������������� � ����� �������� ��� ������ ���� ��

������ ������ �

������ ������ � ������� ���� ���������� �������

��� ��������� �� ������� ���� ���������� ������� ��� ��� ������� ���� �� ����

����� �������� ���� ������� ���� ������� � ��� �� �� ��� ��� ��� ���� ��� ��������

����� ��������� �� ������� ���� ���������� ������� �� ����������

�����������

����� ��������� � ��� ���������� ���� �� �������� ���� ���� ���� ���� ������� ���� ����

����� ��������� ���� ��� ��������� ���������������� ���� ��������� ���� �� �����
�

uν ≤ g, σν + p(uν) ≤ 0,

(uν − g)
�
σν + p(uν)

�
= 0,

���



������ �� �������� � ������������ � �� ��������� �� �������

�� g ��� ��� ��������� ����������� �������� �� p ��� ��� �������� ������������ �� ������

���� ������� ���� ����� ���� �� ��������� ��� �������� ���� �������� ������ ���������

���� �������� ���������� ���������� ��� ������������ ��������� ��� ��������������

��������� �� ����� ��� ��� ������ ���� �� ������ ������ �

������ ������ � ������� ���� ���������� ������� �� ���������� �����������

���� ���������� ���������� ��� ������������ ��������� �

�� ������� 0 ≤ uν < g� ����� �� �������� �� �� ��������� ��� ���������� ����������

��� �� ����������� ������ �������� −σν = p(uν)�� ����� ���� ������ ���� �� ���

�� ������� ���� ���������� ��������

�� ������� uν = g� ����� �� ������ ����������� ��� ������������ ������� ��� ���

����������� �� ����� ��� �� ������� ���� �� �������� ������� �� ������� ���� �� ���

��� ������ ��� �� ��������� �� ������� �� ��������� ���� ���������� g�

�� �� ���� ������� ������ g ���� ����� ����� �� ������ ����������� ��������� ��� ��

�� ����� ���� ���������� �� ��� �� ������� �� ���������� ���� �� ��� �� g → ∞�
�� ��������� ��� ���������� ���� �������� ���������� �� ���� ���������� �� ��� ��

���



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

������� ���� ���������� �������� ���� �� ��� �� g > 0 �� p = 0� ���� ���������� ��

��������� �� ������� �� ��������� ���� ���������� g�

����� ��������� �� ������� ���� ���������� ����������� �� �����

��������

����� ��������� �� ������� � ��� ���������� ���� ��������� ���� ���� ������� ����

�������� �� ������� �������� ���� ��� ��������� ����������� ���� ����� ���������� ��

��������� ��� ���������� ���� �������� ������������ ������ ��������� ���� ��������

���������������� ����������� g� ���� �� �������� ���� �� �����

uν ≤ g,

σν = 0 si uν < 0

−F < σν < 0 si uν = 0

σν = −F si 0 < uν < g

σν ≤ −F si uν = g





,������

�� �� �������������� ��������� ����� �����������

������ ������ � ������� ���� ���������� ����������� �� ����� ��������

��� ��������� ����� ��� �� �������� ���� ��������� ��� �� ���������� ������� σν

� ��� ������������� �������� �� �� �����

������ σν = σR
ν + σP

ν ,

���



������ �� �������� � ������������ � �� ��������� �� �������

�� σR
ν ������ �� �������� �� �������� ������ �� �� ��������� �� σ

P
ν ������ �� ��������

�� �������� ����������������� ��������� ��� σR
ν ��������� �� ��������� �� ������� ��

��������� ���� ���������� g� ������������

������ uν ≤ g, σR
ν ≤ 0, σR

ν (uν − g) = 0.

��������� ��������� ��� σP
ν ��������� �� ���������

������ −F ≤ σP
ν ≤ 0, σP

ν =

�
0 si uν < 0,

−F si uν > 0,

�� F ��� ��� �������� �������� ��� ���������� �� ����� �������� �� �������� �������

���������� �� ��������� �� ��������� ������� ���� ����� ���

−F < σP
ν < 0 =⇒ uν ≤ 0,

σP
ν = −F =⇒ uν ≥ 0.

��� �������������� ��������� �� �� ��������� ������ ��� ������ ���� �� ����� ���

��������

������ ������ � ��������� �� ������� ������

���



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

���� ��������� ���������� ��� ���������� ������ �� ������ ���� ������� �� ������

���� �� ������� ������� �� ���� �

�� �� uν < 0� ����� ������ �������� ��� σP
ν = 0� ������ �������� ��� σR

ν = 0 ��� ���

����������� ��������� ������ ������ ��� σν = 0�

�� �� uν = 0� ����� ������ �������� ��� −F < σP
ν < 0� ������ �������� ��� σR

ν = 0

��� ��� ����������� �� ������������� ������ ������ ��� −F < σν < 0�

�� �� 0 < uν < g� ����� ������ �������� ��� σP
ν = −F � ������ �������� ��� σR

ν = 0

��� ��� ����������� �� ������������� ������ ������ ��� σν = −F �

�� �� uν = g� ����� ������ �������� ��� σP
ν = −F � ������ �������� ��� σR

ν ≤ 0 ���

��� ����������� ��������� ������ ������ ��� σν ≤ −F �

���� ������� ���������� �������� ��������������� ��������� �� ����� ���������

�� �������� �������� ��������� � � ��� ���������� ����� �� ����� �� �� ���������� ������

������ uν < 0� ����� �� �������� �� �� ��������� ��� ������ ����� σν = 0� ���������

���������� ����� � � ��� ����������� ����� ���� ��������� �� ����� g� ������������

0 < uν < g� ����� �� �������� �� �������� ���������������� ��� ��� ������ ������� ��

����� �������� F � �� �� �������� ���������������� ��� ������������ ������� ������������

uν = g� ����� �� ����� ��� �� ������� ���� �� �������� ������ �� ���� �� �������� ��

�� ��������� ������� �� ����� �������� F �� �������� ����������������� ����� −σν > F �

���� ����������� ��� ����� ��������� �� ������� ���� �� �������� ��

����� ��������� �� ������� ������������

� ���� ��� ���������� �� �������� �� �������� �� ������� ��� ���������� ��� ������� ����

�� ���� ������� �� �� ������� Γ3� ���� ����� ������ ���� ��������� ��� �� ������� ��

������� ��� ��������� ��� ��� ����������� �� ���������� ��� ������������ ���� ��������

���

στ = 0.

��������� ���� �� ���������� ������������ �������� ��� �� ������� �� ������� ���� ��

���� �� ����������

��������� �������������� �� ��������� ��������� �� ������� ���� ���������� ����

���� ������� ���� ���� ��� ����

���



������ �� �������� � ������������ � �� ��������� �� �������

���� ��������� �� ���������� �� ��������� ��� ���� �� ����������� �� ����������

��� ������ ��� �� ��� �� ������� ��������� ���� �� �������� ���� ��� �������� ��

����� �� ��� ��������� ���� ��� ������������ ��� ����� ���� ���� ��������� �� �������

� ���� ��� ��� ���� ��� ��������

���
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���



�������� �

�������� �� ������� ���������

��������������� ���� ����������

�����������

���� �� ��������� ���� ����������� �� �������� �� ������� ��������������� ���

�������� �� ������� ����� ��� ���� ��������� �� �� ������� ��� ��������� �� �������

��� ������ � ������ ����� ��� �� ���������� ������������ �� �������� ��� ������� ��

������ ��������� ���� �� �������� �������� ���� ���������� �� ����������� ����� ��

�������� ��������� ����� ��� ��� ���������� ����������� ��� ��� ������� ��� �����

����� ��� ����������� ��������������� ���� �� �������� �������� ���� ����������

�� �������� ����������� �� ��������� ����� �������� ������� ���� �� ��������� ��������

���� �������� �� �������� �� ����������� �� ��������� �� ������� �� �������������

���� ��������� ���� �� ��������� ������� ��� ��� ��������� � �� ���������� �� ��

�������� ��� ������� � ��� ������������ �� ���������� ��� ������������ ���� ��������

����� ���� ����������� ��� �� �������� ������ �� �������� ���� ������ ��� ����������

��� ������������ ���� ��� ����������� ������������ �������� ���� �� �������� ������ ��

�������� �������� ������� �� ��������� �� ������������ ���� ���� ����� ��� ���������

��������� ���� �� �������� ��� ��� ������ ���� ��������� �����

���



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

��� �������� ��������� �� ����������� ����������

�����

�� ����� �������� ������������� � ����� ������ ��������� ��� �� ������� � ����

����������� ��� ���� ��������� �������� �� ���������� [0, L] ���� L > 0� �� ���� ���

���� � x = 0 �� ��� ��������� x = L ��� �� ������� ���� �� ������� ��� ��������

�� �������� d ��� ��� ������� � �� ��� ������ W � ���� ��������� ��� �� ���� ���

������� � �������� ��� ������ ���������� �� ������� f0� ���� �� ����� ����������� ���

��������� g1 �� g2 ���� ������� ���

g1 = d− l1 �� g2 = d− l2.

O L

d

w

– g 1
f0 <0

O

L d

w

l1

O L

d

w

f0 >0

l2

f0 = 0

g2

a)

b)

c)

������ ������ � ����� ��������

������� �� ������ ������ � ���� ����� ��� ������������ ��������� � �� �� ��������

�� ������� ��� ����� � l2� ���� ��������� ��� �� ������� ��� ������������ ���������

��� �� �� ����� �� �� �������� ����� �� ������� ������� ����� �� �� �������� �������

l1 ����� �� ������� ��� ������������ �������� ����� ���� ��������� ��� �� ��������

�� ������� ����� ��� ������� ���� ������������ [l2, l1]� ����� l2 ≤ d ≤ l1�

���



������ �� �������� � �������� �� ������� ��������� ��������������� ����
���������� �����������

�� �������� ��������� �� ������� �� �� ����� ���������

�������� P � ������� �� ����� �� ������������ u : [0, L] → R �� �� ����� ��

����������� σ : [0, L] → R ���� ���

σ(x) = F
�du
dx

(x)
�

���� x ∈ (0, L),�����

dσ

dx
(x) + f0(x) = 0 ���� x ∈ (0, L),�����

u(0) = 0,�����





g1 ≤ u(L) ≤ g2,

−σ(L) = p(u(L)) si g1 < u(L) < g2,

−σ(L) ≤ p(u(L)) si u(L) = g1,

−σ(L) ≥ p(u(L)) si u(L) = g2.

�����

���� ����������� ���������� ��� ����������� ���� ��� ��������� �� ��� ����������

�� �������� P � ���� �������� ���������� ����� ���������� �� ��� �� ������������

��������� ���� �������� F : R → R ��� ��� �������� ������������� ������ �����

������� �� ����� �������� ��� ����� ��� ������ ��� ������� � �� ������� ���������

��������� �� �� ��� �� ������������ ��������� �������� ��� �������� �������� ����

���� ���� �������� ����� ��� ���������� ������������ �������� ��� ���� �� ��� ���� �������

��� ��������� �� ��������� ����� ���������� �� ��������� ��� ������� �� ������������

����� �� �������� ����� �������� �� ��������� ��� ������� �� ������� ���� ����������

����������� �� p ��� ��� �������� � ������� ������� ������ ��� ��� �������� �������

���������� ��� ������� �� �������� ������� ���������� ��� �������� ��� �����������

��������� �� ����� ��������� ��� �� �������� �

�� �� ��������� g1 ≤ u(L) ≤ g2 ������ ��� �� ����������� �� ����������� �� �� ����

u(L) ��� ������ ��� ����������� �������������

�� �� g1 < u(L) < g2� ����� �� ������� � �� ������������ ��������� �� �� �����

������� ������� ��� �� ������� ��� �� ���� ��������� ��������� −σ(L) = p(u(L)) � ����

������ ��� �� ������� ������ ��� �������� �� ��� ����������� ��� �� ���� �� ��������

�� ����������� �� ����� �� ������� x = L�

�� �� u(L) = g1� ����� �� ������� ��� ������������ ������� �� �� ����� ������� �������

��� �� ������� ��� �� ���� ��������� ����������� −σ(L) ≤ p(u(L))�

���



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

�� �� u(L) = g2� ����� �� ������� ��� ������������ ��������� �� �� ����� �������

������� ��� �� ���� ��������� ����������� −σ(L) ≥ p(u(L))�

���� ������� �� �������� P ���� ��������� �������� �� ������������ ����� ���

V = {v ∈ H1(0, L) : v(0) = 0}.

�������� V ��� �� ������ �� ������� ���� �� ������� ��������

(u, v)V =

� L

0

du

dx

dv

dx
dx ∀u, v ∈ V

�� �� �� ����� �������� � · �V � �� ������ �� ��������� ���������

v(L) =

� L

0

dv

dx
dx

����� ��� ����������� �� ��������������� ���� ����� ���

����� |v(L)| ≤
√
L �v�V ∀ v ∈ V.

��� ��������� ����������� �� ��������� �� �� �������� �� �������� ������������ ���

������� �������� ���� ��������� ��� �� �������� ������������ F ��������� ��� ����������

��������� �

�����





(a) F : (0, L)× R → R.

(b) Il existe LF > 0 tel que
|F(x, ε1)− F(x, ε2)| ≤ LF |ε1 − ε2|

∀ ε1, ε2 ∈ (0, L), p.p. x ∈ (0, L).

(c) Il existe mF > 0 tel que
(F(x, ε1)− F(x, ε2))(ε1 − ε2) ≥ mF |ε1 − ε2|

2

∀ ε1, ε2 ∈ R, p.p. x ∈ (0, L).

(d) L�application x �→ F(x, ε) est mesurable sur (0, L),
pour tout ε ∈ R.

(e) L�application x �→ F(x, 0) appartient à l�espace L2(0, L).

���� ��������� ��������� ��� �� ������� ��� ������ ���������� f0 � �� ����������

����� f0 ∈ L2(0, L).

���



������ �� �������� � �������� �� ������� ��������� ��������������� ����
���������� �����������

�� ����� ���� ��������� ��� �� �������� p ��������� ��� ���������� ��������� �

�����





(a) p : R → R.

(b) Il existeLp > 0 tel que
|p(r1)− p(r2)| ≤ Lp |r1 − r2| ∀ r1, r2 ∈ R.

(c) (p(r1)− p(r2))(r1 − r2) ≥ 0 ∀ r1, r2 ∈ R.

(d) p(r) > 0 si r > 0 et p(r) < 0 si r < 0.

�� ������� ������ �� �������� ��� ��������� �� ��������� ����� ��� ����� ���

p(r) =

�
k1 r �� r < 0,

k2 r �� r ≥ 0,

�� k1, k2 ���� ��� ���������� ��������� ������������ ��� ���������� �� �������� ��

�������� ������ ��� �� ��� �� k1 = k2 = k ���������� � �� ������� �������� ��

��������� �� �������� k�

��� ��������� ���� ��������� �� ��������� �� ���������

����� Lp <
mF

L
.

����� ��������� ��� ��� ��������� g1 �� g2 ���������

������ g1 < 0 < g2.

���� ���� ����������� ���������� � �� ����������� �������������� �� ��������

��������� P � ���� ����� ���� ������������ ���������� �� ������������ �����������

U ����� ��� ����������� A : V → V � �� ������������� j : V × V → R �� ���������

f ∈ V ������ ���

U = {u ∈ V : g1 ≤ u(L) ≤ g2 },������

(Au, v)V =

� L

0

F
�du
dx

� dv

dx
dx ∀u, v ∈ V,������

j(u, v) = p(u(L)) v(L) ∀u, v ∈ V,������

(f, v)V =

� L

0

f0 v dx ∀ v ∈ V.������

���



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

��������� ��� (u, σ) ��� �� ������ �� ��������� ���������� ���������� ��������

����������� �� ���� v ∈ U � �� ����������� ���������� ����� ��� �� �������� v−u� �������

�� ��������� ���������� ������� ��� (0, L) �� �� ��������� �� ������� �� ����� ������

���� �������� ���

� L

0

σ
�dv
dx

− du

dx

�
dx =

� L

0

f0 (v − u) dx

+ σ(L)(v(L)− u(L))− σ(0)(v(0)− u(0)).

����� ���� ��������� �� ��������� ����� �� ����������� v ∈ U ���� ������� ���

������

� L

0

σ
�dv
dx

− du

dx

�
dx =

� L

0

f0 (v − u) dx+ σ(L)(v(L)− u(L)).

������� ����� ���� ��������� �� ��������� ����� �� �� ��������� ������ ��� �� ���� ���

������ σ(L)(v(L)− u(L)) ≥ −p(u(L))(u(L)− v(L)).

�� ��������� ���������� ������������� �� �� ��������� ��� ���������� ��������������

���� �������� ���

������

� L

0

σ
�dv
dx

− du

dx

�
dx+ j(u, v)− j(u, u) ≥ (f, v − u)V .

����� ���� ��������� �� ��� �� ������������ ������ ����������� ������ �� ��� ������

����� ������������� ���� ������� �� ����������� �������������� �������� �� ��������

��������� P �

�������� PV � ������� �� ����� �� ������������ u ∈ U ��� ���

������ (Au, v − u)V + j(u, v)− j(u, u) ≥ (f, v − u)V ∀ v ∈ U.

������ ��� �� �������� PV ��� ������� �� ������ �� ����� �� �������������

��� ���� ��� �� ������� ��� ������ �� ����� �� ����������� ���� ���� ����������

������ �� ��������� �� ��� ������������ ������ �� ������ (u, σ) ��� ��������� ����� ��

������ ��� ������ �������� ������ �� �������� �� ������� ���� ���������� P �

���



������ �� �������� � �������� �� ������� ��������� ��������������� ����
���������� �����������

��� ��������� �� ������� �� �� ��������

���� ����� �������� ���� ���������� �� �������� ����������� �� ��������� �� �� ��������

�� �������� ������������ PV �

�������� ���� ��������� ��� ��� ���������� (6.6)�(6.10) ���� ��������� ����� ��

�������� PV ����� ��� �������� ������ u ∈ U �

�������������� ���� ��������� �� �������� ��� ���� X = V �� K = U � ��������

������ ����� ��� ������ �� ������� ��� U ��� ��� ������ �������� ������ �� ��� ���� ��

V � ������������� �� ��������� ����� ��� ����������� �������� ���� ����������� �����������

A ����� ��� ������ �� ���� ��������� �� ��������� �������� ��� �� ���� ���

(Au− Av, u− v)V =

� L

0

(F
�du
dx

�
− F

�dv
dx

�
)(
du

dx
− dv

dx
) dx������

≥ mF �u− v�2V ∀u, v ∈ V.

�� ����� �� ��������� �� ��������� ������ ���� �� ��������� ��������� ���� ��������

������ �Au− Av�V ≤ LF �u− v�V ∀u, v ∈ V.

�� ������ �� ������� ���� ��������� ��� A : V → V ��� �� ��������� ���������

�������� �� �� ��������� ��� �������� V � ����� �� ��������� �� ��������� ����� ����

m = mF �� M = LF �

��� ��������� ������ ��� ���� ���� η ∈ V �� ������������� j(η, ·) : V → R� ������

��� ������� ��� �������� �� ����� �� ��������� ����������� ������ ���� ��������� ��� ��

������������� j(η, ·) ��� �������� ��� ��� ����������� ���� ��������� �� ��������� ���������

����������� ���������� η1, η2, v1, v2 ∈ V � ���� ��������� ����������� �������� ��

����������� ����� ���� ������� ���

j(η1, v2)− j(η1, v1) + j(η2, v1)− j(η2, v2)

= (p(η1(L))− p(η2(L)))(v2(L)− v1(L))

≤ Lp L �η1 − η2�V �v1 − v2�V .

�� �� ������� ��� �� ������������� j ��������� �� ��������� �������� ���� α = Lp L� ��

������ ������� ����������� �� ��������� ������ ���� ��������� ��� �� ��������� �����

���



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

��� ���������� ���� �� ������ �� α = Lp L �� m = mF � �� ��������� �� ��������

���� ���� ��������� ��� �� �������� PV ����� ��� �������� ������ u ∈ U � �� ���

������� �� ������������� �� �������� ���� �

��� ������� �� ������������

���� ����� �������� ���� ���������� �� �������� �� ����������� ���� �� ��������

P ���� ��� �� ������������ �� �� ���������� ������������ ���� �� ������ ���� ���������

��� ��� ���������� ������������ ���� �������� �� ���� ����������� �� �������� h : R →
R ������ ���

������ h(r) =





p(r − g1) �� r < g1,

0 �� g1 ≤ r ≤ g2,

p(r − g2) �� r > g2.

��� ��������� �� ��������� �� ��������� ������ ���� ��������� ��� �� �������� h ���

�������� �� �������������� ���� �� ��������� Lp� ��� ����������� ���� ����������

����������� �� ������������ G : V → V ���

������ (Gu, v)V = h(u(L)) v(L) ∀ u, v ∈ V.

�������� ���� ���� µ > 0� ���� ����������� �� �������� �������� ��������

�������� Pµ� ������� �� ����� �� ������������ uµ : [0, L] → R �� �� ����� ��

����������� σµ : [0, L] → R ���� ���

σµ(x) = F
�duµ

dx
(x)
�

���� x ∈ (0, L),������

dσµ

dx
(x) + f0(x) = 0 ���� x ∈ (0, L),������

uµ(0) = 0,������

−σµ(L) = p(uµ(L)) +
1

µ
h(uµ(L)).������

�� ��������� ��� ��������� ������������� �� �� ��������� �� �� ���� �������

��� ���� �� ������� ���� ���� �������� �� ����������� �������������� �������� ��

�������� Pµ�

���



������ �� �������� � �������� �� ������� ��������� ��������������� ����
���������� �����������

�������� PV
µ � ������� �� ����� �� ������������ uµ ∈ V ��� ���

(Auµ, v − uµ)V +
1

µ
(Guµ, v − uµ)V������

+ j(uµ, v)− j(uµ, uµ) ≥ (f, v − uµ)V ∀ v ∈ V.

���� ����� �� �������� ������������ ��������� �� �� ����������� �������� ���

��������� �� �������� ��������� �� ����� ��������

�������� ���� ��������� ��� ��� ���������� (6.6)�(6.10) ���� ��������� ����� �

�� ���� ���� µ > 0� �� �������� PV
µ ������� ��� �������� ������ uµ ∈ V �

��� �� �������� uµ �� �������� PV
µ �������� ��������� ���� �������� V ���� ��

�������� u �� �������� PV � �����

������ �uµ − u�V → 0 lorsque µ → 0.

�������������� ���� ��������� �� �������� ��� ���� X = V �� K = U � ���� ��

������ ���� �������� ��� ����������� G� ����� ��� ������� ��������� �� ��������� ������

�������� ���� ��������� �� ��������� ������� ����������� ����� �� �� ���� ��� �� ��������

h ��� �������������� ���� �� ��������� Lp ���� ������� ���

(Gu−Gv,w)V ≤ Lp L �u− v�V �w�V ∀u, v, w ∈ V.

���� ������� ���������� w = Gu−Gv ���� ����� ��������� ��� �� ������� ���

������ �Gu−Gv�V ≤ Lp L�u− v�V ∀u, v ∈ V.

�� ������ �� ��������� �� ��������� ������ �� �� ��������� �� �� �������� h� ����

�������� ���

(Gu−Gv, u− v)V������

= (h(u(L))− h(v(L)))(u(L)− v(L)) ≥ 0 ∀u, v ∈ V.

�� �� ������� ��� ���������� ������������� ��� G ��������� ��� ���������� �������������

������� ����� ���� v ∈ U � ������ �� ��������� �� ��������� ������� �� ��� ������ ��

���� ��� h(v(L)) = 0 ��� �� �� ����� ���� ����� ���

(Gv,w)V = h(v(L))w(L) = 0 ∀w ∈ V,

���



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

�� ��� �������� ��� Gv = 0V � ��� ����������� �� ������� �� ����������� ������ ���

(Gu, v − u)V ≤ 0 ∀u ∈ V, v ∈ U.

���� ������ ��� ����������� G ��������� �� ��������� ���������

����� ��������� ��� Gu = 0V � ������������

(Gu, v)V = h(u(L))v(L) = 0 ∀ v ∈ V

��� ��� ����������� ���� ��������� ��� h(u(L)) = 0� ���� ��������� ���������� ��

��������� ������ �� �� �������� h ��� �� ���� ��� g1 ≤ u(L) ≤ g2� �� ��� ��������

��� u ∈ U �

��������������� ��������� ��� u ∈ U � ������������� g1 ≤ u(L) ≤ g2� ��� ������

������ �� ��������� �� ��������� ������� ���� ��������� ��� h(u(L)) = 0 ��� �� ��

����� �� ������� �� �� ��������� ������ ���

(Gu, v)V = 0 ∀ v ∈ V,

�� ��� �������� ��� Gu = 0V � ���� �� ��������� ��� ����������� G ��������� ��

��������� ���������

���� ��������� �� ���� �� ��� ������� ��� ����������� G ��������� �� ���������

����� �� ����� �� �������� ��� ��� ��� ����������� �� �������� ���� �

�� �������� �� ����������� ������ ���� ������������� �� ����� �� ��� ���������

�� �� ������� �������� � �� �������� ������ �� �������� �� ������� ����� ���� ���������

�� �� ������� ���������������� ���� ���� ��������� ��� �� �������� ������ �� ��������

�� ������� ����� ���� ��������� �� �� ������� �������� ��������� ���� �� ���������

�� �������� ���������� ������

��� �� �������� �� �����������

���� ���� ����������� ���� ����� ������� �� ������������ �� �� �������� �� ����

����� PV ������� ���� ��������� ��� ������������ �� ���������� ��� ����������� U �

���� �� ��� ����� ��������� ��� ��� ���������� ������������ ���� ��������� ���� ����

���



������ �� �������� � �������� �� ������� ��������� ��������������� ����
���������� �����������

ρ > 0� ������ g1ρ �� g2ρ ��� ������������� �� g1 �� g2 ������������ ��� ����������

g1ρ ≤ 0 ≤ g2ρ,������

g1ρ → g1 et g2ρ → g2 lorsque ρ → 0.������

����������� ��������� �� ������������ �� ���������� U ������ ���

������ Uρ = { v ∈ V : g1ρ ≤ v(L) ≤ g2ρ }.

�������� ���� ����������� �� ������������ �������� �� �������� PV �

�������� PV
ρ � ������� �� ����� �� ������������ uρ ∈ Uρ ��� ���

������ (Auρ, vρ − uρ)V + j(uρ, vρ)− j(uρ, uρ) ≥ (f, vρ − uρ)V ∀ vρ ∈ Uρ.

�� �������� ��������� �� ����� ������� ��� �� �������� �����������

�������� ���� ��������� ��� ��� ���������� (6.6)�(6.10) �� (6.31) ���� ���������

����� �

�� ���� ���� ρ > 0� �� �������� PV
ρ ������� ��� �������� ������ uρ ∈ Uρ�

��� �� ����� �� �� ��������� (6.32) ��� �������� ����� �� �������� uρ �� ��������

PV
ρ �������� ���� �� �������� u �� �������� PV � �����

������ �uρ − u�V → 0 lorsque ρ → 0.

�������������� ���� ρ > 0� ���� ���������� �� �������� ���� ���� X = V �

K = U �� Kρ = Uρ� �������� ������ ��� �� ��������� ������ ���� ������ �� ������

��� ��������� c : (0,+∞) → R �� d : (0,+∞) → R ��� ��� ��������

������ c(ρ) =
g1ρ − g2ρ
g1 − g2

�� d(ρ) =
g2ρ g1 − g1ρ g2

g1 − g2
.

��� ��������� ����������� ��� �������� θ ����� ���

������ θ ∈ V �� θ(L) = 1.

�������� ���������� ��� ���������� Uρ ������� �� �� ����� ������� ���� �����

������� ���� �������� ����������� u, v ∈ V ���� ���

v =
g1ρ − g2ρ
g1 − g2

u+
g2ρ g1 − g1ρ g2

g1 − g2
θ.

���



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

����� ���� ��������� ������ ���� ������� ���

g1 ≤ u(L) ≤ g2 �� �� ��������� �� g1ρ ≤ v(L) ≤ g2ρ

��� ��� ����������� ������ ������ ���

u ∈ U �� �� ��������� �� c(ρ)u+ d(ρ)θ ∈ Uρ.

�� �� ������� ���

Uρ = c(ρ)U + d(ρ)θ.

������� ����� ��� ���������� ������ �� ������ �������� �������������� ���

c(ρ) → 1 �� d(ρ) → 0 ������� ρ → 0,

0V ∈ Uρ,

�� ��� �������� ��� ��� ���������� ������������� ���� ������������

��� ��������� �� ��������� �� ��������� ������ �� ��� ������ �� ������� ��� �� ���������

����� j� ������ ��� ������� ��������� ��� ���������� �������������� ����������� �����

������ η, u1, u2 ∈ V � ���� ��������� �� ��������� �������� ���� ������� ���

|j(η, u1)− j(η, u2)| = |p(η(L))(u1(L)− u2(L))|

≤ Lp|η(L)| |u1(L)− u2(L)|.

�� ��������� ����� ��������� ���� ����������� ������ ���� ��������� ���

|j(η, u1)− j(η, u2)| ≤ Lp L �η�V �u1 − u2�V .

�� �� ������� ��� �� ������������� j ��������� �� ��������� ��������� ���� H(r) = Lp L r�

�� �� ����� �� �������� ��� ��� ��� ����������� ������� �� �������� ����� �

�� ���� �� ��������� ������������ ���� �� �������� �� ����������� ������� �� ���

��������� �� ����� �� ��� ���������� ��� �� ������ ��� ��� ������� ���������� ����

��� ����������� ������������ g1 �� g2 ���������� ��� ������� ���������� ���� �� ��������

������ �� �������� �� ������� P � ����� ���� ��������� ��� �� �������� ������ ��

�������� ����������� ������ ����������� ��� ����������� ������������ g1 �� g2�

���



�������� �

�������� �� ������� ��������� ����

���������� ������� �� ����������

�����������

���� �� ��������� ���� ���� ��������� ��������� �� �������� �� ������� ��������

���� ���������� ���������� ������������� ����� �� ����� ��������� �� �� �������� ���

������ � ��� ���������� �� ������� ��� ������ � ������ �� �� ��� �� ���������� ����

���� �� ���������� ������������ �� �������� ��� ��������� �� ������ ��������� ����

�� �������� �������� ���� ��������� �� �������� ��������� �� ���� ���������� ���

���������� ��� ��� ������� ��� ��������� �� ����������� �������������� �� ���������

���� �� �������� �������� ���� ���������� �� �������� ����������� �� ��������� �����

�������� ������� ���� �� ��������� �������� ���� �������� �� ������� �������� ��

����������� �� ��������� �� ������� �� ������������� ���� ������������ ���� ������

����� ��� �� �������� ������ �� �������� �� ������� ���� ��� �� ���������� �������

�������� ���� �� �������� ������ �� �������� �� ������� ���� ��� �� ���������� ����

���� �� ���������� ����������� ������� �� ��������� �� ������������� �� �� ���������

���� ���� ����� ���� ��������� ���� �� ��������� ������� �� ���� �������� �� ���

�������� �� �� �������� �� �������� ��������� ��� ������� � ��� ������������ ��

���������� ��� ������������

���



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

��� �������� ��������� �� ����������� ����������

�����

�� �������� ��������� ���� �� �������� �� �� ����� ���������

�������� P � ������� �� ����� �� ������������ u : Ω → R
d �� �� ����� ��

����������� σ : Ω → S
d ���� ���

σ = Fε(u) ���� Ω,�����

Divσ + f 0 = 0 ���� Ω,�����

u = 0 ��� Γ1,�����

σν = f 2 ��� Γ2,�����

uν ≤ g, σν + p(uν) ≤ 0,

(uν − g)
�
σν + p(uν)

�
= 0

�
��� Γ3,�����

στ = 0 ��� Γ3.�����

���� ���������� ����� ���������� �� ��� �� ������������ ��������� �� F ��� ��������

���� ������������� ����� ����� ��� ���������� ����������� �� f 0 ���������� �� ������� ���

������ ����������� �������� ��� ���������� ������ ����� ���� �������������� ��� ������

����� ��� ������� �� ����������� �� �� �������� �� f 2 ��� �� ������� ��� ���������

������������ ����� ��� ��������� ����������� ������������ �� ��������� ��� ������� ��

������� ���� ���������� ���� �� ��� �� ���������� ������� �� ���������� ������������

���� ��� ����������� ���� ��������� ��� ����� ��������� �� �������� ���� ���������

�� �������� �� ������������ ������

��� ��������� �� �������� ��������� ����������� ���� ��������� ��� �����������

���



������ �� �������� � �������� �� ������� ��������� ���� ���������� ������� ��
���������� �����������

������������ F ��������� ��� ���������� ��������� �

�����





(a) F : Ω × S
d → S

d.

(b) Il existe LF > 0 tel que
�F(x, ε1)− F(x, ε2)� ≤ LF �ε1 − ε2�

∀ ε1, ε2 ∈ S
d, p.p. x ∈ Ω.

(c) Il existe mF > 0 tel que
(F(x, ε1)− F(x, ε2))(ε1 − ε2) ≥ mF �ε1 − ε2�2

∀ ε1, ε2 ∈ S
d, p.p. x ∈ Ω.

(d) L�application x �→ F(x, ε) est mesurable sur Ω,
pour tout ε ∈ S

d.

(e) L�application x �→ F(x, 0Sd) appartient à Q.

��� ��������� ���� ��������� ��� ��� �������� ��� ������ ���������� �� ��� �����

����� ����������� ��� �� ����������

����� f 0 ∈ L2(Ω)d �� f 2 ∈ L2(Γ2)
d.

���� ��������� ��������� ��� �� �������� �� ���������� ������� p ���������

�����





(a) p : Γ3 × R → R+.

(b) Il existeLp > 0 tel que

|p(x, r1)− p(x, r2)| ≤ Lp |r1 − r2|
∀ r1, r2 ∈ R, p.p. x ∈ Γ3.

(c) (p(x, r1)− p(x, r2))(r1 − r2) ≥ 0
∀ r1, r2 ∈ R, p.p. x ∈ Γ3.

(d) p(x, r) = 0 pour tout r ≤ 0, p.p. x ∈ Γ3.

(e) L�application x �→ p(x, r) est mesurable sur Γ3,
pour tout r ∈ R.

�� ����� ���� ��������� ����������� �� ���������

������ Lp <
mF

c20
,

�� c0 ��� �� ��������� �������� ������ ��� ����������� �� ����� �������

����� ���� ��������� ���

������ �� ������ θ ∈ V ��� ��� θν = 1 ���� ��� Γ3.

���



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

��� �������� �� �������� Ω ���� �������� ����������� ������ ��� ���������� �������

���� ������� ���� �����

����������� ���� ���� ����������� � �� ����������� �������������� �� �������� P �

���� ����� ���� ������������ ���������� �� ������������ ����������� U � �����������

A : V → V � �� ������������� j : V × V → R �� ��������� f ∈ V ������ ���

U = {v ∈ V : vν ≤ g ���� ��� Γ3 },������

j(u,v) =

�

Γ3

p(uν)vν da ∀u, v ∈ V,������

(Au,v)V = (Fε(u), ε(v))Q ∀u, v ∈ V,������

(f ,v)V =

�

Ω

f 0 · v dx+

�

Γ2

f 2 · v da ∀v ∈ V.������

��������� ��� (u,σ) ���� ��� ��������� ���������� ����������� ��� ���������

����������� �� ���� v ∈ U � �� ��������� �� ������� �� ����� ����� �� ���������� �������

����� ������ ���� �������� ���
�

Ω

σ · (ε(v)− ε(u)) dx =

�

Ω

f 0 · (v − u) dx+

�

Γ

σν · (v − u) da.

������ ���

σν · (v − u) = σν(vν − uν) + στ · (vτ − uτ ) p.p. sur Γ3.

�� ��������� ����� ������������� ����� ��� ��� ���������� ������ ����� �� �� ���������

������� ���� �������� ���

������

�

Ω

σ · (ε(v)− ε(u)) dx = (f ,v − u)V +

�

Γ3

σν(vν − uν) da.

������� ����� ���� ��������

σν(vν − uν) = (σν + p(uν))(vν − g)

+ (σν + p(uν))(g − uν)− p(uν)(vν − uν) p.p. sur Γ3

����� ���� ��������� �� ��������� ����� ����� ��� ����������� v ∈ U ���� ������� ���

σν(vν − uν) ≥ − p(uν)(vν − uν) p.p. sur Γ3,

���



������ �� �������� � �������� �� ������� ��������� ���� ���������� ������� ��
���������� �����������

�� ��� �������� ���

�

Γ3

σν(vν − uν) da ≥ −
�

Γ3

p(uν)(vν − uν) da.������

�������� ��������� ��������� ������ ���� ����������� ������ �� �� ��������� ������ ����

���� ���

������

�

Ω

σ · (ε(v)− ε(u)) dx+ j(u,v)− j(u,u) ≥ (f ,v − u)V .

���� ��������� ���������� �� ��� ������������ ������ ����������� ������ �� ��� ������

����� ������� ������ ���� ������� �� ����������� �������������� �������� �� ��������

��������� �� ������� P �

�������� PV � ������� �� ����� �� ������������ u ∈ U ��� ���

������ (Au,v − u)V + j(u,v)− j(u,u) ≥ (f ,v − u)V ∀v ∈ U.

������ ��� �� �������� PV ��� ������� �� ������ �� ����� �� �������������

��� ���� ��� �� ����� ��� ������ �� ���� ���������� ������� �� ����� �� �����������

�� ��������� �� ��� ������������ ������ �� ������ (u,σ) ��� ��������� ����� �� ������ ���

������ �������� ������ �� �������� �� ������� ��������� ���� ���������� P �

��� ��������� �� ������� �� �� ��������

���� ����� �������� ���� ���������� �� �������� ����������� �� ��������� �� �� ��������

�� �������� ������������ PV �

�������� ���� ��������� ��� ��� ���������� (7.7)�(7.10) ���� ��������� ����� ��

�������� PV ����� ��� �������� ������ u ∈ U �

�������������� ���� ���������� �� �������� ��� ���� X = V �� K = U � ����

�������� ������ ����� ��� ������ �� ������� ��� U ��� ��� ������ �������� ������ ��

��� ���� �� V � �������� ���� ��������� �� ��������� ������ �� ����������� A �� ��

��������� �������� ��� �� ���� ���

������ (Au− Av,u− v)V ≥ mF �u− v�2V ∀u,v ∈ V.

���



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

������� ����� �� ��������� �� ��������� ��������� ���� �������� ���

������ �Au− Av�V ≤ LF �u− v�V ∀u, v ∈ V.

���� ��������� ��� ���������� ������ �� ������ ��� A ��� �� ��������� ���������

�������� �� �� ��������� ��� �������� V � ������������� �� ��������� �� ��������� �����

���� m = mF �� M = LF �

��� ��������� ������ ��� ���� ���� η ∈ V �� ������������� j(η, ·)� ������ ���

������� ��� �������� �������� ���� ��������� ��� ���������� �� ������������� �� �����

���� ������� ������� ��� �������� ��� ��� ����������� ���� ��������� �� ��������� ���������

����������� ���������� ��� �������� u1, u2, v1, v2 ∈ V � �� ��������� �� ���������

�������� �� ����������� �� ����� ������� ���� ��������

j(u1,v2)− j(u1,v1) + j(u2,v1)− j(u2,v2)������

=

�

Γ3

(p(u1ν)− p(u2ν))(v2ν − v1ν) da

≤ c20 Lp�u1 − u2�V �v1 − v2�V .

�� ������� �� ����� ��������� ��� �� ������������� j ��������� �� ��������� �������� ����

α = c20 Lp� ����� ������ ��� ����������� �� ��������� ������ ������ ��� �� ���������

����� ��� ������� ���� �� ������ �� α = c20 Lp �� m = mF � �� �������� ��� ���

���������� ��� ����������� ������� �� �������� ���� �

���� u �� �������� �� �������� PV ������� ���� �� �������� ��� �� ���� σ =

Fε(u). ������ ���� ��������� ��� ���������� ����� �� ����������� F ���� �� ����������

�� u ���� ������� ��� σ ∈ Q� ���� ϕ �� ������� ���������� �� C∞
0 (Ω)d �� ����

v = u ± ϕ� ������� v ∈ U � �� ������� �������������� v = u + ϕ �� v = u − ϕ

���� ������� ���� �� ��������� ���

(σ, ε(ϕ))Q = (f ,ϕ)V .

���� ��������� ���������� ������ �� �� ��������� �� ����������� �� ���������� ���

���� ���� ���

(���σ,ϕ)L2(Ω)d + (f 0,ϕ)L2(Ω)d = 0 ∀ϕ ∈ C∞
0 (Ω)d.

���



������ �� �������� � �������� �� ������� ��������� ���� ���������� ������� ��
���������� �����������

������� �������� C∞
0 (Ω)d ��� ����� ���� L2(Ω)d� ���� �� ��������� ���

Divσ + f 0 = 0 ���� Ω.

��� ����������� ���� ��������� �� ���������� f 0 ∈ L2(Ω)d ���� ����� ������� ����

������� ��� ��� ���σ ∈ L2(Ω)d ��� �� �� ����� �� ������� ��� σ ∈ Q1�

���� ��������� �� �������� ��� ��� �� �������� �� ������� ���� ���������� P

����� ��� �������� ������ ������� ���� �� ���������� (u,σ) ∈ U ×Q1.

��� ������� �� ������������

���� ����� �������� ���� ���������� ������� �� �������� P �� ��������� �� �������

������ �� �� ���������� ������������ ���� �� ������ ���� ��������� ��� ��� ����������

������������ ���� �������� ��� ���� ���� µ > 0� ���� ����������� �� �������� ��

������� �������� Pµ �����������

�������� Pµ� ������� �� ����� �� ������������ uµ : Ω → R
d �� �� ����� ��

����������� σµ : Ω → S
d ���� ���

σµ = Fε(uµ) ���� Ω,������

Divσµ + f 0 = 0 ���� Ω,������

uµ = 0 ��� Γ1,������

σµν = f 2 ��� Γ2,������

−σµν = p(uµν) +
1

µ
p(uµν − g) ��� Γ3,������

σµτ = 0 ��� Γ3.������

���� �� �������� µ > 0 ��� �� ��������� �� ������������ ��� ���� ���� ����������

����� �� ��������� �� ������������� �� �� ��������� ����� ��� 1
µ
���������� �� �����

������ �� �������� �� ��������� ��� ��������� uµν ���������� �� ���������� ������� ��

����� �� ������������ uµ �� σµν � σµτ ������������ �������������� ��� �����������

�������� �� ������������� �� ����� �� ����������� σµ�

���� ����������� ���������� ����������� G : V → V ����� ���

������ (Gu,v)V =

�

Γ3

p(uν − g)vν da ∀u, v ∈ V.

���



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

�������� ���� ��������� ��� ��������� ������������� �� ���� ��������� �� �� ����

������� ��� ���� �� ������� ��� ��� ��������� �� ����������� �������������� ��������

�� �������� Pµ�

�������� PV
µ � ������� �� ����� �� ������������ uµ ∈ V ��� ���

(Auµ,v − uµ)V +
1

µ
(Guµ,v − uµ)V������

+ j(uµ,v)− j(uµ,uµ) ≥ (f ,v − uµ)V ∀v ∈ V.

���� ����� �� �������� ���������� ��� ���������� �� �������� ��������� �� �����

��������

�������� ���� ��������� ��� ��� ���������� (7.7)�(7.10) ���� ��������� ����� �

�� ���� ���� µ > 0� �� �������� PV
µ ����� ��� �������� ������ uµ ∈ V �

��� �� �������� uµ �� �������� PV
µ �������� ���� �� �������� u �� �������� PV �

������������

������ �uµ − u�V → 0 lorsque µ → 0.

�������������� ���� ��������� �� �������� �������� �� �������� ��� ����X = V ��

K = U � ���� �� ������ ���� �������� ��� ����������� G� ����� ��� ������� ��������� ��

��������� ������ ������ u,v,w ∈ V � ���� ��������� �� ��������� �������� �� �����������

�� ����� ������ ���� ������� ���

(Gu−Gv,w)V =

�

Γ3

(p(uν − g)− p(vν − g))wν da

≤ c20 Lp �u− v�V �w�V .

�������� �� ������� w = Gu−Gv ���� ����� ���������� ���� ��������� ���

�Gu−Gv�V ≤ c20 Lp �u− v�V ,

�� ��� ������ ��� ����������� G ��������� �� ��������� ���������

�� ������ ���� ��������� �� ��������� �������� ���� ���� ���

(Gu−Gv,u− v)V =

�

Γ3

(p(uν − g)− p(vν − g))(uν − vν) da ≥ 0.

���



������ �� �������� � �������� �� ������� ��������� ���� ���������� ������� ��
���������� �����������

���� ��������� �� ����� ��������� ��� ����������� G ��������� �� ��������� ���������

������ u ∈ V �� v ∈ U � ���� ��������� �� ��������� ������ ���� ���� ���

(Gu,v − u)V =

�

Γ3

p(uν − g)(vν − uν) da������

=

�

Γ3

p(uν − g)((vν − g) + (g − uν))da

≤
�

Γ3

p(uν − g)(vν − g) da+

�

Γ3

p(uν − g)(g − uν) da.

�������� ���� ��������� ����� ���� ������� ���

p(uν − g)(vν − g) ≤ 0 ���� ��� Γ3,������

p(uν − g)(g − uν) ≤ 0 ���� ��� Γ3.������

��� ����������� �� ��������� �������������� ���� ��������� ���

(Gu,v − u)V ≤ 0,

�� ��� ������ ��� ����������� G ��������� �� ��������� ���������

����� ��������� ��� Gu = 0V � ������������� (Gu,v)V = 0 ���� ���� v ∈ V ���

��� ����������� ���� u ∈ U � ���� ����� ���

(Gu,u)V = 0,

�� ��� ���� ����� ���

������

�

Γ3

p(uν − g)uν da = 0.

�� ��������� ��� ���������� ��������� ���� ���� �������� ���

p(uν − g)(uν − g) ≥ 0 ���� ��� Γ3

��� ��� ����������� ���� ����� ���

������ p(uν − g)uν ≥ p(uν − g)g ≥ 0 ���� ��� Γ3.

���



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

�� ��������� ���������� ������ �� ������� ���� ��������� ���

p(uν − g)uν = 0 ���� ��� Γ3.

����� ���� ��������� ����� ������� ���� �� ��������� �������� ���� ������� ��� uν ≤ g�

�� ��� �������� ��� u ∈ U �

��������������� ��������� ��� u ∈ U � �� ��������� �� ��������� ������ �� �����

������ U � ���� ��������� ��� uν ≤ g ���� ��� Γ3 ��� �� �� ����� �� ��������� ��������

�������� ���

p(uν − g)uν = 0 ���� ��� Γ3.

�� ��������� ���������� ����� ������� ���� �� ��������� ������ �� ����������� G�

���� �������� ���

(Gu,v)V = 0 ∀v ∈ V,

�� ��� ������ ��� Gu = 0V � ���� �� ��������� ��� ����������� G ��������� ��

��������� ���������

���� ��������� �� �� ��� ������� ��� ����������� G ��������� �� ��������� ������

�� �������� ��� ��� ���������� ��� ����������� ������� �� �������� ���� �

�� ����������� ������ ��� ���������� �� ����� �� ��� ���������� ��� ���� ������

��� �� �������� ������ �� �������� �� ������� ���� ���������� ������� �� ����������

����������� ���� ���� ��������� ������� ���� ��� ���� �������� ��� �� �������� ������ ��

�������� �� ������� ���� ���������� �������� ���� �� ��������� �� �������������

�� �� ��������� ���������� ������

��� �� �������� �� �����������

����� �������� ���� ����� ������� ��� ��������� �� ������������ �� �� �������� ��

�������� PV ������� ���� ��������� ��� ������������ ���� ���������� ��� �����������

U � ���� �� ��� ����� ���� ��������� ��� ��� ���������� ������������ ���� �������� ��

���� ��������� ��� u �� �������� �� �������� PV ������� ���� �� �������� ����

���� ������ ρ > 0� ����������� gρ �� ������������ �� g ������������ ��� ����������

gρ ≥ 0,������

gρ → g ������� ρ → 0.������

���



������ �� �������� � �������� �� ������� ��������� ���� ���������� ������� ��
���������� �����������

���� ����������� ��������� �� ������������ �� ���������� U ������ ���

������ Uρ = {v ∈ V : vν ≤ gρ ���� ��� Γ3 }.

�������� �� ������������ �� �������� PV ��� �� ���������

�������� PV
ρ � ������� �� ����� �� ������������ uρ ∈ Uρ ��� ���

������ (Auρ,v − uρ)V + j(uρ,v)− j(uρ,uρ) ≥ (f ,v − uρ)V ∀v ∈ Uρ.

���� ����� �� �������� ������� ��� ���������� �� �������� ��������� �� ����� ����

�����

�������� ���� ��������� ��� ��� ���������� (7.7)�(7.11)� (7.37) ���� ���������

����� �

�� ���� ���� ρ > 0� �� �������� PV
ρ ������� ��� �������� ������ uρ ∈ Uρ�

��� �� ����� �� �� ��������� (7.38) ��� �������� ����� �� �������� uρ �� ��������

PV
ρ �������� ���� �� �������� u �� �������� PV � �����

������ �uρ − u�V → 0 lorsque ρ → 0.

�������������� ���� ρ > 0� ���� ���������� �� �������� ���� ���� X = V �

K = U �� Kρ = Uρ� ���� �������� ���� ������� �� ��������� ������ ���� �����������

��� ��������� c(·) �� d(·) ������� ���

c(ρ) = 1 �� d(ρ) = gρ − g.

�� ����� ���� ��������� ����������� ������ ��� �� ������� �� ������� θ ��� ���

θ ∈ V ��� ��� θν = 1 ���� ��� Γ3.

����������� ���������� ���� �������� u� v ∈ V ���� ���

v = u+ (gρ − g)θ.

������ ����� ��� ������ �� ���� ���

uν ≤ g �� �� ��������� �� vν ≤ gρ

���



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

��� ��� ����������� ���� ��������� ���

u ∈ U �� �� ��������� �� u+ (gρ − g)θ ∈ Uρ,

�� ��� �������� ���

Uρ = U + (gρ − g)θ.

������� ����� �� ��������� �� ��������� ������� ���� �������� ���

0V ∈ Uρ

��� �� ����� �� ��������� ������ ���� ������ ���

c(ρ) → 1 �� d(ρ) → 0 ������� ρ → 0.

�� ������ �� ��������� ��� ���������� ����� �� �� �������� �� ���������� ������� p�

�� ��� ������ �� ������� ��� �� ������������� j� ������ ��� ������� ��������� ��� ����������

�������������� ��� �� ������ ���� ����������� ����� �������� η, v1, v2 ∈ V �� ����

��������� �� ��������� �������� ����� ��� ����������� �� ����� ������ ��� ��������� ���

|j(η,v1)− j(η,v2)| =

�

Γ3

p(ην)(v1ν − v2ν) da

≤ c20 Lp �η�V �v1 − v2�V .

���� ��������� �� ����� ��������� ��� �� ������������� j ��������� �� ��������� ���������

���� H(r) = c20 Lp r� ��� ����������� �� �������� ��� ��� ��� ����������� �������

�� �������� ����� �

�� ���� �� ��������� ������������ ���� �� �������� �� ����������� ������� �� ���

��������� �� ����� �� ��� ���������� ��� �� ������ ��� ��� ������� �������������

���� �� ���������� ����������� g ���������� ��� ������� ������������� ���� �� ��������

������ �� �������� P � ���� ��������� ��� �� �������� ������ �� �������� �� �������

P ������ ����������� �� �� ���������� ����������� g�

���



�������� �

�������� �� ������� ��������� ����

���������� ����������� �� ����� ��������

���� �� ��������� ���� ����������� �� ��������� �� ������� �������� ���������� ��

������� ����� �� ����� ��������� �� ��� ��������� ��� ��� �������� ���� ��������

������ ��������� ���� �������� ����������������� �� ������� ��� ������ � ������ �����

��� �� ���������� ����������� �� ����� ��������� �� �������� ��� ��������� �� ������

��������� ���� �� �������� �������� ���� ���������� �� ����������� ����� �� ����

����� ��������� ����� ��� ��� ���������� ����������� ��� ��� ������� ���� �������

��� ����������� ��������������� ���� �� �������� �������� ���� �������� �� ��������

�� ����������� �� �� ��������� ����� �������� ������� �� ��������� ������� ��� ������

���� � �� �������� �� ����������� ������� ��� �� ������������ ��� �������� ����

�� ��������� �������� ���� ����������� ��� ��������� �� �������� ������� ���� ����

����� ���� ���������� �� �������� ����������� �� ��������� ���� ��������� ���� ��

��������� ������� �� ���� ���������� ��� ��������� �� �� �������� ���� ������� ����

�������� �� ������� ���������������� ��� ��������� ��������� ���� �� �������� ���

���� ������� �� ��������� �����

���



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

��� �������� ��������� �� ����������� ����������

�����

�� �������� ��������� �� ������� �� �� ������� ���������

�������� P � ������� �� ����� �� ������������ u : Ω → R
d �� �� ����� ��

����������� σ : Ω → S
d ���� ���

σ = Fε(u) dans Ω,�����

Divσ + f 0 = 0 dans Ω,�����

u = 0 sur Γ1,�����

σν = f 2 sur Γ2,�����

uν ≤ g,

σν = 0 si uν < 0

−F < σν < 0 si uν = 0

σν = −F si 0 < uν < g

σν ≤ −F si uν = g





sur Γ3,�����

στ = 0 sur Γ3.�����

���� ���������� ����� ���������� �� ��� �� ������������ ��������� �� �������� ����

�������� F ��� �� �������� ������������� ����� ����� ��� ���������� ����������� �� f 0

���������� �� ������� ��� ������ ����������� �������� ����� �� ����� ������������ ����

����������� ��� ���������� ��� ������� �� ����������� �� �� �������� �� f 2 ��� ��

������� ��� ��������� ������������ ��� ��������� ����������� ������������� �� ���������

��� ������� �� ������� ���� ���������� ���� ���������� ����������� �� ����� ���������

���� ���� �� ������� ��� ����� ��������� �� �������� ���� ��������� �� �������� ��

������������ ������

���� ������� �� �������� ��������� ������������ ���� ����������� �������� ����

���� Y = L2(Ω)d × L2(Γ2)
d ��� ��� �� ������ �� ������� ���� �� ������� ��������

��������� (·, ·)Y �� �� �� ����� �������� � · �Y �� ���� ������ ��� π : V → Y

����������� ����� ���

����� πv = (v, γ2v)Y ∀v ∈ V,

���



������ �� �������� � �������� �� ������� ��������� ���� ���������� ����������� ��
����� ��������

�� γ2 : H1(Ω)d → L2(Γ2)
d ���������� ������������� �� ����� ��� Γ2� �� ��������� ��

�������� �� ����� �� ������� ����� �������� ���� ���� ����� ���� ��������� ���

����������� π : V → Y ��� �������� �� �������� ����� �� ������ ��� ��������� ��������

d0 > 0 ����� ���

����� �πv�Y ≤ d0 �v�V ∀v ∈ V.

������� ����� ���� ��������� �� ��������� �� ������������� �� ����� �� �����������

�������� H1(Ω)d ⊂ L2(Ω)d ����� �������� ���� ��� �� ������� ��� ����������� π

��� �������������������� �������� �����

����� vn � v dans V =⇒ πvn → πv dans Y lorsque n → +∞.

��� ��������� ���� ��������� ��� ����������� ������������ F ��������� ��� ����������

��������� �

������





(a) F : Ω × S
d → S

d.

(b) Il existe LF > 0 tel que
|F(x, ε1)− F(x, ε2)| ≤ LF |ε1 − ε2|

∀ ε1, ε2 ∈ S
d, p.p. x ∈ Ω.

(c) Il existe mF > 0 tel que
(F(x, ε1)− F(x, ε2))(ε1 − ε2) ≥ mF �ε1 − ε2�2

∀ ε1, ε2 ∈ S
d, p.p. x ∈ Ω.

(d) L�application x �→ F(x, ε) est mesurable sur Ω,
pour tout ε ∈ S

d.

(e) L�application x �→ F(x, 0Sd) appartient à Q.

�� ����� ���� ��������� ��� ��� �������� ��� ������ ���������� �� ��� ���������

����������� ��� �� ����������

f 0 ∈ L2(Ω)d,������

f 2 ∈ L2(Γ2)
d.������

���� ��������� ��������� ��� �� ����� �������� F ������

������ F ∈ L2(Γ3), F (x) ≥ 0 p.p. x ∈ Γ3.

���



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

����� ���� ��������� ���

������ g > 0.

���� ������� ���������� � �� ����������� �������������� �� �������� P � ����

����� ���� ����������� ���������� �� ������������ ����������� U ⊂ V ����� ��� ��

������������� j : V → R �� ��������� f ∈ Y ������ ���

U = {v ∈ V : vν ≤ g ���� ��� Γ3 },������

(Au,v)V =

�

Ω

Fε(u) · ε(v) dx ∀u, v ∈ V,������

j(v) =

�

Γ3

F v+ν da ∀v ∈ V,������

f = (f 0,f 2).������

���� r+ ���������� �� ������ �������� �� r� ����� r+ = max {r, 0}� ��� ��������� ����

��������� ��� ���������� ����� �� ������ ���� ������� ���

������ (f , πv)Y =

�

Ω

f 0 · v dx+

�

Γ2

f 2 · v da ∀v ∈ V.

��������� ��� (u,σ) ��� �� ������ ��� ��������� ���������� ���������� ���

���������� ����������� �� ���� v ∈ U � �������� �� ��������� �� ��������� ������ �� ��

��������� ������ ���� ��������� ���

������ u ∈ U.

�������� �� ��������� ��� ����������� ��� ������ ��� ���������� ����������� ����� ��

�� ��������� �� ������� �� ����� ������ �� ��������� ����� �� �� ��������� ������� ����

�������� ���

(σ, ε(v)− ε(u))Q = (f , πv − πu)Y +

�

Γ3

σν(vν − uν) da

+

�

Γ3

στ · (vτ − uτ ) da.

�� ��������� ����� ��������� ���� �� ��������� ������ ���� �������� ���

(σ, ε(v)− ε(u))Q = (f , πv − πu)Y +

�

Γ3

σν(vν − uν) da.������

���



������ �� �������� � �������� �� ������� ��������� ���� ���������� ����������� ��
����� ��������

��� ��������� �� ��������� �� ��������� ����� ���� ����������� ������� ���� ����� ���

σν(vν − uν) ≥ F (u+
ν − v+ν ) p.p. sur Γ3

��� �� ��������� ��� Γ3� ���� ��������

������

�

Γ3

σν(vν − uν) da ≥
�

Γ3

F (u+
ν − v+ν ) da.

�� ��������� ���������� ��������� ������ ���� ����������� ������� ���� �������� ���

(σ, ε(v)− ε(u))Q ≥ (f , πv − πu)Y +

�

Γ3

F (u+
ν − v+ν ) da.������

�� ����������� �������������� �� �������� P ��������� ����� �� ��������� ��������

���� ������� ����������� ������� �� ��� �� ������������ ����� �� ��� ���������� �������

�������

�������� PV � ������� �� ����� �� ������������ u ∈ U ��� ���

������ (Au,v − u)V + j(v)− j(u) ≥ (f , πv − πu)Y ∀v ∈ U.

�������� ����������� �� �� �������� ���� ������� �� �� ������� ���������

��� ��������� �� ������� �� �� ��������

�� ��� �� ����� ������� ��� ��������� ����������� �� ��������� �� �� �������� �� ��������

������������ PV � ���� ����� ���� ���������� �� �������� ��������

�������� ���� ���� ��� ���������� (8.10)�(8.14) �� �������� PV ������� ���

�������� ������ u ∈ U �

�������������� ���� ��������� �� �������� �������� �� �������� ���� ���� X = V

�� K = U � ������ ������� ��� U ��� ��� ������ �������� ������ �� ��� ���� �� V �

�������� ���� �������� ��� A : V → V ��� �� ��������� ��������� �������� �� ��

���������� ���� ����� ���� ��������� �� ��������� ������ �� �� ��������� ��������� ����

�������

������ (Au− Av,u− v)V ≥ mF �u− v�2V ∀u, v ∈ V.

���



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

������� ����� �� ��������� �� ��������� ������ ���� �� ��������� ���������� ���� �����

���� ���

������ �Au− Av�V ≤ LF �u− v�V ∀u, v ∈ V.

�� ������ �� ������� ���� ��������� ��� A ��� �� ��������� ��������� �������� ��

�� ��������� ���� m = mF �� M = LF �

������� ����� �� ��������� �� �������� �� �������������� �� ����� �� �� ���������

������� ���� ��������� ����� ������ �� ������ ������� �f ∈ V ��� ���

������ (�f ,v)V = (f , πv)Y ∀v ∈ V.

��� ��������� �� ��� ������ �� ������� ��� �� ������������� j : V → R� ������ ���

������� ��� ��� ���� ������ �� ������ �� ��������� ����������� ������ �� ����������� ��

����� ������� ���� �������� ���

j(v) ≤ c0�F�L2(Γ3)�v�V ∀v ∈ V.

����� ��������� �������� ���� �� ���������� ���� �������� ��� �� ������������� j ���

������� �� ������������� ������������� ��� V � ���� �� ��������� ��� �� �������������

j ��������� �� ��������� ������� �� �� ����� ���� ��������� ��� �� �������� ��� ���

��� ����������� ������� �� �������� ����� �

�� ������ (u,σ) ��� ��������� ����� �� ������ ��� ������ �������� ������ �� ��������

�� ������� P � �� �������� ��� ������ ��� �� �������� �� ������� ����� ���

�������� ������ ������� �� ������ �� ��������� ��� ��������� ���������� � ���� ��������

�� ����� �������� ���� ��������� ��� (u,σ) ∈ U ×Q1�

��� �� �������� �� �����������

���� ����� �������� ���� ���� ����������� �� ������������ �� �� �������� �� ����

����� PV ������� ���� ��������� ��� ������������ ��� �������� ���� �� ������ ������

���� ��� ��� ���������� (8.10)�(8.14) ���� �������� �� ��������� ��� u = u(f 0,f 2, F, g)

�� �������� �� �������� PV ������� ���� �� �������� ���� ���� ���� ρ > 0� ��������

���� �������������� f 0ρ� f 2ρ� Fρ �� gρ ��� ������������� �� f 0� f 2� F �� g ������������

���



������ �� �������� � �������� �� ������� ��������� ���� ���������� ����������� ��
����� ��������

��� ���������� ������������� ����� ��� ��� ������������ ��������� �

f 0ρ � f 0 ���� L2(Ω)d ������� ρ → 0,������

f 2ρ � f 2 ���� L2(Γ2)
d ������� ρ → 0,������

Fρ � F ���� L2(Γ3) ������� ρ → 0,������

gρ → g ������� ρ → 0.������

�������� ���� ����������� ���������� Uρ ⊂ V � �� ������������� jρ : V → R ��

��������� f ρ ∈ Y ������ ���

Uρ = {v ∈ V : vν ≤ gρ ���� ��� Γ3 },������

jρ(v) =

�

Γ3

Fρ v
+
ν da ∀v ∈ V,������

f ρ = (f 0ρ,f 2ρ).������

����������� ��������� �� �������� ������������ �������� ��������

�������� PV
ρ � ������� �� ����� �� ������������ uρ ∈ Uρ ��� ���

������ (Auρ,v − uρ)V + jρ(v)− jρ(uρ) ≥ (f ρ, πv − πuρ)Y ∀v ∈ Uρ.

������� �� �������� ���� ���� ��������� ���� ���� ���� ρ > 0� �� �������� PV
ρ

������� ��� �������� ������ uρ ∈ Uρ� �� ������������ �� ����� �������� ������� ρ

���� ���� ���� ��� ����� ��� �� �������� �����������

�������� ���� ��������� ��� ��� ���������� (8.10)�(8.14) �� (8.28)�(8.31) ���� ���

������� ����� �� �������� uρ �� �������� P
V
ρ �������� ���� �� �������� u �� ��������

PV � �����

������ uρ → u ���� V ������� ρ → 0.

�� ������������� �� �������� ��� ���� �������� �� ��������� ������� ���� ����

�� ��� ����� ���� ��������� ��� ��� ���������� (8.10)�(8.14) �� (8.28)�(8.31) ����

���������

���� ���� ρ > 0� ���� ����������� �� �������� ������������� ��������

���



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

�������� �PV
ρ � ������� �� ����� �� ������������ �uρ ∈ U ��� ���

������ (A�uρ,v − �uρ)V + jρ(v)− jρ(�uρ) ≥ (f ρ, πv − π�uρ)Y ∀v ∈ U.

�������� ����������� �� �������� �PV
ρ ��� ������� ��� �� �������� ����

�������� �� ��������� ��� ����������� � ������ ��� �� �������� �� �������� �PV
ρ �

���� ����� �� �������� �� ����������� ��������

����� ���� �� ����� {�uρ} ⊂ U �������� ���������� ���� �� �������� u �� ��������

PV � �����

������ �uρ � u ���� V ������� ρ → 0.

�������������� ���� ρ > 0� ������� v = 0V ���� ������ ���� ���� ���

(A�uρ, �uρ)V + jρ(uρ) ≤ (f ρ, π�uρ)Y .

�� ��������� ����� ��������� ���� �� ���������� �� �� ������������� jρ �� ��� ����������

������� ������ ���� �������� ���

������ ��uρ�V ≤ max(1, d0)

mF

(�f ρ�Y + �A0V �V ).

������� ����� ���� ��������� �� ��������� ������ ���� ��� ������������ �������

������ ��� �� ������� ���

������ f ρ � f ���� Y ������� ρ → 0.

���� �� ��������� ��� �� ����� {f ρ} ��� ������ ���� Y � ����� �� ������ ��� ���������

�������� c > 0� ������������ �� ρ� ����� ���

������ �f ρ�Y ≤ c.

�� ��������� ���������� ��� ���������� ������ �� ������� ���� �������� ���

������ ��uρ�V ≤ max(1, d0)

mF

(c+ �A0V �V ).

����� ��������� ������ ��� �� ����� {�uρ} ��� ������ ���� V � ��� ����������� ��

��������� �� �������� ����� ���� ��������� ����� ������ ��� ���� ����� ����������

����������� �� �� ����� {�uρ}� ������ ����� {�uρ}� �� �� ������� �u ∈ V ���� ���

������ �uρ � �u ���� V ������� ρ → 0.

���



������ �� �������� � �������� �� ������� ��������� ���� ���������� ����������� ��
����� ��������

��� �� ������ ���� �������� ��������� �������� �

������ �u = u.

�������� ������ ��� U ��� ��� ������ ������� �� ������ �� �������� �� ������� V ��

�� ����� {�uρ} ⊂ U �������� ���������� ���� �u� ����� �� �������� �� ����� �����
�������� ����� ���� ���� �� ������� ��� �u ∈ U �

�������� �� ������� v = �u ∈ U ���� ������� ���� �������� ���

(A�uρ, �uρ − �u)V ≤ (f ρ, π�uρ − π�u)Y + jρ(�uρ)− jρ(�u).

�� ������� � �� ������ ���������� ���� ����� ��������� ������� ρ → 0 �� �� ���������

��� ������������ ������� ������� ������� ����� ����� ��� �� ��������� �� �������������

�� ������ ���� �������� ���

lim sup
ρ→0

(A�uρ, �uρ − �u)V ≤ 0.

��� ����������� �� ��������� ��� ���������� �������������� �� ����������� ������ �� ��

����������� ����� ���� ��������� ���

������ lim inf
ρ→0

(A�uρ, �uρ − v)V ≥ (A�u, �u− v)V ∀v ∈ U.

������� ����� �� ��������� �� ������� � �� ������ ���������� ���� ������ �������

ρ → 0 �� �� ��������� ��� ������������ ������� ������� ������� ����� �� �� ��������� ��

������������� �� ������ ���� �������� ���

lim inf
ρ→0

(A�uρ, �uρ − v)V ≤ (f , π�u− πv)Y + j(v)− j(�u) ∀v ∈ U.������

���� ��������� ���������� ��� ���������� ������ �� ������ ���� ���� ���

(A�u,v − �u)V + j(v)− j(�u) ≥ (f , πv − π�u)Y ∀v ∈ U.

����� �� ������� v = u ���� ����� ��������� �� v = �u ���� ������ �� �� ������������
��� ���������� ��������� ���� �������� ���

(A�u− Au, �u− u)V ≤ 0.

���� ��������� ���������� ����� ��������� ���� �� ��������� ������ ���� ������� ���

��������� ������ ��� �����������

���



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

���� ����� ������ ��� ����� ���� ����� ���������� ����������� �� �� ����� {�uρ} ⊂
U �������� ���� �������� �������� u �� �������� PV ������� ρ ���� ���� ����� ��

������ ����� ����� ��� ������� ���� ������� ��� ����������� �� ��������� �� ��������

����� ���� ��������� ��� ����� �� ����� {�uρ} �������� ���������� ���� u ������� ρ

���� ���� ����� �� ��� ������� �� ������������� �� ����� ���� � �

���� ���������� ����� ������� ��� �� �������� �� ����������� ����� ��������

����� ���� �� ����� {�uρ} �������� ��������� ���� V ���� u� ������������

������ �uρ → u ���� V ������� ρ → 0.

�������������� ���� ρ > 0� ���� ������� v = u ���� ������ ���� ���� ���

(A�uρ, �uρ − u)V ≤ (f ρ, π�uρ − πu)Y + jρ(�uρ)− jρ(u).������

����� �� ��������� ����������� ������ ���� ������� ���� �������� ���

mF ��uρ − u�2V ≤ (A�uρ − Au, �uρ − u)V

= (A�uρ, �uρ − u)V − (Au, �uρ − u)V

≤ (f ρ, π�uρ − πu)Y + jρ(�uρ)− jρ(u)− (Au, �uρ − u)V .

�������� �� ������� � �� ������ ������� ρ → 0 ���� ����� ��������� �� �� ��������� ���

������������ ������� ������� ������� ����� ����� ��� �� ��������� �� ������������� ��

������ ���� �������� ���

��uρ − u�V → 0 ������� ρ → 0,

�� ��� ������� �� ������������� �� ����� ���� �

���� ������� ���������� � �� ������������� �� �������� ����

�������������� ���� ρ > 0� ���� ��������� ��� ���������� ��� ��������� U �� Uρ

���� ������� ���
g

gρ
uρ ∈ U ��

gρ
g
�uρ ∈ Uρ.

�� ������� v =
g

gρ
uρ ���� ������ �� �� ����������� ����������� ������� ���

gρ
g
� ����

�������� ���

������ (A�uρ,uρ −
gρ
g
�uρ)V +

gρ
g
jρ(

g

gρ
uρ)−

gρ
g
jρ(�uρ) ≥ (f ρ, πuρ −

gρ
g
π�uρ)Y .

���



������ �� �������� � �������� �� ������� ��������� ���� ���������� ����������� ��
����� ��������

������� ����� ���� ������� vρ =
gρ
g
�uρ ���� ������ ���� ���� ���

������ (Auρ,
gρ
g
�uρ − uρ)V + jρ(

gρ
g
�uρ)− jρ(uρ) ≥ (f ρ, π

gρ
g
�uρ − πuρ)Y .

���� ������������ ��� ���������� ������ �� ������� ������� ���� ��������� �������������

�� �� ������������� jρ� ����� jρ(λv) = λjρ(v) ���� λ ≥ 0� �� �� ��������� �� �����������

π ��� ��������� ���

(A�uρ − Auρ,uρ −
gρ
g
�uρ)V ≥ 0.

�������� �� ��������

(A�uρ − Auρ, �uρ − uρ)V ≤ (A�uρ − Auρ, �uρ −
gρ
g
�uρ)V .

�� ��������� ����� ��������� ���� ��� ���������� �������������� ���� �������� ���

mF��uρ − uρ�V ≤ LF

���1− gρ
g

�����uρ�V .

����������� ���� ��������� ����� ��������� ���� ������ �� �� ����������� ������ ����

������� ���

������ ��uρ − uρ�V → 0 ������� ρ → 0.

����� ���� ��������� ����������� ������������

�uρ − u�V ≤ �uρ − �uρ�V + ��uρ − u�V

����� ��� ��� ������������ ������ �� ������ ���� ������� �� ����������� ������� �� ���

������� �� ������������� �� �������� ���� �

��� ��������� �� �������� �������

���� ����� �������� ���� ����������� ������ ��������� �� �������� ������� ��������

�� �������� PV � ������� �� �������� ���� ���� ����� ��� �� �������� �� ��������

PV ������ ��� ������� f 0, f 2, g, F ��� ��� ����������� ������ ������� �� ��� ����

���� ���� ����� �� ���� ���� �������� ���� �� ��������� ���� �� ��� ����� ���������

��� ��� ���������� (8.10)�(8.14) ���� �������� �� ������ ��� u = u(f 0,f 2, g, F ) ��

�������� �� �������� PV ������� ���� �� �������� ����

���



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

���� ������� ��� ��������� �� �������� ������� �� �������� PV ���� ���������

�� ����� ������� ��������� ���� �� �������� � �� ����� ����� �� ���� �����������

������ ��� ����� �� ����� �� ��������� �� �������� θ�

�� �� ��� θ = f 0� ���� �� ���� ���� ���������� �� �������� �� �������� P
V ��� ��

������� ��� ������ ���������� f 0� ���� �� ������ ��������� ��� �� ������� ��� ������

����������� f 2� ����������� g �� �� ����� �������� F ���� ���� ������������ ��� ����������

�������������� ���� ���������� ���������� ��� ������ ����������� ��� ���������

������ Vad = { (u,f 0) ∈ U × L2(Ω)d : u = u(f 0,f 2, F, g) }.

��������� ���� �� ������ (u,f 0) ���������� � Vad �� �� ��������� �� f 0 ∈ L2(Ω)d

��� �� ����� u ��� �� �������� �� �������� PV ������������� ��� ������� f 0, f 2, F

�� g�

������ φ ∈ L2(Γ3)� α > 0 �� β > 0� ����������� �� ������������� L : V ×L2(Ω)d →
R ������ ���

������ L(u,f 0) = α �uν − φ�L2(Γ3) + β �f 0�L2(Ω)d ∀u ∈ V, f 0 ∈ L2(Ω)d.

�������� ���� ����������� �� �������� �� �������� ������� ��������

�������� Q1� ������� �� ������ (u∗,f ∗
0) ∈ Vad ��� ���

������ L(u∗,f ∗
0) = min

(u,f
0
)∈Vad

L(u,f 0).

�� ������ (u∗,f ∗
0) ��� ��������� ������ ��� ������ ��� ����� �������� �� ��������� f

∗
0

��� ������ �� �������� ��������

���� ����� �� �������� ����������� ��������

�������� ���� ��������� ��� ��� ���������� (8.12)�(8.14) ���� �������� ��� �� �����

��������� ��� φ ∈ L2(Γ3)� α > 0 �� β > 0� ����� �� �������� �� �������� �������

Q1 ������� �� ����� ��� �������� (u∗,f ∗
0) ∈ Vad�

�������������� ���� ��������� �� �������� ���� ���� Z = L2(Ω)d, X = V, W =

L2(Γ3) �� Uc = L2(Ω)d� ���� ����������� ��� ���������� T : L2(Ω)d → V �� S :

V → L2(Γ3) ������ ���

Tf 0 = u(f 0,f 2, F, g) ∀f 0 ∈ L2(Ω)d,������

Su = uν ∀u ∈ V.������

���



������ �� �������� � �������� �� ������� ��������� ���� ���������� ����������� ��
����� ��������

������� �� �������� ���� ���� ��������� ��� T : L2(Ω)d → V ��� �� ���������

�������������������� �������� ����� �� ��������� �� ��������� ������� �� ������ ����

��������� �� ��������� ������ ���� �� ���������� �� ������������� �� ����� ��� ���������

��� ����������� S : V → L2(Γ3) ��� �������� ����� �� ��������� �� ��������� ������� ���

��������� ���� ����������� �� ������������� J : L2(Ω)d → R ������ ���

������ J(f 0) = α �ST (f 0)− φ�L2(Γ3) + β �f 0�L2(Ω)d ∀f 0 ∈ L2(Ω)d.

���� ��������� �� �������� ���� ���� ������� ����� ������ �� ����� �� �������

f ∗
0 ∈ L2(Ω)d ��� ���

������ J(f ∗
0) = min

f
0
∈L2(Ω)d

J(f 0).

������� ����� ���� ��������� ��� ���������� ������ �� ������ ���� ���� ���

������ (u,f 0) ∈ Vad ⇐⇒ f 0 ∈ L2(Ω)d et u = Tf 0.

�������� �� ��������� ��� ���������� ������ �� ������� ���� ����� ���

������ J(f 0) = L(Tf 0,f 0) ∀f 0 ∈ L2(Ω)d.

���� u∗ = Tf ∗
0� �� ��������� �������������� ���� ��������� ��� (u

∗,f ∗
0) ∈ Vad ��� ��

�����

L(u∗,f ∗
0) = L(Tf ∗

0,f
∗
0) = J(f ∗

0) ≤ J(f 0) = L(Tf 0,f 0) = L(u,f 0)

���� ���� (u,f 0) ∈ Vad� ���� �� ��������� ��� (u∗,f ∗
0) ��� ��� �������� �� ����

����� Q1� �� ��� ������� �� ������������� �� �������� ���� �

�� �������� ��� ������ �� �������� ���� ���� ��� ���������� �������������� ��

�������� Q1 ����� �� ����� ��� ���������

�� �� ��� θ = f 2� ���� �� ���� ���� ���������� �� �������� �� �������� P
V ��� ��

������� ��� ������ ����������� f 2� ���� �� ������ ��������� ��� �� ������� ��� ������

���������� f 0� ����������� g �� �� ����� �������� F ���� ���� ������������ ��� ����������

������� �������������� ���������� ��� ������ ����������� ��� ����� ���

Vad = { (u,f 2) ∈ U × L2(Γ2)
d : u = u(f 0,f 2, F, g) }.

���



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

�� ������ �� ������������� ���� L : V × L2(Γ2)
d → R ��� ������ ���

������ L(u,f 2) = α �u− φ�V + β �f 2�L2(Γ2)d

�� φ ∈ V � α > 0 �� β > 0�

�� �������� �� �������� ������� ��� �� ��������

�������� Q2� ������� �� ������ (u∗,f ∗
2) ∈ Vad ��� ���

L(u∗,f ∗
2) = min

(u,f
2
)∈Vad

L(u,f 2),

�� �������� ����������� �� �������� �� �������� Q2 ��� ����� ��� �� ��������

��������

�������� ���� ��������� ��� ��� ���������� (8.11)� (8.13)�(8.14) ���� �������� ���

�� ����� ��������� ��� φ ∈ V � α > 0 �� β > 0� ����� �� �������� �� �������� �������

Q2 ����� �� ����� ��� �������� (u∗,f ∗
2) ∈ Vad�

�������������� ���� �� ������ ���� ���������� �� �������� ���� ���� Z =

L2(Γ2)
d, X = W = V �� Uc = L2(Γ2)

d� ���� ����������� ��� ���������� T :

L2(Γ2)
d → V �� S : V → V ������ ���

Tf 2 = u(f 0,f 2, F, g) ∀f 2 ∈ L2(Γ2)
d,

Su = u ∀u ∈ V.

�� ��� ������ �� ������� ��� S ��������� �� ��������� ������� �� ������ �� ��������� ��

�������� ���� ���� ��������� ��� ����������� T ��������� �� ��������� ������� ���

����������� ���� ��������� ��� ��������� ���������� � ���� �������� ���� �� �������

������� �� �������� ��� ���� ������� �� ������������� �� �������� ���� �

�� �� ��� θ = F � ���� ���������� ����� ���� �� �������� �� �������� PV ���

�� ����� �������� F �� �������� ���������������� �� �� ���������� ��������� ��� ���

�������� ��� ������ ���������� �� ��� ��������� ����������� ����� ��� ����������� g ����

���� ������������ ��� ���������� �������������� ������� ���� ����������� ���������� ���

������ ����������� ����� ���

Vad = { (u, F ) ∈ U × UF : u = u(f 0,f 2, F, g) },

���



������ �� �������� � �������� �� ������� ��������� ���� ���������� ����������� ��
����� ��������

�� ���������� UF ��� ����� ���

UF = {F ∈ L2(Γ3) : F (x) ≥ 0 p.p. x ∈ Γ3}.

���� ���������� �� ������������� ���� L : V × UF → R ��� ���������

������ L(u, F ) = α �Fε(u)− σ0�Q + β �F�L2(Γ3), ∀u ∈ V, F ∈ UF ,

�� σ0 ∈ Q� α > 0 �� β > 0�

�������� ���� ����������� �� �������� �� �������� ������� ��������

�������� Q3� ������� �� ������ (u∗, F ∗) ∈ Vad ��� ���

������ L(u∗, F ∗) = min
(u,F )∈Vad

L(u, F ).

�� ����������� �� �� �������� ��� ������ ��� �� �������� �����������

�������� ���� ��������� ��� ��� ���������� (8.11)�(8.12)� (8.14) ���� ��������

��� �� ����� ��������� ��� σ0 ∈ Q� α > 0 �� β > 0� ����� �� �������� �� ��������

������� Q3 ����� �� ����� ��� �������� (u∗, F ∗) ∈ Vad�

�������������� ���� ���������� �� �������� ���� ���� Z = L2(Γ3), X =

V, W = Q� Uc = UF �� φ = σ0� ���� ���������� ��� ���������� T : UF → V

�� S : V → Q ��� ��� ��������

TF = u(f 0,f 2, F, g) ∀F ∈ UF ,

Su = Fε(u) ∀u ∈ V.

������ ����� ��� ������ �� ������� ��� ���������� UF ��� ���������� ������ �� ������

������� �� �������� ���� ���� ��������� ��� ����������� T ��� ��������������������

�������� ��� ��������� �� ��������� �� ��������� ���������� ���� �������� ��� S ���

�� ��������� �������� ��� ����������� �� ��������� ��� ��������� ���������� � ����

��������� ���� �� ������������� �� �������� ���� ���� ��������� �� �������������

�� �������� ���� �

�� �� ��� θ = g� ���� �� ���� ���� ���������� �� �������� �� �������� PV ���

����������� g �� �������� ���������������� �� �� ���������� �� �� ����� ���������

���



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

��� ��� �������� ��� ������ ���������� �� ��� ��������� ����������� ����� ��� �� �����

�������� F ���� ���� ������������ ��� ���������� �������������� ���� ���������� ����

����������� ���������� ��� ������ ����������� ����� ���

������ Vad = { (u, g) ∈ U × Ug0 : u = u(f 0,f 2, F, g) },

�� Ug0 = [g0,+∞) ���� g0 > 0�

������ φ ∈ L2(Γ3)� α > 0 �� β > 0� �� ������������� ���� L : V × Ug0 → R ���

������ ���

������ L(u, g) = α �uν − φ�L2(Γ3) + β |g| ∀u ∈ V, g ∈ Ug0 .

����������� ����� �� �������� �� �������� ������� ��������

�������� Q4� ������� �� ������ (u∗, g∗) ∈ Vad ��� ���

������ L(u∗, g∗) = min
(u,g)∈Vad

L(u, g).

����������� ����� ����� �������� �� �������� Q4 ��� ������ ��� �� ��������

��������

�������� ���� ��������� ��� ��� ���������� (8.11)�(8.13) ���� �������� ��� ��

����� ��������� ��� φ ∈ L2(Γ3)� α > 0 �� β > 0� ����� �� �������� Q4 ������� ��

����� ��� �������� (u∗, g∗) ∈ Vad�

�������������� ���� ��������� �� �������� ���� ���� Z = R, X = V, W =

L2(Γ3)� Uc = Ug0 � Tg = u(f 0,f 2, F, g) ���� ���� g ∈ Ug0 �� Su = uν ���� ����

u ∈ V.

�� ��������� �� �� ���� ������� ��� ���� �� ������������� �� �������� ����

���� ��������� ��� �� �������� Q4 ����� �� ����� ��� ��������� �

��� �� ������� ���������������

���� ����� �������� ���� ���������� ��� ��������� ��������� ���� ��� �������� �������

��� �� �������� �� ������� ��������� ��������������� ���� Ω = (0, 1)� Γ1 = {0}�

Γ2 = ∅ �� Γ3 = {1} ����� ������ ������ ��

���



������ �� �������� � �������� �� ������� ��������� ���� ���������� ����������� ��
����� ��������

g

O

l =1
f

foundation
rigid-plastic layer

rigid body

������ ������ � ����� ��������

�� ����������� ����� �� �������� ��������� ��� �� ���������

�������� P1d� ������� �� ����� �� ������������ u : [0, 1] → R �� �� ����� ��

����������� σ : [0, 1] → R ���� ���

σ(x) = E u�(x) ���� x ∈ (0, 1),������

σ�(x) + f = 0 ���� x ∈ (0, 1),������

u(0) = 0,������

u(1) ≤ g,

σ(1) = 0 si u(1) < 0

−F < σ(1) < 0 si u(1) = 0

σ(1) = −F si 0 < u(1) < g

σ(1) ≤ −F si u(1) = g





.������

������ ��� �� �������� P1d �������� �� ������� ����� ��� ���� ��������� �� ��������

l = 1 �� ��� ���������� �� ���� �������� �� ������� [0, 1] ��� ��� � x = 0 �� ���

��������� x = 1 ��� �� ������� ���� ��� ��������� ���������� ���� �������� ������

��������� ��� �� �������� ���������������� ����������� g > 0� �� ������ ����������

�� ������� ����������������� �� �������� P �� ����������� ������������ Fε = Eε ���

E > 0 ��� �� ������ �� ������

���



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

���� ������� �� �������� P1d ���� ����������� �������� V ����� ���

V = { v ∈ H1(0, 1) : v(0) = 0 }

����� ��� ���������� �� ������������ ����������� ����� ���

U = {u ∈ V : u(L) ≤ g }.

���� ��������� ��� ��������� ���������� � ���� �������� ���� �� ������� ��� ���

��������� �� ����������� �������������� �������� �� �������� P1d�

�������� PV
1d� ������� �� ����� �� ������������ u ∈ U ��� ���

������

� 1

0

Eu�(v� − u�) dx+ Fv(1)+ − Fu(1)+ ≥
� 1

0

f(v − u) dx ∀ v ∈ U.

�� ��������� �� �������� ���� ���� ��������� ��� �� �������� PV
1d ����� ���

�������� ������ u ∈ U � �� ������ ������� �� �������� ���� ���� ��������� ��� �����

�������� ������ ����������� ��� ������� f, F �� g�

���� ��������� ���������� �� �������� ��������� �� �������� PV
1d �� �����������

������ ����

�� �� ��� f < 0� ���� �� ���� ��� ������ ���������� ���� ���������� ���� �� ���������

������� �� �� ��������� �� �� �������� �� �������� PV
1d ��� ������ ���

������

�
σ(x) = −fx+ f

u(x) = − f
2E

x2 + f
E
x

∀ x ∈ [0, 1].

�� ��������� ������� ���� ����� ���

u(1) < 0 �� σ(1) = 0.

����� ��������� ������ ����� � � ��� ���������� ����� �� ���� �� �� ��������� ��� ���

����������� �� �������� �� �� ��������� ��� ������ �� ��� ���������� � �� ������ ������

���

�� �� ��� 0 ≤ f < 2F � �� ��� ��� �������� ���� �� ������ ������ ��� �� ��������

�� �������� PV
1d ��� ������ ���

������

�
σ(x) = −fx+ f

2

u(x) = − f
2E

x2 + f
2E

x
∀ x ∈ [0, 1].

���



������ �� �������� � �������� �� ������� ��������� ���� ���������� ����������� ��
����� ��������

�� ������� ���� ����� ���

u(1) = 0 �� − F < σ(1) ≤ 0.

����� ��������� ������ ��� �� ���� ��� �� ������� ���� �� ��������� �� �� ��������

�� �� ��������� ��� ���� �� ��������� ������� �� �� ����� ������� �� �������� �� ��

���������−σ(1) ��� ��� ������ ������� �� ����� �������� F � �� ���� �� ���� ��� ��������

���� �� ���������� �� �������� ���������������� ���� �� ��� �� �������� ����� ��

�������

�� �� ��� 2F ≤ f < 2Eg+2F � �� ��� ���������� � �� ������ ������ ��� �� ��������

��������� �� �������� PV
1d ��� ������ ���

������

�
σ(x) = −fx+ f − F,

u(x) = − f
2E

x2 + f−F
E

x
∀ x ∈ [0, 1].

�� ��������� ������� ���� ����� ���

0 ≤ u(1) < g �� − σ(1) = F.

����� ��������� ������ ��� �� �������� �� �� ��������� ������� �� ����� �������� F ���

��� ����������� �� � � ��� ����������� ����� �� ���� �� �� �������� ����������������

�� �� ��������� ���� ���� ��������� ����������� g� �� �������� ���������������� ����

�� ��� �� �������� ����� �� ����������

�� �� ��� 2Eg + 2F ≤ f � �� �������� ��������� �� �������� PV
1d ��� ������ ���

������

�
σ(x) = −fx+ 2Eg+f

2
,

u(x) = − f
2E

x2 + 2Eg+f
2E

x
∀ x ∈ [0, 1].

���� ����� ���

������ 0 ≤ u(1) = g �� σ(1) ≤ −F.

����� ��������� ������ ��� �� �������� ���������������� ��� ������������ ������ ��

�� ���� ��� ���� �� ������� ���� �� �������� ������ �� �� ���������� �� ��� ��������

��� −σ(1) ≥ F � �� ��� ���������� � �� ������ ������ ���

���



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

������� ���������� �� �������� �� �������� �������� ���� ��������� �� �������

��� �� �������� �� �������� PV
1d ��� ����������� �� �������� ���������������� g� ����

�� ������ ����������� �� �������� Q4 ���� �� ��� ���������������� �����

������ Vad = { (u, g) ∈ U × Ug0 : u ������ ������������ �������������� (8.71) }

��� �� ������������� ���� ��� ������ ���

������ L(u, g) = α |u(1)− φ|+ β |g|,

�� φ ∈ R� α > 0� β > 0 �� Ug0 = [g0,+∞) ���� g0 > 0�

�������� �� �������� �� �������� ������� ��� �� ��������

�������� Q1d
4 � ������� �� ������ (u∗, g∗) ∈ Vad ��� ���

������ L(u∗, g∗) = min
(u,g)∈Vad

L(u, g).

�� ��������� �� �������� ���� ���� ��������� ��� �� �������� Q1d
4 ������� ��

����� ��� ��������� ���� �������� �� �������� ��������� �� �� ��������� ���� ������

���� ���

E = 1, f = 10, F = 2, φ = 4, g0 = 1 �� U = [1,+∞).

���� ��� �������� ���� ���������� ��� �� g ≤ 3 ����� f ≥ 2Eg + 2F �� �� g > 3

����� 2F ≤ f < 2EG+ 2F � ����� �� ��������� (8.75) �� (8.74)� ���� �������� ���

������ u(x) =

�
−5x2 + (g + 5) x si 1 ≤ g ≤ 3

−5x2 + 8x si g > 3
∀ x ∈ [0, 1].

����

u(1) =

�
g si 1 ≤ g ≤ 3

3 si g > 3
∀ x ∈ [0, 1].

��� ��������� �� ������������� ���� ��� ������ ���

������ L(u, g) =

�
(β − α) g + 4α, si 1 ≤ g ≤ 3

β g + α si g > 3.

���� ��������� ��� ��� ���������� ��������� �

���



������ �� �������� � �������� �� ������� ��������� ���� ���������� ����������� ��
����� ��������

�� �� β > α > 0 ����� �� �������� �� �������� ������� Q1d
4 ������� ��� ��������

������ (u∗, g∗) �� g∗ = 1 �� u∗ ��� ����� ��� ������ ���� g = g∗�

�� �� β = α ����� �� �������� �� �������� �������Q1d
4 ������� ��� ������� �� ��������

�� �� ����� (u∗, g∗) �� g∗ ����� ��� ������� ���� ������������ [1, 3] �� u∗ ��� �����

��� ������ ���� g = g∗�

�� �� 0 < β < α ����� �� �������� �� �������� ������� ������ ����� ��� ��������

������ (u∗, g∗) �� g∗ = 3 �� u∗ ��� ����� ��� ������ ���� g = g∗�

������ ������ � �� ������� �� �� ���� ���� �� ���������

�� �� ��� f < 0 � �� �� ��� 0 ≤ f < 2F �

�� �� ��� 2F ≤ f < 2Eg + 2F � �� �� ��� 2Eg + 2F ≤ f �

���



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

���



�������� �

�������� �� ������� ��������������

��������� ���� ���������� ������� ��

���������� �����������

���� �� ��������� ���� ����������� �� �������� �� ������� �������� ���������� ��

������� ����� ��� ������ ��������� �� ���� ���������� �� �������� ��� ������� ��

������ ��������� ���� �� �������� �������� ���� ��������� �� ����������� ����� ��

�������� ��������� �� ���� ������������ ��� ������� ���������������� �������� ��

�������� ���������� ���� �� �������� �������� ���� ���������� ��� ���������� ���

��������� ��� ��� ������� ��� ��������� ��� ����������� �������������� �� �������

�� �������� ����������� �� ��������� �� ��������� ���� �� ��������� �������� ���� ���

�������� �� �������� �� ����������� ������� ��� �� ������������ ��� �������� ��

��������� ������� ��� ��������� � ������� ���� �������� �� �������� ������� ����

������ ���� �������� ����������� �� �� �������� ����� ��� �� ���������� ��� �������

��� ������������� ��� �������� ��� ��������� ��������� ���� �� �������� ���� �������

�� ��������� �����

���



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

��� �������� ��������� �� ����������� ����������

�����

�� ����� �������� ������������� �� ������ ��������� ��� �� ������� � �����������

��� ������ ��������� �������� �� ������� B ⊂ R
3� ������ ��� x, y, z ��� ���������

��������� �� ��������� ��� B ��� ���������� ������ ���� �� ��������� Oz� �����

B = (0, L)×(−h, h)×(−∞,+∞) �� L �� 2h ������������ �������������� �� ��������

�� ����������� �� �� ������ ���� h << L� �� ������ ��� ���� ��� Γ1 = {0}×(−h, h)×

(−∞,+∞) ��� �� �� ����� �� ����������� � ��� ���� ��� ��������� ����������� ��

������� � �������� ��� Γ2 = (0, L)×{h}× (−∞,+∞)� �� ������ ��� �� ������� ����

���������� ���� ��� ��������� ������ ��� Γ3 = {L} × (−h, h) × (−∞,+∞) �� ����

��� ��������� ���������� ��� Γ4 = (0, L)× {−h} × (−∞,+∞)� ��������� ��� ���

������ ���������� ���� ����������

������ ������ � ����� ��������

�� �������� ��������� �� ������� �� �� ������� ���������

�������� P3d� ������� �� ����� �� ������������ u : B → R
3 �� �� ����� ��

���



������ �� �������� � �������� �� ������� �������������� ��������� ���� ����������
������� �� ���������� �����������

����������� σ : B → S3 ���� ���

σ = λ (�� ε(u))I3 + 2 δ ε(u) dans B,�����

Divσ = 0 dans B,�����

u = 0 sur Γ1,�����

σν = � sur Γ2,�����

uν ≤ d, σν ≤ 0, σν(uν − d) = 0 ��� Γ3,�����

uν ≤ g, σν + p(uν) ≤ 0,

(uν − g)
�
σν + p(uν)

�
= 0

�
sur Γ4,�����

στ = 0 sur Γ3 ∪ Γ4.�����

���� �� ��������� ����� ��� �� ��� �� ������������ ��������� �������� �� λ �� δ ������

������� ��� ���������� �� ����� ����� ����� ��� ���������� ����������� ���� �� ��� ����

��������� ��������� �������� ����������� ������������ ��� ���������� ��� ������� �� ���

��������� �� �� ��������� �� �������� ����� ��� �� ��������� �� ������� �� ���������

���� ���������� d �� �� ��������� ����� ����������� �� ��� �� ������� ���� ����������

������� �� ���������� ������������ ����� �� ��������� ����� ������ ��� �� ����������

������������ ��� ����� �� ��� �� ������� ��� ��������� ���� �����������

���� ���������� ���������� ��� ������� ���������������� �������� �� ��������

P3d� ���� �� ������ ���� ����������� �� ����� ������������ Ω = (0, L) × (−h, h) ��

�� ������ �� ���� ��������� ��� �� ������� ��� ��������� ����������� ��� ������ ���

����� � = (q, f, 0) ���� f = f(x) �� q = q(x).

���� �� ��������� ���� ��� �� ������ Γ2� �� ������ ��� ������� � �������� �����

������ ��������� f �� ����� �������� ����������� q� �� ������ ���� ��������� ����� ��

���� ��������� ��� �� ����� �� ������������ u ��� �� �� �����

����� u = (u, w, 0) ���� u = u(x, y) �� w = w(x),

�� u� w ������������ �������������� �� ����������� ���������� �� ���������

���



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

�� ������� �� ��������� ����� ��� �� ������� ��� ������������ ���������� ε(u) ���

����� ���

ε(u) =




ux
1
2

�
uy + wx

�
0

1
2

�
uy + wx

�
0 0

0 0 0


 .

�� ��� ���� ����� ��� tr ε(u) = ux ��� ��� ����������� �� ��� ������������ (9.1) �����

��� �� ����� �� ����������� σ ��� �� �� �����

������ σ =




(λ+ 2δ)ux δ(uy + wx) 0

δ(uy + wx) λux 0

0 0 λux


 .

������������ ���������� ��� ���������

E = λ+ 2δ �� G = δ.

�� �� ������� ��� λ = E − 2G ��� ��� ����������� ������ �������

������ σ =




Eux G(uy + wx) 0

G(uy + wx) (E − 2G)ux 0

0 0 (E − 2G)ux


 .

��� ����������� ���� ��������� ������ �� ����� ���� ������� ��� ���������� �������

����� ����� ������� ��� ��� ���� ��������� ��������� �

Euxx(x, y) +Guyy(x, y) = 0 ���� ���� (x, y) ∈ Ω,������

Gwxx(x) + (E −G)uxy(x, y) = 0 ���� ���� (x, y) ∈ Ω.������

������� ���������� ��� ���������� ��� ������� �� ����������� �� �� ���������

�������� ���� ��������� �� ��������� ����� ���� ��������� ����� ��� �� ���� ���

������ u(0, y) = w(0) = 0 ���� ���� y ∈ [−h, h].

������� �� ������� ���������� ��� Γ2 ��� ������ ��� ν = (0, 1, 0)� ���� ��������� ��

�������� ������ ���� ������� ��� �� ������� ��� ����������� �� ������ ��� �� �� �����

σν = (G(uy + wx), (E − 2G)ux, 0).

���



������ �� �������� � �������� �� ������� �������������� ��������� ���� ����������
������� �� ���������� �����������

��� ����������� ���� ��������� ����� ������� ���� ����� ��� �� ���� ��� �� ���������

��� ������� ����� ������� ���

G(uy(x, h) + wx(x)) = q(x) ���� ���� x ∈ [0, L],������

(E − 2G)ux(x, h) = f(x) ���� ���� x ∈ [0, L].������

������� ���������� ��� ���������� ��� ������� �� �������� �������� ������� ��

������� ���������� ��� Γ3 ��� ν = (1, 0, 0)� �� ������� �� �� ��������� ����� �� ���������

����� ��� ��� ����������� �������� �� ����� �� ������������ u � �� ������ Γ3 ����

������� ���

������ uν = u p.p. sur Γ3.

�� ����� �� ��������� �� ��������� ����� �� ��������� ������� ���� �������� ���

������ σν = E ux et στ = (0, G(uy + wx), 0) p.p. sur Γ3.

���� ��������� ���������� ������ �� ������ ���� ������� ��� �� ��������� �� �������

���� ���������� ������ ����� ��� ������ ���

u(L, y) ≤ d, ux(L, y) ≤ 0, ux(L, y)(u(L, y)− d) = 0,������

uy(L, y) + wx(L) = 0,������

���� ���� y ∈ [−h, h]�

������� ����� ������ ��� �� ������� ���������� ��� �� ������ Γ4 ��� ������ ���

ν = (0,−1, 0) ��� �� �� ����� ��� ����������� �������� �� ����� �� ������������

u ���� ������� ���

������ uν = −w ���� ��� Γ4.

�� ����� �� ��������� �� ��������� ����� �� ��������� ������� ���� �������� ��� ���

����������� �������� �� ������������� � Γ4 ���������� ���

������ σν = (E − 2G)ux �� στ = (−G(uy + wx), 0, 0) ���� ��� Γ4.

��������� ������� ������ �� ��������� �� ���� ��� �� ��� ����� �� ������ Γ4 �� �� ���������

�� �� ������ �� �� ��������� ���������� ��� −g ���� ������� ��� �� ��������� ��

���



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

������� ���� ���������� ����������� ��� ������ ���

w(x) ≥ g, ((E − 2G)ux(x,−h) + p(x,−w(x))) ≤ 0,������

(w(x)− g)((E − 2G)ux(x,−h) + p(x,−w(x))) = 0,������

uy(x,−h) + wx(x) = 0,������

���� ���� x ∈ [0, L]�

����� ���� ����������� �������������� ������������� �� ������������� ��� �������

��� �� �������� �������������� ��������

�������� P2d� ������� �� ����� �� ������������ ���������� u = u(x, y) : (0, L)×

(−h, h) → R �� �� ����� �� ������������ �������� w = w(x) : (0, L) → R ���� ���

Euxx(x, y) +Guyy(x, y) = 0 ���� ���� (x, y) ∈ Ω,������

Gwxx(x) + (E −G)uxy(x, y) = 0 ���� ���� (x, y) ∈ Ω,������

u(0, y) = w(0) = 0 ���� ���� y ∈ [−h, h],������

G(uy(x, h) + wx(x)) = q(x) ���� ���� x ∈ [0, L],������

(E − 2G)ux(x, h) = f(x) ���� ���� x ∈ [0, L],������

u(L, y) ≤ d, ux(L, y) ≤ 0,

ux(L, y)(u(L, y)− d) = 0

�
���� ���� y ∈ [−h, h],������

uy(L, y) + wx(L) = 0 ���� ���� y ∈ [−h, h],������

w(x) ≥ g, ((E − 2G)ux(x,−h) + p(x,−w(x))) ≤ 0,

(w(x)− g)((E − 2G)ux(x,−h) + p(x,−w(x))) = 0

�
������

���� ���� x ∈ [0, L],

uy(x,−h) + wx(x) = 0 ���� ���� x ∈ [0, L].������

���� ������� �� �������� P2d ���� ������������ ��� ������� ������ ���

V = {u ∈ H1(Ω) : u(0, ·) = 0 },

W = {w ∈ H1(0, L) : w(0) = 0 },

X = V ×W, Y = L2(0, L)× L2(0, L).

���



������ �� �������� � �������� �� ������� �������������� ��������� ���� ����������
������� �� ���������� �����������

������ ��� V � W �� X ���� ��� ������� �� ������� ����� ��� �������� ���������

(u,ψ)V =

��

Ω

(uψ + uxψx + uyψy) dxdy ∀u, ψ ∈ V,������

(w,ϕ)W =

� L

0

(wϕ+ wxϕx) dx ∀w, ϕ ∈ W,������

(u,v)X = (u,ψ)V + (w,ϕ)W ∀u = (u, w), v = (ψ,ϕ) ∈ X.������

��� ������ ��������� � ��� �������� ��������� ���� ������ �������������� ��� � · �V �
� · �W �� � · �X �

��� ��������� ���� ��������� �� ��������� ������ ���� ���� ��� �� ����� ��� ��������

X ���������

������ �u�2X = �u�2V + �w�2W ∀u = (u, w) ∈ X.

�� ����� ���� ����� ���

������ �w�L2(0,L) ≤ �u�X ∀u = (u, w) ∈ X.

������� ����� ������ ��� Y ��� �� ������ �� ������� ���� �� ������� ��������

��������� (·, ·)Y �� �� �� ����� �������� � · �Y � ������ ��� π : X → Y �����������

����� ���

������ πv = (ψh,ϕ) ∀v = (ψ,ϕ) ∈ X,

�� ψh ���������� �� ����� �� �� �������� ψ ∈ H1(Ω) � �� ��������� y = h� �����

ψh(x) = ψ(x, h) ���� x ∈ [0, L].

�� �� ��������� ������� �� ������� ��� π ��� �� ��������� ������� �� �������� ��� ���

����������� ���� ��������� ����� ������ ��� ��������� �������� c0 > 0 ����� ���

������ �πv�Y ≤ c0 �v�X ∀v ∈ X.

�� ������ ���� ��������� �� ��������� �� ������������� �� ����� ���� �����������

�������� H1(0, L) ⊂ L2(0, L) ����� �������� ���� ���� ���� ���� ������� ���

����������� π : X → Y ��� �������������������� �������� ������������

������ vn � v dans X =⇒ πvn → πv dans Y lorsque n → +∞.

���



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

��� ��������� ����������� �� ��������� �� �� �������� �� �������� ������������

��������� ��������� ���� ��������� ��� ��� ���������� ��������� ���� �������� �

E > 0, G > 0,������

d ≥ 0, g ≤ −h,������

f = (q, f) ∈ Y.������

��� ��������� ���� ��������� ��� �� �������� �� ���������� ������� p ���������

������





(a) p : [0, L]× R → R.

(b) Il existeLp > 0 tel que

|p(x, r1)− p(x, r2)| ≤ Lp |r1 − r2|
∀ r1, r2 ∈ R, p.p. x ∈ [0, L].

(c) (p(x, r1)− p(x, r2))(r1 − r2) ≤ 0
∀ r1, r2 ∈ R, p.p. x ∈ [0, L].

(d) p(x, r) = 0 si et seulement si r ≤ 0, p.p. x ∈ [0, L].

(e) L�application x �→ p(x, r) est mesurable sur [0, L],
pour tout r ∈ R.

����������� ���� ���� ����������� � �� ����������� �������������� �� ��������

P2d� ���� ����� ���� ������������ ���������� �� ������������ ����������� U �� ������

������ A : X → X ������ ���

U = {u = (u, w) ∈ X : u(L, y) ≤ d �� w(x) ≥ g ���� (x, y) ∈ Ω },������

(Au,v)X = E

��

Ω

uxψx dxdy +G

��

Ω

(uy + wx)(ψy + ϕx)dxdy������

−
� L

0

p(−w)ϕ dx, ∀u = (u, w), v = (ψ,ϕ) ∈ X.

�� ������ ���� ��������� �� ��������� ������ ��� �� ���� ���

������ (f , πv)Y =

� L

0

qψh dx+

� L

0

fϕ dx ∀v = (ψ,ϕ) ∈ X.

��������� ���������� ��� u = (u(x, y), w(x)) ��� ��� �������� ����������

��������� ��� ������ �� �������� P2d �� ���� v = (ψ(x, y),ϕ(x)) ∈ U � ���� �����������

���



������ �� �������� � �������� �� ������� �������������� ��������� ���� ����������
������� �� ���������� �����������

���������� ������ ��� ψ − u� ���� ���� ��������� �� �������� ��� Ω ���� ������� ���

��

Ω

Euxx(x, y)(ψ(x, y)− u(x, y)) dxdy

+

��

Ω

Guyy(x, y)(ψ(x, y)− u(x, y)) dxdy = 0.

�������� �� ��������� �� ������� �� ������ �� ��������� ������ �� �� ��������� ��

�������� V � ���� �������� ���

E

��

Ω

ux(x, y)(ψx(x, y)− ux(x, y)) dxdy������

+G

��

Ω

uy(x, y)(ψy(x, y)− uy(x, y)) dxdy

= E

� h

−h

ux(L, y)(ψ(L, y)− u(L, y)) dy

−G

� L

0

uy(x,−h)(ψ(x,−h)− u(x,−h)) dx

+G

� L

0

uy(x, h)(ψ(x, h)− u(x, h)) dy.

��� ��������� ���� ��������

ux(L, y)(ψ(L, y)− u(L, y))

= ux(L, y)(ψ(L, y)− d) + ux(L, y)(d− u(L, y)) ∀ y ∈ [−h, h].

�� �� ����� �� ��������� �� ��������� ������ �� �� ��������� ������ �� ���������� U �

���� �������� ���

ux(L, y)(ψ(L, y)− u(L, y)) ≥ 0 ∀ y ∈ [−h, h].

�������� �� ��������� ����� ��������� ��� ������������ [−h, h]� ���� �����

������

� h

−h

ux(L, y)(ψ(L, y)− u(L, y))dy ≥ 0.

���



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

���� ��������� ���������� ��� ���������� ������ �� ������ ���� ������� ���

E

��

Ω

ux(x, y)(ψx(x, y)− ux(x, y)) dxdy������

+G

��

Ω

uy(x, y)(ψy(x, y)− uy(x, y)) dxdy

+G

� L

0

uy(x,−h)(ψ(x,−h)− u(x,−h)) dx

≥ G

� L

0

uy(x, h)(ψ(x, h)− u(x, h)) dx.

������� ����� �� ����������� ���������� ������ ��� ϕ−w �� �� ��������� �� ��������

������ ��� Ω� ���� �������� ���

��

Ω

Gwxx(x)(ϕ(x)− w(x)) dxdy

+

��

Ω

(E −G)uxy(x, y)(ϕ(x)− w(x)) dxdy = 0.

�� ������� ��� ������������ ��� ������� �� �� ��������� �� ��������� ������� ���� ���

������

G

��

Ω

wx(x)(ϕx(x)− wx(x)) dxdy������

+(E −G)

��

Ω

uy(x, y)(ϕx(x)− wx(x)) dxdy

−G

� h

−h

wx(L)(ϕ(L)− w(L)) dy

−(E −G)

� h

−h

uy(L, y)(ϕ(L)− w(L)) dy = 0.

�� ������ ���� ��������� �� ��������� ��� ������� ������ ���� ������� ���

������ −G

� h

−h

wx(L)(ϕ(L)− w(L)) dy = G

� h

−h

uy(L, y)(ϕ(L)− w(L)) dy

���



������ �� �������� � �������� �� ������� �������������� ��������� ���� ����������
������� �� ���������� �����������

��� �� �� ����� ���� ��������� ������ �� ������ ���� ������� ���

G

��

Ω

(wx(x) + uy(x, y)(ϕx(x)− wx(x)) dxdy������

+(E − 2G)

��

Ω

uy(x, y)(ϕx(x)− wx(x)) dxdy

−(E − 2G)

� h

−h

uy(L, y)(ϕ(L)− w(L)) dy = 0.

�� ������������ ������ �� ������� ���� ��������

E

��

Ω

ux(x, y)(ψx(x, y)− ux(x, y)) dxdy������

+G

��

Ω

(wx(x) + uy(x, y))(ϕx(x)− wx(x)) dxdy

+G

��

Ω

uy(x, y)(ψy(x, y)− uy(x, y)) dxdy

+G

� L

0

uy(x,−h)(ψ(x,−h)− u(x,−h)) dx

+(E − 2G)

��

Ω

uy(x, y)(ϕx(x)− wx(x)) dxdy

−(E − 2G)

� h

−h

uy(L, y)(ϕ(L)− w(L)) dy

≥ G

� L

0

uy(x, h)(ψ(x, h)− u(x, h)) dy.

�������� �� ��������� �� ��������� ��� ������� ������� ���� ����� ���

G

� L

0

uy(x, h)(ψ(x, h)− u(x, h))) dx������

=

� L

0

(q(x)−Gwx(x))(ψ(x, h)− u(x, h))) dx.

�� ������ ���������� ���

(E − 2G)

��

Ω

uy(x, y)(ϕx(x)− wx(x)) dxdy������

−(E − 2G)

� h

−h

uy(L, y)(ϕ(L)− w(L)) dy

= −(E − 2G)

��

Ω

uxy(x, y)(ϕ(x)− w(x)) dxdy.

���



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

�� ��������� ���������� ��� ��������� �������������� ���� ��������� ���

E

��

Ω

ux(x, y)(ψx(x, y)− ux(x, y)) dxdy������

+G

��

Ω

(wx(x) + uy(x, y)(ϕx(x)− wx(x)) dxdy

+G

��

Ω

uy(x, y)(ψy(x, y)− uy(x, y)) dxdy

+G

� L

0

uy(x,−h)(ψ(x,−h)− u(x,−h)) dx

+G

� L

0

wx(x)(ψ(x, h)− u(x, h)) dx

−(E − 2G)

��

Ω

uxy(x, y)(ϕ(x)− w(x)) dxdy

≥
� L

0

q(x)(ψ(x, h)− u(x, h)) dx.

������� ����� �� ������ ����������� ������ ���

(E − 2G)

��

Ω

uxy(x, y)(ϕ(x)− w(x)) dxdy������

= (E − 2G)

� L

0

ux(x, h)(ϕ(x)− w(x)) dx

−(E − 2G)

� L

0

ux(x,−h)(ϕ(x)− w(x)) dx.

�� ��������� �� ��������� ��� ������� ������� ��������� ������ �������

(E − 2G)

��

Ω

uxy(x, y)(ϕ(x)− w(x)) dxdy������

=

� L

0

f(x)(ϕ(x)− w(x)) dx

−(E − 2G)

� L

0

ux(x,−h)(ϕ(x)− w(x)) dx.

���



������ �� �������� � �������� �� ������� �������������� ��������� ���� ����������
������� �� ���������� �����������

�� ��������� ���������� ������� ������ �� ������� ���� ��������

E

��

Ω

ux(x, y)(ψx(x, y)− ux(x, y)) dxdy������

+G

��

Ω

(wx(x) + uy(x, y))(ϕx(x)− wx(x)) dxdy

+G

��

Ω

uy(x, y)(ψy(x, y)− uy(x, y)) dxdy

+G

� L

0

uy(x,−h)(ψ(x,−h)− u(x,−h)) dx

+G

� L

0

wx(x)(ψ(x, h)− u(x, h)) dx

+(E − 2G)

� L

0

ux(x,−h)(ϕx(x)− wx(x)) dx

≥ (f , πv − πu)Y .

�������� ���� ��������� �� ��������� ������ ���� ���� ���

G

� L

0

wx(x)(ψ(x, h)− u(x, h)) dx������

= G

��

Ω

wx(x)(ψy(x, y)− uy(x, y)) dxdy

+G

� L

0

uy(x,−h)(ψ(x,−h)− u(x,−h)) dx.

����� �� ����������� ������ ���� ������ �� �� ��������� �� ��������� ������ �� ������

������ A� �� �� ������� ���

(Au,v − u)X +

� L

0

((E − 2G)ux(x,−h) + p(x,−w(x)))(ϕ(x)− w(x)) dx������

≥ (f , πv − πu)Y .

�� ������ �� ��������

((E − 2G)ux(x,−h) + p(x,−w(x)))(ϕ(x)− w(x))������

= ((E − 2G)ux(x,−h) + p(x,−w(x)))(ϕ(x)− g)

+((E − 2G)ux(x,−h) + p(x,−w(x)))(g − w(x))

���



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

���� ���� x ∈ [0, L]� ����� �� ��������� ������ �� ������ ���� ������� ���� ��������

((E − 2G)ux(x,−h) + p(x,−w(x)))(ϕ(x)− w(x)) ≤ 0 ∀ x ∈ [0, L]

��� ��� �����������

������

� L

0

((E − 2G)ux(x,−h) + p(x,−w(x)))(ϕ(x)− w(x))dx ≤ 0.

�� ����������� �������������� �� �������� P2d ��������� �� ����������� ��� ���

�������� ������ �� �������

�������� PV
2d� ������� �� ����� �� ������������ u ∈ U ��� ���

(Au,v − u)X ≥ (f , πv − πu)Y ∀v ∈ U.������

�������� ����������� �� �������� PV
2d ���� ������� �� �� ������� ���������

��� ��������� �� ������� �� �� ��������

���� ����� �������� ���� ���������� �� �������� ����������� �� ��������� �� �� ��������

�� �������� ������������ PV
2d�

�������� ���� ���� ��� ���������� (9.43)�(9.46) �� �������� PV
2d ������� ���

�������� ������ u ∈ U �

�������������� ���� ��������� �� �������� ����� ���� �������� ������ ����� ���

������ �� ������� ��� U � ������ ��� ������� ��� ��� ������ �������� ������ �� ��� ����

�� �� �������� �������� ��� A : X → X ��� �� ��������� ��������� �������� ��

�� ���������� ���� ����� ����������� ��� �������� u1 = (u1, w1), u2 = (u2, w2), v =

(ψ,ϕ) ∈ X �� ��������� �� ��������� ������ �� ����������� A �� �� ��������� ������

���� ������� ���

(Au1 − Au2,u1 − u2)X������

≥ min (E, 2G)

��

Ω

�
(u1 − u2)

2
x +

1

2

�
(u1 − u2)y + (w1 − w2)x

�2�
dxdy.

���



������ �� �������� � �������� �� ������� �������������� ��������� ���� ����������
������� �� ���������� �����������

�� ��������� ���������� �� ���� ��� v ∈ H1(Ω)2 �� ����������� �� ����� ���� ���������

����� ������ ��� ��������� �������� cK > 0 ����� ���

��

Ω

�
ψ2
x +

1

2
(ψy + ϕx)

2
�
dxdy ≥ cK

��

Ω

�
ψ2 + ψ2

x + ψ2
y + ϕ2 + ϕ2

x

�
dxdy.

����� �� ��������� ����� ��������� ���� ��� ���������� �������������� ���� ��������

��

Ω

�
ψ2
x +

1

2
(ψy + ϕx)

2
�
dxdy ≥ �cK�v�2X ,

�� �cK ��� ��� ��������� ����������� �������� ��������� �� cK �� h� �������� ������

v = u1 − u2 ���� ����� ��������� ���� ������� ���

��

Ω

�
(u1 − u2)

2
x +

1

2

�
(u1 − u2)y + (w1 − w2)x

�2�
dxdy ≥ �cK�u1 − u2�2X .

��������� ���������� ����� ��������� ���� ����������� ������ ��� ��������� ���

������ (Au1 − Au2,u1 − u2)X ≥ �cK min (E, 2G)�u1 − u2�2X .

�� �� ������� ��� A ��� �� ��������� ��������� �������� ���� m = �cK min (E, 2G).

������� ����� �� ��������� �� ��������� ������� ����������� ������ �� �� ���������

���������� ���� �������� ���

(Au1 − Au2,v)X ≤ (E + 4G+ Lp) �u1 − u2�X�v�X ∀v ∈ X.

����� �� ������� v = Au1 − Au2 ���� ����� ���������� ���� �������� ���

�Au1 − Au2�X ≤ (E + 4G+ Lp) �u1 − u2�X .������

�� ����� ���������� ���� ��������� ��� A ��� �� ��������� �� ��������� ���� M =

(E + 4G+ Lp).

��� ��������� �� ��������� �� �������� �� �������������� �� ������ ���� ���������

����� ������ �� ������ ������� �f ∈ X ��� ���

(�f ,v)X = (f , πv)Y ∀v ∈ X.

�� �������� ��� ��� ���������� ��� ����������� ������� �� �������� ����� �

���



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

��� �� �������� �� �����������

���� ����� �������� ���� �������� �� ������������ �� �� �������� �� �������� PV
2d

������� ���� ��������� ��� ������������ ���� ��� �������� ���� �� ��� ����� ���������

��� ��� ���������� (9.43)�(9.46) ���� �������� �� ������ ��� u �� �������� �� ��������

PV
2d ������� ���� �� �������� ���� ���� ���� ρ > 0� ����������� �������������� dρ�

gρ �� f ρ = (qρ, fρ) ��� ������������� �� d� g �� f ������������ ��� ���������� (9.44)�

(9.45) ����� ��� ��� ������������ ��������� �

gρ → g �� dρ → d ������� ρ → 0,������

f ρ � f ���� Y ������� ρ → 0.������

����������� ��������� �� ������������ Uρ �� ���������� U ������ ���

������ Uρ = {u = (u, w) ∈ X : u(L, y) ≤ dρ �� w(x) ≥ gρ ���� (x, y) ∈ Ω }.

���� ����������� ����� �� ������������ �������� �� �������� ������������ PV
2d�

�������� PV ρ
2d � ������� �� ����� �� ������������ uρ = (uρ, wρ) ∈ Uρ ��� ���

(Auρ,vρ − uρ)X ≥ (f ρ, πvρ − πuρ)Y ∀vρ ∈ Uρ.������

�� �������� ��� ������ ���� ���� ���� ρ > 0� �� �������� PV ρ
2d ������� ���

�������� ������ uρ = (uρ, wρ) ∈ Uρ� ��� ��������� �� ������������ �� ����� ��������

������� ρ ���� ���� ���� ��� ����� ��� �� �������� �� ����������� �����������

�������� ���� ��������� ��� ��� ���������� (9.71)�(9.72) ���� ��������� ����� ��

�������� uρ �� �������� PV ρ
2d �������� ���� �� �������� u �� �������� PV

2d� �����

������ uρ → u ���� X ������� ρ → 0.

�� ������������� �� �������� ��� ���� �������� �� ��������� ������� ���� ��������

���� ������������ ���� ���� ρ > 0� �� �������� ������������� ��� �������� � �������

�� ����� �� ������������ �uρ = (�uρ, �wρ) ∈ U ��� ���

(A�uρ,v − �uρ)X ≥ (f ρ, πv − π�uρ)Y ∀v ∈ U.������

�� ��������� �� �������� ���� ���� ��������� ��� �� �������� ������������� ������

������� ��� �������� ������ �uρ ∈ U �

���



������ �� �������� � �������� �� ������� �������������� ��������� ���� ����������
������� �� ���������� �����������

�������� � ������� �� �������� �� ����������� ������ ��������

����� ���� �� ������ ��� ���� ����� �� �� ����� {�uρ}� ������ ����� {�uρ}� �� ��

������� �u ∈ U ���� ���

������ �uρ � �u ���� X ������� ρ → 0.

�������������� ���� ρ > 0� ���� ������ v = 0X ���� ������ ���� �������

(A�uρ, �uρ)X ≤ (f ρ, π�uρ)Y .

�������� �� ��������� �� ����� ��������� �� ����������� A� ��������� A0X = 0X �� ��

��������� ������� ���� �������� ���

������ ��uρ�X ≤ c0
m

�f ρ�Y .

��������� ���������� �� ����������� ������ ���� ����������� ������ ���� �������

����� ������ ��� ��������� �������� c > 0� ������������ �� ρ� ����� ���

������ ��uρ�X ≤ c.

���� �� ��������� ��� �� ����� {�uρ} ⊂ X ��� ������� �� �� ����� ������� �� ��������

����� ���� ��������� ����� ������ ��� ���� ����� ���������� ����������� �� �� �����

{�uρ}� ������ ����� {�uρ}� �� �� ������� �u ∈ X ���� ���

������ �uρ � �u ���� X ������� ρ → 0.

��� ��������� ������ ��� U ��� ��� ������ ������� �� ������ �� �������� X ���

�� ����� {�uρ} ⊂ U � ������ �� �������� ���� �������� ��� �u ∈ U � �� ��� ������� ��

�������������� �

���� ����������� ���� �� �������� ��������

����� ���� ���� ����� ���������

������ �u = u.

�������������� ���� ρ > 0. ������� v = �u ∈ U ���� ������ ���� ������� ���

(A�uρ, �uρ − �u)X ≤ (f ρ, π�uρ − π�u)Y .

���



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

�������� ���� ������� � �� ������ ���������� ������� ρ → 0 ���� ����� ��������� ��

���� ��������� ��� ������������ ������� ������ �� ������ ��� ��������� ���

lim sup
ρ→0

(A�uρ, �uρ − �u)X ≤ 0.

��� ����������� �� ��������� ����� ��������� ���� ������� ������� �� ����������� �������

���� ��������� �� �� ����������� ���� ��� A : X → X ��� �� ��������� ���������

������ ��� �� �� ����� ���� ����� ���

������ lim inf
ρ→0

(A�uρ, �uρ − v)X ≥ (A�u, �u− v)X ∀v ∈ U.

������� ����� �� ��������� ����������� ������ ���� ��� ������������ ������� ������

�� ������� ���� �������� ���

lim inf
ρ→0

(A�uρ, �uρ − v)X ≤ (f , π�u− πv)Y ∀v ∈ U.������

����������� ���� ��������� ��� ���������� ������ �� ������ ���� ���� ���

(A�u,v − �u)X ≥ (f , πv − π�u)Y ∀v ∈ U.

�� ������ �� ������� v = u ���� ����� ��������� �� v = �u ���� ������ �� �� �����

�������� ��� ���� ���������� ��������� ���� �������� ���

(A�u− Au, �u− u) ≤ 0.

�� �� ����� �� ������� �� �� ����� ��������� �� ����������� A ���

�u = u,

�� ��� ������� �� ������������� �� ����� ���� �

���� ����� �� �������� �� ����������� ������ ��������

����� ���� �� ����� {�uρ} �������� ���������� ���� X ���� u ������� ρ → 0�

�������������� ��� ������ ��� �� ��� �������� ��� ����� ���� ����� ����������

����������� �� �� ����� {�uρ} ⊂ X �������� ���� �������� �������� u �� ������������

�������������� ������� �� ����� ������������ ������ ������ ��� �� ����� {�uρ} ��� ������

���� X� ��� ����������� �� ����� ��� ��� ��� ����������� �� �������� ����� �

���



������ �� �������� � �������� �� ������� �������������� ��������� ���� ����������
������� �� ���������� �����������

���� ���������� ����� ������� �� ���� ���������� �� ����������� ���������

����� ���� �� ����� {�uρ} �������� ��������� ���� X ���� u� i.e.�

������ �uρ → u ���� X ������� ρ → 0.

�������������� ���� ρ > 0. ���� ������� v = u ∈ U ���� ������ ���� �������

(A�uρ, �uρ − u)X ≤ (f ρ, π�uρ − πu)Y .

����� �� ��������� �� ����� ��������� �� ����������� A� ���� ����� ���

m ��uρ − u�2X ≤ (A�uρ − Au, �uρ − u)X

= (A�uρ, �uρ − u)X − (Au, �uρ − u)X

≤ (f ρ, π�uρ − πu)Y − (Au, �uρ − u)X .

�������� �� ������� � �� ������ ������� ρ ���� ���� ���� ���� ����� ��������� �� ��

��������� ��� ������������ ������� ������ �� ������� ���� �������� ���

��uρ − u�X → 0 ������� ρ → 0,

�� ��� ������� �� ������������� �� ����� ���� �

���� ����� ���������� ���� ��� ����������� ���� ��������� �� �������� ����

�������������� ���� ρ > 0� ���� ���������� ��� ���������� AV : X → V ��

AW : X → W ��� ��� ��������

(AVu,ψ)V = E

��

Ω

uxψx dxdy +G

��

Ω

(uy + wx)ψy dxdy,������

(AWu,ϕ)W = G

��

Ω

(uy + wx)ϕx dxdy −
� L

0

p(−w)ϕ dx,������

���� ���� u = (u, w)� v = (ψ,ϕ) ∈ X� ������ ����� ��� ������ �� ������� ��� ���

���������� AV �� AW ���� ��������� �� ��������� �� ����� �� ��������� ������� ������

�� �� �������� ψh(·) = ψ(·, h)� ���� �������� ���

(Au,v)X = (AVu,ψ)V + (AWu,ϕ)W ,������

(f , πv)Y = (q,ψh)L2(0,L) + (f,ϕ)L2(0,L),������

���



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

���� ���� u = (u, w)� v = (ψ,ϕ) ∈ X� ���� ��������� ���������� ������� ������

�� ������ ���� ������� ���

(AV �uρ,ψ − �uρ)V + (AW �uρ,ϕ− �wρ)W������

≥ (qρ,ψ
h − �uh

ρ)L2(0,L) + (fρ,ϕ− �wρ)L2(0,L) ∀v = (ψ,ϕ) ∈ U.

�� ����� �� ��������� ������� ������ �� ������� ���� �������� ���

(AVuρ,ψρ − uρ)V + (AWuρ,ϕρ − wρ)W������

≥ (qρ,ψ
h
ρ − uρ)L2(0,L) + (fρ,ϕρ − wρ)L2(0,L) ∀vρ = (ψρ, wρ) ∈ Uρ.

��� ��������� ���� ��������� �������������� ��� ���������� ������� ������ ��� ���

������� U �� Uρ ��� �� ���� ���

� d
dρ

uρ, �wρ

�
∈ U ��

�dρ
d
�uρ, wρ

�
∈ Uρ.

��� ����������� ������� v =
� d
dρ

uρ, �wρ

�
∈ U ���� ������ �� ����������� �����������

������� ���
dρ
d

���� ������� ���

(AV �uρ, uρ −
dρ
d
�uρ)V ≥ (qρ, u

h
ρ −

dρ
d
�uh
ρ)L2(0,L).������

������� ����� ������� vρ =
�dρ
d
�uρ, wρ

�
∈ Uρ ���� ������ ���� ���� ���

(AVuρ,
dρ
d
�uρ − uρ)V ≥ (qρ,

dρ
d
�uh
ρ − uh

ρ)L2(0,L).������

�� ������������ ���������� ��� ���������� ������ �� ������� ���� �������� ���

(AV �uρ − AVuρ, uρ −
dρ
d
�uρ)V ≥ 0.

�������� �� ��������� ����� ��������� ���� ��������� ������� ����� �������� �������� ����

�������� ���

(AV �uρ − AVuρ, �uρ − uρ)V������

≤ (AV �uρ − AVuρ, �uρ −
dρ
d
�uρ)V ≤ MV

���1− dρ
d

�����uρ − uρ�X��uρ�X

���



������ �� �������� � �������� �� ������� �������������� ��������� ���� ����������
������� �� ���������� �����������

�� MV ��� �� ��������� �� ��������� �� ����������� AV �

�� ������ ���� ������� v =
�
�uρ,

g

gρ
wρ

�
∈ U ���� ������ �� ���� �����������

����������� ������� ���
gρ
g
���� ������� ���

(AW �uρ, wρ −
gρ
g
�wρ)W ≥ (fρ, wρ −

gρ
g
�wρ)L2(0,L).������

�������� �� ������ vρ =
�
uρ,

gρ
g
�wρ

�
∈ Uρ ���� ������� ���� �������� ���

(AWuρ,
gρ
g
�wρ − wρ)V ≥ (fρ,

gρ
g
�wρ − wρ)L2(0,L).������

������������ ���������� ��� ���������� ������ �� ������ ���� ���� ���

(AW �uρ − AWuρ, wρ −
gρ
g
�wρ)W ≥ 0.

�� ��������� ����� ��������� �� �� ��������� ������ �� ����������� AW � ���� ��������

(AW �uρ − AWuρ, �wρ − wρ)W������

≤ (AW �uρ − AWuρ, �wρ −
gρ
g
�wρ)W ≤ MW

���1− gρ
g

�����uρ − uρ�X��uρ�X

�� MW ��� �� ��������� �� ��������� �� ����������� AW �

�������� �� ������������ ��� ���������� ������ �� ������� ���� ��������

(AV �uρ − AVuρ, �uρ − uρ)V + (AW �uρ − AWuρ, �wρ − wρ)W

≤
�
MW

���1− gρ
g

���+MV |1−
dρ
d

���
�
��uρ − uρ�X��uρ�X .

����� �� ��������� ������ �� �� ����� ��������� �� ����������� A� ���� �������� ���

��uρ − uρ�X ≤ max (MV ,MW )

m

����1− gρ
g

���+
���1− dρ

d

���
�
��uρ�X .

�� ��������� ���������� ����� ��������� ���� ������������ ������ �� �� �����������

������� ���� ��������� ���

������ ��uρ − uρ�X → 0 ������� ρ → 0.

���



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

����� �� ��������� ����������� ������������

�uρ − u�X ≤ �uρ − �uρ�X + ��uρ − u�X

����� ��� ��� ������������ ������ �� ������� ���� �������� ���

�uρ − u�X → 0 ������� ρ → 0,

�� ��� ������� �� ������������� �� �������� ���� �

���� ��������� �� �������� ��� ���� ������� �� �������� ��������

�������� ���� �� �������� ��� ������ ��� ������������� f �→ u(f) : Y → X

��� �������� � ���� ������� f ∈ Y �� �������� u = u(f) ∈ X �� ������������

�������������� ������ ��� �������������������� ��������� �����

������

fn � f ∗ ���� Y =⇒ u(fn) → u(f ∗) ���� X ������� n → +∞.

�� ���� �� ��������� ������������ ���� �� �������� �� ����������� ������� �� ���

��������� �� ����� �� ��� ���������� ��� �� ������ ��� �� �������� ������ �� ����

����� P2d ������ ����������� ��� ����������� g �� d ����� ��� �� �� ����� f �

��� �� �������� �� �������� �������

���� ����� �������� ���� ���� ����������� � �� �������� �� �������� ������� �������

�� �������� PV
2d� ���� ����� ��������� ��� ��� ���������� (9.43)�(9.44) �� (9.46)

���� �������� �� ������ ��� X × Y �������� �� ������� ������� �� X �� Y ����

�� ������� �������� ���������� ������ α, β, γ �� δ ���� ��� ���������� �����������

��������� �� ���� u0 = (u0, w0) ∈ X �� ������� ������ ���� ����������� ����������

��� ������ ����������� Vad ⊂ X × Y ����� ���

������ Vad = { (u,f) ∈ U × Y : (Au,v − u)X ≥ (f , πv − πu)Y ∀v ∈ U }.

����������� ��������� �� ������������� ���� L : X × Y → R ������ ���

������� L(u,f) = α�u− u0�2V + β�w − w0�2W + γ�q�2L2(0,L) + δ�f�2L2(0,L),

���



������ �� �������� � �������� �� ������� �������������� ��������� ���� ����������
������� �� ���������� �����������

���� ���� u = (u, w) ∈ X �� f = (q, f) ∈ Y �

�� �������� �� �������� ������� �� ������� �� �� ������� ���������

�������� Q� ������� �� ������ (u∗,f ∗) ∈ Vad ��� ���

������� L(u∗,f ∗) = min
(u,f )∈Vad

L(u,f).

�� ������ �� ��������� (u∗,f ∗) ∈ Vad ������������ ������� ��������� ����� ���������

���� ����� �� �������� ����������� �������� ��� ��������� �� �������� ��������� ��

����� ��������

������� ���� ���� ��� ���������� (9.43)�(9.44) �� (9.46)� �� �������� Q �������

�� ����� ��� �������� (u∗,f ∗) ∈ Vad�

�������������� ����

������� θ = inf
(u,f )∈Vad

L(u,f) ∈ R

�� ���� {(un,fn)} ⊂ Vad ��� ����� ����������� ���� �� ������������� L� �����

������� lim
n→+∞

L(un,fn) = θ.

�������� ��� �� ����� {fn} ��� ������ ���� Y � ���� ���������� ��� ��������� ��

���� ��������� ��� {fn} ����� ��� ������ ���� Y � �� ������� � ��� ���� ������

������ ����� {fn}� ���� ����� ���

������� �fn�Y → +∞ ������� n → +∞.

���� ��������� ���������� �� ��������� ������� �� ��������� fn = (qn, fn) ���� ����

���

L(un,fn) ≥ ��� (δ, γ) �fn�Y .

��� ����������� �� ������� � �� ������ ���������� ������� n → +∞ ���� �����

��������� �� �� ��������� �� ����������� �������� ���� �������� ���

������� lim
n→+∞

L(un,fn) = +∞.

���



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

�� ������� �� �������� �� ����� ��� θ = +∞� �� ��� ��������� ����������� ��������
����� ���� ��������� ��� �� ����� {fn} ��� ������ ���� Y ��� ��� �����������

���� ��������� �� �������� ���� ���� ������� ����� ������ ��� ���� ����� ����������

������������ ������ ����� {fn}� �� �� ������� f
∗ ∈ Y ���� ���

������� fn � f ∗ ���� Y ������� n → +∞.

��������� ���������� ��� u∗ ��� �� �������� �� ������������ �������������� ������

���� f = f ∗� ������������

u∗ ∈ U, (Au∗,v − u∗)X ≥ (f ∗, πv − πu∗)Y ∀v ∈ U.

��� ����������� �� ������� �� �� ��������� ������ �� ���������� Vad ���

������� (u∗,f ∗) ∈ Vad.

�� ������ �� ��������� ��� ������������ ������� �� ������� ���� ����� ���

������� un → u∗ ���� X ������� n → +∞.

��� ��������� ������ ����� ��� ������ �� ������� ��� �� ������������� L ��� �������

�� ������������� �������������� ��� X×Y ��� ��� ����������� �� ������� �� �� ������

������ ���� ������� ��� ���������� ������������� ��������������� �� �� ����� �� ���������

��� ������������ ������� �� �������� ���� ��������� ���

������� lim inf
n→+∞

L(un,fn) ≥ L(u∗,f ∗).

�� ������� �� �������� �� ������� ���

θ ≥ L(u∗,f ∗).

�� ����� ������� �� ������� ���������� ���

θ ≤ L(u∗,f ∗).

��������� ���������� ��� ���� ��������� ���������� ��� ��������� ��� ���������

������� ��� ����������� �� ��� ������� �� ������������� �� �������� ���� �

���



������ �� �������� � �������� �� ������� �������������� ��������� ���� ����������
������� �� ���������� �����������

���� ���� ����������� ��� �� ����� � �� ���������� �� �� ����� �������� (u∗,f ∗)

��� ������� ��� ������� d �� g� ���� �� ������ ��������� ��� ��� ���������� (9.43)�

(9.44) �� (9.46) ���� �������� �� ����������� �������������� ��� ������������� dρ� gρ

�� d� g ������������ �� ��������� (9.44)� �� ����� ����������� ���������� ��� ������

����������� �������� ����� ���

Vρ
ad = { (uρ,f) ∈ Uρ × Y : (Auρ,vρ − uρ)X ≥ (f , πvρ − πuρ)Y ∀vρ ∈ Uρ },

�� Uρ ��� �� ������������ �� ���������� U ������ ��� �������

����������� ��������� �� �������� �� �������� ������� �������� ��������

�������� Qρ� ������� �� ������ (u∗
ρ,f

∗
ρ) ∈ Vρ

ad ��� ���

������� L(u∗
ρ,f

∗
ρ) = min

(uρ,f )∈Vρ

ad

L(uρ,f).

�� ��������� �� �������� ���� ���� ��������� ���� ���� ���� ρ > 0� �� ��������

Qρ ������� �� ����� ��� �������� (u∗
ρ,f

∗
ρ) ∈ Vρ

ad� ��� ��������� ���� ����� �� ��������

�� ����������� ��������

�������� ���� ���� {(u∗
ρ,f

∗
ρ)} ��� ����� �� ��������� �� �������� Qρ �� ���������

��� �� ����������� (9.71) ��� ����������� ����� �� ������ ��� ���� ����� �� �� �����

{(u∗
ρ,f

∗
ρ)}� ������ ����� {(u∗

ρ,f
∗
ρ)}� �� ��� �������� (u∗,f ∗) �� �������� Q� ������

���

������� uρ → u∗ ���� X et f ∗
ρ � f ∗ ���� Y ������� ρ → 0.

�������������� ���� ρ > 0 �� ������ u∗
ρ = (u∗

ρ, w
∗
ρ),f

∗
ρ = (q∗ρ, f

∗
ρ )� ���� ���������

�� ��������� ������� ���� ���� ���

�f ∗
ρ�2Y = �q∗ρ�2L2(0,L) + �f ∗

ρ�2L2(0,L)�������

≤ 1

min(γ, δ)
(γ�q∗ρ�2L2(0,L)) + δ�fρ�2L2(0,L)) ≤

1

min(γ, δ)
L(u∗

ρ,f
∗
ρ).

������� (u∗
ρ,f

∗
ρ) ��� ��� �������� �� �������� Q

ρ� ���� ����� ���

������� �f ∗
ρ�2Y ≤ 1

min(γ, δ)
L(uρ,f) ∀ (uρ,f) ∈ Vρ

ad.

���



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

�� ������ ������� A0X = 0X � �� ������� ��� uρ = 0X ��� �� �������� �� ��������

PV ρ
2d ���� f ρ = 0Y � ������� ����� ��������� ������� ���� ���� ���

������� L(0X ,0Y ) ≤ max(α, β) �u0�2X .

������ ���������� (uρ,f) = (0X ,0Y ) ���� ������� �� ��������� ����������� �������

���� ������� ��� �� ����� {f ∗
ρ} ��� ������ ���� Y � ��� ����������� �� ��������� ��

�������� ����� ���� ��������� ����� ������ ��� ���� ����� ���������� ������������

������ ����� {f ∗
ρ}� �� �� �� ������� f ∗ ∈ Y ���� ���

������� f ∗
ρ � f ∗ ���� Y ������� ρ → 0.

������ ��� u∗ �� �������� �� �������� PV
2d ���� f = f ∗� ����� �� ��������� ������

�������� ���

������� (u∗,f ∗) ∈ Vad

��� �� ����� �� �������� ��� �������� ���

������� u∗
ρ → u∗ ���� X ������� ρ → 0.

�������� ���������� ��� (u∗,f ∗) ��� ��� �������� �� �������� �� ��������

������� Q� ���� �� ������ ��������� ��� ������������ �������� ������� �� �� ���� ���

�� ������������� L ��� ���������� ������������� ���������� ���� ������� ���

������� L(u∗,f ∗) ≤ lim inf
ρ→0

L(u∗
ρ,f

∗
ρ).

�������� ����� ��� �������� (�u∗, �f ∗

) �� �������� Q �� ������ ��� �uρ �� ��������

�� �������� PV ρ
2d ���� f ρ = �f ∗

���� ������� ��� (�uρ, �f
∗

) ∈ Vρ
ad� �� ���������

������������ �� �� ����� (u∗
ρ,f

∗
ρ) �� �������� Qρ� ���� �������� ���

L(u∗
ρ,f

∗
ρ) ≤ L(�uρ, �f

∗

) ∀ ρ > 0.

��� ������� � �� ������ ���������� ������� ρ → 0 ���� ����� ��������� ���� ��������

������� lim sup
ρ→0

L(u∗
ρ,f

∗
ρ) ≤ lim sup

ρ→0
L(�uρ, �f

∗

).

���



������ �� �������� � �������� �� ������� �������������� ��������� ���� ����������
������� �� ���������� �����������

��������� ���������� ��� �u∗ ��� �� �������� �� �������� PV
2d ���� f = �f ∗

�� �uρ ��� �� �������� �� �������� PV ρ
2d ���� f ρ = �f ∗

� ��� ����������� ������� ��

����������� (9.71) ��� ����������� ���� ��������� �� �������� ��� ���

�uρ → �u∗ ���� X ������� ρ → 0.

�� ���������� �� �� ������������� u �→ L(u, �f ∗

) : X → R �������� ���

������� lim
ρ→0

L(�uρ, �f
∗

) = L(�u∗, �f ∗

).

���� ��������� ���������� ��������������� ���� ������� ���

L(u∗,f ∗) ≤ L(�u∗, �f ∗

).

������� ����� ������� (�u∗, �f ∗

) ��� ��� �������� �� ��������Q� ����������� �������

�������� ���

������� L(�u∗, �f ∗

) ≤ L(u∗,f ∗).

��������� ������� �� ������� ���� ���� ���

L(u∗,f ∗) = L(�u∗, �f ∗

).

��� ����������� ���� ��������� ���

������� (u∗,f ∗) ��� ��� �������� �� �������� Q.

�� �������� ��� ��� ���������� ��� ����������� �� �������� ������� �� �������� �

�� �������� ��� ������ ��� �� �������� �� �������� ������� Q ������� ��

����� ��� �������� �������� (u∗,f ∗) ∈ Vad� �� ������ �� �������� ��� ������ ��

���������� �� ����� �������� ��� ������� ��� ������������� ��� ����������� g �� d�

���



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

���



�������� ��

�������� �� ������� ��������������

���� ���������� ������� ��

���������� �����������

���� �� ��������� ���� ����������� �� �������� �� ������� ������������� ����������

�� ������� ����� �� ����� �������������� �� �� �������� �������� � ��� ���������� ��

������� ��� ������ � ������ ����� ��� �� ���������� ������� �� ���������� ������������

�� �������� ��� ��������� �� ������ ��������� ���� �� �������� �������� ���� �������

���� �� ����������� ����� �� �������� ��������� ����� ��� ��� ���������� �����������

��� ��� ������� ��� ��������� ��� ����������� ��������������� ���� �� �������� ����

����� ���� ���������� �� �������� ����������� �� ��������� �� �� �������� �� ���������

�� ��������� ������� ��� ��������� � �� ������� �� ������������ � ���� � ����������

��� �� �������� ������ �� �������� �� ������� ���� ���������� ������� �� ����������

����������� ���� ���� ��������� ��� �� �������� ������ �� �������� �� ������� ����

���������� �������� ���� �� ��������� �� ������������ �� �� ��������� �������

���� ������ ���� �� ��������� �������� ���� �������� �� �������� �� �����������

������� ��� ��� ������������ �� ���������� ��� ������������ ��� ��������� ���������

���� �� �������� ���� ������� �� ��������� �����

���



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

���� �������� ��������� �� ����������� ����������

�����

�� ����� �������� ���������� � ����� ��������� ���� �� ������� ��� � ���� ������� ����

����������� �� ����� �������������� �������� �� ������� ����� Ω ⊂ R
d (d = 1, 2, 3)

���� ��� ��������� ��������� �������������� Γ ������������ �� ����� ������� ����������

Γ1� Γ2 �� Γ3 ������ ��� ���(Γ1) > 0� ��� ��������� ����������� �� ������� f 2 ��������

��� Γ2 �� ��� ������ ���������� �� ������� f 0 �������� ���� Ω� ���� ��������� ���

�� ����� ��� ��� ��� Γ1 �� Γ3 ���������� � �� ���� �� ������� ����� �� ����� �� ��

����������

�� ����������� ����� �� �������� ��������� ��� �� ���������

�������� Q� ������� �� ����� �� ������������ u : Ω × R+ → R
d �� �� �����

�� ����������� σ : Ω × R+ → S
d ���� ���

σ̇ = Eε(u̇) + G(σ, ε(u)) ���� Ω × R+,������

Divσ + f 0 = 0 ���� Ω × R+,������

u = 0 ��� Γ1 × R+,������

σν = f 2 ��� Γ2 × R+,������

uν ≤ g, σν + p(uν) ≤ 0,

(uν − g)
�
σν + p(uν)

�
= 0

�
��� Γ3 × R+,������

στ = 0 ��� Γ3 × R+,������

u(0) = u0, σ(0) = σ0 ���� Ω.������

��� �� ��������� ���������� �������� ���� �� ��������� ��� ������������� �� ������

����� ��� ���������� ��������� ��� ��������� x �� t� ���� ��������� ���������� ���

���������� ��������� �� ���������� �� �������� Q�

�������� ���������� ������ ���������� �� ��� �� ������������ �������������� �� E

��� ����������� ������������ �� G ��� �� �������� ������������ ��� �������� �� �������

������ ��������������� ����� ������ ��� ���������� ������������ �������� �������������

���� �������������� ��� ���������� ��� ������� �� ����������� �� �� ��������� ���

���



������ �� �������� �� �������� �� ������� �������������� ���� ���������� �������
�� ���������� �����������

��������� ������������� ������������ �� ��������� ��� ������� �� ������� ���� �������

���� �� �� ��� �� ���������� ������� �� ���������� ����������� �� g > 0� ����� ��

�������� ������ ��������� ��� ���������� ��������� �� u0 ��� �� ����������� ������� ��

σ0 ��� �� ���������� ���������

���� ������� �� �������� Q ���� ��������� ��� ������� Q �� V ������ ���������

������ �� ����� ��� �� ���� ��� ��������� ���� ��������� ��� ����������� E �� ��

�������� G �������� ��� ���������� ��������� �

������





(a) E : Ω × S
d → S

d.

(b) E(x, ε) = (Eijkl(x)εkl) pour tout ε = (εij) ∈ S
d, p.p. x ∈ Ω.

(c) Eijkl = Ejikl = Eklij ∈ L∞(Ω).

(d) Il existe mE > 0 tel que
E(x, τ ) · τ ≥ mE �τ�2 ∀ τ ∈ S

d, p.p. x ∈ Ω.

������





(a) G : Ω × S
d × S

d → S
d.

(b) Il existe LG > 0 tel que
�G(x,σ1, ε1)− G(x, ,σ1, ε2)�

≤ LG(�σ1 − σ2�+ �ε1 − ε2�)
∀σ1,σ2, ε1, ε2 ∈ S

d, p.p. x ∈ Ω.

(c) L�application x �→ G(x,σ, ε) est mesurable sur Ω,
pour tout σ, ε ∈ S

d.

(d) L�application x �→ G(x, 0Sd ,0Sd) appartient à Q.

���� ��������� ��������� ��� ��� �������� ��� ������ ���������� �� ��� ���������

����������� ��� �� ����������

������� f 0 ∈ C(R+;L
2(Ω)d), f 2 ∈ C(R+;L

2(Γ2)
d).

�� �������� �� ���������� ������� p ���������

�������





(a) p : Γ3 × R → R+.

(b) Il existeLp > 0 tel que
|p(x, r1)− p(x, r2)| ≤ Lp |r1 − r2|
∀ r1, r2 ∈ R, p.p. x ∈ Γ3.

(c) (p(x, r1)− p(x, r2))(r1 − r2) ≥ 0
∀ r1, r2 ∈ R p.p. x ∈ Γ3.

(d) p(x, r) = 0 pour tout r ≤ 0, p.p. x ∈ Γ3.

(e) L�application x �→ p(x, r) est mesurable sur Γ3.

���



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

�� ����� ���� ��������� �� ��������� �� ���������

������� mE > c20Lp,

�� c0 ��� �� ��������� �������� ������ ��� ����������� �� ����� �������

����� ���� ��������� ��� ��� ������� ��������� ��������

������� u0 ∈ V, σ0 ∈ Q.

����������� ���� ���� ����������� � �� ����������� �������������� �� ��������

Q� ���� ����� ���� ������������ �� �������� �� ������������ ����������� U � ����

���������� A : V → V � P : V → V � ��� ������������� j : Q × V × V → R �� ���

�������� f : R+ → V ������ ���

U = {v ∈ V : vν ≤ g ���� ��� Γ3 }.�������

(Au,v)V = (Eε(u), ε(v))Q ∀u, v ∈ V,�������

(Pu,v)V =

�

Γ3

p(uν)vν da ∀u, v ∈ V,�������

j(z,u,v) = (z, ε(v))Q + (Pu,v)V ∀ z ∈ Q, ∀u,v ∈ V,�������

(f(t),v)V =

�

Ω

f 0(t) · v dx+

�

Γ2

f 2(t) · v da ∀v ∈ V, ∀ t ∈ R+.�������

��������� ��� (u,σ) ��� �� ������ ��� ��������� ���������� ���������� ���

��������� �������������� �� ��������� �� ��� �� ������������ ������ �� �� ��������� ��

��������� ������� ���� �������� ���

������� σ(t) = Eε(u(t)) +

� t

0

G(σ(s), ε(u(s))) ds+ σ0 − Eε(u0) ∀ t ∈ R+.

��� ��������� �� ����������� �������������� �� �������� Q ���� ����� ������ ��

�������� ��������

����� ����� ��������� ��� ��� ���������� (10.8)�(10.9) �� (10.13) ���� ���������

������ �� ������ �� ������ ��������� S : C(R+;V ) → C(R+;Q) ��� ���� ���� ������

��������� u ∈ C(R+;V ) �� σ ∈ C(R+;Q)� ��������� (10.19) ��� ���������� �� �� ������

���� �� ��������� �������� ��� ���������� �

������� σ(t) = Eε(u(t)) + Su(t) ∀ t ∈ R+.

���



������ �� �������� �� �������� �� ������� �������������� ���� ���������� �������
�� ���������� �����������

�� ������ S : C(R+;V ) → C(R+;Q) ��� �� ��������� �� �������� ����� ���� ����

n ∈ N �� ������ sn > 0 ��� ���

�Su1(t)− Su2(t)�Q ≤ sn

� t

0

�u1(s)− u2(s)�V ds�������

∀u1, u2 ∈ C(R+;V ), ∀ t ∈ [0, n].

�������������� ������ u ∈ C(R+;V ) �� σ ∈ C(R+;Q)� �� ��������� ���������

�������� ���� ����� ���

σ(t)− Eε(u(t))�������

=

� t

0

G(σ(s)− Eε(u(s)) + Eε(u(s)), ε(u(s))) ds+ σ0 − Eε(u0) ∀ t ∈ R+.

����������� ����������� Λ : C(R+;Q) → C(R+;Q) ����� ���

������� Λτ (t) =

� t

0

G(τ (s) + Eε(u(s)), ε(u(s))) ds+ σ0 − Eε(u0),

���� ���� τ ∈ C(R+;Q) �� t ∈ R+� ������ ��� ����������� Λ ������ �� u �����

��� ����������� ���� �� ������� ��� ������������� ����� �����������

������ τ 1, τ 2 ∈ C(R+;Q) �� t ∈ R+� �� ��������� ��������� ������� ���� �� ������

���� ������� ���� �������� ���

�Λτ 1(t)− Λτ 2(t)�Q

= �
� t

0

G(τ 1(s) + Eε(u(s)), ε(u(s))) ds+ σ0 − Eε(u0)

−
� t

0

G(τ 2(s) + Eε(u(s)), ε(u(s))) ds− σ0 + Eε(u0)�Q

≤ LG

� t

0

�τ 1(s)− τ 2(s)�Q ds.

��� ����������� �� ��������� �� �������� ����� ���� ��������� ��� ����������� Λ

������� �� ������ ����� ��� ���� C(R+;Q)� ���� Su� ��������� ����������

������� ���� ��������� Λ(Su) = Su ��� �� ������� ��� �����������S : C(R+;V ) →
C(R+;Q) ��� ����� ���

������� Su(t) =

� t

0

G(Su(s) + Eε(u(s)), ε(u(s))) ds+ σ0 − Eε(u0).

���



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

�� ��������� ���������� ����� ��������� ���� ��������� �������� ���� �������� ���

σ(t) = Eε(u(t)) + Su(t),

�� ��� ������ ��� ��������� ������� ��� �����������

��������������� ��������� ��� (u,σ) ��������� �������� ������ �� ���������

������� ���� �������� ���� ��������� ��� ��������� ������� ��� �����������

��� ������ �������� ��� S : C(R+;V ) → C(R+;Q) ��� �� ��������� �� ��������

������ u1,u2 ∈ C(R+;V )� n ∈ N �� t ∈ [0, n]� �� ��������� �� ��������� ������� ����

��� ���������� ������ �� ������� ���� �������� ���

�Su1(t)− Su2(t)�Q

≤
� t

0

LG(�Su1(s)− Su2(s)�Q + �Eε(u1(s))− Eε(u2(s))�Q)

+LG�ε(u1(s))− ε(u2(s))�Q ds

≤ LG(1 + �E�Q∞
)

� t

0

�ε(u1(s))− ε(u2(s))�Q ds

+LG

� t

0

�Su1(s)− Su2(s)�Q ds

≤ K

� t

0

�u1(s)− u2(s)�V ds+K

� t

0

�Su1(s)− Su2(s)�Q ds,

�� K ��� ��� ��������� �������� ��������� �� G �� E � �� ��������� ���������� ��

����� �� �������� ����� ����� ����� ���� ��� ��� ��������� ���

�Su1(t)− Su2(t)�Q ≤ K enK
� t

0

�u1(s)− u2(s)�V ds,

�� ��� ������ ��� S : C(R+;V ) → C(R+;Q) ��� �� ��������� �� �������� �����

�� ��������� ����������� ������� ���� sn = K enK� �� ��� ������� �� ������������� ��

����� ����� �

������� ���������� � �� ����������� �������������� �� �������� Q� ���� �����

���� ��������� ���������� ����������� ������� �� ������� �� ����� ����� �� �� ���������

���



������ �� �������� �� �������� �� ������� �������������� ���� ���������� �������
�� ���������� �����������

������ ��� ��������� ���
�

Ω

σ(t) · (ε(v)− ε(u(t))) dx =

�

Ω

f 0(t) · (v − u(t)) dx

+

�

Γ2

f 2(t) · (v − u(t)) da+

�

Γ3

σ(t)ν · (v − u(t)) da.

����� �� ��������� �� ��������� �������� ���� �������� ���
�

Ω

σ(t) · (ε(v)− ε(u(t))) dx = (f(t), v − u(t))V +

�

Γ3

σ(t)ν · (v − u(t)) da.�������

���� ����� ���

σ(t)ν · (v − u(t)) = σν(t)(vν − uν(t)) + στ (t) · (vτ − uτ (t)) p.p. sur Γ3.

����� �� ��������� ����������� ������� ���� �� ��������� ������ ���� ���� ���
�

Ω

σ(t) · (ε(v)− ε(u(t))) dx = (f(t), v − u(t))V�������

+

�

Γ3

σν(t)(vν − uν(t)) da.

����������� ���� ��������

σν(t)(vν − uν(t)) = (σν(t) + p(uν(t)))(vν − g)

+ (σν(t) + p(uν(t))(g − uν(t))− p(uν(t))(vν − uν(t)) p.p. sur Γ3.

������� �� ��������� �� ������� ������� ���� ��������� ���

σν(t)(vν − uν(t)) ≥ −p(uν(t))(vν − uν(t)) p.p. sur Γ3

��� �� ��������� ����� ��������� ��� Γ3� ���� ����� ���
�

Γ3

σν(t)(vν − uν(t)) da ≥ −
�

Γ3

p(uν(t))(vν − uν(t)) da.

�� ��������� ���������� ����� ��������� ���� ��������� ������� �� �� ��������� ��������

���� �������� ���

(σ(t), ε(v)− ε(u(t)))Q + (Pu(t), v − u(t))V�������

≥ (f(t), v − u(t))V ∀v ∈ U.

���



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

����� ���� ����������� ��������� ������� ���� ����������� ������� �� ���� ���������

��� ���������� ���������������� ������� ���� ������� �� ����������� ��������������

�������� �� �������� Q�

�������� QV � ������� �� ����� �� ������������ u : R+ → U ��� ���

u(t) ∈ U, (Au(t),v − u(t))V + j(Su(t),u(t), v)�������

−j(Su(t),u(t),u(t)) ≥ (f(t),v − u(t))V ∀v ∈ U,

���� ���� t ∈ R+�

������ ��� �� �������� QV ���������� ��� ���������� ������������������� ����

���������� �� �������� �������� ����������� �� �� �������� ���� ������� �� �� �������

���������

���� ��������� �� ������� �� �� ��������

���� ����� �������� ���� ���������� �� �������� ����������� �� ��������� �� �� ��������

�� �������� ������������ QV �

�������� ����� ��������� ��� ��� ���������� (10.8)�(10.13) ���� ��������� �����

�� �������� QV ������� ��� �������� ������ u ∈ C(R+;U)�

�������������� ���� ��������� �� �������� ��� ���� X = V � Z = Q �� K = U �

�������� ������ ����� ��� ������ �� ������� ��� U ��� ��� ������ �������� ������ ��

��� ���� �� V � �������� �������� ��� A ��� �� ��������� ��������� �������� ��

�� ���������� �� ��������� �� ��������� ������� ���� ��� ���������� ������������� ��

����������� �� ��������������� ���� �������� ���

|(Au− Av,w)V | ≤ �Eε(u)− Eε(v)�Q�Eε(w)�Q

≤ d �E�Q∞
�u− v�V �w�V ∀u, v, w ∈ V.

����� �� ������ w = Au− Av ���� ����� ���������� ���� ��������� ���

�Au− Av�V ≤ d �E��
∞
�u− v�V ∀u, v ∈ V.

���



������ �� �������� �� �������� �� ������� �������������� ���� ���������� �������
�� ���������� �����������

���� ������ ��� A ��� �� ��������� �� ���������� ����� �� ��������� �� ��������� ��������

���� M = d �E��
∞
�

������� ����� ���� ��������� �� ��������� ������� ���� �� ��������� ��������� ����

������� ���

(Au− Av,u− v)V = (E(ε(u))− E(ε(v)), ε(u)− ε(v))Q�������

≥ mE �u− v�2V ∀u, v ∈ V.

�� �������� ���� ��������� ��� A ��� �� ��������� ��������� ��������� �������������

�� ��������� �� ��������� �������� ���� m = mE �

��� ��������� �� ��� ������ �� ������� ��� ���� ���� z ∈ Q, u ∈ V �� �������������

j(z,u, ·)� ������ ��� �������� ��������� �� ��������� ��������� ����������� ����������

z1, z2 ∈ Q, u1, u2, v1, v2 ∈ V � �� ��������� �� ��������� ������� ���� �� ���������

���������� �� ����������� �� ����� ������� ���� �������� ���

j(z1,u1,v2)− j(z1,u1,v1) + j(z2,u2,v1)− j(z2,u2,v2)

= (z1, ε(v2))Q + (Pu1,v2)V − ((z1, ε(v1))Q + (Pu1,v1)V )

+ (z2, ε(v1))Q + (Pu2,v1)V − ((z2, ε(v2))Q + (Pu2,v2)V )

= (z1 − z2, ε(v2)− ε(v1))Q + (Pu1 − Pu2,v2 − v1)V

≤ �z1 − z2�Q�v1 − v2�V + c20Lp�u1 − u2�V �v1 − v2�V .

����� ��������� ������ ��� �� ������������� j ��������� �� ��������� �������� ���� α = 1

�� β = c20Lp� �� ������ ������� �� ��������� �������� ���� ��������� ��� m > β ��

m = mE �� β = c20Lp� �� ��� ������ ��� �� ��������� ����� ��� ��������

������� �� ����� ����� ���� ����� ��� S : C(R+;V ) → C(R+;Q) ��� �� ����

������ �� �������� ����� �� ��������� �� ��������� ������ ����� ������ ��� �� ����������

������� �������� ��� f ∈ C(R+;V )� �� ��� ������ ��� �� ��������� ����� ��� ������

������ �� �������� ���� ��� ��� ����������� ������� �� �������� ���� �

���� u �� �������� �� �������� QV ������� ���� �� �������� ���� �� ���� σ

������ ��� �������� ������ ��� ��� ���������� ������������� ��� ���������� E �� G

��������� ���� �� ���������� �� u ���������� ��� σ ∈ C(R+;Q)� �� ������ ���� ϕ

���



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

�� ������� ���������� �� C∞
0 (Ω)d �� ���� v = u± ϕ� �� ��� ������ �� ���� ��� v ∈ U

��� �� �� ����� ���� ������� �������������� v = u + ϕ �� v = u − ϕ ���� ��������

���� ���� ������������ ��� ���������� �������� ���� ������� ���

(σ(t), ε(ϕ))Q = (f(t),ϕ)V ∀ϕ ∈ C∞
0 (Ω)d, ∀ t ∈ R+.

���� ��������� ���������� �� ��������� ������� ����� ��� �� ��������� �� �����������

�� ���������� ��� ���� ���� ���

(���σ(t),ϕ)L2(Ω)d + (f 0(t),ϕ)L2(Ω)d = 0 ∀ϕ ∈ C∞
0 (Ω)d, ∀ t ∈ R+.

�� ������ �� ��������� �� ������� �� �������� C∞
0 (Ω)d ���� L2(Ω)d� ���� ��������

Divσ(t) + f 0(t) = 0 ���� Ω, ∀ t ∈ R+.

��� ����������� �� ��������� ����� ������� ���� �� ���������� f 0 ∈ C(R+;L
2(Ω)d)� ��

������� ��� ���σ ∈ C(R+;L
2(Ω)d) ��� �� �� ����� ���� ��������� ��� σ ∈ C(R+;Q1)�

�� ������ �� ��������� (u,σ) ��� ��������� ������ �� ������� ��������� ��������

������ �� �������� �� ������� Q� ���� ��������� �� �������� ���� ��� �� ��������

����� ��� �������� ������ ������� ���� �� ���������� (u,σ) ∈ C(R+;U)×C(R+;Q1).

���� ������� �� ������������

���� ����� �������� ���� ���������� ������� �� �������� �� �������Q �� ����������

�� �������� �� ����������� ���� ��� �� ������������ �� �� ���������� ������������ ����

����� ���� ����������� �� �������� �� ������� ���� ���������� ��������

�������� Qµ� ������� �� ����� �� ������������ uµ : Ω×R+ → R
d �� �� �����

���



������ �� �������� �� �������� �� ������� �������������� ���� ���������� �������
�� ���������� �����������

�� ����������� σµ : Ω × R+ → S
d ���� ���

σ̇µ = Eε(u̇µ) + G(σµ, ε(uµ)) ���� Ω × R+,�������

Divσµ + f 0 = 0 ���� Ω × R+,�������

uµ = 0 ��� Γ1 × R+,�������

σµν = f 2 ��� Γ2 × R+,�������

−σµν = p(uµν) +
1

µ
p(uµν − g) ��� Γ3 × R+,�������

σµτ = 0 ��� Γ3 × R+,�������

uµ(0) = u0, σµ(0) = σ0 ���� Ω.�������

���� uµν ���������� �� ���������� ������� �� ����� �� ������������ uµ ����� ���

σµν � σµτ ������������ �������������� ��� ����������� �������� �� ������������� ��

����� �� ����������� σµ� �� ������ µ ��� �� ��������� ������� ��� ���� ���� ������

����� ����� �� ��������� �� ������������� �� �� ����������

���� �� ��� ����� ��������� ��� ��� ���������� �������������� ���� �������� ��

����������� ����������� G : V → V ����� ���

������� (Gu,v)V =

�

Γ3

p(uν − g)vν da ∀u, v ∈ V.

������ ��� ����������� G ������� ��� ����� ���������� �� ����������� ����� ���

������ ���� �� �������� �� ����� ���� ��������� �� �������� ��� ��� G ��� ��

��������� �� ������������� ����� �� ��������� �� ��������� ������

���� ���� µ > 0� ���� ��������� ��� ��������� ���������� � ���� �������� ���� ��

������� ���� ���� ������� �� ����������� �������������� �������� �� �������� Qµ�

�������� QV
µ � ������� �� ����� �� ������������ uµ : R+ → V ��� ���

uµ(t) ∈ V, (Auµ(t), v − uµ(t))V +
1

µ
(Guµ(t), v − uµ(t))V�������

+ j(Suµ(t),uµ(t), v)− j(Suµ(t),uµ(t),uµ(t))

≥ (f(t), v − uµ(t))V ∀v ∈ V,

���



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

���� ���� t ∈ R+�

�� �������� ��������� �� ����� ������� ��� �� �������� ��������

�������� ����� ��������� ��� ��� ���������� (10.8)�(10.13) ���� ��������� ����� �

�� ���� ���� µ > 0� �� �������� QV
µ ������� ��� �������� ������ uµ ∈ C(R+;V )�

��� �� �������� �� �������� QV
µ �������� ���� �� �������� �� �������� QV � �����

������� �uµ(t)− u(t)�V → 0 lorsque µ → 0,

���� ���� t ∈ R+�

�������������� ���� ��������� �� �������� ��� ���� X = V � ���� �� ������ ��

��������� �� �������� ����� ���� ��������� ��� A� j� S �� f ��������� ��� ����������

������������ �� ����� �� �������� ��� ������ ��� G� ����� ��� �������� ��� �� ������

���� �� ������������� ��� ����������� ���� ��������� ��� �� �������� ���� ��� ���

����������� ������� �� �������� ���� �

�� ���� �� ��������� ������������ ���� �� �������� �� ����������� �������� �� ���

��������� �� ����� �� ��� ���������� ��� �� ������ ��� �� �������� ������ �� ����

����� �� ������� �������������� ���� ���������� ������� �� ���������� �����������

���� ���� ��������� ��� �� �������� ������ �� �������� �� ������� ��������������

���� ���������� �������� ���� �� ��������� �� ������������� �� �� ��������� ����

������� ������

���� �� �������� �� �����������

���� ����� �������� ���� ���������� ������� �� �������� QV �� ����������� ���

������������ �� ���������� ��� ������������ ���� �� ��� ����� ���� ��������� ��� ���

���������� (10.8)�(10.13) ���� �������� �� ���� ������ ��� u �� �������� �� ��������

QV ������� ���� �� �������� ����� ���� ���� ρ > 0� ����������� gρ �� ������������

�� g ������������ �� �����������

gρ → g lorsque ρ → 0.�������

����������� ��������� �� ������������ �� ���������� U ����� ���

������� Uρ = {v ∈ V : vν ≤ gρ ���� ��� Γ3 }.

���



������ �� �������� �� �������� �� ������� �������������� ���� ���������� �������
�� ���������� �����������

�������� ���� ����������� �� �������� ������������ �������� ��������

�������� QV
ρ � ������� �� ����� �� ������������ uρ : R+ → Uρ ��� ���

uρ(t) ∈ Uρ, (Auρ(t), vρ − uρ(t))V + j(Suρ(t),uρ(t), vρ)�������

−j(Suρ(t),uρ(t),uρ(t)) ≥ (f(t), vρ − uρ(t))V ∀vρ ∈ Uρ,

���� ���� t ∈ R+.

�� �������� ��������� �� ����� ������� ��� �� �������� ��������

�������� ����� ��������� ��� ��� ���������� (10.8)�(10.13) ���� ��������� ����� �

�� ���� ���� ρ > 0� �� �������� QV
ρ ������� ��� �������� ������ uρ ∈ C(R+;Uρ)�

��� �� ����� �� �� ��������� (10.40) ��� �������� ����� �� �������� uρ �� ��������

QV
ρ �������� ���� �� �������� u �� �������� QV � �����

������� uρ → u dans C(R+;V ) lorsque ρ → 0.

�������������� ���� ρ > 0� ���� ��������� �� �������� ��� ���� X = V � Z = Q�

U = K �� Kρ = Uρ� �������� ���� ������� �� ��������� ������ ���� ����������� ���

��������� c(·) �� d(·) ������� ���

������� c(ρ) =
gρ
g

�� d(ρ) = 0.

���� θ ∈ V � ������� ���� �������� u �� v �� V ���� ���

v =
gρ
g
u.

�� ��� ������ �� ���� ���

uν ≤ g �� �� ��������� �� vν ≤ gρ

��� ��� ����������� ���� ����� ���

u ∈ U �� �� ��������� �� c(ρ)u+ d(ρ)θ ∈ Uρ,

������������

Uρ = c(ρ)U + d(ρ)θ.

���



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

���� ������ ��� �� ��������� ������ ��� ����������� ��� ��������� �� ��� ������ �� ����

��� �� ��������� ������ ��� �������� �����

0V ∈ Uρ.

������� ����� �� ��������� ������� ���� �� ����������� �������� ���� ��������� ���

c(ρ) → 1 �� d(ρ) → 0 ������� ρ → 0,

�� ��� ������ ��� �� ��������� ������ ��� ��������

�� ������ �� ��� ������ �� ������� ��� �� ������������� j� ������ ��� �������� ���������

��� ���������� �������������� ����������� ���������� z ∈ Q, u, v1, v2 ∈ V � ������

�� ��������� �� ��������� ������� ���� �� ��������� ������� �� ����������� �� �����

������� ���� �������� ���

|j(z,u,v1)− j(z,u,v2)|

= |(z, ε(v1))Q + (Pu,v1)V − ((z, ε(v2))Q + (Pu,v2)V )|

= |(z, ε(v1)− ε(v2))Q + (Pu,v1 − v2)V |

≤ max(1, c20Lp)(�z�Q + �u�V )�v1 − v2�V .

����� ��������� ������ ��� �� ��������� ��������� ��� ������� ����H(r) = max(1, c20 Lp)r�

��� ����������� �� �������� ���� ��� ��� ����������� ������� �� �������� ���� �

�� ����������� ������� ��� ���������� �� ����� �� ��� ���������� ��� ���� ������

��� �� �������� ������ �� �������� ��������� ������������� ������ ����������� ��

�� ���������� ����������� g � ���� ������ ��� ��� ������� ������������� ���� �����

���������� ���������� ��� ������� ������������� ���� �� �������� ������ �� ��������

�� ������� ���� ���������� Q�

���



�������� ��

�������� �� ������� ��������������

���� ���������� ������� ��

���������� �����������

���� �� ��������� ���� ���� ��������� ��������� �� �������� �� ������� ���������

����� ���������� ������������� ����� �� ����� �������������� �� ��� ���������� ��

������� ��� ������ � ������ ����� ��� �� ���������� ������� �� ���������� ������������

�� �������� ��� ������� �� ������ ��������� ���� �� �������� �������� ���� �������

���� �� ����������� ����� �� �������� ��������� ����� ��� ��� ���������� �����������

��� ��� ������� ��� ��������� ��� ����������� ��������������� ����� ���� �� ��������

�������� ���� �������� �� �������� �� ����������� �� ��������� ����� �������� �������

�������� ���� �� ��������� �������� ���� ���������� �� �������� �� ����������� ����

���� ��� �� ������������ �� ���������� ��� ������������ ����� ���� �� ���������

�������� ���� ���������� ��� ����������� �������������� ����� ���� �������� ���� ���

�������� ��� ��������� ������������ ���������� �� ����������� �� �������������� ���

��������� ��������� ���� �� �������� ��� ���� ������� ����� ������ �� ��������� �����

���



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

���� �������� ��������� �� ����������� ����������

�����

�� �������� ��������� �� ������� �� �� ����� ���������

�������� R� ������� �� ����� �� ������������ u : Ω × R+ → R
d �� �� �����

�� ����������� σ : Ω × R+ → S
d ���� ���

σ(t) = Aε(u(t)) +

� t

0

B(t− s)ε(u(s))ds ���� Ω,������

Divσ(t) + f 0(t) = 0 ���� Ω,������

u(t) = 0 ��� Γ1,������

σ(t)ν = f 2(t) ��� Γ2,������

uν(t) ≤ g, σν(t) + p(uν(t)) ≤ 0,

(uν(t)− g)
�
σν(t) + p(uν(t))

�
= 0

�
��� Γ3,������

στ (t) = 0 ��� Γ3.������

���� ���� t ∈ R+�

������� ���� �� ��������� ��� �� ��������� �� �������� ���� �� ��������� ��� ��������

������ �� ���������� ��� ���������� ��������� ��� ������� � �� �������� �������� x�

���� ��������� ���������� ��� ��������� �� ��� ���������� ��� ������� �� ��������

��������� R�

�������� ���������� ������ ���������� �� ��� �� ������������ �������������� �

������� ������ �� A ��� ����������� ������������ �� B ��� ����������� �� �����������

����� ������ ��� ���������� ����������� �� f 0 ��� �� ������� ��� ������ �����������

�������� ������ �� ������ ������������ �������������� ��� ���������� ��� ������� ��

����������� �� �� �������� �� f 2 ��� �� ������� ��� ��������� ������������ �����

��� ��������� ������������� ������������� �� ��������� ��� ������� �� ������� ����

���������� ���� �� ��� �� ���������� ������� �� ���������� ����������� �� g > 0 �� p

��� ��� �������� �������

���� ������� �� �������� R ���� ��������� ��� ��� ���������� A �� B ��������

���



������ �� �������� �� �������� �� ������� �������������� ���� ���������� �������
�� ���������� �����������

��� ���������� ��������� �

������





(a) A : Ω × S
d → S

d.
(b) Il existe LA > 0 tel que

�A(x, ε1)−A(x, ε2)� ≤ LA�ε1 − ε2�
∀ ε1, ε2 ∈ S

d, p.p. x ∈ Ω.
(c) Il existe mA > 0 tel que

(A(x, ε1)−A(x, ε2)) · (ε1 − ε2) ≥ mA �ε1 − ε2�2
∀ ε1, ε2 ∈ S

d, p.p. x ∈ Ω.
(d) L�application x �→ A(x, ε) est mesurable sur Ω,

pour tout ε ∈ S
d.

(e) L�application x �→ A(x, 0Sd) appartient à Q.

������ B ∈ C(R+;Q∞).

��� ��������� ���� ��������� ��� ��� �������� ��� ������ ���������� f 0 �� ��� ���������

����������� f 2 ��� �� ����������

������ f 0 ∈ C(R+;L
2(Ω)d), f 2 ∈ C(R+;L

2(Γ2)
d).

���� ��������� ��������� ��� �� �������� �� ���������� ������� p ���������

�������





(a) p : Γ3 × R → R+.

(b) Il existeLp > 0 tel que
|p(x, r1)− p(x, r2)| ≤ Lp |r1 − r2|
∀ r1, r2 ∈ R p.p. x ∈ Γ3.

(c) (p(x, r1)− p(x, r2))(r1 − r2) ≥ 0
∀ r1, r2 ∈ R, p.p. x ∈ Γ3.

(d) p(x, r) = 0 pour tout r ≤ 0, p.p. x ∈ Γ3.

(e) L�application x �→ p(x, r) est mesurable sur Γ3,
pour tout r ∈ R.

����� ���� ��������� ����������� �������� �

������� il existe ζ ∈ V tel que ζ = ν p.p. sur Γ3.

���� ���� ��� ������� ��� ����� ���������� ���� ��������� �� ������� � ���� ����

���� ���� ����������� ���������� � �� ����������� �������������� �� ��������R�

���� ����� ���� ������������ ���������� �� ������������ ����������� U � ��� ������

�����S : C(R+;V ) → C(R+;V )� P : V → V � A : V → V �� �� �������� f : R+ → V

���



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

������ ���

U = {v ∈ V : vν ≤ g ���� ��� Γ3 },�������

(Su(t),v)V =
�� t

0

B(t− s)ε(u(s)) ds, ε(v)
�
Q

∀u ∈ C(R+;V ), v ∈ V,�������

(Pu,v)V =

�

Γ3

p(uν)vν da ∀u, v ∈ V,�������

(Au,v)V = (Aε(u), ε(v))Q + (Pu,v)V ∀u, v ∈ V,�������

(f(t),v)V =

�

Ω

f 0(t) · v dx+

�

Γ2

f 2(t) · v da ∀v ∈ V, ∀ t ∈ R+.�������

��������� ��� (u,σ) ���� ��� ��������� ���������� ���������� ������������

������������� �� ������ t ∈ R+� v ∈ U � ���� ��������� ��� ������������ ��� ����

���� ��� ���������� ����������� ������� ���� ���� ��������� �� ������� �� ����� ������

��������� ����� �� �� ��������� ������ ��� ��������� ���
�

Ω

σ(t) · (ε(v)− ε(u(t))) dx =

�

Ω

f 0(t) · (v − u(t)) dx�������

+

�

Γ2

f 2(t) · (v − u(t)) da+

�

Γ3

σν(t)(vν − uν(t)) da.

�������� ���� ��������� �� ��������� ������� ���� ���� ���
�

Ω

σ(t) · (ε(v)− ε(u(t))) dx = (f(t), v − u(t))V +

�

Γ3

σν(t)(vν − uν(t)) da.

������� ����� ���� ��������

σν(t)(vν − uν(t)) = (σν(t) + p(uν(t))− p(uν(t)))(vν − uν(t))�������

= (σν(t) + p(uν(t))(vν − uν(t))− p(uν(t))(vν − uν(t))

= (σν(t) + p(uν(t)))(vν − g) + (σν(t) + p(uν(t))(g − uν(t))

− p(uν(t))(vν − uν(t)).

������� �� ��������� ������� ���� ����� ���

(σν(t) + p(uν(t))(g − uν(t)) = 0, �� σν(t) + p(uν(t)) ≤ 0 ���� ��� Γ3.

���



������ �� �������� �� �������� �� ������� �������������� ���� ���������� �������
�� ���������� �����������

�� ����� ������� v ∈ U � �� ������� ���

(σν(t) + p(uν(t)))(vν − g) ≥ 0 ���� ��� Γ3.

��� ����������� ���� ��������� �� ��������� ������� ���

σν(t)(vν − uν(t)) ≥ − p(uν(t))(vν − uν(t)) ���� ��� Γ3

��� �� ��������� ����� ��������� ��� Γ3� ���� ����� ���

�

Γ3

σν(t)(vν − uν(t)) da ≥ −
�

Γ3

p(uν(t))(vν − uν(t)) da.�������

���� ��������� ���������� ��� ���������� �������� ������� �� �� ��������� �������

���� ������� ���

(σ(t), ε(v)− ε(u(t)))Q + (Pu(t), v − u(t))V�������

≥ (f(t), v − u(t))V .

����������� ���� ��������� ����� ��������� ���� �� ��� �� ������������ ������ ��

��� ���������� ���������������� ������� ��� ��������� �� ����������� ��������������

�������� �� �������� R�

�������� RV � ������� �� ����� �� ������������ u : R+ → U ��� ���

u(t) ∈ U, (Au(t),v − u(t))V + (Su(t),v − u(t))V�������

≥ (f(t), v − u(t))V ∀v ∈ U,

���� ���� t ∈ R+�

������ ��� �� �������� RV ��� ������� �� ������ �� ����� �� �������������

��� ���� ��� �� ������� ��� ������ �� ���� �������� ������� �� ����� �� �����������

� ������ �� �� ��� �� ������������ ������� �� ������ (u,σ) ��� ��������� ������

�� ������� ��� ������ �������� ������ �� �������� �� ������� �������������� ����

���������� R�

���



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

���� ��������� �� ������� �� �� ��������

���� ����� �������� ���� ���������� �� �������� ����������� �� ��������� �� �� ��������

�� �������� ������������ RV �

�������� ����� ��������� ��� ��� ���������� (11.7)�(11.10) ���� ��������� �����

�� �������� RV ������� ��� �������� ������ ��� ��������� u ∈ C(R+;U)�

�������������� ���� ���������� �� �������� ��� ���� X = V �� K = U �

�������� ������ ����� ������ �� ������� ��� U ��� ��� ������ �������� ������ ��

��� ���� �� V � �������� �������� ��� A ��� �� ��������� ��������� �������� �� ��

���������� ���� ����� ���� ��������� �� ��������� ������� ���� ��� ���������� ����������

����������� ����������� �� ����� ������ �� ����������� �� �������������� ���� �������

|(Au− Av,w)V |

≤ |(Aε(u)−Aε(v), ε(w))Q|+ |(Pu− Pv,w)V |

≤ �Aε(u)−Aε(v)�Q�ε(w)�Q +

�

Γ3

|(p(uν)− p(vν))wν | da

≤ (LA + c20 Lp) �u− v�V �w�V ∀u, v, w ∈ V.

�� ������� ���������� w = Au− Av ���� ����� ���������� ���� �������� ���

�Au− Av�V ≤ (LA + c20Lp)�u− v�V ∀u, v ∈ V.

�� �� ������� ��� A ��� �� ��������� �� ���������� ������������� �� ��������� �� ���������

�������� ���� M = LA + c20Lp�

������� ����� ���� ��������� �� ��������� ������� ���� ��� ���������� ��������� ��

���������� ���� ������� ���

(Au− Av,u− v)V ≥ mA�u− v�2V ∀u, v ∈ V.

���� �� ��������� ��� A ��� ��������� ��������� ��������� ����� �� ��������� �� ������

���� �������� ���� m = mA�

������ u1, u2 ∈ C(R+;V )� n ∈ N �� t ∈ [0, n]� ������ ���� ��������� �� ���������

���



������ �� �������� �� �������� �� ������� �������������� ���� ���������� �������
�� ���������� �����������

������� �� ����������� S ���� �� ��������� ������ ���� ���� ���

(Su1(t)− Su2(t), v)V

=
�� t

0

B(t− s)ε(u1(s)) ds−
� t

0

B(t− s)ε(u2(s)) ds, ε(v)
�
Q

≤ d max
r∈[0,n]

�B(r)�Q∞

� t

0

�u1(s)− u2(s)�V ds�v�V ∀v ∈ V.

�������� �� ������� v = Su1(t)− Su2(t) ���� ����� ���������� ���� �������� ���

�Su1(t)− Su2(t)�V ≤ d max
r∈[0,n]

�B(r)�Q∞

� t

0

�u1(s)− u2(s)�V ds.

����� ��������� ������ ��� S ��� �� ��������� �� �������� ������������� �� ���������

�� ��������� ����� ����

sn = d max
r∈[0,n]

�B(r)�Q∞
.

����� ���� ��������� �� ��������� ������ ���� ������� ��� f ∈ C(R+;V )� �����

�� �������� f ��������� �� ��������� ������ ��� ����������� ���� ��������� ��� ��

�������� ���� ��� ��� ����������� ������� �� �������� ���� �

���� �� �������� �� �����������

���� ����� �������� ���� ����������� �� �������� �� ����������� ���� �� ��������

RV ������� ��� �� ������������ �� ���������� ��� ����������� U � ���� �� ������ ����

��������� ��� ��� ���������� (11.7)�(11.11) ���� �������� ��� ���� ���� ρ > 0� ����

������������ �� ������������ Uρ �� ���������� U ������ ���

������� Uρ = {v ∈ V : vν ≤ gρ ���� ��� Γ3 },

�� gρ > 0 ��� �� ������������ �� g ������������ �� ����������� �������� �

gρ → g lorsque ρ → 0.�������

�������� ���� ����������� �� ������������ �������� �� �������� RV �

���



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

�������� RV
ρ � ������� �� ����� �� ������������ uρ : R+ → Uρ ��� ���

uρ(t) ∈ Uρ, (Auρ(t), vρ − uρ(t))V + (Suρ(t), vρ − uρ(t))V�������

≥ (f(t), vρ − uρ(t))V ∀vρ ∈ Uρ,

���� ���� t ∈ R+�

�� �������� ��������� �� ����� ������� ��� �� �������� ����������� �� ��������� �����

��� �� ����������� ��������

�������� ����� ��������� ��� ��� ���������� (11.7)�(11.10) ���� ������������

����� �

�� ���� ���� ρ > 0� �� �������� RV
ρ ������� ��� �������� ������ �������� uρ ∈

C(R+;Uρ)�

��� �� ����� �� ��� ���������� (11.11) �� (11.23) ���� ��������� ����� �� �������� uρ

�� �������� RV
ρ �������� ���� �� �������� u �� �������� RV � �����

������� uρ → u dans C(R+;V ) lorsque ρ → 0.

�������������� ���� ρ > 0� ���� ��������� �� �������� ��� ���� X = V � K = U

�� Kρ = Uρ� ���� �������� ���� ������������ ���������� U0 ����� ���

U0 = {v ∈ V : vν ≤ 0 ���� ��� Γ3 }.

�� ��� ������ �� ������� ��� U0 ��������� ��� ���������� �������������� �� ����� ��� ���

������� U �� Uρ ��� �������������� ��� ��������������

U = U0 + g �� Uρ = U0 + gρ

�� g = g ζ� gρ = gρ ζ �� ζ ��� ��������� ����� ���� �� ��������� �������� ���� ��

��������� ��� ��� ��������� U �� Uρ ��������� �������������� ��� ���������� ���������

�� ���������� �� ������ ���� ��������� �� ����������� ������� ��� ��������� ���

gρ → g ���� V ������� ρ → 0,

�� ��� �������� ��� �� ��������� ��������� ��� �������� ��� ����������� ������� ���

���������� ����������� ���� �������� ����� �������� ������ ����� �� �������� ���� ���

��� ����������� ������� �� �������� ���� �

���



������ �� �������� �� �������� �� ������� �������������� ���� ���������� �������
�� ���������� �����������

�� ����������� ������� ��� ���������� �� ����� �� ��� ���������� ��� ���� ������

��� �� �������� ������ �� ��������R ������ ����������� �� �� ���������� �����������

g � ���� ������� ��� ��� ������� ���������� ���� ����� ���������� ���������� ��� �������

���������� ���� �� �������� ������ �� �������� ��������� �� ������� ��������������

���� ����������� �����

����� �������� ���� ����� ������� ��� ��������� ��� ������� ����������� ����������

����� �� �������� R �� ������ �� ����� �� ������������ ������� ����������� ������

��������� ������ ���� �� ��� ����� ���� ��������� ��� ��� ���������� ��������� ����

�������� �

�������

�
A ∈ Q∞ et il existe mA > 0 tel que

A(x, ε) · ε ≥ mA �ε�2 ∀ ε ∈ S
d, p.p. x ∈ Ω;

������� p(x, r) = 0 ∀ r ∈ R, p.p. x ∈ Γ3.

�� ��������� ��� ���������� ����� ��� �� ��������� �������� ���� ��������� ��� ������

������ A ������� ���

(Au,v)V = (Aε(u), ε(v))Q ∀u, v ∈ V�������

��� �� ����� �� ��� ���������

�������� ���� ����������� ����������� S ∗ : C(R+;Q) → C(R+;Q) ����� ���

S
∗τ (t) =

� t

0

B(t− s)τ (s) ds ∀ τ ∈ C(R+;Q), t ∈ R+.

�� ������� �� �� ��������� ������ ��� S ∗ ��� �� ��������� �� ��������

��� ��������� �� ����������� �������������� ����� �� �������� RV ���� �����

������ �� ����� ������� ���� �� ������������� ��� ��� ����������� ������� ��

����� ��� ���� X = Q�

����� ����� �� ������ �� ������ ��������� R∗ : C(R+;Q) → C(R+;Q) ��� ����

���� ������ ��������� u ∈ C(R+;V ) �� σ ∈ C(R+;Q)� ���� ����� ���

������� σ(t) = Aε(u(t)) +

� t

0

B(t− s)ε(u(s)) ds ∀ t ∈ R+,

���



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

�� �� ��������� ��

������� ε(u(t)) = A−1σ(t) +R∗σ(t) ∀ t ∈ R+.

�� ������ R∗ ��� �� ��������� �� ��������

�� ���� ��� ��������� ��������� ���� �� ����� ���� ���� ��������� ��� ��������

���� R∗ ��� ����� ���

R∗σ(t) =

� t

0

B∗(t− s)σ(s) ds ∀σ ∈ C(R+;Q), t ∈ R+

�� B∗ ∈ C(R+;Q∞) ���������� �� ������� �� ������ ���� ���� �� �������� ����

��������� �� ������� � �����

���� ���� t ∈ R+� ���� ������������ ���������� �� ����� �� ����������� ������

������ Σ(t) ����� ���

������� Σ(t) = { τ ∈ Q : (τ , ε(v)− ε(g))Q ≥ (f(t), v − g)V ∀v ∈ U },

�� g = gζ �� ζ ��� ��������� ����� ���� �������� �������� ���� ����������� �� ����

����� ������������ ��������

�������� RV
D� ������� ��� �������� σ : R+ → Q ��� ���

σ(t) ∈ Σ(t), (A−1σ(t), τ − σ(t))Q + (R∗σ(t), τ − σ(t))Q�������

≥ (ε(g), τ − σ(t))Q ∀ τ ∈ Σ(t),

���� ���� t ∈ R+�

���� �������� RV
D �� ����������� �������������� ����� �� �������� R� �� ����

����� ��� ��������� ������������� RV �� RV
D ��� ����� ��� �� �������� �������������

������� ��� ���������� �� �������� ��������� �� ����� ��������

�������� ����� ��������� ��� ��� ���������� (11.8)�(11.9)� (11.11) �� (11.26)�

(11.27) ���� ��������� ����� ��� ���������� ��������� ���� ����������� �

�� �� u ��� ��� �������� �� �������� RV �������� u ∈ C(R+;V )� ����� �� ��������

������� σ(t) = Aε(u(t)) +

� t

0

B(t− s)ε(u(s)) ds ∀ t ∈ R+

���



������ �� �������� �� �������� �� ������� �������������� ���� ���������� �������
�� ���������� �����������

��� ��� �������� �� �������� RV
D ���� �� ���������� σ ∈ C(R+;Q)�

��� ��������������� �� σ ��� ��� �������� �� �������� RV
D �������� σ ∈

C(R+;Q)� ����� �� ������ ��� ������ �������� u ∈ C(R+;V ) ����� ��� ��������� (11.33)

��� ���������� ��� �� ����� u ��� ��� �������� �� �������� RV �

���� ��������� �� �������� ���� ���� ����� ������ �� �������� ��������������

�������� ������� ���(Γ1) > 0� �� ������� �� �������� ��� ��� ������� �� �����������

�� ������������ ε : V → Q� ���� ε(V )� ��� �� ���� ������ ����� �� Q� ����� ���

����������� ������� �� ���������

������� �v�V = �ε(v)�Q ∀v ∈ V.

���� �P : Q → ε(V ) ����������� �� ���������� ��� ε(V ) ⊂ Q �� ������ ��� ������

���� ������� ������ ��� ����������� ε : V → ε(V ) ��� ����������� ��� ������ ����

���������� ����������� Θ : Q → V ���

Θτ = ε−1( �Pτ ) ∀ τ ∈ Q.

�� �� ������� ���

������� (Θτ ,v)V = (τ , ε(v))Q ∀ τ ∈ Q, v ∈ V.

�������� ���� ���� t ∈ R+� ���� ���������� ���������� Σ(t) ⊂ V ���

Σ(t) = { τ ∈ V : (τ ,v − g)V ≥ (f(t), v − g)V ∀v ∈ U },

�� ���������� U ��� ����� ��� �������� ��������� ����� ��������� ���� �� ���������

������� �� ��������� ������� ���� ������� ���

������� τ ∈ Σ(t) ⇐⇒ Θτ ∈ Σ(t).

���� ������� ���������� � �� ������������� �� �������� �����

�������������� �� ��������� ��� u ��� ��� �������� �� �������� RV ���� u ∈
C(R+;V ) �� ���� σ �� �������� ������ ��� �������� ����������� �� �������� �σ ∈
C(R+;V ) ������ ���

������� �σ(t) = Au(t) + Su(t) ∀ t ∈ R+,

���



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

�� ��� ���������� A �� S ���� �������������� ������ ��� ������� �� �������� �������

S ��� �� ��������� �� �������� ���� ��������� �� ����� ��� ����� ������ ��

������ ��������� �� ������� R : C(R+;V ) → C(R+;V ) ��� ��� ��������� ������� ���

���������� �� �� ��������� ��

������� u(t) = A−1�σ(t) +R�σ(t) ∀ t ∈ R+.

���� t ∈ R+� ���� ��������� �� �������� ��� �� ���� ������� ���

�σ(t) ∈ Σ(t), (A−1�σ(t), τ − �σ(t))V + (R�σ(t), τ − �σ(t))V

≥ (g, τ − �σ(t))V ∀ τ ∈ Σ(t).

�� ����������� ��������� ������� ���� ����� ��������� ���� ���� ���

�σ(t) ∈ Σ(t), (τ − �σ(t),u(t))V ≥ (g, τ − �σ(t))V ∀ τ ∈ Σ(t).�������

������� ����� ���� ��������� ��� �������� ������� �� ������� ����� ��� ��� ����������

������� �� ������� ���� ������� ���

������� (�σ(t), v)V = (σ(t), ε(v))Q ∀v ∈ V.

��� ����������� �� ��������� �� ���� ��� �σ(t) ∈ Σ(t)� ���� ��������� ���

������� σ(t) ∈ Σ(t).

���� τ ∈ Σ(t)� ������ ��� ������������� ������� ���� ������ �� ������� τ =

Θτ ∈ Σ(t) ���� �������� �� ������ ���� ��������� ������� �� ������� ���� ���� ���

(τ ,u(t))V = (ε(u(t)), τ )Q, (g, τ )V = (ε(g), τ )Q,

(�σ(t),u(t))V = (ε(u(t)),σ(t))Q, (g, �σ(t))V = (ε(g),σ(t))Q.

����������� ��� �������� ���� ����������� ������� ���� ������� ���

������� (ε(u(t)), τ − σ(t))Q ≥ (ε(g), τ − σ(t))Q.

��������� ��� ��������� ������� �������� ���� �� ����� ���� �������� ��� ���������

������� ��� ���������� ��� ��� ����������� ��������� ������� �� ������� ���� ���� ���

(A−1σ(t), τ − σ(t))Q + (R∗σ(t), τ − σ(t))Q ≥ (ε(g), τ − σ(t))Q.�������

���



������ �� �������� �� �������� �� ������� �������������� ���� ���������� �������
�� ���������� �����������

����� ���� ��������� ������� �� ������� ���� ������� ��� ����������� ��������������

������� ��� ����������� �� ��� ������� �� �������� ������ �� �� ������������� �� �����

���� �����

��� ��������� ��� σ ��� ��� �������� �� �������� RV
D ���� �� ���������� σ ∈

C(R+;Q) �� ����������� �� �������� �ε ∈ C(R+;Q) ������ ���

������� �ε(t) = A−1σ(t) +R∗σ(t) ∀ t ∈ R+.

���� t ∈ R+� ���� ����������� ������� ���� ������� ���� ���� ���

(�ε(t), τ − σ(t))Q ≥ (ε(g), τ − σ(t))Q ∀ τ ∈ Σ(t).�������

����������� ���������� �� ������� z ∈ Q ��� ���

������� (z, ε(v))Q = 0 ∀v ∈ V.

������� σ(t) ∈ Σ(t)� �� ��������� ����� ������� ���� �� ��������� ������� �� ����������

Σ(t)� ���� ��������� ��� σ(t) ± z ∈ Σ(t)� �� �� ����� ������� τ = σ(t) ± z ����

������� ���� ������� ���

(�ε(t), z)Q = (ε(g), z)Q.

�� ��������� ����� ������� �� �������� ���� �������� ��� �ε(t) − ε(g) ∈ ε(V )⊥⊥ �� ��

������� ⊥ ������� �� ���������� ���������� ���� Q� ��� ��������� ������� ε(V ) ���

�� ���� ������ ����� �� Q� ���� ����� ���

ε(V )⊥⊥ = ε(V ).

��� ����������� ���� ��������� ����� ������ �� ������� �u(t) ∈ V ��� ��� �ε(t)−ε(g) =

ε(�u(t)) �� ���� ������ ��� u(t) = �u(t) + g ���� ���� ���

������� �ε(t) = ε(u(t)).

�� ��������� ���������� ������� �� �������� ���� �������� ���

������� ε(u(t)) = A−1�σ(t) +R∗�σ(t)

��� �� ��������� �� ����� ����� ���� ��������� ��� ��������� ������� ��� �����������

��� ��������� ��������� �� �� ���������� �� u ���� ��� ������������ �������� �� �������

�� ��������

���



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

��� �� ������ ���� �������� ��� u ��� ��� �������� �� �������� RV � ���� ��

������ ���� ����������� �� �������� �σ ∈ C(R+;V ) ������ ���

������� �σ = Au+ Su.

������ �� ������� �� ����� ��� ���

������� u = A−1�σ +R�σ.

�� ������ �� ��������� ��������� �������� ��� ���������� �������� ������� �� ���������

�������� ���� �������� ���

������� (σ(t), ε(v))Q = (�σ(t), v)V ∀v ∈ V.

���� τ ∈ Σ(t) �� ������ τ = ε(τ )� ������ �� ��� ������ �� ���� ��� τ ∈ Σ(t)� ����

��������� ������� �� ������� ���� ���� ���

(ε(u(t)), τ − σ(t))Q ≥ (ε(g), τ − σ(t))Q.

��� ����������� ���� ��������� ������� �� ��������� τ = ε(τ ) ���� ������� ���

(u(t), τ − �σ(t))V ≥ (g, τ − �σ(t))V .

��������� ���������� ����� ��������� �� ��������� ������� ���� ���� ���

������� (A−1�σ(t) +R�σ(t), τ − �σ(t))V ≥ (g, τ − �σ(t))V .

������� ����� ������� σ ��� ��� �������� �� �������� RV
D� �� ������� ��� σ(t) ∈

Σ(t) �� ����� ��������� ������� �������� ���

������� �σ(t) ∈ Σ(t).

��� ��������� ������� �� ������� �������� ��� �� �������� �σ ∈ C(R+;V ) ��� ��� �����

���� �� ������������ �������������� �������� ����� �� ��������� ������� �� �� ��������

��� ���� ���� �������� ��� u(t) ��������� ����������� �������� ���� ���� t ∈ R+� �� ���

������� �� �������� ������ �� �� ������������� �� �������� ����� �

�� �������� ����������� �� ��������� �� �� �������� �� �������� RV
D ��� ����� ���

�� �������� ��������

���



������ �� �������� �� �������� �� ������� �������������� ���� ���������� �������
�� ���������� �����������

�������� ����� ��������� ��� ��� ���������� (11.8)�(11.9)� (11.11) �� (11.26)�

(11.27) ���� ��������� ����� �� �������� RV
D ������� ��� �������� ������ ������������

σ ∈ C(R+;Q)�

�� ������������� �� �������� ���� ��� ��� ����������� ������� �� ��������

��� ���� X = Q�

�� ������� �� �������� ���� ��� �� �� ����� �� ������������ u ��� �������� ��

�� ����������� �������������� ������� RV �� �� ����� �� ����������� σ ��� ��������

�� �� ����������� �������������� ����� RV
D� ����� u �� σ ���� ������ ��� �� ��� ��

������������ ������� �� ����� (u,σ) ��� ������� �������� ������ �� �������� ��

������� ���� ���������� R� ���� �� ��������� ��� �� �������� ������� ��� ��������

������ �������

���� ���� ����������� ���������� �� ������������ �� �� �������� �� �� ����

�������� �������������� ����� RV
D ������� ���� ��������� ��� ������������ ���� ��

���������� ����������� g� ���� ���� ρ > 0� ����������� gρ �� ������������ �� g ������

������� �� �����������

gρ → g ������� ρ → 0.

����������� ���������� ���� ���� t ∈ R+� �� ������������ �� Σ(t) ������ ���

Σρ(t) = { τ ∈ Q : (τ , ε(vρ)− ε(gρ))Q ≥ (f(t), vρ − gρ)V ∀vρ ∈ Uρ },

�� Uρ ��� ���������� ����� ��� �������� �������� ���� ����������� �� �������� ������

������� �������� ��������

�������� RV
Dρ� ������� ��� �������� σρ : R+ → Q ��� ���

σρ(t) ∈ Σρ(t), (A−1σρ(t), τ ρ − σρ(t))Q + (R∗σρ(t), τ ρ − σρ(t))Q

≥ (ε(gρ), τ ρ − σρ(t))Q ∀ τ ρ ∈ Σρ(t),

���� ���� t ∈ R+�

�� ��������� �� �������� ��� ���� X = Q� ���� ��������� ���� ���� ���� ρ > 0�

�� �������� RV
Dρ ������� ��� �������� ������ �������� σρ ∈ C(R+;Q)� �� ������

����� �������� �������� ���� �� �������� �� �� ����������� �������������� ����� RV
D�

������������

σρ → σ ���� C(R+;Q) ������� ρ → 0.

���



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

����� ����������� ������ ��� �� �������� �� �������� RV
D ������ ����������� ��

�� ���������� ����������� g�

���



�������������

��� �� �� ������ ������� ������� �������� ������ ��� ����� �����

��� �� ���� �� �� ������� ��� �� �������� ������� ������� �� ��� ��� ������

������������ ������� �� ����������� ��������� ��� ������� �����

��� �� �������� ��������� �������� ��� ������������� ������ ���������� ������ �����

��� �� �������� �� ������� ��� �� ������ ������� ������� �� �� ������� �������

������� ��������� ������ �������� ���� ��������� �������� �� ������� ����������

��� ����� ���������� � ����������� ���������� ������� ���� ������ ����������� ����

������ �������� ��� �� ������� ��������

��� ����� ���������� � ������ ��������� ������ ��� � ����������� ������� �������

���� ��������� �������� �� ������������ �������� ��� ������������ � �������

��������

��� ����� ���������� ��������� ������� ��� ����������� ������� �������� ���� ����

���� ��������� ������� ����������� ��� ������������ �� ������� ��������

��� �� �� �������� �� ������� �� �� ��������� �� ������� ��� �� �������� ��������

��� ����������� �� � ��������� ������� ����� ������� �� ������� �����������

��� ������� ������ �� ������� ����������

��� �� �������� ��� �� ������� ����������� ��� ���������������� ������������ � ���

���������� �� ������������� ��������� ���� ������ ����������� �����

���� �� �� ������ �� �� ������� �� �� ������� �� �� ����� ��� �� �� ������ ���

�������� ��� ������� ������� ������ �� ����� �������� ��������� ��� ������ ���

������������� ���������� �� ������������ � ���������� ��� ������������� ������

���������� ������� ������

���



��������� �� ����������� ���� ��� ����������� ��������������� �� ������������ ��
��������� �� �������

���� �� �� ������ �� �� ��� �� �� ����� � ����� ������ �� ���������� ��� �������

��������� ��� ������� �������� �� ������� ����������� ��� ��������� � �������

�����

���� �� �� ������ �� �� ������� �� �� ������� �� �� ������� ��� �� �� ������ ���

������ �� ����������� ��� ������� ���� ��������� �� ����� ������������ ����������

������� �� �� ������������ �������� � ���� ������� ���� ��������� �� ����

�������� ��� �� ����� ����� ��������� ���������� ������ ����� ��������

���� �� ��������� �� ������� �� ������� ��� �� �������� �������� ��� �����������

��� ����������� ���������� ������� �� � ������ �� ���� ������� �� �����������

��� ������� ��������� �� ������� ��������

���� �� ��������� �� ������� ��� �� ����� ��� ������� ����������� ������ ���

����� �� ������� ���� ���������� ���������� ����������� ��� ���������� �����

����� ��� �������� ������ �� ������� ������

���� �� ��������� ��� �� �������� � ����������� ������ ��� ����������������� ����

������������� ������������� ���������� �������� �� ������� ����������

���� �� ���������� �� ������� ��� �� �������� ������� ������� �� � ������������

������� ������� ���� ���������� ����������� �������

���� �� ��������� ��� �� �������� �� ������������ �������� ����� �������� �����

�������� ������� �� ����������� �� ������� ����������

���� �� ������� ������� �������������� ������� ������ �����

���� �� ������� ��������� �� ����������� ��� ��������� ���� ��� ������� ���������� ��

�������� ���� ����� ������� ���������� �� ������� ��������

���� �� ������� ��������� ������������ �� ����� ����� �� ����� �� ������� ������
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