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Introduction

0.1 Approximation rationnelle

Cette these s’inscrit dans le cadre de I'approximation diophantienne et traite plus
précisément de certains problemes relatifs aux exposants diophantiens. Une question a la
base de 'approximation diophantienne est la suivante : étant donné un réel £ ¢ Q, quels
sont les rationnels p/q qui approchent “bien” £ ? Intuitivement, une “bonne” approxima-
tion p/q est un rationnel qui est a la fois proche de £ (mais cette condition seule n’est
pas tres intéressante par densité de Q dans R) et de numérateur et dénominateur pas
trop grands. Ces problemes ont donné naissance a la théorie des fractions continues — le
lecteur pourra consulter les ouvrages [14] ou [28] pour une introduction & ce joli domaine
— qui fournit la suite des meilleures approximations rationnelles d'un réel £ et assure qu’il
y a une infinité de rationnels p/q avec g > 1 tels que

1
?.

Plus précisément, le Théoreme de Dirichlet affirme que pour tout entier () > 1 il existe
des entiers p et ¢ tels que 1 < ¢ < @ et

g€ —p| < Q7N

Une question arrive alors naturellement : peut-on mesurer plus finement les propriétés
d’approximation d'un réel £ fixé? Cela conduit au probleme suivant :

e-Ll<
q

Probléme FE, ¢ : On cherche les solutions (p, ¢) € Z? du systeme

{1§q§Q
Ip§ —q| < Q.

Définition. Soit £ un réel. On définit wq(§) (resp. &1(€)) comme la borne supérieure de
I'ensemble des réels w tels que le probléme £, o associé a £ ait une solution pour des
valeurs de @ arbitrairement grandes (resp. pour tout @) assez grand).

Notons que I'exposant w; (§)+1 est appelé plus classiquement ’exposant d’irrationalité
de £. Le Théoréeme de Dirichlet implique que pour tout réel £ ¢ Q on a @;(§) > 1. Par
ailleurs, Khintchine [30] observe que pour tout réel £ ¢ Q, il existe des @) arbitrairement
grands pour lesquels les inégalités 1 < ¢ < Q et |[p€ — q| < 1/(2Q) n’ont pas de solutions
(p,q) € Z*. Donc pour tout réel £ ¢ Q on a

01(§) =1
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(voir aussi la preuve de la Proposition 2.4 de [7]). La situation est différente pour 1’expo-
sant w; et la théorie des fractions continues montre que

{wi(§) [ £ e R\ Q} = [1, +00].

Notons que les nombres de Liouville sont exactement les réels £ tels que wy(§) = +oc.
Par ailleurs, pour presque tout réel au sens de la mesure de Lebesgue on a wy(§) =1, et
le Théoréme de Roth (voir par exemple le Chapitre 3 de [41]) montre que tout nombre
algébrique de degré > 2 vérifie cette propriété.

0.2 Approximation de (1,¢,...,£")

Dans le cas le plus général, on considére un vecteur u = (1,&;, &, ..., &,) et on impose

uniquement que ses coordonnées soient linéairement indépendantes sur Q (sinon on peut
se ramener a un probléeme en dimension inférieure); voir aussi le livre de Cassels [14]
pour des généralisations avec des matrices. Notons (-, -) le produit scalaire associé a la
norme euclidienne canonique || - || de R**!. On munit 'algébre extérieure A*R™! de
la structure d’espace euclidien telle que pour toute base orthonormée (eq,...,e,1) de
R™*! Iensemble des produits extérieurs e; A e; avec 1 <14 < j < n+ 1 forme une base
orthonormée de A? R"*!. On note encore || - || la norme euclidienne associée.
On peut associer a u plusieurs exposants diophantiens qui mesurent comment u peut
étre approché par des sous-espaces de R"*! d'une dimension fixée d, ces quantités ont été
introduites par Khintchine [31], [30], Jarnik [27] et Bugeaud et Laurent [9],[10] (voir aussi
[11], [34], [64]). Pour d = n, on note w(u) (resp. w(u)) la borne supérieure de ’ensemble
des réels w > 0 tels que le systeme d’inégalités

X[ <X et |(x,u)[ <X

admette une solution x € Z"*! non nulle pour des valeurs de X arbitrairement grandes
(resp. pour tout X assez grand).

De méme, dans le cas d = 1 on note A(u) (resp. A(u)) la borne supérieure de I'ensemble
des réels A > 0 tels que le systeme d’inégalités

Ix[ <X et [xAul<Xx?

admette une solution x € Z"* non nulle pour des valeurs de X arbitrairement grandes
(resp. pour tout X assez grand).

On peut se poser la question de savoir ce que deviennent les exposants diophantiens
associés a u lorsque les coordonnées de ce dernier vérifient des relations algébriques. L'un
des cas les plus naturels a étudier est le cas ou u appartient a la courbe de Véronese, i.e.
le cas ou il existe £ tel que u = (1,&,...,£"). L’'indépendance sur Q des coordonnées de
u se traduit alors simplement par I’hypothese que £ n’est pas algébrique de degré < n.

Fixons maintenant un entier n > 2 et £ € R qui n’est pas algébrique de degré < n. On
considere les deux problemes suivants :

viil



Probléme FE, x : On cherche les solutions x = (z¢, 21, . .., x,) € Z"™ non nulles du
systeme

max(|x1\, |£C2|, SRR ‘xn‘) <X
{ |$0 +.Z‘1§+ +In§n| S X,
Probléme E} y : On cherche les solutions x = (xg, 21, ..., 2,) € Z"*' non nulles du
systeme
o < X
max1<j<n(|0€’ — a5]) < X7

On définit w,(§) (resp. @,(§)) comme la borne supérieure de l'ensemble des réels w tels
que le probleme E, x ait une solution non triviale pour des valeurs de X arbitrairement
grandes (resp. pour tout X assez grand).

On définit A, (€) (resp. A,(€)) comme la borne supérieure de Uensemble des réels A tels
que le probleme E} x ait une solution non triviale pour des valeurs de X arbitrairement
grandes (resp. pour tout X assez grand).

Avec les notations précédentes, en notant u = (1,&,...,£") on a

(@), Bn(€); A, An(€)) = (w(w), @(w), Aw), A(w)).

Notons aussi que le probleme E) y est un probléme d’approximation simultanée : il
revient & approcher les réels &, £2,...,£6" par des rationnels de méme dénominateur.
Signalons qu’il existe également deux autres exposants classiques w/(§) et @*(£) qui
mesurent la qualité d’approximation de £ par des nombres algébriques de degré < n, et
qui entretiennent de nombreux liens avec les exposants précédents (voir par exemple [5],
[7]). Nous ne les considérons toutefois pas dans cette thése et ne les mentionnerons plus
par la suite.

On appelle spectre d'un exposant l’ensemble des valeurs qu’il prend lorsque son pa-
rametre décrit l’ensemble des réels transcendants ou algébriques de degré > n. On
appelle aussi spectre joint d'une famille d’exposants diophantiens (v, s, ... ) 'ensemble
des valeurs possibles du vecteur (v1(&),1(€),...) lorsque £ décrit 'ensemble des réels
transcendants ou algébriques de degré > n. On notera alors spec(vy, va, ... ) cet ensemble.

Les quatre exposants précédents ont fait 1'objet de nombreuses études. Le lecteur
pourra consulter [7] pour un résumé fourni sur le sujet. Rappelons quelques-uns des
résultats classiques les concernant. Pour commencer, le principe des tiroirs de Dirichlet
permet de montrer que

S|

An(€) 2
On a aussi le théoréme suivant (voir [65, Ch. VI, Corollaries 1C, 1E] ou [8, Theorem 2.3]).

Théoréme. Pour presque tout réel & au sens de la mesure de Lebesgue, on a
wa€) =Bu(€) =n et A(§) =€) =

1
-
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Ces égalités sont également satisfaites pour tout réel £ algébrique de degré > n par le
théoréme des sous-espaces de Schmidt [65], comme le montre le Théoréme suivant (voir
aussi [7, Theorem 2.10]) :

Théoréme. Soit & un nombre algébrique de degré d > n+ 1. Alors

on(€) = Bl = et Au(€) = Mn(€) = -

n

Du point de vue des exposants diophantiens considérés, les nombres algébriques de
degré > n se comportent donc comme presque tous les réels (au sens de la mesure de
Lebesgue). Dans les Chapitres [2| et 4] de cette these, tous les nombres considérés (entre
autres les nombres de type sturmien construits dans le Chapitre [2) ont des exposants
diophantiens qui ont des valeurs différentes des valeurs génériques, donc en particulier
tous ces nombres sont transcendants.

Plusieurs relations existent entre les exposants (un grand nombre d’entre elles sont
rappelées dans [7]). Les inégalités suivantes découlent du principe de transfert de Khint-
chine [30] :
Wn, <A\ < w,—n—+1
((n — Dw, +n) n
pour tout n > 2 et tout réel £ qui n’est pas algébrique de degré < m. On a aussi les
inégalités suivantes, dues & German [25] :

, (0.2.1)

W, — 1 ~ W, —n-+1
(i W Rkl e

< _n -
— (n— 1), W,

1
— 0.2.2
- (022)
pour tout n > 2 et pour tout réel £ qui n’est pas algébrique de degré < n.

Les estimations (0.2.1)) ont été améliorées par Bugeaud et Laurent qui introduisent les
exposants uniformes (voir [11], [34], [7, Theorem 3.2]) : on a

~ ~

(Wn — Dwy, <)\n<(1—)\n)wn—n+2—)\n
(n—-2)w, +w, + (n—1Vw, = = — n—1

: (0.2.3)

pour tout n > 2 et pour tout £ transcendant. Ce résultat a été redémontré tres récemment
a l'aide de la géométrie paramétrique des nombres par Schmidt et Summerer (I'inégalité
de gauche est équivalente a I’équation (1.17) de [67, Theorem 1.1], et I'inégalité de droite
est équivalente a I’équation (1.17") de [67, Theorem 1.2]). Ces auteurs ont également
établi de nouvelles inégalités reliant les exposants diophantiens a 'aide de la géométrie
paramétrique des nombres ; nous ne les réécrivons pas ici (voir [67]). Voir aussi les articles
de Davenport et Schmidt [17], Bugeaud et Laurent [10] et Laurent [32] pour d’autres
inégalités générales sur les exposants uniformes notamment. Plus récemment, certains
résultats ont été améliorés par Bugeaud et Schleischitz [12] et Schleischitz [61], [62]. A
noter que des inégalités parfois plus fines sont connues pour le cas n = 3 [17], [52], [57],
[68] (voir aussi les travaux de Moshchevitin [43],[42]).

Nous utiliserons également souvent le résultat suivant. I1 peut s’obtenir a partir des
travaux de Davenport et Schmidt en généralisant les Lemmes 2 et 6 de [17]. Il découle
aussi d'un théoreme récent dii a Schleischitz [59, Theorem 1.6] :



Proposition 0.2.1. On suppose A\, (&) > L. Alors

An(€) < 1.

Remarque. En termes d’exposants paramétriques (voir Partie de cette introduction),

s S 1 — 1 _
la propriété précédente se réécrit ¢ > =5 = ¢, < ;. Dans le cas n = 2 cela se

réécerit J{ < —% = y‘; > —%. Cela conduit & une premiere contrainte tres forte sur les
3-systemes représentant un nombre £ pour lequel 3\2(5 ) # % (voir a ce sujet le Chapitre .

Nous donnerons une preuve détaillée de la Proposition dans le cas n = 2 (voir le
Corollaire au Chapitre [6)).

Concernant les spectres de ces exposants, on a
spec(wy,) = [n, +00].

Cette égalité est prouvée par Bernik dans [4], en calculant pour tout w > 2 la dimension
de Hausdorff de 'ensemble des réels £ tels que w,(§{) = w. Notons de plus que pour
tout w > 2n — 1, on dispose d'une construction explicite donnant un réel &, vérifiant
wn (&) = w (voir la preuve du Théoreme 5.1 de [7]). On sait aussi certaines choses sur le
spectre de A, (voir Théoreme 5.6 de [7]), par exemple I'inclusion

[1, +o0] C spec(Ay,).

Voir aussi Bugeaud [6] et Schleischitz [59] qui étudient le spectre joint des exposants
(A1, Ag, ... ). Les spectres de @, et A, pour n > 3 demeurent en revanche encore tres
mystérieux a 'heure actuelle : on ne sait méme pas s’ils sont ou non réduits a un singleton.

Dans cette these nous nous focalisons sur le cas particulier n = 2 — 'un des plus
étudiés a ce jour. On dispose dans ce cas de constructions de réels £ dont on sait calculer
la suite des meilleures approximations rationnelles et les quatre exposants associés \a(§),
Xg(f), wo (&), Wa(€), ce qui fournit des informations supplémentaires sur les spectres.

0.3 Approximation d’un nombre et de son carré

Rappelons pour commencer les propriétés et théoremes spécifiques au cas n = 2.
Notons pour commencer l'identité de Jarnik [27, Theorem 1] qui lie Ay et @s :

Proposition 0.3.1 (Identité de Jarnik). Pour tout réel & qui n’est pas algébrique de degré
<2, 0na

(0.3.1)

ot le membre de droite vaut 1 si W9(§) = +00.

Plus généralement, A(u) = 1— ﬁ pour tout vecteur non nul u € R3. Tl est intéressant

de remarquer qu'un résultat de Marnat [40l assure que pour n > 3 il n’existe aucune
relation algébrique entre les exposants @ et A définis sur R"™ \ {0}.
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On note v = ”T*/g le nombre d’or. On a alors les encadrements suivants :

)

1

=0.618... et 2<@(¢) <y*=2618... (0.3.2)
5

< X6 <

N —

pour tout réel £ qui n’est pas algébrique de degré < 2. Les minorations sont obtenues par
le principe des tiroirs de Dirichlet (ou de maniére équivalente par le premier théoréme
de Minkowski); les majorations viennent du Théoréeme la de [I7] et de l'identité de

3

Jarnik (voir aussi [2]). Jusqu'au début des années 2000, la conjecture la plus répandue

1

était que A\y(§) = 5 pour tout réel { transcendant. Contre toute attente, Roy a prouvé

[48] Texistence de réels £ appelés nombres extrémaux tels que Xg(f’) = % et @y(&) = 2
(voir [48] pour la définition précise de ces nombres). Bugeaud et Laurent ont généralisé
certaines méthodes de Roy pour calculer les exposants de fractions sturmiennes [8] et
obtenir de nouveaux éléments des spectres de Ay et @y (voir ci-dessous). D’un autre coté,
en généralisant d’une autre maniére ses méthodes, Roy a prouvé [5I] que le spectre de
Ao (resp. @) était dense dans 3, %] (resp. [2,7?]). Les nombres issus de sa construction
généralisée sont dits de type Fibonacci. C’est encore un probleme ouvert de décrire
précisément le spectre des deux exposants Xg, Ws.

On sait davantage de choses sur les spectres de Ay et wy :

1
spec(Ag) = [5, +oo] et spec(wy) = [2,400]. (0.3.3)
La premiere égalité de ([0.3.3)) est une conséquence des travaux de Beresnevich, Dickinson,
Vaughan et Velani [3], [71], qui calculent la dimension de Hausdorff de I’ensemble des
réels & tels que A2(§) = A. La deuxieme égalité de ((0.3.3) a déja été évoquée dans le
paragraphe précédent (plus généralement on connait le spectre de wy,).

Plusieurs inégalités relient les quatre exposants précédents entre eux (voir par exemple

les inégalités (0.2.1), (0.2.2) et (0.2.3) dans le cas n = 2). Dans le Chapitre [ nous

établissons 'inégalité suivante qui se déduit aussi de 1’équation de gauche (avec n = 2)

de [023)

Proposition A. Supposons \a(€) > 5. Alors

(wa(&) — 1)(@2(8) —2) < 2. (0.3.4)

L’intérét de la Proposition [A] réside davantage dans les outils mis en place pour la
démontrer que dans le résultat lui-méme (conséquence des travaux de Laurent [34]). La
démarche que nous employons est duale en un certain sens de la démarche qu’on peut
employer pour démontrer le cas n = 2 de la Proposition m (voir Iintroduction du
Chapitre |§| pour plus de détails).

Dans le Chapitre [2] de cette theése, nous construisons des nombres de type sturmien

qui généralisent a la fois les nombres de type Fibonacci de Roy et les fractions stur-
miennes de Bugeaud et Laurent, et fournissent une nouvelle famille de réels pour lesquels
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on sait calculer les exposants et un 3-systéme les représentant (partiellement). Cela nous
permet d’obtenir de nouvelles informations sur le spectre joint de (Ag, XQ,WQ,@Q) (voir
Partie . Avant d’évoquer les nombres de type sturmien, mentionnons que des détails
supplémentaires sur les constructions des fractions de Fibonacci de Roy, des fractions
sturmiennes de Bugeaud et Laurent, et des nombres de type Fibonacci de Roy sont

donnés dans les Parties [1.3] et du Chapitre [I}

Nombres de type Fibonacci de Roy

Pour construire des nombres extrémaux (qui sont des nombres vérifiant entre autres
X2(€) = 1/7 ott 7y est le nombre d’or), Roy [48] associe & deux entiers a,b > 0 distincts le
réel &, dont la suite des quotients partiels du développement en fraction continue est le
mot de Fibonacci w = abaaba . .. construit sur {a,b} (i.e. £ = [0;a,b,a,a,b,...]). Voir
par exemple [36] ou la Partie du Chapitre [1| pour les détails relatifs a la combinatoire
des mots. La qualité d’approximation des nombres extrémaux vient du fait que le mot
de Fibonacci a beaucoup de préfixes palindromes, et chacun d’entre eux donne lieu a une
bonne approximation du vecteur (1,&,, 5271,). Notons que pour tout nombre extrémal &
ona A\(§) =1.

Pour les nombres de type Fibonacci, Roy a généralisé [51] la construction ci-dessus
en utilisant des récurrences de Fibonacci sur des matrices de GL2(R) mais en ne consi-
dérant plus directement le développement en fraction continue, ce qui lui a permis de
“relacher” la condition A\y(§) = 1 et de montrer la densité des spectres des exposants Ao
et Wy dans les intervalles définis par ((0.3.2)).

Les constructions des nombres &,; et des nombres de type Fibonacci de Roy sont
expliquées plus en détails dans la Partie du Chapitre [I}

Fractions sturmiennes de Bugeaud et Laurent

En généralisant la construction des nombres extrémaux &,;, de Roy (voir ci-dessus),
Bugeaud et Laurent ont calculé entre autres les exposants Aa(€), Aa(€), w(€) et (&) pour
des réels £ dont le développement en fraction continue est un mot sturmien caractéristique
(voir [§ et [47]; notons aussi que Schleischitz a traité ensuite le cas de 'approximation
cubique de tels nombres dans [60], [63]). Encore une fois, le fait que les mots sturmiens
caractéristiques aient beaucoup de préfixes palindromes que 'on sait décrire précisément
[36], [20], [19] joue un role essentiel. Notons que pour les nombres extrémaux et les
nombres ¢ ainsi construits par Bugeaud et Laurent, on a Ay(§) = 1.

La construction des fractions sturmiennes de Bugeaud et Laurent est expliquée plus en
détails dans la Partie [I.4] du Chapitre [1}

0.4 Construction des nombres de type sturmien

A T’heure actuelle, il y a peu d’exemples de constructions de nombres £ dont on sait
calculer les exposants associés et la suite des meilleures approximations rationnelles de
(1,&,£2). Si on impose Wy(€) > 2, on trouve essentiellement les trois exemples précédents :
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les nombres extrémaux de Roy [48], les fractions sturmiennes de Bugeaud et Laurent [§],
et les nombres de type Fibonacci de Roy [51]. Notons aussi qu’on sait construire pour
tout w > 3 un nombre & vérifiant wq(§) = w (cf preuve du Théoréme 5.1 et le Théoreme
5.5 de [1]).

Dans le Chapitre [2| de cette these — qui correspond essentiellement & un article sou-
mis [45] — nous généralisons la construction des nombres de type Fibonacci de Roy a une
récurrence sturmienne et nous appelons les nombres ainsi produits des nombres de type
sturmien (voir Partie du Chapitre . Notre construction généralise aussi les fractions
sturmiennes de Bugeaud et Laurent. L'un des résultats principaux du Chapitre [2] est le
Théoréme |Bf qui donne les quatre exposants 5\2(5), W2(&), wa(€) et Ag(§) d'un nombre &
de type sturmien. La construction des nombres de type sturmien est intimement liée a
des suites de matrices particulieres de GLy(R) appelées suites 1-sturmiennes de GLy(R).
Les Théorémes [B] et [F] sont prouvés grace a une étude fine de ces suites.

Soit (sg)k>0 une suite d’entiers, strictement positifs pour £ > 1 et avec sg = —1,s1 = 1.
Pour k£ > 0, on pose t, = so+ s1 + -+ + Sk, et on associe & (sg); une fonction
(appelée fonction sturmienne, voir Définition du Chapitre définie sur N par
W(ty) = tp_1 — 1 pour k > 1, et ¢(i) = ¢ — 1 si ¢ € N* n’est pas parmi les ¢;. On
note Fyr ensemble des fonctions sturmiennes pour lesquelles la suite d’entiers (sy)
correspondante est bornée. Pour définir un nombre t-sturmien propre on a besoin des
deux définitions suivantes (les nombres de type sturmien sont exactement I’ensemble des
nombres t-sturmiens propres pour ¢ décrivant F,,).

Définition. Une suite ¢-sturmienne de GLy(R) est une suite de matrices (w;);>o telle
que

Wit1 = W,fH_lWZ‘_l (Z Z 1)
Une telle suite est admissible s'il existe une matrice N € GLy(R) telle que w N, woN et
w1wo'N soient symétriques (voir Définition . On pose alors N, = N si k est pair,
N, =N si k est impair.

On définit la norme ||w|| d’une matrice w = < “ Z) € Matayo(R) par la formule
|wl| = \/a2 + (b2 + ¢?)/2 4 d?, et on dit qu’une suite Y-sturmienne (W;);>o est a crois-

sance multiplicative s’il existe ¢ > 0 telle que
cHIwiwio || < [will > [wi ' wia || < el wiwi||
pour tous k> 1let 1 <[ < spiq + 1.

Remarquons que le choix de la norme n’importe pas réellement ici (puisque toutes
nos estimations seront a constante multiplicative pres). Le choix que nous faisons de || - ||
présente toutefois 'avantage d’étre compatible via l'identification présentée ci-dessous
avec la norme euclidienne sur R3. Les suites & croissance multiplicative sont étudiées
dans la Partie du Chapitre [2[ (voir aussi la Partie du Chapitre [4)). Dans la suite
on identifie R? (resp. Z?) a I'espace des matrices symétriques 2 x 2 a coefficients réels
(resp. entiers) via 'isomorphisme

(zo, 1, T2) —> ( To 1 ) )

r1 T2
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Ainsi, on peut considérer le déterminant det(x) d’un vecteur x € R3. De maniére similaire
étant données deux matrices symétriques x,y, x Ay désigne le produit vectoriel des
vecteurs de R? correspondants.

Tout nombre -sturmien propre sera donné par une suite admissible -sturmienne de
GL2(R) N Matayo(Z) a croissance multiplicative, telle que le contenu des w; soit borné et
que la suite (||w;||); diverge vers 'infini. Par exemples les suites 1-sturmiennes définies
par les matrices de Roy [51]

e at) ()

avec a > 2 et 1 < b < ¢ vérifient les hypotheses précédentes (voir Partie [2.8.1)).
A une telle suite ¥-sturmienne (w;);>o on associe deux suites de matrices symétriques
(v:)i et (z;); définies par les formules

1

Les propriétés combinatoires de ces suites sont étudiées dans les Parties 2.3 et [2.4) du
Chapitre [2 Si (a;)i>1, (b;)i>1 sont deux suites de réels > 0, on note a; =< b; s'il existe
¢ > 0 telle que ¢ ta; < b; < ca; pour tout i assez grand. Par croissance multiplicative (et
parce que (||w;||); diverge vers 'infini) nous montrons qu'il existe § tel que

| det(w;)| = [lwil|’.

Sid < 1%, avec o = 1/limsupy,_, o [Sk+1; Sk, - - - , 51, alors la suite (y;); associée converge
dans P%(R) vers un vecteur y = (1,£,£?). Le nombre £ ainsi produit est appelé un

nombre 1-sturmien propre. Nous montrons alors que les suites (y;); et (z;); sont de “bon-
nes” solutions des Problemes E} x et E, x respectivement. Pour cela, nous donnons des
estimations précises des quantités ||y;||, ||z, | (z:,¥) | et ||y: A y|| qui nous permettent
de construire un 3-systeme qui représente partiellement £ : voir la Figure (1| de la Par-
tie[0.6.2] Finalement, nous déduisons de ce 3-systéme les exposants diophantiens associés
a &, ce qui démontre le Théoréme [B] ci-dessous. Pour énoncer ce résultat on a besoin des
notations suivantes.

Soit s = (sk)k>0 une suite d’entiers naturels non nuls. On lui associe alors la quantité

1
o(s) = T . ,
im Supy,_, 4 oo [Skt15 Sk, - - -5 1]
ou de maniére classique [ag; aq, as, .. .| représente la fraction continue dont la suite des
quotients partiels est (ag, ay,...). On note A I'ensemble des suites bornées d’entiers na-

turels non nuls et comme dans [8], on note S 'ensemble des o(s) pour s € A.

Cassaigne a étudié les éléments de S dans [13]. Cet ensemble est également lié au spectre
de I'exposant [3y(§) de Fischler [23] (voir les Parties et du Chapitre (1| pour plus
de précisions).

Théoréeme B. Pour tout s € A, il existe un ensemble A contenant 0 et dense dans

[0, 15[ (avec 0 = o(s)) tel que pour tout 6 € Ay, il existe un réel § de type sturmien
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vérifiant
2—9

wa(§) = —t1-9

@2(§) =1+ (1=0)(1+0),

~ (1 =0)(1+o0)

A(8) =17 1-06)(1+0)
1—(5§)\2(§)§max<1—5,1_61+0>.

2
En particulier, si 6 vérifie l'inégalité plus forte § < h(co) avec h(o) = § +1— (%) +1,
alors

Aa(§) =1-34.

La condition § < h(o) est nécessaire pour pouvoir ignorer les zones d’incertitude
du 3-systeme dont nous nous servons pour calculer les exposants (voir Partie W et
Figure . Cette condition n’est sans doute pas optimale. La condition § < 115 apparait

en revanche naturellement : si § = e alors la formule ci-dessus donnant la valeur de

Xz(f ) donnerait 5\2(5 )= % (valeur minimale du spectre de 3\2) On pourra noter que le cas
0 = 0 de notre théoreme correspond aux valeurs de ces quatre exposants pour les §, du
Théoréme 3.1 de Bugeaud et Laurent [8] (voir Partie [1.4] du Chapitre [1]), qui sont des cas
particuliers de nombres de type sturmiens dont le § correspondant est nul. Remarquons
aussi que dans le cas d'un nombre de type Fibonacci de Roy on a s; = 1 pour tout k£ > 1
et que le o associé est o = 1/7.

Un corollaire immédiat du Théoréme [B] — également prouvé dans le Chapitre [2] —
est le suivant.

Corollaire C. Pour tout o € S, il existe ¢ = c(o) vérifiant 0 < ¢ < 1 tel que le spectre
joint de (A2, Ay, wa, @s) soit dense dans la courbe

1 1+(1+o0)x
{(x’1_1+(1+0)x’ <0 ! ’1+(1+0)x)

x € [c, 1]}

Schmidt et Summerer ont montré grace aux nouveaux et puissants outils de la géomé-
trie paramétrique des nombres ([66], [67] ; voir aussi Partie 0.6 ci-dessous) que I’étude des
exposants diophantiens classiques précédents se ramenait a I’étude de ce qu’ils appellent
un (3,7)-systéeme. Roy a montré qu’on pouvait se restreindre au cas d’'un (3,0)-systéme
qu’il appelle plus simplement 3-systéme dans [55], cf Définition du Chapitre[l] Dans
le Chapitre [2l nous donnons une description presque complete du 3-systeme associé a un
nombre £ de type sturmien (voir Figure de la Partie du Chapitre , ainsi que la
Figure [1| de la Partie . C’est en s’appuyant sur ce 3-systéme que nous calculons les
exposants du Théoreme [B]

0.5 Résultats réciproques

L’objectif est maintenant différent. Pour la construction de nombres -sturmiens
(voir paragraphe [0.4)), nous avons considéré une suite ¥-sturmienne a partir de laquelle
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nous avons déduit (entre autres) une suite (y;); de points de Z* qui tend dans P?(R)
vers un vecteur (1,&,€%). La suite (y;); se trouve étre une sous-suite de la suite des
points minimaux associés a & (qui est de maniére un peu informelle la suite donnant
les meilleures approximations rationnelles de (1,&,£%)). De plus, (y;); suit la récurrence
particuliere y; 11 = yiy;(li)yi. Dans le Chapitre [4| nous avons une démarche “réciproque” :
nous considérons un nombre £ en supposant uniquement qu'’il existe une sous-suite (v;);
de la suite de ses points minimaux qui vérifie que v, est proportionnel a Vz'V;(li)V@' pour
1 assez grand, et nous démontrons alors qu’il provient d’une construction essentiellement
similaire a celle d'un nombre -sturmien. Les motivations pour considérer ce genre de
probleme sont expliquées ci-apres.

Fixons ¢ un réel qui n’est pas algébrique de degré < 2. Pour tout x € R? on note
|x||oo & norme définie comme le maximum des valeurs absolues de ses coefficients. Pour
étudier la qualité de I'approximation rationnelle simultanée de & et &2 on introduit la
quantité

M (x) = max (\xof — 1z, |mo€? — xg\)

qui est notée L(x) dans [23]. Dans [23], Fischler introduit de nouveaux exposants dio-
phantiens (. dont la définition est donnée ci-dessous.

Pour ¢ €]0, 1] on note S:(§) la borne inférieure de 'ensemble des f tels que, pour tout B
suffisamment grand, il existe x = (zg, z1,72) € Z? tel que

1 <|zo| <B et M(x)<min (B*l/ﬁ7 ‘x0|871).

Si I'ensemble des 8 est vide, on pose (.(§) = +oc. Clairement, la fonction € — 5.() est
décroissante et on a (1(§) = 1/A2(€) < 2. On pose

Le lecteur est invité a consulter la Partie du Chapitre [1| dans laquelle sont rappelés
certains résultats de [23]. Fischler pose la question suivante :

Question : a-t-on I'égalité [5y(&) = £1(€) pour tout réel € tel que Fy(§) <27

Fischler a montré que si 5y(§) < 2 alors il existe £; > 0 qui ne dépend que de [y(§) et
B1(€) et tel que B-(&) = Bo(§) pour tout € < ;1 (voir le Théoreme du Chapitre [1)).
L’un des résultats-clefs de son article est le suivant : pour tout réel £ vérifiant 5y(§) < 2,
il existe une fonction ¢ asymptotiquement réduite — au sens de la Définition [1.5.1] — et
une sous-suite de points minimaux (v;); telles que v;;1 soit colinéaire a ViV;(li)vi pour
i assez grand (voir le Théoreme du Chapitre [1)). Par ailleurs si y(¢) < /3 alors
on peut supposer que v est sturmienne (voir Théoréme . Le cas des fonctions
sturmiennes apparait ainsi naturellement. Notons que tout nombre de type sturmien
(que nous construisons dans le Chapitre est associé a une fonction 1 sturmienne,
et réciproquement a toute fonction 1 sturmienne sont associés des nombres de type
sturmien particuliers. Dans le Chapitre [4] nous montrons le résultat suivant qui répond
partiellement a la question de Fischler :
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Théoréme D. Soit & un réel tel que 5o(§) < 2. Si l'une des fonctions 1 associées par le
Théoréme est sturmienne, alors

Bo(§) = Bi(§)- (0.5.1)
En particulier, pour € tel que By(€) < /3 Uégalité (0.5.1) est satisfaite.

La question reste ouverte pour les ¢ tels que 5y(§) > /3 et tels qu’aucune des fonctions
1 associées n’est sturmienne. Afin de montrer le Théoreme|D|nous définissons un exposant
paramétrique £* (voir Définition [4.3.1]) 1ié aux exposants /3. de Fischler. Plus précisément,

Nnous posons
1

kK'(€) = lim ————
©=lm o
o gg = 1 — Ag(§). L'intérét de considérer x*(§) plutdt que Bo(€) est de pouvoir traiter
le cas général en ignorant la contrainte A\y(£) = 1 qu’impose la condition Fy(§) < +o0.
Notons que si A\2(€) = 1 alors g = 0 et K*(§) = _ﬁ(&)'
L’exposant k* peut étre calculé explicitement pour certains nombres de type stur-
mien. Notamment, en calculant x* pour les nombres de type Fibonacci de Roy, nous
obtenons le résultat suivant sur le spectre de «*, i.e. I’ensemble des valeurs que peut
prendre £*(§) lorsque £ est un nombre réel qui n’est pas algébrique de degré < 2 :

Théoreme E. Le spectre de k* est dense dans l'intervalle [—%, K], avec

1
=—0.3131334--- > —3

Ce Théoréme est prouvé dans le Chapitre 4l Motivé par ce qui précéde nous considé-
rons dans le Chapitre [4] le probléme suivant qui nous permettra entre autres de mettre
en place les outils pour prouver le Théoreme [D] : peut-on décrire ’ensemble des nombres
transcendants & pour lesquels il existe une sous-suite de points minimaux (v;); associés a
la famille C},(e?) (voir la Partie [1.7] du Chapitre |1| pour la définition précise de points mi-
nimaux) et une fonction 1 asymptotiquement réduite telles que pour tout ¢, le point v;,;
soit colinéaire a Vz‘V;(li)Vi ? Nous restreignons notre étude au cas ou ¢ est une fonction

sturmienne (en gardant en téte qu’on peut toujours faire cette hypothése si 3y(€) < v/3).
Dans ces conditions, les résultats du Chapitre [2l montrent que cet ensemble contient tous
les nombres de type sturmien; on peut espérer que ces deux ensembles soient égaux.
Le Chapitre [4] avance en direction de cette conjecture en montrant que de tels nombres
partagent beaucoup de propriétés avec les nombres de type sturmiens construits dans
le Chapitre 2 On montre notamment que le 3-systéme associé a un tel nombre £ est
du type de celui d’'un nombre de type sturmien a o(g) prés (voir Théoréme [4.7.1]). Pour
construire ce 3-systeme nous avons besoin d’établir des estimations fines des contenus de
suites de matrices particulieres : les résultats concernant ces problématiques sont groupés
dans le Chapitre [3] Le Théoréme [F] ci-dessous — prouvé dans le Chapitre [d] — assure que
les exposants diophantiens associés a & sont exactement de la forme de ceux d’un nombre
de type sturmien. Ce Théoréme joue un role essentiel dans la preuve du Théoréme [D]
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Théoreme F. Soit & un nombre réel tel que 5\2(5) > % On suppose qu’il existe une
fonction sturmienne 1 € Fgpr et une suite de points minimauzx (v;); associée d la famille
Ci(e?) (voir la Partie du Chapitre (1)) avec u = (1,¢,€?) telle que

-1
Vi & Vivw(i)vi

log(| det(vi))

pour i assez grand. Alors converge quand i tend vers linfini. On pose

log([|v4ll)
| det(v; 1
5= tim celldettvil) (05.2)
imtoo  log(||v4]]) lim supy,_, oo [Sk+1; Sk, - - - » 1]

(avec (s;); la suite associée a 1, voir notamment la Définition ol intervient cette
quantité). Alors 0 < 17 et

2—-90

w2<§>: o +].—(5,

@2(§) =1+ (1—=0)(1+o0),

. (1= 8)(1+0)

) = A o)

1 —9 < A(6) <max (1 —(5,1_51_1_0>.

St § vérifie la condition plus forte 6 < h(c) avec h(o) = § +1 — (%)2 + 1, alors
(1-0)(1+40)
1+(2-06)(1+0)

I’égalité de gauche étant encore valable si 6 = h(o).

M) =1-6 et w(€)=-

Considérons (v;); et § comme dans 'énoncé du Théoréme [F] L'étude conduite dans le
Chapitre [3|sur les suites ¢-sturmiennes (wy,);, de GLy(R) telles que wy, est proportionnelle
a un élément de Matoyo(7Z) pour tout k permet essentiellement de pouvoir controler les
contenus des éléments d'une telle suite admissible quelconque (sous la “seule” hypothese
de croissance multiplicative). Elle permet d’établir le résultat suivant — version faible

du résultat principal du Chapitre [3] — qui est 'un des ingrédients-clefs pour montrer le
Théoreme [EL

Théoréme G. Sous les hypothéses du Théoréme[F| il existe w = (Wy,)y>0 une suite -
sturmienne de GLy(R) admissible, a croissance multiplicative et telle que (||wgl||)x diverge
vers linfini et vérifiant les propriétés suivantes. On note y = (y;); et z = (2;); les suites
de matrices symétriques associées a W par . Alors

(a) Pour tout indice i assez grand, y; est colinéaire a v;, et on a l’estimation ||v;|| =
[y .

(b) Les suites'y el z vérifient
lyill*Vyi € Z° et ||z,]|"Vz € Z°
quand i tend vers l'infini, et ce sont des vecteurs primitifs de Z>.
Remarquons que la suite (wy), du Théoreme |G|n’est pas nécessairement a coefficients

entiers.
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0.6 Géométrie paramétrique des mnombres de
Schmidt et Summerer

0.6.1 Présentation générale

Dans cette these — et notamment dans les Chapitres [2| [4] [}, [6] et [7] — nous utilisons les
outils récents de la géométrie paramétrique des nombres de Schmidt et Summerer. Des
rappels plus détaillés sont effectués dans la Partie du Chapitre [Il Rappelons qu'un
corps convexe symétrique de R™ est un ensemble C' compact, convexe, symétrique par
rapport a lorigine (i.e. x € C' = —z € () et d’intérieur non vide. Etant donné un corps
convexe symétrique C' C R” et un réseau A de R™, on peut considérer les n minima
successifs associés & C' et A : le i-éme minimum \;(C, A) est le plus petit réel r tel que le
sous-espace vectoriel engendré par (rC') N A soit de dimension > i. Les questions relatives
a I’étude des minima successifs associés a un corps convexe C' et un réseau A sont traitées
par la géométrie des nombres (voir par exemple [I5] pour une introduction a ce domaine).
L’idée fondatrice de la géométrie paramétrique des nombres développée par Schmidt et
Summerer dans [66] et [67] est d’étudier le n-uplet L,(Q) formé par les minima succes-
sifs (plus précisément, les logarithmes en base ) de ces minima) d’une famille de corps
convexes paramétrée par un réel () > 1 pour un réseau fixé construit a partir d’un vec-
teur u = (1,&,...,&,-1) € R™ dont les coordonnées sont linéairement indépendantes sur
Q. Les auteurs montrent alors d’'une part comment leurs travaux permettent de retrou-
ver plusieurs résultats classiques portant sur des exposants diophantiens, et d’autre part
comment cela leur permet de démontrer toute une série de nouvelles inégalités sur ces ex-
posants. L’un des points clef de la théorie est que la fonction L, peut étre approchée a une
différence bornée pres par une fonction d’'une certaine classe appelée (n,~y)-systéme. Les
problemes d’exposants sont alors ramenés a des problemes combinatoires — a priori plus
simples a aborder — portant sur ces (n,y)-systémes. Les détails (trop longs et techniques
pour cette introduction) concernant la fonction L, sont regroupés dans la Partie du
Chapitre . Roy montre dans [55] que la fonction L, peut étre approchée par un élé-
ment de la sous-classe des (n,0)-systémes — que Roy appelle n-systémes — et résout une
conjecture de Schmidt et Summerer en montrant le résultat majeur suivant :

Théoréme (Roy, 2015). Pour tout n-systéme P sur [qo, +00[, il existe un vecteur u € R"
non nul tel que ||Ly — Pllo soit borné sur [go, +ocl.

Voir la Partie du Chapitre [I] pour la définition précise d’un n-systeme. Plusieurs
paramétrisations de la famille de corps convexes sont possibles pour étudier les exposants
w(u), B(u), A(u) et A(u) de la Partie . Dans cette these, nous travaillons avec les mémes
paramétrisations que Roy [55], [56]. On désigne par x -y le produit scalaire canonique sur
R"™, et par || - || la norme euclidienne associée. On munit Pespace A2R" de la structure
d’espace euclidien telle que pour toute base orthonormée (ey,...,e,) de R", I'ensemble
des produits extérieurs e; Ae; avec 1 <1 < j < n forme une base orthonormée de N2 R™,
et on note encore || - || la norme associée (voir Partie [1.6]du Chapitre [1)).

Définition. Soit u € R" dont les coordonnées sont linéairement indépendantes sur Q.
On pose
Cule?) = {x €R"; x| < 1,x-u] < e}
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et
Cale?) =={xeR"; [Ix]| <e [xAul| <1}

Pour j = 1,...,n, on note \;j(q) (resp. Ai(q)) le j-éme minimum successif du corps
convexe Cy(e?) (resp. Cf(e?)) pour le réseau Z". On définit également
L;(q
L0) = log (0 uila) = 22
¥y = limsup ;(q) ¥, = liminf ¢;(q),

ainsi que L (q), ¥;(q), @:, gj associés aux Aj(g). On regroupe les L; (resp. L) en une
unique fonction L, = (Ly,...,L,) (resp. L, = (L},...,L})).
On peut alors montrer qu’on a la correspondance suivante :
1 1 An_1(n) An_1(n)
Tt wn () 14+ 0 1(u) 14X, 4(u) 1+ A1(u)

(012, 7) = ( ) (0o
(voir par exemple le Corollaire 1.4 de [55]). Dans ’état actuel de la théorie on ne peut
traiter que certains exposants — dont la plupart des exposants classiques, entre autres
Ao, :\2, wy et Wo ainsi que les exposants . de Fischler (comme nous le montrons dans le
Chapitre [4). C’est aussi le cas des exposants intermédiaires de Laurent, voir [I1], [34]
et [56, Proposition 3.1]. L’étude asymptotique des fonctions L, — donc des exposants
diophantiens admettant un équivalent paramétrique — est des lors entierement réduite a
I’étude combinatoire des n-systemes. C’est notamment grace a son théoréme ci-dessus
que Roy [56] détermine le spectre joint des exposants w;(&i,...,&,) de Laurent : il
construit des n-systemes aux “bonnes” propriétés et en déduit 'existence de vecteurs u
avec les “bons” exposants. La topologie du spectre joint des exposants paramétriques a
été étudiée par Roy dans [57] (voir aussi [24], [69]). 11 donne également une description
complete du spectre dans le cas n = 3. Notons que dans ce cas, Laurent [33] avait déja
donné une description compléte du spectre joint de (¥,%;,%,, ;). Notons également
que certaines inégalités apparaissant dans la description de Roy du spectre joint de
(yl,@hyw@%yiyﬂg) ont été obtenues tres récemment de maniére indépendante par
Schmidt et Summerer [70].

On suppose u de la forme (1,£,£?). Dans le Chapitre |§| nous montrons deux inéga-
lités ((0.6.2)) et (0.6.3) ci-dessous) faisant intervenir les exposants ¢ et ,. Comme elles
sont valables pour tout vecteur u = (1,&;,&) dont les coordonnées sont linéairement
indépendantes sur Q et vérifiant ¥, < —% et Y] > —%, et puisque Roy a décrit comple-
tement le spectre joint des six exposants paramétriques lorsque u décrit ’ensemble des
vecteurs de R3 dont les coordonnées sont linéairement indépendantes sur Q [57], elles
ne sont pas nouvelles. En revanche, il est intéressant de remarquer que l'inégalité [0.6.2
est une égalité pour certains vecteurs u = (1,£,£?) avec € de type sturmien. Elles sont
formulées en termes paramétriques car elles n'admettent pas d’équivalents en termes
d’exposants classiques, a cause des exposants paramétriques intermédiaires ¢, et ), qui
interviennent. Certains nombres de type sturmien du Chapitre 2] réalisent 1’égalité pour
I'une d’entre elles. Remarquons aussi que la condition @T < —1/3 du Théoreme [H| est
équivalente a la condition Xg(f ) > % (hypothese que 1'on sera souvent amené a faire).
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Théoreme H. On suppose Ei < —1/3. On a les inégalités

%y Y 142
L4+) = 1+ ¥,

W B e
L+d,  1+¢; ¥

(0.6.2)

(0.6.3)

De plus, dans (0.6.2)) I’égalité est atteinte pour tout nombre de type sturmien & vérifiant

2
linégalité 6 < h(o) = §+1— (%) + 1, o o et d sont les quantités associées a & comme
dans le Chapitre[9; voir Notations de la Partie et la Définition [2.6.5

Remarquons que les inégalités (0.6.2) et (0.6.3) restent vraies dans le cas plus général
de I'approximation d'un vecteur u = (1,,7) deés que 'exposant ¢ associé vérifie 7 >

—1/2 en plus de 'hypothese ﬂi < —%. La preuve du Théoreme [H| repose sur la géométrie
paramétrique des nombres de Schmidt et Summerer. Une deuxieme preuve de ((0.6.2)) est

donnée dans le Chapitre [7] (voir (0.6.5|) ci-dessous). Le Théoreme [H|implique le Corollaire
suivant qui est également prouvé dans le Chapitre [6] :

Corollaire I. On suppose W{ < —1/3. Alors on a
YE<l et Uy <y (0.6.4)

Rappelons que le Théoréeme de Roy montre que pour tout (n+ 1)-systeme P, il existe
un vecteur u = (1, uq, ..., u,) tel que P approche L, a une différence bornée pres. Imposer
a u d’appartenir a la courbe de Véronese ajoute de fortes contraintes qui excluent certaines
formes de (n + 1)-systemes. L'une des motivations de cette these est d’essayer de mieux
comprendre dans le cas n = 2 quels 3-systemes P représentent un réel &, i.e. sont tels
que |P — Ly| soit borné (ou au moins en o(q)) avec u = (1,&,£%,...,£"), et d’apporter
quelques lumiéres sur le probleme suivant directement inspiré du Théoreme de Roy et de
sa notion de (n + 1)-systemes [55] :

Probléme. Peut-on trouver une sous-classe “simple” C de (n + 1)-systémes telle que
(a) pour tout ¢ il existe P € C représentant &,
(b) pour tout P € C il existe £ tel que P représente £ 7
Résoudre ce probleme difficile permettrait tres certainement de faire de grands progres
sur la compréhension des exposants A, \,,w, et &, ainsi que sur leur spectre joint. Le

Théoreme [J] de la Partie [0.6.3] ci-dessous illustre la difficulté de décrire la classe C. Dans
la suite de cette partie on se restreint au cas n = 2.

0.6.2 3-systéme associé a un nombre de type sturmien

Soit € un nombre de type sturmien et u = (1, &, £?). Dans le Chapitre 2] nous construi-
sons un 3-systeme P = (P, Py, P3) associé a €. L’union des graphes de ses composantes
— appelée graphe conjoint de P — a l’allure de la Figure [T}

xXxii



-/

Ct—1 Gty Cty 41 Ct+1 Gt +2 [ Gty Chppr

FI1GURE 1 — Graphe conjoint du 3-systeme P

De maniére un peu informelle, nous montrons que le graphe conjoint de L,, correspond
a O(1) pres a celui de P, sauf en au niveau des zones grisées de la Figure [1| que nous
appelons “zones d’incertitude” (elles sont étudiées dans la Partie du Chapitre .
Leur “taille” dépend directement de I'exposant § associé a & (si 0 = 0 les zones d’incerti-
tude sont réduites a des points). Pour le calcul de la plupart des exposants elles peuvent
étre ignorées et les exposants de L, correspondent a ceux qu’on peut associer a P. En
revanche, pour ¢; (qui correspond a \o(§)) et ¥, on ne peut les ignorer que si 0 est
suffisamment petit, ce qui donne lieu & la condition § < h(o) du Théoréme [B

0.6.3 Exemples de 3-systémes ne représentant aucun réel

Dans le Chapitre [5| nous construisons des 3-systémes qui ne représentent aucun réel
&. Plus précisément, nous montrons le résultat suivant :

Théoréme J. Il existe un ensemble A non dénombrable et dense dans [lintervalle
(1, ¥3=1) < [L L] tel que pour tout i € A il existe un 3-systéme P = (Py, Py, Py)

37 2 3742
vérifiant
P P
lim sup 3(9) =— et liminf ﬂ =1
gotoo 2 amFoe g

et qui ne représente aucun réel £.

PB(q) 6

Notons qu'un 3-systeme P représentant un réel £ vérifie toujours liminf, .

(50 72]
37 72 .
Pour montrer le Théoreme [J|, nous utilisons I'exposant paramétrique «* (voir Partie |0.5))
qui est soumis & certaines contraintes que ne respectent pas les 3-systémes du Théoreme [J]
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0.6.4 Propriétés des points minimaux

Apres avoir défini 'exposant x* (voir Partie de cette introduction), une ques-
tion arrive naturellement : peut-on généraliser les résultats de Fischler, notamment le
Théoreme [1.8.1} a x* 7 Plus précisément, existe-t-il une constante x; telle que pour tout
nombre ¢ vérifiant £*(§) < k1 on ait lexistence d’une fonction sturmienne ¢ et d’une
sous-suite (v;) telle que v;;1 soit colinéaire a ViV;(ll-)Vz' pour tout ¢ assez grand? Nos
résultats du Chapitre [4] pourraient alors permettre de montrer que les exposants d’un
réel £ tel que k*(§) < k1 sont de la forme de ceux d’un nombre de type sturmien (et ne
dépendent que de deux parametres 0 et o).

Dans cette optique, le Chapitre [7] est consacré a la généralisation partielle des travaux de
Fischler [23], en veillant & prendre en compte la possibilité que 1'exposant \y(€) soit < 1.
A Taide notamment des outils de la géométrie paramétrique des nombres nous détermi-
nons les exposants optimaux de plusieurs énoncés et nous donnons une interprétation
paramétrique de certaines quantités.

Fixons un réel & tel que Ay(€) > 5 (ie. tel que Di(€) < —3). On note (a;); la suite
des points minimaux relatifs & la famille C(e?), on u = (1,&,£?). Voir la Partie [1.7] pour
la définition précise des points minimaux ; intuitivement ce sont les “meilleurs” x € Z3
qui réalisent le premier minimum L} en au moins un point ¢ > 0. On note (dg)x la
sous-suite de (a;); constituée des points a; tels que la famille (a;_q,a;,a;41) soit libre.
Enfin, on définit A par

log({[x A ul])
log([x[[) —log([lx Aull) —

A, ={x ez’ \ {0} | aj.

Ecrite dans le langage de la géométrie paramétrique des nombres, la Proposition 3.6 de
[23] devient

Proposition 0.6.1 (Fischler 2007). Supposons 1] = —1. Soit a tel que Y < a <
—ng*l. Soit x € AY, avec ||x|| assez grand. Alors x est colinéaire a un point minimal.
1

Fischler pose alors la question suivante (reformulée ici en termes paramétriques) :

peut-on affaiblir la condition o < — ng& en a < E: ?
1

L’énoncé suivant - qui est 'un des résultats principaux du Chapitre [7] — apporte une
réponse négative a cette question en utilisant le fait que 9} (§) < ¥, (€) pour les nombres
¢ de type sturmien construits dans le Chapitre [2| qui ne sont pas extrémaux (voir la

Proposition [7.5.2)).

Théoreme K. Soit a tel que ] < a < ). Soit x € Ay, avec ||x|| assez grand. Alors x
est colinéaire a un point minimal. De plus [’exposant g;‘ est optimal : pour tout a > y;‘ il
existe des x € A% avec ||x|| arbitrairement grande qui ne sont colinéaires d aucun point
mainimal.

I , , N * 1
Remarquons que dans I'énoncé du Théoreme |K| on ne suppose plus ¢ = —5. Nous

reprenons ensuite les arguments de la preuve de Fischler pour généraliser la Proposi-
tion d’une autre maniere (voir la Proposition [7.5.3)). On montre que la conclusion
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(142¢)¥]
Pr+HPT 3y
4, fourni par le Théoreme [K| nous assure que cette borne est < ¢. On en déduit alors
I'inégalité

de cette proposition est valable pour tout a < — . Le caractere optimal de

(290,
U1+ + 3UT
Cette inégalité est équivalente a l'inégalité (0.6.2)) du Théoréeme [H| ci-dessus que 'on
prouve dans le Chapitre [6] On dispose ainsi d’une nouvelle preuve de ce résultat. Nous

montrons également dans le Chapitre [7|le résultat suivant, qui améliore le Lemme 3.8 et
la Proposition 3.7 de [23].

< . (0.6.5)

Proposition L. Soit (u;); une sous-suite de (a;); telle que

y log(|[uit1|f)
im sup
istoo —log(|ju; Aul))

< Wy(8).

Alors :
(a) A un nombre fini de termes prés, (di)i est une sous-suite de (u;);.

(b) Pour tout i assez grand, u; est parmi les dy si et seulement si w;_1,w;,u;41 sont
linéairement indépendants.

(c) Soit i assez grand et n,m tels que w; = a, et w1 = a,. Alors Uespace vectoriel
engendré par les vecteurs a,,ani1,...,a,, est de dimension 2.

Dans le Lemme du Chapitre [7] nous démontrons une version raffinée de la Pro-
position L} dans laquelle le majorant ws(&) est remplacée par une valeur qui est optimale.
Notons que dans [23], Fischler prouve ces résultats avec I'exposant 2 a la place de @ ().

0.7 Généralisations a R" et a un corps de nombres K

Les problemes précédents et quelques-uns des résultats ont été généralisés a la dimen-
sion supérieure et au cas plus général d'un corps de nombres K a la place de Q. Dans
les Chapitres [2] 4 [7] de cette these nous nous concentrons sur le cas n = 2 et K = Q. Le
Chapitre [8] (qui est rédigé en anglais) traite de la situation générale de ’approximation
de sous-espaces de R™ ou C" par des sous-espaces définis sur un corps de nombres K. Le
Chapitre |8 a donné lieu a la publication [46].

0.7.1 Le Théoréme du going-down de Schmidt

Dans [64] Schmidt considere les problémes diophantiens pour un corps de nombres
K plongé dans R ou C. Plus précisément, il traite le probleme de ’approximation d’un
sous-espace vectoriel A de R™ ou C" de dimension d, par des sous-espaces vectoriels B
de dimension e définis sur le corps de nombres K, i.e. admettant une base de vecteurs
a coordonnées dans K. Comme pour le cas K = Q, on peut alors définir la notion de
hauteur d’un sous-espace B défini sur K qui représente la “complexité” de B. Dans son
article, Schmidt établit plusieurs théoremes de transfert de type Perron-Khintchine (voir
par exemple [29], [30], [44]). Ceux-ci permettent de montrer que si un sous-espace A est
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bien approché par des sous-espaces de dimension e (0 < e < n), alors il est aussi bien
approché par des sous-espaces de dimension €’. Le Théoreme du going-down de Schmidt
([64] Théoreme 10) est 'un de ces théorémes : il traite du cas ¢’ < e. Il s’avere tres utile
pour prouver certains résultats d’approximation diophantienne (comme [64, Theorem 13|
par exemple). Plus récemment, ses travaux ont été revisités par Laurent [34] et Bugeaud
et Laurent [11] dans le cas ot A est une droite de R™ et K = Q. Suivant Laurent [34], on
définit pour tout entier j compris entre 1 et n — 1 'exposant diophantien w;(&,...,&,)
comme étant la borne supérieure (éventuellement infinie) de 'ensemble des w > 0 pour
lesquels il existe une infinité de sous-espaces vectoriels F' de R™ de dimension j définis
sur Q tels que
dist(u, F) < H(F) ™.

Iei u = (&,...,&,), H(F) est la hauteur exponentielle de F' et dist(u, F') est la distance
projective entre u et F' — définie par exemple comme étant le sinus de ’angle entre u et
F. Lorsque n = 2, on constate que wi(1,£) = w;(§) pour tout nombre réel irrationnel .
Les Théoremes du going-up et du going-down de Schmidt montrent que pour &i,...,&,
fixés, les exposants w;(&y,...,&,) sont reliés entre eux par certaines inégalités lorsque j
varie entre 1 et n — 1. La question naturelle — formulée par Laurent — est alors de savoir
si pour tout (n — 1)-uplet (wy,...,w,_1) de nombres réels vérifiant ces inégalités il existe
&1y, & tels que wj (&, ..., &,) = w; pour tout j. Une réponse positive a cette question a
été apportée récemment par Roy [56] en utilisant la géométrie paramétrique des nombres.

Dans le Chapitre [§] nous généralisons les exposants précédents a un corps de nombres
arbitraire K, et en utilisant les Théoremes du going-up et du going-down on montre
que les inégalités de Laurent restent valides pour ce contexte plus général. Le Théoreme
du going-down, qui est l'un des théoremes principaux de l'article de Schmidt, est valide
dans deux cas qui dépendent de la nature du plongement — réel ou complexe — du corps
K dans le corps des nombres complexes C. Dans le cas d’un plongement complexe, et
plus généralement des que K n’est pas totalement réel, a un endroit de la preuve les
arguments de [64] ne semblent pas fonctionner exactement comme annoncé. Dans le
Chapitre |8 nous présentons en détails les idées de Schmidt et sa preuve du cas complexe
en résolvant le probleme mentionné précédemment. Certaines définitions de Schmidt sont
reformulées a 'aide des outils de I'algebre multilinéaire et du produit vectoriel, suivant
ainsi les approches de Laurent [34], Bugeaud et Laurent [11] et Roy [54], [56].

0.8 Plan de la theése
Chapitre

Dans ce premier chapitre nous effectuons quelques rappels sur les constructions des
fractions de Fibonacci de Roy, des fractions sturmiennes de Bugeaud et Laurent et des
nombres de type Fibonacci de Roy (voir Paragraphe . Nous rappelons également la
définition des exposants . de Fischler du Paragraphe [0.5] et les énoncés des principaux
résultats les concernant auxquels nous faisons référence. Enfin, ce chapitre est également
consacré aux rappels de géométrie paramétrique des nombres et a la définition du cadre
dans lequel nous nous plagons (puisque plusieurs paramétrisations sont possibles).
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Chapitre

Ce chapitre reprend essentiellement — avec un peu plus de détails — 'article soumis
[45]. Nous y prouvons le Théoréme [B] et le Corollaire [C] Nous construisons les nombres
de type sturmien et nous donnons une description presque complete du graphe conjoint
de la fonction des minima successifs définie par Schmidt et Summerer associée au vecteur
(1,&,£?) pour € de type sturmien (voir Paragrapheset . Ces résultats permettent
d’obtenir une nouvelle famille de réels dont on sait calculer les exposants et la suite des
meilleures approximations rationnelles. On en déduit de nouvelles informations sur le
spectre joint des exposants précédents.

Chapitre

Ce chapitre permet de prouver le Théoréme [G] Nous y estimons précisément les conte-
nus des éléments de suites ¢-sturmiennes de GLo(R) particulieres.

Chapitre

Dans ce chapitre sont prouvés les Théoremes [D] [E] et [F] Nous définissons et étudions
I'exposant x*. Nous étudions également les réels € qui possedent une sous-suite (v;); de
la suite des points minimaux duaux vérifiant une récurrence sturmienne du type v;;; &
Vz‘V;(li)Vi (voir Paragraphe . Nous montrons — & 1’aide notamment des résultats du
Chapitre [3] — qu’a un tel nombre on peut associer un 3-systéme qui est exactement du
type de celui qu’on associe a un nombre de type sturmien dans le Chapitre 2] Nous en
déduisons alors 'expression de ses exposants diophantiens.

Chapitre

Dans ce court chapitre nous prouvons le Théoréme [J| qui donne des exemples de 3-
systemes qui ne représentent aucun réel &.

Chapitre [6]

La Proposition [A] le Théoréme [H] et le Corollaire [[| sont prouvés dans ce chapitre. Les
inégalités en elles-mémes sont démontrées de manieére indépendante des autres chapitres,
et la construction des nombres de type sturmien du Chapitre [2] permet d’obtenir pour
certaines d’entre elles des cas d’égalité.

Chapitre [7]

Dans ce chapitre nous généralisons certains des résultats de Fischler [23] et prouvons le
Théoreme [K]et la Proposition[[] Nous donnons également quelques informations détaillées
sur l'allure générique d’'un 3-systeme représentant un réel £ qui vérifie 5\2(5) > %, et les
liens qu’il entretient avec la suite des points minimaux duaux associé a &.
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Chapitre

Ce dernier chapitre est rédigé en anglais (et muni d’un résumé en frangais). Il corres-
pond a la publication [46]. Nous y présentons une preuve du Théoréme du going-down
de Schmidt dans le cas complexe, et nous généralisons certains exposants diophantiens
au cas d'un corps de nombres K.
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Chapitre 1

Rappels et Notations

Ce chapitre s’articule autour de deux axes. D’un c6té il est consacré a des rappels sur
les travaux qui existent déja dans le domaine de 'approximation diophantienne et qui
motivent nos problématiques. D’un autre coté, c¢’est ici que nous définissons la plupart
des notations et que nous présentons les définitions — parfois nouvelles, comme c’est le
cas dans les Parties et [1.8] parfois classiques — qui seront utilisées dans les chapitres
ultérieurs.

Dans la Partie nous donnons les notations employées pour décrire certains com-
portements asymptotiques. La Partie [1.2| présente une passerelle qui existe entre combi-
natoire des mots et approximation diophantienne, et qui est 'origine de la construction
de certains nombres extrémaux de Roy (voir Partie [1.3), des fractions sturmiennes de
Bugeaud et Laurent (voir Partie , et enfin de nombres associés a des mots a préfixes
palindromes abondants étudiés par Fischler [23] (voir Partie [I.5.1). Dans la Partie
nous présentons la plupart des résultats de Fischler auxquels nous ferons référence par
la suite, et notamment les exposants 3. et Sy qui sont au coeur de [23] (voir Partie de
I'introduction).

A partir de la Partie [I.6] commencent les rappels de géométrie paramétrique des nombres
qui seront employés tout au long de cette these. Nous présentons la notion utile de point
minimal dans la Partie : cette notion a été introduite par Davenport et Schmidt
(voir [16] et [I7]), mais celle que nous employons differe quelque peu et nous nous
efforcons de clarifier au maximum les liens entre les deux définitions (voir notamment
la Remarque et la Proposition . Dans la Partie nous introduisons de
nouvelles notations liées a la géométrie paramétrique des nombres qui seront utiles pour
certaines preuves concernant de trés bonnes approximations simultanées de £ et 2. Nous
énoncons également une version adaptée a notre contexte du résultat principal de I'article
de Fischler [23] (voir Théoréme [1.8.1). Enfin, la Partie résume un certain nombre
de relations qui existent entre les exposants paramétriques — notamment la Partie [1.9.2
qui traite du cas de I'approximation simultanée d’un nombre et de son carré (c’est le
contexte principal de cette theése). Nous utiliserons fréquemment ces relations au cours
des preuves sans toujours nous y référer. Nous explicitons également la correspondance
qui existe entre les exposants paramétriques utilisés dans cette these et ceux considérés
par Schmidt et Summerer dans [66] et [67].



1.1 Notations <, >, =< ...

Soit I un ensemble (ensemble des indices , typiquement, I de la forme N"), (a;);es et
(b;);er suites de réels positifs indexées par I. Soit J C I (ensemble des conditions). On
note « a; K b; pour ¢ € J » ou « b; > a; pour ¢ € J » s’il existe une constante ¢ > 0
telle que pour tout ¢ € J on ait a; < cb;. On écrit « a; < b; pour ¢ € J » si a; < b; pour
i€ Jeth <a;pourie J.

Dans le cas particulier I = N, en l'absence de précision supplémentaire on prendra
toujours J de la forme [[jo;+o0o[ pour jo assez grand et on écrira simplement a; < b;,
bi > Q4 et a; < bz

De maniere classique, si f et g sont deux fonctions définies sur un intervalle I = [qo, +00],
on notera f(q) = O(g(q)) quand ¢ tend vers U'infini (resp. f(q) = 0(g(q)) quand ¢ tend
vers l'infini) s’il existe une fonction ¢ > 0 définie I qui est bornée sur I (resp. qui tend
vers 0 en +00) et telle que |f(q)| < ¢(q)|g(q)| pour tout ¢ assez grand.

1.2 Combinatoire des mots et fractions continues

Dans les parties qui suivent on utilisera parfois des propriétés classiques des fractions

continues ; le lecteur les trouvera par exemple dans [65, Chapter I]. Dans cette these, nous
utiliserons certaines propriétés des mots sturmiens (voir par exemple [19] et [20]) qui sont
issues de la combinatoire des mots; voir par exemple [36], [37] et [38] pour un apergu de
ce domaine et de ses applications.
Rappelons que dans cette these on note v = ”T‘/g = 1.618... le nombre d’or. Les
exemples de constructions de nombres extrémaux de la Partie les fractions stur-
miennes de Bugeaud et Laurent de la Partie et les nombres construits par Fischler
dans la Partie trouvent leurs racines dans la combinatoire des mots. Une maniere de
présenter les choses est la suivante. Choisissons E = {a, b} un alphabet de deux lettres
avec a et b deux entiers > 0 distincts. On note E* le monoide des mots (finis) sur £
avec pour produit la concaténation de mots. On a alors (en munissant Matoy2(Z) de la
multiplication matricielle) un morphisme de monoides

B — Matgxg(Z)

o B (@ 1 a, 1 (1.2.1)
WwW=4ay...0ay 1 0 1 0 .

Soit maintenant w = ajaz ... un mot (éventuellement infini). On définit le réel &, dont
la suite des quotients partiels est 0 suivi des lettres aq, as, ... composant w :
1
fw:[();w]:[0§a1;a27a37'--]: 1
ai +
' 1
ay+ ———
a3 + o o
Pour tout 7 > 1 on note % = [0;a1,as, ..., a;] la j-éme réduite de &,. On a la propriété
J

classique suivante :
6w — il < ;' (5> 1). (1.2.2)
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De plus, les propriétés de récurrence des réduites montrent que

o q; 4j-1 . aq 1 a; 1 . ‘
= (5 0 (5 1) (% D) sy 029

Supposons maintenant que le préfixe m; = ajasy...a; soit un palindrome (i.e. a; = aj;,
as = aj_q etc.). Alors la matrice M; ci-dessus est symétrique : elle s’écrit sous la forme
My = 0 TN et (T[22 < 1ot <1 B
= , et (1.2.2) assure que |z ;€ — 14| < 2 © |z1,;€ — x9,4] < - En
T1j T2, J J
particulier il existe ¢ = ¢(&,) telle que

w060 — Iz,j|> < 637571 (1.2.4)

max (|x07]~§w — Ty I

Autrement dit, x; = (20,21, ¥2;) fournit une “bonne” approximation rationnelle si-
multanée de &, et 2. Si le mot w posséde une infinité de préfixes palindromes (ce qui
est le cas des mots considérés par Roy, Bugeaud et Laurent et Fischler) alors est
valable pour des z; arbitrairement grands et cela impose directement que

Ao(&w) > 1.

D’une maniere générale, le morphisme de monoides ® permet de transposer certaines
propriétés combinatoires du mot w en propriétés matricielles (avec entre autres I'impor-
tante propriété “m palindrome implique ®(m) symétrique”) qui elles-mémes permettent
de fournir des informations sur les “bonnes approximations” de &,. Dans le cas des frac-
tions sturmiennes, on en déduit la valeur de Pexposant Ay(€,) (voir Parties et [1.4).
Dans le cas plus général d'un mot avec suffisamment de préfixes palindromes, Fischler en
déduit la valeur de exposant (y(&,,) (voir Partie [L.F).

1.3 Nombres de type Fibonacci de Roy

Nous présentons ici un exemple de nombre extrémal construit par Roy, et la générali-
sation de sa construction qui donne naissance aux nombres de type Fibonacci. Rappelons
que dans cette theése on note v = 1*—2‘/5 = 1.618... le nombre d’or.

1.3.1 Nombres extrémaux

Soit & un nombre réel qui n’est pas algébrique de degré < 2 et ¢ : [1, +00[—]0, +00]
décroissante. On considere le probleme suivant (voir aussi [48]) :

Probléme E, : On cherche les solutions (g, z1,22) € Z* du systéme

0<z<Q
{ max (|370§ — o1, [20€® — 372|) < ¢(Q).

Rappelons que le principe des tiroirs de Dirichlet permet de montrer qu’en prenant
0(Q) = |VQ]* (ot |z| désigne la partie entiere de x) le Probleme E, g admet des
solutions pour tout ) > 1 (voir par exemple le Théoreme 1A du Chapitre II de [65]). En
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particulier, cela montre que 5\2(5) > % pour tout réel & qui n’est pas algébrique de degré
< 2.

D’un autre cté, Davenport et Schmidt ont montré (voir [I7, Theorem la]) que pour tout
réel £ qui n’est pas algébrique de degré < 2 il existe une constante ¢ = ¢(&) telle qu’en

définissant ¢ par ¢(Q) = CQ_% le Probleme E, o n’a aucune solution pour des valeurs
de @) arbitrairement grandes. En particulier cela assure que pour tout £ qui n’est pas
algébrique de degré < 2 on a Ay(€) < % =0.618....

Roy construit dans [49] des réels ¢ transcendants sur Q — appelés nombres extrémaux —
pour lesquels il existe une constante ¢ = ¢(§) telle que le Probleme E,, ¢ associé a £ avec la

fonction ¢ définie par ¢(Q) = chi ait une solution pour tout ) > 1. En particulier on
a 5\2(5) = % pour tout nombre extrémal, et cela prouve que la majoration de Davenport
et Schmidt est optimale.

Nous présentons dans la Partie un exemple de construction de nombre extrémal
(voir [49] et [53] pour une étude générale).

1.3.2 Exemples de nombres extrémaux : fractions continues de
Fibonacci

Nous reprenons le résumé fait par Roy dans [4§]. Comme dans la Partie on consi-
dére E' = {a,b} un alphabet de deux lettres et E* le monoide des mots sur £ (avec pour
produit la concaténation de mots). La suite de Fibonacci dans E* est la suite de mots
(w;);>0 définie récursivement par :

{ wo = b, w1 = a,
(voir 'Exemple 1.3.6 de [36]). Comme w; est un préfixe de w;,; (pour tout ¢ > 1), cette
suite converge vers un mot infini w = abaababa . .. appelé le mot de Fibonacci sur {a, b}.
On suppose maintenant que a, b sont deux entiers > 0 distincts et on considere la fraction
continue de Fibonacci dont la suite des quotients partiels est 0 suivi des lettres du mot
w de Fibonacci sur {a, b} :

Eup = [0;w] = [0;a,b,a,a,b,...] =

a +
b+
a+

1
a+

La fraction continue &,; est un exemple de fraction continue sturmienne au sens d’Al-
louche, Davison, Queffélec et Zamboni [I] ; ces auteurs ont notamment montré que de tels
nombres sont transcendants sur Q. Roy montre alors que §,; est un nombre extrémal ;
en particulier on a X2(£a,b) = %

Pour tout mot v d’au moins deux lettres on note u’ le mot u privé de ses deux dernieres
lettres. Roy utilise alors la propriété suivante du mot de Fibonacci attribuée a Berstel
(voir la Proposition 1 de [I8]) : pour tout ¢ > 3, le mot w} est un palindrome aas . .. a,,.

K3
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Lo, Tig
Ti1i L2

La matrice M,, = ®(w)) = ( ) définie par ((1.2.3) est alors symétrique et

fournit une “bonne approximation” simultanée x; de & et &, (voir la Partie [1.2). De

plus, Roy montre que xéﬁl = 20, En utilisant cette estimation et (1.2.4)) on peut alors
montrer qu'il existe ¢ = ¢(&,;) tel que pour tout ) assez grand, si on note ¢ l'indice tel
que xo; < Q < g4, alors x; vérifie les inégalités

{0<$0,i§Q

1
max (|$0,¢§a,b — 14, ’%,z’éib - 952z|) <cQ .

Cela montre que &, est extrémal et que Xg(fayb) >

, donc X2<£a7b) = % compte tenu de
la majoration de Davenport et Schmidt.

1
v

1.3.3 Construction généralisée : nombres de type Fibonacci

Reprenons la construction de la fraction continue de Fibonacci &, de la Partie|1.3.2]

Soit (w;);>o la suite des mots définis par (1.3.1). On note w; = ®(w;) et y; = P(w))
la “bonne” approximation simultanée de &, et 52,,, associée, ou P est le morphisme de
monoides défini par (1.2.1]) et u’ est désigne le mot u privé de ses deux dernieres lettres.

Notons que le mot w; (pour i > 2) se termine par ab si i est pair et par ba si ¢ est impair.

On définit la matrice N par
-1
a 1 b 1
=) ()]

et on pose N; = N sii est pair et N = NV si i est impair. Alors puisque ® est un morphisme
de monoides, on a les deux relations suivantes :

et

Notons aussi que det(w;) = 1 pour tout ¢ (d’'une certaine maniére on peut voir cette
contrainte comme traduisant la contrainte Ay(£) = 1).
L’idée de Roy dans [51] est la suivante : il considere directement une suite (w;);>o de

Matoya(Z) N GLy(R) =: M définie par wo, w; € M et vérifiant ((1.3.2)). Il montre alors
que pour wy et wi bien choisies il existe une matrice N € M telle que

yi =w;N;

soit symétrique pour tout i > 0 (olt on a posé N; = N si i est pair et N = NV si i est
impair). Dans le cas des nombres extrémaux, on avait det(w;) = O(1) pour tout i. Dans le
cas général, la Proposition du Chapitre |2l montre (sous des hypotheses assez faibles)
qu’il existe § > 0 tel que | det(w;)| < [[wy]|%, (ot ||W]|s est défini comme le maximum
des valeurs absolues des coefficients de w). Roy ne travaille pas directement avec ¢ mais
avec un encadrement ||w;||% < | det(w;)] < [|w;|2, (voir Exemple 5.4 de [51]). Il montre
alors que sous certaines hypothéses, la suite de matrices (y;); converge dans P?(R) vers
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un vecteur y = (1,&,£?%), et que chaque y; est une “bonne” approximation simultanée
de ¢ et 52 Le nombre £ ainsi produit est appelé un nombre de type Fibonacci, et son
exposant )\2(5) ne dépend que de . Plus précisément nous montrons dans le Chapltrel

que
(1—-10)y
1+ (1—0)y

(voir Théoreme du Chapitre [2). Grace a ces nombres, en montrant essentiellement
qu'on peut prendre § dans un ensemble dense dans [0, %] Roy montre finalement la

densité du spectre de Ay dans l'intervalle [%, l] Remarquons qu’avec § = 0 I’équation

(1.3.4) donne \y(€) = %, et avec § = 7% elle donne Ay(€) = 1.

2

Ma(€) = (1.3.4)

1.4 Fractions sturmiennes de Bugeaud et Laurent

Dans cette partie on présente rapidement les exemples de Bugeaud et Laurent [§]
qui généralisent la construction des fractions continues de Fibonacci de Roy [49], voir

Partie [[.3.2]

Soit s = (s;);>1 une suite d’entiers naturels non nuls. Fixons a et b deux entiers
distincts > 0. On définit par récurrence une suite de mots (w;);>o par les formules

wy = b,w; = b "a,
Wi = w; T wiy (i >1).

Cette suite converge vers un mot infini

w, = Zilgrnoo w; = (b ta)*b. ..,

qu’on appelle classiquement mot sturmien caractéristique d’angle (ou de pente) ¢ :=
[0; s1, 89, 83, . . . |, construit sur l'alphabet {a,b}. Ces mots posseédent beaucoup de pro-
priétés combinatoires et sont fondamentaux en combinatoire des mots (voir le livre de
Lothaire [36] pour un aper¢u du domaine, et les articles de Lucas [19], [20] pour quelques
propriétés des mots sturmiens). Comme dans la Partleon note &, = [0; w,| le réel dont
les quotients partiels sont successivement 0 et les lettres du mot infini w,. Remarquons
qu’on retrouve 'exemple de la fraction de Fibonacci de Roy en prenant la suite (s;);>1
définie par s; = 1 pour tout .

On associe a s = (s;); la quantité

1

lim Supi—>+oo[si+1; Siy e 781]

ols) =0 =

Définition 1.4.1. On note S I'ensemble des o(s) lorsque s décrit 'ensemble des suites
d’entiers naturels non nuls.

Lorsque s est non bornée, on a o(s) = 0. Le cas qui nous intéresse est celui ou
o(s) > 0, donc on fera souvent 'hypotheése que s est bornée. Cassaigne a étudié les
éléments de S dans [13]. Cet ensemble est également lié au spectre de I'exposant [Fy(§)



de Fischler [23] (voir Partie [1.5)).

Le Théoréme 3.1 de Bugeaud et Laurent [8] implique alors le résultat suivant :

A(8p) =1, wa(&y) =1+ iv
5‘2(&0) = ;iza 02(&,) =2+ 0.

De plus, Bugeaud et Laurent décrivent completement la suite des meilleures approxima-
tions rationnelles simultanées de &, et Si L’un des points-clefs pour montrer ces résultats
est le fait qu’on peut décrire parfaitement les préfixes palindromes du mot w,,. Si pour
tout mot u d’au moins deux lettres on note u' le mot u privé de ses deux dernieres lettres,
alors

(wiwi_l)’ avec 1 Z letl S l S Si+1

est la suite des préfixes palindromes du mot w, (voir la Partie 5 de [§], notamment le
Lemme 5.3 qui montre que ces mots sont bien des palindromes, ainsi que [22, Sect.3.1]
ou la suite de tous les palindromes d’un tel mot est étudiée). A ces palindromes corres-

pondent des matrices symétriques ® ( (wlw;_,)’ ) qui fournissent de bonnes approximations
simultanées de &, et £2 (voir Partie|1.3.2). Bugeaud et Laurent utilisent ces approxima-

tions simultanées pour calculer \y(&,) ; pour les exposants wy et s ils se servent des réels
quadratiques ag = [0; wg, Wk, Wk, . . . ]

1.5 Travaux de Fischler sur D'approximation d’un
nombre et de son carré

Nous rappelons ici certains certaines définitions et certains résultats des articles de
Fischler [22] et [23].

1.5.1 Mots a préfixes palindromes abondants

Les résultats présentés ici sont issus de [22] et [23, Section 2.1].
Soit ¢ : N* — [—1;+o0o[ une fonction telle que

Y(n)<n-1 (n>1). (1.5.1)

On note (tx)g>1 la suite des indices n > 1 (ordonnés dans 'ordre croissant) tels que
(n) < n — 2. Cette suite peut étre finie ou infinie (seul le cas ou cette suite est infinie
nous intéresse ici). La Définition suivante reprend la Définition 2.1 de [23] (voir aussi [22,
Definition 4.9]).

Définition 1.5.1. Une fonction ¢ est dite asymptotiquement réduite si ((1.5.1)) est vérifiée
et si la suite (¢;)g>1 associée est telle que

Y(tr) <th1 et (te) # Y(tr-1)

pour tout k assez grand. Quand la suite (¢;) est finie, on dit aussi par convention que
est asymptotiquement réduite.



Suivant la notation de Fischler, on note F I’ensemble des fonctions ¢ : N* — N telles
que
¥ est asymptotiquement réduite
Il existe ¢ tel que i — ¢ < ¢(i) <i— 1 pour tout i > 1 (1.5.2)
Il existe une infinité de i tels que (i) < i — 2.

Dans cette these, on considere les fonctions dites sturmiennes qui sont des fonctions

asymptotiquement réduites particulieres vérifiant entre autres 1(ty) = tx_1 — 1 pour tout
k assez grand (voir la Définition [1.5.1]).

Définition 1.5.2. Soit (si)r>0 une suite d’entiers strictement positifs pour k& > 1, avec
sop = —1,81 = 1. Pour k > 0, on pose t;, = sg+ s1 + -+ + sk, et on associe a (si), une
fonction ¢ : [0;+oo] — [—1;+o00[ définie par

Y(ty) =ty—1 — 1 pour k > 1
Y(i) =i — 1 si i n'est pas parmi les t;.

On dit que v est une fonction sturmienne.

Remarquons qu’une fonction sturmienne (restreinte a N*) est une fonction asymptotique-
ment réduite, et que la suite (¢x)r>0 privée de son premier terme ¢, coincide avec la suite
(tk)k>1 de la Définition On note Fyur C F 'ensemble des fonctions sturmiennes
dont la suite (si)r associée est bornée.

Etant donné un mot infini w = wyws ... écrit sur un alphabet A, on note (m:)i>1 la
suite (finie ou infinie) des préfixes palindromes de w (i.e. des mots wyws ... w, tels que
Wy = Wy, Wy = w,_1 etc), et n; la longueur de m; (de sorte que m; = wyws ... w,, est un
palindrome pour tout ¢ > 1). On pose alors

0(w) = lim sup fitt
i—+too Ty

(avec la convention §(w) = 400 si la suite (n;); est finie). La quantité 1/§(w) mesure
la “densité” des préfixes palindromes de w. Fischler étudie dans [22] les mots w tels que
d(w) < 2, i.e. les mots avec “beaucoup” de préfixes palindromes.

Pour i’ <4, my est un préfixe de 7; et il existe un mot b = Wr, 11 - - - Wy, tel que m; = myb.
On note ; 'm; ce mot b. On note X I'ensemble des mots w qui ne sont pas ultimement
périodiques et tels que §(w) < 2 (en particulier la suite (n;); est alors infinie). Fischler
prouve [22] le résultat suivant (voir le Théoreme 2.2 de [23]) :

Théoréme 1.5.1. (a) Pour tout w € X il existe 1 € F telle que
g1 = Wiﬂ;(li)m- pour tout i assez grand. (1.5.3)

(b) Pour tout ¢ € F il existe w € X tel que 'équation (1.5.3|) soit vérifiée.

Le Théoréme implique que tout w € X peut étre écrit sur un alphabet fini.
Remarquons aussi que I'équation (|1.5.3]) implique

Nit1 = 2n; — Ny pour tout 7 assez grand.



Définition 1.5.3. Soit ) € F. On pose

m.
§(1) = lim sup ——
i—+oo My
ou (m;);>1 est nimporte quelle suite croissante d’entiers naturels telle que m;,; = 2m; —
M) pour tout 7 assez grand.

Remarque. La valeur de (1) ne dépend pas du choix de la suite (m;); (voir Proposition
6.2 de [22]). En particulier, si ¢ correspond & un mot w comme dans le Théoreme on
peut choisir la suite (n;); des longueurs des préfixes palindromes de w, donc §(¢)) = §(w).

1.5.2 Crochet de Roy

Dans cette thése on identifie R? (resp. Z3) a 'espace des matrices symétriques 2 x 2
a coefficients réels (resp. entiers) via I'isomorphisme

To 1
X = (g, T1,T9) —r .
( 0,41, 2) < T, Ty )

Ainsi, on peut considérer le déterminant det(x) d'un vecteur x € R3, le produit xy de
deux vecteurs de R? ainsi que I'inverse de x € R? si la matrice correspondante est in-
versible. Dans [49], Roy introduit 'opération crochet [-, -, | entre 3 vecteurs de R?® (voir
ci-dessous). Dans [23] Fischler généralise son utilisation et s’en sert d’une maniére cruciale
(voir notamment le Théoreme 4.1 de [23] et sa preuve).

On note J la matrice J = _01 (1) . Si x,y,z sont trois vecteurs linéairement dépen-
dants de R?® (identifiés & des matrices symétriques), alors la matrice —x.JzJy est aussi
symétrique et on note [x,y, z| le vecteur de R? correspondant. Rappelons quelques iden-
tités utiles. Pour commencer, puisque pour toute matrice x symétrique inversible on a
JxJ = —det(x)x!, si z € R3 est inversible (vu comme matrice) il s’ensuit que

[x,y,2] = — det(z)xz'y.

En particulier on a

det([x,y,z]) = det(x) det(y) det(z).

De plus z peut étre retrouvé a partir de x,y et [X,y,z| en utilisant la formule

det(x) det(y)z = [x,y, [x,¥, 2.

1.5.3 Exposants (.

On fixe un réel & qui n’est pas algébrique de degré < 2. Pour tout x € R3 on note
|x||oo sa norme définie comme le maximum des valeurs absolues de ses coefficients. Pour
étudier la qualité de l'approximation rationnelle simultanée de & et ¢2 on introduit la
quantité

M(X) — Imax (|[L’0§ — [L’1|, |[L’0§2 - $2|>

qui est notée L(x) dans [23]. Dans [23], Fischler introduit de nouveaux exposants dio-
phantiens (. dont la définition est la suivante.



Définition 1.5.4. Soit € €]0,1]. On note §.(£) la borne inférieure de I'ensemble des 3
tels que, pour tout B suffisamment grand, il existe x = (z¢, 71, z2) € Z3 tel que

1 <|zo| < B et M(x)<min (B_l/ﬁ’ ‘x0|5—1)'

Si ’ensemble des § est vide, on pose [.(£) = +oo. Clairement, la fonction € — [.() est
décroissante. On pose

Bo(§) = sup B() = lim B.(¢).

0<e<1

Remarque 1.5.5. En particulier, pour e = 1, on a £1(€) = 1/Ao(€).

Pour tout X > 1, 'ensemble des vecteurs a = (ag, as,as) € 73 tels que 1 < ap < X
et M(a) <1 est fini et contient exactement un élément pour lequel M (a) est minimal.
Suivant la terminologie de [16] et [I7], on appelle dans cette partie uniquement cet élément
le point minimal correspondant a X (la définition de point minimal qu’on utilisera dans
cette these est celle de la Définition [I.7.4]; la différence vient du fait que les quantités
considérées ne sont pas exactement les mémes, voir Remarque . On note (a;); la
suite des points minimaux ordonnés par norme croissante.

En considérant ’ensemble A, défini par

A = {x = (w0, 21,22) € Z* \ {0} | M (x) < [|x[|9}, (1.5.4)

Fischler montre que pour tout € €]0,1] on a

i sup 08Ul loo)
Be(§) = hgfip —log(M(w;))’

en notant (u;); la suite des points minimaux qui sont dans A, ordonnés par norme
croissante (voir (11) de [23]).
Fischler montre (voir le Théoreme 1.3 de [23]) le résultat suivant.

Théoréme 1.5.2. Soit £ tel que Bo(§) < 2. On définit 1 par

er=(2-41(6)) (2 - Bul&) + (2= Bol€)Bi(€))

Alors 5.(§) = Bo(&) pour tout € < &y.
Remarque. Comme le fait remarquer Fischler, puisque [£;(§) < [So(§) on a g1 > (2 —

Bo(€))*(1 + Bo(£)).

(1.5.5)

Le Théoreme 4.1 et la Proposition 5.1 de [23] impliquent :

Théoréme 1.5.3. Soit & un réel qui n’est pas algébrique de degré < 2 et tel que So(§) < 2.
Soit € tel que 0 < £ < g1 ou &1 est la constante du Théoréeme . On note (w;); la suite
des points minimaux de A. ordonnés par norme croissante. Alors

M(u;) = [ug| o0, (1.5.6)
et il existe une fonction ¢ € F telle que
U uiu;(li)ui pour tout i assez grand. (1.5.7)
De plus on a [’égalité
Bo(&) = d(¥)



Remarque. L'équation (1.5.7)) se réécrit wy;y o [u;, u;, w41 pour ¢ assez grand (ou [, -, -]
est le crochet de Roy de la Partie [1.5.2)).

Remarque 1.5.6. La fonction ¢ du Théoreme [1.5.3| n’est pas unique. En revanche, deux
fonctions 1, ¢’ vérifiant le Théoreme sont équivalentes modulo la relation d’équiva-
lence R sur F définie par ¥R’ si et seulement si il existe deux entiers m et i; tels que
(i) —i = ¢'(i —m) — (i —m) pour tout i > 4y ; voir la Définition 2.5 de [23]. Si YRy’
on a 5() = ().

Le Lemme 7.1 de [22] et le Théoréme donnent :

Théoréme 1.5.4. Supposons que [y(€) < /3. Alors il existe une fonction v associée a

& par le Théoreme qui est sturmienne (voir Définition .

Définition 1.5.7. On note Sy le spectre de fy, i.e. 'ensemble des valeurs [3(§) lorsque
& décrit 'ensemble des réels qui ne sont pas algébriques de degré < 2.
On note &’ 'ensemble des 1 + H% lorsque ¢ décrit S (o S est 'ensemble de la Défini-

tion [1.4.1)) ; rappelons que pour les fractions sturmiennes &, de Bugeaud et Laurent on a
50(@) = 51(&#) = 1/>‘2<5¢) =1+ H% avec 0 =0, € S.

Cassaigne a étudié S’ (voir notamment le Corollaire 1 et le Théoreme 2 de [13]),
et a montré qu’il existe une suite infinie strictement croissante (o,), qui converge vers
O = 1.721--- € & telle que 8’ N [1, 0] soit exactement égal & I’ensemble des o,,. En
particulier o, est le plus petit point d’accumulation de §’. On a 07 = v = 1.618...,
oy =14+ Y2 =1.707..., 03 = 2210 = 1.720. .. etc.

Le Théoréme le Théoreme et la Proposition 5.1 de [23] permettent de

montrer le résultat suivant.

Théoréme 1.5.5. On a
So N[y, V3[=8"N1y, V3.

Plus généralement, Fischler montre [23, Theorem 1.1] le théoréme suivant

Théoréme 1.5.6. On a

{60(&) [ € € R, degg (&) = 3}N]1L, 2[= {d(w) | w mot infiniyN]1,2[.

1.5.4 Fractions continues a préfixes palindromes

En utilisant la construction présentée dans la Partie [1.2 Fischler construit des réels
&w tels que By(&,) < 2 vérifiant son Théoréme [1.8.1]
Soit w un mot infini écrit sur N* qui n’est pas ultimement périodique et tel que d(w) < 2
(i.e. w a “suffisamment” de palindromes). Comme dans la Partie on note (1;);>1
la suite croissante des longueurs des préfixes palindromes de w, et comme mentionné on
peut supposer w écrit sur un alphabet fini A C N*. On considere alors réel &, de la

Partie [[.2] :

gw = [Ouw] = [0;w17w27w37"'] =
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Comme w n’est pas fini ni ultimement périodique, le réel £, n’est pas algébrique de degré
< 2. Comme étudié dans la Partie [I.2] chaque préfixe palindrome fournit une “bonne”
approximation rationnelle simultanée de &, et £2. Fischler montre alors que

Bo(&w) = 0(w) <2,

donc &, vérifie les hypotheses du Théoreme [1.5.3] De plus, la fonction 1 associée a w par
le Théoreme lui est aussi associée par le Théoreme Si 1 est sturmienne (i.e. si
le mot w est sturmien caractéristique), cela redonne les fractions de Bugeaud et Laurent.

1.6 (éométrie paramétrique des nombres

Cette partie est consacrée a quelques rappels sur la géométrie paramétrique des
nombres de Schmidt et Summerer et sur la notion de 3-systéme (voir Définition [L.6.8)).
Le lecteur pourra peu familier de la géométrie des nombres pourra consulter [35] (voir
aussi [39] pour des propriétés plus spécifiques aux corps convexes composés).

Soit n > 2 un entier et u € R"™ un vecteur dont les coordonnées sont linéairement
indépendantes sur Q; dans la suite on aura n = 3 et u = (1,£,£?). Dans cette partie on
effectue de rapides rappels sur les outils de la géométrie paramétrique des nombres (cf
[66] et [67]), et on énonce le résultat majeur dit & Roy [55], [56] (voir le Théoréme [1.6.]]
ci-dessous qui résout une conjecture de Schmidt and Summerer).

Notation. Soit I un ensemble de réels positifs non borné et (K, )qer, (Cy)qer deux familles
de corps convexes de R" indexées par /. On note K, < C, et on dit que (K,)qer et (Cy)qer
sont équivalentes s’il existe ¢ > 0 telle que pour tout indice g assez grand on ait

1
EKq C Cq - CKq.

Dans la suite, la lettre ¢ désigne toujours un réel > 0. Pour tous vecteurs x,y € R" on note
x-y = (x,y) le produit scalaire de x avec y, et ||-|| désigne la norme euclidienne associée au
produit scalaire. C’est toujours la norme qu’on considérera sur R”, sauf mention explicite
du contraire.

L’une des idées fondatrices de la géométrie paramétrique des nombres est de considérer
une famille de corps convexes paramétrée par un réel g et d’étudier les minima successifs
associés a cette famille. Plusieurs choix de familles sont possibles ; nous choisissons ici de
considérer les familles de corps convexes de [50].

Pour cela, on munit 'algebre extérieure AR" = @}, AFR"™ de la structure d’espace

euclidien telle que pour toute base orthonormée (e, ..., e,) de R", 'ensemble des produits
extérieurs e;; A ---Ae;, avec 0 < k < netl <4 < -+ < < n forme une base
orthonormée de A\*R™ dont on note encore | - || la norme. Pour & = 0,...,n on note

AFZ™ le réseaun de A*R™ engendré par les produits extérieurs de la forme x; A - -+ A X,
avec Xi,...,X, € Z" (pour k = 0 on a A*R" = R et on pose \°Z" = Z). Via les

n
k

de sa structure euclidienne canonique et A*¥Z" avec ZV. Notons qu’on identifie ainsi
(/\”*1 R™ A" ! Z”) avec (R”, Z”).

bases canoniques on peut identifier A¥ R™ avec I’espace euclidien RV (ou N = ( )) muni
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Définition 1.6.1. On pose

Cu(e”) = {xeR"; [x]| <1, |x-u| <e™}

et
Cie?) ={xeR"; ||x]| <€ |xAu| <1}
Pour j = 1,...,n, on note A\;(q) (resp. Aj(q)) le j-éme minimum successif du corps
convexe Cy(e?) (resp. Cf(e?)) pour le réseau Z". On définit également
L;(qg
Li(@) = log Ay(a) i) = 2
4, = limsupvy;(q) ¥, = liminfv(a),

ainsi que L3(q), ¥7(q), ﬂj, gj associés aux Aj(g). On regroupe les L; (resp. LY) en une

unique fonction Ly = (Ly,...,L,) (resp. L}, = (L3,...,L})).
Définition 1.6.2. On pose pour N > 1
Ay :={(z1,...,oxy) ERY ; 2, < --- <y}

et
(I)NZRN—)AN

I’application continue qui réarrange les coordonnées d'un vecteur dans ’ordre croissant.

Définition 1.6.3. On suit [67, §3] et on définit le graphe conjoint d’un ensemble de
fonctions a valeurs réelles définies sur un intervalle I comme étant 'union de leurs
graphes dans I x R. Pour une fonction P : [¢, +oo[— A, et un intervalle I C [¢, +o0[, on
définit également le graphe conjoint de P sur I comme étant le graphe conjoint de ses
composantes P, ..., P, restreintes a I.

Définition 1.6.4. Afin de pouvoir tracer le graphe conjoint de la fonction Ly, il est utile
de définir pour tout vecteur x € R™ \ {0} la quantité Ax(q) (resp. A%(q)) comme étant le
plus petit réel A > 0 tel que x € A\Cy(e?) (resp. x € ACj;(e?)). On pose alors

Lx(q) = log(Ax(q)) et Li(q) =log(AL(q))-

Roy appelle le graphe de Ly (ou de L%) la trajectoire de x. Localement, le graphe conjoint
de L, est inclus dans le graphe conjoint d’un ensemble fini de Ly, et pour tout x # 0 on
a

Lx(g) = max (log([|x]), log(||x - ul|) +g)
Ly (q)

La fonction Ly est constante sur [0, ¢x], puis de pente 1 sur [gy, +00][, ou ¢, appelé
point de changement de pente de Ly, est donné par la formule

max ( log(x A ul]), log([x]]) — q)-

¢x = log([[x[[) — log(|x - ul).
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De méme, la fonction L% est décroissante de pente —1 sur [0,¢k], puis constante sur
(g%, +oo, ou g%, appelé point de changement de pente de L, est donné par la formule

G = log([[x][) —log([x A ul]).

Remarquons qu’on a
q q

Li(¢) =minLy(g) et Li(g) =minLi(q). (1.6.1)

Enoncons quelques propriétés classiques vérifiées par les fonctions Ly et L;.

Proposition 1.6.5. Les fonctions L; sont continues affines par morceauz, croissantes de
pentes O ou 1, et vérifient les propriétés suivantes

(a) Li(q) <--- < Ly(q).
(b) Li(q) + -+ La(g) = ¢+ O(1).

De maniere duale, les fonctions L} sont continues affines par morceaux, décroissantes de
pentes 0 ou —1 et vérifient

(a’) Li(q) <--- < Li(q).
(b)) Li(g) + -+ Ly(g) = =g+ O(1).

Notons que les assertions @ et viennent du second théoreme de Minkowski,
en utilisant le fait que Vol(Cy(e?)) < e~ et Vol(C}(e?)) =< e, les constantes implicites
des symboles =< ne dépendant que de u (ou Vol(K') désigne la mesure de Lebesgue d'un
ensemble mesurable de R™).

Si K est un corps convexe de R™ pour 0 < p < n Mahler [39] définit le corps
composé p-eme K® c APR™ de K comme étant Uenveloppe convexe de I’ensemble des
x; A -+ A X, avec Xyp,...,X, € K. C’est un corps convexe de AP R", et Mahler montre
que les minima successifs de K® pour le réseau APZ" s’expriment en fonction des
minima successifs de K pour le réseau Z". Plus généralement a partir d’'une famille libre
(x1,...,2,) réalisant (& constante multiplicative absolue pres) les minima successifs de
K, la preuve de Mahler permet de construire une famille de vecteurs de AP Z" réalisant
(& constante multiplicative absolue prés) les minima successifs de K (),

n—1 n—1
En remarquant que les composés (n — 1)-eéme (Cu(eq)>( ! et (C;(eq))( ! vérifient

(Caten)™

on peut alors déduire grace aux travaux de Mahler [39] la proposition suivante (clas-
sique en géométrie paramétrique des nombres) qui relie les minima successifs des familles

1) (n—1)

=< e IC(e?) et (C:‘l(eq)) = elCy(e?) (1.6.2)

(C“(eq))qzo et (Cfl(eq))qzo (voir aussi [35] pour des rappels sur la géométrie des nombres

et les minima successifs du corps convexe dual — “équivalent” au corps composé (n — 1)-
eme). Généralement, la Proposition est énoncée simplement sous la forme ((1.6.3)

mais nous nous servirons parfois de I’énoncé complet.
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Proposition 1.6.6 (Mahler). Pourj=1,...,n on a

Li(q) = =Ly 1_;(q) + O(1) (1.6.3)

pour tout q > 0.
De plus, on a les propriétés suivantes. Soient C' > 0 une constante fizée et ¢ > 0. Soit
(Z1,...,2,) une famille libre de vecteurs de Z™ qui réalise (Lq,...,L,) da C prés en q, i.e.
telle que

L., (q) — Li(¢)| < C pouri=1,...,n.

Pouri=1,... nonposey, =2z, AN+ Nzp_ij1 NNz, €Z", o le chapeau sur z, ;1
signifie qu’il n’est pas pris en compte dans le produit extérieur définissant y;. Alors il
existe C' > 0 qui ne dépend que de C et u telle que (y1,...,yn) réalise (L, ..., L) a C’
pres en q, i.e. telle que

IL:(q) —Li(g) <C" i=1,...,n.

Réciproqguement, si (yi,...,y¥n) est une famille libre de vecteurs de Z™ qui réalise
(Li,...,L*) a C présenq, pouri=1,...,n on pose z; = y1 A+ AYn_iz1 NNy, € Z"
(ot le chapeau sur y, ;i1 signifie qu’il n’est pas pris en compte dans le produit exté-
rieur). Alors il existe C' > 0 qui ne dépend que de C' et u telle que (z1,...,2,) réalise
(Ly,...,Ly) a C" pres.

La Proposition [1.6.6] implique directement les relations suivantes qu’on sera souvent
amené a utiliser.

Corollaire 1.6.7. Les fonctions Ly = (Ly ..., L) et L = (Li... L) vérifient

L, =(-L,...,—L)+0O(1) et L,=(-L;,...,—L})+ O(1). (1.6.4)
Pour tout j =1,...,n on a
b, = —; et Y= P (1.6.5)

Schmidt et Summerer décrivent de maniere plus précise le comportement des L; en
introduisant la définition de (n,~)-systeme dans [67]. Dans [56] Roy donne la Défini-
tion m — équivalente a celle d'un (n,0)-systeme — et il montre qu’on peut en fait se
limiter a I’étude de cette classe plus petite et plus simple pour étudier le comportement
des L; (voir aussi [55] pour la définition de n-systéme rigide qui constitue également une
classe de fonctions qu’on peut utiliser pour approcher les L;).

Définition 1.6.8. Soit ¢y > 0. Un n-systéme (ou (n,0)-systéme) sur [go, +0oo[ est une
fonction P = (Py,...,P,) : [go, +oo[— R™ continue affine par morceaux vérifiant les
conditions suivantes :

(a) Pour tout ¢ > qp, on a 0 < Py(q) <--- < P,(q) et P1(q) + -+ 4+ Pnlq) =g,

(b) Si H est un intervalle ouvert non vide de [go, 400 sur lequel P est différentiable,
alors il existe un entier r (1 < r < n), tel que P, est de pente 1 sur H et les autres
composantes P; de P (j # r) sont constantes sur H.
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(c) Si g > qo est un point ou P n’est pas différentiable, et si r et s les entiers tels que
P, est de pente 1 sur |q — ¢, ¢[ et Py est de pente 1 sur |q,q + €| (avec € > 0 assez
petit) vérifient r < s, alors on a P,.(¢) = P,11(q) = - -+ = Ps(q).

Etant donné une partie A de R, on appelle intervalle de A tout intervalle de R inclus dans
A. Ici, la condition « P est affine par morceaux » signifie que pour tout intervalle borné
J C [qo, +o0l, I'intersection de J avec I’ensemble D des points de [go, +00[ ot P n’est pas
différentiable est fini, et que la dérivée de P est localement constante sur [qg, +0o[\D. La
pente d’une composante P; de P sur un intervalle ouvert non vide H de [go, +00[\D est
alors la valeur constante de sa dérivée sur H, ou de maniere équivalente la pente de son
graphe sur H.

Définition 1.6.9. Soit ¢o > 0. Un n-systeme dual sur [gy, +00) est une fonction P :
[qo, +0o[— R™ telle que (=P, ..., —P1) soit un n-systéme sur [gg, +00).

Théoréme 1.6.1 (Roy, 2015). Pour tout vecteur u € R™ non nul, il existe qo > 0 et
un n-systéme P (resp. un n-systeme dual P*) sur [qo, +o0[ tel que |Ly — P|lo (resp.
|L: — P*|| o )Js0it borné sur [qy,+00[. Réciproquement pour tout n-systéme P (resp. tout
n-systéeme dual P*) sur [qo, +00|, il existe un vecteur u € R™ non nul tel que ||Ly — P||«
(resp. ||Li — P*||s) soit borné sur [qo, +00].

Remarque 1.6.10. Concernant la premiére partie du Théoréme [1.6.1, Schmidt et Summe-
rer en avaient déja montré une version plus faible [67], a savoir que pour tout u € R"™ non
nul, il existe gy > 0 et un (n,y)-systeme P sur [go, +00[ (avec v > 0) tel que ||Ly — P||s
soit borné sur [0, +o00[; voir [67] pour la définition d'un (n, y)-systéme. Un n-systéme est
un (n,0)-systeme au sens de Schmidt et Summerer. Les (n,0)-systemes sont les (n,7)-
systemes les plus simples. La seconde partie du Théoreme[1.6.1] a été démontrée par Roy
dans [55], ou il résout une conjecture de Schmidt et Summerer.

1.7 Suites de points minimaux

Rappelons que || - || désigne la norme euclidienne sur R". La notion de point mini-
mal est un outil fondamental dans 1’approche de Davenport et Schmidt [16], [17]; elle
est utilisée notamment par Fischler [23] et Roy [49], [50]. Cependant, elle ne s’inscrit
pas immédiatement dans le contexte de la géométrie paramétrique des nombres (avec le
choix que nous faisons de la famille de corps convexes symétriques). Dans cette partie,
nous proposons une notion de point minimal voisine de celle de Davenport et Schmidt
mais compatible avec la géométrie paramétrique des nombres dans notre contexte. Une
premiere définition est donnée dans la Partie [1.7] puis une seconde (équivalente) dans
la Partie pour faire le lien avec la notion de Davenport et Schmidt [16, Sect. 3]
et expliquer la différence. L’idée naive est de définir un point minimal comme étant un
point x réalisant le premier minimum L; ou Lj. La remarque suivante nous invite a ne
considérer que les points dont la premiere coordonnée non nulle est > 0 pour éviter la
redondance.

Remarque 1.7.1. Si L1(q) = Lx(q) (ou Li(q) = L%(q)), comme x et —x ont méme trajec-
toire, quitte a changer x en —x on peut supposer que la premiére coordonnée non nulle
de x est > 0.
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A priori en un point ¢ quelconque rien ne garantit qu'un vecteur x € Z? réalisant L,
(resp. L) en ¢ soit unique; or il est agréable de pouvoir parler du point minimal réalisant
L1(q) ou Li(g). Une telle unicité est clairement impossible aux points en lesquels la pente
de L; passe de 1 a 0 (resp. la pente de Lj passe de pente —1 a 0) puisqu’en ces points
Ly et Ly (resp. Lj et L3) coincident et donc il y a au moins deux points linéairement
indépendants qui réalisent le premier minimum. En-dehors de ces points particuliers on
aimerait pouvoir considérer le point qui réalise L; ou Lj. Or, rien n’empéche a priori des
situations similaires & celle de la Figure [I.2] du paragraphe ci-dessous. Dans le cas
de la Figure on préfere dire que y est “meilleur” que x dans le sens ou L réalise L]
en tous les points ou L réalise L], et aussi en d’autres points.

1.7.1 Une définition paramétrique

Avant de définir les points minimaux, énongons un lemme qui sera utile pour montrer
les résultats d’unicité. Dans cette these les conditions de ce lemme seront systématique-
ment vérifiées.

Lemme 1.7.2. On suppose que les coordonnées de u sont linéairement indépendantes
sur Q. Si deuz points non nuls x,y € Z* vérifient Ly = Ly ou Li = L; alors x = +y.
Autrement dit, deux points qui ont méme trajectoire sont égaux au signe pres.

Preuve Supposons pour commencer que Ly = Ly. Cela implique |x - u| = |y - ul, donc
par hypothese sur u on a nécessairement x +y = 0.
Supposons que L} = L}. Alors on a [|x|| = [|y|| et [[xAu| = [[x Aul|. Or d’aprés I'identité

de Lagrange, pour tous vecteurs a,b € R? on a
la AB|* +[a - b[* = [Jall]b],

donc on a |[x-u| = |y-u|. D’apres ce qui précede cela implique encore une fois que x = +y.
]

On va se servir de la proposition suivante pour définir la notion de point minimal.

Proposition 1.7.3. Soit ¢ > 0 un point en lequel la pente de Ly passe de 0 a 1. Alors il
existe un point x € 73\ {0} de premiére coordonnée non nulle > 0 tel que Ly(q) = Li(q)
et tel que le point qx de changement de pente de Ly vérifie gx = q. Si les coordonnées de
u sont linéairement indépendantes sur Q alors ce point est unique.

De maniere duale, soit ¢ > 0 un point en lequel en lequel la pente de Lj passe de —1 a
0. Alors il existe un point x € Z*\ {0} de premiére coordonnée non nulle > 0 tel que
Li(q) = Li(q) et tel que le point ¢&. de changement de pente de L% vérifie gx = q. Si les
coordonnées de u sont linéairement indépendantes sur Q alors ce point est unique.

Preuve Nous montrons les questions d'unicité a la fin de la preuve.

Soit ¢ > 0 un point en lequel L; passe de pente 0 a 1. D’apres il existe x € Z3
non nul (qu'on peut supposer de premieére coordonnée non nulle > 0 d’apres la Re-
marque tel que Ly(q) = L1(q). Comme L; < Ly et que par hypothese il existe ¢ > 0
tel que L soit constante sur [q— ¢, q] et croissante de pente 1 sur [g, ¢+ ¢], nécessairement
q est le point de changement de pente de Ly, i.e. ¢ = ¢x.
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De méme, si ¢ > 0 un point en lequel L passe de pente —1 a 0, par (1.6.1]) il existe
x € Z3 non nul (qu'on peut toujours supposer de premiére coordonnée non nulle > 0)
tel que Li(q) = Lj(q). Comme dans le cas précédent, on montre qu’on a nécessairement

q = G-

Montrons 1'unicité en supposant maintenant que les coordonnées de u sont linéaire-
ment indépendantes sur Q. Si deux points non nuls x,y € Z? sont tels que Ly et Ly
(resp. Ly et L}) coincident en un point et gx = gy (resp. gx = g;), alors on a L, = L
(resp. Ly = Lj). D’apres le Lemme cela implique que x = +y, et si on impose
que la premiere coordonnée non nulle de ces vecteurs soit > 0, alors on a x = y. D’ou
I'unicité.

4

Définissons maintenant la notion de point minimal.

Définition 1.7.4. On appelle point minimal (relatif a la famille (Cu(eq)) >0) tout vecteur
q=

x € Z3\ {0} de premiere coordonnée non nulle > 0 tel que le point ¢, de changement de
pente de Ly vérifie :

— Le point x réalise L; au point gy, i.e. Li(gx) = Lx(gx)

— La pente de la fonction L; passe de 0 a 1 au point gx.
De maniere duale, on appelle point minimal (relatif a la famille (Cfl(eq))q>0) (ou point

minimal dual) tout vecteur x € Z3\ {0} de premiére coordonnée non nulle > 0 tel que le
point g; de changement de pente de L} vérifie :

— Le point x réalise L au point ¢, i.e. Li(q}) = Li(qk)

— La pente de la fonction L] passe de —1 a 0 au point ¢j.

Remarque 1.7.5. D’apres la Proposition [1.7.3] un point ¢ est un point en lequel L; passe
de pente 0 a 1 (resp. L] passe de pente —1 a 0) si et seulement si c’est le point de

changement de pente d’un point minimal relatif & la famille (Cu(eq)) . (resp. la famille
q=
(Coe) ).

Remarque 1.7.6. Deux points minimaux (ou minimaux duaux) de méme norme ont méme

trajectoire. En effet supposons que deux points minimaux x et y relatifs a la famille

(Cu(eq)> . vérifient ||x|| = [|y]|. On pose ¢ = min(gx,¢y) et par symétrie on suppose
q

q>0

q = qx. La situation est illustrée a la Figure [T.1]

4 =104x Qy

FIGURE 1.1 — trajectoires des points x et y
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Comme L passe de pente 0 a pente 1 en ¢ et que L; < Ly on a nécessairement
¢y = Gx et par suite Ly = Ly. De méme, si deux points minimaux x et y relatifs a

la famille (C{;(eq)) .
q=
suppose ¢ = ¢. La situation est illustrée a la Figure [L.2]

vérifient ||x|| = |ly||, on pose ¢ = min(q},q;) et par symétrie on

q=14qx 4Gy

FIGURE 1.2 — trajectoires des points duaux x et y

Comme L] passe de pente —1 a 0 en ¢ et que L] < Ly on en déduit que gy = g5, et
par suite L = LJ.

Notation. Remarquons qu'un point minimal est toujours un élément primitif de Z3 et
que deux points minimaux distincts sont toujours linéairement indépendants. On suppose
désormais que les coordonnées de u sont linéairement indépendantes sur Q. D’apres la
Remarque et le Lemme [[.7.2] deux points minimaux distincts ont toujours des
normes distinctes.

On note (a;);>; la suite des points minimaux ordonnés par norme croissante. Pour tout
¢ > 1 on note g; = ga, le point de changement de pente de L,,. On note m; l'unique
point de changement de pente de L; appartenant a ]g;, g;+1[; c’est aussi I'abscisse du
point d’intersection des trajectoires de a; et a;.1. Remarquons que (g;); (resp. (m;);) est
la suite strictement croissante des points en lesquels L; change de pente 0 a 1 (resp. de
pente 1 a 0).

De méme on note (a]);>; la suite des points minimaux duaux ordonnés par norme
croissante. Pour tout ¢ > 1 on note ¢/ = ¢« le point de changement de pente de L}..
On note aussi m] 'unique point de changem:ant de pente de L} appartenant a |¢, q;‘HZ[;
c’est aussi I'abscisse du point d’intersection des trajectoires de a} et af, ;. Les suites (¢;);
(resp. (mf);) est la suite croissante des points en lesquels L} change de pente —1 a 0
(resp. de pente 0 a —1).

La situation est illustrée aux Figures et [[.4] Les graphes de L; et L} sont en
traits pleins. Les trajectoires des points minimaux (resp. points minimaux duaux) sont
poursuivies en pointillés en-dehors des zones ou elles coincident avec le graphe de L,
(resp. L}).

Remarque 1.7.7. Notons que a} converge dans P*(R) vers u, et que si les coordonnées de
u sont linéairement indépendantes sur Q alors en particulier elles ne sont pas nulles. Cela
assure que pour ¢ assez grand aucune des coordonnées de a; n’est nulle.
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* * ¥
i1 My 4 m; it

FIGURE 1.4 — Points minimaux duaux et graphe de L]

I1 est clair que pour tout ¢ > 0 on a les formules suivantes (qui précisent ([1.6.1)))

Li(q) =minL,,(¢) et Li(g) = minL}.(q). (1.7.1)

i>1 i>1 %
Avec ce qui précede, il n’est pas difficile alors de montrer les propriétés suivantes.

Proposition 1.7.8. On a
(a) ||ai|| < |lag]| < ... et|a;-u| > |ag-u|>....
(b) Pour tout vecteur x € Z3\ {0}, si ||x|| < ||ai11]| alors |x-u| > |a; - ul.
(c) la]l < llagll < ... et llaj Aul| > a3 Aul > ...
(d) Pour tout vecteur x € Z*\ {0}, si ||x]| < [|aj,,|| alors ||x Aul| > ||af Aul|.

Remarque 1.7.9. L’assertion @ signifie si la partie horizontale de la trajectoire de x est
située strictement en-dessous de la trajectoire de a;;, alors la trajectoire complete de
x est située a gauche de la droite d’équation y = log(|a; - u|) + ¢ qui contient la partie
oblique de la trajectoire de a;.

L’assertion @ signifie si la partie oblique de la trajectoire de x est située strictement
en-dessous de la trajectoire de aj, |, alors la trajectoire complete de x est située au-dessus
de la droite horizontale d’équation y = log(||al A u||) qui contient la partie horizontale
de la trajectoire de a;.

Remarquons que c’est avec des propriétés du type de celles de la Proposition [1.7.8
que Roy définit la suite des points minimaux dans [50, Sect. 3].
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1.7.2 Définition équivalente

On peut définir la notion de “point minimal” d’une maniere plus similaire a celle de
Davenport et Schmidt [16], Sect. 3], [17), Sect. 3].

On suppose que les coordonnées de u sont linéairement indépendantes sur Q. Soit
q > 0. L’ensemble des vecteurs x € Z*\ {0} de premiére coordonnée non nulle > 0
vérifiant L;(¢) = Lx(g) est non vide (voir Remarque et fini. Puisque les coor-
données de u sont linéairement indépendantes sur Q, pour tous x,y € Z*\ {0} on a
|x -u| = |y - u] si et seulement si x = +y, donc il existe un unique vecteur a parmi les
vecteurs précédents tel que |a - u| soit minimal. On appelle a le point minimal (relatif a

la famille (Cu(eq)> >o> correspondant a q.
q=

D’une maniére similaire, 'ensemble des vecteurs x € Z3 \ {0} de premiére coordonnée
non nulle > 0 vérifiant Lj(q) = L%(q) est non vide et fini. On note M, le sous-ensemble
de ces vecteurs tels que ||x A ul| soit minimal. Il existe vecteur a € M, de norme mini-
male, unique d’apres le Lemme . On l'appelle le point minimal (relatif a la famille

(Cﬁ(e‘ﬂ) >0) correspondant a ¢, ou plus simplement le point minimal dual correspondant
q=
aq.

La Proposition suivante montre que cette construction redonne la suite des points
minimaux de la Partie précédente. Rappelons qu’on note (a;);>1 (resp. (a]);>1) la suite

des points minimaux — au sens de la Définition [1.7.4 — relatifs a la famille (Cu(eq))

q=>0

(resp. la famille (Cfl(eq)> >0), ordonnés par norme croissante. Pour tout i > 1, m;
q

(resp. m}) est 'abscisse du point d’intersection des trajectoires de a; et a;y; (resp.
des trajectoires (duales) de af et aj, ;). Voir les Figures et au paragraphe m
ci-dessus.

Proposition 1.7.10. Soit i > 1. Alors pour tout q € [m;_1, m;[, a; est le point minimal
correspondant ¢ q. De méme, pour tout q € [m;_,,mf[, aj est le point minimal dual
correspondant a q.

*
(2

Preuve Pour commencer, remarquons que L,, (resp. L;;) coincide avec Ly sur [m;, m;1]
(resp. avec Li sur [m},m,,]); voir Figures [1.3]et [L.4]

Soient ¢ € [m;, m;.1[, et x tel que Ly(q) = Li(q). Par la remarque précédente on a
La,(¢) = Li(q). Le point du graphe de L; d’abscisse ¢ est strictement en-dessous de la
partie horizontale de la trajectoire de a;;1. Cela implique que ||x|| < ||a;+1]| et par la
Proposition on a donc |a; -u| < |x-ul. Le point a; minimise donc la valeur de |x - u|
parmi les points x réalisant L; au point ¢ : il s’agit du point minimal correspondant a ¢
(au sens de cette partie).

Prouvons maintenant le résultat dual. Soient ¢ € [m}, m} [, et x tel que Li(q) = Li(q).
Par la remarque au début de la preuve, on a L%.(¢) = Lj(¢). Le point du graphe de L}
d’abscisse q est strictement en-dessous de la partlie oblique de la trajectoire de aj, ;. Cela
implique que ||x|| < ||a;;1|| et par la Proposition on a donc ||x Aul| > [|af Aull.
Le point af minimise donc la valeur de ||x A ul| parmi les points x réalisant L} au point
q. De plus, si ||x A u|| = ||]af A u]| alors puisque le point ¢ de changement de pente de
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L;. est aussi le point de changement de pente de L] et que L} < L}, on a nécessairement
q;”g g, ce qui implique ||af|| < ||x||. Autrement dit, a} est de norme minimale parmi
les points x qui vérifient LI(q) = Lij(¢) et qui minimisent [|[x A u||. C’est donc le point
minimal dual correspondant a ¢ (au sens de cette partie). U

Remarque 1.7.11. Rappelons qu'un point minimal est toujours un point primitif de Z3
et que deux points minimaux sont toujours linéairement indépendants. Ces remarques
s’appliquent aussi aux points minimaux duaux.

Remarque 1.7.12. On suppose u de la forme (1,¢, £?). Davenport et Schmidt définissent
les points minimaux de la maniére suivante [16, Sect.3] : le point minimal correspondant
a X > 1 est P'unique vecteur x € Z3 non nul tel que ||x[[oc < X et tel que x - u soit
positif et minimal. Au signe pres et en considérant la norme euclidienne || - || a la place
de || - ||oo (définie comme le maximum des valeurs absolues des coordonnées), on voit que

cette définition est tres proche de celle d'un point minimal relatif a la famille (Cu(eq)) o
=

Cependant, a priori un point minimal au sens de Davenport et Schmidt pourrait ne pas
étre un point minimal relatif & la famille (Cu(eq)) o € réciproquement.
q

Dans [I7, Sect.3], Davenport et Schmidt définissent les points minimaux “duaux” : le
point minimal correspondant & X > 1 est I'unique vecteur x = (g, x1,72) € Z* non nul
tel que 1 < 2y < X et tel que max(|zo€ — x1], |20€? — x2]) soit minimal.

Si x est le point minimal correspondant & X, alors on a zy < ||x|| et max(|zoé —z1], |20E? —
xo| =< ||x A ul|, et on voit que cette définition est trés proche de celle de point minimal
relatif a la famille (Cl*l(eq)>q>0. Toutefois, comme précédemment a priori un point minimal

au sens de Davenport et Schmidt pourrait ne pas étre un point minimal relatif & la famille
(Cfl(eq)) _ €t réciproquement.
qz

1.7.3 Propriétés spécifiques au cas n =3

Nous donnons ici quelques propriétés utiles spécifiques au cas n = 3. On suppose que

les coordonnées de u sont linéairement indépendantes sur Q et on conserve les notations
des parties précédentes — en particulier on note (a;);>1, resp. (a;);>1, les suites des points
minimaux, resp. points minimaux duaux, associées a u.
En reprenant la preuve du Lemme 4.1 de [49] (voir aussi le Lemme 2 de [16]) nous
établissons le Lemme . La structure de preuve pour montrer que (a;,a;41) (resp.
(aj,a7,)) est une Z-base de V (resp. V*) est identique a celle du Lemme 4.1 de [49], mais
nous la redonnons puisque les quantités manipulées ne sont pas exactement les mémes
et que le Lemme 4.1 de [49] traite le cas de u = (1,£,£?) — méme si les arguments se
généralisent immédiatement. Notons que la preuve de Roy sur l'estimation de la hauteur
H(V*) ne s’adapte pas immédiatement a notre cas (voir Proposition du Chapitre
ol nous résolvons ce probleme a 'aide de la géométrie paramétrique des nombres).

Lemme 1.7.13. On suppose que les coordonnées de u sont linéairement indépendantes
sur Q. Soit i > 1. On pose V = Vecty (a;,a;11) le sous-espace vectoriel de R engendré
par les deuz points minimaux consécutifs a; et a; 1. Alors (a;,a,41) forme une Z-base du
Z-module YV N Z3.

De méme, on pose V* = Vectyr (a:»‘, a;“H) le sous-espace vectoriel de R® engendré par les
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. .. 4 . * * * *
deuz points minimaux duaur consécutifs al et aj,,. Alors (af,aj,,) forme une Z-base du
Z-module V* N Z3.

Preuve Supposons par I'absurde que (a;,a;41) n’est pas une Z-base de ¥V N Z3. Alors il
existe un point z € Z* \ {0} de premiére coordonnée non nulle > 0 qui s’écrit sous la
forme z = ra; + sa;;; avec r, s deux rationnels tels que max(|r|, |s|) < 3. Alors z vérifie
d’une part
2] < [rlllaill + Islllaill <l
et de 'autre
|z -u| <[rllai-u| +[sl|aiis - uf < a; - ul.

Cela contredit I'assertion @ de la Proposition m

On raisonne de méme avec aj et af,,. Si (a},a}, ;) n’est pas une Z-base de VN Z3, alors
il existe un point z € Z3 \ {0} de premiere coordonnées non nulle > 0 qui s’écrit sous la
forme z = ra} + sa},, avec r, s deux rationnels tels que max(|r|,|s|) < 1 et on obtient

2] < frillaifl +Islllai | < llai ]l et [lzAul] < Jrffla; Aull +[sl]|ai Auall < [la; Aull,

ce qui contredit I'assertion @ de la Proposition m
Donc (a;,a,41) (resp. (aj,aj,;)) forme une Z-base du Z-module ¥V N Z? (resp. V* N Z?).
O

Le lemme suivant permet de donner un sens géométrique a la quantité ||a;, ,||||aj Aul|.
Notons que c’est cette quantité qui apparait naturellement comme la hauteur du sous
espace Vi du Lemme 4.1 de [49], dont nous définissons un équivalent adapté a notre
contexte dans le Chapitre [7] (voir notamment le Lemme du Chapitre [7)).

Lemme 1.7.14. On note m; = log(||la;,||) — log(||a; A ul|) l'abscisse du point d’inter-
section des graphes de L. et L;,_‘H. On a l’estimation

log(a, ) + log(lla; A ull) = ~Li(m;) + O(1). (1.7.2)

De maniére duale, si on note m; = log(||a;11||)—log |a;-u| l'abscisse du point d’intersection

des graphes de La, et Ly, ,, alors on a [’estimation

log([|aj1]|) +log|a; - uf = —Ls(m;) + O(1). (1.7.3)

Preuve Au point m}, on a d’apres la Proposition m (qui utilise notamment le fait que
la famille (a;,a;41) est libre) :

Li(m7) + Ly(mg) + Ly(my) = —mi + O(1) et Li(m;) = log(llaj Aul[) = L3 (my).
On déduit de ces deux équations

2log([la; A ul]) + Ly(m7) = Li(m;) + Ly(m7) + Ly(m;)
= —m; + O(1)
= —log([laj;,[]) +log([la; A ull) + O(1),
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d’ou on tire ((1.7.2)). De maniére duale, au point m; on a
On déduit de ces deux équations

2log([|aj+1]]) + La(m;) = Li(m;) + La(m;) + La(m;)

= log([[as+1[]) — log|a; - u| + O(1),
ce qui est équivalent a ((1.7.3)). O

1.8 Propriétés des points minimaux et quelques dé-
finitions supplémentaires

Ce paragraphe contient des éléments nouveaux : il s’agit de définitions et notations
lides & la géométrie paramétrique des nombres (voir Partie [1.6). Rappelons que || - ||
désigne la norme euclidienne sur R™.

Définition 1.8.1. Soit £ € R. On pose u = (1,&,...,£"). On dit qu'un n-systéme P sur
[q0, +00[ (resp. un n-systeme dual P sur [qo, +00[) représente &, ou est un représentant
de &, si ||Ly — P||oo (resp. ||LE — P||oo) est bornée sur [go, +00].

Le Théoreme de Roy assure qu’il existe toujours un n-systeéme représentant &.

Remarque 1.8.2. SiP = (Py,...,P,) est un n-systéme et qu’on note P* = (=P,,, ..., —P;)
le n-systeme dual correspondant, alors P représente & si et seulement si P* représente &.

Remarque 1.8.3. Si P = (Py,...,P,) est un n-systéme qui représente £, et qu’on note
., les exposants paramétriques associés a &, alors on a immédiatement pour ¢ =
1,...,n:

P. P, _
lim inf i(9) =1, et limsup i(9) = 1);.
gotoo g gt
De maniere un peu informelle, les exposants paramétriques associés a P sont les mémes
que ceux associés a £. De méme, si P* = (P7,..., P}) est un n-systéme dual qui représente
& alorsonapouri=1,...,n:
P! P —x
lim inf ﬂ =7 et limsup ﬂ =1,.
gtoo g - g—+o0 ¢

On fixe un réel £ qui n’est pas algébrique de degré < n et on note u = (1,¢,...,£").
On note (a;); la suite des points minimaux duaux associés a la famille (Cz(eq)> Ly Les
q

notations suivantes permettent de manipuler plus facilement des quantités liées aux tra-
jectoires de points de Z".

24



Définition 1.8.4. Pour tous x,y € R™ non nuls tels que ||x|| < [|y]| et [|[xAu|| > |y Au]|
on pose
log([[x A ul])

log([lyl) — log(llx Aul])

a(x,y) = (1.8.1)

Pour x € Z" non nul on pose

_ log(lxAul)
log([[x[]) — log([jx A ul[)’
La situation est illustrée a la figure ci-dessous. Géométriquement a(x,y) est le coefficient
directeur de la droite passant par l'origine et par le point d’intersection des trajectoires
de x et y. La quantité a(x) est le coefficient directeur de la droite passant par I'origine
et par le point de changement de pente de la trajectoire de x : en notant ¢ ’abscisse de
ce point, on a
| Lilan)

9%

Remarque 1.8.5. On pourrait définir des quantités analogues pour la suite des points
minimaux associés a la famille (Cu(eq)> 0 mais nous n’en avons pas l'utilité.
q=

a(x) a(x,y)

a(x)

a(x

FIGURE 1.5 — trajectoires des points x et y

La proposition suivante explique l'intérét des notations précédentes.

Proposition 1.8.6. Si on note q; l'abscisse o L} change de pente et m; l'abscisse du
point d’intersection des trajectoires de a; et a;11 on a

Li(q; . Li(m;
3(€) = lim inf 1;(1) et wl(ff)zliglfip 1T(nm)

Avec les notations introduites précédemment cela se réécrit

Y1) =liminfa(a;) et (&) = limsup a(a;, a;41).

1—+00 i—+00

Remarque 1.8.7. On a bien stir une propriété équivalente pour la suite (b;); des points
minimaux associés a la famille (Cu(eq )) o Si on note ¢; I’abscisse ou Ly, change de pente
q

et m; I'abscisse du point d’intersection des trajectoires de b; et b1 on a

- imwtoo g istoo My
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Preuve Par ([1.7.1]) on a pour tout ¢ > 0
Li(g) = inf L; (q)-
D’apres la formule précédente, sur le segment I; = [¢}, ¢;,,] on a

Li(g) = min (L3, (9), L, ()

et comme L} est de pente 0 ou —1, ¢(q) = %@) atteint son minium sur I; en ¢ = ¢ ou
Lt (¢
en g = g’y Orona ¢ (g)) = "% — o(a,). Donc

q;

Li(q:
" = lim inf 1(32) — liminf a(a;).
- q——+00 q; i——400

De méme, on remarque que 97 (q) atteint son maximum sur I; en ¢ = m}, et en ce point
on a ¥j(m;) = a(a;, a;41), donc

— ) Li(m;} )
Y, = limsup L*Z) = lim sup a(a;, a;41).
q——+00 m; i—4-00

Le schéma de preuve est identique si on travaille avec la suite (b;); de la Remarque [1.8.7]
O

On suppose désormais que n = 3.

Définition 1.8.8. Pour tout a > %7, on pose
As={x € Z’\ {0} | a(x) < a}.

Géométriquement, A? est 'ensemble des points x dont la trajectoire passe en-dessous
de la droite passant par 'origine et de pente «, et on a I’équivalence

Li(q)

q

Il existe ¢ > 0 tel que <aexecA,. (1.8.2)

Preuve Le sens réciproque de est évident en prenant ¢ = ¢y, le point de change-

ment de pente de L%, par définition de A* et a(x).

Montrons le sens direct. Soit ¢’ > 0 tel que Li(¢’)/¢’ < a. On distingue deux cas.

Dans un premier cas supposons ¢’ > ¢&. Comme L est constante et négative sur [¢%, +00],

la fonction ¢ +— %@ est croissante sur cet intervalle, et on a immédiatement ’estimation
* * * /

a(x) = Lx(gx) < Lx(,q) <

dx q

«,

donc x € A%.
Dans un second cas supposons ¢’ < gx. Comme L% est décroissante de pente —1 sur |0, ¢%],
ona Li(¢h) = Li(¢) — (¢ —¢). Siona Li(¢)/¢d < —1, ie. Li(¢) < —¢, alors cela
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conduit immédiatement & L}(qgx) < —g5, et donc a(x) < —1 <97 < . Si au contraire
Li(¢")/q¢ > —1, alors on a

L* * L* / * / L* / L* /
afx) = %) _ x(/q) %4 ( x(/q) N 1) < X(IQ> <a
dx q Gx q q
et dans les deux cas on a montré a(x) < «, donc x € A%. d
On définit les fonctions € et & (réciproques l'une de I'autre) par
- 14+ 2a - 1—¢
= t =— . 1.8.3
o) = T et ale) =y (183)
Un calcul immédiat montre que pour tout a > yi, on a
AL = {x € Z2\ {0} | [lx Au]] < [lx]| 75D} (1.8.4)

Le calcul qui meéne a ((1.8.4) permet de montrer la proposition suivante.

Proposition 1.8.9. Soient x,y € Z> non nuls tels que ||x|| < |ly|| et |xAul|| > [y Au].
Alors on a l'équivalence suivante :

a(x,y) < a s [xAu| < |ly[T = [yl 1. (1.8.5)
De méme, on a
a(x) < a e |xAu| < x| = ||x||EE. (1.8.6)

Remarque 1.8.10. Comme ||x A u|| < M(x) (la quantité M (x) est définie dans la Par-
tie [1.5.3)) et que les normes || - || et || - ||o SONt équivalentes, pour tout € < € < 5 on a
(& un nombre fini de termes pres)

A= Cc A, C AX, |,
) a(e2)

5(61

ou A, défini par (1.5.4) est 'ensemble considéré par Fischler dans [23].

La proposition suivante permet d’utiliser les résultats principaux de Fischler [23] en
permettant d’identifier — sous certaines conditions — la notion de point minimal au sens de
Davenport et Schmidt (c’est celle considérée par Fischler et présentée dans la Partie,
et celle au sens de la Partie (qui est la définition que nous utilisons dans cette these,
voir Définition .

Proposition 1.8.11. Soit & un nombre réel qui n’est pas algébrique de degré < 2; on
note u = (1,&,£%). On suppose que No(€) = 1 (ce qui équivaut a Y= —%) Soit e > 0 tel

que e <2 — L.
A2

(a) On note (u});>1 la suite des points minimaux au sens de Davenport et Schmidt qui
sont dans A.. Alors pour tout i assez grand, U est un point minimal relatif a la

famille (C}(e?)),.
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(b) On note (w;);>1 la suite des points minimaux relatifs d la famille (C(e?)), qui
sont dans Af;(e). Alors pour tout i assez grand, u; est un point minimal au sens de
Davenport et Schmidt.

Remarque 1.8.12. Rappelons qu’avec les notations de Fischler (voir Partie [1.5.3) on a

i = Bile)

Preuve Soit ¢/ tel que e <& <2 — % D’apres la Remarque |1.8.10, pour ¢ assez grand
2

onau, € Ag(s,). De plus, on a

—k
a(e) <a(2- i) =a(3+ i) _ L2
% 1+

D’apres la Proposition du Chapitre [7] (qui est un cas particulier de la Proposi-
tion , on en déduit que pour i assez grand u est proportionnel & un point minimal
relatif a la famille (C}(e?)),. Comme ces vecteurs sont tous deux des points primitifs de
Z? de premicre coordonnée > 0 (voir Remarque , on en déduit qu’ils sont égaux, ce
qui montre le premier point de cette proposition.

De méme, d’apreés la Remarque [I.8.10] pour i assez grand on a u; € A.. D’aprés la
Proposition 3.6 de [23], si i est assez grand alors u; est colinéaire a un point minimal
au sens de Davenport et Schmidt et on conclut encore qu’ils sont égaux. Ceci acheve la
démonstration de la proposition. O

On note

ep = (2= Bu&))(2 = Bo(§)) (1 + Bo(8)).

Puisque 51(£) < Bo(€) et que By(§) > 1, la constante £, du Théoreme vérifie €1 > €]
(c’est le méme argument que pour la Remarque |1.5.3). Par ailleurs, on a £y(§) > v (ou
7 désigne le nombre d’or), qui implique (2 — 5p(§))(1 4+ Fo(§)) < 1. On en déduit qu’on a

toujours
1
/
e1<2-03(§=2—=——.
A2(§)
La Proposition [1.8.11| permet de donner immédiatement une version du Théoreme |1.5.3

adaptée a notre contexte (i.e. avec la suite des points minimaux au sens de la Partie [1.7]).

Théoréme 1.8.1. Soit & un réel qui n’est pas algébrique de degré < 2 et tel que 5y(§) < 2.
On note u = (1,£,€%). Soit € tel que 0 < & < &). On note (w;); la suite des points
minimauz de .Ai(a) associée a (Cﬁ(eq)) - et ordonnés par norme croissante. Alors

@ q2

lws Al = [Jug | =0, (1.8.7)
et il existe une fonction ¢ € F telle que
U uiu;(li)ui pour tout i assez grand. (1.8.8)

De plus on a l’égalité



Remarque 1.8.13. Comme signalé dans la Remarque [I.5.6] la fonction ¢ du Théo-
reme n’est pas unique (elle est unique a équivalence pres). Comme nous nous in-
téressons uniquement aux comportements asymptotiques et que deux fonctions ¢ et v’
ne different “grosso modo” que par leurs premieres valeurs et un décalage de la variable
pres (notons par exemple que si ¢ et ¢’ sont équivalentes on a §(¢)) = §(¢)')), on parlera
parfois par abus de langage de “la” fonction 1 fournie par le Théoreme [1.8.1

Remarque 1.8.14. 11 est trés probable que la preuve de Fischler du Théoreme 4.1 de [23]
fonctionne avec les quantités de notre contexte (notamment les points minimaux relatifs
a la famille (C}(e?)),) ; cela montrerait que le Théoreme reste vrai en remplagant la
constante €| par la constante €; du Théoréme Toutefois nous n’avons pas besoin
de cette version plus forte.

1.9 Propriétés des exposants paramétriques

1.9.1 Propriétés générales

Nous rappelons ici quelques propriétés connues et des relations qu’entretiennent les
exposants paramétriques étudiés dans cette these, dans le cadre d'un vecteur u =
(&1,...,&n) € R™ dont les coordonnées sont linéairement indépendantes sur Q. Les énoncés
sont formulés avec les exposants paramétriques duaux %‘,@j et se traduisent immeédia-

tement en termes d’exposants yj,ﬂj a 'aide de la correspondance (1.6.5)). La plupart

des relations sont énoncées sous une forme équivalente dans [66] ou [67]. Comme signalé
dans la Partie plusieurs choix de paramétrisations de la famille de corps convexes
considérée sont possibles, et nous avons choisi la méme que [56] (voir Définition [1.6.1)) :

Cale?) = {x €R"; [xI| < L]x-u| < 7}

et
* R n ..
Ci(e?) =={xeR"; ||x]| <e |xAu| <1}
On a toutefois une correspondance simple entre les exposants de ces différents articles,
que nous donnons ci-apres a titre informatif (nous ne nous en servirons pas vraiment dans

la suite de cette these).
On fixe n > 2.

Correspondance avec les exposants de Schmidt et Summerer

(I) Fixonsu = (1,&,...,&,-1) € R™ Dans [66], Schmidt et Summerer considérent la fa-
mille de corps convexes (C(Q))g>1 ol pour tout réel @ > 1, le corps convexe C(Q) est

_
I'ensemble des vecteurs x = (z, 41, ..., Yn—1) tels que |z| < Q et |y;| < Q =1 pour
i > 1. Ils étudient alors les minima successifs associés a C(Q)) et relatifs au réseau
Ay des vecteurs p de la forme (2,62 — y1, ..., & 1% — Yn—1) avec (T, Y1, .-, Yn_1)-
Ces minima successifs sont les mémes que ceux associés au corps convexe

C,(Q) = {X = (xaylv s 7yn—1) ‘ |ZE| S Q et |:L‘€Z - yz| S Q_ﬁ pour [ Z ]-}
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et relatifs au réseau Z" (rappelons que si on note \;(K, A) le i-éme minimum as-
socié au corps convexe K et relatif au réseau A, on a pour tout endomorphisme f
inversible de R™ la formule \;(K,A) = A\(f(K), f(A))). Avec ces notations, on a

alors
C'(e?) < {x ’ x|l <elet ||xAul < eiﬁ}.
= eiﬁqcz(eﬁq).
Si on note ¥;, 9; les exposants paramétriques associés a la famille (C'(e?)), (qui sont
noté ¥, 1; dans [60]), alors on a la correspondance

n 1 — n  —s 1
Y, = * t V= —Y, + ——.
- n—lyz—'—n—l ¢ n—1¢1+n—1

(1.9.1)

(IT) Dans [67], Schmidt et Summerer considéerent la famille de corps convexes
(C(em=1)9)) 50 et étudient les minima successifs relatifs au réseau A,. Ils notent
©;» ¢, les exposants paramétriques associés et font remarquer qu'on a les corres-
pondances

p,=Mnm—-11; et P =(n-1).
Avec les remarques précédentes, cela revient a considérer les minima successifs de
la famille de corps convexes (e9C}(e")), relatifs au réseau Z", et on a la corres-
pondance

o =nyl+1 et @ =ni; +1 (1.9.2)

Relations générales entre les exposants

Les deux estimations qui suivent correspondent aux équations (1.10) et (1.11) de [67].
Pour 0 <j<nona

A (= <~ et JE + (=), < —L, (1.9.3)

ainsi que
JU (=), > =1 et iy + (n—j)u) > ~1. (1.9.4)

L’équation (1.14) de [67] (qui se prouve a 'aide des estimations précédentes et en utilisant

le fait que w; < 0) assure que pour 1 < j <non a
1

1/1; >—— pour1l<j<n-—1. (1.9.5)
— J

De plus, si les coordonnées de u sont linéairement indépendantes sur Q, 1’équation (1.15)
de [67] s’écrit

gjﬂ <v¢; pour1<j<n-—1, (1.9.6)
ce qui permet de démontrer I’équation (1.16) de [67] :

Y, >—— pour 1 <j<n-—1. (1.9.7)
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Spectre des exposants

Rappelons que la topologie du spectre joint des exposants paramétriques a été étudiée
par Roy dans [57] (voir aussi [24], [69]). Il donne également une description complete du
spectre dans le cas n = 3. Notons que dans ce cas, Laurent [33] avait déja donné une
description compleéte du spectre joint de (¢, 1y, ¥y, 3).

1.9.2 Cas ou u = (1,§,£?%)

On suppose u de la forme u = (1,&,£?) et on consideére les exposants E,El,ﬂ‘,ﬁj
(1 =1,2,3) associés.
La proposition suivante est la réécriture de dans le cas n = 3. Elle établit un
dictionnaire entre les exposants diophantiens classiques Ag(€), Ao(€), D2(E), wa(€) et les

exposants diophantiens provenant de la géométrie paramétrique des nombres 91, 11, 93, g

pour le vecteur u = (1,&,&?). Cf [66] et [55] (notons que A2(€), Ao (), wa(€), (&) sont
respectivement notés A(u), A(u), 7(u), 7(u) dans [59]).

Proposition 1.9.1. On a

— 1 1 A () Aa2(§)
whe®) - (Garraer g e ) 009
En particulier, I’équation de Jarnik se réécrit
200, (&) + 24, (§) — 31,1 (§) =1 =0. (1.9.9)

Remarquons que 1, et 1), ne s’expriment pas en fonction des exposants diophantiens
classiques.
Par ailleurs, on a les encadrements suivants (voir équation ((0.3.2)) de I'introduction) :

*

1 A *
—0.381---:—¥<¢1 et Pi<—

= —0.276... (1.9.10)

142

pour tout réel £ qui n’est pas algébrique de degré < 2 (rappelons qu’on note v = 1+T‘/‘F’ le

nombre d’or).

Dans cette thése, on fera tres souvent I’hypothese Xy > %, ie. @I < —%, ce qui
implique entre autres que & est transcendant (voir le Théoréeme de 'introduction). La
Proposition implique alors que g{ > —%. Dans la proposition suivante, on récapitule
les majorations qu’on a dans ce cas particulier.

Proposition 1.9.2. On suppose 1, < —%. Alors on a les encadrements suivants

1 * 1 L~ * 1
TSP S-3 e —aSPi S 3
1 * 1 1« oF
—?SQQS—gl et —§§1¢2§*0

*
—§§Q3§ 172 et —§§¢3§0

De plus, on a y’{ < y; < y; et E{ < @; < Eg, ainsi que
@ < $1 et y; < $2'
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La proposition suivante reprend le Corollaire 9.2 de [66] avec les exposants y:, @:

Proposition 1.9.3. Si ] = ) ou si Yy = Uy alors
L1 ,
=1, = ~3 pouri=1,2,3. (1.9.11)
Si y; = J; alors ou bien on a (1.9.11)), ou bien

vi=-L T=v=

5 Ya=Yi =1y =0. (1.9.12)

En particulier, si ¢ < —3, on a Py > —1 et ni (1.9.11)) ni (1.9.12) ne peuvent étre
vérifiées, et donc

YE<PY, W<y, <y (1.9.13)

Enfin, signalons que le Corollaire (démontré dans le Chapitre |§| de maniere indépendante
des autres chapitres) permet de montrer que pour tout réel £ tel que ¢1 :1,’, on a

Uy <y et Py <y (1.9.14)

1.9.3 Outils pratiques de calcul des exposants

Les résultats présentés dans cette partie apparaissent déja sous une forme un peu

différente dans les travaux de Schmidt et Summerer [66] (la notion de 3-systéme n’ayant
pas encore été développée), a I'exception du Corollaire .
On fixe £ un nombre réel qui n’est pas algébrique de degré < 2, et P = (P, P, P3) un
3-systeme sur [go, +o0o[ représentant £. On note P* = (P71, P35, Pj) = (—P3, =Py, —Py) le
3-systeme dual correspondant. Pour ¢ = 1,2,3 on définit une fonction x; (resp. x}) en
posant pour tout ¢ > qg

xi(q) = PiCEQ) <resp X;(q) = 46) )

Rappelons que puisque P représente &, on a x;(q) = ¥;(q) + (%) pour i = 1,2,3, et en
particulier

1;%#?; xi(g) =9, et limsupxi(q) = ;.

q—+00
De maniere duale, pour ¢ =1,2,3 on a

%

liminfxi(q) =¥ et limsupx;(q) = 7.

Nous évoquons ici quelques propriétés générales qui permettent de calculer plus facile-
ment les exposants d’un 3-systéme représentant un réel £. Nous déterminons notamment
les points ou les fonctions yx; atteignent leur minimum ou leur maximum sur un intervalle
donné, en fonction de I'allure de leur graphe ou du graphe conjoint de P sur cet intervalle.
La propriété suivante se déduit de 'estimation (4.9) de [66] :
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Proposition 1.9.4. Les fonctions Py et ¢ — q — P3(q) tendent vers +00 quand q tend
vers l'infini. De maniére duale, les fonctions P et ¢ — —q — Pj(q) tendent vers —oo
quand q tend vers linfini. En particulier, aucune des composantes de P (resp. P*) ne
stationne jusqu’a 'infini, et pour tout q assez grand on a

0<xilg) <1l e —1<xi(g)<0 (pouri=1,2,3). (1.9.15)
Remarque 1.9.5. L’encadrement ((1.9.15)) est encore vrai en remplacant x; (resp. x}) par
¥; (resp. ;).

Cette proposition implique le résultat suivant, déja remarqué par Schmidt et Summe-
rer pour les fonctions 1; a la place de x; (voir [66, Lemma 2.7]) :

Proposition 1.9.6. I existe X > qo tel que pour tout segment I C [X,+oo[, si P; est
constante (resp. croissante de pente 1) sur I, alors x; est strictement décroissante (resp.
strictement croissante) sur 1.

En particulier, si le graphe de P; a Uallure du dessin de gauche de la Figure (avec
a> X), alors q(Q) atteint son minimum sur [a,b] en ¢ = x. Si le graphe de P; a lallure

du dessin de droite de la Figure alors 1(‘1) atteint son mazximum sur [a,b] en g = x.

a T b a T b
FiGURE 1.6 — Graphe d’une composante P;
De maniére duale, si P} est constante (resp. décroissante de pente —1) sur I, alors

X§ est strictement croissante (resp. strictement décroissante) sur 1.
En particulier, si le graphe de P} a Uallure du dessin de gauche de la Figure (avec

a>X), alors qq) atteint son maximum sur [a,b] en ¢ = x. Si le graphe de P} a lallure
du dessin de droite de la Figure alors %(q) atteint son minimum sur [a,b] en ¢ = .

a x b a x b

FIGURE 1.7 — Graphe d’une composante P
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Preuve Les résultats duaux se déduisent immédiatement des premiers en utilisant les
identités x7 = —xua—-
Par définition d'un 3-systéme, on ait P; > 0 pour tout <. Par la Proposition [1.9.4] il existe
X1 > qo tel que pour tout ¢ > X; on a P;(q) > 0 (pour i = 1,2,3).
Si P; est constante sur un intervalle [, il est immédiat que y; est strictement décroissante
sur .
On choisit X > X; tel que pour tout ¢ > X l'estimation soit satisfaite par y;.
Soit I C [X,4o0[ tel que P; soit croissante de pente 1 sur I, et soit ¢ < ¢’ dans cette
intervalle. Comme P; est croissante de pente 1 sur I, on a P;(¢') = P;(¢) + ¢ — q. Cela
implique 1’égalité /

xild) = xila) + = (1= xila),

et (1.9.15)) implique directement x;(q") > x:(q). O

Définition 1.9.7. Soit 4, j, k tels que {i,j,k} = {1,2,3}. Soit I C [go, +00] un intervalle
sur lequel P; est constante. Puisque par définition des 3-systémes Py (q)+P2(¢)+P3(¢) = ¢
sur [qo, +00[, on en déduit que @ est affine de pente % sur [ : son graphe coincide avec
celui d’une droite D de pente % sur cette intervalle. Si j < k, alors le graphe de P; est
toujours situé en-dessous de la droite D tandis que celui de Py, est situé au-dessus. On dit
que les composantes P; et P, zigzaguent autour d’une droite de pente % sur l'intervalle
I.

De la méme maniere, si P} est constante sur /, alors P’“;P; est affine de pente —% sur [ :
son graphe coincide avec celui d'une droite D* de pente —% sur cette intervalle. On dit
que les composantes P et Py zigzaguent autour d’une droite de pente —% sur l'intervalle

1.

*

Remarque 1.9.8. Quand on étudiera des intervalles sur lequel les composantes P; et Py
zigzaguent autour d’une droite de pente %, on sera essentiellement dans la situation ou
(P;,Pr) = (P1,P2) ou (P;,Py) = (Py,P3). D’autre part, la plupart du temps P; et Py
coincideront aux extrémités de I'intervalle [a, b] considéré. La situation est alors illustrée

aux Figures [I.§ et [1.9]

Remarque 1.9.9. Puisque P approche L, a O(1) pres, par abus de langage on dira parfois
que les composantes de L; et Ly zigzaguent autour d'une droite de pente % lorsque c’est
le cas des composantes P; et Py.
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P3 D - -
/- P, . D
Ps £
Py
P P, .
a b a b

FIGURE 1.8 — “Zigzags” des composantes P; et P, autour de la droite D

a b
_ " ’
P3
Py -
AN * :
o P1 2 *
Pl D* - - D

FIGURE 1.9 — “Zigzags” des composantes P} et P} autour de la droite D*

Proposition 1.9.10. Soit (5, k) € {(1,2),(2,3)}. On suppose que P; et Py zigzaguent
autour d’une droite D de pente 5 sur le segment I = [a,b] et que P;j(a) = Py(a) et
P;(b) = Py(b) (voir Figure[1.§). Alors on a les propriétés suivantes :

(a) Simax;y; < % alors maxy x; = x;(b).

(b) Simins i < % alors miny xi = xx(a).

De manieére duale, on suppose que P} et P} zigzaguent autour d’une droite D* de pente

—3 sur le segment I = [a,b] et que P%(a) = Pj(a) et P3(b) = Pj(b) (voir Figure .

2
Alors on a les propriétés suivantes :

(a’) Siming x; > —3 alors ming x; = x;(b).
(b’) Si max; X; > —% alors maxy x; = X;(a).

Preuve Encore une fois, les énoncés duaux se déduisent des premiers énoncés.

Supposons que maxy x; < %, et montrons la premiere assertion de la proposition. D’apres
la Proposition le maximum de y; est atteint en un point ¢ tel que (¢, x;(¢)) ap-
partienne a la droite D. Or, en deux abscisses ¢ < ¢’ vérifiant cette condition, on a
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P;(¢') = P;(q) + %(q’ —q), ce qui conduit &

P;(q) Pj(q)+q’—Q<1 ij(q)> q’—q<1 Xj(Q)>

x;(q) = = = x;(q) + 7

q q q
> x;(q),
1

puisque par hypothese 5 — x;(¢) > 0, donc max; x; = x;(b).

Supposons min; yi < % On va montrer d’'une manieére similaire la deuxiéme assertion de
la proposition : d’aprés la Proposition [I.9.6] le minimum de xj est atteint en un point
q tel que (q, xx(q)) appartienne a la droite D, et on a yx(q) < % Or le point (a, xx(a))
appartient a la droite D et Py(a) = Pr(q) — (¢ — a). On trouve alors

xi(a) = 2H8) _Pel@) _g- a(l Pk@) — le) = 2= — o)

5~ Xk
a q a a

2

2

2 q 2

S Xk(a)7
puisque § — xx(¢) > 0, donc min; x; = xx(a). O

Remarque 1.9.11. Dans les Chapitres |§| et ﬁ, on considere des réels ¢ vérifiant @: < —%.
La Proposition montre qu’on a alors y: > —%, ou de maniere équivalente par
la relation de Mabhler, @3 < % Les conditions miny x;, < % et maxyx; < % seront alors
automatiquement vérifiées (au pire a o(1) pres) si extrémité gauche de I est assez grande.
Corollaire 1.9.12. On suppose que 3 < 5 (ou de maniére équivalente, que ] > —3).
Soit (5, k) € {(1,2),(2,3)}. Supposons que P; et Py, zigzaguent autour d’une droite D de
pente 3 sur le segment I = [a,b], et que P;(a) = Py(a) et P;(b) = Py(b) (voir Figure .
Alors quand a tend vers linfini, on a :

max x; = x;j(b) +o(1) et min x; = xk(a) + o(1). (1.9.16)

De maniere duale, supposons que P} et P} zigzaguent autour d’une droite D* de pente
—3 sur le segment I = [a,b], et que P3(a) = Pj(a) et P3(b) = Pi(b) (voir Figure .
Alors quand a tend vers l'infini, on a :

min Xir = Xi(b) +0(1) et max X; = Xj(a) +o(1). (1.9.17)

Preuve Les estimations se déduisent immédiatement des estimations duales
(1.9.17). Montrons l'estimation de gauche de (1.9.17).

Si mins x5 > —% la Proposition donne directement min; x; = xx(b). Supposons
miny xj < —% pour des a arbitrairement grands. D’apres la Proposition , le minimum
de x} est atteint en un point ¢ tel que (g, x5 (¢q)) appartienne a la droite D*. En ce point,
on a donc Pj(q) < —%. Par ailleurs, comme le point (b, P} (b)) appartient aussi a D* on a

b

Pi() = Pi(a) - 50— a) < —.

d’ott on tire x;(b) < —5. Or comme liminf, o Xz = ¥; > ¥} > —3, on en déduit
Yy =97 = —3, et par suite xj(q) > —5 4 o(1) = x;(b) + o(1) pour tout ¢ € I. Donc on
a bien min; x; = x5(b) + o(1).

On procede d’une maniere similaire pour 1’égalité de droite de , les détails sont
laissés au lecteur. O
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Chapitre 2

Construction des nombres de type
Sturmien

2.1 Introduction et résultats principaux

Ce chapitre est un article soumis [45] que nous avons modifié et complété légerement

pour l'insérer dans cette these. Le lecteur est invité a consulter 'introduction de cette
these (notamment la Partie pour un rappel sur les propriétés des quatre exposants
)\2, 5\2, W9, (1\)2.
Dans ce chapitre nous généralisons la construction des nombres de type Fibonacci de Roy
(voir Partie[L.3|du Chapitre|l]) en considérant des récurrences sturmiennes dans GLy(R)N
Matoyo(Z), et nous appelons les nombres ainsi produits des nombres de type sturmien
(voir la fin de cette introduction pour plus de détails, et la Partie . Notre construction
généralise aussi les fractions sturmiennes de Bugeaud et Laurent (voir Partie du
Chapitre . Notre résultat principal est le calcul des quatre exposants Xg(f ), A2(&), @Wa(&)
et wo(§) pour un nombre £ de type sturmien. Pour énoncer ce résultat on a besoin des
notations suivantes.

Définition 2.1.1. Soit s = (sx)r>0 une suite d’entiers non nuls (positifs & partir de
k =1). On lui associe alors la quantité

1
U(§> = I B )
im supy,_, 4 oo [Sk415 Sks - - - 5 51
ou de maniere classique [ag; aq,as,...| représente la fraction continue dont la suite des

quotients partiels est (ag, ag,...). On note A 'ensemble des suites bornées d’entiers na-
turels non nuls et comme dans [§], on note S I'ensemble des o(s) pour s € A.

Cassaigne a étudié les éléments de S dans [I3]. Cet ensemble est également lié au
spectre de 'exposant §y(§) de Fischler [23] (voir Partie du Chapitre [1]).

Le résultat principal de ce chapitre est la construction de nombres de type sturmien, et
le calcul de leurs exposants diophantiens dont les valeurs sont données par les formules
du Théoréme ci-dessous, en fonction de réels 0 € S et 0 < 6 < 1;% associés a &.
Ce théoréme est impliqué par le Théoréme (qui est une version paramétrique de ce
résultat). L’exposant £* qui intervient est défini apres le Théoréeme ci-dessous.
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Théoréme 2.1.1. Pour tout nombre de type sturmien £, il existe 0 € S et 0 < 0 < 77,

tels que

w(€) = 2;5+1—5,

02(§) =14+ (1—6)(1+0),

~ (1-=9)(1+0)

Aa(8) = 1+(1-0)1+0)

1= 5 < M(6) §max<1—5,1_51+0>.

2
En outre, si ¢ vérifie la condition plus forte 6 < h(o) avec h(c) = % + 1 — <%) +1
alors

(=90 +0)
1+42-0)1+40)
Iégalité de gauche étant encore valable si 6 = h(o).

M =1-3 o &)=

A Taide d’exemples explicites, on en déduit notamment le résultat suivant.

Théoréme 2.1.2. Pour tout o € S, il existe un ensemble A, contenant 0 et dense dans
0, 1%0[ tel que pour tout 6 € A,, il existe un réel & de type sturmien dont les exposants
sont ceux donnés par le Théoreme |2.1.1].

Remarquons que ce théoréme est nouveau méme sans la précision que £ est de type
sturmien.
Les Théorémes et ci-dessus impliquent le Théoréme [B] de I'introduction de
cette these.

L’exposant paramétrique £* apparaissant dans I’énoncé du Théoreéme est défini par

W)= T
avec 9 = 1 — \y(€) (voir Définition au Chapitre 4. Si ep = 0 on a I'égalité x*(§) =
—1/(5o(&) + 1). Le lecteur est invité a consulter la Partie du Chapitre (1| pour la
définition des exposants 3. de Fischler. Nous de démontrons pas 'assertion sur x* dans ce
chapitre mais dans le Chapitre |4f (voir le Théoréme qui découle du Théoreme .
Notons que nous ne mentionnons pas l’exposant x* dans [45].

Remarque 2.1.2. La borne h(c) n’est sans doute pas optimale. En revanche la condition
0 < 17, apparait naturellement, et notre construction ne permet pas de déterminer
les exposants diophantiens sans cette hypothése. Voir la Remarque pour plus de

détails.

On pourra noter que le cas 6 = 0 de notre théoreme correspond aux valeurs de ces
quatre exposants pour les &, du Théoreme 3.1 de [§], voir la Partie du Chapitre . La
construction de Bugeaud-Laurent est un cas particulier de notre construction générale,
voir la Partie [2.8.2] pour les détails. Remarquons aussi que les nombres de type Fibonacci
de Roy correspondent a notre construction en prenant s = 1 pour tout £ > 1. Dans ce
cas le o associé est 0 = 1/7.

On peut déduire du Théoreme le corollaire suivant sur le spectre de wy :
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Corollaire 2.1.3. On a

{ws(€) 1€ de type sturmien} = [1+ V5,2 + V5] U [2 4+ 2v2,3 + 2v3] U [3 + V13 + o0,

ot A désigne la fermeture topologique de A C R.

Voir Partiepour la preuve de cet énoncé. Notons que {ws(&) | € de type Fibonacci} =

[14++/5,2+/5).

A priori, ces nouvelles constructions n’apportent pas d’informations supplémentaires
sur les spectres individuels de chaque exposant (les spectres de g et wy sont déja
parfaitement déterminés — voir de l'introduction de cette these — et les nombres
de type Fibonacci de Roy permettent de montrer les résultats de densité des spectres
de Ay et @ dans les plus grands intervalles possibles); en revanche, ils apportent des
informations nouvelles sur leurs spectres joints. En effet, un autre corollaire immédiat du
Théoreme [2.1.2) est le suivant. Il correspond au Corollaire [C] de I'introduction de cette
these.

Corollaire 2.1.4. Pour tout 0 € S, il existe ¢ = c(o) vérifiant 0 < ¢ < 1 tel que le
spectre joint de (A2, Ao, wa, W) soit dense dans la courbe

1 1+(1+4+o0)x
{(x’1_1+(1+0)x’ (0 ! ’1+(1+0)x)

x € [c, 1]}

Dans ce chapitre on détermine un 3-systeme P qui approche la fonction L, associée
4 un nombre & de type sturmien (avec u = (1, &, £2), voir Partie a O(1) pres, sauf au
niveau de certaines zones spécifiques appelées zones d’incertitude (voir la Figure de
la Partie . C’est en s’appuyant sur ce 3-systeme que nous calculons les exposants du
Théoreme et c’est a cause des zones d’incertitude susmentionnées que nous devons
supposer 0 < h(o) pour pouvoir les ignorer et calculer \y(€) (et £*(&) sous I'hypothese
d < h(o)). Nous discutons du comportement de L, au niveau des zones d’incertitude
dans la Partie 2.7.2] Des tests numériques effectués avec les matrices de Roy laissent
penser que le graphe de L, est “loin” du contour de ces zones, donc que pour ces suites
la condition ¢ < k(o) pourrait étre affaiblie (voir Remarque pour plus de détails).
Ces zones ne sont pas mentionnées dans les travaux de Roy [51] sur les nombres de type
Fibonacci car elles n’interviennent pas dans le calcul des exposants Do et @y (qui sont
les seuls exposants calculés dans [51]) et peuvent étre ignorées — bien siir la géométrie
paramétrique des nombres et la notion de 3-systeme n’avaient pas non plus encore été
développées a cette époque.

Résumons maintenant la construction des nombres de type sturmien. Soit (si)r>0 une
suite d’entiers strictement positifs (excepté pour sy) avec sg = —1,s; = 1. Pour k£ > 0,
on pose b = Sg + s + -+ + S, et on associe & (si); une fonction ¢ (appelée fonction
sturmienne, voir Définition [2.2.3)) définie sur [0; +oo[ par 1 (t;) = t;—1 — 1 pour k > 1, et
(i) = i—1si i n’est pas parmi les ;. On note Fg,,, I'ensemble des fonctions sturmiennes
pour lesquelles la suite d’entiers (si)x correspondante est bornée.

Une suite ¢-sturmienne de GLy(R) est une suite (w;);>o de matrices appartenant a
GLy(R) telle que
Sit+1

Wit1 =W,
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Dans ce chapitre, on travaillera avec des suites t-sturmiennes (w;);>o de M =
GL2(R) N Matgyo(Z), ie. telles que w; € M pour tout i. Dans le Chapitre les
matrices considérées ne seront plus forcément a coefficients entiers (mais proportionnelles
a des matrices a coefficients entiers) ; la plupart des résultats (notamment les relations
de récurrence et les comportements asymptotiques) concernant les suites étudiées restent
vraies dans le cadre plus général des suites ¢-sturmiennes de GLy(R). Une suite comme
ci-dessus est admissible s’il existe une matrice N € GLy(R) telle que wiN,woN et
w1wo'N soient symétriques (voir Définition . On pose alors N, = N si k est pair,
N, =N si k est impair.

a b
. d) par la formule |w| =

\/a2+(b2—|—02)/2+d2. On dit qu'une suite t-sturmienne (w;);>o est a croissance
multiplicative si

On définit la norme d’une matrice w = (

IWiwis || = will x [[wi wi |

pour k > 1,1 <1 < sp41+1, (voir Déﬁnition. Les suites a croissance multiplicative
sont étudiées dans la Partie . Dans la suite on identifie R? (resp. Z?*) a 1'espace vecto-
riel des matrices symétriques 2 x 2 a coefficients réels (resp. entiers) via l'isomorphisme
o I
T

|| - || définie ci-dessus sur Iespace des matrices sont compatibles via Iidentification précé-
dente. On peut aussi considérer le déterminant det(x) d’un vecteur x € R3. De maniére
similaire étant données x,y, deux matrices symétriques, x Ay désigne le produit vectoriel
des vecteurs de R? correspondants.

Tout nombre -sturmien propre sera donné par une suite admissible -sturmienne de M
a croissance multiplicative et telle que le contenu des w; soit borné et que la suite (||w;]|);
diverge vers l'infini. Par exemples les suites ¢-sturmiennes définies par les matrices de

Roy [51]
WOI(i a(bi—l))’ Wl:(‘t “(Cil)>

avec a > 2 et ¢ > b > 1 vérifient ces hypotheses (voir Partie [2.8.1)).
A une telle suite ¢-sturmienne (w;);>o on associe deux suites de matrices symétriques
(v:): et (z;); définies par les formules

(20, 1, T) — . Remarquons que la norme euclidienne || - || sur R? et la norme

1

I+1
Yo+l = Wi Wi 1Ny etz =
i F F det(wy,)

Y(tei1) A Y+ (O < kv 0< [ < Sk:—i-l)

(voir Définitions et @ Les propriétés combinatoires de ces suites sont étu-
diées dans les Parties et 2.4] Par croissance multiplicative (et parce que (||w;]|);
diverge vers 'infini) nous montrons dans la Proposition qu’il existe 6 > 0 tel que
| det(w;)| =< |lw;||°. Si § < 1, alors la Proposition assure que la suite (y;); asso-
ciée converge dans P%(R) vers un vecteur y = (1,£,£%). Tout réel £ ainsi obtenu, avec
0 < 17, et tel que le contenu des y; soit borné, est dit ¢-sturmien propre. Les nombres de
type sturmien sont exactement les nombres -sturmiens propres pour @ décrivant Fy, ;
voir Définition [2.6.3] Nous montrons alors que les suites (y;); et (z;); sont de “bonnes”
solutions des Problemes E) x et E, x respectivement, et c’est ici qu’intervient naturelle-
ment la condition § < 77— (voir la Partie de l'introduction de cette these). Dans la
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Partie (voir Proposition nous donnons des estimations précises des quantités
lyill, lz:ill, | (zi,y) | et ||y: Ay|. Cela nous permet de construire dans la Partie (voir
Propositions , et Figure un 3-systéme qui représente £ (sauf peut-étre au
niveau des zones d’incertitude). Finalement, nous déduisons de ce 3-systéme les exposants
diophantiens associés a & (voir Théoreme [2.7.1)).

2.2 Notations

Dans cette partie on rappelle quelques notations de l'introduction, en particulier la
suite (sg)r>0 et la fonction 1 associée qui seront constamment utilisées le long de ce
chapitre). Rappelons qu’on note || - || la norme euclidienne associée au produit scalaire
canonique (-, -) sur R?, et nous notons de la méme maniére la norme euclidienne sur A% R3
(voir Partie du Chapitre [1| pour les détails de la structure d’espace euclidien dont on
munit A? R?).

Notation. Soit I un ensemble (ensemble des indices : typiquement, I est de la forme
N"), (ai)ier et (bi)ier deux suites de réels positifs indexées par I. Soit J C I (ensemble
des conditions). On note « a; < b; pour i € J » ou « b; > q; pour i € J » s'il existe une
constante ¢ > 0 telle que pour tout ¢ € J on ait a; < ¢b;. On écrit « a; < b; pouri € J »
sia; < b; pour i € Jet by <a; pour i € J.

Dans le cas particulier I = N, en ’absence de précision supplémentaire on prendra tou-
jours J de la forme [jy ; +00[ pour jy assez grand et on écrira simplement a; < b;, b; > a;
et a; < b;.

Définition 2.2.1. Pour tout vecteur x € R? non nul, on note [x] le point de P?(R) ayant
pour coordonnées homogenes x. On définit la distance projective entre deux vecteurs non
nuls x et y de R? par

Ix Ayl

dist ([x], [y]) = dist (x,y) = =

La distance projective vérifie I'inégalité triangulaire
dist (x,z) < dist (x,y) + dist (y,z) pour tous x,y,z € R*\ {0}.
Rappelons les inégalités suivantes, valides pour x,y,z € R? (voir [51, Lemma 2.2]) :
Lemme 2.2.2. Soient x,y,z € R®. On a
| (x,2)y — (x,y) 2] < [[x]| [y Azl],
Iyl Ix Azl < [zl [lx Ayl + lIx[Hy Azl (2.2.2)
ot les constantes implicites des symboles < ne dépendent pas de X,y et z.

Définition 2.2.3. Soit (si)r>0 une suite d’entiers strictement positifs pour £ > 1, avec
sop = —1,s1 = 1. Pour k > 0, on pose t; = sg+ s1 + -+ + sk, et on associe a (sg), une
fonction v définie sur [0; oo par

Y(ty) =ty—1 — 1 pour k > 1
(i) =14 — 1 siin’est pas parmi les t.

On dit que v est une fonction sturmienne.
On note F,, 'ensemble des fonctions sturmiennes dont la suite (s ) associée est bornée.
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Remarque. Une suite (s ), d’entiers strictement positifs pour & > 1 (avec sg = —1,s1 = 1)
est entierement caractérisée par sa fonction sturmienne associée (la suite croissante des
(tr)r>1 étant exactement formée par les entiers n tels que ¥ (n) < n — 2).

Les fonctions sturmiennes 1) € Fg,, (restreintes a N*) font partie d’une classe plus large
de fonctions appelées fonctions asymptotiquement réduites et étudiées par Fischler dans
[22] et [23] (voir Définition du Chapitre [1). L’auteur montre en généralisant la
construction de Roy (cf [48] et [49]) et I'utilisation de son crochet, qu’a chaque mot w
a préfixes palindromes abondants, on peut associer une fonction 1 asymptotiquement
réduite (si w est un mot sturmien, la fonction ) associée est sturmienne), et construire
un réel £ dont certains exposants d’approximation diophantienne sont intimement liés a

1. Voir Partie du Chapitre [1| pour plus de détails.

Notation. Pour toute la suite, on fixe (s;)r>0 une suite strictement positifs pour k£ > 1
avec g = —1,81 = 1 (ce n’est qu’a la Partie qu’on la supposera bornée). On note t;, =
So + -+ + Sk et ¢ la fonction sturmienne associée. On note également ¢ = [0; sg, s3, ... |.

2.3 Suites y-sturmiennes de GLy(R)

Le but de cette Partie est de généraliser la définition de suite de Fibonacci dans
GLy(R) de Roy (cf [51), §3]) et de dégager dans la Propriété quelques propriétés
utiles de la suite (y;); (voir Définition [2.3.6]). Cette suite donnera de “bonnes” solutions
du Probleme E} y. Plusieurs de ces propriétés ont des analogues combinatoires pour les
mots sturmiens caractéristiques (voir [8, §5]).

Définition 2.3.1. Une suite i-sturmienne dans un monoide est une suite (w;);>o telle
que

Si+1
(2

Wit1 =W W;_1 (Z 2 1)

Une telle suite est entierement déterminée par wy et wy. On dit aussi qu'une suite -
sturmienne est une suite d’angle (ou pente) ¢ (ou ¢ = [0; sg, S3, .. .]).

Ezemple 2.3.2. Dans le cas particulier ¢ = [0;1,1,1,...] = (/5 —1)/2 (on a alors
(tr)k>0 = (k — 1)k>0 et ¥(n) = n — 2 pour tout n), une suite sturmienne d’angle ¢ dans
un monoide est une suite de Fibonacci selon la terminologie de Roy (cf début du §3 de

[51]).

Proposition 2.3.3 (Roy, 2007). Il existe un ouvert de Zariski non vide U de GLg(R)?
tel que pour tout (wo, w1) € U, il existe N € GLy(R) tel que wi N, wo'N et wiwoN soient
symétriques. Si de plus wo et Wy sont a coefficients entiers, alors on peut prendre N a
coefficients entiers.

Preuve Cela se déduit directement de la Proposition 3.1 de [51]. Les arguments de Roy
sont les suivants : les conditions que w; N, wo'N et w;wNV soient symétriques représentent
un systeme de trois équations a quatre inconnues (les coefficients de N). Pour peu que ce
systeéme soit de rang 3 (cela définit un premier ouvert de Zariski), il existe une solution N
polynomiale (avec des coefficients entiers) en les coefficients de wy et wy. Il suffit ensuite
de remarquer qu’en rajoutant la condition det(XN) # 0 l'ouvert de Zariski ainsi défini
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n’est pas vide car il contient le couple formé par wqy = ( 1 (1) ) et wy = ( [1) (1) ) Voir

[51, Proposition 3.1] pour plus de détails. O

Proposition 2.3.4.

(a) Soit wy,wyi, N € GLy(R) telles que wiN,wo'N et wiwoN soient symétriques. Alors
W1WOW = WoWlN.

(b) Soit (w;);>0 une suite P-sturmienne de GLa(R) et soit N € GLy(R). On note
Ni, = N si k est pair, N, =N si k est impair. Supposons que wiwoN = wow N.
Alors pour tout k > 1 on a

wk_lwkaH = Wka_lNk. (231)

Preuve Pour|(a)|: on a I'égalité wiwoN = (WlN ) Nt (WOW). En prenant la transposée
de ces expressions et en utilisant le fait que wi N, wo'N et wywN sont symétriques, on
trouve

wiwoN = (W0W>?V_1(W1N) = wow V.

Pour [(b)] (on pourra comparer cette proposition avec le Lemme 5.1 de [8]) : on reprend
les arguments de la Proposition 1 de [I] pour les adapter a notre contexte.

La preuve se fait par récurrence sur k. Le cas k = 1 est vrai par hypothese. Supposons
que pour un k > 1 on ait wj_ ;Wi Ni1 = Wywi_1Ng. On a

Wi W1 Nippo = Wy, (WZkHWkANkH) = WzkH (WkaANk)
= Wzkﬂ (Wk—IWka—l-l)
= Wi 1 Wi Ny,
d’ou le résultat. U
Le Lemme suivant — qui n’apparait pas dans [45] — complete la Proposition [2.3.4] 11
sert dans la preuve de la Proposition [2.4.2] qu’on utilisera uniquement au Chapitre [

Lemme 2.3.5. Soit (W)r>0 une suite p-sturmienne de GLy(R). On suppose qu’il existe
N € GLy(R) et un indice ko > 1 pour lequel on a

wk_lwka+1 = Wka_lNk, (232)

ot on a posé N, = N si k est pair, Ny = N si k est impair. Alors l’égalité (2.3.2)) est
satisfaite pour tout k > 1.

Preuve D’apres ’assertion de la Proposition [2.3.4], si I'égalité ([2.3.2)) est vérifiée pour
k =1, alors elle est vérifiée pour tout k > 1.

Supposons que ([2.3.2)) est vérifiée pour un indice k, 1 < k < kq. Alors en utilisant 'identité
Wi_o = W twy, on trouve

—S —S
Wy_oWg_1 N = w4 (wkwk_lNk) =w,_ (Wk_lwkaH)
—S
= Wi_1 (ka’iwk) Ni11

= Wy 1Wg_2Ni_1,
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donc ([2.3.2) est vérifiée pour k — 1. Par récurrence descendante, ([2.3.2)) est satisfaite pour
k =1, ce qui achéve la démonstration de ce Lemme par ce qui précede. Il

Définition 2.3.6. Soit (W;);>o une suite ¥-sturmienne de GLy(R) et N € GLy(R) telle
que wywoN = wow V. On pose N, = N si k pair, N, = N si k impair. On définit alors
une suite (y;);>_2 de la maniére suivante : on pose y_s = woN, y_1 = wi N, et pour
1<k, 0< 1< sk, on définit
Yi.+1 = nglwk,lNk. (233)

Remarquons ici que I'équation ([2.3.1]) assure la validité de cette expression également
pour [ = Sgiq.
En particulier, on a

Y¢(tk) = ch—lNk (/{Z Z 1). (234)
Preuve de (2.3.4) Sik > 3, il suffit de remarquer que ¥(ty) = tx_1 —1 = tp_o+sp_1 — 1,
donc

Yoty) = Wi o Wi_gNj_2 = Wi_1 Ny

Si k =2 (resp. k = 1) 'égalité est encore satisfaite puisque yyu,) = y-1 (resp. yyu,) =
y-2). O

Proposition 2.3.7. On a les propriétés suivantes :
(a) Yior1 = Wi 'y, pour k> 1 et 0 <1< sy
(b) Yjr1 = Wiy;j, pour k>0 et t, < j <ty
(c) ¥; = Wiyu@), pour k> 1, tp < j <tpp
(d) Pour tout j >0, on a
Yitr = Yi¥p¥i (2.3.5)
En particulier, si wiN,woN et wiwoN sont symétriques, alors pour tout j > —2,
y; est une matrice symétrique.
Preuve @ et @ découlent de la définition des y,, et de , compte tenu du fait

que est encore valable pour [ = sj.

La propriété [(c)] est impliquée par le point [(b)]si j > ¢, (puisqu’on a alors ¢(j) = j — 1),
et par le point sij = tg.

Enfin découle de @ et Par ailleurs, woIN, w1 N et wywo'N symétriques est

équivalent par définition a y_s, y_1 et yo symétriques : on conclut par récurrence immé-

diate en utilisant ([2.3.5). O

Remarque. 1’équation (2.3.5) peut se réécrire

det(yy()Yi1 = [V5r ¥is Vo) (2.3.6)

ou [, -] est le crochet de Roy introduit dans [49]. Ce crochet a été utilisé d’une ma-
niére cruciale dans [23] par Fischler (voir la Partie du Chapitre (1] et la premiere
remarque apres le Théoréme 4.1 de [23], qu’on pourra mettre en lien avec notam-
ment). L’équation est le reflet de propriétés combinatoires classiques sur les mots
sturmiens, on pourra par exemple la comparer a I'équation (4) de [23].
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2.4 Suites -sturmiennes admissibles

Dans cette Partie on établit plusieurs propriétés arithmétiques des suites -
sturmiennes de M admissibles (voir Définition [2.4.1)). Entre autres on généralise les
récurrences utilisées par Bugeaud et Laurent (cf Lemme 7.1 de [8] et sa preuve). Nous
généralisons aussi dans la Définition la construction de la suite (z;); de [51, Propo-
sition 4.1]. Cette suite donnera de “bonnes” solutions du Probleme E,, x et jouera un role
essentiel dans la construction d'un 3-systéme associé a un nombre 1)-sturmien propre. Le
résultat principal de cette partie est la Proposition [2.4.4]

Dans le contexte de ce chapitre on considere principalement des suites t-sturmiennes
de M (bien que plusieurs résultats soient formulés dans le cadre plus général des suites
y-sturmiennes de GLy(RR)). Dans le Chapitre {4 on considérera des suites ¢-sturmiennes
de GLy(R) qui ne sont pas forcément a coefficients entiers (ni méme rationnels). No-
tons que la plupart des résultats présentés dans ce chapitre restent vrais pour une
suite i-sturmienne de GLo(R) ; parmi les rares exceptions ne vérifiant pas cela, on trouve
les propriétés concernant les contenus (comme le Corollaire ci-dessous par exemple).

La définition suivante reprend [51, Definition 3.2].

Définition 2.4.1. Soit M = Matyxo(Z) N GLy(R) le monoide des matrices 2 X 2 a
coefficients entiers de déterminant non nul. On dit qu’une suite ¢-sturmienne (wy ) de
M est admissible s'il existe une matrice N € M telle que wi N, woN et w;w'N soient
symétriques. En particulier, dans ce cas les matrices de la suite (y;);>_2 associée par la
Définition sont symétriques.

D’une maniére plus générale, une suite ¢)-sturmienne (wy,); de GLo(R) est admissible s’il
existe une matrice N € GLy(R) telle que w1 N, woN et w;wNV soient symétriques.

La proposition suivante ne figure pas dans [45] et sert uniquement dans le Chapitre
(voir preuve de la Proposition de la Partie |4.5.2]).

Proposition 2.4.2. Soit (wy)k>0 une suite ¥-sturmienne de GLy(R), N € GLy(R). On
suppose qu’il existe k > 1 tel que Wi_1 Ny, WpNik_1, Wpwy_1 Ny, soient symétriques (ou
on a posé Ny = N si k est pair, Ny, =N si k impair). Alors (wWy,)x>0 est admissible avec
la matrice N.

Preuve L’assertion @ de la Proposition utilisée avec wi_; et wi a la place de
wy et w; respectivement, donne immédiatement 1’égalité wy_ Wi Ny1 = Wipwy_1Ng. Le
Lemme [2.3.5| montre que cette relation est encore vraie pour k = 1.

On peut alors considérer la suite de matrices (y;);>_2 associée a (wy), par la Défini-

tion [2.3.6 D’aprés la Proposition [2.3.7] la suite (y;); suit la récurrence (2.3.5) :
—1 _ .
Yirl =Yi¥e)Yi €t Ye) =YYy (520). (2.4.1)
Notons que d’apres (2.4.1]) et par définition des y; on a yy,) = Wr—1 Nk, Yi,—1 = Wi Np—1,
Yt, = WipWy_1 N, et par hypothese ces matrices sont symétriques. L’équation de gauche

de (2.4.1) utilisée avec j = t;, montre alors que yy, 11 est symétrique.

Par récurrence descendante, montrons que pour tout m vérifiant 0 < m < k, les
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matrices y,. 1, ¥t,,, Yi.,+1 sont symétriques (rappelons que ¢ty = —1 et ¢; = 0). On vient
de montrer que c’est vrai pour m = k. Supposons que ce soit vrai pour un indice m,
0 < m. Alors I'équation de droite de utilisée avec j = t,,, > 0 montre que y;,, ,—1
est symétrique. D’autre part, en utilisant successivement 1'équation de droite de
avec j =t —1 > --- > t,_1+1 > 0, on montre que y;,,—2,...,¥¢,._1+1,¥t,,_, Sont
symétriques. Donc finalement on a bien y;, ., _1,¥+,. |, ¥Vt ,+1 symétriques.

Cette propriété est donc vraie pour k = 0, ce qui signifie exactement que w N, wo'N et
w1wo'N sont symétriques, et donc que la suite (wy,), est admissible. O

Les suites admissibles utilisées par Roy dans [5I] sont des exemples de suites -
sturmiennes admissibles : pour les détails voir la Partie[2.8.1] Nous suivons ici la démarche
de Roy (cf §4 de [51]) en identifiant R? (resp. Z?) a l'espace des matrices symétriques de
taille 2 x 2 & coeflicients réels (resp. entiers) grace a la bijection

X T
X:(Z’(),{Ehxg)—> <Z‘0 x )
1 2

Si x = (g, 71, 72) € R3, on notera alors det(x) = xoze — 2% et Tr(x) = x¢+ 9. De méme,
étant données trois matrices symétriques x,y,z, on notera X Ay, (x,y) et det(x,y,z)
respectivement le produit vectoriel, le produit scalaire et le déterminant des vecteurs de
R3 correspondants. On définit le contenu d’une matrice w € Matyy2(Z) ou d’un vecteur
y € Z3 comme le plus grand diviseur commun de leurs coefficients. On dit qu’une matrice
ou qu’'un vecteur est primitif si son contenu est égal a 1.

Notation. Dans cette partie, (w;);>o est une suite ¢-sturmienne de GLy(R) admissible.
On note N € GLy(R) et (y;);>—2 les matrices définies dans la Définition [2.3.6] (si (w;)io
est une suite ¥-sturmienne de GLy(R), on prend N € M).

Par ailleurs on note J la matrice J = ( _01 (1) ) .

Définition 2.4.3. On définit la suite (z;),;>_1 de la maniere suivante :

1
Zy 4 = )yw(thrl) A Yi.+i5 0 S k etO S [ < Sk+1- (242)

det(wy

La Proposition [2.4.4] suivante et le Corollaire [2.4.5 généralisent les résultats de la
Proposition 4.1 et du Corollaire 4.2 de [51].

Proposition 2.4.4.

(a) Formule de récurrence pour la suite (Tr(w;)); :
Tr(wiwy_1) = Tr(wy) Tr(wh *wi_1) — det(wy) Tr(wh >wi_;) (2.4.3)
ou k> 1 etl>2. En particulier, si (w;); est une suite ¥-sturmienne de M, on a

Tr(wiwy_1) = Tr(wy) ' Tr(wiwy_1) mod det(wy) (2.4.4)

46



(b) Formule de récurrence pour la suite (y;); :

Vierit1 = Tr(We)ye, 1 — det(We)yoprn, 0 <1< Sk,

avec k > 1. En particulier, le cas k — 1 appliqué avec | = s, — 1 donne

Vi, = Tr(Wi_1)ye,—1 — det(Wi—1)yy—1), k> 2,
(¢) Formule de récurrence pour la suite (z;); :

Ziy i1 = T0(Wi)Zo, 10— Yot A Yoty (0 <1< spp—1)
Zoor = Tr(Wi-1)Zo, 1 — Vo) AN Yoy (k> 2),

la premiéere relation étant valable pour k > 1.
(d) Pourk >0 on a

det(yi,—1, Yt Yio+1) = — det(wy) det(yy, ) Tr(J Nitq),

(2.4.5)

(2.4.6)

(2.4.7)

(2.4.8)

en particulier, si N est non symétrique (ce qui équivaut a Tr(JN) #0), alors y, —1,

Yi, et yi,+1 sont linéairement indépendants pour tout k > 0.
(e) Pourk >0 on a

Ztk+1 A\ Ztk+l = det(Nk)Tr<JNk+1)yl§k+l (0 S l < Sk+1).

(2.4.9)

Preuve Soit £ > 1. On suit I'idée de Roy, et en utilisant le théoréme de Cayley-Hamilton

pour wy, on trouve
wi = Tr(wy)wy, — det(wy)]y,

(2.4.10)

ou I est la matrice identité de Matoyo(R). On prouve alors (2.4.3) en multipliant chaque
coté de cette égalité a gauche par wi 2, a droite par wy_; (avec [ > 2), puis en prenant la
trace. L’équation ([2.4.4]) s’obtient par récurrence immédiate en regardant ([2.4.3)) modulo

Pour la récurrence (2.4.5)), on part de nouveau de (2.4.10)), et en multipliant chaque coté
de I'égalité a gauche par wi (avec k > 1, 0 <[ < si41), & droite par wi_1 N, on trouve

1+2 _ I+1 !
w, W1 N = Tr(wg)w, w1 Ny — det(wg)wwy_1 Ny,

ce qui, par définition des y;, se réécrit sous la forme

Yipti+1 = Tr(Wg) Y1 — det(wk)wgcyqp(tk)-

Pour conclure il suffit de remarquer que pour 0 < [ < Spy1, ON & Yy(t4l) = Yipti-1 =

WY, Remarquons aussi que (2.4.5) est équivalente a (19) de [3].
Montrons (2.4.7). Si 0 <1 < sg1 — 1, alors en utilisant (2.4.5)) on trouve

1

Ziptirl = T Y(terr) N Yt = Tr(W) 24,41 — Yo(tie) N Yo(titl)s

det(wk)

ce qui prouve la premiere relation de (2.4.7). Pour la deuxieme relation, en utilisant

(2.4.5)), on obtient par récurrence sur [, 0 <[ < Sgy1,
Yo+t N Yiptit1 = det(Wk)ZYtk ANYt+1 = det(Wk)lqup(tk) A Y-
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On en déduit que pour tout vecteur x € R3,
det(X, Y11, Yiri41) = det(wi)' det(xX, yu, , yi,41)- (2.4.12)
L’équation ([2.4.11]) implique

det(wk+1)ztk+1 = Yoltiro) N Yoo = Yietsii—1 N\ Yeptspa
= det (W) " 1y ) A V-

Si k > 2, I'équation ([2.4.6|) fournit la relation

Yot AV = Yo N (Tr(Wie1)y, 1 — det(Wi1)yy 1)
= Tr(wy_1) det(Wg—1)Zy, 1 — det(Wi—1)Y (i) A Yo(tp—1)-

Finalement, on obtient

det(wy )%+ det(wy_1)

Zyy,, = det(Wer) X (TI‘(Wk—l)Ztk—l = Yopte) N }’w(tk—l))

= Tr(Wi-1)Z1,—1 — Yo(t) N Yo(te—1)s

puisque det(wy1) = det(wy)%+t det(wy_1).
Pour prouver ([2.4.8), on utilise la formule (2.1) de [49] :

det(x,y,z) = Tr(JxJyJz),

valable pour tous x,y,z € R3. Si & > 1, on a alors en notant que JxJx = — det(x)I;
pour tout x € R? (cf [49]),

det(ye,—1, Yt Yep+1) = det(ye,, Ye+1, Yi,—1)
= Tr(Jyu, (JY 1) Yottrin)
= - det(}’tkﬂ)TT(JYtky;:HYw(tkH))
= — det(wkytk)Tr(Jyt,c (katk)’l(wk]\/kﬂ))
= — det(wy,) det(y, ) Tr(J Nitq).

Montrons pour finir (2.4.9). Soit & > 0 et 0 < [ < s41. L’équation (2.4.11)) (pour les
deux entiers g1 — 1 et ) fournit I'identité

Ytpi1-1 A Yt = det(wk)SkH_l_lytk—i—l A Y +i+1,

et en utilisant 'identité (x Ay) A (y Az) = det(x,y,z)y (valable pour tous vecteurs x,y, z
de R?), on obtient

det(Wit1) det(Wi) 2z, A Zt = (Virr—1 A Yisr) AN (Vem1 A Yeuti)
= det(Wk)SkH_l_l(YtkH A Ytk+l+1) A (Ytk—l A Ytk-i—l)
= —det(wy) ™ T det (Yo, -1, Yipts Yexti01) Yl

= —det(wy) ™ 7 det(ye,—1, Yirs Y1) Yextis
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en utilisant (2.4.12)) avec x = y;, 1 pour obtenir la derniere égalité. Finalement ({2.4.8])
donne

det(Ye,—1, Yir, Yep+1) = — det(wy,) det(yy, ) Tr(J Ny11)
= —det(w},)? det(wy,_1) det(N)Tr(J Npy1),

et comme det(wyyq) = det(wy)%+! det(wy_1), ceci acheve la démonstration de ([2.4.9)).
U

Corollaire 2.4.5. On suppose que (w;); est une suite -sturmienne de M. Supposons
de plus que Tr(wiwg) et det(w'wy) soient premiers entre euxr pour | = 0,1,...,80 + 1,
ainsi que Tr(wy) et det(wy). Alors

(a) pour tous k > 1,0 <1< sp1+1, Tr(whwy_1) et det(whwy_y) sont premiers entre
eut,

(b) pour tous k > 1, 0 <1 < spy1 + 1, la matrice wiwy_1 est primitive,
(c) le contenu de y; divise det(N) (j > —2),

(d) le wvecteur det(ws)z; appartient a Z* (j > —1), et son contenu divise
det(wq)? det(N)?*Tr(JN).

Preuve On adapte les arguments de [51), Corollary 4.2] a notre contexte.

On montre @ par récurrence. Soit P(k) la propriété « Tr(wiwy_1) et det(wliwy_;) sont
premiers entre eux pour [ = 0, ..., Sg11 + 1, ainsi que Tr(wy,) et det(wy) ». Par hypothese
P(1) est vraie. Supposons P (ko) vraie pour un ky > 1 fixé. Alors les équations fournies
par P(ko) correspondant & [ = sg 41 et | = s, 11+ 1 assurent que Tr(wy, 1) et det(wy,41)
sont premiers entre eux, ainsi que Tr(wy, Wg,11) = Tr(wy,11Wg,) et det(wy, 1wy, ). Par
(2.4.4]), on a

Tr(wh 1 Wiy) = Tr(Wies1)'  Tr(Wiy1Wy,)  mod det(wgop1) (1> 2).

I suffit maintenant de remarquer que pour tout [ > 2, det(wﬁm L1 Wg,) a les mémes fac-
teurs premiers que det(wy, 1) (et que det(ws)), donc I'équation précédente assure que
Tr (W}, 1 Wk,) et det(w}, ;Wy,) sont premiers entre eux. Donc P(kg + 1) est vraie, ce qui
acheve la récurrence.

L’assertion @ découle immédiatement de @ puisque le contenu d’une matrice w divise
toujours sa trace et son déterminant.

Soit k> 0 et 0 <[ < sp4;. Par définition, on a y;, 4 = wfjlwk,lj\/’k, donc

Yerr1Adj(Ng) = det(N)w; wy g,

ot Adj(N) désigne la transposée de la comatrice de Nj. En particulier, comme wh™'wy_;

est primitive, le contenu de yy, 4, divise det(N) (le méme argument permet de traiter les
cas y_1 et y_) ce qui prouve [(c)}

Montrons enfin . Le fait que det(wy)z,, 4, appartienne a Z* pour k = 0,1,2 et 0 <
| < sgt1 est immédiat par définition de z;, ., et parce que det(w;) et det(wy) divisent
det(wy). Les récurrences de montrent alors que det(ws)z; € Z* pour tout j > 0.
De plus, le contenu de det(ws)z,, 1; divise celui de det(wg)tak+1 Az, 41, donc par (2.4.9)
et par [(c)} divise det(ws)? det(N)?>Tr(JN). O

49



2.5 Suites -sturmiennes a croissance multiplicative

Dans cette partie nous montrons que sous une hypothese de croissance multiplicative
il existe un réel § > 0 tel que |det(wg)| < [lwxll® (voir Proposition 2.5.9). Ce réel ¢
jouera un role essentiel pour déterminer les exposants diophantiens associés a &, et il est
nécessaire pour définir les nombres t-sturmiens propres. Rappelons qu’on note || - || la
norme euclidienne sur R3.

Définition 2.5.1. On définit la norme ||w|| d'une matrice w = ( Ccl Z ) € Matayo(R)

par la formule ||w| = \/a2 + (0% + ¢2)/2 4 d?. Avec cette définition, il n’y a pas d’am-
biguité quand on note ||y||, avec y vu comme un vecteur de R* ou comme la matrice
symétrique de Matoyo(R) associée.

Soit (W;);>o une suite ¢-sturmienne de GLy(R). On dit que (w;); est a croissance multi-
plicative s’il existe deux constantes c; et co > 0 telles que pour tout entier £ > 1, pour
tout 1 <1 < sppq+ 1, on ait

crl[wil| x [[wi wia]| < [[wiwi || < eallwill > lwi wial, (2.5.1)
ce qu’on peut écrire de maniere plus condensée
IwWiwi—i || = [[well > [wi wii |
pour k> 1,1 <1< spq+ 1.

Remarque 2.5.2. Comme en dimension finie toutes les normes sont équivalentes, la pro-
priété d’étre a croissance multiplicative ne dépend pas du choix de la norme : si || - ||" est
une autre norme sur Matgyo(R), alors |[whwy_1|| < ||[wg|| x ||[whtwy_1|| si et seulement si
[whwi 1] < [[wi]” x [|[wh'wi_1|’ (les constantes implicites des symboles < dépendant
des normes || - || et || - [|').

Toutes les propositions et estimations de cette partie restent vraies en remplagant la
norme || - || par la norme de son choix (et en adaptant les constantes implicites quand
elles sont utilisées d'une maniere explicite comme dans la Proposition ci-dessous).

Il n’est pas évident a priori de montrer qu'une suite ¥-sturmienne donnée est a crois-
sance multiplicative. Une condition suffisante sera démontrée et utilisée au Chapitre
(voir la Proposition de la Partie . Dans le contexte actuel le plus important est
de pouvoir construire des exemples de suites i-sturmiennes a croissance multiplicative.
Pour cela on utilise le lemme suivant, qui découle de la preuve de [51, Lemma 5.1]; voir
Partie pour davantage de détails.

Lemme 2.5.3. Soit wy, w; € GLo(R) toutes deuz de la forme ( Z b ) avec 1 < a <

d
min{b,c} < max{b,c} < d. Alors la suite -sturmienne définie par wqy et wy est d
croissance multiplicative. Avec || - || (définie comme le maximum des valeurs absolues
des coefficients) a la place de || - ||, on peut prendre ¢y = 1 et co = 2 dans (2.5.1]).

On utilisera aussi de fagon cruciale le résultat suivant [8, Lemma 4.1]. Par ailleurs,
nous donnons dans le Lemme une version améliorée et optimale de ce résultat.

20



Lemme 2.5.4 (Bugeaud-Laurent, 2005). Soit (X,,),>0 une suite de réels > 0 qui diverge
vers l'infini, et (S,)n>1 une suite d’entiers naturels non nuls. Supposons qu’il existe ¢ > 1
tel que

C_Sn+1XZ"+1Xn_1 < Xn+1 < CSn+1XZ”+1Xn_1 (TL > 1)

Pour n >0, on définit p, par X,.1 = X#. Alors quand n tend vers l'infini, on a

M = [Sn+1 3 Sny -, 51)(L+0(1)).

Le lemme suivant complete le Lemme [2.5.4]; ¢’est un lemme technique que nous utilise-
rons pour avoir des informations sur ’asymptotique de suites ¥-sturmiennes a croissance
multiplicative. Il servira principalement dans la preuve de la Proposition [2.5.6]

Lemme 2.5.5. Soit (X,)n>0 une suite de réels > 0 qui vérifie les hypothéses du
Lemme[2.5.]). Alors

(a) La suite (log(X,)), est strictement croissante & partir d’un certain rang.

P log(Xp+2)
(b) On aliminf, ,, ﬁ > 1.

(c) Il existe X > 1 tel que log(X,) > \".
(d) La suite (1/1og(X,)), est sommable et on a

1 1
2 fog (%)~ Tog(X.)

k>n

quand n tend vers l’infini.

Preuve Commengons par [(a)] Comme la suite (log(X,)), diverge vers +oo, il existe
N > 1 tel que pour tout n > N, log(X,,_1) +1log(c) > 0, ou ¢ est la constante intervenant
dans le Lemme m Pour tout n > N, par hypothese de croissance sur (X,), on a

log(Xp41) > sn+1(log(Xn) + log(c)) + log(X,-1)
> (log(Xn) + log(c)) + log(X,—1)
> log(X,),
par choix de N. Donc la suite (log(X,,)), est strictement croissante a partir du rang N.

Montrons maintenant [(b)] Pour cela, on définit 4, par la relation log(X,+1) = p, log(X,,).
D’apres le Lemme on a fi, = (14 0(1))[spt1; Sn, - - -, 51]. En particulier

log(XnJrQ)

Tog(X,) = fpt1ftn = (L4 0(1))[Snt2; Snt1, - - - S1][Sns1; Sny - -+, S1]

> (1+ 0(1))(1 + ) X Spt1

Sn+1 +1
3
> (14 0(1)) x 2.

par croissance de la fonction z — (1+ 1/(x+ 1)) x x sur [1, +o00], d’ott le résultat annoncé.

On en déduit 'existence de A > 1 tel que

lim inf 7log(Xn+2)

> >1 2.5.2
n—+s0  log(X,,) ’ (2:5.2)
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et un tel réel A\ vérifie log(X,) > (A2 = A", d’ou . En particulier, la suite
(1/1og(X,)), est sommable. On pose

1
=) —— < +o0.
;;1 log(Xk)

Pour n assez grand on a la minoration triviale R,, > 1/log(X,,). D’autre part, on a (pour
n assez grand et en choisissant A qui vérifie (2.5.2)))

1 1 1
R, = - +yY
og(%,) T loa(Xor) T 2 loa(Xira)
1 1 1
< + +
log(X,) = log(X,i1) Igz A2 log(Xy)
2
<
= Tog(x,) e
d’ou . 5
L= B <
=3 < 5w
ce qui acheve la démonstration de 1’assertion @ Il

La propriété suivante est essentielle pour permettre de construire le 3-systeme de la
Partie (cf Figure |2 . ), étape cruciale dans le calcul des exposants A, )\2, wy et Wy d’un
nombre w sturmien propre.

Proposition 2.5.6. Soit (Wy)i>o une suite -sturmienne de GLy(R) d croissance mul-
tiplicative telle que (||wg||)x diverge vers Uinfini, et (Dy)r>o0 une suite de réels supérieurs
ou égaur a 1 vérifiant la récurrence

Dy = D*"' Dy, pour tout k > 1. (2.5.3)
Alors il existe un réel § > 0 tel que
Dy = [Jwy . (2.5.4)

En particulier, il existe une suite (Wk)kzo de réels strictement positifs, vérifiant (2.5.3)
et telle que -

Remarque 2.5.7. Comme en dimension finie toutes les normes sont équivalentes, les es-
timations de la Proposition [2.5.6| restent vraies pour le choix de n’importe quelle norme
(les constantes implicites des symboles =< dépendant bien stir de la norme choisie). Par
ailleurs, puisque (||wg]||) diverge vers I'infini (cette propriété restant vraie pour n’importe
quel choix de norme), la constante § de I’équation ([2.5.4) ne dépend pas du choix de la
norme considérée. Voir aussi la Remarque faite en début de partie.

L’intérét de cette proposition est de pouvoir “remplacer” la suite (||wy]|)x qui vérifie
a constante multiplicative pres la relation de récurrence (2.5.3) par la suite (Wy)r>o
qui la vérifie exactement. C’est aussi elle qui permet d’établir 'existence d’un réel § tel
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que |det(wy)| < ||[wi]|® (voir Proposition [2.5.9). L'une des difficultés consiste & montrer
qu’on obtient des constantes multiplicatives =< 1.

Preuve Pour tout & > 0, on note W), = ||wyg]|| et on fixe (Dy)r>o une suite de réels
supérieurs a 1 satisfaisant la récurrence . Quitte a supprimer un nombre fini de
termes, on peut supposer Wy > 2 pour tout k. Par croissance multiplicative, la suite
(W) satisfait les hypotheéses du Lemme . Commencgons par montrer que

log(Dy) = O(log(W)). (2.5.5)
Par croissance multiplicative, il existe une constante M > 0 telle que
sk+1(log(Wi) — M) + log(Wi—1) < log(Wi1), (2.5.6)
pour tout k assez grand. D’apres 'assertion |(c)| du Lemme il existe ko > 1 tel que
1 1
(1- E> log(Wy) < (1 - m) (log(Wy) — M), (2.5.7)

pour tout k& > kg. Soit maintenant C' > 0 tel que
1
Cllog(Dy,) < (1 - E) log(W;,) (2.5.8)

pour k = ko — 1,ky. Montrons par récurrence sur k que (2.5.8]) est valable pour tout
k > ko. Supposons que cela soit vrai pour £ — 1 et k. Alors

Clog(Dg+1) = sg1C log(Dy) + C'log(Dk-1)

< Sk—i-l(l - ;) log(Wi) + (1 - k:il) log(Wg-1)

< Sk—i-l(l - kﬂl—l) (10g(Wk) - M) + (1 - ki1> log(Wy-1)
< (1- ) log(Wi)

en effet la premiere inégalité est donnée par I'hypotheése de récurrence (pour k et k — 1),

la deuxiéme provient de (2.5.7)), et la troisieme de (2.5.6). Donc (2.5.8)) est vraie pour
tout k > ko ; en particulier cela prouve (2.5.5)).

On définit maintenant ¢ par

log(Dy+1) 10g(Dk)>
log(Wi+1)  log(Wi)/

Montrons que £, = O(1). Pour tout £ > 1, on a
. log(Wy) log(Dy41) — log(Dy) log(Wi+1)

e = log(Wy) x (

log(Wi1)
B log(Wk)(Sk—H log(Dx) + 10g(Dk—1)) - 10g(Dk)<5k+1 log(Wy) + log(Wj,—1) + O(Sk+1))
B log(Wi+1)
_ log(Wy) log(Dy—1) — log(Dy) log(Wi—1) O(3k+1 10g(Dk))
log(Wi+1) log(Wi+1)
— e o),
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puisque sy log(Dy)/log(Wii1) < log(Dgy1)/log(Wiy1) = O(1) par (2.5.5)). Cela im-
plique immédiatement

_ log(Wi-1)
B log(Wi.+1)
Par I'assertion @ du Lemme , il existe > 0 et kg > 1 tels que
log(Wy)
log(Wi+2)

pour tout k& > kq. D’apres les calculs précédents, il existe une constante C' > 0 telle que

Ep_o + 0(1)

€k
<p<l1

|ekyo| < plex] + C,

pour tout k. Remarquons que d’un c6té on a
C
orl 2 1 = lewsal < el
—

et de autre

lex] < ¢ = |epyo| < ¢
kl = 1 k+2] = 1 .
Ceci assure que pour tout k > k’o,

C
vl < mae { e | esal 7 |-

donc on a bien g, = O(1).
Finalement, comme 1/ log(W},) est sommable par assertion [(d)] du Lemme [2.5.5] il en va

de méme de
€k B 10g(Dk,+1) log(Dk)

log(Wy)  log(Wis1)  log(Wy)

et ceci assure 'existence d’un réel 6 > 0 tel que log(Dy)/log(Wy) — § quand k tend vers
I'infini. En outre on a

‘5 a llz))géll/l)/;’z)) - JZ;C 10%3%)
: O<§W>

SO(mg(lwk))'

Finalement, on a bien log(Dy) = dlog(W}) + O(1), ce qui prouve la premieére partie du
lemme.
Pour la deuxiéme assertion, il suffit de prendre (Dy); une suite suivant la récurrence
, de premiers termes Dy, D; > 1. Une telle suite diverge vers 400, et donc le réel
0 > 0 précédent ne peut pas étre nul. On pose alors Wk = D;/ ’ U
Comme Damien Roy, rapporteur de cette these, nous 'a fait aimablement remarquer
— et nous I’en remercions — la preuve de la Proposition [2.5.6] permet de donner un énoncé
amélioré et optimal du Lemme de Bugeaud et Laurent en remplacant le X°) qui
apparait implicitement par un O(1) :
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Lemme 2.5.8. Soit (X,,)n>0 une suite de réels > 0 qui diverge vers l'infini, et (sp)n>1
une suite d’entiers naturels non nuls. Supposons qu’il existe ¢ > 1 tel que

C*S7L+1Xin+1Xn71 S Xn+1 S Csn+1X,rSLn+1Xn71 (n Z 1)
Pourn >0, on définit p,, par

Hn = [5n+1 ySny e 751]‘
Alors quand n tend vers Uinfini, on a X411 < XHn.

Preuve Comme nous l'a fait remarquer Roy, un exemple de suite D, qui satisfait la
relation de récurrence et qui est non bornée est la suite exp(qx) ou gx désigne le
dénominateur de la k-iéme réduite de la pente ¢ = [0; s1, S9, . . . |. Donc sous les hypothéses
du lemme [2.5.4] la preuve de la Proposition [2.5.6] nous assure l'existence d’une constante
¢ > 0 telle que X} < exp(c.qx), et par suite en posant

Hn = Qn—i-l/qn = [Sn+1> Spyeee 731]7

on obtient Xni“l” = X, (que (sg) soit bornée ou non), ce qui généralise un résultat de
Roy pour la récurrence de Fibonacci.

g

Proposition 2.5.9. Soit (wg)r>0 une suite -sturmienne de GLo(R) N Matoxo(Z) a
croissance multiplicative telle que (|wy||)x diverge vers Uinfini. Alors il existe 0 < ¢ < 2
tel que

| det(wy)| =< [|wi|®. (2.5.9)

Soient c1, ¢y des constantes implicites de la croissance multiplicative telles que (2.5.1) soit
vérifiee. Supposons qu’il existe o, 3 > 0 telles que la relation

(callwil )™ < [ det(wi)] < (crllwel))”, (2.5.10)

soit vraie pour k = 0,1. Alors cette relation est vraie pour tout k > 0; en particulier on
a l’encadrement
a<d<p.

Remarque 2.5.10. La Proposition reste vraie en remplacant la norme || - || par la
norme de son choix, et en remplacant les constantes c¢; et ¢y de par des constantes
telles que soit vérifiée avec le choix de cette nouvelle norme. Par ailleurs, puisque
(|[wk|l) diverge vers I'infini (cette propriété restant vraie pour n’importe quelle choix de
norme), la constante ¢ de I’équation ([2.5.9) ne dépend pas du choix de la norme considérée.
Voir aussi la Remarque faite en début de partie.

Remarque 2.5.11. Dans la Proposition du Chapitre [3| on donne une version un peu
plus générale de la premiere partie de la Proposition donnant 'existence de 9 : on
peut affaiblir 'hypothese wy € Matayxo(Z) pour tout k.
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Preuve Dans cette preuve, on fixe une || - || sur Matoyo(R), qui n’est nécessairement
définie comme dans la Définition 2.5.11

La Proposition appliquée a la suite (Dy)r>0 = (| det(wy)|)k>o fournit lexistence de
§ > 0 tel que |det(wy)| =< ||[wg||°. De plus, puisque |det(w;)| < [|wi]|?, on a toujours
0 <2,

Pour prouver la seconde assertion, on reprend les arguments de Roy (cf [51], Proposition
5.3]) et on proceéde par récurrence, étant vraie pour k£ = 0, 1. Rappelons que la
croissance multiplicative nous donne

(erllwira )™ 2 1wl < IWepall < (ol WD [wil - (k= 0).

Supposons que la relation (2.5.10) soit vérifiée pour k = j et k = j + 1 (pour un indice
j >0). On a alors

8
| det(wjy2)| = | det(w;iq)][¥+2| det(w;)| < ((Cl||Wj+1||)5”2(01||wj||)>

< (allwjel)’,

et de maniere similaire | det(w;;2)| > (ca||Wji2]])®. Donc (2.5.10) est valable pour k =
7+ 2, ce qui acheve la récurrence. O

Remarque. Dans la Partie 2.8.1] on verra que les exemples de Roy (cf [51, Example 5.4])
satisfont a (2.5.10) (qui correspond a (12) de [51]).

2.6 Construction des nombres de type sturmien

Le but principal de cette Partie est d’établir la notion de nombre -sturmien propre

et d’en démontrer 'existence (voir Proposition [2.6.1). Rappelons que || - || désigne la
. P : b
norme euclidienne sur R?, et qu’on a défini la norme ||w|| d’une matrice w = “ 4] €

Matgy2(R) par la formule ||w|| = \/a2 + (0? + ¢?)/2 + d?. Avec cette définition, il n’y a
pas d’ambiguité quand on note ||y||, avec y vu comme un vecteur de R® ou comme la
matrice symétrique de Matoxo(R) associée. Toutes les estimations des énoncés de cette
partie restent vraies en prenant une autre norme a la place de || - || (les constantes impli-
cites des symboles <, > et < dépendent alors du choix de cette norme).

Dans le contexte de ce chapitre — notamment dans cette partie — on considere princi-
palement des suites -sturmiennes de M (voir Définition . Dans le Chapitre 4| on
considérera cependant des suites ¢-sturmiennes de GLy(R) qui ne sont pas forcément a
coefficients entiers (ni méme rationnels). Notons que la plupart des résultats présentés
dans ce chapitre restent vrais pour une suite ¢-sturmienne de GLy(R), notamment les
propriétés asymptotiques des suites y-sturmiennes. L'une des différences les plus notables
entre les deux cas est la deuxiéme partie de la Proposition : si on enleve I’hypothese
que la suite (w;); est constituée de matrices a coefficients entiers, le vecteur limite y n’est
pas forcément de la forme y = (1,&,£?), avec £ qui n'est pas algébrique de degré < 2.
Ce n’est toutefois guére génant puisque dans le Chapitre [ on part en quelque sorte d’un
vecteur limite de cette forme pour construire une suite ¥-sturmienne associée.
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Notation. Dans cette partie, (w;);>o est une suite ¥-sturmienne de M, admissible et
a croissance multiplicative telle que (||w;]|); diverge vers +o0o. On note N, (y;)i>—2 et
(z;);>—1 la matrice de GLy(RR) et les suites de matrices symétriques qui lui sont associées
par la Définition et par (2.4.2). On suppose par ailleurs que Tr(JN) # 0 (i.e. N
n’est pas symétrique). Enfin, on note § > 0 lexposant donné par la Proposition m
vérifiant

| det(wi)] = [[wil|”.

Proposition 2.6.1. On suppose § < 2. Alors il existey € R3\ {0} tel que det(y) =0 et

det(y;
lys Ayl < Lactal

St on a0 < 1, les coordonnées de 'y sont linéairement indépendantes sur Q et on peut
supposer'y = (1,&, &%) pour un réel & vérifiant [Q(€) : Q] > 2. Un tel nombre & est appelé

. . (o2 \
nombre -sturmien. 5i 0 < 77, ou

1

o= -
lim supy,_, oo [Skt1; Sks - - - 5 S1]

b

et si le contenu des y; est borné, on dit que & est propre.

Remarque 2.6.2. Les estimations de la Proposition [2.6.1] restent vraies pour le choix de
n’'importe quelle norme (la constante implicite du symbole < dépend bien sir de la norme
choisie).

Définition 2.6.3. On dit qu’'un nombre ¢ est de type sturmien s’il existe ¥ € Fiy, telle
que £ soit un nombre -sturmien propre.

Remarque 2.6.4. Dans la définition de nombre w-sturmien propre, on peut remplacer
I'hypothese “le contenu des y; borné” par “le contenu des wy borné” (c’est équivalent).
En effet, par le contenu des wy, est borné si et seulement si celui des yy, ) lest,
et on conclut en remarquant que le contenu de y; divise toujours celui de y; 1 (en vertu
de lassertion [(b)] de la Proposition [2.3.7)).

Remarque 2.6.5. Le Corollaire montre que si Tr(w)wg) et det(w!wy) sont premiers
entre eux pour [ = 0,1,..., sy + 1, ainsi que Tr(w;) et det(wy), alors le contenu des y;
est borné. Cette hypothese est satisfaite pour les matrices de la Partie [2.8.1]

Preuve Si la Proposition est vraie pour une norme particuliere, alors elle est vraie
pour n’importe quel choix de norme. Nous choisissons de la prouver ici avec la norme
| - ||oo (définie comme étant le maximum des valeurs absolues des coefficients) plutot que
la norme || - ||.

On adapte les arguments de la démonstration de la Proposition 6.1 de [51]. Soit i > 0.
On écrit i =ty +1lavec k > 0 et 0 <[ < s,y1. Montrons que

[yi AYirilloo < | det(ys)] X [[Willoo- (2.6.1)
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En effet, comme le fait remarquer Roy, on a
X Azl < 2[xJ2||0e  pour tous x,z € R?, (2.6.2)

puisque les coefficients de la diagonale de xJz coincident avec le premier et troisieme
coefficients de x A z, et parce qu’au signe pres, le deuxieme coefficient de x A z est égal a
la somme des coefficients anti-diagonaux de xJz. Or d’apres la Proposition @ et
en utilisant le fait que y;41 et y; sont symétriques, on a

1YiTyirilloo = Iy (vi'We) oo = || det(y:) J'Willoo = [ det(y)| [|Willo

(rappelons qu’on a la formule xJx = det(x).J pour tout vecteur x € R?). En utilisant
I’estimation précédente et avec X = y; et z = y;.1, on trouve (2.6.1)), qu’on pourra
comparer a (16) de [51].

On définit 6; = | det(y;)|/||y:||% . Montrons qu’il existe ¢ > 0 telle que

(on pourra comparer cette estimation avec (19) de [51]). En effet, par (2.3.3) et par
croissance multiplicative, en notant ¢;,co > 0 les constantes de (2.5.1]), on a

1yisalloe = Wi Wit Nilloo < 2] N0 Wi W1 loo

< 262 |NVloc W lloo 1w

Wk—l”oo
< (4cal|Nloo [IN " loo) 1Wk|loo [[ Wi W1 Ni[loo

= (dealIN oo [IN 7o) Wi lloo [yl oo

et de méme on montre que

3 3 —1
[¥it1lloo > (4011!|N||oo||N 1||oo) [Wlloo 1¥ill oo
donc
[Vitilloo = [[Willoo [[¥illoo- (2.6.4)

On conclut alors la preuve de (2.6.3)) en appliquant (2.6.1]). Par ailleurs, le quotient d;,1/0;
tend vers 0 lorsque ¢ tend vers I'infini puisque

div1 _ ( lyillo )ﬂdet(ym)r _ |det(wy)]
0 \llyirillee) [ det(ys)

On suit les arguments de Roy : par ce qui précede, il existe un indice 79 > 1 tel que
dir1 < 6;/2 pour tout i > ip. On trouve alors pour j > i > i

= | wi]|%? — 0 car § < 2.

j—1 j—1
dist (y;,y;) < Y dist (Y, Yms1) <€D 0 < 200 (2.6.5)

Donc la suite ([y;])i>o converge dans P?(R) vers un point [y] avec y € R? non nul. En
outre, le quotient §; = | det(y;)|/|ly:l|% ne dépend que de la classe [y;] de y; dans P*(R) et
tend vers 0 quand ¢ tend vers U'infini ; on en déduit par continuité que | det(y)|/|ly||%, = 0,
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i.e. que det(y) = 0. Par continuité en faisant tendre j vers 'infini, on déduit également

de (2.6.5)) I'estimation
| det(y:)|

[¥illoo

Supposons maintenant que § < 1 et soit u € Z3 tel que (u,y) = 0. Comme pour d;, si on
définit &, = | det(y:)|/|yilloo, alors on a 8/ /8 =< | det(wi)|/ | Wil =< ||[Wg[|%5", qui tend
vers 0 quand i tend vers U'infini. Il en va donc de méme de 9. Par (2.2.1)) on a

i Ayl <

[ulloc l[yi Aylloo > 1 (w,y) yi = (0, ¥3) ¥lloo = | (u,y2) [ 1¥]ls0

pour tout ¢ > 0. Or comme le membre de gauche tend vers 0 par ce qui précede, néces-
sairement U'entier (u,y;) est nul pour i assez grand. Cela implique u = 0 car 'hypothese
Tr(JN) # 0 implique par de la Proposition que Yi,—1, Yi, €t Y41 sont
linéairement indépendants pour tout k. Ainsi, les coordonnées de y sont linéairement
indépendantes sur Q. En particulier, la premieére coordonnée de y est non nulle, et en
divisant y par cette coordonnée, on peut supposer qu’elle est égale a 1. Dans ce cas, en
notant ¢ la deuxiéme coordonnée de y, la condition det(y) = 0 implique que y = (1,&, £?),
et 'indépendance sur Q de ces trois nombres assure que [Q(§) : Q] > 2. O

Corollaire 2.6.6. On suppose d < 2 et que le vecteur'y donné par la Proposition |2.6.1
est de la formey = (1,€,&%). Alors

| det(y)|
lyi Ayl = —=
il
De plus
il = Wil llyill et Nyir Ayl = Iwell*ly: Ay,
pour i > 0 et k tel que ty < i < tyy1. En particulier on a on a ||y;|| = o(||yiv1||) et si

d <1, on a aussi ||yi1 ANY| = o(llyi Ay||) quand i tend vers Uinfini.

Preuve L'estimation de ||y; A y|| découle essentiellement de la Proposition [2.6.1] qui
fournit 'estimation |det(y;)| > |ly:ll lly: A ¥|. En effet on écrit y; = (vio,¥i1, Yi2) et
pour conclure on procede de maniere classique

det(y;) = ‘ Yio Yit = Yio(Wi2 — &vi1) — Vi1 (Win — Yip),

Yix Yi2

_ | Yo Yir— fyi,o
Yixl Yi2 — fyi,l

ce qui donne
| det(y:)| < [lyill ly: A yll, (2.6.6)

d’ou le résultat.

L’équation (2.6.4]) donne directement ||y;+1|| < ||[wgl| ||y:||, et en utilisant les relations
det(yi11) = det(wy) det(y;), | det(wy)| < ||[wi]|® et la premiére partie du corollaire, on
trouve la derniere estimation : ||y, ;1 Ayl < ||will®Hy: Ayl O
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Lemme 2.6.7. On suppose 6 < 1 et on note y = (1,£,£2) le vecteur donné par la
Proposition[2.6.1 On a les estimations

lyill = olllyisil) et [lyis Ayl = ollly: Ayll) (2.6.7)
quand © tend vers l'infini, et pour tous i,j assez grands, 1 > j, on a

ly; Ayl _ HyiH‘
|det(y;)] [yl

lly: Ayl
| det(y;)|

= lyay; = sl (2.6.8)

Preuve Si les estimations du Lemme sont vraies pour une norme particuliére, alors
elles sont vraies pour n’importe quel choix de norme. Nous choisissons de les prouver ici
avec la norme ||||oo (définie comme étant le maximum des valeurs absolues des coefficients)

plutdt que la norme || - ||

Les estimations (2.6.7)) et la derniére estimation de (2.6.8)) sont des conséquences directes
du Corollaire [2.6.6] Pour tout i > —2, on écrit y; = (yo,i, Y14, Y2,;) €t on pose

LY =0 —yrs et L =yo,62 —yos

Remarquons que y; ;£ — y2; = LZ@) — fL(l) et qu’il existe ¢y > 0 telle que

)

o yi A ¥lloo < max (L] L)) < collyi A ¥lloo-

On écrit w = det(yj)yiy;1 = ( Iwu(l)’g Z(l)i ) On a

W — Yoi Y1 Y25 —Yij
Y1i Y2, —Yi; Yo
_ | Yo.u¥2,5 — YY1y Y1iY0,5 — Yol
Y1:Y2,5 — Y2,iY1,; Y2:Y0,5 — Y1,il1,j5
1 2 1 1 1
- Yo,i <§L§- -1 )> + LY Yo L — yo LY (2.6.9)
= 1 2 2 1 1 2 1 ) 0.
y1,i<€L§‘ - L§ )) + 1 (LE ) sz(‘ )) yl,iLE ) — Yo,j (Lf - 5Lz( ))

la derniere égalité étant obtenue en réécrivant les coefficients de w a 'aide de détermi-
nants, par exemple

Yoi Y1
Y Y25

_ Yo, Y15
Yii — f?/o,i Y25 — fyl,j

’ yo,(z‘) ( ng,j . ’
= 1 1 2
—L; ng — L

)

Wo,0 = Yo,iY2,; — Y1,iY1,5 = ‘

j
= Yo, (ngl) - L§-2)) + yl,jLz(I)

(et on proceéde de méme pour exprimer les autres coefficients de la matrice w). Puisque
1¥jlloo |¥i A ¥llo = o(||¥illoo |¥; A ¥lloo) quand j tend vers linfini uniformément par
rapport a i tel que 7 > j, 'équation (2.6.9) implique directement que

[Wlloo < [l¥illoo 1y A ¥l

60



pour i > j avec i, j assez grands. Supposons maintenant que [¢] |L§1)| > |L§-2)| /2, de sorte
que pour tout ¢ > max(1,2|¢|) on a

1 _ 1 2 -
L5 = ¢ max(1L5V], LGV > (eco) ™ flys A ¥l

Etant donné Dexpression du coefficient wp,1 dans (2.6.9) et les propriétés de croissance
données par (2.6.7)), il existe donc ¢ > 0, constante qui ne dépend que de &, telle que
pour j assez grand, on ait

IWllso = [woal = €llyilloc llys A ¥lloo-

Si au contraire |§||L§1)| < |L§-2)|/2, alors pour tout ¢ > max(1, (2|¢])™1)
1 — —
€L =171 = SIL5Y1 = (20)  max(L5V] L)) > (2cc0) 1y A Yoo

et en considérant cette fois-ci le coefficient wy ¢ de (2.6.9), on peut montrer 'existence de
¢’ > 0, constante qui ne dépend que de &, telle que

1 2
[Wleo 2 fewr0] 2 Flral L1 2 " yillsc 175 A ¥ o

Cela assure que
[Wlloo > [lyilloo 5 A ¥lloo

quand j tend vers l'infini uniformément en i > j, et donc que ||Wlloo =< [|¥illoo |¥j A ¥lloo
sous ces mémes conditions. Ceci équivaut a l'estimation centrale de (2.6.8)). De plus par
la discussion précédente, soit |wo 1| > ¢||yilloo |75 A ¥ |00, S0it |wi o] > ¢ ||¥illoo [|¥ A Y| cos
donc ||W|e < max(|wp 1|, |wi]). Or, on a I'identité

yi Ny = (w0, w11 — Wo0, —Wo,1),

donc, comme au signe pres |wo ;| et |wq | sont deux coefficients de y; A'y;, cela assure
que ||yi A Yjlleo > ||[W|le. D’autre part, I'expression précédente de ||y; A y;|lo fournit
directement 'estimation ||y; A y;llcc < ||W||oo. Finalement

1y A jllee =< 1Wlloo = [ det(y)] lyiy; o

pour j assez grand, ¢ > 7, ce qui acheve la démonstration de ce lemme. U

Les estimations de la proposition suivante ont été établies par Roy dans le cas de
Fibonacci, bien que formulées d’une maniére un peu différente (voir notamment la Pro-
position 6.1 de [5I] et sa preuve). Elles sont au cceur de la construction du 3-systeme
associé & un nombre ¢-sturmien (cf Figure [2.2]).

Proposition 2.6.8. On suppose 6 < 1 et on note y = (1,£,£?) le vecteur donné par la
Proposition [2.6.1. Alors on a les estimations suivantes :

(a) lly; Ayl = Licival,

(0) Iyisall = lyill*ly el
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(¢) Nzl = lywell,
(d) | (zi,yira) | = [det(y:)],

) — |det(yi)l
(¢) [z, y) | = iy

Remarque 2.6.9. Comme en dimension finie toutes les normes sont équivalentes et que les
estimations de type < sont valables a constantes multiplicatives pres, comme d’habitude
on peut supposer que la norme de la Proposition est la norme de notre choix (les
constantes implicites des symboles =< dépendent alors du choix de la norme).

Preuve Le point @ découle du Corollaire |2.6.6
Pour|(b), il suffit en considérant (2.3.5)) d’appliquer le Lemme a (i+1,7) et (4,9(7)) :

I

iyl ™ = yienys ' = 1yay gl = lyill Iyl

Pour la suite, on fixe £ > 0 et 0 <1 < sp1.

Pour par le Corollaire et le Lemme (en prenant la transposée), on a
12142l > [ det(wi)| = Yty A Yell
= | det(yzﬂ(tkﬂ))‘ Hy;(ltkﬂ)}’tle
= | det (Yt [N Wiwit N

= | det(wy)| [|whwi_1 Ny,

la deuxieme estimation s’obtenant en utilisant (2.3.4) et ([2.3.3]). On conclut en remarquant
que

whwi_ Ny = § Yurt-1 = Yoy sil21
e Yo, S [ =0.

Montrons [(d)} Par (2.4.12) (avec x = y;,_1) et en utilisant lidentité (x Ay,z) =
det(x,y,z) (valable pour tous x,y,z € R?) on a

| (Ztpt: Yep 1) | = | det(wi) |7 det(ye, -1, Yeurts Yeotie1)]
= | det(wy)|""! det(yi -1, Yir, Yert1)]
= |det(wk)|l det(yy,) =< det(ye,+1),

par (Z43).
Enfin pour[(e)| on utilise la propriété (2.2.1)) du produit vectoriel. On obtient alors par[(a)]

et

| <Ztk+l7Y> Yi+i+1 — <Ztk+la Ytk+l+1> vl < Hztle |b’tk+l+1 Ayl
I | det(y s, 1141)]
||Ytk+l+1||

| det(yi,4141)]
[[w||?

< Ny gt

<

puisque par croissance multiplicative on a ||y, 1141 < [|WhiPwi 1| < [|[wi|]?[|whwi 1] <

W [I# ¥ s(es ]I O, par[(d)fon a

| det(ye,+i41)|

~ oty ):0( Ziy+s Y y),
w2 <| (Yeust)| [RET o R
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donc nécessairement,

| <Ztk+z,y'> Ytk+l+1H ~ | <Ztk+z,ytk+l+1> yll < ’det(ytk+l)|

quand £ tend vers 'infini. O

2.7 3-systéme associé a un nombre -sturmien

Nous supposons désormais que la suite (s;); associée a notre récurrence sturmienne est
bornée ; notons que tous les résultats précédents sont valides sans cette hypothese. Nous
utilisons les définitions et les notations de la géométrie paramétrique des nombres (voir
les Parties et du Chapitre [1)). Rappelons que || - || désigne la norme euclidienne
a b

d

la formule ||w]|| = \/a2 + (b2 + ?)/2 4+ d? (avec cette définition, il n’y a pas d’ambiguité
quand on note ||y||, avec y vu comme un vecteur de R* ou comme la matrice symétrique
de Matsy,2(R) associée).

sur R?, et qu'on a défini la norme ||w|| d'une matrice w = ) € Matoyxo(R) par

Nous construisons un 3-systeme qui représente partiellement un nombre w-sturmien
(voir Figure . Les Propositions et joue un role central dans ce chapitre;
leurs preuves sont présentées dans la Partie Cela nous permet de déterminer les six
exposants diophantiens paramétriques associés a ¢ : voir les Théorémes et qui
forment le résultat principal de ce chapitre. Pour deux de ces exposants (yg et 13) nous
avons besoin d’une hypothese supplémentaire sur d pour pouvoir déterminer leur valeur
précise, en ignorant les zones d’incertitude du 3-systéme représentant £. Finalement dans
la Partie nous discutons en détails les problémes soulevés par ces zones d’incertitude
et nous construisons des points particuliers de Z? dont les trajectoires passent dans ces
zones. Ils imposent des conditions fortes pour que les zones d’incertitude puissent étre
maximales.

2.7.1 Construction d’un 3-systéme représentant partiellement &

Dans cette partie, sous ’hypothese que la suite (s;); associée a notre récurrence stur-
mienne est bornée (notons que tous les résultats précédents sont valides sans cette hy-
pothése), nous construisons un 3-systéme qui représente partiellement un nombre -
sturmien & (voir Figure . On déduit de la Proposition notre résultat principal,
a savoir le Théoréme 27,11

Notation. Nous gardons les notations (et les hypotheses) de la Partie : (Wi)iso est
une suite 1-sturmienne de M admissible, & croissance multiplicative, et telle que (||w;]|);
tende vers +o0o. On note N, (y;)i>—_2 et (2z;);>—1 la matrice de GLy(R) et les deux suites de
matrices symétriques qui sont associées a (w;);>o par la Définition et par . On
suppose que Tr(JN) # 0 (i.e. N n’est pas symétrique). Finalement, 6 > 0 est I'exposant
donné par la Proposition [2.5.9| et vérifiant

| det(w;)| < [[w]|°.
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Dans cette partie on fait I'hypothese supplémentaire 6 < 1, et on suppose que la suite
(si)i>0 associée a 1 est bornée.

Soit y = (1,£,£?) le vecteur donné par la Proposition m Dans la suite Lj, Lo, L3
et Ly = (Ly, Lo, L) désignent les fonctions définies dans la Partie du Chapitre [1| pour
le vecteur u = y € R3. Comme (s;);>0 est bornée et par croissance multiplicative, la
Proposition [2.5.9 implique directement 1’estimation suivante

| det(y)| = [lya]l°- (2.7.1)

On pose

g = 1 = lim inf w

lim Supk—wo[sk—i-l; Sky e 81] k—o0 log(Hwk-l-lH)

Soit (Wj)k=o une suite de réels > 0 (dont Dexistence est donnée par la Proposition [2.5.6)
vérifiant

(8) Wipr = W W,_y (pour k > 1),

(b) Wi < [wy.
Soit kp > 1 un entier tel que pour tout k > ko—1 on ait Wy, > 1 (en particulier (log(Wy))x
est strictement croissante a partir de k).

(2.7.2)

Définition 2.7.1. Soit 0 < ket 0 <[ < sgy1. On définit ﬁﬁl,é’t*ﬁl, ZHZ et &, 41 par

Y= WHW,_
ot = (Wk 1Wk71)

Zip1 = WiWiy
€yt = W(6 1)(1+1)— W

0—1

Remarquons que les formules précédentes pour }Aftﬁl et & ., sont encore valables pour
[ = sg41. On a aussi la formule Z; = Y.

Proposition 2.7.2. Soiti > 0. On a :

(a) log(|ly:]l) = log(¥;) + O(1).
(b) log(lly: Ayll) = log(5 )+ O(1).
(c) log(||z:]|) = log(Z:) + O(1).
(d) log(|z; - y|) = log(&) + O(1).

Preuve Comme (s;); est bornée, par croissance multiplicative et (2.3.3)), on obtient

log([[yr,.+ll) = (I + 1) log(Wy) + log(Wy 1) + O(1)

pour k tendant vers 'infini et 0 <[ < s;41. Toutes les assertions s’en déduisent a partir
des estimations de la Proposition [2.6.8 U
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Définition 2.7.3. Soit 0 < ket 0 <1 < spy1. On écrit © =t + [ et on pose pour ¢ > 0

Li(q) = max (10g(2,~) log(&;) + )
b

L (q) = max (log(&}), log(¥;) — q)

)
)
et

~

¢ = l0g(Z;) — log(&) = log(V;) — log(&}) = (2 — 6) log(¥’)
le point ot L; et IAJ;* changent de pente. On définit également
¢; = log(Vi1) — log(€7) = ¢; + log(W),

I’abscisse du point d’intersection des graphes de E;" et if 1. On vérifie que ¢; est aussi
I’abscisse du point d’intersection des graphes de L; et Ly-1(;) (rappelons que par définition
de v, ona (i) =i+ 1sii <ty —1et vty — 1) = txo). Notons qu'on a

{—E:<cz->f—ial(ci):—log(s;) (1= 6)((1+ 1)log( W) +1og(Wi) (- o
Ly

Li(e;) = Ly (ci) = log(Zy-1)) = (14 1) log(Wy) + log(Wy_1).

Supposons k > ko. Puisque sous cette condition log(Wk) > 0 et comme ¢; = ¢q; +
log(Wy) et git1 = ¢ + (2 — 9)log(Wy) (avec § < 1 par hypothese), on a immédiatement
I’encadrement suivant

G < ¢ < i1 < Cig1- (274)

La proposition suivante résume certaines des propriétés géométriques ci-dessus. Elle
se déduit immédiatement des estimations de la Proposition [2.7.2] de la Définition
et des remarques précédentes.

Proposition 2.7.4. On a les propriétés suivantes :

(a) 1l existe une constante C' > 0 telle que pour tout i et pour tout ¢ > 0 on ait
ILi(q) — L, (q)] <C et |Li(q) =L (q)] <C,

i.e. le graphe de L (resp. IAJ) approche la trajectoire de z; (resp.y;) a O(1) pres,
uniformément en 1.

(b) Le point q; est le point ot EZ et Ef changent de pente : la fonction iz est continue
affine par morceaux, constante sur [0, q], et croissante de pente 1 sur [q;, +oo[ tandis

que la fonction —L; est continue affine par morceauz, croissante de pente 1 sur
0, qi], et constante sur [g;, +00].

La Proposition suivante est un ingrédient essentiel pour montrer que la fonction P de
la Définition [2.7.8| ci-dessous est bien un 3-systeme. Elle permet aussi de tracer le graphe
conjoint de ses composantes. Sa preuve est présentée dans la Partie [2.7.3]

Proposition 2.7.5. Supposons vérifiée la condition 6 < 77. Alors on a les propriétés
sutvantes :
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(a) Pour i = tx +1 avec 0 < I < spy1 — 1 el k assez grand, le graphe conjoint_de

Lo —I;H, L1 sur [cz, Ciy1] est comme sur le dessin de gauche de la Figure
Le graphe conjoint de Lt,m, —Lj Ltk sur [ci,—1,cr,] est comme sur le dessin de

droite de la Figure[2.1]
(b) Quand i =t +1 (avec 0 <1 < sp41) tend vers linfini, on a

tr

~Li(q;) — max(Li(q:), Loy, (@) — +o0. (2.7.5)
Lit
"L
i'thrl _
Z f.zk
. Lo,
Ltﬂc+l T
Ci g1 Git1 bisa Cit1 Ctn—1 Gy, Aty dj; by, ct,

FIGURE 2.1 — Graphe conjoint de Ijtkﬂ, —Ij;kﬂ, IAJiH sur [c;, ¢it1)

Remarque 2.7.6. L’assertion [(a)| de la Proposition 2.7.5/ implique qu’aux points ¢ = ¢;, en
éerivant i =t + 1 (avec 0 < | < s341) on a —L¥(q ) > max (LtkH(q) Li(q )) L’équation
- ) de 'assertion @ donne un résultat plus précis.

Remarque 2.7.7. Si le nombre de k tel que sg, 1 > 1 est fini — on est alors essentiellement
ramené au cas de Fibonacci — 'assertion @ de la proposition est vide (puisque le nombre
d’indices ¢ considérés est alors fini).

Définition 2.7.8. On définit alors P = (Pl, P, P3> en posant pour tp —1 <4 <ty —1

(avec k > ko), et ¢; < q < ¢y -

P(9) = @3 Lo (0. ~Liis (0). L (@)

(ou @3 est la fonction qui réarrange les coordonnées dans 'ordre croissant, voir Défini-
tion [1.6.2)) et on note ;11 = [ai11,bit1] C [ci; ciga] le segment sur lequel Py = —L7 | (cf
Figure 2.1)). On pose aussi I],; = [b;, ait1].

La proposition suivante assure que P est un 3-systeme sous la condition § < 7~
ag

(voir Remarque [2.7.10] pour des précisions sur cette condition; notons que si § > e

la fonction P n’est plus un 3-systéme). Nous montrons aussi les liens qu’entretient P
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avec £ : ce 3-systeéme ne représente pas vraiment £ (au sens de la Définition , mais
il le représente “partiellement” : & une différence bornée pres, le graphe conjoint de Ly
coincide avec celui de P en-dehors des zones d’incertitude (zones grisées sur la Figure .
La preuve de la Proposition [2.7.9] est présentée dans la Partie [2.7.3]

Proposition 2.7.9. Rappelons qu’on note L, = (L1,1so,L3) la fonction des minima
successifs (voir Définition avec n = 2 et u = (1,£,£%)). Supposons que & est un
nombre -sturmien propre, i.e. que § < 17, €t que le contenu desy; est borné (ce qui est
en particulier le cas si les hypothéses du Corollaire sont satisfaites). Alors P est
un 3-systeme sur [thov +oo[ et son graphe conjoint est du type de celui de la Figure
(dans cet exemple on a sx.1 = 3). De plus, il existe C' > 0 ne dépendant que de & telle
que

(a) |Li(q) — P1(q)| < C pour tout q assez grand,
(b) |L2(q) — P2(q)| < C et |Ls(q) — Ps(q)| < C pour tout g € I; avec j assez grand,
(c) Pa(q) — C < La(q) < Ls(q) < Ps(q) + C pour tout q € I} avec j assez grand.

De maniére quelque peu informelle on peut dire qu’a différence bornée pres, le graphe
conjoint de Ly coincide avec celui de P en-dehors des zones grisées sur la Figure|2.2, et
pour tout j assez grand, le graphe conjoint de Ly et Ly sur le segment I est inclus - d
différence bornée prés - dans la zone grisée correspondante (on sait aussi que dans cette
“zone d’incertidude” les graphes de Ly et L zigzaguent autour d’une droite de pente 1/2,
mais cela n’importe pas ici).

-/

Cti.—1 Gty Cty, Qtp+1  Ctysl itz Cipi2 Qtyiy Clygr

FIGURE 2.2 — Graphe conjoint du 3-systeme P

Rappelons qu’on a la correspondance suivante (voir Proposition du Chapitre 1) :

( L M) () )
wa(€) + 17 @ (&) + 17 X(€) + 17 A2(§) + 1/

(1, ¥1, s, ¥s) = (2.7.6)
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On a aussi la version paramétrique suivante de 1’équation (0.3.1)) de Jarnik :

20,() + 291 () — 31, () (§) — 1 =0. (2.7.7)

Théoreme 2.7.1. Soit & un nombre Y-sturmien propre. Alors on a

o — 1
yf—@—ﬁﬂ1+af wl_(y—®u+ay+f
1
¢2_2+a’

(1= +o0)
s = T 2= 5) (1 + o)’
1-6 1-5 1
—5§¢3§mw(2—&2—5+a)

ot o est défini par (2.7.2)) et les exposants considérés sont comme dans la Déﬁnitz’onm
(pour u = (1,¢,£%)). Si de plus & vérifie la condition plus forte

6 <h(o) =2 +1- () +1, (2.7.8)

alors on a L5
Vs =9

En utilisant (2.7.6) et les exemples de Roy (voir Partie 2.8.1]), le Théoreme
implique directement les Théoremes et (voir Partie [2.9| pour les détails).
Remarque 2.7.10. Si le contenu des y; est borné mais § > 17, alors P (cf Figure
n’est plus un 3-systeme (cf la preuve de I'assertion [(a)] de la Proposition [2.7.5)). En fait,
pour § > 2 l'expression donnant la valeur de A\y(§) devient < 1/2, et une telle valeur

de Ao (&) est impossible.

Remarque 2.7.11. Nous pensons que la condition o < h(o) n’est pas la meilleure possible
et pourrait étre améliorée pour certains nombres -sturmiens. Voir Partie pour
quelques pistes en faveur de cette conjecture.

Pour 1, (qui est le seul exposant paramétrique non fourni par le Théoreme [2.7.1))
la situation est plus compliquée et nécessite d’introduire de nouvelles quantités, voir

Théoreme 2. 7.2

Preuve du Théoréme [2.7.1]

Pour calculer les exposants recherchés, on utilise les Propositions et (cf no-
tamment les Figures et auxquelles on fera souvent référence).

Ainsi pour calculer I’exposant ¥, il suffit de calculer

- q—-+00 q q—+00 q k—o0 qt,,

L P P
. = liminf 1(9) = lim inf 1(9) — lim inf 1(94,)

)
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(rappelons que ¢, est l'abscisse de changement de pente de Ijtk) Or, par les Défini-

tions 2.7 et [2.73] on a

Pi(gy) _ log(Z,) _ log(Wy_1)
ty, uy, (2 — 0)(log(Wy) + log(W_1)
1
- . logg/’f/k) !
-0+ IOg(kal))
qui est décroissant en M, et en passant a la limite inférieure on en déduit

log(Wj,—1)

Pour v, on a cette fois-ci

_ P Py(d
Y, = limsup 1(4) = lim sup 1 k),
q——+00 q k—o00 dk

o dy = (3 —9) lclg(Wk) + (1 - (ﬁg(Wk_l) est ’abscisse du point d’intersection des
1))

graphes de Ly, et L, (cf Figure . On a alors
Pl(dk) _ 1Og(2tk+1) _ 1 (2 7 9)
dy, dy, 3—6+(1— 5)10g(Wk71) ’

log(W)
et en passant a la limite supérieure on trouve bien

_ 1
L S e

Pour le calcul de 1, il suffit de remarquer qu’on a

— L
Y, = limsup M.

Ceci vient du fait que ¢, < 1/2 et que Ly est toujours en-dessous (3 O(1) pres) de la
droite de pente 1/2 passant par la diagonale des si.; zones grisées situées entre ¢, et
Gty cf Figure (c’est une conséquence de la Proposition et du point @ de la
Proposition J Voir également la Partie du Chapitre [1| (Py et P3 zigzaguent
autour d’une droite de pente 3 sur le segment [b;,, ar, ] C gy, Gp.s])-

Rappelons que a;, est le point d’intersection des graphes de itk ., et de —ijk (cf Fi-
gure [2.1)), et donc que a;, = log(ZtkH) + log(Vy,) = 2log(Wy,) + log(Wy_1). Par ailleurs
on a Py(ay,) = Ly, (ar,) = log(Z, ). On a donc

— L P 1 1

Y, = limsup M = lim sup M = lim sup o~ = .

k—+oo Qg k—too (g k—too 9 4 laWi-)) 240
log(Wy)
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Pour ¢, en utilisant le fait que ¢, < 1y < 1/2, on peut montrer qu'il suffit de calculer

Ps(b
¢, = liminf Ps(br,) t’“),
ou on peut directement utiliser I'identité de Jarnik (2.7.7)) et 'expression de 1, calculée
précédemment pour trouver le résultat annoncé.

Le calcul de 95 est un peu plus délicat car il faut montrer que les zones grisées de la
Figure peuvent étre ignorées sous la condition (2.7.8)). D’apres 'allure du 3-systeme

P (cf Figure 2.2), on a

P
lim sup 3(9)
q—++00 q

Ps(c¢; Ps(g;
:max(limsup 3<Cl),limsup 3(%)).

i—00 & 1—>00 qi

D’un coté, on a

Ps(q;)  —Li(q)  —log(&) _1-0

i i i 2—0

D’un autre c6té nous prétendons que la valeur maximale de P3(¢;)/c; pour i = ¢ + 1
avec 0 < < s — 1 est atteinte en | = si; — 1. En effet, d’apres la Figure 2.1} pour
1 =1+ Skr1 — 1 =tp1 —1,0ona

P3(Ctk+1_1) _ Ltk+2 (Ctk+1_1) _ log<Ztk+2)
Ctk+1—1 Ctk+1_1 qtk+1*1 + log(Wk)
log(Wiy1)

(2 — 8)log(Wy11) + log(Wy)’

alors que pour i <t + Sg; —lona:

~

Py(c)) _ log(Ziv) _ (1 + 1) log(Wy) + log(W,_1)
C; ¢ +1log(Wy) (2-9) ((l +1) 1og(17l\/k) + log(Wk_1)> + log(ﬁfk)7

et le membre de droite de la derniere inégalité est croissant en [, donc atteint son maximum
pour [ = si;1 — 1. Finalement, on a

. P3<Ci) T P3(Ctk+1—1) T log(Wk+l)
lim sup ——— = lim sup ——————= = lim sup = —
i—00 & k—o0 Ctyy1—1 k—o0 (2 — 5) log(Wk+1) + log(Wk)
1
= — 2.7.10
2—0+0 ( )
Donc
lim sup = max , :
g—too 2—04+0'2—-9

Maintenant, remarquons que si § < h(o), alors 6> — (¢ 4+ 2)d + ¢ > 0, de sorte que nous
avons max ( L H) = 1—:?. Cela acheve la preuve que sous 'hypothese (2.7.8) nous

2—6+0 2-0 2
avons b P L
lim sup () = lim sup 3(9u,) =
q—+00 q k—o0 G, 2—-0
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et puisque P3(q) < Ls(q) + O(1) et Ps(q,) = Ls(q,) + O(1) par la Proposition [2.7.9]
nous déduisons que sous cette condition on a

1=

5T 9§

Rappelons que par définition on a ¢ = liminfj_, m On pose

. 1 P 1
7 = lim sup et o = liminf ,
k—o0 [Sk;; Sk—15-- - 51] k—o0 [Sk; Sk—15-+ -5 81]
Sk+1>1

avec la convention que o' = +00 si s,41 = 1 pour tout k assez grand. Remarquons au

9 2 s 1 ) :
passage que l'inégalité (2.7.22) donne exactement 7 < s (nous n’avons toutefois pas
besoin de ce résultat ici). Définissons

9(5):min< L+o L )

2-0)2+d) 2+ (1—=0)(1+T7)

2

min (2(1 g)‘(?g;"l -006)) < 0, < 009)

En particulier, il existe une constante ¢ > 0, qui dépend uniquement de la fonction stur-
mienne 1, telle que si 6 < ¢, alors

Théoreme 2.7.2. Supposons § < et que le contenu desy; est borné. Alors on a

b, = 0(9)-
Preuve Montrons qu'un point en lequel la fonction Py(g)/q atteint son minimum sur
Vintervalle [g4,,q,.,] appartient a l'ensemble {dj,c; } si sgy1 = 1, et appartient a

{dk, ct,, Gt +1} st Skr1 > 1 (voir Figures et .

En effet, si ¢ est un minimum de Py(q)/q sur [q;,, q:,,,], alors q est nécessairement dj, ou
I'un des ¢, 4+ (avec 0 <[ < sg11), ou 'un des ¢, 4+ (avec 0 < [ < Sp41).
Pour les points ¢, 4; (avec 0 <1 < s,41) qui viennent des zones d’incertitude, on a

Poleorr) o€y (1= 8)((+ 1) log(W) +log(Wy))
Cty+1 Qiy+1 T log(W},) (2 — 5)(([ + 1) log(W,,) + log(Wk_l)) +log(Wy)]

qui croit avec [, donc qui est toujours supérieur ou égal a

_ 10g(VT/ﬁf1)
Pa(cy) _ (1 5)(1 + ) _—

o -g)(1+ ) 4

log(Wy)

Pour les points gy, 41, avec 0 < [ < sg41 et k tel que siy1 > 1 (il y a une infinité de tels &
si et seulement si & n’est pas de type Fibonacci), on a

Py(Gy+1) _ 10g(Zys) _ (1+1)log(Wy) + log(Wi—1) — log(W)

Qy+1 Gty +1 (2 — 5)((l +1) log(W,) + log(kal))
1 log(W}) )

2-9 <1 - (I + 1) log(Wy) + log(Wy_)
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qui croit avec [, donc qui atteint sa valeur minimale pour [ = 1. Cela donne

P P 1 1
2nt) 5 Paldur) _ <1 - _ ) (2.7.12)
Qe+ Qty+1 2—-90 log(W—1)
log(Wy)

Pour les points dj, par (2.7.9)) on a

Po(dy)  Pi(dy) |

A e

(2.7.13)

On conclut en prenant la limite inférieure de (2.7.11)), (2.7.12) and (2.7.13]).
Si 6 = 0, alors on a

(1-0)(1+0)  l+o
2-81+o0)+1 3+20

140 1)
4425 3+7)

> 0(0) = min (

en utilisant les inégalités o’,7 > o. Donc par continuité il existe ¢ > 0, qui dépend
uniquement de o, 0’, 7, tel que

min ((2(1 ;ﬂg;"l 1,9(5)) —0(5) (0<d<ec).

2.7.2 Discussion sur les zones d’incertitude

Dans cette partie on étudie la condition 6 < h(c) des Théoremes et 2.7.1] 11
est attendu que cette condition puisse étre améliorée au moins pour certaines classes
de nombres -sturmiens, comme le suggere la construction ci-dessous. En effet, nous
allons définir des points particuliers x{) € Z3 (voir Définition dont les trajectoires
passent dans les zones d’incertitude (voir Figure . La Proposition montre que
ces points imposent de fortes conditions pour qu'une zone d’incertitude soit maximale
(dans le sens ot le dessin du graphe conjoint de L,, corresponde (& o(q) pres) aux contours
de cette zone). Des tests numériques effectués avec les matrices de Roy suggerent que
les conditions auxquelles nous faisons allusion ne sont pas satisfaites pour ces suites

particulieres, voir Remarque [2.7.17] pour plus de détails.

La question est la suivante : a quoi ressemble le graphe conjoint de L, dans les zones
d’incertitude du 3-systeme P (qui sont grisées dans la Figure ? L’optimalité de la
condition § < h(o) dans le Théoreme est équivalente a l'existence de nombres
y-sturmiens pour lesquels le graphe conjoint de la fonction L, associée coincide a o(q)
pres avec le graphe conjoint de P en une infinité de zones d’incertitude “appropriées”
(en d’autres mots, au niveau de ces zones d’incertitude appropriées, le dessin du graphe
conjoint de L, correspond précisément (a o(q) pres) aux contours de la zone d’incertitude
correspondante).
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Dans cette partie, on consideére le 3-systeme dual (—Ps3, —P3, —P;) (et la fonction
L) plutot que P (et Ly,). Nous allons maintenant construire des points x?) € Z3 dont
les trajectoires traversent la i-eéme zone d’incertitude et qui imposent au moins deux
conditions (que nous pensons difficiles a satisfaire) sur la suite (wy); pour que le graphe
conjoint de Lj coincide précisément avec le contour de la i-eme zone d’incertitude.
La Proposition formalise cette idée. Commengons par une propriété générale
concernant les points minimaux.

Notation. Soit (wy)r>o une suite i-sturmienne de M admissible, a croissance multipli-
cative, et telle que (||wy|)x tende vers +o0o. On note N, (y;)i>—2 et (z;);>—1 la matrice
de GLy(R) et les deux suites de matrices symétriques qui sont associées a (Wy)r>o par la

Définition et par (2.4.2)). On suppose que Tr(JN) # 0 (i.e. N n’est pas symétrique).
Finalement, 0 > 0 est 'exposant donné par la Proposition [2.5.9| et vérifiant

| det(wi)] = [[wi .

On suppose que le contenu des y; est borné et que § < T4 de sorte que par la Propo-
sition (yi): converge dans P%(R) vers y = (1,&,£%) avec & de type sturmien (voir
Définition [2.6.3)).

Notons que la proposition suivante ne figure pas dans la version de ce chapitre soumise
pour la publication [45].

Proposition 2.7.12. Soit i =t +1 (avec k >0 et 0 <1 < sg11) et v un point minimal
tel que ||ly:|| < [Vl < ||yis1l]- Alors il existe o, 3 non nuls tels que Aa, \3 € Z (avec
A = det(wy) det(N)|Tr(JN)|), vérifiant

|f| < [ det(y)]

et
_ oyt Byii1
det(y;)
En particulier, on a les estimations
18| |l
VI = syl et IvAYl = = llyi Ayl (2.7.14)
| det(y:)| " | det(y)]

Preuve La famille (v,y;,y;11) est liée pour i assez grand, car sinon on aurait Li(¢;) <
log(|ly: Ayl|), ce qui est impossible étant donné 'allure du 3-systeme P (voir Figure [2.2]).
Donc il existe deux réels a et S non nuls tels que

_ QY + BYit1
det(y;)

Puisque v est un point minimal de norme comprise entre celles de y; et y;.1 on a

[yirs Ayl < lvAylE<lly: Ayl

Montrons que |a|, |8| < |det(y;)|. Supposons d’abord |5| > 2|det(y;)|. Alors puisque
|IVI| < |lyix1]| on a nécessairement |o/B| =< ||lyiv1ll/|ly:l|- En particulier |o| > 2| det(y;)|
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pour i assez grand, et de |[vAy| < |ly: Ay| on déduit |a/5| < ||yir1 AYIl/|ly: Ayl Ces
deux estimations conduisent a

it _ lyisa Ayl <||Yi+1||>5_1
vl ly: Ay [yl ’

ce qui est impossible sous I'hypotheése § < ;7= < 2. De méme, si on suppose |a| >
2| det(y;)| alors puisque ||[v Ay|| < |ly:|| on a nécessairement |5| > 2| det(y;)| pour i assez
grand, ce qui est impossible d’apres ce qui précede. Donc on a bien ||, | 5] < | det(y;)].

Montrons maintenant que Aa, A3 € Z. On a

a A VAYi41 €73
det( )YZ Yit1 = Yit1 )

et par (2.4.11) on a

Vit ANy = det(wk)lﬂyw(tk) ANy, = det(wk)lJrl det(wk 1)Zt,
= det(y;) det(N)™*

Ziyiq-

D’apreés Dassertion [(d)] du Corollaire[2.4.5, on a Aa € Z. De méme, en considérant vAy; €
Z? on déduit \3 € Z.
Montrons ([2.7.14]). Comme on a ||y, 1] =< |ly:

immédiate on a 'estimation

“Hyicall > llyill llyi-1]l par récurrence

[yirall > [yl (2.7.15)
En utilisant cette estimation la majoration ¢ < ;7 5 < 7% (puisque la plus grande valeur
possible de o est 1/, voir Partie et les résultats de Cassaigne a ce sujet) on trouve
_ sl [yirall _ [[yizal -
yisll > = > [yl
| det(y)] [ det(ya)l — [lyill°
avec y — 7% > 1. Comme |de|t0“ sllyill < llyill, on a donc [Jv]| < |det(y )|Hyz+1|| De méme,
o o] Iv Ayl
o) NYi -1
v Ayl > > |yl
eyl Y Jaery) 7
: B
IV Ayl < v A il = il < llyil Y
| det(y:)|
avec (6 — 1) < 7(55 —1) = —1. Dott |[v Ay|| = |de‘§|yl)|”yl Ay, ce qui acheéve la

démonstration de ([2.7.14)).

Enfin, il reste & montrer la derniére estimation |af| < |det(y;)|. Elle provient du fait
que la trajectoire de v doit passer en-dessous de la diagonale descendante de la zone
d’incertitude délimitée par les trajectoires de y; et y;;1. En effet, notons d; = | det(y;)].
La i-bme zone d’incertitude a pour hauteur L¥(¢;) — (—Li(¢;)) = 510g( ;) = log(d;)+0O(1),
la premiére égalité étant obtenue en utilisant (2.7.3). On note aussi £, = log(||yi+1]|) —
log(HvH) et @ = log(|ly: A u]|) — log(||v A u]]). D’apres les estimations on a
s log( )—}-(9( et l, = —log(‘o‘l)—i-(’)( 1). De plus, les estimations 1 < ||, |8] < d;
assure que (’)( ) <y, 0, <log(d;) + O(1). La situation est illustrée & la Figure 2.3
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: AV log(dz’)

- vl

i-eme zone d’incertitude
Vi

FIGURE 2.3 — Graphe conjoint des trajectoires de y;, v et y;.1

Le fait que la trajectoire de v doit passer en-dessous de la diagonale descendante
(qui est de pente —%) de la zone d’incertitude délimitée par les trajectoires de y; et y; i1

signifie que £, + ¢, > log(d;) + O(1), ce qui équivaut a % < 1 O

Pour plus de simplicité, nous nous focalisons maintenant sur le cas de Fibonacci (méme
nos constructions peuvent étre étendues au cas d’une récurrence sturmienne quelconque).
Dans ce contexte, on a s, = 1 pour tout £ > 1, donc ¢, = k — 1 pour tout £ > 0. Par
définition (w;); vérifie

Wi =ww,_ (1>1),

et les suites de matrices symétriques associées (y;);, (z;); sont définies par

Z; = qu Ay; pouri > —1.

{ yi = WioN; pour i > —2,
Notons qu’a un décalage d’indice pres, ces suites sont exactement les mémes que celles
de Roy dans [51]. Pour tout i > 0, posons

Rappelons également que dans le cas de Fibonacci on a 0 = % ou 7 désigne le nombre
d’or. Par la Proposition la suite (y;); vérifie la récurrence suivante

Yit1 = tig1yi — dip1yi—2 (1 > 0). (2.7.16)
Définition 2.7.13. Soit (p%)/qg))_K _ la suite (finie) des réduites du rationnel

ti+1/d;y1. Par convention on pose p@l =1et q(_il = 0. On note a(()i) = |tiz1/div1], agi), o
les quotients partiels de t;11/d;1. Pour —1 < m < r; nous définissons le point

x@) = ply: — q)yis € 7%, (2.7.17)
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Notons que cette suite commence avec X(f)l = y; et termine avec xﬁ? = yir1. 1l est

connu que (p),,, (¢),, vérifient la récurrence w1 = afib)ﬂum + Upm—1 (m > 0) (voir
par exemple [65, Chapter 1]). Donc la suite (x()),, vérifie
xW o =a% x® 4 xD  (m>0). (2.7.18)

m—

Par (2.7.16)) et en utilisant 'identité d; o = d;.1d;, 'équation (2.7.17]) peut étre réécrite
sous la forme . A
() _ alyi + B0y

m

, 2.7.19
dito ( )

avec o) = d; (di+1p%) —ti+1q7(,?) et B9 = d;q'¥. De plus, la théorie des fractions continues
assure que pour m < r;

o] = |d("i)”‘ & |diyal. (2.7.20)
qm+1
D’un autre coté on a
189 = |dig{| < |disal, (2.7.21)

puisque ¢\ < |d;.1|. D’ot1, au regard de la croissance de (||y;||); on déduit de (2.7.19) et

des estimations précédentes que

i 16 i ||
I = 7yl < lyill et Ix% Ayl = 7l Ayl <llyi Ayl
|i+2 |z+2|

ce qui signifie précisément que la trajectoire de x{¥) passe au travers de la zone d’incerti-
tude associée a y; et y; 1. En fait, grace a (2.7.20) et (2.7.21]), on peut prouver que les
trajectoires de x\, m = —1,...,r; “zigzaguent” autour d’une droite de pente —1/2 (qui
est le translaté vertical de la diagonale descendante de la zone d’incertitude par 3 log |d;]) ;
voir Figure ci-dessous.

N

log [d; o]

I log |d;|

L. o

1-eme zone d’incertitude
Vitl = x{')
i+1 i

FIGURE 2.4 — Graphe conjoint des x?) dans la i-éme zone d’incertitude
Notons que les graphes de L] et Lj zigzaguent autour de la diagonale descendante de
la i-eme zone d’incertitude. Donc le graphe conjoint des points x{) ne correspond pas &

celui de Lj et L3.
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Proposition 2.7.14. On note ¢ le contenu de x\V). Alors
(a) Le produit c;i)c,(fz)Jr1 divise d;.
(b) Le pgcd de ) et cffl)H divise le contenu de y;.

Remarque. En particulier, s’il existe un nombre premier p tel que d; = p* pour tout
(ce qui est possible en prenant a = p dans les exemples de Roy, voir Partie [2.8.1]), alors
au moins la moitié des x() sont primitifs (& un facteur multiplicatif borné prés).
Preuve La récurrence (2.7.16|) et l'identité d; o = d;1d; impliquent y;, o Ay; = d;Z;11.
57? pg:L)Jrl
(4) q(i)

m m—+1

Notons aussi que = +1 par la théorie des fractions continues. Donc x() A

x,(q?ﬂ = +d,;z;,1, ce qui prouve 'assertion @
L’assertion @ est une conséquence directe de (2.7.18)). Si d divise a la fois le contenu de
(i) )

ma1, alors il divise le contenu de tous les x() en particulier celui de xgl =vy;. U

va? et x ™

Les propositions suivantes montrent que tout point minimal v dont la trajectoire
passe assez pres du contour inférieur de la i-eme zone d’incertitude est nécessairement
proportionnel & I'un des x¥). Notons que {y;, y;41} constitue une base du sous-espace vec-
toriel de R? engendré par tous les points minimaux dont la trajectoire passe par la i-éme
zone d’incertitude. C’est le méme argument que dans la preuve de la Proposition [2.7.12]:
si v est un point minimal comme ci-dessus, alors nécessairement on a ||y;|| < ||v] et
IvAY| <|ly: Ayl Sila famille (v,y;, yiy1) était libre on aurait L3(c;) < log(|ly: Ayl)
(rappelons que ¢; est 1'abscisse du point d’intersection des trajectoires de y; et y;.1), ce
qui est impossible étant donné I'allure du 3-systéeme P (voir Figure .

Proposition 2.7.15. Soit v un point minimal dont la trajectoire passe par la 1-éme zone

d’incertitude. Ecrivons
_ ayi + Byin
dito
On pose A = det(wy)det(N)?|Tr(JN)| et on suppose que |af| < ld;f\”. Alors v est
proportionnel a l'un des X\ (avec —1 < m < r;).

Preuve Nous avons oz, = VAYy;1 € Z® et fz,,.1 = VAy; € Z3. D’apres I'assertion @
du Corollaire2.4.5] on a Aa, A3 € Z. Ecrivons v = (ay; —by;_»)/d;. De maniére similaire,
en considérant —bz; 1 = VAYy; € Z3 et az;.1 = v Ayi_o € Z>, on peut montrer que
Aa, A\b € Z. Notons aussi — grace a —que l'on a

_ (adigr — btig1)yi + byito

dito
donc @ = ad;y; — bt;yy et B = b. Puisque v est un point minimal on a 1 < |af| <

|d;+2|. Supposons maintenant que |af| < % On suppose aussi que b # 0 (sinon v est

directement proportionnel a y;). Sous ces hypothéses on a
1
22’

/
a i

O dig

oit @’ = Aa,b' = \b € Z. Cela prouve que a’/b' est une réduite p?) /¢ de t;,/d;i\1, et
que v est proportionnel & x{?). O
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Proposition 2.7.16. Supposons qu’a une différence bornée prés le graphe conjoint de L,
coincide avec le contour de la i-éme zone d’incertitude (voir Figure|[2.4]). Alors

a) Il existe 0 < m < r; tel que x\9 /e est un point minimal et sa trajectoire coincide
q m /| Cm p )

a une différence bornée pres a,'uec le contour inférieur de la i-éme zone d mcertztude

(0w V) désigne le contenu de x ) De plus, le (m + 1)-éme quotient partiel am+1

de tii1/d;i 1 vérifie l’estimation amH |d;iy1].

(b) L’entier c¥) wvérifie 'estimation c\) < |d;| (il est donc mazimal).

Preuve Supposons que le graphe conjoint de L; coincide a une différence bornée pres
avec le contour de la i-eme zone d’incertitude. Ceci est équivalent a I'existence d’un point
minimal v dont la trajectoire coincide (a une différence bornée pres) avec le contour
inférieur de la i-eme zone d’incertitude. Si on écrit

_ayi + Byin

diz
alors on a a < [ < 1. D’apres la Proposition [2.7.15] il existe 0 < m < r; tel que Vv soit
proportionnel & x{%) si z' est assez grand. Plus précisément on av = +x / ) ou b
désigne le contenu de x(). Au regard de la trajectoire de x)) (voir Figure [2.4) et par la
Proposition m 2.7.14} le contenu de x\¥) doit étre < |d;|. De plus en utilisant (| m, on
peut en déduire

‘Oég,?/di‘ = ‘di+1p$f¢) - ti-‘—lQ')(q?‘ = ol <1,

et ‘
|84 =Bl = 1.
Finalement par les estimations classiques
’ W tin 1
(4) . D\ 2 (i ’
g dig (q( )) ain)ﬂ
on conclut que agn 1 =< |dig1]- O

Remarque 2.7.17. Des tests numériques effectués avec les matrices de Roy (voir Par-
tie [2 semblent indiquer que les quotients partiels a{!) sont petits, de méme que le
contenu des x( donc que le graphe conjoint de Ly ne correspond pas au contour des
zones d’incertitude. Une étude plus précise de ces quantités pourraient mener a une
meilleure compréhension du graphe conjoint de L, dans les zones d’incertitude.

2.7.3 Preuve des Propositions [2.7.5] et [2.7.9

Cette partie est essentiellement consacrée aux preuves des Propositions et
de la Partie 2.7.1

Lemme 2.7.18. On a linégalité

1 1
lim sup < (2.7.22)

k—stoo [Sk41;5k,---,81 ~ 1+0
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Cette inégalité implique l’inégalité

log (W),
T <1~ limsup 281 (2.7.23)
I+o k—+oo  log(Wy)

Remarquons que (2.7.22)) et (2.7.23]) sont des égalités si la suite (sg)x est égale a la

suite constante (1,1,1,...) (cas de Fibonacci).

Preuve On a par définition de o

1 1 < 1 < 1 +o(1)
= 0] s
[Skt15 Sk - - -5 51) Skl T ! R ! T 1l+o

SkiSk—1y551] SkiSk—1,551]

et en passant a la limite supérieure sur le terme de gauche on trouve la premiere inégalité

du lemme. L’égalité est atteinte dans le cas ou (s,), = (1,1,...), puisqu'on a alors
1 1 1
lim sup = lim inf =—
kstoo |[Ski1}Sky---,S1] k=400 [Ski1; Sk, - -, 51 Y

(rappelons que 7 désigne le nombre d’or), et un rapide calcul assure

1 1

Yy 1+;

La seconde inégalité se déduit de la premiére en utilisant le Lemme qui donne

. log(Wy_1) B . 1
1 —limsup ———+* =1 — limsup
k—+oo log(Wy) ko400 [Skt1i Sky - - -5 51
1 o

>1—- = .
- 1+0 1+o

Preuve de la Proposition

Soit k > kg et 1 =t + 1 avec 0 < | < sgy1. Prouvons . Supposons pour commencer
que 0 <[ < sxy1 — 1 et montrons que le graphe conjoint de ]jtk+17 —IAJ;-*H, £i+1 sur (¢, ¢y
est comme sur le dessin de gauche de la Figure 2.1} D’apres la Remarque [2.7.7 on peut
supposer qu’il y a une infinité de k tels que sz > 1. Puisque I'inégalité ;11 < gy,
implique que Etk ., est constant sur [¢;, ¢;41], il suffit de prouver que

Livi(gir1) < —Li (@), (2.7.24)
_Lf+1(cz‘) < Liga(e) et — Lf+1(0i+1) < Liyi(civr), (2.7.25)
Lty (i) < =L (). (2.7.26)

La premiere inégalité assure que les graphes de —ifH et IAJZ-H s'intersectent.
Les inégalités signifient alors que les abscisses des points d’intersection des deux
graphes précédents sont bien situés dans U'intervalle |¢;, ¢;41[. Enfin, prise avec les inégali-
tés précédentes la derniere inégalité signifie que les graphes de —Ef et Ei“ sont
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bien situés au-dessus du graphe de itk L, sur [¢i, ¢iv1]. Nous allons montrer que I'inégalité
est vérifiée des que § < o (donc impliquée par I'hypothese § < 1%), les inégalités
de sous la seule hypothese 6 > 0 (avec égalité si et seulement si 6 = 0), et la
derniere inégalité sous I'hypothese § < 17
Pour montrer nous allons montrer sous la condition plus faible § < o la propriété
suivante : R R

—Li 1 (gi+1) — Liva(gir1) — +o0 (2.7.27)
quand ¢ tend vers 'infini avec i = tp+1 et 0 < [ < sp, 1 — 1. Pour cela on part de I’équation
suivante (la deuxieme égalité vient de la Définition :

—L71(gi1) _ —log(&hy) _ (1- 5)((l +2)log(IWi) + log(Wk_l)) (2.7.28)
Lit1(gis1) log(Zi11) (14 1) log(Wy) +log(Wie1) -

L’expression du membre de droite de cette égalité est décroissante en [, donc minimale
pour | = sz.1 — 2. Rappelons que d’apres le Lemme et par définition de o on a

o = liminf,_,, %. En utilisant l'identité log(WkH) = Spi1 log(Wk) + log(Wk_l)

et en passant a la limite inférieure sur k, ’équation (2.7.28) donne

iLf+1(Qi+1> > (1: ) 108;(Wk+32 _ 1— (5A > 1—96 L o(1).
Lit1(gisv1) log(Wii1) —log(Wy) 1 — leeWu) — 1—0o
log(Wi41)

En particulier puisque IA”-H(qu) tend vers +oo, si 0 < o on a bien (2.7.27)), ce qui

implique .

Rappelons que i =t + [ avec 0 < [ < spy1 — 1. Pour montrer que les inégalités
sont satisfaites des que 6 > 0, il suffit de remarquer que les équations impliquent
directement

_Efﬂ(ci) =(1 6)f4i+1(0i)a (2.7.29)
L

_j::Jrl(CiJrl) = (1 = 9)Lit1(ci), (2.7.30)

I’égalité (2.7.30) étant encore valable pour | = s, — 1.
Enfin, montrons que 'hypothese d < ;7 implique (2.7.26). Comme ¢; est l'abscisse du

point d’intersection des graphes de if et IAJ 1, On a

L)  Lite) _ —loal&r) _ (1=0)(0+1)+

log(Wk_l))

Ly (e)  Lii(c)  log(Wy) log (W)
log (W)
> (11— 6)(1 + ey
log (W)
> (1—=0)(1+0)+o(1).
En particulier si 6 < 12~ on a (1 —d)(1 +0) > 1, ce qui acheve la démonstration de
©.7.20).

On vient donc de montrer que I’allure du graphe conjoint de itk s —IAJ 1 iiH sur [¢;, ¢ip1]
est comme sur le dessin de gauche de la Figure 2.1] dans le cas t; <@ < {11 — 1.
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Pour montrer que l'allure du graphe conjoint de itk Iy Ltk, Ltk sur [cg,—1,¢1,] est
comme sur le dessin de droite de la Figure [2.1] il s’agit cette fois-ci de montrer que

Etk (Ctk—l) S _:/[::k (Ctk—l) S ]/::tk+1 (Ctk—1>7 (2731)

et R R R
Ltk+1 (Ctk) < _L;tkk (Ctk) < Ltk (Ctk)’ (2'7‘32)
Sitg+1 < tgyq (L€ spp1 > 1), puisque —Efk(ctk) = —Ij;fkﬂ(ctk) et Etk(ctk) = Ijtkﬂ(ctk), les
inégalités (2.7.32) viennent de I’allure du graphe conjoint sur [¢;, CA¢+1] pour ¢ = ) au point
ci, ce qui a été traité précédemment. Si ¢y, + 1 = tj41, puisque —Lj (c;,) = —Lj ;1 (cs,) et

Ly, (c,) = Etk+2 (ct,,), les inégalités (2.7.32)) sont les inégalités (2.7.31)) en &k + 1. Il ne reste
donc qu’a montrer (2.7.31). Au point i = ¢, — 1, (2.7.3]) donne

L (ery1) = (1= 8) log (W) = (1 = 6)Lay, (e, 1), (2.7.33)

d’ott on tire immédiatement —Ez‘k(ctk_l) < Ly, . (ct—1), avec égalité si et seulement si
0 = 0. Par ailleurs, on a R N
Ly, (e-1) = log(Wi-a),

donc la relation ([2.7.33) montre que I'inégalité de gauche de (2.7.31]) découle de la majo-
ration

log(Wk_l)
log(W4)
qui provient de I’hypothese 0 < 17— et de I'inégalité (2.7.23). Cela permet de terminer la

preuve de (2.7.31] m, donc le graphe comomt de Ltk s Ltk, Ltk sur [ct, 1, ¢, ] a bien l'allure
annoncée. De plus, les inégalités (2.7.31)) et (2.7.32)) sont strictes si o > 0.

Montrons finalement ’assertion @, i.e. estimation ([2.7.5). D’apres I'assertion @ (cf
Figure pour ¢ =t 4+l avec 0 <[ < spi1, on a

0<1-—

I

max (Ez(q@), Etk+1(Qi>> = Li(q),

et par , 'estimation est vérifiée si i est de la forme i =t + [ avec 0 < [ <
Ski1- Pour 1= tk on a

max (mq,.), Lo (@) = Lo (@),
et pour k assez grand
~Li(a0) _ (1= 8)(log(Wh) +log(IW—1))

itk+1 <th> N log(Wk) - <1 N 5>(1 i 0> N 0<1).

L’hypothese § < 77 est équivalente a (1 —0)(1 + o) > 1, et comme Etk+1(th) tend vers
I'infini, ceci prouve ([2.7.5) pour i de la forme i = t, ce qui achéve la démonstration
de @ U

Preuve de la Proposition

On commence par prouver que P est bien un 3-systeme. Montrons déja que P est continue.
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Pour cela, il suffit de vérifier le bon recollement aux points ¢;. Rappelons que pour %, <
1<tk —1,0na R R R R

—Li(c;)) = =Liji(ei) et Li(c) = Liga(ci).
Cela assure immédiatement la continuité de P sur [y, 1, ¢, ., —1]. Avec i = 13 — 2, au
point ¢;+1, on a

—Li(eiv) = =Ly (cira) et Lipi(cipn) = Ly, (cig)

~

Or par définition de P, on a

P(ciy1) = @3 (Etkﬂ(cz‘ﬂ)y Etk+2(0i+1)> —EZ}H(C@'H)),

donc la encore le recollement s’effectue correctement. La fonction P : [tho , +0oo] est donc
continue, affine par morceaux, et ses composantes P; ont pour pentes 1 ou 0. D’apres
I’assertion @ de la Proposition m et les graphes conjoints de la Figure le dessin
du graphe conjoint de P est celui de la Figure [2.2

Soit k > kg et tp — 1 <14 < tgy1 — 1. Rappelons que ¢; < ¢iy1 < ¢jpq. Par ailleurs, on
sait que IAJiH est constante sur [¢;, gi11] et croissante de pente 1 sur [g;y1,¢;v1], tandis
que —fz‘ﬂ est croissante de pente 1 sur [c;, ¢i11], et constante sur [gii1, cip1]. Comme
Cit1 < Qtyyys Etk ., est constante sur [c;, ¢;41]. On en déduit que P vérifie le point de
la Définition [1.6.8] En particulier, Py + Py 4 P35 est affine de pente 1.

Comme par définition de P on a P; < Py < P3, pour montrer que P satisfait au point @
de la Définition , il suffit de montrer que P1(g) + P2(q) +P3(q) = ¢ pour ¢ > gy, , et
puisque P14+ Py + P35 est affine de pente 1 par ce qui précede, il suffit que cela soit vérifié
en un point ¢ particulier. Or pour k& > kg, on a

~

P1<th) + PQ(qtk) + P3(qtk) - f‘tk (th> + f‘tk+1 (th) - L:k (th>
= log(Wi-1) + log(Wy) — (6 — 1)(log(Wy) + log(Wi.-1))
= qtk'

Enfin, il est clair d’apres I'allure de son graphe conjoint donné a la Figure que P
vérifie le point de la Définition [1.6.8] Donc P est bien un 3-systéme.

Montrons maintenant les assertions sur L, et P. Remarquons d’abord que si i # j
(avec i et j assez grands) alors z; et z; sont linéairement indépendants. En effet si z; et z;
étaient proportionnels, alors il existerait une constante A telle que Ly, = Ly, + A, et il est
clair d’apres la Figure [2.2| que ceci n’est jamais vérifié. Soit ¢ = ¢, + [ avec 0 < [ < sp41
et k assez grand. Par définition des minima successifs, on déduit de ce qui précede et de
I’assertion @ de la Proposition m que pour q € I; = [a;,b;] on a

Li(q) < min(Lg,(q), La,, ,, (9)) = P1(q) + O(1), (2.7.34)

]

Lo(q) < max(L,,(¢), Lz, . (q)) = Pa(q) + O(1). (2.7.35)

P Tty

D’un autre coté, on a aussi Lj(q) < L (¢). Montrons que y; est proportionnel & un point
minimal et qu’il existe une constante ¢ > 0 ne dépendant que de £ telle que pour ¢ assez
grand et pour tout ¢ € I;, on a :

Li(g) - Li(9) < ¢, (2.7.36)
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i.e. y; réalise L] sur I; & O(1) pres. En effet, soient ¢ € I; et x # 0 (qui dépend de ¢ a
priori) tel que Li(¢q) = L%(q), et supposons que y; n’est pas proportionnel & x. Alors on a
nécessairement Lj(q) < Ly (q), et on en déduit par définition des minima successifs que
L3(¢q) < L3, (g). Donc, puisque Ly = —L35 + O(1) par la Proposition [1.6.6, on a I'inégalité
—L;.(¢) + O(1) < La(a).
Cette inégalité combinée avec I'inégalité (2.7.35]) et ’assertion de la Proposition m
donne :
P3(q) = —L;(q) = —L},(g) + O(1)
< Pa(q) + O(1) = max (Li(g), Lu,.,, (9)) + O(1), (2.7.37)

pour g € I;. D’apres 'assertion @ de la Proposition m (cf Figure et par (2.7.5)),
il existe ¢ > 0 indépendante de 7 telle que I'inégalité (2.7.37) soit impossible si ¢ €

la; + ¢, b; — ]. Si q appartient a cet intervalle, on en déduit que y; est proportionnel au
vecteur x (qui est un point minimal), et comme le contenu de y; est borné par hypothese,
on en déduit que |Lf(q) — L%(q)| < O(1), et donc par choix de x, cela se réécrit

Li(¢9) — Li(g)| = O(1).

Cette inégalité étant valable sur [a; + ¢, b; — ¢], par caractére 1-lipschitzien de L¥ et Lt
elle se prolonge immédiatement a [;, ce qui prouve . Par la Proposition , ceci
implique ~
Ls(q) + O(1) < —Li(q) = P3(q),

pour ¢q € I;. De (2.7.34), (2.7.35) et de I'inégalité précédente on tire

Li(¢) <P;(q) +O(1) pourj=1,2,3.
Par ailleurs par ’assertion @ de la Proposition et le point @ de la Définition m
d’un 3-systéme, ceci implique

Li(q) =P,(¢) + O(1) pour j =1,2,3, (2.7.38)
pour g € I;. Ceci prouve l'assertion @ de la Proposition. L’assertion découle de la
croissance de L et de . En effet, pour ¢ = t; + 1 avec 0 < [ < spyq, on a (cf

Figures et
Li(bis1) + O(1) = Py(bi_y) = Ly, (bi1) = log(Wy),

et
Li(a;) + O(1) = Py(a;) = Ly, ,, (a;) = log(Wy) = Li(bi—1) + O(1),
donc
Li(g) + O(1) = P1(q)

pour g € [b;, a;11] = I}, et comme les familles (1;); et (I;); recouvrent [M, +oo[ pour M

j
assez grand, cela prouve
L’assertion se déduit également de (2.7.38]). En effet, ces égalités impliquent pour

q = bj, aj+1 :

La(q) + O(1) = Ls(q) + O(1) = P2(q) = Ps(q)
et on conclut en remarquant que Lo, L3 sont continues affines par morceaux de pente 0
ou 1. 0
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2.8 Exemples de nombres )-sturmiens propres

Dans la Partie on montre que les matrices de Roy [51, Example 3.3] donnent des
nombres ¢-sturmiens propres (donc de nombres de type sturmien). Grace a ces exemples
on peut déduire le Théoréme du Théoreme (voir Partie [2.9).

Dans la Partie [2.8.2 nous présentons les exemples de Bugeaud et Laurent : ce sont des
cas particuliers de nombres -sturmiens propres pour lesquels le d associé est égal a 0.

2.8.1 Exemples de Roy

Soit ¢ € Fypur une fonction sturmienne. On note o le réel défini par . Dans
cette partie on montre que les exemples de Roy (voir Exemple 3.3, Exemple 4.3, Exemple
5.4 de [51]) fournissent des exemples de nombres ¢-sturmiens propres. Rappelons qu’on
note || - ||« la norme sur Matsy2(R) définie comme le maximum des valeurs absolues des
coefficients d’une matrice.

Ezemple 2.8.1 (Roy, 2007). Fixons un triplet d’entiers A = (a,b,c) tels que a > 2 et
¢ >b>1; alors la suite ¢-sturmienne (w;);>o définie par

W0:<i a(bb+1)>’ Wl:<i "(CC“)>

est admissible, avec la matrice

iy [ —1+ald+1)(c+1) —a(b+1)
N_< —a(c+1) a )

En effet ces matrices appartiennent a M et Roy montre par un calcul direct que
wo'N, w1 N et w;wy'N sont symétriques.
Dans la proposition suivante (démontrée par Roy dans le cas de Fibonacci) on utilise ces
valeurs de wy et w; pour constuire une suite i-sturmienne (w;);.

Proposition 2.8.2. La suite v-sturmienne (w;); est a croissance multiplicative ; on peut
prendre les constantes ¢y = 1 et co = 2 dans (2.5.1)) avec la norme ||-||oo. De plus (||W;||oo0)i
tend vers l'infini. Enfin pour tout i > 0 la matrice w; est primitive et Tr(w;) et det(w;)
sont premiers entre eux. En particulier, (w;); donne un nombre y-sturmien &4.

Remarque. En particulier, les hypotheses du Corollaire sont satisfaites. Comme le
fait aussi remarquer Roy [51, Example 5.4], comme det(wg) = det(w;) = a, la condition
(2.5.10|) est vraie pour ¢ = 0,1 avec

_ log(a) of _ log(a) ‘
log (2a(c + 1)) log (2a(b + 1))

Preuve La croissance multiplicative avec les constantes implicites annoncées découle du
Lemme [2.5.3] Le fait que (||w;||o); diverge vers linfini vient du fait que ¢; = 1 et que
|Wolloos |[W1lleo > 1 (puisque @ > 1). En considérant les matrices de I'exemple ci-dessus
modulo a, Roy montre [51, Example 4.3] que Tr(w;) et det(w;) sont premiers entre eux,
ce qui implique que w; est primitive. U
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On note 04 > 0 le réel fourni par la Proposition [2.5.9, On a I'encadrement
a<ds<B. (2.8.1)

Proposition 2.8.3. L’ensemble {64 | A = (a,b,c) avec a > 2 et ¢ > b > 1} est dense
dans [0, +2-].

’ 140
Preuve On suit [51, Proof of Corollary 7.2]. Soit § €]0, 17 et € > 0. Alors il existe deux
entiers k et [ avec 0 <[ < k et
l [
d—e < —— < — <.
Chv2 Tk
Considérons alors le triplet d’entiers A = (a,b,c) avec a = 2!,b = 280 — 1 et ¢ = 2L,

Avec ce choix, on a o =[/(k +2) et § = 1[/k. Donc par (2.8.1)) 4 vérifie

’(5—5A’ SE.

Mentionnons également le résultat suivant (qui ne figure pas dans [45]).

Proposition 2.8.4. Soit & un nombre de type sturmien. On note o et § les quantités
associées. Alors & est un nombre extrémal si et seulement si o0 = % et 6 = 0.

Preuve D’apres le Théoreme on a wy(§) =14 (1 —=6)(1+40). Si £ est extrémal, on
doit avoir @y(€) = v : comme § > 0 et o < %, cette valeur maximale n’est atteignable que
sio = % et 0 = 0. Réciproquement, supposons que o = % et 6 = 0. Alors en utilisant les
estimations de la Proposition [2.6.8] on peut montrer que la suite de matrices symétriques
(y:): associée a & vérifie les hypotheses du Théoreme 3.1 de [50], donc ¢ est extrémal. O

2.8.2 Exemples de Bugeaud et Laurent

Dans cette partie on présente rapidement les exemples de Bugeaud et Laurent (voir
Partie du Chapitre [1)) et on montre que leurs nombres &, [8] sont des nombres 1)-
sturmiens propres pour lesquels le § associé est égal a 0.

Soit ' = (s})k>1 une suite d’entiers naturels non nuls. Fixons a et b deux entiers
distincts > 0. On définit par récurrence une suite de mots (my)g>o par les formules

!

’ s
mo=>b, my=b1ta et my = my g (B >1).
Cette suite converge vers un mot infini

. ,_
me = lim my = 0™ Ya. ..,
k——+o0

qu’on appelle classiquement mot sturmien caractéristique d’angle (ou de pente)

@' :=10;5), 55,5, ...], construit sur I'alphabet {a,b}. On note {, = [0;my]| le réel dont
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les quotients partiels sont successivement 0 et les lettres du mot infini m.

Maintenant soit s = (sg)g>o la suite définie par so = —1, s = 1 et s, = s}, (k > 2).
On note v la fonction sturmienne associée a s et o le nombre réel défini par (2.7.2). On
définit la suite i-sturmienne (w;);>o dont les deux premiers termes sont donnés par

b1 b 1\ a1
Wo=11 ) ¢ Wm=11 g 10/

Alors grace au Lemme 5.3 de [§], la suite (w;); est admissible avec la matrice

DG

Proposition 2.8.5. La suite (w;); satisfait les hypothéses de la Proposition et le
nombre 1-sturmien propre associé est précisément & (défini précédemment). De plus, le
nombre 0 associé (donné par la Pmposition est égal a 0.

Preuve Pour commencer, notons que (w;); est a croissance multiplicative d’apres le
Lemme [2.5.3] que la suite (||w;||); diverge vers linfini et que |det(w;)| = 1 pour tout
i (de sorte que le nombre ¢ associé est égal a 0). On note (y;); la suite des matrices
symétriques associées a (w;); et Iy, ls, ... les lettres du mot infini m,. Soit p,/q¢, la n-
eme réduite de {,. Les propriétés classiques des fractions continues donnent (voir par
exemple [65, Chapter I])

qn Qn—l _ ll ]- ln ]-
Pn Dot ) \1 0)77°\1 0)°

Puisque chaque matrice y; est de la forme du produit de droite pour un n particulier
(par le Lemme 5.3 de [§]), cela implique que le nombre ¢-sturmien donné par la Propo-
sition est égal a {. 0

2.9 Preuve du Théoréme 2.1.2] et du Corollaire 2.1.3

Soit ¢ € Fytyr une fonction sturmienne. On note o le nombre réel défini par (2.7.2)).
Dans cette partie on prouve le Théoreme et le Corollaire énoncés dans l'intro-
duction.

Preuve du Théoréme [2.1.2]
On pose
o

} U {0}.

La Proposition implique que A, est dense dans [0,0/(1 + ¢)]. D’apres les Proposi-
tions et [2.8.5] pour chaque § € A, il existe un nombre t)-sturmien propre £ tel que

Ay ={04| A= (ab >2 c>b>1etd
w={0a|A=(a,b,c)aveca>2,c>b>1e¢ A<1+a
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0 est le nombre associé a & par la Proposition [2.5.9, On conclut par le Théoreme et
par (2:7.0). O

Preuve du Corollaire 2.1.3]
Pour étabir certains résultats, Cassaigne [I3] montre que

S ={1/[b] | b € (Z1)" tel que pour tout k > 0 on a [b] > [T*b]}, (2.9.1)
oll [b] est la fraction continue [by; by, ...] et T est Popérateur de décalage a droite ([T*b]
est donc le réel [by; bgy1, ... ]).

D’apres le Théoreme [2.1.2] pour tout ¢ € S, 'ensemble des wy(§) avec € ¢)-sturmien

propre et o(1)) = o est dense dans Uintervalle |2/0,1+ 2/c0|. 1l s’agit donc de montrer
que

LJF,2+4:ﬁ1+¢32+%aup+avi3+2¢$up+wﬁi+mL

JGSUU

Pour n > 1 et 1 <a < n on définit la suite u,, = (si)r>o par

Sok = 1,
S2k+1 = A,
pour tout k > 0. Il est clair que pour k> 0 on a [u,,] > [TXu, ], donc 1/[u,.,,] € S, et

an + y/(an)? + 4an
2a '

[Wan] = [n;a@ 7] =

4
dan =2[Ugn] =n+ny/1+ —.
\ an

Etudions la réunion des intervalles [0ans dan + 1] lorsque n > 1 et 1 <a <mn.
D’apres le développement de Taylor-Lagrange a l'ordre 2, pour tout x > 0 il existe
0 <c<xtel que

On définit alors

2

Vitoz=1+2-_"

2 8(1+ P2
On en déduit qu'il existe un réel positif e,,, vérifiant
2
<

~ a?n(l+ -L)3/2 < fan = an’

an

tel que
2
San =21+ = — qp. (2.9.2)
a

Soitn>4etl1<a<n.Ona

5a,n - 5a+1,n - ) + Eat+1n — Ean

ala+1
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avec

2 2 2
_ - < _ < _
2 Ea+ln — €an > (a+ 1)2n agn(l + £)3/2
< 2 2
~(a+1)n  a’n(l+ 21)?

<0

puisque n > 4. En particulier, on en déduit que pour n > 4
0<ban—0at1n <1 1<a<mn, (2.9.3)

et il n’est pas difficile de voir que cette relation est encore vraie pour n = 2, 3. D’un autre

cOté, par (2.9.2)) on a

2 2 2
|Ont1nt1 — O1n| = ‘m +&1m — 5n+1,n+1‘ < ] + - < 1 (2.9.4)

sin > 4, et pour n = 3, comme 044 =442V5=847... et d3=3+V21=T758...,
on a encore |dy41n41 — 01, < 1. On déduit de (2.9.3) et (2.9.4) que

U [0am:0an + 1] = [011, 01,1 + 1] U [622, 612 + 1] U [03,3, +00]

1<n
1<a<n

= [1+V5,2+ V5 U[2+2V2,3 4+ 2V3] U [3 + V13, +o0].

Comme le font remarquer Bugeaud et Laurent dans [§], les deux plus grandes valeurs
de o € S sont (—1++/5)/2 et —14+/2. On en déduit que les deux plus petites valeurs de
2/o pour o € S sont ;1 = 1+v5=3.23... et do0 = 2+2v/2 =4.82.... Pour conclure,
il suffit donc de montrer qu’il n’existe aucun o € S tel que 012 < 2/0 < d33. D’apres
(2.9.1), il suffit de montrer que si b € (Zx1)" vérifie [b] > [T*b] pour tout k > 0 et

2:T,2) < [bosbr,..] < [3:3)],

alors nécessairement [bo; by,...] = [2;1,2] ou [by; by, ...] = [3;3].

Remarquons que si a = (ag)k>0 et @’ = (a})r>0 sont deux suites distinctes d’entiers
naturels non nuls et si k est le plus petit indice pour lequel ay # aj}, alors [a] > [a] si et
seulement si a > a}, si k est pair, et a; < aj, si k est impair.

Notons & = [bg; by, ...]. La partie entiere de = est by et est égale a 2 ou 3, et comme
T > [ka] pour tout £ > 0, on a 1 < b, < by pour tout k. Supposons by = 2. Alors avec la
remarque qui préceéde on montre par récurrence immédiate que x = [2;1,2]. De maniere
similaire, si by = 3 on montre que x = [3; 3. O
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Chapitre 3

Contenus des suites -sturmiennes

3.1 Introduction et énoncé du résultat principal

Soit 1) € Fspyr une fonction sturmienne (voir Définition du Chapitre [2]; en parti-
culier la suite (s;); associée est bornée). Rappelons qu’on identifie R? avec I’espace des ma-
trices symétriques 2 x 2 a coefficients réels via 'isomorphisme (xg, z1, ) — g;o xl

1 T2

On note aussi || -|| la norme euclidienne sur R?, et on a défini la norme ||w]|| d’une matrice

W= < CcL y ) € Maty,o(R) par la formule [|w = \/a2 + (b2 4+ ¢?)/2 4+ d? (avec cette

d
définition, il n’y a pas d’ambiguité quand on note ||y||, avec y vu comme un vecteur de
R3 ou comme la matrice symétrique de Matyyo(R) associée). Notons enfin que toutes les
estimations de ce chapitre restent vraies en remplagant les normes || - || par des normes
équivalentes (les constantes implicites des symboles <,> et =< dépendent alors des
normes considérées).

Le but de ce Chapitre est de démontrer le Théoreme [3.1.2] ci-dessous. Pour 1’énon-
cer, introduisons les notations suivantes.

Soit w = (Wy)k>0 une suite ¢-sturmienne de GLg(R) admissible, a croissance multipli-
cative et telle que (||wy||)r diverge vers 'infini. On suppose que la quantité 6 = §(w)
donnée par la Proposition et vérifiant |det(wy)| =< ||wi]|°™ est < 2. On note
y = (y:): et z = (z;); les suites de matrices symétriques associées respectivement par les
Définitions et [2.4.3] On suppose qu'il existe (v;); une suite de vecteurs primitifs de
73 telle que pour tout ¢ le vecteur y; soit proportionnel & v;. Par définition de z, cela
implique qu’il existe aussi (t;); une suite de vecteurs primitifs de Z? telle que pour tout
1 le vecteur z; soit proportionnel a t;.

Cette situation apparait au Chapitre [2 (voir la construction des 3-systémes associés
aux nombres de type sturmien dans la Partie [2.7) et elle occupera aussi une place
centrale au Chapitre {4 (voir les Parties et [4.6)). Dans les deux cas, il est nécessaire de
controler le contenu des vecteurs y; et z;, c’est-a-dire les réels \;, u; > 0 tels que y; = \;v;
et z; = u;t;. En effet, quand on cherche le 3-systéme ou les exposants diophantiens de
&, ce sont les vecteurs primitifs v; et t; qui interviennent et non les vecteurs y; et z;
(dont on sait estimer la croissance grace aux relations de récurrence). Dans le contexte
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du chapitre [2] il semble difficile de déterminer ces contenus lorsque les matrices wg et
w; sont quelconques : des pged non triviaux peuvent apparaitre, sans raison apparente,
entre les coefficients d’un produit de matrices. A la suite de Roy nous avons contourné ce
probléme en choisissant wq et wy de fagon tres particuliere et explicite (voir Partie [2.8.1)) ;
dans la définition d’un nombre de type sturmien, nous avons supposé que le contenu des
wy, (donc des y;) est borné. Dans le contexte du Chapitre , on ne peut pas choisir wy
et wy, donc il faut procéder autrement.

On utilise donc le résultat suivant pour controler la croissance de ces contenus. Rappelons
que \; et p; sont les contenus de y; et z; respectivement.

Théoréme 3.1.1. [l existe w < g tel que
A = [yl et g = |zl

La difficulté réside dans le fait que les suites (\;); et (u;); ne satisfont, en général,
aucune relation de récurrence. Pour démontrer le Théoreme [3.1.1] on procede donc a
'envers, en considérant pour tout réel w < 1 la suite ¢-sturmienne formée par les matrices
W “wy, ot (Wy), est une suite de réels > 0 vérifiant Wy, < ||wy|| et Wi = W W,y
(voir notamment le Lemmeet la définition de W/N). Ceci nécessite de travailler avec
des matrices & coefficients réels, et non plus rationnels. On démontre le Théoréme [3.1.1]
sous la forme équivalente suivante (les hypotheses sur la suite (wy); restant les mémes
que précédemment).

Théoréme 3.1.2. II existe w© = (w,(go))kzo une suite -sturmienne de GLg(R) admis-
sible, a croissance multiplicative et telle que (||W,(€0)||);C diverge vers l'infini et vérifiant les
propriétés suivantes.

(a) Il existe 6y < 2 tel que |det(w\)| =< [|w®||%.

(b) On note y© = (y§°))i et 20 = (ZEO))i les suites de matrices symétriques associées.

(0) (0)

Alors pour tous indices i,7,y;  est colinéaire a v; et z;

est colinéaire a t;.

(c) On a les estimations
0 o 0 o
vl = Iy 21D et [t = 207w

quand i tend vers l'infini.

En particulier, il existe des suites de réels non nuls (a;);, (Bi)i telles que les vec-

teurs a;lygo) et ﬁflzl(-o) soient des éléments primitifs de 73, avec o; = HyEO)HO(l) et
Bi = |\z§°)|\0<1> quand i tend vers Uinfini. De méme, il existe une suite de réels (g)k
telle que ”yk_lw,(co) soit un élément primitif de Matayo(Z), avec vy, = Hw,(j’)HdU quand k

tend vers l'infini.

L’intérét de ce théoréeme — qui implique le Théoréme [G] de 'introduction de cette
these — est qu'il fournit le comportement asymptotique des suites (v;); et (t;); (& un
terme d’erreur pres, qui est suffisamment petit pour ne pas empécher le calcul des
exposants diophantiens). Ces suites de vecteurs primitifs sont au coeur de la construction
du 3-systéme qui représente £ ; ¢’est donc le Théoréme [3.1.2] qui sera utilisé au Chapitre [4]
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Pour démontrer ce théoreme, on définit une relation d’équivalence ~ sur l’ensemble
des suites de matrices i-sturmiennes de GLo(R) par (wg)r ~ (W},)x si et seulement si
Wy, est proportionnelle & wj pour tout k. Dans la Partie on introduit les notations
et définitions qui serviront a établir les relations qui lient les suites d’une classe d’équi-
valence donnée ; ’étude est restreinte aux suites (wy ), définies sur Q, i.e. telles que wy,
est proportionnelle a un élément de Matoyxo(Q) pour tout k. Dans les Parties et
on généralise certaines estimations du Chapitre [2] pour montrer qu’elles restent valables
dans le cadre plus général de ce chapitre. Dans la Partie on étudie les propriétés des
suites y associées par la Définition aux suites i-sturmiennes d’'une méme classe
d’équivalence. Nous prouvons alors qu’étant donnée une telle suite y = (y;);, le contenu
cont(y;) de y; est bien controlé par ||y;|| (si on appelle “contenu” de y; le réel A > 0 — pas
nécessairement rationnel — tel que le vecteur Ay, soit un élément primitif de Z?). Plus
précisément, on montre qu’il existe un exposant pu = py tel que cont(y;) = ||y;|**+oW.
Dans la Partie [3.6, on effectue la méme étude mais pour les suites z = (z;); associées
par la Définition [2.4.3] aux suites t-sturmiennes d’une méme classe d’équivalence. De
méme, on montre que le contenu de z; est bien controlé par ||z;||, i.e. il existe un exposant

= 1, tel que cont(z;) = ||z ||*T°V. Par ailleurs, si y et z sont associées & une méme
suite w, alors on a p, =y, : il s’agit de I'exposant noté w dans le Théoreme . Enfin
dans la Partie 3.7 on démontre les Théoremes B.1.7] et B.1.21

3.2 Définitions et notations

Définition 3.2.1. On dit qu'une suite ¥-sturmienne w = (W )r>o de GLy(R) est définie
sur Q si pour tout entier k il existe un réel non nul Ay tel que \ywy € Matgy2(Q).

Remarque 3.2.2. Soit w = (Wy)r>o une suite ¢-sturmienne de GLy(R). Elle est définie
sur Q au sens de la Définition |3.2.1]si et seulement si en la voyant dans ’espace projectif

]P)(Matzxg(R)) elle est définie sur Q dans le sens ou ¢’est une suite de ]P)(Matzxg((@)).

Définition 3.2.3. Si un vecteur x € R? \ {0} est proportionnel a un élément non nul
de @3, on appelle contenu de x, et on le note cont(x), le réel A > 0 tel que \~!x soit
un vecteur primitif de Z3. On définit de méme le contenu cont(w) > 0 d’une matrice
w € Matoyxo(R) \ {0} qui est proportionnelle & un élément non nul de Matoyo(Q).

La définition suivante généralise d’une maniere immeédiate la Définition du Cha-
pitre 2| qui n’a été donnée que pour une suite 1-sturmienne de GLa(R) N Matoys(Z).

Définition 3.2.4. On dit qu’une suite ¢)-sturmienne w = (wy ) de GL(R) est admissible
s'il existe une matrice N € GLy(R) telle que wi N, woN et wiwNV soient symétriques.
En particulier, dans ce cas les matrices de la suite (y;);>_2 associée par la Définition m
sont symétriques. Si w est définie sur QQ, on peut supposer N a coeflicients entiers.

Définition 3.2.5. Si w = (Wy), est une suite 1-sturmienne définie sur Q, a croissance
multiplicative et telle que (||wg]||)x diverge vers I'infini, on note §(w) le réel 0 vérifiant

| det(wy)| = [|wal|’-

L’existence de § est donnée par la Proposition [3.3.1] ci-dessous.
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On note ~ la relation d’équivalence définie sur I’ensemble des suites 1-sturmiennes
de GLy(R) en posant (wg)i ~ (W})g si et seulement si wy est proportionnelle a wj,
pour tout k. Etre définie sur Q signifie étre équivalente & une suite 1-sturmienne de
GL2(Q). Remarquons que les propriétés d’étre a croissance multiplicative, d’étre dé-
finie sur Q et d’étre admissible sont invariantes par la relation ~. On note W/N le
quotient de I’ensemble des suites -sturmiennes w = (wy);, admissibles définies sur Q,
a croissance multiplicative avec ||wy|| qui diverge vers Uinfini, et telles que d(w) < 2,
par la relation d’équivalence ~. On notera 20 une classe d’équivalence générique de W/N‘

Pour la suite on fixe 2J € W/N.

Notation. Par définition de ~, il existe une matrice Ngy ne dépendant que de 20 — que
I'on choisit a coefficient entiers — telle que w soit admissible avec la matrice Ny pour
tout w € 2. Pour la suite on notera simplement N cette matrice. Pour tout w € 20, on
note yyw la suite de matrices symétriques de GL2(R) associée a la suite w et a la matrice
N par la Définition du Chapitre [} et zy la suite associée par la Définition [2.4.3 Si
on note W = (W )>0, ¥y = (¥i): et 2 = (2;);, rappelons qu’on a les formules

1

_ it _
Yot = Wi, Wei N et 2y 4 = ———
det(wy)

Yot N Yot (0 <K 0 <1< sp41),

ol on a posé N = N si k est pair, N, = N sinon.

Remarquons qu’étant données w, w' € 20, si on note yw = (¥;); et yw = (¥})i, pour tout
entier 7 les vecteurs y; et y, sont colinéaires & un méme vecteur v; a coefficients entiers
et primitif. On note alors

v = vy = (Vi); (3.2.1)

la suite de ces points entiers primitifs, qui ne dépendent que de 2J et sont uniques a
multiplication par —1 pres. De méme si on note zy, = (2;); et zw = (z});, pour tout
entier i les vecteurs z; et z, sont colinéaires a un méme vecteur t; a coefficients entiers et
primitif. On note alors

t = tog = (t); (3.2.2)

la suite de ces points entiers primitifs, qui ne dépendent que de 2U et sont uniques a
multiplication par —1 pres. Notons enfin que d’aprés la Proposition [2.6.1, pour tout
w € 20, la suite y, converge dans P?(R) vers un point ysyy =y # 0 qui ne dépend que
de 2.

Définition 3.2.6. On note W C 20 le sous-ensemble des suites 1-sturmiennes w = (wy )y,
de 20 vérifiant wy € Matoxo(Z) pour k assez grand, et U (resp. U’) 'ensemble des suites
Vw (resp. zyw) lorsque w décrit W.

Remarque 3.2.7. Soit w € W. On pose y = (¥i)i = Yw €t 2 = (2;); = zw. Comme la suite
y est définie & partir de w et de la matrice Nogy qui est & coefficients entiers, on a y; € Z3
pour tout i assez grand. La récurrence satisfaite par z permet alors de déduire
'existence d'un entier A > 0 qui ne dépend que de w tel que \z; € Z3 pour tout i assez
grand.
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Remarque 3.2.8. Les arguments de la Partie |3.3| ci-dessous montrent que 1’ensemble W
n’est pas vide. En effet, si on se donne w € 20, alors il existe une suite (ay), de réels
> 1 vérifiant o = o) ax_; (kK > 1) — donc qui diverge vers l'infini — telle que
W), = W € Matoyo(Z) pour tout k (il suffit que cela soit vrai pour deux indices
consécutifs). Dans ces conditions, 'exposant p du Lemme est < 0 et la suite -
sturmienne définie par w' = (w},), appartient a 20 (notamment grace a (3.3.8)).

Définition 3.2.9. On définit 6y = §o(20) le réel

do :Eilelgvd(ﬂ). (3.2.3)

Remarque 3.2.10. L’importance du réel , apparalt dans les Théorémes et qui

impliquent que pour tout w € 20 on a

_og(llyall) . log(l|zll) 24
lim = lim =
i=too log(||vil[)  imFee log([[tsl]) 2 —d(w)

avec Yw = (¥i)i ¢t 2w = (2z;);- En outre on a dy < 2 car (par définition de W/N) on a
d(w) < 2 pour tout w € 20.

3.3 Estimation des déterminants

La proposition [3.3.1] ci-dessous généralise la premiére partie de la Proposition [2.5.9
du Chapitre |2 et donne pour tout w = (wy,), € 20 'existence d'un réel 6 = d(w) tel que
| det(wy)| < ||wi]|°. Dans la Proposition nous déterminons I'ensemble des valeurs
que prend 0(w) lorsque w décrit 20.

Proposition 3.3.1. Soit (wWy)g>o une suite -sturmienne de GLg(R) définie sur Q, a
croissance multiplicative et telle que (||wg||)x diverge vers Uinfini. On note (y;); la suite
de matrices symétriques associées par la Définition . Alors il existe 6 < 2 (éventuel-
lement négatif) tel que

| det(wy)| =< [|wi]®. (3.3.1)
Si 6 < 2, alors il existey € R\ {0} tel que det(y) =0 et

det(y;
||Y¢/\Y||X7‘ i)l (3.3.2)

[yl

Notation. Rappelons que si w = (Wy); est une suite ¥-sturmienne définie sur Q, a
croissance multiplicative et telle que (||wgl|)x diverge vers U'infini, on note §(w) le réel o

vérifiant (3.3.1) (voir Définition . Rappelons également qu'on a fixé 90 € W/,

Remarque 3.3.2. La Proposition ne suppose pas que w = (wy), € 27; 'hypothese
d(w) < 2 n’y est notamment pas faite.
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Remarque 3.3.3. Comme pour la Proposition [2.5.9] la Proposition [3.3.1] reste vraie en
remplagant la norme || - || par la norme de son choix. Par ailleurs, puisque (||wy||) di-
verge vers I'infini (cette propriété restant vraie pour n’importe quelle choix de norme), la
constante § de I’équation (3.3.1) ne dépend pas du choix de la norme considérée.

Preuve Comme w est définie sur Q, il existe des réels Dy, D71 > 1 tels que Dyw; et
Dyw, soient a coefficients entiers. En définissant une suite (Dg)r>o de réels (supérieurs
ou égaux a 1) par

Dy = D' Dy pour tout k > 1,

alors w' = (W}, )x>0 définie par wj, = Dywy, est une suite ¢-sturmienne, et comme wy, et
w' sont a coefficients entiers, par récurrence sturmienne il en va de méme de toutes les
matrices w),. La suite w’ vérifie ainsi les hypotheses de la Proposition du Chapitre 2]
Il existe donc 0, € [0, 2] tel que

D2| det(wy)| < Dt ||wy | (3.3.3)

De plus, en appliquant la Proposition a la suite (Dy), on a l'existence de do > 0 tel
que

Dy =< ||wi|%2. (3.3.4)

Les estimations (3.3.3) et (3.3.4)) conduisent a

| det(wi)| = [[wi ],

avec 0 = 01 + 02(0) — 2) < 2.

Supposons § < 2. Remarquons d’abord que la propriété 6(w) < 2 est invariante par la
relation d’équivalence ~ (voir le Lemme , de méme que l'estimation . On
peut donc supposer w € W (i.e. wy a coefficients entiers pour k assez grand ; voir aussi
la Remarque m pour plus de détails). Dans ces conditions, d’apres la Proposition m
du Chapitre [2] il existe y = (vo, y1, y2) tel que det(y) = 0 vérifiant

det Yi _
lys Ayl << LIy o, (3.35)

Supposons que yy # 0. Alors on peut supposer y = (1,£,£?) et on a 'estimation classique
(voir par exemple (2.6.6)) qui reste valable méme si £ = 0)

|det(y:)| < lyi Ayllllyill»

qui combinée avec donne . )

Si maintenant yo = 0 alors puisque det(y) = 0 on peut supposer y = (0,0,1). Ecri-
vons y; = (Yo, Y14, Y2i) pour tout i. On a |ly; Ayl =< max(|yo|,|v1.]), et comme
max(|yo.il|, |y1:]) = o(y2,) on a aussi ||y;|| ~ |y2:]- On en déduit immédiatement que

| det(yi)l = lyoyei — vial < lyail max(lyo.l, lyal) = lyillllys Ayl
ce qui, combiné encore une fois avec (3.3.5)), implique (3.3.2]). d

Pour le lemme suivant, on ne se sert que de la premiere partie (3.3.1)) de la Proposi-
tion B.3.1l
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Lemme 3.3.4. Soit w = (Wy)g>0 une suite p-sturmienne de GLo(R) définie sur Q, a
croissance multiplicative et telle que (||Wgl||)x diverge vers Uinfini. Soient ;v < 1 et (a)r>0
une suite de réels > 0 vérifiant la récurrence

a1 = o Map (k>1) (3.3.6)
et telle que
o < ||Wk||_u

Alors la suite W = (apwy )i est une suite -sturmienne de GLy(R) équivalente a w donc
définie sur Q, a croissance multiplicative et telle que (|w)||)x diverge vers Uinfini; elle
est admissible st w [’est. De plus, on a la formule

(1= p)(2=6d(w)) =2 d(w). (3.3.7)
En particulier on a ’équivalence
d(w) <2< dw) <2 (3.3.8)

Remarque 3.3.5. La preuve du Lemme [3.3.4] est élémentaire et indépendantes des autres
résultats de ce chapitre. De plus, on ne suppose pas que w = (wy); € 20; 'hypothese
d(w) < 2 n'y est notamment pas faite.

Preuve La suite w' = (W}, est ¢-sturmienne car (ay)x suit la récurrence (3.3.6) et w
est ¢-sturmienne. Comme [[wj || < [[wi[|'™* avec 1 — p > 0, la suite ||w}|| diverge vers
'infini. Notons § = d(w) et 6’ = d(w’). D’un c6té on a

/ / / 1(1_
| det(w)| = [|wi || = o [[wil|” = w7,

et de lautre

| det(wi)| = ai] det(wy)| = ai[[wil|” = [|wal"~",

d’out on déduit I"égalité ¢'(1 — ) = § — 2u. Ceci prouve (3.3.7)).
L’équivalence (3.3.8]) est immédiate compte tenu du fait qu'on a toujours l'inégalité
d(w) < 2 pour tout w. O

Proposition 3.3.6. On a
(W) ={6(w) | weW}=]—00,2[ (3.3.9)

La démonstration de la Proposition [3.3.6]repose sur le Lemme [3.3.4]suivant qui permet
d’établir un lien entre les quantités §(w) et §(w’) associées a deux suites w, w' € J et
la croissance du facteur de proportionnalité entre wy et w.

Preuve Montrons (3.3.9). On fixe w = (wy), € 20 et on note yw =y = (y;);- On pose

d =0(w) (on a 0 < 2 par définition de 20 € W/N) et on se donne un réel §' €] — 00, 2.
On définit p par I’équation

pw2—8)=56-4¢
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(qui est équivalente & (1 — p)(2 — ¢') = 2 — ). La propriété § < 2 implique p < 1.
Remarquons que pour tout réel v, il existe une suite de réels strictement positifs (a )
qui vérifie la récurrence (3.3.6]) et telle que

En effet, il suffit de se donner une suite (Dy), de réels > 1 vérifiant ; par la
Proposition m, il existe d; (nécessairement > 0) tel que Dy =< ||[wy||°*. Tl suffit de poser
alors oy, = DY/,

On se donne ainsi une suite de réels strictement positifs (ay), qui vérifie la récurrence

(3.3.6) et telle que ay < ||wg|| ™. On définit alors la suite w' = (w},)x par la formule
w, = aqpwy (k> 0).

Le Lemme nous assure que w' € 2 et o(w') = 0. O

3.4 Norme des z;

Dans cette partie on prouve que les estimations du Chapitre [2]sur ||z;|| restent valables
dans le cadre plus large de ce chapitre. Dans le Chapitre [2 on suppose que w est une suite
y-sturmienne de GLo(R) N Matayo(Z) ; 'hypothese 6(w) < 1 entraine entre autres que le
vecteur limite y est de la forme y = (1, &, £2) avec € non nul. Dans ce chapitre on suppose
seulement que w € 2, donc le vecteur limite y peut tres bien étre de la forme (1,0,0),
ce qui souleve quelques problemes techniques. Les détails de la preuve du Lemme [3.4.1
ne sont pas essentiels pour comprendre le reste de ce chapitre.

Lemme 3.4.1. Soit w € 2 et (yi)i = Yw- On note'’y = yw = (Yo, v1,y2). Alors pour
tous 1,7 assez grands, i > j, on a

lyi A 5l - ly; Ayl _ [yl
T = iy =yl = : (3.4.1)
| det(y;)] ’ | det(y;)l Iyl
En particulier, si on note zy = (2;);, alors on a l'estimation :
12| = Ny vl = Iwiwi-all, (3.4.2)

en écrivant i =t +1, 0 <[ < Spqq.

Les estimations (3.4.1) généralisent le Lemme du Chapitre [ La derniére esti-
mation de (3.4.1)) est une conséquence directe de (3.3.2]).

Remarque 3.4.2. Comme pour la Proposition [3.3.1], les estimations du Lemme restent
vraies en remplagant la norme || - || par la norme de son choix (les constantes implicites
des symboles < dépendent alors du choix de cette norme).
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Preuve Commencons par remarquer que si on multiplie chaque y; par A; > 0, alors
chacun des termes apparaissant dans est multiplié par A;/\;. Donc par définition
de la relation d’équivalence ~ il suffit d’obtenir ces estimations pour un représentant
particulier w € 20. Par (3.3.9)) on se donne w € 20 telle que § := d(w) < 1.

Supposons maintenant que y; # 0. Alors comme det(y) = 0 mais y # 0 on peut
supposer y = (1,&,€2) avec y; = £ # 0. Le Lemme du Chapitre [2| donne directe-
ment les estimations (remarquons que pour la démonstration du Lemme on
n’utilise pas le fait que la suite w est dans Matgy2(Z) mais uniquement le fait que § < 1
et que y est de la forme (1,&,£2) avec € # 0).

Supposons maintenant y; = 0. Alors yo = 0 ou y3 = 0. Supposons par exemple 35 = 0. On
peut alors supposer y = (1,0,0). On a |ly;|| ~ |yoi| et |y1], |y2.:] = 0(yo,). L'estimation

(3.3.5)) s’écrit

0—1

)

max(|yw|, |y2.]) < lys Ayl < [det(ya)|/[lyill = ly2.l + o(lyil) =< |yo,i

ce qui conduit a
lyil < lyzil et 2l < lyoal” ™", (3.4.3)
d’ou
Yo0,Y2i = 0(Yo,iY2,) (3.4.4)
quand ¢ > j tendent vers l'infini. Comme dans la preuve du Lemme [2.6.7| on écrit w :=

det(Yj)YiY;l = ( Z?’z ZwU(l)i ) On a par (3.4.3)) et (3.4.4)

Y1i Y2, —Y1;  Yoj Y1,3Y2,5 — Y2:Y1,5 Y2:Y0,5 — Y1,iY1,5
_ ( Yo,i¥2,j + 0(Yoi¥25)  OYoiy2,5) ) ‘

S— ( Yoi Y1, ) < Y25 —Yij5 > _ ( Yo,:Y2,5 — Y1:Y1,5 Y1:Y0,5 — Yo,il1,j )

0(y0,iy2,j) O(yO,iy2,j>
Donc
d , . R T I 1151 < 1q ‘ [l
| det(y )l lyay; 1| = Wl = [yoiva sl < lly:lllly;]1° < | et(yj)!Hy,H.
J

I1 ne reste donc qu’a prouver la premiere estimation de (3.4.1]). Or, on a l'identité

yi NY; = (w10, w11 — Wop, —Wo 1)

= (O(Z/O,iy2,j)v —Y0,iY2,5 + 0(210,1’3/2,]’)7 O(yo,iyz,j))7

donc |ly; Ay;l| < ||w]|. Ce qui acheve la démonstration de (3.4.1)).
Si o = 0 on procede de méme avec y = (0,0, 1).
II reste a prouver (3.4.2). Soit i = tx + 1 avec 0 < [ < s.41. Remarquons que
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Yitter) = WilNg—1, donc |det(yye,,,))| = |det(wy)]. D’apres (3.4.1) on a alors par
croissance multiplicative

1 [yt !
12| = T Vet A Yoo | = 70— = W[ wi—a |
T Tdet (w7 TR Dy
= [ wiwi—l]
= v -
Cela acheve la démonstration de ’estimation (3.4.2)). U

3.5 Contenus des suites yy,

Rappelons qu’on a noté W C 20 le sous-ensemble des suites ¢-sturmiennes w = (wy )
de 20 vérifiant wy, € Matoyo(Z) pour k assez grand, et U (resp. U’) 'ensemble des suites
Yw (resp. zy) lorsque w décrit YW. Rappelons également que pour tout w € 20, si on note
yw = (y:): alors y; est colinéaire au point primitif v; € Z*. Le théoréme suivant permet
de controler le contenu des suites yw.

Théoreme 3.5.1. Soit w € W ety = yw = (yi)i- Alors 0ell¥il) copverge dans R%. On

o log(flv:ll)
définit
1 i 1 t(y;
c(w) = tim 08Uyl o los(eont(yi) (35.1)
i=-+oo log({|vi]) i=too log([|vil])
ot cont(y;) désigne le contenu de y;. Alors on a
inf e(w) =0, (3.5.2)

wew
et la quantité &g définie par (3.2.3)) vérifie pour tout w € 23

eyl 24
et = I e (val) ~ 2= o(w) (3:5.3)

Remarque 3.5.1. En particulier, on a

= 1l .
0= i o)
wew

Remarque 3.5.2. Le fait que e(w) < 400 entraine que ||v;|| diverge vers I'infini.

Preuve du Théoréme [3.5.1]
La stratégie est la suivante. Nous allons définir (temporairement et dans cette preuve
uniquement) pour tout w € 2 la quantité e(w) par

' log(|ly:ll)
N log(lyill) _ | 3.5.4
o) = Hmow 1 vl -

ou on a écrit yw = (y;);- Remarquons que les vecteurs v; sont a coordonnées entieres :
quitte & prendre une norme équivalente, on peut supposer que ||v;|| > 1 pour tout i et

98



les quotients intervenant dans la définition de £ sont alors bien définis et > 0. On verra
que ||v;|| tend en fait vers l'infini, donc le choix de la norme n’importe pas. Nous ne
prouverons qu’a la fin de la preuve que cette limite supérieure est en fait une limite,

c’est-a-dire que le quotient % converge. La difficulté est de montrer (3.5.2)) (avec la

fonction e définie par ) Une fois cela fait, en utilisant le fait pour tout w € W
on a £(w) > 0 nous serons en mesure de montrer qu'il existe w € 20 telle qu’en notant
Yw =Y = (¥i)i, on ait e(w) = 0 et le quotient % qui converge vers 1. Pour montrer
que ce quotient converge encore pour w € 20 quelconque nous nous servirons du fait
que la quantité (2 -0 (ﬂ)) (1 + S(ﬂ)) ne dépend que de la classe 20 et que le quotient

log(|ly;ll) 2—8(w)
a nver T =L
Tog([ly:[) CORVETBE VEIS 551w

La structure de la preuve est la suivante : nous prouvons d’abord la convergence

du quotient EEHi;:B (voir (3.5.5)) ci-apres). Ensuite, nous montrons que la quantité (w)

est toujours finie et que (2 — 5(&)) (1 + 6(&)) ne dépend ne dépend que de 20 (voir

(3.5.6) ci-apres). Apres cela nous montrerons que la quantité ey = infyep (W) est nulle :
c’est 'un des points les plus délicats de la preuve. Gréace a cette égalité nous prouvons
enfin que £(w) est une limite et pas seulement une limite supérieure, et qu’on a le résultat
annonceé.

Etape 1
Commengons par montrer que pour tous w, w € 20, si on note yw = (¥i); et yw = (¥5):
alors

log(llyill) _ 2—d(w)

lim = . 3.5.5
A oelyal) ~ 2= o(w) (3.55)

Dans un souci d’alléger les notations, on note simplement & (resp. ¢’) le réel §(w) (resp.
d(w')). Comme w ~ w’ et que ce sont des suites ¢-sturmiennes de GLy(R), il existe une
suite (ag)x de réels non nuls qui vérifie la récurrence sturmienne (3.3.6)) et telle que

w, = aqwy (k> 0).

La Proposition appliquée aux suites (||wgl||)x et (||w|)r assure l'existence d’un
réel p tel que ||wi| =< |wg|*™* (avec p < 1 puisque les suites (||wy|)r et (||w}|)x
divergent vers +00), ce qui donne immédiatement l'estimation |ay| =< ||wy|~#. Puisque
|wh|| =< [|[wi]|}™#, par croissance multiplicative on en déduit qu'on a aussi ||| < |ly:||* 7,

ce qui prouve (3.5.5)) puisque 1 — p = 22:(?, par le Lemme .

Etape 2
Nous allons montrer que la quantité (w) est toujours finie et que

(2 - 0(w))(1+e(w)) (3.5.6)

ne dépend que de 20. Soient w' € 20. On note yyw = (y;);. Montrons d’abord que
(2= 0(w)) (1+ew)) = (20w (1 +e(w)). (3.5.7)
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On a d’apres (13.5.5))

(3.5.8)

los((ly4l) _ los(ly’l) | log(lyil) _ (2-0(w) . loa(lyi)
el = el * Toeivl) = (G505 * 0 oo’

et en passant a la limite supérieure (éventuellement infinie) on obtient

/ 2- 5(E>

1 +€(ﬂ) = 2—5<VV/)<1 +€(ﬂ)),

d’ou (3.5.7).

Montrons maintenant que £(w) < +oo pour tout w € 2. En effet, supposons que 6" =
§(w') < 0, ce qui est possible d’apres (3.3.9)). Cela implique que det(w},) tend vers 0 quand
k tend vers I'infini, donc det(y}) tend aussi vers 0 quand ¢ tend vers I'infini par définition
de y’. Or | det(v;)| est un entier non nul, donc on a det(y;) = o(det(v;)) quand i tend vers
'infini, d’ott 'on déduit (puisque y} est proportionnel a v;) 'estimation ||y} = o(||v:|]),
ce qui assure e(w') <1 < 4o00. L’équation implique alors e(w) < +oc.

Etape 3
Posons maintenant

gy = ﬂlg\} e(w)
et montrons que 9 = 0. C’est 'un des points les plus délicats de la preuve. D’apres ce
qui précéde on a e(w) < +oo pour tout w € 2. Par la définition cela implique
que ||v;|| diverge vers l'infini. Remarquons aussi que pour tout w € W, si on écrit
¥, = (yi)i € U, puisque y; € Z* pour i assez grand et que y; est colinéaire au vecteur
primitif v; € Z3 on a e(w) > 0. Donc g > 0.
Par I’absurde, supposons maintenant £y > 0. L’idée est la suivante (de maniére un peu
informelle) : étant donné (wy), € W et y = (y;); € U la suite de matrices associée,
si a partir de 7y les matrices y; sont a coefficients entiers (ainsi que les matrices wy
qui les définissent) et que le contenu de y;, est “gros”, on peut “relancer” la suite
y a partir de iy en simplifiant par cont(y;,). Plus précisément, si igc = t, + ly (avec
0<1ly< Sko+1), alors on peut regarder la suite ¥-sturmienne engendrée a partir de ko
par wg, et cont(wﬁfoﬂwko_l)’lwkoﬂ. La suite w’ ainsi obtenue sera & coefficients entiers
a partir de kg, donc encore dans W, et on aura e(w') < e(w). Si g > 0, en prenant
w telle que £(w) réalise presque €y et en se placant & un indice ig tel que cont(y;,)
soit suffisamment gros, on montre alors qu’on arrive a gagner suffisamment pour avoir
e(w') < ep et ainsi obtenir une contradiction.

Soit C' > 0 tel que C' > limsup,_,, o[Sk+1; Sk, --.,51] = =. D’aprés le Lemme m

on a 1

> o, (3.5.9)
pour k assez grand.
Soit p,e > 0 vérifiant p < g9 < € et
0
1 l—————) <1 . 3.5.10
( +5)( 02(1+5)) + <o ( )
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Soit w = (wy), € W telle que e(w) < €. On note y = (y;); € U la suite y. Par (3.3.10)
il existe (o), une suite de réels > 0 qui diverge vers l'infini et telle que

Q1 = 0 gy et ag = ||w| T (3.5.11)
Par croissance multiplicative, on a pour ¢ = t; + [ tendant vers linfini |y;]| =

|w|["t|[wg_1]|. En combinant avec I'estimation ([3.5.10]) on obtient

Iyl 75 =< ol (3.5.12)

Par définition de e(w),
lyill < [[vall*** (3.5.13)

pour tout i assez grand, et puisque p < &g, il existe une infinité de i tels que ||y;|| >
|vi[[*TH, i.e. tels que

cont(y;) > ||vi]|. (3.5.14)
Soit i =t + 1 avec 0 < [ < spy1. En combinant (3.5.14), (3.5.13) et (3.5.12)), et puisque
cont(y; N, ) < cont(y;) (et que aj_; diverge vers l'infini), on obtient

cont(whwy_1) = cont(y; N 1) > o™ a1 > ay (3.5.15)

pour une infinité d’indices i = t; + [. Soit jy tel que pour tout ¢ = ¢ +1 > jo on
ait wip € Matoyo(Z) et tel que (3.5.9) soit vérifiée pour tout k tel que tx > jo. Soit
o = tg, + lo > Jo (avec 0 < ly < Sgy41) tel que (3.5.15) soit vérifiée pour i = ig. On pose

¢iy = cont(wi2 ' wy,_1), et on définit une suite (gz)r par

(Qro» Tho+1) = (1,¢ip) €6 g1 = ¢ qx—1 pour tout k& > 0.

Montrons qu’on a
P
G > ||| ¥+ (3.5.16)

Par (3.5.11]), il suffit de montrer qu’on a g, > a}/oﬂ pour tout k assez grand. Par choix
de i, par (3.5.15)) et (3.5.9)) on a

1/C
Gko+1 = Cig > Ak > aké+1'
En réutilisant cette inégalité et (3.5.9), on obtient ensuite

s 1/C 1/C?
Qro+2 = Qg 1Tko = Qhot1 = Vi1 = Qo
2
Donc on a ¢ > a,lc/ ¢ pour k = kg + 1, kg + 2. Par récurrence immédiate cette inégalité
est vraie pour tout k > kg + 1. Définissons maintenant la suite ¢-sturmienne w' = (w?);
par

, 1
W), = —Wj pour tout k,
4k
et considérons la suite y' = yw = (y}); associée a w'. Remarquons d’abord que wy,

est a coefficients entiers pour k assez grand. En effet, on a par définition wj, = wy, €
Matoyo(Z). D’autre part

1
Wil = (Wko)sk0+1_(lo+1)<fW?0+1WkO_1) € Matayo(Z),
10
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et on conclut par récurrence puisque w’ est une suite -sturmienne. En particulier, pour
i assez grand y/ est a coefficients entiers, donc diverge en norme vers I'infini (puisque
|vi|| tend vers 'infini). Cela implique que w' € W. Or on a par (et puisque
[yl = il Wi ]]) et (3.5.13)

1 = (14e) (1= —
||Yz|| = ¥ ||yZH < ||yZH T C%(4e) K ||Vz|| € ( C’2(1+s))7
Qx  qr—

pour tout i =t +1, 0 <1 < sp41 et k > kg+2, d’ott on tire e(w') < (1+e)(1—
1 < gg par (3.5.10)) : contradiction. Donc gq = 0.

ortis) —

Etape 4
En nous servant de 1’égalité £y = 0, nous allons maintenant montrer que £(w) est une
limite (et pas seulement une limite supérieure). L’égalité
dp = lim o(w) (3.5.17)

e(w)—0

wew
(voir Remarque [3.5.1)) vient de et de Iégalité g = 0. En particulier, §y < d(w) < 2
pour tout w € W. D’apres il existe w € 20 telle que §(w) = Jy (attention, rien
n’indique que w appartienne a W) et par on a directement ¢(w) = 0. Montrons
qu'avec y = yw = (¥i)i, on a

1 .
1 log(lyil)

3.5.18
I vl (3.5.18)

Soit € > 0 fixé. Soit w' € W. On note y’ = yw = (¥}); € U. L'un des points clefs est
de remarquer que puisque pour i assez grand y; € Z* est colinéaire au vecteur primitif
v, € Z3, on a

log(|lyil) /
1< e < 14e(w) +o(1). (3.5.19)
log([lvill) —
D’apres I'équation ([3.5.5)) le quotient igigni H% converge vers %(5&0/). Puisque ¢y = 0 et par
(3.5.17)), on peut choisir w’ telle que e(w') < § et ‘225_(;;/) — 1‘ < 5559 Alors avec ce
choix de w’ et par (3.5.19)) on a
vl ||l ) los(lvl) sty
log([|vill) — Nlog(llyil) log([lvil[)  log([[vil})
2 —6(w
< <(W)—1+0(1)>(1+s ‘+5 ")+ o(1)
2 — b
<e€

pour i assez grand. D’otu (3.5.18)). Soit maintenant w’ € 20 quelconque et y' = yw = (y});

associée. Alors par (3.5.5)) et par (3.5.18)) on trouve

log(Ilyill) _ log(Iy:l) _ loglyil) _ ( 2=d 0
oallv) = Toally ) ™ el = (g o) 0 +01)
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d’on (3.5.3). En particulier on a bien que }Zgg”i”; converge dans R’ et que e(w) est une
limite. L’égalité ¢y = 0 donne alors directement (3.5.2)), ce qui achéve la preuve de ce

théoreme. O

3.6 Contenus des suites z,

Rappelons qu’on a fixé 2J € W/N, et qu’on a noté W C 27 le sous-ensemble des suites
Y-sturmiennes w = (wy) vérifiant wy € Matayo(Z) pour k assez grand, et U (resp. U’)
I'ensemble des suites y (resp. zy) lorsque w décrit W. Rappelons également que pour
tout w € 2, si on note zy, = (z;); alors z; est colinéaire au point primitif t; € Z3. Le
théoréme suivant — analogue au Théoréme [3.5.1] — permet de contrdler le contenu des
suites Z .

Théoréme 3.6.1. Soit w € W et z = zy, = (2;);. Alors log(Jlz:]) converge dans R* , et on

log(|[t]) +7
a
1 ; 1 t(z;
hm Og<||zl||) _ 1 = Og(COH (ZZ)> — 8(&), (361)
i=++o0 log(|t:]]) iw+oo  log(][t]])

ot cont(z;) désigne le contenu de z; et e(w) est la quantité du Théoréme[3.5.1]

Remarque 3.6.1. Le fait que e(w) < +o0 entraine que ||t;|| diverge vers 'infini.

Preuve du Théoréme [3.6.1]
Nous définissons (temporairement et dans cette preuve uniquement) pour tout w € 20
la quantité £'(w) par

g'(w) = limsup log(llz:]}) _ 1 (3.6.2)

itoo log([[t:]])

ou on a écrit zy, = (2;);- Remarquons que les vecteurs t; sont & coordonnées entieres :
quitte & prendre une norme équivalente, on peut supposer que [[t;|| > 1 pour tout ¢ (et
les quotients intervenant dans la définition de &’ sont alors bien définis et > 0). On verra
que comme pour ||v;||, ||t;]| tend en fait vers I'infini, donc le choix de la norme n’importe
pas.
La stratégie et la structure de la preuve sont les mémes que pour le Théoréme[3.5.1] Cette
fois-ci, il est plus technique de prouver que &'(w) est fini pour tout w € 20. D’un autre
coté, le fait que la borne inférieure des ¢'(w) (avec w € W) soit nulle (point-clef pour

: log({|z:|) Adi :
prouver la convergence du quotient {5, till)) se déduit assez directement de (3.5.2)).

Etape 1
L’estimation (3.4.2]) combinée avec (3.5.5)), permet de déduire immédiatement I’estimation
(3.6.3) suivante : pour tous w = (Wy)i, W = (W), € 20, si on note z,, = (2z;); et
Zw = (z}); alors on a

log([lzil) _ 2 —d(w)

lim = —. 3.6.3
A Tog(lal) T 2= ow) (36.)
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Etape 2
Montrons maintenant que la quantité ¢’(w) est toujours finie et que

(2-0w))(1+ew) = (2-dw))(1+W)) (3.6.4)

pour tous w, w' € 2J. On commence par prouver (3.6.4) avec ¢/(w) et £/ (w') éventuel-
lement infinis. On proceéde comme dans la démonstration de (3.5.7)). Soient w, w’ € 20.

On note zyw = (2;); et zw = (z;);. On a d’apres (3.6.3)

log(]|z]]) (2—5(“’) > log(|z]|)
= +o(l) ) x ———=, 3.6.5
o)~ 2= sw) ") tog(Jea) (36.5)
et en passant a la limite supérieure on obtient
/ ! 2 - 5( )

d’ot on tire (3.6.4)).

Montrons maintenant que &’(w) < 400 pour tout w € 20. Par (| , il suffit de montrer
que c’est vrai pour un w particulier. Soit w € W. On note y = yw = (vi)i et 2 =2y =
(z;);. Soit A > 0 un entier tel que A\z; € Z3 pour i assez grand (voir Remarque
On a Pégalité au signe pres t; = cont(\z;)"'Az;. De plus, par I'équation - de la
Proposition 2.4.4] le contenu de Az; divise le contenu de det(N)Tr(JN)A\2y; pour i assez
grand. En particulier, par définition de (w) on a l’estimation

cont(Az;) < cont(det(N)Tr(JN)A2y;) = [|v; ||+,

Rappelons que (w) > 0 puisque w € W. On déduit de 'estimation précédente que

2] (3.6.6)

t P L
|| || - ”V ||5(w)+o
Remarquons maintenant que par on a
Ivill = llysl| 7760 = fwi w724 < [y e o
< ”ka1“ 02(17+6(ﬂ))+0(1)
< HZM?F#@)*“” (3.6.7)
ou k est tel que i =t +1, 0 < 1 < Sg41, en utilisant I'estimation lim supy,, % = %
et (3.4.2)). En supposant e(w) < 02, les estimations (3.6.6)) et (3.6.7) conduisent a
log(||z; 1
1Og§||||t ”3 < = = (3.6.8)
g ~ ey o)

< 1. ¢’est possible

On choisit w € W tel que ¢ = g(w) vérifie 0 < ¢ < 02 et 5

d’apres (3.5.2)). Alors par (3.6.8)) on a

log({|])
log({[t:)

__£&
o2(1+e)

<2+ o0(1),
d’ott on déduit '(w) < 1 < 400.
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Etape 3
On définit maintenant
o = inf ¢ . 3.6.9

g 1= jnf '(w) (3.6.9)
Montrons que ¢, = 0. La démonstration repose sur I’égalité (3.5.2)). Pour tout z = (z;); €
U’ il existe un entier A\ > 0 tel que \z; € Z3 pour i assez grand (voir Remarque [3.2.7)), et
puisque Az; est colinéaire au vecteur primitif t; € Z3, on en déduit que £/(w) > 0, et par
suite g, > 0.
Soit € > 0 fixé. D’apres il existe w € W telle que

1

e(w)
S fE=(m)

<l+e.

On écrit zy = (2;);. Alors estimation (3.6.8)) entraine

log({|z:|)
log([lt:])

d’ott on déduit immédiatement &' (w) < ¢, et par suite £, < . Donc on a bien ¢, = 0.

<1+e+o0(1),

Etape 4
Montrons enfin qu’on a

2 — 0y

i Log(llzill)
2-6(w)

= 1 —'— gl E =
A e (e ()

(3.6.10)

On procede comme pour le Théoreme . Puisque ¢, = 0 et par on a l'égalité

ﬂlrellgvd(ﬂ) = E/(l;)r;()é(y). (3.6.11)
wew

D’apres (3 il existe w € 20 telle que 6(w) = Jy et par (3.6.4) on a directement
(24);

g'(w) =0. Notons Z=7Zw = ;. Comme pour ((3.5.18)), montrons que

log({||)

=1 3.6.12
A e (3.6.12)

les arguments utilisés sont similaires). Soit € > 0 fixé. Soit w’ € W. On note 2z’ = zy =
g W

(z}); € U'. L'un des points clefs est encore une fois de remarquer que puisque pour 4

assez grand le vecteur Az, € Z* (avec A > 0 indépendant de i; voir Remarque [3.2.7)) est
colinéaire au vecteur primitif t; € Z3, on a

log([|z])
— log({lt:])

D’apres (3.6.3)) le quotient }EE(H H) converge vers %(ﬂl). Puisque g, = 0 et par (3.6.11)),
) € 2—0(w')

2 2—dp

+0o(1) <1+¢&'(w)+o(1). (3.6.13)

(
on peut choisir w’ telle que &'(w . Alors avec ce choix de w’

€
2(1+5)
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et par (3.6.13) on a

log({|z]|) log({|z]]) log([|z]]) | , [log(ll=ll)
log([t]) 1’ = Klog(HZéll) - 1> 10g(||ti||)’ log([[tal) 1‘
< (QQ_E? -1+ o(1)> (1 + s(z’))‘ +£(2') + o(1)

<e€

pour ¢ assez grand. D’ou ([3.6.12). Soit maintenant w’ € 20 quelconque et 2’ = zy, = (z});
associée. Alors par (3.6.3) et par (3.6.12) on trouve

log(lZi[l) _ log(l|zil) ,, log(||zll)
log([[t:[l)  log([lz:l) ~ log([[t:[])

d’ou (3.6.10). On déduit immédiatement de (3.5.3)) I'égalité ' (w) = e(w), ce qui acheve
la démonstration de ce théoreme. U

— (2 2_?5(%,) + 0(1)> (1+o(1),

3.7 Preuve des Théoréemes 3.1.1] et [3.1.2

Soit w = (wy); comme au début de la Partie 3.1 On note 20 la classe d’équivalence
de w.

Preuve du Théoréme [3.1.1]

Rappelons qu’on note (y;); et (z;); les suites de matrices symétriques associées & w, et
A; et p; les contenus respectifs des vecteurs y; et z;. Par ailleurs, par hypothese on a
Jd=0(w) < 2.

Le Théoréme |3.5.1] assure que [ly;]| = [|v;||' @+l et \; = ||v;[|* @D avec e(w) > —1
(voir équation (3.5.3)) ; c’est une conséquence de § < 2). On déduit alors des estimations
précédentes

%-ﬁ-o(l)'

Ai = [yl TFee
De méme, le Théoreme implique que [|z]| = [|t;]|" @MW et p; = ||t,]|F®+eM),
d’ou on déduit 'estimation

ps = | 556 0.
Ceci acheve la démonstration du théoréme en posant w = 1i(§v)v) < 1. O

Preuve du Théoréme [3.1.2]
On choisit w(® € 20 tel que §(w?) = &, < 2 (voir (3.2.3)) et on note y¥ =y 0 = (y\);
(0)

et 20 = z,0) = (z; ), les suites associées. Par définition de 6(w'”) on a

0 0
| det(wi”)| = [[wi” ||,
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Les Théoremes et m montrent que £(w(®) =0,

0 o 0 .
vill = Iy 10 et el = 2]+,

Comme v;,t; € Z? sont primitifs pour tous 4, j, on en déduit que
cont(y( )) ! (0) €7’ et cont(z EO))’lzZ(-O) VA

sont primitifs, avec Cont(y )y = Hyl |°M) et cont(z; © ) = Hz H . Par ailleurs, puisque

_1W’(€0)

pour ¢ =t — 1 on a yg ) = w,(C )Nk_l, cela implique aus& que CODt(W](CO) ) est un

élément primitif de Matgyo(Z) avec cont(w,(g0 ) = Hw H . Alors les suites w(® € 20,

X(O) et 29 définies comme ci-dessus donnent le résultat du théoréme. O
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Chapitre 4

Considérations réciproques

4.1 Introduction et principaux résultats

Rappelons qu’on identifie R? avec I'espace des matrices symétriques 2 x 2 & coefficients
Lo T1

. On note aussi || - || la norme eucli-
Ty X2

réels via I'isomorphisme (zg, 1, x2) — (

. s . b
dienne sur R3, et on a défini la norme ||w|| d'une matrice w = ( CCL d ) € Matgxo(R) par

la formule ||w]|| = \/a2 + (b2 + ?)/2 4+ d? (avec cette définition, il n’y a pas d’ambiguité
quand on note ||y||, avec y vu comme un vecteur de R® ou comme la matrice symétrique
de Mats,o(R) associée).

Le lecteur est invité a consulter la Partie du Chapitre [I] dans laquelle sont rap-
pelées les définitions de l'article de Fischler [23] (notamment la définition de I’exposant
Po et celle des fonctions asymptotiquement réduites). Fischler pose la question suivante :

Question : a-t-on I'égalité Fy(§) = S1(§) pour tout réel £ tel que Fy(§) < 27 (on
suivant les notations de [23] on a posé 51(£) = 1/A2(€))

Fischler a montré que si [y(§) < 2 alors il existe e > 0 qui ne dépend que de

Bo(§) et B1(§) et tel que B.(§) = Po(§) pour tout € < e; (voir le Théoreme du

Chapitre . Par ailleurs on peut associer a tout réel £ tel que Fy(§) < 2 une fonction
asymptotiquement réduite ) — qui n’est pas unique, voir Remarque [1.8.13|du Chapitre

—, et on a fy(&) = 6(x) (voir Définition [1.5.3)) ; de plus si By(€) < /3 alors on peut
supposer que ¢ est sturmienne (voir Théoréme [1.5.4). Le cas des fonctions sturmiennes

apparait ainsi naturellement. Dans ce chapitre, nous montrons le résultat suivant, qui
correspond au Théoréme [D] de I'introduction de cette these, et qui répond partiellement
a la question de Fischler :

Théoréme 4.1.1. Soit & un réel tel que By(§) < 2. Si l'une des fonctions i associées par
le Théoreme est sturmienne, alors

Bo(§) = (&) (4.1.1)
En particulier, pour & tel que Py(€) < v/3 Uégalité [A.1.1)) est satisfaite.
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La question de savoir si 5y(§) = f1(§) reste ouverte pour les £ tels que Fy(§) > /3 et
tels qu’aucune fonction 1 associée ne soit pas sturmienne. Notons que la seconde partie
du Théoreme est énoncée a la fin du Théoreme 2.1 de [21], mais aucune preuve de
cette assertion ne figure dans [21] ni dans [23].

L'un des résultats-clefs de l'article de Fischler [23] est le point suivant : pour tout
réel & vérifiant [y(§) < 2, il existe une fonction ¢ asymptotiquement réduite dépendant
de & et une sous-suite de points minimaux (v;); associes a & telles que v;41 soit colinéaire
a v;v ()Vz pour ¢ assez grand (voir le Théoréeme 1| du Chapltre . Motivé par ce
qui precede nous considérons le probleme plus général suivant, qui nous permettra de
mettre en place les outils pour prouver le Théoreme [4.1.1] : peut-on décrire I’ensemble
des nombres transcendants £ pour lesquels il existe une sous-suite de points minimaux
(v;); et une fonction ¢ asymptotiquement réduite telles que pour tout i, le point v,
soit colinéaire a v;v (l)vZ ! Nous restreignons notre étude au cas ou ¢ est une fonction

sturmienne (en gardant en téte que c’est automatiquement le cas si 5y(¢) < v/3). Dans
ces conditions, on sait déja que cet ensemble contient tous les nombres de type sturmien,
et on peut espérer que ces deux ensembles soient égaux. Ce chapitre avance en direction
de cette conjecture en montrant que de tels nombres partagent beaucoup de propriétés
avec les nombres de type sturmien. On montre notamment que le 3-systéme associé a
un tel nombre & est du type de celui d'un nombre de type sturmien a o(g) pres (voir
le Théoreme . Le Théoreme m — analogue au Théoreme du Chapitre |2 -
implique le Théoréme ci-dessous qui correspond au Théoreme [F] de I'introduction
de cette these, et qui assure que les exposants diophantiens associés a £ sont exactement
de la forme de ceux d’un nombre de type sturmien. Le nouvel exposant £*(£) intervenant
dans I’énoncé du théoreme est défini apres.

Théoreme 4.1.2. Soit & un nombre réel tel que XQ(S) > % On suppose qu’il existe une
fonction sturmienne 1 € Fgpr et une suite de points minimauzx (v;); associée a la famille

Ci(e?) (voir Partie du Chapitre|1]) avec u = (1,¢,&?) telle que
Vip1 & Viv;(li)vl
pour v assez grand. Notons
o= ! (4.1.2)

lim supy,_, oo [Skt1; Sk, - - - 5 S1]

avec (s;); la suite associée d v, voir notamment la Définition [2.2.3 et I’énoncé du Théo-
réme [2.7.1] du C’hapztre 13 ot intervient cette quantzte.

Alors il existe § < 1= tel que |det(v;)| = ||v;[|**°M. On a alors
2—-96
w2<§> +1- 67
o
W(§) =14 (1 =0)(1 +0),
~ I+o
() = Ut

1+ (1-0)(1+0)

1
—0 < < -0, — ).
1 5_)\2(5)_max(1 5,1_5+0>
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Si & vérifie la condition plus forte § < h(o) avec h(c) = § 4+ 1 — (%)2 + 1, alors

(1-0)(1+40)
1+(2-0)(140)

M) =1-0 et w(§)=—

I’égalité de gauche étant encore vérifiée si § = h(o).

Remarque 4.1.1. Tout nombre & de type sturmien vérifie les hypotheses du Théo-

reme (4.1.2) y compris § < 17, et les valeurs des exposants sont les mémes que celles

données par le Théoreme du Chapitre [2] Le Théoreme donne la valeur de
k*(€) pour les nombres de type sturmien qui vérifient la condition 6 < h(o).

Si Bo(§) < 2, alors la suite de points minimaux (v;); fournie par le Théoréme
vérifie ||v;Aul| = [|vi]|~+°M). Combinée avec I'inégalité classique | det(v;)| < [[viAul|||v]|
(voir (2.6.6)), cela donne 1 < |det(v;)| < [|vi]|°™). Si la fonction ¢ associée & & par le
Théoreme [1.8.1] est sturmienne, alors le Théoreme s’applique — en particulier on a

|det(v;)| = ||vi]|°t°) — et les estimations précédentes assurent que § = 0 : les valeurs

des quatre exposants classiques et de k* s’expriment immédiatement en fonction de o.

Puisque 1(§) = %(é) et que dans le cas particulier o § = 0 on a A2(§) = 1, et donc
2

Bo(§) = —(1+ %(5)) (voir ci-dessous), on en déduit que

2
Bi(§) = o

Donc le Théoréme [£.1.2] implique le Théoreme [1.1.1]

= fo(&).

Dans ce chapitre nous utilisons systématiquement la géométrie paramétrique des nombres
(voir Parties[1.6]et [L.8 du Chapitre[l]). Afin de montrer le Théoréme nous définissons
I'exposant paramétrique x* (voir Définition qui est le pendant paramétrique de
I'exposant [y de Fischler. Plus précisément, £* est la version paramétrique de la limite

. e L2y
quand ¢ tend vers g5 des exposants 3. (£), ot g9 = E(¢]) = 14;1%
— h]

que la fonction € est définie par (4.2.2)). Précisément, on pose :

= 1— Xy(&); rappelons

1
k(&) = lim ———+——.
(5) 8—)53 65 (é) + 1
Notons que si g > 0 on n’a pas forcément P'égalité £*(§) = —1/(5:,(§) + 1) car la
fonction £ +— [5.(£) n'est pas forcément continue. La condition 55(§) < 2 — tous les
nombres considérés par Fischler vérifient cette hypotheése — implique A2(§) = 1 (qui
équivaut a 9] = —%) L’intérét de considérer x* plutot que [Gy(§) est de pouvoir traiter

le cas général en ignorant la contrainte A\o(§) = 1. Le réel g peut étre défini comme la
limite inférieure des € > 0 tels que 'ensemble A, de Fischler défini par ((1.5.4)) est infini.
Notons que si A\2(€) = 1 alors g9 = 0 et 5.,(§) = Bo(§).

L’exposant x* peut étre défini pour n'importe quel 3-systéeme dual P (bien que nous
restreignions ici sa définition aux 3-systemes représentant un réel &). Il peut étre calculé
explicitement pour certains nombres de type sturmien : c¢’est une conséquence du Théo-
réme [£.1.2] En calculant £* pour les nombres de type Fibonacci de Roy, on obtient le
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résultat suivant sur le spectre de k*, i.e. 'ensemble des valeurs que peut prendre x*(&)
lorsque & est un nombre réel qui n’est pas algébrique de degré < 2. Il correspond au
Théoréme [El de 'introduction de cette thése.

Théoréme 4.1.3. Le spectre de k* est dense dans l'intervalle [— avec

?L?K’YL

(1=n(3))y 1
= — = —0.3131334--- > ——.
T TRy 3

Le spectre de k* est probablement dense dans un intervalle strictement plus grand

que [—ﬁ, Ka).

1 1 ]?
y+17 4424

Question : Le spectre de £* est-il dense dans 'intervalle [—

Si les zones d’incertitude du 3-systeme associé un nombre de type Fibonacci pou-
vaient toujours étre négligées (voir la Partie du Chapitre [2/ & ce propos), le calcul
de k*(§) serait valable des que § < 2 (sans avoir besoin de I'hypothese § < h(0)), et
cela fournirait une réponse positive a cette question.

Reformulée avec 'exposant x*, la question de Fischler énoncée au début de ce cha-

pitre devient : a-t-on toujours ¥, (£) = k*(€) pour les £ tels que Yi(€) = —%? Notons
qu’ici la condition ¢7(§) = —3 est nécessaire. En effet d’aprés le Théoreme [4.8.1}

pour tout nombre ¢-sturmien propre £ tel que ¢7(§) > —5 (voir Définition du

Chapitre; cette condition équivaut a ce que le § associé a & soit > 0) on a 9, (&) < Kk*(€).

Ce chapitre est organisé comme suit. Les Parties [£.2] et [£.3] sont consacrées aux dé-
finitions des exposants 3. de Fischler — quelques rappels des notations du Chapitre [1| sont
aussi effectuées — et de 'exposant «*. On établit les liens entre x* et les exposants f..
Dans les Parties et nous montrons qu’a partir de la suite des (v;); nous pouvons
construire une -sturmienne w admissible a croissance multiplicative dont la suite des
(y;); vérifie y; oc v; pour tout i assez grand. Grice a cette suite et en utilisant le Théo-
réme du Chapitre , on peut supposer qu’a un facteur multiplicatif ||v;]|°) pres, v;
est égal a y;. Dans la Partie on associe alors a w un 3-systeme P et on montre dans
la Partie qu’il approche Ly a o(q) pres (en-dehors de certaines zones d’incertitude).
Cela permet de montrer que £ possede les mémes exposants qu'un nombre -sturmien
propre (ce qui est ’énoncé du Théoreme : cela fait l'objet de la Partie . Les
Théoremes [4.1.7] et [£.1.3] sont prouvés a la fin de la Partie [4.8] Dans la derniére Partie [4.9]
nous montrons de manieére indépendante des propriétés plus fines de maximalité des
déterminants, qui ne sont pas utilisés dans cette theése mais ont leur intérét propre. A ce
propos, d’autres résultats de ce chapitre sont susceptibles d’avoir d’autres applications,
notamment la Proposition de la Partie qui donne une condition suffisante trés
générale pour qu’une suite Y-sturmienne admissible soit a croissance multiplicative.

4.2 Rappels sur les exposants [.

Rappelons quelques résultats des Parties et du Chapitre [I] ou les exposants
B- et By sont définis. On fixe £ un réel qui n’est pas algébrique de degré < 2. Pour tout
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x € R® on note x|/ sa norme définie comme le maximum des valeurs absolues de ses
coefficients. On pose
M(x) = max <|J7of — z1, [wo€? — $2|)

(notons que cette quantité est notée L(x) dans [23]).

Définition 4.2.1. Soit € €]0,1]. On note 5.(£) la borne inférieure de I’ensemble des
tels que, pour tout B suffisamment grand, il existe x = (zg, 71, 72) € Z3 tel que

1 <|zo| < B et M(x)<min (Bfl/ﬁj ‘x0|€71>'

Si 'ensemble des /3 est vide, on pose 5.(§) = +o00. Clairement, la fonction € — .(&) est
décroissante. On pose

BO(€> = Sup 6&‘(5) = El_i>%1+ 56(5)

0<e<1

Remarque 4.2.2. En particulier, pour € = 1, on a £;(§) = 1/7\2(5).

Fischler consideére aussi I'ensemble A, (lié a la définition de (5.) défini par

A. = {x = (20,21, 22) € Z3\ {0} | M(x) < ||x||z1~2)}. (4.2.1)

(e o]

Les notations suivantes sont celles de la Partie du Chapitre . Pour tous x,y € Z3
non nuls tels que [|x]| < |ly|| et ||x Au| > ||y Au| on pose

log(|x A ul)
log([lyll) — log([[x A ul[)

La situation est illustrée a la Figure du Chapitre . Géométriquement «a(x,y) est le
coefficient directeur de la droite passant par l'origine et par le point d’intersection des
trajectoires de x et y, et a(x) est le coefficient directeur de la droite passant par 'origine
et par le point de changement de pente de la trajectoire de x.

On définit les fonctions & et & (réciproques I'une de I'autre) par

o o loe(lxAul)

a(x,y) = -~ log(|Ix[[) = log(||x Aul])’

_1+2a

_ 1—¢
£(a) = T+ o —

et a(e) = 5o (4.2.2)

et pour tout a > ¢ on définit :
As={xe€Z’\ {0} | a(x) < a}
= {x € Z°\ {0} | [[x Al < [x]|~0—=0},

la deuxieme égalité étant donnée par (1.8.4]). Essentiellement, en posant ¢ = £(«), l'en-
semble A% est égal a l'ensemble A. de Fischler (voir Remarque |1.8.10| pour plus de
détails).
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4.3 Exposants k), et k*

Soit £ € R, degg(§) > 3, et u = (1,&,£%). Rappelons que dans cette these || - || désigne
la norme euclidienne sur R"™. Dans son article, Fischler considere essentiellement les réels
€ vérifiant A\2(£) = 1 (pour un réel £ tel que A2(§) < 1 on a par définition [y(§) = +00).
Pour englober aussi les réels ¢ tels que A\y(§) < 1, il est pertinent de considérer ’exposant

Bey(€), ol € est la borne inférieure des € > 0 tels que l'ensemble A, défini par (1.5.4))

est infini. On a g9 = E(¥]) = 11121% = 1— X(&) (rappelons que la fonction & est définie
- hat]

par (4.2.2) ci-dessus). L’exposant x*(§) défini ci-dessous est la version paramétrique de

I'exposant lim_ et Be(£).

Par définition de 7, pour tout a > 1] I'ensemble A (dont la définition est rappe-
lée dans la Partie est infini. Géométriquement, A* est ’ensemble des points x dont
la trajectoire passe en-dessous de la droite passant par l'origine et de pente . On définit
alors la fonction L7 , par

Lia(2) = min Ly(q).

x€A%

Définition 4.3.1. Pour tout a > ] on pose

L*
k(&) = Kk = limsup 71”((]),
q—+00 q
et on définit
K*(§) = sup kK, = lim k.
a>g’1‘ a%g’l‘Jr

Remarque. Rappelons que pour tout ¢ > 0, on a Li(q) = minkezs\ (0} Lx(q), de sorte que
pour tout o > f{,

HZ 2 wla
avec égalité pour tout a tel que a > 1] (puisqu’on a alors Li(q) = L} ,(q) pour q assez

grand). De maniére informelle, x* correspond a @T lorsqu’on ignore toutes les “mauvaises”
approximations de u = (1,&,£2) (c’est-a-dire les x € Z? tels que a(x) n’est pas “proche”

de f{)

Si on note (u;); la suite des points minimaux (ordonnés par norme croissante) associés
a la famille C}(e?) qui sont dans A’ alors
Ky = limsup a(u;, w;4q). (4.3.1)
i—+00

Remarque 4.3.2. Comme ||x A u|| < M(x) (la quantité M (x) est définie au début de la
Partie et que les normes || - || et || - || sont équivalentes, pour tous €; < € < €5 on a

(& un nombre fini de termes pres)
Ay C A C A

52(61 €2)”

Cela implique par (4.3.1]) et (1.5.5)

1 ) |
15 SO S T L) (4.32)
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Proposition 4.3.3. On pose g9 = £(]), on a alors

= s e (433)
En particulier, si g{ = —3, alors
()t

142

e > 0. Si on avait 1'égalité Aj, = A, alors

(07

Preuve Soit a > . On pose ¢ = &(a) =
on aurait directement 1'égalité

1
B(§) + 1

Dapres (4.3.2), on peut toutefois conclure que pour tous €, tels que £(¥]) = &0 <
g1<e<ey<1,ona

Fal8) = —

: 26 < ——
<K S oA
IEAGES! Be(§) +1
et en faisant tendre €1, €5 vers g9 on trouve .
Si Y] = —3, alors g = 0. Comme par deﬁnltlon on a lim, o+ = [p(§) on obtient (4.3.4)).
O

Remarque. Comme nous l'avons déja mentionné, on a 3y(£) = +o0o (ou de maniére équi-
valente —1/(8(§) + 1) = 0) deés que ¥} > —1/2. Toutefois, il existe des réels £ tels que
Y7 > —1/2et k*(§) < 0. Cest le cas des nombres de type sturmien £ tels que les quantités
§ et o associées vérifient 0 < 0 < h(c), avec h(o) défini comme dans le Théoréme [2.1.1]

4.4 Rappels sur la construction des nombres de type
sturmien

Dans cette partie nous rappelons succinctement la construction des nombres -
sturmiens du Chapitre [2|afin de pouvoir établir plus facilement dans la suite les propriétés
partagées par les nombres ¢)-sturmiens et les nombres £ pour lesquels il existe (v;); — une
sous-suite de la suite des points minimaux associés a la famille C;(e?) — telle que v, soit
colinéaire a viV;(li)Vi pour tout ¢ assez grand (voir Proposition .

Soit (sg)k>0 une suite d’entiers strictement positifs (excepté pour sg) avec sp = —1, 51 = 1.
Pour k£ > 0, on pose t;, = so+ $1 + - - - + Sk, et on associe a (si), une fonction ¢ (appelée
fonction sturmienne, voir Définition définie sur [0; +oo[ par ¢(tx) = tx—1 — 1 pour
k>1,et (i) =i—1siin’est pas parmi les t;. On note Fg,, 'ensemble des fonctions
sturmiennes pour lesquelles la suite d’entiers (s); correspondante est bornée. Pour la
suite on fixe ¥ € Fyur.
Pour définir un nombre ¢-sturmien propre on a besoin des deux définitions suivantes.
Une suite ¢-sturmienne de M = GLy(R) N Matayo(Z) est une suite de matrices (w;);>0
telle que

Sit+1

Wit1 =W,
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Pour construire des nombres de type sturmien on suppose toujours que w; € M pour
tout 7. En revanche, dans ce chapitre on aura besoin de fagon cruciale (comme au
Chapitre [3) de considérer des suites ¢-sturmiennes formées de matrices w; € GLy(R)
dont les coefficients ne seront pas entiers (ni méme rationnels); elles seront toutefois
proportionnelles a des éléments de GLy(Q) de sorte qu’on puisse considérer leur contenu.
Les définitions et notations qui suivent sont valables dans ce cadre plus général.

Une suite -sturmienne est admissible s’il existe une matrice N € M telle que wy N, wo'N
et wiwoN soient symétriques (voir Définition [2.4.1)). On pose alors N = N si k est pair,
Ni, =N si k est impair.

oo , b
Rappelons qu’on a défini la norme ||w|| d’une matrice w = < CCL d ) € Matayo(R) par

la formule ||w| = \/a2 + (0% + ¢?)/2 + d? (avec cette définition, il n’y a pas d’ambiguité
quand on note |yl||, avec y vu comme un vecteur de R3 ou comme la matrice symé-
trique de Matyyo(R) associée). On dit qu’une suite ¥-sturmienne (w;);>o est & croissance
multiplicative si

IWiewi-1 | = [[wil| % [[wi wiea|

pour k > 1,1 <1 < s541+ 1 (voir Définition [2.5.1)). Les suites a croissance multiplicative
sont étudiées dans la Partie [2.5/du Chapitre ‘ Comme toujours on identifie R? (resp. Z?*)
a P'espace vectoriel des matrices symétriques 2 x 2 a coefficients réels (resp. entiers) via
Lo I1
Ty T2
d’un vecteur x € R3. De maniére similaire étant données x, y, deux matrices symétriques,
x Ay désigne le produit vectoriel des vecteurs de R? correspondants.

A toute suite ¥-sturmienne admissible (w;);>o de GLa(R) on associe une suite de matrices
symétriques (y;); définie par la formule

I'isomorphisme (xq, 1, z3) — . Ainsi, on peut définir le déterminant det(x)

Y+ = wﬁjlwk,lNk (0 < k, 0<i< Sk+1> (441)
(voir Définition [2.3.6)). Notons qu’alors on a pour tout k& > 2 I'identité

Wi = Yetes) Vit (4.4.2)

(voir ([2.3.4])). Les propriétés combinatoires de la suite (y;); sont étudiées dans les Par-
ties [2.3] et 2.4 du Chapitre 2} En particulier, elle suit la récurrence suivante :

Yit1 = YiVyin i (4.4.3)

Si (w;); est une suite de GL2(R) N Matoyo(Z) a croissance multiplicative, que le contenu
des w; est borné, et que la suite (||w;||); diverge vers l'infini, alors nous avons montré

dans la Proposition qu’il existe § > 0 tel que | det(w;)| < ||w;||°. Sié < 175, avec

1

lim supy,_, oo [Sk+1; Sk - - - » 51

o ) (4.4.4)

alors la Proposition assure que la suite (y;); associée converge dans P?(R) vers un
vecteur y = (1, £, £?). Le nombre £ ainsi produit est appelé un nombre t)-sturmien propre
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(et les nombres de type sturmien sont exactement les nombres t-sturmiens propres pour
Y décrivant Fypy,; voir Définition [2.6.3]). La suite (y;); est une sous-suite de la suite
des points minimaux associés a la famille C;‘,(eq). Rappelons qu’on note J la matrice

(1),

Remarque 4.4.1. Dans la suite on considérera des suites -sturmiennes (wy); tels que
wr € M pour k assez grand. Toutes les propositions asymptotiques sur les suites -
sturmiennes a valeurs dans M restent vraies pour ces suites.

4.5 Suite 1-sturmienne associée a &

4.5.1 Enoncé du résultat principal

Soit & un nombre réel tel que 5\2(5) > % On suppose qu’il existe une fonction stur-
mienne ¢ € Fg,r (en particulier la suite (s;); associée a 1 est bornée) et une suite de
points minimaux (v;); associée & la famille C(e?) avec u = (1,&,£?) telle que

-1
Vi1 & Vivw(i)vi

pour 7 assez grand.

Le résultat principal de cette partie est la Proposition qui montre que & provient
essentiellement de la méme construction que celle donnant un nombre -sturmien, i.e.
peut étre obtenu a partir d’une suite ¥-sturmienne w de GLy(Q) vérifiant certaines
conditions particulieres. De ce fait, £ partage certaines propriétés fortes avec les nombres
de type sturmien. Dans la Partie 4.5.2] nous présentons la construction de la suite w,
et dans la Partie [£.5.3] nous montrons qu’elle est & croissance multiplicative. Enfin, en
combinant les propriétés dégagées dans les deux parties susmentionnées, nous prouvons

la Proposition dans la Partie [£.5.4]

Proposition 4.5.1. Il eziste (W), une suite 1-sturmienne de GLo(Q) admissible avec
une matrice N qui n’est pas proportionnelle a J, a croissance multiplicative, telle que

(lwkll) diverge vers Uinfini, et telle que la suite (y;); associée par (4.4.3)) vérifie
Yi Vi

pour tout i assez grand. De plus le réel & vérifiant | det(wy)| < ||wi||® est strictement
inférieur a 2.

Remarque 4.5.2. Pour que £ soit de type sturmien il faudrait entre autres que le contenu
des wy, soit borné. La principale obstruction a cette propriété est la difficulté a controler
cont(y;). L’étude des contenus fait I'objet du Chapitre [3|

Afin de prouver la Proposition [£.5.1] nous construisons une suite de matrices symé-
triques y = (y;); a coeflicients réels, données par y;, = A;v; avec \; > 0, vérifiant la
relation de récurrence : dés cette étape il est utile de passer dans R® pour pouvoir
prendre des racines carrées. Nous montrons alors qu’elle provient essentiellement d’une
suite ¢-sturmienne w (i.e. correspond a la suite associée par (4.4.1) & w; remarquons
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que nos constructions feront intervenir des suites 1-sturmiennes de GLy(R) et non de M

ou GLo(Q)).

La stratégie est la suivante : si w est une suite -sturmienne de GLy(R) admissible
avec la matrice N, et si y est la suite des matrices symétriques associée a w par (4.4.1)),
alors on a d’apres la Proposition du Chapitre

-1
Wi = YtrYop(ty)

et par (4.4.1))

Ny = (Wkwkfl)il}’tk-
Si y est une suite de matrices symétriques quelconque (ne provenant a priori pas d'une
suite Y-sturmienne) qui vérifie la relation de récurrence , I'idée est alors de définir
w = (W) et Ny par les équations précédentes. On démontre alors dans la Partie m
que w est une suite 1)-sturmienne et que les matrices N sont de la forme N ou NV suivant
la parité de k.

Notation. On fixe (u;);>0 une suite de points de Z? telle qu’il existe un indice iq vérifiant
det(u;) # 0 et

y() o wu (4.5.1)
pour tout i > ig, ou X o y signifie qu’il existe une constante A # 0 telle que x = \y.
Remarquons que (4.5.1]) est équivalent a u;11 uiu;(li)ui puisque toutes les matrices
mises en jeu sont inversibles pour ¢ assez grand.

Remarque 4.5.3. Pour prouver la Proposition on prendra (w;); = (v;); mais pour
nos constructions de la Partie nous n’avons besoin que des hypotheses ci-dessus sur
(u;);. Pour montrer la croissance multiplicative dans la Partie nous aurons besoin
des hypotheses supplémentaires que u; et u; sont linéairement indépendants pour tous
i # j, et que la suite (u;); converge dans P?(R) vers y = (1, £, £?) avec € transcendant ou
algébrique de degré > 3. Cette hypotheése permet de prouver les résultats des Parties[d.5.2]
et dans une plus grande généralité, car ils pourraient avoir d’autres applications.

4.5.2 Suite i-sturmienne admissible associée a (u;)

Définition 4.5.4. On définit

1

— —u; (1> ), 4.5.2
dot(u)} (i > o) (4.5.2)

Yi

de sorte que det(y;) = 1 et yy) = :I:yiyijrllyi. Quitte a changer u;,; en —u;, lorsque
c’est nécessaire, on peut supposer que (y;);>;, vérifie

Yy) = Yiyi__g_l1Yi‘ (4.5.3)

Soit kg tel que ¥ (tx,) > ip. On pose pour tout entier k > ky

Wy = ytky;(ltk). (4.5.4)
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Notons que |det(wy)| = 1 pour tout k > ky. On définit par récurrence descendante

les matrices wi_1 pour 1 < k < ko en utilisant la formule wy_; = w, """ 'wy 1.
On pourra comparer la propriété suivante avec la Proposition du Chapitre [2] qui
donne les mémes formules sous I'hypothese que la suite (wy)g est ¥-sturmienne.
Proposition 4.5.5. On a les propriétés suivantes :

(a) Y41 = W?l%p(tk) pour k > ko et 0 <1 < sp41.

(b) yjt1 = Wiy;, pour k > ko et ty, < j < tpy1.

(c) ¥j = WiYui), pour k> ko, ty < j <t

Preuve Soit k > kg et t; < j < tgyq. Par (4.5.3) on a

—1 —1 -1
Yi+1Y; = YiYyi) = 0 T YtuYun) — Wk

ce qui prouve @ et .

Pour @ il suffit de constater que

-1 -1 -1 -1 -1
YtrtiYy(ty,) = <Ytk+lytk+l—1) (ytk+l—1ytk+l—2> e (thl)%k ) Ytr,Yop(ty)

[ facteurs
_ w1
= Wk’ s
1 . R
d’apres 'assertion @ et par définition de wy,. O

Corollaire 4.5.6. Pour tout k > 1 on a
Wil = WZk+1Wk—1-
En particulier (wWi)g>o est une suite -sturmienne de GLy(R).

Preuve Par définition de wg, wiy,...,wy,_1, il suffit de vérifier cette relation uniquement
pour k > kg. Soit k > ko + 1. On a

Wil = Yo Yoo = (ViYoo) - (Ya1ya)) yuya

tp+1 — t facteurs

_ Sk+4+1
=W,  Wg_1,

par Dassertion [(b)] de la Proposition [£.5.5] d

Définition 4.5.7. Pour k£ > kg + 1 on pose
Nk = (Wka_l)_lytk. (455)
Proposition 4.5.8. Pour tout k > ko + 1 on a

Nit1 = Ny (4.5.6)
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En particulier, si on pose N = Ny, on a N, = N si k est pair, N, =N si k est impair.
De plus N est proportionnelle a un élément de GLyo(Q). La suite (Wg)k>o est admissible
avec la matrice N et on a pour tous k et | tels que k > ko +1, 0 < k < S

Yi.+1 = ijlwk_lNk. (457)
En particulier, pour tout k assez grand on a la formule

Wi = y¢(tk+1)Nk;__|}1- (4.5.8)

Enfin si on suppose que pour tous i # j, y; et'y; sont linéairement indépendants, alors
la matrice N n’est pas proportionnelle a la matrice J.

Preuve Commencons par montrer (4.5.6)). Soit £ > ko + 1. On a par définition des wy,

Ny Ny, = Yt_klﬂ (Ytk+1}’t_kl_1> (ytky;(ltk)> X Yo (y;‘ij(tk)) (yiilyw(tk_l))
- (y;cl—lyw) (y;cl—lyw(t’“”))'

Or (4.5.3) implique que pour tout j on a yj_lyjH = y;(lj)yj, donc
-1 I
Ytr—1Ytr = = Yop(tp_ 1) Ytr-19

et on en déduit que N, +117Vk = I,. Comme par définition les matrices y; sont proportion-
nelles a des matrices de M il en va de méme des matrices w;, et de V.

Montrons que la suite (Wg)r>o est admissible avec la matrice N. Par définition de
Ny on a y;, = wipwi_1 N pour tout k > ky. L’assertion @ de la Proposition m
montre alors immédiatement . Comme pour tout i assez grand la matrice y; est
symétrique, cela implique que pour tout k& assez grand les matrices yy(,) = Wr_1/Ng,
Vi, = WieWi 1V} et Yy, ) = WelNVpq1 sont symétriques, et par la Proposition du
Chapitre [2f cela implique que (wy ) est admissible.

Supposons enfin que pour tous ¢ # j, y; et y; sont linéairement indépendants et
montrons que N n’est pas proportionnelle a J. Par I'absurde, supposons N o J. Alors
comme J~! = —J I'équation (4.5.7) montre que pour tout k& > ko + 1 et pour tout
0<Il< sk
I+1
Vi1 oW W_q.

En utilisant de nouveau (4.5.7) et comme xJx.J I pour toute matrice x symétrique,
on a

Sk4-1 Sk+1
Ytkﬂ—lJ X W W1 X <Ytk—lj> Yo ,—1J

>sk+1 mod 2

X <Ytk—1<] Vi -1

S’il existe des k arbitrairement grands tels que sg,; soit pair, alors on trouve des k
arbitrairement grands tels que

Ytk+1—1 X Ytk_l—b
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ce qui est exclu par hypothese d’indépendance linéaire entre y, ., 1 et y;,_, 1. Donc pour
tout k assez grand sj4; est impair et on a (en remarquant que y,,,—1 est symétrique et
en prenant la transposée des expressions obtenues)

Yirii-1 X Y,-1JYt, -1 = — Y1 -1J Yt -1
X Ytk,lflJ(Ytk,lflJytk,gfl)

X Yitp_o—1,

ce qui contredit une nouvelle fois I'indépendance linéaire entre y;, ., 1 et y; _,—1. Donc
N n’est pas proportionnelle a J. U

4.5.3 Propriété de croissance multiplicative

Une difficulté pour montrer la croissance multiplicative d’une suite t-sturmienne ad-
missible de GLy(R) est I'absence de controle des signes des coefficients, car des signes
opposés pourraient donner lieu a des simplifications. Un critére pratique et souvent uti-
lisé pour montrer la croissance multiplicative est celui du Lemme du Chapitre 2| Les
exemples donnés par Roy dans [51] (voir Partie [2.8.1)) vérifient ce critére et permettent
donc d’éviter cette difficulté (voir aussi I’'Exemple 2 de [50] pour un exemple de construc-
tion de nombres extrémaux qui n’utilise pas le critere du Lemme |[2.5.3] pour montrer la
croissance multiplicative). Cependant, dans le contexte de ce chapitre ot 'on se donne
un réel € a partir duquel on construit une suite ¢-sturmienne (wyg);, on ne peut plus
choisir wy et wy et il faut procéder autrement pour montrer la croissance multiplicative.
La Proposition suivante donne une condition suffisante (que vérifieront les suites qu’on
consideére) pour qu’une suite ¥-sturmienne admissible w soit & croissance multiplicative.

Proposition 4.5.9. Soit w = (wy), une suite -sturmienne admissible de GLy(R) et
Y = (yi)i la suite de matrices symétriques associée a W par . On suppose que la
suite y converge dans P?(R) vers'y = (1,£, &%) avec § transcendant ou algébrique de degré
> 3, et que pour tous i # j les vecteurs'y; et'y; sont linéairement indépendants. Alors w
est a croissance multiplicative.

La preuve de la Proposition [£.5.9] est présentée apres celle de la Proposition [4.5.1]]
ci-dessous.

Lemme 4.5.10. Soit & un réel qui est transcendant ou algébrique de degré > 3. On pose

U= ( 2 52 ) . Soit N > 1 et By,...,By € Matay(Q) \ (QJ) Alors

UBNUBy_1...UB; #0.

1

Preuve On a Im(U) = ]R( ¢

pas rationnel, U By # 0.
Supposons

> et ker(U) = R ( _15 ) En particuler puisque £ n’est

UBNUBn—1...UB; =0,
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avec N > 1 minimal avec cette propriété. Alors UBy_1...UB; # 0, donc

1
Im(UBN_l...UBl> —R ( ¢ )

a

Ecrivons By = ( . b ) Par ce qui précede on a donc U By < 1

d ¢ > = 0, ce qui implique

a+ (b+c)é+de* = 0.

Comme ¢ n’est pas algébrique de degré < 2 on en déduit que By o J, ce qui est
impossible. D’ou le résultat. U

Etant données des matrices My, ..., M,, onnote [T}_; My le produit M ... M, (méme
si les matrices M ne commutent pas).

Proposition 4.5.11. On se place sous les hypothéses de la Proposition [{.5.9. On fize
N > 1 et B une partie finie de Matay2(Q) \ (QJ) Alors il existe une constante ¢ > 0 et

un indice 1y, qui ne dépendent que de B, N et &, tels que pour tous indices ji,...,jn > 1o
et toutes matrices By, ..., By € B on ait
N N N
—1
¢ T Il < I TT v Bell < e IT llysell- (4.5.9)
k=1 k=1 k=1

En particulier on en déduit que

N N
I TT wiill = 1T 1w I, (4.5.10)
k=1 k=1
lorsque ji,...,jn tendent vers l’infini.

Preuve Remarquons que puisque N et B sont finis, le nombre de N-uplets de matrices
(Bi,...,By) € BY est lui aussi fini, et d’aprés le Lemme [4.5.10] il existe une constante
¢ > 0 (qui ne dépend que de B, N et &), telle que pour tout (By, ..., By) € BY on ait

N
<|TIUB <

k=1

c

— 4.5.11
27 ( )
. , 1 ¢ .

ol on a posé U = e e ) Ecrivons y; = (Yi0,¥i1,¥i2). On a |y,| < ||yill et par

hypothese

1 1 ¢
oy —U.
Z/z',oy ( ¢ 52 )
Fixons (B, ..., By) € B. Alors d’apres ce qui précede, le produit

-1 N

I vi. B
k=1

N
H Yjr,0
k=1
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tend vers [[y_, UB lorsque 7 tend vers I'infini, uniformément en ji,. .., jy > i. Il existe
donc d’apres un indice 7y tel que pour tous jy,...,J N > 7o on ait . Comme
BY est fini, en prenant i, assez grand on peut supposer que cette estimation est vérifiée
pour tout (By, ..., By) € BY, ce qui achéve la démonstration de (4.5.9)).

L’equation (4.5.10) se déduit de (4.5.9) en utilisant (4.5.8) et en remarquant que

N1 et W~! ne sont pas proportionnelles & J d’apres la Proposition m (remarquons
aussi que N est proportionnelle a un élément de GLy(Q)). O

Preuve de la Proposition [4.5.9

Soit k> ko+1et 0 <[ < sgq.Ona Wﬁjlwk,l = W X Wﬁgwk,l. Par ailleurs on peut
déduire de la Proposition m que wy = Y¢(tk+1)N;;r11 et whwy_, = yw(tﬁl)]\/k’l. On
conclut en utilisant (et en remarquant que N~* et V="' ne sont pas proportionnelles
a J d’apres la Proposition . O

4.5.4 Preuve de la Proposition [4.5.1

Preuve La condition 5\2(5) > % assure que det(v;) # 0 pour i assez grand d’apres la

Proposition du Chapitre @ On utilise la construction de la Partie en prenant
la suite (u;); égale a la suite (v;); de I’énoncé de la Proposition Remarquons que v;
et v; sont linéairement indépendants pour tous ¢ # j puisque ce sont des points minimaux
distincts. D’aprés la Proposition [£.5.8] la suite (wy)x fournie par la Partie est une
suite ¢-sturmienne admissible de GLy(R) et la matrice N n’est pas proportionnelle a J.
Par ailleurs la Proposition assure que (W), est a croissance multiplicative, puisque
€ est transcendant (car Ay(€) > 3). D’apres la définition des y; on a

V; XY,

pour tout i assez grand. Comme |det(y;)| = 1 pour tout ¢, I'exposant ¢ dont l'existence
est donnée par la Proposition vérifiant | det(wy)| < [|[w||° est nécessairement égal
a zéro, donc < 2. Enfin, comme on a l'inégalité

| det(vi)| < [|vill[[vi Aul],

la norme |y;| = |det(v;)|7'/?||vi|| diverge vers Iinfini, donc ||wy|| diverge aussi vers
I'infini. Enfin, remarquons que N est proportionnelle a une matrice de GL3(Q), donc
quitte a la multiplier par une constante idoine on peut la supposer a coefficients entiers.
De méme les matrices wy, sont proportionnelles a des matrices de GLy(Q). 11 existe donc
des réels ap,a; > 1 tels aywo, ayw; € Matgyo(Z). Alors la suite 1-sturmienne (wy,)y
engendrée par w;, = qywy et W) = ayw; est a valeurs dans M. D’apres le Chapitre
(voir Remarque le 0’ associé a (W, ) vérifiant |det(w})| = ||w,||® vérifie encore
&' < 2. La suite (w},); vérifie donc toutes les propriétés de la Proposition [1.5.1] O
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4.6 Construction du 3-systeme P

Soit & un nombre réel tel que 5\2(5) > % On suppose qu’il existe une fonction stur-
mienne ¢ € Fg,, €t une suite de points minimaux (v;); associée a la famille C(e?) avec
u = (1,&,£?) telle que

Viyp & Vz‘V;(li)Vz‘
pour ¢ assez grand. Le Théoréme [3.1.2] du Chapitre [3 appliqué a la suite donnée par la
Proposition implique immédiatement la proposition suivante :

Proposition 4.6.1. [ existe w = (Wg)r>0 une suite admissible 1-sturmienne de GLg(R)
a croissance multiplicative et telle que (||wy||)x diverge vers +oo, qui vérifie les propriétés
suivantes. On note' y = (y;)i et z = (2;); les suites de matrices symétriques associées a

w respectivement par les Définitions et[2.4.3

(a) Il existe 6y < 2 tel que
| det(wy)| = ||w]|®. (4.6.1)

(b) Il existe (N\;); une suite de réels non nuls telle que pour tout i assez grand, y; vérifie

A lys = vi € Z3 est primitif et \; = ||y||°Y. (4.6.2)

)

(c) 1l existe (y)r une suite de réels non nuls telle que pour tout k assez grands la
matrice vy 'wy, vérifie

v "Wy € Matgyo(Z) est primitive et v, = ||wy]|°W.

(d) 1l existe une suite (p;); de réels non nuls telle que pour i assez grand le vecteur
Witz € 73 vérifie

1tz € 7P est primitif et p; = ||vi||°V = ||z Y.

Remarque 4.6.2. Comme nous l'avions déja fait remarquer dans le Chapitre [2 (voir
(2.7.1))), le fait que la suite (sj)x associée a ¥ soit bornée, la croissance multiplicative

de (wy)r et (4.6.1]) impliquent Iestimation
| det(yi)] =< [lyill™. (4.6.3)

Remarquons que wy, y; et z; ne sont a priori pas a coefficients rationnels. Pour
un nombre -sturmien propre ¢, la suite w qui le définit est a valeurs dans GLy(R) N
Matoywo(Z), le réel § vérifie 6 < 15 et pour tout i assez grand le vecteur v; est ¢gal ay;
a un facteur < 1 pres (voir le Chapitre [2| pour les détails de la construction). A partir
des suites (y;); et (z;); on a donc construit un 3-systéeme qui approche a O(1) pres —
en-dehors de certaines zones d’incertitude (voir la Partie du Chabpitre |2)) — la fonction
L, avec u = (1,&,£%). Dans le contexte de la Propositionh nous allons montrer qu’on
a toujours dg < 7 (voir la Proposition ; ¢’est un point-clef pour montrer que la
fonction P construite ci-apres a partir des suites (y;); et (z;); est bien un 3-systeme). Les
facteurs d’erreur < 1 sont remplacés par des facteurs ||v;||°!) : c’est & cause d’eux que le

3-systéme P n’approche L,, qu'a o(g) prés (voir Partie [4.7).

Lemme 4.6.3. L’exposant oy vérifie 6 < 1 — 3\2(5) < %
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Preuve Par définition de Ay(€) on a
Ivi Avu < w20,

Or, la Proposition et (3.3.2) impliquent

||Vz' A u|| — ||Yz A u||1+0(1 Hy ||5o 14o(1) _ ||Vz‘||60_1+0(1)

Y

donc nécessairement 6y — 1 < —Ay(€). O

Construction de P

On procede maintenant comme dans la Partie du Chapitre 2 Pour alléger les
notations on pose § = dg, avec § < % d’apres le Lemme m

Définition 4.6.4. On se donne (W;)y=o une suite de réels > 0 (dont 'existence est
donnée par la Proposition [2.5.6|) vérifiant

() Wi = W W,_y (pour k > 1),
(b) Wi =< [lwal,
et on définit les quantités Yy, 4, & 1, Zyy 11 et &, 1y comme dans la Définition m :

S}:‘,k+l - W]f;+1wk 1
N 0—1
Tt T (Wk Wk 1)
Ztk+l W Wk 1
6 D(+1)—15776—

Remarquons que les formules précédentes pour Yy, 4 et & ., sont encore valables

pour [ = s,1. On a aussi Z; = Y¢ Rappelons la Proposition [2.7.2] du Chapitre [2| qui
s’applique ici, puisque la preuve n utlhse pas le fait que wy € Matoyxo(Z) :

Proposition 4.6.5. Soit i > 0. On a, quand i tend vers linfini :
(a) log(|ly:)) = log(¥i) + O(1).
(b) log(lly: A ull) = log(&7) + O(1).
(¢) log(||z])) = log(Z:) + O(1).
(d) log(|z; - u|) =log(&) + O(1).

On définit aussi Li(q), L (¢), ¢ et ¢; comme dans la Définition
Li(g) = max (log(Z:), log(&:) + q),
L; (g) = max (log(&;),log(YV;) — q),

et
) log(€&;) = log(¥;) —log(€;) = (2 — 8) log(V;),
1) — log(&F) = ¢ + log(Wy,).

125



Notons que ¢; est I'abscisse du point d’intersection des graphes de L7 et IAJ;‘H, qui
est aussi l'abscisse du point d’intersection de ceux de L; et Ew—l(i) (rappelons que par
définition de v, on a ™ (i) =i+ 1sii <ty — 1 et v (tgy1 — 1) = tx42). Notons que
la propriété o < 1 assure ici que 'exposant § — 1 intervenant dans les définitions de &7
et £ est < 0 (sans cette condition la suite (£7); serait croissante et non pas décroissante
pour j assez grand).

On peut alors appliquer la Proposition m (démontrée dans la Partie sans utiliser
le fait que wy € Matoyo(Z)), qui donne directement les résultats suivants :
Proposition 4.6.6. On a les propriétés suivantes :

(a) Pour tout i assez grand, on a ¢; < ¢; < Git1 < Cit1.

(b) 1l existe une constante C' > 0 telle que pour tout i et pour tout ¢ > 0 on ait
ILilg) — Lo (q)) <C et [Li(q) — L3, (9) < C,

i.e. le graphe de L, (resp. IAJ;“) approche la trajectoire de z; (resp. y;) a O(1) pres,
uniformément en 1.

(c) Le point q; est le point ot L; et E;‘ changent de pente : la fonction L; est continue
affine par morceaux, constante sur [0, ¢, et croissante de pente 1 sur [g;, +oo[ tandis
que la fonction —fj est continue affine par morceaux, croissante de pente 1 sur
0, qi], et constante sur [g;, +00].

Notons que I'encadrement ¢; < ¢; < ¢;+1 découle du fait que d < 1.

Définition 4.6.7. On définit alors la fonction P = (Py, Py, P3) sur [go, +o0[ (avec o
assez grand) comme dans la Définition :on pose pour tp — 1 <i < tp — 1 (avec k
assez grand), et ¢; < ¢ < ¢i4q

P(@) = @(Lu1 (@) ~Lia(@). Lia(0)). (16.4)

ou @3 : R? — R3 est la fonction qui ordonne les coordonnées dans ’ordre croissant.

La preuve de la Proposition montre que la fonction P est continue (elle est aussi
affine par morceaux, et ses composantes P; ont pour pentes 1 ou 0) et vérifie

P1(q) + Pa(q) +Ps(q) = ¢ (4.6.5)

pour tout ¢ assez grand. Notons que si § < e (ce que donne la Proposition ci-
dessous), la Proposition assure que la fonction P est un 3-systeme (si 0 > ;7
ce n'est pas le cas : au point ¢,y on pourrait avoir Liii(gis1) > —IAJ;‘H(qu), voir la
Figure du Chapitre , ce qui est impossible pour un 3-systéme).

Proposition 4.6.8. On a l'inégalité

g

0=10b <

1+0

La fonction P est alors un 3-systéme dont Uallure est donnée par les Figures et 4.
ci-dessous.
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o
- L'Hrl -
R Ltk+1
- LZIC
-~ _ Lfk
Ltﬂc+1 o
Cep—1 Oy Qty d}. by,
c; ) k k Stw
* Gi+1 Fit+1 b,‘+1 Cit1

FIGURE 4.1 — Graphe conjoint de itk+17 —IAJ:-‘H, ﬁiﬂ sur [¢;, ¢it1]

Cti—1 Gty Cty. At +1 Cip+1 Gt +2 Cty+2 Gty Ctipr

FIGURE 4.2 — Graphe conjoint du 3-systeme P

Toute la fin de cette partie est consacrée a la preuve de la Proposition [4.6.8]

Rappelons que 9§y < % d’apres le Lemme On utilise les notations des Défi-
nitions et notamment pour la fonction P = (P, Py, P3) et les quantités
associées. On note L, = (Li,Lo,Ls) et Lf = (L}, L3, L%) les fonctions des minima

successifs associées par la géométrie paramétrique des nombres a u = (1, &, £2).

Lemme 4.6.9. Rappelons que g, est l'abscisse de changement de pente de Ly, (et aussi
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de L ). On a les estimations suivantes :

Li(qy,) = I:th (1) + o(qs,)
La(gn.) = 14, (a,) + ol(ay,) (4.6.6)
L3(qtk) = _er (qtk> + O(th)'

En particulier au point g, le triplet (itk, Iitkﬂ, —ifk) réalise (Ly, Lo, L3) d o(q,) prés.

Preuve Remarquons que les étapes de calculs développées ci-dessous n’avaient pas besoin
d’étre considérées dans le Chapitre 2] du fait de I'hypothese § < 17,.

On a pour k assez grand (et comme § < 3)

log(Zy,) = log(Wy1) < log(Wy) = log(Zy,,)
log(&r,) = (0 = 2)log(Wi) + (0 — 1) log(Wy 1) > log(&, )
—log(&; ) = (1 — 6)(log(Wi) + log(W—1)) > log(Wj,—1) = log(Zy,).

Par définition de Ijtk, Ijtk L et IAJ;;C, la situation est similaire a 1'une de celles illustrées a la
Figure (4.3| (le graphe de —ijk est en pointillés).

~
T Ltk+1

Ly,

e
/ / 7szk

FIGURE 4.3 — Craphe conjoint de (L, , Etkﬂ, —ﬁ;‘k)

Le dessin de gauche de la Figure [4.3] est similaire au dessin de droite de la Figure 4.1
qui illustre I'allure du graphe conjoint pour un nombre de type sturmien. A priori, les
deux allures de la Figure sont possibles : le graphe de —L; peut passer au-dessus

de celui de L;,,, ou bien étre toujours en-dessous. Nous montrerons dans la preuve de
la Proposition qu’en fait nous sommes toujours dans la situation du dessin de gauche.

Pour commencer, remarquons que 0(10g(||vi||)) = o(log(HﬁH)) = o(q;). De plus,
comme log(Wj,1)/ log(Wy) < 1 < 400 (ol o est défini par ([4.4.4)), on a aussi

o(q:) = o(gi+1) (4.6.7)

pour tout 7. En particulier, puisque tx11 — tx = sp11 est borné, on a o(g,) = o(g,.,)- La
Proposition implique alors

eo(thk)ytk’ GO(qtk)Ztk et eo(qtk)ztk+1 c 72 (4.6.8)
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Par la Proposition et par définition de L; et L¥, le changement de pente qr, de itk
(qui est aussi celui de Ly, ) vérifie

Gy, = Gv,, + O(1) (4.6.9)

ol gy, est I'abscisse de changement de pente de la trajectoire de y;, (donc aussi de celle
de vy, ), et
(Lo > =Ly, » Loy, ) = (Logs =15, Liyy) + O(1). (4.6.10)

k’ Ztk:-'rl

L’équation (4.6.5) implique alors
3
thk (th> - L;fk (th) + thk_,_l (th> = Z Pi(th) + 0(1) =qy + O(l) (4611)

=1

D’autre part les propriétés de L,, (voir la Proposition du Chapitre (1)) montrent qu’on
a aussl

Li(gs,) + La(as,) + La(an) = g5, + O(1). (4.6.12)
D’apres (4.6.2)) de la Proposition [4.6.1] par (£.6.9) et par définition des minima successifs,

on a

—Ly,, (@) = —Ly, (@, ) + O(1) = =Ly, (¢, ) + 0(as,)
= —Li(qv, ) +o(q,)
= L3(qwk) + o(qs, )
= La(qu.) + olqu.)- (4.6.13)

Par (4.6.8)), puisque z, et z,,, sont linéairement indépendants et que

max <thk (qtk)’ thk+1 (qtk)) = thk+1 (qtk)7

on déduit par définition des minima successifs les estimations

L1<qtk> < thk (th) + O(th)v
LQ(qtk) < thk+1 (qtk) + O(th)'

Les estimations (4.6.11)) et (4.6.12)) ensemble conduisent a
0(1) < (La, (@) = La(a)) + (La,,, (@) = Lalg)) + (= Ly, (2) — La(a,)) < O(1)
et par (4.6.13) on en déduit

0(gs,) < (L, (01,) = Li(a,)) + (L, (00) — La(n)) < 0lau,).

Comme chacun des deux termes de la somme est minoré par o(g, ) d’apres (4.6.14)), on
en déduit

(4.6.14)

Ly, () — Liar,)| < olqy,) et |La (q) — La(ar,)| < o(as,)-

Ces dernieres estimations et (4.6.13) combinées avec (4.6.10)) achevent la démonstration
du lemme, et prouvent qu'au point g, le triplet (Ly,, Ly, ,, —L; ) réalise (Li, Ly, Ls) a
o(q, ) pres. O
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Lemme 4.6.10. On définit dy,_comme étant 'abscisse du point d’intersection des graphes
de Ly, et Ly, ,, (voir la Figure ainsi que la Figure . Alors

Li(dy) = Ly, (d) + o(as,)

lorsque k tend vers linfini. De maniere quelque peu informelle, on peut dire que les points

z;, réalisent Ly d o(q,,) prés.

FIGURE 4.4 — Graphe conjoint de (Ijtk, IZtHN —Ijjk)

Preuve Remarquons que les étapes de calculs développées ci- dessous n’avaient pas besoin
d’étre considérées dans le Chapitre [2 I 2| du fait de I'hypothese 0 < ;7.

Les définitions de Ly, et Ly, ., donnent la formule
dy = (3—8)log(Wy) + (1 — 6) log(Wi_1) = i, +log(Wy) —log(Wy_1).  (4.6.15)

Notons que par définition de o on a log(W,) — log(Wi_1) > (1 — o + o(1)) log(W;) >
(177" + 0(1))q, pour k assez grand. On fixe ¢ > 0 tel que dy — eqy, > q, pour k assez
grand. Soit x le point minimal qui réalise L; au point ¢ = dy — eq;,. Supposons par
I'absurde que x n’est pas proportionnel a z; avec k assez grand. Intuitivement, 1'idée
est la suivante : géométriquement, L, reste dans le rectangle grisé de la Figure (de
hauteur o(g, )) et en sortirait au point ¢’ si x n’était pas colinéaire au point z;, . Montrons
cela : la famille (z;,,x) étant libre, au point ¢’ on a d’apres et la Proposition

LQ(q,) + O(th) S Etk (q/> - Etk (dk) —&qy, = Etk+1 (dk> — &qy,
= Ltk+1 (qtk) — €4y,

puisque Ijtk (dy) = ﬁtk+1(dk), et parce que Ijtk est croissante de pente 1 sur [¢, , di] et Iitk“
est constante sur ce méme intervalle. Le Lemme [4.6.9] implique alors

Ly(q') < La(qy,) — e(y)ar + o(qr,) < La(qz,)

pour k assez grand : cela contredit la croissance de la fonction Ls. Donc z,;, est propor-
tionnel a x pour tout k assez grand. En particulier, en notant ¢, 1'abscisse du point de
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changement de pente des trajectoires de x et z;, (on a ¢x = ¢, + O(1) par la Proposi-

tion [4.6.6)), on obtient
Li(¢) = Ly, (@)

= [La(q) = Ly, (

F‘T‘

= L) = Ly, ()|
’ (th - Ztk (th) + O(l)
= [Li(an) = Loy (a0)] + O(1) = olg,),

la derniere égalité étant assurée par le Lemme [/ En résumé, pour tout ¢ > 0 on a
pour k assez grand

ILi(dx) = T, (di)] < eqp,

ce qui acheve la démonstration de ce lemme. Il

Preuve de la Proposition [4.6.8
Rappelons que 1'on note 6 = dy. D’apres le Lemme {4.6.9, au point ¢, de changement
de pente de L; (qui est aussi I'abscisse du changement de pente de L} ), le triplet

(Etk,ithrl,—EZ‘k) réalise (Ly, Lo, L3) & o(g,) pres. Comme Lao(q) < Ls(q) pour tout g,
cela implique alors Ly, , (¢5,) < —ffk(qtk) + o(qy,), c’est-a-dire

log(W) < (1 — 8)(log(Wy) + log(Wi_1)) + o(log(Wy)),

d’apres les définitions de ¢, , des fonctions L; et L;‘ et puisque ¢, = (2 — 8)(log(Wy,) +
log(Wi_1)) < 4log(Wy,). En divisant par log(W;) et en passant & la limite inférieure, on
trouve 'estimation 1 < (1 —0)(1 + o), qui se réécrit

= 1+o0
Montrons que I'inégalité est stricte. Par ’absurde, supposons § = T Considérons dj, >
4, 'abscisse du point d’intersection des graphes de Etk et ftk ., (voir Figure , ainsi

que la Figure . Alors d’apres le Lemme 4.6.10/ on a
Ll(dk> = Etk (dk) + O(th) = f‘751194-1 (dk) + O(th)

pour k assez grand. En divisant par dj,, par (4.6.15]) et par définition de Etk ., on en déduit
I’estimation

o

La(d) _lor(Z) | o log (1) )
o = d YT G e + (-9 logey TV

et en passant a la limite supérieure on obtient par (2.7.2))

_ 1 1
Yy > PN
1-0)(1+o)+2 3
(qu'on pourra comparer a l'exposant 1), d’'un nombre de type sturmien donné par le
Theoreme - du Chapltre ' la deuxieme égalité venant de ’hypothese 6 = -2-. Donc

Py = (pu1squ on a toujours P, < ) Cela est équivalent par l'identité de J arnlk -

ay, =3, donc P = —L, Cest-a- dlre )\2(5) = % contradiction. Donc on a bien dy < 77

et ceci acheve la preuve de la Proposition [4.6.8] O
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4.7 Lien entre £ et le 3-systeme P
La Proposition4.6.8| la propriété (4.6.8]) et les Propositions et du Chapitre 2]

vont permettre de démontrer le Théoreme ci-dessous. Essentiellement, on montre
qu'on conserve les résultats du Chapitre [2] en termes d’approximation de L, par P,
en remplagant les O(1) qui apparaissent par des o(g). Ainsi, de maniére quelque peu
informelle, le 3-systéme P coincide avec L, a o(q) pres, sauf en certaines zones controlées
(les zones d’incertitude) que l'on peut ignorer pour calculer la plupart des exposants
paramétriques.

Théoreme 4.7.1. Soit & un nombre réel tel que Xg(ﬁ) > % On suppose qu’il existe une

fonction sturmienne ¢ € Fyur €t une suite de points minimauzx (v;); associée a la famille
Ci(e?) avec u = (1,&,&2) telle que

-1
Vi1 & Vz-vw(i)vi

pour i assez grand. Alors pour qy assez grand, la fonction P = (Py,Pq, P3) associée a &
par la Définition est un 3-systéme sur [qo, 00| dont le graphe conjoint est du type
de celut de la Fz'gure (dans cet exemple on a sgy1 = 3). De plus, en notant pour tout i
assez grand I; 11 = |ai11, bit1] C [ci, civ1] le segment sur lequel P3 = —E;-*H (cf Fz'gure
et Il = [bi,ait1], on a

(a) |Li(q) — P1(q)| = o(q) quand q tend vers linfini,

(b) [L2(q) — Pa(q)| = o(q) et [Ls(q) — Ps(q)| = o(q) quand q € I; tend vers Uinfini,

(¢) Pa(q) — olq) < La(q) < Ls(q) < Ps(q) +o(q) quand q € I} tend vers linfini.
De maniére quelque peu informelle on peut dire qu’a o(q) pres, le graphe conjoint de Ly
coincide avec celui de P en-dehors des zones grisées sur la Figure[4.5, et pour tout j assez

grand, le graphe conjoint de Ly et Ly sur le segment I} est inclus - a o(q) prés - dans la
zone grisée correspondante.

— - - I— E—

Ct.—1 Gy, Cty, Gtr+1  Ciy+l ip+2  Ctpt2 Qtyin Ctygr

FIGURE 4.5 — Graphe conjoint du 3-systeme P

132



Lita
o
- L'Hrl o
Ltk+1
T
- Ltk
-~ _ Lfk
Ltﬂc+l . ‘
Cip—1 Oy qt;. dk b[} Ct
et - k k “tw
* i1 dit+1 bis1 Cit1

FIGURE 4.6 — Graphe conjoint de itkH, —IAJ;?H, f»i+1 sur [¢;, ¢it1]

PreuveEssentiellement les arguments sont ceux de la preuve de la Proposition [2.7.9| en
remplagant les O(1) par des o(¢g) d'une maniére similaire aux preuves des Lemmes [4.6.9)
et L.6.10L

La fonction P est un 3-systéme : c’est un corollaire de la Proposition [£.6.8, Montrons
maintenant les assertions sur L, et P. Pour commencer, en utilisant les arguments de

la preuve de (4.6.8]), on peut montrer que la Proposition implique que pour tout
1=1p+1,0<[< s 0na

e"(‘“)yi, eo(qi)Zi et eo(qi)ztkﬂ c 72 (4.7.1)

L’équation (4 assure aussi

o(q;) = o(qiz1)- (4.7.2)
Notons que sii # j (avec ¢ et j assez grands) alors z; et z; sont linéairement indépendants.
Soit ¢ =t + 1 avec 0 < | < sy et k assez grand. Par définition des minima successifs,
on déduit de ce qui précede, de 'assertion @ de la Proposition et de (4.7.1]) que
pour g € I; = [a;, b;] on a

La(q) + o(gi) < max(Lg,(¢), La,, ., (@) = Pa(q) + O(1). (4.7.4)

D'un autre c6té, pour ¢ € I; on a aussi Li(q) + o(g:) < L (¢). On sait que y; est
proportionnel au point minimal v;. Montrons que quand ¢ tend vers l'infini on a pour
tout q € I; : ~

Li(q) = Li(q) + oa), (4.7.5)

ie. y; réalise L} sur I; & o(g;) pres. En effet, soient ¢ € I; et x # 0 (qui dépend de g a
priori) tel que Li(¢q) = L%(q), et supposons que y; n’est pas proportionnel & x. Alors on a
nécessairement L% (q) < L (¢)+o0(g;), et on en déduit par définition des minima successifs
que L3(q) < L (q) + o(g;). Donc, puisque Ly = —Lj 4 O(1) par la Proposition [1.6.6 on
a I'inégalité

x(g
-
—L3,(q) + o(g:) < La(q).
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Cette inégalité combinée avec I'inégalité (4.7.4)) et assertion [(b)| de la Proposition [4.6.6|
donne :

Ps(q) = —Lj(g) = —L} (q) + O(1) < Pa(q) + o(q:) (4.7.6)

pour ¢ € I;. Donc pour tout € > 0 fixé assez petit, 'inégalité est impossible pour
i assez grand si q € [a; + €¢;, b; — €q;]. Donc si g est dans cet intervalle, on en déduit que
yi est proportionnel au vecteur x qui est nécessairement égal a v;, et cela prouve que
ILf(q)—Li(q)| = |Li(q) —Li(¢)| < o(g;). Cette inégalité étant valable sur [a;+eq;, b; —eq;],
par caractere 1-lipschitzien de E;“ et L] on en déduit que pour tout g € I;, si 7 est assez
grand on a

L3 (q) = Li(@)] < eas,
ce qui prouve . Par la Proposition , ceci implique
Ls(q) = —Li(g) + o(g:),
pour q € I;. De , et de I'inégalité précédente on tire
Lj(q) < Pj(g) + o(g:) pour j=1,2,3.

pour tout ¢ € I;. Par ailleurs par I'assertion [(b)| de la Proposition et le point [(a)] de
la Définition [I.6.8 d’un 3-systéme, ceci implique

Lj(q) = Pj(q) +o(¢:) pourj=1,2,3, (4.7.7)

pour g € I;. Remarquons enfin que pour tout ¢ € I; on a ¢;_1 < q¢ < ¢;11 et par (4.7.2)
on peut remplacer le o(g;) par un o(q). L’équation prouve alors l'assertion [(b)] du
Théoreme.

L’assertion découle de la croissance de L; et de . En effet, pour ¢ =t} + [ avec

0 << Sgy1, on a (cf les Figures et
Ly(bi—1) + o(gi—1) = P1(bim1) = Etk+1(bi—1) = log(Wk),
et R .
Li(a:) + o(g:) = Pi(ai) = Ly, ,, (i) = log(Wi) = Li(bi-1) + 0(gi-1),

donc par croissance de L; et P; on en déduit

Li(q) + o(gi+1) = P1(q) (4.7.8)

pour q € [b;, a;11] = Ij, et comme les familles (I;); et (I}); recouvrent [M, +oo[ pour M
assez grand, cela prouve (en remarquant que pour tout ¢ € I' on a ¢; < ¢ < ¢;+1 et

que par (4.7.2) on peut remplacer le o(g;41) par un o(q) dans (4.7.8))).
L’assertion se déduit également de (4.7.7)). En effet, ces égalités impliquent pour

q="bj, a1 :
La(q) + o(gi+1) = Ls(q) + o(gi+1) = P2(q) = P3(q)
et on conclut en remarquant que Lo, L3 sont continues affines par morceaux de pente 0

ou 1 (et qu’on peut changer le o(g;4+1) en o(q) par (4.7.2))). O
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4.8 Application au calcul des exposants diophantiens
de &

Le Théoréme [£.7.1] et la preuve du Théoréme du Chapitre [2 impliquent le Théo-
réme suivant (voir la Définition du Chapitre 2 avec u = (1,£,£?) pour la
définition des exposants paramétriques). Essentiellement, nous montrons que les expo-
sants paramétriques de £ sont de la forme de ceux d’un nombre t-sturmien propre (voir
Théoreme [2.7.1]). Notons que nous donnons en plus la valeur de 'exposant k* pour &
assez petit (cet exposant n’était pas étudié dans le Chapitre . Dans cette partie nous
démontrons le Théoreme [4.1.1] puis & la fin nous prouvons le Théoréme énoncé dans
I'introduction de ce chapitre.

Théoreme 4.8.1. Soit & un nombre réel tel que Xz(f) > % On suppose qu’il existe une

fonction sturmienne 1 € Fgpur et une suite de points minimauzx (v;); associée a la famille
Cx(e?) avec u = (1,&,£2) telle que

-1
Vi1 & Vl-vw(i)vl-

pour i assez grand. Alors il existe 6 < 17 (ou o est défini par (4.4.4) ) tel que | det(v;)| =<
|v3][2F°M) et on a

o — 1
L G TGS L Bl ey TG e a3
1
2:2+0_a
(1—8)(1+ o)

s

3 1+20-0)(1+0)

1—5<@< (1—5 1 >
9 = B MAG T T4 )

Si & wvérifie la condition plus forte 6 < h(o) avec

o o2
ho) =5 +1- (ﬁ +1,
alors on a s G- 1) )
_ — . — + 0o
b L R O [

’égalité de gauche étant encore vérifiée si § = h(o).

Preuve Nous ne donnons qu'une esquisse de preuve, sauf pour l'exposant «*, car les
détails sont les mémes qu’au chapitre [2| (en remplacant les O(1) par des o(q)). On note
P = (P4, Py, P3) le 3-systéme du Théoréme et

Pi(q)

P; —
¥, = lim inf (9) et 9; =limsup ,
gt g g—too (4

pour i = 1,2,3. Le Théoréeme[4.7.]et la preuve du Théoréme[2.7.1du Chapitre 2 montrent
alors que

%izﬁi et %’:@
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pour ¢ = 1,2,3, sauf éventuellement pour 1, et 15 & cause des zones d’incertitude. Si
§ < h(o) on a 13 = ¥3. De plus

o — 1
&‘%2—®a+ay m‘%1—®u+ay+f
5. 1

2_2+0_7
(1-6)(1+0)

BT 1420 -0)(1+0)

1=6 o _ <1—5 1 )
g_s -SG5y o)

Montrons maintenant que * a bien la valeur annoncée. On conserve les notations de la
Partie [£.6] notamment celles associées aux Définitions et La fonction P* =
(—=P3, =Py, —Py) = (P17, P3, P%) est alors un 3-systéme dual dont le graphe est présenté a

la Figure [4.7]

Cty—1 Gt Ciy Gi+1  Cty41 Qt+2  Cyt2 Qtyya Ctiyr

— e S

FIGURE 4.7 — Graphe conjoint du 3-systeme dual P*

Supposons ¢ < h(o), ce qui se réécrit 27;% < %. Soit a > 97 tel que

1-4 1 ,
e <a<-———— =10 4.8.1
¥ 2—9 2—6+0 ( )
Pour tout x € Z?3 non nul on note ¢, = log(||x||) —log(||x Aul|) le point de changement
de pente de la trajectoire de x. Montrons que pour tout point minimal x € Z* avec ||x||
assez grande, on a x € A’ si et seulement si x est I'un des v;. Autrement dit, pour tout

q assez grand on a
L] ,(q) = min LY (q). (4.8.2)

i>ig Vi
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Pour commencer, remarquons que d’apres le Théoréme et (4.8.1)) (et puisque le point
¢; de la Définition vérifie ¢; = gy, + O(1)) on a pour i assez grand

L* ) *( _
5. (av,) < Pi(q) o) = 1 J
C.IVi qi 2 — 5

a(v;) =

donc v; € A*. Considérons maintenant un point minimal x € A et i tel que ||v;]| <
|x[| < ||[Vig1]l; en particulier on a ¢y, < ¢x < gv,,,- On note D, la droite passant par
l'origine et de pente ar. On définit ¢, < ¢/ les points d’intersection du graphe de P} avec
D, qui sont situés dans le segment [g;, g;11]. La situation est illustrée a la Figure
(comme liminf; , @ = o' > a, la zone d’incertitude — en gris — située entre ¢; et
¢i+1 se trouve au-dessus de la droite D,,).

"

G q; C; 49 Git1

N

FIGURE 4.8 — Graphe conjoint de P* par rapport a la droite D,

Comme la trajectoire de x est au-dessus de Pi(q) — o(q) et que x € A*, pour i assez
grand on a ¢x ¢ (¢} + o(q}), ¢/ — o(q!)]. Supposons par exemple que ¢; < ¢x < ¢, + o(q}).
Alors au point ¢} on a

Li(q) Li(q)y _ Pi(q . L
max( x(qz>7 Vz(ql))<1q(lql)_|_0(1):a—|—0(1)<0/2 <

q; q; =¥

240—-0 " 240 —
pour 7 assez grand. Donc nécessairement x et v; sont colinéaires pour i assez grand, i.e.
x = +v;. De méme, si ¢x € [¢/ +0(q!'), ¢i+1 — 0(¢i+1)] on en déduit x = v, pour i assez
grand.

Cela achéve la démonstration de (4.8.2). Le graphe de L1, a o(q) pres (pour a as-
sez petit) est représenté a la Figure Plus précisément, cette figure présente le graphe
de la fonction min; L (rappelons que le graphe de L7 approche la trajectoire de v; a 0(q)
pres, et que pour a assez petit la fonction Lj , est définie a partir des v; uniquement).
Les parties du graphe conjoint de L qui sont ignorées sont représentées en pointillés.
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Cti—1 Gy, Cy Gi+1  Cty41 Qt+2  Cyt2 Qtyya Ctictr

— —

FIGURE 4.9 — Graphe de L} , & o(q) pres

Pour calculer £, il suffit de se placer aux points ¢; qui sont & O(1) pres[] les points
d’intersection des trajectoires de v; et v, 1. Sii = t+{ avec 0 < [ < si41 alors I'expression
suivante

~

Pyle) _ log(&7) (6 —1)log(¥i)
¢ ¢; +log(Wy) (2 —9)log(Y;) + log(Wy)

est décroissante en [ (puisque log(Y;) = (I41) log(Wk)+log(Wk:1) croit avec [) et est donc
maximale pour [ = 0. Cela implique en utilisant la formule log(Y;,) = log(W})+log(Wi—1)

. log(ﬁ/k,l)

. P;(CZ) . <5 1>(1 - log(ﬁ\/k) ) (5 B 1)(1 + U)
lim sup = lim sup s (W) 1+ (2-0)(1+0)
i—4-00 & k—+o00 _ 108(Wk—1) - o

7 - 1+ (2 6) <1 + 10g(V/[\/k71)>

De plus comme L"’Ci(c) = Bale) 4 o(¢;), on en déduit par (4.8.2)) et par définition de &,

P Ci

., (-1 +o0)
14+ (2-90)(1+0)

K

(5-1)(1+0) 0

d’ou on déduit immédiatement k* = T o110}

Prouvons maintenant les Théorémes .1.1] et [4.1.3] énoncés dans 'introduction de ce
chapitre.

*. Remarquons qu’en général les o(q) qui apparaissent viennent du fait que la trajectoire de y; ap-
proche celle de v; & o(q) preés... cependant, comme ces deux points sont colinéaires, ils ont exactement la
méme abscisse de changement de pente, qui est égale a ¢; & O(1) pres
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Preuve du Théoréme [4.1.1]

Soit £ un réel tel que [y(§) < 2. D’apres le Théoréme du Chapitre [1| il existe
(v;); une sous-suite de la suite des points minimaux attachés a Cj(e?) et une fonction
1 asymptotiquement réduite telles que v,y soit colinéaire a ViV;(li)Vz- pour tout ¢ assez
grand. De plus

Ivi Al = [fva e, (4.8.3)

et Bo(€) = 0(¢). Supposons que 1 soit sturmienne (ce qui est automatiquement le cas si
Bo(8) = 6(¢) < /3 d’apres le Théoreme|1.5.4)). L'équation ([#.8.3) implique que I’exposant
9 du Théoreme est nul, donc en particulier 6 = 0 < h(o). Le Théoréme [4.8.1]
susmentionné implique alors que

(1=08)(1+0) l+o (1=9)(1+0) .

@1:_%:_1+2(1—5)(1+0) T 342 1+2-0)1+o0)

ce qui signifie exactement que 5y(&) = B1(€). O

Preuve du Théoréme 4.1.3]

Soit 1) € Fypur la fonction sturmienne associée aux nombres de type Fibonacci (i.e. la
suite s associée a 1 est définie par s; = 1 pour tout ¢ > 1). La constante o associée est
alors o = % On pose

Ay ={0a| A= (a,b,c)avec a>2,c>b>1et d4 < h(o)} U{0}

ou d4 est défini comme dans la Partie du Chapitre 2 et h(c) comme dans le
Théoreme La Proposition implique que Ay est dense dans [0, h(o)]. D’apres
les Propositions et 2.8.5, pour chaque § € Ay, il existe un nombre ¢-sturmien
propre £ tel que 0 est le nombre associé a ¢ par la Proposition [2.5.9 On conclut par le

Théoreme [A.8.11 O

4.9 Maximalité des déterminants

Les résultats de cette partie permettent de donner une estimation plus fine reliant
det(v;), ||vi]| et |[vi Au|. IIs ne sont pas nécessaires pour calculer les exposants diophan-
tiens associés a &, mais trouvent peut-étre d’autres applications.

Fixons ¢ un nombre réel qui n’est pas algébrique de degré < 2, et notons (u;);>o
la suite des points minimaux associés & la famille C¥(e?), avec u = (1,£,£?). Dans le
probléme de I'approximation simultanée de (1,¢,£?) par un vecteur x, trois quantités
importantes apparaissent naturellement : ||x||, ||x A y]|| et det(x). L’inégalité classique
suivante donne une premiére relation les reliant (voir du Chapitre [2] par exemple).

|det(uz)| < ||111|| ||uz A 11“ (491)

La proposition suivante exprime une propriété forte des nombres de type sturmien et
montre que les déterminants des points minimaux sont maximaux.
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Proposition 4.9.1. Si £ est de type sturmien, alors les déterminants précédents sont

marimauz, 1.e.
| det(u;)] =< [Jug|| |Ju; A ull. (4.9.2)

La Proposition suivante montre que cette maximalité est encore en partie vérifiée s’il
existe une sous-suite de points minimaux (v;); vérifiant que v; 4 Viv;(li)vi.

Proposition 4.9.2. Soit & un nombre réel tel que 3\2(5) > % On suppose qu’il existe une
fonction sturmienne 1 € Fgpr et une suite de points minimauzx (v;); associée d la famille
Cx(e?) avec u = (1,£,£?) telle que v, soit proportionnel a Vz-qu(li)vi pour i assez grand.
Alors les | det(v;)| sont mazimauz :

| det(vi)| < |[vill[lvi Aul].

Les preuves des Propositions et sont présentées ci-dessous. Le Lemme
sert pour la preuve de la Proposition 4.9.2| uniquement.

Lemme 4.9.3. Soit & un nombre réel tel que /A\g(ﬁ) > % On suppose qu’il existe une
fonction sturmienne b € Fyur €t une suite de points minimauzx (v;); associée a la famille
Ci(e?) avec u = (1,£,£?) telle que vy soit proportionnel d ViV;(li)Vi pour i assez grand.
Alors pour i assez grand, les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) Les vecteurs v;_1,v;, v;11 sont linéairement indépendants.

(b) 1l existe un entier k tel que i = ty.

Preuve Voir aussi 'assertion @ de la Proposition du Chapitre [7| pour un énoncé
dans le méme esprit.

Remarquons que la condition Ay(€) > £ assure que £ est transcendant et que det(v;) # 0
pour tout i assez grand (voir la Proposition du Chapitre @ On utilise le crochet de
Roy défini pour x,y,z € R? par

[X> Yy, Z] = _XJZJy

(voir la Partie du Chapitre [I)). Avec ces notations et puisque —JzJ = det(z)z

pour toute matrice z symétrique inversible, on a
Vi1 O [Vi, Vi, Vi)
pour tout ¢ assez grand. En particulier d’apres le Lemme 2.1 de [49]
Viy(i), Vi €t Vi sont linéairement dépendants. (4.9.3)

Si ¢ n’est pas parmi les t;, on a donc v;_1,Vv; et v, linéairement dépendants ce qui
montre 'implication @ = .

Montrons (b)] = [ (a)} Par 'absurde, supposons vy, _1, vy, V¢, +1 linéairement dépendants.
Alors la propriété (4.9.3) utilisée successivement avec i =t + 1,..., 1,41 — 1 montre que
I'espace vectoriel engendré par vy, _1,vy,,..., vy est de dimension 2. Le cas i = tp44
montre que vy, 1, Vg, ., Ve, +1 sont linéairement dépendants. Donc par ce qui précede et
parce que vy, _1 et vy, | ne sont pas colinéaires, vy, . 1,V ,, Vi, 41 sont linéairement
dépendants. Par récurrence immédiate, on en déduit que 'espace vectoriel engendré par
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les v; pour ¢ > t; — 1 est de dimension 2. On conclut alors en utilisant des arguments
similaires & ceux de Davenport et Schmidt [16] : il existe des entiers a, b, ¢ non tous nuls
tels qu’en posant v; = (v;,v; 1, v;2) on ait

Vi ol + Ui’lb + Vi 2C = 0
pour ¢ assez grand. En divisant par v; et en faisant tendre ¢ vers 'infini on trouve
a+ b+ c2 =0,

ce qui contredit le fait que & n’est pas algébrique de degré < 2. Donc on a bien
Vi,—1, Vi, Vi, +1 linéairement indépendants, ce qui acheéve la démonstration de I'équiva-

lence entre @ et @ O

Preuve de la Proposition 4.9.1

Montrons que si € est de type sturmien alors les déterminants sont maximaux. On note
(vi): la suite définie par et pour tout i on écrit y; = (Y0, ¥i1, ¥i2). Cette suite est
une sous-suite de la suite des points minimaux (u;); associée a y = (1,£,£2). D’apres le
Corollaire du Chapitre 2[ on a | det(y;)| =< ||yl [|y: A y]|-

Soit v un point minimal associé a y qui n’est pas parmi les y;. Soit ¢ tel que ||y;|| <
V| < |lyiz1]|- D’apres la Proposition du Chapitre [2| il existe a, 8 € Q vérifiant

mTl(yi)\ < |al, 8] < 1 et tels que

vV =ay; + BYit1.

On a alors la formule

det(v) = o” det(y;) + % det(yit1) + ozﬁ( ‘ Yio Yitr11
Vil Yivr1,2

Yi+1,0 Yi1
Yi+1,1  Yi2

). (4.9.4)

Montrons que le terme dominant du membre de droite est le dernier terme en af3. Pour
cela écrivons

Lz(l) =yio —yi1 et Lz(?) = yi,o§2 — Yi2-

On a l'estimation ||y; A y|| =< max(|L{"], [L?]). De plus remarquons que

_ ?Ji,ol 2%‘,1 o= Yi,0 fyi,o—Lgl)
LY L e | - L e

3 K3

dety) =| e

= 4,021 — L) + O(|ly: Ay[?).

On en déduit

Yio Yir11 Yi+10 ¥i1 | _ Yi,0 fyi+1,0—L§i)1 Yi+1,0 2%’,1
Yi1l Yit1.2 Yit1,1 Yi2 —Ll(l) —Lg)ljtng_lgl —LE}Ql —LE)+€L§1)

= yir10(26LY = L) + O(|ly: | i1 A yl))
N det(y:)¥yit1,0
Yi0 ‘

141



Pour conclure, il suffit de montrer les deux estimations

o det(y;) = 0(|a6 det(ys)| “‘T”ﬁ”) (4.9.5)

et

# det(yisn) = of s det(y,) ”ﬁ"*ﬁ”) (4.9.6)

Rappelons qu’on a les estimations |det(y;)| =< Hyz||‘5 (VOlr Proposition ), |lyival >
ly:||” (voir (2.7.15)) du Chapltre et que 0 < 1% < 1/4* (voir (2.7.15) et le paragraphe
apres (12.7.15)). Pour , il suffit de remarquer que d'un coté on a

[yl

[yl

et de autre o?|det(y;)| < |a| |lyi]|°. On conclut en remarquant que § < 1/4% <~ — 1.

Montrons (4.9.6). On a

laf det(y;)| > | [ly:l"

2| det(yir1)| [ det(yivo)lllyill _llyill y|[I=70-)
| det(y;)] ”lbl';fi“ [¥isall [yisallt=0 '

Oronal—~v1-¢) <1—~(1-1/9*) =0, donc le membre de droite de la dernicre
inégalité tend vers 0 lorsque i tend vers 'infini. D’ou (4.9.6). Finalement par (4.9.4) (et
puisque |det(y;)| < |ly:l ly: A yl]), cela fournit 'estimation

| det (V) < |aBlllyial ly: Ayll

Or d’apres la Proposition 2.7.12l on a ||v|| =< |8]llyicil et |[v Ay]| =< |a||ly: A y|l, donc
finalement on trouve bien |det(v)| < [|v||[|[v A y]|, i.e. le déterminant de v est maximal.

U

Preuve de la Proposition [4.9.2

La condition Ay(€) > 1/2 assure que det(v;) # 0 pour i assez grand (voir la Proposi-
tion du Chapitre [6)). On note (¢4)x, (sk)x les suites associées a ¢. On définit (y;);
et (wy)r comme dans la Définition avec u; = v;. On note N la matrice définie
dans la Proposition [4.5.8 (qui est proportionnelle & un élément de GLy(Q)). Comme les
points minimaux sont deux a deux linéairement indépendants, par la Proposition |4.5.8
la matrice N n’est pas proportionnelle a la matrice J. Soit ¢ =t + [ avec 0 < [ < sgy1.
On a d’apres la Proposition

tk+1 1—3

ytk+2Yi_1 - (ytk+2yt_kirlfl)<ytk+l_1yi_ ) Wi oW

En utilisant (4.5.8) et puisque N n’est pas proportionnelle a J, on a alors d’apres le

Corollaire 4.5.17]

tk+1—1 7 tk+1—1—l

[¥trall = [[Wrs2 W) yill =< [[wisl |w),
tpr1—1—1

Iyl

= [ W2 wy Hly:ll,
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t 1- —
k+1— l“ H 1

, et donc par définition

ce qui implique ||y, ,,y; 'l = [[Wer2w), Vel lyi

des y;
Hvtk+2v;lH = Hvtk+2H HVinl- (497)

Afin d’estimer ||v, ,v;'|| d’'une autre maniére, montrons que
[Vill1Ves,s A ll = o(lvegsl1vi A ul). (4.98)

Supposons qu'il existe ¢ > 0 tel que ||v|||vy, ., Aul| > ¢[[vy, ., ||||viAul]| pour une infinité de
i. Alors par définition des points minimaux cela implique ||v;| > ¢[[vy, ., | et [|ve,,, Aul| >
c|lvi Aul|. On en déduit aussi puisque i =t + [ avec 0 < < sp41 que

Vel > (Ve | > Vel > ellviaalls

et
1
Vo Al < Vo AUl < Va1 Al < = 1Veg i Al

Cela signifie que les trajectoires des trois vecteurs vy, _1,Vy,,,, Vi, ,+1 sont égales a
O(1) prés pour une infinité de k: Or ces trois vecteurs sont linéairement indépendants
par le Lemme . En notant 7,0 w (i = 1,2,3) les exposants paramétriques associés a
C(e?) (voir la Partle u du Chapltre I pour les notations et définitions de la géométrie
paramétrique des nombres) on en déduit que wl ¢; = —z. En effet, en se placant aux
points g, de changement de pente de la trajectoire de vy, ,,, on obtient Li(qx) = Lj(qx) +
O(1), donc 9, > 15, et on conclut en utilisant le fait qu’on a toujours Py < —3 < ¢ Or,
Py = —3 est équivalent & Xo(8) = + par la Proposition [2.7.6( (rappelons que Py = —1,) :
contradiction. Donc on a bien (4.9.8)).

Pour conclure, on raisonne comme dans la preuve du Lemme [2.6.7], Pour tout j, on écrit

v; = (vg4, V1,4, V2,;) €t on pose

Lgl) =vp;§ —v1; et L§2) = U0J§2 — V2

On écrit w := det(v;)vy, ,v;i ' = ( woo o ) On a d’apres (2.6.9)

Wi Wi

W = V0,42 (ngl) - Lz@)) + Ul ZL%) 2 Uo»tksz('l) - UOJ’LIEB&
= 1 2 1 1 2 1
Vit (S04 = L) o (L), — €L, v L — vos (L7, — €LAL,)
Grace a on peut raisonner comme dans la preuve du Lemme [2.6.7] - en considérant
les coefﬁments w0 et wo,1 on obtient alors |W||o < ||Vi, ., [lo0 [[Vi A Ujoo, d’0lt on déduit

immédiatement
[wl| =< [[ve, [ [[vi Aal].

En combinant cette derniere estimation avec (4.9.7)) on obtient finalement

| det(vi)| = [[vil [[vi A ul.
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Chapitre 5

3-systémes ne représentant aucun
réel ¢

5.1 Introduction et résultat principal

Dans son article [55] Roy donne une description complete de l'ensemble des n-
systémes associés a un n-uplet non nul de R" (voir Théoréme du Chapitre [2)) : &
tout n-systéme correspond au moins un n-uplet de R™ (et réciproquement). Cela lui a
permis de décrire les spectres de certaines familles d’exposants diophantiens (voir [56])
en construisant des n-systemes idoines et en en déduisant 'existence de n-uplets aux
exposants prescrits. Une question arrive alors naturellement : peut-on décrire (méme
partiellement) I’ensemble des n-systémes associés a une famille plus restreinte de vecteurs
de R™, par exemple I’ensemble des points d'une sous-variété algébrique de R™? Un cas
particulier qui a été beaucoup étudié ces dernieres années (et qui est déja tres difficile)
est le cas de la courbe de Véronese C, = {(1,&,&%,...,&") | £ € R}. Méme dans le cas
n = 2 on ne sait pas décrire entierement les spectres des exposants Ao et (o, et on connait
peu de réels & pour lesquels on sache décrire le 3-systeme associé. Essentiellement on
trouve les nombres de type sturmien (voir Chapitre [2) ' qui, rappelons-le, généralisent a la
fois les nombres de type Fibonacci de Roy [51] et les fractions sturmiennes de Bugeaud

et Laurent [8] (voir Propositions [2.7.5] 2.7.9 et Figure [2.2).

Soit ¢ € R. On pose u = (1,&,£?). Rappelons qu'on dit qu'un 3-systéme P sur [go, +00|
(resp. un 3-systeme dual P sur [go, +00[) représente &, si |Ly — Pl (resp. ||Lf — P|lo)
est bornée sur [go, +00| (voir Définition du Chapitre[l). Si P = (Py, P, P3) est un
3-systéme et qu’on note P* = (—=P3, —P5, —P1) le 3-systeme dual correspondant, alors P
représente £ si et seulement si P* représente £. Une premiere méthode pour obtenir des
3-systeémes qui ne représentent aucun réel £ est d’utiliser la Proposition m (voir aussi
la remarque qui la suit). Ce résultat assure que si 3\2(5 ) est strictement plus grand que la

valeur générique % alors nécessairement \o(§) < 1, ce qui se réécrit en termes d’exposants

paramétriques : @I < —% = yi > —%. Autrement dit, si w* < —1 alors nécessairement

P = —5. Si un 3-systeme dual P = (Py, Py, P3) vérifie llmlnfq_>+oo Pl() < —3 et

limsup,_, | o qu(q) < —%, alors P ne peut pas représenter un réel £&. On peut construire de

tels 3-systemes qui constituent des exemples de 3-systémes qui ne représentent aucun réel
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et qu’on appelle “exemples triviaux”. Le but de cette partie est de construire des exemples
“non triviaux” de 3-systémes ne représentant aucun réel £ (plus précisément, par “non
triviaux” nous entendons “Cs-incompatibles non triviaux”; voir la Définition . Le
Théoréme [5.1.1] ci-dessous s’obtient & ’aide notamment du Théoréme [[L5.5l Ce théoréme
correspond au Théoréme [J] de 'introduction de cette thése, & ceci pres qu’il est énoncé
pour des 3-systemes duaux.

Théoréme 5.1.1. [l existe un ensemble A non dénombrable et dense dans l'intervalle
[—%,—%] C [—717,—;] tel que pour tout v € A il existe un 3-systeme dual P =

3
(P, Py, P3) vérifiant

P 1 P
lim inf 1((]):_7 et limsup 1(9)

atee g 2 gotoo

=y

et qui ne représente aucun réel €.

Notons qu'un 3-systeme dual P représentant un réel ¢ vérifie toujours

. P
limsup, ., 40 € [~ &, 1]

,72’ 31

Pour montrer le Théoréme nous utilisons 'exposant paramétrique x* (voir Dé-
finition 4.3.1) qui est le pendant paramétrique de l'exposant [y de Fischler. Pour les
nombres £ tels que A\y(§) =1 on a

_ 1
Bo(§) +1

L’exposant k* peut étre défini pour n’importe quel 3-systeme dual P (bien que nous
restreignions ici sa définition aux 3-systémes représentant un réel &). Etant donné un
nombre « vérifiant —7% <a< —%, il existe toujours un 3-systeme dual P dont ’exposant
k* associé est égal & «, et nous en construisons des exemples explicites. Or, les travaux de
Fischler [23] montrent que pour un réel € donné (tel que Ao(€) = 1, mais nos constructions
prennent en compte cette contrainte), I’exposant x* appartient & un ensemble particulier
(voir par exemple le Théoreme du Chapitre . Cette propriété permet d’obtenir
des 3-systemes (duaux) qui ne représentent aucun &.

K (€)= -

Dans la suite, on utilisera librement les définitions de la géométrie paramétrique des
nombres (voir Partie du Chapitre 1| pour des rappels a ce sujet).

5.2 Preuve du Théoréeme 5.1.1]

A Taide de l'exposant [y nous sommes en mesure de construire une infinité (non
dénombrable) de 3-systémes (duaux) Cy-incompatibles non triviaux au sens suivant.

Définition 5.2.1. On note C, la courbe de Véronese de R?, i.e. 'ensemble des triplets de
la forme (1, &, £2). On dit qu’un 3-systéme P (resp. un 3-systéme dual) est Co-incompatible
s'il n’existe aucun u € C, tel que ||Ly — P||oo (resp. || L — P||«) soit borné lorsque ¢ tend
vers l'infini (autrement dit, P est Co-incompatible s’il ne représente aucun réel §).
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Définition 5.2.2. Un 3-systeme dual P = (P, Py, P3) Co-incompatible est dit trivial s’il

vérifie P . b .
imsup 1D < Lo e P10 L (5.2.1)
gotoo 3 gt g 2

La définition de 3-systemes Co-incompatibles triviaux est motivée par le fait que tout
3-systeme dual vérifiant ((5.2.1)) est Co-incompatible. En effet pour tout £ tel que wi < —%
on a y’{ > —% ; voir la Proposition |0.2.1] et la remarque qui la suit.

La construction de 3-systémes (duaux) Co-incompatibles non triviaux que nous al-
lons présenter s’inspire directement de la construction des n-systemes rigides et des
canevas de maille ¢ de Roy (cf [55] Sect. 1]).

Soit « un réel, —7% <a< —é. On a —% < —(1+a)? < a. Pour k € N, on pose

1

Qo = (— o 1>k et  Qokt1 = _

20
La suite (gx)x>0 est strictement croissante et diverge vers +oo.

Pour tout k& > 0, on définit un point a® = (agk), agk), agk)) € R? par

1 1+a) o
(2k) _
a — - - @7 —
( 2q2k7 9 q2k, 9 q2k> )
et ) )
o
a1l — <( +a) C]2k7ag2k)7a§2k)).
2a
On peut vérifier que nos hypotheses sur a entrainent que pour tout £ on a

(k)

o < a® <o ot a® 1 a® 4 o

< CL3 aq ao a3 = —(k-
On pose A = {(z1,72,23) € R ; 71 < x9 < 73} €t
d:R*— A

I’application continue qui réarrange les coordonnées d'un vecteur dans l'ordre croissant.
On définit alors le 3-systeme dual P, = (P, Py, P3) par

P, (q) = (I)(agzk)’ o, o — g+ Q2k) S1 Gak < ¢ < Qokt1
o q)(ag%ﬂ)’ N ag2k+1)> S Goter < 4 < Qs

La fonction P, est bien un 3-systéeme dual dont le graphe conjoint est représenté a la
Figure 5.1l Par ordre de pente décroissante : la premiere droite en gras passe par 1’origine
et a pour pente a. La seconde droite en pointillés passe par l'origine et a pour pente
—(1+ @)?. Enfin la derniére droite en trait fin a pour pente —3.
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42k g2k+1 G2ak+2

FIGURE 5.1 — 3-systeme dual P,

Il est immédiat que
P 1
lim inf 1(9) = ——.
g—=too g 2

Montrons que si P, représentait le 3-systeme dual d’un certain réel £, alors on aurait
R(E) = a.

En effet, si P, représente &, alors pour tout o’ < —(1+4 «)? (ot —(1+ «)? est la pente de
la droite en pointillés), a O(1) prés le graphe de la fonction Lj ,, associée a u = (1,¢&,£?)
est celui présenté a la Figure Rappelons que la fonction L , est définie dans la Partie

du Chapitre [4]

G2k q2k+1 d2k+2

FIGURE 5.2 — graphe de L} ,, pour o/ < —(1+4 )’

On a donc k%/(£) = a pour tout o/ < —(1 + )?, et par suite £*(£) = a. D’aprés la
Proposition [4.3.3] cela signifie que y(§) = —1— %, ie. a = —m.

Rappelons que dans la Partie [I.5.3] du Chapitre [T] on a posé

So = {Bo(§) | € n’est pas algébrique de degré < 2}.
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Le Théoreme [1.5.5 montre que
SO N [77 \/g[: S, N [77 \/g[v

ou &' est lié aux fonctions sturmiennes (voir Définition du Chapitre [1). Cassaigne
a montré dans [I3] que I'ensemble S’ est d’intérieur vide (voir aussi la derniere remarque
de [8]). En particulier, 'ensemble [vy,v/3[\Sy est dense dans [y, /3[. Cette remarque

et la Proposition suivante (qui est une conséquence du Théoreme [1.5.5) impliquent le
Théoréme [(.1.11

Proposition 5.2.3. Pour tout a = —ﬁ avec B € [v,v/3[\So le 3-systéeme dual P, ne
représente aucun réel &.

Remarque 5.2.4. Posons A = {—ﬁ | B € [v,V3[\So}. Notons que S'N]y,1 + ?[: z,
donc pour tout 5 €]y, 1+ g[ on a —ﬁ € A. En particulier A contient un intervalle
non réduit a un point, donc n’est pas dénombrable.

Remarquons enfin que c’est un probléme ouvert de décrire I'ensemble Sy N [v/3, +o0].
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Chapitre 6

Inégalités entre exposants
paramétriques

6.1 Introduction et résultats principaux

Rappelons qu'on note || - || la norme euclidienne sur R3. Dans la suite, on utilisera
librement les définitions de la géométrie paramétrique des nombres (voir Partie du
Chapitre [I| pour des rappels a ce sujet). Dans ce chapitre on montre deux inégalités (voir
Théoreme @ Comme elles sont valables pour tout vecteur u = (1,&,&;) dont les
coordonnées sont linéairement indépendantes sur Q et vérifiant EI < —é et g{ > —%,
et puisque Roy a décrit completement le spectre joint des six exposants paramétriques
lorsque u décrit 1’ensemble des vecteurs de R? dont les coordonnées sont linéairement
indépendantes sur Q [57], elles ne sont pas nouvelles. En revanche, il est intéressant de
remarquer que l'inégalité est une égalité pour certains vecteurs u = (1,&,£?%) avec
¢ de type sturmien. Nous proposons également dans ce chapitre une nouvelle preuve
d’une inégalité qui est déja impliquée par des résultats connus (voir Proposition m
ci-dessous).

D’abord, nous montrons dans le Théoreme suivant deux inégalités (formulées
en termes paramétriques car elles n’admettent pas d’équivalents en termes d’exposants
classiques a cause des exposants paramétriques intermédiaires 1), et 1, qui interviennent).
Pour certains nombres de type sturmien du Chapitre [2| réalisent 1’égalité (ceux
dont le § associé est suffisamment petit), donc elle est optimale en ce sens.

Théoréeme 6.1.1. Soit & un nombre réel qui n'est pas algébrique de degré < 2 tel que

U, (&) < —1/3. On a les inégalités
T
LWy Wy 12
L+, 1+ ¥

(6.1.1)

(6.1.2)
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De plus, pour (6.1.1)) I’égalité est atteinte pour tout nombre de type sturmien & vérifiant

g

S<h(o)=2+1- (2

. f+1, (6.1.3)

ot o et § sont les quantités associées a & comme dans le Chapitre [; voir Notations de
la Partie et la Définition[2.6.3.

Ce Théoreme correspond au Théoréme [H| de I'introduction de cette these.

Remarque 6.1.1. La question de savoir si I'inégalité (6.1.2)) est optimale se pose. Pour
tout nombre de type Fibonacci qui n’est pas extrémal, I'inégalité (6.1.2)) est stricte (et
c’est une égalité pour un nombre de type Fibonacci extrémal).

Remarquons que les inégalités (6.1.1)) et (6.1.2) restent vraies dans le cas plus général
de I'approximation d'un vecteur u = (1,£,7) dont les coordonnées sont linéairement in-
dépendantes sur Q des que I'exposant g{ associé vérifie g{ > —1/2 (voir Remarque m
pour plus de détails). La preuve du Théoreme repose sur I'étude fine d’un 3-systeme
(dual) représentant . Une deuxiéme preuve de est donnée dans le Chapitre

(voir ([7.1.2)), qui découle des Propositions et 7.5.3).

Le Théoréme [6.1.1] implique le Corollaire suivant, qui correspond au Corollaire [I] de
I'introduction de cette these :

Corollaire 6.1.2. On suppose E{ < —1/3. Alors on a

Uy <y et Py <y (6.1.4)

Nous montrons aussi I'inégalité suivante, qui correspond & la Proposition [A] de I'in-

troduction de cette these (rappelons que ¢, (£) < —3 Gquivaut & Ao (€) > K

Proposition 6.1.3. Supposons Xg(é) > % Alors
(wa(&) = 1)(@a(8) —2) < 2. (6.1.5)

Si € est un nombre de type sturmien, alors I'inégalité de la Proposition [6.1.3| est une
égalité si et seulement si le 0 associé a & (voir Partie vérifie 0 = 0 — c’est le cas
par exemple des fractions sturmiennes de Bugeaud et Laurent [§]. Signalons que cette
inégalité n’est pas nouvelle. En effet, se réécrit

w2 (&)@a(&) — 2wa (&) — We(§) <0,

pour tout réel £ tel que 3\2(5) > %, tandis que le cas n = 2 de l'inégalité de gauche de

est équivalente a
wa(§)@2(§) = (14 A2(&))w2(§) — A2(§)@2(€) <0, (6.1.6)

pour tout réel £ transcendant. Or, 'hypothese 5\2(5 ) > % implique que & est transcendant

et que \y(§) < 1 (voir Théoreme [0.2.1)), donc (6.1.6)) implique la Proposition |6.1.3] Re-

marquons aussi que l'inégalité (6.1.6)) ci-dessus est une égalité pour tout nombre de type
sturmien dont le ¢ associé est < h(o), ou h(o) est la quantité du Théoreme [2.7.1]
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La preuve présentée de la Proposition — dont nous considérons qu’elle présente un
intérét en soi — est duale en un certain sens d’une preuve possible de 'inégalité

Aa(€) <1 (6.1.7)

valable dés que A\(€) > : (Iinégalité (6.1.7) est équivalente au Corollaire . Bien

qu’ils ne la démontrent pas directement, (6.1.7)) découle des arguments de Davenport
et Schmidt [16]. Elle est aussi une conséquence d'un résultat récent de Schleischitz [59,
Theorem 1.6]. La stratégie générale de Davenport et Schmidt pour démontrer re-
vient & montrer que pour un réel & vérifiant Ay(€) > 1/2, si on note (y;); la suite des

points minimaux associés a la famille de corps convexes (Cﬁ(eq)) avec u = (1,¢,&?)
>0

(voir Partie[I.7), alors det(y;) # 0. L’inégalité classique | det(y;)| < ||yl ly: Aul| permet
de conclure. Pour I'inégalité de la Proposition I'approche est duale : si on note (P;);
la suite des points minimaux (qu’on peut voir comme des polynémes) associés a la famille
de corps convexes (Cu(eq ))q>0, alors on montre que le résultant Rés(P;, P;11) est non nul.

Cela vient du fait que P; A P;;; est colinéaire & un certain point minimal y; et qu’'on
a alors Rés(P;, P;y1) proportionnel a det(y;) (voir Proposition . On conclut alors
& laide de I'inégalité (déja connue) |Rés(Py, Piy1)| < | (P, u) | [|Pi] |Pis1]|? (voir Pro-
position . Dans la preuve nous travaillons avec les exposants paramétriques plutot
qu’avec les exposants classiques; la correspondance suivante (voir Proposition du
Chapitre (1)) permet de déduire ’énoncé de la Proposition de celui de la Proposi-
tion [6.2.8] prouvée au paragraphe [6.2]:

L 0 e

_ — 1
(1. 91, s, s) = (wz(g) + 17 @2(€) + 17 Xg(€) + 17 Aa(€) +1

(6.1.8)

Ce chapitre s’organise comme suit. Dans la Partie [6.2] nous démontrons la Proposi-
tion [6.2.8 qui est équivalente & la Proposition [6.1.3] La Partie [6.3] est consacrée aux
preuves du Théoreme et du Corollaire [6.1.2] Ces deux parties sont indépendantes.

6.2 Preuve de la Proposition 6.1.3

On suppose que le réel £ n’est pas algébrique de degré < 2.
Comme dans le chapitre précédent, on identifie R? (resp. Z®) & l'espace des matrices
symétriques de taille 2 x 2 & coefficients réels (resp. entiers) grice a la bijection

o I1
X = (Zg,L1,T2) —> .
( 0,41, 2) ( T Ty )

Si x = (0,71, 72) € R3, on note donc det(x) = zozy — 22 et Tr(x) = 29 + 2. De méme,
étant données trois matrices symétriques x,y,z, on note x Ay, (x,y) et det(x,y,z)
respectivement le produit vectoriel, le produit scalaire et le déterminant des vecteurs de
R? correspondants.

On identifie aussi R* & R<y[X], I'espace des polyndmes de degré < 2, via (ag, ai, as)
ao + a1 X + asX? de sorte qu'on peut considérer le déterminant d’un polynéme ou le
produit vectoriel entre deux polynomes.
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On note (y;)i>o la suite des points minimaux (duaux) de Z? associés a la famille
(Cl*l(eq)) L, Avec u = (1,&,€?) (voir Partie . Pour tout 4, on écrit y; = (Yi0, Yi1, Yi2),

9=
on note Y; = ||y;|| et on pose

1)

2)

Li" =il — ¥ia,
L =408 = i,

1 2
L; = |y ANul| < max(|L§ )|’ |L§ )|)’

(
(

avec max(|LZ(~1)|, |L§2)|) < L; pour tout i.

On note (P;);>¢ la suite des points minimaux associés a la famille (Cu(eq)> . (voir
- q=
Partie |1.7]) et pour tout 7 on pose

Hi = [P
Pi(§) = (Pi,u).

Lemme 6.2.1. Pour tous 1", 1~ tels que ™ > 9, et Yl >, on a les inégalités

.
log(L;) < 11&* log(Yii1), (6.2.1)
log(Ly) > 1+:p— log(Y)). (6.2.2)

pour tout i assez grand. B
De maniére duale, pour tous ™ 1~ tels que Y >, et Y, > Y7, on a les inégalités

.
log(M,) < - log [Pl (6.2.3)
log(Hy) 2~ Lo [P(€)]. (6.24)

pour tout i assez grand.

Preuve Soit ¢t > @I L’abscisse du point d’intersection des graphes de Ly et Ly  est
¢; = log(Yi+1) —log(L;), et en ce point on a

Li(g:)  Ly(a) log(L;)

qi ¢ log(Yiy1) — log(L;)

pour 4 assez grand, par choix de 1T et définition de 1)]. Ceci est équivalent & (6.2.1)).
Pour (6.2.2) on fixe 1)~ < ¢} et on se place au point ¢; = log(Y¥;) — log(L;), abscisse ot
L, change de pente. On a alors
Lile) _L(w) _  log(£Ly)
i i log(Y;) — log(L;)
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pour ¢ assez grand, par choix de ¢~ et définition de @’1‘ Cette inégalité est équivalente a
(6.2.2)).

Pour ([6.2.3) on fixe ¢»* > 1),. L’abscisse du point d’intersection des graphes de Lp, , et
Lp, est ¢; = log(H;) — log |[P;—1(&)|, et en ce point on a

Li(g) _ log(H.)
qi log(H;) — log |P;_1(§)]

pour i assez grand, par choix de ¢ et définition de 1);. Ceci est équivalent & (6.2.3)).
On procede de maniere similaire pour (6.2.4)) : si on fixe ¢~ < ¥ et qu’on se place au
point ¢; = log(H,;) — log |P;(§)| (abscisse ou Lp, change de pente), on a

Ll(Qi) _ log(Hi>
qi log(H:) — log |Pi(§)

pour ¢ assez grand. U

<y,

‘Zw_a

Le lemme suivant est exactement le Lemme du Chapitre [1] avec u = (1, &, £%);
il permet de donner un sens géométrique (vis-a-vis du 3-systéme représentant &) a la
quantité Y; 1 L;. Celle-ci apparait naturellement comme la hauteur d’un certain sous-
espace vectoriel de R? de dimension 2, défini sur Q (Fischler le note V, dans [23, Sect.
3.1] et il joue un rdle important dans ses preuves; dans le Chapitre m nous en utilisons
une version adaptée a notre contexte, voir notamment le Lemme [7.2.2]).

Lemme 6.2.2. On note ¢ = log(Y;y1) — log(L;) l'abscisse du point d’intersection des
graphes de Ly et Ly . On a Uestimation

log (Y1) + log(£:) = ~Li(g}) + O(1). (6.2.5)

De maniére duale, si on note q; = log(H;) —log |P;_1(§)| labscisse du point d’intersection
des graphes de Lp, , et Lp,, alors on a l’estimation

log(H;) +log [Pi—1(§)| = —Ls(a:) + O(1). (6.2.6)

Proposition 6.2.3. Supposons ET < —%. Alors pour i assez grand on a det(y;) # 0.

Preuve Comme le fait remarquer Fischler dans [23, Eq. (10)], il suffit d’adapter légere-
ment la démonstration du Lemme 2 de Davenport et Schmidt [17].

On fixe 1) > 9] tel que 1) < —5 et on pose A = —1)/(1 + ). Par choix de 1) on a A > 3.
Supposons que det(y;) = 0 pour une infinité d’indices 7. Pour ces indices, on a donc

.2
Yio¥i2 = Y1,

et quitte a changer y; en —y; on peut supposer y; o > 0 (voir aussi la Remarque du
Chapitre . Comme y; o, ¥i 2, ¥;,1 n’ont aucun facteur commun, il existe des entiers m et
n premiers entre eux tels que

2 2
Yio=mM", Yixp=mn, Y,2="n".
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Puisque m =< Y;Q et que [m(m& —n)| = |L; 1)| < L;, par on a
Imé —n| <Y, I/QYH? (6.2.7)

Les vecteurs y;_1 et y; sont linéairement indépendants, donc la matrice

<yi1,0 Yi-1,1 yi1,2> (6.2.8)

Yi,0 Yi Yi2

est de rang 2. Par ailleurs, y;_11 et y;; ne sont pas nuls pour i assez grand (puisque
Vi1 /i converge vers £). On en déduit que I'un des deux mineurs

Yi—1,0 Yi-11
Yi0 Yii

(6.2.9)

Yi—11 Yi-1,2
Yia Yi2

est non nul (sinon les colonnes de seraient toutes proportionnelles & (v;—1,1,9i1),
ce qui n’est pas le cas).
Supposons que le deuxieme déterminant de est non nul. Cela implique

l Yi—1,1 yz 1,2 £ 0. (6.2.10)

m

|Lg1 (1) | < Liq,0na

Par , comme

Yim11€ — Yim12] <YM (6.2.11)

Finalement, en utilisant (6.2.7)) et (6.2.11)) on obtient

< Y;_/\Y;l/Q—{—Yi_lyi_l/QY A

Yic1,18§ — Yi—12 Yi—12
n i+1

mé—n

< Yl/? /\

en majorant Yi_le-_l/ 2Y;{} par YiY;_l/ 2Yf’\ Comme le déterminant de gauche est un
entier non nul multiplié par £, cette inégalité n’est possible que si 'exposant 1/2 — A est
> 0, ce qui équivaut a ¢ > —1/3 : contradiction.

Les arguments sont similaires si on suppose le premier déterminant de nul. U

Lemme 6.2.4. Pour tous P,QQ € R?, on a
Rés(P,Q) = —det(P A Q),

ot Rés(P, Q) désigne le résultant de P et Q.

Remarque. Avant de démontrer ce lemme, remarquons qu’il n’est pas difficile de voir que
si P et @ ont une racine commune, alors det(P A Q) = 0. En effet, supposons P et Q
unitaires et écrivons

P=(X=N(X=p) e Q=(X-\N(X—p).
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Alors en posant e; = (0, —A, 1) et eo = (A, —1,0) et en identifiant P et @) avec les points
de R? correspondants on a

P=Xp—A+p)X+X*=e;+pey et Q=e + e
Le vecteur P AQ est alors égal & (u—p/)ea Aey avec ea Aep = (1, A, \?) qui est clairement

de déterminant nul.

Preuve Soit P = ag+a; X +ayX? et Q = by +b; X + b, X? deux polyndmes quelconques.
Un calcul direct permet de montrer que

ao 0 b() 0
a; Qg b1 bo
s A1 bg bl

0 a9 0 b2

= agbg — ao&lblbg + aoaQb% — 2&0&2b2b0 + a%bgbo — a1a2b061 + agbg

Rés(P, Q) =

_ arby — asby ashy —agby | B
- asby — apby  aghy — arby | det(P A Q).

g

Proposition 6.2.5. Supposons JI < —1/3. Alors pour tout i assez grand P; A\ Py est
colinéaire a un point minimal dual. En particulier on a Rés(P;, Piy1) # 0 pour tout i
assez grand.

Preuve Rappelons qu’on a
IL1(q) + La(q) + Li(q) + ¢l <1 (6.2.12)

pour tout réel ¢ > 0. Au point ¢; = log(H;) — log(|P;+1(€)]), abscisse du point d’intersec-
tion des graphes de Lp, et Lp,_,, P; et P, réalisent Ly(g;) = La(g;). Notons que I’égalité
L1(¢;) = La(g;) implique d’apres Mahler (voir la Proposition du Chapitre [1)

|L3(g:) — La(ai)] < 1. (6.2.13)
De plus, la Proposition du Chapitre [I| montre que t; = P; A Py vérifie |L{ (¢;) —

Li(¢;)| < 1. Supposons que t; n’est pas colinéaire a un point minimal (dual). Alors on a
ILi(q:) — Li(qi)] < 1, et cette inégalité combinée avec (6.2.12)) et (6.2.13)) implique

ILi(q) + 5\ < L

Si cela était vrai pour une infinité de i, alors on aurait J{ > —1/3, ce qui est impossible
d’apres nos hypotheses. Donc t; = P; A Pii; = ay; pour un certain j et a # 0. De ce
fait, d’apres le Lemme on a Rés(P;, Piy1) = —det(P; A Piyp) = —a? det(y;) qui est
non nul pour ¢ assez grand d’apres la Proposition [6.2.3] O
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Proposition 6.2.6. On «a
| det(y:)| < L;Y3, (6.2.14)

et
|Rés(P;, Pi1)| < |Pi(§)|HiHi2+1' (6.2.15)

Preuve Ces deux inégalités ont déja été observées auparavant (par exemple dans [17]
pour (6.2.14)), et dans le Lemme 2 de [2] pour (6.2.15))). Nous rappelons ici rapidement
comment les retrouver. Pour (6.2.14]), il suffit d’écrire

yz‘,0§ —Yi1 Yi1
yz‘,lf —Yi2 Yi2

-1

darty) = | 10

et la conclusion suit facilement.
Pour (6.2.15)), on note Lq,..., Ly et C,...,Cy les lignes et les colonnes respectivement
du déterminant Sylvester qui définit Rés(P;, P;11). En effectuant les opérations suivantes :

Ly &Ly +&Ls + Lo,
Cy + &0,

Cs + £C5,

Ly+ Li+& 'Ly,

Ly €L3+ Ly + &' Ly,

on trouve

a0 0 a0 O

)

, ;1 ;0 Ai+1,1 Ai41,0
Rés(Py, Piy) =| 010 o o
Q;2 Q71 Q41,2 Qi41,1

0 aiq 0 Q41,2

)

ai,of 0 CL¢+1,0§ 0

_ 5_5 ai,1§ ;0 az’+1,1f ;41,0
P(&) aii&+aipg Pia(§) aiv11§+ aivip
P& P& P8 P (§)

On conclut en faisant un développement par rapport a la premiere ligne et en utilisant le
fait que [Fi1(§)] < |Pi(§)] et Hi < Hipa. O

Le corollaire suivant correspond au cas n = 2 de la Proposition de l'introduction
de cette these.

Corollaire 6.2.7. Supposons ] < —1/3. Alors

1
Uiz - (6.2.16)

En termes d’exposants classiques, cela se traduit ainsi : si 5\2(5) > %, alors \o(€) < 1.
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Preuve D’apres la Proposition m, pour tout i assez grand U'entier det(y;) est non nul.
Par (6.2.14) on en déduit donc
1< LY. (6.2.17)

Notons que cette inégalité est la méme que ’équation (10) de [23], sauf qu’on utilise ici
les points minimaux de la Partie [[.7] du Chapitre [I}
En posant ¢; := log(Y;) —log(£;) le point ot L} change de pente, on a

¥y g+ i—00 i i—+oo log(Y;) — log(L;)

et (6.2.17) permet de conclure

(e
v
|
1\3_\ —

g

La proposition suivante fournit une inégalité dont la Proposition découle direc-
tement grace a la correspondance . C’est une conséquence de I'inégalité de gauche
de (voir [11] et [34]) avec n = 2, qui a été redémontrée récemment par Schmidt et
Summerer a l'aide de la géométrie paramétrique des nombres [67, Theorem 1.1].

Proposition 6.2.8. On suppose E: < —1/3. Alors

. 1+ 3¢
< — =3 6.2.18
De manieére équivalente, on a -
v > 1= 3% (6.2.19)
D2y T 2.

Preuve Remarquons que l'inégalité (6.2.18)) se déduit directement de (6.2.19)) en utilisant
les identités ¢, = —¢r et ¢ = —

Montrons (6.2.19). D’aprés les Propositions [6.2.5 et [6.2.6] on a
1< |P(&)|HMH .-

On note ¢; = log(H;+1) —log(|P;(€)]) Pabscisse du point d’intersection des graphes de Lp,
et Lp,,, et on fixe ¢ > 4;. Alors comme

- Li(g) .. Li(g:) .. log(Hit1)
1, = limsup = lim sup = lim sup ,
! g—+oo  ( istoo (i itoo log(Hip1) — log(|F5(8)])
pour tout ¢ assez grand, on a
log(Hi+1) <,

log(Hit1) — log(|Pi(€)])
ce qui se réécrit

log(Hiy1) < —

Y
- oa( RO
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En combinant avec (6.2.15)) on en déduit

log(H) _ _1-3¢
log(IP()) = 1—v

Or au point ¢, = log(H;) — log(|P;i(§)|) — abscisse de changement de pente de Lp, — on a

Li(g) _ log(#;) _ log(Hi)/log(|Pi(€)])
g log(Hi) —log(|Pi(€)])  log(H:)/log(|P(§)]) — 1
—(1-3y)/A-¢) 1-3¢
S —(1-30)/(1-y) -1 2-4y’

la derniere inégalité étant obtenue grace a (6.2.20)). Comme

L Ly(q.
o, = liminf 21D _ jjp g 1209,
- q—+00 q i—4-00 q;

(6.2.20)

on en déduit I'inégalité
1 1-3¢
=1 = 2 4’

et on conclut en faisant tendre ¢ vers 1),. O

6.3 Preuve du Théoréme [6.1.1] et du Corollaire [6.1.2]

Preuve du Théoréme

On considére a nouveau un réel £ qui n’est pas algébrique de degré < 2; on suppose
@; < —%. On conserve les notations de la Partie . Commencons par démontrer ((6.1.1]).
Le lecteur est invité & consulter la Partie du Chapitre [I] pour un rappel des principes
que nous utiliserons pour calculer les exposants. L’allure générale d’un 3-systéme dual
P = (P, Py, P3) défini sur [go, +oo| représentant & est celle de la Figure[6.1] Notons qu’on
peut toujours supposer qu’il n’existe aucun point ¢ en lequel P;(q) = Pa(q) = P3(¢), ni
aucun intervalle de longueur strictement positive sur lequel P1(q) = Pa(q) ou Pa(q) =
P5(q) : c’est une conséquence des travaux de Roy [55, Theorem 1.3] (selon la terminologie
de Schmidt et Summerer, un 3-systéme vérifiant ces propriétés est dit agréable ; voir [T0,
Theorem 2.1]).

Avant de poursuivre, nous introduisons des fonctions Ej qui sont a P ce que les fonctions
L. sont & Ly (si on note (a;); la suite des points minimaux duaux).

Points minimaux “virtuels” associés a P

On note (g;);>1 la suite croissante des abscisses ou la pente de Py passe de —1 a 0.
Pour chaque i, on note Y; et E les réels > 0 tel que le graphe de Py coincide localement
en g; avec celui de la fonction Lf : ¢ — max(log(V;) — ¢, log(L;)). Intuitivement, le graphe
de L est la trajectoire d'un vecteur “virtuel” y; qui vérifierait ||y;|| = Y; et ||y; Aul| =
(on peut toujours trouver un tel vecteur, mais rien ne garantit qu’il en existe un qui so1t
proportionnel & un vecteur de Z3). Si P était la fonction L, on pourrait prendre pour y;
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un point minimal dual. Avec cette définition, comme P; est continue, affine par morceaux
de pente —1 ou 0, il n’est pas difficile de voir que pour tout ¢ > gy on a
P1(g) = min L (q)
i>1

qui est I'analogue de du Chapitre|l|pour les points minimaux. Toutes les propriétés
géométriques des points minimaux ont généralement des analogues immédiats, et parfois
plus précis du fait de I'égalité Py (q)+P2(q)+Ps(¢) = —g, exprimés avec les quantités \
définies ci-dessus. Remarquons notamment qu’on a les équivalents suivants des équations
, et (nous ne les redémontrons pas, les raisonnements étant tout a
fait identiques en remplagant L, par P, et en utilisant le fait que L, et P on les mémes
exposants paramétriques ; voir la Remarque du Chapitre [I]) : pour tous ¢, 1~ tels
que Y+ > J{ et gi > )7, on a les inégalités

-~ + o~
log(L;) < T o log(Yis1), (6.3.1)
log(£:) > 11”1/}_ log(T)), (6.3.2)

pour tout k assez grand. R R
De plus, si on note g;° = log(Yi11) —log(£;) I'abscisse du point d’intersection des graphes
de Lj et Lj,, on a 'égalité

log(Vi+1) + log(£:) = —Ps(q}). (6.3.3)

Q-1 ar by de=gqi 4 g1

FIGURE 6.1 — Allure générale d’un 3-systeme dual représentant &
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Comme sur la Figure [6.1] on note (di)x>1 la suite ordonnée dans I'ordre croissant des
points ¢ ou Py et P53 passent respectivement de pente —1 a 0 et de pente 0 a —1, et des
points q ou Py et P, passent respectivement de pente —1 a 0 et de pente 0 a —1 et pour
lesquels le plus petit ¢" > ¢ en lequel Py change de nouveau de pente est aussi un point
de changement de pente de P3. On note alors gj, la plus petite abscisse g telle que Pj3 soit
constante sur [q, gx+1]. Le point ay (resp. bg) est le plus petit (resp. le plus grand) point
q €]q,_1,dx| de changement de pente de P;. En d’autres termes, la suite (dy); — qui est
une sous-suite de la suite (g;); — contient tous les points en lesquels la pente de Py passe
de —1 & 0, sauf ceux des intervalles sur lesquels P et Py “zigzaguent” (comme [ay, by| sur
la Figure .

L’entier k étant fixé (suppose suffisamment grand), on note ¢ I'indice tel que dy = ¢;.
Notons que Py coincide avec L¥ sur [by, ap1], et avec L? 11 SUT [Qg1, ¢i1). Considérons la
fonction x2 : g+ Pa(q)/q sur 'intervalle [g;_;, g;]. Comme 97 > —1/2 (conséquence de
Phypothese 1, < —1/3 et du Corollaire , X2 atteint son minimum sur [g,_,,bx] en
q = by (rappelons que sur Uintervalle [ag, bg], (P1 + P2)/2 décroit avec pente —1/2). Sur
I'intervalle [by, ¢], a priori xo pourrait atteindre son minimum en by ou en tout point g
en lequel Py passe de pente —1 a pente 0.

On note M = (qu, L) le point d’intersection entre la droite horizontale d’équation
y = P3(q;) et le graphe de Py, de telle sorte que Ly, = P1(qa) = P3s(q;,). Il peut arriver
que P3(q).) = P1(bx) : dans cette situation le graphe de P; contient un segment horizontal
d’ordonnée P3(q;,) et I'intersection précédente n’est pas bien définie; on pose alors M =
(b, P1(by)). Puisque qas € [br, di] et que sur cet intervalle on a Py = L, avec les notations
précédentes on a ¢y = log(f/i) — L. Au point M, d’apreés la discussion précédente
sur le minimum de x, (voir la Proposition , ainsi que la Proposition et le
Corollaire du Chapitre (1| pour I’étude des zones ou deux composantes zigzaguent),
on a toujours

L < inf  xe. (6.3.4)

qm (@) _159}]

On fixe maintenant v, 11, 15 vérifiant
ok — * — *
wii_ >¢17 wl <%17 ¢2 >y2‘

Il existe une infinité de k tels que infjy 7 x2 < 5. Alors par (6.3.4) pour ces k on a
directement

7 S 1/}77
qm 2

et puisque gy = log(f/) Lz, on en déduit que

Vs
1+

Si on note ¢ 'abscisse du point d’intersection des graphes de L* et Ll 41, bar on a
log(Yii1) +log(L;) = —P3(q). Puisque Py est constante sur [g},, 1], on a LM = Pg(qi ),
et cela implique

Ly < log(Y;). (6.3.5)

—log(Yiy1) — log(L;) = L. (6.3.6)

162



Or (6.3.1) et (6.3.2) impliquent

14207 or

1+2¢11
OF 1447

Ul

et en combinant avec (6.3.6)) et (6.3.5)), on trouve

L2900 o s
U 14 T Ly

Pour conclure la preuve de (6.1.1)) il suffit de faire tendre 1y, 1,15 vers f{,@;,y;

respectivement.

—log(¥j41) — log(L) = 8(Li) = — log(Y7),

Dans le cas d'un nombre t-sturmien dont le ¢ associé vérifie la condition (6.1.3]),
on a d’apres le Théoréme

1-6 . (1-8(+o) ) 1

U= s T T aire) 2T 24,

et on vérifie immédiatement que

L+4¢; 1+0 1+9] ’ iy (1-6)1+0)

d’ou I’égalité dans ((6.1.1)).

Montrons maintenant . L’allure générale d’un 3-systeme H = (H;, Hy, H3) re-
présentant £ celle de la Figure [6.2] Avant de poursuivre, comme on l'a fait pour P en
début de preuve, nous introduisons des fonctions L, qui sont a H ce que les fonctions L,,
sont a Ly, (si on note (a;); la suite des points minimaux).

Points minimaux “virtuels” associés a H

On note (qz)z>1 la suite croissante des abscisses ot la pente de H; passe de 0 a 1. Pour
chaque 7, on note P et H les réels > 0 tel que le graphe de Hy coincide localement en g;
avec celui de la fonction L; : ¢ — max(log(#;), log(P;) +q). Intuitivement, le graphe de L;
est la trajectoire d'un polynome “virtuel” P, qui vérifierait H(P;) = H; et |P;(¢)| = P; (on
peut toujours trouver un tel polynéme, mais rien ne garantit qu’il en existe un qui soit
proportionnel & un polynéme a coefficients entiers). Si H était la fonction L,,, on pourrait
prendre pour P; un point minimal. Avec cette définition, comme H; est continue, affine
par morceaux de pente 0 ou 1, il n’est pas difficile de voir que pour tout ¢ > gy on a

qui est 'analogue de ([1.7.1)) du Chapitre || pour les points minimaux. Remarquons no-
tamment qu’on a les équivalents suivants des équations (6.2.3), (6.2.4)) et (6.2.6) (nous ne
les redémontrons pas, les raisonnements étant tout a fait identiques et H ayant les mémes
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exposants paramétriques que ceux associés a ¢ ; voir la Remarque du Chapitre (1)) :
pour tous ¥+, ¢~ tels que YT > 9, et %, >4, on a les inégalités

+

log(H) <~ og P (€. (6.7)
log(H,) >~ log | B(6)] (633)

pour tout i assez grand. De plus, si on note g/ = log(H;) — log(P;_1) Dabscisse du point
d’intersection des graphes de £; ; et £; on a

log(H;) +log(Pi_1) = —Hs(q)). (6.3.9)

qi+1
Qg1 Ok dy =¢q; b q, W+

FIGURE 6.2 — Allure générale d’un 3-systeme représentant &

On adapte des notations similaires & celles de la Figure [6.1] On note (dy); la suite
ordonnée dans ’ordre croissant des points g ou H; et H3 passent respectivement de pente
0 a1letdepentela0, etdes points ¢ ou H; et Hy passent respectivement de pente 0 a
1 et de pente 1 & 0 et pour lesquels le plus grand ¢’ < ¢ tel que Hy change de pente est
aussi un point de changement de pente de H3. En d’autres termes, la suite (dy), — qui
est une sous-suite de la suite (¢;); — contient tous les points en lesquels la pente de H;
passe de 0 & 1, sauf ceux des intervalles sur lesquels H; et Hy “zigzaguent” (comme sur
Pintervalle [bg, g;] sur la Figure [6.2)).

On note alors g, la plus petite abscisse ¢ telle que H; soit constante sur [q, gx+1]. Le point
ay, est le plus petit point g €]q,_;, dx[ de changement de pente de Hj. Le point by, est le
plus petit point ¢ €]dy, ;.| de changement de pente de Hj.

On fixe k assez grand et on note ¢ l'indice tel que dj, = ¢;. Considérons la fonction y»

q — Ha(q)/q. Comme v, < 1Py, < 1/2 (puisque 3 = —1] et d’apres le Corollaire ,
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X2 atteint son minimum sur [b, q;.] en ¢ = by (rappelons que sur cet intervalle (H; +Hs) /2
croit avec pente 1/2). Sur l'intervalle [ay, by], x2 atteint son minimum en un point ¢ en
lequel Hs passe de pente 0 a pente 1.

On note N = (qn,Hn) le point d’intersection entre la droite horizontale d’équation
y = Ha(ag) et le graphe de Hy, si bien que Hy = H;(gn) = Ha(ag). Il peut arriver que
Hs(ax) = Hy(by) : dans cette situation le graphe de H; contient un segment horizontal
d’ordonnée Hy(ay) et I'intersection précédente n’est pas bien définie. On prend alors N =
(by, Hy(bg)). Puisque gy € [dy, by] et t que sur cet intervalle on a H; = Ez, avec les notations
précédentes on a gy = Hy — log(F;). Au point N, d’apres la discussion précédente sur
le minimum de x, (voir aussi la Proposition , ainsi que la Proposition et le
Corollaire du Chapitre (1] pour I’étude des zones ou deux composantes zigzaguent),
on a toujours

N )
= < inf
gN  lak,bi] X2
On en déduit que
Hn
— < inf xe. (6.3.10)
qn lak,ar+1]

On fixe maintenant ¢, ¢y, 15 vérifiant
U >y, Y <Yy, Yy >,
Il existe une infinité de k tels que infj,, 4,1 x2 < 5. Alors par (6.3.10) pour de tels k

on a directement

T S 2/}_7
0y 2

et puisque qny = Hy — log(ﬁ) on en déduit que

vy
< —
(R

Si on note g l'abscisse du point d’intersection entre les graphes de L;_; et L;, on a
Hy = Hs(q) (puisque Hj est constant sur [}, ax]), et (6.3.9)) implique

log(P,). (6.3.11)

—log(#;) — log(Pi_y) = Hy. (6.3.12)
Or (6.3.7) et (6.3.8)) impliquent
n 5 1-2¢f 1 -2y 2 5
—log(H;) — log(P_1) > log(H;) > — X — log(F;),
B(H) — log(P1) = —— = log() >~ x = log(P)

et en combinant avec (6.3.11)) et (6.3.12), on trouve
12y - ;
+¢1 y ¢17§ 1/127‘
(48 L=y = 1 =1
Pour conclure la preuve de (6.1.2) il suffit de faire tendre ¢, 97,1y vers ¥, 1,1,
U

respectivement.
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Remarque 6.3.1. Considérons u = (1,&,7n) dont les coordonnées sont linéairement indé-
pendantes sur Q et tel que 'exposant ¢} associé a la famille (C*(eq )) . (voir Partie
q=

du Chapitre [1) vérifie /7 > 5. D’aprés le Théoréme il existe un 3-systéme (dual)

P = (P, Py, P3) sur [q0,+oo[ tel que ||L}, — P||~ soit borne sur [go, +0o[. Remarquons

pour commencer que la composante P3 ne peut pas stationner : si ¢’était le cas, les points

minimaux (duaux) y; associés a (Cl*l(eq)) . appartiendraient tous (sauf éventuellement
q

un nombre fini) & un méme plan défini sur Q. Il existerait alors un triplet non nul d’en-
tiers a = (a, b, ¢) vérifiant (a,y;) = 0 pour ¢ assez grand. Comme y; converge vers u dans
P%(R), on aurait en passant a la limite (a,u) = 0, ce qui contredit 'indépendance sur
Q des coordonnées de u. De méme, si on considére un 3-systeme H = (H;, Hy, H3) sur
[qo, +00[ tel que ||Ly — HJ|s soit borné sur [go, +00[, la remarque précédente appliquée
au 3-systeme dual (—Hs, —Hy, —H;) montre que H; ne peut pas stationner. Plus généra-
lement, cette propriété peut aussi se déduire de la propriété plus générale [66, Corollary
2.2].

Ces remarques montrent que les suites des points (dy)x définies sur les Figures et
sont infinies. Remarquons enfin que dans la preuve du Théoréme [6.1.1] nous n’utilisons
que la propriété f{ > %, le fait que les suites (dy), sont infinies et des propriétés gé-
nérales relatives aux 3-systemes. Ce théoreme est donc vrai des que les coordonnées de
u = (1,£,7n) sont linéairement indépendantes sur Q et que les exposants paramétriques
vérifient ] < —% et Y > —%.

Preuve du Corollaire m
Soit £ un réel tel que w;k < —z
Par 'asburde, supposons que w = 1. Alors I'inégalité - ) du Théoreme im-

plique immédiatement en simplifiant par lf o= ljf uF <0
1+ le

—-1>

b

T

ce qui conduit & ] > —% : contradiction. Donc W‘ < ¢*

De méme, si on suppose wz w3 alors I'inégalité (6.1.2)) du Théoréme 1/ donne

< 1+ 2¢;
o
qui conduit a yz < —%, donc y; = —3, ce qui est équivalent a wl % par l'identité de
Jarnik : contradiction. Donc 1, < 1/13. O
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Chapitre 7

Propriétés des points minimaux

7.1 Introduction

Rappelons qu’on note || - || la norme euclidienne sur R?. Dans le Chapitre |4/ nous
avons considéré des nombres & pour lesquels il existe une fonction sturmienne v € Fiiy,
et une sous-suite (v;); de la suite des points minimaux associée a la famille C(e?) avec
u = (1, &) telle que

Vig1 Vz-vql(li)vi (7.1.1)
pour ¢ assez grand. Nous avons alors montré que de tels nombres partagent beaucoup de
propriétés avec les nombres de type sturmien du Chapitre[2]; leurs exposants diophantiens
paramétriques ont notamment la méme forme que ceux d’un nombre de type -sturmien
propre, et ne dépendent que d'un parametre § et de la constante o associée a 1 (voir
entre autres le Théoreme . Outre les nombres de type sturmien, un exemple de
nombres & pour lesquels il existe une fonction 1 et une suite (v;) vérifiant une relation
du type est ceux pour lesquels 'exposant §y de Fischler [23] vérifie 5y(§) < 2.
De tels nombres vérifient nécessairement la condition A\y(¢) = 1. De plus, si By(€) < /3
alors la fonction 1 est sturmienne. Dans le Chapitre 4] nous avons défini un exposant
paramétrique k* inspiré de ’exposant [y, qui contrairement a 3y prend des valeurs non
triviales pour des nombres £ tels que Ay(€) < 1 (alors que pour ces nombres on a toujours
Bo(§) = +00). Une question arrive alors naturellement : peut-on généraliser les résultats
de Fischler, notamment le Théoreme [1.8.1], & x* 7 Entre autres, existe-t-il une constante
k1 telle que pour tout nombre £ vérifiant x*(§) < k; on ait l'existence d'une fonction
sturmienne ¢ et d’une sous-suite (v;) vérifiant (7.1.1)? Les résultats du Chapitre
pourraient alors permettre de montrer que les exposants d’un réel £ tel que K*(§) < K
sont toujours de la forme de ceux d’'un nombre de type sturmien (et ne dépendent que
de deux parametres 0 et o).

Dans cette optique, ce chapitre est consacré a la généralisation partielle des travaux
de Fischler [23], en veillant & prendre en compte la possibilité que exposant \y(€) soit
< 1. A l'aide notamment des outils de la géométrie paramétrique des nombres (voir la
Partie du Chapitre , nous déterminons les exposants optimaux de plusieurs énoncés
de [23] et nous donnons une interprétation paramétrique de certaines quantités.

Fixons un réel ¢ tel que Ag(€) > 1. On note (a;); la suite des points minimaux (or-
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donnés par norme croissante) associés a la famille Cj(e?) définie a la Partie du
Chapitre [1] avec u = (1, £, £?). Remarquons que dans le Chapitre [1] on notait (a}); cette
suite. On note aussi (dy)y la sous-suite de (a;); constituée des points a; tels que la famille
(a;_1,a;,a;41) soit libre. On considére les exposants y:,@: associés a u. Enfin, on définit
A’ comme dans le Chapitre [1| (voir Définition [1.8.8]) par

log(|[x A ul])

A ={xeZ°\{0}| log(|Ix|)) — log(|[x Auf)) =

al.

Ecrite dans le langage de la géométrie paramétrique des nombres, la Proposition 3.6 de
[23] devient

Proposition 7.1.1 (Fischler 2007). Supposons Y= —% et ), < —%, et fizons a tel que

-1

1424 . o ,
Y <a< - 115*1‘ Soit x € A% avec ||x|| assez grand. Alors x est colinéaire a un point
— 1

minimal a;.

Rappelons que 'hypothese ET < —% est équivalente a 5\2(5) > % et que sous cette
1

hypothese on a toujours ¢7 > —3 (ou de maniére équivalente Ay(§) < 1) : voir Propo-
sition de 'introduction de cette these et la remarque qui la suit. Dans ’énoncé de
la Proposition le sens de “point minimal” est celui de la Partie Dans [23], c’est
au contraire la notion de point minimal de Davenport et Schmidt qui est utilisée ; pour
faire la correspondance on peut utiliser la Proposition du Chapitre[I} Fischler pose
alors la question suivante (reformulée ici en termes paramétriques) : peut-on affaiblir la
condition o < —% ena < P ?

L’énoncé suivant - qhi est I'un des résultats principaux de ce chapitre et correspond au
Théoreme [K] de l'introduction de cette thése — généralise la Proposition [7.1.1] et apporte
une réponse négative a cette question, en utilisant le fait que ¥7(§) < ¥ (€) pour les
nombres £ de type sturmien qui ne sont pas extrémaux (voir la Proposition .

Théoréme 7.1.1. Suppose 1, < —<. Soit o tel que Y] <a <. Soit x € A3, avee [|x||
assez grand. Alors x est colinéaire a un un point minimal a;.

De plus la borne . est optimale : pour tout a > 7 il eviste des x € Aj, avec ||x||
arbitrairement grande qui ne sont colinéaires a aucun point minimal.

Remarquons que dans I'énoncé du Théoréme on ne suppose plus ¢; = —3. Ce
résultat illustre l'intérét de la géométrie paramétrique des nombres : la borne optimale
g; apparait naturellement dans le contexte de la géométrie paramétrique des nombres,
et permet de répondre a une question antérieure.

Nous reprenons ensuite les arguments de la preuve de Fischler pour généraliser la

1429, (B1—1)p*
4o, T+ (2- )"

Proposition [7.5.3). Le caractere optimal de ¢; fourni par le Théoréme nous assure

que cette borne est < y; Comme f3; = 1/:\2 = —(1 +

Proposition |7.1.1] en y remplacant I’hypothese a < par a < (voir

El) on en déduit alors I'inégalité
1

(L+2009;  _ .
DREETEETI (712)
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Cette inégalité est équivalente a I'inégalité (6.1.1)) du Théoreme du Chapitre [6] On
dispose ainsi d'une nouvelle preuve de ce résultat.

Une étape cruciale dans la preuve du Théoreme est de relier les points mini-
maux (voir Partie du Chapitre (1)) au 3-systeme dual qui représente . Cela permet
de combiner des méthodes liées aux points minimaux avec celles venant de la géométrie
paramétrique des nombres. Ce lien fait 'objet de la Partie[7.3] dont le résultat principal
est la Proposition [7.3.3]

Nous montrons également les deux résultats suivants, qui améliorent respectivement
le Lemme 3.8 et la Proposition 3.7 de [23]. Dans ces deux énoncés, la borne @y (§) n’est
pas optimale : voir le Lemme [7.6.1] et la Proposition [7.6.3 pour des versions plus fortes —
et optimales — de ces résultats. Dans [23] cette borne wy(€) était remplacée par 2.

Proposition 7.1.2. Soit (u;); une sous-suite de (a;); telle que

. log(|uis1]]) -~
lim sup < Wa(§).
imtoo —log([lu; Aul]) &)

Soit © assez grand et n,m tels que w; = a, et w1 = a,,. Alors l'espace vectoriel
engendré par les vecteurs a,,ani1,...,a, est de dimension 2.

Proposition 7.1.3. Soit (u;); une sous-suite de (a;); telle que

L log(lusal)
im sup
i——400 —log(HuZ- A UH)

< @a(8).

Alors :
(a) A un nombre fini de termes prés, (dy)y est une sous-suite de (u;);.

(b) Pour tout i assez grand, u; est parmi les dy si et seulement si w;_q1,u;,u;41 sont
linéairement indépendants.

Les Propositions [7.1.2] et impliquent la Proposition [[] de 'introduction de cette
these.

Ce Chapitre est organisé comme suit. Nous posons les notations et rappelons quelques
estimations classiques dans la Partie [7.2] La Partie [7.3] est consacrée a 'étude de l'allure
générique d’'un 3-systeme dual P représentant £ et aux liens qu’il entretient avec la suite
des points minimaux duaux associés a £. Nous montrons dans la Proposition que
les trajectoires de certains points minimaux particuliers et la hauteur de sous-espaces
liés a ces points se lisent sur le graphe conjoint de P. C’est grace a ces propriétés que
nous montrons 'optimalité de la borne y; dans le Théoreme E qui est prouvée dans
la Partie [Z.5l Dans la Partie [.4 nous redonnons certains résultats de Fischler concernant
la hauteur des sous-espaces mentionnés, en les généralisant parfois. Ces résultats ne
servent que dans la preuve de la Proposition m (qui rappelons-le est plus faible que
le Théoreme . Enfin, les versions optimales des Propositions et sont
énoncées et démontrées dans la Partie [7.6]
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7.2 Définitions et Notations

On note || - || la norme euclidienne de R3. Soit & un réel tel que ¥ (€) < —3 (ou de

manidre équivalente, vérifiant Ay(€) > 1). Cette condition implique entre autres (voir
Corollaire D que g{(f) > —% et que £ est transcendant.

On note (a;); la suite des points minimaux associés a la famille de corps convexes C;;(e?)
avec u = (1,&,£%) (voir Partie|1.7 du Chapitre . Les notations L7, y:,@:, L% ... venant
de la géométrie paramétrique des nombres sont celles de la Partie du Chapitre [T}
Rappelons les notations de la Partie du Chapitre . Pour tous x,y € Z? non nuls tels
que [|x[| <[yl et [x Aul[ > [ly Aul| on pose

log([[x A ul]) log([[x A ul])

a(x,y) = et a(x) = . (7.2.0)
log([lyl) — log(llx Aul]) log([[x[[) — log(|[x A ul])
Les fonctions € et & (réciproques 'une de 'autre) sont définies par
142 1-—
Za) = 110‘3‘ et () = —5—. (7.2.2)
Rappelons aussi qu’on a posé pour tout a > g{ :
A, ={xeZ’\ {0} | a(x) < a}

= {x € Z°\ {0} | [Ix A ]| < [Jx||"FDY, (7.2.3)

la deuxieme égalité étant donnée par (1.8.4]). Par la Proposition [1.8.9 on a I’équivalence
suivante pour tous x,y € Z3 non nuls tels que ||x|| < [ly| et [[x Au| > [y Aul :

a(x,y) < a & [xAul < fly[F = |ly| . (7.2.4)

On a w’l‘ = liminf,, - a(a;), donc lorsque ¢ tend vers I'infini on a
*

e to(1)

las Al > flay| 7 (7.2.5)

Remarquons que dans 'inégalité correspondante de [23] (notée (10)), I'exposant % +
bt

o(1) est remplacé par —1. C’est en général moins précis, puisque ¢ > —%.

Soit Iy 'ensemble des indices ¢ tels que a;_1,a; et a;;; sont linéairement indépendants.

Cet ensemble est infini (voir [17]). Rappelons la définition de la hauteur d’un plan de R?

défini sur Q (voir aussi Partie du Chapitre [§)).

Définition 7.2.1. Soit V un plan de R? défini sur Q. Alors pour toute Z-base (x,y) de
VNZ3, la quantité ||x Ay|| dépend uniquement de V (et pas du choix de la base). On
'appelle la hauteur de V et on la note H(V).

Remarquons que pour tous X,y € V non colinéaires on a ||x A y|| > H(V). Suivant
les notations de [23] on note (i) la suite croissante des éléments de Iy et on pose

d, = a;
On définit aussi le plan de R? défini sur Q
Vi = Vectg (dy, dgy1) -
Le Lemme du Chapitre [I] et la Proposition [7.3.3] que nous démontrons dans la

partie suivante fournissent directement le résultat suivant :

P
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Lemme 7.2.2. Pour tout k assez grand et tout i tel que i, < 1 < 111, les points a; et
a;,1 forment une Z-base de Vi NZ3 et on a H(Vy) < |lai1]/l|a; Aul.
On note q; = log(||a;;1||) — log(|la; Au||) abscisse du point d’intersection des graphes de

L et L . Alors on a l’estimation
7 7+1

log(H(Vy)) = —L(g:) + O(1) (7.2.6)
lorsque k tend vers linfini, pour tout i tel que iy, <1 < tg1q.

Rappelons par ailleurs le résultat suivant, qui reprend partiellement le Lemme 2.8 de
[23] et vient du Lemme 4 de [17].

Lemme 7.2.3. Soit x,y,z € Z3 tels que ||x|| > max(||y]|,||z]|) et [[x Au| < min(]ly A
ull, ||z Aul). Alors on a

| det(x,y,z)| < [Ix[[[ly Aul[[|z Aul.
Enfin, le Lemme 3 de [I7] montre que pour tous x,y € Z> on a

ly A x|l < lIxlllly Aull + Iy llllx Aul] (7.2.7)

7.3 Graphe conjoint générique d’un 3-systéeme dual
représentant &

Le résultat principal de cette partie est la Proposition Nous étudions plus en
détails I'allure du graphe conjoint d’un 3-systeme représentant £ et nous le mettons en
lien avec la suite des points minimaux duaux associés a £. On conserve les notations de
la Partie . Rappelons que ¢ vérifie ¥, < —% (ce qui implique que ¥} > —%), que (a;);
est la suite des points minimaux duaux associés a £ et que (dg)x est la suite des points
minimaux a; tels que (a;_1,a;,a;+1) soit libre (on note alors i I'indice tel que dj, = a;,).
On fixe maintenant un 3-systeme dual P = (P, Py, P3) qui représente £ ; son existence
est fournie par le Théoreme Autrement dit, il existe C' > 0 tel que

IP — L]l < C. (7.3.1)

La situation générique est illustrée a la figure On utilisera les principes présentés dans
la Partie du Chapitre [I] que le lecteur est invité a consulter. On reprend certaines
notations de la Partie [6.3] du Chapitre [] (voir la Figure [6.1]), et on en introduit d’autres
qui joueront un rdle important dans la suite. Les ag, by, q;., di de la Figure s’appellent
maintenant q,gl), q,(f), s,(f), qr, respectivement (voir ci-dessous).

On note (gx)r>o la suite ordonnée dans l'ordre croissant des points ¢ en lesquels Py et Pj
passent respectivement de pente —1 a 0 et de pente 0 & —1, et des points ¢ en lesquels P,
et Py passent respectivement de pente —1 a 0 et de pente 0 a —1 et pour lesquels le plus
petit ¢ > ¢ en lequel Py change de nouveau de pente est aussi un point de changement
de pente de P3. Si ¢; est I'un de ces derniers points, on note r;, le plus petit ¢ > ¢ en
lequel P, change de nouveau de pente, sinon on pose 7, = g;. On note g.’ (resp. (2 ) le

q 2 g p ’ p k= 4k q b- gk

plus petit (resp. le plus grand) point ¢ €]gx_1, ¢x| de changement de pente de Py (ce sont
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nécessairement des points d’intersection de Py et Pjy). Notons (voir la Définition

d’un 3-systeme) que Pj est constante sur [q,(gl),rk]. De méme, on note sg) (resp. sff ) le

plus petit (resp. le plus grand) point ¢ €]rg, rx41| de changement de pente de P3 (ce sont
nécessairement des points d’intersection de Py et P3). On a toujours

gV <P < g << s < 5P < gl

Notons qu’il est possible que g, = r (dans ce cas Py est constant sur I'intervalle [q,(f), s,(fl)]),

et on peut aussi avoir q,(cl) = q,(:) ou s,(cl) = 3,(62). Remarquons aussi que sur [q,(gl), q,(f)] (resp.

[s,(:), s,(f)]) le graphe conjoint de Py et Py (resp. Py et Pj3) zigzague autour d’une droite de

pente —3 (voir la Partie du Chapitre [1]).

(2) (1) 2 1) (2 1
R S S S S G
N

N

FIGURE 7.1 — 3-systeme générique représentant &

Montrons que I'hypothese JI < —% implique que

q](cl) — 3](62_)1, qr — q,(f) et s,(i,l) — 7, tendent vers I'infini (7.3.2)

quand k tend vers l'infini. La stratégie repose sur le lemme suivant :

Lemme 7.3.1. Soit (my), une suite de réels > 0 qui diverge vers linfini et telle que
Li(my) < Li(my) + o(my) quand k tend vers Uinfini. Alors i), = Yy = —1.

Remarque 7.3.2. Le Lemme [7.3.1| est valide pour tout réel £ qui n’est pas algébrique de
degré 2 (méme sans les hypothéses supplémentaires de cette partie).

Preuve Par hypothése on a au point my

L3 (my,) < Li(my,)

my my

+ o(1).
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En passant a la limite inférieure a gauche et a la limite supérieure a droite, on obtient
¥y < Y. Or on a toujours ¢, < —3 < ¥y (voir Partie du Chapitre , donc

I'inégalité précédente implique ﬂ; = EI = —%. O

Si I'une des quantités de ([7.3.2]) ne tend pas vers U'infini, on va montrer qu’il existe
suite une de points (myg), vérifiant les hypotheéses du Lemme 7.3.1], ce qui contredit notre
hypothese ¥, < —1.

Montrons pour commencer que q,(cl) — 8,2221 tend vers l'infini. Par l’absurde, suppo-

sons que le segment [ = [s,(f_)l,q,(:)] est de longueur < C” pour une infinité de k (avec
C’ > 0 qui ne dépend pas de ces indices). Comme P; et P3 sont constantes sur I et que

P, est décroissante de pente —1 sur I, on a

1 2 2 1 1 2
Ps(gy”) = Pa(s)) = Pa(si?)) = Pal(ay”) + (a) — si2))
= Py(gt") + (gt — s)) < Pi(g)) + C".

On déduit grace a (7.3.1) Destimation Li(¢\") < L#(¢\") + €’ + 2C. Cette sous-suite
ﬁ

des points (q,(cl)) vérifie donc les hypotheses du Lemme 1}, ce qui est impossible. Donc

q,gl) - s,(f_)l tend vers l'infini (en fait, on peut méme montrer que lim infy, | q,gl) / 319—)1 > 1).

Montrons maintenant que ¢ — q,(f) tend vers l'infini. On raisonne encore par l’ab-

surde en supposant que le segment [ = [q,(f), qx] est de longueur < C” pour une infinité
d’indices. Cette fois-ci, comme P, est constante sur I, P; est décroissante de pente —1
sur I, et Py et Py coincident en q,E:Q), on a Py(qr) < Pi(gx) + C’. Comme P; est constante

sur [qg, s,(fl)] et que Py y est décroissante, on trouve alors

Py(sy) = Pa(sy)) < Palgr) < Pi(qi) + C' = Py(sy”) + C’

d’olt on tire L;(s,(:)) < Lf(s,(fl)) + C" + 2C grace a ([7.3.1), et on obtient encore une
contradiction en appliquant le Lemme a cette suite de points 3,(91). Donc ¢ — q,?)
tend vers 'infini.

Enfin, montrons maintenant que sg) — rp tend vers l'infini. Supposons que le seg-

ment [ = [ry, s,(gl)] est de longueur < C’ pour une infinité d’indice. Au point 7 on obtient

Ps(ri) < Pa(ry) + C’. Comme Pj est constante sur [q,(f), rr] et que Py y est décroissante,
on a alors

P3(q”)) = Py(ri) < Pa(ry) + C" < Po(q?) + €' = Py(¢)) + C,

et ([7.3.1) implique l'estimation L;(q,(f)) <L (q,(f)) + C" + 2C. Le Lemme appliqué
a la suite de ces points q,(f), mene une nouvelle fois a une contradiction.
Ceci acheve la démonstration de ([7.3.2)).

La proposition suivante permet de “lire” la trajectoires des points dj sur le graphe
conjoint de P. Rappelons que (dg); est la suite des points minimaux a; tels que
(aj_1,a;,a,41) soit libre, et qu’on note i 'indice tel que dj, = a;, .

173



Proposition 7.3.3. Rappelons qu’on note V, le plan de R® engendré par d, =
a;,, 5,41, -, = dip1. On a les propriétés suivantes (le lecteur est invité a consulter

la Figure :

(a) Quitte a décaler les indices, le point minimal dy est le point minimal correspondant
auz points q de l'intervalle [q,(f)—l—(?(l), q,(igl—O(l)]. De plus, le point de changement
de pente q3, de dy, vérifie ¢ = qx + O(1).

)

(b) On note hy la valeur de Ps sur lintervalle [522 ,Tka1]. Alors on a

log(H(Vg)) = —hy + O(1).

L’assertion de la Proposition [7.3.3] et les Lemmes [1.7.14] et [1.7.13] du Chapitre

impliquent le corollaire suivant :

Corollaire 7.3.4. On a lestimation ||a; A a;1]| < ||a;11|||]a; A ul|.

Remarque 7.3.5. Nous utilisons dans la preuve de la Proposition uniquement 1’hy-
pothese d’indépendance linéaire sur Q des coordonnées de u et 'hypothese @T < —%,
mais pas que u est de la forme (1,&,£?). Elle reste donc vraie dans le cadre plus général
d’un vecteur u de la forme (ug, uy, us).

Preuve La preuve étant assez longue, elle est décomposée en quatre étapes. Commencons
par esquisser la stratégie.

On note x;, le point minimal correspondant a g,. On suppose k assez grand. Nous allons
montrer a la fin de la démonstration la propriété suivante

A un nombre fini de termes pres, (x); coincide avec (dy). (7.3.3)

Nous en déduirons les assertions @ et @ de la Proposition.
Dans une premiere étape, nous allons montrer que pour tout g € [q,(f) +3C, q,(ﬁl —3C] et
tout x € Z* on a I'implication

Li(q) = Li(q) = x = £x;, (7.3.4)
et que le point ¢%, de changement de pente de x; vérifie pour k assez grand
g%, — ar] < 3C. (7.3.5)

L’implication ([7.3.4) montre notamment que x; est le point minimal correspondant a ¢
pour tout ¢ € [qk2 + 3C, 9121421 — 3C.

On note V;, 'espace vectoriel engendré par les points minimaux correspondant aux points
q € It = [qx, qk+1].- Remarquons que par la longueur de cet intervalle tend vers
I'infini avec k et qu’il contient Iintervalle [q,&lﬁl - 3C, q,(jzl + 3C]. En particulier pour k
assez grand x; est le point minimal correspondant a ¢ et xi,; celui correspondant a
Jr+1, €t donc V. est 'espace vectoriel engendré par les points minimaux compris entre xj

et xp11. Nous montrerons alors a I’étape 2 que pour k assez grand

V,lf = VGCtR (X]€7 Xk+1) s (736)

174



et que la dimension de Vj, est égale a 2 (i.e. que (Xy, Xj+1) est libre). Si un point minimal
a; est compris strictement entre x; et x;.1, les vecteurs a;_1,a; et a;; appartiennent a
V., donc sont linéairement dépendants et a; ne peut pas étre parmi les dy. La suite (dg)s
est donc (a un nombre fini de termes pres) une sous-suite de la suite (xg)y.

Nous montrerons l'estimation suivante dans 'Etape 3 :

log([|lai+1]) +log([la; Auall) = —hy, + O(1), (7.3.7)
et nous allons alors en déduire que
log(H(V},)) = —hi, + O(1). (7.3.8)

Le dernier point & montrer (qui est plus délicat que les autres) est que si on note Si on
note jj 'indice tel que x; = a;,, alors (aj,_1,a;,,a,,11) est libre pour k assez grand :
cela fait 1'objet de 'Etape 4. Cela montre qu’a un nombre fini de termes prés la suite
(xx) est une sous-suite de la suite (dy)i. Avec ce qui précede (voir la remarque suivant
(7.3.6)) cela montre (7.3.3]). Quitte & décaler les indices, on a alors x; = dj, pour k assez
grand, donc Vi, = V. Les propriétés (7.3.4)) et (7.3.5)) combinées avec montrent
Passertion [(a)] de la proposition. Les estimations (7.3.7)) et (7.3.8) combinées avec (7.3.3)
montrent 1’assertion @ de la proposition.

Etape 1

Montrons d’abord ((7.3.4)) et (7.3.5). Notons que la longueur des intervalles [q,(f) +3C, g
et [qr, q,(glﬁl —3C] tend vers U'infini d’apres ((7.3.2)). Soit ¢ € [q,(f) +3C, q,(vlﬁl —3C]etx € Z3
tel que Li(¢) = L%(¢). On distingue deux cas.

Dans un premier cas, supposons ¢ < ¢,. Par I'absurde, si x et x; sont linéairement
indépendants alors par définition des minima successifs et par décroissance de LI, en

utilisant 'approximation (7.3.1)) on a

Py(q) — C < Lj(q) <L, (¢) <Ly (@) +ax — ¢
=Li(qgr) +a — g
<Pi(g)+aq—q+C=Pi(q) +C,

et cette inégalité est impossible si ¢ > q,(f) + 2C' (puisque sur [q}f), qx], la fonction Py est

constante tandis que Py décroit avec pente —1). Donc x et xj, sont colinéaires, et cela
implique que x = +x;, puisqu'un point réalisant L] est toujours primitif.

Dans un second cas, supposons qr < q¢ < q,&)l — 3C'. Par l'absurde, si x et x; sont

linéairement indépendants, alors dans ce cas on a

Py(q) — C < Lj(q) <L (q) < Lj, (q)
= Li(q)
< Py(qr) + C =Pi(q) + C,

et cette inégalité est encore impossible si ¢ < q,(izl — 2C' (puisque sur [522),(],&21], la

fonction Py est décroissante de pente —1 tandis que Py est constante). Donc x et x;, sont
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colinéaires, et cela implique que x = £xj.

Montrons maintenant 'assertion (7.3.5) sur le point g5, de changement de pente de
Xy. Par l'absurde, si ¢5, < qx — 3C, la fonction L} est constante sur [g, — 3C,q]. En

utilisant 'approximation (7.3.1)) et le fait que x; réalise L] sur [gx — 3C, qx| on obtient
alors :

Pi(q —3C) > Li(qr — 3C) — C =L} (g — 3C) = C =L (qx) — C
= LT(CIk) -C
> Pi(qr) —2C =Py(qx — 3C) + C,

ce qui est contradictoire. De méme, on montre que I'inégalité gy, > g, +3C' est impossible,
ce qui prouve ([7.3.5).

Etape 2

On fixe k suffisamment grand. Rappelons qu’on note V;, 'espace vectoriel engendré par
les points minimaux compris entre X et xj41. Montrons et que dim(V}) = 2.
Pour commencer, remarquons que les vecteurs X et x;.1 sont linéairement indépendants.
En effet, les trajectoires de deux vecteurs colinéaires ont méme point de changement de
pente, et comme g1 — g tend vers l'infini, par les points de changement de pente
de x; et x4 sont distincts pour k assez grand. On a donc dim(V},) > 2. Pour établir
dim(V},) < 2 pour k assez grand, I'idée est de montrer que si on a 3 points minimaux
linéairement indépendants, alors au point q,(:jl les fonctions L7, L3, L% coincident a O(1)
prés. On obtiendra alors une contradiction avec le Lemme [7.3.1]

Supposons que Vj, est de dimension 3. Il existe alors un point minimal x € V; tel que
(XK, X, Xp41) soit libre. Comme Xi, X, Xg41 sont trois points minimaux qui se “suivent”
dans cet ordre, leurs trajectoires sont comme sur la Figure

* *
m
qu k qu+l
|
|
1
1
|
I
1
|

Xk+1

FIGURE 7.2 — Trajectoires des points x;, X et Xz

On note my, I'abscisse du point d’intersection des trajectoires de xj, et Xj41, et mj =
q,E}jl —3C < my, (Uinégalité mj, < my, vient de (7.3.4) et du fait qu’en my les deux points
X}, et X4 réalisent L}). En my, comme L} est constante sur I'intervalle [mj,, m;] (et que

Xy, est le point minimal correspondant a mj, d’apres (7.3.4))) on a

Li(ma) < L, (ma) = Ly, (my,) = Li(my,). (7.3.9)
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Comme Pj est constante sur [3,(3), qr+1] et que pour k assez grand s,(f) <my, < my < Qe

(rappelons q,(flﬁl — 3,22) tend vers 'infini), P3 est aussi constante sur Uintervalle [mj],, my],

et on a en utilisant (7.3.9)
Li(m}) < P3(m}) + C = P3(my) + C < Li(my) +2C < Li(my,) + 2C.

Si cela est vérifié pour une infinité d’indices k£ on obtient alors une contradiction en

utilisant le Lemme avec la suite (m}). Cela acheve la démonstration de (7.3.6) et
du fait que dim(V;) = 2.

Etape 3

Montrons (7.3.7). Si on note jj lindice tel que x; = a;,, le Lemme [1.7.14 m du
Chapitre montre que pour tout 7 tel que 75 < ¢ < Jg41, en notant g
log(||lait1]]) — log(||a; A u||) 'abscisse du point d’intersection des graphes de L;_ et

LY, on alog(|lait1]]) + log(|la; A ul|) = —=L3(¢F) + O(1). Au point ¢ les deux points

a; +1 ?
mlmmaux distincts a; et az+1 réalisent Li. Par (7.3.4), ¢& € [qx, qx11] ne peut appartenir

ni & [qx, qurl 3C], ni a [qu +3C, qg+1] : on a donc ¢f € [%&21 —3C, q,(izl + 3C]. Comme
Li+O(1) est égale a P3 qui est constante égale a hy sur cet intervalle, on en déduit ([7.3.7)).

Rappelons qu’on note h; la valeur de P3 pour [s,(f),rkﬂ]. Montrons maintenant .
On note x = x;, et y le point minimal juste apres x;. Rappelons que le Lemme [1.7.13
implique que H(V}) = ||xAy||. On écrit x = (xg, x1,22), ¥ = (Yo, Y1, Y2) et u = (ug, u1, uz)
(rappelons qu’aucune des coordonnées de u n’est nulle puisqu’elles sont linéairement
indépendantes sur Q). Soit [, m deux indices compris entre 0 et 2. Alors on a

Ty Y
Tm Ym

x uj
LT Um

_ . o
U =Y x Y U (7310)

m m

Les coordonnées du vecteur x Ay sont de la forme j:‘ mxl yyl ’, et (7.3.10) implique

directement Pestimation ||x Ay| < |lyllllx A ull + [|x|llly A ul] < [lylllx A ul|. Pour
montrer ||x Ay|| > |ly|l|lx A ul], le point-clef est de remarquer que ||x|| = o(||y]|) quand
k tend vers l'infini. En effet, d’apres , I’abscisse du point d’intersection entre les
trajectoires de x et y est > Q/(§1421 —3C, autrement dit q,E}JZl —3C <log(|ly]|) —log(||lx Aul)).

D’autre part g, = log(||x||) — log(||x Aul|) : le fait que q,(:ﬁl — qx, tend vers l'infini permet
de conclure que log(||y||) — log(||x||) diverge vers +oc.

, X Uup . ..

Les coordonnées du vecteur x A u sont de la forme + , et si on choisit (I, m)
m um

tel que la coordonnée de x A u correspondante soit maximale en valeur absolue, alors on

a

det( co >‘>> Ix A ul|
Ty U,

m

et on déduit de ([7.3.10]) et des estimations ||x|| = o(|ly||) et ||[x Au| > ||y Au]|

T U T W
>
det ( T U ) ’ > |yi]| det ( . ) ’+O(HxHHy/\uH)

> [lylllx A,

A Y>>l
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On a alors d’apres (7.3.7) log(H (V;)) = log(|x Ayll) = log([lyl]) +log([lx Aul) + O(1) =
—hi + O(1) et ceci acheve la démonstration de ([7.3.8]).

Ce qui précede permet de montrer l'estimation ||a; A a; 1] =< ||a;1]|||la; A uf| de la
proposition. En effet, d’aprés le Lemme du Chapitre [I] on a pour tout 7 tel que
gk <0< Jry1, |lai A @] = H(Vy), donc en combinant les estimations ((7.3.7)) et ((7.3.8))
on a en particulier 'estimation [|a; A a;11]| =< ||a;+1[|||a; A u|| recherchée.

Etape 4
Montrons que (a;,_1,a;,,a;,+1) est libre pour k assez grand. C’est le point délicat dans
le sens ou il requiert toutes les étapes précédentes.

Soit k tel que (aj,—1,a,,,a;,+1) soit liée. Alors V;_; =V, et d’apres (7.3.8)) on a
—hp1 + O(1) = log(H(V;_;)) = log(H (Vy)) = —hi, + O(1).

Cela est impossible pour k assez grand car d’apres les estimations ((7.3.2)), s,(f) — 71y tend
vers l'infini, donc hy_; — hy tend vers Uinfini. Donc (a;,—1,a,,,a;,+1) est libre pour k
assez grand, et cette derniére propriété acheve la preuve de la proposition [7.3.3]

U

7.4 Estimations de la hauteur de V.

Dans cette partie on généralise les Lemmes 3.2, 3.3 et 3.4 de [23]. Les structures
des preuves sont identiques a celles de Fischler; il faut juste prendre en compte le fait
qu’on n’a pas forcément f{ = —%. On suppose toujours @T(f) < —%, ce qui équivaut a la
condition (&) = 1/A;(€) < 2 de Fischler.

Les équations (12) de [23] affirment que pour tout o > 1/A5(€) on a les majorations
équivalentes suivantes :

_ _1
ain| < fla; Auf|™* et [lag Aul] < flag ]| 7= (7.4.1)

Remarquons que dans [23] Fischler démontre (7.4.1]) sans supposer 9| = —3. Ces estima-
tions vont servir dans les preuves des lemmes ci-dessous. Mentionnons également que les
points minimaux que Fischler considere sont ceux de Davenport et Schmidt qui ne sont

pas exactement les mémes que ceux que 1'on consideére ici (voir Partie du Chapitre |1f).
En utilisant (7.2.3)), le Lemme fournit immédiatement le résultat suivant

Lemme 7.4.1. Soit ¢ €]e(y]),1]. Soit i tel que a; € Az(e) et k tel que ip < i < Qpyq.
Alors
il > HVe) ]|~

Le résultat suivant raffine le Lemme 3.3 de [23], en remplacant ’exposant 2 — v par

1+ay* . 1+ag*
Haﬁl ; remarquons que 1 + aw’l‘ > 0 puisque a < 2 et WI > —%, et que Ho;% >2—aq.
1 - - 21
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Lemme 7.4.2. Soit o tel que 1/5(€) < a < 2. Alors on a pour tout k

1+a£){

H(Ve) > [[dpga || 71

Preuve On pose i = ipy;. Alors d’apres le Lemme [7.2.3} le Lemme [7.2.2] et (7.4.1), on a
pour 1/X(§) < o <«

1K |det(ai,1, a;, ai+1)| < HaiHHHai A u|]||ai,1 VAN U.||
< [lay A | THH (V).

Or comme 1 — o/ <0, ([7.2.5) combiné avec I'estimation précédente donne

P
(l—a)xﬁ—lH(Vk)’

L <l

en utilisant 'inégalité o/ < a pour pouvoir ignorer le o(1) provenant de (7.2.5). On en
déduit le résultat annoncé. O

Le dernier lemme de ce paragraphe est simplement le Lemme 3.4 de [23], dont on
recopie la preuve par souci de complétude.

Lemme 7.4.3. Soit o > 1/Ao(€). Alors on a
H(Vi) > [|di]| 7.

Preuve On pose ¢ = ij. Alors d’apres le Lemme [7.2.3] le Lemme [7.2.2] et ((7.4.1]), on a

1« | det(ai_l, a;, ai+1)| < ||ai+1|]|]ai A u||]|a,-_1 A LIH
< H(Vp)|lai—1 Aul|
1
< H(Ve)llail| =

7.5 Une propriété des points minimaux

Comme dans tout ce chapitre on suppose systématiquement 1, < —%. Rappelons la
version paramétrique de la Proposition 3.6 de [23].

Proposition 7.5.1 (Fischler 2007). Supposons 1] = —3. Soit o tel que Y < a <
— 1112%’}. Soit x € A’ avec ||x|| assez grand. Alors x est colinéaire d un point minimal a;.
1

Dans I’énoncé de la Proposition le sens de “point minimal” est celui de la Par-
tie[L.7} Dans [23], c’est au contraire la notion de point minimal de Davenport et Schmids
qui est utilisée; pour faire la correspondance on peut utiliser la Proposition [I.8.11] du
Chapitre . Fischler pose alors la question suivante (reformulée en termes paramétriques,

en utilisant Iidentité (1 — 1/8;) = ) : peut-on affaiblir la condition o < —% en
1
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o <) ?

Dans le Théoréme on généralise la Proposition [7.5.1] & I'aide de la géométrie pa-
ramétrique des nombres : la condition w* = —% n’est plus nécessaire et on montre que
la borne optimale sur « est w La proprlete suivante permet alors de répondre par la

négative a la question de Flschler

Proposition 7.5.2. Soit & un nombre de type sturmien qui n’est pas un nombre extrémal.

Alors ¥(€) < ¥7(6).
Preuve de la Proposition

D’une maniere générale, on a toujours y; < @T Soit maintenant £ un nombre
de type sturmien. Avec les notations du Théoreme [2.7.1 il existe o (de la forme
1/ limsup[sky1; Sk, - - -, s1] avec (s;); une suite d’entiers naturels) et 6 > 0 tels que

1-8(1+0)
1+2(1-0)(1+o)

YO = —Tl€) = 5 et T =16 = -

L’expression de W{(ﬁ) étant strictement croissante en J et y; ne dépendant pas de 9, on
a puisque o < %

140 - (1-0)(1+o0)
3+ 20 1+2(1—=9)(1+0)

= ,(¢)

pour tout 0 > 0. Pour terminer la preuve il suffit donc de considérer le cas § = 0. Dans
ces conditions, d’apres la Proposition du Chapitre [2 £ est un nombre extrémal si
et seulement si ¢ = 1/v. Si on suppose que & n’est pas extrémal, alors on a ¢ < 1/7 et

'inégalité (&) < —31j2" (qui est équivalente & 0% + 0 — 1 < 0) est satisfaite. O

Le résultat principal de cette partie, énoncé comme Théoréme dans l'introduc-
tion, est le suivant.

Théoréme 7.5.1. Soit a tel que ¥ < o < ;. Soit x € A}, avec ||x]| assez grand. Alors
X est colinéaire a un un point mmzmal De plus l’exposant w est optimal : pour tout
a > 7 il existe des x € A, avec [|x]| arbitrairement grande qui ne sont colinéaires d
aucun point minimal.

Preuve Soit a tel que 1] < a < 9. Soient x € A, avec |x|| assez grand et i tel que
lai|| < |Ix]| < [|lait1]|- Par la Proposmon sur les points minimaux on a ||a; A uf| <
|x Au|. La Figure[7.3]illustre la situation (la trajectoire de x est en pointillées, celles de
a; et a; 41 en traits pleins).
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i1
FIGURE 7.3 — Trajectoires des points x, a; et a; 11

Supposons que X ne soit pas colinéaire a a;. Alors (x, a;) est libre, donc en se placant
au point g = log(||x||) — log(]|x A ul||) de changement de pente de L%, puisque x € A’
on a
vilg0 < AN _ oy <o <y,
qX
ce qui est impossible pour ||x|| assez grand. Donc x est bien colinéaire a a;.

Montrons maintenant I'optimalité de ¢;. D’aprés le Théoreme il existe un 3-
systeme dual P = (Py, Py, P3) représentant L.

La situation générique est illustrée a la figure [7.4] Rappelons les notations suivantes, qui
sont celles de la Partie (voir juste aprés (7.3.1])). On note (gy)r la suite ordonnée
dans 'ordre croissant des points ¢ ou Py et P3 passent respectivement de pente —1 a 0
et de pente 0 a —1, et des points g ou P; et P, passent respectivement de pente —1 a 0
et de pente 0 & —1 et pour lesquels le plus petit ¢ > ¢ en lequel Py change de nouveau
de pente est aussi un point de changement de pente de P3. Si g, est I'un de ces derniers
points, on note r le plus petit ¢ > ¢ tel que Py change de nouveau de pente, sinon on

pose 1, = q;. On note q,gl) (resp. q,(f)) le plus petit (resp. le plus grand) point ¢ €]qr_1, qk|

de changement de pente de P;. De méme, on note sg) (resp. sf)) le plus petit (resp. le
plus grand) point ¢ €]rg, ri41] de changement de pente de Pj.

On note Aj le point de coordonnées (q,(f),Pl(q,?))) et By le point de coordonnées

(7, Pa(1g)).

Notons qu’il est possible que P5 soit constant sur 'intervalle [q,(f), s,(cl)] (dans ce cas on a
qr = 71). Remarquons que sur [q,(cl), q,(f)] (resp. [sg), s,(f)]) le graphe conjoint de Py et Py
(resp. Py et P3) zigzague autour d’une droite de pente —%.

Enfin, d’apres la Proposition [7.3.3] quitte & décaler les indices on peut supposer que gy
est le point de changement de pente de la trajectoire de d a O(1) pres. Les trajectoires

de dj_; et d; sont représentées en pointillés sur la Figure [7.4]

Comme —% < Y] < ¢y, on en déduit (voir les principes de la Partie [1.9.3) du Chapitre I,
1.9.12

notamment la Proposition [1.9.6] ainsi que la Proposition [1.9.10] et le Corollaire
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pour I'étude des zones ot deux composantes zigzaguent) que pour k assez grand

P P, (¢\? P
min 72(q) = min <2(?2]§ ) + o(1), Q(Tk)) (7.5.1)
gelsy? s 4 @ Tk
(2) 2 1 2 1
k-1 5;.\»__1 .q.k ) _ Q';E : f{,t_-_-. Tk Si .) _ 3;& ) .'9';&431_

FIGURE 7.4 — Situation générique pour le calcul de y;

Comme ¢} < JI < —% on peut se donner « tel que ¢ < a < —%. On va montrer
qu'il existe des v € A% de norme ||v|| arbitrairement grande.
Par définition de ¢} et par (7.5.1)) il existe une infinité de k tels que

Py(¢?) P
min 24 ), 2(r) < a.

(2) L

qy;

(2)

P N .

< 2(([12’3 ) (en particulier le minimum de
4y

(7.5.1)) est égal a M), alors Py n’est pas constante sur l'intervalle [q,(f), s,(j)]. On choisit

Tk

v tel que (dg, V) soit libre et réalise (L}, L) = (P1,Py) + O(1) au point ry; alors on a
directement v € A’ par ([1.8.2)). Montrons que v n’est colinéaire a aucun point minimal.
D’apres la Proposition , d; est le point minimal correspondant a tout ¢ € [q,(f) +

Distinguons deux cas. Tout d’abord, si PQT(:’“)

O(1), q,(:ﬁl —O(1)],donc a O(1) pres, la trajectoire d'un point minimal situé avant dy passe
au-dessus de la droite horizontale d’équation y = Pg(q,(f)) — (), et la trajectoire d’un point
minimal situé apres d;, est située a O(1) pres a droite de la droite de pente —1 passant par
le point (q,(clﬁl, Pl(q,(cizl)). Or la trajectoire de v ne vérifie aucune de ces deux conditions :

cela vient du fait que d’apres ([7.3.2)), on a rj — q,(f) et q,(flle — sg) qui tendent vers 'infini.
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Par exemple, le fait que r, — q,E;Z) tende vers l'infini implique que Pg(q,(f)) — Py(ry) tend

vers 'infini (voir Figure . En effet, si on avait Pg(q,(f)) —Pa(rr) < O(1), cela conduirait
a
Pag) @ _ (1
Py (r4) Pz((b(f)) g\ (e —q,") = O(1) P2(Ql(c2))

2= o " Z @

Tk ar Tk 9,

pour k assez grand : contradiction. On procede de méme pour montrer que la trajectoire
de v ne peut pas étre située a droite de la droite de pente —1 passant par le point

1 1
(a1, Prlat)).

©)
o . s . . . 1y P
Considérons maintenant le deuxiéme cas. Si le minimum de ([7.5.1)) est égal a 2(32’3 ) on
d

écrit dp, = a; et on pose
vV=a, 1+a,.

On utilise les arguments de Fischler (voir preuve de [23, Proposition 3.6]) : le point v est
primitif puisque (a;_1,a;) est une base de Vy_1 NZ* = Vectg (a;_1,a;) N Z>. Supposons
maintenant par I'absurde que v est colinéaire a un point minimal, donc égal & un point
minimal car il est primitif et de premiere coordonnées non nulle > 0. Comme ||v|| > ||a;]|
(les coordonnées de a; et a;_; ont deux a deux méme signe, donc les coordonnées de v
sont toutes plus grandes en valeurs absolue que celles de a;) on en déduit que v est un
point minimal “apres” a;; 1, et on a

2zl < JIvIl < 2flail].

En outre on a ||a;1 1 Aul| < ||la;Au||, donc a O(1) pres, les trajectoires des points minimaux
a;_1, a;, a;41 passent en-dessous du point Ay (voir Figure [7.4). Comme ces trois points
sont linéairement indépendants, on en déduit immédiatement 1’estimation

Py(qt” 1
P +o(1) < %’; ) <a< -z,
b gt 3
ce qui est impossible (on a toujours w > —f) Donc, v n’est colinéaire a aucun point

minimal, et pourtant v € A} si k est assez grand. En effet, au point ¢ = q,(g ), v réalise

Li(¢) = Li(q) & O(1) pres, donc %(Q) < L2*(q) +0(1) < «, et on conclut avec (1.8.2). O

Tout comme le Théoréeme la proposition suivante généralise aussi la Proposi-
tion mais en reprenant cette fois-ci les arguments de Fischler. Rappelons que jointe
a l’optlmahte de la borne w dans le Théoreme | elle fournit une nouvelle preuve de

I'inégalité (6.1.1]) du Theoreme [6.1.1] sous la forme 1-

eps . * Bi-D)yy L (1+81Y] ) B N
Perpos1t10n 7.5.3;50275 a tel que P < a < m = a(W) (ou By = 51(&) =
1/ Ao (€) = —(1 + 1/47(€))). Soit x € A*, avec ||x|| assez grand. Alors x est colinéaire d
un point minimal.

148197 < . .
1+1£1 et 1/X(§) < o < 2. Soit x € A,

et 7 tel que [Ja;]| < ||x|| < ||ais+1]. Par la Proposition du Chapitre |1| on a aussi

Preuve Soient o, tels que ¢ < a < &
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|lait1 Aul| < JJa; Au|| < ||x Aul|. En utilisant (7.4.1) et le fait que x € A% (voir ([7.2.3))
on trouve

lagalllla: Al flx Al << flag Al |5

¥
(1—0/)@%(&)71“)(1)

< [fai] :
la deuxieéme inégalité étant obtenue en utilisant ((7.2.5)) (puisque 1 —a/ < 0). Par ailleurs,
par croissance & et puisque £(a(g)) = € pour tout € # —1, on a &(a) < % Or, o
L]
peut étre pris arbitrairement proche de i, donc si o/ > (3 est suffisamment petit, on a
14+ o'yt

Za) < — =L 7.5.2

©) < g (752)

ce qui implique que Pexposant (1 —a/) 1_%; +&(a) —1+40(1) est < 0 (pour 7 assez grand)

1

et donc que ||a;41]/[]a; A ul|||[x A ul] = o(1). Or d’apres le Lemme on a
| det(x, a5, ai11)| < JJaira|[flai Aulf[x Aull

donc x € V, NZ3 pour i assez grand, avec k défini par iy < i < ipp1.
Supposons maintenant que x n’est pas colinéaire a a;. Alors en utilisant (7.2.7)) et le
Lemme [[.4.2 on a

H(Ve) < |l Aal| << [l Al < 1] < a1
< g [

g(a)ngi
< H(V) e
PN B . :
Or (7.5.2)) implique que I'exposant &(a)+ J:;%I est < 1 (si &/ > f; est suffisamment petit),
ce qui amene une contraction pour k assez grand. C’est donc que x est colinéaire a a;
pour ¢ assez grand, ce qui acheve la preuve de cette proposition. U

7.6 Propriétés d’indépendance linéaire

L’approche de Fischler [23] consiste a partir d’'une sous-suite (u;); de la suite (a;); des
points minimaux telle que lim sup,_, , ., o(u;, u;41) soit petit (on garde ici les notations de
la Partie, et a démontrer notamment que les dy font alors partie de la sous-suite (u;);.
Dans ce paragraphe on généralise le Lemme 3.8 et la Proposition 3.7 de [23] en augmentant
la borne imposée a limsup,_,, . o(u;, u;41) ; on montre que la borne optimale est

¢ = lligligof oz(aik_l, aik+1), (761)
ou (ig)x est la suite des indices 7 tels que a;_1, a;, a;41 sont linéairement indépendants. La
principale différence avec [23] vient du lemme suivant, qui raffine le Lemme 3.8 de [23]
grace a |'utilisation de la géométrie paramétrique des nombres. Comme dans le reste de
ce chapitre on suppose encore ¥, < —%.
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Lemme 7.6.1. Soit (w;); une sous-suite de (a;); telle que

Y = limsup a(u;, u;1) < v,
i—+o00
ot ¢ est défini par (7.6.1)). Soit i assez grand et n,m tels que w; = a, et W41 = a,,.
Alors ’espace vectoriel engendré par les vecteurs a,, a, 1, . ..,a,, est de dimension 2. De
plus dans cette énoncé la borne 1 est optimale.

Remarque 7.6.2. Remarquons d’abord que —% < gg < 1) et que le Lemme 3.8 de [23]

fournit la borne —3% au lieu de ¢, puisque la condition ¢/ < 1) du Lemme se réécrit
arice & (724
1 u;
ey 1ol

<—(1+ l)
im+oo —log([[u; Aul) |

(G

D’apres la Proposition du Chapitre , I’exposant y; = —p, s’exprime en fonction
de l'exposant diophantien classique @y (§) :

U= T

remarquons aussi que d’apres l'identité de Jarnik, on peut exprimer cette quantité en

fonction de 5\2(5), voir les Propositions et de 'introduction et du Chapitre .

Comme ¢; < ¢ le Lemme implique la Proposition (plus faible mais exprimée
en termes d’exposants plus classiques).

Preuve du Lemme [7.6.1]

Par I'absurde, supposons qu’il existe une infinité de 7 tels que I'espace vectoriel engendré
par w; = a,,...,a, = U,y soit de dimension 3. Comme pour tout k£ l’espace vectoriel
engendré par a;,,a;, 11, ..,4a;,, est de dimension 2, on en déduit qu’il existe £ tel que
n < i, <m. On a alors

a(aik—laaik+l) < a(an,am) = Oé(lli, ui+1> < w, + 0(1> < w

(pour k assez grand), ce qui est impossible par ([7.6.1]) (définition de ).

Montrons le caractere optimal de . On fixe « tel que
Y < a.
On va construire une suite de points minimaux (w;); vérifiant

lim sup a(ug, w41) < @ (7.6.2)

=400

mais telle qu’il existe une infinité d’indices [ pour lesquels I'espace vectoriel engendré
par a,,a,.1,...,a, (avec n et m tels que u; = a, et wy; = a,,) soit de dimension 3.
Puisque 'espace vectoriel engendré par a;, 1, a;,, a;, 11 est toujours de dimension 3 par
définition de i), € Iy, il suffit d’assurer I'existence de k tel que n < i, < m. Par ailleurs on
a limsup,_, . a(a;,a;11) = ¥) < Y5 < ¢ (voir Proposition du Chapitre . L’idée

est de considérer la suite de tous les points minimaux (a;); et d’exclure les points a;, tels
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que a(a;, —1,a;,+1) < a. Cependant, une petite difficulté technique apparait s’il existe des
indices i, tels que i, + 1 = ix41 € Iy et vérifie aussi a(a;, , a;,12) < a : il faut alors garder
I'un des deux indices pour que soit vérifiée avec u; = a;, .
On définit

Jo = {ir | a(a—1,ai41) < a}.

On a Jy C Iy et Jy est infini car ¢ < . On pose J' = Jy N (2N) si Jy N (2N) est infini,
et J' = Jo N (2N + 1) sinon. Puisque Jy est infini, J’ est aussi infini. Remarquons aussi
que puisque J' ne contient que des nombres pairs (ou que des nombres impairs), si i € J’
alors i + 1 ¢ J'. On utilisera plusieurs fois cette propriété.

On pose alors (u;);>0 = (a;)i¢.7. Montrons que (w;); vérifie . Soit [ assez grand. On
écrit w; = a;_1. Sii ¢ J' alors w41 = a; et

a(u,uy) = ala;_1,a;) < likm sup a(ag, ax+1) +o(l) = E{ +o(1)
—+00

<yggw<a.

Si au contraire ¢ € J', alors i + 1 ¢ J'. Cela implique que u;y; = a;;; et on en déduit
que a(u;, u41) = aa;_1,a,41) < «a puisque ¢ € J' C Jy. La suite (u;); vérifie donc bien
(7.6.2).

Soit maintenant n + 1 € J'. Alors n ¢ J' et il existe un indice [ tel que u; = a,,. De plus
n+2¢ J et uy; = a, s Le sous-espace vectoriel engendré par a,,a, 1,2, est de
dimension 3 puisque n + 1 € J' C Ij. Ceci acheve la preuve de 'optimalité de ). U

Le résultat suivant améliore la Proposition 3.7 de [23] en remplagant —% par v (voir
la Remarque [7.6.2)). La nouveauté réside dans l'utilisation du Lemme [7.6.1

Proposition 7.6.3. Soit (u;); une sous-suite de (a;); telle que

lim sup a(uy, uigq) < 9,
1——+00

ot Y est défini par ((7.6.1). Alors :

(a) A un nombre fini de termes prés, (dy)y est une sous-suite de (u;);.

(b) Pour tout i assez grand, u; est parmi les dy si et seulement si w;_1,u;,u;41 sont
linéairement indépendants.

Enfin dans cette énoncé la borne 1 est optimale.

Preuve Soit k assez grand; notons d, = a,. Soit 7, n et m tels que n < p < m et
(u;,0;41) = (ay,a,,). Si di n'est pas parmi les u; alors on a n < p < m et d’apres
le Lemme les vecteurs a,_1,a,,a,; sont linéairement dépendants : contradiction.
Ceci montre la premiere partie de la Proposition.

Montrons maintenant la deuxieme partie de la la proposition. Soit u; = a, un terme
qui n'est pas parmi les dj (avec i assez grand); alors a,_;,a,,a,;; sont linéairement
dépendants et engendrent un plan H. Le Lemme appliqué a u;_1, u; montre que
u;_1 € H (puisque (a,_1,a,) est une base de H). De méme, puisque (a,,a,;;) est aussi
une base de H, u;y1; € H. Ceci montre que u;_1,u;, u;,; sont linéairement dépendants.
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Pour montrer la réciproque supposons qu’il existe un plan ‘H contenant u;_ 1, u;, u;,1 avec
u; = a, et i assez grand. Alors en appliquant le Lemme [7.6.1] deux fois, on montre que
a, 1,a,,a,.1 € H, donc ces trois vecteurs sont linéairement dépendants, ce qui implique
que &, = u; n'est pas parmi les d.

L’optimalité de 1 vient du fait que c’est l'exposant optimal du Lemme [7.6.1] Si on
choisit un exposant o > 1 alors la suite (w); = (a;);¢,r construite dans la preuve du
Lemme [7.6.1] vérifie

limsup a(u;, u;41) < a.

i—+00
Or par construction J’ est un sous-ensemble infini de [, donc le point @ de la proposition
est clairement faux. U
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Chapitre 8

Le cas complexe du Théoreme du
going-down de Schmidt

8.1 Avant-Propos

Ce chapitre est consacré a 1’étude du cas complexe du Théoreme du going-down de
Schmidt et a donné lieu a une publication [46]. Le texte est en anglais.

8.1.1 Résumé

En 1967, Schmidt a écrit un article fondateur [64] sur des problémes d’approximation
diophantienne, et plus particulierement sur la hauteur des sous-espaces vectoriels de R"”
ou C™ définis sur un corps de nombres K. Le Théoreme du going-down — 'un des théo-
remes principaux de son article — est valide pour deux cas qui dépendent de la nature
du plongement — réel ou complexe — du corps K dans le corps des nombres complexes C.
Dans le cas d'un plongement complexe, et plus généralement des que K n’est pas tota-
lement réel, a un endroit de la preuve les arguments dans [64] ne semblent pas marcher
exactement comme annoncé. Dans [46], nous présentons en détails les idées de Schmidt et
sa preuve du cas complexe en résolvant le probleme mentionné précédemment. Certaines
définitions de Schmidt sont reformulées a I’aide des outils de ’algebre multilinéaire et du
produit vectoriel, suivant ainsi les approches de Laurent [34], Bugeaud et Laurent [I1] et
Roy [54], [56].

Dans [34] Laurent introduit dans le cas particulier K = Q une famille d’exposants dio-
phantiens et donne plusieurs inégalités qui les relient entre eux. Dans la Partie ces
exposants sont définis pour un corps de nombres arbitraire K. En utilisant les Théoremes
du going-up et du going-down nous généralisons les inégalités de Laurent a ce contexte.

8.1.2 Abstract

In 1967, Schmidt wrote a seminal paper [64] on heights of subspaces of R" or C"
defined over a number field K, and diophantine approximation problems. The going-
down Theorem — one of the main theorems he proved in his paper — remains valid in
two cases depending on whether the embedding of K in the complex field C is a real
or a complex non-real embedding. For the latter, and more generally as soon as K is
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not totally real, at some point of the proof, the arguments in [64] do not exactly work
as announced. In this note, Schmidt’s ideas are worked out in details and his proof of
the complex case is presented, solving the aforementioned problem. Some definitions of
Schmidt are reformulated in terms of multilinear algebra and wedge product, following
the approaches of Laurent [34], Bugeaud and Laurent [I1] and Roy [54], [56].

In [34] Laurent introduces in the case K = Q a family of exponents and he gives a series
of inequalities relating them. In Section these exponents are defined for an arbitrary
number field K. Using the going-up and the going-down Theorems Laurent’s inequalities
are generalized to this setting.

MSC 2010: 11K60 (Primary); 11J99 (Secondary).
Keywords: transference theorems; diophantine approximation exponents; approximation of sub-

spaces
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8.2 Introduction

In a paper [64] written in 1967, Schmidt generalizes the basic diophantine approxima-
tion problem « given a real number «, how « well » can it be approximated by rational
numbers ? » as follows. Let A be a subspace of a Euclidean or unitary space G" of dimen-
sion n. Suppose that A has dimension 0 < d < n. How « well » can A be approximated by
subspaces B of dimension e defined over a given number field K 7 Formulating precisely
what « well » means requires some work. Schmidt binds two different notions that are
recalled in Section below : A is « well » approximated by B if on the one hand A and
B are « close » (Schmidt uses several angles of inclination to measure this « closeness
», cf. Proposition and following definitions), and on the other hand B is not too
« complicated » (Schmidt uses the notion of the height of a subspace to measure its «
complicatedness », cf. and (8.3.4)).

In his article, Schmidt establishes several transference theorems of the Perron-Khintchine-
type (see for example [29], [30], [44]). These theorems lead to the conclusion that if a
subspace A can be well approximated by subspaces of dimension e (0 < e < n), then it
can also be well approximated by subspaces of any given dimension €’. Schmidt’s going-
down Theorem ([64] Theorem 10) is one of these transference theorems (treating the case
¢’ < e) and is useful to prove diophantine approximation theorems (as [64] Theorem 13
for example). More recently this work was revisited by Laurent [34] and Bugeaud and
Laurent [11] in the case where A is a one-dimensional subspace of R” and K = Q. Laurent
introduces a family of approximation exponents to points in R™ by linear subspaces and
using going-up and going-down Theorems he proves a series of inequalities relating these
exponents [34]. Roy shows [56] that the going-up and going-down transference inequali-
ties of Schmidt and Laurent describe the full spectrum of these exponents. In Section
these exponents are generalized for an arbitrary number field K. Using the going-up
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and the going-down Theorems one shows that Laurent’s inequalities remain valid for the
aforementioned generalized exponents.

The going-down Theorem remains valid in both the real case (a) and the complex
(non-real) case (b) (see below for details). At some point of the proof for (b), Schmidt’s
arguments do not exactly work as announced ; as the referee pointed out, this happens
also in case (a) if K is not totally real (see Remarks [8.5.1| and [8.5.2] for more technical
details). The main goal of this note is to work out Schmidt’s ideas in details and solve
this problem.

In case (a), G™ denotes Euclidean space (R",(-,-)), K a number field embedded in R,
and ¢ = 1.

In case (b), G™ denotes unitary space (C", (-,-)), K a number field embedded in C (but
this embedding is not real), and g = 2.

In this paper C4,Cy,... will be positive constants depending only on K and n but
independent from the subspaces A%, B¢, ... considered. We also keep as far as possible
the same numbering as Schmidt (so that the numbering does not start with C;). The
notation A4 (or B4, 8% ...) will always mean that A% (or B¢ 5% ...) has dimension d.

Theorem 8.2.1 (Schmidt’s going-down Theorem).
Let A%, B¢ be subspaces of G™ with B¢ defined over K and of height H(B¢) < H (where
H > 1 s a fized constant). Let 1 < h < f' =min(d,e — 1), ¢ > 1 and assume that

H(B®)w!(A, B®) < AH- @Y (j=1,...h). (8.2.1)
where yy > -+ > yp > (qh)™'. Put y =y, + -+ + yn and assume
v =yie(qy+e—1)""1>qt (i=1,...,h). (8.2.2)
Then there is a subspace B¢~ C B¢, defined over K, of height
H(B“ 1) < C5H(B€)H(qy—1)/e < CyHetw-D/e —. g’
having
H (B Hwi(Ad, B < Cyet H™ Wi Vlayte=D/e — cueagp=(wi=t)  (; =1, ... h),
whence
wi(AY, B < CscH(B*™ Y™ (i=1,...,h).
On the other hand, if instead of (8.2.1)),
wi(AYBY=0 (i=1,...,h), (8.2.3)
put
yh = e(qh)™".
Then, for any given H' > CoH there is a subspace B¢~ C B¢, defined over K, of height
H(B* ') < H', having
H(BHYwi(AY, B < CyoHWo H' =@~V (;=1,...,h),
whence
wi(AY, B < CHYWH(B )™ (i=1,...,h).

In this theorem, Cs,...,Chy are positive constants which depend on K,n,yq,...,y, but
not on A% B¢, B¢~ H, c.
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In Section 8.3 we recall the definitions of the height of a subspace and of the functions
w; which are used to measure the closeness of two subspaces. We also recall results of
[64] which we will need in the proof of Theorem [8.2.1} Some definitions of Schmidt are
reformulated in terms of multilinear algebra and wedge product — this is the case of
the definition of the height of a subspace for instance — following the approaches of
Laurent [34], Bugeaud and Laurent [I1] and Roy [54], [56]. In Section we introduce
specific notation for the complex case in order to avoid confusion between the inner
product (x,y) = ¥ z;7; and the bilinear form ¢(x,y) = 3 z;y; (which are denoted in the
same way in [64]). In Section we present Schmidt’s proof of the going-down Theorem
in the complex case, solving in Section the problem alluded to above (see also
Remarks [8.5.1] and [8.5.2] in Section [8.5.4). In Section [8.6] the generalization of Laurent’s

exponents is given.

8.3 Multilinear algebra, distance and height of sub-
spaces

In this section one reformulates some definitions of Schmidt [64] — among others
the height H(S) of a subspace S and the quantities w; (A, B) which characterize the
distance between two subspaces A and B — in terms of multilinear algebra and wedge
product. This approach has already been investigated by Laurent in [34] and Bugeaud
and Laurent [I1] in order to give another proof of the going-up and going-down transfers
in the case K = Q with A¢ of dimension d = 1. See also Roy [54] and [56] for further
examples of the use of such tools in the context of parametric geometry of numbers.

Let L = R or C and let n € N*. We endow G" := L" with its usual structure of
inner product space. Let (-,-) denotes the canonical inner product on G" (if L = C,
we ask for the linearity of the first argument) and || - || its associated norm. If we fix
an integer m, 1 < m < n, we always endow the vector space A\"(G") with the unique
structure of inner product space such that, for any orthonormal basis (e, ...,e,) of G",
the products e;; A--- Ae;,, (i1 < -+ < i) form an orthonormal basis of A™(G™). We
still denote by (-, -) its inner product and by || - || the associated norm. (Note that with
this notation, we have D(Xy,..., X)) = || X1 A -+ A X,,|| for any Xy,..., X, € G",

1/2
where D(X1,...,X,) = <det ((XZ-,X]-)> > denotes the generalized determinant of
2%
(X1,...,Xm), see [64] for more details about this notion).

Let K be an algebraic number field of degree [K : Q] = p and Ok be the ring of integers
of K. Let 0y,...,0, be the different embeddings of K into the field C of complex numbers.
For ¢ € K, put €@ for the image of ¢ under ;. Similarly, if X = (¢5,...,&,) € K™, put
X0 = (ff), €D, Let S? a subspace of K™ of dimension d. Let (X,...,X,) be a
basis of S¢ and form the matrix M with row vectors Xi,..., X . Let a be the fractional
ideal of K generated by the (Z) determinants of all d x d— submatrices of M. The height

of S¢is defined by
P A A
H(SY = N(@) T I1XD A--- A XP, (8.3.1)
j=1
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where N(a) = Ngjg(a) € QF denotes the norm of the ideal a. This definition does not
depend of the choice of the basis (X7, ..., Xy). See [64] §1 for more explanations about
this notion.

We suppose now that K is embedded in L. We denote by A™(O%) (1 < m < n) the
free Og-module of rank (:1) spanned by the products x; A--- Az, with z1, ..., 2, € OF.
A subspace S of C" is said to be defined over K if it is defined by linear equations with
coefficients in K (or equivalently, if there is a basis of S with coordinates in K). If S is
defined over K, one can considerer its height as the height of SOK™. If (Xy,..., Xy) € K™
form a basis of S?, the associated fractional ideal a defined above is the fractional ideal
generated by the coordinates of X; A --- A X with respect to a basis of A™(O%). Note
that if K = Q and Ok = Z, we may suppose that (Xi,..., Xy) form a basis of SN Z"
(and so, that it can be extended to a basis (X7,...,X,,) of Z", which is equivalent to
asking that X; A ... X, is a primitive vector, i.e N(a) = 1). In the general case since O
is not necessarily a principal ring, S N O% may not be a free Ox-module. However, the
ideal class group of K is finite and using a system of representatives consisting of integral
ideals, it can be proved that X;,..., X; may be chosen such that X;,...,X; € O} and
N(a) < C where C' > 0 depends of K only.

Formula in § allows one to consider the height of some subspace more geome-
trically.

Finally, one has to introduce the functions w; used by Schmidt to measure the "close-
ness' of two subspaces A and B of a Euclidean or unitary space. We define the (projective)
distance between two non-zero vectors X and Y of G" by

| X AY]
dist(X.Y) i = — "
st (5 Y) = XTI

Note that in [64] dist (X,Y") is denoted by w(X,Y). It satisfies the triangle inequality
dist (X, Z) < dist (X,Y) + dist(Y,Z) X,Y,Z e G\ {0}.

For X € G\ {0} and a subspace B¢ # {0} of G", we define the distance from X to B¢
by

dist (X, B¢) = inf dist(X,Y).
YeBe\{0}

Note that )
dist (X, B)? + dist (X, BY)" =1 (8.3.2)

for every subspace B of dimension 0 < e < n (see [64, Section 8] formula (8)). Note once
again that in [64] dist (X, B¢) is denoted by w(X, B¢) and that this infimum is in fact a
minimum.

Definition 8.3.1. Let A? and B¢ be subspaces of G" of dimensions d and e respectively,
with f := min(d,e) > 0. Set

wj (Ad,Be) = inf  sup dist (X, B°),

FicAd xepi\{0}

for i =1,..., f. Here F" refers to an arbitrary subspace of A of dimension i.
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Intuitively, the smaller the w; are, the closer A% and B¢ are. These quantities are the
same as those introduced by Schmidt in [64, §8] (it is a direct consequence of Schmidt’s
definitions, his Lemma 12 and Lagrange’s identity || X||?||Y]]? = [ (X, Y)|? + [| X AY]?).
In particular, we have the useful following result (see [64, Theorem 4 on page 443| noting

that \; = /1 —w?) :

Proposition 8.3.2. Let A% and B¢ be subspaces of G™ of dimensions d and e respectively,
with f := min(d,e) > 0. Then there are orthonormal bases Xi,..., X4 and Y1,...,Y, of
A B¢ respectively, and reals 0 < w; < --- < wy < 1 such that

<1 < <7 <e).
dist (X;, ¥;) = { 1 otherwise (l<i<d 1<j<e)
The numbers wy, . ..,wy are independent of any freedom of choice in X;,Y; and are in-

variant under unitary transformations applied simultaneously to A%, B¢. Moreover, one

has
w; = W (Ad,Be) (1<i<f).

Ifd+e<n,set
Ad Be . Hkad e

(Although we will not use it in this paper, if d + e > n, u(A9, B¢) can be defined as
[T/, wiig(A% B®) where g := d + e — n. See Sections 7 and 8 of [64] for more details).

The next and last proposition is an equivalent definition of u in the case d +e < n
(see [64], § 6-8], especially formula (7) ).

Proposition 8.3.3. If (X1,...,X4) and (Y1,...,Y.) are arbitrary bases of A%, B¢, res-
pectively, and d + e < n, one has

X1 A AXgAYI A AY]]

Al B¢ = .
A B = R A AR A AT

This formula generalizes the formula (4.1) of [I1], which describes the special case
d= f =1 (in this case, u(A%, B°) = dist (Xy, BY)).

For n € N*, E™ denotes the Euclidean space R" with its canonical scalar product. A

lattice of E™ will mean a discrete group of vectors of E™ (not necessarily cocompact). The
rank of a lattice is the maximal number of linearly independent vectors of the lattice.
Define the determinant of a lattice A of rank m by d(A) = || X1 A -+ A X,,,|| where
Xi, ..., X, are basis vectors of A if m > 0, and by d(A) =1 if A = {0}.
Suppose now that K € C but K ¢ R. Let p = ry +2ry and £€272%9) be real for 1 < j < rq,
€Ut the complex conjugate of £U) for 1 < j < 2ry — 1, j odd, and every € € K. We may
assume o7 to be the identity map, oo the complex conjugate map (such that o1(&), oo(§)
for £ € C — not necessarily in K — can also be considered). Put

A = 272|512
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where ¢ is the discriminant of K. Set

Re £ if 1 <4< 2ry and 7 odd,
¢l =2 Tm ¢® if 1 <4< 2ry and 7 even,
€@ if 2ry +1 <@ < p.

Here, Re and Im denote real and imaginary parts. Given 1 <i <pand X = (§,...,&,) €
K™, write X@ = (&% €0y and X1 = (&l ¢ll). For i = 1,2 X® and XU are
defined for any X € C". Then, notice that for all X € C" one has X = XM — i X[ Let
p: K" — E" be the Q-linear map defined by

p(X) = (xW .. XPye g (8.3.3)

It is the same map p as the one defined by Schmidt [64, p. 435] if one rearranges its
coordinates ; this does not change the main property recalled below.

Let S? be a subspace of K™ of dimension d, and O (S?) be the subset of all of X € 54
whose components are in Og. Then A(SY) := p(Ok(S?) is a lattice in E™ of rank dp
(see [64], §3]). Moreover Theorem 1 on page 435 of [64] asserts that

H(S?) = A~d(A(S%)), (8.3.4)

where d (A) denotes the determinant of the lattice A.

8.4 Specific notation in the complex case

In the setting of Section let us assume now that K is non-real and G = C". We
shall distinguish carefully the sesquilinear scalar product (X,Y) on C" and the canonical
bilinear form ¢(X,Y) on C" or K". By contrast, both are denoted by XY in [64]. Of
course in the real case (X,Y) and p(X,Y) coincide. Let (-,-) : C* x C* — C be the inner
product defined by

If W is a subspace of C", W+ denotes the orthogonal complement of W for (-, -). Let K’
be the complex conjugate field of K, K’ = {Z; z € K}. If W is defined over K, note that
W+ is defined over K’, and generally not over K. If S is a subspace of C" defined over K,
it follows easily from the definition of the height that H(S") = H(S), where S’ denotes
the set of all Z with z € S, which is a subspace defined over K'. If ¢ : C" x C" — C
denotes the bilinear form defined by

o((xi)is (Yi)i) = Z LY,
k=1
and W%+ denotes its orthogonal complement with respect to ¢, one can show that

H(S?Y) = H(9)

for all subspaces S of C" defined over K (see [64] Eq. (4) on page 433 and [26] Theorem
1 on page 294, although it is not expressed in the same language). We may in particular

195



deduce from the last statement this useful result :
Let S be a subspace of C" defined over K. The subspace S+ is defined over K’ and
satisfies

H(S) = H(Sh). (8.4.1)

8.5 Proof of the going-down Theorem in the complex
case

Proof In this section one proves Schmidt’s going-down Theorem (that is, Theorem [8.2.1]
in the introduction), in case (b). In other words, K is a number field embedded in C, with
K ¢ R. We can suppose that G" = ((C”, ) ) : we keep the notation of Sections and
B.4 Let K’ be the complex conjugate field of K, K’ = {z; z € K}.
Write p = 71 + 2ry. Notation €@, ¢ p (cf. (8.3.3))... will be used with respect to K’
(01,...,0, denote the different isomorphisms of K’ into the field C of complex numbers
etc. Notice that Schmidt does not mention the field K’ explicitly).
Let B¢ be a subspace of C" defined over K. Schmidt first assumes that holds.
Let m = n — e and Bt = (B9t = Vect(Zy,...,7,) with Z; € K™, where
Vect (11, . ..,T,,) denotes the subspace generated by Ti,...,T,,. We are going to fol-
low Schmidt’s idea in order to construct a vector W € K™\ (B¢)* such that

B = Vect (W, Zy, ..., Zn)" (8.5.1)

(which is defined over K') has the required properties.

1/2
Let \; := (l—wi(Ad, B¢) (fori =1,..., f:=min(d,e)) and choose orthonormal bases
(X1,..., Xa), (Y1,...,Y.) of A4 and B® respectively having (X;,Y;) = 6;;\; (such bases
are given by Proposition|8.3.2)), whence fori = 1,..., f one has dist (X;,Y;) = w;(A%, B®).
Notice that (Y;,Z;) =0 (i=1,...,eand j =1,...,m).

The lattice A(B®+) C EP" (constructed from K’ and p as in §2) has rank pm and
determinant A™H(B%) = A™H(B¢) (by (8:4.1)). Let Ji,...,J,, be a basis of this
lattice and let II be the set of points J = Y- ¢;J; with ¢; € [-1/2,1/2]. The set II has
pm-dimensional volume A™H (B¢) and contains no lattice point of A := A(K™) but 0.

Set S* := Vect (A(Be’L)> C EP™; it has dimension pm.

8.5.1 Construction of W

Remember that p is defined with respect to K’ (not K). For all Y € C" and Z € K",
one has

(v, 2) = (YW, y®o,...0),p(2)) +i ((-Y2,¥",0,...,0),p(2)).
(Y;); is an orthonormal basis and each Y; is orthogonal to B+, hence

Vl= (v 0,00 G=1,...,h),

J
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and 2] M1
2 1 .
97 = (=Y;7,Y7,0,...,0) (j=1,...,h),

form an orthonormal family of 2h vectors of EP" which is orthogonal to S*. Set T} :=
Vect (D1,D%,...,9},D3); then Tj, is a subspace of dimension 2h. A vector X € EP" can
be uniquely written as

X=X"+Xr+ X,

with X* € S*, X1 € T, and X, orthogonal to S* and to Tj. The set of all X satisfying
(1) X* eIl
(i) |<3€T,‘~D§->| < H—(yj—(2y—1)/(ep))<H/H(Be)>
(m) H%OH < 012H(2y‘1)/(€p)

h
VO G hi=1,2)

(where || - || is the norm associated with (-,-)) is a symmetric convex body which is the
product of three symmetric convex bodies from pairwise orthogonal subspaces, hence it
has a volume
h 1/(2h)y 2
A™H (B®) x ( (QH—(yj—@y—l)/(ep)) (H/H(Be)> / )) >><

7j=1

pe—2h

x (CIQH(%—I)/(BP)) V(pe — 2h),

where V(1) denotes the volume of the unit ball in E'. Finally its volume is A™4"V (pe —
2h)Cle§_2h > 2P A™ if (5 is large enough. Therefore, by Minkowski’s Theorem, there is
an X € A\ {0} in this set. One may choose W in O, such that

X =pW).

8.5.2 Properties of W

One has to establish two properties for W (inequalities (8.5.2)) and (8.5.3) below) in
order to show that B! defined by (8.5.1)) has all the required properties. More precisely,
| (W,Y;) | and ||V;]| have to be controlled (where V; is the orthogonal projection of W)

, L
on Vect (Z{] ), cee ZT(,JL)) ) because these quantities will appear directly in the estimate
of the height H(B*™!) of B!

For 1 < j < h one has

(V3 W) = [(D], p(W)) + (D3, o)) | = [(D]. X) +i (D2, X)|
< (D), Xr) [+ {3, %) |
< 2~ Wwi=(2y=1)/(ep)) (H/H(Be))l/(%), (8.5.2)

by ().
Also notice that (i) and (i4i) together imply

1% — X7|| < CraH @1/,
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because by assumption y; > 1/(2h) (which implies that H~®i—Cy=1/(r)
1/(2h) | -

(H/H(Be)) is bounded from above by HZv=1/(ep)),

For 1 < j < p, write WU = U; +V; with U; € Vect (Z}j), ceey ij)) and V; orthogonal

to Vect (ij ), ey ZT(,{)) (here Schmidt’s arguments do not work exactly as he says, and
this is what motivates us to introduce V;, j = 1,...,p. See Remarks and [8.5.2] for
more details).

Now if o; is real, then W), z9 . 70 ¢ R" and this implies that U;,V; € R™.
Set 20, := (0,..., V; ,...,0). Then 2U; is orthogonal to S*, thus to X,
—

j—th block
and to X — 20, (by definition of V; and U;). From this one can deduce that

120, (1> = | (20, %) | = | (0, X — X*) | <[|120,]| x CrLa HBY=D/(P). Thus
1Vill = [120;] < CraH®v= /),
If 0; and 041 are complex conjugate, then

w=(0,....0, V",V Jo,... 0 and 22 = (0,...,0, —VA v 0,...,0)
blocks j and j + 1 blocks j and j + 1

are orthogonal to S*, and in particular to X*. Then, one has
’ (W VY 4 (i) Vj{21>) (x| = | (x - X, 200)| < Co B/ gt
’ (Wl vy — (b y ) \ = |{(x,20%) | = [ (X - X", 02) | < CyuHO= /)92,

and since

‘ (WO, v;) ’ _ ‘ (WL VY 4 (Wil v (Wl v — (e i) ’

j J
one may conclude that

IViIE = | (W, 5} | < 200y,
and therefore

[V;]| < 20 H@v=D/(ep), (8.5.3)
This inequality is satisfied for j =1,...,p.

8.5.3 Definition and properties of B¢}

As announced, let B! be defined by (8.5.1)). Now one has to show that H(B®™1) <
H'. We follow Schmidt’s arguments. Let a be the fractional ideal of K’ generated by the
(TZ) determinants of all m x m-submatrices of the matrix with row vectors Zi,..., Z,,

and let b be the ideal of K’ generated by the (m’ll) determinants of all (m+1) x (m+1)-
submatrices of the matrix with row vectors W, 7y, ..., Z,,. Since all coordinates of W
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are in O one has b C a (for one can use for every (m + 1) x (m + 1)-determinant
the Laplace expansion along the first row). Thus N(b) > N(a). Moreover, H(B¢) =

H(B*) = N(a) ' [T2, ||Z{i) A -+ A ZW||. Then, one has

P , '
H(B = H(B)) = NO) [T WO AZP A A 2D

i=1
p
11_[\|VH||Z1 - AZQI < HB)TT IV
i1 i=1
( ) 2y 1)/e S CSH(6+2y—1)/e _ H,, (854)

for a sufficiently large Cs.

Now one has to bound H (B !)w?(A? B™1) from above (for i = 1,...,h). Since
(Y;,Z;) =0(j=1,...,m) and ||Y;|| = 1, one has

dist (Y;, (B°)*)" =

= I AW AZi A A Zul PG A Zy A A 2

= (IVIPIW A ZiA - A Zl P = | 5 W RIZLA - A Zol )W A Z3 A< A Zo
= 1= [V, W) PNZu A AN ZnlPIW A Zy Ao A 2|7

the first equality is obtained by the special case of Proposition [8.3.3] and the second one
is obtained by using Laplace’s expansion twice (first for D*(Y;, W, Zy, ..., Z,,) defined at
the beginning of along the first column, then for the second non-zero determinant
obtained along the first row).

Using Eq. one finds

dist (Y;, B<Y) = [ (Vi W) [ [[Z0 Ao A Zul | WA Zi A A Zy]| 7
hence

W AZyA - A Z? dist (Y, B) = [(Yi, W) PIZ0 A -+~ A Zo

Finally

H(B) dist (Y, B’

(HHW ANZD A p 2O H) 1WA ZA - A Zal? dist (Y, B’
p
—N(b)l(Huwwzf A ZY H)I\ZlA~-~AZmHQ\<1€,W> i
7=3
S TT 17D —(2y-1)/( 1/h
< CsN @) (1127 A )(anu) /) (/1))
7j=1

< 016[_](Be)H(P—2)(2y—1)/(€p) 2[yi—(2y—1)/(ep ]H/H( )
< 016H(e+2y—1)/e—2yi.
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The first inequality follows from (8.5.2)) and the second one from (8.5.3). Then, there is
a vector R; € B!\ {0} having

H(Befl> dist (Y;, RZ)Q < C’16I_I*(2y§*1)(2?;’+e*1)/67

since by definition y; := (y;e)/(qy + e — 1).
By assumption, one has

H(B®) dist (X;,Y;)? < *H v+,

thus, by (85.1) :

H(Be—l) dist (XMY;) < CQO H—2y2+1+(2y 1)/e 20 H™ 2y} —-1)(2y+e— 1)/8'
These inequalities and the triangle inequality provide
H(B*™Y) dist (X;, R)® < Cp P H- 2wt y-V/e — ¢ 2~ GuimDyteDle (1 p),

and so [64, Theorem 7] (with § = 1 for instance, since (X;); is an orthonormal family)
yields
H(BMwi (A%, B! < PCeH i Dvterle (=1 . h),

for Cy large enough. This completes the first part of the proof.

8.5.4 Proof of the second part of the theorem
Suppose now that (8.2.3)) holds. We follow Schmidt’s proof and define H; > 1 by

= CoHH; 2h/e (Cy will be specified later). For the construction of W, replace (i), (i),
(’m) by

(i) Xx*ell
(i) | (X, Q) | < HY U2 (=1, i =1,2)
(i) 1%ol] < Cag7.

These equations define a symmetric convex body of volume

AMH(BY) x (2H; "D (OB D) Y (ep — 20)
= A™H(B)4"CE "V (ep — 2h)
2pnAn’

for C1g large enough. By Minkowski’s Theorem there is an X € A\ {0} in this set. Let
W be in O}, such that X = p(W).

Equation (8.5.2)) is replaced by

[(W,Y;) | < 207 (72,
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One also has

thus (8.5.3)) becomes

Computing H(B*!) one finds

1% = X*|| < ChoHM P,

1Vl < 20 H{M .

p
H(B“') < H(B) H IV;|| < CH(B)H™M".
Jj=

Now set Cy := C, which implies H(B¢™') < H'. With these new estimates one finds
H(Be—l) dist (Y;, Be_1> < OQ()H(B6> H(p—2)2h/(€p) « H1—2(1—2h/(ep))
< CQlHHQh/e 2 C2IHH12h/e(1—e/h)
_ CloHe/hHllfe/h _ CloH2y6Hlf(2y671).

Now, note that (8.2.3)) implies that ¥; = £X; (fori =1,...,h) and so Y7,...,Y} form an
orthonormal subset of A¢; [64, Theorem 7] (with § = 1) yields the expected result.  [J

Remark 8.5.1. We give here more details in case (b) about the reasons which lead us to
introduce subspaces V; and the decomposition of vectors W) (see Subsection [8.5.2)). In
his paper [64] p. 455], Schmidt writes (with his notation for the orthogonal complement
and for Z; € K") W =U+V, where U € B = Vect (Z1,...,Z,) and V € B¢, in order
to have the decomposition W) = UU) + V) with UU) € (B*)U)+ = Vect (Z(]) qu{))
and VU € (B*)W),

Here a problem arises : in the complex case, which orthogonal complement does the
symbol L denote ? With our notation, suppose that one considers (B¢)¥*. Then, it is not
always true that we have G" = B¢ ® (B¢)#+ and so the decomposition W = U + V may
not be considered. (This is the first but not the only one problematic point : for example
with this definition it seems that we could not obtain inequality (15) of Schmidt, because
just before in his text the notation W@ R would refer to ¢(W @, RY) and not to the
inner product <W(j), R(j)>).

Suppose now that (B¢)* denotes the orthogonal complement for the inner product (-, -).
Here, the decomposition W = U + V may be considered. However it rises another
problem : (B¢)* is no longer defined over K, but over K’, and we could not apply the
embedding o; : K — C to U. In fact we also have a problem to define V@) although
B¢ is defined over K, because we do not have necessarily V' € K™ (the decomposition
(0,1) = A1, ) + AM(=1, (@)~ ') with A = 1/(a+ (@)"!) and a € K \ K’ provides a simple
counter-example in dimension two). Furthermore, even if K = K’ and that UY) and V)
could be considered, it is not true that it implies <U @), V(j)> = 0, because of the complex
conjugation in the inner product. This brings problems to apply Schmidt’s arguments.

Remark 8.5.2. In case (a), it makes sense to considerer the decomposition W) = U 4+
V) of Schmidt, but if K is not totally real and if o, is a non-real embedding, with
Schmidt’s argument it seems that one can only obtain

(VO V)| < 20, HO= D))y @),
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instead of inequality (15) of [64] (which corresponds to inequality in this paper).
To solve this problem, it suffices to apply the argument used for the complex case. It is
simpler in case (a) because we have K’ = K, and B¢ is the subspace defined by Schmidt
n [58] (defined over K). If we replace the decomposition U = W) + UV with the
decomposition W) = U; + Vj if o is not real, with U; € Vect (ij), cee anj)> and V

orthogonal to Vect (ij), e ZT(,{)), as for (8.5.3)) we obtain

ijH < 2014]_](?;—1)/(61))'

This inequality is slightly different from because in case (a) the symmetric convex
body defined by (i), (i7) and (iii) at the beginning of the proof is not the same. Now, note
that in Section we use inequalities and but not directly the fact that
K C R or not, so working with V; rather than V) we may follow Schmidt’s arguments
to complete the proof of case (a).

8.6 Exponents of Diophantine Approximation

Let n > 1 and K C C be a number field. We recall that one distinguishes between
two cases (a) and (b).
In case (a), K is real, G*™ denotes Euclidean space R"*! and ¢ = 1.
In case (b), K is complex non real, G"™! denotes unitary C"*!, and ¢ = 2.

Definition 8.6.1. Let u € G"*!\ {0}. For each j = 0,...,n — 1, we denote by w; x(u)
(resp. @W; k(1)) the supremum of all real numbers w such that, for arbitrarily large values
of Q (resp. for all sufficiently large values of Q), there exists a vector subspace S of G"*1,
defined over K, of dimension j + 1, with

H(S) <@ and H(S)wi(u,S)<Q™*.

Laurent introduces this family of exponents in [34] in the case K = Q. He
gives a series of inequalities (which may be proved using Schmidt’s results [64])
relating these exponents (cf for example [56, Theorem 2.2], and compare to Theo-
rem below), and gives also a description of the full spectrum of the 2n exponents
(wog(u),...,wh—10(0),...,@00(),...,0n-10(u)) for n = 2. In [56], Roy gives a des-
cription of the full spectrum of the n exponents (wpg(u),...,w,—10(u)) for all n > 1,
proving that the inequalities of Laurent describe completely this spectrum (cf Theorem
2.3 of [56]).

For an arbitrary number field K, the aforementioned inequalities can be generalized :
this is Theorem [8.6.2], which is the main application of this section.

Theorem 8.6.1. Let u € G"*\ {0} and let j, 0 < j <n—1. Then
J+1
n—j

wik(u) > & (u) > 0<j<n—1). (8.6.1)
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Proof of Theorem [8.6.1]
By [64, Theorem 13] in the case d = 1, there exists a constant ¢ > 0 which depends
only of n and K such that for all () > 1, there is a subspace S, defined over K and of
dimension j + 1, satisfying

H(S)<Q and H(S)wi(u,S) < cQ Ut/

Theorem follows immediately. Note that in the proof of Theorem 13, Schmidt uses
his going-down Theorem. U

Theorem 8.6.2. Let n € N* and u € G"*'. Then we have wy x(u) > + and

Si=

(n = J)wjr(a) =1
n—j3+1

1<j<n-1), 8.6.2
wik(a)+j+17~ (I=<j=< ) ( )

with the convention that the left-most ratio is equal to j if wj x(u) = oo.

The right inequality in follows from Schmidt’s going-up Theorem [64, Theorem
9], while the left inequality follows from the going-down Theorem. In his paper [34],
Laurent introduces the exponents w;g(u) and notes that each inequalities in is
best possible (because they allow to find Khinchine’s transference inequalities, which
are best possible). For u with Q—linearly independent coordinates and K = Q, Laurent
gives an independent proof of the right inequality of in [34], and both inequa-
lities are proved by Bugeaud and Laurent in [II]. Roy proves that for K = Q, the
inequalities of Theorem describe the set of all possible values of the n-tuples
(wog(u),...,wh—10(u)) (cf [56, Theorem 2.3]). It would be of interest to know if his
theorem remains true or not for an arbitrary number field K.

Proof

We show first the left inequality in (8.6.2]).

Set A := Span(u), the line spanned by uin G"™'. Let j, 1 < j < n—1.Ifw; x(u) = 0o
let y; > ¢~ . Otherwise let y; = ¢ ' (wjx(u) + 1) — €, where € > 0 is very small; then
y1 > ¢! because Theorem m yields w; (u) > 0. Then, there exist arbitrarily large
values of () for which there exists a subspace S of G"*! of dimension j+1 (1 < j <n—1),
such that

H(S)<Q and H(S)wi(A',S) <@ lw—b, (8.6.3)

Set y; :=y1(J +1)/(qy1 + j). The conditions of the going-down Theorem are fulfilled
with A" and B®:= S (one hasd =i =h =1, e = j + 1 and we choose ¢ = 1). This gives

ay1+J

a subspace S’ C S of height H(S") < Q" with Q" := C5Q 7+ | of dimension j, defined
over K, having

H(S)<Q and H(S)wi(u,s") < Q- @1, (8.6.4)
Since Equation (8.6.3)) holds for arbitrarily larges values of @, (8.6.4) holds also for

arbitrarily large values of ), and one deduces that
wj-1,x(0) > qyy — L.
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Letting y; tends to ¢ (w; r(u) + 1) if w; x(u) < oo, and to +oo otherwise, we deduce
the left side of the inequality in ({8.6.2]).

Only a scheme of proof is given for the right inequality.
Set again A' := Span(u) and let j, 1 < j < n— 1. We can suppose that for any subspace
S of dimension j + 1, defined over K, we have w{(A',S) > 0 (otherwise it means that
wj i (1) = oo, and the right inequality in is obvious). Let y1, 0 < qy1 < wj_1,x(u).
There exist arbitrarily large values () > 1 and corresponding subspaces S of dimension j
defined over K, having

H(S)<Q and H(S)wi(A',S) <Q ™. (8.6.5)

Now, we use Schmidt’s going-up Theorem ([64, Theorem 8|) with parameters n + 1,
1 =1/q, h,d =t =1i=1¢c=1, and B® := S (note that in our context we have
1 (AL, B?) = wi (A, BY) for all B of dimension e < n). This gives us a subspace S’ D S
of dimension j + 1, defined over K, having

H(S)<Q and 0<H(S)" T4 S) < CQ 00, (8.6.6)

where Q' := C3Q™=9)/("=i+1) and Cy, C4 > 0 depend of n, K and 7, only.

Now, since Equation holds for arbitrarily large values ), so does for ar-
bitrarily large values )'. This implies that there are infinitely many subspaces S’ which
satisfy (8.6.6). In particular, H(S’) is not bounded from above.

To conclude, it suffices to remark that implies

0 < H(g/)(n—j-i-l)/(n—j)wil(Al,S/) < C4H(S,)_qy1(n_j+l)/(n_j)-

Then multiplying each side of the inequality by H(S’)'~(=3+10/("=3) and writing Q" =
H(S"), we find that for arbitrarily large values of Q" there exists S’ of dimension j + 1
defined over K such that

H(S) < Q" and H(S)W{(AY,S) < CyQ " (an+Dn=y+l)/(n=j)+1, (8.6.7)

This shows that
wik() = (qy1 +1)(n—j+1)/(n—j) -1,
which gives
(n — jlwjk(u) —1
n—j+1
and letting qy; tend to w,_1 k(1) we find the desired result. O

)

qy1 <
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Résumé :

Pour un réel £ qui n’est pas algébrique de degré < 2, on peut définir plusieurs exposants
diophantiens qui mesurent la qualité d’approximation du vecteur (1,¢,£?) par des sous-
espaces de R? définis sur Q de dimension donnée. Cette thése s’inscrit dans ’étude de
ces exposants diophantiens et des questions relatives a la détermination de leur spectre.
En utilisant notamment les outils modernes de la géométrie paramétrique des nombres,
nous construisons une nouvelle famille de réels — appelés nombres de type sturmien —
et nous déterminons presque compléetement le 3-systéeme qui leur est associé. Comme
conséquence, nous en déduisons la valeur de leur exposants diophantiens et certaines
informations sur les spectres. Nous considérons également le probleme plus général de
I'allure d'un 3-systéme associé & un vecteur de la forme (1,£,£?), en formulant entre
autres certaines contraintes qui n’existent pas pour un vecteur (1,£,7) quelconque, et en
explicitant les liens qu’il entretient avec la suite des points minimaux associée a £. Sous
certaines conditions de récurrence sur la suite des points minimaux nous montrons que
nous retrouvons les 3-systemes associés aux nombres de type sturmien.

Title : Applications of parametric geometry of numbers to Diophantine approximation

Keys words : Diophantine approximation, Simultaneous approximation, Diophantine
exponents, Spectrum of Diophantine exponents, Parametric geometry of numbers.

Abstract : Given a real number £ which is not algebraic of degree < 2 one may define
several diophantine exponents which measure how “well” the vector (1,&,£2%) can be
approximated by subspaces of fixed dimension defined over Q. This thesis is part of the
study of these diophantine exponents and their spectra. Using the parametric geometry of
numbers, we construct a new family of numbers — called numbers of sturmian type — and
we provide an almost complete description of the associated 3-system. As a consequence,
we determine the value of the classical exponents for numbers of sturmian type, and we
obtain new information on their joint spectra. We also take into consideration a more
general problem consisting in describing a 3-system associated with a vector (1, &, £2). For
instance we formulate special constraints which do not exist for a general vector (1,&,7)
and we also clarify connections between a 3-system which represents ¢ and the sequence
of minimal points associated to &. Under a specific recurrence relation hypothesis on
the sequence of minimal points, we show that the previous 3-system has the shape of a
3-system associated to a number of sturmian type.
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