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(�	 ��������	 	�� �� 	��	�)	 S ��������� �	 � 
������ �'�� 	��	�)	 C �	
�
���	� �	 �������	� 	�� ���
 ���� 	���	
 n ≥ 1� �'�� 	��	�)	 Rn �	 �
���	� �	

�	����� ������� n� 	� �'�� 	��	�)	 Fn �	 �
���	� �	 ������ ������� n� �� ������	
���*��
� ��	 R2 �����	�� �� �+�)�	 =�

,� ��� �	 �	� �+�)�	�� ���� ���� �������
	
 �� 	��	�)	 X ����	���� �	��
�+�)�	� �	 ��
	��&-�	 .���
���	 	� �	
����	/ 	� �� �+�)�	 �	 ��
��	� �	� �+�)�	�
�	 ����	��	�
� �����	� .∨� ∧� ¬�→�↔/� �	� �+�)�	� �	 ����������	�
� .∀� ∃/� 	� ��
���)
	 �����)
�)	 �	 �+�)�	� �	 ��
��)	� .x0, x1, . . . / 0 �	� 	��	�)	 X �� ����
�	
��
 � �����
��
	 '	��	�)	 �	� ���	��� �� ������	 ������ � �� ��������	 S �

�� ��	 ��	 �������
	 S � (� �	��	 	�� ��	 ����	 �	 �+�)�	� �	 S ∪X � ������
��
 ��������� ����	 ���� 1 �� �+�)�	 �	 ��
��)	 �� �	 ��������	 	�� �� �	
�	 0 ��
f ∈ Fn 	�� �� �+�)�	 �	 �������� �'�
��� n 	� t1, . . . , tn ���� n �	
�	�� ��
� � ����	 �	
�+�)�	� f(t1, . . . , tn) 	�� �� �	
�	 0 '	��	�)	 �	� �	
�	� 	�� �)�	�� ��������	�	��
�	 �	��	 ����-
	�

(�	 �����	 ������	 	�� ��	 ����	 �	 �+�)�	� �	 S ∪X �����	 ����	 ���� 1
�� R ∈ Rn 	�� �� �+�)�	 �	 
	����� �'�
��� n� 	� ��	 t1, . . . , tn ���� �	� �	
�	�� ��
�
� ����	 �	 �+�)�	� R(t1, . . . , tn) 	�� ��	 ��
��	 �������	� 	� '	��	�)	 �	� ��
��	�
�������	� 	�� �)�	�� �	 �	��	 ����-
	�

,���� ��	 �����	 	�� ��	 ����	 �	 �+�)�	� �	 S ∪X �����	 ��
 ���������
����	 ���� 1 ��	 ��
��	 �������	 	�� ��	 ��
��	 0 �� φ 	� ψ ���� �	� ��
��	�� ��
�

2



�������� 	
 ������������ ����������������

��� ������ �� ���� ��� ¬(φ)! (φ∧ψ)! (φ∨ψ)! (φ→ ψ)! �� (φ↔ ψ) � "� ��� # $����� % ��
φ ��� �"� # $���� �� x ��� �" ���� �� �� &'$�'���! '� $� ��� ������ �� ���� ��� (∀x, φ)
�� (∃x, φ) � "� ��� # $����� % �(�"������ ��� # $����� ���  ���"� �"��)��&���"� �� )����
�'"�*$�
 �� φ ��� �"� # $����!  " '++���� �����������	 �� φ �(�"� ��� # $����� '++'�
$'���'"� �'"� �' ) "��$�)�� " �� φ +'$ ��,$'�� " ���  +,$'�� "� )��������
 �(�"������
��� � ���# $����� �(�"� # $���� � "",� ��� ���" �,-"� . �(������'�� " ��� +'$�"�/*���
�'"� �' ) "��$�)�� " ��� # $����� '���$� 0�� �( " "� +��� +'� '& �$ ���1 ) "��$�)�� "�
�� φ +$ ����'"� ��� � ���# $����� ��2,$�"���


�" �,-"�� �� �
��
�	 L �� ��3"'��$� S ) ��� ,�'"� �(�"������ ��� # $�����
'�"�� ) "��$�����
 �" +$'��0��! " �� #�$ "� �" 3,",$'� �('�'�3'�� �"�$� �" �'"3'3� �� �'
��3"'��$� %  " +'$��$' ��� ��	��� �� �
��
�	 + �$ +'$��$ ��� ,�,��"�� �� �' ��3"'��$�!
�� ��� ������	� �� �
��
�	 + �$ +'$��$ ��� # $����� ) "��$����� '&�) ��� ,�,��"�� ��
�' ��3"'��$�
 � �� #�$ "� ,3'����"� +'$# �� �" '��� �� " �'�� " �"  ����'"� )�$�'�"��
+'$�"�/*��� �'"� )�$�'�"�� # $����� � $�0�� )��' "� +$4��$' +'� 5 ) "#��� "
 ��  " ,��"�
�' ��3"'��$� S +'$ �" �"������ A �� ���� ��� �� ) "��'"��!  " " ��$' �� " �&�'�
�'"3'3� L ∪A!  � +'$# �� L(A)


� �� φ �"� # $���� ) "��"'"� �"� �"��'")� �� ���� �� �� &'$�'��� x
 �" ��� 0��
)���� �"��'")� ��� �"� �
��
��	 ��	 �� �� �1���� �"� � ���# $���� ψ �� φ ) "��"'"� )����
�"��'")� �� x �� ����� 0�� (∃x, ψ) � �� �"� � ���# $���� �� φ
 �" ��� 0�� )(��� �"�
�
��
��	 ����	 �� ���� "(��� +'� ��,�
 �" " ��$' �" 3,",$'� �' # $���� +'$ φ(x) �� �( "
� �/'��� +$,)���$ 0�� x ��� �"� &'$�'��� ���$� �'"� φ 6� ) �+$�� �� �"� '��$� �"��'")�
�� x ��� ��,� �'"� φ7
 �" ���� ��� �"� # $���� �'"� &'$�'��� ���$�


����������� 	
�
������� �� �����	�����

��'"� � "", �" �'"3'3� L!  " '++���� L���������	 �" �"������ M � "�  " '
" ��, �" ,�,��"� + �$ )/'0�� ,�,��"� �� �(�"������ ��� ���� ��� �� ) "��'"�� C!
�� ��"� �(�"� $��'�� " �('$��, n + �$ )/'0�� ,�,��"� �� Rn �� �(�"� # ")�� " �('$��,
n + �$ )/'0�� ,�,��"� �� Fn
 ��� ,�,��"��! $��'�� "�! �� # ")�� "� �� M � "� '++��,�
��� ���	����
����� �� �'"3'3� �'"� M 
 �� ���1 ��$�)��$�� M �� N � "� ������ 0��
M ⊂ N �� 0�� ��� �"��$+$,�'�� "� ��� ,�,��"�� �� �'"3'3� �'"� M � "� ��� $���$�)�� "�
��� �"��$+$,�'�� "� ) $$��+ "�'"��� �'"� N ! '� $� M ��� '++��, �"� �������������	 ��
N ! �� N �"� 	��	����� �� M 
 �� M ��� �"� L���$�)��$� �� 0�� N ��� �"� L′���$�)��$�
������ 0�� ��� �"������� � ���8')�"�� �� M �� N � "� ,3'�1! �� 0�� L ⊆ L′! '� $�  "
'++���� N �"� 	��
����� �� M ! �� M �" ����� �� N 


� $�0�� �( " ,)$�� �" ," "), �� �'"3'3� L!  " +��� '� $� ���	����	� )�� ," "),
) ��� �" ," "), � ������ �	 �
 ��������	 M 
 �� �4��! �"� # $���� �� �'"3'3� L
+��� 4�$� ���	����	 ) ��� �"� # $���� �'"� �' ��$�)��$� M 
 �" ��� '� $� 0�(�"� L�
��$�)��$� M ��� �" �����	 �(�" �"������ Σ �(," "),� �� L �� �(�"��$+$,�'�� " �'"� M
�� )/'0�� ," "), �'"� Σ ��� �" ," "), &$'� + �$ M 
 � �$ �"� # $���� φ(x1, . . . , xn)
�� &'$�'���� ���$�� x1, . . . , xn �� a1, . . . , an ∈M !  " " �� M |= φ(a1, . . . , an) �� �(," "),
φ(a1, . . . , an) �'"� �� �'"3'3� L ∪ {a1, . . . , an} ' + �$ � �*�� M ′ 0�� ) "����� �" ��
� �*�� M '&�) ��� �"��$+$,�'�� "� "'��$����� �� a1, . . . , an! ��  " ��� 0�� 9 (a1, . . . , an)
$,'���� φ(x1, . . . , xn) �'"� M :
 �" �"������ �� # $����� � "� ��� &'$�'���� ���$�� � "�
+'$�� x1, . . . , xn ��� ��� $,'���, +'$ (a1, . . . , an) �� )/'0�� # $���� ��� $,'���,� +'$ )�
n��+���


	;
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 ������

�� �������� ��������� � ��! "� ���#�� ��! �$! ����������	 �! "� �������� ��
%�&�"��� � ��! "�� &���$��!$�� ���� "� ���#�� ��"� �������� ��������� Σ ��! �$!
���������� ��	� Σ '�� ��"�(��!��� $�$ )"� ��� ������� �! ��� %�&�"��� ���! ���� ��
�*�� ���+�+�,�

�� ���
�����
	 ��!&� ��"- L(�!&"�!"&�� M �! N ��! "�� �$.��!$�� σ :M → N
)"$ /&���&0� �� ��!$�%��!$�� ��� %�&�"��� 1 �"!&����! �$!	 !���� )"� M |= φ(a) �$ �!
��"�����! �$ N |= φ(a) /�"& !�"!� %�&�"�� φ�

�� �������� B ���� "�� L(�!&"�!"&� M '�" ���� Mn, ��! �$! A���������� /�"&
"� �������� A ⊂ M �$ !�"! �"!���&/2$��� �� M 3-��! A /�$�! /�& /�$�! �!��$�$��
B�

�$ A ⊆ M 	 �� /�"! �.�"!�& �" ���+�+� "� � ����� �� ����!��!� ca /�"& �2�)"�
������! a ∈ A� 4�� � ������ �� ����!��!� ��&��! �//���� ����
���	�	 �! ��� %�&�"���
�� �� ��"0��" ���+�+� ��&��! �//����� ���
��	� � ����
���	� ���� A� ��&�)"� ����
"!$�$�� "� �������� �� /�&��#!&�� A ���� ��� %�&�"���	 �� �"//��� $�/�$�$!����! )"�
!�"� ��� ���#��� �� �� !2��&$� ����$��&�� ���!$�����! ���������� A� �� /&�!$)"�	 �� ��
%�&� /�� �� �$�!$��!$�� ��!&� ��� ������!� �� A �! ��� � ������ �� ����!��!� �����$��	
�! "� � ����� ca ��&� ���$+�� /�& a� �$ M ��! "�� L(�!&"�!"&� �! A ⊆ M 	 �� ��!�&�
MA �� L(A)(�!&"�!"&� �����$)"����! �����$�� 5 M �� $�!�&/&�!��! �2�)"� � ����� ca
����� ��������! a �� M �

� �//���� �����	 ���
	�����	 �	 M ���������� ��� ������� ���� /�&��#!&�� )"$
���! 0&�$� ����M 	 �! �� �� ��!� Th(M)� 4���! "� �������� ����$�!��! ���������� �!��!
����� "� "/��! ā ��������!� �� M �! "� �������� A ⊆ M 	 �� �//���� ���	 �	 ā ���

A	 �! �� ��!� tp(ā/A)	 ���������� ��� %�&�"��� 5 /�&��#!&�� ���� A ��!$�%�$!�� /�& ā
���� M �

������

� !&�0�$��� /�&%�$� ���� ��� �!&"�!"&�� ���!����! /�"�$�"&� ����	� 1 ���$ ����$�!� 5
�����$�& 5 �2�)"� ������! �� �� �!&"�!"&� "�� $�%�&��!$�� $��$)"��! 5 )"���� /�&!$� ��
�� �!&"�!"&� �//�&!$��! ��! ������!� � ����$�#&� "�� �!&"�!"&� M �0�� "�� /�&!$!$��
M =

⊔
Mi �� ��� �������� ��"�(.����!� ��� ����	� ���! ��� ������!� Mi �� ��!!�

/�&!$!$��	 �! �� ���+�+� ��! ��+#&����! ���$3� /�"& ���&$&� ��!!� /�&!$!$�� 6 �2�)"�
� ����� �� ����!��!� �! �� 0�&$���� ��! �����$� 5 "�� ��&!�	 �! �2�)"� )"��!$3��!�"&
�� /�&!� )"� �"& "�� ��"�� ��&!� 1 �$ f ��! "� � ����� �� &���!$�� n(�$&�	 ���&� �2��"�
�� ��� n �&+"���!� �$��$ )"� ��� ����$�� ���&&$0�� ��! �����$� 5 "�� ��&!� 1 �� �*��
/�"& ��� � ������ �� &���!$���

��&�)"� ���� �� ����$�#&� )"�"� ����&� 3�$ �� ��&!�� (Si)	 �� /�$�! �� 0"� ��!
�)"$0����! 5 /&���&� "�� �!&"�!"&� 5 "�� ��"�� ��&!� �� &��/��7��! ��� ��&!�� Si /�& ���
/&��$��!� '� ������ �� &���!$�� "��$&�,� �$ �� ����&� �� ��&!�� ��! $�3�$	 ��� &��/����&
/�& ��� /&��$��!� $�/�$)"� )"�$� �-$�!� ��� �-!���$��� �� �� �!&"�!"&� � ��! �� �*��
!2��&$� ������!�$&�	 ��$� ���!����! ��� ������!� �� ��2�&� �� �2��"� �� ��� /&��$��!�
'���/&#� �� !2��&#�� �� ���/��$!� ����8, � �� /�$�! �� 0"� ��� ��&!�� �0$!� �� /�!$!
��"�$�	 �� )"$ �� &��� /�&%�$� /�"� �$�� 5 ���$/"��&�

��
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 ������������ ����������������

�� ������� �� ��� !� �� "#�! �$���� ��� �$��% �"� �" ��� !� �� �& � ���"!� #�!�
�$�'�� V � �  � !$��� k( �%!�'� �"� �� � �$���� )  �� �$��� V � �'� �& � �*�+$�� ��
,$�!�'$� +'�"'�� +V �� V ×V �"�� V ( ��  �� �$��� k � �'� �� �� � ,$�!�'$�� +'�"'���
+k �� ×k �� k × k �"�� k( "'��' - & � �*�+$�� �� ,$�!�'$� +'�"'�� · �� k × V �"��
V ( �$ � !�� �*�+$��� %�"�� '������%�%� !$��� �" ��� !� �� �"� ����� �&���"!� #�!�$�'��

�� #���" �� � �$'�( �"�� �" !$���� !�'$� �� Meq(  �  �".� �*��%�"�'- � ��� ��� !� ���
/  �� '�0�'�% �� �$����


�������� �	 	
���

�� �����+�� �&%�$�!%� Σ ��� �'� 1��� ����������� �& � �����+�� �&%�$�!%� Φ
�' �$ � �$�2�� �� Φ ���  � �$�2�� �� Σ
 ��� 	
����� T ���  � �����+�� !$��'��"��
�&%�$�!%� - ' ��� !�$� �"� !$��%- ��!�� 3�$ � %�$�!% - ' ��� !$��%- ��!� �� T ��� �"��
T 4
 �� �'� - � T ��� �����	� �' ���� ��� �"�'�"�� �$ � �&'�!� �'$� �"�� �&�����+��
��� �5%$�'�� �"�� �� �1�� �"�.".�
 �" �5%$�'� %�%����"'�� Th(M) �& �� ��� !� �� M
��� �$ 6$ ��  �� �5%$�'� !$���2��


�$'��� x1, . . . , xn ��� �*�+$��� �� #"�'"+��� �� A  � �����+�� �� �"�"�2����
 ��
	��� / �"�"�2���� �"�� A � � !�� #"�'"+��� �"��  �� �5%$�'� T ���  � �����+�� p ��
,$�� ��� / �"�"�2���� �"�� A "*"�� �� �� #"�'"+��� �'+��� �"��' x1, . . . , xn �� ��� - �
p ��� !$��'��"�� "#�! T 
 �� �*�� ��� �'� �����	 �' '� ��� �"�'�"� �$ � �&'�!� �'$�

�&�����+�� ��� �*��� !$������ / �"�"�2���� �"�� A ��� �$�% S(A)
 �&�����+�� ���
�*��� !$������ / n #"�'"+��� x1, . . . , xn �� / �"�"�2���� �"�� A ��� �$�% Sn(A) 3��
!5$'� ��� �*�+$��� �� #"�'"+��� x1, . . . , xn �� !5"�.�"�� �"� �&'������%�"�'$� ��� �*���(
�$ � ,"'�$��  � "+ � �� �"�.".� �� �� ��%!'�"�� �"� �"�� �" �$�"�'$� Sn(A) - ���
�*�+$��� �� #"�'"+��� �$ �  �'�'�$��4
 �� �*�� tp(ā/A) �& � n� ���� ā � �  � �����+��
A �� �"�"�2���� ���  � %�%���� �� Sn(A)


�� � L���� !� ��� �$�� �'��� �����	������	 ���������	�� �' ����� �"�'�,$�� ���
�1��� %�$�!%� �"�� �"�"�2����( " ������� �'� �' Th(M) = Th(N)
 ��� ������'$�
M ⊂ N �� ��� !� ��� ��� �'�� ��	������ �����	���� �' M �� N �"�'�,$�� ��� �1���
%�$�!%� / �"�"�2���� �"�� M ( " ������� �'� �' Th(MM ) = Th(NM )
 �� �$�� "�$��
M � N 


������ ��	����

�� �*�� !$����� �"��  �� �5%$�'� T �&��� �"� ,$�!%���� �%"�'�% �"�� �$ � ���
�$�2��� �� !���� �5%$�'�
 �� �� � 1��� '��%����"�� �� �� ��"!�� �"��  � �$�2�� - '
!$��'��� 7 +�" !$ � 8 �� �%"�'�"�'$�� �� �*���
 �" �$�'$� �� �$�2�� �"� �% ������ ��
�$����  �� �%0�'�'$� ��%!'�� / !�!' )

�����	��� ����� 3$�2�� �"� �%4
���	 T ��� 	
������ �	 κ �� �������� ������ �� ��	 ����� ����� M ��	 κ��"� �% ��

	��	 	��� ��� �� ������� �� �����	��� A ⊂ M �� �������� �	���	���	 ���������

� κ ��	 ������� ��� �� �����	 �� M �

�� �� ���� M ��	 �� �������� κ� �� �� M ��	 ���� �� ��	 ��� M ��	 �"� �%�

�� �� � �%�$�����( .�9!� " �5%$�2�� �� !$��"!'�% 	
	
:( - � �$ � �$�2�� �& ��
�5%$�'� T " ��� ������'$�� %�%����"'��� κ��"� �%�� �$ � �$ � !"��'�"� '�0�' κ
 ��

	:



���� ��������	 
������ �
 ������

��������	 �����������  � !" #��� ���$�%� &"$� �"$�� ��%"��� ����� &�� ���$�%� '�� ���
�!&"���(��  �  %!"����� �����������  � ���� !" #���  ��� )*+,� � ��!&������  "��
&�$� �"�� �� �"��"�  � !" #�� ���$�% &�� $�� �"��"� �%-#��!��� &�$� .��(��	 !��� /$�
�� &"�� &�� �� &�"(�#!��

����������	�
�

� �&&���� ����!(�� ���������	
 &�� $�� ."�!$�� φ(x1, . . . , xn)  ��� $� !" #��
M  �$�� ��%"��� T ������!(�� X  �� %�%!����  � Mn /$� �����."�� �� ."�!$�� φ� ���"�
/$� �� ."�!$�� φ �"������ "$ �"�  �� &���!#����	 "�  ��  � X /$��� ���  %0�����(��
���� "$ ���� &���!#�����

� &�$� �"�� $� ����!(��  %0�����(��  �  �$� &"����  � �$�  �1%����� 2 �"��
�"!!� ����!(��  %0�� &�� $�� ."�!$��  ��� $� !" #��	 �"�� �"!!� �� .�!����  ��
����!(���  %0��� &�� ����� ."�!$��  ��� �"$� ��� !" #���  � �� ��%"���� �� &����/$�	
���� ��� �"����"�� ��3 ���$�	 "� �"���� X = φ(M) &"$� &�����  � ������!(��  %0�� &��
φ  ���M 	 �� "� �� .��� &�� ��  ��������"� ����� �� ."�!$�� φ �� �� .�!����  �� ����!(���
 %0��� &�� φ  ��� �"$� ��� !" #���  � T �

���� �"$�� ����� ��#��	 �"��/$� �"$� &�����"��  �����!(���  %0�����(��� ���� &�%3
����� ��� &���!#���� $�����%�	 ���� ��-��0��� �"$4"$�� /$� ��"� &����  �$��  %0�����(����%
���� &���!#�����

5� ����!(��  ��� $� !" #�� |T |+3���$�%  � T ���  �� ��
����������	
 �� �� ��� %-��
6 ������!(��  �� �%�������"��  �$� �7&� �$� $� �"!(�� 0��  � �����(��� '"$  � !���#��
%/$��������	 �� �� ��� $�� ����������"�  �����!(���  %0�����(���,� �� ���  �� �3 %0�����(��
�� �� ���  %0�� &�� $� �7&� �$� $�� ��0���%  � �����(���� � &�$� %�� �!!���  %0���
��� �"��"�� �$  ���$�  �$� ����!(��  � &���!#���� A�

�  %0��� %-���!��� $�� �"��"�  � �7&�3 %0�����(����% &�����$��#�� &"$� ��� -�"$&�� 2
$� -�"$&� G ���  �� ω3 %0�����(�� �� �� ��� %-�� 6 $�� ����������"�  � -�"$&��  %0���3
��(���	 �����363 ���  "�� ������!(�� �"$�34����� �� �� -��&��  � �� �"�  � -�"$&� �"��
 %0�����(����

��$� ."�!$��� φ(x) �� ψ(x) �"��  ���� ������	
��
� ����	� T �� T |= ∀x, φ(x)↔
ψ(x)� +��� ��-��0� /$� �"$� ��� ����!(���  %0��� &�� φ �� ψ �"�� %-�$�  ��� ���/$�
!" #��  � T �

�  �� /$�$� �7&� 6 &���!#���� �$� A ��� ���������	
 ��� B �� &"$� �"$�� ."�!$��
φ(x̄, ȳ) ���� &���!#����	 �� ������ $�� ."�!$�� dφ(ȳ) 6 &���!#����  ��� B ����� /$�
φ(x̄, ā) ∈ p &"$� ā ∈ A �� �� ��$��!��� �� dφ(ā) ��� �����  ��� �"$� !" #��  � T
�"������� A� �$���!���  ��	 $� �7&� ���  %0�����(�� �� ������!(��  �� &���!#���� ā ����
/$� φ(x̄, ā) ∈ p ��� $� ����!(��  %0�����(�� &"$� ���/$� ."�!$�� φ ���� &���!#�����

�"��/$�$� ���-���"� {a} ���  %0�����(�� �$� $� ����!(�� A  � &���!#����	 "�  ���
/$� a ���  %0�����(�� �$� A� ������!(��  �� %�%!����  %0�����(��� �$� A ��� �&&��% ��
�	����
 ���������	
  � A	 �� ��� �"�% dcl(A)�
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�������� 	
 ������������ ����������������

��������	

�� �������� ��� �!"����  " �� �#���$"  "� � %�"�  � &�"!$"� �� �" "�� �" ' �#���
�%!"  " (�!&�($�� ) *


�	���� ����� +��!&�($��,

�� �������� �	
����
� Σ �� �������� �� � �������� �� ��� ����� ���� �� Σ
�� ��������� ��� �� ����� � Σ �� ������ ����������
�� ������� 
���������� �� �������� �� �������� Σ �� �������� ���� ��� �
����
T �� � �������� �� ��� ����� ���� �� Σ �� ��������� ���� T �

�" �#���%!"  " (�!&�($�� � ��" (����-�"�(" $!&������" ��� �� ��$��"  "� !� %�"�
 .��" �#���$" *


�	���� ����� +�/0"�#"$!��1��"!,

��������� 	 �� ��� �
���� T � �� ������ M �� �������� ����� κ� ����� ���� ��
�������� λ ≥ κ+ |T |� �� � ��� ��� � ������ 
�
������� N �� M �� �������� λ�

��������� 	 �� ��� �
���� T � �� ������ M �� �������� ����� κ� ����� ���� ��
�������� |T | ≤ λ < κ �� � ��� ��� ����!������� 
�
������� N �� M �� ��������
λ�

�" �#���%!"  " (�!&�($�� "�� ��$�$��  ��� ��  �!�������$��  " �� &���$" ��("��
 ���"  � �#���%!"2 "� ���  ��� �� &���$"  "�("� ���"


��� ������	
��� �� ��	�
���	
���

�	������� ����� +��$!$���$��  "� -����$3(��"���,

��� �
���� T ��$!$�" �"� -����$3(��"��� ��� � �.��$!$���$��  "� -����$3(��"����
�� ��� ������� φ(x) ���� �� ����� ��� �������� ����� �� 
��������� ������ T "
��� ������� ψ(x) ���� ������������

�������� �����

�� &�����$� $!&��"� 4 ("��" (�� $�$��  .5��" ���$���$�" �6��"!"�� &��� �"� ����(��2
!�$� �� �" �" �"�� &��2 (�� ("��" (�� $�$�� "�� ���$(�"!"�� &��� �"���$(�$7"2 "� �."�� &��
("��" -�$ ���� �"�7$�� &�� �� ��$�"


����" �#���$" T &"�� 5��" ' ��������!�" ) "� ��" �#���$" ��$!$���� �"� -����
�$3(��"���
 �� "8"�2 �9������ �� ���6�6" L �� �:!;��"  " &�� $(�� Pφ &��� (#�-�"
���!��" φ(x)  � ���6�6"2 "� ������ L+ (" ���7"�� ���6�6"2 "� T+ �� �#���$" "�6"� ��"
&�� T "� �"� ����(��  $���� &��� ����" ���!��" φ(x)  ��� L2 ' ∀x, φ(x) ↔ Pφ(x) )

����� ����" ���!��"  � ���6�6" L "�� �-�$7��"��" !� ��� T+ 4 �� &�� $(�� + ��( ����
-����$3(��"��,  ��� �" ���7"�� ���6�6"
 �" &���2 ��" ���!��"  ��� L+ "�� �-�$7��"��"
!� ��� T+ 4 ��" ���!��"  " L2 "� ("��" ���7"��" ���!��" "�� ����� �-�$7��"��" !� ���
T+ 4 �� &�� $(��  ��� L+
 �"($  �!����" -�"  ��� �" ���6�6" L+2 �� �#���$" T+ �
�.��$!$���$��  "� -����$3(��"���
 �" &���2 $� "�� ��($�"  " 7�$� -�" ���� !� %�"  " T
� ��" "<&���$�� + ��� �"� ���!"���  � ���6�6" ����  �3�$���;�"�, -�$ "�� �� !� %�"

	=



���� ������	
��� �� ��	���	���

�� T+� �� ��� ���� ������ �� T+ � �� ������ ��� � � �� ������ �� T � �� ��� !� 
���" �#������� �� #�  �$� % �&�"#�� ��� �� �� ������  ��� ��'�� � �&��� �� �&������
�� �##���� T+ �� ��������	� �� T �

(�#������� ��� ��� �&�� !)��!)� % ������� �� % !��#������ ��� �)����� T ��
#����!����� *��� � ���  � �� ��+�� ��,��  �+�� -� �� � � ����� ��  �'���  � T �������
�� ������,!�����  �� ��$������ �� ���$�$�� � �.��  � !� �&� � #� �� !� � �� #���
.��� ����� �� ���������� �� ���$�$� /  ��#�� 0 ��� ������ ���� �� ��������  �� �'���
% �1����� +���!��# �� #����!�� ��� �������� �� !��#��)�� ��� ��2!���� (&� � #���
!��� ��� ��� ����� +� ��� �� !�������� �  ����� ��&��� �)����� ������ ������� �� 
������,!����� ��� �� ���$�$� ������ �� !��������  ��'���� � � ����� #��!� ��� !&� �
��� !�������� #������  �� �� ������ �� �� �)������ �� ���  �� �� �)����� ����3�.�� 4

����� �����


��� T �� ��	����� ����� T 	������ ��� ������������ �� �� �������� �� �� ������
� ������ |T |+�����	 M �� T ��� �� ��� ����� ������������ A �� B �� M � ��
�������� � ��� |T |� �� ��� ������������ σ �� A ���� B� �� a ∈M � �� ������ b ∈M
��� ���� ������ �� ��������� �� σ �� � ������������ ����� �� ����������� �� M
�������	� ��� A �� a� �� �� ����������� �� M �������	� ��� B �� b� �� �������
 �� �� σ(a) = b�

��� ������	
��� �� ��	���	���

�	
����� ����� *5�������� !��������-

����� T �� ��	����� M � ������ �� T � A ⊆ M � �����!�� �	������!�� ����
����������� �� c̄ � ���� ���� � ������ �� T � "� ��� �� c̄ ��� � #��������
!�������� �� ��� ��� ������ N |= T ��������� A �� c̄ �� ��� ������������ σ
�� N � σ ���!����� A �� ���� �������!�� �� �� �������� �� �� ��� c̄�

�	
����� ����� *���$������ -
"� ������� ������� ���$������ ���� ��	���� T ���� ������ ��	���������� ���� �
������ �� T � ���� �������� ��	��������� �	������!�� #	������������ ���� �����
������$ ���� T �

%� ���������� A ��� ��� �������+�� ���� T ���� ������ � ���� c̄ ���� � ������ ��
T ��� �� c̄ ���� � ��������� �������� �� A�

&� ��	���� T ������� �� ���$������ �� ��� ���������� ��� 	������!�� ���� T �

6 ����� �)����� T � �� #��� �  �!��� / !������������ 0 ��� �)����� T eq ��� �������
�� ���$������ � ���  &�+����� �� �1������ ���  ���� SE % T #��� !)���� ��������
�&����'����!� ��,��  �+�� E *��  ���� S= ����� ��  ���� ��!���� #�� �� �)����� T -� �� ��
�1������ ��  7�+��� �� 8��!���� πE �� S= '�� SE � ()����  ���� SE � � �����#�����
!���� �&�� ��+�� �� !��  � �&����'����!� �� E� ��  7�+��� �� 8��!���� πE �����
�����#��� !���� �� #��1�!���� !�������� �  �!��� % E�
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 ������������ ����������������

����� ����� ��	��� ������ � 	
!"
�� ������	 T eq �
����	 
	 ���������	�

�� #$%&�'� T eq � �((�)#'�**���)# *�( �+��( ,�&,�'%#%( �&-.*��#$%&�'� �( � � T �
/ *0%*'�')�#'&) -�( '��1')�'��( ,�.(
 �& # �&-.*� M -� T ,� # +#�� %#�)- �)  )
�&-.*� Meq -� T eq� �# �%2',�&� ���)#� #& # �&-.*� -� T eq �(# -� *� 3&��� Meq ,& �
 ) �&-.*� M -� T � �# *� L�(#� 2# �� M �(# -%4)'((�5*� -�)( Meq� (&) �)(��5*� (& (�
6�2�)# %#�)# *0�)(��5*� -�( %*%��)#( -� *� (&�#� S=
 �' A �(#  ) �)(��5*� -� ,����.#��(
-�M � &) )&#��� dcleq(A) *� 2*7# �� -%4)'((�5*� -�)( Meq -� A 8 2&���  ) �)(��5*�
-� ,����.#��( -� Meq �8'� *0'-�)#'42�#'&) ,�%2%-�)#� �)#�� M �# S="


�&��� ,& � *0%*'�')�#'&) -�( � �)#'42�#� �(� '* ,� # +#�� ')#%��((�)#� %#�)#
-&))%  )� #$%&�'� T � -� -%#���')��  ) *�)1�1� ('�,*� -�)( *�� �* T %*'�')� *�( '���
1')�'��(� ,* #7# � � -� ,�((�� -'��2#���)# / T eq
 �& ( 8���&)( ,* ( *&') -�( �9��,*�(
-� #�**�( ('# �#'&)(


��� �������	 
�����	 �
���	��	 ���	 ���

����	
� ����� �ACFp"
�) -%4)'# ACF 2&��� *� #$%&�'� -�( 2&�,( �*1%5�'� ���)# 2*&( -�)( *� *�)1�1� -�(
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�� #$%&�'� ACF �')(' &5#�) � � ,& � �&-.*�( *�( 2&�,( �*1%5�'� ���)# 2*&(�
��'( �**� )0�(# ,�( 2&�,*.#� = �) �>�#�  ) 2&�,( -� 2���2#%�'(#'� � p )&)�) **� (�#'(3�'#
*0%)&)2% : 1+ · · ·+1 = 0 ;� *� (&��� 2&)#�)�)# p #����(
 ��# %)&)2% )0�(# (�#'(3�'# ,��
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-� ACF )� (&)# ,�( %*%��)#�'����)# %� '8�*�)#(
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�������������� �� ! "� ���������!����� �����# �����"��� $�� ACF0 �� �%�� ��� D�

�� �$$���� �������� 	
�����
�� �� �� &������� x �� $ �'�(�� �� ��! &�������!
x, dx, d2x, . . . � �%�	� "%�� ��� $ �'�(�� "�)�������� P �!� �%������ n ��*���� ��� ��� P
+��� �$$���,��� �� &������� dnx#  � −1 !� P �!� �� $ �'�(�� � �!����� � �� � �! ������!
� �-���! k, d, d′#  � � �� Dk,d,d′ �%�� ��� "�!��� . $ �� � �� $ �'�(�� "�)�������� ��
��� !���� &������� P "% �"�� k �� "� "���� �� $��! d �� � �� $ �'�(�� "�)�������� /
��� !���� &������� � �-��� Q "% �"�� !���������� ��+������ / k �� "� "���� �� $��! d′#
�� �*�!�� �� ������� x ��� ��� P (x) = 0 �� Q(x) �= 0 0� �� �1� ��� DCF0 �!� "�2���
� ��� �� �1� ��� �����"��� $�� DACF0 �� �%��!����� "�! �� ���! Dk,d,d′ � ��! � "3��!
"� ����� �1� ��� ! �� �$$���! ��! � �$! "�)�������������� �� ! "� ���������!����� ������
�� �1� ��� DCF0 �!� � �$�3��# �� ������� ��! ������2������! �� ��! ����������!�
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 4ACFA05
� �� �� �*$ !� "������� !�� ��! � �$! "� "�)������#  � ���& �� / �%������� 678�

�� �1� ��� ACFA �!� �� �1� ��� "�! � �$! "� "�)������ ���������!� 	��� �!� "�2���
"��! �� ������� Lσ = L����� ∪ {σ}# σ ����� �� !'�� �� "� + ���� � ������� �� ��
"�2��� � ��� �� �1� ��� �����"��� $�� ACF �� �%��!����� "%�� ���! "�!��� . σ �!� ��
��� � �$1�!�� "� � �$! 0 �� . $ �� � ���! &������! ��! ������ ����"�������! U �� V
�&�� V ⊂ U ×σ(U) �� �����! ��� V !� $� 9���� ������������� !�� U �� σ(U)# �� �*�!�� x̄
��� ��� (x̄, σ(x̄)) ∈ V 0� �� �1� ��� ACFA �!� ��� �$�3��� �� �� � �$�3�� �� �9 �����
/ �� �1� ��� "�! �� ���! "����&��� �� ���������!����� 4�� ��� " ��� �� �1� ��� ACFAp5#
�� �� �'$� "%�! � �$1�!�� "� �� ��(���� ���������� "� � �$! $�������

�� �1� ��� ACFA ������� ��! ����������!# ���! $�! ��! ������2������!� 	� ��-
&���1�# � ��� + ����� �!� ����&������ � "�� ACFA / ��� + ����� �*�!��������� 4�%�!�-
/-"��� "� �� + ��� . ∃x̄, φ(x̄, ȳ) 0# �&�� φ ��� + ����� !��! ������2������!5�
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��! � "3��! !$�����* ! �� ���"��! "� ����3�� "�������� "��! �� ��&�� 6:8# �1�$����
�;�7� < �� �� ��� !� �� �&� "��! ����� !���� � $� &���� "� ����� ! ����� �� !%������!!� /
��! � "3��! �2� "� $ �& �� �����!�� ��������! $� $�����! "� !������� �# ���! �� �&�����
��! � "3��! !�����! " �� �%�*�!����� �%�!� $�! �!!���� "��! ��� �1� ��� ����� ���� = ��!
� "3��! !$�����* �*�!���� $ �� � ��� �1� ���# �� �������! ���! �������! !� "�� �����
"��! �� � "3�� !����� $��&��� >��� �"�$��! / ��! � "3��!�

�������� ����� 4� "3�� !$�����5
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�i ��
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�� � ����!(� "% �.$ (�� T = ODLSE ���  (�(�� ������ "��$%�(�� �%�� ���($���$�

�� λ ��� &� �%(���%" ���/&"��(1 %" (� &� � �!"� �� �%(���%" λ �� #�&� #%� 2�(� �%�&($ 3
"% ���/&"%(��$ �� λ #�(��� �� � ���(&�(� &� �4#�1 �&( � ��� �� λ #%(%�!�(��1 ,&� ��
#�&� #%� 2�(� ($%"��$
 �(1 "� "���� 	
)
* ����,&� ,&-�" ������ &� � �!"� �#$��%" ��
�%(���%" �α # &( α  (���%" "�����1 # &( �-��# (�� ,&�""� �.$ (��
 �(1 &� ��" �%(���%"
��� �$����%�(����� ���/&"��( 5 �" ������ � �� ��� � �!"�� �� ODLSE �#$��%&� �� � �
�%�&($�
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�� (��0 �� 6 "-%����� �� "-%(���"� 7*8 # &( �( &0�( &� �(%������� �& #" �/�����
��%9"�
 �� #" �/����� ��%9"� � ������ �� &� ��(�%�� � ��(:"� ��� #%(%�!�(�� �%�� "% �$�
;���� � �� ��(�%��� �����9"�� 5 �� #%(���&"��(1 �" � &� ��(% &��"� # &( $�&���( "-���������
�� /( &#�� �$;����%9"�� �-%&� � (#.�����1 ,&� � �0��� "�&( �$;����%9�"��$ �� #%(���
%& +%�� ,&� "�� #%(%�!�(�� &��"��$� # &( �$�(�(� "�� %&� � (#.����� �� ,&���� � � ��
#�& � �9(�&�
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���� A �� ����	
�� �������
�� ���� ����	����� ���� Mm� M ���� �� 	�����

����� ������ T � �� ��� ��� A ��� ���������� ������ �� ���� ���� ����	
�� X ⊂
Mmn �������
�� ���� ����	����� ���� M � �� ������ �� ����	
�� Y �������
��

���� ����	����� ���� A ��� ��� X ∩An = Y ∩An�

��� �	
	�

���� A �� ����	
�� �������
�� ���� ����	����� ���� �� 	����� M ����� ������ T �
����� A ��� ���
��	��� ����� �� �� �����	��� �� ���� ����	
�� �������
�� ���� An

���� ��� ����	����� ��������� �� M ��� �������
�� ���� ��� ����	����� ���������

�� A�

�������� �� !� !�"�#����#�#�� !� A !��� �� !�"�#�#�� ����� ����� ��� #�!#���������
��$% !�"�#% �� ���������� ������ & '����!���( ��%�)$� A ����� ��� !�"�#������( #� *�$�
�%��!%� ��#� !� !�"�#% �� '����%������ !$ ���������� ������ !��� ��� �+����#���
��������#%�� !$ ��! �� '���#!�%�� ��%�)$� A ��� !�"�#������( �� ���������� ������ !���
$� ��! �� #���#)$� �� ���������� ������ !��� ��$�� �+����#�� ��������#%�( '����
��#�!#)$� �� ����� �$#,��� -
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	�

���� A �� ����	
�� �������
�� ���� ����	����� ���� Mm ��� ��� ���	��� θA(x̄)�
M ���� �� 	����� ����� ������ T � ����� A ��� ���
��	��� ����� �� �� �����	���

�� ���� ����� ��������� �	������� M � N �� ���� ����	
�� X ⊆ Nmn �������
��

���� N � �� ������ �� ����	
�� Y �������
�� ���� ����	����� ���� θA(N) ��� ���

X ∩ θA(N)n = Y ∩ θA(N)n�

������������ �

���� ����� 	���� 
������������ �� x̄ ��� �� ����� 
� �������� �� 
� 	����������
�� ����� A ��� ���� 
� ���������� 
�� ����������� 
� θA 
��� �� ��
��� �������� ��
��� 
� ���������� 
�� ����������� 
� 	���� ������ 
��� M � ��	� ���� ����� 
�������

��� ��������� � 
��� ��� 	�� �� 	���� �������� �������� 
� ���� � 	��������� ����

������� A(M) ��� ���� 
� ���������� 
�� ����������� 
� θA 
��� M �

�� ��� 	��� ��� �� 	��
����� ��� ��������� �� ���� ���� 
��	 
������ ������� ���

��	�������  ��� ������ �� ���� 
������ ��� ��� ����� ������ φ(x̄, ȳ)� �� �!���� ���
������ ψ(x̄, z̄) ����� ��� "

Th(M) � ∀y, ∃z̄ ∈ A, ∀x̄, φ(x̄, ȳ)↔ ψ(x̄, z̄)

#� �$��� �� 	���� ������� ��� ����� ���� ���� N ��� �!������� ���������� 
� M �

�� X ⊆ Nmn 
�%�� 
��� N �� ��� ������ φ(x̄, n̄) ���	 n̄ ∈ N � ������ �� ��&
����� �� ��������� �� �!���� ψ(x̄, z̄) ����� ��� Th(M) ��������� �� ������ 	�&
������
#� ����	����� N ��������� ��������� 	���� ������� �� �� �!���� 
��	 ā ∈ A ��� ���

Th(N) � ∀x, φ(x̄, n̄) ↔ ψ(x̄, ā)� '���������� ���������� 
�%�� �� �� ������ ψ(x̄, ā)

��� N ��� ���������� Y �	(�	(��

��������� 
��	 �� ������� �����	�� �� 	����	���� )��� φ(x̄, ȳ) ��� ������ �

����� �� ���������� ������ 
� A(M)� ��� ���� m̄ ∈M � �� �!���� ��� ������ ψm̄(x̄, z̄)

�.
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�� �� ����� ā ∈ A(M) ���� ��� φ(x̄, m̄) �� ψm̄(x̄, ā) �	�� 
���������� �	���	 T =
Th(M)� �	����
�	�� � �	����� θ(ȳ) = � ∃x̄ ∈ A, φ(x̄, ȳ) �� ���� �
���� �� ����
� �	��

�	����� �� Sn(A(M))� �� �� ����
 ��� ���	����� �� ���������� ��� 	������ �
����

�� ��� �	������ � ∃z̄ ∈ A, ∀x̄ ∈ A, φ(x̄, ȳ) ↔ ψm̄(x̄, z̄) � �	�� m̄ ���	���� M � ��

�	�����
� �� ������ �� �	������	�������� ���� �� � ��
	��� T �	������ �	�� ��
�	��
  

∀ȳ,
∨

i

∃z̄i ∈ A, ∀x̄ ∈ A, φ(x̄, ȳ)↔ ψm̄i
(x̄, z̄i)
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!������ ��
�	��
  

∀ȳ, ∃z̄ ∈ A,
∨

i

∀x̄ ∈ A, φ(x̄, ȳ)↔ ψm̄i
(x̄, z̄i)
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�	��
� ��� �	����� ψ(x̄, z̄) ����� ���

T �	������� ��
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∀ȳ, ∃z̄ ∈ A, ∀x̄ ∈ A, φ(x̄, ȳ)↔ ψ(x̄, z̄)
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����� ��	��

����� M � ������ |T |+��	���� ���� ������� �������� T � �� A � ����
�� ����

���	
�� �	� �	�	������ �	� Mm� � ���� κ = |T |� ��� �������� ����	��� ���

�����	����� �

�� A ��� ��	
����� �����  

!� ���� �"�� p = tp(ā/A) ∈ Sn(A) ���� ā ∈ Mn ��� ������	
�� ��� �

����
�� �� �	�	������ A0 ⊂ A �� �	���� 	� ���� κ  

#� ���� ���� �"�� p = tp(ā/A) ∈ Sn(A) ���� ā ∈ Mn� �� �$���� � ����
��

A0 ⊂ A �� �	���� 	� ���� κ ��� ��� p 	�� ��� �%��� ��	���	���� ��� �	

���������� & A0�

.1



���� �����	
	�� ����	

��������	�
�� �

1 ⇒ 2 � ���� p ∈ Sn(A)� �� ā �	� 
��������	 �� p ��	� M
n� ��	����
�	� �	�

��
��� φ(x̄, ȳ)� �� ��	����� D = {m̄ ∈ A/φ(ā, m̄)}� ��� ��� ���	������ ���� ��
��
����
�� ā� ������� ���	� ��
 � m̄ ∈ A ∧ φ(ā, m̄) �� �� ��	����	� ����� �� A
������� ���� ��� ���	������ ��
 �	� ��
��� ψ(ā′, ȳ) ���� ��
����
�� ā′ ∈ A� ��
��
��� ψ(ā′, ȳ) ��� ���������� ��
 ��	����� ��� ����� ȳ ��	� A ��� ��� φ(x̄, ȳ) ���
���������� ��
 ā�  ��
���	� ���� � ��
��� ψ(ā′, ȳ) ��� �	� φ!���	����	 �� p " �����
� 	�# � ��� ��� �� κ ��
���� ��	� � �	����� ���� ��		� �	� ���	����	 �� p ��
 ��
��� κ ��
����
�� ��	� A�

2 ⇒ 3 � ���� p ∈ Sn(A) �� ā �	� 
��������	 �� p ��	� Mn " � �#�� p ���
���	������ ��
 �	 �	����� �� ��
����
�� A0 ⊂ A �� ���� �� ��� κ� $���	�
p0 = tp(ā/A0) � 
���
�����	 �� p % A0� �� ���� φ(x̄, m̄) �	� ��
��� ��	� p ����
��
����
�� m̄� �� ���	��������� �� p ��		� �	� ��
��� dφ(ȳ, ā0) ���� ��
����
��
ā0 ∈ A0 ���������� ��
 ��	����� ��� m̄ ∈ A ��� ��� φ(x̄, m̄) ∈ p� &	 ���� x̄ ���������
��
� ������ �� ��
���� �� p �� � ��
�� φ(x̄, m̄) �� �� ������	� �� � ��������� � ��
���
� ∀ȳ, dφ(ȳ, ā0)→ φ(x̄, ȳ) �� ��� ��� ��	� p0� ���� ������� ��� ����� 
��������	 �� p0
��� ������	� �	� 
��������	 �� p�

3 ⇒ 2 � ���� p = tp(m̄/A)� �� A0 ⊂ A �� ���� �� ��� κ �� ��� p �� p0 =
tp(m̄/A0) ���	� �� �'��� 
��������	�� ���� φ(x̄, ȳ) �	� ��
���� �� ā ∈ A� �������� ���

��������	� ��� �#��� p �� p0 ������� ���� �(���� �	� ��
��� θā(x̄, ā0(ȳ)) ∈ p0� ā0(ȳ)
���	� �	 ��
����
� ��	� A0 ����	��	� �� ȳ� ��� ��� M |= ∀x̄, θā(x̄, ā0) → φ(x̄, ā)�
��	����
�	� � ��
��� φ(m̄, ȳ) ∈ Sn({m̄})� )� ���	�� �	 ��
�� *��	� �������+ ��	�
S({m̄})� ��� ��� 
������
� ��
 �� ��
���� �� � ��
�� ∀x̄, θā(x̄, ā0) → φ(x̄, ȳ) ���

ā0 ∈ A0 �� θ ∈ p0� ,�
 ���������� � �(���� �	 	���
� �	� �� ���� ��
���� ��� �

�����
�	�� �� � ���-�	����	 �� ��� ��
���� ��� �	� ��
��� ψ(ȳ) % ��
����
�� ��	�
A0 ��� ��� M |= ψ(ā) �� �� ������	� �� φ(x̄, ā) ∈ p " ���
���	� ���� ψ(ȳ) ��� �	�
���	����	 �� φ ��
 A0�

2⇒ 1 � .	 ��	����
� �	 �	����� D ⊆ An ���	� ��
 �	� ��
��� φ(x̄, m̄) ����
��
����
�� m̄ ∈ Mn� �� �#�� p = tp(m̄/A) ��� ���	������ ��
 A0 ⊆ A " � �(����
��	� �	� ��
��� dφ(x̄) % ��
����
�� ��	� A0 ��� ��� M |= dφ(ā) �� �� ������	�
�� M |= φ(ā, m̄)�  ��
���	� ���� dφ(x̄) ���	�� ��	����� D ���� ��
����
�� ��	� A�
��	� A ��� �������	� ��	��� �

�� ����� ������� �������� ���������� ���� � ����� �� � ����!� �� � ����"�� #$%�
&��������� �� "�������� �'����� � ��� ���� (�� ��"�������� �� � �� ������"� � )*���)+��
�� ���������� ��� ��� )*���)+�� �� ���"������ �� ���+�� ��'����� "� (�� ���� ������
�� "��������� ��� ���'�+��� � ���������� �'���"� � �� ���+�� �������

��� �����

���� M �� ���	
� �����
 �� �������
 κ ����� ������� T � �� ���� A �� ������
�

���������
� ���� M ����
����� 
����� �
��� ��� ���� a, b ∈M ��
� ��� tp(a/A) =
tp(b/A)� �
 ������ σ ∈ Aut(M/A) ��
 ��� σ(a) = b�

��������	�
�� �

.	 ��	����
� �	� �/�0	� (Mβ)ℵ0≤β<κ ������	�	� �� � ��������� �� ����� M �
.	 �/����� �	� �	���
����	 (mi)i<κ �� M\A ����� ��� m0 = a� ���	
���� �����

	������	�� �� ����� ����� � �	 ����
�� T ((mi)i<λ)� �� ������� ���������� ���� �������

��



�������� 	
 ������������ ����������������

Aλ �� ������ �� ���	 |T |.λ ��� 
�� ���� ���� tp(m/(mi)i<λ, A) ��� ��	 ��	 �����	�����	


�� tp(m/(mi)i<λ, Aλ)� ���	 ����� �� ����������� �� ���� 	����	�� 
�� ���� ���� λ�

Aλ ⊆ Aλ+ � �� �� ���	������ ��� �������� ������ ���������� (Nβ)ℵ0≤β<κ ���������

�� �� 	��������� �� M � �� ����� 
�� ���
�� Nλ ��������� ��	 (mi)i<λ �� Aλ�

�� ������� ��� ��������� 	�� β� �� ��	� Nℵ0
��� �����	��� ℵ0�	������ �� ��

	��	�	�������� �� M ��������� ��� Mℵ0
� Aℵ0

� �� (mi)i<ℵ0
� �����	 �� �������� �����

β < κ� �� 	����	��	 
�� � �� � ��!" ����� Nβ � �� ���	����� �� 	��	�	�������� �� M
��������� ��� Nβ � Mβ � Aβ+ � (mi)i<β+ � ���	 �� �� ���	����� ��� �����	��� β+�	������

�� �������� |M |� #��� ���	������ Nβ ���	
�� β �	� �� �������� ������ �� ����� � �����

��	 �����	 ����������	� $� ������ �%����� 	���	&��� %�� �� %��� ��	 ���������	 ������	�

�� �� " ���	��� ���	������ � �	������	� σ ��� ����������� �� �����	��� ����� ����

����� ������ Nβ � �� ��	� ���� � �%��� σ|A = idA� �� σ(a) = b� ���	 �� 	����	� �����

��!" ����� σ 	�� � ��	�%�� ��	 (mi)i<λ ���� �� ������� �������� λ� ' ����	 �� ���

(�)�*� �� ���� tp(mλ/(mi)i<λ, Aλ) � ��	 ��	 �����	�����	 
�� tp(mλ/(mi)i<λ, A)� ��

�	� �� ���� 	�� �� ���	 |T |.|λ| ��������	� �� ��	 ��������	 ������������� �� �����

Nλ+ ��� ���	�������� + ��� 	��������� �� �� ������ �� �������� ��� �����	����� nλ ��

�� ����� �� � �� ���� ������ σ(mλ) = nλ� ,��� ������� �� - �� .� �� �� - ����� . 	�

������� �� �� �� ������� �

��
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� �
�� ���� ��
�� 	�� ������� 	� 
����� ���� ��
������ 	�������
� 	� 
� ��������� � ���� �������� ��	����� �� �������
���� 
� �
��
����� ����
� � ���� 	�� 
� �������� �����	��!� ��� ������� ��� �"���	�������
���
�� 
�� ���� 
��  ��� ����� 	�� ��
����� 	�� ������� 	� #�
��� 	�� 	�� ����������
���
�������

��� ������� 	� 
����� $ �� �������� ��	����� ������� 
��� 	��������
��� ��

��� �"���	��������
��� $ ��� ���� 	����� 
������� � ��� ��� �����
� %&'(!� �
������ �� ������� ) %'*( ���� �� 	���������� 	� 
��� �"���	��������
��� 	�� 
�
��	�� 	��� ������� ����
��

��� �����	
 �	 ��
��

��������� �	
	
 �#����� 	� 
�����!

���� A �� ����	
�� ��������� ���� M � �� ���� B �� ����	
�� ���� M ��� ���

���� ����	������	� �� M ����� A ����� ��� ����� ���
����� B� �� ������ �����

�� ������ 	� 
����� 	� B 	�� A �		� ����� �� ������ GL(B/A) ��� 
��������

�� A ∪ B ���� ����	�	� �������� ��� �� ����	������	� �� M ����� A ����� ���

������

��� �	
	�

�� � GL(B/A) � Aut(M/A)�Aut(M/A,B)�

������������ �

���� �����	�
 	���	���� �� Aut(M/A,B) � Aut(M/A) ������ B ��� ������

���� ��	 ��� A�������	�������� ���������� ������������� �������� �

φ :

∣∣∣∣
Aut(M/A) → GL(B/A)

σ �→ σ|A∪B

&+
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 ������ �� �������

����� �� �	
����� �� �
	���� ��
����� �	�� �� �	��� ��� Aut(M/A,B) � ���� ��

����	
�� �	�� �� ���	�	
����� 
����
���� �

��������

�	
���� �����	�� �

�� ��������� �� ��������� M ���������� �� ��� ������ k �� V ! k ����� �� ���"�
#���� �� ���$�$� ��� ���"�% �� V �� k&��"��� '�������� �� ��(������ n )��� #���� ��
���$�$� ��������� �� �*��������! �� 0! �� �*��� +������� ,������ k×V → V �����'��� ��
(����"�������� "�� �� ��������%
 �� ��� ����� -�� V ��� ∅&��'������! ���� k&��'������
 ��
"��� �������� �������� $���"�� ��������� #�� "����������! ��� $���"�� ��$�,��-��� ���������%
��((� ��� $���"�� �� ������� �� V ���� k �� �.������ �� �� ���������


����"� �������� $������ / ���� M ����&(0(�! �� $���"� �� ������� �� V ���� k
��� GL(V/k) = GL(V )


����"� �"����� �������� / �� �1����� ��� ,��� �� V ! �� �� �.���� 2 M �� "�������
n&���� B ��� V #��""����� -�� n = dim(V )% �����'��� �*����(,�� �� ������ ��� ,����
�� V �� �����(����� 1 ���� ����� ,���
 ���� ����� ���'���� ���������! �� ����(��&
"1��(� ) ��� k "���� "�� "���� ��� �� ����(��"1��(� �� k&��"��� '�������� ��� V
-�� 3 "�����'� �� '���(� �� �*����������� 4 "���-�*�� ���� ���,������ �*����(,�� B
 ���
�����-����! ���� ����� ���������! GL(V/k) = SL(V )


����"� ���1�$���� / �� �1����� ��� +��(� ,��������� �5(����-�� q ��� V ! �� ��
�.���� 2 M �� �5(,��� �� +������� ,������ ��� V �� �����'���
 ���� ����� ���������!
GL(V/k) = O(q)


����"� ��$�,��-�� �������� -������-�� / ��� � �("��� "��������� ���� ���� �����
��� $���"�� ��$�,��-��� ���������
 �� $������! �� G ��� �� $���"� ��$�,��-�� ��������
-������-�� ��)�� "�� �� �5���(� �*�-������� "��5�6(����� (E)! �� �'�� ��� ��"�����&
������ )���� ��� �� ��"��� '�������� V ! ����� �� "��� ��(������ -�� �� $���"� G ���!
��((� ���� ��� � �("��� "���������! �� $���"� �� ������� ��� k �� �� ��������� V 2
��-����� �� � �.���� ���� +��(� �� "�������� ��� ����(,��� �� ��������� ��� �-�������
���� (E)
 ���� ��� �����������(��� �� ������� �� �1����(� ��� �� 7�������������� �����&
8�����9! ���� �� "��� ����'�� ��� +��(������� ��$�,��-�� ���� :;<! �� ��� +��(�������
(�����&�1����-�� ���� :==<


�	
���� �� ���
�� �

�� ��������� �� ���"� K #���� �� ���$�$� ��� ���"�% �� �� ����&���"� k �� K
���� -�� K ���� ��� � ������� $���������� �� k
 ����� ��� ����(��"1��(�� �� ���"� ��
K ) ��� k "���� "�� "���� +��(��� �� $���"� �� ������� -�� ��� �� $���"� �� ������
�� �*� ������� �� ���"�! Gal(K/k)


��� ��������	

�*��������� �*�� ����(,�� ���� �� ����� ��� ��� ��������� ��������� "��� �� ��&
)�����,����� ��� $���"�� �� �������
 �� "��� .����)�� ��� �""������� �� �� (������
���'���� / "���-�� �� "���$�(��� ���,�� �*�� ����(,�� A ��)�����,�� ���� �� (�����
�"����� M ! �*�"��� �� "��"������� =
;
;! ������ ��� �������� A&1�(�$������ �� (�����!
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�� �� 	�� ��� ���� ���� p ∈ S(A)� ���� ����
� (a, b) �� ��	
�	���� �� p �� �� 
	
����� (a, σ(a)) ���� �� ����	�� σ ∈ Aut(M/A) � �� �����	�� 	
�� ������ 
� ������
�� 	����������� ����� 
����� 
� �� ����
� (a, σ(a))� σ �	�����	�� 
����� 
�
Aut(M/A)� ! ��������� ����	���� 
�� �	�
� ����� �	� 
	 ��� 
� �"������ �� �
�����
	����������� σ ��#�$	�� a �� b� %���������� �� ��� ��������� �������	�� ��	����

�������� �� σ� �� ���� 
	 �����	 �
��� �� ������ �� 
�	����

%	 ��������� ��#	��� �� 
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� ����	��� �� 
���������� &
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 '���������(

������ A �� B ���	 ��
����
 ���������
 ���
 Meq ���� �� ����� |T |+�
�����
M ����� ������� T � �� ��� ��� B �
� ������� ! A� �� A)�������� 
�� �	�
�� �� ����
��� c̄ ∈Meq �� ��� B ⊂ dcleq(A, c̄)�
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�� A �� B 
��� ��
 ��
����
 �����

���
 ���
 �� ����� |T |+�
����� M �����
������� T � ���
 B �
� ������� � A 
� �� 
������� 
� � �	�
�� ��� �������� ���������
�����

��� ���
 Meq  ������������ ���� ���������
! f : B → Aeq� "�� ���
�������� �
� ������ ������ ������������

������������ �

�� ��� ����	 
�� �� ������� ��� �������� �����	�� �� ��������� � ������	�

� ����� c̄ ��� 
�� B ⊂ dcleq(A, c̄)� ���� b ∈ B � �� ������ �� ��	���� ϕb(x, ȳb, c̄) �
��	����	�� c̄ �� āb ∈ A ���� 
�� b ���� ����
�� 	��������� �� ϕb(x, āb, c̄)� ������	��
�� ���� ���� ��	 �� ��	����  x ∈ B !� �� ��� 	����"�	� ��	 ��� ��"�	�� ����� ��	 ���

��	����� �� �� ��	�� θb =  ∃ā ∈ A, φb(x, ā, c̄) !# ��# ��	 ���������# �� ��� �$������
	����"�	� ��	 � ��%	� �� ����	� �����# ����� θb1 , . . . , θbn �

� ����� ���	� ��� ���� ��	����� φ �� ψ ���"���� &

φ(x, c̄) = θb1 ∨ (¬θb1 ∧ θb2) ∨ (¬(θb1 ∨ θb2) ∧ θb3) ∨ . . . (¬(θb1 ∨ · · · ∨ θbn−1
) ∧ θbn)

ψ(x, ȳb1 , . . . , ȳbn , c̄) = ϕb1(x, ȳb1 , c̄) ∨ (¬ϕb1(x, ȳb1 , c̄) ∧ ϕb2(x, ȳb2 , c̄)) ∨ . . .
· · · ∨ (¬(ϕb1(x, ȳb1 , c̄) ∨ · · · ∨ ϕbn−1(x, ȳbn−1 , c̄)) ∧ ϕbn(x, ȳbn , c̄))

'� ��	���� φ ��� ���������� ��	 ���� ��� ������� �� B� � ������� m �� �����

��� ������� ��� ������ �� "�	��%��� ȳbi ����	������ ��� �� ��	���� ψ� � ����� ��
	������ ���
��"����� ∼ ��	 ��� m(������ �� A ��	 ā ∼ b̄ �� �� �������� ��

M |= ∀x, ψ(x, ā, c̄)↔ ψ(x, b̄, c̄)

)���
�� ���� ������ b ∈ B ��������� φ# � ���� 
�� ���	 ���� b ∈ B# �� ������ �
����� ā ����������� �� ��	���� ψ(b, ȳ, c̄)� '����������� 
�� �"��� � ������ b ∈ B ��	

�����$���	� ā/ ∼ ��� ��� �������%�� ��� Meq �"�� ��� ��	����	�� c̄# �� ��� �*����"� �
����� ��� �� ������ f 	��+�	�+��� �

�0
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����������� ���� ������ ���� ���! " � � � ��� � ��#$����� ��� !� �� � �%�� �� !������#
���� ��!!� &���!!� ��� ��������� ���� !� !�''� 	
	
	
 ���� !� ��������� " ���( � ���� ���!�#
��� ���� !� ����� � ���������� � �� ������� !� ��������� ���� ������ ���� ���! )�(�'�!��
	
* ��� !�� +� ���� !��������,- !���������� �� V " k ��� ��' �+��� ��� !� . ���� � � #
 �� �����- &��- ����� � ���� ��� /��� B �� V - " �� ������� v ∈ V ��� ��� !� ��!��
(v1, . . . , vn) ∈ kn �� ��� �  �� ����� ���� !� /��� B


�	
���� �� ���
�� �

���� !� ������� � ����� �(����� � +�! ������� 0��� �� � ��� k ⊂ K- !� ���������
�������� ���� ���! �� ��'���� � 0��� �� K ��� k � ��� �!����'��� ��� ��������� �� K
���� k- !�� ����'1���� c ������ ��'�!�'��� 2��� �3 ���� �� '���1�� " � ������ ��� /���
�� K ��� k
 � ��&�� !� � �$ ��� �� �������� � �� ������� !� � ��� k ���� !� !��+�+�- k
������� ��0�����/!�- �� !���������� �� &����� � ������� �! �� �+�!�'��� ��0�����/!� )��
�!!� ��� ��' �+��� ��� !� . ���� � &�� " �� �!�'��� �� K ��� ��� ��� �  �� ����� ����
!� /��� �3 ����,


��� �����		
����� ��	 ������	 �� ��
�	��

� ''� ��� ��� �������''���- � �� �!! �� " ������� ��' ����� &�� !�� +� ����
�� !���� �- � �� ��������� ��� 3%� �31��� ��������� ����������- � �� �%��#��0�����/!��


���
	��� ����� )��0�����/�!��� ��� +� ���� �� !���� �- �� � ���� � 	
4 �� 5*67,

�� �� ����� 	��� �� �
����
� ��
����� �

� M ��� �� �	��� ����
�� 	���� ����
� 	� ����
�� �	�� T �

� A �� B ��� 	��� ��������� 	���
������� 	��� T �

� A ��� ���������� ����� �

� B ��� 
������ � A�
����� �� ����� 	� �
�
�� GL(B/A) �� �� ���
� ��� B ��� � ��!	���
�������

	��� �� ����
� T eq� �� 	����� 	��� �������� 	� ���������� A0 ⊂ A 	� ��
��� ��

���� |T |�

���
��	���
 �

������� �	 �	

	 ����� �	 �����	 �	 ������� GL(B/A) 	�� ���
����	 �� �����	
Aut(M/A)�Aut(M/A,B)� ������	 B 	�� ���	��	 � A� ������� �	 �	

	 ������ �� 	����	

��	 �������� fc̄ : B → Aeq ���	����	 	� �� �����!�	 ���� T eq ��	� ��

	 ����
���	�
�� ���	� c̄ ∈M � "� ��������	 �	 �#�	 p = tp(c̄/A)� ������� �	 �	

	 �$�%� �� 	����	 ��
	��	
!�	 �	 ����
���	� A0 ⊂ A �	 �����	 �� ���� |T | �	� ��	 p � �	� 
&
	� ������������
��	 �� �	��������� � A0�

"� �� ��� ��	 �	������ ���������	��	 ��� �	� ���	�� �	 
&
	 �����	 ��	 c̄ 	� ������
ā ∼ b̄ �� 	� �	��	
	�� �� fā = fb̄ '��	��(�(���	 ��	 �	� 	��	
!�	� �� ��� ��� �	� ���
��	�
fā 	� fb̄ ���� �����)� "� �����	��	 ��	��	
!�	 �	� ������������ �	 p ��� �	��	 �	������
���������	��	 * ���� �� ������	 T eq� ��	��	
!�	 �!�	�� 	�� �������� �#�	(�� �����!�	 ���
��	��	
!�	 �	 ����
���	� A0� "� ���	��	 P �	� 	��	
!�	 * ��� ���
������� �	� �
���(
����	� ���� T eq� �� ���� ����� 	����	 ��	 ���
��	 φ(x, y) �	��	 ��	 ���� ���� ���
	��
[a] ∈ P � φ(x, [a]) �� ��� ��	 �������� ���	����	 �� �����!�	 ����	 � fā ���� ���� �	���(
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���� ������		
����� ��	 ������	 �� ��
�	��

������� ā �� �� ������ �	
��������� [a]� �� ����� ��� φ(x, [a]) ��� 
���� � φ(x, [b]) � ��
��������� � [a] = [b] ��� �	������ ������� [a] ��� �� ��������� �������� �� ������ ��
fā�� ��� ���� �� �������� �� ��������� ������ ����� ������� f[a]�

�
������� ��� ����� �� ������ �� ����� GL(B/A) ��� P ��� �� ����������
�� ��� �	��� ����� �� Aut(M/A)/Aut(M/A ∪ B)� ��� �	�� �������� � �	����� ��
GL(B/A) ��� �	���������� ϕ��  � �������� ���� �� 
�
���� �� ������ �� �����
σ ∈ Aut(M/A)�Aut(M/A,B) �� �� 
�
���� x ∈ P �  � �
��� σ.x = g(x) ����

���� ����
������� g �� �� ������ �� σ ���� Aut(M/A) �g(x) ��� ��� �� 
�
���� �� P
������ g �!� A ���� ��� ���� �� ��� P ��� �"��#�
�������� ��� A�� $���� ����� ���
��� �
��� % � g �� g′ ���� ���! ����
�������� �� σ� ����� g �� g′ ��� �� �&�� �����
��� A∪B ' ��� ����
������ � g �� g′ �	������� ��� x ��� �� �&�� 
�
���� �� P � �����
��� ���������� fg(x) �� fg′(x) ���� �������� ' ��� fg(x) = fx ◦ g� �� fg′(x) = fx ◦ g′�
�� g �� g′ ��� ���� ��� ������ �(
������ ��� A ∪ B� �� �� ��� �������� �� �����
����� ����� ��� ���� % � σ.x = x� ����� ���� ���� b ���� B� �� � σ.(fx(b)) = fx(g(b))
���� �� ����
������� g �� σ� �� �� ����� σ.(fx(b)) = fx(b) ������ σ �!� A ���� ���
���� ' ��� �)�����
 �� fx� �� ������ ��� ��� σ(b) = b� �� ���� ��� σ ��� �� ������
�� �	�����
 ����� �	�����
 ���� GL(B/A)��

*��������� ��� �� �����
 �� �	����� ����� ��	�� 
�
���� σ ∈ GL(B/A) ���
���������� �
�����
 ��� �� ����
� �� σ(c̄)� �� ����� � c �� c′ ���� ���� P � �����
�	����� �� ����� +�,�,� �� ������ �� ������ M ��� ��
���� � �!��� σ ∈ Aut(M/A) ���
��� σ(c) = c′� ��� ����
������ �	����� �� GL(B/A) ��� P ��� ���� �� ���������  �
���� ���� �
��� �� ������ �� ����� ����� 
���� 
��� �� ������� P×P/E� E 
���� ��
������� �	
��������� �
��� ��� (x, x′)E(y, y′) � �� ��������� � fx ◦ f−1

x′ = fy ◦ f−1
y′

��� �� ��� 
�������� � ��� % � �� ��������� � x′ = σ(x) �� y′ = σ(y) ���� ��
������ σ ∈ GL(B/A)�� -� ������� E 
���� �
�������� ���� ����������� �� ������
��� 
������� ��� �������� ��� �	�������� GL(B/A) ��� �"��#�
�������� ��� ��
�"�� � ���������� ���� A0�  � �
��� �� �&�� ������ E �� �� �� ������ �����
��� % (x, x′).(y, y′) = (z, z′) � �� ��������� � σ(x) = x′� σ′(y) = y′� �� σ ◦σ′(z) = z′

���� �� ������ σ ∈ GL(B/A) ' �� �� �� ������ ��� ���� �"��#�
�������� ��� A0�
.���� �	����� �� GL(B/A) ��� B ��� �
��� ��� σ.b = f−1

x ◦ fx′(b) ���� x ∈ P ���
��� σ(x) = x′� �� �� ����� ������ E �� �"��#�
��������
 ��� A0 �� �	����� ��
�������� �

�������� �	
	�

���� �� ������������� �� �!��"�# �� � ��$�� �%!��!�&�! GL(B/A) ����! P ×P/E� ��
$'��� ����! (����)��! �! "(�!� c# �� �"���� (" �! ��$��� �! �� �*�! ����)�! ����!
����� �%!��!�&�! P +!� ����������� ,"%"� ����!�� x ∈ P ���! �%����!�� �" -��"(! �!
������� !�.�/��� c �"� x0� 	� �%�� �! �%� (�� 1���# �%!�� ,"! �� ���2��! �� �!��"� (!��!�
�%�.��!� �%"�����!� �!� (����)��!� !� �!2��� �! �%!��!�&�! A�
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�� ������	� �
������ �� ������ 	������ �������	� �
���������� ������ �� �� ���
�����
� �� ����� ����� �
����	� ��� ������� ����	������� ����	������ �� ��� �
�����
����	������� ����	������ ���� ����� 
�� ��� ���	
����� ��	 ���� ���	� ���� � !" #
�	
�
�� �� �� �
���	�� �������	� �
���������� 
� �
�		� �� 	��
	��	 $ �%! 
� �&'!" (��
��	���	�� �����
�� �� ������	� �
���	���� �� �������
� ���� ������� ��� ������� �����
	������� ����	������� ����� ����� ����� ��� �
�)�*��� ����	������� ����	������ ��	 ���
�������� ���
������� �� �����	
�����
� �� ����	��� �
��
�� ����� ��� �
�)�*��� + ��
��	�������	� 
� ���	
���	� ��� �
��
�� �� �	
��� ����	������ ����	����� �� �� 	��	�������
��
� 	���
������ ����	������� �� �
�� ��,
	��������� ��� �	
���� �� 	��	��������
�� ��
�	
���� ��	 ��� �
����� $ �
�����
� �� �
�� ������� ��	 ��� �����
�� �
�)�*������
����	��������� ����	�������"

��� ������	 
������� �����������

-��� �
�� �� ������	� .�� ��������	� �
�� �� 	���� �� ����� �����/� �
	��� ��
� ��	�
��	� ���������� 
� �������	� �
�0
�	� ��� ������� �
�������,� ������	��� ���, �����
�
�
��	��	� ��������� + ��� �
����� ��	 �� ������ A ��	
�� �
�0
�	� ��� �	
���� �
������
��,�M ����� ����� ����
� ������	� �� A" (�
�0����, �� ����� �
��������
� ��� �� �	������	
��	������ �
��
�� �������	� �
���������� �
�����
�� ��	 ��� ������� �� �
������ ��
�
�� ��	
�� ������ ��	 �� ����� �
�	 �
�� �����	 ���� �� �
������ �
��������
	���
,��
	���� �� ,
	������� �����1���"

2����$ �� �� �� ����� �����
� �� 	������� A ��� �� ������ �� M ��� �� A��
����"

��������� �	
	
 .3�������/
�� A������	 M 	
� ��� ����� 
� ��� ���� a ∈ A \ {0}� �� 	��
�	 m ∈ M �	� ��	
a.m �= 0 ��� ����	�	�� ��� 
� ���������	�� �	 M 	
� ���������
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	� ������� ����������
�� A������	 M 	
� ��� ����� �!� ���� 
� A 
� �� 
���
���� �� ������� 
������	 �
����	 
���	 �	 A������	
 �	 �� ���	

N
f �� N ′ g �� N ′′

	
� 	����	 
� 	� 
	��	�	�� 
� �� 
���	

M ⊗A N 1⊗f �� M ⊗A N ′ 1⊗g �� M ⊗N ′′

	
� 	����	�

��������� �	
	� ��!!��� ����� �!� �����
�� ���	�� A 	
� ��� ����	�	�� ���� 
� �� 	
� ����	�	�� ���� 	� ���� ��	 A������	
��
����� 	
� ���� �	 
� 
�����	 �	 A������	 ����	��	�

��������� �	
	� ��"#$�%��&��'�
�� A������	 P 	
� ��� �"#$�%��( 
� ����	 
���	 	����	 �	 A������	


0→M → N → P → 0

	
� 
�����	�

)! "������� �� %�"�%�'"�*���#! *��&�!�� �� �� �"#$�%��&��' �+�!  #���� �� �,�� �!�-
���� . �� �� /�*� ����� 0 1 ���� �*� &�����  2 � �#"*3�� �+�!!��� A �*� !#!4%#  �����( 1
�+���������#! . /�*� ����� 0 �*� *��!��"�-  ��* �� (��� 5�"��" 6 �+�*�"�� 3�+���� !� *�5!���
��* 3�� ��* (� ����* �+'�' �!�* �+�!  #���� #� �� *#! ���� 3�� !#�* %#!*��'"#!* *#!�
��* /�*�* 7

���������� �	
	� ���"�%�'"�*���#! �� �� �"#$�%��&��' ��" �� /�*� ������

��� �� A������	 P � �	
 ���������
 
������	
 
��� �������	��	
 �

�� �	 �����	 P 	
� ���	���� �	 ���	 ���  

!� �� 	��
�	 ��	 ������	 "�������	 ���	 (pi)i∈I ������	��
 �	 P � 	� ��	 ������	
(fi)i∈I ������	��
 �� ���� P∨ = Hom(P,A) �	��	
 ��	 ��� ���� ����	��
p ∈ P � �� ��� p =

∑
i fi(p).pi  

#� ��� ����	 ������	 "�������	 ���	 (pi)i∈I ������	��
 �	 P � �� 	��
�	 ��	
������	 (fi)i∈I ������	��
 �� ���� P∨ = Hom(P,A) �	��	 ��	 ��� ����
����	�� p ∈ P � �� ��� p =

∑
i fi(p).pi�

$��
 �	
 ���������
 !� 	� #�� �	
 ������	
 (fi)i∈I 
��� ���	

��	�	�� "�������	
 �	
P∨  �	 ���
� �� �	�� �%��
� (pi)i 	� (fi)i �	 �����	 & �	 ��	 �� ������	 ����	 �	
(fi)i 
��� (pi)i '���	���
 ����� �����	 ���	���� �	 ���	 ��� 	
� ������
 �(	���)  
���
 �	 ��
� �� ���	��	� ((pi)i, (fi)i) ��	 (� ���� ���#����� �	 P �

�!� %�"�%�'"�*���#! �"�*3�� ���!��3�� �� �� �"#$�%��&��' �8�*�� �#�" ��*  #����*
3���%#!3��* ���* (#"%' �!� �� �,�� �!�� 1 ���� *+#/���!� �! #�/���!� �� �!����� ��*
(� ����* %#!*��'"'�*- �� �! �$#���!� �� %#!����#! 3�� �#�" �#�� b ∈ P - ��* fi(b) �#�&�!�
2�"� !��* *��( �#�" �! !# /"� �!� �+�!�"� ��8
 �#  � �� %�"�%�'"�*���#! !� !#�* *�"�
����� ���* ��"� 3�� �#�" ��*  #����* �� �,�� �!�- !#�* %#!*�"&#!* %���� (#" � ���*
*� ��� 6 '!#!%�"
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���� ������	
��	��	 ��
������	 	� ��

	���


����������� 	
�
� ����������� �� ������ � !�"� �� #"$%&
�� ������� ��� A ��	 ���	
����� �� A������� M ��	 ����� �	 ������	� �� 	���
�� � �	 ��������	 � � ��	 ��������	 ���	 �	 �����	 ������	��

�� ��'(����( )��*�(�� �+�((��� ����������� (��) )��� ����� ,�� �� )���� ,��� ��)
���)�() ��-�(�.��) /

�������� 	
�
� ��((��� �����������&
�� ������ A ��	 �	 ����������� � ���� 	��	 A������� ������	� P � ��� ������������
�� P ���	 ��������	 ������	���

�������� 	
�
� �0� �����&
�	��	 ����� �� ������ A� �� ������� A�A�������� �� ������ �����	�	� (M,+)
��� ����� ���	����	��  ����
� M · �	  ���	� ·M 	����� ��� ���� 	��� ������	�
a, b ∈ A �	 m ∈M � �� �	 (aM ·m) ·M b = aM · (m ·M b)�

�� �	 ��� M ��	 -�  �����1 � �� ���	����	��  ����
� �	  ���	� ���	 ���
�!���� ��	�����	 �	 �� ���� 	��� a ∈ A �	 m ∈M � �� � aM ·m = m ·M a�


��) ����() 2 -�()������ ��() �� )���� ��) ,������) ��()�����) �� 3� �����) (�(
(�-�))���� �(� -�  �����1)� ��,,���() .�� ��() -� -�)4 �� ,������ ��()����� �)� ��'(�
�� ��  �(���� )��*�(�� / )� M �� N )�(� ��) 3� �����)4 ����) ���� ,������ ��()�����
M ⊗A N �)� ��'(� �� ��  �(���� ��3������� �( -�()�����(� �� )���-���� ��  ����� 2
5��-�� ,��� M 4 �� -���� ��  ����� 2 ������ ,��� N 6 ,��-�)� �(�4 ��  �(���� 2 -� .��
aM⊗AN · (m⊗ n) = (aM ·m)⊗ n4 �� (m⊗ n) ·M⊗AN a = m⊗ (n ·N a)� 	( ,����-�����4
�+�5����� aM⊗AN · (m⊗ n) = m⊗ (aN · n) �)� 1��))� �( 5�(�����

��,�(��(�4 )� M �� N )�(� ��) 3� �����) -�  �����1)4 ����) �( � -����� �(�
M ⊗A N � N ⊗A M ��( ��(� .�� A7 �����)& 5�8-� 2 �+�)� ��,��) � -�(�(�.��
�+�-��(5� ��) 1�-����)4 �� -� 5�(�� �� ,��3�� � (� )� ,�)� ,�)� � M �)� �( A7 �����
2 5��-��4 ����) �( �� *���� (�������� �(� -�  � �( 3� ����� �-�  �����1& �( ��'7
(�))�(� )�  ����,��-����( 2 ������ -�  � ���(� �5��� 2 )�  ����,��-����( 2 5��-���

��� �����	
��	��	 ��
������	 	� ��

	���


�( ��,,���� .�� ���) ��) �((���9 .�� (��) -�()�����() )�(� ��) �((���9 -� 7
 �����1) �(������)�

��) �((���9 ��:���(����) 5�(�����)�) �� ��)  �����) 2 -�((�9��( ���) .�� (��)
��) ,��)�(��() �-� �(� ��� �(�������) ��() #�%4 �(��� ����� ,��� �(�'�� �� ������ �(� ��)
�9��()��() �� ;�-���7<�))��� �� ��) 5���,�) �� �����) �))�-��) ��() ��:���(�) -�(��9��)4
�( ,����-����� ��() �� -���� ��) �((���9 ��:���(����) �� ��) �((���9 2 ��:���(-��

�"



�������� 	
 ������ ������������� �����������

��������� �	
	� ������� �����������  �������!�"

�� ������ �����������  �������!� ��� �� �	��
� ���� ������ A ���� A�A����	����

Ω �� ����� ���������	� d : A→ Ω ����� ��� �	�� �	�� a, b ∈ A �

� d(a+ b) = d(a) + d(b) �
� d(ab) = a.d(b) + d(a).b�

�� ��������� d �� ����#���$� �� A �� �	����� �� �������	� ��� ������ 	� ���������

A �������� �� ������ ���
������� �
�
�����
�

�� ��������� ������ ��! %$�!�����! �� �	��������� k �� A �
��� ��� d(x) = 0�

������ �	
	


& �� '� �� %� %(�)����* ���!� +�� ���! �� %(�)���� !��#���* �$�! ���$�! !,!��-���.
+��-��� /�!$�� �� +���+��! (,)$�(0!�! !�))��-�������! !�� ��! ������1 �����������!
 �������!�!
 �$--� %� %(�)���� �� 2��� )�! �!� � �� %�! (,)$�(0!�!* �$�! ��! $-���$�!
)$�� �� -$-���* �� �$�! ���#$,$�! ���� ��$�%� 3 �� !�%��$� 	
4


�$�! ���$�! /�!$�� )��! �$�� �� �� �$��$� !��#���� !�� ��! ������1 �����������!
 �������!�! 5 �������#�-���* ���� ��� +�� Ω �!� �!!��������-��� �6�-� � �� d


��������� �	
	� ������� �����������  �������!� ������"
�� ������ ���
������� �
�
�����
 (A,Ω, d) ��� ��� ������ �� Ω = d(A).A�

����� �	
	�

�� ������ )�� A )��� 7��� -��� �6��� !���%���� �6������ �����������  �������!� ��
)$!��� Ω = A ��� -����)��%���$� 3  ��%(� �� 3 ��$��� ����� �� -����)��%���$� �� �6��.
����"* �� d �6�))��%���$� ����� 5 ��! %$�����$�! !$�� ��$�! ���#����-��� !���!2����!
 ���
������ �6�!� %�)������ )�! ������* )��!+�� d(A).A = {0Ω}


����� �	
	�

�� ������ ����������� �!��� )��� 7��� -��� �6��� !���%���� �6������ �����������  �.
������!� �� )$!��� Ω = A �-��� �� �� -����)��%���$� �� A 3  ��%(� %$--� 3 ��$���"*
�� d ����� �� ����#���$� �!����� 5 ��! %$�����$�! !�� d !$�� �1�%��-��� �� %$�����$�
�6������#��� (�/������� �� �� 2$�-��� �� ���/��8 !�� ��! ����#���$�!


����� �	
	�

�� ������ 3 �������%� (A, σ) )��� � ���-��� 7��� -��� �6��� !���%���� �6������
�����������  �������!�
 �$�� %� 2����* $� )$!� Ω = A* �� -����)��%���$� 3  ��%(� �����
�� -����)��%���$� �� A* �� �� -����)��%���$� 3 ��$��� ����� �� -����)��%���$� �$���� )��
�6���$-$�)(�!-� σ* ��'��� )�� a · b = σ(b)a
 9� ��'���* )$�� a ∈ A* d(a) = σ(a)− a

:���'$�! +�� ��! %$�����$�! !$�� ���%��#�-��� !���!2����! ;

�6������#��� �� d �!� %�����
 �($�!�!!$�! a, b ∈ A
 ��$�! d(ab) = σ(ab) − ab*
a.d(b) = aσ(b) − ab* �� d(a).b = (σ(a) − a).b = σ(b)(σ(a) − a) = σ(ab) − aσ(b)* ��
'����-���* d(ab) = a.d(b) + d(a).b


����� �	
	�

�� A �!� �� ������ -��� �� ���1 ����#���$�! d1 �� d2 �+�� �� %$--����� )�! ��.
%�!!����-���"* $� )��� ��'��� !�� A ��� !���%���� �6������ �����������  �������!� ��

	<



���� ������	�
� �����	���� ��� ��� ��

��	�
�

������ Ω = A ⊕ A ���� �� �� �������� ����� ��!�� " ��!�� " #�� $� �� " �!����% ��
d(a) = (d1(a), d2(a))� �&������'��( �� �� )�!���� �� ���*��+ ���! d1 �� d2 �����,����
���!� �!�'�������� �&������'��( �� �� )�!���� �� ���*��+ ���! d�

��� ������- ��.(!������� #(�(!����(� ��!������� ��� �� �!����! ��� ������- ��)/
)(!������� ������ �� ��� ������- " ��.(!�� � ���� �� �0�� ���#�#�� �� ������ ��
������ "  ����-���% ����% ��� ��� #(�(!��������� �� �� ������ �� ������ ��.(!������
���� ��  ����-�� ��� ������- ��.(!������� #(�(!����(��

��������� �	
	� 1�����-���2
�� ��� �� ������ �	
����	�� �������	�� (A,Ω, d)� � �� A������� M � ���

 ����-��� ��� M �� ��� ����	��	�� ∇ :M → Ω⊗AM ��	 ��	���	 �

� ∇(m+ n) = ∇(m) +∇(n) �
� ∇(a.m) = a.∇(m) + d(a)⊗m�

������ �	
	�

	� ���  ���! ,�� ��!�,�� A ��� �� ������ ��! 1!���� ��'����� �� ������ ��.(!������
�����2% �� ������ �� ������ "  ����-���  �!!������ " �� ������ �� ������ ���� �&���
����� ����� ���(��!�% ��  ����-��� �&(���� ���!� !��� �&���!� ,�� �&����� ����� ���(��!�
�� ,������� 1!���� ��'����� " �� ������ �� ������ ��.(!������% ��  ����-��� (���� ���!�
�� �(!�'����� ��! M2�

������ �	
	�� 1�����-��� �!�'����2

�� M ��� �� k/������% �&����� ����� ∇ :

∣∣∣∣
A⊗kM → Ω⊗A (A⊗kM)
a⊗m �→ d(a)⊗m �(3��� ���

 ����-��� ��! A⊗kM � ��  �� ��!�� ����! ��  ���� ��������� ��� ����( ��! �&������ A%
��! ��,��� d �(3��� ���  ����-���� ���  ����-���� ��!��� ����� �	�	�����

��������� �	
	��
���  ����-��� �!�'���� �� ��� ������	�� �� �� �����

∇ :

∣∣∣∣
A⊗kM → Ω⊗A (A⊗kM)
a⊗m �→ d(a)⊗m

���� �� k������� M �

��� ������	
�� �����	���� ��� �� �
����	
��


��� ������ ���� �� ����� �!(�����! ,���,��� !(������� �� 4 ���*����( 5 �&���  �!/
�����  ����� �� ������� "  ����-��� ����  �!������ ��(!������ ��#(*!�,��� 1�� !�����
�&0�!� ��  ���� �!(��������� ��!� �-���,�(� �� �!� $���  $����!�2� ���!  � )��!�% ����
������ �������! �������!� $6���$7��� ��#(*!�,��� ��! ��� ������- �� �������  �����(!(�%
��!(�� �� �&�!�� �� 89: ; �� ��!�� ����!%  �!������ ��  �� $6���$7��� �����,���� �� �(3���/
��*����( �� ������ Ω ���� �&������ ��! A� �<!��!  ���� �(3�����*����( !�'���� " ��!�
,�&�� �-���� ��� ��!��� X �� An% �(3�����*�� ���� �� ��!� ��!� �&������ �� A% �� ���
)�� ����� ��! X �(3�����*��� ���� �� ��!� ��!� �&������ �� A% �� ��������� X �&���
��!� ��!� �� *������� �����!�$� "  ���� �� Ω� �� !������� ,�� ��� ������- ,�� �&��

��



�������� 	
 ������ ������������� �����������

��������� ���� �������� ��  ��!��"� �� ����!����


�! #�� ���� �#$�!���� !%&$'��(�� (�� ���� !%%��� ������$��� ��� %� #������ �����)
���%
 �! (������� (�� �� #��� ��� %! ���*!��� + $�!�� ����$� ���, A) ���%�� - �����,���
(M,∇M ) �� (N,∇N ). ���)�% #����'%� ��  ���� %��� #������ ��������% M ⊗A N �/���
�����,���. ��  !����� �!����(�� 0

���� �$#����� - ����� (�������. ��  ������ #!� ��##���� (�� %� '� ���%� Ω ���
��  ��!��"
 �%��� %� #������ ��������% Ω⊗AM ��� �� #������ ��������% �� '� ���%��
��  ��!��"�. �� %/��� ��#1�� � �/$�1!�&� ��� "!������ #�� �� �� ���������� �� ���)
 ��#1�� � φ :M ⊗AΩ⊗AN � Ω⊗AM ⊗AN 2�� #%� ��� #!� $�1!�&� ��� "!������3.
�� ���� �� �$4��� ��� �����,��� ��� M ⊗A N �� %!  !����� ���*!��� +

∇M⊗AN (m⊗ n) = ∇M (m)⊗ n+ φ(m⊗∇N (n))

5� *$��4� "!��%� ��� (�� ����� !##%��!���� ��� '��� ��� �����,���. �� %� #��'%� � �!��
%� �!� �6 Ω ��� ��  ��!��" ��� �$&%$


�!�� %� �!� �6 Ω �/��� #!� ��  ��!��". %/��� ��#1�� � �/$�1!�&� �/�,���� #%��.
�� %/�� �/���  7 � #%�� !����$ �� ����*�� �� ��� ��#1�� � ����� M ⊗A Ω �� Ω⊗AM 

���� �$&%�� �� #��'%� �. �� ��������� 8 ���*!�� %� *��!'�%!��� �� 9:; 8 %! ������ ��
'������,���


��&�!%��� (�� %! *�%�� �/��� '������,���. �$4��� �!�� %! �$4������ ��)!#��� ��  �
��  ��#1�� � φ∇M

: M ⊗A Ω � Ω ⊗A M . ���! ���*��� !##%�(�$� - �� $%$ ��� ��
M ⊗A Ω⊗A N < �/��� �� !'�� �� ���!���� (�� ���� "����� #%������� "��� ���(�/- %! 4�
�� �1!#���� + - �1!(�� "���. �/��� %/!##%��!���� φ∇M

⊗ idN (�� %/�� ����)�������!. �!��
%� �!##�%��. !4� �� �� #%�4�� %�� ���!�����
 ���� "����� ��� !'�� �� ���!���� �� �%!����
�� !##%�(�!�� #!� �,� #%� φ∇N

!� %��� �� idM ⊗ φ∇N
- �� $%$ ��� �� M ⊗N ⊗ Ω <

�!�� ���� %�� �!�. ��� !'�� ������ "!��� %���(�� %� �����,�� �� #�7�� #!� - ���"�����


��������� �	�	
 2=������,��� �� *�%��3

������ (A,Ω, d) �� ������ 	�
������� ���������� �� (M,∇M ) �� ��	�� �

��������� ��� A� �� 	�� ��� ∇M ��� ��� '������,��� �� � ������ �� ������������

φ∇M
: M ⊗A Ω � Ω ⊗A M � ��� ��� ������� � *�%�� 	� � ������������ �� ���

���� ���� A���	�� � ��������� (N,∇N )� ����������� 	����� ���

∇M⊗AN (m⊗ n) = ∇M (m)⊗ n+ φ∇M
(m⊗∇N (n))

��� ��� ��������� ��� M ⊗A N �

�% ��� - ����� (�� ����� �$4������ �/��� #!� ����)-)"!�� %!  7 � (�� ��%%� ����$�
�!�� 9:; < �� �>��. %/!##%��!���� φ∇M

��� �!�� ��� !����%� ���%� ��� �� 1� � ��#1�� �.
 !�� ��*����� 1?#��1���� !%&$'��(��� ���� ���� #!�%����� #%�� %��� !������� ��� ��*��)
��'�%��$
 ��  � ����� ��*����'�%��$ ���� ���! �$����!��� �!�� %! �����. ���� �$4�������
���� %�� '������,���� ��  !����� #%�� ���������*� (�� �!�� 9:;


@$��4��� (�/��� '������,��� �/! (�/��� *�%�� #����'%� +

	A



���� ������	�
� �����	���� ��� ��� ��

��	�
�

����� �����
�� (M,∇M ) ��� �� �	
��� � ��	�����	� ��� �� ������ 
���������� ����������

(A,Ω, d) ��
���� ��	�� �� �	��� φ∇M
: M ⊗A Ω → Ω ⊗A M ���	���� � ∇M ���

�������

���	
�����	
 �

�� ��������� �� 	
������� ��� � 	��� ������ φ∇M
�� φ′∇M

� �� �������� ���� ����
��	��� � ��������� (N,∇N ) �� ���� m ∈M �� n ∈ N �

∇M⊗AN (m⊗n) = ∇M (m)⊗n+φ∇M
(m⊗∇N (n)) = ∇M (m)⊗n+φ′∇M

(m⊗∇N (n))

�� �� 	
	��� �
φ∇M

(m⊗∇N (n)) = φ′∇M
(m⊗∇N (n))

�� ������� ���� (N,∇N ) �� ��	��� A ���� 	� �� ��������� �������� d� ���� 	����

φ∇M
(m⊗ d(a)) = φ′∇M

(m⊗ d(a))
�� ���	����� d(A).A = Ω ���� 	�� ��� �������� 	� 
������� !
�
�����
 ��� �
	���" ��#
������ ����� ��
!����
 	�� 	��� ������ ��� ���
����
 	� ������#��� �

������� �����

�� ��������� �������� d � � A ���  �� !����������" #��� �� ����� ��� #$%��� &�� φd(a⊗
ω) = ω ⊗ a� �� � '$�$����(���" �� �� ��������� �������� ∇ � �  � (�# �� M ���  ��
!���������� #��� �� ����� ��� #$%��� &�� φ∇(m⊗ ω) = ω ⊗m�

�� �)�� ��� ��� �*��������� #� !����������� +���)���������, - 
� � �� � �$.$������
������  �� .��� / �*������� 012 &� � �� �$&����� �*��������� #�� !����������� 3 ��� ��)
� �$� &� � &� 4 � �*�� ���� �� �������	� �������������� +������� 		�5�6 #� 012, 7 #���
����� �������� +&� � ��������� 4 � ��� � #� 012," ���� ������� / � &&���� 4 � �*����� 
#�8$������� '$�$�����$ A ��� �$# ���

����� ����� +��������� #�� !�����������" &��&������� 		�5�6�6 #� 012,
�� �������� 
���������� ���������� (A,Ω, d) ��� ��
���� ��	�� �	��� �	�����	� ∇ ���

�� A��	
��� M ��� ��� ��	�����	��

����� ����� +���!����$ #�� !����������� &�� &��# �� ���������,
�� (M,∇M ) �� (M,∇N ) �	�� 
��� �	
���� � ��	�����	�� ��	�� �� �	�����	� 
�����

��� M ⊗AN ��� �� �	����� 
��� �� 
������	� ����� ��� ��������� ��� ��	�����	��

���	
�����	
 �

$�����%��� ��� 	
���� �� ����� φ∇M⊗AN
��� �� &������ �������� �

φ∇M⊗AN
:

∣∣∣∣
(M ⊗A N)⊗A Ω → Ω⊗A (M ⊗A N)

(m⊗ n)⊗ ω �→ φ∇M
(φ∇N

(m⊗ n⊗ ω)

$���� ����������� ��� ���� �� �������'����� �� �� ���� &��� �
����� ���
���� 	���

�� ��	��� � ��������� (P,∇P )� ������������� 	
���� 	��� �� 	
������� ��� ��� ����
��� ���������� $��� �
����� 	� ������ ������� ��� ���� ∇MNP ���� ∇(M⊗AN)⊗AP )

��� 	� ��������� ��� ���������� �� 	� �(�� ���� ∇MN �� φ∇MN
" �

�9



�������� 	
 ������ ������������� �����������

∇MNP (a.(m⊗ n)⊗ p)
= ∇MN (a.(m⊗ n))⊗ p+ φ∇MN

(a.(m⊗ n)⊗∇P (p))
= d(a)⊗ (m⊗ n)⊗ p+ a.∇MN (m⊗ n)⊗ p+ a.φ∇MN

((m⊗ n)⊗∇P (p))
= d(a)⊗ (m⊗ n))⊗ p+ a.(∇MN (m⊗ n)⊗ p+ φ∇MN

((m⊗ n)⊗∇P (p))
= d(a)⊗ ((m⊗ n)⊗ p) + a.∇MNP ((m⊗ n)⊗ p)

�
�������� ���������� �� ����� � �� ����
 ���� ������ �������! �� "��� #�$�� �%����

�� �����!�&���� ψ ���!� Ω⊗AM∨ �� HomA(M,Ω)' �()�� ��! *

ψ :

∣∣∣∣
Ω⊗AM∨ → HomA(M,Ω)

ω ⊗ f �→ (m �→ ω.f(m))

���� �� !�������!��� ��� +���� ������)+����� ���� +� #�� ,� ���,!� - ��� (�(����� ��
Ω ⊗A M∨ ��!��� +�����(!(� ���� ������� �����(������!� +���� ��� (�(����� ��
HomA(M,Ω)


����� ����� .���/����( ��� /�+����%���� ��! ����� � �� ����0

���� (M,∇M ) �� ����	
 � �����
����� �	��� 	����	������ ∇M∨ :M∨ → Ω⊗AM∨

�����
 ��� ∇M∨(f)(m) = d(f(m))− f(φ−1
∇M
∇M (m)) 
�� ��
 �����
���� ��� M∨�

���	
�����	
 �

�������� 	�
	 ������ �
� ����	 
�� ���������� �����	���	� ��	 ����� ��
���
� d
��������� ��	 ���	����� ���	 a ∈ A� �	 f ∈M∨� �� � ��
� 	�
	 m ∈M  

∇M∨(a.f)(m) = d(a.f(m))− a.f(φ−1
∇M
∇M (m))

�� �� ���
�	  

∇M∨(a.f)(m) = d(a).f(m) + a.d(f(m))− a.f(φ−1
∇M
∇M (m))

!	 ����  
∇M∨(a.f) = d(a)⊗ f + a.∇M∨(f)

�������	��� ∇M∨ ��	 ���� ���� 
�� ����������

"��������� � ���	� �� ∇M∨ �� � #���
�� �
���	�  

φ∇M∨ (f ⊗ ω)(m) = f(φ−1
∇M

(ω ⊗m))

�� ��� 
� ���
�� $ ��������� (N,∇N )� �	 �� �%���%� $ �����	��� �
� �������	���
∇M∨⊗AN ������ ��� � �����	��� &�&�' ��	 
�� ���������� !����� 
�� #���� �����	���	�
��	 ������ �	 ��� ��� ����� ��		���� �
� �������
�� ��   

∇M∨⊗AN (a.(f ⊗ n)) = ∇M∨(a.f)⊗ n+ φ∇M∨ (a.f ⊗∇N (n))

!	 ����  

∇M∨⊗AN (a.(f ⊗ n)) = d(a).f ⊗ n− a∇M∨(f)⊗ n+ a.φ∇M∨ (f ⊗∇N (n))

"��(  
∇M∨⊗AN (a.(f ⊗ n)) = d(a).f ⊗ n+ a.∇M∨⊗AN (f ⊗ n)

�������	��� φ∇M∨ �����	 ���� ���� 
�� ���	� ��
� ∇M∨ � �� �
� �����
	 � �������
	�	���� �

	1



���� ������	�
� �����	���� ��� ��� ��

��	�
�

��������� �	�	
 ���������� ������
�� ��������� ∇M∨ 	
���� 	��� � ���� ����� ��� 	��� ����� 	� ∇M �� �� ���

��������� 	�
�������� ε : M∨ ⊗A M → A �� 	� ��
�������� η : A → M∨ ⊗A M
��	������ 	�� ������������� 	� ���������� ����� ∇M∨⊗AM �� d�

�� ��	�� � ����������� (M,∇M ) ���� 	�� �� ��� �� � � ��� ��� ��������� 	����

!��" �#��$�%�� &'() *��*�"�$��� +�,) �� �"$ �-.��$�- /�� "� �� .����� M "�� �� ��0
���� %�..�$�$�1 � �� ���� ��"*�%$��$ ��" .��*2�".�" �#-3����$��� �$ �� %�-3����$���)
����" M �"$ �-%�""����.��$ *��4�%$�1 �$ �� $5*� 6��� �� %�.7����$ %�%� �3�% �� ��..�
		�����8 �� &+() �� �7$���$ �� *��*�"�$��� "��3��$� 9

���������� �	�	�

�� ��	�� � ����������� (M,∇M ) ��� ����	� �� �� �������� �� M ��� ��������� ��

	� � �� ��� ��� A�

��6�) �� ���" ��"$� : -$����� �� *�""� � ��� "��"0.�����" �$ ��� /��$���$" 9

����� �	�	� ��$�7���$- ��" 7�%��������" *�� *�""� � �� "��"0.������

!��� (M,∇M ) �� ��	�� � ������������ "��� ���� �������	�� N 	� M �� #��

∇M (N) ⊂ Ω⊗A N �� φ∇M
(N ⊗A Ω) ⊂ Ω⊗A N ��� �� ��	�� � ����������� �� ��

� ����� 	� � ��������� ��	���� ∇M |N �

������������� �

�� ��� ����	 
�� �� ������� ∇M (N) ⊂ Ω ⊗A N ������ � ∇M |N ����	� ��

������ ��	 N � �� ���� 
�� ����� �� �������� ���� �� �� 
�� �� ����� ������

φ∇N
:

∣∣∣∣
N ⊗A Ω → Ω⊗A N
n⊗ ω �→ φ∇M

(n⊗ ω) ��� �� ����� ���	 ∇N � �

����� �	�	�� ��$�7���$- ��" 7�%��������" *�� *�""� � �� /��$���$�

!��� (M,∇M ) �� ��	�� � ������������ "��� ���� #������� 	� M ��� �� �����

��	�� N �� #�� ∇M (N) ⊂ Ω⊗A N �� φ∇M
(N ⊗A Ω) ⊂ Ω⊗A N ��� �� ��	�� �

����������� �� �� � ����� 	� � ��������� 	
���� ��� ∇M/N (m+N) = ∇M (m)+
Ω⊗A N �

������������� �

��	���� ���� �����	� 
�� ������������ ∇M/N ��� ��� ������ ������	�� m ∈
M �� n ∈ N � ���	�� ∇M/N ((m + n) + N) = ∇M (m) +∇M (n) + Ω ⊗A N �  ���
��
∇M (N) ⊂ Ω⊗AN � � ������ ��� 
�� ∇M (n) ∈ Ω⊗AN � ���∇M/N ((m+n)+N) =
∇M/N (m+N)� �� ∇M/N ��� ��� �����

�� ���� 
�� ∇M/N ��� �� ������ �� ��	��� ������������ � ������������ ���

��	���� �� �� ���� ���!	� 
�� �� ��� �������� ��

∇M/N (a.(m+N)) = d(a)⊗m+ a.∇M (m) + Ω⊗A N

�;



�������� 	
 ������ ������������� �����������

���� �� �����	 
��

∇M/N (a.(m+N)) = d(a)⊗ (m+N) + a.∇M/N (m+N)

���� ��������� φ∇M/N
((m + N) ⊗ ω) = φ∇M

(m ⊗ ω) + Ω ⊗A N � ��		� ���
�����	��� ��	 ���� ����� ���� �� ���� ������ 
�� ��������� ��� �	������	 �� �����	���
φ∇M

(N ⊗A Ω) ⊂ Ω⊗AN)�� �	 �� ���	 
�� ����	 ��� ���	� ���� ∇M/N �������	 �� ���	

�� φ∇M

��	 ��� ���	� ���� ∇M � �

���� �� �������� �������� ��!� ������ �"��� #����� $� ���$������ ���!���� %!�
��� ��!�&'�$!��� �� ��� %!������� ����� $()��� ���� $�� '�$!��� * #������+��� ��,�$��
����%!� (M,∇M ) ��� ��,�$� - ���� ��!� ���'����� �� ������!���� $.�/�'�� �.�+������� $�
��!�&�#0��� �� $� %!������� $��� ��������� ���(,����� $� '�$!��� * �����+���
 �� ������
���$������ ��� (�( (�!$�(�� $��� 123 �� ��!� ���"�4��� $��� * ��� ������� ��!� ���!"��
�� $(���� $�� ��������'����
 ��� ���$������ �#���!�� ���� �(!���� $��� �� ��(��5'�
��
6
	
2 $� 123 %!� ��!� (���7��� ��� �"�� ����� "���#!����� 8

�������� 	
	
�� 9123 ��(��5'� ��
6
	
2:

���� (M,∇M ) �� ����	
 � �����
���� ��� 	����
�� �����
���
	 ������	��� (A,Ω, d)�
�� ������
 ��
 �

� 	����
�� A 
�� ��
�����
� �

� 	����
�� ����	 �
� �������� Q(A) 
�� �� ������� ��� �
 ���� �

� 	����
�� �����
���
	 ������	��� A 
�� ������ �

� 	
 ������	
 Ω 
�� �� 	
 
� ���!
��� �
 �"�
 ��� ���
 A#����	
 � ����



� � �����
 �

� Ω⊗A Q(A) � Q(A)⊗A Ω 
� ���� ��
 A#����	
� �

� 	����
�� �����
���
	 ������	��� A 
�� ����	
 � �	 ��� ��� ������	 �����
 ����

	�����
 ��� d ���� Ω 
�� �� ����#����	
 �����
 �
 Ω�

$	���% �� M 
�� �����
% 
� �� N 
�� �� ����#����	
 �
 M �
	 ��
 ∇M (N) ⊂ Ω⊗AN

� φ∇M

(N ⊗A Ω) ⊂ Ω ⊗A N % �	��� 	
 ����#����	
 N 
� 	
 ����	
 �����
�� M/N
����� �
� �����
����� �����
� ���� 	
� 	
��
� &�&�' 
� &�&�() ���� ���� �
��

�����
��

��� �� ���	�	� 
�� ������ 
����������� 	����������

�� 
�� ���������

;� �������� %!� ��� �����!+ �����$(�(� ���� ��!0�!�� ��''!����<� �� !��������


	=



���� �� ������� 	�
 ��	��� �� 	�
 �������


��������� �	
	� �������� ��� ������� ������������ ������������

�� ������� ��� ������� ������������ ����������� ��� �� ������� Ladg 	
������� �

� � �����	�� A �

� � �����	�� Ω̃ �

� � �����	�� k �
� ��� ����
��� �� �
�	��
� ������� + �� × �

� � ����
�� �� �
�	��
� ����� − �

� � ����
�� �� 	
������� 0 �
� � ����
�� �� �
�	��
� ����� d : A→ Ω̃� �� � ����
�� �� �
�	��
� �����

∇̃ : Ω̃→ Ω̃ �

� ��� �!��"��#��� $%&&��� �����"����� ��� �'&(%��� �� �������) �%�� ���%�� *����
#���#��� +'"%�+,��� ��""��&�������� ��� ��� ������� ������������ �����������) #�� �%��
���%�� ������ "�� �� ������ �� $+%�� �� ������� Ladg  ���� �� $� #�� �%�� ���%�� � %��
(��%��) ���� �� "�%$+��� $+�"����) �� "%� %�� "����� �!�#����%�� �������������� ������-
������) �����&��� ��� �� "%�'�.&�� ������������ �����������) $%&&� ��� ���&�� ���� ��
������� ��� ������� ������������ �����������) �� ������� / �!��"��� #�� �%��  %����%��
"%� %�� �""��#��� �%� ��������� / ��� �������%�� "��� $�����#���) $%&&� "�� ���&"��
�� $�� %0 �!������ ����������� ���������� ��� �� $%�"� ����������� %� �� �������$�� ��
"����$�����) �%��  %����%�� "%� %�� &����"���� ����� ��� ���� ���&���� �� �� *%�&�
d(a) �� d(b) �$� #��) �� �!����) �!��� "�� "%���(�� ���� #�� Ω �!��� #�!�� A-&%�����)
�� "%� %�� ������ �� ���� ���%�) �����&��� ��� "%� %�� �""��#��� ��� $%�����%� ���
���&���� �� Ω� �!��� �� ����%� "%�� ��#����� �%�� ���%�� ����1��� �� ������ �����������
���������� �� �2%����� ��� +'"%�+,��� �%�� �%�� ���%�� (��%��) �� �!�������� ���� �� $+�-
"���� ��� ��� #�� $���� ��1����%�� 3�&��#�%�� �� "����$����� �!+'"%�+,�� �!+������� ��
�!������ �%��-2�$���) #�� �%�� ���� ����� ���� �� $+�"���� ��� ��� "%�� ��&%����� #��
�� $����%��� ��� &%����� "�%2�$��*� �� �'"� 1�� / $%�����%� ��� ��� $����%��� �(��������

��������� �	
	� �������� ������������ ������������

�� ������ ����������� ���������� (A,Ω, d) ���� ���
����� ���
�� ���� � �����

����������� ���������� � ���� �� �� �������
� �� �!� ������������ �� ��� ��� "��
#

�"$��� � �"�
�$�� ����!!� % ��&���� 
� �'
�� �("��
�"$�� &� A ��� "���������� �

� �(����� A ��� �
��"����� �� "���������� �

� �(����� �
��� ��� ���	��
�� Q(A) ��� � ��
��� ��� �� 	
��� �

� �(����� ����������� ���������� A ��� ����� �

� �� ���
��� Ω ��� ��$�� �� ��
'�	��� �� ���� ��� 	
��� A#�
��� % ��	"�

�� % ��
��� �

� Ω⊗A Q(A) � Q(A)⊗A Ω �� ���� &� A#�
���� �

� �(����� ����������� ���������� A ��� ������ � �� �(� ��� �(����� ��
��� �
��

�(����� ��� d ���� Ω ��� � �
�#���
��� ��
��� �� Ω �

�� ��� &� Ω �
�� ��� �(�� ��	
�����
� ∇Ω : Ω → Ω ⊗A Ω �
�� �� )
��� φ∇Ω ���

����� % �(�������� �� Ω⊗A Ω�

������� �	
	�

��� �%&(������ +'"%�+,��� �� �+�%�,&� ����44 �%�� �%���� �����*����� �%��#�� A ��� ��

�5
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����� ���������� !����" ��� ���#�� $%#�� �&#�� ����'"���� ��� ���'�" �(
 �� �"����# ���)
�� �&��� #� ����� ���������� �# #� ����� �� ��������� #�#� ) " ��� ��#���  �� *+���*,���
��  " ��-������ ���������� ���� �"���."���� $�#��/#� Ω = A �"�� �� �"�)  &"���"#
��� ������"���%��� ���#��) ��  " ����'"���� d ��-��� #�� �����0��� �#� Ω(
 �"��  "
���#"���� ��  &�0�%� � 	
1
2 �3  &"���"# A ��� #� ����� %#�� �� ��#0 ����'"����� d1
�� d2)  �� *+���*,��� ��4����#� ���� ������ ��#��� �"���."���� $�� d1 �� d2 �� ���� �"�
��#���  �� ��#0 ���'�" ��(
 �" �����0��� �#� Ω = A ⊕ A ��� ������ �"� ∇(a1, a2) =
(d1(a1), d1(a2), d2(a1), d2(a2))) �� �" '� �� ���  &��������


�#������� ���� /#� (A,Ω, d) ��� #� "���"# ���������� !����" ��� $"# ����)
�"��� ���4 �) ��  " ��#'�  � ��-������ 	
5
1(
 6� ���� A  &" !,7�� ��������  � ��!������
�"� Ω) "#���%��� ��� A = A⊕⊕

n≥1 Ω
⊗n
 �" ���#��#�� A ��#� 8��� '#� ��%%� #��

Ladg4���#��#�� ��  " %"��,�� �#�'"��� 9

�� ������"� A ��� ���������� ��%%�  &"���"# A) ��  � ������"� k ��%%�  �
��#�4"���"# ��� �����"���� k
 �� ������"� Ω̃ ��� ���������� ��%%�  " ��%%� �������⊕

n≥1 Ω
⊗n
 6� �������,��  � �+%7� � + ��%%�  &"������� #�#�  � �"��  " ��%%� ��4

�����)  � �+%7� � − ��%%�  &������ �"��  " ��%%� �������) ��  � �+%7� � 0 ��%%�
 &� �%��� ��#��� ��#�  &"������� �"��  " ��%%� �������
 �� �+%7� � × ��� ����������
��%%�  � ����#�� �"��  &" !,7�� ��������  �) "#���%��� ��� ��%%�  � ����#�� �������� )
�� %"��,�� : �� /#�  �� Ω⊗n .��%��� #�� !�"�#"���� ��  &" !,7�� A ��-��� "'�� ��
����#��
 ��-�) �� �������,��  � �+%7� � �� .������� d ��%%�  " ����'"���� d : A→ Ω)
��  � �+%7� � �� .������� ∇̃ ��%%�  &"�� ��"���� �#�

⊕
n≥1 Ω

⊗n ��-��� �"�  " ��%%�

������� ��� �����0���� ���#���� �#� Ω⊗n) "#���%��� ��� ∇̃ =
⊕

n≥1∇Ω⊗n 


��� �����	
�� ����������� �����������

;"�����"�� /#� ��#� "'��� '# ��%%��� �����������  �  "�!"!� Ladg ��#� #�
"���"# ���������� !����" ��� A ) ��#� "  ��� ���%���� �� �*"����� �#� #�� ����#�����
"#��#� ��� �� +�<%�� ���������� � !����" ����
 �&#� ��� �����8�� ��  " ������#�����
.��%�  � ��� �� +�<%�� /#� '" �#�'�� '���� �� �� /#&�  � �� �����" ���) �"��  � �"� �3 A
��� #� "���"# ���������� �# #� "���"# : ��������� � "���/#�) ��  " ������ �� �� +�<%�
���������� �# �� ���������


��������� �	
	� $�������%����� �� �����(
���� (xi)1≤i≤n �� ���	� 
	 ������	�� �	� �������%����� �#� (xi)i ���� 
����	� ���


�����	�	�� �� �

� ��	 ������	 xi 	�� ��	 ��
��	����	 
��
	 0 �
� �� �	�	 
	 �� ���	 d(xi) 	�� ��	 ��
��	����	 
��
	 1 �
� �� t 	�� ��	 ��
��	����	 
��
	 k ≥ 1� ���� ∇̃(t) 	�� ��	 ��
��	����	


��
	 k + 1 �
� ����	� �	� ��
��	����	� ������	��	�� 
	 �	��	 �����	�
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���� �����	
�� ������������ �����������

��������� �	
	� ������� ���	�
��� ����� �� ������
���� (xi)1≤i≤n �� ���	� 
	 ������	�� �	� ������ ���	�
�� ��� (xi)i ���� 
�����
��
�����	�	�� �� �

� �� ������	 
	 ��������	 
��� ����	�� a 
	 A 	�� �� �	�	 ��������


��
	 0 	� 
	 
	�� 0� 	� d(a) 	�� �� �	�	 �������� 
��
	 1 	� 
	


	�� 0 �
� �� ������	 
	 ��������	 
��� ����	�� ω 
	 Ω⊗n 	�� �� �	�	 ��������


��
	 n 	� 
	 
	�� 0 �
� �� t 	�� �� �	�	 �������� 
��
	 k ≥ 1 	� 
	 
	�� 0� ���� ∇̃(t) 	�� ��

�	�	 �������� 
��
	 k + 1 	� 
	 
	�� 0 �
� ��	 ��
��	����	 
��
	 k 	�� �� �	�	 �������� 
��
	 k 	� 
	 
	��

1 �
� �� t 	� t′ ���� 
	� �	�	� ��������� 	��	����	�	�� 
��
	� k 	� k′ 	�


	 
	��� d 	� d′� ���� �	 �	�	 (t × t′) 	�� �� �	�	 �������� 
��
	

max(k, k′) 	� 
	 
	�� d+ d′ �
� ���� �	� �	�	� ��������� ������	��	�� 
	 �	��	 �����	�

�� ����� ��
���� 
��
��� ��� ���� �� ������ �
������
�� �������
��� ������� ����
������ ���� ����
���� ��� ����
��
���
��� ��
������ ��� ���� ����
� �� ����� ���	�
�� �

��� �	
	�

���� A �� ���	�� 
� �	���	� ���������� �� t� t′ 	� t′′ ���� ���� �	�	� ���������
�� �	 ���	� 
	 ������	� x̄� ���� Th(A , a)a∈A |= ∀x̄, ((t× t′)× t′′) = (t× (t′× t′′))�

������������� �

���������	�
���� � ������ 	�
�� �
�� A 
�����
���� ��
���
���� � ����� ���

��
������� �	���	�� �
���� ������� ����� ����
� �� ���
�� �� �����	�� �
������
�� �������
��� �� ��

� �� ���
!�� ��� ���� "�#
���������� ����
� ��� �����	��� $������ % ����
� ���
���	��� �

��������� �	
	� �&����	��� �
������
��� �������
���� ����� �� ������
!� ���	�� �
������
�� �������
�� 	�� ��	 �����	 
��"�����	��	 
	 �	�	� ����#

����� ���� �� 	������ 
��"�����	��	 $�%���	 ���
	 
	� ��	��%��	�$�

!� �����	�� �
������
�� �������
�� 	�� ��	 ����������� ������	 �� A 
	 �����	�


� �	���	�� ����������� �� ����� 	� �	 ����� 
��� �������	 
� �	���	� ���������

P ���� 	��	����	�	�� �	 ������� 
	� �
	� 	� 
	� 
	��� 
	� �	�	� ���������

���	�	���� 
��� �� ����������� ������	 
��������� P �

���� ������� ���� ����
� �� �� ���
!�� ������� �����!#�� ��� �����	��� �
�����'
�
��� �������
��� ��� �� ����� �� ���
�#��� ����� �������� �� ����������
�� �� �����
��
����� ��
 ��� ������
�������� �� � �� ��� ���� �� ��� ��� �����	��� ������� �
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����� ����� �������� ��� ���� !"�� �#$%�� &#��� �% %�'�#�%�(
���� A �� ������ 	�
������� ���������� �� ���� A〈x̄〉 �������� 	�� ��������
	�
�������� ����������� �� ����� A〈x̄〉 	� ��		����� �� 	� � ������������ 	��
�������� ������ �� 	� 	��� ����������� ·g : A×A〈x̄〉 → A〈x̄〉 �� ·d : A〈x̄〉 ×A→
A〈x̄〉 	������ ����� �� ������������ ����������� 	� � ������������ � A×A〈x̄〉 ��
A〈x̄〉 ×A�

����� (A〈x̄〉,+,×) ��� �� ������ ���� ���������!"� (A〈x̄〉,+, ·g, ·d) ��� �� A 
����	�� ���� ���������!"� �� (A〈x̄〉,+,×, ·g) �� (A〈x̄〉,+,×, ·d) ���� 	�� A 
��#���� ���� ������������"�

��	
���
 �����

�� ������� A〈x̄〉 ����� 	� ��� ���������� � '������ ��� ���� !"�� �#$%�� &#���
�% %�'�#�%��

��"'�)*� � )*� &�*� ��� &��"�� �* �' �'�� Ladg �*� * *���& �� +'�#'���� (xi)i
�� & � ,'#& ���� &#����"� & ��� ���� !"�� �#$%�� &#��� �% %�'�#�%� �' � �� -� &�.&� ���
'  �'*. �#$%�� &#��� �% %�'�#�%� /

����� �����

���� A �� ������ 	�
������� ���������� �� t �� ����� 	� ������ Ladg(A) ��� ��
�������� (xi)i� ���� � ������ �� ������� 	�
������� ��������� Pt ��� ��� �$���
�������� �� %�� Th(A , a)a∈A |= ∀x1, . . . xn, t(x1, . . . , xn) = Pt(x1, . . . , xn)�

���
������
 �

�� ������	 �
� ������	��	 �� �
 �����	���� �	 �	��	� �� t 	� Pt 
������ �	

�	��	� �� ���
 ��	 t 	� Pt ��� ����� ����	� Th(A , a)a∈A�

�� t 	� �� �����	 �	 ����
��	 a �	 A �� ��	 �
��
��	 xi� 
��� t 	� �� �	��	

������
�� 	� �	 �������	 �����	���	� �����
��� Pt ����� �
� Pt = t �����	���

�� t 	� s ��� �	�� �	��	 �	� ����� 	���	 �	�� �������	 �����	���	� �����
���

Pt 	� Ps ��
��  t 	� s ������ Th(A , a)a∈A� 
��� �	 �	��	 t + s 	� ��
� ������

Th(A , a)a∈A 
� �������	 �����	���	� �����
��� Pt + Ps�

�� t� s� Pt 	� Ps ��� ����	 
� �
�
��
�!	 ������	��� 
��� ������� Pt =∑
i∈I aiM

t
i 	� Ps =

∑
j∈J bjM

s
j � I 	� J ��
�� ���� (ai)i 	� (bj)j ��
�� �	 ����	�� �	

A� 	� �	M t
i 	�Ms

j ��
�� �	 �	��	 ������
��� "����	 A 	� �� 
��	
� �����	���	�

�����
���� �	 ������� 	� 	� �
�������	� ���������� �� �
 ���	� 	� �	 �	��	 Pt×Ps 	�

���� ��
� ������ Th(A , a)a∈A 
� �	��	 Pt×s =
∑

(i,j)∈I×J(aiM
t
i × bjMs

j )� ��� 	�
�� �������	 �����	���	� �����
��� �������� 	� ����� ����	 ���	 ���	 �	 �	��	

������
�� aiM
t
i × bjM

s
j � "����	 Pt × Ps 	� ��
� ������ Th(A , a)a∈A 
� �	��	

t × s� �� ���� ��	 Pt×s 	� ��
� ������ Th(A , a)a∈A  t × s� 	� 
���
�� ���� �	

�	��	�

�� t 	� �� �	��	 ��
� ������ Th(A , a)a∈A 
� �	��	 ��������
� Pt� 
��� ����#

��� Pt =
∑
i∈I aiM

t
i ����	 
� �
�
��
�!	 ������	��� �� d(Pt) 	� �� �	��	� 
���

01
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Pt ��� ������� 0� �� 	
� 
�������� �� d� �� ��� �
� ������ Th(A , a)a∈A 
� �����∑
i∈I d(aiM

t
i )� ��� ��� �
� 	
� �
 ����� �� ������� �

∑
i∈I(aid(M

t
i ) + d(ai)×M t

i )� ��
�� ���� ���� �� ��������� �� �
� �� Pt ��� �� ����� ������
� ��� ���� �����
 M � ��

�� �������� �� ����� 	�������
� Pd(M) ��� ���� �
� � d(M) ������ Th(A , a)a∈A�
 ������� 	
� ��������� ��� �
 ���	��!�� �� M �  ������ d(M) ��� �� ������ ��

�
�� ��� M ��� �����
������� ������� 0� "� M ��� �� ������� �� �����
��� a �� A�

���� d(a) ��� �� ����� ������
�� �� ���� �� 	������� ��#������� ���
���� �
� �
d(M)� �� ��� ���� �� ����� Pd(M) ������ $ �� M ��� �� ������� �� �
��
��� xi� 
����
d(xi) ��� �
������ �� 	������� ��#������� ���
��� ������� "�		����� �
�����
��
��� M = (N × N ′)� N �� N ′ �
�� ��� ������ ������
�! ���� ����� �!���� Pd(N) ��

Pd(N ′) �
�! ���	���������� � d(N) �� d(N ′) ������ Th(A , a)a∈A� %����� ��
	��� �

����� �� ������� 	��� �
 ����
����� �� �
�� ��� d(M) ��� �
� ������ Th(A , a)a∈A

� ����� (N × d(N ′)) + (d(N)×N ′)� ���&�'�� �
� ������ Th(A , a)a∈A 
� �����

(N ×Pd(N ′))+(Pd(N)×N ′)� ��� ��� �� 	������� ��#������� ���
���� �� ��� ���� ��
����� Pd(M) ������� (��� ������� �
 ��������� $ �� ����� d(t) ��� ���� �
� ������
Th(A , a)a∈A � �� 	������� ��#������� ���
��� Pd(t)�

)�*�� �� �
���������� �����
��� � ����� 	��� �� ������� d 	����� �� ��������
�� ����� 	��� ��� ������ �� �
 +���� ∇̃(t) ������� t �
���+
�� �� ������ )� �#��� �����
	���������� �� 	��� �� �
����� 	
� 
�������� �� ∇̃ 
� �
� �� t ��� �� 	������ ��
������ ������
�! N × N ′ 	��� �������� �� �!���� P∇̃(N) �� P∇̃(N ′) �
�! � ∇̃(N)

�� ∇̃(N ′) ������ Th(A , a)a∈A� �� 	������� ��#������� ���
��� P∇̃(t) ��������

	��� 
���� '��� 	��� �
� 
� 	������� ��#������� ���
��� P∇̃(N)×N ′+N ×P∇̃(N ′)�

 ������ ���� 
���� � 	����� ������� ���� ��� �������� �� �
��
��� �� ������� ��

�����
� 	
� ���������� �
������� ���� ����� ��� ������ ��  �!"�#$��% ����  ������ �&'��( ��� ������

�� )(�� � * +����(�+��,!� - ���� +� +����.���

��������� �	
	� /��������  �!"�#$��!� )&�&(�!��&�0
�� ������� ��	�
��� ���������� ����������� 	�� ����	�� �
����	� �� �� �����

P (x̄) = 0� P �
��
 	� ������� �������
��� ���������� �� Ladg(A)� �� ���������

��������
 ��	�
��� ���������� ����������� 	�� ����	�� �
����	� �	������	� ��

Ladg(A) ��	������
� � 	�� ��	�
��� ���������� ����������� ���	�� Th(A , a)a∈A�

��������� �	
	� /�(�� � ��1&(�����! )&�&(�!��&0
���
 A = (A,Ω, d) 	� �����	 �������
��� ����������� �� )(�� � ��1&(�����! )&2
�&(�!��& ����� �	� A ��
 	� ���	�� ���
 ���������� ��	� !����
 �
 �� ����"� �� ��

�	�
������
��� ���
 
�	� ��	# ������ ��� 	�� ����������� ��������� ����	�
����

����������� ������������� ����
 � ���� ��� 	�� ����	�� ���� �	��
����
�	�� ����

Ladg�

��������� �	
	� /�� (&��������� (�������!!� )&�&(�!��&�%  (�$�3(� �&'������0

�����
 A = (A,Ω, d) 	� �����	 �������
��� ����������� G 	� ���	�� �������
���

���������� ����� �	� A� �
 (M,∇M ) 	� ���	�� ���!��
�� �� 
�� ��� � �����#���

�	� A� �� ������� (� (&��������� �� G ��( M 	�� ��
��� ρ : G ×M → M 
����

�	� ��	� 
�	
 g ∈ G� ���������
��� ρ(g, ·) : m �→ ρ(g,m) ��
 	�� �������
��� ��������

���������
 �� �����#���� ����
 � ���� 
���� �	� �� ��������� �	����
 ����	
� $
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M
ρ(g,·) ��

∇M

��

M

∇M

��
Ω⊗AM

idΩ⊗ρ(g,·)
�� Ω⊗AM

�� ��������	�	
�� ρ ��	 �
	� ����������� ����������� �
 ���� �� ���	�
� ������ �
���

An �� ���� n ��� A 
� ��
�	� ��� ����
��	
�� �
���
�� ������	
�� u : An → M
�������	 �� ���� �����
��� �� An ��� �� ���	��� ������	��� �� M �	 ��� ������

���	�	
�� ρA �� G ��� An 	����� ��� �� ������ �� ρA ��
	 ����
 ��� ��� ����
��
���

��������� ������	
��� �������
���� �������
����  �	 	����� ��� �� �
������� ��
���	

�����	� �

G×An idG×u ��

ρA

��

G×M
ρ

��
An

u
�� M

�������� �	
	��

�� � !�� �"#�$��%� ������ & !� $���� �'(�� ����� !� !�)������  �� ! ����� �����*�����
+� � ��� ��� +�� !�,��������� �����������- !� )���(�� . $� / � $���� ! ����� �� �+�$��0
���� �� +����$ ���� ��  �� ! ����� �����*����� +� � ��� ��� +�� ����"��/ �� !�,���������
� � !�� $��+� !�,���������- +��$'� !� �� ! ����� �����*����� !�1���++�� +�� ���&�2
31$'����*�1 !��� 4567- � !� $���� !�1���++�� +�� 8��'� 9�)���*2 !��� 45:7 !���
 � $����&�� +� � ������� ��$� ��� �� $�� !�� $��+� !�,��������� �� ��� $��+� � & !�,�0
���$��
 �� %��)����)� / � �� � �1��� !�1���++� �$� ��)"���� ;���  � $����&�� +��)��0
�� � +� �  � ��� �"#�$��%- + ��/ � ��� $��+� !�,��������� �� ��� $��+� . !�,����$� ����
!� & $�� +����$ ����� !������ & !�,��������� �����������
 8��'� �� ��)���- �� !�<��0
���� $'����� $�0!��� � !� �� ��+����������� ����������� �����������- / � ��)"�� ;��� ��
!�<������ ��� ����� !��� �� $����&�� / � �� � �1��� !�1���++�- �)+��/ � �� +����$ ����
/ � ��� ��� +�� !��� �� � +������ �� ���� �����������)��� / � !�� ��� +�� $����� $0
��"��� � � �� + � $��+� !�� $��������� !� �� !���1�����
 �� � 1��� $�$�- +��=���0�� �
!��� �� $�� �> G ���  � ��� +� !�,�������� ���������� !� )����$��- � ���)��� !��  �
�� �0��� +� ! ��� +� !�� )����$�� ��1����"��� � � A
 ���� $� $��- �� !�<������ !� ��
��+����������� ����������� ����������� �)+��/ � �� +����$ ���� / � +� � �� � g ∈ G ��
�� � ���)��� m ∈ M !� �� ��+����������� ����������� �����������- �� � �� ��������
idΩ ⊗ ρ(∇M (m)) = ∇M (ρ(g,m))
 3� +� � ����� 1��� %�$���)��� / �- !��� �� $�� !�%0
%��������- $���� $��!����� �)+��� � & $��?$����� !� �� )����$� g !�;��� $�������� +� �
�� !���1����� d � � A
 �� ��)"�� / � $� +'���)(�� �� + ���� ;��� �1��� ���� $'�����
� "����������)��� ����� %��)����)�


�1��� !� $��$� �� $� $'�+���� +�� / ��/ �� �&�)+���- �� � !������  �� � ���
!�<������ !� �� ��+����������� !� � ��� +� !�,�������� ���������� / � ��)"�� +� � �+0
+��+���� � 1 !� ����� %��)����)�
 �� � ��1���!���� � � $���� !�<������ � $'�+����
� �1��� @

AA
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	�� ���������������  !"� #��"��  �$�������% #�����%���&

���� G �� ����	
 ����
���
� �������� 
� M �� A������
 	���
���� �
 ��	
 ����

�� �		
��
 ��������������  � G �"� M ��
 ������ ρ : G×M →M �
��
 ����� 
����


��
 �
	��
������� ρA : G×An → An ������� ������
� �
 �
���� ��������
 �
 ��

�������� �
 �
	��
������� �������
��
 �������
 ���� !� �� �		
��
 '���(��'�
 � ��������������� ��
 �		�������� ������
 M →M ′ 
���
 A������
� ��� 	��
�"


�������� �
 G�

������ �	
	��

)���� ����� %� *��  !"� �����"  �$�������% "�"�% (A, d)+ ," *�''� "� �����"  �$����-
���% #�����%��� �,�* Ω = A� ������ A{x̄} %!�%#./��  �� ��%0�1'��  �$�������%� "�"�%�
�"� %�� ,����/%�� x̄ 2 ��"� ��%0�1'�  �$�������% #�����%��� P ∈ A〈x̄〉 ��"� 3��� ," *�''�
"� ��%0�1'�  �$�������% "�"�% P̄ ∈ A{x̄}+ �� ������ P̄ %� ��%0�1'�  �$�������% "�"�%
 �4�� ��� �!�'����� 5"�% ���'� ��%0�1'��% #�����%��� ������������ P ��� ������������
%�� ��''��+ ��� "���+ ��  ���,������  � %� '���.�� �,� ����&� �!���%�*����� P → P̄ ���
 ��* /���  �4���+ �� ��� *%����'��� "� '���(��'�  !�%#./���  � A〈x̄〉 → A{x̄}� �
�%"�+ �%%� ��� �"�6�*��,�+ �"��5"� ��"� ��%0�1'�  �$�������% "�"�% ��"� 3��� �*��� ��"� %�
7��'�  !"� ���'� ��%0�1'��% #�����%���+ 5"���� 8 *(����� "� ������(���#� � ����� ���
*����5"���+ �% �9���� "� � ��% /�%��.�� I ⊆ A〈x̄〉 ��% 5"� A〈x̄〉/I ��� ���'���(� 8 A{x̄} 2
�� �����",�  ��* ����� %� ���"�����  �$�������%%� "�"�%%��

������ �	
	��

�� ��"� 7���� "� ��������'��� ��'�%���� ��"� "� �����" 8  �$����*� (A, σ)+ ," *�''�
"� �����"  �$�������% #�����%��� �� ������ dσ(a) = σ(a)−a� ��� *� *��+ �� � Ω = A+
%� ���"*�"��  � '� "%� 8 #�"*(� ����� %� '"%���%�*�����  � A �� %� ���"*�"��  � '� "%�
8  ����� �����  �4��� ��� a.b = σ(b)a� �� *����9��� ∇ = ∇Ω �"� Ω ��� �%���  �4���
��� ∇Ω = d+ �� %� ��������'���  � %!�9�'�%� ����:� ���*� ��� ��"� ���'��  � ,��� 5"�
%!�%#./��  �� ��%0�1'�� 8  �$����*� �"� %�� ,����/%�� x̄ ��� ���'���(� 8 "� 5"������  �
A〈x̄〉 ��� "� � ��% /�%��.���

������ �	
	�


)� '3'� �0��  � ��������'���  ���� ��*��� "� ���"%��� ��'�%���� ��� �9�'�%�  ���
%!�9�'�%�  !"� �����"  �$�������%-8  �$����*�+ *!���-8- ��� "� �����" A '"��  !"��
 ���,����� δ+ ��  !"� �"��'���(��'� σ+ �"5"�% �� ����#�� ��*��� %�  ���,����� dσ
 �4��� ��� dσ(a) = σ(a)− a� �� /�'� "%� Ω ��� �%���  �4�� *�''� ����� A⊕A+ �� %�
 �$�������%%� #�����%���� d �"� A ���  �4��� ��� d = (δ, dσ)+ %� ���"*�"��  � /�'� "%�  �
Ω �����  �4��� *�''� ����� %� ��''�  ���*��  �� ���"*�"���  � /�'� "%��  � A  ���
%� *��  �$�������% ��9�'�%� ����:�& ��  � A  ��� %� *�� 8  �$����*� ��9�'�%� ����:;&�
��*��� "�� 7���+ %!�%#./��  �� ��%0�1'��  �$�������%�-�"9  �$����*�� ��� ���'���(� 8
"� 5"������  � A〈x̄〉 ��� "� � ��% /�%��.���
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���� ��� ��������� C� ��  ��!"�� � f : A→ B ��� �� ������������	 �� !���
���� �#$�� C �� ����  ��!"�� �� g, g′ : C → A� �� fg = fg′� �%��� g = g′
 ��  ��!"�� �
f ��� �� 
����������	 �� !��� ���� �#$�� C �� ����  ��!"�� �� g, g′ : B → C� ��
gf = g′f � �%��� g = g′


&� �#$�� O ∈ C ��� �!!�%� ���	 ��� '� C �� !��� ���� �#$�� A ∈ C� �% �(���� ��
���)��  ��!"�� � O → A �� �� ���)��  ��!"�� � A → O '��� C
 �� !������%����
%�� �#$��� ��%� '*��� ��������� ���� ������)�� ��� ��� ��!"��� �� !��� ���� �#$���
A,B ∈ C� �% �(���� �� ���)��  ��!"�� � �� +���������� , ���-��� O� %� ��������	 ���

A → O → B� )�� �� '�!��' !�� '� �"��( '� %*�#$�� ��% O . �� ������ ��  ��!"�� �
0 : A→ B /���� !������� %�� �#$��� ����� %��)��%� �% ��� '�0��1


�� C � �� �#$�� ��%� ��  ��!"�� � k : A → B '��� C ��� �!!�%� �� ����� '�
g : B → C �� gk = 0� �� �� !��� ����  ��!"�� � h : A′ → B ��% )�� gh = 0� �% �(���� ��
���)��  ��!"�� � h′ : A′ → A ��% )�� h = kh′
 &� ����2�� ��� '�0�� !�� %� !��!�����
'��%� 3 c : B → C ��� �� ������� '� g : A→ B �� cg = 0� �� �� !��� ���� h : B → C ′

��% )�� hg = 0� �% �(���� �� ���)�� h′ : C → C ′ ��% )�� h = h′c


�� A �� B ���� '��( �#$��� '� C� �%��� �� �#$�� C ��� �� ������ '� A �� B� )��
%*�� ������ C = A × B� �� �% �(���� πA : A × B → A �� πB : A × B → B '��� C ��%�
)�� !��� ����  ��!"�� �� fA : X → A �� fB : X → B '��� C� �% �(���� �� ���)��
 ��!"�� � f : X → A × B ��% )�� πAf = fA �� πBf = fB 
 ���  ��!"�� �� πA ��
πB ���� �!!�%�� %�� ����	������ �� f ��� %� ������ '� fA �� fB 
 � '�0��� '��%� ���
%� ������ '� ��!��'��� 3 �� �������� '� A �� B ��� �� �#$�� A ⊕ B ��% )�*�% �(����
'��(  ��!"�� �� iA : A→ A⊕ B �� iB : B → A⊕ B ��%� )�� !��� ����  ��!"�� ��
fA : A → X �� fB : B → X� �% �(���� �� ���)��  ��!"�� � f : A ⊕ B → X ��% )��
fiA = fA �� fiB = fB 
 ���  ��!"�� �� iA �� iB ���� �!!�%�� %�� ���	������ �� f %�
�������� '� fA �� fB 


�� A� B �� C ���� '�� �#$��� '� C� �� f : A → C �� g : B → C '��  ��!"�� ��
'� C� �%��� �� �#$�� D ��� �� ������ ���
 '� f �� g� ���� D = A ×C B %���)�� ��%�
�� !���� !�� , ���+������ �� �% �(���� f̄ : D → B �� ḡ : D → A +������ ��  ���� %�
'�����  � ���-��� 3

D
ḡ ��

f̄

��

A

f

��
B

g
�� C

�� ��% )�� !��� ���� f̃ : E → B �� g̃ : E → A ��%� )�� fg̃ = gf̃ � �% �(���� �� ���)��
e : E → D +������ ��  ���� %� '�����  � ���-��� 3

E g̃

��

f̃

��

e

��
D

ḡ ��

f̄

��

A

f

��
B

g
�� C

	4
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�� ������ ��������� �� ������ �� ����� ��������� � ��� f : C → A ��
g : C → B! ��� "���� ����#���� �� f �� g �"� �� �$%�� D = A �C B �� ���&
�� �'�"��" f̄ : B → D �� ḡ : A → D ���" (�� ḡf = f̄ g! �� ���" (�� ��� ���"
�� �'�"��" f̃ : B → E �� g̃ : A → E! �� �&�"�� �� ���(�� �� �'�"�� e : D → E
)��"��� *������ �� ���# ���� �

C
f ��

g

��

A

f̄

�� f̃

��

B
ḡ

��

g̃ ��

D

e

��
E

+��" ��� *���#� �� (���*��(��! ��" ��,� "�" ������" ��* ���" *�-��""�" ���,��� ��
��" �&�"�� ! �� "� *���� �� �� ����. � ��� �������,� /�� �&�����! ��" � �%�*����" ��
��%�*����" ���" �� ��������� �0�� � ����� �� �0�� *�� ����� �� "��� ��" ��*�""�� �����
��" ����� �'�"��" �� ������ �'�"��"1� 2��" �����" ���" ���*� ���" �� "���� ���" ��"
*���#� ��" �3 *�*� �� "� � ����� ��"! ��""� �� ���" ���� �� ��"-���" ��" "� ��" *��� �-
�&�����"� ��� *���#� �� �$������� �"� ������ �""������������ *���� ��� *���#� �� ���"
��(����� �����" ��" ������" ������" � �*�������� �&�"���� �� "� *���� ���� $��� �

��������� �	
	
 /
���#� �� �$�������1
	
� �������� C ��� ���� �$������� �� ���� ��������� ��� ��
�����
� �����
��� �

� �� ������ �
 ����� 
�� ��
� C �

� ����� ���� �������� �� C � �
 ������ �� �
 �������� ��
� C �

� ���� �������� �� C � �
 
���� �� �
 ��
���� �

� ���� ��
��������� ��� �
 
���� ���
 �������� �� C� �� ���� ������

������ ��� �
 ��
���� ���
 �������� �� C�

�0�&����� � *'��4��� �� *���#� �� �$������� �"� �� *���#� �� ��" # ����" �$�����"
�,�* ��" �� �'�"��" �� # ����"� +��" *� *�"! �0�$%�� ��� �"� �� # ���� � �,���! ��" � �-
����" �� *�� �����" "���  �"��*��,����� ��" � �����" �� �*�" �� "����" �� �*��"! ��"
��4��& �� *���4��& "��� ��" ������" �"�����" �� ��4�� �� �� *���4��! �� �� ������ -
�'�"�� /(�� �"� ��*�""�� ����� ��%�*��)1 �� A ���" B � ��� ���#� �� "��"-# ����
��"���#�� �� B! �� �"� ���* �� ��4�� �0�� �� �'�"�� "0�������� �&�*������ "� *�
"��"-# ����! �� � �� ���� ����� ��� ��" ����� �'�"��" ����� ,� ���� �� �� �5�� ��-
��. ��

�� ��� � �&����� �� *���#� �� �$������� (�� ���" ���� �""� � ���" ���" �� "����
�"� �� *���#� �� R-Mod ��" R-������" 6 #��*'� "� �� ������ R! �,�* ��" �����*�����"
������ �" ��� � ��&� �0�$%�� ��� �"� �� ������ � �,���! ��" � �����" �� *�� �����" "���  �"-
��*��,����� ��" � �����" �� �*�" �� ��" "����" �� �*��"! �� ��" ��4��& �� *���4��& "���
��" ��4��& �� *���4��& '�$�����" �0�����*�����" ������ �"� +� �5��! ����� ����� ���&
������& R �� S! �� *���#� �� R-Mod-S ��" R-S-$�������" �"� �#������� �$��������

2��" ��* � ��" �� �&����� ����" "����� � �� *���#� �� �$������� ���" �� "��"-
"�*���� ����� � �� *���#� �� ��" ������" 6 *����&����

�7
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�������� �	
	�

��� ��������� ��������� ���  ��!���  �������� ��""� #�� ��������� �$��� #�� ���#��#��
%� ���# � ��""#����! %�&��� �#� �'��#� %� ��� ����"���� %� "�� '��"��
 (��� �����
���) ���� ��� #�� �����*#���� %�� �+��"�� %,#�� ��������� ���������
 ��#� �� -���)
�����%����� %�#+ "�� '��"�� f, f ′ : A → B %��� C
 � �  ���� ��������� %� A ��
"�� '��"�  ��%#�� d : A→ A×A %� idA  �� idA) �� 	���������� %� B �� "�� '��"�
�� ��%#�� d′ : B ⊕ B → B %� idB  �� idB . %,�#���  ���) A × A ��� ���#�����"���
���"�� '� / A⊕A) �� ��  �#� %�&��� f + f ′ = d′(f ⊕ f ′)d 0�� ⊕ ����� ��� �� *#� ���
���� �  ���� %��� 1234) ������� 5 %# �'� ���� 6���) �� 7 �� ��%#�� 8 %� f �� f ′) %��� ��#�
��  ��������  �� ���9) �� *#� %�&��� #�� ��� %� ���# � ��""#����! �#� HomC(A,B)
 ��
��#��� ��� �� "�� '��"� �#� ����� A �� B . %�  �#�) �� ��" ������� %�� "�� '��"�� ���
%������#��-� �#� ����� ��""�
 � ���-��� / 1234) �'� ���� 6���)  �#�  �#� %� %������ �#�
��� ���������� ����������


(��� �� �#���) ��#� �� �����%������� *#� %�� !�����#�� ��� ������ ����� ���#��#��
�%%���-� �#� ��� ����"���� %� "�� '��"�� :

�������� �	
	� 0������#� �%%���!9

� ���	��� F : C → D ����� ��� 	��������� ���������� ��� ��� �%%���! �� ���
��� ���������� f, g : A→ B ���� C� �� � F (f + g) = F (f) + F (g)�

(��� #�� ��������� ���������)  �#� ��#� "�� '��"�� f : A → C �� g : B → C)
�� �+���� #�  ��%#�� &��� %� f �� g . ��  �#� �� ��!����  �� �+�" �� �# �'���;"�
25
	 %� 124) *#� %�� ����� �#���� *#,#�� ��������� � ���  ��%#��� &���� �� ���� � ���
 ��%#��� &��� �� ��� �������#��
 ��#� �� %�&������  �� �� ������ %,�������#� �� ��#��
����������) "��� %��� #�� ��������� ���������) ��� �������#�� ���� �+����"��� ��� ��$�#+
%� "�� '��"�� %� �� !��"� f−g  �#� f, g : A→ B) �-�� �� ��#��������� −  ��-����� %�
�� ���#��#�� %� ���# � %�&��� %��� �� ��"��*#� 	
2
5
 ��#� #�� ������ ��"������) ��#��
��������� ��������� �%"�� #�� ��""� �"����"��  �#� ��#� "�� '��"�� f : C → A
�� g : C → B


����� ����	
��� ���
�����

��� ��������� ����������� ��� #�� ��������� "#��� %,#� ��!�����#� �"����� �� ��"<
 ����"��� %#  ��%#�� ��������� %� "�%#��� �# %� ���# ��


�������� �	
	� 0��������� �����������9
���� C �� 	�������� ���� ��� �����	��� ⊗ : C×C→ C� ���� ��� ���� �����������
�� ⊗ ��� ����	������ 	��������� �� � �� ����� �������� ���� �� ������ ��� ����
���������� ������� αA,B,C : A⊗(B⊗C)→ (A⊗B)⊗C �� βA,B : A⊗B → B⊗A
��� ��� ������ A,B,C ∈ C� � ����� 1 ∈ C� �� ��� ������������� �������
γA : 1 ⊗ A → A �� δA : A ⊗ 1 → A� ���� �� βA,B ◦ βB,A = idB⊗A� �� ���� ��
��� ���������� ��� ��� ���� ����� �����	��!����� �� ������������ ���������� ��
���������" ��!���� 	������� ��� ��� ������ A,B,C,D ∈ C #

=>



���� ������	 
���������	

A⊗ (1⊗B)
αA,1,B ��

idA⊗γB ��

(A⊗ 1)⊗B

δA⊗idB��
A⊗B

A⊗ (B ⊗ (C ⊗D))
αA,B,C⊗D ��

idA⊗αB,C,D

��

(A⊗B)⊗ (C ⊗D)

αA⊗B,C,D

��
A⊗ ((B ⊗ C)⊗D)

αA,B⊗C,D 		

((A⊗B)⊗ C)⊗D

(A⊗ (B ⊗ C))⊗D
αA,B,C⊗idD





A⊗ (B ⊗ C) αA,B,C��

idA⊗βB,C

��

(A⊗B)⊗ C
βA⊗B,C

��
A⊗ (C ⊗B)

αA,C,B

��

C ⊗ (A⊗B)

αC,A,B

��
(A⊗ C)⊗B

βA,C⊗idB
�� (C ⊗A)⊗B

��������� �	
	� ����������
���� C ��� �	�
����� ����������� �� A �� ����� �� C� ������� A �� ��� ������ � ��

����� �� ����� ��	� A∨ ���� ���� �������� ��
�	��	���� εA : A∨ ⊗ A → 1 ��

���� �������� �� ��
�	��	���� ηA : 1→ A⊗A∨ ��� ��� �� �����
� ���	���

����� �� �������� �������
 �� A �� A∨ �

A
γ−1
A �� 1⊗AηA⊗idA�� (A⊗A∨)⊗A

α−1

A,A∨,A�� A⊗ (A∨ ⊗A) idA⊗εA�� A⊗ 1
δA �� A

A∨ δ−1

A∨ �� A∨ ⊗ 1
idA∨⊗ηA�� A∨ ⊗ (A⊗A∨)

αA∨,A,A∨
�� (A∨ ⊗A)⊗A∨εA⊗idA∨�� 1⊗A γA∨ �� A∨

�	 �	�
����� C �� ���� ������ � ���� ����� �� �������

������ �	
	�

��� ���������� � � !� � �""�#�!� $ ��!�����##�� % ��� ��!� �""�#��� �� ��&����� '�!�(���
��!� #� #������� ��� )�!� #� ���'�!�#���� �� *+,-. �� ��!� #�� $ ⊗/���������� ACU % 0
��!� #� ���'�!�#���� �� *�,-. �� ��!� #�� $ ���������� '�!�1��#�� �2'����� �� %� �� ���
#�� ���������� ' !��� �3 ! 4�5�!��� � ⊗ � � !� � ��!��������!� "�� #� � ��� ����!� ���
���������� ��!�����##�� ������� � ��!� �� !���� ��6!����!. � ��� !� � �! ���!���!�/!� �
7 ����� ���'�!�#�����

���!� ��!!�  ! �!!�� ��'' ����5 R. #� ��������� R/Mod ��� ��!�����##� �� �##�
��� ' !�� � "��� �� ��!�����#  � �# ⊗R 8 #3�49��  !��� ��� 1 = R. �� #�� ���'��":��'��
α. β. γ �� δ ��!� #�� ���'��":��'�� ��!�!�� �� �������� � "��� �� ��!�����# �� '�� #���

;�
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 �� ��������� ���������

������ ��� ����� �������� ��������� ������ ��� !� ��������� ��������!!� ���� ������
�!�� ���!�� "�� !�� ��������� #�$����!�� ����� �����%������&���� !� %�'������ ��� ���� (

��������� �	
	� )�������� ��������!*
�� �������	 F : C → D ���	� �
����	�� �����	����� ��� �� ��������! � � �����
�� ����	����� φ1 : 1D → F (1C)� �� �� ����	����� �
��	�� φA,B : F (A) ⊗D

F (B) → F (A ⊗C B) ��� ��� ��� �
�	
���� ���
��� ��������� ���	 ���� ������
A,B,C ∈ C ��� ���
�� ��� ����	������ α� β� γ �� δ �� �
 ���� �
��	� �
��
��� ���� �
����	��� �

F (A)⊗D (F (B)⊗D F (C))
αF (A),F (B),F (C)��

idF (A)⊗φB,C

��

(F (A)⊗D F (B))⊗D F (C)

φA,B⊗idF (C)

��
F (A)⊗D F (B ⊗C C)

φA,B⊗CC

��

F (A⊗C B)⊗D F (C)

φA⊗CB,C

��
F (A⊗C (B ⊗C C))

F (αA,B,C)
�� F ((A⊗C B)⊗C C)

F (A)⊗D F (B)
βA,B ��

φA,B

��

F (B)⊗D F (A)

φB,A

��
F (A⊗C B)

F (βA,B)
�� F (B ⊗C A)

F (A)⊗D 1D

δF (A) ��

idF (A)⊗φ1

��

F (A)

F (A)⊗D F (1C)
φA,1C

�� F (A⊗C 1C)

F (δA)

��

1D ⊗D F (A)
γF (A) ��

φ1⊗idF (B)

��

F (A)

F (1C)⊗D F (A)
φ1C,A

�� F (1C ⊗C A)

F (γA)

��

����� ����	
��� A���������

� '+� �� ������ )��,,������* A
 ��� ����-����� A&!�������� ���� !�� ����-�����
%��� !�� ����,$!�� %� ,���#��,�� ���� ,���� %.��� ��������� %� A&,�%�!� ��,����$!�
� �� !� ��������� ����-���"��
 �������,��� (

/0
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��������� �	
	� �
�������� A����������
��� �����	
�� C ��� ��� A��������� �� �	�
 �	�� 	����� M,N ∈ C� ����������

HomC(M,N) ��� ���� ���� ��
����
� � A��	��� 	�� ������	� ��� ����� ���

���� ��
 ��� ���	��� ���� �����	
�� ���������� �� ����� ��� �� �	��	����	� ��� C
������� �	�
 �	�� 	����� M,N,P ∈ C �� �	
������ � A��	���� �

◦M,N,P : HomC(N,P )⊗A HomC(M,N)→ HomC(M,P )

�� ��������� A�Mod � � ������!��� A���������� ��!��"#�� "#�  � k � � #�  �# �
�����# $� A ���!!� �%�����# $� ��� ����� $%#� �����# $�&�������� �������� ��' ���� 
��#�� ��������� A��������� (�#� )��� !#��� $%#��  ��#��#�� k����������

�� ��������� �*������� �� ��� �������  ��� ���#�����!��� !#��� $%#��  ��#��#��
A��������� (�#� HomC(1,1) = A �+��� (�� �,�!(�� -./' �(�0 �� $�1������ ���2� 3

���������� �	
	�

�� C ��� ��� �����	
�� ��������� ����	
����� �	�
 �� ���	�����
 ⊗� ��	
� ����������

HomC(1,1)� ��� �	�� �	��
	�� End(1)� ��� �� ������ �	�������� �	�
 �� �	���

����� ��� �� 
���
��� �� �! �� �� �	��	����	� �� �	
�������� �� C ��� ��	
�

��� �����	
�� End(1)�������
��

������������ �

�� �������� �	
	� ��� ������� ��� End(1) ��� �� ����� ��������� ��� ��
������ ��� �� �������� ��� 1→ 1� �� �� �������� ��� ��������� ��� ������������
��� ���������	 �� �������� id1 ��� �� ������ ��� �� ��������	 ��� �� ���������
����� �������� ��� �� ���� ��� γ ��� �� ���������� ������� �������� �� ������������
�� ��������� ������� ��� ��� �������� g : 1→ 1 �

1⊗ 1
γ1 ��

id1⊗g
��

1

g

��
1⊗ 1

γ1
�� 1

 � ����� ��� ��� �������� f : 1→ 1� ������� �� f ��� 1 ���� �� ������� ���
�� ��������� ��������� ������� �

1⊗ 1

f⊗id1
��

1
γ−1
1��

f

��
1⊗ 1

γ1
�� 1

��� ���������� ������� γ1 ��� �� ����������� ��� ��� ������ �� ���������
������� �������� ���� �������������� �� ����� ������� �

24



�������� 	
 �� ��������� ���������

1⊗ 1
id1⊗g ��

γ1



f⊗id1

��

1⊗ 1
γ1

��

f⊗id1

��

1
g ��

f

��

1

f

��
1

g
�� 1

1⊗ 1

γ1

��

id1⊗g
�� 1⊗ 1

γ1

��

�� �� ������	 
�� ��� ����� �� ��������� ����� ��������� �� ���� ��� γ1 ��� ��

������
�����	 ��� �� ���� ������ ������	 �� ��� ��� f ◦ g = g ◦f 	 � ��� ��
�����

�� ������������ �� �������� (End(1),+, ◦)�

���� �� ���������	 �� ������ ��� ����� �� End(1) ��� Hom(A,B) 
��� ����

������ A,B ∈ C � 
��� f ∈ End(1) �� g ∈ Hom(A,B)	 �� ������ f.g ���� ��

���
����� ��
���

A
γ−1
A �� 1⊗A f⊗g �� 1⊗B γB �� B

��� ������ ��������� ��� �������� �� End(1)������� ��� Hom(A,B)	 ��

�� ��
������� Hom(B,C) × Hom(A,B) → Hom(A,C) ��� ��������� End(1)�
����������� ��� ���������	 ���� �� ��������  ������� �� 
������ ���������

Hom(B,C)⊗End(1) Hom(A,B)→ Hom(A,C)

�� �� �������� C ��� ��� ��� �� ���� End(1)���������� �
� ���� ������ ������ ��� ������ �� �������� ������ !�� "! "���!���� �#��� �!��$

%���� &

��������� �	
	
� '�������� A$"���!���(
�� �������	 F : C → D ���	� 
��� �����	��� A������	�� ��� 
�� A$"���!��� ��

�� �	��	�� �� ��	����	� A������	� 
�� ��������� 
� ��	�������� ���	����� 
�� ��

F (a.f + g) = a.F (f) + F (g) ���	 ���� a ∈ A �� f, g : B → B′ 
��� C�

��)!�*���� *�� �� F : C → D ��� �� �������� ��������" �� !������ ����� ���+
�!��%����� !,�"������ �� ��������""�� ��""�� *�� End(1C) = End(1D)- !"��� �� ����
��))� �!�� "! ����������� 	
.
/  ��� *�� F ��� End(1)$"���!���


����� �� ����	
�� �� �
���� � �
����
�

���� (A,Ω, d) �� !���!� ��0�������" %����!"��� '�� �!���""� *�� "�� !���!�+ ��0�$
������"� %����!"���� ���� �������� �!����!��� "! ��������� 1
	
2(
 � !���""� ∇MOD "!
�!��%���� ���� "�� �,3��� ���� "�� A$)���"��M )���� �#��� �����+���- �� ���� "�� )��$
�4��)�� ���� "�� !��"��!����� "���!���� ������ !�� "! �����+���- �#���$5$���� "�� !��"��!$
����� "���!���� f :M → N ��""�� *�� idΩ⊗ f(∇M (m)) = ∇N (f(m)) '"�� 6 )���4��)��
4���7���!�+ 8- ��"�� "! ���)���"�%�� �� 92:(
 �����)��� ���- f ��� �� ��" )���4��)� ��
"� ��!%�!))� ��� !�� ��))��� &

;	



���� ������	 
���������	

M
∇M ��

f

��

Ω⊗AM
idΩ⊗f
��

N ∇N

�� Ω⊗A N
�� ������� ∇Mod �� ������������ � ��� �� !�� A�"�!��� ���#��� $� !� �%�� &� 

' �����( ��� )��� ������ ���! �� ��� ����� ���� !� ��� !��( ������� �� ���� ����� ���
*%���*+��� ��� �,������ ! -����� �� ������� ���

���� !,�.��!/ !�"������� 0�� ∇MOD �� ∇Mod ���� !�� ������� �� �.�� ������
�� "�!��� �� 1 �� "�� !� �� �����( �� ����� ��� ��� ��"��� �� �.#�� ��� ���� ���
!��( ������� ��� 	 (M,∇M ) �� (N,∇N ) ���� !��( "�!���� ' �����( ��/ ���� ���!� �
! ���� ��� ���� ' ���� ��""� ! �����/ ��  � ���� 2��� "�� !� �� �����( �� !�&� � ���
∇M⊕N = ∇M ⊕ ∇N 3��  !��� &��� (Ω ⊗A M) ⊕ (Ω ⊗A N) �� Ω ⊗A (M ⊕ N) ���
�, ��"���* �"� ����� 0��4 5 �,�.#�� � �� !�&� ��� ����� �� "�!��� ' �����( ��/ ��
��� �� ���!� � �� �� �����!� � !� (M,∇M ) �� (N,∇N ) !��� ∇MOD� ���� ∇Mod/
�� ���!� � ! ���� �� �� ��""� ! ����� !� "�!���� ���#��� $� !� �%�� &� ��� ������ ��
"�!��� ���#��� $ !� �%�� &� / �� �� ���!� � �� �� �����!� � �( ����� �����"��� !���
����� ������� ��


��� !����� ' ������� ��� ��%��( �� ����%��(� 	 f : M → M ′ ��� �� "���
�* �"� !��� ∇MOD/ ����� ker(f) ��� �� �����"�!��� !� M � �,���� ��� �� !, �����
� �� ker(f)→M �,��� ��� ������� ��"��� �� ��%�� !� f / �� �0�, � $��� ���� ���� 0��
ker(f) �� � �� ������.#�� !� M / �����"��� ! � 0�� ∇M (ker(f)) ⊆ Ω ⊗A ker(f)� 	 
�����  ����� �� ��� 1�� &��/ ����� �, ����� �� ��� �� ��%�� !� f 5 � �� �,��� ��� �� ���/  �
$��� �� ������ �!�� ' �� �����"�!��� N !� ker(f) ��� 0�� ∇M (N) ⊆ Ω⊗AN �� 0� �� �
"�( "�� ����� 1�"��� ' ����� ����� ���� )��� ������ !�"������ 0�,�� ��� ��%�� �( ���
!��� �� ������� � ∇Mod 5 �� �� �����"��� ���� �� ������� � ∇MOD ��� ���� .��"���
�� "2"�/ ' ��� ��+� 0�� �,�� ��.� � �,*%���*+�� !� ���#��� 1 �� !�� �.#��� ���� !����/
���� �� !��� ������������ 0�� �� �� �����"��� ���� ∇Mod�

���� �� $� ��/ ���� !����� �,����".�� Σ !�&� ��""� �,����".�� !�� �����"�!����
���#��� $� N ⊆ ker(f) ���� 0�� ∇M |N (N) ⊆ Ω ⊗A N � 
,��� �� ����".�� ����1 !�
�� �0�� �� "�!��� �� 1 �� "�� !� �� �����( �� ����� �� ��� �� ���"���� ��"��0����
0�� �*���� !�� ���"���� !� Σ ��� �� �.#�� !��� �� ������� � ∇Mod 6 �� �-��/ �� �0��
�,������ ��� ����*�� ��/ ���� ��� �����"�!���� !� M / �� !��� !� ker(f)/ ���� !� �%��
&� / ��  � ���� !��� !��� ∇Mod �� �0�� �,�� � ������� 0�, �� ��� ��� ���#��� $�� 
��� �
!����� �� "�!��� N =

⋃
Σ/ �� 1�� &��� 0�� �,��� �� �.#�� !� ∇Mod� �� ��� !� �%��

&� ���� �� "2"� �� ��� !� ����*�� �� �� !� �,������/ �� ∇M |N (N) ⊆ Ω⊗AN �� �0��
���� ���"��� !� N ��� !��� �� ���"��� !� Σ 0� ��� �$� � �����  ����� ��� ���� &� �/
�� 1� � 0�� N ��� ������� ��"��� ���#��� $ 6 �,��� �� �����"�!��� !� M / 0� ��� ����
#��� $/ �� �,*%���*+�� !,*���! �� !� A 31� � �� !�&� � �� 7���84  "�� 0�� ����� 0�� N ���
�����"��� ���#��� $�


��� !����� !��� �,���� ��� �� !, ����� �� k : N →M 5 ���� 1����� !� !�"������
0�� �,��� �� "���* �"� !��� ∇Mod/ �� ���� ������ !�"������ 0�� �,��� �� ��%�� !� f
!��� ����� ������� �� 
�� ��"���/ �� �0�� N ⊆ ker(f)/ �� �� � 0�� fk = 0� 
��� !�����
!��� h : N ′ →M !��� ∇MOD ��� 0�� fh = 0� �� �� � !��� 0�� im(h) ⊆ ker(f)/ �� ��
���! � �� (idΩ ⊗ h)(∇N ′(n′)) = ∇M (h(n′)) ���� ���� n′ ∈ N ′  "�� 0�� �� ���� ��� ��
0�� ∇M (im(h)) ⊆ Ω ⊗A im(h)/ �����"��� ! � 0�� im(h) "�� !� ∇M |im(h) ��� ��
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�������� 	
 �� ��������� ���������

������� �� Σ �� ��� ���� �� ����������� � ������ �� �� N 
 �� ��� i : im(h) → N
�!"##� �"� �� �! ����� ��$ �� h′ = ih : N ′ → N % �� " h = kh′$ �� &� "�'()� ��
������*�* &�� k ��� �� ��+"� #��* f 


� �����*� � ��� ����+"�� �� �"� (*� � � �" *�
 �� � f :M →M ′ �� ��*#' ���
�� ������� � ������ �� % #��* �" �,�� *" ��� &�� #*����������$ �! �"-� �� f �!���
#"� ������" *����� �� ������ � ������ ��
 � ���� �(*� ���� �!�����.�� Σ ��� �����
������� � ������ �� �� M ′ ������"�� im(f)$ &� ��� ����) �� #� �&�! � ���� ��� "�
�� �� M ′ �� ��,��
 �� � N =

⋂
Σ % � n ∈ N $ "��*� #��* ���� P ∈ Σ$ n ∈ P 
 �"*

�����&����$ ∇P (n) ∈ Ω⊗AP $ �� �� " ���� ∇N (n) ∈ Ω⊗AN 
 �� ������ N ��� �� �+#�
/� 0����*� #"* ����'�* "� �� �� A1$ �� #*�2��� 3 0#"* '�*�� �� �� A1
 4� *" ���������
� � �" *� � ���� ��* ��� ��+"�� ����*� "��*� &�� M ′/N ��� �� ����+"� #��* f 


�� *���� ���� � ������*�* &�� ���� ������*#' ��� ��� �� ��+"�$ �� &�� ����
�# ��*#' ��� ��� �� ����+"�
 � #��� )� * ��� �� ������*"�� &�� ���� �# ��*#' ���
��� �� ����+"� �� ��� ��+"�
 ��� �"��-�* �� ∇MOD �� ∇Mod ���� ���� .�� �� . ��
".�� �����


5"�� �� �'"# �*� 6$ �� �"�� �� �'��*(�� 6
6
77$ ���� ")��� �� 3" � ������*� &��
� (A,Ω, d) ��� �� "���"� � 8�*��� �� -���*"� �� *��� �$ "��*� �" �"��-�* � ∇Mod ���
������� #*�2��� 3� �� �+#� /� � . ������ ��$ ��� � �� #*��� � �����* �� &� " ���
��/� �"�� �" ��/� � �� 6
6
7$ ��� ��� �"��-�* � �����* ����
 �! ���� �� ��� 1 = A ��� 
�� �" ������ �� �* ) "�� d$ �� ���  ����*#' ���� α$ β$ γ �� δ ���� ��/� � 3"� ������ ��
�"� (*� � �� &�� �" )���� �� � #*���*)��


�� ��� ��" * &�� �" �"��-�* � ∇Mod ��� A�� ��" *� % �� #���$ �� #��� )� * &��
End(1) ��� �!"���"� ��� �����"���� �� A$ �� �� *��*��)� -*9�� � �" #*�#�� � �� 	
7
:
�" ��*����*� k�� ��" *� �� ∇Mod


��� �����	
�� ����������� ����
��������

5"�� ����� ����� ��������� �� 	
;$ �� /�� �� "���"� � 8�*��� �� -���*"� �� A =
(A,Ω, d)$ �� ��##��� &�� Ω ��� �� . ������ ������"� 3$ �� �� "##���� C ��� �"��-�* �
".�� ����$ A�� ��" *�$ �� �����* ���� * - ��$ �� TΩ : C→ C �� 3������* "�� � 3 �� ��"��$
�"� �3" �"�� �" ��������� ��	

���	������ < #��* ���� �.2��� X �� X ′ �� C$  � �� ��� ��
 ����*#' ��� tg : TΩ(X ⊗X ′)→ X ⊗ TΩ(X ′) �� ��  ����*#' ��� td : TΩ(X ⊗X ′)→
TΩ(X)⊗X ′


5"�� =77>$ �"����?+ ��/� � ��� 
������ ������������� ��* ��� �"��-�* � C ����
��* ���� ".�� ���� * - �� k�� ��" *� ��* �� ��*#� k ����� ��"�� �� 3������* D "���� "��
� �� �.2�� X �� C ��� �� �� ��"��� �"�� C �� �" 3�*�� <

0→ X → Y → X → 0

�� #"*� ��� �*$  � ��� � �" �"��-�* � Vectk ��� k���#"��� )����* ��� �� � ���� �� /� �
�!��� ��*����*� � 8�*��� ���� &�� ���� ���* *��� #��� �� �$ �� &� �� #�*��� �� ��/� * ��
3������* /.*� ��* ��� �"��-�* � ��� � �!��� ��*����*� � 8�*��� ���� ����� �� 3������*
�� ����� �"��-�* � �"�� �" �"��-�* � Vectk &� #*���*)� ����� ��*����*� � 8�*��� ����

���� "����� ���* *�  � ��� �����*��� �� ��-(*����� � 8�*���� �� �" � ����$ �" � &� �!+
")�*�*" �&� )"����� �"�� ��� ��������


@A



���� �����	
�� ����������� �����
��������

����� ����	
�� �� ��
�
�	���
��

	� ������ ��� �� ��������� ���  ������������ �!"�� ��������� �#������� A$��������
�� ����������� ������ C %"��� �!"� &�����"� ������& �� �'��� TΩ �����&������ ��  �� �����
�!���������(���� �!��� "�� ��"�$��������� �� �� ��������� ��� �"���� �'����� ���� C) ��
��"� ������ ��*���) ��"+�"�� �"�(��� ,--. / ������ 0� ��-��1) "�� ���"��"�� �����������
�"� ����� ����������

	� ���� P(C) �� ��������� ���� ��� �#+��� ���� ��� �"���� �'����� ��"���� �� C ��
�� &��%�

0→ TΩ(X)→ Y → X → 0

�� ���� ��� %�� 0��%�� ���� ��� %�� 0��%�� �� �"���� �'����� ���� C) �!���$2$���� ���
 ����� �� %�� 0��%�� (f, g) ���� C) �(�� f : X → X ′ �� g : Y → Y ′) �� ������ 3"� ��
������%%� �"�(��� ��%%"�� 4

0 �� TΩ(X) ��

TΩ(f)

��

Y ��

g

��

X ��

f

��

0

0 �� TΩ(X ′) �� Y ′ �� X ′ �� 0

	� ��*��� ��"' &�����"�� Π0 �� Π1 �� P(C) ���� C �� �� %���5�� �"�(���� 4 2
"�� �"��� �'���� ��"���

0→ TΩ(X)→ Y → X → 0

�� &�����"� Π0 ������� X) �� �� &�����"� Π1 ������� Y � 6 "� %�� 0��%� (f, g) ∈ P(C))
�� &�����"� Π0 ������� f ) �� Π1 ������� g� 	� ���� TΩ(Π0) �� &�����"� 3"� 2 "�� �����
�"��� �'���� ������� TΩ(X)) �� 2 "� %�� 0��%� (f, g) ������� TΩ(f)�

� F : C → C′ ��� "� &�����"� �'���) �� X ��� "� �#+�� �� P(C)) ����� �� �"���
�#���"� �� �  ��3"��� F 2 �0�3"� ��% ������ �� X ��� "�� �"��� �'���� ���� C′) ��
��� ���� "� �#+�� �� P(C′)� 	� ���� P(F ) : P(C) → P(C′) �� &�����"� �#���" ��
����� %���5���

�� ��������� P(C) ��� ����������� ������  �"� ��  ���"�� ��������� ⊗ 3"� ��"� ��*$
������� ��$� �5�� �� ������"����� �� ��  ���"�� ��������� ��� ������ ���� ��  ������ 0�
��-�� �� ,--.) %��� ��"� �� ������� ��� "� �' ���  �"� �������� /�� "�������� �� ���%�
7 ��%%� �� 8��� 9  �"� �� 3"� ��%���:; �  ���� 7 ��%%� �� <����� 9) ��  ��%���
���%� ��%#����  �"� ��������1�

��"� ��%%��=���  �� ��*��� �� ����� �� ���� ��� ��"' �"���� �'����� �"�$
(����� 4

X = 0→ TΩ(X)→ Y → X → 0

X′ = 0→ TΩ(X)→ Y ′ → X → 0

	� ���� d : X → X × X �� %�� 0��%� ��������) �� �� ������5�� �� ������%%�
�"�(��� ������"�� �"� ��  ���"�� �� X �� X′ /�� ������ f �� g ��� %�� 0��%��  ���"��1 4

X

d

��
0 �� TΩ(X)× TΩ(X)

f �� Y × Y ′ g �� X ×X �� 0

>?



�������� 	
 �� ��������� ���������

� ��������� �� ������� ��� (Y × Y ′)×X×X X ��� !���"��!�� g �� d
 ����#��
g ◦ f = 0 �$� �%$������� �� X × X′& �$ ������ � ���'������� �� ������� ��� �����
�(�%������� �(�� ���#�� !���"��!� u : TΩ(X) × TΩ(X) → (Y × Y ′) ×X×X X ��� #��
�� ��$)�$!!� ���'$�� ��!!��� *

TΩ(X)× TΩ(X)
0

��

f

��

u

		
(Y × Y ′)×X×X X

v
��

p

��

X

d

��
Y × Y ′

g
�� X ×X

�$� ���� #����& �� ������� �$ ����� ���'$��� *

0 �� TΩ(X)× TΩ(X)
u �� (Y × Y ′)×X×X X

v �� X �� 0

����� ����� ��� �%$���
 �� �+��& �� ,$�� #�� f ��� �� !���!���"��!� �!���#�� #��
u �� ��� ��  )$��!���& �� �� ,$�� #�� g ��� ��  ��!���"��!� �!���#�� #�� v �� ��� ��
 )$��!��� - �(�%$������� $� !����� ���'���� �� �(�%$������� �� �$ ����� X ×X′& �� #��
�(�� ���� '��� �� ,$��$�� ��� �"$��� $� ��$)�$!!� ��� �� ��$)�$!!� ���'$�� .�/ p ���
�� !���"��!� ������ �� ���������$�� �� ������� ��� 0 *

(Y × Y ′)×X×X X
v ��

p

��

X ��

d

��

0

0 �� TΩ(X)× TΩ(X)

u





f
�� Y × Y ′

g
�� X ×X �� 0

���� ��!������& ,$����� ����� �"$��� $� ��$)�$!!� �� ������$�� #�� C ��� ���
�$� )���� �� !������ ��� �� $���$� R& �� #�� �(�� ���� ���1���� ,$��� �($��2� ��
�" ��2!� �� ����)�!��� �� ���3�4����"��� .�" ��2!� 5
6	 �$�� 7580& !$�� #�� ��� ��
�" ��2!� ��9���� #�� �(�� �����$�� ���������� �� � $���$�� �$ �"$��� $� ��$)�$!!� ��
�� �$�����$�� #�� ��� ��� !���"��!��


�$� � ������� �� u& �� ��� ��$�� #�� im(u) ⊆ ker(v)
 ���� ���� x ∈ ker(v)
 � $
���� d(v(x)) = 0& �� �$� ��!!��$��'�� �� ��$)�$!!� ��4������& g(p(x)) = 0
 ����#��
�$ ��)�� �� �$� �� ��$)�$!!� ��� �%$���& �� $ p(x) ∈ ker(g) = im(f)& �� �� �%����
���� ��  � !��� y ∈ TΩ(X) × TΩ(X) ��� #�� f(y) = p(x)
 ������ �$� ��!!��$��'�� 
�� ��$)�$!!�& �� $ f = pu& �� ���� p(u(y)) = p(x)
 �$�� p ��� �� !���!���"��!�
.�$��� #�� d �� ��� ��0& �� �� ������� ���� x = u(y)& �(�/ x ∈ im(u)& �� #�� �������
���� �(�%$������� �� �$ �����


������ ���� : �� ���� �$ ��!!� $!$�)$! � Z = X�TΩ(X)×TΩ(X)((Y ×Y ′)×X×X
X) �� !���"��!� ����$)��$� d′ : TΩ(X)×TΩ(X)→ TΩ(X) $'�� u& �� #�� ���� �����
�� ��$)�$!!� ��!!��$��, ���'$�� *

0 �� TΩ(X)× TΩ(X)
u ��

d′

��

(Y × Y ′)×X×X X
v ��

��

X �� 0

TΩ(X)
u′

�� Z

�� ,$��$�� �� �$������!��� ��$� �� ����� � 1: � $��� & �� ������� ��� ����� �%$��� *

0 �� TΩ(X)
u′

�� Z
v′ �� X �� 0

;<



���� �����	
�� ����������� �����
��������

	� ������� ����� ����� ������ �� ����� �� ���� ��X ��X′� ��  � �� � �� X+BX
′�

	� �!"��� # �$!���� �� �$ ���� ���� $��� ��$ P(C) �� ��������� ����� � %%� ��
&��$�  ����

X = 0→ TΩ(X)→ Y → X → 0

X′ = 0→ TΩ(X
′)→ Y ′ → X ′ → 0

����  '(��� �� P(C)� � ����!$ �� �� �$ ���� ���� $��� # )���*� X ⊗X′ +�� �$����� ��
�$ ���� ���� $��� �� X ��$ �*�,�� � %� ����� �� X′-� �� �� �$ ���� ���� $��� X⊗X ′�
�� ��������� �� �$ �$�!�! �.��� �����/��! �� 0 �����$ TΩ�  �  '����� ���� ������ ������� 1

0→ TΩ(X ⊗X ′)→ X ⊗ Y ′ → X ⊗X ′ → 0

0→ TΩ(X ⊗X ′)→ Y ⊗X ′ → X ⊗X ′ → 0

�� �$ ���� ���� $��� X ⊗X′ ��� �!"�� � %%� !���� �� � %%� �� &��$ (X ⊗ X ′) +B
(X ⊗X′) �� ��� ���� ������ �������� �.���!$2� �� ����� �!"���� � �� �$ ���� ���� $���
��� ,�.�� 0��� �� P(C) ��� ���!) $�� ���� $����� $�)��� 1

����������� 	
�
�

	
������� 
� C ��� ���������� A���������� �� ����������� ������� 	
������� �� ��
�


� ��
�� �
��� ������ ��
��� ��� ������� ���� C� �� ��������� P(C) ��� ����� ����

�������� ������� �� �� ������
� Π0 : P(C)→ C ��� 
� ������
� ����������

������������ �

���� ������ �	
���
 �� �� �
����� �����
��� �	��� �
	�	������� ��������� ���

���������� �	������
�� ���
 ���
� �� P(C) ��� �����	
�� ����	
��� 
������

��
 �	����������� �� ���	��������� �� �
	���� ����	
�� ���� C� 	� �	�� ��������
������ ��� � �
	���� ����	
�� ��
 P(C) ��� ���	������ �� �	��������� �� ���� �� 	� �
�� 	���� ����� 1C ���� C� �	
� � ����� ������

0→ TΩ(1C)→ 1C ⊕ (TΩ(1C))→ 1C → 0

��� �� 	���� ����� ���� P(C)� ��
 �	��������� � �����	
�� P(C) ��� ����	
���� �� �

���� � ��
���
 ����� ��� 
������

�	�� A = 0 → TΩ(X) → Y → X → 0 �� ������ �� P(C)�  ���� ����� ������
��� ������� ��
 !"�	�!#�� $ ������� C ��� ��� �����	
�� ��������� ���������� �����
��� �����	� ������� ��� �	���� Y ��� ��	�	
�!� ���� C �� �	�
	���� X ⊕ (TΩ(X))�
%	�� �������	�� Y ���� X ⊕ (TΩ(X)) �
&�� � ��� ��	�	
�!����� �� �	�� A ���� �
����� ������ 0→ TΩ(X)→ X ⊕ (TΩ(X))→ X → 0�

%	�	�� A∨ � ����� ������ ���� �� A ���� C� '� �	�� TΩ(A
∨) � ����� ������

	������ �� ��������� � �	�����
 TΩ � A∨ (����� ��� ����� ������ ������� �	� �
����	�� TΩ �����)� '� ����� ψ : TΩ(TΩ(X)∨) → X∨ � �	��	��� ��� �	
�!�����
�������� (	� 	��� �� ������� 	
���� �	� ������� �� �	
�!���� �� �	�����
� �	�

����
 �� �	����	��) *

��



�������� 	
 �� ��������� ���������

TΩ(TΩ(X)∨)
TΩ(δ) �� TΩ(TΩ(X)∨ ⊗ 1)

TΩ(id⊗η) �� TΩ (TΩ(X)∨ ⊗X ⊗X∨)

tg

��
TΩ(X)∨ ⊗ TΩ(X ⊗X∨)

id⊗td �� TΩ(X)∨ ⊗ TΩ(X)⊗X∨ ε⊗id �� 1⊗X∨ γ �� X∨

������� A∨ ��� ���	
�� �� ���������� �� ������ �	 ������������ λ : Y ∨ →
TΩ(X)∨⊕X∨� �	 ������ ���� φ � �������� 
�� ���������� ����	�� �	��� �������	�
�����������	� ��

������� 
� TΩ ���
������ �	 �
�	���	� TΩ(X ⊕ Y ) �� TΩ(X) ⊕
TΩ(Y )� �

TΩ(Y
∨)

TΩ(λ) �� (TΩ(TΩ(X)∨))⊕ (TΩ(X
∨))

ψ⊕id �� X∨ ⊕ TΩ(X∨)
 	�	� �	 	��� ev �� ��������� 
� ������ ������ ����	� �

0 �� TΩ(X∨) �� TΩ(Y ∨) ��

φ

��

TΩ(TΩ(X)∨) ��

ψ

��

0

0 �� TΩ(X∨) �� X∨ ⊕ (TΩ(X
∨)) �� X∨ �� 0

�	 ������ A∗ � ����� ����� 
� !� 
	� �� 
�"���� �����
�	�� Y ∗ ���!#��
X∨⊕ (TΩ(X

∨))� $��� ���	� 
���	���� ��� ����� ����� A∗ ��� ���!#�� 
�� 
� A 
	�
� ���"���� P(C)� %��	����	� ���� 
�!��
 �� ��������� 
��������	 P(ε)A �����
����� &�	��
���	� �� ���
��� ��	������ A⊗A∗ �

0→ TΩ(X)⊗X∨ → Z → X ⊗X∨ → 0

%	� � ����� �����
�	��� �� 
��	����	 
� � ����� 
� '��� ���!#�� Z ��� ���!#�� 
�
C 
��	� �� �

Z = (X ⊗X∨)�TΩ(X⊗X∨)×TΩ(X⊗X∨)

(
((Y ⊗X∨)× (X ⊗ Y ∗))×(X⊗X∨)×(X⊗X∨) (X ⊗X∨)

)

�� ��������� ��� � ���"���� C� � ����� ����� A⊗A∗ ��� ���	
��� �� ���!#�� Z ���

�	� ��������� ( ���!#�� (X ⊗X∨) ⊕ (TΩ(X) ⊗X∨)� �	 �
�	���� Z ( ��� �!#��� ��
�	 
��	�� θ = εX ⊕ TΩ(εX)� )�	����	�� �� ��������� 
��������	 P(ε)A ��� 
��	�
����� ��	� �� ��������� 
� ������ ������ ����	� �

0 �� TΩ(X)⊗X∨ ��

TΩ(εX)

��

Z ��

θ

��

X ⊗X∨ ��

εX

��

0

0 �� TΩ(1C) �� 1C ⊕ (TΩ(1C)) �� 1C
�� 0

�	 
��	�� ���� P(η)A 
� �	���� �������� 
	� P(C)� * ��"�
��� 
� P(C)

������ ���� 
� � ��"�
��� 
� C + �	 �,��� ��� ���������� �������� ����	�� ��	�
���
�	���� 
	� C �

X
ηX⊗idX �� (X ⊗X∨)⊗X �� X ⊗ (X∨ ⊗X)

idX⊗εX �� X

X∨idX∨⊗ηX�� X∨ ⊗ (X ⊗X∨) �� (X∨ ⊗X)⊗X∨εX⊗idX∨�� X∨

�	 
�
��� 
� ���� ��� ��� ���������� ��������	
	�� 
	� P(C) ��	� �"����	�
���
�	���� 
	� P(C)� �� ��� �������� ��� � ���"���� P(C) ��� ��"�
�� �

����� ��������	
 ����	���	��	


� �������� ��� ���� ������ �� ��� ��!"#���� C �$"������% A&���"����% �! !����������

��#���% �'�� TΩ �� (���!��� ����!�(% �)��! �! �������!�( ��� C
 ���� �"*������� ���

+,



���� �����	
�� ����������� �����
��������

�� ������ �� ��������� ��� ��������� ��� C! "��� � ���#��� ��� ��������� ��� ���������
$ ������%�� & ��� �� ��� '���� ��� (������ ) �����*��� ��� A � ���� ���� "��#����
������ �����������(��� �� +,,-! ������� ����

��������� �	
	
 .�������� ��� ���������/
��� ��������� ��� ��������� ��� C ��� �� �	�
���� ����	���� D : C→ P(C) �� ���
��� ��
��	� �� Π0� 
����������� ��� Π0 ◦D = IdC� �� ������� ��� '���� ��� ���������
�� ����� (C, D)� �	�� �	�� 	���� X ∈ C �� �	�� �	������� f : X → Y �� C� 	�
�	�� XD = Π1(D(X))� �� fD = Π1(D(f))�

��������� �	
	� .0��"1��(� �� ��� '����� ��� ����������/
�� (C, D) �� (C′, D′) �	�� ���� 
����	���� �� ����������� !������ �����
��"�����
�� �	�
����� TΩ �� T ′

Ω#� 	� ������� (��"1��(� �� ��� '����� ��� ���������� ���
����� (F, s)� �"�
 F : C → C′ �� �	�
���� �������� ����	����� �� A��������� ��� ��
F ◦ TΩ = T ′

Ω ◦ F � �� s : P(F ) ◦ D → D′ ◦ F �� ��	�	������� �� �	�
����� ���
�� �	�� �	�� 	���� X ∈ C� 	� ��� Π0(sX) = idF (X)� $�������� ���� �� ���������
���"��� �	�� 
	������ %

0 �� F (TΩ(X)) �� F (XD) ��

Π1(sX)

��

F (X) �� 0

0 �� T ′
Ω(F (X)) �� (F (X))D

′ �� F (X) �� 0

������ �	
	� .�������� ��� ��������� ��� A2Mod/
�""����� %�� A = (A,Ω, d) ��� �� ������ ��� ������� ' � ����� ! �#�� Ω �� 3�(�����
��((�����4� ���� ������ (���� �� ��� '���� A2Mod ��� A2(������ 5�6��� �� "��7����4�
�� �8"� 5�� ��� A �9��� ��������� ��� ���������� ���� �""����� ���� �9�3��� TΩ ��
4������� � 5�� "�� TΩ(M) = Ω ⊗AM ! �� TΩ(f) = idΩ ⊗ f : �9�"�6� ��� "��"�� � � ��
"������ ���������! �� � �(( �����(��� %�� TΩ ��� ������4 �� ���������4! �� �918"��16��
%�� Ω ��� "��� ���� �� ������ ��� ������� ' � ����� �("��%�� %�� TΩ ��� �*����

;��� ���� A2(����� 5�6�� �� "��7����4 �� �8"� 5�� M ! �� � 5��� �� (����� MD

�� "������ ��((� '���"� ������4 ����27����� M ⊕ (Ω ⊗AM)! �� �� � 5�������! "���
(m,ω⊗m′) ∈M ⊕ (Ω⊗AM)! �� (����"�������� �������� ��((�  ���� a.(m,ω⊗m′) =
(a.m, d(a) ⊗ m + a.(ω ⊗ m′))� 	� ���� i2 : (Ω ⊗A M) → M ⊕ (Ω ⊗A M) �9��7������
������%�� ��� �� ���*�6(� �������� �! �� p1 : M ⊕ (Ω ⊗A M) → M �� "��7������
������%�� �� �� "��(�6�� �������� �� ���� � 5��� ��� ����� �*���� ��� � DA(M) <

0 �� Ω⊗AM i2 �� M ⊕ (Ω⊗AM)
p1 �� M �� 0

� f :M → N ��� �� (��"1��(� �� A2(������! ����� �� � 5��� DA(f) "�� <

0 �� Ω⊗AM ��

idΩ⊗f
��

M ⊕ (Ω⊗AM) ��

f⊕(idΩ⊗f)
��

M ��

f

��

0

0 �� Ω⊗A N �� N ⊕ (Ω⊗A N) �� N �� 0

���� � 5��� �� 4������� ��������� DA : A2Mod → P(A2Mod)! �� (A2Mod, DA)
��� ���� ��� ��� '���� ��� ����������

=,



�������� 	
 �� ��������� ���������

������� ��	�
 ���������� ������������� ��� ��� ��������� ��!�� �"�� #�!��� �����������
#���� ����$
�!�� G �� #�!��� ����������� #���� ���� ��%�� ��� ��  ��� � ����������� #���� ���� A
��� &�� Ω ��� �!''�� ��(
 � ��%��� � � ��#!��� ��� ��������� ��!�� �� G �!''� �� ��
� � ��#!��� ReprA (G) �!�� ��� !)*��� �!�� ��� ��������� ��!�� �� G+ �� ��� '!��,��'��
��� '!��,��'�� �� ��������� ��!�+ �!''� ��%��� � �� � ��%����!� -
.
/0


�!�� '�����!�� ����� � ��#!��� �"��� ��������� ������������� �� � '1'� ' ��2��
&�� � �� �"�3�'��� 	
0
	 4 5 �� '!���� M '��� �"���  ���!� (g,m) �→ gm �� G
� �  ��!'!��,��'��+ !�  ��!��� �� '!���� MD ��%�� � �� �"�3�'��� 	
0
	 '��� ��
�" ���!� �� G ��%��� � � (g, (m,ω ⊗m′)) �→ (gm, ω⊗gm′)
 ���� ��%��� �� ���'��� ���
��������� ��!� �� G ��� MD+ �� '���� �!�� ReprA (G) �"��� ��������� �������������
�� � '1'� ' ��2�� &�� � �� �"�3�'��� ���������


������� ��	��

6 �� 7//8+ �3�'��� 	
0
	+ � '���9: ��%��� � ��������� ������������� �� � � ��#!���
Vectk ��� ��� ��� ;���!����� �� ��'����!� %��� ��� k+ k �� �� �� �!��� �����������+ ��
' ��2�� �� ��� ��������� �� ��<������
 �������'���+ �� �� #���� ��� �� � ��%����!�
 � � � �"��  ��� � ����������� #���� ���� A = (A,Ω, d) �� ��� '!����� 5 �!���3�!�+
!� �!�� D �� '!���� ��)�� ��#����� � � ��� ���3 �:')!��� 1 �� ∂+ �� '��� �� � 
'�������� ��!� �� � ��� 5 ��!��� ��%��� � � 1.a = a.1 �� ∂.a = a.∂ + d(a).1
 �� M ���
�� A<'!����+ !� �!��  �!�� MDA = D ⊗AM + �� ��!���� ����!���� �� � ��!�� �� 5 � 
'�������� ��!� 5 ��!��� ��� D ��%��� ��<������
 � ��%���  �!�� � ��������� �������������
DA ��� A<Mod  ;�� ���  ����� ��!�� M →MDA ��%��� � � m �→ 1⊗m ��MDA →M
��%��� � � 1⊗m→ 0+ �� ∂⊗m→ m
 �!��  ��!�� ;!�� ���� �!�� &�� �� �!��� �!��� ��
;��+ �� �!�� ���� ���� ,:�!�2���+ ����� ��������� ������������� ��� ��'�� ��� 5 ����� &��
�!��  ;!�� ��%��� �������''���


����� ����	
�� ���
 �����
�	�
�

�!�� (C, D) ��� � ��#!��� �������������
 �!�� ��%����!�� 5 ������� �� (!������
%)�� ����������� ���; �� 7//8+ � � #� �,� 	
0
=+  ���� &�� � �!��!� �� � ��#!��� � �� <
9����� ������������� �� �� #�!��� ���  ��!'!��,��'�� �"�� (!������ %)�� �����������


��������� ��	�� ��!������ %)�� �����������$
�� (!������ %)�� ����������� ��� (C, D) ��� �� �	�
����� � �����	���� �������

������� (ω, r) : (C, D)→ (A�Mod, DA)�

��������� ��	�� ��!��,��'� �� (!������� %)��� ������������$
�	���� (ω, r) �� (ω′, r′) ��� �	������� ����� ����������� ��� (C, D)� �� '!��,��'�
�� (!������� %)��� ������������ ��� �� �	�
����� t : ω → ω′ � �	������� ��� ���� ��

��������� 
	�� �	�� 	���� X ∈ C �� �	�
����� φX : P(ω)(D(X))→ P(ω′)(D(X))

�� φX = P(t)D(X) �� �� �	�
����� ψX : DA(ω(X)) → DA(ω

′(X)) 
�� ψX =
DA ◦ tX � �� �������� ������� �	����� �

>0



���� �����	
�� ����������� �����
��������

P(ω) ◦D r ��

φ

��

DA ◦ ω
ψ

��
P(ω′) ◦D

r
�� DA ◦ ω′

��������� �	
	� ���������� ����������� ����������  �!
�� ������� "�������� ����������� ����������  � ��� ��	
���� ���
��	����� (C, D)
����� ���� ����	�� ��� ���
��	��� (ω, r)� �� ��	� AutD(ω) �� ����� ��� ��	��

��������� �� (ω, r)�

������ �	
	��

���#  �# �$�%& �# ����� �� ����'( ��)# �*��# ��"��� ��)$ #��)"�)��# ����������  �# #)�
A+Mod �� #)� ReprA (G) &�)� )� �����) ���������� ������ �#� A �*�" Ω "�%%)��+
��,( �� )� ���)&� ���������� ������ �#� G ��-�� #)� A � � �#� ��#� �� *��� .)� "�# ��)$
"��������# ����������  �# ��*������� �����������# ����������  �# #� ��  �# %)��� ��#&�"+
��*�%��� �) ,��"��)� �������� &�)� A+Mod( �� �) ,��"��)� �/�)0 � ��  � ��&��#��������
ω : ReprA (G)→ A+Mod &�)� ReprA (G)�

����� ��������	
 ����	���	��	
 	� ����	����


� S �#� )�� #�"���� ��  � #)��� �$�"�� D(X) ���# C( � ��# ω(S) �#� )�� #�"����
�� P(ω)(D(X))( �� �� ������ ��"��� rX  � %��&1�#%� Π1(rX) : ω(XD)→ (ω(X))DA (
�� *��� .)� rX ◦ ω(S) : ω(X)→ DA(ω(X)) �#� )�� #�"���� �� DA(ω(X))� ��"� ��-���
)�� "����$��� #)� ω(X)( �� #� �� ���� SectA−Mod(DA)  � "�������� ��# #�"����# ��
 � #��)"�)�� ����������  � DA #)� A+Mod(  �# %��&1�#%�# ����� �����# &��  �# "����#
"�%%)����,#( �� �  � ��#) ��� #)�*��� 2

����� �	
	��

�� ��	
���� SectA−Mod(DA) ��� ���	���� �� �� �	��	�� ���
��	����� �� A�Mod
��	 �������� � �� ��	
���� ∇Mod ��� A�������� � ����������

������������� �

������������ �� 	��
���� F : SectA−Mod(DA) → ∇Mod�  ��� ��
���� S :
M →MDA � �� ����
�� �������
����� F (S) = ∇S :M → Ω⊗AM ������ ��� ∇S(m) =
p2(S(M))� p2 ����� �� �����
���� ��� �� �������� 
���������� ����� ��� 
�������� �
�� ����� �� a ∈ A �� m ∈M � �� ��������� �� S �������� ���

S(a.m) = a.S(m) = a.(m,∇S(m)) = (a.m, d(a).m+ a.∇S(m)

������� ����� S(a.m) = (a.m,∇S(a.m))� 
� ��� �������� ���
 ��� ∇S(a.m) =
d(a).m + a.∇S(m)� �� ���
 ��� ∇S ��� ��� 
��������� �������
����� F ������ ���
��� ������ �� SectA−Mod(DA) ��� ����
�� �� ������� ∇S = ∇S′ �������� ��� S = S′�
�� ���� ��� �!������� �����
�� �� ���������� 
�������� ∇ ��� �� ������ M ��� �����!�
�� �� ��
���� S∇ ������ ��� S∇(m) = (m,∇(m))� "� ����� ���
 # ������ F ��� ���
����$����� �� #  ������ ��� ���� ������� ����� �� �������$���� �� 
���!������

 �� ����$���� �� ��
���� f : S → S′� S �� S′ ����� ��� ��
����� �� DA(M)
�� DA(N)� �� ����
�� �� ����$���� F (f) : (M,∇S)→ (N,∇S′) ��� ��� �!�� # f ���
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 �� ��������� ���������

M � �� ���� �	� 
���� 	 ��������� �� ���	��� � 
����� ���� �� �� 
���	��������

�	 ��������� �������� 	 ��������� �� ��
��� �

∇S′(f(m)) = p2(S
′(f(m))) = p2(f

DA(S(m))) = f(p2(S(m))) = f(∇S(m))

��	� �� ���� ����� �	� ��	� ��� ������ F ��� ����
��� �	� ��� ����������� !� ��	� ��

�������� �� 
��������� ��� ���������� �	���	� F (f ◦g) ��� �	 ����	 �� �� ���	
�	��

�� ���	�� ���� � f◦g �� ��
 ���� � F (f)◦F (g)� "�	� ���� ��
 ��� �� ��� 
����	��

	 ��
��	� F �	� ��� 	 ������������ �� 
���������� �
���� �� �������� 	
�
�� ���� � ��� !"#�$% ��� ��%�� ���$&�� !� !"'�$� ��� �%��#(

%��� !$)"���%$���� Dk ���Vectk ������� k ��% �� #��*� !$)"���%$��� ��$ ��% +,,-� �.��*��
	
�
	
 �/�**�$#�%$�� d̄ : V → D ⊗ V !"'�$� *�� v → ∂ ⊗ v ��% ����� ��� !"�$ �%$��
��$ ������� ��� V � �� #� ���� ��� ��� !"�$ �%$��� d : V → V ���% �� 0$1�#%$�� � �# ���
�**�$#�%$��� �$�"�$��� φ : D ⊗ V → V ��%$�2�$���% φ(1 ⊗ v) = v� #�%%� 0$1�#%$�� "%��%
!"'�$� *�� φ �→ φ ◦ d̄
 � !"���%�� !��� �� ����� ��$ ��% ��� #� *�$�% !�  �� ��%
"��$ ����% 3 ��%�� *�$�% !�  �� ��� ��� ��#%$��� !" ���**" *�"#"!�����%


����� ������

���� M �� A���	�
�� 
 � � 	�� ������������� 	� ���������� ����� 
� ��������� 	��

���������� ��� M � 
� ��������� 	�� ����������� 	� 
� ����� ������ DA(M)� �� 
�

��������� 	�� �������� 	� ����� ����� �������

�	�
�����
� �

!�� �� 
������ �	� �	� ���� ��
��� ���
������� � ��	� �������� D ⊗M
���
 ������
� ��
������ M ⊕ (Ω⊗AM) �	� �� �� �	������
���� # ����	� $ a.(m,ω⊗
m′) = (a.m, d(a) ⊗m + a.(ω ⊗m)) � �������� 	 ������������ ���� 
�� ��	�

����
�� ��
������� ��� 1⊗m �→ (0,m) �� ∂ ⊗m �→ (m, 0)� %���� ������
���� �����

�	� ��� 
������ ∇ �	� M ��� � ����
��� ���
 ��� �����
���� �� i2 ��� �� �	���

���
�� �

0 �� Ω⊗AM i2 �� M ⊕ (Ω⊗AM)
p1 �� M �� 0

& �'�� �� φ ��� 	� �����
���� ������� φ : D⊗M →M ����������� φ(1⊗m) =
m ����� ��������
���� 
�(����	� ��� 	� �����
���� ������� φ′ :M ⊕ (Ω⊗AM)→
Ω⊗AM ����������� φ′ ◦ i2 = idΩ⊗AM  �	������ ��� 	� �����
��� �� �� �	��� ���
���

) ���� ����� ��
������ �	� φ◦i1 ��� 	� 
����� �	� M  �� 
�
� ����� 	� ����
���

���� ��� �����
���� �� �� �	��� ���
�� �� ��� 
������ �	� M �	���	� ��� �����
����

��� � ����
��� ���
 ��� �����
����� φ 
���� ��
����� 
�(����	�� ) ��� ∇R ��

��������� �	� M ����
��� �� 
���� ���*�� � �� �����
��� R �� DA(M)�

+� f : R → R′ ��� 	 ��������� �� �����
���� R �� R′ ���� ��� �����
����

�����
������� �� DA(M) �� DA(N) ����� � ����
�� � f �������
���� f̄  � �	�

����
�� �� ��������� f̄ : (M,∇R) → (N,∇R′) �	� ��� ���� � f �	� M � ) ������

������������ �	� 
���� �'�
������� 	 ��������� �� ���	��� � 
������ !�

��	� 
�
� ����� �������� 	� ����
��� �	� ��� ���������� �	� �������� �� 
��������� 

�	������ ��� 	 ������������ �� 
����������

&� ��	� ��� ��
���� �	� ���� ���� �	 ��� �� ����� ,�-�.. �	� �� 
��������

��� ��
���� �� �� �	��� ���
�� DA(M) ��� ��������� � �� 
�������� ��� 
������ �	�

M � �

�	



���� ����� 	
�������
�����

����� �� ��	 Ω � A

���� ����� ������������ �� ������� ��� ��������  �!"#������ $"�"#����" A =
(A,Ω, d) ��� ��� ����� �%���� �� ���&�#�'��&� Ω � A �� ���� ��� A&� ���� ( $���'��
)��� ������  "*��#� ���+��#� ���,��� -../� ��� �����%��� ���,�#����� ������"� ( ����
&� ��� �#�+����0  � �1�� *�� M � 2���� �����%��� ��#� ������"�  ��� �� �#��'���� ���
���� ���# "�� ��# ��� �#��#�"�"� &� 3���'"�#�����  �� ���"$�#��� �����4������  �!"
#���������� �� �����#������ ��� ���� ������ �#"�����# ��� ��#���3�� ( ����� #"����"� ��#
5�&���41  ��� -../� �� ��� ���� �,��� 6#�3,�&��� #�����"�  ��� �� #�&�#��� ��7�8�


� *%� �� A&� ��� * 3�� �� �#�+����0  � �1�� *�� M � �� �� #������� ��� ��
��#����#�  �!"#�������� ��# AMod  "*��� �� ��#�������#MDA =M⊕M � �� ��#����#�  �
&� ��� "����  "*��� ��# a.(m,n) = (am, d(a)m+an)� 
�  "*��� ���#� ∇̄ :M →MDA

��# ∇̄(m) = (m,m)� 
� ,��� ��� ∇̄ �����0��� ���#� �� #3$��  � ���6��9� �� ����� ∇̄ ����
:�#� ,�� ��&&� ��� �����%��� ���,�#����� ��# M  ��� �� ���� ���,��� ; �� ∇ :M →M
��� ��� �����%��� ��# M � ���#� ∇ = ∇̄ ◦ f∇ �< f∇ : MDA → M ��� �������������
���"��#�  "*��� ��# f∇(m,n) = ∇(n)�

��� ����� 	
�������
����� ��� �����
���� ������������

���� ����� �������� �� *%� ��� ���"$�#�� C &����  ��� 6�0������# ⊗� )��� ��
����  "*��# �� ���$�$�  ��� ������ ��#��#  �� ���"$�#��� �����4������  �!"#���������
��# �� ������  �!"#������ $"�"#����" (A,Ω, d) �,�� Ω ��&&�����0� ���� "�� ��# ��� �#�
�#�"�"� &� 3���'"�#�����  � �� �'"�#��  � C  ��� �� ���$�$�� �� ��#�������#� ������
��� �#��#�"�"� ��� ���� &���#��� �� ",� ���� ���� 6��"�� ��# ��� "� ��� �� ��&���%��"
&� 3���'"�#����  ���� ���"$�#�� �����4�����  �!"#�������� �#�,���� �����������&���  �
�� ��&���%��" &� 3���'"�#����  � ��������  �!"#������ $"�"#����" ����+����� = ���#�
&���  ��� ������ ( �� ��� &��������# �� ���$�$�  � (A,Ω, d)� ��� �#��#�"�"� &� 3��
�'"�#�����  � C ���� �#3� �$#"�6��� ( &�������#�

��
�� �� ������ ��	 ���������	 �������	


� *%� �� ������  �!"#������ $"�"#����" (A,Ω, d) �,�� Ω ��&&�����0� ��� ���� ,���
��&&� ��� Ladg��#����#�  ��� �� ���$�$� Ladg  � ��  "*������ ����. = ���� �������#���
A ����� ��#����#�� 
� ������� ��� A �����0��� ��� Ω � A �� ���� ��� A&� ��� (
$���'�� 
� *%� ��� ������ ���"$�#�� �����4�����  �!"#�������� C ��# A >�����( �#�
��� ���"$�#�� �����4�����  �!"#��������  ��� ��� �6+��� 0�#&��� �� ����&6��?� &����
 ��� 0������# *6#�  �!"#������ ω� �� ��  "*��� �� ���$�$� ���,��� ;

8@
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��������� �	
	� �������� ��� ���������� ������������ 
�� ������� LC ��� �� ������� 	
������� �

� �� �
��� Sadg� ���� � ������� Ladg� �� ��� ����
�� �� 	
������� �
�
	���� ������� �� A �

� �
� 	���� 
���� M �� C� �� �
��� SM �

� �
� 	���� �
������� f : M → N ���� C� � ����
�� �� �
�	��
�

vf : SM → SN �

� �
� 	���� �
��� SM � � ����
�� �� �
�	��
� ������� ·M : A×SM → SM �
� ����
�� �� �
�	��
� ������� +M : SM × SM → SM � �� � ����
�� ��

	
������� 0M �

� �
� 	���� ����� �� �
���� SM �� SN � � ����
�� �� �
�	��
� �������

bM,N : SM × SN → SM⊗N �

� �
� 	���� �
��� SM � � ����
�� �� �
�	��
� ����� ∇M : SM → SMD �

�� ��������� ����������� ��!�������""� (C, ω) ��� �"��� #$� ��%%� $�� LC&���$��$��
�� �����'������ "�� �(%)�"�� �$ "������ �� "� %���*�� �$�#���� + Ladg ��� �����'����
��%%� ���� "� ��,������ -
	
. �$� "� ����� Sadg / �0�1$� ����� SM ��� �����'�����
��%%� "� %��$"� ω(M) ���� "� "������ (·M ,+M , 0M )2 �� �0�1$� �(%)�"� �� 3�������
vf ��� �����'���� ��%%� "� 3������� ω(f) / bM,N ��� �����'���� ��%%� "� %��'0��%�
'���$�� (m,n) �→ m⊗n �� ω(M)×ω(N) ���� ω(M ⊗N)
 ��,�2 �� �����'�*�� �0�1$�
�(%)�"� ∇M ��%%� "� �����4��� $��#����""� ∇̄ �$� ω(M)2 ������� ���� "� ��$�&�������
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� �''�""� �"��� TC "� �0����� �"�%������� �� C ���� �� "������
 � �� '"���
������#��� ���� $� %��*"� �'����" �� ����� �0�����


��������� �	
	� �7�������$�� �8$� ��������� ����������� ��!�������""� 
�
�� C �� 	����
��� ����������� �� ����������� �� (Mi)i∈I �� ������� ��
����� ��
C� �� 	����
��� 〈Mi, i ∈ I〉 ��� �� ��� ������ �
�!	����
��� �� C 	
������� ��� 
�����

(Mi)i∈I � �� 	�
�� ��� ⊗� ⊕� ��������
�� �� ������� � �
�!�
������ �� 	����
���

C ��� ���� ��������� ��� (Mi)i∈I �� �
� 
���� �� C ��� ��
�
���� " � 
���� ��

〈Mi, i ∈ I〉�

��$� �""���2 ���� "� '��'������� �$�#����2 ��%������ "8��������� �8$�� ���������
����������� ��!�������""� ���� ��� �����$ ��!�������" ������"��� ��$�&9�����2 �#�� "80(&
'��0*�� 1$8�""� ��� ��������� '�� $� ��%)�� ,�� �8�"�%����


���������� �	
	
 ���������� �� TC ���� A  

���
�
�� �� �� �
�	��� #��� ω ������ ��� $����� ����� ��� �
���� ��
��	����

�� ���� #�� " 	
���%�
� �� A � �� �� C �
�� ��������� ��� � �
���� #�� ��
�����

M1, . . . ,Mn� &�
�� C ��� ������� " ������� �� �������� ���������� A �

������������� �

����������� �� ���	
�� �� �� ������	���� (bi,j)1≤j≤ni
�� SMi

���� 	��	 i�
������� SM ��	 ������	�� �� 	��� �� ���� 	��	 ����	 M �� C� �����
� �� �������	���

���� � �� �!��	� ��� ������� (fi,j)1≤j≤ni ������	���� �� ���� M∨
i �� Mi� 	���� ��� ����

::



���� ����� 	
�������
�����

���� b ∈Mi� �� ��� b =
∑
j fi,j(b).bi,j � �� 	��
 ���� i� (bi,j)1≤j≤ni

�� ��� ������
����
��
��� �� M∨∨

i ��������� �� �� 	
�	
���� 
���������� � M∨
i �� (fi,j)1≤j≤ni �

���� �		����
��� ��� ����� 	��
� �� ������� ����
��
���� ��� � 	��
� ��������� � ����
�� ����� �� ����� ������
������ ��
 ����������� �� ����� ����� ����� 	��
� ���������
	�
�� �� �����
 ��� �������� �� ������ �� Mi ���� An �� �� M∨

i ���� An� �� ���������
��� 	�
�!�
�� ��� ������� ����
��
�����

���
 �����
�
 ������
���� �� C ���� A � ���� ������ �����
��
�� �� 	�
���� ���
������� ����
��
���� ��� Mi� ��� 	��
� �� ������ ����
��
��� �� ������ �" �� M ��
�� ��� ���� M∨ ������������ ��� ��� 	
�	
����� � �� ������ ������� �������� #	������
������ ��� ��
��� �� TC ���� ��� ������ 	
� ������ �� �$	� ���%� ��� �� ���� ��������
������ ���� �� ��&��
� ��������"�� ��� (bi,j)i,j �� (fi,j)i,j 	��
 ��� ���� �"������� ���
����
���� ����� ������� � ��� ������ ���� �� ��������� '�'�(�

������� �� ������
�� C ��� ������
�� 	�
 ��� Mi� �� 	��� 
�������
 	�
 
���

����
	��
 �
����
 ��� "��� ��������� �� ������ ����� ���� �� ������
��� �� 
���

����
	�
���� ��
 �� ��	������ �� �� �����
������ �� ����� M �� 	�
���� ��� ������ Mi

�� �� ��������� ��� �	�
������ �� 	
����� �����
���� ������������ ��� ��
���� �� 	������
�� ����)��������� *��� ����� �� � ������ ��� "��� ��������� �� ������ Mi� +�		�����
��� ���� ��� �����
��� ��� "��� ��������� �� M �� N � ,���
����� �� ��� ��
���� ��
��� "���� ����� ��� "��� ��������� 	��
 M ⊕ N � �� ���
 	
����� �����
��� ��� "���
��������� 	��
 M ⊗N � -� ���� ��� (b̄, f̄) ��� ��� "��� ��������� �� M �	����� ���
(f̄ , b̄) ��� ��� "��� ��������� �� M∨� +� N ��� �� �������� �� M 	�
 �� ����)�����
M ′� ���
� ������ ���� �� �������� �� �� "��� ��������� �� M 	�
 M ′ ����� ��� "���
��������� �� N � .���� �� N ��� �� ����)����� �� M � ���
� �� 	��� ����������
 ����
�� �������� �� M∨� �� ���� �� �����
��
� ��� "��� ����������

������� ��� Mi ������
��� C� ���� ������ 	�
 
���

����� ��� "��� ��������� ��
������ �" �� �� C ��� ��� ���� �� ��&��
� ��������"�� ��� "���� ���������� ��������
	��
 ��� Mi� �� ���� ��� �������� �� ������ �� ������ M ���� �� An 	��
 �� �����

n � ���
���� ���� C ��� ����
�� � �������� ��/�
������ ����
����� A � �
���� ������� ��������� �� ����� !� "���# $� %�&'���%���& $� (����� $� ����'�& $�

C $�&' A ) �� ��'�� * $�!�&���� ��� A �'� '��+��!�&� ���&(� $�&' C� ���� %�%�) &��'
����&' ����� +�'��& $,���$��� ��' �&'�!+��' $�-&�''�+��' $� TC . '��' �,�/���� '� ���
���' ��' �+0��' $� C '�&� $�' !�$���' $� ���'�&�����& -&��) �� ',�� �� ��� ��' 1��!���'
'�&� 1�%���!�&� $�'%�����+��' �& 1�&%���& $�' 1��!���' $� ��&(�(� $� A ) %� ��� ���!��
$� $�!�&���� �� ���&(�!�&� '��+�� $� A �

���� $,�+��$) &��' �&���$��'�&' �& ��� $� ��%�+������ ���� $�%���� �� 1��� ��,�&
A!�$��� $� ���'�&�����& -&�� ���� 2��� �� %�!!� �& A!�$��� $�-&�''�+�� 3���%
����! ���'4 $�&' A eq�

��������� �	
	� 3���'�&������ $,�& !�$��� $� ���'�&�����& -&��4
���� M �� A���	�
� 	� ����������� ����� �� ����

� ���'�&������ 	� M
�� ����������� u : M → An/P � ��
 ����
 ������ ��� ����������� M =
〈m1, . . . ,mn|p1, . . . , pk〉 	� M ��

� ��� u ������ m̄ �� 
� ���� ��������� 	� An� ��
p̄ �� ��� ����

� ��������� 	� P �

56



�������� 	
 �� ��������� ���������

�� ������������ u �� M ���� � ���� �!�"!��� ������� M ��� ����!�� �� ��������#
��!� $���% ������$� �!�& M �'�& �� (!��)� ��$�����*)� ���� A eq+ , ��'!�� )� (!��)�
An/P + ��� ��� ��$�����*)� ���� A eq �'�& ����(-���� (u(p1), . . . , u(pn)) ������� P ���
�� �.�� $��


��� ������������� '!�� �!�� ���(����� �� ��&���� )�� ����(*)�� ��$�����*)�� ��
TC
 �!�� &!((��/!�� ��� )�� ���(�� 0

����� ����� �1��&�����!� ��� ���(�� ���� TC%

��������� ��� 	� 
������ ��� ω ����� ��� ��	��� ���� 	�� ����	�� �� ��������
���� ����� �� ����������� �� ���������� uM :M → AnM /PM ��� ������ ���� ��
TC� �� t(x1, . . . , xn) ��� �� ���� �� 	������ �� TC� ������ �����	� xi ����������
� 	� ���� Mi� �	�� �� ���� ��� t ����� ��� 
������� t : M1 × · · · ×Mn → M �
�� 	����	������� uM1

× · · · × uMn
× uM ������ ��������������� 	� ����� �� t �� ��

������	� ���������	� ���� A eq ���� ���� ��� �� ��� 
���	� tA ���� 	� 	������
�� A eq�

�	�
�����
� �

���� ������ �	�
��	 ��	 	�
�		�
 ��	 �� 
�������� �� �	��� �� t �� ��
������ � 
������� c ���� �� ��	� M � ���	� uM (c) �� �� ������ � A eq� � ��
��� 
�����	 tA =� x = uM (c) �� �� t �� �� ������ � ��	���� x ���� �� ��	�
M � ���	� � �	��� � t �� � �	��� � ��������� ��	 M � � �� ��� ���
 
�����	
tA =� x ∈ AnM ∧ x = y ��

��������� � �	���� �� ���� � ������	� � ��� ���	 �� �	� t : M1 ×
· · · ×Mn → M � ����
�� � �� ��	��� tA� � 
������	��� �� 
������� � t ��
 ��
������� � ���
���� ����	 �� �������

�� t′ = vf (t) ���	 �� ��	����� f : M → N ���� C� ���	� �� 
�	
� � �� ��	
�� ���
���� fA � ����!	 � 
 �� � ����	��� ������� 
����� "

M
f ��

uM

��

N

uN

��
AnM /PM

fA

�� AnN /PN

#� �� ��� ���
 �� ��	��� fA ���� A eq � �� ����!	 ������� " ������ f ��
A$������	� �� �� ���!	��� ���	���� ��	 �� ����� �� ������� ���� ������
����	��	�
 � M % 
���������� �� ��� ������ ����	��	�
  �� (mi)i∈I � � 
������$
	��� �� ���
���� fA �� �� 
��� ������� �����
����� ������	 ������� �� ������
(uM (mi))i∈I ��	 (uN (f(mi)))i∈I &
�� �����
����� �� �� ������� ��
 ��	��!�	��
������ �� uM (mi) ��	��� �� ������ ����	��	�
  �� � AnM /PM '� (� �������
���	� �� ��	��� t′A 
��� ����� ���� � � ∃z, tA(x, z) ∧ fA(z) = y �� )�� ��	���
��������� ���	� 
���	��� � ����

�� t′ = ∇M (t)� �� �	�
!� � ����!	 �������	 " � ���� �� �� 
��������
∇M ���� �������� � ��������� �� 	!�� � *����+ ������� �� ∇M �� ���!	���
���	���� ��	 ������ �� ������� ���� ������ ����	��	�
 � M � ������ �� m =

23



���� ����� 	
�������
�����

∑
i aimi� �����

∇M (m) =
∑

i

(∇M (aimi)) =
∑

i

(d(ai)mi + ai∇M (mi))

�� 	���
��� ���	 �� ���	�
�� (∇M )A ����
 	��� ����
�� ����
	��
�� ���
�
� ���
��
��
���� �� ���� � �
��
� ������� �� ���
�� (uM (mi))i∈I ��� (uN (f(mi)))i∈I � 	��
����
	��
�� �� �	�� ����
����� ��	 ��������� ����� �� � � ��
��� �� ���	��
�����!� � �� ����
� ������� �� ������ t′A 	��� ����� ���� " # ∃z, tA(x, z)∧
∇A(z) = y $% &�� ������ ���
���
� � ���%

'�� ��� " 	���
���� �� ������� � ���	�
�� �
��
� � ����� ���
� ���� ������
���
�� ������� �� ������� � ���	�
�� �� ������ �� 	������
� �����(
���
�
)����
���� � � ��� ��
��� ��� ��	����	% *�������� ���	 �� � ��� ��
�������� ���� ��+ ���� t : M1 × · · · ×Mn → M � t′ : M ′

1 × · · · ×M ′
n → M ′�

����	
�� ���	�
���� " tA � t′A%

*
M =M ′� 	���
������ � ��� ����
 ��� t+t′ ��� ���� ��������� 
	
 	���
�� ���� � M!% �� ������ (t + t′)A ����
 ��� # ∃x′, y′, tA(x, x′) ∧ t′A(y, y′) ∧
x′ + y′ = z ��� ���� ����� 
	
 	�� � AnM /PM ! �� 	��
���� 	�� ������
��� � ���% , � �� �
 M = A� ����� � ��� t ·M t′ �� �������� ��� (t ·M
t′)A =# ∃x′, y′, t′A(x, x′) ∧ t′A(y, y′) ∧ x′.y′ = z $%

-���� �
 M � N ���� ���	������ 	���
������ � ��� ����
 ��� bM,N (t, t′)%
.�
��� bM,N �� �
�
���
�� �� �� ��
����� �����
�� ��� ��
��� ���� ���
��
��������
	 � M ×N � 	��� ���	������� ��/	 �� 	0�
+ � ���
��� ��������
	�
(mi)i∈I � (nj)j∈J �M �N ���	�
����� �� ��
� ���
� +
�� �� ���	�
�� (bM,N )A
����
����� ��	 ��������� ���� � ������ � A eq ��
 �� ����
�� ����
	��
�� �
�
�
���
� ������� (uM × uN )(mi, nj)(i,j)∈I×J ��� uM⊗N (bM,N (mi, nj))(i,j)∈I×J % �
��� bM,N (t, t′) �� ����� �������� ��� �� ������ # ∃x′, y′, tA(x, x′) ∧ t′A(y, y′) ∧
(bM,N )A(x

′, y′) = z $� 	 ��
 	��	��� �� ����������
��% �
���� ������� ���������� ���� �������  �� !����"�� #

����� ����� $�����������  �� !����"��  ��� TC%

��������� ��� 	� 
������ ��� ω ����� ��� ��	��� ���� 	�� ����	�� �� ������

������ ����� �� ����������� �� ���������� uM :M → AnM /PM ��� ������ ����

�� TC� ���� φ(x1, . . . , xn) ��� 
���	� ���� 	� 	������ �� TC� ������ �����	� xi
���������� � 	� ���� Mi� �� ���� Xφ 	�������	� ����� �� ����� 
���	� ���� C�

�	 ������ ��� 
���	� ψφ(y1, . . . , yn) ���� 	� 	������ �� A eq ��		� ��� 	����	�������

uM1
× · · · × uMn

������ ������������� 	�������	� Xφ �� 	�������	� Xψφ
����� ��

ψφ ���� A eq�

�	�
�����
� �

&��� ���	������� ���� ������ ���	��� ��� ��	����	 ��� �� 	����+
�� ��
�������%

1� �� �� ������ �� 	������
� �����(
���� 
� �� 	��
� ����� ������ ����
��
�� ��	���
���� � �� ���� t = t′ ���� ��+ ���� t � t′� � �� ��� ������
����
� � � � ����� �� t − t′ = 0% .�� 	��������� � ��� 2%3%4 ����
��� "

&'



�������� 	
 �� ��������� ���������

t− t′ �������� ��� �� 	
����� ����� ��� ψφ =� (y1, . . . , yn, 0) ∈ (t− t′)A � �����	���
�� ������

�� �� ����� ��� ��
��� �
�� ��� 	
����� θ(x1, . . . , xn)� �
�����
�� �� 	
�����
φ ����� ��� ∃x1, θ(x1, . . . , xn)� �� ����� ��
�� ψφ �
��� ���� �� 	
����� �����
��� � ∃y1 ∈ AnM1 /IM1 , ψθ(y1, . . . , yn) �� �� 	
����� ψφ ��� ���� ����� ���
��� ��� ��
������ �� ����� �� φ = θ1 ∧ θ2� ��
�� 
� ���� ������� ψφ = ψθ1 ∧ψθ2 � �� �� φ = ¬θ�

� ���� ������� ψφ = ¬ψθ�

��� ��������� ��� �� ������ ��� 	
������� �� ����� ��� �
�� ���� �
�� �
��� 	
�����
�� ������� �� TC� �
���� ������� ��������� ���� �������� �� ���� ����� ���!�� " ���������� #���

�� ������$�$�� ��$����� ��� �%�� ������ #� �� #��&�$��$�� #�� '������� ���� ��� �����(
���� ������$�#�� ��� �����)���� * A + ��$� , ������� �� ��� � �


����������� 	
�
� -���� ����� ���!�� #� A #��� C.

��������� ��� 	� 
������ ��� ω ����� ��� ��	��� ���� 	�� ����	�� �� ������

������ ����� �������� ���������	 �����	��� A ��� �	�� ����	����� �	���� ���� C�

�� 	� ������� ������� �� TC �� A ��� ���������� A �

������������ �

 
�����
�� ��� 	
����� φ(x1, . . . , xn) ���� �� ������� �� TC �� �
�� ��� ���������
������ �
�� ���� A �  !
�����
�� �� ����������� uM �
�� �!���� �
��� M �� TC� ��
����"�� # �� ��� uA �
�� �$�������� �$���"� �� ����� %�&�'� �� �(���� ��� 	
����� ψφ
���� �� ������� �� A eq ����� ��� uA × · · · × uA ���
�� ��)���������� �$�������� ����
��� φ ��� �$�������� ���� ��� ψφ� *��� uA ���� �$�������� 
� �
�� �
�� ��� φ ���
���������� # �� 	
����� ψφ �
���
 TC ∪ Th(A )eq�

+���� # �� ������� # ��� 	
����� ���� �� ������� �� A � ���� ���� ��
����� �� ��
�
��������
� �� A eq , �� �(���� ��� 	
����� θ ���� �� ������� �� A ��� ��� ����������
�
���
 Th(A )eq # ψφ� ��� �
�������� θ ����� �� ���� �������� ��� φ ���� A �
�� 
� �
����� �
�� ��� �
��� ������ �� A n ���������� -���� �����"����. ���� TC ���
���������� ���� �� ������� �� A � ���� ��� �����"���� ���� A � �

�������� 	
�
�

�� #��&�$��$�� #�� ������ �� #�� '������� #���,� ��� ��� ������ 	
/
0 �� 	
/
1 ��
'�$� * ���$ #$�� ��� � ��� #� '�$� ��� ��� �2�!���� #� '��&�$�� #� ��� � � ���� ����
$������,�,� ��� #�� ����$&��$��� ����$�$�,�$��� �� ���$�'�$���� �� �) �� #� ��$!�$3
 ���
&���,�����+ ���� ���$��� �� �!���$� �� �4�� �,������ ���� �%$������ ������ &��, ��$�
#��� ��� �!5��� ���� #�� ��#���� #� ��,������$�� ��$� #��� �� ��� � � #��� ����
��� �2�!���� #� '��&�$�� ���� $������,�,� ��� #�� ����$&��$��� ����$�$�,�$��� -��+ !$��
�6�+ ���� �2�!��� #� �����$��.+ �� �4�� #�� ����$&��$��� ���$)������ #,����$�,�� -#�
���$)�� #,��$���!��+ &���� #��� �� &�� #� �� �) �� #� ��$!�$3. ��� �� #���,� #%��
���!�� ��$ #� ������� ��$��� ��� &�� ����$&��$���


���� ������ * ��,���� #,������� ��� ������$�$�� �� ��5�� #� �� �������$�� -��+
���� ��� �����+ #� �� ��,&$��$�,. #�� &��, ��$�� �����7$����� 8 &����(&$ ��� ,��$�������
* �� �������$�� #� �%������ #$9,����$��  ,�,���$�, ����(5�&���
 ���� #%�!��#+ ��$&$ ��
����� ,�,�����$�� ��$ ���� ���� ��$�� #��� �� #,��������$�� 8

:;



���� ����� 	
�������
�����

����� �����

�� f : A → B ��� ��� �	�
��	� ����
���� ���������� ��� ���	���� � ����������� �

A ��� B ��� �� �	��� M |= T � �� ��� p ∈ S1(A)� ��	�� ���������� � �	������

Σ = {∃y, (φ(y) ∧ f(y) = x)/φ ∈ p} ��� 
	���������

�	�
�����
� �

�� p ��� ��������� ��	 
� ������ c ���� 
�� ��������� ��������	� N �� M � ��	�
c ��������� ����
� ��	�
� φ ∈ p� ��	 ������
���� f(c) ��������� ����
� ��	�
� ����
Σ� �� �
� ����	� �
� Σ ��� ����������� �

��
�
���
� ������ ����������� ��� ������ ��� ��!!�"��!!��#

�	�� C ��� 
����	��� ����������� ������������ ��� �� ������ ���������� ����������

A � �� �	�� TC �� ���	��� � ������� 	���� �� C′ ��� �� �	��� � TC 	�� ��

������
��	� � Sadg ��� �������� ���������� ���������� A ′� ��	�� C′ ��� ���
��� �� ��

��������� �� A ′ ��� ���
����

�	�
�����
� �

���� ��
�� ����� �������	������ �� ���� κ � ��	���� �� C′� ����� ����� 
�
�����
 ����	����� ����	���� ���� A ′� �� ����	� A ′ = (A′,Ω′, d′)� �� �� ����� ��
	
��
� ��	���� β� Aβ = (Aβ ,Ωβ , dβ)� ���� 	�����	 ����������
����� � ��������� �����
��
	 
�� ��	�� S � 
�� ����	�� T �� 
� ���!� M |= T � �� ����	� S(M)  �����"�
��� ������ �� M �� ��	�� S�

�
������� ��
� � �"�	� �
� C′ ��� ������� #�	� � ������ 
�� ���$�� ��������	�
�� ���!�� (Cβ)ℵ0≤β<κ ��� �
� Cβ ��� β+%���
	� �� C′ =

⋃
β Cβ � &����� Aβ �

	���	������ �� Cβ ' Sadg� �� 	���	�
��� �
� A ′ =
⋃
β Aβ � (� ���$�� (Aβ)ℵ0≤β<κ

��� 
�� ���$�� ��������	� ) �� φ(x, a1, . . . , an) ��� 
�� ��	�
� ���� � ������ ���
�����
� ����	������ ����	������ �*�� ��	��!�	�� ���� Aβ �� ���������� ���� Aβ′ �*��
β′ ≥ β� ��	� ����� ���� ��	�
� *
� ����� 
�� ��	�
� ���� � ������ ��� ������	���
�����+������ ����	������� ��� ���������� ���� Cβ′ � �� � ������ ���� 
� ������ a ∈ Cβ

� ������������ � ��	!� � �	��!	� �� ,�	�+�%-�
���� .	� � *�	��"� x ����� �� ��	�� Sadg�
�� �� ���
�� �
� Aβ �� Aβ′ ��������� �� ���� �	��!	�� �� ���� �
� Aβ ��� 
�� ��
�%
��	
��
	� ��������	� �� Aβ′ � ����� ��
	 ℵ0 ≤ β < κ�  �����
 ����	����� ����	����
Aβ ��� β+%���
	� ) �� ����� �� X ⊂ Aβ ��� 
� �����"� �� ��	��!�	�� �� ���� �

�
� β �� p ∈ S1(X)� ��	� � ���� p *
 ����� 
� ���� ���� � ����	�� TC ��� 	�����
���� Cβ ��	 ���
	������ �� �
���
� �� *�	��"�� �� p ���� �� ��	�� Sadg� �� �� ���
��
�
� p ��� 	����� ���� Aβ �

/����	��
������ �
������� �
� A ′ ��� 
� ���!� ������ �� Th(A )� �� �
� �
���$�� ��������	� (Aβ)ℵ0≤β<κ �������� �� � ��������� �� A ′� &�
� ���� �����	
�	�

�� ���$�� ��������	� Cβ ���������� �� � ��������� �� C′ �� 
������� � ���� �
�
C′ ��� ����	�� ' A ′� ���� SX 
�� ��	�� �� TC �������� '  �"0�� X� ��	 ���������
� 
�� ������	�� �����+����� ����	������� SX(C) ��� 
� ���
� ' ��������� �*�� 
��
����� ����	��	��� ���� m̄ = (m1, . . . ,mn)� (� �	��	���� � ��	� 
�� ����� ����	��	���
����� �
 �	����	 �	�	�� � ������ 
�� ����� ����	��	��� m̄′ = (m′

1, . . . ,m
′
n) �� SX(C′)

����� ���
� ' ��������� �
	 A ′� 1����� ���� 
� ��	���� ℵ0 ≤ β < κ� 
�� �����
����	��	��� �� ����
� ��	�� ���� C′� �� ���������� Cβ ����� ����� � ��
�%��	
��
	�
�� C′ ������	�� ��	 ��� ������ ����	��	���� ��  �����
 ����	����� ����	���� Aβ � 2

$%



�������� 	
 �� ��������� ���������

���� ���� �	
��
 �� �� Cβ ����� �����
���� �	������� � �� ��	������	 � C′�

�	
����� ���� �����
� �� ���
 ���� β < β′� �� � Cβ � Cβ′ � ��
 ���
���	
� ����� ��
� ���� Seqadg� �� ���� ���
 ���� ��
� S � TC �� �������� �������

fS : S → Seqadg ��� �� �	�������� ��� ��
����
� ���� Cβ �� ����������� ����
��
����
� �� 	�	���� ���� ��� �������� � S(Cβ) � !��� φ(x, c1, . . . , ck) ��
��
��� ���� � ������ �� ���	��
�� �����"���� ��#	
������� ��� �� ��
����
�
���� Cβ � � ��������� ��
 �� 	�	��� cβ′ ∈ S(Cβ′)� $���
�� �� �
��������� %�&�'� ��
���� �� ��
��� φ′(y, a1, . . . , an) ���� � ������ �� ������ ��#	
����� �	�	
����	�
� ( ��
����
� ���� Aβ ��� �� 	�������� ������ TC ( �� ��
��� ) ∃x, φ(x, c̄) ∧
fS(x) = y� *� � �	���� �� ��	�	��� fS(cβ′) ��������� �� ��
��� φ′ ���� Aβ′ � �
����
�� � �
���
 � +�
�"�,������ �������	 ( ��������� 	�	�����
 Aβ � Aβ′ � ��
���� �� 	�	��� aβ ∈ Aβ ������������ φ′ ���� Aβ � -����� 
	���
��� cβ = f−1

S (aβ)
� �� 	�	��� �� ���� �� 	�	��� � Cβ ��� ��������� �� ��
��� φ ���� Cβ � � ����
����
�� � �
���
 � +�
�"�,������� ������� �� Cβ � Cβ′ �

.� �� ����
 ��
 �����
������ ��
⋃
β Cβ = C′ ������

⋃
β Aβ = A ′� .� 
�� ����

( �	����

 �� ���
 ���� β� � ����� Cβ �� β+,����
	� /�����	
��� ���� �� �0�
p ∈ S1(X) ��
 �� ����� � ��
����
� X ⊂ Cβ � ����� �� ���� β� ���� �� ��
����
���
 �� � ��
� SX � /�����	
��� ������ � ������� �	��� ��
 p ��
 �� �������� fS �
� ���������� ���� �
	�	����� �� �
��������� %�&�' ��� ��
���� � p� *� ������
�� ����� � ��
���� fS(p) ���� Th(A )� /� ����� �� ���������� ����
�� �
��� %�&�1� .� ��0 � ��� ���� � ��
����
� ������	� ���� fS(p) �� ���� p� ����
��
 β+,����
����� � Aβ � �� ���� �� 	�	��� aβ ∈ Aβ ��� 
	���� fS(p)� !�� ����

	���
��� cβ = f−1

S (aβ) �� �� 	�	��� � Cβ ��� 
	���� p� ���2 ���� �	���� �� Cβ

�� β+,����
	� � ���� �� C′ �� ��	����� �

���� ��������� �� �������� ���� ��  ���� !�� ������ "#��� �$� %�� &������ %�

"������ %��� "� �����'�� %�� ��� &����� �����(������ ) �� ��� ����* ����!�� ���� �����

% ���� "#�������� �� "� �"��&����� ���+"� %��� "#������ %�, ������" & � ��"�� ����-

.����� / "� ��� &���� C* ���� ������� ���"�!��� "� �� ��0�� 1
2
3 ���� ���������� "�

&����� %� "������ %� C
 �� &����� �#��0�� $��� ��������� �� &����� %�� �������-

������� %� 4������� 5+�� %�, ������" ω )

����������� 	
�
��

������ A �� ������ 	�
������� ��������� �� ��� Ω � A �� ���� ��� A���	��

� ������� C ��� ��������� ����������� 	�
�������� ��� A � �� GL � ������ 	�

������ ������� � C ��� � �������� ������ ���� �� � �� ������������ 	� �������

��������� GL � AutD(ω)�

������������ �

��
 �����
������ � �� ��	�
� TC� �� ���� ����� ������
����� σ ���� �����
����� ����� ��
 ����� ������� ��#	
���� �	�	
����	 ����,����� �� �� ����	 ����
������
����� ���	��
 σX � ����� ��
� SX �� �� ���
 ���� ��
����� f : X → Y
���� C� � ����
��� ������� ������ 3
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ω(Y )

∇Y

��

σY �� ω(Y )

∇Y

��

ω(X)
σX ��

∇X

��

ω(f)
��

ω(X)

∇X

��

ω(f)
��

ω(X)DA

σ
DA
X

��

ω(f)DA��

ω(X)DA

ω(f)DA ��
ω(Y )DA

σ
DA
Y

�� ω(Y )DA

�� ������	
���� 
���
������� σX ��� 	� ������������ ���� 
� ��������� A�Mod � ��
�
	�� 	� ���	���� ����
���� ������ �	� σ �������� 
� ���	��	�� ��������

� �� ω ��	���	�
bX,Y ��� 	� �����
� �	 
������� �� ��� ���� �������� ��� σ�� �� ������	
���� σ ��� 	�
�	����������� �� ������	� ���� ������
���� �� ���� ������ �	� GL ��� 	� ��	�����	��
�� AutD(ω)�

 �������	������ ����������� 	� �	����������� σ ∈ AutD(ω) �� ������	� ����
������
���� !	�� ����� ��	� ��	� ��"�� X ∈ C� σX ��� 	� �	����������� �	 ���	
�
ω(X) ���������� ∇X � !� �
	�� ����� ������������� 
� ���� �	� σ �������� 
� ���	��	��
��������

� ���
��	� �	� 
� �����
� �� �������� bX,Y �	 
������ �� TC ��� �������� ���
σ� #� ���� �	� σ ��� 
������� ���
��	� �	�
 �������� 
�� �����
�� �� �������� ������ 
�
���	��	�� 
������� ��� ������ SX � �� 
� ���� �	� �� ���� 	� ��������� �� ������	� ���
��	�
�	�
 �������� 
�� �����
�� �� �������� vf ��	� ��	� ��������� f �� C� $���
������
�� ���� �	� σ ��������� % 	� �	����������� �	 ���&
� �� TC ���������� �� ����
���
����� �	� GL � AutD(ω)� �

��
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 �� �	����	
�	�	�� ���
 �� 
��
 �� ���	����� ���� �� �	��� ������� �������	
 ����� 
�	����	� ��
�	����	 �	�	� �
� �� ������� �� 
�
 ��
�����
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 ��������� �������
���� M �� ����	
��� �� R ⊆ �n∈NP(Mn) �� ��� ��� R ��� ������ ����� ����� ��
����� �� �� �������� ������	
�� Δ(Mn) = {(m, . . . ,m) ∈Mn/m ∈M} �� ������ Mn

�� ��� ���� ��� ��	
�������� 
���������� �������� ����������� �� ���� ��� �����������
pi �� R ��� ������� �� ������ Rn = R∩ P(Mn)

������� �	
	�

�� R ��! �� �������� ������ �� M " #�� � R ���!���! �$����#� ����! M " %���&�� M =
Δ(M)" �! '��� $(#�����! ∅ =M c �! Mn %�� !��! n ∈M 


��������� �	
	�
�� S ⊆ �n∈NP(Mn)� �� ��������� �������� ������ ��(��' $ %# S� �� �� ������
R(S)� �� ���� ����� ����	
�� ������ ��������� S� �� �� A ⊂ M � �� ������ SA =
R(S ∪ {m/m ∈ A})
�� M ��� ��� ��������� �� ���	��� ����� ���� �� ������� ����������� �� ����
Déf0(M) ������	
�� ��� ����	
��� ��������
��� ���� ����	����� ���� M� ��
Déf(M) ������	
�� ��� ����	
��� ��������
��� ���� ����	����� ���� M  � ����

���� ���! ��� ����	
��� ������� �� �� � �� ���� Déf(M) =
(
Déf0(M)

)M


��������� �	
	� ������ �")**+" %
,-�
"� ����� � ��� �� ����	
�� B(U) ������ �� �#�� '� �.����� � 	��� ���� ����	
��
������ R(U) ��� ��� R(U)B(U) = R(U)

������� �	
	�

/# ���'�!��� R(U)B(U) = R(U) ��(��0� &�� R(U) ��! �� �������� ������ ���!��#�!
!��� ��� ���(��!��� '.$�$���!� '� �# �#�� B(U)


������ �	
	�

�� M = (M, . . . ) ��! ��� �! ��!� � '� % ���� � ' �" #�� � �� #%%���� ������� �� M
�.����� � '$0�� %# UM = (M,Déf(M))


�$��% �&�����!" �� U ��! �� ����� �" #�� � �� '$0��! �� �#�(#(� LU ����� $!#�!
����!�!�$ '.�� �1����� '�  ��#!��� n�#� � R %�� �2#&�� $�$���! R ∈ Rn(U)" �! ���
LU ��! ��!� � MU '� �#�� B(U) �! '#�� �#&����� �� ��!� % 3!� �2#&�� �1����� '�
 ��#!��� n�#� � R %# �.�������� R ⊂ B(U)n


�� ���! &�� �� U ��! �� ����� � &������&��" #�� � UMU
= U 4 �� �5�!" �# �#�� ��

�2#�(� %#�" �! R(U) 6� �#�! ��� 6#����� �������" �� # �7#�!����! R(U) = Déf(MU )

�$��% �&�����!" �� M ��! ��� L��! ��!� � �� �� �#�(#(� L  ��#!������ &������&��"
#�� �MUM ��! ��� �7%#����� '� M ��!���� �� #8��!#�! �� �1����� '� ����!#�!� 9 L
%�� �2#&�� $�$���! '� �# �#�� '� M" �! �� :� ��1��#�! ��  $���!#! 4 �� �5�!" �# �#��
 ��!� ���� � �# �;��" �! �� #8��!� #� �#�(#(� �� �1����� '�  ��#!��� %�� �2#&��
�������� '$0����#��� #��� %# #�3! �� '#�� �# �#�� '� M
 �� L �.��! %#� �� �#�(#(�
 ��#!������" #�� � �� ��!���! �� �;��  $���!#! 9 ���� % 3� &�� ��� �1������ '� 6���!���
�� ���! %��� % $���!� '#�� �� �#�(#(� '� MUM 


���� ��! �'������ ��� ��!#!��� %�� '$��(�� �.�!����#!��� '� %# #�3! �� '#�� ���
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��������� �	
	� ������������
�� U ��� �� �����	�
 R ⊆ Rm+n(U) �� ā ∈ B(U)n
 ��	� � ��� R(x̄, ā) ⊆ Rm(U)
���������� ����� ���� ����� ���� � {x̄ ∈ B(U)m/(x̄, ā) ∈ R}�

������ �	
	�

�� ���� ��� R(x̄, ā) ∈ Rm(U) ��� �� �� ���! "��#����� "�!���� �� ���� ���$ �
!��� pn : B(U)m+n → B(U)n �� pm : B(U)m+n → B(U)m ��� "�!%�#��!� #�!�����$
! � R(x̄, ā) = pm(p−1

n (ā) ∩R)�

��������� �	
	� ����&���$ '(()$ "��*�

�� U ��� �� �����	� �� M ��� ��	����	� ���������
 ��	� � ��� ��� U ��� �&����
"��M �� UM = U � �� ���&��� �� U ��� �� ��	����� ������� ����� �������	� L �����

����� ������ ��� L���	����	� ������	��� U �

������ �	
	
�

�� � ������ ��� �� ���&���  ��$ ��!�� �� ��� �� ���&��� 1 "������ �� �+! "��� �&�����
U ���# �� �������  �� �� ������!� (Ri)i∈I $ ��!�� ! "��� �+�&����� ���# �� ������!
R = Πi∈IRi$ �� "�!���� ���� �� "�!���� #�������$ "������ �+! "��� #!������� #,����
������! Ri - "����� �� R "�� "�!%�#��!�

��� �	
	

 �'(()$ "��*�

�� U ��� �� ��	���	 κ
 ��	� �� ��� �������� �� 	������� ����	��	���� � ����

���	��	� ��� ������������ �� ��	����� κ �� κ ��� �����
 �� �� ��	����� ��� �� κ = 1�

������������� �

���� (Ri)i∈I ��� �	
���� �� ��	����� ����	����� �� U �� �	���	� κ� �� (Sj)j∈J
��� ��� �	
���� �� ��	����� ����	����� �� �	���	� ����������� 	��� �� ���� ��������

��	��� ��	���� Ri ��� i ∈ I �� �� ��
�� ��� ����	��� � �	�� ���� ��
�� ���

�� ��	����� (Sj)j∈Ji 	��� Ji ⊆ J ��� �	��� ���� �� J � �� �� ���� K = ∪i∈IJi� K
��� ��� ����� �� κ ����
���� ����� �	 ����������� �	 �	
���� (Sj)j∈K ��� ��� �	
����

����	���� �� U �� �	���	� κ �� κ ��� ������ �� �� �	���	� ��� �� κ = 1� �

��������� �	
	
� ��.����!$ '(()$ "��/�
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 ������ �� ������

������ U �� V ���	 ���
��� ��� ��������� φ : U → V ��� ��� ����� ��������������

(φB, φR) �
�� φB : B(U) → B(V ) �� φR : R(U) → R(V ) ������ ��� ���� ���� n�
���� R,S ∈ R(U)� �� ���� x ∈ B(U)n� �� ��� �

� φR(Δ(B(U)n) = Δ(B(V )n) �
� φR(R(U)n) ⊆ R(V )n �

� φR(Rc) = φR(R)c �
� φR(R ∪ S) = φR(R) ∪ φR(S) �
� φR(pi(R)) = pi(φR(R)) �
� φR(R× S) = φR(R)× φR(S) �
� �� x ∈ R� ����� φB(x) ∈ φR(R)

�������� �	
	
�

�� φ : U → V ��� ��� ���������� ����� φR(B(U)∪∅) = φR(B(U)) = φR(B(U))∪φR(∅) �
��� φR(∅) = φR(B(U))c� ��  �� !����  �� φR(B(U)) = B(V ) �� φR(∅) = ∅
 �� "����
�� "�#���$����� !�� !��%������ �&"�� ��  �� φB ��� ��'����$�


������ �	
	
�

��M ��� �� �#!��� !� N � ����� �� "����� φB �(�!�����# ��� ����� )����� �� �� !#*�������
φR ��&&� ��������� + ���� ����&)�� !#*�����)�� !��� M �� &,&� ����&)�� !��� N �
�� �)����� ��� ��������� !(���$��� φ : UM → UN 


�� N ��� ��� ��������� #�#&������� !� M� ����� �� "������ φB �(��������� !�
����� )����� �� φR ��������� + ���� ����&)�� !#*�����)�� !��� M �(����&)�� !��� N
!#*�����)�� "�� �� &,&� -��&���� �� �)����� ������ ��� ��������� !(���$��� φ : UM →
UN 
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�� U �� V ���� ���� ��	
���� ��� �����������	�� F : U → V ��� ��� �	�� FB :
B(U) → B(V ) �� FR : R(U) → R(V ) ����� ��� FB ��� ��� �	����	��� �� ����� ���

FR ��� ��� �	����	�� 	���	�� �� FB�

�������� �	
	
�


� ���	��� ��	�������� ��� �����������	�� ��� ��� ������	�� �	����	�� ���� �� ��	�

������ ��� ��� ������	���

������ �	
	
�

�	 M �� N ���� ���� L������������ ����� ���� 	�������	��� φ : M → N 	���	� ���

�����������	�� ����� UM �� UN � �	 φ :M→M ��� ��� ��������	�� ���	������ ����

M� ����� φ 	���	� �������� ��� �����������	�� �� UM ���� ��	������  � �������

�� �����������	�� �!���� 	���	�� �	 ��� �� ���������	���� �	 ��� ��� ��������	��

���	������� ��� �!����	���	�� φ : Q → Q ��	 ����	� x ��� −x� �� ��"��� Q ����� ��

��������� ���� �� ������� {<} 	������� �� �� ���	��� ��������

#��� ������ $ ������ ��	� ��� ��	���� ����� ��� ���������� �� ����	�� �����

���� �� ������� ����	���	�� %

&'
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� ������ ��� �������� ����� �����

�� ������ �	 �
��
�	 Luniv ���
�� �
� ��� ��� n ≥ 0� �	 �
��
�	 �����	�� �	 ����	 Rn 	� �	 �����	�� �	 �	�

����	� �
� ��� ��� n ≥ 1� �	 �
��
�	 �����	�� � ������	 �	 �	�
���� (n + 1)�
��	
∈n ���� � 
���	�� 	�� �
�� Rn� 	� �	� n 
��	� ���� �
�� R0 �

�� U 	�� � ���	��� �� �
�� �	 U �	 ������	 � ��	��	� ����	 	� ���	�����
��
�	� ����	� Rn �	 �
����	 ������	� 	� 	� ���	�����
�� ∈n ����	 �
 �	�
���� �	
�
����
����� �	� �	�
����� n�
��	� �
� �	� ����	��� �	 B(U)�

�� �������� � �� !! �� "��� �� � ��� �� � �� �� ���������� !�� " �#�!�� � ����
��� !�� ��������� ��� ! � ��� R0 ��������$�$� �� ! %�� B(U)� ��� ����� " �#�!�� &
� �� '���� ��� �� � �� ���� ���� �� ��� �$(���� � � �� "��� ! ������'�� � �� ������ ��
�� ������ !� � '%�!��� ���� ���� ��� ����� ��#��� �� ��� ��� ! �$(���� � ���
����� !)���!���� � ��� # �� * ��' ��  ���� + ��� �� %�� �� !���� , � �� �� ��� � ��
"�� �� �� ����� ��� �� ' ���-�� �� ���#���  ���� & �� ����'.�� � �� !! �� ������
�- � ���� Rn ' ##� $��� � ��' ��  ���� ��!����#��� / ! ����'���� MU � �������
� �� � ��� �� �����(�� ��� '�� � �����

��������� �	
	
� �0 �#�!�� �� �1����

 
�� �	 �
��
�	 �	� ���	��� �	 �����	 	�� ���	 �� ���#���  ���� �� �	� �	��
�
�����
�	�� � 
��
�
���
�� ����	�� �� �	� �������� !�
 ����	 R0"� #��	 	�� ���	
�� ��' ��  ���� ������

$� ���	 	�� �� ���#���  ���� �%�� �	 �����	�� �	 �	� �����	� � ��	��	� ����	�
	� �� ��' ��  ���� ������

&�
�� ����� � ��	� x̄ �%� ���	�� U !x̄ ���
�� '��	 �������� �	 �	�
����� 	�
�%��������" 	� � 	��	���	 A ⊂ R(U)� �� ������ �	 ���	 ( �
�
����	� �
�� A
� ��	��	� ����	 �	 x̄ �
�� U ����	 �%	��	���	 �	� �����	� � ��	��	� ����	�
��	�
�� �	� �
�
����	� !�������� � �	�
�����" �
�� A� 	� �
����
��� �
� x̄ � �� �	
���	 tpU (x/A)�

��������� �	
	�

�� θ 	�� �	 �����	 � �
��
�	 �	� ���	�� !��	��	��	�	�� 
 �	���� ����	" 	�
φ : U → V �	 	)�	����� �%���	��� �� ������ �% �#�� �� θ �� φ� 	� �� ���	 φ(θ)�
�
 �����	 ���	�	 �	 �
 �
����	 �	��	 	� �	���
*
�� �+
�	 ����
��	 �
�� θ
�%�	 �����
��	 a ∈ B(U) �
� φB(a)� 	� �+
�	 ����
��	 �%�	 �	�
���� R ∈ R(U)
�
� φR(R)�

�������� �	
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���#���  ���� ��� ��$����$� �� �-����� � , ��' !�� � ��� �� �� ! �$(���� � �����2� ��
θ  � �� ���%!�� !�%��� �)��������� x̄ �� � �� ���%!�� !�%��� �� ��!�� �� X̄� ! �� !�
"�� ��� θ ��� �� ���#���  ���� �#�!���� ��� !�� ���!�� �����('�� �� 1 ��������
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�������� 	
 ������ �� ������

������� ��� ��� ��������� � ��������� ! �� ��"��������� �� �� �����#�$���� �� $�� #��%����

��� ���$ �����"� ��� �� $�������� & �� a ∈ R' ����� φB(a) ∈ φR(R) (' �� �� #��� )�� ��

$������$���� �� #��%���� �� ���%��� ����� �� #��� ��� ���������� � ������ )�����*$������

)�� $��+ ������� ��� ��� ���������


�� ���� "������ � �,�� ��� �+�������� ��� ��� �-��� �� ��� #��%���� �+������������

�� ��$��� ����� .

����� ������

���� φ = (φB, φR) ��� �	�
� ��	����	����� 
������������� �� B(U) �	�� B(V ) ��
�� R(U) �	�� R(V )� ���� 	�
� �����	���� �

�� 	 �	�
� ��	����	����� φ ��� ��� ��������� �

�� ���
 ���� ����� R̄ ∈ Rn(U) �� m̄ ∈ B(U)� ���	�� �	
 φ �� ����
tpU (R̄, m̄/∅) ��� �������� �	�� � ���� tpV (φ(R̄), φ(m̄)/∅) �

�� ����� ��
��� ����������� 	� ������ �
�
� ������ ! ��
� ����� ��
��� �� 	
��
�� ∃Ȳ , f(x̄, X̄, Ȳ )� 	��� X̄ �� Ȳ ���� ����� �� �	
�	"�� �� 
�	������
x̄ �� ���� �� �	
�	"�� ���������� �� f ��� ��
��� �� �
����
 �
�
�#
��� ��� �	����	��� �	
 ��� ������� �� U ��� �	����	��� �	
 ���	�� �� ���
������� �	�� V �

�	�
�����
� �

�� φ ��� ��� �������	�
 �	�����	�� �� ����� �� ������	�� R̄ �� �� ����� �������
����� m̄ ���� U � �	�����	�� ��� �	����� ���� ���������� �� ������� 	���� θ(x̄, X̄)
�	�� ��� ��������� �	�� x̄ �� X̄
 �� ����	�	����� ���������� ��� m̄ �� R̄� ��� �����
��	� ����� �������	�
 φ(m̄, R̄) ��������� φ(θ)
 �� ��� �������� ��� φ(tpU (R̄, m̄/∅)) ⊆
tpV (φ(R̄), φ(m̄)/∅)�

�� �� �	�����	� 2 ��� ����������
 �	�����	�� ��� �	����� ������������� �� ���	��
	���� ∃Ȳ , f(x̄, X̄, Ȳ )� �� ���� ��� ���������� ��� ��� ������ m̄ �� R̄ �� U 
 ��	�� �� ������
S̄ ∈ U ��� ��� f(m̄, R̄, S̄) ��� ����� ���� U � ������� �� �	�����	� 2
 f(φ(m̄), φ(R̄), φ(S̄))
��� ����� ���� V 
 �� ��� �������� ��� �� �	����� ∃Ȳ , f(x̄, X̄, Ȳ ) ��� ���������� ��� φ(m̄)
�� φ(R̄) ���� V �

�� �� �	�����	� 3 ��� ����������
 �� ��� ����� ��� �������������� ���� ����� � ���
������	�
 	� ����� ������	� � R(U)
 ��������� ��� ��� �	����� �� ������� 	����� �	��
�	�� ��� φ ��� ��� �������	�
 �	�����	�� ��� ������	� R ∈ R(U)
 �� ��	���	�� ���
φR(Rc) = φR(R)c  �� ��������	� �	�� ��� ������ �!��	��� �		���� �� ��� ��	"����	��
�� ���� �� �� �#�� �������$� %� �	������� �� �	����� f(X,Y ) = ∀x, x ∈ X ↔ x /∈ Y �
����� �	����� ��� ���������� ���� U ��� �� �	���� (R,Rc)
 �� �	�� ���� V ��� �� �	����
(φR(R), φR(Rc))
 �� ��� �������� ��� φR(Rc) = φR(R)c� �

/0



���� ������	�
�

��� ������	�
�

��������� �	
	� ��������� ������������ ����� ���� 

������ U �� V ��� 	��
���� �� φ : U → V 	�� ��������� ����� φ ��� ������� �����!
���� ����������� �� �� ���	��	�� �� ���� B(V ) �	��� ��� ��������� ���� φ(R(U))
����� 	� ������� ��������� 	� ������� ��	� ����	� �� ��� ���������� ��������

��	��
��� V � �� ������ ����� φ : U
−→ V � �	 U � V �� �� �� ��	����� ��� ��������

���������� φ�

��� �	
	


������ L 	� ������� �� M⊆ N 	�� �������� �� L����	��	���� ����� M� N �� ��
��	������ �� ������	���� ��	��
��� ��� 	�� �������� ����������� UM � UN �

������������� �

���� ����� �	
� ������	 �� �� M �� �� ������������� 	�	������ � N �

����� ����������� � M ���� N ������ �� ������� i : UM → UN � ��� ������� ��

	�	������� �� ��� ���� R ∈ R(UN )� ��� ������� �� �	�������� ���� � ������

L � ��������� �� ����� ��� �������� � N � � �� ������	������� �� 	�	���� ��

������ L ���� UN ���� �� ����� � ���� ������	������� ���� UM ��� �	������� �

i� �� ����������� �� ������� R ��� !�� �	��� � ��������� �������� �� ����� ���

i � �������� ���� UM� � �� ����� ��� � B(UN ) " � ����������� i �� ��� ��

������� 	�	�������

#	����������� ��������� �� i : UM → UN �� �� ������� 	�	������

��������� ���� ������ ������� � ���� � � $���%��&���'�� (��� φ(x, ȳ) ∈ L � b̄ ∈ M �

(��� n ∈ N �� �� N |= φ(n, b̄)� )���� φ(x, ȳ) �	���� �� ����� Rφ(x,ȳ)(M) ⊂ M
�� �� i(Rφ(x,b̄)(M)) = Rφ(x,b̄)(N)� *�� Rφ(x,b̄)(N) �� ������� ��������� �������

n� (� Rφ(x,b̄)(M) 	���� ���� ����� ��� ���� ��� i ����� ���� � ��� �� ������ " ���

����	����� �� ���� m ∈ M �� �� M |= φ(m, b̄)� � ����� � � ���� � � $���%��

&���'�� M� N � �

��������� �	
	�

�	������� �	� U � V ��� 	�� �������� ����������� ��	��
���� ����� ��	� ��	��
���	��	�� ����������� M �� U � ��	��
��� V ��� �������� ��� 	�� �������� �������
����� �� M�

������������� �

(���� φ ��������� 	�	������ � �������� � M �� �������� �	�	������ �

U ���� � ������ L� *� ������ � �� LV ��������� MV � � �� ������ � � �	����

N = MV |φ(L)� � ������ φ(L) � ����������� � LV ���� � L ��� φ� ���

�������� N �� �� ������� 	�	������ � M � ����� V " ���� � �	������� ��

��+� ����� � � ��� ,�-�- � �	������ �� N ����� V � (��� ���� R ∈ R(V ) "
���� V �� �� ������� 	�	������ � U � �� ���� ā ∈ B(V ) � S ∈ R(U) ��� ��

R = φ(S)(x̄, ā)� .�����M ����� U � �� ���� �� L�/����� f(x̄, ȳ, z̄) � b̄ ∈ B(U)
��� �� S �� ������� �	��� ��� f(x̄, ȳ, b̄)� 0������������ φ 	���� �� �������� ��

������� R �� ����� �	��� ��� �� /����� f(x̄, ā, b̄) ���� N � � ��� ������� �� V ��

�����	 ��� N � � ������� ���� �� �	������������ �

"�



�������� 	
 ������ �� ������

����� �����

����� ������	�� 
���	��� φ : U → V �� 
�������� �� ��� ������	�� ��������	�

φ : U → U ′ 
��� �� ��	��� U ′ 
� ���� ���� ��� V � ��	�	� 
���� 	�����	��


���	��� φ+ : U ′ → V �

�	�
�����
� �

�� ��������	�
� U ′ �� V ���� ��
 �� ���� ����� �� ������
� ��
 �� ��
����
�

φ(MU ) ��� ��� ��������� ���������
� �� U � �� ��� ����� φ� ����������� φ+ : U ′ → V
��� ����� ����� ����� ����� � ���������� ��
 B(U ′) = B(V )� �� ����������� ��
 R(U ′) ⊆
R(V )� �

����� ����� ������ ����������� �
� 

�	 M� N � �� �	 φ : UM → UN ��� ��������	�� ��������	� 
���	��� 	�
�	��� ����

UM �� VM ���	����� ��� ����� ������� ��	�����	����� �� �����
 �
��

�	�
�����
� �

�� ���� �� ������
�
 ������ ��
���� ∃Ȳ , f(x̄, X̄, Ȳ ) ���������� ���� UN ��� �����

���������� ���� UM�  � �� ��
���� ��� ���������� ���� UN ��
 m̄ �� R̄� ���
� �� ������ S̄ ∈
UN ��� ��� f(m̄, R̄, S̄) ���� 	
��� ���� UN � !������ UN ��� ��� ��������� ���������
�

�� UM� �� ���� ��
 �������� ����� ��������� ���������
� ��� UN ��� ������
� ��
 ���


�������� ���� φ(R(UM))� ���
����� ��� ����� ������ ��� ������ �� 
�������� R̄′, S̄′ ∈ UM
���� ��� R̄ = φ(R̄′) �� S̄ = φ(S̄′)� �� 
������� f(x̄, R̄, S̄) ����� ���������� ���� N ��


m̄� �� ������� ���M ��� ��� �������
����
� ���������
� �� N � ���
� �� ������ m̄′ ∈M
������������ �� ��
���� f(x̄, R̄, S̄)� �� �� 	��� ���� ��� �� ��
���� ∃Ȳ , f(x̄, X̄, Ȳ ) ���
���������� ���� UM ��
 m̄′ �� R̄′� �� ��� ������� �� �������
������ �

�	����
� ����� ���!�"#���$� ����� �
�� 

���� ��	��� U �� V ���� 
	�� �%!&"#&"%� �	 	�� ��� ��� ������	�� ��������	�

�������� �� ���� ���� U ≡ V �

'% ���()#�� "%!!% *# ��+� �%�!%���% ,% ,$!����%� -+% "# �%"#���� ,% ��!�"#���$
%�� +�% �%"#���� ,.$-+�*#"%�(%� %� ,.$�+,�%� �"+� "��� (%��#��%� ������$�$� ����"�/�-+%�
�+� +� %��#(% ,%� ("#��%� ,% ��!�"#���$ 0

����� ����� ��!#"/#!#���� $"$!%��#��% 

��	��� U �� ��	��� �� U ′ �� U ′′ 
��� ������	��� ��������	�� 
� U � ���� 	� ��	���

��� ������	�� ��������	� V 
� U ′ �� U ′′ ����� ��� �� 
	������ ��	���� ������� �

U
 ��


��

U ′


��

U ′′


�� V

�	�
�����
� �

 ��� LU �� ������� �� �� ��
����
� MU � �� �������
��� ��� 
������ ��� ��
����
��

1�



���� ������	�
�

MU ′ ��MU ′′ ���� �� ������� LU 	 
�� ���� �������� ���� ��� ���������� �����������

�� MU � �� �� ������ ���� ��� ������� N ��������� ���������� ������� �������

������� �� �������� ������� �

MU
��

��

MU ′

��
MU ′′ �� N

�� ������ V = UN � �� ������� �� �����	 �
� � ������ ��� �

����������� 	
�
� ������ ���������� ����
�� �������	 
� ��������� ��� �	� �������	 
��������	���

������������ �

�� ��� ���� ������� ��� ������� �� ���������	 ��� �� ������������ ����������

U ≡ V ���� U ��� ��������� ���������� �������  U �� V � �� V ≡ W ����

V ��� ��������� ���������� �������  V �� W 	 !���"� �� ����� ��������������

���������� #	$	% ��������  V � U� �� V� �� ������ ��� ��������� ���������� W �������

 U �� V� ��� ��� ���� ��� ��������� ���������� �������  U �� W � �� ��� �������

�� �����������	 �
 !"��#� $�� $�%%�� ��������� �� $� &"�� '�� ���( ���������� �$�%��"���%��

�'��)"$���� �� �� �(����� �$�%��"��� ��%%��� � � ������ $" ���������� ���*
)"�� �

����������� 	
�
� ������ ��++�

���� ���������� ���	�������	� �������	��� �	��	
��	� 
�� �	����� ����������

��� �������	� ��� ����� �������� ������	������� �� ����	
 ��
���

,��� ��-�� . ������ � $�%%� '�� ��� ���" ���$�� ")�� $� $�%%� ������ ����
��/�� �� ������� �� ����$�0�� ��� $�� �$"���� �� ��%�$"���� �!��)����

����� 	
�
�� ���%%� �� ���"0���

�������	� ��� U ��� �	 ������	����� 
� U ��� �� ���� ����� �� ��� V ��� �	�

����	���	 ���	����� 
� U � ����� �� ������ �	� ����	���	 ���	����� U′ 
� U ��

�	 ������	����� V′ 
� U′ ��� �� ���� ���� ��� U′ ��� ��� �	� ����	���	 ���	�����


� V′�

�� �% 1 $�%%� �� ���"0�� 2 )��� �� ��"0�"%%� ��%%��"��& 1 ���"0�"$ 2
���)"� ���� ������� $" ����"��� �

U
 ��

+ ��

V
 �� V′

+

��
U

 �� U′
������������ �

&� ������� LU �� ������� �������  �������� U � ��MU �� ������� ��������� ��

U ���� �� �������	 &� ������"� ��������� �� ������� MV ��������  �������� V ���

3+



�������� 	
 ������ �� ������

����� ��� LU ��	
��	�
� �� ����	������ ������	�
� �� U ��� V� ����� �� ������
LU �� ����� ������ � �������
� U� �	 MU � �	
��	�
� ��

�������	�� �������� TU
� 	���
�� �� MU ��� �� ����� LU � �	 TV � 	���
�� �� MV ��� �� ����� LU
�����	� ���� ������� �� ����	�	� ���
 	��	 ������	 �� � ��� �� V ��	
����	
��	� TV ��	 �� ���
��� ������	�
� �� MV ��� LU �� ����� ������� TU � 	���
��
�� MU ��� �� ����� LU�  � ��	 ���
 !�� LU = LU∩(LU ∪ {cv/v ∈ B(V)})� "� �����
TU = TV ∩TU� �	 �� ����� �� ������	��� ���#���	� �� $������� �����!�� !�� TU ∪TV
 �� ���%�� M′� ���	 ���� ����� ��	�
 U′ �������
� ������� & �	
��	�
� M′ �	�	
�� ���%�� �� ���
��� ������	�
� �� MV� � 
��	
��	��� � LU ��	 ��� ��	������
������	�
� �� MV� �	 � 
��	
��	��� V′ �� U′ � LU ��	 ���� ��� ��	������ ������	�
�
�� V ' ���	
� �
	� ����� M′ ��	 �� ���%�� �� TU� ����	 ��� ��	������ ������	�
�
�� MU� �	 U′ ��	 ��� ��	������ ������	�
� �� U� �� !�� ������	 � ������	
	��� ��
������ �

��������� �	
	�� ���������� �������������� 

���� U �� �����	
� �� �� ��� U � �� ��������� �������������� 
� ���	 �����


�����
���
 ���������	�
 U �� U ′ � U� �� ���� 
��
������	
 V ������ � U �� U ′

��� φ : V → U �� φ′ : V → U ′� �� ���
�� ��� �����
��� ���������	� U0 ������� �

U �� U ′ ����� ��� �� ���	���� 
������ ������� �

V
φ ��

φ′

��

U

��
U ′ �� U0

��� �	
	�


�� �	��	���� ������������� � U �� ���� ��� � 
� ���

� � 
�����	����

������������� �

 � ��	 ���
 !�� �� U  � �
��
��	� ������	���� ��
� 	��	� ��	������ �������

	�
� �� �������	�  � ��(	 ���� �� �������
�
 �� ����������
� ������	�
� φ : U
−→ U

�	 �� �����	
�
 !�� U  � �
��
��	� ������	��� �� U ��� )����	 ���� ψ : V → U0

�	 ψ′ : V → U ′
0 ���� ��	������� �������
� ��� ���� ��	������� ������	�
�� U0 �	 U ′

0

�� U � *� ����!�� �� ����� ������	��� ������	�
� +�,�- � U � φ� �	 U0 �	 U ′
0


�����	������	� *� ��	���	 �� ���
��� �� 	��� �����	� ��� ��!��� ��� ���� �

��
���	���	 φ �����	��	 .

U0
 �� U0



��
V

ψ
��

ψ′
��

U


��


��

φ �� U


��


��

Ū

U ′
0 

�� U′
0



��

"��
%� � �
��
��	� ������	��� �� U� �� ����	� Ū ��� ��	������ ������	�
�

!"



���� ������	�
�

������� � U0 �� U
′
0 	
��
�� ������� �� ��� ������� �� ��
�
���� �� ��� 
��� ��
�

��� Ū ��� ��� ��������� �������
�� �� U � �� ���� ����� �
 ������� ��
�
��
�
����

��� U � �

������� ��	�
�

��� U �������� �� �������� ��� �� �������� ���� ����� U � �� �������� �������
��������  � �!��" ���� ����������� �� U ��� �������� �� �������� ��� �� ���� # ���
$����%����" $���� �� ����������� ���������� �� U � &��%�� ��� �'������� �����������
�� U ���� �'�$������ ��� ������ �� �������� ��� ����� ����� ���������" �� �����������
$����� ( ���' �'������� ����������� �� U �� ��� �� ����������� ���������� $���
���" �� �� ����� ����) ���%�� ����� %�� U � �� �������� ��������������

����� ��	�

���� U �� �����	
 ����� � �	��	���� �������������� ��	
 ���	 ����� 
�	����	�

M ��� ��� UM = U � M �
� ��	������ ��������

������������� �

��������� ��� M ����� �
� 	������� �����
��� �� ������ ���� ��� ���������

�������
�� N �� M� �� ���� ����� ��������� ����
��������� p, q ∈ S1(N )� ��������
P �� Q ���������� ��� �
���
����� �� p �� q �������������� ��� ��������� P �� Q ����

���� �� ��� �� ���!������ "����� V �������� �� ����
���� �� �� �������� ������
���

B(V )� #$��������� ��� �
������ �� B(V ) �� ��
�� ��������� �� ��� A1�A2�B1�B2�

�� ���������� ��� ���������� �������� φ, φ′ : V → U �� ���� ����� ���� % φB ������

A1 �� A2 �
�� P �� B1 �� B2 �
�� Q & φ′B ������ A1 �� B1 �
�� P �� A2 �� B2

�
�� Q� ��� 
�����
����� φR �� φ′R ���� ������ �������� �
 φB �� φ′B� �������� V ���

���� �
���� ����� �� ���� ������ �� U ��
 φ �� φ′� �� ���� 
����� ������� ��� �

������� ��
�
��
�
���� �� ���� '�� �
���	
��� ��� ��� ���� �����������

��������� ����� ������ ���� ���������� �������
��� ψ, ψ′ : U → U ������ ��� ��

��
�
��� ����
�� ������� %

V
φ ��

φ′

��

U

ψ

��
U

ψ′
�� U

��� 
�����
����� ψR �� ψ′
R ������� ������ ���� ������ P �� Q �� ��� ���������

�������� ����
���� ���!����� P̄ �� Q̄ & �
 ����������� ψ ◦ φ ���� ������ A2 �
�� P̄ � ��
ψ′ ◦ φ′ ���� ������ A2 �
�� Q̄� �� ��
�
��� ��������� �� ���� ���� �
� ��������
�� ���� �� ������ ��� M ���
�� '�� 	������� �����
��� �

�������� ��	�
�

 '������� ��� ������ ������ %�� �������� �� �������� �*��� �� �������� �������
������� +  '������� ��� ������ ,�������� �����' ���*��� ��� �� ��������
������������� +

-��� ������ ( ������� ����� ��� �������� ��� ��� $������ �� ������� ��� �����
������ ���� ������ �����" $.��$.��� ��� ( �������� ( �� %������ 6 ���� /��0"
%� �������� � � �'���� ��� �������� ����$���� ��� ��� $������ �� ��������
1��� ����� �� ���� �� $���� ��$���" �� $����2�� �� ������ U" �� �� ���� X =
{(U, φU )/φU ��� ��� �'������ �� U ����� ��� ��������� ( U} ���������� �� ��� �����

3�



�������� 	
 ������ �� ������

�������
 �� ������� SU≡(U) �� �������� �� X ��� �� �������� � !��������"� ≡
 ����
������ �!#��� ��� ������$�� ��� "�� ����%&��' ���� �!%������ ��� "���� ������$�� �����(
)��� * � �+��%� �� �!�������� T0 �� ��� �����("�%��"��
 ,� ������$�� ��� ���� �!#���(
���� ��� �!%����"���� �� �� ������$�� ��� ��� �-!����� "�%��.��� ���� �� ���$�$� #+!
�� ��$���� ��������


�� R ∈ R(U)' �� ���� /

< R >= {(U, φU ) ∈ X/∃φ, φ′ : U −→ U′, ∃ā ∈ B(U′), ∃S ∈ R(U), φ(φU (S))(x, ā) = φ′(R)}

,�� ����%&��� < R > )��%��� ��� ��!&��� �� )��%!� �� X 0 ���� ��1��� ��(
�!������ X "�%%� �� ����"� ������$���� %��� �� �� ������$�� ��$����!� ��� "����
��!&���


�������� �	
	��

���� ����� �!#�� � ����%&�� X' �� ���" � ����%&�� SU≡' �� %���.�� * �+"���� �� "�����
�� ��%������! �� � ������� U �%&����
 �� "-��+ � �+������ ��� �� �!#������ �� �� ������$��
��� ���� ������ ������ ��� "�� ����%&��� / �� ��"����� �� "����� �� ��%������! �� U'
��� �!������� �� "�%��"��! ��� ���� ������ !������ ���� �� ����� ���������� �������+

�� �2��' "���� "����� �� ��%������! ������' ������� ����� �!#������ �� �� ������$��' ��
����� ���� �� ���� �������$� ��� � ����"� ���� ������ 0 �����%��� ���' ���� ��"�����%���
������ �� � ����"� � ��������%��� � ����"� ������ "�%%� ����(��"�����%���' �� ��� ���"
"�%��"� ���� ��� ������� ����3 �����!���������
 ���� ����� ���" "-���� � �+"���� "����
"����� �� ��%������! ���� !������ ��� ������!�!� ������$����� �� � ����"� ����! �� "�
�����' ��� � ��.���� 4��� �����%��� %���� ���������


�������� �	
	�� 5����"� SU 〈〉(U)6

�� ������� SU 〈〉(U) ������	� 
��������� ��
��� �� ���
��
��
 X ��� �� ����
��

����������	� � �����
��� ��� ����� ��������� �� �� ����� < R > ��

�������� �	
	��

��
 θ : U→ U′ ��� ��
����� ������
��� ��������� ������	�
�� θ̄ ����� ���

θ̄ :

∣∣∣∣
SU 〈〉(U) → SU 〈〉(U′)
(U, φU ) �→ (U, θ ◦ φU )

��
 �� ��������������

������������ �

���� ����� 	� 
������������ �� ����� SU(U) ��� SU 〈〉(U)� �� < R >U ���

	�������	� < R > 
��� SU(U)� ���� �������� 	�� �������� ā ����������� 
��� 	�


�������� 
�� ������	�� 
� 	� ���� < R > ��� 
��		��� 	�� ���������� ���� ���� ����

�� ���� �� ������ ������ 
� ��� ��������� ���� �������� ���	����� 	� �����	� ◦

��� 	�� ������������ 
� ���������� 
� ���� ��� fg = f ◦ g� ���� ������ ����� 
� 	�


������������ ���� 
�������� �� 
������� ������� �� ��� � ��� ���� ���
��� 	������

�� ��������� ���� 
�������� 
��� 	��
� 	� ����� 
�������� 
� θ̄� ��� ������������ ��

������������ �� ����������� �� 	� ���� ����		� ��� ������ �� ��� ���	����� ���� ��� �����

�� ��������������
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���� ������	�
�

����� �����	��� 
 ������� ��� (U, φU ) �	 (V, φV ) ���	������	 ��� �����

��������� �� �� ����� < R >U� ���	 R
′ ∈ U′ �	 ������� ��� (U, θφU ) ∈< R′ >U′ �

���� ������� �����	��� ��� (V, θφU ) ∈< R′ >U′ ��������	� �� ����	� φ, φ′ : U′ −→ U′′

�	 SU ∈ U 	����� ��� φθφU (SU ) = φ′(R)� ����� U′ ��	 ��� ��	������ ������	����

�� U� �� ����	� ��� ����	��� R ∈ U 	���� ��� R′ = θ(R)� ��� φθφU (SU ) = φ′θ(R)� �	

(U, φU ) ∈< R >U� !��"� (V, φV ) ∈< R >U� �	 �� ����	� ψ, ψ
′ : U

−→ U′′′ �	 SV ∈ V
	����� ��� ψφV (SV ) = ψ′(R)� #� ������ �� ����� ����������	��� ������	���� $�%�&

��� ��	������� ������	����� ψ �	 θ ��� ��	���� ���� ��	������� ������	����� α �	 α′

���� �� ������� U′′′′ 	����� ��� α′θ = αψ� ��� ��� ��	������� ������	���� αψ′ �	 θ ���
��	���� ���� ��	������� ������	����� β �	 β′ ���� �� ������� Ū 	����� ��� βαψ′ = λθ�
#� � �����

βα′θφV (SV ) = βαψφV (SV ) = βαψ′(R) = β′θ(R) = β′(R′)

"� ��� ������� ��� (V, θφV ) ∈< R′ >U′ �

V
φV

��

U′′′ α �� U′′′′

β

��

U

ψ,ψ′
��

θ �� U′

α′
��

φ,φ′
��

β′


U′′

U

φU

��

Ū

��'�"	���	� 
 ������� ��� (U, θφU ) �	 (V, θφV ) ���	������	 ��� ����� ��(

������� �� �� ����� < R′ >U′ � �	 ��� (U, φU ) ∈< R >U� )���� �� ����	� φ, φ
′ : U

−→ U′′

�	 SU ∈ U 	����� ��� φφU (SU ) = φ′(R)� #� ������ �� ����� ����������	��� ���(

���	���� $�%�& ��� ��	������� ������	����� θ �	 φ ��� ��	���� α �	 α′ ���� U′′′ 	���
��� α′θ = αφ� #� �������� * ������� * αφ′ �	 θ ��� ��	���� β �	 β′ ���� U′′′′ 	���
��� βαφ′ = β′θ� #� � �����

βαφφU (SU ) = βα′θφU (SU ) = βαφ′(R) = β′θ(R)

"� ��� ������� ��� (U, θφU ) ∈< θ(R) >U′ �	 ���" ��� (V, θφV ) ∈< θ(R) >U′ � ��

����	� ���" ψ,ψ′ : U′ −→ Ū �	 SV ∈ V 	��� ��� ψθφV (SV ) = ψ′θ(R)� �	 ���" ���

(V, φV ) ∈< R >U�

V
φV

��

U′′ α �� U′′′

β

��
U

φ,φ′
��

θ
�� U′

α′
��

β′
��

ψ,ψ′

��

U′′′′

U

φU

��

Ū

���'�"	���	� 
 ���	 (U ′, φU ′) ∈ SU(U′)� #� �����	 ��������� U �� ����	 B(U) =

B(U) �	 R(U) = θ−1(φU ′(R(U ′)))� �	 ����	������ ��������� φU : U → U "����

�	��	 ������	�	� ��� B(U) �	 ����"������ �� R(U) ���� R(U)� �� ��	 ����� "���� ��� θ
�����	 ��� ��	������ ������	���� U � φU ′(U ′)� +��� ������ �����	��� ��� θ̄(U, φU ) =

(U ′, φU ′)� ������� ������� ��� (U, θφU ) ∈< R′ >U′ � )���� �� ����	� φ, φ′ : U′ −→
U′′ �	 SU ∈ U 	��� ��� φθφU (SU ) = φ′(R)� ,��� θφU (SU ) = φU ′(SU ′) ��� ��

�



�������� 	
 ������ �� ������

SU ′ ∈ U ′ ������� φU ′(U ′) ��� ��� �	�����
� ���������� �� U ′� �
�� φφU ′(SU ′) =
φ′(R′)� �� (U ′, φU ′) ∈< R′ >U′ � ������
������� ����
�
�� ��� (U ′, φU ′) ∈< R′ >U′ �

��
�� �� �	���� φ, φ′ : U′ −→ U′′ �� SU ′ ∈ U ′ ���� ��� φφU ′(SU ′) = φ′(R)� ����
φU ′(SU ′) = θφU (SU ) �
�� �� SU ∈ U ������� θ ��� ��� �	�����
� ���������� �� U
���� φU ′(U)� ��� �
��������� (U, θφU ) ∈< R′ >U′ � �� ��� ������� ��� (U, θφ) ��
(U ′, φU ′) ������������� ��	 ��� �������� �� �� �
�� < R′ >U′ �

U

φU

��

U ′

φU′
��

U
θ

�� U′
φ,φ′

�� U′′

�
�������� � �
�� R′ ∈ U′� �� R ∈ U ��� ��� θ(R) = R′� �
�� ���
�� ��
�����
��� θ̄−1(< R′ >U′) =< R >U� ����
�
�� �
�� � ��
�� ��� (U, θφU ) ∈< R′ >U′ �

��
�� �� �	���� ψ, ψ′ : U′ −→ U0 �� SU ∈ U ���� ��� φθφU (SU ) = φ′(R′) = φθ(R)�
�
�� (U, φU ) ∈< R >U� �� ��� ������� �� ����!�� �������
�� ������
������� �
��

(U, φU ) ∈< R >U� ��
�� �� �	���� φ, φ : U
−→ U′′ �� SU ∈ U ���� ��� φφU (SU ) =

φ′(R)� "� �������� �� ��� � ���#����
� ���������� $�%�& ' θ �� φ′ �
�� 
������
α �� β ���� U′′′ ���� ��� αθ = βφ′� ���� 
� �� ���������� ' βφ �� θ �
�� 
������ λ ��
μ ���� Ū ���� ��� μβφ = λθ� "� � ��
��

μα(R′) = μαθ(R) = μβφ′(R) = μβφφU (SU ) = λθφU (SU )

�� ��� ������� ��� (U, θφU ) ∈< R′ >U′ � �� �
�� � �#����� θ̄−1(< R′ >U′) = < R >U�

U
φU �� U

θ ��

φ,φ′

��

U′ λ ��

α

��

Ū

U′′
β

�� U′′′
μ

��

(������� � �
�� R ∈ U� �
�� ���
�� ��
����� ��� θ̄(< R >U) =< θ(R) >U′ �
� ���!� � ����� ���������� )�
�������� �� θ̄*� 
� ���� ��+' ��� < θ(R) >U′⊆ θ̄(< R >U

)� �
�� �
�� (U, φU ) ∈< R >U� "� �
������� �� �� ���#��� ��� ��,������ )���
��
���� �� ������ �
�������� �� θ̄*� �� �� �� ������ ������� � �������
� ��������� ����
�
����� �� ��
�������
�� �

���������� �	
	��

���� ���� ����	�
 U� �	
���	 ����������	 SU 〈〉(U) �	 ���	�� ��	 �	 �� ���

	 �	


��������� �	 U�

���� �	
	
�

�	�� ����	�
 ������	���� ��� ���	
 	�
	���	
 �	 �� ����	 < R > ���� R ∈ R(U)

��� 
	������	
�

������������� �

�
������
�� � ���-��� �� ���� B(U) ��#����� ��� ��� ������
�� ���� � �������
φU (R(U))� � ��� ��������� ��� �	�����
� ���������� �� U � �� �
�� ���
�� ��
�����
��� � ��� ����� ��� �	�����
� ���������� �� V � �
�� R ���� ��� ���-��� . ��� ��/����
��
U ∈< R >� �� �
�� �#������ V ∈< R >� �� �� �	���� S ∈ R(V ) �� ā ∈ B(U)

��



���� ������	�
�

��� ��� φV (S)(x, ā) = R)� ��	 
��������� �������	 ������	� ��	 �� ������� ���

φV (R(V )) 
������� �������	 ������	� ��	 φU (R(U))� ��	 �� 	���������� ����	�����

�� ������� ��� φV (R(V )) = φU (R(U))� 
� ��� 
��
��� �� ������	������ �
�� ���� ������ ������� ��� �������� SU≡(U) ��� �� �������� �� ��������

SU 〈〉(U)� ������� � ������� ���������� � ≡ ��� ��� !�� ���  �� ��!��� ��� SU 〈〉(U)�
"� � ���� ��!��� ��� ��� �����#�� ��� SU≡(U) $

��������� �	
	
� %&��� � SU≡(U)'

�� ������ �	
 SU≡(U) 	�� �������� �� �	��������� ������� SU 〈〉(U) �
 �� 
�������

����	�������� ≡�

(��� ������� ���������� ������� � ���������� �� ����� � SU 〈〉(U) $

��� �	
	



������� SU 〈〉(U) ��������� � �������� �� ���
����� T0 � �	
 ��	� ����� ���������

U �� V � �� ������ 	� �	��
� ��������� ��	� ��� ����� �� �� ���	�
��

������������� �

�� �� 
���	 ��� 
��� �� ���
� T0 ������ 
��� �� �������� �� ��������� X ��	 ��

	������� �����������
� ������� � ���� ������� ����	� ����� ��� ����	�������� ���

���� ��	��� �� ���
 ��� ���� ����	�� �
������ � SU 〈〉(U) �� �����)��� �� ����� *� �� #����� ��� � ��������� �� ����������

T1� ��� ��� ��� ���� ���� ������ ������ �� U �� V �� SU 〈〉(U)� � �+���� �� ������
 �������� U �� ��� V � �� �� ������  �������� V �� ��� U � ,�� � ��  �����-�+���� .
 ���� ��������� T1 $

����� �	
	
�

���� M � ���� ���� ���� � ��#�#� L = {P,Q}� P �� Q ����� ��� ����� ��� ���+ .
���+ ���/������ ��!����  �-��!���� �� ��� ��� P ∩ Q ���  �-��!��� ������� U ��������
�� M� ��  ���������� �� ����-������� U �� V �� U ��#������ ����� �������� ��� P ��
��� P �� Q� ����� ��� �� ������ ��������� φU �� φV � 0� ����� ψ : U → V ��� �����
��������� �� U ���� V � �� ����1�� .  � ��� φU = ψ ◦ φV �

,���!��� ���� ������� ��� U �� V �� ���� ��� ��������� &� �2��� ���� ���������
� �+�������� �� ������� W �+������� ����������  ������ . U �� V 3 �� ���� φU �� φV
�� �+�������� ����������� �� ��������� 4������ W ��� ��� �+������� ���������� �� U
�� ��� P ��#����� U � �� ���� ��� φU (P ) ��#�����W � &� ����� ����� �� ���� ��������
��!��� ��  �-��!��� ���� W �� ������� 5��� ��� φU (P ) �� φU (P c) . �� ������ !�� ��
������ ��1�� 0�� φV ����� ��� �+������� ����������� �� ���� �� ����� ���� ����6�� P
�� Q ��� ���+ �������� ����W ��� ���� ��!����  �-��!���� �� ���/������ 4��  ����������
φV (P ) �� φV (Q) ������� 5��� �#��+ . φU (P ) �� φU (P c)� . �� ������ !�� �� ������
��1�� ���� �� ����� ����� ������� φU (P c) = φU (P )

c� �������� ��� ������ �� B(W )
��� �� ���� �� ���� φV (P )� �� ���� φV (Q) ���� �� ������ !�� 3 ��� � �+���� ��� ��!����
�� ������ �� B(V ) ��� �� ���� ��� ���� P �� ���� Q� �� ������� ��� 5��� ����6�� *���
�� ���� ���#�� ���� W � "� � ���5 *� φV ��5��� ��� �+�������� ��� ��� �+�������
����������� �� ������ ��� U �� V �� ���� ��� ��������� �� ��!������� ��� ���+
������ ������ �� ���� SU≡(U)� ����� ��� ���� SU 〈〉(U) �����1� � ���� �������
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�������� 	
 ������ �� ������

���� ����� R ∈ R(U) �� ��������� ��� V ∈< R >c
 ���� ������ �� ������ ���
U ∈< R >c �!��� ���" #� ��� � �������� ��� ���� ��$��� #�������� V #������� �!�%
�� ��� U " #����������� �� ��������� T1
 ��������� ���# ��� U ∈< R > & �� �'����
���# φ, φ′ : U → U′ ���' �'�������� ��� ��������" RU ∈ U �� ā ∈ U ���� ���
φ(φU (RU ))(x̄, ā) = φ′(R)
 (��� �� �����#�����" ������� φU = φV ◦ ψ" �� �� ������
ψ(RU ) = RV " �� � φ(φV (RV )) = φ′(R)" �� ���# V ∈< R >" #� ��� ��� �)�����

��� #���������" U ∈< R >c" �� ��� ����#�� SU 〈〉(U) �� SU≡(U) �� �����*��� ��� ��
��������� T1


���� ���$��� + ������� ���� ������� $��� ��� ���������� �� #� ��#��� ,�� ����-�
�� �����%#� ��#���. �� SU 〈〉(U) �� SU≡(U)
 ���� �/�)���" ���� ������������ ���
������ ������!���� ��� ��� #���� ��� �����*��� �� ������!�� �� SU 〈〉(U)


��������� �	
	
� ,����#�� κ%0�����1*.

���� X �� ��	
�� ��	������� ����������� �� ���� �� �������� L(X) �� X ��� �����

����� ��
�� �
� � 1 �� X ��� ��
������	
��� �� ����� ��
�� �� 	��� 	���� �
����
�

����� κ ��� ��� ���� ������������ ������ �� X 
������ �� ����������������� ��

�
���� 
� 	��� κ �� X ����� 	
� ��
������	
���

�� ��	
�� ��	������� ��� ��� κ��������� �� ��� ���� �� �������� ��� κ�

������� �	
	
�

����	
�� SU 〈〉(U) ��� κ��������� �� �� ��������� �� U ��� �� �
���� κ�

������������� �

��������� ��� U ��	 
� ����� λ > κ� ���� λ ����� �	 κ ����������� �	 
�����

	��� ����� ����	� �� ���������	 ����	 
� SU 〈〉(U) ������	 ����� ��������������	

� ��
���� κ� �� ��� ��������� ��� SU 〈〉(U) ����	 ��� κ����
����� ���	 (Ri)i∈λ ���

������� 
� ���	���� �����	���� 
� U 
��	 ������ ������������ ����	 �����	���� ������


���� �� ������
⋃
i∈λ < Ri >

c� ����	 �� ���������	 � �� � �	� �� U ������	���	

��� ! ��		� ������ ���� �� ����	���	 ��� �"��� �����#��� 
� �� ���� < R > ��� U�
�	 ��� ��	 
��� ���#��#��� $��� �� �����#�� 
� �� ����

⋃
i∈I < Ri >

c� ���� I � λ
�� ���	���	 ��� �������� �����
� �� ��� (Ri)i∈I � �	 �� ���	 
��� ��� "	� �� �����

���������	 % �� ��	������� �� ���������	 
���� ���
��	 ��� 
� ��������������	


� 	����� κ�

&�����������	� �� U ��	 
� ����� κ� ���� �����
���� �� ���������	 ����	⋃
i∈I < Ri >

c� �� ������� 
�� ���	���� (Ri)i∈I �����
� U � �� � �	� �� �� ���	��	

��� �� ���� �������� U �����
� �� ��		� ������� ����	 �� ����������� 
� U ��� ��

��� ��	 ��� ���#��#��� �	 ��� 
���'� �� ����� (�)�)* ������	���
��	 
��� ��� ���

�"��� �����#��� 
� �� ���� < R > ��� U % �� ����	 
��� +�� 
� ���������	�

�� ��� ���	�
�	 �� ���	 ��� ����	 �� ���������	� ,���'� �� ����� (�-�--� �� ���	

��	��� 
� (Ri)i∈I ��� ������������ �����	��� (Rj)j∈J 
� 	����� κ� .� �#	���	 ����

�� ��������������	
⋃
j∈J < Rj >

c % �� � �	� �� U ∈ SU(U) �	 R ∈ R(U)� ����
�� ���	 
���� R ! ��	� 
� �� ������� (Rj)j∈J � �	 �� U /∈ ⋃

j∈J < Rj >
c� ���� ��

������	� 	��	�� ��� ���	���� (Rj)j∈J � �	 
��� ��������	 R� /� ���������	� U ��	

���#��#�� ! U� �	 SU(U) ��	 
��� #��� ������	 ��
⋃
i∈J < Rj >

c� �� ��� ������	
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�

�� ������	
�	���� �

���������� �	
	
�

�� U ��� �� ��	
��	 κ� ��	� SU≡(U) ��� λ��������� ��	 �� ��	����� λ ≤ κ�

������������ �

� �
������ ���� 
�����
����	 ����
	 �� SU≡(U) ��	 �� 
�����
����	 ����
	 ��
SU 〈〉(U)� ��� ��	 κ��������� �� ���	 ���� �� 	
����
 �� �����
�����
����	 �� 	����� κ
��� ��	 ���
� �
���	� ��
 �� �����
�����
����	 �� 	����� �� ���� κ� � ��
�� ����
���
�
��� ��
������ ��� �����
�����
����	� ����� ��	���� ��	 �� ��
����� λ ������� 	�� ���

	��	 
�����
����	 ����
	 �� SU≡(U) ����	 �� �����
�����
����	 �� 	����� �� ����

λ � ��	
����	 ��	� SU≡(U) ��	 λ��������� �	 �� � ����
����	 λ ≤ κ� �

��� ����� ������� �� ������ ���� �� ������� �������� � � ������ ������� ���
���� ������� ��������� SU 〈〉(U) �� SU≡(U) ��� ��� !���� " �����#��� ���$ � ������
������� �� �!������� �� ��##� �����% ��� ���� ����� " &'��� ��� ��� ��� ����� (����
���������� �� �����!�! �'�#����#���� �� �'������� U �)� �� �!����� ���������#���
� ����� ��������

����������� �	
	
�

�� U � �� �	�	���� ������
������� ��	� SU 〈〉(U) = SU≡(U)�

������������ �

�������
��� ���� ����������
� U �	 V �� U� ���� φU �	 φV ��� ��	�������

��

��������	���  � U �	 V ���	 ����������� �� ����	� ���� ��	������� ������	��
��

θU : U → V �	 θV : V → V� �� �������� �� ����� �� ���	����� !�"�#$ % U � φU �	

θU � &� ����	� ���� ��� ��	������ ������	��
� α : V → V′� ��� ��	������ ������	��
�

ψU : U→ U′� �	 ��� ��	������ τ : V′ → U′ 	����� ��� τ ◦α ◦ θU = ψU ◦ φU � '��������
�� ����
���� �� �� ��	��	��� (

V′

τ

��
V

αθV

��

φV ��

U

αθU

��

φU

��

U′

U

ψU

��

�� �������� % ������� �� ����� �� ���	����� !�"�#$ % V � φV �	 αθV � &� ����	�
���� ��� ��	������ ������	��
� β : V′ → V′′� ��� ��	������ ������	��
� ψ : U→ U′′�
�	 ��� ��	������ τ ′ : V′′ → U′′ 	����� ��� τ ′βαθU = ψφV � ������
� V′ ��	 ���
� ��
����������
� �� U′ �	 U′′ ��� ���	 ��� ��	������� ������	��
�� �� U� �	 �� �
��
��	�

����������	��� �� U �������� ����� ����	� ���� ��	������� ������	��
�� χ′ : U′ → Ū
�	 χ′′ : U′′ → Ū 	����� ��� χ′′τ ′β = χ′τ � )���� �� ����
���� �� �� ��	��	��� (

*+



�������� 	
 ������ �� ������

V′

τ

��

β �� V′′

τ ′

��

V

αθV

��

φV ��

U

αθU

��

φU

��

U′ χ′
�� Ū

U

ψU

��

ψ
�� U′′

χ′′

��

��������� � ��	�
�� ��
 U ∈ 〈R〉 
� �	�������� ��
 V ∈ 〈R〉 	���
�
��� �� ����

����� 
����
 ψU , ψ
′
U : U

−→ U′ RU ∈ R(U) 
� ā ∈ B(U′) �
�� ��
 ψU (φU (RU )(x, ā) =
ψ′
U (R) ���� ταθU (RU )(x, ā) = ψ′

U (R)� ���� �������
� �
� ��������� �� ���
���

ā ���� �� ����
 �
 �� �	������������ ����
 V′ 
�� ��
 
��
����� 	�	�
�����
 �
 V

�� 
����
 RV ∈ R(V ) �
� ��
 αθV (RV ) = αθU (RU )� ��� ����	��
�� χ′ψ′
U (R) =

χ′ταθV (RV ) 
� ���� χ′ψ′
U (R) = χ′′ψφV (RV )� �� ������ ψV = χ′′ψ 
� ψ′

V = χ′ψ′
U 

�� ����
�� ��
� ��
����
��
 �
 �
�� 
��
������ 	�	�
�����
� ψV , ψ
′
V : U→ Ū �
��
� ��


ψV (φV (RV )) = ψ′
V (R) �
 ��� �������
 ��
 V ∈ 〈R〉 
� ������� �� �	������������ �

������� ��	�	


���� ������� �� ������� ��������� ���� �� ��� ��� ���� ���!"�� SU≡(U) �# SU 〈〉(U)
���# ���#��"#�
 ���# M �! �#��"#��� ��� �� �!�$!$� L = {P,Q,R}% P % Q �# R &#!�# ���
�'�(���� �� ��&��"!#% ��#����&#&� "���� ��� �����(��� ��)��� �# "�*��)���% �# #���  ��
P ∩Q% P ∩Qc% P c ∩Q �# P c ∩Qc ���# ��)���% R ⊂ P c% �# R ∩Q% R ∩Qc% Rc ∩Q �#
Rc∩Qc ���# ��)���
 �� !������ U ��������� ��M% U �� ����*������� ��$����& �!� P �#
V �� ����*������� ��$����& �!� Q% φU �# φV &#!�# ��� ��"������� !���"�&��
 �� ��# "�!��
 �� U �# V ���# ���(�!(��� +��� ���# �,�� #�!��-���!(��� ���� �� ��!�#��.
 ��!�#��
�!�#% �� ! &��������#  �� U ∈< P > +�� "�����&�!�# φ = φ′ = idU ��� ��#�������
&�&���#!���� �!�� �! �&)��#��� �� < P >.


���� !����� �&���#���  �� V /∈< P >
 �� �/�#% �����# φ, φ′ : U→ U′ ���� ��#��*
����� &�&���#!����
 �� ���# ��������  �� U′ ��# ��������� ����� ��#������ &�&���#!���
M′ �� M% �#  �� φ′ ��# ����#������ &�&���#!��� !���"�&� 0 "�##� ��#������ &�&���#!���
M�M′ +"���� �!�� �� ����� 	
1
2. 3 �� �!�#�"�����% �� ! φ′R(PM) = PM′

% "�  ��
���� !(�&$��! �� φ′(P ) = P +"�# !(�� �� ��#!#���� �� ����!�# �!� ��,#�� 0 "��-�����.

���� �&���#���  �� V /∈< P >% �� ���� -!�# ���" �&���#���  �� ���� #��#� ���!#���
S ∈ R(V ) �# #��#� ��#������ &�&���#!��� φ : U → U′% �� ! φ(φV (S)) �= P 
 ���� ��
φV ��# ����"������ �� V �!�� U% �� ! R(V ) ⊂ R(U)% �# ���� ������ ���" �&���#���
 �� φ(S) �= P 
 4!�� ��� ������ ���!#���� �� V ���# Q% Qc% �# ��� �����(��� �(#���� ��
!5��#!�# �# �� ��#��!�# �� ���(�� )�� ��&�&���#� 0 Q �� Qc
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 z ∈ MorG (b0, b)� ���	 fcz (SG ) = δ(b) # 	� d ∈ MorG (b, b′)� �� ���	
�
z ∈MorG (b0, b) �
 z

′ ∈MorG (b0, b
′) 
��	 ��� cz′◦c−1

z = d� �
 ��� fcz′ ◦f−1
cz = δ(d) #

����� ��� 
�	 z ∈MorG (b0, b) �
 z
′ ∈MorG (b0, b

′)� d = cz′ ◦ c−1
z ∈MorG (b, b′)�

�
 ��� fcz′ ◦ f−1
cz = δ(d)�

�� ��	 ��	
� $ ����
��� �� ��������
� �� V ����
������
 $ ��	 ������
�	 %���	
&
$&���� �� ��������
� �� 	��	 �� '�(� )�
 W �� ������	 	�
�	���	��
 ��	 ������
�	 * $
+� ��������	 W ����
 U ���� 	�	&������	� �
 ��
���
 ��� ����
�� S′

G ��
 (G , δ)
�	
 �� ������� �� ����	� # �� ���
�������� �� ���	
� C ′ �
 R′(x, y, z) 
��	 ��� ��� 
�

b ∈ ObG � �� ���	
� c′ ∈ C ′ 
��	 ��� f ′c′ = R′(x, y, c′) 	�
 ��� �����
�� ��
�� S′

G �

δ(b)� ,����		�	 ���������
�� ψ : V → W 
���� ��� ψ|U = idU � �
 ψ|SG �	
 �����

$ f ′c′0
−1 ◦ fc0 %- c0 ∈ C �
 c′0 ∈ C ′ 	�
 
��	 ��� fc0(SG ) = f ′c′0(S

′
G ) = δ(b0)( #

ψ(SG ) = S′
G �
 ψ(R) = R′ # ����� ψ(cz) ��� z ∈MorG (b0, b) �	
 ���� $ c

′ ∈ C ′ 
��
��� fc′ = fcz ◦ f−1

c0 ◦ f ′c′0 �

.� �"���"� $ ����
��� ��� ψ �	
 ��� 
���	����
�� ��
�� V �
 ψ(V )� �������&
��
�� ψ �	
 ������
�
� 	�� U � �
 ���� ���	���� ���������
 ��	 ��	�����	 0&�����		����	�
���	��� S′

G � R
′ �
 C ′ 	�
 0&�����		����	� ,� ���	� ������� �� SG �	
 ���������
 �����

$ S′
G %���	��� ��	 �� 
���
�	 ������� ��	 �����
��	 ��� ������ ψ 	�� SG (� �������

�� C �	
 ��		� ����� $ C ′ / �� �!�
� ��� �����
�� �� ψ(c) ��� c ∈ C� �� �	
 �����
��� ψ �	
 �����
��� �� C ���	 C ′� �
 �
��
 ���� �� ������
 c′ ∈ C ′� ���������
��
f ′c′ ◦ f ′c0−1

�	
 ����� $ δ(d) ��� �� ���
��� d ∈ MorG � δ(d) = fc ◦ f−1
c0 # ��� ��	�&

����
� f ′c′ = fc ◦ f−1
c0 ◦ f ′c0 � ��- c′ = ψ(c)� �
 ψ �	
 	�����
���� �� ����
�� R �
��


������ $ ���
�� �� SG �
 C� ��	 ������
	 �� 	�
�	���	��
 	�
 ���0�	 ����
����
 	�� ��	
������
	 	�
�	���	��
 R′ ���	 W � 1��������
� ψ �����
 ���� ��� 
���	����
�� ��
��
V �
 ψ(V )� �� ��� ��"2�� �� ����
��� �� ���
 '� �

��������� �	
	�

�� ������� ��	
� �������	� ��
�	�� �� U ��������� � �� 	������� ����	�
 G � ���
��
������ φ : U → V 
���� ��� φ|U ���
 ��� 
	�����	��
��� �� U ���� φ(U) �
 V
���
 ��������� � �� ��	
� �������	� ��
�	�� ��������� �������� � G �

���� ������ � 	
���� �����
�
 ��� ��

��	������� ��
� ��� �
��	����� ����
��
���� �� �����
� U � ��� ��
�� ��������
�� ���
���� ��� ��

��	������� � ��� ��
��
�� 	�� ����
��� �� ����� �����
�� 	�
 �
�������� ���� ���� ���� ���� ������
���
�� ���
� ����� 	�
 �� ����� !�� �"�#�
� �� ���� ��� ��$��
 ��� ����� �"�%���������
��
� �
��	����� 	
������ ����
� �� ���� %�� �� ���������� %�� ���& �
��	�����
��� �%�������� �� ��� ��� �������� � �� ' �(�� ) ��
� ��������
� ���
���

*+



���� ������	�
� �
�������������� �� ��������� �� �����


��������� �	
	��
������ (G , δ) �� (G ′, δ′) ���	 
�������� �������� ���� �� ������� U � �� ��� ������
���� �������� !"� �� �� ���� (G , δ) ∼ (G ′, δ′) ��� G ∼ G ′ �� �� �����	�� ��� ������
�� �� �	���� �� 
������� ������� (G ′′, δ′′) ���� U � ��� ��� ObG ′′ = ObG ∪ ObG ′�
(G ′′, δ′′)|ObG = (G , δ) �� (G ′′, δ′′)|ObG ′ = (G ′, δ′)�

������� �	
	��

�#�������� $� � !%� &%'�(')*�" $' $%�!" �"! � � %���!�' *#�������� $�� � �+�!, ����
�"! $���%�-� ! %�.�/��� �! "0-�!%����� �(('"' " ��� G1 ∼ G2 �! G2 ∼ G3, $�$� �!� !
!�-'�& � %�"(�$!���-� ! (�% ��" &%'�(')*�" G �! H � � *�1 �! ��'%" �� &%'�(')*�
G ∪ H *' ! ��" '23�!" "' ! ObG1 � ObG2 � ObG3 �! ��" -'%(4�"-�" "' ! ��" (��%�"
(g, h) ∈ MorG (b, c) ×MorH (a, b), ��" (��%�" (h, g) ∈ MorH (b, a) ×MorG (c, b), �!
��" -'%(4�"-�" g ∈ MorG (c, c′) �! h ∈ MorH (a, a′) ('�% !'�" '23�!" a, a′ ∈ ObG1,
b ∈ ObG2 �! c, c′ ∈ ObG3� �� $'-('"�!�' *�" -'%(4�"-�" �"! *�1 �� *� �� -� �5%�
"���� !� 6 "� g, g′ ∈MorG , ���% $'-('"�� �"! �� $'-('"�� *� g �! g′ *� " G "� ���� �/�"!� 7
*� -8-� "� h, h′ ∈MorH 7 "� (g, h) ∈MorG (b, c)×MorH (a, b) �! g′ ∈MorG (c, c′), ��
$'-('"�� g′◦(g, h) �"! �&��� 9 (gg′, h) 7 "� (g, h) ∈MorG (b, c)×MorH (a, b) �! (h′, g′) ∈
MorH (b′, a′)×MorG (c, b′), ��'%" (h′, g′)◦ (g, h) �"! *�1 � (�% (h′g′g, h) :$�$� �"! 2�� 
*�1 � (��"��� g′g ∈MorG2(b, b

′) =MorG (b, b′) =MorH (b, b′) (�% *�1 �!�' *� G �!
H ; 7 ��" ��!%�" $�" "' ! *�1 �" *� �� -8-� -� �5%�� �� <' $!��% *� $' $%�!�"�!�' δG∪H

�"! *�1 � "�% ��" '23�!" *� �� -8-� -� �5%� ��� ��" <' $!��%" *� $' $%�!�"�!�' δG1
, δG2

�! δG3 , �! "�% ��" -'%(4�"-�" (�% δG∪H (g) = δG (g), δG∪H ((g, h)) = δG (g) ◦ δH (h),
�! *� -� �5%� "�-����%� ('�% ��" ��!%�" $�"� =� ���-� !, $' "�*�%' " �� "'�"�&%'�(')*�
(��� *� G ∪H "�% ��" '23�!" ObG1�ObG3, � %�"!%��& � ! �� <' $!��% *� $' $%�!�"�!�' 
��/ '23�!" �! -'%(4�"-�" $' $�% �" 7 ' '2!�� ! � &%'�(')*� $' $%�! ��� !�-'�& �
*� �#�������� $� � !%� G1 �! G3, $#�"!�9�*�%� �� !%� "�!���!� *� ∼�

����� �	
	��

������ U �� �������� �� (G , δ) �� (G ′, δ′) ���	 
�������� �������� �� �����������
���� U � ���� ��� ������ ���
������� �������� ���������� ���� �������������� ������
V �� V ′� �� (G ′′, δ′′) �����
�� �� ���� ������������ ����� ����� �� 
������� �� �������
�� V ���� U �� �� V ′ ���� U �

������������� �

��� ������	
� 	� 
�� ������ �
 �������
� �
 G ′′ 
�� � �������
 �
 �	�	��� �


V ���� U � �	��
 G 
�� � �������
 �
 �	�	��� �
 V ���� U � 	� 
�	��
 C ∈ R(U) 
�
R(x, y, z) ∈ R0(U) ���	���	���� �
� ��������
� �
 �� ����	�	�� ������ �
 ���
� �� ���


C ′ 
� R′ �
� �
���	��� � �
�
� ��!���� �
 G ′ 
�� � �������
 �
 �	�	��� �
 V ′ ���� U �
���� ���
 �� ����������	��� ��� ���
���� fz : V → U 
� f ′z : V

′ → U �
� ���!�	���

	�"
!�	#
� ����	
� �
��
!�	#
�
�� ��� R(x, y, z) 
� R′(x, y, z)� $	���� c0 ∈ C� c′0 ∈ C ′�

� b0 
� b′0 �
� � "
�� �
 G 
� G ′ �
��
!�	#
�
�� !���
�������� % !
� �
� ����
����

&� ����	!�	
�� b0 
� b′0 ���� �
� � "
�� �
 G ′′� 
� �� ��
 ����
�
�� � �����	��


d0 : b0 → b′0 ���� G ′′� &���� �� ���
 φ �� !������
 f ′−1
c′0
◦ δ′′(d0) ◦ fc0 � �	 
�� �


 	"
!�	�� �
 V ���� V ′�

'�� ������ ����	� �
� �
���	��� D ∈ R(U) 
� R′′(x, y, z) ∈ R0(U)� �	� #��	�
�
�
 !
� �
���	��� ����	��
�� � ��	� �
 G ′′ 
�� � �������
 �
 �	�	��� �
 V ���� U �
(�� �)� ���� �� ���
 D = C � {(c0, c′0, d0)} ×C ′� ��� �	���	�
� �
� �����	���� ���

>?



�������� 	
 ������ �� ������

�� ������������ ��� �� ��	���
� �� c0� c
′
0 � d0 ���� D� � 
�����	������ �	������� ���

D = C � C ′ ����� ��� ���� ��������� �� ������� ����� �� �� ���� �����	� ����
�	���� φ�� �� �	��� ����� R′′(x, y, z) 
���� 	�� �� ������� �	���� ��� R′′(x, y, c) =
fc �� c ∈ ObG � � R′′(x, y, c′) = fc′ ◦ φ �� c′ ∈ ObG ′ � �� ��� f ′′z �� ���
��� ��� ��
������ �� �	��� ��� R′′(x, y, z)�

�	������ � ��	��� ��� D � R′′ 	������� �� ��� ��� G ′′ �� �� ��������� ��
������� �� V ���� U �  �� �	������� ���� �� �!"� b ∈ ObG ′′� �� ������� R(x, y, b)
�� �� ������ �#��� ���
��� ��"�
�$� �	������!�� �� V ���� U �

%� b ∈ ObG ′′� ����� b ∈ ObG �� b ∈ ObG ′� %� b ∈ ObG � ������� G �� ��
��������� �� ������� �� V ���� U � �� �&��� c ∈ C ⊂ D �� ��� f ′′c (V ) = fc(V ) =
δ(c) = δ′′(c)� %� b ∈ ObG ′� ����� �� �&��� �� ���� �� 	�	��� c′ ∈ C ′ ⊂ D �� ���
f ′′c′(V ) = f ′c′ ◦ φ(V ) = δ′(c′) = δ′′(c′)�

%� (d : b → b′) ∈ MorG � ����� �� b, b′ ∈ ObG �� b, b′ ∈ ObG ′� ����� d ∈ MorG
�� MorG ′� � �� ���
��� 
���� ��	
	������ �� ������� �� ��� ��� G � G ′ ���
��� ���������� �� ������� �� ����� ����� ����������� ������� �����
�$��� %� b ∈ ObG
� b′ ∈ ObG ′� ������ ������� G ′′ �� �� ���������� �� �&��� �� ��������� d1 : b → b0
���� G � �� ��������� d2 : b′0 → b′ ���� G′ ��� ��� δ′′(d) = δ′′(d2)◦δ′′(d0)◦δ′′(d1)�
'� �&��� ���
 c ∈ ObG � c′ ∈ ObG ′ ��� ��� δ(d1) = fc0 ◦ f−1

c � δ(d2) = f ′c′ ◦ f ′−1
c′0
�

�� �!��� ���
 ��� δ′′(d) = f ′′c′ ◦ f ′′−1
c �

%� d ∈ D� ����� d ∈ C �� d ∈ C ′� � �� ��� ��
��� ������� �� ��� ��� G � G ′ ���
��� ���������� �� ������� ���� �	������ ��#�� �&��� b ∈ ObG ′′ �� ��� f ′′d (V ) = δ′′(b)�

(���� �� d, d′ ∈ D� ����� �� �� ������ 
���� ��	
	������ �� 
�� �� d ∈ C �
d′ ∈ C ′� )��� 
� 
��� f ′′d′ ◦ f ′′−1

d �� �� �� ����� *

f ′d′ ◦ φ ◦ f−1
d = f ′d′ ◦ f ′−1

c′0
◦ δ′′(d0) ◦ fc0 ◦ f−1

d

)#����� 
� ��� ��	
���� f ′d′ ◦ f ′−1
c′0

� fc0 ◦ f−1
d ��� �� �� ����� δ(d1) � δ(d2) ����

���& ���������� d1 � d2 ���� G ′′�  �� 
���	����� �� �&��� �� ��������� d̄ �� G ′′

�� ��� f ′d′ ◦ φ ◦ f−1
d = δ′′(d̄)� 
� ��� 
��
�� �� �	���������� �

����� ������

�� ���� ��	�
	���� 	����� (G , δ) �� (G ′, δ′) ���� U �	�� ������������ ��	�� �� �	���
���������� ������� ��	����� �� G ′ ��� ��� �	��� ���������� ������� �� G ���� ����
���� �� ���� �� ��������� G �� G ′��

�	�
�����
� �

+�� ����� ����������� ������� 
��������� V � V ′ �� G � G ′ 
�������� ����
���& �#���$��� U � �� ��, ���
 �� �	������ ��#����� ��� ���!��!��� �� �&��!�� ���
�&������ 	�	������� 
�������

+#	���$����
� ���� G � G ′ ����� �#�&����
� �#��� ���
��� �� ��������� 
��
��
G ′′ ��� ObG ∪ ObG ′ 
������ G � G ′ 
���� ����-���������� ������� .�����	����
�� ���� ���������� ������ 
�������� V ′′ �� G ′′� � �	������� ��� 
#�� ��� �&��-
���� 	�	������� �� V � �� V ′� +�� �/��� �� G � G ′ 	�� �0�	������� �� ��, �� ��

��



���� ������	�
� �
�������������� �� ��������� �� �����


������� ��	� 
�	� �� �	�� ����� V � �� ����� 	�� ��������� φ : V → V ′′ �� ������
φ|U = idU � �� �� ��������� φ|SG � 
� ������� �	������ ��� ��������� 
�� ��������� �

� ������������ � 
� ����������� ������ � �� ������� c ∈MorG (b0, b) =MorG ′′(b0, b)�
�� ψ|SG = f ′′c

−1 ◦ fc � �� ������ ��� 	� ��
����� � V \U �	� 
� ��
����� 
	� ���������!
��� ������ 	����� � ����� ������� ��� V ′′ \ U � "����
������� φ ����� ����� ���
�
��� 	�� ��������� �
���������� �	�� 	� V �� V ′′ ��� 
�� �#��� ��
������ �������$
��
���� ���������� ���� ������	����� � 
� ����� ���%������ ������� ������ 	��� �


��� ������ ���� ����� !" # ��! �$���! �%&'� ��$!��! �! ("��)�*�!� ����"!+� ��!
�$���! �! � , $�" +& �! ��"+!�  ,�( �� "!�  �+!"�!�� ��+� $ )��� -$! �! .� "! $% ��!"�! / ��
"&)���! !�+ �� 0 ,� � !$$! �!,���! �� )!� )$�� �%!1�"+� 2

����� ������

�� ���� ��	
�� �������	�� ��
�	��� ��������� � ���� 	�������� ����	�
� G �
 G ′

���
 ����������� ���	� G �
 G ′ ���
 ���������
��

	
���������� �

&����� V �� V ′ 
�� ������ ���%������� �������� ����������� �� ���������� V ′′ 
�	�
��������� �
��������� ����	��� φ �� φ′ ����� 
�� ���
�������� ����������� ������������
"� ��������� �#��� 	� %��	��'� � 
������ ������� ( SG ��������� ��� 	�� )���	
�
����������

� �	 ����� ����� ��� 
� �����)������ ��� ��������� ��� ����
����� ������ 
�

���� ��*�� � ��� ����� 	���� ��	�� ����� ���%������ ������� �������� ( 	� %��	��'�
G ��� 
� ����� ���%������ ������� ������ 	� �	� %��	��'� �������� +�	� �	���������
��� ��� 
� �	��� � ����� ������������  	� V �� V ′ ���� 
�� ������ ���%�������
�������� ������ 	�� �� %��	��'�� �������� G �� G ′�

"� )���  	� G �� G ′ ���� �� %��	��'�� �������� ��������� ��� 	�� )���	
� 	
������� ����� �� ��� ��� �������� ��� 
���������� ������ 
� 
���� ��,�** � φ(G) ��
φ′(G ′) ���� ��� �� %��	��'�� �������� ��� V ′′� -� �
	�� ��	� 
� �#�� ������  	�
������������ V ′′ ��� 
� ����� ���%������ ������� ������ 	� �	� %��	��'� �������
H ��� 	�� ��������� �
��������� U ′′ � U � H ����� 
����%� �� ��
������ G �� G ′

��� 
�� ��������� φ �� φ′� "� ����������� � H ( U ��� ��� 	� %��	��'� ������� G ′′

��� 
�� �$.��� ���� ObG ∪ ObG ′ �� ��� G �� G ′ ���� �� ��	�!%��	��'�� �
�����
�	�� 	� 
���������� �������� 
�� )���	
�� 	 ������� ����� "� %��	��'� ������� G ′′

�����%�� ��� � 
�� 	���
���� � G �� G ′� �
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��������� �	
	�� '(#��������� ����� ������ � �"������� ��������)
���� ������ 	
��	�	��� 	����� V �� V ′ �����	��� � ���� ���������� ������� G ��

G ′ ��� �	���� U ��� �	��� !#���������� �	 	� ��	��� �� ����	���	� ���� �	����

	��	�� ψ : SG → S′
G ����� ��� ψ ∪ idU ��	� �� �������
��	� ���� ��� �	����

U ∪ SG �� U ∪ S′
G �

������� �	
	��

�� �� �������� ��� �*����� �� ��������������  ����� �����+�� ����� ����� ��� ������
� �"������� �������� , �� +��� ����������� �-������� ��  ���.�� / ��*���� �-��������! R0 ��
�� "����� #�� �� ����� ��� SG 
 �� �1��0 �� �� "�����2�� ������� ���� �� �� *�� ��3��
�-�*4��� G ��� !#�������� / �� "�����2�� G ′ ���� �� ���� �*4�� b′ '�� #��0 ���� �� ����5
*������ �� 67890 ��"��3� : �� �� ����� � �"������ ������� ������!� / G ��� !�� ���*�� ;)0
����� �� ��� ����� #�� ��� ������ � �"������� �������� ������#��� ������!�� / G �� G ′ ��
������� <��� �����+�� �*��� �-��� �� �-�����0 ����#�� �-���� *�� C ��� ����� ��� �����
��

⋃
b∈ObG MorG (b0, b)0 ����� #�� �-���� *�� C ′ ��� ��� ����� �� MorG ′(b, b)
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�� ���� ��	
�� �������	�� ��
�	��� V �
 V ′ ���
 ����������� ���	� ����� ���
 �����
�����
��� �� ���
� �� ����� ���
 ��������� � ���� 	�������� ����	�
� G �
 G ′ �� U � ���	�
�� ����� ����� ��
 ��� G �
 G ′ ���
 ���������
�� �� G ′′ 
������ �� ��

� ������������
���	� �!��
 �� 	������� �� ������� ���	 V �
 V ′ �!��	"� �� ����� �����#� �
 �� ��	
�
�������	� ��
�	�� ��������� V ′′ �������� � G ′′ ��
��$��
 ��� %&��
%"��� �� ����
 �� �� ��
�	�����
��� ����' ( �� ��	
������	� �� ����
� ��� 
	���$�	��
��� �� �!�����	� �����
 ��	 SG

)	�����
������
� �� �!�����	� �����
 ��	 SG ′* ���� �!�����	� �����
 ��	 SG ′′ � �
 �� ����
����� �� ��� ���� 
	���$�	��
���� ��
 ��� 
	���$�	��
��� 
�������
 �� �!�����������
��
	� V �
 V ′�

+����	�������
� �� ���� ��	
�� �������	�� ��
�	��� V �
 V ′ ���
 ���������
���
���	� ����� ���
 ����������� �� ���
� �� V �
 V ′ ���
 ��������� ��� 	�������� G �

G ′� �
 ��� ���	 ����������� ��
 
������� ��	 ψ : SG → SG ′ � �������	��� �� 	�������
����	�
 G ′′ 
�� ��� ObG ′′ = ObG ∪ ObG ′ �
 
�� ��� MorG ′′ ��
 ��,�� �� ����"	�
� �� ��� �� 	��
	��
��� ��� ��-�
� �� G �� �� G ′ ���
 ����
����
 ��� ��	�%����� ��
G �� �� G ′� �
 
�� ��� ��� ��	�%����� ��
	� �� ��-�
 b �� G �
 �� ��-�
 b′ �� G ′

�����
 �!�������� ��� ��-��
���� �� �� $�	�� f ′c′ ◦ ψ ◦ f−1
c ���� c ∈ C �
 c′ ∈ C ′ 
���

��� fc(SG ) = δ(b) �
 f ′c′(S
′
G ) = δ′(b′)� .� 	������� G ′′ 
������ ���	� ����	����
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	� G �
 G ′� �
 ��� ��	
�� �������	�� ��
�	��� V �
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��� �� ������������� �
�� ��������� ���� !�"  � #$%& ��' (�'�� )('�  (*+��,,��'� ���� ��' ��'(�-�. (-

��'  /�0�� ����'�)(' )� 1��)��2 � G �����(+ 3  �)4 ����,0-��  +5�(���0-�� A �' B.
A +'��' (�'���� 3 B. �' B +'��' �'�0-�,��' �-��1+� 6� 1��)��2 � ��' )� 1��)��2 �
������'. 3 ���( ��7� 8)� ��� ����,0-��  /�09�'� �'  � ,���:(�,�� ���' ';��� +5�(���0-��
�)� B� �� �-)�. -���8)� -� ,� 7-� �,0(��' ��' ��')�+. -�� 1��)���  /�)'�,���:(�,��
Gb = MorG (b, b)  /)� �09�'  � G ���' (��,���:�� �) 1��)��  � -(�(���  � A  ���
B� ��� ���'� (,�1(��(�� (�'����  /)�� �'�)�')�� ��' �-���  +5�(� ��,,� )�� ���'�
�)��-+,��'�(�� 8)( ��(' (�'���� 3 -� �'�)�')��. �' '�--� 8)� -� �'�)�')�� �--��,<,� ��('
�'�0-�,��' �-��1+� = )�� '�--� ���'� (,�1(��(�� (�'���� ��)' �-��� <'�� >)� ��,,� )��
���'� (,�1(��(�� (�'���� �) ����  � ��'��  +5�('(�� ����?. �����(+� 3 ��� 1��)��2 �  �
-(�(��� @�� 1+�+��-(���' -�  +5�('(�� �)4 1��)��2 �� ';��� +5�(���0-��A�

��(�( ��,,��' �����(�� 3 )�� �(')�'(��  /(�'���('+ )� 1��)��2 �  � -(�(��� @��
��'� Ueq -/)�(>���  � -� �'�)�')�� Meq

U A = �� ��)' �� '��)>�� )��  +,���'��'(��  ���
-� ������('(�� $�B  � #$%& C
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�
�

���� U �� �����	
 ��� ��� MU �
� 
������ ������ A,B ∈ R(U) ���
 ��� A �
�

����	�� � B �� B �
� 
��������� ������ ���	
 �� ���
�� �� �	������ G ������	��

��
 �	����	�
 ���
 Ueq ��� �
� �� �	������ �� ����
�� �� A ���
 B� �� ��� ���

������ �	��� ��������	��
��
 Gb 
��� �
���	�� �� �	��� �� ����
�� GL(A/B)�

6�''� ����'�)�'(�� ���,�'  �  +5�(� )�� ���'� (,�1(��(�� (�'����  /)� )�(>��� U
��,,� )�� ���'� �)��-+,��'�(��  � U 8)( ��(' (�'���� 3 U . �' '�--� 8)� U ��(' �'�0-��
,��' �-��1+  ��� -/)�(>��� �0'��)� ����8)� MU ��' ��+�(�-. )�� '�--� ���'� (,�1(��(��
(�'���� ��' �-��� )�� ���'� (,�1(��(�� (�'���� �) ����  � -�  +5�('(�� ����?. �����(+� �)
1��)��2 �  ���+ ��� -� ������('(�� ����$?� D(��-�,��'. �� ��'��)>� -� ��������� ����
!�"  � #$%&. 8)( �� E�(' ��)� -/:;��':7�� �F MU ��' ��+�(�-. 1�G�� 3 ��'�� ��������� ����
����$" �' 3 -� ������('(�� ����$?�
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������� ���������� G �� ������ 	�
�������

��������� 	���� ��� A � �� C ��� ��������� ����������� 	�
�������� ��� A �����
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�� �� ���������� �� �������� � �� ����!���" �� �#��� $�� �!$����%�� ��� �#������ &'(
$��&)��� ��� ������ *����� ���� ����� �&)�� $������� +��� �,��������� $��� �%����� ���
�,!���������� -,�,���� �� ����� ����������
 �� $����������" ��!!� ���� �#�.$�������
��(�������" ��������� &'$��&)��� !��)��(�&,������� ��!%���� ��, ���%��� $��� ���$���
�� �,!���������� �� /��&� 0�!���1' ���� 2334


���� � ��� �,�5 ��-���, ��� ��� �,������� �� �� �'$� �.������ �,�5 $��� ���������
������� �#������. ��6,�������� -,�,�����,�
 �� $����������" ���� �� ��� �7 A ��� ��
���$� !��� �� �� �,�� ����� ��� ���� 8�����!��� ���" �� ���$� ���������� ���� ���������
��$$�,!�������9" �� ���������� $���� �� *��!� �� �� ��� ���� � ��� �$$��, ���� �� ���-
�� ����� �&)�� �� : *��!����!� �����1��� ��������� ;" �,!����, ��������!��� $�� �������
��� ����(�� ��� ���� 2<=4" �� ���� ���  ������ !���� -,�,���� !��� �!$��'��� ��
���-�-� $��� $���&� �� ����� ��� ���� � ��� ������, ��� ��� $�,����,� $�� ������ >���-��
�� ?�!�� �
 /���� ���� 2	4


�� ��� ��� ���$� ��6,�������� �� ��. ��6,������ ��� ,�, �����,� �� ���$���� ���
�$$���&� ��-,%����� $�� ���.�' � �&����1� � ���� ��� �'��� $�� �.�!$�� 5 23	4 $���
��� ������������ ��� ���,-����� �����1������ ��6,���������� ��)� $���&� �� ����� �, �(
��$$,� ���
 /��&� 0�!���1' � $��$��, ���� 2334" ������� @" ��� �$$���&� �� ��� ��*(
*,������� ���$��,� �� ����� �#� �&����1� " !��� *������ ���-� �� �� �&,���� ��� !��)���"
�� �#��� ����� �$$���&� ��� ���� � ���$��, $��� ������ �#�%����� �� �,������ ��!%��%��
5 ����� $��$��, $�,�,��!!��� ���� �� ��� ��� ������. ��6,�������� -,�,�����,�


#�� ��� $����� �������. �� �� �,!���������� !��)��(�&,������ �� �� ������, ���(
��1����� ���� �� ��� ��6,������� ��� �� �,������ �#,��!������� $�������� ��� �!�-�������
���� ��� ���,-����� �����1������ ��6,���������� A
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��������� ��� A ��	 �� 
���� ������	�������	 
���� �	 C ��	 ��� 
�	����� 	�����

����� ������	���� ��� A � ��	 LP �� ������� ��� 
�	������ 	���������� ������

�� � ����	� ��� ���	� PV �	 �� ������� �� ���
	�� πV : SV → PV ���� 
�����

����	 V ∈ C� �� ��	 C 
���� ��� LP ��	��
	��� �� �	�����	��	 PV 
���� �����

��
� �����
	� ����
�  SV �	 πV 
���� �� �����
	�� 
�������� !���� �� 	�����

�� C ��� LP ����� ��� ���������

#������ �� ����� �&)�� � ,�&��, 5 �%����� ���  ������ �� ����� $��$������� ����
�� ��� -,�,��� ��� ������. ��6,�������� -,�,�����,�
 ����  ���� �� -����� $����� ��
�� ��� ����� $��$������� ��$��� ��� �#,��!������� ��� ������C������� $��� ��� ���$�
��6,���������!��� ���� 8���� ��!!� ��  ������ : ��������� ; �� �#��-�!��� ��$��� ���
�#,��!������� ��� ������C������� ���� ��� ���$� ��-,%�����!��� ����9 � �#�%����� �#���
%���� ������ �� ��D���� �.����������� �� -,�,��� ���� ��� ������. ��6,�������� -,�,����(
�,� ��������� ���� �� $�����$�� �%������ 5 ��� -,�,���������� �� ����� $��$������� ����
����� �����.��" �� ��!%�� +��� �#��� ��� ������� *����!������� �� �#,�&�� �� �#������ 5
�%����� ��� ������, �����1����� �����*�������


��$������" �� ��!%�� $��%�%�� ��#��� ,���� $��� �'��,!������ �� �� �&,���� ���
!��)��� ��� ������. ��6,�������� -,�,�����,� $����� $��!����� ���� ��� ��� ��. *�(
���� �� ���������� ����� ��E����, � �� ��-�� �#������� ��������%�� �� ���� � +��� ����
�#,���� �� �� ��!$�,&������ �� �� ��������� $��� ��� ������. �� ��6,�����" $������ ��
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������� ACFA ��� �����  !"�#��$%�&�'� �!��  (�� %'  %��&������&� "�'���$%�  �)
&�� %'� �!�&�' ���' ��� $% '��*� ��%�� � ����!!�+ ���%&�� � � ! &��,!�)��&�!��%��
�� ����� ������� - ��%�� .��&%!� ��� �$%�( !�'�� &��%!� ACFA / %'� .��&%!� �0��)
��'���!!� 1�! ��� &2&� �����#!� �
 &�!����� ��� �'�'�� �' �������"' '� ! .��&� ���
$% '��*� ���'� �0����'���!!��+ & �� '�%� '� �������'� � � � '� !�� ��� �!� ���3�

	 ������� ��� &��,!�� ���  ''� %0 ��4���'���!� "�'�� !���� ��%�� �� $%�� $%
�!
�' ���� 2��� �'������ '�� �' �!!�)&2&�+ �%��$%� ���  ''� %0 ���&����'� �'���  %����
������ %' �� ���&�'� %'�.��&� ��� � � ��4���'���!� ��  %0 ��4���'���� 	 ������� ���
��!5'6&�� ��4���'���!� "�'�� !���� �7�%���  % �� ����� 8 ��(� �� 2��� %' #�' ���'� ��
��� �� / %'� ��!!� ��%���

��� ����� �� 	
����� ��� �	���� �� ����	���� ����
	�� �������

� '� ! ����'�� ������' �% �� ����� 9 �� ! �����'�� ��,��+ '�%�  (�'� �'����%��
��%0 ��� ��� ����!�"�$%�� �����'�� / ��&���'��� !�� �! ���� �� ��&�! ���� ��� ��%�)
%'�(��� �
%' %'�(��� U ��''�� ��%�  (�'� �#���(� $%� !
��� �� ��� �! ���� �� ��&�! ����
������&�'� �����+ SU≡(U)+ �� �� %' $%����'� �� !
��� �� SU 〈〉+ �� $%� �� $%����'� �� ��
�' "�'�� ! '�')���(� !�

�' ��%� ��& �$%�� $%� !
��� �� ��� �! ���� �� ��&�! ���� '
 ��� (% $%� ��&&�
�� $%����'� $%�!��'$%� � '� !� �� ����� 9+ � '� !� ��'� �: !�� ���������� ����!�"�$%��
�� SU≡(U) '
�'� ��� (%�� $%� ��&&� !�� ���������� �� SU 〈〉(U) � �����  % $%����'��
�! ��� �� ��'� �'������ '� ��%� ��&���'��� ��� ��� �� �� ���%(�� �
 %���� &�5�'� $%�
���&���� ��'� �� ��&���'��� ! ����!�"�� �� SU≡(U)� 	 ��%!� '����' $%� ��&#!� ��%�
!� &�&�'� � ���. ��� / ����� ���� ��� ��!!� �� ��������� �
 & !" & ���' ��%� U+ $%�+
��&&� '�%� !
 (�'� (%+ �&�!�$%� �' � ����%!��� $%� U ��� !
%'�(��� �
%'� ���%��%��
.����&�'� &�'�& !�� 	 ��������� �
 & !" & ���' �&�!�$%� $%� !� $%����'� ��)����%�
��� ���(� !+  %���&�'� ��� $%� SU 〈〉(U) = SU≡(U)�

�! ��� �� ��'� �'������ '� �� � �(�'�� / ����'���  %0 $%�����'� �%�( '��� -

�������� 	
�
�

	 ��������� �
 & !" & ���' �� U ���)�!!� �$%�( !�'��  % . �� $%� U ��� !
%'�(���
�
%'� ���%��%�� .����&�'� &�'�& !� ;

�'� & '�,�� ' �%��!!� �
 #����� ����� $%�����' ��� ! '����' �� ��&�'���' %�%�!!�
� '� !�� ���%��%��� .����&�'� &�'�& !��� ��%� �!!%����� !� �5�� �
 �"%&�'�� $%� ��%�)
� ��'� 2��� %��!�� � '� ����� ���% ���'+ ��& �$%�'� $%� �� T : UM → UN ��� %'�
�� '�.��& ���' �'��� %'�(��� �� ���%��%��� .����&�'� &�'�& !��+  !��� T ������(� ! 
��&�'���'� �' �4��+ �%��$%� T ��� �'(����#!�+ �! �%<� �� ��&�'���� $%� T '� ��%�
� � . ��� ��&�'%�� ! ��&�'���'� ���� ��%� �� (��� � � ���%���'�� �%� ! ��&�'���'
��� �'��&#!�� ��*'��� #!�� ��'�������� �! ���&�'�+ !
�& "� �
%' �'��&#!� *'� ��� %'
�'��&#!� *'�+ �� ����� ��'� �� ��&�'���' '%!!�� �� &2&�+ %' �'��&#!� �� ��&�'���' 1
��� %' �'��&#!� �'*'�+ ��  ��'� ��%� �& "� %' �'��&#!� �'*'�+ ��'� �� ��&�'���'  %
&��'� 1� ��%� �!!%����� ! ���%���'��+ �%�����'� $%� X ��� %' �'��&#!� ��*'��� #!� ��
��&�'���' 2 =  !��� �! �0���� %'� . &�!!� �� � ����� ��*'��� #!�� �'*'��� ���>��'��� (Xi)i
�� X� 	 . &�!!� (T (Xi))i ��� %'� . &�!!� �� � ����� ��*'��� #!�� �'*'��� ���>��'��� ��
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T (X) � ��� ����������� T (X) �� � !��� �� � "��� �� �� "� �� 2
 �� ������ �� #�����
�� $� ���������� ���� �$��� �$� ��� % ���� � �� ��� ���" &��� ������
 �� �� �����"���
�$�"���� �� ������ �' $ !��� ������ ���� $� ��� �( T ��� ��� �)���� �� �*�� #��� + ��'
���"��� � �� � T : U → V ��� ��� �)���� �� �$�"���� �� �*�� #���� ��� ����'�� � ��
�� $� � "��� �� �� T (X) �� ,���� �� �� ��$$� �� X +

- �� �������� ��� ��.�) ��� �� ��/�� �� $� ����� ��� �*�"�$0�"�� �� "&���� �0�'
$�"��� % �* ������0�� ��� ��� #��� ��� �$�� ,� 1$��� ���� $� �������� �* "�$ ��� ���
,����"��� $� �� # �$ �� �� ���� ���� "� � ���"�� ���� �� "!"� �*������� % ���  �,��'
"�� ��� ��� ���� �*��� ��� ��� ���� $� ��� 0�����$ 2
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�
�

�) ���'�' $ ��� ��� ��� �$�� ,� 1$�� ��� $� ����� ��� �*�"�$0�"�� �� �� ���"������
�� ��"������� �$�� 3��"��� $� ����$�0 � ��� SU≡(U) + � �� � ����'�$$�� $ ��� �*���
���$������ "�� &�� % $� �$��� ��� ���������� 0������� ��� ���� $� 4 �����4 � �� $�
���1 $ �� +

��3�� ��� ���� &�� ����� �� % �� ����� ������ �� ��� ��� ��� �������� $� ���4���4�
�*�)�"�$��  ������� ,� 2
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���' $ ���� 1$� �� ��$��$�� �)�$ � ��"��� $*������ SU≡(U) ���� ����� �� �� #��� U�
���� �#� � ������� � �����"��� �� ���� ��� �� SU 〈〉(U) +

����� ���� &�� ����� �� ��� �� ,� � ����5 #�0��
 ���� $� ���� ��� ���$��� ���� #� � 
�� ���1$&"� ����  $ ���� �  ���������� �*�#� � $� ������� 2 �� �� � ��� $*������ SU 〈〉(U)
��� �,� � $� ����� ��� �� ������� �� T0� "� � ����� ����� ��� �� ����� �� 0�����$ ���
�� ���� ��� ����$�0 ��� ����  �,��"�� �� ����$�"���� �� 6��� �)�"�$� ��� $� ��$�� ��
�*��� #�$����7
 ��� ����������� ���� �� ��#��� ��� � $*������ SU≡(U) ��� T0 � $� ����'
� �� � '������ ������ � ���� !��� ��,��"�$�� �� $� "�� &�� �� #���� 2 ����'�� ������� ��
��� �)�"�$�� 8 �9� ���� : �*�� #��� �� ���"����� ��� �� ��"������� � $� ���� ��� ���
������ T0� �� 1 �� �� ������'�)�"�$� % $� ����� ��� T0 +
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