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spécialité mathématiques et applications

par

Youness MAZIGH
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Moulay-Ismail.
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aidé pour atteindre mon objectif.

Je voudrais remercier les professeurs Denis Benois et Werner Bley, qui ont
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Introduction

L’introduction des systèmes d’Euler par Kolyvagin en 1988 ([18]) a eu des
conséquences extrêmement importantes en arithmétique, en particulier en théorie
d’Iwasawa, et a donné lieu à de nouvelles perspectives de démonstration. En
général, les systèmes d’Euler peuvent être regardés comme collections de classes
de cohomologie compatibles dans une tour d’extensions abéliennes d’un corps de
nombres K, en établissant un pont entre des objets d’intérêt arithmétique (groupe
des classes, groupe de Shafarevich-Tate, ...) et des valeurs spéciales de fonction L.
À partir du système d’Euler cyclotomique (il s’agit simplement des 1− ζm pour m
entier, où ζm est une racine de l’unité d’ordre m et ζnmn = ζm) et du système d’Euler
elliptique, Rubin ([29]) a ainsi pu redémontrer de manière élémentaire la conjecture
principale d’Iwasawa sur Q (démontrée par Mazur et Wiles [23]) et de prouver la
conjecture principale sur un corps quadratique imaginaire [30]. Inspiré des idées de
Rubin et Kolyvagin, de nombreux auteurs ont apporté des améliorations notables
à ces résultats (Greither, Bley, Huber-Kings,...).

Soient p un nombre premier impair et K un corps de nombres. Soient K∞ une
Zp-extension de K et L∞ une extension finie de K∞, abélienne sur K. Fixons une
décomposition de

G := Gal(L∞/K) = Gal(L∞/K∞)× Γ, Γ ' Zp.

Alors les corps L := LΓ
∞ et K∞ sont linéairement disjoints sur K. De plus L∞ =

LK∞ et Gal(L∞/K∞) est le sous-groupe de torsion de G. L’algèbre d’Iwasawa de
G est par définition

Λ(G) := Zp[[G]] = lim←−Zp[Gal(F/K)],

où F parcourt l’ensemble des extensions finies de K contenues dans L∞.
Pour tout corps de nombres F , notons A(F ) la partie p-primaire du groupe des
classes de F et E(F ) le groupe des unités de F . Si F est une extension abélienne
finie de K contenue dans L∞, on notera St(F ) le sous-groupe de E(F ) engendré

par les unités de Stark de F . Pour tout Z-module M , on pose M̂ = lim←−
n

M/pnM le

pro-p-complété de M . Notons
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A∞ = lim←−A(F ), Ê∞ = lim←−Ê(F ), Ŝt∞ = lim←− Ŝt(F ),

où F parcourt l’ensemble des extensions finies de K contenues dans L∞. Les mor-
phismes de transition sont les homomorphismes induits par la norme. Tous ces
Zp-modules sont de manière naturelle des Λ(G)-modules. Posons ∆ := Gal(L/K)
et fixons une fois pour toutes un caractère non trivial Qp-irréductible

χ : ∆ // Q×p .

Soit O := Zp[χ] l’anneau des valeurs de χ et notons O(χ) l’anneau O sur lequel ∆
opère par multiplication par χ. Pour tout Zp[∆]-module M , le produit tensoriel

Mχ := M ⊗Zp[∆] O(χ)

est naturellement un O[∆]-module. L’action de ∆ sur Mχ se fait via multiplication
par χ. On appelle Mχ le χ-quotient de M . Il est isomorphe comme O[∆]-module
au plus grand quotient de M ⊗Zp O sur lequel ∆ opère via multiplication par χ.
L’anneau Λ(G)χ s’identifie à Λ := O[[Γ]] qui est isomorphe à l’algèbre des séries
formelles O[[S]]. On sait que Λ est un anneau local régulier complet de dimension
2 et de corps résiduel fini de caractéristique p. Le théorème de structure des Λ-
modules affirme que pour tout Λ-module M de type fini et de Λ-torsion, il existe
des éléments non nuls f1, ..., fr de Λ et un homomorphisme injectif

⊕1≤i≤rΛ/(fi)
� � //M

dont le conoyau est fini. L’idéal de Λ engendré par le produit f1...fr ne dépend que
de M ; c’est l’idéal caractéristique de M qu’on note char(M).
Le premier but de ce travail est de comparer l’idéal caractéristique du Λ-module
(A∞)χ et celui du Λ-module (Ê∞/Ŝt∞)χ pour certains caractères. Cela fait l’objet
d’une publication en collaboration avec J. Assim et H. Oukhaba [1]. Soient Σ∞
l’ensemble des places infinies de K, Σp l’ensemble des places p-adiques de K et
Ram(L∞/K) l’ensemble des places de K ramifiées dans L∞/K. Pour toute place
v de K et toute paire d’extensions abéliennes F ⊂ F ′ de K, on note Dv(F

′/F ) le
groupe de décomposition de v dans F ′/F . Pour toute place v ∈ Σp, on note Av
l’idéal de Λ engendré par les éléments σ − 1, où σ ∈ Γdv et dv est égal à l’indice
du groupe de décomposition Dv(K∞/K) dans Gal(K∞/K). Soit Lχ le corps de
nombres fixé par le noyau de χ et soit κ le caractère cyclotomique. Dans ce travail
on fait les hypothèses suivantes

(H0) Σ∞ ∪ Ram(L∞/K) contient au moins trois places ;

(H1) Σ∞ contient une seule place v0 totalement décomposée dans Lχ/K,
et v0 est totalement décomposée dans L/K ;
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(H2) aucune place finie de K ne se décompose totalement dans K∞ ;

(H3) le caractère χκ−1 est non trivial ;

(H4) pour toute place p-adique v de K, χ(Dv(L∞/K∞)) 6= 1 ou
char((A∞)χ) est premier à Av ;

(H5) si p | [L : K] alors p ne divise pas [L : Lχ] et la conjecture de
Leopoldt est vérifiée pour toute extension finie F de Lχ contenue

dans K∞Lχ.

Théorème 0.1. ([1, Théorème 1.1]) Supposons satisfaites les hypothèses (H0), · · · , (H5).
Alors

char((A∞)χ) divise char((Ê∞/Ŝt∞)χ).

La démonstration du théorème 0.1 repose essentiellement sur la théorie des
systèmes d’Euler exposée dans [33]. En effet, les unités de Stark, quand elles
existent pour la famille d’extensions abéliennes de K définie au paragraphe 4.1.1,
donnent des systèmes d’Euler pour la représentation T = Zp(1)⊗Zp O(χ−1). Cela
nous permet d’utiliser le théorème 4.6, qui résume [33, Theorem 2.3.2 et Theorem
2.3.3], pour démontrer que la série caractéristique d’un certain groupe de Selmer
H1
F∗can(K∞, T

∗)∨ divise la série caractéristique des p-unités modulo les unités de
Stark. Le lemme 4.8 ci-dessous donne la formulation exacte de ce résultat. Nous
passons du lemme 4.8 au théorème 0.1 d’une part en contrôlant l’écart entre le
groupe de Selmer H1

F∗can(K∞, T
∗)∨ et notre groupe de classes d’idéaux, et d’autre

part en montrant un résultat de pseudo-nullité du Λ-module Ĥ0(∆, Ê∞⊗ZpO(χ−1)),
objet du théorème 4.16.

Disons quelques mots sur nos hypothèses. L’hypothèse (H1) est nécessaire pour
l’existence (conjecturale) des p-unités de Stark. L’hypothèse (H0) entrâıne que les
p-unités de Stark sont des unités et nous permet ainsi d’éviter des complications
techniques nuisibles à la compréhension du texte. Elle est vérifiée par exemple si
#Σ∞ ≥ 2. L’hypothèse (H2) est partie intégrante de la définition d’un système
d’Euler. Grâce à (H3) nous pouvons appliquer efficacement les théorèmes de Rubin.
L’hypothèse (H5) est automatiquement vérifiée dans le cas semi-simple. Si p divise
[L : K], elle devient superflue dès que l’invariant mu d’Iwasawa de (A∞)χ est
nul. Si L∞ est la Zp-extension cyclotomique de L, une conjecture d’Iwasawa (vraie
d’après Ferrero-Washington si L/Q est abélienne, e.g.[40, Chapter 16]) affirme que
µ(A∞) = 0. Il en est de même si K est un corps quadratique imaginaire et K∞ est
la Zp-extension de Coates-Wiles considérée dans [4], d’après un résultat classique
de Gillard [14]. Notons que dans l’énoncé du théorème 0.1, on ne fait aucune
hypothèse sur la nullité de l’invariant mu d’Iwasawa. Le théorème 4.16 ci-dessous
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est un ingrédient indispensable permettant de se passer de cette hypothèse dans la
preuve du théorème 0.1. Rappelons que dans les deux cas classiques cités ci-dessus
([30, 15, 4]) l’hypothèse (H4) est vérifiée puisqu’on sait que la série caractéristique
de A∞ est première à l’idéal d’augmentation de Λ(G).

Une variante des conjectures de Stark, permettant de relâcher (H1), prédit
l’existence d’éléments dits de Rubin-Stark, voir [32]. C’est le deuxième objectif de
ce travail. Nous utilisons les éléments de Rubin-Stark pour démontrer un résultat
de divisibilité analogue au théorème 0.1 ci-dessus, généralisant ainsi au cas non
semi-simple les résultats de Büyükboduk obtenus dans [8, Theorem A]. Cela a fait
l’objet d’une publication [20]. Commençons par préciser le contexte. Ici K est un
corps de nombres totalement réel de degré [K : Q] = r et K∞ est la Zp-extension
cyclotomique de K. Le corps L est une extension abélienne de K et L∞ = LK∞
est la Zp-extension cyclotomique de L. Dans ce cas nous allons remplacer Ŝt∞ par

R̂S∞ obtenu comme la limite projective des pro-p-complétés R̂SF , où RSF est un
groupe construit à l’aide d’éléments de Rubin-Stark de F , voir définition 5.5. Soit
K(1) la p-extension maximale de K contenue dans le corps de classes de Hilbert
de K. Dans la suite supposons (pour simplifier) que

L = Lχ et K = L ∩K(1)

Considérons les hypothèses suivantes

(H′0) Le corps L est totalement réel ;

(H′1) L’extension L/Q est non ramifiée en p ;

(H′2) χ(Frobp) 6= 1 pour toute place p-adique de K ;

(H′3) La conjecture de Leopoldt est vérifiée pour toute extension finie
F de L continue dans L∞.

Dans le cas semi-simple Büyükboduk a montré

Théorème 0.2. (Büyükboduk [8, Theorem A]) Sous les hypothèses (H′0)− (H′3),
si p - [L : K] alors

char((A∞)χ) = char

((
(
r∧
Ê∞)/R̂S∞

)
χ

)
La démonstration de théorème 0.2 se base au moins sur deux idées. La construc-

tion d’un système d’Euler pour la représentation p-adique T = Zp(1)⊗ZpO(χ−1) à
l’aide des éléments de Rubin-Stark et, la détermination de la structure de certains
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groupes de Selmer. En effet, le travail entrepris par Mazur et Rubin sur la théorie
des systèmes de Kolyvagin [21], permet la détermination de la structure de certains
groupes de Selmer, dans le cas où un certain invariant cohomologique, appelé ”core
rank” (voir [21, Definition 4.1.8 et 4.1.8]), est égal à 1. Comme application à la
théorie d’Iwasawa, Büyükboduk obtient une relation de divisibilité entre les idéaux
caractéristiques de la limite projective de ces groupes de Selmer, qui devient une
égalité si le système de Kolyvagin correspondant au groupe de Selmer est primitif
au sens de [21]. Pour plus de détail voir [6]. Il a ensuite appliqué cette théorie à la
démonstration du théorème 0.2 en construisant un système de Kolyvagin primitif
d’éléments de Rubin-Stark et une structure de Selmer de ”core rank” un.

Il faut signaler ici que Mazur et Rubin introduisent dans [22] la notion de
système de Stark\ système de Kolyvagin de rang r, qui leur permet de déterminer
la structure de groupes de Selmer, lorsque le ”core rank” est supérieur à 1.

Dans ce travail nous démontrons

Théorème 0.3. ([20, Theorem 1.3]) Supposons que les hypothèses (H′0) − (H′3)
sont vérifiées. Alors

char((A∞)χ) divise $.char

(
((

r∧
Ê∞)/R̂S∞)χ

)
où $ est le ppcm des entiers p-adiques 1− χ(Frobp).

La démonstration de théorème 0.3 a été inspirée par le résultat de [8]. Remar-
quons tout d’abord que, si p | [L : K] les résultats de [21] et [22] ne s’appliquent
pas, car la notion de ”core rank” n’est pas définie. Par conséquent, nous sommes a
menés à utiliser la théorie des systèmes d’Euler exposée dans [33]. En particulier,
nous construisons une structure de Selmer dans la direction d’avoir un résultat
semblable à celui de Rubin [33, Theorem 2.3.2 et Theorem 2.3.3], cf. théorème
5.20, en se basant sur la connaissance de la structure des unités semi-locales, cf.
théorème 5.8. Cette structure a été déterminée par Greither [17], en utilisant la
théorie de Coleman. Dans le cas semi-simple Büyükboduk a utilisé un théorème
de structure faible dû à Colmez-Cherbonnier [10], obtenu par la théorie de (ϕ,Γ)-
modules.
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Notations

Sauf indication contraire, on adoptera les notations suivantes

p : un nombre premier fixé
µpn : le groupe des racines pn,iems de l’unité

Q : une clôture algébrique fixée de Q
F : un sous-corps de Q, de degré fini sur Q
GF : le groupe de Galois absolu de F ; GF = Gal(Q/F )
Σ : un ensemble fini de places de F
FΣ/F : l’éxtension algébrique maximale de F non ramifée en dehors de Σ
GΣ(F ) : le groupe de Galois Gal(FΣ/F )
w : une place de F

on fixe une place w de Q au-dessus de w ;
Frobw : un Frobenius de w dans GF

Dw : le groupe de décomposition de w dans Q/F
Iw : le groupe d’inertie de w dans Q/F
Fw : le complété de F en w
M∨ : le dual de Pontryagin du Zp-module M ; M∨ = HomZp(M,Qp/Zp)
M̂ : le pro-p-complété du Z-module M ; M̂ := lim←−nM/pnM

Mdiv : le sous-groupe divisible maximal du Z-module M
NG : l’élément norme du groupe abélien fini G, NG :=

∑
σ∈G σ.
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Chapitre 1

Représentations p-adiques et
conditions locales

1.1 Cohomologie continue.

Dans [37], Tate introduit pour un groupe topologique G et un G-module topo-
logique M les groupes de cohomologie continues Hk

cont(G,M). Il introduit les co-
chaines continues pour définir un foncteur cohomologique de la catégorie des G-
modules topologiques dans la catégorie des G-modules. Si G est un groupe de
Galois et M est un G-module discret, les groupes Hk

cont(G,M) cöıncident avec les
groupes de cohomologie galoisienne au sens de Serre [35]. On note H i(G,M) les
groupes de cohomologie continue. Pour les définitions et les faits de base de la co-
homologie continue, voir [37, 25, 24, 33]. Dans la suite, G sera le groupe de Galois
d’une extension d’un corps local ou global. En particulier, G est un groupe profini.
Si H est un sous-groupe de G, nous avons une application de restriction

res : H i(G,M) // H i(H,M) ;

si de plus H est un sous-groupe ouvert d’indice fini dans G, alors nous avons une
application de corestriction

cor : H i(H,M) // H i(G,M) .

Si H est un sous-groupe fermé normal de G, alors nous avons une application
d’inflation

inf : H i(G/H,MH) // H i(H,M) .

Soient maintenant p un nombre premier, Φ une extension finie de Qp et O l’anneau
des entiers de Φ. Si M est un O-module muni d’une action O-linéaire continue de G
alors les groupes H i(G,M) sont naturellement munis d’une structure deO-module.
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Si k est un corps et k est une clôture algébrique séparable fixée de k de groupe
de Galois Gk = Gal(k/k), on note H i(k,M) := H i(Gk,M). Pour toute extension
galoisienne k′ de k contenue dans k, on adopte les notations

H i(k′/k, ·) := H i(Gal(k′/k), ·)

et

cork′,k : H i(k′,M) // H i(k,M) , resk,k′ : H i(k,M) // H i(k′,M)

les applications naturelles de corestriction et de restriction.

Définition 1.1. Une représentation p-adique de Gk à coefficients dans O est un
O-module libre de rang fini muni d’une action O-linéaire continue de Gk.

1.2 Conditions locales

Dans tout le reste de cette section, le corps k désigne R, C ou une extension finie
de Q` contenue dans une clôture algébrique fixée Q` de Q`, où ` est un nombre
premier. Suivant [21], nous rappelons la notion des conditions locales.

Définition 1.2. Soit T un O[[Gk]]-module. Une condition locale sur T est un choix
d’un sous O-module de H1(k, T ). Si nous faisons référence à la condition locale
par un symbole F , nous notons H1

F(k, T ) le sous O-module correspondant :

H1
F(k, T ) ⊂ H1(k, T ).

Une condition locale est dite fonctorielle pour une certaine sous-catégorie C de
la catégorie des O[[Gk]]-modules si

T � // H1
F(k, T )

est un sous-foncteur de cette catégorie dans la catégorie des O-modules. Dans ce
cas, nous notons aussi F ce foncteur.

Une condition locale F sur T détermine une condition locale sur tous les sous-
modules T1 et sur tous les modules quotients T2 de T , en prenant respectivement
H1
F(k, T1) comme l’image inverse de H1

F(k, T ) par l’application induite par l’injec-
tion de T1 dans T et H1

F(k, T2) l’image de H1
F(k, T ) par l’application induite par

la surjection de T sur T2. Nous appelons propagation d’une condition locale son
extension par ce procédé aux sous-modules et aux quotients de T .

Exemple 1.3. Soit QuotO(T ) la catégorie dont les objets sont les quotients T/IT
pour tout idéal I de O, et dont les morphismes de T/IT dans T/JT sont les
multiplications par un scalaire a ∈ O, tel que aI ⊂ J . Alors la propagation d’une
condition locale F sur T est fonctorielle pour QuotO(T ).
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Remarque 1.4. Si 0 // T1
// T // T2

// 0 est une suite exacte de O[[Gk]]-
modules et F est une condition locale sur T , alors la propagation de F induit une
suite exacte de O[[Gk]]-modules

0 // H0(k, T1) // H0(k, T ) // H0(k, T2) //

H1
F(k, T1) // H1

F(k, T ) // H1
F(k, T2) // 0

En effet, d’une part la Gk-cohomologie donne

0 // H0(k, T1) // H0(k, T ) // H0(k, T2) //

H1(k, T1) // H1(k, T ) // H1(k, T2).

D’autre part la propagation de F assure l’exactitude de la suite

H1
F(k, T1) // H1

F(k, T ) // H1
F(k, T2) // 0 .

D’où le fait que H1
F(k, T1) contient l’image inverse de 0 ∈ H1(k, T ) permet de

conclure. �

On peut faire propager de la même façon la condition locale F à tous les sous-
quotients arbitraires de T . En effet, si T1 ⊂ T2 ⊂ T , alors on peut définir une
condition locale sur T2/T1 en le regardant comme un quotient du sous-module T2

de T , ou comme un sous-module du quotient T/T1 de T . La remarque 1.4 assure
que les deux choix définissent la même condition locale sur le sous-quotient T2/T1

de T .

Par contre rien ne garantit qu’une condition locale fonctorielle cöıncide avec sa
propagation. En effet, si une condition locale F est fonctorielle pour une catégorie
C, si T1 et T2 sont deux objets de C et si par exemple α est un C-morphisme injectif

α : T1
// T2

nous disposons de deux choix possibles de H1
F(k, T1) : ou bien nous prenons pour

H1
F(k, T1) l’image de T1 par F ou bien nous prenons pour H1

F(k, T1) l’image inverse
de H1

F(k, T2) par α. Nous disons que la condition locale F est cartésienne si ces
deux choix cöıncident. Cela signifie également que F cöıncide avec sa propagation
aux sous-modules.

Dans la suite, supposons que T est une représentation p-adique de Gk à coeffi-
cients dans O.

Lemme 1.5. Soit F une condition locale sur T . Si le O-module
H1(k, T )/H1

F(k, T ) est sans-torsion alors F est cartésienne dans QuotO(T ).
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Démonstration. La preuve suivante est celle de [21] lemme 3.7.1. Soit π une
uniformisante de O et soient i et j deux entiers, tels que 0 < i ≤ j. Par définition

des morphismes de QuotO(T ), l’injection T/miT �
�

// T/mjT n’est autre que la

multiplication par πj−i. Par cohomologie, le diagramme commutatif exact

0 // T
πi //

id

��

T //

πj−i

��

T/miT� _

πj−i

��

// 0

0 // T
πj // T // T/mjT // 0

induit le diagramme commutatif exact

H1(k, T ) πi //

id
��

H1(k, T ) //

πj−i

��

H1(k, T/miT ) //

[πj−i]
��

H2(k, T )[mi]� _

��

// 0

H1(k, T ) πj // H1(k, T ) // H1(k, T/mjT ) // H2(k, T )[mj] // 0

.

D’où il suffit de montrer que

[πj−i]−1(H1
F(k, T/mjT )) ⊂ H1

F(k, T/miT ).

En effet, soit c ∈ [πj−i]−1(H1
F(k, T/mjT )). La définition de H1

F(k, T/mjT ) et le fait
que [πj−i]c ∈ H1

F(k, T/mjT ) assurent l’existence d’un élément d′ ∈ H1
F(k, T ) dont

l’image dans H1(k, T/mjT ) est [πj−i]c. Une simple chasse dans le diagramme ci-
dessus montre l’existence d’un élément d ∈ H1(k, T ) dont l’image dansH1(k, T/miT )
est c. OrH1(k, T )/H1

F(k, T ) est unO-module sans torsion et πj−id−d′ ∈ πjH1(k, T ),
on en déduit que c ∈ H1

F(k, T/miT ), ce qui achève de démontrer le lemme. �

Posons

D := Φ/O, D(1) := D ⊗Zp Zp(1) et T ∗ := HomO(T,D(1)),

où Zp(1) = lim←−µpn est le module de Tate.
Rappelons le théorème de dualité locale (voir e.g. [19, Corollaire I.2.3 ], [25, Theo-
rem 5.2.6]) : Pour i = 0, 1, 2, on a un accouplement

H2−i(k, T ) × H i(k, T ∗) // H2(k,D(1)) ∼= D, si k est non archimédien,

Ĥ2−i(k, T ) × Ĥ i(k, T ∗) // Ĥ2(k,D(1)), si k est archimédien
(1.1)

où, comme d’habitude, Ĥ∗( , ) désignent les groupes de cohomologie modifiés de
Tate.
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La donnée d’une condition locale F sur T détermine une condition locale F∗
sur T ∗, en prenant

H1
F∗(k, T

∗) := H1
F(k, T )⊥

pour la dualité (1.1).

Nous allons maintenant donner une description unifiée de la condition locale
non-ramifiée fréquemment utilisée dans la littérature. Dans la suite ,si k est un
corps non-archimédien, on note kur l’extension maximale non ramifiée de k, Frob ∈
Gal(kur/k) l’automorphisme de Frobenius et I = Gal(k/kur) le groupe d’inertie.
Si k est archimédien, on pose I = Gk et kur = k.

Soit H1(k, T )u le sous-module des normes universelles de H1(k, T ) défini par :

H1(k, T )u =
⋂

k⊂F⊂kur
corF,k(H

1(F, T )),

l’intersection est prise sur toutes les extensions finies non ramifiées F de k, conte-
nues dans kur. La continuité des applications corF,k montre que H1(k, T )u est un
sous-groupe fermé du groupe compact H1(k, T ). On définit la condition locale
non-ramifiée [22, Definition 5.1]

H1
Fur(k, T ) ⊆ H1(k, T )

de la façon suivante
H1
Fur(k, T ) := H1(k, T )u,sat (1.2)

où H1(k, T )u,sat est le saturé de H1(k, T )u dans H1(k, T ) i.e.
H1(k, T )/H1(k, T )u,sat est un O-module libre tel que H1(k, T )u,sat/H1(k, T )u est
de longueur finie. En particulier, la condition locale Fur est cartésienne. Pour un
sous-module N d’un O-module de type fini M , le saturé N sat de N dans M est
l’image réciproque de la torsion de M/N par la projection canonique de M dans
M/N . On peut aussi montrer que N sat est l’image réciproque de N ⊗O Φ par
l’application canonique de M dans M ⊗O Φ.

Pour tout Gk-module topologique M , soit

H1
ur(k,M) = ker( H1(k,M) res // H1(I,M) ),

le sous-groupe de cohomologie non ramifié de H1(k,M). On dit que M est non
ramifié si I agit trivialement sur M .

Pour calculer l’orthogonal, pour la dualité de Tate (1.1), des groupes H1(k, T )u,
H1
Fur(k, T ) et H1

ur(k, T ), on considère l’accouplement (1.1) pour toutes les exten-
sions finies F de k contenues dans kur, puis on passe à la limite. Le passage à la
limite dans la dualité (1.1) induit une forme bilinéaire non-dégénérée

lim←−
k⊂fF⊂kur

H1(F, T ) × lim−→
k⊂fF⊂kur

H1(F, T ∗)
<,>∞

// lim←−
k⊂fF⊂kur

H2(F,D(1))
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où les morphismes de transition dans la limite projective (resp. inductive) sont
induits par la corestriction (resp. la restriction) et la notation k ⊂f F signifie que
F est une extension finie de k. Nous notons

cor
(i)
F : lim←−

k⊂fF ′⊂kur
H i(F ′, T ) −→ H i(F, T ), res

(i)
F : H i(F, T ∗) −→ lim−→

k⊂fF ′⊂kur
H i(F, T ∗)

les applications obtenues par passage à la limite sur les applications corF ′,F et
resF,F ′ , pour toute extension finie F ⊂f F ′.

Proposition 1.6. Soit k un corps local non-archimédien. Alors l’orthogonal de
H1(k, T )u pour la dualité (1.1) est H1

ur(k, T
∗) :

(H1(k, T )u)⊥ = H1
ur(k, T

∗).

Démonstration. Notons d’abord que pour toute extension finie k ⊂f F ⊂f F ′
de k, on a le diagramme commutatif ([24, Proposition 1.5.3]) :

H1(F ′, T ) × H1(F ′, T ∗) ∪ // H2(F ′, D(1))

corF ′,F

��

OO

resF,F ′ ocorF ′,F

��

H1(F, T ) × H1(F, T ∗) ∪ // H2(F,D(1)).

Nous en déduisons le diagramme commutatif suivant :

lim←−
k⊂fF⊂kur

H1(F, T ) × lim−→
k⊂fF⊂kur

H1(F, T ∗)
<,>∞

// lim←−
k⊂fF⊂kur

H2(F,D(1))

cor
(1)
k

��

OO

res
(1)
k cor

(2)
k

o

��

H1(k, T ) × H1(k, T ∗) ∪ // H2(k,D(1)).

Puisque les groupes H1(F, T ) sont compacts, Im(cor
(1)
k ) = H1(k, T )u (cf. [41, Pro-

position 1.1.6]). La commutativité du diagramme ci-dessus permet de conclure.
�

Dans la suite, nous noterons Adiv le sous-groupe divisible maximal de A, pour
tout groupe abélien A. Pour tout O-module M , soit

M∨ := HomO(M,D) ∼= HomZp(M,Qp/Zp)
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le dual de Pontryagin de M . Rappelons que D est un O-module injectif. En parti-
culier HomO(M,D) est un foncteur exact de la catégorie des O-modules dans elle
même, et l’application

M −→ (M∨)∨

est un isomorphisme si M est un O-module de type fini ou discret de torsion.

Proposition 1.7. Soit k un corps local non-archimédien. Alors

H1
F∗ur(k, T

∗) = H1
ur(k, T

∗)div.

Démonstration. Soit M := H1(k, T )/H1
Fur(k, T ). La dualité (1.1) montre que

le O-module H1
Fur(k, T )⊥ est isomorphe à M∨. Comme D est divisible et M est

libre (par définition), on en déduit que le O-module H1
Fur(k, T )⊥ est divisible. Pour

conclure, il suffit de montrer que H1
ur(k, T

∗)/H1
Fur(k, T )⊥ est fini. Par définition

H1(k, T )u ⊂ H1
Fur(k, T ), on a la suite exacte

0 // H1
Fur(k, T )/H1(k, T )u // H1(k, T )/H1(k, T )u // // H1(k, T )/H1

Fur(k, T ) .

Par passage au dual et en tenant compte de la proposition 1.6, on en déduit la
suite exacte

0 // H1
Fur(k, T )⊥ // H1

ur(k, T
∗) // (H1

Fur(k, T )/H1(k, T )u)∨ // 0 .

La finitude de H1
Fur(k, T )/H1(k, T )u permet de conclure. �

Proposition 1.8. Soit k un corps non-archimédien. Alors

H1
ur(k, T ) ⊂ H1(k, T )u.

Démonstration. Considérons le diagramme commutatif ([24, Proposition 1.5.3])

H1(kur/k, T I) × H1(kur/k, (T ∗)I) ∪ // H2(kur/k, T I ⊗ (T ∗)I) = 0

_�

inf
��

_�

inf
��

inf
��

H1(k, T ) × H1(k, T ∗) ∪ // H2(k, T ⊗ T ∗)

La nullité de H1(kur/k, T I ⊗ (T ∗)I) est une conséquence du fait que le groupe
Gal(kur/k) est de p-dimension cohomologique égale à 1. Soient x ∈ H1

ur(k, T ) et
y ∈ H1

ur(k, T
∗). Écrivons

x = inf(x1) et y = inf(y1).
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La commutativité du diagramme ci-dessus montre que

x ∪ y = inf(x1) ∪ inf(y1) = inf(x1 ∪ y1) = 0

et donc
H1
ur(k, T ) ⊂ H1

ur(k, T
∗)⊥.

D’après la proposition 1.6, on sait que

H1(k, T )u = H1
ur(k, T

∗)⊥.

Ainsi
H1
ur(k, T ) ⊂ (H1(k, T )u)⊥⊥.

Puisque H1(k, T )u est un sous-groupe fermé du groupe compact H1(k, T ),

(H1(k, T )u)⊥⊥ = H1(k, T )u,

cf. [28, Theorem 2.9.6 et Proposition 2.9.9]. D’où

H1
ur(k, T ) ⊂ H1(k, T )u.

�

Corollaire 1.9. Soit k un corps non-archimédien de caractéristique résiduelle
` 6= p. Alors

H1
ur(k, T ) = H1(k, T )u.

Démonstration. Soit k ⊂f F ⊂ kur une extension de k. Comme ` 6= p, la suite
exacte d’inflation-restriction (voir e.g. [33, Appendix B, Proposition 2.5 et 2.7])
donne

0 // H1(kur/F, T I) // H1(F, T ) // H1(I, T )Frob=1 // H2(kur/F, T I) = 0 .

où la nullité de H2(kur/F, T I) découle du fait que la p-dimension cohomologique
de Gal(F ur/F ) est égale à 1. Ainsi par passage à la limite, on obtient le diagramme
commutatif

0 // lim←−
F

H1(kur/F, T I)

ρk
��

// lim←−
F

H1(F, T )

cor
(1)
k
��

// lim←−
F

H1(I, T )GF // 0

0 // H1(kur/k, T I) inf // H1(k, T )

(1.3)

où F parcourt l’ensemble des extensions finies de k contenues dans kur, les mor-
phismes de transition sont induits par la corestriction et ρk est l’application induite
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par passage à la limite sur les applications de transition. Comme ` 6= p, leO-module
H1(I, T ) est de type fini, donc lim←−

F

H1(I, T )GF = 0, cf. [33, Appendix B, Lemme

3.2]. D’où

Im(ρk) ∼= Im(cor
(1)
k )

et donc
H1(k, T )u = Im(cor

(1)
k ) ∼= Im(ρk) ⊂ H1

ur(k, T ).

L’inclusion inverse est la proposition 1.8. �

Remarque 1.10. Dans le cas où k est un corps non-archimédien de caractéristique
résiduelle ` 6= p, H1

ur(k, T )⊥ = H1
ur(k, T

∗). C’est une conséquence immédiate du
corollaire 1.9 et de la proposition 1.6.

On en déduit le résultat bien connu (voir e.g. [33, Lemma I.3.5]) suivant

Corollaire 1.11. Soit k un corps non-archimédien de caractéristique résiduelle
` 6= p. Si T est non ramifiée, alors

H1
Fur(k, T ) = H1

ur(k, T ) et H1
F∗ur(k, T

∗) = H1
ur(k, T

∗).

Démonstration. Comme ` 6= p et T est non ramifiée, la suite exacte d’inflation-
restriction

0 // H1(kur/k, T ) // H1(k, T ) // H1(I, T )Frob=1 // H2(kur/k, T ) = 0

montre que
H1(k, T )/H1

ur(k, T ) ' H1(I, T )Frob=1.

Or la représentation T est non ramifiée et sans torsion, alorsH1(I, T ) = Homc(I, T )
est sans torsion. D’où

H1
ur(k, T )sat = H1

ur(k, T ).

Le corollaire 1.9 permet de conclure. La deuxième assertion se déduit directement
de la remarque 1.10. �
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Chapitre 2

Structures de Selmer et théorie
d’Iwasawa

Ce chapitre est consacré à l’étude de certains groupes de Selmer associés à la
représentation p-adique Zp(1)⊗Zp O(χ−1).

Dans la suite, K est un corps de nombres et L est une extension abélienne
finie de K de groupe de Galois ∆. Soit K∞ :=

⋃
n≥0Kn une Zp-extension de K

de groupe de Galois Γ et soit Λ l’algèbre de groupe complétée O[[Γ]]. On suppose
pour simplifier que L et K∞ sont linéairement disjointes sur K. On adopte les
notations suivantes :

Ln : le composé des corps L et Kn ;
∆n : le groupe de Galois Gal(Ln/Kn) ;
Gn : le groupe de Galois Gal(Ln/L) ' Gal(Kn/K).

On suppose que toutes les extensions algébriques de K sont contenues dans une
clôture algébrique séparable fixée Q de Q. Pour tout ensemble Σ de places de K,
l’ensemble des extensions des places de Σ à une extension galoisienne finie F de
K sera encore noté Σ. On utilise les notations usuelles :

FΣ : l’extension algébrique maximale de F non ramifiée en dehors de Σ ;
GΣ(F ) : le groupe de Galois Gal(FΣ/F ).

Pour toute place w de F , on fixe une place w de Q au-dessus de w. On note

Dw : le groupe de décomposition de w dans Q/F ;

Iw : le groupe d’inertie de w dans Q/F ;
Fw : le complété de F en w.
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2.1 Structures de Selmer

Soit T une représentation p-adique de GK . Pour une place v de K, on dit que
T est non ramifiée en v si le sous-groupe d’inertie Iv de v agit trivialement sur
T . Dans le cas où v est une place réelle de K, dire que T est non ramifiée en v
est équivalent à dire que la conjugaison complexe opère trivialement sur T . Dans
toute la suite, T est une représentation p-adique de GK non ramifiée en dehors
d’un ensemble fini de places de K et Ram(T ) est l’ensemble des places en lesquelles
T est ramifiée. Nous notons Σp l’ensemble des places p-adiques et Σ∞ l’ensemble
des places infinies de K. Posons

Σ0 := Σp ∪ Σ∞ ∪ Ram(T ).

Définition 2.1. La donnée d’une structure de Selmer (F ,Σ) est la donnée d’un
ensemble fini Σ de places contenant Σ0, ainsi que d’une condition locale H1

F(Kv, T )
en chaque v ∈ Σ. Si v 6∈ Σ, nous écrirons aussi H1

F(Kv, T ) := H1
ur(Kv, T ).

Le groupe de Selmer H1
F ,Σ(K,T ) associé à la structure de Selmer (F ,Σ) est le

noyau de l’homomorphisme de localisation

H1(GΣ(K), T ) //
⊕

v∈Σ H
1(Kv, T )/H1

F(Kv, T ) .

La donnée d’une structure de Selmer sur T induit une structure de Selmer
sur tous les sous-quotients de T par propagation de chaque condition locale. Elle
induit également une structure de Selmer (F∗,Σ) pour T ∗ en prenant pour chaque
condition locale la condition locale induite par dualité locale de Tate. Lorsque le
contexte le permet, nous omettons de mentionner l’ensemble Σ dans nos notations.

Rappelons, cf. chap.I, (1.2), que Fur est la condition locale non ramifiée.

Remarque 2.2. Les groupes de Selmer H1
Fur,Σ(K,T ) et H1

F∗ur,Σ(K,T ) sont indépendant
du choix de Σ contenant Σ0. C’est une conséquence immédiate du corollaire 1.11.
En effet, d’après le corollaire 1.11, on sait que si v ∈ Σ− Σ0 alors

H1
Fur(Kv, T ) = H1

ur(Kv, T ) et H1
F∗ur(Kv, T

∗) = H1
ur(Kv, T

∗).

D’où les deux suites exactes

0 // H1
Fur,Σ0

(K,T ) // H1
Fur,Σ(K,T ) //

⊕
v∈Σ−Σ0

H1
Fur(Kv, T )/H1

ur(Kv, T )

et

H1
F∗ur,Σ0

(K,T ∗) �
�
// H1
F∗ur,Σ(K,T ∗) //

⊕
v∈Σ−Σ0

H1
ur(Kv, T

∗)/H1
F∗ur(Kv, T

∗) ,

permettent de conlure.
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Exemple 2.3. Soit T = O(1) et Cl(K) le groupe des classes d’idéaux de K. Alors
les O-modules H1

F∗ur(K,T
∗) et Hom(Cl(K), T ∗) sont isomorphes ;

H1
F∗ur(K,T

∗) ∼= Hom(Cl(K), T ∗).

En effet, comme Dv opère trivialement sur T ∗ ∼= D, on a l’isomorphisme

H1
ur(Kv, T

∗) ∼= Homc(Dv/Iv, T
∗).

Or T ∗ est divisible et Dv/Iv est sans torsion, par conséquent H1
ur(Kv, T

∗) est di-
visible. On déduit alors de la proposition 1.7 que

H1
F∗ur(Kv, T

∗) = H1
ur(Kv, T

∗).

En particulier H1(Kv, T
∗)/H1

F∗ur(Kv, T
∗) s’injecte naturellement dans Homc(Iv, T

∗).
D’où

H1
F∗ur(K,T

∗) ∼= ker
(
H1(K,T ∗) −→

∏
v

H1(Kv, T
∗)/H1

F∗ur(Kv, T
∗)
)

= ker
(
Homc(GK , T

∗) −→
∏
v

Homc(I
ab
v , T

∗)
)

∼= Hom(Gal(HK/K), T ∗)
∼= Hom(Cl(K), T ∗),

où HK est le corps de classes de Hilbert de K. �

La généralisation suivante du théorème de dualité globale de Poitou-Tate est
essentiellement dûe à Nekovár̃ :

Théorème 2.4 (Poitou-Tate). Soit T une représentation p-adique de GK à co-
efficients dans O. Pour i ∈ {1, 2} et Z = T ou T ∗, posons

keriΣ(F,Z) := ker( H i(GΣ(F ), Z) // ⊕w∈ΣH
i(Fw, Z) ).

Alors

(i) Nous avons une suite exacte de O[Gal(F/K)]-modules (de Poitou-Tate)

0 // H0(GΣ(F ), T ) // ⊕w∈ΣH
0(Fw, T ) // H2(GΣ(F ), T ∗)∨

��

H1(GΣ(F ), T ∗)∨

��

⊕w∈ΣH
1(Fw, T )oo H1(GΣ(F ), T )oo

H2(GΣ(F ), T ) // ⊕w∈ΣH
2(Fw, T ) // H0(F, T ∗))∨ // 0

(2.1)
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(ii) Nous avons une dualité parfaite de O[Gal(F/K)]-modules

keriΣ(F, T ) × ker3−i
Σ (F, T ∗) // D. (2.2)

Démonstration. Voir [25, Chap.V, §3 et §4]. �

Définition 2.5. Soient (F1,Σ1) et (F2,Σ2) deux structures de Selmer sur T . Sui-
vant [21, §2.1], on dit que

F1 ≤ F2 si H1
F1

(Kv, T ) ⊂ H1
F2

(Kv, T ), ∀v.

Remarque 2.6.

• Si F1 ≤ F2 alors F∗2 ≤ F∗1 .

• Soit (F ,Σ) une structure de Selmer et soit Σ′ ⊃ Σ un ensemble fini. Posons

H1
F ′(Kv, T ) =

{
H1
F(Kv, T ), si v ∈ Σ ;

H1
ur(Kv, T ), si v ∈ Σ′ − Σ.

Alors

H1
F ,Σ(K,T ) = H1

F ′,Σ′(K,T ) et H1
F∗,Σ(K,T ∗) = H1

(F ′)∗,Σ′(K,T
∗).

Théorème 2.7. Soient (F1,Σ1) et (F2,Σ2) deux structures de Selmer sur T . Si
F1 ≤ F2 alors nous avons une suite exacte

H1
F1

(K,T ) �
�
// H1
F2

(K,T ) //
⊕

v∈Σ1∪Σ2

H1
F2

(Kv, T )/H1
F1

(Kv, T ) // H1
F∗1

(K,T ∗)∨ // // H1
F∗2

(K,T ∗)∨

Démonstration. D’après la remarque 2.6, on peut supposer que Σ1 = Σ2. Considérons
les deux structures de Selmer (F0,Σ) et (F∞,Σ) suivantes

H1
F∞(Kv, T ) := H1(Kv, T ), H1

F0
(Kv, T ) := 0 pour tout v ∈ Σ.

Alors la suite exacte associée aux (F0,Σ) et (F∞,Σ) est une conséquence immédiate
de la suite exacte de Poitou-Tate. Ainsi, le diagramme commutatif exact

H1
F0

(K,T ) �
�

// H1
F(K,T ) //
� _

��

⊕
v∈Σ

H1
F(Kv, T )

� _

��

H1
F0

(K,T ) �
�

// H1(GΣ(K), T ) //

��

⊕
v∈Σ

H1(Kv, T ) //

��

H1(GΣ(K), T ∗)∨

⊕
v∈Σ

H1(Kv, T )/H1
F(Kv, T )

⊕
v∈Σ

H1(Kv, T )/H1
F(Kv, T )
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et le fait que le morphisme⊕
v∈Σ

H1
F(Kv, T ) // H1(GΣ(K), T ∗)∨

n’est que le composé⊕
v∈Σ

H1
F(Kv, T ) //

⊕
v∈Σ

H1(Kv, T ) // H1(GΣ(K), T ∗)∨

montrent le théorème pour toute structure de Selmer (F ,Σ) ; F0 ≤ F . Revenant
maintenu au cas général. Par définition, on dispose de deux suites exactes

H1
F1

(K,T ) �
�
// H1
F2

(K,T ) //
⊕
v∈Σ

H1
F2

(Kv, T )/H1
F1

(Kv, T )

et

H1
F∗2

(K,T ∗) �
�
// H1
F∗1

(K,T ∗) //
⊕
v∈Σ

H1
F∗1

(Kv, T
∗)/H1

F∗2
(Kv, T

∗) .

Comme (H1
F∗1

(Kv, T
∗)/H1

F∗2
(Kv, T

∗))∨ = H1
F2

(Kv, T )/H1
F1

(Kv, T ), il suffit donc de
prouver l’exactitude au milieu ;

H1
F2

(K,T ) //
⊕
v∈Σ

H1
F2

(Kv, T )/H1
F1

(Kv, T ) // H1
F∗1

(K,T ∗)∨ .

Du fait que le morphisme⊕
v∈Σ H

1
F2

(Kv, T )/H1
F1

(Kv, T ) // H1
F∗1

(K,T ∗)∨

n’est que le composé⊕
v∈ΣH

1
F2

(Kv, T )/H1
F1

(Kv, T ) //
⊕

v∈Σ H
1(Kv, T )/H1

F1
(Kv, T ) // H1

F∗1
(K,T ∗)∨

et que le théorème est vraie pour F ≤ F∞ ; c’est une conséquence de la validité
du théorème pour F0 ≤ F . Le diagramme commutatif exact

H1
F2

(K,T )/H1
F1

(K,T ) �
�

//
� _

��

H1
F∞(K,T )/H1

F1
(K,T ) // //

� _

��

H1
F∞(K,T )/H1

F2
(K,T )

� _

��⊕
v∈Σ

H1
F2

(Kv, T )/H1
F1

(Kv, T ) �
�
//
⊕
v∈Σ

H1(Kv, T )/H1
F1

(Kv, T ) // //

��

⊕
v∈Σ

H1(Kv, T )/H1
F2

(Kv, T )

��

H1
F∗1

(K,T ∗)∨ // // H1
F∗2

(K,T ∗)∨
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montre que la suite

H1
F2

(K,T ) //
⊕
v∈Σ

H1
F2

(Kv, T )/H1
F1

(Kv, T ) // H1
F∗1

(K,T ∗)∨ .

est exacte. D’où le résultat. �

2.2 Théorie d’Iwasawa

Soit (F ,Σ) une structure de Selmer sur T telle que pour toute extension abélienne
finie F/K et toute place v ∈ Σ de K, les homomorphismes de transition induits
par la corestriction sont définies pour H1

F(Kv, T ), i.e, si K ⊂ F ⊂ F ′ et w′ | w | v

corF ′
w′ ,Fw

(H1
F(F ′w′ , T )) ⊂ H1

F(Fw, T ).

Remarquons que la dualité locale et la définition de (F∗,Σ) assurent que

resFw,F ′w′ (H
1
F∗(Fw, T

∗)) ⊂ H1
F∗(F

′
w′ , T

∗).

Ainsi, pour une telle structure de Selmer nous avons des homomorphismes

corF ′,F : H1
F ,Σ(F ′, T ) −→ H1

F ,Σ(F, T ), resF,F ′ : H1
F∗,Σ(F, T ∗) −→ H1

F∗,Σ(F ∗, T ∗).

Un exemple de telle structure de Selmer est la structure non-ramifiée (Fur,Σ) (
pour la définition de la condition locale Fur voir chap.I, (1.2)).

Définition 2.8. Pour toute extension galoisienne finie K ′/K, on définit

H1
F ,Σ(K ′K∞, T ) := lim←−

K′⊂F⊂K′K∞
H1
F ,Σ(F, T )

et
H1
F∗,Σ(K ′K∞, T

∗) := lim−→
K′⊂fF⊂K′K∞

H1
F∗,Σ(F, T ∗).

On rappelle que

χ : GK
// O×

est un caractère non trivial Qp-irréductible de GK , qui se factorise à travers une
extension finie L de K. Dans la suite nous étudions quelques groupes de Sel-
mer associés à la représentation p-adique T = Zp(1) ⊗Zp O(χ−1). Précisément on
s’intéresse aux groupes de Selmer

H1
Fstr(K∞, T ), H1

Fcan(K∞, T ) et H1
F∗can(K∞, T

∗)
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où

H1
Fstr(Fw, T ) :=

{
H1
Fur(Fw, T ), si w ∈ Σ− Σp ;

0, si w ∈ Σp.

et

H1
Fcan(Fw, T ) :=

{
H1
Fur(Fw, T ), si w ∈ Σ− Σp ;

H1(Fw, T ), si w ∈ Σp.

Dans la suite, sauf mention du contraire T sera la représentation Zp(1)⊗ZpO(χ−1) ;

T = Zp(1)⊗Zp O(χ−1).

Lemme 2.9. Soit F une extension galoisienne de K. Alors pour toute extension
galoisienne F ′ de K contenue dans F , le morphisme de restriction

res : H1(F ′, T ) ∼ // H1(F, T )Gal(F/F ′)

est un isomorphisme.

Démonstration. Puisque χ est d’ordre fini, on peut supposer que χ(GF ) = 1. La
suite exacte d’inflation-restriction donne

0 // H1(F/F ′, TGF ) // H1(F ′, T ) res // H1(F, T )Gal(F/F ′) // H2(F/F ′, TGF ) .

Le lemme découle du fait que

(Zp(1)⊗Zp O(χ−1))GF = Zp(1)GF ⊗Zp O(χ−1) = 0.

�

Le résultat suivant est une conséquence immédiate de la conjecture faible de
Leopoldt pour L∞/L

Proposition 2.10. Sous la conjecture faible de Leopoldt pour L∞/L, on a

H1
Fstr(K∞, T ) = 0.

Démonstration. Le lemme 2.9 assure que

lim←−
n

H1(GΣ(Kn), T ) ∼= (lim←−
n

H1(GΣ(Ln), T ))Gal(L∞/K∞)

donc
H1
Fstr(K∞, T ) �

�
// H1
Fstr(L∞, T )Gal(L∞/K∞) .

Par suite, il suffit de montrer que H1
Fstr(L∞, T ) = 0. En effet, la proposition B.3.2

de [33] et le corollaire 1.11 montrent que

lim←−
n

H1(Ln,w, T ) ∼= lim←−
n

H1
ur(Ln,w, T ) et H1

Fur(Ln,w, T ) = H1
ur(Ln,w, T ).
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D’où par définition de H1
Fstr(L∞, T ), nous avons une suite exacte

0 // H1
Fstr(L∞, T ) // lim←−

n

H1(GΣ(Ln), T ) // lim←−
n

H1(Ln,p, T )

où H1(Ln,p, T ) :=
⊕
w|p

H1(Ln,w, T ). La conjecture faible de Leopoldt pour L∞/L et

le fait que χ(GL) = 1 montrent alors que H1
Fstr(K∞, T ) = 0. �

Dans toute la suite, sauf mention express du contraire, on suppose vérifiée
l’hypothèse

(H2) aucune place finie de K ne se décompose totalement dans K∞.

Théorème 2.11. Soit κ le caractère cyclotomique. Si le caractère χκ−1 est non
trivial, alors le Λ-module H1

Fcan(K∞, T ) est libre de rang s = #{v ∈ Σ∞, χ(Dv) =
1}.

Avant de donner la démonstration du théorème 2.11, remarquons d’abord que

H1(GΣp∞(Ln),Zp(1)) ∼= Ê ′n,

où E ′n est le groupe des p-unités de Ln. En effet, il est facile de conclure à partir de
[24, Proposition 8.3.3 et 8.3.10] que le connecteur de la suite exacte de cohomologie

de la suite exacte [24, Proposition 8.3.3], induit un isomorphisme canonique de Ê ′n
dans H1(GΣp∞(Ln),Zp(1)).

Démonstration du théorème 2.11. Par définition, on a

H1
Fcan(K∞, T ) = lim←−

n

H1(GΣ(Kn), T ).

Grâce au lemme 2.9, on sait que la restriction induit un isomorphisme qu’on note
encore res

res : lim←−
n

H1(GΣ(Kn), T ) ∼ // lim←−
n

H1(GΣ(Ln), T )∆n .

Comme χ(GL) = 1, la représentation T = Zp(1) ⊗Zp O(χ−1) est non ramifiée en
dehors de Σp∞ en tant que représentation p-adique de GL. Donc sous l’hypothèse
(H2), nous avons

lim←−
n

H1(GΣ(Ln), T ) ∼= lim←−
n

H1(GΣp∞(Ln), T )

par suite
lim←−
n

(Ê ′n ⊗Zp O(χ−1))∆n ∼= H1
Fcan(K∞, T ). (2.3)

Le lemme suivant, permet de conclure.
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Lemme 2.12. Posons Ê ′∞ = lim←−n Ê
′
n. Si le caractère χκ−1 est non trivial, alors le

Λ-module (Ê ′∞ ⊗Zp O(χ−1))∆ est libre de rang s = #{v ∈ Σ∞, χ(v) = 1}.

Démonstration. Posons Bn := (Ê ′n ⊗Zp O(χ−1))∆n . Si le caractère χκ−1 est non
trivial, le O-module Bn est sans torsion. Grâce au théorème de Dirichlet, on a

rangO(Bn) = spn + t (2.4)

pour n assez grand, où t est un entier indépendant de n. Il suffit maintenant de
suivre la même démarche que Greither a appliquée pour démontrer [16, Théorème
page 207]. Le point essentiel ici est que les conditions notées (P1), (P2), (P3) et
(P4) dans [16] sont toutes satisfaites. Il s’agit de

• (P1) Il existe un homomorphisme normique Nm,n : Bm −→ Bn pour m ≥ n,
tel que les composées in,m◦Nm,n cöıcident avec la trace algébrique

∑
σ∈Gal(Km/Kn) σ,

où in,m : Bn −→ Bm est l’homomorphisme d’extension.

• (P2) La suite Bn vérifie la descente galoisienne.

• (P3) Pour n assez grand, le O-rang de Bn peut être écrit sous la forme
spn + t, avec des entiers s et t indépendants de n.

• (P4) Les ordres des groupes de cohomologie H1(Γn, B∞) sont bornés, et les
groupes de cohomologie H1(Γn, (B∞)tor) sont tous réduits à zéro, où B∞ =⋃
n≥0Bn.

Il est évident que (P1) et (P2) sont vérifiées. L’égalité (2.4) implique que (P3)
est également vérifiée. Pour la première partie de (P4), puisque H1

Fcan(K∞, T ) ∼=
lim←−Bn, il suffit de montrer que les groupes

H1(Γn, lim−→H1(GΣ(Kn), T ))

sont bornés. En effet, la suite spectrale (cf. [39, Équation (12)])

Ep,q
2 = Hp(Γ,Hq(K∞, T )) =⇒ Hp+q(K,T ) = Ep+q

donne une suite exacte

0 // H1(Γn,H1(K∞, T )) //H2(Kn, T ) //H2(K∞, T )Γn

où Hi(F, T ) := lim−→H i(GΣ(F ′), T ), F ′/K parcourt les sous-extensions finies de
F/K. Comme la p-dimension cohomologique de GΣ(Kn) est égale à 2 (p 6= 2), la
corestriction

cor : H2(GΣ(Ln), T )∆n
// H2(GΣ(Kn), T )
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est un isomorphisme. Par suite le diagramme commutatif suivant

H2(GΣ(Ln), T ) res //

cor

��

H2(GΣ(Lm), T )

cor

��

H2(GΣ(Kn), T ) res // H2(GΣ(Km), T )

et le fait que

H2(L∞, T )∆ := (lim−→H2(GΣ(Ln, T ))∆
∼= lim−→(H2(GΣ(Ln, T )∆n)

montrent que le diagramme suivant

H2(GΣ(Ln), T )∆n
//

cor o
��

H2(L∞, T )∆

o
��

H2(GΣ(Kn), T ) //H2(K∞, T )

est commutatif. D’où

H1(Γn,H1(K∞, T )) ∼= ker(H2(GΣ(Ln), T )∆n −→ H2(L∞, T )∆).

Or
H1(L∞/Ln,H1(L∞, T )) ∼= H1(L∞/Ln,H1(L∞,Zp(1))⊗Zp O(χ−1)

et les groupes de cohomologie H1(L∞/Ln,H1(L∞,Zp(1)) sont bornés (voir [12]),
on en déduit que les groupes H1(Γn,H1(K∞, T )) sont bornés ; d’où la première
partie de (P4). Pour la deuxième, notons que Bn est un O-module sans torsion,
donc B∞ l’est aussi. Par suite H1(Γn, (B∞)tor) = 0, d’où la deuxième partie de
(P4). �

Proposition 2.13. Soit Σ′ un ensemble fini de places de K contenant Σp, et soit

H1
F(Fw, T ) =

{
H1
Fur(Fw, T ), si w ∈ Σ− Σ′ ;

H1(Fw, T ), si w ∈ Σ′.

Alors pour toute extension K ⊂ L′ ⊂ L l’application naturelle

H1
F∗,Σ(L′K∞, T

∗) // H1
F∗can(L′K∞, T

∗)

est un isomorphisme de O[[Gal(L′K∞/K)]]-modules. En particulier, pour Σ′ = Σ

lim−→
n

ker1
Σ(Ln, T

∗) ∼= H1
F∗can(L∞, T

∗),

lim−→
n

ker1
Σ(Kn, T

∗) ∼= H1
F∗can(K∞, T

∗),

où ker1
Σ(F, T ∗) = ker( H1(GΣ(F ), T ∗) //

⊕
w∈Σ H

1(Fw, T
∗) ).
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Démonstration. Considérons la suite exacte

0 // H1
F∗,Σ(L′∞, T

∗) // H1
F∗can(L′∞, T

∗) // lim−→
L′⊂fF⊂L′∞

⊕w∈Σ′−Σp H
1
F∗ur(Fw, T

∗)

où L′∞ := L′K∞. Remarquons d’abord que si w est une place infinie, on aH1
F∗ur(Fw, T

∗) =

0 (p 6= 2). Pour toute place w finie de L′, on fixe une place w de Q au-dessus de
w. On note wn la place de L′n := L′Kn au-dessous de w. L’hypothèse (H2) assure
qu’il existe un entier n0, tel que pour tout n ≥ n0 et tout w ∈ Σ − Σ∞, la place
wn est la seule place de L′n au-dessus de wn0 . Ainsi, si on note L′wn le complété de
L′n en wn, on a

lim−→
L′⊂fF⊂L′∞

⊕w∈Σ−Σp H
1
F∗ur(Fw, T

∗) = ⊕w∈Σ−(Σp∪Σ∞) lim−→
n≥n0

H1
F∗ur(L

′
wn , T

∗).

Si w ∈ Σ− (Σp∪Σ∞), le groupe d’inertie de wn dans Gal(Q/L′n) ne dépend pas de
n. Comme H1(Iwn , T ) est un O-module de type fini , cf. [33, Proposition B.2.7,(iii)
], on obtient lim←−

n≥n0

H1(Iwn , T )Frobwn=1 = 0 ; par suite

lim−→
n≥n0

H1
ur(L

′
wn , T )⊥ = lim−→

n≥n0

(
H1(L′wn , T )/H1

ur(L
′
wn , T )

)∨
=

(
lim←−
n≥n0

H1(L′wn , T )/H1
ur(L

′
wn , T )

)∨
∼= ( lim←−

n≥n0

H1(Iwn , T )Frobwn=1)∨ = 0,

puisque pour toute place wn - p, H1(L′wn , T )/H1
ur(L

′
wn , T ) ∼= H1(Iwn , T )Frobwn=1.

Il suffit maintenant d’appliquer la remarque 1.10 et l’inclusion H1
F∗ur(L

′
wn , T

∗) ⊂
H1
ur(L

′
wn , T

∗) pour pouvoir conclure. �

Définition 2.14. On pose

⊕̃v∈ΣH
2(Ln,v, T ) := ker( ⊕v∈ΣH

2(Ln,v, T ) // H0(GLn,Σ, T
∗)∨ ).

Lemme 2.15. Les O-modules

H0(∆n, ⊕̃v∈ΣH
2(Ln,v, T )) et H1(∆n, ⊕̃v∈ΣH

2(Ln,v, T ))

sont finis d’ordre borné indépendamment de n.

Démonstration. Comme GLn est contenu dans le noyau de χ, on a

H2(Ln,v, T ) ' H2(Ln,v,Zp(1))⊗Zp O(χ−1).
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Ainsi, en utilisant le théorème de dualité locale,

H2(Ln,v, T ) '
{
O(χ−1), si v ∈ Σ− Σ∞ ;
0, si v ∈ Σ∞.

Puisque les places finies de L ne se décomposent pas totalement dans L∞/L, il
existe un entier n0 tel que pour tout n ≥ n0, le cardinal de Σ − Σ∞ ne dépend
pas de n. Le nombre minimal de générateurs de ⊕̃v∈ΣH

2(Ln,v, T ) est donc borné
indépendamment de n.
On en déduit que H0(∆n, ⊕̃v∈ΣH

2(Ln,v, T )) et H1(∆n, ⊕̃v∈ΣH
2(Ln,v, T )) sont des

O-modules finis d’ordre borné indépendamment de n. �

Proposition 2.16. Les Λ-modules H1
F∗can(K∞, T

∗)∨ et (H1
F∗can(L∞, T

∗)∨)∆ sont
pseudo-isomorphes.

Démonstration. On sait, d’après la proposition 2.13 que

lim−→
n

ker1
Σ(Ln, T

∗) ∼= H1
F∗can(L∞, T

∗).

La dualité de Poitou-Tate (2.2), montre qu’on a un isomorphisme deO[Gal(L∞/K)]-
modules

H1
F∗can(L∞, T

∗)∨ ' lim←−
n

ker2
Σ(Ln, T ).

De même on a H1
F∗can(K∞, T

∗)∨ ' lim←−
n

ker2
Σ(Kn, T ). D’après le théorème 2.4, on a

la suite exacte

0→ ker2
Σ(Ln, T )→ H2(GΣ(Ln), T )→ ⊕v∈ΣH

2(Ln,v, T )→ H0(GΣ(Ln), T ∗)∨ → 0.

D’où la suite exacte

0→ ker2
Σ(Ln, T )→ H2(GΣ(Ln), T )→ ⊕̃v∈ΣH

2(Ln,v, T )→ 0. (2.5)

Par homologie, on a donc, pour tout n ≥ 0, le diagramme commutatif suivant :

ker2
Σ(Ln, T )∆n → H2(GΣ(Ln), T )∆n → (⊕̃v∈ΣH

2(Ln,v, T ))∆n → 0
↓ N ′n o ↓ Nn ↓ N ′′n

0 → ker2
Σ(Kn, T ) → H2(GΣ(Kn), T ) → ⊕̃v∈ΣH

2(Kn,v, T ) → 0

où toutes les flèches verticales sont induites par la corestriction. Celle du milieu est
un isomorphisme car GΣ(Kn) est de p-dimension cohomologique égale à 2 (p 6= 2).
Ainsi, par application du lemme du serpent, on obtient

coker(N ′n) ∼= ker(N ′′n) et ker(N ′n) ∼= cokerαn

où
αn : H1(∆n, H

2(GΣ(Ln), T ))→ H1(∆n, ⊕̃v∈ΣH
2(Ln,v, T )).

Le lemme 2.15 permet de conclure. �
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Chapitre 3

Systèmes d’Euler

En général, les systèmes d’Euler peuvent être regardés comme collections de classes
de cohomologie compatibles dans une tour des extensions abéliennes d’un corps de
nombres K, en établissant un pont entre des objets d’intérêt arithmétique et des
valeurs spéciales des fonction L. Pour les faits de base des systèmes d’Euler voir
[5, 27, 33].

Soit T une représentation p-adique de GK non-ramifiée en dehors d’un ensemble
fini de places de K et soit q un idéal premier de K. Nous avons besoin de quelques
notations supplémentaires :

K(q) : la p-extension maximale de K contenue dans le corps de rayon de
K modulo q ;

Frobq : un Frobenius de q dans GK ;
K(r) : le composé des corps K(qi), où r = q1 · · · qr et qi 6= qj ;
F (r) : le composé des corps F et K(r).

Si q 6∈ (Σp ∪ Σ∞ ∪ Ram(T )), on définit

Pq(T, x) := det(1− Frob−1
q x |HomZp(T,Zp(1)).

Fixons une fois pour toutes une Zp-extension K∞ de K dans laquelle aucune place
finie de K ne décompose totalement dans K∞. Une telle Zp-extension existe par
exemple la Zp-extension cyclotomique de K.

Définition 3.1 ([33]). Soit N un idéal de K divisible par les idéaux p-adiques
et par tous les idéaux premiers de K où T est ramifiée, et soit K une extension
abélienne de K telle que

• Pour tout idéal premier q - N , K(q) ⊂ K ;

• K∞ ⊂ K.
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Un système d’Euler pour (T,K,N ) est une collection de classes de cohomologie

c = {cF ∈ H1(F, T ) K ⊂f F ⊂ K}

telles que pour toutes K ⊂f F ⊂f F ′ ⊂ K

corF ′,F (cF ′) =
( ∏
q∈Σ(F ′/F )

Pq(T,Frob−1
q )
)
cF

où Σ(F ′/F ) est l’ensemble des places ramifient dans F ′ et non dans F .

Remarque 3.2. Soit Kmin :=
⋃
F,r F (r) où r parcourt l’ensemble des idéaux entiers

de K, sans facteur carré, premiers à N et K ⊂ F ⊂ K∞. Alors un système d’Euler
pour (T,Kmin,N ) est complètement déterminé par la collection

{cF (r) : r sans facteur carré, premiers à N et K ⊂f F ⊂ K∞}

telle que pour toutes K ⊂f F ⊂f F ′K∞ et tout q - rN

corF (rq),F (r)(cF (rq)) = Pq(T,Frob−1
q )cF (r)

corF ′(r),F (r)(cF ′(r)) = cF (r).

En effet, pour K ⊂f F ′ ⊂ Kmin, il suffit de prendre

cF ′ = corF (r),F ′(cF (r))

où r et F sont minimales tel que F ′ ⊂ F (r).

3.1 Exemple classique

Soit F un corps de nombres. Par la théorie de Kummer, H1(F,Zp(1) est le complété
p-adique lim←−F

×/F×p
n

du groupe multiplicatif F× de F . Fixons une famille {ζm :
m ≥ 1} où les ζm sont des racines de l’unité d’ordre m vérifiant ζnmn = ζm. Soit `
un nombre premier.

• Si ` est premier à m, écrivons 1 = ul + vm. On a alors ζm` = ζumζ
v
` et

NQ(µm`)/Q(µm)(1− ζm`) = NQ(µm`)/Q(µm)(1− ζumζv` )

=
`−1∏
i=1

(1− ζumζ i`)

=

∏`−1
i=0(1− ζumζ i`)

1− ζum
=

1− ζu`m
1− ζum

=
1− ζm

1− ζFrob−1
`

m

= (1− ζm)1−Frob−1
` .
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• Si ` divise m, on a

NQ(µm`)/Q(µm)(1− ζm`) =
`−1∏
i=0

(1− ζm`ζ i`) = 1− ζ`m` = 1− ζm.

Pour tout entier m ≥ 1, posons

cm∞ := NQ(µmp)/Q(µm)(1− ζmp) ∈ Q(µm)× ⊂ H1(Q(µm),Zp(1))

et
cm := NQ(µm)/Q(µm)+(cm∞).

La famille {cm, cm∞} détermine donc un système d’Euler pour (Zp,Qab, p), puisque
pour tout ` 6= p, P`(Zp(1), x) = det(1− Frob−1

` x |HomZp(Zp(1),Zp(1)) = 1− x.
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Chapitre 4

Systèmes d’Euler et unités de
Stark

L’objectif de ce chapitre est de construire un système d’Euler à partir des unités
prédites par la conjecture de Stark [38] et de montrer le théorème 0.1 énoncé dans
l’introduction.

Nous conservons les notations du chapitre précédent.

4.1 Systèmes d’Euler

Dans cette section, nous allons construire un système d’Euler pour la représentation
T = Zp(1)⊗O(χ−1) à partir des unités prédites par la conjecture de Stark [38].

Rappelons que

χ : GK
// O×

est un caractère non trivial Qp-irréductible de GK , qui se factorise à travers une
extension finie L de K. Remarquons que la partie finie du conducteur de Ln/K
peut s’écrire sous la forme fn = hsn, où h et sn sont premiers entre eux, et sn est
divisible uniquement par les idéaux de K qui sont ramifiés dans L∞/L. Notons

fχ : le conducteur de χ ;
R : l’ensemble des idéaux r de OK sans facteur carré premiers à pfχ ;
ã : le produit des idéaux premiers distincts divisant a, pour tout idéal

a de OK ;

Ln,g : la sous-extension maximale de Ln de conducteur premier à h̃g−1,

pour tout g | h̃.
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4.1.1 Unités de Stark

Dans toute la suite, sauf mention express du contraire, on suppose vérifiée l’hy-
pothèse

Σ∞ contient une seule place v0 totalement décomposée dans L/K.

Soit Σn,g(r) l’ensemble des places de K formé des places archimédiennes et des
places ramifiées dans Ln,g(r). La conjecture de Stark St(Ln,g(r)/K,Σn,g(r)), cf. [38,
page 89, Conjecture 2.2], prédit l’existence d’un élément εn,g(r) ∈ Ln,g(r), unique
à une racine de l’unité près, telle que

(i) si |Σn,g(r)| ≥ 3, εn,g(r) est une unité de Ln,g(r) ;

(ii) si Σn,g(r) = {v0, v}, alors |εn,g(r)|w est constant pour toute place de Ln,g(r)
au-dessus de v. De plus |εn,g(r)|w = 1 pour toute place w de Ln,g(r) tel que
w - v0 et w - v ;

(iii) L′Σn,g(r)(0, ρ) =
−1

en,g(r)

∑
δ∈Gal(Ln,g(r)/K)

ρ(δ) log |εn,g(r)δ|w0 , pour tout caractère

irréductible ρ : Gal(Ln,g(r)/K) // C× , où w0 est une place de Ln,g(r)

au-dessus de v0 ;

(iv) l’extension Ln,g(r)
(
εn,g(r

)1/en,g(r)
)/K est abélienne.

Ici en,g(r) := |µ(Ln,g(r))| est l’ordre du groupe des racines de l’unité de Ln,g(r)
et L(s, ρ) est la fonction L d’Artin définie pour les nombres complexes s tels que
Re(s) > 1 par

L(s, ρ) = LΣn,g(r)(s, ρ) =
∏

v 6∈Σn,g(r)

(1− ρ(Frobv)(Nv)−s)−1,

où Nv désigne la norme absolue de v. Rappelons que L(s, ρ) admet un prolonge-
ment méromorphe au plan complexe C avec un pôle (éventuel) au point s = 1.

Remarque 4.1. La conjecture de Stark St(Ln,g(r)/K,Σn,g(r)) est vraie si K = Q
ou si K est un corps quadratique imaginaire, c.f [38, Proposition I.V.3.9].

Soit Fn,g(r) l’annulateur de µ(Ln,g(r)) dans Z[Gal(Ln,g(r)/K)]. La description
de Fn,g(r) donnée dans [38, Chap.IV, lemme 1.1] permet de déduire de la propriété
(iv) ci-dessus que pour tout η ∈ Fn,g(r), il existe un élément εn,g,η(r) de Ln,g(r) tel
que

εn,g,η(r)
en,g(r) = εn,g(r)

η. (4.1)
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Définition 4.2. Soit Fn,g l’annulateur de µ(Ln,g) dans Z[Gal(Ln,g/K)] et soit Dn

le Z[Gal(Ln/K)]-module engendré par µ(Ln) et par tous les εn,g,η, où g | h̃ et
η ∈ Fn,g. On définit le groupe des unités de Stark par

Stn := Dn ∩ En,

où En est le groupe des unités de Ln.

Soit n0 tel que sn0 est divisible par tous les idéaux ramifiés dans L∞/L. En
particulier, si n ≥ n0 alors #Σn,g(r) ≥ 2 pour tout g et tout r. Rappelons le résultat
classique suivant

Lemme 4.3. Soient g un idéal divisant h̃, r ∈ R et q ∈ R tel que q - r. Alors pour
tout n ≥ 0, on a

NLn,g(rq)/Ln,g(r)(εn,g(qr))
en,g(r) = εn,g(r)

(1−Frob−1
q )en,g(qr). (4.2)

De plus pour m ≥ n ≥ n0,

NLm,g(r)/Ln,g(r)(εm,g(r))
en,g(r) = εn,g(r)

em,g(r).

Démonstration. Fixons un caractère ρ : Gal(Ln,g(r)/K) // C× . Vu les pro-

priétés des unités de Stark, il suffit de montrer que

|εn,g(rq)Nq |wσ0 = |εn,g(r)(1−Frob−1
q )|wσ0

pour tout σ ∈ Gal(Ln,g(r)/K). En effet, on a∑
δ∈Gal(Ln,g(r)/K)

ρ(δ) log |εn,g(r)(1−Frob−1
q )δ|w0 = (1− ρ(Frobq))

∑
δ∈Gal(Ln,g(r)/K)

ρ(δ) log |εn,g(r)δ|w0

= −en,g(r)(r)(1− ρ(Frobq))L
′
Σn,g(r)(0, ρ)

= −en,g(r)L′Σn,g(rq)(0, ρ)

= (
en,g(r)

en,g(rq)
)

∑
δ∈Gal(Ln,g(rq)/K)

ρ(δ) log |εn,g(rq)δ|w0

= (
en,g(r)

en,g(rq)
)

∑
δ∈Gal(Ln,g(r)/K)

ρ(δ) log |εn,g(rq)Nqδ|w0

où Nq =
∑

σ∈Gal(Ln,g(rq)/Ln,g(r) σ, et donc

|εn,g(rq)Nq |wσ0 = |εn,g(r)(1−Frob−1
q )|wσ0
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pour tout σ ∈ Gal(Ln,g(r)/K). Par suit

|εn,g(rq)Nq |w = |εn,g(r)(1−Frob−1
q )|w

pour toute place w de Ln,g(r). D’où

NLn,g(rq)/Ln,g(r)(εn,g(qr))
en,g(r) = εn,g(r)

(1−Frob−1
q )en,g(qr).

De même on montre

NLm,g(r)/Ln,g(r)(εm,g(r))
en,g(r) = εn,g(r)

em,g(r).

pour m ≥ n ≥ n0, puisque Σn,g(r) = Σm,g(r). �

4.1.2 Système d’Euler pour la représentation Zp(1)⊗Zp
O(χ−1).

Rappelons que pour tout corps de nombres F , il existe un isomorphisme canonique

vF : F̂× −→ H1(F,Zp(1)). (4.3)

De plus, si F ′/F est une extension galoisienne finie de corps de nombres alors

vF ◦NF ′/F = corF,F ′ ◦ vF ′ .

Soit K l’union de tous les corps Ln(r), pour n ∈ N et r ∈ R. Posons GK :=
Gal(K/K) et notons Λ(GK) := Zp[[GK]] l’algèbre d’Iwasawa de GK. Soit F∞ l’idéal
de Λ(GK) annulateur des racines de l’unité de K d’ordre une puissance de p. Comme

pour la formule (4.1), on peut montrer que pour tous η ∈ F∞, r ∈ R et g | h̃, il

existe un élément ε̂n,g,η(r) ∈ L̂n,g(r)× tel que

ε̂n,g(r)
η

= (ε̂n,g,η(r))
en,g(r).

Rappelons que ε̂n,g(r) est l’image de εn,g(r) par l’application canonique

L×n,g(r) −→ L̂×n,g(r) ∼= H1(Ln,g(r),Zp(1)).

Remarque 4.4. En utilisant le lemme 4.3, on peut montrer que pour tous η ∈ F∞,
r ∈ R, g | h̃ et q ∈ R tel que q - r

(i) Il existe une racine de l’unité ζ ∈ µ(Ln,g(r)) tel que

NLn,g(rq)/Ln,g(r)(ε̂n,g,η(qr)) = (ζε̂n,g,η(r))
(1−Frob−1

q )

pour tout n ≥ 0.
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(ii) Il existe une racine de l’unité ζ ∈ µ(Ln,g(r)) tel que

NLm,g(r)/Ln,g(r)(ε̂m,g,η(r)) = ζε̂n,g,η(r)

pour m ≥ n ≥ n0.

Rappelons que la partie finie du conducteur de Ln/K peut s’écrire sous la forme
fn = hsn, où h et sn sont premiers entre eux, et sn est divisible uniquement par les
idéaux de K qui sont ramifiés dans L∞/L. Dans toute la suite, soit

g : un idéal de l’anneau des entiers OK de K, divisant h̃ ;
fχ : le conducteur de χ.

Si r ∈ R et f̃χ divise gs̃0, alors pour tout n ≥ 0, χ(GLn,g(r)) = 1 et donc

H1(Ln,g(r),Zp(1))⊗Zp O(χ−1) ∼= H1(Ln,g(r),Zp(1)⊗Zp O(χ−1)).

L’isomorphisme (4.3) induit donc un isomorphisme

L̂n,g(r)× ⊗Zp O(χ−1) ∼ // H1(Ln,g(r),Zp(1)⊗Zp O(χ−1)) .

Pour simplifier les notations, on identifie ε̂n,g,η(r) ⊗ 1χ−1 avec son image par cet
isomorphisme. Posons

cn,g,η(r) :=

{
corLn,g(r),Kn(r)(ε̂n,g,η(r)⊗ 1χ−1), si n ≥ n0 ;
corLn0,g(r),Kn(r)(ε̂n0,g,η(r)⊗ 1χ−1), sinon.

(4.4)

Proposition 4.5. Supposons que l’hypothèse (H3) est vérifiée, et soient g un

idéal sans facteur carré de OK et η ∈ F∞. Si f̃χ divise gs̃0 alors la famille
{cn,g,η(r)}n≥0, r∈R définit un système d’Euler pour (Zp(1) ⊗Zp O(χ−1),Kmin, pfχ),
où Kmin est l’union de tous les corps Kn(r), n ∈ N et r ∈ R.

Démonstration. Comme f̃χ | gs̃0, on a

χ(GLn,g(r)) = 1

pour tout r ∈ R. Tenant compte de l’hypothèse (H3), on voit que

(µ(Ln,g(r))⊗O(χ−1))NGal(Ln,g(r))/Kn(r)) = 1,

où NGal(Ln,g(r))/Kn(r)) =
∑

σ∈Gal(Ln,g(r))/Kn(r)) σ. Puisque

NGal(Ln,g(r))/Kn(r)) = resKn(r),Ln,g(r) ◦ corLn,g(r),Kn(r)

et la restriction resKn(r),Ln,g(r) est un isomorphisme (Lemme 2.9), il s’ensuit que

corLn,g(r),Kn(r)(µ(Ln,g(r))⊗O(χ−1)) = 1.

En utilisant la remarque 4.4, on en déduit si r ∈ R et q est un idéal premier ne
divisant pas r, alors pour tout entier n ≥ 0 et tout m ≥ n, on a
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• corKn(rq),Kn(r)(cn,g,η(rq)) = (cn,g,η(r))
1−χ(Frob−1

q ) et

• corKm(r),Kn(r)(cm,g,η(r)) = cn,g,η(r).

�

4.2 Preuve du théorème 0.1

Dans cette section nous allons démontrer le Théorème 0.1 énoncé dans l’introduc-
tion.

Théorème 0.1. Supposons satisfaites les hypothèses (H0), · · · , (H5). Alors

char((A∞)χ) divise char((Ê∞/Ŝt∞)χ).

On conserve les notations des sections précédentes. Dans tout le reste de cette
section

T = Zp(1)⊗Zp O(χ−1).

Pour tout système d’Euler c de T , on note

cK,∞ := (cF )K⊂fF⊂K∞

l’élément correspondant dans H1
Iw(K,T ) := lim←−

n

H1(Kn, T ). On suppose que

(H3) le caractère χκ−1 est non trivial.

L’une des clés de la preuve du théorème 0.1 est le résultat suivant dû à Rubin

Théorème 4.6. Soit c un système d’Euler pour la représentation T de GK. Sous
l’hypothèse (H3), si cK,∞ 6∈ H1

Iw(K,T )Λ−tor alors le Λ-module H1
F∗can(K∞, T

∗)∨ est
de type fini et de torsion. De plus

char(H1
F∗can(K∞, T

∗)∨) divise char((H1
Fcan(K∞, T )/cK,∞Λ)Λ−tor).

Démonstration [33, Theorem 2.3.2 et Theorem 2.3.3]) Comme l’action de GK∞

sur T est donnée par κχ−1, elle n’est ni triviale ni donnée par le caractère cy-
clotomique. En particuliers les hypothèses notés Hyp(K∞, V ), Hyp(K∞, T ) et
Hyp(K∞/K) des théorèmes de Rubin sont automatiquement vérifiées. �

Pour tout n ≥ 0, notons En (resp. E ′n) le groupe des unités (resp. p-unités)
de Ln. Rappelons que la partie finie du conducteur de Ln/K peut s’écrire sous la
forme fn = hsn, où h et sn sont premiers entre eux, et sn est divisible uniquement
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par les idéaux de K qui sont ramifiés dans L∞/L. Soit fχ le conducteur de χ et

soit η ∈ F∞. Pour tout n ≥ n0 et tout g | h̃ tel que f̃χ | gs̃0, posons

ε̂n,g,η := corLn,g(1),Ln,g(ε̂n,g,η(1)).

Par définition, on a

cn,g,η := corKn(1),Kn(cn,g,η(1)) ∈ H1(Kn, T )

où cn,g,η(1) est défini dans (4.4). Soit maintenant

cg,η,∞ = {cn,g,η}n≥n0

l’élément correspondant de {cn,g,η(r)}n≥0, r∈R dans H1
Iw(K,T ), où cn,g,η(r) est défini

dans (4.4).

Remarque 4.7. Pour tout n ≥ n0, on a

• cn,g,η = corLn,g,Kn(ε̂n,g,η ⊗ 1χ−1)

• resKn,Ln(corLn,Kn(ε̂n,g,η ⊗ 1χ−1)) = [Ln : Ln,g]resKn,Ln(cn,g,η).

Rappelons que les Λ-modules (Ê ′∞ ⊗Zp O(χ−1))∆ et H1
Fcan(K∞, T ) sont iso-

morphes (voir (2.3)), où Ê ′∞ = lim←−n Ê
′
n. Notons

θ : (Ê ′∞ ⊗Zp O(χ−1))∆ // H1
Fcan(K∞, T )

Lemme 4.8. Supposons que p - [L : Lχ]. Posons

εg,η,∞ = {ε̂n,g,η ⊗ 1χ−1}n≥n0 .

Alors sous les hypothèses (H1), (H2) et (H3), on a

char(H1
F∗can(K∞, T

∗)∨) divise char((Ê ′∞ ⊗Zp O(χ−1))∆/εN∆
g,η,∞Λ)

pour tous η ∈ F∞ et g tel que f̃χ | gs̃0.

Démonstration. Soit n ≥ n0. Puisque [Ln : Ln,g] = [L : Lg], la remarque ci-dessus
montre que

(ε̂n,g,η ⊗ 1χ−1)N∆n = [L : Lg]resKn,Ln(cn,g,η).

Comme Lχ ⊂ Lg ⊂ L et p - [L : Lχ], on a

θ(εN∆
g,η,∞)Λ = cg,η,∞Λ.
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D’où le diagramme commutatif

εN∆
g,η,∞Λ �

�
//

θo

��

(Ê ′∞ ⊗Zp O(χ−1))∆

θo

��

cg,η,∞Λ �
�

// H1
Fcan(K∞, T )

.

Sous l’hypothèse (H3), la proposition 4.5 montre que la famille {cn,g,η(r)}n≥0, r∈R
définit un système d’Euler pour T . L’élément εN∆

g,η,∞ est non nul. En effet, par
définition cet élément est lié à la dérivée en zéro de la fonction L(s, χ). Or L′(0, χ) 6=
0 vu que χ(Dv(L/K) 6= 1 pour toute place v ∈ Σ∞\{v0}. Le théorème 2.11 im-
plique que H1

Fcan(K∞, T )/cg,η,∞Λ est un Λ-module de torsion. Le théorème 4.6
permet de conclure. �

Lemme 4.9. Le Λ-module (Ŝt∞ ⊗Zp O(χ−1))N∆ est engendré par les εN∆
g,η,∞, η ∈

F∞ et f̃χ | gs̃0

(Ŝt∞ ⊗Zp O(χ−1))N∆ = 〈εN∆
g,η,∞ : η ∈ F∞, f̃χ | gs̃0〉.

Démonstration. Soit g un idéal entier de K, sans facteurs carrés. Si g | f̃χ et

g 6= f̃χ alors pour tout n ≥ 0 χ(Gal(Ln/Ln,g) 6= 1 et donc

(ε̂n,g,η ⊗ 1χ−1)N∆n = 1 ;

on en déduit que
εN∆
g,η,∞ = 0

pour tout η ∈ F∞. D’où le lemme. �

Corollaire 4.10. Sous les hypothèses et notations du lemme 4.8

char(H1
F∗can(K∞, T

∗)∨) divise char
(
(Ê ′∞ ⊗Zp O(χ−1))∆/(Ŝt∞ ⊗Zp O(χ−1))N∆

)
.

Démonstration. On sait d’après le théorème 2.11 qu’il existe un isomorphisme

(Ê ′∞ ⊗Zp O(χ−1))∆ ∼ // Λ .

Rappelons que pour tout idéal P de Λ, l’idéal caractéristique de Λ/P est l’unique
idéal principal (f) de Λ contenant P tel que le quotient (f)/P est pseudo-nul. Soit
ψ l’homomorphisme composé

ψ : (Ŝt∞ ⊗Zp O(χ−1))N∆ �
�

// (Ê ′∞ ⊗Zp O(χ−1))N∆ �
�

// Λ
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de sorte qu’on ait un diagramme commutatif

(Ŝt∞ ⊗Zp O(χ−1))N∆ �
�

//
� _

��

Λ

o

��

// // Λ/ψ((Ŝt∞ ⊗Zp O(χ−1))N∆)

����

(f) �
�

//

����

Λ // // Λ/(f)

pseudo-nul

où (f) = char(Λ/ψ((Ŝt∞⊗ZpO(χ−1))N∆)). Le lemme 4.8 et le lemme 4.9 affirment
que

ψ((Ŝt∞ ⊗Zp O(χ−1))N∆) ⊂ char(H1
F∗can(K∞, T

∗)∨).

Par conséquent,
char(Λ/ψ((Ŝt∞⊗Zp O(χ−1))N∆)) = char((Ê ′∞⊗Zp O(χ−1))∆/(Ŝt∞⊗Zp O(χ−1))N∆)
est divisible par char(H1

F∗can(K∞, T
∗)∨). �

Remarque 4.11. Lorsque (Ê ′∞⊗ZpO(χ−1))∆ est de rang supérieur à 1, en utilisant
les éléments de Rubin-Stark au lieu des unités de Stark, on démontre un résultat
semblable au corollaire 4.10, cf. théorème 0.3, généralisant ainsi au cas non semi-
simple les résultats de Büyükboduk obtenus dans [8, Theorem A].

Lemme 4.12. Pour toute place p-adique de K, soit Dv∞ le sous-groupe de décomposition
de v dans L∞/K∞. Alors on a une suite exacte de Λ-modules

0 // (Ê∞ ⊗Zp O(χ−1))∆ // (Ê ′∞ ⊗Zp O(χ−1))∆ //
⊕
v|p

χ(Dv∞ )=1

(O[[S]]/ωnvO[[S]])

où ωnv = (S + 1)p
nv − 1 et pnv est l’indice du groupe de décomposition de v dans

K∞/K.

Démonstration. Pour tout n ≥ 0, on a la suite exacte canonique

0 // En // E ′n // ⊕v|pZ[Gal(Ln/K)/Dv(Ln/K)]

où v parcourt l’ensemble des places p-adiques de K. Comme les Z-modules en
présence sont de type fini, on a la suite exacte

0 // Ên // Ê ′n // ⊕v|pZp[Gal(Ln/K)/Dv(Ln/K)] . (4.5)
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On peut aisément montrer l’existence d’isomorphismes naturels

(O(χ−1)[Gal(Ln/K)/Dv(Ln/K)])∆n '
{

0, si χ(Dv(Ln/Kn)) 6= 1 ;
O[Gal(Kn/K)/Dv(Kn/K)], si χ(Dv(Ln/Kn)) = 1 .

Ainsi par passage à la limite projective, on obtient

(O(χ−1)[G/Dv(L∞/K)])∆ ∼=
{

0, χ(Dv∞) 6= 1 ;
O[[S]]/(ωnv)O[[S]], sinon.

D’où le lemme. �

Rappelons que pour toute place v ∈ Σp, Av est l’idéal de Λ engendré par les
éléments σ−1, σ ∈ Γdv , où dv est l’indice du groupe de décomposition Dv(K∞/K)
dans Gal(K∞/K). Notons A le produit des idéaux Av, où v parcourt l’ensemble
des places p-adiques de K.

Lemme 4.13. L’idéal char((Â∞ ⊗Zp O(χ−1))∆) divise A. char(H1
F∗can(K∞, T

∗)∨).

Démonstration. Considérons la suite exacte :

(⊕w|pH1
F∗ur(Ln,w, T

∗))∨ // H1
F∗ur(Ln, T

∗)∨ // H1
F∗can(Ln, T

∗)∨ // 0 .

Comme Dw opère trivialement sur T ∗ et Dw/Iw est sans torsion, le O-module
H1
ur(Ln,w, T

∗) est divisible, et donc d’après la proposition 1.7

H1
F∗ur(Ln,w, T

∗) ∼= Homc(Dw/Iw, T
∗).

Ainsi HomO(H1
F∗ur(Ln,w, T

∗), D) ∼= (Dw/Iw)⊗Z O(χ−1) et

HomO(⊕w|pH1
F∗ur(Ln,w, T

∗), D) ∼= ⊕v|pO(χ−1)[Gal(Ln/K)/Dv(Ln/K)].

Par passage à la limite projective, on a

(O(χ−1)[G/Dv(L∞/K)])∆ '
{

fini, si χ(Dv(L∞/K∞)) 6= 1 ;
O[Gal(K∞/K)/Dv(K∞/K)], si χ(Dv(L∞/K∞)) = 1 .

L’exemple 2.3 montre que

H1
F∗ur(Ln, T

∗)∨ ∼= Hom(An, T
∗)∨

∼= (An ⊗O(χ−1))∨∨

∼= An ⊗O(χ−1)

Par suite la proposition 2.16 permet de conclure. �
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Remarque 4.14. Sous l’hypothèse de Leopoldt, il est bien connu dans le cas où
L est totalement réel que char((A∞)χ est premier à l’idéal d’augmentation de Λ.
D’où dans ce cas

char((Â∞ ⊗Zp O(χ−1))∆) divise char(H1
F∗can(K∞, T

∗)∨).

Proposition 4.15. Supposons que p - [L : Lχ]. Alors sous les hypothèses (H0),
(H1), (H2) et (H3), on a

char((Â∞⊗ZpO(χ−1))∆) divise A2 char((Ê∞⊗ZpO(χ−1))∆/(Ŝt∞⊗ZpO(χ−1))N∆).

Démonstration. Le lemme 4.12 montre que l’idéal char(lim←−((Ê ′n/Ên)⊗ZpO(χ−1))∆n)

divise A. D’où char((Ê ′∞⊗ZpO(χ−1))∆/(Ŝt∞⊗ZpO(χ−1))∆) divise A char((Ê∞⊗Zp

O(χ−1))∆/(Ŝt∞ ⊗Zp O(χ−1))N∆). D’après le lemme 4.13, on sait que

char((Â∞ ⊗Zp O(χ−1))∆) divise A char(H1
F∗can(K∞, T

∗)∨).

Or d’après le corollaire 4.10, on a

char(H1
F∗can(K∞, T

∗)∨) divise char((Ê ′∞ ⊗Zp O(χ−1))∆/(Ŝt∞ ⊗Zp O(χ−1))N∆).

On en déduit que

char((Â∞⊗ZpO(χ−1))∆) divise A2char(Ê∞⊗ZpO(χ−1))∆/(Ŝt∞⊗ZpO(χ−1))N∆).

�

Démonstration du théorème 0.1. Considérons le diagramme commutatif sui-
vant

(Ŝt∞ ⊗Zp O(χ−1))∆
//

N∆��

(Ê∞ ⊗Zp O(χ−1))∆
//

N∆��

A //

��

0

0 // (Ŝt∞ ⊗Zp O(χ−1))∆ //

����

(Ê∞ ⊗Zp O(χ−1))∆ //

����

B // 0

(Ŝt∞ ⊗Zp O(χ−1))∆/(Ŝt∞ ⊗Zp O(χ−1))N∆ // Ĥ0(∆, Ê∞ ⊗Zp O(χ−1))

où A = ((Ê∞/Ŝt∞)⊗ZpO(χ−1))∆ et B = (Ê∞⊗ZpO(χ−1))∆/(Ŝt∞⊗ZpO(χ−1))∆.
En utilisant le fait que

char((Ŝt∞⊗O(χ−1))∆/(Ŝt∞⊗O(χ−1))N∆). char(B) = char((Ê∞⊗O(χ−1))∆/(Ŝt∞⊗O(χ−1))N∆),
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une simple chasse dans le diagramme ci-dessus montre que

char((Ê∞ ⊗Zp O(χ−1))∆/(Ŝt∞ ⊗Zp O(χ−1))N∆)

divise

char(Ĥ0(∆, Ê∞ ⊗Zp O(χ−1)). char(((Ê∞/Ŝt∞)⊗Zp O(χ−1))∆).

La proposition 4.15 donne donc char((Â∞⊗O(χ−1))∆) diviseA2.char(Ĥ0(∆, Ê∞⊗Zp

O(χ−1)). char(((Ê∞/Ŝt∞)⊗ZpO(χ−1))∆). Reste à montrer que le Λ-module Ĥ0(∆, Ê∞⊗Zp
O(χ−1)) est pseudo-nul :

Théorème 4.16. Sous l’hypothèse (H5), le Λ-module Ĥ0(∆, Ê∞ ⊗Zp O(χ−1)) est
pseudo-nul.

Avant de donner la démonstration du théorème 4.16, remarquons d’abord que

Ĥ0(∆, Ê∞ ⊗Zp O(χ−1)) ∼= lim←− Ĥ
0(∆n, Ên ⊗Zp O(χ−1)).

Remarquons aussi

Ĥ0(∆n, Ên ⊗Zp O(χ−1)) = Ĥ0(Gal(KnLχ/Kn), Ên(Lχ)⊗Zp O(χ−1))

puisque p - [L : Lχ], où En(Lχ) est le groupe des unités de KnLχ. On peut donc
supposer que L = Lχ.

Dans toute la suite, on suppose que la conjecture de Leopoldt est vérifiée pour
tous les corps Ln. Pour n ≥ 0 fixé, on choisit un ensemble Σ fini de places de K de
sorte que ClΣ(Ln) = 0, où ClΣ(Ln) est le groupe des Σ-classes de Ln. On a alors
la suite exacte courte

0 // UΣ(Ln)⊗ Zp //
⊕

w∈Σ L̂
×
n,w

// XΣ(Ln) // 0

où UΣ(Ln) est le groupe des Σ-unités de Ln et XΣ(Ln) ' H1(GΣ(Ln),Qp/Zp)∨ est
le groupe de Galois de la pro-p-extension abélienne non-ramifiée en dehors de Σ
maximale de Ln. En tensorisant par O(χ−1), on obtient la suite exacte

0 // H1(GΣ(Ln), T ) // ⊕w∈ΣH
1(Ln,w, T ) // H1(GΣ(Ln), T ∗)∨ // 0

où T = Zp(1)⊗O(χ−1) et T ∗ = D(χ). Par cohomologie, on obtient la suite exacte

Ĥ−1(∆n, H
1(GΣ(Ln), T ∗)∨) // Ĥ0(∆n, H

1(GΣ(Ln), T )) // Ĥ0(∆n,⊕w∈ΣH
1(Ln,w, T )) .

Lemme 4.17. Pour tout n ≥ 0, on a
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• Ĥ−1(∆n, H
1(GΣ(Ln), D(χ))∨) ∼= O(χ−1)∆n.

• Ĥ0(∆n,⊕w∈ΣH
1(Ln,w,Zp(1)⊗O(χ−1))) = 0.

Démonstration. Rappelons que si G est un groupe fini et M est un G-module,
on a

Ĥ i(G,M∨) ∼= Ĥ−i−1(G,M)∨,

[9, Corollary 6.5]. En particulier,

Ĥ−1(∆n, H
1(GΣ(Ln), D(χ))∨) ∼= Ĥ0(∆n, H

1(GΣ(Ln), D(χ)))∨.

Puisque la p-dimension cohomologique du groupe GΣ(Ln) (p > 2) est égale à 2 et
Ln vérifie la conjecture de Leopoldt,

H i(GΣ(Ln), D(χ)) = 0

pour tout i ≥ 2. La suite spectrale de Hochschild-Serre

Hp(∆n, H
q(GΣ(Ln), D(χ))) =⇒ Hp+q(GΣ(Kn), D(χ))

entrâıne alors que

H2(∆n, H
1(GΣ(Ln), D(χ))) ∼= H4(∆n, H

0(GΣ(Ln), D(χ)).

Du fait que ∆n est cyclique, on a

Ĥ0(∆n, H
1(GΣ(Ln), D(χ))) ∼= Ĥ2(∆n, H

1(GΣ(Ln), D(χ)))
∼= H4(∆n, H

0(GΣ(Ln), D(χ)))

∼= Ĥ0(∆n, D(χ)).

Puisque N∆nD(χ) = 0 (χ 6= 1) et D(χ)∨ ∼= O(χ−1), il vient

Ĥ−1(∆n, H
1(GΣ(Ln), D(χ))∨) ∼= Ĥ0(∆n, D(χ))∨

∼= O(χ−1)∆n .

Si l’on note ∆n,v le groupe de décomposition de v dans Ln/Kn, le lemme de Shapiro
montre que

Ĥ0(∆n,⊕w|vH1(Ln,w,Zp(1)⊗O(χ−1))) ∼= Ĥ0(∆n,v, H
1(Ln,w,Zp(1)⊗O(χ−1))).

Du fait que la p-dimension cohomologique du groupe absolu d’un corps local est
égale à 2 et que H2(Ln,w,Qp/Zp) = 0 (l’analogue de la conjecture de Leopoldt
pour les corps locaux), on a

H i(Ln,w, D(χ)) = 0 pour tout i ≥ 2.
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La suite spectrale de Hochschild-Serre entrâıne de nouveau que

H1(∆n,v, H
1(Ln,w, D(χ)) ∼= H3(∆n,v, H

0(Ln,w, D(χ)).

Rappelons que la dualité locale (1.1) donneH1(Ln,w,Zp(1)⊗O(χ−1)) ∼= H1(Ln,w, D(χ))∨.
Comme ∆n,v est cyclique, on montre comme ci-dessus que

Ĥ0(∆n,v, H
1(Ln,w,Zp(1)⊗O(χ−1))) ∼= Ĥ1(∆n,v, H

1(Ln,w, D(χ)))∨

∼= Ĥ0(∆n,v,O(χ−1))

Ainsi si χ(∆n,v) 6= 1, H0(∆n,v,O(χ−1)) = 0 et donc Ĥ0(∆n,v,O(χ−1)) = 0. Sinon

∆n,v = 1 et donc Ĥ0(∆n,v,O(χ−1)) = 0. D’où le lemme. �

Démonstration du théorème 4.16. Pour n ≥ 0 et Σ assez gros (ClΣ(Ln) = 0).
Considérons la suite exacte

UΣ(Ln)χ
NΣ

∆n // UΣ(Ln)χ // cokerNΣ
∆n

// 0 . (4.6)

Le lemme ci-dessus montre que

|cokerNΣ
∆n
| ≤ |O(χ−1)∆|.

Passant à la limite inductive sur Σ, on obtient la suite exacte

lim−→
Σ

UΣ(Ln)χ // lim−→
Σ

UΣ(Ln)χ // lim−→
Σ

cokerNΣ
∆n

// 0

Or
lim−→

Σ

UΣ(Ln)χ ∼= (lim−→
Σ

UΣ(Ln))χ ∼= (L×n )χ

et (du fait que les morphismes de transitions sont injectifs)

lim−→
Σ

UΣ(Ln)χ ∼= (lim−→
Σ

UΣ(Ln))χ ∼= (L×n )χ

Ainsi pour tout n ≥ 0, nous avons une suite exacte

(L×n )χ
N∆n // (L×n )χ // cokerN∆n

// 0

avec |cokerN∆n| ≤ |O(χ−1)∆|. On passe maintenant à la limite projective sur n,
on obtient

(E ′∞)χ // (E ′∞)χ // lim←− cokerN∆n
// 0
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car lim←− L̂
×
n
∼= lim←−(E ′n ⊗ Zp). Il s’ensuit que

coker( (E ′∞)χ
N∆ // (E ′∞)χ )

est pseudo-nul. Pour finir, la suite exacte (4.5) et l’hypothèse (H2) montrent que

Ê ′n/Ên

est un Zp-module de type fini de rang borné indépendamment de n. Il s’ensuit que
le Λ-module

coker( (E∞)χ
N∆ // (E∞)χ )

est pseudo-nul. �
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Chapitre 5

Systèmes d’Euler et éléments de
Rubin-Stark

5.1 Éléments de Rubin-Stark

Soit K un corps de nombres et soit F une extension abélienne finie de K de groupe
de Galois G = Gal(F/K). Fixons un ensemble S fini de places de K contenant les
places infinies et les places ramifiées dans F/K, et un deuxième ensemble T de

places de K disjoint de S. Posons Ĝ = Hom(G,C×). Pour tout ρ ∈ Ĝ, on définit
la fonction L d’Artin modifiée associée à ρ par

LS,T (s, ρ) =
∏
p6∈S

(1− ρ(Frobp)Np−s)−1
∏
p∈T

(1− ρ(Frobp)Np1−s).

Il est bien connu, e.g. [38, Proposition I.3.4 ], que

rS(ρ) = ords=0LS,T (s, ρ) =

{
|{v ∈ S : ρ(Dv(F/K)) = 1}|, ρ 6= 1 ;
|S| − 1, ρ = 1.

où Dv(F/K) est le sous-groupe de décomposition de v dans F/K.

Suivant [38], on définit l’élément de Stickelberger

ΘS,T (s) = ΘS,T ,F/K(s) =
∑
ρ∈Ĝ

LS,T (s, ρ−1)eρ

où eρ = 1
|G|
∑

σ∈G ρ(σ)σ−1.

Avant d’énoncer la conjecture de Rubin-Stark, faisons les hypothèses H(F/K, S, T , r)
suivantes :

(i) l’ensemble S contient les places infinies et les places ramifiées dans F/K.
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(ii) l’ensemble S contient au moins r places totalement décomposées dans F/K.

(iii) |S| ≥ r + 1

(iv) T 6= ∅, S ∩ T = ∅ et US,T (F ) est sans torsion

où US,T (F ) est le sous-groupe de S-unités de F formé des éléments congrus à 1
modulo les éléments de T .

Remarque 5.1. Les hypothèses (ii) et (iii) assurent que la fonction s−rΘS,T (s)
est holomorphe en s = 0.

Soit V = {v1, ..., vr} un sous-ensemble de l’ensemble des places de K totalement
décomposées dans F/K et soit W = {w1, ..., wr} un ensemble de places de F telles
que wi | vi. Pour tout Z[G]-module M et tout anneau commutatif R, on note RM
le produit tensoriel R⊗Z M . On définit LS,V comme étant le composé

RUS(F )
LS // RSF

πV // RVF

où LS est le plongement logarithmique de US(F ) ;

LS : US(F ) // RSF :=
⊕

w∈SF Rw
ε � // −

∑
w∈SF log |ε|ww

et πV est la projection de RSF = RVF ⊕ RV ′F sur RVF , S = V ∪ V ′.

Soit x ∈ RUS(F ). Comme W est une R[G]-base de RVF , LS,V (x) s’écrit d’une
manière unique sous la forme

LS,V (x) =
r∑
i=1

λwi(x)wi

avec λwi(x) ∈ R[G]. Un raisonnement facile montre que λwi : RUS(F ) −→ R[G]
est le R[G]-morphisme vérifié

λwi(1⊗ ε) = −
∑
g∈G

log |εg|wig−1.

Soit ∧r
R[G] LS,V :

∧r
R[G] RUS(F ) //

∧r
R[G] RVF = R[G](w1 ∧ ... ∧ wr)

le R[G]-morphisme induit par LS,V . Comme {w1 ∧ ... ∧ wr} est une R[G]-base de∧r
R[G] RVF , on peut définir un unique R[G]-morphisme ”régulateur”

RF/K,W :
∧r

R[G] RUS(F ) // R[G]
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par
r∧

R[G]

LS,V (x) = RF/K,W (x)(w1 ∧ ... ∧ wr).

De façon explicite, RF/K,W (x1 ∧ ... ∧ xr) = det(λwi(xj))
r
i,j=1, xi ∈ RUS(F ).

Soit maintenant M un Z[G]-module. On note M̃ l’image de M par l’application
canonique M −→ QM . On définit

M̃r,S :=
{
x ∈ M̃ | eρ.x = 0 dans CM pour tout ρ ∈ Ĝ tel que rS(ρ) > r

}
.

Remarquons que si M est un Q[G]-module alors M̃r,S = eS,rM , que l’on note Mr,S,
où eS,r =

∑
rS(ρ)=r eρ.

Lemme 5.2.

(i) Les modules (QUS(F ))r,S et (Q[G]r,S)r sont isomorphes sur Q[G].

(ii) Soit ε ∈ US(F ) tel que 1⊗ ε ∈ (QUS(F ))S,r. Si |S| > r+ 1 alors ε ∈ UV (F ).

Démonstration. L’assertion (i) est une conséquence directe de

dimC
(
eρ(CUS(F ))r,S)

)
= dimC

(
eρ((C[G]r,S)r)

)
=

{
r, si rS(ρ) = r ;
0, sinon.

Pour la seconde, remarquons que

eS,rRV ′F =

{
0, si |S| > r + 1 ;
R
∑

w|vr+1
w, si |S| = r + 1 (V ′ = {vr+1}).

où V ′ est l’ensemble défini ci-dessus. Comme 1⊗ ε ∈ (QUS(F ))S,r et |S| > r + 1,
LS(1⊗ ε) ∈ eS,rRSF ⊂ RVF . D’où ε ∈ UV (F ). �

En identifiant HomZ[G](US,T (F ),Z[G]) à un sous module de HomC[G](CUS,T (F ),C[G]),
pour tout r-uplet (φ1, · · · , φr) ∈ HomZ[G](US,T (F ),Z[G])r, on définit

φ1 ∧ · · · ∧ φr : C
∧r

Z[G] US,T (F ) // C[G]

u1 ∧ · · · ∧ ur � // det
1≤i,j≤r

(φi(uj))

et

ΛS,T :=

{
x∈(Q

∧r
Z[G] US,T (F ))r,S | (φ1∧···∧φr)(x)∈Z[G],

∀φ1,··· ,φr∈HomZ[G](US,T (F ),Z[G])

}
.
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Remarque 5.3. Il est immédiat que si r = 1 alors ΛS,T = ŨS,T (F )S,1. De manière
générale, si r > 1, on a les inclusions suivantes

| G |n ΛS,T ⊂ (
r̃∧

Z[G]

US,T )S,r ⊂ ΛS,T ,

pour un entier n suffisamment grand. De plus, comme US,T (F ) est d’indice fini
dans US(F ),

QΛS,T = (Q
r∧

Z[G]

US,T (F ))r,S = (Q
r∧

Z[G]

US(F ))r,S. (5.1)

Soit Θ
(r)
S,T (0) le coefficient de sr dans la série de Taylor de ΘS,T :

Θ
(r)
S,T (0) := lim

x→0
s−rΘ

(r)
S,T (s).

Conjecture 1. RS(F/K, S, T , r) Supposons que les hypothèses H(F/K, S, T , r)
sont vérifiées. Alors il existe un unique élément εF,S,T ∈ ΛS,T tel que

RF/K,W (εF,S,T ) = Θ
(r)
S,T (0).

Remarque 5.4.

• La validité de la conjecture RS(F/K, S, T , r) est indépendante du choix des
places vi et wi.

• Soit εF,S,T l’élément (conjectural) de Rubin-Stark. Le lemme 5.2 et l’équation
(5.1) assurent que l’élément 1 ⊗ εF,S,T ∈ QΛS,T peut s’écrire sous la forme
x1 ∧ · · · ∧ xr, avec xi ∈ (QUS(F ))r,S. Or on peut écrire

xi =
1

ni
⊗ εi, ni ∈ Zn≥1 et 1⊗ εi ∈ (QUS(F ))S,r

D’où

1⊗ εF,S,T =
1

n
(1⊗ ε1) ∧ ... ∧ (1⊗ εr), n = n1...nr.

Par suite, il existe β ∈ Q tel que

Θ
(r)
S,T (0) = β det

(
λwi(1⊗ εj)

)r
i,j=1

= β det
(∑
g∈G

log |εgj |wig−1
)r
i,j=1

.
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Supposons maintenant que K est un corps de nombres totalement réel de degré
r = [K : Q], K∞ est la Zp-extension cyclotomique de K et conservons les notations
des chapitres précédents. En particulier,

χ : GK
// O×

est un caractère non trivial Qp-irréductible de GK , qui se factorise à travers une
extension finie L de K. Fixons un ensemble S fini de places de K contenant à la
fois les places infinies et au moins une place finie, mais ne contient aucune place
p-adique. Pour toute extension galoisienne F de K, notons Ram(F/K) l’ensemble
des places de K qui se ramifient dans F/K. Posons

SF = S ∪ Ram(F/K).

Suivant [8], on choisit un ensemble T = {q0}, où q0 est un idéal premier tel que
p - (Nq0 − 1) et q0 - 2, pour un tel ensemble T = {q0}, on a

̂USF ,T (F ) = ÛSF (F ).

De plus, si F est un corps totalement réel, les hypothèses H(F/K, SF , {q0}, r) sont
vérifiées.

Avec les notations de paragraphe 4.1, posons

K0 = {Ln,g, Ln,g(r) : r est premier à q0fχp, g | h̃ et n ∈ Z≥0}.

Dans toute la suite, sauf mention express du contraire, on suppose vérifiée l’hy-
pothèse

(H′0) le corps L est totalement réel.

Donc pour toute extension F ∈ K0, les hypothèses H(F/K, SF , {q0}, r) sont
vérifiées. Supposons que

la conjecture RS(F/K, SF , {q0}, r) est vérifiée pour toute extension F ∈ K0.

Définition 5.5. Soit εn,g = εLn,g,SLn,g ,{q0}, et soit En le groupe des unités de Ln.
On définit RSn comme étant le Z[Gal(Ln/K)]-module engendré par l’image inverse

des éléments 1⊗ εn,g par l’application
∧r En // Q

∧r En pour tout g | h̃.

Rappelons que pour tout corps de nombres F ,H1(F,Zp(1)) ∼= F̂×. Puisque χ(GLn(r)) =
1, on a

H1(Ln(r),Zp(1))⊗O(χ−1) ∼= H1(Ln(r),Zp(1)⊗O(χ−1)).
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Par suite

L̂n(r)× ⊗O(χ−1) ∼= H1(Ln(r),Zp(1)⊗O(χ−1)) = H1(Ln(r), T ) (5.2)

Soit εn(r) = εLn(r),SLn(r),{q0} l’élément de Rubin-Stark associé à RS(Ln(r)/K, SLn(r), {q0}, r).
D’après la remarque 5.4, on peut écrire 1⊗εn(r) d’une manière unique sous la forme
ε1 ∧ · · · ∧ εr, avec εi ∈ Q⊗ Ln(r)×. On pose

εn,χ(r) := ε̂1 ⊗ 1χ−1 ∧ · · · ∧ ε̂r ⊗ 1χ−1 (5.3)

où ε̂i est l’image de εi par l’application Q⊗ Ln(r)× // Qp ⊗Zp Ln(r)×,∧ . L’iso-

morphisme (5.2) permet d’identifier εn,χ(r) à son image dans Qp⊗
∧rH1(Ln(r), T ).

Par suite, pour tout r premier à q0fχp et tout n ≥ 0, on définit

cn(r) = cor
(r)
Ln+1(r),Kn(r)(εn+1,χ(r)), cn = cor

(r)
Ln+1,Kn

(εn+1,χ) (5.4)

où cor
(r)
Ln+1(r),Kn(r) est l’application

Qp ⊗
∧rH1(Ln+1(r), T ) // Qp ⊗

∧rH1(Kn(r), T )

induite par

corLn+1(r),Kn(r) : H1(Ln+1(r), T ) // H1(Kn(r), T ) .

Soit G un groupe fini et soit M un O[G]-module, on dispose d’une application

ιM :
∧r−1
O[G] HomO[G](M,O[G]) // HomΦ[G](Φ⊗

∧r
O[G] M,Φ⊗M) . (5.5)

En effet, l’application canonique HomO[G](M,O[G]) // HomΦ[G](Φ⊗M,Φ[G])

induit un morphisme∧r−1
O[G] HomO[G](M,O[G]) //

∧r−1
Φ[G] HomΦ[G](Φ⊗M,Φ[G]) .

D’autre part, considérons l’application

f : HomΦ[G](Φ⊗M,Φ[G]) // HomΦ[G](
∧s

Φ[G] Φ⊗M,
∧s−1

Φ[G] Φ⊗M)

définie par f(ψ)(m1∧· · ·∧ms) =
s∑
i=1

(−1)i+1ψ(mi)m1∧· · ·∧mi−1∧mi+1 · · ·∧ms,.

Par itération, on obtient un morphisme∧r−1
Φ[G] HomΦ[G](Φ⊗M,Φ[G]) // HomΦ[G](

∧r
Φ[G] Φ⊗M,Φ⊗M) .
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Rappelons que pour toutes extensions galoisiennes finies F ⊂ F ′ de K, la norme
NF ′/F induit un morphisme∧r−1
O[∆F ′ ]

HomO[∆F ′ ]
(H1(F ′, T ),O[∆F ′ ]) //

∧r−1
O[∆F ] HomO[∆F ](H

1(F, T ),O[∆F ])

(5.6)
où ∆F = Gal(F/K). En particulier, la famille

( r−1∧
HomO[∆Kn(r)](H

1(Kn(r), T ),O[∆Kn(r)])
)
n,r

forme un système projectif pour les morphismes (5.6).

Définition 5.6. Soit Ψ = {ψn,r}n,r un élément arbitraire de

lim←−
n,r

r−1∧
HomO[∆Kn(r)](H

1(Kn(r), T ),O[∆Kn(r)]).

On note aussi ψn,r l’image de ψn,r par l’application (5.5) et M = H1(Kn(r), T ).
On définit

εn,Ψ(r)χ := ψn,r(cn(r)) et εχn,Ψ := ψn(cn),

où cn(r) est défini dans (5.4). Le corollaire 1.3 de [32] montre que

εn,Ψ(r)χ ∈ H1(Kn(r), T ) et εχn,Ψ ∈ H
1(Kn, T ).

Proposition 5.7. La famille {εn,Ψ(r)χ}n≥0,r détermine un système d’Euler pour
(T,Kmin, q0pfχ).

Démonstration. C’est une conséquence de la proposition 6.2 de [32]. �

5.2 Condition locale en p

L’une des clés de la démonstration du théorème 0.3 est la construction d’une
”bonne” condition locale en p. Précisément, avec le bon choix de la condition locale
en p on peut démontrer un résultat semblable à celui de Rubin [33, Theorem 2.3.2
et theorem 2.3.3]. A cette fin, nous supposons que les hypothèses suivantes sont
vérifiées :

(H′1) L’extension L/Q est non ramifiée en p ;

(H′2) χ(Frobp) 6= 1 pour toute place p-adique de K.

Le théorème suivant est absolument crucial pour notre but. C’est une conséquence
directe de [17, Theorem 2.2]
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Théorème 5.8. Pour toute place p-adique v de K(r), le O[[Gal(K∞(r)v/Qp)]]-
module

H1
Iw(K(r)v, T ) := lim←−

n

H1(Kn(r)v, T )

est libre de rang un.

Démonstration. Posons F = L(r) et Fn = Ln(r) pour simplifier les notations et
fixons une place w de F au-dessus de v. D’après [17, Theorem 2.2], nous avons une
suite exacte de Zp[[Gal(Fw(µp∞)/Qp)]]-modules

0 // Zp(1) // lim←−n U
1(Fn,w(µp))

h // V(1) // Zp(1) // 0

où V(1) est libre de rang 1. Donc la Gal(Fw(µp∞)/F∞,w)-cohomologie associée aux
suites exactes

0 // Zp(1) // lim←−n U
1(Fn,w(µp))

h // im(h) // 0 ,

0 // im(h) // V(1) // Zp(1) // 0

et le fait que
H i(Fw(µp∞)/F∞,w,Zp(1)) = 0, for i ≥ 0

assurent que

H0(Fw(µp∞)/F∞,w, lim←−
n

U1(Fn,w(µp)) ∼= H0(Fw(µp∞)/F∞,w,V(1)).

D’où
lim←−
n

U1(Fn,w) ∼= H0(Fw(µp∞)/F∞,w,V(1)).

Comme χ(Frobv) 6= 1, nous avons

H1
Iw(K(r)v, T ) ∼= (lim←−

n

U1(Fn,w)⊗O(χ−1))Gal(F∞,w/K∞(r)v)

∼= (H0(Fw(µp∞)/F∞,w,V(1))⊗O(χ−1))Gal(F∞,w/K∞(r)v).

Par suite, le O[[Gal(K∞(r)v/Qp)]]-module H1
Iw(K(r)v, T ) est libre de rang un. �

Corollaire 5.9. Le O[[Gal(K∞(r)/K)]]-module

H1
Iw(K(r)p, T ) = ⊕v|pH1

Iw(K(r)v, T )

est libre de rang [K : Q]. En particulier, H1
Iw(Kp, T ) est un Λ-module libre de rang

[K : Q].
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Démonstration. Soit v une place p-adique de K(r). Le théorème 5.8 montre que
H1
Iw(K(r)v, T ) est un O[[Gal(K∞(r)v/Kw)]]-module libre de rang [Kw : Qp], où w

est une place de K au-dessous de v, et donc le O[[Gal(K∞(r)/K)]]-module

H1
Iw(K(r)p, T ) = ⊕v|pH1

Iw(K(r)v, T )

est libre de rang
∑
w|p

[Kw : Qp] = [K : Q]. �

Soient K =
⋃
n,rKn(r) et G le groupe de Galois Gal(K/K).

Corollaire 5.10. Le O[[G]]-module V := lim←−n,rH
1(Kn(r)p, T ) = lim←−r

H1
Iw(K(r)p, T )

est libre de rang [K : Q].

Démonstration. C’est une conséquence immédiate du corollaire 5.9. �

Proposition 5.11. Soit $ le ppcm des entiers p-adiques 1 − χ(Frobp), où p est
une place de K. Alors pour toute extension K ⊂f F ⊂ K, le morphisme canonique

VGF // H1(Fp, T )

est injectif dont le conoyau est annulé par $, où GF = Gal(K/F ).

Démonstration. Pour toute place p-adique w de F , fixons une place w de K
au-dessus de w. On a

VGF ∼=
⊕
w|p

( lim←−
Fw⊂fF ′w⊂Kw

H1(F ′w, T ))Dw(K/F )

où Dw(K/F ) est le sous groupe de décomposition de w dans K/F . En dualisant
la suite exacte d’inflation-restriction

H1(Dw(K/F ), (T ∗)GKw ) �
�
// H1(Fw, T

∗) // H1(Kw, T ∗)Dw(K/F ) // H2(Dw(K/F ), (T ∗)GKw ) ,

on obtient la suite exacte

H2(Dw(K/F ), (T ∗)GKw )∨ // (H1(Kw, T ∗)Dw(K/F ))∨ // H1(Fw, T
∗)∨ // // (H1(Dw(K/F ), (T ∗)GKw ))∨ .

Comme H2(Dw(K/F ), (T ∗)GKw )∨ est un O-module de torsion et,

(H1(Kw, T ∗)Dw(K/F ))∨ ∼= ( lim←−
Fw⊂fF ′w⊂Kw

H1(F ′w, T ))Dw(K/F )

est un O-module sans torsion, nous avons une suite exacte

0 // (H1(Kw, T ∗)Dw(K/F ))∨ // H1(Fw, T
∗)∨ // // (H1(Dw(K/F ), (T ∗)GKw ))∨ .
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Or T ∗ = D(χ), donc pour toute extension K ⊂ F ⊂ K, H0(Kp, T
∗) = H0(Fp, T

∗).
Par suite

$.(T ∗)GKw = 0

où $ est le ppcm des entiers p-adiques 1− χ(Frobp). Il s’ensuit que le morphisme

VGF // H1(Fp, T )

est injectif dont le conoyau est annulé par $. �

Suivant [8], nous fixons un facteur direct libre L de rang 1 du O[[G]]-module
libre (voir corollaire 5.10)

V = lim←−
K⊂fF⊂K

H1(Fp, T ) = lim←−
K⊂fF⊂K

VGF .

Rappelons que Σ est un ensemble fini de places de K contenant les places infinies,
les places p-adiques et les places en lesquelles T est ramifiée.

Définition 5.12. On définit la structure de Selmer (L,Σ) sur T par

• Si w - p, H1
L(Fw, T ) = H1

Fcan(Fw, T ),

• H1
L(Fp, T ) ⊂ H1(Fp, T ) comme étant le O-saturation de LGF dans H1(Fp, T ).

5.3 Construction de certains morphismes

Nous conservons les notations précédentes. S’inspirant de [8], nous démontrons
l’existence d’un homomorphisme Ψ′ = (Ψ′F )K⊂fF⊂K tel que

Ψ′F
( r∧

H1(Fp, T )
)
⊂ H1

L(Fp, T ).

La fixation d’une base {ψ(i)
L }

r−1
i=1 de

HomO[[Gal(K/K)]](V/L,O[[Gal(K/K)]])

sur O[[Gal(K/K)]] revient à fixer une base {ψ(i)
LF }

r−1
i=1 de

HomO[∆F ](VGF /LGF ,O[∆F ])

sur O[∆F ], pour toutes les extensions K ⊂f F ⊂ K, telles que les homomorphismes

{ψ(i)
LF }

r−1
i=1 sont compatibles avec les morphismes

HomO[∆F ′ ]
(VGF ′/LGF ′ ,O[∆F ′ ]) // HomO[∆F ](VGF /LGF ,O[∆F ])
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pour F ⊂f F ′. Notons ψ
(i)
F l’image de ψ

(i)
LF par l’injection canonique

HomO[∆F ](VGF /LGF ,O[∆F ]) �
�

// HomO[∆F ](VGF ,O[∆F ])

et considérons

ΨF := ψ
(1)
F ∧ ψ

(2)
F ∧ · · · ∧ ψ

(r−1)
F ∈

r−1∧
HomO[∆F ](VGF ,O[∆F ]).

Donc

Ψ := (ΨF )K⊂fF⊂K ∈ lim←−
K⊂fF⊂K

r−1∧
HomO[∆F ](VGF ,O[∆F ]). (5.7)

Remarquons que l’application

ΨLF :=
⊕r−1

i=1 ψ
(i)
F : VGF // O[∆F ]r−1

est surjective et que ker(ΨLF ) = LGF .

Rappelons le résultat bien connu [21, Lemme B.1].

Proposition 5.13. Pour toute extension K ⊂f F ⊂ K, le morphisme ΨF induit
un isomorphisme

ΨF :
∧r VGF

∼ // ker(ΨLF ) = LGF .

Proposition 5.14. Il existe un élément

Ψ′ = (ψ′F )K⊂fF⊂K ∈ lim←−
K⊂fF⊂K

r−1∧
HomO[∆F ](H

1(Fp, T ),O[∆F ])

tel que, pour toute extension K ⊂f F ⊂ K,

ψ′F (
r∧
H1(Fp, T )) ⊂ H1

L(Fp, T ).

Démonstration. D’après la proposition 5.11, on sait que l’application canonique

VGF // H1(Fp, T )

est injective dont le conoyau est annulé par $, et donc le conoyau de l’application

HomO[∆F ](H
1(Fp, T ),O[∆F ]) // HomO[∆F ](VGF ,O[∆F ])
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est annulé aussi par $. Par suite le conoyau de

lim←−
K⊂fF⊂K

r−1∧
HomO[∆F ](H

1(Fp, T ),O[∆F ]) // lim←−
K⊂fF⊂K

r−1∧
HomO[∆F ](VGF ,O[∆F ])

(5.8)
est annulé par $r−1. D’où $r−1Ψ appartient à l’image de l’application (5.8), où Ψ
est l’élément défini dans (5.7). Ainsi

($r−1ΨF )(
r∧
H1(Fp, T )) ⊂ LGF ⊂ H1

L(Fp, T ).

D’où la proposition. �

5.4 Système de Kolyvagin pour (Σ,L)

L’objectif de sous-paragraphe est de démontrer que les classes dérivées de Kolyva-
gin (pour la définition voir [33, §IV.4]) associées à nos système d’Euler définissent
un système de Kolyvagin pour la structure de Selmer (L,Σ).

Notons cK,∞ = {εχn,Ψ} ∈ H1
Iw(K,T ) l’élément correspondant au système d’Eu-

ler {εn,Ψ(r)χ}n,r dans H1
Iw(K,T ) = lim←−

n

H1(Kn, T ).

Proposition 5.15. Soit HL l’ensemble des applications

Ψ = (ΨF )F ∈ lim←−
K⊂F⊂K

r−1∧
HomO[∆F ](VGF ,O[∆F ]) telles que ΨF (

∧r VGF ) = LGF .

Alors

{locp(ε
χ
0,Ψ) : Ψ ∈ HL} = [

r∧
VG : O.loc(r)

p (c0)]LG

où locp : H1(K,T ) // H1(Kp, T ) .

Démonstration. Il s’agit de [7, Corollaire 3.5]. �

Remarque 5.16. Si l’application locp : H1(K,T ) // H1(Kp, T ) est injective,

alors d’après [32, Proposition 6.6 (ii)], on voit que [
∧r VG : O.loc(r)

p (c0)] <∞.

Soit F une extension finie de K dans K et soit (F ,Σ(F)) une structure de
Selmer sur T . Suivant [21, §2.1], on définit la structure de Selmer (F r,Σ(F r)) par

• Σ(F r) = Σ(F) ∪ Σr
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• H1
Fr(Fw, T ) =

{
H1
F(Fw, T ), if w ∈ Σ(F)− Σr ;

H1(Fw, T ), w ∈ Σr.

où Σr = {w ⊂ F ;w | r}.

Soit π une uniformisante de O et soit M une puissance de π. Nous poserons
WM = T/MT . Soit c un système d’Euler de T , et soit κ[Kn,r,M ] ∈ H1(Kn,WM)
la classe dérivée de Kolyvagin associée au système d’Euler c, construit dans [33,
§IV.4]). On rappelle que

κ[Kn,r,M ] ∈ H1
Fr
can

(Kn,WM)

c.f. [33, Theorem 4.5.1].

Dans la suite, nous construisons un système d’Euler c de T tel que

κ[Kn,r,M ] ∈ H1
Lr(Kn,WM).

Nous avons besoin de quelques faits sur la condition locale L.

Lemme 5.17. Soit LF := LGF et soit $ le ppcm des entiers p-adiques 1−χ(Frobp).
Alors

$.(H1
L(Fp, T )/LF ) = 0.

Démonstration. D’une part la suite exacte

0 // H1
L(Fp, T )/LF // H1(Fp, T )/LF // // H1(Fp, T )/H1

L(Fp, T )

et le fait que H1(Fp, T )/H1
L(Fp, T ) est un O-module sans torsion (par définition)

montrent que
torO(H1(Fp, T )/LF ) = H1

L(Fp, T )/LF .
D’autre part la suite exacte

0 // VGF /LF // H1(Fp, T )/LF // // H1(Fp, T )/VGF

et les faits que VGF /LF est unO-module sans torsion et que leO-moduleH1(Fp, T )/VGF
est de torsion, assurent

torO(H1(Fp, T )/LF ) ∼= H1(Fp, T )/VGF .

La proposition 5.11 permet de conclure. �

Proposition 5.18. Soit Gn,r = Gal(Kn(r)/Kn). Alors le conoyau de

H1
L(Kn,p,WM) // H1

L(Kn(r)p,WM)Gn,r

est annulé par $.
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Démonstration. Soit F une extension finie de K dans K. Considérons la suite
exacte

0 // T
M // T //WM

// 0 .

Comme L est cartésienne et H1(Fp, T ) est un O-module sans torsion, nous avons
une suite exacte

0 // H1
L(Fp, T ) M // H1

L(Fp, T ) // H1
L(Fp,WM) // 0 .

Or la restriction res : H1(Kn,p, T ) // H1(Kn(r)p, T )Gn,r est un isomorphisme et

H1(Kn,p, T )/H1
L(Kn,p, T ) est un O-module sans torsion, le diagramme commutatif

exact

0 // H1
L(Kn,p, T ) //

res
��

H1(Kn,p, T ) //

reso
��

H1(Kn,p, T )/H1
L(Kn,p, T ) //

��

0

0 // H1
L(Kn(r)p, T )Gn,r // H1(Kn(r)p, T )Gn,r // (H1(Kn(r)p, T )/H1

L(Kn(r)p, T ))Gn,r

montre que l’application H1
L(Kn,p, T ) res // H1

L(Kn(r)p, T )Gn,r est un isomorphisme.

Par suite, nous avons un diagramme commutatif exact

0 // H1
L(Kn,p, T ) M //

reso
��

H1
L(Kn,p, T ) //

reso
��

H1
L(Kn,p,WM)

��

// 0

0 // H1
L(Kn(r)p, T )Gn,r M // H1

L(Kn(r)p, T )Gn,r // H1
L(Kn(r)p,WM)Gn,r

Le lemme du serpent donne

coker( H1
L(Kn,p,WM) // H1

L(Kn(r)p,WM)Gn,r ) ∼= coker( H1
L(Kn(r)p, T )Gn,r // H1

L(Kn(r)p,WM)Gn,r )

= H1(Gn,r, H
1
L(Kn(r)p, T ))[M ]

où H1(Gn,r, H
1
L(Kn(r)p, T ))[M ] est le sous module de H1(Gn,r, H

1
L(Kn(r)p, T )) an-

nulé par M . Il suffit donc de montrer que

$.H1(Gn,r, H
1
L(Kn(r)p, T )) = 0.

En effet, d’après la Gn,r-cohomologie associée à la suite exacte

0 // LKn(r)
// H1
L(Kn(r)p, T ) // H1

L(Kn(r)p, T )/LKn(r)
// 0 .

on obtient la suite exacte

H1(Gn,r,LKn(r)) // H1(Gn,r, H
1
L(Kn(r)p, T )) // H1(Gn,r, H

1
L(Kn(r)p, T )/LKn(r)) // H2(Gn,r,LKn(r)) .
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Comme LKn(r) est un facteur direct deO[Gal(Kn(r)/K)]-module libre VGal(K/Kn(r)),

H i(Gn,r,Lr
n) = 0 pour i ≥ 1

Il s’ensuit que

H1(Gn,r, H
1
L(Kn(r)p, T )) ∼= H1(Gn,r, H

1
L(Kn(r)p, T )/LKn(r)).

D’où
$.H1(Gn,r, H

1
L(Kn(r)p, T )) = 0

puisque $.(H1
L(Kn(r)p, T )/LKn(r)) = 0 (voir Lemme 5.17). �

Soit cn(r) ∈ Qp ⊗
∧rH1(Kn(r), T ) l’élément défini dans (5.4). Notons locp le

morphisme de localisation dans la cohomologie semi-locale en p

locp : Qp ⊗H1(Kn(r), T ) // Qp ⊗H1(Kn(r)p, T ) .

Comme Qp ⊗Zp VGKn(r)
∼= Qp ⊗Zp H

1(Kn(r)p, T ),

loc(r)
p (cn(r)) ∈ Qp ⊗Zp

r∧
VGKn(r)

.

D’après les propriétés définissant les éléments de Rubin-Stark, on voit que pour
tout

ψ = ψ1 ∧ · · · ∧ ψr ∈
r∧

Hom(VGKn(r)
,O[Gal(Kn(r)/K)])

on a
ψ(loc(r)

p (cn(r)) ∈ O[Gal(Kn(r)/K)].

Donc, d’après l’exemple 1 suivant la proposition 1.2 de [32], on obtient

loc(r)
p (cn(r)) ∈

r∧
VGKn(r)

.

Soit F une extension finie de K dans K ; le morphisme

locp : H1(F, T ) // H1(Fp, T ) .

induit un morphisme

lim←−
K⊂fF⊂K

r−1∧
HomO[∆F ](H

1(Fp, T ),O[∆F ]) // lim←−
K⊂fF⊂K

r−1∧
HomO[∆F ](H

1(F, T ),O[∆F ]) .

(5.9)
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Si Ψ ∈ lim←−
K⊂fF⊂K

r−1∧
HomO[∆F ](H

1(Fp, T ),O[∆F ]), pour simplifier les notations, nous

notons aussi Ψ son image par (5.9). Soit Ψ′ l’élément construit dans la proposition
5.14 et soit {εn,Ψ′(r)χ}n,r le système d’Euler de T associé à Ψ′ (voir la proposition

5.7). La proposition 5.14 et le fait que loc(r)
p (cn(r)) ∈

∧r VGKn(r)
assurent que

locp(εn,Ψ′(r)
χ) ∈ H1

L(Kn(r)p, T ). (5.10)

Le lemme suivant est crucial pour la preuve du théorème 0.3 :

Lemme 5.19. Soit κ[Kn,r,M ] la classe dérivée de Kolyvagin associé au système
d’Euler c = {$.εn,Ψ′(r)χ}n,r, construit dans [33, §IV.4]). Alors

κ[Kn,r,M ] ∈ H1
Lr(Kn,WM).

Démonstration. Comme Lr ≤ F r
can, nous avons une suite exacte

H1
Lr(Kn,WM) �

�
// H1
Fr
can

(Kn,WM) // H1(Kn,p,WM)/H1
L(Kn,p,WM) .

Le théorème 4.5.1 de [33] montre que κ[Kn,r,M ] ∈ H1
Fr
can

(Kn,WM). Il suffit donc de
montrer que

locp(κ[Kn,r,M ]) ∈ H1
L(Kn,p,WM).

Soit Dr l’opérateur de dérivée de Kolyvagin, défini dans [33, DefinitionIV.4.1].
Comme

locp : H1(Kn(r), T ) // H1(Kn(r)p, T )

est un Gal(Kn(r)/K)-morphisme,

locp(Dr$.εn,Ψ(r)χ) = Drlocp($.εn,Ψ(r)χ).

donc d’après (5.10), on obtient

locp(Dr$.εn,Ψ′(r)
χ) ∈ H1

L(Kn(r)p, T ).

OrDr$.εn,Ψ′(r)
χ mod M est invariant sous l’action de Gal(Kn(r)/Kn) [33, Lemma

4.4.2], donc

locp(Dr$.εn,Ψ′(r)
χ) mod M ∈ (H1

L(Kn(r)p, T )/MH1
L(Kn(r)p, T ))Gal(Kn(r)/Kn).

Par suite, la proposition 5.18 et [33, Lemma 4.4.13] assurent que

locp(κ[Kn,r,M ]) ∈ H1
L(Kn,p,WM)

ce qui achève la démonstration. �
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5.5 Preuve du théorème 0.3

Dans cette section nous allons démontrer le théorème 0.3 énoncé dans l’introduc-
tion ;

Théorème 0.3. Supposons satisfaites les hypothèses (H′0)− (H′3). Alors

char((A∞)χ) divise $char

(
((

r∧
Ê∞)/R̂S∞)χ

)
où $ est le ppcm des entiers p-adiques 1− χ(Frobp).

Notons cK,∞ = {εχn,Ψ′} ∈ H1
Iw(K,T ) l’élément correspondant au système d’Eu-

ler {εn,Ψ′(r)χ}n,r dans H1
Iw(K,T ), où Ψ′ est l’élément construit dans la proposition

5.14. Remarquons que sous la conjecture de Leopoldt pour L, l’application de
localisation

locp : H1(K,T ) // H1(Kp, T )

est injective. En effet, sous la conjecture de Leopoldt l’application

H1(L,Zp(1)) //
⊕

w|pH
1(Lw,Zp(1))

est injective, et donc les isomorphismes

H1(K,T ) ∼= H1(L, T )Gal(L/K) et H1(Kp, T ) ∼= H1(Lp, T )Gal(L/K)

permettent de conclure. Ainsi, d’après la remarque 5.16 et la proposition 5.15, il
existe un élément Ψ′ (sous la conjecture de Leopoldt) tel que cK,∞ 6= 0.

L’une des clés de la preuve du théorème 0.3 est le résultat suivant

Théorème 5.20. Sous les hypothèses (H′0) et (H′3), on a

char(H1
L∗(K∞, T

∗)∨) divise char(H1
L(K∞, T )/Λ.cK,∞)

Démonstration. Remarquons que pour toute place v - p,

H1
L(Fv, T ) = H1

Fcan(Fv, T ).

Donc la preuve se déduit de celle de Rubin [33, Theorem 2.3.3], si l’on remplace

SΣp(F,W
∗
M) par H1

L(T, T ∗[M ])

et
SΣpr(F,WM) par H1

Lr(F,WM),

où T ∗[M ] = ker( T ∗ M // T ∗ ), et si l’on justifie les assertions suivantes
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(i) κ[Kn,r,M ] ∈ H1
Lr(Kn,WM).

(ii) (H1
L∗(K∞, T

∗)∨)Γn et ΛΓn/char(H1
L∗(K∞, T

∗)∨)ΛΓn sont finis.

L’assertion (i) est le lemme 5.19. Pour l’assertion (ii) ; d’une part, on dispose d’une
surjection

H1
F∗str

(K∞, T
∗)∨ // // H1

L∗(K∞, T
∗)∨ ,

d’autre part, le noyau de la restriction

H1
F∗str

(K∞, T
∗) // H1

F∗str
(L∞, T

∗)

est fini. Donc il suffit de montrer que H1
F∗str

(L∞, T
∗)Γn est fini. En effet, soit M∞

la p-extension abélienne non-ramifiée en dehors p maximale de L∞ et soit X∞ =
Gal(M∞/L∞). La conjecture de Leopoldt pour Ln assure que XΓn

∞ = 0, e.g. [24,
Proposition 11.3.3]. Comme H1

F∗str
(L∞,Qp/Zp)∨ ∼= X∞, H1

F∗str
(L∞, T

∗)Γn est fini. �

Proposition 5.21. Supposons que l’hypothèses (H′0) et (H′3) sont vérifiées. Alors

char(H1
F∗str(K∞, T

∗)∨) divise char(H1
Iw,L(Kp, T )/locp(cK,∞))

Démonstration. Comme Fstr ≤ L, le théorème 2.7 donne la suite exacte

H1
Fstr(K∞, T ) �

�
// H1
L(K∞, T )

locp
// H1

Iw,L(Kp, T ) // H1
F∗str

(K∞, T
∗)∨ // // H1

L∗(K∞, T
∗)∨ .

La proposition 2.10 montre que H1
Fstr(K∞, T ) = 0. Nous avons donc une suite

exacte

0 // H1
L(K∞, T )/Λ.cK,∞ // H1

Iw,L(Kp, T )/locp(cK,∞) // H1
F∗str

(K∞, T
∗)∨ // // H1

L∗(K∞, T
∗)∨ .

Le théorème 5.20 permet de conclure. �

Comme K∞ est la Zp-extension cyclotomique de K, aucune place finie de K ne
se décompose totalement dans K∞, donc par passage à la limite projective dans
le lemme 5.17, on voit que les Λ-modules

lim←−
K⊂F⊂K∞

LF et H1
Iw,L(Kp, T ) := lim←−

K⊂F⊂K∞
H1
L(Fp, T )

sont pseudo-isomorphes. De même, la proposition 5.11 assure que les Λ-modules

H1
Iw(Kp, T ) et lim←−

K⊂F⊂K∞
VGF
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sont aussi pseudo-isomorphes. Par suite, on déduit d’après la proposition 5.13 que
les Λ-modules

H1
Iw,L(Kp, T ) et

r∧
H1
Iw(Kp, T ) (5.11)

sont pseudo-isomorphes.

Notons ι le composé

∧r lim←−
n

H1(Kn, T ) // lim←−
n

r∧
H1(Kn, T ) // lim←−

n

(Qp ⊗Zp

r∧
H1(Kn, T )) ,

et c∞ := {cn}n≥0 ∈ lim←−
n

(Qp ⊗Zp

r∧
H1(Kn, T )), où cn est défini dans (5.4).

Théorème 5.22. Soit c un élément de ι−1($.c∞). Sous les hypothèses (H′0) et
(H′3), on a

char(H1
F∗can(K∞, T

∗)∨) divise char((
r∧
H1
Fcan(K∞, T ))/Λ.c)

Démonstration. D’une part, en utilisant les faits Fstr ≤ Fcan et H1
Fstr(K∞, T ) =

0, on obtient la suite exacte

H1
Fcan(K∞, T ) �

� locp
// H1

Iw(Kp, T ) // H1
F∗str

(K∞, T
∗)∨ // // H1

F∗can(K∞, T
∗)∨ .

D’où

char(H1
F∗str(K∞, T

∗)∨) = char(H1
F∗can(K∞, T

∗)∨).char(coker(locp)).

La proposition 5.21 montre que

char(H1
F∗can(K∞, T

∗)∨).char(coker(locp)) divise char(H1
Iw,L(Kp, T )/Λ.locp(cK,∞)).

Le théorème 2.11 (resp. le lemme 5.9) montre que le Λ-module H1
Fcan(K∞, T ) (resp.

H1
Iw(Kp, T )) est libre de rang r, donc l’injection H1

Fcan(K∞, T ) �
� locp

// H1
Iw(Kp, T )

induit la suite exacte

0 // (
∧rH1

Fcan(K∞, T ))/Λ.c // (
∧rH1

Iw(Kp, T ))/Λ.(loc(r)
p (c)) // // coker(loc(r)

p ) .

D’où

char((
r∧
H1
Iw(Kp, T ))/Λ.(locrp(c))) = char((

r∧
H1
Fcan(K∞, T ))/Λ.c).char(coker(loc(r)

p )).

D’autre part, d’après (5.11), on voit que les Λ-modules
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∧rH1
Iw(Kp, T )/Λ.loc(r)

p (c)) et H1
Iw,L(Kp, T )/Λ.locp(cK,∞)

sont pseudo-isomorphes. Le fait que

char(coker(loc(r)
p )) = char(coker(locp)) (voir [3, page 258])

permet de conclure. �

Rappelons que sous la conjecture de Leopoldt pour les corps Ln, le conoyau de

(Ê∞ ⊗Zp O(χ−1))∆
N∆ // (Ê∞ ⊗Zp O(χ−1))∆

est pseudo-nul (voir théorème 4.16). On en déduire le résultat suivant

Corollaire 5.23. Sous la conjecture de Leopoldt pour les corps Ln, le conoyau de

∧r(Ê∞ ⊗Zp O(χ−1))∆

N
(r)
∆ //
∧r(Ê∞ ⊗Zp O(χ−1))∆

est pseudo-nul

Démonstration. Soit p un idéal premier de Λ de hauteur ≤ 1. Comme le conoyau

(Ê∞ ⊗Zp O(χ−1))∆
N∆ // (Ê∞ ⊗Zp O(χ−1))∆

est pseudo-nul,
Im(N∆)p ∼= ((Ê∞ ⊗Zp O(χ−1))∆)p,

donc

(Im(N
(r)
∆ ))p =

r∧
Im(N∆)p ∼=

r∧
((Ê∞ ⊗Zp O(χ−1))∆)p.

Il s’ensuit que le conoyau de

∧r(Ê∞ ⊗Zp O(χ−1))∆

N
(r)
∆ //
∧r(Ê∞ ⊗Zp O(χ−1))∆

est pseudo-nul. �

Soit RSn le Z[Gal(Ln/K)]-module engendré par les éléments de Rubin-Stark (

Définition 5.5) et soit cn = cor
(r)
Ln+1,Kn

(εn+1,χ). Ici cn est l’élément défini dans (5.4).
Notons

R̂S∞ := lim←−n R̂Sn et ε̃∞,χ := {εn,χ}n≥1.
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Comme pour tout n ≥ 1, cn = cor
(r)
Ln,Kn

(ε̃n,χ), nous avons

res
(r)
Kn,Ln

(cn) = res
(r)
Kn,Ln

(cor
(r)
Ln,Kn

(εn,χ))

= |∆|r−1N∆(εn,χ)

et donc
|∆|r−1N∆((R̂S∞)χ) ∼= Λc,

où c est un élément de l’image réciproque de |∆|r−1N∆(ε∞,χ) par le composé∧r lim←−nH
1(Kn, T ) // lim←−n

∧rH1(Kn, T ) // lim←−n(Qp ⊗Zp
∧rH1(Kn, T )) .

Preuve du théorème 0.3. Considérons le diagramme commutatif exact

(R̂S∞)χ //

|∆|r−1N∆
����

∧r(Ê∞)χ // //

N
(r)
∆
��

(∧r Ê∞/R̂S∞
)
χ

��

0 // |∆|r−1N∆(ε∞,χ)) //
∧r(Ê∞)χ // //

����

∧r(Ê∞)χ/|∆|r−1N∆(ε∞,χ))

coker(N
(r)
∆ )

où (Ê∞)χ = (Ê∞ ⊗Zp O(χ−1))∆. Le corollaire 5.23 montre que coker(N
(r)
∆ ) est fini,

donc

char(
r∧

(Ê∞)χ/|∆|r−1N∆(ε∞,χ)) divise char

(( r∧
Ê∞/R̂S∞

)
χ

)
.

Comme χ(Frobv) 6= 1 pour toute place p-adique de K,

(Ê ′∞ ⊗Zp O(χ−1))∆ ∼= (Ê∞ ⊗Zp O(χ−1))∆.

Le théorème 5.22 et la remarque 4.14 permettent de conclure ;

char((A∞)χ) divise $.char

(( r∧
Ê∞/R̂S∞

)
χ

)
.
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