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Introduction

L’introduction des systemes d’Euler par Kolyvagin en 1988 ([18]) a eu des
conséquences extrémement importantes en arithmétique, en particulier en théorie
d’Iwasawa, et a donné lieu a de nouvelles perspectives de démonstration. En
général, les systemes d’Euler peuvent étre regardés comme collections de classes
de cohomologie compatibles dans une tour d’extensions abéliennes d’un corps de
nombres K, en établissant un pont entre des objets d’intérét arithmétique (groupe
des classes, groupe de Shafarevich-Tate, ...) et des valeurs spéciales de fonction L.
A partir du systeme d’Euler cyclotomique (il s’agit simplement des 1 — (,,, pour m
entier, ou (, est une racine de 'unité d’ordre m et (I = (,,) et du systéeme d’Euler
elliptique, Rubin ([29]) a ainsi pu redémontrer de maniere élémentaire la conjecture
principale d’Iwasawa sur Q (démontrée par Mazur et Wiles [23]) et de prouver la
conjecture principale sur un corps quadratique imaginaire [30]. Inspiré des idées de
Rubin et Kolyvagin, de nombreux auteurs ont apporté des améliorations notables
a ces résultats (Greither, Bley, Huber-Kings,...).

Soient p un nombre premier impair et K un corps de nombres. Soient K, une
Zy-extension de K et Lo, une extension finie de K, abélienne sur K. Fixons une
décomposition de

G:=Gal(Lo/K) = Gal(Loo/Koo) X I', I >~ Z,,.

Alors les corps L := L. et K., sont linéairement disjoints sur K. De plus Lo, =
LK et Gal(Ly/K) est le sous-groupe de torsion de G. L’algebre d’Iwasawa de
G est par définition

AG) = Z,[[9]] = lim Z,[Gal(F/ K)),

ou F' parcourt I'ensemble des extensions finies de K contenues dans L.

Pour tout corps de nombres F', notons A(F') la partie p-primaire du groupe des
classes de F' et E(F') le groupe des unités de F'. Si F' est une extension abélienne
finie de K contenue dans Lo, on notera St(F) le sous-groupe de & (F') engendré

par les unités de Stark de F'. Pour tout Z-module M, on pose M = l&nM /"M le
pro-p-complété de M. Notons



A =lmA(F),  Eo=lm&(F),  St.=lim5u(F),

ou F' parcourt ’ensemble des extensions finies de K contenues dans L.,. Les mor-
phismes de transition sont les homomorphismes induits par la norme. Tous ces
Z,-modules sont de maniere naturelle des A(G)-modules. Posons A := Gal(L/K)
et fixons une fois pour toutes un caractere non trivial @p—irréductible

X :A—>@;.

Soit O := Z,[x] 'anneau des valeurs de x et notons O(x) 'anneau O sur lequel A
opere par multiplication par x. Pour tout Z,[A]-module M, le produit tensoriel

M, =M Qz,[A] O(X)

est naturellement un O[A]-module. L’action de A sur M, se fait via multiplication
par x. On appelle M, le x-quotient de M. Il est isomorphe comme O[A]-module
au plus grand quotient de M ®z, O sur lequel A opere via multiplication par x.
L’anneau A(G), s’identifie a A := O[['] qui est isomorphe a l'algebre des séries
formelles O][S]]. On sait que A est un anneau local régulier complet de dimension
2 et de corps résiduel fini de caractéristique p. Le théoreme de structure des A-
modules affirme que pour tout A-module M de type fini et de A-torsion, il existe
des éléments non nuls fi, ..., f, de A et un homomorphisme injectif

Gr<i<r N/ (fi) —— M

dont le conoyau est fini. L’idéal de A engendré par le produit f;...f, ne dépend que
de M; c’est I'idéal caractéristique de M qu’on note char(M).

Le premier but de ce travail est de comparer 'idéal caractéristique du A-module
(Aso)y et celui du A-module (£4/St), pour certains caracteres. Cela fait I'objet
d’une publication en collaboration avec J. Assim et H. Oukhaba [1]. Soient X
I'ensemble des places infinies de K, ¥, I'ensemble des places p-adiques de K et
Ram(Ls/K) I'ensemble des places de K ramifiées dans L.,/K. Pour toute place
v de K et toute paire d’extensions abéliennes F' C F’ de K, on note D,(F'/F) le
groupe de décomposition de v dans F’'/F. Pour toute place v € ¥,, on note A,
I'idéal de A engendré par les éléments o — 1, olt 0 € I'™ et d, est égal & l'indice
du groupe de décomposition D, (K /K) dans Gal(K./K). Soit L, le corps de
nombres fixé par le noyau de x et soit k le caractere cyclotomique. Dans ce travail
on fait les hypotheses suivantes

(Ho) Yoo URam(Ly/K) contient au moins trois places;

(H1) oo contient une seule place vy totalement décomposée dans L, /K,
et vy est totalement décomposée dans L] K ;
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(Hz2) aucune place finie de K ne se décompose totalement dans K ;

1

(H3) le caractére xx~" est non trivial ;

(H4) pour toute place p-adique v de K, X(Dy(Loo/Kw)) # 1 ou
char((Ax)y) est premier a A, ;

(Hs) sip|[L: K] alors p ne divise pas [L : L,] et la conjecture de
Leopoldt est vérifiée pour toute extension finie F' de L, contenue
dans Ko L.

Théoréme 0.1. ([1, Théoréme 1.1]) Supposons satisfaites les hypothéses (Ho), -+, (Hs).
Alors P
char((Aw)y)  divise char((Ex/Stso)y)-

La démonstration du théoreme 0.1 repose essentiellement sur la théorie des
systemes d’Euler exposée dans [33]. En effet, les unités de Stark, quand elles
existent pour la famille d’extensions abéliennes de K définie au paragraphe 4.1.1,
donnent des systémes d’Euler pour la représentation T = Z,(1) ®z, O(x™ ). Cela
nous permet d’utiliser le théoréeme 4.6, qui résume [33, Theorem 2.3.2 et Theorem
2.3.3], pour démontrer que la série caractéristique d’un certain groupe de Selmer
H}gan(Koo,T*)V divise la série caractéristique des p-unités modulo les unités de
Stark. Le lemme 4.8 ci-dessous donne la formulation exacte de ce résultat. Nous
passons du lemme 4.8 au théoreme 0.1 d'une part en controlant 1’écart entre le
groupe de Selmer H }:an(Koo, T*)Y et notre groupe de classes d’idéaux, et d’autre

part en montrant un résultat de pseudo-nullité du A-module H(A, g;@)zp(’)(x_l)),
objet du théoreme 4.16.

Disons quelques mots sur nos hypotheses. L’hypothese (H;) est nécessaire pour
'existence (conjecturale) des p-unités de Stark. L’hypothese (H) entraine que les
p-unités de Stark sont des unités et nous permet ainsi d’éviter des complications
techniques nuisibles a la compréhension du texte. Elle est vérifiée par exemple si
#3 ., > 2. L’hypotheése (Hs) est partie intégrante de la définition d’'un systeme
d’Euler. Grace a (H3) nous pouvons appliquer efficacement les théoremes de Rubin.
L’hypothese (Hs5) est automatiquement vérifiée dans le cas semi-simple. Si p divise
[L : K], elle devient superflue des que l'invariant mu d’Iwasawa de (As), est
nul. Si L est la Z,-extension cyclotomique de L, une conjecture d’Iwasawa (vraie
d’apres Ferrero-Washington si L/Q est abélienne, e.g.[40, Chapter 16]) affirme que
(As) = 0. Il en est de méme si K est un corps quadratique imaginaire et K, est
la Z,-extension de Coates-Wiles considérée dans [4], d’apres un résultat classique
de Gillard [14]. Notons que dans 1’énoncé du théoreme 0.1, on ne fait aucune
hypothese sur la nullité de I'invariant mu d’Iwasawa. Le théoreme 4.16 ci-dessous
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est un ingrédient indispensable permettant de se passer de cette hypothese dans la
preuve du théoreme 0.1. Rappelons que dans les deux cas classiques cités ci-dessus
([30, 15, 4]) 'hypothese (H4) est vérifiée puisqu’on sait que la série caractéristique
de A, est premiere a l'idéal d’augmentation de A(G).

Une variante des conjectures de Stark, permettant de relacher (#;), prédit
'existence d’éléments dits de Rubin-Stark, voir [32]. C’est le deuxieme objectif de
ce travail. Nous utilisons les éléments de Rubin-Stark pour démontrer un résultat
de divisibilité analogue au théoreme 0.1 ci-dessus, généralisant ainsi au cas non
semi-simple les résultats de Biiyiikboduk obtenus dans [8, Theorem A]. Cela a fait
I'objet d’une publication [20]. Commengons par préciser le contexte. Ici K est un
corps de nombres totalement réel de degré [K : Q] = r et K, est la Z,-extension
cyclotomique de K. Le corps L est une extension abélienne de K et Lo = LKx
est la Zy-extension cyclotomique de L. Dans ce cas nous allons remplacer St par
J%OO obtenu comme la limite projective des pro-p-complétés R/S\F, ou RSF est un
groupe construit a ’aide d’éléments de Rubin-Stark de F', voir définition 5.5. Soit
K (1) la p-extension maximale de K contenue dans le corps de classes de Hilbert
de K. Dans la suite supposons (pour simplifier) que

L=L, et K=LnK(l)
Considérons les hypotheses suivantes
(Hy) Le corps L est totalement réel ;
(H}) L’extension L/Q est non ramifiée en p;
(H5)  x(Froby) # 1 pour toute place p-adique de K ;

(H%) La conjecture de Leopoldt est vérifiée pour toute extension finie
F de L continue dans L.

Dans le cas semi-simple Bliytikboduk a montré

Théoréme 0.2. (Biyikboduk [8, Theorem A]) Sous les hypothéses (Hy) — (H}),
sipt[L: K] alors

char((4c),) = ehar (A E2)/F52), )

La démonstration de théoreme 0.2 se base au moins sur deux idées. La construc-
tion d’un systeme d’Euler pour la représentation p-adique T' = Z,(1) ®z, O(x ') &
I’aide des éléments de Rubin-Stark et, la détermination de la structure de certains



groupes de Selmer. En effet, le travail entrepris par Mazur et Rubin sur la théorie
des systemes de Kolyvagin [21], permet la détermination de la structure de certains
groupes de Selmer, dans le cas ot un certain invariant cohomologique, appelé ” core
rank” (voir [21, Definition 4.1.8 et 4.1.8]), est égal & 1. Comme application a la
théorie d’Iwasawa, Biiyiikboduk obtient une relation de divisibilité entre les idéaux
caractéristiques de la limite projective de ces groupes de Selmer, qui devient une
égalité si le systeme de Kolyvagin correspondant au groupe de Selmer est primitif
au sens de [21]. Pour plus de détail voir [6]. Il a ensuite appliqué cette théorie a la
démonstration du théoreme 0.2 en construisant un systeme de Kolyvagin primitif
d’éléments de Rubin-Stark et une structure de Selmer de ” core rank” un.

Il faut signaler ici que Mazur et Rubin introduisent dans [22] la notion de
systeme de Stark\ systéme de Kolyvagin de rang r, qui leur permet de déterminer
la structure de groupes de Selmer, lorsque le ” core rank” est supérieur a 1.

Dans ce travail nous démontrons

Théoréme 0.3. ([20, Theorem 1.3]) Supposons que les hypotheéses (H{) — (H%)
sont vérifiées. Alors

char((Au),) divise w.char((( /\ EJO)/R/SZ)X>

ot w est le ppcm des entiers p-adiques 1 — x(Froby).

La démonstration de théoreme 0.3 a été inspirée par le résultat de [8]. Remar-
quons tout d’abord que, si p | [L : K] les résultats de [21] et [22] ne s’appliquent
pas, car la notion de ” core rank” n’est pas définie. Par conséquent, nous sommes a
menés a utiliser la théorie des systemes d’Euler exposée dans [33]. En particulier,
nous construisons une structure de Selmer dans la direction d’avoir un résultat
semblable a celui de Rubin [33, Theorem 2.3.2 et Theorem 2.3.3|, cf. théoréme
5.20, en se basant sur la connaissance de la structure des unités semi-locales, cf.
théoreme 5.8. Cette structure a été déterminée par Greither [17], en utilisant la
théorie de Coleman. Dans le cas semi-simple Biiyiikboduk a utilisé un théoreme
de structure faible di a Colmez-Cherbonnier [10], obtenu par la théorie de (p,I')-
modules.



Notations

Sauf indication contraire, on adoptera les notations suivantes

p
Hopn

Q
F
Gr
=

FE/F :

un nombre premier fixé

le groupe des racines p™*™* de 'unité

une cloture algébrique fixée de Q

un sous-corps de Q, de degré fini sur Q

le groupe de Galois absolu de F'; Gp = Gal(Q/F)

un ensemble fini de places de F

I’éxtension algébrique maximale de F' non ramifée en dehors de X

Gx(F) : le groupe de Galois Gal(Fy/F)

une place de F'

on fixe une place @ de Q au-dessus de w;

un Frobenius de w dans G

le groupe de décomposition de w dans Q/F

le groupe d’inertie de w dans Q/F

le complété de I’ en w

le dual de Pontryagin du Z,-module M ; M = Homy,(M,Q,/Z,)
le pro-p-complété du Z-module M ; M = @n M/p"M

le sous-groupe divisible maximal du Z-module M

I’élément norme du groupe abélien fini G, Ng := )" . 0.
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Chapitre 1

Représentations p-adiques et
conditions locales

1.1 Cohomologie continue.

Dans [37], Tate introduit pour un groupe topologique G et un G-module topo-
logique M les groupes de cohomologie continues H% (G, M). 1l introduit les co-
chaines continues pour définir un foncteur cohomologique de la catégorie des G-
modules topologiques dans la catégorie des G-modules. Si GG est un groupe de
Galois et M est un G-module discret, les groupes HE (G, M) coincident avec les
groupes de cohomologie galoisienne au sens de Serre [35]. On note H'(G, M) les
groupes de cohomologie continue. Pour les définitions et les faits de base de la co-
homologie continue, voir [37, 25, 24, 33]. Dans la suite, G sera le groupe de Galois
d’une extension d’un corps local ou global. En particulier, G est un groupe profini.
Si H est un sous-groupe de GG, nous avons une application de restriction

res: H(G,M) —— H'(H,M) ;

si de plus H est un sous-groupe ouvert d’indice fini dans G, alors nous avons une
application de corestriction

cor: H(H,M)—— H (G, M) .

Si H est un sous-groupe fermé normal de G, alors nous avons une application
d’inflation

inf : H{(G/H,M*) ——— H'(H, M) .
Soient maintenant p un nombre premier, ® une extension finie de Q, et O I'anneau

des entiers de ®. Si M est un O-module muni d'une action O-linéaire continue de G
alors les groupes H'(G, M) sont naturellement munis d’une structure de O-module.
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Si k est un corps et k est une cloture algébrique séparable fixée de k de groupe
de Galois Gy, = Gal(k/k), on note H'(k, M) := H'(Gy, M). Pour toute extension
galoisienne £’ de k contenue dans k, on adopte les notations

H' (K [k,-) := H(Gal(K'/k),-)
et
corpry : H'(K', M) —— H'(k, M), respp : H'(k, M)—— H(K', M)
les applications naturelles de corestriction et de restriction.

Définition 1.1. Une représentation p-adique de Gy a coefficients dans O est un
O-module libre de rang fint muni d’une action O-linéaire continue de Gy.

1.2 Conditions locales

Dans tout le reste de cette section, le corps k désigne R, C ou une extension finie
de Q, contenue dans une cloture algébrique fixée Q, de Qp, ou ¢ est un nombre
premier. Suivant [21], nous rappelons la notion des conditions locales.

Définition 1.2. Soit T un O[[Gy]]-module. Une condition locale sur T est un choiz
d’un sous O-module de H'(k,T). Si nous faisons référence a la condition locale
par un symbole F, nous notons Hx(k,T) le sous O-module correspondant :

Hy(k,T) c H'(k,T).

Une condition locale est dite fonctorielle pour une certaine sous-catégorie C de
la catégorie des O[[Gy]]-modules si

T+—— Hx(k,T)

est un sous-foncteur de cette catégorie dans la catégorie des O-modules. Dans ce
cas, nous notons aussi F ce foncteur.

Une condition locale F sur T" détermine une condition locale sur tous les sous-
modules 77 et sur tous les modules quotients 715 de T', en prenant respectivement
H3-(k,Ty) comme I'image inverse de Hx(k,T) par application induite par 'injec-
tion de Ty dans T et Hx(k,Ty) 'image de Hx(k,T) par I'application induite par
la surjection de T' sur T,. Nous appelons propagation d’une condition locale son
extension par ce procédé aux sous-modules et aux quotients de 7.

Exemple 1.3. Soit Quotn(T') la catégorie dont les objets sont les quotients T /IT
pour tout idéal I de O, et dont les morphismes de T/IT dans T/JT sont les
multiplications par un scalaire a € O, tel que al C J. Alors la propagation d’une
condition locale F sur T est fonctorielle pour Quote(T).
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Remarque 1.4. Si 0 T, T T, 0 est une suite exacte de O[[Gy]]-
modules et F est une condition locale sur T, alors la propagation de F induit une
suite exacte de O[|Gy]]-modules

0 — H°%k,T,) —— HY KT —— H' KT —

Hy(k,T\) —— Hx(k,T) —— HrkTy) —— 0
En effet, d’une part la Gy-cohomologie donne

0 — H%k,T,) — H'KT) — H'kT,) —

HY(k, ) —— HYkET) — HYkT).
D’autre part la propagation de F assure ['exactitude de la suite
Hy(k,Ty) — Hx(k,T) — Hx(k,T3) — 0.

D’ou le fait que Hy(k,Ty) contient l’image inverse de 0 € H'(k,T) permet de
conclure. O

On peut faire propager de la méme fagon la condition locale F a tous les sous-
quotients arbitraires de T. En effet, si T} C T, C T, alors on peut définir une
condition locale sur Ty /7] en le regardant comme un quotient du sous-module 75
de T, ou comme un sous-module du quotient 7/T; de T. La remarque 1.4 assure
que les deux choix définissent la méme condition locale sur le sous-quotient 715 /T}

de T.

Par contre rien ne garantit qu'une condition locale fonctorielle coincide avec sa
propagation. En effet; si une condition locale F est fonctorielle pour une catégorie
C, si T et Ty sont deux objets de C et si par exemple « est un C-morphisme injectif

OéIT1—>T2

nous disposons de deux choix possibles de Hx(k,T;) : ou bien nous prenons pour
H3(k,Ty) 'image de Ty par F ou bien nous prenons pour Hx(k,T}) 'image inverse
de Hy(k,T3) par a. Nous disons que la condition locale F est cartésienne si ces
deux choix coincident. Cela signifie également que F coincide avec sa propagation
aux sous-modules.

Dans la suite, supposons que T est une représentation p-adique de Gy, a coefhi-
cients dans O.

Lemme 1.5. Soit F une condition locale sur T'. Si le O-module
HY(k,T)/HX%(k,T) est sans-torsion alors F est cartésienne dans Quote(T).
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Démonstration. La preuve suivante est celle de [21] lemme 3.7.1. Soit 7 une
uniformisante de O et soient i et j deux entiers, tels que 0 < ¢ < j. Par définition

des morphismes de Quoty(T), l'injection T/m‘T—— T/m/T n’est autre que la
multiplication par 7/~¢. Par cohomologie, le diagramme commutatif exact

0—T "7 — S T/miT ——0

LT

0 T-=5T T/miT —— 0

induit le diagramme commutatif exact

H'(k,T) " H'(k,T) — H'(k, T/mT) —— H2(k, T)[mi] —— 0 .

b e

HY(k,T) 7r—J>H1(k,T) —— HY(k, T/ T) —— H*(k, T)[mI] —— 0
D’ou il suffit de montrer que
(7)Y (Hz(k, T/miT)) C Hx(k, T/m'T).

En effet, soit ¢ € [7/ ) Y (H3(k,T/m/T)). La définition de Hx(k,T/mIT) et le fait
que [1777c € Hx(k,T/m/T) assurent lexistence d'un élément d' € Hx(k,T) dont
I'image dans H'(k,T/m/T) est [7/~‘|c. Une simple chasse dans le diagramme ci-
dessus montre I'existence d’un élément d € H'(k,T) dont I'image dans H'(k, T/m'T)
est c. Or H'(k,T)/HL(k,T) est un O-module sans torsion et 7/ ~'d—d’ € 7 H'(k,T),
on en déduit que ¢ € Hx(k,T/m'T), ce qui acheve de démontrer le lemme. O

Posons
D:=®/O, D(1):=D®g, Z,(1) et T":=Home(T,D(1)),

ol Z,(1) = Hm i est le module de Tate.
Rappelons le théoreme de dualité locale (voir e.g. [19, Corollaire 1.2.3 |, [25, Theo-
rem 5.2.6]) : Pour ¢ = 0,1,2, on a un accouplement

H>(k, T) x H'(k,T*) — H?*(k,D(1)) = D, sik est non archimédien,

j_jQ—i(k7T) X ]T_]i(]g,T*) — }A]?(k:,D(l)), si k est archimédien
(1.1)

ou, comme d’habitude, H *(, ) désignent les groupes de cohomologie modifiés de
Tate.
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La donnée d’une condition locale F sur T' détermine une condition locale F*
sur 7™, en prenant
Hy(k,T*) .= Hx(k,T)*
pour la dualité (1.1).

Nous allons maintenant donner une description unifiée de la condition locale
non-ramifiée fréquemment utilisée dans la littérature. Dans la suite ,si k est un
corps non-archimédien, on note k" I’extension maximale non ramifiée de k, Frob €
Gal(k"" /k) I'automorphisme de Frobenius et I = Gal(k/k"") le groupe d’inertie.
Si k est archimédien, on pose I = G et k" = k.

Soit H'(k,T)" le sous-module des normes universelles de H'(k,T) défini par :

H'(k,T)= () corpn(H'(F,T)),
kCFCkur
I'intersection est prise sur toutes les extensions finies non ramifiées F' de k, conte-
nues dans k“". La continuité des applications corgy montre que H'(k,T)* est un

sous-groupe fermé du groupe compact H'(k,T). On définit la condition locale
non-ramifiée [22, Definition 5.1]

HY., (k,T) € H'(k,T)

de la fagon suivante

Hy (k,T):= H"'(k,T)“** (1.2)
ot H'(k, T)“* est le saturé de H'(k,T)" dans H'(k,T) i.e.
HY(k,T)/H(k, T)"** est un O-module libre tel que H'(k,T)“**/H (k, T)" est
de longueur finie. En particulier, la condition locale F,, est cartésienne. Pour un
sous-module N d’un O-module de type fini M, le saturé N*¢* de N dans M est
I'image réciproque de la torsion de M /N par la projection canonique de M dans
M/N. On peut aussi montrer que N est 'image réciproque de N ®p ® par
I’application canonique de M dans M ®o ®.

Pour tout Gg-module topologique M, soit
H! (k, M) =ker( H'(k, M) == HY(I,M) ),

le sous-groupe de cohomologie non ramifié de H'(k, M). On dit que M est non
ramifié si [ agit trivialement sur M.

Pour calculer I'orthogonal, pour la dualité de Tate (1.1), des groupes H'(k, T),
Hy (k,T) et H}.(k,T), on considere accouplement (1.1) pour toutes les exten-
sions finies I’ de k contenues dans k", puis on passe a la limite. Le passage a la

limite dans la dualité (1.1) induit une forme bilinéaire non-dégénérée
lim  H'(F,T) x lm H'(FT) —=%  lim H*(F,D(1))
kCyFCkvr kCpFCkvr kCyFCkur
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ou les morphismes de transition dans la limite projective (resp. inductive) sont
induits par la corestriction (resp. la restriction) et la notation k C; F signifie que
F' est une extension finie de k. Nous notons

cor : lim  H'(F,T) — H'(F,T), resy : H'(F,T") — lim H'(F,T")

kaFleu'r kaFleu'r

les applications obtenues par passage a la limite sur les applications corp p et
resp g, pour toute extension finie F' Cy F”.

Proposition 1.6. Soit k un corps local non-archimédien. Alors [’orthogonal de
HY(k,T)* pour la dualité (1.1) est H! (k,T*) :

(H'(k,T)")" = H,,(k,T7).

Démonstration. Notons d’abord que pour toute extension finie k C; F C; F'
de k, on a le diagramme commutatif ([24, Proposition 1.5.3]) :

HY(F',T) x  HYF' T% —Y 5 H*F',D(1))

corF/’F‘( resF’F/[ COYF’,F‘Z

HY(F,T) x  HYF,T% ———  H?*(F,D(1)).

Nous en déduisons le diagramme commutatif suivant :

lim  HYFT) x  lm HY(FETY) —==  lim H*(F,D(1))
kCyFCkur kCyFCkur kCyFCkur
‘COI‘(D )[res(l) 2‘/COI‘<2)
k k k
HY(k,T) X H'(k, T*) — H?*(k, D(1)).

Puisque les groupes H(F, T') sont compacts, Im(cor!”) = H*(k, T)* (cf.[41, Pro-
position 1.1.6]). La commutativité du diagramme ci-dessus permet de conclure.
O

Dans la suite, nous noterons Ay, le sous-groupe divisible maximal de A, pour
tout groupe abélien A. Pour tout O-module M, soit

M"Y :=Homp(M, D) = Homg, (M, Q,/Z,)
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le dual de Pontryagin de M. Rappelons que D est un O-module injectif. En parti-
culier Homep (M, D) est un foncteur exact de la catégorie des O-modules dans elle
meme, et I’application

M —s (MY)Y

est un isomorphisme si M est un O-module de type fini ou discret de torsion.

Proposition 1.7. Soit k un corps local non-archimédien. Alors
H};T(k,T*) = H} (k,T*) g

Démonstration. Soit M := H'(k,T)/H}, (k,T). La dualité¢ (1.1) montre que
le O-module H} (k,T)* est isomorphe & MV. Comme D est divisible et M est
libre (par définition), on en déduit que le O-module Hy. (k,T)" est divisible. Pour
conclure, il suffit de montrer que H,.(k,T*)/Hy, (k,T)* est fini. Par définition
H'(k,T)" C Hy, (k,T), on a la suite exacte

0— HY (k,T)/H(k,T)" — H'(k,T)/H(k, T)* —» H'(k,T)/H%._(k,T) .

Par passage au dual et en tenant compte de la proposition 1.6, on en déduit la
suite exacte

0—— H}w(k, Tt ——H (k,T*) — (H}W(k, T/ H(k, T)*)Y ——0.

La finitude de Hx, (k,T)/H'(k,T)" permet de conclure. O

Proposition 1.8. Soit k un corps non-archimédien. Alors
H} (k,T)C H'(k,T)"“
Démonstration. Considérons le diagramme commutatif ([24, Proposition 1.5.3])

HY (k" [k, TT) x HY (k" [k, (T*))) —— H*(k"/k,T'® (T*))) =0
1inf 1inf linf
HY(E,T)  x H'(k,T%) — H*(k, T ®T)
La nullité¢ de H'(k* /k,TT @ (T*)!) est une conséquence du fait que le groupe
Gal(k""/k) est de p-dimension cohomologique égale a 1. Soient x € H (k,T) et

€ H. (k,T*). Ecrivons

x =inf(z) et y=inf(y;).
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La commutativité du diagramme ci-dessus montre que
rUy =inf(x;) Uinf(y;) = inf(z; Uy;) =0

et donc
H, (k. T) € HY (kT

D’apres la proposition 1.6, on sait que
HY(k,T) = H., (k, T*)".

Ainsi
HY (k,T) © (H (k, T)" ).

Puisque H'(k,T)* est un sous-groupe fermé du groupe compact H'(k,T),
(H (1, T = HY B, T,
cf. [28, Theorem 2.9.6 et Proposition 2.9.9]. D’ou
H} (k,T)C H'(k,T)"
U

Corollaire 1.9. Soit k un corps non-archimédien de caractéristique résiduelle
(£ p. Alors
H! (k,T)=H"(k,T)"

Démonstration. Soit £ C; F' C k" une extension de k. Comme ¢ # p, la suite
exacte d’inflation-restriction (voir e.g. [33, Appendix B, Proposition 2.5 et 2.7])
donne

0— HY(k" /F, TT) — HY(F, T) — H(I, T)Fr>=! — FH2(kwr /F, T1) = 0.

ott la nullité de H2(k* /F,T!) découle du fait que la p-dimension cohomologique
de Gal(F""/F) est égale a 1. Ainsi par passage a la limite, on obtient le diagramme
commutatif

0 ——UmH' (k" /F,T") —— mH " (F,T) — limH'(I,T)°" ——0  (1.3)
F F F

Pkl Cor](:)l

0— H' (kv /k, ") —— H'(k, T)

ou F' parcourt I’ensemble des extensions finies de k contenues dans k", les mor-
phismes de transition sont induits par la corestriction et pj est I'application induite
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par passage a la limite sur les applications de transition. Comme ¢ # p, le O-module
HY(I,T) est de type fini, donc @Hl(l, T)°r =0, cf. [33, Appendix B, Lemme
F

3.2]. D’ou
~ (1)
Im(px) = Im(cor,”)
et donc
H'(k,T)* = Im(cor'") = Im(py) € H..(k,T).
L’inclusion inverse est la proposition 1.8. U

Remarque 1.10. Dans le cas ou k est un corps non-archimédien de caractéristique
résiduelle ¢ # p, H (k,T)* = H! (k,T*). C’est une conséquence immédiate du
corollaire 1.9 et de la proposition 1.6.

On en déduit le résultat bien connu (voir e.g.[33, Lemma 1.3.5]) suivant

Corollaire 1.11. Soit k un corps non-archimédien de caractéristique résiduelle
¢ #p. Si T est non ramifiée, alors

Hy, (kT)= H,(kT) et Hy, (kT%) = H,,(k,T").

Démonstration. Comme ¢ # p et T est non ramifiée, la suite exacte d’inflation-
restriction

0—>H1<kur//€7T) —>H1(k;,T) _>H1(]7 T)F‘robzl —>H2(l€w/k,T) 0
montre que
H'(k,T)/H, . (k,T) ~ H'(I,T)Fb=",

Or la représentation T est non ramifiée et sans torsion, alors H*(1,T) = Hom,(I,T)
est sans torsion. D’ou
Hir(kv T)Sat = Hir(h T)

Le corollaire 1.9 permet de conclure. La deuxieme assertion se déduit directement
de la remarque 1.10. U
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Chapitre 2

Structures de Selmer et théorie
d’Iwasawa

Ce chapitre est consacré a 1’étude de certains groupes de Selmer associés a la
représentation p-adique Z,(1) ®z, O(x ™).

Dans la suite, K est un corps de nombres et L est une extension abélienne
finie de K de groupe de Galois A. Soit K, = Un>0 K, une Z,-extension de K
de groupe de Galois I et soit A I’algebre de groupe complétée O[[I']]. On suppose
pour simplifier que L et K, sont linéairement disjointes sur K. On adopte les
notations suivantes :

L, . le composé des corps L et K, ;
A, : legroupe de Galois Gal(L,/K,) ;
G, : le groupe de Galois Gal(L,/L) ~ Gal(K, /K).

On suppose que toutes les extensions algébriques de K sont contenues dans une
cloture algébrique séparable fixée Q de Q. Pour tout ensemble ¥ de places de K,
I’ensemble des extensions des places de > a une extension galoisienne finie F' de
K sera encore noté Y. On utilise les notations usuelles :

Iy, . l'extension algébrique maximale de F' non ramifiée en dehors de X ;
Gx(F): le groupe de Galois Gal(Fy/F).

Pour toute place w de F, on fixe une place @ de Q au-dessus de w. On note

D, : legroupe de décomposition de @ dans Q/F ;
I, : legroupe d’inertie de w dans Q/F ;
F, : lecomplété de F' en w.
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2.1 Structures de Selmer

Soit T" une représentation p-adique de Gg. Pour une place v de K, on dit que
T est non ramifiée en v si le sous-groupe d’inertie I, de v agit trivialement sur
T. Dans le cas ou v est une place réelle de K, dire que T est non ramifiée en v
est équivalent a dire que la conjugaison complexe opere trivialement sur 7. Dans
toute la suite, T est une représentation p-adique de Gx non ramifiée en dehors
d’un ensemble fini de places de K et Ram(T") est I’ensemble des places en lesquelles
T est ramifiée. Nous notons X, I'ensemble des places p-adiques et X, I’ensemble
des places infinies de K. Posons

Yo =X, UXs URam(T).

Définition 2.1. La donnée d’une structure de Selmer (F,X) est la donnée d’un
ensemble fini 3 de places contenant X, ainsi que d’une condition locale H3(K,,T)

en chaque v € X2, Siv € 3, nous écrirons aussi Hx(K,,T) := H. (K,,T).

Le groupe de Selmer Hy x,(K,T) associé d la structure de Selmer (F,X) est le
noyau de [’homomorphisme de localisation

HY(Gs(K),T) — @, s H'(K,,T)/H:(K,,T) .

La donnée d’une structure de Selmer sur 7" induit une structure de Selmer
sur tous les sous-quotients de T' par propagation de chaque condition locale. Elle
induit également une structure de Selmer (F*, X)) pour 7™ en prenant pour chaque
condition locale la condition locale induite par dualité locale de Tate. Lorsque le
contexte le permet, nous omettons de mentionner I’ensemble Y dans nos notations.

Rappelons, cf. chap.l, (1.2), que F,, est la condition locale non ramifiée.

Remarque 2.2. Les groupes de Selmer Hy. (K, T) et Hy. (K, T) sont indépendant
du choix de X contenant Xg. C’est une conséquence immédiate du corollaire 1.11.
En effet, d’apres le corollaire 1.11, on sait que si v € ¥ — g alors

Hy, (K, T) = H,(K,,T) et Hpy, (K,,T") = H, (K, T").
D’ou les deux suites exactes
0— Hy,, 5, (K. T) — Hj, 5(K.T)— @,exn_s, Hr,, (K., T)/H,, (K., T)
et
Hy 50 (B T Hy (K, T7) — @y sy Hip (Ko, T/, (K0, T7)
permettent de conlure.
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Exemple 2.3. Soit T = O(1) et CI(K) le groupe des classes d’idéauz de K. Alors
les O-modules Hy. (K,T*) et Hom(CI(K),T*) sont isomorphes

Hy. (K,T*) = Hom(CI(K),T").
En effet, comme D, opere trivialement sur T = D, on a l’isomorphisme
H} (K,,T*) = Hom.(D,/I,,T*).

Or T* est divisible et D, /I, est sans torsion, par conséquent H! (K,,T*) est di-
visible. On déduit alors de la proposition 1.7 que

Y, (K, T%) = H.,(K,,T").

En particulier H' (K, T*)/Hx. (K, T*) s’injecte naturellement dans Hom.(1,, T*).
Do

Hy. (K,T*) = ker (H'(K,T*) — |[ H"(K,,T")/Hp, (K,,T%))

ker (HOHIC(GK, T*) — H HOInc(LL;lba T*))

I

Hom(Gal(Hg/K),T")
~ Hom(CI(K),T"),

ou Hy est le corps de classes de Hilbert de K. U

La généralisation suivante du théoreme de dualité globale de Poitou-Tate est
essentiellement diie a Nekovar :

Théoréme 2.4 (Poitou-Tate). Soit T" une représentation p-adique de G a co-
efficients dans O. Pouri € {1,2} et Z =T ou T*, posons

kert,(F, Z) := ker( H(Gx(F), Z) ——— ®uwesH (F,, Z) ).
Alors

(i) Nous avons une suite ezacte de O|Gal(F/K)]-modules (de Poitou-Tate)

0—— H(Gy(F), T) — @pex, H(F,, T) —s H*(Cx(F),T%)"

|

HY(Cs(F), T*)Y «— Gues H (Fy, T) —— H'(Gx(F),T)

|

H*(Gs(F), T) — ®uesH*(Fy, T) —— HO(F, T*))¥ ——0
(2.1)
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(i) Nous avons une dualité parfaite de O|Gal(F/K)]-modules
kert,(F,T) x kers“(F,T*) —— D. (2.2)
Démonstration. Voir [25, Chap.V, §3 et §4]. O

Définition 2.5. Soient (Fi,%1) et (Fo, o) deux structures de Selmer sur T. Sui-
vant [21, §2.1], on dit que

Fi<F si Hp(K,T)CHy(K,T), Yo.
Remarque 2.6.
o 51 Fy < Fy alors Fy < Ff.
o Soit (F,X) une structure de Selmer et soit X' O X un ensemble fini. Posons

HY(K,,T), siveX;
1 . F V9 ) /
Hy(K,,T)= { Hllw(KmT), sive X —X.

Alors
Hyo(K,T) = Hy o (K, T) et He o(K,T%) = Hlpy. 5 (K, T%).

Théoreme 2.7. Soient (F1,%;) et (Fa,Xa) deux structures de Selmer sur T. Si
F1 < F3 alors nous avons une suite exacte

HY (K, T)> HE(K,T)— @ Hy,(K,,T)/Hy, (K, T) — Hk.(K,T*)" — Hy. (K, T*)Y

vEX1 U,

Démonstration. D’apres la remarque 2.6, on peut supposer que ;1 = Y. Considérons
les deux structures de Selmer (Fp, X) et (Fuo, ) suivantes

Hy (K,,T):=H'K,,T), Hz(K,T):=0 pour toutv € X.

Alors la suite exacte associée aux (Fo, ) et (Foo, 2) est une conséquence immédiate
de la suite exacte de Poitou-Tate. Ainsi, le diagramme commutatif exact

(K, T)———— H(K,T) P B (K, T)
L (K, T)——— HY(Gx(K),T) P H (K, T)—— H(Gx(K),T%)"
VEY l

@ H1<Kv7 T)/H]l—'(Kva T)= @ H1<Kva T)/H]l—'(va T)

vEX VEXN
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et le fait que le morphisme
P Hy (K., T) — HGs(K), T*)"
vEX

n’est que le composé

P Hy (K, T)— P H' (K, T) — H(Gx(K), T*)"

vEX vEX

montrent le théoréme pour toute structure de Selmer (F,3); Fo < F. Revenant
maintenu au cas général. Par définition, on dispose de deux suites exactes

HE (K, T)— H},(K,T) — P HE, (K., T)/HE, (K, T)
vEXD

et
HY (K, T*)— Hy (K, T%) — @D Hy (Ko, T*)  Hpy (K, TY)

vEY

Comme (H}T(KU,T*)/HIJ(KU,T*))V = Hy, (K,,T)/H} (K,,T), il suffit donc de
prouver l'exactitude au milieu ;

HY, (K, T)— @ H, (K, T)/HE, (K, T) — H}. (K, T*)" .
vEY

Du fait que le morphisme
@UEE H}:Q (KTH T)/H]l'—l (KU7 T) E— H}:f (K7 T*)\/
n’est que le composé
Bcx Hy, (K T HE (K, T) —— @, oy, H (K, T)/HY, (K, T) — Hb. (K, T*)"

et que le théoreme est vraie pour F < F. ; c’est une conséquence de la validité
du théoreme pour Fy < F. Le diagramme commutatif exact

HY, (K. T) HE (K. T)———— H}_(K,T)/H}, (K, T) — Hk:_(K,T)/H},(K,T)

D H, (K, T)/Hy, (K., T)— P H' (K., T) /Hy, (K., T) —» D H' (K., T)/ Hz, (K, T)

vEY VEX VEX

l l

HL (K, T%) HL (K, T")
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montre que la suite

HY, (K, T)— @ H, (K., T)/Hy, (K, T) — H}. (K, T*)" .

vEY

est exacte. D’ou le résultat. O

2.2 Théorie d’Iwasawa

Soit (F,X) une structure de Selmer sur 7" telle que pour toute extension abélienne
finie F'//K et toute place v € ¥ de K, les homomorphismes de transition induits
par la corestriction sont définies pour H-(K,,,T), i.e,si K C F C F' et w' | w | v

corpr, p, (Hz(Fyy, T)) C Hp(F,,T).
Remarquons que la dualité locale et la définition de (F*,X) assurent que
resp, b (Hy.(Fy, T%)) C Hz. (F,, T%).
Ainsi, pour une telle structure de Selmer nous avons des homomorphismes
corprp: Hy g (F',T) — Hyp(F\T), respp : Hpe (F, T*) — Hy. o(F*,T%).

Un exemple de telle structure de Selmer est la structure non-ramifiée (F,., ) (
pour la définition de la condition locale F,, voir chap.I, (1.2)).

Définition 2.8. Pour toute extension galoisienne finie K'/K, on définit

H}Z(K/KOO,T) = @ H]l—',E(Fa T)
K'CFCK'Keso
et
Hy s(K'Koo, T*) == lim  Hz. o(F.T7).

K/CfFCK/Koo

On rappelle que
X : GK — O

est un caractere non trivial @p-irréductible de Gg, qui se factorise a travers une
extension finie L de K. Dans la suite nous étudions quelques groupes de Sel-
mer associés & la représentation p-adique T = Z,(1) ®z, O(x'). Précisément on
s’intéresse aux groupes de Selmer

Hy (K, T), Hz (Ku,T) et H}TZM(KOO,Tg
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ou
le F,,T), stweX-—>X,;
Hflszr(l wvj) : { 0 ur( ) Sl w € Zp. ’

H: (F,,T), siweX—X,;
1 o Fur wH ) D
H}'can(FwaT) T { Hl(Fw,T), siw e Ep'
Dans la suite, sauf mention du contraire T sera la représentation Z,(1)®z, O(x ') ;
T =1Z,(1) ®z, O(x ).

Lemme 2.9. Soit F' une extension galoisienne de K. Alors pour toute extension
galoisienne F' de K contenue dans F', le morphisme de restriction

res : H'(F',T) —=— H(F,T)%F/F)
est un isomorphisme.

Démonstration. Puisque y est d’ordre fini, on peut supposer que x(Gr) = 1. La
suite exacte d’inflation-restriction donne

0—— HY(F/F',T9F) —— HY(F',T) = HY(F, T)G/F) s H2(F/F' TCF) |
Le lemme découle du fait que
(Zp(1) ®z, O(X ™))" = Zp(1)" @z, O(x ) = 0.
O

Le résultat suivant est une conséquence immédiate de la conjecture faible de
Leopoldt pour L, /L

Proposition 2.10. Sous la conjecture faible de Leopoldt pour L. /L, on a
Hy (K, T)=0.
Démonstration. Le lemme 2.9 assure que

l%nHl(Gz(Kn),T) = (l‘%nHl(GE(Ln%T))Gal(Loo/Koo)

donc
HE,, (Koo, T)— H,, (Lo, T) 0/ o).

Par suite, il suffit de montrer que H}W(Loo, T) = 0. En effet, la proposition B.3.2
de [33] et le corollaire 1.11 montrent que

VmH ' (L, T) = JmH, (Lyw, T) et Hz, (Lyw,T) = Hy(Lyw, T).
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D’ou par définition de H }m (Lo, T), nous avons une suite exacte

0—— HY, (Loo. T) —— A (G (L,). T) —— §mH (L, T)

ot H* (L, ,, T) @H naws ). La conjecture faible de Leopoldt pour L, /L et

wlp

le fait que x(G) = 1 montrent alors que Hy (Ko, T) = 0. O

Dans toute la suite, sauf mention express du contraire, on suppose vérifiée
I’hypothese

(Hs2) aucune place finie de K ne se décompose totalement dans K.

Théoréme 2.11. Soit k le caractére cyclotomique. Si le caractére xx~ ! est non
trivial, alors le A-module Hy. (Ko, T) est libre de rang s = #{v € ¥, x(Dy) =

1}.
Avant de donner la démonstration du théoreme 2.11, remarquons d’abord que
HY(G,. (L), Z, (1) 2 &),

ou &/ est le groupe des p-unités de L,,. En effet, il est facile de conclure a partir de
[24, Proposition 8.3.3 et 8.3.10] que le connecteur de la suite exacte de cohomologie

de la suite exacte [24, Proposition 8.3.3], induit un isomorphisme canonique de é;’t
dans H'(Gs,. (Ln), Zy(1)).

Démonstration du théoreme 2.11. Par définition, on a
H‘lrcan <KOO7 T) = @Hl (GE(KTL)7 T)

Grace au lemme 2.9, on sait que la restriction induit un isomorphisme qu’on note
encore res

es : l%nHl(Gg(Kn),T) %E:L_nHl(Gg(Ln),T)A" :

Comme x(Gp) = 1, la représentation T' = Z,(1) @z, O(x~') est non ramifiée en
dehors de X, en tant que représentation p-adique de Gr. Donc sous I'hypothese
(H3), nous avons

@Hl (GE(LTL)’ T) = @Hl (Gzpoo (LN)> T)

par suite R
m (&) @z, O(x)* = HE (K. T). (2.3)

Le lemme suivant, permet de conclure.
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Lemme 2.12. Posons g{; = 1&1”5‘; Si le caractére xk™! est non trivial, alors le
A-module (é(;\o ®z, O(x™1))2 est libre de rang s = #{v € S, x(v) = 1}.

Démonstration. Posons B,, := (6/'2’1 ®z, O(x~'))?". Si le caractére yx ! est non
trivial, le O-module B,, est sans torsion. Grace au théoreme de Dirichlet, on a

rangy(By,) = sp™ +t (2.4)

pour n assez grand, ou t est un entier indépendant de n. Il suffit maintenant de
suivre la méme démarche que Greither a appliquée pour démontrer [16, Théoréme
page 207]. Le point essentiel ici est que les conditions notées (P1), (P2), (P3) et
(P4) dans [16] sont toutes satisfaites. Il s’agit de

e (P1) Il existe un homomorphisme normique N,,,, : B, — B,, pour m > n,

tel que les composées iy, ,© Ny, ,, coicident avec la trace algébrique Zaecal( Ko /Fn)

ou % : B,, — B,, est 'homomorphisme d’extension.
n,m n m p

e (P2) La suite B, vérifie la descente galoisienne.

e (P3) Pour n assez grand, le O-rang de B, peut étre écrit sous la forme
sp™ + t, avec des entiers s et ¢ indépendants de n.

e (P4) Les ordres des groupes de cohomologie H*(T',,, By,) sont bornés, et les

groupes de cohomologie H'(T',,, (Boo)tor) sont tous réduits a zéro, ont By, =

U,s0 Ba-

Il est évident que (P1) et (P2) sont vérifiées. L’égalité (2.4) implique que (P3
est également vérifiée. Pour la premitre partie de (P4), puisque Hr (Ku,T)
@ B,,, il suffit de montrer que les groupes

~—

I

HA(T,, lng HY(Gs(K,), T)
sont bornés. En effet, la suite spectrale (cf. [39, Equation (12)])
BV = HP(T, HY (Ko, T)) = HPM(K,T) = EPT
donne une suite exacte
0— HY(Tp, H (Koo, T)) — H2(Kn, T) — H2(Koo, T)"
ou HY(F,T) = thi(Gz(F/),T), F'/K parcourt les sous-extensions finies de
F/K. Comme la p-dimension cohomologique de Gy (K,,) est égale a 2 (p # 2), la

corestriction

COor : HQ(GZ(LH), T)An — Hz(GZ(Kn), T)
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est un isomorphisme. Par suite le diagramme commutatif suivant

H*(Gx(L,), T) —~ H*(Gx(L,,),T)

corl lCOI‘

H?(Gx(K,),T) = H*(Gx(K,,),T)
et le fait que
H (Lo, T)a := (limg H*(Gx (Lo, T))a = ling(H(G (L, T)a,)
montrent que le diagramme suivant
H?(Gx(L,), T)a, — H*(Loo, T)a
corJz lz
H?(Gy(K,),T) —— H*(K,,T)
est commutatif. D’ott
HYT,, H (Koo, T)) = ker(H*(Gs(Ly,), T)a, — H*(Loo, T)A)-

Or
H'(Loo/ L, H' (Lo, T)) = H' (Lo / L, H' (Lo, Zp(1)) ®z, O(x ™)

et les groupes de cohomologie H'(Leo /Ly, H'(Loo, Z,(1)) sont bornés (voir [12]),
on en déduit que les groupes H(T',,, H'(K,T)) sont bornés; d’ou la premicre
partie de (P4). Pour la deuxiéme, notons que B,, est un O-module sans torsion,
donc By, lest aussi. Par suite H'(T',,, (Boo)tor) = 0, d’ot la deuxieme partie de

(P4).

Proposition 2.13. Soit ¥’ un ensemble fini de places de K contenant ¥, et soit

Hi (Fp,T), siweX—%";
1 _ Fur ws ) ’
Hy(Fu, T) = { HYF,,T), siweY.

Alors pour toute extension K C L' C L l'application naturelle

Hy. (LKoo, T*) —— Hr, (L'Koo, T7)

est un isomorphisme de O[[Gal(L' K/ K)||-modules. En particulier, pour ¥ = %

lim kerg,(Ly,, T*) = Hy., (Loo, T*),
lim kerg, (K, T°) = Hp. (Ko, T),
ou kerg(F,T*) =ker( H'(Gs(F), T*) — @ e H (Fu, T*) ).
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Démonstration. Considérons la suite exacte

0— Hh. (I, T%) — H, (D T — T @uews, HE, (R, T7)

L'cyFCLL,

ou L := L'K. Remarquons d’abord que si w est une place infinie, on a H 157 (Fyp, T*) =
0 (p # 2). Pour toute place w finie de L', on fixe une place w de Q au-dessus de

w. On note w, la place de L/ := L'K,, au-dessous de w. L’hypotheése (H,) assure
qu’il existe un entier ng, tel que pour tout n > ng et tout w € ¥ — X, la place

wy, est la seule place de L;, au-dessus de wy,,. Ainsi, si on note L;, le complété de

L' en w,, on a

lim  ®yex-x, HY. (Fy, T*) = ®ues—(s,050) lim Hy. (L, ,T%).

L'cyFCLL, n2ng

Siw € ¥—(X,UXy), le groupe d’inertie de w,, dans Gal(Q/L’,) ne dépend pas de
n. Comme H'(I,,,T) est un O-module de type fini , cf. [33, Proposition B.2.7,(iii)

|, on obtient Jim H'(1,,,T)f°"»=! = (; par suite
n>ng
lim H, (L, ,T)" = lm (H'(L, T)/H) (L, T)"
nzg:o ! nzg:zlo
= (lim HYL, ,T)/H..(L, ,T))"
o~ ( im Hl(Iwan)Frobwn:1)V _ O7
puisque pour toute place w, { p, HY(L!, ,T)/HL (L, ,T) = H(I,,,T)™Pen=1,
Il suffit maintenant d’appliquer la remarque 1.10 et llnclusion H 1:; (L, ,T*) C
H, (L., ,T*) pour pouvoir conclure. O

Définition 2.14. On pose
GvesH?(Lyp, T) = ker( Gpes H*(Lyo, T) — H (G, 5, T%)" ).
Lemme 2.15. Les O-modules
Ho(An, ®vesH?(Lyy,T)) et Hi(Ap, SpesH? (Lny, T))
sont finis d’ordre borné indépendamment de n.

Démonstration. Comme Gy, est contenu dans le noyau de y, on a
H?(Lyo, T) = H*(Lpy, Zp(1)) @z, O(x 7).
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Ainsi, en utilisant le théoreme de dualité locale,
O(x™Y), siveX—Y,;
2 ~ ) o0
L1y = { 0 S ES

Puisque les places finies de L ne se décomposent pas totalement dans L., /L, il
existe un entier ng tel que pour tout n > ng, le cardinal de ¥ — ¥ ne dépend
pas de n. Le nombre minimal de générateurs de @,ex H*(L,, T) est donc borné

indépendamment de n. N N
On en déduit que Ho(A,, Bpes H*(Lpp, T)) et Hy (A, BoesH?* (Lo, T)) sont des
O-modules finis d’ordre borné indépendamment de n. O

Proposition 2.16. Les A-modules Hz. (Koo, T*)" et (Hr. (Loo,T*)")a sont
pseudo-isomorphes.

Démonstration. On sait, d’apres la proposition 2.13 que
lim kers; (L, T*) & Hy. (Loo, T).

La dualité de Poitou-Tate (2.2), montre qu’on a un isomorphisme de O[Gal(Ly/K)]-
modules

Hz. (Lo, T*)Y = limker§(Ly, T).

De méme on a Hy. (K, T*)" ~ l'glkerzz(Kn,T). D’apres le théoreme 2.4, on a
la suite exacte !
0 — kery(L,,T) — H*(Gx(L,),T) = @pes H* (Lo, T) — H(Gx(L,), T*)" — 0.
D’ot la suite exacte

0 — kerd(L,,T) = H*(Gx(Ly), T) = ®pes H*(Lpy, T) — 0. (2.5)
Par homologie, on a donc, pour tout n > 0, le diagramme commutatif suivant :

ker%([’n? T)An — H2(G2(Ln)a T)An — (évEZH2(Ln,va T))An — 0
LN, L4 N, LN
0 — kers(K,,T) — H(Gs(K,),T) — GuesH?(K,0,T) — 0
ou toutes les fleches verticales sont induites par la corestriction. Celle du milieu est

un isomorphisme car Gy (K,) est de p-dimension cohomologique égale a 2 (p # 2).
Ainsi, par application du lemme du serpent, on obtient

coker(N)) = ker(N/) et ker(N)) = cokera,,

ou
Qp H1<An; HQ(GE(Ln)aT)) — Hl(Ana évGEH2<Ln,U7T>>-

Le lemme 2.15 permet de conclure. O
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Chapitre 3

Systemes d’Euler

En général, les systemes d’Euler peuvent étre regardés comme collections de classes
de cohomologie compatibles dans une tour des extensions abéliennes d’un corps de
nombres K, en établissant un pont entre des objets d’intérét arithmétique et des
valeurs spéciales des fonction L. Pour les faits de base des systemes d’Euler voir
[5, 27, 33].

Soit T une représentation p-adique de GG g non-ramifiée en dehors d’un ensemble
fini de places de K et soit g un idéal premier de K. Nous avons besoin de quelques
notations supplémentaires :

K(q) : la p-extension maximale de K contenue dans le corps de rayon de
K modulo q;

Frob, : un Frobenius de q dans Gg ;

K(v) : le composé des corps K(q;), out=q;---q, et q; # q;;

F(r) : le composé des corps I et K(v).

Siq¢ (X,UXsURam(T)), on définit
Py(T, x) := det(1 — Frob, 'z | Homg, (T, Zy(1)).

Fixons une fois pour toutes une Z,-extension K., de K dans laquelle aucune place
finie de K ne décompose totalement dans K. Une telle Z,-extension existe par
exemple la Z,-extension cyclotomique de K.

Définition 3.1 ([33]). Soit N un idéal de K divisible par les idéauz p-adiques
et par tous les idéaux premiers de K ou T est ramifiée, et soit K une extension
abélienne de K telle que

e Pour tout idéal premier g4 N, K(q) C K;
e K CK.
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Un systéme d’Euler pour (T, K, N') est une collection de classes de cohomologie
c={cp e H(F,T) KC; FCK}
telles que pour toutes K Cy F Cy F' C K
corpr p(cpr) = ( H Py(T, Frob;l))cF
qEX(F'/F)
ot X(F'/F) est l'ensemble des places ramifient dans F' et non dans F.

Remarque 3.2. Soit K, := Uy, F(t) ot v parcourt 'ensemble des idéaux entiers
de K, sans facteur carré, premiers aN et K C F C K. Alors un systéme d’Euler
pour (T, Kppin, N) est complétement déterminé par la collection

{crw : v sans facteur carré, premiers a N et K Cy F C Koo}
telle que pour toutes K Cy F Cy F'K et tout qttAN
COIF(tq),F(t)(CF(tq)> = Pq<T, FI'Obq_l)CF(t)

COr 1 (x), £ (e) (CP/()) = C(e):
En effet, pour K Cy F' C Kinin, il suffit de prendre

cpr = COI’F(t),F’(CF(t))

ot v et F' sont minimales tel que F' C F(tv).

3.1 Exemple classique

Soit F' un corps de nombres. Par la théorie de Kummer, H'(F, Z,(1) est le complété
p-adique lim F*/F>*P" du groupe multiplicatif F* de F. Fixons une famille {¢,, :
m > 1} ou les (,, sont des racines de 'unité d’ordre m vérifiant (", = (. Soit ¢
un nombre premier.

e Si / est premier a m, écrivons 1 = ul + vm. On a alors (0 = ¢}, (/ et

No(ume) /Qum) (L = Cne) = No(ume) /Qum) (1 — CnC7)
/-1

= JJa-¢idh
=1
[Too—cug) 11—
1—¢y  1—-¢
1 - gm _ (1 o Cm)lfFrobzl.

1— C};‘Lrobzl
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e Si / divise m, on a

~
—_

N@(Mmz)/@(um)(l - Cmﬁ) = (1 - CmKCD =1- fné =1- Cm'

7

I
o

Pour tout entier m > 1, posons

Cmoo = NQ(unp) /Qpien) (1 = Cmp) € Qptm) ™ C H1<Q(Mm)azp(1)>

et
m 1= NQ(um) /Qum)* (Cmoo)-

La famille {¢,,, ¢imoo } détermine donc un systéme d’Euler pour (Z,, Q%, p), puisque
pour tout ¢ # p, Py(Z,(1),x) = det(1 — Frob; 'x [Homgz, (Z,(1), Z,(1)) = 1 — x.
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Chapitre 4

Systemes d’Euler et unités de
Stark

L’objectif de ce chapitre est de construire un systeme d’Euler a partir des unités
prédites par la conjecture de Stark [38] et de montrer le théoréme 0.1 énoncé dans
I'introduction.

Nous conservons les notations du chapitre précédent.

4.1 Systemes d’Euler

Dans cette section, nous allons construire un systeme d’Euler pour la représentation
T =7Z,(1) ® O(x~ ') a partir des unités prédites par la conjecture de Stark [38].

Rappelons que
x: Gg —— O~

est un caractere non trivial @—irréduetible de Gg, qui se factorise a travers une
extension finie L de K. Remarquons que la partie finie du conducteur de L, /K
peut s’écrire sous la forme §, = hs,, ou b et s, sont premiers entre eux, et s, est
divisible uniquement par les idéaux de K qui sont ramifiés dans L.,/L. Notons

fy : le conducteur de x;

R : I'ensemble des idéaux v de Ok sans facteur carré premiers a pf, ;

a . le produit des idéaux premiers distincts divisant a, pour tout idéal
ade Ok ;

L., : lasous-extension maximale de L,, de conducteur premier a Eg_l,

pour tout g | b.
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4.1.1 Unités de Stark

Dans toute la suite, sauf mention express du contraire, on suppose vérifiée 1'hy-
pothese

Yoo contient une seule place vy totalement décomposée dans LK.

Soit ¥, 4(t) I'ensemble des places de K formé des places archimédiennes et des
places ramifiées dans Ly, 4(t). La conjecture de Stark St(L,, 4(t)/K, 3, 4(t)), cf. [38,
page 89, Conjecture 2.2], prédit I'existence d’un élément €, 4(t) € L, 4(t), unique
a une racine de 'unité pres, telle que

(1) si |2, 4(t)] > 3, €n4(t) est une unité de L, 4(t) ;

(ii) si X, q(r) = {vo, v}, alors |,,4(t)]w est constant pour toute place de L, 4(t)
au-dessus de v. De plus |e,,4(t)|,, = 1 pour toute place w de L, 4(t) tel que
wivg et wiv;

—1
(ili) Ly, (0,p) = Z p(6)10g |€1.4(t)°| g, POUr tout caractere
eng(¥) 3€Gal(Ln,g(r)/K)

irréductible p : Gal(L,4(t)/K) ——— C* , olt wy est une place de L, 4(t)
au-dessus de vy ;

(iv) Pextension L g(t)(en,4(t) 1/6"’9(0) /K est abélienne.

Ici eyq(t) := |p(Lng(t))| est Tordre du groupe des racines de l'unité de L, 4(v)
et L(s, p) est la fonction L d’Artin définie pour les nombres complexes s tels que
MRe(s) > 1 par

L(s,p) = Ly, (s,0) =[] (1= p(Frob,)(Nv)=)~",
V¥, g(t)

ou Nv désigne la norme absolue de v. Rappelons que L(s, p) admet un prolonge-
ment méromorphe au plan complexe C avec un pole (éventuel) au point s = 1.

Remarque 4.1. La conjecture de Stark St(Ly,4(t)/K, 2, 4(t)) est vraie si K = Q
ou si K est un corps quadratique imaginaire, c.f [38, Proposition 1.V.3.9].

Soit F, 4(t) Vannulateur de pi(Ly, 4(t)) dans Z[Gal(L, 4(t)/K)]. La description
de F,, 4(tr) donnée dans [38, Chap.IV, lemme 1.1] permet de déduire de la propriété
(iv) ci-dessus que pour tout n € F, 4(t), il existe un élément €, 4,(t) de L, 4(t) tel
que

En,g,n(t)en’g(t) = Eng(t)". (4.1)
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Définition 4.2. Soit F,, ; Uannulateur de ji(Ly, 4) dans Z[Gal(L, 4/ K)] et soit D,
le Z|Gal(L,/K)|-module engendré par u(L,) et par tous les €nq4,, 0U g | b et
N € Fng. On définit le groupe des unités de Stark par

St, =D, NE,,
ou &, est le groupe des unités de L,,.

Soit ng tel que s,, est divisible par tous les idéaux ramifiés dans L., /L. En
particulier, si n > ng alors #X,, 4(t) > 2 pour tout g et tout t. Rappelons le résultat
classique suivant

Lemme 4.3. Soient g un idéal divisant H, tE€R et q € R tel que qtt. Alors pour
toutn >0, on a

-1
N g(00)/Lng ) (En,g (8)) 720 = g g (1) 1 7FHOP Jemolae), (4.2)

De plus pour m > n > ny,

NL g0/ L g0 (Emig (1)) 0 = e g () 0.
Démonstration. Fixons un caractere p: Gal(L, 4(t)/K)— C* . Vu les pro-
priétés des unités de Stark, il suffit de montrer que

1
|5n,g(tq>Nq|wg = |5n,g(t)(1_Fmbq )|w3

pour tout o € Gal(L, 4(t)/K). En effet, on a

—1
> p(0)logleng(r) P, = (1= p(Frobg)) > pl6)10g [eng(t)fu,
5€Gal(Ln g(v)/K) 5€Gal(Ln o(v)/K)

= —eng(t)(¥)(1 — p(Froby)) L, (0, p)
= —en,g(t)LIEnyg(tq)(O’p)
)

= (22T N (8)108 [eng (v0)

en,g<tq> §€Gal(Ln,g(tq)/K)

= (GO S ) log e (60) %

€n.g (tq) d€Gal(Ln,g(r)/K)

Ol Ny = D cGal(Lng(tq)/Lng(e) 7 € dONC

—1
€ (00) g = eng(0) 7 g
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pour tout o € Gal(L, 4(t)/K). Par suit

Ny (1—Frobg 1)
‘U/ ’w

|n.g(ta) = leng()
pour toute place w de L, 4(r). D’ou

-1
N 58/ g (1) (Eng ()8 = 5, g (€)1 FroPa Demalae),

De méme on montre

N o)/ I (©) (Emg (1)) 00 = g, 4 (x)me ),

pour m > n > ng, puisque X, 4(t) = X, 4(¢). O

4.1.2 Systéme d’Euler pour la représentation Z,(1)®z O(x ).

Rappelons que pour tout corps de nombres F', il existe un isomorphisme canonique
vp s FX — HY(F, Z,(1)). (4.3)
De plus, si F'/F est une extension galoisienne finie de corps de nombres alors
vp 0 Npr/p = COrppr © Upr.

Soit K I'union de tous les corps L,(t), pour n € N et vt € R. Posons Gx =
Gal(IC/K) et notons A(Gk) := Z,[[Gk]] I'algebre d’Iwasawa de Gi. Soit F I'idéal
de A(Gx) annulateur des racines de I'unité de K d’ordre une puissance de p. Comme
pour la formule (4.1), on peut/mgltrer que pour tous 1 € Fo, t € R et g | B, il

existe un élément &, 4, (t) € L, 4(t)* tel que

—n N en
En,g(t) :(En,g,n(t)) o0,

—_—

Rappelons que €, 4(t) est I'image de ¢, 4(t) par application canonique

—

Ly g(v) — Liig(r) = H'(Lyg(v), Zy(1)).

Remarque 4.4. En utilisant le lemme 4.3, on peut montrer que pour tous n € Fuo,
teER,g|hetqeR tel queqtre

(1) Il existe une racine de Uunité ¢ € p(Ly, 4(t)) tel que

~ ~ —Fro —1
NL”%Q(tq)/Ln,Q(t) (8n79,77(qt)) = (anvgvn(t))(l Fr bq )

pour tout n > 0.
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(11) Il existe une racine de l'unité ¢ € (L, 4(v)) tel que
N @)/ L) Emgn(¥)) = CEngn(t)
pour m > n > ny.

Rappelons que la partie finie du conducteur de L,,/ K peut s’écrire sous la forme
fn = bs,, ou b et 5, sont premiers entre eux, et s,, est divisible uniquement par les
idéaux de K qui sont ramifiés dans L., /L. Dans toute la suite, soit

g : un idéal de 'anneau des entiers Ok de K, divisant H;
fy : le conducteur de .

SiteRet A’fVX divise gsp, alors pour tout n > 0, x(G, ) = 1 et donc
H' (L g(v), Zy(1)) @z, O(x ) = H' (Lng(v), Zp(1) @z, O(x)).

L’isomorphisme (4.3) induit donc un isomorphisme

—

L g(v)* @z, O(X™") ——— H' (L g(v), Zp(1) ®z, O(x 7)) -

Pour simplifier les notations, on identifie &, 4,(t) ® 1,-1 avec son image par cet
isomorphisme. Posons

c (t) — Coan,g(t),Kn(t) (gﬁygm(t) ® 1X_1>7 Si n Z no ; (4 4)
it . Coano,H(t)vKH(t) (5n0,gﬂl (t> ® 1X71)7 Slnon '

Proposition 4.5. Supposons que Uhypothése (Hs) est vérifiée, et soient g un

idéal sans facteur carré de Ok et n € Fu. Si fy divise gso alors la famille
{cngn(t) nz0,cer définit un systéme d’Euler pour (Z,(1) ®z, O(x™ 1), Konins Dfy),
0t Koppin est Uunion de tous les corps K,(t), n € N et v € R.

Démonstration. Comme f, | g&, on a
X(GL,,0) =1

pour tout v € R. Tenant compte de ’hypothese (H3), on voit que

(1(Lug(1) ® O ")) Vostimstonner = 1,
O NGal(Ln 5(6))/Kn(6) = 2aoeGal(Lng()/Kn(x)) O LISqUE

NGal(Ln,g(t))/Kn(t)) = reSKn(t)’Ln,g(t) © Coan,g(t)uKn(t)

et la restriction resg, () 1, ,(x) €St un isomorphisme (Lemme 2.9), il s’ensuit que

COrr,, o(e), 56 () ((Lng(t) @ O(x 7)) = 1.
En utilisant la remarque 4.4, on en déduit si v € R et q est un idéal premier ne

divisant pas t, alors pour tout entier n > 0 et tout m > n, on a

39



1
® COTE, (1q), Kn(e) (Crgn (€0)) = (Cpgn(¥))1XETPa) et

b Coer(t),Kn(t)(Cm,g,n<t)) = Cn,g,n(t)-

4.2 Preuve du théoreme 0.1
Dans cette section nous allons démontrer le Théoreme 0.1 énoncé dans 'introduc-
tion.

Théoreme 0.1. Supposons satisfaites les hypotheses (Hy), - - -, (Hs5). Alors
char((As),) divise char((Ex/Sto)y).

On conserve les notations des sections précédentes. Dans tout le reste de cette
section

T =17,(1) ©2, O(x ).

Pour tout systeme d’Euler ¢ de T, on note

CK,00 :— (CF>KCfFCKoo

I’élément correspondant dans H;}, (K, T) := l'&lHl(Kn, T). On suppose que

1

(Hs3) le caractére xk=' est non trivial.

L’une des clés de la preuve du théoreme 0.1 est le résultat suivant di a Rubin

Théoreme 4.6. Soit c un systeme d’Euler pour la représentation T’ de G . Sous
Uhypothése (M), si cx oo & Hpy(K,T)A—tor alors le A-module Hy. (Ko, T*)Y est
de type fini et de torsion. De plus

Char(H}:an(Koo,T*)V) divise Char((HJlfcan(Koo,T)/CKyooA)A_tor).

Démonstration [33, Theorem 2.3.2 et Theorem 2.3.3]) Comme 'action de Gg_,
sur T est donnée par kx~!, elle n’est ni triviale ni donnée par le caractere cy-
clotomique. En particuliers les hypotheses notés Hyp(K,, V), Hyp(K,T) et
Hyp(K/K) des théoremes de Rubin sont automatiquement vérifiées. O

Pour tout n > 0, notons &, (resp. &) le groupe des unités (resp. p-unités)
de L,. Rappelons que la partie finie du conducteur de L,,/K peut s’écrire sous la
forme §, = bs,,, ou b et s, sont premiers entre eux, et s,, est divisible uniquement
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par les idéaux de K qui sont ramifiés dans L.,/L. Soit f, le conducteur de x et
soit 1 € Fu. Pour tout n > ng et tout g | h tel que f, | gso, posons

~

Engn 1= COTL, (1),Lnq (Engm (1))
Par définition, on a
Cngm 7= COTFG, (1)1, (Cngn(1)) € Hl(KmT)

Ol Cpg,(1) est défini dans (4.4). Soit maintenant

09777,00 = {C”,HJ]}HZTLO

I’élément correspondant de {c,, 4,(t) }n>0 rer dans H}, (K, T), ot ¢, g.(t) est défini
dans (4.4).

Remarque 4.7. Pour tout n > ng, on a
[ ] Cn,g,n = COan7g7Kn (5\7%9777 X 1X—1)
® resg, L, (Corr, ik, (Engn ® 1y-1)) = [Ln : Lyglresk, 1, (Cnan)-

Rappelons que les A-modules (gé\o ®z, O(x1))* et Hy. (Ko, T) sont iso-
morphes (voir (2.3)), ou &, = lim & Notons

0: (£ 2, O 1)* —— Hy,,, (K, T)
Lemme 4.8. Supposons que pt[L : L,]. Posons

Egmoo = 1Engm @ Ly—1 tnn,-

Alors sous les hypothéses (Hy), (Hz) et (Hs), on a

char(HE, (Ko, T%)") divise char((E), @z, O(x™))*/eN2 A)

8,17,00
pour tous N € F, et g tel que Afx | gso.

Démonstration. Soit n > ny. Puisque [L,, : L, 4] = [L : Ly], la remarque ci-dessus
montre que
(Engn @ Ly-1)™an = [L: LyJvesg, 1, (Cngn)-

Comme L, C Ly C Letp{[L:L,],ona

0(eNa VA = cgp ool

g7n7oo
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D’ou le diagramme commutatif

eNa AN (EL @2, O(x )™

97700

1‘9 2‘0
Cgm00 N H}Tm (K, T)

Sous I'hypothese (H3), la proposition 4.5 montre que la famille {c;, g, (¢) }nz0,cer
définit un systeme d’Euler pour 7. L’élément 5 5 €st non nul. En effet, par
définition cet élément est lié a la dérivée en zéro de la fonction L(s,x). Or L'(0, X) #
0 vu que x(D,(L/K) # 1 pour toute place v € X \{vo}. Le théoreme 2.11 im-
plique que Hr (K, T)/CgpooA est un A-module de torsion. Le théoreme 4.6
permet de conclure. Il

Lemme 4.9. Le A-module (S/'t:o ®z, O(x™ ")) est engendré par les €)5.,, 1 €
foo et fX | ggo

(Stoo ®z, O(x ))Vo = (£ Egmoo -1 E Foor T | 650).

Démonstration. Soit g un idéal entier de K, sans facteurs carrés. Si g | ﬁfvx et
g # f, alors pour tout n > 0 x(Gal(L, /L, 4) # 1 et donc

(é\n,gm ® 1x‘1)NA" =13

on en déduit que

Na
Eamoo = 0

pour tout n € F. D’ou le lemme. U

Corollaire 4.10. Sous les hypothéses et notations du lemme 4.8

char(H}:an(Koo,T*)v) divise char((gé\o Rz, (9()(1))A/(§tzO ®z, O(x1)"*).

Démonstration. On sait d’apres le théoreme 2.11 qu’il existe un isomorphisme
(€ @2, O )* —— A

Rappelons que pour tout idéal P8 de A, I'idéal caractéristique de A /B est I'unique
idéal principal (f) de A contenant P tel que le quotient (f)/P est pseudo-nul. Soit
1) 'homomorphisme composé

b (Sto @z, O(X ™ ))No s (E @z, O(x 1))V A
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de sorte qu’on ait un diagramme commutatif

(St ®z, O(x~1))hac A AJP((Sto @z, O(x1))N2)
() A A/(f)
pseudo-nul

ou (f) = char(A/@/z((gt-:O ®z, O(x))"»)). Le lemme 4.8 et le lemme 4.9 affirment
que -
(St ®z, O(x )N C char(H}gan(Koo,T*)v).

Par conséquent, . -
char(A/1((Ste ®z, O(x 1)) = char((€L, @z, O(x1))*/(Sto @z, O(x))™)
est divisible par char(Hz, (Ko, T*)Y). O

Remarque 4.11. Lorsque (gé\o ®z,0(x™1))? est de rang supérieur a 1, en utilisant
les éléments de Rubin-Stark au lieu des unités de Stark, on démontre un résultat
semblable au corollaire 4.10, cf. théoreme 0.3, généralisant ainsi au cas non semi-
simple les résultats de Biyiikboduk obtenus dans [8, Theorem A].

Lemme 4.12. Pour toute place p-adique de K, soit D,__ le sous-groupe de décomposition
de v dans Lo /K. Alors on a une suite exacte de A-modules

0— (£ ®2z, O(x ) — (€L ®2, Ox N> — B (OI1S])/wn, O1IS)

vlp
X(D’Uoo ):1

ol wy, = (S + 1P — 1 et p™ est l'indice du groupe de décomposition de v dans

Ko/K.

Démonstration. Pour tout n > 0, on a la suite exacte canonique

0 &8 upZIGal(Lo/ )/ Dy (L /K]

ou v parcourt l’ensemble des places p-adiques de K. Comme les Z-modules en
présence sont de type fini, on a la suite exacte

~ ~

0 En &l Bo|pLp|Gal(L,/K)/Dy(L,/K)] . (4.5)
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On peut aisément montrer I'existence d’isomorphismes naturels

o ALy 0 si X(Do(Ln/Kn)) # 1;
(OGT)IGal(Ln/ )/ Dol L/ K)) —{ OlGal( K/ K/ DKo/ K], s X(DULLTEL) — 1

Ainsi par passage a la limite projective, on obtient

(O G/ Dy(Loo/ K))* = { %[[S]]/(wnv)O[[S]], gcigﬁf) T

D’ou le lemme. O

Rappelons que pour toute place v € £, A, est I'idéal de A engendré par les
éléments 0 — 1, 0 € '™, ot d, est I'indice du groupe de décomposition D, (K, /K)
dans Gal(K/K). Notons A le produit des idéaux A,, ou v parcourt ’ensemble
des places p-adiques de K.

Lemme 4.13. L’idéal char((zo\o ®z, O(x'))a) divise A.char(Hz. (Ku,T*)Y).
Démonstration. Considérons la suite exacte :

(@uipH, (Lo, )Y —— HE, (Lo, T ——— H},, (L, T) ——0.

Comme D,, opere trivialement sur T* et D, /I, est sans torsion, le O-module
H. (Ly.w, T*) est divisible, et donc d’apres la proposition 1.7

HY. (Lyw, T*) = Hom (D, /L, T%).

Ainsi Homp (H -

*
ur

(Lnw, T*), D) = (Dy/ 1) @z O(Xil) et
Homo (BujpHr: (Lnw, T*), D) = @,,0(x )[Gal(Ly/K)/Dy(Lyn/K)].
Par passage a la limite projective, on a

o ) fini, si X(Dy(Loo/Ko)) # 1
(OOTING/Dy(Loo/K)]) s = { OlCal(Fo /) Do( K KV, 51 XD Lt Ka)) 21

L’exemple 2.3 montre que

Hy. (Ln, T%)" Hom(A,, T*)"
(A, ® O(x )"

~ A, 00K

I

Par suite la proposition 2.16 permet de conclure. U
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Remarque 4.14. Sous [’hypothése de Leopoldt, il est bien connu dans le cas ot
L est totalement réel que char((Aw), est premier a l'idéal d’augmentation de A.
D’ou dans ce cas

Char((z;@)zp O(x 1))a) divise Char(H}jan(Koo,T*)V).

Proposition 4.15. Supposons que p 1 [L : L,|. Alors sous les hypothéses (Hy),
(H1), (H2) et (H3), on a

char((Ae®z,0(x 1))a)  divise A*char((Ex®z,0(x 1))/ (Sto®z,0(x1)N>).

Démonstration. Le lemme 4.12 montre que idéal char(lgn((f,’@/é;)®ZPO(X’1))A”)
divise A. D’on char((gé\o ®z, (9()(‘1))A/(S/t:O ®z, O(x™1))?) divise A (:har((go\O ®z,
O(x™1))?/ (St ®z, O(x1))V2). D’apres le lemme 4.13, on sait que

char((Ae ®z, O(x'))a) divise Achar(Hz, (Ko, T%)").
Or d’apres le corollaire 4.10, on a
char(H},, (K, %)) divise - char((L, @z, O(x1)*/(Stae @2, O(x 1)),
On en déduit que
char((A®z,0(x1))a)  divise  Achar(€x @z, O(x ™))"/ (St @z, O 1)),

g

Démonstration du théoréme 0.1. Considérons le diagramme commutatif sui-
vant

(Stee ®z, O(x))a (Ee @2, O(X )2 —— A—0
A s
0 (S/'i-?:o ®z, O(X_l))A (50\0 Rz, O(X—l))A — s B—0

+ ¢

(Stoo @2, O(Xx1))™/(Stoe @2, O(x))Ns — HY(A, E ®2, O(x 1))

ot A = ((Ex/Stn) @2, O(x ))a et B = (Ex @z, O(x ™))%/ (St @2, O(x™ )2
En utilisant le fait que

char((Sto®O(x ™))% /(Stu®@O(x 1)) char(B) = char((E.20O(x1)*/(St@O(x1))M2),
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une simple chasse dans le diagramme ci-dessus montre que
char((E Rz, O(x1))*/ (St ®z, O(x ))™*)
divise
char(HO(A, Ex @z, O(x ™). char(((Ex/Sto) 2, O(x 1)) a)-

La proposition 4.15 donne donc char((A®O(x1))a) divise A2.char(H(A, EO\O@ZP

O(x™)). char(((@/@)@zp(’)(x”))m. Reste a montrer que le A-module ﬁIO(A, Eo\o@)zp
O(x™1)) est pseudo-nul :

Théoreme 4.16. Sous l'hypothése (Hs), le A-module ﬁO(A, Eme ®z, O(x71)) est
pseudo-nul.

Avant de donner la démonstration du théoreme 4.16, remarquons d’abord que
H(A, € @2, 0(x 7)) = lm H'(A,, €, ©2, O ).
Remarquons aussi
H(A. &, ©2, O(Y) = H(Gal(K, Ly /K,), Ex(Ly) ©z, O(x 1))

puisque p 1 [L : L], ou &,(L,) est le groupe des unités de K, L,. On peut donc
supposer que L = L,.

Dans toute la suite, on suppose que la conjecture de Leopoldt est vérifiée pour
tous les corps L,,. Pour n > 0 fixé, on choisit un ensemble ¥ fini de places de K de
sorte que Clx(L,) = 0, ou Clg(L,) est le groupe des ¥-classes de L,,. On a alors
la suite exacte courte

—_

0——Us(Ly) ® Zy —— @D ex Ly — Xn(Ly) ——0

weD

ott Ug(L,) est le groupe des Y-unités de L,, et Xs(L,) ~ H (Gx(L,),Q,/Z,)" est
le groupe de Galois de la pro-p-extension abélienne non-ramifiée en dehors de %
maximale de L,,. En tensorisant par O(x '), on obtient la suite exacte

0—— HYGx(L,),T) — ®wes H (Lpw, T) — H (Gx(L,), T*)Y ——0
ou T =7Z,(1)®O(x ') et T* = D(x). Par cohomologie, on obtient la suite exacte
HY(A,, H(Gg(Ly), T*)Y) — HY(A,, HY(Gx(Ly,), T)) — HY(A, Bwes H (Lo, T)) -
Lemme 4.17. Pour toutn > 0, on a
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o H7'(An, H'(Gs(Ly), D(x))¥) = O(x)a,-
o HY(A,, Buwes H (L, Zp(1) @ O(x™1))) = 0.

Démonstration. Rappelons que si G est un groupe fini et M est un G-module,

on a o o
HI(G,MY) =~ HYG, M),

[9, Corollary 6.5]. En particulier,
H™Y (A, H (G (Ly), D(x))¥) = H(A,, HY(Gs (L), D(x)))"-

Puisque la p-dimension cohomologique du groupe Gs(L,) (p > 2) est égale a 2 et
L,, vérifie la conjecture de Leopoldt,

H'(Gs(Ln), D(x)) =0
pour tout ¢ > 2. La suite spectrale de Hochschild-Serre
HP (A, H(Gs(Ln), D(x))) = H"™(Gs(Ky), D(x))
entraine alors que
H*(An, HY(Gx(Ly), D(X))) = H (A, H'(Gs(Ln), D(x))-
Du fait que A, est cyclique, on a

H(A,, HY(Gx(Ly), D(X)))

1R
o
s 3
5

2
=
=
:

S
=

Puisque Na, D(x) =0 (x #1) et D(x)" = O(x™!), il vient

I

H°(An, D(x))
O(x "a,-

Sil'on note A, , le groupe de décomposition de v dans L,/ K,,, le lemme de Shapiro
montre que

H(A s @ufoH' (L Zp(1) © O(x 7)) 2 HO (Ay H (L Zy(1) © O(x 7))

H™' (A, H'(Gx(Ln), D(x))¥)

1%

Du fait que la p-dimension cohomologique du groupe absolu d’un corps local est
égale & 2 et que H*(Ly ., Q,/Z,) = 0 (I'analogue de la conjecture de Leopoldt
pour les corps locaux), on a

H'(Lp., D(x)) = 0 pour tout i > 2.
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La suite spectrale de Hochschild-Serre entraine de nouveau que
H1<An,v7 HI(LTZ,UM D(X)) = Hg(AnﬂH HO(mea D(X))

Rappelons que la dualité locale (1.1) donne H'(Ly, 4, Z,(1)@0(x ') = H*(Ly.0, D(x))".
Comme A, , est cyclique, on montre comme ci-dessus que

H(Ap oy H (L, Zy(1) @ O(x ™)) = H' (D, H (L, D(X)))"
H (80,0, O )

I

Ainsi si x(Any) # 1, HO(A,,, O(x™1) = 0 et donc H(A,,, O(x ') = 0. Sinon
A, =1et donc H(A,,,O(x™")) = 0. D’ou le lemme. O

Démonstration du théoréme 4.16. Pour n > 0 et ¥ assez gros (Clx(L,) = 0).
Considérons la suite exacte

b
Us(Ly)y —=2— Us(Lp)X —— cokerNy ———0. (4.6)

Le lemme ci-dessus montre que
cokerNy, | < [O(x )l
Passant a la limite inductive sur X, on obtient la suite exacte

ling Us; (L), —— i Us(Ly)¥ —— ling cokerNy, —— 0
b by b2

lim Us(Ln )y = (lim Us(Ln))y = (L)
D D
et (du fait que les morphismes de transitions sont injectifs)

ling Us(L)* 2 (ling Us (L)) 2 (L)X

Ainsi pour tout n > 0, nous avons une suite exacte

(LX) —2n s (L)X —— cokerNa, —— 0

avec |cokerNa, | < |O(x7!)al. On passe maintenant & la limite projective sur n,

on obtient
(€5 )x — (€5)X —— lim coker N, ———0
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car @ZE ~ l&n(ﬁ,’l ® Zy). 11 ’ensuit que

coker( (1), =+ (€)%
est pseudo-nul. Pour finir, la suite exacte (4.5) et 'hypothese (Hz) montrent que
E,/E,
est un Z,-module de type fini de rang borné indépendamment de n. Il s’ensuit que

le A-module
Na

coker( (Exo)y — (Ex0)X)

est pseudo-nul. O
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Chapitre 5

Systemes d’Euler et éléments de
Rubin-Stark

5.1 Eléments de Rubin-Stark

Soit K un corps de nombres et soit F' une extension abélienne finie de K de groupe
de Galois G = Gal(F/K). Fixons un ensemble S fini de places de K contenant les
places infinies et les places ramifiées dans F'/K, et un deuxieme ensemble 7 de
places de K disjoint de S. Posons G = Hom(G, C*). Pour tout p € G, on définit
la fonction L d’Artin modifiée associée a p par

Ls7(s.p) = [ (1 = p(Froby)Np~*)~' [ (1 — p(Frob,)Np'~).
pgS peT

Il est bien connu, e.g. [38, Proposition 1.3.4 |, que

rs(p) = ordy_oLs7(s, p) = { Igfff . p(D,(F/K)) =1}, Zi?

ou D,(F/K) est le sous-groupe de décomposition de v dans F/K.
Suivant [38], on définit I’élément de Stickelberger

Os.7(s) = Os7.ryx(s) = Y Lsr(s,p™ Ve,
pea
ou €p = ﬁ ZaeG p(a)oﬁl-

Avant d’énoncer la conjecture de Rubin-Stark, faisons les hypotheses H(F/ K, S, T, r)
suivantes :

(i) 'ensemble S contient les places infinies et les places ramifiées dans F'/K.

20



(ii) 'ensemble S contient au moins r places totalement décomposées dans F'/K.
(i) |S|>r+1
(iv) T#0,SNT =0 et Us7(F) est sans torsion

ol Ugr(F) est le sous-groupe de S-unités de F' formé des éléments congrus a 1
modulo les éléments de T .

Remarque 5.1. Les hypotheses (ii) et (iii) assurent que la fonction s™"Og1(s)
est holomorphe en s = 0.

Soit V' = {wy, ..., v, } un sous-ensemble de I’ensemble des places de K totalement
décomposées dans F//K et soit W = {wy, ..., w,} un ensemble de places de F' telles
que w; | v;. Pour tout Z[G]-module M et tout anneau commutatif R, on note RM
le produit tensoriel R ®z M. On définit Lgy comme étant le composé

Ls

RUg(F) RSy ——RVg

ou Lg est le plongement logarithmique de Ug(F);

,CS . Us(F) E— RSF = @weSF Rw
£ =D wes, 10g |elww

et my est la projection de RSy = RVp @ RV sur RVp, S=V UV’

Soit x € RUg(F'). Comme W est une R[G]-base de RVp, Lgy(x) s’écrit d'une
maniere unique sous la forme

Lsy(x ZAW

avec Ay, () € R[G]. Un raisonnement facile montre que A, : RUs(F) — R[G]
est le R[G]-morphisme vérifié

Au; (1 ®€) Z log [9]w, 9~

geG
Soit

Nric1 Lsv i+ Agjg) RUs(F) — Agigg RVe = R[G] (w1 A ... Awy)

le R[G]-morphisme induit par Lgy. Comme {w; A ... Aw,} est une R[G]-base de
/\]R RV, on peut définir un unique R[G]-morphisme "régulateur”
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par

N Lsv(@) = Reyrcw (@) (wi A Aw,).
R[G]

De fagon explicite, Rp/rw (21 A ... A x,) = det(A, (75))] j=1, i € RUs(F).

Soit maintenant M un Z|G]-module. On note M I'image de M par I'application
canonique M — QM. On définit

]T/f/r,s = {z € M | e,.x = 0 dans CM pour tout p € G tel que rg(p) > r}.
Remarquons que si M est un Q[G]-module alors ]f\\/_//ns = eg, M, que I'on note M, g,
ol eg, = er(p):r ep-

Lemme 5.2.
(i) Les modules (QUs(F')),.s et (Q[G].s)" sont isomorphes sur Q[G].
(i1) Soit € € Ug(F') tel que 1@ e € (QUg(F))g,. St |S| > r+1 alors e € Uy (F).

Démonstration. L’assertion (i) est une conséquence directe de

0, sinon.

dimg (¢,(CUs(F))y.5)) = dime (e,((C[Gl,9)")) = { rosirs(p) =7y

Pour la seconde, remarquons que

RV — 0, si|S|>r+1;
ST Ry, w SIS =141 (V= {v,41)).

ou V' est 'ensemble défini ci-dessus. Comme 1 ® ¢ € (QUs(F))s, et |S| > r + 1,
Ls(1®e) € es, RSy C RVp. Dot £ € Uy (F). 0

En identifiant Homy ) (Us 7 (F), Z|G]) & un sous module de Homgq(CUs 7 (F), C[G]),
pour tout r-uplet (¢1,- -, ¢,) € Homye (Us7(F), Z[G])", on définit

GrANgr CAgq Usr(F) —— Cla
UL A A, — 1<d,et< (¢s(u;))
)T

et
Ao 2€(QAzig Us, 7(F))rs | (1A Adr)(2)EZ[G],
ST = V1, ¢r€Homy gy (Us,7(F),Z[G]) ’
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Remarque 5.3. Il est immédiat que sir = 1 alors Ag7 = Us7(F)g,. De maniere
générale, sir > 1, on a les inclusions sutvantes

| G |" Asr C (/\ Ust)sr C AT,
Z[G|

pour un entier n suffisamment grand. De plus, comme Ust(F) est d’indice fini
dans Ug(F),

Qhsr = (@ A Usr(F)ns = (@ A Us(F)rs. (5.1)

Z[G] Z[G]
Soit @g)T(O) le coefficient de s” dans la série de Taylor de Og 7 :
01 (0) := lims "0V} (s).
ST i ST

Conjecture 1. RS(F/K,S,T,r) Supposons que les hypotheses H(F/K,S,T,r)
sont vérifiées. Alors il existe un unique élément ep g1 € Ng 7 tel que

RF/K,W(€F,S,T) = @f{) (0)
Remarque 5.4.

e La validité de la conjecture RS(F/K,S,T,r) est indépendante du choix des
places v; et w;.

o Soit ep g7 l'élément (conjectural) de Rubin-Stark. Le lemme 5.2 et l’équation
(5.1) assurent que lélément 1 ® eps1 € QAst peut s’écrire sous la forme
T A Ay, avee z; € (QUg(F)), 5. Or on peut écrire

1
T = — R e, N; € anl etl®e; € (@US<F))S:T

n;
D’ou ]
—(1®e)AN . A(1®er), n=n1..1,.
n

Par suite, il existe 5 € Q tel que

I ®epsT =

—1\T
w9 )i

O (0) = Bdet (A, (1@¢5)); _, = Bdet (D logle?

geG
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Supposons maintenant que K est un corps de nombres totalement réel de degré
r=[K :Q|, Ky est la Z,-extension cyclotomique de K et conservons les notations
des chapitres précédents. En particulier,

X : GK—>OX

est un caractére non trivial Q,-irréductible de G, qui se factorise & travers une
extension finie L de K. Fixons un ensemble S fini de places de K contenant a la
fois les places infinies et au moins une place finie, mais ne contient aucune place
p-adique. Pour toute extension galoisienne I’ de K, notons Ram(F/K) I'ensemble
des places de K qui se ramifient dans F//K. Posons

Sp = SURam(F/K).

Suivant [8], on choisit un ensemble 7 = {qo}, ol qo est un idéal premier tel que
pt (Ngo — 1) et qo 12, pour un tel ensemble 7 = {qo}, on a

—_—

Usp7(F) = Us, (F).

De plus, si F' est un corps totalement réel, les hypotheses H(F/ K, Sk, {qo}, r) sont
vérifiées.
Avec les notations de paragraphe 4.1, posons

Ko ={Lng, Lng(t) : v est premier a qof,p, g | et n e Zso}.

Dans toute la suite, sauf mention express du contraire, on suppose vérifiée 1’hy-
pothese

(Hy) le corps L est totalement réel.

Donc pour toute extension F' € K, les hypotheses H(F /K, Sp,{qo},r) sont
vérifiées. Supposons que

la congecture RS(F/K, Sp,{qo},r) est vérifiée pour toute extension F € Ky.

Définition 5.5. Soit ¢, 4 = €L gS1 g ld0} et soit &, le groupe des unités de L,,.
On définit RS,, comme étant le Z|Gal(L,,/K)]-module engendré par l'image inverse
des éléments 1 ® e, 4 par Uapplication N\ E,—— QN &, pour tout g | b.

Rappelons que pour tout corps de nombres F', H(F, Z,(1)) = F*. Puisque X(GL,w) =

1,ona

H'(Ln(v), Zy(1)) ® O(x ") 2= H'(La(r), Z,(1) ® O(x 7).
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Par suite

—

Ln(0)* @ O(x ™) =2 H' (Ln(v), Zy(1) @ O(x 7)) = H'(Lu(x),T) (5.2)

Soit €,(v) = €L,(1),5,,, (1) {a0} | lément de Rubin-Stark associé a RS(Ly(v)/ K, Sr, ), {do}, )
D’apres la remarque 5.4, on peut écrire 1®¢, () d'une maniére unique sous la forme
g1 Nep, avec g; € Q® L, (r)*. On pose

€n7x(t) =8 ® 1X’1 A NER 1X’1 (5.3)
ot &; est 'image de g; par I'application Q ® L, (t)* — Q, ®z, L, (t)*" . L’iso-

morphisme (5.2) permet d’identifier £, , (t) & son image dans Q,@ \" H*(L,(¢),T).
Par suite, pour tout v premier a qof,p et tout n > 0, on définit

en(t) =corl) o o (Enrin(®), o =corl) i (niiy) (5.4)

(r)
Ln41(2),Kn (v)

Q@ N H' (Lps1 (v), T) — Q@ A" H' (K (v), T)

oll cor est l'application

induite par
COTL, 1 (0),Kn(e) - H' (Lng1 (v), T) —— HY (K, (x),T) .
Soit G un groupe fini et soit M un O[G]-module, on dispose d'une application
war + oy Homoye) (M, O[G]) —— Homag (® ® Apiy M, @ @ M) . (5.5)

En effet, 'application canonique Homog(M, O[G]) —— Homgq) (P @ M, ®[G])
induit un morphisme

Aoy Homoye (M, O[G]) — Niyiéy Homaj) (¢ @ M, $[G]) .
D’autre part, considérons ’application
£+ Homgjg)(® @ M, ®[G)) — Homa(c) (A @ @ M, Ajigy @ © M)
définie par f(1)(miA---Amy) = Z(_l)le(mi)ml AN Ay AMigg - - A,
i=1

Par itération, on obtient un morphisme

Ny Homaie)(® ® M, ®[G]) — Homg(g) (A @ © M, @ M) .
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Rappelons que pour toutes extensions galoisiennes finies F' C F’ de K, la norme
Npr/p induit un morphisme
Noja,, Homoja,. | (H (F', T), O[Ap]) — Aoja,) Homopa . (H' (F, T), O[AF])

(5.6)
ou Ap = Gal(F/K). En particulier, la famille
r—1
(/\ Homoya,, o) (H"(Ku(v), T), OlAk,@]),, .

forme un systeme projectif pour les morphismes (5.6).

Définition 5.6. Soit U = {1y, }n. un élément arbitraire de

r—1
lim A\ Homopa ., ) (H' (Ku(x), T), O[Ax, ).

On note aussi ¥, l'image de 1y, par Uapplication (5.5) et M = H'(K,(x),T).
On définit
Enw (V)" 1= o olen(t)) et ey = Unlcn),
ol ¢ (t) est défini dans (5.4). Le corollaire 1.3 de [32] montre que
enw(t) € H (Ko (x),T) et ety € H(K,,T).
Proposition 5.7. La famille {e,v(t)X}n>0. détermine un systéme d’Euler pour

(T, ICmi’m qufx> .

Démonstration. C’est une conséquence de la proposition 6.2 de [32]. U

5.2 Condition locale en p

L’une des clés de la démonstration du théoreme 0.3 est la construction d’une
"bonne” condition locale en p. Précisément, avec le bon choix de la condition locale
en p on peut démontrer un résultat semblable & celui de Rubin [33, Theorem 2.3.2
et theorem 2.3.3]. A cette fin, nous supposons que les hypotheéses suivantes sont
vérifiées :

(H}) L’extension L/Q est non ramifiée en p ;

(H5)  x(Froby) # 1 pour toute place p-adique de K.

Le théoreme suivant est absolument crucial pour notre but. C’est une conséquence
directe de [17, Theorem 2.2]
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Théoréme 5.8. Pour toute place p-adique v de K(v), le O[[Gal(Kx(t),/Q,)]]-
module

Hllw(K<t)v> T) = l.&nHl (Kn(t)va T)

est libre de rang un.

Démonstration. Posons F' = L(t) et F,, = L,(¢r) pour simplifier les notations et

fixons une place w de F' au-dessus de v. D’apres [17, Theorem 2.2], nous avons une
suite exacte de Z,[[Gal(F,,(pp~)/Q,)]]-modules

0—>Zp(1)—>1.&nn U P (1) : V(1) Zp(1) 0

ou V(1) est libre de rang 1. Donc la Gal(F,,(f1pe )/ Foo.w)-cohomologie associée aux
suites exactes

0——Z,(1) —lim U (F, (1)) ——im(h) — 0,

0——im(h) — V(1) — Z,(1) ——0

et le fait que A
HZ(Fw(PJp‘”)/FOO,w7Zp(1)) =0, fori>0

assurent que

HO(Fw(Np‘”)/Foo,wa l'&nUl(Fn’w(,up)) = HO(Fw(Np“)/FOO,wv V(1)).

D’ou
1'ﬁnUl(Fn,w) = HO(Fw<Mp°°>/FOO,w> V(U)'

Comme x(Frob,) # 1, nous avons
HL(K(©)0T) 2 (mUY(Fy) @ O )0 Fn/Kn02)
S (HOFu ) o V(1) & O )0
Par suite, le O[[Gal(K(t),/Q,)]]-module H}, (K (t),,T) est libre de rang un. [
Corollaire 5.9. Le O[[Gal(K(t)/K)]]-module
Hiy(K(v)p, T) = @ Hi, (K(t),, T)

est libre de rang [K : Q|. En particulier, H},(K,,T) est un A-module libre de rang
K : Q).
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Démonstration. Soit v une place p-adique de K(t). Le théoréme 5.8 montre que
Hi (K(t),,T) est un O[Gal(K(t),/K,)|]-module libre de rang [K,, : Q,], ou w
est une place de K au-dessous de v, et donc le O[[Gal(K(tr)/K)|]-module

Hy, (K (¥)y, T) = @upp Hp,, (K (x)0, T)

est libre de rang Z[Kw Q] =[K : Q). O

wlp

Soient K =, . Ku(r) et G le groupe de Galois Gal(KC/K).

Corollaire 5.10. Le O[[G]]-module V := lim HY (K, (v),,T) = Jm Hj, (K(v),,T)
est libre de rang [K : Q).

Démonstration. C’est une conséquence immédiate du corollaire 5.9. U

Proposition 5.11. Soit w le ppcm des entiers p-adiques 1 — x(Frob,), ot p est
une place de K. Alors pour toute extension K Cy F' C K, le morphisme canonique

VgF —>H1(FpaT)

est injectif dont le conoyau est annulé par w, ou Gr = Gal(IC/F).

Démonstration. Pour toute place p-adique w de F, fixons une place w de K
au-dessus de w. On a

Vo, 2ED( lim  HY(F,T))puw/m)

fu)|p F'LquF,{UC’CU

ou D, (IC/F) est le sous groupe de décomposition de w dans K/F. En dualisant
la suite exacte d’inflation-restriction

(D, (IC/ F), (1)) H(Fy, T*) — H (Ko, TP s HY(D,(IC/F), (T%)5%)
on obtient la suite exacte

H*(Dy (K F), (T*) %)Y — (H' (K, T*) P 0)Y — HY(F,, T*)Y — (H'(Dy(K/F), (T*) %)) .
Comme H?(D,(K/F), (T*)%%)" est un O-module de torsion et,

<H1<K@, T*)Dw(’C/F))\/ ] ( 1&1 Hl(F{l,q T))Dw(IC/F)
F’uJCfF{UCK:E

est un O-module sans torsion, nous avons une suite exacte
0 —— (H' (K, T*)P &I —— HY(F,, T*)Y — (H' (D (IC/F), (T) )" .
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Or T* = D(x), donc pour toute extension K C F C K, H*(K,,T*) = H(F,,T*).
Par suite
@.(T*)%w =0

ol w est le ppem des entiers p-adiques 1 — x(Frob,). Il s’ensuit que le morphisme
VGF _>H1(FP7T>

est injectif dont le conoyau est annulé par w. U

Suivant [8], nous fixons un facteur direct libre L de rang 1 du O[[G]]-module
libre (voir corollaire 5.10)

V= @ HI(FIHT): w VQF'

KCcyFcK KcyFcKk

Rappelons que Y est un ensemble fini de places de K contenant les places infinies,
les places p-adiques et les places en lesquelles T est ramifiée.

Définition 5.12. On définit la structure de Selmer (L,%) sur T par
o Siwtp, Hy(F,,T) = Hy (F,,T),
e H}(F, T)C H'(F,,T) comme étant le O-saturation de Lg, dans H'(F,,T).

5.3 Construction de certains morphismes

Nous conservons les notations précédentes. S’inspirant de [8], nous démontrons
existence d’'un homomorphisme V' = (V') kc, rex tel que

Vo (\ BB, T)) € HA(E, 1)
La fixation d’une base {¢§j)};?;} de
Homojgae/xy (V/1L, O[[Gal(K/ K)]])
sur O[[Gal(IC/K)]] revient a fixer une base {¢2 =l de
Homoa (Vg /g, O[Ar])

sur O[Ap], pour toutes les extensions K C; F' C IC, telles que les homomorphismes
{wg }::_11 sont compatibles avec les morphismes

Homoya,,1(Vg,, /Lg,,, O|Ap]) —— Homo(a(Vg, /Lg,., O[AFr])
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pour [ Cy F'. Notons w}f) I'image de wg par I'injection canonique
Homoja (Vg /Lgy, O[Ar])~—— Homoja ) (Vg,, O[AF])

et considérons

r—1

Donc
r—1

V= (Yp)kc,;pec € lm /\ Homoja . (Vg,., O[Ag]). (5.7)

KcyFck

Remarquons que I'application
\IIEF = @::_11 1/1&,3) : VgF E— O[AF]T_l
est surjective et que ker(V,,) = Lg,..

Rappelons le résultat bien connu [21, Lemme B.1].

Proposition 5.13. Pour toute extension K C; F' C K, le morphisme Vg induit
un 1somorphisme

\I/F . /\TVgF %ker(\IlLF) = LgF .
Proposition 5.14. I existe un élément

r—1

V= Wﬁw)chFc/c € 1&1 /\ HomO[AF}(HI(FpaT)a O[AF])

KCcyFCcK

tel que, pour toute extension K Cy F C K,

Ve N\ H' (5, T)) € HE(F, T).
Démonstration. D’apres la proposition 5.11, on sait que ’application canonique
VQF _>H1(FpuT)
est injective dont le conoyau est annulé par w, et donc le conoyau de I’application

HomO[AF} (Hl(an T), O[AF]) — HomO[AF} (ngﬂ O[AF])

60



est annulé aussi par w. Par suite le conoyau de

r—1 r—1

lim A Homepa,(H'(F,, T), O[AF]) —  lim  /\ Homoa,(Vg,., O[AF])

KcyFCcK KcyFck

(5.8)
est annulé par w"~!. D’on "'V appartient & I'image de 'application (5.8), ou ¥
est 1’élément défini dans (5.7). Ainsi

(@) (/\ H'(F,,T)) C Lo, C HE(F,, T).

D’ou la proposition. O

5.4 Systéme de Kolyvagin pour (X, L)

L’objectif de sous-paragraphe est de démontrer que les classes dérivées de Kolyva-
gin (pour la définition voir [33, §IV.4]) associées a nos systeme d’Euler définissent
un systeme de Kolyvagin pour la structure de Selmer (£, Y).

Notons cx o = {e) ¢} € H},(K,T) I'élément correspondant au systeme d’Eu-
ler {e,¢(t)X},. dans H} (K, T) = @H1<Kn,T).

Proposition 5.15. Soit Hy, I’ensemble des applications

r—1

U= (Up)pe lim A Homop,(Vg,, O[Ar]) telles que Up(A"Vg,) = Lg, .

KCFCK
Alors ,
{locy(egy) : ¥ € HL} = [/\ Vg : O.IOCI()T)(C())]]LQ
ou loc, : HY(K,T)—— HY(K,,T) .
Démonstration. Il s’agit de [7, Corollaire 3.5]. O

Remarque 5.16. Si lapplication loc, : H'(K,T)—— H*(K,,T) est injective,
alors d’aprés [32, Proposition 6.6 (ii)], on voit que [\" Vg : O.locl(f)(co)] < 00.

Soit F' une extension finie de K dans K et soit (F,%(F)) une structure de
Selmer sur 7'. Suivant [21, §2.1], on définit la structure de Selmer (F*, 3(F*)) par

o U(FY) =N(F)US,
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HY(F,,T), ifwe S(F)— S;
) B F ws , L]
 HrlboT) = { HY (Fy,T), w e X,

ou X ={wC F w]|rt}

Soit 7 une uniformisante de O et soit M une puissance de m. Nous poserons
Wiy = T/MT. Soit ¢ un systeme d’Euler de T, et soit K, «nj € H' (K, War)
la classe dérivée de Kolyvagin associée au systeme d’Euler ¢, construit dans [33,
§IV.4]). On rappelle que

K[Kn,e,M] € H}&n(Kn, W)
c.f. [33, Theorem 4.5.1].
Dans la suite, nous construisons un systeme d’Euler ¢ de T' tel que
Kicn o] € Hpe(Kp, War).
Nous avons besoin de quelques faits sur la condition locale L.

Lemme 5.17. Soit L := Lg, et soit w le ppcm des entiers p-adiques 1—x(Frob,).
Alors
w.(Hi(F,,T)/LFr) = 0.

Démonstration. D’une part la suite exacte
0—— Hy(F,,T)/Lr —— HY(F},, T) /L —» H'(F,, T)/Hp(F, T)

et le fait que H'(F,,T)/H}(F,, T) est un O-module sans torsion (par définition)
montrent que
toro(H'(F,,T)/Lr) = HE(F,,T)/Lp.

D’autre part la suite exacte
0—Vg,/Lrp—— HYF,,T)/Lr— H(F,,T)/Vg,

et les faits que Vg, /L est un O-module sans torsion et que le O-module H*(F),, T)/Vg,.
est de torsion, assurent

toro(H'(F,, T)/Lr) = H'(F,,T)/Vg,.
La proposition 5.11 permet de conclure. (

Proposition 5.18. Soit G, = Gal(K,,(v)/K,). Alors le conoyau de
Hlli(Kmp’ WM) - Hzlt<Kn(t)pv VVM>GH’t

est annulé par w.
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Démonstration. Soit F' une extension finie de K dans K. Considérons la suite
exacte

0 T- M. W 0.

Comme L est cartésienne et H'(F,, T) est un O-module sans torsion, nous avons
une suite exacte

0—— HLE, T) s HL(F, T) — HL(F,, Wy) — 0.

Or la restriction res: H'(K,, ,, T) — H'(K,(t),, T)%** est un isomorphisme et

HY K, p, T)/HE(Kpp, T) est un O-module sans torsion, le diagramme commutatif
exact

0—— HA(K,p, T) ——— HY (K, T) ————— H (K, T)/H: (K, T) —— 0

n,ps n,p n,p n,p

| res | res |

0— HE(Kn(v)p, T)ms — HY (K (v)p, T)s — (H (K (v), T)/ HE (Ko (x), T))

res

montre que I'application H} (K, ,, T) —— H}(K,(x),, T)% est un isomorphisme.
Par suite, nous avons un diagramme commutatif exact

0—— Hi(Kpp, T) —2—— HL (K, T) ——— HL (K, Wag) —— 0

[ res [ res |

0— HE(Kn(t)p7 T)Gn’t L HE(Kn(t)zn T)Gn’t — H}(Kn(t)pa VVM)Gn’t
Le lemme du serpent donne

coker( HE(Kyp, War) — HE(K(v)p, War)9me ) 2 coker( HE (K, (v),, T)% — HE (K, (t),, War)Cm
= HY Gy, Hp (K (x),, T))[M]

ot HY(Gyv, HE (K, (v),, T))[M] est le sous module de HY(G,, ., H} (K, (t),, T)) an-
nulé par M . Il suffit donc de montrer que

w. H (G, HE (K (v),, T)) = 0.
En effet, d’apres la G, .-cohomologie associée a la suite exacte
0= L, () — Hp(Ku(t)p, T) — HE (K (), T) /L1, ) — 0.
on obtient la suite exacte

Hl(Gn,u »CKn(t)) - Hl(Gn,n HE(Kn(t)p» T)) — Hl(Gn,tv Hé(Kn(t)m T)/‘CKn(t)) — HQ(GTN’ ‘CKn(t)) :
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Comme L, ) est un facteur direct de O[Gal( K, (r)/K)]-module libre Vaaikc k. (x))
H(Gpe, L£5) =0 pour i>1
Il s’ensuit que
HY (G, Hp (K (v)y, T)) = HY(Gre, He (K (x)p, T) /L, (6)-

D’ou
@w.H (G, HE (K (x),, T)) =0
puisque w@.(H} (K, (t),, T) /L, @) = 0 (voir Lemme 5.17). O

Soit ¢,(vr) € Q, @ A" H (K, (v), T) I'élément défini dans (5.4). Notons loc, le
morphisme de localisation dans la cohomologie semi-locale en p

loc, : Q& H' (K, (1), T) — Q, © H (K, (1), T).

Comme Q, ®z, VQKW) = Q, ®z, Hl(Kn(t)p, T),

1w%<»e@@@AWmo

D’apres les propriétés définissant les éléments de Rubin-Stark, on voit que pour
tout

(O WAEEARIAC /\HOHI VgK ()7O[Ga1( ( )/K)])

v(loc(eq(v)) € OlGal(K,(v)/K)).

Donc, d’apres l'exemple 1 suivant la proposition 1.2 de [32], on obtient

loc /\ VgK "y

Soit ' une extension finie de K dans K ; le morphisme
loc, : HY(F,T)—— H'(F,,T) .

induit un morphisme
r—1 r—1

lim A\ Homopa,(H'(F,, T), O[AF]) = lim  /\ Homopa . (H'(F, T), O[AF]) .

KcyFcK KcyFcK

(5.9)
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r—1
Sive lim /\ Homoa ) (H' (F,, T), O[AF]), pour simplifier les notations, nous
KCjFCK
notons aussi W son image par (5.9). Soit W' ’élément construit dans la proposition
5.14 et soit {e,, 9/ (t)X}, ¢ le systeme d’Euler de T associé a ¥’ (voir la proposition
5.7). La proposition 5.14 et le fait que locl(f)(cn(t)) € \" Vg, ., assurent que

loc, (en.u (¥)X) € HE (K, (v),, T). (5.10)
Le lemme suivant est crucial pour la preuve du théoreme 0.3 :

Lemme 5.19. Soit K, la classe dérivée de Kolyvagin associé au systeme

d’Euler ¢ = {w.cp v (t)X},x, construit dans [33, §IV.4]). Alors
Kk ent) € Hpe (K, Way).

Démonstration. Comme £* < F* . nous avons une suite exacte

can’

H (K, Wag)—— HEy | (Ko, War) —— H (Ko, War) [ HE (K p, W) -

Le théoreme 4.5.1 de [33] montre que Kk, «,1] € Hléan (Ky, War). I suffit donc de
montrer que

IOCP(K[Kn7t7M}) < H}:(Kn,pa WM>

Soit D, l'opérateur de dérivée de Kolyvagin, défini dans [33, DefinitionIV.4.1].
Comme

loc, : HY(K,(v), T) — HY(K,(v),, T)
est un Gal(K,(r)/K)-morphisme,
loc,(Dyw.cpu(t)Y) = Diloc,(w.c, w(t)X).
donc d’apres (5.10), on obtient
locy (D, @.enu (v)X) € HE (K, (t),, T).

Or Dyw.c,, v (t)X mod M est invariant sous I'action de Gal( K, (t)/K,,) [33, Lemma
4.4.2], donc

loc,(Dew.cnp(t)X) mod M € (HL(K,(t),, T)/MHL(K,(x),, T)) S En©/Kn),
Par suite, la proposition 5.18 et [33, Lemma 4.4.13] assurent que
loc, (KK, .m]) € H} (K p, W)

ce qui acheve la démonstration. O
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5.5 Preuve du théoréeme 0.3

Dans cette section nous allons démontrer le théoréeme 0.3 énoncé dans I'introduc-
tion ;

Théoréme 0.3. Supposons satisfaites les hypotheses (Hf) — (H5). Alors

char((As),) divise wchar((( /\ £) /R/SZ)X>

olt w est le ppcm des entiers p-adiques 1 — y(Frob,).

Notons cx o = {eX y,} € H},(K,T) 'élément correspondant au systeme d’Eu-
ler {&,,4/(t)X}, . dans H},, (K, T), ot U’ est ’élément construit dans la proposition
5.14. Remarquons que sous la conjecture de Leopoldt pour L, I'application de

localisation
loc, : HY(K,T) —— H(K,,T)

est injective. En effet, sous la conjecture de Leopoldt I'application
HY(L, Zy(1)) — D), H' (L, Zy(1))
est injective, et donc les isomorphismes
HY(K,T) = HY(L,T)C/E) ot HY (K, T) = Hl(Lp’T)Gal(L/K)

permettent de conclure. Ainsi, d’apres la remarque 5.16 et la proposition 5.15, il
existe un élément U’ (sous la conjecture de Leopoldt) tel que cg o # 0.

L’une des clés de la preuve du théoreme 0.3 est le résultat suivant

Théoreme 5.20. Sous les hypothéses (Hy) et (Hy), on a
char(H . (Koo, T)Y)  divise char(H} (Koo, T)/A-Ck00)
Démonstration. Remarquons que pour toute place v 1 p,
HMF,T) = HE, (F,.T).
Donc la preuve se déduit de celle de Rubin [33, Theorem 2.3.3], si 'on remplace
Ss,(F,Wiy) par HA(T,T[M))

et
S¥»(F,\Wyy) par  Hp (F, W),

olt T*[M] = ker( T* 25 T* ), et si I'on justifie les assertions suivantes
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(1) KK, ¢, M] S Hér(Kn,WM)
(i) (Hp (Koo, T*)¥)r, et Ap,/char(Hp (Koo, T*)")Ar, sont finis.

L’assertion (7) est le lemme 5.19. Pour I'assertion (i7) ; d’une part, on dispose d'une
surjection
1 *\V 1 *\V
Hbo (Koo, T*)Y —» Hh (Koo, T7)Y

d’autre part, le noyau de la restriction

HYy. (Koo, T%) —— H. (Loo, T%)

est fini. Donc il suffit de montrer que H} . (Loo, T*)' est fini. En effet, soit My,
la p-extension abélienne non-ramifiée en dehors p maximale de L., et soit X, =

Gal(My,/Ls). La conjecture de Leopoldt pour L, assure que X.» = 0, e.g. [24,
Proposition 11.3.3]. Comme Hz. (Loo, Qp/Zy)" = Xoo, Hzr (Loo, T*)™ est fini. O

Proposition 5.21. Supposons que U’hypothéses (Hy) et (H5) sont vérifiées. Alors
Char(H}*t (Koo, T*)Y)  divise char(Hj}, (K, T)/locy(Ck )
Démonstration. Comme Fg;, < L, le théoreme 2.7 donne la suite exacte

locy,

H}_—StT(KOO,T)C—> H}:(KOO,T) —>H11w,£(KpaT) —)H}_-*t (KOO’T*)\/ —»H};*(KOO,T*)V )

La proposition 2.10 montre que H Jlfstr(Koo,T) = 0. Nous avons donc une suite
exacte

0— H} (Koo, T) /A C o0 — H}wﬁ(Kp, T)/loc,(Ck 00) — H}*t (Koo, T*)Y —» H}p (Koo, TH)Y .

Le théoreme 5.20 permet de conclure. U

Comme K est la Z,-extension cyclotomique de K, aucune place finie de K ne
se décompose totalement dans K., donc par passage a la limite projective dans
le lemme 5.17, on voit que les A-modules

lim Lp et H}w,L(KpaT) = lim Hp(F,,T)
KCFCKx KCFCKwo

sont pseudo-isomorphes. De méme, la proposition 5.11 assure que les A-modules

HIlw<KP7T) et 1&] VgF
KCFCKx
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sont aussi pseudo-isomorphes. Par suite, on déduit d’apres la proposition 5.13 que
les A-modules

Hiy o (1, T) et N\ Hp, (K, T) (5.11)
sont pseudo-isomorphes.

Notons ¢ le composé

/\T @HI(KWT) —>1.£1/\H1(KH7T> —)1&1(@1, 1z, /\Hl(Kan>) )

et Coo 1= {Cn}n>0 € @n(@p ®z, /\ HY(K,,T)), ou ¢, est défini dans (5.4).

Théoréeme 5.22. Soit ¢ un élément de 1™ (w.co). Sous les hypotheéses (Hp) et

(H%), on a

n

char(Hy., (Ko, T*)Y) divise char((\ H,, (K, T))/A.c)

Démonstration. D’une part, en utilisant les faits Fy, < Foqn €t H}m(KOO, T)=
0, on obtient la suite exacte

locy,

HL | (Kooa TV H} (K T) —— Hb. (Koo, T%)Y —» Hb. (Koo, T)" .
D’ou
Char(H%:tT(Koo, TY) = Char(H}:an(Koo, T*)").char(coker(loc,)).
La proposition 5.21 montre que
char(H}:an(Koo, T*)").char(coker(loc,)) divise char(Hj,, (K, T)/Adoc,(Cx o).

Le théoreme 2.11 (resp. le lemme 5.9) montre que le A-module Hy (K, T) (resp.

locp

H} (K, T)) est libre de rang r, donc linjection H} (Koo, T)— Hj,(K,,T)
induit la suite exacte

0— (N HE:, (K, T))/Ac— (N H} (K, T))/A.(loc” (c)) — coker(loc() .
D’ou

char((/r\ Hp, (K, T))/A.(loc)(c))) = char((/r\ Hy (K, T))/A.c).char(coker(locz(f))).
D’autre part, d’apres (5.11), on voit que les A-modules
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N H}, (K, T)/Alocl () et H}, (K, T)/Adocy(cx o)
sont pseudo-isomorphes. Le fait que
char(coker(locz(f))) = char(coker(loc,)) (voir [3, page 258])

permet de conclure. U

Rappelons que sous la conjecture de Leopoldt pour les corps L, le conoyau de
~ o N ~ _
(Exc ®z, O(X))a — (€ @2, O(x 1))
est pseudo-nul (voir théoreme 4.16). On en déduire le résultat suivant

Corollaire 5.23. Sous la conjecture de Leopoldt pour les corps L,, le conoyau de

N (E @2, O ))a 255 N (B @2, O(1))>

est pseudo-nul
Démonstration. Soit p un idéal premier de A de hauteur < 1. Comme le conoyau
~ N ~
(€ ®z, O(X1))a — (€ @2, O(x1))2
est pseudo-nul,

Im(Na), = ((goo ®z, O(X™")%)s,

donc
T

(Im(N3)p = ATm(Na)y = A((Ex ®2, O())™);.

Il s’ensuit que le conoyau de

~ N ~
N (€ @z, O(Xx))a — N (€ @2, O(x1))?
est pseudo-nul. O
Soit RS, le Z|Gal(L, /K)]-module engendré par les éléments de Rubin-Stark (

Définition 5.5) et soit ¢, = COY(LTBLH, k, (Enty1,y)- Ici ¢, est 'élément défini dans (5.4).

Notons

R/;S?o = lgln E;S\fn et gOO,X = {me}nZl.
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Comme pour tout n > 1, ¢, = corgzy ., (En,x), nous avons

resy) 1 (c,) = tesy) ; (cory) i (eny)

= |A" Na(eny)

et donc o
|A"'Na((RSs)y) = Ac,

ol ¢ est un élément de I'image réciproque de |A[" ' Na(eo ) par le composé
Atim H (K, T) —lim A7 (K, T) — i (Q, 05, A" H'(K,, T))

Preuve du théoréme 0.3. Considérons le diagramme commutatif exact

(RSw)y ——— N (Exc)y — (N Ex/RS2)

l|A|T71NA lN(AT) l

o~ —

0 — [A["INA (o)) — N (€)X — A" (E)¥/|AI Na(Eooin))

!

coker(NX))

X

ol (é/’o\o)x = (é; ®z, O(x™'))2. Le corollaire 5.23 montre que coker(NX)) est fini,
donc

r

Char(/\(go\o)X/’A‘TleA(Eooyx)) divise char((/\g;/PTS:)X).
Comme y(Frob,) # 1 pour toute place p-adique de K,

(&L ®z, O(x ) = (Ex 2, O(X 1)),

Le théoreme 5.22 et la remarque 4.14 permettent de conclure;

char((As)y) divise w.char(( /\é; /R/s;)x>.
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