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Introduction

Cette thése est consacrée a I’étude d’une famille de flots géométriques de type Yamabe
qui sont liés au probléme de la courbure scalaire prescrite sur une variété riemannienne
compacte. Pour la commodité du lecteur, nous introduisons I’historique du probléme de la
courbure scalaire préscrite dont l'origine fut le fameux probléme de Yamabe.

0.1 Le probléme de Yamabe

Sur une variété riemannienne compacte sans bord (M, go) de dimension n > 3, on dit
qu’une métrique g est conforme a gy si g = wgy avec 0 < w € C°(M).

Si I'on écrit w = un-2 avec u > 0, alors la relation entre la courbure scalaire R, de g et
Ry celle de gy est donnée par

_n+2

R, =u 2 (—c,Aou + Rou) ,

n—1

ol ¢, =4 et Ag est opérateur de Laplace-Beltrami associé a go.

n —

Le probléeme de Yamabe consiste & trouver une métrique g conforme a gg de courbure
scalaire constante. Ce probléme est équivalent a la résolution de I'équation aux dérivées
partielles suivante :

—cpAou + Rou = )\u%, u >0, (1)

ou A est une constante. Cette équation est connue sous le nom d’équation de Yamabe. Il
s’agit d’une équation non-linéaire dont la difficulté prinicipale réside dans le terme un—2.

Ce probléme a été conjecturé par Yamabe en 1960 qui annonga dans [30] avoir résolu.
Quelques années plus tard, en 1968, Trudinger |28] découvre une erreur dans la preuve de
Yamabe et résout le probléme dans certains cas particuliers. Aprés Trudinger, en 1976, Au-
bin [1] améliore 'approche de Yamabe en réduisant le probléme a la preuve d’une certaine
inégalité sur 'invariant de Yamabe (voir ci-dessous). Cette inégalité a été démontrée par
Aubin [1] dans certains cas et ensuite par Schoen [22] dans les autres cas en 1984.

Trudinger, Aubin et Schoen ont utilisé la méthode variationnelle pour étudier le probléme
de Yamabe dont le principe est décrit ci-apres.
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0.2 La méthode variationnelle

L’équation (1) est I’équation d’Euler-Lagrange associée a la fonctionnelle dite de Yamabe
suivante :

/ (cu|Vul§ + Rou?) duy,
E(u) =24

n—2 )
2n n
<fM yn-2 dvgo)

définie pour v € H'(M) \ {0}, ou dv,, désigne I'élément de volume associé a go.

La fonction u est un point critique de E si et seulement si elle satisfait ’équation de
Yamabe (1).

La fonctionnelle E est minorée par une constante nommeée invariant de Yamabe, dont la
valeur est essentielle dans 'analyse du probléme de Yamabe :

Y (M, go) =inf{E(u):0<ue C®(M)}.

On peut résumer la résolution du probléme de Yamabe par trois théorémes principaux.
Tout d’abord, Trudinger [28] a démontré qu’il existe une constante positive a(M) telle que
'équation (1) admette une solution lorsque Y (M, go) < a(M). Aubin [1] a amélioré le résultat
de Trudinger en démontrant que a(M) = Y (S") pour toute variété compacte (M, go), ou
Y (S™) est I'invariant de Yamabe de la sphére S” munie de sa métrique canonique. Plus
précisément, il démontre le résultat suivant :

Théoréme 0.1 (Aubin [1]) Pour toute variété riemannienne compacte (M, go), on a

Y(M, go) <Y (S"),

2
ot Y (S") = n(n — 1wy, avec w, le volume de S", est l'invariant de Yamabe de la sphére
S™ munie de la métrique canonique. De plus, si

Y (M, g0) < Y(S"), (2)

alors le minimum de la fonctionnelle E est atteint et par suite il existe une fonction u > 0
et une constante \ qui satisfont (1).

Dans de nombreux cas, Aubin [1] a montré que I'inégalité (2) est vraie :

Théoréme 0.2 (Aubin [1]) Supposons que (M, gy) soit une variété riemannienne com-
pacte de dimension n > 6 et non localement conformément plate, alors

Y (M, go) < Y(S").

10



0.3 Le flot de Yamabe
Les cas restants ont été démontrés par Schoen[22] :

Théoréme 0.3 (Schoen [22]) Supposons que (M, go) soit compacte de dimension n < 5
ou localement conformément plate et non conforme a la sphére standard S™. Alors on a

Dans les résultats précédents, la valeur Y (S™) est le seuil critique a partir duquel la
fonctionnelle E cesse d’avoir la propriété de Palais- Smale Cela est di au fait que I'injection
de Sobolev H'(M) C LP(M) est compacte pour p < =5 mais pas pour p = 2"2 .

A Tinstar du flot de Ricci qui a permis, entre autres, la résolution de la conjecture de
Poincaré, une nouvelle approche a été introduite par Hamilton [15] pour étudier le probléme
de Yamabe : le flot de Yamabe.

0.3 Le flot de Yamabe

Le flot de Yamabe a été introduit par Hamilton [15] dans les années 1980 comme un
outil pour trouver des métriques a courbure scalaire constante dans une classe conforme. Il
a considéré le flot suivant :

0g(t) = = (Ro) = () 9(t)
9(0) = ¢
oll 74y est la valeur moyenne de la courbure scalaire de g(t) :

" fM (t)dg(r)
g(t) — j‘ ’ dUg

(3)

4
et ¢° = ug > go, avec 0 < uy € C°(M), est la donnée initiale.

Le flot de Yamabe est un flot de gradient associé & la fonctionnelle dite de courbure
scalaire totale suivante :
J a Rgdvg

n—2
(Jyrdvg) =
ou dv, désigne 'élément de volume de la métrique g.

E(g) =

)

Il est facile de voir que ce flot préserve le volume ainsi que la structure conforme de
4
(M, go). Si lon pose g(t) = u(t)»2go, avec 0 < u(t) € C*°(M), alors u vérifie 'équation
d’évolution suivante

atuN:””

(enou — Rou + rgu’) | (4)

11
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o N = o2,
n—2

Il s’agit d'une équation parabolique non-linéaire dont 1’étude est trés délicate a cause du

terme u’.

Hamilton [15] a étudié le cas ot Ry est négative et il a obtenu le théoréme suivant :

Théoréme 0.4 (Hamilton [15]) Supposons que Ry < 0. Alors pour toute donnée initiale
g°, le flot donné par (3) existe globalement et converge lorsque t — +o00 vers une métrique
Joo de courbure scalaire constante.

Lorsque Ry > 0 I'étude du flot de Yamabe est plus difficile. Des phénomeénes du type
« concentration du volume » peuvent apparaitre. Comme nous 'avons déja signalé & propos
de la méthode variationnelle, la raison en est la perte de compacité dans I'injection de Sobolev
H' (M) C L%(M) Néanmoins des résultats trés importants ont été obtenus par Ye [31]
lorsque (M, go) est localement conformément plate, puis Schwetlick-Struwe [24]| et Brendle
[7] dans la cas général :

Théoréme 0.5 (Brendle [7], Schwetlick-Struwe [24], Ye [31]) Supposons que Ry > 0
et que (M, go) est soit une variété conformément plate ou de dimension 3 < n < 5. Alors
pour toute donnée initiale ¢°, le flot donné par (3) existe globalement et converge vers une
métrique g, de courbure scalaire constante.

Un résultat de Brendle [8] traite également le cas de la dimension n > 6 mais avec des
hypothéses supplémentaires sur le tenseur de Weyl de gq.

L’interét de I’étude du flot de Yamabe (3) n’est pas seulement de résoudre le probléme de
Yamabe mais il s’agit également d’'une déformation géométrique de la métrique initiale vers
une métrique de courbure scalaire constante. De plus, ce flot donne une approche naturelle
de la théorie de Morse appliquée a la fonctionnelle de la courbure scalaire totale £. Notons
que I’équation d’évolution (4) représente également un modéle de I’équation d’écoulement
d’un fluide en milieu poreux (voir par exemple [11]). Pour finir notre rappel sur le fot de
Yamabe, on peut également citer le travail de Gursky [14] qui étudie un flot non local pour
démontrer le théoréme d’uniformisation des surfaces.

Une généralisation naturelle du probléme de Yamabe, qui peut étre trés utile dans 1’étude
de la classe conforme de g, est le probléme de la courbure scalaire prescrite. Il s’agit de
trouver une métrique conforme a gy dont la courbure scalaire est une fonction donnée sur

M.

0.4 Le probléme de la courbure scalaire prescrite

Soient (M, go) une variété riemannienne compacte de dimension n > 3 et F' € C*(M).
Le probléme de la courbure scalaire prescrite consiste a4 trouver une métrique g conforme a

12



0.4 Le probléme de la courbure scalaire prescrite

Jo, telle que F' soit sa courbure scalaire, i.e
R, =F.
Ce probléme est équivalent & la résolution de 'EDP suivante

—cpAou + Rou = Ful,u > 0, (5)

Remarquons tout d’abord que lorsque F' est constante, on retrouve le probléme de Ya-
mabe. La résolution de cette équation dépend de Ry et de F'. Comme dans I’étude du pro-
bléme de Yamabe, grace & un changement conforme de gy, on peut supposer que R, satisfait
une des conditions suivantes :

R0<O, Ry >0 ou Ry=0.

On peut facilement trouver des conditions nécessaires qui doivent étre vérifiées par la
fonction F' pour que (5) admette une solution positive :

Proposition 0.1 Soient (M, gg) une variété Riemannienne compacte de dimension n > 3
et '€ C*(M). Si l’équation (5) admet une solution v > 0 alors :

1. [, Fdvg, <0 lorsque Ry < 0.
2. [y, Fdvg, <0 et gjrg%‘)}F(:C) > 0 lorsque Ry = 0.

3. maj\;ch(x) > 0 lorsque Ry > 0.
TE

Hormis quelques cas particuliers, on ne sait pas si les conditions nécessaires citées dans la
proposition précédente sont également suffisantes pour la résolution de 'équation (5). Notons
ici que lorsque M = S", d’autres conditions connues sous le nom condition de Kazdan-Warner
sont également nécessaires pour la résolution du probléme de la courbure scalaire prescrite.
Les problémes de courbure scalaire prescrite ont attiré ’attention de plusieurs chercheurs
lors des trente derniéres années. Le lecteur pourra consulter ([2], [6], [9], [4], [12], [16], [17],
|18], [19]) et les références qui s’y rattachent. Notons ici que tous ces travaux abordent le
probléme par la méthode variationnelle.

Dans cette thése, nous développons une approche basée sur ’étude d’une famille de flots
géométriques qui permet, entre autres, la résolution de I’équation (5) dans certains cas. Cette
approche peut étre considérée comme une généralisation du flot de Yamabe.

13



Introduction
0.5 Le flot de Yamabe avec courbure scalaire prescrite

Pour introduire le flot de Yamabe avec courbure scalaire préscrite, nous distinguons deux
cas dans cette thése : Ry < 0 et Ry > 0. Le cas Ry = 0 nécessitant un traitement particulier,
il sera étudié dans un travail ultérieur. A notre connaissance, il s’agit du premier travail sur
le flot de Yamabe avec courbure scalaire prescrite sur une variété riemannienne quelconque
de dimension n > 3. Le seul travail connu traitant du cas F non constante est celui de
Chen-Xu [10] qui concerne le cas ot M = S". En dimension n = 2, Struwe [27] étudia un
flot avec courbure de Gauss prescrite sur la sphére S? (probléme de Nirenberg). On peut
également citer le travail de Baird-Fardoun-Regbaoui [5] concernant la courbure de Gauss
sur des surfaces quelconques.

Nous introduisons deux flots corrsepondants a deux fonctionnelles distinctes en fonction
du signe de Ry. Les difficultés des deux cas sont différentes et nécessitent des techniques
adaptées au signe de Rj.

Le cas Ry <0

Dans ce cas nous introduisons le flot suivant :
atg(t) = - (Rg(t) - F) 9(75)

9(0) = ¢°

4

ot ¢° = uf "’ go, avec 0 < ug € C>°(M), est la donnée initiale.

Il s’agit d’un flot de gradient associé a la fonctionnelle suivante :

—9
E(g):/ R, dv, — - / Fdv,.
M n M
4

Ce flot préserve la structure conforme de (M, go). Si 'on pose g(t) = u(t)»—2go, avec
0 < u(t) € C*(M), alors u vérifie le probléme d’évolution suivant :

ouN = ”T“ (anou — Rou + FuN)
(7)
u(z,0) = uo(x),

o N = 2,
n—2

Ainsi existence d’une solution du probléme (6) est équivalente a Iexistence d’une solu-
tion du probléme (7) qui est une équation parabolique non-linéaire dont 'existence locale
(en temps) d’une solution est donnée par la théorie classique des équations paraboliques.

Notre premier théoréme donne l'existence globale en temps d’une solution du probléme
(6) sans aucune hypothése sur la fonction F' € C*(M).

14



0.5 Le flot de Yamabe avec courbure scalaire prescrite

Théoréme 1 Supposons que Ry < 0 et ' € C®(M). Alors pour toute donnée initiale
4

g° = uj g0 avec 0 < ug € C®(M), il existe une unique solution g(t) = u(t)ﬁgo du flot
(6) définie sur [0,400), avec 0 < u € C®(M x [0,400)). De plus la fonctionnelle & est
décroissante le long du flot, i.e

SEGn) <0

La difficulté pour montrer 'existence globale d’une solution réside en particulier dans le
fait que la solution peut dégénérer (s’annuler) en temps fini. D’otl la nécessité d’établir une
borne inférieure sur la solution qui ne s’annule pas en temps fini. En fait la démonstration
de ce théoréme est basée sur 'obtention d’une double inégalité sur la solution locale u du
probléme (7). Plus précisément, si u € C*°(M x [0,T")) avec T' < +00, nous montrons que

C™!' < u(z,t) < CeT (8)

ot C' est une constante positive qui ne dépend que de (M, go), F et la donnée initiale ug. La
preuve de cette inégalité utilise le principe du maximum.

L’existence globale est ainsi satisfaite pour une donnée initiale quelconque et pour toute
fonction F' € C°°(M), mais cela ne suffit pas pour démontrer la convergence du flot lorsque
t tends vers +o00. En effet, si F' est une fonction positive, grace au principe du maximum,
on peut vérifier que

u(z,t) > Ct'T,

pour une constante C' indépendante de ¢, ce qui donne u(x,t) — +oo lorsque t — +o0.
Il faudra donc supposer au moins que F' est négative quelque part pour obtenir la conver-
gence. Remarquons ici que cette non convergence du flot est également prévisible grace a la
proposition 0.1 car sinon la limite du flot serait une solution de I'équation (5).

Pour montrer la convergence du flot on a besoin d’établir des estimations comme |’in-
égalité (8) mais uniforme en temps. La premiére inégalité dans (8) est uniforme en ¢, cela
est di au fait que Ry < 0. Il nous reste donc a trouver une borne supérieure sur v indépen-
dante de t. C’est 1a que des hypothéses supplémentaires sur F' et la donnée initiale ug vont
intervenir. Le point clé dans nos hypothéses est que si la donnée initiale uy est majorée par
une sur-solution de Iéquation (5), alors on a une borne supérieure sur u(t) indépendante
de t et la convergence du flot est donc assurée. L’hypothése sur la fonction F' va intervenir
pour garantir 'existence d’une sur-solution de I’équation (5). Nous avons besoin d’introduire
quelques notations afin d’énoncer nos hypothéses sur la fonction F

Si Q est un ouvert de M, A\ désigne la premiére valeur propre du Laplacien conforme
L := —c,Ag + Ry sur €2 avec condition de Dirichlet, i.e

cn|Vul2 + Rou?)dv
0£ue HE () Sy wPdug,

15



Introduction

Nos conditions sur F sont les suivantes :

Supposons qu’il existe un ouvert 2 C M tel que
Ao > 0et [ < 0sur M\Q2 (H1)

et
up F' < Cq inf |F H2
sup = 91\14\ ‘ ‘7 ( )

ou Cq est une constante qui ne dépend que de Q.

Grace aux hypothéses (H1) et (H2), nous démontrons le théoréme de convergence sui-
vant :

Théoréme 2 Supposons que Ry < 0 et F € C™®(M) satisfaisant les conditions (H1) et
(H2). Alors il existe une fonction 0 < u € C®(M) telle que pour toute donnée initiale
4

g% = ul?go avec 0 < uy < 1, le flot g(t) = u(t)ﬁgo donné par le théoréme 1 converge dans
4

C>*(M) vers une métrique goo = us > go de courbure scalaire égale o F.

La fonction % dans le théoréme 2 est une sur-solution de ’équation (5), i.e elle vérifie
—co Aol + Ry > Fu®.

Un corollaire immédiat du théoréme 1 est le résultat suivant sur 'existence d’une solution
de 'équation (5).

Corollaire 1 Supposons que Ry < 0 et ' € C®(M) satisfaisant les conditions (H1) et
(H2). Alors Uéquation (5) admet une solution 0 < u € C®(M). Autrement dit, il existe une
métrique g conforme a go de courbure scalaire égale a F.

Un cas particulier ou les conditions (H1) et (H2) sont automatiquement satisfaites est
lorsque F' est négative presque partout sur M. Nous avons le résultat suivant :

Corollaire 2 Supposons que Ry < 0 et F' € C®(M) telle que F' < 0 presque partout

sur M. Alors il existe une fonction 0 < u € C*(M) telle que pour toute donnée initiale
4

¢° = ui g0, ot 0 < ug < u, le flot g(t) = u(t)ﬁgg converge dans C*(M) vers une
_4

métrique goo = us > gy conforme & go, avec courbure scalaire égale o F, i.e,

R, =F
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0.5 Le flot de Yamabe avec courbure scalaire prescrite

Des conditions similaires & nos hypothéses (H1)-(H2) ont été obtenues par d’autres au-
teurs pour résoudre 1’équation (5) par des méthodes elliptiques. Voir [21], [6], [29] pour plus
de détails.

Aprés avoir introduit les conditions (H1) et (H2) une question naturelle se pose : les
conditions (H1) et (H2) sont-elles nécessaires pour la convergence du flot 7 Le théoréme
suivant nous affirme que c’est le cas au moins pour la condition (H1) :

Théoréme 3 Supposons que Ry < 0 et F'' € C®°(M) telle que la condition (H1) ne soit pas
pas satisfaite, i.e, pour tout ouvert Q C M tel que F' > 0 sur M\S), on suppose que Aq < 0.
Alors pour toute donnée initiale 0 < ug € C*°(M), la solution u de I’équation (7) satisfait

max u(x,t) > Ctniz,
zeM

pour une constante C' indépendante de t. En particulier, max u(z,t) = 400 quand t — +oo.
xe

Le théoréme 3 nous dit en particulier que la condition (H1) est nécessaire a la résolution
de 'équation de courbure scalaire prescrite (5).

Le cas Ry > 0

Dans ce cas nous introduisons le flot suivant :

0(1) =~ (Ryy = AD)F) g0

9(0) = ¢°,

4
o g% =wuf g, avec 0 < ug € C*(M), est la donnée initiale, et

r
Y= T
avec 74 et f(t) les valeurs moyennes respectives de Ry et F :
Fo = fM (0 dg () £(t) = Ju deg(t).
! f M dvg Jor vy
La solution g(t) de (9) est le flot de gradient associé a la fonctionnelle dite « énergie »
suivante : R
v
E(g) = M
(Jor Felvg) =

définie sur ’ensemble

Mpz{ge[go} : /Mdeg>o},
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ou [go] est la classe conforme de gq.

Comme dans le cas Ry < 0, ce flot préserve la structure conforme de (M, go). Par consé-
4
quent, si l'on pose g(t) = u(t)»2go, avec 0 < u(t) € C°(M), alors u vérifie le probléme
d’évolution suivant

oy = ¢, Aqu — Rou + NFu™
(10)
u(z,0) = ug(x),
2n_ _4
ou la donnée initiale 0 < ug € C™(M) est telle que [,, Fui*dvg, > 0,1e ¢" =uj gy €
M.

Si F est strictement positive quelque part, alors on a Mr # (). Ensuite il est facile de voir
que 'équation (10) est parabolique sur I'ensemble des fonctions 0 < u € C*°(M x [0,77),
avec T' > 0, telle que g = uﬁgo € Mp. Ainsi 'existence d’une solution locale est garantie
par la théorie classique des EDP paraboliques. Par équivalence de (9) et (10), nous avons
donc une solution locale du flot g(t) de I'équation (9). De plus, nous montrons que ’ensemble
M est invariant par le flot. En fait, nous montrons les propriétés suivantes du flot g(t) :

— Le volume de (M, g(t)) reste constant le long du flot.

— La fonctionnelle énergie £ est décroissante le long du flot.

— La moyenne f(t) de F' est minorée et majorée uniformément en ¢.
La courbure scalaire Ry est minorée uniformément en ¢.

La derniére propriété est utilisée pour montrer que le flot ne dégénére pas en temps fini.
En utilisant ces propriétés nous démontrons tout d’abord I'existence globale du flot :

Théoréme 4 Supposons Ry > 0 et F' € C®°(M) telle que maj\?F(m) > 0. Alors pour toute
TE

4

n—2

donnée initiale ¢° = uj gy € Mp, il existe une unique solution g(t) = u(t)ﬁgo du flot
(9) définie sur [0,+00) avec 0 < u € C(M x [0,4+00)). De plus, g(t) € Mg pour tout
t € [0,+00) et la fonctionnelle £ est décroissante le long du flot.

Aprés avoir démontré existence globale du flot (9), notre deuxiéme but est d’étudier
son comportement asymptotique a l'infini. Contrairement au cas Ry < 0, ici des singularités
du type concentration du volume peuvent apparaitre. Nous démontrons tout d’abord des
estimations intégrales sur la courbure scalaire Ry;). Plus précisément, nous montrons la
proposition trés importante suivante :

Proposition 1 Pour tout p > 1, on a

lim / |Rg(t) - )\(t)F|deg(t) = 0.
M

t——+o0
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0.5 Le flot de Yamabe avec courbure scalaire prescrite

Cette proposition, qui est vraie sans aucune hypothése supplémentaire sur la fonction
prescrite F', est en particulier valable méme en cas de non convergence du flot. Comme dans
le cas du flot de Yamabe, elle exprime le fait que la courbure scalaire ;) est arbitrairement
proche de F' (a une constante multiplicative positive prés) lorsque t est suffisamment grand
alors que le flot g(¢) peut exploser a l'infini. Une autre conséquence directe de cette propo-
sition est que pour toute suite t, — +o00, la suite wu, := u(t,) est une suite de Palais-Smale
dans H'(M) pour la fonctionnelle

4 - V 2 R 2 d
E(u) := E(un-2gp) = fM(C [Vul® + Rou”) UgO.

n—2

on_
(fM Fu"_dego) "
Notons ici, comme E(u(t)) est décroissante, que

lim E(u,) = lim E(u(t)) := Ex.

v——+00 t——+o0

Avant de donner un premier résultat sur le comportement de la suite (u, ) lorsque v — oo,
nous avons besoin d’'introduire quelques définitions et notations.

On dit qu'une famille de fonctions @, € C®(M) avec p € M et 0 < e < &g, ot g9 > 0
assez petit, est du type « bulle standard » si elle vérifie la propriété suivante :

n—2

c ) : si x € B(p,9)

2+ d(p, a)?

Uy (2) = ( "

n—2

pellcz ey < €62
ou 0 < d < inj,, (rayon d’injectivité de (M, go)) et C' > 0 sont des constantes indépendantes

de (p,e), et d(p,.) désigne la fonction distance riemannienne ( par rapport a go) au point p.

Grace aux travaux désormais classiques de Bahri-Coron [3] et Struwe [26], quitte & passer
a une sous-suite de (u, ), nous avons la proposition suivante :

Proposition 2 Il existe un entier m > 0, une suite de points xy, € M avec 1 < k < m,
v > 1, une famille de réels positifs vérifiant ey, —+> 0 pour tout 1 < k < m, et une
V—r+00
fonction 0 < uo, € C°(M) telles que :
1. La fonction us, satisfait I’équation

_C'I’LAOUOO + ROuoo = >\ooFu£>Vo7

0l Moo = lim A(t,).

v—+00

2. Pour tout 1 # j, on a

Eiv n Ejv n d(xz‘,wxj,u)

— +00.

Ejv Eiv Eiw€iv V—>+00
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3. xk, —> x pour tout k=1,..,m, ot T1,...,x, € M sont tels que F(xy) >0 et
v——+00

m n—2
Z dn(n—1)\ * _

UV - uoo - uxk:,lusk,u
k=1

)\OOF(JIk) o 07

V——+00
H(M)

ot (up.) est une famille quelconque de fonctions de type « bulle standard », i.e vérifiant
la propriété (11).

La proposition précédente donne une déscription a I’échelle « microscopique » de la suite
(u,) autour des points de concentration zy, -+, x,,. Ce phénoméme est connu sous le nom
de « formation des bulles » dans la littérature. Ainsi si m = 0 dans la proposition 2, il n’y a
pas de points de concentration et par suite, (u,) va converger dans H'(M) vers une fonction

n—2

Us > 0 car le volume de g, = u,~* gy est constant. Une fois la concentration du volume est
écartée, on peut montrer que u(t) est bornée dans C*°(M) (uniformément en t) et converge
Vers Uy par un résultat général de Simon [25] sur la convergence des solutions des équations
paraboliques du second ordre.

La proposition suivante nous donne une information trés importante sur la valeur de E,
qui dans certains cas, permet de montrer la convergence du flot.

E = (i%)n St Uso =0
k= Fxg) =

1

Proposition 3 On «a

et

NE

2
m n n
Y(S")2 _
E. = <E(uoo) + Z (—Z_Q> 81 Uso > 0.
k=1 F(zy) 2
II découle de cette proposition, grace a la décroissance de I'énérgie, que si m # 0, alors
I’énérgie de la donnée initiale ug vérifie :

Y(s")

E(ug) > D E————y
(o) (maxy F)" 5

(12)

En supposant que (12) ne soit pas vérifiée, la proposition 3 implique que m = 0. Ainsi
I'absence des points (z¥) dans la proposition 2 implique la non concentration du volume.
C’est le point clé qui permet au flot de converger. Plus précisément, nous avons le théoréme
suivant :

Théoréme 5 Supposons que Ry > 0 et '€ C(M) telle que mﬁxF > 0. Alors pour toute
_4
donnée initiale ¢° = ui =" go avec ugy vérifiant

e (13)

E(ug) <
(o) (maxy; F') »
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0.5 Le flot de Yamabe avec courbure scalaire prescrite

le flot g(t) donné par le théoréme 4 converge dans C*°(M) vers une métrique g~ de courbure
scalaire égale a Ao I, pour une constante Ay > 0.

Dans ce théoréme la métrique limite g, a pour courbure scalaire A\, F. On en déduit que
n—2

F est la courbure scalaire de la métrique conforme Ao ! ¢uo.

On peut se poser la question s’il existe une donnée initiale ug vérifiant la condition (13)
dans le théoréme 5. Le travail de Escobar-Schoen [12] nous dit que la réponse est positive
dans certains cas. C’est le cas par exemple si M est de dimension 3 et non conformément
équivalente & S?. Nous en déduisons le corollaire suivant :

Corollaire 3 Supposons que (M, go) est de dimension 8 avec Ry > 0 et qu’elle n’est pas
conformément équivalente a la sphére euclidienne S3. Alors toute fonction F € C®(M) telle
que mNz}xF > 0 est la courbure scalaire d’une métrique conforme a go.

Notons ici que le cas de la sphére S est exclu par ce corollaire. Le probléme de la
courbure scalaire prescrite sur la sphére S”, connu sous le nom « probléme de Nirenberg »
est tres délicat a étudier a cause de la richesse de la géométrie de la sphére. De nombreux
auteurs se sont intéressés a ce probléme depuis plusieurs années, voir [2], [4], [9], [10], [17],
[19], [23]. Tous ses travaux abordent le probléme de Nirenberg par la méthode variationnelle.
Comme nous 'avons déja signalé ci-dessus, le seul travail qui étudie ce probléme par une
méthode du flot est celui de Chen-Xu [10].

4

Dans le théoréme 5 ci-dessus, on suppose que la donnée initiale ¢° = uj gy vérifie la
condition (13). Comme dans le cas du flot de Yamabe (F' constante), on peut se poser la
question de savoir s’il existe des conditions sur la fonction F' qui guarantissent la conver-
gence du flot pour toute donnée initiale ¢° ? Une premiére tentative de réponse est de faire
I’hypothése suivante :

On suppose qu’il existe une famille de fonctions de type « bulle standard » : u, . vérifiant
la propriété (11), telle que :

Y (S™)
Py (H)
F(p) =
pour tout p € M tel que F(p) > 0 et tout 0 < & < g9. On a alors le théoréme de convergence
suivant :

E(uy,.) <

Théoréme 6 Supposons que Ry > 0 et F' € C®°(M) telle que mj\z}xF > 0 et satisfaisant
_4
la condition (H). Alors pour toute donnée initiale ¢° = uf gy avec 0 < ug € C®(M),

le flot g(t) = u(t)ﬁgo donné par le théoréme 4 converge dans C*(M) vers une métrique
4

Goo = Uss 2 gy de courbure scalaire égale & Moo F', pour une constante Aoy > 0.
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On peut considérer ce théoréme comme une généralisation du résultat de Brendle [7] qui
démontra la convergence du flot de Yamabe, i.e en supposant F' constante, pour toute don-
née initiale lorsque ’hypothése (H) est vérifiée. De plus, il démontre (lorsque F' est constante)
que la condition (H) est automatiquement vérifiée pour toute variété riemannienne compacte
(M, go) de dimension n < 5. Pour les variétés de dimension supérieure, des conditions sup-
plémentaires sur le tenseur de Weyl sont nécessaires (voir Brendle [8]). On peut donc se
poser la question s’il existe des fonctions non constantes pour lesquelles hypothése (H) est
vérifiée. Un calcul comme dans Escobar-Schoen [12] montre que si (M, go) est de dimension
3 non conformément équivalente & la sphére S? et I suffisamment proche d’une constante
positive, alors la condition (H) est satisfaite.

La preuve du théoréme 6 repose sur I'inégalité suivante

o R (14)
B(0) ~ B < © [ R = AOF Py
M

pour des constante C' > 0 et v > 0 indépendantes de t.

Grace a cette inégalité nous démontrons qu’il n’y a pas concentration du volume, i.e,
pour tout n > 0, il existe un réel r > 0 tel que

2n
| utyFdu, <
B, (z)

pour tout x € M et tout ¢ > 0. Il s’agit la d’un point clé pour la convergence du flot.

Plan de la thése

Cette thése est divisée en trois chapitres :

Le premier chapitre a pour but de rappeler I’essentiel des notations géométriques et ana-
lytiques, et quelques résultats de base qui seront utilisés dans cette thése.

Dans le deuxiéme chapitre nous étudions le flot de Yamabe avec courbure scalaire pré-
scrite dans le cas ou Ry est négative.

Dans le dernier chapitre nous abordons la deuxiéme partie de cette thése : I’étude du flot
de Yamabe avec courbure scalaire préscrite lorsque R, est positive.
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Chapitre 1
Préliminaires

Le but de ce chapitre est de rappeler I'essentiel des notations et quelques résultats de
base utilisés tout au long de ce travail. Les résultats rappelés dans ce chapitre ou des versions
équivalentes sont essentiellement tirés des ouvrages [13], [16], [20].

1.1 Préliminaires géométriques

On considére une variété riemannienne (M, g) de dimension n > 3. On désigne par V
la connection de Levi-Civita de M. Dans une carte locale (xy, ..., x,), les composantes de la
connection sont données par

Vaiaj - Ffj@k,
ol Ffj sont les symboles de Christoffel, définis par

rk — lgkl (aglj i Agui agij)
17 ’

2 Ox;  Ox; B ox;

avec g;;, g qui désignent respectivement les composantes de la matrice g ainsi que son
inverse. Ici la notation d’Einstein sur la sommation des indices répétés est utilisée.

On note par I'(M) 'ensemble des champs de vecteurs C'* définis sur M. On rappelle
dans ce qui suit les différentes notions de courbures :

— Le tenseur de courbure de Riemann, noté Rm, est un tenseur de type (1,3) défini par
Rm(X, Y)Z == VX(VyZ) — VY<V)(Z) — V[X7y]Z,

pour tous X,Y et Z € I'(M). Dans une carte locale, ses composantes Réjk sont données
par :
Rm(9;,0;)0 = Ri;0, = (0;T); — Oully + T8 I — T T'%) O
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CHAPITRE 1 : Préliminaires
— Le tenseur de Ricci est un tenseur du type (0,2) défini par

Ric(X,)Y) =try (Rm(.,X)Y).
Ses composantes dans une carte locale sont données par

Rij = RZC(@H 8]) =R

!
il
— La courbure scalaire est la trace du tenseur de Ricci, notée R. Dans une carte locale,

on a

R = g”Rij'
Pour une fonction u € C?(M), on rappelle :
— Le gradient de u, noté Vu, est le champs de vecteurs défini par
9(Vu, X) = du(X)

pour tout X € I'(M), ot du désigne la différentielle de w.

— Le hessien de u, noté V2u, est le (0, 2)-tenseur défini par :
V2u(X,Y) = g (Vx(Vu),Y)
pour tout X, Y € I'(M). Ses composantes dans une carte locale sont données par

(V2u)i; = V2u(B;, 8;) = 03u — T4,

— Le laplacien de u est la trace (par rapport ¢) du hessien de u, noté Au. Dans une
carte locale, on a
Au = g% ((fju — Ffj@ku) :

Maintenant on rappelle quelques notions de la géométrie conforme trés utilisées dans ce
travail.

Définition 1.1.1 Soit (M, g) une variété riemannienne. La classe conforme [g] de g est
I’ensemble des métriques riemanniennes sur M qui s’écrivent sous la forme vg avec 0 < v €

> (M).

. . ry . 4 N
Pour rendre le calcul simple, il est préférable parfois de poser v = un-2, ot n > 3 est
la dimension de M, pour une métrique vg conforme a ¢g. Nous avons alors la proposition
suivante :
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1.2 Préliminaires analytiques

Proposition 1.1.1 Soit gzuﬁg une métrique conforme a g, avec 0 < u € C*°(M). Alors
la relation entre la courbure scalaire Ry de g et la courbure scalaire Ry de g est donnée par :

n+2

R; =u 2 (—c,Ayu+ Ryu) (1.1)

avec ¢, = 42—:;. Ici, Ay désigne le Laplacien par rapport a la métrique g.

Maintenant on introduit un opérateur trés utile en géométrie conforme, a savoir, le La-
placien conforme :

Ly(p) == —c,Agp+ Ry, p € C(M). (1.2)

La proposition suivante nous donne une relation entre L, et Lz pour une métrique g
conforme & g. Elle exprime la covariance conforme de L, :

Proposition 1.1.2 Soient (M, g) une variété riemannienne de dimensionn > 3 et Ly l'opé-

. . 4 "y
rateur Laplacien conforme. Si § = un—2g, avec 0 < u € C®°(M), est une métrique conforme
a g, alors on a

Ly(p) = u™n=2 Ly(up), (1.3)
pour toute fonction p € C*(M).

1.2 Préliminaires analytiques

Dans cette section (M, g) désigne une variété riemannienne compacte. On rappellera les
définitions de quelques espaces de fonctions et leurs propriétés, ainsi que quelques résultats
classiques sur les EDP elliptiques et paraboliques du second ordre.

1.2.1 Espaces de Holder.
Pour a € (0,1), on rappelle les espaces de Holder C*(M) :

u € C*(M) si et seulement si

sup —————
rFyeM d(I, y>a

ou d(x,y) est la distance riemannienne entre x et y sur M.

C*(M) est muni de la norme suivante :

[u(z) — u(y)|
lullcaary = |lullcoary + sup —————+.
(M) (M) rAyeEM d($7y)a
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CHAPITRE 1 : Préliminaires

Muni de cette norme, C*(M) est un espace de Banach.
Pour m € N, on définit 1’espace C™ (M) par :
C" (M) ={ueC™(M) : V"™ue C¥M)},

et on munit C™**(M) d’une norme définie par :

cmta(M) = HUHC’"(M) + sup

I
r#YyeEM d(l‘7 y)a

C™**(M) muni de cette norme est un espace de Banach.

On définit maintenant les espaces de Hélder paraboliques.

Soit I un intervalle de R et soit D = M x I. On définit la distance parabolique entre les
points z; = (z1,t1) € D et zo = (x9,t2) € D par :

1
p('zl?ZQ) = d(wlaxZ) + ’tl - t2|§'

Pour a € (0,1), on définit 'espace de Hélder parabolique O3 (D) par

C*2(D) = {u € C°(D) : sup [uz1) = ulz)| < —l—oo} .

z17#22€D P(Zly 22)04

On munit C*3 (D) de la norme

|u(z1) — ulz)]
U|| e, g = ||ul||co + sup
llong o) = lullen) + sup =Zr—ng

qui en fait un espace de Banach.

Pour m € N, on définit I'espace C?™+*™+3 (D) par :

crmremts (D) = {u e C*™™(D) : &JVFu e C*2(D), V j,k tels que 0 < k +2j < 2m},

On munit cet espace de la norme :

lllgamsomeg oy = 2 10V {loms )

k+25<2m

qui en fait un espace de Banach.

Pour tout intervalle I de R, on a la propriété suivante :

CrmramtS (M x I) = C2mem+s (M x I), (1.4)

ou I est 'adhérence de I.
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1.2 Préliminaires analytiques

1.2.2 Espaces de Sobolev.

Définition 1.2.1 Soient (M, g) une variété riemannienne de dimension n, p > 1 un nombre
réel et k un entier naturel. L’espace de Sobolev Hy (M) est le complété de C>=(M) pour la

norme
ullkp = Z ||Vlu||p

Lorsque p = 2, on notera

HY(M) = H{(M).

Si Q est un ouvert de M, on notera par HY(Q)) ladhérence de 'espace C3°(Q) (fonctions C
a support compact inclus dans ) dans H*(M).

Nous rappelons les deux résultats trés importants suivants sur les espaces de Sobolev :

Théoréme 1.2.1 (Théoreme d’injection de Sobolev). Soit (M, g) une variété riemannienne
compacte de dimension n et soient k et | deux entiers avec k> 1> 0.

1. Sip,q =1 sont deuz réels tels que <l .t E=D  glors HY (M) est inclus dans H}'(M)
et cette inclusion est continue. En partzculzer, HY(M) C LY(M) si % < é + £

2. Sir eNetk—7%>r, alors on a H(M) C C"(M) et cette inclusion est continue.

Le deuxiéme résultat donne des conditions de compacité des inclusions dans le théoréme
précédent :

Théoréme 1.2.2 (Théoréme de Reillich-Kondrakov). Soit (M, g) une variété riemannienne
compacte de dimension n et soient k et | deux entiers avec k > 1> 0.

1. Sip,q > 1 sont deuz réels tels que % < %+ (k%l), alors Uinclusion H, (M) C H}(M)
est compacte.

2. Sir € Netk—7>r, alors Uinclusion Hj/(M) C C"(M) est compacte.

1.2.3 Equations elliptiques et paraboliques.

Un opérateur différentiel d’ordre 2 est une application P : C*°(M) — C*°(M) qui prend
la forme suivante dans toute carte locale U C M, x = (21, ..., T,),

Pu:ZaU u—l—Zbk )Oku + c(z)u, (1.5)

ij=1
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CHAPITRE 1 : Préliminaires
ol a;;,br,c € C°(U) sont les coefficients de P dans la carte (U, x1, ..., z,).

On dit que 'opérateur P est elliptique si dans toute carte locale, la matrice (a;j)1<; j<n
est définie positive, i.e, il existe une constante A > 0 telle que pour tout = € U et tout
¢ € R™, on ait

n
> ai(@)Eg = M€
ij=1
On dit que P est uniformément elliptique si 3 A et A > 0 tels que pour toute carte locale
(U, 21, ...,x,), on ait

Afg)? > Z a;(2)&& > M| €2 (1.6)

,j=1
En général une équation aux dérivées partielles du second degré sur M peut s’écrire sous
la forme

O(u) =0, (1.7)
ou dans une carte locale U C M, = = (xy,...,x,), 'application ® prend la forme
®(u) = p(x,u, Du, D*u)
avec Du = (Oyu, ..., 0,u) € R", D?*u = (8%U)1Si’j§n € R™ et p: Q — R est une application

C™ sur un ouvert ) C R® x R x R® x R™.

On dit que ® est elliptique, ou que I’équation (1.7) définie par @ est elliptique, si pour tout
up € C?(M), la linéarisée de ® en ug, est un opérateur elliptique d’ordre 2. Plus précisément,
dans chaque carte locale U C M, x = (x4, ..., 2,), on a pour tout w € C*>*(U),

Zaw w+Zbk )Opw + c(z)w

1,j=1

d
—o
dt (

ol

L= aj(x +Zbk )k + c(z) (1.8)
i,j=1

est un opérateur elliptique d’ordre 2.

On considére I'équation dite de la chaleur associée a I’équation (1.7)

Oru = D(u). (1.9)

On dit que 'équation (1.9) est parabolique si Papplication ® est elliptique. Nous avons
le théoréme classique d’existence suivant :
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1.2 Préliminaires analytiques
Théoréme 1.2.3 (Théoreme d’existence locale) Supposons que ® définie comme ci-dessus
soit elliptique. Alors pour tout ug € C°(M), il existe T* > 0 et une unique solution u €
C®(M x [0,T*)) du probleme

Oru = P(u)
u(z,0) = ug(x).

Les deux théorémes suivants donnent des estimations de régularité elliptique et parabo-
lique qui seront trés utiles pour établir des bornes sur les solutions des équations étudiées
dans ce travail.

Théoréme 1.2.4 (Théoreme de réqularité elliptique) Soient L un opérateur uniformément
elliptique d’ordre 2 défini par (1.5) , a € (0,1) et f € C*(M). Supposons que :

1. u € C*™(M) soit une solution de I’équation Lu = f sur M.

2. Les coefficients de L vérifient :

l|aijl|coany + 10kl co @y + lel|coan < 6.

Alors il existe une constante C' qui dépend de 0, \ et A, ot X et A sont comme dans (1.6)

telle que
[ullczraqany < C (1 fllcaqn + l[ullooan) -

Maintenant nous donnons la version parabolique du théoréme précédent. Dans ce qui suit
lopérateur L est défini comme dans (1.5), mais cette fois-ci ses coefficients peuvent dépendre
également de ¢ € [0, 7).

Théoréme 1.2.5 (Théoreme de réqularité parabolique) Soient L un opérateur uniformément
élliptique d’ordre 2 défini par (1.5), a € (0,1) et f € C*2(M x [0,T]). Supposons que :
1. uw € C*43 (M x [0,T]) soit une solution de ’équation

Owu — L(u) = f(x,t)
(1.10)
u(z,0) = up(x).

2. Les coefficients de L vérifient :

Haincav%(MX[o’T]) + kuHC&a%(MX[o,T}) + ||C|’ca’%(Mx[o,T}) <40.

3. Uy € CQ+Q(M).

Alors il existe une constante C' qui depend de 0, X et A, ou X et A sont comme dans (1.6),
telle que

[l gztas (nrxiomy

S C <||UO||02+&(M) + ||U||CU(M><[O7T]) + HfHCa’%(Mx[O,T})> :
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CHAPITRE 1 : Préliminaires
1.2.4 Principe du maximum et inégalité de Harnack.

Dans 'analyse des équations du type Yamabe, le prinicipe du maximum est un outil trés
important. Nous en rappelons quelques versions utilisées dans ce travail :

Théoréme 1.2.6 (Principe du mazimum de Hopf) Soient (M, g) une variété Riemannienne
compacte et u € C*(M) une fonction positive ou nulle. On suppose qu’en tout point x de M,

(Agu)(z) = u(z) f(z, u(x)),
ot f: M xR — R est une fonction continue. Alors u est soit partout strictement positive,
soit identiqguement nulle.

Pour les équations paraboliques nous avons le résultat suivant :

Théoréme 1.2.7 (Principe du mazimum pour [’équation de la chaleur) Soient M une va-
riété compacte, T un réel strictement positif, g(t) une famille de métriques riemanniennes
sur M, de classe C* sur M x [0,T] et u : M x [0,T] — R une famille de fonctions de classe

C?. On suppose qu’en tout point de M x [0,T], on a
6tu - Ag(t)u Z 0.

Alors pour tout (x,t) € M x [0,T], on a u(t,x) > mlﬁ up(z, 0).
xe

Nous utiliserons également quelques inégalités de type Harnack pour les équations el-
liptiques. On pourra trouver les preuves des théorémes suivants dans Brendle [7] (Annexe

A).

Théoréme 1.2.8 (Réqularité intérieure) Soient (M, g) une varitété riemannienne compacte

de dimension n et q > 5 Alors, 1l existe deur constantes positives 1, et C telles que : si

0 <ue C®(M) vérifiant
/ u%dvg <1
By (x)

/ IR(w)dv, <,
By (x)

ot R(u) = = (—Ayu+ Ryu), on a

n—2

u(z) < Cr=—"3" (/ uf—%dvg) ! )
()
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1.2 Préliminaires analytiques
Nous avons également I'inégalité de Harnack suivante :

Théoréme 1.2.9 (Inégalité de Harnack) Soit (M, g) une varitété riemannienne compacte
de dimension n et soient a,u dans C®°(M) avec u > 0 telles que

—Agu+au > 0.

Alors, il existe une constante C > 0 qui dépend de a telle que

n+2

/ u%dvg < C infu (supu)»—2.
M M M
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Chapitre 2

Flot de Yamabe avec courbure scalaire
prescrite : le cas négatif

Soient (M, go) une variété riemannienne compacte sans bord de dimension n > 3, de
courbure scalaire Ry < 0 et F' € C*°(M). Dans ce chapitre, on va étudier le flot suivant :

Org(t) = —(Rywy — F)g(t)
(2.1)

4

ou la solution ¢(t) est une métrique riemannienne sur M, ¢° = uj gy, avec 0 < yy €
C>(M), est la donnée initiale, et Ry est la courbure scalaire de g(t).

Comme nous I'avons déja expliqué dans 'introduction générale, il s’agit du flot de gradient
associé a la fonctionnelle dite « énergie » suivante :

E(g) = [ Ry dvy—"— 2 /Mdeg, (2.2)

M n

ou dvy est I’élément de volume de g.

I1 est facile de voir que ce flot préserve la structure conforme de (M, go). En écrivant g(t)
4
sous la forme g(t) = u(.,t)»2go, avec 0 < u(.,t) € C*°(M), on peut reécrire 'équation (2.1)
en fonction du facteur conforme u sous la forme suivante :

ouN = "T“ (anou — Rou + FuN)
(2.3)
u(z,0) = uo(z),

et Ag est Popérateur de Laplace associé a la métrique gg. Le

facteur conforme sera noté parfois u(t) au lieu de u(.,t) pour alléger la notation.

De méme, en fonction du facteur conforme u, la fonctionnelle £ prend la forme suivante
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CHAPITRE 2 : Flot de Yamabe avec courbure scalaire prescrite : le cas négatif

-2
E(u) := /M <C,1|Vu|2 + Rou® — nTFuNH) dvg,.

Les points critiques de cette fonctionnelle sont les solutions de 1'équation de courbure
scalaire prescrite :

—cpAou + Rou = Fu”. (2.4)

Comme nous 'avons déja évoqué dans 'introduction générale, cette équation exprime le
fait que la courbure scalaire R, de la métrique g = u==2g, est égale a F.

A Tinstar du flot de Yamabe, la convergence du flot (2.1) donnerait directement une
solution au probléme de la courbure scalaire prescrite. De plus, ce flot est une déformation
géométrique de la métrique initiale vers une métrique de courbure scalaire prescrite (2.4).
Cela donnerait ainsi une démarche naturelle a la théorie de Morse pour la fonctionnelle
& définie ci-dessus. Notons ici qu’il s’agit du premier travail étudiant un flot géométrique
associé au probléme de la courbure scalaire prescrite sur une variété M de dimension n > 3
différente de la sphére euclidienne S™. En effet, & notre connaissance, le seul travail traitant
un flot avec courbure scalaire prescrite est celui Chen-Xu [10] concernant le cas M = S™.
Pour les surfaces, on peut citer le travail de Struwe [27] lié au probéme de Nirenberg sur S?,
ains que celui de Baird-Fardoun-Regbaoui [5] sur les surfaces quelconques.

Ce chapitre est organisé comme suit : tout d’abord on démontre I'existence locale d’une
solution du flot (2.1) et la décroissance de la fonctionnelle énérgie le long de ce flot. Dans la
section 2, on établira des estimations sur la solution u(t) de I’équation (2.3)qui seront utiles
pour démontrer Pexistence golable du flot sur [0, +00). Dans la section 3, on étudiera le
comportement asymptotique du flot, et on introduira des conditions sur la fonction F' pour
assurer la convergence de ce dernier.

2.1 Existence locale et décroissance de I’énergie

4

Proposition 2.1.1 Pour toute donnée initiale ¢° = ul gy avec 0 < uy € C®(M), il
existe T* > 0 et une unique solution g(t) = u(t)ﬁgo du flot (2.1) définie sur [0,T*), avec
0 <u(t) e C®(M x [0,T%)).

Démonstration. On a déja vu que le flot (2.1) est équivalent a (2.3). Ainsi, pour démontrer
’existence d’une solution g(t) de (2.1), il suffit de montrer 'existence d’une solution u(t) de
(2.3) définie sur [0,7*). Or I’équation (2.3) est une équation parabolique. En effet, si l'on

pose
-2
O(u) = n 1 = (anou — Rou + FuN) ,
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2.1 Existence locale et décroissance de I’énergie

alors la linéarisée de ® en g est

n—2 -4

L(w) := i(I)(uo + tw) = uy "7 (enow — Row + NFud ~'w

dt t=0 4

n+2

—uy " (anouo — Roug + Fuév) w

On voit bien que L est un opérateur elliptique, et par suite ’équation (2.3) est parabo-
lique. En utilisant le théoréme 1.2.3 du chapitre 1, on conclut qu’il existe 7" > 0 maximal
et une unique solution wu(t) de (2.3) définie sur [0,7). Ainsi il existe une unique solution

g(t) = u(t)ﬁgo de (2.1) définie sur [0,7™).

La fonctionnelle énergie £ vérifie la propriété suivante :

0

Proposition 2.1.2 La fonctionnelle énérgie £ est décroissante le long du flot. Plus précisé-

ment, on a

e gty =

— FlPdvyyy <0, Vte[0,TF).

Démonstration. Dérivons £(g(t)) par rapport a ¢, on obtient,

d d n—2
55 (9(t) = 7 ( /M Ryoydvg(ey — — /M F dvg(t))

d n—2d
=7/, (cn|Vuly + Rou?) dvg, — pr

FUn dego

= 2/ (¢, VuVou + Ryudyu) dvg, — 2/ Fulv Orudvy, .
M M

Comme par (2.3) on a
n—2

O = — 4 (Rg(t) - F) u,
alors
/ (¢, VuVou + Ryudyu) dvg, = —/ (cnAou — Rou) Oyuduy,
M M
n—2
=——7 / Ry (g — F)dvge)
M
et
/ Fu (9tudvgo = — 1 / F (Rg(t) — F) dvg(t)
M M

On obtient donc

35

(2.5)



CHAPITRE 2 : Flot de Yamabe avec courbure scalaire prescrite : le cas négatif

d n—2 n—2
5Elt) = ——; /M Rty (Ry(e) — F)dvg(s) + /M F(Ry) = F)dvgqr)
n—2
=——3 /M Ry = FlPdvguy <0, (2.6)
d’ott E(g(t)) est décroissante. O

2.2 Existence globale

Dans cette section on va démontrer I'existence globale du flot (2.1). Plus précisément, on
a le théoréme suivant :

_4
n—2

Théoréme 2.2.1 Pour toute donnée initiale ¢° = ul > gy avec 0 < ug € C*(M), il existe
une unique solution g(t) = u(t)ﬁgo du flot (2.1) définie sur [0,+00), avec 0 < u(t) €
C*°(M x [0,400)).

Démontrer existence d’une solution g¢(t) de (2.1) définie sur [0,400), est équivalent a
démontrer I'existence d’une solution u(t) de (2.3) définie sur [0, +00). Pour cela on a besoin
de deux propositions :

— Dans la premiére on va trouver une borne supérieure et une borne inférieure sur u
uniformément sur [0, 77) .

— Dans la deuxiéme, on démontre des estimations a priori sur u dans 'espace de Holder

C*3 (M x [0,T%)).
Proposition 2.2.1 Soit g(t) = u(t)ﬁgo la solution de (2.1) définie sur [0,T*). Alors on
a, pour tout (xz,t) € M x [0,T*),

u(z,t) > min(C’O,mA/i[nuo), (2.7)

_ n—2
miny, |Ro|\ *
max,y |F| '

avec Co = (
Si de plus T* < 400, alors on a, pour tout (x,t) € M x [0,T*),

et (2.8)

u(z,t) < max(1, max up)

avec Cy = "2 (mﬁx |Ro| + mj\z}x|F]>
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2.2 Existence globale
Démonstration. Soit T € [0,7%) fixé et soit (tg,x9) € M x [0,T] tel que u(xg,ty) =

min u. Si ¢y = 0, alors on a pour tout (z,t) € M x [0,7]
Mx[0,T]

u(z,t) > mj\/i[nuo. (2.9)

Maintenant on suppose que tg > 0. Dans ce cas, on a

Oyu(xo, to) < 0 et Au(zg,ty) > 0. (2.10)
Comme u vérifie I’équation
2
ouN = nt (anou — Rou + FUN) )
alors 49
Ouy > n 1 (angu + Chu — CguN) (2.11)

avec C1 = min|Ry| et Cy = max|F|.
M M

En substituant (2.10) dans (2.11), on obtient
0 Z atUN(ZL‘O,to)

n+ 2 ,
> U(l’o,to) (Cl — C2UN 1(1’0, to))

Comme u(zg,tg) > 0, alors

Cl - CQUN_l(to,xo) S 0.

Donc )

u(zo, to) > (9> " (2.12)

Il découle de (2.9) et (2.12) que

n—2
, , miny [Ro|\ *
> Ml
u(z,t) > min {n}\}nuo, (maXM 7| ) }

pour tout (z,t) € M x [0,T]. Ce qui achéve la preuve de la premiére inégalité ( 2.7).

C

Maintenant pour démontrer I'inégalité (2.8), on considére la fonction v = e “u on

-2
C, = I (mj\%x\Rol —|—m]\?X|F’>. On fixe T' € [0,T7*) et on choisit (xg,tg) € [0,7] tel que
v(z, ty) = [0%1]8;}%12).
Sitg =0, alors on a v(z,t) < max vy pour tout (x,t) € M x [0,T]. Par suite

u(z,t) < max g et (2.13)
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CHAPITRE 2 : Flot de Yamabe avec courbure scalaire prescrite : le cas négatif
pour tout (z,t) € M x [0,T].

Maintenant on suppose que to > 0. Alors on a d,v(z,t9) > 0 et Agv(xg,tg) < 0. Or
at'U(.on, to) = —C’lv(mo, to) + e_cltatU(l'o, to) et AQU(ZEQ, to) = e_cltA()U(l'o, to)

Donc
8tu(x0,t0) Z Olu(to,l‘o) et A()U(l’o,to) S O, (214)

et commme v vérifie
n+ 2

ol = (cnlou — Rou+ Fu™), (2.15)
alors en substituant (2.14) dans (2.15) on obtient

n -+ 2

NCw™ (20, o) < (mjve}x [Rolu(o, to) + max |F|uN(x0,t0)> .

Comme +o
NCl - n

(max | Ro| + max |F]> :
M M

on en déduit que

Grace & (2.13) et (2.16), on déduit que

u(t) < max(l,mj\%x uy) e

Ce qui achéve la preuve de la proposition.
O

o

Pour démontrer que u est bornée dans C“2 (M x [0,77)), on a besoin d’établir quelques
estimations intégrales sur la courbure scalaire Ry). Pour cela on va tout d’abord démontrer
les deux lemmes suivants.

Lemme 2.2.1 La courbure scalaire de la métrique g(t) vérifie I'équation d’évolution sui-
vante :

O Ryy = Rewy (Roy — F) + (n = 1) Agy (Ryry — F). (2.17)
Démonstration.

8th(t) = —@ (UiN(CnA()U — R()U))
= Nu o u™ (c,Agu — Rou) — u™ (¢, AgOiu — RyOyu)
= —NRy)0ru ut —u N (e, AgOiu — RoOyu) . (2.18)

D’aprés (2.3) on a
n+2

oy = (anou — Rou + FuN) ,
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2.2 Existence globale

d’ou

— = (Ryry — F). (2.19)
D’autre part, en prenant v = o dans la proposition 1.1.2, on obtient
u

3tu

0
—u N (e, AgOyu — RoOyu) = —cn g (%) + Rg(t)T. (2.20)
En substituant (2.19) et (2.20) dans (2.18), on conclut que
OBy = Row) (Row) = F) + (n = DAy (Ryry = F).
0
Lemme 2.2.2 Pourp > 2, on a
d
%/M | Ry — F'[Pdvgq
n—1)(p—1
SEvLBA IR / ‘Vgleu) - / F|Ryg(e) = F[Pdugq
p M M
n
+ (p - 5) /M (o) = F) [Rytry = FI"dvgq, (2.21)

o Vg et | .|, désignent respectivement le gradient et la norme par rapport & la métrique g.

Démonstration. On a

dt/ |R F|pd’l}g(t)

- / 1By = PP + [ |y = FPtry(@ig)duy
M
B d
:p/M ’Rg(t) - F|p 2(Rg(t) - F)E(Rg(t dvg(t) / |Rg(t F| g(t) )dvg(t)

En utilisant I’équation d’évolution de la courbure scalaire (2.17), on obtient

d
p /M | Ry(y — F|Pdvgqy

n
= (P - 5) /M (Rg(ty — F) |Rgry — FPdvgay +p /M F|Ry@) — F|Pdvyq

+p(n—1) /M |Rg(t) - F’pq(Rg(t) - F>Ag(t)(Rg(t) - F)dvy(t)
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CHAPITRE 2 : Flot de Yamabe avec courbure scalaire prescrite : le cas négatif

Remarquons que

_ p— 1 |2
/M ‘Rg(t) — P 2(Rg(t) - F)Ag(t)(Rg(t) - F)dvg(t) =—4 P2 /M ‘vg|Rg(t) — |2 gdvg(t)v

alors on a,

d
p /M | Ry — F|Pdvgq

n
- (p N §> /M (Rot) = F) [Roe) = FPdugy +p /M F|Ry) — F[Pdvye)

n—1)(p-—1 p |2
_ 4( )( ) / ‘VQ|Rg(t) _ F|g dvg(t)'
p M g
O
n2
Proposition 2.2.2 Soit p = m Alors il existe une constante positive C' qui dépend
n —

de F, gy et ug telle que st T < +00, on a
/ |[Ry(ey = FI? dvgey < Ce™ (2.22)
M

pour tout t € [0,T%).
Démonstration. Dans ce qui suit, C' désigne une constante positive qui dépend de gy, uo,

et F' et dont la valeur pourrait changer d’une ligne a une autre. D’aprés le lemme précédent,
on a

d
p /M |Ryry — F|Pdvg )

n—1)(p—1 P
= _4( i ) / ‘Vg(t)|Rg(t) — I|2
p M

+p / F|Rywy — F|Pdvg).
M

2 n
dvg(e) + (P - 5) / (Rowy = F) [ Ry = FlPdvgy
9(t) M

Comme F < mj\%xF , alors

d
E/M |Rg(t) - Flpdvg(t)

n—l —1 P
< _4( )(p ) / ‘vg(t)|Rg(t) - FP
p M

2 n
d’Ug(t) + ‘p — —‘ / |Rg(t) — F|p+1dvg(t)
g(t) ANSY;

+C / | Ry(t) — F|Pdvgqr)-
M
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2.2 Existence globale

D’apreés la proposition 2.2.1, on a u > C'. D’ou

p|2
/ ‘Vg<t>|Rg(t>—F 2| dvg) = / )V|Rg<t>—
M 9(t) M

» 2
>C/ ’V’Rg(t)—F‘E
M

D’aprés I'inégalité de Sobolev, pour tout ¢ € H*(M), on a

(/ |¢|f“zdvgo) ! gc(/ |Vg0|2dvg0+/ |g0|2dvg0>.
M M M

En prenant ¢ = |Ry) — F|% on obtient

n—2
(/ |Rg(t) — F|np—n2dvgo) <C (/ ‘V|Rg(t) —
M M

d’otl en utilisant (2.23), on obtient

|2 pn_ =
/ ‘Vg(t)le(t) — F|5 dvg(t) >C (/ |Rg(t) — F’"*Z dvgo) — C/ ‘Rg(t) — F’pd’l)go.
M t) M M

(2.24)
D’autre part, comme u > C, on a

2
2| udvy,

dvg,. (2.23)

+/ |Rg(t) - Flpdvgo) )
M

on_
/M | Ry — F[Pdvgey = /M |Ry(r) — F[Pun=—=duy,

Z C/ |Rg(t) - F|pdvgo. (2.25)
M

Et comme d’aprés la proposition 2.2.1, on a v < Ce®T", alors

n—2

_pn_ pn_ _ 2n "
(/ |Ryt) — F|"_2dvgo) (/ | Ry — F|"—2u "_Zdvg(t))
M
—er (/M |Ry(t) - F”fgdvg(t)) : (2-26)

En substituant (2.25) et (2.26) dans (2.24), on obtient

| \/

n—2

p |2 * _pn_ "
/ ‘Vgu)le(t) = F|2| dvgey > C7len T ( / [ Ryry = F |“dvg<t))
M g(t) M (2.27)
-C / | Ry(y — FPdvgqr).
M
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CHAPITRE 2 : Flot de Yamabe avec courbure scalaire prescrite : le cas négatif

Finalement, on trouve que

d
%Zw%@—ﬂwww

n
S&—ﬂ/w&@—FWW%@+C/Y@m—ﬂm%w (2.28)
M M

n—2

Cle T (/M ‘Rg(t) - F|"pngdvg(t)> .

n
Maintenant, si on prend p = 5 dans (2.28), on obtient

d

G | R = Flidug <€ [ |y = FPlidug, (2.29)
M

On déduit que
/ﬁm@_F&%mgoéw. (2.30)

En intégrant (2.28) entre 0 et T (pour p = %), et en utilisant (2.30), on obtient

T 2 n=2 )
/ (/ |Rg(t) — F|2("72) dvg(t)) dt S CQCT . (231)
0 M

n
D’autre part, par 'inégalité de Holder et 'inégalité de Young, on a pour tout € > O et p > 5

2p—n+2

n—2
n n _n 2p—n
/ [Ryy=F | dvgey S‘f(/ |Rg<t>—F|n”—2dvg<t>) e (/ Ry = F |”dvg<t>> |
M M M

(2.32)
—1 N
En prenant ¢ = ’p - g’ C~'e™T" et en substituant (2.32) dans (2.28), on obtient

2p—n+2

d * 2p—n
5/\%m—ﬂW%m§C¥T(/\&w—ﬂW%Q> +C/!%w—ﬂw%w
M M M

et en divisant par / |Ry(ty — F[Pdvgy, on aura
M

_2
—log (/ |Rg(t) — F‘ dvg(t)) <(C ( (/ |Rg(t) — F|pdvg(t)) + 1) .
M

2
n

———, en intégrant entre 0 et ¢, on obtient :

2(n —2)’

log ( y |Ry(t) F|2<n 2 dvg ) < log (/ |Rg(0) — F|7n-2 dvg(o))
+C€CT*/ (/ ‘R () — F
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En particulier, pour p =

n—2
2<" D dvgs ) ds + Ct.



2.2 Existence globale
Mais d’aprés (2.31) on a

t
/ ( |Rg(8) —F
0 M

TL2 *
log </ |Rg(t) — F|2<”*2> dvg(t)) < CeCT".
M

La proposition est ainsi démontrée.

n

n2 *
2(n=2) dvg(3)> ds < Ce®T".

Maintenant on va démontrer que u est bornée dans C*% (M x [0, T*)).

Proposition 2.2.3 Soit g(t) = u(t)ﬁgo la solution de l’équation (2.1) définie sur un in-
tervalle mazimal [0, T*). Alors il existe o € (0, 1), et une constante positive C' qui dépend de
ug, go et F telle que si T* < 400, on a

lu(zy, ty) — u(wa, ta)| < CeT (11 — o) 2 + d(xy, 29)%) (2.33)

pour tous x1,xe € M et ty,ty € [0,T7).

Démonstration. Posons a =2 — — oil p = . En utilisant la proposition 2.2.1 et

2(n — 2)
la proposition 2.2.2, on obtient
/M lcnAou — Roul? dv,, < CeCT (2.34)
et
/M |0 (t) [ du, < Ce“T". (2.35)

En effet, on a

P
dvg,,

M M

et comme u < Ce®T et / }Rg(t) — F|p dvgyy < C’eCT*, alors
M

/ lenDou — Roul” dvg, < CeCT*/ | Rg(t) [Pdvg
M M

= CGCT*/ |Ry(ty — FlPdvgqey + Ce“™ / |F|Pdugq
M M
<C

GCT .

43



CHAPITRE 2 : Flot de Yamabe avec courbure scalaire prescrite : le cas négatif

Et

p

n—2
dvgt)

[ 1oto vy = |
M M 4

n—2\"
S( 1 ) /M |Ryy — F|Puldvgq

< CeT",

(R— F)u

De l'inégalité (2.34) on déduit que Agu est bornée dans LP(M). Il en découle par la régularité
elliptique du Laplacien que u est bornée dans HY(M). D’autre part, d’aprés le théoréme

d’injection de Sobolev, on a HY(M) C C*(M) avec o = 2 — —. Par suite on conclut que u
p

est bornée dans C*(M), i.e,

lu(y,t) — u(zo, t)| < CeCT d(xy, 29)" (2.36)
pour tout zy,x2 € M et t € [0,T).
Maintenant on a pour tout x € M et 0 <t; <ty <T*
1) = u(e. )] = o7 | u(e, 1) — uz. 12)|d
U\, 11) —UuU\L,02)| = 57 Uu\r,ty) —u\xr,ly (%
v01(B) Blz,\/ta—t1) g%
ou Vol(B) est le volume de la boule B = B(z,/ty — t1) par rapport a go. Donc
lu(z, t1) — u(z, ts)] < Oty —t1) 2 / lu(z, t1) — u(x, ta)|dvg,
B(Z‘,\/tz—tl)
= C(tQ - tl)_% / |U(CL‘, tl) - U(ZE, tQ) - U’(ya tl) + U(y, tl) - U(y, t2)
B(l’,\/tgftl)
+ u(y, t2)|dvg, (y)
< Oty — )7 20T d(z,y)*(t, — to)2
+ Oty — t5) 20T d(x,y) (ty — t1)?
pClta-t)F [ Julyts)  uly. )ldu(0)
B(x,\/tz—tl)
On ay € B(x,\/ty —t1), donc d(x,y) < (t2 — tl)%, et par suite
u(z, t1) = u(w, t2)] < Clty —t1) 72 / [u(y, t1) — u(y, ts)[dvg, (y) + Ce“T" (t2 — t1)%
B(z,\/t2—t1)

<Oty — t) ™% sup /
ta<t<t1 J B(z,/Iz—11)
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2.3 Convergence du flot

Or en utilisant I'inégalité de Holder et l'inégalité (2.35), on obtient

p n_1
/ Dpu(t)] duy, < ( / |atu<t>|pdvgo) (ty — 11)30-9
B(w,\/tgftl) B(.’E,\/tgftl)

n

< CeT (ty—ty) 2 .
Donc on a pour tous x € M et 0 <t <ty <T7,
lu(x, ty) — u(z, ts)| < CeT (ty — )5 (2.37)
En utilisant (2.36) et (2.37), on déduit que
u(@1, 1) — u(ws, )| < Juzr, tr) — u(zy, t2)| + [u@1, t2) — u(22, t2))]
< CeT (Jty — 1] + d(21, 22)%).

pour tous x1,x0 € M et 0 <ty <ty <T* O

Maintenant on est en mesure de démontrer le théoréme 2.2.1.

Démonstration du Théoréme 2.2.1. Soit g(t) = u(t)ﬁgo la solution de (2.1) définie
sur un intervalle maximal [0, 7). Supposons par absurde que T* < 400. On a alors d’aprés
la proposition précédente

ull o3 (arwoeyy < G

pour « € (0,1). La théorie classique des équations paraboliques implique que u est bornée
dans O?F+eR+5 (M x [0,T*)) pour tout k € N, i.e,
Hu||02k+"‘”"+%(M><[O,T*)) < G-
pour une constante C r+. Ce qui implique que u se prolonge en une fonction up- € C*°(M)
pour t = T™. De plus, d’aprés la proposition 2.2.1, on a up- > C' > 0. En utilisant la propo-
sition d’existence locale ( proposition 2.1.1) avec la donnée initiale up«, on pourra prolonger
u au dela de T*, ce qui contredit la maximalité de T* (plus grand temps d’existence). On a
donc T = 400 et le théoréme d’existence globale est ainsi démontré. O

2.3 Convergence du flot

Dans cette section on va étudier la comportement asymptotique du flot g(¢) a l'infini.
Rappelons que dans le théoréme d’existence globale du flot ( Théoréme 2.2.1) aucune condi-
tion sur la fonction prescrite I € C°°(M) n’est demandée. En revanche, pour démontrer la
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CHAPITRE 2 : Flot de Yamabe avec courbure scalaire prescrite : le cas négatif

convergence du flot on aura besoin de supposer des conditions supplémentaires sur F. En
effet, si ' > 0, en appliquant le principe du maximum a I’équation (2.3), il n’est pas difficile
de vérifier que
n—2
£ > ( in | Ry| mi ) £
u(z,t) > Hjlvlfnl O\H}Vl[nuo

Donc u(z,t) — +00 quand ¢t — +o0. C’est pour cela que si 'on veut obtenir la convergence
du flot, on doit supposer au moins que F' est strictement négative quelque part sur M.
Cette condition est par ailleurs nécessaire a 'existence d’une solution v > 0 de I’équation de
courbure scalaire prescrite (2.4) comme on peut le vérifier en multipliant (2.4) par u™" et
en intégrant sur M.

Dans cette section on va donner des conditions suffisantes sur la fonction F' pour garantir
la convergence du flot. On va fixer quelques notations :

Si ) C M est un ouvert, on note par A\ la premiére valeur propre du Laplacien conforme
L := —c, Ay + Ry sur Q avec condition de Dirichlet, i.e

A(cn|Vul2 + Rou?)dv
)\Q _ inf fM( ‘ ‘0 - 0 ) go
0£uEHL () Jag lul?dug,

Maintenant on va supposer les conditions suivantes sur F' :

Il existe un ouvert 2 C M, tel que

Ao >0 et F' < 0sur M\Q (H1)

et
F < inf |F H2
Sup —Cﬂﬁ}{g‘ F (H2)

ou Cq est une constante qui ne dépend que de 2.

Gréce aux hypothéses (H1) et (H2), on a le théoréme de convergence suivant :

Théoréme 2.3.1 Supposons que Ry < 0 et ' € C*(M) satisfaisant les conditions (H1)
et (H2). Alors il existe une fonction 0 < u € C®(M) telle que pour toute donnée initiale
Ta_
G =u g0 avec 0 < ug < 1, le flot g(t) = u(t)vf%?go donné par le théoréeme 2.2.1 converge
4

dans C*° (M) vers une métrique go, = us >go de courbure scalaire égale a F'.

La fonction @ dans le théoréme 2.3.1 est une sur-solution de 'équation (2.4), i.e elle vérifie

—c, Aol + Ryt > Fal.

Une conséquence directe du théoréme 2.3.1 est le résultat suivant sur I'existence d’une
solution de I’équation (2.4).
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2.3 Convergence du flot

Corollaire 2.3.1 Supposons que Ry < 0 et F' € C*(M) satisfaisant les conditions (H1) et
(H2). Alors Uéquation (2.4) admet une solution 0 < u € C*°(M). Autrement dit, il existe
une métrique g conforme a go de courbure scalaire égale a F.

Un cas particulier ou les conditions (H1) et (H2) sont automatiquement satisfaites est
lorsque F' est négative presque partout sur M. Nous avons le résultat suivant :

Corollaire 2.3.2 Supposons que Ry < 0 et F' € C*(M) telle que F' < 0 presque partout
sur M. Alors il existe une fonction 0 < u € C®°(M) telle que pour toute donnée initiale
4
¢° = ui g0, on 0 < ug < @, le flot g(t) = u(t)ﬁgo converge dans C®(M) vers une
4

n—2

MELTIqUE Joo = US ~go conforme a qo, avec courbure scalaire égale a F, i.e,

R, =F

Des conditions similaires & nos hypothéses (H1)-(H2) ont été obtenues par d’autres au-
teurs pour résoudre le probléme de la courbure scalaire prescrite (2.4) par des méthodes
elliptiques (méthode variationnelle, méthode de continuité), voir Bismuth [6], Rauzy [21] et
Vazquez-Véron [29] pour plus de détails.

Pour démontrer le théoréme 2.3.1 nous allons tout d’abord montrer lexistence d’une
sur-solution de I'équation (2.4).

Proposition 2.3.1 Supposons qu’il existe un ouvert Q C M tel que les conditions (H1) et

(H2) soient satisfaites. Alors il existe une métrique g = ﬂﬁgo, avec 0 < u € C®(M), telle
que
R;,—F >0

1.e,
—c, Aol + Ryt — Fa¥ > 0.

Démonstration. Soit £ > 0, on définit
Q.={zeM : dzQ) < e}

Soit A\, la premiére valeur propre de —c,A¢ + Ry sur (2. avec condition de Dirichlet. Pour
e > 0 assez petit, on a par ’hypothése (H1),

)\QE > 0.

Soit D C M un ouvert a bord lisse tel que Q@ C D C Q.. Comme Q est compact, on peut
supposer sans perte de généralité que D contient un nombre fini de composantes connexes
Dy,---,Dy. De plus, on a, puisque les D; forment une partition de D,

d(0D;,Q) > d(0D,Q) > 0. (2.38)
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CHAPITRE 2 : Flot de Yamabe avec courbure scalaire prescrite : le cas négatif

Comme D; C D C (), alors on a pour tout j =1,--- N,
Ap; > Ap < A, > 0. (2.39)
Soit ¢; une fonction propre du Laplacien conforme associée a la valeur propore Ap,, i.e,
—cnDopj + Ropj = Ap,pj, J=1,--+, N.

Alors p; € C*®(D;) et d’aprés le principe du maximum on a ¢; > 0 sur D;. Quitte a
multiplier p; par (max¢;)~', on peut supposer que

O0<p;<lsurD;, j=1,--- N. (2.40)

Soit x; € C°(D;) telle que 0 < x; < 1 et x; = 1 sur QN D; (ce qui est possible grace a
(2.38)). On définit la fonction u € C°(M) par

N
52 Xi%i +1—=x5),
7j=1

ol 6 > 0 est a déterminer plus tard.

En utilisant (2.40) et la définition de x;, on a

inf(x;p; +1 = x;) >0

Il
10

et donc
i]\n}ﬂ > omg > 0. (2.41)

Maintenant on va démontrer que
L) = —c, Aot + Ryt — Fu¥ > 0.

Montrons cette inégalité tout d’abord sur €. Si z € €, alors il existe 7 € {1,--- ,n} tel
que x € D;. Or sur QN Dj, on a x; =1 et donc u(x) = dp;(x). D’oir, on a sur QN D; :

L(u) = —cnDo(05) + Ro(dp;) — F(dp,)"
= 0Ap,pj — F&Ngoév
= 0p;j(Ap, — 5N_1g0§\/_1F)
2 8pj(Ap; = 0" lpf T sup F)

et en utilisant (2.39) et (2.40) on a donc

L(1) > dpj(Ap — N tsup F) sur QN D;.
0
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2.3 Convergence du flot

On en déduit que si 'on veut £(@) > 0 sur €2, on doit supposer

oVt sup F' < A\p.
Q

Maintenant on examine le signe de £(ua) sur M \ Q. On a par définition de @

N
L(u) = 25(_071A0 + Ro)(XjSOJ +1-— Xj) — FuN,

J=1

et en utilisant (2.41) et le fait que F' < 0 sur M \ , il s’en suit que
La > —0my +6"m inf |F|,
M\Q
ou
N
my =Y _sup |(—calo + Ro) (x5 + 1 = x;)|-
j=1
Ainsi si 'on veut £(@) > 0 sur M \ €, on doit supposer
—my + 0N tm) inf |F| >0
M\Q
c’est a dire

SNHinf |F| > mumg Y.
M\Q

(2.42)

(2.43)

Il est clair que existence d'un 6 > 0 satisfaisant (2.42) et (2.43) est équivalente a la

N
condition (H2) avec Cq = )\D";l—ol. La proposition est ainsi démontrée.

O

Maintenant on va démontrer que si la donnée initiale u dans I’équation (2.3) vérifie uy <
@, la solution u(t) de équation (2.3) est bornée par des constantes positives indépendantes

de t.

Proposition 2.3.2 Supposons que la donnée initiale ug € C°(M) dans ’équation (2.3)
satisfait 0 < ug < u. Alors la solution u(t) de (2.3) satisfait pour tout (z,t) € M x [0, 400),

Inil’l(CO,H]lVi[Il up) < u(x,t) < max i,

, n-2
miny, [Ro|\ *
maxyy | F| '

avee Cy = (
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CHAPITRE 2 : Flot de Yamabe avec courbure scalaire prescrite : le cas négatif

Démonstration. La premiére inégalité est déja démontrée dans la proposition 2.2.1. Il
reste donc a démontrer la deuxiéme inégalité, c’est a dire

u(x,t) < max .
M

La fonction u vérifie I'inégalité suivante :

—c, Aot + Roti — Fa >0 (2.45)
et u vérifie
2
3tuN = n Z (anou — R()U + FUN) . (246)

En additionnant (2.45) et (2.46), on obtient

n+2
4

oy(a™ —u) > (cno(@ —u) — Ro(u —u) + F(a™ —uV)) . (2.47)

Posons v = @ — u, alors @V —u" = av, ot

a(z,t) = N/ (su(z,t) + (1 — s)u(x, 1))V ds.

En utilisant (2.47), on obtient

n+2
4

O(av) > (cnAgv — Rov + Fav) ,

et comme v(z,0) = @(z) — up(z) > 0, alors en utilisant le principe du maximum, on conclut
que v(x,t) > 0 pour tout (z,t) € M x [0,400), et par suite

u(z,t) < u(x).

La proposition est ainsi démontrée. ]

Maintenant on va démontrer que l'intégrale dans (2.22) (Proposition 2.2.2) tends vers 0
lorsque t tends vers +oo.

Proposition 2.3.3 Soit 0 < ug € C*(M) telle que uy < u, ot u est donnée par la propo-
sition 2.3.1. Soit g(t) la solution de (2.1) avec donnée initiale ¢° = ug > go. Alors pour tout

p>1, ona
lim / |Rg(t) - F|pdvg(t) = 0. (2.48)

t——+o0 M
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2.3 Convergence du flot

Démonstration. Dans cette preuve, C' désigne une constante positive qui dépend de uy,
go et F, dont la valeur peut changer d’une ligne a une autre. En intégrant l'inégalité (2.5)
de la proposition 2.1.2 entre 0 et £, on a pour tout ¢t > 0,

n— 2

2 /0 /M |Rg(8) — F|2dvg(5)ds = 8(9(0)) — g(g(t)) (249)

D’autre part, on a

n— 2

o) = [ (cn|w|2+Rou2— F) Iy,
M

et comme u est uniformément bornée grace a la proposition 2.3.2, alors il existe une constante
positive C' telle que (g(t)) > —C. 1l découle de (2.49) que :

400
/0 y |Rg(t) — F|2dvg(t) S O (250)

D’aprés la proposition 2.3.2, on a le volume de g(¢) est uniformément borné. Alors en
utilisant I'inégalité de Holder, il est suffisant de démontrer (2.48) pour une suite py — +00.
On va démontrer (2.48) par récurrence sur p = py, oil

k
n n

On commence par démontrer (2.48) pour py = 5. Comme dans la démonstration du
Lemme 2.2.2, et en utilisant le fait que u est uniformément bornée, on peut vérifier que pour
tout p > 1, on a

n—2
n

d _ _pn_
7 / Ryt = F|"dvgny+C™" ( / [ Rgry — I |"—2dvg(t>) <C / | Rty — F|Pduge)
M M M

n
* (p B §> /M |Ryy — FIP dugy.- (2.51)

Posons
op(t) = / | Ry(y — F|Pdvgqe).
M

Si po < 2, en utilisant 'inégalité de Holder et la proposition 2.3.2, on a

b < C (2.52)

Donc en prenant p = py = 5 dans (2.51) on obtient
d 53
%qbpo < C¢2 )
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CHAPITRE 2 : Flot de Yamabe avec courbure scalaire prescrite : le cas négatif

et par suite
2

D’autre part, d’aprés (2.50), il existe une suite t, — +oo telle que ¢o(t,) — 0 et
f;:oo $a(s)ds — 0. Donc en intégrant (2.53) entre ¢, et ¢, et en utilisant (2.52) on obtient

2

2 (8) < 68 () + C / fa(s)ds
< Coolt,) + C’/ bo(s)ds,

d’ott ¢, (t) = 0 quand t — +oo.

Si po > 2, grace aux inégalités de Holder et de Young, on a pour tout € > 0,

n—2

pon n  n(p-2)
/M ‘Rg(t) - F|p0dvg(t) <e€ ( .y |Rg(t) - F|"(i2 dvg(t)) +e i (/M |R9(t) - F|2dvg(t))
(2.54)

ol

En prenant ¢ = CT_Q dans (2.54), ou C est la constante dans (2.51), on obtient d’aprés (2.51)
(avec pop = p = 3),

Cfl
2

n(pg—2) %0

d n=2
E@Do + (bponﬁ S (20) 4 ¢2 )

ce qui est équivalent &
1

& o+ Coprn < Corod ™"
Or par l'inégalité de Holder on a
62 < OO,
d’ou ,
G b+ Copn < Cbrtp,™. (2.55)
En divisant (2.55) par 925119;%, on obtient
2

2 n-2 2_1

et comme par l'inégalité de Holder on a,
n—2
¢p0 S Cgbponﬁ?
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2.3 Convergence du flot

on obtient donc
d 2

E Po
En intégrant (2.56) entre 0 et ¢ on a

+ C’gbpo < Coho. (2.56)

po() +C/¢ ds<C/¢2

Ce qui implique, en utilisant (2.50), que

/¢ s)ds < C,

oo 2

po (8)ds < C.

et comme ¢ est arbitraire alors

0
On conclut qu’il existe une suite t, — +oo telle que

Gpo(t,) = 0 quand v — +o0. (2.57)

En intégrant (2.56) encore une fois entre ¢, et ¢ on obtient

() < 4 () + C / o (5)ds

et en utilisant (2.50) et (2.57) on conclut que

2

pe (t) = 0 quand t — +o0.
Supposons maintenant par récurrence que

lim ¢,,(t) = 0. (2.58)

t——+o0

On va tout d’abord montrer que

lim qﬁpm (2.59)

t—+00

Pour k£ = 0, on obtient (2.59) facilement en intégrant (2.51) entre ¢ et ¢ + 1 et en utilisant
(2.58). On suppose maintenant que k > 1. Grace a l'inégalité de Holder et I'inégalité de
Young, on a

n—

pn n 1+2P%"
/ ‘Rg(t)_F|p+1dvg(t) <e€ (/ |Rg(t) - F|"deg(t)) +e T (/ |R — P dvg ) :
M M

(2.60)
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CHAPITRE 2 : Flot de Yamabe avec courbure scalaire prescrite : le cas négatif

En prenant p = pj, et e = 3C~! on C est la constante dans (2.51), alors on obtient de (2.51)

d 1 ., ==2 e
E(bpk + 50 1¢pkn+1 < C(bpk + Cﬁbm e .

En intégrant cette inégalité entre ¢ et ¢ + 1, et en utilisant (2.58), on obtient

1,
i / bt (5)ds = 0

¢ ou C est la constante dans (2.51),
2

Maintenant on prend p = py,1 dans (2.60) et € = P

alors il découle de (2.51)

Ginn < OO+ Oy (2:61)
ol qy = 2pk+21_n.
(2.61) est equivalent a

j log ¢, < C ( oy 1) (2.62)

D’aprés (2.59) il existe une suite ¢, — 400 telle que v < ¢, < v41 qui satisfait ¢, (t,) = 0
quand v — 4o0. En intégrant (2.62) entre ¢, et ¢, ou ¢t € [v,v + 1], on obtient

v+1
log qszkﬂ((t )> <C (/ * ok (s)ds + 1) . (2.63)

Comme aj, < =2 alors d’aprés I'inégalité de Holder et (2.59) on a

apmn

n—2
/ ¢Pk+1 ds < (/ ¢pk+1 ) — 0 quand v — +o0.

Donc on conclut de (2.63) que

¢pk+1< )

¢Pk+1( )
Ce qui implique que ¢, ., (t) = 0 quand ¢t — +o0.

log < (C.

La proposition est ainsi démontrée.

Maintenant on va montrer que u est bornée dans C*2 (M x [0, +00)).

Proposition 2.3.4 Soit 0 < ug € C°(M) telle que ug < u ou u est la fonction donnée par
la proposition 2.3.1. Alors, il existe a € (0,1), tel que la solution u de (2.3) avec donnée
initiale ug, satisfait

<,

||ul |C’°‘ (M x[0,4+00)) —

ot C' est une constante positive qui dépend de ug, go et F.
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2.3 Convergence du flot

Démonstration. Fixons un réel p tel que § < p < n. En utilisant les proposition 2.3.2 et
2.3.3 , on obtient

/M lcnAou — Roul” dvg, < C (2.64)

et
/ ()] du,, < C. (2.65)
M

De l'inégalité (2.64) on déduit que Agu est bornée dans LP(M), et donc u(t) est bornée
dans H5 (M) par régularité elliptique. Or Hy (M) C C*(M), avec a =2 — 2. On en déduit
que u(t) bornée dans C*(M), i.e,

lu(zy,t) — u(zg, t)| < Cd(xy,29)* (2.66)

pour tout xy,xo € M et t > 0.

D’autre part, on a pour tous x € M et t; >ty > 0,

)~ ulasta)| = o [
y U1 ) V2 VOI(B) Bon/i=E)

ou Vol(B) est le volume de la boule B = B(x, \/t; — t2) par rapport a la métrique go.

’u(xv tl) - u(x, t2)’dvgm

D’ou
lu(z,t1) — u(z, ts)| < Oty —ty) "2 / lu(z, t1) — u(x, ta)|dvy,
B(x,\/tlftg)
= C(tl - t2)7% / |U<$, tl) - U(QJ, t2) - U(y, tl) + U(y, tl) - U(’y, t2)
B(J:,\/tl—tz)

+ u(y, ta2)|dvg, (y)
<Ot —t) 2C d(z,y)*(t; — t5)*
+ Oty —ty)72C d(z,y)* (t; —t)?

Lt — 1) / fu(y, t1) = u(y, £2)ldvg, (9).
B(z,\/t1—t2)

On a pour tout y € B(z, vVt; —t2), d(x,y) < (t1 — tg)%, et par suite

u(z, t1) — w(z, ta)| < Clty —t5) 77 / [u(y, t1) — u(y, ts)|dvg, (y) + C(tr — t2)%
B(z,/t1—t2)
<Ot —t)"T sup / 00u(t)] dug, + Cty — )%
t2<t<t1 J B(z,\/t1—t2)
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CHAPITRE 2 : Flot de Yamabe avec courbure scalaire prescrite : le cas négatif

En utilisant U'inégalité de Holder et I'inégalité (2.65), on obtient

1
P n
/ Drut)] doy, < ( / Du®)P d) (1 — 1) 30
l?(dgx/t14ft2) lg(la\/t14*t2)

np—n

< O(tl —t2> 2p

Donc, pour tout z € M et 0 <t; —t3 <1,0n a

NI}

En utilisant (2.66) et (2.67), on déduit que

[u(wy, t1) — u(we, t2)| < [u(r, tr) — u(wr, to)| + [u(zr, t2) — w(ws, o)
< C(|t1 - tQ‘% + ‘5171 - l’g’a).

pour tous x1,xo € M et t1 >ty > 0 tels que 0 < t; —ty < 1.
Ceci achéve la preuve de la proposition.

Maintenant on est en mesure de démontrer le théoréme 2.3.1.

Démonstration du Théoréme 2.3.1. Soit g(t) = u(t)ﬁgo la solution de (2.1) donnée
par le théroéme 2.2.1. D’aprés la proposition 2.3.2, on a u bornée uniformément sur [0, +00).
On en déduit que 'équation (2.3) est une équation uniformément parabolique, et d’aprés la
proposition 2.3.4 on a u bornée dans C*2 (M x [0,+00)), pour a € (0,1). Alors la théorie
classique de régularité parabolique (voir théoréme 1.2.5 du chapitre 1) appliquée a (2.3),
implique que u est bornée dans C2**#+5 (M x [0, +00)) pour tout k € N. En particulier,
on a pour tout k € N,

Hu”ck(Mx[o,+oo)) < Cy, (2.68)

ou C}, est une constante positive dépendant de ug, go, F' et k. De plus, d’aprés la proposition
2.3.2,0n a
inf  u>C, (2.69)

M x[0,+00)
ot C' est une constante positive qui dépend de ug, gy et F.

D’aprés (2.68) et (2.69) , il existe une suite t, — +00 et 0 < uy, € C°(M), telle que
u(ty) o oo dans C*°(M).

4
En particulier, on a Ry,) — Ry, avec go = uds ” go. D’autre part, d’aprés la proposition
v——+00
2.3.30n a
lim / |Rg(t,) — F|Pdvgq,y =0 pour tout p > 1.
M

v——+00
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2.3 Convergence du flot

On en déduit donc que R, = F.

D’aprés un résultat de Simon [25], u., est 'unique limite de u(t) lorsque t — +o0.

Ceci achéve la preuve du théoréme 2.3.1. 0

Démonstration du Corollaire 2.3.2. D’aprés le théoréme 2.3.1, il suffit de démontrer
qu'il existe un ouvert 2 de M ou les conditions (H1) et (H2) sont vérifices. Comme F' est
négative presque partout sur M, alors pour € > 0 suffisament petit, I’ensemble

Q.={xreM : F(x)> —¢}

est de mesure arbitrairement petite. Soit pq, la premiére valeur propre de —c, A sur €2, avec
condition de Dirichlet. Ainsi si € est suffisament petit, uq, est arbitrairement grande. Mais
d’apres la définition de A\qg_, on a

Aq. > in Ry.
Q. = Mo, + min fip
On en déduit \g. > 0 si € est suffisament petit, et par suite la condition (H1) est satisfaite.

D’autre part, par continuité de F' on a F' < 0 partout sur M. D’ou

supF =0 et inf |F|>e.
Q. M\Qe

Ainsi la condition (H2) est satisfaite. Le corollaire est démontré.
O

Aprés avoir introduit les conditions (H1) et (H2) une question naturelle se pose : les
conditions (H1) et (H2) sont-elles nécessaires pour la convergence du flot? Le théoréme
suivant nous affirme que c’est le cas au moins pour la condition (H1) :

Théoréme 2.3.2 Supposons que Ry < 0 et '€ C®(M) telle que la condition (H1) ne soit
pas satisfaite, i.e, pour tout ouvert Q@ C M tel que F' > 0 sur M\, on suppose que Aq < 0.
Alors pour toute donnée initiale 0 < ug € C°(M), la solution u de l’équation (2.3) satisfait

n—2
maxu(x,t) > Ctrtz,
xeM

pour une constante C' indépendante de t. En particulier, me]LV}[(u(x, t) — +o00 quand t — +oo.
e

Le théoréme 2.3.2 nous dit en particulier que la condition (H1) est nécessaire a la réso-
lution de I'équation de courbure scalaire prescrite (2.4).
Démonstration. Soit € > 0 et soit la famille des ouverts suivante :

Q.={xeM : F(x) > —c}.
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CHAPITRE 2 : Flot de Yamabe avec courbure scalaire prescrite : le cas négatif

Dans la suite on va utiliser la notation A, := A\g.. Comme on suppose que A\g < 0 pour tout
ouvert € telle que F' > 0 sur M\, alors

e <0 pour tout € > 0. (2.70)

D’apres le théoréme de Sard, il existe une suite €,, — 0 telle que &, soit une valeur réguliére
de F'. On en déduit que le bord de ()., qui est donné par

0., ={reM : F(x)=—¢,}

est lisse. Soit ¢, > 0 une fonction propre de —c,,Ag + Ry associée a A, . Comme ¢ = 0 sur
052, , alors on a
Ipn
ov
ot v est le vecteur normal extérieur de 0f). . De plus, on peut supposer sans perte de
généralité que

< 0 sur 09, (2.71)

/ ©p dvg, = 1. (2.72)
Q

En

En multipliant (2.3) par ¢, et en intégrant sur €2, , on obtient

4
dt Jg.

n+ 2
4

n+ 2

/ (cnAou — Rou)py, dvg, + FulN o, dv,. (2.73)
Q

&n

N _
U oy dvg, = 1
e,

D’apreés la formule de Green, on a

cn/ Agupy, dvg, = cn/
Q Q

en €n

ulopr, dvg, — cn/
D’ou

(cnDospn — Ropn)udvg, — cn/

e,
= -\ n AU, — Cp ——u dv,, .
E"/Q “on 0 — /aszgn v o o

&n

/ (cnDou — Rou)py, dvg, = /
Q Q

&n

Ce qui donne, grace a (2.70), (2.71), (2.72) et le fait que ¢,, > 0,

Jpn
/ (cnDou — Row)pn dvg, > —A., infu — ¢, infu/ Tén dvg, - (2.74)
Q M M- Jaq.,

En

D’autre part, on a

dipn
_Cn/ ai dvg(J = _Cn/ AOSOH dUgO = / ()\En - RO)SO" dvgo7
e, 14 9] Q

&n &n
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2.3 Convergence du flot

et en utilisant (2.72), on obtient donc

0n ,
— — >
Cn /895,” > dvg, > A, + 1]r\1/[f | Ry (2.75)
En combinant (2.74) et (2.75), on a
/Q (cnAou — Rou)pn, dug, > i]rvl[f | Ro| inf w. (2.76)

&n

En substituant (2.76) dans (2.73), on obtient

d
dt Jo.,

+2, . n+2
1}1\1/[f | Ro| 1}1\14fu + 4 o Ful o, dvg,. (2.77)

n
u™v ©n dvg, >

Or d’aprés la proposition 2.3.2, on a uv > C avec C' une constante positive qui dépend
seulement de ugy, go et F. Il s’en suit, en utilisant le fait que F' > —¢,, sur €2,

d 2
— uann dvg, ZC—n+ en/ uN<pn dvg,.
dt Jo. 4 Q

en

En intégrant cette inégalité entre O et ¢, on obtient

J

N N n+2 ! N
u () dog, > g uy Pn dvg, + Ct — En A uw (8)pn dvg,ds,

en 4

et puisque
/ O dvg, =1,
Q.
alors .
n -+ 2
max v’ (z,t) > Ot — e, | maxu®(z,s)ds.
M 0 zeM

En faisant tendre n vers +o0, on a finalement
N
maxu' (x,t) > Ct.
M

Le théoréme est ainsi démontré.
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Chapitre 3

Flot de Yamabe avec courbure scalaire
prescrite : le cas positif

Dans ce chapitre on supposera (M, go) une variété riemannienne compacte de dimension
n > 3, de courbure scalaire Ry > 0. En particulier, I'invariant de Yamabe :

Y(M.g) = (el Ve H Foe®) dvg,

0pe HY (M) 2n
(fM || 72 dvgo)

n

avec ¢, = 4”— sera supposé Y (M, go) > 0.

Etant donnée une fonction F' € C*°(M), on va étudier le flot suivant :

4
hg(t) = == (Byey = AOF) 9(t)
(3.1)
9(0) = ¢°,
4
oil la solution g(t) est une métrique riemannienne sur M, ¢° = uj gy, avec 0 < ug €

C>(M), est la donnée initiale, Ry est la courbure scalaire de g(t), et

r
=50
avec g4 et f(t) les valeurs moyennes respectives de Ry et F' :
() dVg(s Fduvg
Fo) = fM d g(t ot f(t) = fM ; 9®)
fM Ug(t) Jur dvgy
La solution g(¢) de (3.1) est le flot de gradient associé a la fonctionnelle dite « énergie »
suivante : R4
v
([ Fdvg) =
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CHAPITRE 3 : Flot de Yamabe avec courbure scalaire prescrite : le cas positif

/\/lpz{ge[go} : /deg>0},
M

ou [go] est la classe conforme de go.

définie sur ’ensemble

Ce flot préserve la structure conforme de (M, go). En écrivant g(t) sous la forme g(t) =
4
u(.,t)"2go, avec 0 < u(.,t) € C*®(M), on peut reécrire I’équation (3.1) en fonction du
facteur conforme u sous la forme suivante :

oY = ¢, Aogu — Rou + NFu®
(3.2)
u(,0) = uo(x),
2n
ou N =22 ¢, =42=1 et ladonnée initiale 0 < ug € C*°(M) est telle que [, Fuj > dvg, >

n—2" n—2
4

0, ie go = US_ZQQ S MF

La fonctionnelle £ prend la forme suivante en fonction du facteur conforme w :

_ fM (cn|Vul* + Rou?) dvy,

n—2

(fM Funij?dvgo> "

On vérifie facilement que les points critiques de cette fonctionnelle sont les solutions de
I’équation aux dérivées partielles

E(u) (3.3)

—cpAou + Rou = kFu®™ (3.4)

pour une certaine constante £ > 0. Il s’agit de I’équation de la courbure scalaire prescrite;
4
elle exprime le fait que la courbure scalaire de la métrique g = un-2g, est égale a kF.

Dans ce chapitre on va tout d’abord montrer ’existence locale et donner quelques proprié-
tés du flot (3.1). On démontrera ensuite son existence globale, c¢’est a dire I'existence d’une
solution g(t) défnie sur [0, +00) de (3.1). Une fois 'existence globale assurée, on s’intéréssera
a I’étude du comportement asymptotique de la solution a l'infini, qui pourrait donner lieu a
des phénoménes intéressants comme la « formation des bulles ». On donnera également des
conditions sur F' assurant la convergence du flot dans certains cas, ce qui permettrait d’obte-
nir directement une solution au probléme de la courbure scalaire prescrite. Nous avons ainsi
une déformation géométrique naturelle de la donnée initiale vers une métrique de courbure
scalaire prescrite a ’avance. On peut considérer cette démarche comme une généralisation du
flot de Yamabe ( voir introduction générale) introduit par Hamilton [15] dans les années 1980
et qui a fait objet de nombreuses études (voir [7], [8], [24], [31]). Comme nous I'avons déja
signalé dans le chapitre précédent, notre travail est le premier traitant d’un flot géométrique
avec courbure scalaire prescrite sur une variété riemannienne de dimension n > 3 différente
de la sphére S™.
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3.1 Existence locale et propriétés du flot

Dans ce qui suit, on va supposer que max F(z) > 0. En effet, cette hypothése est
ze
nécessaire pour que la fonctionnelle £ soit bien définie car si max F(xz) > 0, alors on a
e

Mg # 0. Tl est par ailleurs facile de voir que cette condition est nécessaire pour 1’existence
d’une solution v > 0 au probléme de la courbure scalaire prescrite (3.4) comme on peut le
vérifier en intégrant (3.4) sur M aprés avoir multipliée par v .

3.1 Existence locale et propriétés du flot

3.1.1 Existence locale

4

Proposition 3.1.1 Pour toute donnée initiale ¢° = ug > go telle que 0 < ug € C*°(M) et

2n

Jos Fug > dvg, > 0, il eziste T* > 0 et une unique solution g(t) = u(t)ﬁgo € Mg du flot
(3.1) définie sur [0,T%), avec 0 < u € C*(M x [0,T7)).

Démonstration. On a déja vu que le flot (3.1) est équivalent & (3.2), donc pour montrer
I'existence d’une solution g(t) de (3.1) il suffit de montrer I'existence d’une solution u(t) de
(3.2) définie sur [0, 7). Or il est facile de vérifier que I’équation (3.2) est parabolique sur

Pensemble des fonctions 0 < u € C®(M x [0,7]) avec [,, Fu%dvg0 > 0. Le reste de la
preuve se fait exactement comme dans la preuve de la proposition 2.1.1 concernant le cas
Ry < 0.

O

Dans la suite de ce chapitre, on désigne par 7™ le plus grand temps d’existence du flot.
Dans un premier temps notre objectif est de montrer que 7" = +o00. Pour cela, on va tout
d’abord montrer quelques propriétés fondamentales de ce flot.

3.1.2 Propriétés du flot

Proposition 3.1.2 (conservation du volume) Le volume de M reste constant le long du

flot :
/ dvg(t) :/ dvg, V t > 0.
M M

Démonstration. Dérivons le volume de M par rapport a ¢ :

d 2n
S = | ousd
dt /]\4[ Ug(t) /]\4 tU Ygo

2n _
= " /];4” latu dvg(t).

Comme u vérifie (3.2), on a




CHAPITRE 3 : Flot de Yamabe avec courbure scalaire prescrite : le cas positif

d’on p 5
n
7 /M g = == /M (Rgry = MO)F) dvg. (3-5)
r
Comme \(t) = &, alors on a
=%
/ (Rg(t) - )‘(t)F) dvgy =0
M
car
/M Ry(wydug(s) /M Fdug
rey = et f(t) = =H—.
/ dvgt) / dvgt)
M M
Ainsi on a
d
E y dUg(t) = 0.

OJ

Dans la suite, on va supposer sans perte de généralité que Vol(M, g(t)) = 1 pour tout
t € [0,7*). Avant de donner la deuxiéme propriété du flot, remarquons que la moyenne
f@t) = [, Fu%(t)dvgo de F vérifie f(t) > 0 pour tout ¢ € [0,77), puisque l'on a par le
théoréme 3.1.1, ¢(t) = uﬁ(t)go € My pour tout t € [0,T%).

Proposition 3.1.3 (Décroissance de ’énergie) L’énérgie £ est décroissante le long du
flot. Plus précisément, on a

d n—2

) =-2——

fﬁﬂwﬂg&m—A@ﬂ%%msa (3.6)

Démonstration. On a

£(g(t)) = E(u(t)) = Ju (cnIVu|Z+ Rou g“%
(fM Funif?dvgo> "

2

=550 [ (el Vi + Ro?) o,
M

Dérivons par rapport a t :

) = 5 (70 [ (@ITul+ R i)

n—2  —2n+1)

f’(t)/ Ryydvgy + f2nn/ (2¢, VuVoiu + 2Rgudsu) duy,.
M M
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3.1 Existence locale et propriétés du flot

Or, en utilisant I’équation (3.2), on a

/ (¢, VuV o + Ryudyu) dvg, = —/ (cnAou — Rou)dyu
M M

n—2
=13 /M Ry (Ry(r) — AF)dvgqy
et 5 5
n n
f/(t) = n o /M FuNﬁtu dvgo = —n o /M F (Rg(t) — )\(t)F) dvg(t)
On a donc
d -2 2(n+1)
& () =~ 2 ( ) [ Ruto{ Ry = AP
— Tg(t) / )F)dvg(t))
2(n+1)
==2— 2 (t) M(Rgm = AOE) (S () Ryry = ro F) dvgry
n—2 _n42
=222 R0 [ 1y~ NOFPaug, (3.7)
Comme f(t) > 0 ( car g(t) € Mp), on a donc
d
—F :
S E(u(t) <0
Ce qui achéve la preuve de la proposition. 0

La proposition suivante donne une borne inférieure et supérieure sur la moyenne f(t) de
F ainsi qu’une borne sur la fonction A(t).

Proposition 3.1.4 On a pour tout t € [0,T%) :

Co < f(t) < max F(x)

zeM

et
0< )\(t) < (4,

n 1
n— 0\n n—
ot Cy= (Y%,Og)m) P et O = (yﬁ?,ﬁo)z> 2

Démonstration. On rappelle que 'on suppose (sans perte de généralité) que Vol(M, ¢(t)) =
1 tout au long de ce chapitre. Par définition de f(¢), on a

zeM reM

ft) = / Fdvg) < max F(:c)/ dvg(y = max F(z).
M M

65



CHAPITRE 3 : Flot de Yamabe avec courbure scalaire prescrite : le cas positif

D’aprés la définition de I’énergie £, on a

n=2 . Ty
I 0= g0y

et comme I'énérgie est décroissante le long du flot, on a donc

n=2 Tg(t)
i) 2 E(g°)

D’autre part, par définition de l'invariant de Yamabe :

2 Vool? + Rop?) d
Y(M,g()) — lnf fM (C | 90| + ngn)_Q/UQO

0£peH (M)

2n_ o
(s el 2wy, )

on a

To(t) = (—cnDou + Rou) dvg

\\

cn|Vu\0 + Rou?) duy,

n—2

> Y(M, go) (/ un2n2d1190> = Y(M, go)
car [, u%dvgo = Vol(M, g(t)) = 1. On en déduit donc
f(t) Z 007

Y(M, go>> e
£(9°)
Maintenant montrons la borne sur A(t). Remarquons que A(t) = f~= (£)€(g(t)), et comme

E(g(t)) est décroissante, on a £(g(t)) < E(¢°). Ensuite en utilisant 'inégalité f(t) > Cy que
I’on vient de démontrer, on a donc

A0 =G = (v )

avec (= <

La proposition est donc démontrée.
O

Maintenant, on va montrer que la courbure scalaire Ry est minorée sur [0,7*). Pour
cela on a besoin tout d’abord du lemme suivant :

Lemme 3.1.1 La courbure scalaire de la métrique g(t) satisfait I’équation d’evolution sui-
vante :

4
n—+ 2

1
Ry (Ryy — AF) + 4Z—Ag<t) (Ry) — AF) . (3.8)

O Ry =
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3.1 Existence locale et propriétés du flot

Démonstration. On a

O Ryry = =0, (u™V (cnlou — Rou))
= NuMu 0 (caAgu — Rou) — u™ (c,A0(0pu) — RoOyur) .
Or par (3.2) on a
n—2
n+2
et par la proposition 1.1.2 du chapitre 1, on a

0 0
U (e otty — Rodh) = ey (ﬂ) Ry ( ﬂ) |

u

(9tu = (Rg(t) — )\F) u,

On obtient donc,

n—1 o n—2 o

%Rytty = Roto) (Rytry = AF) + 47— By (7) — ol
4

= gt (Ry = AF) +4

n—1
n+2

Agity (Ryry = AF) .

O

Proposition 3.1.5 1] existe une constante positive C' qui dépend de ug, gy et F' telle que, si
T* < 400, alors on a, pour tout t € [0,T%) :

Ry > —CT* - C.

Démonstration. Dans ce qui suit, C' désigne une constante positive qui dépend de gy, ug
et F', dont la valeur peut changer d’une ligne a une autre. D’aprés (3.8) du lemme précédent,
on a

1

n_
O(Ryry = AF) = A== Do) (o) — AF) + Ry (Ryy = AF) = FOA().  (3.9)

n+ 2

,
Comme A(t) = O

f(t)’
d n—2
g0 = "2 /M Ry (Ry) = AF) dvg,
d 2n
/0= /M F (Ry) — AF) dvgq,
alors on a
n—2,, 9 4 _1
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En utilisant les inégalités sur f(¢) et A(¢) de la proposition 3.1.4, il découle de (3.10) et
(3.9)

n—1 4

On(Rywy — AF) = 4n T 2Ag(t)(R9(t) —AF)+ H—H(Rg(t) —AF)? — ClRyw) = AF| = Cha(t) = C,
ol gbg(t) = fM ’Rg(t) — )\F’deg(t).
Or 4 +2
n
—— IRy = M = ClRyp — AF| > ==
Donc

n—1
8t(Rg(t) - /\F) Z 4

g Ra (Fa — AF) — Coalt) — €,

t
ce qui donne, en posant S = Ry — AF + C/ ¢o(s)ds + Ct,
0

n—1

0uS > 4= Dy S. (3.11)

n+
Le principe du maximum appliqué & (3.11) implique que

. > i .
min S(x,t) > min S(x,0)

D’ou
t
Ry > mj\}n(Ro —AMO0)F) + AF — C/ ¢o(s)ds — C't, . (3.12)
0

Mais, d’aprés la proposition 3.1.3, on a

d 77,—2 n—2
L Elad) = —2 - — \Fd
dtg(g( ) n+2f /Mleos) [“dvg s
n_2 n—2
:—2 - n t
T (1)

et comme f(t) < mj\z}xF par la proposition 3.1.4, alors

d

bo(t) < ~CE(g(1)). (31

En intégrant (3.13) entre 0 et ¢ on obtient

t[@@&s—g[%ammw

< C(E(g(0)) — E(g(t))
<c (3.14)
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3.2 Existence globale du flot.
Ainsi il découle de (3.12) et (3.14) que

—Ct—-C
-CT* - C.

Ry

AVARLY,

Ceci achéve la preuve de la proposition.

3.2 Existence globale du flot.

Dans cette section on va démontrer I'existence globale du flot.

Théoréme 3.2.1 Soit F' € C*(M) telle que mzﬁcF(:v) > 0. Alors pour toute donnée initiale
xre
_4
g = uf g0 € Mp, il existe une unique solution g(t) = u(t)ﬁgg du flot (3.1) définie sur
[0, 4+00) avec 0 < u(t) € C*(M x [0,+00)). De plus, g(t) € Mg pour tout t > 0 et I’énergie
E est décroissante le long du flot.

Pour démontrer 'existence d’une solution g(t) de (3.1) définie sur [0, +00), il suffit de
montrer 'existence d’une solution wu(t) de (3.2) définie sur [0,400). Pour cela on a besoin
d’établir tout d’abord les deux résulats suivants :

— Dans un premier temps on va montrer que si T < 400, alors il existe une constante
positive Cr- telle que, si u est une solution de (3.2) définie sur [0,77), on a

Cr! < wu(z,t) < Cp-, pour tout (z,t) € M x [0,T7).

— Ensuite, on montrera qu’il existe une constante Cr- > 0 telle que [[ul| .
Cr+.

F (M x[0,1%)) <

Proposition 3.2.1 Soit g(t) = u(t)ﬁgo la solution de (3.1) définie sur [0,T*). Si T* <
+00, alors il existe une constante Cr« > 0 telle que

Crl < wu(w,t) < Cp-, pour tout (z,t) € M x [0,T7). (3.15)

Démonstration. Dans ce qui suit, C' désigne une constante positive qui dépend de M, uy,
go et F dont la valeur peut changer d’une ligne & une autre.

D’aprés (3.2), la fonction u(t) vérifie I’équation :

o n—2

o= g e = MOF).

69



CHAPITRE 3 : Flot de Yamabe avec courbure scalaire prescrite : le cas positif
D’aprés la proposition 3.1.4, on a 0 < A(t) < C}. D’ou

0<A@)|F| < C.
Maintenant, en utilisant la proposition 3.1.5 , on a Ryy > —CT™ — C. On obtient donc

% <crtC (3.16)

En intégrant (3.16) entre 0 et ¢ on obtient

In(u(z, £)) < n(uo(z)) + /0 (CT* + C)ds
<In(up(z)) + CT** + CT*.

D’ou
u(z,t) < Crpe ma]&(uo(:z:), (3.17)
TE

pour une certaine constante C'r« > 0 dépendant de T™.
Maintenant, il nous reste & prouver u(z,t) > Cp!.

On définit la fonction a € C*°(M) par

4

a=Ry+ (CT*+ C)(Cr~ Irgé(uo(g;))m’

ou C est la constante dans la proposition 3.1.5 et Cp« est la constante dans U'inégalité (3.17)
ci-dessus. Alors en utilisant la proposition 3.1.5 et I'inégalité (3.17), on a

n+2

—cnAou + au > —c,Agu + Rou + (CT* + C)u% = (Ryy + CT* + Chun—=2 > 0.

Ainsi , en utilisant le théoréme 1.2.9 du chapitre 1 (préliminaires), il existe une constante
positive C' telle que

n+2

2n_ . "
/Mun2 (t)dvg, < Cminu(z, t) (maj\?U(M)) :

S

Or [, u%(t)dvgo = Vol(M,g(t)) =1et m%(u(x,t) < Crps max uop(z) par (3.17). On obtient
Te Tre

donc pour une nouvelle constante C7« > 0 dépendant de T
. —1
Elg]a u(z,t) > Cpe.

La preuve de la proposition est ainsi terminée.

O

Avant de démontrer que u est bornée dans C*2 (M x [0,T*)), on a besoin de démontrer
deux résultats techniques.
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3.2 Existence globale du flot.

Lemme 3.2.1 Soit p > 1. 51 T* < 400, alors il existe une constante Cr« > 0 dpendant de
p, T, go, ug et F telle que

n—2

d pn_ n
E/ |Ryy = AF|" dvgy < — Cit (/ |Ryt) — AFI“)
M

4p 2n +1
02 / [Ryey = AF|™ dvgeo
11
+ O (/ |Ryy — AF ‘pdvg(t>> / | Ry = AF|” dvgg
M M
+ CT* \/]\4 ‘Rg(t) — )\Flp dvg(t)- (318)

Démonstration. Dans ce qui suit C' désigne une constante positive qui dépend de p, go, ug
et F' dont la valeur peut changer d’une ligne & une autre. De méme, C« > 0 désignera une
constante qui a les mémes propriétés que C', mais qui peut dépendre en plus de 7. Comme
on I'a déja signalé ci-dessus, on suppose (sans perte de généralité) tout au long de ce chapitre
que le volume de (M, g(t)) = 1.

On a

d d

| Ry — AF|" dvugy = p / Ry = AF|"" (Ryy = AF) = (Ry(y — AF) dugqe
M M dt

1
+ 5/ ‘Rg(t) - )‘F|p trg(atg))dvg(t)
M

Rappelons que

Tg(t)
At) = 2=
()
et
4 n—1
ath(lt) = ng(t) (Rg(t) - >‘F) + (Rg(t) - )‘F) :
Donc J )
n J—
a2 /M Ry (Ryu) = AF) dvg,
d 2n
%f(t) = /MF (Ry() — AF) dvyqy
et
2n
trg(0r9)dvy) = == (Ry(y = AF) dvgqo
Dot ,
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CHAPITRE 3 : Flot de Yamabe avec courbure scalaire prescrite : le cas positif

d
a /M | Ry = AF[ dvgg

(P—l)(n—l)/ 2|2
— 16 Voo | Roy = AFIE| d
o o, | Voo [Bow = AFE| vy
4p — 2n
N2 /M(Rg(t) —AF) ‘Rg(t) - /\F‘pdvg(t)
4
+ n —12—92 /M AF |Rg(t) - )\F}p d’l}g(t)
2n —4 -2 _ 2
s /M [Ryy = A" (Ry(y = AF) Felvgy /M I7 (B = AF) " dvgq
4p -2 _
~ s / | Boy = A" (Ry) = AF) Fdvgq / AFf7H (Ry) = AF) dvg).
M M

D’aprés (3.15), on a u > O}, On en déduit

2
2
u”dug,

2 P
dvg(w:/ ‘V|Rg(t)_)‘F|§
9(t) M

> CTE/ V1R, — AP
M

/ )Vg(t)mg(t) - )‘F|§
M

2
dvg,. (3.19)

D’aprés I'inégalité de Sobolev, on a pour tout ¢ € H'(M)

n—2
2n n
( [ 1o d) sc( [ 19t + [ |so|2dvgo)-

En prenant ¢ = [Ryq) — AF|%, on obtient

n—2

(/ |Rg(t) - /\F‘”p%dvgo> <C (/ ‘V|R9(t) - )‘F|§
M M

d’ou

2
dvgo +/ |Rg(t) — )\F|pdvgo) ,
M

P2 _pn_ an2
[ 1R A B[ vy = 0 ([ g ARy ) = [ R - AP,
M M M

(3.20)
D’autre part, comme par (3.15) on a u > C.}, alors
_2n_
M M
> CT*l/ |Rg(t) — )\F]pdvgo, (3.21)
M
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3.2 Existence globale du flot.

n—2

pn _ 2n n
n—=2q, n-2 d’l}g(t)

et toujours d’aprés (3.15), on a u < Cp«, d’olt
n—2

(/ |Rg(t) - )‘F|"andvgo) = (/ ‘Rg(t) — AF
M M

>0 ([ 1R - arBane ) "L e
M

En substituant (3.21) et (3.22) dans (3.20), on obtient

n—2

/M V| Ryt = AF | [Pduvg, > Cr! </M | Ryt) — AFl“dvgm)

(3.23)
— O / |Ryty — A [Pdug sy,
M

ce qui donne grace a (3.19)

n—2

n

p 2 _pn_
/ )Vg(w\Rg(t) —AF[2| dvg) > Cp ( / By = AF "deg(w)
M 9(1) M

- Crp / |[Roty = AF[Pdvg).
M

En utilisant les inégalités sur A(t) et f(t) données par la proposition 3.1.4, on a

4
n —IZ—)Q / AF |Rg(t) - )\F‘pdvg(t) S C/ ’Rg(t) — A\F pdvg(t)
M M
et
2n —4 p—2 -1 2
Py | B = AT (Bow = AF) Fdvgy | 7 (R = AF) dvggr
M M

1—1
<C ( / [Ryy — AF Ipdvg(w) / |Ryty — AF [Pdvgg.
M M

De méme, en utilisant 'inégalité de Hoder, on a
4 - _
5 / Ry = AP|" (Ry) = AF) Fduy / AP (Ryy = AF) dvg
M M

n-+ 2
<C / |Ry(ty — A [Pdvg sy
M
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CHAPITRE 3 : Flot de Yamabe avec courbure scalaire prescrite : le cas positif

De ce qui précéde on conclut qu’il existe une constante positive C'r telle que :

n—2

d _ pn_ n
a /M |[Boy = AF[" dvgy < = O ( / By = AL l“dvg(w)

4p 2n +1
" /\R — AF|" dvygy

1—1
+ Cr- (/ | Roe) = AF[" d%(ﬂ) / | Ryy = AP [ dugo).
M M

+ Cr / |Ryity — AF|” dvg.
M

Ce qui achéve la preuve du Lemme. O]

2

Proposition 3.2.2 Soit p = ﬁ St T* < +o0, il existe une constante Cp« > 0 qui
n —_—
dépend de F, go, ug et T telle que
/ |Ry(1) (t)F|Pdvgwy < Cp=, pour tout t € [0,T).
Démonstration.
Dans ce qui suit C' désignera une constante positive qui dépend de ug, go et F', dont la
valeur peut changer d’une ligne a l'autre. Posons ¢,(t) fM |Rgty — AF'[Pdvg(y. Pour p = 3

on a d’aprés le lemme 3.2.1,

Fy (1) < Credy () + e ™ ()(0).

D’apres 'inégalité de Young, on a

=

S

¢n " (1) < Clog(t) +1),

I3

d’ou
¢u(t) < Cr- (92 (t) + 1) (¢2(t) + 1)
En divisant cette inégalité par ¢ (¢) + 1, on obtient

|3

(t) + 1)
t)+1) ~

(¢2
(¢

et en intégrant cette inégalité entre 0 et ¢, on obtient

< Or- (¢a(t) +1)

INERLY

n(1) + 1 < (p2(0) + 1) O o G2()+1ds, (3.24)
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3.2 Existence globale du flot.
Mais, d’aprés (3.7) on a

d
GE) = 2527 [ Ry = MOF Py
n—2
= -2 +2f " galt)

et comme Cy < f(t) < mjve}xF par la proposition 3.1.4, alors

d
Balt) < —CLEG)

et en intégrant entre 0 et ¢ , on obtient

/ Gals)ds < —C / L (gs))ds

< C(E(9(0)) — E(g(1)))
<C. (3.25)
Ainsi il découle de (3.24) et (3.25)

< CefT", (3.26)

Prenons & nouveau p = 7 dans (3.18). On a

By (t) < ~Cred 7 (8) + Crdy(t) + Coy " (D(t),

2(71, 2)

et en intégrant entre 0 et ¢ on obtient

0= 030+Cr- [0 (s < Cre [ oyeas+0 [ ol Hsnls)as

En utilisant (3.25) et (3.26) dans la derniére inégalité, on obtient

¢

N3

/ 67, (s)ds < Op-. (3.27)
2(n 2)

D’autre part, par l'inégalité de Hélder et 'inégalité de Young, on a pour tout € > 0 et
n

>_7
P=35

n—2
/ [Ryty — AF [P dugy < e ( | Ry — AF|#= dvg(t>)
M M

2p—n—+2

n 2p—n
+e wn (/M | Rty — >‘F|pdyg(t)) : (3.28)

)



CHAPITRE 3 : Flot de Yamabe avec courbure scalaire prescrite : le cas positif

4p —2n ]!
n+2
du lemme 3.2.1 (ici Cp« est la constante dans le lemme 3.2.1), on obtient

En prenant ¢ = Cr! et en substituant I'inégalité (3.28) dans l'inégalité (3.18)

¢, < Cr. (@fgz’”f +épt by cbz) . (3.20)

Si 'on suppose p > 2, alors on a par 'inégalité de Holder,

b Ty < 6,03,

d’ou, si p > max(2, 5), alors on obtient de (3.29) :

g < (@fgp kbt ok )

et en divisant par ¢,, on obtient

d
Elogqﬁng’T* < 7 + 03 —i—l)

2

2(n —2)’

En particulier, si on prend p = et on intégre entre 0 et £, on obtient

t o t
log (é(m(ﬂ) < log (¢ 2 )(0)>+ Cr» / ¢ ", (s)ds+ Cp / $3 (s)ds+ Cp-t. (3.30)
2(n=2) 2(n-2 0 22 o

Mais d’aprés (3.27) on a

et par 'inégalité de Holder et (3.25) on a

/¢2 ds<\/_(/¢2 s) < OVT*.

Ainsi il découle de (3.30) que

log (/ | Ryt F|2<n D dvg >§CT*,

ce qui termine la preuve de la proposition. O

Maintenant on est en mesure de montrer que u est bornée dans C2 (M x [0,7%)).
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3.2 Existence globale du flot.

Proposition 3.2.3 Soit g(t) = u(t)"2 g la solution de Uéquation (3.1) définie sur un in-
tervalle mazimal [0, T*). Alors, si T* < 400, il existe o € (0,1), et une constante Cr qui
dépend de ug, go, F et T™ telle que

|U(£L’1,t1) — U($2,t2)| S CT*((tl — tg)% + d(xl,xz)o‘) (331)
pour tous x1,xe € M et ty,ty € [0,T7).

Démonstration. Dans ce qui suit C' désigne une constante positive qui dépend de p, go, ug
et F' dont la valeur peut changer d’une ligne a une autre. De méme, C« > 0 désignera une
constante qui a les mémes propriétés que C', mais qui peut dépendre en plus de T™. Posons

a=2— n ,oup= ( 5 En utilisant les proposition 3.2.1 et 3.2.2, on a
p’

y lenDou — Roul” dvg, < Crpe (3.32)

/M |Oru(t)[” dvg,,, < Cr- (3.33)
En effet, on a

p

/ lenAou — Roul” dug, = / )R uz+2 dvy,,
et comme u < Cp« et / !Rg(t) — )\F}p dvgyy < Crp=, alors
M
/ |enAou — Roul” dvg, < Cr / | Ryt dvg
M
< CT* / |R t) — ]pdvg t) + CT* / |)\ |pd’Ug )

S CT*a

ou l'on a utilisé le fait que 0 < A(¢)|F'| < C par la proposition 3.1.4.

[ 1ot oy = [
M M
< (n_

< Cr-.

De méme, on a

p

n—2
dvgt)

4

2 p
) /M | Ry — F[Pudvg

De l'inégalité (3.32) on déduit que Agu est bornée dans LP(M). II en découle par la
régularité elliptique du Laplacien que u est bornée dans HY(M). D’autre part, d’aprés le

(R— F)u
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CHAPITRE 3 : Flot de Yamabe avec courbure scalaire prescrite : le cas positif

théoréme d’injection de Sobolev, on a HY(M) C C*(M) avec a = 2 — ", Par suite on
p

conclut que u est bornée dans C*(M), i.e,
lu(y,t) — u(zo, t)| < CeT d(xy, 29)" (3.34)

pour tout x,xo € M et t € [0,T).

Maintenant on a pour tout x € M et 0 <t; <ty <T™
B 1

u(z, ty) — u(w, ts) /
’ ( 1) ( 2 | VOl(B) Blo/=T)
ou Vol(B) est le volume de la boule B = B(z,+/ty — t1) par rapport a go. Donc

lu(z, t1) — u(z, ta)|dv,,

lu(z, t1) — u(x, ta)|dvy,

1) — u(z, )| < Clts — tl)—”é/
B(I,\/tg—tl)
= C(tQ - tl)ig / |U<£L‘, tl) - U(Q?, Z52) - u<y7 tl) + U(y, Z51) - u<y7 t2)
B(m,\/tg—tl)

+ u(y, ta)|dvg, (y)

< Clty —t1) 207 d(z,y)*(t1 — t2)®
+ C(ty — ty) 2 Cpe d(z,y)* (ty —t1)2

ettt [ [u(y 1) — u(y, )]y (3).
B(x,\/tgftl)
Pour y € B(x,\ts —t1), on a d(z,y) < (t2 — tl)%, et par suite

lu(z,t) — u(z,t2)| < Oty — t1) 2 / [u(y, t1) — u(y, t2)|dvg, (y) + Cr«(ta — t1)2
B(I,\/tz—tl)

cot-F |
t2<t<t1 J B(z,\/ta—11)

Or en utilisant I'inégalité de Holder et I'inégalité (3.33), on obtient

5 n
/ oo oy, < ( | (0 e ) (12— )8
B(I,\/tg—tl) B(m,\/tg—tl)

np—n

< Oty — 1) 5.

[Oru(t)] dvgy (y) + Cr-(t2 — £1)% .

Donc on a pour tous x € M et 0 <t <ty <T™,

lu(x, ty) — u(z, ts)| < Cpe(ta — )5 (3.35)

En utilisant (3.34) et (3.35), on déduit que
[u(y, t1) — u(wa, ta)| < |u(zr, t) —ulzy, ta)| + |u(ze, ta) — ulza, to)|
S C€CT*(’t2 - t1|% + d(xl, .%2)&).
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3.3 Comportement de la courbure scalaire a I'infini
pour tous x1,z9 € M et 0 < t; <ty <T™.
La proposition est donc démontrée. O

Démonstration du4 Théoréme 3.2.1.
Soit g(t) = u(t)»2go la solution de (3.1) définie sur un intervalle maximal [0,7*). Sup-
posons par 'absurde que T < 4+00. On a alors d’aprés la proposition précédente

HuHC“v%(Mx[o,T*)) < Cr,

pour « € (0,1). La théorie classique des équations paraboliques implique que u est bornée
dans O?F+eR+5 (M x [0,T*)) pour tout k € N, i.e,

||u||C2k’+a,k+%(ij[07T*)) < Cy, 7

pour une constante C r+. Ce qui implique que u se prolonge en une fonction up- € C*°(M)
pour t = T*. De plus, d’aprés la proposition 3.2.1, on a ups > Cf*l > 0. En utilisant la
proposition d’existence locale ( proposition 3.1.1) avec la donnée initiale up«, on pourra pro-
longer u au dela de T*, ce qui contredit la maximalité de T (plus grand temps d’existence).
On a donc T™ = +o0 et le théoreme d’existence globale est ainsi démontré.

O

3.3 Comportement de la courbure scalaire a ’'infini

Dans cette section on va étudier le comportement de la courbure scalaire Ry du flot g(t)
pour t grand. Tout d’abord on va démontrer une propriété importante (proposition 3.3.1 ci-
aprés) qui montre que l'intégrale dans la proposition 3.2.2 tends vers 0 lorsque ¢ tends vers
+o00. Cette propriété, qui est vraie sans aucune hypothése supplémentaire sur la fonction
prescrite F', est en particulier valable méme en cas de non convergence du flot. Comme dans
le cas du flot de Yamabe, elle exprime le fait que la courbure scalaire R, ;) est arbitrairement
proche de F' (& une constante multiplicative positive prés) lorsque ¢ est suffisamment grand,
alors que le flot g(t) peut exploser a l'infini.

Proposition 3.3.1 Pour tout p > 1, on a

t——+o0

lim / |Ry) — AF|” dvggey = 0.
M

Pour démontrer cette proposition on a besoin de deux lemmes techniques.

Lemme 3.3.1 Soit p > min (2,2).

79



CHAPITRE 3 : Flot de Yamabe avec courbure scalaire prescrite : le cas positif

1. S12<p< g, il existe une constante C' > 0 indépendante de t telle que

n—2

d 2p pn_
E/M\Rg( — AF|" dvgy < —2 +2Y(M ) (/ | Ry(t) AF}Mdvg(t))

+C / |Ry(ty = AF|” dvgsy + C ( / |Ry(ty — AF \pdvga)) p / | Ryt — AF|” dvgg
M M M

2. Sip> g, il existe une constante C' > 0 indépendante de t telle que

n—2

d (p 1)( b n
E/M\Rg(t)—w”dvgmg— <n+2) Y(M, go) /\R — AF|"2 duy

+ O/ ’Rg(t) — )\F|p dvg(t) +C (/ |Rg(t) — /\F‘pdvg(t))
M M

2p—n+2

2p—n

Démonstration. Dans ce qui suit C' est une constante positive qui dépend de M, ug, go, F
et p, dont la valeur peut changer d’une ligne a une autre.

Comme dans la preuve du lemme 3.2.1, on calcule

d
E/ |Rg(t) - AF‘pdvg(t)

—16( /’v )| Ry —

4p — 2n
+ /M Ry | Ryy — AF|” dvgge)

dvg

n+2
2n
n -+ 2

+ / )\F |Rg(t) — )\F}p dvg(t)
M

4 .
S / Ry = AP|" (Ryy — AF) Fduyg / I (Rywy = AF)” duygy
M

n+2/ Ry = AP|" (Ry) = AF) Fduy / AEfH (R — AF) dvgy
M
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Comme 0 < A(t) < C et Cp < f(t) < C par la proposition 3.1.4, alors on obtient de ce
qui précéde

d
p / |Rg<t> = AP dugq

< 16 /‘V Ry — AF|E[
n+2

4p — 2n
L——— /M Ry | Ry = AF[” dvgg

d
o) Vg(t)

+ C/ |Rg(t) — )\F‘p d’l}g(t)
M

+C </ ‘Rg(t) - )\F’p*1 dvg(t)) / ‘Rg(t) — /\F‘2dvg(t)
M M

+C (/ ‘Rg(t) — )\F’p_l dUg(t)) / ‘Rg(t) - )\F‘ dvg(t) (3.36)
M M

n
Pour 2 <p < > on remarque que :

(p—1(n / LA =2 / )
16 ’v CF ( d _AF|Pd
p(n+2) |R (t) ‘ Ug(t) nt2 Sy Ry |Rg(t) ‘ Yg(t)
2n —4p
R (4 / ‘Vg(t | Byt o Po /M Ryey | Roy = AF|” dvg(t))-
—1)(n — —1
Mais si 2 <p < 3, on a 4( J(n—1) 2471 = ¢,. D’ol
p(5 —p) n—2
(p—1)(n / 4p — 2n / »
16 ‘v CAF ‘ d _AF|Pd
o+ 2) o) | Bott ], o) + =23 o | Byt " dvge
2n —4p
B ( /M cn |Vt | Bott) = o To0 + /M Ryt [ Rory = AF \pdvgu))
—= 5 Y (M, ) (/M | Ryt — AF|"~2 dvg(t)> . (3.37)

Mais par définition de I'invariant de Yamabe Y (M, go), on a

M
> Y(M, go) (/ |Rg(t) — )\F‘m dvg(t))
M

On obtient donc de (3.37),

Vo | Rott) —

p 2
| dogey + / Ry | Ryy — AF|” dvgqey
) M

n—2
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(p—1)(n—1) |2 4p — 2n »
ey ), ‘ng | Ry — AF|? L Ch s nll RO | Ry = AF|” dugqr
n—=2
2n — 4p pn_ =
< - n1o Y(M, go) (/M ‘Rg(t) — )\F|"_2 dvg(t)> . (3.38)

En substituant (3.38) dans (3.36) et en appliquant U'inégalité de Holder au dernier terme
de (3.36) on a :

n—2
n

n—2p
n+2

d .
E/ }Rg(t) - )\F‘pdvg(t) S —2 Y(M, go> (/ |Rg(t) - )\F}nfz dvg(t))
M M

1—1
+ C / |Ryity — AF|” dvgey + C ( / | Ry —>\F|pdv9(t)) / | Ryt —)\F|2dvg(t).
M M M
(3.39)

Si p = %, il découle facilement de (3.36) en appliquant I'inégalité de Holder au dernier
terme que

d
7 / | Boy = AF|"dugyy < C / | By = AF[” dvg
M M

1—1
P 2
+C < |[Rgy — AF |pd%(t>) / | Ry = AF|” dugqo
M M
qui est bien équivalente & (3.39) si p = 7.

n
Maintenant on suppose p > 7 On a par définition de I'invariant de Yamabe Y (M, go) :

n—2
p |2 _pn_ o
/ Cn Vg(t)le(t) — /\F|5 dvg(t) > Y(M, go) </ ’Rg(t) — /\F‘n& dvg(t)>
M 9(t) M
_/ Rg(t)|R9(t) - )‘F|pdvg(t)‘ (3.40)
M
D’autre part, comme |[A\F| < C par la proposition 3.1.4, on a
/ Ry(n)| Ro(ry — A |Pdvg
M
: / [Ryy = AF[" dvge) +/ AF[[ Ry — A [Pdvgq
M M

< /M | Rg(y — AF[P dvgey + C /M | Ry(ty — AF[Pdvg(e). (3.41)
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3.3 Comportement de la courbure scalaire a I'infini

En combinant (3.40) et (3.41) on obtient

16 n” /)vg(tuz

g
¢ (/ |Ry(ry — AF P dvgy + / |Ryy — AF \pdvga))
M M

(p—1)(n

p(n +

d <
N Yg(t) =

n—2
n

_1 _pn_
v Ot ([ R - aF i, ) T )
M

— 16

Ainsi en substituant (3.42) dans (3.36), on a

n—2

(p—1)(n— / o\ T
“AF|P vy < —1 Y (M, AR
/ }Rg(t) ‘ V() < —16 (n—|—2) 9o) | Ry(t) |n-2
+C / | Rty — AF [P dvgy + C / | Ryry — A [Pdvg ey
M M

1—1
+ C / |Ryt) — AF|" dvggey + C ( / | Ry —)\F|pdvg(t)) / | Ryy — AF|” duge).
M M M
(3.43)

Si on note par [ et I les deux derniers termes dans I'inégalité (3.43), alors en utilisant
I'inégalité de Holder, il n’est pas difficile de voir que I'on a la majoration suivante

I+1I< O/ |Ry) — AF P dvg + C/ |Ry(ty — AF[Pdvy .
M M

Ainsi (3.43) devient

n—2

d (p—1)(n — / e\ "
— Ry — MF|" dv,pn < — 16 Y (M, Ry — AF |7
i /M | Byt " duger - 2) 90) ( | |
+ C/ |Rg(t) — )\F|p+1dvg(t) + C/ |Rg(t) — )\F|”dvg(t). (3.44)
M M

D’aprés I'inégalité de Holder on a

2p—n+2 n—2
pn 2p
/ Ryt — AF|"" dvgey < ( / |Ry) — AF \pdvg(w) ( / |Ry) — AF|*2 dvg(t))
M M M

ce qui implique, grace a I'inégalité de Young, pour tout € > 0,
2p—n+2 n—2

/M |Ryy — AF|" dugy

n 2p—n _pn_ n
<emw ( Ry — AF[" dvg(o) +e ( / | Ry — AF|™ dvg(t)) :
o M
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Ainsi en choisissant £ = 1522021 ot on utilisant (3.44), on obtient

p(n+2)
d (p—1)(n—1) f B
7 /M [ Ry = AF[" dvyy < = otz ) M) /M | Ry = AF["72 dvg

2p—n+2
2p—n

+ C y {Rg(t) — )\F}p dvg(t) +C (/A'/[ }Rg(t) — /\F‘pdvg(t)>

Le lemme est ainsi démontré.

OJ

Lemme 3.3.2 Soit Y une fonction positive de classe C' sur [0, +00). On suppose qu’il existe
des constantes C, a, 3,0 > 0 telles que

Y'(t) <C(Y*(t)+YP(t), pour tout t >0 (3.45)
ct 1
t£+moo t YY(s) = 0. (3.46)
Alors on a
lim Y (t) = 0.
t—+oo

Démonstration. Notre but est de démontrer que Y () T 0, i.e
—+00

Ve>0, 3T >0 : Vt>T, onaY(t) <e. (3.47)
Par (3.46) il existe une suite réelle (¢;) telle que

lim Y(¢;) =0avec j <t; <j+1, pour tout j € N.

j—+oo

Il en decoule que pour tout € > 0, il existe jo € N tel que

J+1 146
Vi > o Yity) < S et / v < (5), (3.48)
5 5

ol 0 > 1 est une constante a déterminer plus tard.

Montrons que (3.47) est vraie pour T = ¢ 1. En effet, supposons que (3.47) ne soit pas
vraie. Il existe donc t > T tel que Y (t) > €. Posons alors

Ty=if{t>T : Y(t) >e}.

On a par continuité de Y,
Y(Ty) =« (3.49)
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3.3 Comportement de la courbure scalaire a I'infini
et

Y(t)<e siT<t<T. (3.50)

Soit j; € N défini par

tjl = maX{ t] : t] < Tl }

Alors on a necéssairement t;, < T} <t et
tjl Z tj0+1 == T (351)

Ainsi il découle de (3.48)
€

Si on multiplie (3.45) par Y?, on obtient
(YHY <Cc1+0) (Y +YP)Y?

et en intégrant entre ¢; et 77, on a

Y(Ty) < YY)+ C(1+0) /Tl(Ya + Y)Y (t)dt.

En utilisant (3.50), (3.51) et (3.52), on obtient donc

e\ 1+0 T 0
Y(Th) < (5) +C(1+0)(e*+ 85)/ YO (t)dt.
ti1
Sans perte de généralité, on peut supposer 0 < ¢ < 1. La derniére inégalité devient donc
e\ 1+0 T 0
Y(Ty) < (5) +20(1 +9)/ YO(t)dt. (3.53)
t

1
Maintenant, comme jo < j; < t;, <71 <tj+1 < j1+ 2, on a en utilisant (3.48)
Ty J1+1 J1+2 c c c
/ YO(t)dt < / YO(t)dt +/ YOt)dt < ~ 4+ < = 2=
t i i+l o o 0

et en substituant dans (3.53), on obtient

£ 5 £
- < -44C(1 -
5 S 5—1— O —|—9)5

car ¢ < 1 et § > 1. En choisissant § = 2 (1 +4C(1+ 0)), on obtient Y (T1) < 5, ce qui
contredit (3.49). Le lemme est ainsi démontré.

Y(T)) < (%)M +4C(1 4 6)

O

Maintenant on démontre la proposition 3.3.1
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CHAPITRE 3 : Flot de Yamabe avec courbure scalaire prescrite : le cas positif

Démonstration de la proposition 3.3.1. Dans ce qui suit C désigne une constante po-
sitive qui dépend de M, go, ug, F' et p, dont la valeur peut changer d’une ligne a une autre.

Soit ¢,(t) = / ‘Rg(t) — )\F|p dvgy. D’aprés le lemme 3.3.1, on a :
M

sip< %, ¢p(t) vérifie I'inégalité :

/ n=2 1—%
¢p(t) < =g s (1) + C 6p(t) + Cdp 7 (1) a(t), (3.54)
sip> g, ¢p(t) vérifie 'inégaliteé :
n—2 2p—n+2
B(1) < —moh (1) +C 67 " (1) +C y(t), (3.55)
oit ap =2 =2Y (M, go) et ay = %Y(M, 9).

Comme le volume de M est constant, en utilisant I'inégalité de Holder il est suffisant
de démontrer la proposition pour une suite py — +00. On va démontrer la proposition par

récurence pour p = pi, avec
k
n
Pr = Do <—> ; A’JGN,
n—2

ou pg € [%, 2] est choisi de telle sorte que p, # & pour tout k& € N. En effet, un tel choix est
toujours possible car il suffit de choisir pg irrationnel dans [%, 2], ce qui implique que py est
irrationnel et donc py # 3.

On commence par montrer la proposition pour p = pg. Comme py < 2, on a par I'inégalité

de Holder ¢, (t) < (bfo (t), et donc il suffit de montrer que
D’apres la proposition 3.1.3, on a

Se(n) = 22—

n+2

n—2 _n—2
n+2f w ()

et comme f(t) < m]Va[uxF par la proposition 3.1.4, alors

_n—2
f M\Rg(w—AF 2 dvg

= -2

d

Pa(t) < —Cag(g(t)). (3.56)

En intégrant (3.56) entre 0 et ¢ on obtient

/ Gals)ds < —C / L e(gs))ds

< C(E(g(0)) — E(g(1))
<c (3.57)
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3.3 Comportement de la courbure scalaire a I'infini

Comme t > 0 est quelconque, on a donc

+oo
Bo(t) dt < C.
0

Maintenant pour montrer que tlim ¢2(t) = 0, on distingue deux cas,
—+00

si2 < g, on utilise (3.54) (en prenant p = 2), alors on a,

By(t) < C pult) + Co3 (1),

Si2> g, dans ce cas on a n = 3, on utilise (3.55) :

dy(t) < Chy(t) + Ca(t).

Dans les deux cas, en utilisant (3.58) on peut appliquer le lemme 3.3.2, qui donne

(3.58)

(3.59)

Maintenant on suppose que la proposition 3.3.1 est vraie pour p = py et on va la démontrer

pour pi.1. On suppose donc,
lim ¢Pk( )=0

t—+00

et on va montrer que

lim ¢, ,(t) =0.

t—-+o0
Tout d’abord on va démontrer que
t+1
lim ¢pk+1 (S)dS =0.

t—+00 ¢

L. n n
Comme py, # 5, on distingue deux cas : pp < 5 et pp > 5

Sipr < g, on applique I'inégalité (3.54) avec p = pj et on obtient

1

1— L
¢;k (t) < a0¢pk+1( ) +C ¢pk( ) + C¢pk " (t)¢2(t)'
En intégrant (3.62) entre ¢ et ¢ + 1, on obtient

t+1

(3.60)

(3.61)

(3.62)

n—2 t+1 t+1 1— L
¢pk (t + 1) + Qo ¢Pkn+1 (S) S ¢pk <t> + C/ ¢pk(8) ds + C/ ¢pk o (5)¢2<3)d8

t
et en utilisant (3.59) et (3.60) on obtient donc
t+1
lim ¢pk+1( )ds = 0.

t——+00 ¢
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Si pr > %, on applique 'inégalité (3.55) au lieu de (3.54) et on procéde comme dans le

cas pp < 5. Ainsi (3.61) est démontrée.

n
Maintenant montrons que tli+m ®pr., (1) = 0. La encore on distingue deux cas : pyiq < B
—+o0
n
et prt1 > 9
n .
Sipra1 < 5 on applique I'inégalité (3.54) avec p = py41 et on obtient
1— 1
s (£) < Cp .y (1) + O 1 (D) (t) (3.63)

mais par (3.59) on a ¢o(t) < C. D’ou

1

O () < Cper () + Cop 70 (1)

Maintenant il suffit d’appliquer le lemme 3.3.2 en utilisant I'inégalité (3.61) pour avoir

lim ¢Pk+1(t) = 0.

t—+o00

Si pri1 > g, on applique l'inégalité (3.55) au lieu de (3.54) et on procéde comme dans le
cas pry1 < 5.

La proposition est ainsi démontrée.
O

Maintenant on va démontrer que la courbure scalaire I, est minorée par une constante
indépendante de t.

Proposition 3.3.2 [l existe une contante positive C' indépendante de t, telle que
Rg(t) >-C Vt>0.

Démonstration. Dans ce qui suit, C' désigne une constante positive qui dépend de ug, go
et F', dont la valeur change d’une ligne & une autre.
D’aprés (3.8) du lemme 3.1.1, on a

4 n—1
ORyry = —=5 oty (By) = AF) + 4= Do) (R = AF) .-
En posant R= Ry — AF, on obtient
ot — 2 (E+AF>§+4”_1A§—F3A (3.64)
T g2 n+2 v '
Mais,
n—2,, 2 4 -1
O\ = —Qn n 2f y |Rg(t) — AF| dvgy + n——i-Q)\f .y F(Rg(t) — AF)dvg(t).
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3.3 Comportement de la courbure scalaire a I'infini

Or d’apres la proposition 3.3.1 on a
/ ’Rg(t) — /\F\pdvg(t) <C Vp>1,
M

et comme Cy < f < mAz}xF et 0 < A(t) < C) d’apres la proposition (3.1.4), alors il existe

une constante positive C' telle que

0N < C.
D’autre part, il existe une constante positive C' telle que
IANF| < C.
Il découle de (3.64) que

~ n-1 ~ 4 ~ ~
HR>4—AN, nR+ ——R?>—C|R| - C. 3.65
bt 24— g(t) +n+2 |R| ( )

Fixons t € [0, +00) et soit (xg,tg) € M x [0,t] tel que R(zo,to) = Mmi[(r)l}é. Sitg =0,
%[0,

alors min R = E(xo, 0), et donc
M x10,t]

min R(z,t) > min R(z,0).
zeM xeM

Alors par definition de E(m, t), on conclut qu’il existe une constante C' telle que
. > mi _C
min R(x,t) > min Ry(xz) — C
Si to > 0, alors on a 9,R(xq,ty) < 0 et AR(z,to) > 0, alors d’aprés (3.65), on obtient

4
n+ 2

0> |R (0, t0)]? — C|R(zo, to)| — C.

Posons S = |R(zo, to)|, on sait que
4
n+2

2 / 16C
si et seulement si S < S := nt C+4/C?2+ )
8 n+2

Donc on conclut que

S?—C0S-C<0

|R(z0,t0)| < 5

et par suite

R(ZL‘(), tg) Z —51.

Finalement, par definition de S et ﬁ, on déduit qu’il existe une constante positive C' telle
que
R(z,t) > —C.

Ceci achéve la démonstration de la proposition. 0
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CHAPITRE 3 : Flot de Yamabe avec courbure scalaire prescrite : le cas positif
3.4 Comportement du flot a 'infim

Dans cette section nous allons étudier le comportement asymptotique du flot g(¢) lorsque
t — +o00. On mettra en évidence des conditions assurant sa convergence et on donnera une
description précise de son profil en cas d’explosion (non convergence). On constatera ainsi
des phénomeénes comme celui de la « formation des bulles » déja rencontrés dans ’étude du
flot de Yamabe .

Une conséquence directe de proposition 3.3.1 de la section précédente est que pour toute
suite t, — oo, la suite u, := u(t,) est une suite de Palais-Smale dans H'(M) pour la
fonctionnelle FE, ie FE(u,) est bornée et dE(u,) e 0 dans H~'(M), ou dE(u,) est la

différentielle de £ en u,. En effet, si on prend p = n2—f:2 dans la proposition 3.3.1 on a

V——+00

lim / |Rg(ty)) — )\(t,,)F|”7f2dUg(tV) = 0,
M

i.e )

w2

dvg, = 0. (3.66)

n+2
lim cnDou, — Rouy, + A(t,) Fu,™?

D’autres part, un calcul simple montre que
dE(u,)(p) = / (—anu,, + Rou, — )\(tl,)Fuﬁ“> ¢dvg,, pour tout p € H' (M),
M
ce qui donne par I'inégalité de Holder puis I'injection de Sobolev H'(M) C L%(M) :

HdE<uu)”H—1(M) < C||—crAu, + Rou, — )\(tV)FuF

2n :
Ln+2 (M)

‘ 2n

Ainsi par (3.66) on a ||dE(u, )| g-1(y — 0.
v——+00
Avant de donner un premier résultat sur le comportement de la suite (u, ) lorsque v — oo,
nous avons besoin d’introduire quelques définitions et notations.

On dit qu'une famille de fonctions @, € C>®(M) avec p € M et 0 < e < &g, ot g9 > 0
assez petit, est du type « bulle standard » si elle vérifie la propriété suivante :

n—2

c ) : si x € B(p,0)

e +d(p,x)?

me(o) = o

— n—2
pellczanpee < €€

ou 0 < 0 < inj,, (rayon d’injectivité de (M, go)) et C' > 0 sont des constantes indépendantes
de (p,e), et d(p,.) désigne la fonction distance riemannienne (par rapport a go) au point p.

Gréce aux travaux désormais classiques de Bahri-Coron [3] et Struwe [26], quitte & passer
a une sous-suite de (u,), nous avons la proposition suivante :
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3.4 Comportement du flot a I'infini

Proposition 3.4.1 Il existe un entier m > 0, une suite de points x, € M avec 1 <k <m,
v > 1, une famille de réels positifs vérifiant ey, —+> 0 pour tout 1 < k < m, et une fonction
V—r+00

0 < o € C®(M) telles que :
1. La fonction uy, satisfait l’équation
—CnAgling + Rotlog = Ao Fuil) |
0l Ao = lim A(%,).
V——+00

2. Pour tout i # j, on a

Siw Wi, Ti)

gj,z/ 8i,l/ Ei,ugj,u

— +00.
v—400

3. Tk, —> x pour tout k=1,..m, ot x1,...,x, € M sont tels que F(xg) >0 et
v——+00

— 0,
v——+00
HI(M)

n—2
" fAn(n —1)\ T _
Uy = too = Z (m> Uz ek,

k=1

ot (p.) est une famille quelconque de fonctions de type « bulle standard », i.e vérifiant
la propriété (3.67).

La proposition précédente donne une déscription a I’échelle « microscopique » de la suite
(u,) autour des points de concentration xq,--- , z,,. Ce phénoméme est connu sous le nom
de « formation des bulles » dans la littérature. Ainsi si m = 0 dans la proposition 3.4.1, il
n’y a pas de points de concentration et par suite, (u,) va converger dans H'(M) vers une

n—2

fonction us, > 0 car le volume de g, = u, ° gy est constant. Une fois la concentration du
volume est écartée, on peut montrer que u(t) est bornée dans C*°(M) (uniformément en t)
et converge vers u,, par un résultat général de Simon [25] sur la convergence des solutions
des équations paraboliques du second ordre. Avant de donner des conditions sur la fonction
F' permettant d’écarter la concentration du volume, nous allons donner quelques propriétés
de la fonction uq.

Proposition 3.4.2 On a soit us, > 0 ou bien us = 0. Autrement dit, Si us, $’annule en
un point, alors us est nulle partout.

Démonstration. La fonction u., satisfait I’équation suivante

n+2

CnDolse — Rollse + Aac Fuss? =0,

_4
Agliss = Uso C,," (RO — )\OOFU&‘2) )
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Comme s, > 0, d’aprés le principe du maximum de Hopf (voir Chapitre 1), us est soit par-
tout strictement positive, soit identiquement nulle. Ceci achéve la preuve de la proposition. [

Avant de donner une deuxiéme propriété importante, rappelons que 'énergie F est dé-
croissante le long du flot. Ce qui a pour conséquence que la suite F(u,) a une limite E
indépendante de la suite (¢,). En fait, on a

Eo = lim E(u(t)).

t——+o0

Notons ici que par définition de E on a

B(w) = f(0)'7 [ (@ Vuf + Boud)doy = (6)'5"Y (0, 0
M
car .
/ up > dvg, = Vol(M, g(t,) = 1.
M

2—n
2—n

Comme f(t,) » > (mﬁx F> ", alors on a
Buy) = (max F) " Y(M, o).
d’ou par passage a la limite

2-n -1
E. > <m]\z}X F) " Y (M, g) et Ao > (mAz}XF) Y (M, go).
La proposition suivante est encore plus précise que l'inégalité ci-dessus sur F.,.

Proposition 3.4.3 FE, vérifie :

1. St us =0, alors

B — (i ﬂ) " (3.68)

2. Sius >0, alors
n 7 Y Sn % ;

Démonstration. On rappelle que f(t) vérifie Cy < f(t) < I%E}XF par la proposition 3.1.4.
Alors quitte & extraire une sous-suite, on peut supposer que lirf f(ty) = foo = Cy > 0. On
Vv——+00

a donc

foo = lim f(tl/)

V——+00

_2n_
= lim F(x)u;™ dog,.
v—=+400 Jar
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Mais d’aprés la partie 3 de la proposition 3.4.1 on a

n—2
4n n — 1 4
= Uoo + Z ()\ F(zy) ) Ugy ep,, T o(1),

ot o(1) — 0 dans H'(M). Donc,

v—00

2 2n_
: " (dn(n— 1)\ T _ e
Y M (u"" > ( Ao F(2r) ) okern T 0<1>> dvg,.

Un calcul simple qui utilise les propriétés de la fonction %, , ., , nous donne

2n

dn(n — 1) o
foo = /M F(z)us i dvg, + hm Z ()\ P > F(xy) /M Uz o er, AUgs - (3.70)

Ici on distingue deux cas : Uy, = 0 et Uy > 0.

Si us = 0, de (3.70) on a

(4n(n —1))2 2n
PR UL S,
VHOOZ; )\ S F () ns2 fyp TR

Un calcul comme dans Hebey [16] (chapitre 6, Théoréme 6.2.13), nous donne

2n

Y \?
llm Eﬁk vi€k,v dvgo - (4(&) . (371)
n

v—=+400 Jar n — 1)

On obtient donc

m n

- ; )\o%oF@k)nT_2

n _2
En multipliant par A% et en remarquant que A\, = Fy foo™, on a donc

=LY (SY)2 "
Ey = — = | -
(& 7]

Supposons maintenant u., > 0. Comme u,, vérifie ’équation
n+2

—CnAgUoss + Rollog = Moo Fuds?,

alors en multipliant par u., et en intégrant sur M, on obtient

/ (cn|Vuso|g + RouZ,) dvg, = Aoo/ Fugo% dvg,.
M M
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/ (cn|Vuoo|2 + Rouio) dvy,
M

n—2

o o
(/ Fuk? dvgo>
M
2n_ E(uy, 3
/Fu{;o2 dvgoz( (u )) .
M Aso

En substituant dans (3.70) et en utilisant (3.71), on a donc

= (5) e (2555)

. D’ou

Orona F(ux)=

n _2
En multipliant par \% et en remarquant que A\, = F foo", on obtient
m
n Y(S"
B = B =
Ce qui achéve la preuve de la proposition. 0

Comme on va le voir dans la preuve du théoréme 3.4.1 ci-dessus, la cas u, = 0 dans la
proposition précédente ne peut avoir lieu que lorsque m # 0. Il découle de cette proposition,
grace a la décroissance de I’énérgie, que si m # 0, alors 'énérgie de la donnée initiale wug
vérifie :

Y(s")

E(ug) > —
(o) (maxy F)" %

(3.72)

En supposant que (3.72) ne soit pas vérifiée, la proposition 3.4.3 implique que m = 0.
Ainsi I'absence des points (z¥) dans la proposition 3.4.1 implique la non concentration du
volume. C’est le point clé qui permet au flot de converger. Plus précisément, nous avons le
théoréme suivant :

Théoréme 3.4.1 Supposons que Ry > 0 et ' € C°(M) telle que H}VE}XF > 0. Alors pour

4
toute donnée initiale ¢° = uj~’ go avec ug vérifiant

v (3.73)

E(ug) < -
W) <

le flot g(t) donné par le théoréme 3.2.1 converge dans C®(M) vers une mélrique g, de
courbure scalaire égale a Ao F', pour une constante Ao, > 0..
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3.4 Comportement du flot a I'infini

Dans ce théoréme la métrique limite g, a pour courbure scalaire A\, F. On en déduit que

n—

_n-2
I est la courbure scalaire de la métrique conforme Ao * goo.

Démonstration. Nous allons tout d’abord montrer que le volume ne se concentre pas.
Plus précisément, Pour chaque z fixé dans M, on va montrer que pour tout n > 0, il existe
r > 0 tel que pour tout ¢ € [0,+00), on ait

/ u(t)n%dvgo <. (3.74)
B(z,r)

En effet, supposons que (3.74) ne soit pas vraie. Alors, il existe un 7y > 0 et une suite
t; — 400 tels que

/ u(tj)%dvgo > 19 pour tout j > 1. (3.75)
5(=.})
Appliquons la proposition 3.4.1 & la suite u; = u(t;). On va distinguer deux cas concernant

Pentier m dans la proposition 3.4.1 :

Supposons m > 0. Alors on a grace a la proposition 3.4.3

Eoo 2 %7
(maxy F) n

et par hypothése (3.73 ) on a
Y (S™)
(maxys F')

On en déduit que E(ug) = Fs. Comme Ey < E(u(t)) < E(ug) par décroissance de E(u(t)),
on a donc E(u(t)) est constante. Mais,

n

d n—2 _n—2
n+2 , no _
= —2n — 2f n .y ’atu|2u deg(t)
et comme u > 0, alors
8tu = 0,

2n

ce qui implique que le flot est constant. Ainsi si on choisit > 0 tel que / u(0)n-2dvgy, <
B(z,r)

%, on aura pour tout ¢t > 0,

[P, = [ w0, <7,
B(z,r) B(z,r) 2

ce qui est en contradiction avec (3.75).
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Maintenant on suppose m = 0. D’aprés la partie 3 de la proposition 3.4.1, on a u; — us
dans H'(M). En particulier, grace a I'inégalité de Sobolev, u; — us dans L%(M) Ainsi

2n_
si on choisit un r > 0 tel que uds dvg, < %, on aura pour j assez grand

22 70
/ U; 2dvgo < ?7
B(z,r)

ce qui contredit (3.75). Ainsi (3.74) est démontrée.

Maintenant pour compléter la preuve du théoréme on va montrer que u(t) est majorée
inférieurement et supérieurement par des constantes indépendantes de t. Cest 1a que va
intervenir la non concentration du volume qui nous permettra d’appliquer le théoréme de
régularité intérieure (théoréme 1.2.8 du chapitre 1) et I'inégalité de Harnack (théoréme 1.2.9
du chapitre 1). Comme dans les précédentes preuves, on notera par C' une constante positive
indépendante de ¢t dont la valeur peut changer d’une ligne a 'autre. Soit x € M fixé et soit
17, comme dans le théoréme 1.2.8. Tl nous faudra trouver r > 0 vérifiant pour tout ¢ > 0 :

/ | Ryt dvgey < mi,
Br(x)

S n
ouq> 3.

Fixons p > ¢ > 5. On a
[ Ry [Pdvg(ey = / [Rg(t) — A"+ AF[Pdugq
M M

<C / [ Ryty = AFPdvg(y + C / [AF[Pduge),
M M

D’aprés la proposition 3.3.1 on a |Rgt) — AF|P dvgy < C, et par la proposition 3.1.4 on
M
a |\F| < C.Dou
/ | Rty [Pdugy < C.
M

Et d’aprés (3.74), pour tout 7, il existe un réel r > 0 tel que

/ dvgy < 1o,
Br(x)

pour tout ¢t > 0. Donc, par I'inégalité de Hoélder on a
p—g

q P—qg

P p
/ | Ry(o)|*dvgy < ( / \Rg@)!pdvg(t)) < / dvg(t)) ;
Br(z) By (z) By (z)

—q

p D
< Clang” .
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3.4 Comportement du flot a I'infini
p—q
P

En chosissant 19 > 0 tel que 05770 <7 on a donc

/ | Ry dvgry < mi-
By ()

Grace au théoréme 1.2.8 on conclut que

n—2

_ o .
u(z,t) < C P (/ dvg(t)) <C T
By ()

car / dvgy = 1. On a ainsi démontré que u est majorée uniformément en ¢.
M

Maintenant on va trouver une borne inférieure de u indépendante de ¢. Pour cela on pose

_4

a=Ry+C ( sup u(z, t)) ,
)

(z,t)eM x[0,400

ou C' est la constante dans la proposition 3.3.2.

On a

—c, Au(t) + au(t) > —c,Aou(t) + Rou(t) + Cu(t)%g
(R + Cu(t) 2 > 0.

Ainsi d’aprés l'inégalité de Harnack (théoréme 1.2.9), on conclut que

n+2

n—2 n
inf wu(x,t) (Sup u(:z:,t)) > C’/ u%dvgo =C,
M

zeM zEM

par suite il existe une constante C” > 0 indépendante de t telle que

inf u(z,t) > C".
zeM
Maintenant pour montrer que u est bornée dans 'espace de Holder C%2 (M x [0, 4-00)),
on procede de la méme fagon que pour la preuve de la proposition 2.3.4 du chapitre 2 (cas
Ry < 0). La preuve est identiquement la méme, la seule différence est qu’il faut utiliser la
proposition 3.3.1 au lieu de la proposition 2.3.3.
Ainsi la théorie classique de régularité parabolique (voir théoréme 1.2.5 du chapitre 1)
appliquée a (3.2), implique que u est bornée dans C?*+**+3 (M x [0, +-00)) pour tout k € N.
En particulier, on a pour tout k£ € N,

lull e (arxjo,400)) < Chs (3.76)
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ou (Y}, est une constante positive dépendant de ug, go, F et k.

D’aprés (3.76) il existe une suite t, — +00 et uy € C°(M), telle que

u(t,) — U dans C*(M).

v——+00

De plus comme u(z,t) > C, avec C' > 0 indépendante de ¢, on a uy > C. On a également par
4

passage a la limite Ry, —+> R, ., avec goo = uss’ go. D’autre part, d’aprés la proposition
V—r+00
3.3.1o0n a
lim / |Rg(t,) — A(t,)F|Pdvgq,) = 0 pour tout p > 1.
M

v——40o0

On en déduit donc que R, = A F, avec Ao = lim A(¢,).

v——+00

D’aprés un résultat de Simon [25], us est I'unique limite de u(t) lorsque ¢ — +o0. Le

théoréme 3.4.2 est donc démontré.
OJ

On peut se poser la question s’il existe une donnée initiale ug vérifiant la condition (3.73)
dans le théoréme 3.4.1. Le travail de Escobar-Schoen [12] nous dit que la réponse est positive
dans certains cas. C’est le cas par exemple si M est de dimension 3 et non conformément
équivalente & S?. Nous en déduisons le corollaire suivant :

Corollaire 3.4.1 Supposons que (M, go) est de dimension 3 avec Ry > 0 et qu’elle n’est pas
conformément équivalente o la sphére euclidienne S3. Alors toute fonction F € C*®(M) telle
que mj\z}xF > 0 est la courbure scalaire d’une métrique conforme a go.

Notons ici que le cas de la sphére S™ est exclu par ce corollaire. Le probléme de la courbure
scalaire prescrite sur la sphére S™, connu sous le nom « probléme de Nirenberg », est trés
délicat a étudier a cause de la richesse de la géométrie de la sphére. De nombreux auteurs
se sont intéressés a ce probléme depuis plusieurs années, voir [2], [4], [9], [10], [17], [19], [23].
Tous ses travaux abordent le probléme de Nirenberg par la méthode variationnelle. Comme

nous l'avons déja signalé ci-dessus, le seul travail qui étudie ce probléme par une méthode
du flot est celui de Chen-Xu [10].

4

Dans le théoréme 3.4.1 ci-dessus, on suppose que la donnée initiale ¢° = uj>go vérifie
la condition (3.73). Comme dans le cas du flot de Yamabe (F' constante), on peut se poser
la question de savoir s’il existe des conditions sur la fonction F' qui guarantissent la conver-
gence du flot pour toute donnée initiale ¢° ? Une premiére tentative de réponse est de faire
I’hypothése suivante :

On suppose qu’il existe une famille de fonctions de type « bulle standard » : u, . vérifiant
la propriété (3.67) telle que :

= T n—2> (H)
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pour tout p € M tel que F(p) > 0 et tout 0 < € < g9. On a alors le théoréme de convergence
suivant :

Théoréme 3.4.2 Supposons que Ry > 0 et F' € C®(M) telle que Hl]\%XF > 0 et satisfaisant

4

la condition (H). Alors pour toute donnée initiale ¢° = ui > go avec 0 < ug € C°(M), le
4
flot g(t) = u(t)"=2go donné par le théoréeme 3.2.1 converge dans C°(M) vers une métrique
4

Goo = U 2go de courbure scalaire égale o oo F, pour une constante Ao > 0.

On peut considérer ce théoréme comme une généralisation du résultat de Brendle [7] qui
démontra la convergence du flot de Yamabe, i.e en supposant F' constante, pour toute don-
née initiale lorsque ’hypothése (H) est vérifiée. De plus, il démontre (lorsque F' est constante)
que la condition (H) est automatiquement vérifiée pour toute variété riemannienne compacte
(M, go) de dimension n < 5. Pour les variétés de dimension supérieure, des conditions sup-
plémentaires sur le tenseur de Weyl sont nécessaires (voir Brendle [8]). On peut donc se
poser la question s’il existe des fonctions non constantes pour lesquelles I'hypothése (H) est
vérifiee. Un calcul comme dans Escobar-Schoen [12] montre que si (M, go) est de dimension
3 non conformément équivalente & la sphére S? et I suffisamment proche d’une constante
positive, alors la condition (H) est satisfaite.

La preuve du théoréme 3.4.2 repose sur I'idée que le volume ne se concentre pas lorsque
t — 4o00. Pour cela nous avons besoin de démontrer quelques résultats préliminaires. On
commence par la proposition suivante dont la démonstration sera faite a la fin de ce chapitre.
Dans toute la suite de ce chapitre la fonction F' sera supposée satisfaire la condition (H) ci-
dessus.

Proposition 3.4.4 Soit g(t) = u(t)ﬁgo la solution du flot (3.1) et F' € C*(M) telle que
(H) soit vérifiée. Alors il existe des réels positifs v, C, et ty, tels que

52 (14)

Blu(t) - Bn < C ( JL A(t)Fszdvg@)) (3.77)

pour tout t > tg.

Une fois cette proposition démontrée, elle a pour conséquence la proposition suivante :

Proposition 3.4.5 [l existe une constante C' telle que

/ (/ ()72 | Ry — )\(t)F]2dng) Tdt<C
0 M
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Démonstration. Dans ce qui suit on rappelle que le volume de (M, g(t)) égale & 1. On
désigne par C' une constante positive qui dépend de go, ug et F' dont la valeur change d’une
ligne a une autre. D’aprés la proposition 3.1.3 on a

Ry — AF|” dug.

d n—2 _n—2 2n
G (Blu(v) - Bx) = =257 [ uip)?

D’apres I'inégalité de Hoélder, on a

nt2
on 2n
( / [Ryry — AF !"”dvg(w) < ( / Ry — AF IQdUg(w) :
M M

et comme f = / Fdvgyy < mz}é(F(a:), alors il existe une constante C telle que
M BAS

ol

n+2

d _2n_ _2n_ T

HE0) - ) <=0 ([ uoPRy0 - AP,
M

D’autre part, en utilisant la proposition 3.4.4 on a ,

2n 2n nTtLZ(lJr’Y)
B(0) - Bx < [ w01 Ry - AP,
M

Par suite
%<E<u(t)) — Ey) < —C(E(u(t)) — Ex)T. (3.78)
Ce qui donne
! S R u(t)) — %i w(t)) —
7 Blt)) = Ex) 750 = —1— 7(E( (1)) = Ex) - (B(u(t)) — Ex)
= C. (3.79)

En intégrant (3.79) entre 0 et ¢, on conclut que

donc,
14~
E(u(t)) — Ex < C t 7. (3.80)

En utilisant I'inégalité de Holder on a,

2T . 1
/ ( / u(t)nz(Rg(t)—)\F)zdvgo> dt
T M
2T om % 2T 2
([ Lot ([4)
T M T
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Mais,

d n— 2
—FE(ut)) = -2
dt (u(t)) n+2
alors
o7
[ (] uor
T M
S( n+2
et comme

e /M (Ryry — AF) un2dug,,

1

2
o) — AF) dvgo> dt

1
2

n—2 d
= £E<u<t>>dt) ,

2T

T

(3.81)

d
—tE(u(t)) <0et f < max F, alors il existe une constante positive C telle que

/T2T (/M u(t)> (Ry( — AF) dvgo)%dt

< (2(”71—+_22)c T (E(u(T)) - E(u(QT)))) "

D’aprés (3.80) on a,
Eu(T)) -

donc,

[ ([ ert= e -

-

E(u(2T)) < E(u(T)) — Ex

-~

<(C

3
)\F)dego> dt

<C(T T T5)

<CT .

D’autre part,

[T ([ s - apas, ) an =
0 M

grace a (3.82) on conclut que

[ (] wo -

(3.82)

1 3
/ ( / u(t)n"z(Rg(t)—AF)?dng) dt
0 M

o0 2k+1 )
Dz (R —
X[ (o

1 00
)\F)dego) dt<C >y 2t

<C.

AF)deg()) dt
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: le cas positif

On a le corollaire suivant sur la non concentration du volume :
Corollaire 3.4.2 Pour tout nyg > 0 il existe un réel r > 0 tel que
o2n
/ u(t) n-2 dvgo <o
()

pour tout x € M et tout t > 0.

Démonstration. D’aprés la proposition précédente, on a,

1
/ ( / ()2 | Ry — AF|2dvgo) dt < C,
0 M

donc on peut trouver un 17" > 0 tel que

/ </ u(t)nznz‘Rg(t)—/\F‘Zdvgo) dt < 0
T M 2n

On considére maintenant un réel » > 0 tel que

/ u(t)%dvgo < D
(@) 2

pour tout x € M et tout 0 <t <T.

Donc en utilisant I'équation (3.2), on a

/ ul(t)3 duy, — / u(1) du,
@) B.(@)
T
B / /B,« 27)
2 T
< / / 3| Ry — AF| dug, ds
n+2 B, (z)
2 T
< / / u(s)722 | Ry(s) — AF| dug, ds

T 2
Sn+2 (/Mu n2|R )\F|2dvgo) ds

) dvg, ds

< 2n Mo
T n+22n
<M
-2
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en utilisant (3.83) on en déduit que

/ u(t)%dvgo < / u(T)% dvg, + o
B (x) By (z) 2
< Mo

pour tout x € M et t > 0. Le corollaire est donc démontré. O

Maintenant on est en mesure de démontrer le théoréme 3.4.2.

Démonstration du théoréme 3.4.2. Comme dans les précédentes preuves, dans ce qui
suit C' désigne une constante positive indépendante de ¢ dont la valeur peut changer d’une
ligne & une autre.

On va tout d’abord montrer que u(t) est majorée inférieurement et supérieurement par des
constantes indépendantes de t. C’est 1a que va intervenir la non concentration du volume qui
nous permettra d’appliquer le théoréme de régularité intérieure (théoréme 1.2.8 du chapitre
1) et I'inégalité de Harnack (théoréme 1.2.9 du chapitre 1). Soit 1; comme dans le théoréme
1.2.8. 1l nous faudra trouver r > 0 vérifiant pour tout xr € M :

/ | Ry ‘dvgey < m,
Br(x)

N n
Ollq>§.

Fixons p > ¢ > 5. On a

/ | Ry(t) [Pdvg(ey = / | Ry() — AF + AF[Pdvy
M M
<C | [Ryuy — AF[Pdvgy + C / IAF|Pdvy,
M M

D’aprés la proposition 3.3.1 on a / |Rg(ty — AF|P dvgyy < C, et par la proposition 3.1.4 on
M
a |A\F| < C.Dou

/M |Ryy [P dvgsy < C.

Et d’aprés le corollaire précédent, pour tout 7, il existe un réel r > 0 tel que

/ dvgry < 1o,
By (z)

VeeMetVit>0.
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Donc, par I'inégalité de Holder on a

p—q

En chosissant 79 > 0 tel que 05770” < 7 on a donc

/ | Ry dvgry < mi-
By ()

Grace au théoréme 1.2.8 on conclut que

n—2

. T .
u(z,t) < C r </ dvg(t)) <C T‘TQ,
By (x)

car / dvgyy = 1. On a ainsi démontré que u est majorée uniformément en .
M

Maintenant on va trouver une borne inférieure de v indépendante de t. Pour cela on pose

4

a=Ry+C ( sup u(z, t)) ,
)

(z,t)eM x[0,+00

ott C est la constante dans la proposition 3.3.2.

On a

—c, Au(t) + au(t) > —c,Aou(t) + Rou(t) + C’u(t)%g
(Ry@) + C)u(t) ™2 > 0.

Ainsi d’aprés l'inégalité de Harnack (théoréme 1.2.9), on conclut que

n+2

n—2 n
me%ﬂGmwmwo zc/ufm%@=a
zeM M

zeM

par suite il existe une constante C’ > 0 indépendante de t telle que

inf u(z,t) > C".
reM

Maintenant pour montrer que u est bornée dans l'espace de Holder C2 (M x [0, +00)),
on procede de la méme fagon que pour la preuve de la proposition 2.3.4 du chapitre 2 (cas
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Ry < 0). La preuve est identiquement la méme, la seule différence est qu’il faut utiliser la
proposition 3.3.1 au lieu de la proposition 2.3.3.

Ainsi la théorie classique de régularité parabolique (voir théoréme 1.2.5 du chapitre 1)
appliquée a (3.2), implique que u est bornée dans C?*+**+5 (M x [0, +-00)) pour tout k € N.
En particulier, on a pour tout k£ € N,

lullor (arxo,+o0)) < Chy (3.84)

ou (Y} est une constante positive dépendant de ug, g9, F et k.

D’aprés (3.84) il existe une suite t, — +00 et u,, € C°(M), telle que

u(t,) — us dans C(M).

V——+00

De plus comme u(z,t) > C, avec C' > 0 indépendante de ¢, on a uy, > C. On a également par
passage a la limite Ry, —> R, , avec goo = uégo. D’autre part, d’apreés la proposition
3.3.1ona

lim / |Rg(t,) — A(t,)F|Pdvg,) = 0 pour tout p > 1.

v—-+00

On en déduit donc que R, = Ao F, avec Apo = lLim A(¢,).

V——+00

D’aprés un résultat de Simon [25], us est I'unique limite de u(t) lorsque ¢ — +o0. Le
théoréme 3.4.2 est donc démontré.
[

Preuve de la proposition 3.4.4

Le lemme suivant est une version légérement modifié des propositions 5.6 et 6.15 et des
corollaires 5.5 et 6.10 de 'article de Brendle [7]. La preuve est identique avec des modifications
naturelles concernant la fonction F'. Dans ce qui suit les suites (xy ), (¢x,,) ainsi que les points
(1, ,x,) sont celles de la proposition 3.4.1.

Lemme 3.4.1 Supposons que la fonction F satisfait Uhypothése (H). Alors, il existe des
suites ay y, ..., Qi VETIflANt i, —J>r 1 pour tout k = 1,...,m, et il existe une suite @, €
V—r—+00

C>*(M) vérifiant p, —J>r Uso dans HY (M), telles que si on pose
V—r+00

dn(n —1) =
=@y + Z QL (m) Uey 2.,

et
Wy, = Uy — Uy,
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alors on a, pour v suffisament grand,

n-+ 2

—)\,,/ Fo)?widv,, < (1 - C’o)/ (cn|Vw, [§ + Row}) dvg,,
n—2 M M

ot Cy est une constante positive indépendante de v. De plus, il existe des constantes positives
~v et C telle que pour tout v assez grand on ait :

2
E(v,) < ( )2 + Vs )
2n_ 2n o (147)
+ 4 (/ u, | Ry, — )\(t,,)F|n+2dvgo> :
M

Le lemme précédent nous permet de démontrer la proposition suivante qui est le point
clé pour la démonstration de la proposition 3.4.4.

Proposition 3.4.6 ] existe une constante 0 < v < 1 et une constante C' > 0 telles que

2n_ o 22 (14)
E(u,) — Ex <C (/M uy Ry, — )\(tl,)F\deg()) :

Démonstration. Dans ce qui suit, C' désigne une constante positive qui dépend de ug, go
et F', dont la valeur change d’une ligne & une autre. Rappelons que

2n_
/ uy*dug, = 1,
M

n+2

Ry, = —u, "7 (cpAu, — Ry wy),

v

et si 'on pose
2n

fo=f(t,) = /MFu;‘dego

on a
n—2

E(u,) :/M (culVu|* + Ry up) dog, f,, )

et donc
fv" E(u,) :/ (cn|VuV\ + Ry u ) dvg,.
M

Notons également
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Comme u, = v, + w,, alors

/ (cal V> + Ro u) dug,
M
- / (calV(vy 4+ w)]? + Ro (v, +w,)?) dug,
M
:/ (cn|VvV| +Rowv ) dvg, + / (cn|Vw,,|0+Ro w ) dvy,
M M

+ 2/ (cn (Vv,, Vw,) + Ry v, w,) dug,.
M
Mais

Q/M (cn (Vu,,Vw,) + Ry v, w,) dvg,

(cu|Vwy > + Ro w4 ¢, (Vuy, Vw,) + Ry v, w,) dvg, — 2 /M (cn|Vw, > + Ro w}) duy,
(cn (Vu,, Vw,) + Ry u, w,) dvg, — 2 /M(cn|Vw,,\2 + Ry w?) dvg,

(—cn Aguy, wy, + Ry uy, wy,) dug, — Q/M (cn\Vw,,| + Ry w ) dvg,

u,? Ry, w, dvg, — 2/ (ca| Vw, > + Ro w?) duy,.
M

Donc,
fﬁE(uV) :/ (cn| VU, |2 + Ry v2) duy,
" n+2
+ 2/ u, Ry, w, dug,
M
—/ (cn|Vw, [* + Ry w?) dvy,.
M

Or,

n—2

/ (ca| VU, |2 4+ R v2) dvg, = E(v,) (/ F vyn dvgo) ’ :
M M
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alors

n—2

f:%E(u,,) = E(v,) (/MF UJ% dvgo)n

ni2
+ 2/ u, (R, — Ay Fw, duy,
M

2 _4_
— / <cn|le,\2 + Ry w? — nt )\Z,FUJQUJE) dvg,
M n—2

2 4 n
+ )\l,/ F <_n + vy 2wl +2 (v, + wl,)yfgwl,) dvg, .
M n—2
En utilisant la formule de Taylor pour la fonction h(X) = X nT_Q, on trouve que

X5 <2

(X=1) VX >0
n

2n

Joy Fue=® duy,
o
n—2

2n n n—2
(/ Foup~? dvgo) - fu"
M
-9 2n 2 — 2 n—2
M n n
_2 -2 2n -2
=T / (n Fui = = fV) dvgo,
M n n

2n

fV:/MFuS‘Zdng:/MF(vy+w,,)n2—"2dvgo,

Ainsi, en prenant X = , on obtient

or,

alors

n—2

2n n n—2 2 — 2 2n — 2 n
(/ F oy dvg0> - < f "/ F (n vy — n (v,,—|—w,/)7122) dvg,.
M M n n

D’autre part,
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3.4 Comportement du flot a I'infini

Donc,

n—2

n—2 2n n
for E(u,) < fy o+ (E(v,) — Ex) (/MF v dvgo)
n+2
+2/M ;2 (R, — A\ F)w, duy,
2
—/ (cn|VwV|2—|—R0 w? — n )\ FUZT )2 ?,) dvy,
M n—

— 92 2 2 \
+)\V/ F (n 'UI;L_Q - t ('Uy“f‘wu)%
M n n

n+2 4 n
T 2Uz7_2wz +2 (v, +w,,)"2—2wy> dvg, .
n_

Mais 0 < A, < C (d’aprés Proposition 3.1.4) et F' < max F, alors

n—2

ST Bw) < fum Ba + (E(v,) — Ex) ( /M Fol d%)"

n+42
+2/ L2 (Ry, — M\ Flw, duy,
M

2 4
— / (cn|le,]2 + Ry w? — iA,,Fv;”’w?,) duy,
M n—2

+C/ t ;*Q—Tln (0 + w,) 2
M
2 4 n
— Z i_ QUJ‘ng +2 (v, + wy)%wy dvg,.
Grace a 'inégalité de Holder on a
n+2
/ u, 2 (Ry, — A\ Fw, dug,
M wt (3.85)

_2n_ 2n
<(/ us-2|ng—AyF|wdvgo) ( / |wu|n2dvgo)
M

D’aprés le lemme 3.4.1, on a

n+ 2
n—2

_4
)\l,/ F oy ?w? dug, < (1 - C’O)/ (ca|Vwy[§ + Rowy) dug,,
M M

donc,

2
/ (cn\Vw,,\g + Row? — nT )\ Fu)~ 2w3) dvg, > C’O/ (ca| Vwy[§ + Row?) dug,.
M n-— M
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D’ou par définition de I'invariant de Yamabe Y (M, go)

n—2
2 = N
/ (cn|VMV|g+ROw3—”+ A Fug Qwi) dvg, = CoY (M, go) (/ |wu|"22d%o> '
M n M
(3.86)
D’autre part, on a
_2 2n _2 n 2 i o
G R (vu+wy)5—n+ vy w;, +2(Uu+wv)"22wv
n n n—2
< Cop 0Ty G2 ) O, [,
Donc,
n—2 2 p—2 2 n+2 A, 2
voo— v v)n 2 — v 2 (v, v) 2w, | d
/M —v - (vy +wy) ST W, T (0 4w, ) 7=2w, | dvg,
maXO——3
<0 [ OB i, v [ nf i, (3.5
M

2n n— 2’2
<(C (/ |wy|n—2dvgo)
M

En combinant les trois inégalités (3.85), (3.86) et (3.87), on conclut que

n—2
n—2

57 B < 57 B (0~ ) ([ £ 0 d)

n—2
2n_ 2n
+2 (/ uy | Ry, — A F|n+2dvgo> (/ |w,,|n+2dvgo)
M
on nTQ 7mln{n 272}
—Cc ! (/ |w,,]n—2dvg0) +C (/ \w,,|n—2dvgo> ,
M M

ce qui donne pour v assez grand, en remarquant que w, — 0 dans H'(M) par la proposition
3.4.1,

n—2

n— n— 2n n
Fo E(uy) < fum Es + (E(vy) — Ea) (/ F oo dvgo)
M

n+2

_2n_ on o
+C (/ ui%|R,, — AyFwd%) ,
M

n—2

2n n
et comme (/ F o) dvgo> < C car v, —u, — 0 dans H'(M) et [, u}
M

2n
n—2
dvg, = 1, alors

on obtient :
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3.4 Comportement du flot a I'infini

L B(w) < f7 Bt C(E(v,) — Ex)

n+2

2n_ 2n n
+C (/ uy? | Ry, — )\VF|n+2dvgo) , (3.88)
M

D’autre part, on a par le Lemme 3.4.1 :

E(v,) < <E(uo@)5‘ + %) n

o
2n om nTtLQ(l“F'Y)
+ (/ u, | Ry, — AF Mdvgo) :
M

ce qui donne en utilisant la proposition 3.4.3,

2n_ 2n 2{;2 (1+7)
E(v,) — Ex <C (/ ui?|R,, — /\,,F|n+2dvgo) .
M
En substituant cette inégalité dans (3.88), on obtient

no2 on . 242 (14)
27 (B(u) — Bw) < © ( [ iR, - AVFWczvgo)
M

n+2

2n n n
+ </ ul’|Ry, — AVF|f+zdvgo> ,
M

ce qui donne puisque 0 < v < 1

n+2
neo (1+7)

fom (BE(w)) — BEx) < C (/ wl | Ry, — AF ffzdvgo) ’
M

Mais d’aprés la proposition 3.1.4, on a f, > Cy, alors il existe une constante positive C'
telle que

2n o 42 (14)
E(u,) — Fo < C ( /M W |R,, - )\I,F\dego)

Ce qui achéve la preuve de la proposition. 0

Maintenant on clot ce chapitre avec la démonstration de la proposition 3.4.4.

Démonstration de la proposition 3.4.4. Supposons le contraire, doncona:V0 <y <1
et Vig>0dt >t tels que

2

n 2n n?t?(lJ’JY)
B(t) - Bx = ([ w01 - OFI#,) T
M
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Donc, il existe une suite {t, : v € N} t, — 400 telle que

2n 2n WT-;Q(I—F%)
Blu(t,)) — Ea > ( / u(t,) 2| Ry, — A(t))F md%) .
M

Mais d’aprés la proposition 3.4.6 on a

2n 2n n2t12 (1+’Y)
E(u(t,)) — Ex <C (/ u(t,) =2 |Ry, — \(t,)F|»+2 dvgo) ,
M

ce qui implique que

2
B (=3)

1<C (/ u(t,) 2| R, — )\(t,,)F|n2+n2dvgo)
M

D’autre part, on a d’aprés la proposition 3.3.1

2n 2n "2-;2 (’Y— %)
lim ( / u(t,) 2| Ry, — )\(t,,)F\dego) _o.
M

V—00

On obtient ainsi une contradiction. O
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Titre : Flot de Yamabe avec courbure scalaire

prescrite

Cette thése est consacrée & ’étude d’une famille des
flots géométriques associés au probléme de la courbure
scalaire prescrite sur une variété riemannienne com-
pacte. Plus précisément, si on désigne par (M, gg) une
variété riemannienne compacte de dimension n > 3, et
si '€ C*®°(M) est une fonction donnée, le probléme
de la courbure scalaire prescrite consiste a trouver une
métrique g conforme & gq telle que F' soit sa courbure
scalaire. Ce probléme est équivalent & la résolution de
I'EDP suivante :

_4n
n

-1 n

2Au+Rou:Fu%,u>o, (E)
ou Ry est la courbure scalaire de la métrique initiale
go et A est le laplacien associé a go.

Il s’agit d’une équation elliptique non-linéaire dont la
difficulté principale provient du terme w53 . Hormis le
cas de la spheére standard S™, tous les travaux consacrés
a ’étude de ’équation (E) sont basés sur la méthode
variationnelle.

Dans cette thése, on développe une autre approche ba-
sée sur ’étude d’une famille de flots géométriques qui
permet, entre autres, de résoudre I’équation (E). La
question dépend bien entendu de la métrique initiale
go et en particulier du signe de sa courbure scalaire Ry.

Les flots introduits sont des flots de gradient associés
a deux fonctionnelles distinctes dépendant du signe de
Ry.

La premiére partie de cette thése est consacrée au cas
Ry < 0. On étudie le flot suivant, dont la solution g(t)
est une métrique riemannienne sur M,

{ Ag(t) = — (Ryry — F) 9(t)
g(O) = gO’

_4
ott g% = uj ™ go, avec 0 < ug € C®°(M), est la donnée
initiale, et Ry est la courbure scalaire de g(t).

Dans la deuxiéme partie on traite le cas Ry > 0. On
étudiera le flot :

{ 09(t) = =75 (Rgir) — MOF) g(1)
9(0) = ¢°,
Tg(t)

ou A(t) = 7 avee @) et f(t) sont les valeurs
moyennes respectives de Ry et F.

Dans les deux cas, on démontre ’existence globale du
flot et on étudie son comportement asymptotique &
I'infini.

Mots clé : Meétrique conforme, courbure scalaire, flot
de Yamabe.

Title : Yamabe flow with prescribed scalar cur-
vature

This thesis is devoted to the study of a family of
geometric flows associated with the prescribed scalar
curvature problem on a compact riemannian manifold.
More precisely, if we denote by (M, gp) a compact
riemannian manifold with dimension n > 3, and if
F € C*(M) is a given function, the prescribed scalar
curvature problem consists of finding a conformal me-
tric g to go such that F' is its scalar curvature. This
problem is equivalent to the resolution of the following
PDE :

-1 "
n Au—l—Rou:Fur%g,u>O7
n—2

—4

(E)

where Ry is the scalar curvature of the initial metric
go and A is the laplacian associated with gg.

It is a nonlinear elliptic equation, whose the main dif-
nt2

ficulty comes from the term u»-2. Apart from the case

of the standard sphere S™, all the works that study the

equation (E) are based on the variational method.

In this thesis, we develop another approach based on
the study of a family of geometric flows which allows
to solve equation (E). The resolution of this equation
depends on the initial metric gg and in particular the
sign of its scalar curvature Rj.

The flows introduced are gradient flows associated with
two distinct functional functions depending on the sign
of Ro.

The first part of this thesis is devoted to the case
Ry < 0. We study the following flow, where the so-
lution ¢(¢) is a Riemannian metric on M,

{ Ag(t) = — (Ryry — F) 9(t)
9(0) = ¢°,

_4
where ¢ = uj2go, with 0 < ug € C®(M), is the
initial given, and Ry is the scalar curvature of g(t).

In the second part we treat the case Ry > 0. We will
study the flow :

{ Big(t) = — 735 (Rg(y — ABF) g(t)
9(0) = ¢°,

where \(t) = ?((;)), with ry4) and f(t) are the respec-
tive average values of Ry and F.

In both cases, our aim is to proof the global existence
of the flow and study its asymptotic behavior at infi-
nity.
Keywords : Conformal metric, scalar curvature, Ya-
mabe flow.



