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1.1 Véri�cation et Validation de Simulations Numériques

1.1.1 Cadre de la V&V

Le prototypage virtuel est devenu une étape incontournable dans la conception de sys-

tèmes complexes. En e�et, autrefois, les essais expérimentaux étaient conçus et réalisés

dans l'objectif de quali�er un système tandis que la simulation numérique était utilisée

pour comprendre a posteriori les phénomènes physiques en jeu dans le système. Les deux

activités pouvaient évoluer de manière quasi-indépendante.

Dans le domaine de la mécanique des structures, la méthode des éléments �nis [156] est

très certainement la plus utilisée pour construire les modèles. Modèles qui, d'après [103],

ne sont qu'une représentation simpli�ée d'un système, destinée à améliorer notre capacité

à comprendre, prédire et éventuellement contrôler son comportement.

L'évolution rapide de la puissance de calcul des ordinateurs rend possible la construction

de modèles éléments �nis de plus en plus complexes et détaillés. Néanmoins, ces avancées

en terme de modélisation ne garantissent pas pour autant une meilleure représentation de

la structure réelle, et une confrontation entre les résultats numériques et expérimentaux

montrera souvent que le modèle n'est pas satisfaisant.

Cette incapacité à représenter la réalité de manière �dèle est le fruit d'un amoncèlement

d'incertitudes de natures diverses, tant sur la partie modélisation qu'expérimentale.

Figure 1.1: La �nesse des modèles éléments �nis n'est pas gage de justesse (Source NAS-
TRAN)

L'accumulation de ces limitations rend di�cile la prise de décision à partir de modèles et

ne fait que mettre en exergue la nécessité de développer des méthodologies permettant

d'assurer la crédibilité d'un modèle.

Historiquement, cette question a commencé à être traitée dans les années 90 lorsque le

gouvernement des États-Unis d'Amérique a soumis la question suivante aux départements

d'énergie des laboratoires de Los Alamos et de Sandia National :
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�Comment est-il possible de démontrer et d'entretenir la �abilité de l'arsenal

nucléaire américain sans avoir recours à aucun test en conditions réelles ?�

Figure 1.2: Approche algorithmique de la V&V
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Cette question, cristallisant toute l'importance de la démarche, a permis la formalisation

de procédures pour la Véri�cation et la Validation (V&V) des simulations numériques.

L'American Institute of Aeronautics and Astronautics (AIAA) et l'American Society of

Mechanical Engineers (ASME) ont publié deux documents, respectivement [43] et [134],

présentant la philosophie de la V&V.

La V&V a pour objectif avoué d'établir la capacité d'un modèle numérique donné à fournir

un niveau requis de précision. Ceci en vue d'une prise de décision pour une application

prévue.

Le procédé V&V donne un cadre relativement large, et renvoit vers de nombreuses étapes

de la conception d'un système. Le schéma présenté �gure 1.2 permet d'en dégager assez

naturellement les éléments principaux. Cette �gure met en avant la symbiose devant exister

durant la maturation des parties numérique et expérimentale du projet de conception. Les

phases de véri�cation ainsi que celle de validation sont ici matérialisées par les accolades

rouges pointillées.

La véri�cation, tout d'abord, est le processus déterminant que l'implémentation d'un mo-

dèle représente �dèlement sa description conceptuelle ainsi que sa solution [43]. L'ASME

propose de distinguer cette activité en deux parties ; la première s'assurant de la justesse

des codes de manière à éviter les erreurs de programmation, et la seconde visant à véri�er

que les solutions fournies convergent bien vers la solution vraie. Cette étape peut être mis

en ÷uvre en utilisant un système simple dont les réponses sont connues a priori.

La validation est le processus déterminant dans quelle mesure le modèle est une représen-

tation �dèle de la réalité du point de vue de l'utilisation prévue. Cette étape est basée sur

la confrontation des résultats numériques à la réalité d'un dispositif expérimental conçu

à cet e�et. Dans le cas de structures complexes, composées de di�érents sous-ensembles,

l'ordre dans lequel les di�érents composants doivent être testés n'est pas trivial. L'ASME

apporte une solution en pointant le fait que les systèmes industriels peuvent être hié-

rarchisés tel que présenté �gure 1.3. Dans le cas d'un satellite, la décomposition peut se

faire en charge utile et plateforme, puis dans un second temps, en terme d'instruments,

de boitiers électriques et de panneaux solaires, pour terminer par les éléments les plus

simples qui sont les poutres, coques et composants électriques. Deux stratégies peuvent

alors être adoptées. Soit une validation allant du système complet vers ses sous-éléments

distincts (Top-Down) soit l'inverse (Bottom-Up). La stratégie Bottom-Up est à privilégier

dans le sens où elle permet une validation graduelle des composants jusqu'à l'obtention du

système dans son intégrité. Sa mis en place dans l'avancée du projet est donc plus simple.

Pour chaque niveau de la pyramide, la routine présentée �gure 1.2 doit être appliquée, a�n

de garantir l'e�cacité de la démarche V&V à tous les niveaux de la conception.



1.1. VÉRIFICATION ET VALIDATION DE SIMULATIONS NUMÉRIQUES 5

Figure 1.3: Approches Top-Down et Bottom-Up

L'étape de calibration de modèle, loin d'être intuitive, peut entrainer des erreurs plus

pernicieuses sous la forme d'e�ets de compensations [136, 9]. En d'autres termes, il est

possible que plusieurs modèles di�érents donnent un résultat en accord avec les relevés

expérimentaux. Des critères de sélection de modèle ont été développés a�n de choisir le

modèle tolérant le plus d'incertitudes (en d'autres termes, le plus robuste) vis-à-vis des

paramètres à calibrer.

Un choix doit donc être fait en amont de cette étape, a�n d'établir s'il est plus interessant

(ou matériellement possible) de rechercher un modèle le plus �dèle possible aux données

d'éssai, ou bien un modèle le plus robuste possible vis-à-vis des incertitudes.

1.1.2 Quanti�cation d'incertitudes

Comme il est possible de le constater �gure 1.2, la quanti�cation d'incertitudes apparaît

dans les deux branches du processus de V&V. La quanti�cation d'incertitudes est l'étape

permettant d'assurer que les di�érentes sources de variabilité ont bien été prises en compte

lors de la modélisation ainsi que leur impact sur les réponses d'intérêt.

La classi�cation de l'incertitude est, depuis quelques années, bien établie : on citera, sans

être exhaustif, [134, 69, 41, 85, 106, 125]. Même si les noms di�èrent d'une publication à
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une autre, deux grandes catégories sont communément utilisées :

� les incertitudes aléatoires (ou incertitudes irréductibles, incertitudes stochastiques,

incertitudes intrinsèques, variabilité, incertitudes de type A) sont dues à la variabilité

intrinsèque du système étudié et de son environnement [106]. Elles caractérisent no-

tamment la nature non déterministe d'un système et seront toujours présentes, même

si l'on connait précisément le système. Elles résultent, par exemple, de la variabilité

des propriétés matériaux, de la variabilité des assemblages de composants, de la va-

riabilité des conditions environnementales, etc. Ces incertitudes sont naturellement

susceptibles d'a�ecter le fonctionnement d'un système ;

� les incertitudes épistémiques (ou incertitudes réductibles, incertitudes subjectives,

méconnaissances, ignorance, incertitudes de type B) résultent d'un manque de connais-

sance et doivent pouvoir être diminuées par une augmentation de la quantité d'in-

formation. Il est possible d'y trouver, par exemple, les modèles de comportement

des matériaux, la prise en compte de physiques négligées telles que les non-linéarités

dans le calcul de réponses, les erreurs d'échantillonnage, etc. Ces incertitudes sont

la conséquence de notre incapacité à appréhender complètement des phénomènes

complexes.

Dans [134, 106] une distinction supplémentaire séparant les erreurs des incertitudes est

proposée. Une erreur est dé�nie comme une imprécision identi�able qui n'est pas due à

un manque de connaissance. Les erreurs peuvent être volontaires, par exemple lors d'une

simpli�cation de maillage destinée à accélérer les calculs ; ou involontaires, par exemple

lors d'étourderies dans la programmation. Pour peu que l'analyste ou toute autre personne

prenne le temps de véri�er son travail, les erreurs involontaires sont théoriquement iden-

ti�ables. De même, la motivation, l'entrainement, l'expérience permettent de diminuer le

risque d'erreurs. Les erreurs involontaires semblant alors réductibles, on pourrait tout de

même considérer qu'elles se classent dans la catégorie des incertitudes épistémiques. Mais

d'aucuns objecteront que � l'erreur est humaine �, dans ce cas elle devient une incertitude

intrinsèque. Cette ambiguïté est souvent présente lorsque, acceptant la catégorisation In-

certitudes Irréductibles/Incertitudes Réductibles, on se pose la question : � ces incertitudes

sont-elles réductibles ou irréductibles ? �. Pour une discussion sur l'importance ou non de

distinguer les incertitudes réductibles des incertitudes irréductibles, on pourra lire [41].

Les auteurs y montrent sur deux problèmes de �abilité qu'une mauvaise catégorisation

des incertitudes peut avoir des conséquences sur les résultats des analyses.

Pour �nir, remarquons que Knight [86] désigne par � risque � une incertitude que l'on

peut mesurer et par � incertitude � une incertitude ou un risque que l'on ne peut pas

mesurer. Cette � incertitude � est aussi appelée � incertitude de Knight �.
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Quelle que soit l'incertitude considérée, le moment venu de la formaliser au sein d'un mo-

dèle d'incertitude peut donner lieu à débat. En e�et, à un type d'incertitude ne correspond

pas une forme dédiée de modèle. Dans [41], il est justement indiqué que la caractérisation

de l'incertitude est un choix pragmatique et dépend de l'utilisation du modèle. En e�et,

même si une approche probabiliste semble particulièrement appropriée à une incertitude

de type réductible, le choix du modèle à utiliser reste une décision d'ingénierie devant tenir

compte du but de l'application, et des moyens et connaissances disponibles. Ainsi, pour

les incertitudes épistémiques, certains utiliseront également une approche probabiliste [19]

quand d'autres préfèreront un cadre de méthodologies plus dédiées [21, 96].

Di�érentes approches visant à la modélisation des incertitudes seront présentées section

2.4.4. L'accent sera porté sur les méthodes non-probabilistes, qui sont au c÷ur des appli-

cations entreprises durant ce doctorat.

1.2 Contexte industriel

La procédure de dimensionnement et de quali�cation CNES intègre une logique de vali-

dation et de véri�cation de la structure. Cette section présente les objectifs retenus par le

CNES concernant les exigences de conception mais également la manière dont sont gérées

les incertitudes.

1.2.1 Exigences de conception du CNES

Les exigences de conception découlent directement des trois fonctions que doit assurer la

structure : intégrité, rigidité et stabilité.

Intégrité L'évènement le plus dimensionnant que la structure satellite a à subir au cours

de sa vie est bien entendu le lancement. Pour ce cas, un ensemble de spéci�cations a été

élaboré par les autorités lanceur de manière à assurer la survie du système au cours de son

vol. D'autres sources de dommages peuvent néanmoins exister, notamment lors des trans-

ports du satellite et des opérations de manutention. Bien que le caractère dimensionnant

de ces étapes soit réduit à son minimum possible, des isolements mécaniques peuvent être

à mettre en place.

Le cas particulier de la mise sous pression des réservoirs et accumulateurs exige un dimen-

sionnement et une véri�cation spéci�que.
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En�n, les e�orts de verrouillage des articulations des appendices déployables peuvent éga-

lement être dimensionnants, d'autant que ceux-ci peuvent s'e�ectuer dans des conditions

de températures sévères (entre -150 et +120°C).

Rigidité Le dimensionnement en rigidité s'adresse quant à lui au comportement dyna-

mique du satellite. Il est ici question d'assurer le découplage fréquentiel entre les di�é-

rents systèmes. Tout d'abord entre le lanceur et le satellite, puis entre le satellite et ses

sous-systèmes et équipements. Ceci permet d'éviter les couplages mécaniques et les am-

pli�cations de mouvements. L'objectif �nal est de borner les accélérations à l'intérieur du

satellite.

Maîtriser le comportement dynamique de la structure peut aussi être motivé par des

besoins de stabilisation et de pointage de certains instruments. Si le SCAO (Système de

contrôle d'Attitude et d'Orbite) ne peut être découplé fréquentiellement de certaines struc-

tures (antennes, générateurs solaires...), il est primordial de connaître le comportement de

ces derniers avec le plus de précision possible de manière à le prendre en compte dans

les lois de contrôle. Le cas des instruments de communication et d'observation nécessite

également une grande stabilité de position en dynamique. Ceux-ci sont très sensibles aux

perturbations de faible niveau qui peuvent être ampli�ées par les résonances du système.

Les ordres de grandeur mis en jeu ici sont de quelques microradians pour les positions

angulaires. Ces phénomènes sont classés dans la catégorie des microvibrations.

Stabilité dimensionnelle La stabilité dimensionnelle a trait aux structures du satellite

requérant un grand maintien des alignements. Les exigences moyennes sont de 1/10ièmede

millimètre pour les ré�ecteurs et de l'ordre du micromètre pour les instruments d'obser-

vation optique. Cette stabilité peut être a�ectée par deux types de déformations :

� les biais permanents, qui sont déterministes et compensables en vol par des méca-

nismes à réglages actifs. Ils peuvent être dus à des micro-glissements ou des plasti�-

cations survenant lors du lancement, à l'absence de pesanteur en orbite (le satellite

étant assemblé au sol, sous 1g statique homogène) ou encore par la désorption de

l'humidité con�née dans les matériaux à matrice organique.

� les déformations à variations lentes ou cycliques parmi lesquelles se trouvent les dé-

formations thermo-élastiques liées aux �uctuations de l'environnement thermique en

orbite. Ces �uctuations a�ectent la structure primaire du satellite et donc directe-

ment la longueur des chemins optiques.

Les facteurs environnementaux tels que l'oxygène monoatomique ou les rayonnements

ultraviolets ne sont pas ou très peu dommageables aux structures.
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L'optimisation de la stabilité du satellite est assurée par une approche conjointe des com-

posantes thermiques et structures :

� un contrôle thermique permet de minimiser les variations temporelles et les gradients

de température,

� des choix architecturaux ré�échis permettent une optimisation des coe�cients de

dilatation thermo et hygro-élastiques des matériaux. La mise en place de structures

�ltrantes permet l'isolation des parties sensibles de la structure.

1.2.2 Quanti�cation d'incertitudes et marges de sécurité

En plus de respecter ces trois règles d'or que sont l'intégrité, la rigidité et la stabilité,

une bonne méthodologie de conception d'une structure doit lui permettre de tolérer les

deux familles d'incertitudes décrites plus haut. Ces incertitudes sont en général prises en

considération par les industriels au travers de facteurs et de marges de sécurité.

Dans le cas du CNES, et d'après ECSS-E-ST-32-10C �Structural factors of safety for

space�ight hardware�, la distinction est faite entre les valeurs qui ne dépendent que de

l'environnement ou du chargement appliqué à la structure, et les valeurs qui ne dépendent

que de la structure elle même.

Pour la première catégorie, la charge limite (LL pour Limit Load) représentant les charges

maximales susceptibles d'être rencontrées en vol (avec une probabilité associée le cas

échéant) est dé�nie et sert de base à toutes les charges pouvant être utilisées au cours

de la conception du satellite. Ces charges sont modulées par un facteur de sécurité qui leur

est propre. Sont ainsi dé�nies :

� La charge de quali�cation (QL pour Quali�cation Load) représentant les charges

rencontrées lors des essais de quali�cation telle que :

QL = LL×KQ (1.1)

� La charge de recette (AL pour Acceptance Load) pour les charges rencontrées en

essai de recette telle que :

AL = LL×KA (1.2)

� La charge de dimensionnement (DLL pour Design Limit Load) telle que :

DLL = A× LL (1.3)
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� La charge à limite élastique (DY L pour Design Yield Load) qui est comparée à la

charge acceptable à limite élastique, telle que :

DY L = B ×DLL (1.4)

� La charge extrême ou ultime (DUL pour Design Ultimate Load) qui est comparée à

la charge acceptable extrême ou ultime, telle que :

DUL = C ×DLL (1.5)

Pour la seconde catégorie, sont dé�nies :

� La charge acceptable à la limite élastique qui couvre les valeurs maximales de sol-

licitation n'entrainant pas de plasti�cation des matériaux (0.2% de déformation est

en général toléré)

� La charge acceptable extrême ou ultime, qui est la valeur de sollicitation pour laquelle

la structure est soumise à la rupture et/ou au �ambage. Elle caractérise donc les

sollicitations minimales entraînant la ruine de la structure.

Les facteurs A, B et C sont de la forme :

A = KQ×KM ×KP B = FOSY ×KLD C = FOSU ×KLD (1.6)

où :

� KM est un facteur couvrant les incertitudes de modélisation, il varie entre 1.2 au

début du projet à 1 après recalage.

� KP atteste de l'état de maturité du projet et couvre les éventuels changements

d'aménagement. Il varie également communément de 1.2 à 1.

� KLD prend en compte les di�cultés de modélisations locales ou l'absence de métho-

dologie de dimensionnement �able. Il est en général �xé à une valeur de 1.2 pour

représenter les discontinuités de la structure au sein des composites, des liaisons et

des insertions.

� FOSY et FOSU correspondent respectivement aux facteurs de sécurité (Factor

Of Safety) de la limite élastique (Yield) et ultime (Ultimate). Ils dépendent des

matériaux et des conditions de véri�cation considérés. En se rapportant au tableau

1.1, il est notable que FOSY ne s'applique qu'aux matériaux métalliques, les autres

matériaux étant caractérisés par un comportement fragile avec un domaine élastique

quasi inexistant. Les di�érences existantes entre le cas avec ou sans essai tiennent à
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la volonté de ne pas dégrader la structure lors des essais de quali�cation. Ces valeurs

font toujours l'objet d'un accord avec le client et de la législation applicable.

Métaux Composites Verres ou céramiques
Analyse et essai FOSY = 1.1 FOSU = 1.25 FOSU = 2.5

FOSU = 1.25
Analyse seule FOSY = 1.25 FOSU=2 FOSU = 5

FOSU = 2

Table 1.1: Valeurs de FOSY et FOSU en fonction du matériau et du type de véri�cation

D'une manière générale, les valeurs préconisées par les ECSS (European Cooperation or

Space Standardization) ne sont applicables que dans le cadre du strict respect de l'intégra-

lité des exigences ECSS. Tout écart doit être compensé par une adaptation des valeurs.

Cette approche consistant à instaurer des coe�cients de sécurité sou�re de deux faiblesses

potentielles. Tout d'abord, l'accumulation des facteurs de sécurité à chaque niveau de

décomposition du système (élément unitaire, sous-ensemble puis assemblage) peut mener

à un surdimensionnement de ce dernier, et donc à une structure inutilement lourde. De

plus, l'arrivée de nouveaux matériaux et technologies peut mener à des comportements

exotiques de la structure qui n'entrent plus dans la logique des facteurs de sécurité utilisés

jusqu'à présent.

1.3 Objectifs scienti�ques du doctorat

Les travaux présentés dans cette thèse visent à apporter des outils d'aide à la décision

à partir de modèles prenant en compte une représentation des di�érentes sources d'in-

certitudes du système. Il est en e�et possible en utilisant des simulations numériques de

développer des indicateurs de support à la décision sous un certain niveau d'incertitude

aléatoire ou épistémique. Le principe de conception est ici utilisé au sens large, et peut

entrer dans le cadre du dimensionnement structural de composants, de la dé�nition de

l'amplitude d'excitation maximale d'un essai, ou encore de la mise en place d'une distri-

bution de capteurs.

La littérature traitant de l'impact des incertitudes aléatoires grâce à des méthodes pro-

babilistes pour la conception robuste, la validation ou encore la calibration de modèles

est très riche. Il apparaît cependant très rapidement qu'une approche purement proba-

biliste ne peut pas s'appliquer à tous les domaines et tous les problèmes. En e�et, dans

la plupart des problèmes d'ingénierie, de nombreuses sources d'incertitudes ne sont pas



12 CHAPITRE 1. INTRODUCTION GÉNÉRALE

de nature probabiliste. Dans le cas plus particulier du spatial, où les structures sont en

général en exemplaire unique, il est impossible pour la plupart des paramètres de mener

des études basées sur les populations, et donc de construire proprement les fonctions de

densité de probabilité. Dans ce contexte de grandes incertitudes, où la di�érence entre ce

qui est connu et ce qui doit l'être est trop importante pour prendre une décision éclairée,

des stratégies alternatives mais complémentaires doivent être élaborées.

Les di�érents problèmes de prise de décision en présence de méconnaissances de modèle

seront ici traités dans le cadre d'une représentation des incertitudes par des modèles Info-

Gap [21]. Cette approche apporte les outils nécessaires à l'analyse et à l'amélioration de

la robustesse des systèmes vis-à-vis des principales sources d'incertitudes rencontrées dans

le domaine du spatial, à savoir : les propriétés mécaniques et matériaux, les paramètres

des lois de probabilité ou encore les non-linéarités locales. La question fondamentale ici

traitée sera :

Dans quelle mesure le modèle numérique peut-il être faux sans que les erreurs sur les

résultats soient dommageables à l'intégrité de la structure ?

Un design pouvant tolérer de grandes méconnaissances de modèle est considéré comme

robuste vis-à-vis de ces dernières. Si tel n'est pas le cas, la conception doit être améliorée

de manière à o�rir des performances plus satisfaisantes. Cette stratégie fournit des outils

rationnels pour moduler les facteurs de sécurité en fonction du degré de connaissance du

maître d'÷uvre.

Le plan de ce manuscrit est construit de manière à illustrer ces propos.

� Dans le deuxième chapitre, un tour d'horizon des méthodes et concepts existants

entrant dans le cadre de ces travaux de doctorat seront étudiés.

� Le troisième se concentrera sur le développement d'une méthodologie de placement

robuste de capteurs et d'excitateurs. Celle-ci s'articulera autour de l'adaptation des

méthodes de Kammer et par décomposition QR à la prise en compte des méconnais-

sances de modèle avec un formalisme Info-Gap. Ces méthodologies seront ensuite

testées sur une structure académique de type treillis puis étendues à une structure

possédant des non-linéarités locales. Ce chapitre s'e�orcera de donner des éléments

de réponse à la question : dans quelle mesure est il possible d'attester la robustesse

d'une distribution de capteurs (et d'excitateurs) à partir d'un modèle soumis à des

manques de connaissances ?

� Le quatrième quant à lui reviendra sur une vision plus classique de l'optimisation

d'une grandeur sous contrainte. Après avoir validé pas à pas la méthodologie sur une

structure académique très simple modélisant les deux premiers modes longitudinaux
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d'un satellite, celle-ci sera appliquée dans le cadre de la conception d'un pro�l de

notching puis, là encore, étendue aux structures localement non-linéaires. La question

posée ici est : comment le niveau d'un notching primaire doit-il être dé�ni de manière

à assurer un niveau donné de robustesse vis-à-vis des méconnaissances de modèle ?

Dans cette application, les densités de probabilité des variables physiques seront

dé�nies, mais leurs paramètres (moyenne et écart-type) seront considérés comme

inconnus.

� En�n, le cinquième et dernier chapitre permettra de mettre en relief les métho-

dologies précédemment développées en les appliquant au contexte industriel de la

conception d'un satellite scienti�que de la �lière MYRIADE.

Quelques annexes disponibles en toute �n du document permettront au lecteur intéressé

d'approfondir di�érentes thématiques qui n'auront pas pû être développées dans le corps

du manuscrit.
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2.1 Introduction

Le second chapitre de cette thèse constitue l'état de l'art des méthodes et concepts qui

seront utilisés et développés dans la suite du document. A chaque section, un large horizon

des théories existantes sera balayé avant de recentrer le propos uniquement sur celles qui

seront mises à pro�t.

Cet état de l'art démarrera par un rappel bref mais essentiel des outils fondamentaux de

la dynamique des structures linéaires, puis s'étendra sur le concept de modes non-linéaires

et plus précisément sur la manière de synthétiser le comportement dynamique non-linéaire

d'une structure. La méthode ici présentée se nomme la Balance Multi-Harmonique. Elle

constitue un cadre privilégié pour l'étude de structures comportant des non-linéarités

locales.

Vient ensuite un tour d'horizon des méthodologies existantes concernant la mise en place

de plans de test pour les essais en vibration. Seront abordées dans un premier temps

les problématiques de placement de capteurs et d'excitateurs, avec en particulier les ap-

proches de Kammer et par décomposition QR. Di�érents critères permettant d'attester de

la performance d'une distribution de capteurs seront également exposés. Dans un second

temps, le dimensionnement d'un pro�l d'excitation lors de la préparation d'un essai en

sinus balayé sera présenté. Là, le principe de notching d'un pro�l sera explicité et l'e�et

de certaines incertitudes sera éclairé.

En�n, l'ensemble des outils théoriques nécessaires à la conception robuste d'une structure

en présence de méconnaissances de modèle sera investigué. À la lumière de la dé�nition

de la �abilité d'un système, il sera vu comment la notion et le calcul d'une probabilité de

défaillance peuvent être intégrés à des procédures d'optimisations existantes. L'accent sera

�nalement mis sur la manière de modéliser les incertitudes épistémiques par une approche

non-probabiliste.

2.2 Modélisation des comportements dynamiques d'une

structure

2.2.1 Introduction

Ces travaux de thèse s'inscrivant dans un contexte de dynamique des structures, il paraît

important de poser les bases permettant la modélisation et l'étude des phénomènes vibra-

toires d'une structure. Bien que le cadre de la dynamique linéaire permette bon nombre
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d'applications dans de vastes domaines de la mécanique, les besoins industriels concernant

le traitement de problèmes non-linéaires se font de plus en plus présents. Cette section

propose un aperçu des grandes lignes de la dynamique linéaire pour se diriger ensuite vers

le formalisme de la dynamique non-linéaire.

2.2.2 Dynamique linéaire

La théorie décrivant la dynamique linéaire des structures se base sur des équations du

mouvement de la forme :

M q̈ (t) + Cq̇ (t) +Kq (t) = p (t) (2.1)

avec M , C et K les matrices de masse, d'amortissement et de raideur du système ( toutes

dans RN,N), q (t), q̇ (t) et q̈ (t) les vecteurs déplacement, vitesse et accélération et p (t)

le vecteur des e�orts appliqués à la structure (tous dans RN,1). De celle-ci découle la

dé�nition de modes propres de la structure qui sont en fait les solutions de l'équation 2.1

dans sa forme homogène, où p (t) = 0.

Chaque mode constitue un couple formé d'une pulsation propre (valeur propre du pro-

blème) et d'une déformée propre (vecteur propre du problème). Mécaniquement, la pul-

sation propre représente la fréquence de résonance du mode multipliée par 2π tandis que

la déformée propre représente la forme prise par la structure lorsque ce mode est le seul à

répondre. L'ensemble des modes de la structure constitue la base modale. Elle est ortho-

gonale et complète.

La grande force de la dynamique linéaire réside dans le fait qu'elle autorise le décou-

plage par modes de la structure, comme s'il s'agissait d'oscillateurs indépendants. De ce

découplage découlent deux grandes propriétés :

� l'invariance : si le mouvement est initié de manière appropriée à uniquement l'un des

modes de la structures, alors les autres modes ne se manifestent pas. Cette propriété

découle de l'orthogonalité de la base modale.

� la superposition modale : les oscillations libres et forcées d'une structure peuvent être

décrites comme la combinaison linéaire des mouvements des modes de la structure.

Cette propriété découle du fait que la base modale est une base complète.

L'approximation d'une structure à un système linéaire constitue donc un cadre permettant

l'utilisation simple d'un grand nombre d'outils lors de l'étude dynamique d'une structure.

Il est ainsi possible de résoudre ces systèmes de manière simple, en posant un certain

nombre d'hypothèses.
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En considérant un système conservatif, autrement dit dont l'amortissement est négligeable,

il est possible de supprimer la matrice C de l'équation 2.1. En se plaçant dans le cas d'un

régime harmonique stationnaire, de pulsation ω, les transformations suivantes peuvent être

utilisées :

� q (t) = qejωt le vecteur complexe des déplacements.

� p (t) = pejωt le vecteur complexe des e�orts.

L'équation d'équilibre peut alors être réécrite telle que :

(
−ω2M +K

)
q = p (2.2)

L'équation caractéristique du système homogène correspondant au régime libre est donné

par :

(
−ω2

νM +K
)
φν = 0 (2.3)

Ce système linéaire admet N valeurs propres réelles positives λν = ω2
ν et autant de vecteurs

propres associés φν dans RN,1 aussi appelés modes normaux. En regroupant les valeurs

propres au sein de la matrice spectrale diagonale Λ = diag (ω2
1, ω

2
2, · · · , ω2

N) ∈ RN,N et

les vecteurs propres dans la matrice modale Φ = [φ1, φ2, , φN ] ∈ RN,N , il devient possible

d'écrire le problème aux valeurs propres généralisées par rapport aux matrices K et M :

KΦ−MΦΛ = 0 (2.4)

Les vecteurs propres obtenus satisfont les règles d'orthogonalité suivantes :

ΦTKΦ = Λ et ΦTMΦ = IN (2.5)

La dynamique linéaire constitue la pierre d'angle des méthodes de réduction [16], de l'ana-

lyse modale expérimentale [53], de la méthode de modélisation des structures par éléments

�nis [56] ou encore du health-monitoring des structures [47].

Il faut néanmoins garder à l'esprit que l'existence d'un système réel linéaire est une gageure,

et que ceux-ci ne représentent qu'une idéalisation d'un système au minimum faiblement

non-linéaire.
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2.2.3 Dynamique non-linéaire

En e�et, les phénomènes dynamiques non-linéaires sont dépendants de l'énergie du sys-

tème. Une traduction communément admise de l'équation du mouvement dans le domaine

non-linéaire peut s'écrire sous la forme :

Mq̈ (t) + Cq̇ (t) +Kq (t) + fNL (q (t) , q̇ (t)) = p (t) (2.6)

où il est aisé de retrouver M , C, K et p (t) déjà présents dans la version linéaire 2.1 de

cette équation ainsi que fNL (q (t) , q̇ (t)) qui synthétise le vecteur des e�orts non-linéaires

internes. Cette composante additionnelle est souvent fonction d'une loi quadratique ou

cubique. Dans le cadre de mouvements entrainant de faibles déplacements et vitesses,

l'approximation à un système linéaire trouve tout son sens.

La résolution de l'équation 2.6 dans le domaine temporel est possible grâce à des algo-

rithmes d'intégration, mais leur application reste cantonnée à des structures de taille très

réduite. La méthode de la balance multi-harmonique utilisée au cours des travaux présentés

est une approche fréquentielle qui a été implémentée de manière à résoudre cette équation

de manière e�cace dans le cas de sollicitations périodiques. De nombreuses améliorations

visant à inclure des harmoniques de haut rang dans la méthode ont vu le jour dans les

années 80 [114, 33]. La version utilisée ici est la formulation de Cardona [34].

2.2.3.1 Balance Multi-Harmonique

L'hypothèse principale de la méthode de la balance multi-harmonique est que la réponse

du système est périodique, même en présence de non-linéarités. Cette hypothèse, bien que

forte, regroupe une grande partie des non-linéarités observables en pratique. Elle légitime

l'écriture de la réponse du système sous la forme d'une décomposition de Fourier :

q (t) = Q0 +
n∑
j=1

(
Qc
j cos (mjωt) +Qs

j sin (mjωt)
)

(2.7)

où Q0 est la composante statique de la réponse, Qc
j et Q

s
j sont respectivement les jièmes

coe�cients en cosinus et sinus des séries de Fourier et mj représente la jième harmonique

pour une excitation de pulsation ω.

L'introduction de cette décomposition dans l'équation 2.6 conduit à l'expression suivante :
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K
(
Q0 +

∑n
j=1

(
Qc
j cos (mjωt) +Qs

j sin (mjωt)
))

+

C
(
Q0 +

∑n
j=1

(
−mjωQ

c
j sin (mjωt) +mjωQ

s
j cos (mjωt)

))
+

M
(
Q0 +

∑n
j=1

(
− (mjω)2Qc

j cos (mjωt)− (mjω)2Qs
j sin (mjωt)

))
+

fNL (q (t) , q̇ (t))− p (t) = 0

(2.8)

La procédure de calcul de la réponse par balance multi-harmonique vise ensuite à pré-

multiplier l'équation 2.8 par les fonctions harmoniques d'intérêt (1, cos (ωt) , sin (ωt) ,

cos (m1ωt) , · · · cos (mnωt) , sin (mnωt)), d'intégrer sur une période de T = 2π/ω et de re-

grouper les équations résultantes pour chaque harmonique dans l'expansion de Fourier.

L'équation suivante peut être obtenue dans le domaine fréquentiel :

Z (ω)Q+ F (Q)− P = 0 (2.9)

avec Q = {Q0, Q1, Q2, · · · , Q2n−1, Q2n}, le vecteur des coe�cients harmoniques tels que

les Qi appartiennent à RN,1. Cette équation est en général résolue grâce à un algorithme

prédicteur-correcteur de manière à suivre les distorsions occasionnées par le comportement

non-linéaire [54].

La matrice de raideur multi-harmonique Z ∈ R(2n+1)N,(2n+1)N est donnée par :

Z =



K 0 0 · · · 0 0

0 K − (m1ω)2M m1ωC · · · 0 0

0 −m1ωC K − (m1ω)2M · · · 0 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 · · · K − (mnω)2M mnωC

0 0 0 · · · −mnωC K − (mnω)2M


(2.10)

Les vecteurs F et P , tous deux de R(2n+1)N,1 correspondent respectivement aux e�orts

non-linéaires et aux excitations externes de la structure et peuvent être décrits par :
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F =



´ T
0
fNL (q (t) , q̇ (t)) dt

ω
π

´ T
0
fNL (q (t) , q̇ (t)) cos (ωt) dt

ω
π

´ T
0
fNL (q (t) , q̇ (t)) sin (ωt) dt

...
ω
π

´ T
0
fNL (q (t) , q̇ (t)) cos (mnωt) dt

ω
π

´ T
0
fNL (q (t) , q̇ (t)) sin (mnωt) dt


, P =



´ T
0
p (t) dt

ω
π

´ T
0
p (t) cos (ωt) dt

ω
π

´ T
0
p (t) sin (ωt) dt

...
ω
π

´ T
0
p (t) cos (mnωt) dt

ω
π

´ T
0
p (t) sin (mnωt) dt


(2.11)

L'équation 2.11 présente bien le fort couplage qu'il existe entre les composantes temporelles

et fréquentielles au sein de la méthode de la balance multi-harmonique. Il est en général

plus simple d'estimer les e�orts dans le domaine temporel pour ensuite les exploiter dans

le domaine fréquentiel.

La taille du système à résoudre par la méthode de la balance multi-harmonique est donc

de (2n+ 1)N ∗ (2n+ 1)N . Ceci constitue un frein important lorsqu'il s'agit de traiter des

modèles éléments �nis imposants, car la prise en compte d'un nombre su�sant d'harmo-

niques peut entrainer des calculs à la durée rédhibitoire. Ce problème peut être pallié par

l'utilisation de méthodes de réduction sur les parties linéaires du système. C'est d'ailleurs

cette méthode qui est appliquée au cours de ces travaux. Quelques unes des méthodologies

de réduction sont présentées en annexe B.

Cette méthodologie de calcul du comportement dynamique non-linéaire d'une structure a

été utilisée au travers d'un utilitaire construit par le laboratoire de mécanique appliqué de

Besançon.

De nombreuses autres approches permettant la synthèse de réponses non-linéaires existent.

Il est notamment possible de citer [84, 112] qui présente et traite le cas des Modes Normaux

Non-linéaires grâce à une approche par continuation par pseudo-arclength.

2.3 Plan de test pour l'analyse modale

2.3.1 Introduction

L'augmentation de la taille et de la complexité des structures spatiales rend nécessaire

la conception d'un plan de test à partir de modèles éléments �nis a�n d'assurer l'iden-

ti�cation des modes avec les meilleures informations sur la dynamique de la structure.

Les contraintes matérielles s'appliquant sur les tests de quali�cation induisent en général

que seul un nombre limité de capteurs et un temps de mesure réduit peuvent être mis en
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place, quand une observabilité et une distinction parfaite des déformées modales seraient

obtenues pour une mesure en chaque point de la structure sur un temps d'acquisition le

plus long possible. Cette contingence est d'autant plus forte dans le cas du placement

d'excitateurs, dont le nombre est souvent très inférieur à celui des capteurs.

Un grand nombre de stratégies déterministes ont été développées au cours des trente

dernières années pour dé�nir une con�guration optimale de capteurs et d'actionneurs à

partir d'un modèle numérique. Dans la majorité des cas, une répartition optimale garantit

la meilleure observabilité et distinction des modes cibles. Une liste non exhaustive de

ces méthodes regroupe [88, 79] basées sur la réduction de Guyan, [77] utilisant le critère

d'indépendance e�ective, [68] mettant à pro�t l'énergie de contrainte de la structure, [130]

où la matrice modale de la structure subit une décomposition QR, ou encore [15] qui se

base sur les Séquences Maximum Orthogonales (OMS).

L'amélioration des puissances de calcul des ordinateurs a permis de mettre à jour des eu-

ristiques plus complexes basées sur des algorithmes utilisant des approches stochastiques

a�n de tenir compte des incertitudes de mesure. [3] utilisant les résidus, [107, 108, 109]

basée sur l'entropie, ou encore [36] sont des éléments importants de cette partie de la

littérature. Bien que ces méthodologies soient très adaptées à des incertitudes de type

aléatoire, elles ne se prêtent pas au traitement des méconnaissances de modèle, résultats

d'erreurs de forme ou de niveaux inconnus sur la précision des paramètres du modèle. Ces

méconnaissances peuvent être particulièrement importantes dans le cas où l'étude se base

sur un modèle non encore validé, par exemple lors des premières phases de la conception du

système. Dans le domaine de l'industrie spatiale, les structures éléments �nis sont en géné-

ral décomposées en sous-systèmes, fournis par des sous-traitants di�érents possédant leurs

propres codes et savoir-faire. Tous ces modèles possèdent di�érents degrés de précision, et

cette situation mène souvent à des erreurs pouvant être importantes sur les propriétés des

modes à causes d'une mauvaise estimation des paramètres mécaniques de la structure. Les

impacts de ces types d'erreurs sur les propriétés modales d'une structure ont été investi-

gués dans [78] et di�érentes solutions ont été proposées pour propager les incertitudes au

travers des modèles éléments �nis a�n de déterminer les incertitudes correspondantes sur

les propriétés modales [14, 149]. La première publication traitant de la prise en compte des

méconnaissances de modèle dans une stratégie de placement de capteurs et d'excitateurs

peut être trouvée dans [146].

La littérature concernant la mise en place de moyens d'excitations est beaucoup moins

riche. Notons tout de même l'approche de Schedlinski [130], qui utilise de nouveau la

décomposition QR, mais appliquée cette fois ci à la matrice de force du système.
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2.3.2 Placement de capteurs

Même si de nombreuses méthodes et heuristiques de placement de capteurs existent, seules

les approches QR et de Kammer seront abordées avec précision car elles seront utilisées

au cours des travaux contenus dans ce manuscrit.

2.3.2.1 Méthode de Kammer - Indépendance E�ective

La méthodologie de placement de capteurs proposée par Kammer [77] a été pensée pour

permettre au dynamicien de pouvoir valider les réponses d'un modèle éléments �nis à

partir des données collectées.

Contrairement à la majeure partie des méthodologies présentes dans la littérature, l'ap-

proche de Kammer ne repose pas sur une recherche exhaustive et calculatoirement intensive

des localisations possibles des capteurs. Basée sur les résultats préliminaires fournis par un

modèle éléments �nis, un ensemble de modes cibles est sélectionné pour l'identi�cation. Les

modes choisis sont supposés faire partie des modes sollicités de manière satisfaisante par les

excitateurs. Une répartition initiale de capteurs est également sélectionnée. Les positions

des capteurs sont ensuite hiérarchisées suivant leur contribution à l'indépendance linéaire

de la matrice modale associée aux modes cibles en jeu. Les positions qui ne contribuent

pas à cette indépendance linéaire sont supprimées des candidats pour l'étape suivante.

Cette approche procède donc de manière itérative, et le nombre de positions candidates

réduit jusqu'à atteindre le nombre de capteurs désiré.

Cette méthode permet de sélectionner un sous-ensemble de capteurs à partir d'une répar-

tition préétablie, de manière à ce que la participation de chaque mode reste indépendante.

À cause de cette nature itérative, l'approche de Kammer ne peut conduire qu'à une dis-

tribution dont le caractère sera sous-optimal. Néanmoins, il est attendu que le résultat

fourni soit proche de celui venant d'une approche optimale.

Le groupe des degrés de liberté candidats à recevoir un capteur peut être déterminé de

manière empirique, suivant l'accessibilité ou bien encore en considérant l'énergie modale

cinétique de la structure.

Q = ΦT
candWΦcand (2.12)

La technique d'Indépendance E�ective utilise la maximisation du déterminant de la ma-

trice d'information de Fisher 2.12 comme critère d'optimisation. Dans le cas de placement

de capteurs, son utilisation garantit en e�et de maximiser l'indépendance spatiale des

modes cibles, ainsi que la force du signal leur correspondant. Elle se construit comme la
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projection de la matrice de covariance W sur la base modale réduite aux degrés de liberté

candidats Φcand.

Q =
∑

ΦT
candi

Φcandi =
∑

Qi (2.13)

Φcandi est la i
ième ligne de la base modale, et donc le champ associé au iième degré de liberté

candidat et ncand le nombre de candidats.

L'équation 2.13 montre bien que retirer un degré de liberté de l'ensemble des candidats

revient à retirer de l'information à la matrice de Fisher.

En s'intéressant au retrait du degré de liberté i, il est possible d'écrire :

det
(
Qi
)

= det (Q) det (1− Eii) (2.14)

avec Ei l'indépendance e�ective telle que :

Eii = ΦcandiiQ
−1ΦT

candii
(2.15)

Eii représente la perte occasionnée au déterminant de la matrice de Fisher dans le cas

du retrait du iième degré de liberté des candidats. Les candidats peuvent donc être rangés

grâce à leur indépendance e�ective. En adoptant un schéma itératif, le groupe candidat

peut être réduit jusqu'au nombre de degrés de liberté souhaité. Ce procédé sous optimal

permet de maintenir l'information maximale dans la matrice de Fisher.

L'indépendance e�ective Eii est un réel compris entre 0 et 1. Une valeur proche de 0

traduit un degré de liberté n'apportant pas d'informations à la matrice de Fisher tandis

qu'une valeur de 1 signi�e que le degré de liberté en question est essentiel à la perception

du comportement vibratoire de la structure.

Le retrait d'un degré de liberté du groupe des candidats entraîne un changement de l'en-

semble des valeurs des Eii. Pour être e�cace, la méthode d'indépendance e�ective doit

donc retirer les degrés de liberté un à un. La procédure peut donc durer un temps non

négligeable lorsqu'il s'agit de traiter une structure imposante et/ou dont le maillage est

fortement ra�né. À noter en�n que l'indépendance e�ective a également été utilisée dans

le cadre de l'instrumentation de structures non-linéaires [122].

2.3.2.2 Placement de capteurs par approche QR

La méthodologie de placement de capteurs par décomposition QR repose sur le fait que

cette décomposition optimise l'indépendance linéaire des colonnes de la matrice à laquelle
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elle est appliquée. Les tenants et aboutissants mathématiques de cette décomposition

peuvent être trouvés dans [61]. Son application au placement de capteur a déjà été testée

et éprouvée dans [130, 146].

Pour une matrice A donnée, la décomposition QR avec pivot peut être écrite de telle façon

que :

QR = AE (2.16)

Les matrices obtenues sont :

� Q : matrice résultat de la décomposition à proprement parler qui est orthogonale,

� R : matrice de passage rectangulaire supérieure dont les termes diagonaux vont en

décroissant,

� E : matrice gardant en mémoire les permutations ayant eu lieu durant la décompo-

sition.

Ce type de décomposition permet de hiérarchiser les colonnes de A de la plus à la moins

indépendante linéairement. Cet ordre est obtenu par le produit AE.

L'application de cet outil mathématique au placement de capteur s'e�ectue en prenant

pour argument la transposée de la base modale du système réduite aux degrés de liberté

candidats à recevoir un capteur. La transposition de la matrice garantit un ordonnance-

ment de l'information obtenue par les capteurs dans la direction des degrés de liberté.

QR = ΦT
candE (2.17)

L'un des avantages majeurs de l'utilisation de cette méthode est la grande simplicité de

sa mise en place, quelle que soit la structure considérée.

2.3.2.3 Critères de performance pour les distributions de capteurs

Les deux caractéristiques devant être prises en compte pour attester de la performance

d'une distribution de capteurs sont la détection et la distinction qu'elle apporte pour les

modes propres considérés.

Conditionnement Ces deux points peuvent être mesurés en passant par le calcul du

conditionnement de la matrice de capteurs, qui est la matrice modale de la structure

réduite, d'une part, aux modes d'intérêt, et d'autre part, aux degrés de liberté comportant

un capteur.
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Le conditionnement d'une matrice est dé�ni comme le ratio entre la valeur singulière la

plus élevée σmax et la plus faible σmin de la matrice considérée 2.18. Il s'agit d'un nombre

réel supérieur à 1. Plus la valeur de ce réel est élevée, moins les colonnes de la matrice

considérée sont linéairement indépendantes.

cond(ΦS) =
σmax(ΦS)

σmin(ΦS)
(2.18)

Rapporté au cas du placement de capteurs, une valeur faible du conditionnement de la

matrice de capteurs permet d'attester que chaque capteur possède une position lui per-

mettant d'obtenir une information qui n'est pas redondante (colinéaire) par rapport aux

informations collectées par les autres capteurs. L'ajout d'un capteur peut donc soit di-

minuer la valeur du conditionnement, si le point de vue qu'il adopte sur les déformées

modales est en mesure d'apporter des données orthogonales à celles déjà collectées, soit

l'augmenter s'il ne fait que dupliquer les informations déjà détectables.

MAC La matrice de MAC (Modal Assurance Criterion) aussi appelée matrice de cor-

rélation modale, est souvent utilisée pour la comparaison entre deux ensembles de modes.

Elle constitue un outil très prisé lors du recalage d'un modèle par rapport à une base

modale expérimentale, ou encore pour véri�er la justesse et les capacités de prédiction

d'un modèle réduit. Pour deux bases modales Φ1 et Φ2 la composante (i, j) de la matrice

s'écrit :

MACi,,j(Φ
1,Φ2) =

∣∣Φ1T
i .Φ

2
j

∣∣2
‖Φ1

i ‖
2
∥∥Φ2

j

∥∥2 (2.19)

Chaque composante de la matrice est un nombre réel compris entre 0 et 1. si MACi,j = 1

alors le iième vecteur de Φ1 est colinéaire au jième vecteur de Φ2, ce qui veut dire que les

deux déformées propres sont identiques. Si MACi,,j = 0 alors les deux vecteurs propres

sont orthogonaux. Dans la pratique, les coe�cients de corrélation se situent entre ces deux

valeurs et il est nécessaire de dé�nir des intervalles de proximité. Dans ce contexte de

corrélation entre deux bases modales, il est également important de prendre en compte

l'écart fréquentiel entre les modes d'une base et leurs homologues présumés. En e�et, il

n'est pas licite d'appairer deux modes trop éloignés fréquentiellement même si l'indice

MAC correspondant vaut 1.

Dans le cas du placement de capteurs, elle permet de véri�er l'orthogonalité des modes

réduits aux degrés de liberté possédant un capteur. En d'autres termes, la matrice MAC

permet de savoir si la distribution de capteurs testée distingue bien les modes les uns des

autres. Pour cette application Φ1 = Φ2 et la matrice obtenue est appelée autoMAC.
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Indépendance e�ective L'indépendance e�ective, qui a déjà été dé�nie dans 2.15 peut

également être utilisée pour attester de la pertinence d'une distribution de capteurs.

Chaque Eii représente en fait les termes diagonaux d'une matrice E dé�nie telle que :

E = ΦS

[
ΦT
SΦS

]−1
ΦT
S (2.20)

E peut être identi�é comme un projecteur orthogonal sur le sous-espace des colonnes de

ΦS. Cette matrice possède la propriété intéressante d'être idempotente, c'est à dire que

pour tout n entier En = E. Une caractéristique particulière de cette famille de matrices

est que leur trace est égale à leur rang. C'est pourquoi ses termes diagonaux peuvent être

utilisés pour représenter la contribution de l'emplacement capteur correspondant.

Partant de ce constat :

� Si Eii = 0, alors la iième ligne de ΦS est nulle et donc, les modes ne sont pas

observables à partir de cette position.

� Si la longueur ellipsoïdale Eii est égale à 1, la position testée pour le capteur est

considérée comme parfaite du point de vue de l'indépendance e�ective et donc de

l'identi�cation des modes.

2.3.3 Placement d'excitateurs

Étant donnée une distribution de capteurs, un moyen simple d'obtenir l'emplacement

optimal pour un excitateur est de décomposer par méthode QR la transposée de la matrice

de force du système réduite aux degrés de liberté portant déjà un capteur. La matrice de

force est le produit de la base modale du système par la matrice de masse F = MΦ.

En réduisant cette matrice à ses composantes portant un capteur, l'approche force la

position de chaque excitateur à être coïncidente avec l'un des capteurs présents, ce qui

garantit l'optimalité du positionnement. La décomposition qui survient peut être décrite

par l'équation 2.21. De manière analogue au placement de capteur, la transposition de la

matrice permet une direction suivant les degrés de liberté de la structure.

QR = F T
S E (2.21)

Une fois la distribution de capteurs et d'excitateurs déterminée, Schedlinsky [130] propose

d'en attester les performances par l'utilisation de l'indicateur MMIF (Multivariat Mode

Indicator Function). Le calcul de cet indicateur s'e�ectue en résolvant le problème dé�ni

en équation2.22 pour chaque fréquence d'intérêt ω0i.
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[
−
(
HT
reHre +HT

imHim

)
Λ1 (ω0i) +HT

reHre

]
α (ω0i) = 0 (2.22)

Dans cette équation, H correspond aux matrices FRF du système (les parties réelles et

imaginaires sont appelées ici suivant les indices respectifs im et re), Λ1 (ω0i) constitue l'in-

dicateur MMIF pour ω = ω0i, en�n α (ω0i) traduit le vecteur force approprié au système.

L'indicateur MMIF Λ1 (ω0i) , compris entre 1 et 0, montre de manière explicite comment

les déformées modales sont sollicitées par la distribution d'excitateurs.

2.3.4 Élaboration du pro�l d'excitation de la structure, problé-

matique de la mise en place d'un notching

Représenter l'environnement basse fréquence auquel est soumis le satellite lors du décol-

lage du lanceur est une tâche complexe. C'est pourtant sur ce laps de temps très court

relativement à la durée de vie du satellite, que celui-ci aura à endurer les sollicitations les

plus importantes d'un point de vue mécanique. C'est donc vis-à-vis de ces sollititations que

la structure du satellite doit être dimensionnée. Ces dernières sont d'une part solidiennes,

et sont transmises du lanceur au satellite via la virole d'interface, d'autre part acoustiques,

et sont rayonnées par la coi�e du lanceur ou les parois du Sylda.

En se concentrant uniquement sur les phénomènes ayant un impact sur la dynamique du

système, les évènements dimensionnants sont listés en suivant. Une illustration de chacune

des situations décrites et disponible en �gure 2.1.

� la rafale à la pression dynamique maximale (poussée longitudinale et dynamique en

latéral) (a -b)),

� le passage en transsonique (acoustique et dynamique en latéral dues à une excitation

aérodynamique de la coi�e et du corps du lanceur) (a - b),

� les oscillations de pression des EAP (propulseurs latéraux à poudre) qui sont liées

à l'entrée en résonance d'un mode acoustique de la cavité interne au propulseur

lorsqu'il atteint un certain seuil de vidange en �n d'utilisation. Cette résonance

interne de la cavité du propulseur entraine une �uctuation de poussée en sortie de

tuyère (a - b),

� la séparation des EAP, qui provoque une relaxation brusque de l'e�ort ponctuel au

niveau des jonctions (b),
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� l'extinction des étages, qui produit une secousse (ou �chugging�) dans la poussée

avant coupure complète (b - c),

� les séparations de coi�e, d'étage et en�n Sylda et/ou satellite-lanceur, qui sont pro-

duites par la décharge de jonctions pyrotechniques (c, d et e),

� l'ouverture des appendices du satellite tels que les générateurs solaires, les capteurs

ou encore les antennes (f).

Figure 2.1: Di�érentes étapes lors du lancement d'une ARIANE 5 ( c, Cédric Audinot)

Cet ensemble de sources d'excitations, auquel il faut ajouter que cet environnement dépend

aussi du couplage satellite/lanceur, rend la nature du transitoire extrêmement complexe.

Pour cette raison, les autorités lanceurs ont choisi d'utiliser dans le cadre des tests de qua-

li�cation des versions simpli�ées et conservatives dites spéci�cations 2.1. Cette enveloppe

du sinus balayé est choisie de manière à englober les conséquences que pourraient avoir les

transitoires réels sur le satellite. Le sinus balayé équivalent est celui qui permet la même

réponse des modes du système au transitoire considéré.
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Fréquences (Hz) Niveaux de quali�cation (0 - crête)
Axe longitudinal 4-5 12.4mm
(axe lanceur) 5-50 1.25g

50-100 1g
2-5 9.9mm

Axe latéral 5-25 1g
25-100 0.8g

Vitesse de balayage 2 oct/min

Table 2.1: Spéci�cations d'essais de quali�cation en sinus balayé pour ARIANE 5

En pratique, la réduction de la réalité du vol à une enveloppe forfaitaire conduit à sur-

dimensionner et à surtester le satellite s'il est appliqué sans réduction de niveaux pour

certaines bandes de fréquence où le satellite présente des modes et où les sollicitations

sont en réalité faibles. En e�et, les niveaux maximums sont obtenus autour des zones de

couplage entre les modes satellite et lanceur, mais seront beaucoup plus faibles aux alen-

tours des modes propres du satellite seul. Cette réduction locale du niveau de sollicitation

est nommée notching. [37] justi�e tant qualitativement que quantitativement l'utilisation

du notching d'un pro�l d'excitation dans le cas d'un test aléatoire ou en sinus balayé pour

une structure spatiale.

Un notching est dit primaire s'il s'agit de limiter les e�orts à une limite quasistatique

spéci�ée. Ce type de notching sont appliqués sur les premiers modes globaux du satellite.

Les notchings secondaires quant à eux limitent les réponses internes des sous-systèmes

sensibles à des niveaux d'accélération permettant d'en garantir la sécurité.

A�n d'illustrer le principe de notching, il est possible d'utiliser une réduction à 3 degrés de

liberté d'un satellite (ici PICARD). La structure qui permettra d'exposer la méthodologie

de conception robuste est une simpli�cation du système satellite monté sur une table

vibrante. Comme le montre la �gure 2.2, chacun des ensembles massiques du satellite sont

modélisés par une masse ponctuelle.

La première et la plus lourde représente la table vibrante utilisée pour appliquer le charge-

ment en accélération. Dans la pratique, une valeur de masse très importante y est assignée

de manière à éviter la présence de modes parasites aux alentours des modes naturels de

la structure. La valeur de m1 = 1e6kg a ici été choisie.
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Figure 2.2: Modèle de test du satellite PICARD (source CNES) en parallèle de la modé-
lisation à trois degrés de libertés

Les autres des caractéristiques mécaniques de la structure sont choisies de manière à simu-

ler les premier et second modes longitudinaux d'un satellite scienti�que de taille moyenne

par rapport aux missions MYRIADE existantes. Les paramètres établis sont donc :

� m2 = 100kg

� m3 = 60kg

� k1 = k2 = 1e7N.m−1

� b1 = b2 = 300N.s.m−1 donnant à la structure un amortissement de 2%, qui est

traditionnellement utilisé dans le cas des assemblages d'aluminium.

L'équation du mouvement dans le domaine fréquentiel pour ce système à trois degrés de

liberté est :

[
K + jωB − ω2M

]
y = f(ω) (2.23)

où M , K et B sont respectivement les matrices de masse, de raideur et d'amortissement

données par :

M =

 m1 0 0

0 m2 0

0 0 m3

 , B =

 b1 −b1 0

−b1 b1 + b2 −b2

0 −b2 b2

 , andK =

 k1 −k1 0

−k1 k1 + k2 −k2

0 −k2 k2


(2.24)
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et y et f (ω) sont respectivement les réponses et excitations extérieures du système. La

valeur de f (ω) est choisie de manière à être assimilée à une accélération de 1.5g appliquée

sur la table vibrante.

Cette conformation permet l'obtention d'un mode de plateforme aux alentours de 40Hz

et d'un mode de charge utile autour de 225 Hz qui sont représentatifs de la gamme de

satellites visée.

En�n, dé�nissons fk1 (d) l'e�ort interne à l'interface table vibrante - plateforme tel que :

fk1 (ω) = k1 |y1 (ω)− y2 (ω)| (2.25)

Au cours du test en vibration, la structure du satellite est soumise à une accélération en

sinus balayé dont l'amplitude est spéci�ée par les autorités lanceurs. L'amplitude devant

être utilisée pour quali�er le satellite est le résultat d'une spéci�cation déduite du lanceur

qui est prévu lors de l'envoi du satellite dans l'espace. Ces spéci�cations sont conçues de

manière à couvrir tous les évènements susceptibles de surgir durant la phase de vol. Elles

représentent donc par nature une version approximée et conservative de la sollicitation

réelle qu'aura à supporter le satellite. De plus, les conditions aux limites du satellite sont

di�érentes lors de sa quali�cation (�xé sur table vibrante très raide) et lors du lance-

ment (�xé sur le lanceur beaucoup plus souple). C'est pourquoi sur de faibles bandes de

fréquences, l'e�ort d'interface atteint lors de la quali�cation peut dépasser le maximum

attendu en vol spéci�é par le lanceur et donc stresser inutilement la structure du satellite.

La �gure 2.3 montre que dans le cas du système construit ci-dessus, l'e�ort mesuré entre

m1 et m2 peut dépasser la limite autorisée, matérialisée par la ligne rouge.
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Figure 2.3: E�ort d'interface de la structure soumise à une excitation d'amplitude
constante
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Le niveau d'excitation peut donc être localement diminué de manière à pouvoir quali�er la

structure sans l'endommager. Ceci constitue le principe du notching primaire. C'est alors

que débute la discussion entre le maître d'÷uvre du satellite et les autorités lanceurs de

manière à trouver le compromis délicat entre la performance du test et sa sécurité pour la

structure. Chacun ayant pour but antagoniste de respectivement diminuer et augmenter

la valeur de l'amplitude de chargement.

Si du côté des autorités lanceur, aucun évènement de vol n'est attendu pour la bande de

fréquence concernée, la réduction locale du niveau d'excitation est autorisée, et le maître

d'÷uvre peut utiliser une version �notché� du pro�l d'excitation pour quali�er la structure

(voir �gure 2.4). Dans le cas contraire, une partie du design du satellite est à revoir.

Cette analyse est réalisée en menant une analyse couplée lanceur/satellite. Elle consiste

à soumettre le modèle à une variation temporelle réaliste d'e�orts externes (poussée des

tuyères ou bien champ de pression aérodynamique) et à véri�er les accélérations et e�orts

potentiellement pathologiques.

Le pro�l de notching η (ω) est dé�ni tel que le chargement extérieur de la structure de-

vienne : fη (ω) = η (ω) f (ω) de manière à garantir :

fk1 (ω) ≤ fc (ω) , ∀ω ∈ [ωmin, ωmax]

avec 0 < η (ω) < 1. En �gure 2.4(b) est simulée la réponse de la structure soumise au

pro�l notché. Comme il est possible de le constater, la sortie enregistrée ne dépasse plus

la limite en contrainte.
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Figure 2.4: Pro�l de notching (a), e�ort d'interface après application du pro�l notché (b)

Le principe de l'illustration présentée peut être généralisé de manière à fournir un moyen

systématique de concevoir des pro�ls de notching. Néanmoins, les premiers pro�ls doivent
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être conçus dès les premières phases de développement de la structure satellite, quand

les incertitudes et méconnaissances de modèle sont encore très larges. En e�et, les dif-

férentes phases d'optimisation du système n'ont pas encore eu lieu, et a fortiori, aucun

résultat expérimental concernant la validation et/ou la calibration du modèle n'est encore

disponible.

Il est possible d'anticiper le fait que le notching est sensible aux incertitudes en conduisant

à une réduction accrue du niveau de sollicitation ou même à l'apparition de notchings dans

d'autres bandes de fréquence.

Une étude présentée dans [25, 26] sur un satellite de télécommunication, beaucoup plus

imposant qu'un satellite scienti�que, montre la sensibilité du pro�l de notching à di�érents

paramètres :

� Premières fréquences propres (10%) et masses de chaque sous-systèmes (2%)(test 1

en bleu),

� position et direction des capteurs ainsi que l'amplitude d'excitation (10%) (test 2 en

cyan),

� en autorisant les couplages de modes (5%) (test 3 en jaune),

� amortissement (10%) (test 4 en orange).

Figure 2.5: Pro�l de notching pour di�érentes incertitudes ajoutées (source ESA)

Les résultats présentés �gure 2.5 permettent d'apprendre que les incertitudes peuvent

d'une part rendre le notching nominal plus profond, mais également en faire apparaitre

d'autres (ici à 55 et 80Hz). Ceci induit que le fait d'introduire des incertitudes sur le
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notching nominal n'est pas su�sant. Les incertitudes doivent être appliquées au modèle

du système pour permettre l'apparition de nouveaux phénomènes.

Cette étude montre l'importance de prendre en compte les incertitudes lors de l'élaboration

d'un pro�l de notching. Celles-ci doivent faire partie intégrante des discussions menées

avec les autorités lanceurs lors de la dé�nition des spéci�cations applicables à la structure

en conception. Le fait que cette étude ne soit basée que sur 120 échantillons ne permet

cependant pas de faire des évaluations précises des e�ets des incertitudes sur le pro�l de

notching.

2.4 Méthodologies de conception robuste en présence

de méconnaissances de modèle

2.4.1 Introduction

Comme il a été développé dans le préambule de cette thèse, la présence d'incertitudes

au sein d'un système peut entrainer sa défaillance, voire sa ruine. Assurer la �abilité d'un

système est très vite devenu essentiel dans l'histoire de l'ingénierie, mais c'est en 1957, avec

un rapport de l'AGREE [6] qu'est dé�ni dans les termes suivants le concept de �abilité :

�The probability of a product performing without failure a speci�ed function

under given conditions for a speci�ed period of time.�

La �abilité se voit donc ici dé�nie comme une probabilité de ne pas entrer dans le domaine

de défaillance du système. En pratique, c'est bien la probabilité de défaillance qui sera

calculée.

Cette section donne un aperçu non-exhaustif du paysage de la conception robuste de

structures en présence d'incertitudes et de méconnaissances de modèle. Après une dé�ni-

tion mathématique de la probabilité de défaillance, il sera détaillé di�érentes heuristiques

permettant de la calculer. L'état de l'art se concentrera ensuite sur les méthodes d'optimi-

sation existantes permettant d'inclure l'information de �abilité du système au cours d'un

processus d'optimisation. En�n, di�érentes manières de modéliser les méconnaissances de

modèle seront traitées.

2.4.2 Analyse de �abilité

L'analyse de �abilité d'une structure vise donc à calculer la probabilité de défaillance du

système. Pour cela, un certain nombre de données a besoin d'être dé�ni :
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� la dé�nition des variables aléatoires X = [X1 · · ·XnX
] dont les réalisations sont les

valeurs x = [x1 · · ·xnX
]. Ce vecteur est stochastique et est décrit par la densité de

probabilité conjointe fX (x). Les réponses y =
[
y1 · · · yny

]
du modèle utilisé sont liées

à x par la relation y =Mx.

� la dé�nition des modes de défaillance donnant les conditions pour lesquelles le fonc-

tionnement du système est considéré comme étant défaillant ou non. Celui-ci peut

être mis sous la forme d'une équation d'état limite. À chaque état limite est associée

une fonction g (x) = R − S exprimant la di�érence entre la ressource disponible R

et la sollicitation S telle que :

• Df = {x : g (x) ≤ 0} dé�nisse le domaine de défaillance,

• Ds = {x : g (x) > 0} décrive le domaine de sécurité,

• Σ = {x : g (x) = 0} constitue l'équation d'état limite.

La probabilité de défaillance du système est ensuite dé�nie comme étant la propension à

violer l'état limite. Ce qui revient à calculer l'intégrale suivante :

Pf =

ˆ

Df

fX (x) dx (2.26)

Dans la pratique, la portion d'espace dé�nie par Df peut être complexe et rendre le calcul

de cette intégrale di�cile voire impossible de manière analytique. En e�et, la topologie

de l'état limite peut être non-linéaire, ou bien le nombre de variables très important. La

densité de probabilité conjointe peut également ne pas être connue.

Des méthodes numériques permettent néanmoins de pallier ces di�cultés et d'obtenir une

approximation �able de la probabilité de défaillance. Elles sont regroupées dans deux

grandes familles :

� les méthodes de transformation, qui se basent sur une forme hypothétique linéaire

(FORM First Order Reliability Method) ou quadratique (SORM Second Order Re-

liability Method),

� les méthodes de simulation basées sur des tirages de Monte-Carlo, où seul le signe

de la fonction de performance est utile.

Les deux sections suivantes dressent le portrait des méthodes qui viennent d'être citées.

2.4.2.1 Méthodes de transformation

Les méthodes de calcul de la probabilité de défaillance par FORM et SORM partent

toutes les deux d'un socle commun qui est une transformation isoprobabiliste permettant
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de passer de l'espace des variables physiques à celui des variables standards. Les deux

transformations traditionnellement utilisées sont :

� la transformée de Rosenblatt [123], qui requiert la connaissance de la densité conjointe

fX (x) et des densités conditionnelles. Or, comme précisé plus haut, ce genre d'in-

formation est rarement disponible. Cette transformée constitue donc un outil plus

théorique que pratique.

� la transformée de Nataf [102], nécessite quant à elle les densités marginales et la ma-

trice de corrélation. Ces données sont beaucoup plus faciles à récolter ou à construire.

Méthode FORM La méthode FORM [89] consiste à approximer l'hyper-surfaceH (u) =

0 d'état limite à un hyper-plan H̃ (u) = 0 de manière à rendre le calcul de la probabilité

de défaillance plus simple.

L'équation de l'hyperplan peut s'écrire : H̃ (u) =
∑
i

αiui + β = 0

d'où, sur la probabilité de défaillance :

Pf = Prob
(
D̃f

)
≈ Prob

(∑
i

αiui + β ≤ 0

)
= Prob

(∑
i

αiui ≤ −β

)
(2.27)

Dans cette expression, posons Z =
∑
i

αiui une combinaison linéaire des variables normées

ui et des cosinus directeurs normés αi. Z est donc une variable aléatoire normée, d'où :

Pf = Prob (Z ≤ −β) = Φ (−β) (2.28)

Une fois le calcul de β mené, la méthode FORM permet d'obtenir une approximation de

la probabilité de défaillance pour un coût nul. Néanmoins, le résultat fourni ne doit être

accepté qu'après expertise. En e�et, la méthode FORM n'est exacte que pour les surfaces

d'état limite linéaires, et des non-linéarités courantes peuvent entraîner d'importantes

erreurs.

Méthode SORM La méthode SORM [89] est une �amélioration� de la méthode FORM.

En e�et, l'approximation de l'hyper-surface d'état limite ne se fait plus par un hyper-plan,

mais par une hyper-surface d'ordre 2. Ceci nécessite de connaître les courbures au point

de conception P∗. A�n de simpli�er les démarches et avant toute chose, une rotation est

e�ectuée de manière à placer le point de conception sur le dernier axe du repère de l'espace

standard. Ces coordonnées deviennent donc P ∗ = (0, 0, ..., β).
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La formulation la plus utilisée est en général celle de Breitung. Soit une hyper-surface

d'état limite dé�nie par la relation H (u) = 0. Si H, deux fois continument dérivable,

véri�e :

� infH(u)≤0 = β > 0 ;

� il existe un nombre au plus �ni (indicé α = 1, ..., n) de points u(α) tels que
∥∥u(α)

∥∥ =

β ;

� en ces points, le gradient de H n'est pas nul ;

� en ces points, les courbures de l'hyper-surface véri�ent :

k
(α)
j β > −1; j = 1, ..., n− 1

et α variant sur l'ensemble des points minimaux.

On a alors, pour β → ∞ ( >3 dans les faits), une approximation de la probabilité de

défaillance :

Pf ≈ Φ (−β)

(
η∑

α=1

(
n−1∏
j=1

(
1 + βk

(α)
j

)−1/2
))

(2.29)

En pratique, on applique la relation en un seul point :

Pf ≈ Φ (−β)
n−1∏
j=1

1√
1 + βk

(α)
j

(2.30)

Une démonstration est disponible dans [89]

D'autres formulations existent comme celle de Hohenbichler qui réécrit la formule asymp-

totique 2.31

Pf ' Φ (−β)
n−1∏
j=1

1√
1 + φ(β)

Φ(−β)
kj

(2.31)

ou celle de Tvedt qui permet de prendre en compte les termes d'ordre supérieur dans la

formule de Breitung tels que Pf = A1 + A2 + A3 + ... avec A1 donné par la formule de

Breitung et :

A2 = [βΦ (−β)− φ (β)]

{
n−1∏
j=1

(1 + βkj)
− 1

2 −
n−1∏
j=1

[1 + (1 + β) kj]
− 1

2

}
(2.32)

A3 = (1 + β) [βΦ (−β)− φ (β)]

{
n−1∏
j=1

(1 + βkj)
− 1

2 −Re

{
n−1∏
j=1

[1 + (i+ β) kj]
− 1

2

}}
(2.33)
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où Re désigne la fonction partie réelle.

Synthèse Les méthodes de transformations permettent un calcul aisé de la probabilité de

défaillance, et son coût de calcul ne dépend pas de la précision attendue sur la probabilité de

défaillance. Néanmoins ceci se fait, d'une part au prix d'hypothèses fortes sur la topologie

de la surface de défaillance (linéaire ou bien quadratique respectivement pour les méthodes

FORM et SORM), d'autre part sous condition que l'algorithme converge vers un point

de conception P∗ où l'approximation de la surface de défaillance peut être faite. En e�et,

l'algorithme de recherche de P∗ est sensible aux minima locaux et n'est pas approprié

dans le cas de surfaces de défaillances multiples.

D'autres méthodes, dites par simulation et basées sur un échantillonnage direct des fonc-

tions du problème, permettent de passer outre ce genre de di�cultés.

La prochaine section présente une partie de ces méthodes très employées. Les explications

ne seront cependant développées que pour celles qui seront utilisées par la suite dans le

manuscrit.

2.4.2.2 Méthodes de simulation

Contrairement aux méthodes de transformation, les approches par simulation permettent

de s'a�ranchir des problèmes pouvant être posés par la complexité des topologies des sur-

faces de défaillance. Il est possible grâce à elles de trouver une solution précise à n'importe

quel problème dont la résolution nécessite des évaluations déterministes d'un certain mo-

dèle numérique ou analytique réalisant une fonction de base [132]. Elles permettent en

particulier de calculer des intégrales complexes, des équations di�érentielles, etc. Ces cal-

culs sont par exemple nécessaires lors de la résolution de problèmes d'optimisation, de

problèmes inverses, de propagations d'incertitudes. Ce type d'approche garantit une pré-

cision toujours plus grande à mesure que le nombre de simulations augmente ce qui en fait

un outil de prédilection dans le cas de modèles simples et rapides. Le revers de la médaille

est que pour un modèle complexe, le nombre de simulations nécessaires à la convergence

du résultat est bien souvent rédhibitoire.

Méthode de Simulation par Monte-Carlo Une simulation de Monte-Carlo consiste à

simuler des échantillons ou tirages aléatoires des paramètres d'entrée d'un modèle à partir

de leurs distributions de probabilité et à calculer les réponses correspondantes. Ces jeux

de données servent à résoudre le problème considéré. Bien que les méthodes dérivées de

Monte-Carlo restent sujettes aux erreurs de modèles et aux approximations algorithmiques
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des générateurs de nombres aléatoires, elles permettent d'éviter certaines approximations

de résolutions analytiques. C'est pourquoi ces méthodes sont classées dans les approches

dites exactes.

Dans le cadre du travail présenté dans ce manuscrit, les analyses faisant appel à la méthode

de Monte-Carlo serviront presque exclusivement au calcul de probabilités de défaillance

dé�ni en équation 2.26 et qu'il est possible de réécrire :

Pf =

ˆ

Rnx

1DffX (x) dx = E
[
1Df
]

(2.34)

avec :

� 1Df : la fonction indicatrice valant 1 dans le domaine de défaillance et 0 ailleurs,

� E [.] : l'espérance mathématique,

Le formalisme ici présenté sous-entend que l'équation 2.34 est évaluée à partir d'un nombre

ns d'échantillons du vecteur des variables aléatoires X obtenus à partir de fX (x). Par

l'application de la loi des grands nombres, on peut déduire la relation suivante entre la

moyenne arithmétique et l'espérance mathématique :

E
[
1Df
]
≈ 1

ns

ns∑
k=1

1Df (2.35)

En posant nDf comme étant le nombre d'échantillons dans le domaine de défaillance, la

méthode de Monte-Carlo permet de construire facilement un indicateur non-biaisé de la

probabilité de défaillance du système :

P̂f,MC =
1

ns

ns∑
k=1

1Df =
nDf
ns

(2.36)

L'estimateur non-biaisé de la variance de P̂f,MC est quant à lui :

σ2
[
P̂f,MC

]
=

1

ns − 1

ns∑
k=1

(
1Df − P̂f,MC

)2

(2.37)

Cette variance caractérise l'erreur statique de simulation et permet de voir que la diminu-

tion de l'erreur est directement dépendante du nombre d'échantillons calculés. Si ns tend

vers l'in�ni, alors l'erreur tend vers 0. Ce nombre ns est donc à déterminer en fonction des

objectifs de précision que l'utilisateur se �xe sur la valeur de la probabilité de défaillance.
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En partant du principe que la valeur des probabilités de défaillance à calculer dans le

domaine de la �abilité des structures se situe entre 10−3 et 10−6 et en prenant le coe�cient

de variation :

CVP̂f,MC
=

√√√√√σ2
[
P̂f,MC

]
E
[
P̂f,MC

] =

√
1− Pf
nsPf

(2.38)

il apparait qu'entre 4 × 105 et 4 × 108 échantillons sont nécessaires à l'obtention d'un

coe�cient de variation de 5%. Dès lors, à partir du moment où le temps d'évaluation de la

fonction contrainte prend plus de quelques secondes, il devient très vite prohibitif d'utiliser

ce genre de méthode. Cependant, et toujours dans le cas d'un calcul d'intégrale complexe,

une méthode par simulation gardera toujours l'avantage d'être plus simple à mettre en

÷uvre qu'une approche par transformation type FORM ou SORM. C'est pourquoi de

nombreuses heuristiques di�érentes ont été développées a�n de réduire le nombre d'échan-

tillons nécessaires à la convergence du processus. Ces techniques sont dites de réduction

de la variance. Une liste non-exhaustive est donnée ici [116] :

� de l'échantillonnage préférentiel � importance sampling [11, 64, 94],

� du tirage hypercube latin � latin hypercube sampling [67, 93],

� du tirage quasi Monte-Carlo [24, 98, 104],

� du tirage descriptif � descriptive sampling [128, 129, 144],

� des variables de contrôle � control variates [142],

� des variables antithétiques � antithetic variates [55, 65],

� du tirage adaptatif � adaptive sampling [32],

� du tirage par séquence de Hammersley � Hammersley sequence sampling [76].

Le couplage de ces méthodes avec des méthodes de transformation est par la suite possible

pour la résolution de problèmes spéci�ques [140].

� la méthode line sampling [87, 117],

� la méthode subset simulation [10, 12],

� la méthode directional simulation [45, 46],

� la méthode axis orthogonal simulation [70],

� la méthode de Hohenbichler et Rachwitz [70].

La méthode des Subset-Simulation fait l'objet d'un développement dédié dans la suite de

ce manuscrit.
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Subset-Simulation Il a été mis en avant dans la section précédente que l'un des prin-

cipaux freins à l'utilisation d'un échantillonnage de Monte-Carlo pour l'évaluation d'une

probabilité de défaillance est l'augmentation importante du nombre d'échantillons à cal-

culer à mesure que la probabilité à estimer devient faible.

La méthode Subset-Simulation o�re une approche intéressante en couplant l'échantillon-

nage à une Chaine de Markov. Elle se base sur l'idée originale de calculer des probabilités

de défaillance intermédiaires, plus importantes, et donc plus simples à estimer. En e�et,

en reprenant Df le domaine de défaillance, il est possible de dé�nir une succession de m

domaines intermédiaires Di de l'espace incertain tels que :

D1 ⊃ D2 ⊃ · · · ⊃ Dm = Df (2.39)

La dé�nition de la probabilité conditionnelle donne ensuite :

Pf = P (Df ) = P (Dm |Dm−1 )P (Dm−1) = P (D1)
m∏
i=2

P (Di |Di−1 ) (2.40)

La théorie autorise donc à calculer les probabilités P (Di |Di−1 ) et à faire leur produit

au lieu d'estimer de manière frontale P (Df ) qui peut être très petite. Les questions dé-

coulant de cette idée, telles que la manière de choisir la forme et le nombre de domaines

intermédiaires sont traitées dans [10, 12].

Df peut être représenté comme un excédent par rapport à une valeur seuil admissible yc :

Df = {Y ≥ yc} (2.41)

La stratégie Subset-Simulation consiste en la dé�nition d'une liste de seuils successifs

0 < y1 · · · < ym = yc tels que l'écart entre Di et Di−1 permette le calcul de P (Di |Di−1 )

qui ne soit pas petit. Autrement, l'algorithme se retrouve dans le cadre de l'évaluation

d'évènement rare, et les inconvénients d'un Monte-Carlo cru réapparaissent.

L'algorithme est en général réglé de manière à ce que P (Di |Di−1 ) appartienne à [0.1, 0.2]

Dans sa version originale [10], la méthode Subset-Simulation progresse suivant un algo-

rithme de Métropolis-Hasting [95, 66] faisant intervenir les chaines de Markov. De nou-

veaux candidats sont échantillonnés de manière aléatoire suivant une loi de distribution

choisie a priori .

Ces candidats sont acceptés ou refusés suivant le ratio de la probabilité recherchée. Il est

choisi de manière à ce que la corrélation le long de la chaine de Markow soit faible. Ceci

permet d'éviter les e�ets de moyennage et donc, d'augmenter l'e�cacité du processus.
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Le choix de la distribution de base in�ue sur le choix des candidats lors des échantillonnages

et donc sur l'e�cacité de la procédure MCMC. Elle doit être choisie de manière à ce que

la corrélation le long de la chaine de Markov soit faible. Elle doit également trouver un

équilibre entre deux cas :

� Fournir des candidats appartenant à Di, qui sont acceptés, pris pour nouvelle réfé-
rence, mais trop proches des points précédents pour permettre une avancée e�cace

de l'algorithme,

� Fournir des candidats n'appartenant pas à Di, qui sont rejetés.

L'application de cette méthode à des problèmes d'optimisation peut être trouvée dans

[12, 51].

Synthèse Bien que de nombreuses techniques de réductions de la variance existent

pour rendre les méthodes de simulation moins gourmandes en temps de calcul, celles-

ci conservent une convergence en 1/
√
ns. Le nombre d'échantillons à calculer est donc

encore dans de nombreux cas trop important pour parvenir à des algorithmes d'optimi-

sation plus performants, le temps de calcul doit donc être gagné en amont, sur la durée

même de l'évaluation du modèle.

Pour cela, de nombreuses méthodes de réanalyses approchées existent. Leur but est d'arri-

ver à une approximation locale du modèle de manière à en synthétiser de manière simpli�ée

et rapide les sorties d'intérêt en fonction des entrées du problème.

Les approches les plus utilisées dans le cadre de la �abilité des structures sont les construc-

tions de métamodèles à base de surfaces de réponses [31, 57, 124, 150], de Krigeages [52, 83]

ou de réseaux de neurones [73, 72]. De manière plus marginale, les approches par réduction

de modèles sont aussi utilisées [119].

D'autres méthodes, qui ne seront pas utilisées dans ce manuscrit sont le chaos polynomial

[22, 58, 140, 141] et la collocation stochastique [29, 121].

Les techniques de construction des métamodèles et de réduction des structures sont abor-

dées respectivement en annexes D et B.

L'intégration de l'analyse de �abilité dans le contexte de conception robuste est quant à

elle explicitée dans la section suivante.
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2.4.3 Méthodes de conception robuste

2.4.3.1 Introduction

Au delà de simplement garantir un niveau de performance du système, le processus de

conception vise à minimiser son coût de production ou encore le coût de son cycle de vie

[116]. Si des règles métier existent, basées sur l'expérience et le bon sens, il est souvent

intéressant de compléter cette base méthodologique par des approches d'optimisation.

De nombreuses méthodes déterministes existent mais ne permettent pas de prendre en

compte les incertitudes et sont donc peu �ables dans un contexte où les connaissances sur

le système sont faibles.

Les approches stochastiques répondent en partie à ce manque en tenant compte des incer-

titudes qu'il est possible de représenter par des lois mathématiques. Ces approches sont

déjà plus réalistes car les incertitudes sont présentent à toutes les échelles et toutes les

étapes de la conception d'une structure et durant son cycle de vie.

La dé�nition fondamentale de la conception robuste est donnée par : �un produit ou procédé

est dit robuste s'il est insensible à la variabilité de ces sources d'incertitude, même si ces

sources ne sont pas éliminées.�

Les sections à venir font un état des lieux des méthodes de conception robuste utilisées, en

partant du cas historique de la méthode Taguchi pour ensuite s'attarder sur les méthodes

par optimisations qui seront utilisées dans les applications présentées dans ce manuscrit.

2.4.3.2 L'approche Taguchi

L'un des pionniers en matière de conception robuste fut Taguchi [35] qui dès les années 50

développa une méthodologie visant à obtenir une conception de qualité par l'application

de concepts statistiques. L'approche de conception robuste au sens de Taguchi repose sur

l'utilisation de plans d'expérience orthogonaux. On y distingue [80] :

� les facteurs contrôlés, c'est-à-dire, les paramètres de conception qui peuvent être

ajustés en fonction de la performance désirée et pour diminuer la variabilité ; ils

constituent le plan interne ;

� les facteurs de bruit, c'est-à-dire, les paramètres qu'il est impossible ou trop coûteux

de contrôler ; ils constituent le plan externe ;

� une fonction perte permettant de quanti�er la perte de qualité subie par le produit ;

� le ratio signal/bruit qui mesure l'e�et de la variation des paramètres de conception

du modèle et environnementaux sur les fonctions performance.
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La dé�nition du ratio signal/bruit varie suivant le problème étudié mais il s'agit toujours

d'une fonction de la forme :

RSB = −10 log10 (SB) (2.42)

Généralement, on cherche à maximiser ce ratio en prenant SB = σ2/µ2, où σ et µ sont

respectivement l'écart-type et la moyenne de la fonction performance.

Les e�ets de la variabilité des paramètres de conception sont étudiés au moyen des plans

d'expérience orthogonaux où les facteurs contrôlés et de bruit prennent un nombre limité

de valeurs appelées niveaux. Une fois que la conception permettant de maximiser le ratio

signal/bruit est trouvée, la moyenne de la fonction performance est ajustée sur la réponse

voulue en faisant varier les paramètres de conception ayant peu d'in�uence sur la variance

de la performance.

Cette démarche est très largement utilisée dans les entreprises � au point d'être une marque

déposée � car très bien documentée, facile à mettre ÷uvre et, dans la cas de la simulation

numérique, demandant peu de calculs. La méthode industrielle de contrôle de la qualité

Six Sigma intègre d'ailleurs les plans d'expérience de Taguchi. On trouvera dans [17] une

approche Six Sigma en RBDO et RDO (dé�nis plus bas).

La méthode Taguchi a cependant de nombreuses limites. Il lui est notamment reproché

[80, 111] :

� de mal prendre en compte les interactions entre les paramètres ;

� de mal considérer les contraintes ;

� d'être mise en défaut en cas de relation non-linéaire entre les entrées et les sorties ;

� de limiter les valeurs de paramètres aux niveaux pris par ceux-ci dans le plan d'ex-

périence.

Ce dernier point rend particulièrement ine�cace cette approche dans le cadre du calcul des

structures où les paramètres prennent des valeurs continues. Néanmoins, certains travaux

s'appuyant sur l'approche Taguchi ont aussi été développés en calcul des structures. On

en trouvera une revue dans [80].

L'augmentation de la puissance des ordinateurs a permis le développement de techniques

de conception robuste plus coûteuses en temps de calcul mais plus justes du point de vue

statistique. Ces techniques reposent principalement sur des techniques d'optimisation, et

sont l'objet de la suite de cette section.
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2.4.3.3 Les approches par optimisation

Les deux grands paradigmes sur lesquels se basent les routines d'optimisation sont :

� la �abilité, illustrée ici par la RBDO (Reliability-Based Design Optimisation),

� la conception robuste, illustrée ici par la RDO (Robust Design Optimisation)

Figure 2.6: Optimisation RBDO et RDO

Ces deux approches traitent de manière di�érente les mêmes types de problèmes. Dans

le cas de la RBDO, l'algorithme vise à �déplacer� la moyenne des distributions a�n de

diminuer la probabilité de défaillance du système, tandis que la RDO tente de diminuer la

variabilité de la fonction performance. Une illustration de la philosophie de ces approches

est disponible �gure 2.6.

RBDO Un problème de RBDO peut se formaliser comme suit [116] :



min
d∈Rnd

f (d) f ∈ R

avec

g (d) ≤ 0 g ∈ Rng

h (d) = 0 h ∈ Rnh

Pf (x,d) ≤ Pc

(2.43)

où

� x = [x1 x2 · · · xnx ]
T est le vecteur des variables aléatoires ;

� d = [d1 d2 · · · dnx ]
T est le vecteur des variables de conception ;
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� f(d) est la fonction objectif - ou fonction coût - à minimiser ;

� g (d) =
[
g1(d), g2(d), · · · gng(d)

]
est le vecteur des ng contraintes d'inégalités ;

� h (d) = [h1(d), h2(d), · · · hnh(d)] est le vecteur des nh contraintes d'égalités ;

� Pf (x,d) est la probabilité de défaillance en fonction de x et de d ;

� Pc est le seuil critique que la probabilité de défaillance ne doit pas dépasser.

Cette optimisation peut être multi-objectifs et les variables de d peuvent être aléatoires

et appartenir à x. La RBDO ne sera pas traitée outre mesure dans ce manuscrit. De

nombreuses applications peuvent néanmoins être trouvées dans [4, 5, 62, 74, 75, 80, 81,

100, 126, 110, 116, 118, 133, 139, 155].

RDO Une formalisation possible d'un problème de RDO peut être [116] :



min
d∈Rnd

[f (d) ,m (x,d)]T f ∈ R, mσ ∈ R

avec

g (d) ≤ 0 g ∈ Rng

h (d) = 0 h ∈ Rnh

(2.44)

À la minimisation de la fonction objectif f(d) s'ajoute ici la minimisation d'une mesure

de la variabilité de la réponse d'intérêt m (x,d). Par nature, une approche RDO est donc

toujours multi-objective. Ce qui n'empêche en rien l'ajout d'autres fonctions objectives ou

bien celui d'autres mesures de variabilité à minimiser.

La dé�nition de la mesure de la variabilité de la fonction de performance f(d) du système

est en général exprimée en fonction de µf et de σf désignant respectivement ses moyennes

et écart-types tels que :

min
d∈Rnd

[f (d) ,m (x,d)]T = min
d∈Rnd

[µf , σf ]
T (2.45)

Mais d'autres choix sont possibles comme dans le cas d'une optimisation multi-objectifs

[7, 30, 59] où :

min
d∈Rnd

[f (d) ,m (x,d)]T = min
d∈Rnd

[
f (d) ,

σf
µf

]T
(2.46)

où les σf
µf

= 1
fr

sont les fonctions de vulnérabilité associées à chaque f et où fr est la

fonction de robustesse.
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La mesure de la variabilité peut aussi être dé�nie au sens de Pareto, ce qui permet une

réduction à un problème mono-objectif où l'amélioration d'un paramètre va de pair avec

la dégradation de tout ou partie des autres paramètres [48, 49, 80, 154] :

minα
µf
µ∗f

+ (1− α)
σf
σ∗f

(2.47)

où α compris entre 0 et 1 permet la pondération de l'importance de la moyenne vis-à-vis

de l'écart-type. Les valeurs étoilées µ∗f et σ
∗
f représentent les objectifs désirés en moyenne

et écart-type. Cette méthode peut ne pas trouver de solutions dans le cas où sa convexité

n'est pas respectée.

En général, la conception d'une structure doit satisfaire des critères à la fois de �abilité et

de robustesse. Les deux approches présentées peuvent donc être vues comme étant com-

plémentaires. Cependant, comme sous-entendu, mener une optimisation RBDO nécessite

le calcul de probabilités de défaillance. Or il a été mis en évidence dans la partie précé-

dente que celles-ci pouvaient être di�ciles à mettre en place, coûteuses et sujettes à de

nombreuses erreurs suivant la topologie de la surface d'état limite. La RDO semble donc

plus simple d'application, d'autant plus que la réduction de la variabilité de la réponse

du système s'accompagne généralement d'une réduction de la probabilité de défaillance,

comme illustré dans la �gure 2.6.

RRDO En plus des problèmes de type RBDO et RDO, des problèmes du type RRDO

(Reliability-Based Robust Design Optimization) apparaissent aujourd'hui [116, 151] et

peuvent être formalisés par :



min
d∈Rnd

[f (d) ,m (x,d)]T f ∈ R, mσ ∈ R

avec

g (d) ≤ 0 g ∈ Rng

h (d) = 0 h ∈ Rnh

Pf (x,d) ≤ Pc

(2.48)

Il s'agit d'un problème de conception robuste auquel a été ajouté une contrainte probabi-

liste sur la probabilité de défaillance. Il peut donc être vu comme une sorte d'agglomération

des deux méthodes citées plus haut.

Di�érentes synthèses des approches de conception robuste par optimisation penvent être

trouvées dans [23, 80, 116, 133, 154].
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Résolution La résolution des problèmes d'optimisation dé�nis précédemment peut se

faire de deux manières di�érentes :

� Par voie déterministe [48, 49, 80, 120] : en faisant intervenir des algorithmes d'opti-

misation locaux ou globaux. Les mesures de robustesse et les contraintes sont donc

calculées de manière explicite par des techniques numériques.

� Par simulations : les incertitudes sont traitées par simulations (Monte-Carlo par

exemple) au sein même de l'optimisation. Les algorithmes évolutionnaires sont sou-

vent employés dans le cadre de cette approche [30, 7, 8, 59]. Les calculs requérant

de nombreux appels au modèle, les di�érentes techniques de réanalyses approchées

tels que la métamodélisation ou la réduction de modèle sont souvent couplées à la

procédure d'optimisation [116, 30, 7, 59].

La prise en compte des incertitudes lors d'une procédure d'optimisation fait l'objet de

la section suivante. En e�et, des approches non-probabilistes sont possibles dans le cadre

d'une étude de conception robuste [18, 92].

2.4.4 Approches non-probabilistes pour la modélisation d'incerti-

tudes

2.4.4.1 Introduction

Comme il a été exposé lors du préambule de cette thèse 1.1.2, les incertitudes peuvent être

de nature et de sources très diverses. Mais toutes sont liées par la nécessité d'être à un

moment donnée conceptualisées de manière mathématique a�n de pouvoir être utilisées

en ingénierie.

De nombreuses méthodes prennent pour hypothèse une dé�nition stochastique de ces in-

certitudes. Deux écoles se rencontrent sur ce terrain. La première, fréquentiste, se veut

objective et ne traite que de l'occurrence d'un évènement donné pour en calculer la pro-

babilité. La seconde, Bayésienne, plus subjective, calcule la probabilité à partir d'un état

a priori de l'information. Les approches stochastiques de traitement des problèmes sous

incertitudes ne seront pas abordées plus en profondeur dans ce manuscrit car elles ne per-

mettent pas la modélisation des méconnaissances de modèle à proprement parler. Il est

toutefois possible de se rapporter à [132, 133] pour de plus amples informations.

En opposition à ces approches, des méthodologies non-probabilistes existent. Il est possible

de citer les méthodes par intervalles [44, 97, 40, 135] dont l'arithmétique particulière est

développée dans la suite du manuscrit, les ensembles �ous [152] dont le paramètre incertain

est lié à un degré d'appartenance dépendant du jugement sur l'incertitude du paramètre,
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et en�n, la méthode Info-Gap [21] qui est au c÷ur de la modélisation des méconnaissances

qui seront traitées dans ce document.

2.4.4.2 Théorie des intervalles

Cette théorie repose sur le principe relativement simple et intuitif de représenter les in-

certitudes par des intervalles lorsque la loi de probabilité associée n'est pas connue. Cette

approche permet alors de trouver les bornes extrêmes des variations des réponses, infor-

mation qui peut su�re au concepteur. Le socle théorique de la méthode est le suivant.

Un intervalle d'incertitude [I] est dé�ni par sa fonction caractéristique χI selon

χI : R→ {0, 1}

x→ χI (x) =

 1 si I− ≤ x ≤ I+

0 sinon

(2.49)

Le vecteur des paramètres incertains représenté par x ∈ R est ainsi borné par les va-

leurs I− et I+ . La propagation des incertitudes au sein du modèle se fait ensuite par

application de l'arithmétique particulier des intervalles. Pour une opération courante

∗ ∈ {+,−,×,÷,min,max} entre deux intervalles fermés [I] et [J ] tels que :

[I] + [J ] = [I− + J−, I+ + J+],

[I]− [J ] = [I− − J+, I+ − J−],

[I]× [J ] = [min (I−J−, I−J+, I+J−, I+J+) ,max (I−J−, I−J+, I+J−, I+J+)],

[I]÷ [J ] = [I−, I+]× [I/I+, I/I−] 0 /∈ [J ].

La fonctionf (x) = 2x− x est classiquement utilisée pour montrer que le caractère pessi-

miste d'une propagation d'incertitudes par la théorie des intervalles est l'un de ses défauts

majeurs. Ainsi, en appliquant les règles de soustraction des intervalles, le résultat suivant

est obtenu :

f ([I]) =
[
2 [I]− − [I]+ , 2 [I]+ − [I]−

]
⊃ [I]

L'intervalle résultat est donc plus vaste que [I] alors que le fait que 2x − x = x pouvait

laisser attendre un résultat du type f ([I]) = [I] . Ces surestimations proviennent du fait

que la dépendance des occurrences en x n'est pas prise en compte. Pour pallier à ces

problèmes, l'arithmétique a�ne a été développée [38]. Des travaux dans le domaine de la

dynamique des structures [42, 44] ont, par exemple, permis d'obtenir des FRFs enveloppes.
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À noter pour conclure que la toolbox INTLAB est disponible et permet l'application de

la théorie des intervalles.

La théorie des intervalles a par la suite été agrémentée d'heuristiques plus évoluées, mais

celles-ci ne seront pas traitées dans ce manuscrit. La théorie Info-Gap, plus récente, fait

partie de cet héritage de méthodologies basées sur des modèles convexes.

2.4.4.3 L'approche Info-Gap

La théorie Info-Gap [21] a émergé au cours des années 90 sous l'impulsion de Y. Ben-Haim

dans l'objectif de fournir des outils d'aide à la décision dans un contexte d'incertitudes

sévères [2]. Elle fournit une représentation quantitative de l'incertitude au sens de Knight,

c'est à dire l'incertitude pour laquelle il n'existe pas de mesure objective de la probabilité.

Plus précisément, la théorie Info-Gap quanti�e la distance - gap - entre l'information -

info - qui est connue et celle qu'il est nécessaire de connaître pour prendre une décision

�able. Lors d'une prise de décision, l'objectif est de minimiser cette distance.

La philosophie de l'approche prend ses racines dans le concept de la rationalité limitée,

développé par Simon [137] : face à la prise de décision, le comportement humain est

rationnel - les êtres humains peuvent expliquer les décisions qu'ils prennent - mais il est

également limité - les êtres humains sont incapables, lors d'une prise de décision, d'imaginer

et de conceptualiser toutes les possibilités et leurs conséquences. En présence de grandes

incertitudes, le comportement humain pousse à choisir une situation raisonnable. C'est

la raison pour laquelle la théorie est quali�ée de satis�cing , un mot-valise formé des

mots satisfactory (satisfaisant) et su�cing (su�sant). En utilisant la théorie Info-Gap,

l'analyste privilégiera une décision satisfaisante plutôt qu'une décision optimale.

La théorie Info-Gap a déjà fait ses preuves dans de nombreuses applications telles que le

positionnement de capteurs [146], la détermination de facteurs de sécurité [71] ou encore

la calibration de modèles [113, 145], le tout en présence de méconnaissances de modèle.

Elle repose sur la dé�nition de trois éléments :

Le modèle du système Le modèle du système permet d'établir la relation fonctionnelle

qui lie les paramètres connus q et inconnus m du système avec ses sorties. Ces paramètres

sont généralement les paramètres mécaniques et géométriques du modèle éléments �nis.

Mais comme il sera développé plus tard au sein de ce document, ceux-ci peuvent aussi

être les paramètres d'une loi de probabilité. Le modèle du système peut se formaliser par

l'équation :
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M (q,m) (2.50)

Dans le cas d'une application à la mécanique des structures, le modèle du système peut

tisser les liens entre des raideurs d'interfaces incertaines et des fréquences propres (chapitre

5), ou encore la position de certains équipements avec les déformées du système (chapitre

3).

Le modèle d'incertitude représente l'espace de variation de l'incertitude sous la forme

d'imbrication de domaines convexes. Plus précisément, ces modèles sont constitués d'une

famille in�nie de sous-ensembles centrés et imbriqués sur les estimations des paramètres

incertains u dans leur con�guration nominale u0. La taille de ces sous-ensembles est contrô-

lée par un réel positif, appelé horizon d'incertitude et noté α. Ces sous-ensembles convexes

sont notés U (α, u0). Il est important de noter qu'il n'existe pas de restriction sur la nature

mathématique des paramètres u. Par exemple, les paramètres incertains peuvent être des

paramètres associés à des lois de distribution, ce qui revient à considérer la loi de proba-

bilité comme incertaine. Ces modèles particuliers sont quali�és de modèles hybrides. On

pourra consulter le chapitre 10 de [21] ou encore [115] pour plus de détails. Il existe divers

modèles d'incertitude Info-Gap (cf. p. 20 dans [21]). Par exemple :

� le modèle enveloppe :

U
(
α,m(0)

)
=
{
m :

∥∥m−m(0)
∥∥ ≤ αm(0)

}
(2.51)

� le modèle énergétique :

U
(
α,m(0)

)
=

{
u :

ˆ +∞

0

(
m=m(0)

)2 ≤ α2

}
(2.52)

� le modèle hybride (u0X est alors la loi de probabilité de la variable aléatoire X ) :

U
(
α,m

(0)
X

)
=

{
uX : uX ≥ 0,

ˆ +∞

−∞
mX = 1,

∣∣∣mX=m
(0)
X

∣∣∣ ≤ αm
(0)
X

}
(2.53)

La diversité de ces modèles nous suggère qu'il n'y a pas de façon universelle dont l'incerti-

tude est imbriquée. Le choix du modèle d'incertitude est clairement dicté par la physique

du système et s'avère être subjectif. Découlant généralement des propriétés de convexité

des sous-ensembles, les modèles d'incertitude Info-Gap possèdent des propriétés mathé-

matiques intéressantes, formulées initialement dans [20] :
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� Imbrication. Soient U (α, u0) et U (β, u0)

α < β ⇒ U (α, u0) ⊆ U (β, u0) (2.54)

� Contraction. Le modèle Info-Gap particulier U (α = 0 , u0) est un singleton consti-

tué du centre du domaine :

U (α = 0 , u0) = {u0} (2.55)

� Translation. Soit U (α, u0) un modèle Info-Gap et 0 l'élément neutre de l'espace où

se situe u0, alors :

U (α, u0) = U (α, 0) + {u0} (2.56)

� Expansion linéaire. Soit U (α, u0) un modèle Info-Gap, alors ∀ (α, β) ∈ R∗2+ :

U (β, u0) =
α

β
U (α, u0) (2.57)

Le critère de performance dit aussi modèle de prise de décision, traduit le niveau

d'exigence que l'on veut atteindre sur la réponse d'intérêt du système a�n de pouvoir

prendre une décision. Ce critère peut être di�cile à exprimer mathématiquement mais est

en général présenté comme un seuil κc que la réponse d'intérêt du système y ne doit pas

excéder :

|y| ≤ κc (2.58)

Toujours en prenant des exemples dans le domaine de la dynamique des structures, ce

seuil peut symboliser une limite en fréquence qu'un mode ne doit pas dépasser.

Ces trois composantes du formalisme Info-Gap permettent la dé�nition des fonctions de

robustesse et d'opportunité qui sont les réels outils sur lesquels repose la prise de décision.

Ces deux fonctions sont duales l'une de l'autre et permettent d'aborder la problématique

des incertitudes selon deux directions di�érentes car �l'incertitude peut être soit néfaste

soit propice� (p. 37 dans [21]).

La fonction de robustesse α̂ = α(q, y) va donc permettre de détecter le plus grand horizon

d'incertitude pour lequel aucune défaillance n'est possible, tandis que la fonction d'oppor-

tunité β̂ = β̂(q, y) révèlera le plus petit horizon d'incertitude pour lequel l'occurrence d'un
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phénomène espéré κe peut avoir lieu.

α̂ = max

{
α :

{
max

m∈U(α,m(0))
M (q,m)

}
≤ κc

}
∈ R+ (2.59)

β̂ = min

{
α :

{
min

m∈U(α,m(0))
M (q,m)

}
≤ κe

}
∈ R+ (2.60)

Ces deux fonctions découlent intimement des trois éléments précédemment dé�nis. Les

fonctions robustesse et opportunité sont des fonctions monotones vis-à-vis de l'exigence de

performance. Cette propriété découle directement d'un théorème exprimant les compromis

entre exigence de performance et immunité vis-à-vis des incertitudes. Soient κc1 et κc2 deux

critères de performance �xés, alors il est possible de démontrer l'assertion suivante :

κc1 < κc2 ⇒ α̂ (q, κc1) ≥ α̂ (q, κc2) (2.61)

Cette relation met donc en évidence le compromis existant entre exigence de performance

et robustesse vis-à-vis des incertitudes. Pour étudier ces compromis, on trace des courbes

de robustesse qui sont la représentation graphique de la relation α̂ (q, κc) = f (κc). Na-

turellement, les courbes de robustesse sont monotones (croissantes) : c'est en e�et une

propriété découlant directement de l'équation 2.61.

Dans la pratique, la fonction opportunité est assez peu utilisée dans le sens où le souci de

l'ingénierie vise principalement à éviter un évènement néfaste à la structure.

2.5 Conclusion partielle

Ce chapitre a permis de faire un tour d'horizon des méthodologies et concepts qui seront

utilisés par la suite.

Ainsi les chapitres 3 et 4 seront respectivement dédiés au placement de capteurs ou d'exci-

tateurs et à la conception robuste de structure à proprement parler. Dans les deux cas, les

méthodologies précédemment expliquées seront adaptées de manière à fournir des résultats

robustes vis-à-vis des méconnaissances de modèle ainsi que des outils d'aide à la décision.

Les approches robustes ainsi bâties seront ensuite à chaque fois étendues à des systèmes

possédant des non-linéarités locales.
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3.1 Introduction

Il est largement reconnu que les incertitudes aléatoires présentes dans un système et son

environnement doivent être prises en compte au cours du processus de conception [131].

Un large panel des stratégies de conception robuste dans le domaine de la dynamique des

structures peut être trouvé dans [153]. Cependant, les incertitudes peuvent se présenter

sous de nombreuses formes et les erreurs modélisées ne sont pas nécessairement de type

aléatoire. À titre d'exemple, les erreurs de forme ou les niveaux inconnus sur l'impréci-

sion des paramètres requièrent souvent une approche non-probabiliste pour être prises en

compte de manière correcte. Et d'ajouter que le principe de conception robuste n'est pas

exclusivement réservé à la conception des structures, il a également prouvé son utilité dans

le développement d'algorithmes en général.

Dans ce qui va suivre, une nouvelle stratégie ayant pour but de maximiser la robustesse

vis-à-vis d'erreurs de modèle d'un placement de capteurs et d'excitateurs pour un test

de vibration sera proposée. Ce chapitre s'évertuera à investiguer jusqu'à quel point il est

possible d'améliorer un plan de test pour l'analyse modale d'une structure en présence

d'incertitudes épistémiques. Une méthodologie robuste est élaborée pour o�rir un com-

promis entre la performance du test et la prise en compte des incertitudes. Les approches

proposées dans [146] et [77] sont également étendues au placement d'excitateurs et aux

structures localement non-linéaires.

3.2 Méthodologies

3.2.1 Méthodologie de placement robuste de capteurs

Comme il a été précisé dans l'état de l'art, une distribution de capteurs a pour principales

fonctions de détecter et de distinguer les modes signi�catifs d'une structure pour une

bande de fréquences dé�nie. Le modèle M liant les iième entrées inconnues du système mi,

aux sorties inconnues (ici la base modale Φi) peut être dé�ni par l'équation (3.1). Chaque

vecteur mi peut contenir des propriétés matériaux ou géométriques par exemple. Ceci

constitue la première brique de l'intégration du formalisme Info-Gap dans une logique de

placement de capteurs.

M(mi) = Φi (3.1)

Dans le but de prendre en compte les incertitudes de modèle, l'approche adoptée ici consiste
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en un échantillonnage du modèle incertain sur le domaine de conception de manière à

constituer une base de données des bases modales Φ telle que Φ = [Φ1, · · · ,ΦN ] soit

représentative des incertitudes dé�nies. Cet échantillonnage doit suivre un modèle d'in-

certitude U
(
α,m(0)

)
, toujours dé�ni dans le cadre de la théorie Info-Gap, où m est le

vecteur des paramètres incertains, m(0) est le vecteur des mêmes paramètres incertains

dans leur con�guration nominale et α est l'horizon d'incertitude. Ce modèle doit repré-

senter la physique des paramètres incertains et, dans un cadre simple, dé�nir un intervalle

dans l'espace de conception incertain où les paramètres sont autorisés à varier. L'utilisa-

tion d'une méthode d'échantillonnage présente l'avantage non-négligeable de ne pas avoir

à formuler d'hypothèses sur le type ou bien le nombre de modes présents dans la bande de

fréquence d'intérêt. Dans l'étude présentée, le modèle enveloppe bound dé�ni dans [149]

est utilisé :

U
(
α,m(0)

)
=
{
m :

∣∣∣mi −m
(0)
i

∣∣∣ < αwim
(0)
i , i = 1, . . . , p

}
(3.2)

Une fois la base de donnée constituée, une décomposition aux valeurs singulières (SVD)

[60] de la matrice Φ est faite de telle sorte que UΣV T = Φ, dans le but de réduire l'espace

modal incertain. Cette décomposition fournit 3 matrices :

� U : Matrice orthogonale contenant les vecteurs singuliers gauches correspondant aux

directions singulières du problème, aussi appelés modes propres orthogonaux (POM),

� Σ : Matrice pseudo-diagonale contenant les valeurs singulières aussi appelées valeurs

propres orthogonales (POV). Elles sont liées à l'énergie des POMs,

� V : Matrice orthogonale contenant les vecteurs singuliers droits. Ils représentent la

modulation temporelle des POMs.

L'examen des valeurs singulières obtenues consécutivement à la décomposition SVD per-

met de dé�nir un espace réduit mais représentatif des comportements vibratoires rencon-

trés. Si les incertitudes n'occasionnent pas d'e�ets notables sur la dynamique du système,

le sous-espace résultant sera très proche de la base modale nominale de la structure. A

mesure que l'incertitude augmente, le sous-espace représentatif augmente en taille de ma-

nière naturelle a�n d'incorporer les nouveaux comportements modaux. La colonne à partir

de laquelle la matrice U est tronquée est choisie par analyse des valeurs singulières. Il est

de coutume de choisir un ratio par rapport à la plus grande valeur singulière (1e−5 en

général) en deçà duquel les valeurs singulières sont considérées comme étant attachées

à des vecteurs singuliers négligeables pour l'application. Ce procédé permet la construc-

tion d'une base Ur de vecteurs orthogonaux représentatifs des comportements vibratoires

prépondérants observés lors de l'échantillonnage. La dimension de ce sous-espace condi-

tionne le nombre minimum de capteurs pouvant être placés de manière à observer tous les
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comportements linéairement indépendants de la structure. En e�et, suivant la méthode

utilisée, il n'est en général possible de ne positionner qu'un capteur par mode (i.e. par

colonne).

À compter du moment où la base Ur est déterminée, il est possible de la considérer comme

n'importe quelle base modale d'une structure mécanique. Elle peut donc être utilisée

comme entrée d'un algorithme déterministe de placement de capteurs. La robustesse de

l'approche est donc ici apportée par la construction de la base modale et non par la métho-

dologie de placement en propre. Dans l'étude qui suivra, les méthodologies choisies sont

celles de Kammer [77] , basée sur l'indépendance e�ective, et celle de Schedlinski [130],

construite sur la décomposition QR. Un descriptif de ces méthodes est donné en section

2.3.2.

Une fois la distribution de capteurs établie, il reste encore à en mesurer la robustesse vis à

vis des méconnaissances présentes dans le modèle éléments �nis. Un critère légitime doit

être révélateur de la distinction des modes propres correspondants à une base modale

donnée. Qualitativement, une base modale est considérée comme étant bien distinguée si

aucun de ses modes propres ne peut être écrit comme étant une combinaison linéaire des

autres modes de la même base. Dans [146] la distinction d'une base modale est quanti-

�ée grâce au conditionnement de la matrice des capteurs Φs, qui est la matrice modale

réduite à ses degrés de liberté comportant un capteur. En raisonnant ainsi, meilleure est

la distinction de la base modale, meilleur est également le conditionnement de la matrice

de vecteurs.

Reste à présent à dé�nir un critère de performance attestant de la robustesse de la dis-

tribution de capteurs pour un horizon d'incertitude déterminé. Pour cela, il faut être en

mesure de déterminer le conditionnement maximum (i.e. le pire) sur l'ensemble des

bases modales échantillonnées pour cet horizon d'incertitude. Cette mesure peut ainsi être

comparée à une valeur seuil de consigne κccond .

max (cond(Φs)) ≤ κccond (3.3)

La fonction de robustesse associée peut être facilement déduite en bouclant le critère de

performance sur l'horizon d'incertitude.

α̃cond = max

{
α , max

m∈U(α,m0)
(cond (Φs)) ≤ κccond

}
(3.4)

Un critère de performance basé sur l'indice de MAC peut aussi être utilisé. Ce dernier a

également été proposé dans [130]. En e�et, il est admis qu'un autoMAC de la matrice de
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capteur parfaitement diagonal garantit la bonne distinction des modes cibles. En choisis-

sant de se concentrer sur la valeur maximale des indices extradiagonaux (équation 3.5 ),

il est possible de connaître le cas où la distinction des modes est la plus défavorable pour

la distribution de capteurs choisie.

max (MAC(Φs)) ≤ κcMAC
(3.5)

La fonction de robustesse associée à ce critère suit le même formalisme que le critère en

conditionnement de la matrice de capteur.

α̃MAC = max

{
α , max

m∈U(α,m0)
(MAC (Φs)) ≤ κcMAC

}
(3.6)

Dans des cas où l'expertise doit aller plus loin dans l'analyse des performances de la

distribution, il est possible de considérer non plus la matrice MAC dans son ensemble,

mais chaque indice indépendamment des autres. Ceci sera utilisé dans le chapitre 5.

Un critère de performance basé sur l'indépendance e�ective a également été mis en

place, ce dernier est construit sur le même principe que le précédent (voir équation 3.7).

En e�et, l'indépendance e�ective fournit également une matrice. Le manque de temps n'a

malheureusement pas permis d'investiguer de manière satisfaisante les informations qu'il

est possible de retirer de ce paramètre. En e�et, l'indépendance e�ective ne donne plus

une information sur la détection ou la distinction des modes, mais bien un indicateur sur

le bien fondé de l'ajout de chaque capteur. Ainsi, pour un nombre de capteurs supérieur

au nombre de modes cibles, les résultats deviennent rapidement di�ciles à interpréter.

Ceux-ci ne seront donc pas présentés dans ce manuscrit.

α̃IE = max

{
α , max

m∈U(α,m0)

(
max
i

(Eii)
)
≤ κcIE

}
(3.7)

3.2.2 Extension aux capteurs multiaxiaux

La décomposition de Gramm-Schmidt avec pivot [61] constitue en fait une amélioration de

la décomposition QR. L'intérêt de cette décomposition réside dans le ré-ordonnancement

des colonnes de la matrice argument avant sa décomposition. À l'itération i de la décompo-

sition, une permutation est faite entre la iième colonne de la matrice et la colonne possédant

la norme 2 la plus importante parmi les colonnes non encore décomposées. Ce critère, for-

malisé par l'équation 3.8, permet l'optimisation de l'orthogonalité de la base résultante de
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la décomposition en choisissant les colonnes dont l'information est prépondérante au sens

de la norme 2.

n
max
i
{|ΦSi | , · · · , |ΦSn|} (3.8)

Dans le cadre d'une application visant à placer des capteurs monoaxiaux, le découplage

de l'information suivant chaque axe x, y et z n'a pas d'importance particulière. Chaque

direction est analysée et traitée indépendamment des autres. Si la volonté de l'utilisateur

est à présent de positionner des capteurs triaxiaux, il est nécessaire de considérer non plus

des vecteurs seuls, chacun porteur de l'information suivant une direction x, y ou z, mais

bien des triplets indissociables.

L'adaptation choisie de la méthode de Gramm-Schmidt avec pivot au cas multidimension-

nel passe par la création de trois matrices Φx
S, Φy

S et Φz
S regroupant chacune les vecteurs

de ΦS portant l'information suivant l'axe associé en exposant. Cette écriture permet la

dé�nition d'un nouveau critère de permutation (équation 3.9 à l'itération i) prenant en

compte les trois informations de manière simultanée. La réduction de chacune des matrices

peut ensuite se faire au cas par cas, suivant la procédure classique. En procédant ainsi, il

est possible de distinguer à l'étape i le triplet possédant l'information principale au sens

de la norme 2, et de positionner chacun de ces vecteurs en position i dans les trois matrices

en cours de décomposition.

max
{∣∣Φx

Si

∣∣× ∣∣Φy
Si

∣∣× ∣∣Φz
Si

∣∣ , · · · , ∣∣Φx
Sn

∣∣× ∣∣Φy
Sn

∣∣× ∣∣Φz
Sn

∣∣} (3.9)

Le passage à des capteurs biaxiaux peut par la suite être e�ectué en testant les di�érentes

compositions possible pour les couples de colonnes faisant intervenir les directions deux

par deux.

3.2.3 Méthodologie de placement robuste d'excitateurs

Une approche robuste pour le placement de capteurs mono et pluri-axiaux a été précédem-

ment développée. Dans l'objectif de proposer une méthodologie complète de conception

robuste d'un plan expérimental, il reste encore à traiter le cas du placement robuste d'ex-

citateurs. Ce sujet a déjà été traité par voie déterministe dans [130] en appliquant la

décomposition QR à la transposée de la matrice de force MΦ réduite aux degrés de li-

berté auxquels sont attachés des capteurs. Ce procédé garantit la colocation entre chaque

excitateur et l'un des capteurs présents dans la distribution. L'incorporation de cette mé-

thodologie au schéma algorithmique robuste précédemment présenté se fait d'une manière
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très similaire à la méthodologie QR employée pour la recherche de placement de capteurs.

L'unique di�érence est que la décomposition ne s'applique pas directement à la matrice

Ur mais à sa réduction aux degrés de liberté capteurs comme formalisé équation (3.10).

QR = [MUrs]
T E (3.10)

La performance d'une distribution d'excitateurs peut être établie grâce au calcul des Mul-

tivariate Mode Indicator Function (MMIF) [148]. Cet indicateur donne pour chaque mode

et chaque fréquence un réel entre 0 et 1. Plus l'indicateur MMIF a�che une valeur faible,

meilleure est l'excitation du mode considéré pour la fréquence testée.

Dans l'application présentée dans ce document, et pour un horizon d'incertitude �xé,

l'indicateur MMIF maximum (i.e. le pire) calculé sur l'ensemble des modes propres à leur

fréquence de résonance est utilisé en tant que critère de performance. De cette manière,

il est possible de connaître dans quelle mesure le mode le moins bien excité est sollicité

par la distribution, mais pas de connaître l'état d'excitation de chaque mode. La fonction

de robustesse découlant de ce critère de performance peut être décrite par l'équation

(3.11), avec des excitateurs en position xexc, et les fréquences propres f de la base modale

considérée.

α̃MMIF = max

{
α , max

m∈U(α,m0)
(max (MMIF (Φs, xexc, f))) ≤ κcMMIF

}
(3.11)

3.2.4 Extension aux structures localement non-linéaires

L'augmentation de la capacité de calcul des ordinateurs et l'enrichissement des méthodes

numériques permet le traitement de problèmes mécaniques de plus en plus complexes.

Parmi eux, les phénomènes non-linéaires attisent un intérêt grandissant au sein de la com-

munauté scienti�que. En e�et, les paramètres attachés aux comportements non-linéaires

d'une structure peuvent être di�ciles à appréhender ou à mesurer et leur e�ets sur le com-

portement dynamique de la structure peuvent mener au déplacement des pics de résonance

et à la manifestation en basse fréquence de modes situés très en dehors du domaine fré-

quentiel étudié. La �gure 3.1 montre comment le comportement dynamique d'une structure

peut évoluer par l'ajout d'une non-linéarité, ici pour le cas d'un oscillateur harmonique à

un degré de liberté (masse : 100Hz, raideur 1e7N.m, amortissement : 300N.s/m et raideur

NL : 1e9N.m). Les non-linéarités constituent donc un cadre privilégié pour l'application

de méconnaissances de modèle.
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Figure 3.1: Réponses linéaire et non-linéaire d'un oscillateur de type Du�ng

Cette section propose d'intégrer ce type de phénomènes dans le cadre des méthodologies de

placement de capteurs et d'excitateurs précédemment développées. Les structures destinées

à être traitées ici sont localement non-linéaires. Les non-linéarités sont donc concentrées au

sein de quelques liaisons telles que des raideurs et ou des amortisseurs, et non distribuées.

Pour certaines con�gurations de structures, les jonctions non-linéaires peuvent être exci-

tées par les modes propres et produire la manifestation d'harmoniques. Ces harmoniques

peuvent à leur tour venir solliciter des modes linéaires situés à des fréquences plus élevées.

Dès lors, ces modes haute fréquence font partie intégrante de la dynamique du système

sur la plage fréquentielle de fonctionnement. Il devient donc primordial de fournir une

distribution de capteurs capable de les détecter et de les distinguer.

En utilisant les algorithmes de construction des Fonctions de Réponse en Fréquence non-

linéaires tels que Fcont [84, 112] ou Manlab [127] il est possible pour une fréquence donnée

de connaître les harmoniques composant la réponse du système. La connaissance des plages

basses fréquences où les harmoniques du système se manifestent permet d'identi�er les

plages hautes fréquences où des modes de la structure peuvent être excités. En couplant

cette information au répertoire des fréquences propres de la structure, il devient possible

de connaître quels sont les modes à détecter. Ceux-ci peuvent donc être inclus dans la base

modale servant à la construction des placements de capteurs.

L'exemple présenté dans la �gure 3.1 ne possédant qu'un seul degré de liberté, il ne possède

pas de modes hautes fréquences. Une application est présentée à la section suivante et

permet d'entrer plus en avant dans le détail de cette heuristique.
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3.3 Application à une structure académique

La méthodologie robuste de placement de capteurs et d'excitateurs est ici appliquée à une

structure académique de type portique. Cette dernière est constituée de deux montants en

aluminium reliés par deux poutres transversales également en aluminium. Chaque section

de la structure porte en son milieu une masse ponctuelle représentant un équipement. La

position de l'équipement présent au milieu de la section droite en bas (en rouge �gure

3.2) est encore incertaine au moment de cette étape de la conception du système. Ce cas

d'étude présente donc une structure dont les paramètres structuraux et géométriques sont

connus, à l'exception de la position de cette masse, qui sera donc sujette à un manque de

connaissance.

Figure 3.2: 12 premières déformées propres de la structure

Les positions possibles pour la masse sont l'ensemble des n÷uds du maillage éléments

�nis de la section où elle se trouve, à l'exception des deux extrémités. Ceci constitue un

ensemble de 22 n÷uds. La conformation nominale est arbitrairement prise comme étant

celle où la masse est au centre de la section (ceci correspondant à un horizon d'incertitude

α = 0) et la conformation la plus extrême correspond à la position o�rant la distance à

la position nominale la plus grande (ceci correspondant à α = 1). Le modèle d'incertitude

associé à ce paramètre méconnu est de type enveloppe :

m ∈ U
(
α,m0

)
=
{
m : m0 (1− α) ≤m ≤m0 (1 + α)

}
(3.12)

L'examen de la �gure 3.2 représentant les douze premières déformées modales de la struc-

ture pour une position médiane de la masse incertaine, permet de conjecturer que les

modes 7, 9, 10 et 12 seront les plus impactés par cette méconnaissance. En e�et, ces

modes présentent des ventres de vibrations importants qui sont susceptibles de �suivre� la
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position de la masse. Ceci est véri�é en étudiant la distribution des fréquences propres et

des modes propres sur le domaine incertain. Le tableau 3.1 montre que le mode 7 est fré-

quenciellement le plus sensible au changement de position de la masse. Presque la totalité

des déformations observables pour ce mode est en e�et concentrée sur la section possédant

la masse incertaine. Il est à noter que les bandes de fréquence d'existence des modes sont

disjointes, ce qui simpli�era le travail d'analyse. La �gure 3.3 quant à elle est obtenue

en calculant successivement l'intégralité des matrices MAC entre la base modale de la

structure nominale et celles échantillonnées. Pour chaque composante, l'adresse ij (i 6= j)

comporte la valeur MAC maximale existante entre le mode i de la base modale nominale

et le mode j de toutes les bases modales échantillonnées. L'adresse ij (i = j) quand à elle

comporte la valeur MAC minimum entre les deux modes de même rang. La �gure présentée

montre donc une compilation des pires cas de décorrélation entre les modes nominaux et

échantillonnés rencontrés sur l'ensemble de l'espace de conception. Il est possible de noter

que les quatre premiers modes structuraux sont très peu a�ectés par les incertitudes de

modèle. Les modes de plus haut rang peuvent par contre adopter des formes pouvant aller

jusqu'à devenir orthogonales à leur variété nominale. En e�et, la variation de la position

de la masse peut déplacer des ventres de vibration là où un n÷ud était nominalement

présent.

Mode fnom fmin fmax delta delta
(Hz) (Hz) (Hz) (Hz) (%)

1 4.16 4.1 4.17 0.05 1.2
2 13.56 12.89 13.68 0.66 4.8
3 27.01 26.92 27.11 0.09 0.3
4 38.17 37.98 38.32 0.19 0.5
5 45.07 43.76 45.89 1.31 2.9
6 53.63 52.56 54.43 1.07 2
7 60.73 58.30 110.33 49.59 81
8 111.43 111.39 112.64 1.20 1
9 190.85 179.74 194.95 11.10 5.8
10 212.02 200.64 218.24 11.38 5.3
11 218.49 217.57 220.09 1.59 0.7
12 240.09 224.60 264.48 24.39 10.2

Table 3.1: Dispersion en fréquences propres
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Figure 3.3: Dispersion en déformées propres

3.3.1 Placement de capteurs

Les distributions de capteurs produites dans ce manuscrit peuvent être construites de

manières di�érentes. Elles peuvent contenir un nombre de capteurs di�érents, avoir été

construites par approche robuste ou déterministe sous des horizons d'incertitudes variés,

ou encore avoir été élaborées à partir de méthodes de placement di�érentes. Tous ces

procédés s'appuient sur des hypothèses de construction propres et peuvent conduire, par

exemple, à des matrices de tailles di�érentes. L'application de la méthodologie robuste de

placement de capteurs doit donc se faire en suivant certains aménagements de manière à

s'assurer que les résultats obtenus puissent être comparés :

� Les distributions robustes et déterministes seront toujours associées et comparées en

fonction de leur nombre de capteurs. Ceci permet en e�et de manipuler des matrices

de même taille lors du calcul des critères en conditionnement et en indice MAC

présentés en section 3.2.

� Les distributions déterministes sont établies à partir de bases modales constituées

d'autant de modes nominaux qu'il y a de capteurs à placer. Cette manière de procéder

a été choisie car elle est représentative de la méthode usuelle de placement de capteurs

sur une structure mécanique, où le nombre de capteurs à placer est égal au nombre

de mode que l'utilisateur souhaite observer.

� Dans le cas des distributions construites de manières robustes, les bases modales

de constructions sont l'ensemble des bases modales échantillonnées pour un horizon

d'incertitude de construction donné. Ces bases modales sont tronquées de manière à

ne contenir que les modes en dessous de 200Hz. Dans le cas d'étude présenté, toutes

ces bases sont donc peuplées de 9 modes et l'horizon d'incertitude choisi est de 0.5.
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(a) Approche déterministe

(b) Approche robuste

Figure 3.4: Distributions de 9, 10,11 et 12 capteurs par la méthode QR

L'évolution des distributions formées de 9, 10, 11 puis 12 capteurs par la méthode QR est

a�chée en �gure 3.4. Elle permet de mettre en avant les di�érences des topologies fournies

par l'approche déterministe(a) et par l'approche robuste (b).

Pour le placement déterministe, il est important de constater que l'ajout d'un mode dans

la base modale de construction ne conduit pas simplement à l'ajout d'un capteur en conser-

vant les positions des autres capteurs. Ceci serait le cas si les distributions déterministes

étaient toutes construites avec une base modale de construction de même taille. Les distri-

butions peuvent donc arborer des répartitions très di�érentes à mesure que le nombre de

capteurs augmente suivant l'algorithme utilisé. Il est possible ici de constater que, globa-

lement, l'augmentation du nombre de capteurs se concentre ici sur les parties transverses

de la structure.

En ce qui concerne l'approche robuste, et à quelques exceptions près, les capteurs vont

très vite se concentrer sur la section où la masse mouvante se trouve. En e�et, la base

de construction n'est formée que des premiers vecteurs principaux obtenus par SVD à
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partir de la concaténation de l'ensemble des bases modales échantillonnées. Ceci fait que

les �modes� permettant l'enrichissement de la base vont mettre en évidence les zones

dont les déformées sont les plus perturbées par les incertitudes. Les capteurs vont donc

naturellement venir s'y placer.
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Figure 3.5: Courbes de robustesse obtenues pour les distributions de 9 à 12 capteurs.
Critère en conditionnement (a) et en indice MAC (b)

La �gure 3.5 montre les courbes de robustesse établies à partir des critères de performance

dé�nis en 3.2. Les résultats provenant des approches déterministes sont en traits pointillés

tandis que ceux provenant des approches robustes sont en traits pleins. Les courbes de

même couleur proviennent de distributions portant le même nombre de capteurs. Pour

rappel, plus les valeurs des critères sont faibles, meilleures sont les performances des dis-

tributions.

Dans le cas des deux critères, il ressort que pour un nombre de capteurs égal au nombre

de modes cibles (9 pour rappel) les performances des deux approches sont très similaires.

Ceci s'explique par le fait que la base modale de construction de l'approche robuste n'a pas

encore été enrichie des modi�cations qu'apporte l'incertitude sur la position de la masse.

En se plaçant à un horizon d'incertitude égal à l'horizon d'incertitude de construction

des distributions, c'est à dire pour α = 0.5, la di�érence de performance entre les deux

approches apparait clairement. Les critères des courbes construites par approche robuste

restent de valeurs faibles (donc bonnes) à mesure que le nombre de capteurs augmente.

Les critères des courbes construites par approche déterministe ont quant à eux tendance

à prendre des valeurs de plus en plus importantes. L'ajout de modes haute fréquence ne

permet en e�et pas à l'algorithme déterministe de proposer des distributions capables de

détecter les modes modi�és par la méconnaissance de modèle.
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Figure 3.6: Courbes de robustesse obtenues pour les distributions de 12 capteurs. Critère
en conditionnement (a) et en indice MAC (b)

En reprenant la même étude avec non plus la méthode de placement de capteurs QR, mais

la méthode de Kammer, les résultats et conclusions sont très similaires. Ces derniers ne

seront donc pas présentés dans ce manuscrit. À titre de synthèse néanmoins, la �gure 3.6

met en parallèle les courbes de robustesse venant des méthodes de Kammer et QR pour

des distributions à 12 capteurs. Elle permet d'apprécier le gain de performance qu'il est

possible d'obtenir en utilisant une approche robuste.

3.3.2 Placement robuste d'excitateurs

La section précédente a permis l'application de la méthodologie de placement robuste

de capteurs et sa comparaison à des approches déterministes. Toujours dans l'objectif

de fournir une approche globale, cette section traite le cas de la recherche d'un unique

emplacement pour l'excitation de la structure.

Comme il a été précisé dans 3.2.1 le placement d'un excitateur sur la structure doit en

principe se faire en restreignant les choix de positions aux endroits où un capteur est déjà

présent de manière à assurer l'obtention d'une FRF colocalisée. A�n de conserver la logique

des approches déterministes et robustes, le placement robuste d'excitateur est appliqué

pour un horizon d'incertitude de construction de 0.5 sur le jeu de capteurs déterminé

lui aussi de manière robuste à l'étape précédente. Le même principe est appliqué pour

la version déterministe. Les distributions de capteurs utilisées sont celles possédant 12

capteurs et établies par la méthode de Kammer.
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Figure 3.7: Courbes de robustesse déduites du placement d'excitateur robuste et déter-
ministe

La robustesse respective des placements obtenus suivant les deux approches est présentée

au travers de la �gure 3.7. Les courbes de la �gure 3.7(a) sont calculées à l'aide du critère

de performance basé sur les indices MMIF (voir 3.2) pour un pas en horizon d'incertitude

de 0.05. L'examen de la �gure permet de distinguer 3 domaines di�érents le long de l'axe

de l'horizon d'incertitude, chacun o�rant un choix de conception di�érent :

� Sous un horizon d'incertitude de 0.075 la position proposée par l'approche détermi-

niste pour l'excitateur est très e�cace pour exciter tous les modes de la structure,

mais cette e�cacité décroit rapidement à mesure que l'horizon d'incertitude s'étend.

� À partir du point d'intersection des deux courbes, entre des horizons d'incertitude de

0.075 et 0.65, la courbe de robustesse obtenue par approche robuste donne des valeurs

MMIF inférieures à celles de l'approche déterministe. Cet intervalle d'incertitude est

celui où l'approche robuste o�re une distribution plus apte à exciter les modes cibles

du problème.

� Au dessus d'un horizon d'incertitude de 0.65, les deux courbes montrent des indica-

teurs MMIF très proches de 1. Ceci traduit le fait qu'au moins l'un des modes cible

n'est pas excité et qu'aucune des deux stratégies n'apporte de placement acceptable.

Pour pallier ceci, un nouvel excitateur doit être ajouté de manière à éviter d'avoir

une excitation orthogonale à l'une des déformées cibles.

Bien que l'information retirée de ces courbes soit très utile pour hiérarchiser les perfor-

mances des deux designs d'excitation en fonction de l'horizon d'incertitudes, celles-ci ne

permettent pas d'accéder à l'information par mode. A�n de pallier ce manque et de pou-

voir pousser plus loin l'interprétation des résultats, la �gure 3.7(b) détaille l'évolution des
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indices MMIF par modes pour les placements déterministes et robustes. Il devient ainsi

possible de savoir quel mode est dimensionnant en terme d'excitabilité. Dans le cas de

l'application déterministe, ce sont les modes 8 et 9 qui sont incriminés et qui ne sont

plus excités dès un horizon d'incertitude respectif de 0.35 et 0.5. Du coté de l'application

robuste, le mode problématique est le 7ième à partir d'un horizon d'incertitude de 0.65.

En e�et, l'algorithme robuste propose de placer l'excitateur sur la partie de la structure

portant la masse dont la position est incertaine. Ceci permet de ne pas risquer de devenir

orthogonal à la plupart des modes dont les ventres et n÷uds se situent ailleurs.

La di�culté qu'apporte le 7ième mode est sa grande sensibilité au déplacement de la masse.

Il y a donc toujours un horizon d'incertitude à partir duquel l'excitateur se trouve sur un

n÷ud de vibration, et devient donc orthogonal à l'une des variétés du mode. L'approche

robuste garantit cependant une bonne excitation de l'ensemble des modes jusqu'à un

horizon d'incertitude de 0.6 qui est supérieur à l'horizon d'incertitude de 0.5 utilisé pour

la recherche de l'emplacement.

3.3.3 Perspective d'extension aux structures localement non-linéaires

L'éxotisme apporté par les comportements structurels non-linéaires génère des probléma-

tiques nouvelles en terme de détection. En e�et, comme il a été précisé plus haut, alors

qu'il su�t de se concentrer sur une bande de fréquences donnée pour observer tous les

modes impactant la dynamique d'un système linéaire, ceci n'est plus su�sant dans le cas

d'une structure comportant des non-linéarités. En e�et, des interactions peuvent exister

entre les harmoniques des modes basses fréquences et des modes d'ordre plus élevés.

L'ajout d'une non-linéarité locale à la structure linéaire du portique permettra d'illustrer

dans cette section comment intégrer ce type de systèmes dans la démarche robuste de

placement de capteurs. Pour ce faire, la masse dont la position était jusqu'à présent incer-

taine est maintenant reliée à la structure par un lien in�niment rigide suivant l'axe vertical

et par une raideur non-linéaire suivant l'axe horizontal. Cette masse peut permettre de

représenter un équipement dont la jonction avec la structure porteuse est sujette à des

phénomènes complexes tels que des chocs.

Le calcul de la Fonction de Réponse en Fréquence non-linéaire est e�ectué grâce à un algo-

rithme développé au laboratoire et basé sur la méthode de la Balance Multi-Harmonique

présenté en 2.2.3.1. A�n de diminuer le temps de calcul de manière drastique, la structure

à été réduite par la méthode de Craig-Bampton expliquée dans l'annexe B. Cette approche

permet de garantir la représentativité du comportement dynamique de la structure dans

le cadre des modes cibles sélectionnés, aux n÷uds maitres conservés.
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Les modes cibles concernés sont les mêmes 9 modes que précédemment et les n÷uds maîtres

correspondent aux 10 n÷uds donnés par la distribution QR déterministe (voir �gure 3.4).

Pour chacun de ces n÷uds maîtres, les deux directions sont prises en compte. À ceci est

également ajouté le degré de liberté horizontal de la masse reliée à la raideur non-linéaire.

Cette masse est �xée à la hauteur du point capteur agrémenté d'une astérisque sur la

même �gure. Ceci fait un total de 30 degrés de liberté pour le système réduit, permettant

ainsi une grande prédictibilité du modèle réduit sur une bande de fréquence supérieure à

deux fois la bande de fréquence d'intérêt.
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Figure 3.8: Contrôle de la performance du modèle réduit

Mode Ecart fréquentiel Ecart fréquentiel
(Hz) (%)

1 4.16 0 0
2 13.56 0 0
3 27.01 1e-4 3.7e-6
4 38.17 1e-4 2.6e-6
5 45.07 1e-4 2.2e-6
6 53.63 6e-4 1.1e-5
7 60.73 6e-4 1e-5
8 111.43 0.0146 1.3e-4
9 190.85 5e-4 2.6e-6

Table 3.2: Performance de la réduction en fréquence

A�n d'attester des performances de prédiction du modèle réduit utilisé sur les modes cibles

de la structure, la matrice MAC et les écarts fréquentiels sont disponibles dans la �gure

3.8 et le tableau 3.2.
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Figure 3.9: Comparaison FRF linéaire et non linéaire

A�n de représenter cette liaison incertaine, les méconnaissances de modèle sont donc por-

tées ici par la valeur de la raideur non-linéaire. Celle-ci peut aller de 10−2 à 10 fois sa

valeur nominale. La �gure 3.9 a�che les FRF du système linéaire puis du système non-

linéaire pour les valeurs extrêmes de la raideur non-linéaire. Cette image permet de se

rendre compte que ce sont les modes 7 et 9 qui sont les plus a�ectés. En e�et, le mode 8

n'est pas visible sur cette FRF, mesurée au point d'attache de la non-linéarité. Pour ces

deux modes, un e�et raidissant, entrainant les résonances vers les hautes fréquences est

clairement visible. Il est également possible de noter di�érents artéfacts survenant en des

endroits où aucun mode linéaire ne répond. Ceux-ci sont dus aux e�ets des harmoniques

du système que la non-linéarité permet d'activer.
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Figure 3.10: Réponses temporelles de la structure pour deux fréquences d'excitation
di�érentes
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Une analyse de la réponse temporelle de la structure aux alentours de ces artéfacts permet

de se rendre compte de la richesse du spectre qu'il est possible de rencontrer. La �gure

3.10 met en exergue la di�érence des réponses entre une fréquence où la non-linéarité ne

répond pas (a) et où seul le caractère linéaire de la structure domine, et une autre où

la non-linéarité vient activer les harmoniques du système qui viennent se superposer à la

réponse linéaire (b).
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Figure 3.11: Zones d'in�uences des harmoniques des modes cible (en rouge) et fréquences
propres des modes hautes fréquences du système linéaire (en bleu)

Un système comportant des non-linéarités même locales peut donc activer les harmoniques

des modes présents dans la bande de fréquence cible. Ces harmoniques risquent à leur tour

d'interagir avec des modes de la structure dont les fréquences propres sont en dehors du

domaine étudié. La méthode de la Balance Multi-Harmonique permet de savoir à une

fréquence donnée quelles sont les harmoniques activées. En multipliant cette fréquence

par l'ordre de l'harmonique, il est donc possible de connaitre les plages hautes fréquences

qui peuvent être à leur tour excitées. La �gure 3.11 montre l'évolution de ces plages

d'excitation à mesure que l'incertitude sur la valeur de la raideur non-linéaire augmente.

Il est possible de constater une augmentation de la taille de la plupart des intervalles (ce

qui est très visible entre 1000Hz et 2000Hz), mais également l'apparition de nouveaux.

Dans le cas présenté, les harmoniques 3 et 7 sont les plus représentées, même si celles de

rang 5 interviennent de manière ponctuelles.

En arrière plan de cette image, les fréquences propres du portique jusqu'à 1200Hz se

trouvent matérialisées par les traits verticaux bleus. Elles permettent de constater que, à

mesure que l'horizon d'incertitude augmente, certaines d'entre elles entrent dans la zone

d'in�uence des harmoniques. Ces modes haute fréquence deviennent donc partie intégrante
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de la dynamique basse fréquence de la structure et devraient être pris en compte lors de

l'établissement du plan de test.

Dans le cas présenté, l'incertitude n'a pas d'in�uence sur les fréquences propres linéaires

de la structure. Si tel avait été le cas, alors les chances d'interactions auraient été d'autant

plus importantes.

Dans les faits, un tri important peut être fait dans les modes pouvant interagir avec les

harmoniques. Premièrement, une analyse doit être menée a�n de déterminer si l'excitation

produite par l'harmonique en question n'est pas orthogonale au mode haut niveau, et

donc dans l'incapacité de l'exciter. Deuxièmement, ces modes n'agissant que de manière

relativement marginale sur la structure, la plupart peuvent ne pas avoir de réelle incidence

sur le test. Il peut néanmoins être important d'être capable de détecter ces modes au cas

où ils seraient en mesure de mettre en mouvement des parties sensibles de la structure

telles que des équipements fragiles.

3.4 Conclusion partielle

Ce chapitre a permis de proposer une approche robuste de conception d'un plan d'essai

complet, visant au placement d'un jeu de capteurs et d'un excitateur. Les méthodes de

Kammer et QR ont servi de vecteur aux applications entreprises, et ont permis de valider et

de comparer les performances respectives des approches robustes et déterministes. L'intérêt

de l'adoption de cette approche vis à vis d'une approche déterministe plus conventionnelle

a ainsi pu être mise en avant grâce à di�érents critères ayant permis de mener des études

de robustesse.

La structure du portique utilisée lors des applications reste néanmoins une structure acadé-

mique relativement simple et légère. L'un des e�ets est par exemple que l'ajout de capteurs

au-delà du nombre de modes cibles reste d'un intérêt très discutable même pour un fort

horizon d'incertitude. C'est pourquoi une application plus industrielle est présentée dans

le chapitre 5 a�n d'éprouver la méthodologie sur un système de grande taille et possédant

des comportements plus intéressants.

Une extension aux structures localement non-linéaires a également été proposée en appli-

quant la méthode de la Balance Multi-Harmonique à un modèle réduit de la structure.

Le manque de temps n'a néanmoins pas permis de mener l'application complète. Celle-ci

constitue une perspective intéressante pour la poursuite des travaux.
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4.1 Introduction

L'objet de ce chapitre est la présentation de méthodes d'optimisation robuste en présence

de méconnaissances de modèle. La même approche globale est appliquée à deux types de

problèmes di�érents déjà détaillés dans l'introduction générale du manuscrit. Le premier

est l'optimisation de variables de conception de la structure du système étudié, tels que des

paramètres dimensionnels. Le deuxième s'intéresse au dimensionnement de l'accélération

à appliquer lors du test de quali�cation dynamique de la structure, et s'inscrit dans la

phase dite de notching.

4.2 Conception robuste en présence de méconnaissances

de modèle

L'exposé de la méthodologie d'optimisation de structure en présence de méconnaissances

de modèle est ici détaillée et justi�ée étape par étape.

Di�érents métamodèles sont dans un premier temps construits et comparés de manière à

pouvoir mener une optimisation sans avoir à passer par l'appel répétitif au modèle éléments

�nis de la structure. Le modèle en question ici, est la représentation à 3 degrés de libertés

du satellite déjà présenté lors de l'état de l'art au chapitre 2.

Les résultats fournis par plusieurs méthodes de calcul de probabilité de défaillance sont

ensuite discutés. Une distinction est faite suivant que l'application considère ou non les

incertitudes sur les moyennes et les écart-types des paramètres. En e�et, les méconnais-

sances ne seront pas ici appliquées directement aux valeurs des paramètres physiques, mais

aux valeurs des paramètres des lois de distribution qui y sont attachées.

Les courbes de robustesse obtenues sont ensuite analysées et leur dépendance vis-à-vis du

modèle d'incertitude choisi est mise en avant.

4.2.1 Construction et validation des métamodèles

Dans l'optique d'utiliser des métamodèles pour accélérer les temps de calcul des analyses

de �abilité, une comparaison a été e�ectuée a�n de pouvoir choisir le type de métamodèle

le mieux adapté parmi ceux disponibles. Cette section a pour but de présenter le résultat

de ces investigations.

La construction d'un métamodèle nécessite l'établissement d'une base d'échantillons des

paramètres de modèle et les réponses correspondantes. Étant donné que le problème auquel
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nous nous intéressons ne porte que sur les masses de la charge utile et de la plateforme,

nous choisissons de construire des bases d'échantillonnage de 200 individus. À des �ns

de contrôle, une autre base d'échantillonnage indépendante de 50 individus est également

établie, cette dernière servira à calculer les critères de comparaison des métamodèles en

des points qui n'ont pas servis à la construction. Tous ces échantillons sont des évaluations

exactes du modèle.

Le logiciel AESOP dévoloppé par le Département de Mécanique Appliquée de l'intitut

FEMTO-ST permet la construction de trois types de métamodèles, à savoir, des surfaces

de réponses (polynômes), des modèles de Krigeage et des réseaux de neurones. Le principe

de ces méthodes est donné en annexe D.

Les comparaisons ont été réalisées pour :

� un polynôme d'ordre deux et ses termes croisés (P2).

� un polynôme d'ordre trois et ses termes croisés (P3).

� un modèle de Krigeage d'ordre deux (K2).

� un modèle de Krigeage d'ordre trois (K3).

� un réseau de neurones à deux étages de trois neurones (N23).

� un réseau de neurones à trois étages de quatre neurones (N34).

Des études menées précédemment ont montré qu'il était intéressant de construire les mé-

tamodèles sur un échantillonnage latin hypercube uniforme LhsU, puis de contrôler ses

performances sur une base échantillonnée par procédé latin hypercube normal LhsN. Dans

le cas présenté, le paramétrage des échantillonnages suit les lois suivantes :

� cas LhsU : une distribution uniforme sur [0, 7; 1, 3]Ö la valeur nominale des para-

mètres est associée à chaque paramètre ;

� cas LhsN : une distribution normale d'écart type σ = 0,1 Ö la valeur nominale des

paramètres et de moyenne égale à la valeur nominale est associée à chaque paramètre.

P2 P3 K2 K3 N23 N34
R�2 0.91749 0.87034 1 1 0.97692 0.85229

ERAM 4.8241 6.0379 3.8675e-07 2.5535e-08 2.0297 6.6721
MERA 6.384 8.1282 1.0078e-06 1.1639e-07 8.8492 9.2437

Table 4.1: Performance des di�érents métamodèles testés

Les résultats de la comparaison sont présentés dans le tableau 4.1. La nature et la signi-

�cation des critères utilisés est disponible dans l'annexe D. Même si les trois familles de

métamodèles présentent de bonnes performances pour cette application (R² proche de 1
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et ERAM et MERA faibles), la méthode de Krigeage donne les meilleurs résultats, avec

une approximation très précise de la fonction de base. Le Krigeage d'ordre 2 sera utilisé

dans la suite de la présentation.

4.2.2 Analyse de �abilité par approche Info-Gap

4.2.2.1 Modèle Info-Gap utilisé

Comme annoncé lors de l'état de l'art, le paradigme de conception robuste en présence

de méconnaissances de modèle s'appuie dans cette thèse sur une hybridation de méthodes

probabilistes et non-probabilistes, la première composante permettant le calcul de proba-

bilités de défaillance et la seconde autorisant la modélisation d'incertitudes épistémiques.

Ce mélange peut s'exprimer selon :

U
(
α, f

(0)
X

)
=

fX (x) : fX (x) ≥ 0,

+∞ˆ

−∞

fX (x) dx = 1,
∣∣∣fX (x)− f (0)

X (x)
∣∣∣ ≤ αf0

 , α ≥ 0

(4.1)

avec fX une fonction de densité de probabilité incertaine, f (0)
X étant la meilleure estimation

que l'on ait pour représenter cette densité à titre nominal et f0, une constante pouvant

par exemple être la constante de normalisation de la distribution.

Ce modèle Info-Gap qui porte directement sur les fonctions de densité de probabilité

considérés est plus conceptuel que pratique. Pour � agir � sur ces fonctions, il a été choisi

d'associer un modèle Info-Gap de type enveloppe aux paramètres caractérisant la loi de

probabilité qui est liée aux variables incertaines. Dans un premier temps, Seule la loi

normale sera étudiée. Cette loi est paramétrique, et régie selon deux paramètres dit pour

le premier de localisation (la moyenne µ) et pour le second d'échelle (l'écart-type σ). Les

variables potentiellement méconnues sont donc ces deux paramètres.

Il est important de noter le fait qu'associer une loi normale à des paramètres tels que

l'épaisseur et le coe�cient de Poisson n'est en principe pas cohérent. En e�et, cette loi est

désormais reconnue comme non-appropriée à des variables ne pouvant prendre des valeurs

négatives. Cependant, de par ses propriétés et les implications qu'elle peut induire, cette

loi est généralement employée en phase de � réglage � et de développement des nouvelles

méthodes d'analyse en environnement incertain, ce qui est le cas de cette étude.

Le modèle Info-Gap utilisé par la suite est le modèle enveloppe dé�ni selon
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U
(
α,m(0)

)
=
{
m : (1− α)m(0) + αmmin ≤m ≤ (1− α)m(0) + αmmax

}
(4.2)

avec 0 ≤ α ≤ 1. Le vecteur m des variables méconnues regroupe ici les deux paramètres

de masse plateforme et charge-utile. Dans la suite, deux cas seront distingués suivant si

l'incertitude se porte uniquement sur les écarts-types (cas Cσ)

m = [σm1 σm2 ]
T (4.3)

ou bien aussi sur les moyennes des valeurs (cas Cµσ)

m = [µm1 σm1 µm2 σm2 ]
T (4.4)

Il est possible de voir dans l'équation 4.2 que la variation du vecteur des variables mécon-

nues m est limitée à l'intervalle [mmin;mmax]. Une telle limitation est nécessaire, car en

e�et, les métamodèles ont été construits et testés sur des bases d'échantillons uniformé-

ment distribués sur [0, 7; 1, 3]Ö la valeur nominale des paramètres de modèle. Les valeurs

mmin = 0, 9 et mmax = 1, 1 ont été choisies arbitrairement.

La fonction de robustesse associée au problème et servant à la construction des courbes

de robustesse est :

α̂ (d, Pc) = max

{
α : max

m∈U(α,m(0))
Pf (q) ≤ Pc

}
(4.5)

Dans la pratique, le principe général pour calculer les courbes de robustesse est de �xer

une série de valeurs croissantes {α1, · · · , αi, · · · , αnα} de l'horizon d'incertitude et de

déterminer la valeur critique correspondante, ici :

Pc,αi = max
m∈U(α,m(0))

Pf (q) (4.6)

pour chaque αi.

Les di�érentes approches permettant la recherche de la probabilité de défaillance maximum

sont :

� l'algorithme d'optimisation sous contrainte fmincon disponible sous Matlabr ;

� un algorithme génétique, là encore disponible sous Matlabr ;

� la méthode dite � borne � qui consiste à calculer la mesure de performance, ici Pf (q),

pour toutes les combinaisons où les paramètres mi atteignent leurs bornes.
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� une approche par échantillonnage de Monte-Carlo sur le domaine dé�ni par U
(
α,m(0)

)
permettant une recherche du jeu de paramètres de conception o�rant la probabilité

de défaillance la plus importante en s'a�ranchissant des lacunes des autres algo-

rithmes en terme d'approche locale ou de convergence. Cette performance a bien

entendu un prix qui est le coût en terme de temps de calcul.

Suivant que l'on considère le cas Cσ ou le cas Cµσ, la résolution de ce problème est dif-

férente. En e�et, à moins de travailler avec un modèle très fortement non-linéaire, ce qui

n'est pas le cas ici, plus l'écart-type sera élevé plus la probabilité de défaillance sera grande.

Ainsi, dans l'un ou l'autre cas, l'écart type peut toujours être �xé à sa borne supérieure et

ainsi dans le cas Cσ l'optimisation n'est plus nécessaire et les valeurs de m peuvent être

�xées à leur maximum autorisé par le modèle Info-Gap. Dans le cas Cµσ, l'optimisation

suivant la moyenne est par contre encore nécessaire.

4.2.2.2 Application sur le cas test

A�n de tester les di�érentes méthodologies de calcul de probabilité de défaillance, il a été

choisi de comparer les courbes de robustesse données par les approches de Monte-Carlo,

FORM et SORM pour le cas Cσ. Les résultats disponibles en �gure 4.1.

Le tirage de Monte-Carlo a été e�ectué pour 1 000 000 d'échantillons, et les courbes

sont calculées pour un pas de α =0.01. Pour chaque pas, la valeur de la probabilité de

défaillance a�chée est directement celle calculée, sans prendre en compte le fait que celle-

ci devrait être la valeur maximale rencontrée jusque là. Cet a�chage permet de constater

l'instabilité de l'approche de Monte-Carlo, et ce, en dépit du grand nombre d'échantillons

alloués. Cette instabilité crée de nombreux minima locaux ce qui rend inutilisable cette

méthode dans le cadre d'un processus d'optimisation. Cette conclusion est la même en

testant l'approche avec des algorithmes de la même famille tels que l'importance sampling

ou encore la Subset-Simulation.

L'approche par FORM permet quand à elle l'obtention de courbes de robustesse pour

un coût en calcul très faible puisque la convergence est ici atteinte en 24 itérations au

maximum. Cette vitesse d'exécution a permis la comparaison au modèle numérique (sans

métamodèle). Comme il est possible de le constater, la superposition est quasiment par-

faite, attestant une fois encore de la performance du métamodèle. L'algorithme FORM a

ici été directement adapté aux routines Matlabr depuis la toolbox open source FERUM

4.1 [1]mise à disposition par l'IFMA.

En regardant à présent du côté des calculs menés par l'approche SORM, il est possible de

constater que la linéarisation de la surface de défaillance opérée par l'analyse FORM en-
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traine dans le cas présenté une sous-estimation de la robustesse du système. En e�et, pour

un horizon d'incertitude �xé, la probabilité de défaillance calculée par FORM est plus im-

portante que celle donnée par SORM. Dans ce cas, cette erreur n'est pas préjudiciable car

il vaut mieux sous-estimer la robustesse que de la sur-estimer. L'analyse SORM présente

des résultats correspondant mieux à la courbe moyenne calculée par échantillonnage de

Monte-Carlo. Avec un nombre d'échantillons plus grand, mais dé�nitivement rédhibitoire,

il est fort probable que la courbe de robustesse obtenue par Monte-Carlo se rapproche

encore de celle obtenue avec SORM.

Dans un but de simplicité, la méthode FORM sera employée dans le reste de l'étude.
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Figure 4.1: Courbes de robustesse pour le cas Cσ avec analyse par Monte-Carlo (1e6
échantillons), FORM, FORM appliqué sans métamodèle, et SORM

Dans le cas d'un problème de la forme Cµσ le calcul de la probabilité de défaillance est plus

complexe. S'il est toujours possible de considérer dans le cas de faibles non-linéarités, que

celle-ci est maximale pour le plus écart-type grand autorisé, une recherche doit être menée

concernant la moyenne. Il n'est en e�et pas trivial que la moyenne maximale maximise la

probabilité de défaillance.

Di�érentes techniques peuvent être testées pour cette recherche :

� Un échantillonnage Monte-Carlo basé sur un tirage latin hypercube sur le domaine

U
(
α,m(0)

)
. Guider l'échantillonnage à l'aide d'un latin hypercube [93, 67] permet

de mener des tirages de Monte-Carlo sur di�érentes parcelles de l'espace, puis de

capitaliser les résultats. Ceci permet d'éviter de délaisser les bords de l'espace de

recherche.
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� Une approche par algorithme d'optimisation. Dans le cas présenté, il s'agit d'une

optimisation menée sur un espace borné. L'algorithme fmincon, disponible dans

Matlabr est utilisé dans la démonstration, mais d'autres peuvent être employés tels

que les algorithmes génétiques (aussi disponibles sous Matlabr) ou encore la fonction

fminsearchbnd qui est une extension multidimensionnelle de la fonction fminbnd.

� Une approche par méthode bornes. Celle-ci utilise l'hypothèse que la performance

la plus défavorable se trouve à l'un des coins de l'espace des variables. Elle consiste

donc en l'évaluation de la probabilité de défaillance uniquement en ces points.
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Figure 4.2: Courbes de robustesse pour le cas Cµ,σ avec recherche du maximum de pro-
babilité de défaillance par Monte-Carlo, approche borne et fmincon

La �gure 4.2 permet la comparaison des courbes de robustesse obtenues suivant les di�é-

rentes méthodes. Il est possible d'ores-et-déjà de constater que l'ajout de méconnaissances

sur la moyenne entraine une hausse signi�cative de la valeur des probabilités de défaillance

mises en jeu par rapport au cas Cσ.

Encore une fois, l'approche par tirage de Monte-Carlo est mise en défaut par la lenteur de

sa convergence. Les 5000 points d'échantillonnage pris ici ne sont pas su�sants.

Concernant les approches par optimisation et bornes, des résultats similaires sont obtenus.

Dans le cas particulier de l'application présentée, la moyenne maximisant la probabilité

de défaillance du système se trouve donc à l'une des bornes de l'espace d'incertitude. Il

est important de noter que dans le cas de problèmes de forte dimension, l'approche borne

peut devenir plus coûteuse en temps calcul qu'une approche par optimisation. Pour un

problème de dimension n le nombre de sites à calculer est en e�et de 2n.
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4.2.3 Conception robuste vis-à-vis des méconnaissances de mo-

dèle

Il reste à présent à incorporer la méthodologie de calcul des probabilités de défaillance

précédente au sein d'un algorithme d'optimisation à proprement parler. En observant le

rappel de la formulation d'un problème de RRDO (équation 4.7), il apparait que la mesure

de la probabilité de défaillance intervient dans la dé�nition des contraintes du problème.

La mesure de robustesse est, elle, prise en compte en tant que fonction objective.



min
d∈Rnd

[f (d) ,m (x,d)]T , f ∈ R, mσ ∈ R

avec

g (d) ≤ 0, g ∈ Rng ,

h (d) = 0, h ∈ Rnh ,

Pf (x,d) ≤ Pc,

(4.7)

Dans le cadre de l'utilisation d'une modélisation Info-Gap des méconnaissances de modèle,

la mesure de la robustesse m (x,d) du système est sous-jacente à la dé�nition du modèle

Info-Gap. Voilà pourquoi l'approche proposée dans ce manuscrit suit le même schéma, mais

la mesure de robustesse est déportée et remplacée par la dé�nition du modèle d'incertitude

U
(
α, m(0)

)
:



min
d∈Rnd

f (d) f ∈ R,

avec

m = U
(
α, m(0)

)
α = αi 0 < αi < 1

dmin < d < dmax

Pf (q) ≤ Pc

(4.8)

Tel que présentée ici, la méthode est nommée RRDO-IG, et peut bien entendu varier

d'un problème à l'autre. Il est intéressant de remarquer que lorsque αi = 0, ce formalisme

conduit à celui d'un problème de RBDO classique.

Première analyse Dans le but de tester de manière e�cace et simple la convergence du

calcul de la probabilité de défaillance au sein de cette famille d'algorithmes, le problème

dé�ni équation 4.9 est posé. Il ne constitue en soit aucun intérêt applicatif, mais permet

une approche pas à pas de la validation du processus.
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

min
d∈Rnd

|Pf (q)− Pc|

avec

m = U
(
α, m(0)

)
α = αi

dmin < d < dmax

(4.9)

En e�et, cette application ne se di�érencie de la précédente que par l'ajout d'une boucle

d'optimisation au sein de laquelle la probabilité de défaillance sera calculée à chaque

itération de la minimisation de |Pf (q)− Pc|. Son but est de rechercher le jeu de paramètres

incertains permettant d'obtenir la probabilité de défaillance la plus proche de Pc tout en

garantissant une certaine robustesse au sens Info-Gap. L'application se déroule en deux

temps :

� La première phase consiste en le calcul direct des probabilités de défaillance admis-

sibles Pc,αi pour un α �xé à αi = 0.3 et pour di�érentes valeurs des paramètres de

conception d . Dans le cas présenté, seul le paramètre m1 est a�ché. Il est échan-

tillonné dans l'intervalle [dmin, dmax] = [0.9, 1.1] à hauteur de 11 valeurs, incluant

le point nominal.

� Dans un deuxième temps, l'analyse décrite par le système 4.9 est résolue pour dif-

férentes valeurs de Pc,αi . La recherche se porte donc sur la valeur de d minimisant

|Pf (q)− Pc| dans [dmin, dmax]. Pour ce faire, les 11 valeurs cibles de Pc,αi sont choi-

sies légèrement décalées par rapport aux précédentes, de manière à améliorer la

lisibilité des graphiques de la �gure 4.3.

Le problème est appliqué aux cas Cσ et Cµ,σ.
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Figure 4.3: Convergence de la procédure RRDO-IG pour les cas Cσ et Cµ,σ
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Dans la �gure 4.3, les courbes bleues a�chent les résultats obtenus lors de la première

phase de calculs. Les points calculés y sont matérialisés par de petites croix. Les ronds

rouges sont les points calculés lors de la phase d'optimisation. La superposition des tracés

dans les cas Cσ et Cµ,σ permet d'attester de la performance de l'approche proposée.

Deuxième analyse La deuxième analyse présentée est plus applicative, même si elle

reste d'un intérêt très discutable industriellement parlant. Le but est ici de minimiser la

masseM = m1 +m2 du système tout en garantissant que sa première fréquence propre ne

passe pas en dessous de 39Hz sous une probabilité de défaillance autorisée Pc de 0.005 pour

le cas Cσ et de 0.05 pour le cas Cµ,σ. Les paramètres méconnus sont m1et m2. Il est choisi

de leur adjoindre une loi de distribution normale dont la moyenne est de respectivement

100kg et 60kg et l'écart-type de 10% de la valeur moyenne. Chacun de ces paramètres

est autorisé à varier sur un intervalle allant de 0.9 à 1.1 fois sa valeur nominale. Ceci

simule une problématique classique de l'industrie aérospatiale, à savoir la minimisation de

la masse du système avec une garantie de non-défaillance.

Le problème Cσ peut donc être formalisé de la sorte :



min
d∈Rnd

M (d) f ∈ R,

avec

m = U
(
α, m(0)

)
α = αi 0 < αi < 1

[0.9, 0.9] < d < [1.1, 1.1]

Pf (q) ≤ 0.005

(4.10)

avec d = m = [m1, m2].

Les courbes de robustesse présentées dans les �gures 4.4 et 4.5 permettent de véri�er et de

comparer les performances des di�érents designs obtenus pour les cas Cσ et Cµ,σ. Chaque

courbe est ici tracée à partir d'un design construit à un horizon d'incertitude spéci�que.

De la courbe la plus claire à la plus sombre, ces horizons d'incertitude de construction sont

0, 0.25, 0.5, 0.75 et en�n l'horizon d'incertitude maximum 1. Les courbes de robustesses

sont construites en venant tester les designs précédemment obtenus, pour d'autre horizons

d'incertitude.
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Dans le cas Cσ tout d'abord, �gure 4.4, et pour le design construit à α = 0 (ce qui est,

pour rappel, assimilable à un problème RBDO classique), il est possible de constater que

la condition Pf (q) ≤ 0.005 est bien respectée, mais que ceci n'est plus le cas dès lors que

α > 0. Ensuite, au fur et à mesure que α grandit, les courbes de robustesse ont tendance à

se déporter vers les probabilités de défaillance de valeur plus faible et traversent la droite

d'équation Pf (q) = 0.005 pour la valeur de leur horizon d'incertitude de construction

respectif. Ceci entraine une grande diminution de la �abilité cible du système pour αi = 0,

et donc, a priori, des condition de plus en plus di�cile à satisfaire à mesure que l'horizon

d'incertitude de construction est élevé.

Cette ordonnancement des courbes répond aussi à la propriété d'imbrication des ensembles

dé�nis par le modèle d'incertitude Info-Gap, et atteste du fait que les design sont de plus

en plus robustes vis-à-vis des méconnaissances de modèle.
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Figure 4.4: Résolution du problème Cσ

Dans le cadre du problème Cµ,σ à présent, la �gure 4.5(a) donne une représentation gra-

phique des coordonnées de chaque design issu de l'optimisation. Le premier d'entre eux,

et également le plus clair, est obtenu pour l'horizon d'incertitude le plus faible. Ce point

est le résultat de la minimisation des deux paramètres m1 et m2, jusqu'à ce que la condi-

tion Pf (q) = 0.05 soit atteinte. Á mesure que l'horizon d'incertitude s'étend, la condition

Pf (q) = 0.05 s'obtient pour des points de plus en plus éloignés de l'origine. Pour respecter

ce seuil en probabilité de défaillance, l'algorithme d'optimisation augmente ici la valeur

de m2, puis �nalement celle de m1 pour les trois derniers horizons d'incertitude testés.
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Figure 4.5: Résolution du problème Cµ,σ

Ces résultats permettent de mettre en avant l'intérêt qu'il peut y avoir à adopter une

démarche robuste de modélisation des incertitudes lors de la mise en place d'une phase

d'optimisation. La comparaison entre un design obtenu par RBDO (à α = 0) conduit à

un design qui ne permet pas de respecter les conditions du problème en probabilité de

défaillance dès lors que l'horizon d'incertitude augmente.
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Figure 4.6: Résolution du problème Cµ,σ avec un modèle d'incertitude éllipsoïdale

Dans la plupart des travaux présentés, un modèle d'incertitude de type enveloppe est

choisi. A�n de visualiser l'impact que la forme du modèle d'incertitude peut induire sur

les résultats de l'optimisation, la même étude a été menée avec un modèle ellipsoïdal. Ayant

établi précédemment qu'une approche �borne� du problème était su�sante, l'extension de

ce principe à été faite sur l'ellipse. La périphérie de cette dernière a donc été discrétisée

en 200 points sur lesquels le calcul de probabilité de défaillance a été mené. La �gure 4.6
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permet d'apprécier la di�érence obtenue avec les designs (a) et les courbes de robustesses

(b) précédentes.

Cette dernière application restera anecdotique dans ce manuscrit, mais rappelle que le

choix du modèle d'incertitude n'est pas anodin et conditionne directement la convergence

et l'allure des courbes de robustesse pouvant être obtenues. Cet exemple illustre donc

l'importance d'établir un modèle d'incertitude qui soit conforme à la réalité des incertitudes

rencontrées.

4.3 Extension au calcul de notching pour une structure

linéaire

L'application d'une stratégie d'optimisation en présence de méconnaissances de modèle

permet de travailler dans des contextes pouvant être très di�érents du précédent, tout en

conservant la même philosophie de méthodologie.

La section qui va suivre a pour but de présenter tout d'abord l'optimisation du pro�l de

notching. Cette application est menée tout d'abord pour une fréquence et pour le système

à trois degrés de liberté déjà utilisé. L'extension à une bande de fréquence complète est

ensuite présentée pour les cas Cσ et Cµ,σ.

4.3.1 Dé�nition du problème par fréquence

Par analogie avec l'équation 2.43, le problème de conception robuste d'un pro�l de notching

pour une fréquence ω donné peut être décrit par l'équation 4.11.



maxd∈U(α,d(0)) η (ω)

avec

m = U
(
α, m(0)

)
α = αi

dmin < d < dmax

Pf (fk1 (d)− fc) ≤ Pc

(4.11)
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avec :

� η (ω) : le coe�cient compris entre 0 et 1 qui module l'amplitude de l'excitation de

la structure à la pulsation ω donnée,

� fk1 (d) : l'e�ort développé dans la jonction table vibrante - satellite,

� fc : l'e�ort limite toléré dans la jonction table vibrante - satellite,

� Pf : la probabilité de défaillance calculée,

� Pc : la probabilité de défaillance limite concédée.

Le problème vise donc à la maximisation d'un facteur η (ω) appliqué à l'amplitude de

sollicitation de la structure. La probabilité de défaillance qui sert ici de fonction contrainte

repose sur la mesure de l'e�ort au sein de l'interface entre la plateforme et la table vibrante

modélisée par la raideur k1. Les paramètres portant les méconnaissances sont de nouveau

les deux masses du système.

4.3.2 Topologie du problème par fréquence et métamodèles

Le système d'intérêt étant ici linéaire et ne possédant que deux variables de conception,

il est possible de visualiser la topologie de l'e�ort circulant dans la raideur k1. Les quatre

images de la �gure 4.7 ont été obtenues suite au calcul des FRF du système à η = 1. Elles

représentent cet e�ort dans le plan dé�ni par les plages d'existence des variables m1 et m2

pour des fréquences de 20Hz (avant la première occurrence du premier mode), 35Hz (dans

le domaine d'existence du premier mode), 60Hz (entre les deux modes) et 90 Hz (dans le

domaine d'existence du deuxième mode). De manière à obtenir une image su�samment

�ne, chaque axe est discrétisé en cent parcelles.

L'observation de la �gure 4.7 permet facilement de distinguer deux types de topologies

di�érentes. Dans le cas des �gures (a) et (c), les surface a�chées sont très douces et

monotones. Ces dernières ont été réalisées à des fréquences de respectivement 20 et 60Hz,

auxquelles les modes de la structure ne sont pas sollicités. Un échantillonnage sur ces zones

fréquentielles ne pose donc pas de di�culté et un métamodèle est facilement constructible

par la suite.
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(a) (b)

(c) (d)

Figure 4.7: Topologie de la fonction de contrainte dans l'espace standard pour les para-
mètres m1 et m2

Les �gure (b) et (d), quant à elles, montrent des surfaces présentant chacune une arête

saillante qui traverse de part en part le domaine d'existence des variables de conception.

Elles sont obtenues pour des fréquences de 35 et 90Hz, où les modes de la structure

peuvent se manifester. Ce type de géométrie peut entrainer les di�cultés classiques lors de

la construction de métamodèles de fonctions dont la topologie contient des singularités :

� D'une part, un échantillonnage à l'aveugle, géré par un processus aléatoire, peut ne

pas fournir su�samment d'informations pour représenter la �nesse de ces détails. En

e�et, les zones à géométrie complexe sou�re de sous-échantillonnage de manière lo-

cale. L'augmentation du nombre d'échantillon peut en partie résoudre le problème,

mais le sur-échantillonnage des zones à géométrie simple alourdirait considérable-

ment le coût en calcul.

� D'autre part, la nature du métamodèle utilisé fera que ces informations d'échantillon-

nage seront traitées di�éremment. Pour des approches fonctionnant par régression

telles que les surfaces de réponses ou encore les réseaux de neurones, les métamodèles

ont tendance à atténuer les singularités des fonctions. Ces singularités étant en géné-
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ral (et dans le cas présent) dues aux comportements dimensionnants du système, cet

e�acement risque de supprimer des zones de défaillance de l'espace de conception.

Dans le cas des approches fonctionnant par interpolation telles que les techniques

de Krigeage, la valeur du métamodèle au point échantillonné est exacte. Ceci a pour

conséquence, dans le cas d'une fonction à fortes variations, de créer des oscillations

qui déforment la surface de défaillance.

A�n de mettre ces e�ets en lumière, une base d'échantillonnage a été construite à partir

de 500 FRFs du système, sélectionnées de manière homogène dans l'espace des variables

incertaines. Pour chaque fréquence voulue (ici tous les 0.1Hz) di�érents métamodèles ont

été construits sur 450 échantillons et testés sur les 50 restants. Ces métamodèles testés

sont ici les mêmes que ceux de la section précédente, à savoir des surfaces de réponse

d'ordre 2 et 3, des Krigeages d'ordre 2 et 3 et des réseaux de neurones à 2 et 3 étages pour

3 et 4 neurones.
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Figure 4.8: Meilleures performances des métamodèles testés par fréquence

La �gure 4.8 montre comment les critères de performance détaillés à l'annexe D évoluent

en fonction de la fréquence. A�n de rendre les résultats plus lisibles, seules les meilleures

valeurs ont été conservées par fréquence, tous métamodèles confondus. Comme il était

attendu, les zones fréquentielles sur lesquels les modes se manifestent sont très di�ciles
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à métamodéliser. En e�et, même si le critère R2 garde des valeurs encore honnêtes, les

valeurs de ERAM et MERA deviennent rédhibitoires pour l'utilisation de ces métamodèles.

En dehors de ces zones, les performances a�chées par les métamodèles sont bonnes, mais

ceux-ci sont inutiles puisque le notching n'y est pas nécessaire.

Les métamodèles usuels sont donc dans l'incapacité de fournir une approximation su�-

sante de la fonction contrainte du problème pour les zones fréquentielles d'intérêt. Pour

pallier ceci, une approche di�érente, adaptative, a été testée. Cette méthode porte le nom

d'algorithme de Smoliak [138]. Il repose sur un pré-échantillonnage établit de l'espace.

Des analyses de sensibilité locales sont ensuite faites de manière à déterminer les zones et

directions de l'espace devant être investiguées avec plus de précision. L'annexe D donne

plus de détails sur le fonctionnement de ce type d'approche. Son résultat est un métamo-

dèle construit par morceaux qui peut donc traiter des singularités et des discontinuités des

fonctions.
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Figure 4.9: Nombre d'appels au modèle à chaque pas de fréquence

Dans l'hypothèse de la possibilité future du calcul de la probabilité de défaillance en

utilisant ce type de métamodèle, il serait possible d'optimiser de manière importante le

processus de notching sur plusieurs fréquences. En e�et, dans le cadre de l'utilisation d'un

modèle éléments �nis lors du calcul d'une FRF par Nastran, la majeure partie du temps de

calcul est consacrée à l'importation des données et au calcul des matrices et non à celui des

FRFs. De plus, l'algorithme adaptatif de Smolyak suit un schéma d'échantillonnage basé

sur un quadrillage prédé�ni de l'espace, n'autorisant la recherche qu'en certains points de

l'espace.

La �gure 4.9 montre le nombre d'appels au modèle pour chaque pas de fréquence. Celui-ci
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permet de se rendre compte que seuls 1250 échantillons sont utiles pour la métamodéli-

sation de la fonction contrainte en dehors de la zone fréquentielle où les modes peuvent

résoner. Ce socle de 1250 échantillons est toujours le même quelque soit la fréquence de

travail. D'autres échantillons peuvent ensuite être nécessaires lorsque la topologie de la

fonction devient plus complexe comme c'est le cas ici entre 33 et 43Hz. En mettant en

mémoire les FRFs déjà calculées, il est donc possible d'atteindre une économie de temps

importante lors de la réalisation du métamodèle. Il ne reste par la suite qu'à échantillonner

les points permettant la convergence de l'algorithme.

D'autres pistes d'optimisation sont plus simples à mettre en ÷uvre. Par exemple un test

sur la réponse du système pour une excitation maximum permet de savoir si le notching

est envisageable ou non, et ainsi faire l'économie de calculs inutiles à des fréquences non

concernées.

4.3.3 Calcul de la probabilité de défaillance pour 35Hz
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Figure 4.10: (a) Évolution de la topologie de la fonction contrainte en fonction de l'ex-
citation à 35Hz, (b) Probabilité de défaillance en fonction de l'excitation, par FORM en
rouge et par Subset-Simulation en bleu

Comme constaté précédemment, la topologie de la fonction contrainte de notre problème

pour 35Hz présente une arête saillante. Cette géométrie est d'une grande importance car

elle intervient aux fréquences où les modes se manifestent sur le domaine d'incertitude,

donc là où les niveaux d'accélération sont les plus élevés, et donc, là où un notching peut

intervenir. Or, cette topologie induit que pour de faibles probabilités de défaillance limites,

le domaine de défaillance ne représente plus qu'une �ne bande de l'espace des variables

incertaines. La �gure 4.10(a) permet de voir cette bande pour di�érentes valeurs de l'e�ort

injecté sur la structure. Les di�érentes surfaces sont ici tracées pour des log10(η) de -3, -2, -1
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et 0, a�n de pouvoir observer la diminution importante du domaine de défaillance à mesure

que η diminue . La conséquence est que l'utilisation d'une méthode de transformation de

type FORM ou SORM conduit à une large surestimation de la probabilité de défaillance

du système. En e�et, ces méthodes de transformation considèrent toute la zone se situant

derrière la surface de défaillance comme étant elle aussi en défaillance. Ceci correspond

au pro�l de croix rouges observables �gure 4.10(b) convergeant vers 0.1% à mesure que

l'amplitude de l'excitation décroit.

La �nesse de l'espace de défaillance peut également entrainer des di�cultés de convergence

de la part de ces algorithmes. Le pas de recherche, usuellement déterminé par une règle

d'Armijo peut ne pas être su�samment �n pour détecter la surface de défaillance et

conduire à des valeurs aberrantes. C'est le cas des croix rouges stagnant aux alentours de

0.9% alors que l'amplitude de l'excitation appliquée est très faible. En e�et, les méthodes

FORM et SORM peuvent converger sur le mauvais front du domaine de défaillance. Dans

ce cas, le domaine de défaillance vu par l'algorithme de transformation recouvre l'ensemble

de l'espace de conception exceptée la portion se trouvant derrière la surface de défaillance

calculée. Toujours sur la �gure 4.10(b), l'algorithme FORM ne permet de converger que

pour des probabilités de défaillance supérieures à 0.2. La réduction du pas de recherche de

la surface de défaillance permet bien entendu une meilleure convergence de l'algorithme,

mais fait perdre l'avantage de la rapidité de ce genre de méthode tout en ne résolvant pas

le problème de la surestimation de la probabilité de défaillance.

Des méthodes alternatives, basées sur des processus tout ou partie aléatoires ont donc

dû être explorées. La toolbox FERUM o�re la possibilité de paramétrer avec facilité

des approches par Importance-Sampling ou par Subset-Simulation. Dans le cas présent,

l'Importance-Sampling ne serait d'aucune utilité car il se base sur une recherche du point

de conception par FORM ou SORM. Or la convergence de ces procédés n'est pas assurée.

Le choix se tourne donc naturellement vers la méthode des Subset-Simulation qui, comme

en atteste la �gure 4.10(b), n'est pas sujette aux défauts des méthodes de transformations.

La convergence vers 0 de la probabilité de défaillance devient donc possible.

L'approche par Subset-Simulation permet donc de pallier les di�érents problèmes occa-

sionnés par les méthodes de transformation. Néanmoins, comme énoncé précédemment,

l'approche par Subset-Simulation opère en partie de manière aléatoire, et sa précision

augmente donc avec le nombre d'échantillons que l'utilisateur autorise à être calculés.
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Figure 4.11: Régression par polyfit

Bien que ce phénomène ne soit pas visible sur les �gures, cette composante aléatoire en-

traine une erreur résiduelle sur le résultat et ne permet pas de garantir la monotonie de

la probabilité de défaillance de manière locale en fonction de l'amplitude de l'excitation

appliquée à la structure. Or cette monotonie est nécessaire au bon fonctionnement des

algorithmes d'optimisation tels que fmincon de Matlabr qui sont bâtis pour rechercher

un minimum local. Ces algorithmes ont donc tendance ici à converger vers des minima

arti�ciels, créés à cause de l'instabilité de la méthode de calcul de la probabilité de dé-

faillance.

Une étape supplémentaire est donc mise en place de manière à rétablir la monotonie et

permettre la convergence de fmincon. Pour cela, un échantillonnage linéaire est entrepris

pour di�érentes valeurs de η. Une régression polynomiale (ici par la fonction polyfit de

Matlabr) est ensuite e�ectuée 4.11.

Cette régression peut être menée pour un coût en calcul relativement raisonnable, dans

le sens où le calcul des di�érents points se fait sur des fonctions déjà métamodélisées.

L'ajout de cette étape permet un lissage de la fonction sur laquelle l'optimisation doit être

menée, et solutionne ainsi les problèmes de convergences dus à la composante aléatoire

de la méthode des Subset-Simulation. Dans le cas de la �gure 4.11, où la probabilité de

défaillance admise vaut Pc = 0.05, l'algorithme d'optimisation convergera facilement vers

Pf − Pc = 0.

La recherche de l'optimum sur cette fonction peut ensuite être menée sans di�culté par

fmincon. La convergence de cette étape d'optimisation est de plus très rapide compte tenu

du fait que le problème global est ramené à un problème à une dimension. La démarche

globale de conception robuste d'un pro�l de notching peut être décrit par l'algorithme
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4.1. Dans sa simplicité apparente se cache la complexité de l'étape d'échantillonnage et de

calcul des probabilités de défaillance qui, comme il a été vu, constituent les point sensibles

de l'entreprise de calcul des pro�ls de notching.

Algorithme 4.1 Algorithme de conception robuste de pro�le de noching en présence de
méconnaissances de modèle

Pour toutes les fréquences
Si (réponse maximum > réponse limite)
Construction du métamodèle
Échantillonnage de la probabilités de défaillance pour di�érents η
Régression linéaire de Pf (η)− Pc
Résolution du problème de notching 4.11

Fin si
Fin pour
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4.3.4 Généralisation à une bande de fréquence

L'extension de la méthodologie à plusieurs fréquences se fait de manière triviale par bou-

clage de l'algorithme précédemment présenté sur la bande de fréquences choisie et pour le

pas fréquentiel souhaité. Compte tenu de la di�culté de l'utilisation des métamodèles, les

courbes suivantes ont donc été directement calculées à partir du modèle de la structure.
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Figure 4.12: Pro�ls de notching pour di�érentes probabilités de défaillance critiques à
α = 0.5 (a) et pour di�érents horizons d'incertitudes à Pc = 0.05(b)

Les résultats des pro�ls de notching obtenus après résolution des problèmes Cσ sont a�chés

dans la �gure 4.12. Deux jeux de courbes ont été obtenus pour un pas en fréquence de

0.1Hz. Le premier, �gure (a) à horizon d'incertitude �xe et pour di�érentes probabilités

de défaillances limites, le second, �gure (b), à probabilité de défaillance limite �xe et pour

di�érents horizons d'incertitudes.

Ainsi, plus la probabilité de défaillance concédée est faible, plus le notching est profond.

A contrario, une augmentation de la valeur de probabilité de défaillance critique entraine

une hausse du plancher du notching et autorise donc un test plus conservatif, susceptible

de recouvrir plus d'évènement de vols. Un tel test est par contre, de fait, plus risqué pour

le satellite, qui est plus susceptible d'entrer en défaillance, et donc de subir un stress trop

important.

La variation de l'horizon d'incertitude entraine des changements beaucoup plus faibles sur

les pro�ls de notching que celles constatées avec la probabilité de défaillance. Ce faible

e�et est du au fait que l'incertitude est ici appliquée uniquement sur les écarts-types. Il

est néanmoins possible de constater que la largeur du notching augmente légèrement avec

la valeur de l'horizon d'incertitude pour une probabilité de défaillance critique �xe. Ceci

respecte bien la propriété d'imbrication des modèles Info-Gap.
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Figure 4.13: Pro�ls de notching dans le cas Cµ, σ pour di�érents horizons d'incertitude

Le traitement du problème Cµ,σ réclame un temps de calcul beaucoup plus long. En e�et,

contrairement au cas d'étude de la section précédente, le pire cas à horizon d'incertitude

�xé ne se situe plus sur le contour du modèle d'incertitude. La méthode Borne ne peut donc

plus être utilisée et une optimisation à proprement parler doit être mise en place à chaque

itération de la boucle principale. Cette recherche a été menée en utilisant la fonction

fminsearchbnd qui est une extension de la fonction fminbnd de Matlabr à plusieurs

dimensions disponibles sur le site mathwoks.com. La fonction fmincon de Matlabr a été

utilisée dans un premier temps, mais le fait de ne pas dé�nir de fonction contrainte a

tendance à gêner la convergence de la procédure.

Le temps de calcul ajouté fait que les pro�ls de notching pour ce cas n'ont été calculés que

tous les Hertz. La �gure 4.13 montre les pro�ls calculés à α = 0.5 et 1 pour une probabilité

de défaillance critique de 0.05. L'in�uence de l'horizon d'incertitude sur la physionomie

du notching est ici beaucoup plus importante que sur le cas Cσ. Ceci est dû au fait que

les incertitudes sont maintenant également appliquées à la moyenne des distributions.

L'horizon d'incertitude et la probabilité de défaillance seuil sont donc des paramètres qui

in�uent de manière importante sur la profondeur et la largeur de la partie notchée. Ces

deux paramètres sont malheureusement di�ciles à appréhender et le choix de leur valeur

lors du calcul du pro�l de notching doit être le fruit de la collaboration et de l'expérience

du maître d'÷uvre et des autorités lanceurs.
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4.4 Perspective d'extension au calcul de notching pour

une structure localement non-linéaire

Comme il a déjà été précisé à de nombreuses reprises dans ce manuscrit, si leur e�et n'est

pas toujours perceptible, les non-linéarités sont légions dans la dynamique des structures.

L'adaptation de la méthodologie de conception de pro�l de notching robuste peut se justi-

�er par le fait que l'e�et des non-linéarités peut se focaliser sur des éléments sensibles de la

structure. Dans [112] par exemple, l'e�et des non-linéarités se concentre sur une antenne

du satellite.

L'emploi du même outil de synthèse des FRFs non-linéaires que dans le chapitre 3 permet

l'obtention de chaque FRF en un temps variant de 15 secondes à une minute suivant que le

comportement non-linéaire se manifeste ou non. Ce temps d'exécution a été su�samment

court pour construire les graphiques suivants, mais pas su�samment pour pouvoir calculer

des probabilités de défaillances sans métamodèle.

Le système utilisé dans cette étude est de nouveau la représentation du satellite par trois

degrés de liberté. Une raideur cubique de 1e9N.m−1est ajoutée entre m1, modélisant le

shaker et m2 modélisant la plateforme du satellite.
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Figure 4.14: Incertitude sur knl seul

Dans un premier temps, seule la raideur non-linéaire du système est considérée comme

méconnue. Un modèle d'incertitude de type enveloppe est de nouveau choisi, en autorisant

comme intervalle maximal de 10−2 à 10 fois la valeur nominale de la raideur. L'observation

des réponses harmoniques du système en �gure 4.14(a) atteste de la nature raidissante de

la non-linéarité, ceci est surtout visible par le déplacement vers les hautes fréquences de la
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première résonance du système. Les 10 courbes présentées ont été tracées pour des couples

aléatoires en η et en raideur non-linéaire. Les di�érentes raideurs ont été choisies dans

l'intervalle autorisé par le modèle d'incertitude tandis que les valeurs de η oscillent entre

1 et 0.001. Ce graphique permet également de déduire que le pro�l de notching résultant

d'un tel comportement sera lui aussi déporté vers les hautes fréquences.

La �gure 4.14(b) donne un aperçu de l'amplitude de la réponse du système en échelle

logarithmique pour 40Hz, qui est une fréquence à laquelle le notching devait être fait dans

le cas linéaire. Le niveau de réponse critique de 10g est donc ici équivalent à 1. La �gure

donne l'impression non triviale que l'augmentation du module de la raideur non-linéaire

entraine une diminution du niveau de la réponse. Dans les faits, à mesure que la raideur

non-linéaire augmente, la résonance du système se déplace vers les hautes fréquences. Il

est donc possible de constater graphiquement que le notching n'est ici nécessaire que si

l'horizon permet une diminution su�sante de la raideur non-linéaire. Bien que l'application

n'ait pu être traitée dans ce cas, la �gure 4.14 permet tout de même de montrer l'existence

d'une solution au problème de notching pour les systèmes non-linéaires.
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Figure 4.15: Topologie de la fonction de contrainte dans l'espace standard pour les pa-
ramètres m1et m2

En revenant au cas précédent où l'incertitude est portée par les valeurs des masses, et

en se plaçant à 40Hz, pour une raideur non-linéaire de 1e9N.m−1 et η = 1 un nouveau

phénomène apparaît dans la �gure 4.15. Il est possible en e�et de retrouver une topolo-

gie globalement similaire à celle présente dans la �gure 4.7, mais une zone d'instabilité

se manifeste à l'arrière du front. Cette zone où les états de réponse hauts et bas coha-

bitent constitue un nouveau dé� en terme de métamodèle et de calcul de la probabilité

de défaillance qui n'a malheureusement pas pu être adressé durant ces travaux de thèse.
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Une possibilité envisagée serait de construire l'enveloppe des réponses maximales et de ne

considérer que ces dernières lors de la construction du métamodèle. Ce procédé garantirait

un résultat conservatif en permettant un dimensionnement au pire cas.

4.5 Conclusion partielle

La stratégie d'optimisation robuste en présence de méconnaissances de modèle a pu être

précédemment utilisée sans di�culté sur le cas du système à trois masses et ressorts pour

un problème classique de diminution de la masse du système. Les topologies rencontrées

ont permis l'utilisation de métamodèles classiques de même que l'emploi de la méthode

de transformation FORM, peu gourmande en calcul, lors de l'estimation de la probabilité

de défaillance. De plus, concernant le cas Cµ,σ une approche borne s'est révélée su�sam-

ment e�cace pour déterminer le design o�rant la plus forte probabilité de défaillance

pour un horizon d'incertitude donné. Toutes ces simpli�cations font que le problème est

relativement rapide à résoudre malgré la complexité de l'algorithme mis en place.

L'application au cas du notching permet d'explorer les limites de ces méthodologies, même

si la simplicité du système utilisé a permis le calcul de di�érents pro�ls de notching. Les

topologies saillantes des fonctions contraintes du problème ont en e�et eu de nombreuses

conséquences dommageables. Les métamodèles standards n'ont pas permis d'obtenir une

qualité de prédiction su�sante. L'utilisation d'heuristiques de métamodélisation adapta-

tive a permis d'améliorer la prédiction mais pas la convergence du calcul de probabilité de

défaillance. Ces topologies plus éxotiques font également que le maximum de probabilité

de défaillance pour le cas Cµ,σ ne se trouve plus sur les bornes de l'intervalle dé�ni par le

modèle Info-Gap et doit être recherché au moyen d'un autre algorithme d'optimisation.

Dans le cas d'une extension à un système non-linéaire, les mêmes problèmes se rencontrent.

Cette application permet également de rappeler que le succès d'une optimisation dépend

grandement des topologies des fonctions rencontrées même pour un problème supposé

simple. En e�et, le notching ne consiste �nalement qu'en l'optimisation d'une seule va-

riable.
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5.1 Introduction

L'ensemble des chapitres précédents de ce manuscrit a permis de présenter le développe-

ment de nombreuses et di�érentes stratégies de conception robuste en présence de mécon-

naissances de modèle. À partir d'un état de l'art des méthodologies existantes au chapitre

2, des méthodologies robustes de placement de capteurs et d'excitateurs ainsi que des ap-

proches d'optimisation robuste des structures et des pro�ls d'excitation ont été développées

dans les chapitres 3 et 4. Ces dernières ont été appliquées à des strutures académiques a�n

d'en démontrer les performances ainsi que certaines de leurs limites. Le chapitre à venir

présente l'application de ces méthodologies à une structure de dimension industrielle, à

savoir la plateforme satellite MYRIADE, dont le CNES est le maître d'÷uvre.

5.2 Présentation de la �lière MYRIADE

5.2.1 Introduction

Le but de cette section est la présentation du modèle de la plateforme qui est utilisée

dans le reste des applications, à savoir la plateforme MYRIADE. Dans un premier temps,

une contextualisation du système dans le cadre des activités du CNES est faite grâce à

un descriptif des missions couvertes par les satellites construits à partir d'une plateforme

MYRIADE et les di�érentes spéci�cités de la plateforme sont exposées. Dans un deuxième

temps, une familiarisation avec la géométrie et les di�érentes parties du modèle éléments

�nis, ainsi que le vocabulaire associé, est proposée.

5.2.2 La �lière MYRIADE

La plateforme est constituée d'un ensemble de chaînes fonctionnelles qui peuvent évoluer

indépendamment les unes des autres. Les missions des satellites construits à partir de la

plateforme MYRIADE étant surtout des missions d'étude et d'analyse de la surface de la

terre, la plateforme a été conçue pour des orbites basses de 600 km à 1000 km d'altitude

et pour une durée de vie typique de 2 ans. Cette gamme d'altitudes permet d'éviter d'une

part les perturbations atmosphériques pouvant a�ecter le pointage en-dessous de 600km et

d'autre part les radiations présentes au-delà des 1000km pouvant limiter la durée de vie du

satellite. Les inclinaisons acceptées couvrent le domaine de 20 à 98°. En�n, une application

à l'orbite GTO (Geostationary Transfert Orbite) a également été réalisée (SPIRALE).
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Figure 5.1: Plateformes MYRIADE en phase d'intégration pour di�érentes charges utiles
(source CNES)

La structure de la plateforme est un parallélépipède rectangle à base carré de 60 centimètres

de coté, et 50 cm de hauteur, constituée de :

� un panneau de base massif en aluminium, assurant l'interface avec le lanceur, et

susceptible d'accueillir le module de propulsion,

� 4 panneaux latéraux en NIDA, permettant la �xation des équipements. Ces panneaux

s'ouvrent en pétale a�n de faciliter la réalisation des travaux d'intégration,

� 4 cornières en aluminium permettant de rigidi�er la structure,

� un panneau supérieur, également en NIDA, destiné à recevoir la charge utile.

Le système d'alimentation utilise un générateur solaire constitué de deux panneaux arti-

culés qui sont repliés contre la plate-forme lors du lancement. Il est alors dit qu'ils sont en

position gerbée. Une fois déployé en orbite, ce générateur d'une surface de 0.8 m², génère

une puissance électrique de 180 watts environ en début de vie, grâce à l'utilisation de cel-

lules AsGA à haut rendement. Il est orientable autour d'un axe au moyen d'un mécanisme

d'entrainement, ce qui lui permet de suivre la course du soleil tout au long de son orbite.

Le système est complété par une batterie Lithium ion et un boîtier électronique assurant

la gestion de la charge de la batterie et la redistribution de l'énergie vers l'ensemble des

équipements du satellite.
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Performances o�ertes aux charges utiles :

Masse : jusqu'à 80 kg
Puissance : 60 W permanent (orbite avec éclipse)
Pointage : précision < 5.10-³ °, stabilité < 2.10-² °

Propulsion : 80 m/s
Mémoire de masse : 16 Gbits
Débit télémesure : 400 kbits/s

Télémesure haut débit : 16,8 Mbits/s

Table 5.1: Performances o�ertes par la plateforme Myriade

Cette plateforme a été, et est encore utilisée sur de nombreux projets scienti�ques et

militaires tant français qu'internationaux :

� DEMETER est la première mission Myriade, pour l'étude de l'environnement élec-

tromagnétique de la Terre et la prévision des séismes. Il est lancé le 29 juin 2004 de

Baïkonour avec succès et le satellite fonctionne bien.

� PARASOL étudie les propriétés des aérosols et des nuages de l'atmosphère terrestre.

Il est lancé le 18 décembre 2004 de Kourou et rejoint la constellation A-train. Plate-

forme et charge utile fonctionnent parfaitement.

� PICARD pour l'étude du soleil et de ses impacts sur la climatologie terrestre. Lancé

le 15 juin 2010.

� MICROSCOPE pour le Test du Principe d'Équivalence. Lancement prévu en 2016.

� TARANIS : Étude du couplage atmosphère - ionosphère - magnétosphère lors des

orages atmosphériques. Lancement prévu en 2016.

� SMESE en coopération avec la Chine. Étude de la physique solaire, de la physique

du milieu interplanétaire et de la géocouronne, et de la météorologie spatiale. Aban-

donnée en 2010 lors du Séminaire de Prospective Scienti�que.

� ESSAIM, une constellation de 4 satellites, pour la DGA, est lancée avec succès le 18

décembre 2004 de Kourou avec Parasol.

� ELISA, 4 satellites pour le compte de la DGA. Alsat-2 : 2 satellites d'observation de

la Terre pour le compte de l'Agence Spatiale Algérienne (ASAL). Le premier satellite

a été lancé par une fusée PSLV le 12 juillet 2010 depuis le Centre spatial de Satish

Dhawan, en Inde.

� SSOT / FASat-Charlie : satellite d'observation de la Terre pour le compte de la

Fuerza Aeria de Chile (FAS), lancé le 16 décembre 2011 par un lanceur Soyouz-2

depuis le Centre Spatial Guyanais de Kourou.
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� VNREDSat 1A : satellite d'observation de la Terre pour le compte de l'Académie

des Sciences et Technologies du Vietnam (VAST), lancé le 7 mai 2013 par un lanceur

VEGA depuis le Centre Spatial Guyanais de Kourou.

� SPIRALE, un démonstrateur de 2 satellites pour le compte de la DGA.

5.2.3 Le modèle éléments �nis MYRIADE

Le modèle éléments �nis qui a été utilisé au cours des applications présentées dans ce

chapitre correspond à la structure de la plateforme MYRIADE du satellite TARANIS. Ce

modèle est le résultat des di�érentes itérations e�ectuées lors du projet, sa dé�nition est

donc proche de celle du modèle de vol. Il est possible de distinguer les di�érentes parties

de l'anatomie de la structure sur la �gure 5.2, son maillage est composé d'un peu moins

de 400 000 degrés de libertés :

� La caisse du satellite constitue la structure mécanique primaire. Elle renferme la

plupart des équipements vitaux de la structure avec notamment les réserves d'énergie

et l'ordinateur de bord.

� Les générateurs solaires sont modélisés par des éléments composites. Ces derniers

sont ici représentés en position gerbée. Une fois le satellite séparé du dernier étage

du lanceur, les générateurs solaires se déploient pour assurer la fourniture en énergie

du système.

� Le senseur stellaire est un sous-système du satellite permettant le repérage de cer-

taines étoiles �xes du ciel. Il permet au satellite de connaître sa position par rapport

au repère formé par ces étoiles.

� La virole d'interface ou SIR (Satellite Interface Ring) constitue le système par lequel

le satellite est �xé au lanceur au moment du décollage.

� La charge utile constitue la partie du satellite dédiée à sa mission. Elle regroupe

donc les di�érents senseurs et/ou télescopes nécessaires à la mesure du phénomène

étudié. Dans le cas présenté, la charge utile est dé�nie comme une masse ponctuelle

de valeur nominale 50kg, reliée par des liens in�niment rigides en di�érents points

d'attache du plateau haut de la plateforme.
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Figure 5.2: Visuel du modèle éléments �nis de la plateforme MYRIADE

Ce modèle a permis dans un premier temps de calculer les 10 premiers modes linéaires

de la structure. Ceux-ci constituent les modes globaux qui impactent la dynamique basse

fréquence du satellite. Un aperçu de ces modes est disponible en �gure 5.3. Les deux

premiers modes de la structure sont des modes globaux latéraux du satellite dus à une

rotation suivant y puis suivant z de la caisse du satellite autour de la virole d'interface.

Les modes 3, 4, 6, 7, 8 et 9 constituent principalement des modes de générateurs solaires,

même si le 9ième fait également intervenir la caisse du satellite. En�n, les modes 5 et 10

déforment la caisse du satellite suivant des mouvements de pompage en x ou dans le plan

(y, z).

Figure 5.3: Aperçu des 10 premiers modes de la structure
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5.3 Placement robuste de capteurs

Le scénario de l'application qui est présenté ici correspond à la conception robuste d'un

plan de test pour la plateforme MYRIADE. Ceci comprend l'instrumentation complete de

la structure en vue des tests en vibration. La mise en place de distributions de capteurs sera

donc étudiée dans un premier temps. Concernant l'excitation de la structure, l'approche

sera ici di�érente de ce qui a précédement été présenté. En e�et, dans le cas des satellites

l'excitation se fait obligatoirement par la virole d'interface du satellite. Il est donc inutile

de chercher une nouvelle position. L'étude se propose donc ici de rechercher une direction

d'excitation robuste.

Le modèle éléments �nis de la plateforme précédemment exposé est utilisé dans ce chapitre

a�n d'appliquer la méthodologie de placement de capteurs robuste développée dans le

chapitre 3.

Comme il a été précisé dans la section précédente, la plateforme MYRIADE se veut géné-

rique. Elle se doit donc d'être robuste vis-à-vis des méconnaissances que vont constituer

les éléments di�érents qui y seront intégrés suivant la mission à e�ectuer.

A�n de s'ancrer dans ce contexte, la structure de la plateforme est ici considérée comme

étant bien dé�nie, sans incertitudes. Les méconnaissances sont placées sur les entités ame-

nées à varier suivant les missions, à savoir :

� La masse de la charge utile, dont l'incertitude est portée à 10% de sa valeur nominale

de 50kg,

� La position de la charge utile, autorisée à évoluer jusqu'à 10cm autour de sa position

nominale dans les directions y et z.

� Les positions de deux équipements additionnels sur la plateforme de 5kg peuvent

également varier. Celles-ci sont restreintes aux positions correspondant aux points

rouges et bleus sur la �gure 5.4. L'horizon d'incertitude sera pour ce cas mesuré

à l'instar de ce qui a été fait au chapitre 3. L'utilisation du logiciel AESOP déve-

loppé au laboratoire à permis une gestion relativement simple de cette incertitude

sans avoir à modi�er le �chier .bdf obtenu depuis PATRAN. Un interfaçage depuis

Matlabr permet de changer l'adresse des masses ponctuelle simulant les équipe-

ments en choisissant de manière aléatoire parmi les positions possibles à l'horizon

d'incertitude courant.
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Figure 5.4: Surfaces candidates pour le placement de capteurs (positions possibles pour
les équipements incertains en bleu et rouge).

Pour des raisons évidente d'accès aux zones où les capteurs doivent être placés, seuls les

n÷uds des plateaux de la caisse de la plateforme ainsi que ceux des générateurs solaires

sont candidats à recevoir un capteur. Ces surfaces correspondent à celles a�chées dans la

�gure 5.4. Ceci permet également de réduire le nombre de degrés de liberté possible à une

valeur de 43 835.

Mode fnom fmin fmax delta delta
(Hz) (Hz) (Hz) (Hz) (%)

1 41.33 37.15 45.10 7.94 19,21
2 44.09 0.17 47.75 7.58 17.19
3 64.98 64.72 65.31 0.58 0.9
4 79.29 79.21 79.37 0.16 0.2
5 106.30 102.00 110.49 8.48 8
6 112.65 112.64 112.66 0.01 9e-5
7 115.75 115.51 116.10 0.58 0.5
8 116.76 116.74 116.78 0.03 2e-4
9 125.99 125.66 152.57 26.91 21.5
10 144.50 143.50 173.53 30.02 20.7

Table 5.2: Dispersion en fréquences propres



5.3. PLACEMENT ROBUSTE DE CAPTEURS 111

Les 10 premiers modes structuraux du système formé par la plateforme et la charge utile

sont choisis comme modes cibles. Ceux-ci dé�nissent en e�et le comportement dynamique

du satellite en dessous de 150Hz, ce qui englobe très largement le cadre des tests en

balayage fréquentiel réels normalement menés jusqu'à 100Hz. C'est en e�et sous cette

fréquence que la majeure partie des e�orts qu'aura à supporter la structure du satellite

seront produit. D'autres tests, comme ceux en vibrations aléatoires, montent jusqu'à des

fréquences de 2000Hz, mais ne seront pas étudiés ici.
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Figure 5.5: Dispersion des modes

Le tableau 5.2 et l'autoMAC présenté dans la �gure 5.5 permettent d'apprécier la disper-

sion observable respectivement en fréquence et en déformée. Celles-ci se portent surtout

sur les modes 5, 9 et 10. Ces modes correspondent à ceux entraînant des déformations de

la caisse du satellite.

5.3.1 Positionnement de capteurs

Comme il a été développé au chapitre 3, la méthodologie de placement robuste de capteurs

débute par une décomposition SVD de la base de données formée des bases modales

échantillonnées concaténées. Pour chaque SVD calculée à un horizon d'incertitude donné,

l'ensemble de ses valeurs singulières peut être visualisées, comme dans la �gure 5.6.
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Figure 5.6: Pro�ls des valeurs singulières pour di�érents horizons d'incertitude

L'examen des pro�ls des valeurs singulières présentés �gure 5.6 permet de constater que

celles-ci sont de plus en plus importantes à mesure que l'horizon d'incertitude augmente.

L'origine de ce phénomène est que, en augmentant l'horizon d'incertitude, des compor-

tements vibratoires de plus en plus exotiques par rapport au nominal vont être pris en

compte. Leur caractère orthogonal s'a�rme donc également en entrainant une valeur sin-

gulière associée de plus en plus grande. Cet e�et est à mettre en corrélation direct avec la

propriété d'imbrication des ensembles Info-Gap dans le cadre duquel les incertitudes sont

modélisées.

L'étude qui va suivre s'appuiera sur des distributions de capteurs comportant entre 10

et 20 capteurs. Celles-ci seront obtenues soit de manière déterministe soit de manière

robuste en suivant le schéma de construction présenté en 3.2. Les comparaisons entre les

di�érentes distributions seront établies pour des horizons de 0.3 et 0.7, correspondant à

des incertitudes de respectivement 30 et 70% sur la position autorisée des équipements et

de la charge utile, ainsi que pour une incertitude de respectivement 3 et 7% sur la valeur

de la masse de la charge utile.

Comme il a été énoncé précédemment, la base modale d'intérêt regroupe les modes de la

structure situés en dessous de 150Hz. Les bases modales servant de matière d'÷uvre pour

la construction des distributions robustes sont donc constituées des variantes existantes

de ces modes sélectionnés par la SVD. Les bases modales utilisées pour la construction

des distributions déterministes sont quant à elles construites en utilisant autant de modes

naturels de la structure qu'il y a de capteurs à positionner. Cette manière de procéder

permettra une comparaison entre des distributions construites sur des bases modales de

même taille, et construites de manière adaptée à chacune des méthodes.
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Figure 5.7: Courbes de robustesse pour des distributions construites de manière déter-
ministe, et robuste pour un horizon d'incertitude de 0.3

Les résultats a�chés dans la �gure 5.7 montrent les courbes de robustesse tracées à partir

des distributions de capteurs. Les performances de chaque distribution (construites ici

pour un horizon d'incertitude de 0.3) sont testées suivant le critère en conditionnement

dé�ni en 3.2 sur toute la gamme d'incertitude possible. Les courbes issues de distributions

obtenues de manière déterministe sont a�chées en traits pointillés, tandis que les versions

robustes sont en traits pleins.

Indépendamment du caractère déterministe ou robuste de l'approche employée, il est à

noter que l'ajout de capteurs se traduit de manière quasi-automatique par l'amélioration

des performances de la distribution. En e�et, la structure étant relativement simple dans

sa géométrie et n'ayant pas de modes locaux dans la plage de fréquences d'intérêt, l'ajout

d'un capteur où que ce soit apporte presque toujours de l'information orthogonale sur les

modes cible. Ceci ne se véri�e cependant pas pour les distributions à dix huit capteurs

(en cyan). En e�et, étant à un horizon d'incertitude de construction modeste, il est tout à

fait possible que la recherche d'une distribution à N capteurs ne parvienne pas à être plus

performante qu'une distribution à N-2 capteurs. L'information peut alors être redondante

et augmenter la valeur du conditionnement.

Une analyse générale de ces courbes montre rapidement qu'au delà d'un certain horizon

d'incertitude, il est possible que les performances o�ertes par les distributions robustes

puissent être moins bonnes que celles de leur pendant déterministe possédant le même

nombre de capteur. C'est par exemple le cas pour les distributions de 10 capteurs pour

un horizon d'incertitude supérieur à 0.5. En se focalisant sur des horizons d'incertitudes

plus faibles, et en particulier pour α = 0.3 (i.e. l'horizon d'incertitude de construction) il
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apparaît que les distributions robustes sont systématiquement plus performantes que les

distributions déterministes associées.

L'approche robuste permet donc de garantir, pour un nombre de capteurs équivalents, une

meilleure performance en terme de distinction des modes pour un horizon d'incertitude de

construction donné.

La mesure du conditionnement permet un aperçu global de la performance d'une distribu-

tion de capteurs et présente une manière synthétique de les comparer entre elles. Elle reste

néanmoins très hermétique à la compréhension de la manière dont les modes sont détectés

et distingués individuellement. Pour accéder à cette information un outil classiquement

utilisé en ingénierie est l'autoMAC de la matrice de capteurs [130]. Étant donné le cadre

robuste que revêt l'application présentée, une version �robusti�ée� de cet outil sera utilisé

ici. Pour chaque coordonnée de la matrice d'autoMAC, la valeur maximum sur l'ensemble

des échantillons inclus dans l'horizon d'incertitude d'étude sera conservée.
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Figure 5.8: AutoMAC des distributions robustes et déterministes pour 10, 14 et 20 cap-
teurs

Étant donné qu'il n'est pas possible de représenter les autoMACs pour di�érentes distri-

butions de capteurs sur un même graphe, ou bien de manière évolutive sur une vidéo, la

�gure 5.8 présente les matrices d'autoMAC pour des distributions de 10, 14 et 20 capteurs

dans les cas robustes et déterministes établis pour un horizon d'incertitude de 0.3.

Le premier couple de matrices, représentant les distributions de 10 capteurs montre une

capacité de détection et de distinction équivalente pour les distributions robustes et dé-

terministes. Ceci était parfaitement envisageable par la proximité des courbes bleues de
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la �gure 5.7 pour un horizon d'incertitude de 0.3. Ces autoMACs permettent également

d'apprendre que les couples de modes 2 - 3 et 5 - 7 sont di�ciles à distinguer.

L'observation des couples d'autoMACs pour des distributions de 14 et 20 capteurs permet

d'apprécier l'amélioration croissante de la distinction des modes 2 - 3 et 5 - 7. En e�et, la

couleur des carrés associés à ces deux couplages devient de plus en plus froide à mesure que

le nombre de capteurs autorisés augmente. L'augmentation du nombre de capteurs au sein

des distributions entraine également une divergence des comportements entre les approches

robustes et déterministes. Il est ainsi possible de constater que pour ces couplages, la

distinction des modes est toujours plus performante en adoptant une approche robuste,

même si cela n'est clairement visible que pour 20 capteurs.

En contre-partie de cette amélioration, il est notable que le découplage des modes 8 -5 ou

encore 5 - 2 est légèrement moins e�cace pour l'approche robuste. Ceci ne porte cependant

pas préjudice ici dans la mesure ou les indices d'autoMAC restent très faibles et que ces

couplages s'e�ectuent entre des modes su�sament éloignés fréquentiellement les uns des

autres pour ne pas être confondus.
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Figure 5.9: Courbes de robustesse pour les distributions de capteurs construites par
approche QR

A�n de compléter les observations précédentes, l'analyse est renouvelée pour des distri-

butions robustes de capteurs construites à un horizon d'incertitude de 0.7. La dispersion

autorisée au sein des modes d'intérêt est donc bien supérieure. La première grande évo-

lution observable grâce à la �gure 5.9 (équivalente à la �gure 5.7 dans le cas à α = 0.3)

est la disparition des cas pathologiques qu'il était possible d'observer pour l'horizon d'in-

certitude de construction précédent. La généralisation des règles suivantes peut également

être faite :
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� Autoriser la mise en place de capteurs supplémentaires au sein d'une distribution

établie de manière robuste améliore systématiquement ses performances en terme de

distinction des modes.

� À nombre de capteurs égaux, une distribution construite de manière robuste per-

met là aussi une meilleure distinction des modes que son équivalent déterministe.

Cette règle est valable pour tout horizon d'incertitude inférieur ou égal à l'horizon

d'incertitude de construction.

� Une comparaison plus poussée permet également de remarquer que pour un nombre

de capteurs équivalent, une distribution construite à un horizon d'incertitude de 0.7

sera également plus performante que son homologue établi à 0.3.

Ces phénomènes sont les conséquences directes de l'augmentation de la valeur de l'horizon

d'incertitude. Celle-ci permet à la SVD de détecter et de sélectionner des comportements

vibratoires de plus en plus exotiques par rapport aux modes nominaux cibles. Dans le cas

d'un horizon d'incertitude de construction à 0.3, les emplacements rendus accessibles aux

capteurs par ces modes permettent de distinguer ces derniers, mais ne sont pas encore

�su�samment orthogonaux� pour supporter des phénomènes vibratoires survenant à des

horizons d'incertitudes plus importants. Dans ce cas, la méthode traditionnelle consistant

à ajouter à la base modale cible des modes de plus hautes fréquences, sans prendre en

compte les méconnaissances de modèle, permet de pallier ce problème et o�re de meilleures

performances.
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Figure 5.10: AutoMACs obtenus pour des distributions des 10, 14 et 20 capteurs par
approches déterministes et robustes.
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En passant à un horizon d'incertitude de 0.7, des phénomènes vibratoires beaucoup plus

marginaux sont pris en compte lors de la construction des distributions par voie robuste.

Ces derniers permettent de placer des capteurs à des emplacements plus légitimes et

conduisent à des distributions plus performantes que l'approche déterministe sur l'en-

semble de l'espace d'incertitude.

De la même manière que pour l'analyse à α = 0.3 les matrices automacs des approches

déterministes et robustes sont construites et présentées �gure 5.10 pour des distributions

de 10, 14 et 20 capteurs et pour un horizon d'incertitude de 0.7.

Bien qu'il soit possible de constater que les indices 2 - 3 et 5 - 7 sont toujours plus faibles

pour les distributions robustes que pour les distributions déterministes, cette amélioration

de performance est beaucoup moins visible que via le critère de conditionnement de la

�gure 5.9.

Pour que l'intérêt de l'approche robuste réapparaisse, il ne faut plus regarder uniquement

le maximum sur l'intervalle d'incertitude des indices autoMAC extradiagonaux, mais l'en-

semble des indices calculés pour toutes les bases modales échantillonnées. Cette analyse

est présentée dans la �gure 5.11 pour les indices 5 - 7. En e�et, les courbes pleines (ob-

tenues par voie robuste) sont systématiquement dominées par les courbes en pointillés

obtenues par voie déterministe. Cette hiérarchie s'établit indépendamment de la méthode

de placement de capteurs utilisée (QR en bleu et Kammer en rouge). Cette représentation

permet de pointer le fait que l'approche robuste apporte bien des indices 5 - 7 plus faibles

sur toute la gamme d'incertitude. Elle permet donc toujours une meilleures distinction des

modes.
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Figure 5.11: Valeur de l'indice MAC (5 ; 7)
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Il est tout de même à noter une dégradation de la distinction en ce qui concerne le couplage

9 - 7. La valeur de l'indice MAC reste néanmoins su�samment faible pour que la confusion

entre ces modes n'ait pas lieu.

Dans la pratique, un nombre supérieur de capteurs est souvent placé lors des tests en

vibration des structures de manière à assurer une redondance en cas de défaillance de

certains d'entre eux, sans avoir à réitérer l'essai. L'emplacement de ces capteurs est en

général basé sur un examen des déformées du modèle éléments �nis, ou en étendant la base

modale des modes cibles par les modes de plus hautes fréquences. Comme le montrent les

�gures 5.7 et 5.9, opter pour la deuxième méthode peut conduire à une amélioration ou à

une dégradation des propriétés de la distribution suivant que le capteur ajouté permet ou

non d'accéder à de nouvelles informations sur les modes d'intérêt de la structure.

Les travaux précédemment exposés prenaient le parti de ne comparer que des distribu-

tions de capteurs ayant le même nombre de capteurs quel que soit l'horizon d'incertitude

considéré. Ceci permettait en e�et de conserver et de comparer des matrices de mêmes

tailles au fur et à mesure que l'incertitude progresse. Or, comme il a été mis en avant

avec la �gure 5.6, le degré d'incertitude conditionne la norme des valeurs singulières. Plus

l'incertitude est importante, plus les premières valeurs singulières vont avoir tendance à

augmenter du fait de l'orthogonalité croissante des nouvelles bases modales apparues.
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Figure 5.12: Nombre de capteurs recommandé en fonction du seuil choisi sur les valeurs
singulières de la SVD et de l'horizon d'incertitude

Il est donc possible grâce à la SVD de choisir un seuil sur les valeurs singulières en deçà

duquel celles-ci sont considérées comme ayant une participation négligeable. Pour un hori-

zon d'incertitude donné, le nombre de valeurs singulières conservées, et donc le nombre de
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vecteurs jugés in�uents dans la matrice Σ, permet de connaître le nombre de capteurs à

positionner pour détecter toute l'information nécessaire. La �gure 5.12 donne l'évolution

du nombre de capteurs conseillés en fonction du seuil sur les valeurs singulières de la SVD

et de l'horizon d'incertitude.

La valeur seuil de 10−5 se retrouve de manière assez redondante dans la littérature lors-

qu'il s'agit d'extraire l'information principale d'une décomposition SVD. Cette valeur sera

utilisée par la suite. Une fois le nombre de capteurs choisi pour un horizon d'incertitude

donné, il est possible de construire les distributions par voie déterministe ou robuste.

La �gure 5.13 met a pro�t cette façon de procéder en comparant les performances de

distributions dont le nombre de capteurs change en se basant sur les conseils de la décom-

position par SVD. La courbe en rouge pointillée représente la courbe de robustesse de la

distribution à dix capteurs déjà présente dans les �gures 5.7 et 5.9. Celle-ci permet d'avoir

une base de référence pour comparer les performances de la nouvelle approche. Les deux

courbes pleines sont construites en prenant pour chaque horizon d'incertitude calculé le

nombre de capteurs recommandé par la troncature en SVD. La courbe en bleu est établie

par le procédé robuste, la rouge, par voie déterministe.

10 20 30 40 50 60

Conditionnement

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

H
o
ri
z
o
n
 d

'in
c
e
rt

it
u
d
e

Deterministe evolutif

Déterministe 10 capteurs

Robuste evolutif

Figure 5.13: Évolution de la performance des distributions pour un nombre de capteur
évolutif, indéxé sur un seuil en SVD de 1e-5

L'ajout de capteurs guidé par la SVD au fur et à mesure de l'augmentation de l'incer-

titude entraine une amélioration des performances des deux approches jusqu'à α = 0.5,

une stagnation s'observe par la suite. L'ajout de modes à plus hautes fréquences permet

dans un premier temps à l'approche déterministe d'être plus performante que l'approche

robuste. En e�et, et comme il a été relevé plus tôt, les positions o�ertes par les modes de
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fréquences propres supérieures sont plus intéressantes du point de vue de l'indépendance

linéaire que celles possibles par l'analyse des seuls modes soumis à une faible incertitude.

Cependant, à mesure que l'incertitude augmente, les courbes de robustesse se rapprochent

pour �nalement se croiser à α = 0.21. Au-delà de cet horizon d'incertitude, l'approche

robuste demeure celle o�rant la meilleure performance.

5.3.2 Recherche d'une direction robuste d'excitation

La recherche d'une localisation robuste pour l'excitation d'une plateforme satellite à la

manière de celle présentée au chapitre 3 n'a pas d'intérêt du point de vue du dimension-

nement et de la quali�cation du satellite. En e�et, l'excitation en tests de cette catégorie

de structure ne se fait pas par le biais d'un pot vibrant en un point donné, mais au moyen

d'une table vibrante �xée à la virole d'interface du système. Cette con�guration permet un

test se déroulant sous des conditions aux limites conformes aux conditions dans lesquelles

le satellite se trouve au sein de la coi�e du lanceur. Il n'y a donc pas de recherche à mener

concernant le point d'application de l'e�ort lors des tests en sinus balayé.

Une optimisation est néanmoins possible concernant la direction de l'excitation dans le

plan (y, z). En e�et, à l'heure actuelle, la structure est tout d'abord sollicitée suivant y

puis désolidarisée du pot avant d'être testée suivant z. En plus de soumettre les opérateurs

aux contraintes du démontage-montage de la structure, cette pratique s'appuie sur le fait

que la dynamique basse fréquence du satellite est très corrélée à sa géométrie, et les deux

premiers modes latéraux du satellite sont purs suivant ces deux axes. Plusieurs questions

peuvent alors être soulevées :

� Premièrement, ces directions sont elles optimales et/ou robustes ?

� Deuxièmement, et plus généralement, si le choix de deux directions orthogonales l'une

à l'autre parait justi�é mécaniquement et géométriquement parlant, est-ce toujours

le cas vis à vis des méconnaissances de modèle ?

� En�n, n'y aurait-il pas moyen de gagner du temps en supprimant l'un des axes

d'excitation mais en garantissant une bonne excitabilité des modes ?

Dans sa con�guration d'essai, la structure du satellite est �xée rigidement à la table

vibrante au moyen de systèmes vis-écrous par sa virole d'amarrage à la table vibrante. A�n

de représenter ceci sur le modèle éléments �nis, les emplacements des vis sur la plateforme

sont tous liés en un point par des raideurs in�nies. De cette manière, la sollicitation peut

n'être appliquée qu'en un seul point. Le logiciel utilisé ici étant Nastran, le lien utilisé est

un élément RBE2. L'étude se concentre ici sur les 6 premiers modes structuraux de la

plateforme a�n d'obtenir une bonne lisibilité des résultats.
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A�n de tester la robustesse d'une direction d'excitation, une rotation de l'angle souhaité

est appliquée au modèle éléments �nis pour une excitation dont la direction ne change

pas. Le critère de performance appliqué ensuite est toujours le même que dans le chapitre

3, à savoir le pire indice MMIF rencontré sur l'ensemble des échantillons testés sous un

horizon d'incertitude donné.
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Figure 5.14: Analyse de la robustesse des di�érentes directions d'excitation de la structure

En ce plaçant à un horizon d'incertitude de 0.3 et en traçant le critère de performance

robuste dans un graphique polaire, les calculs mènent à la �gure 5.14(a). À cette �n, le

critère a�ché est en fait 1-MMIF de manière à faire ressortir les angles pour lesquels la

direction de la sollicitation est la plus e�cace. Le graphe permet ici de constater que pour

les directions 0 et 90° correspondant à celles utilisées usuellement, les indices sont très

faibles, donc mauvais. Ceci traduit le fait que l'un des modes au moins n'est pas excité.

La �gure 5.14(b) donne le détail par mode des indices MMIF vrais (plus faible est ici

le meilleur). L'analyse des indicateurs montre que, mis à part le troisième mode qui est

convenablement excité pour les deux angles, chaque mode est excité de manière presque

parfaite dans une direction et de façon ine�cace dans l'autre. Ceci est parfaitement normal

pour les deux premiers modes au moins, qui sont chacun pur dans une direction di�érente.

En revenant à la �gure 5.14(a) il apparaît que d'autres directions o�rent des conditions

plus intéressantes. D'une part, une valeur proche de 1 atteste d'une bonne excitabilité des

modes dans cette direction. D'autre part, la largeur du lobe renseigne sur la robustesse de

cette excitabilité vis à vis de l'angle de sollicitation. Le constat peut ainsi être fait que des

angles di�érents des angles naturels de la structure devraient être choisis pour exciter le
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système car ils o�rent une garantie que tous les modes d'intérêt seront excités de manière

satisfaisante. Ceci est par exemple le cas pour un angle de 46°.

Il est ainsi possible d'envisager de repérer une direction d'excitation en recherchant l'angle

qui minimise l'indicateur MMIF. Dans le cas présenté ici une seule direction d'excitation

peut a priori su�re puisqu'en e�et l'indicateur MMIF révèle que tous les modes sont

excités de manière très satisfaisante. Néanmoins, dans le cas où certains modes reste-

raient sollicités de manière marginale, il est important de pouvoir déterminer une seconde

direction suivant laquelle mener un autre test de vibration.
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Figure 5.15: Résultats de la recherche d'une seconde direction d'excitation

Lors du premier calcul, la mise en mémoire de l'indicateur MMIF pour chaque angle testé

et chaque mode cible permet de connaître a posteriori le degré d'excitation de chaque mode

à l'angle θ1 dé�ni précédemment comme étant le plus robuste. En dé�nissant un seuil sur

l'indicateur MMIF à partir duquel le mode est considéré comme étant mal sollicité, il est

possible de décrire un nouveau set de modes cibles pour lesquels une nouvelle direction

d'excitation sera recherchée.

Dans l'exemple présenté ici, le détail des indicateurs MMIF par mode est présenté �gure

5.15(a) pour un angle d'excitation de θ1. Un seuil arbitrairement �xé à 8/10*min(MMIF),

soit la règle des 80/20, permet d'identi�er uniquement les modes 1 et 6 comme étant

ceux nécessitant la recherche d'une seconde direction de sollicitation. Tous les indicateurs

MMIF ayant été calculés à l'étape précédente, il su�t de retirer de la base de données

ceux liés aux modes jugés bien sollicités. Le nouvel indicateur tracé à partir du pire MMIF

par angle sur les modes restants est a�ché 5.15(b) en rouge. La géométrie nouvellement
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obtenue inclut la précédente car elle est libérée de la contrainte des modes déjà identi�és

et traités de manière satisfaisante.

La nouvelle direction de sollicitation peut ensuite être déterminée en recherchant le MMIF

minimum ne se trouvant pas sur l'aire d'e�cacité de la direction précédemment déterminée.

En pratique, ce minimum a été recherché à une distance supérieure à 45° du précédent.

L'angle θ2, ici déterminé à 162° se situe au sommet d'un lobe étroit, formé par la disparition

de la contrainte d'excitabilité des modes 2 à 5.

Il est intéressant de remarquer que l'angle entre θ1 et θ2 n'est pas orthogonal. Ceci est

le fruit des méconnaissances de modèle. En e�et, les variétés de modes dimensionnants

peuvent ne pas provenir de la même base modale échantillon.
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Figure 5.16: Représentation circulaire des critères robustes MMIF pour di�érents hori-
zons d'incertitude

La procédure peut bien entendu être lancée pour n'importe quel horizon d'incertitude.

La �gure 5.16 permet de constater l'évolution des indicateurs et des directions robustes

d'excitation au fur et à mesure de l'augmentation de l'horizon d'incertitude à 0.5 puis à

0.7.

Il est à noter en tout premier lieu que la propriété d'imbrication des domaines d'incertitude

se retrouve ici dans le caractère inclusif des pro�ls bleus. Cette remarque ne s'applique

pas sur les pro�ls issus de la seconde phase de recherche car ceux-ci ne sont pas systé-

matiquement basés sur les mêmes modes. Ces derniers dépendent en e�et de l'horizon

d'incertitude.

Cet e�et d'auto-inclusion va de pair avec un e�et de rétractation de la �gure et l'augmen-

tation de l'horizon d'incertitude. L'ajout de modes entraine en e�et une contrainte de plus
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en plus grande sur l'excitabilité des modes, d'où une augmentation globale des niveaux

MMIF.

5.4 Conception robuste de structure

5.4.1 Dé�nition du problème de conception robuste de structure

Le problème d'optimisation que cette section cherche à traiter est classique dans le cadre

d'une application issue du domaine de l'aérospatial. Il s'agit de minimiser la masse du

système MT tout en assurant une rigidité minimal a�n que certaines de ses fréquences

propres n'entrent pas en interaction avec certaines sollicitations de l'environnement. La

formalisation du problème sous forme RRDO-IG est disponible dans l'équation 5.1.

mind∈RndMT

avec

m ∈ U
(
α, m(0)

)
α = αi

dmin ≤ d ≤ dmax

Pf ≤ Pc

Df = {x : min (f1, f2) ≤ fc}

(5.1)

avec :

� d, les paramètres de conception du système,

� x, les paramètres incertains qui ne sont pas des paramètres de conception,

� m, l'ensemble des paramètres méconnus du problème. Il est possible d'avoir m =

[x,d] ou m = x.

� f1 et f2 correspondent aux deux premières fréquences propres du système.

� Le domaine de défaillance Df est ici dé�ni tel que la plus faible des fréquences propres
du système ne devienne pas inférieure à une valeur seuil fc. Cette valeur est choisie

de manière à éviter des e�ets de couplages entre les modes du satellite et ceux du

lanceur.

� Le modèle d'incertitude m ∈ U
(
α, m(0)

)
permet ici d'intégrer la prise en compte

des méconnaissances de modèle dans le problème d'optimisation.
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5.4.2 Étude de sensibilité et choix des paramètres de conception

Des travaux antérieurs à la thèse et réalisés sur la même structure ont déjà permis d'étudier

en partie l'optimisation des épaisseurs des raidisseurs du plateau bas du satellite. Ces

éléments sont visibles sur la �gure 5.2 à droite. Les paramètres incertains alors considérés

étaient les raideurs d'interface situées entre les panneaux latéraux du satellite.

Les paramètres de conception utilisés ici sont les épaisseurs des quatre cornières de la

structure du satellite (voir �gure 5.17). Celles-ci constituent en e�et le seul lien mécanique

structurellement important dans la transmission des e�orts depuis le plateau bas vers

le plateau haut de la structure. Ces cornières sont des poutres en L modélisées par des

éléments plaque (PSHELL) sous Nastran. Elles sont d'une épaisseur nominale de 3mm sauf

aux zones d'interface des panneaux latéraux où cette épaisseur atteint 6mm. Ces zones sont

celles colorées en rouge sur l'une des cornières de la �gure. Pour chacunes des cornières,

les deux épaisseurs sont regroupées sous une seule et même variable adimensionelle. Le

problème compte donc quatre paramètres de conception.

Figure 5.17: Visuel du modèle éléments �nis des cornières de la plateforme MYRIADE

5.4.3 Choix des paramètres incertains

Di�érents travaux précédemment entrepris ou �nancés par le CNES ont mis à jour plusieurs

sources importantes d'incertitudes au sein des modèles éléments �nis de satellites.

� Il y est indiqué que les Masses Non-Structurelles (NSM), peuvent dans les faits

comporter une erreur allant jusqu'à 20%. Ce paramètre est utilisé sous NASTRAN

pour ajouter une masse �ctive et répartie sur les éléments des plaques latérales de la

structure de manière à simuler les harnais qui ne sont pas modélisés dans la structure.
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� Les épaisseurs des peaux des structures sandwich NIDA utilisées sur les plateaux

des satellites peuvent avoir une dispersion allant jusqu'à 30% autour des 0.8mm

nominaux. Les épaisseurs choisies sur le modèle d'études sont situées elles aussi sur

les plateaux latéraux du satellite.

� Le but étant ici de dimensionner la plateforme du satellite sans en connaître la charge

utile, il faut s'intéresser à l'historique des satellites de la �llière Myriade. Celui-ci

permet de dé�nir l'intervalle sur lequel la masse de la charge utile peut varier. La

charge utile est modélisée ici au moyen d'une masse ponctuelle placée à son centre

de gravité. La masse nominale de la charge utile MCU est choisie comme étant de

50kg avec 20% d'incertitude maximum sur sa masse et 10cm de déplacement possible

selon les axes y et z.

� De manière plus générale, les raideurs d'interfaces sont toujours sujettes à de fortes

variations, étant donnée la complexité des phénomènes mécaniques ayant lieu en ces

points. Les dispersions attendues peuvent aller de 10−3 à 10 fois la valeur prévue. Les

interfaces utilisées lors de cette étude sont celles assurant les connexions des di�érents

plateaux latéraux kPL et bas kPB. La raideur positionnée entre la plateforme et la

charge utile kCU est également étudiée.

L'étude qui va suivre n'est pas une analyse de sensibilité à proprement parler. L'in�uence

des di�érents paramètres sensibles y est étudiée en observant l'e�et de leur variation au-

torisée sur les grandeurs contraintes du problème. L'évolution des trois premières fré-

quences propres est donc évaluée pour di�érentes valeurs possibles des di�érents para-

mètres. Concernant les raideurs, celles-ci sont calculées pour toutes les puissances entières

de 10−5 à 10 fois leur valeurs nominales. Les raideurs d'interface des plateaux sont arbitrai-

rement regroupées sous une seule et même variable. Les autres paramètres sont calculés

pour chaque dixième possible sur leur intervalle d'existence.
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Figure 5.18: Approche cas par cas de la sensibilité des premières fréquences propres aux
paramètres incertains

L'étude de la variation des fréquences propres en fonction de l'évolution des paramètres

incertains est disponible �gure 5.18. Son analyse permet d'écarter du problème les para-

mètres qui ne sont pas jugés su�sament sensibles.

En e�et, la variation des épaisseurs de peaux NIDA et des NSM (respectivement �gures

5.18(b) et (c)) n'entrainent pas, par exemple, une di�érence de fréquence su�samment

importante pour entrer en jeu. Les paramètres à conserver sont donc toutes les raideurs

d'interface ainsi que la masse de la charge utile (respectivement �gures 5.18(a), (d) et (e)).

L'étude de sensibilité qui vient d'être exposée a été rendue possible car le problème est ici

de dimension encore relativement faible, et possède des grandeurs simples à quanti�er et

à trier (des fréquences propres).
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Figure 5.19: Résultats de l'analyse de Morris

A�n de généraliser la méthode et de donner plus d'assise à ce choix dans les paramètres in-

certains, une analyse de Morris a été e�ectuée. Cette dernière est une analyse de sensibilité

qualitative capable de traiter des problèmes de haute dimension de manière globale. Elle

permet donc d'obtenir un aperçu beaucoup plus �able qu'une approche par di�érence �nie

mais également plus rapide que des approches quantitatives telles que FAST. La méthode

de Morris fait également partie des outils disponibles dans AESOP, et un descriptif de la

méthode implémentée peut être trouvé en annexe C.

Les résultats de l'analyse de Morris sont disponibles dans les diagrammes a�chés en �gure

5.19, et permettent de retrouver la même hiérarchisation des paramètres du problème.

Chacun des diagrammes montre la sensibilité des premières fréquences propres vis-à-vis

des paramètres incertains.

En prenant la valeur maximale des valeurs absolues sur les moyennes des e�ets élémentaires

µM∗, qui se trouve être aux alentours de 40 pour le paramètre 13 dans les deux cas, il est

possible de sélectionner les paramètres sensibles en gardant tous ceux ayant une sensibilité

au moins cent fois inférieure. Ce calibre constitue un critère courant de négligeabilité. Ceci

englobe donc les paramètres 1, 2, 13 et 14, qui constituent respectivement les raideurs

d'interfaces latérales et basses, la masse de la charge utile et en�n la raideur reliant la

charge utile à la plateforme.

5.4.4 Construction des métamodèles

La stratégie de conception robuste par optimisation réclame un grand nombre de calculs

des fonctions objectifs et contraintes du problème, en particulier lors de l'évaluation des



5.4. CONCEPTION ROBUSTE DE STRUCTURE 129

probabilités de défaillance. Chacun de ces calcul sous-entend l'appel et le calcul modal du

modèle éléments �nis, soit une cinquantaine de secondes, bien que ce modèle industriel soit

encore d'une taille raisonnable. Une stratégie de métamodélisation a donc été mise en place

a�n de diminuer de manière drastique le temps de calcul lors des phases d'optimisation,

ce qui permettra également de multiplier les cas d'étude. La première étape consiste en

l'échantillonnage du modèle éléments �nis. Celui-ci a été réalisé de la même manière que

pour le placement de capteurs grâce au logiciel AESOP. Les paramètres de raideurs ont

été échantillonnés de manière logarithmique entre 10−3 et 10 fois leur valeur nominale,

les paramètres d'épaisseur epi entre 0.1 et 2.5 fois et le paramètre de masse entre 0.5 et

1.5 fois. 2000 échantillons sont réservés à la construction des métamodèles, tandis que 200

autres permettront d'en estimer les performances de prédiction.

Compte tenu des fonctions objectifs et contraintes que le problème contient, les métamo-

dèles doivent être capables d'évaluer avec justesse les premières et deuxièmes fréquences

propres du système, ainsi que sa masse totale. Trois métamodèles sont donc à construire.

Pour chacun d'entre eux, les tableaux 5.3, 5.4 et 5.5 permettent la comparaison des per-

formances de di�érentes méthodes de métamodélisation. RS2 et RS3 sont des surfaces de

réponses d'ordre 2 et 3, K1 et K2 des Krigeages d'ordre 1 et 2 et en�n, N23 et N34 des

réseaux de neurones à respectivement 3 niveaux de 2 neurones et 4 niveaux de 3 neurones.

Le descriptif de ces métamodèles est disponible en annexe D.

RS2 RS3 K1 K2 N23 N34

R�2 0.9870 0.9974 1 1 0.9711 0.9793
ERAM 3.8898 1.709 0.0225 0.0144 5.8170 4.6428
MERA 15.2099 6.7862 0.2413 0.1443 16.6357 23.5470

Table 5.3: Critères de performance pour la métamodélisation de la première fréquence
propre

RS2 RS3 K1 K2 N23 N34

R�2 0.9855 0.9978 1 1 0.9944 0.9861
ERAM 4.2789 1.6103 0.0247 0.0175 2.5742 3.8024
MERA 15.9940 7.2874 0.2888 0.1578 11.0352 17.8498

Table 5.4: Critères de performance pour la métamodélisation de la deuxième fréquence
propre
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RS2 RS3 K1 K2 N23 N34

R�2 1 1 1 1 0.9923 0.9735
ERAM 0.0112 0.0113 0.0110 0.0111 0.4145 0.7269
MERA 0.0264 0.0290 0.0225 0.0264 1.2859 2.5059

Table 5.5: Critères de performance pour la métamodélisation de la masse

Les métamodèles obtenus par opération de Krigeage o�rent les meilleures performances

de prédiction pour les trois grandeurs d'intérêt. Les vitesses d'exécution des appels aux

métamodèles par Krigeage n'étant pas contraignantes (moins du centième de seconde), K2

est choisi pour l'évaluation du modèle dans les applications qui suivront.

5.4.5 Conception robuste en présence de méconnaissances de mo-

dèle

5.4.5.1 Modèles Info-Gap

L'étude qui suit porte sur di�érentes con�gurations du problème décrit équation 5.1. Les

cas Cσ et Cµ, σ sont envisagés comme dans le chapitre 4, mais également les cas où les

paramètres de conception portent ou non une incertitude.

Dans la première con�guration, les paramètres de conception ne comportent pas de mé-

connaissances de modèle :

� x = [kPB, kPL, kCU , MCU ]

� d = [ep1, ep2, ep3, ep4]

Dans la seconde, ceux-ci sont intégrés au vecteur des paramètres incertains :

� x = [kPB, kPL, kCU , MCU , ep1, ep2, ep3, ep4]

� d = [ep1, ep2, ep3, ep4]

L'incertitude portée par les paramètres de conception suit une loi uniforme dont les bornes

inférieures et supérieures sont situées à ±0.1mm. Cette incertitude permet de représenter

les tolérances existantes sur la fabrication de ces pièces mécaniques. Dans les faits, l'ajout

de ces tolérances apporte des di�érences très minimes par rapport aux courbes de robus-

tesse obtenues au cas présenté précédemment. Ces dernières ne sont donc pas présentées

dans le manuscrit mais il est intéressant de savoir que les programmes ont été implémentés

de manière à supporter ce genre de tolérances.
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5.4.5.2 Étude des courbes de robustesse

Pour cette première application d'optimisation, la probabilité de défaillance critique a été

�xée à 0.11. Cette valeur est très élevée dans le cadre d'une application industrielle, mais

permet l'observation de di�érents phénomènes intéressants. La limite en fréquence est, elle,

�xée à fc =34Hz. Dans tous les cas présentés ici la probabilité de défaillance est estimée

par la méthode FORM dont les résultats ont préalablement été comparés à une approche

par tirage de Monte-Carlo.
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Figure 5.20: Courbes de robustesse pour le design nominal, et les designs obtenus par
RBDO et RRDO-IG à 30% d'incertitude pour le cas Cσ

Ep1 Ep2 Ep3 Ep4 Pc Tps Mc
1 1 1 1 145.8kg
0.5 0.5 0.5 0.5 0.11 14s 144.9kg

0.8962 1.2784 0.5044 0.5015 0.11 61s 145.45kg

Table 5.6: Analyse des designs

Les résultats présentés dans la �gure 5.20 sont en partie en accord avec ceux du chapitre

4. En e�et, la résolution du problème RRDO-IG à α = 0.3 permet bien l'obtention d'un

design capable de respecter la contrainte de Pc ≤ 0.11. En contre partie, l'optimisation

contraint le design à être plus performant sur les horizons d'incertitudes plus faibles.

Cette règle est cependant enfreinte lors de la résolution du problème RRDO-IG pour

α = 0, qui est équivalente à un problème de type RBDO. Logiquement, pour un horizon

d'incertitude nul, la courbe de robustesse obtenue devrait être concourante avec la verticale

à Pf = 0.11. Contrairement à ce qui a été présenté au chapitre 4, ce n'est pas le cas sur la
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�gure 5.20. Ceci est du à un e�et de saturation car les variables de conception ne peuvent

pas sortir de l'intervalle [0.5, 2]. Il est d'ailleurs possible de constater grâce au tableau 5.6

que les valeurs des paramètres de conception correspondant à cette courbe de robustesse

ont tous atteint la borne limite basse de leur intervalle d'existence pour cette application.

De tels phénomènes sont parfaitement normaux dans le cadre de la mise en place d'une

méthode d'optimisation. Il convient donc de toujours tracer une courbe de robustesse au

préalable de manière à connaitre les ordres de grandeurs de la probabilité de défaillance

cible atteignable.

Les e�ets de saturation sont ici accentués par le fait que les fréquences propres de la struc-

ture soient relativement peu sensibles aux paramètres de design par rapport aux variables

incertaines. Si les variables de conceptions avaient été d'une sensibilité plus importante,

les e�ets de saturation existeraient toujours, mais seraient repoussés beaucoup plus loin

vers les faibles et hautes probabilités de défaillance, comme cela était le cas pour l'exemple

du chapitre 4.

0.1 0.11 0.12 0.13 0.14

Probabilité de défaillance 

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

H
o
ri
z
o
n
 d

'in
c
e
rt

it
u
d
e

α = 0

α = 0.1

α = 0.2

α = 0.3

α = 0.4

α = 0.5

(a)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Horizon d'incertitude

145

145.5

146

M
a
s
s
e
 (

k
g
)

(b)

Figure 5.21: Courbes de robustesse obtenues par RRDO-IG pour des horizons d'incer-
titude de construction de 0 à 0.5 (a). Évolution de la masse après optimisation de la
structure (b)

Cet e�et de saturation entraine que les courbes de robustesse sont elles-même con�nées

dans un certain espace. La �gure 5.21(a) montre di�érentes courbes de robustesse tracées

suite à la résolution du même problème RRDO-IG que précédemment, pour les horizons

d'incertitude de 0, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4 et 0.5. Alors que les designs obtenus pour α = 0.2 et α =

0.3 respectent bien la contrainte en probabilité de défaillance pour l'horizon d'incertitude

de construction, ce n'est pas le cas pour les autres con�gurations. En e�et, pour α = 0 et
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α = 0.1, les courbes de robustesse, qui sont confondues, coupent l'axe Pf = 0.11 pour un

horizon d'incertitude de 0.11, donc supérieur à 0.1. Dans les cas où α = 0.4 et α = 0.5

l'intersection a lieu pour un horizon d'incertitude aux alentours de 0.36, donc en deçà de

0.4. Dans les deux cas, ces limites sont dues à la saturation des variables de conception

qui ne peuvent être optimisées au-delà des limites de leur intervalle autorisé.

La �gure 5.21(b) donne aussi une image de cette saturation en a�chant la valeur de la

masse du satellite optimisé pour di�érents horizons d'incertitude de construction. Des

paliers sont clairement discernables en dessous de 0.1 et au dessus de 0.4. Dans le second

cas, l'instabilité est due au fait que ce n'est pas toujours la ou les mêmes variables qui

sont saturées.
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Figure 5.22: Courbes de robustesse du design nominal et espace d'existence des courbes
de robustesse pour fc =33Hz (a) et 35Hz (b)

Outre la dépendance à la sensibilité des variables utilisées, l'e�et de saturation est égale-

ment plus ou moins marqué en fonction des contraintes �xées par le problème. La �gure

5.22 montre à quel point la saturation des variables de conception devient de plus en plus

perceptible du point de vue de la robustesse du design à mesure que la fréquence limite

diminue. L'e�et des queues de distribution gagne alors en importance et restreint la plage

de probabilité de défaillance utilisable. Ceci conduit également à une limitation importante

du gain en robustesse possible.

La robustesse d'un système et les possibilités d'optimisation o�ertes dépendent donc énor-

mément du système et de la manière dont est posé le problème. La plage d'existence des

variables de conception ainsi que leur sensibilité peuvent contraindre le gain en robustesse

de manière importante, de même que les paramètres du problème en eux-même tels que

les seuils des fonctions de contraintes.
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5.4.5.3 Utilisation de lois normales tronquées

Bien que les lois de distributions normales permettent une représentation commode et

simple pour les paramètres de conception, elles ne sont pas représentatives de la nature

réelle des phénomènes aléatoires observables. En e�et, une loi normale concède que des

valeurs extrêmes et négatives puissent exister. Or dans la réalité les paramètres situés hors

de certaines limites sont rebutés et n'ont aucune légitimité à être envisagés au sein d'une

structure. Pour pallier ce manque, l'utilisation de lois normales tronquées a été étudiée.

Ces dernières permettent de conserver la nature gaussienne de la loi normale, tout en

contraignant les valeurs des paramètres à un intervalle dé�ni. En e�et, et comme l'illustre

la �gure 5.23(a), les occurrences situées en dehors des bornes de la loi sont rejetées. Les

e�ets des queues de distribution de la loi normale sont donc supprimés, et la norme au sein

de l'intervalle est augmentée de manière à ce que l'intégrale de la courbe de distribution

soit toujours égale à 1.

Les lois normales tronquées ont pu être implémentées directement en utilisant les possibi-

lités o�ertes par la toolbox FERUM.

0.6 0.8 1 1.2 1.4

x
1

0

1

2

3

4

5

D
e
n
s
it
é
 d

e
 p

ro
b
a
b
ili

té

(a) Di�érences entre une loi normale et sa version
tronquée

0.03 0.035 0.04 0.045 0.05

Probabilité de défaillance

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

H
o
ri
z
o
n
 d

'in
c
e
rt

it
u
d
e

Espace possible (N)

Nominal (N)

Espace possible (N-T)

Nominal (N-T)

(b) Robustesse des designs obtenus à partir de lois
normales tronquées

Figure 5.23: Traitement du problème d'optimisation avec des lois normales tronquées
pour le cas Cσ

Les courbes de robustesses de la �gure 5.23(b) ont été tracées pour un même design, mais

avec des paramètres incertains suivant des lois normales (en noir) ou normales tronquées

(en bleu). L'utilisation de lois normales tronquées entraine une légère amélioration des

performances du système. Ceci est dû à la nature même des lois de distributions. En e�et,

l'absence de queues de distribution des lois normales tronquées empêchent la réalisation
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d'évènements très peu probables. Le design courant a donc moins de chances d'entrer en

défaillance, ce qui entraine une diminution des valeurs de probabilité de défaillance.

Si la modélisation des phénomènes aléatoires rencontrés par des lois normales tronquées

paraît physiquement plus sensée, l'utilisation de lois normales simples permet un gain de

temps et une simplicité de mise en ÷uvre intéressants. Elles fournissent également une

approche plus conservative en surestimant la valeur des probabilités de défaillance. C'est

pourquoi ces dernières seront tout de même utilisées dans la suite des travaux présentés

dans ce manuscrit.

5.4.5.4 Cas Cµσ

Dans le cas d'un problème Cµσ et comme il a été précisé au chapitre 4, l'approche par borne

peut être une alternative très intéressante par rapport à des algorithmes d'optimisation

dans le cas où la topologie des fonctions en présence est su�samment monotone. Une étude

préliminaire a permis de constater que cette approche est toujours valable ici, et même

avec les 8 dimensions du problème (16 en considérant les incertitudes sur les épaisseurs)

le gain de temps est encore intéressant.
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Figure 5.24: Cas Cµ, σ

Les courbes présentées dans la �gure 5.24 reprennent le cas où fc =33Hz avec des lois

de distributions normales. Elle permet la comparaison entre deux courbes de robustesse

construites à partir du même design mais pour les deux cas Cσ et Cµσ. Les résultats

montrent que pour un horizon de contrôle nul, les deux courbes sont concourantes. Ceci
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est la conséquence du fait que sans incertitude, tout problème RRDO-IG est ramené à un

formalisme RBDO. Les cas Cσ et Cµσ conduisent donc à la même robustesse.

L'e�et de la méconnaissances de modèle sur les moyennes des distributions occasionne

par contre un e�et beaucoup plus important sur les performances des designs à mesure

que l'horizon d'incertitude augmente. Les courbes de robustesse obtenues par les designs

construits à partir du problème Cµσ se déportent donc beaucoup plus vite vers les hautes

probabilités de défaillance.

5.5 Conception robuste du pro�l de notching primaire

La partie précédente du chapitre a permis de montrer l'application de la stratégie de

conception robuste en présence de méconnaissances de modèle sur la structure de la pla-

teforme MYRIADE. Il est maintenant question de la faisabilité du passage à la même

structure industrielle pour la méthodologie de conception robuste de pro�l de notching.

Cette application nécessite beaucoup plus de préparatifs que pour le système à trois degrés

de liberté ayant servi précédemment. En e�et, si le problème conserve le même formalisme

(équation 5.2), des ajouts doivent être faits pour représenter le satellite dans son état �xé

à la table vibrante et l'obtention des réponses harmoniques doit également être orchestrée.

maxd∈U(α,d(0)) η (ω)

avec

m = U
(
α, m(0)

)
α = αi

dmin < d < dmax

Pf (fk1 (d)− fc) ≤ Pc

(5.2)

L'encastrement du satellite sur la table vibrante est modélisé suivant la méthode dite de

la �grosse masse� déjà illustrée dans l'état de l'art, au chapitre 2. Une masse ponctuelle

de 1e6 kg est donc modélisée à l'aide d'un élément CONM2. Celle-ci est reliée par une

raideur pure (couple CBUSH et PBUSH) à un point �ctif lui même relié de manière rigide

grâce à un RBE2 aux zones de �xation de la virole d'interface.

Le calcul de notching réclame d'être en capacité de construire les réponses harmoniques

du système. Étant donné que l'analyse porte ici sur le notching primaire de la structure,

le critère dimensionnant porte sur l'e�ort dans l'interface satellite dans la direction y. Ce
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dernier doit être mesuré dans le CBUSH qui représente la raideur entre le shaker et la

plateforme.

5.5.1 Analyse de sensibilité

Bien que AESOP permette de tracer directement les FRFs d'un système, il a été choisi

de procéder de manière indirecte, en passant par des analyses en sol103. En procédant de

cette manière, l'échantillonnage des réponses de la structure a pu se faire plus simplement.

Pour chaque itération, et donc chaque changement de valeur des paramètres, la réponse

modale est évaluée et les matrices mécaniques stockées. Les réponses en g sont calculées

par la suite directement à partir des matrices mécaniques aux n÷uds d'intérêt.
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Figure 5.25: FRFs de quelques balayages fréquentiels de la structure à l'interface satellite
dans la direction y

Les fonctions de réponse en fréquence a�chées en �gure 5.25 sont le fruit de di�érents

jeux de paramètres mécaniques mais ont toutes été calculées pour η = 1. Il est possible

de constater que la limite des 10g (0 en échelle logarithmique ) est violée ici pour une

bande de fréquences allant de 20Hz à 43Hz. Elles ont été tracées en prenant les mêmes

paramètres méconnus que ceux ayant servi pour l'optimisation de la structure lors de

la section précédente. L'analyse de sensibilité qui avait alors été menée avait permis de

déterminer que les di�érentes raideurs d'interface ainsi que la masse de la charge utile

étaient des paramètres déterminants pour les fréquences propres des premiers modes de la

structure.

L'application de notching s'intéressant au niveau de la réponse à la fréquence propre,

une étude de sensibilité supplémentaire a dû être menée pour investiguer ce point. Ceci
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a�n de s'assurer de ne pas écarter les autres paramètres de manière abusive. Les plages

de variations des di�érentes variables ne sont pas modi�ées par rapport à ce qui a été

précédemment fait. L'analyse de Morris a de nouveau été choisie pour e�ectuer cette

étude de sensibilité.
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Figure 5.26: Résultats de l'analyse de Morris pour le niveau de réponse à la fréquence
propre

La hiérarchisation supplémentaire des variables a�chée en �gure 5.26 est légèrement dif-

férente de celles obtenues pour les valeurs des fréquences propres. Alors que jusque là,

la sensibilité des paramètres 1 et 2 (respectivement les raideurs d'interfaces latérales et

basses) se détachait clairement de celle des paramètres de nature plus dimensionnelles de

la plateforme, elle ne ressort ici pas du lot. Les paramètres 13 et 14 (respectivement la

masse de la charge utile et la raideur d'interface (charge-utile/plateforme) restent quant

à eux très sensibles.

Cette analyse de Morris permet donc de savoir que la sensibilité du niveau de réponse de la

structure vis-à-vis des variables incertaines ne justi�e pas de conserver d'autres variables

que les paramètres 13 et 14. Il a cependant été montré que les valeurs des fréquences

propres sont sensibles aux variations des paramètres 1 et 2. Au �nal, les paramètres à

conserver par la suite sont donc les mêmes que lors de l'application précédente.

5.5.2 Métamodélisation et pistes de poursuite

À l'instar des études précédentes, les di�érents métamodèles usuels que sont les surfaces de

réponse, le Krigeage et les réseaux de neurones ont été testés a�n d'approximer la fonction

contrainte d'intérêt.
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Figure 5.27: Meilleur performance des métamodèles usuels par fréquence

Encore une fois, les métamodèles classiques ne permettent pas de fournir une approxima-

tion su�samment �able de la fonction de contrainte pour permettre un calcul performant

de la probabilité de défaillance. Comme le montre la �gure 5.27 le critère de performance

R2 conserve des valeurs trop faibles sur de nombreuses bandes de fréquences, le critère

MERA reste quant à lui trop élevé. La poursuite de l'étude ne peut donc se faire par cette

voie ci.

La construction de métamodèle par l'algorithme de Smoliak n'a pas pu être e�ectuée par

manque de temps, mais il y a fort à parier que les performances soient plus intéressantes,

comme cela a pu être constaté dans la section antérieure. Le prix à payer en terme de

temps de calcul n'est néanmoins pas négligeable étant donné le nombre de dimensions du

problème et le temps d'obtention d'une réponse harmonique.

L'optimisation du pro�l de notching pour la structure éléments �nis de la plateforme

MYRIADE reste donc inachevée faute d'être en mesure de calculer des probabilités de

défaillances de manière confortable. En e�et, un Monte-Carlo brutal de donne pas de

résultat convergé en deçà du million d'échantillon, et les métamodèles classiques sont

dépassés par la complexité de la topologie de la fonction contrainte du système.

5.6 Conclusion partielle

Les di�érentes méthodologies dont le développement a fait l'objet dans les chapitres 3 et

4 ont été appliquées à la structure de la plateforme satellite MYRIADE. Cette dernière a
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été contextualisée de manière générale puis plus particulièrement à partir de son modèle

éléments �nis. Quelques éléments de son design et ses premiers modes ont notamment été

introduits.

Les surfaces libres modélisées par des plaques ont été utilisées pour la recherche de dis-

tributions robustes de capteurs. Les incertitudes portaient à la fois sur des paramètres

physiques discrets et continus. La recherche de direction robuste d'excitation de la struc-

ture a été menée par la suite.

Concernant la partie dédiée à l'optimisation robuste, une démarche globale incluant ana-

lyse de sensibilité et optimisation a été appliquée. La méthode de Morris a en e�et été

utilisée de manière à déterminer les variables sensibles du problème et à supprimer les

autres. Des métamodèles ont ensuite été construits sur la base de ces paramètres a�n de

diminuer le temps d'évaluation des fonctions objectifs et contraintes. La construction des

courbes de robustesse élaborées à partir des di�érents designs obtenus a permis de mettre

en évidence des e�ets de saturation possible et sa sensibilité aux di�érents paramètres

et seuils du problème. Ceci a également permis de rappeler l'intérêt d'une pré-étude du

problème de manière à déterminer la gamme des possibles en matière d'optimisation du

design existant.

Comme le laissait présager le chapitre 4, l'application au cas de l'optimisation du pro�l de

notching n'a pu être menée à terme, les métamodèles standards n'étant pas su�samment

performants pour permettre de remplacer les appels au modèle éléments �nis. De plus,

contrairement à l'application pédagogique du chapitre 4, il n'a pas été possible de mener

l'étude sans métamodèle.



Chapitre 6
Conclusions et perspectives

Ce manuscrit propose de nombreux contextes d'optimisation di�érents dans lesquels les

méconnaissances de modèle ont pu être intégrées. Celles-ci ont été appliquées sur des

paramètres de natures très variées, tantôt discrets, continus, physiques ou stochastiques.

En tout premier lieu, dans le chapitre 3 portant sur le placement de capteurs, ces incerti-

tudes ont été portées sur des paramètres physiques continus ou discrets. Une modélisation

simple de ces méconnaissances de modèle a permis de développer une méthodologie robuste

de placement de capteurs et d'excitateurs, ainsi que di�érents critères de performance. La

méthodologie elle même est d'une structure relativement simple dans le sens où il n'y a

pas de boucle d'optimisation ou de phase de construction de métamodèle pour le traite-

ment des bases modales échantillonnées. La contrepartie de cette simplicité se trouve dans

l'échantillonnage des bases modales qui doit être su�samment exhaustif pour détecter les

comportements vibratoires les plus dimensionnant pour la structure. Un gain important en

rapidité et en e�cacité peut être encore fait sur ce point en travaillant sur une heuristique

permettant de réduire le nombre d'échantillons à calculer. Des approches adaptatives telles

que celle de Smoliak pourraient être adaptées.

Le chapitre 4 augmente la complexité de la dé�nition des modèles d'incertitudes. Ceux-ci

ne sont plus appliqués directement aux paramètres physiques, mais aux paramètres de la

loi de distribution qui y est attachée, a�n de se rapprocher de la problématique indus-

trielle. Ces modèles d'incertitude sont de surcroît intégrés au schéma d'optimisation par le

biais de fonctions contraintes basées sur le calcul de probabilités de défaillance. Dans une

première application visant à l'optimisation de paramètres dimensionnels de la structure,

di�érentes méthodologies de construction de métamodèles, de calcul de �abilité et d'op-

timisation ont permis d'obtenir des designs et des courbes de robustesse convaincantes et

interprétables pour un coût en calcul raisonnable. Une seconde application orientée vers

141
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la conception de pro�ls de notchings pour le test en sinus balayé de structures satellites a

permis de montrer les limites des méthodologies de calcul usuelles, et des approches plus

poussées de calculs des probabilités de défaillance ont dû être mises en place. Une estima-

tion par Subset-Simulation s'est par exemple révélée très e�cace. Concernant la phase de

construction des métamodèles, il a pu être mis en évidence que des approches courantes

peuvent facilement être mises en défaut par des fonctions aux topologies complexes. Si des

approches adaptatives de type Smoliak semblaient apporter des réponses intéressantes à

ce type de problématiques, il s'est avéré que ce type de méthodologie ne permettait pas

la convergence des procédures de calcul des probabilités de défaillance. Une autre alter-

native intéressante qui n'a malheureusement pas eu le temps d'être exploitée consiste à

utiliser l'approche de Smoliak uniquement pour piloter l'échantillonnage de l'espace puis à

construire un métamodèle standard à partir de la base formée. Des résultats encourageants

ont pu être obtenus avec des méthodes de Krigeage sur di�érentes fonctions test mais des

études plus poussées doivent être faites.

L'application de ces di�érentes méthodologies à un modèle éléments �nis industriel au

cours du chapitre 5 a par la suite permis de faire apparaitre les contingences inhérentes

à l'utilisation d'un modèle lourd. Le temps de calcul engendré s'est notamment révélé un

obstacle important dès lors que les approches standards ne permettaient plus d'obtenir

les résultats attendus. A�n de réduire ce temps de calcul, des phases d'analyse de sensi-

bilité ont été intégrées de manière a diminuer la dimension du problème à traiter par la

suppression des variables peu sensibles. Des e�ets de saturation ont également été notés

lorsque les variables de conception étaient peu sensibles, avec pour e�et une limitation des

possibilités d'optimisation de la structure.

Plus largement, ce manuscrit a été l'occasion de montrer le potentiel des applications

contenant des comportements non-linéaires. Au delà de la di�culté d'obtenir les réponses

d'un système non-linéaire de manière �able et rapide, le fait de s'intéresser à cette catégorie

de phénomènes force à repenser et à étendre les méthodologies à des cas pouvant très vite

gagner une grande complexité.

Sur un plan plus personnel, ces travaux de thèse auront été l'occasion de l'apprentissage

et du perfectionnement d'un grand nombre de méthodologies utilisées dans les études

dynamiques. Une liste non-exhaustive regroupe la réduction de modèle, les non-linéarités,

le placement de capteurs ou encore l'emploi de métamodèles. Ces dernières années ont

également été l'occasion de di�érents voyages, rendus possibles grâce aux conférences,

dont le gain culturel est loin d'être négligeable.

En�n, il est à relever qu'un certain nombre d'auteurs in�uents pensent qu'il est dangereux

de croire dans les petites probabilités car elles peuvent être extrêmement sensibles aux
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incertitudes et de là conduire au désastre. Ainsi, Taleb [143] juge qu'en cas d'évènements

rares, il vaut mieux s'e�orcer de prévoir les conséquences envisageables plutôt que les pro-

babilités qui selon lui ne peuvent pas être connues. Ceci peut être vu comme une extension

de la bien connue loi de Murphy qui rappelle que tout ce qui peut arriver, arrivera, quelle

qu'en soit la probabilité. Il reste donc encore à chi�rer le gain véritable d'une approche

robuste par rapport à une approche classique par coe�cients de sécurité car la mise en

place de méthodologies comprenant une estimation �able de la probabilité de défaillance

d'un système peut également revêtir un intérêt du point de vue programmatique. En e�et,

alors que les coe�cients de sécurité sont basés sur l'expérience de l'entreprise, et non sur

le modèle en cours de conception, une approche robuste permet la dé�nition d'une struc-

ture pour une performance de �abilité demandée. Les approches de cette nature peuvent

donc permettre de justi�er et/ou de redé�nir les coe�cients de sécurité historiques. À

plus longue échéance, cette garantie de �abilité peut justi�er de négocier la diminution du

coût des assurances qui sont l'un des verrous �nanciers majeurs de l'industrie du spatial.

L'un des principaux axes de travail à investiguer pour se diriger dans cette voie est la ca-

libration des modèles d'incertitude. L'application du chapitre 4 concernant l'optimisation

robuste de structure a permis de mettre en évidence que le simple fait de changer de mo-

dèle d'incertitude pouvait entrainer des résultats di�érents concernant les designs obtenus.

Cette divergence de résultats s'est par la suite traduite par un comportement di�érent des

courbes de robustesse. Ceci a permis de mettre en exergue l'intérêt de choisir un modèle

d'incertitude adéquat. La littérature est malheureusement très pauvre à ce sujet mais les

résultats pourraient pourtant d'une part être scienti�quement intéressants et d'autre part

rendre les méthodologies robustes plus séduisantes pour les industriels en leur o�rant une

base plus concrète de modélisation de leurs incertitudes.
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Annexe A
Calcul de courbes de robustesse

Comme le suggèrent les équations 2.59 et 2.60, une analyse de robustesse par approche

Info-Gap nécessite l'imbrication de deux boucles d'optimisation l'une dans l'autre. Ces

applications sont non-linéaires et l'obtention d'un résultat analytique est bien souvent

impossible. C'est pourquoi, dans la pratique, ces optimisations sont menées en utilisant

des procédés itératifs.

En partant du principe que les données suivantes sont disponibles :

� Le vecteur des paramètres incertainsm appartenant au modèle d'incertitude U (α,m0),

� Le modèle du systèmeM(d,m) = y,

� Le critère de performance y ≤ yc.

Une première possibilité pour le calcul de la robustesse du système à un α empirique

choisi est donné par [147]. Un procédé itératif mêlant interpolation et optimisation permet

d'aboutir à yc et à la robustesse α̂ (d, yc) correspondante. Cette approche est très coûteuse

en temps calcul, mais dans la pratique, ce n'est pas yc qui est usuellement �xé, mais α.

Ainsi, pour un intervalle d'horizon d'incertitude I = [0, αmax], il est dé�ni pour chaque

α̂i ∈ I le problème d'optimisation suivant :

yc,α̂i = max
x∈U(α̂i,m0)

M(d,m) (A.1)

L'obtention de la courbe de robustesse se fait en traçant les robustesses discrétisées α̂i en

fonction des valeurs de performances calculées yc,α̂i .

La résolution du problème d'optimisation A.1 peut être di�cile lorsqueM(d,m) possède

plusieurs optima locaux. La véri�cation des di�érentes étapes de la résolution du problème

est donc un point très important.
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A.1 Résolution analytique

Le calcul de courbes de robustesses de manière analytique est ici illustré sur un exemple

simple, à un degré de liberté.

f = m× x3 (A.2)

En choisissant f = 1N et en prenant pour paramètre incertain une raideur de m0 =

1000N.m−1, il est possible de dé�nir le modèle Info-Gap suivant :

m ∈ U
(
α, m0

)
=

{
m :

∣∣∣∣m−m0

m0

∣∣∣∣} ≤ α (A.3)

Pour un α non nul, il reste à dé�nir un critère de performance xc au-delà duquel le système

est considéré comme défaillant. La dé�nition de la fonction de robustesse qui en découle

est donc :

α̂ (xc) = max

{
α :

(
max

m∈U(α,m0)
x

)
≤ xc

}
∈ R∗+ (A.4)

Le maximum de déplacement peut ensuite être déterminé pour un horizon d'incertitude

α donné :

max
m∈U(α,m0)

x = max
m∈U(α,m0)

3

√
f

m
= max

{
3

√
f

(1− α)m0
; 3

√
f

(1 + α)m0

}
(A.5)

Comme m0 ≥ 0 et f ≥ 0 :

max
m∈U(α,m0)

x = max

{
3

√
f

(1− α)m0

}
(A.6)

Il peut alors être dé�nit xc tel que :

xc = max
m∈U(α̂,m0)

x = max

{
3

√
f

(1− α̂)m0

}
(A.7)

En�n, il est possible de réaranger l'équation de manière à obtenir l'expression analytique

de la robustesse en fonction de xc :

α̂ (xc) = 1− f

m0 × x3
c

(A.8)



Annexe B
Réduction de modèle

Les méthodes de réduction de modèles ont commencé à voir le jour autour des années 60,

alors que la complexité et la taille des modèles éléments �nis devenait trop importante

pour les capacités de calcul de l'époque.

De nos jours, l'application de la réduction de modèle vise plutôt à l'allègement de la

structure dans ses parties linéaires et bien maitrisées au pro�t d'autres parties conservées

intactes et dans lesquelles il est possible de simuler des comportements plus complexes.

Dans le cadre des applications présentées dans ce manuscrit, la réduction a permis de ne

conserver de la structure que les n÷uds entre lesquels des non-linéarités locales ont été

placées, et d'autres, où les propriétés mécaniques étaient incertaines.

De nombreuses méthodes existent, et toutes sont plus ou moins spécialisées et comportent

leurs défauts et qualités. Cette annexe ne visant pas à faire un compte rendu exhaustif des

méthodes de réduction, seules les plus emblématiques seront détaillées. Il est néanmoins

possible de citer [28, 91, 90] qui dressent un tableau plus large du domaine.

Les méthodes de réduction présentées ici se basent toutes sur une ségrégation des n degrés

de liberté de la structure en deux catégories :

� D'un coté se trouvent m n÷uds maitres, choisis par l'utilisateur et qui seront conser-

vés par la réduction. Il est donc toujours possible de venir interroger les propriétés

dynamiques de la structure en ces points.

� De l'autre coté, s n÷uds dit esclaves, destinés à être éliminés (mis à part quelques

uns dans la méthode de Craig-Bampton par exemple). Aucun e�ort ne doit donc

être appliqué sur ces noeuds, et il sera impossible de venir y récupérer des données

de calcul une fois la réduction e�ectuée.

La réduction vise donc à passer de n à m n÷uds, avec n = m+ s et m� n.
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Cette séparation s'e�ectue dès les premiers instants de la fabrication de la matrice de

transformation. En partant de l'équation du mouvement d'une structure conservative :

(
−ω2M +K

)
U = F (B.1)

Les colonnes et lignes des matrices sont rangées suivant si leur n÷ud correspondant est

maitre ou esclave.

(
−ω2

[
Mss Msm

Mms Mmm

]
+

[
Kss Ksm

Kms Kmm

])(
um

us

)
=

(
fm

0

)
(B.2)

B.1 Réduction dynamique exacte

En reprenant le système B.2, le développement de la seconde ligne donne :

us = −
(
Kss − ω2Mss

)−1 (
Ksm − ω2Msm

)
um (B.3)

Il est donc possible de dé�nir une transformation TD (ω) liant les déplacements de l'en-

semble des degrés de liberté U à celui des n÷uds maitres um

U = TD (ω)um (B.4)

où :

TD (ω) =

(
I

− (Kss − ω2Mss)
−1

(Ksm − ω2Msm)

)
(B.5)

La transformation TD (ω) s'applique ensuite de la manière suivante au système linéaire

complet décrit en B.1 :

T TD (ω)
(
−ω2M +K

)
TD (ω)um = T TD (ω)F (B.6)

(
−ω2MD (ω) +KD (ω)

)
um = fm (B.7)

Cette méthode de réduction permet la conservation du comportement dynamique exact

de la structure aux n÷uds maitres. Le revers de la médaille est que la matrice de trans-
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formation doit être recalculée à chaque fréquence. De ceci découle le fait que ce procédé

soit très peu utilisé dans la pratique.

D'autres méthodes plus industrialisables ont été développées, et sont présentées dans la

suite de cette annexe.

B.2 Guyan

La méthode de Guyan [63] est historiquement l'une des premières à avoir été développée

pour la réduction des modèles éléments �nis.

De la même manière que dans la version exacte, la première étape de la construction de

la matrice de transformation est le partitionnement des matrices mécaniques du système,

mais à présent, la partie dynamique (dépendante de ω2) est négligée. Voilà pourquoi cette

méthode est aussi appelée méthode de réduction statique.

[
Kss Ksm

Kms Kmm

](
um

us

)
=

(
fm

0

)
(B.8)

La matrice de transformation de Guyan TG peut être décrite par :

U = TGum (B.9)

avec :

TG =

(
I

−K−1
ss Ksm

)
=

(
I

Ψ

)
(B.10)

Chaque colonne de la matrice Ψ peut être interprétée comme le vecteur des déplacements

des degrés de liberté esclaves Ψi pour un déplacement unitaire du n÷ud maitre i alors

que les autres n÷uds maitres restent bloqués. Les vecteurs Ψi sont habituellement appelés

modes contraints.

La transformation peut ensuite s'appliquer à l'équation de mouvement du système :

T TG
(
−ω2M +K

)
TGum = T TGF (B.11)

(
−ω2MG +KG

)
um = fm (B.12)
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Ce modèle réduit permet d'obtenir le même comportement statique que la structure d'ori-

gine aux n÷uds maitres. Là encore, aucun e�ort ne doit être appliqué aux degrés de liberté

esclaves. Les capacités de prédiction de ce modèle en dynamique sont par contre très ré-

duites fréquentiellement. Ce domaine peut être évalué en calculant les premières fréquences

propres frs du système contraint :

(
Kss − ω2Mss

)
ys = 0 (B.13)

Dans [27] il est estimé que cette bande de fréquence est de
[
0 , frs

3

]
.

B.3 Craig-Bampton

La méthode de réduction par Craig-Bampton [39, 16] est couramment utilisée dans le

domaine de l'ingénierie pour réduire les structures éléments �nis, spécialement si elles sont

composées de plusieurs sous-systèmes. Elle est le fruit d'une combinaison du mouvement

des n÷uds de liaison et du comportement modal du reste de la structure, en partant du

principe que les n÷uds maitres sont encastrés.

Toujours en reprenant le partitionnement B.2, il est possible d'obtenir les composantes

de la matrice de réduction faisant intervenir le comportement de la structure à interfaces

�xes. Celles-ci sont obtenues en bloquant les degrés de liberté concernés et en résolvant le

système :

(
Kss − ω2

jMss

)
{φs}j = 0 (B.14)

La matrice modale des ns modes normaux à interfaces �xe est Φss. Ce qui conduit à la

matrice modale assemblée :

Φs

nu × ns
=

[
Φss

0ms

]
(B.15)

Les modes sont ensuite normalisés de telle façon que

ΦT
ssMssΦss = Iss (B.16)

et
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ΦT
ssKssΦss = Λss = Diag

(
ω2
j

)
(B.17)

Un mode contraint est dé�ni comme une déformation statique de la structure obtenue lors-

qu'un déplacement unitaire est appliqué à l'une des coordonnée d'un des n÷uds maitres,

tandis que les autres n÷uds maîtres sont bloqués et que le reste de la structure est libre

de sollicitations. La matrice modale des modes contraints est obtenue via :

[
Kss Ksm

Kms Kmm

][
Ψsm

Imm

]
=

[
0sm

Rmm

]
(B.18)

La matrice ΨC est assemblée de telle façon que :

ΨC

nu × nm
=

[
Ψsm

Imm

]
=

[
− (K−1

ss Ksm)

Imm

]
(B.19)

Il est important de noter, à des �ns de véri�cation, que les modes contraints sont tous

orthogonaux aux modes à interfaces �xes par rapport à la raideur du système.

ΦsKΨC = 0 (B.20)

La transformation de Craig-Bampton utilise à la fois les modes à interfaces �xes et les

modes contraints. Les coordonnées physiques u(s) du système s peuvent être représentées

comme :

u(s) =

{
us

um

}(s)

=

[
Φsk

0ms

Ψsm

Imm

](s){
pk

pm

}
(B.21)

La matrice de transformation de Craig-Bampton Ψ
(s)
CB se dé�nit �nalement par

Ψ
(s)
CB =

[
Φsk

0ms

Ψsm

Imm

](s)

(B.22)

Elle permet d'obtenir la matrice réduite de masse du système s

M̂
(s)
CB = Ψ

(s)T
CB M

(s)Ψ
(s)
CB (B.23)
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M̂
(s)
CB =

[
ΦT
skMssΦsk ΦT

sk (MssΨsm + ImmMsm)(
ΨT
smMss + ImmMms

)
Φsk Imm (MmsΨsm + ImmMmm)

](s)

(B.24)

M̂
(s)
CB =

[
Îkk M̂km

M̂mk M̂mm

](s)

(B.25)

puis la matrice réduite de raideur s

K̂
(s)
CB = Ψ

(s)T
CB K

(s)Ψ
(s)
CB (B.26)

K̂
(s)
CB =

[
ΦT
skKssΦsk ΦT

sk (KssΨsm + ImmKsm)(
ΨT
smKss + ImmKms

)
Φsk Imm (KmsΨsm + ImmKmm)

](s)

(B.27)

dont les termes extradiagonaux sont tous nuls.

K̂
(s)
CB =

[
Λkk 0km

0mk K̂mm

](s)

(B.28)

La force réduite appliquée au système se traduit quand à elle par :

F̂
(s)
CB = Ψ

(s)T
CB F

(s) = Ψ
(s)T
CB

[
Fs

Fm

](s)

(B.29)

Les matrices réduites précédentes peuvent se décomposer par :

M̂CB =

 Îk1k1 0k1k2 M̂
(1)
k1b

0k2k2 Îk2k2 M̂
(2)
k2b

M̂
(1)
bk1

M̂
(2)
bk2

M̂
(1)
bb + M̂

(2)
bb

 and K̂CB =

 Λ1
k1k1

0k1k2 0k1b

0k2k2 Λ
(2)
k2k2

0k2b

0bk1 0bk2 K̂
(1)
bb + K̂

(2)
bb


(B.30)

De nouveau, l'indice b transcrit un degré de liberté maître alors que les indices numériques

renvoient au reste de la structure.

M̂CB

¨{
pk

pm

}
+ K̂CB

{
pk

pm

}
= F̂

(s)
CB (B.31)



Annexe C
Analyses de sensibilité

Les analyses de sensibilité ont pour but principal de hiérarchiser les paramètres visant

à être utilisés dans un problème. Il peut ainsi être mis en évidence que les fonctions

d'intérêts sont très peu sensibles à certains de ces paramètres. Il est alors possible de

retirer ces derniers de l'étude. Le problème perd ainsi autant de dimensions et devient

beaucoup plus rapide à résoudre.

De nombreuses méthodes existent, toutes avec des complexités et des résultats di�érents. Il

est possible de citer la méthode des di�érences �nies ou encore la méthode FAST (Fourier

Amplitude Sensitivity Test). La première donne une indication qualitative mais rapide de

la sensibilité locale des paramètres. La seconde est une analyse globale et quantitative,

mais son résultat s'obtient au prix d'un grand nombre d'évaluations du modèle.

La méthode présentée ici est celle de Morris [99] qui est globale, et permet en un temps

honnête d'obtenir une hiérarchisation qualitative de la sensibilité des variables en jeu.

Cette méthode est utilisée notamment au chapitre 5 a�n de déterminer les paramètres

incertains devant être conservés.

Les paramètres candidats sont regroupés dans le vecteur x = [x1 x2 · · · xnx ] ∈ X des nx
paramètres candidats. X représente à la fois l'espace de variation des paramètres et le

domaine d'incertitude. Une distribution uniforme est associée à chacun des paramètres.

La première étape de la méthode consiste à discrétiser l'espace incertain de manière ré-

gulière, et ce, a�n que chacun des nx paramètres puisse prendre nl valeurs possibles. Ces

valeurs sont appelées niveaux.

La méthode est par la suite basée sur le calcul des e�ets élémentaires des paramètres. Pour

165
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l'échantillon x(i), l'e�et élémentaire du paramètre xk est dé�ni par :

EE
(i)
k =

f
(
x(i) ±∆ek

)
− f

(
x(i)
)

±∆
(C.1)

où ek est un vecteur dont toutes les composantes sont nulles exceptée la kième. ∆ est une

valeur choisie parmi 1/(nl−1), · · · 1 − 1/(nl−1). Il est conseillé par la méthode de choisir un

nombre pair de niveaux et de prendre ∆ = nl/(2nl−2).

r trajectoires de (nx + 1) points sont réalisées dans X ′ qui est une réduction de X de

manière à ce que x(i) ±∆ soit toujours dans X . Chaque trajectoire est construite grâce

à une matrice d'orientation O telle que :

O = Xrep +
∆

2
((2B − J)D + J) (C.2)

Xrep est une matrice dont chaque ligne est le vecteur x(i), J ∈ R(nx+1)×nx est une matrice

de 1, B ∈ R(nx+1)×nx est une matrice triangulaire inférieure et en�n D ∈ Rnx×nx est une

matrice diagonale dont les éléments ont une probabilité égale de valoir ±1.

Chaque ligne de la matrice O change de la précédente suivant une seule composante. La

trajectoire est suivie en passant d'une ligne à la suivante. La �gure C.1(a) montre l'exemple

de trois trajectoires obtenues pour un problème à trois variables et quatre niveaux. Pour

que x(i) soit toujours dans X , les valeurs de Xrep sont choisies aléatoirement entre 0 et

1/3. Pour une trajectoire x(i) = [0, 1/3, 1/3] les matrices suivantes sont obtenues :

Xrep =


0 1/3 1/3

0 1/3 1/3

0 1/3 1/3

0 1/3 1/3

 , B =


0 0 0

1 0 0

1 1 0

1 1 1

 etD =

 −1 0 0

0 1 0

0 0 1

 (C.3)

ce qui conduit à la matrice O :

O =


2/3 1/3 1/3

0 1/3 1/3

0 1 1/3

0 1 1

 (C.4)

Il devient alors possible de calculer les e�ets élémentaires pour chaque paramètre comme

il est fait dans l'équation C.5. Le calcul de ces indices nécessite r (nx + 1) évaluations de

la fonction d'intérêt.
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EE
(i)
1 = f(0,1/3,1/3)−f(2/3,1/3,1/3)

−∆

EE
(i)
2 = f(0,1,1/3)−f(0,1/3,1/3)

−∆

EE
(i)
3 = f(0,1,1)−f(0,1,1/3)

−∆

(C.5)
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Figure C.1: Visuel des trajectoires utilisées dans la méthode de Morris (a). Hiérarchisa-
tion des variables par la méthode de Morris (b)

La sensibilité des paramètres passe ensuite par le calcul de la moyenne µMk = E (EEk) et de

l'écart-type σMk = σ (EEk) des indices EE
(i)
k . La mesure de la sensibilité des paramètres à

proprement parlé est réalisée en utilisant la moyenne comme indicateur. Une forte valeur de

moyenne indique un paramètre sensible. L'écart-type permet d'apporter plus de précision

sur la nature de l'in�uence du paramètre. Ainsi, dans la �gure C.1(b), les paramètres 3,

4 et 6 sont considérés comme peu sensibles, contrairement à tous les autres. Néanmoins,

les paramètres 5, 7 et 8 n'ont qu'une in�uence linéaire sur la réponse d'intérêt car leur

écart-type est faible. Le fort écart-type des derniers paramètres traduit le fait que ceux-ci

ont : soit un e�et non-linéaire, soit sont couplés entre eux.

Il est également possible dans le cas d'un modèle à plusieurs réponses d'intérêt de prendre

en compte µMk = E (|EEk|).





Annexe D
Métamodèles

L'approche par métamodèle vise à lier une ou plusieurs sorties d'intérêt y = (y1, . . . , yP )

à une ou plusieurs variables du problème x = (x1, . . . , xM) au travers d'une fonction φ̂ qui

n'est autre qu'une émulation de la fonction φ telle que y = φ (x). L'enjeu de l'obtention

d'un métamodèle su�samment performant réside dans le fait d'atteindre une relation du

type y = φ̂ (x) + ε où ε est une erreur de modélisation à rendre la plus faible possible.

Les métamodèles sont dans la plupart des cas entraînés sur une base de données préala-

blement échantillonnée.

D.1 Métamodèles communément utilisés

D.1.1 Les surfaces de réponse

Les métamodèles de type surface de réponse donnent une approximation polynomiale de

l'application φ. Dans le cadre de phénomènes statiques, une approximation à l'ordre deux

est su�sante, comme dans l'équation D.1.

φ̂ (x) = a0 +
M∑
m=1

amxm +
M∑
i=m

M∑
n≥m

amnxmxn (D.1)

Les coe�cients a = (a0, . . . , aM , a11, . . . , aMM) doivent être déterminés à partir de la base

de données. Dans ce cas, la minimisation de l'écart ε est généralement guidée par une

application de la méthode des moindres carrés.

y = φ̂ (x) + ε (D.2)
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A�n d'illustrer le propos, pour un échantillon statistique de taille N , tel que N ≥ Q + 1

où Q+ 1 est le nombre de coe�cients à déterminer dans le modèle polynomial :


x

(1)
1 , x

(1)
2 , . . . , x

(1)
P

x
(2)
1 , x

(2)
2 , . . . , x

(2)
P

...

x
(N)
1 , x

(N)
2 , . . . , x

(N)
P

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y1

y2

...

yN

 (D.3)

La recherche du modèle de l'équation D.4 consiste à écrire :

yi = ao + a1z
(i)
1 + · · ·+ aQz

(i)
Q + εi ∀i ∈ [1, . . . , N ] (D.4)

où z = (z1, . . . , zQ) correspond aux monômes en xi et xixj.

Les résidus εi sont, par hypothèse, les réalisations de variables aléatoires normales, iden-

tiques, indépendantes et centrées (E [εi] = 0) dont la variance est notée V ar [εi] = σ2.

Si l'échantillon provient de la réalisation de variables aléatoires X = (X1, . . . , XM), les

variables εi sont supposées indépendantes de la loi de X. Dans ce cas, le modèle recherché

correspond à l'espérance d'une variable aléatoire Y conditionnée par les réalisations des

variables X :

E
[
Y |X1 = x

(i)
1 , . . . , XM = x

(i)
M

]
= φ̂

(
x(i)
)

and V ar
[
Y |X1 = x

(i)
1 , . . . , XM = x

(i)
M

]
= σ2

Dans le cas présenté, supposons que l'échantillon est fourni par une modélisation détermi-

niste. Les εi ne re�ètent donc plus qu'une erreur d'ajustement entre le modèle de référence

et le modèle approché, sans partie aléatoire.

L'équation D.4 peut se réécrire sous forme matricielle :

y = Za + ε

où l'on suppose Z de rang maximum (ses colonnes sont linéairement indépendantes). La

meilleure approximation de a est obtenue par minimisation de l'erreur des moindres carrés

entre le modèle de référence et le modèle approché :

â = argmin
b∈RM

‖y − Zb‖2
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où ‖.‖ désigne la norme euclidienne. La solution vaut :

â =
(
ZTZ

)−1
ZTy

D.1.2 Le Krigeage

Le Krigeage [13][82] est une méthode d'interpolation issue de la géostatistique, qui connait

un succès grandissant dans le domaine des sciences de l'ingénieur.

L'idée est ici de considérer la grandeur d'intérêt y comme la réalisation, à la fois d'un

processus aléatoire et des variables d'entrées x. Le modèle de Krigeage suppose donc la

réalisation du processus aléatoire Y (x) comme étant :

Y (x) =
P∑
p=1

aphp (x) +W (x)

où :

�
∑P

p=1 aphp (x) représente la valeur moyenne avec a = (a1, . . . , ap) les coe�cients

à déterminer et h (x) = (h1 (x) , . . . , hp (x)) des fonctions des variables x qui, de

manière générale, sont des monômes de degrés inférieurs ou égaux à 2. Dans ce cas,

ce terme est identique au modèle de régression linéaire appliqué pour les métamodèles

en surfaces de réponses sans le terme d'erreur (i.e hp (x) = zp).

� W (x) est un processus gaussien centré, de variance σ2 et de fonction d'auto-corrélation

dé�ni par :

CW (x,x′) = σ2R (|x− x′| , 1) = σ2exp

(
M∑
m=1

(
−
∣∣∣∣xm − x′mlm

∣∣∣∣2
))

La fonction d'autocorrélation traduit le degré de corrélation entre deux variables aléa-

toires correspondant aux réponses du modèle calculées aux valeurs x et x′ des paramètres

d'entrée. Il vaut 1 lorsque x = x′.

Les paramètres inconnus θ = {a, σ2, l} sont estimés à partir d'un échantillon statistique de

taille N grâce au principe de vraisemblance. Cette méthode vise à maximiser la fonction

de vraisemblance qui est égale au produit des densités de probabilité fY (x) du modèle en

chaque point de l'échantillon. L'estimation de ces paramètres prend la forme :

θ̂ = argmax
θ
L
(
x(1), . . . ,

)
= argmax

θ

N∏
i=1

fY
(
x(i), θ

)
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Pour une longueur de corrélation l �xée, les paramètres a et σ2 sont estimés par :

â =
(
HTR−1H

)−1
HTR−1y

et

σ2 =
1

n
(y −Hâ)T R−1 (y −Hâ)

Le Krigeage étant basé sur une interpolation, les points servant à l'apprentissage sont

estimés de manière exacte par le métamodèle, contrairement aux surfaces de réponse. Ceci

est très intéressant puisque les échantillons établis par des processus déterministes ne sont

a priori pas entachés d'erreurs.

D.1.3 Les réseaux de neurones

Les réseaux de neurones [50] forment une famille de métamodèles à la structure avancée.

Contrairement à ce que leur nom pourrait laisser penser, ils ne constituent pas en soi des

processus d'intelligences arti�cielles, et leurs propriétés sont purement mathématiques.

Leur fonctionnement est plutôt à rapprocher des méthodes de régression (comme celle des

moindres carrés par exemple).

Chaque neurone (dit neurone formel) est en fait une fonction linéaire ou non-linéaire et

bornée dont la valeur dépend de paramètres appelés coe�cients ou poids. Cette fonction

consiste en général en l'application d'une fonction linéaire de la famille des sigmoïdes à

une combinaison linéaire des entrées.

y = tanh

(
b+

n∑
i=1

cixi

)
(D.5)

En prenant les xi comme variables du problème et les ci et b comme les paramètres

ajustables du neurone, on peut aussi adopter la représentation imagée disponible �gure

D.1.
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Figure D.1: Représentation schématique d'un neurone formel, f représente la sigmoïde

Si plusieurs neurones sont connectés de manière acyclique, le réseau de neurones est dit

non-bouclé (voir �gure D.2). Les sorties de certains neurones servent d'entrée aux autres,

mais il n'existe pas de retour possible en arrière. Les neurones présents entre les neurones

d'entrée et de sortie sont appelés neurones cachés.

Figure D.2: Représentation schématique d'un réseau de neurones non-bouclé

Les réseaux de neurones non-bouclés sont des objets statiques et indépendants du temps

une fois que leurs paramètres sont choisis. Ils sont utilisés dans le cadre de régressions

non-linéaires, ou encore de classi�cation.

Dans un réseau bouclé (voir �gure D.3), les connections entre les neurones peuvent être

quelconques. L'information peut rebrousser chemin. Ceci nécessite un fonctionnement à

temps discret du réseau qui est alors régi par des équations aux di�érences non-linéaires.

Ce type de conformation est utilisé pour la modélisation de systèmes dynamiques, la

commande de processus, ou le �ltrage.
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Figure D.3: Représentation schématique d'un réseau de neurones bouclé

Le grand intérêt des réseaux de neurones par rapport aux autres algorithmes de régression

ou d'approximation est qu'ils sont parcimonieux. En e�et, le nombre de paramètres à

évaluer évolue linéairement par rapport au nombre de variables, et la fonction sigmoïde

incluse dans les neurones leur confère une grande souplesse.

D.2 Critères de comparaison des métamodèles

Les critères de comparaison suivant sont d'une grande utilité quand il s'agit d'attester ou

de comparer les performances o�ertes par des métamodèles.

R2 = 1−
∑ns

i=1

(
y(i) − ŷ(i)

)2∑ns
i=1 (y(i) − ȳ(i))

2 (D.6)

Un R2 proche de 1 atteste d'un métamodèle prédictif. Concernant l'erreur relative absolue

moyenne ERAM, une meilleure performance est obtenue pour une valeur proche de 0%.

ERAM = 100× 1

ns

∑ns
i=1

∣∣y(i) − ŷ(i)
∣∣

|y(i)|
(D.7)

En�n, le maximum de l'erreur relative absolue MERA, permet d'accéder à une information

plus locale. Dans le cas où R2 et ERAM donnent de bonnes valeurs, mais que le MERA

est haut, alors le métamodèle présente des di�cultés locales à épouser le modèle.

MERA = 100×max

(∣∣y(i) − ŷ(i)
∣∣

|y(i)|

)
(D.8)

De nombreux autres critères plus performants peuvent être utilisés et font intervenir le

nombre d'échantillons ayant servi à la construction du métamodèle. Ces critères sont dit

�pénalisés�. Le principe et de faire intervenir le nombre d'échantillons utilisés dans la
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formulation des critères de manière à ce que ceci soit un frein à l'obtention de bonnes

valeurs. [105] dresse un panel assez large des critères pénalisés pouvant être utilisés.

D.3 Construction de métamodèles sur une base d'échan-

tillonnage construite de manière adaptative

Le but de la création d'un domaine adaptatif [101] est d'optimiser le nombre de points

de quadrature de manière à minimiser le temps de calcul. Une possibilité est d'utiliser

l'algorithme de Smolyak [138].

D.3.1 Maillage adaptatif

En présence de discontinuités, l'e�cacité de l'interpolation diminue. Il est même courant

qu'une interpolation par polynômes devienne moins e�cace qu'une interpolation par fonc-

tions linéaires. Une solution possible est d'utiliser un échantillonnage adaptatif.

En partant de l'espace aléatoire complet, l'algorithme de Smoliak permet de construire

un maillage et de déterminer les erreurs commises sur l'interpolation. Ceci permet de

déterminer les dimensions les plus sensibles et de ra�ner en sous-domaines suivant celles-

ci, jusqu'à obtention de la précision escomptée. Autrement dit, l'espace de base Γ = [0, 1]n

des variables aléatoires ξ sera partagé en Nd sous-domaines disjoints
(

Γ = ∪Nds=1Γs

)
pour

lesquels sont dé�nis les fonctions indicatrices Is.

En partant du principe que l'approximation sur le sième sous-domaine soit construite par

un algorithme de Smoliak d'itération qs, et donc en calculant les surplus hiérarchiques wk
j ,

il est possible de guider le ra�nement du maillage.

La matrice d'interpolation incrémentale ∆Aq,n (f) corrige ainsi l'interpolation Aq−1,n (f)

aux nouveaux points ∆Hq,n et l'erreur d'interpolation peut être calculée par :

βs = max
|k|=n+q

(∣∣wk
j

∣∣) (D.9)

Cette valeur est le maximum des nouveaux surplus hiérarchiques. Le ra�nement ou non

de cet élément s est ensuite géré par la condition :

βsJs ≥ τ1 (D.10)

où Js = Pr (Is = 1) et τ1 est la tolérance.
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La détermination de la direction la plus sensible pour chaque parcelle d'espace se calcul

ensuite pour i allant de 1 à n :

γi =
∑

j,k=ki

(
wk

j

)2
, ki = {k : ki = qs + 1, kj = 1∀j 6= i} (D.11)

Le ra�nement des parcelles peut ensuite s'e�ectuer dans toutes les directions où γi ≥

τ2.

(
max
j=1,...,n

γi

)
, 0 < τ2 < 1 avec τ2 un coe�cient permettant de �xer le seuil.

La principale di�culté du paramétrage de cet algorithme est de choisir des valeurs e�-

caces pour τ1 et τ2. Après avoir e�ectué de nombreux essais, il semble que la meilleure

philosophie soit de choisir une valeur permettant de ne sélectionner que très peu de can-

didats pour l'itération suivante. Cette sélection drastique, bien que contre-intuitive, aide

grandement à la convergence de l'algorithme vers les zones complexes de l'espace. Ceci

tout en réduisant de manière importante le nombre de calculs à e�ectuer. L'algorithme

global de cette méthode est donné en D.1.

Algorithme D.1 Métamodélisation adaptative

1. Pre-processing : Identi�er les paramètres incertains, et les transformer en variables
aléatoires indépendantes ξ dans Γ.

2. Échantillonnage : échantillonner de manière adaptative suivant :

(a) Initialiser : nombre de sous domaines Nd = 1, itération qs = q0, s = 1, . . . , Nd,
tolérance à τ1 et seuil à τ2.

(b) Tant que βsJs ≥ τ1,

i. Pour s allant de 1 à Nd, résoudre le problème déterministe en Hqs,n et
calculer βs et γi pour i allant de 1 à n.

ii. Si βsJs ≥ τ1, alors :

A. Si γi ≥ τ2.

(
max
j=1,...,n

γj

)
, alors :

B. ajouter la dimension i dans l'index,

C. Fin si.

iii. Scinder l'élément en deux dans toutes les dimensions répertoriées dans
l'index, et mettre à jour le nombre de sous domaines,

iv. Sinon ne rien faire pour cet élément,

v. Fin si.

(c) Fin tant que.

3. Post processing.
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