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Dans la nature, il existe plusieurs exemples qui illustrent les systemes non li-
néaires. Certains peuvent étre fascinants, par exemple, la « ola » faite par les supporters
dans un stade de football, 'ondulation des feuilles sous I'effet du vent, pour ne citer que
ceux la. D’autres exemples de systémes non linéaires par contre, suscitent la crainte pour
la gente humaine car peuvent étre tres dévastateurs. Dans ce registre, sans étre exhaus-
tif, nous pouvons citer : les séismes, les tornades, les vagues scélérates, les tsunamis, les
crises d’épilepsies et les crises cardiaques. Pourtant, définir et comprendre le terme "non
linéaire" semble parfois brumeux, méme pour les plus avertis. Bien que les phénomeénes
non linéaires suscitent beaucoup d’intérét depuis I'observation d’'une onde solitaire en
1834 par John Scott Russell [1], la nonlinéarité a souvent été écartée et traitée comme
une perturbation de la linéarité. Pourtant, le "non linéaire" est aujourd’hui quelque chose

d’essentiel en physique, riche de particularités et de propriétés propres a lui-méme.

Le concept d’'onde non linéaire est aujourd’hui globalement compris [2] et joue
un réle important dans plusieurs sciences et applications technologiques [3]. Lune des
caractéristiques de la théorie des ondes, est que le spectre d’ondes planes de certains
milieux périodiques est gouverné par le théoreme de Floquet [4]. C’est-a-dire que, pour
certaines bandes de fréquences appelées bandes interdites, le systéme ne permet pas
la propagation des ondes, alors qu’il 'autorise pour d’autres bandes de fréquences. En
réalité dans la littérature, il est admis que, si on irradie la bande interdite d’un milieu par
une onde plane, dans le cas linéaire, 'onde s’évanouit exponentiellement dans le milieu.
Cependant, dans le cas non linéaire, on peut observer dans la bande interdite (Gap),
la formation de modes propres découverts par Chen et Mills en 1987, qu’ils ont nommé

"solitons de gap" [9].
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Cette these procede par I'étude des systémes modélisés par des équations non
linéaires, telle que I'équation de Klein-Gordon et I'équation de sine-Gordon modifiée as-
sociant couplage linéaire pur et couplage non linéaire. Elle a pour objectif d’explorer le
r6le du couplage non linéaire dans la transmission d’une onde plane dont la fréquence
se trouve dans la bande interdite du milieu de propagation. Elle fait suite aux travaux
réalisés au sein de notre équipe, ou, en considérant une ligne électrique non linéaire
passe-bande gouvernée par I'équation de Schrédinger non linéaire (NLS), il a été mon-
tré que l'addition du bruit permettait la génération de solitons enveloppes au-dela de la
fréquence de cut-off [6]. Il a également été montré que I'apport du bruit dans un systéeme
excité avec une onde de fréquence prise dans la bande interdite (Gap) peut entrainer la
génération et la propagation de modes non linéaires via le phénoméne de supratrans-
mission non linéaire [7,8]. Lorsqu’un réseau de transmission non linéaire est excité avec
une fréquence prise dans sa bande interdite, il transmet de I'énergie si et seulement si
I'amplitude du signal excitateur est supérieure ou égale a un seuil. Ce phénoméne est
appelé supratransmission non linéaire [9-14]. Il a été introduit par Geniet et Léon [15,/16]
lorsqu’ils ont observé une soudaine augmentation d’amplitude du signal transmis dans

un réseau non linéaire excité avec une fréquence prise dans sa bande interdite.

Les chaines de pendules discrétes gouvernées par les équations de sine-
Gordon discréte et de Klein-Gordon discréte sont deux modéles passes-bandes pour
lesquels, une étude déterministe compléte de la transmission au voisinage de la fré-
quence de gap a été réalisée par Geniet et Léon et rien jusqu’alors n’a été proposé avant
notre thése dans le cas des systemes a couplage mixte, associant couplage linéaire pur

et couplage non linéaire.

Pour I'étude du réle du couplage non linéaire dans la génération de modes non
linéaires dans les chaines discrétes de sine-Gordon modifié et de Klein-Gordon, nous
avons organisé le document de cette thése en quatre chapitres divisés en deux parties.
Une premiére partie qui traite de la dynamique interne et une seconde partie qui parle
du phénomeéne de supratransmission non linéaire [15,(16], qui montre I'existence d’un
seuil au-dela duquel un mode non linéaire est émis, et se propage dans un milieu non
linéaire. Ce processus est obtenu en forgcant I'équation d’onde a une extrémité dans la
bande interdite, et il résulte d’'une instabilité fondamentale du profil d’'ondes évanescent

généré dans le milieu par 'onde incidente [17].



Dans le chapitre 2, nous étudions un milieu caractérisé par I'équation de Klein-
Gordon d’ordre 3 et dans le chapitre 3 nous parlons du modéle de Klein-Gordon d’ordre
5. Ces deux modeles sont traités dans les cas a couplage linéaire pur seul et a couplage
mixte associant couplage linéaire pur et couplage non linéaire. Par I'application de la mé-
thode a échelles multiples et I’Approximation Quasi-Discréte (AQD) [18H21], nous déter-
minons les modes non linéaires qui caractérisent la dynamique interne du systéme. Nous
montrons, par application des calculs de T. Dauxois et al [21], qu’il est possible d'observer
dans la chaine le phénomeéne d’instabilité modulationnelle. Nous vérifions également que
pour une chaine discrete Klein-Gordon d’ordre 3 et une chaine discrete de Klein-Gordon
d’ordre 5, il se forme effectivement dans le Gap des modes localisées trés particuliers

appelés « breathers » [5,[22,123].

Dans le chapitre 4, nous étudions le phénoméne de supratransmission non li-
néaire, en régime déterministe, dans une chaine de Klein-Gordon d’ordre 5. Lobjectif est
de montrer a I'aide de simulations numériques, qu'il est possible pour ce systéme passe-
bande, de transmettre une onde plane dans la bande interdite (Gap) a condition de faire
varier 'amplitude de I'onde plane appelée signal de forcage. Lobservation du phénoméne
de supratransmission non linéaire consiste ici a forcer la chaine a son entrée, avec une
onde plane de fréquence prise dans la bande interdite, et d’'observer pour quelle valeur
d’amplitude de cette onde un mode non linéaire est émis dans la chaine. On établira en
fonction de la fréquence de forcage, le seuil d’amplitude permettant le déclenchement du
phénoméne de supratransmission non linéaire dans le milieu. Le modéle de Klein-Gordon
d’ordre 5 considéré dans ce chapitre sera pris, dans un premier temps, avec couplage
linéaire pur seul, et dans dans un second temps avec couplage mixte, pour montrer I'effet
de 'augmentation du coefficient du couplage non linéaire sur 'amplitude seuil du signal
excitateur, nécessaire pour le déclenchement du phénoméne de supratransmission, en

maintenant le coefficient du couplage linéaire pur constant.

Le chapitre 5 quant a lui, fait 'objet de I'étude du phénoméne de supratrans-
mission non linéaire, en régime déterministe, dans un modele de sine-Gordon modifié
associant couplage linéaire pur et couplage non linéaire. Cette étude a pour but de mon-
trer les conditions d’existence du phénomene de supratransmission dans le milieu et
montrer également l'effet de 'augmentation du coefficient du couplage non linéaire sur

I'amplitude seuil du signal excitateur, nécessaire pour le déclenchement du phénoméne
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de supratransmission, en maintenant le coefficient du couplage linéaire pur constant. On
établira en fonction de la fréquence de forcage, le seuil d’amplitude permettant le déclen-

chement du phénoméne de supratransmission non linéaire dans le milieu.

Les modéles de Klein-Gordon et de sine-Gordon modifié étudiés dans cette
thése, associant couplage linéaire pur et couplage non linéaire, sont caractérisés par

I'équation suivante :

d*u, du,

di2 =Y dt +w%(Un+1_2Un+Un—l)

+ @3 [ Ut = Ul + Ut = U] = B U, (1.1)

ou U, représente une variable d’état, qui peut étre un déplacement ou une tension se-
lon le systéme étudié, y I'amortissement, a)i le coefficient de couplage linéaire, a)IZVL le

coefficient de couplage non linéaire et w(z) la pulsation de coupure basse.

La fonction non linéaire f(U,) sera définie selon le modeéle pour lequel I'étude

est réalisée. Plus précisément

fWy) =U, - Z—’? (1.2)
pour le modeéle de Klein-Gordon d’ordre 3,
fUn) = U, - g—? + 15]_'5 (1.3)
pour le modeéle de Klein-Gordon d’ordre 5 et
fWUy) = sin(Up) (1.4)

pour le modele de sine-Gordon.

La fonction non linéaire f(U,), dans I'approximation linéaire des modéles sus-

cités, se réduit a

f(Un): U,. (15)

Nous considererons également les cas des systémes a couplage linéaire pur



(c’'est a dire en prenant le coefficient de couplage linéaire pur w? non nul et le coefficient
o] 2 N N . 3 N .

du couplage non linéaire wy, nul) et le cas des systemes a couplage mixte (c’est a dire
. . . 7 . 2 . . . 7 . 2

le coefficient du couplage linéaire pur w; et le coefficient du couplage non linéaire wy,,

sont non nuls).
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MODES NON LINEAIRES DANS LE
MODELE DE KLEIN-GORDON D’ORDRE
3
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2.1/ INTRODUCTION

Lintroduction des breathers par Sievers et Takeno en 1988, lorsqu’ils ont étu-
dié les modes intrinséques localisés dans les cristaux [24], a entrainé au fil des années
de nombreuses analyses nodales dans des lignes de transmission non linéaires dont la
loi de variation s’écarte de la fonction sinusoidale. Plusieurs phénomenes, tels que la
ola dans un stade se football, les vagues scélérates, les battements cardiaques, et bien
d’autres, résultant de la nature ont alors été parfaitement décrits par la réponse de tels
systémes non linéaires, qui peuvent étre modélisés avec des circuits élémentaires cou-
plés et régis par des équations différentielles discretes décrivant I'évolution des tensions

nodales.
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Lanalyse nodale des lignes de transmission non linéaires a également montré
I'existence de certains modes localisés appelés solitons : ondes solitaires qui se pro-
pagent sans se déformer dans un milieu non linéaire et dispersif. En effet, ils ont été
observés pour la premiére fois, le long d’un canal prés d’Edinburgh, par John Scott Rus-
sel en 1834 [1], et de nombreuses études ont montré leur existence et leur propagation
dans des domaines et milieux divers : hydrodynamique [25-27], optique [28-31], lignes

de transmission non linéaires [32,,33].

Lintérét a aussi été tourné vers les solitons de gap dans plusieurs contextes,
tels que les lignes de transmission non linéaires [34], les vibrations du réseau a I'état
solide [35,|36], I'optique non linéaire [37,38], les matériaux photoniques a bandes de
gap [39] et le phénoméne de supratransmission non linéaire [8,/16,/40,41]. Le concept
de soliton de gap a été présenté pour la premiere fois par Chen et Mills en 1987 lors
de leur étude de la réponse non linéaire de lignes de transmission optiques [5]. La dé-
couverte de structures périodiques a trois dimensions, pouvant montrer ce qu’on appelle
un « photonic band gap » et ouvrant une variété d’applications dans le domaine des
micro-ondes [42,/43], a également stimulé I'intérét d’étude dans le spectre de gap. Ces
études, montrant I'existence des modes non linéaires localisés, ont principalement été
menées sur les lignes de transmission électriques discretes (LTEs) [6,44,45]. Parmi ces
systémes non linéaires et discrets, on trouve le modéle de Klein-Gordon. En effet, dans
ce modéle, des études (numériques et théoriques) ont été réalisées pour montrer I'exis-
tence et la propagation des modes localisés (breathers et kinks) par I'application de dif-
férentes méthodes parmi lesquelles la collocation spectrale [46], la méthode a échelles
multiples combinée a I’Approximation Quasi-Discréte [19,47-49], 'application du forma-
lisme des fonctions de Green [50], la procédure pseudo inverse [51,/52] et bien d’autres
encore [53-56]. En revanche, ces études ont été réalisées sur le modéle de Klein-Gordon
non linéaire et discret avec une non linéarité d’ordre trois (potentiel quartique) et un cou-

plage linéaire pur seul.

Dans ce chapitre nous faisons I'analyse nodale, par l'utilisation de la méthode a
échelles multiples combinée a I’Approximation Quasi Discrete (AQD), dans le modéle de
Klein-Gordon avec une non linéarité d’ordre 3 et un couplage mixte, par extension aux
études faites pour le cas du couplage linéaire pur seul et rappelées en premiére partie de

ce chapitre. Nous montrerons qu’un systeme gouverné par I'équation de Klein-Gordon
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non linéaire (KGNL) d’ordre 3 a couplage mixte peut donner naissance au phénomene
d’instabilité modulationnelle. De méme, nous établirons que dans le cas discret, il se

forme dans le gap de la chaine des modes localisés intrinséques.

Le modele de Klein-Gordon d’ordre 3 est celui pour lequel la fonction non linéaire
f(U,) de I'équation a la forme donnée a I'expression (1.2). Pour réaliser une étude
compléte de ce modeéle, dans le cas sans amortissement y, nous considérerons deux cas
de figure : celui du modéle a couplage linéaire pur ainsi que celui du modéle a couplage

mixte.

Le modéle de Klein-Gordon a couplage linéaire pur est celui pour lequel le coef-
ficient de couplage non linéaire w3, de I'équation (1.1) est nul. Ainsi I'équation caracté-
ristique du modéle de Klein-Gordon a couplage linéaire pur est :

d*U,

5 = 0L (Uni1 = 20U + Upt) = 03 f(U). (2.1)

ou w% représente le coefficient du couplage linéaire pur, wg la pulsation de coupure basse

Lexpression théorique de la relation de dispersion s’obtient en considérant une
solution onde plane de I'équation (2.1) en régime linéaire ou la fonction f(U,) est de la

forme (1.5). Ainsi, en considérant une solution de I'équation (2.1) sous la forme :
U, () = Upe ™ = 4 c.c, (2.2)
ou c.c représente le complexe conjugué, on obtient la relation de dispersion suivante :

w? = w(z) + 4wisin2 (g) , (2.3)
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ou w est la pulsation des ondes linéaires, et k leur nombre d’'onde. Le spectre linéaire

correspondant est limité par la pulsation de coupure haute w, = | /wé + 4“’%- La figure
présente un cas particulier pour lequel nous avons fixé le coefficient de couplage linéaire

pur w; =4 rad.s”' et la pulsation de coupure basse w} = 1 rad.s™".

.
S N

w

N

Pulsation w [rad.s'1]
N
[6)]

N
(&)}

0 0.5 1 1.5 2 25 3
Nombre d'onde k [ceII'1]

FIGURE 2.1 — Représentation de la courbe de dispersion linéaire théorique du systéme de
Klein-Gordon d’ordre 3. La pulsation w, donnée a la relation (2.3), est tracée en fonction
du nombre d’'onde k pour les paramétres w; =4 rad.s™', w} = 1 rad.s™".

Pour obtenir le profil des modes non linéaires supportés par notre modeéle, nous
utilisons la méthode a échelles multiples [18-21], qui nous permet la séparation entre la
phase variant rapidement, et I'enveloppe qui module cette phase. Pour cela, une solution

du systeme est prise sous la forme suivante :
Un(t) = eUW (1,6,,6,) + €UP (1,,,0,) + €U (1,6,,0,) + ... . (2.4)

Dans I'expression de cette solution, € est un réel trés petit indiquant 'amplitude relative de
I'excitation, U j =1, 2, 3... représente I'excitation relative, tandis que la variable rapide,
0, = kn — wt, représentant la phase de l'onde porteuse, est considérée comme étant
complétement discréte. De plus, &, et T sont des variables lentes, ou encore appelées

variables a échelles multiples, définies par

En=en—ut) et T= e, (2.5)
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Enfin, dans I'expression de &,, u est un parameétre qui sera déterminé par une condition de
solvabilité afin d’éviter des termes séculaires dans le développement asymptotique [19].
Afin de mener & bien les calculs, il est préférable d’adopter la notation UY), = U (1, &,,6,),
c’est a dire que le premier indice de Uff,)Z est relatif a l'indice de la variable &, et le second

correspond a celui de 6,,. Ainsi, d’aprés (2.4), la solution U, s’exprime sous la forme

U, = Z U, (2.6)
j=1

Pour exprimer U, et U,-; intervenant dans I'équation (2.1)), la relation (2.6) et

le développement de Taylor ménent a [19] :

[Se]

Upsi(®) = D PUP(T, 6y + €,0p1)
p=1

[Se]

Il
m
A1

(2.7)

La méthode de détermination des profils de solution U, consiste alors a reporter
les expressions (2.6) et (2.7) dans I'équation (2.1) et a regrouper les termes selon les

puissances de €. On obtient ainsi le systéme d’équations suivant :

2ul) . A
, 2 ) 0 ) )]
- wj Un,n+1 —12+ E Uin+U

pr ll =M, j=123 .. (2.8)
g L

ou les UY représentent la projection de la solution du systéme a l'ordre j, et ol les termes

Mf,’,), peuvent étre explicités, pour j = 1,2, 3 selon les relations ci-apres;

Mj, =0, (2.9)
o2y 9
2) _ nno 2 (1 (1)
Miin = 20556+ Vige (v, -ud ), (2.10)
et
52 U(2) 52 U(l) 92 U(]) 1 &
(3) n,n 2 nn n,n 2 (1) (1)
My =2 - - + -— (U . +U
i H otog, K 65% otor wr (2 aé:% ( nn+l n,n—l))

2
+w%a%n(U(z> _y® )+ﬁ(U,g},g)3, (2.11)

n,n+1 n,n—1 31
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Les expressions de M,(,’,), (j =4,5,...) ne sont pas explicitement écrites dans ce manuscrit,

car elles ne sont pas indispensables pour présenter les phénomeénes étudiés.

Pour l'ordre le plus bas d’e, soit j = 1, I'’équation (2.8) conduit au systeme d’équa-
tions linéaires aux dérivées partielles suivant :
wz

_ {2 ; _g] o 4 U;},;_ll _o, .12
wr

9]
Un,n+1

1
PUpn
o “L

dont les solutions peuvent s’exprimer a I'aide d’'une amplitude complexe A;(, &,) sous la
forme :

UL) = Ai(r, &) + Ay (1, &,)e ™, (2.13)

Dans (2.13), A représente le complexe conjugué de A;.

En remplagant le profil de solution donné par I'expression (2.13) dans le systeme
d’équations linéaires aux dérivées partielles (2.12), nous retrouvons facilement la relation

de dispersion définie par I'expression (2.3).

Pour l'ordre 2 en e, soit en prenant j = 2 dans I'équation (2.8) et en tenant

compte de I'expression (2.13), nous obtenons le systeme d’équations du second ordre

suivant :
Fuly W2 w? sin(k) 6A; .
, %)) 0|72 @ | _ _»; L L i6,
o2 YL Upnet ~ 2+ —w% Un+U,, 1| = —21w( - " ) %, e +cc, (2.14)

ou c.c représente le complexe conjugué. Dans le second membre de I'équation (2.14), le
terme proportionnel & % est un terme séculaire qui doit étre annulé afin de préserver la
validité de la méthode utilisée [57]. Ainsi, 'annulation du coefficient de ce terme permet

de déduire I'expression de u sous la forme :

w? sin(k) (2.15)

w

En utilisant la relation de dispersion (2.3), on remarque que la dérivée CCIZ—(]‘: correspond a
I'expression (2.15) si bien que u peut étre considéré comme étant la vitesse de groupe
des ondes linéaires. Par conséquent, 'équation admet comme solutions valides :
soit

Ul =0, (2.16)
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soit
U = Ax(t, &€ + Ay(r, &,)e 2, (2.17)

ou 'amplitude A;(t, &,) est a nouveau une fonction complexe.
Lobservation de I'expression de la fonction non linéaire f(u,) du modele de Klein-Gordon
d’'ordre 3, soit f(U,) = U, — (3]—,3 semble indiquer que le systéme n’admet pas de solution

en ¢*% _ Ainsi, pour la suite, nous avons choisi la solution (2.16).
Considérons a présent I'ordre 3 en ¢, soit j = 3 dans I'équation (2.8) ou I'expres-
sion de M) est donnée par 'équation (2.11). En utilisant la relation de dipersion (2.3),

I'expression de u obtenue avec I'équation (2.15), les relations (2.16) et (2.13) donnant
Ue) et UL ainsi que l'expression de M), I'équation (2.8) pour 'ordre 3 se réduit &

HZUSQ 5 w?
, 3) 0| ,.3) 3)
o2 Wy Un,n+1 -2+ w_% U”s” + Un,n—l
“’(2) 3 3ig “’(2) 2 0A) 2 n AL 4
= oAl + 3 A A +2in+(chos(k)—,u) e e (2.18)
! ! 2

En éliminant le coefficient des termes séculaires dans la partie droite de I'équation (2.18)),
nous obtenons I'équation de Schrédinger non linéaire (NLS) [50] décrivant le profil de la

fonction enveloppe Ai(t, &,) suivante :

0A, 02A,
i— + P
or 0&2

n

+ QA |A? =0, (2.19)

ou les parameétres de nonlinéarité Q et de dispersion P sont respectivement donnés par :

2

Wy
0=—, (2.20)
4w
et ) ,
cos(k) —
P= M (2.21)

2w
expressions dans lesquelles u et w sont données respectivement par les expressions

(2.15) et (2.3).

Léquation (2.19) est un systéeme complétement intégrable qui admet des solu-

tions solitons et des solutions périodiques [58].
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En posant les changements de variables suivants

1 . N
AT, &) = Eu(t, X,) OU T =€t etol &, = ex, avec x, =n — ut, (2.22)
I'équation (2.19) devient :
o pOu Quluf* = 0 (2.23)
i— ulul” = .
ot ox2

Les solutions de I'équation NLS dépendent du signe du produit entre le parameétre
de dispersion P et le paramétre de non linéarité Q. Les paramétres P et Q étant donnés
par les relations et (2.20), c’est le nombre d’onde k qui déterminera le signe du
produit PQ avec la contrainte 0 < k < n. D’aprés la figure il est possible de distinguer

deux zones de valeur du nombre d’onde k définissant le signe du produit PQ :

e Lazone 0 <k < k; avec k; = 0.915 ou sign(PQ) > 0,

e La zone k; < k < 7 ou sign(PQ) < 0,

0.5

~
'S

k0915
PQ>0

Produit PQ
e S e
— N w

=

-0.1

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
Nombre d'onde k [Cell']

FIGURE 2.2 — Représentation du produit entre le paramétre de dispersion P et de non
linéarité O de I'équation de NLS en fonction du nombre d’'onde k. Le produit PQ est

calculé a partir des relations (2.21) et (2.20) en utilisant les expressions (2.3) et (2.15).

Paramétres : w% =4 rad.s7", a)(z) =1 rad.s7".

C’est lorsque le signe du produit PQ est positif, c’est a dire pour des nombres
d’onde k vérifiant la contrainte 0 < k < k1, que le phénomene d’instabilité modulationnelle
apparait dans le systéme, mécanisme qui conduit a la localisation de I'énergie [59]. Ainsi,
pour sign(PQ) > 0, nous considérons la solution de I'équation NLS sous forme de

solitons :
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u(xy, 1) = a(x,)e™v, (2.24)

ou Ay est un réel strictement positif. En substituant cette solution dans I'équation (2.23),

on obtient

Pd’ — AgPa+ Qd’ =0 (2.25)

En multipliant cette derniére équation par a et en intégrant une fois par rapport & x,, on
aboutit a

(a/)2 = lga* - 2—%(14 (2.26)

La séparation des variables a et x,, nous donne

da

= dx,,
2_ 0 4
Aoa 55

et l'intégration nous conduit a

(2.27)

f da
F— :xn
a+/A —Z—QPa2

D’apres la page 97 du livre de |. S. Gradstein et I. M. Ryzhik [60], nous appli-

quons I'égalité suivante

= —arccosh( ), p>0, A<O0O avec A =4pq.

fﬁw

Cette égalité peut étre adapté pour exprimer l'intégrale de I'équation (2.27) sous la forme

2p
xV=A

f arccosh 24
/ \/_ /qu ’

D’apres (2.27), la variable x, de la solution de I'équation de NLS (2.23) est définie par

1 240
X, = ——arccosh

Vo a2 |
P
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Ensuite, il suffit d’'utiliser la solution réciproque pour exprimer la variable amplitude a en

fonction de x,, ce qui conduit a

2A0P 1
a= w/ ,
Q@ cosh ( \//l_ox,,)

le profil de solution de I'équation défini a I'équation (2.23

Sachant que sech(X) =

1
cosh(X)’

u(Xp, 1) = A /MQOP sech [ \//l_ox,,] Pt (2.28)

D’aprés le changement de variables (2.22), cette solution de I'équation de NLS (2.28)
permet d’exprimer la solution A; de I'équation (2.19). Nous obtenons ainsi le profil de

se rameéne a

solution suivant :

Al = ZBP sech [ VAo (n—ng - ,ut)] e'Phot (2.29)

expression dans laquelle ny représente le centre de la condition initiale. Léquation de
NLS (2.19) ayant permis d’annuler le terme en ¢ de I'équation (2.18), cette derniére se

réduit a

62U,(,3,), w? w2 .
n 2|6 0,3, 3 | _ “o,3 30,
o2 —wy Un,n+l -2+ E Un,n + Un,n—l = ?Ale , (230)
2 !
ol il ne reste plus qu’a chercher US) sous la forme
5 o N
UL) = As(1, &) + As(t, &,)e . (2.31)

En remplagant les expressions (2.29) et (2.31) dans I'équation (2.30), on obtient

2
Wy

A
12 [4wé + wi (8 = 9cos(k) + cos(3k))]

Az = — 3, (2.32)

ou A, est défini par I'expression (2.29).

Le profil théorique représentant la dynamique interne du modéle de Klein-

Gordon d’ordre 3 a couplage linéaire pur obéit & U,(r) = A e + Aye*™ + A3 + cc.
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Au regard des expressions (2.29), (2.16) et (2.32), le profil de solution devient donc

Un(l) = K1 sech [ \//1_0 (I’l —ng — /Jl‘)] ei(kn—(w—leo)t)

— Kj sech® [\//1_0 (n—ng - ,ut)] Pkn=(=P)) | o0 (2.33)

Ki= 4 /M—QOP (2.34)

23
wy Ky

R |40 + w2 (8 - 9 cos(k) + cos(3k)|

avec

et

K3 (2.35)

La solution du modéle de Klein-Gordon d’ordre 3 avec couplage linéaire pur, caractérisé
par I'équation (2.1), est donc

Un(t) = Ky sech| yg (n—ng — )| cos (kn = (w = PAo) 1)

— K3 sech® [ /A9 (n = ng — p)] cos(3 (kn — (w = PAg)1)). (2.36)
. ) , . du, .
Le profil de vitesse correspondant, obtenu en déterminant TR est le suivant :

V.(t) = Kj \//1_0 sech [ \//1_0(11 -ny— ,ut)] tanh [ \//l_o(n -ny— ut)] cos(kn — (w — PAy)t)
+ Ki(w = Po) sech | vo (n — ng — )| sin(kn — (w — PAo)1)
3K3 /A sech® [ /g (n = ng — pn)| tanh [ A9 (n = ng = )] cosB(kn — (w = PAo)1))

+ 3K3(w — PAg) sech® [ /o (n = ng — )] tanh | /g (n = ng — pr) | sin(3(kn = (w = PAo)1))
(2.37)

Notons également un point particulier ou la vitesse de groupe est nulle, c’est a
dire ou le nombre d’onde vaut zéro. Dans ce cas, on parle de solitons de gap dont le profil

est donné par :

U,(t) = K; sech [ \//l—o (n- no)] !kn—(w=Po)t)

— K3 sech® [\//1_0 (n- no)] Pikn=(=Po)) 4 o0 (2.38)
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soit

Un(r) = Ky sech [ /g (n = ng)| cos (kn — (@ = PAo) 1)

— K3 sech® [y/lg (n = ng)| cos(3 (kn — (w = PAg) 1)). (2.39)

Linstabilité modulationnelle est un effet de renforcement, par la nonlinéarité,
d’'une déformation d’'une onde périodique pouvant entrainer la rupture de I'onde en un
train d’impulsions (localisation d’énergie). D’apres les résultats théoriques précédents,
la stabilité du systéme de Klein-Gordon d’ordre 3 dépend essentiellement du nombre

d’'onde k. Nous nous proposons d’étudier son influence au prochain paragraphe.

En utilisant les résultats des calculs de Thierry Dauxois et al rappelés en an-
nexe B} I'instabilité modulationnelle existe dans un modele gouverné par I'’équation NLS
lorsque la quantité (v')> = (v — 2Pks)* est négative. Dans cette expression, v et & repré-
sentent respectivement la pulsation et le nombre d’onde de la perturbation de 'onde
plane d’amplitude a écrite sous la forme u = age®~?, solution de I'équation de NLS. Par
conséquent la région des nombres d’ondes k, dans laquelle I'instabilité modulationnelle
est possible, est limitée. Cette condition sera toujours vérifiée si et seulement si 52 — %ag
est négatif. Ce qui n’est possible que si le produit PQ est positif et le nombre d’onde ¢
inférieur a ag \/?. En effet, en suivant le signe du produit PQ selon les valeurs du nombre
d’'onde k et le signe de (v/)* suivant les valeurs du nombre d’onde § de la perturbation,

nous distinguons trois cas possibles :

e Pour 0 < k < kyuy = 0913, le produit PQ est positif. Linstabilité modulationnelle
existe. Cependant, elle est partielle, car comme indiqué a la figure (v')? peut

étre négatif pour une gamme de nombres d’ondes é.

e Pour kg < k < ke, = 0.915, le produit PQ est toujours positif autorisant I'instabilité
modulationnelle dans le modéle de Klein-Gordon d’ordre 3 a couplage linéaire pur
seul. Cette fois, cette instabilité est totale car, comme le montre la figure 2.4} (')

est négatif quel que soit le nombre d’onde de perturbation 6.

e Pour k > k., le produit PQ est négatif comme nous le voyons a la figure [2.2] Léqua-
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0.8
0.6
o 04)

0.2r

-0.2 w)r<o

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Nombre d'onde 5 [Cell™"]

FIGURE 2.3 — Représentation de (v')*> en fonction du nombre d’onde § de la perturbation.
Parameétres : w% =4 rad.s7!, wé =1rad.s', ap=1etk=0.25Cell™".

-0.05 1

v)?

-0.15 b

L

0.25 ' ' '
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Nombre d'onde 5 [Cell™"]

FIGURE 2.4 — Représentation de (v')*> en fonction du nombre d'onde & de perturbation.

Parameétres : w% =4 rad.s7", wé =1rad.s', ap=1etk=0.914Cell™".

tion de NLS n’admet alors pas de solutions solitons.

Aprés avoir étudié les conditions d’existence des solutions solitons par le biais de
linstabilité modulationnelle, nous nous proposons de valider ces prédictions théoriques

par des simulations numériques.

Pour tout ce qui suit, le systéme de N cellules sera excité a I'entrée par le signal
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Ui(t) = agsin(wr) représenté a la figure

1.5

0.5

U (t)
<

-0.5¢

-1.5

0 20 40 60 80 100
Temps

FIGURE 2.5 — Evolution temporelle du signal excitateur de la ligne. Paramétres : ao = 1.

La figure présente I'évolution temporelle de la cellule n = 30 pour deux va-
leurs de nombre d’onde k lorsque le systéme est excité en entrée par le signal sinusoi-

dal, d’amplitude 1V, représenté a la figure De maniére prévisible, on observe une

3 3
2 2
1F 1 1F

0 MWWN =0 W

© k)

=} =}
1F 1 -1r
2 2
-3 - - - - -3 - - - -

0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500
Temps Temps

(a) (b)

FIGURE 2.6 — Evolution temporelle de la cellule n = 30 pour deux nombres d’onde &
différents, (a) : k = 0.5 Cell”! et (b) : k = 0.88 Cell”'. Paramétres : ? = | rad.s™", ap = 1,
w? =4 rad.s”" et N = 1000 Cellules.

modulation d’amplitude pour une gamme de nombre d’onde k comprise entre 0 et 0.915,
correspondant a la valeur critique en dega de laquelle le produit entre le paramétre de
dispersion P et de non linéarité Q de I'équation de NLS est positif permettant ainsi I'exis-

tence de I'instabilité modulationnelle.

En supposant que les conditions qu’impose le nombre d’onde k pour qu’un ré-
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gime instable naisse dans la chaine soient remplies, 'une des conséquences majeures
dans le milieu est la création de modes intrinséques localisés bien connus sous le nom de
breathers [20,24]. Les résultats précédents montrent que les faibles valeurs du nombre
d’'onde k peuvent permettre une instabilité de se développer, par conséquent, la non li-

néarité peut induire la localisation de I'énergie.

122.15)

u_(t

-0.01
-0.02
-0.03 : : : -0.03 : : : :
200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000
Cellule n Cellule n
0.03 0.03
0.02r 0.02
= 0.01 < 0.01
(3] <
3 g
3] 01 ™ 0
1} ]
2 .0.01 2 .0.01
-0.02 -0.02
-0.03 : : ~ : -0.03 ‘ ‘ ‘ -
200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000
Cellule n Cellule n

FIGURE 2.7 — Représentation spatiale de I'état de la ligne a quatre instants différents. Les
instants choisis sont de gauche a droite et de haut en bas. ¢ = 0, r = 122.15, ¢t = 244.31 et
1 = 366.47. Le profil de solution théorique, donné par I'expression (2.33), est représenté en
trait plein et les étoiles représentent les résultats de simulation numérique de I'équation
(2.1) avec I'expression (2.33) comme conditions initiales. Paramétres : wj = 4 rad.s™',

w} = rad.s”, taille du réseau N = 1000 Cellules, ny = 200, o = 0.001, k = 0.85 Cell”" et
le pas d’intégration de I'équation différentielle est Az = 0.01.

En tenant compte de l'intervalle du nombre d’onde k ou on observe de l'insta-
bilité modulationnelle dans le modéle de Klein-Gordon d’ordre 3 a couplage linéaire pur,
c’est a dire les intervalles ou I'équation de NLS admet des solutions solitons (produit PQ
positif), des simulations numériques de la ligne ont été réalisées via I'’équation (2.1). Pour
la résolution numérique, une méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 est utilisée avec un pas

d’intégration temporelle At = 0.01. De plus, les conditions initiales pour la résolution nu-
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meérique de I'équation différentielle du modele sont U, (t = 0) et V,,(r = 0), données par les
relations et (2.37). Ainsi, la figure présente I'état de la ligne a quatre instants
différents : + = 0 (condition initiale), r = 122.15, r = 244.31 et t = 366.47. On remarque
un bon accord entre I'expression théorique obtenue par I'application de 'AQD et
les simulations numeériques de I'’équation du modéle de Klein-Gordon d’ordre 3 a

couplage linéaire pur.

Le modele de Klein-Gordon d’ordre 3 a couplage mixte obtenu lorsque le cou-
plage linéaire pur est associé a un couplage non linéaire, est caractérisé par I'équation
différentielle

d*u,
dr?

= ] (Uni1 = 2Up + Uno1) = wiy [(Unsr = Up)* + (Unoy = Up)*| + i f(U,) = 0, (2.40)

la fonction f(U,) étant le polynéme d’ordre 3 donné a I'expression (1.2).

Certaines études ont montré que ce modeéle de Klein-Gordon d’ordre 3 a cou-
plage mixte peut supporter des solutions kinks et des compactons [61]. D’autres études,
menées sur ce modeéle, ont aussi montré qu’il peut également supporter des solutions so-
litons [62]. Mais ces études ont été réalisées en considérant I'approximation des milieux
continus. Dans le paragraphe suivant, nous déterminerons les modes non linéaires du
modele de Klein-Gordon d’ordre 3 a couplage mixte, en maintenant son caractére discret

et en utilisant la méthode a échelles multiples.

Lapplication de la méthode a échelles multiples, appliquée a ce modéle, dont
le détail du calcul est donné a 'annexe |A} nous conduit & I'expression de la solution du

modéle de Klein-Gordon d’ordre 3 a couplage mixte suivante :

Un(t) = Ky sech | g (n = ng — pt) | cos(kn = (w = PAo)1)

— K3 sech® [ /g (n = ng — pn)| cos(3(kn — (w = PA)r))  (2.41)
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ou

2sin(k
= L(), (2.42)
w
2P
K = —Q° : (2.43)
et

2
2 (2cos(3k) — 6c0s(2k) + 2cos(k) — 2) + =2 3
K3:wNL( (3k) (2k) (k)-2)+ (uop) ’ (2.44)

9w? + 2w? (cos(3k) — 1) — w} 0

avec w donné a I'expression (2.3). Si wy; = 0 dans I'expression (2.44)), nous retrouvons
bel et bien I'expression (2.35).

Le paramétre de dispersion P défini ici par :

2 k) — 2
p = Ces® i (2.45)
2w

u étant donné par I'expression (2.15).

Le paramétre de non linéarité Q s’exprime quant a lui sous la forme :

2
w?,, (24cos(k) — 6¢os(2k) — 18) + 2
Q=2k o Z (2.46)

Les résultats des calculs de T. Dauxois et al, précédemment considérés dans
le paragraphe 2.2.1.3, sont a nouveau utilisés dans ce paragraphe pour déterminer les
valeurs du nombre d’onde, pour lesquelles il y a instabilité modulationnelle dans le mo-
déle de Klein-Gordon d’ordre 3 a couplage mixte. D’apres les relations et (2.45),
le paramétre de dispersion P de I'’équation de NLS est le méme pour les modeles de
Klein-Gordon d’ordre 3 que ce soit a couplage linéaire pur ou a couplage mixte. Seul le

parametre de non linéarité Q de I'équation de NLS est différent pour les deux modéles

(confer les équations (2.20) et (2.46)).
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Le cas des couplages symétriques correspond au cas ou le coefficient du cou-
plage linéaire et celui du couplage non linéaire ont la méme valeur. Nous verrons deux
cas particuliers : (w?,w?%,) = (1,1) et (w?,w%,) = (4,4), ol w? représente le coefficient du
couplage linéaire pur et w%, celui du couplage non linéaire. Le but ici est d’observer la
réponse du systeme lorsque les couplages linéaire et non linéaire ont la méme valeur,

situation difficile a mettre en oeuvre en pratique.

e Cas ol (w?,w3,;) = (1,1)

50

40 -

w
=)

Produit PQ

Produit PQ
(=]
>

101

0.5 1 1.5 2 2.5 3 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
Nombre d'onde k [Cell'll Nombre d'onde k [Cell'l]

() (b)

FIGURE 2.8 — Représentation du produit entre le parametre de dispersion P donné a
I'équation et le parametre de non linéarité O donné a I'équation (2.46), en fonc-
tion du nombre d’onde k de I'enveloppe pour deux valeurs de couplages (wi"”zzw)- (@) :
(W}, wy) = (1,1) et (b) : (w],wy,) = (4,4). Parametres : w} = 1.

En suivant le signe du produit PQ selon les valeurs du nombre d’onde k de I'en-
veloppe, et également le signe de (v')? suivant les valeurs du nombre d’onde ¢ de
perturbation, les valeurs de k., (valeur en deca de laquelle le produit PQ est positif)
et de ki (valeur a partir de laquelle le produit PQ est positif) étant différentes pour

chaque couple de couplage linéaire et non linéaire (w%, wzva)! nous distinguons trois

cas possibles :

— Pour 0 < k < ke, ker Obtenu pour (w?,w5,) = (1,1), le produit PQ est posi-
tif comme le montre la figure 2.8(a). Léquation de NLS admet des solutions
solitons. Linstabilité modulationnelle existe, mais elle est partielle car (v')* est

négatif pour une gamme de nombres d’'ondes § comme le montre la figure

2a).
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— Pour k. < k < kgeuir, le produit PQ est négatif comme le montre la figure [2.8]a).
Léquation de NLS n’admet pas de solutions solitons. (v')? est positif quel que
soit le nombre d’onde de perturbation § comme nous le voyons a la figure
b). Londe plane est donc stable car la fréquence v de la perturbation est

réelle, par conséquent il y a absence d’instabilité modulationnelle.

— Pour k > kyeuit, ksews Obtenu pour (w?,w?,) = (1, 1), le produit PQ est positif
comme le montre la figure [2.8(a). Léquation de NLS admet des solutions soli-
tons. (v/)? est positif quel que soit le nombre d’onde de perturbation § comme
nous le voyons a la figure [2.9c). Londe plane est donc stable car la fréquence
v de perturbation est réelle, par conséquent il y a également absence d’insta-

bilité modulationnelle.
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FIGURE 2.9 — Représentation de (v/)> en fonction du nombre de la perturbation pour
trois valeurs caractéristiques du nombre d’onde k et pour chacun des deux couplages
étudiés. A la colonne de gauche (w?,w?,) = (1, 1) et & droite (w?, w%,) = (4,4). Le nombre
d’'onde k vaut de haut en bas (a) k = 0.5 Cell™!, (b) k = 1 Cell™", (c) k = 2.5 Cell™!, (d)
k=02 Cell™ (e) k = 0.5 Cell™", et (f) k = 0.7 Cell”'. Les paramétres sont : w2 = 1 etag = 1.

e Cas ol (w?,w},;) = (4,4)

En suivant la courbe d’évolution du produit PQ en fonction du nombre d’onde k pré-

senté a la figure [2.8(b), nous remarquons trois zones du nombre d’onde en fonction

du signe du produit PQ. En effet, lorsque le nombre d’onde k est compris dans I'in-
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tervalle [0, k], le produit PQ est positif. Ce qui a pour conséquence I'existence de
linstabilité modulationnelle. Cependant, la figure [2.9(d) montre que cette instabilité
modulationnelle est partielle car le paramétre (v')? est négatif pour une gamme de
nombres d’onde ¢ de la perturbation. Lorsque le nombre d’onde est compris dans
lintervalle k.., kguitl, l€ produit PQ devient négatif, ce qui prouve I'absence de l'in-
stabilit¢ modulationnelle car le paramétre (v')> est positif quelque soit le nombre
d’'onde de perturbation 6 comme nous le voyons a la figure [2.9(e). Enfin, lorsque
la valeur du nombre d’onde k est supérieur a celle de kg, l€ produit PQ rede-
vient positif mais le paramétre (v')?> est positif quelque soit le nombre d’onde de
perturbation 5§ comme le montre la figure [2.9(f), entrainant I'absence de l'instabilité

modulationnelle.

Les précédents résultats nous montrent qu'il y a aussi instabilité modulationnelle
dans le milieu lorsque les coefficients de couplage linéaire et non linéaire ont la méme

valeur.

Dans ce paragraphe, nous nous proposons de confirmer les résultats théoriques
sur le modele de Klein-Gordon d’ordre 3 a couplages mixtes et symétriques, obtenus plus

haut, par le biais des simulations numériques.

La figure présente I'évolution temporelle de la cellule n = 30 pour les deux
cas symétriques précédemment présentés, lorsque le systéme est excité en entrée par
le signal représenté a la figure De maniére prévisible, on observe une modulation
d’amplitude pour une gamme de nombre d’onde k comprise entre 0 et k., correspondant
a la valeur critique a partir de laquelle le produit entre le parametre de dispersion P et
de nonlinéarité Q de I'équation de NLS devient négatif comme le montrent les figures
[2.8(a) et[2.8(b). Nous observons également la formation de modes non linéaires de type

breathers.

Le systeme (2.40) étant excité a son entrée par le signal défini par I'expression
(2.41), la figure présente I'état du milieu a quatre instants différents : ar = 0, ¢t =
102.25, t = 204.51 et + = 306.77 avec pour paramétres de ligne (w?,w?,) = (4,4). On

remarque un bon accord entre I'expression théorique (2.41) obtenue par I'application de
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FIGURE 2.10 — Evolution temporelle de la cellule n = 30. Paramétres : w} =1, a9 =1, pour
a) (w?,w%,) = (1, 1), k = 0.25 et pour b) (w?,w},) = (4,4), k = 0.16 Cell .
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FIGURE 2.11 — Représentation spatiale de I'état de la ligne a quatre instants différents.
Les instants choisis sont de gauche a droite et de haut en bas. r = 0, r = 102.25, t = 204.51
et t = 306.77. Le profil de solution théorique, donné a I'expression (2.41), est représenté
en trait plein et les étoiles représentent les résultats de simulations numériques de I'équa-
tion (2.40) avec I'expression (2.41) comme conditions initiales. Parametres : w(z) = 1,
Ao = 0.001, ny = 200, N = 600 cellules, k = 0.2 Cell™, (w2, wk,) = (4,4), et le pas d'in-
tégration de I'équation différentielle est A = 0.01.
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I'AQD et les simulations numériques réalisées a travers I'équation du modele (2.40), en

prenant I'expression théorique (2.41) comme conditions initiales.

Le cas des couplages dissymétriques correspond au cas ou le coefficient du
couplage linéaire pur wi et celui du couplage non linéaire wIZVL n’ont pas la méme valeur.

Nous verrons deux cas particuliers : (w?, w%,) = (1,4) et (w?, w3,) = (4,16).

e Cas ol (w?,w},;) = (1,4)
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FIGURE 2.12 — Représentation du produit entre le parametre de dispersion P donné a
I'équation et le paramétre de non linéarité Q donné a I'équation (2.46), en fonction
du nombre d’onde k pour deux jeux de couplage. (a) : (w?, wy,;) = (1,4) et (b) : (w2, w%,) =
(4,16). Paramétres : w] = 1.

Lobservation de la courbe du produit PQ de la figure 2.12(a) nous montre claire-
ment les trois zones du nombre d’onde k en fonction du signe du produit PQ. En
effet, le produit PQ est positif pour la gamme de nombres d’onde compris entre
[0, k] et Tksenis, ). La positivité du produit PQ dans l'intervalle [0, k.,] et la néga-
tivité du paramétre (v/)> (pour une gamme de nombres d’ondes ¢ comme l'indique
la figure [2.13(a)) entraine I'existence de l'instabilité modulationnelle. Le produit PQ
étant également positif dans l'intervalle k.., 7], le fait que le paramétre (v/)* soit
positif quelque soit le nombre d’onde de perturbation § comme nous le voyons a la
figure[2.13|b) entraine I'absence de l'instabilité modulationnelle. Lorsque le nombre
d’'onde k est compris dans l'intervalle k., kguirl, l€ produit PQ est négatif et le para-

métre (v/)> est quant & lui positif pour tout nombre d’onde de perturbation § comme
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le montre la figure [2.73|(b), il s’en suit 'absence de l'instabilité modulationnelle.
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FIGURE 2.13 — Représentation de (+')*> en fonction du nombre d’onde ¢ des perturbations
pour deux valeurs caractéristiques du nombre d’onde k et pour les deux jeux de couplage
étudiés. A la colonne gauche (w?,w?,) = (1,4) et a droite (w?,w?,) = (4,16). (@) : k =
0.4 Cell™!, (b) : k = 0.5 Cell™!, (c) : k = 0.2 Cell™!, et (d) : k = 0.4 Cell"'. Les paramétres
sont:wl=1etay=1.
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e Cas ol (w7, w},) = (4,16)

Lobservation de la courbe d’évolution du produit PQ, présentée a la figure [2.12b),
nous montre clairement les trois zones de valeurs du nombre d’onde k par rap-
port au signe du produit PQ. En effet, le produit PQ est positif pour les valeurs du
nombre d’onde k comprises entre [0, k. ] et lksui, 7], Mais négatif pour les va-
leurs du nombre d’onde k comprises entre lk.,, ksuirl. Le parameétre (v')*> est négatif
pour une gamme de nombre d’onde de perturbation § comme le montre la figure
[2.13|c) et pour le nombre d’onde k compris dans lintervalle [0, k], ce qui en-
traine I'existence de l'instabilité modulationnelle. Par contre, pour des valeurs du
nombre d’'onde k prises dans les intervalles 1k.,, kseui] €t lkseuis» 71, 1€ parametre
(v')? est positif pour toute valeur du nombre d’onde de perturbation § comme le
montre lillustration présentée a la figure d). Cette positivité du paramétre (v')?

entraine I'absence de l'instabilité modulationnelle.

Le paragraphe suivant nous servira de plateforme pour confirmer par des si-
mulations numériques les prédictions théoriques présentées ci-dessus pour le cas du

modeéle a couplages dissymétriques.

Le systéme étant excité son entrée par le signal représenté a la figure la
figure[2.14] présente I'évolution temporelle de la cellule n = 30 pour les deux cas dissymé-
triques ((w7,wy,) = (1,4) et (w?,w},) = (4,16)) précédemment présenté. La modulation
d’amplitude pour une gamme du nombre d’onde k comprise entre 0 et k., (k.. correspon-
dant a la valeur critique a partir de laquelle le produit entre le paramétre de dispersion
P et de non linéarité Q de I'’équation de NLS devient négatif) observée sur les figures
[2.12(a) et[2.12|b) confirme les prédictions théoriques présentées au paragraphe précé-
dent. Cette modulation d’amplitude entraine la formation des modes non linéaires appelés

breathers.

Nous excitons a présent le systéme (2.40) a son entrée par le signal théorique
donné a I'expression (2.41) avec les conditions aux bords de Dirichlet. Ainsi, la figure
présentent I'état de la ligne a quatre instants différents : a ¢ =0, ar = 259.2,ar = 518.41

et ar=777.62 avec pour parameétres de ligne (w%, ‘U12VL) = (1,4). Iy a un bon accord entre
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FIGURE 2.14 — Evolution temporelle de la cellule n = 30. Paramétres : w} =1, a9 =1, pour
a) (w?,wy,;) = (1,4), k = 0.1 et pour b) (w?,w3,) = (4,16), k = 0.05.

I'expression théorique (2.41) obtenue par I'application de 'AQD et les simulations numé-
riques réalisées a travers I'équation du modele (2.40), en prenant I'expression théorique
(2.41) comme conditions initiales.

Durant les précédentes simulations numériques, nous avons utilisé la solution
théorique obtenue par application de 'AQD sur I'équation du modéle. Ainsi, pour le mo-
dele représenté par I'équation (2.7), nous avons utilisé la solution théorique donnée a
I'expression et pour le modele représenté par I'équation (2.40), nous avons utilisé

la solution donnée a I'expression (2.41).

En considérant les paramétres suivants (w?,w%,) = (4,0) et k = 0.85 pour le
modele représenté par I'équation (2.1), les coefficients K; et K3 de la solution théorique
définit & I'expression (2.41) valent respectivement 0.0291 et —2.313 10~ avec K; donné
a I'expression et K3 a I'expression (2.44). Pour le modele représenté par I'équa-
tion (2.40), en considérant les paramétres suivants (w?,wy,) = (1,4), k = 0.25 Cell', les

coefficients K; et K3 de sa solution théorique valent respectivement 0.0625 et 4.744 1079,
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FIGURE 2.15 — Représentation spatiale de I'état de la ligne a quatre instants différents.
Les instants choisis sont de gauche a droite et de hauten bas. t =0, r = 259.2, r = 518.41
et t = 777.62. Le profil de solution théorique, donné a I'expression (2.41), est représenté
en trait plein et les étoiles représentent les résultats de simulations numériques de I'équa-
tion avec |'expression comme conditions initiales. Paramétres : w2 = 1,
Ao = 0.001, ny = 200, N = 600 cellules, k = 0.25 Cell”!, (w?,wk,) = (1,4), et le pas
d’intégration de I'équation différentielle est At = 0.01.

2.3/ CONCLUSION

Dans ce chapitre, nous avons étudié des oscillations de la variable d’état U,
spatialement localisée dans un milieu de transmission discret modélisé par I'équation de
Klein-Gordon d’ordre 3. D’un point de vue analytique, nous avons montré que le sys-
téeme d’équations non linéaires qui régit la physique de ce systéme peut étre réduit a
une équation de NLS classique facilement intégrable en fonction du signe du produit de
ses coefficients de dispersion P et de non linéarité Q. En fonction du signe de ces deux
parameétres (P et Q), nous avons établi les conditions d’existence de I'instabilité modula-

tionnelle dans le systéme.
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3.1/ INTRODUCTION

Dans le chapitre précédent, nous avons analytiquement étudié des solutions

spatialement localisées dans un milieu de transmission discret modélisé par I'équation de

37
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Klein-Gordon d’ordre 3. Nous avons considéré deux cas de figure pour cette équation :
I'équation de Klein-Gordon d’ordre 3 a couplage linéaire pur et I'’équation de Klein-Gordon
d’ordre 3 a couplage mixte. Pour ces deux systémes, nous avons montré qu’il existe, sous

certaines conditions, le phénoméne d’instabilité modulationnelle.

Dans ce chapitre, nous considérerons un milieu de transmission discret modé-
lisé cette fois ci, par I'équation de Klein-Gordon avec une nonlinéarité d’ordre 5. Nous
étudierons deux cas de figure, comme dans le chapitre précédent, en commencant par
I'étude d’'un milieu gouverné par I'équation de Klein-Gordon d’ordre 5 a couplage linéaire
pur. Ce modéle est celui dans lequel B. Bodo et al. [7,18] ont montré I'existence du phé-
nomeéne de supratransmission non linéaire induit par I'apport du bruit. Nous étudierons
également le cas d’'un milieu gouverné par I'équation de Klein-Gordon d’ordre 5 a cou-
plage mixte, qui est I'extension du modele d’équation a couplage linéaire pur, dont le
systeme expérimental a été réalisé au sein de notre laboratoire (LE2l) sous forme d’'une

ligne électrique Klein-Gordon.

La premiere partie de ce chapitre est consacrée a I'’étude analytique du modéle
de Klein-Gordon a couplage linéaire pur et la seconde partie est consacrée a I'étude du
modeéle a couplage mixte. Nous présenteront pour chacun de ces modéles, une solution

analytique et les conditions d’existence du phénoméne d’instabilité modulationnelle.

Nous réaliserons une étude compléte de ce modeéle dans le cas sans amortis-
sement (y = 0 dans I'équation (1.1)).

Le modéle d’équation de Klein-Gordon d’ordre 5 a couplage linéaire pur est celui
pour lequel le coefficient de couplage non linéaire w3}, de I'équation (1.1) est nul. Ainsi
I'équation caractéristique du modele se réduit a

d*U,
dr?

= W} (Ups1 = 22Uy + Uny) — 3 f(Uy), (3.1)

ou f(U,) est le polynbme d’ordre 5 défini par I'expression 1; soit f(U,) = U, - g—: + 151_:
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Lexpression théorique de la relation de dispersion s’obtient en considérant une
solution onde plane de I'équation (3.1) en régime linéaire ou la fonction f(U,) est de la

forme (1.5). Ainsi, en considérant une solution de I'équation (3.1) sous la forme :
Un(0) = Upe™™™D 4 ¢ c, (3.2)

ou c.c représente le complexe conjugué, on obtient la méme relation de dispersion que

pour le modeéle de Klein-Gordon d’ordre 3, relation donnée a I'équation (2.3).

Par application de la méthode a échelles multiples et 'AQD [18-21] , dont le
détail des calculs est proposé a I’annexe (en prenant ‘“12VL = 0), on obtient la dynamique

interne du modeéle, caractérisée par la relation (3.3) suivante

U,(t) = K sech [ VAo (n—ng —ut)] eithn=(w=Po))
_ K3 Sech3 I:\//l_() (l’l —ng— ﬂt):l e3i(kn—(w—P/l())t)

+ Ks sech’ [\//l_o (n—ngp - ,ut)] eikn=(w=Plo)) (3.3)

avec
2P
Ki = /70 (3.4)
2 3
. w (*8")’
Ks = : (3.5)
12 [4w3 + w2 (8 = 9 cos(k) + cos(3k))|
et

2L g 2P \3
B wy (51 + 24[4wg+w§(8—9cos(k>+cos(3k))])( [9] ) )
5= ) .
2[1202 + w? (24 - 25 cos(k) + cos(5k)) |

Les parameétres de dispersion P et de non linéarité Q sont respectivement donnés par :

P w% cos(k) — ,u2

o (3.7)

et
0=_— (3.8)
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2 o
avec u défini par la relation (2.15) (u = “£ m(k)), correspondant a la vitesse de groupe.

w

De la relation nous déduisons la dynamique réelle du modele suivante

Un(t) = Ky sech [ g (n—ng — ut)] cos (kn — (w = PAg) 1)
— K3 sech® [ /A9 (n = ng — pn)]cos [3 (kn — (w = PAo) 1)]

+ Ks sech® [y/dg (n— ng — p]cos[5 (kn — (w = PAg)]. (3.9)

dU,(1)
dt

Le profil de vitesse (V,,(¢) = ) correspondant a cette dynamique réelle est :

Va(t) = AoKipsech | Vg (n = no — )| tanh [ g (n = ng — pt)] cos (kn = (w = PAo) 1)
+ Ky (w — PAg)sech| \[dg (n—ng — pt)| sin (kn = (w = PAo) 1)
— 3y/AgK3usech® [ VAo (n = ng — ut)|tanh [ Vg (n = no = p)] cos [3 (kn — (@ = PAg) )]
= 3K3 (@ — PAg) sech® | g (n = ng — put)| sin [3 (kn = (w = PAg) 1)]
+5AoKspsech’ [ /Ao (n = no - pt)| tanh | g (n = no — pt)| cos [5 (kn — (@ = PA) )]

+5Ks (w — Pg) sech’ [ Ao (n = ng — )| sin[5 (kn — (w — PAo)1)]. (3.10)

Dans le cas particulier ou le nombre d’ondes & est égal a zéro, c’est a dire 1a ou
nous avons la vitesse de groupe nulle, la dynamique interne du modéle de Klein-Gordon

d’ordre 5 est sous la forme :

U,(t) = Kj sech [ \//1_0 (n—- no)] cos (Qot) — K3 sech? [\//l—o (n—- no)] cos (3Qo1)

+ Ks sech’ [\//l_o (n- no)] cos (5Qp1), (3.11)
ou la pulsation Q est définie par :

2
Ay W
Qo =wy|l-=2-4]. (3.12)
2 w?
0
La pulsation Q étant inférieure a la pulsation wy, elle se trouve donc en dehors du spectre
de dispersion, c’est a dire dans la bande interdite, par conséquent le profil de solution

donné a I'équation (3.11) représente les solitons de gap du systeme.
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D’apres les calculs de T. Dauxois et al rappelés a I'annexe B, lorsqu’on perturbe
une solution onde plane, d’amplitude ay et de pulsation Q, de I'équation de Schrddinger
par des fonctions réelles b(x,t) = boe ™) + cc et O(x, 1) = 6y’ ® ™) + cc, il y a instabilité
modulationnelle dans le systéme lorsque le paramétre (v')> = (v — 2Pk6)* est négatif. v
étant la pulsation de perturbation et 6 leur nombre d’onde. Ainsi, la région des nombres
d’ondes de modulation, dans laquelle I'instabilité modulationnelle est possible, est limitée.
Cette condition sera toujours vérifiée si et seulement si 6% — %ag est négatif (car d’aprés
les calculs de T. Dauxois et al, (v — 2Pks)? = P25> (52 - 2TQa(Z))). Ce qui nest possible que

si le produit PQ est positif et le nombre d’onde § inférieur a ag w/%. En représentant donc

0.5

e
'S

e kg = 0916

Produit PQ
e e o
— ~ w

Sl

PQ<0

o . . . . .
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
Nombre d'onde k [Cell"]

FIGURE 3.1 — Représentation du produit entre le paramétre de dispersion P donné a
'équation (3.7) et le paramétre de dispersion Q donné a I'équation (3.8) en fonction du
nombre d’onde k. Paramétres : w7 =4 et w? = 1.

I'évolution du produit PQ suivant le nombre d’onde k, la figure 3.1 nous montre clairement
les deux intervalles des valeurs de k suivant le signe du produit PQ : PQ est négatif pour
k > k., = 0.916, ce qui a pour conséquence I'absence du phénomene d’instabilité mo-
dulationnelle dans le systeme. Par contre, le produit PQ est positif pour des valeurs du
nombre d’onde comprises dans l'intervalle [0, k..[. Pour que le phénoméne d’instabilité
modulationnelle existe, il est nécessaire que le produit PQ soit positif, mais il faut aussi
que le paramétre (v/)* soit négatif. C’est ainsi qu’il est possible de montrer que l'inter-
valle [0, k., [ se décompose en deux (2) sous intervalles, 'un permettant I'observation du
phénoméne de linstabilité modulationnelle [0, k* = 0.683[ (k* correspond a la valeur du
nombre d’onde k a partir de laquelle, quel que soit la valeur du nombre d’onde de per-

turbation &, le paramétre (v')*> est négatif) quel que soient les valeurs du nombre d’onde
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de la perturbation s (figure [3.2(a)), I'autre intervalle ([k*, k.,[) permettant 'observation du
phénomeéne suivant une gamme de nombre d’onde ¢ (figure [3.2(b)).

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Nombre d'onde & [Cell ] Nombre d'onde 5 [Cell ]

(@) (b)

FIGURE 3.2 — Représentation de (v')*> en fonction des perturbations pour deux valeurs
caractéristiques du nombre d’onde k de I'enveloppe. (a) k = 0.5 Cell™!, (b) k = 0.7 Cell™..
Les paramétres sont : wj = 1, w7 = 4 et 'amplitude de la perturbation est ay = 1.

Le paragraphe suivant nous permettra de confirmer les résultats théoriques ob-

tenus précédemment a travers des simulations numériques.

Dans cette section, nous examinons les résultats analytiques obtenus a la sec-
tion précédente et réalisons les simulations numériques de I'équation (3.7). Prenant les
solutions analytiques données par I'expression comme conditions initiales, nous
réalisons l'intégration numérique de I'équation (3.1), a 'aide de la méthode de Runge
— Kutta de quatrieme ordre. Cette intégration numérique est réalisée jusqu’a un temps
Tuax, qui fixe le nombre d’itérations. N représente le nombre de cellules élémentaires du

réseau initialement excité a la cellule ng.

En tenant compte des intervalles du nombre d’onde k ou on observe de l'insta-
bilité modulationnelle dans le milieu, c’est a dire l'intervalle ou I'équation de NLS admet
des solutions solitons (produit PQ positif), des simulations numériques du réseau ont été
réalisées a travers I'équation (3.1), en prenant les conditions initiales définies par les ex-
pressions et pour lesquelles ¢ = 0. En considérant les paramétres suivants
(w%,w]zVL) =(4,0), k = 0.5 et o = 0.003, ce qui induit u = 1.3631, P = 0.5872 et Q = 0.1777,

les coefficients K;, K3 et K5 de la solution théorique définis a I'équation (3.9) valent res-
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FIGURE 3.3 — Etat de la ligne & quatre instants différents. 1 = 0, 7 = 55, r = 111 et t = 167.
Le profil de solution théorique, donné par I'expression (3.9), est représenté en trait plein
et les croix représentent les résultats de simulations numériques de I'équation avec
I'expression comme conditions initiales. Parameétres :wi =4, w% = 1, taille du réseau
N =500 Cellules, ng = 100, 15 = 0.003, k = 0.5 et Ar = 0.01.

pectivement 0.1408, 4.9610 107% et 1.3539 10-%. Ainsi, la figure présente 'état de la
ligne a quatre instants différents :ar=0,ar=55,ar=111etar = 167. On remarque un
bon accord entre les résultats théoriques et les simulations numériques. Par conséquent,
I'expression est une solution de I'équation (3.7).

Notre intérét se concentrant également sur le point particulier de la courbe de
dispersion linéaire ou le nombre d’ondes de la porteuse k est nul, 1a ou nous avons
la vitesse de groupe nulle comme indiqué plus haut, des simulations numériques ont
également été réalisées dans ce cas de figure. Ainsi, en prenant les solutions analy-
tiques données par I'expression comme conditions initiales, nous avons réalisé
lintégration numérique de I'équation (3.1), a I'aide de la méthode de Runge — Kutta de
quatrieme ordre. Le réseau de Klein-Gordon d’ordre 5 modélisée par I'’équation est
numériquement excitée avec le profil de solution donné par I'expression alacellule

np = 250. La pulsation de battements théorique Q .., calculée grace a I'expression (3.12)
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vaut 0.994. La pulsation de battements Qg i Obtenue aprés simulations numériques
de I'équation (3.1) avec I'expression (3.11) prise comme conditions initiales est égale a
0.99995. On peut constater que les deux valeurs de pulsations de battements sont tres

proches puisque I'écart avec la valeur théorique est de 0.6%. La figure [3.4]illustre I'état du

0.3

0.2

0.1F

-0.11

0.2

e B

-0.3

150 200 250 300 350
Cellule n

FIGURE 3.4 — Etat du réseau en quelques instants différents. Les croix sont obtenues
par simulations numériques de I'intégration de I'équation de Klein-Gordon d’ordre 5
en utilisant I'expression théorique comme conditions initiales, représentée quant a
elle en trait plein. Parameétres : w? = 4, o} = 1, N = 500 Cellules, ny = 250, 4y = 0.003 et
k=0.

réseau a des instants différents. On peut voir qu’au cours des oscillations, les amplitudes
maximale et minimale sont conservées, et que les résultats théoriques (représentés en
trait plein), sont en parfait accord avec les résultats issus de l'intégration numérique de
I'équation (3.1) (représentés par des croix) a la premiére demi période. Ainsi, 'expression

(3.11) représente une solution "soliton de gap" du systeme (3.1).

Nous avons réalisé une étude théorique sur le modele de Klein-Gordon d’ordre
5 a couplage linéaire pur, modéle dans lequel nous avons déterminé une solution analy-
tique a l'intérieur et en dehors de la bande passante. Nous avons également déterminé
les conditions d’existence du phénomene d’instabilité modulationnelle. Le paragraphe
suivant nous permettra de réaliser les mémes études dans le modeéle de Klein-Gordon
d’ordre 5 a couplage mixte, c’est a dire le systéme précédent dans lequel on rajoute un

couplage non linéaire.
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Le modele de Klein-Gordon d’ordre 5 a couplage mixte est celui pour lequel le
coefficient de couplage linéaire pur a)% et le coefficient de couplage non linéaire a)IZVL de

I'équation (1.1) sont tous les deux non nuls, la fonction f(U,) étant défini par I'expression

(1.3)-

Lapplication de la méthode a échelles multiples et 'AQD [18-21], dont le détail
des calculs est donné a 'annexe [B, conduit a I'obtention de la dynamique interne du
modéle de Klein-Gordon d’ordre 5 a couplage mixte caractérisé par I'équation (3.13)

suivante, tout a fait semblable a I'équation 3.9

Un(t) = Ky sech| yg (n—ng — )| cos (kn = (w = PAo) 1)
— K3 sech® [ /A9 (n = ng — pn)]cos [3 (kn = (w = Po) 1)]

+ Kssech® [ /A9 (n = ng — p]cos[5 (kn — (w - PAg) D], (3.13)

mais dans laquelle les coefficients K, K3, et K5 sont maintenant définis par

K = ,/Z%)P, (3.14)

2
20 4 202, (cos(3k) — 3 cos(2k) + k)—1
51 + 2wy, (cos(3k) s(2k) + cos(k) )K? (3.15)
2 [4w} + w2 (8 — 9 cos(k) + cos(3k))|

3 =

et

[T

w2
(%) 8 — 10w, K2Ks [(cos(5k) — 2 cos(4k) + cos(3k) — cos(2k) + 2 cos(k) — 1)]

24w} + 2w? [24 — 25 cos(k) + cos(5k)]

Ks =
(3.16)
Si le paramétre de dispersion P reste inchangé et s’inspire de la relation (3.7), le terme

de non linéarité Q s’exprime par

2 2

0= “o + 2 (12 cos(2k) — 3 cos(k) — 9). (8.17)
dw w
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La suite de ce chapitre traitera des conditions d’existence du phénomene d’in-
stabilité modulationnelle dans le modéle de Klein-Gordon d’ordre 5 & couplage mixte. A
cet effet, nous distinguerons deux cas de figure : le modele de Klein-Gordon d’ordre 5
a couplage mixte symétrique et le modele de Klein-Gordon d’ordre 5 a couplage mixte

dissymétrique.

Dans ce modéle, le coefficient de couplage linéaire pur a)% et le coefficient de
couplage non linéaire wzva ont la méme valeur. Nous verrons deux cas particuliers : le

cas ol (w7, wy,) = (1,1) etle cas ol (w},wy,) = (4,4).

La figure [3.5 présente I'évolution du produit PQ en fonction du nombre d’onde &
pour deux valeurs de coefficients de couplages différents : (a) : (wi, wf\,L) =(1,1) et (b)

(w2, wk)) = (4,4).

25

=1 ke =0.651

Produit PQ
Produit PQ

I

I
0 0.5 1 1.5 2 25 3 0 0.5 1 1.5 2 25 3
Nombre d'onde k [Cell'] Nombre d'onde k [Cell']

(a) (b)

FIGURE 3.5 — Représentation du produit entre le paramétre de dispersion P donné par
I'équation et le paramétre de dispersion Q donné par I'équation en fonction
du nombre d’onde &, pour deux valeurs de couplage différentes. (a) : (w?,w},) = (1,1) et
(b) (w?,w,) = (4,4). Paramétres : w? = 1.

Les figures [3.5(a) et [8.5(b) montrent clairement trois intervalles de valeurs du
nombre d’onde k pour lesquels le produit PQ est soit positif, soit négatif. En effet, pour
lintervalle [0, ..[, le produit PQ est positif comme le montre les figures [3.5(a) et [3.5(b).
En prenant une valeur du nombre d’onde k dans cet intervalle (soit k =), les figures[3.6(a)

(obtenue pour (w?,w3,;) = (1,1) et d) (obtenue pour (w?,w3,) = (4,4)), présentant
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I'évolution du paramétre (v')*> en fonction du nombre d’onde ¢ de perturbation, montrent
que le paramétre (v/)? est négatif (partie hachurée) pour une gamme de nombre d’onde
6, ce qui prouve I'existence du phénomene d’instabilité modulationnelle dans la zone en
question. Pour l'intervalle [k.,, keuil, € produit PQ est négatif et pour k > kg1, 1€ produit
PQ est a nouveau positif. En prenant une valeur du nombre d’onde k dans ces deux
intervalles, les figures b) et c) (obtenues pour (w?,wy,;) = (1,1) et les figures
e) et f) (obtenues pour (w%,w]z\,L) = (4,4)) montrent clairement que, quelle que soit
la valeur du nombre d’onde 6§ de perturbation, le paramétre (v')? sera toujours positif, ce

qui entraine l'inexistence du phénomene d’instabilité modulationnelle.

Le paragraphe suivant nous permettra de confirmer les résultats théoriques ob-

tenus ci-dessus a travers des simulations numériques.

La figure [3.7] présente I'évolution temporelle de la cellule n = 30 pour les deux
cas symétriques présentés ci-dessus lorsque le systéme est excité en entrée par le signal
sinusoidal représenté a la figure [2.5 et d’amplitude A = 1V. De maniére prévisible, dans
les deux cas, il y a auto modulation d’amplitude pour une gamme de nombres d’onde
k comprise entre 0 et k.., correspondant a la valeur critique en desa de laquelle le pro-
duit entre le parameétre de dispersion P et de non linéarité Q de I'’équation de NLS est
positif comme on le voit aux figures [3.5(a) et [3.5(b). Ce qui confirme Ia I'existence du

phénoméne d’instabilité modulationnelle conformément au paragraphe précédent.

Les figures et[3.9 qui suivent, présentent 'état de la ligne a quatre instants
différents : r = 0, t = 211, r = 422, et t = 634 pour la figure avec pour parametres
de réseau (w7, wy,) = (1,1), ett = 0,1 =551 =111, et r = 167 pour la figure avec
pour paramétres de ligne (a)i,wleL) = (4,4). Il y a un bon accord entre I'expression théo-
rique obtenue par I'application de I’AQD et les simulations numériques réalisées a
travers I'équation du modéle en prenant I'expression théorique comme condi-

tions initiales. Donc I'expression (3.13) représente bien la dynamique interne du systéme

d’équations (1.1).
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FIGURE 3.6 — Représentation de (v')> en fonction des perturbations pour trois valeurs
caractéristiques du nombre d’onde k pour chacun des deux valeurs de couplages spéci-
fiques étudiées. A la colonne de gauche, (w?,wk,) = (1,1) et celle de droite (w7, w?},) =
(4,4). Les trois valeurs du nombre d’onde k, pour le couplage spécifique (w?,wy,;) =
(1,1) représenté a la colonne de gauche, sont de haut en bas (a) k = 0.6 Cell™!, (b)
k= 0.7 Cell”", (c) k = 1.8 Cell”", et pour le couplage spécifique (w?, w%,) = (4,4) repré-
senté & la colonne de droite (d) k = 0.25 Cell™, (e) k = 0.5 Cell™! et (f) k = 1.8 Cell"!. Les
parametres du réseau sont : wg =1letay=1.
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FIGURE 3.7 — Evolution temporelle de la cellule n = 30. Paramétres : a)(z) =1, a9 = 1, pour
B.7@) (@, w})) = (1,1), k = 0.5 et pour B.7b) (w?,w},) = (4,4), k = 0.05.
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FIGURE 3.8 — Etat de la ligne & quatre instants différents : ¢ = 0, r = 211, t = 422 et
t = 634. Le profil de la solution théorique, donnée a I'expression (3.13), est représenté en
trait plein et les étoiles représentent les résultats de simulations numériques de I'équation
(1.1) avec I'expression comme conditions initiales. Paramétres : w2 = 1, 4o = 0.003,
ng = 100, N = 500 cellules, k = 0.5, (w?,w%,) = (1,1) et Ar = 0.01.
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FIGURE 3.9 — Etat de la ligne a quatre instants différents : 1 = 0,1 =55,t =111 et = 167.
Le profil de la solution théorique, donnée a I'expression (3.13), est représenté en trait
plein et les étoiles représentent les résultats de simulations numériques de I'équation
(1.1) avec I'expression comme conditions initiales. Paramétres : w2 = 1, 4o = 0.003,
ny = 100, N = 500 cellules, k = 0.5, (w?,w%,) = (4,4) et Ar = 0.01.

En considérant les paramétres suivants (w?,w?%,) = (1,1) et k = 0.5, les co-
efficients K, K3 et Ks (avec K; défini a I'expression (3.14), K3 a I'expression et
Ks a I'expression (3.16)) de la solution théorique définit a I'équation (3.13) valent res-
pectivement 0.0206, —3.3292 1079 et 1.6990 10~'°. Aussi, pour les paramétres suivants
(w?,wy,) = (4,4) etk = 0.5, ces coefficients valent 0.0156, —5.3572 107 et 4.8553 10717

respectivement.
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Le modele a couplages dissymétriques correspond a celui ou le coefficient

. s 2 '] . 2 y
de couplage linéaire pur w; et le coefficient de couplage non linéaire wy, n'ont pas
la méme valeur. Nous verrons deux cas particuliers : le cas ol (w?,w3,) = (1,4) et

le cas ol (w?,w},;) = (4,16). Pour ces deux cas particuliers, nous présentons a la fi-
gure I'évolution du produit PQ, en a) pour (w?,w%,) = (1,4) et en b)
pour (wi,w,ZVL) = (4,16). Pour les deux cas étudiés, nous remarquons tout de suite les
trois intervalles du nombre d’'onde k par rapport au signe du produit PQ. Ainsi, pour
k € [0, k[, le produit PQ est positif. En prenant une valeur du nombre d’onde k dans cet
intervalle, les figures a) (obtenue pour (w?,w3,) = (1,4)) et a) (obtenue pour
(w?,w3,) = (4,16)), représentant I'évolution du paramétre (v)* en fonction du nombre
d’'onde 6 de perturbation, nous montrent clairement que le paramétre (v')> est négatif
pour une gamme de nombre d’onde § (partie hachurée), entrainant I'existence du phéno-
méne de l'instabilité modulationnelle. Lorsque le nombre d’onde k est compris dans I'in-
tervalle [k¢,, ksenitl, l€ produit PQ est négatif, et lorsque k > ki1, le produit PQ est positif.
En choisissant une valeur de k dans ces deux intervalles, I'évolution du paramétre (v')?
en fonction du nombre d’onde ¢ de perturbation représentée aux figures [3.11[b) (pour
(W, wh,) = (1,4)) et b) (pour (w?,w%,) = (4,16)) nous montre qu’il est positif quel
gue soit le nombre d’onde 6. Ceci entraine donc I'absence de l'instabilité modulationnelle

dans le domaine en question.
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FIGURE 3.10 — Représentation du produit entre le paramétre de dispersion P donné a
I'équation (3.7) et le parametre de dispersion Q donné a I'équation (3.17) en fonction du
nombre d’onde k pour deux jeux de couplages différents. (a) : (wi,w]z\,L) =(1,4) et (b):

(w},w%,) = (4,16). Paramétres : wj = 1.
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FIGURE 3.11 — Représentation de (v')> en fonction des perturbations pour deux valeurs
caractéristiques du nombre d’onde k. (a) k = 0.4 Cell™! et (b) k = 0.5 Cell”!. Les para-

(b)

meétres sont : w} = 1, (w?,w},) = (1,4) et 'amplitude de la perturbation est ap = 1.
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FIGURE 3.12 — Représentation de (v)*> en fonction des perturbations pour deux valeurs
caractéristiques du nombre d’onde k. (a) k = 0.2 Cell™! et (b) k = 0.5 Cell"!. Les para-
metres sont : w? = 1, (w?,w%,;) = (4,16) et 'amplitude de la perturbation est ag = 1.

Ce paragraphe nous permet de vérifier et de confirmer les résultats théoriques
du modele a couplages dissymétriques via des simulations numériques.

La figure présente I'évolution temporelle de la cellule n = 30 pour les deux

cas dissymétriques présentés ci-dessus, lorsque le systeme est excité en entrée par le

signal sinusoidal représenté a la figure De maniere prévisible, il y a auto modula-

phénoméne d’instabilité modulationnelle.

tion d’'amplitude pour une gamme de nombres d’onde k compris entre 0 et k., : C’est le
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FIGURE 3.13 — Evolution temporelle de la cellule n = 30. Paramétres : wé =1, a9 = 1, pour
a) (w7, wy,) = (1,4), k = 0.13 et pour b) (w?,w%,) = (4,16), k = 0.16.

La figure présente I'état de la ligne a quatre instants différents : r = 0,
t =219, 1 = 438, et 1 = 657 avec, pour parameétres de réseau, (w?,wy,;) = (1,4). Il'y
a un bon accord entre I'expression théorique obtenue par I'application de 'AQD
et les simulations numériques réalisées a travers I'équation du modéle en prenant

I'expression théorique (3.13) comme conditions initiales.

En considérant les paramétres suivants (w7,w%;) = (4,0) et k = 0.5 pour le
modéle de Klein-Gordon a couplage linéaire pur caractérisé par I'équation (3.1), les co-
efficients K;, K3 et K5 de la solution théaorique définit a I'expression (3.9) valent respec-

tivement 0.1408, 4.961 109 et 3.393 1007, avec K; donné a I'expression (3.4), K3 défini
par et Ks par (3.6).
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FIGURE 3.14 — Etat de la ligne & quatre instants différents : t = 0, r = 219, r = 438 et
t = 657. Le profil de la solution théorique, donnée a I'expression (3.13), est représenté en
trait plein et les étoiles représentent les résultats de simulations numériques de I'équation
avec I'expression comme conditions initiales. Parameétres : w% =1, 1p = 0.003,
ny = 100, N = 500 cellules, k = 0.4, (w7, w,) = (1,4) et dr = 0.01.

Dans ce chapitre, nous avons étudié des oscillations de la dynamique interne,
spatialement localisées, dans un milieu gouverné par I'équation de Klein-Gordon d’ordre
5. Dans un premier temps, nous avons considéré ce modéle avec un couplage linéaire
pur, avant de considérer le cas d’'un couplage mixte symétrique et enfin le cas d’un cou-
plage mixte asymétrique. D’'un point de vue analytique, nous avons montré que le sys-
téeme d’équations non linéaires qui régit la physique d’un tel milieu peut étre réduit a
une équation de NLS classique facilement intégrable en fonction du signe du produit de
ses coefficients de dispersion P et de non linéarité Q. Nous avons enfin pu montrer que,
dans ce milieu, il peut exister le phénoméne d’instabilité modulationnelle suivant certaines

conditions.

Nous pouvons également conclure que, en observant les expressions des solu-
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tions et obtenues dans le chapitre précédent lors de I'étude du modele de
Klein-Gordon d’ordre 3, et les expressions des solutions et obtenues dans
ce chapitre en ce qui concerne le modéle de Klein-Gordon d’ordre 5, on peut finalement
constater que toutes ces formules ont exactement la méme forme et la méme structure.
Ceci pourrait permettre d’extrapoler sur la solution du sytéme de Klein-Gordon d’ordre n
guelconque en considérant cette forme de solution, en l'injectant dans I'équation carac-

téristique du systéme de Klein-Gordon considéré puis en résolvant ordre par ordre.
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4.1/ INTRODUCTION

Le modele d’équation non linéaire de Klein-Gordon d’ordre 5 dérive de I'’équation
de sine-Gordon [7,[16] dans le cas des petites amplitudes, mais suffisantes pour ne pas
se ramener au cas linéaire. Dans ce chapitre, ce modele sera considéré avec un couplage
mixte, c’est a dire un couplage linéaire pur associé a un couplage non linéaire. Nous nous
proposons de montrer que dans un tel milieu, en régime déterministe et sous certaines
conditions, il peut se créer le phénoméne de supratransmission non linéaire dans sa
bande interdite. Le phénoméne de supratransmission se manifeste par un changement

de comportement de la réponse du systéme par rapport a la fois a 'amplitude A et a la

59
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pulsation w du signal excitateur. En effet, pour une pulsation fixe choisie dans la bande
interdite, et pour une onde excitatrice de faible amplitude, la réponse du systéme présente
un profil évanescent. Toutefois, si 'amplitude de I'onde excitatrice dépasse un certain
seuil, le systeme transmet de I'énergie via le déclenchement de modes non linéaires
de forte amplitude. Nous montrerons également I'effet de la variation de la valeur du
coefficient du couplage non linéaire sur 'amplitude seuil du signal excitateur nécessaire
pour déclencher le phénoméne de supratransmission non linéaire dans le milieu lorsque

la valeur du coefficient du couplage linéaire pur est donnée et fixée.

Dans un premier temps, notre étude sera basée sur le modele de Klein-Gordon
d’ordre 5 a couplage linéaire pur, ensuite sur le modéle de Klein-Gordon d’ordre 5 a

couplage mixte.

Le modele de réseau non linéaire dit de Klein-Gordon d’ordre 5 a couplage li-
néaire pur est caractérisé par I'équation (1.1) avec la fonction f(U,) défini a I'expression
(1.3) et le coefficient du couplage non linéaire w3, pris égal & zéro. Ainsi I'équation ca-

ractérisant le modéle de Klein-Gordon d’ordre 5 a couplage linéaire pur est telle que :

d*U, .\ du,
dar? 4 dt

U3 5
—wi(U,Hl—2Un+Un_1)+w§(Un——”+—")=o. (4.1)

Lamortissement y est pris ici constant pour toutes les cellules et reste invariable spatia-
lement et temporellement. Létude de ce modéle nous servira de référence pour observer

'impact de I'addition du couplage non linéaire.

Les expressions théoriques de la relation de dispersion et de 'amortissement

sont obtenues en considérant une solution onde plane, dans I'équation (4.1), de la forme
Up(1) = Upe'P=e0 4 e~ iBr=on, (4.2)
ou B est un nombre d’onde complexe qui peut étre pris sous la forme suivante

Bw) = k(w) + ja(w). (4.3)
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Dans I'expression (4.3), k correspond a la dispersion et @ a I'amortissement. En substi-
tuant 'onde plane définie par I'expression (4.2) dans I'équation (4.1) et en considérant

I'approximation linéaire, on obtient

2_ 2
(L)O w

= jz“jz + cos(k) cosh(a) — jsin(k) sinh(a) — 1. (4.4)
L L

Par identification de la partie réelle et imaginaire de I'équation (4.4), on a

2_ 2
1+ w; >— = cos(k) cosh(a)

YL . (4.5)
2‘”—72 = sin(k) sinh(@)
wr

Dans la présente étude, nous nous restreignons au cas des faibles valeurs de I'amor-
tissement a (soit @ — 0). Ainsi, nous pouvons effectuer des approximations telles que
cosh(w) ~ 1 et sinh(a) ~ a. En tenant compte de ces approximations dans le systéme

(4.5), nous obtenons I'expression théorique de la relation de dispersion suivante
k
w? = W} + 4w? sin’ (5) (4.6)

ou w est la pulsation des ondes linéaires et k leur nombre d’onde. Le spectre linéaire

correspondant est limité par la pulsation de coupure haute w. = /w(z) + 4wi. La figure
présente un cas particulier pour lequel nous avons fixé le coefficient de couplage linéaire

pur w? =1 rad.s"" et la pulsation de coupure basse wj = 1 rad.s™.

Nous obtenons également I'expression théorique de I'amortissement suivante

w
a(w) = 4 FEINE (4.7)
2w3 sin |arccos (1 + ‘z)w% )]

Le profil de 'amortissement « est présenté a la figure pour le cas particulier ol w} =
1 rad.s" et w? = 1 rad.s". Le trait plein représente I'expression théorique (4.7), tandis
que les croix sont déduites des simulations numériques du modéle défini par I'équation
(4.1) excité a son entrée par Uy(r) = Asinwt. En effet, pour chaque pulsation angulaire
a l'intérieur de la bande passante [wo; w.] du systéme, nous avons déterminé la valeur
maximale atteinte par U, (r) pour chaque cellule constituant le milieu non linéaire. Pour

obtenir 'amortissement « correspondant a chaque pulsation angulaire w de la bande
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FIGURE 4.1 — Représentation de la courbe de dispersion théorique du réseau de type
Klein-Gordon d’ordre 5 décrit par I'équation (4.6) en fonction du nombre d’onde k. Para-
meétres :wi =1 rad.s?, w% =1 rad.s7.

passante, nous avons par la suite considéré la loi suivante
max[U,()] = Ae”™". (4.8)

Le profil de solution Ae~*" considéré dans la loi est relatif a 'onde plane prise
comme solution du systéme (4.1), car lorsq’on forge exactement I'extrémité de la chaine
de Sine-Gordon avec le comportement temporel d’'un breather statique de fréquence Q
et une amplitude A, la solution semble étre en accord avec une queue de breather a cette
fréquence, décroissant a partir de A [16,40]. Pour le modéle de Klein-Gordon d’ordre 5

étudié dans ce chapitre, le profil de solution Ae™®" est pris par extrapolation.

Le coefficient d’amortissement « a ainsi été identifié a 'équation (4.8) grace a la
méthode des moindres carrés. Lévolution de 'amortissement en fonction de la pulsation
angulaire présentée a la figure montre ainsi un accord parfait entre les prédictions

théoriques et les simulations numériques.
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FIGURE 4.2 — Profil de 'amortissement en fonction de la pulsation angulaire w. Le trait
plein représente I'expression théorique (4.7), tandis que les étoiles sont déduites des

simulations numériques du modele défini par I'équation (4.1). Parameétres : N = 1800
cellules, wg =1 rad.s et w% =1rad.s".

Lorsqu’on force le systéeme dans le gap (w < wp) avec un signal sinusoidal de
faible amplitude, le milieu supporte une onde évanescente dont le profil a pu étre pré-
dit mathématiquement par Geniet et Léon avec une approximation linéaire [16] lors de
leur étude consacrée au modele de sine-Gordon classique. Dans cette limite linéaire,

I’évolution du site n pour des pulsations w prises dans le gap obéit a :
U,(t) = Asin(wt)e . (4.9)

Dans I'expression (4.9), 1 se calcule en considérant que si w < wy, alors le nombre d’onde
k est imaginaire pur, soit k = id. En remplacant cette expression du nombre d’onde dans
la relation de dispersion (4.6), on trouve

2 2

Wy — w
A = arccosh| 1 + — | (4.10)
2wy

ou A est défini par unité de cellule.
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La comparaison de ces résultats théoriques a ceux issus de nos simulations
numériques est faite en considérant les conditions aux bords de Dirichlet modifiées sui-

vantes

Uo(t) = Asin(wr),  U,(0)=0,  Uy0) = Awe™". (4.11)

La figure présente I'état de la ligne a linstant r = 30, obtenu a partir des
simulations numériques de I'’équation et du profil théorique obtenu par Geniet et
Léon donné a I'expression et pris ici par extrapolation. Le trait plein représente le
profil théorique tandis que les symboles "x" représentent les simulations numériques
de I'équation (4.7). Il y a un bon accord entre I'expression théorique donnée par Geniet

et Léon et nos simulations numériques.

0.2
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FIGURE 4.3 — Profil d'onde évanescente obtenue dans la bande interdite d’'un milieu de
Klein-Gordon d’ordre 5 pour une valeur du couplage linéaire pur wi = 4 rad.s". Létat
du milieu est représenté a l'instant ¢+ = 30 pour les parametres fixés suivants : A = 0.2,
y =0.01, N = 1800 cellules, w? = 1 rad.s", w = 0.9 rad.s™'. Le trait plein représente le profil
théorique tandis que les symboles "x" représentent les simulations numériques de
I'équation (4.1).

Apres simulations numériques de I'équation pour une pulsation de forcage
w fixée a 0.9 et pour une amplitude A valant 0.2 avec les conditions aux limites de Dirichlet
modifiées définies en (4.11), on obtient la figure [4.4] ou est présentée I'évolution tempo-
relle des cellules n = 5, n = 8 et n = 15. Cette figure montre clairement que I'amplitude
de I'onde plane s’atténue au fur et a mesure qu’elle rentre dans la chaine en conservant
sa forme. Malgré son amplitude trés atténuée, la figure montre que le signal de la cellule

n = 15 reste une sinusoide. Londe plane se propageant dans le gap est donc une sinu-
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soide atténuée comme l'ont prédit Geniet et Léon dans le cas du modeéle classique de

sine-Gordon [15].

0.1

n

Amplitude U

-0.1

0 5 10 15 20
Temps

FIGURE 4.4 — Evolution temporelle des cellules n = 5, n = 8 et n = 15. Parameétres : A =
0.2,y =0.01, N = 1800 cellules, w% =1rad.s™', T = 180, wi =4rad.s' et w =09 rad.s7".

Lamplitude d’une cellule »n de la chaine non linéaire s’atténue en Ae=""* ol A est
'amplitude de la cellule excitatrice a I'entrée de la ligne et A est 'amortissement dans
la bande interdite et calculé avec I'expression (4.10). Nous avons ainsi décidé que le
phénoméne de supratransmission apparait dans le milieu, pour une pulsation w < wy
du signal d’entrée d’amplitude A donnée, si et seulement si 'amplitude maximale de la

trentiéme cellule de la ligne est strictement supérieure a A, soit max[Usp(1)] > A.

Dans cette section, nous faisons I'étude numérique des conditions d’existence
du phénomeéne de supratransmission dans le milieu gouverné par I'équation (4.1) et sou-
mis aux conditions aux bords de Dirichlet (4.11). Les paramétres du milieu sont pris tels
que : N = 300 cellules, w? =4 rad.s", wj = 1 rad.s" et w = 0.95 rad.s". Les simulations
numériques ont été réalisées avec I'algorithme de Runge-Kutta d’ordre 4 avec pour pas

temporel dr = 0.01.

Pour plus de simplicité d’écriture et de clarté dans la lecture, on notera A, . » . »

th(wywy,)
I'amplitude seuil correspondant a la valeur d’amplitude qui déclenche le phénoméne de
supratransmission dans le milieu avec pour coefficient de couplage linéaire pur w? et pour

. . . ’ . 2
coefficient de couplage non linéaire wy,, .
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Pour numériquement illustrer I'apparition du phénoméne de supratransmission
dans le milieu, nous avons représenté aux figures (pour a)% =1 rad.s") et (pour
w? =4 rad.s™") le comportement du systéme pour deux valeurs de couplage linéaire pur,
et pour une valeur fixe de la pulsation du signal excitateur w = 0.95 rad.s'. Pour chacune
des figures et deux valeurs d’amplitude du signal excitateur ont été utilisées, lé-
gérement en dessous et Iégérement au dessus de I'amplitude seuil A, 2 o). Ainsi, pour
la figure [4.5, nous avons utilisé les amplitudes A = 1.27 et A = 1.29 car, pour cette figure,
le couplage linéaire pur vaut cu% =1 rad.s et 'amplitude seuil permettant le déclenche-
ment du phénomene de supratransmission vaut Apnwi=10 = 1.28. Lorsque 'amplitude
de I'onde excitatrice est prise légerement en dessous du seuil, le chronogramme et le
spectre d’amplitude de la trentiéme cellule, présentés aux figures [4.5(a) et [4.5(c) res-
pectivement, montrent que I'excitation sinusoidale d’amplitude A = 1.27 s’atténue dans le
systeme. La représentation spatio temporelle présentée a la figure [4.5(e) confirme bien
cette observation. A contrario, lorsque I'amplitude de I'excitation sinusoidale est prise 1é-
gérement au dessus du seuil, soit A = 1.29, le chronogramme (figure [4.5(b)) et le spectre
d’amplitude (figure [4.5(d)) de la trentiéme cellule montrent I'apparition de modes non li-
néaires dans le milieu. Cependant, comme le montre la représentation spatio temporelle
de la figure [4.5(f), ces modes générés, révélant I'existence du phénoméne de supratrans-
mission, ne se limitent pas a la trentiéme cellule, ils se propagent dans le milieu. Pour la
figure nous avons utilisé les amplitudes A = 1.25 et A = 1.27 car pour cette figure le
couplage linéaire pur vaut w% =4 rad.s" et 'amplitude seuil permettant le déclenchement
du phénomene de supratransmission vaut A, 24 ) = 1.26. Nous avons également re-
marqué que lorsque I'amplitude de I'onde excitatrice est prise Iégerement en dessous du
seuil, le chronogramme et le spectre d’amplitude de la trentiéme cellule présentés aux
figures [4.6|a) et[4.6(c) respectivement montrent que I'excitation sinusoidale d’amplitude
A = 1.25 conduit a une onde évanescente. La représentation spatio temporelle présentée
a la figure [4.6(e) le confirme. Par contre, lorsque I'amplitude de I'excitation sinusoidale
est prise légérement au dessus du seuil, soit A = 1.27, le chronogramme (figure [4.6(b))
et le spectre d’amplitude (figure [4.6(d)) de la trentiéme cellule montrent I'apparition de
modes non linéaires. Cependant, comme le montre la représentation spatio temporelle
de la figure [4.6(f), ces modes générés, révélent I'existence du phénoméne de supratrans-

mission et se propagent dans le milieu.
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FIGURE 4.5 — Changement de comportement dans le modéle classique de Klein-Gordon
d’ordre 5 en fonction du parametre d’amplitude A de I'onde excitatrice. Les valeurs d’am-
plitude A = 1,27 et A = 1,29 ont servi a obtenir le chronogramme de la 30™ cellule aux
figures (a) et (b) respectivement, les spectres d’amplitude correspondants sont représen-
tés aux figures (c) et (d), I'évolution spatio-temporelle du milieu aux figures (e) et (f). La
bifurcation menant a la supratransmission se produit pour I'amplitude seuil A, 10y = 1.28
située entre les deux amplitudes proposées A = 1,27 et A = 1,29. Paramétres : N = 1800
cellules, w% =1rad.s', w=0.95 rad.s?, wi =1 rad.s" et wIZVL =0 rad.s7.
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FIGURE 4.6 — Changement de comportement dans le modéle classique de Klein-Gordon
en raison du parametre d’amplitude A de 'onde excitatrice. Les valeurs d’amplitude A =
1,25 et A = 1,27 ont servi a obtenir le chronogramme de la 30¢™e cellule aux figures
(a) et (b) respectivement, les spectres d’amplitude correspondants sont représentés aux
figures (c) et (d), I'évolution spatio-temporelle du milieu aux figures (e) et (f). La bifurcation
menant & la supratransmission se produit pour 'amplitude seuil Ay, 4,0y = 1.26 située entre
les deux amplitudes proposées A = 1,25 et A = 1,27. Paramétres : N = 1800 cellules,
w(z) =1rad.s', w =0.95 rad.s ", wi =4 rad.s' et a)jz\,L =0 rad.s".
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Pour caractériser le phénomene de supratransmission non linéaire, I'amplitude
critique Ahw2.0) au-dela de laquelle le milieu transmet de I'énergie doit étre déterminée
pour chaque pulsation w du gap. Geniet et Leon ont prédit théoriquement comment le
seuil d’amplitude se comporte dans le cas du modéle classique de sine-Gordon [16]. lIs

ont en effet établi que le seuil dépend de la pulsation angulaire w selon la loi suivante

2_ 2
- WL o~ @ 412
A,h’(w%,o) = 4arctan Uarccosh 1+ Yon (4.12)

obtenue en considérant que quand I'amplitude de forgcage A est supérieure a I'amplitude
maximale possible du breather de fréquence Q, on a immédiatement génération de soli-

tons de gap et supratransmission.

Etant donné que la non linéarité du modeéle de Klein-Gordon considéré est
du 5éme ordre, correspondant a I'approximation de la fonction sinus, on peut supposer, en
premiére approximation, que la précédente loi théorique, pour prédire I'amplitude du seuil
induisant la supratransmission, est aussi la méme dans le systéme classique de Klein-
Gordon. Pour vérifier cet accord, nous avons effectué différentes simulations numériques
du modéle de Klein-Gordon avec diverses amplitudes A et pulsations w du signal d’en-
trée. Pour chaque valeur de w, nous avons déterminé par dichotomie I'amplitude du seuil
A w20 QUi conduit & la bifurcation entre I'état évanescent et la transmission d'énergie

par l'intermédiaire du phénoméne de supratransmission.

Pour définir si oui ou non la supratransmission se produit, nous avons tout
d’abord noté que dans le cas d’'une onde évanescente, 'amplitude de la n®me cellule
s'atténue en Ae™"" oU A est I'amplitude de I'onde excitatrice, tandis que A est défini par
I'expression (4.10). Nous décidons alors que la supratransmission non linéaire est déclen-
chée si et seulement si 'amplitude de créte de la 30°™me cellule est strictement supérieure
a 'amplitude A, soit max[Uso()] > A. Lévolution de 'amplitude critique A, 2 o) est tracée
en croix en fonction de la pulsation w dans la figure [4.7] et est comparée a la loi théorique
prédite par Geniet et Leon. Deux valeurs du couplage linéaire ont été examinées,
w? =1 rad.s" pour a) et w? = 4 pour b), afin d’établir le diagramme de bifur-
cation dans le plan de paramétres amplitude-pulsation. Au-dessous de la courbe de la

figure I'excitation conduit a une onde évanescente alors qu’au-dela de cette courbe
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la supratransmission se produit. Dans la gamme de pulsations [0.85; 1], on observe une
bonne concordance entre la valeur théorique et numérique de Ah (2.0 qui induit la su-
pratransmission. Les écarts observés pour des pulsations w en-dessous de 0.85 peuvent
étre imputables a I'ordre du modéle de Klein-Gordon considéré (ordre 5), qui n’est pas

suffisant pour approximer la fonction sinusoidale du modéle de sine-Gordon.

4 4
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FIGURE 4.7 — Diagramme de bifurcation du modéle classique de Klein-Gordon d’ordre 5
dans le plan de paramétres amplitude-pulsation, pour le couplage linéaire suivant : (a)
wi =1 rad.s" et (b) wi = 4 rad.s'. La courbe en trait plein correspond a I'amplitude du
seuil théorique A, 2 ) prédite par I'équation 1; tandis que les croix sont obtenues

via des simulations numériques du modele classique de Klein-Gordon (4.1). Parameétres :
N = 1800 cellules, w% =1 rad.s7.

La courbe d’amplitude critique A,h,(w%,o) en fonction de la pulsation de gap w pré-

sentée a la figure [4.7| partage le plan amplitude de forgage - pulsation en deux régions :

e Pour des amplitudes dépassant I'amplitude critique Ath,(wi,o), il y a transmission

d’énergie dans la chaine sous forme de modes non linéaires.

e Pour des amplitudes en dessous de I'amplitude critique A;, 2 o), le milieu ne per-
met pas de transmission. On observe une onde plane atténuée exponentiellement
comme le montrent les figures [4.3/et[4.4]

Nous allons maintenant examiner la contribution du couplage non linéaire w3,

dans le systéme de Klein-Gordon gouverné par I'équation (1.1) avec une non-linéarité
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f(U,) d’ordre 5 définie par I'expression (1.3).

La figure présente I'état de la ligne a linstant r = 30, obtenu a partir des
simulations numériques de I'équation et du profil théorique obtenu par Geniet et
Léon donné a I'expression et pris ici par extrapolation. Le trait plein représente le
profil théorique tandis que les symboles "x" représentent les simulations numériques
de I'équation (1.7). Les paramétres sont pris tels que pour les figures[4.8(a), [4.8|b), [4.8c)
et d), le coefficient de couplage non linéaire a)IZVL prend respectivement les valeurs 0,
4,25 et = 49, pendant que w? est fixé a 4 rad.s!. Ces figures révélent un bon accord entre
la valeur théorique donnée par Geniet et Léon et les résultats obtenus par simulations
numériques. Laugmentation de la valeur du coefficient du couplage non linéaire semble
ne pas influencer I'état de la ligne : le profil théorique prédit par Geniet et Léon donné a
I'expression et pris ici par extrapolation pourrait étre considéré comme le profil de

'onde évanescente supportée par le systéme lorsqu’il est forcé dans le gap.

Pour deux des valeurs spécifiques du couplage linéaire w?, soient w? = 1 rad.s
et a)% =4 rad.s', nous avons effectué une analyse du comportement du systéme en fonc-
tion du couplage non linéaire de valeur wIZVL' En particulier, nous nous sommes concen-

trés sur le seuil de valeur A 2 ) de I'amplitude critique qui déclenche la supratrans-

th,(wi,w
mission. Un ensemble de valeurs spécifiques du couplage non linéaire a été sélectionné
pour chaque valeur de couplage linéaire w? = 1 rad.s' et w? = 4 rad.s"* afin d'établir la

tendance globale de la réponse du systeme.

Comme le montrent les figures [4.9(a), [4.9(c), 4.9(e), [4.10(a), [4.10c) et [4.10(e)

pour lesquelles le couplage linéaire pur vaut w? = 1 rad.s d’une part, et a), c),
4.11(e), 4.12(a), [4.12|c) et [4.12(e) pour lesquelles w? = 4 rad.s' d'autre part, lorsque

'amplitude A de 'onde excitatrice est choisie Iégérement en-dessous du seuil A2 o))
le systeme supporte une onde évanescente. En revanche, lorsque I'amplitude de I'onde
excitatrice est prise légérement au-dela du seuil, nous observons la génération des brea-
thers via le phénomene de supratransmission dont les signatures temporelles sont rap-
portées dans les figures [4.9(b), 4.10(b), 4.71b) et [4.12(b). Les signatures spectrales
correspondantes sont quant a elles présentées aux figures [4.9(d), [4.10(d), [4.71}d) et
[4.12(d) tandis que le comportement de I'ensemble du réseau est disponible avec la re-

présentation spatio temporelle dans les figures [4.9(f), 4. 10(f), 4.11]f) et[4.72(f).
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FIGURE 4.8 — Profil d’'ondes évanescentes obtenues dans le Gap d’'un milieu de Klein-
Gordon d’ordre 5 a couplage mixte pour différentes valeurs du couplage non linéaire
wy, . Létat du milieu est représenté a l'instant r = 30 pour les paramétres fixés suivants :
A = 0.2,y =001, N = 1800 cellules, w(z) =1 rad.s?, wi =4 rad.s', w = 0.9 rad.s, le
couplage non linéaire vaut a)lz\,L =1 rad.s (a), a)jz\,L = 4 rad.s" (b), w3, = 25 rad.s (C)
et wk, = 49 rad.s™ (d). Le trait plein représente le profil théorique tandis que les
symboles "x" représentent les simulations numériques de I'équation (1.1)

Les figures a) et[4.13(b), obtenues pour w? = 1 rad.s' et w? = 4 rad.s’
respectivement, présentent I'évolution de 'amplitude critique A2 o) induisant la su-
pratransmission en fonction de la pulsation w pour cinq valeurs spécifiques de couplage
non linéaire w2, . Au regard des figures a) et[4.13|b), nous avons tout d'abord noté
que pour les deux couplages linéaires a)i =1rad.s" et w% =4 rad.s, les courbes critiques
correspondant a 'augmentation des valeurs du couplage non linéaire restent toujours en-
dessous de la courbe de référence qui correspond au modele de Klein-Gordon classique,
c’est-a-dire sans couplage non linéaire (w12VL = 0 rad.s). Par conséquent, 'augmentation
du couplage non linéaire réduit la valeur critique qui déclenche la supratransmission.
Nous avons également noté que le milieu avec un faible couplage linéaire semble étre

plus impacté par 'augmentation de la valeur du couplage non linéaire. En effet, c’est pour
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FIGURE 4.9 — Changement de comportement dans le modele de Klein-Gordon a cou-
plage mixe en fonction du parametre d’amplitude A de I'onde excitatrice. Les valeurs
d’amplitude A = 1,26 et A = 1,28 ont servi a obtenir le chronogramme de la 30me cel-
lule aux figures (a) et (b) respectivement; les spectres d’amplitude correspondants sont
représentés aux figures (c) et (d) et I'évolution spatio-temporelle du milieu aux figures
(e) et (f). La bifurcation menant a la supratransmission se produit pour 'amplitude seuil
Am,1,) = 1.27 située entre les deux amplitudes proposées A = 1,26 et A = 1,28. Para-
meétres : N = 1800 cellules, w} = 1 rad.s", w = 0.95 rad.s", wj = 1 rad.s" et w3, =1
rad.s™.
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FIGURE 4.10 — Changement de comportement dans le modele de Klein-Gordon a cou-
plage mixe en fonction du parametre d’amplitude A de I'onde excitatrice. Les valeurs
d’amplitude A = 1,25 et A = 1,27 ont servi a obtenir le chronogramme de la 30me cel-
lule aux figures (a) et (b) respectivement; les spectres d’amplitude correspondants sont
représentés aux figures (c) et (d) et I'évolution spatio-temporelle du milieu aux figures
(e) et (f). La bifurcation menant a la supratransmission se produit pour 'amplitude seuil
Am,14) = 1.26 située entre les deux amplitudes proposées A = 1,25 et A = 1,27. Para-
meétres : N = 1800 cellules, wj = 1 rad.s", w = 0.95 rad.s", w] = 1 rad.s" et w3, = 4
rad.s™.
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FIGURE 4.11 — Changement de comportement dans le modele de Klein-Gordon & cou-
plage mixe en fonction du parametre d’amplitude A de I'onde excitatrice. Les valeurs
d’amplitude A = 1,25 et A = 1,27 ont servi a obtenir le chronogramme de la 30%me cel-
lule aux figures (a) et (b) respectivement; les spectres d’amplitude correspondants sont
représentés aux figures (c) et (d) et I'évolution spatio-temporelle du milieu aux figures
(e) et (f). La bifurcation menant a la supratransmission se produit pour 'amplitude seuil
Am,a,) = 1.26 située entre les deux amplitudes proposées A = 1,25 et A = 1,27. Para-
meétres : N = 1800 cellules, v} = 1 rad.s", w = 0.95 rad.s", wj = 4 rad.s" et w3, =1
rad.s™.
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FIGURE 4.12 — Changement de comportement dans le modele de Klein-Gordon a cou-
plage mixe en fonction du parametre d’amplitude A de I'onde excitatrice. Les valeurs
d’amplitude A = 1,25 et A = 1,27 ont servi a obtenir le chronogramme de la 30me cel-
lule aux figures (a) et (b) respectivement; les spectres d’amplitude correspondants sont
représentés aux figures (c) et (d) et I'évolution spatio-temporelle du milieu aux figures
(e) et (f). La bifurcation menant a la supratransmission se produit pour 'amplitude seuil
Am@as = 1.26 située entre les deux amplitudes proposées A = 1,25 et A = 1,27. Para-
meétres : N = 1800 cellules, w} = 1 rad.s', w = 0.95 rad.s", wj = 4 rad.s" et wy, =4
rad.s™.
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la plus faible valeur de couplage linéaire (w? = 1 rad.s en a)) qu’on observe les plus
grandes divergences entre la courbe critique correspondant au systéme de Klein-Gordon
classique (w,QVL =0 rad.s") et les courbes obtenues avec le couplage non linéaire non nul.
Nous avons également présenté le comportement du systeme pres du seuil de bifurca-
tion A2 o) dans les cas précis de couplage non linéaire w3, = 1 rad.s' et w%, = 4
rad.s™' en considérant la méme pulsation w = 0,95 permettant d’'observer les breathers

dans le systéme de Klein-Gordon classique (c’est-a-dire w3, = 0 rad.s™).
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FIGURE 4.13 — Effet du couplage non linéaire sur 'amplitude critique Ao ot PErmet-
tant le déclenchement de la supratransmission dans le modéle de Klein-Gordon mixte,

de couplage linéaire w? = 1 rad.s™ a) et w? = 4 rad.s’ ). Paramétres :
N = 1800 cellules, y = 0.01 rad.s™', w§ = 1 rad.s.
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Nous avons réalisé I'étude de la supratransmission dans une chaine Klein-
Gordon d’'ordre 5. La premiere partie a été consacrée au modele classique de Klein-
Gordon d’ordre 5, c’est a dire avec un couplage linéaire pur. La seconde partie a, quant a
elle, été consacrée au modeéle de Klein-Gordon d’ordre 5 a couplage mixte. Pour des pul-
sations prises dans le gap du systeme, les résultats obtenus par différentes simulations
confirment ceux proposés par Geniet et Léon. Suite a cette étude, nous pouvons tirer plu-
sieurs conclusions. Le phénoméne de supratransmission dépend de I'amplitude du signal
de forcage. Pour une valeur du coefficient de couplage linéaire pur donnée, I'amplitude
seuil permettant le déclenchement du phénoméne de supratransmission dans le milieu

diminue lorsque la valeur du coefficient de couplage non linéaire augmente.

Ce phénoméne d’abaissement de I'amplitude seuil pourrait faire I'objet d’'une
étude plus approfondie, le but étant de répondre a plusieurs questions, dont les princi-
pales pourraient étre : quelles sont les régles d’abaissement de I'amplitude seuil lorsque
le couplage non linéaire augmente ? ce phénomene d’abaissement de I'amplitude seuil
continue t-il de diminuer ou bien est ce qu’il sature lorsque le couplage non linéaire conti-

nue d’augmenter ?.
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5.1/ INTRODUCTION

Plusieurs études théoriques et/ou numériques ont montré I'existence du phé-
nomene de supratransmission dans plusieurs systémes. Certaines de ces études ont
été réalisées sur des systémes modélisés par I'équation de sine-Gordon classique, pour
mettre en lumiére certains phénomeénes. Plus particulierement, des études théoriques et
numériques ont, de ce fait, montré que le modéle de sine-Gordon classique peut trans-
mettre de I'énergie dans le Gap a travers le phénoméne de supratransmission non li-
néaire [17,/63]. La nonlinéarité du modéle de sine-Gordon classique lui permet d’exhiber
un comportement bistable [64]. D’autres études sur le modéle de sine-Gordon classique
ont montré que la contribution du bruit peut permettre la génération de modes non li-
néaires dans le Gap via le phénoméne de supratransmission non linéaire. Le cas du
systéme a une dimension a été traité [65], et par extension, d’autres études ont porté sur
les systemes de dimension deux dans I'espace. Ces études ont conduit a certaines ap-

plications comme la simulation de la propagation des signaux binaires dans les chaines

79
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mécaniques semi infinies d’oscillateurs couplés [41},66]. Le processus de supratrans-
mission non linéaire est également employé pour propager les signaux binaires dans
le réseau de B-Fermi-Pasta-Ulam délimité en deux dimensions de I'espace [67], pour
montrer numériquement que des informations binaires peuvent étre transmises en mi-
lieux continus de Frenkel-Kontorova [68]. Létude du phénoméne de supratransmission
non linéaire a également été menée dans beaucoup d’autres systémes comme les lignes
de transmission non linéaires [69-72|, certains guides d’ondes [73-76]|, les réseaux de
Bragg [40], les chaines de pendule [77], les fibres optiques [78], les milieux optiques bi-
réfringents avec une non linéarité quadratique [79], les jonctions Josephson [80H85] et
bien d’autres. Toutes ces études ont été faites dans des systéemes a couplage linéaire
pur. D’autres ont été menées sur des systémes a couplage mixte [9,/73],86]. Cependant,
ces derniers travaux n’ont pas démontré l'influence de I'addition du coefficient de cou-
plage non linéaire sur le seuil d’amplitude du signal d’entrée qui déclenche I'observation
du phénomene de supratransmission non linéaire dans le milieu. Notre étude est réalisée
sur le modéle de sine-Gordon modifié associant couplage linéaire pur et couplage non
linéaire. Loriginalité de cette thése porte sur I'analyse des conditions d’existence du phé-
nomene de supratransmission dans les milieux a couplage mixte de type Klein-Gordon
modifié et sine-Gordon modifié. Aprés avoir consacré le chapitre précédent a I'étude du
modele de Klein-Gordon modifié, le présent chapitre sera quant a lui consacré a I'étude
du modéle de sine-Gordon modifié. Il s’agit, en effet, d’étudier comment le phénoméne

de supratransmission est affecté par la présence d’'un couplage non linéaire.

Pour mener a bien cette étude, nous avons divisé ce chapitre en plusieurs sec-
tions. La section 2 est consacrée aux rappels des résultats sur I'étude de supratransmis-
sion dans le modéle classique de sine-Gordon, c’est-a-dire sans couplage non linéaire,
réalisée par Geniet et Léon [16]. La section 3 présente le modéle étudié dans ce chapitre
ainsi que la mise en évidence du phénomeéne de supratransmission non linéaire dans le

modéle de sine-Gordon modifié. La section 4 conclue notre étude.

Geniet et Leon ont restreint leurs études au modéle classique de sine-Gordon

(sans couplage non linéaire) et prédit 'expression théorique de 'amplitude seuil A w2.0) a
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partir de laquelle le phénomene de supratransmission se produit [15,16]. Dans cette sec-
tion, Nous nous proposons de vérifier cette loi théorique (4.12) a travers des simulations
numériques. Ceci nous fournira une référence pour la section suivante a fin d’examiner

les effets de I'ajout du couplage non lin€aire.

Pour comparer les résultats théoriques de Geniet et Léon, pris ici par extrapola-
tion, a ceux issus de nos simulations numériques, nous considérons les conditions aux
bords de Dirichlet (4.11). Lalgorithme d’intégration numérique de Runge Kutta d’ordre 4

avec pour pas temporel dt = 0,01 a été utilisé pour résoudre numériquement le systéme
(1.1).

En prenant le couplage non linéaire w%, nul dans I'équation (1.1), avec la fonc-
tion f(U,) définie a I'expression (1.4), on obtient le modele classique de sine-Gordon.
La figure [5.1| présente une illustration des résultats obtenus par Geniet et Léon lorsqu’ils
ont réalisé leur étude sur ce modéle. Deux valeurs d’amplitude de I'onde excitatrice ont
ainsi été considérées, légérement en-dessous et Iégerement au-dessus de la valeur seuil
Anr=10) = 1.27, soient A = 1.26 et A = 1.28 en ce qui concerne le cas ou le couplage
lingaire wj vaut 1, et Ay, 240 = 1.26, soient A = 1.25 et A = 1.27 pour le cas ol w] = 4.
Le chronogramme de la trentiéme cellule ainsi que son amplitude spectrale, présentés
respectivement aux figures [5.1(a) et [5.1fc) pour w? = 1 et[5.2(a) et[5.2fc) pour w? = 4,
montrent que le signal excitateur d’amplitude A = 1.26 pour w% =1etA = 125 pour
w% = 4, avec une pulsation w = 0.95, ne se propage pas dans le milieu et ne donne lieu
qu’a une onde évanescente. Ce comportement est confirmé par la représentation spa-
tio temporelle de la réponse du systeme présentée a la figure e) pour w? = leta
la figure e) pour w? = 4. A contrario, le chronogramme et le spectre d’amplitude de
la trentieme cellule (figures b) et d) pour w7 = 1 et figures b) et d) pour
wi = 4 respectivement) montrent qu’en augmentant Iégérement 'amplitude de I'onde ex-
citatrice, soit A = 1.28 pour w? = 1 et A = 1.27 pour w? = 4, il advient une transmission
d’énergie dans le milieu a travers la formation de modes non linéaires via le phénomene
de supratransmission. Le diagramme spatio temporel de la figure f) pour a)% =1et
de la figure f) pour w? = 4, confirme cette observation et montre également que ces
modes ne sont pas seulement localisés a la trentiéme cellule, mais qu'ils se propagent

dans le milieu.

Geniet et Léon ont également prédit théoriquement I'amplitude critique a partir
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FIGURE 5.1 — Changement de comportement dans le modéle classique de sine-Gordon
en raison du parametre d’amplitude A de 'onde excitatrice. Les valeurs d’amplitude A =
1,26 et A = 1,28 ont servi a obtenir le chronogramme de la 30%me cellule aux figures (a) et
(b) respectivement, les spectres d’amplitude correspondants sont représentés aux figures
(c) et (d) et I'évolution spatio-temporelle du milieu aux figures (e) et (f). La bifurcation
menant & la supratransmission se produit pour I'amplitude seuil Ay 10 = 1.27 située
entre les deux amplitudes proposées A = 1,26 et A = 1,28. Parametres : N = 1800
cellules, w = 1, w = 095, w? = 1 et wy, = 0.
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FIGURE 5.2 — Changement de comportement dans le modéle classique de sine-Gordon
en raison du parametre d’amplitude A de 'onde excitatrice. Les valeurs d’amplitude A =
1,25 et A = 1,27 ont servi a obtenir le chronogramme de la 30%me cellule aux figures (a) et
(b) respectivement, les spectres d’amplitude correspondants sont représentés aux figures
(c) et (d) et I'évolution spatio-temporelle du milieu aux figures (e) et (f). La bifurcation
menant & la supratransmission se produit pour I'amplitude seuil Ay 40 = 1.26 située
entre les deux amplitudes proposées A = 1,26 et A = 1,28. Parametres : N = 1800
cellules, wj = 1, w = 095, w? =4 et w}, = 0.
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de laquelle on observe la supratransmission dans le modeéle classique de sine-Gordon
[16]. lls ont montré que cette amplitude critique dépend de la pulsation w a travers la loi
. Les résultats de leurs simulations numériques de I'amplitude critique A0 €N
fonction de la pulsation w, sont représentés par des croix a la figure et comparés
avec la loi théorique représentée en trait plein. Deux valeurs de couplage linéaire
ont été considérées, w? = 1 pour la figure a) et w7 = 4 pour la figure ), pour
établir le diagramme de bifurcation dans le plan de paramétres amplitude-pulsation. En-
dessous de la courbe critique de la figure 'onde excitatrice s’atténue alors qu’au-
dessus d’elle on observe la transmission d’énergie par formation de modes non linéaires

via la supratransmission.
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FIGURE 5.3 — Diagramme de bifurcation du systéme de sine-Gordon classique dans le
plan de paramétre amplitude-fréquence [A, w]. Le couplage linéaire vaut w? = la) et
wj = 4[5.3(b). La courbe en trait plein correspond & 'amplitude du seuil théorique A, 2 )

prédite par I'équation (4.12), tandis que les croix sont obtenues par l'intermédiaire des
simulations numériques du modéle classique de sine-Gordon (1.1). Paramétres : N =
300 cellules, w? = 1.

Dans cette section, nous considérons la contribution du couplage non linéaire
w12VL dans le systeme de sine-Gordon classique précédemment présenté, et son impact
sur le comportement du systeme est analysé en mettant 'accent sur la valeur d’ampli-
tude seuil A2 o) qui permet le déclenchement du phénoméne de supratransmission.

Cette analyse a été réalisée en choisissant les deux valeurs de couplage linéaire préceé-
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demment considérées : w7 =1 et w7 = 4.

Les comportements du systeme dans les cas précis de couplage non linéaire
wi, = 1 et w}, = 4 sont présentés aux figures |5.4 et 5.5 respectivement avec w? = 1,
pour la pulsation angulaire w = 0,95 permettant 'observation des breathers dans le sys-
téme de sine-Gordon classique (ol w%, = 0). Les figures [5.4(a), [5.4(c), [5.4[e), [5.5(a),
[5.5(c) et[5.5(e), obtenues de la réponse du systeme excité a son entrée par un signal
d’amplitude A, choisi un peu en-dessous du seuil A o) correspondant, montrent que
le milieu soutient une onde évanescente. En revanche, lorsque 'amplitude A est choisie
légérement au-dela du seuil A, 2 .2 ), les figures[5.4(b), d), b) et[5.5(d) indiquent
respectivement la signature temporelle et spectrale de modes breathers générés dans le

milieu. Ce comportement du milieu est confirmé par les représentations spatio tempo-

relles données aux figures [5.4|f) et[5.5(f).

Les mémes comportements sont observés aux figures 5.6] (pour w3, = 1) et[5.7]

(pour w3, = 4) ou cette fois le coefficient de couplage linéaire vaut w? = 4.
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FIGURE 5.4 — Changement de comportement dans le modéle de sine-Gordon modifié en
fonction du paramétre d’amplitude A de I'onde excitatrice. Les valeurs d’amplitude A =
1,26 et A = 1,28 ont servi a obtenir le chronogramme de la 30me cellule aux figures (a) et
(b) respectivement, les spectres d’amplitude correspondants sont représentés aux figures
(c) et (d) et I'évolution spatio-temporelle du milieu aux figures (e) et (f). La bifurcation
menant & la supratransmission se produit pour I'amplitude seuil Ay 1y = 1.27 située
entre les deux amplitudes proposées A = 1,26 et A = 1,28. Parametres : N = 1800
cellules, wl = 1, w =095, w? = 1 etwy, = 1.
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FIGURE 5.5 — Changement de comportement dans le modéle de sine-Gordon modifié en
fonction du paramétre d’amplitude A de I'onde excitatrice. Les valeurs d’amplitude A =
1,25 et A = 1,27 ont servi a obtenir le chronogramme de la 30%me cellule aux figures (a) et
(b) respectivement, les spectres d’amplitude correspondants sont représentés aux figures
(c) et (d) et I'évolution spatio-temporelle du milieu aux figures (e) et (f). La bifurcation
menant & la supratransmission se produit pour I'amplitude seuil A, 14y = 1.26 située
entre les deux amplitudes proposées A = 1,25 et A = 1,27. Parametres : N = 1800
cellules, wl = 1, w = 095, w? = 1 et w}, = 4.
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FIGURE 5.6 — Changement de comportement dans le modéle de sine-Gordon modifié en
fonction du paramétre d’amplitude A de I'onde excitatrice. Les valeurs d’amplitude A =
1,25 et A = 1,27 ont servi a obtenir le chronogramme de la 30%™me cellule aux figures (a) et
(b) respectivement, les spectres d’amplitude correspondants sont représentés aux figures
(c) et (d) et I'évolution spatio-temporelle du milieu aux figures (e) et (f). La bifurcation
menant a la supratransmission se produit pour 'amplitude seuil A, 4,1y = 1.26 située
entre les deux amplitudes proposées A = 1,26 et A = 1,28. Parametres : N = 1800
cellules, a)(% =1, w =095, wi =4 et “)12VL =1.
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FIGURE 5.7 — Changement de comportement dans le modéle de sine-Gordon modifié en
fonction du paramétre d’amplitude A de I'onde excitatrice. Les valeurs d’amplitude A =
1,25 et A = 1,27 ont servi a obtenir le chronogramme de la 30%™me cellule aux figures (a) et
(b) respectivement, les spectres d’amplitude correspondants sont représentés aux figures
(c) et (d) et I'évolution spatio-temporelle du milieu aux figures (e) et (f). La bifurcation
menant a la supratransmission se produit pour 'amplitude seuil A; @44y = 1.26 située
entre les deux amplitudes proposées A = 1,26 et A = 1,28. Parametres : N = 1800
cellules, w% =1, w =095, wz =4 et wIZVL =4,
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Pour caractériser le phénoméne de supratransmission dans un systeme, il faut
déterminer, pour chaque pulsation w prise dans le gap, la valeur d’amplitude critique
A2 w2, Permettant au systeme de transmettre de I'énergie sous forme de modes non
linéaires. Lévolution de I'amplitude critique A2 o) qui déclenche le phénomene de
supratransmission, par rapport a la pulsation angulaire w est présentée aux figures[5.8{a)
(ol w? = 1) etb) (ol w? = 4) pour cing valeurs de couplage non linéaire w?, sélec-

tionnées.

La figure montre que dans l'intervalle de pulsations [0.9, 1], les écarts entre
la courbe d’amplitude critique A o) du modeéle classique de sine-Gordon (cas ou
w%, = 0), permettant la génération des breathers dans le systeme, et les courbes d’am-
plitude critique du modéle de sine-Gordon modifié sont tres faibles. Les écarts entre ces
courbes d’amplitude critique permettant le déclenchement de modes non linéaires, tant
dans le systeme classique de sine-Gordon que dans le systéeme de sine-Gordon modi-
fié, sont conséquents dans l'intervalle de pulsations w < 0.8. En effet, on observe que
lorsque la valeur de couplage non linéaire augmente, la valeur critique qui déclenche la
supratransmission diminue comme representé sur les figures [5.8(a) et [5.8(b). De plus,
la figure a), obtenue pour la valeur de couplage linéaire w% = 1, montre que les plus
grands écarts entre les courbes de valeurs d’amplitude critiques sont observées pour la

plus faible valeur de couplage lin€aire.
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FIGURE 5.8 — Amplitude critique A, 2 .2 , déclenchant la supratransmission en fonc-
tion de la pulsation d’excitation w pour différentes valeurs du couplage non linéaire. Les
paramétres du réseau sont : N = 300 cellules, y = 0.01, w? = 1. Pour la figure a),
le couplage linéaire est wi = 1 tandis que pour la figure b) le couplage linéaire est

2 _
a)L_4.
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La figure résume le comportement du seuil d’amplitude déclenchant la su-
pratransmission en fonction de la pulsation w pour différentes valeurs de couplage non
linéaire et les deux valeurs spécifiques de couplage linéaire w? = 1 et w? = 4. Pour
construire la figure [5.8{a), nous avons défini la valeur du coefficient de couplage linéaire
a w? = 1 et avons fait varier celle du coefficient de couplage non linéaire w?,. De méme,
pour construire la figure [5.8(b), nous avons défini la valeur du coefficient de couplage

linéaire & w? = 4 et aussi fait varier celle du coefficient de couplage non linéaire w3, .

Des simulations numériques, en considérant les paramétres (w?,w%,) = (1,0)
pour la figure a) et (w?,w3,) = (1,4) pour la figure ), en parcourant le plan
(A2 w2, @) NOUS permettent de segmenter la droite des pulsations en trois parties
en fonction du type de solutions observées lorsqu'il y a transmission d’énergie dans le
milieu via le phénomene de supratransmission, comme le montre la figure résumée5.9]:

fo) 0.28 0.87 1 o 0.35 0.93 1

l Il | 1 | 1 Il
} T T T I T T T

> >
multisolitons solitons breathers w multisolitons solitons breathers w
+ + + + + +
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(@)

+
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FIGURE 5.9 — Différentes types de solutions dans le gap du modéle de sine-Gordon
modifié. Paramétres : pour 5.9(a) (w?, w%,) = (1,0) et pour 5.9(b) (w?, w3,) = (1,4).

Pour les parameétres (w%,wf\m) = (1,0), lorsque la pulsation w est inférieure a
0.28wy, on observe des solutions multisolitons [87] et phonons (quantums d’énergie [88])
comme on le voit a la figure 5.70fa). Lorsque la pulsation w appartient a l'intervalle
[0.28wq; 0.87wp], nous avons des solutions solitons, multisolitons et breathers comme a
la figure [5.70|c) et finalement lorsque la pulsation w appartient a l'intervalle [0.87wo; wol,
la figure [5.10(e) nous montre qu’on observe des solutions solitons et breathers dans le

milieu.

Pour les parametres (wi,wfw) = (1,4), lorsque la pulsation w est inférieure a
0.35wp, on observe des solutions multisolitons et phonons comme on le voit a la fi-
gure [5.10[b). Lorsque la pulsation w appartient a l'intervalle [0.35wp; 0.93wy], Nous avons
des solutions solitons, multisolitons et breathers comme a la figure [5.70(d) et finalement
lorsque la pulsation w appartient a l'intervalle [0.93wo; wo], la figure [5.10f) nous montre

gu’on observe des solutions solitons et breathers dans le milieu [7].
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FIGURE 5.10 — Profil des solutions observées dans le Gap d’un milieu de sine-Gordon
classique et sine-Gordon modifié Létat du milieu est observé a ¢+ = 400 pour les pa-
rametres fixés suivants : (wL, (1,0) pour [5.10(a), 5.10(c) et [5.10(e) tandis que
(wL,wNL) =(1,4) pour5 *(d 5.10(f).
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Nous avons réalisé I'étude de la supratransmission dans une chaine de sine-
Gordon modifiée. Pour des pulsations prises dans le gap du systeme, les résultats ob-
tenus par différentes simulations confirment ceux proposés par Geniet et Léon dont les
résultats de travaux ont été rappelés dans ce chapitre pour servir de références. Suite a
cette étude, nous pouvons tirer quelques conclusions : tout naturellement, le phénoméne
de supratransmission dépend de I'amplitude du signal de for¢cage. Les modes générés
dans le milieu lorsqu’il y a supratransmission sont liés a la région de pulsation ou ap-
parait le phénoméne [7]. Lintérét de notre étude montre surtout que pour une valeur du
coefficient de couplage linéaire pur wz donnée, 'amplitude seuil permettant le déclenche-
ment du phénomene de supratransmission dans le milieu diminue lorsque la valeur du

. . . 7 . 2
coefficient de couplage non linéaire wy, augmente.






Dans cette thése, nous avons abordé I'étude déterministe des excitations locali-
seées dans des milieux de transmission non linéaires, notamment ceux modélisés par les
équations de Klein-Gordon d’ordre 3 et de Klein-Gordon d’ordre 5, systémes pris avec un
couplage mixte ou le couplage linéaire pur est associé au couplage non linéaire. Nous
avons également étudié le phénoméne de supratransmission, en régime déterministe
(c’est a dire sans bruit), dans des milieux de transmission non linéaires modélisés par les
équations de Klein-Gordon d’ordre 5 a couplage mixte et de sine-Gordon modifiée, qui

sont des systemes passe-bande.

Considérant un réseau de transmission non linéaire modélisée par I'équation
de Klein-Gordon d’ordre 3 a couplage mixte, nous avons, dans un premier temps, établi
analytiquement la dynamique interne du modele de ligne en déterminant des solutions de
I'équation de Klein-Gordon d’ordre 3 par application de la méthode a échelles multiples
et de I'approximation quasi discrete. Nous avons pu comparer nos résultats analytiques
avec ceux issus de nos simulations numeériques. Le bon accord entre ces derniers nous
a permis de montrer que les résultats analytiques obtenus représentent la dynamique
interne de la ligne de transmission non linéaire modélisée par I'équation de Klein-Gordon
d’ordre 3 a couplage mixte. Ensuite, nous avons numériquement établi I'existence du phé-
nomene d’instabilité modulationnelle dans le gap du systeme. Nous avons ainsi montré
qgue l'une des conséquences de I'existence de l'instabilité modulationnelle dans le gap
du systéme est la formation de modes non linéaires localisés de type breathers. Une
étude similaire a été réalisée pour une ligne de transmission non linéaire modélisée par

I'équation de Klein-Gordon d’ordre 5 a couplage mixte.

Nous avons aussi numériguement étudié le phénomeéne de supratransmission,

95
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en régime déterministe, dans un milieu de transmission non linéaire modélisé par I'équa-
tion de Klein-Gordon d’ordre 5 a couplage mixte, précédemment considéré. Nous avons
montré que lorsque celui-ci est excité sinusoidalement a une de ses extrémités avec une
fréquence prise dans la bande interdite, alors il se forme, selon la valeur de 'amplitude
de forcage, des modes non linéaires. Il a pu étre établi, selon la symétrie et 'asymétrie
des coefficients de couplage linéaire et non linéaire, les courbes d’évolution de I'ampli-
tude seuil permettant le déclenchement du phénomene de supratransmission dans le
systeme en fonction de la pulsation de forcage. Nous avons ainsi pu montrer que lorsque
la valeur du coefficient de couplage linéaire est fixée et prise constante, la valeur de I'am-
plitude seuil, nécessaire pour déclencher le phénoméne de supratransmission, diminue
lorsque la valeur du coefficient de couplage non linéaire augmente. Une étude similaire a
également été réalisée pour un milieu de transmission non linéaire modélisé par I'équa-
tion de sine-Gordon modifiée. Léquation de sine-Gordon modifiée dont il est question ici
est celle obtenue en rajoutant un couplage non linéaire a I'’équation de sine-Gordon clas-
sique connue dans la littérature. En plus de I'étude du phénomeéne de supratransmission
réalisée dans ce dernier modéle, nous avons aussi déterminé les différentes formes de

solutions observées en fonction de la pulsation de gap.

A la suite des travaux réalisés dans cette thése en régime déterministe, il serait
trés intéressant de les revoir en régime stochastique en considérant en entrée des milieux
de transmission non linéaires a la fois un bruit externe et I'excitation sinusoidale. Lobjectif
serait alors de relever les effets bénéfiques de I'apport du bruit dans ces systemes de
transmission modélisés par les équations de Klein-Gordon d’ordre 3, d’ordre 5 et de
sine-Gordon modifiée. Il serait également trés intéressant d’investiguer sur le phénomene
d’abaissement de I'amplitude seuil lorsque le couplage non linéaire augmente. Lobjectif
étant de déterminer les régles d’abaissement de I'amplitude seuil lorsque le couplage non
linéaire augmente, et aussi de savoir si 'amplitude seuil continue de diminuer ou bien si

elle sature lorsque le couplage non linéaire continue d’augmenter.
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Le profil de la solution théorique, donnée a I'expression (3.13), est repré-
senté en trait plein et les étoiles représentent les résultats de simulations
numeriques de I'équation avec 'expression comme conditions
initiales. Paramétres :w(z) =1, 1o = 0.003, ngp = 100, N = 500 cellules, k = 0.5,

(Whowy)=0,DetAr=001. .. ... ... ... .. ... .. 49

3.9 Etatde la ligne & quatre instants différents : 1 = 0, r = 55, r = 111 et t = 167.
Le profil de la solution théorique, donnée a I'expression (3.13), est repré-
senté en trait plein et les étoiles représentent les résultats de simulations
numériques de I'équation avec lI'expression comme conditions
initiales. Paramétres :w% =1, 19 = 0.003, ng = 100, N = 500 cellules, k = 0.5,
(WL wi)=@4etAr=001. . ... ... ... 50l

3.10 Représentation du produit entre le paramétre de dispersion P donné a
I'équation et le parametre de dispersion Q donné a I'’équation
en fonction du nombre d’onde k pour deux jeux de couplages différents.
(@) : (w7, wk,) =(1,4) et (b) : (w7, wk,) = (4,16). Paramétres 1w = 1. . . . .
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3.11 Représentation de (v/)? en fonction des perturbations pour deux valeurs
caractéristiques du nombre d’onde k. (a) k = 0.4 Cell™! et (b) k = 0.5 Cell™".
Les paramétres sont : w} = 1, (w?,w?%,) = (1,4) et 'amplitude de la pertur-
bationestay=1. . . . . . . . . . .. e

3.12 Représentation de (v/)? en fonction des perturbations pour deux valeurs
caractéristiques du nombre d’onde k. (a) k = 0.2 Cell™" et (b) k = 0.5 Cell™".
Les paramétres sont : wj = 1, (w7, wy,) = (4,16) et 'amplitude de la pertur-
bationestag=1. . . . . . . . . e

3.13 Evolution temporelle de la cellule n = 30. Parametres : w% =1, ap = 1, pour
a) (w?,wy,) = (1,4), k = 0.13 et pour 3.13(b) (w7, w},) = (4,16), k = 0.16.

3.14 Etat de la ligne & quatre instants différents : 1 = 0, t = 219, t = 438 et t = 657.
Le profil de la solution théorique, donnée a I'expression (3.13), est repré-
senté en trait plein et les étoiles représentent les résultats de simulations
numériques de I'équation avec I'expression comme conditions
initiales. Parametres : a)% =1, A9 = 0.003, ng = 100, N = 500 cellules, k = 0.4,

(ot )= detd =001 ... ... . ... ... ... p4]

4.1 Représentation de la courbe de dispersion théorique du réseau de type
Klein-Gordon d’ordre 5 décrit par I'équation (4.6) en fonction du nombre

d'onde k. Paramétres : w? = 1 rad.s', w3 = 1 rad.s'. .. .. ... ... ... 62

4.2 Profil de 'amortissement en fonction de la pulsation angulaire w. Le trait
plein représente I'expression théorique (4.7), tandis que les étoiles sont
déduites des simulations numériques du modéle défini par I'équation (4.1).

Parameétres : N = 1800 cellules, w% =1 rad.s et w% =lradst. .. ...... 63

4.3 Profil donde évanescente obtenue dans la bande interdite d’'un milieu de
Klein-Gordon d’ordre 5 pour une valeur du couplage linéaire pur w? = 4
rad.s'. Létat du milieu est représenté a l'instant + = 30 pour les parametres
fixés suivants : A = 0.2, y = 0.01, N = 1800 cellules, w} = 1 rad.s', w =
0.9 rad.s. Le trait plein représente le profil théorique tandis que les

symboles "x" représentent les simulations numériques de I'équation (4.1). .
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Evolution temporelle des cellules n = 5, n = 8 et n = 15. Paramétres :
A=02,y=001, N = 1800 cellules, wj = 1 rad.s™', T = 180, w} = 4 rad.s™'

etw=09rad.s™ . . . .

Changement de comportement dans le modéle classique de Klein-Gordon
d’ordre 5 en fonction du paramétre d’amplitude A de 'onde excitatrice. Les
valeurs d’amplitude A = 1,27 et A = 1,29 ont servi a obtenir le chro-
nogramme de la 30™¢ cellule aux figures (a) et (b) respectivement, les
spectres d’amplitude correspondants sont représentés aux figures (c) et
(d), I'évolution spatio-temporelle du milieu aux figures (e) et (f). La bifur-
cation menant a la supratransmission se produit pour I'amplitude seuil
Am,0 = 1.28 située entre les deux amplitudes proposées A = 1,27 et
A = 1,29. Parameétres : N = 1800 cellules, w% =1rad.s', w = 095 rad.s?,

2 _ -1 2 _ -1
wy = 1 rad.s? et Wy = Orad.s. . . . . . . . e

Changement de comportement dans le modéle classique de Klein-Gordon
en raison du parametre d’amplitude A de I'onde excitatrice. Les valeurs
d’amplitude A = 1,25 et A = 1,27 ont servi a obtenir le chronogramme de la
30eme cellule aux figures (a) et (b) respectivement, les spectres d’amplitude
correspondants sont représentés aux figures (c) et (d), I'évolution spatio-
temporelle du milieu aux figures (e) et (f). La bifurcation menant a la supra-
transmission se produit pour I'amplitude seuil A, 4,0y = 1.26 située entre les
deux amplitudes proposées A = 1,25 et A = 1,27. Paramétres : N = 1800

cellules, w% =1rad.s', w=0.95 rad.s?, a)i =4 rad.s" et wjva =0 rad.s".

Diagramme de bifurcation du modéle classique de Klein-Gordon d’ordre 5
dans le plan de paramétres amplitude-pulsation, pour le couplage linéaire
suivant : (a) w? = 1 rad.s" et (b) w? = 4 rad.s™'. La courbe en trait plein
correspond a I'amplitude du seuil théorique Aihw2.0) prédite par I'équation
tandis que les croix sont obtenues via des simulations numériques
du modele classique de Klein-Gordon (4.). Paramétres : N = 1800 cellules,

wg =1rad.sl. . . e

68]
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4.8

4.9

Profil d’ondes évanescentes obtenues dans le Gap d’'un milieu de Klein-
Gordon d’ordre 5 a couplage mixte pour différentes valeurs du couplage
non linéaire w3, . L'état du milieu est représenté & l'instant = 30 pour les
paramétres fixés suivants : A = 0.2, y = 0.01, N = 1800 cellules, w} =
1 rad.s', w? =4 rad.s", w = 0.9 rad.s™', le couplage non linéaire vaut w%, =
1 rad.s (a), w}, =4 rad.s? (b), w}, =25 rad.s™ () et w3, =49 rad.s™ (d).
Le trait plein représente le profil théorique tandis que les symboles

"X" représentent les simulations numériques de I'équation (1.1). . . . . . ..

Changement de comportement dans le modéle de Klein-Gordon a cou-
plage mixe en fonction du paramétre d’'amplitude A de I'onde excitatrice.
Les valeurs d’'amplitude A = 1,26 et A = 1,28 ont servi a obtenir le chro-
nogramme de la 30eme cellule aux figures (a) et (b) respectivement; les
spectres d’amplitude correspondants sont représentés aux figures (c) et
(d) et I'évolution spatio-temporelle du milieu aux figures (e) et (f). La bi-
furcation menant a la supratransmission se produit pour 'amplitude seuil
Ama.1y = 1.27 située entre les deux amplitudes proposées A = 1,26 et
A = 1,28. Paramétres : N = 1800 cellules, w(z) =1 rad.s', w = 095 rad.s!,

2 _ -1 2 _ -1
w; =1 rad.s et wyy =1 rad.sV. . e e e e e

4.10 Changement de comportement dans le modéle de Klein-Gordon a cou-

plage mixe en fonction du paramétre d’amplitude A de I'onde excitatrice.
Les valeurs d’'amplitude A = 1,25 et A = 1,27 ont servi a obtenir le chro-
nogramme de la 30eme cellule aux figures (a) et (b) respectivement; les
spectres d’amplitude correspondants sont représentés aux figures (c) et
(d) et I'évolution spatio-temporelle du milieu aux figures (e) et (f). La bi-
furcation menant a la supratransmission se produit pour 'amplitude seuil
Amaa = 1.26 située entre les deux amplitudes proposées A = 1,25 et
A = 1,27. Paramétres : N = 1800 cellules, w(z) =1 rad.s', w = 0.95 rad.s",

2 _ -1 2 _ -1
w; =1 rad.s et Wy, =4 rad.sV. . e e e e e
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4.11 Changement de comportement dans le modéle de Klein-Gordon a cou-
plage mixe en fonction du paramétre d’amplitude A de I'onde excitatrice.
Les valeurs d’amplitude A = 1,25 et A = 1,27 ont servi a obtenir le chro-
nogramme de la 30©me cellule aux figures (a) et (b) respectivement; les
spectres d’amplitude correspondants sont représentés aux figures (c) et
(d) et I'évolution spatio-temporelle du milieu aux figures (e) et (f). La bi-
furcation menant a la supratransmission se produit pour 'amplitude seuil
Ama1y = 1.26 située entre les deux amplitudes proposées A = 1,25 et
A = 1,27. Paramétres : N = 1800 cellules, w} = 1 rad.s", w = 0.95 rad.s™,

wi =4 rad.s et a)IZVL =1lrad.st. . . . .. .

4.12 Changement de comportement dans le modéle de Klein-Gordon a cou-
plage mixe en fonction du paramétre d’amplitude A de I'onde excitatrice.
Les valeurs d’amplitude A = 1,25 et A = 1,27 ont servi a obtenir le chro-
nogramme de la 30%me cellule aux figures (a) et (b) respectivement; les
spectres d’amplitude correspondants sont représentés aux figures (c) et
(d) et I'évolution spatio-temporelle du milieu aux figures (e) et (f). La bi-
furcation menant a la supratransmission se produit pour I'amplitude seuil
Am@a = 1.26 située entre les deux amplitudes proposées A = 1,25 et
A = 1,27. Paramétres : N = 1800 cellules, wj = 1 rad.s', w = 0.95 rad.s™,

wi =4 rad.s" et a)IZVL =4drad.st. . . ... /6

4.13 Effet du couplage non linéaire sur 'amplitude critique Ath’(‘“i*w%u) permettant
le déclenchement de la supratransmission dans le modéle de Klein-Gordon
mixte, de couplage linéaire w7 =1 rad.s™ a) et w} =4 rad.s’! ).

Parameétres : N = 1800 cellules, y = 0.01 rad.s™, w(z) =lrads'. ....... [77]
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5.1

5.2

5.3

Changement de comportement dans le modéle classique de sine-Gordon
en raison du parametre d’amplitude A de I'onde excitatrice. Les valeurs
d’amplitude A = 1,26 et A = 1,28 ont servi a obtenir le chronogramme de
la 30°me cellule aux figures (a) et (b) respectivement, les spectres d’ampli-
tude correspondants sont représentés aux figures (c) et (d) et I'évolution
spatio-temporelle du milieu aux figures (e) et (f). La bifurcation menant a
la supratransmission se produit pour I'amplitude seuil A, (10 = 1.27 située
entre les deux amplitudes proposées A = 1,26 et A = 1,28. Paramétres :

N =1800 cellules, w? =1, w =095, w? =letws, =0. ... .........

Changement de comportement dans le modele classique de sine-Gordon
en raison du parameétre d’amplitude A de I'onde excitatrice. Les valeurs
d’amplitude A = 1,25 et A = 1,27 ont servi a obtenir le chronogramme de
la 30ime cellule aux figures (a) et (b) respectivement, les spectres d’ampli-
tude correspondants sont représentés aux figures (c) et (d) et I'évolution
spatio-temporelle du milieu aux figures (e) et (f). La bifurcation menant a
la supratransmission se produit pour 'amplitude seuil A, 40y = 1.26 située
entre les deux amplitudes proposées A = 1,26 et A = 1,28. Paramétres :

N = 1800 cellules, wj =1, w =095, w? =4 etwl, =0. . ... ........

Diagramme de bifurcation du systeme de sine-Gordon classique dans le
plan de paramétre amplitude-fréquence [A, w]. Le couplage linéaire vaut
w? = 1[5.3(@) et w? = 4[5.3|b). La courbe en trait plein correspond a I'am-
plitude du seuil théorique Ath,(wi,O) prédite par I'équation (4.12), tandis que
les croix sont obtenues par l'intermédiaire des simulations numériques du

modele classique de sine-Gordon (1.1). Paramétres : N = 300 cellules,
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5.5
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Changement de comportement dans le modele de sine-Gordon modifié
en fonction du paramétre d’amplitude A de I'onde excitatrice. Les valeurs
d’amplitude A = 1,26 et A = 1,28 ont servi a obtenir le chronogramme de
la 30°me cellule aux figures (a) et (b) respectivement, les spectres d’ampli-
tude correspondants sont représentés aux figures (c) et (d) et I'évolution
spatio-temporelle du milieu aux figures (e) et (f). La bifurcation menant a
la supratransmission se produit pour 'amplitude seuil A, 1,1y = 1.27 située
entre les deux amplitudes proposées A = 1,26 et A = 1,28. Paramétres :

N =1800 cellules, w2 =1, w =095, w? =letw, =1. ... .........

Changement de comportement dans le modéle de sine-Gordon modifié
en fonction du paramétre d’'amplitude A de I'onde excitatrice. Les valeurs
d’amplitude A = 1,25 et A = 1,27 ont servi a obtenir le chronogramme de
la 30¢me cellule aux figures (a) et (b) respectivement, les spectres d’ampli-
tude correspondants sont représentés aux figures (c) et (d) et I'évolution
spatio-temporelle du milieu aux figures (e) et (f). La bifurcation menant a
la supratransmission se produit pour 'amplitude seuil A, 4) = 1.26 située
entre les deux amplitudes proposées A = 1,25 et A = 1,27. Paramétres :

N = 1800 cellules, wf =1, w =095 w; = letwy, =4. ... .........

Changement de comportement dans le modele de sine-Gordon modifié
en fonction du paramétre d’amplitude A de I'onde excitatrice. Les valeurs
d’amplitude A = 1,25 et A = 1,27 ont servi a obtenir le chronogramme de
la 30©me cellule aux figures (a) et (b) respectivement, les spectres d’ampli-
tude correspondants sont représentés aux figures (c) et (d) et I'évolution
spatio-temporelle du milieu aux figures (e) et (f). La bifurcation menant a
la supratransmission se produit pour 'amplitude seuil A, .1y = 1.26 située
entre les deux amplitudes proposées A = 1,26 et A = 1,28. Paramétres :

N = 1800 cellules, wj =1, w =095, w? =detw, =1. . ... ........
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5.7

5.8

5.9

Changement de comportement dans le modele de sine-Gordon modifié
en fonction du paramétre d’amplitude A de I'onde excitatrice. Les valeurs
d’amplitude A = 1,25 et A = 1,27 ont servi a obtenir le chronogramme de
la 30©me cellule aux figures (a) et (b) respectivement, les spectres d’ampli-
tude correspondants sont représentés aux figures (c) et (d) et I'évolution
spatio-temporelle du milieu aux figures (e) et (f). La bifurcation menant a
la supratransmission se produit pour I'amplitude seuil A, 44y = 1.26 située
entre les deux amplitudes proposées A = 1,26 et A = 1,28. Parameétres :

N =1800 cellules, w? =1, w =095, w? =4etwl, =4. . ... ... .....

Amplitude critique A, .2 .2 ) déclenchant la supratransmission en fonction
de la pulsation d’excitation w pour différentes valeurs du couplage non
linéaire. Les paramétres du réseau sont : N = 300 cellules, y = 0.01, w} = 1.
Pour la figure a), le couplage linéaire est w? = 1 tandis que pour la

figure 5.8(b) le couplage linéaire estw? =4. . . . .. ... ... ... .. ..

Différentes types de solutions dans le gap du modele de sine-Gordon mo-

difié. Paramétres : pour 5.9(a) (w?, w?%,) = (1,0) et pour 5.9(b) (w?,w3,) =

5.10 Profil des solutions observées dans le Gap d’'un milieu de sine-Gordon

classique et sine-Gordon modifié. Létat du milieu est observé a r = 400
pour les paramétres fixés suivants : (w?, w3,) = (1,0) pour a), [5.10(c)
et e) tandis que (w?,w3y,) = (1,4) pour|5.10(b), [5.10(d) et|5.10}f).
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A

RESOLUTION DE 'EQUATION DU
MODELE DE KLEIN-GORDON D’ORDRE
3 A COUPLAGE MIXTE PAR

LAPPLICATION DE AQD

Léquation du modele de Klein-Gordon d’ordre 3 se présente sous la forme :

d*U,
dr?

- w%(UrHl -2U, +Uyy) - w12VL [(Un+1 - Un)3 +WUp-1 = Un)3] + w%f(Un) =0 (A1)

avec
3

W= Uy~ 3 (A2)

Lapplication de la méthode a échelles multiples (Approximation Quasi-Discréete)

consiste a prendre les solutions U,(r) sous la forme :

U, () = UV (1,£,,0,) + €UP (1,&,,0,) + €U (1,6,,60,) + ...
N )
=N ), (A.3)
j=1
Dans I'expression de cette solution, e est un réel trés petit indiquant 'amplitude relative
de I'excitation tandis que la variable rapide, 6, = kn — wt, représentant la phase de 'onde

porteuse, est considérée comme étant complétement discrete. De plus, &, et 7 sont des
variables lentes, ou encore appelées variables a échelle multiples, définies par

Ev=en—ut) et T=ét (A.4)

Enfin, dans I'expression de &,, u est un parametre qui sera déterminé par une condition
de solvabilité.
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la dérivée seconde droite en fonction des parametres de U,,(r) de 'AQD est défini
par :
&L P P &’ , 0 & 4 0

a2 "oz Haae, M a2 T Gor ne’ ogot € o2 (A-9)

en 'appliquant a I'expression et en regroupant selon les puissances d’e, on obtient :

2 1
PUL . PUn

1
LU0 _ P Upy Lo

dr? or o Mowe,
52 U(3) 52 U(2) 82 U(l) 52 U(l)
3 n.n n.n n.n nn
re|l—3 —2u M GidE, + Y +2 vl R (A.6)

Pour exprimer U,., et U, intervenant dans I'équation (A.1), nous avons utilisé
le développement de Taylor

[

Usi(t) = ) PUP(T, 60+ €,0001)

p=1
e il( ) ,i”,iﬂ} (A7)
p=1 =0

On remplace également I'expression dans 'équation et on regroupe
selon les puissances d’e en tenant également compte de I'expression (A.7). Lidentifica-
tion des termes du résultat obtenu selon les puissance d’e avec les termes de I'équation
(A.6) nous conduit a :

e Pour l'ordre 1 en e,

Ul
or?

R (U0, 20+ UD )+ GRS =0 (A8)

n,n+1

e Pour l'ordre 2 en ¢,

& U,

2 (/@ (2) 2 2
prai Ui (U2, 20 + UD_ ) + wiUsn

v —y®

n.n+1 n,n—1

27 7(1)
(9 Un,n 6()2 a (

=2u Gt t Yl ) (A9)
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e Pour l'ordre 3 en e,

277(3)
o2 L\~ nn+1

Pu? Pul) gyl W2 g2
=2 L bl YLy O
K owe, TH ( )

- 20+ UY)

2713)
n’n_l) + wyUnn

o2 awor 2 og

)+ e[ (010 - 0" (U - v

n,n+1 n,n—1

n.n+1 n,n—1
0

+wi&?(Ua) -u?
n

n,n+1 n,n—1

r 3 (UD) (A10)

Le systeme d’équations linéaires aux dérivées partielles (A.8) peut admettre des

solutions sous la forme :
Uh = A, &)e™ + Ay (1, &)e ™. (A.11)

ou I'amplitude A;(, &,) est une fonction complexe a déterminer.

En reportant I'expression (A.11) dans le systéeme d’équations linéaires aux déri-
vées partielles (A.9), on obtient

PUpmn U®  _oy® L y® 2@
R “’L( nntl — =Ynn T n,n—l) T WoUnn
w? sin(k)) A, .
= 2w (,u - L—()] Lot 4 e, (A.12)
w 0&,
ou c.c représente le complexe conjugué.
En éliminant les termes séculaires, on trouve :
w?sin(k)
=— (A.13)
w
Léquation (A.12) admet donc comme solutions :
soit
Ul =0, (A.14)
soit
UD) = AT, 606 + Aa(r,£)e 20, (A.15)

ou I'amplitude A;(, &,) est une fonction complexe.

Pour toute la suite, nous avons choisi la solution (A.14).
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En reportant les expressions (A.14) et (A.11) cette fois dans le systeme d’équa-
tions linéaires aux dérivées partielles (A.10), et aprés annulation des termes séculaires,
on obtient

8A1 w? cos(k) — p? 9?4, wk, (24cos(k) — 6cos(2k) — 18) + 2 )
+ + AlA]" =
87’ 2w O&2 2w

(A.16)

Le systéeme d’équations linéaires aux dérivées partielles (A.10) devient alors :

Uy

s

nn+1

—205,+UY)

n,n—1

) + w(z)Uf,),
2 Lol 3 30,
= |wy, (2cos(3k) — 6 cos(2k) + 2 cos(k) — 2) + 5o Aje’™, (A7)
qui peut avoir pour solutions :
Uy = As(r, &)™ + A3(x, £,)e7. (A.18)

ou 'amplitude A3(t, &,) est une fonction complexe. En remplacant I'expression (A.18) dans
I'équation (A.17), on obtient :

wNL(Z cos(3k) — 6 cos(2k) + 2 cos(k) — 2) + w0A3

A.19
2T —90 — 2w2(cos(3k) — 1) + w2 (A19)
Léquation (A.16) peut se mettre sous la forme :
— A 1A =0 A2
16T+ a§%+Q1|1| , (A.20)

qui représente I'équation de Schrédinger non linéaire (NLS) pour la fonction complexe A,
avec pour coefficients de dispersion P et de nonlinéarité Q définis par :

2 k) — 2
P= M, (A.21)
2w

et

wNL(24 cos(k) — 6 cos(2k) — 18) + 0
2w '

(A.22)

Léquation (A.20) est une équation intégrable. En effet, En posant les change-

ments de variables suivants A (t,&,) = éu(t, xp), & = €(n — ut) = ex, et T = €%, 'équation
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(A.20) devient :

2
% + P% + QuluP =0 (A.23)

n

Léquation (A.23) admet des solutions solitons si et seulement si le produit PQ

est positif. Dans ce cas, u est pris sous la forme :
u = a(x,)e o’ (A.24)

avec Ay un réel strictement positif. En introduisant cette solution dans I'équation (A.23),
on obtient
Pd’ — AgPa+ Qd’ =0 (A.25)

En multipliant cette derniére équation par a et en intégrant une fois par rapport & x,, on
abouti a

(a')z = doa* - ﬁ)a“. (A.26)

La séparation des variables «a et x,, nous donne

da

= dx,.

2_ 0 4
Aoa >5d

Lintégration nous conduit a

- x, (A.27)

f da
a+Jdo - %az

D’apres la page 97 du livre de I. S. Gradstein et I. M. Ryzhik [60], nous avons

I'égalité suivante

2
= ——arccosh( P ), p>0, A<O0 avec A =4pq.

dx
fx\/p+qx2 \p xV=A

Par adaptation de cette égalité, I'intégrale de I'équation (A.27) devient

24
arccosh 0

f da 1
aJlo-2az VAo PN
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D’apreés I'équation (A.27), la solution de I'équation de NLS est alors

240
X, = ——arccosh

Vi e |

Sachant que sech(X) =

, la réciprocité de cette derniere égalité nous permet d’ex-
cosh(X) P 9 P

primer la variable amplitude a en fonction de x, sous la forme :

a(x,) = 4 fZ/IQOPseCh ( \//l_oxn) .

La solution de I'équation (A.23) est par conséquent

u(x,, 1) = ZBP sech [ \//l_oxn] e'F ot (A.28)

Al = 4 f2/1QOPsech [ \//l—o (n—no— ut)] e/t (A.29)

La solution théorique de I'équation (A.1) est alors

d’ou

Un(t) = Ay 4 Azeithn=en, (A.30)

avec A; donné a I'expression (A.29) et A; donné a I'expression (A.19). Soit

Un(t) = Kysech [ \[Ag (n = ng — un)| cos(kn - (w = PAo)r)
+ Kssech® | y[o (n — ng — pt) | cos(3(kn - (w — PAo)))  (A.31)

Ki= /%‘)P (A.32)

2
w]ZVL(Z cos(3k) — 6 cos(2k) + 2 cos(k) — 2) + % (zﬂop)g

—9w? — 2w (cos(3k) — 1) + w}

ou

et

s = (A.33)
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La vitesse correspondante est V, (1) = =, soit :

Va(t) = Ky y[dgsech [ /g (n = ng — pn)| tanh | 29 (n = ng — )] cos(kn — (@ = PAo)1)
+ Ki(w — PAy)sech [ \//l_o(n -ny— ,ut)] sin(kn — (w — PAy)t)
3K /dgsech® [ g (n = ng — pt)| tanh [ /g (n = ng — )| cos(3(kn — (@ = PA)1)

+ 3K3(w — PAg)sech® [ /g (n = ng — un) | tanh [ A9 (n = no = ut)| sin(3(kn — (@ = PA)1)
(A.34)
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CONDENSE DES RESULTATS DES
TRAVAUX DE T. DAUXOIS ET al. SUR
LES PROPRIETES DE LEQUATION DE

SCHRODINGER NON LINEAIRE

T. Dauxois et al ont étudié les propriétés de I'équation de NLS au chapitre 3 de
la référence [21]. Il a été établi qu’elle a des solutions solitons. Leur calcul est repris ici
pour déterminer les valeurs des parametres, notamment du vecteur d’onde de modula-
tion, pour lesquelles il y a instabilité modulationnelle dans notre modéle. Léquation de
NLS possede une solution de type soliton dans le cas ou le produit entre son coefficient
de dispersion P et de non linéarité Q est positif (soit PQ > 0). En fait cette condition cor-
respond a une situation dans laquelle I'énergie tend a se localiser spontanément dans le
systéme grace au phénomeéne d’instabilité modulationnelle. En effet, outre la solution so-
liton, I'équation NLS admet aussi une solution onde plane, mais celle-ci n’est pas toujours

stable. Ainsi, en reportant la solution onde plane suivante

u(x, 1) = age’ =¥ (B.1)
dans I'équation NLS
i@+P@+Qu||2—o (B.2)
9 a_xz ul- = v, .

n
on constate que c’est une solution exacte si la pulsation Q vérifie la relation de dispersion
suivante :
Q = Pk* - Qaj. (B.3)

Cette relation constitue la relation de dispersion non linéaire de I'onde plane qui met en
évidence que sa pulsation dépend non seulement du nombre d’onde k, mais aussi de

son amplitude ap. Comme nous allons le voir, cette solution onde plane, qui existe quel
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que soit le signe du produit PQ, n'est stable que si PQ < 0. Pour le vérifier, étudions sa
stabilité linéaire en cherchant I'’évolution temporelle d’une petite perturbation de sa phase
et de son amplitude. On reporte donc dans I'équation I'expression suivante [21] :

u(x, 1) = (ag + b(x, 1)) 7, (B.4)
avec o(x,1) = kx — Qt + 6(x, 1), ou b(x, ) et 6(x, ) sont deux fonctions réelles. Il vient

ib—(Q = 6)) (ao + b)+ P by + iy (g + b) + 2iby (k + 6) = (k + 0,)* (o + b)| + Q (ag + b)’* = 0.

(B.5)
En ne conservant que les termes linéaires en b et 9, déja supposés petits, et en tenant
compte de la relation de dispersion non linéaire Q = Pk* — Qa?, on parvient au systéme

d’équations linéaires suivant :

{ —agl + Phyy — 2Pkagy +20a2b = 0 &6
b; + PayOy + 2Pkb,, = 0,
dont les solutions s’expriment sous la forme :
b(x, 1) = bpe" ™ + cc, (B.7)
O(x, 1) = G + cc, (B.8)

ou cc est le conjugué complexe.

En substituant les solutions définies par (B.7) et (B.8) dans le systéme (B.6), on
obtient

{ (2042 - P8?) by + iag (v — 2Pk&) 6y = 89)

0
—i(v = 2Pk6) by — Paps*6y = O.

Pour que le systéme aie des solutions by et 6, non nulles, il faut que son déterminant
soit nul. Cela nous conduit a la relation de dispersion de la perturbation suivante :

(v — 2Pks)* = P*§? (52 - %ag). (B.10)

Léquation (B.10) montre que le signe de la pulsation v dépend de celui de %. Ainsi, deux
cas se présentent :

— Si % < 0, soit PQ < 0, quel que soit le nombre d’onde donné §, on a [page 82
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de [21]]

[ 2
v = 2Pké + |PS| [ 62 — ?Qa(z). (B.11)

v étant réel, nous déduisons que les perturbations b, et 6, ont un comportement oscilla-

toire.

— Si % > 0, soit PQ > 0, dans un domaine du nombre d’onde ¢ de la perturbation,
on peut avoir (v')? = (v — 2Pké&)* < 0. Ainsi, quel que soit &, on a [page 82 de [21]]

v = 2Pké + i|PS| 2Qa2 - 62 (B.12)

p o
Dans ces conditions, v se décompose en une partie réelle correspondant a la propagation
et une partie imaginaire correspondant a l'instabilité. Londe plane est alors instable. Elle
a tendance a se moduler avec le nombre d’onde correspondant au taux de croissance
maximal, soit § = ag \/g. Il ressort qu’il y a deux parametres responsables du phénomene
d’instabilité modulationnelle : 'amplitude ay de I'onde plane et le nombre d’'onde k de
I'enveloppe.






C

RESOLUTION DE LEQUATION DU
MODELE DE KLEIN-GORDON D’ORDRE
5 A COUPLAGE MIXTE PAR
LUAPPLICATION DE LAQD

Dans cette annexe, nous utilisons la méthode de I’AQD pour traiter le modéle de
Klein-Gordon d’ordre a couplage mixte défini par

d*u,

— = LUt = 2Un + Upa ]+ 0 (U = U + Ut = Un)’|

v v
—wg(U,, - ? + ?) (C.1)

Nous utilisons la méthode a échelles multiples et ’AQD qui consiste a considérer
que U, (r) est de la forme :

Un(0) = €UV (1,&,,0,) + EUP (1,&,,60,) + €U (1,£,,60,) + ...

=Y dul) c2)
=1

avec U,(lj,), =yv (1,é1,00), En=€emn—put), 7= €, 0, = kn — wt.

On remplace I'expression dans I'équation (C.1) on trouve :

U, ) 9%\ ) 0
n,n
e L R By ©3
wy
Avec
My =0 (C.4)
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@ PUpa 5 9 () )
M) =2u—" + w'— (U -U C.5
nn H (’)tc')fn wLagn( nn+l n,n—l) ( )
2 1 1
My~ o PU, B 2 U, _ U,
= Wog, H e T T aior
19 0
2 ) 1) ®) ®)
+ wL 585% (Un,n+l Un,n—l) + a_fn (Un,n+1 - Un,n—l)]
2
2 [y ), (O )3, 20 ()3
+wl, [(UWH —Us) +(US)_ - L) ] t3r (Uwn) (CB)
3 2 2 1
Y U B 2 PU _ >U) . *usl)
= W og, H e T Tawor T T ogar
16 16 9
2 ) (1 2) @ 3) 3)
+ wr 66_5,3; (Un,n+l - Un,n—l) + 58_{,‘% (Un,n+1 + Un,n—l) + B_‘fn (Un,n+l Un,n—l)]
(1)
1 1)2 -1 2 2
+ oy |3 (Ur(t,r)z—l - U'(”)l) - (92:" + Ufl,l’)l—l - Uy
ou') w?
2 () (D)2 nn+1 ©)) @ 0 (7702 772
+wy, [3(U8),, - UL 5 +U2  —UD ||+ 7(U,w) Ul (C.7)
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4 3 3 2 1
FuUs,  LPUY PUL) Ul orUl)

MO =2 - - + -
= Hoooe, M o2 aor - T ogar | on
1o 163 1 6%
2 1) 9] (2) (2) 3) (3)
+ wr ﬁ@ (Un,n+l + Un,n—l) + 88—52 (Un,n+l - Un,n—l) + Ea_é:rzl (Un,n+1 + Un,n—l):|
P 2
2 (1) (1 (2) (2) 1)
T Wy (Un,n—l - Un’”) (Un,n—l - Un’” - @Un,n—l)
(1) () (2) (2) 9 (1) ’
2
T Wy (Un,n+l - Un’”) (Un,n+l - Un’” + @Un,nﬂ)
0
2 (1 (1) (2) () 9]
+ 2wNL (Un,n—l - U”s") (Un,n—l - U”s” - a_é‘:nUn,n—l)
2 (D 1) (2) () 9]
+ 3(‘)NL (Un,n+1 - U”s") (Un,n+l - U”s" + a_étnUn,nH)
52U(1) aU(2)
2 (1D OV 17 Ynn-1 nn=1 3 3
+ 203, (U - UL e + US| - U
62U(1) 8U(2)
2 (D) MV | L9 Znant natl | 3) 3)
+ 3wy, (U, - Usy) 78 gt Ul - U

0 1 AN 2
2 o ) 2 G Oy® 4 (@ )] 6]
T 0&, (Un,n+l - Un,n—l) — W (_6 i (2Un’n Unn + ( n’n) ) 3 (Unn> Un’n)

_— (—éUﬁfﬁ (D) + %(U,i}g)s) (C.8)

Les expressions de M) (j = 6,7,...) ne sont pas explicitement écrites ici.

Pour aboutir aux équations ci-dessus, nous avons utilisé I'expansion de Taylor :

(o)

Usi(t) = ) UP(T &0 % €,0,01)

p=1
N B! a\ o
pzlep ;_!(iea—&) v (C.9)

Pour I'ordre le plus bas d’e soit j = 1, I'équation (C.3) conduit au systéeme d’équations

linéaires aux dérivées partielles suivant :

G

=3 = M), (C.10)

2
_wL

%) wy M, 7
U —(2+E]UH,H+U

nn+1 n,n—1
L

qui peut avoir des solutions sous la forme :

UL = Ay(r, &)e + A (1, &,)e ™™, (C.11)
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ou 'amplitude A, (t,&,) est une fonction complexe a déterminer.

Pour l'ordre 2 en € soit j =2, 0n a

(1)2
_ (2 R w_OJ v 4+ @

n,n—1
L

y®

n,n+1

2
ruly
_ o

2 sin(k A .
— l = =2iw (,ul - wL—()) belé}” +cc, (C12)

w 0é,

ou c.c représente le conjugué complexe.

En éliminant les termes séculaires, on trouve :

w?sin(k)
= —=——. (C.13)

w

L'équation (C.12) admet donc comme solutions :

soit
Upor =0, (C.14)

soit
U = Aa(r, €)% + Ao (1, &,)e 2. (C.15)

ou I'amplitude A (1, &,) est une fonction complexe.

Pour la suite, nous avons choisi la solution (C.14).

Pour I'ordre 3 en ¢, soit j = 3, I'équation (C.3) conduit a :

PUs o A
61‘2 —wy Un,n+1 -2+ w—% Un,n + Un’n_]
(1)2 .
= 3—? + 2w, (cos(3k) — 3cos(2k) + cos(k) — 1)| A3
W} ) -
+ 3§ + 2wy (12cos(k) — 3cos(2k) — 9) | Ay |Aq] oiOn

0%A,

+2
&y

)] e (C.16)

0A
(Zia)a—Tl + (wf cos(k) - (u1)?)

En éliminant les termes séculaires, on trouve :

0A w2 cos(k) — (uy)* 92A wy Wi
AL, 0SB~ ) oA 1@ ML (12¢c05(2k) - 3cos(k) — 9| A1 1A =0 (C.17)
or 2w O&2 4w w

C’est I'équation de Schrédinger non linéaire (NLS) pour la fonction enveloppe A;. Cette

équation peut encore se mettre sous la forme
0A (92A1

—+P
l(’)T+ 0&2

+ QA1 1AF =0 (C.18)
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ou les paramétres de dispersion P et de la non linéarité Q sont respectivement donnés

par:
2 k) — 2
P= “’LCOS(ZZ) ()™ (C.19)
a)2 LL)2
_ % NL
Q= +—"E (12c05(2k) - 3cos(k) - 9). (C.20)

En posant les changements de variables suivants A (t,¢&,) = %u(r, Xn), & = €(n — ur) = ex;,
et T = €’t, 'équation (C.18) devient :

ou P
2 plt

Al Qulu® =0 (C.21)

Léquation NLS admet des solutions solitons si et seulement si le produit PQ est positif.
Dans ce cas, u est pris sous la forme :

u = a(x,)e ol (C.22)

avec Ao un réel strictement positif. En introduisant cette solution dans I'’équation (C.21),
on obtient
Pa’ - AgPa+ Qa’ =0 (C.23)

En multipliant cette derniére équation par a et en intégrant une fois par rapport & x,, on

abouti a
N2 » 0 4
(a) = Aoa” — 5p% (C.24)
qui nous conduit a
a(x,) = 2/IQOP sech( \//l_oxn) (C.25)

ainsi la solution soliton de I'’équation (C.21)) est
2A0P .
u(x,, 1) = N/ QO sech[\//loxn]e’”"’, (C.26)

Ay = Ky sech [y (n—np - )] ™", (C.27)

par conséquent

avec

K = |2 (C.28)
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Léquation (C.16) devient
62U,(13,)l 5 w?
; 3) 0 3) (3)
o1 WL Un,n+l -2+ E U"a" + Un,n—]
L

wy 2 3 39
=15 + 2wy (cos(3k) = 3cos(2k) + cos(k) — 1)| Aje”™  (C.29)

ou
Uy = A3(1, &)™ + A (1,£,)e73 . (C.30)

En remplagant I'expression (C.30) dans I'équation (C.29), on trouve

A = (;)—‘,2) + ZwJZVL (cos(3k) — 3 cos(2k) + cos(k) — I)A3 (C.31)
T 24k + w8 —9cos(t) +cos3k)] '

avec A; donné a I'expression (C.27).
A3 = —K3 sech3 [ \//l—o (n —ng — ,ull)] €3iP/10t (C32)

ou
2
% + 2“’12\/L (cos(3k) — 3 cos(2k) + cos(k) — l)K

; (C.33)
2 [4w} + w? (8 = 9 cos(k) + cos(3k))|

3 =

Pour l'ordre 4 en ¢, soit j = 4, I'équation (C.3) conduit a :

62 U,(l4,)l (L)Z
§ 2 4 0 4) @)
o2 Wy Un,n+1 -2+ E Un,” + Un,n—]

L

. . A1 .
= [4wic0s(k) (1 +2e k4 e_Z‘k) +2i (—30),113 + w%\,Lsin(Sk)) a—;] &3t

2A 2 sin(k) 93 A .
GAL s 1+16w§VL|A1|2cos(k)(1+cos(k))]e“’n (C.34)

| Hager T 3 a8

2u3

En éliminant les termes séculaires, I'équation (C.34) devient

0, (C.35)

FU o
. ) 0|77 *
or2 - W Un,n+1 -2+ J U"" + Un,n—l
L
qui admet pour comme solutions valides :
soit
Ul =o, (C.36)
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soit
US) = Ag(r, &) + Ay(x, &,)e 4, (C.37)

ou lamplitude A4(r, &,) est une fonction complexe.
Pour la suite, nous avons choisi la solution (C.36).

Pour l'ordre 5 en ¢, soit j = 5, aprés annulation des termes séculaires, I'équation
(C.3) devient :
PUS [ { %
. ®) 0|74 ©)
— - U =12+ — Ui + U,
6t2 n,n+ wL 1,1
1 .
- [_50)3/1? + 10w? A3A% (cos(5k) — 2cos(4k) + cos(3k) — cos(2k) + 2cos(k) — 1)| >,

(C.38)

avec
US) = As(r, &) + As(t,&,)e ™, (C.39)

ou 'amplitude As(r, &,) est une fonction complexe.
En remplagant I'expression (C.39) dans I'équation (C.38), on trouve

4 — Wi A3 + 10w3, A3A (cos(5k) — 2cos(4k) + cos(3k) — cos(2k) + 2cos(k) - 1) (C.40)
T 242 + 207 [24 — 25cos(k) + cos(5k)] '

As = Kssech® [ylg (n—np - pui1)] ¥ (C.41)

5 2

(M)E % - IOa)IZ\,LKfIQ [(cos(5k) — 2cos(4k) + cos(3k) — cos(2k) + 2cos(k) — 1)]
24w(2) + Zwi [24 — 25cos(k) + cos(5k)]

(C.42)

Un(t) = K sech [ \//l—O (n—ng _ﬂlf)] ei(kn—(w_P,io),)
- K3 sech3 [\//1_0 (n—ng— ,Ll]l‘)] e3i(kn—(w—P/10);)

+ Ks sech’ [\//1_0 (n—ny - ,ult)] ekn=(=P)) (G 43)
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U,(t) = Kj sech [ \//l_o (n—nyp —mt)] cos (kn — (w— PAy) 1)
- K3 sech’ [\//l_o (n—ng — ,u]t)] cos[3(kn — (w — PAy)1)]
+ Kssech® [\/dg (n—ng — )] cos[5 (kn — (w — PAo)1)]. (C.44)



Cette thése a donné lieu aux travaux suivants :

1. Conférence internationale :

e Roland Alima, Saverio Morfu, Patrick Marquié, Bertrand Bodo, Bernard Es-
simbi. Energy transmission in the gap of nonlinear media triggered by determi-
nistic and stochastic driving. International Conference on Statistical Physics,
18-22 July 2016, Lyon, France. 2016.

2. Conférences nationales avec actes :

e Bertrand Bodo, Saverio Morfu, Patrick Marquié, Bernard Essimbi, Roland
Alima. Effet du bruit dans le systeme de sine-Gordon. Comptes Rendus de
la 18eme Rencontre du Non-Linéaire 17-19 Mars 2015, pp.25-30/ISBN 978-
2-9538596-4-5, edité par E. Falcon, M. Lefranc, F. Petrelis, C.-T. Pham. Non-
Linéaire Publications, Avenue de l'université, BP 12 76801 Saint Etienne du
Rouvray Cedex.

e Roland Alima, Saverio Morfu, Bertrand Bodo, Patrick Marquié, Bernard Es-
simbi. Effet du couplage non linéaire dans un systéme de sine-Gordon mo-
difié. Compte Rendus de la 19e rencontre du non linéaire 15-17 Mars 2016
Paris, pp.1-6/ISBN 978-2-9538596-5-2, 2016, édité par E. Falcon, M. Lefranc,
F. Petrelis, C.-T. Pham Non-Linéaire Publications, Avenue de l'université, BP
12 76801 Saint Etienne du Rouvray Cedex.

3. Publication dans une revue internationale :

e Roland Alima, Saverio Morfu, Patrick Marquié, Bertrand Bodo, Bernard Es-
simbi. Influence of a nonlinear coupling on the supratransmission effect in mo-
dified sine-Gordon and Klein—Gordon lattices. Chaos, Solitons and Fractals,
100, pp.91-99., 2017.

139









Dans cette thése, nous faisons l'analyse des conditions d’existence du phénoméne de
supratransmission non linéaire dans deux modeéles difféerents: un systéeme de Klein-Gordon de
cinquiéme ordre modifié et un systéme de sine-Gordon modifié. Les modeles modifiés considérés
ici sont ceux avec couplage mixte, le couplage linéaire pur étant associé a un couplage non
linéaire. En particulier, nous quantifions numériquement l'influence du coefficient de couplage non
linéaire sur 'amplitude de seuil qui déclenche le phénoméne de supratransmission non-linéaire.
Notre résultat principal montre que, dans les deux modeéles, lorsque le coefficient de couplage non
linéaire augmente, 'amplitude de seuil déclenchant le phénoméne de supratransmission non linéaire

diminue.

Dynamique non linéaire, Supratransmission, Klein-Gordon, sine-Gordon

In this thesis, we analyze the conditions of existence of the phenomenon of nonlinear
supratransmission in two different models: a modified fifth-order Klein-Gordon system and a modified
sine-Gordon system. The modified models considered here are those with mixed coupling, the pure
linear coupling being associated with a nonlinear coupling. In particular, we quantify numerically
the influence of the non-linear coupling coefficient on the threshold amplitude which triggers the
phenomenon of non-linear supratransmission. Our main result shows that in both models, when
the nonlinear coupling coefficient increases, the threshold amplitude triggering the phenomenon of

nonlinear supratransmission decreases.

Nonlinar dynamics, Supratransmission, Klein-Gordon, sine-Gordon
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