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Résumé

Cette these est consacrée a I’étude de quelques problemes mathématiques issus du micro-
magnétisme. Le but est d’analyser le comportement des modeles en fonction de différents pa-
rametres physiques, dont les fines variations sont parfois difficilement mesurables. Nous adop-
tons des approches numérique, asymptotique ou d’homogénéisation. Les modeles considérés
reposent sur ’utilisation de I’équation de Landau-Lifshitz-Gilbert (LLG) décrivant I’évolution
du champ d’aimantation dans un matériau ferromagnétique. Nous rappelons d’abord quelques
notions importantes en ferromagnétisme. Ensuite, nous menons une étude numérique d’un mo-
dele de la dynamique d’aimantation avec effets d’inertie. Nous proposons un schéma aux diffé-
rences finies semi-implicite qui respecte de facon intrinseque les propriétés du modele continu.
Des simulations numériques sont réalisées pour cerner I’effet du parametre d’inertie. Ces simu-
lations montrent aussi la performance du schéma et confirment 1’ordre de convergence obtenu
théoriquement. Nous étudions ensuite un modele de la dynamique de 1’aimantation avec amor-
tissement non local. La sensibilité de la dynamique d’aimantation au parametre d’amortisse-
ment non local est étudiée en donnant le probleme limite pour de petites et de grandes valeurs
du parametre. Enfin, nous étudions ’homogénéisation de 1I’équation LLG dans deux types de
matériau, a savoir les composites présentant un fort contraste des propriétés magnétiques et les
matériaux périodiquement perforés avec énergie d’anisotropie de surface. Des modeles homo-
généisés sont d’abord obtenus formellement puis une dérivation rigoureuse est établie en se
basant principalement sur les concepts de la convergence a double échelle et de la convergence
a double échelle en surface. Pour traiter les non-linéarités, nous introduisons une nouvelle mé-
thode basée sur le couplage d’un opérateur de dilatation calibré sur les contrastes d’échelle et
d’un outil de réduction de dimension, par construction de grilles emboitées adaptées a la géo-

métrie du domaine microscopique.
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Mots clés. Ferromagnétisme, micromagnétisme, équation de Landau-Lifshitz-Gilbert, ana-
lyse asymptotique, homogénéisation, convergence a double échelle, schéma aux différences

finies semi-implicite, simulations numériques.

Ce travail a bénéficié du soutien PHC VOLUBILIS MA14/301 “Elaboration et analyse de

modeles asymptotiques en micro-magnétisme, magnéto-élasticité et électro-€lasticité”.



Abstract

This thesis is devoted to the study of some mathematical problems arising in micromagne-
tism. The models considered here are based on the Landau-Lifshitz-Gilbert equation (LLG)
describing the evolution of the magnetization field in a ferromagnetic material. Our aim is the
analysis of the behavior of the models regarding the slight variations of some physical pa-
rameters. We first recall some important notions about ferromagnetism. Then, we carry out a
numerical study of a model of magnetization dynamics with inertial effects. We propose a semi-
implicit finite difference scheme which intrinsically respects the properties of the continuous
model. Numerical simulations are provided for emphasizing the effect of the inertia parameter.
These simulations also show the performance of the scheme and confirm the order of conver-
gence obtained theoretically. We then study a model of magnetization dynamics with a non-local
damping. The sensitivity of the magnetization dynamics to the damping coefficient is studied
by giving the limiting problem for small and large values of the parameter. Finally, we study
the homogenization of the LLG equation in two types of structures, namely a composite ma-
terial with strongly contrasted magnetic properties, and a periodically perforated material with
surface anisotropy energy. The homogenized models are first obtained formally. The rigorous
derivation is then performed using mainly the concepts of two-scale convergence, two-scale
convergence on surfaces together with a new homogenization procedure for handling with the
nonlinear terms. More precisely, an appropriate dilation operator is applied in a embedded cells

network, the network being constrained by the microscopic geometry.

Key words. Ferromagnetism, micromagnetism, Landau-Lifshitz-Gilbert equation, asymp-
totic analysis, homogenization, two-scale convergence, semi-implicite finite difference scheme,

numerical simulations.
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Introduction générale

Cette introduction esquisse le cadre mathématique dans lequel ce travail se positionne. Le
contexte d’application sera décrit quant a lui dans le premier chapitre. Au cceur de tous les
modeles de dynamique d’aimantation que nous allons utiliser, le lecteur reconnaitra 1’équation

de Landau-Lifshitz. C’est donc son étude que nous allons contextualiser.

L’équation de Landau-Lifshitz (LL) ou sa version équivalente Landau-Lifshitz-Gilbert (LLG)

a fait ’objet d’un tres grand nombre d’études tant numériques que théoriques.

Le cadre général de I’analyse mathématique a été établi dans des travaux précédents, voir
par exemple [113], [11], [28], en utilisant la méthode d’approximation de Faedo-Galerkin &
Pénalisation (FGP). Dans [67], un résultat d’existence et d’unicité de solutions globales pour le
systeme LL couplé aux équations de Maxwell en I’absence du champ d’échange est démontré.
Des résultats ont été aussi obtenus pour des systemes LLG modifiés, i.e., avec d’autres termes
de dissipation. Par exemple, la modification de LLG considérée dans [96] consiste en 1’ajout au
terme de dissipation standard d’un autre terme, d’ordre supérieur, du type A?M. La méthode
FGP est également utilisée pour résoudre ce probleme. Dans [100], un modele avec dissipa-
tion additionnelle de type friction, est étudié. Notons qu’un modele avec des effets d’hystérésis
est considéré dans [27]. Le comportement du moment magnétique y est décrit par 1’équation
LL avec un terme supplémentaire. Ce terme prend la forme d’un opérateur maximal monotone
agissant sur la dérivée temporelle du moment magnétique. L’existence locale de solutions ré-
gulieres est démontrée. Notons que dans le cadre de la dynamique de 1’aimantation induite par
injection de courant électrique, le travail [110] traite I’existence globale de solutions faibles a
une équation LLG ol un terme de transport est ajouté au champ effectif tenant compte de I’ef-

fet du courant injecté. Toutes les preuves sont basé€es sur une certaine pénalisation et différents
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types de régularisation. Les améliorations les plus récentes, a la fois des méthodes de produc-
tion et des méthodes de mesure, amenent a de tres nombreux raffinements phénoménologiques
de LL, toujours non linéaires. Ces non-linéarités ne permettent souvent pas d’associer naturel-
lement au probleme une énergie d’entropie qui justifie I’existence mathématique de solutions
et permette en particulier de prouver la convergence d’une sous-suite de solutions du probleme
pénalisé vers une solution du probleme originel. Dans ce cadre il est intéressant de comprendre,

d’analyser en amont le comportement du modele.

En ce qui concerne les approches numériques pour I’équation LL/LLG générale, plusieurs
stratégies ont été employées pour la discrétisation en temps et en espace. Nous nous limitons a
mentionner quelques travaux et nous renvoyons par exemple aux articles de revue [35, 51, 73]
pour un état de I’art plus complet. La discrétisation en espace est discutée dans les articles
suivants : Dans [84], des méthodes de différences finies portant sur I’équation dynamique (dis-
crétisation du champ effectif) et sur 1’énergie libre (discrétisation de 1’énergie) sont présentées.
Une méthode d’éléments finis est utilisée dans [49]. Le champ d’aimantation est approchée par
des fonctions linéaires par morceaux et le champ effectif est obtenu a partir de I’énergie dis-
crétisée. Dans [46], une méthode d’éléments finis avec des fonctions linéaires par morceaux est
appliquée a I’équation LLG. Plusieurs schémas de discrétisation en temps préservant 1’ampli-
tude de I’aimantation ont été développés. La méthode de projection de Gauss-Seidel proposée
dans [115, 52] utilise une autre formulation de I’équation LL et les termes gyromagnétique
et d’amortissement sont traités séparément pour surmonter la difficulté associée a la non li-
néarité. La méthode résultante est de premier ordre et inconditionnellement stable. Dans [65],
une méthode d’intégration semi-analytique est développée en intégrant analytiquement le sys-
teme d’ODE obtenu a I’issue d’une discrétisation spatiale de 1I’équation LL. Cette méthode est
d’ordre un mais explicite, ainsi elle fait I’objet d’une contrainte CFL sur le pas en temps. Une
méthode d’intégration géométrique a €té appliquée dans [71], et dans un cadre plus général
[79], utilisant la transformation de Cayley pour passer de 1’équation LL a un groupe de Lie
des rotations tridimensionnelles. A la différence des méthodes d’intégration semi-analytique,
cette méthode est plus souple pour la construction des schémas numériques d’ordre élevé. Nous
mentionnons aussi la méthode du point-milieu [22, 41] qui est d’ordre deux, inconditionnelle-

ment stable, et préserve I’amplitude de I’aimantation ainsi que les structures hamiltonienne et
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de Lyapunov de I’équation LL. Des schémas semi-discrets sont introduits pour des formulations
2D [97] et 3D [33] pour I’équation LL et des estimations d’erreur ont été obtenues sous 1’hypo-
these de 1’existence d’une solution forte. Des méthodes de type éléments finis pour 1’équation
LL sont typiquement présentées avec une analyse rigoureuse de la convergence vers des so-
lutions faibles. Dans [8, 6, 10], une méthode d’éléments finis est développée pour une forme
équivalente de I’équation LL. Cette méthode est d’ordre un en temps et en espace et nécessite
un solveur linéaire a chaque pas en temps. Dans [72, 9], la méthode est améliorée pour atteindre
I’ordre deux en temps. Dans [18], Bartels and Prohl ont considéré une méthode d’intégration
implicite en temps pour 1’équation LLG, qui est inconditionnellement stable, mais nécessite
un solveur non linéaire a chaque pas en temps. Dans [35], Cimrdk a proposé un schéma pour
I’équation LL en utilisant une technique du point-milieu, mais la mise en ceuvre d’un solveur
non linéaire est nécessaire a chaque pas en temps. Plus récemment, Kim et Lipnikov [69] ont
proposé et analysé des schémas aux différences finies mimétiques (explicite et implicite) pour
I’équation LL. Il s’agit d’une formulation mixte de I’équation LL avec une projection sur la
sphere unité pour préserver I’amplitude de 1’aimantation. Des tests numériques sont réalisées
sur des maillages généraux par exemple déformés ou aléatoires. D’autre part, pour des résultats
concernant le couplage de 1’équation LL.G avec le systeme de Maxwell complet nous renvoyons
a[29], [15], [16], [34], [78], [77]. Dans le cadre des interactions magnéto-€élastiques, un schéma
aux différences finies est proposé et sa stabilité discutée dans [29]. C’est également un schéma

de type différences finies que nous construirons ici.

Les avancées technologiques permettent (mais aussi nécessitent) aujourd’hui la production
systématique de matériaux composites, tres hétérogenes, et ce a une échelle tres fine (micro-
scopique, nanoscopique). Pour déterminer les propriétés effectives de tels matériaux, le colit en
terme de puissance de calcul reste encore aujourd’hui tres élevé. Il s’agit d’un contexte typique
qui donne du sens a des études par homogénéisation. Il existe une vraie tradition physique pour
ce type d’approche dans le contexte du magnétisme (voir par exemple Maxwell Garnett [83] et
Bruggeman [26]). Elle est aujourd’hui relancée par des observations surprenantes sur des na-
nomatériaux composites ayant des propriétés completement différentes de celles de chacun de
leurs constituants. Ceci ouvre de riches perspectives pour des travaux d’homogénéisation ma-

thématique. Mais il n’existe encore que tres peu de résultats. Pourtant, le fait que les matériaux a
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modéliser soient manufacturés permet de justifier une des hypotheses classiques d’une partie de
la théorie de I’homogénéisation, la périodicité. Nous ne citerons ici comme résultat général que
le travail [7] qui présente I’homogénéisation de la fonctionnelle de Gibbs—Landau dans sa forme
générale pour un matériau périodiquement hétérogene. Les méthodes sont la I'-convergence et

la convergence a double échelle.

Dans cette these, on propose une approximation numérique d’un modele de la dynamique
d’aimantation avec effets d’inertie. Nous étudions aussi un modele mathématique décrivant
I’amortissement non local dans les ferromagnétiques. Par ailleurs, la question de 1’homogé-
néisation des structures ferromagnétiques est considérée. Plus précisément, les problemes de
composites ferromagnétiques a fort contraste des propriétés magnétiques et les matériaux pé-
riodiquement perforés avec anisotropie de surface sont étudiés et les problemes effectifs corres-

pondants sont obtenus.
Cette these est divisée en cinq chapitres.

Dans le premier chapitre, nous rappellerons des notions générales du ferromagnétisme en in-
troduisant les bases physiques régissant les mécanismes d’aimantation et les différentes contri-
butions d’énergies micromagnétiques qui sont responsables de la distribution de 1’aimantation
dans les matériaux ferromagnétiques. Nous y présenterons les modeles classiques de la dyna-

mique d’aimantation ainsi que leurs propriétés mathématiques fondamentales.

Le deuxieme chapitre concerne 1’approximation numérique de la dynamique d’aimantation
avec inertie. Il fait suite au travail [56] ol un résultat d’existence globale est démontré. Le
modele adopté est celui proposé dans [40], voir aussi [116]. Il s’agit d’'une forme modifiée de
I’équation LLG pour I’évolution du champ d’aimantation dans un matériau ferromagnétique
rigide. La modification réside dans la présence dans le champ effectif d’un terme d’accélération
qui décrit I'inertie. Dans [93], 1a dynamique d’une aimantation uniforme avec effets d’inertie
est étudiée dans un contexte de résonance ferromagnétique. Des prédictions analytiques et des
simulations numériques des équations completes dans le modele LLG avec inertie sont présen-
tées. Il est également montré que, en plus de la résonance de précession habituelle, le modele
inertiel donne un deuxiéme pic de résonance associé a la dynamique de nutation a condition

que I’amortissement ne soit pas trop grand. La résolution analytique des équations de la dyna-
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mique donne lieu a la fois a des fréquences angulaires de précession et de nutation. Dans le
contexte de 1’étude des domaines magnétiques, le travail [45] considere le mouvement des pa-
rois magnétiques et une discussion sur la dépendance du déplacement de ces parois en fonction
des parametres du matériau sous I’'influence des effets d’inertie est proposée. Plus précisément,
avec un profil d’ondes progressives, des parois magnétiques de type Bloch ont été décrites et
leur déplacement a été étudié dans les cas stationnaire et précessionnel. Ici, nous proposons
un schéma de type différences finies semi-implicite pour le modele adopté tout en donnant un
critere de stabilité numérique. On présente des exemples de calcul de courbes d’aimantation
pour montrer I’effet d’inertie sur la dynamique. Des tests numériques illustrant la performance
du schéma et vérifiant son ordre de convergence en temps et en espace sont aussi proposés.
Les résultats de ce chapitre font I’objet de I’article [88] publié dans Journal of Engineering

Mathematics, 2016.

Le troisieme chapitre aborde un modele d’amortissement non local pour lequel 1’effet des
courants de spin longitudinaux est négligeable [89]. Cette hypotheése de négligeabilité, induite
par la physique du probleéme, s’avere ne pas étre simplificatrice du point de vue mathématique.
En effet, elle déséquilibre en quelque sorte la formulation en énergie du systeme. C’est emblé-
matique des modeles modifiés proposés aujourd’hui par les physiciens. Apres avoir présenté le
modele mathématique qui consiste en une forme modifiée de 1’équation LLG, nous donnons la
définition naturelle de solution faible associée au probleme. Nous caractérisons ensuite le com-
portement des éventuelles solutions en temps long en montrant que tout point de I’ensemble
w-limite d’une trajectoire d’aimantation est un point stationnaire. La sensibilité du modele par
rapport au parametre d’amortissement non local est également discutée. Les résultats de ce

chapitre font I’objet de 1’article [87] publié dans Journal of Applied Mathematics, 2015.

Dans le quatrieme chapitre, on s’intéresse a I’homogénéisation de I’équation LLG dans un
milieu ferromagnétique composite fortement hétérogene. La littérature n’offre que tres peu de
travaux portant sur I’homogénéisation des ferromagnétiques. Dans le cadre dynamique, 1’ho-
mogénéisation des multicouches ferromagnétiques a été étudiée dans [57]. Les microstructures
(empilements) considérées sont constituées d’une alternance de couches ferromagnétiques (FM)
et de couches non magnétiques (NM) avec un couplage inter-couches aux interfaces FM/NM.

Un probleme homogénéisé a €té obtenu lorsque le nombre de couches tend vers I’infini. Une
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généralisation des résultats de [57] a été proposée dans [101] ot on a étudié¢ 1’homogénéisa-
tion de I’équation LL.G dans de tels systemes en tenant compte de I’énergie d’anisotropie de
surface. Dans le cadre statique, le travail [7] considere I’homogénéisation d’un matériau com-
posite ferromagnétique ou les hétérogénéités sont distribuées périodiquement dans le matériau.
L’homogénéisation de la fonctionnelle d’énergie est étudiée en utilisant la I'-convergence et la
convergence a deux échelles et une dérivation rigoureuse de 1’énergie libre (de Gibbs—Landau)
homogénéisée est proposée lorsque la taille des hétérogénéités tend vers 0. Pour notre étude, le
milieu est composé de deux matériaux ferromagnétiques différents présentant un fort contraste
sur les propriétés magnétiques. Dans la partie du domaine a dynamique lente, que 1’on ap-
pelle matrice, le champ effectif, le champ démagnétisant et le champ d’anisotropie sont mis a
I’échelle par un petit parametre e représentant la taille des blocs de la matrice. Cette mise a
I’échelle préserve la physique de I’aimantation lorsque € tend vers zéro. En utilisant la théorie
de I’homogénéisation, nous obtenons le modele effectif correspondant. Plus précisément, nous
utilisons le concept classique de la convergence a double échelle, mais aussi un opérateur de
dilatation couplé a une nouvelle méthode de réduction de dimension par grilles emboitées pour
la manipulation des termes non linéaires. Nous montrons que la partie moins “magnétisée” du
milieu contribue a travers des termes de mémoire supplémentaires dans le champ effectif du
modele homogénéisé qui est de type LLG. Les résultats de ce chapitre font 1’objet de I’article
[32] accepté pour publication dans Discrete and Continuous Dynamical Systems — Series S,

2017.

Les structures ferromagnétiques perforées sont aussi considérées dans cette these. Plus pré-
cisément, le chapitre 5 consideére un matériau ferromagnétique périodiquement perforé. Dans ce
contexte, nous citons le travail [102] dans lequel I’homogénéisation de I’équation LLG a été étu-
diée avec des conditions aux limites de Neumann homogenes au bord de 1’échantillon. L’étude
présentée ici se différencie de [102] par I'introduction de la condition aux limites non linéaire
de Rado—Weertman [98]. Cette condition aux limites importante dans le cas des nano-matériaux
a été I’objet de I’étude [59] dans le cadre de la recherche des modeles réduits de couches minces
ferromagnétiques (réductions 3D-2D et 3D-1D). La condition de Rado-Weertamn étant imposée
aux bords des perforations, ’homogénéisation du modele est effectuée et le probleme effectif

est obtenu en prenant en compte les variations possibles de 1’ordre de grandeur de la constante
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d’anisotropie de surface par rapport a la taille de perforations. C’est la condition aux bords de
Rado—Weertman qui fait toute la difficulté et 1’originalité du probleme. Formellement, la diffi-
culté pour ’homogénéisation est comparable a celle induite par une condition aux bords de type
Robin (ou Fourier) non linéaire. Dans le cas ou I’effet de 1’énergie de surface est pondérée par
une puissance au moins 1 de la taille des perforations (on parle de condition de faible ancrage
dans le contexte Ginzburg—Landau), I’homogénéisation de problemes scalaires et linéaires (La-
placien) a été faite par Berlyand dans [20] par exemple. Les résultats ont été étendus dans [21]
au vu des avancées de [37, 38]. 1l est important de noter que la convergence a double échelle
surfacique développée dans [5] n’est elle aussi calibrée que pour des termes de surface forte-
ment pondérés. Si I’énergie de surface agit a I’ordre principal, d’autres difficultés s’ajoutent a
cette absence d’outils mathématiques permettant une mise a 1’échelle naturelle. D’abord, elle
peut faire totalement dégénérer 1’équation (comme dans le cas de conditions aux bords de Di-
richlet), ce qui est contradictoire avec la contrainte physique de conservation de la norme du
vecteur aimantation. Pour contrer ce type de comportement, on fait souvent I’hypothese que le
volume total des perforations tend vers zéro lorsque leur nombre se multiplie. On peut aussi
traiter au contraire un cas ou ce volume n’est pas négligeable, plus comparable a la situation
envisagée par [94] (ou une condition aux bords de type Robin complete une EDP parabolique
quasi-linéaire). Mais cela nécessite de tres fortes contraintes sur les parametres physiques du
systeme.

Les résultats de ce chapitre font I’objet du travail [31] soumis pour publication.

Nous terminons ce mémoire par une conclusion sur les travaux effectués et par une présen-

tation de quelques perspectives de recherche envisagées.
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10 CHAPITRE 1. MODELISATION DES MATERIAUX FERROMAGNETIQUES

1.1 Ferromagnétisme : notions générales

Découverts dans 1’ Antiquité, les matériaux ferromagnétiques ont été surtout étudiés a par-
tir du 19e siecle. Ils ont connu un regain d’intérét ces dernieres décennies et sont maintenant
I’objet d’études intensives. Cela est dii a leur importance dans de nombreuses applications in-
dustrielles. Parmi ces applications, citons par exemple le stockage magnétique (disques durs,
disques magnéto-optiques, ...), la gestion de 1’énergie ou les circuits magnétiques jouent un role

important, la protection radar (objets furtifs) et les t€lécommunications.

Il ne saurait étre question de produire ici une véritable introduction aux matériaux magné-
tiques, tout d’abord parce qu’il existe d’excellents ouvrages de référence parmi lesquels nous
citons par exemple Hubert-Schifer [64], Aharoni [2], du Trémolet de Lacheisserie [44] dans
lesquels cette présentation est tres compleéte, ensuite parce que quelques pages ne sauraient y
suffire. Plus modestement, nous nous contenterons de rappeler quelques notions de bases qui

seront nécessaires a une bonne compréhension de certaines parties de cette these.

Jusqu’au 19 eme siecle, les effets électriques et magnétiques ont été€ observés comme deux
phénomenes physiques indépendants. En 1820, Oersted a prouvé que les courants électriques
peuvent influencer I’aiguille d’une boussole. Ampere et Faraday ont expliqué ce comportement
et ont créé la base de la théorie unifiée de I’électrodynamique. Les premieres investigations
quantitatives sur les phénomenes électriques et magnétiques ont été faites par Charles-Augustin
de Coulomb (1736-1806). Leur description unifiée est le travail de James Clerk Maxwell (1831-
1879) [82].

Depuis lors, les aimants permanents ont trouvé beaucoup d’applications dans 1’énergie et
dans les dispositifs de mémorisation. Autour des années 1900, une nouvelle application a été
trouvée : I’enregistrement magnétique [48]. L’ingénieur danois W. Poulsen fut le premier a avoir
enregistré les signaux acoustiques sur un fil ferromagnétique. En 1927, la bande magnétique,
un ruban perforé enduit ou revétu d’un liquide ferromagnétique, a été inventée aux Etats-Unis
et en Allemagne ou une bande contenant la poudre de fer a été utilisée. Le matériau magné-
tique n’était plus un aimant en bloc, mais composé de petites particules magnétiques. Dans
les années 40, les bandes d’oxyde ont été développées et peu apres I’apparition des dispositifs

d’enregistrement sonore, les signaux audio-visuels ont été également enregistrés sur des bandes
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magnétiques. Au cours de ces dernieres années, la densité d’enregistrement magnétique n’a
cessé d’augmenter, passant de 10? bits/mm? en 1971 a 107 bits/mm? en 2000. Ceci a été rendu
possible grace a I’apparition de matériaux nouveaux possédant des champs ccercitifs de plus en

plus élevés, passant par exemple de 22 kA. m~! en 1972 a 140 kA. m~! en 1991 [70].

Les équations de Maxwell décrivent les champs électriques et magnétiques a une échelle
macroscopique. A 1’échelle atomique, une autre théorie doit étre utilisée pour une description
microscopique appropriée des propriétés physiques de la matiere. La modélisation des proces-
sus de I’aimantation dans les matériaux a particules ferromagnétiques fines doit €tre faite a un
niveau quelque peu intermédiaire, qu’on pourrait qualifier de mésoscopique. En effet, la taille
des particules est de 1’ordre du nanometre ou du micrometre. Aussi, les effets de la forma-
tion des domaines magnétiques doivent étre inclus dans le modele physique et les équations de
Maxwell ne seront pas suffisantes pour une description réaliste. Plus largement, les effets qui
proviennent de la structure atomique des solides doivent étre considérés. Par exemple, I’aniso-
tropie magnétocristalline induite par le trellis cristalin, les positions périodiques des atomes qui
composent le solide et I'interaction d’échange entre les moments magnétiques des électrons qui
est un effet typiquement quantique. Mais, dans les modeles purement quantiques, la taille des
particules excede la taille des systemes, ce qui n’est pas envisageable ici. Il faut donc inclure,
phénoménologiquement, les phénomenes dans des modeles de physique classique, a 1’échelle
du milieu continu. Cette théorie, désormais classique, a été initi€ée par un article de Landau et
Lifshitz en 1935 [75]. William Fuller Brown a contribué par plusieurs travaux et a donné a cette
théorie le nom de Micromagnétisme [25]. Il voulait souligner le fait que cette théorie, dans la-
quelle les détails microscopiques de la structure atomique sont souvent “ignorés” pour pouvoir
considérer le matériau d’un point de vue macroscopique comme un milieu continu, devrait tout
de méme décrire les effets des phénomenes microscopiques.

Ajoutons quelques mots sur les “parois magnétiques”. L’aimantation d’un matériau ferro-
magnétique correspond 2 I’orientation des dipdles élémentaires dans une méme direction. A
la différence des paramagnétiques, cette orientation peut se faire spontanément en 1I’absence
d’un champ extérieur. La région de I’espace dans laquelle tous les moments magnétiques sont
orientés selon une méme direction s’appelle un domaine (de Weiss) et les limites entre ces do-

maines, des parois (de Bloch). Si nous plagons un matériau ferromagnétique dans un champ
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extérieur H, les parois vont se déplacer de maniere a renforcer le champ H extérieur. Lorsque
H augmente a partir de zéro, les parois de Bloch se déplacent, entrainant une aimantation de
I’échantillon et donc un champ B non nul. Quand H est suffisamment intense, le domaine favo-
rablement orienté occupera tout le volume du matériau qui est alors magnétisé a saturation. Le
champ est alors By, le champ d’induction maximal de I’échantillon. Si nous diminuons /7, nous
obligeons les parois a se déplacer de nouveau. Le mouvement de retour n’est pas le méme que
celui suivi lorsque H augmentait parce qu’une partie du mouvement des parois est irréversible.
L’aimantation qui reste lorsque H est nul est dite rémanente et le champ rémanent sera noté B,..

Le champ nécessaire pour ramener B a zéro est appelé le champ ceercitif.

1.2 Bases physiques régissant les mécanismes d’aimantation

Différents termes d’anisotropie sont présents dans tout objet ferromagnétique. Chacune de
leurs contributions a tendance a orienter 1I’aimantation suivant certaines directions “faciles” cor-
respondant a des minimas de 1’énergie libre. Généralement, 1’énergie d’une couche mince ma-
gnétique est décomposée de facon phénoménologique en différents termes d’anisotropie que
nous détaillons dans les paragraphes suivants. On notera €2 le domaine occupé par le matériau

ferromagnétique et OS2 sa surface.

1.2.1 Energies micromagnétiques

Dans la théorie du micromagnétisme, 1’aimantation est représentée par une fonction conti-
nue de la position. L’aimantation est de norme constante )/ mais peut changer de direction

d’un point a un autre. On a

M dans €2,
M| = 3
0 dans R® \
et, dans €2, chaque élément de volume, appelé aussi spin magnétique, est représenté par 1’ai-
mantation

M = Mym

de norme constante M, mais de direction 7 qui change. Le vecteur unitaire m.(z, y, z) est défini

par m = Mgy + Myls + M, uz oll (w1, uz, ug) est une base orthornormée de R3.
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Il y a quatre contributions importantes a 1’énergie libre de Landau d’un matériau ferroma-
gnétique : I’énergie d’échange, 1’énergie d’anisotropie de volume, I’énergie du champ déma-
gnétisant, et I’énergie de Zeeman dans un champ externe [86].

Nous allons passer en revue ces différentes énergies qui sont responsables de la distribution

de I’aimantation dans les matériaux ferromagnétiques en spécifiant leurs expressions.

1.2.2 Energie d’échange

Bien que les actions d’échange introduites par Heisenberg - et qui sont a I’origine du fer-
romagnétisme - soient d’origine électrostatique, leur effet est de courte portée. Ces interactions
sont équivalentes, conformément au langage de Weiss, a 1’action d’un champ fictif (le champ
moléculaire) si bien que tout se passe comme si chaque atome exercait sur ’un quelconque
de ses voisins actifs un champ magnétique. L’énergie du couplage est donc minimale lorsque
les moments magnétiques de ces atomes sont paralleles. Si ce n’est pas le cas, 1I’énergie po-
tentielle du couple des deux atomes augmente d’une quantité qui dépend des spins des atomes
qui intéragissent mutuellement ainsi que de leur orientation relative. La formulation générale et

phénoménologique proposée par Landau et Lifshitz [75] de la densité d’énergie d’échange est

2
Eorel /A|v ? = /A|VM| /MQM VM = - /M 2M>. (1.1)

Dans cette expression, la densité d’énergie est écrite comme produit de I’aimantation M

et du champ d’échange. Le champ d’échange dépend alors du gradient de I’aimantation, du

parametre de la densité d’énergie d’échange A et de 1’aimantation spontanée M, :

2A
Hewe (M) = sz (1.2)

1.2.3 Energie d’anisotropie de volume

L’énergie magnétocristalline d’un matériau ferromagnétique résulte du fait que 1’aimanta-
tion tend a s’aligner selon certains axes cristallographiques, dits axes d’aimantation facile, qui

seront notés U par la suite. L’aimantation du cristal suivant les autres directions nécessite une
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dépense d’énergie bien supérieure a celle nécessaire pour I’aimanter suivant un axe d’aiman-
tation facile. Cet exces d’énergie est défini sous le nom d’énergie d’anisotropie. Elle dépend
de I’orientation de I’aimantation par rapport aux axes cristallins et est invariante sous I’action
du groupe de symétrie du cristal. La densité volumique d’énergie d’anisotropie &,,, peut étre

exprimée sous la forme
K,
Eual M) = 5 [ (VP = 02 e (1.3
Q

Le parametre K, est appelé constante d’anisotropie de volume. Le champ d’anisotropie de
volume se déduit alors comme étant la variation par rapport a I’aimantation )M de la densité

d’énergie Ey1 (M) :

Hy(M) = KU x (U x M) = K,(M-U) — M). (1.4)

1.2.4 Energie du champ démagnétisant

La répartition de I’aimantation dans un matériau ferromagnétique, ainsi que les discontinui-
tés qui peuvent exister aux surfaces du solide et les pseudo-charges réparties sur la surface du
matériau engendrent un champ démagnétisant H. Ce champ s’oppose a I’aimantation. Dans le
cas d’un matériau tres mince, il a tendance a coucher et maintenir I’aimantation dans le plan du
film pour minimiser la densité d’énergie dipolaire. En d’autres termes, le champ démagnétisant
est pratiquement nul lorsque 1’aimantation demeure dans le plan de la couche. Son calcul pose
de sérieux probleémes car c’est un champ non local et I’aimantation peut varier d’un point a
un autre du matériau. Un matériau magnétique caractérisé par une aimantation spontanée M,
crée un champ magnétique H qui obéit au modele de Maxwell. Dans le cas de petits domaines,

I’approximation magnétostatique des équations de Maxwell est admissible :
div (uoH + M) =0, rot H =0, (1.5)

ou (g est la perméabilité du vide.
Dans le cas par exemple d’une couche mince ferromagnétique, la densité d’énergie du

champ démagnétisant est donc définie par

1
E4(M) = —Q/QM.de - ML (1.6)
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Dans le cas ot I’on considere le systeme de Maxwell complet

oF
go— +oFE —rot H=0

ot (1.7)
oH ot B oM
— +rot B =———.
oot ot
I’énergie que 1’on considere a la forme suivante
1
E£4(M) = _5/ (o B + 1ol H|?) da. (1.8)
R3

ou g est la permittivité électrique et 1 est la conductivité électrique.

1.2.5 Energie Zeeman

Elle correspond a I’interaction entre M et un champ extérieur H, appliqué au matériau. Sa

densité s’écrit
Eoxt = —/ M- Hydx. (1.9)

Q

Cette énergie traduit la tendance de 1’aimantation a s’aligner sur le champ magnétique appli-
qué. Elle est proportionnelle au volume de la couche. Pour un champ extérieur uniforme, cette
énergie dépend seulement de la moyenne de 1’aimantation et non de la structure particuliere en
domaines magnétiques du matériau ferromagnétique. Dans cette these, nous ne considérerons

aucun champ extérieur c’est-a-dire Hy = 0.

1.2.6 Energie de surface

Aux interfaces d’une couche mince, le matériau magnétique a une structure de bande tres
fortement perturbée par des effets d’hybridation avec le métal adjacent et par le nombre réduit
de voisins magnétiques. Cet effet des interfaces modifie les propriétés magnétiques de 1’état
fondamental définies a la température 7" = 0 K (existence du ferromagnétisme, moment ma-
gnétique par atome, etc). Par exemple, un métal comme le vanadium, non magnétique a 1’état
massif, peut acquérir en couche mince une aimantation plus importante que celle du fer. D’autre
part, une couche ultra-mince est assimilable a un systéme quasi-bidimensionnel, pour lequel les
lois des matériaux massifs ne sont plus valables : cette “réduction de dimension” se traduit par

une variation thermique différente de 1’aimantation et par une modification des parametres de
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la transition de phase ferromagnétique-paramagnétique [119]. Enfin, la rupture de la symétrie a
une interface crée une orientation privilégiée (cas ou K, > 0 ci-dessous) ou pénalisée (cas ol
K, < 0) suivant la normale a la surface du matériau. L'une des propriétés résultantes les plus
intéressantes est I’apparition d’une “anisotropie d’interface” pour la direction de 1’aimantation.
Cette contribution importante pour les couches ultra-minces s’ajoute aux termes d’anisotro-
pie déja présents dans le métal massif ferromagnétique. L’énergie de surface correspondante,

Esurt (1), est associée au champ
Hgwt = —K(n - M)n sur 052

ou n est la normale a la surface, i; € R étant le parametre d’anisotropie de surface (qui peut

étre positive ou négative).

1.2.7 Energie totale et champ effectif

En conséquence, pour ¢ > 0, I’énergie magnétique totale est définie comme étant la somme
des contributions engendrées dans le volume & savoir (Eexc(t), Evol(t), Emag(t)) et celles de sur-

face (Eque(t)). Nous avons une densité d’énergie hamiltonienne définie par
gtot(t) - gexc (t) + gvol(t) + gmag (t) + gsurf(t>‘ (110)

L’état d’équilibre de I’aimantation est telle que &, est minimale par rapport aux variations

de M qui sont consistantes avec la contrainte |M (x)| = M,. Les équations d’équilibre sont
alors [25] :
A
M x [HﬁWAM—KU(M—(M-U)U)JrH} —0 (1.11)
dans le volume du matériau, et
A
M x [W(n-V)M—KS(n-M)n} —0, (1.12)

sur le bord selon que 1’on tient compte de 1’anisotropie de surface (K, # 0) ou non.
L’expression entre crochets dans (1.11) est appelée le champ effectif H.. Il correspond aux

“forces” obtenues par différentiation de la densité d’énergie hamiltonienne & :

agtot

He=—n

(1.13)

dans le volume du matériau ferromagnétique.
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1.3 Les modeéles LL et LLLG

1.3.1 L’équation dynamique

La recherche dans le micromagnétisme s’est orientée sur 1’étude des mécanismes de ro-
tation des spins magnétiques dans les matériaux ferromagnétiques. Le caractere anisotrope de
I’aimantation des couches ferromagnétiques favorisait cette approche. La modélisation peut étre
abordée par le biais de la mécanique quantique [104] en considérant des interactions du type
spin-photon. Mais ces théories microscopiques sont difficilement applicables. Nous devrons
nous contenter des théories macroscopiques, donc essentiellement phénoménologiques. Celles-
ci doivent traduire le phénomene suivant : alors que le champ d’excitation haute fréquence,
perpendiculaire a I’axe d’aimantation facile d’un matériau ferromagnétique, tend a écarter 1’ai-
mantation de sa position d’équilibre, les forces liées a I’amortissement tendent a contrecarrer la
variation d’aimantation et donc a la ramener vers sa position d’équilibre. Plusieurs théories phé-
noménologiques ont été proposées pour représenter cet amortissement, par exemple I’approche
de Landau-Lifshitz [75] et I’approche de Bloch-Bloembergen [23]. Nous ne présenterons ici que
la premiere. Avant de donner une description de 1I’approche de Landau-Lifshitz, nous avons pré-
féré écrire formellement la forme générale de 1’équation de Landau-Lifshitz (LL) et sa version

équivalente de Gilbert (LLG) [53] :

Equation de Landau-Lifshitz :

oM

E = _’YLLM X He —I— aLLM X (M X %e). (114)

Equation de Landau-Lifshitz-Gilbert :

I M x H, — aM x 20 (1.15)
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Relations entre les coefficients de Landau-Lifshitz et de Gilbert

On démontre (voir par exemple [108]) que la relation liant les coefficients (g, ) et

(aLr, YiL) est

M2 2
sUL o g = 2L (1.16)
YLL YLL

VG = YL +

Ici (ag,vq) et (apr, yuL) sont les parametres “gyromagnétique” et “d’amortissement”. (ag <

0etyg > 0).

1.3.2 Description de ’approche de Landau-Lifshitz

Pour décrire I’approche de Landau-Lifshitz, nous considérons des mouvements que peuvent
effectuer les moments magnétiques autour de leurs positions d’équilibre. Le point de départ de
cette dynamique est le fait que tout moment magnétique M est lié a un moment cinétique / par

la relation

M = I, (1.17)

ol 7y, est le rapport gyromagnétique du systeme de moments magnétiques. Dans le systeme des

unités Gaussien,
Yo = ge/2me,
e = —le| et m sont respectivement la charge et la masse électroniques, ¢ est la vitesse de

lumiere, et g le facteur de Landé est habituellement proche de 2. Lorsque le matériau est plongé

dans un champ magnétique H, le moment magnétique M est soumis a un couple
I'=puoM x H. (1.18)

Le principe fondamental de la dynamique nous permet d’écrire 1’équation du mouvement

ol
= oM X H, (1.19)

c’est-a-dire
oM
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En 1935, Landau et Lifshitz [75] ont proposé une équation qui introduit formellement
I’amortissement du mouvement du vecteur aimantation. Pour cela ils rajoutent a 1’équation
(1.20) un terme supplémentaire ‘B, vecteur dirigé perpendiculairement a la fois a M et au
couple M x H, qui tend ainsi a ramener M dans la direction de H. Ce terme supplémentaire
peut s’écrire

o

B=y

S

M x (M x H), (1.21)

ol « est une constante phénoménologique positive. L’interprétation physique de cette constante

est encore mal connue. L’équation du mouvement de 1’aimantation devient alors

oM «
o —poo(M x H) — M,

@thxHﬁ (1.22)

Le champ H doit étre considéré comme le champ effectif H. ; I’équation précédente devient

alors

%gz—WMXHJ—ﬁiMXUWXH% (1.23)
ou I'on a noté v = g7o-

Nous ne pousserons pas plus loin la description physique associée a (1.23) afin de nous
tourner vers les aspects mathématiques liés a (1.23). La version de Gilbert s’obtient directement

en utilisant les deux formules de (1.16). Nous obtenons alors I’équation de Landau-Lifshitz-

Gilbert suivante

oM a? + 2 o oM
= — MxHe+——Mx —. 1.24
ot y i v My ot (1.24)
1.3.3 Couplage avec les équations de Maxwell
Ces équations bien connues sont au nombre de quatre :
0B oD
EZ—I‘OtE7 Ez_j—'—rOtH’
et (1.25)
div B =0, div D = Q.

Elles portent sur (i) D, I’induction électrique, (ii) £, le champ électrique, (iii) 5, I’'induction
magnétique, (iv) H, le champ magnétique. Par ailleurs, le scalaire () et le vecteur j désignent

respectivement la densité macroscopique de charge €lectrique et la densité macroscopique du
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courant. Dans notre cas, nous supposerons toujours que ) = 0 et, pour les courants, que la loi
d’Ohm est vérifiée :

j=0oFE, (1.26)

avec o la conductivité, qui sera presque nulle dans le cas des ferrites. Les équations de Maxwell
sont générales en ceci qu’elles s’appliquent a tous les milieux. Pour pouvoir prévoir les phéno-
menes électromagnétiques, il faut leur ajouter des relations particulieres au milieu considéré ou

relations constitutives. Dans le vide, on a par exemple
D= €0E et B = /L()H (127)

ou la permittivité €lectrique £, et la perméabilité magnétique iy sont des constantes liées a la

vitesse de la lumiere dans le vide c par la relation
EUMOCQ =1.

En ce qui concerne les matériaux ferromagnétiques, nous supposons qu’ils vérifient, comme

dans un diélectrique classique la relation suivante
D =¢pe, F, (1.28)

ou ¢, est la permittivité relative. Par contre, a défaut de pouvoir introduire une perméabilité
relative, nous devons nous contenter, pour coupler les différents champs magnétiques, de la
relation

B=puH+M ou uH=B-—M. (1.29)

L’aimantation M/ étant la solution de I’équation de Landau-Lifshitz-Gilbert (1.24).

1.3.4 Conditions aux limites

Les conditions aux limites sont importantes dans 1’analyse des matériaux ferromagnétiques,
en particulier dans le cas ou elles sont influencées par 1’anisotropie de surface et/ou par les
phénomenes de couplage aux interfaces. Notons que pour les matériaux massifs, 1’anisotropie
de surface n’est pas bien connue. Elle n’affecte dans le matériau massif qu’une couche mince en
surface. Dans ce qui suit, n représente la normale unitaire extérieure et 9/0n la dérivée normale

sur le bord.
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L’équation de Landau-Lifshitz-Gilbert décrit le comportement de 1’aimantation dans le vo-
lume du milieu ferromagnétique ; pour qu’elle reste valable jusqu’a la surface qui le borde, il
est nécessaire en 1’absence de tout effet additionnel de surface que la relation

AoM

Mx —=—2 —
M2 on

(1.30)

soit satisfaite sur la surface. Compte tenu de la contrainte de saturation | M| = M, la condition

(1.30) se réduit a
A OM

Pour tenir compte du phénomene “d’accrochage” de 1’aimantation a la surface, on introduit la

condition au bord de Rado-Weertman [98]

A OM
M x (VMgsurf — Mg%) = 07 (132)
qui devient
oM
M x <Aa_n KM - n)n> ~0. (1.33)

Remarque 1.1. La condition aux limites (1.33) sera considérée en particulier dans le cha-
pitre 5. Pour une étude détaillée des équations LLG avec la condition aux limites (1.33), nous
réferons a [59]. Pour d’autre types de conditions aux limites faisant intervenir le couplage
inter-couches dans les multicouches ferromagnétiques nous renvoyons a [108], [60], [109],

[58].

1.4 Adimensionnement des équations

Nous supposerons tous nos modeles écrits avec des grandeurs adimensionnelles. Pour sim-
plifier I’écriture des modeles considérés dans ce mémoire, nous supposerons que 1’aimantation
a saturation vérifie |M,| = 1 et le ccefficient gyromagnétique est tel que v = 1. L’équation de
Landau-Lifshitz-Gilbert (1.24) et la condition aux limites (1.30) deviennent respectivement,

Equations de Landau-Lifshitz-Gilbert :

oM oM ,
W_QMXW__<1+O()MXH€’ (134)
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Conditions aux limites :

Aa—M = 0. (1.35)
on

Quant au couplage de I’aimantation au champ électromagnétique, il est spécifié par le sys-

teme de Maxwell suivant

E
5088—t+0E—rotH:0
(1.36)
8H+ ( oM
- T —_
HoTgy 71O ot

obtenu en éliminant I’induction magnétique B dans les équations (1.25) en utilisant (1.29).

Au systeme d’équations (1.34) — (1.36), on associe des données initiales

E(0,) = Eo(), H(0,.) = Ho(.), M(0,.) = My(.).

1.5 Propriétés mathématiques élémentaires

Conservation de la norme de I’aimantation

La propriété suivante a déja été établie et utilisée implicitement. Rappelons-la. Faisons la

multiplication scalaire de 1’équation (1.34) par M. On obtient M - M /0t = 0. Soit
d
= (1) =o. 1.37
= (1 (137)
La condition |M| = 1 est donc incluse dans les équations de Landau-Lifshitz-Gilbert avec
M x AM =V - (M x VM) (1.38)

ou

M x 0j(a;j0; M) = 0;(M X aO;M) si ay; = aj; (1.39)

Lemme 1.1. Pour toutt > 0, on a

«
14+ a2

|0 M* = O,M - H,. (1.40)

Démonstration.
Nous reprenons ici la démonstration donnée dans [12, 59]. Nous réécrivons 1’équation de Landau-

Lifshitz-Gilbert (1.34) sous la forme

(@O, M — (14 ®)H.) = aM x (ad,M — (1 + *)H.) — (14 o) H. (1.41)
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qui, en la multipliant par («d; M — (1 + o*)H..), donne

«
1+ a?

O,M|* = 0,M - H, (1.42)

pour tout ¢ > 0 (et presque partout dans €2 au regard du sens faible donné a M comme solution

faible de LLG dans le présent travail mathématique). [

Décroissance de I’énergie électromagnétique

Nous prenons le produit scalaire de la premiere équation de (1.36) par E et celui de la
seconde par H. On obtient alors par addition puis intégration par parties (formellement dans ce

chapitre en I’absence encore de définition de la solution faible M) :

E H
V-(ExH)dx—O—/ <5OE-8—+MOH-8—>CZQ:+U |E|2dx
R3 R3 ot ot R3
o (1.43)
H - ——dux.
R3 at v
Or
OH 1d 1d
E-E H-——)dr=-— E|? H|?)dx = = —&,. 1.44
/R3 (60 +Ho 8t>dx 2dt Jas (50’ "+ pol |>d$ 2t (144)
L’équation (1.43) s’écrit donc
1d OM
— =&y =— E\fdv — | H-——dax. 1.45
2t U/Rgl‘x T (1.45)

Egalité d’énergie pour le modele simplifié

Ici, nous donnons I’égalité d’énergie obtenue pour le modele simplifié considéré dans [12].
Ce modele ne tient pas compte d’anisotropie de surface. Autrement dit la constante /s dans
(1.35) est égale a zéro. Une intégration de 1’égalité (1.40) sur €2 (encore formelle dans ce cha-

pitre) donne

d 2a
— t
Eooll) + 1+ a?

ou &y (t) n’est rien d’autre que 1’énergie magnétique totale & (t) pour K, = 0.

/ |0, M|* dx = 0, (1.46)
Q
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2.1 Introduction

Le mouvement des spins avec inertie a été récemment discuté dans la littérature [68]. En par-
ticulier, le progres récent dans I’étude de la dynamique ultra-rapide de 1’aimantation a motivé
plusieurs travaux. Dans [40], [116] I'inertie des spins a été introduite phénoménologiquement
et il a ét€ démontré qu’elle donne une nutation additionnelle au mouvement de spins. L’échelle
en temps pour laquelle I’effet d’inertie est significatif est discutée et est d’un ordre inférieur a la
pico-seconde. Le régime inertiel a des échelles de temps trés courtes offrirait donc des possibi-
lités de nouvelles expériences et dispositifs basés sur la dynamique d’aimantation ultra-rapide.
Dans ce chapitre, nous procédons a I’approximation numérique d’un modele mathématique
issu de la théorie de la dynamique de I’aimantation avec inertie. L’équation LLG classique est
une équation cinématique qui ne contient pas de termes d’accélération, i.e., qui ne contient pas
d’inertie. La trajectoire correspondante est réduite a une précession amortie autour de I’axe dé-
fini par le champ effectif. Le régime inertiel du processus d’aimantation est considéré comme
une déviation par rapport a I’équation LLG [93].

Nous considérons le modele proposé par Ciornei-Rubi-Wegrowe [40], voir aussi Wegrowe-
Ciornei [116]. I est donné par une équation LLG modifiée. La modification réside dans la
présence d’une dérivée seconde en temps du champ d’aimantation dans le champ effectif. Pour
décrire les équations du modele, nous considérons €2 un ouvert borné et régulier dans R?. Le
point générique de R? est noté par z = (zy, 9, x3). Nous supposons que le matériau ferroma-
gnétique occupe le domaine ).

Le champ d’aimantation qui vit dans S? (la sphere unité de R?) est désigné par m(t, x). Son

évolution est gouvernée par I’équation suivante LL.G modifiée (voir [116])

( 1
m(ﬁtm —am x dym) = —m x H(m) dans Q = (0,T) x €,
m(0,x) = mo(xz) dans Q, 9,m(0,z) = m4(z) dans Q, (2.1)

O,m =0 sur (0,7) x 0f.

\

Le champ magnétique effectif H dépend de m et est donné par

H(m) = alNm — CO'm + ¢(m) + Hq(m). (2.2)
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Le premier terme du champ effectif représente le champ d’échange (avec a > 0) et le terme en

¢ > 0 décrit le régime inertiel.

Puisque nous allons nous concentrer uniquement sur les effets d’inertie et par souci de sim-
plicité, nous allons négliger ici le champ démagnétisant H,; et nous renvoyons par exemple
aux références [29, 74] pour certains aspects du calcul de ce champ. Nous négligeons aussi le
champ d’anisotropie de volume ¢(m) qui est généralement linéaire en m. Toutefois, notons que

ces simplifications ne limitent pas 1’analyse proposée.

Avant de procéder a la discrétisation par différences finies du probleme (2.1), nous pas-
sons d’abord en revue quelques résultats antérieurs. Dans [93], la dynamique d’une aimantation
uniforme avec effets d’inertie est étudiée dans un contexte de résonance ferromagnétique. Des
prédictions analytiques et des simulations numériques des équations completes dans le modele
de LLG avec inertie sont présentées. Il est également montré que, en plus de la résonance de
précession habituelle, le modele inertiel donne un deuxieme pic de résonance associée a la
dynamique de nutation a condition que I’amortissement ne soit pas trop grand. La résolution
analytique des équations de la dynamique donne lieu a la fois a des fréquences angulaires de
précession et de nutation. En ce qui concerne les approches numériques pour I’équation LLG gé-
nérale, plusieurs stratégies peuvent étre employées pour la discrétisation en temps et en espace,
ou les différents termes d’énergie sont considérés. Nous nous limitons a mentionner quelques
travaux et nous faisons référence a [73] pour une bibliographie plus détaillée. Le cadre général
(sans les effets d’inertie, i.e. le cas ( = 0) a été étudié précédemment par des méthodes dif-
férences/éléments finis, voir par exemple [8], [9], [72], [6], [17], [18]. D’ autres part, pour des
résultats concernant le couplage de I’équation LLG avec le systeme de Maxwell complet nous
renvoyons a [29], [15], [16], [34], [78], [77]. Dans le cadre des interactions magnéto-élastiques,
un schéma aux différences finies est proposé et sa stabilité discutée dans [29]. Notre principal
but ici est de proposer un schéma numérique semi-implicite de type différences finies pour le

modele (2.1), en se concentrant sur les processus d’aimantation.

L’objet du paragraphe suivant est de rappeler un résultat d’existence globale de solutions

faible pour le modele (2.1).
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2.2 Rappel de quelques résultats

2.2.1 Résultat d’existence globale

L’existence globale de solutions faibles pour le probleme (2.1) a été traitée dans [56]. Rap-

pelons d’abord la définition d’une solution faible pour (2.1).
Définition 2.1 (voir [56]). Soit my € H*(Q2) et my € L2(Q) tel que |mo|? = 1 presque partout
dans Q, m est solution faible de (2.1) si les conditions suivants sont vérifiées :
1. pourtoutT > 0, m € L>=((0,T);H'(Q)), ym € L*((0,T); L*(Q))NL>((0,T); L*(2)),
et m vérifie la condition de saturation |m(t, x)| = 1 presque par tout dans R™ x .
2. m(0,-) = mq(-) au sens de la trace ;

3. pour tout G € H*(Q) N Co(Q),

! 2/(8tm—am><8tm)-Gd:Edt:D/mX@im-@G’dxdt
(2.3)
—g/ m x m - G dadt.
Q
4. pourtoutt > 0, on a
Em(t)) + —2 /t/|8M|2d dt < E(m(0)) (2.4)
m vt ) ), A xdt < E(m )
ou
E(m(t)) :D/ |Vm|2dx+C/ |Oym|*dz. (2.5)
Q Q

Nous avons le résultat d’existence globale suivant pour le modele (2.1).

Théoréme 2.1 (voir [56]). Soit T > 0 fixé et mo € H'(Q) tel que |mo(z)|?> = 1 p.p. Alors il

existe une solution m du probléeme (2.1) au sens de la définition 3.1.

2.2.2 Comportement en temps grand

Le comportement en temps grand de la solution du probleme (2.1) a été aussi étudié dans
[56]. Plus précisément, soit m une solution faible de (2.1). On appelle ensemble w-limite de la

trajectoire m I’ensemble suivant

w(m) = {m € H'(Q),3t,, lim t, = +oo,m(t,,.) — mm dans H'(Q) au sens faible}.

n—-+4oo
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Nous avons le résultat suivant.

Théoreme 2.2 (voir [56]). Si m est solution faible de (2.1), alors ’ensemble w-limite est non

vide. De plus, tout élément m de w(m) est solution faible du probléeme stationnaire suivant

m e HYQ); |m|=1p.p. dans Q
(2.6)
m x Am = 0 dans S).

2.3 Schéma numérique semi-implicite

L’intégration numérique de I’équation LLG générale est largement utilisée en micromagné-
tisme. Il est bien connu que cette équation décrit une dynamique d’aimantation pour laquelle
I’amplitude de I’aimantation se conserve avec le temps. La séparation de la dépendance du
temps et de I’espace nécessite le choix d’intervalles de temps qui sont suffisamment petits.
Autrement dit, une solution stable ne peut étre obtenue dans tous les cas [49]. En général, les
simulations micromagnétiques rencontrent des difficultés en raison d’une échelle en temps tres
petite, qui est de I’ordre du pico-seconde [115]. Des solveurs explicites du type Runge-Kutta
[99] de quatrieme et cinquieme ordre et des solveurs implicites de type Gauss-Seidel [115]
avec un contrOle adaptatif du pas en temps sont utilisés pour la résolution de cette équation.
Un solveur standard d’équations différentielles ordinaires ne prend pas en compte la contrainte
de saturation. Cet aspect a été¢ abordé dans plusieurs travaux comme par exemple [14], [85] et
I’article de revue [35]. Il est difficile de préserver les propriétés intrinseques de 1I’équation LLG
en utilisant des méthodes de discrétisation en temps explicites (par exemple, Euler, Adams-
Bashforth). En revanche, les méthodes implicites ont de bonnes performances en termes de sta-
bilité, mais ne préservent ni I’amplitude de I’aimantation ni I’énergie dans la limite « — 0. De
plus, I’utilisation de méthodes implicites rend généralement nécessaire la résolution de grands
systemes d’équations non linéaires couplées a chaque pas de temps, ce qui peut conduire a des
colits de calculs élevés. Par conséquent, on tente généralement d’éviter les méthodes implicites
en utilisant des techniques semi-implicites [115]. Un schéma aux différences finies qui rem-
plit les conditions précédemment mentionnées est proposé dans ce qui suit. Nous adapterons le

schéma proposé dans [29] pour le cas de la dynamique d’aimantation avec des effets d’inertie.
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Soit £ un sous-ensemble connexe, borné, fermé et non vide de R?, et soit 7 et j deux indices
telsquei = 0,1,...,] et 5 = 0, 1..., J. Considérons une partition uniforme de €2 en rectangles
disjoints €2, ;, avec des arétes h,, h, et des sommets P, ; = (x;,vy;) = (ihy, jhy). Soit Q =
Ui ;€% avect = 0,1,...,1 —1etj = 0,1,...,J — 1. Nous introduisons un parametre positif
0t et considérons la partition uniforme t,, = nét;n = 0,1, ..., N; Not = T'. Pour toute fonction

f(t,x,y) définie dans le cylindre (2 x [0, T on note f}*; = f"

Piyj: f(tTm Zi, y])

Nous définissons les opérateurs

AR = APs g AP

avec
Ao g _ iy — 2fiy + fy
fi,j - h2
X
et
n n n
Al . = fin = 2005 + i1

2
hy
Nous proposons alors le schéma numérique semi-implicite suivant pour le probléeme (2.1)

epourn=1:=12 .. 1T—-1letj=12..,J—-1

0 __ . 1 _
m;; =mo |p;; m;; =mo|p, +dotmy |p,, (2.7)
n+1 n n n—1 n n—1
Y My T My My My Mij —Mij A h p1 |
o ot 2 ot 2 : :
n n—1 n—1 n n+1
mi; +mi; My, — 2mi; —mg;
- X (( 5 (2.8)
2 ot
e pourn=23,..N—-1:=12 ... I—-1letj=12,...,J—1
n+l _  n—2 n+1 n—2 n+l _  n—2
My T Myt My My Mij —Mi;" G h ny | g
— = S e — A mi; T +mi
« 30t 2 30t 2 ’ ’ (2.9)
mnfl -+ n-—2 ntl _ mnr. — mnfl 4 mn,ﬁ2
+ 2,] 2] % <<— 1,] 2] ] 1] )
2 20t2
Pour les conditions aux limites, nous supposons
n n _ n n _ n n _ n n _
my;—mg; =0, mp;—my_ ;=0 mjy —mia=0, mi;—m;; ;=0 (2.10)
N (07
oY = ez
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Lemme 2.1. Le schéma (2.7)-(2.10) proposé pour le probléme (2.1) est d’ordre O(h? + 6t).

Démonstration.
Soit (u, v, w) une solution exacte du probleme (2.1). L erreur de troncature locale de la premiére
composante de I’équation s’€écrit

n+1 n—2 n+1 + Uan n+l _ , n—2

noo_ YW T W ( Wij —Wij 4,y n
T = o 35 2 Y A (wiy" +wiy)
wi = wiy =i A wl N wi wi ol —
+ 252 2 (7 36t

ntl . n _  n-—1 n—2
_EAh(Uﬂfl + o) + Cviij Vijg ~ Yy Uiy >
2 2V 27 2012

o=

(D)7, + O(5t)) — ((v);fj+0(5t))( (D)7, + O(3t)) — (a(Aw)?, + O(h?)

+O(8) + C((D7u)t; + O(61)) ) + ()i, + O@D) (V@) + O@) = (alLo),

+O(R?) + O(61)) + ¢ ((GFv)2, + O(1)) )
= (g@tu —v(aAw — yOw + (0*u) + w(alv — yow + C@fv))é + O(h?) + O(5t)

1/7]

Comme (u, v, w) est solution du probleme (2.1) alors

(latu —v(aAw — yOw + (O?u) + w(aAv — yOv + gafm)n = 0.
a -

/1’7.]

Par conséquent, la partie principale de I’erreur de troncature locale est

T = O(h*) + O(dt).

12

Pour la deuxie¢me et la troisiéme composante de 1’équation, on obtient les mémes résultats. [

Remarque 2.1. Pour des raisons numériques, nous devons écrire une expression explicite de
"+1 définie par (2.7), (2.8) et (2.9). Notons que I’équation (2.9) peut étre écrite sous la forme

générale suivante

mi Tt = Cmit s M + Ny = Apmi Tt + Ny (2.11)
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ou C' > 0 et M'; et N'; dépendent de la solution calculée a chaque étape n. Nous observons
qu’a chaque point P, j le déterminant de la matrice I — A} ; est différent de zéro et est donné
par

det(l — A7) =1+ 02|M;}j|2.

La stabilité du schéma numérique (2.7), (2.8), (2.9) et (2.10) est établie dans le lemme et le
théoréme suivants. Nous allons donner une condition sur les pas d’espace et de temps pour le

probleéme discret afin d’obtenir 1’analogue discret de 1’énergie (3.13) et de 1’estimation (2.4).

Lemme 2.2. La solution de (2.7)-(2.10) satisfait

Imy;| = |m§{j| =1 (2.12)

pourtousi=20,1,...1;5=0,1,....J;n=0,1,..., N.

Démonstration.
e

Pour obtenir Iégalité (2.12) on multiplie 1’équation (2.8) par m;’; '+ m7; et 'équation (2.9)
par m/' I 4 m;';?. Rappelons que pour deux vecteurs A et B, les vecteurs A, B, A x B sont
orthogonaux, donc le produit scalaire A - (A x B) = 0. Cette propriété permet d’obtenir pour
le schéma (2.8)

(mif' —mi;) - (mi7h —mi;) =0,

ihj

On en déduit

De la méme maniere, on trouve

n—2
,J

!

1, |:|m

Donc pour tous 2 = 0,1,....,7;7=0,1,..., J;n=0,1,..., N,on a

17.] ’
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et comme |my ;| = 1 on obtient
’ij‘ = ’m?,ﬂ =1

Ceci termine la démonstration. ]

Comme dans [29], on définit les quantités suivantes

by s T I S I

G = 3y;;2[<h—a) +(h—yﬂ>] (2.13)
o L hoh r 122 J=

Dfrfe = Mty Sk Doy o+ SE)+ ) (Sh,+ ST

IDFHP = =5 2. 2%t [2( ) Z 1 } (2.14)
hoh

+% [Sg,o + Sg,J + Sﬁo + S?,J],

avec
k+1 _ pk—1 ko k=1 k+1 _ rk

gk (] i \? i,J ii \? i i)
W’_[( ot ) +< ot ) +< ot )]
Le résultat de stabilité numérique pour la solution approchée m”Jrl calculée selon le schéma

(2.7)-(2.10) est donné par le théoréme suivant.

Théoreme 2.3. Soit a,( > 0. Alors pour chaque pas en espace h,, h, et chaque pas en temps

0t on a 'inégalité suivante

EN <&+ ﬁHDmlH2 (2.15)
avec ,
% < % h™>=h>+h,> (2.16)
et & définie par ,
Y = em |+ (5~ Do) IDm P @.17)
Démonstration.
Nous multiplions (2.9) par
%(Cmﬁl — mzj;&?z”'l iy + szjlggtm;jﬁ — gAh(mZ;l + mgfj)>hxhy5t.

On effectue une sommation par rapport a n, ¢ et j et on pose

N—171-1J-1 n+1 n—2 n+1 n n—1 n—2 n+1 n—2
Al _ <‘ miJ — miJ 2 + le’] — m%] - miJ + mi’j ) mi’j — mi’j >h h 6t
: 30t 2612 30t B
n=2 1=1 j=1
b= SIS (B ) i ity
T 2 360t e

=1

3
||
no
.
Il
—_
<
Il
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Puisque
N-171-1J-1
miy =iy —mipt mi) (mi = mi)
n=2 i=1 ]:1
-1 J-1
(mN.)2 + mf?;’l)2 + (m]\g 2)? m],vjm]?; ! m{vjm]?[] 2 m]?; 1mf7vj’2
i=1 j=1
(0 — () — ()2 md g+ g+ m i)
on obtient
¢
Av > (1D~ D [P). 218

Maintenant, afin d’obtenir une borne sur As, nous utilisons le fait que

I-1 J-1 I J-1
(Miy1; — 2me; +mi_y ;) (mi; —mi;) = — Z Z 93955 — 9i5)
=1 j=1 =1 j=1
et
I-1J-1 J
(i = 2mi; +mi ;) (m3; —mi;) = — Z Z Ry (R — Rij)
i=1 j=1 i=1 j=1

ou les conditions aux limites (2.10) sont prises en considération et g¥ et Rk sont définies par

k k k k k k
Gij = My — My Ry =mi;—mi; .

On a
N—-11-1J-1 n—1 n n+1 n—2
A m; —{—mi‘ m; s —m,
gy = YOS el ) (T =)
-~y 2 301
n=2 i=1 j=1
1 N-2 T J-1
TR SIS @5 e = g hahy
T =2 i=1 j=1
1 I J-1
=320 (gl,N]gz, g g N = gl ak — alat - g?,jg?,j)hxhy
T =1 j=1
L 71 )
=50 D ((9%)2 + (o0 )7+ (90 = (90,)” = (935)* = (92,)" = 5 (925 — 9y )?
T =1 j=1

Hg =g+ (0 = ) + 59l — 9l 4+ (9f — 9 y)? + (g2 - g?,j)2)>hxhy.
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On en déduit que

i=1 j=1

Rate N N-1 N N—1\2 N N—2)2 N N—2\2
+@ ; < <(m g My )* + (mifl,j mz—l,j) + (ng —m;; )+ (mifl,j - mi—l,j)
(i = w2 4 (Y = w20 ety

1 < N-1 N N-12 N N—2)2

@Zl:((mu m; )+ (mily m;y )"+ (myly —my )

N—-11-1J-1 n—1 n n+1 n—2
A, (my - mpy) (it — i)
Ay, = ALY - 2 d~ hh, ot
1 J
1 N N-—-1 N-2 0 1 2 \2
< g 2o O (RSP + (RN + (R = (RL)” = (RL)? = (B)? )hah,
Y i=1 j=1
1 I Jflj
b SO (=l (o — ) o (= R o (o — )2
Y oi=1 j=1
= w2 (= m) ) hahy
1 J
+6_Z ((myj _mﬁ—vj 1) + (m?[j—l m?f]—_11>2_+_(m§\fj _mévj_2)2+ (mﬁv]—l m?{j_21>2

(it = mY 22 (i = mY2)? e

En combinant les estimations qui précedent, nous obtenons

_ 5t? _
(IGm'||* = |Gm"Y 1H2>+§HDmN 2. (2.19)

[\DI»—
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Maintenant, puisque A; — aAs = 0, on en déduit

a 12 , @ N—1)2 ¢ N—1)2 ¢ 112 adt? N—12
—— — —||D — —||D — —||D <
2Gmt P+ SIGm NP + | Dm ¥ — S D — S Dm ¥ < 0,
ce qui implique
a N—12 ¢ adt? N—12
- — — —)||D
2em P + G — D
a ¢ adt? adt?
< - H2 4 (== — —)||Dm!|]? + —|| Dm!|?.
< 2I6m! P + (o — S Dm |+ S | D

De la derniere estimation, on conclut que si la condition (2.16) est satisfaite, nous obtenons le

résultat. En effet, en rappelant que

a ¢ adt?
&= §’|GmkH2 + (2—& - ?)HDmkHZ>
ona
EN-l< gl + iHDmlH?.
o = 25t
Le résultat est ainsi démontré. L]

2.4 Résultats numériques

Pour les tests numériques, nous choisissons un domaine bidimensionnel €2, 2 = (0,1) x
(0,1), qu’on discrétise de fagon uniforme avec x; = ih,,y; = jh, et h, = h, = 10~'. Pour
les valeurs des autres parametres de 1’équation, on prend a = 1, 6t = 1076 et le temps final
T = 1073, Comme données initiales, nous choisissons m, = (O, 0, 1),m1 = (0, 0, 1). Rappe-
lons que le temps final et le pas en temps sont généralement pris assez petits dans 1’étude du
renversement de I’aimantation. L’échelle de temps dans les applications de (2.1) est de 1’ordre
de la picoseconde. Sauf mention contraire, I’axe des temps dans toutes les figures suivantes est

multiplié par 1073, Le code est écrit en MATLAB © .
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x10 x10°

0 0.25 0.5 0.75 1 () 0.25 0.5 0.75 1

Times Times
x10° X 10"
-0.5
_ 4
1.5 T
S _
~ £
-2.5 2
-3.5 . : . 0 . . .
0 0.5 1 1.5 2 0 0.25 0.5 0.75 1
Times Times

FIGURE 2.1 — Evolution des moyennes des composantes de 1’aimantation (m),(ma), et ||m|—1]

en fonction du temps pour ¢ =2 x 107 et = 107!

Dans une premiere série d’expériences, la figure 2.1 montre un exemple de 1’évolution de
la moyenne des composantes de I’aimantation. Dans la dynamique d’aimantation classique, le
renversement de I’aimantation est généralement accompagné d’oscillations qui sont le résultat
de la précession de 1’aimantation autour du champ effectif. L’amplitude de ces oscillations tend
vers z€ro au cours du temps pour ramener 1’aimantation a sa position d’équilibre. Notons que
pour certains tests numériques, nous nous attendons a 1’apparition de petites oscillations qui sont
superposées a I’amortissement de Gilbert dans la précession classique de I’aimantation. Ceci
peut étre expliqué par I’effet d’inertie introduit dans le modele (2.1). En général, la nutation
est tres brievement visible pour un temps de 1’ordre de la picoseconde [40]. Pour vérifier la
consistance de la performance, le troisieme tracé dans la figure 2.1 présente un calcul au temps

T = 2 x 1073. La figure 2.1 montre aussi que le schéma préserve le module de I’aimantation
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avec une erreur de I’ordre 107'° au cours du temps, a chaque position spatiale, comme indiqué
par le lemme 2.2. Il s’agit d’une contrainte fondamentale dans 1’évolution dans le temps de la

dynamique LLG qui doit étre respectée par la version discrétisée.

0.4 -
—( =0.00002
—( =0.00004

0.3} :

0.2

0.1}

0 1
0 0.25 0.5 0.75 1

FIGURE 2.2 — Tracé logt +— log £ pour @ = 107!

Dans une deuxieme série d’expériences et afin d’observer la bornitude de 1’énergie discrete,
nous avons résolu le probléme avec deux valeurs pour ( = 2 x 10 et ( = 4 x 107°. La
figure 2.2 trace 1’évolution dans le temps de I’énergie discréte £F . Théoriquement, I’énergie
décroit avec le temps. Ceci est confirmé numériquement indiquant la relaxation de 1’énergie.
L’évolution temporelle de 1’énergie est représentée dans la figure 2.2 qui permet de suggérer

que cette énergie s’approche de 0 pour des temps assez grands.

La figure 2.2 montre aussi I’effet de ¢ qui est principalement observé dans le retour a 1’état
d’équilibre du champ d’aimantation. Nous remarquons que plus ¢ est petit plus le temps de
renversement est considérablement raccourci. On remarque également que I’aimantation se rap-

proche de I’état final plus rapidement pour les petites valeurs du parametre d’inertie (.
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x 10

2.06¢

2.02¢

0 0.25 0.5 0.75 1

FIGURE 2.3 — Tracé log t + log £F pour ¢ = 107 eta = 107*

La figure 2.3 montre un calcul lorsque le critére de stabilité (2.16) n’est pas satisfait. On voit
que dans ce cas la solution calculée ne se comporte pas comme prévu. Au cours des calculs,
le comportement s’aggrave et 1’énergie n’est plus décroissante ce qui pourrait tre interprété
comme une explosion en temps fini du schéma numérique. Rappelons que 1’équation LLG a
une structure de type Lyapunov [95], c’est-a-dire que la fonctionnelle d’énergie libre est une
fonction décroissante en temps le long des trajectoires de I’équation de LLG. Cette propriété est
fondamentale car elle garantit que le systeme tend vers des points d’équilibre stables, qui sont
des minima de I’énergie libre. Les schémas explicites en temps ne préservent cette propriété que
pour des pas en temps suffisamment petits. En effet, lorsque le pas en temps est assez grand,

des instabilités peuvent produire une augmentation transitoire ou méme réguliere de I’énergie.
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0.2
—a=0.1
—a=0.01
0.15
0.1
0.05
0 L
0 0.25 0.5 0.75 1

FIGURE 2.4 — Tracé logt +— log £ pour ¢ = 1075

Pour montrer la dépendance des approximations numériques en fonction de I’amortissement
de Gilbert, nous avons testé la sensibilité des solutions par rapport au parametre d’amortisse-
ment. La figure 2.4 montre pour ( = 107°, ’évolution temporelle de I’énergie pour o = 0.01,
a = 0.1. La figure 2.4 montre que I’augmentation de 1’amortissement diminue le temps néces-
saire pour le retour a 1’état d’équilibre du champ d’aimantation.

La performance du schéma numérique est également vérifiée, dans le cas unidimensionnel.
En fait, on considere le cas unidimensionnel, i.e 2 = (0, 1), et une discrétisation uniforme avec

un nombre de points V., un pas en espace h = 1/N,, et un pas en temps dt = 7'/N. On définit

my = m(t,, x;)
pouri=1,--- /N,etn=0,1,--- , N. Soit
cos(z?(1 — x)?) sint
Mee(t,r) = | sin(z?(1 — x)?)sint | - (2.20)

cost

Pour que m,, défini par (2.20) soit une solution exacte de (2.1), un terme de "forcing"
ft, 1) = Oy — aMey X Oy + (1 + oMoy X (aAMey — COPMey)

doit étre ajouté au membre de droite de (2.1). Notons que m,, vérifie la condition initiale

me:(t = 0) = (0,0, 1) et une condition aux limites de type Neumann homogene 9, m., = 0,
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ie. 0,m(t,0) = 0,m(t,1) = 0. Par conséquent, nous posons my = my et my,11 = My

comme conditions aux limites. La figure 2.5 propose une comparaison entre la solution exacte
et la solution calculée. Le calcul a été fait avec un temps final 7' = 2 x 1074, h = 1072,

5t = T/1000 et ¢ = 4 x 107 Les résultats numériques concordent bien avec la solution

exacte.
4 -5
10.01 x 10 x 10
exact exact
® approx o6r ®  approx
g g
~ 3 |
9.98 - . 0 - . .
0 0.25 0.5 0.75 0 0.25 0.5 0.75
xT xT
1.5
exact
® approx
1
0.5}
0 L L L
0 0.25 0.5 0.75 1

FIGURE 2.5 — Une comparaison entre les solutions exacte et calculée : les composantes d’ai-

mantation m;, m, et ms en fonction de 1’espace pour ( =4 x 1074 et = 107!

Nous terminons nos expériences numériques en vérifiant I’ordre de convergence en espace et
en temps du schéma proposé. Nous définissons I’erreur numérique e’ = m." — me,(t,, x;) pour
t =1, ..., N,. Pour obtenir une estimation de la vitesse de convergence, nous avons effectué un
certain nombre de simulations pour des pas en espace de plus en plus petits. Nous avons calculé
les solutions numériques sur des grilles uniformes, h = 1/N, pour N, = 10, 20, 40, 80, 160.

Des calculs similaires sont effectués pour I’ordre de convergence en temps. Les courbes de
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convergence sont présentées dans la figure 2.6. Les résultats montrent que le schéma est effec-

tivement du second ordre en espace et du premier ordre en temps.

-5

10

—6

10

=7

10

_8.

10

10"

10° 107 10"

x10

1.6667f

0.8333}

0 0.25 0.5 0.75 1
x10°

FIGURE 2.6 — Tracé en échelle log-log de I’erreur en norme max (en haut) en fonction du pas

en temps et (en bas) en fonction du pas en espace.
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3.1 Introduction

L’amortissement de Gilbert [54] qui est local en espace, a été introduit pour décrire la dissi-
pation d’énergie dans la dynamique d’aimantation. Il s’agit d’un parametre phénoménologique
des matériaux ferromagnétiques. La dissipation de I’énergie joue un role important dans la dy-
namique d’aimantation par injection de courant €lectrique [106] ou par application de champ
magnétique [114]. Ces dernieres décennies, une importante avancée a été réalisée dans la com-
préhension de I’amortissement, théoriquement et expérimentalement. Toutefois, pour des struc-
tures magnétiques assez compliquées, présentant par exemple des vortex, un amortissement non
local a été prédit par plusieurs groupes de chercheurs [50, 120]. Cet amortissement non local
peut étre décomposé en composantes longitudinale et transversale. Par exemple, il a été¢ décou-
vert [61, 111] que les courants de spin transversaux ont une certaine influence sur la dissipation
des ondes de spin tandis que les courants de spin longitudinaux augmentent 1’amortissement
effectif dans les parois de domaines magnétiques. Pour une présentation plus détaillée, nous
renvoyons a [118].

On s’intéresse ici a un modele mathématique issus de la théorie de la dynamique d’aimanta-
tion avec amortissement non local. Plus précisément, nous allons considérer le modele proposé
par Nembach et al. [89]. Ce modele est donné par une équation LL.G modifiée. La modification
réside dans la présence d’une dérivée spatio-temporelle de I’aimantation dans le champ effectif.
Pour décrire les équations du modele, nous considérons 2 C R? un ouvert borné et régulier de
R3. Le point générique de R? est noté par z = (1, x2, x3). Nous supposons que le matériau fer-
romagnétique occupe le domaine €). Le champ d’aimantation qui vit dans S? presque partout,
est noté M (¢, x). Son évolution est gouvernée par I’équation LLG modifiée suivante (voir [89])

1
14 a2

(OM —aM x M) =—-M x H. (M) dans@Q = (0,T) x Q,
(3.1)
M x 0,0;M =0 dans Q = (0,T) x €.
Notons que la deuxieme équation dans (3.1) est I’expression de I’hypothese que les courants
de spin longitudinaux sont négligeables. Ce cas de figure se présente par exemple dans 1’étude
des états stables des parois de domaines magnétiques [120]. Mais il est important de noter que
la premiere équation de (3.1) est associée a la deuxieme. On pourra consulter le modele ou

les courants de spin longitudinaux ne sont pas négligés, qui est donné page 109 du présent
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manuscrit. On munit (3.1) de la condition initiale
M(0,z) = My(z) dans €, (3.2)

et de la condition aux limites

0,M = 0 sur (0,7 x 0N. (3.3)

Le champ magnétique effectif . dépend de M et est donné par
He(M) = DAM + CAOM + ¢(M) + Ha(M). (3.4)

Le premier terme de parametre D > 0 représente le champ d’échange et le terme indexé par
la constante positive ¢ décrit I’amortissement non locale dans la dynamique d’aimantation. Ce
terme est proposé€ par Nembach er al. [89].

Par souci de simplicité, le champ d’anisotropie de volume ¢()), généralement linéaire en
M, et le champ démagnétisant H,(M ) ne sont pas considérés ci-apres.

Avant d’aborder le probleme (3.1), rappelons d’abord quelques résultats antérieurs. Nous
nous limitons a mentionner quelques références concernant 1’existence et nous référons a [73]
pour une bibliographie plus détaillée. Le cadre général (sans amortisseur non local, i.e., le cas
¢ = 0) a été établi dans des travaux précédents, voir par exemple [113], [11], en utilisant
la méthode d’approximation de Faedo-Galerkin/Pénalisation (FGP). Cette méthode donne une
suite de solutions approchées qui converge vers une solution globale du probleme. Des résul-
tats ont été aussi obtenus pour des systemes avec d’autres termes de dissipation. Par exemple,
la modification considérée dans [96] consiste en I’ajout au terme de dissipation standard dans
I’équation LLG d’un autre terme d’ordre supérieur du type A%M. La méthode FGP est égale-
ment utilisée pour résoudre ce probleme. Dans [100], un modele avec dissipation additionnelle
de type friction, est étudié. Notons qu'un modele avec des effets d’hystérésis est considéré dans
[28]. Dans ce modele, le comportement du moment magnétique est décrit par I’équation de
Landau-Lifshitz non linéaire avec un terme supplémentaire modélisant 1’effet d’hystérésis. Ce
terme prend la forme d’un opérateur maximal monotone agissant sur la dérivée temporelle du
moment magnétique. Pour ce modele I’existence locale de solutions régulieres est démontrée.
On notera que dans le cadre de la dynamique de I’aimantation induite par injection de courant

électrique, le travail [110] traite I’existence globale de solutions faibles a une équation LLG ou
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un terme de transport est ajouté au champ effectif tenant compte de I’effet du courant injecté.
Toutes ces preuves sont basées sur un certaine pénalisation et différents types de régularisation.

Le reste du chapitre est organis€ comme suit. Dans le paragraphe suivant, nous donnons la
définition naturelle d’une solution faible du probleme ainsi que 1’énergie qui lui est associée. Le
but du paragraphe 3 est d’étudier le comportement en temps long des éventuelles solutions. Le
paragraphe suivant discute la sensibilité des solutions par rapport au parametre d’amortissement
non local ¢. Plus précisément, nous caractérisons les problemes limites pour les asymptotiques

¢ infiniment petit et infiniment grand.

3.2 Solutions faibles

Il est naturel, des points de vue mathématique et physique, que la définition d’une solution
faible du probleme (3.1)-(3.3) repose sur une énergie appropriée. On commence donc par établir

le résultat suivant.

Lemme 3.1. Si M est une solution réguliere du probléeme (3.1)-(3.3) alors nous avons [’esti-
mation d’énergie suivante

2a
1+ a?

S(M(t))+2§/0t/Q|V8tM|2dx+ /Ot/g|6tM|2d:v < E(M(0)). (3.5)

Démonstration.
On utilise la technique proposée par exemple dans [12, 59]. On réécrit ’équation (3.1) sous la

forme suivante
(@M — (14 a®)H,) = aM x (ad;M — (1 4+ a®)H(M)) — (1 + a*)H (M)  (3.6)

Ensuite, on multiplie formellement 1’équation (3.6) par (ad; M — (1 + a?)H.(M)) et on utilise
la condition de saturation |M/|? = 1 pour obtenir

«

a2 O, M|* = H (M) - O,M. (3.7)

Si on integre 1’équation (3.7) sur €2, on obtient

e / 10, M|*dx = —D / 0 MO0, Mda — ¢ / 0:0,M 3,0, M dx
1+O(2 Q Q Q
(3.8)
+ / (D8, M + C0,0,M)d,Mdo
[oJ9)
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donc

a 2y — P4 2 _/ 2
o [Jepde =5 [ [wMPa ¢ [ [vorrPa o)

Une intégration sur [0, ], ¢ > 0, donne

20
1+ a?

5(M(t))+2</0 /Q|V8tM\2d:vdt+ /O/Q|6tM|2da:dt§S(M(0)). (3.10)

Le lemme est prouvé. 0

Nous pouvons maintenant donner la définition naturelle d’une solution faible au probleme

(3.1)-(3.3).

Définition 3.1. Soit M, € H'(Q) tel que |My|* = 1 presque partout dans ). Alors M est dite
solution faible de (3.1)-(3.3) si
1. PourtoutT > 0, M € L>((0,T);H'(Q)), 0;M € L*((0,T); L*(Q))NL>((0,T); L*(2)),
et M vérifie la condition de saturation |M (t, z)| = 1 presque partout dans R™ x Q.
2. M(0,-) = My(-) au sens des traces.
3. Pourtout G € H'(Q) N Cy(Q), on a

1
1+ a?

/(atM—OéM X M) - G dzxdt = D/ M x O;M - ;G dxdt

¢ N (3.11)

+C/ M x 9,0,M - 0;G dzxdt.
Q

4. Pourtoutt >0, ona

t t
E(M(t)) + 2(/ / VO, M |*dx + 2a 5 / / |0, M |* dzdt < E(M(0)) (3.12)
0o Jao L+ao* Jy Ja

ou

E(M(t)) :D/ |V M |*dz. (3.13)
Q

L’énergie associée a la solution faible, décrite a I’item 4 de la précédente définition, a été
obtenue au lemme 3.1. Il est important de noter que la deuxieéme équation dans (3.1), qui traduit
I’hypothese que les courants de spin longitudinaux sont négligeables, est incluse dans la formu-
lation faible (3.11). Du point de vue mathématique, cela signifie qu’on perd une partie de 1’in-

formation de régularité apportée par un terme tel que (A9, M dans son ensemble. Par ailleurs, si
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I’on pense a une approche par pénalisation pour démontrer 1’existence d’une solution faible telle
que donnée dans la définition 3.1, il faut garder a I’esprit qu’on a deux contraintes a traiter : la
contrainte classique sur la norme du vecteur magnétisation, | M| = 1, mais aussi une contrainte
originale portant sur les dérivées en temps et espace de ce méme vecteur, O;M x 0,0;M = 0.
Nous revenons sur cette question dans les perspectives concluant ce manuscrit de these. Nous
allons cependant étudier le comportement asymptotique, en temps mais aussi en fonction de ¢,

des éventuelles solutions au sens de la définition 3.1.

3.3 Comportement en temps long

Dans cette section nous étudions le comportement des éventuelles solutions du probleme
(3.1) en temps long. De fagon plus précise, nous étudions I’ensemble w-limite des trajectoires
de I’aimantation et nous caractérisons les éléments de 1’ensemble w-limite comme solutions
d’un probleme stationnaire approprié. On procede comme dans Carbou—Fabrie [28].

Soit M une solution faible de (3.1). On appelle ensemble w-limite de la trajectoire de M

I’ensemble suivant :

w(M) = {m e H'(Q),3t,, lim t, = +oo, M(t,,.) — m dans H'(Q2) au sens faible.}

n——+00

On consideére une solution faible M du probleme (3.1). D’aprés I’estimation d’énergie
(3.12), I’ensemble w-limite w(M ) est non vide. Soit /m un point de cet ensemble. Il existe donc
une suite (£,),>1 avec lim,, .o t, = +oo telle que M(t,,.) tend vers 7 dans H' () faible-
ment. Puisque {2 est un domaine borné et régulier, d’apres les injections classiques de Sobolev,
M(t,,.) tend vers m dans LP(Q2) fortement pour p € [1,6[. En extrayant une sous suite, on
suppose que M (t,,.) tend vers m presque partout de telle sorte que la contrainte || = 1 est
satisfaite presque partout. De plus, on remarque que pour tout n, | M (t,,.)| = 1 presque partout
et donc || M (ty, .)|lL~() = 1. Les inégalités d’interpolation dans les espaces L” permettent de
déduire que pour p < +o0, M(t,,.) tend vers m fortement dans IL?(2).

Pour s € (—1,1) et z € {2 nous définissons pour n assez grand
my(s,x) = M(t, + s, x).

On a le résultat de convergence suivant.
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Lemme 3.2. La suite (m,,),>1 a les propriétés de convergence suivantes :

my, — m dans L?((—1,1) x Q) fortement,
(3.14)
m, — mdans L*((—1,1); HY(Q)) faiblement.

Démonstration. Dans [76] est établie I’estimation

—/ /|mn(s,x)—]\/[(tn,x)|2d:cds —/ /‘/ atM(tn—i-T,:c)dT‘ dxds
2/ 41J)a 2 ) 1JalJo
TN
tn
+oo
< / /|8tM(7',x)|2da:dT.
th—1 JQ

Comme 9; M est dans L*(R* x ), on obtient

lim —/ /|mn s,x) — M(t,, s)|*dzds = 0.
n—-+oo 2

Puisque M (t,, .) tends vers m dans IL?(Q2) fortement, m,, tends vers m dans L?((—1,1); L?(Q))

IN

‘ drdxds

fortement. De plus, nous avons vu que (Vm,,),>; est borné dans IL?((—1, 1) x ). Il existe donc
une sous suite notée (m,,),>; telle que m,, tend vers 7 faiblement dans L?((—1, 1), H'(2)),
fortement dans L?((—1,1),1L.%(Q)) et presque partout dans (—1,1) x €. Ceci termine la dé-
monstration du lemme.

Maintenant, on considere une fonction p € C3°((—1, 1)) telle que
0<p(r) <L lp(T)] <2

Dans la formulation faible (3.11) on prend comme fonction test p(t — t,)¥(z) avec ¥ une

fonction dans D({2). En posant s = ¢ — t,,, on obtient

1+ a?

(/ /Q@m““’ x) = amy(s,) x Omy(s,)) - U(x)p(s) d:cds)
-D /_11 /an(s,a:) X Oym(s,2) - 0,V () p(s) dads (3.15)

—C /_1 /an(s,x) X 0;(Oymy) (s, x) - 0,V (x)p(s) deds = 0.
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Pour passer a la limite, nous devons estimer chaque terme de la formulation ci-dessus. Par

exemple, pour le dernier terme, nous avons

1
’/ /mn(s,x) X 0;0imy, (s, z) - 0,V (x)p(s)dxds
-1JQ
1
< / / (s, %) % Oidymn(s, )]|050 ()| |p(s) | dds
-1JQ
1
< / / (s, 7) x Bidymn(s, )||050 () |deds
-1JQ

< (/_Z/Q\mn(s,:c) xaiﬁtmn(s,w)|2dxds> (/_1/ 10,0 (2 ]dxds)
([ fraomismpaes) /_1 [ dxds)
<3 ( /::1 /Q |8i8tM(s,x)|2dxds) ( /Q |8i\11(x)|2dx>

Puisque VJ; M appartient a L?(RT x ), le dernier terme tend vers zero lorsque n tends vers

/2

/2

+00. De la méme fagon, nous passons a la limite dans les autres termes pour obtenir
/ 5)ds / i (2) - 0,0(x) dz = 0,

/ m(z) x om(x) - 0;¥(z) de =0, (3.16)
Q

ce qui implique

pour tout ¥ € D(Q).

Nous avons ainsi démontré le résultat suivant.

Théoreme 3.1. Si M est solution faible de (3.1), alors I’ensemble w-limite est non vide. De
plus, tout élément m dans w(M ) est solution faible du probléme stationnaire
m e HY(Q); |m|=1p.p.dans Q,

(3.17)
m X Am = 0 dans Q).

qui doit étre considéré dans le sens faible (3.16).
Remarque 3.1. Les solutions de I’équation (3.17) sont les flots harmoniques dans la spheére

unité, qui interviennent dans plusieurs applications en physique, telles que I’équation de Ginzburg-

Landau. Les flots harmoniques ont été [’objet de plusieurs études mathématiques en raison de
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leur importance, voir par exemple [47], [80]. Pour les liens qui existent entre les flots har-
moniques et les solutions de I’équation LLG nous référons au livre [55, Chapter 4]. Quelques

résultats sur la cas dynamique de (3.17) peuvent étre trouvés dans [107].

3.4 Sensibilité par rapport au coefficient d’amortissement

Dans cette section nous étudions la sensibilité par rapport au coefficient ¢ d’amortissement

non local.

Commengons par le comportement lorsque ¢ tend vers +oco. Soit M¢ une solution faible
globale de I’équation (3.1) associée a ( et a la donnée initiale M, et qui vérifie les estimations
(3.10). Grace a I’énergie associée au probleme dans la définition 3.1, on a donc les estimations

suivantes :

Lemme 3.3. I/ existe une constante C' > 0 indépendante de ( telle que la suite M¢ satisfait les

estimations

|MS(t,2)]> = 1p.p.
IV M| oo (m+;12(0)) < C
IVOM || 220y < CC1

10 MC| L2 +;2(2)) < C.
Un argument de type Aubin donne alors directement le résultat suivant :
Lemme 3.4. La suite M¢ est compacte dans L2 (R L?(2)).

Les lemmes 3.3 et 3.4 permettent d’établir les résultats de convergence suivant :

Lemme 3.5. On peut extraire une sous-suite, toujours notée M¢, telle que I’on a les conver-
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gences .

(¢ M faiblement- x dans L= (R™; H*())
O:MS — O, M fortement dans L*(R*; H~1(Q2))

VM — VM faiblement dans L*(R*;1.2(2))
(3.18)
VO,M¢ — 0 fortement dans L% _(RT;1L%(Q))

loc

O:MS — 0 fortement dans L2 (R*;1L.%(Q))

loc

| MS — M fortement dans L}, (R";1L2(Q)).

loc

De plus, M satisfait le condition de saturation |M|? = 1.
On déduit des convergences précédentes le résultat suivant :

Théoreéme 3.2. Il existe une sous-suite de ( — —+oo telle le domaine ) est uniformément

magnétisé a la limite.

Remarque 3.2. Le résultat du Théoreme 3.2 est intéressant. En effet, il signifie que le terme
ajouté au champ effectif du modéle (3.1) peut agir comme un contréle du renversement d’ai-

mantation dans le matériau ferromagnétique.

Notre but maintenant est de passer 2 la limite lorsque ¢ tends vers 0. Soit M une solution
faible globale de 1’équation (3.1) associée a ( et a la donnée initiale M, et qui vérifie les esti-
mations (3.10). La borne sur /{V9,M¢ dans L%(0,T;1.2(2)) (voir (3.1)) permet d’établir le

résultat suivant.
Théoréme 3.3. Soit M la limite d’une sous-suite de M¢. Alors, M satisfait
( M — aM x O;M = —(1+ a*)M x DAM dans RT x €,
M(0) = M, dans €, (3.19)

M x DO, M = 0 sur 0S).

De plus, M vérifie la condition |M (t,z)| = 1 p.p. x € Q et pour tout t > 0.
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Remarque 3.3. De (3.19) on peut conclure que, pour de petites valeurs de (, I’amortissement
non local magnétique disparait et la dynamique classique continue. En d’autres termes, [’ ai-
mantation est entrainée par précession plusieurs fois autour de la direction du champ effectif

avant d’atteindre ’équilibre.
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4.1 Introduction

Dans ce chapitre on s’intéresse a I’homogénéisation de I’équation LL.G dans un milieu for-
tement hétérogene. Nous citons d’abord quelques travaux portant sur I’homogénéisation des
milieux ferromagnétiques. Hamdache [57] a étudié ’homogénéisation des multicouches ferro-
magnétiques. Ces microstructures (empilements) sont constituées d’une alternance de couches
ferromagnétiques (FM) et des couches non magnétiques (NM) avec un couplage inter-couches
aux interfaces FM/NM. Un probléme homogénéisé a été obtenu lorsque le nombre de couches
tend vers I’infini. Une généralisation de [57] a été proposée par Santugini-Repiquet [101] qui
a étudié I’homogénéisation de I’équation LLG dans de tels systemes en tenant en compte de
I’énergie d’anisotropie de surface. Les équations homogénéisées satisfaites par la limite a deux
échelles de la solution faible ont été obtenues. Santugini-Repiquet [102], a aussi étudié 1’ho-
mogénéisation du champ démagnétisant dans des structures périodiquement perforées en uti-
lisant la méthode de la convergence a double échelle. Comme application, 1’homogénéisation
de I’équation LLG est étudiée et le probleme homogénéisé est obtenu. Dans le cadre statique,
Alouges et al. [7] ont considéré 1’homogénéisation d’un matériau composite ferromagnétique
ou les hétérogénéités sont distribuées périodiquement dans le matériau. L’homogénéisation de
la fonctionnelle d’énergie est étudiée en utilisant la I'-convergence et la convergence a deux
échelles et une dérivation rigoureuse de I’énergie libre (de Gibbs—Landau) homogénéisée est

proposée lorsque la taille des hétérogénéités tend vers 0.

La structure hétérogene considérée dans ce chapitre est composée de deux matériaux fer-
romagnétiques différents présentant un fort contraste sur les propriétés magnétiques. Dans le
domaine que 1’on appelle matrice, les champs effectif, démagnétisant et d’anisotropie de vo-
lume sont mis a 1’échelle par un petit parametre € représentant la taille des blocs de la matrice.
Cette mise a I’échelle préserve la physique de 1I’aimantation lorsque ¢ tend vers zéro. En utilisant
la théorie de ’homogénéisation, nous obtenons le modele effectif correspondant. Plus précisé-
ment, nous utilisons le concept de la convergence a deux échelles, un opérateur de dilatation
couplés a des arguments de réduction de dimension par grilles emboitées pour la manipula-
tion des termes non linéaires. Nous montrons alors que la partie moins “magnétisée” du milieu

contribue a travers des termes de mémoire supplémentaires dans le champ effectif du modele
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homogénéisé.

4.2 Rappels d’homogénéisation

Nous avons considéré dans les chapitre précédents des milieux homogenes. Mais les milieux
(naturels et manufacturés) peuvent étre tres hétérogénes au sens ou leurs propriétés physique
peuvent varier tres fortement d’un point a un autre. En principe, on sait travailler dans un tel
cadre ; il "suffit" d’imposer ces fortes variations aux fonctions caractéristiques de milieux. Mais
en pratique, il faudrait pouvoir déterminer leur valeur en tout point x du domaine étudié. De
plus, les calculs qui s’en suivraient deviendraient vite prohibitifs. Par exemple, la finesse du

maillage nécessaire a une étude numérique ne serait pas raisonnable.

Cette section est une bréve introduction a la théorie de ’homogénéisation qui étudie les
méthodes de moyennisation dans les équations aux dérivées partielles. En d’autres termes, 1’ho-
mogénéisation cherche des parametres effectifs (ou homogénéisés, ou macroscopiques) pour
décrire des milieux désordonnés ou tres hétérogenes. Pour une présentation plus complete nous
référons a [4], [19], [39], [66].

L’homogénéisation a d’abord été développée pour des structures périodiques. Celles-ci sont
trés nombreuses, surtout dans les applications industrielles, et on dispose d’une méthode tres
simple et tres puissante pour les homogénéiser, au moins formellement : la méthode des déve-
loppements asymptotiques a deux échelles que nous présentons a la section 4.2.1. Néanmoins
I’homogénéisation n’est pas réduite au cas périodique : il existe aussi une théorie de I’homogé-
néisation non périodique.

Dans une structure périodique, nous notons ¢ le rapport de la période sur la taille caracté-
ristique de la structure. Lorsque ce parametre positif € est petit, ’homogénéisation consiste a
effectuer une analyse asymptotique lorsque € tend vers zero (voir figure 4.1). La limite ainsi
obtenue sera dite homogénéisée, macroscopique, ou effective. Dans le probleme homogénéisé
la forte hétérogénéité de la structure périodique d’origine est moyennée et remplacée par 1’ utili-
sation de coefficients homogénéisés. Moralement, on remplace ainsi le matériau microscopique

et hétérogene par un matériau composite équivalent.
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4.2.1 Obtention formelle du modele homogénéisé

Historiquement, la premiere technique "mathématique” utilisée pour homogénéiser de tels
problemes a été celle du développement asymptotique. Bien que purement formel, ce type de
raisonnement permet d’obtenir le modele macroscopique correspondant au modele microsco-
pique, tout en visualisant d’ol proviennent les termes conservés a une échelle microscopique.

La solution du probléme microscopique dans €2 dépend de ¢ et naturellement de la position
(x € Q). Soit u(x) une telle solution (nous omettons ici la dépendance en temps qui n’est pas
soumise a 1’échelonnage en ¢). L’hypothése de départ est de supposer que la solution u(z) est
donnée par un développement en série de ¢, dit a "deux échelles", du type

u(x) = Z efuP(x, E)
k=0 €
ou chaque terme u*(z,y) est une fonction de deux variables z € Qety € Y = (0,1)3, qui
est périodique en y de période (). Le domaine () désigne en effet la cellule standard reproduite
périodiquement dans le domaine (2, lui conférant sa structure périodique. La variable x est
dite lente ou macroscopique, tandis que y est dite rapide ou microscopique. Cette série est
injectée dans 1’équation du modele microscopique, et la regle de dérivation composée suivante

est utilisée

V=¢'V,+V,.

Puis en identifiant chaque puissance de ¢ dans I’équation microscopique, on obtient une "cas-
cade" d’équations (sur le principe qu’une série enticre de € est nulle si et seulement si tous ses
coefficients sont nuls). En fait, seuls les trois premiers termes de cette série (¢~ 2, ¢!, et €”)

suffisent pour notre propos.

4.2.2 Obtention rigoureuse du modele homogénéisé

Le raisonnement décrit au paragraphe précédent est purement formel. L’idéal lors de ce
type d’étude est de prouver rigoureusement la convergence du modele microscopique vers le
modele macroscopique. Un outil essentiel est alors le concept de convergence a double échelle,
introduit par G. Nguetseng [92] et développé par G. Allaire [3]. Donnons-en la définition de

base, ici pour des fonctions dépendant du temps, dans un intervalle de temps noté .J.
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Définition 4.1. On dit qu’une suite de fonctions (v.) de L*(Q x J) converge a double échelle

vers une limite v(x, y,t) appartenant a L*(Y x J; L3, (Q)), si

lim ve(a:,t)\ll<x,£,t>dxdt:/ /vo(x,y,t)‘lf(x,y,t)da:dydt.
QxJ € axJ JQ

e—0

pour toute fonction test W(xr,y,t) € D(Q x J, CF(Q)). Nous noterons alors v, 2 .

La notion de convergence a double échelle trouve sa raison d’étre dans le résultat suivant

(voir [3]).

Proposition 4.1.

(i) De toute suite (v.) bornée dans L* (2 x J), on peut extraire une sous-suite qui converge
a double échelle.

(ii) Soit (v.) une suite bornée de H'(Q) x J) qui converge faiblement vers v dans H' (€ x
J). Donc (v.) converge a double échelle vers v, et il existe une fonction vy € L*(Q x
J, Hy,(Q)) telle que, pour une sous suite extraite, (Vv (x,t)) converge a double échelle
vers V,v(z,t) + Vyui(z, y, ).

(iii) Soit (v.) une suite bornée de L*(Q) X J) qui converge a double échelle vers vy dans

L*(Q x J x Q). Si de plus

lii% Vel 250y = |lvoll 2% 7xq)-

Alors pour toute suite (w.) C L*(Q x J) qui converge a double échelle vers wy dans

L*(Qx JxQ),ona
ve(z, t)we(x, t) — / vo(z, y, t)wo(z,y,t) dy dans D'(Q x J).
Q

Au regard de ce dernier théoreme, on peut élargir la classe des fonctions test de la Définition

4.1.

Définition 4.2. Toute fonction V(z,y,t), Q-périodique en y, telle que

lim |\I/(x,§,t)]2da:dt:/ /|\I/($,y,t)|2dxdydt,
=0 Jaxs € axJ JQ

est une fonction test admissible pour la convergence a double échelle.
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FIGURE 4.1 — Exemple de domaine a structure périodique et cellule standard associée

4.3 Position du probleme

4.3.1 Le domaine

On considere un milieu hétérogene constitué de deux phases ferromagnétiques distinctes.
Plus précisément, la structure ferromagnétique est constituée d’une matrice de blocs disjoints
ou la dynamique est lente, entouré d’une couche mince d’un autre matériau ayant de meilleures
propriétés magnétiques. Le milieu occupe le domaine 2 C R? supposé borné, a structure pé-
riodique décrite par un parametre € > ( correspondant a la taille caractéristique des blocs de la
matrice (voir figure 4.1). Le domaine €2 est donc composé d’e—copies d’une cellule standard (),
qui consiste en deux blocs, @, connexe de bord 0@, régulier, entouré d’un domaine connexe
(7. On note 0N2 le bord de 2 (supposé Lipschitzien). La normale unitaire sortante de Jf2 est
notée v¢. On note I'“ Iinterface entre (), et () et par v la normale unitaire correspondante. On
a donc la décomposition suivante du domaine : pour € > 0, en notant €2¢, la partie de la matrice

du domaine et Q; I’autre partie,

o, =en{Je@n+o} o =0\0, 1 =0n{lJ«o0.+9}

geA ¢cA

ou A désigne un maillage approprié de 1’espace. L’intervalle de temps d’étude du probleme
sera noté J = (0,7") avec T" > 0. Pour alléger les notations, on choisit () tel que |@| = 1, plus

précisément

Q=) -1/21/27.
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4.3.2 Le modele microscopique

Nous décrivons ici le modele mathématique que nous étudierons dans la suite. On écrit le

vecteur aimantation M€ € R? sous la forme suivante
M€ = x;, m° + X}]W6

avec xy, (resp. x%) est la fonction caractéristique de €2, (resp. Q;). L’ aimantation vérifie la

contrainte de saturation non convexe suivante

1 dans (2,
M| = (4.1)
0 dans R? \ Q.

L’évolution temporelle de I’aimantation peut étre décrite par I’équation LLG ([2], [59]) :

—1 € € €y __ € € €
s (97— M7 X OMT) = —Mx HL(MY) dans . 4.2)

Le champ effectif 74 (M€) est donné par
He (M) = div(AVME) + ¢, (M) + Hg(M"), (4.3)

X (@) A%(2) = X3, (2) Az, 2/€),  XG(2)A%(2) = X (2) A ()

olt A, = (Akij)i<ij<3, k = m, [, est une matrice symétrique positive de R*. Nous supposons
que ces matrices sont dans C*(Q) ® C3°(Q). Nous supposons aussi la coercivité uniforme de
Ak, k = m, f,, ie., il existe une constante A, > 0 telle que, pour tous (z,y) dans Q x @ et

(C1, o, G3) dans R3, on a

3

3
Z Apij(z,9)GG > A*(Z () = AdEP

ij=1 i=1
Nous supposons également que A, est une fonction test admissible pour la convergence a
double échelle (voir [112]). Le terme ¢, représente le champ d’anisotropie de volume. II est
donné par

95a(M) = K[ (M* = (M- u)u)
ou K est une fonction scalaire bornée et le vecteur constant v est la direction de 1’axe d’aiman-

tation facile. Dans la suite, par souci de simplicité, nous supposons que ¢S, (M) = VA(MF)
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est une fonction gradient continue telle que 0 < A(m) < Ay, < oo sim € S* et ¢, est telle
que

va(M) = X0, (%) buam (2, 2/ €,m) + XF(2) Poa (€, M),
La fonction ¢, ,,, étant de plus périodique par rapport a sa deuxiéme variable. Dans le cas d’une
approximation magnétostatique ([12]), le champ démagnétisant H5(IM°¢) satisfait, dans J x R3,
curlH = 0 et I’équation magnétostatique

div (pHg + xoM?) =0

ou € est la perméabilité magnétique. Les modeles classiques consideérent ces dernieres équa-
tions ou simplement supposent que #¢ est un potentiel en fonction de M¢. Nous adopterons ici

les deux formulations, i.e.,

H; = V=1 (M) + B

EY(ME) = ex;,, VEm(m*) + X5 VEH( M) 4.4)
ol chaque fonction gradient continue satisfait 0 < Z(m) < 2, < oo m € S, et ot le champ

magnétique H® = ex;,h° + (X5 + Xr3\o) H® satisfait
curl(H) = 0, (4.5)
div(ex5,h + (X5 + xrano) HE + extm” + x5M€) =0, (4.6)

Par souci de simplicité, nous avons supposé une perméabilité constante. Nous allons proposer
une formulation potentielle de ce probleme. En effet, (4.5) permet d’affirmer I’existence de deux

potentiels scalaires p© et P€ tels que
H = ex;, VP + (X5 + xms\o) VP
De (4.6), (p®, P¢) est défini par
div (€ x5, Vo + (X5 + xro\o) VP + exp,m” + X$M¢) = 0. 4.7)

Nous complétons le modele avec les conditions initiales et aux bord. La donnée initiale satisfaite

par I’aimantation est

M<(0,2) = Myt (), |Mini(2)|* = 1 p.p. dans €. (4.8)
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L’équation du champ démagnétisant (4.7) est complétée par la condition initiale
X, p° + (X; + xra\) P = P at =0,

avec la contrainte

AP + div(xoMini) = 0.

La condition au bord extérieure est de type Neumann homogene
Opae M€ = 0 sur J x 0. 4.9)

A TD'interface I'“ entre les deux constituants du milieu composite, on suppose la continuité de
I’aimantation

mc= M®sur J x I' (4.10)
et la conservation des flux a travers I' comme suit

A VmS v = —ASVM® v sur J x I, 4.11)

p- =P (EVp +em) v = (VP + M) -vfsurJ x I (4.12)

4.4 Résultat principal : modele homogénéisé

Le modele effectif correspondant a (4.2)-(4.12) est donné comme suit. Le vecteur aimanta-

tion et le champ démagnétisant effectifs vérifient

QM — alQfIM x M = ~(1+ a®)M x (div(ATVM) +|Qs|dua,s(M)

+E;(MYWHVM + WHVP — / div, (A (2, y)V,ymo) dy>

Qm
dans € x J, (4.13)
AIVM -n =0 sur9Q x J, (4.14)
div(xzgno VP + xoW" (VP + M)) =0 dans R® x J, (4.15)

ot AH et W sont définies par
A = / Ag(ei+Vyu) - (65 + Vyuy) dy, 1<4,j <3, (4.16)
Qs

Wil =1Qy| + g dw;(y)dy, 1<1i,j <3, (4.17)
f
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les fonctions (v;);—1. 3 et (w;),=1. 3 étant les solutions )-périodiques des problemes auxiliaires

suivants :
—div, (Af(V,w; 4+ €;)) = 0dans Q x Qy,
(4.18)
Ap(Vyv; +ej)-v=0sur Q x 0Qy,

—divy(Vywj + €j> = 0 dans Qf,
(4.19)

Vywj v = —e;-vsurdQy,
ou e; est le vecteur unité dans la jeme direction. En outre, les termes sources faisant intervenir

my et py sont calculés grace au probleme suivant :

Oymo — amg X dymo = —(1 + a2)m0 X (divy(Am(x,y)Vymo) + Gvam (T, Yy, mo)

Y, (Z(y, mo)) + Vyp0> dans Q x Qu, % J, (4.20)
divy (Vypo + mp) = 0 dans Q X @Q,,, X J, 4.21)
mo = M et pg = P sur 0Q),,. (4.22)

Les équations (4.13), (4.14) et (4.20) sont complétées par les conditions initiales suivantes :
M (z,0) = mo(x,y,0) = Mu(z), P(x,0) =po(x,y,0) = Ppu(z) surQ x Q. (4.23)

Remarque 4.1. Ainsi le modeéle effectif garde la structure du modele LLG (contrairement a
ce que nous obtiendrons dans un cas traité au chapitre suivant), mais dans un milieu compo-
site équivalent caractérisé par les parametres effectifs A" et WH. De plus, apparaissent des
effets de mémoire non locaux, qui peuvent étre interprétés comme une excitation magnétique
supplémentaire dans le champ effectif. Cet effet non local n’apparait que dans 1’équation de
la magnétisation. L’équation de Maxwell magnétostatique ne change quant a elle que par les

parametres effectifs.

4.5 Obtention formelle du modele homogénéisé

Nous utilisons maintenant des développements asymptotiques formels. Cela signifie que

si y = x/e, nous supposons que les solutions admettent dans Q5 et ), les développements
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localement périodiques en y suivant

X (@) M (2,) = x5(y) Y € Mi(w,y, 1),

i>0

X ()M (2, ) = Xm(y) Z em;(z,y,t),

(X5 + xen) (@) P (2, 1) = (xa(@)xs(y) + xana() > € Pi(x,y,1),

>0

X;(w)pe(a:,t) = XM(y) Zﬁipi<x7yvt)'

ol nous avons noté par x s (resp. x,,) la fonction caractéristique de ()¢ (resp. (),,). Nous intro-
duisons ces développements formels dans le systeme (4.2)-(4.12). Nous identifions les termes
suivant les puissances en e. Enumérons les résultats obtenus équation par équation. Premiére-

ment, on considere la contrainte (4.1). Pour f¢ = M€ comme pour f = m¢, nous déduisons de

@4.1)que S0, fo? =1et 320, foifri = 0, c’est-a-dire

| M| = 1 et My est orthogonale a M sur Q% x J, (4.24)

|mo| = 1 et mg est orthogonale a my dans Q, x J. (4.25)

2

Ensuite, les termes en €2, e ! et ¥ donnent dans Q} x J les trois équations suivantes :

—(1+ a*) My x div,(A;V, M) = 0, (4.26)
—(1+ )M, x (divx(AnyMo) + divy (A;V, Mo + AfvyMl))
—(1 4 a®)M; x div,(A;V, M) — (1 + a*)My x V,=;(My)
—(1+4a*)My x V, Py =0, (4.27)
9, My — aMy x 9, My = —(1 + a?) My x (divx(Af(VIMo +V, M)
vy (Af (Vo M, + vyMQ))) — (1+a®)M; x (divx(AnyMo)
div, (A (Vo M, + VyMl))> — (14 a?) My x div,(A;V, M)
—(1 + a®)Mp x (vxaf(Mo) + (M) Y, My + (M) My Y, M,
+E}3>(MO)M1M2VyMO> — (14 a®) My X (M) — (1 + %)My x

(VoPo+ V,P) — (14 a*)M; x V, Py. (4.28)
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Le méme processus dans €2 x .J donne :

Omgy — amg X Oymg = —(1 + a®)mg x divy (A (z,y)Vyme) — (1 + o?)mg x

Gvam(T,y,mo) — (1 + a®)mg x Vy(Em(y,mg)) — (1 + a®)mg x Vo
Le développement des conditions aux limites M€ et m® sur 2 x 9Q),,, X J donne
M; =my;, 1 >0,
AV My -v =0,
Ai(VoMy+ VM) -v =0,

Ap(x) (Vo My + VM) - v = —A,(z,y)V,mg - .

D’une maniere similaire, les équations caractérisant le champ démagnétisant donnent :

APy =0,

div, (Vy,Fy) + div, (V. Fy) + Ay Py + divy, (xaMo) = 0,

APy + div,(Vy,Pr) + div,(xaMo) + divy (V. Py + VP + xoMy) =0,
divy (Vypo + mp) =0,

P =pi, 120,

(VP + YV Py + M) - v = —(Vypo +mo) - v,

V,F - Vag, = 0,

(VaPo + VP + xaMo) - va,, = 0.

(4.29)

(4.30)

(4.31)

(4.32)

(4.33)

(4.34)
(4.35)
(4.36)
(4.37)
(4.38)
(4.39)
(4.40)

(4.41)

Notons que les trois premieres équations sont satisfaites dans (((R*\ Q) x Q)U(2x Qy)) x J,

la quatrieme dans 2 x @, x J, les deux équations suivantes dans €2 x 0Q),, x J et les deux

dernieres équations dans ((R?* \ Q) x 9Q x J) U (Q x 9Q; x J).

Maintenant, nous exploitons les dernieres équations. D’abord, nous déduisons de (4.26)

complétée de (4.31) que M, ne dépend pas de la variable rapide y. La méme chose est vraie

pour Py au vu de (4.34) et (4.40) :

My(z,y,t) = My(x,t) dans Q x J, Py(z,y,t) = Py(x,t) dans R® x J.
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Ensuite, nous caractérisons la fonction M. D’une part, la formulation variationnelle corres-

pondant a (4.27) avec (4.32) est

S mox ( / Ay (02, Mo + 0, M) 0, ® dy ) dadt = 0
Qs

i Qx.J

pour toute fonction test & € L*(Q x J; H(Q)). D autre part, compte tenu de (4.24), nous

avons aussi

S [ o / Ag (00, Mo + 0y, M) 0, dy ) dadt = 0.
Qs

ij QxJ

Or div,(A;V,M,) = 0, on peut donc caractériser M; par

div, (AfV,M;) =0 dans Q X Qf x J,
AV My - v =—AfV, My -v dans Q x 0Q,, x J.

Alors M peut s’écrire sous la forme

M (x,y,t) = Zvj(x,y)ﬁxj]\/lo(x,t) + a(z,t)

j=1
ou les fonctions w; sont définies dans (4.19) et a est une fonction qui ne dépend pas de y.

L’équation (4.28) s’écrit maintenant
dlvm(Af<va0 + VyMl)) = lea; (Af (Id + (ayi?}j))vao) .

De méme, nous déduisons de (4.35) et (4.41) que

xe(@)xs (W) Pr(x,y,t) = xa()xr(y) Y wi()(0;Po(w, 1) + Mo;) + Blw, 1),

J=1

et les deux premiers termes de (4.36) s’écrivent

dlvm(vxPO + vy})l + XQMO) = dlvx (XR3\Q(VJ:PO + Vypl))

+ CllVm (XQXf (Id + (ayle))(VmPO + M()))

L’ étape suivante consiste a intégrer sur () les équations caractérisant les principaux termes dans

le développement asymptotique, c’est-a-dire (4.28) et (4.36), en vue d’obtenir le modele effectif.
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Au vu des derniers calculs, nous obtenons d’abord les deux équations suivantes dans €2 x J :
Q410:Mo — al Q| Mo x My = —(1 + a®) My x (div, (A" V., My)
+/Q div, (A (V.M + V,My)) dy) — (1 + )2 (Mo) My x WV, M
-(1 + 0*)|Qs[ Mo X Pua,p(Mo) = (1 + a®) My x WV, Py, (4.42)
et

Qs

Nous avons aussi d’apres (4.33)

/ div,(Af (V. M, + V,Ms)) dy = —/ AH (Vo My + VM) - vdo(y)
Qf 0Qm

= —/8 Ap(z,y)Vymg - vdo(y) = —/ div, (A (z,y)Vymo)dy  (4.44)
Qm

m

et, compte tenu de (4.39),
/ divy (VP + VP + M) dy = _/ (VoP1 + YV, Py + M) - vdo(y)
Qf 0Qm

= / (Vypo +my) - vdo(y) = / divy (Vypo + myg) dy = 0. (4.45)
Qm

m

Maintenant, nous constatons que le modele effectif correspond a (4.42)-(4.45) et (4.29), (4.37)
sion pose My = M et Py = P.

4.6 Obtention rigoureuse du modele homogénéisé

Il s’agit de la partie la principale de ce chapitre. Nous y justifions rigoureusement le modele
décrit précédemment en prouvant la convergence du probleme microscopique vers le probleme
macroscopique.

La reste de ce chapitre est organisé comme suit : Il nous faut prouver que, lorsque le para-
metre € tend vers z€ro, le modele microscopique converge dans un certain sens vers le modele
macroscopique décrit au paragraphe précédent. A cette fin, nous commencons d’abord par éta-
blir des estimations uniformes sur les solutions microscopiques. Ensuite nous les exploitons
pour passer a la limite lorsque ¢ tend vers zéro.

Dans ce qui suit, la lettre C' désigne une constante indépendante de e.
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4.6.1 Estimations uniformes

Proposition 4.2. Supposons M;,;; € H' (). Pour toute solution faible du probleme (4.2)-(4.4),

(4.7)-(4.12), (4.8)-(4.12) nous avons les estimations suivantes :
[X50: M + x7,0:m | L2ox sy < C,
IXFV M+ ex;, V|| o (s,r20)) < C,
XM+ x;,m| = 1p.p. dans Q x J,
et
| (xrs\o + X5) P+ XDl (22 < C,
[(xesv@ + X5) VP + exy,, VD |l Lo (gi22(0)) < C.

Démonstration. On utilise la méme technique que par exemple [12]. On réécrit I’équation (4.2)

sous la forme suivante
(@O,M* — (1 +a*YHE(M) = aM® x (a0;M* — (14 a®)HE (M) — (1 +a?)HE(MF). (4.46)

Ensuite on multiplie 1’équation (4.46) par (ad;M¢ — (1 + o?)HS(MF)) pour obtenir

«
1+ a?

|OM|* = HE(ME) - 0, M. (4.47)

On integre 1’équation (4.47) d’abord en espace et ensuite en temps pour obtenir

2w
14 a2

t
0 JOQ

pour tout ¢ > 0, ot I’énergie £(M°) est définie par

S(ME):/QAEWMEdeJr/QA(Me)der/

E(M)dz+ [ |[H|?da.
Q R3

L’ hypothese M;,;; € H'()) assure que I’énergie initiale £(M;,;;) est bornée (voir par exemple

[60]). La proposition 4.2 est donc démontrée. OJ
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4.6.2 Résultats de convergence

Nous avons obtenu de "bonnes" estimations dans la partie (25. Cependant, le premier obs-
tacle a franchir est de prolonger de maniere appropriée les fonctions M€ et x P¢ au domaine (2
tout entier. Dans ce but, nous vérifions d’abord que la structure de ¢ = Q} U U Qf, satisfait
aux hypotheses de [1]. Nous pouvons alors établir I’existence de trois constantes k; = k;(Qf) >
0,4 = 1,2,3, et d’un opérateur de prolongement linéaire et continu I1°¢ : H'(Q%) — H],.()

tels que

[’V =V p.p.dans €%,

/ TV |? do < kg/ \V|? du,
Q(ek1) Q5

/ IV(IIV)|? do < kg/ IVV|? dx
Q(ekq)

i

pour tout V' € H'(Q5), et pour Q(cky) = {z € Q: dist(x,0Q) > eki}. Afin d’éviter tout
probleme de couche limite, nous supposons que le domaine €2¢ est tel que les blocs matriciels

ne rencontrent pas le bord de €2 et
Qr, = Qek1) N {Ueeae (Qm+€)} et Q5 =0\ Q.

Les blocs sont retirés d’un ek;-voisinage de 0€2. En conséquence, les estimations de la proposi-

tion 4.2 donnent
||H€M6||LOO(J;H1(Q)) + ||HE(XQP€>||LOO(J;H1(Q)) S C. (448)

Les estimations obtenues dans la proposition 4.2 et les estimations (4.48) permettent d’ob-

tenir les résultats de convergence suivants.

Proposition 4.3. I/ existe des fonctions limites M € H'(J; L*(Q2)) N L*>°(J; HY(Q)), M, €
L*(Qx J; Hy(Qy)), P € L®(J; HY(R?)), Py € L™(J; L*(R? Hy(Qy))) d’une part, et my €
L2 x J; Hy(Qn)), po € L*(2 x J; Hy,(Q)) d’autre part, telles que, pour des sous-suites,
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non renommées par commodité, on a les convergences suivantes

M — M dans L*(Q x J) et p.p. dans Q0 x J,
M€ — M faiblement dans H'(J; L*(Q)) N L*(J; H'(Q)),
VM) 2 VM + V, M,
XM+ Xxge m© 2me, 0, (XM + xge m) 2 9my,
eV (s M* + xge m?) = Vym,
et

xeno P+ I (xoP°) — P dans L"(J; L*(R*)),Vr > 1, et p.p. dans Q x J,
e P+ I (xoP) — P faiblement dans L*(J; H'(R?)),
V(xenoP + I (xaP)) = VP + VP,
XGPS+ Xae p° = po, €V (XGP + X p°) = Viybo.
Le but maintenant est de passer a la limite lorsque € — 0 dans (4.2)-(4.4), (4.7)-(4.12),
(4.8)-(4.11). Tout d’abord, notons que (4.22) est une conséquence directe de la définition des
limites a deux échelles (M, my) et (P, Fp).

Maintenant, nous exploitons la contrainte de saturation (4.1) dans le lemme auxiliaire sui-

vant.

Lemme 4.1. Pour tout 1 < i < 3, les vecteurs 0,, M, 0,,, M + 0y, M, et 0,, M, sont orthogonaux

au vecteur M presque partout dans ) X J X Q.

Démonstration. Regardons d’abord la dérivée de la contrainte limite. D’une part, en raison de

la convergence presque partout de I1°M*, on a x5 M| RN #(y)| M| et ainsi
X5 M| — |Qy| |M]| faiblement dans L*(2 x .J). (4.49)

D’autre part, puisque x%|M¢| = x%, on a aussi 5| M| EN X7(y) (voir la Proposition 4.1 (iii))
et ainsi

X§|M¢| — |Qy| faiblement dans L*(2 x .J). (4.50)

De (4.49)-(4.50) on conclut que |Q¢||M| = |Q| et ainsi

|M| =1 p.p. dans Q x J.
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En dérivant cette derniére relation par rapport a x;, pour tout 1 < ¢ < 3, on obtient 9,, M - M = 0
p.p- dans 2 x J. Ainsi, le premier point annoncé dans le lemme est démontré.
Maintenant, nous cherchons la limite de la dérivée de la contrainte de saturation. Soit 1 <
i < 3. Puisque x| M| =1, 0ona x50,, M- M = 0 p.p. dans Q x J. Ainsi
0 = 11_13% QXJX;(J:) (O, M (x,t) - M(x,1)) V(z,t,x/€) dudt

— /Q J/Q ((811]\/[(%,25) + ayiM1<:L',y,t)) . M(l’,t)) ‘Ij(l',y,t) d:cdydt

pour toute fonction ¥(z,y,t) € D(2 x J; CF(Q)). Cela signifie que d,, M + J,, M, est effec-
tivement perpendiculaire a M. La premiere partie de la preuve permet de conclure que la méme

chose est vraie pour d,, Mj. O

4.6.3 Comportement limite

Nous passons maintenant a la limite a double échelle dans (4.7)-(4.12), plus précisément

dans la partie du probleme ne contenant que des opérateurs linéaires. Soient
U e DR x J), U € D(R® x J;CF(Q)) et ¥ € D(Q x J;CX(Q))

tels que ¢)(z,y,t) = 0siy € ;. On note que ces fonctions sont des fonctions test admissibles

pour la convergence a double échelle (voir [112]). De (4.7)-(4.12) on déduit que
[ (Gcwona 4 VP XM+ e T+ ex ) - (T4t
R3x.J
+eV, Uy (x,x/e,t) + V, Uy (z, 2 /€, t) + Voi(x, 2 /€, t)

1
+=Vy(z,z/e,t)) dedt = 0.
€
Faisons tendre € vers 0 dans cette derniere €galité, on obtient

R3xJ Q

+/ XQ/ (VP+V, P+ M) (V¥ +V,Uy)dydxdt
R3x.J Qs

—I-/ / (Vypo +mo) - Voo dy dadt = 0. (4.51)
QxJ m
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Des arguments de densité classiques montrent que cette relation est en fait vraie pour toutes les
fonctions ¥ € L>(J; H'(R?)), U; € L>(J; H (R?; Cr(Q))) ety € L=(J; H' (% Cx(Q)))
telle que ¢(x,y,t) = 0siy € Q. En choisissant U3 = 0 et ) = 0 dans (4.51) et en te-
nant compte du fait que f 0 V,Pidy = 0 car P, est ()-périodique, on retrouve la formulation

variationnelle du probleme suivant :

div, (XR3\QVP+XQ/

(VP +V,P + M) dy) —0dansR® x J,  (4.52)
Qs

ol P est caractérisée dans ) x .J par (en choisissant ¥ = v = xps\q¥; = 0 dans (4.51))
div, (VP + VP, + M) = 0 dans @y,
VyPr-v=—(VP+ M) -vsurdQy.

Il s’ensuit que

xe(@)xr W) Pz, y,t) = xal(®)xs(y) Z w;i(y) (93 P(x,t) + M;) + B(,1),

ol /3 est une fonction qui ne dépend pas de y etles w;, 1 < j < 3, sont définies dans (4.19). Par

conséquent
div, (XQ(VP +V, P+ M)) = div, (XQ (Id + (@,Z.wj)) (VP + M))
et

div, (w0 VP + xa |

(VP +V,P, + M) dy)
Qy

= div, (xzgno VP + xoW" (VP + M)),

ott W est définie par (4.17). L’ équation (4.52) est donc effectivement 1’équation (4.15) annon-

cée dans le modele effectif. Enfin, en prenant ¥ = ¥; = 0, on retrouve (4.21).

Des calculs similaires pour le comportement limite de (4.2)-(4.4), (4.8)-(4.11) donnent des
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résultats plus compliqués en raison de nombreuses non-linéarités. Plus précisément, on obtient

/ (8tM —aM x (‘3tM) - U dydzdt —I—/ Omg - (¥ + ) dydzdt
QxJ Qf QxJ Qm
—alim (m x omS) - (V(x,t) + (z,x/€,t)) dedt

e—0 Qe xJ

= (1+a2)/Q J/Q ST(M x Ap (00, M + 8, My)) - (95, % + 9y, W) dydadt

foig
—(1+ a2)/ Gua,r(M) - U dydxdt
QxJ Qf

—(1 +a2)/Q A (M x (Zp)(M)(VM + V,M)) - U dydxdt

S adlin [ (o x (€T + () - (B 1) (0, 0/, 1) dud
eV e, xJ
+(1+ o 11_1%/ XJZ me X Ay, €0y, me) - Oy b(x, /e, t) dudt (4.53)

pour des fonctions test
U e L¥(J; HY(Q), U1 e L=(J; HY (Q;0F(Q))) et ¢ € L=(J; H'(Q;CF(Q))),

tel que ¢(z,y,t) =0siy € Qy.

Définissons pour commencer ¢; € L*(2 x J; Li(@)), 1 <1< 3, par

me x oym* 2 ly,
X (€VES, (M) + ¢, (M) 2 Lo,

m x AS (eVm) 2 (.

En choisissant W = W¥; = 0 dans (4.53), on obtient la “caractérisation” suivante pour 1m, dans

QX JXQp:

dmo — aly = —(1 4+ a*)ly — (1 + o?)div,(f3). (4.54)

Ensuite, en prenant W; = 1) = 0 dans (4.53) et en utilisant le lemme 4.1 pour simplifier le
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produit vectoriel dans le terme de bord, nous affirmons que

|Qf|atM—Oé|Qf|M X 6tM+/ (8tm0—a€1+(1+a2)£2) dy

m

— (1+a?)M x divx(/Q Ap(VM + V, M) dy)
)
(14 a})M X dyo s (M)
—(1+ a®)M x (Z,)(M) (/ (VM + V,M,) dy) dans 2 x J,  (4.55)
Qy
Ay(VM + VM) dy -n = 0sur 0 x J. (4.56)

Qy

En prenant ¥ = ) = 0 dans (4.53) on obtient de plus pour M,
—divy (A;(VM + V,M;)) = 0dans Q x Qf x J,
AnyMl V= —AfVM -V sur (an N an) X J,

ce qui permet d’exprimer M; en utilisant (v;);<;<3 (voir la caractérisation formelle de ) dans
le paragraphe 4.5). Ainsi (4.55)-(4.56) s’écrit en fait (ayant également a 1’esprit (4.54) pour

I’expression du terme non explicite) :
|Qf|0:M — a|Q¢| M x 0, M
= —(1+a*)M x div(A"V M) — (1 + a*)M X ¢pe (M)

—(1+a®)E) (M)M x WHYM + (1 + a2)/ div, (¢3) dy dans Q x J, (4.57)

m

AINIM -n = 0 sur 09 x J. (4.58)

Notre objectif dans ce qui suit est d’introduire une autre stratégie pour calculer les termes
non-explicites /;, 1 < ¢ < 3. Toutefois, nous pouvons déja prouver que le probleme effectif,

méme avec cette formulation partielle, est bien posé.

Lemme 4.2. Le probleme (4.57)-(4.58) associé a (4.54), (4.22) et (4.23) admet une solution
faible.
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Démonstration. Pour cette démonstration, il est suffisant d’établir un résultat de régularité pour
le terme | 0 div,, (¢3)dy. Etant donné que toutes les limites a double échelle sont définies dans
L2(2 x J x @), on sait que 1’équation (4.54) est satisfaite dans H (2 x J x Q,,). On peut

donc écrire, pour tout ¢ € H(J),

/&gmo-godt—a/ﬁl-gpdt:—(1+a2)/€2-godt
J J J

—(1 +a2)/]divy(€3) ~pdt dans H Q% Q).

Nous concluons que [ ; div, (¢3)dt possede la méme régularité que — il S(mo - Opp — aly - o +
(1 + a?){y - @)dt, qui appartient a L?(Q x Q,,). Nous sommes donc autorisés 2 faire le calcul

suivant

—(1—|—a2)/deivy(/J€3-cpdt> dy:—(1+a2)[][9Qm((€3-¢)-y)da(y)dteLQ(Q).

Le terme source |, Om div, (¢3)dy dans (4.57) appartient 2 L*(€2 x .J). Lexistence d’une solution
faible pour (4.57)-(4.58), (4.22)-(4.23) est donc assurée par la théorie classique des problemes
paraboliques. [

4.6.4 Opérateur de dilatation et réduction de dimension par maillage em-
boités

Il reste a passer a la limite dans les termes non linéaires de la partie matricielle du probleme
pour donner une forme explicite aux termes ¢;, 1 < ¢ < 3, dans (4.54). Il nous faut utiliser une
autre technique que la convergence a double échelle. Une premiere idée consiste a introduire un
opérateur de dilatation pour une mise a I’échelle de la variable rapide x /¢ et supprimer ainsi le
poids en e dans les estimations H'. Un tel opérateur a été formellement utilisé dans [13]. II est
également a la base de la “méthode d’éclatement périodique” de Cioranescu et al. [36]. Pour

tout € > 0 fixé, on définit un opérateur de dilatation -, transformant des fonctions mesurables

de €, x J en des fonctions mesurables de 2 x @),,, x J, par
u(z,y,t) =u(c(z) +ey,t) poury € Qp, (2,t) € QX J,

ou () désigne le centre du bloc matriciel contenant x. Cette dilatation annihile la différence

d’échelle entre la variable lente z et la variable rapide y = z/e.
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Considérons une description simple mais non restrictive de la structure périodique de €2°.
Plus précisément, A = Z3 et

QO =an (| e«@+k).

kez3
Puisque Qf, = Q(eky) N (Urezse(@m + k)), la quantité ¢“(x) est le centre de la e-copie de @

contenant x et ¢“(x) = ek siz € €(Q,,+ k). Ainsi, la fonction u ne dépend pas de = dans chaque
bloc donné ¢(Q,,, + k), k € Z3, de . Nous prolongeons cet opérateur - de Q,,, 2 Up(Q,, + k)
par périodicité. On peut vérifier que cet opérateur de dilatation possede les propriétés suivantes

(voir [13]).
Proposition 4.4. Toute fonction w € L*(J; H' (X)) satisfait
[l 22 (@xgx@m) = lullrz@xry: Vil = €Vou dans QX J X Q.
Siv,we L*0,T; H'(Q,)), alors on a
(0,0) 2072 @) = (U, W) £2(025, %.0);
IVyUll r2@uaxomy = EH%”(LQ(Q;XJ))“

(57 w)LQ(QXJXQ) = (U7 {D)LQ(QXJXQ)-

De plus, si I’on considére g € L*(Q x J) comme un élément de L*(Q) x J x Q,,) constant en
y, alors

G — g fortement dans L*(Q2 x J x Q) lorsque € — 0.

Le présent paragraphe n’est pas completement déconnecté du précédent. En effet, le passage
a la limite par la convergence a double échelle et celui basé sur la convergence faible des suites

dilatées sont équivalents comme le montre le résultat suivant (voir [24]).

Proposition 4.5. Si (v) est une suite bornée de L* (), x .J) telle que v¢ converge faiblement

vers 0 dans L*(Q x J; L3,(Qn)) et x;, v° converge a double échelle vers vy, alors
v =1y p.p.dans 2 x J X Q.

Cela signifie que pour calculer les termes non explicites dans (4.54), il “suffit” de carac-

tériser completement la limite faible de (rfr\ﬁ, 176) me (resp. p°), étant le champ d’aimantation
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(resp. potentiel) dilaté. Il est donc naturel de commencer par écrire les équations satisfaites par
(me, p°).

Lemme 4.3. Les champs dilatés (T?L/f, p°) satisfont les équations suivantes
Oyme — ame x oyme = —(1+ o®)me x (div,(Ap(z,y)V,me)
+Poam (T, Y, M) 4+ V, Ep (2, y,me) + V¢ ) (4.59)
div, (V,p¢ +m<) = 0, (4.60)
dans L*(J; H-Y(Q,,)) pour presque tout x € Q. Les conditions aux limites et initiales sont

m¢ = M¢ and p* = P< dans H'*(Q,,) p.p.(z,1) € Q5, x J, (4.61)

— —_~—

ME Y=o = Minit, 1o = Poni dans 25, X Q. (4.62)

Démonstration. Nous détaillons par exemple 1’obtention de I’équation (4.59) satisfaite par me.
Le travail pour I’équation en p¢ se fait de maniére similaire. Pour toute fonction donnée v €
L2(J; H:(Q.n)), nous définissons v par

A V((z = (x))/e,t) siz€eQp + ()

@D(lﬁ <, t) =

(0 sinon.

Nous multiplions I’équation (4.2) par zﬂ telle que 1;—r = 0 et nous intégrons sur €25 . Rappelons

que Q, = Uzeq (€Qm + ¢(2)), et, (€Qy, + (1)) N (€Qm + (22)) = O si (1) # *(x2).

Nous obtenons pour presque tout x € €2, :

- // (MmO (x, z,t) + am® x dym(z, z,t)) dzdt
Qm+c (73)
——ra) [ [ (@A T () V(o
J Qm+ce )

+bvam (T, 2,m) Y(x, 2, t) + €(VES, (2, 2, m€) 4+ Vp©) (x, z,t)) dzdt

+/ 'mzt( )12}('7; z O)
eQm‘f‘CE(‘I)
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Soit z € QF, et soit k € Z* défini par ek = ¢*(x). Nous effectuons le changement de variable

z + €(y + k). On obtient

_ / / (0 + ame x i) dydt
J m

=0t [ (Ao ) V1) Ty G, )

HVyZny ) + V) o) dydt + | Ma(y) v(9.0) dy.

On voit qu’il s’agit de la formulation variationnelle de I’équation (4.59) avec la condition initiale
7"7{5#:0 = ]\/4_;; Donnons quelques précisions sur la condition aux limites : bien évidemment,
nous pouvons étendre la définition de I’opérateur de dilatation a un sous-ensemble de €2(ek;)
contenant strictement €2, ; cela donne un sens a la condition limite me = Me sur 0Q,, x J.Le

résultat a été établi pour presque tous les = € €(Q,, + k) et pour tout k € Z3, il est alors vrai

presque partout dans 2. 0

Clairement, I’avantage de (4.59)-(4.62) est que le poids en e n’apparait plus. On obtient donc
naturellement les estimations uniformes conduisant aux convergences suivantes (pour des sous

suites) :
me — mg, p¢ — po faiblement dans L2(Q x J x Q,,,),
Vwa6 — V,mg, V,p¢ — V,po faiblement dans L*(Q x J X Q,,).

Notons que nous avons utilisé la proposition 4.5 pour assurer que les fonctions limites (myg, po)
apparaissant ici sont en fait les mémes que celles déja définies dans la proposition 4.3. De
plus, I’équation satisfaite par py, a déja été obtenue dans le paragraphe précédent. Mais nous
ne disposons toujours pas de résultat de compacité pour 77[6(33’ y,t) parce que nous n’avons
aucune information sur le bornitude de sa dérivée partielle par rapport a . Cette difficulté
apparait également dans [24] et [81]. Ces auteurs ont résolu ce probleme soit en comparant le
probleme dilaté avec le résultat formel pour le probleme limite ([24]) ou en démontrant qu’ils
ont affaire a une suite de Cauchy ([81]). La structure complexe de notre équation ne permet pas
ces démarches. Nous adoptons donc une autre méthode et nous développons rigoureusement

une 1dée déja présente dans [30].
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Compte tenu de la définition de I’opérateur de dilatation, on vérifie aisément que les fonc-
tions dilatées restreintes a une cellule donnée de la matrice de (2 ne dépendent pas de x. Soit

k € Z3. Soit (m, pt,) défini par

- me(x,y, t) jwce(@m+k) Sik esttel que €(Qy, + k) NQF# 0,
mi(y,t) =
0 sinon,

_ ];E(:L‘, Y, t)/xEE(Qm-i-k) sik esttel que E(Qm + k) nQ 7é @,
pi(y,t) =
0 sinon.

Notons que les quantités fv,j f = m,p, ont un sens méme si f(z,-,-) € L*(Q,, x J) est
définie seulement p.p. z € €. En effet, puisque |e(Q,, + k)| = €|@Qn| # 0, alors il existe
T € €(Qm +E)NQ et x, € €(Qn + k) N Q° tels que m(,,,-,-) € LAHQm x J) et
(2, -, -) € L*(Q,, x J) et qui nous permettent de définir m¢ et pt par m<(-,-) = me (&, -, -)
() = ()

Pour tout € > 0 tel que €(Q,, + k) NQ # 0, (ﬂf:b;i,];i) est solution du probleme (4.59)-(4.62)
dans ),,, x J. D’autre part, tout ﬁ associé a un certain f € L*(Q x J), appartient a L*(Q,, X J)
avec

~ 1~ 1~
| fell L2(Qmxs) = meHLz(e(ka)mexJ) < 0 £l 22 @xTxQm)-

Ainsi, nous avons assez de régularité pour obtenir avec les équations (4.59)-(4.62) les mémes
estimations pour (777,2, ]7,2) que celles obtenues pour (m<,p¢). Mais ici, I’estimation de VynT,Z
donne une borne uniforme dans H'(Q,,) pour T?L;i et ainsi assez de compacité pour passer a la
limite ¢ — 0 dans (4.59). En outre, on note que k = (ki, ko, k3) € Z3 est tel que €(Q,,,+k)NQ #
0sik; <|Q/e, i =1,..,3 (ot |Q]; désigne la mesure de 2 dans la 7éme direction). Donc, pour
tout k € Z3, il existe €(k) > 0 tel que que pour tout € < €(k), €(Q,, + k) N # (. En désignant

par (my, pr) la limite dans L?(Q,, x J) de (TE?, p%), nous obtenons le systéme suivant :
Oymy, — amy X Oymy, = —(1 + a®)my, ¥ (divy(Am(x, y)Vymy)
+¢va,m($a Y, T/ﬁ_/;) + vyEm (.Z', Y, 7”?1:1;) + vyﬁﬁ)a (463)

div, (Vypr + M) = 0. (4.64)
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Une autre idée fondamentale est que le sous-ensemble de  défini par {ek € Z?; €(Q,, +
k) N # 0} semble devenir dense dans € lorsque ¢ — 0. Montrons que cette idée permet de
passer a la limite, au moins dans une partie du domaine. Nous savons déja que notre objectif est
de montrer que la limite (mq, po) satisfait également (4.63)-(4.64), c’est-a-dire (4.20)-(4.21).
En bref, nous allons prouver que mq(z, -, ) = m{(z)(,-) dans L*(Q,, x J) pour presque tous

les x € Q, ot mj(z)(-,-) est définie par

( Omi(x) — amg(x) x Omi(z) = —(1 + o)mi(x) x (divy(Am(x,y)VymS(a:))
+Ova,m (T, y, my(x)) + Vi (Em(y, my(x))) + Vypo(z, -, )) dans Q,, x J,

mg(z)(y,0) = My (x) dans Q,,,

mg(z)(y,t) = M(x,t) sur 0Q,, x J.

\

(4.65)

Un point crucial pour établir ce résultat est que, pour toute donnée (M, (), M(x,-)) €

R* x L(.J), il existe une solution unique mg(z) € L*(J; Hy(Qm)) N H'(J; L (Qpn)) du
probleme (4.65) (voir [67], [105], [43], [42]).

Nous définissons I’ensemble C C €2 par
C ={xo€Q; J¢¢ >0, Jx € Q tel que 2y = ¢ (x)}.

Cela signifie que C est I’ensemble de tous les points de {2 qui sont au centre d’une €p-copie de
@ (et donc (),,,) a une étape donnée, ¢,, du processus de convergence ¢ — 0. Nous définissons
également

C*={xp € ; Jx € Qtel que xy = c(x)}.
Nous avons C = |J,.,C*.

Nous commengons par restreindre le processus du passage a la limite a ’ensemble C X
J. Pour cela, nous développons notre approche de mailles emboitées. Soit zy € C. Il existe
un certain ¢, > 0 tel que o € €20 et z( est le centre d’une ey-copie de (). Comme nous
I’avons mentionné au début du paragraphe, pour des raisons de simplicité, on a choisi 2° = QN
(Upezs €(Q +k)). Cela signifie que (0, 0,0) € C. Cette hypothése est bien sfir sans importance.
On vérifie aisément que x, demeure le centre d’une e-copie de () pour tout € < ¢,. Voir aussi la

figure 4.2.
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FIGURE 4.2 — Un exemple simple, Q =] — 1/2; 3/2[>. Représentation de 2!, Q'/2 et Q'/3 avec

les points correspondants appartenant a C.

On peut donc choisir une numérotation particuliere pour la description des €2, € < ¢ :

QO =Qn (zo+ | e@+4). (4.66)

kez3
Cela veut dire que pour toute € < ¢, g est le centre de la (0,0, 0)éme e-copie de ). Nous
pouvons ainsi exploiter les dernieres remarques sur les fonctions 777,3 pour la valeur £k = 0 =

(0,0,0). Nous posons pour (y,t) € Q,, X J
T;va,x() (y,t) = %(y, t) pour la numérotation (4.66). (4.67)

Lemme 4.4. Soit xy € C. Lorsque € tend vers zéro, ’ensemble de la suite mg,, converge dans

L?(J; L3 (Qm)) vers la fonction mfi(xo) définie de maniére unique par (4.65).

Démonstration. La preuve est le cas particulier pour £ = 0 de I’obtention de (4.63)-(4.64).

Nous savons donc que

777696 — mg dans L*(J; L2,(Qn))
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ol Mg satisfait
Oy — aimig X Oymg = —(1 + a*)mg x (divy(Am(x, y)Vymo)
+uam(2,y,m0) + VyEm (2, y,0) + Vo).
divy (Vypo + mo) =0,
accompagnée des conditions initiales et aux limites
mo(y,0) = Minit(x0) dans Q,,, mo(y,t) = M(xq,t) sur 0Q,, x J.

Il nous faut seulement ajouter la justification de la condition aux bord ci-dessus. Comme cela a
déja été mentionné, on peut étendre la définition de 1’ opérateur de dilatation a un sous-ensemble
Q2(eky) contenant strictement €, . Cela donne un sens a la condition aux limites me = Me sur

0Q),,, x J. En particulier, pour la cellule centrée en x,
M, (U, 1) = ]\75% (y,t) sur OQ,, x J. (4.68)

La limite faible dans L? de ]\% est égale a la limite a double échelle de M€. Puisque I1°M€
converge fortement dans L?(Q x .J) vers M, la fonction M (qui ne dépend pas de 7) est aussi
la limite a double échelle de la restriction M€ et donc de %xo. En utilisant la continuité de
I’opérateur de trace, I’égalité (4.68) donne a la limite ¢ — 0 la condition mq(y,t) = M (xg,t)
sur 0Q),, X J.

Nous avons donc prouvé que my satisfait (4.65). La solution de (4.65) étant unique pour
tout z = zo € € fixé, c’est I’ensemble de la suite w%xo, et pas seulement une suite extraite, qui

converge vers la solution mg(zo) de (4.65). Ceci acheve la preuve du lemme. O]

Remarque 4.2. Le lemme précédent signifie que I’aimantation limite my est telle que mo|y—,, =
mg(xo) pour p.p. xo € C. En effet, en notant X|z,+.q,, la fonction caractéristique de xo + €Qy,

nous avons

—~

mg(% t) - T/ﬁg(:pv Y, t)X|x0+6Qm (l‘)

Comme ¢ — 0, la suite d’ensembles emboités (g + €Q),,,) tend vers {xo}. Comme déja men-

tionné me — my faiblement dans L*(Qx .J; L%(Qm)) o mg est la limite & deux échelles définie
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dans la proposition 4.3. 1l en résulte que, pour toute fonction p € L*(J; Li(Qm)),

lim mé ¢ dydt = lim M2, Y, 1) X o +eonm (T) @(y, t) dydt
e—0 QumxJ e—0 QmxJ

= / mo(xo,y,t) p(y,t)dydt p.p. zo € C.
QmXxJ

Remarque 4.3. Le comportement limite de nfzvﬂm:xo ne dépend pas bien siir du choix de la
numérotation des e-copies de () dans €),. Le probleme (4.65) caractérise ainsi le comportement
limite de la restriction de m< & C. Ce point n’est cependant pas suffisant pour notre objectif. En
effet, d’une part C est dense dans €2, mais d’autre part, la convergence presque partout dans C

n’apporte aucune information puisque I’ensemble C est de mesure nulle.

Le reste du chapitre consiste en 1’extension du résultat du lemme précédent de C a €. Soit
mg défini par mj(z,y,t) = mg(z)(y,t) ou mi(x) est défini par (4.65). Montrons que nous

avons en fait mg = mf; dans L*(Q x .J; L% (Qm)), ¢ est-a-dire

lim (me —m}) @ drdydt = 0, (4.69)
€0 JOxQmxJ

pour toute fonction p € L*(Q x J; L32¢<Qm))’ ou de maniere équivalente par densité, pour toute

fonction test a support compact, ¢ € C.(2 x J;C4x(Q)). Nous avons le résultat suivant.

Lemme 4.5. Soit ¢ € C.(Q2 x J;Cx(Qn)). Soit n > 0. Il existe € > 0 tel que pour tout € < €,
‘/ (771/6 — mé) gpd:vdydt‘ <.
QX Qm X J

Démonstration. Soit L, (me — mg) ¢ dudydt. La fonction m¢ étant constante sur

::jﬁmexJ

chaque e-cellule, nous écrivons L. sous la forme suivante.

Le= ) / (me (x5, y, 1) — mg(x,y, 1)) @(x, y,t) dedydt
(25 +€Qm) X QmxJ

x§eCe

= Z/ (me (x5, y, 1) — mi (a5, y, 1)) @, y, t) dadydt
(Z'fi‘f‘me)XQmXJ

z5eCe

> (mi(a5,.1) = i, .0) 9(o, .0 oy, (470)
(5 +€Qm) X Qm xJ

z5eCe

Estimons les deux termes du membre de droite de (4.70).
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Tout d’abord, en utilisant les notations du lemme 4.4 et I’'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous

écrivons

> / (mF —m5) (25, 9,) (., ) dadyd
(I§+€Qm)XQm><J

xseCe

/ (o0 6) = m3(25) 0 0) (., ) ]
($§+€Qm)><Qm><J

z§eCe
< 3 [ = o@D 2@ / -
zfeCe zi+eQm
< max|img, — mo()|l 2@ 191l @:r2(122,@m) > 1eQul

xz5eCe

< Cr;leaégHmEU — mg (W) L2 (@mx)-

En effet, > Q| < CIQ| < C. Vu le résultat du lemme 4.4, nous avons, pour tout

x§eCe ‘
w € C°C C limeso|lmy, — my(u)|lr2(@,xs = 0'. Alors, il existe ¢, > 0 tel que pour tout

€ < €1, nOUS avons

‘ > / (me —mg) (25, y,t) p(, 1) dxdydt( <n/3. (4.71)
($§+€Qm)><Qm><J

x§eCe

Ensuite, le second terme du membre de droite de (4.70) s’écrit :

Z / (ma(xg, y,t) —my(z, vy, t)) o(z,y,t) dedydt
($§+€Qm)XQmXJ

zsece

[ ()0 ) i 0) ooy O dodyde @72)
QAXQm X J

Le théoreme de Lusin s’applique a la fonction m. En effet, pour tout ;o > 0, il existe un
ensemble fermé €, avec |2\ ©,| < p tel que la restriction de mg a €2, est continue. Nous

choisissons yu telle que
| (i (2). .1) — . .0)) (. v.1) vy
(N\Q) X QmxJ

< C||m6||L2(QxQ7nXJ)M1/2 <n/3. 4.73)

1. C’est pour établir cette convergence pour tout v € C° qu’il était important que le lemme 4.4 établisse une

convergence pour 1’ensemble de la suite e — 0, et donc d’avoir le résultat d’unicité mentionné apres (4.65).
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Nous rappelons que ¢“(z) — x lorsque e — 0. Ainsi, puisque m; est continu sur €2,,, le théoréme

de convergence dominée de Lebesgue assure que

lim (mg(c(2), y,t) — mg(x,y,t)) p(x,y, t) dedydt = 0,
=0 QX Q< J

et il existe e > 0 tel que, pour tout € < €,

‘/ (mé(ce(x), y, t) —mg(z, vy, t)) o(x,y,t) d:cdydt’ <n/3. (4.74)
QuXQmxJ

Finalement, en utilisant (4.70)-(4.74), nous concluons que, pour toute donnée ¢ € C.(€ X

J;Cu(Qnm)) etn > 0, il existe € = min(ey, €5) > 0 tel que |L| < 1 pour tout € < €', prouvant

ainsi le résultat du lemme. ]
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5.1 Introduction

5.1.1 Contexte général

Les matériaux ferromagnétiques hétérogenes ont connu un grand engouement ces dernieres
années. Les avancées technologiques permettent aujourd’hui la production systématique de ma-
tériaux composites, tres hétérogenes, et ce a une €chelle tres fine (microscopique, nanosco-
pique). La réduction de la taille des composants électroniques qui s’est poursuivie réguliere-
ment pendant plus de 40 ans a permis de fabriquer des composants de plus en plus complexes
et de moins en moins chers. Des processus de fabrication sont maintenant développés pour ob-
tenir des milieux hétérogenes, principalement avec des structures périodiques. La prédiction du
comportement magnétique dans ces structures composites est de grande importance pour les
applications, voir par exemple [117].

Notre objectif dans ce chapitre est de procéder, par la convergence a double échelle, a une
dérivation rigoureuse des équations LLG homogénéisées associées a une structure ferromagné-
tique anisotrope périodiquement perforée. En particulier, I’énergie d’anisotropie de surface est
incluse dans le modele en utilisant la condition aux limites de Rado—Weertman.

Nous rappelons d’abord quelques travaux (déja cités au début du chapitre 4) portant sur 1’ho-
mogénéisation des milieux ferromagnétiques. Dans [57] I’homogénéisation des multicouches
ferromagnétiques a été étudiée. Ces microstructures sont constituées d’une alternance de couches
ferromagnétiques (FM) et de couches non magnétiques (NM) avec un couplage inter-couches
aux interfaces FM/NM. Un probléme homogénéisé a été obtenu lorsque le nombre de couches
tend vers I’infini. Une généralisation de [57] a été proposée dans [101] en tenant compte de
I’énergie d’anisotropie de surface. Les équations homogénéisées satisfaites par la limite a double
échelle de la solution faible ont été obtenues. Dans [102], I’homogénéisation du champ déma-
gnétisant dans des structures périodiquement perforées a été étudiée en utilisant la méthode
de la convergence a double échelle. Comme application, I’homogénéisation de I’équation LLG
est considérée et le probleme homogénéisé est obtenu. Dans le cadre statique, Alouges et al.
[7] ont considéré I’homogénéisation d’un matériau composite ferromagnétique ou les hétérogé-
néités sont distribuées périodiquement dans le matériau. L’ homogénéisation de la fonctionnelle

d’énergie est traitée en utilisant la I'-convergence et I’énergie libre (de Gibbs—Landau) homogé-
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néisée est obtenue lorsque la taille des hétérogénéités tend vers 0. Dans tous ces travaux, aucune
anisotropie de surface n’est prise en compte.

La difficulté principale et I’originalité dans ce chapitre est induite par I’énergie d’aniso-
tropie de surface. Ses effets sont généralement négligés pour des structures ferromagnétiques
massives. Toutefois, le matériau considéré ici est supposé assez mince, avec de nombreuses per-
forations, de telle sorte que la procédure d’homogénéisation ait un sens. Dans une telle confi-
guration, la partie massive du matériau est tres mince (et courbée) et les effets de 1’énergie
d’anisotropie de surface sont importants. D’un point de vue mathématique, ces effets appa-
raissent dans la condition non linéaire de Rado-Weertman aux bords des trous. Intuitivement
une telle condition aux limites, plutdt que la classique condition aux limites de Neumann ho-
mogene, peut induire des effets intéressants dans le modele effectif posé dans tout le domaine.
Ceci est confirmé par la théorie générale d’homogénéisation pour des problemes complétés par
des conditions aux limites de Dirichlet non homogenes, ou bien avec des conditions aux bords
de Robin. Ici de plus, on s’intéresse a une forme originale de conditions aux limites associée
a la structure particuliere des équations LL.G (produit vectoriel, non linéarité sur le gradient de
I’inconnue).

Des outils spécifiques d’homogénéisation ont été développés pour passer a la limite dans
les termes de surface. Notons en particulier la convergence a double échelle pour les surfaces
périodiques [5]. Une remarque fondamentale est la suivante. Si ¢ est une fonction continue
sur  x Y* qui est Y*-périodique par rapport i sa seconde variable, et si I'. est une répétition
périodique de e-copies du bord 0Y*, alors ¢ satisfait

€ A |p(z, 2/ €)Pdo.(z) < C, (5.1)
ou C' désigne une constante indépendante de e.
Les outils présentés dans [5] permettent alors de passer a la limite dans des termes intégraux

de la forme
e/ ue(x) p(x,z/€) do(x).

Cette méthode est donc calibrée pour des effets de surface pondérés par une puissance d’au
moins 1 de la taille des perforations e.

Une autre méthode, celle des méso-caractéristiques, nécessite aussi ce genre de pondération
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(dans [20] pour I’homogénéisation d’un probleme linéaire scalaire avec des conditions aux li-
mites de Fourier, et plus tard dans [21] pour la fonctionnelle non linéaire de Ginzburg-Landau).
Enfin, le méme type de pondération apparait aussi dans les références [37, 38] qui sont basées
sur une méthode de la convergence a deux échelles.

Le cas des effets de surface qui se produisent a 1’ordre principal est rarement étudié, en
particulier si une non linéarité est introduite. Ceci dit, dans le contexte applicatif de cette these,
des effets d’anisotropie de surface agissant a I’ordre principal sont peu réalistes. Ils ne sont donc

pas considérés ici.

Ce chapitre est organisé comme suit. Dans les deux sous sections suivantes, on introduit le
modele et on définit la géométrie perforée. On décrit aussi les principaux outils mathématiques
utilisés dans notre analyse asymptotique. Les principaux résultats sont annoncés dans la section
2. Selon I’ ordre de pondération de 1’anisotropie de surface par rapport a la taille des perforations,

on obtient différents problemes effectifs. IlIs sont prouvés rigoureusement en section 3.

5.1.2 Position du probleme

Le contexte applicatif correspond a une géométrie tridimensionnelle. Nous travaillons donc
dans R3. La base canonique est notée (ey, €5, €3). On notera x = (z;)1<;<3 un point générique.
Soit © un domaine borné de R?, de bord 952 supposé Lipschitz.

Les espaces de Hilbert usuels sont L?(Q) = (L*(Q))? et H'(Q) = (H'(Q2))3. L'espace
(L>=(€2))? est noté par L°°(2), muni de la norme | . |... Nous utiliserons parfois la convention
d’Einstein de sommation sur les indices répétés.

Nous caractérisons maintenant le domaine d’étude a perforations périodiques. Ce domaine
peut étre considéré comme une répétition de copies d’une cellule standard avec trou.

Comme d’habitude dans 1’homogénéisation périodique, soit Y = [0,1)? la cellule de ré-
férence de périodicité dans 1’espace auxiliaire R3 de variable y = (y:)1<i<s- La cellule Y est
identifiée au tore unité R?/Z3. Une fonction définie sur R? est dite Y -périodique si elle est pé-
riodique de période 1 en chaque variable y;, 1 < i < 3. Par exemple on note par C*(12) RCE(Y)
I’espace des fonctions indéfiniment dérivables dans 2 x R®, qui sont Y -périodiques par rapport

a la seconde variable. Soit H, le trou de référence, un domaine ouvert et connexe de Y avec un
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bord I Lipschitz. On suppose que H C Y et on pose Y* = Y\ H pour la partie massive de la
cellule standard. Ainsi Y est partitionné sous la forme Y = Y*UT' U H. Soit x*(y) la fonction
caractéristique de Y* dans Y. Soit € > 0 un nombre réel. On résume en “c — 07 le fait que
¢ prend ses valeurs dans une suite de nombres positifs tendant vers (. On définit le matériau
perforé

Q°={ze€Q; x"(xfe) =1}

et la surface périodique correspondante aux bords des perforations
" ={zeQ;z/cel}.

Le domaine €2° représente la matrice de la partie solide de €2, par opposition aux trous qui
sont représentés par I’ouvert H. := Q\Q¢. Par construction, tous les trous sont identiques et
sont périodiquement distribués dans 2 avec la période € dans chaque direction e;.

Le bord de Q¢ est 0€2° = 92 U I'°. A cause de la forte non linéarité dans le probleme que
nous allons étudier, 1’extension naturelle par zéro de toute fonction définie sur €2° (comme par
exemple dans [3]) ne sera pas suffisante dans notre contexte. Par souci de simplicité pour la
construction de I’opérateur de prolongement (voir plus loin), on suppose que pour toute valeur
de ¢ dans la suite ¢ — 0,

oNNre =0.

Nous allons maintenant décrire le probleme qui nous intéresse. Soit 7" > 0 tel que (0,7")
est I’intervalle de temps de notre étude. On pose @ = (0,7) x Q° et Q@ = (0,7) x . On
suppose que le matériau ferromagnétique occupe le domaine {2°. L’évolution temporelle du
champ d’aimantation m?, qui vit dans S? (la sphere unité de R?), peut étre décrite dans Q° par
I’équation LLG ([2], [59])

1
1+ a2

(@ms —am® X 8tm5> =—m" X Hepp(mF). (5.2)

Le terme m*® x 0;m* décrit I’amortissement de Gilbert et le terme de droite représente le couple

exercé par le champ effectif . ¢(m°) qui est donné par

Hepp(me) = div (A(-, é)VmE) + d(mF) + Ha(me), (5.3)
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ot A = (A;;)1<ij<3 est une matrice symétrique 3x 3 & valeurs dans R*. Le champ d’aimantation

est associé a la contrainte non convexe m?® € S2, qui s’écrit

1 dans €2°,
jm”| = (5.4)
0 dans R? \ Q°.

Le parametre sans dimension « est le facteur phénoménologique d’amortissement décrivant la

dissipation d’énergie. Le champ démagnétisant H,(m*) satisfait dans (0,7) x R? I’équation
div (Ha(m®) + x*(z/e)m®) = 0, (5.5)

tandis que ¢(m*) représente le champ d’anisotropie de volume qui est en général supposé
linéaire en m*. Plus précisément, soit ¢ : R?* — R? telle que ¢(m®) = VE(mF) est une
fonction gradient continue satisfaisant 0 < Z(m?) < 2., < oo pour tout m® € S%. Le champ

d’aimantation initial est
m®(0,7) = m§(x), |m5(z)]> = 1p.p. dans Q°. (5.6)

L’équation (5.2) doit étre résolue avec des conditions aux limites appropriées pour 1’ai-
mantation. L’originalité principale (et la difficulté) dans ce chapitre est I’existence de 1’énergie

d’anisotropie de surface. On considere la condition aux limites de Rado—Weertman ([63], [62])
m® X (Opem + &K (m® - n°)n°) = Osur (0,T) x [ (5.7)

ou les effets de 1’énergie de surface sont pondérés par le parametre v € Z et n° est la normale
unité sortante de I'*. Comme d’habitude, 0ps m® = A(, - /€)0p=m° et Op-m* représente la dé-
rivée normale sortante de m*® sur le bord €2°. L’énergie d’anisotropie de surface est caractérisée
par K¢ = K,(-,-/¢). La quantité K¢ peut étre une fonction scalaire bornée ou une matrice. Tou-
tefois, et par souci de simplicité dans les notations, on développe tous les calculs en supposant
que K est une fonction scalaire. Nous allons expliquer maintenant comment 1’anisotropie de
surface a tendance soit a pénaliser la troisieme composante (out-off plane) de 1’aimantation sur
le bord, soit a aligner m* a la normale a la surface. Soit I (resp. I'® ) la partie de I'* ou K est
positive (resp. K¢ est négative). Puisque |m?| = 1, |n°| = 1etdonc 1 —|m®-n> = |m®xn|?,
les énergies de surface correspondantes s’écrivent

),
2Jr

1
EKEm® - nf*do¢ et — 5/ TKEm® x nf|*do°.
re

€
+
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Pour tout £ > 0, I’anisotropie de surface tend donc a mettre le champ d’aimantation parallele a
la partie de surface 1'%, et orthogonal a la partie de surface I'° .

Un point important dans ce travail est la pondération £” dans (5.7). En fait, on pose A = ™7
ou A est le champ d’échange. La quantité A caractérise les interactions d’échange qui ont
tendance a aligner les spins dans le matériau ferromagnétique. Elles décrivent aussi I’épaisseur
et I’énergie de surface des parois de domaines magnétiques dans les matériaux ferromagnétiques
([103]). Plus A est petit, plus les effets de 1’énergie d’anisotropie de surface sont importants.

De plus, A est localement donné par (voir [103])

S2J
Aznz ,

ou z est le nombre de coordination, 7 est un facteur déterminé par la structure cristalline, S
est le nombre quantique magnétique de spin, J est I'intégrale d’échange et a,,, est la distance
entre spins proches voisins. La derniere quantité est au plus de 1’ordre de ¢, qui est la taille
caractéristique des cellules ferromagnétiques. Ce point donne particulierement du sens au choix
~v =1, A = 1/e. D’autres pondérations restent acceptables grice a la définition complete de A.

En gardant a I'esprit que m® x m® = 0 et [/mf| = 1, on note finalement que la condition

aux limites (5.7) est équivalente a

Ope,m® = 7K ((m® - n°)n® — (m® - n°)*mS) sur (0,T) x . (5.8)

Le but de ce chapitre est I’étude du comportement asymptotique du probleme (5.2)-(5.7)
lorsque ¢ — 0 et de I’obtention de problemes effectifs correspondants a différents choix pour ~

dans (5.7).

5.1.3 Contexte mathématique

Nous commengons par donner la définition rigoureuse des solutions faibles pour le systeme
LLG (5.2)-(5.7). Pour cela, on suppose que les composantes de A et K, sont dans L>°(2 x Y)
et que A est uniformément coercive : il existe 5 > 0 tel que, pour tout (x,y) dans §2 x Y, pour

tout ¢ = ({1, (s, (3) dans R?,
3
> Al y)GG = BICP

ij=1
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Définition 5.1. Soir m{ € H'(QF) relle que |mf| = 1 presque partout dans ), m® est une

solution faible du probleme LLG (5.2)-(5.7) si

1. pour tout T > 0, m® est dans L>=((0,T); H' (%)) N We(0, T;1L?(Q°)) et m? satisfait

la contrainte de saturation |mF(t,x)| = 1 presque partout dans Rt x QF.

2. la condition initiale m= (0, -) = m&(-) est satisfaite au sens des traces, dans Hz () ;

3. pour tout G € H'(Q°) N Cy(QF), ona

1
a2 /Qs(atma —am® x oym®) - G dxdt
T
= m® x A, ;0om® - 0,G dxdt + / / K (m® - n°)(m® xn°) - Gdo®dt;
Qs 0 &
(5.9)
4. pourtoutt > 0, on a
£ (me) + —2 /t 10yme |2 dedt < £ (mE) (5.10)
1+ a? 0 Jos ‘ = 0 ’

ou £ (mF) est définie par
£5(m?) = / Ay, D)0, - 0,y da

+ &7 KZm® - nf|* do® — 57/ KZm® x nf|* do®
re e

€

+ |7-[d(m5)|2dx+/ Z(m°) du.
R3

Le résultat d’existence globale de solutions faibles suivant est démontré dans [59].

Théoréme 5.1. Soir m§ € H'(Q) relle que |m§(x)|* = 1 presque partout dans QF. Alors il

existe une solution faible globale m*® du probleme (5.2)-(5.7) au sens de la Définition 5.1.

Puisque on s’intéresse particulierement aux effets de I’énergie d’anisotropie de surface sur
le probleme effectif et par souci de simplicité, on néglige le champ démagnétisant H,(m*).
On renvoie par exemple a [102] pour I’homogénéisation de ce champ. On néglige aussi le

champ d’anisotropie de volume ¢(m*®). Notons cependant que ces simplifications ne limitent
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pas I’analyse proposée. On réécrit alors le probleme LLG avec la condition aux limites de

Rado—Weertman sous la forme

( 1
1+ a2 (0m® — am® x §;m®) = —m° x div (A°Vm®) dans 7,
Opsm® = & KZ ((m® - n*)n® — (m® - n*)’m®) sur (0,T) x o7, (5.11)
m®(0, ) = m{(x) dans Q°.

\

Nous allons donner maintenant quelques hypotheses techniques.

On suppose que :

I est une surface Lipschitizienne, (5.12)
A e L¥(Q)@Cu(Y), 1 <1,5 <3, (5.13)
mo € (H'(Q) @ HL(Y)) N (C(Q) @ Cu(Y)), |mo| = Ldans Q xY, (5.14)
K est une fonction mesurable et bornée sur  x Y, Y -périodique, (5.15)
et on note A5;(z) = Ajj(w,2/e), 1 < i,j < 3, mg(x) = mo(z,v/e), Ki(v) = K(z,7/e).
Pour I’exploitation de I’estimation d’énergie (5.10), et en gardant a 1’esprit I’estimation “opti-
male” (5.1), on suppose au moins que la donnée initiale vérifie
e | K¢m§ -nl*do® —c | Kilm§ xn|*do® < C. (5.16)
re re
Pour quelques pondérations, I’énergie d’anisotropie de surface agit a I’ordre principal. C’est le

cas v = 0 qui est aussi évoqué dans ce chapitre. Pour traiter ce cas, nous supposons que

A Ky(,y)lmo(z,y) - n(y)[* do(y) = A Ey(z,y)lmo(z,y) x n(y)|*do(y) = 0. (5.17)

5.1.4 Outils mathématiques
Ci-apres, pour tout ¢ € L*(€2) @ L (Y'), on note par ¢ la fonction définie par
o () = p(z,x/e) p.p. v € Q°.
5.1.4.1 Convergence a double échelle

Nous rappelons la définition et les résultats principaux concernant la méthode de la conver-

gence a double échelle. Pour plus de détails, on renvoie aux références [3], [5], [92].
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Définition 5.2. Une suite v¢ dans L?*(Q) converge a double échelle vers v € L*(2 x Y) (on
écrit v° 2 ) si, pour toute fonction test admissible ¢ € L3(Q;Cx(Y)),

lim [ v°(z) ¢(x, g) dr = / v(x,y) o(x,y) dedy.

=0 Jqo QxY

Proposition 5.1. On a les résultats de convergence suivants.
(i) Soit v* une suite de fonctions uniformément bornées dans LQ(Q). Alors, il existe vy €
L*(Q2 x Y) et une sous-suite de v° qui converge a double échelle vers vy. La limite faible
dans L* de v est la moyenne de vy sur'Y .
(ii) Soit v° une suite uniformément bornée dans H*(Y). Alors, il existe v € H'(Q) et

v € L*(Q; H,(Y)/R) telles que, pour une sous-suite,
v° — v faiblement dans H'(Q?), v° N v, Vv° A Vo + V1.

(iii) Soit v° une suite de fonctions telle que v° et eV v° sont uniformément bornées dans

L3(Q). Alors, il existe vy € L*(Q X Y') et une sous-suite de v° telles que
v A vy, eV N V0.

La définition 5.2 de la convergence a double échelle est écrite pour des fonctions test dans
¢ € L*(Q;C4(Y)). La classe des fonctions test admissibles peut toutefois étre légerement

étendue. Toute fonction ¢(z,y), Y -périodique dans y, et satisfaisant

lim qb(a:,f)de = / / é(x, y)? dody

e Ja € oJy
est une fonction test admissible. De plus toute suite u* telle que lim. ¢ [|u°|| 20) = |[uo|| L2y
se comporte aussi comme une fonction test admissible pour la convergence a double échelle
(voir [3]). Dans I’analyse qui va suivre, on utilise ce dernier résultat dans le cas particulier
d’une suite u° uniformément bornée dans H'(2) et fortement convergente dans L?(2). Notons
finalement que les hypotheses (5.13)-(5.14) impliquent que A° et m sont des fonctions test

admissibles.

5.1.4.2 Convergence a double échelle et surfaces périodiques

La notion de la convergence a double échelle a été généralisée aux suites de fonctions dé-

finies sur des surfaces périodiques (voir [5], [90, 91]). Les résultats suivants sont utilis€és dans
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ce chapitre pour I’analyse asymptotique de 1’énergie d’anisotropie de surface sur la surface
périodique I'..

Rappelons d’abord quelques résultats fondamentaux.

Définition 5.3. Une suite u® in L*(T'.) converge a double échelle vers uy € L*(2; L*(T")) (on

écrit u® 22X uy) si, pour toute fonction test admissible ¢ € C (Q) @Cy(Y),

e [ @) o, Do = [ [ e oa,) do )

e—0
Proposition 5.2. Nous avons les résultats de convergence suivants.

(i) Soit u. une suite dans L*(T.) telle que

e | u(2)?do(x) < C, (5.18)

Ie
out le nombre réel C' ne dépend pas de c. Il existe une sous suite (encore notée par ) et
une limite & double échelle ug € L*(2: L*(T)) telles que u, % .

(ii) Soit v. une suite dans H*(Q) telle que v¢ et Vv sont uniformément bornées dans
L?(Q). Alors sa limite a double échelle au sens de la Définition 5.3 est la trace sur T de
sa limite a double échelle usuelle au sens de la Définition 5.2. Plus précisément, il existe
vo € L2(Q2 X Y') et une sous suite v° telles que

2q

2 2
v" =y, eVt = Vv, v° = .

5.1.4.3 Opérateur de prolongement

Le processus d’homogénéisation de 1’équation LLG avec énergie d’anisotropie de surface
consiste en I’étude du comportement asymptotique d’une suite de fonctions oscillantes m*,
dans un domaine oscillant, {2°, pour passer finalement a la limite £ — 0 dans le probleme (5.11).
A cause des non linéarités, quelques résultats de compacité sont nécessaires mais ne sont pas
accessibles dans le domaine oscillant. On introduit ici un opérateur de prolongement au domaine
fixe (2. Les hypotheses de régularité choisies pour {2° permettent 1’utilisation de 1’extension

introduite dans [1] qu’on rappellera ci-apres. Soit ()(ek;) = {x € Q : dist(x, 9Q) > €k }.

Lemme 5.1. Soit ¢ > 0. Il existe C' > 0 qui ne dépend pas de ¢ > 0 et un opérateur de

prolongement linéaire et continu P. de H'(QF) a H}, () tels que

loc

P.(u) = wp.p. dans O, |[Poulluioer) < Cllufm o
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pour tout w dans H' (Q°). Par souci de simplification, on note & = P.(u).

Pour éviter I’apparition de couches limites, on a fait I’hypothese I'. NO2 = () sur la structure
du domaine 2¢. Les résultats du lemme 5.1 sont alors vrais dans le domaine entier €2 au lieu de
Q(eky).

Puisque les termes de bord sont d’une importante spéciale dans ce travail, nous donnons le

résultat suivant.

Lemme 5.2. Soit u dans H'()°). La trace de u sur le bord 90 de )¢ est égale a la trace de u
dans H/?(0F).

Démonstration. 1 extension de u est telle que @ = u p.p. dans )°. Pour toute fonction vecto-
rielle réguliere ¢, nous avons
/ i (- m?) do(z) = / adivgde + | Vi ¢da
o0e e Qe

:/Eudivqﬁda:—i—/EVu-d)dx:/mgu(q’)-na)doe(x).

Ainsi, nous obtenons le résultat. ]

5.1.4.4 Prolongement de la normale unitaire au bord des perforations

Nous avons noté n° la normale unitaire au bord des trous. Par périodicité de la structure,
elle est définie par n°(z) = n(z/c) ol n est la normale unitaire de I'. On construit maintenant
un prolongement de n° au domaine 2 tout entier. Pour simplifier, on le note 72°, méme si il
n’est pas définie par I’opérateur P.. Puisque I est supposé de classe C!'1, on considere d’abord
I’unique prolongement de sa normale extérieure a un voisinage V de I' comme un champ de
vecteurs unitaires continu et lipshitzien. En le notant de la méme maniere, on a maintenant une
fonction lipshitzienne n qui admet presque partout dans V des dérivées partielles en espace

appartenant a L°°()). On prolonge alors cette fonction par continuité en la fonction
n € Cu(Y)NWLX(Y).

Finalement, on note n° la fonction définie dans 2 par n°(x) = n(x/e). Notons que n° est

une fonction test admissible pour la convergence a double échelle classique et la convergence a
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double échelle sur les surfaces périodiques et que

~g 2 ~ ~¢ 20 ~ ~c 2 ~
n“>n, n*Snr=n, ¢Vnt = V,n.

5.2 Résultats principaux

On définit d’abord la version homogénéisée de 1’opérateur elliptique défini par A°. Soient

(vj);j=1..3 les fonctions Y -périodiques solutions du probleme suivant

—div, (A(V,v; +€;)) = 0 dans Q x Y™,

(5.19)
A(Vyvj+e;) - v=0surQ xTI.
On définit alors A% par
1 .
AZ? = 7 /Y Ale; + V) - (ej + Vyu;)dy, 1<i,j<3. (5.20)
On pose
1
N# —
m = —— mo(x,y) dy.
" )

On peut aussi tout simplement supposer qu’il existe m# dans H'(Q) telle que m converge
faiblement vers m dans L2(Q).

Notre résultat principal peut s’énoncer comme suit.

Théoreme 5.2. Supposons que (5.12)-(5.16) sont satisfaites. Pour tout ¢ > 0, soit m° une
solution faible du systeme (5.11). Alors, pour tout ¢ > 0, il existe une extension m° dans
H(Q) notée par m” telle que, & une sous suite prés, m° converge a double échelle vers une
fonction m° de L*(R*;H(Q)) et de H(0,T;1L%(Q)) pour tout T > 0, et satisfaisant dans
R* x Q le probléeme suivant :

(i) Si v > 1, on n’a aucune contribution de l’énergie d’anisotropie de surface dans le

probleme effectif :
( 1 . . . . _
e (at'mo —am’ x 8tm0) = —m” x div (A*Vm’) dans Q,
o
m’(t = 0) = m] dans Q, (5.21)

anA#mO = 0 sur (0,T) x 0S2.

\

Le champ d’aimantation effectif vérifie /m°| = 1 dans R* x Q.
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(ii) Si~y =1, un terme de mémoire non local est induit dans I’équation effective par l’éner-

gie d’anisotropie de surface :

( 1 — — —
T o (atmo — am’ x (9tm0)
=-—m’ x (div (A#*Vm’) + (K#);(m” - e;)) dans Q,
(5.22)
—0 #
m (t =0) =m[ dans Q,
—0
( Onzm = 0sur (0,T) x 0Q,
ou K¥ est défini par
1 . ~ )
(K2), = 71 [0 - )R (e.0)(0) doty). 1< i <3 (529
r
Le champ d’aimantation effectif vérifie aussi |m’°| = 1 dans Rt x Q.
(iii) Siy =0, si (5.17) est vraie et s’il existe 'y C T, || # 0(resp.oul’_ C T, |I'_| #£0)

tel que K est non négative dans ' (resp. — K est non négative dans 1'_). Supposons
de plus que' |m§| = M:, Mt € R telle que M: — M, in R. Alors le modele effectif
est celui de I’aimantation totalement “épinglée”, c’est-a-dire a saturation d’aimantation

nulle, M, = 0.

Remarque S.1. Les résultats (i)-(iii) sont conformes a l'intuition : (i)-(ii) si les effets de [’éner-
gie d’anisotropie de surface apparaissent pour un ordre petit ou tres petit, la structure de
I’équation LLG est préservée dans le modele effectif; (ii) pour des effets d’ordre microsco-
pique, I’anisotropie de surface apparait sous la forme d’une nouvelle contribution non locale
du premier ordre dans le champ effectif; (iii) lorsque ¢ — 0, formellement, tout trou micro-
scopique H® se réduit a un point x, et ’ensemble des normales unitaires {n} tend vers un
ensemble infini de vecteurs, pointant dans toutes les directions a partir de x. ; si, quel que soit

g, l’énergie d’anisotropie de surface agit toujours avec les mémes effets sur une partie donnée,

1. Ici M estla saturation d’aimantation du probléme microscopique. Jusqu’ici, toute la description du modele
et les résultats ci-dessus ont été énoncés en supposant simplement que cette saturation valait 1, M = 1. Mais,
sous les hypotheses de (iii), passer a la limite ¢ — 0 nécessite un degré de liberté supplémentaire. Notons que
dans ce cas avec saturation d’aimantation non unitaire, le premier point de la Définition 5.1 doit simplement &tre

modifié en |m*| = M¢ p.p. dans Ry x Q°.
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par exemple I, |I'| # 0, du bord du trou de référence, alors le champ d’aimantation limite

?ﬁo(x*) est orthogonal a un ensemble infini de vecteurs non paralleles et il doit étre nul.

Remarque 5.2. L’existence de solutions faibles pour le probleme (5.22) est garantie par le

processus asymptotique.

5.3 Dérivation rigoureuse des modeles homogénéisés

5.3.1 Estimations uniformes

Dans ce qui suit, la lettre C' représente un nombre réel positif générique qui ne dépend pas
de . Des estimations uniformes sont obtenues a partir de (5.10) et des hypotheses sur A. Pour

la démonstration de I’estimation d’énergie suivante, on renvoie a [59] : si m§, € H'(QF), alors

10:mE (12 2 0.7y xay + 1112 [1F o (0,701 2y

+&7 [ Kfm® - nf|*do® — 57/ KZm® x n|*do®
re

re

gcy|mgy|§p(95)+w/ K§|m8-n5|2d05—57/ KZmg x n°|>do®. (5.24)
Fj_ Ire

Grace au lemme 5.1, les estimations pour 72" sont les mémes.

5.3.2 Anisotropie de surface d’ordre 1

Le présent paragraphe est réservé au cas ol v = 1 correspondant a une faible anisotropie de
surface. Au vu des estimations (5.24) et de I’hypothese (5.16), on est sir de 1’existence d’une

sous suite, toujours notée par €, et de deux fonctions

m’ € L>(0,T;H (Q) N H' (0, T;L*(Q)), m' € L=(0,T;L*(Q; HL(Y)))
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telles que

me2m’, om° > om’,
— 2 —~ —
V' (z) = V,m’(z,t) + V,m' (z,y,1),

(5.25)
m° — m’ faiblement dans H'(Q),

m° — m fortement dans L2(Q) et p.p. dans Q.

Le dernier résultat de convergence forte est obtenu par un argument de compacité classique de

type Aubin. Nous avons I’information supplémentaire suivante.

Lemme 5.3. Le champ d’aimantation effectif est tel que |mg(xz,t)| = 1 presque partout dans
Q. De plus, pour tout 1 < i1 < 3, les vecteurs 0., myg, O, My + 8%%1 et ayiﬁl sont perpendi-

culaires au vecteur my presque partout dans () X Y*.

Démonstration. On regarde d’abord la dérivée de la contrainte de saturation. D une part, grace

a la convergence presque partout de m°, on sait que x*°|m| 2y (y)|myo| et donc
¢ |mc| — |Y*| |my| faiblement dans L*(Q). (5.26)
D’autre part, puisque x*|m‘| = y**, nous avons aussi y*|m| = y*(y) et donc
x*€|m| — |Y*| faiblement dans L*(Q). (5.27)
De (5.26)-(5.27) on conclut que |Y*||mg| = |Y*| et donc
|mgo| = 1 p.p. dans Q.

En dérivant cette derniére relation par rapport a x;, pour tout 1 < ¢ < 3, on obtient 0,,mq-my =
0 p.p. dans ). On obtient alors les deux premiers résultats annoncés dans le lemme.

Maintenant, on regarde la limite de la dérivée de la contrainte de saturation. Soit 1 < ¢ < 3.
Grace 2 x*¢|/m‘| = 1, nous avons x*<0,,m - m* = 0 p.p. dans Q. Alors

0 = lim () (O, m (2, t) - m(2,1)) V(x,t,x/€) dudt
€E— Q

= /;2/*((8@%0(%75) + Oy (z,y,1)) - m(x, 1)) ¥(z,y, t) dedydt
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pour toute fonction W(xz,y,t) € D(Q;CF(Y)). Cela signifie que 9,,m + J,,m,; est en fait
perpendiculaire & my. La premiére partie de la démonstration permet d’affirmer la méme chose

pour 9, m;. O

Pour le passage a la limite ¢ — 0 dans (5.9), on démontre le résultat suivant pour les termes

de surface.

Lemme 5.4. Nous avons le résultat de convergence suivant
m° x Ke(m® - 050" X m’ x K,(y)(m’ - ay)ny).
(On rappelle que nr = n).

Démonstration. Puisque |m°| = 1 p.p. dans @, la suite ™" est uniformément bornée dans
L>°(Q). De plus, elle vérifie I’estimation (5.24). Il en résulte que toute composante de m° x
(m® - n°)n (resp. em” x (m° - n°)n°) est uniformément bornée dans 1.%(Q)) (resp. dans
L>=(0,T;H'(£2))). Le (ii) de la proposition 5.2 et les hypotheses sur K, permettent de déduire

qu’il existe ¢ (z,y,t) appartenant a L>(0,T;1L2(2; 1L*(T"))) tel que
m° x Ke(m® - no)n° 22 ¢, (5.28)
c’est-a-dire

T
lima/ ™ x Kj(ﬁa~ﬁ€)ﬁs-¢da€dt:/ (/Co(x,y,t) da(y)) - dedt (5.29)
o Jre o NJr

e—0

pour toute fonction test admissible vectorielle.
Il reste a exprimer ¢, en fonction de m’. On regarde le comportement limite des termes de

la forme
3

¢ =K () _min)myn,, 1<pq<3. (5.30)

P Q)
i=1

Soit ¢, la limite a double échelle en surface de ¢;. Soit U € C>(Q; C3(Y)) une fonction test

admissible. Pour 1 < p, ¢ < 3, on définit
3
u; = Kﬁ( ﬁfﬁf)ﬁ;eq.
i=1
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D’une part, une intégration par parties permet d’obtenir

T T
5/ / Ve div ug drdt = —5/ / u - V, ¢ drdt
0 € 0 €
T
—/ / ul V0 d:z:dt+5/ (s 7)o (a)dt.  (531)
0 € Tex(0,T)

. o T , .
Puisque u; - n° = (, le passage a la limite ¢ — 0 permet d’obtenir

/ / U(x,y,t) div, wo,(z,y,t) dedydt = —/ / woq(x,y,t) - VU (2, y,t) dedydt
QJY™ QJY™

+ / / Coqlz,y,t) - V(z,y,t) do(y)dwdt (5.32)
QJI

ol ug 4 et ¢, sont respectivement les limites & double échelle dans €2 de u et C‘;. Une autre

intégration par parties donne

—/ / Uoq - VoV dadydt = / / U div, ug 4 dedydt
QJY* QJY*

- /Q /F(uo,q -n) U do(y)dxdt.

Co,g = Uoq - M p.p-dans Q x I, (5.33)

De (5.32) on déduit que

D’autre part, puisque m° — . fortement dans L2(Q) et puisque 72° est une fonction test

admissible pour la convergence a double échelle, nous avons
3

uO,q(x7 Y, t) - Ks(x7 y) (Z %o,z‘(% t)ﬁz (y)) mO,P<I7 t)eq p-p- dans Q X Y (534)

i=1
Maintenant, de (5.33)-(5.34) on déduit que
3

CO,q(xv y7t) - KS(ZL‘, y) (Z m(),i(xat)ﬁi<y>)m0,p<m7t)ﬁq(y)a 1 S p,q S 37

p.p- dans Q x I'. Alors, on conclut que

m° x K (m" - n5)n® 2 Co(w,y,1) = m’ x K(y)(m’ - 7(y)n(y)

c’est-a-dire

e—0

T
lims/ m° x K{(m® -n°)n® - ¢ do.(z)dt
o Jre

- /Q i x ( / K., y) (2, ) - 7)) do(0)) - & dudt (5.35)

pour toute fonction test admissible. Ceci termine la démonstration du lemme. 0
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Remarque 5.3. Notons que

[ Kl )t doty) = Yo" e 07,

ou

K7), = |Y*| (z,y)n(y) do(y), 1 <i < 3. (5.36)

Nous avons maintenant suffisamment d’outils pour passer a la limite ¢ — 0 dans (5.9) qu’on

rappelle ci-apres.

]. T —~c r —~—€ —~—€
5 / / om -qbdxdt—a/ m X om -qbdxdt)
1 + OK £ 0 Qs

T
/ / T X A50 NE~8xj¢dxdt+/ /aﬁgij(ﬁg-ﬁE)ﬁE~¢das(x)dt
’ (5.37)

On commence par choisir ¢ = exq-9° ot € L*(0, T;H'(Q) @ C(Y')). En passant a la

limite lorsque ¢ tend vers 0 dans (5.37), on obtient

/ mo(z,t) X Aij(z,y) (0, mo(x,t) + Oy, ma(x,y,1)) - Oy 2h(x,y,t) dudydt = 0.
QJY*

D’autre part, et au vu du lemme 5.3, nous avons aussi
QxJ Y*
Il en résulte que ™ est caractérisée par

div, (A(V,my — V1)) =0 dans Q x Y,

V,m;-n=—-AV,my-n dans Q) x I'.

On en conclut que
3
oy (z,y,t) = Y vj(2,y)0, mo(z, 1) + oz, t) (5.38)
j=1

ou les fonctions v; sont définies par (5.19) et v est une fonction qui ne dépend pas de y.
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Maintenant, soit ¢ € L*(0,T;H'(2)). En utilisant xq-¢ dans (5.37), on fait tendre € — 0
(en faisant usage de (5.35) pour le terme de bord) pour obtenir

1
1+ a2

( / 7t - ¢ dydadt — a / Titg X O, - ¢dyd:cdt)
QJY* QJY*
- / mo(% t) X Aij (ma y) (8xzm0(x> t) + 81/1%1 (.’L’, Y, t)) ' axj d)(ma t) dydxdt
QJY*
n / i x / K (o, y) @ (2,0) - 7)) Aly)do (v) ) - & v
Q r
En gardant a I’esprit que njr = n, on retrouve la formulation faible du probleme (5.22).

Remarque 5.4. Supposons que K est une fonction scalaire, alors le dernier terme dans le
probleme limite prend la forme (1 + o2)m’ x K#m" oi K# est définie par

|§}*| /F Ky(z,y)n(y) @ n(y) do(y).

K# =

5.3.3 Anisotropie de surface d’ordre négligeable

Si~y > 1, alors toutes les estimations et les résultats de convergence énoncés dans la section

précédente restent vrais. Ainsi le terme de bord dans (5.37), a savoir

T
57_1/ / em” x K:(m"-n°)n° - ¢ do®(z)dt,
0 €

tend vers 0 lorsque ¢ tend vers 0.

A la limite, nous n’avons aucune contribution de la condition aux bords de Rado—Weertman.
Le probleme effectif est alors le méme que celui correspondant au modele microscopique avec
des conditions aux limites de Neumann homogenes. on retrouve le probleme limite obtenu dans

[102].

5.3.4 Anisotropie de surface a I’ordre principal

Le cas v < 0 correspond aux importants effets de I’anisotropie de surface. On regarde ici le
cas 7 = 0 et on suppose maintenant que la donnée initiale vérifie (5.17). On suppose aussi qu’il
existe 'y C T, [T'y| # 0 (resp.ouI'_ C I, [I'_| # 0) telle que K est non négative dans I'

(resp. — K est non négative dans I'_). Une telle condition est par exemple satisfaite si

Ks(z,y) = Ks(y) pp.2 €Q yeyY
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etI'y = {y € I'; £K,(y) définie positive}.
Donnons quelques précisions concernant I’hypothese (5.17) dans ce cas. On peut penser

qu’une hypothese de la forme
/ KZ|m§ - nf|* do® — / K¢|m§ x nf|*do® < C (5.39)
re re

au lieu de (5.17) peut €tre suffisante pour obtenir des estimations uniformes (par rapport a ¢)
dans (5.24). Mais de (5.39) on déduit que xre KZ(mg - n) 220 et xre KE(m§ x nf) =
0. D’autre part, puisque toutes les fonctions introduites, a part /{7, sont admissibles pour la
convergence a double échelle, on sait que xrs K5 (mf-n?) 2 yr K (mg-n) et xpe KZ(mf x
ne) = xr_Ks(mg x n). Alors (5.39) est effectivement équivalente a (5.17), ¢’est-a-dire
Ey(z,y)lmo(z,y) -n(y)*do(y) = | K@ y)lmo(z,y) x n(y)|* do(y) = 0.
ry r_
Au vu de (5.17), ’estimation (5.24) nous permet d’affirmer que les résultats (5.25) et les

lemmes 5.3-5.4 restent encore vrais. L’analogue de (5.37) est

1
1+ a2

T T
( / O - & dudt — / e X O - b dxdt)
0 Qe 0 Qe

T T
- /0 T X A0, 0, dudt + /O / T x KRR - @ do (@)t
(5.40)

Maintenant, nous allons démontrer le point (iii) dans le théoreme 5.2. Il découle du lemme

suivant.

Lemme 5.5. Pour tout ¢ € L>=(0,T;C(Q) ® Cx(Y')) nous avons

/ /Ks (XF+ (m”-n) + xr_(m” x ﬁ)i> ¢do(y)dzdt =0, V1 <i<3.
QJr

Démonstration. D’une part, on exploite 1’estimation sur les termes de 1’énergie de surface dans
, . —~ 2 —~ 2 , .
(5.24). 11 s’ensuit que xr< K3(m™ - n?) = 0etxr: KE(m® x nf) =2 0. D’autre part, on utilise
(iii) de la proposition 5.2. En faisant usage des propriétés du prolongement n° de n°, de la
bornitude L™ et de la convergence forte de 712°, on conclut que 72° - 72° 22 T’ -7 et m° x ° X
0~ A e ey 2 —~0 ~ e ey 2 —0  ~
m’ x 7. Ainsi, xr< K(m" - 7°) =X xp, K (m"-n) et xr- K(m° x7°) = xr_ K, (m” x n).
On rappelle que 'Fifrg = n°. Le résultat du lemme s’obtient alors par identification des limites

et la définition variationnelle de la limite a double échelle en surfaces. L]
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—~0 . . . .o,
Le vecteur m~ = 0 qui est orthogonal presque partout a plusieurs vecteurs non colinéaires

doit donc étre nul :

m’ =0 presque partout dans ().

En supposant, comme énoncé dans le théoreme 5.2, \m6| = M:, ou M; — M, dans R, nous
avons |m¢| = M(¢ et on peut prouver, en reprenant le début de la preuve du Lemme 5.3, que

/m°| = M,. On en conclut que M, = 0.

Le théoreme 5.2 est prouvé.



Conclusion et perspectives

L’ objectif principal est toujours de comprendre la dynamique de 1’aimantation dans les ma-

tériaux ferromagnétiques.

Dans un premier temps, on s’est intéressé a la contribution de I’inertie dans la dynamique
des moments magnétiques. Nous avons considéré un modele mathématique qui consiste en une
équation LLG généralisée contenant un terme d’inertie exprimé en terme de dérivée seconde
en temps dans le champ effectif de 1’équation LLG. Un schéma aux différences finies semi-
implicite est proposé et une analyse de stabilité est développée. Des expériences numériques
sont effectuées pour tester le schéma et montrer I’effet d’inertie sur la dynamique d’aimanta-
tion. Les valeurs des parametres d’inertie et d’amortissement sont en concordance avec celles
prévues dans [93]. L’effet d’inertie est décrit comme un phénomene accompagnant la précession
classique de 1’aimantation. Pour une bonne compréhension du lien entre I’inertie et la préces-
sion, il est important de proposer des schémas numériques améliorant le critere de stabilité
portant sur les pas en temps et en espace. Ceci sera d’une grande utilité pour extraire plus d’in-
formations a la fois sur la dynamique d’aimantation et sur 1’échelle en temps entrainant I’inertie
par rapport a I’équation LLG habituelle. Enfin, I’existence dans la dynamique d’aimantation de
deux régimes séparés par un temps caractéristique nécessitera d’autres investigations comme il
a été souligné dans [93].

Nous avons aussi considéré I’amortissement non local dans la dynamique d’aimantation. Le
modele consiste en une généralisation de 1’équation LL.G par 1’ajout d’un terme caractérisant
I’amortissement non local. Si I’amortissement dii aux courants de spin longitudinaux qui prend

la forme 0; M x 0,0; M n’est pas négligé, I’équation LLG s’écrit (voir Nembach et al. [89])

1
m(&M —aM x 8tM> — —M x DAM + CO;(M x 8,0, M).
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Mais I’amortissement di aux courants de spin longitudinaux ne peut €tre écrit en termes de
I’énergie libre, et donc il ne dérive pas d’une fonctionnelle dans I’énergie libre par rapport a
I’aimantation locale. Ce nouveau terme peut considérablement changer la structure des parois
des domaines magnétiques dans les couches minces ferromagnétiques. Il serait évidemment
tres intéressant d’étudier ce probleme a la fois d’un point de vue théorique (existence globale
de solutions faibles, analyse asymptotique, etc) et d’un point de vue numérique en proposant des
schémas permettant d’élucider la vraie nature de I’amortissement non local. Ceci constitue un
long programme d’étude. Nous avons choisi ici de commencer par nous restreindre a un cadre
ou au moins on peut associer une énergie a I’équation LLG modifiée : il s’agit du cas ou les
courants de spin longitudinaux sont négligeables. Le comportement des éventuelles solutions en
temps long est caractérisé et la sensibilité du modele au parametre d’amortissement non local
est discutée. L’existence de solutions faibles n’est cependant pas démontrée. Notre volonté a
court terme est donc d’obtenir un tel résultat. Les résultats obtenus pourront alors étre appliqués
sans difficulté au cas du champ effectif avec anisotropie de volume et champ démagnétisant.
Il faut cependant souligner que le fait de gagner une énergie naturelle associée au probleme
en négligeant les courants de spin longitudinaux a un prix. Il faut gérer dans I’approche par
pénalisation une contrainte inédite, non linéaire et impliquant toutes les dérivées de premier

ordre.

Nous nous sommes aussi intéressés aux structures ferromagnétiques composites et le but
était de dériver le modele effectif pour ces structures présentant un fort contraste des proprié-
tés magnétiques. Le modele homogénéisé est obtenu d’abord formellement et une justification
rigoureuse en est ensuite proposée. Plus précisément, nous avons utilisé le concept de la conver-
gence a double échelle et un opérateur de dilatation couplés a un nouvel argument de réduction
de dimension par maillages emboités pour la manipulation des termes non linéaires. Nous avons
montré que la partie moins “magnétisée” du milieu contribue a travers des termes de mémoire
supplémentaires dans le champ effectif du modele homogénéisé. Nous pouvons dire que la des-
cription précise de 1’approche des mailles emboitées et les arguments de densité couplés a la
méthode d’éclatement périodique pour I’homogénéisation des termes non linéaires représente
un outil important pour plusieurs applications. Des perspectives se présentent. En effet, les

matériaux composites utilisés dans 1’industrie ne sont ni idéalement périodiques ni totalement
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désordonnés. Un grand nombre d’entre eux sont des arrangements périodiques perturbés, avec
par exemples des défauts. Il serait intéressant de proposer un modele a la fois fondé théorique-
ment et implémentable en pratique de ces structures, qui, tout en étant tres simplifié, consti-
tuerait a notre avis un premier pas intéressant dans la recherche d’une approche mathématique
rigoureuse et exploitable numériquement.

L’homogénéisation des milieux ferromagnétiques périodiquement perforés a aussi retenu
notre attention. Plus précisément, nous avons homogénéisé 1’équation LLG avec énergie d’ani-
sotropie de surface. Par des techniques de convergence a double échelle et de convergence a
double échelle en surface, des problemes effectifs ont été obtenus, en tenant compte de 1’ordre
de grandeur de la constante d’anisotropie de surface par rapport a la taille des perforations et en
restant dans un cadre physique raisonnable. Cette étude généralise le travail [102].

Notons finalement qu’il reste a réaliser des validations numériques comparant les solutions
aux échelles microscopique et macroscopique pour les deux problemes d’homogénéisation étu-

diés dans cette these.
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