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Chapitre 1

Etat de 'art

Comme il est d'usage pour commencer la présentation des travaux d'une these, nous consacrons cette pre-
miére partie a I'état de I'art. Ainsi, nous allons faire état des connaissances actuelles sur le sujet an de
mieux cerner et situer l'apport de cette these d'un point de vue scienti que.

A cet effet, nous ferons référence et expliciterons les travaux antérieurs ayant un lien plus ou moins direct
avec le travail accompli et expliquerons en quoi notre contribution, de par son originalité, vise a étendre la
théorie actuelle.

Ce travail bibliographique, auquel nous nous sommes majoritairement consacrés durant la premiére année
de recherche, s'est avéré particulierement utile pour la compréhension du sujet, l'identi cation des princi-
paux outils mathématiques a maitriser ainsi que la prise de conscience des enjeux sous-jacents.

En effet, il ne faut pas oublier que la statistique en général et I'analyse des données en particulier ont vo-
cation a étre des sciences dites appliquées; ainsi, retracer chronologiguement I'évolution de cette branche
des mathématiques permet de mettre en perspective les travaux de recherche publiés avec les connaissances
techniques et technologiques du moment. Aussi, nhous nous efforcerons de justi er la pertinence de nos
travaux au vu du contexte global actuel.

Il faut d'ailleurs insister sur le fait que, et c'est d'autant plus vrai pour l'analyse des données, la plupart
des modeéles mathématiques développés pour répondre a une problématique concréte et visant a étre utilisés
dans quelgue domaine que ce soit, se doivent, de par leur essence méme, d'étre exploitables!

Ainsi, nous verrons que I'avénement de l'informatique a joué un réle prépondérant dans le développement
de I'analyse des données et que, depuis une dizaine d'années, ce dernier explose, devenant méme aux dires
de certains un enjeu majeur de compétitivité pour I'ensemble des acteurs économiques. Compte tenu de ces
considérations, il nous est apparu essentiel de mettre en oeuvre informatiquement les algorithmes concgus de
maniére théorique, a n de mesurer leur ef cacité.

Ceci étant, nous pouvons désormais entrer dans le vif du sujet et présenter le contexte global dans lequel
s'inscrit cette thése.

Le travail que nous présentons fait partie d'une théorie plus globale née de la rencontre heureuse d'un do-



maine de la statistique : I'analyse des données et de techniques d'optimisation stochastique : les méthodes
d'approximation stochastique (a.s.).

L'analyse des données au sens ou on I'entend, c'est a dire au sens moderne, trouve ses racines au début du
X Xéme sigcle dans les travaux du mathématicien anglais Karl Pearson, fondateur, entre autres, du journal
Biometrikaavec Walter Weldon et Raphael Gatson.

Ses contributions au développement de la statistique furent nombreuses mais c'est sans conteste le développe-
ment du test de? qui marqua le plus les esprits et le rendit célébre, encore aujourd'hui.

Méme si ses idées de I'époque sur I'eugénisme peuvent s'averer sujettes a polémiques de nos jours, Pearson
n'en fut pas moins un grand spécialiste du domaine biologique, étudiant plus spéci quement la théorie de
I'évolution.

Il s'intéressa également largement a la physique et ses travaux sur la relativité furent méme repris par un
illustre scienti que... Albert Einstein.

C'est donc dans [56] que I'on peut percevoir les prémices de I'actuelle analyse en composantes principales.

Parallélement et de facon concurrentielle pour ne pas dire con ictuelle, le psychologue anglais Charles
Spearman développa la premiére version d'une analyse factofielle [65], pour sa théorie de l'intelligence,
dans I'espoir de déterminer un facteur général de l'intelligence humaine : le facteur “G”.

Dans les années 30, Louis Thurstone, fondateur du jospthometrika, reprend les travaux initiés par
Spearman. Il propose pour sa part une approche multi-factorielle de l'intelligence basée sur sept aptitudes
primaires de référence : la compréhension orale, la uidité du langage, le calcul numeérique, la représentation
spatiale, la mémoire, la vitesse de perception et le raisonnemeént [67].

A cette époque, et dans un tout autre domaine, celui de I'économie, I'américain Harold Hotelling se dis-
tingue par la publication de [28], article dans lequel les bases de I'analyse canonique sont posées.

La méme année et non sans lien, Ronald Fisher, sans conteste |'un des plus importants statisKci&He du
siécle, applique son modeéle d'analyse discriminante au désormais célébre jeu de données sur les eurs d'iris
dans|[[18].

Les premiéres traces des équations de l'analyse des correspondances apparaissent quant alelles dans [27],
article de 1935 di au statisticen germano-américain Hirschfeld (ou Hartley).

Ces travaux furent ensuite repris par Louis Guttmai [23] et Cyril Buit [11] dans les années 40, mais c'est
dans les années 50 et 60, respectivement sous l'impulsion du japonais Chikio Hayashi [25], [26] et du
francais Jean-Paul Benzeédri [5], [4] que ces techniques exploratoires sont développées et appliquées de
maniére systématique et intensive.

Il est important de noter que l'essor de l'analyse des données a été nettement facilité par les progrés de
I'informatique,comme l'atteste cette phrase de Benzéthivec I'Analyse des Données fondée sur l'usage

de l'ordinateur, c'est une nouvelle méthodologie que la statistique apporte a la science et notamment aux
sciences de 'homme”.

Ces années 6070 amorcent un véritable tournant dans la fagon de penser l'analyse des données. En effet,
l'introduction du modéle probabiliste, sous I'impulsion de I'américain John Tukey [69], [20], va apporter a
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I'analyse exploratoire des données une nouvelle dimension inférentielle prometteuse. Sous ce nouvel angle,
les techniques descriptives s'enrichissent d'estimations, de convergences, voire de tests d'hypothéses.

Les méthodes d'a.s., quant a elles, ont été introduites en 1951 par Herbert Robbins et Sutton Monro dans
[59]. Le contexte du probléme qui a motivé ce travail était celui d'expériences chimiques dans lesquelles
une certaine dose d'une substance avait pour effet moykt{x) ; le but était alors de trouver la solution

x= X’ de I'équationM(x) = C, ouC était une constante donnée.

Nous présentons maintenant de maniére plus formelle le processus de Robbins-Monro :

Soit Y(X) r une famille de variables aléatoires réelles observables pour toute valeur du paramétre réel
X
X; on suppose inconnue la foncti&fy (x)] = M(X).

On cherche a estimer la solutiah, supposée unique, de I'‘équatid(x) =

Pour cela, on dé nit un processus stochasti¢xe tel que :

Xn+1= Xn  anYn;

e
est la loi deY(xn) eta, une suite de nombres réels positifs telle cﬁ;ean ¥, § al< ¥
n=1 n=1

Sous certaines hypothéses portant sur la fammeo Ie processu$X,) converge presque sdrement
(p.s.) vers<.

L'année suivante, Jack Kiefer et son directeur de thése, Jacob Wolfovitz, mirent au point un algorithme
légérement différent de celui de Robbins-Monro, basé sur une forme aux différences nies, pour estimer le
maximumx’, supposé unique, de la fonctidf(x) [32].

En 1965, le russe Gladyshev donne une preuve alternative a celle du théoréme fondateur de Robbins et
Monro [22], faisant intervenir la théorie des martingales, théorie alors & son apogée grace en particulier aux
travaux de I'américain Joseph Doob.

A ce propos, on fera référence a plusieurs reprises, dans le corps de la thése, a un lemme d a Robbins et
Siegmund tiré de_[€60] dont voici I'énonce :

Lemme 1.1.
Soit un espace probabilig®V;A; P) et une suite non-décroissantgde sous-tribus dgV.

Soit, pour tout n, & by, ¢, dn des variables aléatoires réelles dé nies {W;A;P), T,-mesurables, non
négatives et intégrables telles que :
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‘¥ +y
Elans1jTa] an(l+bp)+ ¢ Oy & bn< ¥ & th< ¥ p.s.

n=1 n=1
- . 7 - ’ - +¥
Alors, la suite(ap) converge p.s. vers une variable aléatoire réellemie etona § d, < ¥ p.s.
n=1

A partir de 1a, de nombreuses contributions ont permis d'étoffer les connaissances sur le sujet, notamment
les travaux de Kushner et ses coauteurs [86], [87], [385], [88], [39], [40].

Polyak et Juditsky proposérent également un algorithme utilisant un procédé de moyennisation a n d'améliorer
la rapidité de convergence des algorithmes originels [58], [29]. Cependant, de telles considérations apparais-
saient déja dés 1978 dans les travaux de Nemirovski et Yudin [52].

En n, d'autres algorithmes de type Kiefer-Wolfowitz ont été proposés pour accélérer la convergence des
algorithmes, le dernier en date et le plus performant étant I'algorithme SPSA (Simultaneous Perturbation
Stochastic Approximation) introduit par Spall en 1992 dans [64].

Ceci étant, nous allons maintenant expliquer comment ces techniques ont pu étre utilisées pour résoudre des
problemes d'analyse des données.

Il suft en fait de constater que la mise en oeuvre d'analyses factorielles nécessite I'extraction de valeurs et
de vecteurs propres d'une certaine matice

Dans le cas o8 est connue, il existe différents processus numériques déterministes qui permettent d'estimer
ses éléments propres.

La méthode la plus ancienne est celle de la puissance itérée introduite en 1929 par von Mises et Pollaczek-
Geiringer dans [44] qui permet d'approcher le vecteur propre associé a la plus grande valeur propre (v.p.)
de la matrice considérée.

La méthode de dé ation de Wielandt permet ensuite le calcul des autres v.p. et des vecteurs propres associés.

De nombreuses autres méthodes itératives ont depuis vu le jour avec plus ou moins de succés. On pourra
citer par exemple les méthodes d'Arnoldi basées sur les sous-espaces de [Krylov [2] ou encore l'algorithme
QR [19], [34] qui utilise une décomposition astucieuse de la matrice originale.

Malheureusement, dans le cas ou la matBcest inconnue, les méthodes déterministes deviennent in-
opérantes et on se tourne alors vers des processus stochastiques.

Le premier a avoir publié en ce sens est Benzécri en 1969 dans [5]. On se propose de reformuler le résultat
obtenu :

Soit A une matrice aléatoire carrée. On se place dans le cas ou la matricE[A] est inconnueM-
symétrique avet connue.
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On suppose qu'on dispose d'une suite de matrices aléatoires obseBadiesnéme loi de probabilité que
A.

On dé nit alors le processus<?; :::;; Xf) dans(RP)" tel que, poun 1 :

ou | désigne la matrice identité d'ordpeet ou I'orthogonalisation par rapport\ est effectuée au sens de
Gram-Schmidt.

On établit alors, sous certaines hypothéses, la convergence p.s. en direction de ce procasprENEs
vecteurs propres de la matriBeassociés aux plus grandes v.g.q; 51 1.

A noter gue cette estimation simultanée desemiers vecteurs propres est basée sur des résultats d'algébre
extérieure.

Un an plus tard et de maniére indépendante, Krasulina développe un algorithme d'a.s. basé sur le quotient
de Rayleigh pour déterminer un vecteur propre associé a la plus grande v.p. de l'espérance mathématique
d'une matrice aléatoiré [33].

Shimura et Imai en 1973 [63], puis Oja et Karhunen en 1085 [54], proposent tour a tour des variantes de ces

algorithmes. Les deux derniers auteurs utilisent notamment des résultats de Kushner et Clark datant de 1978
[36] dans leurs démonstrations.

Une autre solution du probléme est due a Monnez dans sa thése d'état de 1982 [46] :

On suppose cette fois ci qu'on dispose d'une suite de matrices alédBgiges converge p.s. verB.

En dé nissant un processus similaire a celui de Benzécri, on établit, sous certaines hypothéses, la conver-

gence p.s. de ce processus vers un vecteur propre de la niaassecié a la plus grande v.p.

Dans le cadre de I'estimation séquentielle des facteurs en analyse factorielle inférentielle, Bouamaine et
Monnez considérent dand [8] glveest inconnue mais supposent disposer d'une suite de matrices aléatoires
My qui converge p.s. vendl.

(O 13525 X0 1) = Orthyg, (Y 13555 Y8 1)
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est alors dé ni et, sous certaines hypothéses, la convergence p.s. en direction de ce procasprErNEs

En 1994 ensuite, Monnez démontre dans [48] un résultat similaire en affaiblissant I'hypothése effectuée sur
la suite de matriceB,. Cette fois ci, on suppose seulement lB,jT,] converge p.s. verB, T, étant une
suite non-décroissante de sous-tribus.

Dans [10], Bouamaine et Monnez introduisent un processus plus général de la forme :

1= X+ an(By Fa(XDDXL: 0= 1;00r
(X 13775 X 1) = Orthu (Yo 137155 Y 1)

ou F, désigne une fonction aléatoire B& dansR.

Différents choix de cette fonction ménent a des processus étudiés indépendamment par les auteurs cités
précédemment, dans le casMy= M est supposée connuekB,] = B.

FBnX;Xi mp,
i,

PourF, = 0, on retrouve le processus de Benzécri et pey(x) =
sulina.

, 0N a un processus de type Kra-

On rappelle ici le théoréme 4 de cet article relatif au processus de type Krasulina, auquel on fera référence
a de nombreuses reprises ultérieurement :

On noter le nombre de vecteurs propres a estimer.

Soit les hypothéses (avec les numérotations de l'article) :

+¥
(H1) (2) & ajEB.Ta] Bjj< ¥ p.s.
n=

+¥
(H1) & aijB, Bj< ¥ ps.
n=

(H4) (a) M, estT,-mesurable
(b)yM,! Mp.s.

+¥
(c) é’llanji'\/ln Mjj < ¥ p.s.
n=

+¥ +¥
(H5)an>0; & an=¥ & &< ¥
n=1 n=1
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Avant d'énoncer le théoréme, dé nissons I'ensembEe Pour plus de détails concernant les résultats d'al-
gébre extérieure, on pourra consulier [49].

lesC}, produits extérieurs ~e,~ 0@, i1 < i2< <y 2 f1;2;:::5pg.
Soit M une métrigue danRP. On dé nit dans "LR P le produit scalaire induit par la métriqiM, égale-

ment Notéh; im : g, e,% 1108, 8 B 1M im = 2éiG( 1)5®) hey,; eskgyim 11208, Es(k)im, Gr étant
BYach

On suppose que lesplus grandes v.p. de 'endomorphisBalansRP sont différentest;> > 1,. On

. . ] .
IB(xIn:iaxl)= & xtaiiaBxniiiaxd; X 2 RP 1= 150005
h=1

j : .
Soitl 1= & | la plus grande v.p. del'B . On note !S; le sous-espace propre correspondaht jaet
I=1

(1S,)? son supplémentaire orthogonal.

Soit le processuéiX,) dans JILRP dé ni par 1X,= X1r:::aX].
On dé nit hj( ix)= <2BXCu. jyo iaRP,

< Ix; Ix>m

On note :

Dnj= 1+ an(l1j  hj(1Xy) et

Q= ixg+ & Do Gra(8 (X X
n=1 _fDle

L'ensemble 'E estfQ ! 2 (15))? g.
Théoreme 1.2.

® . R
processugXX) converge p.s. dans JE vers un vecteur propre associé a "€ plus grande v.pl  de B
=1
+¥ K.yeki
o H fBXn,anM H
etnglanjl K J< ¥ p.s.

On obtient le méme résultat sous les hypothéses alternatives (H1)(a),(c), (H4") et (H5).
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L , L
Dans la suite, il sera toujours sous-entendu que la convergence ()dest dans  IE.
j=1

L'analyse des données d'un vecteur aléatoire (v.a.), qui représente I'analyse des données sur toute une popu-
lation, et I'analyse des données observées sur des individus tirés de la population considérée seront dé nies
par la suite dans différents travaux d'estimation récursive en analyse des données.

Suivra alors une premiére série d'articles ou ces données, rmtéesz,;:::, seront supposées étre des
observations indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.) d'uh:v.a.

Dans [49], Monnez présente tout d'abord I'analyse en composantes principales (ACP) dZin v.a.

En découle alors I'analyse factorielle multiple (AFM) d'un v.a., en remarquant que I'AFM est une ACP avec

un choix particulier de métrique. En n, les facteurs de I'AFM ainsi que les v.p. associées sont estimés par
a.s. en se basant sur l'article de 1998.

D'autre part, le méme type d'étude est réalisé pour l'analyse canonique généralisée (ACG) dans [51].

On se propose de redonner les principaux résultats de cet article, sur lesquelles seront basées certaines études

du deuxieéme chapitre de ce manuscrit de these.

1. Approximation Stochastique d'une fonction de régression linéaire

SoitRun v.a. deR" etSun v.a. deR®.

On suppose que :

(H1) Il n'existe pas de relation af ne entre les composanteRde

On noteCov(R) la matrice de covariance deetCov(R;S) = E[(R E[R])(S E[9)Y.

Soit A une matrice de dimensidin; s) et D une matrice-colonne de dimensits)1).

1
CovR) Cov(R;9) est |6r1] solution e\ du probleme de régression linéaire suivant : trou(eD) qui
i

rende minimaled(A;D) = E jjR A% Djj? ,jj ji représentant la norme euclidienne usuelle.

On noteA; = , matrice de dimensiofr + 1;s) etR; = T ,v.a.deR"™1

A
DO
Sous (H1), la matricE[R;R?] est dé nie positive.

1
La matrice Cov(R) Cov(R;S peut alors étre obtenue de la maniére suivante.
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Théoréme 1.3.

A= Cov(R) 1CovG?;S) etD= E[§ A%[R]forment une solution du systéme linéaire :

E[RRYA; = E[Ri S

On considére désormais un échantillon i.i.(R,;S,) de(R;S).

Rn

r+1
1 v.a. deR

Pour toutn, on noteRy, =

On dé nitle processus d'a.¢A;n) deA; = E[RR]] 1E[Rls‘], dans I'ensemble des matrices de dimension
(r+ 1;s), tel que:

Ain+e1= Amn an(RlnRgnAln Rlnéz); an> 0:

(An), processus d'a.s. dé= Cov(R) 1Cov(R;S), est alors obtenu en enlevant la derniére ligne du pro-
Cessud\; pour toutn.
On fait les nouvelles hypotheses :

(H2) (R;S admet des moments d'ordre 4,
(H3)an> O; a an ¥ a an<¥

(H3)(an—na,a> 0:2< a< Lou(an= §ia> 5 —cmrm)-

Théoréme 1.4.

Sous (H1)-(H3)jjA1n  Adjj etjijA,  Ajj convergent ver® p.s. et dans £ Si (H3) est remplacée par (H3"),
+¥

+¥
onaenoutre 14 anjjAin Ajj < ¥ et & apjjAn Ajj< +¥ p.s.
n=1

n=1

2. Approximation stochastique des facteurs généraux

SoitZ un v.a. danKkP, décomposé egsous-vecteurg;:::; 79, de dimensions respectives;: ::; ; Mgy, avec
g

a mg=p.

k=1

Soit (Z};:::;Z ) un échantillon i.i.d. du v.aZ = ( Z1;:::;Z% dansRP.

On noteC la matrice de covariance deetCK la matrice de covariance &: k= 1;::::q.
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Pourn 1letk= 1;:::;q,0n dé nit:

Zk=

Sl
T Qo5

ke pmk= 1
lZi, Mp= &

T Qo5

ZNZY° ZKZH®
1

MK est un estimateur convergent@e

Pourn 1, on dé nit la matrice diagonale par blocs carrée d'orgdre

0 ML 1
Mpn = % E ;
Mn
0 cl 1
M, est un estimateur convergentlle ! = % E
Cd

Dans la suite, on noteral) = Cov(Z';Z)); i= 1;::::q; j 64.

Les facteurs de I'ACG sont vecteurs propreside MC, que I'on peut décomposer en bld@s = (C') 1C'l.
Pour les estimer, on dé nitles processus d‘eE%lJn) dans I'ensemble des matrices de dimengian+ 1;m;),

(Fri]j) dans I'ensemble des matrices de dimengiof 1) et(BH) dans I'ensemble des matrices de dimension

(my;m;) :

Bine1= Bin a0 Zin(ZiBi, Z1n(Z)°;

| !
Zy . g N

lenz 1 ; Bin= (Frij)o

On dé nit alors dans I'ensemble des matrices carrées d'opdeeprocessus d'a.¢B,) deB = MC tel que

le bloc(i; j) de By soitBY :
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| Bl B

Bn

BIt B% |

Iyl
RO =
Y1 = Xi+an(Bn FaOX)DXh 1= 15:00m
Xne1 = orthy, (Yn+1):

On suppose que (avec les hypothéses numérotées comme dans l'article) :
(H1") Il n'existe pas de relation af ne entre les composanteZ de
(H2") Z admet des moments d'ordre 4,

1 i Z

" — . .2 — . . —
(H3) (an= &;a>0;5<a<1)ou(an= & a> mzl_ 1 ).

Théoréme 1.5.

Sous (H1), (H2") et (H3"), en supposant que les r plus_\grandes v.p. de B sont différentes,pduyri:;r,
X! converge p.s. vers un vecteur propre de B associé &8%glus grande v.p.

Comme indiqué précédemment, on aura plusieurs fois recours a ce théoreme dans le deuxieme chapitre de
la thése. Celle-ci est consacrée a I'étude de I'ACP projetée dans le cas ou on observe des réalisations i.i.d.
d'unv.a.Z = (R;S) partitionné en deux sous-vecteurs.

Ensuite, le cas ou les données sont des réalisations d'un v.a. dont I'espérance varie dans le temps a été en-
visagé par Monnez dans [50].

On se propose de reprendre les parties principales de cet article, sur lesquelles seront basées certaines études
des troisiéme et quatriéme chapitres de la thése.

1. Modeéle

On considére un ux de données, représenté par une suite de vegteursz,;::: dansRP.
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On suppose alors que :
pour toutn, z, est la réalisation d'un v.&,, d'espérance mathématique variable dans le temps;;
les v.a.Z, sont mutuellement indépendants ;

pour toutn, on a la décomposition :
Zn= 0Ont Rn;
0n = ( g&:::gR)%étant un vecteur dRP, la loi du v.a.R, ne dépendant pas de
E[R\] = 0,Cov(R,) = S.

OnaalorE[Zy] = an, CovZy) = S; ran= 2z, E[Z,] représente la donné&g centrée ; les hypothéses faites
reviennent a supposer que les waconstituent un échantillon i.i.d. d'un v.R, d'espérance mathématique
nulle et de matrice de covariange

tempsn tels que :
o = b Uy
h; i désignant le produit scalaire euclidien usuel dafis

Si l'on noteZ,iv respectivemeriRL, la i€me composante dé&,, respectivemen®,, on a alors le modele de
régression linéaire :

Zl=rUli+ R i=1;::;p:

On souhaite alors réaliser une ACP du Ra.aussi appelée ACP partielle, dd% que I'on munit d'une
métriqueM. On étudie ici I'estimation des facteurs de cette analyse.

2. Dé nition des processus

SoitMp, un estimateur d& au temps et(a,)n 1 une suite de nombres réels positifs.

e1= B aUl (U)B, Z:

On dé nit alors :

Q= mBl;Uli ; Qn=(Qt:::QR)°
Cn= Mn(ZnZ2 QnQY):
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facteurs tels que :

i _ rCnXA;XAiMnl_
AT
Y’r;+1 = Xyt an(Ch Ra(X)DXA
Xoe1 = ortth 1(Yn+1)

au sens de Gram-Schmidt. 1 = (YL ;10550 ).

3. Hypothéses
(H2) (a)M,, T,-mesurable,
(b)M,! Mp.s.,
+¥ .. .
(c) z‘-ilan”Mn Mjj < ¥ p.s.,
n=

(H6) (a) maxsufjUyjj < ¥,
| n

(b) Pouri = 1;:::;p, il existe un entier;j, un réell j > 0, une suite croissante d'entidrrg ;| 1) tels

(H3)an=n%;c¥> 0;i<a 1,

+ +

(H3) an> 0; & minaj= ¥ pouri= 1;:::;p; & a2< ¥
n=112l n=1

w

4. Théorémes

Théoréme 1.6.

Sous (H3') et (H6), pour 1;:::;p,B,! b'etQ, g,! Op.s.

1)pour 3 < a< 1)ou(a= 1; %> 1):

lim nE[jjBl, bijj2] < ¥ etlim nPE[jQ, qji?]< ¥;
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2) pour (a= 1; &€= 1):
lim R ELiBL - b'ji%] < ¥ etlim ZsENiQn  anii’] < ¥ ;

3)pour (a= 1; €< 1):

2lic

I . . ____ 2jc . .
imn™ EfjiB, bijj2]< ¥ etimn E[jQ. diji? < ¥.

Théoréme 1.8.

Sous (H2), (H3) ave§ < a 1let(H6), sil'on suppose que R admet des moments d'ctdet que les r
plus grandes v.p.‘de € MS sont distinctes, alors, pourd 1;:::;r, X, converge p.s. vers un vecteur propre
de C associé a s&T¢plus grande v.p.

On fera référence a ces théorémes dans les troisieme et quatriéme chapitres de la thése, respectivement con-
sacrées a l'étude de I'ACP partielle d'un ux de données dont I'espérance varie dans le temps puis a I'ACP
partielle d'un ux de données dont I'espérance et la matrice de covariance varient dans le temps.

Pour préciser les choses, I'étude de I'ACP partielle d'un ux de données dont l'espérance varie dans le
temps que nous proposons ici a pour objectif de généraliser I'article de (Monnez, 2008) :

en étudiant d'autres procesqii%),
en n'imposant pas de modéle de réprésentation a priori pour l'espéjance
(le cas du modeéle de variation linéaire sera traité comme cas particulier).

Les trois derniers articles auxquels nous venons de faire référence s'inscrivent dans la nouvelle probléma-
tique actuelle de8Big Data”, ou le nombre de données récoltées est gigantesque, ces dernieres arrivant
souvent en temps réel.

Dans le contexte actuel, une prise de décision rapide est souvent indispensable : on doit donc étre capable
de fournir la meilleure réponse possible en un temps donné.

Actuellement, l'arrivée de ces données massives est, de maniére générale, considérée comme une contrainte.
De notre c6té, nous considérons les données comme des ressources, au méme titre que l'espace de stockage
ou le temps dont on dispose pour I'analyse. Le fait de disposer d'un grand nombre de données est alors vu
comme une chance.

Cette différence de point de vue est ainsi répercutée dans la maniere d'envisager le traitement des données :
alors que dans la majorité des cas, on se raméne a I'ére “pré-Big Data ” en échantillonnant les données puis
en appliquant des algorithmes sophistiqués mais lourds d'un point de vue informatique, nous privilégions
des algorithmes récursifs trés simples, moins précis mais qui permettent de prendre en compte et tirer pro t
de plus voire de toutes les données disponibles.
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Nous donnons maintenant le plan adopté pour la présentation de ce travail. Comme nous l'avons déja men-
tionné, nous nous intéresserons a I'ACP projetée de données séquentielles dans le chapitre 2 de I'étude.
Ensuite, le troisieme (resp. quatrieme) chapitre sera consacrée a I'ACP d'un ux de données d'espérance
(resp. d'espérance et de matrice de covariance) variables(s) dans le temps. En n, nous donnerons des résul-
tats de simulation dans le cinquieéme chapitre avant de conclure sur I'apport de cette étude.
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ACP projetée de données sequentielles
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2.1 Introduction

2.1.1 Cadre d'étude

obtient des vecteurs de donnéess) dansRP*9. On se place dans le cas ou ces vecteurs de données ar-
rivent séquentiellement dans le temps : on obsémnye,) au temps; on a une suite de vecteurs de données

On suppose que cette suite constitue un échantillon indépendant et identiquement distribué (i.i.d.) d'un
vecteur aléatoire (v.a(R,S)de dimensiorp+ g dé ni sur un espace probabiligéV;A; P) : Wreprésente
une population d'ou on extrait un échantillon.

On étudie I'analyse en composantes principales (ACP) projeté&pde rapport &5, c'est-a-dire I'ACP du
régressé linéaire au sens des moindres carréspde rapport &, qui représente I'ACP projetée effectuée
sur la populationV, dont on va chercher a estimer au temjess résultats a partir de I'échantillon dont on
dispose a ce temps.

Soit un résultat de cette analyse, par exemple une valeur propre (v.p.), un facteur (on considére ici le cas
d'un facteur). Plutdt que d'effectuer au tempgine estimation dg en utilisant toutes les données du passé
disponibles, on va effectuer une estimation récursivg ddisposant d'une estimatiogy, obtenue a partir

mationdn.+1 fonction deq, et de(rn;sn) : gner = fr(Qn; M Sh)-

On dé nit pour cela un processus d'approximation stochastique (a.s.) comme dans [10].

L'ACP projetée a pour cas particulier I'analyse canonique, l'analyse factorielle discriminante ainsi que I'-
analyse factorielle des correspondances ; pour chacune de ces analyses, on dé nit des processus spéci ques
d'estimation des facteurs.

2.1.2 Présentation de I'ACP projetée
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Dans un premier temps, on effectue la régression linéaire au sens des moindres cRrpss d&pport a
S: on determine la matricA de dimepsior(q; p) et la matrice-colonn® de dimensior(p;1) qui rendent

minimaleJ(A;D) = E jjR A% Djj? . On appellera régressé Bear rapport &le v.a. de dimensiop
notéE[Rjg = A%S+ D.

L'ACP projetée deR par rapport &est 'ACP du régressg[RjS = A%S+ D dansRP muni d'une métrique
M.

2.1.3 ACP d'un vecteur aléatoire

SoitZ un v.a. dan®RP, rappelons alors le principe de I'ACP de aul-ieme pas, on cherche une combinai-
son linéaire (c.l.) des composantes centréeZ,d:?(Z E[Z]), de variance maximale sous les contraintes
de ne pas étre corrélée aux c.l. déterminées aux pad 1;1:et la contrainte d'étré '-normée.

Autrement dit, on cherchg solution du systeme :

8

> q'Cov(Z)q max

. aCov@)g;=0; j=1;:::51 1 (2.1)
" gM g =1

Un facteurq, solution de ce probléme est vecteur propréMigov(Z) associé a la-ieme plus grande v.p.
I 1. (On supposera ici et dans toute la suite que la I-iemd y.p'est pas nulle.)

Lemme 1. Soit le probléme qui consiste a trouwgrsolution du probléme :

8

> giCov(Z)q max

>q|0|\/l gj=0;j=11 1 (2.2)
" aM g =1

Toute solutiorg de(2:1) est solution d€2:2), et réciproquement.
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Démonstration.

Montrons cette proposition par récurrencelsur

Initialisation: Pourl = 1, on n'a pas la contrainte de non-corrélation : les problémes sont les mémes et,
d'aprés un théoreme de maximisation sous contraintes d'une forme quadratique, la soluiigivesteur
propre deMCov(Z) associé a la plus grande vip..

Hérédité: Supposons la proposition veri ée jusqu'au rang 1 et montrons qu'elle I'est au rarig

Soit donc le probléme :

8
> gfCov(Z)q max

S gCov@)gj=0; j=1;::551 1
gM ‘g =1
Par hypothése de récurrence, on sait f8ip= 1;:::l 1, chaquey; est vecteur propre ddCov(Z) associé

ala j-ieme plus grande v.p. non nullg.
Onadonc:

MCov(Z)q; = |
, Cov(Z)qj = jM 1qj

Ainsi, le probléme peut se réécrire :
8
> giCov(Z)q max
" gM fq=1

Commel j 6=0, ceci équivaut a :
8
2 AiCov@)q max

" gM g =1

i, solution de ce probleme, est vecteur proprévifgov(Z) associé a la-ieme plus grande v.p. non nulle
[.
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Pour davantage de précisions concernant I'ACP d'un v.a., on pourra consulter de maniére détaillée la partie
2.1del49].

2.1.4 Facteurs de I'ACP projetée

On déduit des deux sections précédentes quédme facteur, de I'ACP projetée d&R par rapport & est
vecteur propre dB= MCov E[Rj§ associé a l&-iéme plus grande v.p,.

2.2 Casouil n'y a pas de relation af ne entre les composantes du vecteur
explicatif

Dans cette partie, on s'intéresse au cas ou il n'y a pas de relation af ne entre les compos&@sttiehy-
pothese nous assure en particulier lI'inversibilité de la matrice de covariar®ealée dans la suitgéov(S).

Tout d'abord, on revient a la régression linéaireRdgar rapport &: on cherche les matricésetD.

1
Proposition 2. Dansle casouiln'ya paﬁ de relation af ne entre les composantes deS,@ov(S) Cov(SR)

i
etD= E[R] A%[Y rendent minimal€ jjR A% Djj2 : E[Rjg= AYS E[9)+ E[R]

En outre, CovE[R] = Cov(R;S Cov( 100\/(3 R).

Démonstration.
h i
Soit a minimiser J(A;D) = E jjR A% Djj? .

On a a résoudre le systeme :

( _ _
(9)= 2ER A D]=0 (2.3)

No(J)
Na(Q)= 2E(R A% D) =0 (2.4)
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(2:3), D=E[R] A¥[S

Alors, (24) , E (R E[R]) AYS E[9) & =0
h i 1h i
A= E SS E[9)° E SR E[R])® = Cov(S 1Cov(S R):

En outre,Cov E[Rj§ = ATov(SA= Cov(R;9A= Cov(R;S Cov(d 1Cov(S R).

Proposition 3. Soit § = f de dimensiorfq+ 1;1). Alors, A = de dimensiorfq+ 1;p) est

solution du systéme en XE[S X S RI = 0.

A
DO

Démonstration.

- S8s A _ ESYA+ESDC
ESSIMTE 9 1 po T Egjas D

CommeD®= E[R] E[FA;

E[SYA+ E[ID° = Cov(9A+ E[JE[R] et E[FA+ D° = E[RI:

- Cov(SR) + E[SE[R]
= E[SH
Ainsi, E[S;SA; = EE[[SF;? = E| f R9 = E[S\RY: O

Proposition 4. Soit une c.l. des composantes defR.

On a :E[qRjS = qE[RS.
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Démonstration.

0
D'aprés la proposition Z[qRj§ =  Cov(S 1Cov(3 qR) (S E[9)+ E[qR]
Or,Cov(SqR) = E[(S E[S)RY]= E[(S E[F)RIg= Cov(SR)a.

Donc,E[qRiS = qCovR:S) Cov§ (S EIS)+ qER] = BRI O

2.2.1 A.S. d'une fonction de régression linéaire

CommeA; = DAO est solution du systeng{S; X SR = 0, on dé nit le processus d'a.¢A;,) de

A; tel que :

Arn+1= Arn an(SlnﬁnAln SELnRg)

S

0l (Rn; &) estun échantillon ii.d. dR;S) etSin= 7

On dé nit les hypothéses :

(H1) Il n'y a pas de relation af ne entre les composantessde

(H2) (R;S) admet des moments d'ordre 4,

+¥ +¥
(H3)an> 0; & an= ¥ & a3< ¥,
n=1 n=1

1) -— . -2 — - 1
(H3) (an= &;a>0;5§<a<1)ou(an= & a> T ESE))-

On noteA, la matrice de dimensiofg; p) obtenue, pour tout, en enlevant la derniére ligne Aegn.

Théoréme 5. Sous (H1), (H2) et (H3)A,) converge vers A presque slrement (p.s.) et d&nstLsi on
+¥

remplace (H3) par (H3"), onaenoutre§ anjjAn Ajj< ¥ p.s.
n=1
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Démonstration.

Il suft d'appliquer le théoréme 3 de [51] (rappelé dans le chapitre 1 p.18) en permutant les rdRestde
S O

2.2.2 A.S. des facteurs de I'ACP projetée

On effectue maintenant 'ACP du v.&[RjS dansRP muni de la métriquéM ; le I-iéme facteurg;, dans
(RP) , est vecteur propre d@= MCov E[RjS = MCov(R;SA associé a l&-ieme plus grande v.p,.

On suppose que I'on dispose d'une suite d'estimateurs convergentdp)set (N,,) deM etM ! respec-
tivement.

On noteR, ; etS, 1 les moyennes d'ordre 1 des observationR etS respectivement.

On dé nit alors le processus d'a.€%,) = (X};:::;X") desr premiers facteurs de 'ACP projetée Rgpar
rapport asS:

8 .

% Br= Mn(Re&) Ro 1% DA
Iy — anxfh;foiNn

O TR X,

g Yl = X+ an(By Fa(XD)DXN 1= 15000

' Xn+]_: orthNn(Yn+1)

Dans toute la suite, on supposera quer lphis grandes v.p. dB sont distinctes.
On dé nit les hypothéses :

(H2") (R;S) admet des moments d'ordre.2r

(H4) Pour toutn, (a)Mj estT,-mesurable,
(b) M, converge ver#l p.s.,
+¥

(c) élanijn Mjj < ¥ p.s.,
n=

32



(H4") Pour toutn, (a)N, estT,-mesurable,
(b) N converge ver&\ p.s.,
+¥

(©) & aiiNa Nj< ¥ pss.
n=

Théoréme 6. Sous (H1), (H2"), (H3"), (H4) et (H4'), X converge p.s. vers un vecteur propre de B
MCov(R;SA associé a la -ieme plus grande p.

Démonstration.

On souhaite appliquer le théoreme 4[de [10], on véri e alors que la premiére série d' hypothéses nécessaire
a son application est satisfaite.

Avant cela, rappelons ces hypothéses :
+¥ .. . e
(D)(@) élanJJE[BnJTn] Bj<¥ps,
n=
+¥ .
(c) & aAE[jjBn Bjj/jTa] < ¥ p.s. pourj = 2;3;:::;2r,
n=1

(4" Pour toutn, (a)N, estT,-mesurable,
(b) N converge verd\ p.s.,
+¥

(€) élanii Nn  Njj < ¥ ps.,
n=

+¥ +¥
(B)a,> 0; § a,= ¥ et § a?< ¥
n=1 n=1

Montrons que (1)(a) est véri ée :

( _
Ch= Rn$ Rn 1§ 1
C=ERS E[RE[S

Dans la suite, on utilisera la décomposition :

On poseB, B= M,C,Ay, MCAavec:

Bn B= M C(An A)+ Mp(Ch C)A+(M, M)CA:

CommeM,, et A, sontT,-mesurables respectivement sous (H4)(a) et par dé nition,

E[BnjTa] B= M.C(An A)+ My(E[ChjT)] C)A+(Mn M)CA.
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a) M, tendant p.s. verl sous (H4)(b) , il existe une variable aléatoire (viapositive, nie p.s. telle que :

+¥ +¥

a4 apjMpC(An A)jj D & anjjAn Ajj< ¥ dapres le théoreme 5 sous (H1), (H2H2") ) (H2) et
n=1 n=1

(H3".

+¥ +¥
b) D'autre part,& a.jj(Mn M)CAjj ji CAjj & a.jjMn Mijj < ¥ sous (H4)(c).
n=1 n=1

¢) Commencons par un résultat dont on se servira a plusieurs reprises dans la suite :

h i
Lemme 7. E jIE[R] Ry 1jj = O(p%).

Démonstration.

h i p _ _ 1
EJER] R, i =E &(ER] R, )% ° enprenantlanorme de Hilbert-Schmidt  (2.5)

i=1
hp i 2

E & (ER] R, »)? ’ par l'inégalité de Jensen (2.6)
i=1
p 1
4 VarR, ;] ° parlinéarité de I'espérance (2.7)
=1
$ st 3 -
a - Il avecs? = Var[R] < ¥ sous (H2) (2.8)
i=1
1 .
= O(p=):
]
JEIC, CiTalii = JE[RSY Rn 1S 4Tl E[RS)+ ERE[ST.
Mais R, et S, sont indépendants dg tandis queR, kz)i RetS, Igi Sdonc:
JECh CiTulii = EIRES] Ra 15 4ii (2.9)
i (ER] Ry DEISYj+ iRy 1(EIS) & pi (2.10)

GIEIR] Rn 1jj + jiRn 1) JEIS] S 4jj sous (H2).
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Pour le premier terme, on a:

+¥ h i +¥
& a.E jEIR] Ry i & anO(pl—ﬁ) d'aprés le lemme précédent (2.11)
n=1 n=1

< ¥ sous (H3:

+¥ _
Donc: & ayjjE[R] R, 1jj < ¥ p.s. (1)
n=1

+¥ .
De méme, pour le second termg, anjE[S] S 4ji < ¥ p.s.
n=1
_ +¥ - = e - r— e
CommeRy 1! EIR]p.s. ona:& aniRy 1j jj EIS] S i< ¥ ps.
n=
+¥
On déduit de ces deux résultats qué :anjjE[C, CjTy]jj < ¥ p.s.
n=1

+¥
Enn,commeM,! Mp.s.etA,! Ap.s.,ona:& aijjMijj i E[Cn CiTnlii ii Aui < ¥ p.s.
n=1

D'aprés les conclusions de a), b), ¢), on obtient nalement que :
¥
a aE[BnjTy] Bjj< ¥ p.s.
n=1

(2)(a) est véri ée; reste a montrer que (1)(c) I'est également.

Tout d'abord,
jiBn Bji’ 31 jiMC(An A)jil+ jiMa(Ch O)ANi! +ji(Mn M)CAJj

CommeM,! M p.s. (respA,! Ap.s.) etM, (resp.A,) estT,-mesurable, il existe deux v.&. etH posi-
tives et nies p.s. telles que :

+¥ . h . i +¥ .

& aiE jiM,C(An A)jjljT, G & ah< ¥ p.s. sous (H3') et

Vo h i N

& alE jj(M, M)CAjiljT, H & a\< ¥ p.s.sous (H3).

n=1 n=1

D'autre paurt,
iCh Cil= iR ERS+ERES] R, 15 4 (2.12)
= iR ERY+(ER] R, DE[S+ R, 1(E[F S i (2.13)
3 1R ERDji+j(ER] Ry )E[SYii+ jiRy 1(E[N S il :
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Pour le premier terme, comnf® et S, sont indépendants dg tandis quer, I(=)| RetS, IQ' Sona:

+¥ h i +x h i
4 aE jjRS ERS)j'jT, = § alE jRS E[RS)j! < ¥ p.s. dapres (H2)) et (H3).
n=1

n=1

Pour le deuxiéme terme, comrRg 1 estT,-mesurable eR, ;! E[R]p.s.,ona:

+¥ i h.. — i +¥ o
alanE J(ER] Ry )EMSiTh = alanJJ(E[R]
n= =

+¥ .
c & alj(E[R] R. 1)jj! sous (H2')< ¥ d'aprés (1).
n=1

R, 1)E[Sjj! carR, 1 estT,-mesurable

>

En raisonnant de la méme maniére pour le troisieme terme, on obtient que :

+¥ h i +Y _
& alE jiMy(Cn C)Aj'iTy < ¥ p.s.etpar suited alE[jjB, Bjj/jTa < ¥ p.s.
n=1 n=1
ce qui signi e que (H1)(c) est véri ée. O

2.2.3 Variantes

On rappelle qu® = MCovR;9A= M(E[RY] E[REE[S)A.

On peut dé nir des variantes du procesa{isen utilisant au pas, au lieu d'une seule observati¢R,; S,),
plusieurs observations q&;S) ou méme toutes les observations faites jusqu'a ce pas.

Dans ce dernier cas, on introd(Ry;::;; Ry i) resp.(S;:: Sy ;) échantillon i.i.d. deR (resp.S) et le

n

n _ |
processut\, = 1 3 RS eton dé nitBy= My(Wh 1 Ry 182 DA
=1

On dé nit alors le nouveau processus d'd@X;) = (X} :::;X!) desr premiers facteurs de I'ACP projetée
deR par rapport &:

8
% Bn= Mi(Wh 1 Ry 13(1) DAn
Iy — anXTI1;XTI1iNn
OO i,
%YAH: X\ +an By Fa(XD)I X1= 15000
" Xn+1 = orthy, (Yne1)
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Théoréme 8. Sous les hypothéses (H1), (H2), (H3"), (H4")(b),(c) et (H4)(b),(¢) cknverge p.s. vers un
vecteur propre de B MCov(R;SA associé a la I-ieme plus grande Mp.

Démonstration.

On souhaite encore appliquer le théoreme 4 de [10], on véri e cette fois-ci que la seconde série d'hypothéses
nécessaire a son application est satisfaite.

Avant cela, rappelons ces hypothéses :
+ ¥ .. ..

(r)élaman Bjj < ¥ p.s.,
n=

(4" Pour toutn, (b)Ny converge verd\ p.s.,
+¥

(©) & jjNa Nj < ¥ pss,
n=

+¥ +¥
(B)a,> 0; & a,= ¥ et § a2< ¥
n=1 n=1

Il reste donc a montrer que (1) est véri ée. Pour cela, on utilise la méme décomposition que dans la démon-
stration du théoréme 6 :

( _
Ch1=Wh 1 Rn1§1)1

Br B=MC(A A)F MalGrz Ot (Ma MICAaVvEC: oo proprd

On sait déja que :
+¥
& ajiAr  Ajj< ¥ p.s. sous (H1), (H2) et (H3)

n=1

d'aprés le théoréme 5 et que :

¥
Mn! Mp.s.etd ajjM, Mijj< ¥ p.s. sous (H4)(b),(c):

n=1
En outre,
+cv¥ +o¥ +cv¥ = +o¥ = =0
a afiCh1 Cj Q ajiWh 1 ERSlji+ a ai(E[R] Ry 1)E[SYj+ & aniiRn 1(E[S] S »ii:
n=1 n=1 n=1 n=1

D'aprés le lemme 7, ces trois termes sont nis p.s.

Ainsi,
+O¥ . .
a ajjBn Bjj< ¥

n=1

37



2.2.4 Cas de I'Analyse Canonique de deux vecteurs aléatoires

Soit deux v.aR et Sdé nis sur un espace probabiligd/;A; P):

deR,
U =glR E[R])

et une c.l. des composantes centréeS,de
Vi=h{s E[9)
telles que le coef cient de corrélation linéaireU; ;) soit maximal, sous les contraintes :

Var(U)) = 1, Var(Vi) = 1,
Cov{U;:Uj) = Opourj= Ll 1, Cov(M;Vj)= Opourj= 1;:::;1 1.

Lesq (resp.h)) sont appelés facteurs canoniqued¥nesp. ers).
Dans un premier temps, montrons que I'analyse canonique peut étre vue comme un cas particulier de I'ACP

projetée.

Interprétation en tant qu'ACP projetée

On se place dans?(W;A;P) muni du produit scalairéX;Yi = E[XY] et de la norme associgXjj =
1

2

E[X? °.

Ainsi, pourX etY v.a. réelles centréeBX;Yi = Cov(X;Y), jjXjj? = Var(X) et donc,

Y)= p Cov%;Y) — .
rXY) Var(X)' Var(Y) COSE;Y).

AU, xé, Vi qui maximiser( U;;V)) est colinéaire a la projection dig sur le sous espace vectoriel engendré
par les composantes centréesSle'est-a-dire colinéaire au régressé linéaird fjgoar rapport aux com-
posantes centrées 8e
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Ainsi, on peut considéras; de la formey E[Uﬂﬂ, W2 R.

Pour que la contraintéar(V;) = 1 soit véri ée, on prendyy = s—LX

var E[Uij9

Dans ce contexte, le probléme consiste a trogvdrieme facteur canonique ét tel que :

g r(Ur; E[UjS) max
S CovU;Uj)=0; j=1;::551 1
" Var(U)=1
8 N
2 (U, E[U)j§ max
o Cov@R;afR) = 0; j= 1;:::1 1
" Var(qR) = 1

Or,
r2(Ui;E[UjS) = cos(Uy; E[UjS)
ji E[UjSli 2
U2
_ Var(E[Ujjs)
Var(U))
= Var(E[UjS)) carVar(U)) = 1:

Donc :Var(E[UﬂS) max, r2(U|;I§[U|jS) max.

Trouver la solution dé€2:5) est donc équivalent a trouver celle de :
8 ~
2 Var(ofE[Rjg) max
. CovaR;a’R)=0; j= 1;:::51 1
" Var(giR) = 1
ou encore de :

8
3 qftov ER}S g max

" gCovR)g = 1
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Or, d'aprés la section 2:3 sur 'ACP d'un v.a., 'ACP deE[Rj]] consiste, au l-iéme pas, & cherchesolu-
tion du probléme :

8 .
3 diCov E[R]Y q max
qu’l\/l gj=0;j=1:51 1 (2.18)
" gM g =1
1
EnprenanM = Cov(R) , (2.6) équivaut a (2.5).

. 1 1
Ainsi, g, est vecteur propre ddCov E[Rj]§ = Cov{R) Cov(R;S Cov(S Cov(SR).
Montrons alors qu¥) veéri e la contrainteCov(\;V;)= 0; j= 1;:::;1 1

CovMi;V)) = Cov wE[U=S;E[U;=9
Comme, d'apreés les propositions 2 el:Zz[q?(R E[R])jS = q‘j’Cov(R;S) Cov(S 1(S E[S]), ona:

h

i
Covi/iV) = WiclCovR:S Cov® E (S EIS)S EIS)° Cov® CovSR)y (2.19)

= LaCoVRY Cov®  Cov§R);:
Or, Cov(R) 1Cov(R;S) Cov(S 1Cov(&: R)gj = | jq;, donc :
Cov(Vi;Vj) = mpl jaCovR)a;.
Or,qCovR)gj = O pourj = 1;:::;1 1.
Par consequentov(vi;V;) = 0.

Ainsi, on a montré quéJ;, solution de I'AC, est solution du probléme de I'ACP projetée avec la métrique
1 R
M= Cov(R) ,etréciproquement, la solution du probleme de I'AC étant colinéalitpJe=S.

Dans cette prochaine section, on propose plusieurs méthodes d'estimation de ces facteurs pour I'AC.
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Application de la méthode générale

On se rameéne a l'a.s. des facteurs de I'ACP projetée.

Le processus d'a.s. di reste le méme :

Atne1= Amn an(SinSiAin - SinRY):

On dé nit alors A, processus d'a.s. d& en dtant pour tout la derniére ligne déy .

On dé nit ensuite deux processus récurgif,) et (M) qui soient tels que les hypothéses (H4) et (H4")
ou (H4)(b),(c) et (H4")(b),(c) selon le processus$,) que I'on souhaite mettre en oeuvresoient véri ées

pour estimer respectivemeNt= Cov(R) etM = Cov(R)

1) Estimation deN

a) Un choix simple et naturel dé, est la matrice de covariance empirique de I'échantillon :

lnol nl nl

1
N, = . R}
n n 1I91R|R|0 (n 1)2a R|‘_ RI(.1
gue l'on peut facilement mettre a jour récursivement.

Soit I' hypotheése :

(H2") Radmet des moments d'ordre 4.

Sous les hypothéses (H2") et (H3') par exemple, la loi forte des grands nombres nous asdwydanad
+¥

versN = Cov(R) p.s. On a égalementd anjjN, Njj < ¥ p.s par application du lemme 7.
n=1

b) Une autre maniére d'estimer la matrice de covariance consiste, sachaeiNju§R  E[R])Ry = 0, a
utiliser une méthode d'a.s. en dé nissant le procegdiss tel que :

Nn+1=Nn an Nn (R, Ry )R

Soit I' hypothese :

(H3") (an= &;a> 0;3<a<1l)ou(an= &;a> ).

+¥
Théoréme 9. Sous (H2") et (H3"), N, tend vers N= Cov(R) p.s. et& anjjNn, Njj < ¥ p.s.
n=1

41



Démonstration.

cf. chapitre 3, premiére partie de la démonstration du théoreme Zjave&[R]etQn = R, 1 (p.89).
O

2) EstimationdeM = N 1

a) On calculeVl, = (N,) 1 pour toutn ou, pour éviter d'avoir a inverser la matrice de covariance empirique
Nnh, manipulation qui prend beaucoup de temps de calcul en grande dimension, on @slgufepar le
processus récursif exact qu'on retrouve dans [53] et dont on rappelle I'expression :

n+1 4 n+1

N L= — =
n+1 n " nn+ 1+ )

N, 'f n+1f 2+ 1Ny !

avecfni1= Roe1 Rnetrper= O, N, Hniq.
+¥ 1
CommeN, tend versN p.s. et 8 anjjN,  Njj < ¥ p.s., il vient queM,, tend versM = Cov(R)  p.s. et
n=1

+¥ .. ..
élanJJMn Mjj < ¥ ps.
n=

b) On peut également choisir d'estimer l'inverse de la matrice de covariance en utilisant a nouveau une
méthode d'a.s. :

0 L 1
Cov
Proposition 10. My = Ecp ® 1 X est solution du systéme linéaire
E[RY CovR)
en X :E[RIRYIX = J= '(;’ avecR = Ff
Démonstration.
0 L 1 0 L 1
Cov(R) E[RR] E[R] CovR)
E[RY Cov(R) E[R] Cov(R)
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0 1
_p, ERA Com " ERER) Cor) ' G b

E[RY CovR)  E[RY CovR) 0

On dé nit alors le processudVip) dans I'ensemble des matricgs+ 1;p) tel que :
Mini1= Min  @n(RinR3Min  J):
M, est obtenu en enlevant, pour tout n, la derniére lign®lge

Soit les deux hypothéses :

(H1) Il n'y a pas de relation af ne entre les composantesRje

(H3®) (an= &;a> 04 < a< Dou(an= &a> y—rdemm).

Théoreme 11.Sous (H1"), (H2") et (H3), on a:

+¥
jiMh Mjj! Op.s.; élanijn Mjj’< ¥ p.s.
n=
+¥
En remplagant (H3) par (H®)), on a en outre :& anjjM, Mijj < ¥ p.s.
1

n=

Démonstration.

Voir paragraphe 2.4.1 (p.65) : A.S. de l'inverse d'une matrice de covariance lorsque I'espérance ne varie pas

dans le temps en introduisant une seule donnée.

On poseBy = Mp(R'S R, 13? DAY respBy= MW, 1 R, 13? 1)An qu'on introduit dans la déf-
inition du processugX,) du paragraphe 2.2.2 (p.33jesp. paragraphe 2.2.3 (p.37)

Théoréeme 12.Sous (H1), (H2"), (H3", (H4) et (H4") resp. (H1), (H2), (H3"), (H4)(b),(c) et (H4")(b),(c),

1 R
X! converge p.s. vers un vecteur propre de BCov(R) Cov E[RjS associé & la I-iéme plus grande

v.p.l.
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Démonstration.

Application directe du théoréeme 6 (resp. du théoréme 8).

Méthode spéci que

1 1
Les facteurs canoniques Bnq, sont vecteurs propres 8= Cov(R) Cov([R;S Cov(S Cov(SR)
associés a lkiéme plus grande v.p,.

1 1
Rappelons qu&= Cov(§ Cov(SR)etposonss= Cov(R) CovR;S.
Lesq sont ainsi vecteurs propres Bee GAassociés a lkiéme plus grande v.p,.

D'autre part, on a montré au début de la section (p.39)jeehX(S E[S)) est colinéaire é[U|jS].

Or,
E[UjS = E[QAR E[R]S (2.20)
= q®E[R E[R]S d'aprés la proposition 4 (2.21)
= g°AYS E[9) d'aprés la proposition 2 (2.22)

=(Ag)¥s E[9)

Donc, h; est colinéaire d\q.

De plus, comme, est vecteur propre d8A associé a l&-ieme plus grande v.p,, on a :GAq = | |q.
Donc :AGAqg = | |Aq.

En n, puisqueh, est colinéaire &q, on a :AGh = | h;.

Toute v.p. deGAest v.p. deAG, et réciproguement.

Donc, les facteurs canoniques &rh;, sont vecteurs propres @& associés a lkiéme plus grande v.p,.

De la méme fagcon qu'on a dé ni le procesdu#s ) pour estime, on dé nit le processu&,, tel que :

Gine1= Gin  an(RinR}Gin  RinS)

pour estimeiG.

Le processu§, est alors obtenu en enlevant, pour touta derniére ligne d&i,.
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A partir du théoréme 5, en permutant le réleRlet S, on obtient le résultat suivant :

Théoréme 13. Sous (H1"), (H2) et (H3), ¢! G p.s. En remplacant (H3) par (H3), on a en outre :
+¥

élanijn Gjj< ¥ p.s.

n=

Soit N, un estimateur deCov(R)

On dé nit alorsB, = GhA, puis le processus d'a.6X,) desr premiers facteurs canoniguesRn

8
% Bn = GnAn
Iy — anfo;foiNn
O TR X,
2 V= Xt an(Bn RODNXG 1= Lo
" Xn+1 = orthy, (Yn+1)

Soit la nouvelle hypothése :

H3¥) (a,= &:a>0;2<a< 1)ou(a,= & a> 1 .
n n
2min | min(E[StSN;! min(E[RLR])

Théoréme 14.Sous (H1), (H1), (H2), (H®)) et (H4")(b),(c), X, converge p.s. vers un vecteur propre de
1 .
B= Cov(R) Cov E[R]§ associé alal-ieme plus grande vip.

Démonstration.
Sous (H1), (H1"), (H2) et (H®)), A,! Ap.s.etG,! Gp.s.dondG,A,! GAp.s.
On a également, sous ces mémes hypothéses :
+°¥ - - +°¥ e -
alanan Gjj< ¥ p.s. etalanjjAn Ajj< ¥ p.s.
n= n=
D'autre partjjBn  Bjj= jjGnAn  GAjj jj (Gn G)Aj +[iG(An  A)jj.
PuisqueA,! Ap.s., il existe une v.a. positive et nie pB.telle que :
+¥ +¥
élanjj(Gn G)Aij D élanJ'J'Gn Gjj< ¥ ps.
n= n=
+¥ +¥
Comme élanij(An Al i Gl 5laanAn Ajj< ¥ ps.,
n= n=
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+¥
nalement 8 ajjB, Bjj< ¥ p.s.
n=1

On applique dés lors le théoreme 4 del[10] avec la deuxieme série d'hypothéses pour terminer la preuve.
O

Interprétation en tant qu'ACG et estimation simultanée des facteurs erRetenS

Commeq, est vecteur propre déA et h; est vecteur propre d&G, on obtient les relations de transition
suivantes :

1 1
h = %ACH etq = %Ghli

5. Ip G _q
On noteB = A g etx = hy
L -~ _ q+Gh _ P— a _ P .
Ainsi, on remarque quBx = Ag + h =(1+ " 1)) hy =(1+ 1I)x:

x; est donc vecteur propre deassocié a la l-iéme plus grande \(p+ P ).

Essayons maintenant d'établir un lien entre analyse canonique et analyse canonique généralisée (ACG).

Dans I'ACG du vecteuZ = ( R;9) (c.f. chapitre 1 p.18), on observe qud{igme facteur général est vecteur
propre de la matric8 ou :

(Cl) 1 0 Cll ClZ B (Cl) 1C11 (Cl) 1012

B= MC= 0 (Cz) 1 - C21 C22 - (CZ) 1C21 (CZ) 1c22

avecC! = C1= Cov(R), C?= C??= Cov(S), C¥? = Cov(R;S) etC?' = (C'?0°

0 1
1
I CovR) CovR;9 .
AinsiB= & i %= 'Ap ? = B;
Cov(§ Cov(SR) Iq q
X| peut ainsi étre vu comme leieme facteur général de 'ACG en dimension 2.

1
SoitB, = lp Gn etN, un estimateurddl= M 1= c

0 . A pi .
A g 0 c2 son dé nitalors un processus d'a.X()
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dex :

S I, G
_ p n
R = Xl

hX; Xhin,
% Y= X+ a By Ra(XHDX 1= 1;::0e
) Xn+1= orthNn(Yn+1)

par rapport &, le r-uplet(YL, ;1Y ).

Lintérét de cette méthode est que I'on estime de maniére simultanée, via l'estimationlde facteurs
canoniques) enReth; enS.

Théoréme 15.Sous (H1), (H1), (H2), IgHS“)) et (H4")(b),(c), X, converge p.s. vers un vecteur propre de B
associé a la I-iéme plus grande v({L+  [).

Démonstration.
+¥ . .
D'une part,N,! Np.s.etd anjjN, Njj< ¥ p.s.
n=1
+¥ +¥
D'autre partA,! Ap.s..G,! Gp.s.etd anjjAn Ajj< ¥ p.s., 4 ajjGn Gjj< ¥ p.s.
n=1 n=1
+¥
On en déduit quB,! Bp.s.etd a,jjB, Bjj< ¥ p.s.
n=1

On applique alors le théoreme 4 del[10] avec la deuxiéme série d'hypothéses.

2.3 Cas ou les composantes du vecteur explicatif sont les indicatrices des
modalités exclusives d'une variable aléatoire nominale

Dans cette deuxiéme partie, on s'intéresse au cas ou les composaftamtlées indicatrices des modalités
exclusives d'une v.a. nominale.
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Cette fois-ci, il existe une relation af ne entre les composanteS ((iesomme de ces derniéres vaut 1) et la
matriceCov(S) n'est plus inversible.

On revient alors a la regression linéairgRipar rapport &: on cherche les matricé® et D, qui rendent
minimaleJ(Az;D2) = E jjR AJS Dyjj? . On appellera régressé Bepar rapport Sle v.a. de dimension

p NotéE[R]S.
~ 1
Proposition 16. E[RjS = E[RjS| = AJS avec A= E[SY E[SH).

Démonstration.

. q
E[RjS= & aus

k=1
Donc, il existe une matricA; telle queE[RjS] = AJSet par conséquelt[RjS = E[R}I = AJS
Ainsi, E[SRjS = SE[R}S = SSA,.

On en déduit queE[SH] = E[SSA,, A= E[SY ‘E[SH.

]
En outre,
1
Proposition 17. Cov E[Rj§ = CovR;S E[SY E[SH].
Démonstration.
0
Cov E[R[Y =E ERjJ EER]Y ER]Y E ER]Y (2.23)

h i
E E[(R ERDS E(R ERDS °:

h i h i 1
Or,E (R E[R]S =E (R E[R]DS E[SY S dapres(2:7).

Donc,
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CovER]Y =E E((R ER]DS ESY 's LESY 'E SR ER]°
= EhCov(R;S) E[sg 's9 E[sY lCov(S;R)l
= CovR;S E[SY lE[séi E[SS 1Cov(S'R)
= Cov(R;S E[SY 1Cov(S;R) _

- CoR9 Eis§ 'E SR ER)

= CovR:9 E[SY E[SH CovR:S E[SY E[SE[R):

0
1
E[SS E[g= é

h i
CovR:S E[SY ESERI= E (R ERDS wERY:

Or,

=

A SININININIVININININEN o4

1
q fois = ug:

1

Donc,

Or, Suq = 1. Donc,

h i
CovRS E[sY E[SE[RI=ER E[R]E[R)

=0:

et par suite,

Cov E[Rj§ = CovR;S E[SY 1E[SFS]:

(2.24)
(2.25)
(2.26)
(2.27)

(2.28)

(2.29)

O]

On a ainsi montré que, dans le cas ou les composantes de S sont les indicatrices des modalités exclusives

d'une v.a. nominale,
1 1
2 E[R|Y = E[RY) E[SS] S= AJSavecA;= E[SY E[SH]

” Cov E[RIY = CovR:S) E[SY E[SK|= CovR:S)A
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2.3.1 A.S. de lafonction de régression linéaire

A> = (E[SY)) E[SH] est solution du systéme éh: E[SEX SH)] = 0.

1ére méthode : processus d'a.s. avec pas déterministe

On dé nit alors le processus d'a.6A2n) deAy, dans I'ensemble des matrices de dimengipmp), tel que :

Aon+1= Ao an(Sn$A2n Sng)

Etant donné que les composantes du vecteur expligatifit les indicatrices des modalités exclusives d'une
v.a. nominale, on peut simpli er cette mise a jour de la maniére suivante.

Pone1(ii) = Aan(ji))  an(Aon(jsi) R

Aon+1(Kii) = Aon(k;i); k= 1;:::;0; k6=];

c'est-a-dire que seule la lignede Az, est maodi ée.

Soit I' hypothése :

(H3®) (an= Fia> 0i5<a< Dou(an= §ia> o Essy = zmmmn):

+¥

Théoréme 18.Sous (H2") et (H3), An! A p.s. Enremplacant (H3) par (H3), on aenoutre :8 anjjAon
n=1

Agjj < ¥ p.s.

Démonstration.

Application du théoréme 5 en remplacaéhtpar S I'hypothése (H1) est véri ée car il n'existe pas de

relation linéaire entre les composantessde
O
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2éme méthode : processus d'a.s. avec pas aléatoire

n
SoitP,= & §§ *.
=1

Cette matrice aléatoire va jouer le réle du pas dans la dé nition du processus(&as.de Ay, dans
I'ensemble des matrices de dimensianp) :

Aoni1= Aon Pr(SSAn SIR)):

1

Aoner(Ki) = Aon(kil)  —(SAon(ki) SR (2.30)
a g
I=1
no 13(
a .
S Bl piys
4 g &

[

I=1
nol R{
a

Par récurrence, on peut montrer queg(k;i) = =—; Agi(k;i) = O:

a
=1

+¥
Théoréme 19.Sous (H2”) et (HS)), Aon! Ao p.s. etd anjjAon  Agjj < ¥ p.s.
n=1

Démonstration.

D'aprés la loi forte des grands nombres :

w1 d SR - ) ,
Aon(k;i) = i'zjlsk | EER)(= E[RjS = 1)) = Ao(ki]) ps.
nid
=1

Donc,Aon! A= E[SY 'E[SHp.s.

D'autre part,
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i1 & §R
Aon(k)  Aofki)= =L ﬁi] (2.31)

1 o

n1d &)

I=1
4 SR ES] ESRIL A §
= , (2.32)
r1d SES

41é§H E[SR] E[S] E[SR] i a$ €[]

n 1
w1 & § ElS

=1
Or, d'aprés le lemme 7, sous (H2"), on a:
h _ n1 h n1
E JE[SR] 1 & SR = O(sk) etE JE[S] X
=1 _ [

+« h : n1, | « h ni |
Ainsi, & a.E JE[SR] 1; & SRj < ¥ et & a.E JE[S] -1 & §j < ¥ sous (HE). (a, du pro-
n=1 =1 n=1 I=1

cessugX,) d'a.s. des vecteurs propres)

I Qo
=
X
11
)]
—~
=]
~

+¥ ' 1 N 1 . +¥ 1 " 1.
Donc, 8 alE[SR] -1; & SRj< ¥ p.s.etd ajE[S] -1 & §j< ¥ ps.
n=1 1=1 n=1 1=1

n

Enn, ilnélﬂﬂ E[S] p.s. etE[SR] < ¥ sous (H2").
I=1

n

+¥
Donc, élanJ'Azn(j;i) Ax(j;)j< ¥ p.s.
n=

Enn,

¥ " ¥ g p o 2 : :
& anjiAon Adjj = & an & a(An(j;) Ax(j;i))? ° en prenantla norme de Hilbert - Schmidt
n=1 n=1 j=1li=1

o g P Lo

& an & ajAen(is)  Ao(iiD]

n=1 j=1li=1

g p ¥

& a & anjAon(izi)  Ae(jsii

j=li=1 n=1

< ¥
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2.3.2 A.S. des facteurs de I'ACP projetée

Soit I'hypothése :
(H2(®)) R admet des moments d'ordre.2r
Soit M, etN, deux estimateurs respectifs beet N.

Ceci étant, on posB, = My(R\S) R, 13? DAY resp.Bh= My(Wh 1 R, 133 1)An qu'on introduit

dans la dé nition du processy¥,) du paragraphe 2.2.2 (p.33)esp. paragraphe 2.2.3 (p.37es deux
processus que I'on vient de dé nir peuvent étre utilisés [déw).

On a le résultat suivant ;

Théoréme 20.Sous (H)), (H3®), (H4) et (H4") resp. (H2”), (H3), (H4)(b),(c) et (H4")(b),(c), X!
converge p.s. vers un vecteur propre de BICov(R;SA; associé a la I-ieme plus grande vip.

Démonstration.

La démarche est identique a celle du théoréme 6 (resp. théoréme 8) en remisigaanityn,.

O
2.3.3 Cas particulier de I'Analyse Factorielle Discriminante
L'analyse factorielle discriminante (AFD) consiste a déterminer, gourl;:::;r, un facteurU, =
g(R E[R])tel que:
8 ,
> rg(Ui=9 max
S CovU;;Uj)=0;j=1;::550 1 (2.33)

" VarU)=1

ourc(U =9 est le rapport de corrélation dk par rapport &.
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En d'autres termes, au I-iéme pas, on cherche une c.l. des composantes cenRéés plas liée possi-
ble au caractére qualitatfqui détermine les classes, et non corrélée aux c.l. déterminées antérieurement.

Tout d'abord, on montre que I'analyse factorielle discriminante peut étre vue comme un cas particulier de
I'ACP projetée.

Interprétation en tant qu'ACP projetée

Rappelons que, en s'appuyant sur le lemme 1, on peut écrire le probléme de I'AJRjfksous la forme :

Au |-iéme pas, on cherche tel que :

8
3 diCov E[RY q max

Par dé nition du rapport de corrélation,
8

. 8
g Var EiS 3 Var E (R E[R]JS max
(28) Var(UI) (t: =0 = 1 [ 1
| BatovRg = 0= 1ol 10 3 AR = 0=
v < 1 gCovR)q = 1
8
3 qCov E[RjS q max
: Bch:o\/(R)quo;jz1;:::;I 1
" gCovR)g = 1

1
Ce dernier critére n'est autre que celui de I'ACP BR|J avec la métriquéM = Cov(R) et 'AFD
peut bien étre vue comme un cas particulier d'ACP projetée.

1 A 1 1
Le facteur de I'AFD estdonc vecteur propre 8= Cov(R) Cov E[Rj§ = Cov(R) CovR;S E[SY E[SH):

Cov(R) lCov(R;S)Az.
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Application de la méthode générale

1
Soit(M,) un estimateur d& = Cov(R)  etN, un estimateur d&l = M 1= Cov(R).

OndénitBy= Mpy(RS R, 13? 1)Aon respBn= MW, 1 R, 1§n) 1)A2n etonappligue le théoréme

20 pour établir la convergence p.s. ¥evers un vecteur propre d&@= MCov(R;S)A, associé a la-ieme
plus grande v.p. ;.

Méthode spéci que

On peut toutefois utiliser une méthode d'estimation plus spéci que a ce probleme particulier en remarquant
que:

B= GAyavecG= Cov(R) 1Cov(R;S) etA= E[SS lE[SFQ|:
On dé nit alorsB, = G,A, 0U :
_Gpestle processus d'a.s. @edé ni au paragraphe 2:4
_ Aon estle processus d'a.s. ée dé ni au paragraphe 2:1.

On considére également I'hypothése suivante :

(H3®) (an= &:a> 0:3< a< 1) ou(an= %2> 1
2min | min(E[S;! min(E[RIRY])

Soit Ny, un estimateur ddl = M 1= Cov(R).

Théoréme 21. Sous (H1'), (H2"), (H39) et (H4")(b),(c), X, converge p.s. vers un vecteur propre de la
1 1
matrice B= Cov(R) Cov(R;S E[SS] E[SF]= GA associé alal-iéme plus grande vip.

Démonstration.

Identique a celle du théoréme 14 en rempladgrpar Aon.
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Interprétation en tant qu'Analyse Canonique

Soit d| (resp.h)) I-iéme facteur canonique én(resp. erS) de I'AC formelle des v.aRetS.
Nous allons montrer qug est colinéaire ai|

( ~0
Au l-iéme pas, I'AC consiste & chercherUI - ?' (R E[R])
Vi= hYs E[9)

tels que le coef cient de corrélation linéair€U;;V}) soit maximal, sous les contraintes :
Var(U)) = 1, Var(\) = 1,

CovU;;Uj)= Opourj=1;::5;1 1, Cov(;;Vj)= Opourj=1;:::51 1.

V, qui maximiser( Uj;V,) est colinéaire &[U,jS.

D'aprés un résultat de la section 2.2.4 (p.41), on établit quest vecteur propre dBICov(E[R]S]) =
1 1
CovR) Cov(R:S E[SY] E[SH] (d'aprés la proposition 17) associé al@&me plus grande v.p.
et queCov(V;;Vj)= Opourj= 1;:::;1 1.

Commeq, I'est aussi, on en déduit que ces deux vecteurs sont colinéaires.

Estimation simultanée des facteurs efRet enS

Pour estimer les facteurs de I'AFD, on peut donc utiliser la méthode d'estimation simultanée précédemment
développée pour I'AC.

Dans notre cas particulier, les relations de transition deviennent :

1 1
h = %Azq etq = %Gm
| |

avec

A= E[SY 1E[SFaetG: Cov(R) 1Cov(R;S):

G

ai p

Ainsi, on remarque qug = h
[

IACG de Z = (R;S).

, vecteur propre dB = est le I-iéme facteur général de
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Gn

On utilise alors a nouveau les deux procedsgiet G, pour dé nir B, = Al\p |
2N q
. . Cov(R) 0
— 1— .
Soit Ny un estimateur dél = M 0 E[SY

Théoréme 22.Sous les hypothéses (H1"), (H2"), (3 et (Hél‘)(b),(c), X, converge p.s. vers un vecteur
propre de la matrice B associé a la |I-iéme plus grande fdp.  [).

Démonstration.

La démarche est identique a celle du théoréme 15 en remplagaar Axn.

2.3.4 Cas particulier de I'Analyse Factorielle des Correspondances

Les composantes des vecteRrst S sont respectivement les indicatrices des modalités exclusives de deux
variables aléatoires nominales.

L'analyse factorielle des correspondances (AFC) consiste a recherchdrpdur::;r= min(p 1;9 1)
une c.IM = hAS E[S)) etune c.lU = gAR E[R])telles que :

8 o 8 o

2 rc(VljR) max 2 I’c(UIJS) max
>Cov(\/|;Vj)=0;j=1;:::;I 1 >Cov(U|;UJ-)=0;j=l;:::;I 1
" Var(\)=1 " Var(U)=1

Interprétation en tant qu'ACP projetée

Nous allons désormais présenter I'AFC sous un angle nouveau. En effet, cette analyse peut étre interprétée
comme une ACP projetée munie d'une métrigdigarticuliere :

Vi=hds ElS)=hXS E[Su9= h{ly E[Su)S= ifs
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Donc :V; = WS, y véri ant WE[S = 0, carV, est centré.

Var(vi) = E[(19)?] = WEIS.

que :
8

8 r2(VijR) max g Var(EMjR]) max 3 HCovE[IR]) max
CovM;Vj)=0; j=1;:::51 1 EMV]=0;j=1;::51 1 WESS=0;j=1;:051 1

3 Var(\) = 1 " 3 HESSu=1 " 3 HEBSS=1

" EM]=0 - WE[g=0 - WE[g=0

Donc, la premiére partie de I'AFC est I'ACP projetée 8ipar rapport &R en utilisant dan®k9 la métrique
1
E[SY ., avec la contraintg’E[S] = 0.

1
Sans tenir compte de la derniére contraiptesst vecteur propre de la matric€[SS] Cov(E[S=R]) =
1 1
E[SY] Cov(SR) E[RR] E[RY] (proposition 17) associé a ldéme plus grande v.p,.

1 1
Proposition 23. uq est vecteur propre deE[SS]  Cov(SR) E[RR]  E[RS] associé a la v.p0.

Démonstration.

1 1 1
On montre quel, est vecteur propre des matriceS[SS]  E[SR] E[RFR] E[RSet E[SY E[FE[R] E[RF]
associé alav.p. 1.

D'une part,on a:

E[SS 1E[SF& E[RF] 1E[R§1uq: E[SY 1E[SF€1 E[RR) 1E[R]puisque§hq:1(2.34)

E[SS) lE[SFQlupcar ERFA ‘E[R] = u, (2.35)

E[SS 1E[S] carRbp = 1 (2.36)

= Ug:
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D'autre part, on a:

E[SS 1E[S_|E[R(] E[RF] 1E[R5‘ﬂuq: E[SY 1E[SJE[RC] E[RR] 1E[R]puisqueS°uq:(2_37)

= E[SY lE[S]E[R(}up (2.38)
= E[SY 1E[S] carRbp = 1 (2.39)
= Ug:

Ainsi, E[SS 1COV(S;R) E[RF] 1E[R§]uq: E[SS 1E[SFS] E[RF] 1E[R§] E[SSH 1E[S]E[RC] E[RF]
Ug Ug= 0.
O

1 1
I etug sont tous deux vecteurs propres de la mag&S]-symétrique E[SY] Cov(SR) E[RFR] E[RD.
Donc, pour tout, PE[SSuq= 0, KE[T = 0 puisqueSty = 1.

W véri e donc la derniére contraintgE[S] = 0 et est donc solution du probléme de I'ACP projetée.

-y . - 1 l L ~
Proposition 24. y est vecteur propre de la matricE[SS] E[SF] E[RR] E[RS] associé & la méme
v.p.l.

Démonstration.
Ona:
E[sY 'ESER] ERA] 'ERSM = uWERSW (2.40)
= ugE[Su (2.41)
= 0 carpE[§ = 0
Donc :
E[s9 'E[SA E[RA 'E[RMu = E[SY 'Cov(SR) E[RA 'E[RIu (2.42)
=1
O
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Cette matrice a aussi pour vecteur progg@ssocié a la v.p. 1 (cf. démonstration de la proposition 23).

1 1
Donc, | est vecteur propre de la matric&€[SS] E[SR] E[RR] E[RS] associé a ld-ieme plus
grande v.p., en ne tenant pas compte de la v.p. 1.

On dé nit le processu$G,n) d'a.s. deG, = E[RR) 1E[R§1 tel que :

Gone1= Gon an(RiRPG2n  R\SY) (pas déterministe)

ou

Gon1= Gon Qn(RiRGan RS ouQn=( g RRY) ! (pas aléatoire):
|

=1

On peut ainsi estimer les facteurs grace a une méthode plus spéci que en appB®ehApG, parB,, =
AonGon. Les deux processus (pas déterministe ou pas aléatoire) peuvent étre utilisAs, @B,

Théoréme 25. Sous (H®)) et (H49 (b),(c), X, converge p.s. vers un vecteur propre de la marice B
1 1
E[SY E[SH] E[RF] E[RS) associé a lal-iéme plus grande vip.
Démonstration.

La démarche est identique a celle du théoréme 14 en remplagaar Ao, et G, par Gon.

De mémeg est vecteur propre d8,A, associé a l&-ieme plus grande v.py:

Interprétation en tant qu'Analyse Canonique

Dans ce paragraphe, on montre quéresp.h|) est colinéaire au I-iéme facteur canoniqueFe@, (resp.
enS h;) de I'analyse canonique des vecteRrst S,

En reprenant la présentation de I'AC du paragraphe 2.2.4 (p.39), dans notre contexte, cette derniére con-
siste a chercher, poli= 1;:::;r:

( -
U =qgR

Vi = Afs
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tels que le coef cient de corrélation linéair€U;; Vi) soit maximal, sous les contraintes :

Var(U)) = 1, Var(v) = 1,
CovU;;Uj) = Opourj=1;:::51 1, Cov(M;Vj)= Opourj= 1;:::;1 1,
qE[R] =0 AEE[S=0

Vi qui maximiser( Uj; Vi) est colinéaire &[U)jS = E[qRjS = qE[R|S = q’E[RS] E[SH ‘s

Ainsi, r2(U;; V) = r3(UjS) et on établit quéh est vecteur propre de la matrice

E[RF] 1Cov(E[RjS]) = E[RA] 1Cova?;S) E[SSH 1E[SF\‘] associé a la I-iéme plus grande Wp.
et véri e q°E[R] = 0.
Il vient alors quefi;, colinéaire & E[SS) lE[SR‘]ah = E[SY 1Cov(S R)qi, est vecteur propre de la
matriceE[SS]-symétrique E[SY) 1Cov(S R) E[RF] 1E[Ré} associé a la I-iéme plus grande \L.pet
véri e R[S = 0 etCovMi;V;) = RE[SIA; = 0.

Donc, effectuer I'analyse canonique Bet Srevient a affectuer 'AFC d® et S,

Estimation simultanée des facteurs efRet enS

Pour estimer les facteurs de I'AFC, on peut ainsi utiliser la méthode d'estimation simultanée développée
précédemment pour I'AC.

Dans notre cadre, on a les relations de transition :
1 1
W= F%Azq etq = PlliGzhl oA = E[SY E[SHletG,= ERR] E[RS).
| |

, I
a , vecteur propre de la matrid@@= P G2 en ne tenant

h| A2 Iq
pas compte de la v.p. 1, est colinéaird aéme facteur général de 'ACG de=( R;S).

ERRF] O
0 E[SY -

On peut d'ailleurs montrer qug =

Ip G2n

et on dé nitN,, estimateurd&d= M 1=
A2n |q

On pose alor8,, =

Une fois encore, les deux processus (pas déterministe ou pas aléatoire) peuvent étre utilsgsep@yr.

Théoréme 26.Sous (H®) et (I34‘)(b),(c), X, converge p.s. vers un vecteur propre de la matrice B associé
alal-ieme plus grande v.g1+  1)).
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Démonstration.

La démarche est identique a celle du théoréme 15 en remplagaar Ao, et G, par Gon.
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2.4 Annexes du chapitre 2

2.4.1 Démonstration du théoréme 10

A.S. de l'inverse d'une matrice de covariance lorsque I'espérance ne varie pas dans le temps en intro-
duisant une seule donnée.

Soit le processu@Myn) dans I'ensemble des matricgs+ 1;p) tel que :
Min+1= Myn an(RlnRgann J):
My, est obtenu en enlevant, pour tout n, la derniére lign®lgde

Sous les hypothéses :

(H1") Il n'existe pas de relation af ne entre les composantefde

(H2") Radmet des moments d'ordre 4,
¥

(H3) an > O; a 8 a0= ¥, :é_lan< ¥,

ona:jM, Mj! Op.s.

Si, en outre, I'hypothese suivante est véri ée :

(H3®) (an = & aveca> 0; §< a< 1)ou(an = 2 eta> y—Fpmon),

¥
ona:a anjMn Mijj< ¥ p.s.
n=1

Démonstration.
CommeE[RR?M; = J,ona:

Minsr M1 = Min M1 ay E[RlR&)](Mln M1)+(RlnR?_n E[Rle])Mln
| anE[RIRY] (M1n Mi) &, RinR}, E[RIRY] Map

D'ou :
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iMine1 Majji2 = jj ID aE[RIRY] (M1n  My)jj2 E
28 (I aE[RIRN(M1n My); (RinR, E[RIR)Myn +
adji RinRY, E[RIRE] Mygj*:

En prenant I'espérance conditionnellemeriail vient que :

h i
E jiMiner Myji3Ty

i 1, aERRY (Min Mp)jj>+
a2E jj Rk, E[RR] Mynjj3iTh

= [iMp  Myji®+ afji E[RIRI(Min  M)ii?

23«1h|\/|1n M1; E[R1R9](M1n Ml)i+

a’E jj RinR, E[RIRY] Myjj?jTy :
Pour le dernier terme,
h i h i
E jjRinR), E[RRYjj%=T, = EH'J'RlnR(l)n E[RlR(l)]jiz
= EjRR) ERR]jj?

= E[iRRY? ji E[RR]j?

Efij ReRjj%:

etjjMni?  2jjMin  Myjj?+ 2jjMyjj2.

Donc,
h i
a2E ji(RinRY, ERIRDM1idTh  222E[jRiR%j?] jiMin  Myjji?+ jiMyjj? .
Ainsi,
h i
E jiMiner Maji3Th 1+ 3FERIRY?] jiMin  Majj2+ 28E (i RuRRji?] JiMajj?

23, Min My E[RIR)I(M1n  My)

(1+ 3&EEL RuRY2DjiMan - Maj?+ 268ELj R R 2 M2
23| min(E[RIRA)jiM1n  Myjj? (?):

Sous (H1Y), (H2") et (H3), on peut appliquer le lemme de Robbins-Siegmund :
+¥
jiM1in  Myjj? converge p.s. e anjjMin  Myjj2< ¥ p.s.
n=1
+¥
Commed ap= ¥ jjM1in Mijj! Op.s.

n=1

En prenant I'espérance da®), on obtient qu&E[jjM1, M4jj?]! O.
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Ainsi, il existef  Otel que :

ElliMins1  Mijj?] 1 2anl min E[RlR(l)] E[[iMin  Myjj?]+
afE[jRiR%jj?] 3E[jM1n  Majj?]+ 2jjMyjj?

1 2al min E[RIRY] E[jjMin  Mijj?]+ faj sous (H2").

Sous (H3?), le lemme 3 p.83 nous assure quem L E[jM1,  Mujj?] < ¥.
Alors, & partir d'un certain ran@[jjM1n  M4jj?]  ap.

Or, I'inégalité de Cauchy-Schwartz nous donne :

+¥ ; L T¥ ) I
a anEfjjM1n Myjj] & an E[jjM1n  Myjj9] .
n=1 n=1

+

3
& aj < ¥ sous (H®)).

«

+¥
Ainsi, & anE[jjM1n  Mijj]
n=1

+¥
Par suite,& anjjMin  M4jj < ¥ p.s.
n=1

En enlevant la derniére ligne pour tauton a :

+¥
jiMy Mjj! Op.s.et& anjjM, Mijj< ¥ p.s.
n=1
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2.4.2 Hypothéses

(H1) Il n'y a pas de relation af ne entre les composantesde
(H1) Il n'y a pas de relation af ne entre les composantesRje

(H2) (R;S) admet des moments d'ordre 4,
(H2) (R;S) admet des moments d'ordre,2r
(H2") Radmet des moments d'ordre 4,
(H2(®)) R admet des moments d'ordre,2r

(H3)a,> 0; aan ¥ aan<¥
n=1

- 2 . 1
(H3) (an = na’a> O;5<a<l)ou(an= n’a> 21 (EfS: 5
(H3") (an= &;a>0;3<a< 1ou(a= & a> 3),

(H3®) (ay= 2:a>0;2< a< 1)OU(an‘§'a W)

@) (a.= 2:g> 2 <ax< =& a>
(H3%) (an= ia>0;3<a<ou(an= pa> —— |m.n<E[slsg]),l min( E[R1RC]) )
(H3(5)) (an= n%; a> 0; % <a<l)ou(a,= % a= W(}E[Sgﬁ)’

(6) - a-3502<a< =& a> .
(H3™) (an= sia>0;3<a< ou(an= a> —— ! min(EISS):1 min(E[RLRE))
(H3(7)) (an= n%. a> 0' 2<acx 1) ou(an= % a= m)’

®)) (a.= 2 a> 2< < = g a> r
(H3®) (an= mia> O03<a<l)ou(@am= ga> —— ! min(EISS:! min(E[RRY) )

Soit T, la tribu du passé au tempsengendrée pa&y;:::;R, 1,51 S 1;A11 €t Xy, alors :
(H4) Pour toutn, (a)Mp estT,-mesurable,
(b) Mn converge ver$/ p.s.,
(c) a anJJMn Mjj < ¥ ps.,
(H4") Pour toutn, (a)N, estT,-mesurable,
(b) N, converge verd p.s.,
+¥
(© & aiiNa Nij < ¥ pss.
(#H4) Pour toutn, (a)Mn estT,-mesurable,
(b) Mn converge ver$i p.s.,
(©) q aniiMn  Mijj < ¥ p.s,,
(]H4) Pour toutn, (a)Nn estT,-mesurable,
(b)Nn converge verd\ p.s.,
(C)a ajiNn Njj< ¥ ps.
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Chapitre 3

ACP partielle d'un ux de données
d'espérance mathématique variable dans le

temps
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3.1 Cas geéenéral de I'ACP partielle

On observep caractéres quantitatifs sur des individus : on obtient des vecteurs de dandéesRP.

On se place ici dans le cas ou ces vecteurs arrivent séquentiellement dans le temps (données en ligne) : on
observez, au tempd:; on a une suite de vecteurs de donn&es:;z,;:::.

On suppose que, pour tomt 1, z, est la réalisation d'un vecteur aléatoire (v&,)dansRP, dé ni sur un
espace probabilis@V;A; P), d'espérance mathématiqgg variable dans le temps :

Zn=0Ont Z~n;

lesZ,, constituant un échantillon indépendant et identiquement distribué (i.i.d.) d'ub deRP d'espérance
nulle et de matrice de covarianCe

Onaalors, pour tout 1,0, = E[Z,] etC= E[(Z, qn)ZY].
On veut effectuer 'ACP d&, appelée ACP partielle, daiR® muni de la métriqué.

Des vecteurs directeuws des axes principaux sont vecteurs propres de la mditisgmétriqueB = CM.

On suppose que I'on dispose au terma@Bun estimateuM, deM tel queM,! M presque slrement (p.s.)
+¥

et & ajjMn  Mjj< ¥ p.s.
n=1

Le processu$M;) peut étre un processus d'approximation stochastique (a.s.), mis en ceuvre parallélement
au processugX,) dont la dé nition suit. On étudiera ultérieurement la dé nition @) selon la nature de
M.

On dé nit récursivement un processus d'gXy) = (X3;:::;X0) de(vy;:::;v) par:

Bn = GCiMpy;
hBn l; li n-.
Fn(Xfl“l) = J]);nA]TZJLM )

Y1 = Xi+an Bn Ra(XDI Xh1=1n
Xn+1 = orthy,(Yn+1):
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Dans la suite, on étudie trois dé nitions différentes du proces@Sgisen supposant que I'on dispose au
tempsn d'un estimateuQ, deqy.

Dans le cas particulier ou I'espéranggpeut étre représentée par un modele linéaire, on dé nit un estima-
teurQy en utilisant un processus d'a.s. qui sera mis en ceuvre parallélement au prd&gssus

On désigne paf, la tribu du passé au temps

3.1.1 Cas général

Dans tout ce paragraphe, on ne dé nit pas de modele a priorigge@n donne trois dé nitions différentes
du processu€.

Premier cas : utilisation d'un paquet de données

Dans ce premier cas, on suppose gu'on fait au tempt ou plusieurs observations ("paguet de données");
on utilise ces observations pour dé I@y.

On suppose que, au temps

g
Ry= a rj,
=1

R= supr, < ¥,
n

OndénitCy= 1 a(z Q)Z°

In.
"i21,

Théoreme 3.1.

Sous les hypothéses :
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(H1) (b) Z admet des moments d'ordde,

(H2) sugjaijj < ¥,
12N

+¥ +¥
(H3) (@ a>0; & an=¥ & aZ<¥,
n=1 n=1

(H4) (a) M est ; mesurable,
(b) M,!' Mp.s.,
+¥

(©) & aljMa  Mjj<¥ps.,
n=

(H5) (2)Qn est i mesurable,
(b)jjgn Onij! Op.s.,

Y
() & andjig Qijj<¥ps,
n=1 i2lh

propre (v.p.)l |.

Deuxiéme cas : utilisation d'un processus d'A.S. de C

Dans ce deuxiéme cas, on dé nit un proces&ly d'a.s. deC = Cov(Z).
Pour toutn, C est solution de I'équation e, matrice carrée d'ordre :

h i
EX (Zo gz =0

Par ailleurs, on suppose qu'au temp®n dispose d'un estimateQ;, deqy.

On dé nit alors le processug,) d'a.s. deC, de type Robbins-Monro, dans I'ensemble des matrices carrées
d'ordre p tel que :

Cr1=Cr @ Cn (Zn QuZp :
Soit les hypothéses :
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(H1) (c) Z admet des moments d'ordre 4,

(H3) (b) (an= 2 aveca> 0; 2< a< l)ou(a= lie.a,= 2eta> 1),
h.. ..i
(H5) ()E jian Qnii = O(7).9> 2(1 a).

Théoréme 3.2.
+ ¥

Sous les hypothéses (H1)(c), (H2), (H3)(b) et (H5)(a),(b),(dLd@verge p.s. versC i anjjC, Cjj < ¥
n=1

p.S.

associé a la |I-iéme plus grande vip.

Troisiéme cas : utilisation d'un processus d'A.S. de C (cas particulier du précédent)

Dans ce troisiéme cas, on se propose d'étudier le méme processus que précédemment, dans le cas particulier
olia, = 1.

On peut alors récrire le processiisde la maniére suivante :
1 n 1

2 (7 AL
=1 4@ Q@"

i=1

C1=0;, Cy=

On dé nit les nouvelles hypothéses :

(H3) (c)an = 7,

1

+¥
(H5) (e) 51% Elign  Qujj2] *< ¥.
n=

Théoréme 3.3.

+¥
Sous les hypothéses (H1)(c), (H2), (H3)(c) et (H5)(g)s&@werpe p.s. versC el a,jjCn Cjj < ¥ p.s.
n=1
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associé a la |-ieme plus grande vip.

3.1.2 Cas particulier d'un modéle linéaire de variation de I'espérance

Dans ce paragraphe, pour tayton choisit un modele linéaire pour représenter I'espérgpet on dé nit
un processuéQn) d'a.s. de(qn).

vecteurd! deR" connu au tempa tels que :

q,= ;Ui

On dé nit le processus d'a.¢Bl) deb' tel que :

he1= By anly (UpBy 7

On dé nit alors comme estimateur d la statistiqueQ}, = MB.;U/i et comme estimateur d#, la statis-

tique Qn = (Q:::QR)°

On fait I'nypothése :

(H6) (a) maxsugjUljj < ¥,
I n

(b) Pouri = 1;:::;p, il existe un entier;, un réell ; > 0, une suite croissante d'entidrrg ;| 1) tels
quenms = 1; Mgv1 M+ 155 | min 'zé:] Ul(U)® 1, avecd = fry;imger 1.
J2di

Théoreme 3.4.

On dé nit: ap = & avec a 0. Alors, sous (H6)(a),(b)

_ pour% < a 1, leshypothéses concerndpy du théoreme:1 sont véri ées;;
_ pour‘g1 < a 1, leshypothéses concerndpy du théoreme:2 sont véri ées;;

__poura = 1, les hypothéses concernd du théoreme:3 sont véri ées.
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3.2 Cas patrticulier : 'ACG patrtielle

. . q
On note également® = fZ';i 2 J.g, card (J) = m; & M= p.
k=1

h i
ondénitCk= E 2K (ZK)°  matrice de covariance d#¥.

On souhaite effectuer une ACP dalans laquelle les v.Z® aient un réle équilibré : on veut éviter que les
premiers facteurs soient principalement déterminés a partir de certains vééteurs

L'analyse canonique généralisée du dournit une solution & ce probléme grace & un choix particulier de
métrique. LACG deZ est une ACP avec la métrique diagonale par blocs d'opglié :

0 ch 1 1
0
M =
0
(co !
Le v.a.Z, observé est partitionné en sous—vect@ﬁ})s. D ZSQ) """

29 = o+ 24

g étant le vecteur des,; i 2 J, et lesZ% constituant un échantillon i.i.d. d&¥.

SoitQW le vecteur de€\; i 2 J.

On dé nit alors comme estimateur dé au pas n la matrice diagonale par bldds qui a pourk-ieme bloc
diagonalMK.

3.2.1 Premier cas : utilisation d'un paquet de données
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Pour toutn, pourk= 1;:::;q, (Ck) 1 est solution de I'équation eX, matrice carrée d'ordrey :

h i
E @z dz)%x 1 =0
oul est la matrice-identité d'ordne,.
Dans la suite, on remplace I8¢ par desk (sans parenthéses) pour simpli er les notations.
On dé nit :

1,
Mia= My an =& (Z¢ QNZY° My |

ni2i,

Soit les hypothéses :
(H1) (a) Il n'existe pas de relation af ne entre les composante&,de
(H3) (d) (an = = aveca> 0; 2<a<1l)ou(a=liea,= 8 eta> W)

Théoréme 3.5.

Sous les hypothéses (H1)(a),(c), (H2), (H3)(d) et (H5)(a),(b),(d), les hypotheses concefmaritidoréeme
1 sont véri ées.

3.2.2 Deuxiéme cas : utilisation d'un processus d'A.S. deX

CK est solution de I'équation ex, matricrﬁz carrée d'ordrey :

|
EX (Z§ a)zy)° =o:

On dénit:

Ch1=Cy an Cf (Zy QN(ZH°:
(CY) 1 est solution de I'équation eX, matrice carrée d'ordren : CKX | = 0.
On dé nit :

M1 = Mg an(CiMy 1):
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Théoréme 3.6.

Sous les hypothéses (H1)(a),(c), (H2), (H3)(b) et (H5)(a),(b),(d), les hypothéses conceydastthEoremes
3:2 et3:3 sont véri ées.

3.2.3 Troisiéme cas : utilisation d'un processus d'A.S. d€X (cas particulier du précédent)

On considére le cas particulier du précédenagoa % avecCy = 0.

On aalors :
1

k —
Cn—n

n 1
pa @ Az’
-1
et
K K 1 "t kv okauk
Mit1= My an ] 1a(Zi QANZHYME 1 -
i1

Théoréme 3.7.

Sous les hypothéses (H1)(a),(c), (H2), (H3)(c) et (H5)(e), les hypothéses concepdes Méoreme3:2
et3:3 sont véri ées.
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3.3 Annexes du chapitre 3

3.3.1 Lemmes techniques

Lemme 3.8.
Soit G, = %é’i z Q22
i21n

+¥
Sous (H2) et (H5)(a),(c), on & ajE[C,jTa] Cjj < ¥ p.s.
n=1

Démonstration.
h i
E[CiTa] C = E%_zéllh(zi Q)ZiTn C
! i
= L3E@Z QI cC
i2ln h i
= L8E@ g+a Q)Z g+a)dT C
"i21, h i h i
= %zal E(Z a)Z @)Ta +E(Z a)ddTa +(a Q)E[ZJT.]  Csous (H5)(a)
121n
= 1a E[ZZ9+0+(g Q) C carz;i2 ly; ne dépend pas du passé
"i21,
= ra(@ Q)
i2ln
Ainsi,

IE[GiT] Cjj = jj%izéll (@ Q)ali
Cl_zé-l ligi Qijj sous (H2):
121n
et
+¥ e . e +¥ e e
& anjiE[ChjTn]  Cij ct & an ajia Qi
n=1 n=1 i2l,
< ¥ sous (H5)(c):

+¥
Par conséquenty anjjE[C,jT,] Cjj < ¥ p.s.
n=1
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Lemme 3.9.
SoitGi= + & (z Q)Z°
21

Sous (H1)(b), (H2), (H3)(a) et (H5)(a),(t+é¥ AE[iCn CjjljTa] < ¥ p.s. pour j= 2;::::2r.
n=1

Démonstration.

EGiCn CiiljTa] = EhJ'J'rlnﬁéln(Zi Q)ZP CiijiTnl i
2l 1 jjrlann(Zi Qi)Zﬂji+jj(?jjjan par inégalité de convexité
2t SEj ifmﬁ(zi Qi)ZﬂJjanl+jj_ijj
2 1 fgr% 'E 4z Qi)ZﬂjjanI +jjCjjl  par inégalité de convexité & nouveau

h i21, i
2l 1 %izél E iz Qijiljiziji'jT, +iiCjjl par linéarité de I'espérance
n h i
2 te & E iz QiiliZiiT +1
121n

Ensuite, en décomposant Q;, on obtient :

h i
E[iCn Cijj'jTn] 2l ¢ _2°| Ejizi g+a Qi'jjzi'jTa +1
1Z21n
c; & Ejiz qji'iizij'iTs + Ejia Qii'jzjjiT. +1

i21n
Alors, en décomposai, on trouve :

E[iCn  Cij'jTn] c & Ejiz Gi'iz g+ qii’iTa +Ejig Qii'iz g+ gii’jiTa +1
121n
C3 '2é| Ejiz qij?Ta +E iz qii'jigii'iTa +jia Qii'E iz Giji'jT
121n
+jig Qijiljiaiji’ +1 sous (H5)(a)

Cs _2§1| E jiZiji¥ +E jZjiljaii’ +ja QI'E jZj’ +ja Qiljaij! +1
121n

Comme Iesﬁi sont i.i.d., on peut écrire :
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E[iCn CjjljTal cs & EjiZjj? +EjiZi'jiaii’ +jja QE [jZij! +ja Qii'jaii’ +1
121n

Ca _2§1| E jiZjji? +EjiZij) +jia QIi'EjiZj’ +jja Q! +1 sous(H2)
121n

Cs_zéll (1+jia  Qijj’) sous (H1)(b)

21, )

C5(rn+_25-l g Qi)
21 )

Co(1+ 5 jigi Qijj!) carsupr, = R< ¥
i2ly n

donc,

n=1 n=1 21

< ¥ sous (H3)(a) et (H5)(b)

+¥ +¥ . +¥ . .
alaAEUJCn Cii JjTn] c;7 & ai+cy & a zgal g Qij’
n=
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Tout d'abord, on rappelle un lemme de [47] :

Lemme 3.10.

Soit(an) et(gn) deux suites de réels positifhy,) et (yn) deux suites de réels non négatlfg) deux réels
positifs,y un réel inférieur d, tels que :

1)8n;bh+1 (1 lan)by + pon,
+¥

2)an=o0(l)et & an= ¥,
n=1

3)8mgtt = 1+ yan+ yn+ ofan) ,

+¥
4) & yn<¥,
n=1

Tim & B
AIors,Ilmgnbn -

Lemme 3.11.

Soit(ap), (hy) deux suites de réels positifd,) une suite de réels non négatifls |1 deux réels positifs tels
que:

1) 8nbn+1 (1 lan)by + panhy,
2)hy= 1,90> 0,

@1
3) (an= X aveca> 0;0< a< l)ou(a=lie g= 2eta> P,

Alors,lim h—ln by < ¥.

Démonstration.On véri e les hypothéses d'application du lemmd@avecy , = 0 etg, = anhy :

=~

hn —
hn+ 1

i

@ 19
(1+ by

1+ 2+ o(})

1+ gan(zis) + o(an):

Sia< 1, Wga < | a partir d'un certain rang sous la condition 3').

Sia=1,2< 1 sous lacondition 3') .

Dans les deux cas, on peut appliquer le lemni® 8e qui donne le résultat.
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Lemme 3.12.

Soit une suite de matrices aléatoires i.iit¥,) de dimensiorip;q) telle que M, o M, E[M] = A.

SoitM, = £

M;.
1

I Qo

Alors, on a :E[jjM,  Ajj] = O(%).

Démonstration.
U N 2 - . :
E[iM, Ajj?] = E & & Mpk!D Akl en utilisant la norme de Hilbert-Schmidt

k=11=1

P q
a & VarMy(k;1)]
k=11=1

1 P g
= - a a VarM(k1)]
k=11=1

= o

Ainsi, E[jjMn  Ajj] = O(p%).
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Lemme 3.13.

On dé nit une matrice carrée d'ordre p qu'on note H( Z; E[Z])E[Z] d'éléments Hk =( Zij E[Zij])E[Zi"] =
(Z))q.
SoitH, = £

+¥ L +¥
Sous (H1)(c) et (H2), ona & aWE[jjHnjj]= O(& #2).
n=1 n=1

Hi.
1

Il Qo5

Démonstration.
S —— o
& anE[jjHnij] & an E[jjHnji“]
n=1 n=1
+ hp p — 12 . .
& a, E & & (H? en utilisant la norme de Hilbert-Schmidt
n=1 j=1k=1
+¥ p p N— 1 3
& a, & aE (H?
n=1 j=1k=1
W EPe 11y ez 2
da, a &k a4 E[Z)DEZL]
n=1 j=1k=1 i=1 |
+¥ P p n . . 2 n : ;
da & avar 13 7z E[Z]EZ carE 13 (z' E[Z')E[Z =0
n=1 j=1lk=1 i=1 i=1
N pp 18 5k %
aan a aVar :aZ4q
n=1 j=1k=1 i=1
¥ b P 1 n i % . i ..
& an a & % &Vvar[Zi](qf)? ° puisque leg/ sonti.i.d.
n=1  j=lk=1" i=1
+¥ n pop ~ 3
ctd & 3 & & Var[zi] ~ sous (H2)
n=1 i=lj=1k=1
+¥ 1
c1 & 2 (& cp)2 sous (H1)(c)
rl:¥1 i=1
& = Ph
n=1
+¥
C3 é n:
n=1 n
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Lemme 3.14.
Soit, pour tout n 1, w, une suite de nombres positifs ou nuls tels que :

Wnt1= (1 @n)Wn+ @qln; Wi = 0; Uy > 0; 0< @, < 1:

 t+¥ +¥ +¥
Sid an=¥etd au,< ¥, alors & aaws< ¥ etwy,! 0.
n=1 n=1 n=1
n
On remarque que, poumg 1, w1 =1 & u;.

=1

Démonstration.
Pourn> 1,w,> 0 (aup> 0;1 a,> 0).

+¥
Alors, d'aprés le lemme de Robbins-Siegmund, il exigte 0:w,! wet & a,w, < ¥.
n=1
+¥
Commed ap= ¥,onaw= 0.
n=1
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3.3.2 Démonstrations des théorémes

Démonstration du théoréme 3.1 :

On véri e les hypothéses d'application du théoréema. 1.:

+¥
1) Sous (H4)M,, estT,-mesurableM,! M p.s.etd a,jjM, Mjj < ¥ p.s.
n=1

+¥
2) On se propose maintenant de montrer guejjE[BnjTn] Bjj < ¥ p.s.
n=1

On commence par écrire la décomposition :
B, B=CM, CM=(C, C)Mp+C(M, M)

dont on déduit qu&[BjT,] B=(E[ChjTa] C)Mp+ C(M, M), M,, étantT,-mesurable,

+¥ +¥ +¥

puis queélanij[anTn] Bij élanij[anTn] Cij ji Mnjj + jiCjj élanjjl\/ln Mij:
n= n= n=

Comme sous (H4)(bW,! M p.s., il existe une v.& positive et nie p.s. telle que :

+°¥ - - e +°¥ - . e +°¥ - e

a anjE[BnTa] Bjj P & anjE[CGiTa] Cjj+ & anjjMa  Mjj :

n=1 n=1 n=1

Sous (H4)(c), le second terme du second membre est ni p.s.

D'aprés le lemme B, le premier terme I'est également sous (H2) et (H5)(a),(c).

+¥
Ainsi, on peut conclure qué anjjE[BnjTn] Bjj < ¥ p.s.
n=1
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Tout d'abord,
jiBn Bjjl = (G C)Mp+ C(Mn M)JJJ _
20 LijiCy CiiljiMaji’ + jiCiiljiMn - Mjj!
Alors,
+¥ [— t¥ [ . L L t¥ o
élanE[uBn Bjj’j Tnl C1 élanE[uCn Cii'jTnl JJMnJJ‘+JJCJJ'é1anJJMn Mij
n= n= n=

puisqueMy, estT,-mesurable

etcommeM,! M p.s., il existe une v.& positive et nie p.s. telle que :

+¥ [ +¥ [ +¥ o
alanE[uBn Bjj/j Tn] Q alanE[uCn Cii'jTnl + & anjjMn Mijj)
= n= n=

n

Or, I'nypothése (H4)(c) nous assure que le second terme du second membre est ni p.s. tandis que le lemme
3:9 nous donne que le premier I'est également.
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Démonstration du théoréme 3.2 :

On véri e les hypothéses d'application du theoremg. 1.

1) Approximation stochastique de la matrice de covarigce
a) Montrons en premier lieu qu& ! Cp.s.
Tout d'abord,

Cv1 C (Ch O a (G O+C (Zn gn)+(dn Qn) Zr?

(1 a)(Cy C) aUpavecUp=C (Zn Qn)ZrQ\ (Cn Qn)ZR:

Ainsi,

iiC1 Cii? = ji(1 a)(Cy C) alUnijj?
(1 an)%iCh Cii*+ afjjUnii® 2an(1 an)Cnh CiUni:

et par suite,

EfiiCn+1 ijijn] (1 an)zijn ij2+ aﬁEUjUnjjijn] 2an(1 an)iCy C;E[UnjTh)i.

Or, si on étudie plus en détails le dernier terme du second membre, on remarque que :

E[UnTa] = EC (&, Qn)zr? (On Qn)zr?an
= C E(Z awZ} (an Qn)E[Z] sous (H5)(a)
= C C (on Qn)qg
= (ah  Qn)ad:
Ainsi,
2a(1 a)Ch CEUnTi]i =  2a&(l a)fCh C; (dh Qo)

2a0(1 an)iiCa Cjj jon  Qnlj ii Gni]
2a0jiCq Cjj Jian  Qnij Ii Gnlj
GanjjCn Cjj jjan  Qnij sous (H2)
cian 1+jiCy Cii® jian  Quil:

De méme, pour le deuxiéme terme du second membre, on trouve que :
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E jiUnii%Th = EJC (Zn aZ) (a Qn)ZRjji%Th
h i
E2jiC (Zn anZi®+jian Quii%iZnii® jTa

2 EJE(Z anZil (Zn an)ZRii® +iion  Qnii*ELiiZnii’]

C2(1+ jian  Qnjj?) sous (H1)(c), (H2) et (H5)(a)
On déduit des deux derniers développements que :

EliCnr1 Cij%T] (1 a)?iCn Cii*+ afca(1+ jian  Qnii®)+ c1an(1+jiCh  Cii®)jitn  Quij
1+ &i+ cianfian  Quij iCn  Cij®+ c2af(1+ jign Qi)+ Cianjjdn  Qnij
2anjiCn  Cjj*:

+¥
On démontre maintenant qu& anjjgn Qnjj < ¥ p.s.
n=1

o Dt 1
a aEfijan  Qnij]l= a an0(5) sous (H5)(d) (3.1)
n=1 n=1

+¥

_ L l
= Elo(naJr g) sous (H3)(b).

Sous (H3)(b) et (H5)(da+ g>a+2(1 a)=2 a 1.

+¥ +¥
Ainsi, & a:E[jjgn Qnjj] < ¥ et par suite,& anjjdn  Qnjj < ¥ p.s.
n=1 n=1

On peut alors appliquer le lemme de Robbins-Siegmund :

+¥
Il existe une v.aT  Otelle qugjC, Cjj! T p.s.etd a,jjCn Cjj2< ¥ p.s.
n=1

+¥
Or, sous (H3)(b),& a,= ¥,doncT = 0etC,! Cp.s.
n=1

+¥
b) Montrons maintenant qué anjjC, Cjj < ¥ p.s.

n=1
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Tout d'abord, remarquons que sous (H5)(p3ln Qnjj! Op.s.
Ainsi, 8d> 0; 8e> 0; 9N(d;e); 8n N(d;e); P sugjgk Q«jj d >1 e:
k>n

On xe alorsd eteon noteNg = N(d;e).

On pose :
F = supjog Qdi d;
k> No
Fo = supjiogx Quj d:

No<k n

On peut déja remarquer qigF) > 1 eet quer, estT,-mesurable.
Deplus,on&) Fyn1) FRi.e.F Fy1 Fyouencorelg 1p,, 1f L
Donc, poum> Ny :

EjiCht1 Cii®1r,.iTh E jiCh+1 Cii®1gjTa

E jiCh1 Cil%Tn 1r:

De la majoration d& jjCh+1 Cjj%jT, établie précédemment, on déduit que :

E jiChe1 Cji*1R,..iTn 1+ a3+ cianjidn  Qnij jiCn Cij%Lr,+
CianjiGn  Qnjj + C283(1+ jjan  Qnii®)1r, 2a&ijjCa Cjj*1lr,:

Or, dansk, jjgn  Qnjj d, donc:

Ciniidn  Qnii iCn  Cii®1F, ciandjiCn  Cjj?1,:

On choisitd tel queed< 1.

On peut alors écrire,

Cignjion  Qnjj iCn Cii?lr, aiiCa Cjji’1r,;
et par suite,

E jiChe1 Cii®1r,..iTn (1+ @QiiCn  Cii®LF, + C1anjitn  Qnij + C2(1+ d?)af  anjjCn
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En passant a I'espérance mathématique, on obtient :

E jiCoe1 Cii®1R,., (1+ aQ)E jiCn Cjj®1r, + c1anE jian Qnjj + c2(1+ d)ad anE jiCy  Cjj°1F, :

Sous (H3)(b) et (H5)(d), on peut de nouveau appliguer le lemme de Robbins-Siegmund dont on déduit que :

+¥
Il existe unréet O tel queE[jjC, Cjj°1r]! tet & a,E[jiC, Cjj’lg]< ¥
n=1

+¥
Commed a,= ¥,t=0.
n=1

Ainsi, il existepu> 0 tel que :

E jiCh+1 Cji?1R,, (1 a)E jiCh Cjj?lr, + angnavecgh= O an+ Efjjgn  Qujj] = O —ay
(1 an)EjiCh Cjj?1F, + pash,avechy= —om

Sous les hypothéses (H3)(b) et (H5)(d), d'aprées le lemrh6,2in a :
lim £E jiCy  Cjj?1p, < ¥

Alors,E jiCr Cji2lr. = O(h) d'od E jiCa Ciilr, = O( hn).
+¥ +¥
On en deduit que sous (H3)(b) et (H5)(d, a,E jiCn Cijjlr, < ¥ puis & a,4jjCy CjjlF, < ¥ p.s.
n=1 n=1
+¥
Commelg 1f, on peut écrire quéd anjjC, Cjjlg < ¥ p.s.
n=1

Ainsi, d'un point de vue logique,

+¥
fFg) & ajiCh Cij<¥
n=1
ce qui impligue, d'un point de vue probabiliste, que :
+¥
P § aijjC, Cij<¥ PF)>1 e
n=1

selon la remarque du début de partie.

+¥
e étant quelconque, on en déduit nalement géiea,jjC, Cjj < ¥ p.s.
n=1
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+¥
2) Sous (HAM,! Mp.s.etd anjjM, Mjj < ¥ p.s.
n=1
+¥
3) On montre nalement qued anjjB, Bjj < ¥ p.s.
n=1
+¥ .. .. +¥ e e
a ajjBn Bjj = & ayjjCiM,  CMjj
n=1 n=1
+°¥ .. . . +°¥ . . .
alanJJCnJJ IMn Mjj+ alanJJCn Cii Ji Mjj:
n= n=

CommeC,! Cp.s., il existe une v.& positive et nie p.s. telle que :

°¥ . . +°¥ . .
alanJJMn Mjj + alanJJCn Cii

n= n=

d'aprés les conclusions des deux premiéres parties de la démonstration.

+

+¥ - e
& anjiBn  Bjj F
n=1

< ¥
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Démonstration du théoréme 3.3 ;

On véri e les hypothéses d'application du theoremg. 1.
On rappelle que dans toute la suit®, = %
Cijj < ¥ p.s.

+¥
1) Tout d'abord, on montre qué anjjC
n=1

On commence par écrire la décomposition suivante :

1 nol 0
G = ﬁ_al(Zi Q)Z
i=
n 1l
= F1 4@ )z gzi(qi Q)Z°
. r|1_1 -
= ﬁ_al(zl a)z )%+ & a (Z,
i=
Ainsi,
0 .. +o¥ 1 nol
a anJJn a (ZI Q)z" Cijj fz-lanﬂﬁ _al(Zi
rl:¥ :1_1
& anjjn1 (Z|
n=1

Gadi+ &

n 1l
qi) g+ rlllé’ll(ch Q)Z>
i=

a)(Z @)° Cjj+

4 anil 71 = a (q. Q) ZY;:

a) Pour le premier terme du second membre, en passant a I'espérance mathématique, on obtient :

h.y i h

E aanJJn a(Z. G)Z  a)°

+
+

Cjj é anE ity

i
a ZNl Z~| 0 E[ZZ(]]]

= é anO(ii) sous (H1)(c) d'aprés le lemmelX

< 24 sous (H3)(c)

b) Pour le deuxiéme terme du second membre, on obtient de maniéere similaire :

h+¥ n 1 i +°¥ h 1 ncl
a ank 1171 a H

n=1 i=1 rl¥ h :II
& anE jjHn 1jj
n=1

avecHi = (Z q)q’

+¥
c1 & #2 sous (H1)(c) et (H2) d'apres le lemmel2:
n=1

< ¥ sous (H3)(c}
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c) pour le dernier terme du second membre, avec la méme technique, on trouve que :

h+°¥ o,on1 ! 3 n1. _i
E & aiizi; & (a4 Q)ZIj E & 2 aijia Q)z
n=1 i=1 n=1 i=1
+°¥ an nol e .. .. ..
a nga EBEja Qi
n=1 i=1
+°¥ an n°1 .. ..2 % .. ..2 l
agpya Ejg Qi E jjZi
r1=¥l r|1=11 1 1
3 e Efo Qi C EIZi? +jai’
= =
+¥ _on1 L, 2
C2 al%_a1 Ejig Qi sous (H1)(c) et (H2)
n= =

Nl

Sous (H5)(e), on peut appliquer le lemmé3aveau, = E jjg,  Qnji?

i . : ¥ ooon 1l o 3 Lor¥oon 1l
Ainsi, d'aprés les conclusions de ce lemnfe, -2 & E jjg Qijj2 "< ¥. Parsuite,d ® & E jiq;
n=1 . i=1 n=1 " i=1

1 h.y n 1
9 2 . ° -1 o .
Qijj? "< ¥ puisE & 'y 1_a1(Qi Q)Zy < ¥
n= i=

+¥
On obtient qued anjjC, Cjj < ¥ p.s. en regroupant a), b) et c).
n=1

+¥
2) Sous (HAM,! Mp.s.etd anjjMn, Mjj < ¥ p.s.
n=1

¥
3) On montre nalement qued a,jjB, Bjj < ¥ p.s.
n=1

+¥ .. .. +¥ .. .

& anjjBn  Bj & ajjCMn  CMijj

n=1 n=1

+°¥ . PP . +°¥ . PP .
alanJJCnJJ My M+ alanJJCn Cli iiMjj
n= n=

+¥

.. .. . .. .. .. +°¥ .. e
= 8aiG O+Cii jMa Mij+ijMj & adiCr Cj

+°¥ . P . . . +°¥ . . . . +°¥ . .
alanJJCn Cij iMn  Mijj+jiCjj alanJJMn Mjj + jjMjj alanJJCn Cjj:
n= n= n=

CommeM,! M p.s., il existe une v.& positive et nie p.s. telle que :
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+¥ +¥ +¥
a4 anjjBn  Bjj F & ajjCy Cjj+ & ajjjMn  Mjj
n=1 n=1 n=1

< ¥ d'apres les conclusions des deux premiéres parties de la démonstration.
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Démonstration du théoréme 3.4 :

On véri e les hypothéses concerndpyi des théorémes ad hoc :

Sous (H6)(a),(b) et pour, = 5;a> 0;% < a 1, les hypothéses d'application des théoreméset:17
sont véri ées. D'aprés les conclusions de ces théorémes, (H5)(b) est véri ée et, a partir d'un certain rang,

pour ¢ < a< 1)ou(a= 1; 212> 1) E[jQ}, dhjj?]= O(%),

pour (a= 1; 212 = 1), EjiQ, }j2]= O("),

Fi

pour (a= 1; Z% < 1), EfjiQ, o] = O(—<); %2> 0.

nfi
On remarque que, poar= 1, dans les trois cas :

9d> 0; pouri = 1;:::;p; E[jQl, djj?]= o(ﬁ%j)_

+¥
1) On véri e 'hypothese (H5)(c) du théoremel3: & a, & E[jjQ; qjjj] < ¥.
n=1 j2l,

pour < a<1,onaE[jQ, ayj%= O(%), quiimplique :E[jQn anjj?]= O(z).
1 ¢ 1 Rc Rc

Donc, & E[jjQ; ijj] ca a 3 a e
i21n WQ; ] 21 12 j2lp (R 1v1)2 (Rq1t1)2 n2

+¥ +¥
Ainsi, & a, & E[jQj qjji] Rc& & < ¥
n=1 2l n=1nz2
poura = 1, on a dans les trois cas :

9d> 0; pouri = 1;::1;p; E[jQ,  aijj?] = O(5), ce qui implique 9d> 0 : pouri = 1;:::;p; E[jjQn
Gnij?] = O(:5).

Donc, & E[jjQ; qjjjl c& % ca& 1 Re . Re
j2In j21n j2 j2lh (R 1+ )2 (Ry 1+1)2  n2
. - +¥ . s +¥ 1
Ainsi, & an & E[jQj qjjj] Rca —z<¥
n=1 j2l, n=1n"2

Dans tous les cas, I'hypothese (H5)(c) du théoremee3t véri ée.
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h i
2) On véri e I'hypothese (H5)(d) du théorémeZ:E jjgn Qnjj = O(%), g>2(1 a).

pourz < a<1,ona:E[Qn onjj’= O(%).
DOHC,EUan anj] = O(ni%) = O(é) avecg= %'

Commei < a; g= 3>2(1 a).

poura = 1, on a dans les trois cas :
9d> 0; pouri = 1;:::;p; E[jQn  Gnjj?] = O(F).
Donc,E[jjQn  anii] = O(nig)= O(%) avecg= §.

Ona:g= 9>0=2(1 a).

Dans tous les cas, I'hypothése (H5)(d) du théoréree3t véri ée.

1

¥
3) On véri e I'hypothése (H5)(e) du théoreme3: & % Efjign Qujj?] * < %
n=1

n
poura = 1, on a dans les trois cas :
9d> 0; pouri= 1;:::;p; E[jQn onjj?] = o(nfld)_

1

+°¥ .. D 2
Donc alan E[iQn anij]
n=

¥
4 O(-1;)< ¥.
n=1

d
nl+ 3

Dans tous les cas, I'hypothése (H5)(e) du théorérBeest véri ée.
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Démonstration du théoréme 3.5 ;

On rappelle que legk) sont remplacés par d&spour simpli er les notations.
Qn Ti-mesurable jjQq  anli! 0P ENQn  anli]= O(5); 9> 21 a):
1) Montrons d'abord qué,! M p.s.

Pour simpli er, on supprime I'écriture dds

Sous (H1)(a), on peut écrire :

Mva C1 = My C1 oa, %_?—(Zi Qi)ZiOMn |
21y
= (My Ch a0 CMa C H+(7 & B OMn+ & (G Q)Z M
121n 121
avecBi=(zZ ¢)Z°
= (1 aOMy C 1 an (5 & B OMa+ & (i Q)Z° My
121 12 1n
D'ou,

jiMne1 C j2 = ji(l aC)(Mn C hji*+ aﬁjj(%_zé’ll Bi C)Mn+ %Zal (G Q)ZP Mpjj?
121 121
2e (I aC)(Ma C (7 & B OMa+ 7 & (G Q)Z Mn :
121n 121

puis, en prenant I'espérance mathématique conditionnellemintrdbu du passé au temps n, on obtient :
h i
EjiMne1 CHi5Ta = jil _aC)(My C hjj*+ a%E jj(%_zétl Bi C)Mn+ %g (G Q)ZP Mnjj?jTy

D 1Z21n 121 |E

280 (1 &C)(My C iE (£ 2B OMit L& (a Q)ZMdT,

n

a) Pour le premier terme du second membre,
i aC)(My C hHjji* = jiMy C 1Yj2 2ahv, C L,C(Mp, C i+ afic(My, C 1)jj?

(1+ &fjiCii)iiMn - C 1ji*  2al min(Q)jiMa  C 1jj*:
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Or,

b) Pour le troisieme et dernier terme du second membre,

D h iE
28 (I aO)(Mn C DiE (7 8 B OMn+ {8 (G Q)Z'Mn Ty
121 121n

D
2 (I aO)(Mn C i(7, & EBITl OMa+ 7 & (0 Q)EIZITal My

puisqueM, et lesQ;; sontT, mesurables
D E
280 (I &C)(Mn C ik & E[B] OMi+ & (a Q)EIZ) My
i21n 121n
puisque led; et lesz;; i 2 |,; sontindépendants dig

D E
20 (I &C)(Mn C )i 7 & (6 Q)a’Mn puisqueE[B]=C
12 1n

danjjéig (@ Q)9 iMa C i jj Myjj
d%; %ig g Qijjiai iiMa C %j2+1

o

eajjMn C 1J'J'2%_261I g Qij+ eah%_zéll ligi  Qijj sous (H2).
121n 121

¢) En n, pour le deuxiéme terme du second membre,
h i
FE Ji(7, 4 B OMa+ 8 (G Q)Z Ml Ty
121, 121
h i
ajE jj(%ig B; cﬁg (G Q)ZJi2 Tn jiMnjj2

h [
3 E jj%iéﬁl Bijj2+J'J'CJ'J'2+J'J%ié’?lI (@ Q)ZYH* T jiMnjj?

3a; %ié’?ll E jiBii%Tn +jiCij*+ %ifll g Qii*E izii%Ta  jiMnji?

34 %g E jiBiji? +jiCjj*+ %g\l g Qi’E jiziji?  jiMnjj%
21, i21n
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Ejiziji> = Ejjg+ Zj?
2 jiqiji?+ E jiZjj?
2 sugjqiji?+ E jjZjj
|

< ¥ sous (H1)(c) et (H2)

et
EjiBii* = Ej@z a)z}?
= Ejiz a)XzZ @)%+ (zZ q)qli?
2 E jiZjj* +E jjzjj? SliJICJ'J'qu'J'2
< ¥ sous (H1)(c) et (H2)
Alors,
h [

REG(A B OM+ 28 QZMT,
121, 121

Coah 1+ %izéll g Qiji® jiMnji?

o

fof 1+ 2 & o Q% iMa C %%+ faf 1+ L 4 o Qi :
121 121n

De a), b) et ¢), on déduit que :

h i
E jiMner C 33T, 1+ agiCii? jiMn  C iz 2al min(Q)jiMn  C jj2+

eanjjMy, Cluz_ftI jici Qijj+eaq_§1| g Qijj+
121, 121

fag 1+,2§l| o Qii% jjiMa C tj2+ fai 1+ _fll o Qiji?
121 121n

1+ agjiCjj>+ eéh_fll g Qijj+ faj+ faf%_zéi g Qi jiMa C 1j%+
121y 121
ea1,§1| g Qiji+ fag+ fa%_zé'll g Qiji? 2al min(C)jiMa  C jj%
i21n 121n
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Or,

h,y [ +y h [
E dandjig Qi = &aaEja Qi
n=1 i2l, n=1 i2l,

Y h [
a apnRmaxE jijg Qijj
n=1 i21n

+¥

4 a,RO(3) sous (H5)(d)
1

n=

< ¥ sous (H3)(d) et (H5)(d):

n=1 i2l,

¥
Onendéduitqued a, & jjg Qijj < ¥ a.s.
21
2 +¥
Commed jigi Qij? ajig Qi .,ona:& aajjg Qijj>< ¥ as.;on peut alors appliquer le
21 21 n=1 2l

lemme de Robbins-Siegmund :
. .. e +¥ .. ..
Il existe une v.aT  Otelle qugjM, C 1jj! Tp.s.etd a,jM, C ljj?< ¥ p.s.
n=1
+¥
Comme sous (H3)(dR a,= ¥, T = 0 et, en réécrivant ldg MK! (CK) 1p.s.
n=1

Ceci étant vrai pour tolk = 1;:::;q et puisqueM, a pour k-ieme bloc diagonaX, jjM, Mijj! 0p.s.

+¥
2) Montrons maintenant qué a)jjM, Mijj < ¥ p.s.

n=1

+¥
Pour ce faire, on montre que pdus 1;:::;9, & anjjMK  (C¥) 1jj < ¥ p.s.
n=1

Dans la suite, on supprime a nouveau I'écriture kles

Tout d'abord, remarquons que sous (H5)(b2i @ax Qijj! Op.s.
121n
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Ainsi, 8d> 0; 8e> 0; 9N(d;e); 8n N(d;e); P suqr_g?xjjqi Qijj) d>1 e
2],

j>n

On xe alorsd ete on noteNp = N(d;e).

On pose :

T
I

sup(maxjqi  Qijj) d ;
i>No |2|]

Fn

sup (mayjei Qi) d :
]

No<] n

On peut déja remarquer qigF) > 1 eet queF, estTy-mesurable.
Deplus,ond& ) Fn1) FRii.e.F Fwi1 Fyouencorelg  1f,, 1f 1L

Donc, poum> Ny :

h i h i
E jiMne1 C 1i*1lR,.,iT E jiMne1 C 1i*1gjT
h i

E ijn+1 C 1jj2an 1Fn:

h i
De la majoration d&€ jjMp+1 C %jj%jT, établie précédemment, on déduit que :
h i

E jiMne1 C Yi%1g, jTh L+ ajiCij+ faf+ {2 & jioi  Qij? My C Yj*1r+
121n
eeh_ftl jg Qi+ eeh_ftl g Qi jiMn C Yjj%1g+
121, 1Z1n
fof+ a7 & i Qii’lr, 2 mn(CiMn  C j%1r,
121n
Or, dang, n;.;»g’jqi Qijj d,donc:
12 1n
eaq,g g Qi iMn C Yj%1g, earmaxig  Qijj iMn C Yj21g,
21y n
eardjjM,  C Yj%1g;
On choisitd tel queerd < | yin(C).

On peut alors écrire,
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ea1_§1| jig Qi iMn CYi*lg, @l mn(Q)jiMn  C Yjj*1g,;
121n
et par suite,

h i
E jiMne1 C 1j%1F,,,jTh 1+ agjiCjj?+ f(1+ rd)aj jjMa C Yjj%1r, + e&h_ftl g Qijj+
12 1n

f(1+rd)ai  anl mn(C)iiMn  C 1jj*1r;:

En passant a I'espérance mathématique, on obtient :

h i h i h i
E jiMns1 C Yj%1g,, 1+ a3jjCjj?+ f(1+ rd?)ai E jjMy C Yjj1f, + ean_fll E jia Qijj +
h i 121n
f(1+ rdai al mn(C)E jjMn C 1jj21f, :

Sous (H5)(d) et (H3)(d), on applique de nouveau le lemme de Robbins-Siegmund et on déduit que :

h [ +y h [
Il existe unréet O tel queE jjM, C ljj?1g, ! tet & a,E jjMy C Ljj%lg, < ¥
n=1

+¥
Commed a,= ¥, t=0.
n=1

Ainsi, il existepu> 0 tel que :

h i h i
E jjMns1 C Yj21g,, 1 anl min(C) E jjMn C 1j21g, + anon

avecg,= O a,+ maxE g Qi = O(=mzg)

h i
1 anl min(C) E jjMy C Yj?1¢ + pashy, avech, =

1 .
nmina;g) *

Sous les hypothéses (H3)(d) et (H5)(d), d'aprés le lemrh@,3in a :

lim £E M, C 1j%lg, < ¥

Alors,E jiMy  C %j2Lg, = O(h) dotE jiMy C %j1g, = OC Ry,
+¥ +¥

On en déduit que sous (H3)(d) et (H5)(d, aE jjM, C Ljjlr, < ¥ puis & a,jjMy, C Ljjlg, < ¥
n=1 n=1

p.s.
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+¥
Commelr 1f, on peut écrire qued anjjM, C 1jjlr < ¥ p.s.
n=1

Ainsi, d'un point de vue logique,

+¥
fFg) & ajiMn C Yj< ¥
n=1

ce qui impligue, d'un point de vue probabiliste, que :
+¥
P 3 aiM Cli<¥ PF)>1 e
n=1

selon la remarque du début de partie.

+¥

e étant quelconque, on en déduit nalement, en réécrivari lgge pouk= 1;:::;9, & a,jjMK (C¥) Jjj<
n=1

¥ p.s.

L'ensemble des valeurs propres de la matrice diagonale par gMycs M) étant la réunion des ensembles

q .
a jMk  (CY 3.
k=1

¥
On en déduit qued anjjMy  Mjj < ¥ p.s.
n=1
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Démonstration du théoréme 3.6 (resp. 3.7) :

Mf.p (€9 1

My (C) * oan CRMA |

| a,C< MK (CN 1 +a,CMK a,CkmK

| aCt MK (C 1 a, Ck C¢ Mk (CH 1 a, C& Ck(Ch &
D'ou,

MR (C9 Y i1 alCj Mg (CY T+ aniCk CNj jiME (CY) tj+ aniCk CNjj i (CY) T
1 Imin(C¥an jiME (CY) Yj+aniCy  CHj jiME (CY) Tj+
anjiCy  CHj jj (C¥) 4jj

1+ aniCf CNj jiMy (CY i+ aniiCy  CNj ji (C) i
anl min(CIi i M§ (€ Hii:

Ensuite, en reprenant la partie 1 de la démonstration du théor@nie8p. 33), on montre que :

+¥
a aljicy Cli<¥ps.
n=1

Des lors, on peut appliquer le lemme de Robbins-Siegmund :

+¥
Il existe une v.aT ~ Otelle quejMK (CX) Ljj! T p.s.etd aljjMK (CY) %jj< ¥ ps.
n=1

¥
Commed a,= ¥, T=0etMK! (C lps.
n=1

Ceci étant vrai pour tolk= 1;:::;q et puisqueM, a pour k-ieme bloc diagonaX, jjM, Mijj! 0p.s.

En outre, I'ensemble des valeurs propres de la matrice diagonale par(blpcsM) étant la réunion des
ensembles des valeurs propres des matridd§ (C¥) * , k= 1;:::;g, on a:jjM, Mijj = mlqu'jMﬁ
(©9 % &My (€ 7.

+Y¥
On en déduit qued anjjM, Mjj < ¥ p.s.
n=1
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3.3.3 Hypothéses

(H1) (a) Il n'existe pas de relation af ne entre les composante&,de
(H1) (b) Z admet des moments d'ordre,4r
(H1) (c) Z admet des moments d'ordre 4,

(H2) supjaijj < ¥,
12N

+¥ +¥
(H3)(@)a,>0; & an= ¥ & a3<¥,
n=1 n=1

(H3) (b) (an= 2 aveca> 0; $< a< l)ou(a= lie.a,= 2eta> 1),
(H3) ()an = 3,

(H3) (d)(an= & aveca> 0;4<a< l)ou(a= lie.a,= 2eta> m)
k

(H4) (a)M,, estT, mesurable,
(H4) (b)My ! M p.s.,
+¥

(H4) (c) élanjjl\/ln Mjj < ¥ p.s.,
n=

(H5) (a)Qn estT, mesurable,

(H5) (b){JL¥Qn dnjj! Op.s,

(H5) (c) & ar & jiai Qiji < ¥ p.s.,
n=H i21n

i
(HS) (d)E jion Quil = O(5), 9> 2(1 a),

1
2

+¥
(H5) (e) é1% Efijan Qnjj?] < ¥,
n=
(H6) (a) maxsugjU,jj < ¥,
I n

quemy= 1;Miv1 M+ ri;lmn & UJUD® 1, avecd = frg;imger 1.
2%
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Chapitre 4

ACP partielle d'un ux de données
d'espérance mathématique et de matrice de
covariance variables dans le temps
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4.1 Cas geénéral de I'ACP patrtielle

On observep caractéres quantitatifs sur des individus : on obtient des vecteurs de dandéesRP.

On se place ici dans le cas ou ces vecteurs arrivent séquentiellement dans le temps (données en ligne) : on
observez, au tempd:; on a une suite de vecteurs de donn&es:;z,;:::.

On suppose que, pour toot 1, z, est la réalisation d'un vecteur aléatoire (v.3,)dansRP, dé ni sur
un espace probabilis@V;A;P), d'espérance mathématique et de matrice de covariance variables dans le
temps, les v.aZ, étant mutuellement indépendants.

On suppose que, pour tomton a la décomposition :

Z,=qn + DiR, ou:
_0n=(qt:::gh) est un vecteur dRP,

0 1

_Dy= % E est une matrice diagonale d'ordped'éléments non nuls.

dh
_ laloi du v.a.R, ne dépend pas de E[R,] = 0,Cov(R,) = C.

Cecirevient a supposer que Rs= D, 1(Z, qn) constituent un échantillon indépendant et identiquement
distribué (i.i.d.) d'un v.aR dansRP tel queE[R] = 0,Cov(R) = C.

Onaalors:

E[Zn] = gn etCov(Zn) = DnCDx:

alors le modéle :
avecE[R ] = E[R] = 0, lesR, constituant un échantillon i.i.d. d®.
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Dans la suite, on suppose sans perte de généralit¢aig,) = Var(R) = 1.

On pose le probléeme suivant : réaliser une analyse en composantes principales (ACPRdansRkP que
I'on munit d'une métriqueM. On étudie en particulier I'estimation de vecteurs directeursrdaemiers
axes principaux de cette analyse.

On est ainsi amené a chercherlggemiers vecteurs propres; :::;Vv; de la matriceM-symétriqueB = CM
associés aux plus grandes valeurs propres (vipy):::;l r.

h [
CommeC = CovR) = Cov(R,) = Cov D, %(Z, an) =D, E (Z» qn)Z0 D, %, on considére les
donnée®d, (Z, qn), surlesquelles on effectue une ACP avec la métridue

SoitMp, D, L etQ, trois estimateurs convergents respectivememidB, Letqn.

On dé nit alorsB, = CoM, = D, Y(Z,  Qn)Z%D, M, puis récursivement un processus d'approximation
stochastique (a.s(Xn) = (X};:::;X") de(vy;:::;v) par:

By l; li n -
A XL+ 2By FR(X)NXL 1= 1005

Xa+1 = orthy, (Yn+ 1)
Pour obteniiX, + 1, on effectue une orthogonalisation au sens de Gram-Schmidt par rapeode,, . 1 =
(Ynl+ 1o ;Yn+ 1

4.1.1 Cas général

Dans tout ce paragraphe, on ne dé nit pas de modéle a priorigpoetr pourD;.

Théoreme 4.1.
Sous les hypothéses :

(H1) (b) R admet des moments d'ordie
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(H2) sugjqijj < ¥,
12N

(H2') (a) supmaxjdjj < ¥,
2N |
. . . i.
(b) &E milnjd|j > 0,

+¥ +¥
H3) @) &> 0; & an=¥% & a3i<¥
n=1 n=1

(H4) (a) M, est ,-mesurable,
(b) My! M presque sdrement (p.s.),
+¥

(c) élanjjl\/ln Mjj < ¥ p.s.,
n=

(H5) (a) Qn est |-mesurable,
(b){l;gn Qnji! Op.s.,
(©) élanjjqn Qnjj < ¥ p.s,,
n=

(H5") (a) Dy, est ,-mesurable,
(b)jjgn Dnjj! Op-s.,
+

(c) élanijn Dnjj < ¥ p.s.,
n=

4.1.2 Cas particulier d'un modéle linéaire de variation de I'espérance et de la variance

On dé nit un modéle linéaire pour représenter I'espérance et la variangg de
On noted, = (d}:::df)°

Pouri = 1;:::;p, il existe un vecteub' (resp.§) inconnu deR™ (resp.R™) et, pour toutn, un vecteutJ,
(resp.V,) deR"™ (resp.R™) connu au tempa tels que la§™€composante réelle dg (resp.dn) s'écrive :

1
2

q,= ;Ui resp.d = gV
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De facon générale, on nol: I'opérateur de projection sur un sous-espice

On dé nit le processus d'a.$B!) deb' tel que :
Bh.1= P B, aU) (UDB, Z,

n 0
aveck! = x2 R™; jixjj < k| otk = O(?); z> 0.

On dé nit comme estimateur dg,, Q!, = hB!,;Uli et comme estimateur d,

Qn=(Qh:::QN)°
On dé nit le processus d'a.$C') deg tel que :
Che1= Py G aVp WG (@ Q)

n 0}
avecLl = x2 R™: jixjj < I. oull = O(n9); g> 0.

1
On dé niten n comme estimateur dd,, D\ = HCL;V}i ° etcomme estimateur d&, D, = %

On fait également les nouvelles hypothéses :

(H1) (c) Radmet des moments d'ordre 4,
(H3) (b)(an= & aveca> 0; $<a 1),

(H6) (a) maxsugjUyjj < ¥,
| n ]
(&) maxsugjVyjj < ¥,
| n
M= Lingea Mo+ rimin Lo & VI(V)O 5T min 4 Ui(uh® I avec = fy;ng
il

21 J
1g,
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(H7) Pour% < a< 1, onsuppose:

(@z<2a 1,
(b)g< 3a 1,

(a)siZ® 1, on suppose :
()z<2a 1,
(i) g< 3a 1,

(b) si 2% < 1, on suppose :
)z< 3+ 52

(i) g< 2.

Théoréme 4.2.

Sous (H1)(c), (H3)(b), (H6), (H7) et (H8), les hypothéses concer@argt D, du théoremet:1 sont véri-
ées.

Remarquescasa = 1.

1) Si l'on impose &a la condition :a  maxy-, dif cile a réaliser, alors%ia 1 pour touti et il suft de
| I

prendrez< 2a  letg< 3a 1.

2) D'apres la forme de I'hypothése (H6)(tb), peut étre pris aussi petit que I'on veut. Donc, on peut toujours

supposer qué; < - pour touti , Z'T'a < 1 pour touti. Mais la condition sug: g< 'r'—la pour touti = 1

, g< rn_in'rLia est alors dif cile a réaliser.
|

4.2 Cas particulier : 'ACG partielle
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. q
On note égaleme®® = fR:i 2 Jg,card (k)= m; & mc= p.
k= 1

On dé nit Ck = E[RW(RK)9, matrice de covariance d&¥.

On souhaite effectuer une ACP Belans laquelle les v.&"Y aient un réle équilibré : on veut éviter que les
premiers facteurs soient principalement déterminés a partir de certains vé&teurs

L'analyse canonique généralisée (ACG) du Rdournit une solution a ce probléme grace a un choix parti-
culier de métrique. LACG d& est une ACP avec la métrique diagonale par blocs d'opglié :

0 1
(ch *
% :
(co !
Le v.a.Z, observé est partitionné en sous-vectdﬂ’)s i Z,ﬁq), de dimensions respectives; :::; Mg, avec :

240 = ot + R

g étant le vecteur des,; i 2 J,

DK étant la matrice diagonale d'ordne desdk,
lesR¥ constituant un échantillon i.i.d. d&¥,
Pour toutn, pourk = 1;:::;q, (C¥) 1 est solution de I'équation €4, matrice carrée d'ordrey, :

h
E @) 1z o)D) x =0

ou | est la matrice-identité d'ordney.
On suppose gu'on dispose d'estimateurs conver@mset DK respectivement dq(qk) etD.
Comme dans le chapitre 3, on simpli e les notations dans la suite en remplacékjt pes de.
Pour estime(C¥) 1, on dé nit récursivement le processus d'a.s.(@%) 1, (M), par:

Mi.1= My an (DF) *(Zf Q)(ZHIDK) "My |
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On dé nit alors comme estimateur dé au pasn la matrice diagonale par blodd, qui a pourk®™¢ bloc
diagonalM¥.
Soit les hypothéses :

(H1) (a) Il n'existe pas de relation af ne entre les composanteR de

(H3) (c)(an= 2 aveca> 0; < a< l)ou(a= lie.a,= 2eta> m)
k

(H5) (d)Eliian  Qniil= O(fx) &> 2(1 @),

(HS) (d) EfiiDn  Dniil = O(s). 2> 2(1  a).

Théoréme 4.3.

Sous les hypothéses (H1)(a),(b), (H2')(a),(b), (H3)(c), (H5)(a),(b),(d), (H5")(a),(b),(d) et (H6)(a), les hy-
pothéses concernantMiu théorémel:1 sont véri ées.

On peut alors appliquer directement le théoréfne.

Remarques :

1) L'hypothese (H5)(d) resp. (H5)(d) implique, sous (H3)(c), I'hypothése (H5)(c)yesp. (H5')(c) .

2) Dans le cas linéaire, sous les hypothéses du théoréine 4:
(H5)(d) est vériée pout < a lcar:

Efijan  Qnij] = O(ni%) ;2(1 a)< 2pourg<ac<ilet
Efjan  Qnij]l= O(;); d2> 0 poura = 1,

(H5"(d) est véri ée poura = 1 car:

E[jiC, diil= O(=;); dg> 0 doncE[jjDy  Dyjj]= O(=;); ds > 0 poura = 1.
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4.3 Annexes du chapitre 4

4.3.1 Démonstrations des théorémes

Démonstration du théoréme 4.1 :

On véri e les hypothéses d'application du théoremg. 1.:
+¥

1) Dans un premier temps, on montre géieanjjE[BnjTn]  Bjj < ¥ p.s.
n=1

B, = ChM,. On a la décomposition suivante@g C::

Cn C=Dy NZZ) QuZID, ' D, ' E[ZZ]  and) D, *

D'ou, en passant a I'espérance conditionnellement, a

E[CnjTal C=D, ' E[ZZ]] Qndn D ' D, 'Cov(Zy)D, *sous (H5)(a) et (H5)(a) (4.1)

(4.2)

=D, ! Cov@Zy) + gna) Qnad D, ' D, 'Covz,)D, * (4.3)
(4.4)

=D, 'Cov@z))D, ' D, 'Covz))D, " + D, (an  Qn)aiD, * (4.5)
(4.6)

=(D, ! D, YHhcov@z)D, !+ D, *Covz)(D, ! D, Y+ (4.7)
(Op ' Dy Han  QuaD, '+ D, Man  Qn)aiD,t (4.8)
(4.9)

=(D, ' D, HCovZ)(D, ' D, H+(D, ' D, YHCov@)D, '+  (4.10)
D, 'Cov@Z)(D, ' D, H+(Dy ' D, Nan Qua(D, ' D, ) +(4.11)
(Op ' Dy Yan  QuaiD, '+ D, Man Quaid, ' D H+ (412
D, "(dn  QnadD, ™
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Alors,

E[ChTa] C ji Dyt Dy Yi%iCov@@n)ii + 2jiD, * Dy Yji jiCov@n)ii jiDy tji +

(4.13)

iDyt Dy ti%ian Qi fianii + 20Dy * Dy Yijian  Quii i anii ii Dy #24)

jiDy ti%ian  Qnii i amil:

i Dot Dyt iiDn Y Dy i i Cov@a)ii + 2jiCov@n)ii i Dy i +
iiDnt Dy tiidlian  Quil jiomii + 2iian  Qnii i anii §iDy i+
jiDy Yii%ian  Quil i anii:

Or,

jiCov(Zn)ji = jiDaCDxji ji Cij Jj Dnii® ji Cii SﬁmeiaX(di)z< ¥ sous (H2')(a),
jiD, = m < ¥ sous (H2')(b),

jianij S:JQ'J' aijj < ¥ sous (H2),

jan  Qnij! 0p.s.sous (H5)(b),

iibn* Dy Yi=jiDy YDn Dn)Dy ti Ji Dy ti jiDy ti GiDn D

Soit 0< e< inf minjdij,
|

.. 1 _ 1 1 < . ' )
jiDy i = O] < i e a partir d'un certain rang.

Comme, sous (H5")(bjjD, Dyjj! Op.s.,onajbD,* D, %j! Op.s.
Ainsi, il existe deux v.aP et Q positives et nies p.s. telles que :

IEC\Tal  Cji  PjiDn Dnjj + Qjicn  Quij.-

+¥
puis sous (H5)(c) et (H5')(c) :& anjjE[CijT,] Cijj < ¥ p.s.
n=1
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D'autre part,

E[ByT] B= E[CijT.]M, CM sous (H4)(a) (4.18)
= E[C\jTn] C Mn+ C(M, M)
dou :
+0¥ .. . .. +O¥ e . P .. +o¥ e PR ..
a ajjEBnTa] Bji a anjE[CiTa]l Cji jiMpjj + A anjiCjj jiMn Mjj (4.19)
n=1 n=1 n=1
< ¥ sous (H4)(b),(c):

h i
+¥ )
2) On montre maintenant que, poue 2;::::2r, & ayE jiB, Bjj! T, < ¥ p.s.
n=1

C. C=D, %z:2° Q2)D,' cC:

d'ou:
iCh Ci? 28 Dy MZaZn  QuZ)Dy Yil + jiCj] (4.20)
2 1D, NiFjizazd  QaZlj! + jiCj!

puis, en passant a l'espérance conditionnellemépta

h i h i

Ejich Ci'Tn 20 %D, Y2 E jjzaz? Quzdi! To + 21 %jicCjj! (4.21)
. . ~_ _h I .
2 b, ' D, Yi? +ip, NP 28 Ejizaz]  QuzZli' To + 20 Yjjcijk:

Or,
iZaZa  QnZpjj = ji(dh + DhR)(dn + DhR)®  Qn(dn + DnR)Yi (4.22)
= jianad + DnRGY + 0nRADn + DnRRYD; (4.23)
Qv o) and® (@ a)RDN  gaR3Dij (4.24)
CjRaji + JiRnii%+ [iQn  Chii + jiQn i ji Ruii):
Ainsi,
h i h o h h o

Ejizazd QuZdi' Tw  c4 ' EjiRj’ + EjiRj® +jiQn i’ + jiQn  nij'E jiRii4.25)
d 1+ jiQn anji! sous (H1)(b)
et nalement:

h [
EjiCh Ci’Tn e(@+jiD, * D, 5i#)(1+jiQn i) + 20 TiCii: (4.26)
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Alors, sous (H2')(b), (H5")(b), (H5)(c) et (HE')(C), il existe une v.8positive et nie p.s. telle que :
+¥ ) |
d AEjC Ci' T, <¥
n=1
En utilisant la décompositionB, B=CM, CM=(C, C)M,+ C(M, M), on peutécrire:

iiBn Bl 21 ticy CjljiMajj! + jiCjiljjiMn  Mjjl etalors:

+¥ h S _ ¥ h o _ v¥ _ _
aaEijB Bji'T 2 ' daEjC Cji'Tn jiMi!+ A aliCi’iM.n  Mjj! sous (H4)2Y)
n=1 n=1 n=1

< ¥ sous (H4)(b),(c):
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Démonstration du théoréme 4.2 :

1) On montre que sous (H3)(b) et (HEY, Qnjj! Op.s.

a)OnamBl, ;=P B, aU, (U)B, Z,

Bi.1 b = Py By aU, (UWB, Z

Pe, By aly (U8B, 7

On enléve dans la suite I'écriture de

jiBn+ 1 bjj i Bn anUn(Ur?Bn Zy) bjj

bi

P i (b') & partir d'un certain rang car> O:

ji Bn b anUn Ur?(Bn b) daRn Jj;

puis, en posant, = B, b, ontrouve:

D E

iYordi® 0 Yeii2 + 8ZUUM  UnthRaii2 280 YaiUn(Un  chRy)

i Ynjj2 + aﬁjjUnUr?Yn Unannjj2 ZanhYn;UnUr?Yni + 20y, UndnRyi

Ji Yali? + 28RiUnii i Yoii® + 2af djiUnii®RE 2anh¥n; UnURYni + 28ndnhiYh; UnRni -

En prenant I'espérance conditionnelleme},aon obtient alors :

h [

E ji¥n+ii® Ta i Yaii? 1+ 28jjUnii* + 288 dRijUnii*E[R?] 2anhvh; UnUgYai

Sous les hypothéses (H6)(a) et (H3)(b), on peut appligue le lemme de Robbins-Siegmund :

+¥
9T > 0;jjYnjj?! T p.s.etd ahv,;UUNi < ¥ p.s.
n=1
b)Ona:

Ya+1 Yo = Bni1 By
Pk, Bn  aUn(UBn  Zp)

Pk, Bn anUn(Ur?Bn Zy)
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CommeZ,= U+ Ry,

iYa+ 1 Yol] i ) anUn(Ur?Yn) + anUnannJJ _
anfiUniiZiiYali + @njjUnjj jdnj jRyj:

Or,
h

m

3 AR = A iU G
< ¥ (H3)(b), (H6)(a) et (H6)(a).
Donc :Eéla%jjunjjzdﬁ R2< ¥ p.s. et par suitenjjUnjj jdnj jRyj! Op.s.
D'autre part, comm@Ypjj2! T p.s..anjjUnjj%jjYaii! O p.s. sous (H3)(b) et (H6)(a).
On en déduit quejjYa+ 1 Ynjj! Op.s.
¢) On raisonne & xé, appartenant a l'intersection des ensembles de convergence p.s. dé nis. Supposons
T(w) 6=0.
On supprime dans la suite I'écriture de
Commejj Ypjj ! P T p.s.,
9 0< er< 1;9N(er) : 8n> N(ew); €1 < jj¥ajj < 2.
Donc, sous (H6)(b), a partir d'un certain rabgon a :

;& UjUX,i led.
21

On en déduit qu'il existe un entigy 2 | tel que :

WaiUpUS¥ai S5 (1)

T

On considére la décomposition :

D E D E D E
YIOI;UPIU&YM = YIO|+Yn|;UD|U8|(YIO| Yn|) + Yn|;U|0|U8|Yn|: (2)

3
le3

Soite> 0 tel quee VTIok

avecC = supjjUnjj < ¥ sous (H6)(a).
n

Apartird'un certainrangjjYn+ 1 Ynjj < e, donc jjYp,  Yhji<re;
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D E
Yo + Yo;UpUg (Yo Ya) < ii¥pii + [i¥aii iiUpii%iYe  Yaii

202
< elCre

D E
— le? . 0 le?,
Ainsi, - < (Yp + Yn,,Uplupl Yp Vo) <+ TR (3)

On déduit de (1), (2) et (3) que :

o UpUOY,i > 1 i

r 2r
le 2
2r
Sous (H3)(b), on a alors :
N i Ov ; le? N
Iéllapl hYp ;U Up Y 2 Elaﬂ
= )z
c1 4 mina
1|:1J'2|| )
R, — a a .
Or, sous (H3)(b), jgﬂllraj = & 7 (e

+¥
Donc: & r_r;iln aj= ¥ (cara 1).
1=1J21

+

+¥ ¥
& anhy;UUNai & ap hYp ;U U Yy i = ¥ ;ily a contradiction avec la conclusion de a).
n=1 =1

Par conséquenT,(w) = 0 et en réécrivant léison obtient :B},! b' p.s.

Par suitejq}, lj! Op.s.etennjg, Qujj! Op.s.

+¥
2) On montre que sous (H3)(b) et (H&, anjjdn  Qnjj < ¥ p.s.
n=1

On supprime & nouveau l'écriture diest on poser, = By, b.

a) D'apres I'étude de la convergence p.s(Bg) partie 1)a) de la démonstration
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h i h i h i
E jiYo+1ii® EjiYaii® (1+ 2&jjUnij?) + 283 o3 jjUnji°E[R]]  2aE H¥p;UpUNni
h o .y h i
Donc, sous (H3)(b), (H6)(a) et (HB)(AE jjYnjj2 ! tet & a,E HnUUNG < ¥
n=1

b) Ainsi, il existeb > 0 tel que :

h i h i h i
E jiYo+ 1j2 E jiYji2 + ba  2aE h;Unudi
et
h i h i h i
E jiYn. i? E jiYaii® + b;;lI a2y _z; E hv;;U;UYi avecy = rjr;ilnaj:
Izall J2h I

On décompose le dernier terme du second membre de la maniéere suivante :

h i h i h i
& E hv;;Ujuji = & E iy UjUMGi + & E BY) + Yo GjURY;  Yo)i e (4)
2l 2l i2h
h i h i
Sous (H6)(b),& E W,;UjUXqi  IE jiYaji? (5)
j21
On noteC; = sugjUnjj.
n
h i h i
& B+ Yo:UURY) Yo & E Y+ Yai JUIEY; Yol
| |
i i h i3
Cta EjiYi+Yi®  EfY; Yai®
4l
C: & (Y,  Yaii)? carEfivij?]!
Izall
j 1
orYj Yy= a (%+1 Y,donc:
k=n|
. N it N
1Yi Yol 3 i(Bc+1 b)) (B« D)
=n
it N
ké’l i aluUX + aUkdiRdj
=n
i1 o o
a aCZjjYidj + aCs jRJ sous (H6)(@).
=n
i1 h i h i
Alors,jiY]  Yaii? c & adivi?+ &R etE jiY; Yaiji® drlgallxaﬁpuisqueE jivaii2 ! tp.s.
= |

kn|
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h [
Donc, & E hYj + Yo ;UjURY;  Yy)i f maxay
izl h i "

puis, aveq5), (4) devient: & E h;;UjUlji  IE jjYyjj? frlgallxak:
j2|| |
Par conséquent,
h i h i
E jiYn, .i? (1 2I)E jjYaji? + brmaxaf + 2fy maxay
h i k21, k21,
(1 2W0)E ji¥aji* + gmaxag:
|

Or, sous (H3)(b) et (HB6)(b)w a_ et Tz?xak: a &
h i h I
donc :E jiYn,,ji* (1 2'%%)5 iYaiiz + ,%

c) Dans le ca% < a < 1, on applique un lemme de Schemetterer (1969) [62] :

h i
lim 12E [j¥aji*> < ¥

Dans le cas = 1, on applique un lemme de Venter (19€6)![70] :
h [
pour22 > 1,Tim IE jjifaji? <¥;
[
pour2l = 1 Tim ﬁEhijmjjz. < ¥
[
pour2 < 1,Tim 1’7 E jjYyji2 < ¥

D'autre part, d'aprés la partie 2)b) de la démonstration,

h [ h [ h i
E jiYn+ 1jj° E jiYajj? + b  2a,E hry;UpUNi
h [

E jiYii® + bag:
Donc, poum 2 |y,
h i h i
E JiYnll EhJJYn|JJ ot br maxag

E jiYaii? +

Alors,commd n Ir,ona:

pour(}<a< 1)ou(a=1let?d > 1),
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h.. . i h.. e i
NPE jjYnjj? PE jjYaii® + b
r3I2E jjYajji2 + 1T
h
etlim nE jjY,jj2 < ¥;

pour(a = 1et22 = 1),

h i h i A

i E i Yoli? A E i Yadi? (”n 12

Ir_h

R EQIYRIZ + e

In(I)E jiYaiiz + ||2(r|)

h i
etlim i E i < ¥:
pour(a= 1et22 < 1),
nr E jjYnl] anJJYHJJ +In’rz
PP iz £ R

FERE jiYaii2 + Ig‘r;ﬁ avec 2

h o
etim n* E jjYjj2 < ¥.

d)Qn  agn= By Uni h b;Upi = hYy;Upi.

Donc,(Qn  an)? Ji YaiiZjiUnii®  CEjiYajj®.
h i
On a donc les mémes conclusions pEUfQ,  0n)? :

h i Ly h i
Ensune anE jan  Qnj é’llan E (dh Qn)?
n=

n=

Nl

Or, a partir d'un certain rang, on a :

pour(3<a< l)ou(a=let?d>1):
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h i h

+¥ [ % +¥
E(Qn )® etdoncd an E (an Qo) & 5 < ¥ sous (H3)(b);
n=1 n

n=1

pour(a= let?2 = 1):

h [ | +¥ h i % ¥ 0 1
EQn a2 “Metdoncd ay E (gn  Qn)? g 002 oy
. n=1 n=1 n2
pour(a= let?2 < 1):
h i +¥ h i 2 +¥
E(Qn an)? s-etdoncd& a, E (g  Qn)? a ﬁ< ¥,
nr n=1 pn=1n"tr
«~ h N ¥ .
Dans tous les cas et en réécrivantilemn a: & anE jq; W < ¥ etparsuited anjq), W< ¥p.s.
n=1 n=1
+¥
Donc,a anjjon Qnjj < ¥ p.s. et (H3)(a) est véri ée.
n=1
3) On montre que sous (H3)(b) et (H§D, * D, Yjj! Op.s.
a)onaC, =Py G aVy WG (Zn Qv
Donc,
Ch.1 9 = Py G aVs WG (Z Q) d
= Py G, aVy VO, (Z )2 P (d) & partir d'un certain rang car> 0:
On enléve dans la suite I'écriture de
iChs1  djj i€ 9 aWn Vrﬁtn (Zn Qn)2 Ii
(G 9 avh VIC 9@+ (d)? (Za Qn)? ]
i (G 9 aVh VIG 9)+(d)? (Za an)? 2(Za  dn)(an Qn)

(Gn  Qn)* it
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Alors, en posanitV, = C, g,ona:

Was fi® 0§ Whij? + 483 Vel [iWhii2 + 4&3jiVeij® dd (Za  an)?
16@3jiVhii%(Zn  an)*(an  Qn)? + 483jiVhiji%(an  Qn)?
2 anWW; Vi d% (Zn Qn)z + 420Ny Vhi (Zn dn)(0n
2 anPWh; Vi (gn Qn)z:

Soit T, la tribu du passé au temp

+
2 anPWh; VoV
Qn) +

Ona:
i)

h i h i

E (Zn Qn)ijn = E(Zn dn)

= d%
D'autre part,
2
EjiVa VI (Zn a2 3T = EjiVi2 Ve (Zn a)? T

= ijnijVar (Zn Qn)z
= jjVaij% di Var(R3)
i Vhii*iigii® E[RY:

h

[ h i
EW(Zn dn)(an Qn)iTh

VhE (Zn  an)jTh (On

= 0:

D'autre part,
h i h
E jiVa(Zn  an)(dn  Qn)ij 2j Th

Ji Vi 2 d% (On Qn)2

i Vaii®jigii(an  Qn)*:
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i)
WAL Vhi (gn Qn)® i Whij i Vali(an  Qn)?
(1 + jiVhii?)iiVhii(an  Qn)*
Ainsi, sous (H6)(a'), il existe;d ete> 0 tels que :
Ehij+ 1J'J'ZJ'TnI 1+ 4a%jVaji* + 2anjiVoij(an  Qn)® JiVMhij* +
cg + dgi(dn  Qn)* + ed(dn  Qn)*

280 Wh; VnVrE‘Nni + 2anjiVhji(dn Qn)%:

+¥ +¥

Comme sous (H3)(b) et (HE)gn  Qnj! Op.s.etd anjdn Qnj< ¥ p.s., alors,d an(gn Qn)?< ¥
n=1 n=1

p.s. et on peut appliquer le lemme de Robbins-Siegmund :

+¥
Il existe une v.aT  Otelle que jjWhjj2! T p.s.etd a,iWh;ViVWWhi < ¥ p.s.
n=1

b)Ona:
Wh+1 Wh = G Gy
= P, G aVa V& (Zn  Qn)? Cn
= P, G aVa V& (Zn  Qn)? P (CycarCh2Lly 1 Ly
Donc :

Woe1 Wh i avh VCn (Zn Qn)? i
2
i anVh VMn + dﬁ (Zo an)+(dn  Qn) Ji
anji Vi ZiWhii + anjiVhii d2 + 2anjiVhii(Zn  dn)? + 2ajiVhiji(dn  Qn)%

Or,
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hay . h i

| .
E élarzwjjvnjjz(zn On)* C1 élaﬁE (Z,  an)* sous (H6)(@)
n= n=
¥ h 4i
¢ & a;E (dnRn)
n=1
+¥

c; & a2E[R}] sous (H6)(a')
n=1

< ¥ sous (H1)(c)
Donc::;‘;_1¥1aﬁjjvnjj2(Zn On)* < ¥ p.s. et par suitenjjVhjj(Zn  gn)?! 0p.s.
D'autre part, comméqg, Qn)! 0p.s., & partir d'un certain rang :
anfiVaij(dn  Qn)®  anjjVajijan  Qui:
On & adan Qi< ¥ ps.donajdn  Qi! Ops.eBqViiGh Q%! Ops.
En n, sous (H6)(a’) et (H3)(b), commgWhjj! T p.s.,anjjVajiZiWhjj! 0 p.s. elanjjVhjjd2! 0p.s.

On en déduit que jjWh+ 1  Whjj! Op.s.

c) On raisonne & xé, appartenant a l'intersection des ensembles de convergence p.s. dé nis. Supposons
T(w) 6=0.

On supprime dans la suite I'écriture de
CommejjWhjj ! P Tp.s., 90< e < 1;9N(e) : 8n> N(ey); e < jjWhjj < é.
Donc, sous (H6)(b), a partir d'un certain rahgon a :

Mnl , é VJVJq,anl Ie %
21
On en déduit qu'il existe un entigy 2 | tel que :
. oy le?
Wb s Vo VW @

T

On considére la décomposition :
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D E D E D E

WPl ;VP|VpO|WP| = WP| + Wn| ;Vplvg (Wpl Wn|) + Wﬂl;VP|V8Wn| : (2)
Soite> 0 tel quee %ﬁcz, avecC = supjjVhji < ¥ sous (H6)(a).
n

A partir d'un certain rang jjWh+ 1 Whjj < €,

donc :jjW,  Whjj<re;

D E

Wp| + Wﬂ|;VP|V8 (WP| Wn|) < ijp| ” + ”Wn|” ijp| ” 2ijp| Wn| JJ
22

< aC re
lef
2r
P le? D 0 E le?
Ainsi,  Zt< Wy + Wo iV V(W Wh) < + S (3)

On déduit de (1), (2) et (3) que :

: O\ i le? 1ig
I‘\NpI 'VIO| Vp| Wp| > = o
led
2r

Sous (H3)(b), on a alors :

+

¥
I{-;ll ap Wy Vp V8Wp| =¥

+¥
Donc: & antWh, ViV, = ¥ ; il y a contradiction avec la conclusion de la partie 3)a) de la démonstration.
n=1

Par conséquent,(w) = 0 et, en réécrivant lésC'. ! d p.s.

Par suitejD!,  dij! Op.s.efjD, ! D, %j! Op.s.

+¥
4) On montre que sous (H3)(b), (H6), (H7) et (HS, anjjiD, * D, 1jj < ¥ p.s.
n=1
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a) On reprend les notations de la partie 3 de la démonstration et on supprime I'écriture des

D'aprés 3)a)iii) ,on a:

h i
E jiWh+ 1ji4Th 1+ 4a3jiVeli* + 2anjjVaii (0 Qn)? jjWhij> + caf + d&i(dn  Qn)*+
e@ (G Qu*+ fan(dh Q2  2ahWhVaViWpi

1+ 4ar21]JVnJJ4)JJWn112 + gan(On Qn)2 Ir% + Caﬁ + d 3% (OIn Qn)2 +
ha(dn Q2K+ fan(an  Qn)?  2a MW VoV Wi

1+ 43-%JJVnJJ4)JJWnJJ2 + 01 an(0n Qn)2 Ir% +cC a% t e a% (Qn Qn)2 kﬁ
ZanhNn;anrf\Nni carlp; ky, > 1 a partir d'un certain rang:

En passant a I'espérance mathématique, on obtient :

h i h i h i h
E jjWh+ 1jj2 1 +h4ar%jjvnjj4 EI- JJWnJJ2 + O1an |§E (On Qn)2 + CB% + eaﬁ kr% E (on
- =3 | \ARVAVATVARE

)18 cas:(J<a<1)ou(a=1let?2 > 1)
+ h i
Y anlfE (gn  Qn)? ¢ 5 i < ¥ sous (H3)(b),(H7)(b) et (H8)(a)(ii).
n=1 n=1
h i +
5¥ aZKiE (gn  Qn)? c é¥ —=t < ¥ sous (H3)(b), (H7)(a) et (H8)(a)().
1 n=1

n=

+

ii) 2 M€ cas: (a = 1 et2a = 1):

Sous (H8)(@)(ii), 2 2g> 1,donc9 e1>0;2 2g=1+ €.
h .

. . +¥
Ainsi, & a,12E
n=1

! +¥ +¥
2 o In(n) o
(qn Qn) C al nZ 29 Cca nl+er -
n=

e . . ' . +°¥ +
Or, In(n) < n2 (& partir d'un certain rang), donrc]zil1 Trer < n@ o

Sous (H8)(@)(i),3 2z>1,doncd o> 0;3 2z=1+ e.
ry h i
Ainsi, & @2K2E (gn Qn? ¢

n=1

+¥ +¥ +¥
In(n) o In(n) o 1
ca <ca < ¥
3 2 1+ &
n® = n=1" 2 n=1n* 2

a
n=1
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iiiy 3 ©Me cas: (a = 1et2a < 1):

+¥ h I +¥ 1 .
élan I2E (g0n Qn)? ca < ¥ sous (H8)(b)(ii).
n= . = T

¥ 20 h ! -
rélan kiE (dn  Qn) c % PP < ¥ sous (H8)(b)(i).

h i .y h i
Donc, dans tous les ca@,t  0; E jjWhjj2 ! t; & asE PG VRV < ¥
n=1

b) On obtient alors les majorations :

h i h i h i h i
E jjiWh+ 1ji? E JJV},/FJJZ Tt G a'%i+ g1anl2E (0h  Qn)? + h1@3kK3E (dn  Qn)?
2a,E HG; Vi VWG
et
h [ h i h [ h i
E jiWa, ,ii® E JJWn|JJ; + Cljf; af + gljgl IfE (qj Q)% + hljf;il aICE (9 Q))?
[ I I
2u & E hw;;viVWi avecy, = min a;:
j21 izl
On décompose le dernier terme du second membre de la maniéere suivante :
h [ h [ h [
? E I'WJ,VJVJQIVH = ? E Mnl,VJVJ%n|| + ; E VVJ + Wnl,VJVJC(VVJ Wnl) (4)
2l 2l 2l
h i h i
Sous (H6)(b).& E HA:VVWhi  IE jWaji®:  (5)
J2h
On noteCy = sugjVhjj-
n
h [
,-‘3 E BV + Wo;ViVAW, Wi ,-‘3 EGiW + Waii §i ViiiGiwg - Whjjl
| |
i 3 h i3
CLa EQwW+Whi®  EjW  Whj
|
i
C:a EjW  Whj?  carE[jwaj?! t
i2h
i1
or,W, W,= & W+1 W), donc:
k=n|
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. . bt .
W, Wa ) a JIWe+1 W)

=n

ké aMiVIMG + jjaMiddi + 2jjacvi(Ze  aw)?i] + 2jjacVvi(ak
=n

i1 N

ké aChjWjj + al + 2aC(Z« )% + 2aC(ak Qu)? :
=n

Alors,
N N o
W Whji? c; & aZiWji2 + af + al(Z«  a)* + af(ak Q!
=n
Py
cs & FIWG®+ a+ Az 90’ + aki(ac Qo
=n
carjgc Q= jhb BiUkdj ki Uwii;
d'ou, en passant a I'espérance, on obtient :

h [ i1 h i h i h
EW  WajiZ o8 &E W% + &+ &E (Z )t + & KE (q
=n
i1 h [ h [
cs & oE [WKi* + o + RAER + PEE (4 Q0°
=n
i1 h [
cod o+ KE (G Q)
=n

h i
2 21,2 2
Car - maxag + TﬁxakkkE (k)

puis, il vient que :
!

h i1 h i1
E jiW,  Whiji2 Cs maxax + maxaxke E (g Q)2
| |
Ainsi,
|
h i h v

i
_a; E hw + Wn,;VjVjO(Wj Wh)i Co Maxay + rpz?xakkk E (g Qu?
Jeh I I

Donc:
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h [ h i h [ h

E jiWh. ,ii2 E jWhjj? + cor maxaf + gir maxacIgE (ak  Q? + hur rpzthalﬁ K2E (K
| | |
h i h i1
2l WE jiWghji2 + 2c 1 maxay + maxacke E (0 Qx)?
| |
h i h i
(1 2l)E jjWhiji® + o7 maxag + gomaxacIgE (a  Qu* +
| |
h i h i1
hp rpz?xaﬁk&E (G« QW% + cg maxac ke E (0 Qu)?
| |
h i h i
(1 2B 5E jWyji2 + ¢ rgallxaﬁ + rlgeltxaklle (k Q2 +
| |
h i h i1

hpmaxaf IGE (g Qo> + ca maxacke E (ak  Qo)°
| |

)18 cas: (J<a<1l)ou(a=1et?2 > 1)
h i
Alors,E (gn  Qn)? = O(:%).
h i h i
E jiWh, .02 (1 283)E jWyji? + Cops + Oapmiz + ety + Cio e

a z

Soitd= min(a 2g;2a 2z;3a 2).
D'une part,d< a cargpositif .

D'autre partd > 0. En effet,

a 2g>a 3a+2=2 2a>0,

2a 2z>2a (4a 2)=2 2a>0,

3a z>3a (2a 1)=1 3%>0,

h i h i
E jiWh.,i? (1 285E jWaii2 + cupts.
Notons que poua = 1;22 > 1 a> d.

h i
Ainsi, par application crllu IemmeBO avea = 3, h = Iid; b = E jjWhjj? ;| (dulemme 310) = 2r'—a; M=
c11, on obtient 1im [9E ijnljjz < ¥
h i

Donc, a partir d'un certain ran@,d > 0; E jjWyjj2 < I%
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Or, on a c.f. partie 4)b) de la démonstration:

h i h i h i h
E jiWh+ 1ji? E JJWthJ2 t G ar%i"' J1an IEE (G Qn)? + hlar21kr21E (On
280E Hh; ViV Wi
h i h i h
E jjWhij> + crad + gianlfE (0 Qn)* + hiaikiE (an
h i
E jjWhii2 + Cioms + G4z + hui s
h i
E jiWijji2 + clgnﬁ#dl avecd;= min(a 2g;2a 2z) d:

Pourn 2 |;, on peut alors écrire :

h [ h [
BT E VA + oty
|
E jiWhii® + C147|a+1d12
Donc:
h [ h [
n9E jjWhjj2 niE jLWn,jj2 * nd014|a+%
rdldEr,JJ'Wanzi + 1%ty
r9E jiWaji? + rfciami—s
_ rdd + rlcigk:
~h [
etlim n9E jjWpjj2 < ¥.

h i
dont on déduit queE jjWhjj* 5.

+«¥ b ! +¥
Ainsi, & a:E jjWhij
n=1

Or,a + 3d> 1.Eneffeta + 3d=min(32 g;2a z; 12

%) et:

3a g>37a (1 3—2&‘)=1sous(H7)(b)ou(H8)(a)(ii),

2a z>2a (1 2a)= 1sous (H7)(@) ou (H8)(@)(),
a2 > 12 a+isous(H7)(a)ou (H8)(@)(i)

> 1 sous (H3)(b).
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+x h [
Donc: & aE jjWjj < ¥.
n=1

ii) 2 8M€ cas: (a = 1et22 = 1),

h [
Alors,E (gn  Qn)? = O(™M),

h | h | In(l In(l In(l
E jiWh..ii? (1 DE Wi + cied + Ospig + hslsn(z)z + 017%-
Soitd’= min(1 2g;2 2z;3 2
D'une part,d’< 1 cargpositif .

D'autre part,d®> 0 sous (H8)(a).
Alors,9e: d°> e> 0;
h i h i in()
E jiWh. ,ii® (1 DEJWaii? + cisiiin
< (1 HE jiWgjiz + clgllﬁﬁ (& partir d'un certain rang)

h i
et 1> d® e, ce qui nous permet d'appliquer le lemmé®aveca = 2; h = W}?; b= E jjWnjji% ;1 =
3 U= o
h i
On obtient Tim 1¥ €E jjw,ji2 < ¥
h i
Donc, a partir d'un certain ran@,d > 0; E jjWpjj2 < I@d—e

Or, on a c.f. partie 4)b) de la démonstration:

h i h i h i h i
E jiWh+ 1jj? E JJWthJZ t G a%i+ granl3E (gn  Qn)? + + h1aZkiE (g Qn)?
2a0E HG; Vi VWi
h i h i h i
E jjWaji2 + c1ad+ g1anl2E (0 Qn)? + + maAKE (gn  Qn)?
h i | |
E jiWhii2 + ciob + Oomp% + he 0%
h i
E jjWhjj2 + Czor:?*ﬁrgg avecd?= min(1 2g;2 2z) d
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Pourn 2 I}, on peut alors écrire :

h i h i
E jj\Whij2 Ehjjwn.112 + © '(ﬁﬁ”
|
E jWhij2 + cz2l2%:
Donc:
Y h 2I d° h 2I do In(lr)
n® °E jjWhjj n® °E JJWnHJ *o eszlmlr

@ e <E JJWniJJ + Cosrg v

dld °E ”Wn|” + C24|1+d19 &

I’dod + C25|;
h i
dont on déduit queE jjWhjj? czwlﬁe.
o ho i
Ainsi, & aE jjWhjj s a — L <¥ care<
n=1 =1nt* Tz

iiiy 3 ©M€ cas: (a = 1et22 < 1),

h [

Alors, E (A Qn)? = O(3¢).

h i h i
EjjWa. iz (1 22PE Waji? + Coez + Oriam s * ot Cre
Soitd®= min(22  2g;1+ 22 2z;1+ B 2):
D'une part,d®< 22 < 1 cargpositif .
D'autre part,d®® 0 sous (H8)(b).

h i h i
E jiWh,.ji2 (1 291E jjWaji2 + cosrige

h i

Commed®& 22 on peut appliquer le lemme® avecay = ; hy = g by = E jWhji? ;1 = 2= oo

i

On obtient Jim |4 ‘iE iWhii2 < ¥
h [

Donc, & partir d'un certain ran@, d > 0; E jjWhjj? < Wf’m

Or, on a c.f. partie 4)b) de la démonstration:
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h [ h [ h [ h

i
E jjWh+ 1ji2 E JJV\r/{lJJZ + Cla%i"' glanlr%E (Gn  Qn)?2 + + hla%kgE (Gn  Qn)?
2a0E HG; Vi VWi
h i h i h i
E jiWnij? + Cla% + glanlﬁE (Gn  Qn)2 + + hlaI%kI%E (Gn  Qn)?
h i
B VRIS coory + 08 * Mo
h i

E jWhjj> + caoiqp

avecd{®= min(1; Z'Ta 2g9; 1+ Z'Ta 27) = min(ZITa 29; 1+ ZITa 22) car¥< 1.

On aaussid? d%

Pourn 2 I}, on peut alors écrire :
h [ h [
E JJWnJ]2 Ehijn|jj2 + rC3OT1dt1m
i n

E jjWhii? + cargige
n

Donc :
ho N
oE W2 nTE e+ i g
riE iWhji% + rdOTOIO%31|1+1dlUD
PR jwhii2 + e doqm
rdood + I'dOOC3;|_|l
h [
dont on déduit queE jjWhjj®>  caz—m

- - +¥ h.. ..i +¥ -
Ainsi, & anE jjWhjj  Ca2 & < ¥ puisqued®® 0.
n=1 n=1n 2

+¥ +¥ . .
Donc, dans tous les cag, ajj\Whjj < ¥ p.s., ou en réécrivant lés & anjjC,  djj < ¥ p.s.
n=1 n=1

c) On raisonne av Xxé.
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+¥ . . +¥ . S +¥ . .
D'une part, & anj(D)? ()%= & ahC,  d;Viij < C & aijiC;  dji < ¥ sous (H6)(@).
n=1 n=1 n=1

D'autre part, d'aprés la partie 3) de la démonstratdy, d.,! 0p.s.
Soite: 0< e< inf mind} = d.
|

A partir d'un certain rang, on aD}, > d e:

+¥ +¥ L i\ 0. +¥ . i\ 2;
insi. 8 a.iDi ii= & 5 i0ON? (3 g o i(DD®  (d)?
Ainsi, & anD;, dij= a @ gy A @ "zge < ¥.
n=1 n=1 n=1
+¥ +¥ L P +¥ SN i
Ho e 4l 1i— g o jDh d 2 o D di
Enswte,nillanJD.n ) nc’illan bid, niilan @ed < ¥
Enn,
o 1 P n? : ,
a an))Dy, D,% = &aan a (ﬁh cT;) en prenant la norme de Hilbert - Schmidt
n=1 n=1 =1
+¥ p
Qo s 1 1
nz‘lan i:alJ Dh dI”J
p+¥
o <] 1 1;
iiil nz‘lanJ Dh dI”J
< ¥
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Démonstration du théoréme 4.3 ;

1) Montrons d'abord quél,! M p.s.

Dans la suite, on supprime I'écriture e

Sous (H1)(a), on peut écrire :

M1 C!t = M, C! a D,Y(Zv Qn)Z°D,Mp |

= (My CYH a CcMy, CH+ DYz, QnZD,! C M,

= (I aC(Ma C1 a DyZn an)ZDy' C M+ Dp(dn Qu)ZD, ™My :
D'ou,

jiMasz C 5% = i1 aC)(Mn C Hji*+

aﬁ]l D, Yz, qn)zr?Dn1 C Mp+ D, Yan Qn)ZrQ\Dn IMpjj2

2a, (I aO(My C1; DX Zn GZ%D,' C My+D,Yan QnZD, M, :

puis, en prenant I'espérance mathématique conditionnellemintrdbu du passé au temps n, on obtient :

h [
E jiMper CHi%Th = il aC)(Mn C hji*+

aE jj Dp'(Zn an)ZiDp* € Mo+ Dp'(dn Qn)ZiD, *Mnjj? T
*

28 (I aC)(Ma C ')E DyZn an)ZD,' C Myt

+

Dn 1(Qn Qn)zr?Dn 1Mn Tn
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a) Pour le premier terme du second membre,

D E
i aO(Mn C hjiz = jiMn C %ji® 28 Mn C 5C(My C 1) +afiC(My C hjj?

1+ a3jiCjj? jiMn C 1jji2  2al mn(C)jiMn  C lji%
b) Pour le troisieme terme du second membre,

* +

2a, (I aC)(M, C 1)E Dnl(zn Cln)zrc])Dn1 C Mn"'Dnl(Qn Qn)ZgDnan Th

* +

28, (I a.C)(M, C 1);(Dn1E[(Zn Qn)zr?an]Dnl C)Mn"'Dnl(Qn Qn)E[Zr?an]Dnan

sous (H5)(a) et (H5')(a)

h i *
2a, (I aC)(Mn C Y); D,'E (Zn 0n)Z2 D,' C My+D,Yan Qn)E[ZID, M,

2a, (I aC)(Mn, C1); D,CovZ)D,' C Mp+DpY(dn Qn)(an)D, My

2ajjl  aCjj jMn C Yj jiDa'CovZn)Dpt Cjj+jiDy(an  Qn)(an)Dpli  jiMnij:
Commea,! 0 etC dé nie positive, & partir d'un certain ran§j] a,Cjj 1;on continue la majoration :
2ajiMn C Y jiD,*Cov@Z)Dy ' Cjj+ jiDpYji® jidn Qi i Gl i Mnij
i) Or,
jiMy C i jiMaji = jiMy C Yj ji(Ma C 1)+ C Y
i My Clj jiMy C Yj+jiC b
ci jiMn C Yi?+jiMn C

¢ fiMn C %j?+ 1 puisquejMy C % ji My C %%+ L:
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ii) D'autre part, on a la décomposition :

D, Cov(@Z,)D,! C D, Cov(@z,)D,! D,Cov(Z,)D,?

(D' DyH)CovZn)D, *+(Dy* Dy H)CovZn)(Dy*t Dy )+
D, *Cov(Zn)(Dy* DY)

(b,! D,Y)D.C+(D,* D,})DCDy(D,! D,%)+ CDy(D,* D,?)
en tenant compte du fait q@ov(Z,) = D,CDxy;

dont on déduit que :
jibh'CovZ)Dyt Cji  ji (Dpt DMDCii+ji(Dpt Dy )DRCD(Dy ' Dy i+ jiCOn(Dyt By Y
2jiDp* Dy Yj i Dnij JiCii + iDa D, Yi® i Dnii%iCii
cs jiDyt Dylii+iiDyt Dylii® sous (H2')(a):
i) En n,
iDy%i2 = ji(Dyt DY)+ D,
2 jiDyt Dyti%+ jiDyti®
cs jjD,t D, Yj%+ 1 sous (H2)(b).
De i), ii), iii), on déduit que :
2ajjiMn C 1jj (jiD*CovZn)Dy ' Cji + jiDy Yi® jian  Qnii i anii) ii Mnil
Caan jiDn' Dylii+iiDyt DyYi®+ Dyt Dy ti% jian  Qnii i anii+
jign  Qnij jiani (iMn C fjjZ+ 1)

Csan iDnt Dplii+iiDyt DyYi%+iiDyt DuYi% jian Quii+iian Qnii  (iiMa C Yjj%+ 1)
sous (H6)(a).

c¢) En n, pour le deuxiéme terme du second membre,
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aﬁE Ji Dnl(zn qn)ngnl C Mn"'Dnl(Qn Qn)zr?Dnll\/lnjj2 Tn

a%E i Dq 1(Zn Qn)zr?Dnl C +D, 1(Qn Qn)ZrQ\Dn ljjz Th ijnjj2
h i
322E jiD,Y(Zn  an)Z8D, Yi2+ jiCii%+ jiDyY(an  Qn)ZID, Y2 Tn  jiMajj?
h i h i
322 E jiDaY(Zn an)Z%D,%j% Ta +iCji%+ E jiDyX(dn Qn)Z2D,Yi2 Tn  jiMyjji%:
.e . h.. L] i . . . '] . . h.. .e i T ']
38 iDL NIE ji(Zn  an)Z8i? +iiCii%+ jiDpti%ian  Quii’E jiZaji?  jiMnij?

D'une part,
h i o
E Jji(Zn Qn)zr?jjz = Ejj(Zn an) (Zn On)+ On JJ2
h i
= E jiDhRy(DhRn+ an)Ji?
h i
2 E jiDhRyjj* + jiDnRagjj?
. e h-- . i .- ' e .- h.- .. i
2 jiDWji*E jjRnij* + jiDnjiZjjanij°E jjRnji?
h i h i
cs E jiRujj* + E jjRyjj?  sous (H6)(a) et (H2')(a)
= ¢s(E[jjRjj*l + E[jjRjj?]) puisque leR, sont i.i.d.
¢y sous (H1)(b)
et
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h.. .- i h.. . i
E jjZnjj? E jj(Zn  On)+ Onjj?
h i
= E jjDhRy+ Ohjj?

h i
2 JiDnii’E jiRnji® + jianii®

h i
cs E jjRijj%® + 1 sous (H6)(a) et (H2)(a)

h i
= ¢g E jjRjj*> +1 puisque leR, sonti.i.d.

Co:

D'autre part,

jiDy tii* ji(Dyt DY)+ D, i
8 jiDpt Dy tji*+iiDy ti*

co jiDp' Dytji*+ 1 sous (H2)(b)

et

jiMnjj? iiMy C H+C tj?
2 jiMy - C Yjj%+ jiC 1j?

ci1 jMn C Ljj2+ 1 :

Ainsi,
'] . h.. ..i '] .e '] . .e .. h.. ..i T .
38 iDL YI%E ji(Zn an)Z3i% +iiCii2+ jiDy Yi%ion  QuiiE jiZnii?  jiMnjj?

C128 jiDpt Dpli® jion Quii2+jiDp DyYi*+jign Quii2+1 My C %j2+ 1 :
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De a), b), ¢), on déduit que :

h i
E jiMner C Y2 Th

1+ &fjiCjj* jiMn C Yj*+
csan iDn' DyYii+iiDyt DaYi%+ Dyt Dpli%ian  Quii+jion Qnii jiMa C fjj*+
csan jiDn' DyYj+iiDpt Dy Yi%+ Dyt Dpli%ian  Quii+jion Qi +
c1285iMn  C 1jji? jiDp' DyYi%iian  Quii®+iiDnt Dpli*+jion Quij+ 1 +
ci28; jiDpt Dpli%iian  Qnii®+jiDnt Dytii*+jign  Quij®+ 1
2al min(C)jjiMn  C 1jj?
1+ afjiCjj*+ an jjMn  C Yjj®+ an  2al mn(C)jjMn  C 1jj?
avecan = Csan jiDp' Dylii+iiDnt DyYii%+jian Quii+iiDyt Dplji%iian Quii + c128f jiDnt
D ii*+iian  Quii®+iiDp* Dylii%iian  Quii®+ 1 .
Sous (H5)(b), (H5")(b), (H3)(c), (H5)(c) impliquée par (H5)(d) sous (H3)(c)et (H5"(c) impliquée par

(H5"(d) sous (H3)(c), Eélan < ¥ p.s.

On peut alors appliquer le lemme de Robbins-Siegmund :

Il existe une v.aT  Otelle qugjM, C 1jj! Tp.s. et:glanijn C lj°< ¥ ps.
Comme sous (H3)(c§‘§l¥lan = ¥, T = 0 et, en reprenant I'écriture desMK! (CY) !p.s.

Ceci étant vrai pour tok = 1;:::;q et puisqueM,, a pour k-iéme bloc diagonM¥, jjM, Mjj! 0p.s.

+¥
2) Montrons maintenant qué a)jjM, Mijj < ¥ p.s.
n=1
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Dans la suite, on supprime I'écriture des

Tout d'abord, remarquons que sous (H5)(jlin  Qnjj! O p.s. et que sous (H2')(b) et (H5")(k)D,,*
D,%jj! Op.s. c.f. partie 1) de la démonstration du théorénte 4:

Ainsi,

8dy > 0; 8e> 0; 9N(dy;e); 8n  N(di;e); P(sugjg; Qjji di)>1 e

j>n

8d,> 0; 8e> 0; 9N(dz;e); 8n  N(dz;e); P(sugiD;* D;Yjj dp)>1 e

j>n

On xe alorsds, dy puis on notéNg = max N(dz;e);N(dz;e) .

On pose :
n .. .. .. .. O
F = supjogj Qi di supiib;' DY dy ;
i>No i>No
n )
Fn = sup jjg; Qjjj di; sup ijjl D bioodp
No<j n No<j n

On peut déja remarquer qigF) > 1 2eet quek, estT,-mesurable.

Deplus,ond&) Fyn1) FRii.e.F Fwi1 Fyouencorelg 1p,, 1f L

h [ h i h [
Donc :E jiMne1 C 4i%E,,jTa  E jiMes C 4ji%1gjTa  E jiMner C %iTh 1,
h i
Alors, pourn> No, de la majoration d& jjMn+1 C 1jj?jT, établie dans la partie 1) de la démonstration,
on déduit que :

h [
E jiMne1 C Yj1lr.,jTh (1+&fjiCii*+ an)iiMn  C 1i’l, + anlr,  2al mn(C)iiMn  C jj%1F,:

I min(C) ) .

DansFy, jign Qnjj dietjiD,* D,%j dp, onposealors=di=d, min(l; -G

Avec ce choix dal, on trouve que :
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an 20san(jiDnt DyYji+jian  Qnij)+ 4ciza2 (1)

4dasan + 4c10a4 (2)
Ainsi, avec(1) et(2),ona:
h [
E jiMns1 C 1i%1R,.,jT 1+(jjC%j + 4cip)@3+ 4csdan jjMn  C 1?1, + 20580 jiD, P Dy lji+

jign Qnii 1+ 41282 2a&l min(C)jiMn  C Ljj%1g,:

fiDat Dytii = jiDyY(Dh Dn)Dytii ji D tii iiDn Dl Jj Dy -
DansFy, jiDyji ii Dytii i Dat Dytii < d.
Donc,jiDy tjj < iiDy i + d< g + d-

On en déduit quejjD, ! D, %jj < c13jiDn  Dhij:

D'autre part, comme 4@l < | min(C), 46sdanjjMn  C 1i%1lr, @l min(C)ijMn  C 1jj%1F,.
Onaalors:
h i

E jiMne1 C Yj%1g,,jTh 1+ 1482 jjMn C Yjj%1g + 1580 jiDn  Dnjj +jign  Qnij +
c1683  anl min(C)iiMn  C 1j%1g,:

En passant a I'espérance mathématique, on obtient :
h [ h i h [
E jiMns1 C 1%, 1+ 483 E iiMn, C Yj*1F, * C158nE JiDn Dnjj +jign  Qnij +
C1683  anl mn(C)E jjMn  C ljj%1p, :

Sous (H3)(c), (H5)(d) et (H5")(d), on peut de nouveau appliquer le lemme de Robbins-Siegmund :

h [ +y h i
Il existe unréet O tel queE jjM, C ljj?1lg, ! tet & aE jjMy C Ljj%lg, < ¥
n=1

+¥
Comme sous (H3)(ch a,= ¥, t= 0.
n=1
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Ainsi, il existecy7; u> 0O tels que :

h [ h i
E jiMne1 C Yj%1g,, 1 &l min(C) E jiMa C 5j%1g + crrangn
avecgy = an+ E jiDn Dnij +E jjon Quil = Olmmigay)

1 anl min(C) E jiMy C %j21g, + panhy avech, = 1

Sous (H5)(d), (H5')(d) et (H3)(c), d'apres le lemmelB; ona:

h [
lim-E jjMy C 1jj%lg, < ¥

h [ h [ p
Alors,E jjM, C Yjj21g, = O(hy) d'oUE jjM, C Yjjlg, = O( hy).

+¥ h_. B I +¥ p__ +¥ 1 1
& aE jjMp C Yj1g, = 8 a,0( hy) c & % @ g9 SOUS (H3)(c).
n=1

a : . .
n=1 ne1 ™ pmin(3i %

Or, sous (H3)(c), (H5)(d) et (H5)(df > 1 a;$>1 aet®>1 a

Ainsi,min(3;%2;%$)>1 a: 9d>0;min(3;%,%$)=1 a+d.
. N

212
. +¥ h.. .. I + . +¥ .. ..
Onendéduitqued a,E jjM, C Ljjlg, = & Wlaﬂﬁ a n1—1+d< ¥ puisqued anjjMn C Yjlg < ¥
n=1 n=1 n=1 n=1
p.s.

+

+¥
Commelr 1f, on peut écrire qued anjjM, C Ljjlr < ¥ p.s.
n=1

+¥
Ainsi, d'un point de vue logiqueF g)f & a,jjM, C 1jj < ¥g ce quiimplique, d'un point de vue prob-
n=1
+¥
abiliste, que P(8 ajjjMy, C Yj<¥) P(F)>1 e.
n=1

e étant quelconque, on en déduit nalement que, en réécrivat:les
+¥

8 &My (CY Ti<¥ps.

n=

L'ensemble des v.p. de la matrice diagonale par b{dts M) étant la réunion des ensembles des v.p. des
q

matrices MK (C¥) ! k= 1;:::;q,0najjM, Mjj = mI:a)q'jM,'ﬁ (€ i ajiMe (cd L.
k=1

+¥
On en déduit qued ayjjM,  Mjj < ¥ p.s.
n=1

147



4.3.2 Hypothéses

(H1)(a) Il n'existe pas de relation af ne entre les composanteR de

(H1)(b) Radmet des moments d'ordre,4r
(H1)(c) Radmet des moments d'ordre 4,

(H2) IszuNlc}jqu'j < ¥,
(H2')(a) supmaxdij < ¥,
[2N !

T - - - i.
(H2")(b) ||9’1:l milnjdlj > 0,

¥ ¥
(H3) @)a,>0; & a,=¥% & a3<¥
n=1 n=1
(H3) (b) (an = & aveca> 0; §< a 1),
(H3)(c)(an= & aveca> 0; 5<a 1l)ou(a=lie.a,= Seta>

(H4) (a)M,, estT,-mesurable,
(H4) b)M,! Mp.s.,
+¥

(H4) (c) élanjjl\/ln Mjj < ¥ p.s.,
n=

(H5) () Qn estT,-mesurable,

(H5) (b){lgn Qnji! Op.s,

(H5) (c) élanjjqn Qnij < ¥ p.s.,
n=

(HS) (d)Elijan  Qniil= O(z), &> 2(1  a),

(H5") (a) Dy, estT,-mesurable,
(H5')(b)J'J'5n Dnjj! Op.s.,
+

(H5)) () élanijn Dnjj < ¥ p.s.,
(HS) (d) ELiDn  Dniil= O(s%), 2> 2(1  a),

(H6) (a) maxsugjUljj < ¥,
I n

(H6) () maxsugjVijj < ¥,
I n

quens=1;My+ 1 Ny + r;min Trin & V/(V)O 51 min a Uj(uj)°
J<ti

21
1g,
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(H7) Pour} < a < 1, on suppose :

(@)z<2a 1,
(b)g< 3a 1,

(a)siZi? 1, on suppose :
Mz<2a 1,
(i) g< 3a 1,

(b) si 212 < 1, on suppose :
()z< 3+ L2

(i) g< L2
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Chapitre 5

Mise en oeuvre informatique
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b1 Cadredéterministé . . ... ... .. . . ... 151
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Cette derniére partie est consacrée aux simulations informatiques, réalisées avec le logiciel R.

L'objectif est de mettre en oeuvre les processus théoriques dé nis dans les parties précédentes et de com-
parer leurs performances face a d'autres méthodes d'estimation.

On a choisi de se concentrer, sans perte de généralité, sur des applications a I'Analyse Canonique Général-
isée (ACG).

Dans un premier temps, on considérera un cadre déterministe (population nie) puis on se placera dans un
cadre aléatoire ou les données arrivent sous forme de ux, c'est-a-dire en ligne et de maniére in nie.

5.1 Cadre déterministe

On dispose d'un tableau de données composé tignes, chaque ligne représentant un individu pet
colonnes, chaque colonne représentant un caractére de l'individu (variable quantitative).

Ainsi, en considérant ce tableau comme une ma¥icklément(i; j); i= 1;:::;n; j = 1;:::; p représen-
tera la mesure du caractérsur l'individu i.

Comme on travaille dans le cadre de I'ACG, on considéere quepceariables sont scindées ensous-
groupes de variables.

On cherche a calculer legpremiers facteurs généraux de I'ACG de ce tableau de données.

0 ) 1 1

On noteC la matrice de covariance deetM = % E
(co !
duk-iéme sous-groupe de variables.
L'ensemble des observations étant ni, la valeur exacte de taseurs correspond a la valeur degcteurs

propres de la matricB = MC associés aux plus grandes valeurs propres (Vo) :::;l ¢.

D'une part, on utilise la fonctiorigende R, qui fait appel a une routine Lapack implémentée en Fortran,
pour effectuer le calcul.

Krasulina [33], dé ni dans([5/1] et redonné dans I'état de I'art, tel que :
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Iyl
RO =
Yoot Xp+ an(Bn Fa(XDDXE 1= 15000
Xn+1 orthm, (Yn+1):

Dans ce cadréyl,= M 1 etB, = B sont connus, la procédure est uniguement itérative.
Dans ce premier exemple, on xe= 3,n= 10000 et on fait varier le nombre de colonnes

On construit alors un tableau avec des données simulées.

Apres quelques essais, le @as= ni‘igo)O:B du type(+25)° nous a paru satisfaisant pour obtenir des résul-

tats convaincants quant au probléme considéré.

Il faut noter qu'un choix approprié du pag est souvent déterminant pour obtenir de bonnes performances
des processus d'a.s.

Plus précisément, le coef cierst a une in uence sur la vitesse asymptotique de l'algorithme : son effet
multiplicatif surn peut plus ou moins accélérer la convergence ; le coef digpérmet de régler les prob-

lemes dans la phase transitoire de l'algorithme : au cours des premiéres itérations, si |a &stnpetit

devant le terme additld, le pas est sensiblement égal au ré§i)y ; ce rapport sert donc a déterminer un pas
“acceptable” en début d'algorithme : un pas trop petit pénalise la vitesse de convergence tandis qu'un pas
trop grand provoque des explosions numérigues durant les premiéres itérations.

Il existe de nombreux articles décrivant des stratégies de mise a jour des pas. On pourra par exemple consul-

ter [13], [31], [57]. Cependant, la mise en oeuvre d'un algorithme d'a.s. nécessite souvent un certain nombre
d'expérimentations numériques avant de donner des résultats satisfaisants.

La fonction R donne la valeur exacte des 3 facteurs tandis que le processus d'a.s. hous en donne seulement
une estimation, estimation qui s'af ne avec le nombre d'itérations de I'algorithme.

On choisit d'arréter l'algorithme dés lors que la valeur absolue du cosinus de I'angle formé par chacun des
facteurs théoriques avec les facteurs calculés associés est supéri€df8 aéedqui correspond a un angle
entre les deux vecteurs inférieur &62;

On compare alors le temps mis en secondes par chacune des 2 méthodes pour effectuer les calculs.

On récapitule ici, sous la forme d'un tableau, les résultats obtenus pour différentes valpurs de
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TABLE 5.1: Temps de calcul des 2 méthodes

p temps 1 | temps 2
100 1.207 3.509
500 2.500 17.879
1000 | 15.765 75.461
2000 | 108.402 | 279.749
3000 | 389.321 | 695.465
5000 | 1807.646| 1951.847
7000 | 4811.364 | 3801.275
10000| 13543.859 7794.836

On donne une représentation graphique de ces résultats :

FIGURE 5.1: Temps des 2 méthodes en fonction du nombre de colgnnes
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On remarque que plus le nombre de colonnes du tableau est élevé, meilleure est la méthode utilisant le pro-
cessus d'a.s. en terme de temps de calcul relativement a l'autre méthode.

On peut donc envisager d'avoir recours a ce type de méthode pour l'analyse de grands tableaux de données.

5.2 Cadre aléatoire

On considére maintenant le cas ou les données arrivent par ux c'est-a-dire en ligne, de maniere ininter-
rompue et in nie : a chaque instant on dispose d'une ou plusieurs observations d'un vecteur aléatoire

Dans toute la suite, les v.Z, sont supposés indépendants.

5.2.1 Casi.i.d.

Dans ce premier cas, on suppose que, pourriplgsZ, sont identiquement distribués suivant la loi d'un
v.a.Z.

On souhaite pouvoir disposer, a tout instant, d'une estimation de vecteurs directeurprdetsiers axes
principaux de I'ACG de ce v.&.

\oici les principales étapes du programme de test :
1) On xe les parameétres du programme en choisissant le temps durant lequel va tourner I'algorithme (en
supposant que le ux de données est continu), la dimension du vetaamt on observe des réalisations et

le nombrer de vecteurs a estimer.

2) Initialisation : on prend en compte un petit nombre d'observations a n de calculer une premiére estima-

3) Pasn : On introduit un nouveau vecteur d'observations puis on met a jour la matrice de covariance em-
piriqgueC, et la métrique empiriquil, a l'aide de formules récursives.

D'une part, on calcule grace a la fonctieigende R les premiers vecteurs propres de la mat@&, qui
sont des estimations de vecteurs directeurs des axes principaux de 'AZG de

D'autre part, on calcule grace a la fonctioliba de R, basée sur une méthode de type Lanczos pgesniers

vecteurs propres de la matri€gM,, qui sont des estimations de vecteurs directeurs des axes principaux de
I'ACG de Z.
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En n, on met en oeuvre, pour 1 r, le processusX| tel que décrit dans le deuxiéme cas de la partie
3.1.1 (i.e. en utilisant un processus d'a.sQje

Bn CnMn
Iyl
Fo X} P
Y, X' an By FaXMloXb1o1oor

Xn1 orthy, Yn1

On choisit également d'utiliser, polr 1 g, un processus d'a.s. @¥ pour estimeM (c.f. partie 3.2.2).
ni

Enn,onprend , - Z pour estimer .
i1

Ainsi, on obtient, pout 1 r, une estimation d'un vecteur directeur dieme axe principal de 'ACG
deZ.

4 Pour un méme temps d'exécution, on compare alors la précision des trois méthodes via la valeur du cos-
inus de l'angle formé par les vecteurs théoriques et calculés en fonction du nombre d'observations prises en
compte.

\oici par exemple les résultats obtenus pour I'estimation de vecteurs directeurs des trois premiers axes
principaux de I'ACG d'un vecteuZ de dimension 190 réparti en 6 sous-vecteurs de dimension respective
25 25 37 33 38 32 . Apres quelgues essais, on choisit d'utiliser le processus moyennisé (¢.f. [58]) avec
unpasa, -2 099t ce, pendant une durée de 800 secondes.
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ler vecteur directeur

cog 0966
anglg 15°
cos 0942
angle 196°
cog 0986
anglg 96°

2eéme vecteur directeur

cog 0907
angle 249°
cos 087
angle 295°
co 0986
anglg 96°
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3éme vecteur directeur

cog 0926
angle 222°
cos 083
angle 339°
cog 0975
anglg 128°



On remarque que l'estimation de vecteurs directeurs des trois premiers axes principaux est plus précise avec
la méthode d'a.s. (méthode 3) pour un méme temps de calcul.

Cependant, ces résulats sont & nuancer dans la mesure ol on observe une certaine variabilité selon le jeu de
données considéré.

5.2.2 Cas ou l'espérance est variable dans le temps

On rappelle le modéle correspondant :

Zn=0Ont Z~ni

lesZ, constituant un échantillon i.i.d. d'un v.Z.de RP d'espérance nulle et de matrice de covariaice
On choisit un modéle linéaire pour représenter I'espérance.

un vecteul! de R™ connu au tempa tels que la§™® composante réelle d, g}, s'écrive sous la forme
Ho'; Ui

On dé nit le processus d'a.§B;,) deb' tel que :

B1= By &y (UnB, Z -

On dé nit alors comme estimateur d@g, Q!,= hBl,;U!i et comme estimateur dp, Q, = ( Q%:::QR)°

Poursuite de I'espérance :

Soitp= 5.

Pour simpli er, on choisit 8i; n, = 1 ce qui signi e que led' et lesU/ sont unidimensionnels :

bl=1 Ul=2

b%= 05 U2 = cosp=16)

b3=5 U2 = 1+ exp( n=1000)

b;‘= 3:14 U# = rnorm(1;1;1) réalisation d'uneN (1;1)
b°>=4

U2 = runif(1;min= 0;max= 1) (réalisation d'undJigq))
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Résultats :

159



FIGURE 5.2: Estimation des;
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Les graphiques sont centrés en ordonnée sur la valeur dkigne noire) ; I'évolution du processii, au
cours du temps est représentée en rouge.
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FIGURE 5.3: Estimation des!,
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L'évolution du processus déterministe de I'espéraggeest d'abord tracée en bleu puis, I'évolution du
processus aléatoire de poursuite de I'espér@icest représentée sur le méme graphique en rouge. On re-
marque que le trait rouge recouvre presque parfaitement le tracé bleu a la n de la simulation (seules les
1000 derniéres itérations sont représentées ici) ; ceci ttmoigne de la bonne estimation de I'espérance par le
processus d'a.s.

Remarque

Voici une alternative a cette étape de poursuite de l'espérance :

Matriciellement, on peut écrire le tableau de toutes les données observées jusqu'a firtgdatmaniére
suivante.

Pouri= 1;:::;p,ona:

%z wprt @ et %t

EL R B
Z Chy (U™ (b)" Z;

qu'on récritZ = Myi b'+ Z' pour simpli er.

Bi = ( MOiMui) 1M8iZi:

Cette estimation peut se faire de maniére récursive en remarquant que I'on peut calculer de maniére récur-
sive(MUiMSi) L. on pourra consulter [53] a ce proposl\ﬂiZ' également de maniere récursive.

Pour toutn, on calcule alors une estimation agscorrespondantsj..

Mise en oeuvre de 'ACG

Les étapes sont les mémes que dans le cas précédent (section 5.2.1).

On présente les résultats obtenus pour I'estimation de vecteurs directeurs des trois premiers axes principaux
de I'ACG d'un vecteurZ de dimension 15 pendant une durée de 60 secondes.
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Résultats :

__ lervecteur ___ 2éme vecteur

FIGURE 5.4: Cosinus en fonction du temps

On remarque qu'on a bien convergence des vecteurs calculés vers les vecteurs théoriques. De plus, I'estima-
tion est satisfaisante a partir d'environ 6000 itérations pour les 2 premiers vecteurs tandis qu'il faut attendre
environ 8000 itérations pour avoir une bonnes estimation du dernier vecteur.

5.2.3 Cas ou l'espérance et la matrice de covariance sont variables dans le temps

On rappelle le modéle correspondant :
On suppose que, pour tomton a la décomposition :

Zn n nRn 0OU:
1 p

n = n estun vecteur deP®,
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0 1

Dn= % E est une matrice diagonale d'ordped'éléments non nuls.

dh
la loi du v.a.R, ne dépend pas de E[R,] = 0;Cov(R,) = C.

On dé nit un modéele linéaire pour représenter I'espérance et la variangg de
On noted, = (d}:::df)°
(resp.V) deR™ (resp.R™) connu au tempa tels que lai™® composante réelle dg, (resp.dy) s'écrive :
I
gn= MU respd, = Hd;Vii
De facon générale, on noRx: I'opérateur de projection sur un sous-espgce

On dé nit le processus d'a.¢Bl) deb' tel que :
he1= P By aU) (UDBL Z,

n 0
avecK! = x2 R™: jixj < ki ouki = O(n?); z> 0.

On dé nit comme estimateur dg,, Q= hB!;Uli; et comme estimateur ag, Q,=( Q%:::QR)°

On dé nit le processus d'a.¢C!) ded tel que :
Che1= Py G aVp WG (@ Qv?
avecL, = x2 RM; jjxj < I}, oul,=0(n%; g> 0.

1
n

[N

0
D
On dé niten ncomme estimateur dd,, D= KCL:Vii “; puis comme estimateur @, D, = %

165



Poursuite de I'espérance :

Soitp 5, on choisit les mémes etU! que dans le paragraphe précédent.

Malgré I'opération de projection supplémentaire, les résultats obtenus pour la poursuite de I'espérance dans
ce nouveau contexte sont sensiblement identiques a ceux obtenus dans le paragraphe précédent.

Poursuite de la variance :

En remarquant que, pour 1 p, le processus!, intervient dans la dé nition du process@s, on débute
le calcul récursif de ce dernier de maniére décalée dans le temps a n de disposer déja d'une estimation con-
venable de |,

Pour simpli er, on choisitm, 1 pour touti, ce qui signi e que les' et lesV; sont unidimensionnels :

1 Vio2
2 10 VZ 4 sinn 16
8 5 Vi 1 In1
;‘ 2718 Vi 3 rexpl1l 3 E1
VY 2 rbinom1105 2 B105
- N BT
vt T
. o S
D, C\Vi Cl V2.
Résultats :
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FIGURE 5.5: Estimation des

Comme pour l'estimation des, les graphiques sont centrés en ordonnée sur la valeut figge noire) ;
I'évolution du processu§;, au cours du temps est représentée en bleu.
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FIGURE 5.6: Estimation des!,
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L'évolution du processus déterministe de I'écart-tyheest d'abord tracée en bleu puis, I'‘évolution du pro-
cessus aléatoire de poursuilgest représentée sur le méme graphique en rouge. On remarque que les tracés
rouge et bleu sont quasiment superposés a la n de la simulation (seules les 500 derniéres itérations sont
représentées ici), ceci ttmoigne de la bonne estimation de I'écart-type par le processus d'a.s.

Mise en oeuvre de 'ACG

Les étapes 1, 2 et 4 du cas précédent sont les mémes.
On précise alors I'étape 3 :

3 Mise ajouraupasn

On introduit tous les vecteurs d'observations depuis le pas précédent et on met en oeunvre, pour r,
le processusX | décrit dans le chapitre 4 tel que :

Yoo X 2B, RxhIXilo1or
Xn 1 orthw, Yn 1

Ainsi, on obtient, pout 1 r, une estimation dg.

Voici les résultats obtenus pour I'estimation de vecteurs directeurs des trois premiers axes principaux de
I'ACG d'un vecteurZ de dimension 15 pendant une durée de 60 secondes.

Résultats :

___lervecteur ___ 2éme vecteur

FIGURE 5.7: Cosinus en fonction du temps
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On remarque qu'on a bien convergence des vecteurs calculés vers les vecteurs théoriques. De plus, l'estima-
tion est satisfaisante a partir d'environ 5000 itérations pour les 3 vecteurs.

5.3 Package R : factas

Un package R intitulfactasa également été congu pour permettre au plus grand nombre d'utiliser les
méthodes d'analyse de données en ligne basées sur lI'a.s. présentées dans ce travail de thése. Celui-ci est
disponible sur le site internet du CRAN a I'adresse : http ://cran.r-project.org/web/packages/factas/index.html.

Le package permet la mise en oeuvre de la plupart des analyses factorielles : Analyse en Composantes
Principales, Analyse Factorielle Multiple, Analyse Canonigue, Analyse Canonique Généralisée, Analyse
Factorielle Discriminante, Analyse Factorielle des Correspondances, Analyse Factorielle des Correspon-
dances Multiples sur un tableau de données (cadre déterministe) ou sur un ux de données simulé dans le
cas ou les observations sont supposées indépendantes et identiquement distribuées.

La documentation compléte (en anglais) est disponible a I'adresse web suivante :
http ://cran.r-project.org/web/packages/factas/factas.pdf .
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Conclusion

L'étude menée durant cette these de doctorat a été largement motivée par les problématiques actuelles de
données massives (Big Data) et les enjeux qui en découlent. L'objectif poursuivi tout au long de cette étude
a été de développer des méthodes visant & analyser des ux de données d'un point de vue théorique et in-
formatique. Plusieurs raisons nous ont poussés a utiliser des techniques d'approximation stochastique pour
traiter ce probleme :

on ne dispose d'aucune indication sur la loi suivie par les données observées,
on souhaite pouvoir disposer de résultats a tout instant,
on veut prendre en compte le maximum de données possibles.

Ainsi, récursivité et simplicité des calculs ont été privilégiées pour répondre a ces contraintes.

Dans toute I'étude, nous avons considéré que ces données étaient des observations indépendantes d'un
vecteur aléatoire.

Dans un premier temps, on a suppose que ces derniéres étaient aussi identiquement distribuées. Dans ce con-
texte, on a étendu les travaux déja réalisés sur plusieurs analyses factorielles au cas de I'ACP projetée. Plus
précisément, on a dé ni une méthode récursive d'estimation en temps réebdesiers facteurs de cette
analyse. Ensuite, I'analyse canonique, I'analyse discriminante et en n I'analyse factorielle des correspon-
dances ont été traitées comme cas particuliers d'’ACP projetée avec une métrique particulieére. Dans chacun
de ces cas, on a dé ni plusieurs processus spéci ques a l'analyse envisagée dans l'optique d'optimiser la
mise en oeuvre informatique. Le chapitre 2, trés largement indépendant des autres, est consacré a cette étude.

Ensuite, dans les chapitres 3 et 4, on s'est intéressé au cas ou des éléments caractéristiques de la loi du
vecteur aléatoire dont on observe des réalisations varient dans le temps. D'autre part, I'objectif est désor-
mais d'estimer des vecteurs directeurs dpsemiers axes principaus des analyses envisagées.

Tout d'abord, dans le chapitre 3, on a considéré I'ACP d'un ux de données dont I'espérance varie dans

le temps. Dans cette étude on a principalement généralisé des résultats de [50], d'une part en proposant
des processus alternatifs (en particulier des processus prenant en compte des paquets de données), d'autre
part en n'imposant aucun modeéle de réprésentation a priori pour l'espéagariaecas de I'ACG a été traité

comme cas particulier en introduisant I'approximation stochastique de l'inverse d'une matrice de covariance
pour I'estimation de la métrique.

En n, le chapitre 4 a été consacré a I'ACP d'un ux de données dont l'espérance et la matrice de covari-
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ance varient dans le temps. Cette démarche originale a abouti a la dé nition d'un processus d'estimation de
vecteurs directeurs degpremiers axes principaus de I'ACP, processus prenant en compte une nouvelle don-
née a chaque itération. Comme pour le chapitre précédent, le cas de I'ACG a été traité comme cas particulier
en introduisant I'approximation stochastique de l'inverse d'une matrice de covariance pour I'estimation de
la métrique.

On a dédié le chapitre 5 aux simulations informatiques, permettant ainsi de con rmer les résultats de conver-
gence obtenus et de comparer les processus dé nis avec d'autres issus de méthodes déja existantes. En n, on
fait référence dans ce chapitre au packagddRtasdéveloppé pendant la thése et disponible sur les dépbts

du CRAN, package qui permet de réaliser diverses analyses factorielles sur des ux de donnéesi.i.d simulés.

Chacun des chapitres 2, 3 et 4 devrait donner lieu a une publication dans le courant de I'année a venir.

Les perspectives de cette étude sont multiples. On pourrait par exemple :

étendre a d'autres analyses factorielles les résultats des chapitres 3 et 4,

adapter les processus dé nis dans le chapitre 2 au contexte du chapitre 4,

considérer des modeéles de variation de I'espérance et/ou de la variance non linéaires,

étendre le packagactasau cas ou I'espérance et/ou la matrice de covariance varient dans le temps,
appliquer les processus a des jeux de données réelles...
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Résumé.On suppose que des vecteurs de données de grande dimension arrivant en ligne sont des observations
indépendantes d'un vecteur aléatoire.
Dans le second chapitre, ce dernier, noté@st partitionné en deux vectelR®t S et les observations sont supposées
identiquement distribuées. On dé nit alors une méthode récursive d'estimation séquentigllpréesiers facteurs
de I'ACP projetée deR par rapport &. On étudie ensuite le cas particulier de I'analyse canonique, puis de l'analyse
factorielle discriminante et en n de l'analyse factorielle des correspondances. Dans chacun de ces cas, on dé nit
plusieurs processus spéci ques a l'analyse envisagée.
Dans le troisiéme chapitre, on suppose que I'espérgpak vecteur aléatoir@, dont sont issues les observations
varie dans le temps. On nofla = Z, qn et on suppose que les vectedrsforment un échantillon indépendant et
identiquement distribué d'un vecteur aléatafteOn dé nit plusieurs processus d'approximation stochastique pour
estimer des vecteurs directeurs des axes principaux d'une analyse en composantes principales (ACP) péartielle de
On appligue ensuite ce résultat au cas particulier de I'analyse canonique généralisée (ACG) partielle aprés avoir dé ni
un processus d'approximation stochastique de type Robbins-Monro de l'inverse d'une matrice de covariance.
Dans le quatriéme chapitre, on consideére le cas ou a la fois I'espérance et la matrice de covaZanegidet dans
le temps.
On donne nalement des résultats de simulation dans le chapitre 5.

Mots-clés.Big Data, ux de données , Analyse en composantes principales (ACP), ACP projetée, analyse canon-
ique généralisée (ACG), approximation stochastique.

Abstract. High dimensional data are supposed to be independent on-line observations of a random vector.
In the second chapter, the latter is denotedZlgnd sliced into two random vectoRset S and data are supposed to
be identically distributed. A recursive method of sequential estimation of the factors of the projected ROt of
respect tsis de ned. Next, some particular cases are investigated : canonical correlation analysis, canonical dicrim-
inant analysis and canonical correspondence analysis; in each case, several speci ¢ methods for the estimation of the
factors are proposed.
In the third chapter, data are observations of the random vegtavrhose expectationy, varies with time. Let
Zn= Z, qn and suppose that the vectdfs form an independent and identically distributed sample of a random
vectorZ. Stochastic approximation processes are used to estimate on-line direction vectors of the principal axes of a
partial principal components analysis (PCA)4fThis is applied next to the particular case of a partial generalized
canonical correlation analysis (CCA) after de ning a stochastic approximation process of the Robbins-Monro type
to estimate recursively the inverse of a covariance matrix.
In the fourth chapter, the case when both expectation and covariance matgixarfy with timen is considered.
Finally, simulation results are given in chapter 5.

Keywords. Big data, data streams, Principal components analysis (PCA), projected PCA, generalized canonical
correlation analysis (CCA), stochastic approximation.
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