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In tro duction

En optimisation de formes,de nombreux résultats ont déjà été obtenus dans le cas
de domainesà frontière régulièreet pour desperturbations régulièresde cesdomaines.
Cesrésultats permettent à l'heure actuelle desapplications en mécaniqueet dans l'in-
dustrie. Par contre, l'étude dedomainesnon-réguliers,tels quedesdomaines�ssuréspar
exemple,et l'étude de perturbations singulièrestelles que la création d'un trou dansun
domaineestplus récente et plus complexe.Cenouveaudomainede rechercheest l'abou-
tissement logique du précédent, et il est de plus motivé par de multiples applications
industrielles,car en pratique, leshypothèsesde régularité ne sont pastoujours véri�ées,
au contraire.

Desrésultats d'existencepour desproblèmesd'optimisation de formesdansdesdo-
maines�ssurés ont étéobtenus en [13] [12][19]. Nousnousinteressonsquant à nousaux
conditions d'optimalité en optimisation de formes.Lesoutils tels que la dérivéetopolo-
gique introduite dans [60],[61] permettent d'appréhendercesperturbations singulières
de domaineset leur utilisation est maintenant fréquente.

Ce travail traite di�éren ts aspects de perturbations singulièresde domaines.Dans
une premièrepartie, nous nous interessonsà la structure de la dérivéeau sensde Fré-
chet de fonctionnellesde forme pour desdomaines�ssurés. Dans une deuxièmepartie,
nousétudions la modélisation d'une perturbation singulièred'un domaineà l'aide d'ex-
tensions auto-adjointes du Laplacien. En�n, dans une troisième partie on décrit une
application numériquede la dérivéetopologiquepour créerdestrous dansun domaine
a�n de maximiser la fonctionnelled'énergieassociéeà un problèmemodèle.

Dans la premièrepartie, nous nous intéressonsdonc à la structure de la dérivéede
forme pour desdomaines�ssurés. Dans son mémoirede 1907[29], Hadamard constate
que la dérivéed'une fonctionnellede forme dépendant d'un domaine
 dansune direc-
tion � ne dépend que de la composante normale de la trace de � sur le bord de 
 . Ce
résultat de structure connu sousle nom de théorèmede structure a été démontré par
Zolésiodanssathèseen 1979[71], et le casde la dérivéesecondea été étudié par Bucur
et Zolésiodans [14]. Dans le casd'un ouvert régulier, de classeC1 ou lipschitzien par
exemple,la dérivéedépend uniquement desperturbations de la frontière du domaineen
direction de la normale.On pourra consulter[18][44] et [66] pour desrésultats détaillés
dans le casrégulier, et [54] pour une approche simillaire à la nôtre dans le casrégulier.
Ce résultat est utilisé systématiquement dans les problèmesd'optimisation de formes.
Cependant en pratique une telle régularité n'est pastoujours véri�ée. En particulier, ce
théorèmede structure n'est plus valable pour desdomainescontenant des�ssures, qui
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8 INTR ODUCTION

ne sont pas lipschitziens.

Au coursdesathèse([22]), Gilles Frémiot a dégagéun théorèmedestructure pour la
semi-dérivéeeulériennedu premier ordre dans le casde domaines�ssurés en dimension
deux. La premièrepartie de cette thèses'inscrit dans la continuité du travail de Gilles
Frémiot engénéralisant cethéorèmedestructure à

� d; d � 2, et endonnant la structure
de la dérivéeseconde.En fait, la méthode utilisée pour parvenir aux résultats est di�é-
rente et intéressante en soi. En e�et nous généralisonsici une méthode développéepar
Michel Pierre et Arian Novruzi dans[54]. Sousdeshypothèsesplus fortes que cellesde
Gilles Frémiot, à savoir la Fréchet-dérivabilité de la fonctionnelle de forme, on obtient
le théorèmede structure au premier et au deuxièmeordre, et il est possiblede l'obtenir
facilement à n'importe quel ordre avec cette méthode.

En dimension deux, on retrouve le résultat de Frémiot au premier ordre, à savoir
qu'en plus du terme classique,deux nouvellescontributions apparaissent dûesaux ex-
trémités de la �ssure. En dimensionsupérieure,un nouveau terme apparaît en plus du
terme classique,dû à la frontière de la variété à bord représentant la �ssure.

Dans la deuxièmepartie, nous étudions la perturbation singulièred'un domaineet
la modélisation de cette perturbation à l'aide d'extension auto-adjointes d'opérateurs.
On considèrehabituellement desperturbations d'un ouvert qui modi�en t seulement sa
frontière, interdisant notamment leschangements de topologie,alors qu'ils apparaissent
naturellement dansde nombreusesapplications.D'un point de vue théorique,si u est la
solution du Laplacien dans un domaine 
 , il est possiblede modéliser la perturbation
de u dûe à l'apparition d'un trou dans 
 par une perturbation du Laplacien dans le
domaine
 sanstrou. Cette technique utilisant la théorie desextensionsauto-adjointes
(voir [39] et [1]) a été développéepar SergueiNazarov dans [47][50][51][53]. Nous dé-
crivonscette modélisation, puis nousmontrons comment elle peut être utilisée pour un
problèmed'optimisation de forme. En dé�nissant une fonctionnelled'énergieapprochée
pour ce problèmemodèle,on retrouve notamment la formule de la dérivéetopologique
usuelle.

Dans la troisième partie, on proposeune application numériquede la dérivéetopo-
logique. On cherche à maximiser l'énergie associéeà la solution du Laplacien dans un
domaine 
 . En ajoutant des termes de volume et de périmètre, on peut montrer qu'il
existeune unique solution optimale à ceproblèmede maximisation. On procèdeensuite
à la résolution numériquedu problèmeen utilisant une méthode de gradient pour faire
varier la frontière et en calculant la dérivéetopologiquepour savoir où créer destrous
si nécessaire.

Dans le premier chapitre , nousénonçonset démontrons tout d'abord le théorème
de structure dans le casde domaines�ssurés de

� d, d � 3. La preuve de ce résultat est
baséesur l'utilisation du théorèmedesfonctions implicites, et sur le principe que toute
perturbation � d'un domaine
 peut être décomposéede la façonsuivante
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I + � = (I + �( � )n) � H (� ) sur �

H (� ) = (I + � n (� )n + � � (� )� ) � h(� ) sur 


avec �( � ) et H (� ) lesperturbations normaleet tangentielle, respectivement, sur la sur-
face � de dimension d � 1, frontière de 
 . Les fonctions � n (� ) et � � (� ) sont les per-
turbations normalesde la courbe 
 dans les directions n et � , où n et � forment une
baseorthogonaledu supplémentaire à l'espacetangent à 
 , et h(� ) est la perturbation
tangentielle sur la variété 
 � � de dimensiond � 2. Cette idée a été introduite dans
[54] pour desdomainesrégulierset nousla généralisonsici au casde domaines�ssurés.
Nousétudionségalement le casde

� 2 qui estun casdégénérédu précédent. Nousdonnons
le théorèmede structure et sadémonstration.La démonstrationpour

� d; d � 3 doit être
adaptéeau casde la dimensiondeuxet on obtient un résultat similaire maisplus simple.

Dans le deuxième chapitre , nousdonnonsquelquesapplications du théorèmede
structure pour des domaines�ssurés de

� 2. En e�et, par rapport au cas régulier, la
structure de la dérivéecomprenddeux nouveauxtermesdûs aux extrémitésde la �ssure
et il intéressant de les calculer.

Tout d'abord, nousconsidéronsle Laplacienavecconditions de Dirichlet sur la fron-
tière extérieure et conditions de Neumann sur la �ssure. Nous prouvons la Fréchet-
di�éren tiabilté jusqu'à l'ordre deux de la fonctionnelle d'énergie, ce qui nous permet
d'appliquer le théorèmedestructure. On étudieensuitele mêmeproblèmeavecdescondi-
tions de Dirichlet sur la �ssure. On obtient de la mêmemanièrela Fréchet-dérivabilité
au premier ordre et on peut calculer les coe�cien ts grâceau théorèmede structure.

On étudie ensuiteun problèmenon-linéaireavecconditions unilatéralessur lesfaces
de la �ssure. Dans cecas,on ne peut pasmontrer la Fréchet-dérivabilité de la fonction-
nelle mais on peut tout de mêmeappliquer un théorèmede structure qui requièredes
hypothèsesplus faibles. En utilisant la notion de polyhédricité descônesconvexes,on
peut également dé�nir une dérivéesecondedirectionnelle.

Dans le troisième chapitre , nousconsidéronsle Laplacienavecconditions de Di-
richlet posédans un domaine 
 à frontière régulière. Ce problème est singulièrement
perturbé par la création d'une petite cavité ! " dans 
 . Nous procédonsà l'analyse
asymptotique de ce problème quand " ! 0. On dé�nit ensuite une extension auto-
adjointe dépendante de " du Laplacien. Cette extensionest dé�nie sur le domaine 
 ,
et on montre que le nouveauproblèmeest une approximation au premier ordre du pro-
blème initial. On dé�nit ensuite un problème d'optimisation de formes utilisant cette
approximation et on montre qu'on peut retrouver la formule classiquede la dérivéeto-
pologiqueà partir d'une fonctionnelled'énergieapprochée.

Dans le quatrième chapitre , on applique la notion de dérivée topologiqueà un
problèmenumérique.On montre qu'il existeune solution au problèmede maximisation
de l'énergiepénaliséepar le volume et le périmètre, pour desproblèmeslinéaire et non-
linéaire.On obtient ensuitedesrésultatsnumériquesdemaximisationdela fonctionnelle.
Le domaine 
 initial est un carré dont la frontière est �xe au cours des itérations. A
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l'aide de la dérivéetopologique,on changela topologiedu domaineen créant destrous
dans 
 . On perturbe ensuite la frontière intérieure à l'aide d'une méthode classiquede
gradient de forme. Le domaine
 est modélisépar la méthode "levelset".



CHAPITRE I

Structure des dériv ées de forme dans des domaines �ssurés
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Str ucture des dérivées de f orme dans des domaines fissurés

1.. Enoncé du théorème de structure

L'étude de la sensibilité par rapport à la forme pour des domaines�ssurés a des
applications importantes. On pourra consulter [15] pour un aperçu desapplications en
mécaniquedesfractures et une liste de rédérencessur le sujet. La structure de la déri-
véepar rapport au domainepour desdomaines�ssurés a été montrée dans [22], mais
certains résultats avaient déjà été établis danscette direction en [21][27][7]. Dans [20],
une approche directe permet de traiter le problèmeavec conditions unilatéralessur les
facesde la �ssure. On considèredans[36], [37] respectivement, le problèmeaveccondi-
tions unilatéralessur lesfacesde la �ssure pour uneéquationscalaireet pour le système
de l'élasticité, où l'on obtient notamment la formule de Rice-Cherepanov. Desrésultats
plus récents ont été obtenus en [40] et [5], et pour un problèmeinverseen [4].

Dans son mémoire datant de 1907,Hadamard note que la dérivée d'une fonction-
nelle de forme dans une direction � ne dépend que de la trace de � sur le bord de 

et seulement de la composante normale de cette trace. Ce résultat est vrai pour des
domaines
 dont la frontière est su�sament régulière,pour plus de détails, on pourra
consulter[31], [66]. Lesdomainescontenant des�ssuresnesont mêmespaslipschitziens,
par conséquent on ne peut pas leur appliquer un tel résultat. Par contre, il est possible
de généraliserce résultat de structure aux domaines�ssurés. Une telle généralisationà
été faite en [22], pour la dérivéepremière,dans le cadre de la semi-dérivéeeulérienne
de fonctionnellesde formes.Une telle analyseest di�cilemen t réalisablepour desdéri-
véesd'ordre supérieur, notamment pour la dérivéesecondequi est importante pour les
applications.

Nous nous proposonsdonc ici, en généralisant une méthode introduite en [54], de
donner le théorèmede structure pour lesdérivéesd'ordre un et deux dansdesdomaines
�surés, dansle cadrede la di�éren tiabilité au sensdeFréchet. Ce théorèmepermet d'ob-
tenir une formule de représentation pour lesdérivéespar rapport au domaine.Avant de
donner le théorèmede structure, nous allons dé�nir une classeF k(
) de domaines�s-
surés.

Dansla suite, U estun ouvert bornéde
� d, d � 3 avecunefrontière lisse.L'ensemble

U est appelé le fourre-tout et les perturbations � dé�nies plus loin laissent U globale-
ment inchangé.Soit également k 2 � ; k � 1.

Les domaines : On note

Ok =
�

D b U; D ouvert borne de classeCk
	

: (I.1)
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PSfrag replacements

S

�




n

�

Fig. 1. La �ssure S

De classeCk signi�e que, pour tout x 2 @D, il existe un voisinageouvert ! x de x dans
� 2 et � x : ! x !

�

de classeCk tels que

r � x 6= 0 sur ! x ; � x (! x \ @D) = 0; (I.2)

� x (! x \ D) � [�1 ; 0[; � x (! x n �D) � ]0; + 1 ] (I.3)

On remarqueque n = r � x=jr � x j dé�nit localement le vecteur unitaire normal sortant
à D.

Domaines �ssurés : Soit D 2 Ok . La frontière @D = � de D est une variété fermée
de dimensiond � 1. Soit 
 une sous-variété ferméeet connexede � de dimensiond � 2
et de classeCk telle que � n
 a deux composantes connexesS et S0. Alors S est appellé
une �ssure et on dé�nit le domaine�ssuré par 
 = U n S (voir la �gure 1).

Soit 
 0 un domaine�ssuré, on a alors,


 0 � � 0 = @D0; S0 [ S0
0 = � 0 n 
 0 
 0 = U n S0

et on note n le vecteur normal unitaire sortant de D. La codimensionde 
 0 est deux,
c'est à dire que le supplémentaire dans

� d de l'espacetangent à 
 0 est de dimension
deux.On dé�nit alors le vecteur� tel que(n; � ) soit unebaseorthonorméedecet espace.

Pour un domaine 
 0 donné, on introduit le domaine perturbé 
 � de 
 0 pour un
champ de vecteursdonné � . On restreint l'étude à desperturbations du sous-ensemble
D, i.e. la frontière extérieure@U reste �xe.

Cadre fonctionnel : Soit � k l'espacedeschampsde vecteursde Ck(
� d;

� d) qui s'an-
nulent sur Uc et dont les dérivéessont bornéesjusqu'à l'ordre k. Muni de la norme
usuellek:kk , � k est un espacede Banach. On note

Dk := f � 2 � k ; k� kk < 1g :

Pour � 2 Dk , l'application I + � est un Ck-di�éomorphisme. I est l'identité dans
� d

(8x 2
� d; I (x) = x). Pour � 2 Dk donné,soit D � , 
 � , � � et 
 � dé�nis par :
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D � = f (I + � )(x); x 2 D0g;

 � = f (I + � )(x); x 2 
 0g;
� � = f (I + � )(x); x 2 � 0g;

 � = f (I + � )(x); x 2 
 0g:

CommeD0 2 Ok , on a clairement D � 2 Ok et � � est de classeCk .

Etant donné
 0 un domaine�ssuré avec D0 2 Ok , on pose

F k(
 0) = f 
 � ; � 2 Dkg (I.4)

commeétant l'ensemble desdomaines�ssurés admissibles.Pour simpli�er, comme
 0

est donné,on écrit F k au lieu de F k(
 0).

Fonctionnelle de forme : Soit J : F k !
�

une fonctionnelle de forme donnée.On
associe à J la fonctionnelleE dé�nie sur Dk par l'égalité

8� 2 Dk ; E(� ) := J (
 � ) :

Comme� k est un espacede Banach, lesdérivéesau sensde Fréchet de E peuvent être
dé�nies. On note E 0(� ) 2 L (Dk ;

�

) la dérivéeau sensde Fréchet au premier ordre de E
en � et par E 0(� )( � ) savaleur dansla direction � 2 � k . De mêmeE 00(� ) 2 L (Dk � Dk ;

�

)
est la dérivéeau sensde Fréchet de E du secondordre et E 00(� )( � ; � ) désignesa valeur
en � ; � 2 � k .

Notations : Pour x; y 2
� d, on note hx; yi le produit scalairedans

� d.
Etant donnéun champ de vecteurs� sur � 0, on écrira � n au lieu de h� ; ni et � � au lieu
de h� ; � i . On notera également � � = � � � nn sacomposante dansl'espacetangent en un
point x de la variété � . On dé�nit alors � 
 := � � � � � � la projection de � sur l'espace
tangent à la variété 
 . Notons que � n et � � sont desscalairestandis que � � et � 
 sont
desvecteursde

� d.

Nous pouvonsmaintenant donner le résultat principal de ce chapitre.

Théorème I.1. Soit k � 1.

(1) Soit 
 0 un domaine �ssuré avec D0 2 Ok+1 . On suppose que E est Fréchet-
di�ér entiable dans � k en 0, alors il existe deux formes linéaires continues l 1 :
Ck(� 0;

�

) !
�

et l1
� : Ck(
 0;

�

) !
�

, telles que:

E 0(0)(� ) = l1(� n ) + l1
� (� � ); 8� 2 � k : (I.5)

(2) Soit 
 0 un domaine �ssuré avec D0 2 Ok+2 . On suppose que E est deux fois
Fréchet-di�ér entiableen 0 dans � k , alors il existe trois formes bilinéaires :

l2 : Ck(� 0;
�

) � Ck(� 0;
�

) !
�

;
l2
� : Ck(
 0;

�

) � Ck(
 0;
�

) !
�

;
L 2 : Ck(� 0;

�

) � Ck(
 0;
�

) !
�

;
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et une forme linéaire l1
n : Ck(
 0;

�

) !
�

, tellesquepour tout champde vecteurs
� ; � 2 � k+1 :

E 00(0)(� ; � ) = l2(� n ; � n )
+ l2

� (� � ; � � )
+ l1(� 00(0)(� ; � ))
+ l1

n (� 00
n (0)(� ; � ))

+ l1
� (� 00

� (0)(� ; � ))
+ L 2(� n ; � � )
+ L 2(� n ; � � );

(I.6)

avec � 00(0)(� ; � ), � 00
n (0)(� ; � ) et � 00

� (0)(� ; � ) donnés respectivement par (I.16),
(I.19) et (I.20).

Remarque I.2. Si 
 0 estuneformecritique pour E i.e., E 0(0) = 0 en0, alors l1 � 0,
l1
� � 0, par conséquent l'expression(I.6) de la dérivéesecondesesimpli�e et devient :

E 00(0)(� ; � ) = l2(� n ; � n )
+ l2

� (� � ; � � )
+ l1

n (� 00
n (0)(� ; � ))

+ L 2(� n ; � � )
+ L 2(� n ; � � ):

(I.7)

2.. Perturbations normale et tangen tielle

Pour tout l 2 � , 1 � l � k, on pose

Gk� l (� ; �) :=
�

g 2 Ck� l (� ;
� d); g(�) � �

	

Gk� l (
 ; 
 ) :=
�

g 2 Ck� l (
 ;
� d); g(
 ) � 


	

On note �( � ) et H (� ) les perturbations normale et tangentielle, respectivement, sur la
surface� . On note également � n (� ) et � � (� ) les perturbations normalesde la courbe

 dans les directions n et � , et h(� ) les perturbations tangentielles de la variété 
 . On
utilise le théorèmedesfonctionsimplicites pour obtenir le lemmesuivant, qui serautilisé
pour la preuve du théorèmede structure.

Lemme I.3. On supposeque � et 
 sont desvariétés de classeCk . Pour tout 1 �
l � k, il existeun voisinageouvert Uk de0 dans� k et un uniquevecteur (H; � ; h; � n ; � � )
de fonctions C l :

(H; � ; h; � n ; � � ) : Uk ! Gk� l (� ; �) � Ck� l (� ;
�

) � Gk� l (
 ; 
 ) � Ck� l (
 ;
�

) � Ck� l (
 ;
�

)
(I.8)

telles que(H; � ; h; � n ; � � )(0) = (I ; 0; I ; 0; 0) et pour tout � 2 Uk

I + � = (I + �( � )n) � H (� ) sur � 0 (I.9)

H (� ) = (I + � n (� )n + � � (� )� ) � h(� ) sur 
 0 (I.10)

De plus, pour tout � ; � 2 � k on a pour l � 1 :

H 0(0)(� ) = � � ; (I.11)

� 0(0)(� ) = � n ; (I.12)

h0(0)(� ) = � 
 ; (I.13)

� 0
n (0)(� ) = 0; (I.14)

� 0
� (0)(� ) = � � ; (I.15)
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PSfrag replacements

I + �
I + �( � )n

H (� )

I + � n (� )n + � � (� )�

h(� )
�


Fig. 2. Perturbations normaleet tangentielle

et pour l � 2 les dérivées secondessont données par

� 00(0)(� ; � ) = �h D� � � ; ni � hD� � � ; ni � hDn � � ; � � i (I.16)

H 00(0)(� ; � ) = �h Dn � � ; � � i n � � nDn � � � � nDn � � (I.17)

h00(0)(� ; � ) = h� 
 ; Dn � 
 i n + h� 
 ; D � � 
 i � (I.18)

� � nDn � � � � nDn � �

+ � nhDn � � ; � i � + � nhDn � � ; � i �

� � � D� � 
 � � � D� � 


+ � � hD� � 
 ; ni n + � � hD� � 
 ; ni n

� 00
n (0)(� ; � ) = � � � � � hDn � ; � i (I.19)

� 00
� (0)(� ; � ) = �h � 
 ; D � � 
 i (I.20)

�h � ; D � � 
 i � h� ; D � � 
 i

� � nh� ; Dn � � i � � nh� ; Dn � � i

� � nhn; D� � 
 i � � nhn; D� � 
 i :

Preuv e du lemme I.3.

Comme� et 
 sont desvariétés de classeCk et de dimensionrespectives d � 1 et
d � 2, il existe deux fonctions � 0; � 1 2 Ck(

� d;
�

) et deux voisinagesouverts ! 0 et ! 1

respectivement de � et 
 tels que

� = f x 2 ! 0; � 0(x) = 0g 8x 2 � ; r � 0(x) 6= 0: (I.21)


 = f x 2 ! 1; � 0(x) = 0; � 1(x) = 0g 8x 2 
 ; r � 1(x) 6= 0: (I.22)
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De plus le vecteur normal unitaire sortant à S est donnépar

8x 2 � ; n(x) = r � 0(x)=jr � 0(x)j; (I.23)

et on peut choisir � 0 et � 1 de sorte que (n(x); � (x)) soit une baseorthonormale, avec
� (x) dé�ni comme

8x 2 
 ; � (x) = r � 1(x)=jr � 1(x)j: (I.24)

Le plan orthogonal à 
 en x 2 
 est alors donnépar la baseorthonormale (n(x); � (x)).
On introduit maintenant Z l = Ck� l (� ;

� d) � Ck� l (� ;
�

) � Ck� l (
 ;
� d) � Ck� l (
 ;

�

) �
Ck� l (
 ;

�

) et

T :

8
>>>>>>>><

>>>>>>>>:

� k � Z l ! Z l

(� ; (H; � ; h; � n ; � � )) 7!

0

B
B
B
B
@

I + � � (I + � n) � H
� 0 � H
H � (I + � nn + � � � ) � h
� 1 � h
� 0 � h

1

C
C
C
C
A

(I.25)

On véri�e que la fonction T est de classeC l . Pour tout (H; � ; h; � n ; � � ) 2 Z l , on a
8
>>>>>>>><

>>>>>>>>:

T(0; (I ; 0; I ; 0; 0)) = (0; 0; 0; 0; 0)

D (H ;� ;h;� n ;� � )T(0; (I ; 0; I ; 0; 0))(H; � ; h; � n ; � � ) =

0

B
B
B
B
@

� � n � H
D� 0H
H � � nn � � � � � h
D� 1h
D� 0h

1

C
C
C
C
A

(I.26)

On remarqueque D� 0H = jr � 0jhn; H i , D � 0h = jr � 0jhn; hi et D� 1h = jr � 0jhn; hi . A�n
deprouver queD (H ;� ;h;� n ;� � )T(0; (I ; 0; I ; 0; 0)) estun isomorphismedeZ l danslui-même,
on doit d'abord prouver que pour tout (A; u; a;w; v), la solution de

D (H ;� ;h;� n ;� � )T(0; (I ; 0; I ; 0; 0))(H; � ; h; � n ; � � ) = (A; u; a;w; v)

est unique. Tout d'abord, on calcule le produit scalairede la première ligne de (I.26)
avec n et on trouve

� = �h A; ni � jr � 0j � 1u;
H = jr � 0j � 1un � A � : (I.27)

Ensuite on calculesuccessivement le produit scalairede (I.26) avecn et � et on obtient

� n = jr � 0j � 1u � jr � 0j � 1v � ha;ni ;
� � = �jr � 1j � 1w � hA; � i � ha; � i ;
h = � A 
 � a
 + jr � 0j � 1vn + jr � 1j � 1w�

(I.28)

Ainsi, D (H ;� ;h;� n ;� � )T(0; (I ; 0; I ; 0; 0)) est un isomorphismede Z l dans lui-même, et la
fonction T véri�e les conditions du théorèmedes fonctions implicites au voisinagede
(0; (I ; 0; I ; 0; 0)). Par conséquent il existe un voisinageouvert Uk � � k de 0 et cinq
fonctions (H; � ; h; � n ; � � ) de classeC l

(H; � ; h; � n ; � � ) : Uk ! Z l (I.29)



2.. PERTURBA TIONS NORMALE ET TANGENTIELLE 19

tel que (H; � ; h; � n ; � � )(0) = (I ; 0; I ; 0; 0) et

I + � = (I + �( � )) � H (� ); (I.30)

H (� ) = (I + � n (� )n + � � (� )� ) � h(� ); (I.31)

� 0(H (� )) = 0; (I.32)

� 0(h(� )) = 0; (I.33)

� 1(h(� )) = 0: (I.34)

Quitte à restreindreUk , on peut toujours supposerque H (� ) prend sesvaleursdans ! 0

et que h(� ) prend sesvaleursdans! 0 \ ! 1, de sorte que (I.32), (I.33), (I.34) impliquent
H (� )(x) 2 � pour tout x 2 � et h(� )(x) 2 
 pour tout x 2 
 . On a donc montré la
premièrepartie du lemme.

On peut maintenant di�éren tier les cinq équations(I.30)- (I.34) par rapport à � au
voisinagede 0. Pour tout � 2 � k , on a

� = H 0(� )( � ) + D(�( � )n) � H (� )H 0(� )( � ) (I.35)

+(� 0(� )( � )n) � H (� );

H 0(� )( � ) = h0(� )( � ) + D(� n (� )n + � � (� )� ) � h(� )h0(� )( � ) (I.36)

+( � 0
n(� )( � )n + � 0

� (� )( � )� ) � h(� );

D � 0(H (� ))H 0(� )( � ) = 0; (I.37)

D� 0(h(� ))h0(� )( � ) = 0; (I.38)

D� 1(h(� ))h0(� )( � ) = 0: (I.39)

En particulier, pour � = 0, on obtient

� = H 0(0)(� ) + D(�(0) n)H 0(0)(� ) + � 0(0)(� )n; (I.40)

H 0(0)(� ) = h0(0)(� ) + D(� n (0)n + � � (0)� )h0(0)(� ) (I.41)

+( � 0
n (0)(� )n + � 0

� (0)(� )� );

D � 0 H 0(0)(� ) = 0 = jr � 0jhn; H 0(0)(� )i ; (I.42)

D� 0 h0(0)(� ) = 0 = jr � 0jhn; h0(0)(� )i ; (I.43)

D� 1 h0(0)(� ) = 0 = jr � 1jh� ; h0(0)(� )i : (I.44)

Ensuite, on multiplie (I.40) par n, et en tenant compte de (I.42) on obtient

H 0(0)(� ) = � � ; (I.45)

� 0(0)(� ) = � n : (I.46)
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En multiplian t successivement (I.41) par n et � , et enutilisant leségalités(I.43) et (I.44)
on obtient

h0(0)(� ) = � 
 ; (I.47)

� 0
n (0)(� ) = 0; (I.48)

� 0
� (0)(� ) = � � : (I.49)

Maintenant, a�n d'obtenir la dérivéepar rapport au domainedu secondordre, on dérive
(I.35)-(I.39) en � = 0. On en déduit le systèmed'équationssuivant, pour tout � ; � 2 � k ,

0 = H 00(0)(� ; � ) + D(� 0(0)(� )n)H 0(0)(� ) (I.50)

+� 00(0)(� ; � )n + D(� 0(0)(� )n)H 0(0)(� );

H 00(0)(� ; � ) = h00(0)(� ; � ) + (� 00
n (0)(� ; � )n + � 00

� (0)(� ; � )� ) (I.51)

+ D(� 0
n (0)(� )n + � 0

� (0)(� )� )h0(0)(� )

+ D(� 0
n (0)(� )n + � 0

� (0)(� )� )h0(0)(� );

0 = D� 0 H 00(0)(� ; � ) + D 2� 0 H 0(0)(� )H 0(0)(� ); (I.52)

0 = D� 0 h00(0)(� ; � ) + D 2� 0 h0(0)(� )h0(0)(� ); (I.53)

0 = D� 1 h00(0)(� ; � ) + D 2� 0 h0(0)(� )h0(0)(� ): (I.54)

Cependant, commepour tout k 2
� d, D � 0 k = jr � 0jhn; ki , alors pour tout l 2

� d

D 2� 0(k; l) = (D(jr � 0j) l )hn; ki + jr � 0jhDn l; ki (I.55)

de sorte que
D 2� 0(� � ; � � ) = jr � 0jhDn � � ; � � i : (I.56)

En substituant les expressions(I.45)-(I.49) dans (I.50)-(I.54) et en utilisant (I.56) on
obtient

0 = H 00(0)(� ; � ) + D(h� ; ni n)� � (I.57)

+� 00(0)(� ; � )n + D(� nn)� � ;

H 00(0)(� ; � ) = h00(0)(� ; � ) + (� 00
n(0)(� ; � )n + � 00

� (0)(� ; � )� ) (I.58)

+ D(� � � ) � 
 + D(h� ; � i � ) � 
 ;

0 = h� � ; Dn � � i + hn; H 00(0)(� ; � )i ; (I.59)

0 = h� 
 ; Dn � 
 i + hn; h00(0)(� ; � )i ; (I.60)

0 = h� 
 ; D � � 
 i + h� ; h00(0)(� ; � )i : (I.61)

En multiplian t (I.57) par n et en utilisant (I.59) on obtient

� 00(0)(� ; � ) = h� � ; Dn � � i � hD(� nn) � � ; ni � hD(� nn) � � ; ni : (I.62)

On peut simpli�er (I.62) de la manièresuivante

hD(� nn) � � ; ni = hDn � � ; ni � n + h(n 
 r � n )� � ; ni : (I.63)
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Le premier terme du membre de droite de (I.63) vaut 0 car hn; ni = 1 implique
hDn k; ni = 0 pour tout k 2

� d. Par conséquent (I.63) devient

hD(� nn) � � ; ni = hr � n ; � � i (I.64)

= hD� � � ; ni + hDn � � ; � i (I.65)

= hD� � � ; ni + hDn � � ; � � i : (I.66)

En�n, en injectant (I.66) dans(I.62) on obtient

� 00(0)(� ; � ) = �h D� � � ; ni � hD� � � ; ni � hDn � � ; � � i : (I.67)

En utilisant maintenant leséquations(I.57) et (I.67) et en tenant compte de la décom-
position (I.63) on obtient

H 00(0)(� ; � ) = �h Dn � � ; � � i n � � nDn � � � � nDn � � : (I.68)

On multiplie (I.58) par n et � et en utilisant (I.60) et (I.61) on trouve

� 00
n (0)(� ; � ) = h� 
 ; Dn � 
 i � h� � ; Dn � � i (I.69)

�h n; D(� � � ) � 
 i � hn; D(� � � ) � 
 i ;

� 00
� (0)(� ; � ) = h� 
 ; D � � 
 i � h� ; � nDn � � i � h� ; � nDn � � i (I.70)

�h � ; D(� � � ) � 
 i � h� ; D(� � � ) � 
 i :

De la mêmemanièreque pour (I.63)-(I.66), on peut écrire

D(� � � )� 
 = � � D� � 
 + h� ; D � � 
 i � + h� ; D � � 
 i � : (I.71)

De plus, on à la décomposition suivante

h� � ; Dn � � i = h� 
 ; Dn � 
 i + � � � � hDn � ; � i (I.72)

+ � � hDn � ; � 
 i + � � hDn � 
 ; � i :

En substituant (I.72) et (I.71) dans(I.69) on obtient �nalement

� 00
n (0)(� ; � ) = � � � � � hDn � ; � i : (I.73)

On conclut avec le cas de � 00
� (0)(� ; � ). En substituant (I.71) dans (I.70) on obtient le

résultat

� 00
� (0)(� ; � ) = �h � 
 ; D � � 
 i (I.74)

�h � ; D � � 
 i � h� ; D � � 
 i

� � nh� ; Dn � � i � � nh� ; Dn � � i

� � nhn; D� � 
 i � � nhn; D� � 
 i :

On regroupe maintenant les expressions(I.74), (I.73) et (I.68) et on les insère dans
(I.59), on obtient alors

h00(0)(� ; � ) = h� 
 ; Dn � 
 i n + h� 
 ; D � � 
 i � (I.75)

� � nDn � � � � nDn � �

+ � nhDn � � ; � i � + � nhDn � � ; � i �

� � � D� � 
 � � � D� � 


+ � � hD� � 
 ; ni n + � � hD� � 
 ; ni n:
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On a donc terminé la preuve du lemmeI.3. �

3.. Preuv e du Théorème de structure

Notre objectif est de prouver que pour � su�sament proche de 0 dans Dk , il existe
une fonction F telle que

E(� ) = F (�( � ); � n (� ); � � (� )) (I.76)
où F est une fonctionnellesur Ck(� ;

�

) � Ck(
 ;
�

) � Ck(
 ;
�

) et les fonctions � , � n et
� � sont dé�nies en (I.9)-(I.10) .

Lemme I.4. Soit h1;" et h2;" deuxfonctions de Ck(� ; �) muniesde la norme usuelle
k:kk . Ces fonctions sont prochesde l'identité au senssuivant :

kh1;" � I kk ; kh2;" � I kk � ! 0; " ! 0: (I.77)

On a alors le résultat suivant :

9"0; 8" � "0; h1;" (�) = h2;" (�) = � et h1;" (
 ) = h2;" (
 ) =) h1;" (S) = h2;" (S) (I.78)

Preuv e. Tout d'abord, si " est su�sament prochede0, alorsh1;" et h2;" sont desCk-
di�éomorphismes grâceà (I.77). Ainsi on obtient 9" 0, 8" � "0, h1;" (�) = h2;" (�) = � .
CommeS [ S0 = � n 
 , on a également

h1;" (S) [ h1;" (S0) = � n h1;" (
 ) (I.79)

h2;" (S) [ h2;" (S0) = � n h2;" (
 ) (I.80)

car h1;" et h2;" sont desCk-di�éomorphismes.L'ensemble � nh1;" (
 ) a deux composantes
connexescar � n 
 a deux composantes connexes.Commeles unions dans (I.79)-(I.80)
sont desunions disjointes d'ouverts, h1;" (S) et h1;" (S0) sont les composantes connexes
recherchées.C'est vrai également pour h2;" , par conséquent on a deux possibilités:

h1;" (S) = h2;" (S) ou h1;" (S) = h2;" (S0):

Dans le premier casle lemmeest prouvé et on va montrer que le cash1;" (S) = h2;" (S0)
est impossiblesi " est su�samment proche de 0. Sinon, il existeune suite (" i ) qui tend
vers0 telle que h1;" i (S) \ h2;" i (S) = ; .
Pour simpli�er, on écrit " au lieu de " i , et pour x 2 S on dé�nit

x1;" = h1;" (x) et x2;" = h2;" (x):

h1;" (
 ) = h2;" (
 ) = 
 "

Comme h1;" (S) \ h2;" (S) = ; , x1;" et x2;" sont séparéspar 
 " , ce qui signi�e que pour
tout chemin � joignant x1;" à x2;" , � \ 
 " 6= ; . Soit A l'ensemble descourbesrégulières
joignant x1;" à x2;" , alors on a

d(x1;" ; x2;" ) = inf
� 2 A

L(� )

où d est la distance sur la variété � et L (� ) est la longueur du chemin � . Alors par
dé�nition de l'in�m um on obtient :

8� > 0; 9" > 0; 9� " d(x1;" ; x2;" ) � L (� " ) � � : (I.81)

On choisit y" dans 
 " \ � " tel que

L (� " ) = L (
_

x1;" y" ) + L (
_

y" x2;" ):
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En prenant la limite quand " ! 0 on obtient

lim
" ! 0

L(� " ) � 2d(x; 
 ):

Si on choisit � = d(x; 
 ), l'équation (I.81) devient

d(x1;" ; x2;" ) � L (� " ) � d(x; 
 )

lim " ! 0 d(x1;" ; x2;" ) � 2d(x; 
 ) � d(x; 
 )
� d(x; 
 ) > 0:

cequi est impossiblecar lim " ! 0 d(x1;" ; x2;" ) = 0. Par conséquent la preuveest terminée.�

On applique maintenant le lemme I.3 avec k remplacépar k + 1 et l = 1. On obtient
l'existenced'un voisinageouvert Uk+1 � � k+1 de 0, et d'un vecteur (H; � ; h; � n ; � � ) de
fonctions C1 :

(H; � ; h; � n ; � � ) : Uk ! Gk� l (� ; �) � Ck� l (� ;
�

) � Gk� l (
 ; 
 ) � Ck� l (
 ;
�

) � Ck� l (
 ;
�

):
(I.82)

Quitte à restreindre Uk+1 , on peut supposerque H (� ) et h(� ) sont b¼ectifsrespective-
ment de � dans � et de 
 dans 
 pour tout � 2 Uk+1 . En utilisant l'équation (I.10) on
peut écrire

H (� )( 
 ) = (I + � n (� )n + � � (� )� ) � h(� )( 
 ) (I.83)

= (I + � n (� )n + � � (� )� )( 
 ): (I.84)

Soit v une extensioncontinue :

v : Ck(
 ; �) ! Ck(� ; �) ;

telle que l'image par v d'un élément de Ck(
 ; �) soit proche de l'identité au sensdu
lemmeI.4. Une telle extensionexiste,et on en donneune construction explicite dansle
casparticulier de la dimension2. Alors v(I + � n (� )n + � � (� )� ) 2 Ck(� ; �) peut s'écrire

v(I + � n (� )n + � � (� )� ) = I + w(� n(� ); � � (� )))

où w est une fonction de Ck(
 ;
� d)2 dans Ck(� ;

� d). En appliquant le lemme I.4 on
obtient l'implication suivante

H (� )( 
 ) = (I + � n (� )n + � � (� )� ) � h(� )( 
 ) =) H (� )(S) = (I + w(� n (� ); � � (� )))( S):

Maintenant soit u une extensioncontinue :

u : Ck(� ;
� d) ! Ck(

� d;
� d):

En utilisant (I.9) et (I.10) on obtient

(I + � )(S) = [I + �( � )n] � [I + w(� n(� ); � � (� ))] (S)

= [I + w(� n(� ); � � (� )) + �(( � )n) � (I + w(� n(� ); � � (� )))] (S)

= [I + u [w(� n(� ); � � (� )) + �(( � )n) � (I + w(� n(� ); � � (� )))]] (S) (I.85)

Comme
 � est dé�ni par U n S� , on obtient clairement de (I.85) que

E(� ) = E(u [w(� n (� ); � � (� )) + �(( � )n) � (I + w(� n (� ); � � (� )))]) := F (�( � ); � n (� ); � � (� ))



24 I. STRUCTURE DES DÉRIVÉES DE FORME DANS DES DOMAINES FISSURÉS

qui fournit (I.76). On di�éren tie maintenant (I.76) en � = 0 dans la direction � 2 � k+1 .
En utilisant le lemmeI.3 et la loi de dérivation d'une fonction composée,on obtient

E 0(0)(� ) = F� (� 0(0)(� )) + F� � (� 0
� (0)(� )) + F� n (� 0

n (0)(� )) = F� (� n ) + F� � (� � );

où F� est la dérivéede F par rapport à � . Comme� k+1 est densedans � k et F� , F� �

et F� n sont desformeslinéairescontinues,on obtient (I.5) avec l 1 = F� et l1
� = F� � . On

poseégalement l1
n = F� n .

Pour la preuve de la deuxièmepartie du théorèmeI.1, on applique le lemmeI.3 avec
k remplacépar k + 2 et l = 2. On obtient alors (I.6) de la mêmemanièrequepour (I.5).
La preuve est donc terminée. �

4.. Le théorème de structure en dimension deux

Le casde la dimensiondeux est un casdégénérédu casgénéralétudié au chapitre
précédent. En e�et, en reprenant les mêmesnotations, D est un ouvert borné de classe
Ck de

� 2, � = @D est une courbe ferméede classeCk , et 
 est une variété connexe
de dimension0. Autrement dit, 
 est réduit à un point cequi poseplusieursproblèmes
par rapport à l'étude précédente. En e�et � n 
 à maintenant une seulecomposante
connexe.On voit bien quepour obtenir une "vraie" �ssure, il est nécessaireque
 ne soit
pas réduit à un point, mais soit la réunion de deux points distincts de � .

On adapteen fait sansdi�culté lesrésultatsprécédents au casde la dimensiondeux.
Dans la suite, on énoncedonc le théorèmede structure et sapreuve en dimensiondeux.
Les résultats obtenus sont plus simplesque les résultats dans

� d; d � 3, toutefois nous
gardonsdans la mesuredu possibleles mêmesnotations a�n de pouvoir faire la cor-
respondanceavec le casgénéral.Nous feronségalement référenceau casgénéralquand
lesnotions à introduire ou lesdémonstrationssont redondantes, la di�érence principale
tenant au fait que 
 est la réunion de deux points et n'est donc pasconnexe.

Dans la suite, U est un ouvert borné de
� 2 avec une frontière lisse.L'ensemble U

est appelé le fourre-tout et lesperturbations � dé�nies plus loin laissent U globalement
inchangé.Soit également k 2 � ; k � 1. L'ensemble Ok est dé�ni commeen (I.1).

Domaines �ssurés : Soit D 2 Ok , on note � = @D. Soient A1 et A2 deux points
distincts de � , on dé�nit 
 = f A1; A2g. Alors � n 
 a deux composantes connexesS et
S0, S est appellé une �ssure et on dé�nit 
 = U n S commele domaine�ssuré.

Soit 
 0 un domaine�ssuré, on a alors


 0 � � 0 = @D0; S0 [ S0
0 = � 0 n 
 0; 
 0 = U n S0;

et on note n le vecteur normal unitaire sortant de D, et � le vecteur unitaire tangent à
� . Le vecteur � correspond au vecteur � dans le casgénéral.

L'espacefonctionnel � k , lesdomainesperturbés
 � , l'ensemble desdomaines�ssurés
admissiblesF k et la fonctionnelleE sont dé�nis commedans le paragraphe1..

Notations : Pour x; y 2
� 2, on note hx; yi le produit scalairedans

� 2.
Dans la suite, pour simpli�er la notation, on utilise la convention d'Einstein pour les
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PSfrag replacements

A1

A2

U

D0

S0 n

�

� 0

Fig. 3. Le domaine
 0

indices répétési = 1; 2, i.e. on note � i � i :=
P 2

i=1 � i � i . Etant donnéun vecteur � dans
� 2, � = � nn + � � � où � n = h� ; ni et � � = h� ; � i désignent les composantes normaleset
tangentielles, respectivement. On remarqueraque � n et � � sont desscalaires.

Nous pouvonsmaintenant donner le résultat principal de ce chapitre.

Théorème I.5. Soit k � 1.

(1) Soit 
 0 un domaine �ssuré avec D0 2 Ok+1 . On suppose que E est Fréchet-
di�ér entiable dans � k en 0, alors il existe une forme linéaire continue l1 :
Ck(� 0;

�

) !
�

et desconstantes� i , i = 1; 2, telles que:

E 0(0)(� ) = l1(� n ) + � i � � (A i ); 8� 2 � k : (I.86)

(2) Soit 
 0 un domaine �ssuré avec D0 2 Ok+2 . On suppose que E est deux fois
Fréchet-di�ér entiable en 0 dans � k , et notons H la courbure moyennede � 0

alors il existe des constantes� i , i = 1; 2; des constantes ~� i , i = 1; 2; et deux
formes bilinéaires :

l2 : Ck(� 0;
�

) � Ck(� 0;
�

) !
�

;
L 2 : Ck(� 0;

�

) �
� 2 !

�

;

telles quepour tout champde vecteurs � ; � 2 � k+1 :

E 00(0)(� ; � ) = l2(� n ; � n )
+ � i � � (A i )� � (A i )
+ � 12(� � (A1)� � (A2) + � � (A2)� � (A1))
� l1(H � � � � + hn; D� � i � � + hn; D� � i � � )
+ � i H(A i )( � � � n + � n � � )(A i )
+ ~� i H(A i )� � (A i )� � (A i )
+ L 2(� n ; � � (A1); � � (A2))
+ L 2(� n ; � � (A1); � � (A2)) :

(I.87)

Remarque I.6. Si 
 0 est une forme critique pour E i.e., E 0(0) = 0 en 
 0, alors
l1 � 0 et � i = 0 i = 1; 2, ainsi l'expressionde la dérivéedu secondordre sesimpli�e et
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devient :
E 00(0)(� ; � ) = l2(� n ; � n )

+ � i � � (A i )� � (A i )
+ � 12(� � (A1)� � (A2) + � � (A2)� � (A1))
+ ~� i H(A i )� � (A i )� � (A i )
+ L 2(� n ; � � (A1); � � (A2))
+ L 2(� n ; � � (A1); � � (A2))

Remarque I.7. Nous avons utilisé la relation spéci�que à la dimension deux :
hDn� ; � i = H , où H est la courbure moyenne de la courbe � 0. Cette égalité permet
de faire le lien entre (I.87) et la formule dans le casgénéral(I.6).

5.. Perturbations normale et tangen tielle

Pour tout l 2 � , 1 � l � k, on pose

Gk� l (� ; �) :=
�

g 2 Ck� l (� ;
� 2); g(�) � �

	
(I.88)

On note �( � ) et H (� ) les perturbations normale et tangentielle, respectivement, sur la
surface� . Contrairement au casgénéral,il n'est pasnécessaired'introduire lesfonctions
� n (� ) et � � (� ) et h(� ) dé�nies en (I.10). On utilise le théorèmedesfonctions implicites
pour obtenir le lemmesuivant, qui serautilisé pour la preuve du théorèmede structure.

Lemme I.8. On supposeque � est une variété de classeCk . Pour tout 1 � l � k,
il existeun voisinageouvert Uk de 0 dans � k et un unique vecteur (H; �) de fonctions
C l :

(H; �) : Uk ! Gk� l (� ; �) � Ck� l (� ;
�

) (I.89)

telles que(H; �)(0) = (I ; 0) et pour tout � 2 Uk

I + � = (I + �( � )n) � H (� ) sur � 0 (I.90)

De plus, pour tout � ; � 2 � k on a pour l � 1 :

H 0(0)(� ) = � � � ; (I.91)

� 0(0)(� ) = � n ; (I.92)

et pour l � 2 les dérivées secondessont données par

H 00(0)(� ; � ) = �H [(� � � n + � n � � )� + � � � � n] (I.93)

� 00(0)(� ; � ) = �H � � � � � hn; D� � i � � � hn; D� � i � � (I.94)

Remarque I.9. Les formules (I.94) et (I.93) dans le casde la dimensiondeux sont
identiquesaux formules(I.16) et (I.17) dansle casgénéral,certainessimpli�cations ayant
pu être faites en dimensiondeux, en utilisant notamment la formule hDn� ; � i = H .

Preuv e du lemme I.8. La décomposition (I.90) est obtenue de manièreidentique
à (I.9) dans le casgénéral,c'est à dire en utilisant le théorèmedesfonctions implicites.
Par conséquent la preuve n'est pas répétéeici.

Comme � 0 est de classeCk , il existe � 2 Ck(
� 2;

�

) tel que r � (x) 6= 0; 8x 2 � 0,
ainsi qu'un voisinageouvert ! 0 de � 0 dans

� 2 tel que

� 0 = f x 2 ! 0 j � (x) = 0g:
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La fonction distanceorientée � (x) = miny2 L 0 jy � xj, voir [18] pour une étudeapprofon-
die, véri�e ceshypothèses.La fonction � peut être utilisée pour dé�nir le vecteurnormal
n à � 0,

8x 2 � 0; n(x) = r � (x)=jr � (x)j:

On en déduit deux équationspour les applications � et H ,

I + � = (I + �( � )n) � H (� ); (I.95)

� (H (� )) = 0 : (I.96)

Quitte à réduire Uk , on peut supposer que H (� ) prend sesvaleurs dans ! 0. Dès lors,
l'équation (I.96) implique que H (� )(� 0) � � 0. En dérivant (I.95) et (I.96) par rapport
à � au voisinagede 0, il s'ensuit que pour tout � 2 � k :

� = H 0(� )( � ) + D(�( � )n) � H (� )H 0(� )( � ) + (� 0(� )( � )n) � H (� ); (I.97)

0 = D� (H (� ))H 0(� )( � ): (I.98)

En particulier, pour � = 0, en tenant compte de H (0) = I , on a

� � H 0(0)(� ) + � 0(0)(� )n = 0; (I.99)

D� H 0(0)(� ) = 0 : (I.100)

Commen = r � =jr � j, en multiplian t (I.99) par n et en utilisant (I.100) on obtient

� 0(0)(� ) = � n ; H 0(0)(� ) = � � � : (I.101)

Maintenant, pour obtenir la dérivéesecondepar rapport au domaine,on dérive (I.97) et
(I.98) en � = 0. En utilisant (I.101), on en déduit le systèmed'équationssuivant, pour
tout � ; � 2 � k ,

0 = H 00(0)(� ; � ) + D(� nn)� � � + � 00(0)(� ; � )n + D(� nn)� � � ; (I.102)

0 = D 2� (� � � ; � � � ) + hjr � jn; H 00(0)(� ; � )i : (I.103)

La valeur de D 2� (� � � ; � � � ) peut être obtenue en dérivant D� h = < jr � jn:h > . Le calcul
nousmèneà

D 2� (� � � ; � � � ) = jr � jhDn� ; � i � � � � = jr � jH � � � � : (I.104)

Ainsi, grâceà (I.103)
hH 00(0)(� ; � ); ni = �H � � � � : (I.105)

De mêmeà l'aide de (I.102) :

hH 00(0)(� ; � ); � i = � � � hD(� nn)� ; � i � � � hD(� nn)� ; � i
= � � n � � hDn� ; � i � � n � � hDn� ; � i
= �H (� n � � + � n � � ):

(I.106)

L'égalité hD(� nn)� ; � i = � nhDn� ; � i est con�rmée par

D(� nn) = � nDn + n 
 r � n :

En tenant compte de hn; � i = 0, il s'ensuit que

h(n 
 r � n )� ; � i =
2X

i;j =1

ni � i (r � n ) j � j = 0:
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Finalement on doit calculer� 00(0)(� ; � ) a�n devéri�er quele résultat coincideavec(I.94).
On utilise le calcul suivant :

hD(� nn)� � � ; ni = hDn� � � ; ni � n � � + h(n 
 r � n )� ; ni � �

= hr � n ; � i � �

= hD� � ; ni � � + hDn� ; � i � �

= hD� � ; ni � � + hDn� ; � i � � � �

et eninjectant hD(� nn)� � � ; ni = hD� � ; ni � � + hDn� ; � i � � � � dans(I.102) on obtient (I.94).
On a donc terminé la preuve du lemmeI.8. �

6.. Preuv e du Théorème de structure en dimension deux

Tout d'abord on introduit la fonction K de Dk dans � � � :

K (� ) =
�

H (� )(A1)
H (� )(A2)

�
: (I.107)

La fonction K (� ) joue un rôle équivalent en deux dimensionsà la décomposition (I.10)
dans le cas général.Notre objectif est de prouver que pour � su�sament proche de 0
dansDk , il existeune fonction F telle que

E(� ) = F (�( � ); K (� )) (I.108)

où les fonctions � et K sont dé�nies respectivement en (I.90) et (I.107).

Lemme I.10. Soit h1;" et h2;" deuxfonctions deCk(� ; �) muniesdela norme usuelle
k:kk . Ces fonctions sont prochesde l'identité au senssuivant :

kh1;" � I kk ; kh2;" � I kk � ! 0; " ! 0: (I.109)

On a alors le résultat suivant :

9"0; 8" � "0; h1;" (�) = h2;" (�) = � et h1;" (
 ) = h2;" (
 ) =) h1;" (S) = h2;" (S) (I.110)

La démonstration de ce lemmeest identique à celledu lemmeI.4. On peut mainte-
nant terminer la démonstrationdu théorèmede structure en dimensiondeux.

On applique le lemmeI.8 aveck remplacépar k + 1 et l = 1. On obtient l'existence
d'un voisinageouvert Uk+1 � � k+1 de 0, et d'un vecteur (H; �) de fonctions C1 :

(H; �) : Uk ! Gk� l (� ; �) � Ck� l (� ;
�

): (I.111)

Quitte à restreindreUk+1 , on peut supposerqueH (� ) est b¼ectifde � dans� pour tout
� 2 Uk+1 .

Soit v une extensioncontinue :

v : � � � ! Ck(� ; �) ;

qui véri�e de plus
8" > 0; 9� > 0; 8(B1; B2) 2 � � � ;

k(B1; B2) � (A1; A2)k � � =) kv(B1; B2) � I kCk (� ;�) � ";
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où I désignela fonction identité de Ck(� ; �) . Une telle extension existe, on peut en
donner une construction explicite commesuit. La courbe � peut être parametréepar
un di�éomorphisme ' de classeCk véri�an t

' ([0; 1]) = � ; (I.112)

' (0) = � (1); (I.113)

(I.114)

et on pose

a1 := ' (A1); (I.115)

a2 := ' (A2): (I.116)

(I.117)

On peut toujours supposer,quitte à changer la paramétrisation, que 0 < a1 < a2 < 1.
on construit maintenant une fonction ~v véri�an t

~v : [0; 1]2 ! C1 ([0; 1]2)
(b1; b2) 7! ~vb1 ;b2

(I.118)

et

k~vb1 ;b2 � I kC1 ([0;1]2 ) � 2max(jb1 � a1j; jb2 � a2j): (I.119)

En e�et soit f la fonction a�ne par morceauxdé�nie par

f (x) =
b1

a1
x sur [0; a1]

f (x) = b2
x � a1

a2 � a1
+ b1 sur [a1; a2]

f (x) =
x � a2

1 � a2
+ b2 sur [a2; 1]

CommeC1 ([0; 1]) est densedansC0([0; 1]), et que kf � I k � max(jb1 � a1j; jb2 � a2j),
il existeune fonction ~v véri�an t (I.118) et (I.119). En posant ensuite

v := ~v � ' � 1;

on a trouvé l'extension recherchée.La fonction v(K (� )) 2 Ck(� ; �) peut s'écrire

v(K (� )) = I + w(K (� ))

où w est une fonction de � � � dansCk(� ; �) .

En appliquant le lemmeI.10, ce qui est possiblegrâceà (I.119), on obtient l'impli-
cation suivante

H (� )( 
 ) = K (� )( 
 ) =) H (� )(S) = I + w(K (� ))( S)

Maintenant soit u une extensioncontinue :

u : Ck(� ;
� 2) ! Ck(

� 2;
� 2):
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En utilisant (I.90) on obtient

(I + � )(S) = [I + �( � )n] � [I + w(K (� ))] (S)

= [I + w(K (� )) + �(( � )n) � (I + w(K (� ))] (S)

= [I + u [w(K (� )) + �(( � )n) � (I + w(K (� ))]] (S) (I.120)

Comme
 � est dé�ni par U n S� , on obtient clairement de (I.120) que

E(� ) = E(u [w(K (� )) + �(( � )n) � (I + w(K (� )))] ) := F (�( � ); K (� )) ;

qui fournit (I.108). On di�éren tie maintenant (I.108) en � = 0 dansla direction � 2 � k+1 .
En utilisant le lemmeI.8 et la loi de dérivation d'une fonction composée,on obtient

E 0(0)(� ) = F� (� 0(0)(� )) + FK (K 0(0)(� )) ; (I.121)

où F� est la dérivéede F par rapport à � . Comme� k+1 est densedans � k et F� , et
FK sont desformeslinéairescontinues,on obtient (I.86) avec l 1 = F� et

FK =
�

� 1h:; � i + ~� 1h:; ni
� 2h:; � i + ~� 2h:; ni

�
: (I.122)

Pour la preuve de la deuxièmepartie du théorèmeI.5, on applique le lemmeI.8 avec k
remplacépar k + 2 et l = 2. On obtient alors (I.87) de la mêmemanièrequ'on a obtenu
(I.86).

E 00(0)(� ; � ) = F�� (0)(� 0(0)(� ); � 0(0)(� )) + F� (0)(� 00(0)(� ; � ))

+ F� K (0)(� 0(0)(� ); K 0(0)(� )) + F� K (0)(� 0(0)(� ); K 0(0)(� ))(I.123)

+ FK K (0)(K 0(0)(� ); K 0(0)(� )) + FK (0)(K 00(0)(� ; � ))

Par densité de � k+2 dans � k+1 , et par la continuité des formes linéaires dans cette
formule, l2 et L 2 dansla formule (I.87) sont donnéspar l2 = F�� (0) et L 2 = F� K (0). En
ce qui concerneFK K (0), on fait la remarquesuivante : on peut écrire la fonction K (� )
de la façonsuivante

K (� ) =
�

K 1(� )
K 2(� )

�
: (I.124)

on peut alors écrire

FK K (0)(K 0(0)(� ); K 0(0)(� )) = FK 1K 1 (0)(K 0
1(0)(� ); K 0

1(0)(� ))

+ FK 2K 2 (0)(K 0
2(0)(� ); K 0

2(0)(� ))

+ FK 2K 1 (0)(K 0
2(0)(� ); K 0

1(0)(� ))

+ FK 1K 2 (0)(K 0
1(0)(� ); K 0

2(0)(� )) :

Et les fonctions FK 1K 1 (0), FK 2K 2 (0), FK 2K 1 (0) et FK 1K 2 (0) s'identi�en t chacuneà une
matrice carréed'ordre deux. Avec la notation suivante pour i = 1; 2

FK i K i (0) =
�

� i � i

� i � i

�
; (I.125)

FK 1K 2 (0) = FK 2K 1 (0) =
1
2

�
� 12 � 12

� 12 � 12

�
; (I.126)

on trouve bien la formule (I.87). La preuve est donc terminée. �
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Exemples d'applica tion du théorème de str ucture
On applique le théorèmede structure aux fonctionnellesd'énergiepour des équa-

tions elliptiques linéaires et non-linéairesen dimension deux. On considèretrois cas :
les conditions de Neumann et de Dirichlet sur les facesde la �ssure et les conditions
unilatérales entre les faces.Dans le dernier cas la fonctionnelle d'énergieest deux fois
di�éren tiable par rapport au domaine,cependant, seulela dérivéedu premier ordre est
Fréchet.

Le casde l'élasticité peut être traité exactement de la mêmemanière,c'est-à-direque
si on connaît lessingularitésaux extrémitésde la �ssure, on peut calculerexplicitement
les coe�cien ts apparaissant dans le théorèmede structure. Dans le cas de l'élasticité
linéaire, cessingularités sont connues. Pour simpli�er, on préfére considérerici le cas
scalaire.

1.. Conditions de Neumann sur la �ssure

1.1.. Di�éren tiabilité au sens de Fréchet. Dans le premier exempleon calcule
la dérivéesecondede la fonctionnelle d'énergieassociéeà une équation elliptique dans
un domaine �ssuré, et on prouve que la fonctionnelle est dérivable deux fois au sens
de Fréchet. On utilise les résultats établis dans [22], où la di�éren tiabilité au sensde
Fréchet du premier ordre de la fonctionnelled'énergieest prouvée.

On choisit 
 commedans le paragraphe4. du chapitre I. Autrement dit soit D 2
Ok+2 , on note � = @D. Soient A1 et A2 deux points distincts de � , on dé�nit 
 =
f A1; A2g. Alors � n 
 a deux composantes connexesS et S0, et on dé�nit 
 = U n S
commele domaine�ssuré, U étant un ouvert régulier contenant strictement D. On note
� = @U. Soit également f 2 C1 (

� 2), u est la solution de
8
<

:

� � u = f dans 
 ;
u = 0 sur � ;

@u=@n = 0 sur S
�

:
(I I.1)

La formulation variationnelle de (I I.1) est donnéepar

u 2 H 1
� (
) :

Z



hr u; r wi dx =

Z



f w dx 8w 2 H 1

� (
) ; (I I.2)

où H 1
� (
) = f v 2 H 1(
) j v = 0 sur � g.

Soit � un champ de vecteursdans � k . Pour simpli�er, sa norme dans � k est notée
j� j = k� kCk ( �

2 ; �

2 ) . On considèreles transformations F� = I + � et on note 
 � = F� (
) .
Pour j� j su�sament petit, F� est un di�éomorphisme. Par conséquent, il existe une
unique solution u� 2 H 1

� (
 � ) à l'équation variationnelle
Z


 �

hr u� ; r vi dx =
Z


 �

f v dx 8v 2 H 1
� (
 � ): (I I.3)
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A�n de transporter (I I.3) dans le domaine �xe 
 , on note u� la fonction transportée
dé�nie par la composition u� = u� � F� 2 H 1

� (
) . En utilisant cechangement de variable
dans(I I.3), on obtient l'équation variationnelle satisfaite par u�

Z



h(DF T

� )� 1r u� ; (DF T
� )� 1r wi q� dx =

Z



f � wq� dx 8w 2 H 1

� (
) ; (I I.4)

où f � = f � F� , q� est le Jacobiende la transformation F� , DF� étant la matrice Jaco-
bienne,on a plus précisément

DF� = I + D� ;

q� = detDF� = 1 + div� + detD� :

On montre dans [22] que u� admet le dévéloppement de Taylor suivant

u� = u + u1(� ) + ~u(� ); (I I.5)

avec les estimations

ku� � ukH 1
� (
) � cj� j; (I I.6)

k~u(� )kH 1
� (
) = ku� � u � u1(� )kH 1

� (
) � cj� j2: (I I.7)

Maintenant soit J et E les fonctionnelles associéesà l'équation (I I.1) dé�nies de la
manièresuivante

J (
 � ) = E(� ) = �
1
2

Z


 �

kr u� k2 dy: (I I.8)

On peut montrer commepour (I I.5) que E(� ) admet le développement

E(� ) = E(0) + E 0(0)(� ) + eE(� ); (I I.9)

avec l'estimation
j eE(� )j � cj� j2; (I I.10)

ce qui prouve la di�éren tiabilité au sensde Fréchet du premier ordre pour E.

On va établir la propriété deFréchet-di�érentiabilité pour la dérivéedu secondordre
de la fonctionnelled'énergieE. L'argument utilisé est le même,si cen'est quelescalculs
sont plus compliquéspuisquel'équation véri�ée par la dérivéematérielle _u(� ) est plus
complexeque cellevéri�ée par u.

On veut prouver que la dérivéepar rapport au domainedu premier ordre de E est
également Fréchet-di�érentiable.

Soit � et � deux champsde vecteursdans � k+1 . Tout d'abord, on veut obtenir une
expressionpour E 0(� )( � ) obtenue en développant

E(� + � ) = �
1
2

Z


 � + �

kr u� + � k2
�

2 dy ; (I I.11)

où u� + � 2 H 1
� (
 � + � ) est l'unique solution de l'équation variationnelle

Z


 � + �

hr u� + � ; r vi dx =
Z


 � + �

f v dx 8v 2 H 1
� (
 � + � ) : (I I.12)



1.. CONDITIONS DE NEUMANN SUR LA FISSURE 35

Maintenant, la dé�nition fournit


 � + � = (I + � + � )(
)
= (I + � � (I + � ) � 1)(( I + � )(
))
= (I + � � (I + � ) � 1)(
 � )

:

Par conséquent, on considèrela transformation F� = I + � � (I + � ) � 1 où I est la fonction
identité dans

� 2.
A�n de transporter lesproblèmes(I I.11) et (I I.12) dansle domaine
 � , on introduit

u� + � la fonction transportée dé�nie par la composition u� + � = u� + � � F� 2 H 1
� (
 � ) et

grâceà un changement de variable dans (I I.11) et (I I.12), on obtient l'expressionde la
fonctionnelled'énergietransportée sur le domaine
 �

E(� + � ) = �
1
2

Z


 �

k(DF T
� )� 1r u� + � k2

�

2 dy (I I.13)

et l'inégalité variationnelle satisfaite par u� + � , similaire à (I I.4),
Z


 �

h(DF T
� )� 1r u� + � ; (DF T

� )� 1r wi q� dx =
Z


 �

f � wq� dx 8w 2 H 1
� (
 � ); (I I.14)

où f � = f � F� , et on a précisément

DF� = I + D[� � (I + � ) � 1] ; (I I.15)

q� = detDF� = 1 + div(� � (I + � ) � 1) + detD(� � (I + � ) � 1) : (I I.16)
Ainsi u� + � admet le développement de Taylor suivant

u� + � = u� + u� ;1(� ) + ~u� (� );

où u� est l'unique solution dansH 1
� (
 � ) de l'équation

Z


 �

hr u� ; r vi dx =
Z


 �

f v dx 8v 2 H 1
� (
 � ) : (I I.17)

En remplaçant lesdéveloppements (I I.15) et (I I.16) danslesexpressions(I I.13) et (I I.14)
et en tenant compte uniquement destermesdu premier ordre on obtient la dérivéepar
rapport au domainedu premier ordre

E 0(� )( � ) = �
Z


 �

hr u� ; r u� ;1(� )i dy +
1
2

Z


 �

hA(� � (I + � ) � 1)r u� ; r u� i dy (I I.18)

ainsi que l'équation variationnelle pour la dérivéematérielle u� ;1(� ), 8w 2 H 1
� (
 � )

Z


 �

hr u� ;1(� ); r wi dy =
Z


 �

hA(� � (I + � ) � 1)r u� ; r wi dy +
Z


 �

g(� � (I + � ) � 1)w dy:

(I I.19)
La matrice A(� ) et la fonction scalaireg(� ) sont donnéspar

A(� ) = D� + D� T � (div� )I ;

g(� ) = div(f � ) :
En appliquant l'identité variationnelle (I I.19) avec w = u� , on obtient
Z


 �

hr u� ; r u� ;1(� )i dy =
Z


 �

hA(� � (I + � ) � 1)r u� ; r u� i dy +
Z


 �

g(� � (I + � ) � 1)u� dy

(I I.20)
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Etant donné l'équation (I I.20), on peut éliminer la dérivéematérielle u� ;1(� ) de (I I.18)
et on obtient

E 0(� )( � ) = �
1
2

Z


 �

hA(� � (I + � ) � 1)r u� ; r u� i dy �
Z


 �

g(� � (I + � ) � 1)u� dy : (I I.21)

On est maintenant en mesurede donner la dérivéesecondepar rapport au domainede
l'énergieet de prouver sadérivabilité au sensde Fréchet. Considéronsla transformation
F� = I + � et notons u� la fonction composéeedé�nie par u� = u� � F� . En utilisant
ce changement de variable dans l'équation (I I.21) pour transporter les intégralessur le
domaine
 , on obtient :

E 0(� )( � ) = �
1
2

Z



hA(� � F � 1

� ) � F� (DF T
� )� 1r u� ; (DF T

� )� 1r u� i q� dy

�
Z



g(� � F � 1

� ) � F� u� q� dy : (I I.22)

De plus, on a le développement de Taylor suivant pour u�

u� = u + u1(� ) + ~u(� ); (I I.23)

avec les estimations

ku� � ukH 1
� (
) � cj� j ; (I I.24)

k~u(� )kH 1
� (
) = ku� � u � u1(� )kH 1

� (
) � cj� j2 : (I I.25)

Pour j� j su�sament petit, la matrice jacobienneDF� = I + D� est inversible et son
inverseest donnépar la série

(DF� )� 1 =
1X

n=0

(� 1)n (D � )n ;

ce qui implique que
(DF� )� 1 = I � D � + ~R(� ); (I I.26)

avec l'estimation k ~R(� )k1 � cj� j2. On doit maintenant trouver les développements de
A(� � F � 1

� ) � F� et g(� � F � 1
� ) � F� . Descalculssimplesnousmènent au résultat suivant.

D[� � F � 1
� ] � F� = D� DF � 1

�

= D� � D � D� + O(j� j2)
; (I I.27)

div(� � F � 1
� ) � F� = Tr (D[� � F � 1

� ] � F� )

= Tr (D� DF � 1
� )

= div(� ) � Tr (D� D� ) + O(j� j2)

; (I I.28)

g(� � F � 1
� ) � F� = [hr f ; � � F � 1

� i + f div(� � F � 1
� )] � F�

= h(DF T
� )� 1r f � ; � i + f � Tr (D� DF � 1

� )

= g(� ) + hD 2f � ; � i + hr f ; � i div(� ) � f Tr (D� D� ) + O(j� j2) :
(I I.29)
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En fait, le Jacobienq� de la transformation F� est égalà

q� = 1 + div(� ) + det(D� ): (I I.30)

Maintenant, on insèrelesdéveloppements (I I.23),(I I.26),(I I.27),(I I.28),(I I.29),(I I.30) dans
l'équation (I I.22) ce qui conduit à

E 0(� )( � ) = E 0(0)(� ) �
1
2

Z



�h A(� )r u; (2D� T � div(� )I )r ui + 2hA(� )r u; r u1

� i dy

�
1
2

Z



� 2hD� D� r u; r ui + Tr (D� D� )hr u; r ui dy

(I I.31)

�
Z



g(� )u1(� ) + u[hD 2f � ; � i + hr f ; � i div(� ) � f Tr (D� D� )

+ g(� )div(� )] dy + O(j� j2) :

En appliquant l'équation variationnelle du type (I I.19) pour u1(� ) avec w = u1(� ), on
obtient

Z



g(� )u1(� ) dy =

Z



hr u1(� ); r u1(� )i �

Z



hA(� )r u; r u1(� )i : (I I.32)

Finalement, en remplaçant (I I.32) dans(I I.31) on obtient

E 0(� )( � ) = E 0(0)(� ) +
Z



hB(� ; � )r u; r ui � hr u1(� ); r u1(� )i

�
Z



u[hD 2f � ; � i + hr f ; � i div(� ) � f Tr (D� D� ) + (I I.33)

hr f ; � i div(� ) + f div(� )div(� )] dy + O(j� j2);

où B(� ; � ) est une forme bilinéaire égaleà

B(� ; � ) = D� D� + D� D� + D� D� T � div(� )D � � div(� )D � +
1
2

(div(� )div(� )� Tr (D� D� ))I :

(I I.34)
On remarqueque la dérivéede forme est bien symétrique par rapport aux variables �
et � . Ainsi, on a obtenu un développement de la fonctionnelle E 0(� )( � ) qui d'une part
nous donne la dérivée secondeE 00(0)(� ; � ) et qui prouve que la fonctionnelle E(� ) est
deux fois Fréchet-di�érentiable, d'autre part. Les hypothèsesdu théorèmede structure
sont rempliespar conséquent on peut appliquer le théorèmedans la sectionsuivante.

1.2.. Structure des dériv éespour la fonctionnelle d'énergie. Maintenant que
nousavonsétabli la di�éren tiabilité au sensde Fréchet de la fonctionnelled'énergie,on
peut utiliser le théorèmede structure et déterminer lescoe�cien ts � i , ainsi quela forme
linéaire l1 dans l'expression(I.86).
Sansperte degénéralité,on peut supposerquela �ssure estun segment. Sinon,un chan-
gement de variable approprié peut être employé. La �ssure S est donnéepar le segment
S = (x; 0); x 2 [� 1; 1]. La frontière de 
 = U n S est la réunion de � et desfacesde la
�ssure S

+
, S

�
qui font référenceaux directions positiveset négativesdu vecteurnormal
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PSfrag replacements

A

A2




S
+

S
�

n�

Fig. 1. Le domaine


n respectivement. Le point A1 noté simplement A, est situé à l'origine du repère.Dans
la suite on considèredesperturbations de la �ssure dans un voisinagede A seulement
a�n de simpli�er les calculs.

On considèrele problème(I I.1), avec u l'unique solution dansH 1
� (
) de l'équation

variationnelle (I I.2). On veut dériver la fonctionnelled'énergie

J (
 � ) = E (� ) = �
1
2

Z


 �

kr u� k2 dy : (I I.35)

avec kr u� k2 = hr u; r ui Le domaine 
 n'est pas régulier, par conséquent on sait que
u n'est en général pas dans l'espaceH 2 (
) , même si f est arbitrairement régulier.
Cependant, dans ce cas,en utilisant les résultats de [26], on peut décomposeru en la
sommed'une partie régulièredansl'espaceH 2, et d'une partie singulièrequi appartient
seulement à H 1. On a la représentation suivante pour u

u = uR + cS; (I I.36)

où S =
p

r cos�
2 est une représentation locale de la fonction singulièreen coordonnées

polaires, uR 2 H 2 (V), V est un voisinagede (0; 0) dans 
 tel que V \ � = ? , et
c = c(
 ; A) est le coe�cien t de singularité à l'extremité A.
Dans [22],on prouve que le coe�cien t � 1 est égalà

� 1 = �
� c2

4
; (I I.37)

où c = c(
 ; A) est le coe�cien t de la partie singulièredans l'expression(I I.36).
On veut d'abord déterminer l1 puis la dérivéede forme du secondordre.

Ainsi, on utilise seulement destransformations de 
 qui perturbent la �ssure dans
la direction normale,et à support compactdansD. On choisit un champ de vecteurs�
de la forme

� (y) = (0; � 2 (y)) ;
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PSfrag replacements
A2


 "

S
+

S
�

n�


 "

Fig. 2. Le domaine
 "

où � 2 est à support compactdansD et � 2 � � 1 au voisinagede l'origine A. On a obtenu
précedemment la formule (I I.21) pour la dérivéeE 0(� ) (� ) :

E 0(� ) (� ) = �
1
2

Z


 �

hA
�
� � (I + � ) � 1�

r u� ; r u� i dy �
Z


 �

g
�
� � (I + � ) � 1�

u� dy ;

(I I.38)
où la matrice A (� ) et le scalaireg(� ) sont donnéspar

A (� ) = D� + D� T � (div� ) I ;

g (� ) = div (f � ) :

En prenant � = 0, on trouve

E 0(0) (� ) = �
1
2

Z



hA (� ) r u; r ui dy �

Z



g(� ) u dy : (I I.39)

On va maintenant réécrire E 0(0) (� ) sousla forme d'une limite, par rapport au petit
paramètre " > 0. Nous pouvons ainsi, en éliminant la singularité au point A, faire une
intégration par parties dansun domainedépendant de ". On a alors

E 0(0) (� ) = � lim
" ! 0

�
1
2

Z


 "
hA (� ) r u; r ui dy

�
�

Z



g(� ) u dy ; (I I.40)

où 
 " et S
"

sont lessous-ensemblesde 
 et S, respectivement, dé�nies dans le système
de coordonnéespolaires(r; � ) par r > ". On introduit également la courbe 
 " de�nie en
coordonnéespolairespar r = " et 0 < � < 2� et on pose

K " =
1
2

Z


 "
hA (� ) r u; r ui dy :

On calculela matrice jacobienneainsi que la divergencedu champ �

D� =
�

0 0
@� 2
@y1

@� 2
@y2

�
; div� =

@� 2

@y2
: (I I.41)
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CommeA (� ) = D� + D� T � (div� ) I , en insérant lesrelations (I I.41) dansK " , on obtient

K " =
Z


 "

1
2

@� 2

@y2

 �
@u
@y2

� 2

�
�

@u
@y1

� 2
!

+
@� 2

@y1

@u
@y2

@u
@y1

dy :

On fait maintenant une intégration par parties.

K " = �
Z


 "
� 2

 
1
2

@
@y2

 �
@u
@y2

� 2

�
�

@u
@y1

� 2
!

+
@

@y1

�
@u
@y2

@u
@y1

� !

dy

�
Z


 "
� 2

 
1
2

sin�

 �
@u
@y2

� 2

�
�

@u
@y1

� 2
!

+ cos�
@u
@y2

@u
@y1

!

d� (y)

�
Z

S
"
� 2

"
1
2

 �
@u
@y2

� 2

�
�

@u
@y1

� 2
! #

dS (y) ;

où d� (y) est la mesurede Lebesguelinéique sur la courbe 
 " , d� (y) = "d� . La normale
extérieuresur 
 " est donnéepar n = (n1; n2) = (� cos�; � sin� ).

La notation [f ] estutilisée pour le saut de la fonction f sur la �ssure S. Précisément,
pour une fonction donnéef , on pose[f ] = f + � f � où f + et f � sont les valeurs de
f et S

+
et S

�
, respectivement. En�n dS (y) est la mesurede Lebesguelinéique sur le

segment S. L'expressionobtenue pour K " peut être simpli�ée, puisquel'on a

1
2

@
@y2

 �
@u
@y2

� 2

�
�

@u
@y1

� 2
!

+
@

@y1

�
@u
@y2

@u
@y1

�
=

@u
@y2

� u = � f
@u
@y2

:

D'autre part, sur la frontière @u
@y2

= @u
@n = 0. Par conséquent, K " prend la forme

K " =
Z


 "
� 2f

@u
@y2

dy + L " +
1
2

Z

S
"
� 2

" �
@u
@y1

� 2
#

dS (y) ;

avec L " égalà

L " = �
Z


 "
� 2

 
1
2

sin�

 �
@u
@y2

� 2

�
�

@u
@y1

� 2
!

+ cos�
@u
@y2

@u
@y1

!

d� (y) :

Maintenant on calculeL " grâceà la formule de représentation (I I.36). En injectant cette
formule dansL " on obtient trois termes

L " = L (1)
" + L (2)

" + L (3)
" ; (I I.42)

avec

L (1)
" = � "c2

Z 2�

0
�

 
1
2

sin�

 �
@S
@y2

� 2

�
�

@S
@y1

� 2
!

+ cos�
@S
@y2

@S
@y1

!

d�:

L (2)
" = � "c

Z 2�

0
�

�
sin�

�
@uR

@y2

@S
@y2

�
@uR

@y1

@S
@y1

�
+ cos�

�
@uR

@y2

@S
@y1

+
@uR

@y1

@S
@y2

��
d�:

L (3)
" = � "

Z 2�

0
�

 
1
2

sin�

 �
@uR

@y2

� 2

�
�

@uR

@y1

� 2
!

+ cos�
@uR

@y2

@uR

@y1

!

d�:
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La forme de la partie singulièreest donnéeexplicitement, on peut calculer sesdérivées,
et on obtient desfonctions avec dessingularitésd'ordre r � 1

2

@S
@y1

=
1

2
p

r
cos

�
2

;
@S
@y2

=
1

2
p

r
sin

�
2

:

Le calcul de L (1)
" nousdonne

L (1)
" = 0:

De plus, on voit facilement queL (2)
" et L (3)

" tendent vers0 quand" ! 0+ . En particulier,
on obtient les estimationsL (2)

" = O (
p

") et L (3)
" = O (") quand " ! 0+ .

Commeon a les convergencessuivantes

lim
" ! 0

Z


 "
� 2f

@u
@y2

dy =
Z



� 2f

@u
@y2

dy;

lim
" ! 0

Z

S
"
� 2

" �
@u
@y1

� 2
#

dS (y) =
Z

S
� 2

" �
@u
@y1

� 2
#

dS (y) ;

la dérivéede la fonctionnelled'énergieest donnéepar l'expression

E 0(0) (� ) = �
Z



� 2f

@u
@y2

dy �
Z



div (f � ) u dy �

1
2

Z

S
� 2

" �
@u
@y1

� 2
#

dS (y) :

Comme

div (f � ) = hr f ; � i + f div (� )

=
@f
@y2

� 2 + f
@� 2

@y2

=
@

@y2
(f � 2) ;

on a

�
Z




@
@y2

(uf � 2) dy = � lim
" ! 0+

Z


 "

@
@y2

(uf � 2) dy

= lim
" ! 0+

Z


 "
uf � 2 sin� d� (y)

= 0 :

Finalement on obtient

E 0(0) (� ) = �
1
2

Z

S
� 2

" �
@u
@y1

� 2
#

dS (y) :

D'autre part commeon a choisi � tel queh� ; � i = 0 et h� ; ni = � n = � 2 sur S, on obtient
par le théorèmede structure

E 0(0) (� ) = l1 (� n ) = �
1
2

Z

S
� n

" �
@u
@y1

� 2
#

dS (y) : (I I.43)

On obtient �nalement lesexpressionssuivantespour lesdérivéesdu premieret du second
ordre de la fonctionnelled'énergie,

E 0(0)(� ) = l1(� n ) + � 1� � (A); (I I.44)
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E 00(0)(� ; � ) = l2(� n ; � n )
+ � 1� � (A)� � (A)
� l1(H � � � � + hn; D� � i � � + hn; D� � i � � )
+ � 1H(A)(� � � n + � n � � )(A)
+ ~� 1H(A)� � (A)� � (A)
+ L 2(� n ; � � (A2); � � (A))
+ L 2(� n ; � � (A); � � (A2))

(I I.45)

avec la constante � 1 donnéepar (I I.37) et l1 donnépar (I I.43).

Remarque II.1. Les constantes � 1, � 1 et ~� 1 dépendent du domaine �ssuré, par
exempleon montre dans [22] que � 1 = � c2 (
 ;A 1 )

4 dans le cas d'une �ssure rectiligne.
L'expression (I.123) nous montre que � 1 peut être déduit de � 1 en dérivant � 1 par
rapport au domaine.Cependant, on connaîtpeudechosessur la dépendancepar rapport
au domainede c(
 ; A), par conséquent il est di�cile de calculerc0(
 ; A). On renvoie à
[46] pour desrésultats danscette direction.

2.. Conditions de Diric hlet sur les faces de la �ssure

On considèrele systèmed'équations (I I.1) avec des conditions de Dirichlet sur les
facesde la �ssure au lieu de conditions de Neumann. Par conséquent on considèrele
nouveausystème 8

<

:

� � u = f dans 
 ;
u = 0 sur � ;
u = 0 sur S

�
:

(I I.46)

La formulation variationnelle de (I I.46) est donnéepar

u 2 H 1
0 (
) :

Z



hr u; r wi dx =

Z



f w dx 8w 2 H 1

0 (
) ; (I I.47)

où H 1
0 (
) =

n
v 2 H 1(
) j v = 0 sur � [ S

�
o

.

La preuve de la Fréchet-di�érentiabilité est la mêmequedansle casde conditionsde
Neumann,par conséquent on ne la réitère pas.Il est par contre intéressant de calculerla
dérivéepar rapport à la �ssure danslesdirections normaleet tangentielle. Tout d'abord
on considèredes perturbations normales. Le calcul est le même que pour le cas de
conditions de Neumann,exceptépour la valeur de la singularité dans la décomposition
(I I.36). On a maintenant la décomposition

u = uR + cS (I I.48)

avec S =
p

r sin �
2 . En utilisant les mêmesnotations que dans la section 1.2. on a une

décomposition identique à (I I.42)

L " = L (1)
" + L (2)

" + L (3)
" (I I.49)

avec L (2)
" et L (3)

" qui tendent vers0 quand " ! 0 et

L (1)
" = � "c2

Z 2�

0
�

 
1
2

sin�

 �
@S
@y2

� 2

�
�

@S
@y1

� 2
!

+ cos�
@S
@y2

@S
@y1

!

d�
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La forme de la partie singulièreest donnéeexplicitement, on peut calculer sesdérivées,
et on obtient desfonctions avec dessingularitésd'ordre r � 1

2

@S
@y1

= �
1

2
p

r
sin

�
2

;
@S
@y2

=
1

2
p

r
cos

�
2

: (I I.50)

Le calcul de L (1)
" donneégalement L (1)

" = 0. Par conséquent, en remarquant que @u
@y1

= 0
sur S à causedes conditions de Dirichlet, on trouve un résultat similaire au cas de
conditions de Neumann,autrement dit

E 0(0) (� ) = l1 (� n ) =
1
2

Z

S
� n

" �
@u
@y2

� 2
#

dS (y) : (I I.51)

où � n est la composante normalede � et
� �

@u
@y2

� 2
�

est le saut de la fonction
�

@u
@y2

� 2
sur

la �ssure S.

On considèremaintenant des perturbations tangentielles de la �ssure. Les calculs
sont très prochesde ceuxdu paragraphe1.2., par conséquent on expliqueseulement les
di�érences et on renvoie au paragraphe1.2. pour plus de détails.
On choisit un champ de vecteurs� de la forme

� (y) = (� 1 (y) ; 0) ;

où � 1 est à support compact dansU et � 1 � � 1 au voisinagede l'origine A. On calcule
la matrice jacobienneainsi que la divergencedu champ �

D� =
� @� 1

@y1

@� 1
@y2

0 0

�
; div� =

@� 1

@y1
: (I I.52)

Pour K " on obtient

K " =
Z


 "

1
2

@� 1

@y1

 �
@u
@y1

� 2

�
�

@u
@y2

� 2
!

+
@� 1

@y2

@u
@y1

@u
@y2

dy :

On procèdemaintenant à une intégration par parties.

K " = �
Z


 "
� 1

 
1
2

@
@y1

 �
@u
@y1

� 2

�
�

@u
@y2

� 2
!

+
@

@y2

�
@u
@y2

@u
@y1

� !
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�
Z
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1
2

cos�

 �
@u
@y1

� 2

�
�

@u
@y2

� 2
!

+ sin�
@u
@y2

@u
@y1

!

d� (y)

�
Z

S
"
� 2

�
1
2

@u
@y2

@u
@y1

�
dS (y) :

En insérant la décomposition (I I.48) dansK " on obtient uneexpressionsimilaire à (I I.42)

L " = L (1)
" + L (2)

" + L (3)
" (I I.53)

L (3)
" tend verszéroquand" tend verszérocar @u

@y1
estnul sur S puisqu'ona desconditions

deDirichlet sur la �ssure. L (2)
" tend également verszéroquand" tend verszéro.Le calcul
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de L (1)
" donne

L (1)
" = � "c2

Z 2�

0
�

 
1
2

cos�

 �
@S
@y1

� 2

�
�

@S
@y2

� 2
!

+ sin�
@S
@y2

@S
@y1

!

d�

En utilisant (I I.50) on obtient

lim
" ! 0

L (1)
" = �

� c2

4
:

Finalement on trouve

E 0(0) (� ) = � 1� � (A) =
� c2

4
: (I I.54)

Ainsi on a identi�é le coe�cien t � 1 puique � � (A) = 1, � 1 = � c2

4 . On trouve qu'il s'agit
de l'opposédu coe�cien t obtenu pour desconditions de Neumann sur la �ssure (voir
(I I.37)).

3.. Problème avec conditions unilatérales sur les faces de la �ssure

Les conditions de type égalité sur la �ssure que l'on a considéréjusqu'a présent ne
peuvent guarantir la condition de non-pénétrabilité entre les facesde la �ssure. Par
conséquent, d'un point de vue mécanique,il est plus approprié de considérerdescondi-
tions non-linéairessur les facesde la �ssure. On écrit cesconditions sousforme d'inéga-
lités qui guarantissent la non-pénétration entre les facesde la �ssure.A�n de calculer
lescoe�cien ts pour la dérivéede forme, nousdevonsconaître l'expansionasymptotique
de la solution au voisinagedesextrémités de la �ssure. Un article récent de Khludnev
et Kozlov (voir [38]) nous donne le premier terme de ce développement asymptotique,
mais on ne peut pas calculer les coe�cien ts de la dérivéepour autant car il nous faut
connaîtreau moins un terme d'ordre supérieur.

Nous donnonsmaintenant un exempleavec la dérivéede forme du secondordre de
la fonctionnelle d'énergie.Cette dérivée n'est pas, en général,une dérivée au sensde
Fréchet. A�n de montrer que les restrictions imposéespar le théorèmeI.1, un exemple
d'équationsnon-linéairesqui ne remplit pasleshypothèsesdu théorèmeI.1 est présenté.
En e�et l'espacefonctionnel n'est pasun espacede Banach et la fonctionnellen'est pas
di�éren tiable au sensdu théorèmeI.1. En fait, elle est di�éren tiable deux fois dans un
sensplus faible, i.e la dérivéesecondedirectionnelleexiste.On utilise pour la dérivation
la notion de polyhédricité d'un ensemble convexe.Celapermet d'appliquer un théorème
destructure adaptéqui nenécessitepasla Frechet-di�érentiabilité de la fonctionnellede
forme. Un tel théorèmepeut être trouvé par exemple,dans [22]. Dans le casde l'élas-
ticité linéaire, la di�éren tiabilité du premier ordre de fonctionnellesdu type énergieest
établie dans [37],[35],[6].

3.1.. Inégalité variationnelle. Le problème considéréici est un problème aux
limites avecdesconditionsunilatéralessur lesfacesdela �ssure. On considèrele domaine
�ssuré 
 dé�ni dans le paragraphe1.1.. Dans le domaine 
 , on considèrele problème
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suivant : 8
>>>>>><

>>>>>>:

� � u = f dans 
 ;
u = 0 sur � ;

[u] � 0 sur S;
[@u=@n] = 0 sur S;
@u=@n � 0 sur S;

[u]@u=@n = 0 sur S;

(I I.55)

où f 2 C2(D) est une fonction �xée, [u] = u+ � u� est le saut de la fonction u à travers
lesfacesde la �ssure S, et n est le vecteurnormal à la �ssure. Lessolutionsfaiblespour
le problème(I I.55) sont obtenus en minimisant la fonctionnellesuivante

I (v) =
1
2

Z



jr vj2 �

Z



f v

sur l'ensemble convexefermésuivant

K 0 =
�

v 2 H 1(
) j [v] � 0 sur S ; v = 0 sur �
	

Les solutions faiblessont caractériséespar l'inégalité variationnelle

u 2 K 0 :
Z



hr u; r v � r ui �

Z



f (v � u) 8v 2 K 0; (I I.56)

Soit � � 0 un paramètredonnéet � 2 C1
0 (U) un champ devecteursdonné.On considère

la transformation F� = I + � � . On utilise la notation 
 � = F� (
) et S� = F� (S). Il existe
un unique u� 2 K � solution de l'égalité variationnelle suivante

Z


 �

hr u� ; r v � r u� i �
Z


 �

f (v � u� ) 8v 2 K � ; (I I.57)

où
K � =

�
v 2 H 1(
 � ) j [v] � 0 sur S� ; v = 0 sur �

	
: (I I.58)

3.2.. La di�éren tiabilité par rapp ort au domaine du premier ordre. La
fonctionnelled'énergieassociéeau problème(I I.55) posédans le domaineperturbé est

J (
 � ) =
1
2

Z


 �

jr u� j2 �
Z


 �

f u� (I I.59)

On montre dans [22] et dans [36] que la fonctionnelle J (
 � ) est dérivable par rapport
au domaine,i.e. la limite suivante

J 0(
 ; � ) :=
dJ(
 � )

d�
j � =0 = lim

� ! 0+

J (
 � ) � J (
)
�

(I I.60)

existeet est�nie, elleestégalement linéaireet continuepar rapport au champdevecteurs
� . Si on transporte les intégralesdé�nies sur 
 � sur le domaineinitial 
 , on obtient :

J (
 � ) =
1
2

Z



k(DF T

� )� 1r u� kq� dy �
Z



f � u� q� dy; (I I.61)

où
q� = detDF� = 1 + � div(� ) + � 2 detD� :
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On considèremaintenant la fonction f � dé�nie par f � = q� f � . Commef est régulier, on
peut calculer la limite f 0 dé�nie par

f 0 =
df �

d�
j � =0 = lim

� ! 0+

f � � f 0

�
:

On peut montrer que f 0 est égalà

f 0 = div(� f ) : (I I.62)

De plus, commef 2 C2(U), on peut montrer que la limite existe dans L 1 (U) pour
� ! 0+ . De manièresimilaire, q� (DF T

� )� 1 est di�éren tiable par rapport à � dans l'es-
paceL1 (U).

Soit v� une fonction donnéedé�nie sur 
 � , et soit v� la fonction transportée sur 

i.e., v� � F� = v� . L'inclusion v� 2 K � implique v� 2 K 0, et réciproquement v� 2 K 0

implique v� 2 K � . Ainsi la transformation F� est b¼ective entre les ensemblesconvexes
K 0 et K � . On peut véri�er que la solution de l'inégalité variationnelle est Lipschitzienne
par rapport à � .

On a également un résultat de continuité important pour la normeH 1 de la solution
u� par rapport au paramètre� , où u� = u� � F� et u est la solution de l'équation (I I.55)

ku� � ukH 1 (
) ! 0; � ! 0: (I I.63)

En fait on a ku� � ukH 1 (
) � C� . Pour simpli�er, on introduit les notations suivantes :

� (
; u) := J (
) =
1
2

Z



jr uj2 dy �

Z



f u dy;

� � (
; u� ) := J (
 � ) =
1
2

Z



k(DF T

� )� 1r u� kq� dy �
Z



f � u� q� dy:

On remarquequ'on a aussipar conséquent

� (
 � ; u� ) = J (
 � ) =
1
2

Z


 �

jr u� j2 �
Z


 �

f u� :

La fonction u� est un minimiseur pour � � (
; :) dans l'ensemble K 0, ainsi on a

� � (
; u� ) � � � (
; u):

Par conséquent on peut écrire l'inégalité suivante

J (
 � ) � J (
)
�

=
� � (
; u� ) � � (
; u)

�
�

� � (
; u) � � (
; u)
�

;

et en passant à la limite on trouve

lim sup
� ! 0+

J (
 � ) � J (
)
�

� lim
� ! 0+

� � (
; u) � � (
; u)
�

� �
1
2

Z



hA (� ) r u; r ui dy �

Z



g(� ) u dy ;

où lesnotations A(� ) et g(� ) sont dé�nies dansle paragraphe1.1..De la mêmemanière,
on a une autre inégalité

J (
 � ) � J (
)
�

=
� � (
; u� ) � � (
; u)

�
�

� � (
; u� ) � � (
; u� )
�

;
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et en passant à la limite, on obtient

lim inf
� ! 0+

J (
 � ) � J (
)
�

� lim
� ! 0+

� � (
; u� ) � � (
; u� )
�

� �
1
2

Z



hA (� ) r u; r ui dy �

Z



g(� ) u dy ;

grâceà la convergenceforte de u� versu dansH 1(
) . Ainsi on a montré que J (
 � )� J (
)
�

a une limite quand � ! 0, et cette limite est

J 0(
 ; � ) := lim
� ! 0

J (
 � ) � J (
)
�

= �
1
2

Z



hA (� ) r u; r ui dy �

Z



g(� ) u dy :

En remplaçant A(� ) et g(� ) par leur expression,avec � = (� 1; � 2) on trouve

J 0(
 ; � ) = �
1
2

Z




 �
@� 1

@y1
�

@� 2

@y2

�  �
@u
@y1

� 2

�
�

@u
@y2

� 2
!

+ 2
�

@� 1

@y2
+

@� 2

@y1

�
@u
@y1

@u
@y2

!

dy

�
Z




�
@(� 1f )

@y1
+

@(� 2f )
@y2

�
u dy:

3.3.. Structure des dériv ées. On remarquequela di�éren tiabilité au sensdeFré-
chet de la fonctionnellen'a pasété démontré, par conséquent, on ne peut pasappliquer
le théorèmede structure. Cependant, on peut appliquer un théorèmede structure qui
requièredeshypothèsesplus faibles: dJ(
 ; :) doit seulement être linéaire et continu, ce
qui le casici. Ce théorèmepeut être trouvé dans [22].

On peut trouver dans [38] la formule asymptotique suivante pour u prèsde l'extré-
mité de la �ssure x = 0 :

u(x) � u(0) = c
p

r sin
�
2

+ o(
p

r ); c � 0: (I I.64)

Ce résultat est similaire au caslinéaire avec desconditions de Dirichlet sur les facesde
la �ssure, la di�érence étant quepour le problèmelinéaire, le resteest O(r

1
2 + 
 ) avecun


 2 (0; 1=2) arbitraire, et la constante c peut être négative.Toutefois,cette formule n'est
pas su�san te pour conclureet mener à bien un calcul similaire à celui du paragraphe
2.. En e�et, dans le caslinéaire, on peut montrer que

uR 2 H 2+ s(
) ; (I I.65)

pour un certain s > 0, uR ayant été introduit en (I I.36). Donc le gradient de uR est
borné et on peut en déduire que

L (1)
" ! 0; L (2)

" ! 0: (I I.66)

commeon l'a fait dans les paragraphes1.2. et 2.. Pour le problème non-linéaire, une
telle régularité pour uR n'a pasétédémontrée, et à priori, uR est seulement dansH 1(
) .
On ne peut donc pas a�rmer que L (1)

" et L (2)
" convergent vers 0. Il nous faut aller plus

loin dans le développement de u.
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3.4.. Polyhédricité d'un cône convexe. On a besoinde plus d'informations sur
la dépendancepar rapport au domaine des inégalités variationnelles pour obtenir la
dérivéedu secondordre, i.e. on a besoinde la notion depolyhédricité d'un côneconvexe.
L'espacefonctionnel considéréest l'espacede Sobolev H 1

� (
) desfonctionsdont la trace
vaut zérosur � . L'ensemble convexe

K = K 0 =
�

v 2 H 1
� (
) j [v] � 0 sur S

	

est un cône convexe fermé. Toute fonction f 2 H 1(
) admet une unique projection
u0 = PK f sur K qui est une projection métrique en norme H 1,

ku0 � f k = inf
v2 K

kv � f k

On s'interesseà la dérivabilité de l'application t 7! PK (f + th). On a ainsi besoin
d'introduire le cônetangent à K au point u0 2 K . Pour u0 2 K on note

CK (u0) =
�

v 2 H 1
� (
) : 9t > 0 j u0 + tv 2 K

	
(I I.67)

et le cônetangent est la fermeture dansH 1

TK (u0) = CK (u0) : (I I.68)

On peut donner une caractérisationde TK (u0) comme

TK (u0) =
�

v 2 H 1
� (
) j [v] � 0 sur �

	
;

où � =
�

y 2 S j [u] = 0
	

. Soit � la mesuredé�nie par

� (v) =
Z



hr u; r vi �

Z



f u

K est polyhédriqueen u pour la mesure� , si on a l'égalité suivante de cônesconvexes

TK (u) \ D(� ) = CK (u) \ D(� ) ;

où
D(� ) =

�
v 2 H 1

� (
) j � (v) = 0
	

:

On a le résultat suivant : la fonction u� 2 K 0 obtenue par transport de u� 2 K � , qui
est l'unique solution de l'inégalité variationnelle dé�nie dans 
 � = F� (
) , est dérivable
à droite dansH 1(
) en � = 0, i.e. pour � > 0 on a le développement suivant :

u� = u + � u1(� ) + o(� )

et la dérivéedirectionnelleu1(� ) notéeu0 = u1(� ) 2 TK (u) \ D(� ) deu� dansla direction
� est donnéepar l'unique solution à l'inégalité variationnelle suivante
Z



hr u0; r (v� u0)i � �

Z



hM 0(� )r u; r (v� u0)i +

Z



f 0(� )(v� u0) 8v 2 TK (u) \ D(� )

(I I.69)
où M 0(� ) désignela dérivéede M � = q� (DF T

� )� 1. Ainsi on obtient la dérivéede forme
du secondordre de J (
 � ) grâceau développement de u� . Un résultat similaire à celui
de la section 1.1. est obtenu. Cependant la dérivée est seulement une semi-dérivée au
sensde Gâteaux, et il s'agit d'un résultat de dérivation plus faible en comparaisonde
la dérivabilité au sensde Fréchet obtenue pour les problèmeslinéaires.
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Théorème II.2. La dérivée de forme du second ordre de la fonctionnelle d'énergie
J est donnée par

J 00(0)(� ; � ) =
Z



hB(� ; � )r u; r ui � hr u1(� ); r u1(� )i

�
Z



u[hD 2f � ; � i + hr f ; � i div(� ) � f Tr (D� D� ) + (I I.70)

hr f ; � i div(� ) + f div(� )div(� )] dy + O(j� j2) :

La fonction matriciel le B(� ; � ) est donnée par

B(� ; � ) = D� D� + D� D� + D� D� T � div(� )D � � div(� )D � +
1
2

(div(� )div(� )� Tr (D� D� ))I

(I I.71)

3.5.. Semi-dériv ée eulérienne. Dans la littérature, les semi-dérivéeseulériennes
de fonctionnellesde forme sont calculées.La semi-dérivée euleriennedu secondordre
que l'on note d2J est dé�nie commesuit (voir [18] pour plus de détails) : On note X �

le �ot dé�ni comme,X � (t) :
� d !

� d est solution de

@X (t)
@t

(x) = � (t; X (t)(x)); t > 0; X (0)(x) = x : (I I.72)

avec � : [0; T] �
� d !

� d. Alors pour X � ; X � donné par (I I.72),la dérivée eulérienne
d'ordre deux en 
 0 dans les directions � ; � est dé�nie par

d2J (
 0; � ; � ) =
@2

@t@s jt=0 ;s=0
J (X � (t) � X � (s)(
 0)) (I I.73)

CommeJ(X � (t) � X � (s)(
 0)) = E(X � (t) � X � (s) � I ), on conclut en dérivant desdeux
côtésque :

d2J (
 0; � ; � ) = E 00(0)(� ; � ) + E 0(0)(D� � ) : (I I.74)

On connaît déjà l'expressiondeE 00(0)(� ; � ) et deE 0(0)(� ), doncon peut ajouter calculer
d2J . On rappelle que E 0(0)(� ) est donné par la formule (I I.39). En remplaçant � par
D� � dans la mêmeformule, on en déduit une expressionpour E 0(0)(D� � )

E 0(0)(D� � ) = �
1
2

Z



2hD 2� (� ; r u); r ui + 2hD� D� r u; r ui � Tr (D 2� � + D� D� )kr uk2

(I I.75)

�
Z



Tr (f (D 2� � + D� D� ))u

A�n de simpli�er cesformules,on supposeque � = (� ; 0) et � = ( ; 0), c'est à dire que
l'on considèreuniquement desdéplacements tangentiels à l'extrémité de la �ssure. Dans
ce cas,on a

D� =
�

� y1 � y2

0 0

�
;

D � =
�

 y1  y2

0 0

�
:
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De plus B(� ; � ) obtenu dans(I I.34) sesimpli�e considérablement puisquel'on trouve

B(� ; � ) = D� D� T =
�

� y1  y1 + � y2  y2 0
0 0

�

En dé�nitiv e, on a la dérivéesecondede E,

E 00(0)(� ; � ) =
Z



u2

y1
(� y1  y1 + � y2  y2 )

�
Z



u0

y1
(� y1 uy1 + � y2 uy2 ) + u0

y2
(� y2 uy1 � � y1 uy2 )

�
Z



u(�  f y1y1 + f y1 (�  + f y1 �  )y1 )

�
Z



u0(� f )y1 ;

la dérivéedu premier ordre

E 0(0)(D� � ) = �
1
2

Z



(� y1  )y1 (u2

y1
� u2

y2
) + 2(� y1  )y2 uy1 uy2

�
Z



u(� y1  f )y1 ;

ainsi que la semi-dérivéeeuleriennedu secondordre

d2J (
 0; � ; � ) = E 00(0)(� ; � ) + E 0(0)(D� � )

=
1
2

Z



(� y1  )y1 (u2

y1
+ u2

y2
)

�
Z



� y1  y2 uy1 uy2 � � y2  y2 u2

y1

�
Z



� y1 (uy1 u0

y1
� uy2 u0

y2
) � � y2 (uy1 u0

y2
+ uy2 u0

y1
)

�
Z



u( (� f )y1 )y1 � (� f )y1 u0

�
1
2

Z



� y1y1  (u2

y1
� u2

y2
)

�
Z



� y1y2  uy1 uy2 :

Remarque II.3. La Hessiennede forme d2J (
 0; � ; � ) n'est pas symmétrique par
rapport aux variables � et � , car le terme E 0(0)(D� � ) n'est pas symmétrique.L'astuce
habituellement utilisée pour avoir la symmétrieest d'utiliser la semi-dérivéeeulérienne,
et de faire en sortequeD� � soit égalà zérode manièreà cequeE 0(0)(D� � ) disparaisse.
On peut obtenir un tel résultat par exempleen supposant que le support de � est inclus
dans l'ensemble où � est constant et égalà 1. Plusieurstermesdisparaissent alors dans
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ce cas,et la dérivéedu secondordre devient alors

d2J (
 0; � ; � ) = �
Z



� y1 (uy1 u0

y1
� uy2 u0

y2
) � � y2 (uy1 u0

y2
+ uy2 u0

y1
)

�
Z



u� ( f )y1 � (� f )y1 u0 :

On rappelle que la dérivéeci-dessusd2J (
 0; � ; � ) est seulement une semi-dérivéeau
sensde Gâteaux. Quand peut-on obtenir une dérivéeau sensde Gâteaux, i.e dansquel
casla di�éren tielle est-ellelinéaire et continue?

Etant donnéel'inégalité variationnelle (I I.69), si le côneTK (u) \ D(� ) est un sous-
espacelinéaire,alorsla dérivéeu0est linéairepar rapport à la direction et par conséquent
d2J (
 0; � ; � ) devient linéaire par rapport à � ; � . Ainsi on doit savoir sousquellescondi-
tions TK (u) \ D(� ) est linéaire. On rappelle que

� =
�

y 2 S j [u] = 0
	

Ainsi TK (u) \ D(� ) peut s'écrirede la façonsuivante :

TK (u) \ D(� ) = f v j v � 0 sur � + ; v = 0 sur � 0g

où � 0 = supp(� ) et � = � + [ � 0. En e�et, si v 2 D(� ), alors par dé�nition v est égalà
0 sur supp(� ). Une condition su�san te pour que le problèmesoit linéaire est alors que
le support de la mesure� soit égalà � , i.e. la mesure� chargel'ensemble � . On obtient
alors la dérivéeau sensde Gâteaux.On renvoieà [34] pour lesdétails de la construction
du côneconvexedans le casgénéral.

La Fréchet-dérivabilité pour ce problèmepeut être établie sousdeshypothèsessup-
plémentaires de régularité de la solution inconnue.
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Extensions auto-adjointes et optimisa tion topologique

Nous avons considéréau cours des chapitres précédents des transformations régu-
lières de domaines�ssurés. Dans ce chapitre, nous considéronsun domaine 
 régulier
que l'on perturbe singulièrement en créant un trou de petite taille ! " danscedomaine.
Ce type de perturbation singulière a déjà été largement étudié dans la littérature, la
nouveautérésideici dansl'utilisation d'une extensionauto-adjointe pour modélisercette
perturbation. Cette méthodea été introduite par Nazarov dans[47][50][51][53], et nous
l'appliquons ici à un problèmed'optimisation de forme.

Tout d'abord, on procèdeau développement asymptotique de la solution du Lapla-
cienquandun petit trou de taille " est crééà l'in térieur du domaineinitial 
 . Pour trou-
ver ce développement asymptotique, on étudie desproblèmeslimites qui ne dépendent
pas de la variable " , et dont les solutions donnent desapproximations extérieure (loin
de ! " ) et intérieure (au voisinagede ! " ) de la solution du problèmeinitial.

On dé�nit ensuite un nouvel opérateur dans le domaine 
 sans trou qui est une
extensionauto-adjointe du Laplacien et qui tient compte du développement asympto-
tique précédent. La solution du nouveau problème est alors une approximation de la
solution du problèmeinitial sur 
 " . On a donc remplaçéune perturbation singulièredu
domaine 
 par une perturbation de l'opérateur Laplacien. Dans le cadre de cette ex-
tension auto-adjointe, on étudie également le comportement de certainesfonctionnelles
quand la position h du centre du trou varie. Les casde la dimensiondeux et trois sont
étudiés.

1.. Problème de Diric hlet en dimension 2

Soit 
 et ! , avec 0 2 ! , 0 2 
 deux ouverts de
� 2 dont les frontières sont lisses.

Soit " > 0 un petit paramètre et h un petit vecteur de
� 2. On dé�nit les domaines

perturbés
 h
" et ! h

" de la façonsuivante : ! " = f x 2
� 2; x = "� ; � 2 ! g et 
 " = 
 n ! " ,

! h
" = f x = y + h; y 2 ! " g et 
 h

" = 
 n! h
" . On considèrealors le problèmeperturbé dans

� 2, avec f dansL 2(
) :

� � uh(x; " ) = f (x) dans 
 h
" ; (I I I.1)

uh(x; " ) = 0 sur @
 ; (I I I.2)

uh(x; " ) = 0 sur @! h
" : (I I I.3)

Le problèmeest perturbé à la fois par rapport à h et par rapport à " .

1.1.. Le premier problème limite. On considèrele premier problèmelimite :

� � v0(x) = f (x) dans 
 ; (I I I.4)

v0(x) = 0 sur @
 : (I I I.5)

55
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Commef est dansL 2(
) , v0 est dansH 2(
) . Cette approximation est valableen dehors
d'un voisinagede la frontière du trou ! h

" . Commeon a desconditions de Dirichlet sur
la frontière du trou ! h

" , il est raisonnabled'anticip er que la solution du problème

� � vh(x) = f (x) + � h � (x � h) dans 
 : (I I I.6)

vh(x) = 0 sur @
 ; (I I I.7)

donneune meilleureapproximation de uh(x; " ). On a la représentation

vh(x) = v0(x) + � hG(x; h):

G(x; y) est la fonction de Greengénéraliséedé�nie par

� � xG(x; y) = � (x � y) dans 
 ; (I I I.8)

G(x; y) = 0 sur @
 ; (I I I.9)

où � est la massede Dirac. La fonction uh(x; " ) à l'extérieur d'un voisinagede ! h
" est

approchéepar
uh(x; " ) w v0(x) + � hG(x; h):

La fonction G(x; y) admet la représentation suivante au voisinagede l'origine :

G(x; h) = �
�

(2� )� 1 logkx � hk + G(x; h)
	

; kx � hk ! 0; (I I I.10)

où G(x; y) est la partie régulièrede la fonction de Greensolution de

� � xG(x; y) = 0 dans 
 ; (I I I.11)

G(x; y) = � (2� ) � 1 logkx � yk sur @
 ; (I I I.12)

Si on développe le terme � (2� ) � 1 logkx � hk dans(I I I.12) par rapport au petit vecteur
h on obtient

� (2� ) � 1 logkx � hk = � (2� ) � 1 logkxk + (2� ) � 1hh;
x

kxk2
i + rh;

avec rh = O(khk2). Ainsi G(x; h) admet le développement

G(x; h) = G(x; 0) + Sh(x) + R h(x) (I I I.13)

avec Sh(x) et R h(x) solutions de

� � Sh(x) = 0 dans 
 ; (I I I.14)

Sh(x) = (2� ) � 1hh;
x

kxk2
i sur @
 : (I I I.15)

� � R h(x) = 0 dans 
 ; (I I I.16)

R h(x) = rh sur @
 : (I I I.17)

Finalement G(h; h) peut être décomposéen

G(h; h) = G(0; 0) + 2hh; rG (0; 0)i + O(khk2) (I I I.18)

L'approximation uh(x; " ) w v0(x) + � hG(x; h) ne véri�e pas la condition aux limites
(I I I.3) sur le trou. Par conséquent, on doit ajouter unecouchelimite w0

h(� h; " ) qui dépend



1.. PROBLÈME DE DIRICHLET EN DIMENSION 2 57

de la variable � h dé�nie comme� h = " � 1(x � h) pour compenserla discrépanceinduite.
En développant v0(x) + � hG(x; h) quand x ! h on obtient

v0(x) + � hG(x; h) = v0(x) � � h
�

(2� )� 1 logkx � hk + G(x; h)
	

= v0(h) � � h
�

(2� )� 1 logk"� hk + G(h; h)
	

+ O("):

Maintenant la couche limite w0
h(� ; " ) est solution du systèmesuivant

� � � h w0
h(� h; " ) = 0 dans

� 2 n ! h; (I I I.19)

w0
h(� h; " ) = � v0(h) + � h

�
(2� )� 1 logk"� hk + G(h; h)

	
sur @! h: (I I I.20)

La solution du système(I I I.19)-(I I I.20) est

w0
h(� h; " ) = � v0(h) + � h

�
(2� )� 1 log" + G(h; h)

	
+ � hE0

h (� h); (I I I.21)

avec E0
h (� h) solution de

� � � h E0
h (� h) = 0 dans

� 2 n ! h; (I I I.22)

E0
h (� h) = (2� ) � 1 logk� hk sur @! h: (I I I.23)

La fonction E0
h (� h) admet le développement suivant

E0
h (� h) = (2� ) � 1L + O(k� hk� 1); (I I I.24)

où L est une constante qui dépend uniquement de la forme du domaine! . La quantité
exp(L) est appeléela capacitélogarithmique ou le rayon extérieur conformedu domaine
! . Ainsi, w0

h(� h; " ) admet le développement

w0
h(� h; " ) = � v0(h) + � h

�
(2� )� 1 log" + G(h; h)

	
+ � h(2� )� 1L + O(k� hk� 1):

A�n d'obtenir que w0
h(� h; " ) ! 0 quand k� hk ! 1 , on imposeune condition sur � h :

� h =
�

(2� )� 1(log " + L) + G(h; h)
	 � 1

v0(h): (I I I.25)

Par conséquent, la solution uh(x; " ) de (I I I.1)-(I I I.3) peut être représentée par

uh(x; " ) = v0(x) + � hG(x; h) + ~u0
h(x; " ); (I I I.26)

où la fonction ~u0
h(x; " ) est solution du problème

� � ~u0
h(x; " ) =0 dans 
 h

" (I I I.27)

~u0
h(x; " ) =0 sur @
 (I I I.28)

~u0
h(x; " ) = � (v0(x) � v0(h)) (I I I.29)

+ � h
�

(2� )� 1(log k� hk � L)
	

+ � h fG(x; h) � G(h; h)g sur @! h
"

1.2.. Extension auto-adjoin te du Laplacien avec conditions de Diric hlet.
Dans ce paragrapheon supposepour simpli�er les notations que h = 0 sansperte de
généralité.

On considèrel'opérateur A 0 dansL 2(
) donnépar l'expressiondi�éren tielle � � x et
dont le domainede dé�nition est

D(A 0) =
�

v 2 C1
0 ( �
 n f 0g); v = 0 sur @


	
(I I I.30)

On souligneque l'inclusion v 2 D(A 0) indique que v satisfait lesconditions aux limites
(I I I.2) et est égalà zéroau voisinagedu centre 0 de la cavité ! " , cette dernièrecondition
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imitant la condition de Dirichlet (I I I.3).

Maintenant la fermeture A 0 et l'adjoint A �
0 de l'opérateur A 0 sont donnéspar le

lemmesuivant

Lemme II I.1. La fermeture A 0 et l'adjoint A �
0 de l'opérateur A 0 sont donnéspar

l'expressiondi�ér entielle � � x , avec les domainesde dé�nition respectifs suivants :

D(A 0) =
�

v 2 H 2(
) ; v(0) = 0; v = 0 sur @

	

(I I I.31)

et

D(A �
0) =

n
v : v(x) = � � (x)( �

a
2�

logr + b) + �v(x); �v 2 D(A 0); a;b2
�

o
(I I I.32)

Commele domainede dé�nition de l'opérateur initial A 0 est substanciellement res-
treint, le domainede dé�nition de l'adjoint est large,et lesdeux opérateursA 0 et A �

0 ne
sont pas auto-adjoints. Cependant, il existe une famille d'opérateurs auto-adjoints A ,
telle que A 0 � A � A �

0 et le domainede dé�nition D(A) contient toutes les solutions
singulièresrequisesdu problèmede Dirichlet dans 
 .

On construit unefamille d'extensionsauto-adjointesdel'opérateurA 0 enretreignant
le domainede l'opérateur A �

0. On ajoute la condition aux limites abstraite b= Sa entre
lescoe�cien ts a et b dansla dé�nition de D(A �

0) avecS un coe�cien t donné.Une seule
extensionA nousinteresseavecS obtenu par le développement asymptotiqueprécédent.
Avec un tel S on modélisel'in�uence du petit trou. Pour cela, on montre le théorème
suivant :

Théorème II I.2.

(1) Soit A la restriction de l'opérateur A �
0 à l'espace vectoriel

D(A ) = f v 2 D(A �
0) : b= Sag (I I I.33)

où S = S(") = (2� ) � 1(log " + L), la quantité L est dé�nie dans (I I I.24). Alors
A est un opérateur auto-adjoint.

(2) L'équation suivante

Av = f 2 L 2(
) (I I I.34)

admet une unique solution v 2 D(A ).

Preuv e.

1) Il su�t de prouver la chosesuivante : Si pour v; f 2 L 2(
) l'égalité suivante est
vraie

(v ; Az ) 
 = (f ; z) 
 8z 2 D(A ); (I I I.35)

alors v 2 D(A ) et f = Av . Comme A 0 � A , on voit que v 2 D(A �
0) et A �

0v = f .
Ainsi, on doit seulement montrer que v 2 D(A ). De (I I I.35) on peut écrire la formule



1.. PROBLÈME DE DIRICHLET EN DIMENSION 2 59

de Green:

0 = (v; Az ) 
 � (A �
0v; z) 


= lim
� ! 0

Z


 n � �

(z� xv � v � xz) dx

= lim
� ! 0

Z

@� �

v@nz � z@nv dsx +
Z

@

v@nz � z@nv dsx

= lim
� ! 0

Z

@� �

v@nz � z@nv dsx :

Comme v 2 D(A �
0), v = 0 sur @
 et par conséquent

R
@
 v@nz � z@nv dsx = 0. En

remplaçant v et z par les développements asymptotiquesdonnésdans la dé�nition de
D(A �

0), avec les coe�cien ts notésrespectivement a;b et p;q, on obtient

0 = lim
� ! 0

�
Z 2�

0
(b� a

1
2�

logr )
@
@r

(q � p
1

2�
logr ) jr = �

� (q � p
1

2�
logr )

@
@r

(b� a
1

2�
logr ) jr = � d�:

= lim
� ! 0

a(q � p
1

2�
log� ) � p(b� a

1
2�

log� )

= aq� bp

= (Sa � b)p;

et la conclusionest b = Sa ce qui signi�e que v 2 D(A ). On a utilisé ici la relation
q = Sp car z 2 D(A ).

2) Tout d'abord on prouve l'unicité de la solution. Soit v 1 et v2 deux fonctionsdans
D(A ). Alors la di�érence v = v1 � v2 véri�e Av = 0 dans 
 et v = 0 sur @
 . Ainsi v
est la solution fondamentale du laplacien

v = �G (0; x) = � �
�
(2� )� 1 logr + G(0; x)

�
(I I I.36)

où G et G sont dé�nis dans (I I I.8)-(I I I.9) et (I I I.11)-(I I I.12). La représentaion asymp-
totique (I I I.36) nousdonnelescoe�cien ts a = � et b= �G (0; 0)� . D'après la dé�nition
de D(A ) on doit avoir b= Sa, ainsi on obtient

�G (0; 0)� = ((2� ) � 1 log" + L)�

ce qui implique � = 0. Ainsi v � 0 et on a prouvé l'unicité de la solution.

Il nousresteà montrer que

v = v0(x) + � G(x; 0) (I I I.37)

est solution de Av = f . Grâceaux dé�nitions (I I I.8)-(I I I.9) et (I I I.4)-(I I I.5) respective-
ment de G(x; 0) et v0, on a clairement � � xu(x; ") = f (x) dans 
 n 0 et u(x; ") = 0 sur
@
 . On a également a = � et b = v0(0) � � G(0; 0), de sorte que la relation b = Sa est
satisfaite. Par conséquent, on a v 2 D(A ). La preuve est terminée. �
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1.3.. Dériv ation par rapp ort à la position du trou. On rappellequela fonction
uh(x; " ) de (I I I.1)-(I I I.3) peut être représentée par

uh(x; " ) = v0(x) + � hG(x; h) + ~u0
h(x; " ): (I I I.38)

Elle peut également être représentée sousla forme (I I I.32)

uh(x; " ) = �
ah

2�
logrh + bh + �uh(x; " ): (I I I.39)

avec

ah = � h =
�

(2� )� 1(log " + L) + G(h; h)
	 � 1

v0(h); (I I I.40)

bh = v0(h) � � hG(h; h) = Sah; (I I I.41)
et S = (2� ) � 1(log " + L), (r h; � h) étant lescoordonnéespolairesdecentre h. Le coe�cien t
S dépend de " mais ne dépend pasde la position du trou h.

1.4.. Fonctionnelles d'énergie dans L p. On considèredes fonctionnellesde la
forme :

F (u; ") =
Z


 "

F (x; u) dx: (I I I.42)

avec u 2 D(A ). On fait une hypothèsesur la fonctionnelle (I I I.42), su�san te pour
l'analyseasymptotiquequi suit. On supposequel'égalité suivante a lieu pour un certain
p 2 [1; 1 [ et pour tout u; v 2 L p(
 " )

jF (u; ") � F (v; ")j � cku � vkp
�
kukp� 1

p + kvkp� 1
p

�
; (I I I.43)

où la constante c dépend de 
 , mais c est indépendant du paramètre" et desfonctions
u; v. On supposeégalement que la mêmeinégalité a lieu dans le domainenon perturbé

 ,

jF (u; 0) � F (v; 0)j � cku � vkp
�
kukp� 1

p + kvkp� 1
p

�
; (I I I.44)

où k:kp désignela norme de L p(
) . Soit uh(x; " ) la solution de l'équation (I I I.1)-(I I I.3).
La fonction uh est prolongéepar zéro sur le domaine ! h

" , et la fonction prolongéeest
toujours notéeuh. Ainsi, grâceau plongement H 1(
) � L p(
) ; p 2 [1; 1 [ et à l'inégalité
(I I I.44) on a

jF (u; 0) � F (uh; 0)j � cku � uhkp
�
kukp� 1

p + kuhkp� 1
p

�
; (I I I.45)

où k : kp est la normedansL p(
) . Commeu et uh sont dansD(A ), on a le développement
(I I I.32) pour u et uh, ainsi

ku � uhkp = k �
a0

2�
logr +

ah

2�
logrh + S(a0 � ah) + �u � �uhkp (I I I.46)

Grâceau développement (I I I.18) de G(h; h) et à la régularité de v0 solution de (I I I.4)-
(I I I.5) on obtient

ka0 � ahkp = k� � � hkp � cjhj (I I I.47)
où c est une constante qui dépend seulement de " et 
 , d'après l'expression(I I I.40) de
� h. On obtient évidemment pour bh lesmêmesrésultatsenraisonde la relation bh = Sah

kb0 � bhkp = kSa � Sahkp � Scjhj (I I I.48)

et S dépend seulement de " et 
 . D'après la H 2-régularité de �u et �uh, on obtient la
mêmeinégalité pour k�u � �uhkp

k�u � �uhkp � cjhj (I I I.49)
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Le seul terme dans (I I I.46) qui doit être majoré est � a0
2� logr + a0

2� logrh. Puisqu'on
a prouvé la continuité de ka0 � ahkp dans (I I I.47), il su�t de donner une estimation
de k logr � logr hkp. Quitte à faire un changement de repère, on peut supposer que
h = (jhj; 0). Ainsi on peut séparerl'in tégrale suivante en deux parties

Z



j logrh � logr jp dx = I h

0 + I h
1

avec

I h
0 =

Z

jx j< 2jhj
j logkx + jhje1k � logkxkjp dx

= jhj2
Z

j � j< 2
j logk� + e1k � logk� kjp d�

� cjhj2:

On a utilisé le changement de variablesx = jhj� . On a également e1 = (1; 0).

I h
1 =

Z


 njx j< 2jhj
j log

jxj2 � 2jhjx1 + jhj2

jxj2
jp dx

� C�

Z


 njx j< 2jhj

��
jhj
r

� �p

+
�

jhj2

r 2

� �p �

� C�

�
jhj �p

Z D

2jhj
r � �p +1 dr + jhj2�p

Z D

2jhj
r � 2�p +1 dr

�
;

avec � 2]0; 1] et C� une constante qui dépend de � . Ainsi, si � p < 1, alors

I h
1 � C�

�
jhj �p jhj � �p +2 + jhj2�p jhj � 2�p +2

�
= C� jhj2:

Finalement, on obtient

k logr � logr hkp � C� jhj2=p: (I I I.50)

Par conséquent, en choississant p 2 [1; 2] et en combinant (I I I.47), (I I I.48), (I I I.49) et
(I I I.50) on obtient la h-convergencepour la fonctionnelle (I I I.42).

2.. Estimations pour le Laplacien en dimension trois

On considèredeux domaines
 et ! de
� 3 ayant desfrontières régulières,et 0 2 ! ,

0 2 
 . Les domainesperturbés! " et 
 " sont dé�nis respectivement comme! " = f x =
"� ; � 2 ! g et 
 " = 
 n ! " . Le Laplacien avec conditions de Dirichlet sur @
 et sur la
frontière du trou @! " est

� � u(x; ") = f dans 
 " (I I I.51)

u(x; ") = 0 sur @
 " (I I I.52)

où f est une fonction dansL 2(
) . On veut construireuneapproximation de u(x; ") sous
la forme d'une sériesuivant les puissancesde ".
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2.1.. Le premier problème limite. Quand " ! 0, 
 " ! 
 n0, alorson considère
le premier problèmelimite :

� � v0(x) = f dans 
 (I I I.53)

v0(x) = 0 sur @
 (I I I.54)

Cette approximation est valable en dehorsd'un voisinagede la frontière du trou ! " .

2.2.. Le premier terme de la couche limite. A�n dedonneruneapproximation
de u(x; ") prèsde la frontière de ! " , on doit ajouter la couche limite w0(� ) dépendant de
la variable � . Commef est dansL 2(
) et que la frontière de 
 est régulière,la solution
v0 de (I I I.53)-(I I I.54) est dans H 2(
) et par conséquent v0 est dans C0(
 ). Ainsi le
développement de Taylor de v0 au voisinagede 0 est

v0(x) = v0("� ) = v0(0) + O("); " ! 0 (I I I.55)

La solution u(x; ") de (I I I.51)-(I I I.52) véri�e la condition de Dirichlet sur la frontière du
trou @! " . L'approximation v0(x) deu(x; ") nevéri�e pascette condition deDirichlet. On
dit quela fonction v0 laisseunediscrépancev0(0) car le premier termedu développement
de Taylor (I I I.55) de v0 au voisinagede 0 est v0(0).
Par conséquent on doit compensercette discrépancev0(0) sur la frontière du trou @! " .
Le potentiel capacitaireP dans le domaine

� 3 n ! est dé�ni commela solution de

� � P(� ) = 0 dans
� 3 n ! (I I I.56)

P(� ) = 1 sur @! (I I I.57)

Il estconnu qu'il existeuneuniquesolution P 2 C1 (
� 3n! ) avecjP(� )j = O(j� j � 1) quand

j� j ! 1 . On développe P en fonction de la solution fondamentale � , où �( � ) = j� j � 1

P(� ) = c0�( � ) +
3X

j =1

cj
@�
@x j

(x) + O(jxj � 3): (I I I.58)

Si on posew0(� ) = � P(� )v0(0), w0 compensela discrépanced'ordre zérov0(0) sur @! " .
En fait, on peut préciserla valeur de la constante c0 dansle développement (I I I.58) deP.

Lemme II I.3. Soit P le potentiel capacitaire dé�ni en (I I I.56)-(I I I.57). Alors P
admet le développement suivant quandj� j ! 1

P(� ) =
cap!

j� j
+ O(

1
j� j2

) (I I I.59)

où cap! est la capacité de l'ensemble! .

Preuv e. On utilise la formule de Greenainsi que le développement (I I I.58) :
Z

B R n!
� P(1 � P)

| {z }
=0

=
Z

B R n!
r Pr (1 � P) +

Z

@B R n@!
@nP(1 � P):

On obtient alors
Z

B R n!
kr Pk2 = �

Z

@B R

@nP(1 � P) = �
Z

@B R

�
c0

j� j2
(1 �

c0

j� j
) + O(

1
j� j3

):
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Finalement on trouve

4� c0 =
Z

B R n!
kr Pk2:

Par dé�nition de la capacitéon a

c0 =
1

4�

Z

B R n!
kr Pk2 = cap!

ce qui termine la preuve �

Ainsi on peut approximer u(x; ") par

u(x; ") w v0(x) + w0(
x
"

) = v0(x) � P
� x

"

�
v0(0): (I I I.60)

2.3.. Le deuxième problème limite. La couchelimite w0(� ) créeunediscrépance
sur la frontière @
 . En utilisant la formule (I I I.59), on obtient le développement suivant
quand " ! 0

� P
� x

"

�
v0(0) = �

cap!
jxj

"v 0(0) + O("2):

On veut compenserla discrépancedu premier ordre � cap!
jx j "v 0(0). Par conséquent, on

doit ajouter le terme "v 1(x) à l'approximation de u(x; "), avec v1 solution de

� � v1(x) = 0 dans 
 (I I I.61)

v1(x) = v0(0)
cap!

jxj
sur @
 (I I I.62)

Maintenant l'approximation pour u(x; ") est

u(x; ") w v0(x) + w0(
x
"

) + "v 1(x)

La solution de(I I I.61)-(I I I.62) peut être calculéeexplicitement avecla fonction deGreen
G(x; y) solution de

� � xG(x; y) = � (x � y) dans 
 (I I I.63)

G(x; y) = 0 sur @
 (I I I.64)

où � est la massede Dirac. G(x; y) admet le développement suivant :

G(x; y) =
1

4� jx � yj
+ G(x; y) (I I I.65)

où G est la partie régulièrede la fonction de Green,G est la solution de

� � xG(x; y) = 0 dans 
 (I I I.66)

G(x; y) = �
1

4� jx � yj
sur @
 (I I I.67)

Lemme II I.4. La solution v1 de (I I I.61)-(I I I.62) est donnée par

v1(x) = � v0(0)cap!
Z

@


@nG(x; y)
jyj

dy

= � 4� G(0; x)v0(0)cap!
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Preuv e. Soit B � la boule de rayon �
Z


 nB �

� G(x; y)
jyj

� �(
1

jyj
)G(x; y)dy =

Z

@


@nG(x; y)
jyj

� @n (
1

jyj
)G(x; y)dy

+
Z

@B �

@nG(x; y)
jyj

� @n (
1

jyj
)G(x; y)dy

L'in tégrale sur 
 n B � vaut zérocar les fonctions G(x; y) et 1
jyj sont harmoniquessur ce

domaine.On a également Z

@

@n (

1
jyj

)G(x; y)dy = 0

car G(x; y) = 0 sur @
 , et on a les convergencessuivantes
Z

@B �

@nG(x; y)
jyj

! 0; � ! 0;

Z

@B �

@n (
1

jyj
)G(x; y)dy ! 4� G(0; x); � ! 0:

Cesdernièresconvergencessont duesà @n ( 1
jyj ) = � @r ( 1

r ) = 1
r 2 �

Ainsi on obtient le développement suivant pour u(x; ")

u(x; ") = v0(x) � v0(0)P
� x

"

�
� "4� v0(0)cap! G(0; x) + ~u1(x; " ):

Si on écrit le développement de P
�

x
"

�
on trouve

P
� x

"

�
= "

cap!
jxj

+ ~P
� x

"

�

où ~P(� ) est solution de

� � ~P(� ) = 0 dans
� 3 n ! (I I I.68)

~P = 1 �
cap!

j� j
sur @! (I I I.69)

Etant donné(I I I.65) on trouve

G(0; x) =
1

4� jxj
+ G(0; x):

Ainsi on peut écrire

u(x; ") = v0(x) � "4� v0(0)cap! G(0; x) � v0(0) ~P
� x

"

�
+ ~u1(x; " ): (I I I.70)

Finalement, ~u1(x; " ) est solution de

� � ~u1(x; " ) = 0 dans 
 " (I I I.71)

~u1(x; " ) = � v0(x) + v0(0)P
� x

"

�
(I I I.72)

+ "4� v0(0)cap! G(0; x) sur @
 "
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Plus précisément, on peut écrire

� � ~u1(x; " ) = 0 dans 
 " (I I I.73)

~u1(x; " ) = v0(0)P
� x

"

�
� "

v0(0)cap!
jxj

sur @
 (I I I.74)

~u1(x; " ) = � (v0(x) � v0(0)) (I I I.75)

+ "4� v0(0)cap! G(0; x) sur @! "

2.4.. Justi�cation des développ ements asymptotiques. Soit U dé�ni par

U(x; ") = v0(x) � v0(0)P
� x

"

�
� "4� v0(0)cap! G(0; x) (I I I.76)

de sorte que
u(x; ") = U(x; ") + ~u1(x; " ): (I I I.77)

La fonction U est l'approximation asymptotiqueglobale.On dé�nit aussila fonction U0

par

U0(x; " ) = (v0(x) � v0(0))(1 � � " (x)) + v0(0) (I I I.78)

� v0(0)
cap!

r
� v0(0) ~P

� x
"

�
�

� "4� v0(0)cap! G(0; x)(1 � � " (x)):

La fonction cuto� � " a lespropriétésstandards: � vaut 1 au voisinagede ! et � est
à support compactdans

� 3. Finalement � " (x) = �
�

x
"

�
. Alors on a

u(x; ") = U0(x; " ) + � " (x)(v0(x) � v0(0)) (I I I.79)

� v0(0) ~P
� x

"

�
(1 � � ) (I I I.80)

� "4� v0(0)cap! G(0; x)� " + ~u1(x; " ):

Maintenant on pose
R = u � U0: (I I I.81)

On remarqueque la dé�nition (I I I.78) de la fonction U0 montre que R vaut 0 sur @
 " .
On veut donner une estimation de la norme kR; H 1(
 " )k. Les calculsnousdonnent

� � R = � � u + � U0

= � � u + (1 � � " )� v0 � � � " (v0(x) � v0(0)) � 2r � " r v0

� v0(0)�( ~P
� x

"

�
� ) � "4� v0(0)cap! �( G(0; x)(1 � � " )) :

= � " f � [� ; � " ](v0(x) � v0(0)) � v0(0)[� ; � ] ~P
� x

"

�

+ "4� v0(0)cap! [� ; � " ]G(0; x)

= I 1 + I 2 + I 3 + I 4

avec [� ; � " ] = (� � " ) + 2r � " r x .
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Pour calculercesestimations,on introduit les inégalitésde Hardy dansles lemmesII I.5
et I I I.6. On dommeune preuve simple pour le lemmeII I.5 issuede [45]. La preuve du
lemmeII I.6 peut être trouvéedans [30].

Lemme II I.5. Si z 2 C1
0 [a;1 [ , a � 0 et b> 0 alors

Z 1

a
r b� 1jz(r )j2 dr �

4
b2

Z 1

a
r b+1 j@r z(r )j2 dr: (I I I.82)

Preuv e. Commez(t)2 = � 2
R1

t z(r )@r z(r ) dr; on a
Z 1

a
tb� 1jz(t)j2 dt = � 2

Z 1

a
tb� 1

Z 1

t
z(r )@r z(r ) drdt

� 2
Z 1

a
jz(r )jj@r z(r )j

Z r

a
tb� 1 dtdr

= 2b� 1
Z 1

a
(r b � ab)jz(r )jj@r z(r )j dr

� 2b� 1

� Z 1

a
r b� 1jz(r )j2 dr

� 1
2

� Z 1

a
r b+1 j@r z(r )j2 dr

� 1
2

On déduit de la dernièreinégalité la formule (I I I.82). �

Lemme II I.6. Si z 2 C1
0 [0; 1 [ , et z(0) = 0, b< 0 alors

Z 1

0
r b� 1jz(r )j2 dr �

4
b2

Z 1

0
r b+1 j@r z(r )j2 dr: (I I I.83)

On dé�nit maintenant F comme

� � R = F = I 1 + I 2 + I 3 + I 4:

Alors R est solution de �
� � R = F dans 
 "

R = 0 sur @
 "
(I I I.84)

Pour simpli�er, on utilise la notation k : k au lieu de k : ; L 2(
 " )k. On obtient alors
l'estimation

krRk 2 =
Z


 "

RF � kr � 1RkkrF k

� ckR; H 1(
 " )kkrF k:

L'inégalité kr � 1Rk � kR; H 1(
 " )k provient de l'inégalité de Hardy (I I I.82) avec a = 0
et b= 1 . Ainsi, on obtient l'inégalité suivante

kR; H 1(
 " )k � ckrF k: (I I I.85)

Par conséquent on a besoinde donnerune estimation de la quantité krF k. Sachant que
F = I 1 + I 2 + I 3 + I 4 on a

kr I 1k � c"kf k; (I I I.86)
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kr I 2k2 = kr [� ; � " ](v0(x) � v0(0))k2

=
Z


 " \ suppr � "

r 2(2r v0:r � " )2 + r 2j� � " j2jv0(x) � v0(0)j2 dx

� c"2
Z

suppr � "

jr v0j2jr � " j2 + j� � " j2jv0(x) � v0(0)j2 dx

� c"2
Z

suppr � "

1
"2

jr v0j2
"2

r 2
+

1
"4

jv0(x) � v0(0)j2
"4

r 4
dx

� c"2kv0; H 2(
) k2

� c"2kf k2: (I I I.87)

On a utilisé lesdeux inégalitésde Hardy (I I I.82) et (I I I.83) pour la majoration (I I I.87).
En e�et, pour majorer Z

suppr � "

1
"2

jr v0j2
"2

r 2
;

on utilise (I I I.82) avec a = 0 et b= 1, et pour majorer
Z

suppr � "

1
"4

jv0(x) � v0(0)j2
"4

r 4
dx;

on utilise (I I I.83) avec b = � 1 puis (I I I.82) avec a = 0 et b = 1. On utilise cette
procéduredans la plupart desinégalitésqui suivent.

kr I 3k2 = krv0(0)[� ; � ] ~P
� x

"

�
k2

� cjv0(0)j2
Z

suppr �
r 2jr ~P

� x
"

�
j2 + r 2j� � j2 ~P

� x
"

� 2
dx

� cjv0(0)j2
Z

suppr �
r 2 j"2xj2

jxj8
+ r 2 "4

jxj4
dx

� cjv0(0)j2
Z

suppr �
r 2

�
"4

r 6
+

"4

r 4

�
dx

� c"4kv0; H 2(
) k2

� c"4kf k2: (I I I.88)

On a utilisé dans l'inégalité (I I I.88) le plongement H 2(
) � C0(
) .

kr I 4k2 = kr "4� v0(0)cap! [� ; � " ]G(0; x)k2

� cjv0(0)j2"4

 Z


 " \ suppr � "

j� � " G(0; x)j2 + jr � " j2jrG (0; x)j2
!

� cjv0(0)j2"4

 Z


 " \ suppr � "

1
"4

jG(0; x)j2 +
1
"2

jrG (0; x)j2
!

� c"2kf k2 (I I I.89)

En regroupant les inégalités (I I I.86), (I I I.87), (I I I.88), (I I I.89), on en déduit une esti-
mation pour krF k :

krF k � c"kf k; (I I I.90)
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ce qui signi�e que
kR; H 1(
 " )k � c"kf k: (I I I.91)

A�n de compléter les estimations pour u(x; "), on doit donner une estimation pour le
terme U � U0. D'après les équations(I I I.77) et (I I I.79) on obtient

U � U0 = � " (v0(x) � v0(0))

� v0(0) ~P
� x

"

�
(1 � � )

� "4� v0(0)cap! G(0; x)� "

= J1 + J2 + J3:

On donnemaintenant desestimationspour lesnormesL 2 desgradients de J1, J2 et J3.

kr J1k2 � c
Z


 " \ supp� "

jr � " j2jv0(x) � v0(0)j2 + jr v0(x)j2

�
c
"2

Z


 " \ supp� "

"4

r 4
jv0(x) � v0(0)j2 + c

Z


 " \ supp� "

"2

r 2
jr v0(x)j2

� c"2kf k2; (I I I.92)

kr J2k2 � cjv0(0)j2
 Z

suppr �

~P
� x

"

� 2
+

Z


 nsupp�
jr ~P

� x
"

�
j2

!

� cjv0(0)j2
 Z

suppr �

"4

r 4
+

Z


 nsupp�

"4

r 6

!

� c"4jv0(0)j2

� c"4kv0; H 2(
) k2

� c"4kf k2; (I I I.93)

kr J3k2 � c"2jv0(0)j2
Z

supp� "

jrG (0; x)j2 + jG(0; x)j2jr � " j2

� c"2jv0(0)j2
Z

suppr � "

1
"2

jG(0; x)j2

� c"2kf k2: (I I I.94)

Ainsi on a obtenu
kU � U0; H 1(
 " )k � c"kf k; (I I I.95)

et �nalement, en combinant (I I I.95) et (I I I.91) on obtient

ku(x; ") � U; H 1(
 " )k � c"kf k; (I I I.96)

3.. Perturbation de la position du trou

On considèretoujours les mêmesouverts ! et 
 dont les frontières sont régulières
commedansle paragraphe2.. On fait unepetite translation du trou dansla direction h.
Soit h un vecteur donnédans

� 3, l'ensemble ! h
" est dé�ni comme! h

" = f x = y + h; y 2
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! " g et 
 h
" = 
 n! h

" . Ensuite on dé�nit le problèmeperturbé correspondant au problème
(I I I.51)-(I I I.52) : �

� � uh(x; " ) = f dans 
 h
"

uh(x; " ) = 0 sur @
 h
"

(I I I.97)

où f est une fonction de L 2(
) .

3.1.. Dév elopp ement asymptotique du problème perturb é. On utilise la
fonction v0(x) dé�nie en (I I I.53)-(I I I.54) commeune approximation de uh(x; " ) au voi-
sinagede la frontière du trou ! h

" . La fonction v0(x) peut être développéeau voisinage
de h.

v0(x) = v0("� ) = v0(h) + O("); " ! 0

On pose� h = � � h
" les nouvellescoordonnéescorrespondant à l'origine h. Le potentiel

Ph(� h) est dé�ni commeen (I I I.56)-(I I I.57) avec ! h au lieu de ! . Ensuite, si on pose
w0

h(� h) = � Ph(� h)v0
h(0) on a l'analoguede la formule (I I I.60) dans le domaineperturbé

uh(x; " ) w v0(x) + w0
h(

x � h
"

) = v0(x) � P
�

x � h
"

�
v0(h): (I I I.98)

Ensuite, vh
1 est dé�ni commedans(I I I.61)-(I I I.62) avecv0(h) cap!

jx � hj au lieu de v0(0)cap!
jx j

et commedans le lemmeII I.4, on a

v1
h(x) = � 4� G(h; x)v0(h)cap!

Finalement, le développement de uh(x; " ) est

uh(x; " ) = v0(x) � "4� v0(h)G(h; x) � v0(h) ~Ph

�
x � h

"

�
+ ~u1

h(x; " ); (I I I.99)

avec ~u1
h(x; " ) dé�ni commeen (I I I.71)-(I I I.72) aveclesquantités correspondants au pro-

blèmeperturbé.

On veut maintenant donnerune estimation de la di�érence uh(x; " ) � u(x; "). Au vu
de (I I I.99) et (I I I.70), on a donc

uh(x; " ) � u(x; ") = �
�

v0(h)P
�

x � h
"

�
� v0(0)P

� x
"

� �

� 4� "cap!
�
v0(h)G(h; x) � v0(0)G(0; x)

�

+ ~u1
h(x; " ) � ~u1(x; " ):

En procédant à un développement limité par rapport à h, on obtient

uh(x; " ) � u(x; ") = �
�

P
� x

"

�
+ 4� "cap! G(0; x)

�
hr v0(0); hi

� "cap! v0(0)
hx; hi
jxj2

+
v0(0)

"
hr ~P

� x
"

�
; hi

� "4� v0(0)cap! hrG (0; x); hi

+ ~u1
h(x; " ) � ~u1(x; " ) + O(khk2):

Par conséquent, on a l'estimation

kuh(x; " ) � u(x; ")k1 � ch; (I I I.100)
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avec c une constante qui ne dépend pas de ". Par ailleurs, on ne peut pas obtenir
l'expressioncomplètede la dérivéepar rapport à h car le reste~u1

h(x; " ) � ~u1(x; " ) contient
des termes d'ordre 1 en h. Il est alors nécessaired'aller plus loin dans la pocédure
d'approximation et d'introduire une nouvelle couche limite w1.

4.. Extension auto-adjoin te et appro ximation de l'énergie en dimension
trois

4.1.. Extension auto-adjoin te. Lescaractéristiquesprincipalesdel'extensionauto-
adjointe pour le problèmeen dimensiontrois sont lesmêmesqu'en dimensiondeux, par
conséquent nousne détaillons pasce qui suit.

On considèrel'opérateur A 0 dansL 2(
) donnépar l'expressiondi�éren tielle � � x et
munis desdomainesde dé�nition :

D(A 0) =
�

v 2 C1
0 ( �
 n f 0g); v = 0 sur @


	

La fermeture A 0 et l'adjoint A �
0 pour l'opérateur A 0 sont donnéspar l'expressiondi�é-

rentielle � � x , avec les domainesde dé�nition :

D(A 0) =
�

v 2 H 2(
) ; v(0) = 0; v = 0 sur @

	

et

D(A �
0) =

n
v : v(x) = � � (x)( �

a
4� r

+ b) + �v(x); �v 2 D(A 0); a;b2
�

o
(I I I.101)

Théorème II I.7.

(1) Soit A la restriction de l'opérateur A �
0 à l'espace vectoriel

D(A ) = f v 2 D(A �
0) : b= Sag (I I I.102)

où
S = S(") =

1
4� "cap!

� G(0; 0):

Alors A est un opérateur auto-adjoint.

(2) L'équation suivante
Av = f 2 L 2(
) (I I I.103)

admet une unique solution v 2 D(A ).

4.2.. Fonctionnelle d'énergie appro chée. Pour simpli�er, on considèrele pro-
blème(I I I.51)-(I I I.52) perturbé seulement par rapport à " :

� � u(x; ") = f (x) dans 
 " ; (I I I.104)

u(x; ") = 0 sur @
 " : (I I I.105)

et on écrit u au lieu de u(x; "). La fonctionnelled'énergiecorrespondante est donnéepar

E" (u; f ) =
1
2

(r u; r u) 
 " � (f ; u) 
 " = �
1
2

(f ; u) 
 " (I I I.106)

Pour l'opérateur auto-adjoint A dé�ni en (I I I.102), on peut introduire la fonctionnelle
d'énergieassociée

E(v; f ) =
1
2

(Av ; v) 
 � (f ; v ) 
 = �
1
2

(f ; v) 
 (I I I.107)
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qui, commeon le montrera dans la proposition suivante, est une approximation de la
fonctionnelled'énergiepour le problème(I I I.104)-(I I I.105).

Prop osition I I I.8. Si u et v sont solutions des problèmes(I I I.104)-(I I I.105) et
(I I I.103) avec la mêmefonction f 2 L 2(
) , alors la di�ér ence desfonctionnellesd'éner-
gie (I I I.106) et (I I I.107) admet l'estimation

jE" (u; f ) � E(v; f )j � c"kf k2: (I I I.108)

Preuv e. Tout d'abord, on a l'inégalité suivante

jE" (u; f ) � E(v; f )j =
1
2

j(f ; u) 
 " � (f ; v ) 
 j

�
1
2

kf ; L 2(
) kkv � u(x; "); L 2(
 " )k +
1
2

j(v ; f )! " j (I I I.109)

D'aprèsle théorèmeII I.7, (voir également le théorèmeII I.2) ona v = v0(x)� "4� v0(0)cap! G(0; x).
D'après (I I I.77) on a

u(x; ") = U(x; ") + ~u1(x; " )

= v � v0(0) ~P
� x

"

�
+ ~u1(x; " ): (I I I.110)

ainsi que

kv � u(x; "); L 2(
 " )k � k � v0(0) ~P
� x

"

�
+ ~u1(x; " ); L 2(
 " )k

� kv0(0) ~P
� x

"

�
; L2(
 " )k + ku � U; L 2(
 " )k: (I I I.111)

Comme(I I I.96) donneune estimation pour ku � U; L 2(
 " )k, on doit seulement donner
une estimation de kv0(0) ~P

�
x
"

�
; L2(
 " )k. En fait, en combinant (I I I.88) et (I I I.93) on

trouve

kv0(0) ~P
� x

"

�
; L2(
 " )k � c"kf k: (I I I.112)

En combinant (I I I.96) et (I I I.112) on obtient

kv � u(x; "); L 2(
 " )k � c"kf k: (I I I.113)

Pour terminer la preuve on donneune estimation de j(v ; f ) ! " j :

j(v ; f )! " j � j(v0; f )! " � "4� v0(0)cap!
Z

! "

G(0; x)f (x)j

� kf k
� Z

! "

v0(0)2 + "4
Z

! "

(v0(x) � v0(0))2

r 4

� 1=2

� c"kf k2: (I I I.114)

En insérant (I I I.113) et (I I I.114) dans(I I I.109) la preuve est terminée. �

En particulier le développement du premierordredela fonctionnelled'énergieapprochée
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E(v; f ) donnele résultat classiquesuivant :

E(v; f ) = �
1
2

(f ; v) 


= �
1
2

Z



f (x)v0(x) dx + 2� "cap! v0(0)

Z



G(0; x)f (x) dx

= E0(u; f ) + 2� "cap! v0(0)2: (I I I.115)

On a utilisé le fait queG(0; x) dé�ni en(I I I.63)-(I I I.64) est la fonction deGreengénérali-
sée.Le terme 2� "cap! v0(0)2 dans(I I I.115) est la dérivéetopologiquede la fonctionnelle
d'énergieE" (u; f ) pour le problèmeoriginal (I I I.51) � (I I I.52).

Remarque II I.9. On obtient un résultat similaire en dimensiondeux, i.e. la fonc-
tionnelle d'énergieapprochéeE(v; f ) pour l'opérateur A dé�ni dans le théorèmeII I.2
admet le développement asymptotique suivant

E(v; f ) = �
1
2

(r u(x; 0); r u(x; 0))
 �
� v0(0)2

log"
+ O

�
1

log2 "

�
; (I I I.116)

et le terme � v0(0)2 est en e�et la dérivéetopologiquede la fonctionnelled'énergiepour
le problème(I I I.1)-(I I I.3) (avec h = 0).

5.. Un problème d'optimisation de formes utilisan t des extensions
auto-adjoin tes

Dansla suite, U estun ouvert bornédans
� 2 avecunefrontière régulière.L'ensemble

U estappeléle fourre-tout et lesperturbations � dé�nies plus loin laissent U globalement
invariant. Soit également k 2 � ; k � 4. On note

Ok =
�

D b U; D boundedopen set of classCk
	

:

Soit 
 un élément de Ok .
Soit � k l'espacedeschampsde vecteur de Ck(

� 2;
� 2) dont lesdérivéessont bornées

jusqu'à l'ordre k. Muni de la norme Ck usuellek:kk , � k est un espacede Banach. On
note

Dk := f � 2 � k ; supp(� ) � Ug :

Pour � 2 Dk et t 2
�

su�sament petit, l'application Ft = I + t� estun Ck-di�éomorphisme,
et la condition supp(� ) � U implique que I + t� laissela frontière de U invariante. I est
l'application identité dans

� 2 (8x 2
� 2; I (x) = x). Pour un � 2 Dk donné,soit 
 t dé�ni

par :

 t = f (I + t� )(x); x 2 
 g

Il est clair, puisque
 2 Ok , que l'on a 
 t 2 Ok .

Dansceparagrapheon considèrela fonctionnelled'énergieapprochéeE(v; f ), dé�nie
en (I I I.107). On travaillera dans

� 2 mais le mêmerésultat peut être obtenu dans
� 3.

Dorénavant, soit h un point de 
 . Il existe t0 > 0 et "0 > 0 tels que pour tout t < t0

et " < "0, ! h
" b 
 t . On dé�nit une fonctionnelle de forme J : [0; t0] � [0; "0] !

�

de la
façonsuivante

J (t; " ) =
1
2

(A t v t ; v t )
 t � (f ; v t )
 t = �
1
2

(f ; v t )
 t
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avec v t 2 D(A t ) solution de (I I I.34) avec 
 remplacépar 
 t et f 2 H 2(U). Pour une
lecture plus claire, on décrit brièvement leschangements danslesdé�nitions de (I I I.30),
(I I I.31), (I I I.32) et (I I I.33).

D(A 0;t ) =
�

v 2 C1
0 (
 t n f hg)

	

D(A 0;t ) =
�

v 2 H 2(
 t ); v(h) = 0; v = 0 sur @
 t
	

D(A �
0;t ) =

n
v : v(x) = � � (x)( �

a
2�

logrh + b) + �v(x); �v 2 D(A 0;t ); a;b2
�

o

D(A t ) =
�

v 2 D(A �
0;t ) : b= Sa

	

où S = S(") = (2� ) � 1(log " + L), la quantité L est dé�nie dans (I I I.24). La solution
v t 2 D(A t ) de

A t v t = f

véri�e (voir (I I I.37))
v t (x) = v0

t (x) + � h;t Gt (x; h): (I I I.117)

Les fonctions Gt , Gt sont dé�nies respectivement commedans (I I I.8)-(I I I.9), (I I I.11)-
(I I I.12) mais avec 
 remplacépar 
 t , et la constante � h;t est égaleà

� h;t =
�

(2� )� 1(log " + L) + Gt (h; h)
	 � 1

v0
t (h)

5.1.. Dériv ées top ologique et de forme simultanées. Considéronsle problème
(I I I.4) dé�ni dans le domaineperturbé 
 t au lieu de 
 :

� � v0
t (x) = f (x) dans 
 t (I I I.118)

v0
t (x) = 0 sur @
 t (I I I.119)

avec f 2 H 2(U). Pour t su�sament petit, Ft est un Ck-di�éomorphisme et son inverse
véri�e

F � 1
t (y) = y � tK 1(y; t) (I I I.120)

avec
kK 1(:; t)kk� 1 � ck� kk : (I I I.121)

En e�et y = Ft (x). Alors

y � t� (y) = x + t� (x) � t� (x + t� (x))

= x + t� (x) � t� (x) � t2D� (y0)� (x);

avecy0 = x + � t� (x) et 0 < � < 1. Ainsi on a la representation (I I I.120) avecK 1(y; t) =
� (y) � tD � (y0)� (x).

Lemme II I.10. Pour t � 0 su�samment petit, la solution de (I I I.118)-(I I I.119)
admet le développement

v0
t = v0 + tz (I I I.122)

avec kzkH 3 (
) � ck� kk :

Preuv e. Après avoir e�ectué le changement de variables y = Ft (x), le système
(I I I.118)-(I I I.119) devient

div �
�
J (Ft )(DyFt )� 1(DyF �

t )� 1r v0
t

�
= J (Ft )f (Ft (x)) dans 
 (I I I.123)

v0
t (x) = 0 sur @
 (I I I.124)
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On fait quelquessimpli�cations pour les prochains calculs

(DyFt )� 1 = I � tD yK 1 (I I I.125)

J (Ft ) = det(I + tD � (x)) = 1 + tk1(x; t) (I I I.126)

avec
kk1(:; t)kk� 1 � ck� kk :

Par conséquent on a

(DyFt )� 1(DyF �
t )� 1 = (I � tD yK 1)( I � tD yK �

1) = I + tD yK 2; (I I I.127)

J (Ft )(DyFt )� 1(DyF �
t )� 1 = I + tD yK 3; (I I I.128)

J (Ft )f (Ft (x)) = f (x) + tf 1(x; t); (I I I.129)

avec

kK 2(:; t)kk� 2; kK 3(:; t)kk� 2 � ck� kk and kf 1(:; t)kH 1 (U) � ck� kk : (I I I.130)

Ainsi, le systèmetransformé prend la forme

� div
�
(I + tK 3)r v0

t

�
= f + tf 1 dans 
 (I I I.131)

v0
t (x) = 0 sur @
 (I I I.132)

On supposemaintenant quela solution v0
t peut être développéesousla formed'une série

par rapport au paramètre t.

v0
t =

1X

k=0

tkv0
k(x; t): (I I I.133)

En remplaçant (I I I.133) dans(I I I.131)-(I I I.132) on obtient formellement le système:

�
1X

k=0

tk � v0
k �

1X

k=0

tk+1 div(K 3r v0
k) = f + tf 1 dans 
 (I I I.134)

1X

k=0

tkv0
k = 0 sur @
 (I I I.135)

En comparant les termescorespondants aux puissancesde t de mêmeordre, on obtient
une suite de problèmesaux limites. Pour k = 0, v0

0 = v0 solution de (I I I.118)-(I I I.119)
avec t = 0, pour k = 1 on a

� � v0
1 = f 1 � div(K 3r v0) dans 


v0
1 = 0 sur @


et pour k � 2

� � v0
k = � div(K 3r v0

k� 1) dans 


v0
k = 0 sur @


Grâceaux bornes(I I I.130) sur K 3 et f 1, on obtient

pour k = 1 : kv0
1kH 3 (
) � ck� kk(1 + kv0kH 3 (
) ); (I I I.136)

pour k > 1 : kv0
kkH 3 (
) � ck� kkkv0

k� 1kH 3 (
) : (I I I.137)
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Il existe donc une constante t1 telle que pour t < t1, la série(I I I.133) est convergente
dansH 3(
) . Si on note v0;N

t la sérietronquée

v0;N
t (x) =

NX

k=0

tkv0
k(x; t):

on obtient l'estimation suivante pour le restede la série

kv0;N
t � v0

t kH 3 (
) � ctN +1

ce qui termine la preuve. �

Remarque II I.11. On peut obtenir le mêmerésultat pour desconditions de Diri-
chlet non-homogènesau lieu de (I I I.119). La seuledi�érence est qu'une fonction dans
le membre de droite de (I I I.119) serait développée par rapport à t, mais la construc-
tion du développement asymptotique reste la même.Cette remarqueest utile pour la
construction de la partie régulièreG de la fonction de Green(I I I.11)-(I I I.12).

Théorème II I.12. La fonctionnelle J (t; " ) admet le développement suivant

J (t; " ) = J (0; 0) �
1

log"
T J (
 ; h) + tJ 0(0; 0) + o(t) + O(

t
log"

) (I I I.138)

où T J (
 ; h) est la dérivée topologiquedeJ dans
 en h tandis queJ 0(0; 0) est la dérivée
par rapport au domainede J en 
 pour " = 0 et h = 0.

Preuv e. Tout d'abord on peut écrire

J (t; " ) � J (0; 0) = J (t; " ) � J (t; 0) + J (t; 0) � J (0; 0): (I I I.139)

Un résultat classiquede sensibilitépar rapport au domainenous indique que

J (t; 0) � J (0; 0) = tJ 0(0; 0) + o(t):

Il nousresteà analyserla premièredi�érence dans le membre de droite de (I I I.139).

J (t; " ) � J (t; 0) = �
1
2

(f ; v t � v0
t )
 t : (I I I.140)

En utilisant (I I I.117) on obtient :

v t (x) � v0
t (x) = � h;t Gt (x; h) (I I I.141)

= �
(2� )� 1 logkx � hk + Gt (x; h)
(2� )� 1(log " + L) + Gt (h; h)

v0
t (h): (I I I.142)

D'après le lemmeII I.10 et la remarqueII I.11, on obtient le développement

v t (x) � v0
t (x) = �

(2� )� 1 logkx � hk + G(x; h)
(2� )� 1(log " + L) + G(h; h)

v0(h) + O(
t

log"
)

En exploitant la remarqueII I.9, (I I I.140) devient alors

J (t; " ) � J (t; 0) = �
� v0(h)2

log"
+ O(

t
log"

)

et on obtient (I I I.138) avec T J (
 ; h) = � v0(h)2.
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Une métho de "lev elset" en optimisation de formes
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Une méthode "levelset" en optimisa tion de f ormes

1.. In tro duction

Lesperturbations singulièresdedomainesont étudiéesdans[33], [32], [45], [47], [48],
[49], [50], [51], [52], [61], [62], [63]. La construction de l'approximation asymptotique
pour l'opérateur de Steklov-Poincaréest donnéedans [65].

Soit U et V deux ouverts �xes de
� 2 tels que V �� U. On note # ! le nombre de

composantes connexesde ! et on considèrel'ensemble desdomainesadmissibles

Ok = f 
 = U n ! ; ! ouvert; ! � V; # ! � kg: (IV.1)
Dans le cas du problème linéaire, on note alors � N = @! , � D = @U et on a donc
@
 = � N [ � D . Lesfrontières� N et � D sont destinéesà avoir desconditionsdeNeumann
et de Dirichlet, respectivement. L'ouvert ! n'est pas nécessairement connexecommele
montre la �gure 1. Dans le casdu problèmenon-linéairede Signiorini, la frontière @U
est séparéeen deux composantes connexes,@U = � S [ � D , � S étant destinéà recevoir
desconditions de Signiorini.

PSfrag replacements



!

! � N

� N

� D

U

Fig. 1. Le domaineU et le domaine


On considèresuccessivement les problèmessuivants, avec f 2 C1 (U)
8
<

:

� � u + u = f dans 
 ;
u = 0 sur � D ;

@nu = 0 sur � N :
(IV.2)

Sanshypothèsesupplémentaire sur la régularité de 
 , on a u 2 H 1(
) . On considère
également le problèmenon-linéairede Signiorini

8
>>>>><

>>>>>:

� � u + u = f dans 
 ;
u = 0 sur � D ;

@nu = 0 sur � N ;
u � 0 sur � S;

@nu � 0 sur � S;
u@nu = 0 sur � S :

(IV.3)
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La solution u(
) du problème(IV.3) véri�e l'inéquation variationnelle

u = u(
) 2 K :
Z



r u � r (v � u) �

Z



(f � u)(v � u) 8v 2 K ; (IV.4)

où
K (
) = f v 2 H 1(
) j v = 0 p:p: on � D ; v � 0 p:p: on � Sg : (IV.5)

On considèremaintenant les fonctionnellessuivantes.

E(
) =
1
2

Z



jr uj2 +

1
2

Z



u2 �

Z



f u (IV.6)

= �
1
2

Z



f u;

J (
) = E(
) + �A (
) � �P c(
) 2; (IV.7)
avec A(
) et Pc(
) dé�nis par

A(
) = j
 j; (IV.8)

Pc(
) = max(0; H 1(@
) � c); (IV.9)

où j
 j est la mesurede Lebesguede 
 dans
� 2 et H 1(@
) est la mesurede Hausdor�

1-dimensionellede @
 . Lesconstantes c;� et � sont arbitraires et strictement positives.
Nous allons prouver dans le paragraphesuivant que le problème

maxf J (
) : 
 2 Okg (IV.10)

admet au moins une solution.

La frontière exterieure de 
 est maintenue �xe et égaleà @U. Donc les domaines
inconnus 
 qui réalisent (IV.10) sont en fait déterminéspar leur frontière intérieure � N .
Dans cet article nous étudions la sensibilité par rapport au domaineet on modélisele
problèmeà l'aide d'une représentation "levelset", l'objectif étant d'accroître la fonction-
nelle de forme. On utilisera la dérivéetopologique(si nécessaire)pour créerun nouveau
trou de frontière inclue dans � N .

2.. Le problème linéaire

2.1.. Existence d'un domaine optimal. On peut montrer l'existenced'un do-
maine 
 solution du problème (IV.10). Pour cela on utilise un résultat de Bucur et
Varchon [9] et [10] qui est l'analoguedu résultat de Sverak [68] pour desconditions de
Neumannsur la frontière destrous. En apportant quelquesmodi�cations à la preuve de
ce résultat, on peut l'adapter à notre problème.Ceci est possiblesansdi�culté car la
frontière � D dans(IV.2) est �xe. On obtient donc le théorèmesuivant :

Théorème IV.1. Soit 
 i = U n! i une suite d'ouverts telle quele nombre de compo-
santesconnexesde ! i soit uniformément borné. Si ! i converge au sensde la métrique
de Hausdor� vers ! , alors la solution ui du problèmede Neumann

8
<

:

� � ui + ui = f dans 
 i ;
ui = 0 sur @U:

@ui =@n = 0 sur @! i :
(IV.11)

converge vers la solution u du problème(IV.11) sur 
 si et seulementsi j
 i j ! j
 j.
(Toutes les fonctions sont implicitement étenduespar zéro en posant ui = 0 dans ! i et
u = 0 dans ! ).
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On est désormaisen mesurede prouver l'existenced'un domaineoptimal.

Théorème IV.2. Le problème(IV.10) admet au moins une solution 
 2 Ok .

Preuv e. Soit 
 i une suite maximisante pour le problème (IV.10). Il existe une

sous-suitetoujours notée
 i telle que
 i ! 
 au sensde Hausdor� et on note 
 i
H� ! 
 .

Pour la dé�nition de la convergenceau sensde Hausdorf,on pourra consulter [31].

On montre dans[31] que le nombre de composantes connexesde 
 c est borné et on
a également à la limite

H 1(@
) � lim inf
i

H 1(@
 i ): (IV.12)

doncH 1(@
) < 1 car on maximiseJ (
) et doncPc(
) estborné.En utilisant la notion
de périmètre de densitéintroduite dans[8], on peut alorsmontrer quela convergencede
Hausdor� des
 i vers 
 implique la convergenceau sensdesfonctionscaractéristiques:


 i
H� ! 
 =) � 
 i

L 1 (U)
� ! � 
 : (IV.13)

Par conséquent, on a
j
 i j ! j
 j: (IV.14)

Pour conclure,il nousresteà montrer la convergencede E(
 i ) = � 1
2

R

 i

f ui . Or
�
�
�
�

Z


 i

f ui �
Z



f u

�
�
�
� =

�
�
�
�

Z

U
f ui � 
 i �

Z

U
f u� 


�
�
�
�

=

�
�
�
�

Z

U
f ui (� 
 i � � 
 ) +

Z

U
f � 
 (ui � u)

�
�
�
�

� kui k2kf (� 
 i � � 
 )k2 + kf � 
 k2kui � uk2;

où k:k2 est la norme de L 2(U) et on a

kui k2 ! kuk2 et kui � uk2 ! 0 (IV.15)

d'après le théorème(IV.1) . En�n

kf (� 
 i � � 
 )k2 ! 0 (IV.16)

grâceà la convergenceau sensdesfonctions caractéristiquesde � 
 i vers � 
 . Ainsi

E(
 i ) ! E(
) : (IV.17)

Finalement les convergences(IV.17), (IV.14) et (IV.12) montrent que

J (
) � lim sup
i

J (
 i ): (IV.18)

Donc 
 est bien solution du problème(IV.10). �

Remarque IV.3. Pour pouvoir utiliser la dérivation par rapport au domaine,on doit
travailler avecdesdomainesà frontière régulière.Or lessolutionsde (IV.10) ne sont pas
nécessairement desdomainesréguliers.On supposedonc pour la suite l'existenced'un
domaineoptimal pour (IV.10) qui soit su�sament régulier.
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2.2.. La dériv ée par rapp ort au domaine. Soit 
 un domainesu�sament ré-
gulier. La formulation variationnelle du problème(IV.2) est donnéepar

u 2 H 1
� D

(
) :
Z



hr u; r wi dx +

Z



uw dx =

Z



f w dx 8w 2 H 1

� D
(
) ; (IV.19)

où H 1
� D

(
) = f v 2 H 1(
) j v = 0 sur � D g.

Soit � un champ de vecteursde classeCk et à support compact dans U. Pour sim-
pli�er, sa norme dans � k est notée j� j = k� kCk ( �

2 ; �

2 ) . On considèreles transformations
F� = I + � et on note 
 � = F� (
) . Pour j� j su�sament petit, F� est un di�éomorphisme.
Par conséquent, il existeune unique solution u� 2 H 1

� (
 � ) à l'équation variationnelle
Z


 �

hr u� ; r vi dx +
Z


 �

u� v dx =
Z


 �

f v dx 8v 2 H 1
� D

(
 � ): (IV.20)

A�n detransporter (IV.20) dansle domaine�xe 
 , on note u� la fonction transportée
dé�nie par la composition u� = u� � F� 2 H 1

� D
(
) . En utilisant cechangement devariable

dans(IV.20), on obtient l'équation variationnelle satisfaite par u�
Z



h(DF T

� )� 1r u� ; (DF T
� )� 1r wi q� dx +

Z



u� wq� dx =

Z



f � wq� dx 8w 2 H 1

� D
(
) ;

(IV.21)
où f � = f � F� , q� est le Jacobiende la transformation F� , DF� étant la matrice Jaco-
bienne,on a plus précisément

DF� = I + D� ; (IV.22)

q� = detDF� = 1 + div� + detD� : (IV.23)

On montre dans [22] que u� admet le dévéloppement de Taylor suivant

u� = u + u1(� ) + ~u(� ); (IV.24)

avec les estimations

ku� � ukH 1
� (
) � cj� j; (IV.25)

k~u(� )kH 1
� (
) = ku� � u � u1(� )kH 1

� (
) � cj� j2: (IV.26)

On va maintenant calculer la dérivéepar rapport au domainede E dé�nie par (IV.6) :

E(
 � ) = �
1
2

Z


 �

jr u� j2dy �
1
2

Z


 �

(u� )2dy (IV.27)

En insérant lesdéveloppements (IV.22) et (IV.23) danslesexpressions(IV.27) et (IV.21),
on obtient la dérivéepar rapport au domainedu premier ordre

dE(
; � ) = �
Z



hr u; r u1(� )i dy +

1
2

Z



hA(� )r u; r ui dy (IV.28)

�
Z



uu1(� ) dy �

1
2

Z



u2div(� ) dy;

ainsi que l'équation variationnelle pour la dérivéematérielle u1(� ), 8w 2 H 1
� D

(
)
Z



hr u1(� ); r wi dy =

Z



hA(� ) � 1)r u; r wi dy +

Z



g(� )w dy �

Z



uwdiv(� ) + u1w dy:

(IV.29)



2.. LE PROBLÈME LINÉAIRE 83

La matrice A(� ) et la fonction scalaireg(� ) sont donnéspar

A(� ) = D� + D� T � (div� )I ;

g(� ) = div(f � ) :

En appliquant l'identité variationnelle (IV.29) avec w = u, on obtient
Z



hr u; r u1(� )i dy =

Z



hA(� )r u; r ui dy +

Z



g(� )u dy �

Z



u2div(� ) + u1(� )u dy:

(IV.30)
Etant donnél'équation (IV.30), on peut éliminer la dérivéematérielle u1(� ) de (IV.28)
et on obtient

dE(
; � ) = �
1
2

Z



hA(� )r u; r ui dy �

Z



g(� )u dy +

1
2

Z



u2div(� ) dy : (IV.31)

A partir de cette expression,on va retrouver le résultat classiquepour la dérivée par
rapport au domaine.On commencepar écrire, à partir de l'expressionde A(� )

1
2

Z



hA(� )r u; r ui dy =

Z



hD� r u; r ui dy �

1
2

Z



jr uj2div(� ) dy

=
Z



hr (h� ; r ui ); r ui dy �

Z



hD 2u � ; r ui dy �

1
2

Z



jr uj2div(� ) dy

= �
Z



� uh� ; r ui dy +

Z

@

h� ; r uihr u; ni dy �

Z



hD 2u � ; r ui dy:

= �
1
2

Z



jr uj2div(� ) dy

Sachant que � � u = f � u l'équation (IV.31) devient alors

dE(
; � ) = �
Z



f h� ; r ui dy �

Z



div(f � )u dy

+
Z



hD 2u � ; r ui dy +

1
2

Z



jr uj2div(� ) dy

+
Z



uh� ; r ui dy +

1
2

Z



u2div(� ) dy

�
Z

@

h� ; r uihr u; ni dy:

On obtient �nalement

dE(
; � ) =
Z



div(

1
2

jr uj2� +
1
2

u2� � f � u) dy �
Z

@

h� ; r uihr u; ni dy:

=
Z

� N

(
1
2

jr uj2 +
1
2

u2 � f u)h� ; ni dy; (IV.32)

car hr u; ni = 0 sur � N et � est à support compact dans U. On retrouve l'expression
classiquede la dérivéede forme pour desconditions de Neumann sur la frontière. Les
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dérivéespar rapport au domainede A(
) et Pc(
) sont donnéespar

dA(
; � ) =
Z

� N

h� ; ni dy; (IV.33)

dPc(
; � ) =
�

fH 1 (@
)= cg max
�

0;
Z

� N

Hh� ; ni dy
�

(IV.34)

+
�

f Pc (
) > 0g

Z

� N

Hh� ; ni dy; (IV.35)

dPc(
; � )2 = 2Pc(
)
Z

� N

Hh� ; ni dy; (IV.36)

avecH la courburede � N . On obtient donc la dérivéepar rapport au domainede J (
)

dJ(
; � ) =
Z

� N

(
1
2

jr uj2 +
1
2

u2 � f u + � � 2Pc(
) � H )h� ; ni dy (IV.37)

2.3.. La dériv ée top ologique avec conditions de Diric hlet sur le trou. Pour
calculer la dérivée topologique,on utilise une méthode appeléetroncation de domaine
introduite en [43]. On introduit l'opérateur de Steklov-Poincaréqui dépend du rayon �
du trou, puis on réaliseun développement asymptotique de cet opérateur. On travaille
donc maintenant sur un domaine�xe 
 R .

PSfrag replacements
� R

R

�

� �

C(�; R)

 R

U

Fig. 2. Le domainetronqué 
 R

Soit 
 � le domainedé�ni par


 � = U n B � ; (IV.38)

où B � est la boulede rayon � , et on note � � = @B � . On dé�nit alors le problèmesuivant
�

� � u� + u� = f dans 
 � ;
u� = 0 sur � � : (IV.39)

On note maintenant 
 R le domaine


 R = U n BR ; (IV.40)
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où BR est la boule de rayon R avecR > � , on peut dé�nir le problèmetronqué suivant
8
<

:

� � uR
� + uR

� = f dans 
 R ;
uR

� = 0 sur @U;
� @ny� + @nuR

� = A � (uR
� ) sur � R ;

(IV.41)

avecA � dé�ni en (IV.49) et y� solution de (IV.76). La formulation variationnelle corres-
pondant à (IV.41) est donnéepar

u 2 H 1
� D

(
 R) : a� (uR
� ; v) = l � (v) 8v 2 H 1

� D
(
 R) (IV.42)

où H 1
� D

(
 R) = f v 2 H 1(
 R) j v = 0 sur � D g et la forme bilinéaire a� et linéaire l � sont
donnéespar

a� (u; v) =
Z


 R

hr u; r vi + uv dS +
Z

� R

A � (u)v (IV.43)

l � (v) =
Z


 R

f v �
Z

� R

v@ny� ; (IV.44)

(IV.45)

On a alors le théorèmesuivant, dont la preuve est standard.

Théorème IV.4. La solution uR
� du probleme(IV.41) véri�e

uR
� = u� j
 R ; (IV.46)

et on a également
u� jC(R;� ) = w� (uR

� ) + y� ; (IV.47)

avec w� et y� solutions de (IV.48) et (IV.76) respectivement.

On veut calculerle développement asymptotiquede l'énergieE � (f ) pour le problème
(IV.39) dé�nie par

E � (f ) =
1
2

Z


 �

jr u� j2 + u2
� dS �

Z


 �

f u� dS

= �
1
2

Z


 �

jr u� j2 + u2
� dS:

Pour cela,on étudie indépendamment les problèmes(IV.48) et (IV.76).
2.3..1. Le problèmehomogène. On considèrele problèmede Poissonhomogènedans

la couronne C(R; � ) de rayon intérieur � et de rayon extérieur R avec condition de
Dirichlet sur la frontière extérieure� R et condition deDirichlet homogènesur la frontière
intérieure � � : 8

<

:

� � w� + w� = 0 dans C(R; � );
w� = v sur � R ;
w� = 0 sur � � ;

(IV.48)

avec v dans H
1
2 (� R). On dé�nit l'opérateur de Steklov-PoincaréA � de la manièresui-

vante
A � : H

1
2 (� R) ! H

3
2 (� R)

v 7! @nw�
(IV.49)
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Du fait que v 2 H
1
2 (� R) on déduit l'existencedu développement en sériesde Fourier,

avec (r; � ) les coordonnéespolairesà l'origine

v(� ) =
1
2

a0 +
1X

k=1

(ak sin(k� ) + bk cos(k� ))

dont les coe�cien ts véri�ent :
1X

k=1

p
1 + k2(a2

k + b2
k) � M ;

où M est une constante dépendant seulement de R. Ceci implique deux propriétés
importantes :

1X

k=1

(a2
k + b2

k) � M ;
1X

k=1

k(a2
k + b2

k) � M : (IV.50)

On dé�nit les énergies

E (1) (v) =
Z

B (R)
jr wj2 + w2dS; E (1)

� (v) =
Z

C(R;� )
jr w� j2 + w2

� dS; (IV.51)

qui dépendent de v à traverslesconditionsaux bordssur � R . Nousvoulonsmontrer que
E � a un développement pour lequel le reste est uniformémént borné. Plus précisément
, on peut l'exprimer commesuit :

Théorème IV.5. L'énergie E (1)
� (v) a une expansion

E (1)
� (v) = E (1) (v) +

� a2
0

2I 0(R)2j ln � j
+ R(v);

avec

jR(v)j �
M

j ln � j2
;

uniformément sur tout sous-ensembleborné de H 1(
 R).

Preuv e. Comme tout compact peut etre recouvert par un nombre �ni de boules,
il est su�san t de prouver le lemme pour une boule �xée dans H 1(
 R). On peut donc
supposerque(IV.50) à lieu. La preuve consisteà obtenir desformulesexplicitespour w
et w� sousforme de séries.On peut alors calculer les énergiesexplicitement et obtenir
la majoration pour le resteR(v).

On cherche la solution w� de (IV.48) dansC(R; � ) sousla forme

w� (r; � ) =
1
2

a0c0(r ) +
1X

k=1

ck;� (r )(ak sin(k� ) + bk cos(k� )) : (IV.52)

Le laplacienen coordonnéespolairesvaut :

� =
@2

@r 2
+

1
r

@
@r

+
1
r 2

@
@� 2
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En insérant l'équation (IV.52) dans � � w� + w� = 0 on obtient

c00
k;� (r ) +

1
r

c0
k;� (r ) � (

k2

r 2
+ 1)ck;� (r ) = 0; k � 1 (IV.53)

c00
0;� (r ) +

1
r

c0
0;� (r ) � c0;� (r ) = 0 (IV.54)

En multiplian t (IV.53) et (IV.54) par r 2 on obtient

r 2c00
k;� (r ) + r c0

k;� (r ) � (k2 + r 2)ck;� (r ) = 0; k � 1 (IV.55)

r 2c00
0;� (r ) + r c0

0;� (r ) � r 2c0;� (r ) = 0 (IV.56)

D'après [69], les solutions deséquations(IV.55) et (IV.56) sont donnéespar

ck(r ) = Ak I k(r ) + BkK k(r ) k � 0; (IV.57)

où les fonctions I k(r ) et K k(r ) sont les fonctions de Besseldé�nies par

I k(r ) =
1X

m=0

( r
2)k+2 m

m!(k + m)!
; k � 0; (IV.58)

et pour k � 1

K k(r ) =
1
2

k� 1X

m=0

(� 1)m (k � m � 1)!
m!( r

2)k� 2m
(IV.59)

+
1X

m=0

(� 1)k+1 ( r
2)k+2 m

m!(k + m)!

�
ln

� r
2

�
�

1
2

 (m + 1) �
1
2

 (k + m + 1)
�
(IV.60)

où  est la dérivéelogarithmique de la fonction � , à savoir

 (x) =
@

@h
ln �( x + h): (IV.61)

En�n pour k = 0

K 0(r ) = � ln
� r

2

�
I 0(r ) +

1X

m=0

( r
2)2m

m!2
 (m + 1): (IV.62)

Lesconditions aux limites sur � R et � � nouspermettent d'obtenir lessystèmessuivants
pour k � 0

Ak I k(R) + BkK k(R) = 1

Ak I k(� ) + BkK k(� ) = 0

La résolution de cessystèmesdonne

Ak =
1

I k(R)
�

1 � I k (� )
K k (� )

K k (R)
I k (R)

�

Bk = � Ak
I k(� )
K k(� )
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On en déduit l'expressionde ck;� (r ) pour k � 0 sousune forme appropriéeau dévelop-
pement asymptotique quand � ! 0 :

ck;� (r ) =
I k(r )
I k(R)

�
I k (� )
K k (� )

I k (R)
K k (R) � I k (� )

K k (� )

�
K k(r )
K k(R)

�
I k(r )
I k(R)

�
(IV.63)

Remarque IV.6. Il existeune formule analogueà (IV.63) dans[61] pour le casdu
Laplacien. On peut retrouver ce résultat en remplaçant I k(r ) et K k(r ) par r k et r � k

respectivement, pour k � 1 dans(IV.63).

On peut maintenant e�ectuer le développement de w� en fonction de � . Le dévelop-
pement des coe�cien ts ck;� (r ), k � 1 fournit des termes supérieurs d'ordre O(� 2) au
minimum, tandis que le développement de c0;� (r ) fournit un terme en (ln � ) � 1. En e�et,
pour k � 1, les formules (IV.58) et (IV.59) nous indiquent que

I k(� ) = O(� k);

K k(� ) = O(� � k);

de sorte que
I k(� )
K k(� )

= O(� 2k); k � 1; (IV.64)

tandis que pour k = 0, d'après les formules (IV.58) et (IV.62)

I 0(� ) = 1 + O(� 2);

K 0(� ) = � ln � + O(1):

Donc on a
I 0(� )
K 0(� )

= � (ln � ) � 1 + O((ln � ) � 2): (IV.65)

Le développement de w� nousdonne:

w� = w + z� ; (IV.66)

avec w solution du problème(IV.48) pour � = 0 donnépar

w(r; � ) =
1
2

a0
I 0(r )
I 0(R)

+
1X

k=1

I k(r )
I k(R)

(ak sin(k� ) + bk cos(k� )) ; (IV.67)

et

z� (r; � ) = �
a0

2

I 0 (� )
K 0 (� )

I 0 (R)
K 0 (R) � I 0 (� )

K 0 (� )

�
K 0(r )
K 0(R)

�
I 0(r )
I 0(R)

�
(IV.68)

�
1X

k=1

I k (� )
K k (� )

I k (R)
K k (R) � I k (� )

K k (� )

�
K k(r )
K k(R)

�
I k(r )
I k(R)

�
(ak sin(k� ) + bk cos(k� )) :

Maintenant, à l'aide de la formule suivante

jr f j2 = f 2
=r +

1
r 2

f 2
=� ;
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on obtient

E (1)
� (v) =

Z

C(R;� )
jr w + r z� j2 + (w + z� )2 dS

= E (1) (v) +
Z

C(R;� )
[z2

�=r +
1
r 2

z2
�=� + z2

� ] dS

+2
Z

C(R;� )
[w=r z�=r +

1
r 2

w=� z�=� + wz� ] dS

�
Z

B (� )
jr wj2 + w2 dS

:= E (1) (v) + I 1 + I 2 + I 3:

On a clairement I 3 = O(� 2). On obtient également I 2 = O(� ), ene�et par uneintégration
par partie on a

I 2 = 2
Z

C(R;� )
[w=r z�=r +

1
r 2

w=� z�=� + wz� ] dS

= 2
Z

C(R;� )
hr w; r z� i + wz� dS

= 2
Z

C(R;� )
z� (� � w + w) + 2

Z

@C(R;� )
z� @nw dS

= � 2
Z

� �

w@nw;

car � � w+ w = 0 dansC(R; � ), z� = 0 sur � R et w = � z� sur � � étant donné(IV.66) et
(IV.48). Au vu de la dé�nition (IV.58) de I k(r ), la fonction w@nw est clairement bornée
sur � � donc

I 2 = � 2
Z

� �

w@nw = O(� );

d'où le résultat. Avant de calculer I 1, faisonsquelquesremarques.Tout d'abord d'après
(IV.59), pour k � 1

Z R

�
rK 0

k(r )2 = O(� � 2k): (IV.69)

Ensuite d'après (IV.58), pour k � 1
Z R

�
r I 0

k(r )2 = O(1): (IV.70)

On séparemaintenant I 1 en deux parties I 1 = I 11 + I 12 avec

I 11 =
Z

C(R;� )
[z2

�=r +
1
r 2

z2
�=� ] dS;

I 12 =
Z

C(R;� )
z2

� dS:
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Par conséquent, comme I k (� )
K k (� ) = O(� 2k) pour k � 1, seul le premier terme de z� fournit

un terme d'ordre supérieur à O(� 2) dans I 11

I 11 =
Z 2�

0

Z R

�

 
a0

2

I 0 (� )
K 0 (� )

I 0 (R)
K 0 (R) � I 0 (� )

K 0 (� )

�
K 0

0(r )
K 0(R)

�
I 0

0(r )
I 0(R)

� ! 2

r drd� + O(� 2): (IV.71)

En utilisant le développement (IV.65) et en remarquant notamment que K 0
0(r ) est

d'ordre r � 1 d'après la formule (IV.62), on en déduit que

I 11 = �
a2

0�
2I 0(R)2 ln �

+ O((ln � ) � 2): (IV.72)

En�n le terme de plus haut degrédansz2
� est

 
a0

2

I 0 (� )
K 0 (� )

I 0 (R)
K 0 (R) � I 0 (� )

K 0 (� )

�
ln r

K 0(R)

� ! 2

: (IV.73)

Or on voit facilement que
Z 2�

0

Z R

�

 
a0

2

I 0 (� )
K 0 (� )

I 0 (R)
K 0 (R) � I 0 (� )

K 0 (� )

�
ln r

K 0(R)

� ! 2

r drd� = O((ln � ) � 2): (IV.74)

Donc en regroupant (IV.72) et (IV.74) on obtient

I 1 = I 11 + I 12 = �
a2

0�
2I 0(R)2 ln �

+ O((ln � ) � 2): (IV.75)

Ceci achève la démonstrationdu théorème. �

2.3..2. Le problèmenon-homogène. On considèremaintenant le problèmedePoisson
non-homogènedans la couronneC(R; � ) de rayon intérieur � et de rayon extérieur R
avec condition de Dirichlet homogènesur la frontière � R [ � � :

8
<

:

� � y� + y� = f jC(R;� ) dans C(R; � )
y� = 0 sur � R

y� = 0 sur � �

(IV.76)

avec f 2 C1 (
� 2). On étudie la fonction suivante :

f jC(R;� ) 7!
@y�

@n j � R

= g� :

On veut obtenir un développement de g� par rapport à � . On a le développement de
Fourier suivant pour f .

f (r; � ) =
1
2

~a0(r ) +
1X

k=1

(~ak(r ) sin(k� ) + ~bk(r ) cos(k� ))

Théorème IV.7. La fonction g� admet le développement

g� = g0 �
h(R)

2RI 0(R) ln �
+ O((ln � ) � 2); (IV.77)

où h(R) est dé�ni en (IV.105).
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Preuv e. On cherche la solution y� du problèmesousla forme

y� =
1
2

c0;� (r ) +
1X

k=1

ck;� (r ) sin(k� ) + dk;� (r ) cos(k� ): (IV.78)

Le laplacienen coordonnéespolairesvaut :

� =
@2

@r 2
+

1
r

@
@r

+
1
r 2

@
@� 2

En insérant l'équation (IV.78) dans � � y� + y� = f jC(R;� ) on obtient

r 2c00
k;� (r ) + r c0

k;� (r ) � (k2 + r 2)ck;� (r ) = � r 2~ak(r ); k � 0 (IV.79)

r 2d00
k;� (r ) + rd0

k;� (r ) � (k2 + r 2)dk;� (r ) = � r 2~bk(r ); k � 1 (IV.80)

Les solutions du problèmehomogène(IV.79) pour k � 0 sont

ck;� (r ) = Ak I k(r ) + BkK k(r ); (IV.81)

avecI k(r ) et K k(r ) les fonctionsde Besseldé�nies par (IV.58), (IV.59) et (IV.62). Pour
trouver la solution de (IV.79), on applique la méthode de variation desconstantes. On
obtient alors le systèmesuivant

A0
k I k + B 0

kK k = 0; (IV.82)

A0
k I 0

k + B 0
kK 0

k = � ~ak : (IV.83)

Le calcul nousdonne

A0
k =

� ~akK k

I 0
kK k � I kK 0

k

;

B 0
k =

~ak I k

I 0
kK k � I kK 0

k

:

D'après [69] (page80), on a pour tout k � 0

I 0
k(r )K k(r ) � I k(r )K 0

k(r ) =
1
r

; (IV.84)

ainsi

A0
k(r ) = � r ~ak(r )K k(r );

B 0
k(r ) = r ~ak(r )I k(r ):

On obtient �nalement

Ak(r; � ) = LA (r; k) + � k(� ); (IV.85)

Bk(r; � ) = LB (r; k) + � k(� ); (IV.86)

avec

LA (r; k) = �
Z r

R
t~ak(t)K k(t) dt; (IV.87)

LB (r; k) =
Z r

R
t~ak(t)I k(t) dt: (IV.88)
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Les conditions aux limites pour ck;� sont

ck;� (R) = 0;

ck;� (� ) = 0:

En remplaçant cesconditions limites dans (IV.81), on trouve les expressionsde � k(� )
et de � k(� ) :

� k(� ) =
LA (�; k)I k(� ) + LB (�; k)K k(� )

I k(R)K k(� ) � K k(R)I k(� )
K k(R); (IV.89)

� k(� ) = � � k(� )
I k(R)
K k(R)

: (IV.90)

La constante � k(� ) peut également s'écrire

� k(� ) =
LA (�; k) I k (� )

K k (� ) + LB (�; k)
I k (R)
K k (R) � I k (� )

K k (� )

: (IV.91)

Nousallonsmaintenant procéderaux développements deL A (�; k) et LB (�; k) enfonction
du petit paramètre � . Etant donné les dé�nitions sous forme de série de (IV.58) et
(IV.59), on voit que pour k � 1

I k(r ) =

�
r
2

� k

k!
+ O(r k+2 ); (IV.92)

K k(r ) =
1
2

� r
2

� � k
(k � 1)! + O(r � k+2 ): (IV.93)

Par conséquent, commef est de classeC1 , la quantité sousl'in tégrale dans (IV.87)
est O(t � k+1 ) :

t~ak(t)K k(t) = O(t � k+1 ): (IV.94)

En�n, étant donné(IV.94), (IV.87) et (IV.64), on trouve

LA (�; k)
I k(� )
K k(� )

= O(� k+2 ): (IV.95)

Par un raisonnement similaire, on obtient

LB (�; k) = LB (0; k) + O(� k+2 ): (IV.96)

Maintenant, en insérant les développements (IV.95) et (IV.96) dans (IV.91) et (IV.90)
respectivement, on obtient les développements suivants pour k � 1 :

� k(� ) = � k(0) + O(� 2k) + O(� 2+ k); (IV.97)

� k(� ) = � k(0) + O(� 2k) + O(� 2+ k): (IV.98)

On remarquequeseul le cask = 1 donneun terme d'ordre � 2. Dans tous lesautrescas,
le premier termedu développement estau mieux d'ordre � 4. On déterminemaintenant le
cask = 0. Le dévelopemment pour K 0 est di�éren t du développement (IV.93). D'après
(IV.58) et (IV.62) on a

I 0(r ) = 1 + O(r 2); (IV.99)

K 0(r ) = � ln
� r

2

�
+ O(1); (IV.100)
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donc
I 0(� )
K 0(� )

= �
1

ln �
+ O((ln � ) � 2): (IV.101)

D'après (IV.91), on a

� 0(� ) =
K 0(R)
I 0(R)

�
LA (�; 0)

I 0(� )
K 0(� )

+ LB (�; 0)
� �

1 +
K 0(R)
I 0(R)

I 0(� )
K 0(� )

+ O
�

I 0(� )2

K 0(� )2

��
:

(IV.102)
En utilisant le développement limité (IV.101) on obtient

� 0(� ) = � 0(0) �
K 0(R)h(R)
I 0(R) ln �

+ O((ln � ) � 2); (IV.103)

avec

� 0(0) = �
K 0(R)
I 0(R)

Z R

0
t~a0(t)I 0(t) dt; (IV.104)

et

h(R) = �
K 0(R)
I 0(R)

Z R

0
t~a0(t)I 0(t) dt +

Z R

0
t~a0(t)K 0(t) dt: (IV.105)

On a aussigrâceà (IV.90) le développement

� 0(� ) = � 0(0) +
h(R)
ln �

+ O((ln � ) � 2); (IV.106)

avec

� 0(0) =
Z R

0
t~a0(t)I 0(t) dt: (IV.107)

On peut maintenant écrire le développement en fonction du petit paramètre � de
c0

k;� (R). D'après (IV.81) et (IV.82) ansi que les expressions(IV.85)-(IV.86), (IV.87)-
(IV.88) on a

c0
k;� (R) = � k(� )I 0

k(R) + � k(� )K 0
k(R):

On obtient donc le développement suivant pour k � 1

c0
k;� (R) = c0

k;0(R) + O(� min f 2k;k+2 g); (IV.108)

et pour k = 0

c0
0;� (R) = c0

0;0(R) �
h(R)
ln �

�
K 0(R)
I 0(R)

I 0
0(R) � K 0

0(R)
�

+ O((ln � ) � 2): (IV.109)

On obtient en�n en utilisant la relation (IV.84)

c0
0;� (R) = c0

0;0(R) �
h(R)

RI 0(R) ln �
+ O((ln � ) � 2): (IV.110)

En cequi concernele développement ded0
k;� (R), on obtient exactement le mêmerésultat

enremplaçant lescoe�cien ts ~ak(r ) par lescoe�cien ts ~bk(r ) danslesexpressions(IV.108)
et (IV.110). En dérivant le développement en série de Fourier (IV.78) on obtient le
développement suivant

@y�

@n j � R

=
1
2

c0
0;� (R) +

1X

k=1

c0
k;� (R) sin(k� ) + d0

k;� (R) cos(k� ): (IV.111)
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On insèredans (IV.111) les dévelopements obtenus pour c0
0;� (R), c0

k;� (R) et d0
k;� (R) et

on obtient

g� = g0 �
h(R)

2RI 0(R) ln �
+ O((ln � ) � 2): (IV.112)

On a donc démontré l'expansion(IV.77). �

Nous voulonsmaintenant e�ectuer un développement asymptotique de l'énergieas-
sociéeau problèmenon-homogène(IV.76). On dé�nit donc les énergies

E (2) (f ) = �
Z

B (R)
jr yj2 + y2 dS; E (2)

� (f ) = �
Z

C(R;� )
jr y� j2 + y2

� dS (IV.113)

qui dépendent de f à travers l'équation (IV.76). Nous voulons montrer que J � a un
développement pour lequel le resteest uniformémént borné. Plus précisémént, on peut
l'exprimer commesuit :

Théorème IV.8. L'énergie E (2)
� (f ) a une expansion

E (2)
� (f ) = E (2) (f ) +

� h(R)2

2j ln � j
+ R(f );

avec

jR(f )j �
M

j ln � j2
;

Preuv e. On calcule tout d'abord le développement asymptotique de c0;� (r ) quand
� ! 0. En utilisant les formules (IV.81), (IV.85)-(IV.86), (IV.87)-(IV.88), (IV.103) et
(IV.106) on obtient

c0;� (r ) = c0;0(r ) �
h(R)

I 0(R) ln �
(K 0(R)I 0(r ) � I 0(R)K 0(r )) + O((ln � ) � 2): (IV.114)

avec h(R) donnépar (IV.105) et

c0;0(r ) = K 0(r )
Z r

R
t~a0(t)I 0(t) dt � I 0(r )

Z r

R
t~a0(t)K 0(t) dt

�
K 0(R)I 0(r ) � K 0(r )I 0(R)

I 0(R)

Z R

0
t~a0(t)I 0(t) dt:

Demêmeenutilisant lesexpressions(IV.81), (IV.85)-(IV.86), (IV.87)-(IV.88) et (IV.97)-
(IV.98), et en remarquant que r � � , on obtient lesdéveloppements de ck;� (r ) et dk;� (r )
pour tout k � 1 :

ck;� (r ) = ck;0(r ) + O(� 2); (IV.115)

dk;� (r ) = dk;0(r ) + O(� 2); (IV.116)

avec
ck;0(r ) = (LA (r; k) + � k(0))I k(r ) + (LB (r; k) + � k(0))K k(r ); (IV.117)

et on a une formule similaire pour dk;0(r ) en remplaçant ~ak par ~bk dans(IV.117). On va
pouvoir donner maintenant le développement de l'énergie.En raison desconditions de
Dirichlet dans l'équation (IV.76), et en utilisant la formule de Green,on obtient

E (2)
� (f ) = �

Z

C(R;� )
f y� dS: (IV.118)
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On remplacealors y� par sondéveloppement en sériede Fourier (IV.78) et on trouve

E (2)
� (f ) = �

1
2

Z

C(R;� )
f c0;� dS �

1X

k=1

Z

C(R;� )
f ck;� sin(k� ) + f dk;� cos(k� ) dS: (IV.119)

Or d'après (IV.114)
Z

C(R;� )
f c0;� dS =

Z

B (R)
f c0;0 dS �

Z

B (� )
f c0;0 dS

�
h(R)

I 0(R) ln �

Z

C(R;� )
f (K 0(R)I 0(r ) � I 0(R)K 0(r )) dS

+ O((ln � ) � 2)

=
Z

B (R)
f c0;0 dS �

h(R)
I 0(R) ln �

Z

B (R)
f (K 0(R)I 0(r ) � I 0(R)K 0(r )) dS

+ O((ln � ) � 2)

=
Z

B (R)
f c0;0 dS �

� h(R)
I 0(R) ln �

Z R

0
t~a0(t) (K 0(R)I 0(t) � I 0(R)K 0(t)) dt

+ O((ln � ) � 2);

car Z

B (� )
f c0;0 dS = O(� 2); (IV.120)

et en outre Z

B (R)
f (K 0(R)I 0(r ) � I 0(R)K 0(r )) dS < 1

car f est de classeC1 . Finalement, on obtient
Z

C(R;� )
f c0;� dS =

Z

B (R)
f c0;0 dS +

� h(R)2

ln �
+ O((ln � ) � 2) (IV.121)

De mêmeon a d'après (IV.115)-(IV.116) pour k � 1
Z

C(R;� )
f ck;� sin(k� ) dS =

Z

B (R)
f ck;0 sin(k� ) dS

�
Z

B (� )
f ck;0 sin(k� ) dS + O(� 2)

=
Z

B (R)
f ck;0 sin(k� ) dS + O(� 2); (IV.122)

et Z

C(R;� )
f dk;� cos(k� ) dS =

Z

B (R)
f dk;0 cos(k� ) dS + O(� 2): (IV.123)

Nouspouvonsmaintenant conclure,à l'aide de (IV.119),(IV.121) et (IV.122)-(IV.123) :

E (2)
� (f ) = E (2) (f ) �

� h(R)2

2ln �
+ O((ln � ) � 2): (IV.124)

Ceci achève la démonstrationdu théorèmeIV.8. �
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2.3..3. Le problèmecomplet. Danscette partie, on note w� (v) la solution de (IV.48)
a�n de soulignerla dépendanceen v de w� . Grâceau théorèmeIV.41, on peut écrire

E � (f ) = �
1
2

Z


 �

jr u� j2 + u2
� dS

= �
1
2

Z


 R

jr u� j2 + u2
� dS �

1
2

Z

C(R;� )
jr (w� + y� )j2 + (w� + y� )2 dS

= �
1
2

Z


 R

jr uR
� j2 + (uR

� )2 dS �
1
2

E (1)
� (v) +

1
2

E (2)
� (f ) �

Z

C(R;� )
hr w� ; r y� i + w� y� dS

= �
1
2

Z


 R

jr uR
� j2 + (uR

� )2 dS �
1
2

E (1)
� (v) +

1
2

E (2)
� (f ):

En e�et la formule de Greennous indique que
Z

C(R;� )
hr w� ; r y� i + w� y� dS =

Z

C(R;� )
(� � w� + w� )y� dS+

Z

@C(R;� )
y� @nw� = 0 (IV.125)

On dé�nit ainsi la fonctionnelleJ � sur H 1
� D

(
 R)

J� (uR
� ) := �

1
2

Z


 R

jr uR
� j2 + (uR

� )2 dS �
1
2

E (1)
� (v) +

1
2

E (2)
� (f ): (IV.126)

On introduit le LagrangienL �

L � : H 1
� D

(
 R) � H 1
� D

(
 R) !
�

(u; v) 7! L � (u; v)

L � (u; v) = J� (u) + a� (u; v) � l (v)

= J� (u) +
Z


 R

hr u; r vi + uv dS +
Z

� R

A � (u)v �
Z


 R

f v +
Z

� R

v@ny�

On a donc

J� (uR
� ) � J0(uR

0 ) = L � (uR
� ; uR

0 ) � L 0(uR
0 ; uR

0 )

=
Z


 R

hr uR
� ; r uR

0 i + uR
� uR

0 �
Z


 R

jr uR
0 j2 + (uR

0 )2 dS

+
Z

� R

A � (uR
� )uR

0 �
Z

� R

A0(uR
0 )uR

0

�
Z


 R

hr uR
0 ; r (uR

� � uR
0 )i + uR

0 (uR
� � uR

0 )

�
Z

B (R)
hr w0(uR

0 ); r w0(uR
� � uR

0 )i + w0(uR
0 )w(uR

� � uR
0 )

�
� a2

0

4ln �
�

� h(R)2

4ln �
+

Z

� R

uR
0 @n (y� � y0):
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Ce qui sesimpli�e en

J� (uR
� ) � J0(uR

0 ) =
Z


 R

hr uR
� ; r uR

0 i +
Z

� R

A � (uR
� )uR

0

�
Z


 R

hr uR
� ; r uR

0 i �
Z

� R

A0(uR
� )uR

0

�
� a2

0

4I 0(R)2j ln � j
+

� h(R)2

4j ln � j
+

Z

� R

uR
0 @n (y� � y0)

Or on a d'après les formules (IV.67),(IV.68) et (IV.84)
Z

� R

A � (uR
� )uR

0 �
Z

� R

A0(uR
� )uR

0 =
Z

� R

(A � � A0)(uR
0 )uR

0 + O
�
(ln � )� 2�

=
Z

� R

w(uR
0 )@nz� (uR

0 )

=
� a2

0

2I 0(R)2j ln � j
+ O

�
(ln � )� 2�

:

On a utilisé le fait que

uR
� � uR

0 = O
�
(ln � )� 1�

; @n (uR
� � uR

0 ) = O
�
(ln � ) � 1�

: (IV.127)

En�n, on peut calculer le dernier terme grâceà (IV.112)
Z

� R

uR
0 @n (y� � y0) =

Z

� R

uR
0 (g� � g0)

= �
� a0h(R)

2I 0(R) ln �

On peut maintenant énoncerle résultat suivant

Théorème IV.9. L'énergie E � (f ) admet le développement suivant

E � (f ) = E(f ) +
� a0(R)2

4I 0(R)2j ln � j
+

� h(R)2

4j ln � j
+

� a0(R)h(R)
2I 0(R)j ln � j

+ R(f ) (IV.128)

avec

jR(f )j �
M

j ln � j2
:

Le coe�cient a0 étant donnépar

a0(R) =
1
�

Z 2�

0
u(R; � ) d�:

et la fonction h(R) dé�nie en (IV.105).

On a clairement d'après (IV.105) et (IV.58) et (IV.62) les convergencessuivantes

lim
R! 0

h(R) = 0;

lim
R! 0

a0(R) = 2u(0);

lim
R! 0

I 0(R) = 1:
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En fait le terme d'ordre 1 dans(IV.128) nedépendpasdeR, et on montre sansdi�culté
que

u(0) =
a0(R)
2I 0(R)

+
h(R)

2
et donc que

� a0(R)2

4I 0(R)2j ln � j
+

� h(R)2

4j ln � j
+

� a0h(R)
2I 0(R)j ln � j

=
� u(0)2

j ln � j
; (IV.129)

qui est bien l'expressionde la dérivéetopologiquehabituelle pour ceproblème.L'in térêt
de la formule (IV.128) est de fournir uneexpressionapprochéede la dérivéetopologique
si on négligelestermesqui dépendent deh(R) qui peut être calculéele long de la courbe
� R , ce qui peut être intéressant du point de vue numérique.

2.4.. La dériv ée top ologique avec conditions de Neumann sur le trou. On
reprend lesmêmesnotations que dansle paragraphe2.3., et pour éviter les répétitions,
on développe seulement lesdi�érencesduesau changement deconditionssur la frontière
du trou. On considèremaintenant le problèmesuivant

8
<

:

� � w� + w� = 0 dans C(R; � );
w� = v sur � R ;

@nw� = 0 sur � � ;
(IV.130)

avec v dansH
1
2 (� R). On a le théorèmesuivant

Théorème IV.10. L'énergie E (1)
� (v) a une expansion

E (1)
� (v) = E (1) (v) �

�
� (a2

1 + b2
1)

2I 1(R)2
+

� a2
0

4I 0(R)2

�
� 2 + R(v);

avec

jR(v)j �
M
�

2

;

uniformément sur tout sous-ensembleborné de H 1(
 R).

Preuv e. Les conditions aux limites sur � R et � � nous permettent d'obtenir les
systèmessuivants pour k � 0

Ak I k(R) + BkK k(R) = 1

Ak I 0
k(� ) + BkK 0

k(� ) = 0

On en déduit l'expressionde ck;� (r ) pour k � 0 sousune forme appropriéeau dévelop-
pement asymptotique quand � ! 0 :

ck;� (r ) =
I k(r )
I k(R)

�

I 0
k (� )

K 0
k (� )

I k (R)
K k (R) � I 0

k (� )
K 0

k (� )

�
K k(r )
K k(R)

�
I k(r )
I k(R)

�
(IV.131)

Pour k � 1, les formules (IV.58) et (IV.59) nous indiquent que

I 0
k(� ) =

� k� 1

2k(k � 1)!
+ O(� k+1 ); (IV.132)

K 0
k(� ) = �

k!2k� 1

� k+1
+ o(� � k� 1); (IV.133)
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de sorte que
I 0

k(� )
K 0

k(� )
= �

� 2k

k!(k � 1)!22k� 1
+ O(� 2k); k � 1; (IV.134)

et en particulier
I 0

1(� )
K 0

1(� )
= �

� 2

2
+ O(� 2); (IV.135)

tandis que pour k = 0, d'après les formules (IV.58) et (IV.62)

I 0
0(� ) =

�
2

+ O(� 3); (IV.136)

K 0
0(� ) = �

1
�

+ o(� ): (IV.137)

Donc on a
I 0

0(� )
K 0

0(� )
= �

� 2

2
+ o(� 2): (IV.138)

Le développement de w� nousdonne:

w� = w + z� ; (IV.139)

avec w solution du problème(IV.130) pour � = 0 donnépar

w(r; � ) =
1
2

a0
I 0(r )
I 0(R)

+
1X

k=1

I k(r )
I k(R)

(ak sin(k� ) + bk cos(k� )) ; (IV.140)

et

z� (r; � ) = �
a0

2

I 0
0 (� )

K 0
0 (� )

I 0 (R)
K 0 (R) � I 0

0 (� )
K 0

0 (� )

�
K 0(r )
K 0(R)

�
I 0(r )
I 0(R)

�
(IV.141)

�
1X

k=1

I 0
k (� )

K 0
k (� )

I k (R)
K k (R) � I 0

k (� )
K 0

k (� )

�
K k(r )
K k(R)

�
I k(r )
I k(R)

�
(ak sin(k� ) + bk cos(k� )) :

On a toujours
E (1)

� (v) := E (1) (v) + I 1 + I 2 + I 3: (IV.142)

ainsi que

I 2 = � 2
Z

� �

z� @nz� ; (IV.143)

car z� = 0 sur � R et @nw = � @nz� sur � � étant donné (IV.139) et (IV.130). De plus,
commen est le vecteurnormal sortant à C(R; � ), on a @nz� = � @r z� D'aprèsl'expression
(IV.141) de z� , et étant donnélesdéveloppements (IV.132)-(IV.133), (IV.136)-(IV.137),
on montre donc que le terme principal dans I 2 est donnépar

2� � (a2
1 + b2

1)

0

@
I 0

1 (� )
K 0

1 (� )

I 1 (R)
K 1 (R) � I 0

1 (� )
K 0

1 (� )

1

A

2 �
K 0

1(� )
K 1(R)

�
I 0

1(� )
I 1(R)

� �
K 1(� )
K 1(R)

�
I 1(� )
I 1(R)

�

= �
2� (a2

1 + b2
1)

4I 1(R)2
� 2 + o(� 2)
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et donc

I 2 = �
2� (a2

1 + b2
1)

4I 1(R)2
� 2 + o(� 2): (IV.144)

L'in tégrale I 3 est donnéepar

I 3 = �
Z

B (� )
kr wk2 + w2

= �
Z

� �

w@r w

=
�

�
� a2

0

4I 0(R)2
�

� (a2
1 + b2

1)
4I 1(R)2

�
� 2 + o(� 2) (IV.145)

Avant de calculer I 1, faisonsquelquesremarques.Tout d'abord d'après (IV.59), pour
k � 1 Z R

�
rK 0

k(r )2 = O(� � 2k); (IV.146)

et pour k = 0, on a
Z R

�
rK 0

0(r )2 = O(ln � ); (IV.147)

Ensuite d'après (IV.58), pour k � 0
Z R

�
r I 0

k(r )2 = O(1): (IV.148)

On séparemaintenant I 1 en deux parties I 1 = I 11 + I 12 avec

I 11 =
Z

C(R;� )
[z2

�=r +
1
r 2

z2
�=� ] dS;

I 12 =
Z

C(R;� )
z2

� dS:

Par conséquent, comme I 0
k (� )

K 0
k (� ) = O(� 2k) pour k � 1, et que I 0

0 (� )
K 0

0 (� ) = O(� 2) les termes

dominants dans I 11 issusde z2
�=r et 1

r 2 z2
�=� sont donnésrespectivement par

Z 2�

0

Z R

�

0

@
I 0

1 (� )
K 0

1 (� )

I 1 (R)
K 1 (R) � I 0

1 (� )
K 0

1 (� )

�
K 0

1(r )
K 1(R)

�
I 0

1(r )
I 1(R)

�
1

A

2

(a2
1 sin2(k� ) + b2

1 cos2(k� ))r drd� + O(� 2);

(IV.149)
et

Z 2�

0

Z R

�

1
r 2

0

@
I 0

1 (� )
K 0

1 (� )

I 1 (R)
K 1 (R) � I 0

1 (� )
K 0

1 (� )

�
K 1(r )
K 1(R)

�
I 1(r )
I 1(R)

�
1

A

2

(a2
1 cos2(k� )+ b2

1 sin2(k� ))r drd� + O(� 2):

(IV.150)
Le calcul de cesdeux termesnouspermet d'obtenir

I 11 =
� (a2

1 + b2
1)

4I 1(R)2
� 2 + o(� 2): (IV.151)
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On montre également facilement que

I 12 = o(� 2): (IV.152)

On peut maintenant conclureen regroupant (IV.151), (IV.152), (IV.144) et (IV.145)

E (1)
� (u) = E (1) (v) �

�
� (a2

1 + b2
1)

2I 1(R)2
+

� a2
0

4I 0(R)2

�
� 2 + o(� 2): (IV.153)

Ceci achève la démonstrationdu théorème. �

2.4..1. Le problèmenon-homogène. On considèrele problème
8
<

:

� � y� + y� = f jC(R;� ) dans C(R; � )
y� = 0 sur � R

@ny� = 0 sur � �

(IV.154)

avec f 2 C1 (
� 2). On a le théorème

Théorème IV.11. La fonction g� admet le développement

g� = g0 �
�

h0(R) � ~a0(0)
4RI 0(R)

�
� 2 (IV.155)

�
�

ha
1(R)

2RI 1(R)
sin� +

hb
1(R)

2RI 1(R)
cos�

�
� 2 + o(� 2): (IV.156)

où ha
0(R), ha

1(R) sont dé�nis en (IV.165) et hb
1(R) est obtenu à partir de ha

1(R) en
substituant~b1(t) à ~a1(t) dans (IV.165).

Preuv e. On réutilise les résultats et les notations du paragraphe2.3.. On cherche
la solution y� du problèmesousla forme

y� =
1
2

c0;� (r ) +
1X

k=1

ck;� (r ) sin(k� ) + dk;� (r ) cos(k� ): (IV.157)

Les conditions aux limites pour ck;� sont maintenant

ck;� (R) = 0;

c0
k;� (� ) = 0:

On obtient donc les expressions

� k(� ) =
LA (�; k)I 0

k(� ) + LB (�; k)K 0
k(� )

I k(R)K 0
k(� ) � K k(R)I 0

k(� )
K k(R); (IV.158)

� k(� ) = � � k(� )
I k(R)
K k(R)

: (IV.159)

La constante � k(� ) peut également s'écrire

� k(� ) =
LA (�; k) I 0

k (� )
K 0

k (� ) + LB (�; k)
I k (R)
K k (R) � I 0

k (� )
K 0

k (� )

: (IV.160)
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D'après (IV.160) et les développements (IV.135) et (IV.138), on a pour i = 0; 1

� i (� ) =
K i (R)
I i (R)

�
LA (�; i )

I 0
i (� )

K 0
i (� )

+ LB (�; i )
� �

1 +
K i (R)
I i (R)

I 0
i (� )

K 0
i (� )

+ O
�

I 0
i (� )2

K 0
i (� )2

� �
;

(IV.161)
ainsi que

� i (� ) = � i (0) �
K i (R)ha

i (R)
2I i (R)

� 2 +
K i (R)
I i (R)

Z �

0
t~ai (t)I i (t) dt + O(� 2); (IV.162)

(IV.163)

avec

� i (0) = �
K i (R)
I i (R)

Z R

0
t~ai (t)I i (t) dt; (IV.164)

et

ha
i (R) = �

K i (R)
I i (R)

Z R

0
t~ai (t)I i (t) dt +

Z R

0
t~ai (t)K i (t) dt: (IV.165)

On a aussigrâceà (IV.159) le développement

� i (� ) = � i (0) +
ha

i (R)
2

� 2 �
Z �

0
t~ai (t)I i (t) dt + O(� 2);

avec

� i (0) =
Z R

0
t~ai (t)I i (t) dt: (IV.166)

Pour k � 2, le développement des� k(� ) et � k(� ) donnedestermesd'ordre strictement
supérieur à � 2. Dans (IV.162), le terme

R�
0 t~ai (t)I i (t) donnepour i = 0

Z �

0
t~a0(t)I 0(t) =

~a0(0)
2

� 2 + O(� 3): (IV.167)

Par contre pour i = 1 on trouve en raison de (IV.58)
Z �

0
t~a1(t)I 1(t) = O(� 3): (IV.168)

On a donc

� 0(� ) = � 0(0) �
K 0(R)(ha

0(R) � ~a0(0))
2I 0(R)

� 2 + O(� 2); (IV.169)

et

� 1(� ) = � 1(0) �
K 1(R)ha

1(R)
2I 1(R)

� 2 + O(� 2); (IV.170)

On peut maintenant écrire le développement en fonction du petit paramètre � de
c0

k;� (R). D'après (IV.81) et (IV.82) ansi que les expressions(IV.85)-(IV.86), (IV.87)-
(IV.88) on a

c0
k;� (R) = � k(� )I 0

k(R) + � k(� )K 0
k(R):

On obtient donc les développements

c0
0;� (R) = c0

0;0(R) �
ha

0(R) � ~a0(0)
2

�
K 0(R)
I 0(R)

I 0
0(R) � K 0

0(R)
�

� 2 + o(� 2); (IV.171)

c0
1;� (R) = c0

1;0(R) �
ha

1(R)
2

�
K 1(R)
I 1(R)

I 0
1(R) � K 0

1(R)
�

� 2 + o(� 2); (IV.172)
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et pour k � 2
c0

k;� (R) = c0
k;0(R) + o(� 2); (IV.173)

On obtient en�n en utilisant la relation (IV.84)

c0
0;� (R) = c0

0;0(R) �
�

ha
0(R) � ~a0(0)

2RI 0(R)

�
� 2 + o(� 2): (IV.174)

c0
1;� (R) = c0

1;0(R) �
ha

1(R)
2RI 1(R)

� 2 + o(� 2): (IV.175)

En cequi concernele développement ded0
k;� (R), on obtient exactement le mêmerésultat

enremplaçant lescoe�cien ts ~ak(r ) par lescoe�cien ts ~bk(r ) danslesexpressions(IV.174)
et (IV.175). En dérivant le développement en série de Fourier (IV.78) on obtient le
développement suivant

@y�

@n j � R

=
1
2

c0
0;� (R) +

1X

k=1

c0
k;� (R) sin(k� ) + d0

k;� (R) cos(k� ): (IV.176)

On insèredans (IV.111) les développements obtenus pour c0
0;� (R), c0

k;� (R) et d0
k;� (R) et

on obtient

g� = g0 �
�

ha
0(R) � ~a0(0)

4RI 0(R)

�
� 2

�
�

ha
1(R)

2RI 1(R)
sin� +

hb
1(R)

2RI 1(R)
cos�

�
� 2 + o(� 2): (IV.177)

On a donc démontré l'expansion(IV.155). �

L'énergieE (2) (f ) est dé�nie commedans le paragraphe2.3.

Théorème IV.12. L'énergie E (2)
� (f ) a une expansion

E (2)
� (f ) = E (2) (f ) �

� ha
0(R)2

4
� 2 �

� (ha
1(R)2 + hb

1(R)2)
2

� 2 + R(f ) (IV.178)

avec

jR(f )j �
M
�

2

;

Preuv e. A l'aide desdéveloppements asymptotiquesprécédents, on obtient

c0;� (r ) = c0;0(r ) �
ha

0(R) � ~a0(0)
2

�
K 0(R)
I 0(R)

I 0(r ) � K 0(r )
�

� 2 + o(� 2); (IV.179)

c1;� (r ) = c1;0(r ) �
ha

1(R)
2

�
K 1(R)
I 1(R)

I 1(r ) � K 1(r )
�

� 2 + o(� 2); (IV.180)

avec pour i = 0; 1, ha
i (R) donnépar (IV.165) et

c0;0(r ) = K 0(r )
Z r

R
t~a0(t)I 0(t) dt � I 0(r )

Z r

R
t~a0(t)K 0(t) dt

�
K 0(R)I 0(r ) � K 0(r )I 0(R)

I 0(R)

Z R

0
t~a0(t)I 0(t) dt:
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Pour k � 2, on a clairement

ck;� (r ) = ck;0(r ) + o(� 2); (IV.181)

dk;� (r ) = dk;0(r ) + o(� 2); (IV.182)

On va pouvoir donnermaintenant le développement de l'énergie.En utilisant la formule
de Green,on obtient

E (2)
� (f ) = �

Z

C(R;� )
f y� dS: (IV.183)

On remplacealors y� par sondéveloppement en sériede Fourier (IV.157) et on trouve

E (2)
� (f ) = �

1
2

Z

C(R;� )
f c0;� dS �

1X

k=1

Z

C(R;� )
f ck;� sin(k� ) + f dk;� cos(k� ) dS: (IV.184)

Or d'après (IV.179) et en substituant à f sondéveloppement en sériede Fourier
Z

C(R;� )
f c0;� dS = �

Z R

�
r ~a0(r )c0;� (r ) dr

= �
Z R

�
r ~a0(r )c0;0(r ) dr +

� (ha
0(R)2 � ~a0(0)ha

0(R))
2

� 2 + o(� 2)

= �
Z R

0
r ~a0(r )c0;0(r ) dr +

� (ha
0(R)2 � 2~a0(0)ha

0(R))
2

� 2 + o(� 2):

On a également
Z

C(R;� )
f c1;� sin� = �

Z R

�
r ~a1(r )c1;� (r ) dr

= �
Z R

�
r ~a1(r )c1;0(r ) dr +

� ha
1(R)2

2
� 2 + o(� 2)

= �
Z R

0
r ~a1(r )c1;0(r ) dr +

� (ha
1(R)2 + ~a1(0)ha

1(R))
2

� 2 + o(� 2):

D'après le développement de Fourier de f , on a clairement ~a1(0) = 0. Nous pouvons
maintenant conclure,à l'aide de (IV.181),(IV.182) :

E (2)
� (f ) = E (2) (f ) �

� (ha
0(R)2 � 2~a0(0)ha

0(R))
4

� 2 �
� (ha

1(R)2 + hb
1(R)2)

2
� 2 + o(� 2)

(IV.185)
Ceci achève la démonstrationdu théorèmeIV.12. �

2.4..2. Le problèmecomplet. Commedans le paragraphe2.3., on a

E � (f ) = �
1
2

Z


 R

jr uR
� j2 + (uR

� )2 dS �
1
2

E (1)
� (v) +

1
2

E (2)
� (f ): (IV.186)

et on introduit la fonctionnelleJ � sur H 1(
 R) commeprécédemment

J� (uR
� ) := �

1
2

Z


 R

jr uR
� j2 + (uR

� )2 dS �
1
2

E (1)
� (v) +

1
2

E (2)
� (f ): (IV.187)
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On trouve

J� (uR
� ) � J0(uR

0 ) =
Z

� R

A � (uR
� )uR

0 �
Z

� R

A0(uR
� )uR

0

�
� (ha

0(R)2 � 2~a0(0)ha
0(R))

8
� 2 �

� (ha
1(R)2 + hb

1(R)2)
4

� 2

+
�

� (a2
1 + b2

1)
4I 1(R)2

+
� a2

0

8I 0(R)2

�
� 2

+
Z

� R

uR
0 @n (y� � y0) + o(� 2)

Or on a d'après les formules (IV.140),(IV.141) et (IV.84)
Z

� R

A � (uR
� )uR

0 �
Z

� R

A0(uR
� )uR

0 =
Z

� R

(A � � A0)(uR
0 )uR

0 + O
�
(ln � )� 2�

=
Z

� R

w(uR
0 )@nz� (uR

0 )

= �
� a2

0

4I 0(R)2
� 2 �

� (a2
1 + b2

1)
2I 1(R)2

� 2 + o(� 2):

On a utilisé le fait que

uR
� � uR

0 = o(� 2); @n (uR
� � uR

0 ) = o(� 2): (IV.188)

En�n, on peut calculer le dernier terme grâceà (IV.177)
Z

� R

uR
0 @n (y� � y0) =

Z

� R

uR
0 (g� � g0)

= � �
�

a0(R)ha
0(R) � ~a0(0)a0(R)

4I 0(R)
+

a1ha
1(R)

2I 1(R)
+

b1hb
1(R)

2I 1(R)

�
� 2 + o(� 2):

Finalement, en regroupant les développements précédents, et en remarquant que ~a0 =
2f (0), on obtient

Théorème IV.13. L'énergie E � (f ) admet le développement suivant

E � (f ) = E(f ) �
�

a0(R)2

8I 0(R)2
+

ha
0(R)2

8
+

a0(R)ha
0(R)

4I 0(R)

�
� � 2

�
�

a1(R)2 + b1(R)2

4I 1(R)2
+

a1(R)ha
1(R)

2I 1(R)
+

b1(R)hb
1(R)

2I 1(R)
+

ha
1(R)2

4
+

hb
1(R)2

4

�
� � 2

+
�

f (0)a0(R)
2I 0(R)

+
f (0)ha

0(R)
2

�
� � 2 + R(f ) (IV.189)

avec
jR(f )j � M � 2:

Les coe�cients a0; a1 et b1 sont donnéspar

a0(R) =
1
�

Z 2�

0
u(R; � ) d�:
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a1(R) =
1
�

Z 2�

0
u(R; � ) sin� d�; b1(R) =

1
�

Z 2�

0
u(R; � ) cos� d�:

Les fonctions ha
i (R), i = 1; 2 sont dé�nies en (IV.165).

Les quantités entre crochets dans(IV.189) ne dépendent pasde R, et on montre en
fait sansdi�cultés que

u(0) =
a0(R)
2I 0(R)

+
ha

0(R)
2

u(0)2

2
=

a0(R)2

8I 0(R)2
+

ha
0(R)2

8
+

a0(R)ha
0(R)

4I 0(R)
;

ainsi que

jr u(0)j2 =
a1(R)2 + b1(R)2

4I 1(R)2
+

a1(R)ha
1(R)

2I 1(R)
+

b1(R)hb
1(R)

2I 1(R)
+

ha
1(R)2

4
+

hb
1(R)2

4
:

On en déduit une expressiondi�éren te du développement asymptotique précédent, qui
est en fait l'expressionhabituelle pour la dérivéetopologique

E � (f ) = E(f ) +
�
�

u(0)2

2
� jr u(0)j2 + f (0)u(0)

�
� � 2 + R(f ): (IV.190)

On obtient donc deux expressionsutilisables pour la dérivéetopologique,et en remar-
quant qu'on a pour i = 1; 2

lim
R! 0

ha
i (R) = 0;

lim
R! 0

hb
1(R) = 0;

la formule (IV.189) fournit une approximation de la dérivéetopologiquequi secalcule
sur le contour � R , cequi peut être interessant du point devuenumérique.En particulier,
on peut calculer a1(R) et b1(R) sanscalculer le gradient de la solution u.

On peut maintenant donnerl'expressiondela dérivéetopologiquepour la fonctionelle
J (
) . Si on note B � (x0) la boule de centre x0 et de rayon � , et


 � = U n B �

alors la fonctionnelleJ (
 � ) dé�nie en (IV.7) admet le développement

J (
 � ) = J (
) +
�
�

u(x0)2

2
� jr u(x0)j2 + f (x0)u(x0) � �

�
� � 2 + 4Pc(
) � � + o(� 2)

et la dérivéetopologiquede J est donc donnéepar
8
<

:

T
 (x0) = �jr u(x0)j2 � 1
2u(x0)2 + 2uf (x0) � � si Pc(
) = 0

T
 (x0) = 4�P c(
) � si Pc(
) > 0
(IV.191)

3.. Le problème non-linéaire

3.1.. Existence d'un domaine optimal. A propos de l'existenced'un domaine
optimal pour le problème(IV.3), le résultat obtenu pour le problèmelinéaire pourrait
éventuellement être adapté car la frontière avec des conditions non-linéaire reste �xe.
Une telle adaption n'est pourtant pas triviale.
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3.2.. Dériv ation par rapp ort au domaine. Dans le paragraphe3. du chapitre
I I, on a calculél'expressionde la dérivéedirectionnellede forme pour une fonctionnelle
J dépendant de la solution d'un problèmenon-linéaire. Il s'agissaitdu problèmeavec
conditions unilatéralessur les facesde la �ssure, mais le mêmerésultat peut être appli-
qué dansnotre situation.

Soit � � 0 un paramètre donné et � 2 C1
0 (U) un champ de vecteursdonné. On

considèrela transformation F� = I + � � . On utilise la notation 
 � = F� (
) . Il existeun
unique u� 2 K � solution de l'égalité variationnelle suivante

u� 2 K � :
Z


 �

r u� � r (v � u� ) �
Z


 �

(f � u� )(v � u� ) 8v 2 K � ; (IV.192)

où
K � = f v 2 H 1(
 � )j v = 0 p:p: on � D ; v � 0 p:p: on � Sg : (IV.193)

On montre alors commedans le chapitre I I que la limite

J 0(
 ; � ) := lim
� ! 0

J (
 � ) � J (
)
�

(IV.194)

existeet vaut

J 0(
 ; � ) =
Z

� N

(
1
2

jr uj2 +
1
2

u2 � f u)h� ; ni dy; (IV.195)

commedans le caslinéaire. Toutefois il s'agit seulement d'une dérivéedirectionnelle et
non pasd'une dérivéeEulériennecommedans le caslinéaire.

3.3.. La dériv ée top ologique. On a utilisé pour le problèmelinéaire la méthode
de troncation de domaine. L'in térêt de cette technique est qu'elle peut être utilisée
également dans le casnon-linéaire du problèmede Signiorini. En utilisant un résultat
abstrait sur la di�éren tiabilité coniquede la solution d'une inéquation variationnelle, on
peut adapter un résultat de [64] et montrer que la solution uR

� de IV.3 sur le domaine
tronqué 
 R

� admet le développement suivant

uR
� = uR + � 2q+ o(� 2);

où q est la dérivée topologique extérieure de la solution u du problème de Signiorini
(IV.3) sanstrou, q est également l'unique solution de l'inégalité variationnelle suivante

a(q; v � q) + a0(uR ; v � q) � l0(v � q); q 2 SK (uR)

SK (uR) =
�

v 2 H 1
� D

(
 R)jv � 0 sur �( uR); a(uR ; v) = 0
	

L'ensemble de coincidence�( u) = f x 2 � sju(x) = 0g est bien dé�ni pour toute fonction
u 2 H 1(
 R) et la fonction uR

� est solution du problème
8
>>>><

>>>>:

� � uR
� + uR

� = f dans 
 R ;

uR
� � 0; @n uR

� � 0; uR
� @nuR

� = 0 sur @U;

� @ny� + @nuR
� = A � (uR

� ) sur � R ;

(IV.196)

Lesformesbilinéaire a� (u; v) et linéaire l � (v) sont dé�nies commeen (IV.43) et (IV.44).
Comme

a� (v; v) = E (1) (v);
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on en déduit l'expressionde a0(u; v) grâceau développement (IV.153). De mêmel0(v)
est obtenu grâceau développement (IV.177). En�n, on peut montrer que

u� j 
 R = uj 
 R + � 2qj 
 R + o(� 2);

et on en déduit la mêmeformule pour la dérivéetopologiquede E � (f ) que dans le cas
linéaire.

4.. La form ulation "lev elset"

4.1.. L'équation de Hamilton-Jacobi. L'idée de basede la méthode "levelset"
est de représenter un domaineet safrontière commedeslignesde niveaud'une fonction
continue � dé�nie sur tout le domaineU. Considéronsla transformation du domaine


 t � (I + t� )(
) � U �
� 2; t 2

� +

par un champ de vitesse � . Le domaine et la frontière sont dé�nis par une fonction
� = � (x; t) telle que


 t = f x 2 U; � (x; t) < 0g et @
 t = f x 2 U; � (x; t) = 0g; (IV.197)

c'est à dire que la frontière @
 t est la courbe de niveau zéro de la fonction � (seeFig.
3).

W(t)
f

>0 ff

>0

f =0

f =0

<0

n

n

Fig. 3. Domaineet fonction levelset.

Soit x(t) la position d'une particule sur la frontière @
 t sedéplaçant avec la vitesse
� = _x(t). En dérivant la relation � (x(t); t) = 0 par rapport à t, on obtient l'équation de
transport

� t + � � r � = 0: (IV.198)

De plus, les directions normalesn aux courbes de niveau de � sont donnéespar n =
r �= jr � j. L'évolution de � est alors gouvernéepar l'équation de Hamilton-Jacobi

� t + � n jr � j = 0 dansU �
� + (IV.199)

où � n estla vitessenormale(la composante normalede� ) autrement dit � n = � �n. On doit
ajouter une condition initiale et une condition aux limites avec l'équation de Hamilton-
Jacobi(IV.199). La donnéeinitiale � (0; x) = � 0(x) estchoisiecommela fonction distance
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signéeà la frontière initiale @
 0 i.e.

� 0(x) = � dist(x; @
 0); (IV.200)

avec le signe moins (resp. plus) si le point x est à l'in térieur (resp. à l'extérieur) du
domaineinitial 
 0 .

Une condition limite doit également être imposéesur la partie de la frontière � D du
domaineU où la vitessenormale � n est négative, c'est-à-direlà où la vitesseest dirigée
versl'in térieur du domaineU. En outre, on décided'imposerdesconditionsdeNeumann
homogènesur toute la frontière � D :

@�
@n

= 0 on � D : (IV.201)

4.2.. Vitesse normale pour l'équation de la fonction "lev elset". Quand un
trou est crééà l'in térieur du domaine, la condition limite pour l'équation d'état sur la
frontière du trou est de type Neumann. La dérivée par rapport au domaine est alors
donnéepar (IV.37). Pour de petites perturbations du domaine,on veut dJ(
; � ) > 0.
Etant donné l'expression (IV.37), on fait donc le choix suivant pour la composante
normale � n = � � n du champ de vitesse

� n =
1
2

jr uj2 +
1
2

u2 � f u + � � 2Pc(
) � H (IV.202)

on a alors clairement dJ(
; � ) � 0.

5.. L'algorithme d'optimisation de forme

On va maintenant décrire les étapesdu calcul numérique

Première étap e : le domaine initial
Tout d'abord, on calculela solution du problème(IV.2) à l'aide d'une méthodeélements
�nis sur un maillage (non-structuré) approprié. On peut alors calculer la dérivéetopo-
logique(IV.191) qui nousmontre où créerun trou dans le domaine
 0.

Deuxième étap e : créer un trou
On créeun trou circulaire ! � . On imposeune condition de Neumann sur sa frontière.
Le rayon de ce trou doit être aussipetit que possible,selonle pasd'espacede la grille.

Troisième étap e : évolution
On procèdemaintenant à l'évolution du domaine. On doit calculer les solutions � de
l'équation d'Hamilton-Jacobi (IV.199). La fonction � initiale est prise commela fonc-
tion distancesignéeau domaine
 0. Commela vitessenormale � n est connue seulement
sur la frontière interne � N de @
 0, on doit l'étendre à tout le domaine U. Cette ex-
tension est nécessairepour résoudrel'équation (IV.199) dansU. Le paragraphesuivant
expliquecomment procéderpour construire l'extension de la vitessenumériquement de
façon adéquate.Une fois calculéela fonction "levelset", on peut déterminer le nouveau
domaine
 1. On revient ensuiteà la premièreétape avec 
 1 au lieu de 
 0. Il n'est pas
nécessairede créer un trou à chaqueétape, mais seulement quand il est intéressant de
le faire.
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6.. Métho de numérique pour l'équation "lev elset"

On décrit maintenant comment construire l'extension de la vitessenormale à tout
le domaineU et comment résoudrel'équation de hamilton-Jacobi associée(IV.199).

On commencepar une remarquegénéralesur la résolution numériquede (IV.199).
Pour un calcul numériqueprécis, la solution de l'équation (IV.199) ne doit être ni trop
plate ni trop pentue. C'est le cassi � est une fonction distancei.e. jr � j = 1. Malheure-
sement, mêmesi on initialise avecune fonction distance(signée)pour la donnéeinitiale
� 0, la solution � de l'équation (IV.199) ne reste pas en généralproche de la fonction
distance.On peut réaliserune réinitialisation de � au temps t en cherchant la solution
' = ' (� ; x) de l'équation suivante, jusqu'à l'état stationnaire (voir [57])

' � + S(� )( jr ' j � 1) = 0 dans
� + � U; (IV.203)

' (0; x) = � (t; x); x 2 U; (IV.204)

Ici, S est une approximation de la fonction signei.e.

S(d) =
d

p
d2 + jr dj2"2

; (IV.205)

avec " = min(� x; � y) où � x et � y sont les pas de discrétisation en espacedans les
directions x et y (voir ci-dessous).D'autres choix sont possiblespour l'approximation
de la fonction signe.On serefèreà [57] pour plus de détails.

6.1.. Extension de la vitesse normale. La vitessenormale� n doit êtredé�nie sur
tout le domaineU si l'on veut résoudrel'équation (IV.199). Commela vitessenormale
� n estdonnéeseulement sur la frontière � N (voir (IV.202)), on doit l'étendre au domaine
U. On peut également étendre la vitessenormale de manièreà forcer la solution � de
l'équation de Hamilton-Jacobi à resterproche de la fonction distance.En e�et, si on est
capablede calculer une extensionde la vitessenormale � ext telle que

r � ext � r � = 0 in U �
� + ; (IV.206)

alors on peut montrer que (voir [70]) la solution � de l'équation (IV.199) satisfait à
jr � j = 1. Pour construire une extension � ext satisfaisant (IV.206) au temps t il faut
résoudrel'équation suivante, jusqu'à l'état stationnaire (voir [55], [57])

q� + S(� )
r �
jr � j

� r q = 0 dans
� + � U (IV.207)

q(0; x) = p(t; x); x 2 U (IV.208)

où p est égalà � n sur la frontière � N et 0 partout ailleurs. La fonction S est l'approxi-
mation de la fonction signedé�nie par (IV.205).

6.2.. Discrétisation de l'équation de Hamilton-Jacobi. On �xe le carréunité
U = (0; 1) � (0; 1). Pour la discrétisation de l'équation de Hamilton-Jacobi (IV.199),
on dé�nit d'abord la grille de U. On introduit lesnoeudsPij dont les coordonnéessont
donnéespar (i � x; j � y) où � x et � y sont les pas de discrétisation en espacedans les
directions x et y respectivement. On note également quetk = k� t le tempsdiscret pour
k 2 � , où � t est le pas de temps. On cherche une approximation � k

ij ' � (Pij ; tk). Le
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schéma numériquequ'on utilise ici est proposépar Osher et Sethian [56],[59],[55]. Ce
schéma"upwind" explicite s'écrit

� k+1
ij = � k

ij � � t g(D x
� � k

ij ; D x
+ � k

ij ; D y
� � k

ij ; D y
+ � k

ij ) (IV.209)

où

D x
� � ij =

� ij � � i � 1;j

� x
; D x

+ � ij =
� i +1 ;j � � ij

� x
; (IV.210)

sont les approximations à gauche et à droite de la dérivéeen x de � en Pij . On a des
expressionssimilaires pour les approximations D y

� et D y
+ de la dérivée en y. Le �ux

numériqueest donnépar

gij = g(D x
� � ij ; D x

+ � ij ; D y
� � ij ; D y

+ � ij ) = max(vij ; 0) G+ + min(vij ; 0) G�

avec

G+ =
h

max(D x
� vij ; 0)2 + min(D x

+ vij ; 0)2 + max(D y
� vij ; 0)2 + min(D y

+ vij ; 0)2
i 1=2

G� =
h

min(D x
� vij ; 0)2 + max(D x

+ vij ; 0)2 + min(D y
� vij ; 0)2 + max(D y

+ vij ; 0)2
i 1=2

et vij = � n (Pij ) est l'extension de la vitessenormale au point Pij . Ce schéma"upwind"
est stable sousla condition CFL

(max
U

j� n j)� t
�

1
� x

+
1

� y

�
�

1
2

: (IV.211)

6.3.. Calcul de l'extension de la vitesse. A chaqueitération k du schémapré-
cédent, on calcule l'extension de la vitessenormale commela solution stationnaire de
(IV.207),(IV.208). On calcule qn

ij ' q(Pij ; tn ) à partir de l'approximation suivante de
(IV.207) :

qn+1
ij = qn

ij � � � [ max(sij nx
ij ; 0) D x

� qij + min(sij nx
ij ; 0) D x

+ qij

+ max(sij ny
ij ; 0) D y

� qij + min(sij ny
ij ; 0) D y

+ qij
�

;
(IV.212)

où sij = S(� n
ij ). On utilise desdi�érences centréespour calculer l'approximation n ij du

vecteur normal unitaire n = (nx ; ny) = (� x=
p

� 2
x + � 2

y; � y=
p

� 2
x + � 2

y) au noeud Pij . La
valeur initiale q0 est égaleà � n sur les points de la grille dont la distanceà l'in terface
est inférieure à min(� x; � y) et égaleà zéropartout ailleurs.

7.. Résultats numériques

Descalculsnumériquesont étéréaliséspour deséquationsvariationnellesavec� S = ;
i.e. quand on imposedesconditions de Dirichlet sur la frontière extérieure� D . Pour le
premier résultat (voir �gure 4), on utilise la dérivéetopologiquepour créerdestrous, on
peut voir l'apparition destrous sur l'illustration suivante. L'équation deHamilton-Jacobi
est résoluesur une grille 51� 51. Les paramètresutilisés pour les calculssont

f = 10sin2(4� x); � = 0:5; � = 0
Si on appelle 
 1 le domaineoptimal pour cepremier exemple,la valeur constatéepour
la fonctionnelleJ en 
 1 est

J (
 1) = 0; 282319:
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Dans le deuxièmeexemple(voir �gure 5), on n'utilise pas la dérivéetopologique,et
on secontente de modi�er la frontière du domaineinitial à l'aide du gradient de forme
pour compareravec le casprécédent. Il est nécessairede choisir un domaineinitial avec
de nombreux trous pour trouver la topologieadéquate.Ici, le domaineinitial est le carré
privé de 21 trous placésrégulièrement.

De plus, on résout l'équation de Hamilton-Jacobi sur une grille 101� 101à causede
cesnombreux trous ce qui ralentit considérablement le programme.On constatealors
que l'algorithme converge vers un maximum local seulement, car on n'a pas réussi a
capter la topologieidéale.En e�et, si on appelle 
 2 le domaineoptimal pour cepremier
exemple,on a

J (
 2) = 0; 2640695< J (
 1) = 0; 282319:

Autrement dit 
 1 permet uneaméliorationde6; 5%dela fonctionnelleJ par rapport
à 
 2. Il est également interessant de constater que mêmesansutiliser la dérivéetopo-
logique, le nombre de composantes connexesdu complémentaire de 
 peut augmenter
commeon peut le voir sur la �gure 5, non paspar création d'un trou maispar la sépara-
tion d'une composante connexeen deux composantes connexes.Cela resteunesituation
exceptionnelleet le deuxièmeexemplemontre bien quesi on n'a pasrecoursà la dérivée
topologique, la solution optimale trouvéedepend fortement du domaine initial, ce qui
n'est pas le cassi on utilise la dérivéetopologique.

L'autre aspect intéressant est le temps de calcul, qui est beaucoupmoins long dans
le premier exempleque dans le deuxième,en raison notamment du nombre de noeuds
qui doit être doublé pour Hamilton-Jacobi dans les deux directions.

Dans le troisième exemple(voir �gure 7), le casnon-linéaireest étudié. La fonction
sourcef et la solution u et songradient sont représentés sur la �gure 6. On constateque
la convergencevers un maximum a lieu globalement, mais localement, la fonctionnelle
est beaucoupplus sensibleau petites perturbations du domaine.Ceci s'expliquepar la
nature desdérivéesplus faible que pour le problèmelinéaire (dérivéedirectionnelle).

Sur les�gures 8,9et 10,on comparetrois cassansla contrainte de périmètre ou avec
cette contrainte. Dans les deux premierscas, la fonctionnellen'est pas pénaliséepar le
périmètreet on voit apparaitre desoscillationsplus ou moinsimportantesselonla valeur
de � , autrement dit selonle poids a�ecté à la contrainte de volume. Cela signi�e qu'on
n'a pas de solutions optimales pour le problème d'optimisation car le périmètre tend
vers l'in�ni. La �gure 10 montre alors l'e�et régularisant de la contrainte de périmètre
pour la mêmefonction source.
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Fig. 4. Utilisation de la dérivéetopologique,domaineinitial plein
f = 10sin2(4� x), � = 0:5, � = 0
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Fig. 5. Pas de création de trou, domaineinitial troué
f = 10sin2(4� x), � = 0:5, � = 0
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Fig. 8. On observe un début d'oscillations
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Valeur optimale : J (
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Fig. 9. On observe de fortes oscillations
f = 10x + y, � = 1; 7, � = 0

Valeur optimale : J (
) = 1:190227
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Conclusions et perspectiv es

Trois thèmesont été traités danscette thèse:

Dans la première partie , nous avons obtenu le théorèmede structure dans des
domaines�ssuréspour lesdérivéespremièreset secondes.Le théorèmedestructure pour
la dérivéepremièreavait déjà été obtenu par Frémiot dans sa thèse[22] mais dans un
cadredi�éren t, i.e. celui de la semi-dérivabilité eulérienne.Nous retrouvons donc ici le
théorèmeau premier ordre et y ajoutons la structure pour la dérivéeseconde.A l'issue
de cette thèse,on constate que de nombreux résultats théoriquespeuvent encoreêtre
obtenus. Par exemple,le coe�cien t de singularité c dans la décomposition du domaine
(I I.36) dépend lui-mêmedu domaine,et le calcul de la dérivéede forme de ceterme per-
mettrait de calculer lescoe�cien ts donnéspar le théorèmede structure pour la dérivée
seconde,commeon l'a fait pour la dérivéepremière.

Plusieursapplicationspratiquesdecesrésultats peuvent être envisagés.Par exemple
la méthode du serpent permettant de detecter descontours dans une imageutilise des
dérivéesde forme dansdesdomaines�ssurés. On peut envisagerl'utilisation de la déri-
véesecondepour une méthode de Newton. Une autre application à l'analyse d'images
en coursd'étudesest l'utilisation de �ssures dont le périmètre resteconstant pour ajou-
ter une composante tangentielle à la vitessequi déformeune image.Cette composante
tangentielle est utile pour dé�nir une vitessela plus uniforme possible.

Dans la deuxième partie , nousavonsétudiél'utilisation d'extensionsauto-adjointes
pour modéliser la création d'un petit trou en optimisation de formes. Cette méthode
issuede la physique mathématique a notamment été introduite par Nazarov en opti-
misation de formes.Dans cette thèse,nousétudions le comportement de fonctionnelles
d'énergiedansL p quandla position h du trou varie.Nousétudionségalement la variation
d'une fonctionnelle d'énergieapprochéedé�nie à partir de l'extension auto-adjointe et
nousretrouvons la valeur de la dérivéetopologiquequi montre que l'approximation est
correcteau premier ordre. En�n nousconsidéronsla variation de la frontière extérieure
pour cette fonctionnelled'énergieapprochée,et nousobtenonsune dérivéede forme et
topologiquesimultanée.

Sur le plan pratique, l'in térêt de cette modélisation est qu'on travaille sur un do-
maine sans trou, ce qui peut présenter un avantage du point de vue numérique. En
e�et la création d'un trou in�nitesimal est di�cile à appréhendernumériquement car
la singularité qui apparait oblige a ra�ner considérablement le maillagecequi alourdit
le calcul. A l'aide desextensionsauto-adjointes, on remplacela perturbation singulière
du domainepar une perturbation de l'opérateur Laplacien.Une application possiblede
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cette modélisation par desextensionsauto-adjointes est un problèmeinversede corro-
sion où une partie de la frontière est inconnue ainsi qu'une cavité circulaire de taille et
de position inconnue. A partir de l'observation e�ectuée sur une partie du domaine,on
cherche à retrouver cette frontière et cette cavité inconnus.

Dans la troisième partie , nousutilisons à la fois la dérivéepar rapport au domaine
et la dérivée topologiquepour trouver la géométrieoptimale d'un problèmed'optimi-
sation de forme. Dans [70], la méthode "levelset"et la dérivéetopologiquesont couplés
en introduisant la dérivée topologiquesousforme de terme sourcedans l'équation de
Hamilton-Jacobi. Dans [2], le casde l'élasticité linéaire est traité avec la méthode "le-
velset" : la dérivée topologiqueest aussi utilisée pour dé�nir un critère de nucléation
permettant, à certainesétapesdu calcul, dedétermineroù il serait avantageux,du point
devuedela décroissancedela fonction-objectif, depercerun trou detaille in�nitésimale.

L'originalité de cette troisième partie résidedonc essentiellement dans le calcul des
gradients topologiqueet de formepour le problèmenon-linéairedeSigniorini, et leur ap-
plication à la résolutionnumériqued'un problèmed'optimisation de forme.Lesrésultats
numériquesobtenus corroborent les résultats théoriquesmêmesi on constateune plus
grande instabilité que pour le problèmelinéaire. Une application à d'autres conditions
non-linéairesau bord ainsi qu'au problèmede l'élasticité peuvent donc être envisagées.
On peut également envisagerdescalculsnumériquesdans desdomainescontenant des
�ssures.

La méthode "levelset" est idéale pour appréhenderfacilement des changements de
topologieen dimensiondeux, et dansune moindre mesureen dimensiontrois commele
montre [2], mais rien n'a été démontré en cequi concernela convergencede la méthode.
Des travaux sont en cours sur ce sujet qui permettent d'espérer desrésultats dans un
avenir proche.
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Résumé : En optimisation de formes, de nombreux résultats ont déjà été obtenus dans le casde
domainesà frontière régulière et pour desperturbations régulièresde cesdomaines.Par contre, l'étude
de domainesnon-réguliers, tels que desdomaines�ssurés par exemple,et l'étude de perturbations sin-
gulièrestelles que la création d'un trou dansun domaineest plus récente et plus complexe.Ce nouveau
domainede recherche est motivé par de multiples applications, car en pratique, leshypothèsesde régu-
larité ne sont pas toujours véri�ées. Lesoutils tels que la dérivéetopologiquepermettent d'appréhender
cesperturbations singulièresde domaineset leur utilisation est maintenant fréquente.

Dans la première partie, nous étudions la structure de la dérivéede forme pour des domaines�s-
surés. Dans le cas d'un ouvert régulier, de classeC1 ou lipschitzien par exemple, la dérivée dépend
uniquement des perturbations de la frontière du domaine en direction de la normale. Ce théorèmede
structure n'est plus valable pour desdomainescontenant des�ssures. On généraliseici ce théorèmede
structure aux domaines�ssurés en dimension quelconquepour les dérivéespremièreset secondes.En
dimension deux, on retrouve le résultat usuel, à savoir qu'en plus du terme classique,deux nouvelles
contributions apparaissent dûes aux extrémités de la �ssure. En dimension supérieure, un nouveau
terme apparaît en plus du terme classique,dû à la frontière de la variété à bord représentant la �ssure.

Dans la deuxièmepartie, nousétudions la perturbation singulièred'un domaineet nousmodélisons
cette perturbation à l'aide d'extensionsauto-adjointes d'opérateurs.Nous décrivonscette modélisation,
puis nous montrons comment elle peut être utilisée pour un problème d'optimisation de forme. En
dé�nissant une fonctionnelle d'énergie approchéepour ce problème modèle, on retrouve notamment la
formule de la dérivéetopologiqueusuelle.

Dans la troisième partie, on proposeune application numérique de la dérivée topologique et de la
dérivéede forme pour un problèmenon-linéaire. On cherche à maximiser l'énergie associéeà la solution
d'un problème de Signorini dans un domaine 
 . L'évolution du domaine est représentée à l'aide d'une
méthode levelset.

Mots-clés : optimisation de forme et topologique,perturbations singulièresde domaines,structure
desdérivésde forme, domaines�ssurés, extensionsauto-adjointes, analyseasymptotique, problème de
Signorini, méthodes levelset.

Abstract : In shape optimization, the main results concerning the caseof domains with smooth
boundaries and smooth perturbations of these domains are well-known, whereas the study of non-
smooth domains, such as domains with cracks for instance, and the study of singular perturbations
such as the creation of a hole in a domain is more recent and complex. This new �eld of research is mo-
tivated by multiple applications, sincethe smoothnessassumptionsare not ful�lled in the generalcase.
Thesesingular perturbations canbehandlednow with newand e�cien t tools like topologicalderivative.

In the �rst part, the structure of the shape derivative for domainswith cracks is studied. In the case
of a smooth domain, with boundary of classC1 or lipschitzian for instance, the derivative dependsonly
on the perturbations of the boundary of the domain in the normal direction. This structure theorem is
no longer valid for domains with cracks. We extend here the structure theorem to domains with cracks
in any dimension for the �rst and secondderivatives.In dimension two, we get the usual result, i.e. the
shape derivative dependsalsoon the tangential components of the deformation at the tips of the crack.
In higher dimension, a new term appears in addition to the classicalone, coming from the boundary
of the manifold representing the crack.

In the secondpart, the singular perturbation of a domain is approximated by using self adjoint
extensionsof operators. This approximation is �rst described, then it is applied to a shape optimization
problem. An approximated energy functional can be de�ned for this model problem, and we obtain in
particular the usual formula of the topological derivative.

In the third part, a numerical application of the topological and shape derivativesis proposedfor a
non-linear problem. The problem consistsin maximizing the energy associated to a Signorini problem
in a domain 
 . The evolution of the domain is donewith the help of a levelset method to handle easily
topological changes.



Keyw ords : shape and topological optimization, singular perturbations of a domain, structure
of shape derivative, cracked domains, self-adjoint extensions,asymptotic analysis, Signorini problem,
levelset methods.


