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In tro duction

En optimisation de formes,de nombreux résultats ont déja été obtenus dansle cas
de domainesa frontiere réguliéreet pour desperturbations régulieresde cesdomaines.
Cesrésultats permettert a I'heure actuelle desapplications en mécaniqueet dans|'in-
dustrie. Par cortre, I'étude de domainesnon-réguliers tels que desdomaines ssurés par
exemple,et I'étude de perturbations singuliérestelles quela création d'un trou dansun
domaineestplus récere et plus complexe.Ce nouveaudomainede recherche estl'abou-
tissemen logique du précédem, et il est de plus motivé par de multiples applications
industrielles, car en pratique, leshypothesesde régularité ne sort pastoujours véri ees,
au cortraire.

Desrésultats d'existencepour desproblemesd'optimisation de formesdansdesdo-
maines ssurésont été obtenus en[13] [12][19]. Nousnhousinteressongjuart a nousaux
conditions d'optimalité en optimisation de formes.Les outils tels que la dérivéetopolo-
gique introduite dans[60],[61] permettert d'appréhendercesperturbations singuliéres
de domaineset leur utilisation est maintenant fréquerte.

Ce travail traite di érents aspects de perturbations singuliéeresde domaines.Dans
une premiére partie, nous nous interessonsa la structure de la dérivée au sensde Fré-
chet de fonctionnellesde forme pour desdomaines ssurés. Dans une deuxiemepartie,
nous étudionsla modélisation d'une perturbation singuliered'un domainea l'aide d'ex-
tensions auto-adjointes du Laplacien. En n, dans une troisiéeme partie on décrit une
application numérique de la dérivéetopologiquepour créerdestrous dansun domaine
an de maximiserla fonctionnelle d'énergieassiéea un problémemodele.

Dans la premiere partie, nous nous intéressonsdonc a la structure de la dérivée de
forme pour desdomaines ssurés. Dans son mémoirede 1907[29], Hadamard constate
gue la dérivéed'une fonctionnelle de forme dépendart d'un domaine dansune direc-
tion ne dépend que de la composarie normale de la trace de sur le bord de . Ce
résultat de structure conru sousle nom de théoremede structure a été démortré par
Zolésiodanssatheseen 1979[71], et le casde la dérivéesecondea été étudié par Bucur
et Zolésiodans[14]. Dans le casd'un ouvert régulier, de classeC? ou lipschitzien par
exemple,la dérivéedépend uniquemer desperturbations de la frontiere du domaineen
direction de la normale.On pourra consulter[18][44] et [66] pour desrésultats détaillés
dansle casrégulier, et [54] pour une approche simillaire a la nétre dansle casrégulier.
Ce résultat est utilisé systématiquemen dans les problemesd'optimisation de formes.
Cependart en pratique une telle régularité n'est pastoujours véri ée. En patrticulier, ce
théoremede structure n'est plus valable pour desdomainescortenarnt des ssures, qui
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ne sort paslipschitziens.

Au coursde sathese([22]), Gilles Frémiot a dégagéun théoremede structure pour la
semi-dérivée eulériennedu premier ordre dansle casde domaines ssurés en dimension
deux. La premiére partie de cette theses'inscrit dansla cortinuité du travail de Gilles
Frémiot engénéralisah cethéorémede structure a 9; d 2, et endonnart la structure
de la dérivéesecondeEn fait, la méthode utilisée pour parvenir aux résultats est di é-
rente et intéressame en soi. En e et nous généralisondci une méthode déweloppée par
Michel Pierre et Arian Novruzi dans[54]. Sousdeshypothesesplus fortes que cellesde
Gilles Frémiot, a savoir la Frédchet-dérivabilité de la fonctionnelle de forme, on obtient
le théorémede structure au premier et au deuxiemeordre, et il est possiblede I'obtenir
facilemen a n'importe quel ordre avec cette méthode.

En dimensiondeux, on retrouve le résultat de Frémiot au premier ordre, a savoir
gu'en plus du terme classique,deux nouvellescortributions apparaisseh diesaux ex-
trémités de la ssure. En dimensionsupérieure,un nouveau terme apparait en plus du
terme classique dd a la frontiere de la variété a bord représemant la ssure.

Dans la deuxiemepartie, nous étudions la perturbation singuliered'un domaine et
la modélisation de cette perturbation a l'aide d'extension auto-adjointes d'opérateurs.
On considerehabituellemen desperturbations d'un ouvert qui modi ent seulemenh sa
frontiere, interdisant notammert leschangemeis de topologie,alors qu'ils apparaisseh
naturellemert dansde nombreusesapplications. D'un point de vue théorique, si u estla
solution du Laplaciendansun domaine , il est possiblede modéliserla perturbation
de u dde a l'apparition d'un trou dans par une perturbation du Laplacien dansle
domaine sanstrou. Cette technique utilisant la théorie desextensionsauto-adjointes
(voir [39] et [1]) a été déweloppée par SergueiNazaros dans[47][50][51][53]. Nous dé-
crivons cette modélisation, puis nous montrons commert elle peut étre utilisée pour un
problemed'optimisation de forme. En dé nissant une fonctionnelle d'énergieapprochée
pour ce problememodéle, on retrouve notammert la formule de la dérivéetopologique
usuelle.

Dans la troisieme partie, on proposeune application numérique de la dérivéetopo-
logique. On cherdche a maximiser I'énergie ass@iée a la solution du Laplacien dansun
domaine . En ajoutant destermesde volume et de périmetre, on peut montrer qu'il
existe une unique solution optimale a ce probléemede maximisation. On procedeensuite
a la résolution numérique du problemeen utilisant une méthode de gradiert pour faire
varier la frontiere et en calculart la dérivéetopologique pour savoir ou créerdestrous
si nécessaire.

Dans le premier chapitre , nousénonconset démortrons tout d'abord le théoréme
de structure dansle casde domaines ssurésde 9, d 3. La preuve de cerésultat est
baséesur l'utilisation du théoremedesfonctions implicites, et sur le principe que toute
perturbation d'un domaine peut étre décompmséede la fagon suivante
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I+ =0+ ( )n) H()sur

H()=(0+ o()n+ () ) h()sur
avec () et H( ) lesperturbations normale et tangertielle, respectivemert, sur la sur-
face de dimensiond 1, frontiere de . Lesfonctions ,( ) et () sort les per-
turbations normalesde la courbe danslesdirectionsn et , oun et formernt une
baseorthogonaledu supplémeiaire a l'espacetangert a , et h( ) estla perturbation
tangertielle sur la variété de dimensiond 2. Cette idée a été introduite dans
[54] pour desdomainesrégulierset nousla généralisongci au casde domaines ssurés.
Nousétudionségalemenle casde 2 qui estun casdégénérélu précéden Nousdonnons
le théorémede structure et sadémonstration.La démonstrationpour 9;d 3 doit étre
adaptéeau casde la dimensiondeux et on obtient un résultat similaire mais plus simple.

Dans le deuxieme chapitre , nousdonnonsquelquesapplications du théoremede
structure pour des domaines ssurés de 2. En e et, par rapport au cas régulier, la
structure de la dérivéecomprenddeux nouveauxtermesd(s aux extrémitésde la ssure
et il intéressam de lescalculer.

Tout d'abord, nousconsidéronde Laplacienavecconditions de Dirichlet sur la fron-
tiere extérieure et conditions de Neumann sur la ssure. Nous prouvons la Frédet-
di érentiabilté jusqu'a I'ordre deux de la fonctionnelle d'énergie, ce qui nous permet
d'appliquer le théorémede structure. On étudie ensuitele mémeproblémeavecdescondi-
tions de Dirichlet sur la ssure. On obtient de la mémemanierela Fréchet-dérivabilité
au premier ordre et on peut calculerles coe cien ts graceau théoréemede structure.

On étudie ensuiteun problémenon-linéaireavec conditions unilatéralessur lesfaces
dela ssure. Danscecas,on ne peut pasmortrer la Fréchet-dérivabilité de la fonction-
nelle mais on peut tout de mémeappliquer un théorémede structure qui requieredes
hypothesesplus faibles. En utilisant la notion de polyhédricité desconescorvexes,on
peut égalemen dé nir une dérivée secondedirectionnelle.

Dans le troisieme chapitre , nousconsidéronde Laplacienavec conditions de Di-
richlet posédans un domaine a frontiére réguliere. Ce probléme est singulieremem
perturbé par la création d'une petite cavité ! . dans . Nous procédonsa l'analyse
asymptotique de ce problemequand " ! 0. On dé nit ensuite une extension auto-
adjointe dépendarie de " du Laplacien. Cette extensionest dé nie sur le domaine
et on montre que le nouveauproblemeest une appraximation au premier ordre du pro-
bleme initial. On dé nit ensuite un probléme d'optimisation de formes utilisant cette
approximation et on montre qu'on peut retrouver la formule classiquede la dérivéeto-
pologiguea partir d'une fonctionnelle d'énergieapprochée.

Dans le quatrieme chapitre , on applique la notion de dérivéetopologiquea un
problémenumérique.On montre qu'il existe une solution au problémede maximisation
deI'énergie pénaliséepar le volume et le périmétre, pour desproblémeslinéaire et non-
linéaire. On obtient ensuitedesrésultats numériquesde maximisation de la fonctionnelle.
Le domaine initial estun carré dont la frontiere est xe au cours desitérations. A
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I'aide de la dérivéetopologique,on changela topologiedu domaineen créart destrous
dans . On perturbe ensuitela frontiére intérieure a I'aide d'une méthode classiquede
gradiert de forme. Le domaine est modélisépar la méthode "levelset".
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Str ucture des dérivées de forme dans des domaines fissurés

1.. Enoncé du théoreme de structure

L'étude de la sensibilité par rapport a la forme pour des domaines ssurés a des
applications importantes. On pourra consulter[15] pour un apercu desapplications en
mécaniquedesfractures et une liste de rédérencessur le sujet. La structure de la déri-
vée par rapport au domaine pour desdomaines ssurés a été montrée dans [22], mais
certainsrésultats avaient déja été établis danscette direction en[21][27][7]. Dans[20],
une approche directe permet de traiter le problémeavec conditions unilatérales sur les
facesdela ssure. On considéredans|[36], [37] respectivemen, le problemeavec condi-
tions unilatéralessur lesfacesde la ssure pour une équationscalaireet pour le systéeme
de I'élasticité, ou I'on obtient notammert la formule de Rice-Cherepanw. Desrésultats
plus réceris ont été obtenus en [40] et [5], et pour un probléemeinverseen [4].

Dans son mémoire datant de 1907, Hadamard note que la dérivée d'une fonction-
nelle de forme dans une direction ne dépend que de la trace de sur le bord de
et seulemeh de la composarte normale de cette trace. Ce résultat est vrai pour des
domaines dont la frontiere est su sament réguliere, pour plus de détails, on pourra
consulter[31], [66]. Lesdomainescortenant des ssuresne sort mémespaslipschitziens,
par conséquehon ne peut pasleur appliquer un tel résultat. Par cortre, il est possible
de généraliserce résultat de structure aux domaines ssurés. Une telle généralisationa
éteé faite en [22], pour la dérivée premiere,dans le cadre de la semi-dérivée eulérienne
de fonctionnellesde formes.Une telle analyseest di cilemen t réalisablepour desdéri-
véesd'ordre supérieur, notammert pour la dérivée secondequi estimportante pour les
applications.

Nous nous proposonsdonc ici, en généralisah une méthode introduite en [54], de
donnerle théorémede structure pour lesdérivéesd'ordre un et deux dansdesdomaines
surés, dansle cadrede la di érentiabilité au sensde Frédchet. Cethéorémepermetd'ob-
tenir une formule de représemation pour lesdérivéespar rapport au domaine.Avant de
donner le théoremede structure, nous allons dé nir une classeFy() de domaines s-
Surés.

Dansla suite, U estun ouvert bornéde 9 d 3 avecunefrontiére lisse.L'ensenble
U est appelé le fourre-tout et les perturbations dé nies plus loin laissert U globale-
mert inchangé.Soit égalemenk 2 ;k 1.

Les domaines : On note

Ox = D b U; D ouvert borne de classeC® : (1.1
13
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Fig. 1. La ssure S

De classeCX signi e que, pour tout x 2 @, il existeun voisinageouvert ! , de x dans
Zet ol ! de classeCk tels que

r-«60sur!y; x(Ix\ @)=0; (1.2)

x(!x\' D) [1 ;0 «(!xnD) J0;+1] (1.3)

On remarquequen = r ,Ir j dé nit localemen le vecteur unitaire normal sortant
aD.

Domaines ssurés : Soit D 2 Oy. La frontiere @ = de D estune variété fermée
dedimensiond 1. Soit une sous-wariété ferméeet connexede dedimensiond 2
et de classeCk telle que n adeuxcomposartes connexesS et S° Alors S estappellé
une ssure et on dé nit le domaine ssuré par = UnS (voir la gure 1).

Soit o un domaine ssuré, on a alors,
—_ . 0_— — <
0 0= @o; So[ Sg= on o 0=UnS

et on note n le vecteur normal unitaire sortant de D. La codimensionde g est deux,
c'est a dire que le supplémetaire dans ¢ de I'espacetangert & , est de dimension
deux.On dé nit alorsle vecteur tel que(n; ) soit une baseorthonorméede cet espace.

Pour un domaine o donné, on introduit le domaine perturbé de ( pour un
champ de vecteursdonné . On restreirt I'étude a desperturbations du sous-ensetvle
D, i.e. la frontiére extérieure @QJ reste xe.

Cadre fonctionnel : Soit | I'espacedeschampsde vecteursde C¥( ¢; 9) qui s'an-
nulent sur U° et dont les dérivéessort bornéesjusqu'a l'ordre k. Muni de la norme
usuellek:ky,  estun espacede Banad. On note

D,=f 2 k;kkk<1g:

Pour 2 D, l'application | + estun CKk-di éomorphisme. | est l'identité dans ¢
(8x 2 9;1(x) = x). Pour 2 Dy donné,soitD , , et dénis par:



1.. ENONCE DU THEOREME DE STRUCTURE 15

f(I + )(X); x2 Dog,
f(l+ )X); x2 og;
f(l+ )X); x2 o0
f(l+ )X); x2 o0

CommeDg 2 Oy, onaclairemen D 2 Oy et est de classeCk.

Etant donné ( un domaine ssuré avecDg 2 Oy, on pose
F( o)=T ; 2Dyg (1.4)

commeétant I'ensenble desdomaines ssurés admissibles.Pour simpli er, comme
estdonné,on écrit Fy au lieu de Fy( o).

Fonctionnelle de forme : SoitJ : Fy ! une fonctionnelle de forme donnée.On
asseie a J la fonctionnelle E dé nie sur Dy par I'égalité

8 2Dy; E()=J( ):

Comme  estun espacede Banad, lesdérivéesau sensde Fréchet de E peuvent étre
dé nies. On note EQ ) 2 L(Dy; ) la dérivéeau sensde Fréchet au premier ordre de E
en etpar EQ )( ) savaleurdansladirection 2 .DemémeE® )2 L(Dx Dy; )
est la dérivée au sensde Fréchet de E du secondordre et E®¢ )( ; ) désignesavaleur
en ; 2 .

Notations : Pour x;y 2 9, onnote hx;yi le produit scalairedans ¢.

Etant donnéun champ de vecteurs sur o, on écrira , aulieudeh ;ni et aulieu
deh; i.On noteraégalemeh = nN sacomposarte dansl'espacetangert enun
point X de la variété . On dénit alors = la projection de sur I'espace
tangert a la variété . Notonsque , et sort desscalairestandis que et sort
desvecteursde ¢.

Nous pouvons maintenant donner le résultat principal de ce chapitre.

Théoréeme 1.1. Soitk 1.

(1) Soit ¢ un domaine ssuré avec Dg 2 Oy.1. On supmse que E est Fréchet-
di ér entiabledans  en 0, alors il existe deuxformes linéaires continues|?! :
CK( o; )! etl*:CKk( o )! , tellesque:

EXO()=1(n)+1'( ) 82 «: (1.5)

(2) Soit ¢ un domaine ssuré avee Dy 2 Oy . On supmse que E est deux fois
Fréchet-di érentiableen 0 dans , alors il existetrois formes bilinéaires:

120 CK( o5 ) CK( o7 ) ! ;
120 C*(o; ) CK( oy ) ! ,
L2 C*( o; ) CK( gy ) ! ;
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et une forme linéaire 1} : Ck( o; )! , tellesquepour tout champde vecteurs
;2 kel
ERO)(; ) = 1?(as n)

+12( 5 )

+IH( R0)( ;)

+12( 20)( 5 ) (1.6)

+I1( RO)( 5 )

+L2(n; )

+L2( 0y ),

ave %0)(; ), %0)(; ) et X0)( ; ) donnésrespctivement par (1.16),
(1.19) et (1.20).
Remarque 1.2. Si  estuneformecritique pour E i.e., EY0) = 0en0, alorsl* 0,
It 0, par conséquenl'expression(l.6) de la dérivéesecondesesimplie et deviert :
ERO)( ;) = IP(n: n)
+12( 5 )
+IR( 20X 5 ) (1.7)
+L2( n; )
+L2( o ):

2.. Perturbations normale et tangen tielle

Pourtout 12 ,1 | Kk, onpose
G'( ;) = g2C'(; %))
G*'(; )= g2C" (5 Ya)
Onnote ( ) et H( ) lesperturbations normale et tangertielle, respectivemen, sur la
surface . On note égalemeh ,( ) et () lesperturbations normalesde la courbe
danslesdirectionsn et , et h( ) les perturbations tangertielles de la variété . On

utilise le théoremedesfonctionsimplicites pour obtenir le lemmesuivant, qui serautilisé
pour la preuve du théorémede structure.

Lemme 1.3. On supmseque et sontdesvariétésde classeCk. Pour tout 1
|k, il existeun voisinageouvertU, de0dans  etununiquevecteur (H; ;h; ,; )
de fonctions C' :

(H; shinp )Wt GRIC5)  COl(r) GRI(h ) Col(r) CI(s )

1.8
tellesque(H; ;h; n; )(0) = (1,;0;1;0;0) et pour tout 2 Uy -
I+ =0+ ( )n) H()sur o (1.9)
H()=(0+ ()n+ ()) h()sur g (1.10)
De plus,pourtout ; 2 (onapourl 1:
HYO)() = (1.11)
WOW) = o (1.12)
o)) = (1.13)
20)() = O (1.14)

°(0)() ; (1.15)
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| +
I+ ( )n

X

Fig. 2. Perturbations normale et tangertielle

et pour | 2 lesdérivées secondessont données par

%) ;) = hD ;ni D ;ni MDn ; i (1.16)
HR®)(:) = hDn :; in ,Dn 2Dn (1.17)
h0)(; ) = h :Dn in+h ;D | (1.18)
nDn nDn
+ ,On ;i + ,jDn ;i
D D
+ D ;nin+ M ;nin
o) ;) = Dn ; | (1.19)
) :) = h D i (1.20)
h ;D i h;D |
~h:Dn i ~h:Dn i
;D | ;D |

Preuv e du lemme 1.3.

Comme et sort desvariétésde classeCX et de dimensionrespectivesd 1 et
d 2, il existedeux fonctions o; 1 2 C*( 9 ) et deux voisinagesouverts ! o et ! ;
respectivemen de et tels que

=fx 21y, o(x) = 0g 8x2 ;r ox)6 0: (1.21)
=fx2!13; oX)=0; 1(x)=0g 8x2 ;r 1(x)60: (1.22)
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De plus le vecteur normal unitaire sortant a S estdonnépar
8x2 n(x)=r ox)Fr oX)j; (1.23)
et on peut choisir o et ; de sorte que (n(x); (X)) soit une baseorthonormale, avec
(X) dé ni comme
8x2 ; (x)=r1 1(x)Fr 1(X)j: (1.24)
Le plan orthogonala enx 2 estalorsdonnépar la baseorthonormale (n(x); (x)).

On introduit maintenant Z' = Ck '( ; 9 ck!( ;) Cx'(; 9 Cx'(;)
CkI(; ) et

K AR Z!
§ ; 1
I+ (I + n) H
T: o H (1.25)
?:(H; hy o ) 70 BH (I+ .n+ ) h
1 h
o h

Og véri e quela fonction T estde classeC'. Pour tout (H; ;h; »; )2 Z' ona
% T(0;(1;0;1;0;0)) = (0;0;0;0;0)

0 1
n H
D oH (1.26)
% D i o: )T (130,1;0,0)(H; sh; o3 )=B H an h
D :h
D oh

On remarquequeD oH = jr ojhn;Hi, D ogh=jr ojhn;hi etD ;h=jr ojhn;hi. An
deprouverqueD . : .. yT(0;(I;0;1;0;0)) estunisomorphismedeZ' danslui-méme,
on doit d'abord prouver que pour tout (A; u;a;w;V), la solution de

Drs i o ) TO(150:1;0,0))(H; shyns ) = (AT u;a5w;v)

est unique. Tout d'abord, on calcule le produit scalairede la premiereligne de (1.26)
avecn et on trouve
hAnn jr o u

jir o un A : (.27)

H
Ensuite on calculesuccessigmert le produit scalairede (1.26) avecn et et on obtient
jr o 'u jr o ‘v heg;ni;
roatwo PAT hay (1.28)
A a+jr o tvn+ijr 4 w

n

h

Ainsi, Du: n: »: )T(0;(1;0;1;0;0)) estun isomorphismede Z' dans lui-méme, et la
fonction T véri e les conditions du théoremedes fonctions implicites au voisinagede
(0;(1;0;1;0;0)). Par conséqueh il existe un voisinageouvert Uy k de 0 et cing
fonctions(H; ;h; ,; ) declasseC'

(H; shy o )Gt 2! (1.29)
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tel que(H; ;h; n; )(©0) = (1;0;1;0;0) et

I+ = (+ () H() (1.30)
H() = (I+ o()n+ () ) h(); (1.31)
oH()) = 0 (1.32)
o(h()) = 0 (1.33)
(h() = o (1.34)

Quitte a restreindre Uy, on peut toujours supposerque H( ) prend sesvaleursdans! g
et queh( ) prend sesvaleursdans! ¢\ ! ;, de sorte que (1.32), (1.33), (1.34) impliquent
H()(xX) 2 pourtout x 2 eth()(x)2 pourtout x2 .On adoncmontré la
premiérepartie du lemme.

On peut maintenant di érentier lescing équations(l.30)- (1.34) par rapport a au
voisinagede 0. Pour tout 2 , ona

= HY{)()+D(( In) HOHY)() (1.35)
+( OO H();

HY)() = hX)()+D(a()n+ ()) h(HhA)() (1.36)

+ 2O+ °()() ) h();
D oH( DHY ) ) = O (1.37)
D oth( DA X ) = O (1.38)
D y(h( NDhY ) ) = O (1.39)

En particulier, pour = 0, on obtient

= HY0)( )+ D((0) mHY0)( )+ A0)( )n; (1.40)
HY0)() = hY0)( )+ D( n(On+ (0) )hY0)( ) (1.41)

+( 2O )n+ °0)() )
D oHY0)() = 0=jr oin;HYO)( )i; (1.42)
D ohY0)() = 0=jr ojhn;hY0)( )i; (1.43)
D +h0)() = 0=jr 4jh ;hY0)( )i: (1.44)

Ensuite, on multiplie (1.40) par n, et entenant compte de (1.42) on obtient

HY0)( ) ; (1.45)
10)( ) n: (1.46)
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En multipliant successiemer (1.41) parn et , et enutilisant leségalités(l.43) et (1.44)
on obtient

hq0)( ) = : (1.47)
20 ) = O (1.48)
0)() = (1.49)

Maintenant, a n d'obtenir la dérivéepar rapport au domainedu secondordre, on dérive
(1.35)-(1.39) en = 0. On endéduit le systemed'équationssuivant, pour tout ; 2 |,

0 = HRO)(; )+ D( 1O IMHA)() (1.50)
+ R0)(; )n+D( O)(IMHAO)( );

HRO)( ;) = hRO)(; )+ (RO )+ RO)(: ) ) (1.51)
+D( ) )n+ °(0)( ) )hY0)( )
+D( ) )n+ °0)( ) HhY0)( );

0 = D oHX0)(; )+ D? oHY0)( )HYO)( ); (1.52)
0 = D oh%0)( ; )+ D? oh%0)( )hY0)( ); (1.53)
0 = D 1h%0)(; )+ D? oh%0)( )hY0)( ): (1.54)
Cependart, commepour tout k2 9, D ok = jr ojhn;ki, alorspour tout 1 2 ¢
D? o(k;1) = (D(jr oj) Nhn; ki + jr  ojhDN1;Ki (1.55)
de sorte que
D24o( : )=jr ohDn : i: (1.56)

En substituant les expressiong1.45)-(1.49) dans (1.50)-(1.54) et en utilisant (1.56) on
obtient

0 = HX0) : )+ D(h;nin) (1.57)
+ R0)(; )n+ D(an)

HO)( ;) = hMO)(; )+ (RO ; )n+ RO)( ;) ) (1.58)
+D( ) +D(h; i)
0 = h ;Dn i+ mMHR)(; )i; (1.59)
0 = h ;:Dn i+ mh%o)( ;)i (1.60)
0 = h:D i+h;hRo)(; )i: (1.61)
En multipliant (1.57) par n et en utilisant (1.59) on obtient
R0)(; )=h ;Dn i H(,.n) :ni M(.n) ;ni: (1.62)

On peut simpli er (1.62) de la maniéresuivante
(., ;ni=Mn ;ni y+hn r ) ;ni: (1.63)
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Le premier terme du memnbre de droite de (1.63) vaut O car m;ni = 1 implique
Dnk;ni = 0 pour tout k 2 9. Par conséquen (1.63) deviert
() ;ni = hr ,; | (1.64)
= D ;ni+MDn ;i (1.65)
= D ;ni+MOn ;i (1.66)
Enn, eninjectant (1.66) dans(l.62) on obtient
R0)(;)=hD :ni D ;ni HMOn ; i (1.67)

En utilisant maintenant les équations(1.57) et (1.67) et entenant compte de la décom-
position (1.63) on obtient

H®O)( : )= hDn ; in ,Dn .Dn (1.68)
On multiplie (1.58) par n et et enutilisant (1.60) et (1.61) on trouve
0)(; ) = h;Dn i h ;Dn i (1.69)

hnmD(C ) i mD( ) i

h:D i h;.Dn i h;.Dn i (1.70)
h :D( ) i h:D( ) i

De la mémemaniereque pour (1.63)-(1.66), on peut écrire

R0)( ;)

D( ) = D +h;D i +h;D i: (1.71)
De plus, on a la décompsition suivante
h ;Dn i = h ;Dn i+ Dn ; i (1.72)

+ MDn; i+ MDOn ; i:
En substituant (1.72) et (1.71) dans (1.69) on obtient nalement
HOIGIE Dn ; i (1.73)

On conclut avec le casde °{0)( ; ). En substituant (1.71) dans (1.70) on obtient le
résultat

) ;) = h ;D i (1.74)
h ;D i h:D [
~h:Dn i ~h:Dn i
;D [ nn; D i

On regroupe maintenant les expressions(l.74), (1.73) et (1.68) et on les insére dans
(1.59), on obtient alors

h0)(; ) = h :Dn in+h D i (1.75)
nDn nDn
+ ,/On ;i + ,fDn ;i
D D

+ D nin+ HhD  nin;
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On a doncterminé la preuve du lemmel.3.

3.. Preuv e du Théoreme de structure

Notre objectif estde prouver que pour su sament proche de 0 dansDy, il existe
une fonction F telle que
EC)=FCC ); () () (1.76)
ou F estune fonctionnellesur CX( ; ) CK(; ) CK(; ) etlesfonctions , , et
sort dé nies en (1.9)-(1.10).

Lemme 1.4. Soit hy et hy» deuxfonctionsde C¥( ;) muniesdela norme usuele
k:kg. Cesfonctions sont prochesde l'identité au senssuivant :

khy» Ik khae 1k 1 0; "1 0 (1.77)
On a alors le résultat suivant :
9%; 8" "o hir() =har() = ethy()=hy()=) hi(S)=ha(S) (1.78)
Preuv e. Tout d'abord, si" estsu sament prochedeO0, alorsh;.- et h,. sort desCk-
di éomorphismesgracea (1.77). Ainsi on obtient 9"¢, 8" "o, hy»() = hae() =
CommeS|[ S°= n , onaégalemeh
hi(S)[ he»(S8) = nhy () (1.79)
h2o(S)[ h2:(S) = nhy () (1.80)

car hy- et h,. sort desCk-di éomorphismes.L'ensenble nhy-( ) adeuxcomposarnes

connexescar n a deux composaries connexesCommelesunions dans (1.79)-(1.80)

sort des unions disjointes d'ouverts, h;-(S) et h;+(S9 sort les composartes connexes

recherchées.C'est vrai égalemen pour h,.-, par conséquen on a deux possibilités:
hi(S) = h2:(S)  ou  hix(S) = hy(S9:

Dans le premier casle lemme est prouvé et on va morntrer que le cashy.-(S) = h,.(S9
estimpossiblesi " est su samment proche de 0. Sinon, il existe une suite (";) qui tend
versO telle que hy+ (S)\ hy (S) = ;.

Pour simpli er, on écrit " au lieu de";, et pour x 2 S on dé nit

X1 = hyo(X) et Xom = Now(X):
hy»() = ha () =
Commehy.-(S)\ hy-(S) = ;, Xy et Xp» sort séparéspar -, ce qui signi e que pour

tout chemin joignant X a Xy, \ -6 ;. Soit A I'ensenble descourbesréguliéres
joignant x;- ax,-, alorson a

d(xyr; Xz) = inf L( )

ou d est la distancesur la variété et L( ) estla longueur du chemin . Alors par
dé nition del'in m um on obtient :

8 >0, 9">0;9 » d(Xg»;Xz») L( ) (1.81)
On choisit y- dans -\ . tel que

L( )= LOxmy) + Lyxan):
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En prenart la limite quand” ! 0 on obtient
1i!rr1()L( ) 2d(x; ):
Sion choisit = d(x; ), I'équation (1.81) deviert
d(Xz;; X2;) L( ») dx; )

lim-y o d(X1;; X2,7) 2d(x; ) d(x; )
d(x; )> O

cequi estimpossiblecarlim-, ¢ d(X1-;X2) = 0. Par conséquenla preuve estterminée.

On appligue maintenant le lemmel.3 avec k remplacépar k + 1 et | = 1. On obtient

I'existenced'un voisinageouvert Uy.q k+1 deO, et d'un vecteur(H; ;h; ,; ) de

fonctionsC? :

(H; shinp )Wt GRIC5)  COl( ) GUM(s) Co sy CI(s )
(1.82)

Quitte a restreindre Uy.;1, on peut supposerque H( ) et h( ) sort b%ectifsrespective-
mert de dans etde dans pourtout 2 U . En utlisant I'équation (1.10) on
peut écrire

H()()=0+ ()n+ ()) h()() (1.83)
=+ o()n+ () (1.84)
Soit v une extensioncortinue :
viCK(;) o CH( o)

telle que limage par v d'un élémen de CK( ;) soit proche de l'dentité au sensdu
lemmel.4. Une telle extensionexiste, et on en donneune construction explicite dansle
casparticulier dela dimension2. Alors v(l + ,()n+ () )2 CX( ;) peuts'écrire

vl + o()n+ () )=1+w(a() ()

ou w est une fonction de C¥( ; 9?2 dans Ck( ; 9). En appliquart le lemmel.4 on
obtient I'implication suivante

HOXO) =0+ ()nt  ()) h())=) HONS) = +w( () (NS):
Maintenant soit u une extensioncortinue :
u:Ck( ; 91 ck( 9 9:
En utilisant (1.9) et (1.10) on obtient
I+ )S)=0+ )] [H+w(a() (NS
=+w(a(); N+ (CIn) (+w(na() NS
= +uwCaC); )+ () (+w(a(); ONIES)  (1.85)

Comme estdéni par UnS, on obtient clairemert de (1.85) que

EC)=E@MUMW(Cn(): CN+ (CIn) (+w(a(); (DD :=FC )5 o) ()
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qui fournit (1.76). On di érentie maintenart (1.76) en = 0 dansla direction 2 ..
En utilisant le lemmel.3 et la loi de dérivation d'une fonction composée,on obtient

EX0)()=F (O N+F ("O(N+F (a0 )=F (n)+F ()

ou F estla dérivéede F par rapport a . Comme ., estdensedans  etF , F
et F _ sort desformeslinéairescortinues,on obtient (1.5) avecl!=F etl!=F .On
poseégalemenll = F .

Pour la preuve de la deuxiemepartie du théorémel.1, on appliquele lemmel.3 avec
k remplacépar k+ 2 et| = 2. On obtient alors(1.6) de la mémemaniereque pour (1.5).
La preuve est donc terminée.

4.. Le théoréme de structure en dimension deux

Le casde la dimensiondeux est un casdégénérédu casgénéralétudié au chapitre
précéden En e et, enreprenar les mémesnotations, D estun ouvert borné de classe
Ckde 2, = @ estune courbe ferméede classeCk, et est une variété connexe
de dimension0. Autrement dit, estréduit a un point ce qui poseplusieursproblémes
par rapport a I'étude précédete. En eet n a maintenant une seulecomposarie
connexe.On voit bien que pour obtenir une "vraie" ssure, il estnécessairgue ne soit
pasréduit a un point, mais soit la réunion de deux points distincts de

On adapteenfait sansdi culté lesrésultats précédeis au casde la dimensiondeux.
Dansla suite, on énoncedonc le théorémede structure et sapreuve en dimensiondeux.
Les résultats obtenus sort plus simplesque les résultats dans 9;d 3, toutefois nous
gardonsdans la mesuredu possibleles mémesnotations an de pouvoir faire la cor-
respondanceavec le casgénéral.Nous ferons égalemen référenceau casgénéralquand
les notions a introduire ou lesdémonstrationssort redondaries, la di érence principale
tenant au fait que estla réunion de deux points et n'est donc pas connexe.

Dans la suite, U est un ouvert borné de ? avec une frontiére lisse. L'ensenble U
est appelé le fourre-tout et les perturbations dé nies plus loin laisser U globalemen
inchangé.Soit égalemehk 2 ;k 1. L'ensenble Oy estdé ni commeen (l.1).

Domaines ssurés : Soit D 2 Oy, on note = @. Soient A; et A, deux points
distincts de ,ondénit = fA;;A,0. Alors n adeux composaries connexesS et
S% S estappellé une ssure etondénit = UnS commele domaine ssuré.

Soit ¢ un domaine ssuré, on a alors

0 0= @y; Sol 9= on o 0=UnSy;

et on note n le vecteur normal unitaire sortant de D, et le vecteurunitaire tangert a
. Le vecteur correspnd au vecteur dansle casgénéral.

L'espacefonctionnel , lesdomainesperturbés , I'ensenble desdomaines ssurés
admissiblesF et la fonctionnelleE sort dé nis commedansle paragraphel..

Notations : Pour x;y 2 2, onnote hx;yi le produit scalairedans 2.
Dans la suite, pour simpli er la notation, on utilise la convertion d'Einstein pour les



4..LE THEOREME DE STRUCTURE EN DIMENSION DEUX 25

Fig. 3. Le domaine o
P
indicesrépétési = 1;2, i.e.onnote ; ; = iz:l i ;. Etant donnéun vecteur dans
2. = .n+ ou ,=h;ni et = h; i désignenh lescomposaries normaleset

tangertielles, respectivemernt. On remarqueraque , et  sort desscalaires.

Nous pouvons maintenant donner le résultat principal de ce chapitre.
Théoréme I.5. Soitk 1.

(1) Soit ¢ un domaine ssuré avee Dy 2 Ok+1. On supmse que E est Fréchet-
di ér entiable dans  en 0, alors il existe une forme linéaire continue I* :
CX( o; )! et desconstantes ;, i = 1;2, tellesque:

EX0)()=1"(n)+ i (A);, 82 y: (1.86)

(2) Soit ¢ un domaine ssuré avee Dy 2 Oy . On supmse que E est deux fois
Fréchet-di érentiable en 0 dans , et notons H la courbure moyennede |
alors il existedesconstantes ;, i = 1;2; desconstantes~;, i = 1;2; et deux
formes bilinéaires:

120 C*( o ) CK( o; ) ! ,
L2 © C*( o ) 2 ! ;
telles que pour tout champde vecteurs ; 2 i1
EXO)( i) = 1P(ni n)
+ 0 (A) (A)
+ 120 (A1) (A)+ (A2) (Ay)
I*(H +Mm;D i +mMmD i)
+ iH(Ai)( nt n )(Ai)
+~H(A) (A) (A)
+L2( 0 (A1) (A2)
+L2%( 0 (A1); (A):

Remarque 1.6. Si ¢ est une forme critique pour E i.e., E{0) = 0 en ,, alors
I! Oet ;= 0i=1;2 ainsil'expressionde la dérivéedu secondordre sesimplie et

(1.87)
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deviert :
ERO)( ;) = 1P(ns n)

+ i (A) (A)

+ 12( (A1) (A2)+ (A2) (A1)
+~H(A) (A) (A)

+L2(n (A (A2)

+L2( 0 (A1) (A2))

Remarque 1.7. Nous avons utilisé la relation spécique a la dimension deux :

hDn ; i = H, ou H estla courbure moyennede la courbe ,. Cette égalité permet
de faire le lien entre (1.87) et la formule dansle casgénéral(l.6).

5.. Perturbations normale et tangentielle

Pourtout 12 ,1 | Kk, onpose

G I( ;) = g2C (5 ?:9() (1.88)

On note ( ) et H( ) lesperturbations normale et tangertielle, respectivemer, sur la
surface . Contrairement au casgénéral,il n'est pasnécessaira'introduire lesfonctions

n()et ()eth() déniesen(l.10). On utilise le théoremedesfonctionsimplicites
pour obtenir le lemmesuivant, qui serautilisé pour la preuve du théoremede structure.

Lemme 1.8. On supmseque estune variété de classeCk. Pour tout 1 | Kk,
il existeun voisinageouvert Uy de 0 dans et un unique vecteur (H; ) de fonctions
C':

(H;) W Gy cH'() (1.89)

tellesque (H; )(0) = (I;0) et pour tout 2 Uy
I+ =0+ ( )n) H()sur o (1.90)

De plus,pourtout ; 2 (onapourl 1:
HY0)( ) = ; (1.91)
W) = (1.92)

et pour | 2 lesdérivées secondessont données par

HRO)( ;) = HI( o+ )+ N (1.93)
R)(:) = H m;D i m:D i (1.94)

Remarque 1.9. Lesformules(1.94) et (1.93) dansle casde la dimensiondeux sort
identiquesaux formules(l.16) et (1.17) dansle casgénéral,certainessimpli cations ayant
pu étre faites en dimensiondeux, en utilisant notammert la formule tDn ; i = H.

Preuv e du lemme 1.8. La décompsition (1.90) est obtenue de maniéreidertique
a (1.9) dansle casgénéral,c'est a dire en utilisant le théoremedesfonctions implicites.
Par conséquenla preuve n'est pasrépétéeici.

Comme , estde classeCK, il existe 2 CX( 2; )tel quer (x) 6 0; 8x 2 o,
ainsi qu'un voisinageouvert ! o de ( dans ? tel que

o=Ffx21gqj) (x)= 0g:
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La fonction distanceoriertée (x) = miny,.,jy Xj, voir [18] pour une etude approfon-
die, véri e ceshypothésesLa fonction peut étre utilisée pour dé nir le vecteurnormal
na o,
O 8x2 oy n(x)=r (X)Fr (X)i:
On en déduit deux équationspour lesapplications et H,
| + I+ ( )n) H(); (1.95)
H() 0: (1.96)

Quitte a réduire Uy, on peut supposerque H( ) prend sesvaleursdans! o. Des lors,
I'équation (1.96) impliqgue que H ( )( o) o- En dérivant (1.95) et (1.96) par rapport
a auvoisinagede 0, il s'ensuitque pour tout 2

= HY)()+D(( In) HOHO)O+ (X)) H(); (1.97)

0 = D (H()HY)(): (1.98)
En particulier, pour = 0, entenant comptedeH(0) =1, ona
HY0)( )+ %0)( )n = 0 (1.99)
D HY0)() = O: (1.100)
Commen =r 4Fr |, enmultipliant (1.99) par n et en utilisant (1.100) on obtient
W)= s  HYO)()= (1.101)

Maintenant, pour obtenir la dérivéesecondepar rapport au domaine,on dérive (1.97) et
(1.98) en = 0. En utilisant (1.101), on en déduit le systemed'équations suivant, pour
tout ; 2 |,

0 = HRO)(; )+D(an) + RO); I)n+D(nn) ; (1.102)
0 = D*( 5 )+hir imHRO)( ; )i (1.103)
LavaleurdeD? ( ; ) peutétre obtenueendérivant D h =< jr jn:h >. Le calcul
nous menea
D2 ( : )=jr jhDn; i =jr jH (1.104)
Ainsi, gracea (1.103)
H%0)( ; );ni= H , (1.105)
De mémea l'aide de (1.102) :
HRO)(; ), i = hD( nn) ;i hD( nn) ; i
= n On ;i o Dn ;i (1.106)
= H(n + o )
L'égalit¢ (D( ,n) ; i = ,hDn ; i estconrmée par

D(nn)= ,Dn+n r
En tenant comptede n; i = 0, il s'ensuitque

X2
hn r ), i= ni i(r n); ;=0

ihj =1
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Finalemert ondoit calculer °0)( ; ) an devéri er quelerésultat coincideavec(l.94).
On utilise le calcul suivant :

MD(,n) ;ni = N ;ni, +hn r ) ;ni
= hr ;i
D ;ni +HDn ;i

D :ni +Mn; i

eteninjectant ID( nn) ;ni=hD ;ni +HMDn; i dans(1.102) on obtient (1.94).
On a doncterminé la preuve du lemmel.8.

6.. Preuv e du Théoreme de structure en dimension deux

Tout d'abord on introduit la fonction K de Dy dans

K()= EE%QS : (1.107)

La fonction K () joue un réle équivalent en deux dimensionsa la décompsition (1.10)
dansle casgénéral.Notre objectif est de prouver que pour su sament proche de 0
dansDy, il existeune fonction F telle que

EC)=F(C )K()) (1.108)

ou lesfonctions et K sort dé nies respectivemert en (1.90) et (1.107).

Lemme 1.10. Soit hy eth,. deuxfonctionsdeC*( ;) muniesdela norme usuele
k:k¢. Cesfonctions sont prochesde l'identité au senssuivant :

khy  Tkg; khoe Tk 10 "1 O (1.109)
On a alors le résultat suivant :
9"0; 8" "oy hy() = hoe() = ethy-( ) =ha()=) h(S)= hy(S) (1.110)

La démonstration de ce lemmeestidentique a celledu lemmel.4. On peut mainte-
nant terminer la démonstration du théorémede structure en dimensiondeux.

On applique le lemmel.8 aveck remplacépar k + 1 et | = 1. On obtient I'existence
d'un voisinageouvert Uy, k+1 de0, et d'un vecteur(H; ) defonctionsC!? :

(H;) tUct G () c'(s ) (1.111)

Quitte arestreindreUy.1, on peut supposerqueH ( ) estb¥ectifde dans pour tout
2 Uk+1-

Soit v une extensioncortinue :
v L Ck( ;)
qui véri e de plus
8'>0,9 >0,8(B1;B>) 2 X
k(B1;B2) (A1;A2)k =) kv(B1;B2) ITkekeyy 7
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ou | désignela fonction idertité de CX( ;) . Une telle extensionexiste, on peut en
donner une construction explicite commesuit. La courbe peut étre parametréepar
un di @omorphisme ' de classeCk véri ant

(01D = (1.112)
"(0)= () (1.113)
(1.114)
et on pose
a; ="' (Ay); (1.115)
a, ="' (Az): (|116)
(1.117)

On peut toujours supposer,quitte a changerla paramétrisation,que0< a; < a, < 1.
on construit maintenant une fonction v véri ant

v: [0;1P ! Ct([0;1P)

1.118
(biby) 7' Vo, (1:118)
et
kb, TKei oap)  2max(jbn  adjijly - a&j): (1.119)
En e et soitf la fonction a ne par morceauxdé nie par
f(x) = Ex sur [0; a4]
=N
X
f = + ;
() = b b surfaa
X &
f0) = T+ surfall

CommeC* ([0; 1]) estdensedans C°([0; 1]), et quekf Ik max(jby aij;jbr &),
il existe une fonction v véri ant (1.118) et (1.119). En posart ensuite

vi=w 'L
on a trouvé I'extension recherchée. La fonction v(K ( )) 2 CK( ;) peut s'écrire
VK()) =1+ wK())
oll w est une fonction de dansC*( ;) .

En appliquant le lemmel.10, ce qui est possiblegracea (1.119), on obtient I'impli-
cation suivante

HO))=K()()=) HOXS) =1+ wK())(S)
Maintenant soit u une extensioncortinue :

u:Ck(: 1 ck(? ?:
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En utilisant (1.90) on obtient
I+ )S)=10+ ( )n] [I +w(KC()I(S)
= +wK)+ () (1 +wK()IS)
= [ +uwK()+ (€ In) (I +wK()IES) (1.120)
Comme estdéni parUnS, on obtient clairemert de (1.120) que
EC)=EUMWKC)+ (€ In) (0 +wK(OND =FC )K(O));

qui fournit (1.108). On di érentie maintenart (1.108) en = Odansladirection 2 1.
En utilisant le lemmel.8 et la loi de dérivation d'une fonction composée,on obtient

EY0)( ) =F ( A0)( ) + Fc (KXO)( )); (1.121)
ou F estla dérivéede F par rapport a . Comme ,; estdensedans  etF , et
Fk sort desformeslinéairescortinues,on obtient (1.86) avecl! = F et
o1+ ~hgni

FK = Zhy i+ ~2h:;ni (|122)

Pour la preuve de la deuxiemepartie du théoremel.5, on applique le lemmel.8 aveck
remplacépar k+ 2 et | = 2. On obtient alors (1.87) de la mémemanierequ'on a obtenu
(1.86).
ERO)( ;) = F (0)( 10)( ); Y0)( )+ F (0)( o) ; )
+F « 0)( Y0)( );KY0)( ) + F « (0)( X0)( ); KY0)( ))(1.123)
+Frk (0)(KY0)( ); KY0)( ) + Fi (0)(KR0)( ; )
Par densité de ., dans .1, et par la cortinuité des formes linéaires dans cette
formule, I? et L, dansla formule (1.87) sort donnéspar1>=F (0)etL, = F «(0). En

ce qui concerneFg ¢ (0), on fait la remarquesuivante : on peut écrire la fonction K ()
de la fagon suivante

K()= ﬁ;g; : (1.124)

on peut alors écrire
Fik (0)(KY0)( );KY0)( ) = Fi.uk, (0)(KLO0)( ); KD(0)( )
+ Fi,k, (0)(KZ(0)( ); K3(0)( )
+ Ficok; (0)(K2(0)( ); K2(0)( )
+ Fr1k, (0)(K 2(0)( ); K3(0)( )):
Et les fonctions Fg ,k,(0), Fk,k,(0), Fk,k,(0) et Fx,«,(0) s'idertient chacunea une
matrice carréed'ordre deux. Avecla notation suivante pouri = 1;2

Fe, (0= 0 0 (1.125)

1
Fiiko(0) = Fioxs(0) = 5 E iz ; (1.126)

on trouve bien la formule (1.87). La preuve est donc terminée.
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Exemples d'applica tion du théoreme de str ucture

On applique le théorémede structure aux fonctionnellesd'énergie pour des équa-
tions elliptiques linéaires et non-linéairesen dimension deux. On consideretrois cas:
les conditions de Neumann et de Dirichlet sur les facesde la ssure et les conditions
unilatérales ertre les faces.Dans le dernier casla fonctionnelle d'énergie est deux fois
di érentiable par rapport au domaine,cependan, seulela dérivéedu premier ordre est
Fredhet.

Le casdel'élasticité peut étre traité exactemem dela mémemaniére,c'est-a-direque
si on connait lessingularitésaux extrémitésdela ssure, on peut calculerexplicitemert
les coe cien ts apparaissah dans le théoremede structure. Dans le cas de I'élasticité
linéaire, cessingularités sort conrues. Pour simpli er, on préfére considérerici le cas
scalaire.

1.. Conditions de Neumann sur la ssure

1.1.. Diéren tiabilité au sens de Fréchet. Dansle premier exempleon calcule
la dérivée secondede la fonctionnelle d'énergieassaiée a une équation elliptique dans
un domaine ssuré, et on prouve que la fonctionnelle est dérivable deux fois au sens
de Frédhet. On utilise les résultats établis dans [22], ou la di érentiabilité au sensde
Fréchet du premier ordre de la fonctionnelle d'énergieest prouvée.

On choisit commedansle paragraphe4. du chapitre I. Autremert dit soit D 2
Ow+2, ONnNote = @. Soient A; et A, deux points distincts de , on dé nit =
fA1;As0. Alors n a deux composartes connexesS et S° et on dé nit =UnS
commele domaine ssuré, U étant un ouvert régulier cortenant strictement D. On note

= @J. Soit égalemenf 2 %1 ( ?), u estla solution de

< u = f dans ;
u = 0 sur ; (1.1)
@=@ = 0 surS

La formulation variationne%e de(11.1) estdo%néepar
u2 HY() : hrurwidx= fwdx 8w2H?() ; (11.2)
ouHY() =fv2HY) jv=0sur g.

Soit un champ de vecteursdans . Pour simpli er, sanormedans | estnotée
J 1 = K Kck( 2. 2). On considérelestransformationsF = | + etonnote = F () .
Pour j j susament petit, F est un di éomorphisme. Par conséquety il existe une
unigue solution u ZZH I )a I'équatiog variationnelle

hru;rvidx=  fvdx 8v2H?Y( ): (11.3)

33
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A n de transporter (11.3) dansle domaine xe , on note u la fonction transportée
dé nie par la compositionu = u F 2 H() . En utilisant cechangemen de variable

dans(I1.3), on obtient I'équation variationnelle satisfaite par u
Z Z

WDFT) fru;(DF") 'rwigdx= fwgdx 8w2H?); (11.4)

ouf =f F,q estleJacobiende la transformation F , DF étant la matrice Jaco-
bienne, on a plus précisémen

DF =1 +D ;
g = detDF = 1+ div + detD :
On mortre dans[22] queu admet le développemen de Taylor suivant

u=u+ul()+uw); (11.5)
avec les estimations
ku  ukyi g j; (1.6)
ket Dkpry = ku u o ut( kg g j% (1.7)
Maintenant soit J et E les fonctionnelles ass@iéesa I'équation (11.1) dé nies de la
maniere suivante 7
J( )= E()= % kr u k?dy: (11.8)
On peut montrer commepour (11.5) que E( ) admet le déweloppemen
E()=E@©0)+EX0)( )+ E(); (1.9)
avec l'estimation
iBO)N 4% (11.10)

cequi prouve la di érentiabilité au sensde Fréchet du premier ordre pour E.

On va établir la propriété de Fréchet-di érentiabilité pour la dérivéedu secondordre
de la fonctionnelled'énergieE . L'argumernt utilisé estle méme,si cen'est quelescalculs
sort plus compliquéspuisquel'équation véri ée par la dérivee matérielle u( ) est plus
complexeque celle véri ée par u.

On veut prouver que la dérivée par rapport au domainedu premier ordre de E est
égalemen Frédet-di érentiable.

Soit et deuxchampsde vecteursdans .;. Tout d'abord, on veut obtenir une
expressionpour EY )( ) obterue en dévezloppart
1
E(+)= 3 kr u* k% dy; (11.11)

+

ouu* 2 HIY . ) estlunique solution de I'équation variationnelle

hru™* ;rvidx= fvdx 8v2HY( . ): (11.12)
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Maintenant, la dé nition fournit

I+ + )0
(h+ 1+ ) D0+ HO)
(t+ 0+ )H )
Par conséquet on considéerda transformation F = 1+ (1 + ) oul estlafonction
idertité dans 2.

A n detransporter lesproblemes(11.11) et (11.12) dansle domaine , on introduit
u . la fonction transportée dé nie par la compositonu, =u* F 2 HY( ) et
gracea un changemeh de variable dans(11.11) et (11.12), on obtient I'expressionde la
fonctionnelle d'énergietransportée surZIe domaine

+

E( + )= % K(DFT) r u, k2 dy (11.13)
et I'iZnégaIité variationnelle satisfaite par u . ,Zsimilaire a (.4,
hWDFT) ru, ;(DFT) ‘rwigdx=  fwgdx 8w2H ); (.14
ouf =f F,etonaprécisémen
DF =1+D[ (1+ )1Y; (11.15)
q = detDF =1+div( (I + ) H+detD( (+ )YH: (11.16)
Ainsi u . admetle déweloppemen de Taylor suivant
Us =u +u()+e();
ouu estl'unique sglution dansH*( Ede I'équation

hru ;r vidx= fvdx 8v2HY( ): (11.17)

En remplacart lesdéweloppemerts (11.15) et (11.16) danslesexpressiong! 1.13) et (11.14)
et entenant compte uniquemen destermesdu premier ordre on obtient la dérivée par
rapport au domaiznedu premier ordre -

. . 1 .
EY ) )= hru ;ru( )Idy+§ PA( I+ ) Hru;ruidy (11.18)
aiznsi gue I'équation variatizonnelle pour la dérivée matérielle uz;l( ), 8w 2 H( )

hru()rwidy= PAC (I+ ) Hrujrwidy+ gl (1+ ) Hwdy:

(11.19)
La matrice A( ) et la fonction scalaireg( ) sort donnéspar

A()=D +D T (div)l ;

g( ) = div(f ):
EZn appliquart l'identité v%riationnelle (1.19) avecw = u , onZobtient

hru;ru?()idy= PA( (I+ ) HDru;ruidy+ g (+ ) YHu dy
(11.20)
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Etant donnél'équation (11.20), on peut éliminer la dérivée matérielle u ‘() de (11.18)
et on obtient
1Z Z

EY ) )= 5 PA( I+ ) Hru;ruidy gl (I + ) YHu dy: (11.21)
On est maintenant en mesurede donner la dérivée secondepar rapport au domainede
I'énergieet de prouver sadérivabilité au sensde Fréchet. Considéronda transformation
F =1+ etnotonsu la fonction composéeedé nie paru = u F . En utilisant
ce changemen de variable dans|'équation (11.21) pour transporter lesintégralessur le
domaine , on obtient :

EX)) = % M( FYH F@OF") ru;(DF") ruiqdy

g0 F1YH Fuqdy: (11.22)

De plus, on a le déweloppemernt de Taylor suivant pour u
u =u+ut()+w); (11.23)

avec les estimations

ku  ukyig g j; (11.24)
ktt( kpzy = ku  u o ut( kg g j°: (11.25)
Pour j j susament petit, la matrice jacobienneDF =1 + D estinversible et son

inverseest donnépar la série

X
(DF) *= (. YD )"
n=0
cequi implique que
(DF ) 1= D +R(); (11.26)
avec l'estimation kR( )k; ¢ j2. On doit maintenart trouver les déweloppemeris de
A( F Y F etg( F 1) F.Descalculssimplesnousménert au résultat suivan.

D[ F1 F = DDF?!
; (11.27)
= D DD +0(j
dv( FYH F = Tr(D[ F 1 F)
= Tr(D DF 1Y) ; (11.28)

= div() Tr(D D )+ O( j?
[hrf; F Yti+fdiv( F Y] F

o0 F1YH F

WDFT) rf; i+f Tr(D DF 1)

g( )+ D% : i+hrf; idiv() fTr(D D )+ O j?):
(11.29)
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En fait, le Jacobienq de la transformation F est égala
g = 1+ div( ) + det(D ): (1.30)

Maintenant, oninserelesdéweloppemeris (11.23),(11.26),(11.27),(11.28),(11.29),(11.30) dans
I'équation (11.22) ce qui conzduit a

EXY) ) = EY0)() % hA()ru;2D T div( )I)r ui + 20A()r u;r ulidy
1Z
> 20D D r u;r ui+ Tr(D D )hru;r uidy
7 (11.32)

g( Jul( )+ u[fD?f ; i+ hrf; idiv() fTr(D D)

+g( )div( )] dy+ O( j?) :
En appliquart I'équation variationnelle du type (11.19) pour ul( ) avecw = u( ), on
obtient 7 ~ ~

g(ur( )dy= hru();r ut()i PA( )r u;r ut( )i : (11.32)
Finalemert, enremplacart (11.32) dz%ns(l 1.31) on obtient

EY)() = EYO)( )+ mB(; )rurui hrut();rul()i

Z
ufd? ; i+ hrf; idiv() fTr(D D )+ (11.33)

hr f; idiv( )+ fdiv( )div( )]dy+ O( j?);
ouB( ; ) estuneforme bilinéaire égalea

B(;)=DD +D D +D D " div( )D div( )D +%(div( )div( ) Tr(D D ))I:

(11.34)
On remarqueque la dérivée de forme est bien symétrique par rapport aux variables
et . Ainsi, on a obtenu un déweloppemert de la fonctionnelle EY )( ) qui d'une part
nous donne la dérivée secondeEf0)( ; ) et qui prouve que la fonctionnelle E( ) est
deux fois Fréchet-di érentiable, d'autre part. Les hypothésesdu théorémede structure
sort rempliespar conséquehon peut appliquer le théorémedansla sectionsuivante.

1.2.. Structure desdériv éespour la fonctionnelle d'énergie. Maintenant que
nousavons établi la di érentiabilité au sensde Frédhet de la fonctionnelled'énergie,on
peut utiliser le théoremede structure et déterminerlescoe cients j, ainsiquela forme
linéaire I, dansl'expression(1.86).

Sansperte de généralité,on peut supposerquela ssure estun segmeh Sinon,un chan-
gemern de variable approprié peut étre employé. La ssure S estdonnéepar le segmen
S=(x;0);x 2 [ 1;1] La frontiere de = UnS estla réunionde et desfacesde la

—_+ = . rys . . o , .
ssure S , S quifont référenceaux directions positiveset négativesdu vecteur normal
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Fig. 1. Le domaine

n respectivemen. Le point A; noté simplemen A, estsitué a l'origine du repére. Dans
la suite on consideredes perturbations de la ssure dansun voisinagede A seulemen
an desimplier lescalculs.

On considérele probléme(l1.1), avec u l'unique solution dansH! () de I'équation
variationnelle (11.2). On veut dériver la fonctionnelled'énergie
Z

J( )=E()= % kr u k?dy : (11.35)

aveckr u k? = hr u;r ui Le domaine n'est pasrégulier, par conséquet on sait que
u n'est en général pas dans I'espaceH? () , mémesi f est arbitrairement régulier.
Cependart, dans ce cas, en utilisant les résultats de [26], on peut décompseru en la
sommed'une partie régulieredansl'espaceH 2, et d'une partie singulierequi appartient
seulemenh a H!. On a la représetation suivante pour u

u=u®+cs (11.36)

ousS = P I cos; estune représemation locale de la fonction singuliére en coordonnées
polaires, uR 2 H2(V), V est un voisinagede (0;0) dans tel queV\ = ?, et
c= c( ;A) estle coe cient de singularité a I'extremité A.

Dans[22],0on prouve quele coe cient ; estégala

= : (11.37)

ouc= c( ;A) estlecoecient dela partie singulieredans!'expression(l1.36).
On veut d'abord déterminer |, puis la dériveede forme du secondordre.

Ainsi, on utilise seulemen destransformationsde qui perturbent la ssure dans
la direction normale, et a support compactdansD. On choisit un champ de vecteurs
de la forme

() = (0; 2(y) ;
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Fig. 2. Le domaine -

ou , estasupport compactdansD et 1 au voisinagede I'origine A. On a obtenu
précedemmenla formule (11.21) pour la dérivéeE°( ) () :
z
E()()= 5, M 0+ )rusruidy g O+ )P udy;
(11.38)
ou la matrice A () et le scalaireg( ) sort donnéspar

A()=D +D T (div)l ;

g()=div(f ) :

En prenart = 0, on trouve

z z
E°0)( ) = % PA( )r u;r uidy g( )udy: (11.39)

On va maintenant réécrire E°(0) ( ) sousla forme d'une limite, par rapport au petit
parameétre” > 0. Nous pouvons ainsi, en éliminant la singularité au point A, faire une
intégration par parties dansun domainedépendart de". On a alors

z z

: 1 .
E%0)( ) = Illln% > PA()r u;r uidy g( )udy; (11.40)
ol " etS sort lessous-ensefiesde et S, respectivemen, dé nies dansle systeme
de coordonnéesolaires(r; ) parr > ". On introduit égalemen la courbe " de nie en
coordonnéespolairesparr = "et0< < 2 etonpose

1Z
K":§ PA()r u;r uidy:
On calculela matrice jacobienneainsi que la divergencedu champ
0 O .
D = @ @ .dv = @ (1.41)

@ @- @2 .
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CommeA()=D +D T (div)I,eninséran Iesgelations(ll.41) dansK -, on obtient

YA 2 2
K. = 1@; @ @ +@@@dy:

2@ @ @ @1 @, @

On fait maintenant une intégration par parties.

- ~,1e @’ @’ e ea
: 2@ @ @ | @: @2@1'
. @ @ @ @
2 éSln @ @ + COS @@ d (y)
7 " . a X a 2! #
5 A dS(y) ;

s 22 @ @

oud (y) estla mesurede Lebesgudinéiquesurla courbe *,d (y) = "d . Lanormale
extérieuresur " estdonnéepar n = (ny;ny) = ( cos; sin ).

La notation [f ] estutilisée pour le sautdela fonction f surla ssure S. Précisémen
pour une fonction donnéef , onpose[f]=f* f ouf® etf sort lesvaleursde
fetS etS, respectivemert. Enn dS(y) estla mesurede Lebesguelinéique sur le
segmen S. L'expressionobtenue pomIJr K. peut étre simpli ée, puisquel'on a

1le @’ @’ ,@ @a o  _ (6.
2@, @ @ @ @.a@n @2 @
D'autre part, sur la frontiére % = @ = 0. Par conséqueh K. prend la forme
Z Z " 2#
@ 1 @ _
K. = f—dy+ Lo+ > = dS() ;
° @ Y 2 5% @ 2
aveclL- égala | |
1. @ @ @ @
L. = —sin — — +cos —— d :
P2 @ @ @@ °V

Maintenant on calculeL- gracea la formule dereprésemation (11.36). En injectant cette
formule dansL- on obtient trois termes

L= LD+ LP+ LS, (11.42)
avec | |
Z 2 2 2 ’
1. @ @ @ >
LD = n¢? ~sin - - +cos — — d:
0 2 @- @1 @. @
Z 2 R R R R
L.(.Z) = "c sin @J_@ @I_@ + CcoSs @l_@ + @l_@ d:
. 0 @@ @@ |, @@, @@
2 R 2 R 2 R &R
L® = o }sin @ @ + Ccos @”a” d:

0 2 @: @ @ @
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La forme de la partie singuliereest donnéeexplicitemert, on peut calculer sesdérivées,
. . . sz \ 1
et on obtient desfonctions avec dessmgularltesd ordre r2

@ @
— = —p—cos— — = —p—sm—
@1 2 r @2 2r
Le calcul de L™ nousdonne
L& = o
De plus, on voit facilemen queL(Z) et L tendert vers0 guand" ! 0. En particulier,

on obtiert lesestimationsL? = 0 (" ™ et L® = O (") quand" | 0*.
Commeon a les convergencesiivantes

Z
o, " 2 L@
yd a N y4 a N
lim — dS (y) = — ds (y) ;
Mo @ (¥) <2 @ (¥)
la dérivéede la fonctionnelle d'énergieest donnéepar I'expression
Z Z Z )
@ . 1 Q@ _
E°(O = f —d div(f Yudy = — as(y) :
() z@2y (f Judy 2 <% @, (y)
Comme
div(f ) = hrf; i+ fdiv()
= @ 2 + f @
@- @-
= Q(f 2)
2
ona 7 o 7 o
— (uf dy = lim — (uf d
@2( 2) dy 1y @2( 2) dy
= !II‘Q uf ,sin d (y)
= 0:
Finalemert on obtient "
7 #
1 @ >
E°0)()= = — dS(y) :
@©0)= 5 2 @, v)
D'autre part commeon a choisi tel queh; i = Oeth;ni = ,= ,surS, onobtient
par le theoréemede structure . "
20O-nin= 1 . @7 &) (11.43)
1\ n 2 s n @1 . .

On obtient nalement lesexpressionsuivantes pour lesdérivéesdu premier et du second
ordre de la fonctionnelle d'énergie,

EO)()=1"(n)+ 1 (A); (11.44)
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ERO)( ;) = 1(n n)

+ 1 (A) (A)
I*(H +m;D i +MD i)
+ (HA)( o+ o )A) (11.45)

+~H(A) (A) (A)
+L2(n; (A2); (A))
+L2(n; (A); (A2)

avecla constarte ; donnéepar (11.37) et I, donnépar (11.43).

Remarque 11.1. Les constartes ;, ; et ~; dépendert du domaine ssuré, par
exempleon montre dans [22] que ; = M dans le casd'une ssure rectiligne.
L'expression (1.123) nous montre que ; peut étre déduit de ; en dérivant , par
rapport au domaine.Cependart, on connaitpeude chosessur la dépendancepar rapport
au domainedec( ;A), par conséquenil estdicile decalculerc®( ;A). On renvoie &
[46] pour desrésultats dans cette direction.

2.. Conditions de Diric hlet sur les faces de la ssure

On considérele systemed'équations (I1.1) avec des conditions de Dirichlet sur les
facesde la ssure au lieu de conditions de Neumann. Par conséquen on considérele

nouveau systéme 3
< u = f dans ;
u = 0 sur ; (11.46)
u = 0 surS

La formulation variationnelle de (11.46) est donnéepar
Z

U2 H3() : hrurwidx= fwdx 8w2HJ() ; (11.47)

n 0
oUH3() = v2HY) jv=0sur [ S

La preuve de la Fréchet-di érentiabilité estla mémeque dansle casde conditionsde
Neumann,par conséquenon nela réitere pas. Il estpar cortre intéressam de calculerla
dérivéepar rapport ala ssure danslesdirections normale et tangertielle. Tout d'abord
on considéredes perturbations normales. Le calcul est le méme que pour le cas de
conditions de Neumann, exceptépour la valeur de la singularité dansla décompsition
(11.36). On a maintenant la décomposition

u=uR+cS (11.48)

avecS = P rsin5. En utilisant les mémesnotations que dansla section1.2. on a une
décompsition identique a (11.42)

Le= LW+ L@+ LO (11.49)
avecL®? et L® quitendert versO quand” ! 0 et | |
LM = ¢ = sin & & + COS && d

0 2 @- @ @2 @G
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La forme de la partie singuliereest donnéeexplicitemert, on peut calculer sesdérivées,
. . . s \ 1
et on obtient desfonctions avec dessingularitésd'ordre r 2

@ 1 . & 1 )
@ - SPosin; @Z_EP_FCOSZ' (11.50)

Le calcul de L™ donneégalemen LY = 0. Par conséquet enremarquan que % =

sur S & causedes conditions de Dirichlet, on trouve un résultat similaire au cas de

conditions de Neumann, autremert dit .
Z @ Nid
—_— ds ; 11.51
<" @ (y) (1.51)
2 2

ol , estla composarte normalede et & est le saut de la fonction % sur

NI =

E°0) () = 11 () =

8l

la ssure S.

On consideremaintenant des perturbations tangertielles de la ssure. Les calculs
sort tres prochesde ceuxdu paragraphel.2., par conséquenon explique seulemen les
di érences et on renvoie au paragraphel.2. pour plus de détails.

On choisit un champ de vecteurs de la forme

) =(1(y),0);

ol ; esta support compactdansU et ; 1 au voisinagede l'origine A. On calcule
la matrice jacobienneainsi que la divergencedu champ

@ @1 @
= @ @ ;div = —1:
D 01 02 ; div @, (11.52)
Pour K- on obtient |
Z .
.- 1@ @’ @’ @a@aa,.
2@ @ Q- 2 @1@2 "
On procédemaintenant a une intégration par partiesl. |
Z . .
K. = le @ @° @ aa
280 @ @ = @ @@
Z 5 2. .
1 @ @ . @ @
= COos — — +sin —— d
2 @ @ @@ °
la @ <
——— dS :
s * 2@.@ OV
Eninsérart la décompsition (11.48) dansK - on obtient une expressiorsimilaire a (11.42)
L.=L®+ L@+ LO (11.53)

L tend verszéroquand" tend verszérocar % estnul sur S puisqu'ona desconditions
de Dirichlet surla ssure. L*? tend egalemenverszéroquand” tend verszeéro.Le calcul
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de LY donne
Z 2

1 @& > @& ° G G
LD = 2 = cos — — +sin —— d
0 2 @ @7 @2 @
En utilisant (11.50) on obtient
C2
i 1= _=.
'[I!FT?) L 1
Finalemert on trouve
2
E°0)()= 1 (A)= R (11.54)

Ainsi on aidenti é le coecient ; puique (A)=1 ;= %2. On trouve qu'il s'agit
de l'opposédu coe cient obtenu pour des conditions de Neumannsur la ssure (voir
(11.37)).

3.. Probleme avec conditions unilatérales sur les faces de la ssure

Les conditions de type égalité sur la ssure que I'on a considéréjusqu'a présern ne
peuvent guarartir la condition de non-pénétrabilité entre les facesde la ssure. Par
conséquen d'un point de vue mécanique,il estplus approprié de considérerdescondi-
tions non-linéairessur lesfacesde la ssure. On écrit cesconditions sousforme d'inéga-
lités qui guarartissert la non-pénétration ertre les facesde la ssure.An de calculer
lescoe cien ts pour la dérivéede forme, nousdewons conaitre I'expansionasymptotique
de la solution au voisinagedesextrémités de la ssure. Un article récert de Khludnev
et Kozlov (voir [38]) nousdonnele premier terme de ce déweloppemen asymptotique,
mais on ne peut pas calculer les coe cien ts de la dérivée pour autant car il nous faut
connaitre au moins un terme d'ordre supérieur.

Nous donnonsmaintenant un exempleavec la dérivee de forme du secondordre de
la fonctionnelle d'énergie. Cette dérivée n'est pas, en général, une dérivée au sensde
Fréchet. An de montrer que lesrestrictions imposéear le théoremel.1, un exemple
d'équationsnon-linéairesqui ne remplit pasleshypothésesdu théoremel.1 estpréserté.
En e et I'espacefonctionnel n'est pasun espaceade Banad et la fonctionnellen'est pas
di érentiable au sensdu théorémel.l. En fait, elle estdi érentiable deux fois dansun
sensplus faible, i.e la dérivéesecondalirectionnelle existe. On utilise pour la dérivation
la notion de polyhédricité d'un ensenble corvexe.Celapermet d'appliquer un théoreme
de structure adapté qui ne nécessiteasla Frechet-di érentiabilité dela fonctionnellede
forme. Un tel théorémepeut étre trouveé par exemple,dans[22]. Dans le casde I'élas-
ticité linéaire, la di érentiabilité du premier ordre de fonctionnellesdu type énergieest
établie dans[37],[35],[6].

3.1.. Inégalité variationnelle. Le probléme considéréici est un probleme aux
limites avecdesconditionsunilatéralessur lesfacesdela ssure. On considerde domaine
ssuré déni dansle paragraphel.l.. Dansle domaine , on considérele probleme
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suivant : 8
u = f dans ;
% u = 0 sur ;
[u] 0 surS;
[@ @] - 0 surS: (11.55)
% 0 surS;
[U]@J @ = 0 surS:

ouf 2 C%(D) estunefonction xée, [u]= u™ u estle sautdela fonction u atravers
lesfacesdela ssure S, et n estle vecteurnormal ala ssure. Lessolutionsfaiblespour

le probleme(11.55) sort obtenus en minimisant la fonctionnelle suivante
Z Z

1
I == jr vj? f
W=5 irv v
sur I'ensenble convexefermé suivant
Ko= v2H?Y) j[v] OsurS;v=0sur

Les solutionsfaibles sort anractériséespar I'inézgalité variationnelle
u2Ko: hrurv rui f(v u 8v 2 Ky; (11.56)

Soit 0 un paramétredonnéet 2 C} (U) un champ devecteursdonné.On considere
la transformation F = 1 + . Onutilise lanotation =F () etS = F (S). Il existe
un uniqueu 2 K solution de I'égalité variationnelle suivante

Z Z

hru;rv rui f(v u) 8v2 K ; (1.57)

ou
K = v2HY )j[v] OsurS ;v=0sur : (11.58)

3.2.. La diéren tiabilit¢ par rapport au domaine du premier ordre. La
fonctionnelled'énergieassaiéeau probléme(11.55) posédansle domaineperturbé est
Z

J( ):% jir uj? fu (11.59)

On morntre dans[22] et dans[36] que la fonctionnelleJ( ) est dérivable par rapport
au domaine,i.e. la limite suivante

= B = im

I ot

JC ) JO

(11.60)

existeet est nie, elleestégalemenlinéaire et cortinue par rapport au champ devecteurs

. Sion transporte lesintégralesdeé nies sur  sur le domaineinitial , on obtient :
Z Z

J( )= % K(DET) *r u kq dy f uqdy; (11.61)

ou
q = detDF = 1+ div( )+ 2detD
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On considéremaintenart la fonctionf dé nie parf = qf . Commef estrégulier,on
peut calculerla limite f °dé nie par

d . . f fO

On peut montrer quef % est égala
f0= div( f): (11.62)

De plus, commef 2 C?2(U), on peut mortrer que la limite existe dansL?! (U) pour
I 0. De maniére similaire, g (DFT) ! estdi érentiable par rapport a dansl'es-
pacelL?! (U).

Soit v une fonction donnéedé nie sur , et soit v la fonction transportée sur
e, v. F = v.Llinclusion v 2 K implique v 2 Ky, et réciproguemen v 2 Kj
impligue v 2 K . Ainsi la transformation F est b¥ectie ertre les ensenbles cornvexes
Ko et K . On peut véri er quela solution del'inégalité variationnelle est Lipschitzienne
par rapport a .

On a égalemen un résultat de cortinuité important pour la normeH?* dela solution
u par rapport au parametre ,ouu = u F etu estla solution de I'équation (11.55)

ku ukyiy ! 0O oo (11.63)
En fait onaku  uky:yy C .Po%r simpli er, oZnintroduit les notations suivantes :
1 .
Guw =30 =5 i uj®dy f udy;

1Z Z
(; u) = J¢( )=§ K(DFT) 'r u kq dy f uq dy:
On remarquequ'on a aussipar conséquen . .
(u)=3()=5 rup  fu

La fonction u estun minimiseur pour (; :) dansl'ensenble Ky, ainsion a
(; u) (; u:
Par conséquenon peut écrire l'inégalité suivante

JC ) JO) _ (Gu) (v (;u (v,

et en passam a la limite on trouve

lim Supu lim (; u (; u)
I o* I O .
% PA()r u;r uidy g( )udy;

ou lesnotations A( ) et g( ) sort dé nies dansle paragraphel.l.. De la mémemaniere,
on a une autre inégalité

JC) JO _ Gu)y Gu Gu) Gu),
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et en passan a la limite, on obtient

dy

jiminf 200 90y Gu) Gu)
I ot ! O*Z 7
% PA( )r u;r uidy g( )udy;
gracea la corvergenceforte deu versu dansH() . Ainsi on a montré que 2220
a unelimite quand ! O, et cette limite est
Z z
U ;)= Iilmouz % PA( )r u;r uidy g( )udy:
En remplacant A( ) et g( ) par leur expressionavec = ( 1; 2) ontrouve
Z ! !
W)= 1 @ e @’ @'  o.e aa
’ % @ @ @: Q- @ @ @@
@), @:f) o
@: Q-

3.3.. Structure des dériv ées. On remarquequela di érentiabilité au sensde Freé-
chet de la fonctionnellen'a pas été démortré, par conséquet) on ne peut pasappliquer
le théoremede structure. Cependart, on peut appliquer un théoremede structure qui
requieredeshypothésesplus faibles: dJ( ;:) doit seulemen étre linéaire et cortinu, ce
qui le casici. Ce théoremepeut étre trouve dans[22].

On peut trouver dans[38] la formule asymptotique suivante pour u presde I'extré-
mité dela ssure x = 0:

ux)  u(0) = c'oFsinE R (11.64)

Ce résultat est similaire au caslinéaire avec desconditions de Dirichlet sur lesfacesde
la ssure, la di érence étant que pour le problemelinéaire, le resteestO(r%+ ) avecun

2 (0;1=2) arbitraire, et la constarte c peut étre négative. Toutefois, cette formule n'est
pas su san te pour conclureet menera bien un calcul similaire a celui du paragraphe
2.. En e et, dansle caslinéaire, on peut mortrer que

uR 2 H?*S() ; (11.65)

pour un certain s > 0, uR ayant été introduit en (11.36). Donc le gradiert de uR est
borné et on peut en déduire que

LO1 0, L1 o (11.66)

commeon l'a fait dans les paragraphesl.2. et 2.. Pour le probléme non-linéaire, une
telle régularité pour uR n'a pasété démortrée, et a priori, uR estseulemendansH?() .
On ne peut donc pasa rmer que LY et L? convergen versO. Il nousfaut aller plus
loin dansle déweloppemern de u.
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3.4.. Polyhédricité d'un cone convexe. On a besoinde plus d'informations sur
la dépendancepar rapport au domaine des inégalités variationnelles pour obtenir la
dérivéedu secondordre, i.e. on a besoinde la notion de polyhédricité d'un conecorvexe.
L'espacefonctionnel considéréest I'espacede SotolevH () desfonctionsdont la trace
vaut zérosur . L'ensenble corvexe

K=Ko= v2HY) j[v] OsurS

est un cone corvexe fermé. Toute fonction f 2 H1() admet une unique projection
Ug = Pk f surK qui estune projection métrique en norme H?,

kup fk= vlgi kv fk
On s'interessea la dérivabilité de l'application t 7! Py (f + th). On a ainsi besoin
d'introduire le conetangert a K au point up 2 K. Pour ug 2 K on note
Ck(Uug)= V2H?Y) :9t>0jup+tv2K (11.67)
et le conetangert estla fermeturedansH?®
Tk (Uo) = Ck (Uo) : (11.68)
On peut donner une caractérisationde Ty (ug) comme
Tc(Ug) = v2HY) j[v] Osur

ol = y2Sj[ul=0.Soit lamesuredé nie par
Z Z

(V)=  hrur vi fu

K est polyhédriqueen u pour la mesure , si on a I'égalité suivante de cbnescorvexes
Te(u\ D()=Cc(u\ D();

ou
D()= v2HY() j =0 :

On a le résultat suivant : la fonction u 2 K, obtenue par transport deu 2 K , qui
est I'unique solution de l'inégalité variationnelle dé nie dans = F () , estdérivable
a droite dansH() en = 0, i.e.pour > 0on ale déwloppemen suivant :

u=u+ u()+o)

et la dérivéedirectionnelleu®( ) notéeu®= u'( ) 2 Tx (u)\ D( ) deu dansla direction
est donnéepar I'uniqug solution a l'inégalité varziationnelle suivante

hru®r (v uYi MY ur (v Wi+ ) v uy)  8v2 Tx(u)\ D()

(11.69)
ou MY ) désignela dérivéedeM = q(DFT) 1. Ainsi on obtient la dérivée de forme
du secondordre de J( ) graceau déwloppemer de u . Un résultat similaire a celui
de la section1.1. est obtenu. Cependart la dérivée est seulemeh une semi-dérivée au
sensde Gateaux, et il s'agit d'un résultat de dérivation plus faible en comparaisonde
la dérivabilité au sensde Fréchet obtenue pour les problémeslinéaires.
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Théoréme 11.2. La dérivée de forme du second ordre de la fonctionnelle d'énergie

J estdonnée par .

JR)( ;) = B(; )ruru  hrut();rut()i

z
ufD?f ; i+ hrf; idiv() fTr(D D )+ (1.70)

hrf: idiv( )+ fdiv( )div( )] dy+ O j? :

La fonction matricielle B( ; ) estdonnée par

B(;)=DD +D D +D D T div( )D div( )D +%(div( )div( ) Tr(D D ))I
(1.71)

3.5.. Semi-dériv ée eulérienne. Dansla littérature, lessemi-dérivéeseulériennes
de fonctionnellesde forme sort calculées.La semi-dérivée euleriennedu secondordre
que l'on note d?J est dé nie commesuit (voir [18] pour plus de détails) : On note X
le ot déni comme,X (t): 9! destsolution de

@(@St) x) = (t; X()(x)); t>0; X(O)(x)=x: (1.72)
avec : [0;T] d d Alors pour X ;X donnépar (11.72),la dérivée eulérienne
d'ordre deuxen o danslesdirections ; estdé nie par

@I )= 2 I X G o) (11.73)
@Q@Bjt=0;s=0

CommeJ(X (t) X (s)( o)) = E(X (t) X (s) I), onconclutendérivant desdeux
cotésque:

d?I( o; 5 )=ERO)(; )+ EYO)D ): (1.74)
On connaitdéjal'expressionde E®0)( ; ) et de E{0)( ), doncon peut ajouter calculer

d?J. On rappelle que EY0)( ) est donné par la formule (11.39). En remplagant  par
D dansla mémeformule, on en déduit une expressionpour E{0)(D )

Z
EQOD ) = =

5 202 (;ru);rui+ 2D D ru;rui Tr(D? + D D )kr uk?
. (11.75)
Tr(f(D? +D D )u

An desimplier cesformules,on supposeque = ( ;0)et = ( ;0), c'estadire que
I'on considereuniguemen desdéplacemets tangertiels a I'extrémité dela ssure. Dans
cecas,ona

- Y1 y2
b 0 0
D = Y1 y2
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De plus B( ; ) obtenu dans(11.34) sesimpli e considérablemenpuisquel'on trouve
. — T — yi Y1 + Y2 y2 0
B( ' ) - D D - 0 0

En dé nitiv e, on a la dérivéesecondede E,

Z
ERO)( ;) = U32/1( i it oy o)

Z
Ugl( Yluyl + YZuyz) + USZ( Y2uy1 yluyz)

Z
U( flel + fY1( + fyl )Y1)

Z
u )y, ;

la dérivéedu premier ordre
1Z
EO(O)(D ) = 5 (yl )Y1(u)2/1 u)2/2)+ 2( Y1 )yzuy1UYZ

7

U( y1 f)yl ,

ainsi que la semi-dérivée euleriennedu secondordre

Ecgo)( ; )+ EY0)(D )
5 G i+ )
Z

d?I( o ;)

2
Y1 Y2 uyl Uy2 y2 Y2 uy1
Z

0 0 0 0
y1 (uy1 uyl UY2 Uyz) y2 (uy1 Uy2 + Uy2 uyl)
Z

u( (flydy,  (F)yu

Z
1

2 2
_% y1y1 (uy1 uyz)
yiy2 uyl UY2 :

Remarque 11.3. La Hessiennede forme d?J( o; ; ) n'est pas symmeétrique par
rapport aux variables et , carle terme EY0)(D ) n'est passymmétrique.L'astuce
habituellemert utilisée pour avoir la symmeétrie estd'utiliser la semi-dériveeulérienne,
et defaire ensortequeD  soit égala zérode maniérea ceque EY0)(D ) disparaisse.
On peut obtenir un tel résultat par exempleen supposart quele support de estinclus
dansl'ensenble ou estconstart et égala 1. Plusieurstermesdisparaissen alors dans
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cecas,et la dérivéedu second%rdre deviert alors

2 . — 0 0 0 0
d ‘]( 0s ) - yl(UY1 uy1 UYZ uyz) Y2(uy1 uyz + uyz uyl)
Z

u( f)y, (f),u:

On rappelle que la dérivéeci-dessus?J( o; ; ) estseulemeh une semi-dérivéeau
sensde Gateaux. Quand peut-on obtenir une dérivéeau sensde Gateaux, i.e dansquel
casla di érentielle est-ellelinéaire et cortinue?

Etant donnéel'inégalité variationnelle (11.69), si le cébneTy (u)\ D( ) estun sous-
espacdinéaire, alorsla dérivéeu®estlinéaire par rapport ala direction et par conséquen

d?J( o; ; ) deviert linéaire par rapport & ; . Ainsi on doit savoir sousquellescondi-
tions Tk (u)\ D( ) estlinéaire. On rappelle que
= y2Sju=0

Ainsi T (u)\ D( ) peut s'écrirede la facon suivarte :
Te(uw\ D()=fvjv Osur ,; v=0sur o0

ou o=supp )et = L[ o.Eneet, siv2 D( ), alorspar dé nition v estégala
0 sur supp( ). Une condition su san te pour que le problemesoit linéaire est alors que
le support dela mesure soit égala , i.e.la mesure chargel'ensenble . On obtient
alorsla dérivéeau sensde Gateaux. On renvoie a [34] pour lesdétails de la construction
du cbnecorvexedansle casgénéral.

La Frédhet-dérivabilité pour ce problemepeut étre établie sousdeshypothésessup-
plémertaires de régularité de la solution inconrue.
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Extensions auto-adjointes et optimisa tion topologique

Nous avons considéréau cours des chapitres précédets des transformations régu-
lieres de domaines ssurés. Dans ce chapitre, nous considéronsun domaine régulier
guel'on perturbe singulieremem en créart un trou de petite taille ! - dansce domaine.
Ce type de perturbation singuliere a déja été largemen étudié dans la littérature, la
nouveautérésideici dansl'utilisation d'une extensionauto-adjointe pour modélisercette
perturbation. Cette méthode a été introduite par Nazaros dans[47][50][51][53], et nous
I'appliquons ici a un problémed'optimisation de forme.

Tout d'abord, on procedeau déweloppement asymptotique de la solution du Lapla-
cienquandun petit trou detaille " estcrééal'intérieur du domaineinitial . Pour trou-
ver ce déweloppement asymptotique, on étudie desproblemeslimites qui ne dépenden
pasde la variable ", et dont les solutions donnert desappraximations extérieure (loin
de!.) et intérieure (au voisinagede! + ) de la solution du problemeinitial.

On dé nit ensuite un nouvel opérateur dans le domaine sanstrou qui est une
extensionauto-adjointe du Laplacien et qui tient compte du déweloppemer asympto-
tique précéden La solution du nouveau probleme est alors une appraximation de la
solution du problemeinitial sur -. On a doncremplacéune perturbation singulieredu
domaine par une perturbation de lI'opérateur Laplacien. Dans le cadre de cette ex-
tension auto-adjointe, on étudie égalemen le comportemert de certainesfonctionnelles
quand la position h du certre du trou varie. Les casde la dimensiondeux et trois sort
étudiés.

1.. Probléme de Diric hlet en dimension 2

Soit et!,avec02!,02 deux ouverts de 2 dont les frontiéres sort lisses.
Soit " > 0 un petit paramétre et h un petit vecteur de 2. On dé nit les domaines

perturbés I et!! delafaconsuivante :!. =fx2 2, x="; 2!get .= nl.,

I"=fx=y+h;y2!.get "= n!l Onconsidérealorsle problémeperturbé dans
2 avecf dansL?()

un(x;") = f(x) dans (111.1)

Uh(x;")=0 sur@; (111.2)

un(x;")=0 sur@": (111.3)

Le problemeest perturbé a la fois par rapport a h et par rapport a ".

1.1.. Le premier probleme limite. On considérele premier problemelimite :
vo(x) = f(x) dans ; (111.4)
Vo(x)=0 sur@: (111.5)

55
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Commef estdansL?() , v° estdansH?() . Cette approximation estvalable endehors
d'un voisinagede la frontiére du trou ! . Commeon a desconditions de Dirichlet sur
la frontiére du trou ! !, il estraisonnabled'anticip er que la solution du probléme

Vi(x) =f(x)+  (x h) dans : (111.6)
Vhi(X) = 0 sur@; (1.7)
donneune meilleure appraximation de u,(x;"). On a la représetation
Vh(X) = VO(X) + hG(x; h):
G(x;y) estla fonction de Greengénéraliséalé nie par
«G(X;y)= (x y) dans ; (111.8)
G(x;y)=0 sur@; (111.9)

ol estla massede Dirac. La fonction un(x;") a I'extérieur d'un voisinagede ! " est
approchéepar
un(x;") wVvo(x) + hG(x; h):

La fonction G(x; y) admet la représemation suivante au voisinagede l'origine :

G(x; h) = (2 ) tlogkx hk+ G(x;h) ; kx hk! O (111.10)

ou G(x;y) estla partie régulierede la fonction de Greensolution de
«G(X;y) = 0 dans ; (11.11)
Gx;y)= (2) 'logkx vyk sur@; (111.12)

Siondéwloppeleterme (2 ) llogkx hk dans(I11.12) par rapport au petit vecteur
h on obtient

X .
(2 ) tlogkx hk= (2 ) 'logkxk+ (2 ) Mh; L + Ip;
avecr, = O(khk?). Ainsi G(x; h) admet le déweloppemert
G(x; h) = G(x; 0) + Sh(X) + Rn(x) (111.13)
avec Sy(x) et Ry(x) solutionsde
Sh(x) = 0 dans ; (11.14)
_ 1. X .
Sh(x)= (2 ) “h kaZI sur @ : (111.15)
Run(x) = 0 dans ; (111.16)
Rh(X) =ry sur@: (11.17)

Finalemert G(h; h) peut étre décommséen
G(h; h) = G(0;0) + 2hh: rG (0;0)i + O(khk?) (111.18)

L'approximation un(x;") w vo(x) + ,G(x;h) ne vérie pasla condition aux limites
(111.3) surle trou. Par conséquety on doit ajouter une coudelimite w( »;") qui dépend
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dela variable |, dé nie comme , = " (x h) pour compenserla discrépancenduite.
En déweloppart vV°(x) + »G(x;h) quandx ! h on obtient

vo(x) + nG(X; h) vVO(x)  h (2) tlogkx hk+ G(x;h)
= V)  (2) Ylogk" nk+ G(h;h) + O("):

Maintenant la coude limite wl( ;") estsolution du systémesuivant

W2( ;") =0 dans 2n!y; (111.19)

wWl( ;") = Vo(h)+ 4 (2) Ylogk" nk+ G(h;h)  sur@p: (111.20)
La solution du systeme(l11.19)-(111.20) est

Wo(ni")= Vo(h)+ & (2) log"+ G(h;h) + WER( n); (11.21)
avec EX( ) solution de

JES(n) =0 dans *n!y; (111.22)

E°(n) = (2 ) logk nk sur @p: (111.23)
La fonction EX( 1) admet le déweloppemert suivant

E(n)=(2) 'L+ O0(knk 1), (111.24)

ou L estune constarte qui dépend uniquemen de la forme du domaine! . La quartité
exp(L) estappeléela capacitélogarithmique ou le rayon extérieur conformedu domaine
I . Ainsi, w2( n;") admet le déweloppemert

wWo( ") = Vo(hy+ n (2) tlog"+ Gh;h) + w2 ) L+ Ok hk b):
An dobtenir quew?( ;")! Oquandk k! 1, onimposeune condition sur 4 :

h= (2) Ylog"+ L)+ G(h;h) *vO(h): (111.25)
Par conséquet) la solution un(x; ") de (I11.2)-(111.3) peut étre représemtee par

Un(X;") = VO(x) + G(x; h) + b (x;"); (111.26)
ou la fonction &2(x; ") estsolution du probleme

#2(x;") =0 dans " (111.27)

#(x;") =0 sur@ (111.28)

;") = (V) vo(h)) (111.29)

+ v (2) Yogk nk L)
+ ,fG(x;h) Gh:h)g sur@"

1.2.. Extension auto-adjoin te du Laplacien avec conditions de Diric hlet.
Dans ce paragrapheon supposepour simpli er les notations que h = 0 sansperte de
géneralité.

On considére'opérateur Ag dansL,() donnépar I'expressiondi érentielle x et
dont le domainede dé nition est

D(Ag)= v2Ci( nf0g);, v=0sur@ (111.30)

On souligneque l'inclusion v 2 D(A) indique que v satisfait les conditions aux limites
(I'11.2) et estégala zéroau voisinagedu certre 0 dela cavité ! -, cette dernierecondition



58 1. EXTENSIONS AUTO-ADJOINTES ET OPTIMISA TION TOPOLOGIQUE

imitant la condition de Dirichlet (I11.3).

Maintenant la fermeture A, et l'adjoint A, de l'opérateur A, sort donnéspar le
lemme suivant

Lemme Il11.1. La fermeture A, et l'adjoint A, de I'opérateur A, sont donnéspar
I'expressiondi ér entielle «, avee lesdomainesde dé nition respectifs suivants:

D(Ag) = V2H2() ; v(0)=0;, v=0sur @ (111.31)

et
n 0
DAy = Vv i v(x)= (X)X Zilogr + b+ v(X); v2 D(Ag); a;b2 (111.32)

Commele domainede dé nition de I'opérateur initial A, est substanciellemenres-
treint, le domainede dé nition de I'adjoint estlarge, et lesdeux opérateursA, et A, ne
sort pas auto-adjoints. Cependart, il existe une famille d'opérateurs auto-adjoints A,
telle queAy A A, etle domainede dé nition D(A) cortient toutes les solutions
singulieresrequisesdu problemede Dirichlet dans

On construit unefamille d'extensionsauto-adjointes de I'op érateur A, enretreignart
le domainede I'opérateur A,. On ajoute la condition aux limites abstraite b= Sa ertre
lescoe cien ts a et bdansla dé nition de D(A,) avecS un coe cient donné.Une seule
extensionA nousinteresseavecS obtenu par le déweloppemert asymptotique précédem
Avec un tel S on modélisel'in uence du petit trou. Pour cela, on montre le théoreme
suivant :

Théoreme 111.2.

(1) Soit A la restriction de l'opérateur A, a l'espace vectoriel
D(A) = fv2 D(A,) : b= Sag (111.33)

ouS=S(")=(2) Yog"+ L), laquantité L estdé nie dans (111.24). Alors
A estun opérateur auto-adjoint.

(2) L'équation suivante
Av = f 2 Ly() (111.34)

admetune unique solutionv 2 D(A).

Preuv e.

1) Il sut de prouver la chosesuivante : Sipour v;f 2 L,() ['égalité suivante est
vraie
(v;Az) = (f;2) 8z2 D(A); (111.35)

alorsv 2 D(A) etf = Av. CommeA, A, onvoit quev 2 D(A,) et Apv = f.
Ainsi, on doit seulemeh montrer quev 2 D(A). De (111.35) on peut écrire la formule
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de Green:

0 = (v;éz) (Agv;2)

= Ilm) (z xv Vv xz)dx
z" Z
= lim V@Qz z@vds, + V@z z@v ds,
) @
4

= lim Vv@z z@v dsy:

R
Commev 2 D(Ay), v = 0sur @ et par consequen o v@z z@vds, = 0. En
remplacart v et z par les déweloppemens asymptotiquesdonnésdansla dé nition de
D(A,), aveclescoe cien ts notésrespectivemert a;b et p;q, on obtient
YA 2
. 1 @ 1
I — 1 — — | i
im (b aj-logr)z(a  p5-logr);.

0

1 @ 1 .
(g pz—logr)@(b a—logr);.. d:

: 1 1
ima(q p5-log ) p(b as-log )

agq bp
(Sa bp;

et la conclusionest b = Sa ce qui signie quev 2 D(A). On a utilisé ici la relation
g= Spcarz2 D(A).

2) Tout d'abord on prouve l'unicité dela solution. Soit v, et v, deuxfonctionsdans
D(A). Alors la diérencev = v; Vv, vérie Av = 0dans etv =0sur@ . Ainsi v
est la solution fondamenale du laplacien

v= G (0;x) = (2 ) tlogr + G(0;x) (111.36)

ou G et G sort dé nis dans (111.8)-(111.9) et (111.11)-(111.12). La représemaion asymp-
totique (111.36) nousdonnelescoe cientsa= etb= G (0;0) . D'apresla dé nition
de D(A) on doit avoir b= Sa, ainsi on obtient

G (0;0) = (2 ) *log" + L)
cequi impliqgue = 0. Ainsiv 0 et on a prouvé l'unicité de la solution.
Il nousrestea montrer que
v =V%x)+ G(x;0) (111.37)

estsolution de Av = f. Graceaux dé nitions (111.8)-(111.9) et (111.4)-(111.5) respective-
ment de G(x; 0) et v°, on a clairemert «U(x;")=f(x) dans nOetu(x;")= 0sur
@ . On aégalemeha= etb= v°0) G(0;0), de sorte que la relation b= Sa est
satisfaite. Par conséquet) onav 2 D(A). La preuve estterminée.
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1.3.. Dériv ation par rapp ort ala position du trou. On rappellequelafonction
un(x;") de (111.1)-(111.3) peut étre représerée par

un(x;") = Vo(X) + nG(x; h) + &p(x;"): (111.38)
Elle peut égalemen étre représerée sousla forme (111.32)
un(x;") = éﬂlogrh + by + up(x;"): (111.39)
avec
an= n= (2) Yog"+ L)+ Gh:h) *vO(h): (111.40)
by = v°(h)  wG(h;h) = Say; (111.41)

etS= (2 ) Y(log"+L),(rn; 1) étant lescoordonnéesolairesdecertre h. Le coe cien t
S dépend de " mais ne dépend pasde la position du trou h.

1.4.. Fonctionnelles d'énergie dans L,. On consideredes fonctionnellesde la
forme : z

F(u") = F (x; u) dx: (111.42)

avecu 2 D(A). On fait une hypothésesur la fonctionnelle (111.42), su sante pour
I'analyse asymptotique qui suit. On supposeque |'égalité suivante a lieu pour un certain
p2[1,1 [etpourtout u;v2 Ly( )

JF(u;") F(v;")j cku vk, kukb '+ kvkh *; (111.43)
ou la constarte c dépendde , maisc estindépendart du paramétre” et desfonctions
u;v. On supposeégalemen que la mémeinégalité a lieu dansle domainenon perturbé

jF(u;0) F(v;0)] cku vk, kukb *+ kvkd *; (111.44)
ou k:k, designela normedeL,() . Soit un(x;") la solution de I'équation (I11.1)-(111.3).
La fonction uy, est prolongéepar zéro sur le domaine! ", et la fonction prolongéeest
toujours notéeuy,. Ainsi, graceau plongememn H() Lo() ; P2 [11 [etalinegalité
(11.44) on a

jJF(u;0) F(un;0) cku upk, kukd '+ kupkd *; (111.45)

ouk : k, estlanormedansL () . Commeu et uy, sort dansD(A), onale déweloppemernt
(111.32) pour u et uy, ainsi

Ku Uk = k ?Iogr+;logrh+ S(a @)+ U Uunk, (111.46)

Grace au déweloppemert (111.18) de G(h; h) et a la régularité de v° solution de (111.4)-
(I'11.5) on obtient

kag ank, = k nKo  Ghj (111.47)

ou c est une constarte qui dépend seulemen de” et , d'aprésl'expression(l11.40) de

h. On obtient évidemmen pour b, lesmémesrésultats enraisondela relation b, = Sa,

kb hnk, = kSa Sank, Sqjhj (111.48)

et S dépend seulemen de " et . D'aprés la H?2-régularité de u et up, on obtient la
mémeinegalité pour ku  upkp

ku unk, Ghj (111.49)
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Le seul terme dans (111.46) qui doit étre majoré est 22 logr + 2 logr,. Puisqu'on
a prouve la cortinuité de ka, ank, dans (I11.47), il sut de donner une estimation
de klogr  logrnk,. Quitte a faire un changemen de repere, on peut supposer que
h = (jhj; 0). Ainsi on peut séparerlintégrale suivante en deux parties

z

jlogry, logrjPdx= 10+ 1"

avec
Z
1) = jlogkx + jhjeik  logkxkijP dx
iXJ<ﬁihi
= jhj? jlogk + e;k logk kjPd
ji<2
cjhj*:

On a utilisé le changemen de variablesx = jhj . On a égalemen e; = (1;0).

z o
Ih = jlog™! 2hixs + Jhj jP dx
1 2
n§j<2jhj JX]
. . p . .2 p
c B
njx1<22hJD 7 .
C jhj* r P*dr+ jhj?P r 2°P*ldr
2jhj 2jhj

avec 2]0;1] et C uneconstarte qui dépendde . Ainsi, si p< 1, alors
I7 C jhjPjhj P2 +jhj?Pjhj 2P*2 = C jhj%
Finalemert, on obtient
klogr logrpk, C jhj*™ (111.50)

Par conséquet) en choississahp 2 [1;2] et en combinant (111.47), (111.48), (111.49) et
(1'11.50) on obtient la h-corvergencepour la fonctionnelle (111.42).

2.. Estimations pour le Laplacien en dimension trois

On consideredeux domaines et! de 3 ayant desfrontiéresrégulieres,et 02 !,
02 .Lesdomainesperturbés! . et - sort dé nis respectivement comme! . = fx =
", 2!lget -= n!. Lelaplacienavecconditionsde Dirichlet sur @ et sur la
frontiére du trou @ - est

u(x;")=f dans - (111.51)
ux;")=0 sur@ - (111.52)

ouf estunefonction dansL,() . On veut construire une appraximation de u(x; ") sous
la forme d'une sériesuivant les puissancesle ".
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2.1.. Le premier probleme limite. Quand"! 0O, ! n0, alorson considére

le premier problemelimite :
vo(x) = f dans (111.53)
VO(x) = 0 sur@ (111.54)

Cette approximation estvalable en dehorsd'un voisinagede la frontiére du trou ! -.

2.2.. Le premier terme de la couche limite. A n dedonneruneapproximation
deu(x;") présdela frontiére de! -, on doit ajouter la coude limite w°( ) dépendart de
la variable . Commef estdansL,() etquela frontiere de estréguliere,la solution
vO de (111.53)-(111.54) est dans H?() et par conséquen v° est dans C°( ). Ainsi le
déweloppemert de Taylor de v° au voisinagede O est

VO(x) = vo(" ) =VvP(0)+ O("); "! O (111.55)

La solution u(x; ") de (111.51)-(111.52) véri e la condition de Dirichlet sur la frontiere du
trou @ -. L'approximation v°(x) deu(x;") nevéri e pascette condition de Dirichlet. On
dit quela fonction v° laisseune discrépance/°(0) car le premierterme du déweloppemert
de Taylor (111.55) de v° au voisinagede 0 est v°(0).

Par conséquenon doit compensercette discrépancev®(0) sur la frontiére du trou @ -.
Le potentiel capacitaireP dansle domaine 3n! estdé ni commela solution de

P()=0 dans °n! (111.56)
P()=1 sur@ (111.57)

Il estconru qu'il existeuneuniquesolutionP 2 C* ( 3n! ) avecjP( )j = O( j ) quand
jj! 1.0n déwloppeP enfonction de la solution fondamerale ,ou ( )=jj !

X @ y
P()=c( )+ cj@j(x)+ o(jxj 3): (111.58)

j=1

Sion posew®( ) = P( )v(0), w® compensela discrépanced'ordre zérov®(0) sur @ -.
En fait, on peut préciserla valeur de la constarte ¢, dansle déweloppemert (111.58) deP.

Lemme 1I11.3. Soit P le potentiel capacitaire dé ni en (111.56)-(111.57). Alors P
admetle développmentsuivant quandj j! 1

P():%+ 1

— O(— [11.59
i (J J2) ( )
ou cap! estla capacité de I'ensemble! .

Preuv e.ZOn utilise la formulg de Greenainsi que Iezdéveloppemen (111.58) :

P1 P)= rPr(1 P)+ @P(1 P):
| Brn! {Z } Brn! @BrNA
=0
On obtieft alors ~ 7
kr PK? = @P(l P)= o a 2ysoct):
Brhn! @r @: ) J ] J ]
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Finalemert on trouve d
4 ¢ = kr PK?:
Brn!

Par dé nition dela capacitéon a

Co = 4i kr Pk? = cap!

Brn!

ce qui termine la preuve

Ainsi on peut appraximer u(x; ") par

UeG ™) W0(X) + WO = vO(x) P = vO(O0): (111.60)
2.3.. Le deuxiéme probléme limite. La coudelimite w°( ) créeunediscrépance
sur la frontiere @ . En utilisant la formule (111.59), on obtient le déweloppemert suivant
quand"! O

P IO = SR+ O

On veut compenserla discrépancedu premier ordre C—iﬁ.)—!"vo(O). Par conséquet) on
doit ajouter le terme "v(x) a l'approximation de u(x;"), avecv?! solution de

vi(x) = 0 dans (111.61)
Vi) = v°(0)% sur @ (111.62)

Maintenant I'approximation pour u(x;") est
U0 ") WV(X) + WO + "V (x)

La solutionde (111.61)-(111.62) peut étre calculéeexplicitemert avecla fonction de Green
G(x;y) solution de

«G(X;y)= (x y) dans (111.63)
G(x;y)=0 sur@ (111.64)
ou estla massede Dirac. G(x;y) admet le déweloppemert suivant :

G(X; = —+ QX [11.65
(V) = 5oy T GY) (111.65)

ou G est la partie régulierede la fonction de Green, G est la solution de
xG(X;y) = 0 dans (111.66)

1
Gx;y)= ——— sur@ [11.67
R (111.67)
Lemme 111.4. La solution v! de (111.61)-(111.62) estdonnée par
vi(x) =  v°(0)cap! %dy

4 G(0; x)v°(0)cap!
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Preuv e. Soit B la boule de rayon

Z
G(x;Y) 1 @G(x;Y) 1
—_— —)G(X; d = Erre— @ —)G(X; d
nB 1Y) ( JYJ) b y)dy e, 1y (JYJ) (i y)dly
@G(xY) 1
+ —_— @ —)G X, d
@ 1Y} (JVJ) b y)dy
L'intégralesur nB vaut zérocar lesfonctions G(x;y) et J% sort harmoniquessur ce
domaine.On a égalemenh 7
1
@(—)G(x;y)dy=10
. ( Jyj) (x; y)dy
car G(x;y) = Osur @ , et on a les corvergencessuivantes
Z
@cay | | o
@ 1Y)
z 1
@(-)G(x y)dy! 4 G(0;x); IO
@ 1Y)

Cesdernierescorvergencessort duesa @(;) = @(7) =

Ainsi on obtient le déweloppemert suivant pour u(x; ")
u(x;") = v°(x) Vv°(0)P 5 "4 vO(0)cap! G(0;x) + u(x;"):

Si on écrit le déweloppemert deP % ontrouve

p X —wa ., p X
IX]
ou P( ) estsolution de
P()=0 dans 3n! (111.68)
|
P=1 % sur @ (111.69)
Etant donné(111.65) on trouve
G(0;x) = 2 X + G(0; x):
Ainsi on peut écrire
U ") = Vox) "4 vO(0)cap! G(0;x) VOO ~ + e(x"): (111.70)

Finalemert, #!(x;") estsolution de
#'(x;") = 0 dans - (111.71)
HOC") = VO(X) + VOO)P (111.72)
+"4 v°(0)cap! G(0;x) sur@ -
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Plus précisémety on peut écrire

#'(x;") = 0 dans - (111.73)
Hc") = VOP "VO(OJ,)%'O! sur @ (111.74)
#(x;") = (V°(x) Vv°(0)) (111.75)

+"4 v°(0)cap! G(0;x) sur@ -
2.4.. Justication des développ ements asymptotiques. Soit U dé ni par
U™ = vo(x) VOO)P = "4 vO(0)cap! G(0:x) (111.76)

de sorte que
u(x;") = U(x;") + gt(x;"): (111.77)

La fonction U est I'approximation asymptotique globale.On dé nit aussila fonction U°
par

Utx;") = (V(x) VoO)N@  +(x)) + v°(0) (11.78)
O o
"4 V°(0)cap! G(O;x)(1  -(X)):

La fonction cuto - alespropriétésstandards: vaut 1 au voisinagede! et est

a support compactdans 3. Finalemert .(x)= % . Alorsona
u(") = UG+ (0 v(0)) (111.79)
VOP X a ) (111.80)

"4 vO(0)cap! G(0;x) -+ wi(x;"):
Maintenant on pose
R=u U (111.81)

On remarqueque la dé nition (111.78) de la fonction U° montre que R vaut O sur @ .
On veut donner une estimation de la norme kR ;H( -)k. Les calculsnousdonnert

R = u+ U°
= u+ (1 ) VP (vO(x) V°(0)) 2r .r\°

VO) (P 3 ) "4 vO)cap! ( GOX)(L )

S S [CT6 WYL RVAT() | R

+"4 v°(0)cap! [ ; +]G(0;x)
= |1+ |2+ |3+ |4

avec[ ; +]=( )+2r .r,.
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Pour calculercesestimations,on introduit lesinégalitésde Hardy dansleslemmesli1.5
et [11.6. On dommeune preuve simple pour le lemmelll.5 issuede [45]. La preuve du
lemmelll.6 peut étre trouvéedans[30].

Lemme 1I1.5. Siz2 C}[a;1[,a Oetb> Oalors
Z 1 V4 1

b 1; 2 I
r° 4jz(r)jcdr 7 .

a
R
Preuv e. Commez(t)2= 2 tl z(r)@z(r)dr; ona
Z 1 Z 1 YA 1
t° Ljz(t)j?dt = 2 tr  z(r)@z(r) drdt
a Z 1a t Z .
2 jzji@z(r)j t° ldtdr
a Z 1 a
= 20 (" a)jz(r)jj@z(r)jdr
aZ 1 Z 1
Y b gy 2 2
2b r’ jz(r)jcdr r*=j@z(r)jcdr

a a

r®tj@z(r)j? dr: (111.82)

On déduit de la derniereinégalité la formule (111.82).

Lemme I11.6. Siz2 C} [0;1 [, etz(0) = 0, b< 0 alors

VA 1 YA 1
r® Yjz(njdr = r®j@z(r)j? dr: (111.83)
0 B o
On dé nit maintenant F comme
R=F=1l1+1+ 135+ I4:
Alors R est solution de
R = F dans
R =0 su@- (111.84)
Pour simpli er, on utilise la notation k : k au lieu de k : ;L,( -)k. On obtient alors
I'estimation .

krRk 2= RF kr 'RkkrFk
ckR;H?*( -)kkrFk:

L'inégalité kr 'Rk  kR;H?( )k provient de l'inégalité de Hardy (111.82) aveca = 0
et b= 1. Ainsi, on obtient l'inégalité suivante

kR:HY( )k ckrFk: (111.85)

Par conséquenon a besoinde donnerune estimation de la quartité krF k. Sadhant que
F=I1;+Il,+13+140na
krik c"kfk; (111.86)
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krl s JVO(X)  vO(0))K?
= r22r vorr %2+ 13 jAVO(x)  vO(0)j?dx

..isupp .

n2

krlzkz

c jr VoA P+ LEVO(x) vO(0)j% dx

supp -
Z 1 n2 14

1 :
n2 e 02 4 0 0(M\i2__

C supp - =l Vi > + ZIvi(x)  v(0)] i dx
c"?kvo: H2() k2

c"2kf K?: (111.87)

On a utilisé lesdeuxinégalitésde Hardy (111.82) et (111.83) pour la majoration (111.87).

En e et, pour majorer 7
np2

: 0;2 .
ol VI =,
supp - 2 r2
on utilise (111.82) aveca= 0O et b= 1, et pour majorer

1. 0 0 .2”4
—ijv’(x) Vv°(0)j*— dx;
supp - T2lVo(x) 0"

on utilise (111.83) avecb = 1 puis (111.82) aveca = 0 et b = 1. On utilise cette
procéduredansla plupart desinégalitésqui suivert.

krigk? = k) ; P X K
z

2
Gv(0)}2 o Py ey 2P dx
supp
yA j--zsz n4
Gjv°(0)j? el A
supp IX] JX)
i\ ,0 'ZZ 2 "4 "4
gv-(0)j supp r r_6+ s dx
c"*kvO H?() k2
c"kf k2 (111.88)
On a utilisé dansl'inégalité (111.88) le plongememn H2()  C°() .
krlak? = kr"4 vP(O)cap! [ ; -]&(0;x)k? |
Z H
cjv°(0)j*"* j GO+ jr PG (0;x)j?

A\ supp - |
Z H

oo 1. L1 .
cv(0)j*"* supp ZIG(0;x)j? + irG (0;x)j?

c"2kf k2 (111.89)

En regroupart lesinégalités (111.86), (111.87), (111.88), (111.89), on en déduit une esti-
mation pour krFk :
krFk  c"kf k; (111.90)
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cequi signi e que
kR:HY( )k c"kfk: (111.91)

A n de compléter les estimations pour u(x; "), on doit donner une estimation pour le
terme U UC D'aprésleséquations(I11.77) et (111.79) on obtient

U W= .(v(x) v°(0)
VOP X @)

"4 v°(0)cap! G(O;x) -
= Ji+J+ J3:

On donnemaintenartzdesestimations pour lesnormesL , desgradierts de J4, J, et Ja.

kr J.k? Cc it -3ve(x)  VvO(0)j% + jr vO(x)j?
CZ.v\supp : y - .
™ —V°(x)  VO(0)i* + ¢ —ir VO(x)j?
2 A\ SuUpp - r A supp -
c"2kf K?; (111.92)
y4 L2 Z y !
kr J,k? ¢jv°(0)j? P - + irP =
supp nSupp
0 2 2 "4 2 "4.
cjv-(0)] — =
supp ' asupp I°
c"jv0(0)j?
c"*kvO H?() K2
c"*kf k?; (111.93)
Z
kr Jak? c"%jv0(0)j? "G (0;x)j* + jG(0; )j%jr  +j?
ZSupp -
CIO)f IGO0
supp -
c"2kf k2 (111.94)
Ainsi on a obteru
kU U%H?!( )k c"kfk; (111.95)
et nalement, en conbinant (111.95) et (I111.91) on obtient
ku(x;") U;HY )k c"kfk; (111.96)

3.. Perturbation de la position du trou

On considéretoujours les mémesouverts ! et  dont les frontiéres sort réguliéres
commedansle paragraphe2.. On fait une petite translation du trou dansla direction h.
Soit h un vecteurdonnédans 3, I'ensenble ! " estdé ni comme! " = fx=y+ h; y2
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l.get "= n! Dl Ensuiteondénit le problémeperturbé correspndart au probléme
(111.52)-(111.52) :

up(x;") = f dans

up(x;") = 0 sur @°" (111.97)

ouf estunefonctiondel,() .

3.1.. Développement asymptotique du probleme perturb €. On utilise la
fonction vO(x) dé nie en (111.53)-(111.54) commeune approximation de u,(x; ") au voi-
sinagede la frontiére du trou ! !'. La fonction v°(x) peut étre déweloppée au voisinage
de h.

V() = V()= V() + O 0
On pose |, = " les nouvellescoordonnéescorrespndart & l'origine h. Le potertiel
Pn( n) estdé ni commeen (111.56)-(111.57) avec! , au lieu de! . Ensuite, si on pose
w2( ) = Pn( n)V(0) on al'analoguede la formule (111.60) dansle domaineperturbé

h X h

un(x; ") w VO(x) + W,?(X —)=Vv(x) P —— Voh): (111.98)
Ensuite, v estdé ni commedans(111.61)-(111.62) avecvo(h)% au lieu devO(O)%
et commedansle lemmelll.4, ona

Vi(x) = 4 G(h;x)v°(h)cap!
Finalemen, le déweloppemen de u,(x;") est
un(x;") = vP(x) "4 vP(h)G(h;x) V°(h)Py u + (X "); (111.99)

avecti(x;") dé ni commeen (111.71)-(111.72) avecles quartités correspndarts au pro-
bléemeperturbé.

On veut maintenant donnerune estimation de la di érence u,(x;") u(x;"). Auvu
de (111.99) et (111.70), on a donc

Un(x;") u(x;") = vo(h)P x_h VP =

4 "cap! VU(M)G(h;X)  VO(0)G(0; X)
+en (") (")

En procédart a un déweloppemert limité par rapport a h, on obtient

U(G") u(c™) = P % +4 "cap! GO;x) hrvo(0);hi
. tx; hi  v°(0) X
cap! v°(0) ixi? + ——hrP = ;hi

"4 v°(0)cap! hrG (0; x); hi
+en(6") (X ") + O(khk?):
Par conséquety on a l'estimation
kun(x;"™) u(x;")ky  ch; (111.200)
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avec c une constarte qui ne dépend pas de ". Par ailleurs, on ne peut pas obtenir
I'expressioncompletede la dérivéepar rapport ah carle restewt(x; ") w*(x; ") cortient
destermes d'ordre 1 en h. Il est alors nécessaired'aller plus loin dans la pocédure
d'approximation et d'introduire une nouvelle coude limite w?.

4.. Extension auto-adjoin te et appro ximation de |'énergie en dimension
trois

4.1.. Extension auto-adjoin te. Lescaractéristiquesprincipalesdel'extensionauto-
adjointe pour le problemeen dimensiontrois sort lesmémesqu'en dimensiondeux, par
conséquen nous ne détaillons pas ce qui suit.

On considérd'opérateur Ag dansL,() donnépar I'expressiondi érentielle « et
munis desdomainesde dé nition :

D(Ag)= v2C;( nfOg); v=0sur@

La fermeture A, et I'adjoint A, pour l'opérateur A, sort donnéspar I'expressiondi é-
rentielle «, aveclesdomainesde dé nition :

D(Ag)= V2H2() ; v(0)=0, v=0sur@
et

n 0
DAy = Vv :v(x)= (x)( 4;ar+ b) + v(x); v2 D(Ayp); a;b2 (111.101)

Théoreme 111.7.

(1) Soit A la restriction de I'opérateur A, a I'espace vectoriel

D(A) = fv2 D(A,) : b= Sag (111.102)
ou 1
S= S(") = m G(O, O)

Alors A estun opérateur auto-adjoint.

(2) L'équation suivante
Av = f 2 Ly() (111.203)
admetune unique solutionv 2 D(A).

4.2.. Fonctionnelle d'énergie appro chée. Pour simpli er, on considerele pro-
bleme(111.51)-(111.52) perturbé seulemen par rapport a " :

u(x;")=f(x) dans -; (111.104)
ux;")=0 sur@ -: (111.105)
et on écrit u au lieu de u(x; "). La fonctionnelled'énergiecorrespndarte estdonnéepar
1 1
E(u;f) = é(r uru) . (f;u) . = é(f;u) . (111.106)
Pour l'opérateur auto-adjoint A dé ni en (111.102), on peut introduire la fonctionnelle
d'énergieassaiée

E(v;f) = %(Av;v) (f;v) = %(f;v) (111.207)
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qui, commeon le montrera dans la proposition suivante, est une approximation de la
fonctionnelled'énergiepour le probleme(111.204)-(111.105).

Prop osition [11.8. Si u et v sont solutions des probléemes(111.104)-(111.105) et
(111.203) avec la mémefonctionf 2 L,() , alorsla di ér enae desfonctionnellesd'éner-
gie (111.106) et (111.207) admetl'estimation

JE-(u;f)  E(v;f)] c"kfk?: (111.108)

Preuv e. Tout d'abord, on a l'inégalité suivante
. .1 .
JE(uf)  E(viD)i=Zi(tiu) . (Fv) ]

%kf;Lz() kkv u(x;");La( )k + %j(v;f)l,.j (111.109)

D'aprésle théorémel | 1.7, (voir égalemenlethéoremelll.2) onav = vOo(x) "4 vO(0)cap! G(O;x).
D'apres(I11.77) on a

u(x; ") = Ux; ") + e(x; ")

v V0P X+ ei(x"): (111.110)

ainsi que
kv UG )ila( Dk k VO 3+ ")l -k

KWOO)P X Lo k+ku Uils( »)k: (111.111)

Comme (111.96) donneune estimation pour ku  U;L,( -)k, on doit seulemen donner
une estimation de kv®(0)P % ;L,( -)k. En fait, en combinant (111.88) et (111.93) on
trouve

KOO)P X Ly )k c'kfk: (111.112)

En combinant (111.96) et (111.112) on obtient

kv u(x;");La( )k c"kf k: (111.113)
Pour terminer la preuve on donne une estimation de j(v;f),.j :
Z
JOvif)e g jOvOE). "4 vP(O)cap!  G(0;x)f ()]

y
kik  Vvo(0)2+ "

|

(vokx) vo(0))2
r4

c"kf k?: (111.114)
En insérart (111.113) et (111.114) dans(111.109) la preuve est terminée.

En particulier le déweloppemert du premierordre de la fonctionnelled'énergieapprochée
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E(v;f) donnele résultat classiquesuivart :
~(v)

iz z
> f (x)VO(x)dx + 2 "cap! v°(0)  G(0;x)f (x) dx

E(v;f)

Eo(u;f)+ 2 "cap! v°(0)%: (111.115)

On a utilisé le fait queG(0;x) dé ni en(111.63)-(111.64) estla fonction de Greengénérali-
séelLeterme?2 "cap! v°(0)? dans(I11.115) estla dérivéetopologiquede la fonctionnelle
d'énergieE (u;f) pour le probléemeoriginal (111.51) (111.52).

Remarque 111.9. On obtient un résultat similaire en dimensiondeux, i.e. la fonc-
tionnelle d'énergieapprochée E(v;f) pour l'opérateur A dé ni dansle théoremelll.2
admet le déweloppemen asymptotique suivant

0 2
v°(0) + 0 1
log" log?"

E(v;f) = :—2L(r u(x; 0);r u(x; 0)) ; (111.116)
et le terme Vv°(0)? estene et la dérivéetopologiquede la fonctionnelle d'énergiepour
le probleme(111.1)-(111.3) (avech = 0).

5.. Un probléme d'optimisation de formes utilisan t des extensions
auto-adjoin tes

Dansla suite, U estun ouvert bornédans 2 avecune frontiére réguliére.L'ensenble
U estappeléle fourre-tout et lesperturbations dé nies plusloin laissert U globalemen
invariant. Soit égalemenk 2 ;k 4. On note

Ok = D b U; D boundedopen set of classCk

Soit  un élémen de O.

Soit |, I'espacedeschampsde vecteurde CX( ?; ?) dont lesdérivéessort bornées
jusqu'a l'ordre k. Muni de la norme C* usuellek:k,, « estun espacede Banad. On
note

Dy:=f 2 ;supp() Ug:
Pour 2 Dyett2 susament petit, I'application F, = |+t estun C*-di @omorphisme,
et la condition supp( ) U implique quel +t laissela frontiere de U invariante. | est
l'application identité dans 2 (8x 2 2;1(x) = x). Pourun 2 Dy donné,soit . dé ni
par :
f=f(+t)(X); x2 ¢
Il estclair, puisque 2 Oy, quelona 2 O.

Dansceparagrapheon considerda fonctionnelled'énergieapprochéeE(v;f ), dé nie
en (111.107). On travaillera dans 2 mais le mémerésultat peut étre obteru dans 3.
Dorénavant, soit h un point de . Il existeto > 0 et "y > 0 tels que pour tout t < tg
et" < "o, !'"b . Ondénit unefonctionnellede formeJ : [0;t] [0;"o] ! de la
facon suivante

1 1
J") = E(Atvt;vt) o (five) = é(f;vt) .



5..UN PROBLEME D'OPTIMISA TION DE FORMES UTILISANT DES EXTENSIONS AUTO-ADJOINTES3

avecv, 2 D(A,) solution de (111.34) avec remplacépar  etf 2 H2(U). Pour une
lecture plus claire, on décrit brievemert leschangemeis danslesdé nitions de (111.30),
(111.32), (111.32) et (111.33).

D(Ag) = v2Ci((nfhg)

D(Ag) = nv2 H2( ); v(h)=0; v=0sur@

D(Age) = Vv o v(x)= (X)( Zilogrh + b+ v(x); v2 D(Ag); a;b2
D(A))= Vv2D(Ay) : b=Sa

ouS=S(") = (2) Yog" + L), la quartité L estdé nie dans (I11.24). La solution
Vi 2 D(At) de

0]

Aivy = f
vérie (voir (111.37))
Ve(x) = V2() + e Ge(x; h): (11.117)
Les fonctions G;, G sort dé nies respectivemert commedans (111.8)-(111.9), (111.11)-
(111.12) maisavec remplacépar ., etla constarte p; estégalea

m= (2) og"+ L)+ G(hih) vi(h)
5.1.. Dériv éestop ologique et de forme simultanées. Considéronde probléme
(111.4) dé ni dansle domaineperturbé . au lieu de
v(x) = f(x) dans (111.118)
V(x)=0 sur@ . (111.119)

avecf 2 H?(U). Pour t susament petit, F;, estun Ck-di @omorphisme et soninverse
veri e

Foiy) =y tKa(yit) (111.120)
avec

KK1(; ke 1 ck kg: (11.1212)
Eneet y = F¢(x). Alors

y t(y)

x+t(x) t(x+t(x))
x+t (x) t(x) t°D () (x);
avecy’= x+ t (x) et0< < 1. Ainsi onalarepresemation (111.120) avecK 1(y;t) =

(y) tD (¥9 ().

Lemme [11.10. Pour t 0 susamment petit, la solution de (111.118)-(111.119)
admetle développment

V0= V0 + tz (111.122)
ave Kzky () ck Kky:

Preuv e. Aprés avoir e ectué le changemen de variablesy = F{(x), le systeme
(111.118)-(111.119) deviert

div.  J(F)(DyF:) Y(DyF,) *r v = J(F)f (Fi(x)) dans (111.123)
V(x)=0 sur@ (111.124)
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On fait quelquessimpli cations pour les prochains calculs
(DyFy) '=1 DK, (111.125)
J(Fy) = det(l + tD (x)) = 1+ tky(x;t) (111.126)
avec
Kki(:;t)ke 1 ok Kkg:
Par conséquehon a

(DyFy) YDyF,) *=( DKy tDyK;)=1+1tD,Ky; (111.127)
J(F)(DyFy) Y(DyF,) *=1+tD,Ky; (111.128)
J(FOf (Fi(x)) = f(x) + tF 1(x; 1); (111.129)
avec

KKo(5 ke 25 KKa(Gtke 2 ok ke and kf (5 t) k) ok ke (111.130)

Ainsi, le systéemetransformé prend la forme
div (I +tKg)r v? =f +tf; dans (111.131)
V(x)=0 sur@ (111.132)

On supposemaintenant quela solution v? peut étre déwveloppéesousla forme d'une série
par rapport au parametret.

b3
V= t“v(xt): (111.133)
k=0
En remplacart (111.133) dans(111.131)-(111.132) on obtient formellemen le systéme:
X X
th v t“*Tdiv(Kar v9) = f + tf, dans (111.134)
k=0 k=0
t‘vo = 0 sur@ (111.135)
k=0

En comparart lestermescoresmpndarts aux puissancesle t de mémeordre, on obtient
une suite de problémesaux limites. Pour k = 0, v§ = v° solution de (111.118)-(111.119)
avect = 0, pourk=1ona

vi=1f; div(Ksr V%) dans
V=0 sur@
et pourk 2
vl = div(Kar v ) dans
V=0 sur@
Graceaux bornes(111.130) sur K 3 et f4, on obtient
pour k = 1: kvlkpay ok Ke(L+ kvPkys(y ); (111.136)
pour k > 1: kvikpsy Kk Kekvp (Kpagy : (111.137)
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Il existe donc une constarte t; telle que pour t < tq, la série(111.133) est corvergerie
dansH3() . Sion note V>N la sérietronquée

ON X ky,0
Vi (X) = t v, (X; t):

k=0
on obtient I'estimation suivante pour le restede la série
kVtO;N VtOkH 3() CtN 1

ce qui termine la preuve.

Remarque 111.11. On peut obtenir le mémerésultat pour desconditions de Diri-
chlet non-homogéneswu lieu de (111.119). La seuledi érence est qu'une fonction dans
le membre de droite de (111.119) serait déweloppée par rapport a t, mais la construc-
tion du déweloppemen asymptotique reste la méme. Cette remarqueest utile pour la
construction de la partie réguliereG de la fonction de Green(111.11)-(111.12).

Théoréme [11.12. La fonctionnelle J(t; ") admetle développmentsuivant
J(t") = J(0;0) &TJ( ;h) + t3%0;0) + oft) + O(mtT) (111.138)
ouTJ( ;h) estla dérivée topologiquede J dans en h tandis queJY0; 0) estla dérivée
par rapport au domainedeJ en  pour " = Oeth = 0.
Preuv e. Tout d'abord on peut écrire
J") J0;0)=J(;") JI(t;0)+ J(t;0) JI(0;0): (111.139)
Un résultat classiquede sensibilité par rapport au domainenousindique que
J(t;0) J(0;0) = tJY0;0) + oft):
Il nousreste a analyserla premieredi érence dansle menbre de droite de (111.139).

Jt:") J(0)= %(f;vt V) | (111.140)

En utilisant (111.117) on obtient :
vi(x)  vP(x) ht G (x; h) (111.141)
(2 ) tlogkx hk+ G(x;h) 4, .
@) Hog" + L)+ G(h:h) Vi (h): (111.142)
D'aprésle lemmelll.10 et la remarquelll.11, on obtient le déweloppemert
orn . (2) Ylogkx hk+ G(x;h) 4 t
Vt(X) Vt (X) - (2 ) 1(|ogn + L) + G(h,h) \Y (h) + O(Iogu)
En exploitant la remarquelll.9, (111.140) deviert alors
0 2
VO o
log log
et on obtient (111.138) avecTJ( ;h) = vO(h)2.

JE") J(E0)= )
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Une méthode "levelset" en optimisa tion de formes

1.. Intro duction

Lesperturbations singuliéresde domainesort étudiéesdans[33], [32], [45], [47], [48],
[49], [50], [51], [52], [61], [62], [63]. La construction de I'approximation asymptotique
pour I'opérateur de Steklov-Poincaré est donnéedans [65].

Soit U et V deux ouverts xes de 2 tels queV U. On note # I~ le nombre de
composaries connexesde I~ et on considerel'ensenble desdomainesadmissibles

Ok=f =Unt; ! ouvert; ! V;#1T kg (IvV.1)
Dans le cas du probleme linéaire, on note alors y = @, p = @ et on a donc
@ = N[ bp.Lesfrontieres y et p sort destinéesa avoir desconditionsde Neumann

et de Dirichlet, respectivemen. L'ouvert ! n'est pasnécessairemanconnexecommele
montre la gure 1. Dansle casdu probleme non-linéaire de Signiorini, la frontiere @J
est séparéeen deux composaries connexes @ = s|[ p, s étant destinéa recewir
desconditions de Signiorini.

N

@ .

Fig. 1. Le domaineU et le domaine

On considéresuccessigmert les problémessuivants, avecf 2 C! (U)

8
< u+u = f dans ;
u = 0 sur p,; (IvV.2)
@Qu = 0 sur y:

Sanshypothésesupplémenaire sur la régularité de , onau 2 H() . On considére
egalemen le problemenon-linéaire de Signiorini

u+u = f dans X
% u = 0 sur p;

Qu = 0 sur y;
E u 0 sur g; (IV.3)
_ Qu 0O sur g;

u@Qu = 0 sur g:

79



80 IV. UNE METHODE "LEVELSET" EN OPTIMISA TION DE FORMES

La solutionu() du prob%me(lVS) Véri e I'igéquation variationnelle

u=u() 2K : rur(v u (f u)v u) 8v2K; (IvV.4)
ou
K() =fv2H})jv=0pp:on p;v Opp:on sg: (IV.5)
On consideremaintenart les fonctiorg]ellessuivan%s. 7
E() = 1 jr U2+ = u? fu (IV.6)
2 7 2
= E u;
JO) =EQ) + A() P53 (IV.7)
avecA() etP.() dénis par
A(O) = 117 (IV.8)
P() = max(O;HY(@ o; (IV.9)

ouj j estla mesurede Lebesguede dans 2 et H(@) estla mesurede Hausdor
1-dimensionellede @ . Lesconstartesc; et sort arbitraires et strictemert positives.
Nous allons prouver dansle paragraphesuivant que le probleme

maxfJ() : 2 Ogg (IvV.10)
admet au moins une solution.

La frontiere exterieurede est maintenue xe et égalea @J. Donc les domaines
inconnus qui réalisert (1V.10) sort enfait déterminéspar leur frontiére intérieure .
Dans cet article nous étudions la sensibilité par rapport au domaine et on modélisele
problemea l'aide d'une représemation "levelset",l'objectif étant d'accroitre la fonction-
nelle de forme. On utilisera la dérivéetopologique(si nécessairepour créerun nouveau
trou de frontiére inclue dans .

2.. Le probleme linéaire

2.1.. Existence d'un domaine optimal. On peut mortrer I'existenced'un do-
maine  solution du probléme (IV.10). Pour cela on utilise un résultat de Bucur et
Varchon [9] et [10] qui estl'analoguedu résultat de Sverak [68] pour desconditions de
Neumannsur la frontiere destrous. En apportant quelquesmodi cations a la preuve de
cerésultat, on peut I'adapter a notre probleme. Ceci est possiblesansdi culté car la
frontiere p dans(IV.2) est xe. On obtient donc le théorémesuivant :

Théoréme IV.1. Soit ; = Unt; une suite d'ouvertstelle quele nombre de compo-
santesconnexesde 17 soit uniformément borné. Si t; conveige au sensde la métrique
de Hausdor verst, alors Ig solution u; du problemede Neumann

< u+uy = f dans ;;
uy = 0 sur@h: (IV.11)
@=@ = 0 sur@;:

convege vers la solution u du probleme(IV.11) sur si et seulementsij j ! | j.
(Toutesles fonctions sont implicitement étenduespar zéwo en posantu; = 0 dans!; et
u= 0dans!).



2..LE PROBLEME LINEAIRE 81

On est désormaisen mesurede prouver I'existenced'un domaineoptimal.
Théoréme [IV.2. Le probleme(IV.10) admetau moins une solution 2 Oy.

Preuv e. Soit ; une suite maximisarte pour le probleme (1V.10). Il existe une

. . , H
sous-suitetoujours notée ; telle que ;! au sensde Hausdor etonnote ; !

Pour la dé nition de la corvergenceau sensde Hausdorf, on pourra consulter[31].

On montre dans[31] que le nombre de composaries connexesle ¢ estbornéet on
a égalemen a la limite

HY{(@ lim inf H Y@): (IV.12)

doncH!(@ < 1 caronmaximiseJ() etdoncP.() estborné.En utilisant la notion
de périmetre de densitéintroduite dans[8], on peut alors montrer quela corvergencede
Hausdor des ; vers implique la corvergenceau sensdesfonctions caractéristiques:

e (IV.13)
Par conséquet) on a
bt s (IV.14)
Pour conclure,il nousrestea morntrer la corvergencede E( ;) = % i fu. Or
Z Z z Z
fu fu = fu | fu
i U U
Z z
= fu( |, )+ (4 u)
U U
Kujkokf (- ko + kf kokui  uko;
ou k:k, estla normede L?(U) et on a
kuik, ! kuk, et kui uk,! O (IV.15)
d'aprésle théoreme(lV.1). Enn
kf( . k! O (Iv.16)
gracea la convergenceau sensdesfonctions caractéristiquesde | vers . Ainsi
E( i)! E(): (IvV.17)

Finalemert lescorvergenceqlIV.17), (IV.14) et (IV.12) montrent que
J() lim supJ( i): (IvV.18)
i

Donc estbien solution du probleme(1V.10).

Remarque 1V.3. Pour pouvoir utiliser la dérivation par rapport au domaine,on doit
travailler avecdesdomainesa frontiere réguliere.Or lessolutionsde (IV.10) ne sort pas
nécessairemedndes domainesréguliers. On supposedonc pour la suite I'existenced'un
domaineoptimal pour (IV.10) qui soit su sament régulier.
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2.2.. La dériv ée par rapp ort au domaine. Soit un domainesu sament ré-
gulier. La formula%ion variationnellezdu problér%e(IV.Z) est donnéepar

u2HL () : hruprwidk+ uwdx=  fwdx 8w2HL () ; (IV.19)
ouH! () =fv2H!) jv=0sur pg.

Soit un champ de vecteursde classeCk et a support compactdans U. Pour sim-
plier, sanormedans  estnotéej j = K kck( 2. 2y. On considéreles transformations
F =1+ etonnote = F () .Pourj jsusament petit, F estun di éomorphisme.
Par consézquen il existe unezunique solutifn u 2 H( ) aléquation variationnelle

hru ;r vidx+ uvdx= f vdx 8v 2 HlD( ): (IvV.20)

A n detransporter (IV.20) dansle domaine xe , onnoteu la fonction transportée
dé nie par la compositonu =u F 2 H 1D () . Enutilisant cechangemen de variable
d%ns(IV.ZO), on obtient I'équation variatzionnelle satisf%ite par u

hDFT) 'ru;(DFT) 'rwigdx+ uwgdx= fwgqdx 8w2H'();

(IV.21)
ouf =f F,q estleJacobiende la transformation F , DF étant la matrice Jaco-
bienne, on a plus précisémen

DF = 1+D; (IvV.22)
g = detDF = 1+ div + detD : (Iv.23)
On montre dans[22] queu admetle développement de Taylor suivant
u=u+ul()+uw); (1IV.24)
avec les estimations
ku  ukyi g j; (Iv.25)
ktt( Dkyry = ku u ut( )kyag g j*: (IV.26)

On va maintenant calculerla dérivé%par rapport au %omainede E dé nie par (IV.6) :

E( )= % jr u j’dy (u )?dy (IV.27)

2
Eninsérart lesdéweloppemeris (1V.22) et (1V.23) danslesexpressionglV.27) et (IV.21),
on obtient la dérivée par rapp%rt au domainedu prenger ordre

de(; ) = hr u;r ul( )idy+ % PA( )r u;r ui dy (Iv.28)
Z Z
uul( ) dy % u?div( ) dy;

aigsi que I'équation variéationnelle pour la dérivé%matérielle ul%), 8w2 H ()

hru( );r widy=  PA() YHr u;r widy+  g( )wdy uwdiv( ) + utwdy:
(IV.29)
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La matrice A( ) et la fonction scalaireg( ) sort donnéspar

A()=D +D T (div)l ;

g( ) = div(f ):
En appliquant l'identité variationnelle (IV.29) avecw = u, on obtient
Z Z Z Z
hru;r ul( )idy=  PA()r u;r uidy+ g( )udy u?div( ) + u*( )udy:

(IvV.30)
Etant donnél'‘équation (IV.30), on peut éliminer la dérivée matérielle ul( ) de (IV.28)

et on obtient
1 Z Z Z

de(; )= > PA( )r u;r uidy g( )udy+ % u?div( ) dy : (IvV.31)

A partir de cette expression,on va retrouver le résultat classiquepour la dérivée par
rapport au domaine.On commencepar écrire, a partir de I'expressionde A( )

lZ z 1Z
— PA()ruruidy = D ru;ruidy = jr uj?div( )dy
2 2
z z 1Z
= hr (h;r ui);r ui dy D2u ;ruidy = jr uj?div( )dy
z Z Z
= uh;r uidy+ h;r uihr u;ni dy hD2u ;r ui dy:
7 @

% jr uj?div( ) dy

Sadhant que u=f ul'équation (IV.31) deviert alors
Z Z

de(; ) = fh;r uidy div(f )udy
Z Z
2 . . 1 . .2.
+ MU ;ruidy+ = jr ujediv( )dy
z 1
+ uh;ruidy+ = u?div( )dy
2
Z
h;r uihr u;ni dy:
@

On obtient nalement 2

1 1 . :

div(Zjr uj? + Zu? f u)dy h;r uihr u;ni dy:
2 2 o

de(; )
z

(%jr uj? + %uz f u)h ;ni dy; (IV.32)

carhru;ni = Osur \ et esta support compactdansU. On retrouve I'expression
classiquede la dérivée de forme pour des conditions de Neumannsur la frontiere. Les
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dérivéespar rapport au domainede A() et P,() sort donnéespar

Z

dA(; ) = h;ni dy; (IV.33)
N Z
dPc(; ) = mi@= gMmax 0 Hh ;ni dy (IV.34)
Z N
+ tpy() >0g Hh ;ni dy; (Iv.35)
Z N
dP.(; )% = 2P¢() Hh ;ni dy; (IV.36)
avecH la courburede (. On obtient doncla dérivéepar rapport au domainede J()
L z 1. ., 1, .

di(; )= (Ejr uj- + éu fu+ 2P.() H)h;nidy (IvV.37)

N

2.3.. La dériv ée top ologique avec conditions de Diric hlet sur le trou. Pour
calculer la dérivée topologique,on utilise une méthode appeléetroncation de domaine
introduite en[43]. On introduit I'opérateur de Steklov-Poincaréqui dépend du rayon
du trou, puis on réaliseun déweloppemert asymptotique de cet opérateur. On travaille
donc maintenant sur un domaine xe g.

(D

U
Fig. 2. Le domainetronqué g
Soit  le domainedé ni par
=UnB ; (1V.38)
ouB estlaboulederayon ,etonnote = @ .Ondénit alorsle problemesuivant
u+u = f dans ;
U = 0 sur - (1V.39)

On note maintenant g le domaine

r = UnBg; (IV.40)
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ou Bg estla boule deéayon R avecR > , on peut dé nir le problémetronqué suivant

< uR+uR = f dans g;
ur = 0 sur @, (IV.41)
@ +@u} = A(UR) sur g

avecA déni en(IV.49) ety solution de (IV.76). La formulation variationnelle corres-
pondart a (IV.41) estdonnéepar

u2H* (r)ra(@fv)=1() 8v2H' ( Rr) (IV.42)

ouH' ( g)=fv2H'( gr)jv=0sur pgetlaformebilinéaire a et linéairel sort
donnéespar

Z Z
a(u;v) = hru;r vi + uvdS+ A (u)v (IvV.43)
R ya 7R
| (v) = fv vay ; (IV.44)
) ) (Iv.45)
On a alors le théoremesuivant, dort la preuve est standard.
Théoréme IV.4. La solution uR du probleme(IV.41) vérie
uR =uj .; (IV.46)
et on a également
Ujcri) = W (UR) +y; (IV.47)

ave w ety solutionsde (1V.48) et (IV.76) respectivement.

On veut calculerle déweloppemert asymptotiquedel'énergieE (f) pour le probleme
(IV.39) dé nie par

1Z Z
E() = 5 uj?+ u?ds fu ds
lZ
= 5 jr uj?+ u’ds:

Pour cela, on étudie indépendammer les problemes(1V.48) et (IV.76).

2.3..1. Le problémehomaéne. On considérele problemede Poissonhomogéenedans
la couronne C(R; ) de rayon intérieur et de rayon extérieur R avec condition de
Dirichlet sur la frontiére extérieure g et condition de Dirichlet homogénesur la frontiére
intérieure

8

< w +w = 0 dans C(R; );
W = V sur g; (Iv.48)
w = 0 sur ;

avecv dansHz( g). On dé nit I'opérateur de Steklov-Poincaré A de la maniére sui-
vante
A HZ(R) ! HZ(g)

v 7 @w (IV.49)
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Du fait quev 2 H %( r) on déduit l'existence du déweloppemer en sériesde Fourier,
avec(r; ) lescoordonnéespolairesa l'origine

1 X .
v( )= S8+ (asin(k ) + b cosk ))
k=1

dont lescoe cien ts véri ent :

Xp___
T+ k(g + ) M;
k=1
ol M est une constarte dépendart seulemeh de R. Ceci implique deux propriétés
importantes :

b3 X
@+ ) M; k(@ + ) M: (IV.50)
k=1 k=1
On dé nit lesénergies
Z Z
ED(v) = ir wj? + w?dS; E@(v) = jir wjZ+ wads; (IV.51)
B(R) C(R;)

qui dépendert dev atraverslesconditionsaux bordssur g. Nousvoulonsmontrer que
E aun déwloppemen pour lequelle reste est uniformémeén borné. Plus précisémen
, 0N peut I'exprimer commesuit :

Théoréme IV.5. L'énergie E® (v) a une ex@nsion

2
Dy = ED . .
ave

uniformément sur tout sous-ensembléorné de H( ).

Preuv e. Comme tout compact peut etre recouvert par un nombre ni de boules,
il estsusant de prouver le lemme pour une boule xée dansH?( ). On peut donc
supposergue (1V.50) a lieu. La preuve consistea obtenir desformules explicites pour w
et w sousforme de séries.On peut alors calculer les énergiesexplicitemert et obtenir
la majoration pour le reste R (V).

On cherdhe la solution w de (1V.48) dansC(R; ) sousla forme

b
W )= AN+ G (N(@sink )+ boogk ) (IV.52)
k=1

Le laplacien en coordonnéespolairesvaut :
1

_ @ @
- @2 r@?

Sl

Q,
@
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En insérart I'équation (IV.52) dans w + w = 0 on obtient

87

2
@O+ e (Grhecm = 0 k1 (IV.53)
@M+ M) &) = 0 (1V.54)
En multipliant (IV.53) et (IV.54) par r? on obtient
ey (N +re. () (K+r’g, () = 0, k 1 (IV.55)
2 (r) + red (1) rie (1) = (IV.56)
D'apres[69], les solutions deséquations(IV.55) et (IV.56) sort donnéespar
C(r) = Aglg(r) + BKg(r) k 0 (IV.57)
ou lesfonctions I (r) et K¢(r) sort lesfonctions de Besseldé nies par
o (ré)k+2m
Ik(r) - i m, k O, (|V58)
m=0
etpourk 1
1X1 D"k m )
Ke(r) = = (IvV.59)
2 mi(5)k 2m
A ( 1)k+1(£)k+2m r 1 1
2 _ - _
itk + m)l In 5 5 (m+ 1) 5 (k+ m+ 1)(IV.60)
ou estla dérivéelogarithmique de la fonction , a savoir
@
X)= —In ( x+ h): V.61
(x) @ ( ) (IvV.61)
Enn pourk =0
r SO
Ko(r) = In > lo(r) + p-p (m+ 1): (IvV.62)

m=0

Lesconditionsaux limites sur r et  nouspermettert d'obtenir lessystéemessuivants

pourk O

Aclk(R) + BkK(R)
Ad( )+ BKe() = 0

|
[

La résolution de cessystemesdonne

Ak:

Ik(R) 1 k() Kk(R)

()
AkKk()

Bk:
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On en déduit I'expressionde ¢. (r) pour k 0 sousune forme appropriéeau déwelop-
pemern asymptotiguequand ! O:

()

_ i(r) Ki() Ki(r) k(1)
“OTLE DD KG(R) WR) (1V-63)

Remarque IV.6. Il existe une formule analoguea (I1V.63) dans[61] pour le casdu
Laplacien. On peut retrouver ce résultat en remplacart 1,(r) et K, (r) par rk et r K
respectivemen, pour k 1 dans(IV.63).

On peut maintenant e ectuer le déweloppemen dew enfonction de . Le déwlop-
pemen descoe cients ¢ (r), k 1 fournit destermes supérieursd'ordre O( 2) au
minimum, tandis que le déweloppemert de ¢, (r) fournit untermeen(in ) . Eneet,
pour k 1, lesformules (IV.58) et (IV.59) nousindiquent que

()= 0(");
Kk()=0( ;
de sorte que
() 2
=0 ; k 1, V.64
()= 0™ (IV.64)
tandis que pour k = 0, d'apréslesformules (IV.58) et (1V.62)
lo( )= 1+ O( ?);
Ko( )= In + O():
Doncona
lo( ) 1 2
= (In + O((In : I\VV.65
Kol ) (In ) ((n ) <) ( )
Le déweloppemen dew nousdonne:
W =w+2Zz; (IV.66)

avecw solution du probleme(IV.48) pour = 0 donnépar

Lo X L)

wir; )= 520 e - Ry (@csing ) + b cosk ) (IV.67)
et
lo( )
. _ & Ko() Ko(r)  To(r)
z(r;) = - (IV.68)
2 5@ ) Ko(R)  To(R)
X |I<kk(( )) Ki(r)  Te(r)

(axsin(k ) + bccosk )):

[k (R) k() K. (R I.(R
e o e KRy k(R)

Maintenarnt, a l'aide de la formule suivante

o 1
jrfj?=12+ r—sz;
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on obtient
Z
EDw) = jrw+rzj2+ (w+ z)2dS
C(R;) 7
1
= E®Ww)+ [2%, + 572 + Z°]dS
Z C(R; ) r
1
+2 W=z + W= 2= + wz ]dS
7 C(Ri ) r

jir wj?+ w?ds
B()
= EQW)+ 1.+ 1+ I3

On aclairemert |3 = O( 2). On obtient égalemenl, = O( ), ene et par uneintégration
par partie on a

Z
l, = 2 Wz + izwz z- +wz]dS

ZC(R:) r

= 2 hrw;r zi+ wz dS
ZCR:) 7

= 2 z( w+tw+2 z @QwdsS
CZR;) @(R;)

= 2 w@w;

car w+w=0dansC(R; ),z =0sur retw= z sur étant donné(IV.66) et
(IV.48). Au vu dela dé nition (IV.58) del(r), la fonction w@w est clairemert bornée
sur  donc -

l,= 2 w@w= 0();

d'ou le résultat. Avant de calculerl ;, faisonsquelquesremarques.Tout d'abord d'apres
(IV.59), pourk 1

VA R
rk2(r)>=0o( %): (IV.69)
Ensuite d'apres(IV.58), pourk 1
Z R
rl2(r)? = O(1): (IV.70)
On séparemaintenart |, endeux parties |, = 111+ |1, avec
Z
1
Il = [2%, + r_222= 1dS;
ZC(R' )
1, = Z2 das:
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Par conséquet) comme% = O( %) pour k 1, seulle premierterme de z fournit
un terme d'ordre supérieur a O( 2) dansl
|
Z 2 Z R lo() 0 0 $ 2
_ Qo Ko() Ko(r) 1o(r) 2y.
11 = — rdrd + O : V.71
11 o 2 lo(R) lo( ) KQ(R) IO(R) ( ) ( )

Ko(R)  Ko()

En utilisant le déweloppemen (IV.65) et en remarquart notammert que K J(r) est
d'ordre r ! d'aprésla formule (1V.62), on en déduit que

_ ag .
Iy = Eﬁﬁﬁﬁﬁ‘+o«m ) ?): (IV.72)

Enn le terme de plus haut degrédans z? est

0 Inr '
Ko( )
2 1o(R) lo()  Kgo(R) (IV.73)
Ko(R)  Ko()
Or on voit facilemen que
Z, Zg s b0 nr P2
Ko( ) — 2y.
; 20RO Ko(R) rdrd = O((In ) “): (IV.74)
Ko(R) Ko()
Donc en regroupart (IV.72) et (IV.74) on obtient
2
=l lp= 50—+ 0(n ) 2 (IV.75)

215(R)2In
Ceciadéw la démonstrationdu théoreme.
2.3..2. Le problemenon-homa@éne. On considéremaintenant le probléemede Poisson

non-homogénedans la couronneC(R; ) de rayon intérieur et de rayon extérieur R
avec condition de Diri%hlet homogenesur la frontiere g [ :

< y +ty = ij(R; ) dans C(R, )
y =0 sur g (IV.76)
y =0 sur

avecf 2 C! ( ?). On étudie la fonction suivante :

ficry) 7! % =9:

J R

On veut obtenir un déweloppement de g par rapport a . On a le déweloppemert de
Fourier suivant pour f .

S
(1 )= )+ (8 sink )+ B(r) cogk )

k=1
Théoréme IV.7. La fonction g admetle développment
_ h(R)
97% Ri(RIN
ou h(R) estdé ni en (IV.105).

+O((In ) ?); (IV.77)
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Preuv e. On cherdhe la solutiony du problemesousla forme

D
y =56 (0+ G ()sink )+ de (1) cogk ) (IV.78)
k=1

Le laplacienen coordonnéespolairesvaut :

_©@,10, 1@
@2 r @ r2 @2
En insérart I'équation (IV.78) dans y +vy = fic. ) on obtient

r2eg(r); k 0 (IV.79)
r2ngr); k 1 (1V.80)

rige () +ree () (K2 + r?)eq ()
r2dX (r) + rdg. (r)  (K*+ r?)dy, (r)

Les solutionsdu probléemehomogéng(lV.79) pour k 0 sort
C; (1) = Axli(r) + BeKi(r); (IvV.81)

avecl(r) et K¢ (r) lesfonctions de Besseldé nies par (1V.58), (IV.59) et (IV.62). Pour
trouver la solution de (IV.79), on applique la méthode de variation desconstartes. On
obtient alors le systémesuivant

Al +BXK¢ = 0 (IV.82)
A2+ BXK? = & (IV.83)
Le calcul nousdonne
ey K
A = XX .
K 19K 1K
eyl i
B -
K 19K 1K

D'apres[69] (page80), on a pour tout k 0

AOK) WOKRD) = 7 (1V.84)
ainsi
ARr) = ra(rK(r);
BXr) = ra(r)l(r):
On obtient nalement
Ak(r; ) = La(rk)+ «( ) (IV.85)
Bk(r; ) = Le(r;k)+ «(); (1V.86)
avec
Z r
La(r;k) = tay (1)K (t) dt; (Iv.87)
z R
Lg(r;k) = tay (1)1 (1) dt: (IV.88)

R
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Les conditions aux limites pour ¢. sort
c: (R) 0;
& () = G

En remplacart cesconditions limites dans (IV.81), on trouve les expressionde ( )
etde «():

LaC; K)( ) + Le(; K)Kk()

O RO K@) (V89
() =« )}ka((i)): (IV.90)

La constarte ( ) peut égalemenh s'écrire

La(i K)dd + Le (5 k)|

— Kk ()

()= LR ()

Kk (R) Kk()

Nousallonsmaintenant procéderaux déweloppemens delLa( ; k) etLg(; k) enfonction

du petit paramétre . Etant donné les dé nitions sousforme de série de (IV.58) et
(IV.59), onvoit quepourk 1

(IV.91)

r kK
I (r) i!
1r k k+2

Kk(r) 5 3 (k D'+ O(r ): (IV.93)
Par conséquety commef estde classeC! , la quartité souslintégrale dans (IV.87)
estO(t **1) :

+ O(r*?); (IV.92)

tay (DK (t) = Ot **1): (1IV.94)
Enn, étant donné(1V.94), (IV.87) et (IV.64), on trouve
|k( ) k+2
La(; k =0 : V.95
ARy = 0C) (1V.95)
Par un raisonnemen similaire, on obtient
Lg(; k) = Lg(0;k) + O( ¥*?): (1IV.96)

Maintenant, eninsérart les déweloppemers (1V.95) et (IV.96) dans(IV.91) et (I1V.90)
respectivemen, on obtient lesdéweloppemerts suivants pour k 1 :

() = «(0)+O( %)+ 0(*); (IV.97)
() = k(0+0O( )+ 0> (IV.98)

On remarqueque seulle cask = 1 donneun terme d'ordre 2. Danstous lesautres cas,
le premierterme du déweloppemert estau mieuxd'ordre 4. On déterminemaintenart le
cask = 0. Le déwelopemmen pour K estdi érent du déweloppemen (IV.93). D'aprés
(IV.58) et (IV.62) on a

1+ O(r?); (IV.99)

In % + O(1); (IV.100)

lo(r)
Ko(r)
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donc ol ) .
0 _ .
o= +0O((n ) ?): (IV.101)
D'aprés (IV.91), ona
_ Ko(R) oy lo() . Ko(R) To( ) lo( )?
= Tm HE %GO TR T TR K () T O Ko )2
(IV.102)
En utilisant le déweloppemert limité (IV.101) on obtient
_ Ko(R)h(R) :
o( )= 0(0) W+ o((In ) ?); (IV.103)
avec <o(R) Z -
— 0 :
0(0) = (R) o tag(t)lo(t) dt; (1V.104)
h(R) = Ko(R) Rt&o(t)|o(t) dt + Rtao(t)Ko(t) dt: (IV.105)
1o(R) o 0
On a aussigracea (1V.90) le déweloppemert
ol )= o(0)+ r:ﬁ]R) +0((n ) ?); (IV.106)
avec Z
0(0) = tag(t)lo(t) dt: (1V.107)

0
On peut maintenant écrire le déweloppemen en fonction du petit paramétre de
c{j; (R). D'aprés (IV.81) et (IV.82) ansi que les expressions(lV.85)-(1V.86), (I1V.87)-
(Iv.88) ona
@ (R = «(IXAR)+ «( IKIAR):
On obtient donc le déweloppemern suivant pourk 1

G (R) = ceo(R) + O mneke2e); (IV.108)
etpourk =20
h
G R)= SR 0 TORIER) KYR) +O(n ) B (V.109)

On obtient en n en utilisant la relation (1V.84)
h(R)

0 — A0

. (R) = qgo(R) =——F—
En cequi concernde déweloppemernt de dE; (R), on obtient exactemem le mémerésultat

enremplacart lescoe cien ts a(r) par lescoe cien ts B (r) danslesexpressionglV.108)
et (IV.110). En dérivant le déweloppemen en série de Fourier (IV.78) on obtient le
déweloppemert suivant

Q.
@«

+O((In ) ?): (IV.110)

X
= %cg; (R)+ . (R)sink )+ dy. (R)cosk ): (IvV.111)
k=1
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On inséredans (IV.111) les déwelopemerts obterus pour cf. (R), ¢. (R) et d?. (R) et

on obtient
h(R)

9°% RiRN
On a donc démortré I'expansion (IV.77).

+ O((In ) ?): (IV.112)

Nous voulons maintenart e ectuer un déweloppemen asymptotique de I'énergie as-
scciéeau problérzne non-homogenglV.76). On dé nit Zdonc les énergies

E@(f) = jr yj? + y?ds; E@(f) = jryj2+y?ds  (IV.113)
B(R) C(R;)

qui dépenden de f a travers I'équation (IV.76). Nous voulons montrer que J a un
déweloppemert pour lequelle reste est uniformémeért borné. Plus préciséméty on peut
I'exprimer commesuit :

Théoreme 1V.8. L'énergie E®@ (f) a une exmnsion
h(R)?
ave

IR(F)] iin 2

Preuv e. On calculetout d'abord le déweloppemert asymptotique de ¢, (r) quand
I 0. En utilisant lesformules (1V.81), (IV.85)-(1V.86), (IV.87)-(1V.88), (IV.103) et
(IV.106) on obtient

h(R)
lo(R) In
avec h(R) donnépar (IV.105) etZ

Co; (r) = Coo(r) (Ko(R)lo(r)  To(R)Ko(r)) + O((In ) #):  (IV.114)

r Z r
Coo(r) = Ko(r) tag(t)lo(t)dt Io(r)  tao(t)Ko(t)dt

R

Ko(R)lo(r)  Ko(r)lo(R) ~ ®

tag(t)o(t) dt:

lo(R) 0
De mémeenuutilisant lesexpressionglV.81), (IV.85)-(1V.86), (IV.87)-(1V.88) et (1V.97)-
(IV.98), et enremarquart quer , On obtient lesdéweloppemerts decy. (r) et d. (r)
pourtout k 1:
Gi (1) = Geo(r) + O( 2); (IV.115)
de (r) = deo(r) + O( ?); (IV.116)
avec
Ceo(r) = (La(r; k) + O)Ik(r) + (Lg(r; k) + «(0))K(r); (IV.117)

et on a une formule similaire pour dy.o(r) enremplagart & par ti dans(lV.117). On va
pouvoir donner maintenant le déweloppemen de I'énergie. En raison desconditions de
Dirichlet dansl'équation (IV.76), et en utiIiZsant la formule de Green, on obtient

E@(f) = fy ds: (IV.118)
C(R;)



2..LE PROBLEME LINEAIRE 95

On remplacealorsy par sondéweloppemert en sériede Fourier (IV.78) et on trouve

1% % £ .
E@f)= = fc dS fo. sink )+ fde. cosk )dS: (IV.119)
2 cri) 1 CR:)
CZ)r d'apres(IV.114) . .
fc, dS = f Co.0dS f Co.0dS
CR;) B(R) 7 B()
RN o, (ORI ToRIKo(r) S
+0((In ) ?
Z Z
_ h(R)
= B(R)fCo;odS ToR)In B(R)f(Ko(RNo(r) lo(R)Ko(r)) dS
+0((In ) ?
Z Z
_ h(R) ~F
= B(R)fco;odS W . teo(t) (Ko(R)lo(t)  1o(R)Ko(t)) dt
+0((In ) ?);
car Z
f cpodS = O( ?); (IV.120)

B()
et enoutre 7
f (Ko(R)lo(r) 1o(R)Ko(r)) dS< 1
B(R)
carf estdezclasseCl ) Finalezmert, on obtient

h(R)?
CR; ) B(R) In

De mémeon aZd'aprés(IV.115)-(IV.116) pzour k 1

+0O((n ) ? (IV.121)

foe sinkk )dS = f cosin(k )dS
C(R;) B4R)
f geosink )dS+ O( ?)
7 BO)
= faeosink )dS+ O( ?); (IV.122)
B(R)
et Z Z
fde. cogk )dS= f deocogk )dS+ O( ?): (IV.123)
C(R;) B(R)
Nous pouvons maintenart conclure,a l'aide de (1V.119),(1V.121) et (IV.122)-(IV.123) :
2
E@(f) = E@(f) $+ o((ln ) ?): (IV.124)

Ceciadceéw la démonstration du théoremelV.8.
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2.3..3. Le problemecomplet. Dans cette partie, on note w (v) la solution de (1V.48)
an de soulignerla dépendanceenv dew . Graceau théorémelV.41, on peut écrire

1Z
E(f) = 5 jr uj?+ u?ds
1Z Z
= 2  jrujP+ulds = ir (w +y)j?+ (w +y)2dS
2 2 cri)
ZFr ’ Z
- 1 jir uRj2+ (UR)2ds }E(l)(v) + }E(Z)(f) hrw:ryi+wy dS
2 2 2 C(R:)
— 1 ; R;2 R\2 1 (1) 1 2 .
= > Rjru1+(u)dS 2E (v)+2E (f):
En e et la formule de Greennousindique que
Z Z Z
hrw;ryi+wy dS= ( w+w)y dS+ y @w = 0 (IV.125)
C(R;) C(R;) @(R; )
On dé nit ainsila fonctionnelle J surHlD( R)
1Z 1 1
J (uR) = 5 uRj% + (uR)?ds EE<1>(v) + EE<2>(f): (IV.126)
On introduit le LagrangienL
L : HlD( R) HlD( r) !
(u;v) 7" L (u;v)
L (uv) = J (u)+2(u;v) [(Vv) 7 7 7
= J(u+ hr u;r vi + uvdS+ A (u)v fv+ v@y
On a donc
J(UR)  Jo(ug) = % (u?;ug)  Lo(ug;ug)
= hr u®;r ufi + uRuf jr ulj?+ (u})?ds
z z R
+ A (UR)ug Ao(ug)ug
Z R R
hrul;r (U®  ul)i + uR@W®  uf)
Z R
hr wo(ug);r wo(u®  ug)i + wo(ug)w(u®  ug)
B(R) ~
a3 h(R)?

R .
4ln 4ln + ] uO @(y yO)



2..LE PROBLEME LINEAIRE 97

Ce qui sesimplie en

Z Z
J (UR)  Jo(ud) = hru®;r ufi + A (U)W
z z
hr u®;r udi Ao(UR)Uf
R R Z
2 h(R)? .
HoRIn ] Fin T W@y )
Or on aZd'aprésIesform%Ies (IV.67),(IV.68)Zet (Iv.84)
AW AU = (A AQ(UE)uE+O (In ) ?

R R ZR

w(ug)@z (up)

_ ag 2
= ZA,®pzin o)

On a utilisé le fait que
R wR=o@n)'; @uf uH=0(n)"*: (IV.127)
Enn, on peut caIcuIerI% dernier terme gréceéélV.llZ)

us@ly yo) = us(g o)

R R
aoh(R)
21(R) In
On peut maintenant énoncerle résultat suivant
Théoreme [V.9. L'énergie E (f) admetle développment suivant

o(R)> . h(R)®, a(R)N(R)

EM=EO* 5mamn i gin g T a.®ymn R (IV.128)
ave "
JR(F)] n
Le coe cient ap étant donné par .
2

a(R) = * U )d:

et la fonction h(R) dé nie en (IV.105).

On a clairement d'apres (IV.105) et (IV.58) et (IV.62) lesconvergencessuivantes

fmh®) = o
lim 2(R) = 2u(0);
= 1

im 1R
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En fait le terme d'ordre 1 dans(1V.128) nedépendpasdeR, et on montre sansdi culté

que
_ a(R) h(R)
u©) = 210(R) "2
et donc que , ) )
a(R) N h(R) + ah(R) _  u(0)”, (IV.129)

Ao(R)ZIN | 4Inj  2eR)jINnj jinj’
qui estbien I'expressionde la dérivéetopologiquehabituelle pour ce probléme.L'intérét
dela formule (IV.128) estde fournir une expressionapprochéede la dérivéetopologique
si on négligelestermesqui dépender de h(R) qui peut étre calculéele long de la courbe

R, C€qui peut étre intéressam du point de vue numérique.

2.4.. La dériv ée top ologique avec conditions de Neumann sur le trou. On
reprend les mémesnotations que dansle paragraphe2.3., et pour éviter lesrépétitions,
on déweloppe seulemen lesdi érences duesau changemem de conditions sur la frontiére
du trou. On considéremaintenant le probleme suivant

8
< w+w = 0 dans C(R; );
W = VvV sur g; (IV.130)
@w = 0 sur ;

1 , N .
avecv dansHz( r). On ale théoremesuivant

Théoréme 1V.10. L'énergie @ (v) a une ex@nsion

2 2
EPm) = D) é?i(;z)kf) ' 4|o(aF§)2 RO

ave
2

. . M
RV —;
uniformément sur tout sous-ensembléorné de H1( R).

Preuv e. Les conditions aux limites sur g et nous permetternt d'obtenir les
systemessuivants pour k 0

Axlk(R) + BkKk(R) 1
AdQ)+BKX) = 0

On en déduit I'expressionde ¢. (r) pour k 0 sousune forme appropriéeau déwelop-
pemern asymptotiguequand ! O:

Q)

I (r) K20) Ki(r)  1k(r)
Ck; (r) = ‘ 190) (|V131)
1(R) }ka((i)) 50T Kk(R)  1k(R)
Pour k 1, lesformules(IV.58) et (IV.59) nousindiquent que
k 1
o\ = K+1 Y-
()= K 1) + O( “"); (IvV.132)
ki2k 1

K()= —+o *h; (IV.133)
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de sorte que
120) 2 )

— 2ky . .
<00y~ Kk D I + O( 7); 1; (IV.134)
et en particulier
(O R o( ?); (IV.135)
K2() 2 ’ '
tandis que pour k = O, d'apreslesformules (IV.58) et (1V.62)
1) = 5+ o( ¥); (IV.136)
KX )= }+ o ): (IV.137)
Doncona
lo0) _ —2+ of ?): (IV.138)
K3() 2
Le déweloppemert dew nousdonne:
W =w+2z,; (IV.139)
avecw solution du probléme(1V.130) pour = 0 donnépar
1odo(r) X (),
w(r; )= = + sin(k ) + b cos ; IV.140
()= o0y " Ty(Rry(@ SNk )+ becosk ) (1V.140)
et
a0 KO Ko() L)
. _ = 0 0 0
2L ) = 27® T KeR) o) (IV.141)

Ko(R)  KJ()

12()
X KI0) Ki(r)  Tw(r)
LR O K (R) 1(R)

k=1 Kx(R)  KJ()

(ax sin(k ) + b cosk )):

On a toujours
EQW):= EQW)+ 11+ 1+ I3 (IV.142)
ainsi que 7
l,= 2 z@z; (IvV.143)

carz = 0sur ret@w= @z sur étant donné(IV.139) et (IV.130). De plus,
commen estle vecteurnormal sortarnt aC(R; ),ona@z = @z D'aprésl'expression
(IV.141) dez , et étant donnélesdéweloppemerts (1V.132)-(1V.133), (IV.136)-(1V.137),
on montre donc que le terme principal dansl, estdonnépar
1
19 2
) @ KO _a KO B0 KOO
1R 110) Ki(R) 11(R) Ku(R) 11(R)

Ry KJ()

K1(
_ 2 (d+ B
T 11(R)2 ety
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et donc 7
_ 2 (a1 ) 24 of 2)-
o= = NCER + o ?): (IV.144)
L'intégrale | ; est donnéepar
l3 = kr wk? + w?
ZB( )
= w@w
2 2
= MG Rl 1 R (1V.145)

4l(R)? 41,1(R)?

Avant de calculer |4, faisonsquelquesremarques.Tout d'abord d'apres (IV.59), pour
k 1

yA R
rKr)>=0o( *); (IV.146)
et pourk = 0, ona
Z R
rk3(r)?=0(n ); (IV.147)
Ensuite d'apres(IV.58), pourk 0
Z R
rl2(r)? = O(1): (IV.148)

On séparemaintenart |, en deux p%rties [, =14+ 11> avec
1
l11 = [22, + r—22= 1dS;
I, = 22 ds:
C(R;)

0 0

Par conséquet) comme%% = O( %) pour k 1, et que %% = O( ?) lestermes
k 0

dominarts dansl {; issusde 22=r et rlzzz= sort donnésrespectivemen par

0 1
Z,Z4 190) 2
K90) K Xr | ¥(r .
L o S Kl((R)) Il((R)) A (@sir(k )+ Bcod(k )rdrd + O( ?);
0 KiR) KO() ° '
(IvV.149)
et 0 1
Z,Z4 120) 2
1 K9) K (r [1(r .
7% Kl((R)) ,1((R)) A (afcos(k )+ BEsin(k )rdrd +O( 2):
0 KiR)  KO() ° !
(IvV.150)
Le calcul de cesdeux termesnous permet d'obtenir
1= (@it 5, + 0o ?): (IV.151)

T4, (R)?
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On montre égalemen facilemen que
I = o ?): (IV.152)
On peut maintenant conclureen regroupar (1V.151), (IV.152), (1V.144) et (1V.145)

2 2
R W = BB ;?i(:e)tf) T o(aFg)2 ey (V:159)

Ceciadhéw la démonstrationdu théoreme.

2.4..1. Le problemenon-homa@eéne. On considérele probleme
8

< y +y = fjcr;) dans C(R; )
y =0 sur R (IvV.154)
@ = 0 sur

avecf 2 C! ( ?). On alethéoréme

Théoréme [V.11. La fonction g admetle développment

_ ho(R)  &o(0)
9 = %  RILR) 2 (IV.155)
hiR) ... , M(R)

2RILR) - T 2RILR)

ot h3(R), h#(R) sont dé nis en (IV.165) et h?(R) est obtenu a partir de h%(R) en
substituant by (t) a a;(t) dans (IV.165).

cos 2+ 0o ?): (IV.156)

Preuv e. On réutilise les résultats et les notations du paragraphe2.3.. On cherche
la solutiony du problemesousla forme

hs
y =2 N+ o ()sink )+ dh (1) codk ) (IV.157)
k=1

Les conditions aux limites pour ¢. sort maintenart
& (R) = O
€ () =0
On obtient donc les expressions
La(; KIRO) + Le (5 KKQ()

() LRKS()  Ke(RIO() Ki(R); (IV.158)
()= )lka((F;)): (IV.159)

La constarte ( ) peut égalemen s'écrire
()= i k)%%Jr ma k): (IV.160)

I (R) 19()
Kk(R) KO()
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D'apres (1V.160) et lesdéweloppemerts (1V.135) et (1V.138), ona pouri = 0; 1

_ Ki(R) o 0 s Ki(R) 1) 1()?
O 5w WOk TR0 T R K T KR
(IvV.161)
ainsi que .
_ Ki(R)h?(R) , . Ki(R) 2.
i = i(t)d (V.
() 0) 2.(R) + LR . te (1)1 (t) dt + O( 9); (IV.162)
(IV.163)
avec Ki(R) Z 4
i(0)= —=2 i (t) dt; IV.164
©= T , BOLO (IV.164)
et Z 4 Z .
h#(R) = % te ()1 (t) dt + ta (1K (t) dt: (IV.165)
i 0 0
On a aussigracea (IV.159) le déweloppemen
O= @+ 2 @ d o 3
avec Z .
i(0) = te (1)1 (t) dt: (IV.166)

0
Pourk 2, le déweloppemert des ( )t «( ) donnedestermesd'ordre strictemert
supérieura 2. Dans (IV.162), le terme o ta(t)1i(t) donnepouri =0
Z

i teg(t)lo(t) = @ 2+ 0( %): (IV.167)
Par cortre pouri = 1on trouvezen raison de (1V.58)
tey ()1 1(t) = O( 3): (1V.168)
On a donc :
()= o) SR SO) 2 o2 (IV.169)
" 1() = 1(0) KaRMR) 2, o( ?); (IV.170)

211(R)
On peut maintenant écrire le déweloppemen en fonction du petit parametre de
CE; (R). D'aprés (I1V.81) et (IV.82) ansi que les expressions(lV.85)-(1V.86), (1V.87)-
(Iv.88) on a
G (R) = IR+ «(KR(R):
On obtient donc lesdéweloppemerts

& (R)= Ry 2O B Ry

ha(R) Ki(R

KIR) 2+0o(?; (IV.171)

ct. (R) = c1o(R)
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etpourk 2
& (R) = Qo(R) + o ?); (IV.173)
On obtient en n en utilisant la relation (1V.84)

h§(R)  20(0)

. (R) = ©o(R) 2RIo(R) 2+ 0 ?): (IV.174)
. (R) = c4(R) zgi;(j)?) 2+ o ?): (IV.175)

En cequi concernde déweloppemern de d‘k’; (R), on obtient exactemem le mémerésultat

enremplacart lescoe cien ts &(r) par lescoe cien ts §(r) danslesexpressionglV.174)
et (IV.175). En dérivant le déweloppemen en série de Fourier (IV.78) on obtient le
déweloppemert suivant

@ _lo sl @ (Rrs 0 .
@ . 5%, (R) + k G (R)sin(k )+ dy. (R)cosk ): (IvV.176)
=1

On inséredans (IV.111) les développemerts obtenus pour ¢, (R), . (R) et dy. (R) et
on obtient
ha(R)  &(0)
4RIo(R)

a b
hR) ., he(R)
2R11(R) 2R11(R)

On a donc démortré I'expansion (1V.155).

cos 2+ 0o ?): (IV.177)

L'énergieE®@ (f ) estdé nie commedansle paragraphe2.3.

Théoréme [V.12. L'énergie E® (f) a une exmnsion

h§(R)* ,  (hi(R)*+ hX(R)?) ,
4 2

2

. . M

jR(AH  —
Preuv e. A l'aide desdéweloppemeris asymptotiquesprécédets, on obtient
ha(R)  &(0) Ko(R)

E@(f)=EP(f) + R(f) (IV.178)

avee

lo(r)  Ko(r) 2+ o ?); (IV.179)

Co; (r) = Coo(r)

2 lo(R)
¢t (r) = cpo(r) h?(ZR) Tll((:))ll(r) Kai(r) 2+ o ?); (IvV.180)

avecpouri = 0;1, h3(R) donnéfar (IV.165) et .
r r

Coo(r) = Ko(r)  tao(t)lo(t)dt 1o(r)  tao(t)Ko(t)dt
R R

Z
Ko(R)lo(r) Ko(r)lo(R) Rtao(t)lo(t) dt:
lo(R) 0
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Pour k 2, on a clairemert

G (1) = Geolr) + of ?); (IV.181)

di; (r) = dyo(r) + of ?); (IV.182)

On va pouvoir donnermaintenarnt le déweloppemert del'énergie.En utilisant la formule
de Green, on obtient 7

E@(f) = fy ds (IV.183)

C(R:)
On remplacealorsy par sondéweloppemert en sériede Fourier (IV.157) et on trouve
1Z » Z

E@f)= = fco dS fo. sin(k )+ fd. cogk )dS: (IV.184)

2 cri) 1 CRi)

Or d'aprés(IV.179) et en substituant a f sondéweloppemen en sériede Fourier
z Z .

fco dS = reg(r)co, (r)dr
C(R;) 7
R a 2 a
— rao(F)Coo(r) dr + (h§(R) ZaO(O)ho(R)) 24 o 2
Z a a
— R rao(r)Co;o(r)dr + (hO(R)2 gaO(o)hO(R)) 2+ 0( 2):
0
On a égalemen
z Z .
fc, sin = rap(r)c,. (r)dr
C(R;) 7
R a 2
= (e dr e IR 24 o 7
_ ow (R + mON(R) o, o o)

ray(r)cuo(r)dr +
0 2

D'aprés le déweloppemert de Fourier de f, on a clairemernt &;(0) = 0. Nous pouvons
maintenant conclure,a l'aide de (1V.181),(1vV.182) :

E@(fy= g0y (MR 20ONR) , _(MRZ+MRY) 5, o
4 2
(IV.185)
Ceciadéw la démonstrationdu théoremelV.12.
2.4..2. Le probléemecomplet. Commedansle paragraphe2.3.,0n a
E (f) = : jr uRj2+ (U®)2ds }E(l)(v)+ }E(z)(f): (Iv.186)
2 2 2
et on introduit la fonctionnelled surH( gr) commeprécédemmen
Z
J (uR) = % jir uRj2+ (uR)2ds %E(l)(v) + %E(z)(f): (IV.187)

R



2..LE PROBLEME LINEAIRE 105

On trouve
Z Z

J(U%) Jo(ug) = A (U¥)ug Ao(u®)ug

(h§(R)* 2&(0)h3(R)) ,  (hi(R)*+ h3(R)?) ,
8 4
(af + bf) + ag 2
7 411(R)2  8lo(R)?

+ ug@(y o)+ of ?)

R

Or on a d'apreslesformules (1V.140),(1V.141) et (IV.84)
Z z z

A (u7)ug Ao(u¥)ug
R R Z R

(A Ag)(ug)ug + O (n ) *

w(ug)@z (ug)

R

- a(2) 2 (a%-l-@) 2+0(2):

4l (R)? 211(R)?
On a utilisé le fait que
uR ul = o ?); @t uf) = of ?): (IV.188)
En n, on peut calculerle dernier terme gracea (IV.177)
Z Z
U@y Yo) = Us(9 )

a(R)NG(R)  @0(0)ao(R) . ahi(R) | bih?(R)
4l0(R) 201(R)  211(R)

Finalemert, en regroupart les déweloppemerns précédets, et en remarquan que ag =
2f (0), on obtient

2+O( 2):

Théoréme 1V.13. L'énergie E (f) admetle développment suivant
a(R)? | h§(R)?  a(R)N3(R)

A T 4 o(R)
ai(R)*+ bi(R)?  au(R)M(R) | bi(R)MB(R) | h3(R)?  hi(R)2
41 1(R)? 21,1(R) 21,(R) 4 4
f (0)ay(R f (0)h3(R
(ZI)O(R() ) + ( )20( ) 2+ R(f) (IvV.189)
aves
RN M %
Lescoe cients ag; a; et by sont donnéspe%r
2

a(R) = * U )d:
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142 142
a(R) = — u(R; )sin d; h(R) = — u(R; )cos d:
0 0
Lesfonctions h?(R), i = 1;2 sont dé nies en (IV.165).

Les quartités ertre crochets dans (IV.189) ne dépendern pasde R, et on montre en
fait sansdi cultés que

a0(R) | hi(R)

O F® T 2
u©)?® _ a(R)® , h§(R)* , a(R)N3(R).
2 8lo(R)? 8 4o(R)
ainsi que
ir u(0)j? = a(R)?+ bi(R)? | au(R)hI(R) | bi(R)hI(R) | hi(R)*  hi(R).

41, (R)? 21,(R) 21,(R) 4 4

On en déduit une expressiondi érente du déweloppemert asymptotique précédem, qui

est en fait I'expressionhabituelle pour la dérivéetopologique

u(0)?
2

On obtient donc deux expressionautilisables pour la dérivéetopologique,et en remar-
quart qu'onapouri = 1;2

E(f)= E(f)+ ir u(0)j2+ f(0)u(0) 2+ R(f): (IV.190)

H a .
lim h*(R) = 0

; b
i, iCR)

0;

la formule (1V.189) fournit une appraximation de la dérivéetopologiquequi secalcule
surle cortour g, cequi peut étreinteressan du point de vue numérique.En particulier,
on peut calculera;(R) et by(R) sanscalculerle gradiert de la solution u.

On peut maintenant donnerl'expressionde la dériveetopologiquepour la fonctionelle
J() . Sionnote B (Xo) la boule de certre x, et de rayon , et

=UnB
alorsla fonctionnelleJ( ) dé nie en (IV.7) admetle déweloppemen

3 )=a() + U

et la %érivéetopologiquedeJ estdonc donnéepar
< T (xo) = jr u(Xo)i? 32u(xo)?+ 2uf (o) siP() =0

ir u(xo)j? + f (xo)u(xo) 24 4P()  + o ?)

(IV.191)
T (xo) = 4P ¢() siP() >0

3.. Le probleme non-linéaire

3.1.. Existence d'un domaine optimal. A propos de I'existenced'un domaine
optimal pour le probléme (IV.3), le résultat obtenu pour le problemelinéaire pourrait
éwertuellemert étre adapté car la frontiere avec des conditions non-linéaire reste xe.
Une telle adaption n'est pourtant pastriviale.
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3.2.. Dériv ation par rapp ort au domaine. Dans le paragraphe3. du chapitre
[, on a calculél'expressionde la dérivéedirectionnelle de forme pour une fonctionnelle
J dépendart de la solution d'un probleme non-linéaire. Il s'agissaitdu probleme avec
conditions unilatéralessur lesfacesde la ssure, mais le mémerésultat peut étre appli-
gué dans notre situation.

Soit 0 un parametre donnéet 2 C} (U) un champ de vecteursdonné. On
considéerela transformation F = | + . On utilise la notation = F () . Il existeun
uniqueu 2 K solzution de I'égalité varia%ionnelle suivante

u2K : ru r((v u) (f u)v u) 82K; (IvV.192)
ou
K =fv2HY )jv=0pp:on p;v Opp:on sg: (IV.193)
On montre alors commedansle chapitre Il quela limite
VU )= |i|m0M (IV.194)
existe et vaut Z 1 1
U ;) = (Ejr uj® + éuz fu)h ;ni dy; (IV.195)

N
commedansle caslinéaire. Toutefoisil s'agit seulemen d'une dérivéedirectionnelle et
non pasd'une dérivée Eulériennecommedansle caslinéaire.

3.3.. La dériv ée top ologique. On a utilisé pour le problemelinéaire la méthode
de troncation de domaine. L'intérét de cette technique est qu'elle peut étre utilisée
égalemen dans le casnon-linéaire du probléme de Signiorini. En utilisant un résultat
abstrait sur la di érentiabilité coniquede la solution d'une inéquation variationnelle, on
peut adapter un résultat de [64] et montrer que la solution uR de IV.3 sur le domaine

tronqué R admet le déweloppemert suivant
uR:uR+ 2q+0( 2),

ou g est la dérivée topologique extérieure de la solution u du probleme de Signiorini
(IV.3) sanstrou, g esteégalemen l'unique solution de I'inégalité variationnelle suivante

a(qv g+ auR;v o 1qv o) q2 Sk (uf)
Sk(uf)= v2H' ( r)iv Osur (uf); au®;v)=0

L'ensenble de coincidence( u) = fx 2 gju(x) = Og estbien dé ni pour toute fonction
u2HY R%et la fonction uR est solution du probléme

% uR+uR = f dans R

2
' @y + @uR A (UR)  sur  g;

Lesformesbilinéaire a (u;Vv) et linéairel (v) sort dé nies commeen (1V.43) et (1V.44).
Comme

uR 0@ uRr 0O uR@uR

0 sur @ (IV.196)

a (v;v) = E®(v);
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on en déduit I'expressionde aYu;v) graceau déweloppemert (1V.153). De mémelqv)
est obtenu graceau déweloppemert (IV.177). En n, on peut montrer que

Ujp=Uiq+ g q+o(?);
et on en déduit la mémeformule pour la dérivéetopologiquede E (f ) que dansle cas
linéaire.

4.. La form ulation "lev elset"

4.1.. L'équation de Hamilton-Jacobi. L'idée de basede la méthode "levelset"
estderepréseter un domaineet safrontiere commedeslignesde niveaud'une fonction
cortinue dé nie surtout le domaineU. Considéronsla transformation du domaine

o (L+1)0) §] 2, t2 *

par un champ de vitesse . Le domaine et la frontiere sort dé nis par une fonction
= (x;t) telle que

(= fx2U, (x;t)<0g et @.=fx2U; (xt)=0g; (IV.197)

c'est a dire que la frontiere @ ; estla courbe de niveau zérode la fonction (seeFig.
3).

f <0

wW(t)

Fig. 3. Domaine et fonction levelset.

Soit x(t) la position d'une particule sur la frontiere @ ; sedéplagar avecla vitesse
= x(t). En dérivant la relation (x(t);t) = O par rapport at, on obtient I'équation de
transport
¢t r =0 (IV.198)
De plus, les directions normalesn aux courbes de niveaude sort donnéespar n =
r =jr j.L'évolution de estalors gouwernéepar I'équation de Hamilton-Jacobi

¢+ ojf j=0 dansU 7 (1V.199)

ou , estlavitessenormale(la composarie normalede ) autremert dit , = n. Ondoit
ajouter une condition initiale et une condition aux limites avecl'équation de Hamilton-
Jacobi(lV.199). La donnéeinitiale (0;x) = o(x) estchoisiecommela fonction distance
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signéea la frontiére initiale @ o i.e.
o(X) = dist(X; @ o); (IV.200)

avec le signe moins (resp. plus) si le point x est a l'intérieur (resp. a l'extérieur) du
domaineinitial ¢ .

Une condition limite doit égalemen étre imposeéesur la partie de la frontiere p du
domaineU ou la vitessenormale ,, estnégative, c'est-a-direla ou la vitesseest dirigée
verslintérieur du domaineU. En outre, on décided'imp oserdesconditionsde Neumann
homogénesur toute la frontiere p :

— = on p: (IvV.201)

4.2.. Vitesse normale pour I'équation de la fonction "levelset". Quand un
trou estcrééa l'intérieur du domaine,la condition limite pour I'équation d'état sur la
frontiere du trou est de type Neumann. La dérivée par rapport au domaine est alors
donnéepar (IV.37). Pour de petites perturbations du domaine,on veut dJ(; ) > 0.
Etant donné I'expression (IV.37), on fait donc le choix suivant pour la composarie

normale , = n du champ de vitesse

n = %jr uj? + :—2Lu2 fu+ 2P() H (IV.202)

on aalorsclairement dJ(; ) O.

5.. L'algorithme d'optimisation de forme
On va maintenant décrire les étapesdu calcul numérique

Premiere étape : le domaine initial

Tout d'abord, on calculela solution du probleme(1V.2) al'aide d'une méthode élemerts
nis sur un maillage (non-structuré) approprié. On peut alors calculerla dérivéetopo-
logique (1V.191) qui nous montre ol créerun trou dansle domaine °.

Deuxiéme étape : créer un trou
On créeun trou circulaire ! . On imposeune condition de Neumann sur sa frontiére.
Le rayon de cetrou doit étre aussipetit que possible,selonle pasd'espacede la grille.

Troisieme étap e : évolution

On procédemaintenant a I'évolution du domaine. On doit calculer les solutions de
I'équation d'Hamilton-Jacobi (IV.199). La fonction initiale est prise commela fonc-
tion distancesignéeau domaine °. Commela vitessenormale ,, estconrue seulemen
sur la frontiére interne  de @ 9, on doit I'étendre a tout le domaine U. Cette ex-
tension est nécessairgour résoudrel'équation (1V.199) dansU. Le paragraphesuivant
expligue commern procéderpour construire I'extension de la vitessenumériquemen de
fagon adéquate.Une fois calculéela fonction "levelset", on peut déterminer le nouveau
domaine 1. On revient ensuitea la premiéreétape avec ! au lieu de °. Il n'est pas
nécessairale créerun trou a chaque étape, mais seulemen quand il estintéressan de
le faire.



110 IV. UNE METHODE "LEVELSET" EN OPTIMISA TION DE FORMES

6.. Métho de numérique pour l'équation "lev elset”

On décrit maintenant commert construire I'extension de la vitessenormale a tout
le domaineU et commen résoudrel'équation de hamilton-Jacobiassaiée(1V.199).
On commencepar une remargquegénéralesur la résolution numérique de (1vV.199).
Pour un calcul numérique précis, la solution de I'équation (IV.199) ne doit étre ni trop
plate ni trop pentue. C'est le cassi estune fonction distancei.e.jr j = 1. Malheure-
semem, mémesi on initialise avecune fonction distance(signée)pour la donnéeinitiale
o, la solution de I'équation (IV.199) ne reste pas en généralproche de la fonction
distance.On peut réaliserune réinitialisation de autempst en cherchant la solution
" ="' (;x) del'équation suivante, jusqu'a I'état stationnaire (voir [57])

" +S()jr'j 1) = Odans * U; (1V.203)
" (0;x) (t;x); x2 U; (IV.204)

Ici, S estune approximation de la fonction signei.e.

d
Sd) = p—"-——; IV.205
A= P (1V.205)

avec" = min( X; y)ou x et Yy sor lespasde discrétisation en espacedans les
directions x et y (voir ci-dessous)D'autres choix sort possiblespour I'approximation
de la fonction signe.On sereférea [57] pour plus de détails.

6.1.. Extension de la vitesse normale. La vitessenormale , doit étredé nie sur
tout le domaineU si I'on veut résoudrel'équation (IV.199). Commela vitessenormale
n estdonnéeseulemen sur la frontiere  (voir (IV.202)), on doit I'étendre au domaine
U. On peut égalemen étendrela vitessenormale de maniére a forcer la solution de
I'équation de Hamilton-Jacobi a rester proche de la fonction distance.En e et, sion est
capablede calculer une extensionde la vitessenormale gyt telle que

N et ' =0inU *; (1V.206)

alors on peut montrer que (voir [70]) la solution de I'équation (IV.199) satisfait a
jr j = 1. Pour construire une extension gyt satisfaisanm (IV.206) au tempst il faut
résoudrel'équation suivante, jusqu'a I'état stationnaire (voir [55], [57])

Odans © U (IV.207)

r
+ S — I
a+S()7— ra

q(0; x)

ou p estégala , surla frontiere et O partout ailleurs. La fonction S est I'approxi-
mation de la fonction signedé nie par (IV.205).

p(t; x); x 2 U (IvV.208)

6.2.. Discrétisation de I'équation de Hamilton-Jacobi. On xe le carréunité
U= (0;1) (0;1). Pour la discrétisation de I'équation de Hamilton-Jacobi (IV.199),
on dé nit d'abord la grille de U. On introduit lesnoeudsP; dont les coordonnéessort
donnéespar (i X;j y)ou x et vy sort lespasde discrétisation en espacedansles
directions x et y respectivemen. On note égalemen quetk = k t le tempsdiscret pour

k2 ,ou testlepasdetemps.On cherche une appraximation Ij " (Py;th). Le
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schémanumeérique qu'on utilise ici est proposépar Osher et Sethian [56],[59],[55]. Ce
schéma"upwind" explicite s'écrit

«t= K  tg(D* ;DX {;D” ;DY ¥ (IV.209)

D* ;= L 14 Xi U. opx =V . v (IV.210)
sort les approximations a gaude et a droite de la dérivéeenx de enPj. On a des

expressionssimilaires pour les appraximations DY et DY de la dérivéeeny. Le ux
numeérique est donné par

g = 9(D* ;DX ;DY ;DY )= max(vj;0)G" + min(v;;0)G

avec _
l1=p
G* =  max(D*vj;0)*+ min(D%v; ;0)? + max(D” v; ; 0)> + min(DY v; ; 0)?
h 1=
G = min(D*vj;0)>+ max(D% vy ;0)? + min(D? v; ; 0)> + max(D v ; 0)
etv; = n(Pj) estl'extensionde la vitessenormale au point P; . Ce sthema"upwind"
est stable sousla condition CFL
. 1 1 1
max t —+ — = IV.211
(maxj oj) Py 2 ( )

6.3.. Calcul de l'extension de la vitesse. A chaqueitération k du schémapré-
céden, on calculel'extension de la vitessenormale commela solution stationnaire de
EIV.gg?;,(IV.ZOS). On calculeq] ' q(P;;t") a partir de I'approximation suivante de
IV.207) :

gt =q [ max(sjnj;0)D*q; + min(s; ni;0) DY g

IvV.212
+ max(sj nj ;0)D” g; + min(s; ¥ ;0)D{g; ; ( )
ousj = S( j). On utilise desdi eérences ced‘trées pour calﬁulerl'approximation nj du
vecteurnormal unitaire n = (n*;nY) = ( x= 2+ 2, = Z+ 2)aunoceudP;.La

valeur initiale @ est égalea , sur les points de la grille dont la distancea l'interface
estinférieurea min( x; y) et égalea zéropartout ailleurs.

7.. Résultats numériques

Descalculsnumériquesont étéréaliséspour deséquationsvariationnellesavec s = ;
i.e. quand on imposedesconditions de Dirichlet sur la frontiére extérieure p. Pour le
premierrésultat (voir gure 4), on utilise la dérivéetopologiquepour créerdestrous, on
peut voir I'apparition destrous sur l'illustration suivante. L'équation de Hamilton-Jacobi
estrésoluesur une grille 51 51 Lesparamétresutilisés pour les calculssort

f = 10sin’(4 x); =05 =0
Sion appelle ; le domaineoptimal pour ce premier exemple,la valeur constatéepour
la fonctionnelled en ; est

J( 1) = 0;282319
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Dans le deuxiemeexemple(voir gure 5), on n'utilise pasla dérivéetopologique,et
on secortente de modi er la frontiere du domaineinitial a I'aide du gradiert de forme
pour compareravecle casprécéden Il estnécessairale choisir un domaineinitial avec
de nombreux trous pour trouver la topologieadéquate.lci, le domaineinitial estle carré
privé de 21 trous placésrégulieremen.

De plus, on résoutl'équation de Hamilton-Jacobi sur une grille 101 101a causede
cesnombreux trous ce qui ralentit considérablemenle programme.On constate alors
que l'algorithme converge vers un maximum local seulemety car on n'a pas réussia
capter la topologieidéale.En e et, sion appelle , le domaineoptimal pour ce premier
exemple,on a

J( 2) = 0:2640695 J( ;) = 0;282319

Autremert dit ; permetuneaméliorationde 6; 5% de la fonctionnelleJ par rapport
a . Il estégalemen interessamh de constater que mémesansutiliser la dérivéetopo-
logique, le nombre de composaries connexesdu complémeraire de  peut augmerier
commeon peut le voir surla gure 5, non paspar créationd'un trou mais par la sépara-
tion d'une composarte connexeen deux composartes connexesCelaresteune situation
exceptionnelleet le deuxiemeexemplemortre bien quesi on n'a pasrecoursa la dérivée
topologique, la solution optimale trouvée depend fortemert du domaine initial, ce qui
n'est pasle cassi on utilise la dérivéetopologique.

L'autre aspect intéressan est le temps de calcul, qui est beaucoupmoins long dans
le premier exempleque dans le deuxieme,en raison notammert du nombre de noeuds
qui doit étre doublé pour Hamilton-Jacobi dansles deux directions.

Dans le troisieme exemple(voir gure 7), le casnon-linéaire est étudié. La fonction
sourcef et la solution u et songradiert sort représeméssurla gure 6. On constateque
la convergencevers un maximum a lieu globalemem, mais localemen, la fonctionnelle
est beaucoupplus sensibleau petites perturbations du domaine. Ceci s'explique par la
nature desdérivéesplus faible que pour le problémelinéaire (dérivéedirectionnelle).

Sur les gures 8,9 et 10, on comparetrois cassansla cortrainte de périmétre ou avec
cette cortrainte. Dans les deux premierscas, la fonctionnelle n'est pas pénaliséepar le
périmetre et on voit apparaitre desoscillationsplus ou moinsimportantes selonla valeur
de , autremert dit selonle poids a ecté a la cortrainte de volume. Celasigni e qu'on
n'‘a pas de solutions optimales pour le probléme d'optimisation car le périmétre tend
verslinni. La gure 10 montre alorsl'e et régularisan de la cortrainte de périmetre
pour la mémefonction source.
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Valeur optimale: 0.282319
T T

03

113

Utilisation de la dérivéetopologique,domaineinitial plein
f = 10sin’(4 x), =05 =0
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Valeur optimale: 0.2640695
T T

0.3

Fig. 5. Pasde création de trou, domaineinitial troué
f = 10sin’(4 x), =05 =0
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" 10.03

" 10.02

" 10.01

- 1-0.01

- 1-0.02

Fig. 6. La fonctionf et la solution u sur le domaine nal
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Valeur optimale: 0.2798122
T T T

L
80 100

Fig. 7. Le casnon-linéaire
=03, =000Lc= 06
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Valeur optimale: 0.598434

117

Fig. 8. On obsene un début d'oscillations
f=1x+y, =1 =0
Valeur optimale : J() = 0;598434
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Valeur optimale: 1.190227
T T

12

Fig. 9. On obsene de fortes oscillations
f=1x+y, =17, =0
Valeur optimale : J() = 1:190227
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Valeur optimale: 1.185849
T T

119

L L
50 100

Fig. 10. Lesoscillationsont disparu
f=1x+y, =17 =04
Valeur optimale : J() = 1:185849
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Conclusions et perspectiv es

Trois thémesont été traités dans cette thése:

Dans la premiére partie , nous avons obtenu le théoremede structure dans des
domaines ssurés pour lesdérivéespremiereset secondesle théoremede structure pour
la dérivée premiéreavait déja été obtenu par Frémiot dans sathése[22] mais dansun
cadredi érent, i.e. celui de la semi-dériabilité eulérienne.Nous retrouvonsdoncici le
théoremeau premier ordre et y ajoutons la structure pour la dérivéesecondeA l'issue
de cette thése, on constate que de nombreux résultats théoriquespeuvernt encoreétre
obtenus. Par exemple,le coe cien t de singularité ¢ dansla décompsition du domaine
(11.36) dépendlui-mémedu domaine,et le calcul de la dérivéede forme de ceterme per-
mettrait de calculerlescoe cien ts donnéspar le théorémede structure pour la dérivée
secondecommeon l'a fait pour la dérivée premiére.

Plusieursapplications pratiques de cesrésultats peuvert étre ervisagésPar exemple
la méthode du serpent permettant de detecter descontours dans une image utilise des
dérivéesde forme dansdesdomaines ssurés. On peut envisagerl'utilisation de la déri-
vée secondepour une méthode de Newton. Une autre application a I'analyse d'images
encoursd'étudesestl'utilisation de ssuresdont le périmétre resteconstart pour ajou-
ter une composarie tangertielle a la vitessequi déformeune image. Cette composarie
tangertielle est utile pour dé nir une vitessela plus uniforme possible.

Dans la deuxiéme partie , nousavonsetudiél'utilisation d'extensionsauto-adjointes
pour modeéliser la création d'un petit trou en optimisation de formes. Cette méthode
issuede la physique mathématique a notammert été introduite par Nazaros en opti-
misation de formes. Dans cette these,nous étudions le comportemert de fonctionnelles
d'énergiedansL , quandla position h du trou varie. Nousétudionségalemenla variation
d'une fonctionnelle d'énergieapprochée dé nie a partir de l'extension auto-adjointe et
nousretrouvonsla valeur de la dérivéetopologiquequi montre que I'approximation est
correcteau premier ordre. En n nousconsidéronda variation de la frontiére extérieure
pour cette fonctionnelle d'énergieapprochée, et nous obtenonsune dérivée de forme et
topologiquesimultanée.

Sur le plan pratique, l'intérét de cette modélisation est qu'on travaille sur un do-
maine sanstrou, ce qui peut préserer un avantage du point de vue numeérique. En
e et la création d'un trou in nitesimal estdicile a appréhendernumériquemen car
la singularité qui apparait oblige a ra ner considérablemenle maillage ce qui alourdit
le calcul. A l'aide desextensionsauto-adjointes, on remplacela perturbation singuliére
du domainepar une perturbation de l'opérateur Laplacien. Une application possiblede
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cette modélisation par desextensionsauto-adjointes est un problémeinversede corro-
sion ou une partie de la frontiére est inconnue ainsi qu'une cavité circulaire de taille et
de position inconrue. A partir de I'obsenation e ectuée sur une partie du domaine,on
cherdhe a retrouver cette frontiére et cette cavité inconrus.

Dans la troisieme partie , nousutilisons ala fois la dérivéepar rapport au domaine
et la dérivée topologique pour trouver la géométrieoptimale d'un probleme d'optimi-
sation de forme. Dans [70], la méthode "levelset”et la dérivéetopologiquesort couplés
en introduisart la dérivée topologique sousforme de terme sourcedans I'équation de
Hamilton-Jacobi. Dans [2], le casde I'élasticité linéaire est traité avecla méthode "le-
velset" : la dérivée topologique est aussi utilisée pour dé nir un critére de nucléation
permettant, a certainesétapesdu calcul, de déterminerou il serait avantageux, du point
devuedela décroissancele la fonction-objectif, de percerun trou detaille in nitésimale.

L'originalité de cette troisiéme partie résidedonc essetiellemernt dansle calcul des
gradierts topologiqueet de forme pour le problemenon-linéairede Signiorini, et leur ap-
plication a la résolution numériqued'un problémed'optimisation de forme.Lesrésultats
numeériquesobtenus corroboren les résultats théoriqguesmémesi on constate une plus
grandeinstabilité que pour le problemelinéaire. Une application a d'autres conditions
non-linéairesau bord ainsi qu'au problemede I'élasticité peuvert donc étre ervisagées.
On peut égalemen ervisagerdescalculs numériquesdans desdomainescortenant des
ssures.

La méthode "levelset" est idéale pour appréhenderfacilemen deschangemets de
topologieen dimensiondeux, et dansune moindre mesureen dimensiontrois commele
morntre [2], maisrien n'a été démoriré en ce qui concernela corvergencede la méthode.
Destravaux sort en courssur ce sujet qui permettent d'espérer desrésultats dans un
avenir proche.
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Résumé : En optimisation de formes, de nombreux résultats ont déja été obtenus dans le casde
domainesa frontiére réguliére et pour desperturbations réguliéresde cesdomaines.Par conre, I'étude
de domainesnon-réguliers,tels que desdomaines ssurés par exemple, et I'étude de perturbations sin-
gulierestelles que la création d'un trou dansun domaine est plus récerte et plus complexe.Ce nouveau
domaine de recherche est motiv é par de multiples applications, car en pratique, les hypothésesde régu-
larité ne sort pastoujours véri ées. Lesoultils tels que la dérivéetopologiquepermettent d'appréhender
cesperturbations singuliéresde domaineset leur utilisation est maintenant fréquerte.

Dans la premiere partie, nous étudions la structure de la dérivée de forme pour desdomaines s-
surés. Dans le cas d'un ouvert régulier, de classeC?! ou lipschitzien par exemple, la dérivée dépend
uniqguemert des perturbations de la frontiere du domaine en direction de la normale. Ce théoréme de
structure n'est plus valable pour desdomainescortenant des ssures. On généraliseici cethéorémede
structure aux domaines ssurés en dimension quelconquepour les dérivéespremiereset secondesEn
dimension deux, on retrouve le résultat usuel, a savoir qu'en plus du terme classique,deux nouvelles
cortributions apparaissen d{es aux extrémités de la ssure. En dimension supérieure, un nouveau
terme apparait en plus du terme classique,d( a la frontiére de la variété a bord représenant la ssure.

Dans la deuxiémepartie, nous étudions la perturbation singuliered'un domaine et nous modélisons
cette perturbation a l'aide d'extensionsauto-adjointes d'opérateurs. Nous décrivons cette modélisation,
puis nous montrons commert elle peut étre utilisée pour un probléme d'optimisation de forme. En
dé nissant une fonctionnelle d'énergie approchée pour ce probléme modele, on retrouve notammert la
formule de la dérivéetopologique usuelle.

Dans la troisieme partie, on proposeune application numérique de la dérivéetopologiqueet de la
dérivéede forme pour un probléme non-linéaire. On cherche & maximiser I'énergie assaiéea la solution
d'un probléme de Signorini dansun domaine . L'évolution du domaine est représenée a l'aide d'une
méthode levelset.

Mots-clés : optimisation de forme et topologique, perturbations singulieresde domaines,structure
desdérivésde forme, domaines ssurés, extensionsauto-adjointes, analyse asymptotique, probléme de
Signorini, méthodes levelset.

Abstract : In shape optimization, the main results concerningthe caseof domains with smooth
boundaries and smooth perturbations of these domains are well-known, whereasthe study of non-
smooth domains, such as domains with cracks for instance, and the study of singular perturbations
such asthe creation of a hole in a domain is more recert and complex. This new eld of researt is mo-
tivated by multiple applications, sincethe smoothnessassumptionsare not ful lled in the generalcase.
Thesesingular perturbations can be handled now with newand e cien t toolslike topological derivative.

In the rst part, the structure of the shape derivative for domainswith cradks is studied. In the case
of a smooth domain, with boundary of classC? or lipschitzian for instance, the derivative dependsonly
on the perturbations of the boundary of the domain in the normal direction. This structure theorem is
no longer valid for domainswith cradks. We extend here the structure theorem to domainswith cracks
in any dimensionfor the rst and secondderivatives.In dimensiontwo, we get the usual result, i.e. the
shape derivative dependsalsoon the tangential componerts of the deformation at the tips of the crack.
In higher dimension, a new term appearsin addition to the classicalone, coming from the boundary
of the manifold represening the crack.

In the secondpart, the singular perturbation of a domain is approximated by using self adjoint
extensionsof operators. This approximation is rst described, then it is applied to a shape optimization
problem. An approximated energy functional can be de ned for this model problem, and we obtain in
particular the usual formula of the topological derivative.

In the third part, a numerical application of the topological and shape derivativesis proposedfor a
non-linear problem. The problem consistsin maximizing the energy assaiated to a Signorini problem
in adomain . The ewlution of the domain is done with the help of a levelsetmethod to handle easily
topological changes.



Keyw ords : shape and topological optimization, singular perturbations of a domain, structure
of shape derivative, cracked domains, self-adjoint extensions,asymptotic analysis, Signorini problem,
levelset methods.



