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Introduction

Position du probléme

Les opérateurs sous forme divergence sont des opérateurs elliptiques du second ordre
de la forme

L= gV(aV.) +b-V. (0.0.1)

Dans le cas ou le coefficient a valeurs matricielles a est assez régulier 'opérateur L
peut se mettre sous la forme non-divergence bien connue,

1 0? 9]

avec B; =3, g%(;” +b;.

Cependant la forme (0.0.1) est celle qui sort naturellement de la modélisation de
bon nombre de phénomeénes physiques, ou les coefficients p, a et b sont le plus souvent
discontinus. Or, étant donné un coefficient a discontinu, la dynamique obtenue avec un
opérateur du type (0.0.1), avec a dans la divergence, est différente de celle obtenue avec
un opérateur du type (0.0.2).

Un premier exemple de modéle physique peut étre fourni par la mécanique des fluides
et la loi de Darcy. Cette loi, qui régit la pression p(t,z) d’un fluide dans un milieu poreux,
intervient notamment en géologie, en hydrologie et en ingénierie pétroliére. On peut ’écrire
sous la forme

Owp(t,z) = V(a(z)Vp(t,z)).

Le coefficient a refléte la perméabilité et la porosité du milieu. Si ’on pense a I'exemple du
pétrole en milieu rocheux, ce milieu est fortement hétérogéne (présence de fissures dans
la roche, interfaces entre deux types de roches etc...). Cela se traduit par une grande irré-
gularité du coefficient a qui est discontinu et peut faire des sauts d’une grande amplitude
(cf [Dag89]).

Dans le domaine médical on peut citer 'exemple des problémes de modélisation ren-
contrés en EEG et MEG (électroencéphalographie et magnétoencéphalographie). Le cer-
veau est le siege d’'une activité électromagnétique die a ’échange de neurotransmetteurs
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entre les neurones. Mais il constitue un systéme d’'un telle complexité que seule une ap-
proche macroscopique est envisageable en EEG et MEG. En faisant certaines hypothéses
de modélisation et en utilisant les équations de Maxwell, on montre que le potentiel élec-
trostatique V' et la densité de courant J globaux obéissent a I’équation

V(eVV)=V-1J,

ou o est la conductivité du milieu cérébral. Ce paramétre ¢ est mal connu, et on fait en
général I'hypotheése qu’il est constant sur des sous-domaines §2; en lesquels on a découpé
le domaine 2 représentant le cerveau (voir [Fau99| sur ces questions).

En écologie certains modeéles de dynamique des populations font intervenir des équa-
tions paraboliques mettant en jeu un opérateur du type (0.0.1) avec a discontinu. Ainsi
dans [OCO3] sont considérées entre autres des équations du type,

ow(t,z) = V(aVu(t,z)) — V(bu(t, )),

pour des populations dont la densité obéit a la loi de diffusion de Fick. La encore le
domaine €2 est découpé en plusieurs sous-domaines §2;’s. Aux interfaces entre les 2;’s
le coefficient a saute. En fait la valeur de ce saut permet de refléter la propension des
individus de la population a passer d'un coté ou de l'autre des interfaces (voir aussi
[Ova04]).

Ces exemples sont parmi les plus significatifs mais la liste en est loin d’étre exhaustive
(en sortant du domaine de la physique on peut penser a des exemples en finance, cf

[DDGO5]).

Dans cette thése on étudie des schémas numériques pour la simulation de processus
engendrés par des opérateurs sous la forme (0.0.1) avec coefficients discontinus. Ce cas est
encore peu exploré, contrairement au cas des coefficients réguliers, ol une fois I'opérateur
mis sous la forme (0.0.2), on bénéficie de tous les schémas disponibles pour les opérateurs
sous forme non-divergence (cf [KP92]).

On pourrait penser qu'une solution possible est de régulariser les coefficients, de faire
un schéma pour le processus a coefficients régularisés, puis de faire s’approcher ces co-
efficients régularisés des vrais. Mais cette approche s’avére insatisfaisante : les résultats
numeériques sont imprécis, instables (cf Chapitre 5, Section 5.1).

Dans l'article [SZ97| l'existence d'une chaine de Markov dont les trajectoires ap-
prochent celles de X, engendré par un opérateur du type (0.0.1) avec coefficients dis-
continus, est prouvée au moyen de la théorie des formes de Dirichlet. Mais cette approche
ne fournit pas un moyen de calculer numériquement les probabilités de transition de cette
chaine.

C’est par contre le cas de travaux récents traitant le cas de coefficients discontinus dans
le cadre unidimensionnel : la thése de Miguel Martinez ([Mar04]), ot un schéma d’Euler
est étudié, et larticle d’Antoine Lejay et Miguel Martinez (voir [LMO6] et & nouveau
[Mar04]), ot est construit un schéma qui peut étre vu comme une variation de la marche
aléatoire sur les spheéres.
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Ces travaux reposent tous deux sur une description en termes d’équations différen-
tielles stochastiques avec temps local du processus engendré par (0.0.1) avec coefficients
discontinus. Cela explique leur limitation au cas unidimensionnel. En effet dans le cas
multidimensionnel et pour des coefficients discontinus on ne sait pas en général écrire
I’'Equation Différentielle Stochastique (EDS) dont le processus X engendré par (0.0.1) est
solution. En revanche en dimension un on arrive a montrer que X est solution d’'une EDS
qui fait intervenir le temps local du processus inconnu, en les points de discontinuité du
coefficient a (cf équation (0.0.3) ci-dessous).

Signalons en outre qu’il existe dans le cas multidimensionnel des résultats pour le cas
des opérateurs sont forme non-divergence avec coefficients discontinus ([Jan84|, [Cha98§],
[Yan02|). Mais méme dans ce cas bon nombre de questions restent ouvertes (par exemple
celle de la vitesse de convergence du schéma d’Euler proposé dans [Yan02|). Par ailleurs ces
résultats ne sont pas en général applicables au cas des opérateurs sous forme divergence.

Cette theése s’incrit en partie dans le prolongement des travaux [Mar04| et [LMO6| pour
le cas unidimensionnel, mais on utilise des marches aléatoires, cette expression étant ici
a comprendre dans un sens assez large : on utilise des chaines de Markov sur une grille,
a construire le cas échéant de fagcon ad hoc, a partir desquelles on construit un processus
approximant en incrémentant le temps de facon adéquate. Par ailleurs on propose quelques
pistes pour la construction d’une chaine de Markov en dimension deux, qui, on 'espére,
aident a comprendre les problémes qui se présentent dans ce cas.

Plan de la thése

Dans le Chapitre 1 on définit précisément les opérateurs sous forme divergence et on
procéde a des rappels sur les diffusions qui leur sont associées, ainsi que sur les équations
différentielles stochastiques avec temps local.

On fait un usage intensif de ce type d’EDS dans le Chapitre 2, qui présente un premier
algorithme pour le cas unidimensionnel, qui a fait I'objet de l'article [Eto06]. On montre
que X engendré par (0.0.1) est solution de

X;:Xm+/xﬁaXQMQ+/%P—+4 ck+§: ziﬁﬁxy<oo$

ou Z est I’ensemble des points de discontinuité de a. Le schéma consiste alors & faire une
approximation constante par morceaux des coefficients sur une grille G" = {z7}1c;, et a
obtenir une premiére approximation X" de X. La grille G” est telle que pour une bijection
en espace ®" adéquate on ait, ®"(G") = {kh}ies, et Y := ®"(X") qui soit solution de

Y/P=YE WY B (Y,

kel



12 INTRODUCTION

FIG. 1 — A gauche une trajectoire de X" sur la grille G". A droite I'interpolation linéaire

de la trajectoire correspondante de YT’}L , sur la grille uniforme {kh}c; obtenue aprés
[./h2]
transformation de G".

Considérons les temps d’atteinte successifs (1) des points de la grille {kh}re; par Y.

On peut dire que Y" se comporte localement comme un Skew Brownian Motion (cf Sous-

section 2.3.1), ce qui donne les probabilités de transition sur {kh}ic; de la chaine YT}; On
k

peut dire en outre que le temps moyen passé sur chaque cellule de la grille par Y" est h2.

Ainsi on peut montrer que Y  converge fortement vers Y, a t fixé (voir Figure 1). En
p q T g t g
t/h

fin de compte on obtient un schéma Xt pour X dont on évalue la vitesse de convergence :
elle est en O(hl/ 2) ce qui correspond au théoréme de Donsker.

La limitation principale de cet algorithme est que la grille construite G* dépend en
fait de I'opérateur qui engendre X. En outre le fait de reposer sur la théorie des EDS
avec temps local impose de restreindre les classes des coefficients de cet opérateur a des
ensembles de fonctions grosso modo C! par morceaux (cf Section 1.5). Or il suffit que
ses coefficients soient mesurables et bornés, et, en ce qui concerne p et a, uniformément
elliptiques, pour qu’un opérateur sous forme divergence engendre une diffusion (voir début
du Chapitre 1).

Dans le Chapitre 3 on propose donc un théoréme de Donsker général pour les processus
engendrés par un opérateur sous forme divergence avec coefficients mesurables. Ce théo-
réme énonce la convergence d’une marche aléatoire construite sur une grille quelconque
de R. Ce travail a fait 'objet de I’article [EL06|, coécrit avec Antoine Lejay.

On n’utilise plus ici ’EDS avec temps local, mais une description purement analytique
du processus engendré par un opérateur sous forme divergence.

L’idée est la suivante : soit g = {z;};es un ensemble de points sur R, tel que pour tout
j€J, x; < xjqq,. Soit X le processus engendré par L défini par (0.0.1). Pour chaque
point z; de g, conditionnellement au fait que X est en z;, on se demande :
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F1G. 2 — Un trajectoire de X; et l'interpolation linéaire de la trajectoire correspondante
de X s

TR (t)

1) Quelle est la probabilité m(j,j 4+ 1) que le prochain point de g atteint par X est
Tji1 et pas xj_1 7

2) Sachant que X est allé en z;41 (respectivement en x;_;) quel est le temps moyen
T(j,+) (respectivement T'(j,—)) passé par X sur la cellule (x;,z,+1) (respectivement
(x5, 25-1)) 7

On montre (Sections 3.1 et 3.2) qu’on peut relier les quantités 7'(j,+) et T'(j, —) aux
solutions de problémes elliptiques ad hoc faisant intervenir 'opérateur L, en utilisant la
formule de Feynman-Kac.

Supposons qu’on connaisse tous les 7(j,j +1)’s, T(j,+)’s et T'(j, —)’s. L’algorithme &
mettre en oeuvre pour obtenir une approximation de X a I'instant ¢ est alors tres simple.
On pose t = 0, et on simule la trajectoire d’une chaine de Markov S sur g, avec comme
probabilités de transition les 7(j,j + 1)’s. Chaque fois que S?® passe d’un point de g a
un autre on ajoute a ¢ la quantité T(j, &) correspondante. Le temps courant ¢ finit par
dépasser t, on arréte l'algorithme et on retourne la position courante de s,

On montre la convergence forte du processus approximant obtenu X9 en considérant
les temps d’atteinte successifs (7;) des points de la grille g par le processus a approcher X.

La chaine Sg a la méme loi que SP := X 5. Et dans la construction de X® on remplace en
fait les 79 — 7' 1 par leurs moyennes T3 — Tg 1 (voir Figure 2). On construit ainsi une ap-
plication Kg( ) telle que th a méme 101 que XTfkut)' On peut montrer que (T, ) XT;@{%))
tend en loi vers (¢, X;) en tant que processus. En outre la vitesse de convergence forte a
t fixé est encore en O(h'/2).

Notre théoréme de Donsker permet de construire un schéma, qui est trés facile a
implémenter si les quantités 7(j,7 + 1)’s, T'(j, +)’s et T'(j, —)’s sont faciles a calculer.
Or c’est le cas si on fait d’abord une approximation constante par morceaux judicieuse
des coefficients (cf discussion de la Section 3.5). On peut par exemple construire la grille
a une échelle mésoscopique, si on construit des coefficients constants par morceaux qui
correspondent & une moyennisation de vrais coefficients oscillant rapidement a petite
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échelle, comme le montre la théorie de ’homogenéisation (|[BLP78|, [JKO94]).

L’approche du Chapitre 3 étant purement analytique on peut envisager de ’adapter au
cas bidimensionnel. Dans le Chapitre 4 on donne quelques éléments de construction d’une
chaine de Markov dans le plan, qui fournit une méthode de Monte-Carlo pour approcher
les solutions de problémes elliptiques sans terme source, avec condition de Dirichlet non-
homogeéne, impliquant 1'opérateur L.

En effet soit une grille Q,Ql constituée d'une famille de cellules carrées (Cy, ) (mn)er de
taille h. Soit C' de centre z un carré de G7, et soient ses arétes, notées I'", i = 1,...,4.
Supposons que X engendré par L parte de x, et soit 7¢ = inf{t > 0|X; € dC}. Une
application formelle de la formule de Feynman-Kac indique que P*[ X, € I''] = u;(z) ou

u; est solution de
Lu; =0 dans C

u; =1 sur I

u; =0 sur IV pour j # 1.
On peut prendre les quantités ainsi obtenues comme probabilités de transition d’une
chaine de Markov S sur la grille GZ. Considérons un probléme elliptique dans un domaine

rectangulaire G' du type
Lu=0 dans G

P(G, )
u=1  sur 0G.

La encore en appliquant formellement Feynman-Kac on a u(x) = E*[¢)(X,,)] pour tout
x € G. Considérons n* = inf{p € N|S, € 0G}. La quantité u"(z) = Ex[i/}(sn)] a vocation
a approcher u(x). En effet la chaine S ne refléte pas I'aspect temps du comportement de X,
mais c’est inutile pour simuler ¢)(.S,+). Heuristiquement, si S refléte bien les probabilités
de transition de X, et si ¥(S,+) tend en loi vers ¥(X,,), ¢ca devrait marcher. Les essais
numériques révélent un comportement satisfaisant de cette approche sur un cas favorable
ot les coefficients sont constants de part et d’autre d'une seule discontinuité (Section 5.3).

Regardons les temps d’atteinte successifs (73) des arétes de la grille G2 par X. Remar-
quons qu’on n’a plus I'égalité en loi de X, et de Si. En effet quand X atteint une aréte il
n’y a aucune raison que ce soit en son centre, or S est construite avec les probabilités de
transition partant du centre. Pour calculer 'erreur faible du schéma on est ainsi conduit
a introduire un changement de probabilité, qui fait intervenir a chaque étape p la position
de la chaine S, et la position exacte de X . Mais on fait ainsi apparaitre des quantités qui
ne convergent pas vers 0 avec h dans le cas général. Cela suggére que pour obtenir un bon
schéma il faudrait y introduire une seconde échelle, plus fine que celle de la grille G7, pour
le calcul des probabilités de transition de la chaine (discussion a la fin de la section 4.3).

Enfin, dans le Chapitre 5 on présente d’abord quelques tests numériques qui montrent
que régulariser les coefficients n’est pas une bonne approche. Puis on présente divers essais
numériques relatifs a tous les algorithmes présentés dans cette these.



Chapitre 1

Opérateurs sous forme divergence,
diffusions associées et équations
différentielles stochastiques avec temps
local

Dans ce chapitre, nous présentons dans un premier temps des résultats sur les Opé-
rateurs sous Forme Divergence (OFD) et les diffusions qui leurs sont associées. Ensuite
on aborde la question des Equations Différentielles Stochastiques avec Temps Local (ED-
STL) : ce sont des EDS unidimensionnelles dont la dérive fait intervenir le temps local
symétrique du processus inconnu, qui ont été initialement étudiées par J.F. Le Gall dans
[Leg85].

Tous les résultats présentés étant bien connus on ne s’apesantira pas sur les démons-
trations, pour lesquelles on peut indiquer de nombreuses références. On se contentera
d’indiquer les plus simples d’entre elles et les grandes lignes de certaines autres pour
donner une cohérence a I’ensemble des définitions et résultats évoqués.

1.1 Notations

Soit G' un ouvert connexe (borné ou non) de R?.

On définit d’abord des ensembles de fonctions dans lesquels seront pris les coefficients
des OFD.

Soient 0 < A < A < oo on note EIl(A, A) 'ensemble des fonctions mesurables f de G
dans R telles que

Ve e G, X< f(z) <A
Le coefficient p de 'OFD sera pris dans ElI(A, A).

15



16 CHAPITRE 1. OFD, DIFFUSIONS ASSOCIEES ET EDSTL

Soient 0 < A < A < oo on note Miell(\, A) I'ensemble des fonctions mesurables
m = (my;)ij=1,.4 de G dans l'espace des matrices symétriques a coefficients réels telles

VmGG, Vi,jzl,...,d, ‘m”<.’13')’§A,

Vo€ G, VEER, AP < Tmla)e.
Le coefficient a de 'OFD sera pris dans 9tell(\, A).

Remarque 1.1.1 Dans le cas d = 1 'ensemble MTell(A, A) n’est autre que EI(A, A).

Soit 0 < A < oo on note B(A) I'ensemble des fonctions mesurables f = (fi)i=1
de G dans R? telles que

Vee G, Vi=1,...,d, |fi(z)] <A.
Le coefficient b de ’OFD sera pris dans 2B (A).

On précise ensuite quelques notations d’espaces fonctionnels qui serviront a définir les
OFD.

Pour 1 < p < oo on note classiquement LP(G) 1'ensemble des fonctions mesurables f
de G dans R telles que

111, 5= ([ If@Pas) " < o

Soit 0 < T < oo fixé. Pour 1 < p,q < oo on note LI(0,7;LP(G)) I'ensemble des
fonctions mesurables f de (0,7) x G dans R telles que

T
1
I, = ( / 1£12 )" < oc.
ou

Pour u € LP(G) on note de fagon abusive -
distributions de w par rapport a la variable x;.

la dérivée du premier ordre au sens des

Notons que dans le cas d = 1 on notera simplement fl—g la dérivée du premier ordre au
sens des distributions de u par rapport a la variable x.

Il est standard de noter W'?(G) 'espace des fonctions u € LP(G) telles que pour tout
i=1,...d 2 € LP(G), et WP (G) la fermeture de C°(G) dans W'?(G) muni de la

norme

ou
8@

d P\1/p
(llp+> =] ) ™
=1 p

On note H'(G) 'espace W(G), et HA(G) 'espace W*(G).
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Pour u € L?(0,T; L*(G)) on note dyu la distribution telle que pour toute fonction test
o T
© €CX((0,T) x G) on a, (O, p) = —fo quatgo.
On note toujours % la dérivée premiére de u par rapport a z; au sens des distributions

(et 2—; cette dérivée par rapport a x dans le cas d = 1).
On notera ||.|| _ et ||]. les normes uniformes.
oo 00,00

Afin de définir une forme bilinéaire associée a un OFD du type (0.0.1), avec un coef-
ficient p € €I\, A) différent de la fonction unité, on aura besoin d’introduire sur L*(G)
et H'(G) les nouveaux produits scalaires respectifs suivants :

Uy Dirpry = /G F ()9l ()de,

d
af 0dg
<f7 g>H1 G,p—1 = <f7 g>L2 G.p—1 + < ) > .
(Gp~1) (Gp~1) Z¢1 ox;’ Ox; L2(Gp-1)

Notons que pour p = 1 on retrouve les produits scalaires usuels (., .>L2(G) et (., .>H1(G).

Pour p € EII(A\, A) on désignera donc par L?(G, p~') 'ensemble des fonctions mesu-
rables f de G dans R telles que (f, f>L2(G’p,1) < 00, muni du produit scalaire (., .>L2(G7p,1).
Comme p~! € €U(1/A,1/)) il est clair que L*(G) et L*(G, p~') contiennent les mémes
¢léments.

De méme on désigne respectivement par H' (G, p~!) et H{(G, p~!) les espaces H'(G)
et Hy(G) munis du nouveau produit scalaire (., )y (¢ ,-1y- On note H™(G, p~') le dual de
ces deux espaces.

1.2 OFD, semi-groupes et diffusions associés

Pour définir un OFD du type (0.0.1) on doit définir proprement son domaine, ce qui
revient & se demander, selon la nature du terme source f, & quel ensemble appartiennent
les solutions faibles de problémes elliptiques du type :

(o —L)u =f dans G,
P(a, L, W)
U(u) =0 sur OG.

Dans ce probléme la condition au bord ¥ peut-étre de Dirichlet (¥(u) = u) ou de Neu-
mann (V(u) = «') homogéne, et a > 0 est une constante assez grande pour que (o — L)
soit inversible.

Soient donc 0 < A < A < co. Pour

pEEUNA), acMell(A\A) et be B(A), (1.2.1)
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on notera £(p, a,b) 'opérateur (L, D(L)) défini sur L*(G, p~') par

d d
o0, b 9
L=5 2 g (o) + 2ty

D(L) ={feHyG), Lf € L*(G)}

et

={ f€H(G), ayz- € HY(G),Vi,j=1,....d}

dans le cas G infini ou G fini et conditions limite (c.l.) de Dirichlet, ou alors
D(L) ={[feHYG), Lf € L*(G)}
={ feH(G), a,»ja% e HY(G), Vi,j=1,...,d}

dans le cas G fini et c.l. de Neumann.

Notons que les hypothéses faites sur les coefficients dans (1.2.1) sont minimales puisque
outre leur bornitude et le cas échéant leur uniforme ellipticité on ne demande que leur
mesurabilité. Cela correspond au cas des coefficients discontinus qu’on cherche & traiter
et est suffisant pour que opérateur £(p, a,b) engendre un processus de Markov continu,
comme le montrent les théorémes suivants.

Théoréme 1.2.1 Soient 0 < A < A < oo et p, a et b vérifiant (1.2.1). Soit 0 < T < 0.
L’OFD £(p,a,b) est un opérateur fermé a domaine dense qui est le générateur infinitési-
mal d’un semi-groupe continu de contraction (Si)o<i<r sur L*(G,p™1).

Preuve. On donne ici les grandes lignes de la preuve, qui est classique en analyse fonc-
tionnelle (pour plus de détails voir par exemple [Lej00]).

Mettons pour fixer les idées qu’on est dans le cas G C R? borné et c.l. de Dirichlet. Il
s’agit de construire la résolvante de (L, D(L)) = £(p, a, b).

Pour tout v > 0, on définit, pour tout couple (u, p) € Hy (G, p~1) x C2°(G), la quantité
Ea(u, p) par

Ealu, ) = ((a— L)u, 90>H*1(G,p*1),H(1)(G,p*1)

= a (u, 90>L2(G7p71) + ZZ;‘:1 Jo #%%dw — Z?Zl Jo ﬁ%cpdx.

Cela permet de définir sur L(G, p!) la forme bilinéaire (€., D(E,)) avec D(E,) =
Hy(G,p™).

Il est possible de trouver ag(A, A, d) > 0 tel que pour o > o la forme (&,, D(E,)) est
continue et coercive sur Hj (G, p~'). En effet notons que, bien qu’on dispose de I'inégalité
de Poincaré (cf [Bre83|), la coercivité n’est pas vérifiée pour o = 0 dans le cas b # 0.
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Le théoréme de Lax-Milgram nous indique alors qu’il existe une famille d’opérateurs
injectifs (Go)asae de H1(G, p~1) dans HY (G, p~') telle que

V(f7 90) S H_I(G7 p_l) X H(1)<Ga p_1>7 ga(Gafa 90) = <f’ @)H*l(G,pfl),H(l)(G,pfl) )
et qui vérifie en outre
i/ limg—oo aGof = f,Vf € L2(G,p7);
i/ laGafllz g,y < Ifll2pry s
iii/ Vo, 8> ag, Go — G = (B — ) 'G.Gp;
iv/ Vf e HYG,p™), Va > ay, 1Gaf 1) < 6! 1/ l-1(G p-1)> 00 B ne dépend
que de a;, X et A.

Par construction on a pour tout a > «q, toute fonction f € G_'(D(L)), et toute
fonction test ¢ € C°(G),

((a = L)Gaf, @)Lz(c,pfl) = &Eu(Gaf. ) = (I, 90>H71(G,p71),H(1)(G7p71) ,

cest a dire que G,f € D(L) est la solution faible unique de P(«, L, V), avec ¥ c.l. de
Dirichlet. Pour tout o > ag, D(L) et G;'(D(L)) sont en bijection et on a la relation
Go = (o — L)™', La famille (Gy)a>a, €st appelée la résolvante de (L, D(L)). En outre,
par définition de D(L) on a, pour tout a > ay, la relation D(L) = G,(L*(G,p™1)). A ce
stade on peut donc dire que (L, D(L)) est fermé & domaine dense.
On a donc montré que la résolvante (G, )asa, de (L, D(L)) vérifie i/ — iv/. Par le
théoréme d’Hille-Yosida (voir Théoréme 1.2.6 de [EK86]) la preuve est alors terminée.
[

Remarque 1.2.1 Dans le cas G non borné, on peut aussi trouver « assez grand tel
que (&, D(E,)) est coercive. On construit donc la résolvante de la méme maniére pour
appliquer Hille-Yosida.

Le Théoréme 1.2.1 et quelques arguments classiques en EDP permettent d’affirmer
que, pour un OFD (L, D(L)), les problémes paraboliques du type

Ou = Lu dans [0,7] x G
U(u(t,.)) =0 sur 0G, Vt e [0,T] (1.2.2)
u(0,.) = f(.) dans G,

ont, pour toute f € L?*(G), une solution faible unique dans C([0, T, L2(G, p~1))NL2(0, T; HY),
qui est S;f(x). En étudiant la version continue de cette solution faible on montre que
(L, D(L)) engendre une diffusion. Pour cela on a besoin des fameuses estimations d’Aron-
son et de De Giorgi-Nash.
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Théoréme 1.2.2 (Estimation d’Aronson) i) Dans le contexte du Théoréeme 1.2.1 il
existe une fonction p de [0,T] x G x G dans RT telle que pour toute f € L*(G,p™1)

/szt,x,y>f<y>p1<y>dy

est une version de Syf(x).

i) Il existe une constante M ne dépendant que de X\, A, T et de la dimension d telle
que pour tout (t,z,y) € [0,T] x G x G,

1 M=yl e M —|z —yf*
v P () S ) < e (<)
Preuve. Voir [Aro68|. O

Théoréme 1.2.3 (Estimation de De Giorgi-Nash) i) Dans le contexte du Théoréeme
1.2.2 il existe des constantes C,« € (0,1) dépendant de X\, A,d et T telles que pour tout

0>0,
C v!t’—t\\/lx’—fﬂ\vly’—y!)a
5

PN < =
p(t' o) = plt, )| < 55 5

pour tous (t',2',y), (t,z,y) € [6%,00) x G x G avec |x' — x|V |y —y| < 6.

i) En conséquence [, p(t,x,y)f(y)p~ " (y)dy est une version continue de Sy f(x) pour
tout 0 <t <T.

Preuve. Voir [Aro68] et [Str88]. O

Théoréme 1.2.4 i) En fait, dans le contexte du Théoréme 1.2.1, le semi-groupe (S¢)o<i<T
est de Feller. L’opérateur £(p,a,b) est donc le générateur d’un processus de Markov
(X,,0<t<T).

ii) Les trajectoires de (X, 0 <t <T') sont continues.

Preuve. On donne ici les grandes lignes de la preuve (cf [Lej00] pour des détails).

Si f appartient a Co(G) il est clair grace aux Théorémes 1.2.2 et 1.2.3 que la version
continue de S;f(x) appartient aussi & Co(G). En outre par le principe du maximum on
peut montrer que

LMMMM1@@SL V(t,7) € [0,T] x G,

ce qui implique que pour toute f € Co(G),

mewvwfmwﬂ <fle.

o0

c’est a dire que (S;)o<i<r est semi-markovien, d’ot le i).
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Ensuite le ii) du Théoréme 1.2.2 permet de montrer par exemple que

1
Ve >0, Vo € G, lim — pt,z,y)p (y)dy = 0,
tlo 1 ly—z|>e
ce qui implique ii) (voir Proposition 2.9 du Chapitre 4 de [EKS86]). ]

1.3 Résultats de convergence

Dans cette thése on fera un usage intensif de résultats de convergence sur les OFD et
les diffusions qui leur sont associées.

On énonce d’abord des résultats généraux qui reposent sur la notion de GG-convergence,
initialement introduite par S. Spagnolo, et dont la théorie a été ensuite développée par
V.V. Zhikov, S.M. Kozlov et O.A. Oleinik (voir [ZKOT79|, [ZKO81]).

De facon générale soient V' un espace de Hilbert séparable et V' son dual; Pour
0 <A <A < ooonnote O(A A) I'ensemble des opérateurs A de V' dans V' pour lesquels

lAully, < Afjully et (~Aua)yy > Aulf, VueV,

la condition de coercivité assurant ici l'inversibilité des éléments de O(A, A). Soit une
suite (A") dans O (A, A) ; soit enfin un opérateur A de V' dans V’ vérifiant (—Au, u), , >

Alull?. On dit que (A™) G-converge vers A si

V(f,v) e V! x V', <v, (A")_1f> — <v,A’1f>V,7V.

VIV poo

Pour illustrer cette notion considérons G C R borné et des problémes elliptiques du
type,
Lu=f dans G
P(L, f)
u=0 sur O0G,

avec f dans H"'(@), et u a chercher dans H}(G). Considérons (a") une suite de Dtell(\, A)
et (L") la suite des opérateurs £(1,a™,0). Il est clair en utilisant 'inégalité de Poincaré
que (L") est une suite de O (A, A) si on prend V = H}(G) et V' = H}(G) dans la
définition ci-dessus. Les probléemes P(L", f) ont donc des solutions faibles u™ = (L")~ f.
Supposons que la suite (L") G-converge vers un opérateur L. Cela signifie que la suite
des u" converge faiblement dans H}(G) vers la solution u = L' f de P(L, f).

Signalons qu’il est possible de montrer que dans ce cas l'opérateur limite L est lui

méme un OFD de la forme £(1,a,0) pour a € Mell(A, A) (cf [ZKOTT9]).

On peut donc pour commencer énoncer un premier théoréme concernant les problémes
elliptiques.
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Théoréme 1.3.1 Supposons G borné. Soient (L™) une suite d’opérateurs de Hy(G) dans
HY(G) qui soient dans O (X, A) et L un opérateur qui soit dans le méme ensemble.

Supposons que la suite (L™) G-converge vers L.

Soit (f™) une suite convergeant dans H™'(G) vers une certaine forme linéaire f €
H(G).

Soit u la solution du probleme P(L, f), et pour chaque n soit u™ la solution de
P(L™, ).

Alors la suite (u") converge faiblement dans H}(G) vers u.

Preuve. Voir la preuve du Théoréme 5 dans [ZKOTT79] : on a u™ = (L") (f+ f"—f), et
il est clair par définition de la G-convergence que (L")~! f converge faiblement vers u. Par
ailleurs il s’avére que ||(L”)*1||H,1’H(1) < 1/A pour tout n (cf Théoréme 1 de [ZKOTT79)).

Donc (L™)7(f™ — f) converge fortement vers zéro dans H}(G). O

Dans [ZKO81| les auteurs ont appliqué la théorie de la G-convergence aux problémes
paraboliques.

Théoréme 1.3.2 Supposons G borné. Soit (L") une suite d’opérateurs de H)(G) dans
H™Y(G) qui soient dans O (X, A) et soit L un opérateur dans le méme ensemble.

Soit 0 < T < oo. Supposons que L engendre un semi-groupe (Sy)o<i<r €t que pour tout
n Uopérateur L™ engendre un semi-groupe (S}")o<t<r-

Supposons que la suite (L™) G-converge vers L.

Alors pour tout f € L2(G) la suite des fonctions SI'f(x) converge faiblement dans
L2(0, T; HY(Q)) vers S, f(z),

Preuve. Voir [ZKO81|, o est étudiée une notion de G-convergence pour les opérateurs
paraboliques du type P, = 0, — L, avec L un opérateur elliptique. Mais si (L") G-converge
en tant qu’opérateur elliptique vers L, la suite des opérateurs P;* = 0, — L™ G-converge vers
P, pour cette nouvelle notion. Or, de fagcon analogue au cas elliptique, la G-convergence
dans le cas parabolique correspond a la convergence faible des solutions faibles de pro-
blémes paraboliques (Théoréme 9 de [ZKO81]). O

Le cas qui nous intéresse est celui des OFD, qui engendrent des semi-groupes de Feller
et des processus continus (cf section précédente). Il est naturel de se demander ce que
I'on peut dire de la convergence des versions continues des S} f(z), et des processus X"
engendrés par les opérateurs (L™, D(L")). C’est ce qu’a fait A. Rozkosz dans [R0z96].

Théoréme 1.3.3 Soient (p"), (a™) et (b") respectivement des suites de EL(A, A), Mtell(\, A)
et B(A). Soient p € EW(A,A), a € Mell(A\,A) et b € B(A).

Pour tout n soient S™ et X™ respectivement le semi-groupe et le processus engendrés
par (L™, D(L™)). Soient S et X respectivement le semi-groupe et le processus engendrés
par (L, D(L)).

Supposons que, pour « assez grand, (o« — L™) G-converge vers (o« — L). Alors on a :
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i) La version continue de S} f(x) converge uniformément sur tout compact de (0,T)xG
vers la version continue de Syf(x).

i)

(X7, Ogth)m(Xt, 0<t<T) enloi
Preuve. Voir [Roz96|.
Notons que pour b # 0 la coercivité de la forme (—Lu, U>H—1(G),H(1)(G) n’est pas assurée
et que L n’est a priori pas dans ()N, A’) . Cependant, pour « assez grand, (o« — L) y
est, et on se place a horizon fini, ce qui permet de mener la démonstration (cf preuve du
Théoréme 1.2.1). O

On peut alors se demander quel type de convergence sur les coefficients entraine la
G-convergence des OFD. En dimension un on a le résultat suivant.

Théoréme 1.3.4 Soit p,a € EU(NA) et b € B(A). Soient (p™) et (a™) des suites de
EIU(N A) et (b") une suite de B(A) telles que

1 12 @ 1 1 2@ 1 b* 12 (@ b

loc loc - et loc —_ (131)
n ’ n n A n
a n— oo a p n—oo p a p n— oo aIO

Alors la suite des opérateurs £(p", a",b") G-converge vers £(p, a,b).

Preuve. Voir Théoréme 17 dans [ZKOT79|, [Roz96|, ainsi que [LMO6| pour I’ajout du
coefficient p. O]

Remarque 1.3.1 Dans le cas unidimensionnel on peut toujours se ramener au cas d’un
OFD sans dérive (cf Proposition 1.4.3 plus loin). Les opérateurs £(p", a™, b") et £(p, a,b)
sont donc dans un certain (X, A’) et on peut parler de leur G-convergence.

Signalons que pour avoir la G-convergence dans le cas de la dimension d > 1, il faut
faire des hypothéses de convergence plus forte sur les coefficients que celles du Théoréeme
1.3.1. Par exemple, dans le cas d’opérateurs de la forme £(1,a*,0), la convergence forte
dans L?(G) de chaque (a};) vers a;; suffit pour avoir la G-convergence des £(1,a*,0) vers
£(1,a,0) (cf [ZKOT79| p102).

Outre la propriété de fermeture déja mentionnée, on connait d’autres propriétés de la
G-convergence. On peut évoquer notamment le caractére local de la G-convergence : si
une suite d’OFD (L*) G-converge vers un OFD L sur G, alors elle G-converge également
sur tout G’ C G. On a aussi des propriétés de G-compacité de I'ensemble (A, A) (cf
Théorémes 2 et 3 de [ZKOT79]). On énonce dans le théoréme suivant un résultat de
G-compacité pour les OFD de la forme £(1, a,0).

Théoréme 1.3.5 Soit (a") une suite de Mell(\,A). Il eviste une sous-suite (a™) et
un élément a € Mell(\, A), tels que la suite des opérateurs £(1,a™,0) G-converge vers
Popérateur £(1,a,0).
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Preuve. Les opérateurs de la forme £(1, a, 0) sont autoadjoints, on est donc dans le cadre
du Théoréme 3 dans [ZKOT79|. On fait de plus intervenir la fermeture de ’ensemble des
opérateurs de la forme £(1,a,0) pour a € Miell(A, A). O

On aura besoin du résultat suivant sur la convergence des temps de sortie d’un ouvert
d’une famille de processus.

Proposition 1.3.1 Soit G' une partie ouverte bornée de G. Supposons que tous les points
de OG' sont réguliers. Soit (X™) qui converge en loi vers X. Soit 7 = inf{t > 0| X; € 0G"}
et pour tout n, ™" = inf{t > 0| X* € 0G"}. Alors pour tout T > 0 et pour tout point de
départ © € G' on a,

P?o (X", 7") Tt —— P o (X, 7)7,

par rapport a la topologie de C([0,T],R) x R. En particulier X" .. converge en loi vers
X ar sous P* pour tout x.

Y

Preuve. Voir |Lej00] Chapitre 0, Section 6. Voir aussi dans [LMO06] la fin de la preuve
de la Proposition 3. Ces preuves utilisent le fait que tout point de départ = est régulier
pour X. Notons que les points réguliers pour un processus engendrés par un OFD sont les
mémes que pour le Brownien (cf [GT83| p 206, voir également [KS91| pour une définition
des points réguliers). O

1.4 Fonction d’échelle et mesure de vitesse dans le cas
unidimensionnel

En dimension un un processus peut étre totalement caractérisé par la donnée de sa
fonction d’échelle et de sa mesure de vitesse. On commence donc par des rappels sur ces
notions (on suit [Bre68| Chapitre 16), puis on donne la fonction d’échelle et la mesure de
vitesse d'un processus engendré par un OFD du type £(p,a,0).

Définition 1.4.1 La fonction d’échelle d’un processus de Markov X sur GG est la fonction
strictement croissante s, unique a une transformation affine prés, telle que pour tout
[l,r] C G, et pour tout x € [l, 7],

ou 7 = inf{t > 0|X; € {l,7}}.

La fonction d’échelle du mouvement brownien est la fonction identité. On dit qu’un
processus X est sur son échelle naturelle si sa fonction d’échelle est la fonction identité.
Pour un processus X qui n’est pas sur son échelle naturelle il est facile de vérifier en
appliquant la définition 1.4.1 que s(X) lest.
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Définition 1.4.2 Soit X un processus de Markov sur G qui est sur son échelle naturelle.
La mesure de vitesse de X est l'unique mesure m sur G telle que, pour tout [l,r] C G, et
pour tout x € [l,r], avec T = inf{t > 0|X; € {l,7}}, on ait,

E*[r] = /ZT Gy (z, z)m(dz), (1.4.1)

ou,
2(x—1) (lrfz)

, Vr,zellr], x <z,

Gu(z, 2) = M, Ve, z € [l,r], © > z,

r—I

0, SINOM.

On peut se demander comment définir la fonction d’échelle d’un processus qui n’est
pas sur son échelle naturelle.

Lemme 1.4.1 Soit X un processus de Markov sur G et s sa fonction d’échelle. Supposons
que le mesure de vitesse de s(X) est V(x)dz. On a pour tout [l,r] C G, et pour tout
x € [l,r], avec T = inf{t > 0|X; € {l,r}},

E*[r] = / G (2, 9)V(s(0))s () dy,

ou,

( 2(s(z)—s(1))(s(r)—s
)y 1], 2 <y

Gl (x,y) = 2(5(9)—3(1))_(;9(T)—5($))’ Va,y € [l,r], z >y, (1.4.2)

sinon.
On appelle la mesure m(dx) =V (s(x))s'(z)dx la mesure de vitesse de X.
Preuve. On a E*[7] = E*@[7], avec 7 = inf{t > 0|s(X,) € {s(l),s(r)}}. Comme s(X) est

sur son échelle naturelle il suffit d’utiliser dans (1.4.1) le changement de variable z = s(y)
pour achever la preuve. [l

Introduire les notions de fonction d’échelle et de mesure de vitesse est en fait motivé
par le fait qu’on voudra utiliser la proposition suivante.

Proposition 1.4.1 Soit X un processus de Markov sur G et m(dx) sa mesure de vitesse.

Soit [l,r] C G, 7 =inf{t > 0|X; € {l,7}} et Gy(x,y) la fonction correspondant & m(dx)
dans le lemme 1.4.1; pour tout x € [l,r|, et toute fonction f continue bornée on a,

EI[/OTf(Xs)dS} = /Z Gu(@,y) f(y)m(dy).
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Preuve. Voir Probléme 10 dans la Section 16.6 de [Bre68§]. O

Cette proposition nous fournira un moyen simple d’estimer des quantités du type
E*[ [ f(X,)ds] dans la Section 3.1 du Chapitre 3 de cette thése.

En effet pour le cas des OFD en dimension un on a le résultat suivant.

Proposition 1.4.2 Soient a,p € (A, A). Soit X le processus engendré par £(a, p,0).
Soit xo € G. La fonction d’échelle et la mesure de vitesse de X sont données par,

s(z) = / Ay (1.4.3)

ay)’

et m(dr) = % (1.4.4)

Preuve. Voir [Lej00| Chapitre 5, ot sont utilisés des résultats de convergence prouvés
dans [FW94]. O

Remarque 1.4.1 Notons que, comme s est unique & une transformation affine pres, le
choix du point de reference xy dans (1.4.3) est arbitraire. On peut choisir n’importe quel
point dans G.

Remarque 1.4.2 Il ne faut pas confondre la mesure de vitesse m(dz) de X engendré
par un OFD, et la mesure my (dy) du processus Y = s(X) mis sur son échelle naturelle.
Cette derniere peut cependant parfois étre utile.

En effet déterminons d’abord my (dy) = Vy(y)dy. En combinant le Lemme 1.4.1 et
(1.4.4) dans la Proposition 1.4.2 on obtient

1 /
mdw = Vy(s(z))s'(v)dz,

puis

Soit alors t — T} le changement de temps défini par

t= /OTt (%)(Xs)ds.

Par le Théoréme 16.51 dans [Bre68|, si W est un mouvement brownien sur (2, (G;)>o0, P?),
le processus Wr, est sur son échelle naturelle et a pour mesure de vitesse Vi (y)dy. Donc
Wy, ala méme loi que Y; = s(X;), et donc s~ (Wr,) la méme loi que X;. Cela donne une
description possible de X engendré par £(p,a,0).
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Comme le montre la Proposition 1.4.2 on obtient facilement s et m(dx) pour un
processus engendré par un opérateur de la forme £(p,a,b) avec b = 0. Mais que faire
pour traiter le cas b # 07 Grace au fait qu’on est en dimension un on peut se ramener au
cas b = 0, si on regarde un processus a valeurs dans un intervalle borné.

Proposition 1.4.3 Soient a,p € EU(N\A) et b € B(A). Soit (L,D(L)) = £(p,a,b).
Soit [l,r] C G. Pour xy € [l,r], soit ¥ définie par

v by)
U(x :2/ ———dy, Vxe€l|l,r|. 1.4.5
) w0 0(y)p(y) ] 149
Considérons sur [I,r] lopérateur (L,D(L)) = L£(pe~Y, ae?,0). La restriction sur [l,7]

de (L,D(L)) est égale a (L, D(L)).

Preuve. Comme b est dans 2 (A) il est possible de montrer que ae¥ et pe~? sont dans
El(N,A) sur [I,r], avec X' et A’ dependant de A\, A et [ — r.
Comme les fonctions e*¥ sont bornées et ont des dérivées classiques bornées il est

clair qu’elles sont dans H'([/,7]). Or pour toutes fonctions f,g € H! on a fg € H!, et

% = %g +f % (voir |Bre83| Corollaire VIII.9). Donc on peut affirmer que, sur [[,7],

D(L) = D(L), et que

Vf e D(L), pe;%@&%) _ gi@ﬁ) b d

]

Notons qu’en domaine non borné on perd l'uniforme ellipticité et la bornitude des
coefficients ae¥ et pe~7, ce qui empéche d'utiliser la transformation de la Proposition
1.4.3.

1.5 EDSTL

On sait qu'un OFD du type £(p,a,b) engendre une diffusion X, méme si p,a et b
sont discontinus, puisqu’en toute généralité ils ne vérifient que (1.2.1). Il est naturel de
se demander quelle EDS ce processus X peut bien vérifier. Mais, comme évoqué en in-
troduction, dans le cas de coefficients discontinus on ne peut mettre 'OFD sous la forme
(0.0.2), et écrire 'EDS vérifiée par X devient problématique. On y arrive toutefois en
dimension un gréace a la théorie des EDSTL, et en restreignant un peu la classe des fonc-
tions dans laquelle on prend les coefficients. On présente donc dans cette section quelques
résultats sur les EDSTL, établis par J.F. Le Gall dans [Leg85| (voir également |[BCO5]
pour une extension de ces résultats). L’EDSTL vérifiée par X engendré par £(p,a,b),
avec p,a quelconques dans la nouvelle classe de coefficients introduite ci-dessous, et b
toujours dans 2B (A), sera donnée au début du chapitre 2.

On introduit quelques notations supplémentaires.
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Pour 0 < A < A < o0 on note €oeff(A, A) 'ensemble des éléments f de ElI(\, A) qui
vérifient :
i/ f est cad-lag.
ii/ f appartient a C}(G'\ J), o J est un ensemble dénombrable sans point d’accumu-

lation.

On notera 9T I'espace des mesures bornées v sur G telles que |v({z})| < 1 pour tout
x dans G.

Pour f dans €oeff(\, A) on note f'(dz) la mesure bornée correspondant a la dérivée
premiére de f au sens généralisé. On note f(x+) et f(x—) respectivement les limites a
droite et a gauche de f en z. On notera f’(z) la densité cad-lag de la partie absolument
continue de f’(dx) (c’est a dire que f’(x) n’est autre que la dérivée a droite au sens
classique de f en ).

Pour v dans 99T on note v¢ la partie absolument continue de v.

Pour o dans €oeff(\, A) et v dans 9T, on appelle EDSTL de coefficients o et v, et
note Soe(o,v), 'EDS

t
X, = X0+/ U(XS)dW5+/1/(dw)Lf(X),
0 R
ou L7(X) est le temps local symétrique du processus inconnu X.

Proposition 1.5.1 (Le Gall 1985) Soit o dans €oeff(\, A) pour certaines constantes
0 <A< A< etsoitv dans M. L'’EDSTL Sde(o,v) a une solution forte unique.

On a besoin de deux lemmes.

Lemme 1.5.1 (Le Gall 1985) Soit 0 € €oeff(\,A). L’EDSTL &de(0,0) a une solu-
tion forte unique.

Preuve. Voir [Leg85]. C’est une belle preuve utilisant elle-méme le temps local et qui
étend un résultat de S. Nakao (cf [Nak72]). O

Le lemme suivant joue un grand role dans les calculs par la suite.

Lemme 1.5.2 Soit v dans 9. 1l existe une fonction f, dans €oeff(\,A) (pour des
constantes 0 < A < A < 00), unique & une constante multiplicative pres, telle que :

folde) + (fo(z+) + fu(z=))v(dz) = 0. (1.5.1)

Preuve de la Proposition 1.5.1. Voir [Leg85|. I suffit de poser

o, (z) = /Ox fo(y)dy. (1.5.2)
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En se servant de la formule d’It6-Tanaka symétrique et du Lemme 1.5.2 on obtient que
X est solution de &ve(o,v) si et seulement si Y := &, (X) est solution de Sve((cf,) o
ot 0). En utilisant le Lemme 1.5.1 on achéve la preuve. O

Remarque 1.5.1 Pour des détails sur le calcul avec la formule d’Ité6-Tanaka voir ci-
apres la preuve de la proposition 2.2.1 ot on prouve une formule générale de changement
d’échelle pour les EDSTL. Voir aussi Remarque 2.2.2.

On aura besoin de résultats de convergence sur les EDSTL. Le Gall a prouvé le résultat
de consistance suivant.

Théoréme 1.5.1 (Le Gall 1985) Soient deux suites (o™) et (V™) pour lesquelles il existe
0<A<A<o0, 0<M<ooetd>0 telles que

(H1) o" € €oeff(\,A), VneN,
(H2) [v"({z})|<1-6, VneN,Vzeq.
(H3) [V"(G) < M, Vn € N,

de sorte que chaque v™ est dans 9. Supposons qu’il existe deux fonctions o et f dans
Coeff(N,A) (pour certaines constantes 0 < X' < A" < 00) telles que

L (R L (R
O_n loc( ) o et fl,n loc( ) f,
et posons :
/
d
V() = —— 1 192) (1.5.3)

fla+) + f(z—)

Soit (Q, F, (Ft)t>0,P*) un espace probabilisé filtré portant un mouvement brownien
adapté W. Sur cet espace, pour chaque n € N soit X™ la solution forte de Sve(c™, ™),
et soit X la solution forte de &ve(o,v). Alors :

E[sup |[X"— X,|]] ——0 et (X t>0)—= (X, t>0).

0<s<t n— 00 n— oo

Remarque 1.5.2 Dans ce théoréme v™ approche v en ce sens que f,» tend vers f, pour
la convergence L] .. Mais attention : on peut avoir v — v faiblement, mais f,» — f,,
pour la convergence L}, avec vy # vy (voir [Leg85| p 65 pour un exemple). Le Théoréme

1.5.1 dit alors que X™ tend vers X, qui est solution de &S0e(o, 1) et non de Soe(o, 1) !
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Le Gall a aussi prouvé un théoréme de Donsker pour les solutions d’EDSTL du type
S0e(o,v) pour o = 1, dont on reprendra une partie des idées de la démonstration pour
prouver la convergence de l'algorithme présenté dans le Chapitre 2 de cette thése. On
évoque donc ici ce résultat.

Soit p dans Mt et Y la solution de Soe(1, ).

On definit des coefficients 3 pour tout k € Z, et tout n € N*, par :

1— 67 . kk+1m 1l (1—u({y})> ful®

E — exp (- 2p (=== 1+ pu({y})

On definit une suite de mesures (u™) dans 9T par

W= B, (1.5.5)

et une suite (Y™) de processus tels que chaque Y™ soit solution de &Sove(1, ™).
Finalement pour tout n € N* on définit une suite de temps d’arrét (7)')pen par,

70 =10
(1.5.6)
g =inf{t > 77 [V — YTTpH =1}

On a le théoréme suivant.

Théoréme 1.5.2 (Le Gall 1985) Dans le contexte précédent S; := nYn definit une
suite de marches aléatoires sur les entiers telle que :

i)
Sg =0, Vn € N*,
PSP, = k+1|S0 = k] = 1(1+ 87), Vn,peN"Vk € Z,

PSy, =k—1|Sy =k =3(1—3;), Vn,pe N VkeZ
ii)
La suite de processus définie par Y;" := (1/n)S)2,, ou |.] désigne la partie entiére
d’un réel positif, verifie pour tout 0 < T < oo :
E[Y =Y —— 0, Vt € [0,T] et (¥, t>0) —— (¥, t >0).

n—oo



Chapitre 2

Un algorithme en dimension un
utilisant les équations différentielles
stochastiques avec temps local

Plan du Chapitre 2

Dans la Section 2.1 on établit le lien entre OFD et EDSTL en dimension un. Dans la
Section 2.2 on donne une formule trés générale de changement d’échelle pour les EDSTL.
Dans la Section 2.3 on présente l'algorithme. Dans la Section 2.4 on montre la convergence
de cet algorithme tout en évaluant la vitesse de cette convergence.

2.1 Lien entre OFD et EDSTL

Le lien entre OFD et EDSTL dans le cas d = 1 est établi dans la proposition suivante.

Proposition 2.1.1 Soient a et p dans €oeff(\, A) pour certaines constantes 0 < X\ <
A < oco. Soit b dans B(A). Notons I l’ensemble des points de discontinuité de a. Alors
L£(p,a,b) est le générateur infinitésimal de l'unique solution forte de Sve(\/ap,v) avec

2a(x)  p(z)a(z) +) +a(zi-)

Dans [LMO06] les auteurs ont prouvé la proposition ci-dessus en utilisant les notions
de forme de Dirichlet et de mesure de Revuz. On donne ici une preuve plus simple, basée
sur les résultats de consistance des Sections 1.3 et 1.5 du chapitre précédent.

u(dx):(“/(:") TG )dm+zzgi+) ATim) 5 (i), (2.1.1)

Preuve de la Proposition 2.1.1. Comme a et p sont dans €oeff(A, A) la fonction /pa
est dans €oeff(A, A). De plus, comme |a —b|/|a+b| < 1 pour tous a,b dans R , et comme
b € B(A), la mesure v définie par (2.1.1) est dans 9MT. Par la Proposition 1.5.1 il existe
donc une solution forte unique X a &ve(,/ap,v).

31
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Il s’agit maintenant d’identifier le générateur infinitésimal de X. On peut construire
deux suites de fonctions (a") et (p") dans €oeff(A, A) NC>®(G), telles que

a" ——a pp. et p'——p p.p.

n—oo
Pour tout n dans N on note X™ le processus engendré par £(p", a™,b).
D’une part, par convergence dominée les hypothéses du Théoréme 1.3.4 sont vérifiées,
et par le Théoréme 1.3.3 on a,

(X7, t>0) —£ (X,, t > 0), (2.1.2)

n—oo

ol le processus X est engendré par £(p, a,b).
D’autre part on va montrer en utilisant le Théoréme 1.5.1 que

(XD, t>0) —=— (X, t > 0). (2.1.3)

n—od

Donc en prenant en compte (2.1.2) et (2.1.3) on conclura que le générateur infinitésimal
de X est £(p,a,b).
Comme a” est dans C*, (L™, D(L"™)) = £(p", a™, b) peut s’écrire,

A P

donc il est usuel de dire que X" est solution de

X! =x+ /Ot V(X m)an (X dW, + /Ot [p"(Xg);"’(Xg) + b(XQ)] ds. (2.1.4)

Comme d(X"); = p"(X7)a™(X])ds, on peut réécrire (2.1.4) par la formule de densité
de temps d’occupation et dire que

t
Xp = :c—i—/ V(XD ar(XT)dW, + / Vn(dz) LE(X™),
0 R
ot v, (dz) = (a"'(x)/2a™ () + b(z)/[p" ()a" (2)])dz.
Des calculs élémentaires montrent alors que la fonction f,, associée a la mesure v,, par
le Lemme 1.5.2 est de la forme

exp (=2 [ w (y)dy)
a(x)

fon(2) = K

avec K € R.
Par convergence dominée f, (z) tend vers

exp (=2 [ - (y)dy)

flz) =K e
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pour la convergence L}, (R). Il suffit maintenant de déterminer la mesure v associée a f

par (1.5.3).
On a
fl(de) = f'(x)dz + ) cf 6, (dx)
x, €L
et
v(dr) = vo(dx) + Y ¢ 6, (dz)
z; €T
avec J ={z € G: v({z}) # 0}. D’aprés (1.5.1) on a

o @) @) b
v (da) = =375 = (2a) * 7ye@)

Ensuite il est clair que Z = 7, et que pour tout z € 7,

v({z})=cl =— ! — _f(x—i—) — flz—) _ a(z+) — a(a;—).
T flat)+ fla-) flah) + fla-) alat) +a(z-)

Ainsi la mesure v est bien celle définie par (2.1.1). Comme par ailleurs il est clair que

— )
(Gl T

et que les hypothéses (H1) — (H3) du Théoréme 1.5.1 sont vérifiées, on peut dire qu’on
a (2.1.3), ce qui achéve la preuve. ]

2.2 Une formule de changement d’échelle

On définit d’abord la classe des bijections dont il sera question dans ce changement
d’échelle.

Pour 0 < A < A < oo on note T(A, A) I'ensemble des fonctions ¢ sur G qui ont une
dérivée premiére &' qui appartient & €oeff(A, A). L’hypothése faite sur la bijection est
ainsi minimale et on peut énoncer une formule de changement d’échelle trés générale.

Proposition 2.2.1 Soit o dans €oeff(A, A) pour 0 < A < A < co. Soit

v(dz) = b(x)dx + Z Ce, 0, (dT),

z, €L

dans M (en particulier b est mesurable et bornée et chaque |c,,| < 1).

Soit & dans T(N,A") pour 0 < X < A < oo et soit J lensemble des points de
discontinuité de ®’.

Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes :
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i) Le processus X est solution de Sde(o,v).
ii) Le processus Y := ®(X) est solution de &Sve(vy, 1) avec

Y(y) = (0®") 0 &~ (y),
et
x;, €IUT
’ 5 Yt e) - Pe)(1 —c)
()1t cp) + P (2—)(1 =)’

avec ¢, =0 six e J\ZI.

Remarque 2.2.1 Notons que 7 appartient a €oeff(\”’, A”) pour certaines constantes
0 <N < A" < o0, et que p est dans I, donc parler de Soe(y, i) a un sens.

On peut dire que la classe des EDSTL est stable par transformation par une bijection
appartenant a T(A, A).

Preuve de la Proposition 2.2.1. On prouve i) = ii). La preuve de la réciproque em-
ploie des techniques similaires mais est plus compliquée.

On notera LY (X) et L{*(X) les temps locaux de X respectivement a gauche et a
droite de x.

On rappelle la formule d’Ito-Tanaka symétrique, obtenue en formant la moyenne des
formules d’It6-Tanaka a gauche et & droite (cf Exercice VI.1.25 dans [RY91]) : pour f
fonction réelle différence de deux fonctions convexes, et X semi-martingale on a,

! f/(Xs+) + f/(Xs_)
2

f(Xy) = dXs + %/Rf”(da)L?(X), (2.2.1)

ou f” est la mesure correspondant a la dérivée seconde au sens généralisé de f et L§(X)

est le temps local symétrique de X en a a l'instant ¢. En utilisant (2.2.1) et la formule de
densité de temps d’occupation il vient,

Yi=0(X,) = O(Xo)+ [i(0®)(X,)dW, + [3(0?b®')(X,)ds
D R
41 fo )d8+z$ ejé(xﬁ) D (z;— )LIZ(X)
= O(Xo) + [y (o) 0 (Y)W,

+ fo (b + (@'))] o (I)_l(Ys)ds + ZmieIuj Koy, L (X),
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avec K, = c (P (z+) + &' (2—))/2 + (P (z+) — ¥’ (2—))/2.
On doit maintenant exprimer L7 (X) en fonction de L?(m)(Y) pour z € ZU J.
On sait (voir par exemple le Corollaire VI.1.9 de [RY91]) que

1
Lthr(X) = lim — 1{1§X3§r+s}d<X>sa
el0 € 0
o . . , 2
et on a une formule analogue pour L{~ (X ). Combiné au fait que d(Y), = (®'(X,)) d(X)s,
cela permet de montrer que
LY@5(Y) = @ (v4) L7%(X). (2.2.2)
De plus le Théoréeme VI.1.7 de [RY91] indique que
¢
Lf—’—(X) — th_(X) = 2/ 1{stx}dXs.
0
Comme fot 1{x,—3dW, =0 et fg 1{x,—n1ds =0, on a ici
(L (X) = L™ (X))/2 = oL (X).
Comme, par définition (LT (X) + Ly~ (X))/2 = L¥(X), on obtient
LI (X) = (1 + ¢o) LE(X). (2.2.3)

De la méme maniére on a (L7 (V) — L7 (Y))/2 = K,L?(X) et on obtient
K, L(X) + LY (V) = L7 (v).
Ainsi en combinant (2.2.2) et (2.2.3) on obtient
LYOY) = (@ (a+)(1+ ) = Ka) L (X)),

et la formule est prouvée.

]

Remarque 2.2.2 C’est ce type de calcul qui est utilisé dans [Leg85| pour la preuve
de la Proposition 1.5.1 énoncée dans le chapitre 1 de cette thése (cf Remarque 1.5.1).
Remarquons qu’il suffit d’utiliser la Proposition 2.2.1 pour trouver que Y := ®,(X), avec
®, définie par (1.5.2), est solution de &ve((af,) o ®,*,0). En effet comme @), = f, et
qu'on a (1.5.1), on a, en particulier

1 1
Vbt 5(B) = fib+ 5 (-2/,b) =0
et

(I):/(x+)(1 + Caﬁ) - CI);({L‘—)(l - Cac) = fl,(l"i‘) - fl/(l‘_) + (fu(x+) + fu(x_))ca: = 0.
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2.3 Approximation par marche aléatoire asymétrique

2.3.1 Skew Brownian Motion

On va construire notre schéma en construisant dans un premier temps un processus
qui se comporte localement comme un Skew Brownian Motion (SBM). On commence
donc par rappeler quelques propriétés du SBM, introduit par K. Itd6 et H.P. McKean en
1975 (voir [IM74], Probléme 1 pl115, voir aussi [Wal78|, [HS81], [Lejo6]).

Le SBM de paramétre 3 € (—1, 1) partant de y, qu'on notera Y2¥, vérifie (voir [HS81]),

YV =y + W, + BLY(YPY), (2.3.1)

i.e. YO est solution forte de &ve(1,3d).

Dans [IM74] le SBM est construit en tirant des excursions d’un brownien standard,
qui sont ensuite affectées des signes +1 ou —1, tirés eux-méme de fagon indépendante
selon une Bernoulli de parameétre oo = (5 + 1) /2.

Le SBM se comporte comme un brownien standard, excepté en y ot son comportement

est perturbé de sorte que
PY(YY > ) =a, Vi>O0. (2.3.2)

On note 7(A) la loi du temps d’arrét 7 = inf{t > 0, |W;] = A} ou W est un
mouvement brownien standard partant de zero. Pour le SBM Y?? et A dans R? on
définit le temps d’arrét 7o = inf{t > 0, Y, € {A,—A}}. Le symbole = désignera
I’égalité en loi jusqu’a la fin de cette thése. Notre approche repose sur le lemme suivant.

Lemme 2.3.1 Soienty et x dans R, A dans R* et 5 dans (—1,1). Posons o = (8+1)/2.
Alors
i) YAV 4 g 2 yPute et i) (1, Y0) = T(A) ® Ber(a).

Preuve. C’est une conséquence directe de la construction du SBM dans [IM74]. l

2.3.2 L’idée de base du schéma

La Proposition 2.1.1 donne 'EDSTL vérifiée par X engendré par £(p, a,b) en dimen-
sion un. La Proposition 2.2.1 nous fournit un moyen de transformer cette EDSTL en
une autre, en faisant subir & X une transformation en espace. L’idée est donc de trouver
une bijection qui transforme X en Y se comportant localement comme un SBM, puis
d’utiliser le Lemme 2.3.1 pour construire une chaine de Markov, a partir de laquelle on
pourra construire un processus Y" qui approche Y. Ce processus est une marche aléatoire
asymeétrique en ce sens que ses probabilités de transition ne seront pas partout 1/2.

On peut comparer cette approche a celles utilisées dans les travaux récents cités en
introduction.

Dans [Mar04] M. Martinez utilise comme dans la Proposition 1.5.1 la transformation
bijective ®(z) = [ f,(y), de telle sorte que Y = ®(X) est solution de Sde(y,0) avec
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v € €oeff(m, M). Il construit ensuite un schéma d’approximation d’Euler de Y, dont la
vitesse de convergence n’est pas facile a évaluer car v n’est a priori pas Lipschitz.

Dans l'article [LMO06], A. Lejay et M. Martinez construisent d’abord des approxima-
tions constantes par morceaux p" et a” des coefficients p et a (ils traitent le cas b = 0
sans perte de généralité, cf Proposition 1.4.3). Le processus X" engendré par £(p", a",0)
vérifie alors Soe(y/alph, V") avec (l/h)C = 0. Ils construisent alors une bijection ®" telle
que Y = ®"(X"h) vérifie Soe(1, u") avec " = 3 316, i.e. Y se comporte localement
comme un SBM. Ils proposent alors un schéma pour Y” basé sur le Lemme 2.3.1 et la
simulation des temps de sortie du brownien d’un intervalle.

Le schéma proposé ici peut étre vu comme une variation de cette derniére méthode,
mais on utilisera des marches aléatoires plutdt que le schéma proposé dans [LMO06], et
les temps de sortie qui sont exactement calculés dans [LMO6]| sont ici remplacés par leur
moyenne.

On introduit encore une nouvelle classe de coefficients : Soit Be(A) 'ensemble des
fonctions f de B(A) qui sont continues sauf sur un ensemble dénombrable de points de
G.

Soient p,a € €oeff(A,A) et b € Be(A). On note G = {z;};c; I'ensemble des points
de discontinuité de p, a ou b (I'ensemble Z des points de discontinuité de a en jeu dans
(2.1.1) est donc inclus dans G).

On appelle X le processus engendré par £(p, a,b).

On suppose que G = (I, r) est borné. On tue le processus quand il atteint 0G = {l,r}.
Cela signifie d’un point de vue EDP que E? f(X};) est une solution continue de (1.2.2) avec
condition de Dirichlet uniforme.

On cherche & construire X" qui approche en loi X, quand A tend vers zéro.

ETAPE 1 : Construction de la grille et des coefficients constants par mor-
ceaux.

Soit le pas en espace h € R fixé.

Soit la fonction W définie par (1.4.5). On sait par la Proposition 1.4.3 que X est
engendré par S(pe_ e¥,0).

On construit (p" ) dans €oeff(A, A) x Coeff(\, A) tels que :

i) Les fonctions p" et a" sont constantes par morceaux. Les points de discontinuité de

p" ou a” sont inclus dans un certain ensemble G". On suppose que G" = {2}, pour

I"={0<k<k}} CZfiniet 2} <z, VkeI"
ii) Pour chaque x € G" on a a”(z}) = a(a}) et p"(z) = p(a}).

iii) Considérons la fonction

kh z—1 h h

}: xk+1 L= T
\/axk

+ LA (2.3.3)
) Jalad, e, )
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<1 : h h
ou l'entier k. verifie Thpo ST T 4

La grille G est construite pour vérifier ®"(G") = {k h, k € Z}N®"(G). On considérera
que z! est le point de G" tel que ®"(x}) = kh.

Remarque 2.3.1 En fait la premiére chose a faire est de construire la grille G" vérifiant
iii). C’est tres facile et ne requiert que la connaissance des coefficients a et p (voir point
1 de lalgorithme, Sous-section 2.3.3). C’est alors que a” et p" peuvent étre construits.

Remarque 2.3.2 Les ensembles G et G* peuvent ne pas avoir de points communs.

On construit également b" constante par morceaux vérifiant b"(z) = b(x) pour tout
x € G". Considérons alors U" définie par (1.4.5) avec p, a, b remplacés par p", a", b". Cette
fonction n’est a priori pas constante par morceaux. Définissons donc U” constante par

morceaux vérifiant \Tlh(ac) = Uh(z), Vo € G". On peut alors dire que les coefficients
o= phe_‘I’h et " := a"e¥" sont constants par morceaux.

On note X" le processus engendré par £(p",a",0).

Remarque 2.3.3 Notons que, si on remplace dans (2.3.3) p et a par p" et @, on obtiendra
la méme grille G". C’est bien le but recherché : la bijection ®" envoie la grille G* «vue»
par X et X" sur la grille réguliére {kh, k € Z}. On verra que l'uniformité de la grille
joue un grand role dans la démonstration de la convergence du schéma (cf Lemme 2.4.2).

Remarque 2.3.4 A ce stade on pourrait déja montrer par le Théoréme 1.3.3 que X"
converge en loi vers X.

ETAPE 2 : Transformation en espace.
Par la Proposition 2.1.1 le processus X" est solution de &ve(y/p"a", V") avec

oy P —E )
= h — h zh.
shegh a"(zp+) +ah(zf—)

La fonction ®" définie par (2.3.3) appartient & T(1/A,1/)). Les points de discontinuité
de ®" sont ceux dans G", et (@h/)’ = 0, donc par la Proposition 2.2.1 le processus
Yh = ®"(X") est solution de

V=Y W+ S0 gL, (2.3.4)

kelh

ou
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g = V@) /p" (e +)—y/a( xk )/P" ()
g \/ah<xz+ +¢ah )/ al-)
(2.3.5)

Val@l) @) —/al@l_ ) ol ) exp |~2(al—al_ )b(al_,)/p(al_)a(al_,)]
V@) @) 4/ @l ol exp | 2l —al_ b(al_) /ol alel_)]

Pour écrire ces coefficients on a utilisé le fait que a”, p" et b sont cad-lag et que par
exemple a”(z8+) = a(zh) et a"(zh—) = a(a}_,).

ETAPE 3 : Marche aléatoire asymétrique.
Comme dans (1.5.6) on définit une suite de temps d’arrét (7/'),en par,
=0, et 7', =inf{t>7): Y- YTZJ = h}.

On a le lemme suivant.

Lemme 2.3.2 i) Pour tout k € Z et tout p € N, (YTZ”F“_YTZ” 0<u<7l, —7)) sachant

que {Y}L = kh} a méme loi que (Yﬁ’lz’o7 0<t<m).
it) On a, pour tout p € N, (1) — 7' |) = T(h?).

Preuve. Le point i) est une conséquence simple du point i) du Lemme 2.3.1 et de la
comparaison entre (2.3.1) et (2.3.4).
Par le point i) qu’on vient de montrer et le point ii) du Lemme 2.3.1, on a pour tout

P,
VkeZ, (r)—T. )/{Yh = kh} = T(h?), (2.3.6)

ce qui ameéne ii). O

Le Gall a utilisé ce lemme dans sa preuve du Théoréme 1.5.2. En effet il est clair, par
le Lemme 2.3.2 et le ii) du Lemme 2.3.1 que S} := (1/h)Yh vérifie

sh—o,
P(Sp, = k+1Sp =k = 5(1+8)) = af,  VpeN,Vkell, (2.3.7)
PSh, =k—1St=k=11-0)=1—-aqap, VpeN Vkel

Donc, compte tenu du point ii) du Lemme 2.3.2, I'idée est de prendre

XP = (M) (hS] 1zy). (2.3.8)
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ot §" est une chaine de Markov sur les entiers définie par (2.3.7). Le processus X" est une
marche aléatoire sur la grille G". Remarquons que la grille G" est donc en fait construite
de telle sorte que X" passe un temps moyen de h? sur chacune de ses cellules.

En combinant la Remarque 2.3.4 et une variation de la preuve du Théoréme 1.5.2 on
obtient la convergence de ce schéma. Pour résumer cette section on écrit le schéma sous
forme algorithmique.

2.3.3 L’algorithme

Notons que par construction (®")~1 (k’h) = 2 pour tout k € I".
On définit une fonction ALGO de la maniére suivante :

DONNEES D’ENTREE : les coefficients p, a, et b, le point de départ , le pas h et le
temps final ¢.

DONNEES DE SORTIE : une approximation en loi X" de X a linstant ¢.

1. On pose zf « .
tant-que x’g <r

On pose zf « Ja(xf)p(x}) x h+ xf et k — k + 1.

fin-tant-que
2. On calcule les aff = (1 + 37)/2 avec les 37 definis par (2.3.5).

3. On pose y < ®"(z).
si (y/h—ly/h]) <0.5

On pose sg < |y/h].
sinon

On pose sg «— |y/h| + 1.
fin-si

ddei=0ai=|t/h?] =N

sial e R\ (I,r)

On retourne x”

fin-si
On a s; = k pour un certain k¥ € I". On tire une réalisation B de
Ber(a?).
On pose alors s; «— s; + B.
fin-de-a

h

5. On retourne w7, .
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2.4 Vitesse de convergence

Dans cette section on prouve le théoréme suivant.

Théoréme 2.4.1 Soient p et a dans €oeff(A, A) pour 0 < A < A < oo et soit b dans
Wc(A). Soit 0 < T < oo et soit X le processus engendré par £(p, a,b).
Pour tout h € R le processus X" partant de x est défini par,

vt e [0,T], X!=ALGO(p,a,b,x,h,t).

Pour toute f € Wy™(G) N Co(G), tout € > 0, et tout v € (0,1/2), il existe une
constante C' dépendant de €, v, T, X\, A, G, ||d'||, 1/ |l I fllo: Ildf/dxll,, ||df /dz]| .,
sup;e; 1/(ziy1 — x;), et des deux premiers moments de T (1) telle que, pour tout h suffi-
sament petit,

sup  |[E*f(X,) —E*f(XM| < Cn.
(t,x)€[e, TIxG
Soient X" et Y les processus définis respectivement dans les Etapes 1 et 2 de la
Sous-section 2.3.2. Compte tenu de I'Etape 3 du schéma il est clair que le processus défini

par (®")~1(Y% ) ala méme loi que X" Ona:

[t/h2]

B f(X0) — B2 S (RD)

< [ETFO0) - B FOX)

(2.4.1)
LRI CORAIR R CORNI

Le plan de la preuve est donc le suivant : les quantités E* f(X;) et E®f(X) pouvant

étre vues comme les solutions de deux problémes d’EDP paraboliques impliquant des

opérateurs différents, on va évaluer la premiére partie de I’erreur faible par des techniques

purement analytiques. La deuxiéme partie met en jeu le processus Y pris a des instants

différents. On I’évaluera donc en calculant une erreur forte, par des méthodes probabilistes
trés simples.

2.4.1 Estimation d’une erreur faible

Dans cette sous-section on notera P(p, a, f) le probléme parabolique du type (1.2.2)
avec condition aux limites de Dirichlet homogéne, condition initiale f, et mettant en jeu
lopérateur £(p,a,0).

Dans le contexte de la Sous-section 2.3.2 notons @ = ae? et p = pe~¥ et remarquons
que @, p, a" et p" sont dans €oeff(\g, Ag) avec des constantes \g et Ag dépendant de
A, A et G. En outre notons que p" et @" sont cad-lag, constants par morceaux d’ensemble
de points de discontinuité G", et que Vaz € G", p"(x) = p(x) et @"(z) = a(z).

On montre la proposition suivante.
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Proposition 2.4.1 Soit f € H} N Cyo(G). Soient u(t,z) et ul(t,z) respectivement les
solutions de P(p,a, f) et P(p",a", f), avec p* et @" comme & UEtape 1 de la Sous-section
2.3.2. Alors pour tout € > 0 il existe une constante Cy dependant de e, T, A\, A, G, || f]| .,
\df /dx|,, |||, 117l €t supser 1/ (ziy1 — ;) telle que pour h suffisament petit,

sup  |u(t,z) —u(t,x)] < Cy b2
(t,x)€le, T)xG

La Proposition 2.4.2 ci-dessous montre qu’on a pour H‘u — uhmoooo une borne su-

périeure de la forme K(||a — ah” + [|p - Hoo)l/Q. Si on avait G C G" on aurait par
exemple ||a@ — ahH < K |[@||,, h. Mais ce n est pas nécessairement le cas (voir Remarque
2.3.2). Cependant il est possible de modifier @ and p pour se retrouver dans une telle
situation, ce qui permettra de montrer la Proposition 2.4.1.

Proposition 2.4.2 Soit f € H,NCy(G). Soient ay, p1,az, p2 € €oeff(\, A). Soit uy(t,x)
la solution faible de P(p1, a1, f) et us(t,x) la solution faible de P(pa, as, f). Il existe une
constante Cy dependant de T', \, A, G, ||f| ., et ||df /dx],, telle que,

o0’

~ 1/2
llr = wslle < G (Nln = asl% 4 llpr = pall )

On a besoin d’un lemme énoncant des estimées standard.

Lemme 2.4.1 Soient p et a dans €oeff(A\,A). On a :

i) Soit f € Hy. Soit u(t,x) la solution faible de P(p,a, f). Alors dyu est en fait dans
L%(0,T;L*(QG)) et plus précisément,

A
ol < 5| & 242

it) Soit f € L*(G). Soit u(t,x) la solution faible de P(p,a, f). Alors % est en fait
dans 12(0, T;L2(Q)) et plus précisément,

Preuve. i)Etape 1. On suppose que a et p sont dans C*(G) et que f est dans C°(G)
de sorte que u(t, z) est elleméme dans C*((0,7") x G). Dans ces conditions u, Lu et dyu
sont de classe C*, et comme u(t, x) est une solution faible de P(p,a, f), en utilisant dyu
comme une fonction test et en intégrant par parties par rapport a x il vient,

du d
/ /]é?tu| p tdxdt = / /&uLup dxdt = ——/ / ud(Om) d dt.
da:' dx

du

1
=< 5l (243)

2,2
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En utilisant alors le théoréme de Fubini, en intervertissant les dérivées partielles, et
en intégrant par rapport a t, on obtient

1 du(0, ) 1 du(T, z)
2 1 _Z 2
/ /|8u| dxdt = / a|——= T ?dx 2/Ga| . |*dx,

ce qui méne & (2.4.2).
Etape 2. Dans le cas général ol p,a € €oeff(\, A) et f € H}, on peut construire des
suites de fonctions C* (a*), (p*) et (f*) telles que

lrel 1eel 100 f’“ L[y
ak k—oo @ pk k—oo p k—o0 dl‘ 2

Soit u*(t, ) la suite des solutions des P(p*, a”, f*). Par les Théorémes 1.3.2 et 1.3.4,
et la continuité du semi-groupe (S;):>o associé a £(p, a,0), on peut montrer que,

2 T2
uk M (2.4.4)
Par ailleurs par I'Etape 1 on a :
df
k
lowtll. < 5|2 249

Par un argument de compacité il existe une sous-suite (9,u*’) et une fonction w dans
L2(0,T;L*(QG)) telle que
L2(0,T5L2(G))

du*’ (2.4.6)

k! —o00
Pour toute fonction test ¢ € C°((0,T) x G), une intégration par parties montre que
fOT Jo 0 o = — fOT Ji; u" 8ip. En combinant (2.4.4) et (2.4.6), on obtient donc

T T
Vo € CX((0,T) x G), / /wwz—/ /u8t<p.
o Ja o Ja

Cela signifie que dyu € L*(0,T;L2(G)), et en passant a la limite dans (2.4.5) on obtient
(2.4.2).

ii) Grace au point i) on a Lu(t,.) € L*(G) pour presque tout ¢ € [0,7] et on peut
écrire
T T
/ <atu, u>L2(G,p71) dt = / <LU, U/>L2(G7p,1) dt, (247)
5 5
pour tout & > 0. Or u est dans C!([§, T],L*(G, p~!)) et on a (voir |Bre83|),

d
2 <8tuau>L2(G,p—1) Tt ||U||i2(G,p—1) ; vt € [6,T]. (2.4.8)
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Donc en utilisant une intégration par parties par rapport a x dans le membre droit de
(2.4.7), et en faisant tendre § vers 0 on obtient,

d_u
dx

1

A
A H < S (100 )MEa(gpny = 10T sy )

ce qui méne a (2.4.3). O

Preuve de la Proposition 2.4.2. Etape 1. On introduit la norme suivante sur I’espace
C(0,T;L3(@))NL3(0,T;HY) :

2

dv 1/2
2
UG’TZ:<SU_p v(t,. —i—H— ) .
o= ( sup )12 + ||
On a 'estimée suivante :
ol 00 < Klvleyr, (2.4.9)

ou la constante K ne dépend que de T et G (voir [LSU68|, 11.§.3 inégalité (3) p 74 avec
r=o00et qg=00).

On pose v := uy — uy. On va maintenant estimer |v|g .

Etape 2. On pose (L, D(Ly)) = £(p2,az,0). On sait que pour i = 1,2 on a dyu; €
L?(0,T;1L*(G)) (Lemme 2.4.1), et des calculs élémentaires montrent alors que pour toute
fonction test ¢ € C2°((0,T) x G) on a,

T — T az dv
Jo Je Ovwepy dudt = — [ [, % G290 dx dt

+f0 <'07di ag — al)cf}“) + (2_2 — 1)0uy, 90> dxdt,
x 1 H-1(G,p; 1) HY(G,p; !
(e Lol ) (2.4.10)
= P fygttzdsa
T al1—a wy d T
+f0 fG 2 o dd_xﬁdaj dt + fo fG (p_ll - /%Q)at'UngdQ: dt.

Notons que cele signifie que v(t, z) est solution faible de
x) d duq(t, x

Ow(t,x) = Lav(t, x) + pal )%(<a2(l’) - al(x))#) + (Zigxi — 1)Ouy (t, ).

On prend v comme fonction test dans (2.4.10). En utilisant (2.4.8) avec v, une inté-
gration par parties, 'inégalité ab < (A\/2)a® + (2/A)b?, et le fait que as, po € Coeff(\, A),
on obtient finalement,
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’U’GT< — / / al—az d:cdt—i—/ / —— — Gtulfuda:dt> (2.4.11)
P11 P2

ou Kk = min(1/A,3\/4) et k' = max(4/\,2).

Etape 3. Comme f € Cy(G) et que les semi-groupes (S} );>0 et (S?);>0 engendrés respec-
tivement par (Ly, D(Ly)) = £(p1,a1,0) et (L, D(Ls)) sont de Feller, on peut considérer
que

Ve [0,T], ot s < llua(t, o + llun(t )l < 21/l

Done [[|v]|] o 0 < 21fllo 5 de plus f € Hj donc en utilisant le point i) du Lemme 2.4.1
et I'inégalité de Hoélder il vient

Jo JoGy = p)0unvdadt <212 — 2 {1 fl]g [Getn ]y
< ZVTIG] or = palloo /1l 1Betia ] - (24.12)
< SVTIGHI Nl 1L, llor = pollo

Pour finir on a,
du1

T 2 dU1 2 9
| [ = a2t < = el || 2

et le point ii) du Lemme 2.4.1 achéve la preuve car f € L*(G).

)

2,2

On est alors prét a prouver la Proposition 2.4.1.

Preuve de la Proposition 2.4.1. L’idée est de construire une bijection ¢, telle que les
points de discontinuité de p o ¢y, a o ¢, et bo ¢, sont inclus dans G".

FEtape 1. On construit une bijection affine par morceaux ¢y, telle que ¢, (G) C G" de
la maniére suivante :
On définit d’abord une projection 7, : G — G" par,
o, si(@—af, /(@ 0 —h,,) <1/2
mh(x) =

l‘zh,x""l Si (1: o x”ghw)/(‘xzhﬂw—&-l - mzh,m> Z 1/2

On pose alors
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( wﬁi;f_z(w -+ six € [l,mh(z0)],
Tit1—T4 - ) ) . ' )
on(x) = T (Tit1) —Th (i) (x —mn(2:) + a0 size [Trh(xl)v (i),
" pour0 <@ < ky — 1,
M (z — (k) + Ty six € [mp(zg,), 7]
\ n(Thy)

Notons qu’on a pour tout ¢ € I, ¢p(mh(z;)) = ;.

Etape 2. On pose @ (t,z) = u(t,én(x)). Si @ and p sont lisses des calculs simples
montrent que %" (¢, ) est solution de P(a”, p", f o ¢3,) avec,

#uaziﬁ%gﬁ, et ) = Po ()

On peut montrer que c’est encore le cas pour @ et p dans €oeff(\g, Ag), en utilisant
un argument de régularisation et a nouveau les Théorémes 1.3.2 et 1.3.4.
On définit en outre 4" (¢, ) comme étant la solution de P(a", p", f).

Etape 3. Pour tout (t,z) € [¢,7] x G on a,

[ult, ) = " (t, 2)| < Ju(t, @) = u(t, dn(@))] + [[|a" = a"||] o +[|[a" =[] -

Par la Proposition 2.4.2 il existe une constante 51 ne dépendant pas de h telle que

~ 1/2
[[" = | oo < Ca(lla" =" |+ 17" =7l ) (2.4.13)

00,00 —

Par ailleurs pour chaque h le semi-groupe (gf)ogth engendré par £(p", a",0) est de

Feller. On a donc
\/Hid—thﬂoo. (2.4.14)
2

Enfin, on sait que u(t, z) est continue sur [0,7] x G et de classe C! sur chaque [e, T x

(i, xiy1) (voir dans [LRUGS| les Théorémes 6 et 7). Donc si = et ¢p(x) appartiennent au
méme intervalle (z;, ;1) on a,

d
M =l < 17 = 7000l < |

du
u(t,a) —ult o) < s (S| e - onlo)]
(t,$)6[8,T]X($i,l’i+1) T

Posons
du
M = sup sup |d—(t, z)|. (2.4.15)
T

i€l (ta)ele,T)x (zimit1)
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Maintenant si par exemple = € (z;_1,z;) tandis que ¢,(z) € (x;,2;41) on a tout de
meéme,

|u(t, z) = u(t, on(x))] < lult, z) — ult, z;)| + |ult, ;) — u(t, on(z))| < 2M [lid — @nl|
(2.4.16)
Mais on verra plus loin que |lid — ¢, — 0 quand h — 0, donc pour h assez petit on
peut supposer qu’on est au moins dans cette derniére situation.

Etape 4. Par construction (voir point 1 de 'algorithme) la grille G" vérifie |z}, , —zf| <
Ah, pour tout k € I".
Donc des calculs élémentaires montrent que

1
lid — éull. < 3Ah et Hl |

Comme on 'a dit plus haut, pour h suffisament petit (2.4.16) est vérifiée et on a donc,

h
< 2A sup .
iel Tit1 — T

lu(t, z) — u(t, pp(x))| < 6MAA. (2.4.17)

|, a

et ||p" —p
points de discontinuité de a" et p" appartiennent a G".

Sur chaque (z;, z;11), @ est de classe C!, sauf éventuellement en un nombre dénombrable
de points, et @' est cad-lag, grace au fait que a € €oeff(\, A) et que b € Be(A). Donc
on peut donner un sens a |[@’|| en le définissant comme le maximum de |a@’| sur tous les

intervalles ou cette fonction est continue.

Il reste & évaluer ||a —a » e que va nous permettre le fait que les

Par construction chaque intervalle ¢y, ([z}, 2}, ,)) est inclus dans un intervalle [z;, ;4]
qui contient x7, donc on a,

J#" @ < Subrep SUDepap, [A(O(0))/h(x) — T ()

|¢h( ) — Ik|

< ||a/|| SUPgen Supxe xk,:ck_H

1
A fr-g

On a que |¢p(x) — 2| < |pn(z) — 2| + |2 — 2}| < 4Ah, pour tout z € [z}, 2} ,), donc
finalement il existe K dépendant de A, |[@’||, et sup;c; 1/($Z+1 — x;) telle que

|a" —a"|| < Kih. (2.4.18)

De la méme maniére on obtient K5 dépendant de A et ||p'[|, telle que,

1" = 71", < Ksh. (2.4.19)
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Donc en combinant (2.4.13), (2.4.14), (2.4.17), (2.4.18) et (2.4.19), et comme M définie
par (2.4.15) dépend de A, A, |||l et G, on peut achever la preuve.
]

2.4.2 Estimation d’une erreur forte

On prouve maintenant la proposition suivante.

Proposition 2.4.3 Dans le contexte de la Sous-section 2.3.2, pour tout v € (0,1/2) il
existe une constante Cy dependant de N\, A, G, T, v et des deur premiers moments de
T(1) telle que,

VheR:, Vte[0,T], ElY) —Y]! <G

[t/h?]
Dans cette sous-section on ne fera plus référence au point de départ x dans la notation

des espérances. En effet tous les calculs seront uniformes par rapport a cette variable.

La preuve de la Proposition 2.4.3 suivra des lemmes ci-dessous. Le premier est trés
simple et sa démonstration repose sur 'uniformité de la grille {kh, k € Z} (cf Remarque
2.3.3).

Lemme 2.4.2 Soit (7}?) la suite de temps d’arrét définie a étape 3 de la Sous-section
2.3.2. On a :
)

VpeN, o) = i(7’h — 7)) 2 T(1),

i1) Les a]’} ’s sont indépendants.

Preuve. Le point i) s’obtient a partir du point ii) du Lemme 2.3.2 par scaling.
Soient I',© € B(R) et soient les événements respectivement F.» et F.» -mesurables
o

A= {o} €T} et B={g), € ©}) On va montrer que E1,15 = E1,Elp. Par la
propriété de Markov forte il vient,

E]-A]-B - ]E[]_BE[]_A/fT;LlH - E[]‘BE[]'A/XT;LJ]'

Notons P la loi du brownien réfléchi. Par les mémes arguments qui ont donné (2.3.6)
on peut dire que pour tout k,

-~

E[La/X,n | = kh] =P(4), (2.4.20)

D’ou R R
E[La/X,n 1=P(A)Y 1ix, =kny = P(A).
k -
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Mais (2 4.20) donne aussi E1,4 = (A) On a donc E1,415 = E14.E1x. On a montré que
ap et ap , sont indépendants. De la méme facon on pourrait montrer que tous les ap 'S
sont deux a deux indépendants, d’otu le ii).

]

Lemme 2.4.3 [] existe une constante K dependant de T et des deux premiers moments

de T (1) telle que :
Vh e RY, Vt € [0,T], Elrf —t]> < KR (2.4.21)

Preuve. On remarque d’abord que si ¢t < h? alors (2.4.21) est vérifice avec K = 1. On
suppose désormais que ¢ > h%. Pour tout ¢ € [0,T] et avec les J;“s définis dans le Lemme
2.4.2 on pose oyt :=tol. Soit Ty = T(1).

En utilisant,

(01 + ...+ o) < k(v? + ...+ v]), (2.4.22)
on obtient
1 [t/h?] ) [t/h?] )
h 2 h ht ht
E|T[t/h2} — t| S ZE‘T[t/hZ] — m Z O'p | + 2]E| [t/hQ] Z O'p — t| . (2423)
p=1 p=1
Ona (7} — 7)) = T(h*) (Lemme 2.4.2) donc,
h 0/ |2 0/ (b _ o (g ?
E|T[t/h2} - t/hQ] Z t| E‘ Z pfl)(W)

h? 2.4.24
< oy UL B = 2424

< E(T?)h*.

Pour le second terme dans (2.4.23), comme ET; = 1 (voir |Bre68| par exemple), et que
les 0)’s sont indépendants (Lemme 2.4.2), on a

[t/h?] 2 t/h2 2
E‘ [t/h7] Zp 1 ‘7 t| [t/h2]2E| Z ‘7 - 1”
h2
= e onls V(o) (2.4.25)
< 2TV(Ty)h2.

Prenant en compte (2.4.24), (2.4.25) et (2.4.23) on achéve la preuve. O
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On aura besoin de controler uniformément par rapport a h le module de régularité
holderienne des Y.

Lemme 2.4.4 Soit (") une famille d’éléments dans M et soit (Y") la famille de proces-
sus telle que chaque Y™ est solution de &ve(1, u"). Supposons qu’il existe deuz constantes
positives m et M telles que,

Vh, fu € €oeff(m, M). (2.4.26)

Alors pour tout v € (0,1/2), tout k € N* tel que 0 <y < 1/2—1/(2k), et tout T > 0,
il existe une constante positive C,Z’T, ne dépendant pas de h, qui vérifie,

Y —Yh
Vh, <]E[ sup M

2%k~ 1/2k
] ) <7 < . (2.4.27)
s#t, s,t€[0,T |t - S|’y B

Preuve. Il s'agit d’utiliser le Théoréme de Kolmogorov-Centsov. Soit v € (0,1/2) et
k € N* tel que 0 <y < 1/2—1/(2k). Pour tout h on définit

mm:fﬁmm,

et

op = thOFl;l

Evaluons E|Y;* — Y*|?* pour h quelconque et ¢, s > 0. On a

ElY, - Y™ =EIF,(Z)) - F (2], (2.4.28)
ot Z" := F},(Y") est solution de &de(ay,0) d’aprés la Proposition 2.2.1.

D’aprés (2.4.26) on a que ||(F} !)'||c < 1/m, donc le théoréme des accroissement finis
meéne de (2.4.28) a,

1 1 ¢
BV} - YA < B2 - 2 = ) [ oy

En utilisant maintenant les inégalités de Burkholder-Davis-Gundy et la majoration
contenue dans la condition (2.4.26) on obtient

1 t k M 2k B
E|Y;h —Y;h|2k < WCkIE(/S O'Z(Y;,h)d8> _ (E) Ok(t— S)1+(k 1)’

2k
ou C} est une constante ne dépendant pas de h. La constante (%) Cy ne dépend pas

de h et on a 2k > 1. Ainsi, en examinant la preuve du théoréme de Kolmogorov—éentsov
dans |[RY91] (par exemple), et en identifiant chaque Y" avec sa modification -Hélder on
peut affirmer qu’il existe une constante positive C’,Z’T telle que (2.4.27) est vérifiée.

m
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Preuve de la Proposition 2.4.3. Soit v € (0,1/2), k € N* tel que 0 < v < 1/2 —
1/(2k), et h € R%. Par I'inégalité de Holder on a pour p et ¢ conjugués

Yh _ Yh

vt e [0,7], ElY) -Y/|<[E( sup M)p} 1/p.[E|T['}lzt]—t|W} Ha, (2.4.29)
[t/h2) s#t, speor] |t — 8|7

Fixons ¢ = 2/v. On a 1 < p < 4/3. Chaque Y" est solution de &ve(1,u") avec
P = 3" Bdrn avec les B définis par (2.3.5). La fonction f,,, est unique a une constante
multiplicative prés. Si on impose la condition f,, () = 1 de simples calculs montrent que

1 — ﬁl}; ﬁ(fUZM)
kh<wzkelh k a(xkh,z)

Donc chaque f,, est dans €oeff(y/Ac/Aa, /Ac/Ac) et par le Lemme 2.4.4, il existe
CrT qui vérifie (2.4.27).
Comme p < 2k par I'inégalité de Jensen il existe K, ne dépendant pas de h telle que

Y/ —Yh
VheR:, [E( sup M)p} VP K, < oo. (2.4.30)
s#t, s,t€[0,T] |t - S|7

Mais par le Lemme 2.4.3 il existe K telle que

Vh € R}, VE € [0,T], [Blr) e — tP)Y = [Elr) s — t1°]Y9 < Kh*7= KhY. (2.4.31)

En combinant (2.4.29), (2.4.30) et (2.4.31) on achéve la preuve.
[

2.4.3 Preuve du Théoréme 2.4.1

En combinant les résultats des deux précédentes sous-sections il est maintenant tres
simple de prouver le Théoréme 2.4.1.

Preuve du Théoréme 2.4.1. On a |E*f(X;) — E*f(X])| = |u(t,z) — u"(¢,7)|, ot les
fonctions u(t, z) et u”(t,z) sont celles de la Proposition 2.4.1, ce qui permet d’évaluer la

premiére partie de I'erreur dans (2.4.1).
Par ailleurs |V(®")7!|| < 1/A, donc on a

a
|]Ea:f[(¢)h)—1 (Y;h)] _ Efo(I)h)_l(YT}Z )H < H d:j\HooE:c |Y;h _ Y;_I}l |
[t/h2] [t/h2]

Donc en utilisant la Proposition 2.4.3 on achéve la preuve.
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On a ainsi prouvé une convergence forte a ¢ fixé. On pourrait prouver qu’il y a outre
convergence faible du schéma X" vers X en tant que processus (cf Remarque 3.4.1 plus
loin).



Chapitre 3

Un théoréme de Donsker général pour
le cas de la dimension un et des
coeflicients mesurables

Plan du Chapitre 3

Dans la Section 3.1 on établit le lien entre les moments conditionnels des temps de
sortie d’un processus X et les solutions de problémes elliptiques mettant en jeu son géné-
rateur. Dans la Section 3.2 on présente la construction de la marche aléatoire X9 destinée
a approcher X. Dans la Section 3.3 on évalue la vitesse de convergence deAXtgl vers X; a
t fixé. Dans la Section 3.4 on montre la convergence en loi du processus (X2, 0 <t <T)
vers (X;,0 <t < T). Enfin, dans la Section 3.5, on discute de la fagon de construire un

schéma numérique pertinent en utilisant le théoréme de Donsker ainsi obtenu.

3.1 Lien entre moments conditionnels des temps de sor-
tie du processus et solutions de problémes d’EDP
elliptiques

Pour construire I'algorithme on aura besoin des valeurs des moments des temps sortie
du processus approché X d’un intervalle (I,7) C G. Pour prouver sa convergence on aura
également besoin d’estimées sur ces valeurs. Pour obtenir ces quantités on établit dans
cette section le lien entre ces moments et les solutions de problémes d’EDP elliptiques ad
hoc, posés dans le domaine (I, 7) et faisant intervenir le générateur (L, D(L)) de X.

Quand on ne mentionne pas explicitement le contraire, on entendra par solution w
d’un probléme d’EDP elliptique impliquant l'opérateur (L, D(L)), la version continue de
cette solution. En effet c’est nécessaire si on veut identifier u(z) avec I'espérance partant
de x d’une fonctionnelle du processus engendré par (L, D(L)).

93
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Comme on est dans un domaine borné en dimension un, et qu’on dispose de la Pro-
position 1.4.3, on peut toujours avoir la continuité et la coercivité de la forme bilinéaire
(—Lu, ‘P>H—1,H(1) en jeu dans les problémes elliptiques qu’on consideére. Il y a donc toujours

existence d'une solution faible, au moins dans H}, dans le cas général d'un terme source
dans H™!. Or en dimension un toute fonction de H} a une version continue (cf [Bre83]
Théoréme VIIL.2).

Les intervalles (I,7) en jeu dans les énoncés des propositions ci-dessous seront par la
suite les cellules de la grille sur G qu’on utilisera pour construire I'algorithme. Comme leur
taille est destinée a tendre vers zéro, on fait d’ores et déja dans cette section I’hypothése
raisonnable que

r—1<2. (3.1.1)

On veut principalement prouver la proposition suivante.

Proposition 3.1.1 Soienta,p € (N A) etb € B(A). Soit (L, D(L)) = £(p, a,b). Soit
X le processus engendré par (L, D(L)). Soit (I,r) C G. Soit 7 = inf{t > 0| X; € {l,r}}.
Pour tout x € (I,r) on a E*[71(x,—}] = vi(z), o v; est solution de

Lvy = —vg  dans (I,r)
Pl([lv T]? +>
v =0 sur  {l,r},

ol vy est elle-méme la solution de

Lvy =0 dans (I,r)

De le méme maniére Em[T 1{XT:Z}] = vi(x), ot vy est solution de Pi([l,r],—), qui
s’écrit comme Py ([l, 7], +) mais avec vy la solution de

Lvy =0 dans  (l,7)
PO(U: T], _) UO(Z) = 17
vo(r) = 0.
Pour prouver la Proposition 3.1.1 on a besoin d’un série de lemmes.
Lemme 3.1.1 Pourp,a € €U\ A) etb € B(A), soit l'opérateur (L, D(L)) = £(p, a,b).
La solution de Py([l,r],+) est donnée par

_ S e aly)dy
[ e 0 aly)dy

vo(z) avec V(zr) =2 /lx a(bldy.
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Preuve. Cette fonction résout Py([l, ], +) dont la solution est unique. O

Remarque 3.1.1 La fonction vy est la fonction d’échelle du processus engendré par
£(p,a,b) (voir Propositions 1.4.3 et 1.4.2). En fait on peut construire la fonction d’échelle
en résolvant des problémes elliptiques tels que Py([l, ], +).

Lemme 3.1.2 Soient a,p € EU(A,A) NC=(G) et b e B(A)NC>®(G). Soit (L,D(L)) =
£(p,a,b). Soit X le processus de Markov engendré par (L, D(L)). Soient (I,7) C G et
T=inf{t > 0| X; € {l,r}}. Pour tout x € (I,r) on a E*[711x, -] = vi(z), ou vy est la
solution de Py([l,r],+) tel que défini dans la Proposition 3.1.1.

Preuve. Notons tout d’abord que 7 a des moments de tout ordre. En effet c’est vrai
pour le brownien, et donc aussi pour X, si on considére la représentation X; = s~ (Wr,)
discutée dans la Remarque 1.4.2 et le fait qu’on est sur un intervalle borné.

Comme a, p et b sont C*>, L peut s’écrire,

pa d? [pa’ } d
=" pl &
2 dx? 2 * dx’
et on peut donc dire que X est solution de,
/
AX, = Vap(X)aW, + |25 40 (X0t

En outre, dans ces conditions, la solution vy du probléme Py([l, 7|, +) décrit dans la
Proposition 3.1.1 est de classe C*° (Lemme 3.1.1).

Remarquons d’abord que grace aux conditions aux limites dans Py([l,7],+) on a
TUo(Xr) = Tlix, =}

Ensuite, pour 0 < t < 7, en appliquant la formule d’'It6 a tvg(X;), et en utilisant
Lvg = 0 on obtient

tvg(X;) = fot vo(Xs)ds + My, + fot sLvg(X,)ds

= fot vo(X,)ds + My,

ou M; = Ot/\T sv(Xs)y/ap(Xs)dWs est une martingale locale. Comme v}, est bornée sur

[, 7] on montre facilement que E(M),, < oo, et donc M est une vraie martingale. Donc,
en prenant l'espérance il vient,

B [run(X,)] = E /0 ' (X, )ds].

Enfin, encore grace a la régularité des coefficients, la solution v; du probléme P; ([I, 7], +)
est aussi C? sur (I,7) et continue que [/, r]. Donc en utilisant la formule de Feynman-Kac

on obtient i

E*[t1ix, =] = Ex[/o vo(Xs)ds] =uv(z) Vee(r).
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Lemme 3.1.3 Soient a et p dans G A) NC®(G) et b dans B(A) N C®(G). Soit
(L,D(L)) = £(p,a,b). Soit X le processus de Markov engendré par l'opérateur (L, D(L)).
Soient (I,r) C G et =inf{t > 0| X; € {l,r}}. Pour toutx € (I,7) on a la représentation
E® [72 1{XT:1~}:| = vy(x), ol vy est la solution de

Lvy =—=2vy in (I,r)
PQ([lar]a +>
Vg = O on {la T},

ou vy est la solution de Pi([l,r], +).

De la méme maniére E*[ 72 1(x, _;y] = va(x), ot vy est la solution de Pa([l, 7], —), qui
s’écrit comme Pa([l, 7], +) mais avec vy la solution du probleme Py ([l,r], —).

Preuve. On traite le cas E*[7%1(x, -], ce qui signifie qu'on considére les problémes
Pi([l,r],+) pour i = 0,1, 2.

Comme a, p et b sont de classe C* les fonctions vy, vy et v, sont de classe C? sur (I,r)
et continues sur [I, r]|.

Premiérement on note que 72 1y, -3 = 72vp(X;).

Deuxiémement, pour tout 0 < ¢t < 7, la formule d’It6 appliquée a t*vy(X;) méne a

2ug(X;) = QfOt svo(Xs)ds + My + fot s? Lvo(X,)ds
(3.1.2)
= =2 [\ sLvi(X,)ds + M,

avec M une martingale locale de crochet (M), = JAT s*(vg)2ap)(Xs)ds .

Troisiémement, en appliquant la formule d’Itd & tvy(X;) pour tout 0 <t < 7, il vient
t t
tvy (Xy) :/ vl(Xs)derNtJr/ sLvy(Xy)ds,
0 0

avec N une autre martingale locale de crochet (N); = fg/w s2[(v})%ap](X,)ds. Prenant en
compte (3.1.2) on obtient pour tout 0 < ¢ < 7,

t2'UO<Xt) = Mt -+ 2(]5 'Ul(Xs)dS + Nt — t'l}l(Xt))

Comme v}, et v} sont bornées sur [/, 7], on montre comme dans la preuve du Lemme
3.1.2 que M et N sont des vraies martingales. En prenant ’espérance on a donc,

t
E[20(X,)] = IE’“"[ / 2vl(xs)ds} — E[to, (X))
0
En faisant tendre ¢ vers 7 et en utilisant les c.l. dans P;([,r],+) on a

E*[7? 1(x,—n] = E*[T?00(X,)] = E° [/OT 21;1(Xs)ds].
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En utilisant Feynman-Kac pour le probléme Py([l, 7], +) on obtient finalement

E*[7% 1x, )] = Ex[/OT 2v1(Xs)ds] =wvy(x), Vxe(lr).
[

Lemme 3.1.4 Soient p et a dans G, A) N C®(G) et b dans B(A) N C®(G). Soit
(L,D(L)) = £(p,a,b). Soit (I,r) C G. Pour toute fonction f continue et bornée, la
solution de

Lu=—f dans (l,7)
(P)
u=0 sur  {l,r},
vérifie ||ull ., < C|fll (r —1)%, ot C est une constante dependant seulement de X et A.

Preuve. Notons d’abord que (L, D(L)) = £(pe~Y,ae?,0) ou la fonction ¥ est définie

par W(z) =2 fi" ey,

Soit f continue et bornée et u la solution de (P). La fonction u est C? et par Feynman-
Kac on a u(z) = E*[[] f(X,)ds]. Mais d’apres les Propositions 1.4.1 et 1.4.2 on a
B[, f(Xs)ds] = [ Gua(z,y) f(y) exp(¥(y))p~* (y)dy, avec Gy, définie par (1.4.2) avec

s(z) = [" exp(—=¥(y))/a(y) dy. Donc,

u(z) = /(Tc;mﬂ<x,y)f(y)exp(@%y))p-l<y>dy, (3.1.3)

et on a une expression explicite de G7,j. Quelques calculs simples et la condition (3.1.1)
meénent a

Ve e[l,r], exp(£¥(z)) <k, (3.1.4)

N 2
ot k = max(1, e**/*") et donc,

Y

Va,y € [lr] Gy S250r=1) et Wy € (Lo, exp(B(y)p (y) <

>| =

En utilisant ceci dans (3.1.3) on achéve la preuve.
[

Lemme 3.1.5 Soient p et a dans G, A) N C®(G) et b dans BVB(A) N C®(G). Soit
(L,D(L)) = £(p,a,b). Soit (I,r) C G. Soient vy et vy respectivement les solutions de
Pi([L,r],+) et Po([l, 7], +) impliquant (L, D(L)). On a les estimées suivantes,

o1l < C(r—1)7, (3.1.5)

o2l < K (r—1)%, (3.1.6)

ou C et K sont des constantes positives dépendant seulement de \ et A.
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Preuve. On a ||vg||,, < 1. Donc (3.1.5) suit du Lemme 3.1.4. Alors (3.1.6) suit de (3.1.5)
et du méme lemme. ]

Preuve la Proposition 3.1.1. On prouve le lien entre E*[7 1{x, -] et la solution de
Pi([l, 7], +). Le lien entre E*[7 1;x,—p3] et Py([l,7], —) se prouve de la méme maniére.

Etape 1. On construit deux suites (a*) et (p*) dans €I(\, A) N C®(G), et une suite
(V%) dans B N C>®(G), telles que

a* ——a, pf——p et bk—>b pP-p. (3.1.7)

k—oo k—oo

Pour tout k soit (L*, D(LF)) = £(p", ak ,b%). On a (L D(L)) = S(pe ,ae’ 0) et
(LF, D(L¥F)) = £(p*F e~ ", a* ", 0) avec U(z) = =27 - y dy et UF(z) =2 [ akl;/ ) sdy.

On appelle v§ la solution de PF([l, 7], ) qui s’écrit connne Po([L, r] +) mais avec L
remplacé par Lk On appelle v} la solution du probléme Py ([l r],+) qui s’écrit comme
P1([l,7], +) mais avec L remplacé par L* et vy remplacé par v§. Pour chaque k € N soit
X* le processus engendré par (LF, D(L*)) et 7% = inf{t > 0| X} € {I,r}}.

Pour chaque k£ € N on peut appliquer le Lemme 3.1.2 et on obtient

E*[7* 1{ka:7"}} =of(x) Vo (l,r). (3.1.8)

Etape 2. On montre que v¥(z) — v;(z) quand k — oo, pour tout = € (I,7).

Notons p* = pke*q’k, a* = a*e"", p = pe ¥ et 4 = ae¥. Les solutions faibles v¥ et v,
sont des éléments de H{((1,7)) qui vérifient respectivement,

1d d\ . vp 1dy/. d Vo
=0 ot (g Yoy = -2, 3.1.9
2dx( d;c)” % 2dr (“dx)"“ 5 (3.19)

Par le Lemme 3.1.1,
Ji e "W Jaly)dy

Ji e W Jak(y)dy

Ji e W [ak (y)dy Ji e Jaly)dy

Donc, par convergence dominée, on obtient d’abord que v} converge simplement vers
vo A nouveau par convergence dominée on obtient alors que v /p* tend vers vy/p dans

L2((l,7)), et donc dans H™'((, 7)) (cf Proposition IX.20 dans [Bre83]). Notons que,

vk () = et w(z) =

k
[

< —
~k — Y
o0 >\,

; (3.1.10)

vkeN, |lof|_<1 et

ou A dépend de A\, A, [ et r.

Encore une fois par convergence dominée il est clair que,

1 1
—_ N
akF k- a
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faiblement dans L?((,7)). Donc les Théorémes 1.3.4 et 1.3.1 assurent que vf converge

vers vy faiblement dans H{((1,7)).
On considére maintenant les versions continues des vj’s et de v;. Par le Lemme 3.1.5,

VEeN, || <Clr—1)7 (3.1.11)

avec C' dependant de A\, A, mais pas de k. On a pour tout k € N,

T Ak
! Y _ [ Cdude
v, € Ho((L 7)), (=L ) os 0 o0y i) = , 2drdr
Les vj’s sont solutions faibles de LFvf = —vk. Donc en utilisant v§ comme fonction test,

(3.1.10) (3.1.11), et l'inégalité de Poincaré, on montre que

<

WeN, ooy <

avec C" dependant de A\, A, et r — [ mais pas de k. Par un argument d’injection compacte
il existe une sous-suite (v¥ ) qui converge uniformément sur [, r| (cf Théoréme VIII.7 dans
[Bre83]). Mais sa limite est necessairement vy, a cause de la convergence faible dans dans
H((1,7)) de v§ vers vy. Donc v¥ converge uniformément sur [/, r] vers vy, donc simplement,

et v¥(x) converge bien vers vy (z).

Etape 3. On montre que E*[7F Lixt —ry] = E*[71{x, =] quand k — oo, pour tout

e (l,r).
En considérant (3.1.7) il est clair qu’on a (1.3.1). Donc en combinant les Théorémes
1.3.4 et 1.3.3 et la Proposition 1.3.1 on a que 7% 1{ka:r} converge en loi vers 7 1ix —y.

Or par le Lemme 3.1.3 et l'estimée (3.1.6) dans le Lemme 3.1.5,
Vk € N, Er[(f’“ 1{ka:r})2} < K(r—1),

avec K dépendant de X et A mais pas de k. Cela assure que les 7% 1 (x*, —r}’s sont unifor-

mément intégrables (voir dans [Bil68| la discussion entre les Théorémes 5.3 et 5.4). Donc
I’Etape 3 est prouvée, et compte tenu des Etapes 2 et 3 la preuve est terminée.
m

Remarque 3.1.2 Notons que comme v € L%((I, 7)), la solution faible v; de Py([l, 7], +)
appartient bien a D(L) et pas seulement a H}((,7)).

On énonce maintenant des estimées sur v; qui serviront a prouver notre théoréme de
Donsker.
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Proposition 3.1.2 Soit l'opérateur (L, D(L)) = £(p,a,b) avec p et a dans EU(\ A) et
b dans B(A). La solution vy de Pi([l,r],+) vérifie :

i)
o]l < C(r = 1), (3.1.12)

ot C' est une constante positive dépendant uniquement de A et A.
it) Pour tout x € (I,r) et avec § := min(r —x,z — 1),
, o

et (3.1.13)

vi(z) > C

ot C" est une constante positive dépendant uniquement de \ et A.

On a des estimées similaires pour la solution de Py([l,r],—).

Preuve. Dans la preuve de la Proposition 3.1.1 on a vu dans I’Etape 2 que pour tout
x € (I,7), vi(x) = limy_ vF (), avec les v¥’s définis a 'Etape 1.

i) Dans cette preuve on a aussi vu que les v¥’s vérifient (3.1.11). Par passage a la limite
on obtient |vy(x)| < C(r —1)? pour tout x € (I,7) et (3.1.12) est prouvée.

ii) Soit = € (I,r) fixé. Comme dans la preuve du Lemme 3.1.4 on a pour chaque v} la
représentation

[ Gh e ) (T4

avec les fonctions Gfj; et U* adéquates. Grace a (3.1.4), exp(£¥*) > 1/x pour tout
k € N, et, pour tout k € N, et tout y € (I,r),

exp(P* () (p") " (y) > &=,

(3.1.14)

On obtient finalement vf(z) > (2A2/5A*k%)(6%/(r — 1)?) pour tout k, et en passant a
la limite on prouve (3.1.13).
[

Remarque 3.1.3 On pourrait se servir des arguments de régularisation dans les preuves
des Propositions 3.1.1 et 3.1.2 pour prouver que, dans le cas général de fonctions me-
surables a, p et b, la fonction de Green associée a la mesure exp(¥(y))p~*(y)dy pour les
problémes elliptiques sur (I, r) impliquant (L, D(L)) est G, (avec ¥ et G,y comme dans
la preuve du Lemme 3.1.4).
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On énonce enfin une estimée concernant le moment d’ordre deux.

Proposition 3.1.3 Soient p,a € EW(A A) etb € B(A). Soit (L, D(L)) = £(p,a,b). Soit
X le processus engendré par (L, D(L)). Soit (I,r) C G. Soit 7 = inf{t > 0] X, € {l,r}}.
Pour tout x € (I,r),

E*[m*1ix, =y < K (r —1)*, (3.1.15)

ou K est une constante positive dependant de A et A.
On a une estimée similaire a (3.1.15) pour E*[?1x _p].

Preuve. Comme dans la preuve de la Proposition 3.1.1, on peut construire une suite (X*)
de processus engendrés par des coefficients réguliers, telle que (7%)%1 (xk —p) converge en

loi vers TQI{XT:,,}. Mais, comme dans 'Etape 3 de la preuve de la Proposition 3.1.1, les
Lemmes 3.1.3 et 3.1.5, assurent que pour tout = € (I,r),

T k\2 4
Vk e N, E*[(r") 1{ka=r}] <K(r-1),

avec K dependant de X et A. Donc par le Théoréme 5.3 dans [Bil68] il vient,

Ve e (I,r), E*[r’lix,_n] < limkinfE”[(Tk)Ql{ka:T}} <K (r—1)*~

3.2 L’algorithme

Soient p, a € (A A) et b € B(A). Soit X le processus engendré par (L, D(L)) =
£(p,a,b).

On décrit maintenant la construction de la marche aléatoire. L’algorithme, outre les
coefficients p, a et b, a comme arguments d’entrée le point de départ x et le temps ¢ auquel
on veut une approximation de X.

ETAPE 1. Construction de la grille et initialisation.

On se donne d’abord une grille g = {z;};es sur G, avec z; < x;;; pour tout j € J.

On suppose que g a une taille de cellule minimum A et une taille maximum H. Comme
h et H ont vocation a tendre vers zéro, on suppose que H < 1. Cela correspond a la
condition (3.1.1) de la Section 3.1.

Pour une telle grille g on définit R := H/h et on appelle le couple (h, R) la caracté-
ristique de g.

On initialise alors 'algorithme en posant ¢ < 0 et S « x; ou z; est le point de g qui
est le plus prés de z.
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ETAPE 2. Calcul des probabilités de transition et des espérances condi-
tionnelles des temps de sortie.

Soient (Tzf’)peN la suite de temps d’arrét définie par,
=0,
(3.2.1)
S=if{t>7,|X,cg \{XT§_1} }.

La seconde étape consiste a calculer pour chaque z; € g :

i) les probabilités de transition

W(.jvj + 1) = P[Xr]? = ijrl |X’r§71 = xj]u
ii) les espérances conditionnelles

T(j,+) =Elrf—10 | Xp1 =255 X, = xj41]

= E[(Tpg - Tpgfl)l{X.,-g:xj-‘rl}|XT§71 = xj]/ﬂ'(j,] + 1),
et

T(j,—) =Erf -1 | Xp1 =255 X, = 754

- ]E[(Tpg - 75—1)1{X73=1j71}|XT3_1 = xj]/(l - W(jdl + 1))

C’est possible grace a la proposition suivante.

Proposition 3.2.1 Soit x; € g. On a pour tout p € N* :

i)
[ e Ja(y)dy
[T e O )y

Tj—1

P[X,s = 2j | Xps | =15] =
o,
©_ by
U(z) =2 ———dy, V¥ 1, T
() /I.1 a(y)p(y Yy, Vo€ [zjq,14]

i)
E[(r9 - 71?—1)1{X75=xj+1}|XTg_1 = ;] = vi(x),

0w vy est la solution de Pi([xj_1,x;41],+) défini dans la Proposition 3.1.1, et

E[(rf - Tpg—l)l{XTg:xjflﬂXTg_l = ;] = vi(;),

0w vy est la solution de Pi([xj_1, %41, —) défini dans la Proposition 3.1.1.
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Preuve. Par la propriété de Markov forte on a pour tout p € N*,

]P[X‘rg = Tj+1 |XT§_ = xj] =P [XTlg = xj-i—ﬂ

1
et
E[(Tpg — ’7'179_1)]_{‘)(‘%g =zj41} |)(7_;_1 = {E]} =% [Tlgl{X‘rf Zl'j+1}]'
Le Point 1) est une conséquence des Propositions 1.4.3 et 1.4.2 et de la Définition 1.4.1.
On applique la Proposition 3.1.1 pour obtenir le Point ii).
O

Remarque 3.2.1 Notons que P[X ¢ = z;,, | Xos | = x;] = vo(x;) olt vy est solution de
Pollj—1, 2], +)-

Il est clair que si on définit (Sg)pen = (Xs)pen on obtient une chaine de Markov sur
la grille g avec probabilités de transition P[S8 = z;,1 | S) | = x;] = 7(j,5 + 1).

ETAPE 3. Simulation de la chaine de Markov en temps et en espace, et
construction du processus approchant X.

Aprés l'initialisation de 'Etape 1, ’algorithme & mettre en oeuvre est le suivant :

Boucle principale.
&. Partie A.
On a S = z; pour un certain z; € g.
On tire une v.a.r. de loi Ber(n(j,j + 1)).

Si on obtient le succés
Alors on pose S «— ;41 et t — t+T(j,+).

Sinon
Alors on pose S « xj_; et £« ¢ +T(j,—).
&. Partie B.
Sit<t
Alors on continue dans la boucle principale.
Sinon t >t

Alors on arréte et on retourne (,.5).

Les valeurs successives prises par le couple (f, S) dans la Partie A de la boucle principale
constituent en fait une chaine de Markov que 'on notera (72, SP).

La Partie B de la boucle définit quant a elle une fonction déterministe K 9(t) des
trajectoires de (7}, S7) de la fagon suivante :

K9(t) = inf {k e N|T# >t}

7 . s Al &L
Quand l'algorithme s’arréte il retourne en fait (Tfa o SEe (t)).
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On définit X& := . C’est Iapproximation obtenue de X;.

g9
Ko (t

Dans la section suivante on évalue la vitesse de convergence de cette marche aléatoire.

3.3 Vitesse de convergence de I'algorithme

Théoréme 3.3.1 Soient p, a € EU(N A) et b € B(A). Soit X le processus engendré par
(L,D(L)) = £(p,a,b). Soit 0 <T < 0.

Pour toute grille g sur G, soit (12) la suite de temps d’arrét décrite dans la Section
3.2 & UEtape 2. Soient aussi

k
Tkg - ZE[Tpg - pgfl |X’T;717XTPE]7
p=1

et
K9(t) =inf {k € N| T} > t}.

Le processus (T[g(g(t)7X7—Ig(g(t)> a la méme loi que le processus (f}%g ,)?tg) décrit dans
la Section 3.2.

De plus, pour tout t € [0,T] il y a convergence en probabilité du couple (T, ) X o

Tro(t)

(t)
)
vers (t, Xt), quand le paramétre h de la caractéristique de g tend vers zéro.

On va d’abord prouver le théoréme suivant, qui donne la vitesse de convergence forte

de X s  vers X; at fixé.
K9 (1)

Théoréme 3.3.2 Dans le contexte du Théoréeme 3.5.1, pour tout v € (0,1/2) il existe
une constante Ky dependant de v, T, X et A telle que pour toute grille @ sur G de carac-
téristique (h, R),

vt € [0,T], Vo € G, Ex\XTf(g(t) — Xi| € KoCo(R) I,
ot Cy(.) est une fonction positive et croissante de R.

Pour prouver le Théoréme 3.3.2 on a besoin de quelques lemmes qui permettent de
prouver d’abord la convergence de 7., (1) vers L.
Pour toute grille g on appelle 5 la chaine sur g définie par 5} = X s pour tout p € N.

Lemme 3.3.1 Dans le contexte du Théoreme 3.8.1, les (18 — 7 1)’s sont deux a deus

o
indépendants conditionnellement aux trajectoires de SS.

Preuve. Pour tous entiers 0 < k <[ on désigne par S¢, la portion de chemin fait par la
marche S9 du k*¢ au [*™¢ pas. Ces portions de chemin sont & valeurs dans un ensemble
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de listes de sites contigus de g, listes qu’on notera par exemple ¢ ;. On notera aussi parfois
¢; le ™ site du chemin seul.
Soient 0 < i < j — 1 < n. Evaluons E[(7? — 72 )(7] — 77,)[5F,, = co.). En utilisant
la propriété de Markov forte il vient pour tout cg,,
E[<Tig - Tz'g—l)<7—jg - Tjg—l)‘sg,n = Co7n]
]E[(Tig - Tigfl)l{SgYiZC(),i}(Tjg - Tjgfl)l{sig+1’nzci+1’n}]
PIS§: = co4; S1m = Citinl

Fra]

]E[(Tg B TZ 1)1{55 ;—¢o, Z}E[(T - T )1{Sz+1 n—Ci+1, n}
P[Sovl CO’ZP[SZ'FL’/L C74+1:n|f7'-; H

E[(r = 78) (s, = s BT = T80 Lss,, s Ko

[S&z - CO,'],IP)[S,L+1’” — Cl+17n|XTfH
= E[(Tg _ T )1{Sg CO,i}]EKTg - T )1{5 F1, n*Ci-‘rl,n}lSig = Ci]

P[Sg,; = Co,i]P[SfH,n—Cm,n\Sz cil

El(7f — 72 1) 158 e tJBI(7] — 7110 1se —c, 3]/PISP = ci]
P[S5; = coP[ST, Cun]/P[Sf = ¢

= E[(7 = 721)150; = coal - E[(7] = 7-1)|S8, = cin),

ce qui achéve la preuve.
O

Remarque 3.3.1 Remarquons la différence avec le Lemme 2.4.2. Dans ce lemme 'uni-
formité de la grille {kh, k € Z}, sur laquelle on regardait les temps d’arrét 7']? de Y, faisait
que les 7';” — Tl?_l’s avaient tous la méme loi, ce qui entrainait in fine leur indépendance.
Dans le Lemme 3.3.1 la grille g n’est plus uniforme et la loi de 7§ — 7';_1 dépend des sites
ou se trouve X aux instants 7.7 et Tj’fl. Il n’y a donc plus en général indépendance si on

ne conditionne pas par rapport au chemin de la chaine S = Xos. Cependant grace au

controle que 'on a sur les moments conditionnels des TZ’} — 7']?_

le Théoréme 3.3.2.

,’s on va pouvoir montrer

Lemme 3.3.2 [l existe des constantes M, M’ et M" dépendant de \ et A telles que, pour
toute grille g sur G de caractéristique (h, R), on a dans le contexte du Théoréeme 3.5.1,

M
i) VpeN,Vr; €g, = h* < E[r9 — o1l Xes = X = 5] < M R*h2.
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i) VpeN,Vr; €g, Var[r? — 1?71|X73_1 =2 X9 = xj] < M” R*h*.

Preuve. Rappelons que pour tout z; € g, h < x;41 — x; < Rh. Pour prouver le Point
i) il suffit alors d’utiliser les Propositions 3.1.2 et 3.2.1, la Remarque 3.2.1 et la seconde
ligne de (3.1.14). Le Point ii) est une conséquence directe de (3.1.15) dans la Proposition
3.1.3.

m

Lemme 3.3.3 Dans le contexte du Théoréme 3.3.1 on a pour toute grille g de caracté-
ristique (h, R),

sup |12

Koy —t] < MRK* pis.
te[0,T

Preuve. Soit g une grille de caractéristique (h, R). Par définition de K9(t) et par le Point
i) du Lemme 3.3.2 il est clair que

SUDPyeo,7] ‘T[%g t) — t‘

K9
= s | SR Bl — | Xy Xog]

1
< maxg,egBlr8 — 77 |XT§_1 =25, X9 = T3]

< MR3h? ps.

]

Lemme 3.3.4 Dans le contexte du Théoréme 3.3.1 il existe une constante K dependant
de T, \ et A telle que pour toute grille g de caractéristique (h, R),

ElTfe — t1* < KCi(R) 12,

o C1(.) est une fonction positive et croissante de R.

Preuve. Soit g une grille de caractéristique (h, R). En utilisant (a + b)? < 2(a® + b?) on
obtient,

|9 2 < E Kg(t)E g g 2
(e — 7 < 2E[ SRV BIRS 78| Xop | Xgl — ¢
(3.3.1)
2
p p

+ 2B S0 Blrp - 78y | X

17Xr§] - T[%g(t)
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Par le Lemme 3.3.3 on a une estimation du premier terme a droite du signe d’inégalité
dans (3.3.1) :
K8(t) 9
E‘ S R[S -8 [ X Xl - t‘ < M2RSh*, (3.3.2)

On estime maintenant le second terme. On a,

2
K¢
]E‘ Zp:l(t) E[Tpg - Tpg—l | XT§_17XT£] - T[g(g(t)

(3.3.3)

2
— E| L0 (8 - 78 ~ Bl - n8 | Xog L X))

p—1

Pour certains entiers k € N il y a des chemins pris par S? tels que K9%(t) = k et
P[c] # 0. On peut donc écrire
2
K9
E| S5 (rg =m0 — Blrf — 780 | Xog |, X))

p—1

(3.3.4)
2
= ZkzeNE[l{K“(t):k}) St (7 =y — Bl =l [ X, ng])‘ J

Mais pour chaque k,

2
E[l{Kg(t):k}’ Z’;zl (7’1? — Tlf’ , — E[78 - 7' X 5, XT;;])‘ }
k 2
- Zchemins t.q. K9(t)=k E[l{chemin}} Zpil (TPQ - T?? 1 E[Tpg - T -1 |X g —1’ Xng])| i|

k . )
= > hemins b, K9 ()= [ 1{Chemin}Var[ szl(Tlf’ — 7'[?71) | Chemln} (chemm)} )

On utilise maintenant le Lemme 3.3.1, qui permet d’affirmer que
Var[zp (78 =12 ,) | chemin] = Z’;Zl Var[r® — 7, |chemin], et le ii) du Lemme 3.3.2.
Cela donne,

E| Lgreayoiy| Sy (78— 780 — E[8 = 78, | Xog | X))
< Zchemins t.q. K9(t)=k k M”R4h’4]E[ ]-{chemin} ] <335)
= M"R'‘h* kP[K9(t) = k].
En considérant (3.3.3), (3.3.4) et (3.3.5) on a alors,

2

K9(t
]E‘ SERS -8 [ X Xog) - | < MR E[K(1)]. (3.3.6)
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Il reste a évaluer E[ K'8(¢)]. Mais, par définition de K9(¢) et le i) du Lemme 3.3.2,
pour tout ¢ € [0, 7]

K8(t) < L : t J +1
Q min Elry — 711X =25, Xoo = 2]
< T B +1 ps
-~ M/F e

Utilisant ceci et (3.3.6) on a,

Kg(t) 2 TM//
Eﬂ‘ S Bl -8 | Xos Xogl = rhay| S o BOR+ MUR' (3.3.7)
p=1

Prenant en compte (3.3.2) et (3.3.7) et le fait que h < 1 (voir (3.1.1) et 'Etape 1 dans
la Section 2.3.3) on achéve la preuve. O

On a maintenant besoin d'un controle de la régularité holdérienne des trajectoires
de X. Pour cela on a d’abord besoin d’un résultat da a D.W. Stroock.

Lemme 3.3.5 (Stroock 1988) Soient p, a € EU(N A) et b € B(A). Soit T > 0. Soit
X engendré par £(p,a,b). Il existe une constante A dépendant de X\, A et T, telle que,
pour tout (t,x) € [0,T] x G et tout d > 0,

A_dQ),

]P’x[ sup | X — | zd} §Aexp(— ;

s€[0,t]

Preuve. Dans [Str88| ce lemme est prouvé pour p = 1 et b = 0. Cependant la preuve est
basée sur 'estimée d’Aronson (cf Théoréme 1.2.2) qui reste vraie pour tout b € B(A),
pourvu qu’on soit a un horizon fini 7. De plus dans la cas p = 1 l'estimée d’Aronson
concerne la densité de probabilité de transition par rapport a la mesure de Lebesgue dx.
Dans le cas p # 1, on a Pestimée par rapport a la mesure p~!(z)dz, et comme p~! €
EI(1/A,1/)), on obtient finalement le méme résultat.

m

Dans |LejO5| A. Lejay a utilisé le Lemme 3.3.5 pour montrer le résultat suivant.

Lemme 3.3.6 Pour tout v € (0,1/2) et tout 1 < p < 4/3 il existe une constante C)
dépendant de v, p, A\, A et T, telle que

X, — X \?
]E( sup g) < C7 < 0.

s#t, 5,t€[0,T] ’t - S"Y P
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Preuve. Etape 1. On prouve que pour tout a > 2 il existe une constante B dépendant
de A, A et T telle que pour tout 0 < s <t < T,

supE”[ sup |X, — X,|*] < BJt — s**.
zeG re(s,t]
Par la propriété de Markov,

sup E”[ sup |X, — X,|*] =supE*[ sup |X, —z|%].
zeG r€(s,t] zeG r€[0,t—s]

Soit v > 2 et t € [0,T] fixé. Pour € G et d > 0 soit le temps de sortie 7 = inf{r >
0/X, ¢ (x —d,z +d)}. En utilisant (a + b)* < 2°71(a® 4 b*) et la propriété de Markov
forte il vient,

sup,eq E¥[sup,coq [Xr — (%] < d* + sup,eq E°[sup,ep g [ Xr — 2[*1(5ry]
S d” + SUDgcq E* [Supre[’r,t] ‘XT - x|a1{t>7}]
< d* 4 2271 (d® + sup,e B [sup,pr g [ X — X7 "L sny]

< (2071 1)d* + 297 sup,eq B [sup,cpo g | Xr — 1] sup,eq PP[t > 7).

Grace au Lemme 3.3.5 on a sup,.; P*[t > 7] < Aexp(—Ad?/t). Donc I'Etape 1 est
prouvée si on prend d égal & pv/t avec u assez grand pour que 2%~ ' Aexp(—Ap?) < 1/2,
et si on remplace finalement ¢ par ¢t — s.

Etape 2. Soit v € (0,1/2). 1l existe a > 2 tel que 0 < v < 1/2 — 1/a. En combinant
Etape 1 et le théoréme de Kolmogorov-Centsov (voir [RY91]) il vient,

X — X,
s#t, s,t€[0,T] ‘t - S”y
avec C) dépendant de v, a, A\, A et T
Comme « > 2 il suffit alors d’utiliser 'inégalité de Jensen pour achever la preuve. [

«
) < Cl<o,

Preuve du Théoréme 3.3.2. Soit v € (0,1/2) et ¢ = 2/~. Soit p le conjugué de g. On a
1 < p < 4/3. Par I'inégalité de Holder on peut écrire pour toute grille g de caractéristique
(h,R), et tout t € [0,T],

E|X

Xy — X, 1/p 1/q
Lo —Xt‘ < (]E[sup—| : l}p) . (E|Tf(g(t) —t|2> ,

8 s#t |t — s
et par le Lemme 3.3.6 et le Lemme 3.3.4 on obtient

B|X.g,,, = Xi| < C0) (KC(R) 1) = O) K0P (CoR) i

ol la constante C'(y) K7/? depend de «y, T, A et de A mais pas de la grille. La preuve est
terminée. H
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Preuve du Théoréme 3.3.1. Par construction les chaines de Markov S9 et 59 ont
méme loi. Or K9(t) et K9(t) s’obtiennent en appliquant la méme fonction déterministe
a leurs trajectoires. Il est donc clair que le couple (T2, (t),XT;;{ 9<t>) a la méme loi que

(T ;g " th). En combinant le Théoréme 3.3.2, le Lemme 3.3.3, et I'inégalité de Tcheby-

chev on obtient la convergence en probabilité annoncée. O]

3.4 Convergence en loi du processus approximant

Dans cette section on considére que le paramétre R des caractéristiques des grilles g en
jeu est fixé une fois pour toutes. On indexe alors, par exemple, des familles de processus
X9 par le paramétre h de la grille g. R

Dans le contexte du Théoréeme 3.3.1 le processus (th, 0 <t < T) est constant sur
les intervalles [T, f,fﬂ) (pour les k < K9(T) — 1). Considérons son interpolé linéaire X@
défini par :

t—1T%
ge Ko () g9 _ a8 79 79
SKB(t TE _ fg (Sf(g(t)Jrl SKH t)) Vt € [TiA(B(t)’TIA(B(t)+1>‘ (341)
K8 (t)+1 Ks(t)

On note Dr Pespace des fonctions cad-lag sur [0, 7]. On note Cp l'espace C([0, T], R)
muni de la topologie uniforme. On va montrer le théoréme suivant.

Théoréme 3.4.1 Dans le contexte du Théoreme 3.3.1 et du début de la Section 3.4, on a
la convergence en loi de variables aléatoires sur Dy x Cp, muni de la topologie uniforme,
sutvante :

((ngs(t)’Xg) O<t<T) ((taXt),OStST) en lo.

h|0

De fagon analogue a l'interpolation (3.4.1), avec les notations du Théoréme 3.3.1, on
définit l'interpolation linéaire X9 de (XT?( a 0<t¢t<T)par

t—T%
Ko (t
S (Skoan — Ska):
K9 (t)

g(t),)?tg), 0<t<T)et ((Tﬁg(t) X8, 0<t< T') ont méme loi.

Le Lemme 3.3.3 énonce une convergence presque stire du processus (TKg(t), 0<t<T)

g _ Q9
X SKs(t T]%g o1

79
Les processus ( (T2

). (3.4.2)

) V€ [TRaty, TRagry

vers (t, 0 <t <T). On va montrer la proposition suivante.

Proposition 3.4.1 Pour tout x on a

T vay—1 T -1
P* o (X9) h—io_)P o(X)™,

par rapport a la topologie de Crp.
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Lemme 3.4.1 La famille ()?ﬂ)h de variables aléatoires a valeurs dans l'espace Cp est
tendue.

Preuve. On introduit la notation 09(t) = 7). On a donc Sg () = Xos()-
Soient €,n > 0, il s’agit de trouver 9, hy > 0 tels que

VO <h<hy, P(sup |[XF—XE >3¢) < 3,

|s—t|<d

pour avoir la tension (cf début du Chapitre 2 dans [Bil68]). En effet par ailleurs on peut
sans probléme trouver a tel que P(|X§| > a) < n pour tout h.

Etape 1. On a,
P(sup|,_yos | XP — X8| > 3¢) < P(supju_ycs | X — Xoon] > )
HP(sup,_gjs [ Xonr) — Xoa ()| > €)
+P(supjs_sj<s X8 — Xoago)| > €).

En considérant (3.4.2) il est clair que sup,_ s Per= Xopsy| < Rh, pour tout 6 > 0.
On peut donc toujours trouver § et h assez petits pour avoir 'inégalité P( SUD|s_t/<s |)Ztg —

Xos()| > 5) < 7. On raisonne de méme pour P(sup‘s_tkg \)?59 — Xos(s)| > e).

FEtape 2. Pour tout ¢/ > 0 on a

P(supjs_sj<s [ Xoa(ry — Xoas)| > ¢)
= P(supjs_yjcs [ Xoa ) — Xos(o)| > &;5up)_y<4109(t) — 09(s)] < 3¢')

+P(supje_yj<s5 | Xos 1y — Xpo ()| > €35uD|,_yj5[09(2) — 09(s)| > 3¢')

IN

P(Suplu_v|<3g/ |Xu — Xv| Z 5)
+P(supj, s [09(t) — 0%(s)| > 3¢’).

Le module de régularité y-holdérienne de X est controlé (Lemme 3.3.6). Par les in-
égalités de Holder et de Tchebychev il est donc possible de trouver ¢ > 0 tel que
P(sup‘u_vkgs, | X, — X,| > 5) <n/2.

Etape 3. 11 s’agit de trouver 8, hy > 0 tels que

VO <h<hg, P( sup [0%(t)—0%s)| > 3e") <n/2. (3.4.3)

|s—t|<d
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On définit I'interpolé linéaire 68 de ¢ de la facon suivante,

_ 79
g oy L e (18 —T80), Ve [T8, TS, ) (3.4.4)
' Teyer = Tioqy W HH07 e e h

pour pouvoir faire intervenir plus loin le théoréme de Kolmogorov—éentsov. On a
P(supj,_yj<s [02(t) — 0%(s)] > 3¢') < P(sup,_y<; [0%(t) — 0%(1)] > €')
HP(sup),_y<4[09(t) — 0%(s)| > &)

+P(supjs_y<s 65(s) — 69(s)| > e').

En considérant (3.4.4) et le Lemme 3.3.2 on peut montrer que, pour tout o > 0,
SUP|s_ <5 |08(t) — 08(t)| < sup, [08(t) — 68(t)| < MR*h*. On peut donc toujours trouver
§ et h assez petits pour avoir I'inégalité P(supy,_;s|0%(t) — 0%(t)] > &) < n/6. On
raisonne de méme pour P( SUD|s_s <5 |0%(5) — 0%(s)| > e).

On va maintenant évaluer E|6%(¢) — 6%(s)|?, pour 0 < s < ¢. Pour alléger les notations
on note dans ce qui suit, , = T, et t; = Ty (- On a

E|63(t) — 63(s)* < BE[|6%(t) — 09(t)[2 + [69(r) — 69(s)[* + 69(1) — 69(1) ]
et le terme de droite est égal a

3%, Y E[1{Ch,}1a[|é’9(t)—eg(t)|2+|99(t)—99<s)|2+|§9(t)—99<t)|2|chﬂ.
s (9

On a, conditionnellement & un chemin tel que K9(t) = k, K9%(s) = I,

(t - tr) ' (7—1?+1 - 7-1?)

g g )
Tk+1 - Tk

68(t) — 6°(t)| =

d’ot, en utilisant le Lemme 3.3.2,

- RV
E[|69(t) — 69(t)[*|chemin] = %(chemin)E[(7’,&rl — 72)?|chemin]
(T — T3
M"R*h’ 2 -
< — 3.4.5
= (M/hQ/RQ)Q(t tr)*(chemin) ( )

8
= %;,];)2 (t — t,)?(chemin).
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De méme on montre que
]EUgg(s) — 69(s)|?*|chemin] < (M"R®/(M’)*)(s — t;)*(chemin).

Par ailleurs on a 09%(t) — 09%(s) = Zﬁz EZ (78 —7¥}), done, pour un chemin tel que
K9(t) =k, K%(s) =1,
E[|6%(t) — 69(s)[*|chemin] = E[( S (78— 7'9_1))2|Chemin}.

p=I+1 P
< C(M,M",R)h* (k —1)?,

ol, de facon analogue a la preuve du Lemme 3.3.4, on a fait intervenir les Lemmes 3.3.1
et 3.3.2. Mais, comme on considére un chemin tel que K9(t) = k, K%(s) = [, on peut
montrer, en utilisant la partie minoration du Point i) du Lemme 3.3.4, que

R2

E—1< — e ——(t, — t;)(chemin).

Donc finalement
E[|6%(t) — 69(s)|*|chemin] < C'(M, M', M", R)(t, — t;)*(chemin).
En considérant ceci, (3.4.5), et en raccordant tout, on montre que pour tout h
E|69(t) — 69(s)|> < K(M,M', M",R) (t — s)*.

Donc, en utilisant le théoreme de Kolmogorov—éentsov et les inégalités de Holder et de
Tchebycheff, on peut trouver h et § assez petits pour avoir P(supj, .5 [09(t) — 6%(s)| >

5’) < 1/6, et le but de 'Etape 3 est atteint.

En prenant en compte les Etapes 1,2 et 3 on achéve la preuve.
m

Preuve de la Proposition 3.4.1. Le Théoréme 3.3.1 indique en particulier que X, o
converge en probabilité vers X; pour tout ¢. Par des techniques analogues a celles de
I'Etape 1 de la preuve précédente, on obtient la convergence en probabilité de X7 vers
X, pour tout ¢. On peut ainsi obtenir la convergence en probabilité de (X2, ... »th,, ) vers

(X4y,...,Xy,) pour tous 0 < #; < ... <t, <T.On adonc la convergence en loi des lois

fini-dimensionnelles de X® vers celles de X. Avec la tension énoncée dans le Lemme 3.4.1,
cela permet d’affirmer que la loi de X9 sur C([0,7],R) converge vers celle de X sur le
méme espace. 0

Preuve du Théoréme 3.4.1. Le Lemme 3.3.3 permet d’affirmer que la distance uni-
forme entre Tﬁg(.), élément de Dr\ C([0, T], R), et la fonction identité sur [0, T, tend vers
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zéro presque stirement. A fortiori on peut donc dire que la distance uniforme entre ces
deux fonctions tend vers zéro en probabilité.

En utilisant la Proposition 3.4.1 et le Théoréme 4.4 de |Bil68] on peut alors achever
la preuve.

]

Remarque 3.4.1 Notons qu’on pourrait utiliser les résultats qui précedent pour montrer
que le schéma présenté dans le Chapitre 2 converge également en loi vers le processus a
approcher.

3.5 Construction d’un schéma numérique

3.5.1 Choix des coeflicients constants par morceaux

On peut se demander comment faire en pratique les calculs de 'ETAPE 2 de 1'algo-
rithme. En fait ces calculs sont faciles a faire (cf Sous-section 3.5.2) si on fait d’abord une
approximation constante par morceaux des coefficients pe=¥ et ae? de I'opérateur (on se
sert de la Proposition 1.4.3).

Dans la plupart des situations physiques G est borné et les coefficients p, a et b peuvent
en fait étre considérés comme étant cad-lag, et de classe C! excepté sur un ensemble fini
de points G.

Donc on peut choisir la grille g de caractéristique (h, R) de telle sorte que G C g,
puis définir les coefficients constants par morceaux p%, a9, et b9, ainsi qu’'une fonction (1\19,
de fagon analogue a I’thpe 1 de la Sous-section 2.3.2. On considere alors le processus
X9 engendré par £(p%eY", a%"",0). Par ailleurs on a X engendré par £(pe¥,ae?,0).
Comme on a G C g on peut utiliser le théoréme des accroissements finis pour montrer
v ¥ < Ch ou C est une constante dépendant de ||, G,

A, A (voir Sous-section 2.4.1). La | Proposition 2.4.2 permet alors de dire que 'erreur faible

entre X et X9 est d’ordre h'/2, c’est & dire du méme ordre que l'erreur diie au Théoréme
de Donsker.

— a%e

que par exemple Hae

D’un autre coté, on peut envisager de construire la grille & une échelle mésoscopique,
et de construire des coefficients constants par morceaux qui capturent directement un
comportement a petite échelle du processus. En effet la théorie de 'homogénéisation
permet d’appréhender le comportement local des coefficients. Dans l'article [OZ05] les
auteurs construisent une chaine de Markov qui approche une diffusion en dimension 2
ou 3 dans le cas de coefficients localement irréguliers, mais ils ont besoin de résoudre un
probléme de volumes finis sur tout I’espace. Dans notre cas plus simple, on construit la
marche aléatoire en prenant en compte uniquement des informations locales.

Plus précisément, dans certaines situations, on peut avoir des coefficients trés irrégu-
liers mais localement périodiques avec des oscillations rapides. Dans ce cas la théorie de
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la G-convergence peut nous aider & obtenir des coefficients homogénéisés constants par
morceaux (voir [ZKOT79]|, et [BLP78] sur ’homogenéisation).

Par exemple soit g = {z;};c; un ensemble de points de G et considérons a € (A, A),
périodique sur chaque intervalle [x;, z;11]. Soit le coefficient a défini par a(x) = a(x/e;),
pour tout x € [z;, x;11], avec un trés petit coefficient ¢; sur chaque intervalle [x;, x;,1].
Le coefficient a oscille rapidement. Supposons qu’on veuille simuler les trajectoires du
processus X engendré par £(1,a,0). On peut montrer que sur chaque intervalle [z;, x;11],

1 L/’““ dy
a(./e;) =0 Jp,  aly)

k3

Donc on définit un coefficient a®, constant sur chaque [x;, z;11), par

a%(z;) = (/:“rl dcfz>>l,

(3

de sorte que, sur chaque [z;, 7;,1], 1/a(./g;) converge faiblement dans L? vers (1/a®).
Comme les g; sont trés petits, par les Théoréemes 1.3.2 et 1.3.4, on peut considérer que
le processus X9 engendré par £(1, a9, 0) est une bonne approximation faible de X.
On pourrait si besoin homogénéiser de la méme maniére les coefficients p et b.

3.5.2 Calculs des paramétres de la marche pour le processus en-
gendré par des coefficients constants par morceaux

Une fois la grille g, les coefficients constants par morceaux p?, a¥, et b9, ainsi que la
fonction W#® construits, on a la proposition suivante, qui donne les valeurs explicites des
probabilités de transitions 7(i,7 + 1) et des quantités 7'(¢, £) nécessaires pour simuler la
marche.

Proposition 3.5.1 Soit X le processus engendré par E(pge_‘f’g,ageA ,0). Soit z; € g.
Soient | = i1 —x;, I = xj—x;_1 et le coefficient ¢ = exp (2b%(z;_1)l'/[a®(z;-1) p®(z;-1)]).
Pour tout p € N* :

i)
ad(x;)l

ad(zy)l' + a%(x;_1)l/c’

]P)[ng = Tj41 |Xf:3—1 = J:j] =
ii)

E[(Tpg - 7139—1)1{ng=951+1}|ng_ = $j]

_ 1 1af(@j-1) g3y 4 a%(z5) 2 2 2 _a%(z;) N3
= @ e @ [3 w5y @ PP + fan el ]
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et
]E[(Tg — 7' )]_{Xg fj—l}‘X%71 = x]}

_ 1 208 (z; 1) clBl + LFUZQ([/)2+ 1 _ad(@;) cl(l/)]

(a®(zj—1)l+a8 (zj)l'c)? | 3 p9(z;) (zj-1) 3 p9(x;—

Preuve. Pour prouver le Point i) il suffit de calculer

s(x;) — s(xj1)
s(@j1) — s(zj-1)”

avec la fonction d’échelle s définie par (1.4.3) avec a remplacé par ade?”.

Pour prouver le Point ii) considérons le processus X engendré par (L, D(L)) :=
£(a, p,0) avec
ag(x]-,l)e‘f’g(wf—l) siz <0
ag(xj)e‘l’g(‘”f) siz >0,
et
p¥(x;_1)e @) iz <0
pg(:vj)e_‘f’g(mj) six > 0.
Posons 7 = inf{t > 0| X, € {—I',1}}. Par les définitions de X® et X et la propriété de

Markov forte il est clair que

B[l ] = Bl(5) = nl ) ixay =y g1 X00 | = 23]

—1

Mais la Proposition 3.1.1 dit que E°[71(%, ;] = v1(0) ot v est une fonction dans
D(L) N C qui est solution de

(

—pg(xjfléag(xj’l)v’{(:v) = —uvp(z) pour z € [-1',0)

pg(fj)zag(xj)vi/(x) = —vo(z) pour z € [0,]
v1(0—) = v1(0+)

a®(z;-1)e”" vy (0—) = ad(z;)e”* 9 (0+4)

v (=) = v (1) =0,
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ol vy est elle-méme dans D(L) N C et est solution de

( —pg(wj‘l)Qag(xj‘l)vg(:c) =0 pourze[-1',0)

w?]g(l‘) =0 pour x c [O, l]

'UQ(O—) = U0(0+)

Notons que dans ces deux systémes la troisiéme ligne traduit la continuité de la solu-

tion, tandis que la quatriéme indique que cette solution appartient & D(L) et implique la

continuité du flux (cf Remarque 3.1.2).
On calcule donc vy et on obtient une fonction de la forme Ax+ B sur [-1',0) et Bz +C

sur [0,(]. Ensuite on calcule vy, et enfin v;(0) qui nous donne
E[(ng B Tfil)l{ng:%H}‘X% - z;].
Tp —

On procéde de la méme maniére pour calculer

Bl = ma) Ly =, ) | X0 | = 5]
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Chapitre 4

Construction d’une chaine de Markov
dans le cas bidimensionnel : Une piste

Comme indiqué en introduction on cherche dans ce chapitre & contruire une marche
aléatoire dans le plan pour avoir une méthode de Monte-Carlo permettant d’approcher
les solutions de problémes du type

Lu=0 dans @

P(G,v)
u=1  sur JG,

avec G C R? et (L, D(L)) = £(p,a,b), pour p € EU(\,A), a € Mell(\,A), et b € B(A).

Ce type de probléme ne peut avoir de solution que si la forme bilinéaire (— Lu, 90>H—1,H(1)
est continue et coercive. Or elle n’est pas forcément coercive si b # 0. On suppose donc
que b = 0. Dans ces conditions la solution u de P(G, 1)) est la méme quel que soit p. On
suppose donc que p = 1.

Comme on va construire une grille constituée de carrés on supposera que le domaine GG
est lui-méme rectangulaire ou carré.

Dans la Section 4.1 on établit donc quelques résultats d’analyse relatifs aux problémes
du type P(C, ) dans un domaine carré C' C G et avec (L, D(L)) de la forme £(1,a,0).
On établit notamment une représentation probabiliste de la solution de P(C, ). Cette
représentation sert en outre & faire le lien entre les solutions de problémes du type P(C, 1))
et les probabilités de transition de la marche aléatoire qu’on va construire et qui sera
utilisée pour les simulations du Chapitre 5. Dans la Section 4.2 on présente la construction

de cette marche S, de loi @2‘;0 Dans la Section 4.3 on évalue lerreur entre E*¢(X,,)
et IEZ’}‘;O@U(SI), ou x est dans un carré C', de centre zy et de taille h, de la grille, et
7 = inf{t > 0| X; € dC}. On discute le résultat obtenu, qui suggére de construire la

marche selon un algorithme plus fin.

79
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4.1 Problémes elliptiques en domaine carré avec condi-
tion de Dirichlet non-homogéne et probabilités de
transition

On s’intéresse d’abord aux problémes elliptiques avec une condition au bord de Diri-
chlet non homogéne de classe C!. 1l s’agit de prouver la proposition suivante.

Proposition 4.1.1 Soient a € DMell(\, A) et X le processus engendré par l'opérateur
(L,D(L)) = £(1,a,0). Soit C' un domaine carré ouvert inclus dans G. Soit ¢ € C(9C).
Soit le temps d’arrét T = inf{t > 0| X; € 0C}. Pour tout x € C on a E*[Y(X;)] = u(x),
ol u est une version régquliere de la solution du probléme elliptique

Lu=0 dansC

P(C.9)
u=1  surdC.

On va montrer dans la proposition qui suit que P(C, ) a une solution faible unique u
dans H!(C'). Ensuite les résultats de De Giorgi et Nash (cf Théoréme 8.22 dans [GT83|)
assurent l’existence d’une version de u qui est Holder-continue sur un sous-domaine du
carré C, excluant les coins de celui-ci. Cette version de u est la version «réguliére» men-
tionnée dans la Proposition 4.1.1.

Proposition 4.1.2 Soient a € 9Mell(A\,A) et (L,D(L)) = £(1,a,0). Pour tout i €
{1,...,4} le probleme P(C,v) a une solution faible unique dans H'(C').

Preuve de la Proposition 4.1.2. Etape 1. Comme ) € C'(9C) on dispose d'un théo-
réme de trace (cf [LM68] par exemple) qui assure 'existence de u € H'(C) telle que u = ¢
sur 0C.

Etape 2. Soit sur H}(C) la forme bilinéaire (€, D(E)) définie par D(E) = HA(C) et
E(u,p) = (—Lu, 90>H*1,H(1) pour tout (u, ¢) € H}(C). Comme & (u, @) = Z?,j:l Jo %%gz,
cette forme est continue et coercive, grace aux propriétés de a et a I'inégalité de Poincaré.

On considére le relévement @ de la condition 1) construit dans 'Etape 1. Comme
u € HY(C) on a Lu € H'(C). Par le théoréme de Lax-Milgram il existe un unique
élément w de Hy(C') tel que pour toute fonction ¢ € Hy(C) on ait €(w, @) = (L, @)y g
Cela signifie que w est solution faible du probléme Lw = —Lu soumis a la condition de
Dirichlet uniforme.

1 suffit alors de poser u = w + @. C’est un élément de H'(C') qui vérifie bien Lu = (
et u =1 sur 0C.

]

Pour prouver la Proposition 4.1.1 On procéde en régularisant les coefficients, comme
dans la Section 3.1. On a d’abord besoin d’un lemme.
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Lemme 4.1.1 Soienta € Mell(\, A)NC®(G) et X le processus engendré par (L, D(L)) =
£(1,a,0). Soit C" un domaine carré ouvert inclus dans G. Soit T = inf{t > 0| X; € 0C'}.
Pour tout x € C et toute fonction ¢ € C*IC), on a E*[W(X,)] = u(z), ot u est la
solution du probléme elliptique P(C, 1)), tel qu’écrit dans la Proposition 4.1.1.

Preuve. Compte tenu de la régularité du coefficient a et de la condition au bord, la
solution u de P(C, ) est de classe C? sur le domaine ouvert C, et Hélder-continue sur C
(voir Théoréme 6.13 et Probléme 6.3 dans [GT83|). En effet méme si C' est un domaine
carré il satisfait une propriété de cone extérieur, ce qui assure au passage que tous les
points de OC' sont réguliers (voir [GT83| et [KS91| p 250). Une application de la formule
de Feynman-Kac bidimensionnelle indique donc que u(z) = E[(X,)] (voir par exemple
dans [KS91] les Propositions 4.2.7 et 5.7.2).

[l

Preuve de la Proposition 4.1.1. Etape 1. On construit une suite (a*) de Mtell(\, A)N
C>®(G) telle que pour tout (i,j) € {1,2}* on ait af; — a; p.p. quand k — oco. Par
convergence dominée, pour tout (i,5) € {1,2}?, on a en particulier que Hafj — aij”? — 0
quand k — oo. Pour tout k on note (L*, D(L*)) = £(1,a",0) et u* la solution de P(C, )
avec l'opérateur L remplacé par L¥. On définit en outre les temps d’arrét 7% = inf{t >
0] X} € 0C}.

D’aprés le Lemme 4.1.1 on a E*[¢)(X%,)] = u*(z) pour tout k et tout = € C.

Compte tenu des hypothéses de convergence faites sur les coefficients, on a la G-
convergence de (L*) vers L (cf Section 1.3).

Etape 2. Fixons z € C.

On a vu dans la preuve de la Proposition 4.1.2, que chaque u* est égal & w* + @, ou
w® € H}(C) est solution faible de LFw* = —L*u avec condition de Dirichlet uniforme,
avec u le relévement de la condition ).

Montrons que LFu converge vers Lu pour la norme de H™1(C). On a pour toute
fonction test ¢ € C°(C),

o B ajj — aij Ou Oy
<Lu L¥u, 90>H—1,H(1) - Z/ 2 81’]' Ox;

2,7=1
Pour tout (4, j) € {1,2}? on a “* S = L?(G), et par convergence dominée il est clair
ak
que ”T”a% , 0 quand k£ — oo. En utilisant par exemple la Proposition 1X.20 dans

[Bre83], on a donc HL%J — L’“ﬁ”Hf1 — 0 quand k — oo.

Donc le Théoréme 1.3.1 indique que w* converge faiblement dans H}(C) vers w solution
de Lw = —Lu. Donc u* converge faiblement dans H(C) vers u.

Les u*’s sont localement Hélder continues dans C' (elles sont méme C? sur ce domaine
ouvert, cf preuve de la Proposition 4.1.1). Plus précisément en prenant en compte dans
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|GT83| le Théoréme 8.1, qui énonce un principe du maximum, et le Théoréme 8.22; on a
pour toute boule By, (z) C C, des constantes C' et « telles que

Vk € N, Vh < hg, osc(u®, By(z)) < Ch®.

P . . / . . 2
Par Arzela-Ascoli il existe alors une sous-suite (u*) qui converge uniformément sur
By, (x). Mais sa limite est nécessairement v & cause de ce qui précéde. Finalement on a
que u*(z) — u(z) quand k — oo.

Etape 8. Comme on ’a déja remarqué dans la preuve du lemme 4.1.1, bien que 9C' soit
C! par morceaux, tous ses points sont réguliers. Par le Théoréme 1.3.3 et la Proposition
1.3.1, on a donc la convergence en loi de (XF,) vers ¢(X).

Il est clair que pour tout &, E*[(1(XF,))?] < ||¢||%,. Cela assure I'uniforme intégrabilité
des ¢(X%,)’s. Donc pour tout z,

E* (X)) — E*[(X-)].

k—o0

Compte tenu des Etapes 1, 2 et 3 la preuve est terminée.

O

Soit C' un domaine carré ouvert inclus dans G, de longueur de c6té h. Supposons qu’on
dispose d’un repére cartésien dont l'origine est le centre du carré C' dont les cotés sont
paralléles aux axes du repére.

Définissons l’ensemble A = {(1,0), (0,1),(—1,0), (0, —1)}. Les éléments £ de A sont
destinés a indicer les arétes de C, (1,0) indice l'aréte droite, (0,1) laréte du haut et
ainsi de suite dans le sens direct. Soient donc pour ¢ € A, les arétes I'¢ du carré C
(0C = Ugeal®). Soit le temps d’arrét 7 = inf{t > 0| X, € 9C}.

On cherche maintenant a relier les probabilités P*[X, € T'¥] aux solutions prises en
x € C de problémes d’EDP elliptiques ad hoc posés dans C'. Si on utilise formellement la
formule de Feynman-Kac on a envie de dire que 'on a P*[X, € T'°] = ug(x) o u¢ est la
solution du probléme

Lug =0 dans C
P(C,E) S ug=1 surI®
ug =0 sur ¥, ¢ # €.
Malheureusement ce probléme est mal posé. Plus précisément le saut de la condition
de Dirichlet non-homogene dans P(C, €) rend impossible son reléevement dans H'(C). On

ne peut donc avoir de solution dans H!(C') et en prendre une version réguliére (comme
dans la preuve de la Proposition 4.1.1).
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On est donc conduit & régulariser la condition au bord dans P(C, &) pour pouvoir
utiliser la Proposition 4.1.1. Soit en effet I’aréte I'¢ correspondant par exemple au coté
[(h/2,—h/2);(h/2,h/2)]. Pour tout € assez petit, ¢’est & dire vérifiant (de fagon arbitraire)

0<e<h/8, (4.1.1)

on peut construire une fonction ¢ : 9C — R, qui soit de classe C, et telle que ¢¢ = 0
sur les I'¢ pour & # €, et ¢ = 1 sur la portion [(h/2,e — h/2); (h/2,h/2 —¢)] de I'¢. On
peut procéder de méme pour chaque aréte I'¢.

Il est clair que ¥$(X,) tend presque siirement en croissant vers 1 (x,er¢}- Par le théo-
réme de Beppo Levi on a donc

E*[y£(X,)] — PIX, € T¥)

Et par la Proposition 4.1.1 on a E*[)$(X,)] = ug(z) on ug est solution de P(C,1%).

4.2 L’algorithme utilisé

Soit (L, D(L)) = £(1,a,0) donné.
On suppose que le domaine G, dans le plan muni d’un repére cartésien (O, z7, 23), est
un rectangle ABCD de longueur L et de largeur [. Supposons pour présenter les choses

que les sommets du rectangle sont désignés dans le sens direct, que O = A, Oz} = (AB)
et Ozy = (AD).

ETAPE 1 : Construction de la grille. On se donne un pas de grille A > 0. On
suppose que L/h et [/h sont des entiers. Posons M = 2L/h et N = 2[/h. Pour chaque
(m,n) e I ={1,...,M}x{l,..., N} on désigne par C,, ,, le carré¢ de centre (mh/2,nh/2)
et de coté h. On note Gi = (Cynn)(mm)er la grille ainsi construite. Il y a relation univoque
entre un carré de la grille G7 et son centre. On peut considérer que la marche aléatoire
construite ci-dessous évolue sur les carrés ou sur leurs centres. Notons que les carrés de la
grille se chevauchent, ce qui est nécessaire pour construire la marche.

ETAPE 2 : Calculs des probabilités de transition. Pour chaque carré Cmn de
G2, et chaque i = 1,...,4, on calcule une approximation éléments finis u?é de la solution
de P(Cynn, %), pour € petit. On évalue ensuite chaque uz’é au centre du carré et on obtient
ainsi quatre quantités pf, ,(¢,d) (pour tout &, pf, ,(e,0) = uZ"S((mh/Q, nh/2)) ).

ETAPE 3 : Simulation de la marche aléatoire S. On simule une marche aléatoire
S sur les centres des carrés de G7 avec les probabilités de transition pfnm(g, 9). On note
@2’20 la loi de la marche aléatoire S ainsi construite, partant d’un point xq de la grille.

ETAPE 4 : Calcul de (S,+). Quand S atteint G a 'étape n* on arréte la simu-
lation et on retourne ¢ (.S,+).
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Cet algorithme a été utilisé pour les simulations de la Section 5.3 dont les résultats

sont encourageants. On conjecture que la quantité ¢(S,+) approche en loi ¥(X,) ou X
est engendré par (L, D(L)) et 7 = inf{t > 0|X; € 0G}.

4.3 Estimation de l’erreur faible sur un coup

On a avant tout besoin de minorer les solutions des problémes P(C,¢) définis dans
la, Section 4.1.

Lemme 4.3.1 ] existe une constante strictement positive K dépendant de X\ et A, telle
que pour tout domaine carré ouvert C de centre xq inclus dans G, pour tout a € DMtell(A, A),
pour tout € vérifiant (4.1.1), et tout § € A, la solution ug de P(C, V%), avec (L, D(L)) =
£(1,a,0), vérifie

ug (o) > K > 0. (4.3.1)

Preuve. Etape 1. On fixe pour le moment C, ¢ = h/8, et & .

On raisonne par I’absurde. Supposons que pour tout k& € N* il existe un a* € Dtell(\, A),
tel que uzk solution de P(C,v¢) avec (LF, D(L*)) = £(1,a*,0), vérifie 0 < u?k(xo) < 1/k.

On construit ainsi une suite (a*) de 9MTell(\, A). Par G-compacité (cf Théoréme 1.3.5)
il existe une sous-suite (a*') et un élément a € Miell(\, A), tels que la suite des opérateurs
(L*, D(L¥)) G-converge vers (L, D(L)) = £(1, a,0). Par des techniques analogues & celles
de I'Etape 2 de la preuve de la Proposition 4.1.1 on peut alors montrer que la suite des
solutions ug’kl de P(C,9¢) avec L¥ converge uniformément, sur tout D CC C contenant
0, vers la solution ug de P(C, Y¢) avec L (En effet dans la preuve de la Proposition 4.1.1,
la régularité des coefficients ne jouait aucun réle dans I'Etape 2). On a donc ug (o) =
limy o0 uz’k(a:o) =0.

Donc on a infpug = 0 pour tout D CC C. Pour tout # € C' on peut constuire
D ccC C qui contienne z, et par I'inégalité de Harnack (cf Corollaire 8.21 dans [GT83|)
on a supp ug = 0. Ce qui veut dire que ug est nulle sur C' tout entier.

Mais c’est absurde compte tenu de la condition au bord dans P(C, %) et de la conti-
nuité de ug jusqu’au bord compris (voir Théoréme 8.30 dans [GT83]).

Il doit donc exister K vérifiant (4.3.1) pour tout a € Miell(\, A).

Etape 2. On montre maintenant que la constante K ne dépend en fait pas de C.
Munissons le plan d’un repére cartésien dont 'origine est le centre du carré C fixé dans
I'Etape 1.

Considérons d’abord un carré rC' obtenu en faisant subir & C' une homothétie de centre
0 et de rapport 7. On va chercher & minorer pour tout a € Mtell(A, A)NC>*(G) la solution
u(y) en 0 de

Vy(a(y)Vyuly)) =0 dans rC

u(y) = fae(y) sur J(rC),
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oll on a noté ¢§c,e pour signifier le lien de cette condition au bord avec le carré rC.
Considérons la solution v(z) du probléme

Ve (a(rx)va(y)) =0 dans C'
v(r) = wgg(m) sur 0C.

Considérons alors v(y/r). Il est clair que si y € 9(rC) alors y/r € 9C et donc v(y/r) =
wég(y/r) = ¢fo,g(y)- Par ailleurs si y € rC alors y/r € C et v est dérivable en y/r. Donc

1 1
Y, (a)Vye() = ~V, (e V,u(2) = 5V, (arD)V.o(4) =0

On a donc u(y) = v(y/r) et donc u(0) = v(0). Or a(r-) € Mell(\, A) pour tout
a € Mell(\,A) N C>(G), donc, d’aprés I'Etape 1, v(0) > K. Donc u(0) > K, avec la
méme constante K, pour tout a € Mell(A, A) N C=(G), et par régularisation pour tout
a € Mell(\, A).

Considérons maintenant un carré C’ de centre ' # 0 mais de méme taille que C. On
peut montrer que pour tout a € Mell(A, A) la solution u de P(C’; %) vaut v(- — ') ou
v est solution de

Va(a(z + 2 )V,o(z)) =0 dans C'
v(x) = wg’e(x) sur 0C.

Or a(-+2') € Mell(\, A) pour tout a € Mell(\, A), donc, d’aprés 'Etape 1, v(0) > K.
Donc u(z') > K pour tout a € Mtell(A, A).

On a donc montré que quelle que soit la taille et la position d’'un carré dans G la
constante K en jeu dans (4.3.1) est la méme. On pourrait montrer que cette constante ne
dépend pas de £ (I'aréte importe peu). Et pour tout 0 < ¢’ < h/8 on a @/)f, > wi/g, et un

principe de comparaison permet d’affirmer que uZ’(O) > ug/ ®(0) > K (dans [GT83|, on
peut se servir du principe faible du maximum énoncé par le Théoréme 8.1 pour montrer
un résultat analogue a celui du Théoréme 3.3).
En fait K ne dépend que de A et A.
[

Dans le contexte de la Section 4.2 considérons les temps d’atteinte successifs (7;,) des
arétes de la grille G7 par le processus a approcher X. Considérons la chaine )_(p obtenue en
projetant les X, sur les centres des arétes auxquelles ils appartiennent. Plus précisément
supposons que X parte de z € Cp,, et que X, € TS, ot les IS, | s sont les arétes de Cr.y,.
Dans ce cas X, a pour valeur le centre du carré Con €t X celui du carré Clmn)+e- Par
la suite, a toute étape p, )_(p est au centre d'un carré Cp,, auquel appartient X, . Si

X, €T fnn alors XpH prend pour valeur le centre du carré C, 5)4¢.
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Le processus X définit ainsi une chaine S sur G2 dont la loi P est donnée par

P[Sp+1 = Clmm¢lSp = O] = P[Xr,, €T3, 11X, = Crn, X ]

Tp+1

et Sop = Cppp 0 Cpyy est le carré dont le centre est le plus proche de Xy = x (Notons
qu’on a confondu les carrés et leurs centres dans ces écritures). On notera parfois P la
loi P de S partant de ce carré de centre zy dépendant de x. Notons que les quantités
P[Sp+1 = Clnm)+elSp = Cmn| dépendent des positions sur les arétes de X, , donc de la
trajectoire de X.

Il est facile de voir que concernant Uerreur diie a la projection entre E*[i)(X,)] et

B, [¢(Sn-)] on a

EL [0(Sne)] = B[ (Xne)] et ET[(X7)] = B[y (X, )],

et
VpeN, [E*(X,)—E¢(X,)| < ¥ h (4.3.2)

Tout le probléme est donc d’évaluer I'erreur entre S simulée sous la loi P et la loi
@;’5 décrite dans la Section 4.2. Si on avait une estimation d’ordre h", pour v > 0, de
|E[(S,)] —I@;’é[lp(Sn*)] |, on obtiendrait la convergence du schéma compte tenu de (4.3.2).

Définissons aussi bien sous P que sous @2’5 la variable aléatoire = & valeurs dans A,
définie a toute étape p, sachant que S, = Cy, n, par S,41 = C(nn)4=. Considérons la v.a.
u;’&(xg)/ P*[X,, € I'%] sous la loi P% , ou chaque u?é est approximation de la solution de
P(Cy,¥t), avec Cy de centre zg, et qui contient z. C’est une densité qui permet d’écrire

£,0
E;d 0(51) = EI, Msl)wfl;—@eo)ra]] |

En utilisant la propriété de Markov forte, une récurrence et un conditionnement par
rapport aux événements {n* = k}, on peut montrer que

E;:Lfco [Q/J(Sn*)] = Eio W(Sn*) Zn*fl X...X ZO]; (433)
ou 5
uz’ (o)
Ty =2
° 7 Pr[X,, €IF
et, pour pour tout k < n*,
Z _ u;(;(‘SLP)
P PX, ., € F%p[Xp = Sp,XTp]’

ol on a noté Fi—( les arétes du carré au centre duquel est X, (on a a nouveau confondu
p

. 5 . .
les carrés et leur centre). En outre chaque uz est calculée dans le carré ad hoc.
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Il apparait donc des poids qui se multiplient. Or méme si on controlait bien ces poids
le nombre d’étapes n* nécessaire pour atteindre 0G peut étre élévé et I'erreur totale peut
donc avoir tendance & exploser. On peut donc penser d’ores et déja qu’on a intérét quoi
qu’il en soit & n’utiliser notre algorithme que localement, au niveau des discontinuités de
a, et a le coupler & un schéma d’Euler, par exemple, dans les zones de G ot a est régulier.

On évalue l'erreur diie au poids sur une étape. Pour des raisons de commodité on
démontre la proposition suivante avec la densité inverse & celle utilisée ci-dessus. A une
étape quelconque X, est sur une des deux arétes qui sont disposées «en croix» a 'intérieur
du carré S,. Et a 'instant initial € Sy et est plus prés du centre de Sy que de celui de
tout autre carré de la grille. C’est pourquoi on fait ci-dessous I’hypothése que x € D C C,
ou D ne contient pas les coins de C.

Proposition 4.3.1 Soit a € Miell(\, A) et soit X le processus engendré par £(1,a,0).
Soit G2 = (Crn) mmyer une grille sur G de pas h telle que décrite dans le contexte de la

Section 4.2. Soit S une marche aléatoire sur Gi ayant la lo @2’5 décrite dans cette méme
section. Soit C' de centre xog un élément de la grille g,%. Pour chaque aréte I de C notons
3§ et sg ses deux extrémités, numérotées dans le sens direct. Soit K la constante vérifiant
(4.3.1) dont lexistence est assurée par le Lemme 4.5.1.

On note 2* les milieuz respectifs des arétes TS de C'. On définit la loi @21:0 de Si par
@2@0 [S1 = 2¢] = ug(zo) ot chaque uf est solution de P(C,v5).

Soit D C C qui ne contienne pas les coins de C. On a pour tout x € D et toute

fonction ¢ € C*(0C)

B2, [wsn (3 €I _y)|

uz" (o)

B2 w(S1) — E;° w(Sy)| =

IVl gupe (o, € Bo(s5) + PPIX,, € Bus$))

IN

_I_IEE [W}(Slﬂ |U2<l’) - UZ(IOM} + H%OOE((S),

h,xo ug(xo)

ot E(8) majore Uerreur die a l'approzimation par éléments finis de ug a I'Etape 2 de
l’algorithme.

Preuve. On écrit
B3, (S1) — BrS (S1)| < [Ef 0(Sh) — Bf oy (S1)] + |Bf 4y (S1) — ER v (S))]
Etape 1. On peut introduire une densité et écrire

PT[X,, € FE]]_

uz(zo)

Bz, 0(81) = B [1(5)
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On a donc

P*[X, € 7]
uz (o)

Bz 0(S) — B, 0(S1)| < I[vll. E,

_1‘

VAN

P*[X, € ¥] — uZ(m)’

su
91l supe | == 5

+81, [lotso M )]

fio ug (o)

Gréace au Lemme 4.3.1 on a 1/ug(zo) < 1/K pour tout §. On a pour tout &, si I'on
note ¢ : 9C — R la fonction qui vaut 1 sur I'* et 0 ailleurs,

PrIX; € T8 —ug(z)| < E7(¥¢ —f)(X7)
< P*[X, € B.(s})] + P*[X, € B.(s5)].

Etape 2. De la méme maniére que dans I'Etape 1, on montre que

ug (o) — ug” (o)
ug (o)

B, 0(S1) —E2 w(S)] < (19l E;

< wago" supg |ug(wo) — u?é(:coﬂ

On suppose qu’on peut majorer sup; |ug (7o) — ug’é(xo)] par une quantité F(J) tendant
vers 0 quand ¢ tend vers 0, c’est a dire quand on augmente la précision de la méthode
éléments finis & 'Etape 2 de la Section 4.2.

Les erreurs entre la solution faible d'un probléeme elliptique et son approximation par
éléments finis sont le plus souvent données pour la norme H!. Mais on considére des
versions continues des solutions donc on considérera que E(0) existe. Notons que E(9)
peut aussi refléter des erreurs d’intégration numérique diie a la méthode utilisée dans
I'Etape 2 de 'algorithme.

m

Les quantités P*[X, € B.(s%)] + P*[X, € B.(s5)] tendent vers 0 quand e tend vers 0.
En effet ces probabilités tendent vers les probabilités d’atteinte des coins par X. Or en
dimension deux les points ne sont jamais atteints par le brownien et sont donc de capacité
nulle (cf [PS78]). Mais la théorie des formes de Dirichlet montre que les ensembles de
capacité nulle pour X sont les mémes que pour le brownien. Donc les points sont de
capacité nulle pour X, qui ne les atteint jamais.

Supposons qu’on s’intéresse a des trajectoires de X qui partent d’un point de la grille.
On a alors sup; [ug(z) — ug(wo)| = 0 et le poids Zy est trés proche de 1. Mais a I'étape
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FIG. 4.1 — Grille & deux échelles. Etapes 0 et 1 du schéma envisageable. Les S; désignent
les carrés en gris.

p =1on a X, positionné sur l'une des arétes disposées en croix a l'intérieur du carré au
centre duquel est X;. Le poids Z; risque donc d’étre trés éloigné de 1 car ug(XTl) varie
entre 0 et 1 (De plus remarquons que sup; [ug(z) — ug(wo)| qui ne tend pas vers 0 avec h.
En effet on a [z — x| < h, et ui Hélder continue sur D, mais de module de régularité
holdérienne en 1/h - cf & nouveau |[GT83|). Et ce probléme se retrouve a toute étape
ultérieure p > 1. Ce schéma n’est donc a priori pas bon puisque des poids, qui peuvent
étre importants, se multiplient au fur et & mesure des étapes.

Pourtant les simulations du chapitre suivant (cf Section 5.3) montrent un compor-
tement plus que correct pour I'exemple étudié. Mais ce phénomeéne peut s’expliquer car
dans cet exemple favorable le coefficient a est le plus souvent isotrope et constant. Le pro-
cessus X se comporte donc la plupart du temps comme un brownien. Or si le brownien
part du milieu d’un carré, il sortira par un point proche du milieu d’un c6té avec une forte
probabilité (ces probabilités sont calculables explicitement, cf [MT97]). Donc | X,, — X,)|

est le plus souvent assez petit devant h pour que |ug(X;,) — ug(X,)| soit petit. Donc les
poids Z,, doivent étre proches de 1 ce qui expliquerait le bon comportement du schéma.

Mais dans le cas d’un coefficient a plus irrégulier le schéma sera pris en défaut. Une
solution envisageable est d’introduire une seconde échelle dans le schéma, plus petite que
celle de la grille G2, qui servirait uniquement au calcul des probabilités de transition de
la chaine de Markov.

C’est a dire qu’on cherche toujours a simuler une chaine S sur la grille G? constituée de
carrés de taille h. Mais chaque aréte Ffmn de chaque carré C, ,, est divisée en k segments
J52 ., 7 =1,... k, de centres x%/, . Notons x} la grille constituée des (z57,)’s. On cherche

a simuler une chaine (S, V) sur G x x% de la maniére suivante (voir Figure 4.1).

Pour p = 0 on a Sy au centre xy du carré de départ C,, ,, et V; au centre xf,’f;n_l = Iy
du segment Jf,;,'n_l qui contient xy (ce segment appartient a 'aréte du dessus du carré
en bas de Cp,,,). On calcule les solutions ug ; des problemes P(Crm, 87) on, de fagon

analogue & la fin de la Section 4.1, ¢)$7 vaut «presque» 1 sur anﬂn et 0 ailleurs. On calcule
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les ug ;(wp). On obtient ainsi 4k probabilités de se retrouver sur tel ou tel segment Jf,;]n,
en étant parti de xy. On simule la variable aléatoire correspondante et on obtient donc un
certain § et un certain j. La variable S; prend alors pour valeur C,, »)4¢. La variable V;

prend la valeur xg’j Notons que a:g’j est alors sur une aréte intérieure au carré C; (m.n)+¢-
A une étape p quelconque on a donc S, en un certain C,, ,, et V,, en un certain :L‘(m )+
contenu dans C\, . On calcule les solutions ug ; des problémes P(Cy, Y59, qu'on évalue

en 2% On tire la v.a. correspondant & ces probabilités et on obtient un certain £ et

(m n)+£’
un certain j. La variable SpH prend pour valeur C,, n)4+¢ et V41 prend la valeur xf’J

Ce schéma définit une loi ]P’h pour (S, V) telle que

ek o : B ", o 2
P [Spi1 = Clnmyres Vort = 250,190 = Conn, Vo = 2,70 o] = ug (25,7 o),

ol ug ; est calculée dans la carré ad hoc (Cp, ). On a
ek
P; [Sp1 = C(m,n)+€|Sp = Crns Vp| = U{ (Sp. V) Zug,J

Si on considére maintenant les projections X, et )?p de X, respectivement sur G?
et x7, on définit une chaine (S, V) sur G x x3 de loi P donnée par

]P[Sp+1 = C(m,n)+§7 Vi1 = mnlS - mn’ Vo = 'I.fm ”)4‘5']

€ J5,1 Xy = Conrs Xp = 25700 X .

= Plx (m.n)+€"

Tp+1
On a
P[Spi1 = Clnmy+elSp = Crnn, Vol = P[Xr, 1, € T8, 01X = Crn, X, = V3o, X .

Heuristiquement on devrait pouvoir obtenir une formule analogue a (4.3.3), avec cette
fois des poids Z,, de la forme

V2 (Sp, Vo)
€T% X, =5, X, =V, X))

]P)[X"'p+l
En utilisant un principe de superposition on doit pouvoir montrer, comme dans la Proposi-
tion 4.3.1, qu’on controle erreur si on garde la quantité [vi(z, V) —vg(z, Xo, )| /vE(z, X5,)
proche de 1, avec ici V, et X, appartenant au méme segment .J57 . Donc |V, — X, | < h/k,
et meéme si le module de régularité holdérienne de vf est en 1 /h, on peut espérer que pour k
grand un tel schéma converge.



Chapitre 5

Simulations numeériques

5.1 Larégularisation des coefficients n’est pas une bonne
solution

Comme évoqué en introduction I'approche consistant a régulariser les coefficients dis-
continus de ’OFD d’intérét n’est pas une solution satisfaisante. Nous allons illustrer cela
par deux exemples simples.

Exemple 1 : Skew Brownian Motion. On prend pour coefficients p et a

o ={3 350 @ wo-{1a W50 e
Par la Proposition 2.1.1, le processus X engendré par £(p, a, 0) est solution de &de(1, 5 dy),
avec 3 = (1 —1/A)/(1+1/A), c’est a dire que X a la méme loi que le SBM Y% de pa-
rameétre (3.
Or on connait exactement la densité de probabilité de transition p(t, x,y) de Y%# (voir
[Wal78]). Par exemple pour x =0 on a :

(B +1)exp{—y?/2t} siy >0,
V2rtp(t,0,y) = (5.1.2)
(1 — B)exp{—y?/2t} siy<DO.

On construit les coefficients p° et a® de la fagon suivante :

1 sirz < —¢,
a®(x) = é_grl(x—i—e)—i—l si —e<xz<e,
six > e,
et
1 six < —¢,
p(z) = M%(x—i—e)—l—l si—e<z<e,
1/A six > e.

91
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Ces coefficients continus ne sont pas trés réguliers car ils ne sont pas dérivables en —¢&
et €. Cependant d'un point de vue numérique cela ne change pas grand chose. En effet
la probabilité que le processus X¢, engendré par £(p°, a®,0), soit en —e ou en € en un
instant ¢ donné est nulle. Si on construit un schéma d’Euler pour approcher X¢ on peut
considérer que le schéma ne se retrouve jamais en —e¢ et €, et que les coefficients p° et a°
«vusy par le schéma sont beaucoup plus réguliers qu’ils ne le sont en réalité.

Par les Théorémes 1.3.3 et 1.3.4 le processus X¢ tend en loi vers Y? quand ¢ tend
vers zéro. Le processus X°¢ est solution de

£ g\’
AXE = /FaE (X)W, + L <§ S (x)at. (5.1.3)

Le schéma d’Euler est une méthode bien rodée pour approcher les solutions d’EDS a
coefficients réguliers (voir [KP92]). Cependant on va voir que dans certaines conditions
un schéma d’Euler qui approche X¢ échoue & approcher Y078,

Remarque 5.1.1 On pourrait avoir le réflexe d’approcher Y%7 par la solution Y de
t
Vo= Wit 5 [ W(¥7)ds = Wik 3 | @)Ly )da,
0 R

avec b° de support [—e,¢e] et [pb°(z)dz = 1. En effet dans ces conditions la mesure
Bb°(x)dx tend faiblement vers 3d,. Mais ce serait une erreur car, dans ce cas (cf Remarque
1.5.2 et [Leg85] p 65), le processus Y¢ tend vers Y solution de &Soe(1, (1 — e 2%)/(1 +
672ﬁ)50).

Mieux vaut donc jouer sur les coefficient p et a, méme si ¢a ne parait pas naturel de
prime abord (c’est en jouant sur le saut de a qu’on obtient coefficient 3 qu’on veut).

Exemples avec A petit. On prend A = 5 ce qui correspond a f = 2/3. En prend
£ =0.01. On prend z = 0, t = 1, et on simule NV = 10000 trajectoires d’un schéma d’Euler
XA jusqu’a l'instant ¢. Le parametre At est le pas en temps du schéma d’Euler. On
trace un histogramme des positions X; At qui correctement renormalisé devrait donner
une approximation de la densité p(1,0,y) de Ylo’ﬁ . On prend d’abord At = 0.01, puis
At = 0.002 (Figure 5.1).
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F1G. 5.1 — Approximation de p(1,0,y) par un histogramme des positions de )A(f’m pour
At = 0.01 (a gauche) et At = 0.002 (a droite), représentés par une ligne en escaliers.
Dans les deux figures la ligne en * représente la densité exacte.

On voit que pour At = 0.01 l'allure de I'histogramme est différente de la densité
théorique : le schéma est peu souvent sur [—¢, €| et la dérive dans (5.1.3) intervient trop
peu dans sa dynamique. Cependant, en poussant le précision (At = 0.002) on parvient a
obtenir un histogramme correct.

Exemples avec A grand. On prend cette fois A = 100, ce qui est encore relativement
peu par rapport a certaines données issues de la physique (o les coefficients peuvent varier
dans un rapport de 1 pour 1000). On prend encore £ = 0.01. On trace des histogrammes
des N = 10000 positions de X" pour At = 1072 et At = 21073 (les deux courbes du
haut dans la Figure 5.2).

Méme avec At = 2 - 1073 I'histogramme obtenu est aberrant. On peut alors essayer
de pousser encore la précision (At = 5-107%) et d’étaler le support [—¢,¢] (en prenant
e = 2-1072). L’histogramme obtenu est mieux centré mais il présente un pente en zéro au
lieu de la discontinuité nette de la densité théorique (courbe du bas dans la Figure 5.2).

Il s’avére en fait que plus les sauts des coefficients sont grands et donc dans cet exemple,
plus le SBM se rapproche d’un brownien réfléchi, moins I'approximation fournie par un
schéma d’Euler pour les coefficients régularisés est satisfaisante.

Exemple 2 : p = 1 et a saute. Le coefficient a est défini comme dans I'Exemple
1, avec A = 100. En fait il est possible de calculer la densité de probabilité de transition
de X engendré par £(1,a,0), en se servant du fait qu’on connait celle du SBM.

En effet posons = (VA — 1)/(v/A+ 1) et définissons

siy <0,

y
(I)(y):{ VAy siy>0.
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F1G. 5.2 — Approximation de p(1,0,y) par un histogramme des positions de )?f’m pour
(e, At) = (1072,1072), (e, At) = (1072,2-1073) et (¢, At) = (2- 1072,5-1071) (lignes en
pointillé). Dans ces trois graphes la courbe en trait plein représente la densité théorique.
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F1G. 5.3 — Approximation de ¢(1,0,y) par un histogramme des positions de )?f’m. La
ligne en * représente la densité exacte.

Considérons Y% le SBM de paramétre 3 et posons X = ®(Y%?). Une application de la
Proposition 2.2.1 montre que le processus X est solution de &de(y/a,(A— 1)/(A+1)dy),
c’est a dire que X est engendré par £(1,a,0) (Proposition 2.1.1).

Des calculs élémentaires montrent alors que la densité ¢(t, 0, z) de la mesure de proba-
bilité P°[X; € dx] est égale a p(t,0, P! (z)) (@) (x), ou p(t,0,y) est la densité du SBM
définie par (5.1.2).

On peut donc régulariser a comme précédemment, en construisant a® avec € = 0.02. On
trace un histogramme de N = 10000 positions d’un schéma d’Euler X! approchant X©
engendré par £(1,a%,0), a t = 1 avec At = 1073. Le résultat obtenu est aberrant (Fi-
gure 5.3).

5.2 Les algorithmes pour la dimension un

Dans cette section on teste les schémas X" et X9 présentés respectivement dans les
Chapitres 2 et 3 de cette thése. On considére des processus X engendrés par des OFD
a coefficients C' par morceaux (ne présentant qu’'un nombre fini de discontinuités de
premiére espéce). Le schéma X ¥ est donc construit par la procédure décrite en début de
Sous-section 3.5.1, en incluant les points de discontinuité des coefficients dans la grille g,
et en faisant au préalable une approximation constante par morceaux des coefficients.

Remarquons que tester nos schémas sur des coefficients régularisés serait peu judicieux
puisqu’ils comportent justement une étape d’approximation constante par morceaux. Les
sauts des coefficients constants par morceaux qu’on construit déterminent justement les
probabilités de transitions qui servent & construire nos marches aléatoires. Heuristique-
ment, quand en un point un saut d'un coefficient constant par morceaux correspond
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au saut d’un vrai coefficient, la probabilité de transition de la marche reflete, au point
concerné, la probabilité de transition du processus & approcher.

Exemple 1 : Skew Brownian Motion. On prend p et a définis par (5.1.1). Pour
A = 5 on fait 'expérience suivante : on prend G = (—5,5), x = 0, t = 1, et on simule
N = 20000 trajectoires de X" et X9 avec h = 0.05 et g = {hk|k € Z}. On renormalise les
histogrammes des positions de )A(th et )A(tg et on compare a la densité théorique p(1,0,y)
(Figure 5.4).

0.7 T T T T T T T T T 0.7

06 4 06
05 4 05
04 b 04
03 4 03

0.2 1 0.2

) ‘jﬂ | N

Fi1G. 5.4 — Pour A = 5, approximation de p(1,0,y) par un histogramme des positions
de X! (a gauche) et un histogramme des positions de X} (a droite), représentés par une
ligne en escaliers. Dans les deux figures la ligne en * représente la densité exacte.

Le résultat obtenu est satisfaisant et on se demande donc si nos schémas tiennent le
choc en prenant A = 100 (cf problémes de la Figure 5.2). Avec le schéma X9, et cette fois
h = 0.02, on obtient I'histogramme de la Figure 5.5. On peut obtenir un histogramme
analogue avec le schéma X"

Exemple 2 : p = 1 et a saute. On veut confronter nos schémas avec le cas de
I'Exemple 2 de la Section 5.1. On prend donc a nouveau a défini par (5.1.1) avec A = 100.
On prend h = 0.1, G = (—40,40) et g = {hk|k € Z}. Avec le schéma X on obtient
I'histogramme de la Figure 5.6. Malgré quelques oscillations (daes en partie & la difficulté
de renormaliser un histogramme pour obtenir 'approximation d’une densité), le résultat
est correct, contrairement a ce qui se passait dans la Section 5.1.
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F1G. 5.5 — Pour A = 100, approximation de p(1,0,y) par un histogramme des positions
de X7, représenté par une ligne en escaliers. La ligne en x représente la densité exacte.
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F1G. 5.6 — Dans I'Exemple 2 approximation de p(1, 0, y) par un histogramme des positions
de X}, représenté par une ligne en pointillé. La ligne en x représente la densité exacte.

Exemple 3 : «Doubly Skewed Brownian Motion». On prend & nouveau b = 0
et p et a sont cette fois définis par

1 siz<—1/2 1 siz<—1/2
a(r) =< 2 sizel[-1/2,1/2) et p(z)=< 1/2 size[-1/2,1/2)
1 sixz>1/2, 1 six>1/2.

On peut montrer que X engendré par £(p, a,0) est solution de Sove(1, %5_1/2 — %(51/2)
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c’est a dire que,
1 _ 1
Xe=Xo+ Wi+ 5L, V2 (x) - gL,}/Q(X).

Le processus X est appelé «Doubly Skewed Brownian Motion». Ce processus se comporte
comme comme un mouvement brownien sauf en —1/2 et 1/2 ou, heuristiquement, il va a
droite avec des probabilités de respectivement 2/3 et 1/3.

On simule 10000 trajectoires de X" et X¢ partant de = 1.0 jusqu’aux instants
t=0.5,t=1.0ett=1.5.Onprend h = 0.02 et g = {hk|k € Z}. Comparés a une densité
gaussienne centrée en z = 1.0 les histogrammes obtenus montrent une concentration de

particules dans Uintervalle [—1/2,1/2] (Figure 5.7).

06f I N 06

F1G. 5.7 — Approximation de p(t,z,y) pour x = 1.0 aux instants t = 0.5, t = 1.0 et
t = 1.5, par un histogramme des positions de X9 et de X" (ligne en pointillé).

Exemple 4. Comparaison avec les résultats de M. Martinez et d’A. Lejay
dans [LMO6]. Dans l'article [LMO06| les auteurs ont comparé leur schéma et le schéma
d’Euler proposé dans [Mar04| sur I'exemple suivant : p =1, b = 0 et a est défini par

(z) = 2 + sin(x) six <0,
| S+sin(x+7) sixz>0.

On prend ¢t = 1, z = 0.5, h = 0.1 et N = 10000. On trace un histogramme des
valeurs de X", qui approche p(1,0.5,%), sur la Figure 5.8. On trace sur la méme figure
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I'histogramme obtenu dans [LMO06| pour les mémes paramétres. On compare également
(graphique de droite dans la Figure 5.8) les histogrammes obtenus avec X" et X9.

F1G. 5.8 — Approximation de p(t,z,y) dans I'Exemple 4. A gauche, par I'algorithme du
Chapitre 2 et par celui de Lejay et Martinez (courbe en pointillé). A droite par ’algorithme
du Chapitre 2 et celui de Chapitre 3 (courbe en pointillé).

Dans les exemples qui suivent on ne cherche plus & comparer nos deux schémas entre
eux. On cherche plutot & construire une approximation Monte-Carlo de solutions d’EDP
et a la comparer avec ce que donne un solveur déterministe type différences finies ou autre.

Exemple 5. On prend G = (—100, 100), p = 1, b = 0 et a dont le graphe est représenté
par la Figure 5.9. On note (L, D(L)) = £(p, a,b).
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FiG. 5.9 — Graphe de a.

Pour f € Wy™(G) N Co(G), le Théoreme 2.4.1 indique que wg(t, z) = Emf()?th)
approche une version continue u(t, z) de la solution du probléme parabolique dyu = Lu,
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avec condition de Dirichlet uniforme. Si chaque X est une réalisation indépendante de
X" partant de z, la loi des grands nombres indique que la quantité (1/N) SN f[X™®)]
approche ug,(t, ), et donc u(t, x). C’est ce qu’on appelle 'approximation Monte-Carlo de
la solution du probléme d’EDP (on parle parfois pour faire court de solution Monte-Carlo).

On prend f(z) = sin(w (x4 100)/200) et = —10. On calcule la quantité ug,(t, ) :=
(1/N)SN f[)?th’(i)], avec N = 10000 et h = 0.1, pour t appartenant a une grille en
temps qui discrétise 'intervalle [0,4]. On utilise une routine déterministe de MATLAB
pour calculer une approximation ug.(t, ) de u(t,z) pour t € [0,4]. On trace ug,(t,x) et
uget(t, ) en fonction de ¢ sur la Figure 5.10.

F1G. 5.10 — Graphes de ug,(t, z) et uge(t, x) (représenté par la ligne en *) pour x = —10
et t € [0,4].

Exemple 6. On prend G = (—5,5), p =1, b = 2 et un coefficient a irrégulier dont le
graphe est représenté sur la Figure 5.11. On note (L, D(L)) = £(p, a,b).

Onprend g = {0.1k |k € Z} et f(z) = cos (75x). Aux instants ¢ = 0.5 et ¢ = 1.0 on cal-
cule aux points {—4, =3, ..., 3,4} la solution Monte Carlo uy,(t,z) = (1/N) S~ , f[)/(\'f”(i)]

A~

de dyu = Lu, ol on a noté X#0) les réalisations indépendantes de X¢ partant de x. On
prend N = 8000.

Notons que la condition aux limites est encore de Dirichlet uniforme.

On compare encore avec les résultats fournis par un solveur déterministe de MATLAB
(solution wuge sur la Figure 5.12).
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F1G. 5.11 — Graphe du coefficient a.
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F1G. 5.12 — Graphes de ugy(t,.) avec ceux de wuge(t,.) (représentés par les lignes en
pointill¢), pour ¢ = 0.5 (& gauche) et t = 1.0 (& droite).

5.3 Chaine de Markov en dimension deux

On fait des tests sur un domaine rectangulaire G. Le plan est muni d’un repére car-
tésien dont l'origine est au centre du rectangle. On note (x1,x2) les coordonnées d’un
point = de G. Les sommets de G sont aux coordonnées (—1.5,1), (1.5,1), (1.5,—1) et
(—1.5,—1).

On se donne un coefficient a = (a;) (i jyef1,232 € Miell(1,50) défini par a;; = A pour
tout (7,7) € {1,2}* avec A : G — R elle-méme définie par

50 sixzy > 0.23 et z9 > —0.53
A(.Il,.ZCQ) =

1 sinon.
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F1G. 5.13 — Graphe de A.

Color: u Height: u

F1G. 5.14 — Graphe 3D de la solution u de P(G, ).

On se donne la condition au bord ¥ : G — R définie par ¥ (z1,z2) = x3 pour tout
r = (x1,29) € 0G.

On met en oeuvre I'algorithme de la Section 4.2 pour simuler 1(S,,+) selon la loi I@Z"s.
On prend h = 0.1.

Notons qu’on utilise la PDE Toolbox de MATLAB pour résoudre chaque P (Ch,p, ¥5)
et obtenir les probabilités de transition. En pratique on définit 9 avec ¢ = 0, ce qui
d’un point de vue numérique ne change rien. Comme on a laissé faire les choses de fagon
automatique, on n’a pas spécifié non plus le paramétre 6.
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25

F1G. 5.15 — Graphe de u (., z5) comparé a celui de u(., z3) (la ligne en x).

On simule N = 10000 fois 9(.S,+) sous la loi I/P\’Z‘; pour = € G, et on calcule

Cette quantité est censée approcher u(z) ot u est solution de P(G,1) tel qu’écrit
dans le Chapitre 4. Sur la Figure 5.14 on trace le graphe obtenu en utilisant le solveur
déterministe de la PDE Toolbox pour le probléme P(G, ).

On fixe 9 = —0.4. On calcule alors uh’N(xl, x9) pour les abscisses successives z; =
—1.5,—1.2,...,1.2,1.5. On compare avec u(., zy) sur la Figure 5.15.

5.4 Remarque sur la programmation dynamique

Dans 'Exemple 5 de la Section 5.2 on a approché la moyenne E*[f(X")] par une mé-
thode de Monte Carlo. Or on peut envisager de calculer une telle moyenne en mettant en
oeuvre une méthode de programmation dynamique. En effet, par construction, le proces-
sus X/ passe une tranche de temps exactement égale a h? sur chaque site de la grille G"
(voir Sous-section 2.3.2). On peut donc construire un arbre binomial représentant les tra-
jectoires possibles de )?th partant de x (sur la Figure 5.16 on a représenté un tel arbre
pour x = 0, dans le cas L = £(1,a,0) avec a prenant les trois valeurs constantes aj, as
et ag selon les x croissants, et as > a3 > a;). Les branches de cet arbre ont pour poids
les probabilités de transition données par (2.3.7). Pour toute position possible xg, de )?th
on peut donc remonter 'arbre de xg, jusqu’a x de diverses fagons, et ainsi calculer la
probabilité que X! = zg,. On peut ainsi calculer E*[f(X[)]. Notons que comme ce type
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F1G. 5.16 — Arbre binomial des trajectoires de )A([L partant de z = 0.

de méthode permet de calculer des espérances conditionnelles, on peut s’en servir pour
calculer le prix d’options américaines, comme pour les modéles présentés dans [DGS05].

Notons qu’utiliser une telle approche pour 'algorithme X*® dans I'Exemple 6 de la
Section 5.2 semble plus difficile. En effet entre deux sites de la grille g le processus X® passe
un temps qui est fonction de ces sites, et n’est pas forcément le méme . En conséquence
I’arbre correspondant aux trajectoires de X® partant de x n’est pas structuré de fagon si
commode que dans le cas précédent : le remonter pose probléme.

position

F1G. 5.17 — Arbre déstructuré correspondant aux trajectoires de Xs partant de z = 0.
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Cependant les probabilités de transition 7(j,j + 1) calculées pour X permettraient
de déterminer, en résolvant un systéme linéaire, les solutions de problémes du type,

Lu =0 dans(l,7)
Pla,B) § ull) =«
u(r) =p.

En effet posons ¢(z) = aly—y + #l—y). Par Feynman-Kac on a pour tout x € (I,7),
E*[(X;)] = u(x), o uw est la solution de P(a, ), X est le processus engendré par
(L,D(L)) et 7 = inf{t > 0|X; € {l,7}}. Une approximation de u(x) est donc donnée
par u(z) = E* [@D()?Tg)] = E*@[)(55.)] ot on a noté z;(z) le point de la grille g le plus
proche de z, 7 = inf{t > 0|X? € {I,r}} et n* = inf{p € N\gg € {l,r}}. Par la propriété
de Markov forte on obtient, pour z = z;,

i(x;) = E% [E[(S%)|SF]] = E™[a(S1)] = @(zja)m(f, 5 + 1) + @(z_1)m(j, j — 1).

Soit g = {z,};—0..s la grille sur (I,r) avec | = x¢ et r = x;. Solent les vecteurs
U = (i(x1),...,0(x;1))" et F = (an(1,0),0,...,0,87(J — 1,J))", et soit la matrice
IT la matrice tribande dont les coefficients non nuls sont les I1(j,7 + 1) = 7(j,7 £ 1). Le
vecteur U est solution du systéme linéaire

(I-IU = F.

Derniére remarque. Pour conclure ce chapitre qui traite de considérations numé-
riques signalons que, comme on a étudié la convergence de nos schémas X vers X, on
aurait pu étudier la convergence de fonctionnelles de X du type

F(Xy)exp [ — /0 tc()?r)dr] + /O t gt — s, X,)exp [ — /O sc()?r)dr]ds.

Cela aurait permis d’utiliser nos algorithmes pour le cas de problémes paraboliques
du type suivant (cf [KS91| Section 4.4).

Owu(t,z) = Lu(t,z) — cu(t,x) + g(t,z) pour(t,z) € (0,00) x R

u(0,z) = f(z) pourx € R.
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Résumé : Dans cette thése on étudie des schémas numériques pour des processus X & coefficients
discontinus. Un premier schéma pour le cas unidimensionnel utilise les Equations Différentielles
Stochastiques avec Temps Local. En effet en dimension un les processus X sont solutions de telles
équations. On construit une grille sur la droite réelle, qu une bijection adéquate transforme en une
grille uniforme de pas h. Cette bijection permet de transformer X en Y qui se comporte localement
comme un Skew Brownian Motion, pour lequel on connait les probabilités de transition sur une
grille uniforme, et le temps moyen passé sur chaque cellule de cette grille. Une marche aléatoire
peut alors étre construite, qui converge vers X en h'/2. Toujours dans le cas unidimensionnel on
propose un deuxiéme schéma plus général. On se donne une grille non uniforme sur la droite réelle,
dont les cellules ont une taille proportionnelle & A. On montre qu’on peut relier les probabilités de
transition de X sur cette grille, ainsi que le temps moyen passé par X sur chacune de ses cellules, &
des solutions de problémes d’EDP elliptiques ad hoc. Une marche aléatoire en temps et en espace
est ainsi construite, qui permet d’approcher X a nouveau en h/2. Ensuite on présente des pistes
pour adapter cette derniére approche au cas bidimensionnel et les problémes que cela souléve. Enfin
on illustre par des exemples numériques les schémas étudiés.

Mots-clés : diffusions en dimension un, EDS avec temps local, Skew Brownian Motion, marche
aléatoire, théoréeme de Donsker, formule de Feynman-Kac, problémes d’EDP elliptiques, schémas
numeériques.

Summary : In this thesis numerical schemes for processes X generated by operators with dis-
continuous coefficients are studied. A first scheme for the one-dimensional case uses Differential
Stochastic Equations with Local Time. Indeed, in dimension one, the processes X are solutions of
such equations. We construct a grid on the real line, that is transformed by a proper bijection in a
uniform grid of step h. This bijection also transforms X in some process Y, that behaves locally like
a Skew Brownian Motion (SBM). We know the transition probabilities of the SBM on a uniform
grid, and the average time it spends on each of its cells. A random walk can then be built, that
converges to X in h'/2. A second scheme, that is more general, is proposed still for the dimension
one. A non uniform grid on the real line is given, whose cells have a size proportional to h. Both
the transition probabilities of X on this grid, and the average time it spends on each of its cells,
can be related to the solutions of proper elliptic PDE problems, using the Feynman-Kac formula. A
time-space random walk can then be built, that converges to X again in h'/2. Next some directions
to adapt this approach to the two-dimensional case are given. Finally numerical exemples illustrate
the studied schemes.

Keywords : one-dimensional diffusion processes, SDE with local time, Skew Brownian Motion,
random walk, Donsker theorem, Feynman-Kac formula, elliptic PDE problems, numeric schemes.



