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Introduction

Dans les théories stables, on constate l•existence de nombreux groupes de rang de Morley “ni
inattendus, que ce soient des groupes correspondants `a des con“gurations de groupe ou des groupes
de liaison. Cherlin a entrepris de les classi“er, et a formul´e la conjecture que tout groupe de rang
de Morley “ni devrait �etre un groupe algébrique sur un corps algébriquement clos.
En s•attaquant à cette conjecture, Cherlin a buté sur deux obstacles majeurs : les mauvais groupes
et les mauvais corps. Les mauvais groupes sont des groupes de rang de Morley “ni connexes non
résolubles dont tous les sous groupes d´e“nissables connexes sont nilpotents, la question de leur
existence reste ouverte. Les mauvais corps sont des corps de rang de Morley “ni dans lequel il y a
un sous groupe multiplicatif dé“nissable in“ni propre.

L•existence de mauvais corps en caract´eristique positive est peu probable (cf [15] et [6]). En
revanche, en utilisant les méthodes de fusion de Hrushovski, Baudisch et al ont construit des mauvais
corps de caractéristique nulle appelés corps verts dans [1]. Un d´etail technique qui avait échappé
aux auteurs de [1] est désormais reglé, en utilisant des résultats de Hils et les méthodes du présent
ouvrage. D•autres corps� collorés � ont été construits avant les corps verts : les corps noirs et
les corps rouges. Les corps noirs furent les premiers corps de rang de Morley “ni mais di�´erent
de 1 connus. Les corps rouges sont des corps de rang de Morley “ni avec un sous groupe additif
dé“nissable in“ni propre (ils sont n écessairement de caract´eristique positive !). C•est Poizat qui a
proposé une adaptation des méthodes de Hrushovski pour construire les corps color´es.

Poizat remarque qu•il est tout à fait l égitime de fusioner� librement � , c•està dire sans chercher `a
faire en sorte que les types de dimension 0 soient alg´ebriques. Il distingue ainsi la fusion� libre � de
la fusion � collapsée � 2.

Zilber s•est intéressé aux corps colorés non collapsés, dont il a trouvé des modèles� naturels � sous
réserve de la véracité de la conjecture de Shanuel (cf [20]). PourG := { exp((1 + i )t + q)

�
� t �

R, q � Q} , il montre que la théorie de (C, + , × , G) est celle des corps verts non-collaps´es. Pour
P := { f ((1 + i )t + q)

�
� t � R, q � Q} où f est une fonction de Liouville, il montre que la théorie de

(C, + , × , P) est celle des corps noirs non-collaps´es.

C•est probablement ce qui a motivé les travaux de Caycedo dans [3]. Il y construit des corps verts
dont le sous-groupe multiplicatif possède une torsion raisonnable, mais aussi des corps de rang de
Morley � · 2 avec un sous-groupe propre d•une courbe elliptique, qu•il appelle corps� émeraude� .
Zilber et lui fournissent ensuite dans [4] des mod`eles� naturels � .

Nous proposons une notion de classe d•amalgamation qui nous semble uni“er au moins toutes
les constructions de corps color´es réalisées jusqu•ici. Sous r´eserve que les amalgames d•une classe
d•amalgamation soient axiomatisables, leur théorie est complète et � -stable. La notion cruciale
dans une classe d•amalgamation est la pr´e-stabilit é : elle nous permet de construire des amalgames

2. Cette m étonymie est trompeuse : la fusion collaps´ee n•est pas obtenue en collapsant la fusion libre, mais en
construisant la limite de Frä šssé d•une classe restreinte qui satisfait un � lemme d•amalgamation collaps´ee �

4



dénombrables ; c•est ainsi une condition n´ecessaire et su�sante pour que les amalgames soient� -
stables s•ils sont axiomatisables. En suivant ce paradigme, nous construisons de nouveaux corps
colorés par fusion d•un corps alg´ebriquement clos et d•une variété abélienne simpleA munie d•un
prédicat pour un sous-End0(A)-espace vectoriel au dessus du corps gaucheEnd0(A) des quasi-
endomorphismes deA. Soit g = dim(A) le genre deA, nous obtenons ainsi :

„ lorsque g = 1, un corps de RM 2 avec un sous groupe d´e“nissable in“ni propre d•une courbe
elliptique. C•est le collapse des corps ´emeraudes de Caycedo mention´es plus haut.

„ lorsque g > 1, avant collapse, des corps de RM� avec un sous groupe d´e“nissable in“ni
propre de A.

„ lorsque g > 1, après collapse, des corps fortement minimaux avec un sous groupe d´e“nissable
in“ni propre de A.

Plan

Chapitre 1

Nous dotons une variété abélienne simpleA modulo la torsion d•une structure naturelle d•espace
vectoriel sur un corps gauche, le corpsEnd0(A) des quasi-endomorphismes deA modulo les quasi-
endomorphismes triviaux.

Nous montrons que cette structure est su�sament expressive pour nos besoins, en ceci qu•elle permet
de dé“nir les sous-groupes des puissances deA, ce dont nous auront besoin pour axiomatiser. Nous
établissonségalement un lien entre la dimension linéaire pour cet espace vectoriel et le degr´e de
transcendance.

Chapitre 2

Nous dé“nissons les structures que nous allons amalgamer. Ces structures sont des corpsL avec un
prédicat O pour un sous-groupe divisible et sans torsion deA(L) que nous dotons d•une structure
d•End0(A)-espace vectoriel.

Nous dotons ces structures d•uneprédimension. Comme son nom l•indique, la prédimension est le
germe de la dimension des amalgames que nous allons construire.

A“n que la pr édimension remplisse sa t�ache, il faut s•assurer que nous travaillons dans des structures
où rien ne se présente qui aurait une prédimension négative. C•est le r�ole desextensions ormessiennes
(strong extensions en anglais). Une extension est ormessienne si elle ne fait pas appara�štre de
prédimension négative sur sa base.

Les corps octarines sont les structures qui sont des extensions ormessiennes d•une structure initiale
(ici un corps algébriquement clos dénombrable K sur lequel A est dé“nie, avec O(K ) = { 0A } ).
Nous allons donc restreindre notre attention aux corps octarines algébriquement clos3, et aux

3. Nous restreignons notre attention aux corps alg´ ebriquement clos a“n de ne pas avoir `a s•embarasser d•extensions
ormessiennes que nous jugeons triviales : les extensions algébriques sans ajout de points color´es.
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plongements ormessiens entre de telles structures.

A“n d•analyser les extensions ormessiennes, nous montrons l•existence d•une cl�oture ormessienne
et nous établissons que toute extension ormessienne “niment engendr´ee se décompose en une tour
“nie d•extensions ormessiennes minimales. Nous classi“ons ces extensions minimales, dont l•´etude
va �etre prépondérante.

Chapitre 3

Nous tentons ici de proposer un contexte g´enéral pour l•amalgamation. Nous dé“nissons de manière
abstraite une classe d•amalgamationcomme une catégorie dont les objets sont des structures, et les
”`eches les plongements ormessiens entre ces structures.

Faire une amalgamation, c•est construire des structuresriches. Une structure est riche si l•on
peut plonger ormessiennement dans cette structure toute extension ormessienne d•une petite sous-
structure ormessienne.

Une structure riche pour une classe d•amalgamation tient lieu de mod`ele d•une modèle compagne :
lorsque les riches sont axiomatisables, leur th´eorie satisfait une forme a�aiblie de modèle complétude
(remarque 3.3.3) : lorqu•un modèle de cette théorie est une extension ormessienne d•un autre mod`ele
de cette théorie, l•extension estélémentaire.

Comme nous voulons construire des riches� -stables, il semble raisonable d•introduire une condi-
tion nécessaire `a leur stabilit é, que nous nommons pr´e-stabilit é. Elle garantit en e�et que chaque
structure considérée a un nombre raisonnable d•extensions ormessiennes “niment engendr´ees. Ce
n•est en outre qu•à cette condition que nous pouvons esp´erer construire des riches d´enombrables.

Sous réserve que les riches soient axiomatisables, nous d´ecrivons leurs types en terme d•extensions
ormessiennes, et nous montrons que les riches sont� -stables.

La dé“nition que nous proposons d•une classe d•amalgamation semble convenir d´es que l•on consid`ere,
comme c•est le cas pour nos corps octarines, une classe de structures avec des plongements ormes-
siens dé“nis par une prédimension. Tous les corps color´es construits jusqu•ici peuvent �etre vus
comme des riches pour une classe d•amalgamation au sens o`u nous la décrivons.

Chapitre 4

Nous allons dès le chapitre 5 décrire des formules du langage des corps telles qu•un uple octarine
engendrera une extension minimale si et seulement si il est corpiquement g´enérique dans une de ces
formules.

Donné un corps octarine (L, O(L)) et une réalisation générique ā d•une telle formule il faut pour
chaque entiern préciser quelélément denŠ 1 · ā sera octarine. Il y a ainsi � 1 possibilités de choisir
pour chaquen laquelle des racines de ¯a est colorée.

Il nous a fallu, pour garantir la pr éstabilit é de la classe des corps octarines, montrer que -`a isomor-
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phismee près- il n•y a qu•un nombre “ni de possibilités de colorer les racines.

Pour démontrer le lemme d•amalgamation collaps´ee, il nous a fallu une version uniforme de ce
dernier résultat. Elle garantit que l•on peut modi“er les formules évoquées plus haut a“n qu•il
n•y ait à isomorphisme près qu•une seule possibilit´e de colorer les racines d•une de leur r´ealisation
générique.

Chapitre 5

Nous montrons comment exprimer au premier ordre qu•un corps octarine est une extension ormes-
sienne de la baseK .

Nous achevons la construction des riches libres, ce qui n´ecessite plusieurs ´etapes. Nous donnons le
lemme d•amalgamation libre. Nous commen¸cons le codage des extensions minimales pr´ealgébriques
en dé“nissant les formules ra�n´ ees, qui sont des formules du langage des corps dont les r´ealisations
génériques octarines engendrent des extensions minimales, et dont les r´ealisations octarines ne
peuvent �etre que génériques ou algébriques sur les param`etres.

Ce codage nous permet d•axiomatiser les riches pour la classe d•amalgamation� libre � .

Chapitre 6

Nous construisons un ensemble de formules du langage des corps appel´eesbons codes. Les bons codes
codent e�ectivement les extensions minimales pr´ealgébriques en ce sens qu•il y a une correspondance
biunivoque entre les bons codes et les extensions minimales pr´ealgébriquesà isomorphisme près.

Chapitre 7

Pour collapser, il nous faut une stratégie pour limiter le nombre de réalisations d•une instance
donnée d•un bon code. Les instances de bons codes ´etant des formules ra�n´ees, on constate que les
suites de réalisations de ces instances dans les corps octarines tendent `a �etre de Morley ou à avoir
des termes algébriques sur les autres.

Cette observation nous permet d•établir un lemme combinatoire vital pour la suite. Nous exhibons
des formules du langage des corps, dont les r´ealisations seront appeléessuites de di� érence, qui
isolent su�sament de propri´etés des suites de Morley de bons codes.

Ce lemme combinatoire statue que dans une extension de corps octarines, une suite de di�´erence
su�sament longue doit ou bien comporter une sous-suite de Morley au dessus de la base d•une
certaine longueur prescrite, ou alors on peut en d´eriver une suite de di�érence longue vivant dans
la base. Ceci est particulièrement pertinent lorsque, comme ce sera le cas par la suite, on exclue
que la base puisse avoir des suites de di�´erence longues.
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Chapitre 8

Nous dé“nissons la classe d•amalgamation collaps´ee, et démontrons que c•est bien une classe d•amal-
gamation au sens du chapitre 3 en prouvant le lemme d•amalgamation pour cette classe. Il s•agit
d•une sous classe de la classe d•amalgamation libre, et les notions d•extension ormessienne et d•ex-
tension minimale y sont les m�emes.

Nous axiomatisons les riches pour cette classe, et obtenons ainsi un corps octarine� -stable dans
lequel les suites de di�érences trop longues n•ont pas droit de cit´e.

Chapitre 9

Nous étudions les rangs des riches que nous avons construits et montrons que le rang de Lascar et
le rang de Morley cöšncident. Nous montrons que le riche libre est de rang� , et que le riche collapsé
est fortement minimal.

Annexe

Nous expliquons brièvement comment adapter nos m´ethodes pour collapser les corps ´emeraudes de
J.D. Caycedo.

Sources

Le chapitre 1 reprend beaucoup de mat´eriel de [11] et [18].

Le concept de corps color´es est d�u à B. Poizat qui a amalgamé puis collapsé les corps noirs dans
[12], et amalgamé les corps rouges et verts dans [14]. C•est plus particuli`erement les méthodes de
[14] que nous suivons dans les chapitres 2 et 5.

Le chapitre 4 a nécessité le concours de D. Bertrand ([2]) et de M. Hils ([9]).

Les chapitres 6,7 et 8 reprennent les m´ethodes de A. Martin-Pizzaro, A. Baudisch, M. Hils, F.
O. Wagner et M. Ziegler dans [10] et [1], o`u sont respectivement collapsés les corps rouges en
caractéristique positive et les corps verts.
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1 Le langage de la dimension n´ egative

La structure au dessus de laquelle nous voulons fusioner est un groupe ab´elien, et sa géométrie sera
de nature modulaire. Comme notre variété abélienneA est commutative et divisible, il semblerait
naturel de la voir comme un Q-espace vectoriel (modulo la torsion). Cependant, cette option ne
permettrait pas de voir tous les sous-groupes alg´ebriques deA. Par exemple, lorsqu•il s•agira d•ex-
primer au premier ordre qu•un uple de points est su�sament indépendant linéairement, nous aurons
besoin du fait 5.1.1 et il appara�štra qu•il est essentiel que les sous-vari´etés abéliennes deAn , n � N,
s•expriment comme des sous-espaces vectoriels deAn modulo la torsion.

1.1 Quasi-endomorphismes

Ce qui suit est inspiré de [18]. Nous dé“nissons la notion de quasi-homomorphisme de mani`ere plus
spéci“que a“n de l•adapter à nos besoins. Il s•agit d•une multifonction qui se comporte comme un
morphisme.

Quasi-homomorphismes Soient (G, +) et ( H, +) deux groupes commutatifs. Un quasi-homomorphisme
� : G � H est un sous groupe deG × H satisfaisant :

„ � (0) := { h � H
�
� (0, h) � � } est “ni.

„ � 1(� ) = G. 4

Pour g � G, on dé“nit � (g) := { h � H
�
� (g, h) � � } , l•image deg par � . Si H = G, on dit que � est

un quasi-endomorphisme deG.

Remarque 1.1.1. Soit � : G � H un quasi-homomorphisme, alors� x � G, � (x) est de la forme
y + � (0) pour y � � (x). En particulier, les � (x) sont tous de m�eme cardinal.

Un quasi-homomorphisme� se comporte comme un morphisme en ce sens que :
„ 0 � � (0)
„ � (x + y) = � (x) + � (y)
„ � (Šx) = Š� (x)

Réciproquement, une multifonction � : G � H satisfaisant :
„ � (x + y) = � (x) + � (y)
„ � (Šx) = Š� (x)
„ � (0) est un sous-groupe “ni deH

est un quasi-homomorphisme.

L•ensemble des quasi-endomorphismes de G On note QEnd(G) l•ensemble des quasi-endomorphismes
de G. Pour �, � � Q End(G), On dé“nit naturellement :

„ � � � := { (g, h) � G2
�
� � r � � (g), h � � (r )}

„ � + � := { (g, h + h� )
�
� g � G, h � � (g), h� � � (g)}

4. La dé“nition de [18] est •� 1(� ) est d•indice “ni dans GŽ. Pour nos besoins, cette dé“nition n•apporterait rien :
nous ne considérerons vite que des quasi-homomorphismes dé“nissables partant d•un groupe connexe.
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Notons 0 les sous-ensembles{ 0} � A et A × 0 � Q End(A). On constate aisément que � � � et
� + � sont des quasi-endomorphismes deG, et que � et + sont associatives. Nous montrons la
distributivit´ e à gauche de� sur + ci-dessous. En revanche,QEnd(G) n•est pas un anneau car� n•a
pas d•opposé si � (0) �= 0. Ce n•est pas non plus un semi-anneau car 0 n•est pas absorbant `a droite :
si � (0) �= 0, � � 0 = A × � (0) �= 0. Nous notons tout de m�emeŠ� := ( ŠId ) � � et � Š � := � + ( Š� ).

Démonstration de la distributivit´e à gauche:Soient �, � 1, � 2 des quasi-endomorphismes deG. Il
s•agit de montrer l•égalité entre les deux ensembles suivants :

� � � 1 + � � � 2 = { (g, h1 + h2)
�
� g � G, � r i � � i (g), hi � � (r i ), i = 1 , 2}

� � (� 1 + � 2) = { (g, h)
�
� g � G, � r � (� 1 + � 2)(g), � (r ) = h}

� : Soit (g, h1 + h2) � � � � 1 + � � � 2, il y a r 1, r 2 avec r i � � i (g) tels que hi = � (r i ). Posons
r = r 1 + r2. On a par dé“nition r � (� 1 + � 2)(g). Comme h1 + h2 � � (r 1) + � (r 2) =
� (r 1 + r2) = � (r ), il apparait que (g, h1 + h2) � � � (� 1 + � 2).

	 : Soit (g, h) � � � (� 1+ � 2), il y a r � (� 1+ � 2)(g) tel que � (r ) = h. Par dé“nition de � 1+ � 2, on
peut décomposerr = r 1 + r 2 avecr i � � i (g). Comme � (r ) = � (r 1) + � (r 2), il y a h1 � � (r 1)
et h2 � � (r 2) tels que h = h1 + h2. Nous avons donc (g, h) = ( g, h1 + h2) � � � � 1 + � � � 2. �

1.2 L•anneau des quasi-endomorphismes d•une vari´ et é abélienne modulo
la torsion

Dans tout ce chapitre, A dénotera une variété abélienne dé“nie sur le corps algébriquement closK .
Pour un corps L 	 K , A(L ) dénote l•ensemble des pointsL -rationels de L . Par abus de notation,
on note A l•ensembleA(C), où C est une extensionélémentaire très saturée et très homogène deK .

Par un (quasi-)endomorphisme deA, nous entendons un (quasi-)endomorphisme d´e“nissable dans
le langage des corps. Nous notonsEnd(A) l•anneau des endomorphismes d´e“nissables deA, et
QEnd(A) l•ensemble des quasi-endomorphismes (d´e“nissables) de A. Il est naturel d•introduire
End0(A) := End(A)

�
Q, qui est l•objet que nous convoitons.

Quasi-endomorphismes triviaux Un quasi-endomorphisme� de A est dit trivial s•il est de la
forme A × F pour F � A “ni. Nous notons T riv � Q End(A) l•ensemble des quasi-endomorphismes
triviaux. Bien que QEnd(A) ne soit pas un anneau,T riv peut �etre considéré comme un idéal
bilat ère en ce sens que :

„ � r, s � T riv, r + s � T riv et Šs � T riv .
„ � r � T riv, � � � Q End(A), r � � � T riv et � � r � T riv .

Cependant, comme dans [18], nous d´e“nissons la relation d•équivalence :

� 
 � :�� � s � T riv, � + s = � + s

Fait 1.2.1 ([11]). Soit n � 2, la n-torsion de A est isomorpheà (Z/n Z)2dim (A ) . En particulier, la
torsion est petite : T or(A) � A(K ).

Lemme 1.2.2. Soit � � Q End(A) tel que � x � A, � (x) � T or(A). Alors, � � T riv .
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Démonstration: Il y a F � T or(A) “ni tel que � x � A, � (x) � F : sinon, par compacité on trouve
x tel que � (x) � T or(A).

PosonsG := � (0), on a un morphisme bien dé“ni :

� : A Š� F/G
x Š� y pour y � � (x)

F/G est “ni, et donc ker(� ) = { x � A
�
� � (x) = G} est un sous groupe d´e“nissable d•indice “ni de

A. Comme A est connexe,ker(� ) = A, d•où � = A × G � T riv . �

Remarque 1.2.3. 
 est •l•égalité modulo TrivŽ :

� 
 � �� � Š � � T riv

En particulier, 
 est compatible avec+ et � .

Démonstration: Soit F � A “ni. Supposons que� Š � = A × F , alors pour x � A, on a � (x) �
� (x) + F et � (x) � � (x) + F . Par conséquent, � (x) + F = � (x) + F pour tout x � A, d•où
� + A × F = � + A × F .

Réciproquement, supposons� + A × F = � + A × F , alors, quitte à prendre F := F + � (0) + � (0),
on constate aisément que (� Š � )(x) � F pour tout x � A. Par conséquent, � Š � � T riv d•après
le lemme 1.2.2.�

Lemme 1.2.4 (Action de QEnd(A) modulo la torsion ). Un quasi-endomorphisme� induit
un morphisme bien dé“ni

� : A/T or (A) Š� A/T or (A)
x Š� y pour y � � (x)

De plus, on a� = � ssi � 
 � .

Démonstration:
� est bien dé“ni : Soient x1, x2 � A avec x1 Š x2 � T or(A), et yi � � (xi ), i = 1 , 2. Soit m � 0

tel que m · (x1 Š x2) = 0, alors m · (y1 Š y2) � � (m · (x1 Š x2)) = � (0). En particulier,
|� (0)| · m · (y1 Š y2) = 0, d•où y1 Š y2 � T or(A).

� = � ssi � 
 � : Supposons que� 
 � , disons � + s = � + s, avec s � T riv . Alors clairement
� + s = � et � + s = � , d•où � = � .
Réciproquement, si� = � , alors � Š � = � Š � = 0. En particulier, ( � Š � )(x) � T or(A)
pour tout x, d•où � Š � � T riv d•après le lemme 1.2.2.�

Le d éfaut de centralit´ e de Q dans QEnd(A) Écrivons
p
q

:= { (x, y) � A2
�
� q · y = p · x} � Q End(A)

Si nous voulons identi“er l•ensemble des quasi-endomorphismes de cette forme `a Q, nous nous
heurtons au fait que pour n > 1, 1

n · n �= n · 1
n = Id , et que de manière générale les quasi-

endomorphismes de cette forme ont tendance `a ne pas �etre centraux.
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Multiplicit´ e d•un quasi-endomorphisme Soit � � Q End(A), Nous dé“nissons la multiplicit´e
mult (� ) de � comme étant l•exposant du groupe� (0). Ainsi, mult (� ) est le plus petit entier tel
que mult (� ) � � soit un endomorphisme deA. Il nous permet de dé“nir la fonction de r éduction
modulo la torsion :

Red : QEnd(A) Š� End0(A)
� Š� mult (� ) � �  1

mult ( � )

Nous pouvons maintenant démontrer ceà quoi on s•attendait :

Lemme 1.2.5. Red est unL anneau -morphisme surjectif, qui induit un isomorphisme entreQEnd(A)/ 

et End0(A).

Démonstration:

Red est un morphisme pour + : Soient �, � � Q End(A). On pose m := mult (� + � ). Comme
(� + � )(0) = � (0) + � (0), il vient mult (� )|m et mult (� )|m. On a donc :

Red(� ) + Red(� ) = mult (� ) � � 
1

mult (� )
+ mult (� ) � � 

1
mult (� )

= m � � 
1
m

+ m � � 
1
m

= m � (� + � ) 
1
m

= Red(� + � )

Red est un morphisme pour· : Soient �, � � Q End(A). On pose m := mult (� ) · mult (� ). Claire-
ment, mult (� � � )|m.

Red(� � � ) = mult (� � � ) � � � � 
1

mult (� � � )

= m � � � � 
1
m

= mult (� ) �
�
mult (� ) � �

�
� � 

1
m

=
�
mult (� ) � �

�
� mult (� ) � � 

1
m

(1)

=
�
mult (� ) � �

�


1
mult (� )

· mult (� ) � � 
1

mult (� )
(2)

= Red(� ) · Red(� )

Pour (1), on utilise que Z est central dansEnd(A) et que mult (� ) � � � End(A). (2) est juste la
dé“nition de la multiplication dans un produit tensoriel.

Red est surjectif : Soit � � End(A) et p
q � Q avecpgcd(p, q) = 1. Alors mult ( p

q � � ) = q. On a donc

Red(
p
q

� � ) = p � � 
1
q

= � 
p
q
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ker(Red) = T riv : Soit � � Q End(A) tel que Red(� ) = 0, alors on doit avoir mult (� ) � � = 0
puisque 1

mult ( � ) �= 0.

Par conséquent,� (x) � T ormult ( � ) (A) pour tout x � A. D•après le lemme 1.2.2, on a donc� � T riv :
nous avons montré queker(Red) � T riv .

Soit � � T riv disons � = A × F pour F � A “ni. Alors mult (� ) est l•exposant deF , si bien que
mult (� ) � � = 0, d•où Red(� ) = 0 c•est à dire � � ker(Red).

Red induit un isomorphisme entre QEnd(A)/ 
 et End0(A) :

Commeker(Red) = T riv , l•application induite � � � Red(� ) est bien dé“nie puisque
 est l•égalité
modulo T riv .

Par surjectivit´e deRed, on a une application End0(A) � Q End(A)/ 
 donnée parRed(� ) � � � ,
qui est bien dé“nie puisque Red(� ) = Red(� ) � � 
 � . Cette application est clairement l•inverse
de celle induite par Red. �

D é“nition Nous considérons �  p
q � End0(A) comme l•endomorphismep

q � � de A/T or (A).
Ainsi, Red(� ) opère comme� .

En ce sens, nous appelonsEnd0(A) l•anneau des quasi-endomorphismes deA modulo la torsion.

Le cas où A est simple A est dite simple si elle ne contient pas de sous-vari´eté abélienne propre,
c•està dire si tout sous-groupe algébrique propre deA est “ni. Dans tout le reste de cet ouvrage,A sera une variété abélie
dé“nie sur le corps algébriquement clos dénombrable de caractéristique nulle K .

Fait 1.2.6 ([11]). Tout endomorphisme non trivial � de A est une isogénie : il y a � � End(A) tel
que � � � = n pour n � Z.

En particulier, End0(A) est un corps gauche.
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1.3 Alg`ebre lin´eaire dans A

Comme End0(A) est un corps gauche, l•action deEnd0(A) sur A/T or (A) que nous avons décrite
en fait un End0(A)-espace vectorielà gauche. Pour que cela ait un sens, il nous faut v´eri“er que
End0(A) ne dépend pas du corps ambiant :

Remarque 1.3.1. Deux quasi-endomorphismes qui cöšncident sur une partie in“nie de A sont
égaux.

En particulier, tout quasi-endomorphisme est dé“ni sur K .

Démonstration: Soient �, � � Q End(A), alors { x � A
�
� � (x) = � (x)} est un sous groupe alg´ebrique

de A. S•il est in“ni, il doit � etre égal à A par simplicit é deA.

Soit � � Q End(A), et � un K -automorphisme global. Alors, � et � (� ) cöšncident surA(K ). Or,
A(K ) 	 T or(A) et T or(A) est in“ni. Par conséquent, � = � (� ) �

La dimension lin´ eaire Pour B � A, nous dé“nissons la dimension linéaireldim (B ) de B comme
la dimension du sousEnd0(A)-espace vectoriel deA/T or (A) engendré par B/T or (A).

Si ā = a0, . . . , an , on écrit ldim (B ā) pour ldim (B � { a0; . . . ; an } ).

D épendances quasilin´ eaires Nous appelons (abusivement) formes quasilin´eaires les quasi-homomorphismes
dé“nissables dans le langage des corps du type

E : An Š� A
x̄ Š�

� n
i =1 � i (xi )

où � i � Q End(A), 1 � i � n. Nous dirons que des formes quasilin´eaires (E), (E � ) sont indépendantes
si les vecteurs (� 1, . . . , � n ), (� �

1, . . . , � �
n ) sont QEnd(A)-lin éairement indépendants à gauche. Une

dépendance quasilinéaire est une formule du typeE(x̄) � 0A . Des dépendances quasilin´eaires sont
indépendantes si les formes quasilin´eaires qui les dé“nissent le sont.

Clairement, les dépendances quasilin´eaires dé“nissent des sous-groupes deAn . Nous allons montrer
que les sous groupes deAn sont exactement les intersections de d´ependances quasilin´eaires. De plus,
nous allonsétablir les liens entre la dimension linéaire et la dimension de ces groupes.
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Quasi-endomorphismes de An

Fait 1.3.2 ([11]). Soient A une variété abélienne, et G �= 0 une sous-variété abélienne de An .
Il existe une sous-variété abélienne G� de An dé“nie sur les paramètres de G et de A telle que
l•application suivante soit une isogénie :

G × G� � An

(b, b� ) � b+ b�

DonnésG, G� comme ci-dessus, nous d´e“nissons :

� := { (a, b) � An × G
�
� a Š b � G�}

D•après le fait ci dessus,� � Q End(An ) et � est surjectif. Nous avons montré :

Lemme 1.3.3. Soit A une variété abélienne, toute sous-variété abélienne deAn est l•image deAn

par un quasi-endomorphisme deAn .

[11] nous dit queEnd0(An ) �= M n (End0(A)). Nous incluons ici une preuve, pour spéci“er l•isomor-
phisme.

Fait 1.3.4 ([11]). End0(An ) �= M n (End0(A)) (les matrices n × n à coe�cients dans End0(A)).

Tout quasi-homomorphismeAn Š� A est une forme quasilinéaire.

Démonstration: Une matrice M = ( � i,j )1� i,j � n d•éléments deEnd0(A) donne lieu à un quasi-
endomorphisme� M de An /T or dé“ni par

� M ((a1, . . . , an )) := (
n�

j =1

� i,j (aj )) 1� i � n

Pour 1 � i � n, � i est la projection sur la i ème composante, et on dé“nit :

Pi : A � An

a � (0, . . . , 0, a,0, . . . , 0) (i ème position)

À � � End0(An ), on associe la matriceM � := ( � i � � � P j )1� i,j � n � M n (End0(A)).

Clairement, M � � M et � � M � sont des morphismes pour +, véri“ons que ce sont des morphismes
d•anneau :

Soient �, � � End0(An ), alors M � ·M � = ( ci,j )1� i,j � n , où ci,j =
�

1� k � n (� i � � � Pk ) � (� k � � � P j ).
Pour i, j “x´es et pourx � An /T or (A), notons � � P j (x) = ( y1, . . . , yn ), alors Pk � � k � � � P j (x) =
(0, . . . , 0, yk , 0, . . . , 0). Par conséquent,

�

1� k � n

Pk � � k � � � P j = � � P j
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En multipliant `a gauche par� i � � , on voit que ci,j = � i � � � � � P j , c•est à dire le terme de
coordonnéesi, j de M � � � . On a donc bienM � � � = M � · M � .

Soient M = ( � i,j ) et N = ( � i,j ) � M n (End0(A)), alors M · N = ( � i,j ) où � i,j =
�

k � i,k �
� k,j . Soit a1, . . . , an � A/T or . Écrivons � N (a1, . . . , an ) = b1, . . . , bn et (� M � � N )(a1, . . . , an ) =
� M (b1, . . . , bn ) = c1, . . . , cn . Pour 1 � i � n, on a

ci =
�

k

� i,k (bk ) =
�

k

� i,k (
�

j

� k,j (aj )) =
�

k

�

j

� i,k (� k,j (aj )) =
�

j

� i,j (aj )

Par conséquent, on a bien� M ·N = � M � � N .

Il est clair que M Š� � M et � � M � sont mutuellement inverses.

Pour la deuxième assertion, si� : An Š� A est un quasi-homomorphisme, on pose� i := � � Pi �
QEnd(A). Clairement, � (x̄) =

�
1� i � n � i (xi ).

�

Lemme 1.3.5. Soit G = � (An ) � An un sous-groupe alg´ebrique deAn . Alors, dim(G) = g·rg(M � ).

En particulier, pour tout sous-groupe algébrique G � An , g|dim(G), puisque G0 est l•image d•un
quasi-endomorphisme deAn .

Démonstration: Posonsd := rg(M � ). d est égal à la dimension linéaire du système des vecteurs
ligne de M � (cf [17]).

Si d = 0, alors � est trivial et G est “ni ( dim(G) = 0). Nous pouvons donc supposerd > 0.

Soientv1, . . . , vn les vecteurs lignes deM � , et vi 1 , . . . , vi d une base extraite de ce syst`eme de vecteurs.

Nous montrons queM � contient une sous-matriced × d régulière :
Considérons la sous-matriced × n M formée des vecteurs lignesvi 1 , . . . , vi d . Cette matrice est de
rang d. Commerg(M ) est aussi la dimension linéaire du système des vecteurs (`a droite) colonne de
M (ibid.), la sous-matrice d × d de M formée des vecteurs colonne formant une base extraite des
vecteurs colonne deM est de rangd, et est donc régulière. Appelons cette matriceR. Disons que
M � = ( � i,j )1� i,j � n . Il y a j 1 < · · · < j d tels que R = ( � i k ,j m )1� k,m � d.

Soient x̄ générique dansAn , et ȳ := � (x̄). Comme ȳ est générique dansG, il nous su�t de montrer
que RM (ȳ) = d · dim(A).

Constatons queRM (ȳ) � d · dim(A) :
On a

yi k = � (x̄) =
�

j

� i k ,j (xj ) =
�

1� k � d

� i k ,j m (xj m ) +
�

1� j � n
j /�{ j 1 ,...,j d }

� i k ,j (xj ) =

� i k (� R (xj 1 , . . . , xj d )) +
�

1� j � n
j /�{ j 1 ,...,j d }

� i k ,j (xj )

� 	
 �
r k
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Soient t̄, ū � Ad tels que yi k = tk + uk et tk = � i k (� R (xj 1 , . . . , xj d )) et uk = r k . Comme � R est un
quasi-isomorphisme deA modulo la torsion, t̄ est interalgébrique au dessus deK avecxj 1 , . . . , xj d et
donc RM (t̄/K ) = d · dim(A). Comme r̄ ne dépend que deK et desxj , j /� { j 1, . . . , j d} , on a t̄ |	

K
r̄ .

Par conséquent, RM (yi 1 , . . . , yi d ) = RM (t̄) = d · dim(A). On a donc bien RM (ȳ) � d · dim(A).

Pour prouver la proposition, il ne nous reste donc qu•`a démontrer que pour i �= i 1, . . . , i d, yi �
acl(yi 1 , . . . , yi d ) :
Soit i �= i 1, . . . , i d. On a 
 1, . . . , 
 d � End0(A) tels que

vi =
�

1� k � d


 k · vi k

Par conséquent,
yi =

�

1� k � d


 k (yi k ) � acl(yi 1 , . . . , yi d )

Ce qui prouve la proposition, puisqueRM (ȳ) = RM (yi 1 , . . . , yi k ) = d · RM (A). �

Lemme 1.3.6. Soit G un sous-groupe alg´ebrique in“ni de An , alors il existe I � n tel que � I :
G � A|I | soit une isogénie.

Démonstration: Nous procédons par récurrence surn. Pour n = 1, c•est trivial car A est simple.

Supposons l•hypothèse de récurrence démontrée pour les ordres� n. Soit G � An +1 un sous-groupe
algébrique. PrenonsI � n + 1 minimal pour l•inclusion tel que � I : G Š� A|I | ait un noyau “ni.
Un tel I existe puisqu•au pire on pourra prendreI = n + 1.

On distingue alors deux cas :
cas 1 : I � n + 1. Dans ce cas,G est isogèneà � I (G) � Ak , aveck := |I | � n. Par hypothèse de

récurrence, on aI � � I tel que � I � : � I (G) Š� Ak soit une isogénie. Notons que� I � � � I =
� I � : G Š� Ak et donc, par minimalit é deI , on a I = I � . Par conséquent, � I : G � A|I | est
une isogénie.

cas 2 : I = n + 1. Nous montrons que dans ce cas,G = An +1 et donc � I est l•identit é.
Soit i � n + 1. Posons J := ( n + 1) \ { i } . Par minimalit´e deI , le noyau kerG (� J ) est in“ni.
Or, kerG (� J ) est précisemment l•ensembleGi des éléments deG dont les coordonnées sont
nulles partout en dehors de lai ème coordonnée. Il vient (� { i } (kerG (� J ))) = A par simplicit é
de A. Par conséquent, pour tout i � n + 1, Gi = { ā � An +1

�
� aj = 0 si j �= i, et ai � A} .

On a donc
An +1 =

�

i � n +1

Gi � G

d•où la proposition. �

Corollaire 1.3.7. a) Soit ā � An , il y a G � An avecdim(G) = ldim (ā) · g tel que ā � G.
b) Soit G � An un sous-groupe alg´ebrique in“ni de An , alors G est intersection des solutions

de n Š dim (G)
g dépendances quasilin´eaires indépendantes.

c) En particulier, pour ā � G � An , ldim (ā) � dim (G)
g .
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Démonstration de a):Si ldim (ā) = 0, alors ā � T or(A) et la proposition est évidente, on peut donc
supposer queldim (ā) > 0.

Soit b̄ = b1, . . . , bldim ( ā) tels queb1, . . . , bldim ( ā) soit une baseEnd0(A)-lin éaire extraite de ā. Alors
il y a des � i,j � Q End(A), 1 � i � n, 1 � j � ldim (ā), tels que ai =

�
1� j � ldim ( ā) � i,j (bj ).

On peut supposer quēb est un segment initial de ā pour simpli“er les notations. Considérons le
quasi-endomorphisme� de An dé“ni comme suit :

� (x̄) =
� �

1� j � ldim ( ā)

� i,j (xj )


1� i � n

Clairement, M � est la matrice dont le i ème vecteur ligne est (� i, 1, . . . , � i,ldim ( ā) , 0, . . . , 0), et est de
rang ldim (ā). Soit G l•image de� , alors ā = � (b̄) � G, et dim(G) = g · ldim (ā). �

Démonstration de b): D•après le lemme 1.3.6, il y aI � n tel que � I : G � A|I | soit une isogénie.
Considérons les quasi-homomorphismes :

� i : A|I | � A
ā � � i (� Š 1

I (ā))

Soit (� i,j )j � I � Q End(A) tel que � i (ā) =
�

j � I � i,j (aj ). Pour i � n, nous considérons la forme
quasilinéaire :

Ei : x̄ � xi Š
�

j � I

� i,j (xj )

Notons x̄I = ( xj )j � I . Par construction, on a

x̄ � G �� x̄ � � Š 1
I (A|I | )

�� x̄ � � Š 1
I (x̄ I )

�� � i � n, x i � � i (� Š 1
I (x̄ I )) = � i (x̄ I ) =

�

j � I

� i,j (xj )

�� � i � n, E i (x̄) � 0

Notons que si i � I , la dépendance quasilinéaire Ei (x̄) � 0 est l•équation triviale � i (0) � 0.
Pour i /� I , la seule dépendance quasilinéaire qui mentionne xi est Ei (x̄) = 0. Les dépendances
quasilinéaires (Ei (x̄) = 0) i /� I sont donc indépendantes. Comme|I | · dim(A) = dim(G), nous avons
le résultat souhaité. �
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2 Corps octarines

2.1 La classe C

Nous considérons la classeC des anneauxM contenant K , avec un sous groupeO(M ) de A(M )
divisible, sans torsion, et clos parEnd(A). Les éléments deO(M ) sont vus commeétant colorés en
octarine, et on dit qu•un élément deA(M ) est blanc s•il n•est pas octarine.

Pour M � C , O(M ) est un End0(A) espace-vectoriel, isomorphe `a son image modulo la torsion. En
conséquence, nous introduisons pour chaque� := �  p

q � End0(A) un symbole de fonction � qui
sera interprété comme suit :

Si x � O(M ), � (x) est l•unique élément de p
q � � (x) qui appartient à O(M ). Sinon, � (x) = 0 A .

Le langage L O Outre ces fonctions, nous introduisons pour chaquek � K une constanteck , qui
sera interprétée comme l•élément k. Le langage de l•amalgame, puis du collapse sera :

L O := L anneau � { �
�
� � � End0(A)} � { ck

�
� k � K } � { O}

Les éléments deC sont naturellement desL O -structures. Pour M, N � C , on écrit M � N si M est
une sous-structure deN . N est alors une extension deM , que l•onécrit N/M .

Remarque 2.1.1. Par choix du langageL O , toute sous structure deM � C est aussi dansC.

2.2 Pr´edimension, ormessiennit´ e

Notre but étant de construire un collapse fortement minimal, il est exclu queA soit de dimension 1.
En e�et, si A était de dimension 1, son rang de Morley dans un collapse fortement minimal serait
également de 1. Or, commeA est divisible, A n•a pas de sous-groupe propre d•indice “ni, et donc
notre sous-groupe dé“nissable serait égal à A ou “ni. Sauf mention explicite du contraire, nous
supposons dans tout le reste de cet ouvrage que la dimensiong de A est � 2. Le cas g = 1, sera
trait´e en annexe o`u nous expliquerons comment construire un corps de rang 2 avec un sous-groupe
dé“nissable de rang 1 deA.

Extensions de base “nie Une extensionN/M � C est dite de base “nie si le degré de trancen-
dance deN/M et la dimension linéaire deO(N )/O (M ) sont “nis.

La pr´edimension Pour L � /L � C , de base “nie, on pose

� (L � /L ) := dtr (L � /L ) Š (g Š 1) · ldim (O(L � )/O (L ))

Si A, B sont des sous-ensembles quelconques deL � C , alors � (A/B ) dénotera � (M/N ), où M la
sous structure deL engendrée parA � B , et N celle engendrée parB .

19



Remarque 2.2.1. Pour L � /L � C , de base “nie, ldim (O(L � )/O (L )) = ldim (O(L � )/A (L )) . On peut
donc réécrire � (L � /L ) = dtr (L � /L ) Š (g Š 1) · ldim (O(L � )/A (L )) .

Démonstration: Soienta1, . . . , an � O(L � ), indépendants surO(L). Supposons quean soit lin éairement
dépendant de a1, . . . , an Š 1 sur A(L ). Alors, il y a b � A(L ) et � 1, . . . , � n � End0(A) tels que
an = � 1(a1) + · · · + � n Š 1(an Š 1) + � n (b), ce qui fait de b une combinaison linéaire desai . Donc,
b = a pour a � O(L). Du coup, on a an = � 1(a1) + · · · + � n Š 1(an Š 1) + � n (a), ce qui contredit
l•indépendance surO(L). �

Extensions ormessiennes Une extensionL � /L � C est dite ormessienne (et on noteL � L � ) si
pour tout L � X � L � de base “nie surL , � (X/L ) � 0.

Propri´ et és élémentaires Les lemmes suivants sont bien connus.

Remarque 2.2.2. Pour X, Y � C , tous deux de base “nie au dessus deC � C ,

� (XY/C ) = � (X/C ) + � (Y/XC )

Si M � L et M � S � L , alors M � S.

Ceci est une transcription du lemme 1.1 de [14] :

Lemme 2.2.3 (transitivit´ e de� ). Soient k, k� , L � C aveck � k� et k� � L . Alors, k � L .

Démonstration: Soit R � C aveck � R � L , de base “nie surk. Nous démontrons que� (R/k ) � 0.
On poseS := R � k� . Comme k � k� , � (S/k ) � 0. Soit �a une base deO(R) au dessus deO(S).
Comme O(S) = O(k� ) � O(R), on a ldim (O(R)/O (S)) = ldim (O(R)/O (k� )) = |�a|. Puisquek� � L ,
on a � (k� (�a)/k � ) � 0, d•où dtr (k� (�a)/k � ) � (g Š 1) · |�a|. A fortiori, dtr (S(�a)/S ) � (g Š 1) · |�a|.

Maintenant, comme dtr (R/S ) � dtr (S(�a)/S ), on a � (R/S ) � 0. On a donc bien� (R/k ) = � (R/S )+
� (S/k ) � 0. �

Lemme 2.2.4 (Sous-Modularité de� ). Soient L, X, Y � M � C . Si X, Y sont de base “nie surL ,
on a :

� (XY/Y ) � � (X/L ) Š � (Y � X/L )

� (XY/L ) + � (X � Y/L ) � � (X/L ) + � (Y/L )

Démonstration: Plaçons nous dans la cl�oture algèbrique blanche�M de M , c•està dire queO( �M ) =
O(M ). On a dtr ( �X/L ) Š dtr ( �Y � �X/L ) � dtr ( �Y �X/ �Y ). Comme dtr (X/L ) = dtr ( �X/L ), il vient
dtr (Y X/Y ) = dtr ( �Y �X/ �Y ), et dtr (X � Y/L ) � dtr ( �Y � �X/L ), on a

(1) dtr (X/L ) Š dtr (Y � X/L ) � dtr (Y X/Y )

20



.

On a
ldim (O(X )/O (L)) Š ldim (O(X ) � O(Y )/O (L)) = ldim (O(X ) + O(Y)/O (Y ))

Comme O(X � Y ) = O(X ) � O(Y ) et O(XY ) 	 O(X ) + O(Y), il vient

(2) ldim (X/L ) Š ldim (Y � X/L ) � ldim (XY/Y )

(1) + ( g Š 1) · (2) est la première inégalité du lemme puisque :

� (X/L ) Š � (Y � X/L ) = dtr (X/L ) Š dtr (Y � X/L ) Š (g Š 1) ·
�
ldim (X/L ) Š ldim (Y � X/L )

�

Pour la seconde inégalité du lemme, on la déduit de la première en utilisant le fait que � (XY/L ) =
� (XY/Y ) + � (Y/L ). �

2.3 La classe C0

Corps octarine : On appelle corps octarine tout corpsL � C tel que K � L . C0 est la classe des
corps octarine dont le support est algébriquement clos.

Fait 2.3.1 (Th éorème de Lang-Néron). Soit L/M une extension de corps r´egulière et “niment
engendrée, alors le groupeA(L)/T r L/M (A)(M ) est “niment engendré.

En particulier, A(L )/A (M ) est “niment engendré.

Lemme 2.3.2. Soient M � L � C , tous deux algébriquement clos. SoitR � L , supposons queR
est un corps “niment engendré sur M , alors la cl�oture algébrique �R de R dans L est de base “nie
sur M .

En particulier, tout corps octarine inclus dans L et de degré de trancendance “ni surM est de base
“nie sur M .

Démonstration: Supposons que non, alors commedtr ( �R) = dtr (R), O( �R) est de dimension linéaire
in“nie. Soit n su�sament grand pour que dtr (R)Š (gŠ 1)·n < 0. Nous prenonsn élémentsa1, . . . , an

lin éairement indépendants surM deO( �R). Alors, commeR(a1, . . . , an ) est “niment engendré surM ,
et comme c•est une extension r´egulière deM puisqueM est algébriquement clos,R(a1, . . . , an ) est
de base “nie surM d•après le théorème de Lang-Néron. Or, par choix den, � (R(a1, . . . , an )/M ) < 0.
Ceci est une contradictionà M � L . �

Unions de cha� šne Soit M 0
�
� M 1

�
� . . . une cha�šne d•éléments deC0. On dé“nit son union

de cha�šneM := lim � M i comme suit : Le support deM est la limite directe des M i , un uple est
octarine s•il est l•image d•unélément de O(M i ) par l•injection canonique � i : M i � M pour un
certain i .
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Lemme 2.3.3. Soit M 0
�
� M 1

�
� . . . une cha�šne d•éléments deC0. Pour tout i , M i � lim � M i

via l•injection canonique � i . En particulier, lim � M i � C 0.

Démonstration: La dé“nition de lim � M i nous permet d•identi“er M i avec son image par� i pour
tout i . lim � M i est évidemment algébriquement clos, etO(lim � M i ) est clos par End(A) et sans
torsion. Par conséquent, lim� M i � C .

Soit M i un élément de la cha�šne. Nous montrons queM i � lim � M i . Soit M i � R � lim � M i de
base “nie sur M i . Alors, il y a j � i tel que R � M j . Comme M i � M j , on a � (R/M i ) � 0, cqfd. �

Lemme 2.3.4. Soit L � C 0, l•ensemble{ B � C 0
�
� B � L } . est stable par union de cha�šne (pour

l•inclusion).

Démonstration: Soit (Bi )i � I une cha�šne d•éléments deC0 ormessiens dansL et di�´erents de L .
Supposons queB :=

�
i � I B i ne soit pas ormessien dansL , c•est à dire qu•il y a C � C avec

B � C � L tel que dtr (C/B ) “ni et � (C/B ) < 0. Sans perte de g´enéralit é, C � B (O(C)) (il su�t
de prendreC := C � B (O(C))).

Comme (g Š 1) · ldim (O(C)/O (B )) > dtr (C/B ), il y a un uple octarine ā de C, lin éairement
indépendant au dessus deB , tel que dtr (ā/B ) < (g Š 1) · |ā|. Il y a donc i � I tel que dtr (ā/B i ) <
(g Š 1) · |ā|. Mais alors � (Bi (ā)/B i ) < 0, une contradiction puisqueBi � L .

B est donc bien ormessien dansL . �

2.4 Cl�oture ormessienne

Proposition et d´ e“nition 2.4.1. Soit L un sous-ensemble deM � C 0. Il y a un plus petit X 0 � C 0

contenant L et ormessien dansM . On le note clM (L ) et le nomme cloture ormessienne deL dans
M .

clM est un opérateur de cl�oture et véri“e le caract ère local.

Démonstration: Voici le plan de cette démonstration :
„ On d´ e“nit clM (L ) pour L de base “nie surK (lemme 2.4.2).
„ On ´ etend la dé“nition par caract ère local.

Lemme 2.4.2. Soit L un sous-ensemble deM � C 0. Supposons queL est un corps algébriquement
clos de base “nie surB � M . Il y a un plus petit X 0 � C 0 contenant L et ormessien dansM . On
le note clM (L ) et le nomme cloture ormessienne deL dans M . De plus, clM (L ) est de base “nie
sur B , et � (clM (L )/L ) � � (X/L ) pour tout L � X � M .

Démonstration du lemme 2.4.2:Pour Y � M de base “nie surL , on doit avoir � (Y/L ) � Š� (L/B )
puisque 0� � (Y/B ) = � (Y/L ) + � (L/B ). On peut donc prendreX � M de degré de transcendance
“ni sur L tel que � (X/L ) soit minimal, disons � (X/L ) =: k � Z. Notons quek � 0.

Un tel X est ormessien dansM : si X � Y � M , on a � (Y/L ) � � (X/L ) d•où � (Y/X ) � 0.
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En particulier, � ( �X/L ) = k. On a donc un ensemble non vide

X := { L � X = �X � M
�
� � (X/L ) = k et X est de base “nie sur L}

.

Nous montrons queX est stable par intersections quelconques, et poss`ede donc un minimum pour
l•inclusion. Nous a�rmons que :

1. Soient L � Y = �Y � M avec L de degré de transcendance “ni surK et X � X , alors
X � Y � X .

2. X est stable par intersections quelconques.
Démonstration de 1.: Par sous-modularité de� , on a

� (XY/Y ) � � (X/L ) Š � (Y � X/L )

Comme Y � M , le terme de gauche est positif, si bien que� (Y � X/L ) � � (X/L ) = k, d•où
� (Y � X/L ) = k par minimalit´e de k. Comme en outreX et Y sont algébriquement clos,Y � X
l•est aussi, et doncY � X � X . � 1.

Démonstration de 2.: Soit Z � X . Nous ramenons
�

Z à une intersection “nie d•éléments deZ
pour pouvoir utiliser 1..

Prenons Z0 � Z arbitraire. Nous contruisons une suite (Zi ) d•intersections “nies d•éléments deZ
dont le degré de trancendance surL décro�št par récurrence. Soiti � N, supposons queZi a été
construit.
Si Zi =

�
Z , nous avons ce que nous cherchions et nous posonsZi +1 := Zi .

Sinon, il y a Z � Z tel que Z � Zi � Zi , et on poseZi +1 := Z � Zi . Comme ces corps sont
algébriquement clos, on a biendtr (Zi +1 /L ) < dtr (Zi /L ).

Clairement, si n := dtr (Z0/L ), alors Zn =
�

Z .
�

Z étant une intersection “nie d•éléments deX ,
on a

�
Z � X . � 2.

Soit clM (L ) le minimum de X . Il d écoule du point 2. ci dessus que pourY � M , on aclM (L )� Y � X ,
d•où clM (L ) � Y = clM (L ) et donc clM (L ) � Y , ce qui montre queclM (L ) est bien le plus petit
élément deC0 ormessien dansM et contenant L .

Ceci fait de clM un opérateur de cl�oture sur { L � M
�
� � B � M, L de base “nie surB } muni de

l•inclusion.

Comme clM (L ) � X , on voit que clM (L ) est de base “nie surL , et donc sur B . En outre, comme
� (clM (L )/L ) = k � 0, on a bien� (clM (L )/B ) � � (L/B ). � lemme 2.4.2

Pour L � M quelconque, nous posons

clM (L ) :=
�

K � L � � L
L � �C de base “nie sur K

clM (L � )

clM (L ) est ormessien dansM : Soit N � M de base “nie surclM (L ). Il nous faut montrer qu•alors
� (N/cl M (L )) � 0. Supposons le contraire :� (N/cl M (L )) < 0. Soit a1, . . . , an une base octarine de
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O(N ) au dessus deO(clM (L )). Alors, dtr (a1, . . . , an ) < n · (g Š 1). Soit V le locus dea1, . . . , an

sur clM (L ). Il y a L 1, . . . , L k � C algébriquement clos, inclus dansL et de base “nie surK tels que
V est dé“nie sur

�
1� i � k clM (L i ). Comme, pour chaquei , clM (L i ) est de base “nie surK , L � :=

acl(
�

1� i � k clM (L i )) l•est aussi.V est dé“nie sur clM (L � ). ConsidéronsN � la cl�oture algébrique dans
M du corps engendré par clM (L � ) et par a1, . . . , an . Comme a1, . . . , an � V , et comme a1, . . . , an

reste linéairement indépendant au dessus deO(clM (L � )), on a � (N � /cl M (L � ) � dim(V )Š n·(gŠ 1) <
0. Ceci est une contradiction carclM (L � ) � M !

clM (L ) est le plus petit élément deC0 contenant L et ormessien dansM :
Soit N � C 0 contenant L et ormessien dansM .

Considérons L � � C contenu dans L , de base “nie sur K . Comme L � � N � M , on doit avoir
clM (L � ) � N par minimalit´e declM (L � ). On a donc bien clM (L ) � N .

Comme clM (L ) est le plus petit élément deC0 contenant L et ormessien dansM , on voit que clM
est un opérateur de cl�oture. Il v éri“e le caractère local par construction. �

2.5 Extensions minimales

Nous commençons ici l•étude d•une notion prépondérante dans la construction de tout amalgame
de Hrushovski : les extensions minimales. Nos amalgames (collaps´es ou non) seront essentiellement
des corps octarines existentiellement clos, c•est `a dire qui réalisent leurs extensions ormessiennes. Il
est donc naturel que l•étude de leurs types se ram`eneà l•étude des extensions ormessiennes de corps
octarines. Or, et c•est l•objet de cette section, on peut d´ecomposer toute extension ormessienne de
corps octarine algébriquement clos en une tour d•extension minimales. Ceci a une autre application
importante : pour garantir la mod èle complétude, il su�ra de garantir la r´ ealisation des extensions
minimales.

D é“nition Une extension ormessienneL � L � � C 0 est dite minimale si L, L � sont algébriquement
clos,L �= L � , et L n•a pas d•extension alg´ebriquement close propre qui soit ormessiene dansL � ormis
L � .

Lemme 2.5.1. Une extension minimale est de base “nie.

Démonstration: Soient M � L � C 0 une extension minimale. D•après le lemme 2.3.2, l•ensemble
suivant n•est pas vide :

B := { M � R � L
�
� R � C 0, R est de base “nie surM }

ChoisissonsR � B tel que � (R/M ) soit minimal. Nous montrons que R � L , ce qui conclut la
démonstration puisqu•alors on doit avoirR = L.

Soit R � S � L , de base “nie surR. dtr (S/M ) est “ni, et d•apr ès le lemme 2.3.2�S est de base “nie
sur M , et donc �S � B . Par minimalit´e de � (R/M ), il vient � (R/M ) � � ( �S/M ) � � (S/M ), d•où
� (S/R ) � 0. Nous avons montré R � L . �
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Fait 2.5.2 (Crit`ere pour la minimalit é). Soit L � L � � C 0. On a l•équivalence :
(1) L � L � est minimale.
(2) L � est de base “nie surL , et pour tout L � X � L � algébriquement clos de base “nie surL ,

� (L � /X ) < 0.
(3) L � est de base “nie surL , et pour tout L � X � L � algébriquement clos de base “nie surL ,

� (L � /L ) < � (X/L ).

Démonstration: Notons tout d•abord que pour L � X � L � , on a � (L � /L ) = � (L � /X ) + � (X/L ).
Or, � (L � /L ) � 0, si bien que� (L � /X ) < 0 �� � (X/L ) > � (L � /L ). Ceci montre (2) �� (3) .

(2) =� (1) : Supposons(2) . Soit L � X � L � algébriquement clos.X n•est pas ormessien dansL �

puisque � (L � /X ) < 0. L•extensionL � L � est donc bien minimale.

(1) =� (3) : On prouve cette implication par contraposition. Supposons¬(3) . On peut supposer
que L � est de base “nie surL , sinon cette extension n•est pas minimale (lemme 2.5.1). On consid`ere
L � X 0 � L � de base “nie surL tel que � (X 0/L ) est minimal. On peut supposer queX 0 = �X 0

puisque � ( �X 0/L ) � � (X 0/L ). Nous avons alorsX 0 � L � :
Il nous reste à véri“er que pour X 0 � X � L � de base “nie surL , � (X/X 0) � 0. En e�et, par
minimalit´e, nous avons� (X 0/L ) � � (X/L ), d•où � (X/X 0) � 0. Nous avons montré ¬(1) : X 0 est
algébriquement clos, ormessien dansL � , et di�´erent de L et L � . �

Proposition 2.5.3 (Classi“cation des extensions minimales). Soit L � L � � C 0 minimale, alors
on est dans un des deux cas suivants :

générique blanc : O(L � ) = O(L), et L � = �L (x) pour x transcendant sur L . � (L � /L ) = 1 .

extension préalgèbrique : L � = �L (O(L � )) . Pour toute basea0, . . . , an Š 1 de O(L � ) au dessus de
O(L), on a dtr ((ai )i � I /L (ai )i /� I ) < |I | · (g Š 1) � I � n avec I �= � . De plus, � (L � /L ) = 0 .

On appelle longueur d•une extension minimale préalgébrique L � /L le cardinal d•une base deO(L � )
au dessus deO(L), c•est à dire la quantit é ldim (O(L � )/O (L ).

Démonstration: Nous étudions en premier le casO(L) �= O(L � ). On a alors L � = �L (O(L � )). Sinon

on aurait � (L � / �L (O(L � )) � 0 puisque L � \ O(L � ) est blanc, ce qui contredirait le critère pour la
minimalit´e.

Soit a0, . . . , an Š 1 une base deO(L � ) au dessus deO(L). Soit I � n, I �= � , nous montrons que
dtr ((ai )i � I /L (ai )i /� I ) < |I | · (g Š 1) :

Si �L (ai )i /� I = L � , alors dtr ((ai )i � I /L (ai )i /� I ) = 0 < |I | · (g Š 1).

Sinon, � (L � / �L (ai )i /� I ) < 0 d•après notre critère pour la minimalit é, et on a doncdtr ((ai )i � I /L (ai )i /� I ) <

(g Š 1) · ldim (O(L � )/O ( �L (ai )i /� I )).

Or, ldim (O(L � )/O ( �L (ai )i /� I ) � |I |. Dans les deux cas, on a bien :

dtr ((ai )i � I /L (ai )i /� I ) < |I | · (g Š 1)

Il nous reste à montrer qu•alors � (L � /L ) = 0. Soit x � L � \ L , alors d•après le critère pour la
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minimalit´e � (L � /L ) < � ( �L (x)/L ). Or, � ( �L (x)/L ) � 1, d•où � (L � /L ) = 0.

Le cas O(L) = O(L � ) est évident : comme L � \ L est blanc, toute extension intermédiaire serait

ormessiene dansL � . On ne peut donc avoir queL � = �L (x) pour x transcendant sur L . �

Le g énérique color´ e Dans [14], [1] et [10], la classi“cation des extensions minimales fait mention
d•un •générique coloréŽ. Dans les articles en question, les points color´es forment un sous groupe du
groupe additif (resp. multiplicatif) vu en tant qu•espace vectoriel sur Fp ou Q, et la prédimension
est deux fois le degré de transcendance moins la dimension lin´eaire des points colorés. Dans ce
contexte, il y a des extensions minimales constitu´ees de l•extension par un point color´e transcendant
(générique coloré).

Nous considérons la situation analogue. SoitL � � L avec O(L � ) = � O(L), a� et L � = �L (O(L � )) où
a � O(L � ) \ O(L ) est générique dans A (i.e.dtr (a/L ) = g). Écrivons a = x1, . . . , xr , avecx1, . . . , xg

transcendants et indépendants surL . On constate que� (L � / �L (x1)) = 0. L•extension L � L � n•est
donc pas minimale. Cependant, par analogie, nous l•appelerons g´enérique colorée.

Remarque 2.5.4. Une extension générique colorée se décompose en une extension g´enérique
blanche et une extension pr´ealgébrique.

Démonstration: Nous conservons les notations ci-dessus.

On montre d•abord que �L (x1) � L � :

Soit �L (x1) � X � L � . Si X n•a pas de nouveau point octarine,� (X/ �L (x1)) � 0. Sinon, on doit avoir

a � X et alors �X = L � . On a bien �L (x1) � L � .

Puis on montre la minimalit é :
Soit �L (x1) � X � L � algébriquement clos. Nous prétendons quea doit appartenir à X . Supposons

que a /� X , alors � (X/ �L (x1)) � 1. Or, � (L � / �L (x1)) = 0, donc � (L � /X ) < 0, une contradiction !
On a donc a � X . Par conséquent, X = L � . �

D écomposition en extensions minimales

Lemme 2.5.5. Soient L, M � C O avec L � M . Alors il y a une extension minimale N de L avec
L � N � M .

Démonstration: Soit x � L \ M . D•après le lemme 2.4.2,N0 := clM (L (x)) est de base “nie sur
L . Nous construisons une suite d´ecroissante (Ni )i � N � C 0 d•extensions deL de base “nie surL et
ormessiennes dansM par récurrence.

Pour i � N, si Ni � M a été construite, nous posons :
„ Ni +1 := Ni si Ni est une extension minimale deL .
„ Si Ni n•est pas une extension minimale deL , il doit y avoir une extension intermédiaire

algébriquement closeL � Ni +1 � Ni , qui est de base “nie sur L puisque Ni l•est, et
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qui est ormessienne dansM par transitivit´e de � . Notons que, commeNi et Ni +1 sont
algébriquement clos,dtr (Ni +1 ) < dtr (Ni ).

Comme le degré de transcendance d´ecro�št à chaqueétape, cette suite doit �etre stationnaire à partir
d•un certain rang r . Nr est alors une extension minimale deL ormessienne dansM . �

Proposition 2.5.6. Toute extension ormessienneL � M avec L, M � C 0 se décompose en une
tour d•extensions minimales.

Démonstration: Nous construisons par récurrence trans“nie une cha�šne (M � )� � Ord d•éléments de
C0 ormessiens dansM telle que � < � =� M � � M � . PosonsM 0 := L .

� = � + 1 : Si M � = M , on poseM � := M . Sinon, d•après le lemme 5.5.2, il y a une extension
minimale N de M � , ormessienne dansM , et on poseM � := N .

� limite : On pose alors queM � est l•union de cha�šne desM � , � < � . D•après le lemme 2.3.3,
on a bien M � � M .

Nous montrons maintenant qu•il y a � tel que M � = M . Sinon, pour tout � , le cardinal de M � est
supérieur ou égal à celui de� , ce qui devient absurde lorsque|� | devient plus grand que|M | !

Par conséquent, il y a un � minimal tel que M � = M . (M � )�<� est la décomposition recherchée.�
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3 Hic amalgamatur

Nous souhaitons réaliser des amalgames de Fräšssé de classes de corps octarine. Dans ce chapitre,
nous décrivons quelles sont les classes que l•on peut raisonablement amalgamer, nous r´ealisons
l•amalgame pour de telles classes que l•on nommera •corps richesŽ, et nous donnons quelques pro-
pri étés d•homogéné̈šté et de saturation pour les riches.

3.1 Classes d•amalgamation

D é“nition Soit D une catégorie dont les objets sont desL -structures et les ”èches desL -injections
distinguées pour un langage d´enombrable L . Nous notons M � D pour ŽM est un objet de DŽ.
L � M signi“e qu•il y a une ” èche deD allant de L à M , on dit alors queL se plonge ormessienement
dans M . Lorsque cette ”èche est une inclusion, on dit queM est une extension ormessienne deL
et on note L � M .

Amalgame Soient R, L, M � D et des ”èchesf RL : R � L et f RM : R � M de D. On dit que
N � D est un amalgame def RL et f RM au dessus deR lorsqu•il y a des ”èchesf LN : L � N et
f MN : M � N telles quef LN � f RL = f MN � f RM .

D est uneclasse d•amalgamationsi elle satisfait :

Stabilit é par L -isomorphismes :Les L -isomorphismes sont des ”èches deD. En particulier, si
L � M , L � �= L et M � �= M alors L � � M � .

Ormessiennité de l•acl : Si L � D et A � L alors aclL (A) � D et aclL (A) � L .
Unions de cha�šne : Si (L i )i<� est une suite d•éléments deD avec L i � L j pour i � j , alors

(L i )i<� a une limite directe dansD, que l•on nomme union de cha�šne desL i .
Monotonie de � : Soient L, M, N � D . Si L � N et L � M � N , alors L � M .
Cl�oture ormessienne :Pour tout L � D , pour tout A � L , il y a M � L contenant A minimal

pour l•inclusion. On appelle un telM cl�oture ormessiennede A dansL et on le noteclL (A).
Notons queclL (A) � aclL (A) puisque aclL (A) � L .

„ Nous disons que L � D est de base< � s•il y a A � L de cardinal < � tel que L = clL (A).
Pour L � M , M est une extension de base< � de L s•il y a A � M de cardinal < � tel
que M = clM (LA ). Lorque � = � , nous parlerons de structures (resp. d•extensions)de base
“nie .

Propri été d•amalgamation : Pour L et M dans D de base “nie sur une structure commune
R � D , disons via f RL et f RM , il y a N � D un amalgame def RL et f RM qui est de base
“nie sur R.

Extensions minimales : Pour toute extension propre L � M , il y a X � D une extension
propre de L avec L � X � M minimale pour l•inclusion. On appelle alorsX une extension
minimale de L . Notons qu•une extension minimale deL est nécessairement de base “nie sur
L par ormessiennité de l•acl.

Analysabilit é : Toute extension ormessienne de base< � se décompose en une tour d•extensions
minimales de longueur
 < � .

Pré-stabilit é : Pour L � D , il n•y a à L -isomorphie au dessus deL près que|L | extensions de
base “nie deL dans D.
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Lemme 3.1.1. Soit D une classe d•amalgamation. SoientM, N � D avecM � N , et A � M . On
a :

1. M � N

2. clM (A) = clN (A).

Démonstration:

1. Dans N , M = aclN (M ) � N .

2. On a clM (A) � M � N donc par minimalit é dansN clN (A) � clM (A).
En particulier, clN (A) � M . Par minimalit´e dansM il vient donc clM (A) � clN (A). �

Classes d•amalgamation de corps octarines Nous allons voir que la catégorie ayant pour
objets lesL � C 0 et pour ” èches les injections ormessiennes (comme d´e“ni au chapitre 2) est une
classe d•amalgamation. L•´elémentarité deC0 sera établie au chapitre 5.

L•ormessiennité de l•acl peut semblerétrange, mais c•est un ph´enomène qui survient naturellement :

Lemme 3.1.2. Supposons queE est une sous-classe ´elémentaire deC0.

Pour A � M � E , aclM (A) � M . En particulier, comme C0 est élémentaire, elle satisfait l•ormes-
sianit é de l•acl.

Démonstration: Supposons queaclM (A) n•est pas ormessien dansM , alors il y a un n-uple octarine
ā � O(M )\ O(aclM (A)), lin éairement indépendant au dessus deO(aclM (A)) et avecdtr (ā/acl M (A)) <
(g Š 1) · n. Soient U le locus deā et L = �L � aclM (A) un corps de degré de transcendance “ni
sur lequel U est dé“ni. Soit M � une extension élémentaire très saturée de M . Alors, M � � E
et donc K � M � . Comme ā /� aclM (A), on peut réaliser tp(ā/acl M (A)) un nombre su�sant de
fois pour qu•il ait une suite (āi )i<� � M � de réalisations telle que� i �= j, � I � � \ { i, j } , āi

et āj sont indépendants linéairement au dessus des (¯ai )i � I
5. Soit i su�samment grand pour que

i ·� (ā/L ) < Š� (L/K ). Alors on a � (ā1, . . . , āi /L ) < Š� (L/K ). En particulier, � (L ā1, . . . , āi /K ) < 0,
une contradiction à K � M � . Par conséquent, aclM (A) � M . �

Établir la pr´e-stabilit é a été la première di�cult´ e que nous avons rencontr´ee. Nous désirons queC0

elle-m�eme soit une classe d•amalgamation de corps octarine, ce qui n•´etait pas si clair car donné une
base octarine d•une ´eventuelle extension ormessienne de base “nie deL � C 0, il y a potentiellement
� 1 manières de colorier cette extension. Nous aborderons ce point en d´etail dans le chapitre prochain.

3.2 Structures riches

Donné une classe d•amalgamationD, une structure � -riche (pour D) est une structure K � D
satisfaisant :

Pour tout L � K de base< � , pour toute extensionM � D ormessienne deL de base “nie, M se
plonge ormessienement dansK au dessus deL .

5. l•espace vectoriel octarine engendré par un nombre “ni d•´ eléments est dénombrable
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Nous suivons les conventions classiques, etL est dit riche s•il est riche dans sa propre cardinalité.

Comme toute extension ormessienne de base< � se décompose en une tour d•extensions minimales
de longueur 
 < � (analysabilit é), il su�t de garantir que

Pour tout L � K de base< � , pour toute extensionM � D minimale de L , M se plonge ormes-
siennement dansK au dessus deL .

La propri été d•amalgamation telle que nous l•avons ´enoncée n•est pas restrictive. On peut aussi
amalgamer des structures qui ne sont pas de base “nie sur leur sous-structure ormessienne commune
après les avoir décomposées en tours d•extensions minimales. Nous pr´ecisons un détail technique :

Lemme 3.2.1. Soient R, L, M � D , et des ”èchesf RL et f RM . Supposons queL/R est de base
dénombrable et queM/R est de base “nie. Alors il y a un amalgameN � D de f RL et f RM au
dessus deR, qui est de base d´enombrable surR.

Démonstration: DécomposonsL/R en une tour dénombrable d•extensions minimalesR � L 0 �
L 1 � . . . dont L est l•union de cha�šne. SoitN0 un amalgame deL 0 et M de base “nie au dessus
de R, et pour tout i , Ni +1 un amalgame deNi et L i +1 de base “nie au dessus deL i . L•union de
cha�šneN desNi convient. �

Proposition 3.2.2. Soit D une classe d•amalgamation, etM � D dénombrable. M se plonge
ormessienement dans une structure d´enombrable riche pourD .

Démonstration: Par pré-stabilit é de D, pour chaque L � D de base “nie il y a un ensemble
dénombrable MIN (L) = { (Ei , L )} i<� tel que toute extension minimale deL soit isomorphe au
dessus deL à l•un desEi .

Par diagonalisation, nous construisons une cha�šneK 0 � K 1 � . . . d•objets dénombrables deD telle
que :

1. K 0 = M
2. Pour tout n < � , pour tout L � K n de base “nie, pour toute extension minimaleM de L,

M s•injecte ormessienement dansK n +1 au dessus deL .
On poseK 0 = M . Supposons queK n soit construit pour n < � . Soit { (Fi , L i )} i<� une énumération
de �

L �C 0 de base “nie
L � K n

MIN (L)

En commençant par N0 := K n , on dé“nit une cha�šneN0 � N1 � . . . en posant queNi +1 est un
amalgame deNi et Fi au dessus deL i . On dé“nit alors K n +1 comme l•union de cha�šne desNi . On
a bien K n � K n +1 , et K n +1 est de base dénombrable puisque chaqueNi est de base dénombrable.

L•union de cha�šne desK n est le corps riche dénombrable désiré. �

Proposition 3.2.3 (Va et vient) . Soient D une classe d•amalgamation, et� un cardinal in“ni.

Dans les� -riche pour D, les isomorphismes entre sous structures ormessiennes de base< � ont la
propri été du va et vient in“ni.
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Démonstration: Soient K, K � deux � -riches pour D. Par symétrie, il su�t de prouver le va.

Soient donc M, M � des sous-structures ormessiennes de base< � de K et K � respectivement, et
� : M � M � un L -isomorphisme. SoitM � N � K de base< � , alors M � se plonge ormessienement
dans N (via � Š 1) et nous pouvons donc plonger ormessienementN dans K� au dessus deM �. �

3.3 Riches avec th´ eorie

Fixons une classe ´elémentaire d•amalgamation de corps octarinesD.

Pour les classes d•amalgamation qui nous concernent, nous donnerons par la suite des th´eories qui
satisferont l•hypothèse suivante :

Hypoth` ese 3.3.1. T est uneL -théorie consistante telle que pour tout cardinal in“ni � , tout modèle
� -saturé deT est � -riche pour D.

Sous l•hypothèse ci dessus,T est complète. En e�et, un � -riche et un � � -riche sont � -équivalents.
Ainsi, tout � -riche est modèle deT. Nous appelons alorsT LA th éorie des riches(pour D).

Lemme 3.3.2 (Types de la théorie des riches). Sous l•hypothèse 3.3.1, soientA � M |= T et
B � N |= T. Alors tp(A) = tp(B ) si et seulement siclM (A) �= clN (B ) via un isomorphisme qui
envoie A sur B .

Démonstration: • � =Ž Soient M � et N � des extensions ´elémentaires|clM (A)|+ -saturées deM et N
respectivement.M � et N � sont donc |clM (A)|+ -riches. CommeclM (A) �= clN (B ), il vient que tp(A)
et tp(B ) sont � -équivalents d•après le lemme 3.2.3. Donc,tp(A) = tp(B ).

•= � Ž Supposons quetp(A) = tp(B ), alors il y a une extensionélémentaireM communeà M et N
dans laquelleacl(A) et acl(B ) sont conjugués par un automorphisme� envoyant A sur B .

Nous constatons que� (clM (A))) = clM (B ) :
� (clM (A))) � M donc clM (B ) � � (clM (A))) par minimalit´ e. De m�eme,clM (A) � � Š 1(clM (B )).
On a donc � (clM (A)) = clM (B ).

Or, clM (A) = clM (A) et clN (B ) = clM (B ). �

Remarque 3.3.3. Soient M, N |= T avecM � N , alors M � N .

Démonstration: Soit ā � M . Comme M � N , on a clM (ā) = clN (ā). Donc ā a le m�eme type dans
M et dans N d•après le lemme 3.3.2.�

Th´eoreme 3.3.4 (Saturation et stabilit´e). Sous l•hypothèse 3.3.1 :

1. Tout corps � -riche pour D est � -saturé.

2. T est � -stable.

Démonstration de 1.: Soit K un � -riche. Soit A � K un ensemble de cardinal< � , et p � S1(A).
Réalisonsp par a dans une extensionélémentaire M de K. Alors clM (Aa) est de base “nie sur
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clM (A) = clK (A) et |clK (A)| � |acl(A)| < � . Nous pouvons injecter ormessienementclM (Aa) dans
K au dessus declK (A), disons via � . Soit b = � (a).

Nous constatons que� (clM (Aa)) = clK (Ab) a“n de conclure queb |= p gr�ace au lemme 3.3.2 :
Par minimalit´e, on a clK (Ab) � � (clM (Aa)). Supposons que cette inclusion soit stricte, alors
� Š 1(clK (Ab)) serait ormessien dansM et strictement inclus dans clM (Aa), ce qui serait absurde.
�

Démonstration de 2.:Tout modèle dénombrableM de T se plongeélémentairement dans un riche
dénombrable K d•après 3.2.2 et 3.3.3. Or,K est saturé d•après ce qui précède. Par conséquent,
S1(M ) est dénombrable. �
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4 Choix des racines : le Kummer Kummer

4.1 Syst ème de racines octarines

Soient L � C 0 et a1, . . . , am � A lin éairement indépendants au dessus deA(L). Nous étudions les

corps octarines de support �L (a1, . . . , am ) tels que a1, . . . , am engendre l•espace vectoriel octarine au
dessus deO(L).

Soit M un tel corps, alors pour tout n � 1 il y a un unique m-uplet octarine b̄n tel que n · b̄n = ā,
qui correspondà (Id  1

n ) · ā. Les (̄bn )n � 1 véri“ent en outre

(1) k · b̄k ·n = b̄n et b̄1 = ā

On appelle système de racines octarines de ¯a toute suite (b̄n )n � 1 � Am satisfaisant (1).

Réciproquement, donné un système de racines octarines (b̄n )n � 1 de ā, on dé“nit un espace vectoriel
octarine engendré par ā au dessus deO(L) en décrétant que les b̄n , n � 1 et leurs images par
End(A) sont octarines. Pour � = �  p

q � End0(A) et 1 � i � m, on pose� · ai := p · � (( b̄q)i ).
Notre espace vectoriel est alors le sous-groupe engendr´e par { � · ai

�
� � � End0(A), 1 � i � m} .

Comme A[n] �= (Z/n Z)2g, l•ensemble des syst`emes de racines octarines de ¯a est isomorpheà la
limite projective �Z2g. Il y a donc � 1 systèmes de racines octarines de ¯a, qui correspondentà autant

de manières de faire de �L (a1, . . . , am ) un corps octarine engendré par ā. Cependant, nous ne nous
int éressons qu•au type d•isomorphie de ces corps octarines au dessus deL et de ā. En e�et, dans la
pratique, ā sera une réalisation générique d•une formule du langage des corps qui d´ecrira un certain
type d•extension que l•on aura `a réaliser.

Probl` eme 4.1.1 (Kummer Kummer) . Donnés L et ā comme ci-dessus, combien y a-t•il `a iso-
morphie près de systèmes de racines octarines dēa ? Comment cette quantité varie-t•elle lorsque le
locus deā sur L parcourt une famille uniforme ?

4.2 Kummer pour l•amalgame libre

Pour réaliser un corps octarine riche dénombrable qui soit� -saturé, nous aurons besoin de savoir que
les classes d•isomorphies des corps octarines de base “nie surK forment un ensemble dénombrable.

Th´eorie de Kummer Soient L un corps clos eta1, . . . , am � A. On note L(nŠ 1 · ā) l•extension
de L obtenue par adjonction des� � Am ( �L ) tels que n · � = ā. L•extension L(nŠ 1 · ā)/L est
galoisienne, on noteGn son groupe de Galois. Le lemme qui suit est une transposition du chapitre
sur les extensions de Kummer dans [8] :

Lemme 4.2.1. Soit n � 1. L•application

� n : Gn � Am [n]
� � � (� ) Š � pour � � nŠ 1 · ā
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est un morphisme de groupe bien d´e“ni. Son noyeau est trivial.

Bien dé“ni : Soient �, � � � nŠ 1 · ā. Alors � � = � + � pour � � Am [n]. Or, Am [n] � A(L ). On a
donc

� (� � ) Š � � = � (� + � ) Š (� + � ) = � (� ) + � Š (� + � ) = � (� ) Š �

� n (� ) est donc bien dé“ni.
Morphisme : Soient�, � � Gn et � � nŠ 1·ā. Comme� (� ) � nŠ 1·a, on a � n (� ) = � (� (� )) Š � (� ).

Or, � n (� ) = � (� ) Š � . Donc,

� n (� ) + � n (� ) = � (� (� )) Š � = � n (� � � )

De plus, � n (� Š 1) = � Š 1(� ) Š � � Am [n] � A(f ix (� )). On a donc :

� n (� Š 1) = � (� n (� Š 1)) = � Š � (� ) = Š� n (� )

Noyeau : Soit � � Gn tel que � n (� ) = 0. Alors pour tout les g énérateurs � de L(nŠ 1 · ā)/L , on
a � (� ) = � et donc � = Id . Le noyeau est donc trivial.

�

Le système des� n induit

� � : Aut (L (
�

n

nŠ 1 · ā)/L ) � lim
�Š

Am [n]

Nous remercions chaleureusement Daniel Bertrand pour nous avoir ´ecouté et nous avoir indiqué
que nous pourrions s�urement déduire la proposition suivante de son article [2].

Proposition 4.2.2. Soient L � C 0 de base “nie sur K , et ā � A lin éairement indépendant au
dessus deA(L). Alors il n•y a à isomorphie près qu•un nombre “ni de systèmes de racines octarines
de ā.

Démonstration: La cl�oture de Zariski de Z · ā est un sous groupe deAm . Comme ā � A est
lin éairement indépendant au dessus deA(L), d•après le corollaire 1.3.7, la cl�oture de Zariski de
Z · ā est Am tout entier. Comme M := L(ā) est de type “ni sur L , il y a une L-varieté a�ne W ,
irr éductible sur L , telle queM = L(W ). Comme L est algébriquement clos,WC = Spec(L [W ] M C)
est irréductible. On note M C := C(WC). Comme L est de degré de transcendance “ni,L se plonge
dans C. On identi“e M = L(ā) avec son image dansM C.

CommeM |	
L

C, on voit que tp(M C/ C) est une extension non déviante detp(M/L ), sa restriction à

L . Par conséquent, tp(M C/ C) hérite de tp(M/L ) et donc ā est linéairement indépendant au dessus
de A(C). En particulier, la cl�oture de Zariski de Z · ā au dessus deC est Am .

Fait 4.2.3 ([2]). Il existe un entier � tel que pour toutn, le groupe de GaloisGal(M C(nŠ 1 · ā)/M C)
soit isomorphe à un sous-groupe deAm [n] d•indice borné par � .

Comme tp(M C/ C) hérite de tp(M/L ), on a Gn
�= Gal(M C(nŠ 1 · ā)/M C). En particulier, Gn est

isomorpheà un sous groupe deAm [n] d•indice borné par � . Comme les� n sont injectifs, cela implique
que les� n (Gn ) sont d•indice dansAm [n] borné par � . Par conséquent, Im (� � ) est d•indice “ni dans
la limite projective des Am [n]. �
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Cette proposition nous a su� pour r´ealiser l•amalgame libre. Avec le codage (faible en ce sens
qu•à un code pouvait correspondre plusieurs extensions octarines non isomorphes correspondant
au di�´erents types de racines octarines) des extensions minimales pr´ealgébriques, nous avons pu
garantir la pr é-stabilit é de C0, et donc amalgamer. Nous avons m�eme pu axiomatiser l•amalgame
libre.

En revanche, pour prouver le lemme d•amalgamation collaps´ee, il nous fallait de •vraisŽ codes : des
formules des corps dont toutes les r´ealisations octarines engendrent une extension minimale, unique
à isomorphisme près. Il semble di�cile, pour un amalgame à la dimension négative modulaire, de
se passer de ce qui suit.

4.3 Kummer uniforme

C•est donc la deuxième partie de la question 4.1.1 qui nous a pos´e le plus de problème. Malgré
tous nos e�orts, il nous a été imposible de la contourner. Il est temps de remercier chaleureusement
Martin Hils. C•est lui qui nous a sorti de l•impasse.

Il y avait dans la preuve de la construction des corps verts [1] un trou.Étrangement, il a donné
la preuve de l•ingrédient essentiel pour combler ce trou dans [5] sans avoir conscience dudit trou.
C•est lui et Martin Bays qui ont su formuler le problème (dans le cas des vari´etés abéliennes) de
manière à obtenir la réponse d•Ofer Gabber. Ce qui suit est tir´e de leur article [9].

Vari´ et é Kummer-g´ enérique Une sous-variété irréductible V d•une variété abélienneS est dite
Kummer-générique si pour tout n � 1, la variété nŠ 1 · X est irréductible. Un ensemble dé“nissable
dans le langage des corps est Kummer-g´enérique si sa cl�oture de Zariski l•est.

Ceci est la bonne dé“nition pour notre probl`eme :

Remarque 4.3.1. Soit L � C0, et V une variété Kummer générique dé“nie sur L . Tous les
éléments deC obtenus en adjoignantà L un générique de V peint en octarine pour base sont
isomorphes surL .

Une sous-variété irréductible V d•une variété abélienneS est dite libre si elle n•est pas contenue dans
le translaté d•un sous-groupe deS, c•està dire si un générique deV est linéairement indépendant.
Nous verrons qu•�etre libre est une condition dé“nissable (lemme 5.3.1). Un ensemble d´e“nissable
dans le langage des corps est libre si sa cl�oture de Zariski l•est. Une formule du langage des corps
est libre si l•ensemble qu•elle d´e“nit l•est.

Fait 4.3.2 ([9]). Soit V � S une variété libre, alors il y a n � 1 tel que toutes les composantes
irr´eductibles denŠ 1 · V sont Kummer-génériques.

Fait 4.3.3 ([9]). Soit V � S une famille de sous-variétés, alors
{ t

�
� Vt est Kummer-générique} est un ensemble d´e“nissable.

Par compacité, on obtient immédiatement une version uniforme du fait 4.3.2 :
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Corollaire 4.3.4. Soit V � S une famille de variétés libres, alors il y an � 1 tel que pour tout b̄,
toutes les composantes irréductibles denŠ 1 · V̄b sont Kummer-génériques.
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5 Axiomatisation des corps octarines

5.1 La conjecture d•intersection avec les tores

La CIT a été l•ingrédient essentielà Bruno Poizat pour axiomatiser les corps verts non-collaps´es
dans [14]. Elle est aussi utilisée dans [1] pour encoder les extensions minimales pr´ealgébriques.

Jonathan Kirby en a démontré une transposition dans le contexte des vari´etés abéliennes. Dès lors,
il semblait clair que l•on pourrait un jour amalgamer un corps avec un sous groupe d•une vari´eté
abélienne :

Fait 5.1.1 ([7], Th. 4.7). Soient � une variété semiabelienne de“nie sur un corps alg´ebriquement
clos de charactéristique nulle, et V une famille uniforme de sous-variétés de � . Alors, il existe
une famille “nie T (� , V ) de sous-groupes alg`ebriques propres de� satisfaisant : pour tout sous-
groupe algèbrique T de � , si W est une composante iréductible de(ā + T) � V̄b pour certains ā
et b̄, telle que dim(T) Š dim(W ) < dim(�) Š dim(V̄b), alors il y a T � � T (� , V ), de dimension
� dim(T) + dim( V̄b) Š dim(W ) tel queW est incluse dans un translaté deT � .

Codimension, vari´ et é cd-maximale Soit G un groupe algébrique, et V � G une variété
irr éductible. NotonsT le plus petit sous-groupe deG dont un translat é contient V , nous appelonsT
sous-groupe minimal deV . Nous appelons codimension deV la quantit é cd(V ) := dim(T)Š dim(V ).

Une sous-variété irréductible V de W est dite cd-maximale (au sein deW ) si pour toute vari été
irr éductible V � V � � W , cd(V � ) > cd(V ). Nous omettrons de préciser au sein de quelle vari´eté
une variété est cd-maximale, ce sera clair dans le contexte.

La proposition suivante a été prouvée dans le cas des tores (au lieu des variet´es semiabeliennes)
dans [14]. Nous tenons `a remercier Martin Hils pour nous en avoir donné une preuve moins elliptique
que la preuve originale.

Proposition 5.1.2. Soient S une varieté semiabelienne, etV une famille uniforme de sous-variétés
de S. Alors il y a un ensemble “ni Sub(V ) de sous-groupes deS tel que pour tout b̄ et toute sous-
variété cd-maximaleW de V̄b, le groupe minimal deW appartient à Sub(V ).

Démonstration: Nous construisons tout d•abord un arbre (“ni) dont les noeuds sontétiquetés par
des sous groupes deS par induction comme suit :

Nous partons d•une racineR, étiquetée par le groupeS. Supposons qu•`a uneétape de la construction
de l•arbre, L soit une feuille étiquetée par un groupeT. Nous considéronsV � la famille (uniforme)
(V̄b � ā · T)b̄,ā . Soient I 0, . . . , I s des familles uniformes de varietés telles que toute composante
irr éductible d•une instance deV � soit une instance deI i pour un certain i . Pour chaque

T� �
�

i � s

T (T, I i )
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nous ajoutons alors un “ls à L , étiqueté par T � (nous ne faisons rien s•il n•y a pas de telsT � ). La
construction s•arr�ete s•il n•y a plus rienà faire ou à l•étape � .

L•arbre que nous avons construit est `a branchement “ni, et toutes ses branches sont de longueur
“nie puisque la dimension desétiquettes décro�št. D•après le lemme de König, il est donc “ni.

Soit Sub(V ) l•ensemble des composantes connexes des ´etiquettes de notre arbre. Nous prétendons
que Sub(V ) satisfait l•énoncé de la proposition.
Soient U := V̄b pour un b̄, et W une sous-variété cd-maximale deU ayant M comme sous groupe
de S minimal. Comme W est irréductible, M est connexe : sinon,W serait partition´e en fermés
par les translantés deM � . Nous montrons queM � Sub(V ) par induction sur l•arbre ci-dessus, en
commençant par la racine R. Soit T une étiquette d•un noeud de notre arbre telle queW � ā · T
pour un certain ā. Comme W est irréductible, W est incluse dans une composante irr´eductible I
de U � ā · T .

Nous distinguons alors deux cas :
cas 1 : cd(W ) = dim( M ) Š dim(U) < dim(T) Š dim(I ). Par construction de notre arbre et par

le fait 5.1.1, un translaté de l•étiquette T � d•un des “ls de ce noeud contientW . Remarquons
que dim(T � ) < dim(T). Nous continuons alors l•induction avec ce “ls.

cas 2 : cd(W ) = dim( M ) Š dim(U) � dim(T) Š dim(I ). On a dim(T) Š dim(I ) � cd(I ). Comme
W est cd-maximale et I est irreducible, on doit avoir égalité, et donc nous devons avoir
I = W . Par conséquent, M � T, et donc M = T� , et alors M = T� � Sub(V ), QED.

Comme la dimension deT decro�št à chaque étape, il est nécessaire que le cas 2 “nisse par se
présenter.�

La “nitude de cette famille Sub(V ) est un ressort d•axiomatisation crucial. Par exemple, cela nous
permet d•exprimer la non-ormessianité au premier ordre, comme l•avait remarqué Bruno Poizat :

Lemme 5.1.3. Soient L un corps algébriquement clos contenantK , V une sous variété algèbrique
de An de dimensionn · (g Š 1), de sous groupe minimalAn , et ā générique dansV . Supposons que
pour le sous-groupe minimalT de toute sous-variété cd-maximaleW de V , on ait dim(V � ā+ T) <
gŠ 1

g · dim(T) à moins queT = An ou T = 0 .

Sous ces hypoth`eses, soitW une variété irr éductible deV � ā + T, où T est le sous-groupe minimal
de W . Alors, si T est propre , on a
dim(W ) < gŠ 1

g · dim(T) < n .

Démonstration: Supposons que non. Alors pourW, T comme ci dessus on acd(W ) = dim(T) Š
dim(W ) � 1

g dim(T) < n .

Soit W � W � � V irr éductible contenant W et telle que cd(W �) � cd(W ) de dimension maximale.
W � est cd-maximale. SoitT � son sous groupe minimal. AlorsW � � V � ā+ T � . Notons quedim(T � ) �
dim(T).

Constatons que dim(W �) = dim(V � ā + T � ) : sinon, il y a une composante irréductible X de
V � ā + T � contenant strictement W �. Comme W � est cd-maximale, cd(X ) > cd(W �) et donc la
dimension du sous groupe minimalU de X est strictement supérieure à celle deT � . Ceci est une
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contradiction puisque X est inclus dansā + T � .

T � ne peut pas �etre trivial puisque T� 	 T �= 0. T � �= An car sinon cd(W �) � n > cd (W ). Par
hypothèse, on a doncdim(W �) = dim(V � ā + T � ) < gŠ 1

g · dim(T � ), d•où cd(W �) > 1
g dim(T � ) �

1
g dim(T), et donc cd(W �) > cd(W ). Une contradiction. �

5.2 La th´eorie de C0

La th éorie T0 est la théorie dans le langageL O dont les modèlesM véri“ent :
(OCT) M � C
(ACF) ( M, + , Š, ·) est un corps algébriquement clos contenantK .
(VEC) O(M ) est un sous groupe deA(M ) divisible et clos par End(A), et O(K ) est trivial.
(ORM) Pour toute sous-variété V de An dé“nie sur K avecdim(V ) < n · (g Š 1),

M |= � x1, . . . , xn

�
V (x̄) �

�

1� i � n

O(xi )


�
�

T �T (A n ,V )
dim( T ) � g

g Š 1 ·dimV

T(x̄)

où T (An , V ) est la famille “nie donnée par le fait 5.1.1.

On notera que (VEC) implique que O(M ) est un End0(A)-espace vectoriel.

Le schema d•axiomes (ORM) est une transposition dans notre contexte de l•astuce de Bruno Poizat
pour axiomatiser les corps verts dans [14]. On pourra comparer le th´eorème suivant avec le corollaire
3.4 du m�eme article.

Th´eoreme 5.2.1. C0 est la classe des mod`eles deT0.

Démonstration: Soit L � C 0. (OCT), (ACF) et (VEC) sont ´ evidents. Montrons que L satisfait
(ORM). Soit V une sous variété deAn avec dim(V ) < n · (g Š 1), et ā un uple octarine deV(L).
Soit W le locus deā sur K .

Soit b̄ = b1, . . . , bldim ( ā) une baseEnd0(A)-lin éaire extraite de ā. Par dé“nition, pour 1 � i � n,
ai =

�
j � i

j · bj avec (� i
j )i,j � End0(A). On considère la matrice M � M n (End0(A)) dont le i ème

vecteur ligne est (� i
1, . . . , � i

ldim ( ā) , 0, . . . , 0). Il est évident par construction que rg(M ) = ldim (ā).
Soit G l•image deAn par � M . On a ā � G puisque ā = � M ((b1, . . . , bl , 0, . . . , 0)), et donc W � G.
De plus, dim(G) = g · ldim (ā) d•après le lemme 1.3.5.

Comme K � L , on doit avoir dim(W ) = dtr (ā) � (g Š 1) · ldim (ā), d•où dim(G) Š dim(W ) �
ldim (ā) � n. D•un autre c�oté, dim(An ) Š dim(V ) = g · n Š dim(V ) > n . On a donc dim(G) Š
dim(W ) < dim (An ) Š dim(V ), et par conséquent d•après le fait 5.1.1 il y a T � T (An , V ), avec
dim(T) � dim(V ) + dim(G) Š dim(W ) tel que W est incluse dans un translaté de T. Comme
dim(G) Š dim(W ) � ldim (ā) � dim (V )

gŠ 1 , on a bien

dim(T) �
g

g Š 1
· dim(V )
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Comme W et T sont dé“nies sur K , il y a c̄ � A(K ) tel que W � c̄+ T. Nous montrons queā � T
, ce qui montrera L |= T0. Comme W est irréductible, W � c̄ + T0.

D•après le corollaire 1.3.7,T0 est une intersection de dépendances quasilin´eaires, disons

x̄ � T0 � � i � n,
�

j � n

� i,j (xj ) � 0 (� i,j � End0(A))

Quitte à multiplier par le ppcm des multiplicit´es des� i,j , on peut supposer que� i,j � End(A) � i, j
et que

x̄ � T0 � � i � n,
�

j � n

� i,j (xj ) = 0

Comme ā � c̄ + T0, on a pour i � n
�

j � n

� i,j (aj Š cj ) = 0

d•où �

j � n

� i,j (aj ) =
�

j � n

� i,j (cj )

Le second terme de cette ´egalité est octarine. Comme il est dansA(K ), il est nul. En r ésumé,
�

j � n

� i,j (aj ) = 0 � i � n

d•où ā � T0 � T.

Réciproquement, soitL |= T0. Pour montrer L � C 0, il su�t de montrer que pour tout uplet octarine
a1, . . . , an � O(L), dtr (ā) � (g Š 1) · ldim (ā).

Soit V le locus deā sur K . Si dim(V ) � (g Š 1) · n, il n•y a pas de problème vu queldim (ā) � n.

Sinon, (ORM) s•applique. On a unT avec dim(T) � g
gŠ 1 ·dim(V ) tel que ā � T . D•après le corollaire

1.3.7, ldim (ā) � dim (T )
g . Il vient donc ( g Š 1) · ldim (ā) � gŠ 1

g · dim(T) � dim(V ) = dtr (ā). �

5.3 Codage des extensions minimales pr´ ealgébriques

Lemme 5.3.1. Soit Vȳ (x̄) une famille uniforme de sous-variétés deAn . L•ensemble des̄b tels que
V̄b est irr éductible et libre est dé“nissable.

Démonstration: Soit T (An , V ) la famille donnée par le fait 5.1.1 . L•ensemble des̄b tels que V̄b
est irréductible est dé“nissable. Pour un tel b̄, V̄b est libre ssi pour tout T � T (An , V ), pour tout
ā � An , V̄b n•est pas contenue dans ¯a + T :

La condition est clairement nécessaire. Nous voyons aussi qu•elle est su�sante car siV̄b � ā + T
pour T un sous groupe propre deAn , alors V̄b est une composante irréductible de V̄b � ā + T et il
y a donc T � � T (An , V ) tel que V̄b � ā + T � . �
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Soit Vȳ (x̄) � An une famille uniforme de sous-variétés deAn . Nous allons •coderŽ les extensions
minimales préalgébriques dans le sens suivant :

Th´eoreme 5.3.2. Il existe pour chaqueVȳ (x̄) � An une formule � V,n (ȳ) du langage des corps, et
ces formules satisfont :

1. Pour L � C 0 et b̄ � L avec L |= � V,n (b̄), si l•on prend une réalisation générique ā de V̄b

peinte en octarine et que l•on peint un syst`eme de racines dēa en octarine, alors �L (ā) est
une extension minimale préalgébrique deL. De plus, à isomorphie près, �L (ā) ne dépend pas
du choix deā ni du choix d•un système de racines octarines pour̄a.

2. Pour L � M une extension minimale préalgébrique, si ā est une base octarine deM au
dessus deL , il y a m � 1 tel que si V̄b, b̄ � L est le locus demŠ 1 · ā sur L , alors |= � V,n (b̄).

Pour T une sous-variété abélienne deAn et ā � An , on note [ā + T] le paramètre canonique du
dé“nissable ā + T.

Lemme 5.3.3. Soient V � An une variété dé“nie au dessus deB 	 K , et T un sous-groupe
algébrique deAn , et ā � V générique au dessus deB , et W = V � ā + T. Soit x̄ � W , alors x̄ est
générique dansW au dessus des param`etres B [ā + T] ssi il est générique dansV au dessus deB .

Démonstration du lemme:Soit x̄ � W . Comme T est dé“ni sur K , la classeā + T est dé“nissable
sur K x̄, on a donc [ā + T] � dcl(B x̄).

Pour tout x̄ � W , on a :

dim(x̄/B [ā + T]) = dim(x̄[ā + T]/B ) Š dim([ā + T]/B ) = dim(x̄/B ) Š dim([ā + T]/B )

� dim(ā/B ) Š dim([ā + T]/B ) = dim(ā/B [ā + T])

Ainsi, dim(x̄/B [ā + T]) atteint son maximum (i.e. x̄ générique dansW au dessus deB [ā + T]) ssi
dim(x̄/B ) est maximal (i.e. x̄ générique dansV). �

Démonstration du théorème:Soit Vȳ (x̄) une famille uniforme de sous variétés algèbriques deAn .

Soit � 0
V,n une formule du langage des corps telle quēb |= � 0

V,n �� RM (V̄b) = n · (g Š 1) et
DM ((V̄b) = 1.

� 1
V,n (ȳ) est la formule � Vȳ est irréductible, libre et Kummer-générique � , donnée par le lemme

5.3.1 et le fait 4.3.3.

Pour T une sous variété abélienne deAn , soit

� T (x̄, ȳ) := Vȳ (x̄) � � RM (Vȳ (·) � T(· Š x̄)) <
g Š 1

g
· dim(T) �

� 2
V,n (ȳ) :=

�

T � Sub ( V )
T 	= A n , T 	=0

� RM (� T (·, ȳ)) = n · (g Š 1) �
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� V,n := � 0
V,n � � 1

V,n � � 2
V,n .

Démonstration de 1.:Soient Vȳ (x̄) � An et b̄ � L tels que |= � V,n (b̄), soit ā générique dansV̄b au
dessus deL .

Comme V̄b est libre, ā est linéairement indépendant au dessus deA(L).

Nous considérons le corps octarineM dé“ni comme suit : le support de M est le corps �L (ā). Nous
choisissons un syst`eme (̄bn )n � 1 de racines octarines pour ¯a, et nous posonsO(M ) = �O(L), (b̄n )n � 1� .
Commeā est indépendant au dessus deO(L), on voit que ā est une base deO(M ) au dessus deO(L),
et ldim (O(M )/O (L)) = n. En outre, commedim(V̄b) = n · (g Š 1), il vient dtr (M/L ) = n · (g Š 1).
Par conséquent, � (M/L ) = 0.

Nous montrons que pourX � C avec L � X � M , � (X/L ) > 0. Sans perte de g´enéralit é, X est
engendré au dessus deL par un uplet octarine linéairement indépendant, disonsx�

1, . . . , x�
k avec

k < n . Nous montrons en fait que� (M/X ) < 0, ce qui revient au m�eme puisque� (M/L ) = 0.

Pour 1 � i � k, écrivons x�
i := yi +

�
1� j � n � i,j (aj ) où � i,j � End0(A) et yi � O(L ). Sans

perte de généralit é, yi = 0 pour tout i , puisque lesx�
i et les x�

i Š yi engendrent la m�eme extension
intermédiaire. Considérons le sous groupe alg`ebrique deAn dé“ni par ces équations :

T := { x̄ � An
�
�

�

1� j � n

� i,j (xj ) � 0 � 1 � i � k}

Alors x̄� est la base canonique [¯a + T], puisque

x̄ � ā + T ��
�

1� i � n

�

1� j � n

� i,j (xj ) � x�
i

Comme lesx�
i sont linéairement indépendants, les vecteurs (� i, 1, . . . , � i,n ) le sont aussi. On a donc

dim(T) = dim(A) · (n Š k).

D•après le lemme 5.3.3, ¯a est générique au dessus deL x̄� dans Vȳ � ā + T. On a donc � (M/X ) =
dim(V � ā + T) Š (g Š 1)(n Š k), autrement dit :

� (M/X ) = dim(V � ā + T) Š
g Š 1

g
· dim(T)

Soient W le locus deā sur L x̄� et G le sous-groupe minimal deW , alors dim(G) � dim(T) et
W � V � ā + G. Comme ȳ |= � 2

V,n , on a dim(W ) < gŠ 1
g · dim(G) d•après le lemme 5.1.3. A fortiori,

dim(W ) < gŠ 1
g · dim(T), d•où � (M/X ) < 0. Par conséquent, � (X/L ) > 0.

Ceci montre queL � M , puisque toute extension intermédiaire a une prédimension positive sur
L , et en particulier M � C 0. Comme nous pouvons appliquer le critère pour la minimalit é (lemme
2.5.2), on en déduit aussi que l•extensionL � M est minimale. Elle est minimale préalgébrique
puisque � (M/L ) = 0.
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Unicit´ e En outre, soient ā� générique dansV̄b et (b̄�
n )n � 1 un systère de racine octarine pourā� .

Dans �L (ā� ), en peignant (̄b�
n )n � 1 en octarine, on obtient M � � C 0 de la m�eme manière que ci-dessus.

Comme V̄b est irréductible, ā et ā� on m�eme type si bien qu•il y a un isomorphisme au dessus de
L envoyant ā sur ā� . L•image de (̄bn )n � 1 est alors un système de racines octarines pour ¯a� . Par
Kummer-généricit é deV̄b, on sait que (̄bn )n � 1 est conjugué à (b̄�

n )n � 1 au dessus deL .

� 1.

Démonstration de 2.: Soient L � M une extension minimale préalgébrique et ā une base octarine
de M au dessus deL . Alors, M est engendrée corpiquement parā. Soit X le locus deā sur L .
D•après le fait 4.3.2, il y am � 1 tel que les composantes irr´eductibles demŠ 1 · X sont Kummer
génériques. SoitV = V̄b la composante irréductible de mŠ 1 · X à laquelle mŠ 1 · ā appartient. Soit
n = |ā|, alors dim(V̄b) = n · (g Š 1).

Clairement b̄ |= � 0
V,n � � 1

V,n . Montrons que |= � 2
V,n (b̄). Pour ce, commedtr (ā/L ) = n · (g Š 1), il

su�t de montrer ¯ a |= � T pour tout T � Sub(V ) propre.

Soit T � Sub(V ) un sous groupe propre deAn . Posonsd = dim (T )
g . D•après le corollaire 1.3.7,T est

l•intersection den Š d équationsA-lin éaires indépendantes, disonsE1(x̄) = 0 , . . . , En Š d(x̄) = 0 o ù :

Ej : x̄ �
�

1� i � n

� i,j (xi ) 1 � j � n Š d

Pour 1 � j � n Š d, soit oj le point octarine de Ej (ā). Comme auparavant nous identi“ons le upleō
et [ā+ T]. Comme lesEj sont indépendants, les points octarinesoj sont linéairement indépendants.
On a donc ldim (� ō� /O (L )) = n Š d, d•où ldim (� ā� / � ō� ) = d. Par hypothèse, l•extensionL � /L est
préalgèbrique minimale. Par conséquent, � (L � / �L (ō)) < 0 et donc dtr (ā/ ō) < d · (g Š 1).

D•après le lemme 5.3.3, ¯a est générique dansV̄b � ā + T au dessus de ¯o. Donc, dim(V̄b � ā + T) =
dtr (ā/ ō) < gŠ 1

g · dim(T). �

Corollaire 5.3.4. C0 satisfait la pré-stabilité.

Démonstration: Toute extension de base “nie de corps deC0 se décompose en une tour “nie d•exten-
sions minimales, il su�t donc de montrer qu•il n•y a à isomorphie près qu•un ensemble d´enombrable
d•extensions minimales au dessus d•un corps octarine de base “nieL . Or, chaque type d•isomorphie
d•une extension minimale préalgébrique correspondà au moins un V̄b pour b̄ |= � V,n . On a donc
au plus |L cps (L )| extensions minimales préalgébriques à isomorphie près, et une unique extension
générique blanche.�

Lemme 5.3.5. Soit W une sous-variété irr éductible deAn dé“nie sur un corps algébriquement clos
B contenant K , et ā � W générique au-dessus deB . Le groupe minimal G de W est de dimension
g · ldim (ā/B ).

Démonstration: Soit k = ldim (ā/B ). Quitte à permuter le uplet ā, on fait en sorte quea1, . . . , ak

soit une base de ¯a au dessus deB . C•est à dire que pour j > k , il y a bj � A(B ) et des quasi-
endomorphismes� j

1, . . . , � j
k de A tels que aj Š bj �

�
1� i � k � j

i (ai ). Appelons T le groupe { x̄ �

An
�
� � k < j � n, 0 � xj Š

�
1� i � k � j

i (xi )} , qui est de dimensiong · ldim (ā/B ).
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Prenons b̄ = 0 , . . . , 0, bk+1 , . . . , bn � B . Comme ā � b̄ + T, W � b̄ + T et donc G � T, d•où
dim(G) � g · ldim (ā/B ). En outre, g · ldim (ā/B ) � dim(G) puisque G exprime des dépendances
lin éaires que doit satisfaireā. �

Formules ra�n´ ees Pour Vȳ une famille uniforme de sous-variétés algébriques deAn , on considère
la formule � V (x̄, ȳ) des corps (que l•on appeleraformule ra�n´ ee associéeà V ) dont les réalisations
(ā, b̄) satisfont :

„ � V (x̄, b̄) � V̄b et pour T � T (An , V ), T �= An , si V̄b � ā + T est in“ni, alors pour toute
composante irréductible de dimension maximaleW de V̄b � ā + T ayant pour sous groupe
minimal U, on a gŠ 1

g dim(U) > dim (W ).

Cette condition est exprimable dans le langage des corps car la d´ecomposition en irréductibles l•est,
et les sous groupesU qui nous concernent font partie de la famille “nie Sub(Vȳ � x̄ + T) donnée par
la proposition 5.1.2.

Lemme 5.3.6. Avec les notations ci-dessus, pour̄b |= � V,n (ȳ), � V (x̄, b̄) est générique dansV̄b.

De plus, pour B, L � C 0 avec B � L , si B |= � V,n (b̄), alors toute réalisation octarine ā � L de
� V (·, b̄) qui n•est pas contenue dansB est corpiquement générique dansV̄b (et donc engendre une
extension minimale préalgébrique de longueurn).

Démonstration: Pour la première assertion : sīb |= � V,n et ā est générique dansV̄b, alors pour le
sous groupe minimalT de toute sous-variété deV̄b, |= � T (ā, b̄). C•est à dire quedim(V̄b � ā + T) <
gŠ 1

g dim(T). Par conséquent, on a bien|= � V (ā, b̄).

Pour la deuxième assertion :

Nous véri“ons que pour ā � O(L ) r éalisant � V (·, b̄) avec 0 < RM (ā/B ) < n · (g Š 1) on aurait
� (ā/B ) < 0, ce qui contredirait B � L .

Soit W le locus deā sur B . On considère le sous-groupe minimalG de W . Alors, d•après le lemme
5.3.5, dim(G) = g · ldim (ā/B ), d•où

� (ā/B ) = dim(W ) Š (g Š 1) ·
dim(G)

g
=

1
g

· (dim(W ) Š (g Š 1) · cd(W ))

On distingue alors deux cas :
Cas cd(W ) � cd(V̄b) : Comme dim(W ) < dim (Vb),

� (ā/B ) �
1
g

· (dim(W ) Š (g Š 1) · cd(W )) <
1
g

· (dim(V̄b) Š (g Š 1) · cd(V̄b)) = 0

Cas cd(W ) < cd(V̄b) : Nous prenonsW � W � � V̄b irr éductible telle que cd(W �) � cd(W ) de
dimension maximale. Alors,W � est cd-maximale. SoitU son sous-groupe minimal.
Constatons quedim(W �) = dim(V � ā+ U) : sinon, il y a une composante irréductible X de
V � ā + U contenant strictement W �. Comme W � est cd-maximale,cd(X ) > cd(W �) et donc
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la dimension du sous groupe minimalT de X est strictement supérieure à celle deU. Ceci
est une contradiction puisqueX est inclus dansā + U.
Par conséquent, comme|= � V (ā, b̄), gŠ 1

g dim(U) > dim (W �) = dim(V � ā + U), et par
conséquent, � (ā/B ) < 0. �

5.4 L•amalgame libre

Pour établir que C0 est une classe d•amalgamation (´elémentaire !) de corps octarines, il ne nous
reste qu•à montrer le lemme d•amalgamation pourC0.

Amalgamation libre Soient L, M, N � C 0 avecL � M et L � N . Dans �M  L N (ie. la clot�ure
algèbrique du produit de deux copies indépendantes au dessus deL de M et N ), on colorie en
octarine l•espace vectorielO(M ) + O(N ). La structure ainsi obtenue est un élément deC, que l•on
note M  0

L N . On identi“era les structures M et N avec leurs images canoniques respectives dans
M  0

L N . Dès lors,M |	
L

alg N .

On note que siM et N sont de base “nie au dessus deL , alors M  0
L N l•est aussi.

Proposition 5.4.1. M � M  0
L N et N � M  0

L N .

En particulier, M  0
L N � C 0.

Démonstration: Comme la situation est symétrique, il su�ra de prouver M � M  0
L N .

Soit M � X � M  0
L N de base “nie sur M . Si X \ M est blanc, � (X/M ) � 0. Sans perte de

généralit é, on peut supposer queX est engendré corpiquement par une base deO(X ) au dessus de

O(M ), puisque � (X/ �M (O(X ))) � 0.

Soit a1, . . . , an � O(X ) une base deO(X ) au dessus deO(M ). Pour 1 � i � n, écrivonsai = bi + ci

avecbi � O(M ) et ci � O(N ) \ O(L) (on peut décomposer lesai ainsi car O(M ) � O(N ) = O(L)).
On a ldim (c̄/O (M )) = n puisque ā est indépendant linéairement au dessus deO(M ).

L � N . Donc, dtr (c1, . . . , cn /L ) � n · (g Š 1). Comme M |	
L

alg N ,

dtr (b1 + c1, . . . , bn + cn /M ) = dtr (c1, . . . , cn /M ) = dtr (c1, . . . , cn /L ) � n · (g Š 1)

.

Nous avons montré que � (X/M ) � 0. Comme M � X � M  0
L N était quelconque, on aM �

M  0
L N . �

5.5 Th´eorie des riches libres

Nous avons montré que C0 est une classe ´elémentaire d•amalgamation de corps octarines. Nous
pouvons donc construire des corps riches pourC0.
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La th´eorie TK La th éorieTK est constituée des axiomes de la th´eorieT0 et du schéma d•axiomes :
(MIN) pour toute famille uniforme Vȳ de sous variétés deAn , pour toute famille uniforme Wz̄

de sous variétés deAn ,

� ȳ� z̄
� �

� V,n (ȳ) � � RM (Vȳ � Wz̄ ) < n · (g Š 1) �

�
� � x̄

�
Vȳ (x̄) � ¬ Wz̄(x̄) �

�

1� i � n

O(xi )
� �

Lemme 5.5.1. Soit K un � -riche, alors K |= TK . En particulier, cette th éorie est consistante.

Démonstration: Donnés b̄,c̄ � K tels que K |= � V,n (b̄) � � RM (V̄b � Wc̄) < n · (g Š 1) � . Soit
L = clK (K b̄̄c). Il d écoule du théorème 5.3.2 que si l•on prend une r´ealisation générique ā de V̄b

peinte en octarine, on obtient une extension minimale préalgébrique �L (ā) de L , que l•on peut
injecter ormessienement dansK au dessus deL . L•image ā� de ā par cette injection satisfait alors

K |= V̄b(ā� ) � ¬ Wc̄(ā� ) �
�

1� i � n

O(a�
i ) �

Lemme 5.5.2. Pour tout m � 3, pour tout L � C 0, il existe une extension minimale préalgébrique
de L de longueurm.

Démonstration: A“n de “xer les id´ees, nous commen¸cons par le cas o`u g = 2. Soit m � 3, nous
nous plaçons dansM := acl(L (X 1, . . . , X m )). Nous allons colorier m points de A(M ) de dtr = 2
de façon à obtenir une extension minimale préalgébrique. Le plan consisteà prendre chaque point
octarine dansA(acl(L (X i , X j ))) pour certains i �= j a“n de pouvoir associerà chaque point octarine
une paire { X i , X j } qui lui sera propre. En voyant chaque variableX i comme un sommet et chaque
paire { X i , X j } associée à un point octarine comme une arr�ete, on obtient un graphe non-orienté6.
Notons que les points octarines ainsi obtenus sont lin´eairements indépendants.

Pour un ensembleX de taille 0 < |X | < m de points octarines, nous voulons que� (X ) > 0, c•està
dire quedtr (X ) > ldim (X ). Traduit en terme de graphe, cela signi“e que pour tout ensemble propre
d•arr�etes S, l•ensembleES des sommets présents dans l•une des arr�etes deS véri“e |ES | > |S| Le
lemme combinatoire suivant montre que le graphe cyclique de longueurm va nous convenir :

Lemme 5.5.3. Dans un graphe cyclique(E, V ), pour tout � � S � V , on a |ES| > |S|.

Démonstration: Nous montrons ceci par récurrence surn = |S|. Pour n = 1, c•est évident : |ES | = 2.

Soient 0 < n < m =: |E |, et S � V de cardinal n. Si ES est connexe, alorsS forme un chemin
qui n•est pas un cycle carn < m et donc |ES| = |S| + 1. Si ES n•est pas connexe, nous pouvons le
décomposer en composantes connexes, disonsES = E1 � · · · � Ek . Alors,

|ES | =
�

1� i � k

|Ei |

6. Dans un graphe non-orient´e, nous estimons plus judicieux de consid´erer les arr�etes comme des paires que comme
des couples : V � P 2(E ).
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Pour 1 � i � k, posonsSi = S � P 2(Ei ). Ainsi, les Si forment une partition de S et véri“ent
ESi = Ei . Par hypothèse de récurrence, nous avons donc

|ES| =
�

1� i � k

|Ei | >
�

1� i � k

|Si | = |S| �

Passons au cas g´enéral : g � 2. Nous prenons cette foisn = m · (g Š 1) éléments transcendants
indépendantsX 1, . . . , X n . Soit (E, V ) un graphe cyclique surE = { X 1, . . . , X m } . Numérotons les
arr�etes :V = { v1, . . . , vm } . Nous choisissons une base octarine deM := acl(L (X 1, . . . , X n )) comme
suit :

Pour chaque 1� i � m, nous complétonsvi avecgŠ 2 élémentsfrais de { X m +1 , . . . , X n } de sorteà
obtenir un ensembleVi (par exemple,Vi = vi � { X m +1+( gŠ 2) ·( i Š 1) , . . . , X m +( gŠ 2) ·i } ). Nous colorions

un point ai � A(�L (Vi )) \ A(L ) en octarine.

Chaqueai n•étant pas algébrique surL (aj )j 	= i , ces points octarines sont linéairement indépendants.
On a ainsi � (M/L ) = 0.

M est une extension ormessienne deL : soit X � C intermédiaire, que nous pouvons supposer
algébriquement close et engendr´ee au dessus deL par ses points octarines, disonsX = acl(L (I ))
pour I � { a1, . . . , am } non vide. Avec S = { vi

�
� ai � I } , on a

dtr (X/L ) = |ES| + |S| · (g Š 2) > |S| + |S| · (g Š 2) = ( g Š 1) · ldim (X/L )

Comme cette inégalité est stricte, il appara�št queM/L est une extension minimale.�

Proposition 5.5.4. Tout modèle � -saturé deTK est un corps� -riche.

Démonstration: Soit K un modèle � -saturé de TK . Soient L � K de base< � , et M � C 0 une
extension minimale deL . Il nous faut plonger ormessienementM dans K au dessus deL .

Nous distinguons deux cas, suivant queM/L est préalgébrique minimale ou non :

M/L est pr´ealgébrique minimale : Soit ā une base octarine deM/L , de longueurn. Quitte à
multiplier par mŠ 1 pour m su�sament grand, on peut supposer que le locusV = V̄b de ā sur L est
tel que L |= � V,n ( b̄) . Comme � V,n est une formule du langage des corps,K |= � V,n (b̄).

Comme K satisfait (MIN), le type partiel suivant y est consistant :

� (x̄) := {¬ W (x̄)
�
� W sous variété propre deV̄b dé“nie sur L } � { V̄b(x̄);

�

1� i � n

O(xi )}

Soit ā� � K une réalisation de ce type partiel.ā� est corpiquement générique dansV̄b et donc, d•après

le théorème 5.3.2,M � := �L (ā� ) est une extension préalgèbrique minimale deL isomorpheà M . En
particulier, � (M � /L ) = 0.
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En“n, M � � K puisque pour X � K de base “nie surM � , on a � (X/M �) = � (X/M �) + � (M � /L ) =
� (X/L ) � 0.
Nous avons donc injecté M ormessienement dansK au dessus deL .

M/L est générique blanche : D•après le lemme 5.5.2, on peut appliquer le lemme suivant `a L :

Lemme 5.5.5. Soit K un corps octarine � -saturé, et L � K de base< � . Supposons qu•il y
a des extensions minimales pr´ealgébriques deL de longueur arbitrairement grande qui se plongent
ormessiennement dansK. Alors, toute extension générique blanche deL se plonge ormessiennement
dans K.

Soit L � M une extension octarine blanche minimale, disonsM = �L (x0) et O(M ) = O(L) avec
x0 transcendant sur L . Soit C une base de transcendance deL. Considérons l•ensemble� (x) des
négations des formules en la variablex à paramètres dansC de l•une des formes suivantes :

1. Pour V 1, . . . , V n , où V i est une famille uniforme de sous-vari´etés deAn i , pour � 1, . . . , � n , �
des formules du language des corps `a paramètres dansC, et pour � V 1 , . . . , � V n les formules
ra�n´ ees associ´es auxV i :

� ȳ1, . . . , ȳn , z̄1, . . . , z̄n

�

1� i � n

�
� RM (� i (·, ȳ1, . . . , ȳi Š 1) = 0 � � � i (z̄i , ȳ1, . . . , ȳi Š 1)

� � V i ,n i (z̄i ) � � V i (ȳi , z̄i ) � O(ȳi ) � � RM (� (·, ȳ1, . . . , ȳn )) = 0 � � � (x, ȳ1, . . . , ȳn )
�

2. Pour � une formule algèbrique sur C au sens des corps,

� (x)

Nous montrons que� (x) est “niment consistant, et donc réalisé dansK. Soit q(x) une partie “nie
de � (x). Soit m plus grand que tous lesni apparaissant dans les formules de type¬1 que mentionne
q et tel qu•il y a N � K une extension préalgébrique minimale de longueurm de L qui se plonge
dans K. Soit y � N \ L . Nous montrons queK |= q(y).

Soient V 1, . . . , V n , où V i est une famille uniforme de sous-vari´etés deAn i et ni < m � 1 � i � n.
Supposons pour obtenir une contradiction quey satisfasse la formule du type 1 correspondant `a
cesV i . Alors il y a L = L 0 � L 1 � . . . � L n � K tels que y � L n et pour tout 1 � i � n, ou bien
L i Š 1 = L i ou alors L i est une extension minimale préalgébrique de longueurni de L i Š 1 encryptée
par V i

b̄ pour b̄ � L i Š 1. Nous montrons par récurence suri que L i et NL i Š 1 sont algébriquement
indépendants au dessus deL i Š 1 pour 1 � i � n. Ceci entra�šnera la contradiction cherchée puisqu•il
y a i tel que y � L i � N mais y /� L i Š 1.

Cas i = 1 : On peut supposer L 1 �= L 0. On a n1 < m , donc L 1 n•est pas inclus dansN
par minimalit´e de N , en particulier, L 1 contient un point octarine qui n•est pas dans
N . Supposons queL 1 �|	

L 0

N . Alors on distingue deux cas : SiO(L 1) � O(N ) � O(L 0),

� (NL 1/N ) = dtr (L 1/N ) Š (g Š 1) · n1 < 0 puisquedtr (L 1/N ) < dtr (L 1/L 0). Si au contraire
O(L 1) � O(N ) n•est pas inclus dansO(L 0), on a � (L 1 � N/L 0) > 0 puisqueN est minimale
préalgébrique. Par submodularité, on a alors� (NL 1/N ) � � (N/L 0) Š � (L 1 � N/L 0) < 0.
Dans les deux cas,� (NL 1/N ) < 0, une contradiction au fait que N � K.
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Récurence : Soiti � 2. On supposeL i Š 1 |	
L i Š 2

NL i Š 2. Alors, NL i Š 1 est une extension minimale

préalgébrique de longueurm de L i Š 1. On peut donc réutiliser l•argument du cas i = 1
avec cette foisNL i Š 1, L i et L i Š 1 à la place deN , L 1 et L 0 respectivement. On a donc
L i |	

L i Š 1

NL i Š 1.

� (x) est “niment consistant, et donc réalisé dansK, disons part. Nous montrons queX := �L (t) est
ormessienne dansK. Sinon, il y a Y � K de base “nie surX avec� (Y/X ) < 0. Comme� (X/L ) = 1,
on doit avoir � (Y/L ) = 0, si bien que Y/L se décompose en une tour “nie d•extensions minimales
préalgébriques. Or, c•est précisément ce que� interdit !

On peut donc injecter M ormessienement dansK au dessus deL via x0 �� t �

Corollaire 5.5.6. TK est la théorie des corps riches pourC0. Elle est � -stable.
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6 Cryptographie : coder les extensions minimales

6.1 Formules cryptiques

Une variété V = V(x̄, b̄) � An est cryptique si |= � V (b̄), c•est à dire si une réalisation générique
octarine de V dé“nit une extension minimale préalgébrique, uniqueà ismorphisme près.

Une formule � (x̄) du langage des corps de degr´e 1 est cryptique si sa cl�oture de Zariski l•est.

Une formule � (x̄) du langage des corps de degr´e 1à paramètres dansB est minimale préalgébrique si
pour tout (pour un) M � C 0 contenant B , pour ā une réalisation octarine générique de� , ā est une

base octarine de l•extension minimale pr´ealgébrique �M (ā)/M . En particulier, une formule minimale
préalgébrique est libre. Un ensemble d´e“nissable est minimal préalgébrique (resp. cryptique) si la
formule qui le dé“nit l•est.

Notons qu•une formule est cryptique si et seulement si elle est minimale pr´ealgébrique et Kummer-
générique.

À une formule cryptique � correspond une unique extension minimale pr´ealgébrique (à isomor-
phie près). Cependant,à une extension minimale préalgébrique peuvent correspondre de multiples
formules cryptiques. Par exemple, le choix d•une r´ealisation de� comme base octarine est arbitraire.

Le but de ce chapitre est de rendre le choix d•une formule cryptique d´ecrivant une extension minimale
préalgébrique donnée canonique. Nous parviendrons, en plusieurs ´etapes,à donner un ensemble de
bons codes.

Nous commençons par régler le problème du choix d•une base octarine.

Donnons nousL, M � C 0 tels que M soit une extension minimale préalgébrique de L , dont une
base octarineā de longueur n est un générique de l•ensemble cryptiqueX . Soit b̄ une autre base
octarine de M/L et Y le locus deb̄ au dessus deL . Notons queY est minimale préalgébrique. Il y
a (� i,j )i,j<n � End0(A) et c̄ � O(L ) tels que bj = cj +

�
i<n � i,j (ai ) pour tout j < n . Autrement

dit, b̄ = c̄ + � (ā) où � est l•endomorphisme deAn /T or (A) ayant ( � i,j )i,j<n pour matrice. Nous
remplaçons dans la suitēb et Y par leurs translatés b̄Š c̄ et Y Š c̄.

Soit T � Q End(An ) tel que T = � (cf lemme 1.2.4). Pour tout quasi-endomorphismeT� � T , on
a T � = T, si bien qu•on peut prendreT = T0. Nous constatons désormais que (X × Y) � T est de
degré 1 (T est donc son sous-groupe minimal).

Soit (ā� , b̄� ) générique dans (X × Y) � T. T étant connexe, il est divisible, et il y a donc (ā�
0, b̄�

0) � T
tel que m · (ā0, b̄0) = (¯a� , b̄� ), où m := |T(0)|. Par choix de m, on a m � T � End(An ). Comme
T(ā�

0) � b̄�
0, on a (m � T)( ā�

0) = b̄� . De m�eme, (m � T)( 1
m · ā) = b̄. Or, ā� étant générique dansX , on

a tp(ā�
0/L ) = tp( 1

m · ā/L ) car X est cryptique. Par conséquent, tp(( ā� , b̄� )/L ) = tp(( ā, b̄)/L ). Nous
avons montré que (X × Y) � T est de degré 1.
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En résumé, ce groupeT est de dimensionn · g, est le groupe minimal de
(X × Y) � T, et il y a ā et b̄ génériques dansX et Y respectivement tels que (ā, b̄) � T .

C•est ce qui motive la dé“nition suivante.

Correspondance torique Soient X 1, X 2 � An deux ensembles d´e“nissables dans le langage des
corps de m�eme dimension et de degr´e 1. Unecorrespondance toriqueentre X 1 et X 2 est un sous-
groupe T de A2n , de dimensionn · g, tel qu•il y a ā et b̄ génériques dansX 1 et X 2 respectivement
avec (ā, b̄) � (X 1 × X 2) � T, et qui est le sous-groupe minimal de (X 1 × X 2) � T.

Une correspondance torique entre deux formules des corps est une correspondance torique entre les
dé“nissables correspondants.

Les lemmes suivants montrent que nous avons captur´e la bonne notion :

Lemme 6.1.1. Soit T une correspondance torique entre deux sous-ensembles d´e“nissables libres
de An . Alors T est un quasi-endomorphisme deAn tel que pour tout ȳ � An , il y a x̄ � An avec
(x̄, ȳ) � T .

En particulier, le morphisme T : An /T or (A) � An /T or (A) que T induit modulo la torsion est un
isomorphisme.

Démonstration: Soient X 1, X 2 � An libres de degré 1, etT une correspondance torique entreX 1 et
X 2. On peut supposer queX 1 et X 2 sont Zariski-clos. SoitM algébriquement clos au dessus duquel
X 1, X 2 et A sont dé“nis. On considère ā et b̄ génériques respectivement dansX 1 et X 2, tels que
(ā, b̄) � T . Par libert é, il vient ldim (ā/M ) = ldim (āb̄/M ) = ldim (b̄/M ) = n. Par conséquent, il y a
(� i,j )i,j<n � Q End(A) et c̄ � A(M ) tels que

bj � cj +
�

i<n

� i,j (ai )

Notons G le sous groupe deA2n dé“ni par

G = { (x̄, ȳ) � A2n
�
� � j < n, y j �

�

i<n

� i,j (xi )}

Alors G est le groupe minimal du locusV de (ā, b̄) sur M , et V � (X 1 × X 2) � T, si bien queG � T.
On a dim(G) � g · ldim (āb̄) = dim(T), et donc T = G puisque T est connexe. Ceci montre queT
est un quasi-endomorphisme deAn .

Considérons la projection � (T) de T sur les n dernières composantes, qui est un sous groupe
algébrique deAn puisqueT est projective. Elle contient b̄, et donc dim(� (T)) � g · n, d•où � (T) =
An . Ceci montre la •surjectivit´eŽ du quasi-endomorphismeT.

En“n, l• égalité ldim (ā/M ) = ldim (āb̄/M ) = ldim (b̄/M ) = n restant vraie modulo la torsion, on
voit que l•endomorphisme induit

T : An /T or (A) � An /T or (A)
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(cf lemme 1.2.4) est bien un isomorphisme.�

Lemme 6.1.2. Soit � (x̄) une formule Kummer-générique. Alors, pour ā � A|x̄ | , � (ā + x̄) est aussi
Kummer-générique.

Démonstration: Soit L la cl�oture algébrique deK , ā et des paramètres de� . Prenons x̄ générique
dans � (ā + x̄) au dessus deL . Alors, ā + x̄ est une réalisation générique de� .

Soit m � 1, et ȳ, ȳ� tels quem · ȳ = m · ȳ� = x̄. Soit b̄ � mŠ 1 · ā, on a m · (ȳ + b̄) = m · (ȳ� + b̄) = ā+ x̄
si bien que (ȳ + b̄) et ( ȳ� + b̄) sont conjugués au dessus deL , disons par � . Alors, comme � (b̄) = b̄,
il vient � (ȳ) = ȳ� . Donc, ȳ et ȳ� sont conjugués au dessus deL . �

Lemme 6.1.3. Soit � (x̄) une formule minimale préalgébrique, alors
„ Soit ā � A|x̄ | . Alors � (x̄+ ā) est minimale préalgébrique. En particulier, si � (x̄) est cryptique,

� (x̄ + ā) l•est aussi.
„ Soit � (x̄) une formule libre de degré 1. S•il y a une correspondance torique entre� (C) et

� (C), alors � (x̄) est minimale préalgébrique. En particulier, si � (x̄) est Kummer-générique,
elle est alors cryptique.

Démonstration: La première assertion est assez ´evidente : Soit� (x̄) une formule minimale préalgébrique.
Prenons x̄ une réalisation de � générique au dessus deL � C 0 avec ā � A(L ), nous obtenons

en coloriant x̄ en octarine une extension minimale préalgébrique M de support �L (x̄) de L . Soit
yi := xi Š ai pour tout i < n . Ainsi, ȳ est générique dans� (ā + x̄). On voit pour tout I � n que
dtr ((yi )i � I /L ) = dtr ((xi )i � I /L ) et que ldim ((yi )i � I ) = ldim ((xi )i � I ).

Par conséquent, en peignant ȳ en octarine dans �L (x̄), on obtient aussi une extension minimale
préalgébrique deL. Ainsi, � (ā + x̄) est minimale préalgébrique. Le lemme 6.1.2 montre en outre
que si � est cryptique, � (ā + x̄) est aussi cryptique.

Pour la seconde assertion, soitT la correspondance torique entre� (C) et � (C), toutes deux
contenues dansAn . Nous allons montrer que� est minimale préalgébrique. D•après le lemme 6.1.1,
T est un automorphisme linéaire deAn /T or (A). Soit ( � i,j )i,j<n � GL n (End0(A) sa matrice.

Soit L � C 0 contenant les paramètres de � et � . Soient ā et b̄ des génériques sur L de � et �
respectivement, tels que (ā, b̄) � (� × � ) � G.

Plaçons nous dans l•extension minimale pr´ealgébrique N de L engendrée par le uple octarineā.
Dans N , soit b�

i =
�

i<n � i,j (ai ). Ainsi, b̄� est une base octarine deN/L .

Pour tout i < n , il y a � i � T or(A) tel que b�
i = bi + � i . Ainsi, b̄� |= � (ȳ Š �̄ ), si bien que� (ȳ Š �̄ ) est

minimale préalgébrique. D•après la première assertion,� (ȳ) est donc minimale préalgébrique. �

6.2 Codes

Pour X 1, X 2 deux ensembles d´e“nissables dans le langage des corps, nous notonsX 1 � X 2 ssi�
RM (X 1 � X 2) < RM (X 1) ou X 1 = X 2 = �

�
. � est une relation d•équivalence. Par abus de
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notations, on écrit � (x) � � (x) pour � (C) � � (C).

Codes Un code� est la donnée d•un entiern� , d•une formule� � (x̄, ȳ) dé“nissable surK dans le
langage des corps tels que :

a) Chaque xi est un uplet de m�eme longueur que le uplet de variables libres de la formule
dé“nissant A, et |x̄| = n� .

b) Pour tout b̄, � � (x̄, b̄) � An � .
c) Pour tout b̄, soit � � (C, b̄) = � soit RM (� � (x̄, b̄)) = n� · (g Š 1) et � � (x̄, b̄) est de degré 1.
d) Pour tout b̄, si � � (C, b̄) �= � , alors � � (x̄, b̄) est cryptique.
e) Pour tout B, L � C 0, pour tout b̄ avec b̄ � B � L , si � � (C, b̄) �= � , alors pour tout ā � O(L )

tel que |= � � (ā, b̄), ou bien ā � B ou alors ā est générique corpiquement dans� � (x̄, b̄) au
dessus deB .

f) Pour tout b̄ tel que � � (C, b̄) �= � , pour tout ā � An � , il y a un b̄� tel que � � (x̄Šā, b̄) � � � (x̄, b̄� ).
g) Pour tout b̄,b̄� , si � � (C, b̄) �= � et � � (x̄, b̄) � � � (x̄, b̄� ), alors b̄ = b̄� .

Notations Il y a une famille de variétés V (x̄, ȳ) dé“nie sur K telle que si � � (C, b̄) �= � , alors
V (x̄, b̄) est la cl�oture de Zariski de � � (x̄, b̄). Nous notons cette famille V� . Nous posons en outre
� � (ȳ) := � x̄� � (x̄, ȳ).

Encoder Soit X � An un ensemble dé“nissable dans le langage des corps, de degr´e 1. Nous disons
qu•une formule� (x̄, ȳ) encodeX s•il y a un b̄ tel que � (C, b̄) � X . Un code� encodeX si � � encode
X .

Nous disons que� (x̄, ȳ) encodeX via un tore T s•il y a un b̄ tel que T soit une correspondance
torique entre � (C, b̄) et X . De m�eme, un code� encodeX via T si � � le fait.

Lemme 6.2.1. Tout ensemble dé“nissable cryptique est encod´e par un code� .

Démonstration: Soit X un ensemble cryptique. SoitV = V(x̄, b̄) le locus de X au dessus de la
cl�oture algébrique deK et des paramètres deX . On prend n� := |x̄|. On a b̄ |= � V,n � .

Soit � V la formule ra�n´ ee associ´eeà V (cf. lemme 5.3.6). On pose :

� � (x̄, ȳȳ� ) := � V (x̄ Š ȳ� , ȳ) � � V,n � (ȳ)

Par construction, les propriétés a)-d) et f) sont véri“´ees. Véri“ons la propri été e) : Soient b̄,b̄� �
B � L � C 0 et ā � O(L ) tels que |= � V (ā Š b̄� , b̄) � � V,n � (b̄). Alors le lemme 5.3.6 laisse deux
possibilités. Ou bienā Š b̄� � B et alors ā � B , ou alors ā Š b̄� est générique dans� V (·, b̄). Dans le
second cas, commeRM (� V (·, b̄)) = RM (� � (·, b̄̄b� )) et RM (āŠ b̄� /B ) = RM (ā/B ), on constate que
ā est bien générique dans� � (·, b̄̄b� ) au dessus deB , cqfd.

Par élimination des imaginaires dans ACF, on peut baser� � , de sorte que la condition (g) soit
véri“´ee. On a� � (x̄, b̄̄0) � X , et donc � est un code qui encodeX . �
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Maintenant que nous avons dé“ni la notion de code, nous pouvons voir ce que la d´e“nition -un
peu étrange- des correspondances toriques apporte : on peut exprimer au premier ordre que deux
codes codent des bases di�´erentes d•une m�eme extension minimale préalgébrique.

Lemme 6.2.2. Soient �, � deux codes. L•ensembleG(�, � ) des sous-variétés abéliennes deA2n �

qui sont une correspondance torique entre des instances de� � et � � est “ni.

Démonstration: Nous montrons queG(�, � ) est contenu dans la famille “nie Sub(V� × V� ) donnée
par la proposition 5.1.2.

Soient b̄,b̄� et T tels queT soit une correspondance torique entre� � (x̄, b̄) et � � (x̄, b̄� ). Considérons

B := �K (b̄̄b� ), et ( ā, ā� ) une réalisation générique de
�
� � (x̄, b̄) × � � (x̄, b̄� )

�
� T . Soit W le locus de

(ā, ā� ) sur B . CommeT est le tore minimal deW , il nous su�t de montrer que W est cd-maximale.

Soient W � W � � V� (x̄, b̄) × V� (x̄, b̄� ) une variété irréductible, que nous pouvons supposer d´e“nie
sur B , et (f̄ , f̄ � ) une réalisation générique deW �. Notons quef̄ est générique dansV� (x̄, b̄) et donc
dans � � (x̄, b̄). De plus, commeW � W �, dim(f̄ � /B f̄ ) > 0. Il vient :

cd(W �) = g · ldim (f̄ f̄ � /B ) Š dim(f̄ f̄ � /B )

= g · (ldim (f̄ /B ) + ldim (f̄ � /B f̄ )) Š (dim(f̄ /B ) + dim(f̄ � /B f̄ ))

= g · ldim (f̄ /B ) Š dim(f̄ /B ) + g · ldim (f̄ � /B f̄ ) Š dim(f̄ � /B f̄ )

= cd(W ) + g · ldim (f̄ � /B f̄ ) Š dim(f̄ � /B f̄ )

= cd(W ) Š � (f̄ � /B f̄ ) + ldim (f̄ � /B f̄ )

Comme f̄ � |= � � (x̄, b̄� ), on a � (f̄ � /B f̄ ) � 0. Comme f̄ � /� acl(B f̄ ), il n•y a que deux possibilités :
ou bien f̄ � est générique au dessus deB f̄ et alors ldim (f̄ � /B f̄ ) > 0 et � (f̄ � /B f̄ ) = 0, ou alors
� (f̄ � /B f̄ ) < 0. On a donc biencd(W �) > cd(W ) : W est cd-maximale.�

6.3 Bons codes

Proposition 6.3.1 (Bons codes). Il y a un ensembleA de codes tel que pour tout ensemble cryptique
X , il y a un unique � � A tel queX soit encodé par � via une correspondance torique.

Nous appelerons les ´eléments deA bons codes.

Démonstration: Nous construisons pour tout n � 1 un ensembleA n de codes tel que pour tout
ensemble cryptiqueX � An il y a un unique � � A n tel que X soit encodé par � via une corres-
pondance torique. On pourra alors prendreA :=

�
n � 1 A n .

Soit n � 1. Soit (X i )i<� une énumération des ensembles cryptiques contenus dansAn à un K -
automorphisme près. On prend � codant X 0 comme dans le lemme 6.2.1 et on poseC0 := { � } .
Soit i � 1, supposons qu•on a un ensemble “niCi de codes tel que pour toutj � i , X j est encodé
par un unique � � Ci via une correspondance torique. SiX i +1 est déjà encodé par un élément de
Ci via une correspondance torique, on poseCi +1 := Ci . Sinon, soit � un code codantX i +1 comme
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dans le lemme 6.2.1. Posons

� (z̄) := � ȳ
� �

� � Ci

�

T � G( �,� )

¬� T
�,� (ȳ, z̄)

�

où � T
�,� (b̄,b̄� ) exprime que T est une correspondance torique entre� � (x̄, b̄) et � � (x̄, b̄� ).

On prend � � tel que � � � (x̄, z̄) � � � (x̄, z̄) � � (z̄). Montrons que � � véri“e la propri´eté f) (les autres
propri étés ne posent pas de di�culté) :

Supposons pour aboutirà une contradiction que ce ne soit pas le cas, c•est `a dire qu•il y a ā � An et
un b̄ avec � � � (x̄, b̄) �= � tel que pour tout b̄� , � � � (x̄ Š ā, b̄) 	 � � � (x̄, b̄� ). Considérons alorsb̄� tel que
� � (x̄ Š ā, b̄) � � � (x̄, b̄� ). On doit avoir que b̄� 
 � (z̄), c•est à dire qu•il y a � � Ci , T � G(�, � ) et b̄��

tels que T induise une correspondance torique entre� � (x̄, b̄�� ) et � � (x̄, b̄� ), et donc entre � � (x̄, b̄�� )
et � � (x̄ Š ā, b̄). D•après le lemme 6.1.1, il y a ¯a� � An tel que (ā� , Šā) � T . Alors T induit une
correspondance torique entre� � (x̄ Š ā� , b̄�� ) et � � (x̄, b̄). Comme il y a b̄0 tel que � � (x̄, b̄0) encode
� � (x̄ Š ā� , b̄�� ), nous avons une correspondance torique entre une instance de� et � � (x̄, b̄), une
contradiction au fait que b̄ |= � (z̄).

Ainsi, � � est bien un code, et nous posonsCi +1 := Ci � { � � } . On prend A n =
�

i<� Ci . �

Corollaire 6.3.2. Soient M � C 0 et N une extension minimale préalgébrique, engendrée par une
réalisation générique peinte en octarine d•instances de deux bons codes� et � � . Alors, � = � � .

Démonstration: Nous avonsb̄ et b̄� dans M avec |= � � (b̄) � � � � (b̄� ), ā générique dans� � (x̄, b̄) et ā�

générique dans� � � (x̄, b̄� ) tels que ā et ā� forment une base deO(N ) au dessus deO(M ).

Comme ā et ā� engendrent le m�eme espace vectoriel au dessus deO(M ), il doit y avoir ¯c � O(M )
et une correspondance toriqueT entre � � (x̄ Š c̄, b̄) et � � � (x̄, b̄� ), tels que (ā + c̄, ā� ) � T . D•après la
propri été f) des codes,� � (x̄ Š c̄, b̄) est une instance de� .

Les bons codes� et � � encodent tous deux la formule cryptique� � (x̄ Š c̄, b̄) via une correspondance
torique. Par unicit é, on a donc� = � � . �

Remarque 6.3.3. Soient L, M, N � C 0 avec L � M, N . Supposons queN est une extension
minimale préalgébrique deL donnée par le code� . Alors, M  0

L N est une extension minimale
préalgébrique deM donnée par le code� .

Démonstration: Soient ā � O(N ) et b̄ � L tels que ā soit générique dans� � (x̄, b̄) au dessus deL .
M |	

L
N , donc ā est générique dans� � (x̄, b̄) au dessus deM. �
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7 Suites de Morley de bons codes

Maintenant que nous avons de bons codes, nous allons pouvoir exprimer au premier ordre qu•un
élément deC0 ne contient que peu de réalisations d•extensions minimales pr´ealgébriques d•un certain
type.

7.1 Suites d´eriv´ees

Pour i � 
 , on dé“nit la i ème dérivation de base

� i : A� +1 � A� +1

(ē0, . . . , ē� ) � (ē0 Š ēi , . . . , ēi Š 1 Š ēi , Šēi , ēi +1 Š ēi , . . . , ē� Š ēi )

Une dérivation est est une composition d•un nombre “ni de dérivations de base. Soit (ē0, . . . , ē� ) �
A� +1 une suite de longueur
 +1. On appelle suite dérivée de (ē0, . . . , ē� ) une suite obtenueà partir
de (ē0, . . . , ē� ) par application d•une dérivation. Si en outre on n•utilise que des compositions des
dérivations de base (� i )i � � pour � � 
 , on parle de suite� -dérivée.

Un rapide calcul permet de constater que pouri, j � 
 :

� j � � i =
�

� i � � i,j si i �= j
Id si i = j

où � i,j est la transposition (ij ).

Par conséquent, les suites dérivées de (ē0, . . . , ē� ) sont les suites de la forme� � � (ē0, . . . , ē� ) pour
� � { � 0, . . . , � � } � { Id } et � � S � +1 .

On obtient donc que l•ensemble des compos´ees de dérivations est un groupe de cardinal (
 + 2)!.
En résumé :

Remarque 7.1.1. Soit (ē0, . . . , ē� ) � A� +1 , l•ensemble des suites d´erivées de(ē0, . . . , ē� ) est de
cardinal � (
 + 2)! , et est clos par permutations.

7.2 Suites de di�´ erence

Fait 7.2.1 ([19]). Soient G un groupe stable commutatif, eta, b, c � G des éléments deuxà deux
indépendants tels quea + b+ c = 0 . Alors, a, b, c sont deséléments génériques dans des translat´es
d•un m�eme sous groupe d´e“nissable connexe deG, qui se trouve �etre le stabilisateur de leurs types
au dessus deacleq(� ).

Lemme 7.2.2. Soit V̄b � An une variété cryptique, alors le stabilisateur deV̄b est “ni.
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Démonstration: Soit T = stab+ (V̄b)0 la composante connexe du stabilisateur deV̄b dans An . Soient
ḡ générique dansT et ā générique dansV̄b avecḡ |	

K b̄
ā. Commeḡ+ ā est générique dansV̄b au dessus

de b̄, on a � (ḡ + ā/K b̄) = 0. A fortiori, � (ḡ + ā/K āb̄) � 0. Or, � (ḡ + ā/K āb̄) = � (ḡ/K āb̄). Comme

� (ḡ/K āb̄) = dim(ḡ/K āb̄) Š (g Š 1) · ldim (ḡ/K āb̄) = dim(T) Š (g Š 1)
dim(T)

g

on a dim (T )
g = � (ḡ/K āb̄) � 0, d•où dim(T) = 0. �

Suites de di�´ erence À un code� nous associons le plus petit entierm� tel que pour tout b̄ |= � � ,
b̄ appartienne à la cl�oture dé“nissable d•une (et donc de toute) suite de Morley pour� � (x̄, b̄) de
longueur m� .

Proposition 7.2.3. Il y a une famille
�
� �,� (x̄0, . . . , x̄ � )

�
� � � A , 
 � m�

�
de formulesà paramètres

dans K , dont les réalisations seront appelées suites de di�érence, satisfaisant :
h) Si |= � �,� (ē0, . . . , ē� ), alors ēi �= ēj pour i �= j .
i) Pour tout b̄ |= � � , pour toute suite de Morley { ē0, . . . , ē� , f̄ } pour � � (x̄, b̄), |= � �,� (ē0 Š

f̄ , . . . , ē� Š f̄ )
j) Pour tout (ē0, . . . , ē� ) |= � �,� , il y a un unique b̄ tel que |= � � (ēi , b̄) pour tout 0 � i � 
 .

De plus, b̄ est dans la cl�oture dé“nissable deK et de n•importe quel segment de longueurm�

des ēi . On appelle b̄ paramètre canonique de la suitēe0, . . . , ē� .
k) Si |= � �,� (ē0, . . . , ē� ), alors |= � �,� � (ē0, . . . , ē� � ) pour tout m� � 
 � � 
 .
l) Si i �= j et ē0, . . . , ē� est une réalisation de � �,� ayant pour paramètre canoniqueb̄ telle que

ēi soit générique dans� � (x̄, b̄) au dessus dēb, alors pour tout T � G(�, � ) et tout ē� tel que
ēj ē� � T , ēi �|	

b̄
ē� Š ēi .

m) Si |= � �,� (ē0, . . . , ē� ), alors |= � �,� (� i (ē0, . . . , ē� )) pour tout i � 
 .

Démonstration: Soit � un bon code. Nous construisons les� �,� par récurrence sur
 � m� . Soit

 � m� . Supposons que les (� �,� � )m � � � � <� ont été construites. Nous consid´erons le type partiel
�(¯ e0, . . . , ē� ) exprimant :

il existe b̄� et une suite de Morleyē�
0, . . . , ē�

� , f̄
pour � � (x̄, b̄� ) tels que ēi = ē�

i Š f̄ .

Montrons que �(¯e0, . . . , ē� ) véri“e les propriétés h)-l) :
h) et i) Claires par construction.
j) D•apr ès la propriété f) des codes, il y ab̄ tel que � � (x̄, b̄) � � � (x̄ Š f̄ , b̄� ), et alors on

a |= � � (ē0, b̄). b̄ � dcl(K b̄� f̄ ) et d•après la propriété g), b̄ est unique avec la propriété
|= � � (ē0, b̄). Comme ē0, . . . , ē� est une suite de Morley au dessus dēbf̄ , on a |= � � (ēi , b̄)
pour tout i � 
 . Comme 
 � m� , on voit que b̄ est dans la cl�oture dé“nissable deK et de
n•importe quel segment de longueurm� desēi .

k) Supposons que
 > m � . Comme� �,� Š 1 véri“e k), il su�t de v´ eri“er que |= � �,� Š 1(ē0, . . . , ē� Š 1)
pour une réalisation (ē0, . . . , ē� ) de �. Comme � �,� Š 1 véri“e i), il est clair que |= � �,� Š 1(ē0, . . . , ē� Š 1).

l) Soient i �= j � 
 , et ē0, . . . , ē� une réalisation de � ayant pour param ètre canoniqueb̄, et
T � G(�, � ), et ē� tel que ēj ē� � T . Alors, comme ē� � acl(ēj ), on a ē� |	

b̄
ēi . Supposons
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pour obtenir une contradiction que ēi |	
b̄

ē� Š ēi . Alors, le triplet ēi , Šē� , ē� Š ēi satisfait les

hypothèses du fait 7.2.1 et donc le stabilisateur detp(ēi /acl (K, b̄)) est in“ni. Ceci contredit
le lemme 7.2.2 : comme ¯ei est générique dansV� (x̄, b̄), qui est cryptique, le stabilisateur de
son type fort au dessus deK b̄ doit �etre “ni.

Par compacité, nous pouvons trouver un fragment “ni de �( x̄0, . . . , x̄ � ) dont la conjonction
� (x̄0, . . . , x̄ � ) a les propriétés h)-l). On pose

� �,� (x̄0, . . . , x̄ � ) :=
�

� dérivation

� (� (x̄0, . . . , x̄ � ))

Il ne reste qu•à véri“er que � �,� (x̄0, . . . , x̄ � ) satisfait i).

Pour ce, nous montrons que si ¯e0, . . . , ē� , f̄ est une suite de Morley pour� � (x̄, b̄), alors
� i (ē0 Š f̄ , . . . , ē� Š f̄ ) est de la forme (ē�

0 Š f̄ � , . . . , ē�
� Š f̄ � ) pour ē�

0, . . . , ē�
� , f̄ � une suite de

Morley pour � (x̄, b̄). En e�et,

� i (ē0 Š f̄ , . . . , ē� Š f̄ ) = (¯e0 Š ēi , . . . , ēi Š 1 Š ēi , f̄ Š ēi , ēi +1 Š ēi , . . . , ē� Š ēi )

et on peut prendre ē�
i = f̄ , f̄ � = ēi et ē�

j = ēj pour j �= i .
Ainsi, comme� a la propriété i), on a |= � (� i (ē0Š f̄ , . . . , ē� Š f̄ )) pour tout i . Par conséquent,
|= � �,� (ē0 Š f̄ , . . . , ē� Š f̄ ).
� �,� satisfait bien h)-m). �

7.3 Ein schrecklich kompliziertes Lemma

Lemme 7.3.1. Pour tout code � , il y a une fonction 
 � : N � N telle que pour tout
M � N � C 0, pour tout n � m� et toute suite de di� érence octarine (ē0, . . . , ēµ ) � N pour
� ayant pour paramètre canoniqueb̄ avecµ � 
 � (n) on se trouve dans l•un des cas suivant :
1. le paramètre canonique d•une suite
 � (n)-dérivée de(ē0, . . . , ēµ ) appartient à M .
2. (ē0, . . . , ēµ ) contient une sous-suite de Morley pour� � (x̄, b̄) au dessus deM b̄ de longueur

n.

Démonstration: Nous construisons en premier lieu une ´enumération commode de notre
séquence de di�érence par récurence : Pour 0� i � µ, si � 0, . . . , � i Š 1 sont déjà choisis,
on choisit � i � [[0, µ]] \ { � 0, . . . , � i Š 1} tel que dtr (ē	 i /M, ē	 0 , . . . , ē	 i Š 1 ) soit maximal, et,
lorsque c•est possible, tel que ¯e	 i /� � M, � 0, . . . , � i Š 1� . Notons que i � � i est une permuta-
tion et que par conséquent le uple ē	 0 , . . . , ē	 µ reste une suite de di�érence pour� . Nous
pouvons supposer que notre suite de di�érence est ¯e	 0 , . . . , ē	 µ .

Soient
X 1 := { i � [[m� , µ]]

�
� ēi est générique au dessus deM, ē0, . . . , ēi Š 1 dans � � (x̄, b̄)}

X 2 := { i � [[m� , µ]]
�
� ēi � � M, ē0, . . . , ēi Š 1�}

X 3 := [[ m� , µ]] \ (X 1 � X 2)
Par choix de notre énumération, nous avonsX 1 < X 3 < X 2.
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Soit r = m� + n + m� · n� , et s = g · (r · n� + m� ). Par élimination des quanteurs,
nous trouvons une famille “nie V0, . . . , Vl de variétés irréductibles et des variétésW0, . . . , Wl

telles que� �,r + s(·) =
�

i<l (Vi \ Wi ) (rappelons que les réalisations de� �,r + s sont des suites
de di�´erence de longueurr + s + 1). Soit T :=

�
i<l Sub(Vi ) l•ensemble des sous-groupes

minimaux des sous-variétés cd-maximales desVi . T est “ni.
Nous posons
 � (n) = m� + m� · n� + n + µ0, où µ0 est tel que tout ensemble de cardinal
� µ0 dont les sous-uplets de tailles + 1 sont colorés en (s + 1) · |T | couleurs admette un
sous-ensemble monochrome de taillem� + s + 1 (th´eorème de Ramsey).

Nous pouvons supposer queµ = 
 � (n).
Notons que le paramètre canoniquēbde notre suite de di� érence appartientà K (ē0, . . . , ēm � Š 1).
Par conséquent, pour i � m� , � (ēi /M (ē0, . . . , ēi Š 1) � 0, avec inégalité stricte ssi i � X 3.

Comme M � N , on a 0� � (M (ē0, . . . , ēµ )/M ). Or, � (M (ē0, . . . , ēµ )/M ) �

� (M (ē0, . . . , ēm � Š 1)/M ) +
�

m � � i � µ

� (ēi /M (ē0, . . . , ēi Š 1) � m� · n� Š |X 3|

Par conséquent, |X 3| � m� · n� .

On suppose que le cas 2. ne se pr´esente pas. Alors,|X 1| < n . On a donc r = m� + n +
m� · n� � m� + |X 1| + |X 3|.
Soit i 0 < · · · < i s � X 2 un uplet de longueur s + 1. À cet uplet nous associons une
couleur (t, T ) � (s + 1) × T . Donné un ordre arbitraire sur (s + 1) × T , la couleur de
notre uplet est le plus petit (t, T ) � (s + 1) × T tel que la dépendance linéaire de ēi t sur
M, ē0, . . . , ēr Š 1, ēi 0 , . . . , ēi t Š 1 est induite par T. Nous véri“ons maintenant que chaque uplet
comme ci-dessus a une couleur :

Soit W le locus de� := ē0, . . . , ēr Š 1, ēi 0 , . . . , ēi s au dessus deM . Soit j tel que � � Vj \ Wj .
Soit W � W � � Vj irr éductible telle que cd(W �) � cd(W ) de dimension maximale. Par
construction, W � est cd-maximale et donc son sous-groupe minimalT appartient à T . Soit
ā = ( ā0, . . . , ār + s) une réalisation générique de W �, que nous peignons en octarine (ainsi,
nous voyonsM (ā) comme appartenant à C). Comme � /� Wj , on a ā /� Wj . Par conséquent,
ā |= � �,r + s.
Comme lesēi 0 , . . . , ēi s appartiennent au span deē0, . . . , ēr Š 1, on a g·r ·n� � g· ldim (�/M ) �
cd(W ) � cd(W �). Or,

cd(W �) =
�

0� i � r + s

�
g · ldim (āi /M, ā0, . . . , āi Š 1) Š dtr (āi /M, ā0, . . . , āi Š 1)

�

=
�

0� i � r + s

�
ldim (āi /M, ā0, . . . , āi Š 1) Š � (āi /M, ā0, . . . , āi Š 1)

�

Comme ā |= � �,r + s, on a pour m� � i � r + s que � (āi /M, ā0, . . . , āi Š 1) � 0 et donc
ldim (āi /M, ā0, . . . , āi Š 1) Š � (āi /M, ā0, . . . , āi Š 1) � 0.
Or,

�
i<r

�
g · ldim (āi /M, ā0, . . . , āi Š 1) Š dtr (āi /M, ā0, . . . , āi Š 1)

�
� Šg · m� et on a donc :

s = g · (r · n� + m� ) �
�

r � i � r + s

�
ldim (āi /M, ā0, . . . , āi Š 1) Š � (āi /M, ā0, . . . , āi Š 1)

�
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Et a fortiori s �
�

r � i � r + s ldim (āi /M, ā0, . . . , āi Š 1).
Donc, il y a t � s tel que ldim (ār + t /M, ā0, . . . , ār + t Š 1) = 0. Cette d épendance linéaire est
induite par la classem̄ + T, où m̄ � W �(M ) est tel que W � � m̄ + T. Par conséquent, � r + t

véri“e la m�eme dépendance linéaire sur ses prédécesseurs. En r´esumé, il y a (t, T ) � (s+1) ×T
tel que la dépendance linéaire deēi t sur M, ē0, . . . , ēr Š 1, ēi 0 , . . . , ēi t Š 1 est induite par T. Notre
uplet a donc une couleur au sens donn´e plus haut.

Par choix de 
 � (n), il vient |X 2| � µ0. Par conséquent, on trouve un sous-ensembleI � X 2

monochrome (disons de couleur (t, T )) pour la coloration ci-dessus et de taillem� + s + 1.
Soient i 0 < i 1 < . . . les éléments deI . Pour u � t, nous avons par choix de la coloration
de ēi 0 , . . . , ēi t Š 1 , ēi u , . . . que la dépendance linéaire deēi u sur ēi 0 , . . . , ēi t Š 1 est induite par
m̄ + T pour un m̄ � A(M ). Par conséquent, les (ēi u )u � t sont tous dans la m�eme classe
modulo O(M ). La suite (ēi u Š ēi t )u>t est une suite d•éléments deO(M ) de longueur � m� ,
extraite de la suite � i t (ē0, . . . ēµ ), qui est 
 � (n)-dérivée puisquei t � µ = 
 � (n). Le paramètre
canonique de cette dernière est donc dansM . Nous sommes donc dans le cas 1.�

60



8 La classe d•amalgamation collaps´ ee

8.1 La classe Cµ

Nous choisissons des fonctions `a “bres “nies µ, µ� : A � N telles que :

µ� (� ) > g · n�

µ� (� ) � 
 � (m� + 1)
µ(� ) > 
 � (µ� (� ))

D é“nition La classeCµ est la classe des ´elémentsM � C 0 tels qu•aucun bon code� n•a de suite
de di�´erence octarine de longueur� µ(� ) + 1 dans M .

Cµ est la classe des mod`eles deTµ , où Tµ est l•union de la théorie T0 et de l•ensemble de formules :

{¬� x̄0, . . . , x̄µ ( � )
�
� �,µ ( � ) (x̄0, . . . , x̄µ ( � ) )

�

i � µ ( � )

O(x̄i )
� �

� � � A}

Lemme 8.1.1. Soient M � C µ , M � � C 0, où M � est une extension minimale préalgébrique deM ,
et � un bon code. Supposons qu•il y āe0, . . . , ēµ ( � ) � M � une suite de di�érence octarine pour � ,
dont le paramètre canoniqueb̄ est dansM . Alors, il y a i � µ(� ) tel que � j �= i , ēj � M et tel que
ēi est une base octarine deM �/M .

Démonstration: D•après la propriété e), pour j � µ(� ), ēj � M ou ēj est générique dans� � (x̄, b̄)
au dessus deM . Comme M � C µ , il doit y avoir ēi /� M , et alors ēi forme une base octarine de
l•extension minimale préalgébrique M �/M . Montrons que c•est le seul : sij �= i est tel que ēj est
générique dans � � (x̄, b̄) au dessus deM , alors ēj est une base octarine de l•extension minimale
préalgébrique M �/M , et donc il y a ā � O(M ) et T � G(�, � ) tel que (ā + ēi , ēj ) � T . Posons
ē� = ā + ēi . Alors, ēi |	

b̄
ē� Š ēi . Comme (ē� , ēj ) � T , nous avons une contradictionà la propriété l)

des suites de di�érence.�

Lemme 8.1.2. Soient M � C µ , M � � C0 avec M � M � minimale. Si l•extension est blanche
générique, alors M � � C µ . Si M � /M est préalgébrique minimale, alors M � /� C µ ssi il y a un bon
code � et une suite de di�érence octarine ē0, . . . , ēµ ( � ) � M � pour � , et on est alors dans l•un des
cas suivants :

a) Une suite 
 � (µ� (� )) -dérivée deē0, . . . , ēµ ( � ) a son paramètre canonique dansM , et on est
dans la situation du lemme 8.1.1.

b) Sinon, il y a une sous suite dēe0, . . . , ēµ ( � ) de longueurµ� (� ), de paramètre canoniqueb̄,
qui est une suite de Morley pour� � (x̄, b̄) au dessus deM b̄.

Démonstration: Si M � /M est blanche générique, O(M �) = O(M ), et il n•y a pas de nouvelles suites
de di�´erence octarines. Supposons queM �/M soit minimale préalgébrique et queM � /� C µ . Soient
� un bon code et une suite de di�érence octarineē0, . . . , ēµ ( � ) � M � pour � de paramètre canonique
b̄. Si le cas a) ne se pr´esente pas, alors nous sommes dans le cas b) du lemme 7.3.1, et il y a une
suite de Morley pour � � (x̄, b̄) au dessus deM b̄ de longueurµ� (� ). �
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Nous dirons qu•une extension minimale pr´ealgébrique M �/M est donnée par un bon code� s•il y a
b̄ � M et une réalisation octarine générique ē de � � (x̄, b̄) telle que ē soit une base octarine deM �

au dessus deM .

Remarquons que� est uniquement déterminé par l•extensionM � /M : si M � /M est donnée par un
bon code� , disons via ē� une réalisation octarine générique de� � (x̄, b̄� ) pour b̄� � M , alors il y a
ā � O(M ) et une correspondance toriqueT telle que (ā + ē� , ē) � T . D•après la propriété f) des
codes et la proposition 6.3.1, on a donc� = � .

Lemme 8.1.3. Soit M � C µ , alors toute extension générique octarine deM est dansCµ .

Démonstration: Soit M � une extension générique octarine, c•està dire dtr (M � /M ) = g et ldim (O(M �)/M ) =

1. Alors M � /M se décompose en une extension g´enérique blancheN �= �M (t) et une extension mini-
male préalgébrique de longueur 1M � /N . Supposons pour obtenir une contradiction queM � /� C µ .
Alors, commeN � C µ , le lemme 8.1.2 s•applique `a M � /N : soit � le bon code etē0, . . . , ēµ ( � ) � M �

la suite de di� érence pour� comme dans ce lemme.

Dans le cas a), nous rempla¸cons cette suite de di�érence par une suite d´erivée dont le paramètre
canonique est dansN . Alors, tous les éléments de notre suite de di�érence sauf un, disons ¯e0,
appartiennent à N et M � /N est une extension minimale préalgébrique engendrée par ē0. Comme
O(M ) = O(N ), nous en déduisons que ¯e1, . . . , ēµ ( � ) � M . Par conséquent, le paramètre canonique
b̄ de la suite de di� érence est dansM . Comme ē0 |= � � (x̄, b̄), on a � (ē0/M ) = 0. Or, � (ē0/M ) = 1
puisque ē0 engendre l•extensionM � /M , une absurdité !

Dans le cas b), il y a une sous suite de la suite de di�´erence de longueurµ� (� ) qui est de Morley
au dessus deN b̄, où b̄ est son paramètre canonique. Or,

ldim (M � /N ) � ldim (M � /N b̄) = µ� (� ) > 1

ce qui est une absurdité car ldim (M � /N ) = 1. �

Proposition 8.1.4. Pour tout bon code� , il y a une L -formule � � (ȳ) telle que pourb̄ � M � C µ

avec M |= � � (b̄), on a M |= � � (b̄) ssi aucune extension minimale préalgébrique deM codée par
� � (·, b̄) n•appartient à Cµ .

Démonstration: Nous donnons tout d•abord une formule� 1(ȳ) qui force le cas a) du lemme 8.1.2
dans toute extension minimale préalgébrique donnée par � , puis nous faisons de m�eme avec� 2(ȳ)
pour le cas b). On pourra alors prendre� � = � 1 � � 2.

cas a) Nous considérons la formule � 1(ȳ) qui énonce qu•il existe une suite de di�érence octarine
ē0, . . . , ēµ ( � )Š 1 pour � , et ā � O(M ), tels qu•il y a T � G(�, � ) qui induit une correspondance
torique entre � � (x̄ Š ā, ȳ) et � �,µ ( � ) (ē0, . . . , ēµ ( � )Š 1, x̄).

Si M |= � 1(b̄), on considère ē0, . . . , ēµ ( � )Š 1 et ā � O(M ) attestant de ceci. Soit M � une extension
minimale préalgébrique deM donnée par � , disons de base octarine ¯e |= � � (x̄, b̄). Alors on trouve
ē� � � �,µ ( � ) (ē0, . . . , ēµ ( � )Š 1, M �) et T � G(�, � ) tels que (ā + ē,ē� ) � T . On constate alors que
ē� � O(M �). Par conséquent, ē0, . . . , ēµ ( � )Š 1, ē� est une suite de di�érence octarine, etM � /� C µ .
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Réciproquement, soient� et � � des bons codes. Supposons que pour une extension minimale
préalgébrique M � de M ayant pour base octarine ē un générique de � � (x̄, b̄), il y a une suite
de di�´erence octarineē0, . . . , ēµ ( � � ) pour � � de paramètre canoniqueb̄� � M (quitte à remplacer
ē0, . . . , ēµ ( � � ) par une de ses suites d´erivées, cela correspond bien au cas a) du lemme 8.1.2).

Le lemme 8.1.1 nous garantit (sans perte de g´enéralit é) que ēµ ( � � ) est une base octarine deM �/M
et que pour j < µ (� � ), ēj � M . On doit avoir � = � � puisque ce sont des bons codes (corollaire
6.3.2). Au dessus deO(M ), les uplets ē et ēµ ( � � ) engendrent le m�eme espace vectoriel, ce qui se
traduit par l•existence deā � O(M ) et de T � G(�, � ) tels que (ē+ ā, ēµ ( � ) ) � T . Ainsi, M |= � 1(b̄).

cas b) Dans ce cas,M admet une extension minimale préalgébrique M � codée par � de base
octarine ā |= � � (x̄, b̄) dans laquelle il y a une suite de di�érence octarineē0, . . . , ēµ ( � ) pour � dont
une sous-suite de longueurµ� (� ) est linéairement indépendante au dessus deM .

Notons que nous n•avons qu•`a considérer un nombre “ni de bons codes� puisque n� · µ� (� ) �
ldim (ā/M ) = n� et donc µ� (� ) � n� .

ConsidéronsV1, . . . , Vo des variétés irréductibles et W1, . . . , Wo des variétés telles que

� � =
�

1� i � o

Vi \ Wi

Soit V = V� (x̄, b̄) le locus de ā sur M , et 1 � i � o tel que ē0, . . . , ēµ ( � ) � Vi . On considère
W � V × Vi le locus deā, ē0, . . . , ēµ ( � ) sur M .
Comme ē0, . . . , ēµ ( � ) � � O(M ), ā� , on a cd(W ) = cd(V ) = n� .

Soit W � W � � V × Vi irr éductible, nous montrons quecd(W �) � cd(V ).

Soit (ā� , ē�
0, . . . , ē�

µ ( � ) ) générique dansW �. Notons que ē�
� µ ( � ) |= � � . Comme ā� est générique dans

V , nous avonsg · ldim (ā� /M ) Š dim(ā� /M ) = cd(V ). Soit Z le locus de (ē�
0, . . . , ē�

µ ( � ) ) au dessus de

�M (ā). Il vient :

cd(W �) = g · ldim (ā� , ē�
0, . . . , ē�

µ ( � ) ) Š dim(ā� , ē�
0, . . . , ē�

µ ( � ) )
= g · ldim (ā� /M ) Š dim(ā� /M ) + g · ldim (ē�

0, . . . , ē�
µ ( � ) /M ā) Š dim(ē�

0, . . . , ē�
µ ( � ) /M ā)

= cd(V ) + cd(Z ) � cd(V )

SoientT le sous-groupe minimal deW , et m̄ � A(M ) tel que W � m̄+ T. ConsidéronsW � W � �
V × Vi irr éductible telle quecd(W �) � cd(V ) de dimension maximale. Alors,W � est cd-maximale et
cd(W �) = cd(V ). Ainsi, le sous-groupe minimalT � de W � appartient à la famille “nie Sub(V × Vi ).
On notera que l•on doit avoir dim(W �) = dim((V� (·, ȳ) × Vi ) � m̄ + T � ), si bien que W � est une
composante irréductible de (V� (·, ȳ) × Vi ) � m̄ + T � .

Soit (ā� , ē�
0, . . . , ē�

µ ( � ) ) une réalisation générique deW �. Comme ā� est générique dansV , nous pou-
vons supposer que ¯a� = ā.
Notons ē� = ( e�

0, . . . , e�
r Š 1) la concaténation des uples ¯e�

0, . . . , ē�
µ ( � ) . Commecd(W �) = cd(V ), il vient
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dim ( ē� /M ā)
g = ldim (ē� /M ā) =: l . Soit B � [0, r Š 1] tel que (e�

i )i � B soit une base du span de ¯e� au
dessus deM ā modulo la torsion. Alors, commeē� � acl(M ā(e�

i )i � B ), on a dim((e�
i )i � B /M ā) = l · g,

d•où dim(e�
i /M, ā, (e�

j )j � B
j 	= i

) = g pour tout i � B : (e�
i )i � B est une suite de Morley du générique de

A au dessus deM ā.

Soit ē = ( e0, . . . , er Š 1) la concaténation des uples ¯e0, . . . , ēµ ( � ) . Écrivons T comme l•intersection
des formes

�
i<n � + r � i,j (xi ) � 0, j � J où � i,j � Q End(A) pour tout i, j . Comme āē est octarine

et āē � W � m̄ + T, il vient

(1)
�

i<n � + r

� i,j (mi ) contient un élément octarine pour tout j

Nous appelons la propriété (1) : � m̄ colorie T en octarine � .

Comme T � T � , on voit que m̄ colorie aussiT � en octarine.

Nous voyons queM |= � � (b̄), où � � (ȳ) est une formule qui énonce :

Il y a 1 � i � o, et T � � Sub(V� (·, ȳ) × Vi ), et m̄ � A(M ), et W � une composante irréductible de
(V� (·, ȳ) × Vi ) � m̄ + T � tels que :

1) m̄ colorie T � en octarine.
2) W � se projette génériquement sur V� (·, ȳ).
3) dim(T � ) Š dim(W �) = n� .
4) Pour (ā� , ē�

0, . . . , ē�
µ ( � ) ) générique dansW �, |= � � (ē�

0, . . . , ē�
µ ( � ) ).

5) Il y a B � [0; r Š 1], de cardinal dim ( ē� / ā� )
g , tel que (e�

i )i � B soit une suite de Morley du
générique deA au dessus de ¯a lorsque ā� ē� est générique dansW �.

Nous dé“nissons � 2(ȳ) comme la disjonction des� � (ȳ) pour � tel que µ� (� ) � n� .

Le lemme suivant établit que la propri été � m̄ colorie T en octarine � est adéquate.

Lemme 8.1.5. Soit W une variété irr éductible dé“nie sur M � C , de sous groupe minimalT.
Supposons qu•il y am̄ � A(M ) avecW � m̄ + T qui colorie T en octarine.

Alors, pour ā générique dansW , il y a N � C de support �M (ā) tel queO(N ) = �O(M ), ā� .

Démonstration du lemme: Quitte à permuter les variables, on peut supposer que ¯a = ( ā� , āŽ) où
ā� est linéairement indépendant et ldim (ā�� /M ā� ) = 0. Nous découpons par la suite ¯x et m̄ de la
m�eme manière queā, à savoir : x̄ = ( x̄� , x̄ �� ) avec |x̄� | = |ā� | et |x̄ �� | = |ā�� |, de m�eme pourm̄.

Par généricit é de ā, T est un quasi-homomorphismeT : A|ā� | � A|ā�� | . Il y a donc des quasi-
endomorphismes� i,j � Q End(A) tels que

T = { (x̄� , x̄ �� ) � A|ā� | × A|ā�� |
�
� x��

j �
�

i< |ā� |

� i,j (x�
i ) pour tout j < |ā�� |}
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Prenonsm̄ comme dans l•énoncé, on notecj l•unique élément octarine de�
i< |ā� | � i,j (m�

i ) Š m��
j , et dj := cj + m��

j pour tout j < |ā�� |.
Ainsi, dj �

�
i< |ā� | � i,j (mi ) pour tout j , ce qui s•écrit ( m̄� , d̄) � T .

Comme (ā� Š m̄� , ā�� Š m̄Ž) � T et (m̄� , d̄) � T , on a

(ā� Š m̄� , ā�� Š m̄Ž) + ( m̄� , d̄) = (¯a� , ā�� + c̄) � T

Soit n l•ordre de T(0). Comme T est le groupe minimal deW , il est connexe, et donc divisible et
on trouve par conséquent (̄b� , b̄�� ) � T avec

n · (b̄� , b̄Ž) = ( ā� , ā�� + c̄)

Comme b̄� est linéairement indépendant, il y a N � C de support �M (ā) avec O(N ) = �O(M ), b̄� � .
Clairement, ā� = n · b̄� � O(N ). De m�eme, commen � T est le graphe d•un homomorphisme, il vient
ā�� + c̄ = ( n � T)( b̄� ) � O(N ). Or, c̄ � O(M ) par hypoth èse : on a bien ¯a�� � O(N ). � lemme

Nous véri“ons maintenant que si M |= � � (b̄) � � � (b̄), une (et donc toute) extension minimale
préalgébrique deM codée par � � (·, b̄) n•est pas dansCµ .

Soient M � C µ , et b̄ � M tel que M |= � � (b̄) � � � (b̄). Prenons (ā� , ē�
0, . . . , ē�

µ ( � ) ) générique dans
W �. Comme m̄ colorie T � en octarine, nous obtenons une extensionN � C de M en peignant
�O(M ), ā� , ē�

0, . . . , ē�
µ ( � ) � en octarine dansacl(O(M ), ā� , ē�

0, . . . , ē�
µ ( � ) ).

Nous montrons queM � N . En fait, N s•obtient à partir de l•extension minimale préalgébrique

M � := �M (ā� ) par une tour d•extensions génériques octarine.

En e�et, cd(W �) = n� = cd(V ). Or,

cd(W �) = g · ldim (ā� ) Š dim(ā� )
� 	
 �

= cd(V )

+ g · ldim (ē� / ā� ) Š dim(ē� / ā� )

donc |B | = dim (ē� / ā� )
g = ldim (ē� / ā� ). Par conséquent, (e�

i )i � B est une base deO(N ) au dessus de

O(M �) : on a en fait N = �M �(e�
i )i � B .

Comme (e�
i )i � B est une suite de Morley du générique deA au dessus deM ā� , N s•obtient à partir

de M � par une tour d•extensions génériques octarine, comme d´esiré.

N /� C µ puisque (ē�
0, . . . , ē�

µ ( � ) ) |= � � . D•après le lemme 8.1.3 ci-dessus, on a doncM � /� C µ . �

8.2 Le lemme d•amalgamation collaps´ ee

Nous véri“ons que la classeCµ a la propriété d•amalgamation.
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Lemme 8.2.1. Soient L, M, N � C µ avec L � M et L � N . Soit R = M  0
L N leur amalgame

libre. Supposons queR contient une suite de di� érence longue(ē0, . . . , ēµ ( � ) ) pour � . Alors, il y a
une suite dérivée dont le paramètre canonique est dansM ou N .

Démonstration: Soit b̄ le paramètre canonique de (ē0, . . . , ēµ ( � ) ). Dans notre situation, supposons
pour obtenir une contradiction que le paramètre canonique d•aucune suite d´erivée n•appartient à
M ou N .

Alors, en appliquant deux fois le lemme 7.3.1, on voit que notre suite de di�érence contient une
sous-suite de longueurm� + 1 qui est de Morley à la fois au dessus deM b̄ et de N b̄, disons
ē0, . . . , ēm � .

Soit E = { ē0, . . . , ēm � Š 1} . On a ēm �
|	

L b̄
ME et ēm �

|	
L b̄

NE .

Pour chaquei � m� , décomposons ¯ei en la somme d•unélément m̄i de O(M ) et d•un élément n̄i

de O(N ). Soit E � = { m̄0, . . . , m̄m � Š 1, n̄0, . . . , n̄m � Š 1} . Notons que E et E � sont interdé“nissables
au dessus deM (resp. deN ).

On a donc ēm �
|	

L b̄
ME � et ēm �

|	
L b̄

NE � . Par transitivit´e de l•indépendance, il vient ēm �
|	

LE �
M et

ēm �
|	

LE �
N (notons que b̄ � dcl(LE � ) par dé“nition des suites de di� érence).

On a M |	
L

N d•où M |	
LE �

N par transitivit´e. Ainsi, m̄m �
|	

LE �
n̄m � .

Par conséquent, ēm � , Šm̄m � Š 1 et Šn̄m � Š 1 sont indépendants deuxà deux au dessus deLE � , si
bien que le fait 7.2.1 s•applique : ¯em � est générique dans une cossette du stabilisateur de son type
fort, ce qui est absurde vu que ce dernier est “ni d•apr`es le lemme 7.2.2.�

Proposition 8.2.2 (Amalgame collapsé). Pour L, M, N � C µ avec L � M et L � N , il y a un
élément R � C µ tel queM, N se plongent ormessienement dansR au dessus deL .

Ainsi, Cµ satisfait la propri été d•amalgamation.

Démonstration: Quitte à décomposerM/L et N/L en tours d•extensions minimales, nous pouvons
supposer queM/L et N/L sont des extensions minimales ou triviales (M/L est triviale si L = M ).

Si l•une de ces extensions est g´enérique blanche ou triviale, M  0
L N � C µ .

Si M  0
L N � C µ , nous avons gagn´e. Sinon, il y a une suite de di�érence longue ¯e0, . . . , ēµ ( � ) � M  0

L
N , et le lemme 8.2.1 s•applique. Rempla¸cons ē0, . . . , ēµ ( � ) par une suite dérivée dont le paramètre
canonique b̄ est dansM ou dans N , disons b̄ � M . Comme M  0

L N est une extension minimale
préalgébrique deM , le lemme 8.1.1 s•applique : sans perte de g´enéralit é, ēµ ( � ) est une réalisation
générique de� � (x̄, b̄) au dessus deM , qui engendreM  0

L N au dessus deM et ē0, . . . , ēµ ( � )Š 1 � M .
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Nous montrons désormais queM et N sont isomorphes au dessus deL , ce qui permettra de poser
M  µ

L N := M .

Cas 1 Il y a une suite µ(� ) Š 1-dérivée dont le paramètre canoniqueb̄� est dansL . De nouveau,
nous remplaçonsē0, . . . , ēµ ( � ) par cette suite dérivée.

Nous allons voir que ceci correspond au cas o`u M et N sont toutes les deux engendr´ees par une
réalisation générique octarine de� � (x̄, b̄� ). D•où l•isomorphisme annoncé.

Commençons par véri“er que ēµ ( � ) � N . Si ce n•était pas le cas, commeN � M  0
L N , on aurait

ēµ ( � ) générique au dessus deN d•après la propriété e) des codes. D´ecomposons ¯eµ( � ) = m̄ + n̄ où
m̄ � O(M ) et n̄ � O(N ). Alors, ēµ ( � ) , Šm̄ et Šn̄ sont indépendants deuxà deux, si bien que le fait
7.2.1 s•applique : ¯eµ( � ) est générique dans un translaté du stabilisateur de son type fort, ce qui est
absurde vu que ce dernier est “ni d•après le lemme 7.2.2.

Rappelons queē0, . . . , ēµ ( � )Š 1 � M . Par conséquent, il doit y avoir i � µ(� )Š 1 tel queēi � M \ L :
sinon, ē0, . . . , ēµ ( � ) serait contenu dansN , une contradiction au fait que N � C µ !

D•après la propriété e) des codes, ¯ei est générique dans � � (x̄, b̄). Par conséquent, ēi engendre
l•extension minimaleM , cqfd.

Cas 2 : Le paramètre canonique d•aucune suiteµ(� ) Š 1-dérivée n•appartient à L .

Décomposons ¯eµ( � ) = m̄ + n̄ où m̄ � O(M ) et n̄ � O(N ). Notons que � (ēµ ( � ) /acl (L b̄m̄)) = 0
puisque ēµ ( � ) |	

L b̄
m̄.

Par choix de µ, il y a une suite extraite de longueurµ� (� ) de ē0, . . . , ēµ ( � )Š 1 qui est de Morley au
dessus deL b̄. Comme MR (m̄) � g · n� < µ � (� ), il y a i < µ (� ) tel que ēi |	

L b̄
m̄.

Par conséquent, ēµ ( � ) et ēi ont le m�eme type au dessus deacl(L b̄m̄). Comme n̄ = ēµ ( � ) Š m̄, on
a donc tp(n̄/acl (L b̄m̄)) = tp(ēi Š m̄/acl (L b̄m̄)) et a fortiori p(x̄) := tp(n̄/L ) = tp(ēi Š m̄/L ). Soit
V une variété irréductible dé“nie sur L isolant p parmis les types deRM � RM (p). V est libre
car n̄ est linéairement indépendant. Il y a donc d•après le fait 4.3.2 un entierk tel que toutes les
composantes irréductibles dekŠ 1 · V soient Kummer-génériques.

Nous pourrons donc appliquer la remarque 4.3.1 `a tp(kŠ 1 · (ēi Š m̄)/L ) et tp(kŠ 1 · n̄/L ).

Par minimalit´e de M et N , ēi Š m̄ engendreM et n̄ engendreN . Nous allons montrer que
tp(kŠ 1 · (ēi Š m̄)/L ) = tp(kŠ 1 · n̄/L ), ce qui permettra de conclure queM et N sont isomorphes
(en tant que L O -structures) via le L-isomorphisme de corps qui envoiekŠ 1 · (ēi Š m̄) sur kŠ 1 · n̄.
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Comme � � (x̄, b̄) est Kummer générique, kŠ 1 · ēi et kŠ 1 · ēµ ( � ) ont le m�eme type suracl(L b̄m̄).
Par conséquent, kŠ 1 · ēi Š kŠ 1 · m̄ et kŠ 1 · n̄ = kŠ 1 · ēµ ( � ) Š kŠ 1 · m̄ ont le m�eme type suracl(L b̄m̄).
A fortiori, ils ont le m�eme type surL. �

Remarque 8.2.3. Sous les hypoth`eses de la proposition 8.2.2, siM est une extension minimale
de L , alors l•amalgame collaps´e R que nous avons construit est ´egal à M  O

L N ou à N .

Corollaire 8.2.4. Cµ est une classe d•amalgamation de corps octarines. Il y a donc des� -riches
pour Cµ .

8.3 Th´eorie des riches collaps´ es

Nous dé“nissons la théorie Tµ comme l•union de la théorie Tµ et, pour chaque bon code� , de
� ȳ(� � (ȳ) � � � (ȳ)) (voir la proposition 8.1.4).

Ainsi, les modèlesM de Tµ sont éléments deCµ n•ayant aucune extension minimale préalgébrique
propre dansCµ . Cette astuce d•axiomatisation remonteà [10].

Lemme 8.3.1. Tout � -riche pour Cµ est modèle deTµ . En particulier, Tµ est consistante.

Démonstration: Soient M un riche pour Cµ . Clairement, M |= Tµ . Soit � un bon code, il nous faut
montrer que M n•a pas d•extension dansCµ codée par � .

Supposons le contraire : il y aN � C µ une extension minimale préalgébrique deM codée par � .
Alors il y a b̄ � M et ā une base octarine deN générique dans� � (·, b̄). Nous construisons alors
par récurrence des suites corpiquement de Morley de r´ealisations octarines de� � (·, b̄) de longueur
arbitrairement grande :

Supposons que ¯a0, . . . , ān Š 1 ait été construite. K n := clM (K, b̄,ā0, . . . , ān Š 1) est de base “nie.
CommeclN (K n (ā)) � C µ , nous pouvons plonger ormessiennement cette structure dansM au dessus
de K n . L•image ān de ā est alors une réalisation octarine de� � (·, b̄) générique au dessus deK n .

On obtient une contradiction pour n > µ (� ) puisque la suite ā0, . . . , ān est une suite de di�érence.
�

Dans la théorie Tµ , les formules codant les extensions minimales pr´ealgébriques sont algébriques :

Lemme 8.3.2. Soient M |= Tµ , � un bon code, et̄b tel queM |= � � (b̄). Alors la formule � � (x̄, b̄) �
� x̄ est octarine � est algébrique.

Démonstration: Supposons que non, alors on peut trouver dans une extension ´elémentaire M de
M un ensembleX de réalisations de� � (x̄, b̄) � � x̄ est octarine � de cardinal � non dénombrable.
Nous montrons que nous pouvons trouver des suites de Morley corpiques du g´enérique de� � (x̄, b̄)
de longueur “nie arbitraire dans X .

Pour n � 0, supposons que nous ayons d´ejà trouvé ā0, . . . , ān Š 1 � X une suite de Morley du
générique de� � (x̄, b̄). Comme clM (K b̄,ā0, . . . , ān Š 1) est dénombrable, il y a ān � X tel que ān /�
clM (K b̄,ā0, . . . , ān Š 1). Comme ān est octarine, ān est corpiquement générique dans � � (x̄, b̄) au
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dessus declM (K b̄,ā0, . . . , ān Š 1) d•après la propriété e) des codes, et ¯a0, . . . , ān est de Morley.
Prenons n > µ (� ), alors ā0, . . . , ān est une suite de di�érence pour� de longueur � µ(� ) + 1, ce
qui est absurde puisqueM � C µ ! �

Véri“ons que Tµ est bien la théorie des riches deCµ :

Th´eoreme 8.3.3. Tout modèle � -saturé deTµ est � -riche pour Cµ .

Démonstration: Soit M un modèle � -saturé de Tµ . Considérons L � M de base< � , et M � C µ

une extension minimale deL .

Nous distinguons deux cas, suivant queM/L est préalgébrique ou non :

M/L est minimale pr´ ealgébrique : Soit R � C µ l•amalgame collapsé de M et M au dessus
de L . Alors, comme M n•a pas d•extension minimale pr´ealgébrique dansCµ , on doit avoir M = R
d•après la remarque 8.2.3.

Par conséquent, M se plonge ormessiennement dansM au dessus deL .

M/L est générique blanche : Comme L est de base< � , on peut par � -saturation trouver
x � M \ acl(L ). Il y a donc une extension minimaleN de acl(L ) ormessienne dansM . D•après le
lemme 8.3.2,N ne peut �etre minimale préalgébrique. Par conséquent,N est une extension générique
blanche deL, et M �= L N . �

Corollaire 8.3.4. Tµ est la théorie des riches pourCµ . C•est une théorie � -stable.
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9 Rangs et d´eviation des riches

Nous savons déjà que les théories des riches, libres ou collaps´es, sont� -stables. Par conséquent, tout
ensemble dé“nissable dans l•une de ces th´eories y est rangé par le rang de Morley. Nousétudions
dans ce chapitre les rangs des di�érents types a“n détablir que :

a) La th éorie TK des riches libres est de rang� avec RM = RU.
b) La th éorie Tµ des riches collaps´es est fortement minimale.

9.1 De la pr´edimension `a la dimension

La dimension d Pour B, C � M � C 0 avec BC de base “nie surB , nous posonsdM (C/B ) :=
� (clM (BC )/cl M (B ))

Comme clM est invariante par extension élémentaire de M , on a dM (C/B ) = dN (C/B ) pour
M � N .

Remarque 9.1.1. Soient M � C 0, B � M et x̄ � M , alors dM (x̄/B ) � � (x̄/B ) d•après le lemme
2.4.2. En particulier, pour x � M , on a dM (x/B ) � 1.

La d-cl�oture Pour B � M � C 0, on dé“nit

cldM (B ) := { x � M
�
� dM (x/B ) = 0 }

Nous allons voir que, pourM |= Tµ , cldM est une prégéomérie dont la dimension associ´ee estdM .
En fait, nous démontrerons quecldM = acl et que d = RM pour les modèles deTµ .

9.2 Cl�otures alg´ebriques des riches

Proposition 9.2.1. Dans tout modèle M de TK , la cl�oture algébrique acl est égale à la cl�oture
ormessienneclM .

Démonstration: Soit B � M . Quitte à prendre une extensionélémentaire saturée, nous pouvons
supposer queM est |B |+ -riche. D•après le lemme 3.1.2,L := clM (B ) � acl(B ). Nous montrons que
le type sur L de tout x /� L a une in“nit´e de réalisations. Soit N = clM (Lx ). Il su�t d•apr` es le
lemme 3.3.2 de trouver un nombre arbitrairement grand de copies deN ormessiennes dansM et
isomorphes au dessus deL .

Notons N 
 L n l•amalgameN  0
L · · ·  0

L N
� 	
 �

n fois

, avec la conventionN 
 L 0 = L . Alors, N 
 L n � C 0, et

L � N 
 L n

Par richesse deM , on peut pour tout n � 2 injecter N 
 L n ormessienement dansM au dessus de
N 
 L n Š 1. On obtient ainsi un nombre arbitrairement grand de réalisations detp(x/L ). �
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Proposition 9.2.2. Dans tout modèle M de Tµ , la cl�oture algébrique acl est égaleà la d-cl�oture
cldM .

Démonstration: Soit B � M |= Tµ .

acl(B ) � cldM (B ) : Comme clM (B ) � acl(B ) (lemme 3.1.2), on peut supposer queB � M . Soit
x � acl(B ). Supposons pour obtenir une contradiction qued(x/B ) = 1. Considérons une
décomposition declM (Bx )/B en une tour d•extensions minimalesB = N0 � . . . � Nn =
clM (Bx ).
Une de ces extensions, disonsNi /N i Š 1 est générique blanche. Dans une extension ´elémentaire
tr ès saturée (et donc très riche)M de M , on trouve une in“nit´e de copiesNi Š 1-isomorphes
de Ni , que l•on peut prolonger en copiesNi Š 1-isomorphes deNi � . . . � Nn . On voit ainsi
que tp(x/B ) a une in“nit´e de réalisations, ce qui contreditx � acl(B ) !
Par conséquent, on a biendM (x/B ) = 0, c•est à dire x � cldM (B ).

cldM (B ) � acl(B ) : Soit x � cldM (B ). Alors, clM (Bx )/cl M (B ) se décompose en une tour d•exten-
sions minimales préalgébriquesclM (B ) = N0 � . . . � Nn = clM (Bx ). D•après le lemme 8.3.2,
Ni � acl(Ni Š 1) pour tout 1 � i � n. En outre, N0 = clM (B ) � acl(B ). Par conséquent,
x � acl(B ). �

9.3 Rangs dans TK

Lemme 9.3.1. Soient K |= TK , � un code et b̄ tels que K |= � � (b̄). Considérons la formule
� (x̄) = � � (x̄, b̄) � � x̄ est octarine � .

L•ensemble dé“nissable � (K) est fortement minimal.

Démonstration: On se place au dessus deB := clK (K b̄) = acl(b̄). Nous montrons qu•il y a un unique
type non algébrique surb̄ dans � (K). Soient x̄, x̄ � � � (K) non algébriques surb̄. D•après la propriété
e) des codes, ils sont tous deux g´enériques corpiquement dans� � (x̄, b̄). Donc, ils engendrent tous
deux une extension minimale préalgébrique codée par � � (x̄, b̄). Par Kummer-généricit é de cette
dernière formule, x̄ et x̄� engendrent des extensions ormessiennes dansK isomorphes au dessus de
B : on a donctp(x̄/B ) = tp(x̄� /B ). �

Cha�šnes d•extensions minimales pr´ ealgébriques Soit K un modèle deTK . Une cha�šneN0 �
. . . � Nn est une cha�šne d•extensions minimales pr´ealgébriques siN0 � K, et Nn � K et l•extension
Ni /N i Š 1 est minimale préalgébrique pour tout 1 � i � n.

Pour M, B � K, nous disons qu•une cha�šneT d•extensions minimales préalgébriquesN0 � . . . � Nn

décomposeM/B si N0 = B et Nn = M . Pour x � K avecdK (x/B ) = 0, on peut d écomposerclK (Bx )
en une cha�šne d•extensions minimales pr´ealgébriques. On dit alors que cette cha�šne décompose
tp(x/B ).

La hauteur d•une chaine d•extensions minimales pr´ealgébriquesN0 � . . . � Nn est le nombren.
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Pour 1 � i � n, soient b̄i � Ni Š 1, � i un bon code et āi � O(Ni ) tels que K |= � � i (āi , b̄i ) et āi

engendre l•extensionNi /N i Š 1. Nous appelons le upleta = ā1, . . . , ān base de la cha�šneN0 � . . . �
Nn .

Dans la situation ci-dessus, consid´erons pour tout i une formule des corps� i (x̄1, . . . , x̄ i Š 1, ȳi ) 7 à
paramètres dansB qui algébriseb̄i sur B, ā1, . . . , āi Š 1. Nous appelonscode de la cha�šneN0 � . . . �
Nn la formule :

� (x̄1, . . . , x̄n ) := � ȳ1, . . . , ȳn

�

1� i � n

�
� i (x̄1, . . . , x̄ i Š 1, ȳi ) � � � i (x̄ i , ȳi ) � O(x̄i )



Clairement, une basea de cette cha�šne satisfait� . Une réalisation octarinea� = ā�
1, . . . , ā�

n de � est
dite générique dans la cha�šnesi ā�

i est corpiquement générique dans� � i (x̄ i , b̄�
i ), où |= � i (ā�

i , . . . , ā�
i Š 1, b̄�

i ),
pour tout 1 � i � n, autrement dit si elle est une base d•une cha�šne d•extensions minimales
préalgébriques dont le code est� .

Lemme 9.3.2. Soit B = N0 � . . . � Nn une cha�šne d•extensions minimales pr´ealgébriques. Les
types sur B de réalisations génériques dans cette cha�šne sont en nombre “ni.

Démonstration: Nous montrons ceci par récurrence sur 1� i � n. Nous conservons les notations
ci-dessus.

Pour i = 1, on n•a qu•une seule possibilité pour tp(ā1/B ).

Soit i > 1. Supposons que l•on a qu•un nombre “ni de possibilit´es pour tp(ā1, . . . , āi Š 1/B ). Fixons
ā1, . . . , āi Š 1 satisfaisant un de ces types, et prenons̄bi satisfaisant la formule algébrique� i (ā1, . . . , āi Š 1, ȳi ).
Nous n•avons qu•un nombre “ni de choix pour̄bi , et ce choix détermine tp(āi /B ā1, . . . , āi Š 1) lorsque
āi est une réalisation octarine et corpiquement générique de� � i (x̄ i , b̄i ). On n•a donc qu•un nombre
“ni de possibilit´es pour tp(ā1, . . . , āi /B ). �

Lemme 9.3.3. Soient K |= TK , B � K et x � K avecdK (x/B ) = 0 .

Alors, RU(x/B ) est égalà la hauteur d•une chaine quelconque d•extensions minimales pr´ealgébriques
qui décomposeclK (Bx )/B .

En particulier, cette hauteur ne dépend pas du choix de la cha�šne.

Démonstration:

Pour 1 � i � n, soient b̄i � Ni Š 1, � i un bon code et āi � O(Ni ) tels que K |= � � i (āi , b̄i ) et āi

engendre l•extensionNi /N i Š 1. Dans K, x est interalgébrique avec le upleā1, . . . , ān , si bien qu•il
su�t de montrer que RU(¯a1, . . . , ān /B ) = n.

D•après le lemme 9.3.1, pour tout 1� i � n, RU(āi /B āi Š 1, . . . , ā1) = 1. Par additivit´ e du rang de
Lascar, on a bien RU(ā1, . . . , ān /B ) = n. �

Pour x � K et B � K avecd(x/B ) = 0, la hauteur de x au dessus deB est la hauteur d•une cha�šne
d•extensions minimales préalgébriques qui décomposeclK (Bx )/B . On parle alors également de la
hauteur de tp(x/B ).

7. Pour � 1(ȳ1), nous prenons la formule ȳ1 = b̄1 !
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Lemme 9.3.4. Soient K |= TK , B � K et x � K avecdK (x/B ) = 0 .

Alors, RU(x/B ) = RM( x/B ).

Démonstration: Nous montrons ceci par récurence sur la hauteurn d•une cha�šne d•extensions mi-
nimales préalgébriques qui décomposeclK (Bx )/B : (HR) RM( x/B ) = n = RU( x/B ).

D•après le lemme 9.3.1, sin = 1, alors RM( x/B ) = RU( x/B ) = 1.

Soit n > 1, supposons l•hypothèse de récurence démontrée jusqu•à l•ordrenŠ 1. Soit B = N0 � . . . �
Nn une cha�šne d•extensions minimales pr´ealgébriques décomposantclK (Bx )/B . Pour 1 � i � n,
soient b̄i � Ni Š 1, � i un bon code etāi � O(Ni ) tels que K |= � � i (āi , b̄i ) et āi engendre l•extension
Ni /N i Š 1. Dans K, x est interalgébrique avec le upleā1, . . . , ān , si bien qu•il su�t de montrer que
RM( ā1, . . . , ān /B ) � n (puisque RM(x/B ) � RU(x/B ) = n).

Soit � le code de la cha�šneN0 � . . . � Nn Il nous su�t de montrer que RM (� ) � n. Nous y
parvenons en montrant que si (� j )j � J est une famille in“nie de formules deuxà deux contradictoires
impliquant � et toutes de RM = k, alors k < n .

En e�et, soit ( � j )j � J une famille de formules deuxà deux contradictoires impliquant � et toutes
de RM � n. Nous considérons pour chaquej � J une réalisation B -générique aj = āj

1, . . . , āj
n de

� j . Par contraposition de l•hypothèse de récurence, RU(āj
1, . . . , āj

n /B ) � n. Comme aj satisfait � ,
aj est donc générique dans la cha�šne. Les types desaj sont deux à deux distincts. J doit donc �etre
“ni d•apr ès le lemme 9.3.2.�

Lemme 9.3.5. Soient � , b̄, � (x̄) comme dans le lemme 9.3.1. Le type g´enérique de � a une
prégéométrie triviale.

Démonstration: Plaçons nous dans un mod`ele |B |+ -saturé K de TK , où b̄ � B . Il s•agit de montrer
que pour des réalisations génériques, que l•on peut supposer ind´ependantes,ā1, . . . , ān de � , et pour
ā |= � , ā � clK (B ā1, . . . , ān ) � � i, ā � clK (B āi ).

Nous montrons ceci par récurrence surn. Soit Ni = clK (B āi ), alors Ni est une extension minimale
préalgébrique deB . Comme lesāi sont indépendants,clK (B ā1, . . . , ān ) est isomorpheà l•amalgame
libre

� i � n
B Ni desNi au dessus deB .

Comme ā � O(
� i � n

B Ni ), il y a c̄ � O(B ) et des quasi-homomorphismes�, � tels que ā =
� (ā1, . . . , ān Š 1) + � (ān ) + c̄. Ainsi, on doit avoir ā �|	

B
ā1 . . . ān Š 1 ou ā �|	

B
ān :

Sinon, on a ā |	
B

Š � (ā1, . . . , ān Š 1) et ā |	
B

Š � (ān ) Š c̄. Notons |	
alg l•indépendance au sens de

la théorie des corps alg´ebriquement clos. CommeB = �B , il vient (cf [16], lemme 2.1) ā |	
B

alg Š

� (ā1, . . . , ān Š 1) et ā |	
B

alg Š � (ān ) Š c̄. Le lemme 7.2.1 nous dit alors que ¯a est générique dans le

stabilisateur de son type corpique, ce qui est absurde puisque ce dernier est “ni d•apr`es le lemme
7.2.2 !

Rappelons que RM(ā/B ) = 1. Dans le cas où ā �|	
B

ān , on a ainsi ā � acl(B ān ) = clK (ān ). Dans
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l•autre cas, on obtient ā � clK (B ā1, . . . , ān Š 1) et notre hypoth èse de récurrence s•applique : il y a
i � n Š 1 tel que ā � clK (B āi ). �

Proposition 9.3.6. Soit X un ensemble d´e“nissable deTK fortement minimal dont le générique
a des réalisations de dimension nulle. AlorsX a une prégéométrie triviale.

Démonstration: Soit K un modèle|B |+ -saturé deTK avecB � K. Soit a une réalisation du générique
p de X au dessus deB . D•après les lemmes 9.3.3 et 9.3.4,clK (Ba) est une extension minimale
préalgébrique deB , disons de base octarine ¯a générique dans� � (x̄, b̄) pour b̄ � B .

Par conséquent, il y a uneL O (B )-formule � (x, x̄) algébrique enx et en x̄ telle quep(x) � � x̄� � (x̄, b̄)�
O(x̄) � � (x, x̄). Ainsi, si on prend desB -génériquesx0, . . . , xn de X , chaquexi est B -interalgébrique
(au sens deTK !) avec une réalisation génériqueāi de� � (x̄, b̄)� O(x̄). Ainsi, si x0 � acl(B, x 1, . . . , xn ),
on a ā0 � acl(B, ā1, . . . , ān ) et donc ā0 � acl(B āi 0 ) pour 1 � i 0 � n d•après le lemme 9.3.5. Par
conséquent, x0 � acl(Bx i 0 ). �

Fait 9.3.7. Soit X un ensemble fortement minimal dont la prégéométrie est triviale, alors aucun
groupe in“ni n•est interpr étable dansX .

Démonstration: Supposons qu•un groupe (G, � ) soit interpr´etable dansX . On considère a, b, cdes
uples d•éléments deX et R, S, T des relations d•équivalence dé“nissables tels queaR et bS sont
génériques et indépendants dansG, et cT = aR � bS . Ainsi, cT est générique dansG, et indépendant
de aR et de bS.

Quitte à changera � � Š 1
R (aR ), on peut supposer quea |	aR

bS . De m�eme, on choisit ensuiteb de

sorte queb |	
bS

a, puis c tel que c |	cT
ab.

Comme cT � dcl(aR bS), on a a |	aR
cT . Or, aR |	 cT , donc a |	 cT . En outre, a |	cT

c, d•où a |	 c. On

montre de la m�eme manière queb |	 c.

En“n, comme a |	aR
bS et aR |	 bS , on a a |	 bS . Comme en outreb |	

bS

a, il vient a |	 b.

a, b et c étant indépendants deuxà deux, il vient par trivialit´ e de X que c |	 ab. Par conséquent,

cT |	 aR bS, ce qui est absurde carcT est générique dansG mais cT � dcl(aR bS) ! �

Lemme 9.3.8. Dans TK , il y a des 1-types dont les réalisations sont de dimension0 de rang (et
donc de hauteur) arbitraire.

Démonstration: Soit K un modèle |B |+ -saturé deTK , où B � K.

Il est simple de trouver des types de hauteur 1 : siN � K est une extension minimale préalgébrique
de B , alors pour x � N \ B on a clK (Bx ) � N , si bien queclK (Bx ) = N par minimalit´e deN/B .
Par conséquent, tp(x/B ) est de hauteur 1.

Soit p � S1(B ) fortement minimal, et x |= p. Nous considérons dans la suite une formule fortement
minimale � de p, dé“nissant l•ensembleX .
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On peut supposer queX est additivement indécomposable (cf [13]) : l•intersectionH de tous les
sous-groupes d´e“nissables G de (K, +) tels que (a + G) � X est in“ni pour un certain a est un
groupe dé“nissable (c•est en fait l•intersection d•un nombre “ni de ces groupes), et il y aa tel que
(a + H ) � X est in“ni. Comme l•ensemble dé“nissable (a + H ) � X est B -invariant, on voit que
la formule qui le dé“nit est dans p. Or, (a + H ) � X est additivement indécomposable. On pose
X := ( a + H ) � X .

On note n � X l•ensemble dé“nissable X + · · · + X� 	
 �
n fois

.

Nous a�rmons que pour tout n, RM( n � X ) = n. Sinon, pour n minimal tel que RM( n � X ) �= n
peut appliquer les arguments du théorème des indécomposables (cf [13], th´eorème 2.9) pour montrer
que 2(n Š 1) � (X Š x) est un groupe additif (rappelons queX Š x est également additivement
indécomposable et contient 0) :

Soit q de rang maximal dansS := ( n Š 1) � (X Š x), et G son stabilisateur additif. (X Š x)/G ne
peut �etre in“ni car sinon ( X Š x) + S = n � (X Š x) contiendrait une in“nit´ e de translatés deq et
on aurait ainsi RM( n � X ) = n, une absurdité !

Comme X Š x est indécomposable et contient 0, il vientX Š x � G et donc S � G, si bien que
q � x � G. Comme le rang d•un type est toujours sup´erieur à celui de son stabilisateur, on doit
avoir RM( G) = RM( q) = n Š 1 (ibid., lemme 2.3). Par conséquent, q est générique dans le groupe
G, qui est connexe (ibid.).

Comme S est générique dansG, on doit avoir 2(n Š 1) � (X Š x) = S + S = G comme voulu. G
est alors un groupe interprétable dansX 2(n Š 1) , ce qui est absurde car la prégéométrie de X est
triviale ! �

Corollaire 9.3.9. TK est une théorie de rang de Morley� , dans laquelleRU = RM .

Démonstration: Soit B � K |= TK où K est |B |+ -saturé.

Nous montrons que sid(x/B ) = 1 pour x � K , alors clK (Bx ) est une extension générique blanche

de B . On a O( �B (x)) = O(B ). De plus, �B (x) est ormessien dansK. Sinon, �B (x) aurait une extension

de base “nieX avec � (X/ �B (x)) < 0, si bien que� (X/B (x)) � 0. D•après le lemme 2.4.2, on aurait
donc d(x/B ) = � (clK (Bx )/B ) � � (X/B (x)) � 0 ce qui est absurde !

Par conséquent, il y a un unique 1-type sur B dont les réalisations sont de dimension 1 (lemme
3.3.2). Appelons lepgen .

Nous montrons désormais que RM(pgen ) = � . Comme il y a des 1-types de RM “ni arbitrairement
grand, on a RM(x = x) � � . Comme tout type dont les réalisations sont de dimension 0 a un
rang de Morley “ni, pgen est le seul type qui peut avoir le m�eme rang quex = x. Il vient donc
RM( pgen ) = RM( x = x) � � . Il ne reste qu•à montrer que les extensions d´eviantes depgen sont
de rang “ni. En e�et, soit M |= TK contenant B , et q � S1(M ) un “ls non d éviant de pgen . Alors,
RM( q) = RM( pgen ) � � et donc q est le 1-type surM dont les réalisations sont de dimension 1.

Ainsi, si une extensionq depgen a des réalisations de dimension 1, alorsq ne peut �etre que l•extension
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non déviante de pgen . Les extensions déviantes depgen ont donc des réalisations de dimension 0,
qui ont un rang de Morley “ni.

Par conséquent, RM(pgen ) = � et pgen est le type générique du corpsK.

pgen étant le type générique du corpsK, il doit avoir un rang de Lascar maximal parmis les 1-types.
On a donc RU(pgen ) = � = RM( pgen ). �

Nous collectons maintenant quelques faits suppl´ementaires sur la géométrie des types de rang “ni
dans TK .

Remarque 9.3.10. Aucun groupe in“ni de rang “ni n•est dé“nissable dansTK .

Démonstration: En e�et, dans un groupe de rang de Morley “ni (G, � ), On peut trouver X � G
fortement minimal et ind écomposable avec 1G � X . Alors, le sous-groupe deG engendré par X est
dé“nissable, et interprétable dansX ([13], théorème 2.9), ce qui est impossible si comme dansTK

X a une prégéométrie triviale. �

Bon code associ´e à un type fortement minimal On se place dans un mod`ele monstre K
de TK . Soit p � S 1(B ) un type fortement minimal. Toute r´ealisation de p étant indépendante de
acl(B ) = clK (B ), on peut supposer queB � K. Comme p est de dimension 0 et de hauteur 1,
il vient que clK (Bx ) est une extension minimale préalgébrique de B pour x |= p. clK (Bx )/B est
donc engendrée par une réalisation octarine d•une instance d•un bon code� , uniquement déterminé
d•après le corollaire 6.3.2.� ne dépend pas du choix dex |= p car pour x� |= p, on a clK (Bx ) �= B

clK (Bx � ).

On appelle � le bon code associ´e à p.

Lemme 9.3.11. Soit p un type fortement minimal, le bon code associ´e à p ne dépend que de la
classe de parallélisme dep.

Démonstration: Disons quep � S 1(B ), de bon code associ´e � . Soit C 	 B , on peut supposer que
B � C � K. Soit x |= p, par richesse, on peut plongerclK (Bx )  B C ormessienement dansK au
dessus deC. Soit x� l•image dex par ce plongement, on a alorstp(x� /B ) = tp(x/B ).

Comme il n•est pas algébrique, tp(x� /C ) est l•unique “ls non déviant de p à C.

D•après la remarque 6.3.3,clK (Bx )  B C est une extension minimale préalgébrique deC engendrée
par une réalisation octarine d•une instance de� . En particulier, clK (Cx� ) = clK (Bx )  B C par
minimalit´e. Le bon code associ´e à tp(x� /C ) est donc bien� . �

Corollaire 9.3.12. Soient p et q deux types fortement minimaux dont les bons codes associ´es sont
distincts, alors p est orthogonalà q.

Démonstration: Soient � et � les bons codes associ´es à p et q respectivement. SoitC � K conte-
nant les paramètres de p et q, considérons des réalisations a et b indépendantes deC de p et q
respectivement. Il s•agit de montrer que sia �|	

C
b, alors � = � .
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En e�et, si a �|	
C

b, il vient b � acl(Ca) = clK (Ca), d•où clK (Ca) = clK (Cb). Donc, clK (Ca) est une

extension minimale préalgébrique deC donnée par le code� et par le code� . D•après le corollaire
6.3.2, on a donc� = � . �

9.4 Rangs dans les riches collaps´ es

Th´eoreme 9.4.1. La théorie Tµ est fortement minimale.

Démonstration: Soit M un modèle saturé deTµ . Soit B � M .

Considéronsx /� acl(B ). Alors, x /� cldM (B ) et donc d(x/B ) = 1. Nous montrons que �B (x) � M :

Sinon, il y aurait une extension de base “nieN de �B (x) avec � (N/ �B (x)) < 0. On aurait donc
� (N/B ) = 0 et donc N � cldM (B ) = acl(B ), ce qui est absurde puisquex � N et x /� acl(B ) !

Ainsi, pour tout x /� acl(B ), la cl�oture ormessienne deB (x) est une extension générique blanche de
B . Les x /� acl(B ) ont donc tous le m�eme type d•après le lemme 3.3.2.�
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Annexe

Nous décrivons ici comment nos méthodes permettent, lorsque la dimensiong de la variété abélienne
A est 1, de construire des corps octarines de rang� · 2 puis 2. Il est à noter que J. D. Caycedo a
déjà fait l•amalgame libre dans ce cas, voir [3].

Pr´edimension Nous modi“ons la prédimension, qui devient similaireà celle des corps verts et
rouges :

� (M/L ) := 2 · dtr (M/L ) Š ldim (O(M )/O (L))

Extensions minimales Nous avons ici trois types possibles pour une extension minimaleM/L :

extension minimale préalgébrique : M = �L (O(M )) et � (M/L ) = 0.
Pour toute base a0, . . . , an Š 1 de O(M ) au dessus deO(L), pour tout � �= I � n, on a
2 · dtr ((ai )i � I /L (ai )i /� I ) < |I |.

extension générique octarine : M = �L (O(M )) et � (M/L ) = 1.
O(M ) = �O(L), a� , où a est générique dansA au dessus deL .

extension générique blanche : O(M ) = O(L) et M = �L (x) pour x transcendant surL . � (M/L ) =
2.

On remarque que toutes les extensions g´enériques octarines sont isomorphes puisque la vari´eté A
elle-m�eme est Kummer-générique (en fait, nŠ 1 · A = A pour tout n).

Axiomatisabilit´ e de C0 Il su�t de remplacer le sch´ema d•axiomes (ORM) par :

Pour toute sous-variété V de An dé“nie sur K avecdim(V ) < 1
2 n,

M |= � x1, . . . , xn

�
V (x̄) �

�

1� i � n

O(xi )


�
�

T �T (A n ,V )
dim( T ) � 1

2 ·dimV

T(x̄)

où T (An , V ) est la famille “nie donnée par le fait 5.1.1.

Vari´et és cryptiques et formules ra�n´ ees On obtient un équivalent du théorème 5.3.2 en
posant pour Vȳ (x̄) � A2n

� V,n = � 0
V,n � � 1

V,n � � 2
V,n , où :

1. b̄ |= � 0
V,n �� RM (V̄b) = n et DM ((V̄b) = 1.

2. � 1
V,n (ȳ) est la formule � Vȳ est irréductible, libre et Kummer-générique �

3.
� 2

V,n (ȳ) :=
�

T � Sub ( V )
T 	= A n , T 	=0

� RM (� T (·, ȳ)) = n �
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où
� T (x̄, ȳ) := Vȳ (x̄) � � RM (Vȳ (·) � T(· Š x̄)) <

1
2

· dim(T) �

La formule ra�n´ ee associ´eeà V (lemme 5.3.6) devient la formule� V (x̄, ȳ) dont les réalisations (ā, b̄)
satisfont :

„ � V (x̄, b̄) � V̄b et pour T � T (An , V ) avec T �= An , si V̄b � ā + T est in“ni, alors pour toute
composante irréductible de dimension maximaleW de V̄b � ā + T ayant pour sous groupe
minimal U, on a 1

2 dim(U) > dim (W ).

Th´eorie des riches libres Outre les nouveaux axiomes pourC0, on modi“e le schéma d•axiomes
(MIN) :

(MIN) pour toute famille uniforme Vȳ de sous-variétés deA2n , pour toute famille uniforme Wz̄

de sous variétés deAn ,

� ȳ� z̄
� �

� V,n (ȳ) � � RM (Vȳ � Wz̄ ) < n �

�
� � x̄

�
Vȳ (x̄) � ¬ Wz̄(x̄) �

�

1� i � n

O(xi )
� �

Comme J. D. Caycedo l•a démontré dans [3], il y a des extensions minimales pr´ealgébriques de
longueur arbitrairement grande.

(MIN) garantit la r´ ealisation de toutes les extensions minimales pr´ealgébriques dans les mod`eles
� -saturés.

Soit un sous-corps ormessienM d•un modèle |M |+ -saturé K de cette théorie. Le type partiel � (x)
qui dit que x n•est pas dans une une cha�šne d•extensions minimales pr´ealgébriques deM et que x
est la première coordonnée d•un point octarine8 est consistant (cf lemme 5.5.5). Soita � K réalisant
� , alors clK (Ma) est une extension générique octarine deM .

En“n, on trouve une extension générique blanche comme combinaison de deux g´enériques octarines
indépendants comme dans [3], lemme 3.30.

Codes et suites de di�´ erence Pour les codes, il su�t de remplacer a) et c) par :
a•) |x̄| = n� où n� est pair.
c•) Pour tout b̄, soit � � (C, b̄) = � soit RM (� � (x̄, b̄)) = 1

2 · n� et � � (x̄, b̄) est de degré 1.
Les suites de di�érence sont dé“nies de la m�eme manière que dans le chapitre 7. La preuve du
lemme 7.3.1 fonctionne aussi lorsqueg = 1.

La classe Cµ Les dé“nitions de µ, µ� et de la classeCµ restent inchangées. Le lemme d•amalga-
mation collapsé fonctionne tel quel, ce qui nous permet de construire des riches collaps´es.

8. ce point octarine est alors corpiquement alg´ ebrique sur M (x)
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Th´eorie des riches collaps´ es La proposition 8.1.4 tient toujours, en prenant cette fois ci

� � (ȳ) = � 1(ȳ) �
� �

� �A
µ � ( � � n � )

� � (ȳ)
�

où :

� 1 exprime qu•il existe une suite de di�érence octarineē0, . . . , ēµ ( � )Š 1 pour � , et ā � O(M ), tels qu•il
y a T � G(�, � ) qui induit une correspondance torique entre� � (x̄Šā, ȳ) et � �,µ ( � ) (ē0, . . . , ēµ ( � )Š 1, x̄).

Et, pour � un bon code, on choisitV1, . . . , Vo des variétés irréductibles, W1, . . . , Wo des variétés
telles que � � =

�
1� i � o Vi \ Wi . � � (ȳ) est alors la formule qui exprime qu•il y a 1 � i � o,

T � � Sub(V� (·, ȳ) × Vi ), et m̄ � A(M ), et W � une composante irréductible de (V� (·, ȳ) × Vi ) � m̄ + T �

tels que :
1) m̄ colorie T � en octarine.
2) W � se projette génériquement sur V� (·, ȳ).
3) dim(T � ) Š dim(W �) = n �

2 .
4) Pour (ā, ē0, . . . , ēµ ( � ) ) générique dansW �, |= � � (ē0, . . . , ēµ ( � ) ).
5) Il y a B � [0; r Š 1], de cardinal dim(ē/ ā), tel que (ei )i � B soit une suite de Morley du

générique deA au dessus de ¯a lorsque āē est générique dansW �.
Où ē est la concaténation de ē0, . . . , ēµ ( � ) .

Les axiomes de la théorie Tµ des riches collaps´es sont ceux deTµ et, pour chaque bon code� , de
� ȳ (� � (ȳ) � � � (ȳ)).

Comme pour les riches libres, le type g´enérique octarine est un ultraproduit de types de cha�šne
d•extensions minimales préalgébriques, et le générique blanc s•obtient en combinant deux g´enériques
octarines indépendants.

Cl�otures et rangs dans les riches La cl�oture algébrique est la cl�oture ormessiennecl dans les
riches libres, et lad-cl�oture cld dans les riches collaps´es.

Dans les deux cas, RU = RM. Les riches libres sont de rang� · 2. Les riches collaps´es sont de rang
2, et le prédicat O y est fortement minimal.
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Fusion d•un corps alg´ ebriquement clos avec
un sous-groupe non-alg´ ebrique d•une vari´ et é Ab élienne
Corps octarines

Résumé : Nous construisons des corps de rang de Morley “ni avec un pr´edicat O pour un sous groupe
non-algébrique in“ni d•une variété Abélienne simpleA. Lorsquedim(A) � 2, ils sont fortement minimaux.
Lorsquedim(A) = 1, ils sont de rang de Morley 2.

Mots cl´es : Amalgames de Fräšssé-Hrushovski

Fusion of an algebraicaly closed “eld with a non-algebraic subgroup of an
Abelian variety

Abstract : We construct “elds of “nite Morley rank with a predicate O for an in“nite non-algebraic
subgroup of a given simple Abelian varietyA. The “elds we construct are strongly minimal whendim(A) �
2, and of Morley rank 2 whendim(A) = 1.

Keywords : Fräšssé-Hrushovski amalgams
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