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I - INTRODUCTION

Réflexions sur la validation d'un modéle.

Le scientifique est amené & penser que les phénoménes
naturels sont déterministes(l). Ces phénoménes déterministes se dé-
roulant souvent & une "échelle microscopique", et dépendant d'un
nombre de variables beaucoup plus élevé que celui considéré par
1'Homme & son "dchelle macroscopique", ce ne sont en fait que les

images de ceux-ci qui sont pergues par 1'Homme comme aléatoires.

Ainsi, le résultat "pile ou face™ du lancer d'une piéce
est déterminé par la facon dont on la lance, sa forme géométrique,
sa composition, sa position initiale, la surface de réception, etc...
On peut schématiser le systéme réel par une "boite noire" telle que
la connaissance des variables exogénes détermine les variables endo-

génes dont l'une sera le résultat du jeu : pile ou face. (cf. fig. I-1)

€1 T
variables -~ - y variable endogéne
exogénes T 4 laquelle 1'Homme
e, — s'intéresse.

fig. I-1
Les variables endogénes auxquelles 1'Homme s'intéresse

sont, en général, appelées variables de "sortie".

(1) Toute considération métaphysique mise a part.



Un exemple plus conséquent est celui du temps de traite-
ment d'un programme informatique donné dans un systéme informatique
donné ; ce temps de traitement est alors un élément déterministe dé-

ductible par des procédés de logique.

D'autres domaines, tel celui de la biologie, pourraient

fournir de nombreux exemples.

Malheureusement, nos possibilités sont insuffisantes
pour appréhender bon nombre de phénoménes réels & leur échelle déter-
ministe ; soit du fait de la difficulté & mettre le systéme réel en
équations, soit du fait de 1'insuffisance de nos moyens de calculs

pour résoudre ces équations.

De plus, l'Homme est généralement incapable de connaitre
quantitativement (sinon qualitativement) les variables exogénes du
systéme réel qu'il veut étudier. En effet, il est bien évident que
1'Homme ne peut appréhender le systéme complet ni statiquement, ni

dynamiquement. Son information est ainsi incompléte.

L'Homme a donc été amené a créer un formalisme probabi-
liste pour traiter les systémes qu'il ne peut étudier que globalement

et qu'il ne peut qu'imparfaitement connaitre.

Conséquence de sa capacité intellectuelle limitée ou, au
contraire, mise & profit de ses multiples possibilités, 1'Homme uti-
lise une approche de synthése (au sens des systémes) mieux adaptée a

sa mesure.

Néanmoins, s'il permet d'utiliser des variables "agrégées",
et par 14 de simplifier le modéle, le formalisme probabiliste nécessi-
te un investissement statistique pour définir des grandeurs mesurables
telles que les variables aléatoires. Ce n'est qu'une fois ce préalable
accompli que l'outil théorique permettra d'enrichir notre connaissance
sur le fonctionnement du systéme et de prédire le comportement des va-

riables de sortie.

Une des qualités de ce formalisme abstrait vient de 1l'exis-
tence méme de la notion de probabilité conditiomnelle ; on dispose

ainsi d'une certaine "souplesse" au niveau de la modélisation. Ainsi,



en conditionnant les événements, on peut souvent retrouver, au prix
d'une augmentation de la complexité, le modéle déterministe correspon-
dant & l'échelle microscopique. Mais, en général, a cette limite de
la précision descriptive, on ne sait plus obtenir les grandeurs carac-—

téristiques & 1l'aide du schéma probabiliste.

On est donc amené d se poser la question suivante

Jusqu'ou peut-on et jusqu'ou doit-on aller dans l'accroissement de la
complexité ?

La réponse, elle aussi complexe, nous semble dépendre d la
fots de la nature du probléme et de la finalité de la modélisation, et
cect, par l'intermédiaire de ce qu'on peut appeler la "précision glo-

bale™ d'un modéle.

Essayons de décomposer cette précision globale sur laquelle

repose la validation d'un modéle.

Une premiére cause d'imprécision, dans un probléme de modé-
lisation, est liée & la fidélité du modéle par rapport au systéme reéel.
Dans la majorité des cas, cette fidélité sera compromise par les élé-

ments suivants :

a) Un modéle ne peut &tre que l'image que 1l'Homme se fait de la réalité.
b) On utilise généralement des variables agrégées.

c) Pratiquement, 1l'information n'est jamais parfaite.

Le modéle le plus "fidéle" par rapport au systéme réel est
un modé&le descriptif se voulant exhaustif & 1'échelle microscopique.
Mais, & ce niveau, on peut déja se demander s'il y a pure concordance
entre le systéme et le modéle ; en effet, l'Homme percoit 1l'image de
la réalité & travers un ensemble d'a priori mathématiques. Sommes-
nous certains que telle équation différentielle décrit de fagon exacte
1'évolution d'un phénoméne & son niveau microscopique, ou n'est-ce dé-
ja qu'un postulat ? Mais cet aspect épistémologique ne constitue pas
une préoccupation majeure pour les problémes qui font 1l'objet de notre
recherche car le modéle le plus fidéle sera trop complexe pour &tre

exploitable.



De plus, pour &tre utilisé dans un but de prédiction (et
non pas seulement dans un but de compréhension), ce modéle suppose
une connaissance parfaite des variables exogénes ; ceci n'est jamais

le cas, compte-tenu des moyens financiers et techniques.

L'Homme construit un modé&le & l'échelle de ses possibili-
tés en agrégeant des variables exogénes ; il remplace un ensemble de
variables {el,...,ek} par une seule variable E1 qu'il définit, non pas
comme une fonction de {el,...,ek}, mais comme une variable aléatoire
unidimensionnelle ou comme un processus aléatoire. Selon 1l'information
disponible, il supposera alors connus certains paramétres de E1 (e.qg.

sa loi de probabilités, ses premiers moments) .

On réduit donc le nombre de variables exogénes soit en
considérant que certaines sont sans action sur les variables de sortie
(et en les supprimant purement et simplement), soit en remplagant un

sous-ensemble de ces variables par une variable aléatoire unique.

A l'origine d'une modélisation, il existe donc généralement
une prise de décisions portant sur les simplifications admissibles ;
i.e. : on fait des hypothéses sur le comportement du systéme réel. A
un ensemble d'hypothéses donné (appelons'g%a cet ensemble) correspond
un modéle de fagon univoque. A ce niveau, le probléme de la validation

du modéle se pose déja de facgon aigte.

De plus, & un ensemble"géi correspond un ensemble minimal

d'information ﬁi} nécessaire d la mise en oeuvre du modéle :

)361 > #0601

On verra par la suite 1'importance de cette implication

lorsqu'il s'agira de choisir un modéle.

On peut donc concevoir toute une gamme de modéles relative
& un systéme réel donné selon l'ensemble des variables de sortie choisi

et la quantité d'information supposée connue.



Un deuxiéme niveau d'imprécision vient de ce qu'on appelle
souvent la construction d'un modéle "approché"” (bien que tout modéle
ne réalise qu'une approche du systéme réel). Par 1a, il faut entendre
la recherche de caractéristiques obtenues sur un modéle approché, rela-
tivement & un modéle et un ensemble d'informations supposés donnés.
Par exemple, la loi de telle variable aléatoire est théoriquement de
type Erlang-k mais on la considére comme exponentielle dans le modéle
dit "approché". On passe ainsi du modéle initial (1ié a 2&;) au modé-
le approché & 1'aide d'un nouvel ensemble d'hypothéses simplificatri-

ces (gue nous appellerons {kfz).

Enfin, un troisiéme niveau d'imprécision provient des
erreurs de résolution numérique. Il s'agit ici de la différence entre
la solution définie, par exemple, par un systéme d'équations et la
valeur obtenue aprés calcul. Désignons par {&23 1'hypothése qui con-

siste a4 admettre comme solution le résultat du calcul effectué.

Notons gqu'un méme modéle peut étre obtenu selon des appro-
cheg diverses ; par exemple le modéle obtenu & l'aide de 1 v 5

peut correspondre au modéle obtenu a l'aide de 4&;1.

Le tableau I-2 résume les trois niveaux d'imprécision dé-

finis ci~dessus :

Imprécision Cause

le niveau écart entre le modéle choisi
et le systéme réel (~é€1)

2e niveau écart entre le modéle initial
et le modéle approché utilisé ( é%g)

e . P - .
37 niveau erreur numérique de résolution ( %k%)

Tableau I-2




Illustrons cette démarche 3 l'aide d'un exemple concret.
Prenons le systéme de stock d'un type de piéce détachée inclus dans
un systéme de production ; la variable de sortie étant le colit de
gestion de ce stock (ce qui suppose qu'ad l'intérieur du systéme il

existe des pénalités, pour rupture de stock par exemple).

On commet une premiére erreur de premier niveau en suppo-
sant que le systéme de gestion ne dépend pas de l'état des stocks re-

latifs aux autres types de piéces.

Si nous maitrisions parfaitement le systéme de production,
nous serions capables de considérer la demande comme déterministe,
cette demande dépendant d'un grand nombre de variables considérées
alors comme des variables exogénes du systéme de stock ; la demande
elle-m@me &tant alors considérée comme une variable endogéne. De mé&-
me, la maitrise parfaite du systéme de fabrication et du systéme de
livraison permettrait de considérer le phénoméne de réapprovisionne-

ment comme un phénoméne déterministe.

La prise en compte des processus de demande et de livrai-
son en tant que processus stochastiques constitue encore une erreur
de premier niveau ; de plus, la variable de sortie est alors une

variable aléatoire dans le modéle correspondant.

Si, ayant identifié la demande comme un processus non-
homogéne, on la considére dans le modeéle étudié comme un processus

homogéne, on commet une imprécision de deuxiéme niveau.

La résolution numérique du systéme, i.e. le calcul de
1'espérance mathématique du colit de gestion du stock, entraine quant

3 elle une imprécision de troisiéme niveau.

Revenons au probléme général de la validation d'un modéle.
Pour un systéme réel donné, on peut imaginer plusieurs ensembles

d'hypothéses {iﬁfl, {ﬁgé, {ﬁf;} et élaborer plusieurs modélisations.

Afin de disposer d'un critére mesurable, il est intéressant de rame-

ner la notion de précision globale d'un modéle au niveau de la préci-



sion des variables de sortie.

Pour un modéle ayant une seule variable de sortie, on peut
ainsi espérer ordonner les modéles selon un ordre de précision (éven-
tuellement, cet ordre n'est valable que pour un certain domaine d'ap-

partenance des variables exogénes, et pour un seul critére).

Dans la mesure ol elle est envisageable, l'attitude posi-
tiviste conduira & tester les modéles par rapport & 1l'expérimenta-
tion sur le systéme réel. On obtiendra une mesure de l'erreur absolue
par rapport au systéme réel, mais cette mesure sera entlchée de
1'erreur expérimentale. Il n'est donc pas évident que cette méthode

conduise & une relation d'ordre compléte.

Lorsque l'expérimentation sur le systéme réel n'est pas
envisagée, on suppose généralement qu'il existe un modéle de "réfé-
rence" (e.g. : modéle analytique, modéle de simulation) et toutes
les précisions calculées sont alors des précisions relatives plus
ou moins éloignées des précisions absolues selon la propre précision

absolue du modéle de "référence".

Dans ce cas, la notion de validation n'en est que plus

relative.

Notons ici qu'en ce qui concerne la modélisation par ré-
seaux de files d'attente, les modéles dits "approchés" n'ont généra-
lement été validés que :

11} =

a) a l'aide de modé&les de “"ré&férence",

b) sur des exemples supposés significatifs et non pas par
détermination mathématique d'une borne supérieure de 1l'espérance ma-

thématique de 1l'erreur.

Si le modéle comprend plusieurs variables de sortie, le
probléme est encore plus complexe car l'orxrdre relatif & une variable
ne correspond pas obligatoirement & l'ordre relatif & une autre va-

riable.

Malgré cela, si le modéle a pour simple but de faciliter



la compréhension d'un systéme réel, la notion de validation peut
&tre néanmoins identifiée & la notion de précision. Mais si le modé-
le a pour but d'aider & la prédiction au sens large (et c'est le

cas de cette étude), nous pensons que la notion de validation dépend
aussi de la notion de guantité d'information nécessaire (l'ensem-

ble Pﬁ}) et de l'usage qui sera fait de ce modéle, i.e. sa finalité.

Examinons d'abord le probléme de la connaissance de 1'in-
formation. Chaque ensemble ﬁﬂgl est 1ié & un ensemble fgﬁ formé
d'éléments dont le recueil est indispensable pour la mise en oeuvre
du modéle élaboré dans un but d'aide & la décision. La notion de
richesse de 1l'information est un élément important pour le choix
d'un modéle. On pourrait &tre tenté de chercher & lier la quantité
d'information introduite par les variables exogénes a la quantité
d'information des variables de sortie. Mais un critére quantifiable
tel que l'entropie de l'information ne nous semble pas exploitable
4 un niveau aussi général ; de plus, ce critére est intrinséque et
ne tient pas compte du systéme extérieur au systéme réel étudié qui
fait que les informations relatives aux variables exogénes seront

ou ne seront pas facilement obtenues.

Aussi pensons-nous que le meilleur critére pour réaliser

un choix adéquat est encore un critére économique.

Introduisons dans cet esprit un "colt d'information" CI
qui représente le colt du recueil de l'information ; ce colit est

alors spécifique & une application.

De mé&me, pour un modéle et une application fixés, il exis-

te un cofit de calcul CC.

A partir de ces deux paramétres, on peut définir un colit
de mise en oeuvre CM o du modéle (nous laisscns & chacun le choix d'y

introduire ou non un coiit de découverte).

Pour une application donnée, nous sommes en mesure de lier

1'imprécision (sans doute relative) d'un modéle & son colit de mise en



oeuvre potentiel. A l'aide de la figure I-3, examinons cette liaison ;
soit A et B deux modéles connus ; il est clair qu'il est "inutile"
d'inventer pour cette application un modéle venant se placer dans la
zone I. Par contre, l'intérét d'un modéle venant se situer dans la
zone V n'est pas contestable. A défaut, il n'est pas inutile de déve-
lopper des modéles dans les zones II, III et IV. Ainsi 1'intérét des
modéles C et D est indiscutable et celui des modéles E et F est d'au-

tant plus grand que les angles ¢1 et ¢2 sont faibles.
C
M-o A f
//'*/,/ ! ! ;
’ '

///I/////{;A‘ |

imprécision

figure I-3

Achevons la prise en compte du sujet d'application dans le
processus du choix d'un modéle en tenant compte des conséquences &co-
nomiques de l'imprécision ; pour cela, reprenons & la figure I-4 un

type de graphique bien connu.

Si CE représente le cofit induit par l'utilisation d'un mo-
déle imprécis, il faut rechercher un modéle réalisant le minimum du

at + .
colit global (CE CM-o)



_10_.

®
colt du modéle
optimal
F
AY colit global
\ o
A X
\ . /S E
\ \\\\\\ o /S
\ ”/X/
)
% X //
S~ TR~
~ .
P S
- IR
X X
I CES CM---O
) 4
¢ 4 + + ¢ + :
figure I-4
* *

Modélisation des phénoménes d'attente.

Les modéles relatifs aux phénoménes d'attente sont direc-
tement concernés par les commentaires précédents sur les problémes de
la validation et du choix d'un modéle. En effet, ces phénoménes, aux
origines multiples (physique, informatique, socio-économique, etc...),
ont généralement pour objectif la définition des performances d'un

service & un stade prévisionnel.

Dans la majeure partie des cas, la modélisation & l'aide
d'une file d'attente a donné de bons résultats, eu égard a la comple-
xité de l'outil mis en oeuvre ; cette modélisation revient a consi-
dérer l'extérieur du systéme comme un unique processus d'arrivée de

clients.

Néanmoins, cette simplification ne donne pas toujours sa-

tisfaction. Ainsi, la complexité et la rapidité des phénoménes se dé-
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roulant au sein d'un ordinateur ont conduit a ne pas modéliser son

unité centrale comme une file d'attente unique connectée au reste du
systéme par un simple processus d'arrivée, mais & concevoir 1l'ensem-
ble comme un réseau de files d'attente plus ou moins sophistiqué se-

lon les grandeurs "caractéristiques" souhaitées.

De méme, une macro-variable "durée de séjour",dépendant
d'un trés grand nombre de variables de décision,se préte mal a la
définition d'une politique d'allocation optimale. On peut &tre con-
duit & décomposer la variable aléatoire initiale en une somme de
variables aléatoires et & transformer la file d'attente unique en

un réseau de files d'attente.

Contenu de 1'étude.

En théorie, pour la plupart des modéles imaginables de
réseaux de files d'attente, on peut élaborer une méthode de résolution
mathématique exacte. En effet, en introduisant un nombre éventuelle-
ment infini d'états "fictifs" (cf.[pOX—Bﬂ), on définit un processus
markovien pour lequel une certaine partition de ses états correspond
a4 1l'ensemble des états du réseau initial. On peut ainsi écrire le
systéme différentiel linéaire des égquations d'état du systéme marko-
vien. Malheureusement, si le nombre d'équations est trés grand, il
est rarement possible de résoudre ce systéme. A l'exception des ré-
seaux de type (ou de comportement) exponentiel (voir définition in
fine), pour lesquels on connait une expression analytique formelle,
l'obtention du seul régime asymptotique & l'aide du systéme linéaire
associé au processus markovien n'est possible que pour des systémes

de dimension relativement modeste, eu égard aux réseaux de file d'at-



tente. Et méme dans le cas du réseau exponentiel, on peut rencontrer

des difficultés au niveau du traitement numérique.

Les travaux présentés dans cette thése se veulent avant
tout une contribution a la modélisation par réseaux de files d'atten-
te des gros systémes. Il s'agit d'obtenir des résultats concrets,
exacts ou approchés (au sens des hypothéses ﬂ%ﬁz) conformément aux

idées précédemment développées.

Le second chapitre contient, d'une part, la liste des
principales notations utilisées et, d'autre part, des généralités

descriptives sur les files d'attente et les réseaux.

Toutes les méthodes présentées ici utilisent une notion
commune : celle du taux de sortie conditionnel. L'introduction de

cette grandeur ainsi que son application & une file d'attente parti-

culiére font 1l'objet du chapitre III.

Le chapitre IV est consacré aux réseaux exponentiels. On
y donne une méthode "exacte" pour étudier les réseaux comportant un
grand nombre de files d'attente (ou stations) et on y énonce un
théoréme donnant les probabilités semi-marginales d'état asymptoti-
ques ; ce résultat est particuliérement intéressant lorsqu'on ne
s'intéresse qu'a un nombre restreint de stations vis-a-vis de l'en-

semble du réseau.

Dans le chapitre V, on s'intéresse au cas ol le nombre
élevé de clients dans un réseau rend impossible l'utilisation des
algorithmes classiques des réseaux exponentiels. On montre comment
un modéle simple dit & "flux déterministe", conduisant & la résolu-
tion d'un systéme différentiel continu non linéaire, permet d'obtenir
une bonne approximation tant du régime permanent que du régime tran-
sitoire. Aprés avoir énoncé un théoréme mettant en évidence certai-
nes propriétés de la fonction "flux de sortie conditionnel" d'un
sous-systéme du modéle & flux déterministe, on montre différentes

facons d'utiliser cette fonction pour approcher différentes grandeurs

caractéristiques du modéle stochastique. De plus, ce modéle est étendu
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au cas de réseaux contenant des sous-réseaux & taux de transition

dépendant.

Au chapitre VI, on propose des méthodes itératives & ré-

seaux auxiliaires, élaborées & partir d'une méthode déja existante.

Le chapitre VII est consacré & l'énoncé d'une méthode 4'é-
tude approchée des réseaux de files d'attente relativement généraux
(lois de service générales, probabilité de transition entre stations
dépendant de 1l'état du réseau ...) ol les probabilités d'état asymp-
totiques du réseau sont identifiées & la solution d'un systéme non
linéaire. La réussite de cette approche découle des propriétés du

"taux de sortie conditionnel” d'un systéme non markovien.



IT - GENERALITES

I1.1. PRINCIPALES NOTATIONS

1 sin, =0,
A (n,) =
id n
I a,(3) sin, >0 ;
. L 1
j=1
a, (n,) = Ui(ni)/ui(l) ;
C (N}, constante de normalisation ;
CV2, carré du coefficient de variation (cf. § II.2.3.) ;
D, loi de service déterministe ;

d = (nl,jl;...;nm,jm), vecteur représentant un état de ﬁﬁi;

A ensemble des états de ﬂ.;

D, (1) ={d : d &A, E n = i}
v & J (k)
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E, ensemble des états de R ;

Ek' loi de service de type Erlang-k ;

E{T}, espérance mathématique de la v.a. T ;

e = (nl,...,nm), vecteur représentant un état de R ;
€ =

(Nl,...,NS), vecteur représentant un état d'un réseau agrégé
en sous-réseaux ;

G, loi de service générale ;

1 sin, =0,

i

I'(n) =
1 i Hi

I Vi(j) si n; >0 ;

j=1
Hk' loi de service de type Hyperexponentiel d'ordre k ;

I= {1,...,m}, ensemble des indices des n stations de R ;

- I;
{J(k)}lgkss une partition de
K, loi de service & transformée de Laplace rationnelle ;
A(n), intensité stochastique du processus des arrivées, dépen-
‘ dante du nombre de clients n ;
Al taux des arrivées, sur la station j, provenant de l'ex-
J térieur du réseau ;
k(i), valeur asymptotique du taux d'entrée conditionnel dans

le sous-ensemble Dk(i) ;

M, loi de service (ou des arrivées) exponentielle ;
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m, nombre de stations du réseau R ;

., taux de service d'une station j dont la loi de service
est exponentielle et indépendante du nombre de clients
gqu'elle contient ;

U= (ul,...,um), vecteur formé par les taux de service de m
stations ;
uj(n.), taux de service d'une station j dont la loi de service

est exponentielle et dépendante du nombre de clients
qu'elle contient ;

N, nombre de clients dans le réseau ;

Nj’ nombre de clients dans le sous-réseau Rj ;

nj, nombre de clients dans la station j ;

Ej' espérance du nombre de clients dans la station j ;

vk(i), limite asymptotique du taux de sortie du sous-ensemble
Dk(i) i

P(e), probabilité asymptotique de l'état e ;

P(g), probabilité asymptotique de 1l'état € ;

P, (n,), probabilité marginale asymptotique pour que la station j
] contienne nj clients ;

P, (N,), probabilité "semi-marginale" asymptotique pour que le
J sous-réseau j contienne Nj clients ;

©

(e), matrice de routage relative & un état e (cf. § VII.4) ;

pi.(e), probabilité pour qu'un client sortant de la station i
J se dirige sur la station j lorsque le réseau est dans
l'état e ;



T, variable aléatoire "durée de service" ;

t.s flux moyen & travers la station j ;

R, réseau de files d'attente étudié ;

Rj’ sous-réseau de R ;

CQ), macro-systéme markovien associé & R ;

S, réseau : (i) formé de stations dont les lois de ser-
vice sont exponentielles et indépendantes du nombre
de clients n,, j = 1,...,m ; (ii) canoniquement associé

J

a un réseau a lois de serxrvice générales ; i.e. : de

méme structure (méme matriceffa, méme nombre de sta-
tions), avec un méme nombre de clients ;

S—, réseau ouvert formé du complément de la station i par
rapport au réseau S ; le taux d'entrée dans ce réseau
est égal au taux de sortie de la station 1 ;

u,, moyenne de la loi de service de la station J,
J 0 < By <

var{T}, variance de la v.a. T ;

X = (xl,...,x ), vecteur solution de l'équation matricielle

m
xsf = x pour une matrice EfD4ﬂéterminée (cette matrice
correspondant & un réseau supposé irréductible et
ergodique, la solution est unique & un coefficient
multiplicateur présj.



II.2. DESCRIPTION D'UNE FILE D'ATTENTE

Une file d'attente (ou encore une "station de service")
est un systéme aléatoire composé d'un ou plusieurs serveurs, exécutant
des taches identiques, (et, sauf indication contraire, de fagon iden-

tique), et d'une salle d'attente :

v figure II.1

Pour que le phénoméne soit entiérement défini, il faut
préciser les hypothéses faites au niveau du processus des arrivées,
des temps de service, de la discipline d'attente, de la capacité de

la salle d'attente, du nombre de serveurs.

L'ensemble des hypothéses relatives & une file d'attente

est généralement précisé & l'aide de la nomenclature

V/W/X/Y/Z

ol : V précise le type du processus des arrivées,
W la loi de service,
X le nombre de serveurs,
Y la discipline d'attente,

Z la capacité de la file.

IT.2.1. PROCESSUS DES ARRIVEES

Ce processus est généralement défini & l'aide de la loi de

distribution des temps d'inter-arrivées. La loi la plus facilement ex-
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ploitable étant la loi exponentielle puisque, dans ce cas, le proces-—
sus des arrivées est poissonnien. Pour reprendre la nomenclature de
Kendall, une telle loi est symbolisée par la lettre M. De méme, les
lettres H, E, D, G, K symbolisent respectivement une loi hyperexpo-
nentielle, Erlang, déterministe, générale, & transformée de Laplace

rationnelle.

II.2.2. CAPACITE DE LA FILE ET DISCIPLINES D'ATTENTE

Un client arrivant dans le systéme est pris immédiatement
en charge dans la mesure ol un serveur est disponible (i.e., sauf
dans le cas particulier des serveurs "autonomes" (cf.@EE—77%), s'il
existe un serveur inactif). S'il n'y a pas de serveur disponible, le
client est mis en attente dans la file dans la mesure odl la capacité
de la "salle d'attente" le permet ; sinon, le client n'est pas admis

dans le systéme.

Lorsqu'un serveur devient disponible, il prend en charge
un nouveau client de la file selon l'ordre décrit par la "discipline

d'attente" ; les disciplines les plus communes sont :

a) la discipline PAPS ("premier arrivé-premier servi"), ou FIFO

("First-In - First-out"), ou encore FCFS ("First-Come - First-Served").

b) la discipline DAPS ("dernier arrivé-premier servi"), ou LIFO

("Last~-In - First-Out"), ou encore LCFS ("Last-Come — First-Served").

Relativement & la nomenclature précédente les discipli-
ne et capacité par défaut sont la discipline PAPS et la capacité in-

finie (e.g. : M/M/1).

Il existe bien sfir une infinité de disciplines possibles
mais celles-ci correspondent généralement & des problémes qui n'ont

pas encore regu de solution simple.

En plus des deux disciplines précédentes, on peut citer

quelques disciplines préemptives qu'on retrouve dans la modélisation



- 20 -

des systémes informatiques. Dans une discipline avec préemption le
service d'un client peut &tre exécuté séquentiellement ; les plus

utilisées sont les suivantes :

a) la discipline LIFOP ("Last-In - First-Out with Preemption"), ou
LCFSPR ("Last-Come - First-Served-Preemptive-Resume"). Cette discipli-
ne est semblable & la discipline LIFO, la préemption mise a part ;
lorsqu'un client arrive dans le systéme, il est pris immédiatement

en charge par le serveur ; si le serveur est préalablement occupé

4 servir un client, ce dernier voit son service interrompu et rejoint

la téte de la file.

b) la discipline RR ("Round Robin") ; cette discipline traite les
clients selon l'ordre PAPS mais le service est interrompu au bout
d'un intervalle de temps At (le “guantum") dans la mesure ol le ser-
vice n'a pas été achevé avant cette limite ; dans ce cas, le client

rejoint la fin de la file d'attente.

c) la discipline PS ("Processor Sharing") ; cette discipline repré-
sente la limite de la discipline précédente lorsque At + O. Cette
discipline qui permet d'obtenir une modélisation approchée (au sens
d'une hypothése {ﬁ;;) permet d'obtenir des résultats plus facilement
qu'avec la discipline RR. Ainsi, chaque client recgoit %—temps de ser-
vice par unité de temps s'il y a n clients dans le systéme (et un

serveur unique).

On obtient une file particuliére lorsqu'on suppose gue le
nombre de serveurs est infini. En effet, dans ce cas, a l'arrivée
d'un client, il existe toujours un serveur disponible et donc la salle
d'attente est toujours vide. Ce type de systéme est trés intéressant
car on peut ainsi modéliser des temporisations aléatoires ou des re-
tards purs. On parle alors de discipline IS ("Infinite Servers"), ou

NQ ("No Queueing").
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IT.2.3. LOIS DE SERVICE

tielle.

"durée du service

Prob {t < T € t + at}

vante :

Prob {T g t + v

La loi de

Soit U le

Cette loi

T >

service la plus utilisée est la loi exponen-

taux de la loi et T la variable aléatoire

on a
= ne Mt at (II-1)

posséde la propriété trés intéressante sui-

v} = Prob {0 < T € t} (II1-2)

Grace & cette propriété markovienne (i.e.l' "absence de

mémoire" du processus), il existe des techniques simples de résolu-

tion dans la mesure ol le processus des arrivées est lui-m@&me marko-

vien.

et

variation

var{T}

Pour cette loi de service, on sait que :

=

E{T}

(I1-3)

(I1-4)

Compte-tenu de la définition du carré du coefficient de

cv2{T}=

Var{T}

[e{ry]?

(T1-5)

on a encore :

ovP{T} =

Ainsi,

(I1-6)

les lois dont le coefficient de variation est su-

périeur & l'unité seront dites hyperexponentielles. Une légére ambigui-

té existe puisqu'il a été donné le nom de loi "Hyperexponentielle" a
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un type particulier de loi hyperexponentielle admettant la loi de

distribution :

Prob {t < T € t + dt} =

I o~/
]
~
pa

(1)

et schématisé de la fagon suivante

e e [ [ro— P g Pes—— pre—— e, .!

l

figure II.2

Le client recoit avec la probabilité wj un service dont

la loi est exponentielle de taux Uj, j=1,...,k. On a bien sfr :

W,
J
o,
-1 (II-7)

2
2

ce coefficient étant toujours supérieur & 1l'unité

(si k > 1) en vertu de 1'inégalité de Schwarz et compte tenu que
a) les termes U, et wj sont tous positifs,

b) ler termes wj sont inférieurs & l'unité.

~ =

(1) I1 ne peut y avoir gu'un seul client & la fois a l'intérieur
du systéme délimité par les pointillés.
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De méme les lois dont le coefficient de variation est in-
férieur & 1'unité sont dites hypoexponentielles. L'exemple le plus
courant étant la loi Erlang d'ordre k que l'on schématise de la fa-

gon suivante :

figure II.3

Pour cette loi, on a :

E{T} = -};— (I1-8)

var {T} = 55- (IT-9)

n

ce qui entraine

1 -
CVZ{T} - (I1-10)

Il peut 13 encore exister une légére ambiguité étant
donnéque certains auteurs (cf. [LEY—77])'donnent le nom de loi "hypoex-

ponentielle” & la famille de lois se schématisant ainsi

figure I1.4

et pour lagquelle :

K
CE{T} = } (II-11)

K
var {T} = ) —= (I1-12)
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E 1
. .2
2 =1
cvi{T} = 2 J (II-13)
k 2
( ) e
=1 "3
Etant donné que les taux uj sont positifs j=1,...,k,
on a toujours
2
cvi{T} < 1 (II-14)

Il existe une loi plus générale : la loi de Cox ; cette

loi & transformée de Laplace rationnelle (comme les précédentes) peut

se schématiser de la facon suivante

figure II.5

Selon les valeurs des différents paramétres, cette loi

peut &tre hyperexponentielle ou hypoexponentielle.

Dans la suite, on supposera toujours que a, = 1, car,
dans un réseau, si tel n'est pas le cas, on peut toujours s'y rame-

ner en modifiant la structure du réseau (cf. in fine).

Le carré du coefficient de variation de cette loi s'ob-
tient généralement par l'intermédiaire de la transformée de Laplace
de la fonction densité

] W

k J

* 1

£(s) = ) Jl-a)(Ta,_)(I1 —) (11-15)
j=1 3 T sty

puisque a_ = 1.
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Compte tenu de ce que

E {17} = (-n)" g (n) (0) (II-16)
on obtient en effet :

*(2)
CVZ{T} = + £ " (II-17)

e* (o):]2

I1.2.4. STATIONS MULTICLASSES

Le fait qu'il puisse exister plusieurs classes de clients
n'a pas été envisagé dans les paragraphes précédents afin de ne pas

compliquer 1l'exposé des généralités.

Notons néanmoins que pour une station multiclasses, il
peut exister des priorités au niveau de la discipline d'attente ;

leurs régles doivent alors étre précisées dans la nomenclature Y.

Il se peut aussi que la loi de service dépende de la clas-
se du client (ceci devant alors &tre précisé dans la nomenclature W).
Cette possibilité sera envisagée dans le paragraphe suivant consacré

d la description des réseaux.

II1.3. DESCRIPTION DES RESEAUX

Un réseau de files d'attente est un modéle de phénoménes
d'attente composé d'un ensemble de "stations de service" & travers
lequel circule une population de "clients" ; ces derniers passant

d'une station & 1l'autre selon des régles définies & l'aide de proba-
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bilités de transition (ou probabilités de "routage", ou encore, de

"passage") .

IT.3.1. RESEAUX EXPONENTIELS (& classe unique de clients)

On appelle réseau exponentiel un réseau dans lequel les
serveurs de toutes les stations obéissent & des lois de service ex-
ponentielles et pour lequel la matrice de routagesa = ((pij)) ne
dépend pas de l'état du réseau ; i.e. : la probabilité Pij qu'un
client se dirige vers la station j en quittant la station i est in-

dépendante de 1'état du réseau.

De plus, les disciplines d'attente sont FIFO et les capa-

cités des salles d'attente sont illimitées.

Historiquement, les premiers résultats analytiques relatifs
au comportement asymptotique ont été obtenus pour des réseaux expo-
nentiels. Les premiéres études ont été consacrées aux réseaux ouverts
ne comportant pas de "bouclage", i.e. : dans ces réseaux, la probabi-
lité pour qu'un méme client puisse passer plus d'une fois dans une
méme station est nulle. On a alors utilisé le fait que le processus
de sortie d'une file M/M/r/FIF0O/«~ est asymptotiquement poissonnien
(ct. [BUE—56]). Ayant d'abord étudié le cas particulier de deux sta-

tions exponentielles en série, R.R.P. JACKSON obtint ensuite les

probabilités d'état asymptotiques d'un réseau ouvert quelcongue sans

"rebouclage" (cf. [JAN-54], [JAN—56:[) :

figure II.6
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Si e = (nl,...,nm) est un état du réseau ol ni est le

nombre de clients dans la station i, les probabilités d'état P(e)
vérifient ce qu'on a appelé une "forme produit" (product form), a
savoir :

m

P(e) = 1I pi(ni) (I1I-18)
i=1

ol pi(ni) est la probabilité asymptotique d'une file
M/M/r dont le service est identique & celui de la station i et dont
le taux du processus poissonnien des arrivées est égal au flux moyen

traversant la station i.

C'est en 1957 que J.R. JACKSON généralisa ces résultats
pour un réseau ouvert avec "rebouclage" (cf. [?AN—Sj]) ; la probabi-
1lité d'un tel réseau étant donnée par :

m

P(e) = 1 pi(ni)
i=1

X, X, n,
i iy i
avec Pi(ni) = (1 - ﬁ—) (ﬁ*) si le serveur est unigue
i i

ol le vecteur x (xl,...,xm) est la solution unique du

systéme :

m
A, + ) x.p,, = X, i=1,...,m (I1-19)

cette solution étant unique compte-tenu de ce que les réseaux
considérés doivent étre ergodiques. X est donc ici le flux moyen

traversant la station i.

C'est-a-dire due pi(ni) est encore identique & la probabi-

1ité d'une file M/M/r isolée dans le cas d'un réseau avec rebouclage.

Le méme auteur généralisa sa recherche précédente en mon-
trant en 1963 (cf. EJAN~6§]) qu'on obtient encore une formule du pro-
duit lorsque le taux A(n) du processus des arrivées dans le réseau

dépend du nombre n de clients dans le réseau et lorsque chaque station
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peut avoir un taux de service dépendant du nombre de clients qu'elle

contient.

Ce dernier travail semble introduire tout naturellement
le résultat de GORDON et NEWEL (cf. [bON—6i]) qui donnérent la solu-

tion pour le réseau exponentiel fermé contenant N clients :

P(e) = = (II-20)

a) E est l'ensemble des états e :

E = {(nl,...,nm) :¥i=1,...,m n, entier positif ;

i=1

1 si n, = 0
T = -

b) i(ni) n. (11-21)
I u,(3) sin, >0
. i i
j=1

c) x = (xl,...,xm) est solution de l'équation matricielle

X 63= x. Cette solution étant unique & un coefficient mul-

tiplicateur prés.

Ces derniers résultats ont &té démontrés en prouvant gue
la distribution des probabilités d'état asymptotiques proposée vérifie
les "équations d'équilibre global" (global balance equations). Chacune
de ces équations traduit, pour un état e, quelconque, l'équilibre
suivant :

P(e). {Z(taux de sortie de e)}

= Z P(e'){Z(taux de e' vers e)} (I1-22)
e'& B

Ces équations caractérisent le comportement asymptotique
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du systéme.

Ayant trouvé une distribution qui vérifie ce systéme d'eée-
quations ainsi que 1' "équation de normalisation" :
) Ple,) =1 (11-23)
: J
3
on sait que cette solution est unique en vertu du théoré-

me ergodique.

II.3.2. RESEAUX A "COMPORTEMENT EXPONENTIEL" ET RESEAUX MULTICLASSES

Un autre type d'équations, les "équations d'équilibre
local"™ (local balance equations) permet d'étendre les résultats du
paragraphe précédent & certains réseaux non exponentiels
(cf. [WHE—68] R ECHY—?Z]). Une équation 4'équilibre local traduit le

comportement asymptotique suivant :

taux de sortie de e par départ d'un client

P(e).
de la station i
(11~24)
= z p(e') taux de sortie de l'état e' pour entrer dans
e'€e E 1'état e par arrivée d'un client dans la station i

Il est clair que s7 ces équations d'équilibre local sont

satisfaites, qlors les éguations d'équilibre global sont satisfaites.

Ces éguations d'équilibre local sont vérifiées pour les
réseaux exponentiels. Il a été montré que certains réseaux non expo-
nentiels possédent cette propriété (cf. [CHY—?Z], [ﬁAT—75]). Il s'*agit
de réseaux pour lesquels la matrice de routageg3 est fixe et pour
lesquels chaque station (& capacité non limitée) peut &tre classée

dans - 1'un des quatre types suivants :
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type 1 : serveur exponentiel unique (éventuellement a taux dépendant

du nombre de clients), discipline FIFO

type 2 : serveur unique obéissant & une loi de service générale,

discipline PS

type 3 : serveurs obéissant & une loi de service générale et en

nombre supérieur au nombre de clients (i.e. : discipline IS)

type 4 : serveur unique obéissant & une loi de service générale,

discipline LIFOP.

Les probabilités d'état asymptotiques du systéme s'expri-

ment 1a encore sous une forme produit :

T 9;(m)
i=1

P(e) =

Z m (IT-25)
I g.(n,)
e &E\i=1 ~ *

Pour démontrer leur résultat, les auteurs référencés ci-
dessus ont prouvé que la distribution donnée par (II-25) vérifie les
équations d'équilibre local et donc les équations d'équilibre global,
la normalisation et le calcul des gi(ni) étant effectués comme au

paragraphe précédent.

Dans EBAT~75], ce résultat a été obtenu pour des réseaux
comportant différentes classes de clients ; chague serveur apparte-
nant & une station de type 2, 3 ou 4 pouvant obéir & une loi de ser-
vice distincte pour chagque classe de clients. La formule s'exprime
alors sous la forme :

m

P(xl,...,xm) =C igl gi'(xi) (1I-26)

ol Xi est un vecteur définissant la situation des clients
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dans la station i et oli C est la constante de normalisation.

Le terme gi(Xi) dépend uniquement de la "structure" du
réseau et, relativement & la station i, de la discipline d'attente
et des lois de service pour les différentes classes (indépendemment

des caractéristiques des autres stations).

Dans ces réseaux, le taux de service d'une station de
type 1 ne doit pas dépendre de la classe du client servi car les

équations d'équilibre local ne sont vérifiées pour

(i) des lois de service exponentielles & taux dépendant de la classe,
et pour

(ii) des lois de service non exponentielles,

que 87 les disciplines sont telles qu'un client rentrant dans la file

recoit un service immédiatement.

En fait, on peut parler pour ces réseaux de "réseaux a
comportement exponentiel" (en régime asymptotique) car leurs probabi-

lités d'état asymptotiques sont identiques & celles qu'on obtiendrait

en considérant toutes les lois de service comme exponentielles.

La notion de modéle multiclasses est intéressante. Si on
peut disposer d'une information importante (cf. 1l'ensemble ﬁjﬁ de
1'introduction), on peut considérer différentes classes de clients
(3 l'extréme, chaque client peut &tre identifié & une classe) mais

il faut bien remarquer les limites suivantes :

a) si le nombre de clients N n'est pas petit, le nombre de classes
doit rester modéré pour que les formules restent exploitables au

niveau des calculs numériques.

b) si pour une station, la discipline d'attente est FIFO et le nom-
bre deserveurs inférieur & N, alors la loi de service (exponentielle)

doit étre indépendante des différentes classes de clients.

Aussi, on ne peut pas utiliser les résultats ci-dessus
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pour un réseau contenant deux classes de clients et une station ayant
une discipline FIFO et, soit un serveur exponentiel de taux ul pour
la classe 1 et de taux uz pour la classe 2, soit un serveur obéissant

d une loi de service générale.

II.3.3. RESEAUX A LOIS DE SERVICE GENERALES

On désigne généralement par cette qualification un réseau

de stations tel que :

a) la matrice £§)est fixe

b) 1l existe des stations telles que :
- la discipline d'attente est FIFO,
- la loi de service est générale,
- le nombre de serveurs est inférieur au nombre maximal

de clients.

c) les autres stations ont un "comportement exponentiel™

(cf. le paragraphe II.3.2)

On distingue de plus le cas ol pour les stations n'ayant

pas un "comportement exponentiel", le serveur est unique.

I1 n'existe pas actuellement de solution analytique géné-
rale exacte pour ce type de réseau ; c'est ce qui a motivé la recher-
che de solutions approchées. Celles-ci font appel aux techniques de
diffusion (cf. [GEE— 75], [KOI—WQ) ou de décomposition (cf. ECOS—77J)
ou encore aux méthodes itératives (cf. [?HY—75 ]) ; ces derniéres

pouvant en un certain sens &tre classées dans les technique de dé-

composition.

Les méthodes approchées proposées aux paragraphes VI et

VII s'appliquent & cette catégorie de réseaux.

A notre connaissance, une seule méthode (cf. E?EE—77b}) a
été proposée dans le cas ol le réseau contient une clientéle multi-

classes.
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I1.3.4. RESEAUX GENERAUX

En introduisant des conditions de dépendance sur le com-
portement des serveurs et des clients (tant dans les files d'attente
que sur les circulations entre stations), on finit par modéliser un
systéme de traitement & "haute dépendance" trés différent d'un réseau
de filesd'attente classique. Le modéle est alors trés complexe et il

ne semble pas raisonnable de penser qu'on découvre prochainement des

méthodes analytiques simples pour ce type de probléme.

Seulesla simulation ou une méthode numérique (cf. [STT—76])
permettent d'obtenir de bons résultats pour ce type de systéme, et ce,
dans la mesure ol la dimension de ce systéme n'est pas trop importan-

te.

Nous ne citerons ici que deux types de généralisations (les
plus importantes & notre avis) pour lesquels certaines études ont dé-
ja été faites :

-

a) la matrice de routage dépend de 1l'état e = (nl,...,nm) du réseau :
€
Fe) = (py e

b) certaines stations possé@dent une salle d'attente & capacité limitée.

Notons que la méthode approchée proposée au paragraphe VII

peut s'appliquer dans ces deux cas sous certaines restrictions.



11 - MODELISATION MARKOVIENNE - NOTION
DE TAUX DE SORTIE CONDITIONNEL

IIT.1. MODELISATION MARKOVIENNE

Soit R un réseau de files d'attente fermé, composé de

m stations et contenant N clients.

Soit e = (nl,...,nm) un état de R ol n, est le nombre

de clients dans la station i.
Soit E l'ensemble des états de R.

Pour tout état e, il existe une probabilité de transition
ou de "routage" pij(e) pour qu'un client quittant la station i entre

dans la station j.

On suppose que les distributions des temps de service
des stations possédent des transformées de Laplace rationnelles ;
les coefficients étant supposés réels dans le but de simplifier

1'écriture.
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Soit /?Jle macro-systéme markovien homogéne associé & R
obtenu en considérant les états fictifs issus de la décomposition des

lois de service en lois de Cox (cf. [COX—-SS]).

Soi = o re e j 5 :6& W

cit d (nl,jl, ,nm,jm)un état de od n, est le
nombre de clients dans la station i et ot ji est 1'état (ou la "phase")
du service de la station ; si la station i posséde plusieurs serveurs,

ji est un vecteur.
Soit A l'ensemble des états de :ﬁz.

Notons que 1l'état e de E peut aussi étre considéré comme

un sous-ensemble {e} de A.

Autrement dit, le processus stochastique {Et} a espace
d'état fini ou infini dénombrable qui prend ses valeurs dans A est

un processus de Markov.

De plus, tous les réseaux R que nous étudions sont tels
que le processus de Markov soit irréductible ; en effet la chaine
de Markov associée a jﬁgne contient pas d'ensemble absorbant et tous
ses éats forment un ensemble fermé unique. Si tel n'était pas le cas,

cela correspondrait & une mauvaise formulation du probléme qu'il

faudrait alors décomposer selon le nombre de sous-chaines.

IIT.2. DEFINITION DU TAUX DE SORTIE CONDITIONNEL

Le systéme :ﬁg, qui peut se schématiser par un graphe de
transition, traduit donc 1l'évolution d'un processus markovien supposé

ici homogéne.

Soit & un sous-ensemble de A.
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On définit le taux de transition conditionnel de § vers &'

a4 1l'instant t sachant que le systéme est dans un état du sous-ensemble

§ par :
2::[5:: u(d,dw]_. 2(d,t)
é ¥ ]
v(s,8r,ey = 2€01ded (III-1)
Z q(d,t)
de
ol : . §(d,d") est,par définition, le taux de transition de l'état
d vers 1'état 4'; sa connaissance découle immédiatement de
la connaissance de Sﬁb.
. g{d,t) est la probabilité de 1l'état d a l'instant t.
Soit I = {1,2,...,m} 1'ensemble des indices des stations
de R.

soit {J(k)} une partition de I (od s € m).

1gkgs

Soit Dk(i) et DE(j) deux sous-ensembles de A tels que

D, (i) = {d : d € A, § n_ =1i }

k v e J(k) v
Dg(j)={d: aen, nv=j}
v e I\J (k)
Quel que soit k, {Dk(l)}OSiSN et {DE(J)}OSjéN sont donc

deux partitions de A :

N
) D (1) =A Wk
i=
N
Uz - w
=0

De plus, puisque le réseau R est fermé, on remarque que
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Dk(l) = DE (N~-1) i=0,...,N

Pour un sous-ensemble gquelconque Dk(i) de A, on appelle
"taux de sortie conditionnel" de Dk(i) le taux de transition condi-
tionnel du sous-ensemble Dk(i) vers le sous-ensemble Dk(i—l), sachant
que le systéme est dans un état du sous-ensemble Dk(i). Si on note

v[Dk(i),t] ce taux de sortie conditionnel, ce dernier s'écrit

b 2___‘ n, 3, () p_ (@) |ala,t)

ae Dk(i) vedlk u € 1\J (k)
v[Dk(i),t]
§ q(d,t)
dé.Dk(i)
(III-2a)
ot : . pvu(d) = pvu(e) ¥ d € {e}

nv(jv) est le taux de sortie de la station v lorsque son

service se trouve dans 1l'état jv.

Pour un méme sous-ensemble quelconque Dk(i) de A, on appelle
"taux d'entrée conditionnel" de Dk(i) le taux de transition condition-
nel du sous-ensemble Dk(i) vers le sous-ensemble Dk(i+1), sachant que le
systéme est dans un état du sous-ensemble Dk(i)' Si on note X[Dk(i),t]

ce taux de sortie conditionnel, celui-ci s'écrit

_ r S (I o q(d,t)

" . V
. de Dk(l) v & I\J (k) u€&J(k)
K[Dk(l),tﬂ
} q(d,t)
d& Dk(i)

(IIT-2Db)

Pour le réseau fermé R, on voit que l'on a
Ao, (1), €] = v[p-mv-1),£]

étant donné que Dk(i) = DE(N~i)
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Dans les paragraphes suivants, on s'intéresse plus particu-
liérement & la valeur asymptotique des flux de sortie conditionnels

relatifs & des sous-ensembles de type Dk(i), et on note

v (1) = 1im v[p, (1), t]
>0
(ITI-3)
A (D) = 1im A[D, (4),¢]

III.3. PROPRIETE IMPORTANTE DU TAUX DE SORTIE CONDITIONNEL

On considére le régime asymptotique du systéme markovien
irréductible i?& dont l'ensemble des états est A et on fait 1'hypothése

suivante :

Hypothése HI1

Il existe une partition (Ai)Osiéq de A telle que

vi, vjez et |3 >1

Prob {¢(t+dt) = i+j |¢(t) = i} = o(dt)

ol : . ¢(t) est le processus stochastique associé aux états Ai de

la partition (Ai) plus précisément ¢(t) = i si

Ogigqg i
1'état a l'instant t éLAi.

. 0 (dt) est un infini petit tel que

o(dt)

a0

lim
dt 0
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Définitions

Soit P(i) la probabilité asymptotigue gue l'état 4 du
systéme :ﬁ% appartienne & Ai' et soit :

i} (III-4)

I
’-J
+
=
<
c
I

[X(1)at+o(at)] = prob {¢(t+at)

i} (III-5)

1
.
1
A
-
A
1

[V (i)at+o(at)] = Prob {¢(t+dt)

Théoreéme

Pour tout systéme markovien satisfaisant Hl, on a :

X(1)P (i) = V(i+1)P(i+1) (III-6)

Démonstration

Le systéme étant considéré en régime stationnaire, on a :

Prob {d(t) = 1 et ¢(t+dt) # i} =

prob {¢(t) # 1 et ¢(t+dt) = i} + o(dt)

Ce qui peut encore s'écrire :

) Prob {¢(t) =i et ¢(t+dat) = i-j} =

jeZ

j#0

i-n<3<i
) Prob {¢(t) = i-j et ¢(t+dt) = i} + o(dt)
jeZ
j#0
i-n<j<i
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) {P(i).Pmﬂa [¢(t+at) = i-j | ¢(t) = iI} =

jez
3#0
i-n<j<i
) {P(i—j).Prob [¢(t+dt) =1 [¢(t) = i-j]}+ o (dt)
jez
3#0
i-ngj<i

Compte tenu de l'hypothése H1, on obtient

a) pour i > 0
p(i) {[M(i)at+o@t) [+[V(i)at+o(ar)]} + o(at) =

P(i-1). [X(i-1)at+o(at) J+p (i+1) [V(i+1)dat+o(at)] + o(at)

soit, puisque Lim Oéit) = 0
dty0
P(i)X(i) + P(i)G(i) = P(i-1)A(i-1) + P(i+1)V (i+1) (IIT-7)

b) pour i = 0

p(0) [A(0)at+o(at)] + o(at) = p(1) [V(1)dt+o(dt)] + o(dt)

ce gui donne puisque lim Qé%EL =0
dty0
P(0)A(0) = P(1)V(1) (IT1-8)

En prenant i = 1 dans l'équation (ITII-7) et en utilisant

l'équation (III-8), on obtient :

P(1)A(1) = P(2)v(2)

Supposons vérifiée la relation

X(i-2)P(i-2) = v(i-1)P(i-1)
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on obtient immédiatement, compte tenu de (IIIL-7)

A(i-1)P(i-1) = V(i)P (i)

ce gui achéve la démonstration par récurrence.

Notons que, compte tenu de la démonstration qui précéde,

on a :
a) V(i).Prob {¢(t)=i} = Prob {¢(t)=i et ¢(t+dt)=i-1}

= lim P ) S u(@,d"); g(d,t)
tHoo dE.Ai d'éAi_l

b) A(i).Prob {¢(t)=i} = Prob {$(t)=i et ¢ (t+dt)=i+1}

= lim - L u(@,dn} qd,t)

£/ deAi d eAi+1

Comme, quel que soit k,; la partition {Dk(l)}OSiSN intro-
duite au paragraphe précédent vérifie 1'hypothése Hl' il est clair que

la relation (III-6) permet d'écrire

)\k(i)P(i) = \)k(i+1)P(i+1) (III-9)

Remarquons encore que la relation (III-6) peut aussi
s'appliquer pour toute partition décomposant l'ensemble A en deux
sous—ensembles ; l'un de ces sous-ensembles contenant les états

auxquels on s'intéresse plus particuliérement.

Notons bien que les termes de la formule III dépendent
de tout le réseau considéré (on reviendra sur cet aspect au chapitre

VII).
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II1I1.4. CAS D'UNE FILE A(n)/K/1
III.4.1. DEFINITION

On définit par A(n)/K/1 une file pour laquelle

(i) le processus des arrivées est "poissonnien"avec un taux A(n)
dépendant du nombre de clients dans la station ; en termes mathéma-
tiques plus précis : le processus des arrivées est un processus ponc-
tuel dont l'intensité stochastique (1) dépend du nombre de clients

dans la file. On suppose en général qu'il existe N tel que :
A(n) >0 ¥n <N
A(n) =0 ¥n2*N

(ii) la fonction de répartition des temps de service de la station

posséde une transformée de Laplace rationnelle.

III.4.2. GRAPHE MARKOVIEN ET TAUX DE SORTIE CONDITIONNEL

Compte tenu que la fonction de répartition des temps de
service posséde une transformée de Laplace rationnelle, il existe un
graphe markovien & états fictifs associé & cette file d'attente ;
i.e. le processus de Markov {Et} posséde un nombre fini d'états si

k < +® et N < +° ou infini dénombrable si k = +® ou N = +*,

51 'on reprend l'exemple de la loi de Cox schématisée a

la figure II-5, le graphe markovien associé & la file d'attente peut

se représenter comme celul de la figure III-1 (ol bi =1 - ai)

(1) pour une définition mathématique formulée dans le cas général,
voir par exemple [?RD—77]



O — . A —

- 43 -

ti+!3) Hy.ag

“““““ % (i+1,k)

—
Ir)

B

— P (3 sk)

/

Ul-b]
A2 | Y | B!
(2:]) U;Ta] 7" (Z’k)
TR ACH) l
1 { Yy
A vy 2
m i Lo 1 ACH ACH)
SR (1,
P83 -~

figure III-1

On peut ainsi définir les probabilités asymptotiques

p(n,j) correspondant aux états (n,Jj) ;

la station est dans un état

(n,j) lorsqu'elle contient n-clients et gue le serveur se trouve

dans la phase j.
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Compte tenu de la définition donnée au paragraphe III-2,
en régime asymptotique, le taux de sortie V(n) d'une telle file sachant

gu'elle contient n-clients est égal a

k k
N b P (n,3) ) b.u.p(n,3)
v(n) = 3= = = , (II1I-10)

k
Z p(n,J) P(n)

Soit An le sous-ensemble des états tel gque la station

contienne n clients
k
A = Z {(nlj)}

s . , , . _
ILa partition (AD)OSHSN satisfait 1l'hypothése H1 du para
graphe III-3 ; il est donc clair que, pour une file d'attente A(n)/K/1,

la relation (III-9) est satisfaite, i.e. on a :

v(n)P(n) = A{n-1).P(n-1)

Cette relation peut d'ailleurs, pour une telle file d'at-
tente, se démontrer algébriquement de facon immédiate : 1'étude en
régime stationnaire du graphe markovien de la planche III-1 permet

d'écrire les équations

a) n=1

A(0).p(0) =

| o~

b.u.p(1,3) = v(1).P(1) ; (III-11)
. 73

j=1
by n>1

k
Mo=1).p(n=1,1) + ] bup(nl,3) = A(mp(n,D+ugpln, 1), (I1I-12)
j=1
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X(n—l).p(n-l,j)+aj_1uj_1p(n,j-1) = A(n)-P(n:j)+UjP(n:j)r

§ =2 " (ITT-13)
PR

additionnant 1l'équation (III-12) & (k-1) fois 1'équa-

tion (III-13), on obtient :

k k
] An-1)p(n-1,3) + ) b, jHyP(0+1,3)
j=1 =1
k k
= ) An).p(n,3) + ) b,u.p(n,3) .
j=1 j=1 7

Soit, compte tenu de la définition de v(n)

Aln-1) . P(n-1)+V(n+1).P(n+l) = A(n).P(n)+V(n).P(n) (IIT-14)

Relation qui, compte tenu de (III-11), permet de retrouver

la relation (III-9).

TII.4.3. CALCUL DE LA SUITE {v(n)}

I11.4.3.1. Cas général

A partir du graphe de la planche III-1 et en

posant :

c(n,j) = X p(n,J)

on écrit les équations

a) n=1
[x<1)+u.+1]
c(l,j) = —I2 c(1,3+1) 1<5 <k (III-15)
u.a.
33
, k
A(0) = Z My (1- aJ c(1,3) (III-16)

(puisque a = 0)



b) 2 <& n«< N

c(n,j) =

[X(n-—l)ﬂi1

c(n,j) =

. g(n:J)

. hin,3)

On
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A (ny+u. ] _
j+1 c(n,j+1) — _>.\_(_n__]:_)_

.a, .a,
u] J HJ J

c(n-1,3+1) 1 <3<k

(IIT-17)

K
] ctn-1,1) = }

U, (1-a.)e(n,3)+A(n-2)c(n-2,1)
. J J :

1 (ITI-18)

partir de l'équation (III~17), on peut écrire :

g(n,j)c(n,k) - h(n,j)c(n-1,k) 1 €3 <k (III-19)
RCSE TR
= g(n,j+1) avec g(i,k) =1
H.a,.
i3
[x(n)+uj+1] h(n,j+1)+A(n-1)d(a-1,3+1)
3%
avec h(,n,k) =0
s _ cn-1,3+1)
d(n-1,3+1) = =021,

pose :

k
G(n) = ) g(n,3)

j=1

k
E(n) = ) u.(l-a,)g(n,j)

Lo J

=1

k
H(n) = ) h(n,3)

j=1

k
L(n) = Z My (1-ah(n,3)
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k
cn) = )} cl(n3)
j=1
L'équation (III-18) peut alors s'écrire :
[A(n—1)+u1]c(n—1,1) = E(n)c(n,k) - L(n)c(n-1,k) + A(n-2)c(n-2,1)

ce qui donne :

[An-1)+1, Je(n=1,1)~A(n=2) ¢ (n=2,1) +L (n) ¢ (n~1,k)

cin,k) =
E(n)

puis, en réutilisant l'équation (III-19)

c(n) = G(n)c(n,k) - H(n)c(n-1,k)
On obtient finalement la valeur v(n) & l'aide de la

relation :
_ a C{n-1)
vin) = A(n-1) o

Ce calcul est initialisé au moyen des équations (III-15)

et (ITII-16) qui permettent d'écrirxe :

A{1)+u

g(1,3) = ——2L g (1,3+1) 1 g9 <k
R
J3J
avec g(l,k) =1
h(1,j) =0 vV ij=1,...,k
et donc :
_A0)
c(l,k) = (1)
_ (0)
C(l) = G(1) x E(1)
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Par ailleurs, pour n = N, les équations (III-17) et

(ITI-18) restent valables ; on a alors A{(N) = 0.

Notons gu'avant d'effectuer le calcul de V{(n+l), il est
nécessaire de calculer les valeurs d(n,j), j = 1,...,k & 1'aide de

1'équation (III-19) ; on a :

c(n—-1,k)
c(n,k)

_ C(nlj) _

d(n,j) = c(n,k) = g(n,j) - h(n,j) X%

III.4.3.2. Calcul de la suite {v(n)} pour une loi de Cox

a deux états fictifs.

D'aprés le paragraphe III.4.1., on a par
définition :

Ul(l—al)c(n11)+U2 C(nr2)
V(n) = cm ) +o(m,2) (III-20)

ce qui entraine que :

c(n,) _ M2V
c(n,2) V(n)-ul(l—al)

Compte tenu des relations (III-9) et (IITI-17), on obtient ;

pour n > 1

M~V (n) _ K(n)+U2 Mo V(n-1)-y, (1-a,) v ()
v(n)-ul(l—al) a a iy Uz-ul(l-al) A{n-1)
H,-V(n)
1 + 2

V(n) -y, (1-a,)

Ce qui donne :

) A(n)ul(l—a1)+u1u2
(K(n)+U1+u2)—V(n—1)

V(n) n>1 (ITII-21)
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Pour le cas particulier de v(1), on obtient, de la méme
fagon, a4 l'aide de l'équation (III-15) :
-a, )+
k(l)Ul(l al) uluz

v(l) = (ITI-22)
A(1)+u2+a1u1

On peut ainsi calculer trés rapidement par récurrence

la suite {V(n)} a l'aide des équations (III-22) et (III-21).

II1.4.3.3. Loi Erlang-k

Dans ce cas particulier :

a, =1 ¥j =1,...,k-1
J

U.=']§ ¥j = 1,...,k
J u

En posant :

¢

n

A (n)

~le

s =1+ ¢

=}
=]

On a les équations

a) n=1
c(l,3) = s1 c(1,3+1) 1€ 3 <k (III1-23)
k
A0) == c(1,k) (I1I-24)
u
b) 2 £ n <N
c(n,3) =8 c(n,j+)-¢ _, c(n-1,3+1) 1 <3<
c(n,k) = Sn_1 c(n—l,l)-—(l)n_2 c(n-2,1)

Ce qui donne, compte tenu des notations du paragraphe III-4.3.1.
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s¥-1
C(n) = —=— c(n,k) - H(n)c(n-1,k)
d)n
C -
V(n) = A(n-1) —éﬁ;%l'

Ce calcul étant initialisé a 1l'aide des équations

(III-23) et (III-24)

c(l,k) = ¢o
(s?—l)
Cc(1) = ——— %X ¢
¢1 o
)
\)(]_) =—]_S- X kl
u Sl_l

I1 est encore possible de calculer les éléments de la
suite {v(n)} de la ménme fagon qu'au paragraphe précédent, i.e. par

récurrence. Dans [MAE—7§], on a démontré la relation de récurrence

(III-25)
v(n) =% x 1
3 y=1 2 £ 3
E (0) + ) (-1) .E (£J< I v(n-m) x E)
m £=1 o \m=1
avec Yy = min (n,k)
k-1 *
ol E_(p) = ‘Z s, 5 @)
J=p
n v
avec Sﬁ (p) = Z II s 4
) n \g=np ¢
P
. n ,
ol Qﬂgj,p = {( n'Va_17 Yy p) v qéi%”l' .,n—pg P
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2insi, la suite {V(n)} se calcule relativement bien, compte tenu de ce gque

* 5P q *
S , = s X S ! -1
n,3® Zo np " °n,j-g-1 71
q_
a)
s* (0) = s?
n,j n
* 3P q *
b) S = s* x _ -
nrJ(P) qzo n n-1,j-q 1(P )

ITI.4.3.4. Loi "Erlang-généralisée"

Dans [SAR—75] et [LEY—77], les auteurs se sont
intéressés & une loi de Cox particuliére qu'ils ont dénommée "Erlang-
généralisée" ("generalized Erlang") ; cette loi peut se schématiser

ainsi

=
figure ITI-2
L'espérance mathématique et le carré du coefficient de
variation de cette loi s'écrivent (cf. (II-17))
E{T} = [b+k(1-b)]/y (III-26)
i) = K+ b (k-1) [b(1-k)+k-2] (I1T-27)

b + k(1-b)]?
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Cette loi est hypoexponentielle et pour k fixé, le carré du
1
coefficient de variation peut varier de E-a 1 selon la valeur donnée

a b.

Pour une telle loi, la suite des taux de sortie condition-
nels {v(m)} peut encore se calculer par une relation du récurrence. Si
k=2, il suffit d'utiliser les formules du paragraphe III.4.3.2. ; si
k>2, la méthode utilisée ressemble a celle du paragraphe III.4.3.3.;

néanmoins, l'existence du coefficient b non nul rend les calculs dif-

férents.
On utilise les équations d'équilibre suivantes
a) n=1
c(l,j) = S1 c(l,3+1) 1 <3<k (ITI-28a)
1
c(l,1) = g-sl c(1,2) (III-28Db)
A0) =y [e(l,k) + Db c(l,1)] (I1I-28¢)

b) 2 €< ng< N

c(n,3) = Sn c{n,j+1) - ¢ c(n-1,j+1) 1 <3 <k (III-29a)

n-1

c(n,1) = é-[sn c(n,2) - ¢__, c(n-1,2)] (III-29b)
b c(n,1)+c(n,k) = Sn__1 c(n-1,1) - ¢n—2 c(n-2,1) (III-29c)
Posons
am) = S
8(n) = c(n,k)

c(n-1,k)
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_ b c(n,1)y+c(n,k)
‘ c(n,k)

4 (n)

Compte tenu des équations d'équilibre précédentes, on cal-

cule les valeurs B(n), a{(n) et &(n) & l'aide des relations récurrentes

Y"l z »@
- IR TACNINCO N S
B(n) = 1 X a S o ( _1)_¢ a(n-2) _ £=1 r v=1
M Tkl a b |["n-1"" n-2 B(n-1) 4
£ +1 I B(n-u+l)
noP Lo=1t1ps1 .
u=2
aln) = & ) s __,a(n-1)-¢ o(n=2) | _ 1?
b ZB(n) n-1 n-2 B(n-1) \
o1 L o(n-2)
o) = B (n) [Sn“la(n Do, B (n-1) }
ou : . 1'expression s* (£) obéit & la méme définition qu'au

n,m
paragraphe précédent,

. v = mnin(k,n)

et compte tenu des initialisations

s?‘l
o(0) =1, a(l) = —
a
a ¢
B(1) = ]
atbh S
1
_ b k-1
(1) =1 + S s1

En posant

. k-2
= = ¥ 3*
E @) =S @)+l jzp s¥ . (p)
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On obtient :
gy M -
vin) = En(O) =) ; En“) —7 (III-30)
s T Kzl (-1) 5 (o) (mljl V(n-m) X p)

On reviendra au paragraphe VI.6. sur l'utilisation de ces

formules récurrentes.

IIT.4.4. STATION EXPONENTIELLE CANONIQUEMENT ASSOCIEE A UNE STATION
A(n) /K/1

Soit une station A(n)/K/1 possédant une suite {v(n)}.

Considérons la station exponentielle de taux de service

dépendant du nombre de clients dans la station et tel que

(IT1I-31)

n
=]

n
b=

H{n) = V(n) 0
Proposition

Les probabilités d'état asymptotiques de la station
A(n)/K/1 sont identiques & celles de la station exponentielle intro-—

duite ci-dessus et soumise au méme processus des arrivées.

Démonstration

La démonstration est immédiate compte tenu des relations

(ITIT-9) et (III-31).

I1 faut noter que le taux de service u(n) de la station
exponéntielle associée & la file A(n)/K/1 dépend non seulement de la

loi de service de type K mais encore de la suite {X(n)}0<n<N.
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En effet, d'aprés le paragraphe précédent, V(.) dépend
généralement de A(.). Plus précisément, V(n) dépend de A(J),

i =0,...,n. (si la loi de service posséde au moins deux états fictifs).

Ceci implique la propriété suivante
soit deux files de méme loi de service de type K mais dont les proces-
sus d'arrivée respectifs différent par les valeurs des intensités

stochastiques, i.e. les suites A} et {XAr(m)}.

Soit P(.) (resp. P'(.)) la distribution des probabilités

asymptotiques de la premiére (resp. la deuxiéme) station.

Si A(n) = A'(n) ¥n<m ona:

P(J) _ _P'(3)
P(j-1)  P'(3-1)

¥ j<m
puisque V' (j) = V(j) ¥ j<m

La planche III-I montre l'allure des suites {v(n)} pour
les cas particuliers de deux lois de service respectivement hypoexpo-
nentielle et hyperexponentielle & deux états fictifs lorsque le taux
d'arrivée est constant : A(n) = o’ n=0,1,... .

Les deux lois de service étant de méme moyenne a, on

constate que, pour les deux lois

lim v(n) =

A7

c

¥n>n
o)

=J IS
c-

Ce qui signifie que, lorsque le taux de charge (p=X.£)’tend
vers l'unité, le comportement asymptotique des deux stations approche
le comportement d'une file M/M/1 dont la moyenne des temps de service
serait égale a u. En effet, dans une telle situation, les probabilités

P(O),...,P(nO) deviennent négligeables.

De plus, on peut remarquer expérimentalement l'existence
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d'une limite asymptotique de la suite {v(n)}. Calculons cette limite

pour une loi de Cox a deux états fictifs.
Si cette limite existe, soit par définition :

n
vV = lim v(n)
nfte
N
Compte tenu de la relation (III-21), V doit vérifier

la relation :

A _
o AH Uma e

V= = - (III-32)
-V
( c+u1+u2)
D'old :
(A U 41
c 1 2 1 2
S A e S N il — - -
v 2 =2 /,(Kc+“1+“2) ar ) (1-a ) -4 u,

L'étude graphique du systéme

Yy =X

AHy map+iuu,

(kc+u1+u2)-x

permet, compte tenu de l'initialisation de V(j), de retenir la

solution :
A U, U
v c "1 72 1 2
e e 2 <. - - ITI-33
V 5 > //(Ac+u1+u2) 4ACU1(1 al) 4u1u2 ( )

ce qui est conforme aux résultats expérimentaux de la planche III-I.

o
Dans BAAE—76], on a étudié la limite asymptotique Vv

pour une loi Erlang-k.

On peut noter le cas particulier remarquable de la

famille des lois de Cox telle que
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ui(l—ai) = uk i=1,...;k-1 (IT1-34)

Si on calcule pour ce type de loi l'espérance mathématique

de la durée de service, on obtient :

a A, d. ...a

E{T}=ﬁ-1—+——1—+...+————-———-——12 k-l
1M %
MU ..U
172 k-1
TR TISY Bl—a1)+a1(1—a2)+...+a1a2...ak_l]

172 k

soit :
elr} = (III-35)

1
.Uk
Pour ces lois, la relation (III-10) montre gque le taux de

sortie est constant :

V(n) = uk ¥n>0 (ITI-36)
Comme ce taux est constant, il faut qu'il soit égal a
l'inverse de 1l'espérance mathématique de la loi de service, cette

condition est bien vérifiée par la formule (III-35).

Pour k = 2, on peut encore vérifier que cette valeur

o
correspond a la solution de Vv (cf. III-33).

En fait ce résultat n'est pas trés surprenant si l'on
observe que le générateur infinitésimal du processus de service est
égal a Uk du début du service jusqu'a la fin du service. Si l'on
examine la transformée de Laplace (cf. (II-5)), compte tenu de la

condition (III-34), on a :
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3-1
kg 121 My
) =w ¢ L T oa_, ;
j=1 i=t T (s+p,)
i=1
My k=1 73 j-1 k
X El (;21 ai;; iE1 g 1=H+1(S+ui9 '
II (s+h,) J J
i=1
k-1 k-2
+{ I a;_4 I My [s+uk+ak_1uk_1]
i=1 i=1 :
compte tenu que Ui+ai—1ui—1 = ”1—1 i=2,.../k
on obtient
nk k-1
*(s) = - I (s+u,)
T (s+p,) =
. i
i=1
et donc
3% e
SRR
5%

ce qui est la transformée de Laplace de la loi exponen-

tielle de taux uk.

Terminons ce paragraphe par 1l'examen du carré du coeffi-

cient de variation d'une loi de Cox d'ordre 2.

Compte tenu de la formule (II-16), le moment d'ordre 2

d'une loi d'ordre k s'écrit :
J (III-37)

k T i3 N2l /3
2 =1
et - [l e (F 1) |3 )
j=1 2 J i21 h=l i=1
h#i

e
2, .+ ) I u
=2 (}=1 u=1 h=1 1)

u#i h#i,u
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Ce qui donne pour k = 2

2
2(1-a;)  2a; [(+u)® - wu
E{T2} = ! + 1 _1 ,2 1 2] (III-38)
2 2 2
Hy My Wy

et donc, compte tenu que

g{r?}-2 [g{r})?
[2{r}]?

cvV =1+

on obtient

2a1U1[U2—U1(1—a1)]
cv =1 - 5 (I1II-39)
(U2+a1U1)

On voit que ce coefficient est égal & 1l'unité si

u2 = ul(l-al), ce qui correspond au comportement exponentiel.

De plus, aucun des coefficients ne pouvant é&tre négatif,
on voit immédiatement que le signe de [uz—ul(l—al)] nous indique si

la loi de Cox est hypoexponentielle ou hyperexponentielle :

o < ul(l—al) ===> loli hyperexponentielle
UZ = ul(l—al) ===> Jloi exponentielle
u2 > ul(l—al) ===> 101 hypoexponentielle

III.5. UN EXEMPLE D'APPLICATION SIMPLE : REGIME ASYMPTOTIQUE
D'UNE FILE M/H2/1

IIT.5.1. METHODE HABITUELLE

On étudie une file M/H2/1 comme une file M/G/1 en considé-
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rant la chaine de Markov incluse correspondant aux instants de fin de
service (ces instants sont des instants de régénération). Les probabi-
lités asymptotiques II(n) de la chaine de Markov incluse sont obtenues
en utilisant les techniques des fonctions génératrices et de la trans-
formée de Laplace. Si G(x) est la fonction de répartition de la loi de

service générale, on a :

M(n)z" = (1-Auw) (1-2) (ITI-40)

- [J o~ (A-Az)x G(dx)]_l
0

or~18

ol u est la moyenne de la loi de service et ol A est le taux du proces-

sus poissonnien des arrivées.

Dans la mesure ol on sait réaliser l'inversion de la fonc-
tion génératrice dans la relation ci-dessus, on obtient les probabili-
tés asymptotiques cherchées P(n) grdce au théoréme de Kintchine qui

affirme que :

P(n) = II(n) (ITI-41)

IIT.5.2. LOI DE COX CORRESPONDANT A UNE LOI H2

Considérons la loi H2 dont les paramétres sont définis

par le schéma suivant :

figure III-3

ou par convention Uy > U,
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La transformée de Laplace de cette loi s'écrit :

w -
~1u1 (1A 1)U2

= H +s Ho+s (T11-42)

*
fl(S)

Considérons maintenant la loi de Cox définie & l'aide

du schéma suivant :

figure IITI-4

* Al Al >\2
£208) = (ma)) 25 + 23 ¥3s “%s
1 1 2
ou encore :

A a, a, A, A

1 12 1712

£fo(s) = (1-a,) + 5= + — (I1I-43)
2 k1+s 1 Az Al (AI Az)(A2+s)

~

Identifions fg(s) a f?(s) (dans la mesure oll une telle

identification existe) de fagon & déterminer les coefficients de la

loi de Cox en fonction de la loi H2.

On a, en identifiant les pdles a priori

ATy AL =g

ou (IT1-44)

>
l

2 T My 2 =M
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Compte tenu que les termes wlpl, (1—m1)p2, al( kl et Az

doivent &tre non négatifs, on doit toujours avoir :
- > -4
0‘1 Az) 0 (II1-45)

Ce qui, compte tenu de la convention ul > uz, entraine

A, = U
1= 1 (III-46)
2 T Hy
Hy
a, = (1-w)) (1- El—)

III.5.3. DETERMINATION DES PROBABILITES ASYMPTOTIQUES

Pour toute file M/G/1, la probabilité P(o) que la file

soit vide s'écrit

P(o) =1 - A\u

Compte tenu de la relation (III-9), les probabilités P (n)

sont données par la formule

P(n) = (l-\u)
I v

v=1

ol le taux V(v) est obtenu par récurrence a l'aide des relations
(III-21) et (III-22), apréds calcul des paramétres de la loi de Cox

{(cf. III-46).

Prenons un exemple numérique. Considérons la loi de service

H2 de paramétres wl

d'arrivéé de taux X = 0.4.

= 2/3, ul = 2, uz = 1/2, soumise a4 un processus

Cette loi posséde une moyenne u=1.
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La loi de Cox correspondant a la loi de service H2 posséde

les paramétres définis par la figure suivante :

figure ITI-5

On calcule donc les taux de sortie conditionnels

A -
Ul(l a1)+U1U2

1,6
V(1) = —F = 48 - 1 1428
a1 1,2
1,6 1,6
\)“‘, = ! = ! =
€2) AL V(D) 2,9-1, 1428 - 0:9105
1,6
AV) = —————— =
(3) = 755'a1gs = 0,8042
_ 1,6 _
V) = 5570,80az - 007634
etCiveeeee

et on obtient les probabilités d'état :

P(O) =1 - Au=0,6

_ A 0,4
P(1) = P(0) X 5fy = 0.6 X 7yazs = 0,2100

_ 0,4 _ 0,4
P(2) = B(1) x S5 = 0,2100 x ggioz = 0,0923
P(3) = 0,0923 x —2%_ _ 0,0459

0,8042
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0,4

P(4) = 0,0459 X m—

= 0,0240

La notion de taux de sortie conditionnel utilisée sur la
file d'attente M/Hz/l, fournit donc une méthode simple et rapide pour

calculer les probabilités asymptotiques significatives de la file.
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2

TIT-Ta LOI HYPEREXPONENTIELLE (E{T} =1, CV~ = 10)
\)(n)f
A=0,
1,5 «a !
& ® B e GEs GEN P
1 &=
0,5 +
§ H g | § ] § ] -
0 1 2 3 4 5 6 7 8 n

III-Tb LOI HYPOEXPONENTIELLE (E{T} =1, cv = 0,6)

PLANCHE III-T




IV - TRAITEMENT NUMERIQUE DES RESEAUX DE TYPE
EXPONENTIEL - AGREGATION ET DECOMPOSITION

On a vu au paragraphe II-3 qu'un réseau est exponentiel si :

i) & chaque station i, la fonction de distribution du temps
de service est exponentielle de taux ui(ni) ; ce taux pouvant dépendre

du nombre de clients dans la station.

ii) la matrice de transition \r = (Pij) est fixe.

Dans un tel cas, R est un systéme markovien et donc :
@ER, A

De plus, puisque R est irréductible et ergodique, on sait

H

E.
qu'il n'existe gu'un vecteur x = (xl,...,xm) solution du systéme :
m
-+ B i =
a) Xi jzl ijji X, i 1,...,m

dans le cas d'un réseau ouvert,

b) X.P.: = X, i=1,...,m

i ~18

dans le cas d'un réseau fermé, pour une normalisation donnée.

Ce chapitre traite du calcul effectif de la constante de
normalisation et donne des formules de décomposition d'un réseau en sous-
réseaux. Nous avons déja donné la plupart de ces résultats dans D%AE—75],

mais avec une notation plus ésotérique.
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IV.1. TAUX DE SORTIE CONDITIONNEL D'UN SOUS-RESEAU

Dans ce paragraphe, les calculs sont effectués pour un ré-

seau fermé.

La partition {J(k)} de T définissant une décomposi-
1<kss

tion de R en s sous-réseaux Rl""'Rk""'Rs' on note {kl""'kh(k)}

les indices des stations de Rk correspondant a J(k). Le vecteur

) représente l'état de Rk et H 1l'ensemble des

e = (n K

k AR

1 h (k)
états de Rk'

De plus, on note RE-le réseau complémentaire a Rk paxr
rapport a R, {E-""’Eh(ﬁ)} l'ensemble des indices des stations de

RE' eE~un état de Ri-et HE-l ensemble des états de RE'

Compte-tenu des hypothéses faites sur le réseau R, le taux
de sortie asymptotique conditionnel du sous-réseau Rk sachant gqu'il

contient i clients s'écrit

) [ U (n) (E;:p )] e
eeD (1) lvesm VYV V gersom ¢

Sy k _
\)k(l) = (Iv-1)

E P(e)

e €Dk(i)

ot P(e) est la probabilité asymptotique de 1'état e.

R étant un réseau fermé de type exponentiel, P(e) s'écrit

(cf. (II-20))
no
P(e) =c. I (F_(_r{_)) (IV-2)
u=1 u u

ol C est la constante de normalisation ; puisque R est fermé

et contient N clients, on a :

m qu
c=cw =) T |(5)
u u

e &E u=1
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En utilisant la forme analytique de P(e), le taux asymp-

totique \)k(i) s'écrit encore :

)3 {[5 W) () pvu)]W(J(k))} ) W(IVT (k)

e €H - ved(k) VoV ueI\I (k) er et
et z n =i et E n =N-i
Ve d (k) veI\J (k) ©
\)k(i) = (IV=-3)
E W(J (k)) > W(I\J (k))
eké Hk ez e HE
et E n =i et 3 n =N-i
veJk) - ve IV (k)
n
X Vv
od W) = T (=

ve {£} Iy my)

ce qui donne

n
xuu ) xvv—l
(I -
; e Tuly) Ty D
> 5' ®x k uFv
x ( P ) ; -
ve 3k ¥ uerNdg(x ™ E—t—uQJ(k)nu‘l
et n # 0
\)k(i) = (IV-4)

v €J (k)
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On obtient finalement :

uk Ck(i~1)

v, (i) = —/—— (IV-5)
k k,.

C (i)

o, = E b (§ P (Tv-6)

ved(k) ¥ ueIl\Jk)

n
X'v

k
c (u) = E ( T T Yn ) (IV-7)

e € H veE J (k) v

k k

et n =u

veJx)
. k

avec la convention C (0) = 1

Le terme uk représente, si le réseau R est ouvert,le flux

moyen sortant du réseau Rk ; 11 est donc encore égal au flux entrant
dans Rk' Si le réseau R est fermé, les termes @k, 1 £k € s, sont pro-

portionnels au flux moyen de leur sous-réseau respectif.

On remarque que le taux de sortie vk(i) d'un sous-réseau

Rk inclus dans un réseau exponentiel, s'il dépend de la structure du

®

tensité d'un "taux d'entrée" dans Rk et des caractéristiques des sta-

réseau par l'intermédiaire de la matrice , est indépendant de 1'in-

tions de RE .

k
On note que € (u) a la forme d'une constante de normalisa-

tion relative & un sous-réseau Rk contenant u clients.

Le calcul du taux de sortie d'un sous-réseau inclus dans
un réseau ouvert s'obtient de la méme facon & condition de considérer
le réseau fermé canoniquement associé au réseau ouvert (la formule

correspondante est donnée au paragraphe IV.3.2.1., égquation (IV-21).
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IV.2. CALCUL DE LA CONSTANTE DE NORMALISATION ET APPLICATIONS

Dans ce chapitre, nous supposons connus les résultats de
Buzen (E?UN—??]) et nous montrons comment on peut éventuellement sim-
plifier 1'algorithme, décrit par les formules (IV-9) et (IV-10), selon
la nature du réseau.

Nous considérons le cas d'un réseau fermé mais il est clair
qu'on obtiendrait les mémes résultats pour le calcul de l'expression
Ck(u) relative & un sous-réseau, que ce dernier soit inclus dans un

réseau ouvert ou dans un réseau fermé.

IV.2.1. NOTATIONS ET RAPPELS

La station j possédant un taux de service uj(nj), soit

u.(nj)
(n.,) = -3 . =1,...,N
a) ayng) = —— ny
j
1 si n, =0
b) A.(n,) = J
J J n,
M a. (i) sin.>o0
i=1
5
c) X, =
(1)
3 u
@ =) (T )
L7y 3=1 735
v
et z n. =u
=1 7
e) I =1{j :je&e I ; .(n,) =n., n. =1,...,N
{ o} {3 :5 aj(n]) ny. my }

{Io} est donc l'ensemble des stations qui possédent un

nombre de serveurs supérieur ou &égal au nombre maximal de clients.
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Compte-tenu des notations qui précédent, la formule du

produit s'écrit :

1 .(n,
P(nl,...,nm) = 3 J _J (IV-8)

ol C(N) = G(N,m)

On rappelle que (cf [?UN—73], DﬁAE—75])

k
u X

a) G(u,v) = z -
k=0 Av(k)

. G(u-k,v-1) (IV-9)

C'est l'algorithme général pour calculer la constante de

normalisation.
b) G(u,v) = Xv G(u-1,v) + G(u,v-1) (Iv-10)

si le taux de service de la station v est constant,

i.e. = av(nj) =1, nj =1,...,N.

IV.2.2. SIMPLIFICATIONS POSSIBLES SELON LA NATURE DU RESEAU

Iv.2.2.1. ler cas

On suppose ici que
A (n)
v v

BVEI : mz Cste = I'V
v Vv

Alors, pour u 2 sv, on a
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u A, (k) A (k) X,
Ga,v) = ] [1 t A (k-1) r.A.(k—l)] Ak Gluk.3-D)
k= | 33 3
soit
X Sy 1 A (k) X
G(u,v) = r—vG(u—l,v) + ) [1 - Av(k_l)] = (;{’) G(u-k,v-1) (IV-11)
v k=0 rv v v

avec la convention AV(—l) = ©

Cette expression permet d'obtenir plus rapidement les va-
leurs G(u,v) pour u >> s, puisque la sommation se fait jusqu'a (sv—l)

et non jusqu'a u.

Dans le cas fréquent d'une station a s, serveurs de taux

fixe ol a_ (n.) = n ) S, cette expression s'écrit
vV A v
X sy71 sk x=

G(a,v) = — G(u-1,v) + ) ( ) — G(u-k,v-1) (TV-12)
sV k= sv k!

Dans le cas ol sV = 1, on retrouve bien le résultat de la

relation (IV-10).

Iv.2.2.2. 2éme cas

On suppose ici que l'ensemble {IO} n'est pas vi-
de (les stations de {IO} ont un nombre de serveurs supérieur ou égal

au nombre maximal de clients).

si v_ = card ({IO}), et si, pour simplifier

1'écriture, on donne aux stations & IO les indices 1,2,...,vo, on
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vérifie facilement en raisonnant par récurrence que :
Gluv) =+ (] x)" (TV-13)
14 o u .

En tenant compte des deux résultats précédents ((IV-12)
et (IV-13)), on améliore l'algorithme donné par BUZEN dans la mesure
ot :

: < <

a) 3 s, ¢ 1 s, N

b) ou/et {IO} # 0

Iv.2.3. APPLICATIONS

Soit un réseau tel que, l'ensemble {Io} n'étant pas vide,
le nombre card({IO}) soit relativement élevé ; dans la mesure ol on
ne s'intéresse pas aux stations "sans attente”, on a intérét a étudier
le réseau agrégé obtenu en remplacant l'ensemble des stations & {IO}

par une station unique telle que, si z est 1'indice de la nouvelle

station :

(I (TV-14)
az(nz) =n
Cette proposition reste valable si les stations i, iéi{Io},

possédent des lois de service générales & transformée de Laplace ra-

tionnelle (cf. [?OX—SS]) : voir paragraphe II.3.2..

Notons que ce résultat qui figure dans le rapport [ﬂAE—?S]
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se trouve aussi dans un rapport de REISER et KOBAYASHI paru en 1976

(cf£. [RER-76]).

IV.3. DECOMPOSITION EN SOUS~RESEAUX. GENERALISATION DE LA FORMULE DU

PRODUIT

Considérons la décomposition d'un réseau exponentiel R

en sous~réseaux Rl""’Rk""’Rs correspondant & la partition

-

Soit € = (NI'N NS) un état de R oli N. est le nombre

200 k
de clients dans le sous-réseau Rk' On s'intéresse ici a la probabilité

asymptotique P(g).

IV.3.1. RESEAU FERME

On peut énoncer le théoréme suivant :

Théoréme IV.1 :

Pour un réseau fermé, la probabilité asymptotique P(e) est

donnée var :

P(e) = (IV-15)

S aNk
= k 'k

Nl,...,NS k

]

et N, =N

— p2q k

ol : . a, est défint par (IV-6)
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Hk vk(u) si N >0

u=1 k

Preuve :
D'une part, compte-tenu de la formule du produit (IV-2)

donnant la distribution des probabilités P(e), on peut écrire que

S
T Ck(Nk)
p(g) = k=t . (IV-16)
E (T Ck(Nk))
N,,...,N k=1
1 s

et ) N =N
T k=1 ©

D'autre part, compte tenu de la relation (IV-5), on a :

Tk(N ) = (Iv-17)

En remplagant Tk(Nk) par cette valeur dans (IV-15) on
obtient la formule (IV-16).g

IV.3.2. RESEAU OUVERT

Soit R le réseau fermé canoniquement associé & R ; la

station source de R recevant 1l'indice zéro.

Soit EED = ((Eij)) la matrice de routage du réseau R.

Soit I = {0,1,...,m} l'ensemble des indices des stations
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du réseau R.

On peut considérer deux cas selon que le taux d'arrivée
dans R est constant (soit A ce taux) ou dépendant du nombre n de

clients dans le réseau R (soit {K(n)}n_ . L@ suite des valeurs

O,..-,
correspondantes) .

Iv.3.2.1. Taux d'arrivée constant

Soit x = (xo,...,xm) le vecteur solution de

1'équation matricielle x Y = x, et normalisé par Xo = A.

Théoréme IV.2 :

~

Pour un réseau ouvert soumis d un processus d'arrivée

poissonnien de taux A, la probabillité asymptotique P(e) s'éerit :

_..I\I
s s akk
P(e) = (I Pk(O))( II T773F3)

k=1 k=1 "k 'k

(Iv-18)

ou .
v € J(k) ué€ INI(k)
- &i -1
k
PO =] ) =——
k izo Tx@
Preuve :

D'aprés la formule de Jackson pour un réseau ouvert

(ct [JAN~57J), la probabilité asymptotique de 1'état e s'écrit :

m x?j
pj(O))( i ) (IV-19)

P(e) = ( _—
1 j=1 Fj(nj)

= s

J
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oo i -1
, %5
ol pj(O) = u; (D)
i=0 'j
On en déduit
i -1
m co XJ S k
pee) = T (L 75) (n chay)
j=1 i=0 "j k=1
S © X -1 s k
=l 0 (] <) (I o)) (IV-20)
k=1 i=0 k=1

Etant donné que, pour ce réseau ouvert, le taux de sortie
conditionnel de Rk s'écrit :
Oy C (i~1)
vk(i) S — (Tv-21)

(1)

cela entraine

(Iv-22)

Compte~tenu de la relation (IV-22), les relations (IV-20)

et (IV-18) sont identiques .0

Notons que Pk(O) est la probabilité asymptotique pour que
le sous-réseau Rk ne contienne aucun client. C'est encore la probabi-
lité asymptotique pour gu'une station isolée soit vide lorsqu'elle est
soumise a un processus d'arrivée poissonnien de taux &k et lorsqu'elle
posséde une loi de service exponentielle de taux dépendantIGk(i) ;

la guantité o, est égale au flux traversant le sous-réseau R gréce

4 la normalisation X, = A
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Iv.3.2.2. Taux d'arrivée dépendant

Soit x (xo,xl,...,xm) la solution de §'§3= E;

cette solution étant unique, & un coefficient multiplicateur prés.

n
Soit w(n) = I A(w
u=0

Soit:z le nombre de clients se trouvant dans le

réseau R lorsque ce dernier est dans 1'état e

Théoréme IV.3

Y

Pour un réseaqu ouvert soumis & un processus d'arrivée ponc-—
tuel dont 1'intensité stochastique X(n) dépend du nombre n de clients

dans le réseau, la probabilité asymptotique P(e) s'derit :

—N
o -1 - s akk
P(e) =| ) w@').pm") w(e) (I -f-—(-ﬁ-)—) (IV-23)
N'=0 k=1 k Tk
s aNk
o D(N') = ( )
N, ... N k=1 kM
1 s
s
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Preuve :

D'aprés [JAN—63] :

_ m x?j
Ple) =| ] w').c(N') we) (I 5 J(n ) (TV-24)
N'= J 33

% -1

Il
laN

ce qui entraine :

© S k -1 - s Xk
P(e) =| } w(N") (E (n c (Nk)) we) (T c(N))  (1Iv-25)
k=1 =

N'=0 Njoow oo N k=1
S
et ] N =N
k=1

Compte-tenu de la relation (IV-22), la relation (IV-25) en-

tralne immédiatement l'existence de la relation (IV-23).0

Iv.3.3. UTILISATION DES FORMULES DU PRODUIT GENERALISEES

Les formules (IV-15), (IV-18) et (IV-23) permettent d'agré-
ger les réseaux ouverts ou fermés comportant un grand nombre de sta-
tions selon une partition {J(k)}. Au niveau de la modélisation, lors-
gu'on ne s'intéresse qu'aux états € et aux valeurs caractéristiques
issues de ces états, on pourra ainsi présenter des résultats synthé-
tiques.

Au niveau de 1'expérimentation, les flux de sortie v, (i)
sont des grandeurs mesurables (faciles & interpréter par un technicien
de la mesure, fat-il non-probabiliste) et l'utilisation des formules

citées ci~dessus fournit un outil analytique exact.

Le théoréme (IV-1) peut encore &tre utilisé dans le calcul
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de la constante de normalisation. En. effet, lorsque m et N sont rela-
tivement importants, C(N) peut prendre des valeurs trés grandes ou
J

X, ]
trés faibles selon les valeurs des suitesg {———
fj(nj) n

j=1,...,N :
Au niveau des calculs numériques sur ordinateur, il peut
en résulter un dépassement de capacité ("overflow" ou "underflow").

Reprenons la relation générale (IV-9) :

Xk

A_(k)
v

u
G(u,v) = 2 . G(u-k,v-1)

k=0

et supposons qu'un dépassement de capacité se produise au

éme . .
cours du calcul du v produit de convolution.

Dans ce cas, on remplace les (v-1) premiéres stations par

une station unique de taux de sortie :

G(i-1,v-1)

u(i) = o G(iv-1)

v-1 m
ot a= ) x, () p.)
21 ISy jh

Puis on recommence les calculs avec (m-v+2) stations.

Si un nouveau dépassement de capacité se produit, on réité-
re le procédé, et ainsi de suite ; si le dernier dépassement de capa-

m

, . iéme . .
cité se produit au niveau du h produit de convolution, on ne peut

obtenir que les probabilités semi-marginales P(Nl'nh'nh+1"°"nm) et

une telle démarche nécessite de donner les indices élevés aux stations
pour lesquelles on souhaite obtenir les grandeurs caractéristiques.

si £, (£+1),...,m sont les indices des stations dont les caractéris-
tiques sont recherchées et si finalement, il se trouve que h soit
supérieur & £, il faut faire plusieurs études du réseau en permu-
tant les indices des stations ; mais une telle méthode permet de pra-

tiquer des agrégations sans préjuger de la valeur de 1'indice h.



Notons que, lors du calcul d'une constante de normali-
sation, un dépassement de capacité (overflow ou underflow) peut
provenir d'une "mauvaise" normalisation du vecteur x ; on donne au
chapitre suivant une méthode de normalisation qui nous semble simple

et intéressante guant aux résultats obtenus.

IV.3.4. REMARQUE SUR LE "Théoréme de Norton"

Depuis notre rapport DWAE—75], nous avons eu connaissance
d'un travail qui semble relativement voisin. Il s'agit du résultat
obtenu par Chandy et al dans [?HY—7$], connu sous le nom de "théoré-

me de Norton" pour les réseaux de files d'attente fermés exponentiels.

Au niveau d'une modélisation destinée 3 la prédiction de
performances, ce résultat permet de remplacer le sous-réseau complé~
mentaire & un sous-réseau "intéressant'par une station unique globa-
lement équivalente en régime asymptotique au sous-réseau" inintéres-

sant. L'algorithme de la méthode comprend trois étapes : (cf.[LEY—77]) :

Etape n®° 1 : T"court~circuit" du sous-réseau "intéressant" en annu-

lant les durées de service des stations de ce sous-réseau.

Etape n°® 2 : calcul du flux traversant le sous-réseau "inintéressant"

lorsqu'il est refermé sur lui-méme (grdce & l'étape 1) et lorsqu'il

contient n clients, n=0,...,N.
Etape n° 3 : construction du nouveau réseau obtenu en remplacant le

sous-réseau "inintéressant" par une station unique dont le taux de

sortie conditionnel est &gal au flux calculé a l'étape n° 2.

Il est clair gu'en réitérant s fois le procédé (ol s est
le nombre de sous-réseaux correspondant & la partition J(k)), on

peut calculer les probabilités asymptotiques P(g).
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Néanmoins, la méthode présentée dans notre étude, qui
consiste & utiliser une formule du produit généralisée, est plus

directe et nous semble plus facile & interpréter.



V - MODELISATION A FLUX DETERMINISTE

V.1. INTRODUCTION

Malgré l'efficacité des méthodes spécifiques aux réseaux
exponentiels, des méthodes approchées réduisant les temps de calcul

conservent un intérét, pour de tels réseaux si, par exemple

a) les valeurs de N (nombre de clients) et de m (nombre de stations)
sont relativement importantes. (voir au § vi2.3, le sens donné AN

dans le cas d'un réseau ouvert) ;

b) les calculs exécutés s'inscrivent dans un probléme d'optimisation :
certaines expressions, telles les probabilités d'état marginales
étant utilisées dans une fonction d'objectif et devant &tre calculées
pour différentes valeurs des variables de décision (telles que : le

nombre de guichets, le taux de service Wy ces)

¢) le responsable d'un avant-projet souhaite disposer de résultats

approchés sans utiliser un ordinateur.
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Par ailleurs, en régime transitoire, les méthodes exactes
permettant d'obtenir les probabilités marginales pi(ni,t) sont inuti-
lisables (eu égard au temps de calcul et & la taille mémoire actuel-
lement nécessaires) pour des réseaux relativement modestes (e.g.

m=5, N=40).

Le but principal de ce paragraphe est de fournir certaines
méthodes de calcul approché pour l'étude du régime asymptotique, lors-
gque N et m sont relativement grands. On donne aussi une approximation

du régime transitoire.

Le paragraphe V.2. contient la description du modéle
déterministe dit "modéle & flux déterministe”™. Il s'agit d'un modéle
trés simple mais néanmoing intéressant par l'utilisation qu'on peut
en faire, notamment grace & la notion de flux de sortie conditionnel
d'un sous-systéme en régime asymptotique. Ce type de modélisation
sert en effet de base aux approximations présentées dans le paragraphe

V.3.

V.2. ETUDE DU MODELE A FLUX DETERMINISTE

V.2.1. PRESENTATION DU MODELE

Soit un modéle dynamigue composé de m blocs. Le systéme
est défini par m variables d'état continues vl, v2,..., vm. De chaque
bloc i sort un flux ¢i(vi) ;i le flux de sortie est une fonction déter-

ministe continue ayant l1'allure suivante :



- 85 -

o} e et s e ot e

=
[ pad

figure V.1

On précisera ci-aprés (en V.2.2) deux types (1 et 2) de

fonction ¢i(vi).

Le flux sortant du bloc i entre dans le bloc j dans la

proportion bij'

Par définition, le systéme est dit "fermé" si :

1,...,M

I ~18
o
i
s
I.a
1

3

ce qui impligue : (v-1)

On peut étudier un systéme dit "ouvert" en introduisant,
d'une part, une source extérieure fournissant un flux ¢o(t) réparti
entre les blocs selon les proportions boi et, d'autre part, la possi- .
bilité de quitter le systéme par l'intermédiaire de coefficients bio’

i=1,...,m. On a alors

m
20 bij=1 , i=0,1,...,M.
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Le systéme fermé est donc un cas particulier du systéme

ouvert pour ¢O(t) = 0, bio =0 ¥i.

Le systéme ainsi défini est un systéme linéaire par

étapes, régi par le systéme différentiel :

m
vi= L By 507 = 6, (v)) + by b
j=1
--------- (v-2)
. m
2n - jzl bjm ¢j(vj) - ¢m(vm) * bom ¢o
avec les conditions initiales v° = (ﬁ?, v;,.. ’ vg)

et pour une fonction ¢O = ¢O(t) donnée.

V.2.2. DEFINITION DES FONCTIONS FLUX DE SORTIE TYPE 1 ET TYPE 2

V.2.2.1. Définition du type 1

La fonction ¢i(vi) a l'allure suivante :

i
¢, |
? E
%, |
9, |
1 |

| —

Vihi = Si vl

figure V.2
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La fonction, affine par morceaux, est définie par la

suite finie :

if? = {vik' $.. )

i ik k=1,...,hi

On posera, par définition :

V.2.2.2. Définition du type 2

La fonction ¢i(vi) a l'allure suivante :

1/ui

. T Sy N —,

[}

s
v
i

figure V.3

Ici, le flux de sortie est proportionnel & vi jusqu'a
la valeur de saturation s - La fonction ¢i(vi) de type 1, peut donc

étre définie par le couple (Si’ui) ou le couple (si,q)i ).
max

Le type 2 est évidemment un cas particulier du type 1.

V.2.3. REGIME TRANSITOIRE

La résolution mathématique du systéme différentiel (V-2)

permet d'obtenir la réponse transitoire des variables vl,v2,...,vm.
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Un exemple numérique simple est donné planche (V-I). Dans cet exemple,
fonctions de flux sont du type 2 et le systéme est fermé. Le programme
de résolution numérique utilise une méthode multipas (prédicteur
d'Adams-Moulton et correcteur d'Adams-Bashforth) initialisée par une

méthode a un pas.

V.2.4. REGIME PERMANENT ET FLUX DE SORTIE CONDITIONNEL POUR UN
MODELE A BLOCS DE TYPE 2

La méthode utilisée ci-dessus permet d'obtenir la réponse
asymptotique du systéme ; mais, lorsqu'on ne s'intéresse pas & la
réponse transitoire, il est préférable d'utiliser une méthode plus

simple pour obtenir le régime d'équilibre.

On va développer la méthode d'abord dans le cas d'un

systéme fermé ne possédant que des blocs de type 2.

V.2.4.1. Systéme fermé

m
Pour une valeur donnée V = z Vi, il existera

i=1
en général un état d'équilibre (donc une valeur de Vi i=1,...,m)
correspondant au régime permanent. Sous réserve que la valeur asymp-

totique v, ne dépende que de V, le probléme est donc de trouver

vi(V), i=1,...,m.

Soit B = ((bij)) la matrice des "répartitions de flux"
du systéme.
Soit x = (X,,...,%X ) le vecteur solution de
1 m
m
Z b X, = X i=1,...,m
. Ji 3 1
j=1
m
pour une normalisation donnée (e.g. : 2 X, = 1).

les
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Le vecteur x est unique car on choisit B = usga, ou Qo
est un scalaire ; en effet, il s'agit d'utiliser le modéle a flux
déterministe pour approcher le comportement d'un réseau de files

d'attente ergodique.
Ainsi, en régime asymptotique, on a toujours :

¢, = z ¢. b.. ¥iel (V-3)

Il existe donc g tel que :
d, = g x ¥ i&I (V-4)
Soit la définition suivante
Définition :
En régime permanent, le bloc i est dit "saturé" si

v. (V) > s,.
l() Sl

Compte tenu de cette définition, on peut énoncer la

proposition :

Proposition V.1. :

Dans un systéme fermé, le nombre de blocs saturés est

au plus égal a :

s,
card ({1 : ie1, = a})
x.u,
ii (V-5)
s
ol a = min ( )
keT Xk'uk

Preuve :

Il n'y aura pas saturation tant que :

v, < s ¥V ié&l
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ou encore :

¢.(v,).u, <s, vi &I
i1 i i
inégalité qui peut encore s'écrire :

g.x..u, < s, ¥.& I
it i i

La saturation se produira pour
= = min
4 Imax :

iel 1 x, .U,
i i

S,
1

Posons a = min
i€l |x..u,
i i

Appelons ° 1l'indice, ou l'ensemble d'indices, qui réalise

ce minimum :

A la valeur de saturation qmax = a, correspond un

- , S -
volume minimal de saturation V . Par conséquent

. ] .
a) si v < V7, aucun bloc n'est saturé ;

S ~ .S - .
by si V 2 V', les blocs d'indices appartenant & I sont saturés, mais

compte tenu que 1'égalité (V-4) doit toujours &tre vérifiée, on a :

a.x,.u, < s, vi & {1-1°}
1 1 1

ce gui entraine

v. < s, vief{1-15}

s
Donc, si V > V , le nombre de blocs saturés est égal &

Card(IS).-

Cherchons maintenant les valeurs vi(V) connaissant V

(les blocs étant de type 2).



s
Pour V <V, on a :

1
¢i(vi) = v, X = a.x,
u,
1
d'od V = z v, =g ( z X, ui) (V-6)
ier * ier

La saturation se produisant pour g = a, il est possible

de déterminer le volume de saturation.

1&1

Donc, connaissant V :

a) si Vv € v°
\ _
v,(V) =%, u, g=x, u X ———— (v-7)
i i i i i
(1 = u)
iel
b) si Vv > v°
, s . s
b,) i €{r-1°} : v, (V) =%, u, a vi e{1-17}
1 i i i
. s
bz) i&€rx
s'il n'y a gu'un bloc saturant (i.e. : Card (IS) = 1),
alors
v (V) =V - Y vV (V-8)
I je{1-18}

Mais si le nombre de blocs saturés est supérieur a
1'unité (i.e. : card(IS) > 1), alors cette méthode ne permet pas de
connaitre vi(V) pour i e 1° car ces valeurs dépendent des conditions
initiales ainsi que de la structure du systéme (par 1l'intermédiaire
de régimes transitoires hypercritiques). On peut seulement affirmer

que

s, v, (V) gV - ] v,(v) - J s vier®  (v-9)



- 92 -

V.2.4.2. Flux de sortie conditionnel d'un sous-systéme

Cette notion de flux de sortie du systéme com-
plémentaire & un bloc i sera utilisée pour étudier le régime permanent
d'un systéme ouvert (paragraphe suivant) et pour réaliser les approxi-

mations proprement dites (paragraphe V.3.).

Soit Ji = {1,2,...,i-1,i+1,...,M} 1l'ensemble des indices
des blocs formant le systéme complémentaire par rapport au bloc i

(dans un systéme fermé).

Appelons §i ce systéme. Cherchons le flux de sortie de

gi lorsque ce systéme est en équilibre, en fonction de §i ou :

Si le systéme éi est en équilibre, le flux d'entrée est

égal au flux de sortie :

d entrée ® sortie
R — i S

0|

figure v.4

Cherchons les grandeurs vj(§i), V,&J Un probléme

j_iv
équivalent consiste a4 chercher les valeurs vj(Vi), Vjé:Ji, du

systéme fermé :

—

nj

figure V.5

Compte tenu des résultats précédents, on sait que

'
i -

¢, ={|——————]13a, ! x. v.ed. (V-10)
3 s
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— S,
ou a, = min 2
jed, x.u,
1 J 3]
Comme &= = )}  ¢..b,.
5 jeg, 7 3t

o (V.) = = A&, x, (1-b_ ) (V-11)

o= (V,)
TR
i
a..x.(l-b, ) F— = — e —
i ii
|
x.(1-b..) l
T .. x.u
(3235 *¥5% ) | _
g..( Z Xu) Vl
1 je;Ji J 3]
figure V.6
Remarquons qu'en général bi' =0, 1=1,. ,m

De plus, ce résultat s'appligque immédiatement au cas d'un
sous-systéme Sk quelconque ; il suffit de remplacer l'ensemble Ji par

l'ensemble J(k), et la guantité xi(l—bii) par :

Bk=§ x () b )

VET(K) ¥ ue INT(K)
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V.2.4.3. Systéme ouvert

Pour que le probléme garde un sens, il faut &tre
dans 1l'un des deux cas suivants
a) 3Tt > ==>d)o(t) = Cte non nulle

§£3]:bjo#0

I
o
0}
pert

b) T : bt >T =0 (t) b, =0 W% &1
(o] 1

—_— io

et ¢O(t) intégrable

Dans ce dernier cas, le régime d'équilibre est identique
a celui obtenu en considérant le systéme fermé canonique (bOi = 0,

ViE,I) pour une valeur

T
O
v= ) Vi+Jo ¢_(t) at

Donc dans la suite de ce paragraphe, nous supposons gque

g7 .t > T=>qbo(t) = <I>o, @O £ 0

(Vv-12)
et ., : b, 0
st 3y by, 7
Considérons maintenant la matrice B = ((bij)), avec
i,j = 0,1,...,m et le vecteur X = (xo,xl,...,xm) solution de 1'équa-
tion matricielle xB = x. On prend la normalisation :
x = ¢ (V-13)

Considérons le systéme fermé S canoniquement associé

au systéme ouvert S
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n° o0 s!

r
| |
| l
i bloc @O I
l I

I

figure V.7

S' a la m@me structure et les mémes fonctions ¢i, ier,

que S.

Donc, @S(V) =0 (V) ha%

Sl

et chercher le régime permanent de S revient & chercher le régime

permanent de S'.

I1 suffit d'écrire que :

Pour que la solution existe, il faut que : ¢O £ a.x

avec :

S,
1

a = min (V-14)

i X, u,
&1 i

i

Compte tenu de la normalisation (V-13), il faut donc

que a soit supérieur & l'unité.

Dans ce cas on a :
¢; = x Vi&r (V-15)

et les valeurs asymptotiques v, s'écrivent
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vV, = X, U, (V-16)

V.2.5. REGIME PERMANENT ET FLUX DE SORTIE CONDITIONNEL POUR UN MODELE

A BLOCS DE TYPE 1

V.2.5.1. Systéme fermé

Lorsque le systéme contient des blocs de type 1,

on n'a plus la relation

¢i(vi) -1 pour ie{1-1°} (V-17)
u,
i

mais la proposition (V-1) et la relation (V-4) restent vraies.

En posant iy = 255., on définit & partir de CFZ.la
nouvelle suite .
kTQ)
i {Vik'qik}k=1,...,hi (V-18)

A une valeur g < a (cf. V-4), correspond de fagon biunivoque

une valeur V'(g). On trouve V'(qg) en procédant de la fagon suivante :

F
a) déterminer vi(q) a l'aide de :fl, i=1,...,n

si on suppose 4L £ g¢vg 9,041

alors
(v, L ‘V.E)
i, t+1 i
v, (@) = v,y + : X (g-q. p) (Vv-19)
i il (qi’£+1—qi£) il
b) écrire que V' (g) = z v, (q)
ier *

Pour obtenir les valeurs vi(V), la méthode numérique

consiste a chercher par approximations successives la bonne valeur

de g telle que V'(g) = V.
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On pourra débuter la méthode en choisissant q = a ; de

cette facon, si V'(a) < V, on a immédiatement :

a) i & {1-1°1}

Vi(V) = Vi(a)
b) i & 1°
bl) si card(IS) =1
VW) =v- ) v.w
I je{r-15}

b2) si card(IS) > 1

on a une indétermination, de la méme fagon qu'au

paragraphe V.2.4.1. :

s; g vy £V - X v, (V) - z Sy vi & 1°
jelr-1s} ke{rS-i}

V.2.5.2. Flux de sortie conditionnel d'un sous-systéme

En reprenant les notations du paragraphe V.2.4.2.,

on a toujours

¢, = ax, V., &J
3 j j

et, par conséquent,
o- = -
Si(q) q.xi(l bii)

A chaque valeur qa[O,gli[ P correspond (de fagon

biunivoque) une valeur Vi.

Pour trouver‘gi(q), il faut, comme dans (Vv.2.5.1.),
déterminer numériquement vj(q) & l'aide des suites kY’; et écrire

que
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A une valeur g correspond donc un flux @5 (g) et un
i
volume Vi(q). La saturation se produit pour Vi 2 Vi(ai), auquel

correspond le flux maximal.

H<]Y

v, (a.)
it
figure V.8

La fonction @5 (Gi) est affine par morceaux. Les points
i
"singuliers" de Vi correspondent & une suite finie de valeurs de (.
Soit Q cette suite ; elle est formée de toutes les valeurs inférieures
ou égales a "Ei" qui correspondent & des points "singuliers" dans les
. . . / .
fonctions ¢j(v i.e. : les valeurs qjk des suites Cf;, jEiJi,

Do
b
telles que qjk < ai et rangées par ordre croissant

Donc

Q = {qllqzl---lai}
<
avec qk qk+1 Vk

On obtiendra donc le flux de sortie @g (Gi) par l'inter-
i

médiaire de la variable g & laquelle on donnera successivement les

valeurs de la suite Q.
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V.2.5.3. Systéme ouvert

De la méme fagon qu'au paragraphe V.2.4.3., on
a (sia> 1)

b, = x vi eI (V-20)

Si pour les blocs de type 2, on peut encore utiliser
la relation (V-16), il faut,pour les blocs de type 1, trouver les
valeurs d'équilibre v, comme au paragraphe V.2.5.1., en sachant

qu'ici g = 1.

Graphiquement, la grandeur d'équilibre Ve est obtenue

de fagon simple & partir de @5 (V)
o

e
\Y
figure V.9

On voit que le régime permanent n'existe que si @o < a.x.
Sinon V{(t) augmente indéfiniment par l'intermédiaire des blocs satu-

. s 5 o
rés, i.e. les blocs d'indice appartenant & I ou
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V.3. APPROXIMATIONS DU MODELE PROBABILISTE

V.3.1. CONSTRUCTION DU MODELE DETERMINISTE ASSOCIE
Le modéle a "flux déterministe" canoniquement associé a

un réseau exponentiel R est obtenu de la fagon suivante

1) chaque "station" i est remplacée par un "bloc" i.

2) la fonction flux de sortie ¢i(vi) est construite a

l'aide des valeurs Ui(ni) en posant :

¢o; = (v by} = {n )}

i ik k=1""’(NASi) 1=1""’(N

253

ol N est le nombre de clients si le réseau est fermé.

Si le temps de service de chague guichet de la station i

est indépendant de n,, on obtient une fonction de type 2 en écrivant :

(ui"si) = (— , s.)

@

3) la matrice B est choisie identique & la matrice \f .

V.3.2. LIMITE ASYMPTOTIQUE DU TAUX DE SORTIE CONDITIONNEL D'UN
SOUS-RESEAU EXPONENTIEL

Le modéle a flux déterministe peut &tre utilisé soit
seul, soit en tant gu'interface du sous-ensemble de stations auquel
on s'intéresse plus particuliérement. Dans ce dernier cas, on remplace
un sous-réseau "inintéressant"” Rk par une station unique dont le taux
de service dépendant est identifié au flux de sortie conditionnel

@S (Vk) du sous-systéme S

(pour les valeurs entiéres de Vk).
k

k
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Les bons résultats cobtenus par cette méthode d'approxima-—

tion découlent des "bonnes" propriétés de la fonction @S (Vk). On

démontre facilement que le flux de sortie conditionnel Vk(n) du
sous-réseau exponentiel Rk est encore égal au flux moyen traversant

le sous-réseau Rk lorsqu'il est pris isolément, refermé sur lui-méme et
et contenant n clients (en régime asymptotique). Cette propriété

permet d'ailleurs de démontrer le "théoréme de Norton".

Les commentaires précédents donnent une explication

intuitive & l'existence du théoréme suivant :

Théoréme V.1

S,
a) lim vk(n) = lim @S (Vk) = ak( min _—fFi) (Vv-21)
(o0 00 .
A vk;a k JeTk) xju,
b) Jr 31 : v =0, (n) i=1,...,K (V-22)
k
Démonstration :

1) Démonstration de la relation (V-21)

Pour simplifier 1'exposé, donnons aux stations de Rk les
indices 1,...,£ et supposons que le sous-réseau ne contient que deux

stations (d'indices 1 et 2) admettant une saturation. De plus, on

suppose que

a .{n.) = Cste = r. .y, (1 o .2 2, J=1,2
) uj( j) ste rjuj( )  pour nj r ]

X X
b) o 2(1)

et on pose :

X,
=——-j—-—-——- =
3 r.u. (1) 1=1.2
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X,
RN 3= 3.0t
]
I
Y = Y.
3=3 ’

k
Notons le produit de convolution C (.) sous la forme

k
= *
C gla%gz ¥ ... 9p

u
"3
rj(u) pour j = 1,2
avec g, (u) =
J Yg
a—%— pour j = 3,...,4

Cherchons la limite de C(n-1)/C(n) lorsque n =~ ®, Utili-

sons la transformée en Z de C(n)

(o]
c*iz)y = ) c(n) z"
n=0
Etant donné que
[o,0
(r.-1)X.2 + Z Xr,lZn pour j = 1,2
J J 0 J
* =
) —L " pour j = 3,...,4
o »'!
On a :
2 £ Y.z
* 1 1
c¥(z) = I [1—X + (r.—l)X.Z] I e /)
3=1 z ' j=3

Soit, puisque X1 # X
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« 2 Xj YZ
ct(z) = ) e
- . X, -X , 1-X.2Z
sE &G ) (1K)
2
- Z
. z (r3_j 1)X3_ i eY
. 1-X.7
j=1 J
2 YZ
+ (rl—l)(rz—l)xlxz.z e
D'olu
2 n X, n 1 v
cm) = )} X (X _i ) ) o1 &0
=1 373-3/ Lv=0 3
2 n-1
n-1 1 y Vv
+ Z X, To(r. -1).X. .. = ()
=1 Jj 3 3-3 - v! Xj
2 n-2 1 v
+ I (e-nx, | ) = ¢
j=1 Jlv=0 V°
Ce qui montre que lorsque n > ® :
Y
n-1 Xi i;
C(n) = X1 T % + (r2—1)X2 e
172
D'ot
g S [max (x, ,x )]—1 (v-23)
nﬁ” Cc(n) 172

Compte tenu de la relation (IV-22) et de la définition

de a, (cf. V-10)), on obtient :

k
4 rlul(l) r2u2(1) _
llg v(n) = akﬁnax(xl,XZ)] = o, min X1 ’ %, = uk.ak
»
n
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lim V(n) = lim &_ (V. ) (v-25)
00 ) Sk
nf ka

Un raisonnement analogue permettrait de démontrer la
relation (V-21) pour un sous-réseau comportant plus de deux stations

saturantes, et des scalaires sj supérieurs a deux.

Dans le cas de péles multiples, le raisonnement reste

analogue (e.g. X, = X2).

1

2) Démonstration de la formule (V-22)

a) Pour tout sous~réseau R.k

OLk
\)(1)'—‘“2 = @ (1)
X, S
Y 8
. (1
j=1 uJ)
b) Si les stations de Rk sont telles que
(n,) = XL ) HL (1 i =1,...,4
u](nj) (nJArj)U]( ) ] ’ ’
et si rm'n = min r,
i 3=1,..,4 J
alors : ak
V(v) = 7T % = QS (v) ve=1,...,r,
X, k min
z J
- H, (1)
= J

Ce qui achéve la démonstration du théoréme.®
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V.3.3. APPROXIMATION DE LA PROBABILITE MARGINALE D'UNE STATION

V.3.3.1. Réseau fermé

Une des agrégations possibles (cf. le paragraphe
précédent) consiste & remplacer le sous-réseau complémentaire a la
station j par une station unique dont le taux de service est identifié

au flux de sortie du sous-systéme complémentaire au bloc j.

Plus précisément, les probabilités marginales de la station
j sont approchées par les probabilités d'état d'une file d'attente
unigue de taux de service Uj(nj) et de taux d'entrée Xj(nj) en choisis-

sant :

{kj (nj)} = {cI>§§N-V)}

i v=0,1,...,N

nj=0,1,...,N
On discutera au paragraphe V.4. de l'erreur introduite sur
les probabilités marginales en régime transitoire par une telle appro-
ximation. En ce qui concerne le régime permanent, examinons a l'aide
du graphique suivant en quoi consiste 1l'approximation faite : on peut

montrer (cf. {ﬂAE—761) que, si le flux approché a 1l'allure de I'1,

l'allure du flux réel est donnée par la courbe [2.

A Kj(nj) c
//F1 |
|
i
F2 t
(N-n,)
| S 7
(N-N.)

figure V.10
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Une approximation intermédiaire peut d'ailleurs consister
a prendre les valeurs réelles de Aj(N-nj) pour les valeurs
N—Nj S nj € N; la valeur de Nj étant implicitement déterminée

au cours des calculs a partir d'un écart € donné.

V.3.3.2. Réseau ouvert

Soit un réseau de files d'attente ouvert défini

comme précédemment.

L'utilisation du modéle & "flux déterministe" conduit a
étudier une file d'attente unique soumise & un flux d'entrée cons-
tant

Ay = <I>o 8 ii
J o}
Mais, on sait [JAN—S?] gue, dans un tel réseau, les pro-

babilités d'état marginales asymptotiques sont exactement celles

qu'on obtiendrait en considérant une seule file d'attente soumise

au flux A, = A X = .
J [} X
o
Donc l'approche par un modéle a "flux déterministe"
n'apporte pas de nouveauté, dans le cas d'un réseau ouvert, au
niveau du calcul des probabilités d'état marginales (on peut toute-

fois remarquer la cohérence du modeéle).

V.3.4. APPROXIMATION DE L'ESPERANCE DU NOMBRE DE CLIENTS DANS

UNE STATION

L'approximation faite ci-dessus permet d'exprimer la
valeur moyenne de l'état d'une station, tant en régime transitoire

gu'en régime permanent :

Si Pé(nj,t) est la probabilité marginale approchée
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calculée ci-dessus pour le régime transitoire, on a

N
n.(t) =E {n, (&)} = ] up!(ut)
3 J - 3
u=1
De méme, si Pf(nj) est la probabilité correspondante

en régime permanent :

N
Ej = E{nﬁ} = ) u Pﬁ(u)
u=1
On peut encore approcher la valeur Hj(t) par la valeur
Vj(t) du modéle & flux déterministe associé. Cette méthode s'applique
tant aux réseaux fermés qu'aux réseaux ouverts. Elle est plus appro-
chée que la méthode précédente, mais relativement d'autant plus
rapide que le nombre de clients N est important. (Si le réseau est
ouvert, N représente le nombre de clients qu'il faut introduire
dans le réseau fermé canonique pour gue la source ait une probabilité

négligeable d'&tre vide).

Si on ne s'intéresse qu'au régime permanent il existe
une autre approximation trés simple. En utilisant les résultats des

paragraphes V.2.4.2. et V.2.5.2., et en écrivant que ¢i = @E ¢ On
i

obtient, sachant V, la valeur de vi(V). Graphiquement, pour des

stations telles que ui(ni) = (ni A si) , On a, par exemple

0 § (N—Vi)

A i

c”»
I_l
w7 "
It ™ b
¢ =
e !
b o3
. o
e
. ~—

figure V.11
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Dans ce dernier cas, pour qu'il n'y ait pas indétermina-

tion, il est nécessaire que i n'appartienne pas & Is si Card{IS} > 1.

V.3.5. INITIALISATION DANS UN PROBLEME D'OPTIMISATION

Le but de ce paragraphe est simplement de montrer, a
l'aide d'un exemple, comment une étude préalable du modéle a "flux
déterministe" associé peut diminuer le nombre d'itérations dans un

probléme d'optimisation. Soit le réseau simple suivant :

figure V.12

On souhaite maximiser la valeur asymptotique moyenne de

n, (sous une contrainte de coilit d'investissement par exemple). Les

variables de décision sont uz, u3, s IS

27 737
o
2

le modéle & "flux déterministe" associé conduisant au schéma suivant

Soit une solution admissible (ug,u;,s ,s?) = (10,1,2,4) ;

(courbe a) dans lequel le bloc 3 est saturé :
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23 1 figure V.13

Si on augmente UZ, on obtient un flux complémentaire cor-

respondant & la courbe (b).

Une augmentation de 52 laisse inchangé le flux complémen=

taire (on conserve la courbe (a)).

A une augmentation de U3 correspond la courbe (c) et a

une augmentation de s, correspond la courbe (d4).

3

On constate donc qu'au niveau du modéle a flux détermi-
niste, il est inutile d'augmenter u2 ou 52 (dans une telle situation
ot le bloc 3 est saturé). Le choix entre U3 et s3 gse fera en fonction

des coflits marginaux.

On voit donc qu'une bonne solution de départ (pour une
optimisation en univers stochastique) sera une solution qui maximise

la valeur ;i(N) du modéle & flux déterministe
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figure v.14

On pourra ensuite soit chercher la solution qui maximise

la valeur n, du modéle probabiliste simplifié (paragraphe V.3.3.),

1
soit chercher la solution du modéle probabiliste exact si l'enjeu

économique le justifie.

V.3.6. NORMALISATION DU VECTEUR x = (xl,...,xm) DANS UN RESEAU FERME

Au paragraphe IV.3.3., on a vu gu'une mauvaise normalisa-
tion du vecteur x pouvait entrainer un débordement vers le bas ou
vers le haut lors du calcul sur ordinateur de la constante de normali-

sation d'un réseau exponentiel fermé.

- +
Désignons par 10 ¢ et 10 ¢ les capacités vers le bas et

vers le haut de l'ordinateur utilisé (e.g. : ¢ = 75).

Si on appelle N(n) le flux moyen traversant la station m
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lorsque le réseau R contient n clients, on a, d'aprés le théoréme de
Norton :

X C(n-1)
nin) = e (V-26)

C(n)
Soit @S(V) le flux de sortie déterministe calculé sur le
réseau ouvert R' obtenu en "ouvrant" le réseau immédiatement & la

sortie de la station m. Si on approche N(n) par QS(V), on a

N
X
C) #= — Z (V-27)
I @S(n)
n=1

On peut encore approcher C(N) en prenant la limite asymp-

totique de @S(V), qui est ici égal & x_.a

S,
1

ol a = min

i&al X, u,
i i

=

Dans ce cas on est amené a choisir un vecteur

X = (x ,...,xm) tel que :

1
L8

. < <
pl e a p2 e

Zla

ol p1 et p2 sont deux coefficients de sécurité (p1 > 1,

P, < 1).

Ce qui conduit raisonnablement & prendre a = 1. Néanmoins,
on pourra utiliser la formule (V-27) pour augmenter les chances de

réussite du calcul.
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V.4. EXEMPLES NUMERIQUES

V.4.1. REGIME TRANSITOIRE

Les probabilités marginales d'état transitoiregpeuvent &tre
approchées par le modeéle markovien unidimensionnel associé & chaque
station selon le paragraphe V.3.3.1. ; la valeur moyenne de 1l'état
pouvant étre approchée & la fois par ce modéle et par le modéle a flux
déterministe. Sur la planche (V-II) figurent les résultats obtenus pour
deux exemples numériques voisins mais avec un phénoméne d'attente beau-
coup plus marqué pour l'un: (nombre de serveurs : r2=2) gue pour l'autre
(r2=6). Les résultats des modéles: approchés sont comparés aux résultats
du modéle aléatoire exact donnant la moyenne (ﬁae) et 1l'écart-type (an)
de la station 4. On constate que, pour le régime transitoire de cet
exemple, la valeur moyenne (Eas) obtenue par le modéle aléatoire simpli-
fié (systéme unidimensionnel) n'est pas meilleure que la valeur Ef

donnée par le modéle & flux déterministe.

Cela est di au fait, qu'au début du processus, le taux
de sortie du sous~réseau est trés faible et donc trés éloigné du
taux asymptotique. Une telle utilisation du modéle aléatoire simplifié

conduit donc a des résultats imprécis.

Néanmoins, l'écart-type de la distribution des probabilités
d'état ne peut &tre approché que par le modéle aléatoire simplifié,
et on constate sur ces exemples que l'approximation obtenue est rela-

tivement bonne.

V.4.2. REGIME PERMANENT

Bien que théoriquement asymptotique, 1'état permanent

est pratiquement atteint assez rapidement (cf. planche V-II).

Un probléme de modélisation intéressant consiste & étudier
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les performances d'un systéme d'attente ouvert (e.g. : ordinateur,
systéme complexe de maintenance) en fonction de la charge de ce sys-
téme. A titre d'exemple, on a reproduit sur la planche V-III, pour

un réseau donné et en fonction d'un taux de service variable, les
différentes valeurs moyennes de la station a4 taux de service variable

pour :

- le modéle & flux déterministe
- le modéle aléatoire simplifié

- le modéle aléatoire exact.

On peut distinguer trois zones. La zone A correspond a
un systéme d'attente pratiquement "sans attente". Dans ce cas, tous
les modeéles donnent une valeur moyenne pratiquement identique. En
effet, il est facile de montrer que la valeur moyenne Eae' lorsqu'il
ne se produit aucun phénoméne d'attente dans le réseau (rj > N, ¥j)
est justement égale & ce qu'on appelle la disponibilité déterministe

d'une station i :

ol Gi est le temps de service de la station i et ol T est le temps

de parcours dans le réseau complémentaire.

La zone B correspond & la situation o@ la nature aléa-

toire des phénoménes est la plus sensible.

Dans la zone C, le systéme est saturé et le systéme

réel se comporte pratiquement comme un systéme & flux déterministe.

Dans les cas concrets, les critéres économiques condui-
sent généralement & se placer dans la zone B (dans la zone A,
1'"infrastructure" est relativement trop chére, dans la zone C, le

nombre de "clients" en attente est relativement trop important).
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Pour le méme exemple numérique, le graphique de la planche
(V-1IV) donne 1'écart relatif, par rapport & la valeur moyenne exacte des

valeurs obtenues par :

—- le modéle 3 flux déterministe

- le modéle aléatoire approché.

On peut remarquerque l'erreur relative maximale pour le
modéle markovien unidimensionnel est voisine de 1 %. Bien siir, la
valeur élevée de N explique ce bon résultat. Dans le but d'illustrer
la sensibilité de l'erreur par rapport & N, on reproduit planche (V-V},
la variation de l'erreur relative maximale en fonction de N pour un
réseau de structure voisine du précédent. La planche (V-VI) montre 1l'écart

des distributions de probabilité relatives & ces deux modéles, dans

le cas expérimenté le plus défavorable (N = 10).

V.5. APPROCHE DES SOUS-RESEAUX A PROBABILITES DE ROUTAGE
DEPENDANTES

Bien que le chapitre V soit principalement consacré a
1'approximation des réseaux exponentiels, indiguons ici comment on
peut construire une modélisation approchée de sous-réseaux dont les

probabilités de routage dépendent de 1'état du sous-réseau.

Considérons le sous-réseau ouvert & probabilités de tran-
sition fixes de la figure V.15 ol les deux stations 1 et 2 possédent
respectivement r1 et r2 serveurs obéissant & des lois de service
exponentielles de taux respectifs Ul et uz ; on suppose que les

indices sont choisis tels que Ul > u2 .
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figure V.15

Compte tenu du chapitre IV, le taux de sortie conditionnel

de ce sous-réseau s'écrit :

_ C(n-1)
Vi) =
ou u u-v
1 w 1 1-w
cluw = ) (—-) — ( ) (V-28)
veo Al(V) Wy Al(u V) M,
k1! si k £ r,
avec A, (k) = J
] k-r
r, ! r J si k > r,
J J

Compte tenu des acquis au paragraphe V.3.2., on a :

1M rz“z)

a) lig v{(n) = min ( ’ (V-29)

w 1-w
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b) V(n) = — si n € min(r,,z,) (V-30)

oo, 1w
Hy Hy

La figure V.16 donne une représentation graphique de

la suite {v(n)} :

“““l

a //f// P e e
o B
/./‘/.
&
/'/
&
0
4 g i ] £ ] 5 4 i —
1 2 "

figure V.16

5 donnés, soit wg et w: les valeurs

de w qui maximisent respectivement la pente O et la valeur asymptoti-

Pour Ul ' u2, rlr r

que a. On peut montrer que

et donc
* *
Wy £ W
De plus U+ T
* 171 272
o) T I,
1 2
*y
alug) = ry
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et donc

o (w*) < 6w
a ]
a(w"é‘) < a(w:)
De par la relation
A o= uZo V(u) Q(u) (V-31)

ol @(u) est la probabilité asymptotique que le sous-réseau contienne
u clients, l'espérance mathématique du nombre de clients dans le
réseau sera d'autant plus faible que la pente 0 et la valeur asympto-

tique a seront grandes.

Si ni est le nombre de clients dans la station i, on
congoit l'intérét pour un sous-réseau d'obtenir, au moyen d'une
politique w(nl,nzL une suite {V(n)} admettant une pente O(W) et une

valeur asymptotique a(W) aussi grandes que possible.

Ne connaissant pas a priori le taux d'arrivée dans le
sous-réseau, on considére gqu'une politique w(nl,nz) est meilleure

qu'une politique w'(ni,nz) si
Vn) > V'(n) ¥n > 0 .

En effet, compte tenu de la relation (V-31), le nombre
moyen de clients dans le sous-réseau est plus faible lorsqu'on appli-

que la politique w(nl,nz) gue lorsqu'on applique la politique w'(nl,nz).

Si on étudie la politique
si n, >n

wl(ni,nz) = si n, =n

= N O

si n, <n
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On peut montrer que :

a(w,) = a(w®
1 a

u, +u

et e(ml) = 1 2
2

On constate alors que cette politique n'est intéressante

vis a vis de la politique w: gue si r, < r, puisque :

6(w1) > G(wi) sir, <r«r

B(w.) < 6w sir, >r
1 a

Une autre politique, toujours meilleure. qu'une politique

a transition fixe, est la suivante :

Mais on ne connait pas de solution analytique pour des
réseaux dont certains sous-réseaux possédent des politiques de routage
telles que wz(nl,nz). La modélisation a flux déterministe permet
alors de réaliser une é&tude approchée de tels réseaux. Pour reprendre
1l'exemple du sous-réseau de la figure V.15, on remplace ce sous-réseau
par une station unique dont le taux de sortie conditionnel v(n1+n2)
est approché & l'aide de la fonction "flux de sortie déterministe”.
Pour la politique wz(n14n2), la figure V.17 schématise les caractéris-

tiques du flux de sortie conditionnel du modéle déterministe.
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figure V.17

<1
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MODELE A FLUX DETERMINISTE
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VI - METHODES ITERATIVES A RESEAUX
AUXILIAIRES

VI.1. INTRODUCTION

VI.1.1l. GENERALITES

Dans ce chapitre, R est un réseau fermé a lois de service

générales (cf. § II.3.3.) tel que :

a) la matrice.gaest fixe,

b) il existe des stations telles que :
- la discipline d'attente est FIFO,
- la loi de service est de type K,

- le serveur est unique,
c) les autres stations ont un "comportement exponentiel"™ (cf. § II.3.2.),

d) les clients, au nombre de N, appartiennent a une classe unique.
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La difficulté vient uniquement du fait que certaines
stations possédent des lois de service non exponentielles, alors
que leur nombre de serveurs est inférieur au nombre total de clients,

et que la discipline d'attente est FIFO.

Pour analyser de tels réseaux, les spécialistes peuvent
utiliser d'autres moyens tels que la simulation ou une méthode numé-
rigque. Mais ce .sont des solutions onéreuses dés gue le réseau comprend
plusieurs stations et quelques dizaines de clients ; de plus, les
résultats de la simulation doivent étre appréciés avec un certain
intervalle de confiance. On congoit donc l'intérét d'une méthode

analytique approchée si :

a) les résultats sont incontestablement plus réalistes que ceux
obtenus par une modélisation moins fidéle (au sens de %ﬁg) mais pour
lagquelle on sait obtenir des résultats analytiques exacts (e.g. : ré-

seaux exponentiels).

b) le colt de calcul est trés inférieur & celui qui serait nécessaire

pour obtenir des résultats par une autre méthode (e.g. : simulation).

Pour obtenir de telles approximations, la technique des

diffusions est utilisée depuis quelques années (e.q. EkOI—74J,E§EE—75]).

Une nouvelle technique itérative, plus récente, a &été
introduite par Chandy, Herzog et Woo ([CHY—75§). Bien que cétte méthode
n'ait pas encore regu de justification théorique, son principe semble
trés intéressant. Il permet d'évaluer les performances du systéme par

l'intermédiaire des distributions asymptotiques marginales.

L'objet de ce chapitre est donc de présenter différentes
méthodes de résolution basées sur ce principe qui est exposé ci-aprés

(§ VI.2.).
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VI.1.2. NOTATIONS

Outre celles déja introduites et utilisées précédemment,

les notations de ce chapitre sont les suivantes :

S réseau : (i) formé de stations dont les lois de service sont
exponentielles et <ndépendantes du nombre de clients ny o
j=1,.../m ; (ii) canoniquement associé 4 R ; i.e. : de méme
structure (méme matrice {;D, méme nombre de stations), avec un

méme nombre de clients ;

u = (ul,...,um), vecteur formé des taux de service de chaque station
de S ;
SI réseau ouvert formé du complément de la station i par rapport

au réseau S ; le taux d'entrée dans ce réseau est égal au taux

de sortie de la station i ;
vz(q) taux de sortie du réseau SI sachant qu'il contient g clients ;

Q réseau : (i) formé de stations dont les lois de sexrvice sont
exponentielles et dépendantes du nombre de clients ny
j=1,...,m ; (ii) canoniquement associé a4 R (et & 8) ; ui(ni)
sera donc ici le taux de service de la station i du réseau Q

lorsque cette station contient n, clients.

VI.2. PRINCIPE GENERAL

Chaque station est étudiée comme une file A(n)/K/1. Pour
chaque station, il faut trouver une suite {)\(n)}n=0,1,“.'N telle que
le comportement de la station, calculé comme précédemment, soit voi-
sin du comportement réel de la station dans le réseau ; c'est le but

des méthodes itératives. On décide que le comportement calculé est
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voisin du comportement réel (inconnu) lorsque certaines conditions
sont satisfaites ; ces conditionssou "tests d'arrét",seront explicitées

plus loin.

Notons

A= (Xl(O),)\l(l),...,kl(N) i Ay (0) ey A ()

le vecteur qui caractérise les taux d'entrée conditionnels pour l'en-

semble d'un réseau formé de m-stations et contenant N-clients.

(£) 3 (0)

Détermination de A Initialisation :

Calcul des probabilités
£)

Ny
i P, (n,
marginales 1(n1)

\ w .
satisfaits
l (7 Tests d'arrét )

non satisfaits
o

Correction de S

) Fi

Fig. VI.1

2 partir d'un vecteur initial X(O), on calcule itérative-—
ment un vecteur X(K) au moyen d'un réseau auxiliaire S(K), différent
du réseau initial, et modifié & chaque itération en fonction des
résultats de l'itération précédente. L'expérience montre que l'on
peut trouver, en un nombre relativement faible d'itérations, un vec-

teur \* satisfaisant aux tests d'arrét.

Les différentes méthodes présentées ici sont basées sur
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le principe général schématisé ci-dessus. La premiére méthode utilisant
ce principe est due & Chandy, Herzog et Woo. Aussi le paragraphe sui-
vant est-il consacré au rappel de cette méthode, méthode qui sera iden-

tifiée dans la suite de ce chapitre par le sigle : CHW.

VI.3. RAPPEL DE LA METHODE CHW

Vvi.3.1. INITIALISATION, CALCUL DU VECTEUR A(K) ET DES PROBABILITES

MARGINALES P .(’Z) (n.)
kR 1

Rappelons que pour le réseau S canoniquement associé & R,
on peut utiliser les théorémes de Jackson, Gordon et Newel (EJAN—63],
[GON—67]) donnant les probabilités asymptotiques du réseau. De plus,
ce réseau S est décomposable en sous-réseaux et on peut entre autres
dtudier les probabilités marginales asymptotiques d'une station i par
l'intermédiaire d'une station complémentaire unique déduite du sous-
réseau “SI" complémentaire & la station i par rapport & S (cf. chapi-
tre IV). On sait donc calculer le flux de sortie v{(N—ni) du sous-
réseau ST sachant qu'il y a (N—ni) clients & l'intérieur de ce
dernier. Ainsi, si Ki(ni) est le flux d'entrée dans la station i

sachant qu'elle détient ni—clients, on a ki(ni) = v{(N—ni).

£
On calcule ainsi trés rapidement le vecteur X( ) a ltaide

des algorithmes connus et relatifs aux réseaux exponentiels (cf. § IV.2).

£) (£-1)

A la {-iéme itération, le réseau S différe du réseau S par

L
1l'intermédiaire du vecteur U( ). Le but de l'étape de correction
L)

(cf. § VI.2, Principe général) étant de déterminer le vecteur U

(£-1)

en fonction du vecteur U et des résultats des tests d'arrét.

(0)

L'initialisation (i.e. le calcul de A ) se fait en

prenant le vecteur
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Les probabilités d'état asymptotiques Pi(ni) sont obtenues
par une méthode récursive résolvant le systéme d'équations linéaires
associé au graphe markovien de la file A(n)/K/1 (cf. figure III.1) ;

nous reviendrons sur cette méthode au § VI.6.

VI.3.2. TESTS D'ARRET ET CORRECTIONS

L'espérance Ei du nombre de clients dans la station i

est calculée a partir de la formule

- N
n., = ) n,.P,(n,) (VI-1)

Le flux ti traversant la station i1 est calculé de la

facon suivante

N
t, = Z A (n).P. (n)) (VI-2)

sont
m
— ?
a) Z ni = N
i=1
m ?
b) Z ti'pij = t] r J=1,....m

tlx, , j=1,...,m



- 132 -

ce qui revient & tester

11+
V]

t! t! cee = Lt
1
On pose o ti
t' = z o
i=1
Une tolérance §& (e.g..: 1 %) étant fixée, on détermine :

a) pour l'ensemble du réseau :

. une longueur excessive si

m —
Z n,-N
i=t *
> £ (VI-3)
N
. une longueur insuffisante si
m —
N- ) n,
i=1 *
> g (VIi-4)
N
b) les stations ayant :
. un flux excessit
‘ t!-t" ;
I ., =¢i: i&£7T, > £
P ? o
. un flux insuffisant
t'-t!
. i
Ip‘ =<¢i : i1, > g
t
S'il n'y a pas d'erreur de longueur et si Ip+ = Ip— = @,

alors les résultats de la f-iéme itération sont satisfaisants (fin

des itérations).
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(£+1) (£)

Sinon le vecteur U est obtenu a partir de | en

faisant les modifications déduites du tableau suivant :

I =1 _ = I , L o
ot 5 g p+¢¢ 5 .
tl
£+1 b i
f o0 <o
Longueur admissible... Fin des itérations
¥i &I
tl
(+1) _ &) i
Hy =W T

Longueur excegsive...

= X — 1
Ui Ui Yn— Vlélp_

t!
vier S o B

Longueur insuffisante..

Vi€TI ,

Tableau VI-2

VIi.3.3. RESUME DE L'ALGORITHME

Initialisation :

(i) £ := 0,
(0)

(ii) initialisation de U .

£) (£)

(i) calculer A 4 l'aide de S ;

(ii) calculer les probabilités marginales de chaque
station ;
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(iii) calculer le nombre moyen de clientset le flux moyen
d'arrivée pour chague station i du réseau R.

Réaliser un test sur la somme des longueurs moyennes des
files d'attente et sur le flux moyen de chaque station
du réseau R.

Si le test est positif : fin des itérations.

Sinon : aller en C.

Pas C
(i) £ := L+1 ;
. . £) . . (£-1)
(ii) construire le vecteur u a partir de U et en

fonction des résultats de la (£-1)-iéme itération
comme indiqué au tableau VI-2 ;

(iii) aller en A.

VI.4. UNE MODIFICATION DU PRINCIPE DE CORRECTION

Cette modification qui a pour but de trouver un vecteur

2\* en un nombre d'itérations inférieur & la méthode CHW, découle de

L+1
l'idée suivante. : tout en cherchant & obtenir le vecteur U( ) a

a
partir du vecteur U( ), on peut concevoir d'utiliser des formules
de modification,différentes selon la nature de la loi de service

de chaque station.

En effet, si les corrections proposées au tableau VI-2

se justifient qualitativement, on remarque néanmoins que, pour une

~1)
0 _ @

modification A u ) donnée

a) les variations des flux ti, i=1,...,m et du nombre moyen de
m

clients ( E n,) dépendent des types des lois de service de R ;
i=1
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b) les variations relatives sur les flux et le nombre moyen de clients

sont différentes.

Cette remarque, associée a la notion de gain dans un as-

servissement, & conduit & la nouvelle méthode qui consiste & pren-

dre :
£ a !
TRRSER TR (N (vI-5)
1 1 \z 1:1
. 1
1
4 o (=)
(£+1y _ (6 _i _
uy = My >< o (VI-6)
avec :

1, pour une loi exponentielle ;

y = 1/2 pour une loi hypoexponentielle ;

2 pour une loi hyperexponentielle.

Ainsi, dans le cas d'un loi d'Erlang-k, (k 2 2), on
accentue la correction due & une erreur sur les flux et on diminue

celle induite par une erreur de longueur seule.

Dans ce cas, le tableau de corrections du vecteur | est

alors :
I‘+$I._:¢ I 7‘4¢II—7£¢
o o ot o
(2+1) A
Longueur admissible... Fin des itérations
¥i el
iR
(£+1) & [ i
I = U, X'ET ’
Longueur excessive... + .
£+ Ly [ N i €
IR ’x( 5 YT To-
i i nj
3 £\
2+1 i
vier pen u.w)X—%— .
Longueur insuffisante. 1 1
Vié;Ip+

tableau VI-3
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VI.5. UNE AUTRE DETERMINATION DE A(ﬂ)

Cette nouvelle modification découle du fait qu'il existe
une station exponentielle (& taux de service dépendant) canoniquement

associée 3 une station A(n)/K/1.

On utilise maintenant un réseau auxiliaire Q au lieu d'un

£)

réseau S. Pour le réseau Q( , L 2 1, on calcule la fonction Aj(nj)

de la fagon suivante

Aj(O) =1
v;ﬂ_l)(nj)
Aj(nj) = Aj(nj—l) X -——;Tzr——— (VI-7)
3

Le principe de la nouvelle méthode consiste donc & déter-

. L)

miner le vecteur K(K), £ 21, & 1'aide du réseau exponentiel @ .

(£-1)

Les valeurs V, (nj) étant obtenues grace a la relation (III-9) au

cours de 1'étude des probabilités marginales P;E_l)(n.). La méthode

(0) . (0

est initialisée en calculant A 4 l'aide du réseau S .

La encore, les algorithmes connus de calcul des réseaux
exponentiels (chapitre IV) permettent d'obtenir rapidement le wecteur
K(E). Ce calcul est toutefois plus long que dans la méthode précédente,
Ici, étant donné gue le taux de sortie dépend de l'état de la station,
le nombre d'opérations élémentaires nécessaires au calcul de Xiﬂ) est
proportionnel au premier ordre a m(N2/2), alors que, dans la méthode

précédente, il était proportionnel & mN.
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VI.6. CALCUL DES STATIONS A(n)/K/1

VI.6.1. ETUDE DE LA TECHNIQUE RECURSIVE

VI.6.1.1. Hypothése implicite

Les auteurs de la méthode CHW étudient chaque
file A(n)/K/1 & l'aide d'une technique récursive dont ils ont donné
les étapes dans [HEG—74]. Cette méthode permet de résoudre numérique-
ment le systéme linéaire, défini par les équations de Chapman-Kolmogorov

en régime asymptotique, sans écrire la matrice des taux de transition.

Avant de décrire cette technique sur un exemple simple et
de montrer son"instabilité" numérique, introduisons l'esprit de la

méthode en montrant 1l'hypothése implicite qu'elle utilise.

Soit le systéme linéaire AX = B oli X et B sont des matrices

uni-colonnes 4 n lignes et ol A est une matrice carrée (n,n).

On suppose qu'il existe une matrice rectangulaire (q,n-q)

telle que la famille de relations entre les inconnues x,, i = 1,...,n

décrite par AX = B implique la famille de relations X' = DX" ou :
%1 T+t
X' =| . X" =1 .
X b4
q n

Dans ce cas, on obtient le systéme :

DX"
A. =B (VI-8)
X"

Dans un tel systéme, guand on a calculé D, il n'apparait

plus comme inconnues que les (n-g) variables réelles associées & X".
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Pour ce calcul de la matrice D, si Ei est la matrice

uni-colonne :

%i
P
E, = : avec e, = §,,
i . i, ij
e. J
i
n-gq
on peut écrire :
n
X' =DX"=D><[ ) xiE]
i=g+1
n
= ] x,-D.E;
i=g+1
Soit
n
X''= ) x, Dy (VI-9)
i=g+1
oi D, = D.E
i i

c'est 4 dire que la matrice Di est la matrice des valeurs de X' qu'on

obtient quand on suppose que X" = Ei'

Nous allons montrer sur le cas simple de la file M/H2/1/N
c -16 . ..
gue , du fait de la précision limitée (e.g. 10 } des nombres mémorisés
sur ordinateur, on ne peut utiliser cette méthode pour des grandes

valeurs de N.

VI.6.1.2. Calcul de la file M/H2/1/N

Soit la loi de service H2 définie par les para-

métres de la figure suivante :
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figure VI.4

Le systéme markovien associé & cette file est constitué

des états (i,3), i = 0,...,N ; j = 1,2. Soit pi 5 la probabilité
7

asymptotique de 1l'état (i,j).

A

étant le taux d'arrivée, les équations de Chapman-

Kolmogorov en régime asymptotique s'écrivent :

a) i =0

Ap . =W, U, p, P WL Hy

. . { = 1,2 (VI-10)
0,3 3 i3 3 5°P1,3-3 J !

b) 0 <1i <N

AHULIP. L = A D, .+ W, U
( u])pl,] Pi 1,5 uj p

3 i41,9 T 95 M3-g Pieg,3-y 3 7 D2
(VI-11)
c) i =N
. .= A \ j o= 1,2 vI-12
1—1] pN,j PN_].,] J ¥ ( )
On pose

clt + 2 (VI-13)

Pi,5 i,5 Pn,1 i,5 Pn,2
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Puis on détermine successivement les coefficients CY )
1,7

(i=0,...,N; j=1,2) pour y=1 et y=2. Cette détermination se fait &

l'aide des équations du type

(A+U,) w. Y, WU,
cY e —J Y _ 33 - 3373 Y (VI-14)
i-1,3 A i, A i+l,3 A i+1,3-3
L'équation (VI-10), pour j = 1, est alors réécrite sous
la forme
1 2 1 2
= +
MCy 1 Pyt ¥ Co,1 By,2) T @M Cp,p Byt CLp By, (VI-15)
1 2
+
* W H (€0 Py, L2 Py, 2!
ou les deux inconnues sont erl et pN’2.
Ce qui implique :
1 1 1
+ —_
, WiHy Cp g Py © 5 T AC
P = P X (VI-16)
N,2 N, 1 3 C2 _ C2 _ C2
o,1 ~ WM F1,1 T WHp Fp,0

On appelle f le coefficient de Py 4 dans 1'équation
¥

ci-dessus.

Compte tenu de l'équation de normalisation :

N

i o~ 00
e]
1
-

i=0  j=1 *t

et de l'équation (VI-16), on détermine la valeur de Py 4
F

1
p = (VI-17)
N ) Ci .+ £ ) .
i3 I i3 1,]
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puis celle de Py o d l'aide de la relation (VI-16).
4

Les autres probabilités asymptotiques sont alors obtenues

a l'aide des équations (VI-10), (VI-11) et (VI-12).

VI.6.1.3. Limite de la méthode

Nous conservons ici l'exemple de la file

M/H2/1/N calculé au paragraphe précédent.

Posons

™o

a)

w0

lim |s!] = + o
00

N/

b)

(VI-18)

Soit 10 " la meilleure précision relative qui peut &tre

obtenue sur un nombre du fait de la mémorisation de ce nombre sur

ordinateur ; le résultat

de signification dés que

Résultat préliminaire :

numérique de l'éxpression (VI-18) n'a plus

On peut obtenir la valeur f & l'aide de l'équation (VI-10)
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de deux fagons : soit pour j = 1 (c'est cette valeur qui a été utilisée

au paragraphe précédent), soit pour j = 2 ; cecl implique :

a) £ = 2
B
avec A = W, c1 + W c1 —Acl
1M Cp,1 T My G0 o,1
2 )
= A -w
B Co,1 =~ W% G110 7 9M G2
p) £ =S
D
avec C = W, U cl + W U, C - AC
oMy Cq,2 T WM B )2
2 2
D=AC 4 =Wl Cp =Wl C oy
Donc, on a encore :
g = 2C (VI-19)

B+D
Calcul de 1lim SY :
00
N

On note SY(N) la valeur SY correspondant & la valeur N.

U,
En posant Cg(i) = CZ 5 et ¢j = j%-, l'égquation (VI-14)

14

s'écrit

Y. Y, . Y. Y . :
C = (1+¢.)C, - w.0.C. 2) - w, C, L (i+2 =1,2 (VI-20
j(J.) ( +q5j) J(1+1) wjd)] 3(l+ ) wj¢3_3 3—3(1 ) ] ( )

En prenant les transformées en %, on obtient :

3
eV @-clo]

[?Y%(Z)~CY(O)—ZCY(1)J
L3 3 i

2y = (14,
3 (B) = Ly Z ©505 2
(VI-21)
[ @Yoz cf_ 1]
- w.d 3-3 3-3 3-3 j=1,2
j43-5 )

Z
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Par ailleurs, on a :

Lim 8T = lim —— (1-2) [c[*(z) + cf* ()]

Nzoo 71 (1—2)
= 1im [CY%(Z) + CY*(Z)] (VI-22)
1 2
71

Déterminons la somme EC Z)+CY (Z)] en utilisant la

relation (VI-21) pour j = 1 puis pour j = 2 ; on obtient le systéme

suivant :
Y Y# _ QY Y% Y¥*
(Z).c1 (Z2) = 81.c2 (z) + K1 (Z)
(VI-23)
Y YE oY oY ¢
az_(z) <, (z2) = 82'C1»(Z) + X, (z)
ol aY%(Z) = zz—z(1+¢.) + w0, jo=1,2 (VI-23a)
| 3 s
Y# Y
X = - 1 - zZ C'(1 0
Ky (2) c(O)]:z +¢)m¢]+w¢ c (1) + wid jC3 ()
+ w, ¢, ..2 CY’.(l) j=1,2 (VI-23Db)
373-3 3-3
Y
. =~ . VI-23
BJ wj ¢3_3 ( c)
Donc :
@) [0) @) +8)]+I* 2) [0l 2)+8]]
Y# Y# 2 2
c, (z>+02v(z) = v e = (VI-24)
o, (z).oc2 (z)—816
D'ou
K”lf(z) aY*(Z)+BY]+KY*(Z) ocy*f(znsg]
lim s'(M) = lim (VI-25)

- v YoY
- 71 o (Z). oc Z) B B
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2w

Calcul de lim
N7 8T(N)

Compte tenu des définitions (VI-23a) et (VI-23c¢), on a :

1% 2% 3*
o, (z) = o (z) = o, (7 j = 1,2
37(), 3»() 3() 3 '
et B% = B? = B, j=1,2
] J J

En reprenant la relation (VII-25), on écrit :

k2* (z) [0¥ (2)+8, ]+x2* (2) [0¥ (z)+8, ]
lim §Tiﬁl-= lim i* i 2 f; i L (VI-26)
A Sz k(@) [ot2(z)+62]+1<2 (2) I:ocl (z)+61]

On a :

1im o¥(z) + B,

z>1 !

()¢ + 0, 6))

et de méne

1im of(z) + B,

-(w, ¢, + w )
s> 2 172 271

Ce qui entraine :

o) Kf*(Z)+K§*(z)
lim T = lim = % (VI-27)
GA STz KT (B)4K, (2)

* %*
Déterminons la somme [K¥ (1)+K§ (1)] a4 l'aide de 1la

définition (VI-23Db)
Y Y = ¥ Y Y Y -
K1(1)+K2(1) = C1(0)+C1(1)¢1+C2(1)(b2 c2(0) (VI-28)

Compte tenu des définitions du résultat préliminaire

ci-dessus, on obtient :

1 1
a) K (1) + K, (1) = (a+C)



b) Kfu) r %2

on a :

- 145 -

2(1) = - (B+D)

Ce qui entraine, compte tenu de la relation (VI-19)

2
s (B+D) 1
1im = - 22 oo
1 (A+C) £
)
D'ou
2
lim f. §I1Nl.= -1 (VI-29)
G A st ()

De plus, compte tenu des définitions (VI-23a) et (VI-23c),

. 2 #* -
lim al(Z) az(Z) - 8162 = Q
Z~>1

Ce qui entraine :
. 1
lim |s* (0] = +

(o o]
NA

c.q.f.d.

Il s'agit ici d'une limite asymptotique mais l'expérience

montre que cette limite est rapidement approchée ; comme le montre

1l'exemple suivant :

Soit A

u(1)

It

0,4
0,5 i H(2) =2
1/3 ; w, = 2/3

Pour N = 10, on a :
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2
et (1 + £ §T) = -0,0013
S
Pour N = 35
sl = —2.10%
2
et (1 + f. S = 0714
o1

Cette derniére valeur de N représente la limite de la
méthode si on travaille en double précision avec 16 chiffres signifi-

catifs. La valeur de Py 4 est alors de l'ordre de 5-10_11.
14

Donc, si N est trop grand, les valeurs numériques de pN 1
r

et de Py sont sans signification et, compte tenu de la technique

2

’

récursive, l'ensemble des valeurs numériques des probabilités pi:jqui
'

en sont déduites est lui aussi sans signification.

Remarque :

On a réalisé l'étude des limites de S1 et de f.(SZ/Sl) sur
une file M/H2/1/N et non sur une file A(n)/K/1. Cette approché (choisie
dans un but de simplification) se justifie par le fait qu'on rencontre
des difficultés avec la méthode récursive lorsque le nombre N de clients
dans le réseau R est élevé (plusieurs dizaines de clients) ; et dans
ce cas, le taux conditionnel A(0), A(l), etc.... est sensiblement
constant a cause du phénoméne de saturation se produisant dans le

réseau complémentaire a& la station étudiée.

VI.6.2. UTILISATION DES TAUX DE SORTIE CONDITIONNELS

VI.6.2.1. Cas général

Au paragraphe III.4.3.1., nous avons vu comment
calculer la suite {v(n)} d'une file A(n)/K/1 ; on obtient les probabi-

lités d'état asymptotiques Pj(nj) en utilisant la relation (III-9) et
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1'équation de noxmalisation :

n. -1
I Ayt
P.(n.) =P.(0) x = (VI-30)
33 3 n,
1’ Vv, (a)
u=1 J

Pj(O) = 1 (VI-31)
N I )xj(u)
u=0
1+ ) —
VO T v, (u)
u=1 J

Cette méthode donne de meilleurs résultats que la méthode

précédente car

a) Le nombre d'opérations élémentaires de l'algorithme est plus faible.
Ici, le processus de calcul ne "parcourt"le graphe markovien qu'une
seule fois, alors que dans la méthode précédente, le graphe est
parcouru (n-q) fois si (n-gq) est le nombre de composantes du vecteur
X" (cf. § VI.6.1.1.) ; dans l'exemple ci-dessus de la file H2,

(n-q) = 2.
b) On peut utiliser un nombre de clients N plus é&levé.

Néanmoins, cette méthode ne supprime pas complétement
l'influence de N sur la précision des résultats obtenus, et ce, compte

tenu de la précision des nombres mémorisés sur ordinateur.

En effet, si on reprend l'algorithme développé au paragraphe
II1.4.3.1., on voit que, partant de la valeur C(Q0) = 1, on calcule
successivement les valeurs c(n), n=1,...,N ; pour des valeurs raison-

nables de la suite {X(n)}o<n<N (la station posséde un serveur unique),

les valeurs c(n) sont décroissantes et ce phénoméne de "déflation" a

pour conségquence d'augmenter 1l'imprécision du calcul du terme V(n)
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pour n élevé.

Toutefois 1l'expérience montre que l'application linéaire
associée a ce calcul, et qui opére sur un vecteur de plus en plus
"aléatoire", reste contractante. Ainsi, les termes V(n) guil deviennent
non significatifs pour n élevé sont tels que la distribution des proba-
bilités obtenue par les relations (VI-30) et (VI-31) conserve de bonnes

Propriétés en ce sens que :

a) les probabilités P(n) non significatives (valeurs é&levées de n)

restent faibles en valeur absolue.
b) La précision des probabilités non négligeables reste bonne.

Ainsi, on a utilisé cet algorithme pour 1l'exemple précé-
dent de la file M/Hz/l/N lorsque N = 190. Les probabilités P(n) non
significatives (n-= 50,...,190) ont un module inférieur a 10_16 en
valeur absolue et l'erreur introduite par ces probabilités sur la
valeur de la normalisation (cf. VI-31) reste donc négligeable. La
précision des probabilités non négligeables reste bonne puisque, par
exemple l'erreur relative de la probabilité P (45) = 0,247 10_12 est
encore inférieure & 10_3. Néanmoins, ce mangue de robustesse vis & vis
de N par rapport a la suite {v(n)} peut présenter un inconvénient
lorsqu'on utilise l'algorithme au sein d'une étude de réseau. Au para-

graphe suivant, on montre comment supprimer cet inconvénient sans nuire

sensiblement a la précision des résultats numériques.

VI.6.2.2. Calcul des taux de sortie par récurrence

Si la loi de service est Erlang-k ou si elle
posséde une transformée de Laplace & deux pdles simples, les taux de
sortie peuvent &tre calculés directement par récurrence (cf. § III.4.3.2.
et III.4.3.3., formules (III-21) et (III-25)). En plus de la rapidité
de calcul, cette facon de procéder présente un autre avantage : l'uti-

lisation directe de la relation de récurrence évite la perte de préci-
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sion par "déflation" évoquée au paragraphe précédent. De plus, le
nombre d'opérations élémentaires est relativement faible et les
erreurs d'arrondi sont sans conséquence pratique sur les valeurs de
la suite {v(n)}OSngN ; et ce, pour des valeurs élevées de N. Des
exemples numériques ont permis de constater que l'on pouvait ainsi
calculer des probabilités trés faibles ; seule la limite de capacité
de l'ordinateur empéche d'obtenir des probabilités inférieures a
1'"underflow". Le fait que les éléments intervenant directement dans
les formules (III-21) et (III-25) restent du méme ordre de grandeur
lorsque n augmente, ne justifie pas & lui seul: la robustesse des algo-
rithmes. En effet, si on considére la formule (ITII-30) relative a la
loi "Erlang-généralisée", ses &éléments restent aussi du méme ordre de
grandeur ; malgré cela, l'algorithme de cette derniére loi n'est pas
robuste vis & vis de N. On peut remarquer gue pour élaborer cette
derniére formule, il est nécessaire d'utiliser l'équation (III-29c),

alors que la formule (III-25) a été obtenue sans l'aide de 1'équation

homologue.

Par ailleurs, dans la réalité, on ne connalt souvent gue
les deux premiers moments de la loi de service d'une station. Si le
carré de variation de la loi est supérieur & l'unité, il existe tou-
jours une famille de lois de Cox & deux pSles simples qui posséde
la moyenne et le carré de variation souhaités. On détermine l'une de

ces lois selon les formules

- 2
M =
u
0 = S S (VI-32)
2 = 2 2
u X Cv
X - 1
LT ol

Si le carré de variation de la loi de service est tel gue

CV2 = [1/2,1[, la loi de Cox & deux pdles simples peut encore &tre
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utilisée ; u représentant la moyenne de la loi de service, le carré

de variation peut aussi s'écrire

2a, (M, .u-1)
2 _ 172 :
cve =1 5 Ez (VI-33)
HZ-
. - 2
Cette expression est minimale lorsque a=1 et U2 ==,
u

i.e. lorsque la loi de Cox correspond & la loi E2 . Pour une wvaleur
2 . 2 - . . .

CV  donnée, 1/2 £ €V < 1, on peut déterminer une loi de Cox qui

posséde la moyenne et le carré de variation souhaités & l'aide des

formules

(VI-34)

o
I
N
=
!
Q
<
3}

Si le carré de variation de la loi est égal & %—, on peut
utiliser la loi Erlang-k pour approcher la loi expérimentale. S'il
n'existe pas un entier k tel gque %—soit suffisamment voisin du coef-
ficient de variation expérimental, on peut utiliser le modéle de la

loi "Erlang-généralisée" et la formule (ILI-30).

Pour une telle loi, il faut déterminer les trois paramétres
- 2
k, b, U (cf. fig. III-2) en fonction de u et de CV . Etant donné qu'on

souhaite avoir le moins d'états fictifs possibles, on prend k tel que

2 1
< < e —-
cv -1 (VI-35)

e

ce qui entraine :

1 €k CV2 < 1+CV2
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On calcule ensuite la probabilité b & l'aide de 1'équation

(IT1-27) ; les racines de l'équation sont les suivantes

2kCV2 + k-2 £ v k2+4—4kCV2

b = 5 (VI-36)
2(k-1) (CV +1)

Compte tenu de ce que b est une probabilité et que, pour

une loi hypoexponentielle
v k2+4-4kCV2 > (k—2CV2)2

la solution b+ de l'équation (VI-36) ne peut étre retenue

(b, > 1).

b est donc déterminé par la solution

2kCV2 + k=2 - ¢ k2+4—4kCV2

2(k~-1) (CV7+1)

Puisque :
4 (k—2CV2)2 < Y k2—4—4kCV2 < Y k2

et que

2
k-CV2 > Cv pour tout k22

On vérifie bien :

2(kCV2—1) 2kCV2+2CV2-2
5 5 £ b < 5 5 < 1
2(kCV -1)+2 (k-CV™) 2kCV +2k=-2CV -2

0 <

la valeur du taux I est obtenue 4 1'aide de la relation

(ITI-26)
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b k(1-b
p=f * k( )]

u

Compte tenu de ce qui a été dit ci-dessus sur la robustesse

de cette derniére loi, on utilise la formule (ITII-30) pour 1 € n < n,Z

n-1
I A
n, = inf —1’-29———~——~ < 10710
<n<g
o<nsl I vi(n)
=1

puis on continue le calcul de la suite {vin) }, nz < n £ N,
comme si la loi de service était de type Erlang-k, en utilisant la

formule (III-25).

On dispose ainsi d'un algorithme robuste tout enne faisant
une approximation sur la loi de service que dans des situations pour
lesquelles la probabilité d'occurence est trés faible ; ceci n'a donc
pas numériquement de conséquence au niveau de l'étude générale de la

station.

De la méme fagon, si la loi de serxvice est de type Cox
général, on peut calculer la suite V(n), 1 € n € nz, a l'aide de
1'algorithme général (cf. § VI.6.2.1.) puils poursuivre le calcul de
v(n), n > nZ, 3 1l'aide de l'une des deux lois robustes choisie selon

la valeur du coefficient de variation expérimental.

VI.7. EXEMPLES NUMERIQUES

Dans ce paragraphe, nous allons identifier les deux

nouvelles méthodes de la fagon suivante :

- méthode M2 : méthode obtenue par modification du

principe de correction
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- méthode M3 : méthode obtenue par :

i) modification du principe de correction et,

2)

ii) la nouvelle détermination de A( selon (VI-5).

A l'instar des auteurs de [CHY—?Sb], nous avons repris

ici des modéles de réseaux dits & "serveur central" qui possédent

la structure suivante :

figure VI-5

ol la station n° 1 (du serveur central) modélise l'unité centrale de
1'ordinateur et ot les autres stations servent & représenter les

différentes opérations d'entrée-sortie.

vIi.7.1. VITESSE DE CONVERGENCE

VI.7.1.1. Comparaison de CHW avec M2

Ces deux méthodes convergent sensiblement vers
le méme vecteur A¥ , 1a variable intéressante est la vitesse de con-

vergence.

Dans tous les cas étudiés, on a constaté une diminution
du nombre d'itérations nécessaires. Un exemple montrant la différence
d'évolution de cette variable est donné sur la planche (VI-1). Pour

un tel réseau, la méthode M2 augmente le "gain®™ de la boucle de cor-



- 154 -

rection relative aux erreurs de flux et diminue le "gain" de la boucle
de correction relative aux erreurs de longueur de file ; ce qui a
aussi supprimé les oscillations qui se constataient pour la méthode

CHW au niveau de la variable "longueur de file".

VIi.7.1.2. Vitesse de convergence de M3

D'une fagon générale, la méthode M3 converge
plus vite que les méthodes CHW et M2. La différence est d'autant plus
importante que les stations du réseau R sont "éloignées" de stations

de type M (i.e. écart-type de la lol éloigné de la moyenne).

Par exemple, soit le réseau "a serveur central" suivant :

figure VI-6

comportant 4 clients et 5 stations identiques. Le nombre d'itérations

en fonction de l'ordre k des lois d'Erlang a été le suivant
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k... 2 6 10
Méthode
M2..... 3 4 5
M3..... 1 1 1

Cet avantage de la méthode M3 est nuancé par le fait que
les calculs des flux de sortie du réseau complémentaire sont plus

compliqués ; les fonctions Ai(ni) étant établies & l'aide de la

relation (VI-7).

VI.7.2. PRECISION DES RESULTATS

L'utilisation du programme de résolution des systémes
markoviens MARCA (cf. [STT—76]) a permis d'obtenir la solution exacte
pour de petits réseaux de type R. La planche (VI-II) donne les résultats
des différentes méthodes, comparativement aux résultats exacts, pour un
réseau "serveur central" lorsque l'on fait varier l'ordre k des lois
de service Erlang-k. On constate que les meilleurs résultats sont

obtenus globalement avec la méthode M3.

D'une fagon générale, en comparant les résultats des diffé-

rentes expériences réalisées par l'auteur, on a pu constater :
a) des résultats pratiquement identiques pour les méthodes CHW et M2 ;

b) des résultats plus proches de la solution exacte pour la méthode M3.
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VII - UNE METHODE APPROCHEE POUR
RESEAU DE TYPE GENERAL

VII.1. INTRODUCTION

Pour modéliser des réseaux plus généraux que ceux du
chapitre précédent, on se tourne généralement vers la simulation ou
vers les méthodes numériques ; chacune de ces méthodes est limitée
dans son emploi. La simulation permet d'étudier des réseaux complexes
mais les contraintes de temps de calcul font que les résultats seront
trés imprécis si l'on veut étudier de gros réseaux. Les méthodes
numériques (e.g. : [STT—76]) fournissent des résultats précis mais

sont plus vite limitées quant a la dimension du systéme étudié.

La méthode proposée dans ce rapport fournit une solution
analytique approchée pour des réseaux de files d'attente assez géné-

raux. Afin de faciliter la compréhension de la méthode, on étudie
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d'abord (§ VII.2) la méthode pour le cas particulier du réseau de
files d'attente fermé & lois de service générales et & serveur unique.
Cette méthode repose sur la notion sous-jacente de taux de sortie
conditionnel d'une station de loi générale. Les probabilités d'état
asymptotiques approchées sont identifiées & la solution d'un systéme
d'équations non linéaires ; ce systéme étant résolu par une méthode

itérative.

VII.Z2. ETUDE DU RESEAU FERME A LOIS DE SERVICE GENERALES

Soit R un réseau fermé a lois de service générales, et

identique au réseau étudié dans le chapitre précédent.

VII.2.1. HYPOTHESE DE BASE

Mathématiquement, la méthode proposée consiste & faire

1'hypothése suivante

Hypothé&se n° 1 : Une solution approchée des probabilités d'état asymp-

totiquesdu réseau R est donnée par les probabilités définies a l'aide

du systéme d'équations suivant :

m xn'
- H jj
.1 A, (n,)
Ple) = —+———d J (VII-1)
C(N,m)
ijj(N—i,m—l) Qj(i—l) i={,...,N
. —- x -
\)j(l) h Cj (N=-i+1,m-1) Qj (1) j=1,...,m (V1I-2)
1 si nj = 0
ol : a) Aj(nj) =) . (VII-3)
T v.(i) sin, >0
i=1 J
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b) x = (xl,xz,...,xm) est une solution de x<§9= X
n,
m x.3
c) C(N,m) = z I (—— (VII-4)
n n .y A.(n.))
preeerny j i3
m
et Z n, =N
== ) i
i=1
(1) nj
m X,
a c_(um-1) = z_ (n (K—(ﬂ‘—)T)) (VII-5)
Dyrecesn j=1 33
m
et z n, =u
et ) i
i=1
et n =0
— v
e) Qj(.) est la probabilité d'état asymptotique de la file
A(i)/K/1 ayant une loi de service identique & celle de
la station j du réseau R et ou
fj Cj(N—i—l,m—l)
A(i) = VII-
(1) CL T, m) (VII-6)

VII.2.2. REMARQUES IMPORTANTES

P(e) est aussi la probabilité d'état asymptotique d'un
réseau "exponentiel" R¥ fermé contenant N clients dont chaque station
j posséde une loi de sérvice exponentielle de taux dépendant vj(nj),
nj =0,...,N, pour tout j = 1,...,m. Toutes les grandeurs caractéris-
tiques définies & partir de P(e) pourront donc é&tre calculées comme

pour un réseau exponentiel, & l'aide des algorithmes classiques (dans

la mesure ol on connaitra les fonctions Aj(.)).



Physiquement, l'hypothése n°l revient & considérer que
le comportement asymptotique réel du réseau R est proche de celui du
réseau R%. On utilise 1&, de fagon sous-jacente, la propriété du flux

de sortie conditionnel d'une file A(i)/K/1
V(i).Q(i) = A(i-1).Q(i-1) (VII-7)
Cette relation étant introduite dans le systéme (I) par
l'intermédiaire de la relation (VII-2).
VII.2.3. PROPRIETES DE LA SOLUTION DU SYSTEME (I)

On met ici en évidence quelques propriétés du systéme (I)

qui seront utilisées pour en chercher la solution.

Soit Pj(i) la probabilité marginale approchée obtenue &

1'aide du systéme (I) ; i.e.

Pj(i) = E P (e)

nl,...,nm
m
et Z n_ =N
— v
v=1
et n, =1
i J

Compte tenu de la forme de produit de P(e), on a :

i
5
A (L) cj(N—l,m—l)
P, (i) = —2
J C(N,m)
Ou encore
P.(i-1) A, (i C.(N-i+1,m-1)
j _ 4 (i) « 3 ‘

P, (i) A, (i-1) x. C,(N-i,m-1)
J J j o3
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Soit, compte tenu des équations (VII-3) et (VII-6)

P, (i-1) Vj(i)

P (1) A (i-1)
j j

(VII-8)
On obtient donc, en considérant les relations (VII-2),
(VII-6) (VII-8)

Pj(i—l) Qj(i—l)

Y = T VIiIi-9
P (1) - 0.0 (VI1-9)
J J
ce qui implique l'égalité des probabilités
P,.(i) = Q. (1) (VII-10)
J J
Compte tenu de la forme de P(e), on a encore
m N
Y ) iPp.(i) =N (VII-11)
j=1 i=o 7

Cette relation, associée & la relation (VII-10), permet

d'écrire
m N
YL i Q (1) =N (VII-12)
j=1 i=o '

Cette derniére relation montre que la somme des valeurs
moyennes des nombres de clients dans les files Xj(i)/Kj/ll j=1,...,m
est égale & N.

v
Par ailleurs, rappelons que, si‘l'on note Pj(') les proba-

bilités marginales asymptotiques exactes de la station j, le taux

d'utilisation de la station j s'écrit

Pour le type de réseau R que nous étudions ici, le théoréme
de Chang et Lavenberg (cf. BHK}VZJ) montre que les taux d'utilisation

des stations sont liés par la relation :
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P. b E,

S SR N I
P. X, 4,
i i i

Montrons maintenant que les probabilités données par le

systéme (I) sont telles que :

(1-P.(0)) x. u,
J _ 3.3
a=s, Oy g,
1 1

c'est 4 dire que les taux d'utilisation calculés (qui
sont aussi ceux de R¥) sont dans le rapport des vrais taux d'utilisa-

tion du réseau R.

En effet, compte tenu des relations (VII-2), (VII-6) et

(VII-10), si Xj est le flux moyen traversant la station j, on a :

- I§ N'i].
A= ) A (k).P,(k) = AL (k).P. (k)
3 2, 3 oo 3 j
Nil Ii]
= V., (k+1).P, (k+1) = V. (k) .P. (k)
k=0 - J k=1 7 J

Mais, compte tenw des algorithmes classiques de calcul sur

les réseaux exponentiels, on a encore

§ f x? Cj(N—k,m—l)
v, (k).P, (k) = x
oy 3 3 - Aj(k~1) ¢ (N,m)
I C. (N-1-(k-1) ;m-1)
- x ) Jk % _d
I Aj( -1) C(N,m)
N-1 %V C.(N-1-v,m-1)
= X, Z ._.l._. X
I oyoo Aj(V) C(N,m)
=y SNl

3 C(N,m)
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On a donc :

X - x C{N-1,m)
3 Jj C(N,m)
= C(N-1,m)
°t AT X Tom,m)
X x,
ou encore :l-= -4 (VII-13)
AL x,
i i
De plus, il est clair que
A, = T 1(1-g, (0)) = T (1-P, (0))
i i i i i
et A, = T 1(1-0,(0)) = W (1-P. (0))
J J 3 J 3
D'ol le résultat recherché
(1—Pj(0)) X, aj
= VIii-14
(1-P, (0)) - ( )
i X, u,
i i

Remarquons qu'on a aussi =

- C(N-1,m)
,ou, X et
! C(N,m)

Pj(O) =1-x

VII.2.4. RESOLUTION DU SYSTEME

Le systéme (I) est résolu par la méthode itérative

suivante
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vy =
J pj si 1 >0
2 X, cfﬂ"l)(N—i,m—l) sz_l)(i—l)
v()(‘)—J 3 % —J
5 T Ty £-1) .
C| (N-i+1,m-1) Qj (i)
i=20, N

et pour 3 1,e0.,m

(VII-15)

On stoppe les itérations lorsque les relations (VII-12)

et (VII-14) sont presque vérifiées, i.e. lorsque :

m N
N- ) ) iQ. (i)
j=1 i=o < e
N
et
m
r. -+ V r,
iomLzy ]
J= < g
1 m
= }or. i=1,2,...m
=1 7
1-9. (0)
~ _ N -
ol r, = = j=1,...m
J X, u,
j 3

(VII-16)

(VII-17)

Pour toutes les expériences réalisées sur ce modéle, une

telle initialisation a permis d'obtenir une solution en guelgues

itérations.
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VII.3. SUR LA FORME "PRODUIT DEPENDANT"

Dans la formule classique du produit :
m
Pe) =c. II g (nj)

la fonction g.(nj) ne dépend pas des lois de service des stations

différentes de la station j.

L'hypothése H1 du paragraphe précédent conduit & considérer

aussi une formule sous forme produit :

m
Ple) =c @I G, (n.) (VII-18)

G.(n) =_.__L__.
j I' . (n.)
33 34
dépend de l'ensemble du réseau car les fonctions thg) sont défintes
4 l'aide du macro-systéme markovien 3?). C'est dans ce sens qu'on

peut qualifier l'expression (VII-18) de "forme produit dépendant"”.

Montrons maintenant que cette formule correspond a  une:
solution exacte dans certains cas particuliers. Pour simplifier

l'exposé, supposons que PVV =0 v¥ve&I.

Si e = (nl,...,nm), on note (e + fv - fj) 1'état

(nl,...,nv+1,..,nj—1,...,nm).

Soit Bv(e) le taux de sortie asymptotique de la station
v sachant que le systéme est dans le sous-ensemble {e} de A ; plus
précisément, Bv(e) est le taux de transition de l'ensemble {e} vers

l'ensemble {(e—fv+fk) : k & I} sachant {e}. Compte tenu du chapitre III,
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on a par définition :

Z: [n (3, (1—pw)]a(d)

de{e}

B (e) =
g (d)
defel

Compte tenu qu'ici, va= 0, on obtient

I n,G) a@
B (e) = aefel (VII-19)
v v
P (e)

v
ol Pl(e) = E - g(d)

de{e}

En sommant les équations d'équilibre global (cf. § II.3.1.)

de tous les états d ; d &{e}, on obtient :

m
g(e)[ ) Bv(e)1= ) [V(e+f f)B (e+f ~£ )P ]

v=]1 v,k
k#v

Ce qui implique :

B (etf -£)p

v

P(e) = ), g(e+fv—fk) x Vm v_k vk (VII-20)
v,k
NS (Z B, (e))

Ce qui peut encore s'écrire matriciellement

P=AP (VII-21)

Considérons a4 nouveau la formule de forme "produit

dépendant"
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n
m X v
P(e) = C. | T—-(—‘;——)— (VII-22)

cette formule implique que les probabilités P(e) doivent vérifier

pour tout e :

m
pe)[ I vm)]= I [Plere-£) v (n+1)p ]

v=] v,k
v#k
D'ou
Vv (n +1)p
v v vk
P(e) = vzk P(e+f +f,) — (VII-23)
4
() v.(n))
v#k oy G U
Ce qui peut encore s'écrire matriciellement :
P(e) = B.P(e) (VII-24)
) v
Il est clair que 82 B = A, alors P(e) = P(e)
Pour que B = A, il faut que
Vv(n +1) Bv(e+fv~fk)
=~ 4 = —= Ve, W, ¥k # v (VII-25)
(Y v () (L Byle))
u=1 u=1

Cette condition est satisfaite st :

a) R est un réseau exponentiel



b)

c)

- 169 -

Dans ce cas, on a :

Bv(e) = Vv(nv) = uv(nv)

et on retrouve la forme produit classique.

R est un réseau fermé composé de deux stations & lois de service
de type K :

Dans ce cas :

e = (nl,nz) avec n,+n, = N

et
B (e =B (n) =V (n)

v v v v v

R est un réseau fermé possédant un seul client :

En effet,

Bv(e+fv—fk) = Bv(e+fv—fi) Vi
et donc :

Bv(e) = Bv(nv) = vv(nv)

Notons que si nous avons démontré une condition suffisante

(condition (VII-25)) pour qu'il existe une forme "produit dépendant",

nous n'avons pas démontré que cette condition était une condition

nécessaire.

VII.4. GENERALISATION

VII.4.1. DECOMPOSITION EN SOUS-RESEAUX -~ FLUX ENTRE SOUS-RESEAUX

Soit R un réseau ergodigque fermé contenant N clients,



- 170 -~

dont les probabilités de routage peuvent &tre dépendantes, et composé

de m files d'attente, certaines pouvant étre de capacité limitée.

Avant d'énoncer la méthode pour un tel réseau, introdui-

sons une "décomposition maximale" du réseau en sous-réseaux.

La encore, la partition'{J(k)}1<k<S de I définit une
décomposition de R en s sous-réseaux Rl""’Rk""'Rs' Le vecteur
e = (nl,...,nm) représentant 1l'état de R, le vecteur ek représente

1'état de Rk.

Décomposons R en un nombre maximal S de sous-réseaux de

telle sorte que

i) les probabilités de routage dépendantes pij(.) ne dépendent que

de l'état ep du sous-réseau Rk contenant la station j

ii) si un client transite par un systéme 3 probabilités de routage
conditionnelles inclus dans Rk’ il faut que la probabilité pour
ce client d'entrer dans toute station j, ¥j«& INJ(k), soit indé-
pendante du chemin suivi dans le systéme & probabilités de routage

conditionnelles i

iii) si la station j appartenant a Rk est a capacité limitée, les
clients dirigés sur la station j ne doivent provenir que de stations

appartenant a Rk'

Ainsi par exemple, on pourra avoir des sous-réseaux tels

que ceux des figures VII-1, VII-2, VII-3.

Les conditions précédentes impliquent que les probabilités
de transition Hij entre les sous-réseaux sont indépendantes du nombre
de clients & l'intérieur des sous—réseaux. Dans la mesure oﬁf}S : S > 1
on peut ainsi mettre en évidence une équation de conservation des flux
entre sous-réseaux. Soit ¢ = (al,...,qs) le vecteur représentant, a

un coefficient de proportionnalité prés, les flux & travers les sous-
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i ce vecteur est obtenu de la fagon suivante

réseaux R S

1,...,R

a) si R ne contient gue des probabilités de routage fixes Pij et si

X est une solution de xf§9= X, on a immédiatement :

o = E %, E p..) (VII-26)

jedk) T oieIdx) T

b) si R contient des probabilités de routage dépendantes (cf. fig. VII-1
et VII-2), alors il suffit de prendre pour chague sous-réseau Rk les
probabilités pij = pij(ek) pour un état ep arbitraire et de calculer
la solution unique x', & un coefficient multiplicateur prés, de
X'SD, = x' ; et compte tenu des conditions i) et ii) ci-dessus,

on a encore

o = 2 ' (2 p') (VII-27)

jedx) 3 ienam It

VII.4.2. HYPOTHESE DE COMPORTEMENT

Si S > 1, la méthode proposée s'énonce, comme dans le
paragraphe VII.2.1., & l'aide d'une hypothése sur le comportement

de R :

Hypothése n°® 2 : Une solution approchée des probabilités d'état asymptoti-

ques du réseau R est donnée par les probabilités définies & l'aide du

systéme d'équations suivant :

N,
.1_11 AL (N.)
P(eg) = +T——Jd J7 (VII-28)
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0.C. (N-i,5-1) Qj(i—l)

i) = -3 x VII-29
vy ) c, (N-i+1,8-1) Q. (1) ( )
] ]
i=1,...,N
j=1,...,S
od :

0 si N, =0
J

N.
= vVII-30
a) Ay () My, (i) si N, >0 ( )
. J J
i=1
b) O = (@1,...,ds) est calculé selon la méthode
exposée ci-dessus.
N.
S 05 J
c) C(N,S) = EZ:::: (T« X—TE—T') (VII-31)
Nl""’Ns =1 33
S
g.t_ Z Ni=N
i21
N.
s a, >
a) ¢ (u,s-1) = > (T K"%ﬁ‘?') (VII-32)
Nl' ..,NS j=1 "33
S
et ] N=u
i=1

e) Qj(.) est la probabilité d'état asymptotique d'un
réseau ouvert R? de structure identique a Rj' (et

ayant les mémes paramétres), soumis a un processus
d'arrivée ponctuel dont 1l'intensité stochastique dépend
uniquement du nombre de clients dans R? et prend les
valeurs

a.C, (N-i-1,S~1)

R b _
Ay = ¢, -1,5°1) (VII-33)

i=0,...,N
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Ici, la méthode utilisée pour calculer les probabilités
Qj(.) dépend de la nature de Rj' Le paragraphe VIIL:4.5 in fine est

consacré d l'exposé des différentes méthodes utilisées (ou utilisables).

Remarque :
L3 encore, la relation (VII-29) du systéme (II) utilise
la propriété du taux de sortie conditionnel (défini sur R;) mise en

évidence au chapitre III. Ici, cette propriété s'écrit :

Aj(i).Qj(i) = vj(i+1).Qj(i+1) (VII-34)

VII.4.3. PROPRIETES DE LA SOLUTION DU SYSTEME (II)

De la méme facon gu'au paragraphe VII.2., si on définit

la probabilité semi-marginale

Nyre.-rNg
S
et ) N =N
—_— v
v=1
et N, = 1
— J
On a encore :
P, (i-1) V. (i)
J J (VII-35)

P.(1) A, (i-1)
j 7

Soit, compte tenu des relations (VII-29) et (VII-33)

P, (i-1) Q. (i-1)
J = (VII-36)

Pj(i) Qj(i)
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Ou encore

Pj(i) = Qj(i) i=0,...,N (VII~37)

Ce gui implique, comme au VII.2, que

S N
o) i9.(d) =N (VII-38)
j=1 i=1 J

De méme, en utilisant les relations (VII-29), (VII-33)

et (VII-37), on montre que

- N
C(N-1,8)
A= 2 A (k).p.(k) = o, ————L—2
j k2o 3 3 j on,s)
Soit encore
A .
4= i, j=1,...,8 (VII-39)
A, o,
i i

VII.4.4. RESOLUTION DU SYSTEME (II)

=~

On utilise une méthode itérative, semblable & celle du

paragraphe VII.2. Selon la nature de R, l'initialisation (i.e. le
(0)

calcul des suites {Uj (.); j=1,...,S} est plus ou moins complexe.

0) N

Y (.) se calcule & l'aide d'un sous-réseau simplifié

Qe o~

s . o - .
Rj construit partir de Rj selon les régles suivantes

i) les lois de service de type K sont remplacées par des lois exponen-

tielles (de méme moyenne) ;

ii) les capacités limitées sont remplacées par des capacités illimi-

tées ;
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iii) les probabilités de routage dépendantes pij(.) sont remplacées
par les probabilités de routages fixes Pij introduites précé-

demment.

(0)

Les suites {Xj (i)} sont alors obtenues rapidement &

1'aide des algorithmes classiques des réseaux exponentiels.

Les itérations sont ensuite effectuées a l'aide de la

relation :
@) a.cfz"l)(N—i,s—1) sz'l)(i—1)
vl i) = 3221) X 4%[—1) (VII-40)
J c; (N-i+1,S-1) o, (i)

It
—
~

.

.
~
0n

et pour j

Compte tenu des relations (VII-38) et (VII-39), les tests

d'arrét sont les suivants

S N
N- ) ) L0, (i)

j=1 i=0 < e (VII-41)
N
et
S
ri_é ) 5
SJ=1 <€ (VII-42)
é Y or. i=1,...,8
j=1 7
AL
ol rj = al
3
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VII.4.5. CALCUL DES PROBABILITES Qj (.)

Nous énongons ici les différentes méthodes utilisées en

fonction du type de sous-réseau Rj considéré.

VII.4.5.1. Cas d'une station unique
Nous avons considéré trois possibilités :

a) la file est & service exponentiel (ou & "comportement exponentiel")
Dans ce cas, la suite {vj(nj)} est connue ; elle constitue
une donnée du réseau et il n'y a pas besoin de calculer les proba-

bilités Qj(.) & chaque itération ;

b) la file est du type A(n)/K/1 :
Cette file est étudiée selon les méthodes décrites au

paragraphe VI.6.2 ;

c) la file est du type A(n)/K/r, r > 1 :
Nous avons développé, en collaboration avec W.J. STEWART
(cf. [STT—77I) un outil numérique permettant d'obtenir le vecteur

des probabilités d'état asymptotiques de cette file.

On peut distinguer deux étapes dans la détermination de
ce vecteur ; la premiére consiste a générer automatiquement la matrice
de transition du macro-systéme markovien associé & cette file ; la
matrice est mémorisée a l'aide de tableaux monodimensionnels oii seuls

les coefficients non-nuls de celle—-ci sont pris en compte.

Dans la deuxiéme phase, on détermine le vecteur des proba-
bilités d'état asymptotiquesassocié & la plus grande valeur propre de
la matrice stochastique ; on utilise pour cela une méthode & itérations

simultanées (cf. EJES-?S]).
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VII.4.5.2. Probabilités de routage dépendantes

On dispose d'une méthode analytique exacte
dans le cas ou les probabilités de routage sont telles que les équa-
tions d'équilibre local (pour le sous-réseau Rj isolé) sont vérifiées

(cf. [PEL-77]).

Si ce n'est pas le cas et si on ne peut pas résoudre
directement le systéme linéaire associé au comportement asymptotique
par une méthode récursive, on utilise la méthode numérigue polyvalente

disponible sous forme du produit-programme MARCA (cf. [STT—76]).

VII.4.5.3. Files a capacité limitée

L3 encore, si le sous-réseau est simple, on
peut résoudre directement le systéme linéaire associé au comportement
asymptotique du macro-systéme markovien. Sinon on utilise le produit-

programme MARCA.

Notons que, dans certains cas, on dispose d'une méthode

analytique approchée mais rapide (cf. ELAE—77]).

VII.4.6. CAS DES RESEAUX OUVERTS

Dans le cas d'un réseau ouvert (dont le taux d'entrée
‘Xo(n) peut dépendre du nombre de clients se trouvant dans le réseau)
on obtient une solution approchée en étudiant le réseau fermé cano-
nigque ﬁ,possédant un nombre de clients ﬁ suffisamment élevé pour que
la probabilité PO(O) soit négligeable, PO(O) étant la probabilité

que la station source soit wvide.
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VII.5. RESULTATS EXPERIMENTAUX

Bien que la convergence de la méthode de résolution pré-
sentée ici n'ait pas été prouvée mathématiquement, les nombreuses
expériences réalisées avec différents modéles et différents paramétres

n'ont pas permis de trouver un cas de non-convergence.

Dans les différentes expériences, nous avons surtout uti-
lisé des modéles de systémes informatiques. En effet, si les réseaux
de files d'attente constituent un outil d'aide & la décision relative-
ment général (on peut aussi bien les utiliser pour étudier des téches
administratives comme pour prévoir la capacité de réserve d'un barrage
hydraulique), il semble que, pour l'instant, les études les plus impor-
tantes sur les réseaux non-exponentiels n'aient été motivées que par
le besoin de prévoir les performances des systémes informatiques. On
trouvera dans [SHM—76] une présentation détaillée des différents modé-
les d'architectures informatiques étudiés au cours de la derniére
décennie, ainsi gu'une justification de l'emploi de lois de service

non-exponentielles.

Nous avons aussi utilisé des modéles de maintenance multi-
niveaux a lois de service de type Cox ; pour ces modé&les, nous avons
retenu des structures voisines de celles déja expérimentées au para-

graphe V (cf. planche V-III).

Les essais ont été conduits avec le souci de déterminer
la vitesse de convergence et la précision de la méthode.
VII.5.1. VITESSE DE CONVERGENCE

Deux éléments doivent étre examinés : le temps d'exécution

d'une seule itération et le nombre d'itérations.
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Si le réseau R étudié est tel que S = m et rj = 1, le temps

d'exécution d'une seule itération est trés court car :

a) comme il a déja été dit, les suites {Xj(nj)} sont calculées a l'aide
d'un algorithme similaire & celui utilisé pour le calcul de la cons-
tante de normalisation d'un réseau exponentiel fermé (dont les

stations possédent des taux de service dépendants) ;

b) le calcul des probabilités marginales Pj(nj) est réalisé a l'aide

du calcul des suites {vj(nj)}.

Dans le cas ol l'on utilise des méthodes numériques pour

- . sa sy = P . . o
déterminer les probabilités d'état asymptotiquesdes sous-réseaux Rj ’
c'est le temps de calcul de ces probabilités semi-marginales qui est

prépondérant au niveau d'une itération.

Le nombre d'itérations dépend de S, de N, du type de
sous-réseau Rk, et de la valeur donnée & €. En général, on a pris

-4 -
€ = 10 ou € = 10 3. Selon le type de réseau testé, la méthode converge

en 3 a 5 itérations dans le cas général (avec € = 10 7). Mais, dans
des cas défavorables, le nombre d'itérations peut &tre plus élevé
(e.g. : 18 itérations). C'est notamment le cas pour des modéles de
maintenance possédant un grand nombre de clients et plusieurs stations

en séries.

VII.5.2. PRECISION

Etant donné que la solution exacte ne peut &tre actuelle-
ment connue que par une méthode numérique (cf. [STT—76]), les études

de précision de la méthode n'ont porté que sur de petits réseaux.

La méthode proposée ne peut avoir d'intérét que si elle
fournit des résultats plus précis que les résultats que l'on peut
obtenir & l'aide d'une modélisation plus simple : celle des réseaux

exponentiels. A cet égard, tous les essais effectués sont convaincants :
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les résultats de la méthode proposée sont nettement plus proches que

ceux obtenus & l'aide du réseau exponentiel :canoniquement associé au

réseau R.

Le premier exemple numérique présenté (cf. planches (VI-Ia)
et (VI-Ib)) reprend un réseau & serveur central ; l'unité centrale est
modélisée par un serveur hyperexponentiel et chacune des deux entrées-
sorties est modélisée par un serveur Erlang-2. Comparativement aux
valeurs données par la modélisation exponentielle, les résultats sont
relativement précis, notamment au niveau des distributions des proba-
bilités d'état. Notons que pour réaliser cette expérience, on a pris
€ = 10—4 et les tests d'arrét ont été positifs aprés 7 itérations ;
en prenant € = 10_5 on obtient sensiblement les mémes résultats au

niveau des grandeurs caractéristiques mais en 9 itérations.

Le deuxiéme exemple (cf. planches (VI-IIa) et (VI-IIDb))
est trds voisin du premier ; ici, la moyenne de la loi de service de
la station n® 2 a été divisée par deux. Les résultats sont encore

trés satisfaisants.

Dans le troisiéme exemple (cf. planches (VI-IIIa)} et
(VI-IIIb)), il faut remarquer que les trois stations auraient des
probabilités d'état asymptotiques équidistribuées si les lois de

service étaient de type identique.

En conclusion, disons que la méthode approchée présentée
dans ce paragraphe donne des résultats relativement précis (et rappe-
lons gu'elle s'applique & une classe relativement grande de réseaux

de files d'attente).
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Pl(n ) Distribution des proba- P2(n ) Distribution des proba;
bilités stationnaires . bilités stationnaires
de la station N° 1 de la station N° 2
(et N° 3)
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VIIT - CONCLUSIONS

Un caractére important de ce travail nous parait é&tre
l'utilisation systématique de la notion de taux de sortie conditionnel.
Cette notion, qui a priori suppose la connaissance des probabilités
d'état stationnaires s'avére efficace dans la mesure ol le calcul des
taux de transition conditionnels peut s'effectuer : (i) indépendamment
du calcul des probabilités d'état stationnaires et (ii) par des algo-
rithmes beaucoup plus stables que ceux calculant directement les
probabilités d'état. Oxr, ceci se produit, pour 1l'étude d'une station
isolée, dans deux cas fondamentaux correspondant aux lois de services
Erlang-k et Cox-2. L'importance de ces deux cas est encore accrue par
le fait que ceux-ci permettent d'approcher (au sens de la moyenne et

de la variance) & peu pré&s toutes les lois de service.

D'autre part, dans les cas plus complexes, des hypothéses
de comportement permettent d'approcher cette grandeur par des calculs

simples et rapides.

De plus, cette grandeur se pré&te & une estimation simple

sur les systémes existants.

Notons que la notion de taux de transition conditionnel
peut &tre utilisée dans un cadre de modélisation plus large que celuil
généralement attribué & celui des réseaux de files d'attente. Elle

doit permettre d'obtenir une solution généralement approchée (compte
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tenu d'hypothéses de comportement destinées & simplifier les calculs),
mais néanmoins plus fidéle que la solution obtenue en utilisant un

flux moyen.

Terminons en donnant un exemple illustrant une telle
démarche. Celui-ci traite d'un modéle de stock ot les délais de livrai-
son sont dépendants. On sait que les modéles généraux que l'on peut
trouver dans la littérature considérent toujours les différentes
livraisons ccmme indépendantes. Or, & notre avis, cette derniére
hypothése ne permet pas de donner une représentation réaliste de
1'effet cumulatif des retards 1lié & une rupture de stock du fabricant

de l'article.

Dans le modéle proposé, le systéme complet est modélisé
par un pseudo-réseau de files d'attente dans lequel le stock du maga-
sin est représenté par une station Erlang-Q si Q est la quantité de
commande. La moyenne de la loi de service de cette station est égale
a %—si A est le taux de demande de l'article. Les "clients" du réseau
de files d'attente sont les commandes "en cours" ou "potentielles" ;
une commande est "en cours" si elle existe physiquement ; une commande
est "potentielle" si elle se trouve dans la station magasin. Le sous-
réseau complémentaire & la station magasin modélise le processus de
livraison (délais de transports, de fabrication, etc...) et tient
compte des saturations possibles. Alors le taux de sortie (en régime
asymptotique) du sous-réseau complémentaire sachant le nombre de
commandes "en cours" correspond au taux d'arrivée conditionnel des
"clients" & la station magasin. Les probabilités d'état asymptotiques

de la station magasin, de type Erlang-Q, sont ensuite étudiées comme

pour une file X(n)/EQ/l.
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