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Crochet de Gerstenhaber pour les algebres enveloppantes
d’algeébres de Lie de dimension finie

Résumé

Dans cette these, nous décrivons explicitement la structure multiplicative et la
structure d’algebre de Lie graduée sur la cohomologie de I’algebre enveloppante d'une
algebre de Lie de dimension finie.

Dans un premier temps, nous introduisons une structure multiplicative de la co-
homologie de 'algebre de Lie. Ensuite, nous montrons explicitement qu’il existe un
isomorphisme d’algebres graduées commutatives entre 1’algebre de cohomologie de
Hochschild de I'algebre enveloppante munie du produit cup et 'algebre de cohomolo-
gie de 'algebre de Lie.

Dans un deuxieme temps, nous introduisons une structure d’algebre de Lie gra-
duée sur la cohomologie de 'algebre de Lie. Ensuite, nous montrons qu’il existe un
isomorphisme d’algebres de Lie graduées entre 'algebre de Lie de cohomologie de
Hochschild de I'algebre enveloppante munie du crochet de Gerstenhaber et 1’algebre
de cohomologie de ’algebre de Lie.

Enfin, nous décrivons completement le crochet de Gerstenhaber sur la cohomologie
de Hochschild de I'algebre enveloppante d'une algebre de Lie de dimension < 3.

Mots clés

(Co)homologie de Hochschild, produit cup, produit cap, algebre de Gerstenhaber,
algebre envelppante.



Gerstenhaber bracket for the enveloping algebras of
finite-dimensional Lie algebras

Abstract

In this thesis, we explicitly describe the multiplicative structure and the graded
Lie algebra structure of the cohomology of finite-dimensional Lie algebras.

In a first step, we introduce a multiplicative structure for the cohomology of Lie
algebra. Then, we explicitly show that there exists an isomorphism of commutative
graded algebras between the Hochschild cohomology algebra of the enveloping algebra
provided with the cup product and the cohomology algebra of the Lie algebra.

In a second step, we introduce a graded Lie algebra structure for the cohomology
of Lie algebra. Then, we show that there exists an isomorphism of graded Lie algebras
between the Hochschild cohomology Lie algebra of the enveloping algebra provided
with the Gerstenhaber bracket and the cohomology algebra of the Lie algebra.

Finally, we describe completely the Gerstenhaber bracket on the Hochschild coho-
mology of the enveloping algebra of a Lie algebra for dimension < 3.

Keywords

Hochschild (co)homology, cup product, cap product, Gerstenhaber algebra, enveloping
algebra.
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Introduction

L’homologie de Hochschild et la cohomologie de Hochschild sont des théories ho-
mologiques et cohomologiques définies a 'origine pour les algebres associatives, mais
qui ont été généralisées a des catégories plus générales. Elles ont été introduites par
Gerhard Hochschild en 1945 dans [13]. En 1963, dans [12], Gerstenhaber a introduit
deux opérations sur les groupes de cohomologie de Hochschild H*(A, A) : le produit
cup

U: HP(A, A) @ HY(A, A) —s HP(A, A)

et le crochet
[, ]e: HP(A,A) @ HY(AA) — Herq*l(A,A).

I1 a montré que la cohomologie de Hochschild H*(A, A) de A munie du produit cup
U est une algebre associative et commutative au sens gradué c’est-a-dire que si « et
[ sont des éléments homogenes de degrés respectifs p et ¢, on a

aUp=(-1)PguUa.

Il a également démontré que H*™' (A, A) munie du crochet de Gerstenhaber [, |¢ a
une structure d’algebre de Lie graduée c’est-a-dire qu’on a

L [a>B]G = (_1)(1)71)((171)[6’0‘]6'7
2. (1) [, Blg, Ale + (=1)PVEI]B, 9]g, ale

+(=1) Iy, afe, Blg =0
ouy € H"(A,A).

Deux conséquences résultent de cette structure :

1. (HY(A,A),[, ]g) est une algebre de Lie.
2. H*(A, A) est un H*(A, A)-module de Lie.
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En identifiant H*(A, A) & Der(A, A)/Der(Int(A, A)), le crochet de Gerstenhaber s’iden-
tifie au crochet des commutateurs des dérivations extérieures. De plus, pour

a € HPTY(A, A), [, —]g est une dérivation de degré p de I'algébre graduée commuta-
tive (H*(A, A),U), c’est-a-dire qu’on a la relation

[, BUAG = [a, Bla Uy + (—=1)PTIFIB U [, 4]6.

En raison de la complexité des définitions, la compréhension des deux structures
Uet [, ]g reste difficile.

Soit K un corps de caractéristique positive. Soit K[G] 1'algebre de groupe d’un
groupe abélien fini. Dans [11], T. Holm a décrit completement la structure multipli-
cative <H*(K[G],K[G]), U) de la cohomologie de l'algebre de groupe K[G]. A partir
de ce résultat, Claude Cibils et Andrea Solotar ont prouvé directement dans [0] que
'algebre de cohomologie de Hochschild de K[G] est isomorphe au produit tensoriel
de T'algeébre de cohomologie habituelle (H *(G,K), U) avec I'algebre de groupe K|[G].
Dans [3, 9], K. Erdmann, T. Holm et N. Snashall ont calcule la cohomologie de Hoch-
schild des algebres autoinjectives de type de représentation fini de type A. En 2006,
dans [I'1], J. Fan et Y. Xu ont montré que la structure multiplicative pour 1'algebre
de Fibonacci sur un corps est triviale. En 2008, C.-H. Eu a calculé dans [10] celles des
algebres préprojectives.

Plusieurs résultats ont été obtenus concernant le crochet de Gerstenhaber. En
2001, dans [25], Strametz a étudié la structure d’algebre de Lie du premier groupe de
la cohomologie de Hochschild d’une algebre monomiale de dimension finie en termes de
la combinatoire du carquois, en caractéristique quelconque. Une de ses contributions
a été de donner des conditions nécessaires et suffisantes aux données combinatoires
des algebres monomiales afin de garantir la semi-simplicité dans le premier groupe
de cohomologie. De plus, elle a montré que dans ce cas, ’algeébre de Lie semi-simple
obtenue est un produit direct de certaines algebres de Lie de matrices de trace nulle.
En 2006, dans [!], Bustamante a montré que la structure d’algebre de Lie gradué de la
cohomologie des algebres de chalnes quadratiques triangulaires est triviale. En 2008,
dans [22, 23], Sdnchez-Flores a étudié la structure de module de Lie de la cohomologie
des algebres monomiales dont le carré du radical est nul. Pour de telles algebres, dans
[5], Claude Cibils a calculé les groupes de cohomologie en utilisant la combinatoire du
carquois. En 2014, dans [27], la structure d’algebre de Lie graduée de la cohomologie a
été calculé explicitement pour les algebres symétriques quantiques et leurs extensions.

Dans cette these, nous nous intéressons aux algebres enveloppantes de Sridharan
Us(g) d'une algebre de Lie g de dimension finie. Ces algebres ont été introduites par
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Sridharan dans [21]. Ces algebres Uy (g) sont des généralisations des algebres envelop-
pantes usuelles car, pour f =0, on a Us(g) = U(g).

Cartan et Eilenberg construisent dans ([2], p. 277) des isomorphismes d’espaces
vectoriels entre la (co)homologie de Hochschild des algebres enveloppantes d’algebres
de Lie et la (co)homologie de Lie d’algebres de Lie :

Ot H*(U(g), U(9)) = H; (9, U(9)™) et DT - Ho(U(g), U(g)) = H*(g,U(g)™).

En homologie, cet isomorphisme a été décrit explicitement par Kassel ([15], corol. 5,
p. 241-242).

Pour calculer la cohomologie de Hochschild des algebres de Sridharan H*(U(g),Us(g)),
on remarque que Uy (g) est un U (g)-module pour la représentation adjointe(3.2, p. 61),
noté Z/{f (g)ad.

Nous montrons qu’il existe une structure d’algebres graduées commutatives

(Hiolo. U0 U

et que, de plus, on a un isomorphisme d’algebre graduée commutative

®; (H WUsle) Us(0)).0) = (HiloUsle)™), i)

ou U désigne le produit cup introduit par Cartan et Eilenberg ([2], p. 217) et par
Gerstenhaber ([12], p. 278). Pour f = 0, ®} est I'isomorphisme d’espaces vectoriels
classique de Cartan-Eilenberg c-a-d. ®}_, = ®¢.

L’homologie de Hochschild de Uf(g) a été calculée par Kassel dans [15] a l'aide
d’une petite résolution que nous utiliserons beaucoup. Dans [1], Chouhy et Solotar
ont calculé la cohomologie de Hochschild en tant qu’espace vectoriel gradué pour g
de dimension 3.

Le but de cette these est d’écrire le produit cup et le crochet de Gerstenhaber
de H*(Us(g),Us(g)) sur les cochaines a partir de la «petite» résolution de Kassel de
Us(g). Deux outils sont nécessaires pour mener a bien ce projet.

Premier outil : en 1988, C. Kassel a construit une résolution

o Us(g) © A (g) @ Up(g) 25 Up(g) @ AP (g) @ Us(g) — ..

de Us(g) a partir de la résolution de Chevalley-Eilenberg aussi qu'un morphisme
de comparaison

e+ (Us(s) @ A*(9) @ Us(), 1) — (Ur(o) @ Us(8) ®Uy(a), 0™

de source la résolution de Kassel & valeurs dans la résolution bar.
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Deuziéme outil : en 2016, dans [19], C. Negron et S. Witherspoon ont proposé
une construction du crochet de Gerstenhaber a partir d’une résolution de I’al-
gebre qui n’est pas nécessairement la résolution bar. Cette construction nécessite
I’expression des morphismes de comparaison entre ces deux résolutions.

L’étape la plus délicate reste la description du morphisme

0. (Up(e) ©Ua) " @ Upl), 02 ) — (Us(g) ® A*(g) @ Us(g), 1,
de source la résolution bar a valeurs dans la petite résolution. Remarquons que, dans
[21], S. Riviére a proposé une description topologique d’un morphisme de comparaison
sur le corps des réels. Mais ce morphisme de comparaison, a notre connaissance, ne
semble pas permettre de décrire explicitement les structures U et [, ]g. Dans nos
recherches, on a pu décrire explicitement ces structures a partir du morphisme de
complexes construit au chapitre 2 de cette these.

Une partie importante de ce mémoire est consacrée au calcul d’'une homotopie

te: Up(g) @ N (g) @ Up(g) — Up(g) © A (g) @ U (g)

pour la résolution de Kassel. Cette homotopie nous a conduit a décrire explicitement
le morphisme de complexe

n: (U(e) @ Us(e)”” @ Us(e),b™) — (Us(s) ® A*(9) @ Us(g), ).

Ce morphisme est indispensable pour nous permettre d’écrire explicitement le produit
cup U, le produit cap N et le crochet de Gerstenhaber [, ]g a partir de la petite
«résolution de Kassel» sur les chaines et les cochaines.

Une autre partie importante de nos travaux est consacrée aux exemples. Nous
décrivons le crochet de Gerstenhaber sur la cohomologie de Hochschild de I'algebre
enveloppante d’une algebre de Lie de dimension < 3. En particulier, pour l'algebre de
Lie de Heisenberg b, nous détaillons complétement la structure d’algebre de Lie gra-
duée (H*(U(h),U(b)),[, ]o) ainsi que (H*U(xa),U(xa)), [, Ja) oit to est Talgtbre
de Lie de dimension 3 de type a avec a € Q, ¢ {—1}.

Ce manuscrit s’articule en six parties

1. Chapitre 1 : on commence par rappeler les définitions de I’homologie de Hoch-
schild, la cohomologie de Hochschild, le produit cup, le produit cap et le crochet
de Gerstenhaber pour une K-algebre quelconque ou K est un corps. Ensuite, on
rappelle la définition d’une algebre enveloppante de Sridharan d'une algebre de
Lie et nous introduisons la «petite» résolution de Kassel de Uy (g).



INTRODUCTION

2. Chapitre 2 : cette partie est essentiellement consacrée a ’écriture explicite d’une
homotopie pour la résolution de Kassel. Cette homotopie nous permet d’intro-
duire le morphisme de complexes de source la résolution bar a valeurs dans la
«petite» résolution de Kassel.

3. Chapitre 3 : cette partie décrit explicitement la structure du produit cup Up;.
de l'algebre Hj, (g,Us(g)*?). On montre ensuite qu'il existe un isomorphisme
d’algebres graduées commutatives

(H* U (0), Uy (). U) = (H (0. Uy(0)"), Usec)

ol la cohomologie de I'algebre de Lie est calculée a coefficients dans la représen-
tation adjointe U (g)*.

4. Chapitre / : cette partie décrit explicitement le crochet de Gerstenhaber [, |5
de I'algebre de Lie graduée Hit' (g, Us(g)?).

5. Chapitre 5 : cette partie décrit explicitement la structure du produit cap Nr;e
qui définie une action de Hj, (g,Us(g)*) sur HX(g,U;(g)*!). On montre qu’il
existe un diagramme commutatif

HE(g,Us(9)*) @ H,.(9,Us(g)*) 2 HE (g,Us(5)*)

q

| J

H,(Uy(9),Us(9)) © H(Us(g),Us(8)) *— Hpy(Us(0),Us(9))
ou les fleches verticales sont des isomorphismes.

6. Chapitre 6 : nous décrivons completement le crochet de Gerstenhaber sur la
cohomologie de Hochschild de I'algebre enveloppante de 1’algebre de Heisenberg
h et de 'agebre de type a t,. Nos calculs nous ont permis de décrire 1'algebre
de Lie (Hl(U(h),L{(h)), [, ]G) en termes d’algebres de Witt. Ce résultat peut

également se retrouver en termes de dérivations via I’isomorphisme

H'(U(b),U(h)) = Derg (U(h))/Der Intg(U(h)).



Chapitre 1

Rappels et notations

Ce chapitre préliminaire rassemble les outils nécessaires. On fixe K un corps. On
note ® le produit tensoriel ®k. Dans tout ce texte, A est une K-algebre associative
unitaire d’algebre opposée A°?. On pose A¢ := A ® A°. On note g une K-algebre de
Lie de dimension finie n et de base (z1,...,2,).

1.1 Résolutions d’une K-algebre

Définition 1.1.1 ([20], p. 2). Un complexe de chaines de A-modules est un couple
(C.,d,) ou C, est un A-module gradué et ot d, : Cy — C, est une application linéaire
de degré —1, appelée différentielle telle que pour tout n € Z, on a d, o d,+1 = 0.

dn+2 dn+1 dn
Oy —Chyy — C = Chq ...

Définition 1.1.2 ([20], p. 3). Un complexe de cochaines de A-modules est un couple
(Cy,dy) ot C, est un A-module gradué et ou d, : C, — C, est une application linéaire
de degré +1, appelée différentielle telle que pour tout n € Z, on a d, 11 0d, = 0.

dn, dn+1 dn+2
Cn —>Cn+1 —>Cn+2 —>Cn+3...

Définition 1.1.3 ([20], p. 2). Soient (C1,dl) et (C?,d?) deux complezes de (co)chaines
de

A-modules. Un morphisme de complexes f : (Cl,d}) — (C? d?) est une application

* ) Uk * ) Uk

linéaire de degré 0 qui commute aux différentielles :
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oLt 2

Co 57— Chs
fnfl

Définition 1.1.4 ([20], p. 3). Un morphisme de complexes de (co)chaines de A-
modules

f:CY — C? est appelé quasi-isomorphisme si 'application induite en (co)homologie
est un isomorphisme.

Définition 1.1.5 ([2], p. 75). Soient A un anneau et M wun A-module. Une A-
résolution projective (resp. libre) du A-module M est une suite ezacte de A-modules

LM p dp o P A DS M0

dans laquelle tous les P, sont des A-modules projectifs (resp. libres). L’application
surjective € s’appelle ['augmentation.

D’apres ([18], p. 280 et [17], p. 12), le complexe (Bar*(A), bEar)

bar bbar bar bar

b b o
28 Baryy 1 (A) 25 Bar,(A) 2 Bar, 1 (A4) 2= ...
est défini par Bar,(A) := AQA®*®A et ou1 bP*" est définie pour ap®@a;®- - -®a,Qa, 1 €
Bar,(A) par

p
b‘;“(ao Q@ Qay®ap1) =Y (~1)'a0 @+ ® aer1 @ - @ tpyr.
=0

L’augmentation de ce complexe est la multiplication p : AQ A — A avec u(a®b) = ab.

Proposition 1.1.6 ([18], p. 281 et [L7], p. 12). Le compleze bar (Bar*(A),b'jar) est
une A°-résolution projective du A°-module a gauche A appelée résolution bar.

Posons A := A/K. D’apres ([13], p. 282 et [17], p. 13), le complexe (%*(A),bfar)

ot % m— bt = b5y
... — Bar,;1(A) — Bar,(A) — Bar, 1(A) — ...
est défini par Bar, (A) := AQA” @A et ot P est définie pour ag®a1®- - -Qa,Ray 1 €
Bar,(A) par

p
b;ar<a0®a71®"'®a7p®ap+l) :Z(—1)£a0®a71®"'®7a£a5+1®"'®@®Gp+1-
/=0

L’augmentation de ce complexe est la multiplication.
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1.2. HOMOLOGIE ET COHOMOLOGIE DE HOCHSCHILD

Proposition 1.1.7 ([18], p. 282 et [17], p. 13). Le compleze (Biar*(A),b'jar) est une
résolution projective du A°-module a gauche A appelé résolution bar normalisée. L’ap-
plication

(Bar.(A), ") — (Bar.(A), )

induite par la projection A — A est un quasi-isomorphisme de complezes.

1.2 Homologie et cohomologie de Hochschild

1.2.1 Homologie
Définition 1.2.1 ([17], p. 12). L’homologie de Hochschild de A est définie par

H,(A,A) = Tor (A, A).

On a donc H, (A, A) = H.(A ®ue Pi,id ®ac d,) ot (Py, d,) est une A°-résolution
projective de A.

Soit (Bar*(A), bEar) la résolution bar introduite dans la section 1.1. Pour p € N,

posons
Cp(A, A) :== A ®4e Bar,(A)

et
C’E(A, A) = AR A®P,

L’isomorphisme de K-espaces vectoriels C, (A, A) = C(A, A) induit un isomorphisme
de complexes
(Co(A, A) ida @4 0) = (CE(A, A),b,)

ou

by, C’E(A,A) — C’Efl(A,A)
est donnée pour a @ a; ® --- ®a, € A ® AP par
bla®Ra ®---®ay) = a1 @az - ay,
p—1
+ Y (-Da®a® - Qaan ® - Qa,

/=1

+ (—1)Paa®a1 @ @ ap_1.
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1.2. HOMOLOGIE ET COHOMOLOGIE DE HOCHSCHILD

Proposition 1.2.2 ([17], p. 9 et [18], p. 288). Pour tout entier p > 0, I’homologie de
Hochschild est donnée par

Hy(AA) = Hp((j}(A, A), b*).

Soit (Biar* (A), b'far) la résolution bar normalisée introduite dans la section 1.1. On

a
Hy(A, A) = Hy(A @ Bar,(A),ida @ac 02).
Posons -
Cp(A, A) := A® e Bary(A)
et

—K L —®p
C,(AA):=A0 A",

Le passage au quotient de b, : C*(A, A) — CF (A, A) définit une différentielle tou-
jours notée
by C,p (A, A) = Ty (A, A).

Corollaire 1.2.3. Pour tout entier p > 0, on a

H,y(A, A) = H,(C (A, A),b,).

1.2.2 Cohomologie
Définition 1.2.4 ([17], p. 41). La cohomologie de Hochschild de A est définie par

H*(A, A) = Ext’y. (A, A).

On a donc H*(A,A) = H*(Homye(Py, A), (d.)") ot (P.,d.) est une A®-résolution
projective de A.

Posons
CP(A, A) := Homye (Bar,(A), A)

et
CE(A, A) := Homg (A%, A).

L’isomorphisme de K-espaces vectoriels C?(A, A) =2 CE (A, A) induit un isomorphisme
de complexes

(CP(A, A), (0™)") = (CL(A, A), 1)

12



1.3. LES PRODUITS CUP ET CAP

ou
WP CE(A,A) — CETH(A, A)

est donnée pour f € CR(A, A) et a1 ® -+ ® ap1 € A®PT! par
b(f)(a1 Q& ap+1) = alf(CLQ ®-Q ap+1>
P
+ Z(_l)éf(al Q- @ apap Q- & ap+1)
=1

+ (_1)p+1f(a1 K- ap)“p—&-l-

Proposition 1.2.5 ([17], p. 37 et [18], p. 284). Pour p > 0 un entier, la cohomologie
de Hochschild est donnée par

HP(A, A) == HP(CL(A, A), b%).

Posons
ép(A, A) := Hom e (%p(A), A)

et
C?(A, A) := Homg (A" A).

Le passage au quotient de b : Ck(A, A) — CET(A, A) définit une différentielle tou-
jours notée

P Ch(A, A) — CHH(A, A).
Proposition 1.2.6. Pour tout entier p > 0, on a

HP(A,A) = H?(Cx (A, A),b").

1.3 Les produits cup et cap

1.3.1 Produit cup
Rappelons la définition du produit cup([12], p. 278 et [2], p. 217) :
U: HP(A,A) @ HI(A, A)—HPTI(A, A).
Ce produit cup est défini a partir de 'application également notée U

CP (A, A) @ CL(A, A) 5 CY(A, A).

13



1.3. LES PRODUITS CUP ET CAP

Ecrivons o € H?(A, A) et § € HI(A, A) sous la forme o = cl(f) et 3 = cl(g) ou
f e Cr(AA) et g € Cx(A, A) sont des b-cocyles normalisés. On définit 1'élément
fUg de C% (A, A) par la formule

(fUGa1® - @ aprg) = fla1 ® -+ @ ap)g(aps1 ® - -+ @ Apiq)- (1.3.1.1)

La formule
b(fUg)=0b(f)Ug+ (=1)PfUb(g) (1.3.1.2)

montre que f U g est un b-cocycle des que f et g le sont. Ceci permet de définir a U 3
comme la classe de cohomologie du b-cocycle f U g.
M. Gerstenhaber a montré le résultat suivant.

Théoréme 1.3.1 ([12], p. 281). Le produit cup munit (H*(A,A),U) d’une struc-
ture de K-algébre graduée commutative, c’est-a-dire que, pour o € HP(A, A) et 5 €
H1(A, A), on a la relation

aUp=(-1)PgUa.

1.3.2 Produit cap
Le produit cap de Cartan et Eilenberg ([2], ch. 11 § 6)
N:Hy(AA) @ HI(A L A)—H, (A A).
admet la description suivante a partir de 'application également notée N
(A, A) @ TLA,A) BT (A, A).

Ecrivons w € H,(A, A) sous la forme w = cl(z) ol z = a®a, @ --- D a, € @f(A, A)
est un p-cocycle normalisé. De méme, écrivons o € H(A, A) sous la forme a = cl(f)
ou f € Cg(A, A) est un g-cocycle normalisé. On définit I'élément z N f ([16], p. 449)

de éf_q(A, A) par la formule
a®a @ - Qa,Nf=af(a1®...a;) Rags1 @+ R ap. (1.3.2.1)

La formule
b(z)Nf=2z0b(f)+ (=1)Pb(zN f) (1.3.2.2)

montre que z N f est un b-cycle dés que z et f le sont. Ceci permet définir w N «
comme la classe d’homologie du b-cycle z N f.
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1.4. LE CROCHET DE GERSTENHABER

1.4 Le crochet de Gerstenhaber

On définit le crochet de Gerstenhaber a partir de la résolution bar normalisée
introduite dans 1.1. Pour p € N, on rappelle que

C"(A, A) = Hom 4 (Bar,(A), A).

Soient f € C*(A,A) et g € CY(A,A). Pour 1 ®a; @ -+ @ apiq_1 @ 1 € Bar, 4 1(A),
Papplication f o; g € éerqfl(A, A) est définie par M. Gerstenhaber([12], p. 279) par
la formule

(fog(l®a®@ - ®ap1®@1) =
fl®a® - ®a109(1®0a;® - @011 ®1) R @ Qaprg—1 ®1).

Posons

P
fogg:=> (1) ViDfo, g

i=1
Ona fogg€ €p+q_1(A, A).

Remarque 1.4.1. On prendra garde que si f et g sont des p et q cocycles respectifs,
fog nlest pas en général un (p+q— 1) cocycle.

Suivant Gerstenhaber ([12], th. 1, p. 270), on définit le crochet, [f, gl¢ € éerqfl(A, A),
par
[f, gle=focg— ()" DV Ngog f. (1.4.0.1)

Théoréme 1.4.2 ([12], th. 3, p. 281). Si f est un p-cocycle de Hochschild et si g est
un q-cocycle de Hochschild, le crochet [f , gl est un (p+q—1) cocycle de Hochschild.

Théoréme 1.4.3 ([12], th. 1, p. 270). Soit L(A) = H*(A, A)[1], c’est-a-dire
LP(A) = HPTY(A, A) pour tout entier p. L’application

LP(A) ® LI(A) — LPHi(A)
cd(f)®cllg) — cl[f, glc)

munit L(A) d’une structure d’algebre de Lie graduée, c’est-a-dire qu’en posant o =

cl(f), B = cllg) et [ev, Bla = cl([f, gla), on a
v, Ble = (=18, ale.
Pour v € L7(A), on a

(=D [[a, Bla, Ye + (=P8, Yla, ale + (=1)"[[v, ala, Ble = 0.
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1.5. ALGEBRE ENVELOPPANTE D’'UNE ALGEBRE DE LIE

Théoréme 1.4.4 ([12], corol. 2, p. 286-287). Pour tout a € LP(A), B € LI(A) et
v € L7(A), le crochet [a, —|g est une dérivation graduée de degré p + 1 de l'algébre
graduée (H*(A, A), U), c’est-da-dire

[O[ U 57 ’Y]G = [O[, 7]0 U 6 + (_1)(p+1)7’a U [/87 /V]G

1.5 Algebre enveloppante d’une algebre de Lie

Pour cette section, on se refere a [7]. On appelle algebre de Lie, un espace vectoriel g
muni d’une application bilinéaire (x, y)—[z,y| de g x g dans g qui vérifie les propriétés
suivantes :

1. Pour tout z de g , on a [z,z] =0 .
2. Pour tous z,y et z dans g, on a [z, [y, ]| + [v, [z, z]] + [z, [z, y]] = 0.

Le produit [x,y] est appelé crochet de Lie.
Dans ce texte, on ne considere que les algebres de Lie de dimension finie.

Soit T(g) la K-algebre tensorielle de 'espace vectoriel g. Rappelons que
T(g) = @i>0T"(g) avec T'(g) = g® pour i > 0 et T°(g) = K. Le produit dans T(g)
est la concaténation. Soit J 'idéal bilatere de T(g) engendré par les éléments

{zey—yor—[z,y]|lrcg ycg}

L’algebre associative T(g)/J s’appelle I'algebre enveloppante de 1'algebre de Lie g. On
la note U(g).

On a g = T'(g), soit i : g — T(g) linclusion et soit 7 : T(g) — U(g) la projec-
tion canonique. La composée « = moi: g — U(g) satisfait la relation

U@)e(y) — e(y)u(x) = o[z, y]),
pour tous x et y dans g.

Théoréme 1.5.1 (Poincaré-Birkhoff-Witt, [7], p. 72). Soit g une algébre de Lie de
dimension finie n, de base (x1,...,x,). Les éléments

{ta) . o) n € N, (i, i) € N}
forment une base de U(g).

Pour p > 0 un entier, introduisons les K-modules
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1.6. LE COMPLEXE DE CHEVALLEY-EILENBERG

F(U®) = 95 T() = X (T().

J<p

L’algebre U(g) = Up>oFy (U (g)) est une algebre filtrée de gradué associé

s (U(9) = ©pon (B (U(0))/Fy1 (U(2) ).
Le théoreme PBW admet les deux importants corollaires suivant :
Corollaire 1.5.2 ([7], p. 72). L’application v : g — U(g) est une application injective.
On identifie donc g a ¢(g), appelée image canonique de g dans U(g).

Corollaire 1.5.3 ([7], p. 78). Soit g une algébre de Lie de dimension finie n, de base
(x1,...,x,). Soit S(g) lalgébre symétrique de g. La symétrisation

0: Sg — gr(U(g))
Ti...Zn Y Ta(ny) - To(an)
ceG,

est un tsomorphisme de K-algebres.

1.6 Le complexe de Chevalley-Eilenberg

Dans cette section, on se refere a [26]. Soit g une K-algebre de dimension finie, de
base (x1,...,2,). Pour p € N, soit APg le p-iéme produit extérieur de g, engendré par
les monémes z;, A--- Ax;, olt 7; € gavec 1 <k < n. Puisque APg est un K-module
libre, le K-module

U(g) @ A'g

est un U (g)-module libre & gauche. Par convention, on a A’g =K et Alg =g.

L’augmentation ¢ : U(g)—K est le morphisme de K-algebres défini par e(g) = 0
et £(1) = 1. Autrement dit, € est Iapplication induite par la projection de T(g) sur
K parallélement a @,>1g%7. Ce morphisme d’algébres munit K d’une structure de
U(g)-module a gauche.

Définition 1.6.1 ([2], p. 270). La cohomologie de l'algébre de Lie g, a coefficients
dans le U(g)-module M est définie par

Hiio (9, M) = Ext ) (K, M).
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1.7. LES ALGEBRES ENVELOPPANTES DE SRIDHARAN

Soit (U (g)@A*g,d'¢ E) le complexe de Chevalley-Eilenberg de g & coefficients dans
U(g). Pour 1@ s, A--- A, € U(g) ® APg, la différentielle de Chevalley-Eilenberg

d'tp: U(g) @ APg — U(g) @ AP 'g

est U(g)-linéaire a gauche et définie par

p
dVp(1@ay A Aay) =Y (1) T ay, @ay Aoo- ATy Ao Ay,
/=1

—+ Z (—1)£+Zl X [.Tjiz,.l’ie/] N Ly VAR
1<b<t'<p
S AT A AT, AN AN

Théoréme 1.6.2 ([20], p. 239). Le compleze (U(g)@/\*g, ’*CE> est une U(g)-résolution
libre du U(g)-module a gauche K.

Corollaire 1.6.3. Soit M un U(g)-module d gauche. On a

Hio(8, M) = H* (Homu (U(g) © A'g, M), (d'¢p)")

ot (d'Gp)t est Uapplication transposée de d'¢ .

1.7 Les algebres enveloppantes de Sridharan

Dans cette section, on se refére a [24]. Soit toujours g une K-algebre de Lie de
dimension finie n, de base (1, ...,x,) et soit f € Z?(g,K) un 2-cocycle du complexe

de Chevalley-Eilenberg (L{ (g) @ A*g,d';, E) de I'algebre de Lie g a coefficients triviaux.
L’application f : g x g — K est donc une forme bilinéaire alternée sur g vérifiant
I'identité

f@ly, 2]) + f(y, [2,2]) + f(z [2,9]) = 0,
pour tous x,y et z dans g.

Définition 1.7.1 ([21], p. 532 et [15], p. 237). On appelle algébre enveloppante de
Sridharan du couple (g, f), Ualgébre associative

Us(g) :==T(g)/1f

ou Iy est l'idéal bilatére de l'algébre tensorielle T(g) engendré par les éléments
{r@y—y®x—[z,y] - flz,y)llzcgety cg}.
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1.7. LES ALGEBRES ENVELOPPANTES DE SRIDHARAN

Théoréme 1.7.2 (Poincaré-Birkhoff-Witt, [241], p. 533). Soit (x1,...,z,) une base
de l'algébre de Lie g. Alors les éléments

{ta)) . o) n € N, (i, i) € N}
forment une base de Us(g).

Soit m¢ : T(g) — Us(g) la projection canonique. D’apres ([24] p. 534), la restriction
de 7 & g est l'injection K-linéaire ¢f : g — Up(g) qui vérifie

vp(@)ep(y) = p()ep(x) — eyl y]) — fl2,y).1. (1.7.0.1)
Pour p > 0, introduisons les K-modules
B(U@) = (@55 T(@) = T (T(@).

L’algebre Us(g) = Up>o L) (Z/lf(g)) est une algebre filtrée de gradué associé

sr(t(0)) = o (o (U @) /By ((0)) ).

Théoréme 1.7.3 ([21], p. 533). Soit g une algébre de Lie de dimension finie n, de
base (x1,...,x,). Soit S(g) lalgébre symétrique de g. La symétrisation

O;: Sl — gr(Us(g))
T1...Ty Z xo(azl) cee xU(IEn)

est un isomorphisme de K-algebres.
Remarque 1.7.4. Pour f =0, on a Uy(g) = U(g) et 1o = .

R. Sridharan a montré que si f et f’ sont deux cocycles de Chevalley-Eilenberg de
g a coeflicients triviaux cohomologues alors les algebres enveloppantes Uy (g) et Uy (g)
sont isomorphes.

Théoréme 1.7.5 ([21], p. 536). Soit g une algébre de Lie de dimension finie. Soient
f et f' des 2-cocycles du complexe de Chevalley-Filenberg de g a coefficients triviaux
et soit h : g — K une application K-linéaire. Les deux propositions suivantes sont
équivalentes :

1. Les cocycles f et f' sont cohomologues da h, c’est-a-dire que pour tous x et y
dans g, on a (f" = f)(z,y) = h([z, y]).

2. L’application ¢y, : Ur(g) — Up(g) définie pour x € g par ¢y (Lf(x)) =1p(x) +
h(x) s’étend en un isomorphisme de K-algébres.
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1.8. RESOLUTIONS DE Up(®)

1.8 Résolutions de Uy(g)

Rappelons que Us(g)°? désigne 'algebre opposée de Uy(g). On pose

Us(9)° = Us(g) @ Up(g)"

On introduit trois Uy (g)®-résolutions projectives de Us(g) qu’on utilisera dans la
suite :

— La résolution bar : (Bar*(uf(g)), b'f:ar) = (L{f(g) @ Ur(g)®* @ Us(g), bEar);
— Larésolution bar normalisée : (%*(Uf(g)), b';‘ar) = (Z/{f(g)®uf(g)®*®uf(g), b';‘ar>;

— La résolution de Kassel : (L{f(g) ®@ N'g®U(g),b, ), définie ci-dessous.

? Uk

Proposition 1.8.1 ([15], p. 241). Considérons le Us(g)-bimodule libre
L (Us(9)) :==Us(g) ® A"g @ U (g).

Soit
v L, (Us(9)) — Ly, (Us(g))
la différentielle définie pour a @ x;; A--- AN x;, @b € Up(g) @ APg @ Us(g) par

p
bla@my Ao Aay, @b) =S (=1)az, @z, A ATy, Ao Ay, @b

D 'a@ay Ao ATy Ao Ay, @ xy,b

/=1
3
+ Z Z—M [IL‘Z‘E,I'%‘Z,] AN Ty VAN
1<e<t'<p
ATy A ATy, N Ax, @b

Le compleze (L;(Uf(g)), b;) est une Us(g)°-résolution libre de Us(g).

Définition 1.8.2. La résolution (L;(L{f(g)), b;) s’appelle la résolution de Kassel.
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Chapitre 2

Le morphisme de comparaison

Soit toujours g une algebre de Lie de dimension n, de base (z1,...,z,). Soit
f € Z%(g,K) un 2-cocycle de Chevalley-Eilenberg de g & coefficients triviaux et soit
U(g) l'algebre enveloppante de Sridharan associée a f. On pose

U=Ulg),

A = U (g)
et

A= A/K.

Le but de ce chapitre est de construire une homotopie
te s Ly(A) — L;+1(A)
pour la résolution de Kassel (L; (A), b;) satisfaisant t* = 0.

Soit (Biar* (A), bfar) la résolution bar normalisée de A définie a la section 1.1. A
partir de I’homotopie t,, on construit un morphisme de complexes

n.: (Bar,(A),00) — (LL(A), 1)
qui satisfait
N1y @ @ap, @) =1Qap, A Az, ®1 si ky > - >k,

et
(1@ @ - @a, ®1) =0 ailleurs

ou Ty, ..., Ty, des éléments de la base de g.
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2.1. DEFINITION D’'UNE HOMOTOPIE T, POUR LA RESOLUTION DE
KASSEL

2.1 Définition d’une homotopie ¢, pour la résolu-
tion de Kassel

Rappelons que I'homotopie ¢, : L (A) = L., (A) doit étre A-linéaire a gauche

b/ b/
i AN g AT AN A— AN g A—

N

...*>A®Ap+1g®Ab,—>A®Apg®AT>A®AP_19®A*>...

1 P

et doit satisfaire b, ,t, 4+, 1), = id, pour tout entier p positif.

Notation 2.1.1. Poura € A et b € A, on définit le commutateur
[, ]c: A A— A
par [a,b]. = ab — ba.
Voici quelques remarques concernant la filtration de A.

Remarque 2.1.2. Soient n € N un entier, j un entier 1 < j <n, s > 0 un entier et
soit £ = (€,...,0,) € N0 ynn — (j — 1) uplet avec €; #0 et £; + -+ £, < s.

1. On a
29 al e Fy(A).

J

2. On a
0—1 b4 ¢

3. Pour tout entier 1 < k < p tel que l'indice 1), satisfait j < i, <n, le commuta-
teur
g].,l éik] éik+1

Ol L at appartient a Fy_1(A).

[mim T n

Définition 2.1.3. Soit p un entier compris entre 1 et n et soit I, l’ensemble des
p-multi-indices ordonnés :

IL={i=(i1,...,1p) € [Ln]?| 1 <iy <--- <i, <n}.

Il sera commode d’avoir quelques notations pour 1’énoncé de la définition de I'ho-
motopie t,.
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2.1. DEFINITION D’'UNE HOMOTOPIE T, POUR LA RESOLUTION DE
KASSEL

Notation 2.1.4. Pouri = (iy,...,i,) € I,, on pose
=z N A, € APg.

Soit j un entier compris entre 1 et n. Fizons { = ({;,...,0,) € N"=U=D_ Soit s un
entier positif. On pose |(| ={; +---+ £, et on suppose || <s. On a

zt= x? Labt e Fy(A).

Pour définir I'application A-linéaire & gauche ¢, : L,(A) — L, ,(A), de source
le A®-module libre L,(A) = A® A*g ® A, il suffit de définir ¢, sur les générateurs
de ce module libre A*g ® A et ensuite de la prolonger par A-linéarité a gauche sur
AR ANg® A

Notation 2.1.5. Sit,: AQ APg@ A — A® APT'g® A est une application, on note
t) la restriction de t, ¢ A® APg @ Fy(A).

Définition 2.1.6. Soit p un entier 1 < p < n. Définissons récursivement [’application
t, A NgR A — A2 AP g A.
1. L’application t_1 : A — A® A est donnée par t_y(z ... aln) =2 . alr @ 1.
2. L’application ty: A® A — A® Ag® A est donnée par

Ly,

n

to(l@ .. al) = —Z(
k=1

A le—1 _r—1 lo—r Ly Y
Ty oo T 1 Xy QT QT Tpyy ... T" ).
1

3. Pour p > 1, lapplication téo) tARANPGR Fy(A) - AR APg® A est donnée par
t](go)(1®x“ /\/\.T,Lp®1) :0
4. Pour p>1 et s>1, on suppose construit l’application A-linéaire a gauche
te ) AR ANPg® F_1(A) = A® Mg e A

Définissons tI(f) sur A® APg ® F(A) par les conditions suivantes :
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2.1. DEFINITION D’'UNE HOMOTOPIE T, POUR LA RESOLUTION DE
KASSEL

~

Soit j un entier avec 1 < j < n. Soient £ = ({;,...,£,) € N*=U=D quec £; # 0
et |[l|=0;+- + 1, <setsoitzt=2a.. .2t € F,(A).
(a) Si|l|=10;+---+ L, <s, on pose

Sl

tés)/A®Apg®Fs_1(.A) — tg(os_l)'

1| =4;+---+ L, =5 et si) >1 alors on pose
b) Sill] = ¢ 0 1§ >4 al
tl(,s)(1®xi1/\~~~/\a:,;p®x§j...xfl”):O.

(¢c) Si|l] =4;+ -+, =s et sij<iy alors on pose

O @ay A Az, @a .. k) =

n

61t
()PP @ay Ao Awg, Ny @) xf L al

p
0:i—1 ¢
+tls=D ( D1@my A Az, Awi, T A Ay, @ 11%']-:11 o a:ff)
k=1
p 0;—1 £ lipy1 1
_'_tés—l) ( Z 1®'T’Ll/\' . .A$ik71AmjA~ . '/\‘/Eip@[xik’ ]:JJ e ‘T,L;k]c l’z;ﬁH e xnn
k=1

n

— év*
+tg(;s 1)(513]'@551‘1 /\.../\;L'ip®1'j] 1...ZEZ">.

L’application t, définie par le procédé récursif ci-dessus satisfait la propriété sui-
vante évidente, mais tres utile, qu’on emploiera de nombreuses fois apres réorganisa-
tion d’éléments dans la base PBW.

Proposition 2.1.7. Soit j un entier avec 1 < j < n. Soit p un entier avec 1 < p < n.
Soit (i1,...,1ip) € I,. Pour tous entiers 1 <k <p et1 <l <n, introduisons l’élément
me A® APTlg® A défini par

m::1®$i1/\---/\a:ik/\l'l/\xikﬂ/\--~/\:rz-p®$§j...:vf;".

Sij >y ousil<j<iy, onaty,(m)=0.
Autrement dit, I’élément t,.1(m) est nul s’il existe au moins un indice de ’élément
Ty N Ny N Ny, inférieur ou égal d .

Démonstration. Remarquons que z; .. .z est évidemment un élément de la base

PBW de A. On divise la démonstration en deux parties :
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22 CASOUP= -1

Cas ot j > iy :

Sil <y alors [ < j d’ou le résultat par la formule 4)b) de la définition 2.1.6.
Et si | > 4y alors I’écriture ordonnée de m est de la forme m = 1®@ z;, Aw® :U? .. a:fl”
avec w € APg. D’ou, on a t,.1(m) = 0 toujours d’apres la formule 4)b) de la définition
2.1.6.

Casoul <j <y :

Si l < j alors 'écriture ordonnée de m est de la forme m = 1@z, AW ® xfj ool

avec w' € APg. D’ou, on a t,+1(m) = 0 d’apres la formule 4)b) de la définition 2.1.6.
[

Les pages 25 a 55 sont consacrées a la démonstration du résultat suivant, qui est
le résultat le plus important du chapitre.

Lemme 2.1.8. L’application t, : L) (A) — L, ,(A) définie récursivement ci-dessus
est une application A-linéaire a gauche qui satisfait :

L bty + 1y b, = id.

2. tp+1tp = O

La démonstration de ce lemme se déroule par récurrence sur le degré p et sur le
degré filtrant s. Durant la démonstration, on utilise les notations suivantes :
Notation 2.1.9. Soit j tel que 1 < j < n. Soit { = ({j,...,0,) € N*=G=1 guec
l; # 0. On désigne par £ € N"=U=Y e multi-indice £ = ({; — 1,011, ...,0,). Avec
ces notations et pour |{| ={;+---+ £, <s, on a

P :Uﬁj bt e Fy(A)

et
I =1 i l
xr= :x]] ZL’jj_H ZEnn €F5_1<A>
Dans la suite de ce chapitre, on fixe les élements

=29 2 et ¢ _ b1 b n

J n HY _xj Jj+1 - Pn
oul<j<netl#0.

2.2 Casoup=-1
Pour p=—1, on a
t(zh) =zte 1.
Il faut montrer donc que by o t_1(z%) = id(z*). Or, on a

(bhot-1)(zf) = hy(zt ®@1) = z*.



23. CASOUP =0

2.3 Casoup=0

Pour p = 0 et d’apres la formule 2) de la définition 2.1.6, on a
to(1l ® zb) Z(Zw L @ua, @zt Tmﬁ")
k=j

Il faut montrer que (V) o to)(1 ® z%) + (t_1 0 b)) (1 ® 2%) =id(1 ® z%). On a

(b oto)(l®zt) = 1( Z(Zm ®xk®x£" Txff))
k=j
= —Z(fo’ 1+1®x Tmff)
+Z<Zx§j...xz1®x£’“_r+1...xfl">
k=j “r=1

= —zt®l+1®zt

On en déduit (V) oty)(1@z4)+(t_10b))(1®zt) = —zt@1+1@zt+2t@1 = id(1®zh),
ce qui montre
bito +t_1by = id.

24 Casoup>lets=0

On regarde un mondme de A ® APg ® Fy(A) de la forme
1@y, @1=10x; N~ Nwy, ® 1.
La formule 3) de la définition 2.1.6 fournit
tO1 @y, A Ay, ®1) =0.
Donc, pour montrer 1’égalité
bt +t, bl = id,

il suffit de montrer (t,_100))(I1®z; ® 1) =id(1®x; ®1). On a
Vlor;®1)=A, + B, ,+C, , ou

Al

p
L= (DM m @@ A AT A A, @,

k=1
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p
By ==Y (D" @xy, A AZijy Ao Aay, @ m,
k=1
et
Croy= Y (DM@ [mi, i, ] AT A ATy A AB, A A, @ 1

1<k<k’<p

Or, d’apres la formule 3) de la définition 2.1.6, on a
tpfl(A;a—l) = tpfl(C;—l) =0.
Puisque i > 71 avec 2 < k < n, d’apres la proposition 2.1.7, on a
p
tpr (D @i A AT A Ay, @,) =0
k=2

donc t,_1(B]

p71> =t (-1®@xy A A T, @ Ty ).

Alors, d’apres la formule 4)c) de la définition 2.1.6, on a

tp—l(B]/;_l) = _(_1);0 & Ly VANEIERIVAN l‘ip VAN Ty ®1
= —(-1)P(-1)P ' @ay Az, Ao Aay, @ 1.
On a donc

(tpfl © b;)(l QT ® $£) - tpfl<A;—1) + tpfl(Bz,?—l) + tpfl(czg—l)
= 0+1®z,®140
= idl®z;®1).

D’ou, on a montré 'égalité
bt + £,_1b) = id.

25 Casoup>1,j5j>iets>1

Montrons que
b;Htp + tp_]_b;J =id. (2.5.0.1)

On regarde un mondéme 1 ®@ z;, A--- Az, @zt € A® APg®@ A avec j > i;. Puisque
J > i1, d’apres la formule 4)b) de la définition (2.1.6), on a

tp_l(l X Ly VAN /\J]Z‘p ®$£) = 0.
Il suffit donc de montrer que
(tpo10b) (1 @y AN+ Ay, @z =id(l @z A Az, @ zh).
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On pose alors
b,(1®@wy AN ANy, ® zt) = A L +B, ,+C,
ol

p
AL =3 (D", @@y A ATy A A, @b

p
B],?—]_: Z(—l)k+11®$”/\/\flf\lk/\Al‘zp@xlk&g

k=1
et
01/7_1 = (—1)k+k, ® [xik’xik/] A xil FANKIIVAN i"\lk A A 'C/E\ik’ VANRIERIAY -Tip ®£ﬁ
1<k<k'<p
On pose
Ay = tp—l(A;a—l) , By = tp—l(BI/)—l) et Cp= p_l( 1,’_1)'

Pour 2 < k < p et d’apres la proposition 2.1.7, le mondéme
Tiy @Tiy Ao Ny A Ay, @ ot

est tel que

p
tp_l(szk@)x“/\/\@k/\/\xzp@)gﬁ)zo
k=2

car j > i;. Alors, on a
Ay =ty (A, ) =t (T, @@y A--- Ay, ® zt).
De méme, pour 2 < k < k' < p et d’apres la proposition (2.1.7), le monéme
1@ [Ty, @i, ) Ay Ao ATy Ao ATy, Ao Ay, @
est tel que

tor( > (DY@ [m,m ATy A AT A AT, A A, @) =0
2<k<k/<p
car j > i;. Alors, on a
p

Op - tp—l( 1/)71) - tp—l( Z (_]‘)1+k/ & [xilaxik/] A Ly A ‘iik/ ARERNA xz‘p ®££)
k'=2
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D’autre part, on pose
B, = tp—l(B;)fl) = Bp1+ Byo

avec

Bp,l = —tp71<1 ® xiQ A A :Cip ® xllgg)
et

p
Bpa = ~tp 1 (D (~D) T @i, Amiy Av ATy Ao Ay, @ 35,2t
k=2

Or, d’apres la proposition 2.1.7, on a

p

~ l; li +1

o (D (D @ mi, Az A AT A Amg, @ gt k) =0
k=2

£¢k+1

S ‘0
car j > 11 et xjj...x-

i ..zt est dans la base PBW. Il en résulte que

p
Bpa = ~tp 1 (D (D) @@, Amiy Av AT A Ay, @ 3,2t)
k=2

o _ A
+tp_1(2(—1)k+1 Q Ty NTijy N NTy N N Ty, ®3§§J ...xik'“+ ...xﬁ")
k=2

P

. k+1 N ¢; Liy, lif 41 On

= —tp,l( > (=) @y A ATy AN Ay, @ [, xy g lexg L),
k=2

D’apres la formule 4)c) de la définition 2.1.6, on trouve
Bp71 = —tp_1<1 & Ly A A l’ip & xilgg)

=—(-1)P @iy A Ay, Aoy, @ 2t

p
_tpl(zl®xi2/\'”/\xik1 A[ﬁik,xil]A"'Al’ip(X)IEZ)
k=2

p
—tp1<Zl®xi2A--~/\xik1/\951-1/\...
k=2
?;

4 ig1 Lig+1 ¢
AT, @ [w, )l MLy

— tp—l(xil & Liqy VANRERWAN Ly, ®££)
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= (-1 =1 @, Azip A Axy, @t

p
— tp_1<Z(—1)k (%9 [ZL‘Z‘k,l'il] N Ly VAR flk VAR /\l'ip ®ZE€>
k=2

p
~ 45 5 4

k=2
— tp,1($i1 (059 L VANRRRIVAY xl-p ®£ﬁ)
On en déduit que
Bp,l = 1®.’E“ /\"'/\%ip®$£—cp—3p72—z4p.
Par conséquent, pour z; = x;; A--- Az, on a
tpobp(1®z; ® zf) = tp(A}) +t,(B,) +1,(C})
= Ap+ Bp1+ Byo+C
= A+ (1®2,02'—C,— Bpa— Ay) + Bpa+ G,
= id(l ®z; ® z%).

Il nous reste donc a montrer 1'égalité
bty + tp b, = id. (2.5.0.2)

pour p > 1 et 7 < 7;. Afin de montrer cette égalité, on procede par récurrence sur le
degré p de 'élément z£.

26 Casoup=1,757<i,ets>1

Dans cette section, on pose
i = 1.
Soit 1®z; @zt e A® Alg® A. On regarde un mondme 1 @ v; ® £ € A® g® Fy(A)
avec j < i et |[f| = s. D’apres la formule 4)c) de la définition (2.1.6), on a

tlenee)=10x Az’
+HV A ® (25,2, ® 2¥)
. ._ L
+t§ 1)<1®x]® [I“xf] 1Ifl]cx2k’f:11 J?,ﬂ")

+t§s_1)(l’j ®; ®zt).
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Afin de montrer 1’égalité
B 4 tobt = id,
on proceéde par récurrence sur le degré filtrant de z¢ € F,(A).

D’abord, supposons s = 1.
Soit 2t =z; € Fi(A). On a

to (@) bll(]_ ® Z; ® (L’j) = to(l’z ® ZL’j — 1 ® .TIZEJ>

Réordonnons z;z; dans la base PBW. On a z;x; = x;z; + [z, x;] + f(z;,z;). On a

toOb&(l@l’l@xj) = t0($1®$]—1®.’L'].TZ—1®[CE“$]]—1®f($l,l'j)>
= ;02,01 +1Qz;0x, + ;02,01 + 1® [x;,2;] ® 1.

D’apres la définition de tgs) ci-dessus, on a

blg o tgl)(l XRT; X .73j> = bl2<1 X x; N\ T ® 1)
= ;07,01 -2, 1,1 -1Qr;Q2; +1Q1; ® x5
ce qui montre b}, o tgl)(l Rr; @x;) +toobi(1®a; ®x;) =id(l1 ® z; ® ;). On a donc
I'égalité pour z* € Fi(A).
Supposons a présent s > 2.

Supposons qu’on ait 1’égalité
bt gl = id. (2.6.0.1)

Montrons alors bgtgs) + tob) = id.

Soit 2t € F,(A) ot |{| = s. D’aprés I'expression de t\* ci-dessus, on a

BotVlorezt) = b1z A ©zl)
+ W0tV ® [z, z;] ®z?)
+b,otf V1w r; ® [z, ;Efj_l . xfl]cxfjjll ooxb)
+ 0otz @z @ zt).

In

li—1 l;
Je...xir appar-

Or, d’aprés la remarque (2.1.2), les mondmes z¢ et [z, zf .y
tiennent a Fs_1(A). D’apres 'hypothese de récurrence (2.6.0.1), on a
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26. CASOUP=1,J<1, ETS>1

bhot (1@ a; @ 2) +tgo by (1 ®@ 2; © zt)
=W(l®x Ar; @zt)
+<id—(toob’1)> (1®[a:i, z;]®zt +10z,;[v;, xﬁj_l b foff . .xf;"—l—xj@xi@gg,)
+tpo bi(1® z; @ 2b)
= blg(l X x; N\ Z; ®££/>

1@ [z,z]0zf + 192, ® [:vi,x?_l . a:f]cxfff Lt + 0@t
~(to 0 )1 ® [, 2] @ 2*)
—(too b)) (1 @ z; ® [z, a:frl . xf’]cxfff )

(

—(too b)) (z; @ 1; ® x¥)

+(too b)) (1 ® z; @ %)

=2,07;02¢ — ;07,02 + 1@7;@7;z¢ — 192;@vixt — 1®[v;,2;]®zf
+1® [z, 2] @zt + 1®:rj®[xi,xﬁj_l...mf]cxfff...mff + ;@ Qzt
—to([xi,xj]@)x[ - 1®[a:i,:nj]g£>

—to (x] [z, 2 .. .xfi]cxfff cah — 1@, xﬁjfl . xfl]cxfff . xfﬁ)
to(a: ®a:f — :Uj®a:xf)
—i—to( @zt — 1@zt )
=T; ®x; ®££/ + 1@zt — 1®xj®x§j71...xf"+l...xfl"
~to([zi, 2] @ 2f 4+ o, @2t — 2@ xh)
—to(— 1® [vs, 2] 28 — 1@ x4y, x?_l Ll 1 @ mzd)
—to(z; ® [z, m?_l i b — @zt
=T; @ ®£g + 1ozt — 1®x]~®x§j71...xf"“...xfl”
—to(vir; @ 2t — f(25,7;) @ 2 — 2, @ zb)
—to(1® x? it a1 ® f(wg,3)2t)
—to(—2; ® :L'ﬁj_l it gt
—z0u;0z! +1050z! — 1oy .. ait b
—to(ziz; ® z¥ — ;@ zb)
—t0(1®x z“...xﬁ"—xj®x§j_1...xfi+1...xf;")
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=5,07;0zf + 1950zt - 1y ..ol b

!
—Z; ®l’j ®££
;-1 ;
Hlea ez .ot ol

7 n

=id(1 ® z; ® zb).

Pour s > 2, on a montré b, o tgs)(l Rr; @z +thobi(1®@z; @2t =id(1 @ 2; @ x¥)
avec xt € F,(A) et j < i. Par conséquent, on a

oty + tob) = id
pour j < 1.

Il nous reste donc a monter I'égalité b, 1, + ¢, 10}, = id pour p > 1.

27 Casoup>1,j<t;ets>1

Le but de cette section est de montrer 1’égalité
Wt + b, b = id (2.7.0.1)

pour p > 1, 7 < i1 et s > 1. Or, dans la section précédente, on a montré 1’égalité
(2.7.0.1) pour p = 1. On procede donc par récurrence sur le degré p. Supposons donc
qu’on ait 1’égalité o

7 ,(s—1

1 ol =id (2.7.0.2)
pour s > 2. Montrons que 'on a
b’HtS +tp_1b, = id. (2.7.0.3)

Soit 1o z; @zt € A®AP(g)®.A. Afin de montrer I'égalité (2.7.0.3), on procede par
récurrence sur le degré filtrant de 2 € F,(A). Pour cela, on divise la démonstration de
cette section en deux parties. La premiere sera consacrée au cas s = 1 et la deuxiéme
au cas s > 1. On note que chaque sous section possede ses propres notations.

271 Casoup>1,5<i;1ets=1

Dans cette sous section, on pose
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On regarde un mondme 1 @ z; @zt =1Q@z;, A+ Ay, @, € A® APg® Fi(A). La
formule 4)c) de la définition 2.1.6 fournit

t(l@xy A Ay, @) = (1P @ay A Az, Az ® 1.
On en déduit
bogot,(1@wy A Axy, @) = ;+1((—1)P+11®x,-1 ANy, /\xj®1)
A+ B, +C,
= (A, +A,)+ (B, +B,,)+(C,,+C),)
avec

p
Ajlu,l = (_1)p+1 Z(—l)kﬂxlk (029 Ly A A i/L'\Zk A A .fl?ip A X X 1,

Ay = (1P (=1)PPPa; @@y A A, @1,
p
B, =- Z DM @@, A ATy Ao Ay, Ay @ @y,
k=
B,y =—(=1P"(=1)P L@y Ao Ay, @ 15
Cz/ml = (—1)P*! Z (_1)k+k’® [Tiy @i | AT A e ATy Ao ATy A Ay Ay @ 1
1<k<k'<p
et
Chy= (=1t Z DO @ [z, ) Aziy A ATy A A, @ 1.
D’autre part, on a b)(1®@ x5 A~ Az, @ x5) = A | + +C,_, avec

p
A;_IZZ k-‘rlek@xil/\.../\'/Zv\ik/\.../\xip®xj7

p
B;/)1: Z k+1®$11/\/\i’\zk/\/\[)’}%®l‘lkl‘]
k=1
et
L= Y (DM@ @ AT A AR A AT, A Aag, ® g
1<k<k'<p
On donc

tp—lob;(:l@xil/\"'/\-Iip@)xj):Ap—{_Bp—{_Cp
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avec

Ap = tp—1<A;fl) ) Bp = tp—l(Bz/Fl) et CP - tp_1(C;,,1).

D’apres la formule 4)c) de la définition 2.1.6, on a

p
Ap = tp_l(Z(—l)k+1fL'ik ® Ty VAR :/L'\zk VANCRIVAY JTZ'p & ZL']')
k=1

M’B

(—1)k+1(_1>pxik ® Ty Ao A fik N Nx, N2j ® 1.

k=1

On en déduit que
A, = —A . (2.7.1.1)

Réordonnons z;, z; dans la base PBW. On a x;, x; = z;2;, + [z, %] + f(z,, 7). On
écrit donc
B, = tpfl(B;/a—l) = Bp1+ B2+ By

avec
p
Bp,l = tp—l<2(_1>k AR /\'i:ik N Ny, ®xjxik)’
k=1
p
Bp,2 = tp—l(z(_l)k @ Xy N A ‘;I"\ik Ao Ny, & [xik’zj])
k=1
et
p
Bp,3 = tp—l(Z(_l)k @ @iy A~ /\'/I'\ik Ao AT, ® f(xlk’x»)

B
Il
—

On a f(x;,,x;) € K. D’apres la formule 3) de la définition 2.1.6, on en déduit
B, = 0.

Calculons a présent B, ;. D’apres la formule 4)c) de la définition 2.1.6, on a

p
Bp,l = tp—l(Z(_1>k &® Ty VANIEIAN L/L’\@k VANRIERIVAN 'Tip & l’jl’ik)
k=1
= Bpi1+Bpio+Bpis+DBpia+ Bpis+ Bpig

avec
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p
Bp7171 = (_1)pZ(_1)k X Ly VAN /\f/L’\Zk VAR /\ZEZP /\l'j ®$Zk
p
Z(_l)k( Z 1®x11/\. . ./\xiklfl/\[ajik/7ajj]/\‘ . '/\;/L’\Zk/\ /\1sz®§€@,€ )

p p
Bp,l,gztpl( (—1)’“( S 1@y A ATy ANy, N, ] A A:I:Zp@:clk)

k=1 k=k+1
p k-1
Bp71’4 —tp—l Z(—l)k< Z 1®x11/\/\xzk/,1/\xj/\/\‘%zk/\/\xzp ZEZk,, % )
k=2 k=1
p—1 . P
Bp71’5 = tp—l (—1) ( Z 1®ZL‘H AR /\fzk/\ . '/\xik’—l /\ZL']/\ /\C(,’Zp ZEzk,,ZEZk )
k=1 k=k+1
et
z k
Byie = tpl(Z(_l) TjQuy N NTj Ao ANy, @ xzk)
k=1
On a B, 14 = 0. On remarque que

Bp7171 = _B;J,l' (2712)

Par ailleurs, d’apres la proposition 2.1.7, on a

P
tp_l(Z(—l)kZL‘j®l'i1 /\---/\Zz?ik/\---/\xip®xik> =0
k=2
car 41 < 4. On a donc

P

Bp,l,ﬁ = tpl(Z(—l)kSCj ® Liq FANKIIIVAN f’izk FANCIEIRIVAN a:ip & Jizk)

= tp_l((—l)lxj Q Tjy N+ ANxjy, ® xh)
= —(=1)Pz; @xy, Ao ANy, Ny, @1
= (-1 (=1l @@ A A, Q1.
On en déduit que
Bp1e=—A

D,2°

(2.7.1.3)

Il est commode d’introduire quelques notations pour la suite de la démonstration.
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Déﬁnition 2.7.1. Soient z; et x; deux éléments de la base (x1,...,x,) de g. Notons

Z )\ T Pour tout entier naturel ¢ compris entre 1 et n, on pose

[z, 5] =
[, xj Z )\
et
[, xj Z /\
k=q+1
Pour tout ¢, on a bien str [v;, ;] = [z;, 2], + [zi, 25], + N 2.

Calculons a présent B, ,. On a

p,g—tp 1( ®$Zl/\/\i‘\zk/\/\$2p®[l’%,l‘]])

i Mw

= p71(<_1)1 Q@ Tijy N+ NTj, @ [winwj])

p
+tp_1<2(—1)k ® Ly VANRERWAN Z/L’\Zk VAN /\,I'ip X [xlk,:vj])
k=2

D’apres la proposition 2.1.7 et la formule 4)c) de la définition 2.1.6, on a donc

Bp,2 = (_1)(_1)1} ® Ty ARERRA ‘xip A [xil’xj]<i2 ®1

p
Y (D1 @@y Ao ARy A A, A, a], ©1
k=2

= (=P =P @ [y, ] g, Nig Ao Ay, @1
p
Y (DM @ [ mg] o Am A AT A A, @1
k=2
ce qui donne

Bp72 = 1®[1’Zk,$]] <io /\mZQ/\/\IZp®]‘
+Z k+1 xlk,xj]<i1/\$il/\---/\:@k/\-~-/\xip®1.
Calculons a présent B, 2. D’apres la proposition 2.1.7, on a

tp_1<z (Zl@le /\xzk,l/\[xzk,,xj]/\/\@k/\/\xzp@)x%)):()
k=2
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car 11 < 7. On a donc

P k—1
Bp71’2 = tp_l(Z(—l)k< Z 1®x“/\/\aczk,l/\[xzk,,xj]/\/\@k/\/\x,p®xzk))
k=2 k=1
P
_t,,_1<z *1® | x,l,xj]/\xw/\---/\:%ik/\~-/\xip®xik>.

Or, d’apres la proposition 2.1.7, on a
P
tp_1<2(—]_)k1 X [l’z‘l,l'j] A\ JZQ A A i‘\zk A=A ZEZ‘p X IL‘lk> = O
k=3
car i3 < i;. On a donc
Bp7172 = tp,1 ((—1)2 ® [l’il,l’j] A .Tig A A 'Tip ® .CCi2)
= (1)17 ® [$i17$j]>i2

= (P2 @ [y, 75,

/\:1:1-3/\---/\961-1)/\:1:1-2@1

Z-Q/\ZL‘Z'Q/\JIZ“,s/\"'/\JZip@l,
ce qui donne

Bp1172 = 1®|:le’$‘7] /\IiZ/\'../\xl‘p+1 ®1‘

>i9

D’une maniere analogue, calculons B,,; 3. D’apres la proposition 2.1.7, on a

p—1 p
Bp,1,3 = tp—l ( Z(_l)k< Z 1®Ii1 AN ./\'{E\ik A ./\xik’—l N [xiwxj] AN '/\xip®xik))
k=1 k'=k+1

=1, 1< (Zl@a:m -/\$ik,_1/\[:vik,,:vj]/\---/\xip®xil)>

p
= tp_1<(—1)1(z 1 ®IZ‘2 AN /\xik—l A [l‘ik,fbj] VAR /\l‘ip ®ZE“))

p
—tp_1<2(—].)k X [l’ik,Ij] N Liqy VANEIEIAN ,/I'\lk VANEIIVAN $z‘p X xi1)

k=2
. k
= — Z(-l) (_1)1) ® [xik>xj]>i1 /\$i2 AN /\.{E\lk VANKIERIVAN i, /\[IZ’il ®1
k=2
¢ k 1 2
= Z(-l) Rl (—]_)p_ X [xik,xj]>il /\ZL’Z‘1 /\ZL‘Z'2 AR /\Z/L‘\Zk VAN /\sz‘p X 1,
k=2
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ce qui donne

P
Bp71’3 = Z(—l)kJrl ® [xik,a:j]>i1 AN iy VANREIRWAN flk VANEERIVAN T, ® 1.
k=2
D’ou, on a
Byo+ Bpiz+ Bpis

:1®[ZEil,ZEj}<2/\Ii2/\"’/\fL’7;p+1®1

p
+ Y (D)@ [miy, wg) o Ay A AT A A, @1
k=2
—I—l ® [I’il,l'j]>7;2 /\Ii2 AN /\ZEZ'p ® ].
p
F3 (DR ® [, a5y Az A AT A Amy, @1
k=2

=1® [wi, x| ATy N Ay, @1

p
Y (D" @ [ ] Ay A AT A A, @1
k=2

p
=3 (D" @ [wi, ) Az A ATy A AT, @ 1
k=1

On en déduit
Bya+ Bpi2+ Bpiz = —C| (2.7.1.4)

T ¥p2
Calculons B, ;5. On

p—1 P
Bp,Ls:tp_l(Z(—l)’f( 3 1®xi1/\---/\:’iik/\---/\xik,_l/\mj/\---/\:Bip®[:1:ik,,x,-k]c>>.
k=1 k'=k+1

Puisque f(z;,,7;,) € K, on obtient

p—1 P
Bpis = tp—l(Z(—l)k< Z 1wy A+ ATy N+ - Awg,  NTjA-- ./\xip®[x,;k,,xik]))
k=1 k' =k+1
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:tp—1< SR R @a A

1<k<k'<p

.../\@k/\.../\@k,/\..-/\xip/\:(:j@)[xik,,%k])

= tp_1< Z (_1)p+k+k’®xi1 A-- '/\fz‘k A-- ./\@k, N AT, NT; @ [%k”xik])
1<k<k'<p

= S (UM @a A AR A AT, Ao Nag, Ao Aoy, ] ©1
1<k<k'<p

— Z (—1)k+k’(_1>p*1 ® [:Cik/,xik]q A\ i, AN
1<k<k/'<p+1

G N N NF N A, Ay @ 1
Calculons a présent C), + B, 15. On a
Cp + Bp7175

=ty > (D" @ [ mi ) AT A AT A AT, A AT, @ 1)
1<k<k'<p

+ Y (Rl (s Ti] ATy Ae e ATy Ao ATy A Ay, Ay @1
1<k<k’'<p

= > (—1)’“”“’(—1)”@[xik,xik,]>ijil/\---/\@k/\---/\@k,/\---Axiprj®1
1<k<k'<p

+ Z (—1)’“%“’71@[xik,,xik]q/\xil/\---/\@k/\---/\@k,/\---/\ycip/\wj@l
1<k<k'<p

= Y (D [mg,wa, ) Axi A ATy A AT A A, A @1
1<k<k’<p

+ Y ()R (i Tigg] N iy Ao NBig Aeo s ATy Ao Ay Ay @ 1
1<k<k'<p

= Z (—1)k+k/+p®[iﬁlk,$zk,]/\.T“/\./T\lk/\/\if\zk, /\/\xlp/\a:]@)l
1<k<k'<p
On en déduit que
Cp+ Bpis = —C! (2.7.1.5)

p,1-

Par conséquent, on a

(b/p+1 O tp)<1 ® xil /\ R /\ l‘ip ® I'J) - A;),l + A;LQ + BII),I _I_ BI,772 + Cll)’l + 01/772
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et
(tp—l o b;))(]_ & ZEil VANKIEIRIVAN Il‘p ® Ij) = Ap + Bp,l + Bp,2 + Bp’g + Cp
avec Bp,1 = Bp11+ Bpi2+ Bpi13+ Bpia+ Bpis+ Bpig.

Daprés (2.7.1.1), (2.7.1.2), (2.7.1.3), (2.7.1.4) et (2.7.1.5), on a

(V1 otp+t10b)(1 @y A-e- Aay, @ x4)
= At A+ B+ B, +C,+C
+Ap + Bp,l + Bp,? + O + Cp
= A+ A+ B+ B+ + 0
+A,+Byi11+ Bpi2+Bpis+ Bpia+Bpis+ Bpig+ Bpo+C,
= A, + A+ B+ B,,+[-Cp— Byl + [—Bp2 — Bpia2 — By
+[=AL ]+ =By ] + Bpio+ Bpis+ 0+ Byis + [—A, o] + Bpa + G,
- BZ,%Q
:ld(1®$“ /\"'/\inp®l‘j).
Par conséquent, pour 1 ® z; ® 2t € A® APg® Fy(A), on a

(b0t +t, 1 0b) (1@ @zt =id(l ®2; ® zb).

272 Casoup>1,5<iets>1

Dans la partie précédente, on a montré que la restriction de b, ,t, + t, 1b, a
A® APg @ F(A) est égale & id. On procede donc sur le degré filtran s de 2t

Supposons a présent que pour s > 2, la restriction de by, ¢, +t, 10, a A® APg®
F,_1(A) soit égale a id, c’est-a-dire on ait

b/

L ts T b = id. (2.7.2.1)

Montrons que cette égalité subsiste sur A ® APg ® F(A) pour j < iy.

Soit un monodme de A ® APg ® F,(A) de la forme 1 ® z; @ ¢ avec j < iy, £; £ 0,
zte Fy(A)et |[(|=¢; + -+ £, = s. D’apres 4)c) de la définition 2.1.6, on a
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(b, 1ot N1@ay A Axy, @at) =

b;H(( 171 @ a2, Ao ANag, ATy ®£g')

p
+ (b4, 0 i) (Z 1®xi1/\-~-/\xik71/\[a:ik,xj]/\-~-/\xip®££)
k=1

p
+ (g ot (Y T @i, Ao A Az AL
k=1

£;—1 éik] Lig+1 £l )

ANy, @ [y, e By

(b/+1 O t(sil))(m] ® xil AR xip ® l£/>

~ ' ;-1 4 li) +1 . N
Or, les monomes z% et [z, x; i lea i alr appartiennent a F,_;(A). Par

I'hypothese de récurrence (2.7.2.1), on a
(b’Hot )(1®:171~1/\---/\x2~p®g5) —

b;)Jrl <( )P+11 Q Xy Nve A T, A\ Z; ® gﬁ') + (1d - pr,1 ¢} blp) (Dp@ + Dp72 + Dp,3)
ol

p
DPJ:Z 1®x11/\/\xlk_1/\[332k,x]]/\/\3%@@4
k=1

2i—1 Zik] lip+1 In

P
Dp,2:Z L@xiy N Ny, NTj N ANy, @ o, o) oo Flea MLy

k=1
et

Dp’3:$j®$i1/\"'/\$ip®££.

Or, par définition de la différentielle &', on a

;H((—l)p*ll@xil N Nxg, AT ®£4’> =A +B,+C,

avec

Ay =A i+ 4, o By=B,+B,,) , C=0,+C,
et ol on a posé

p
Alp71 = (—1)p+1 Z(_l)k+1xlk ® Ty A--- A :/L‘\’Lk A /\37ip /\x] ®££7

A;Q = (_1)p+1(_1)p+2xj ® T, A A T, ®l£/,
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p

B;,),l = —(—=1)P*! Z<_1)k+11 @y N NTjy Ao ANy, N2j; @ x;, xt
k=1

By = —(=1P" (=11 @@ Ao Ay, @ iz,

L= (=1 Y (=DM @ [, wa, ATy A ATy A AT, A Aag, Aay @z
1<k<k’<p
and

P
0;72 = (—1)P*! Z(—l)k+(p+1) ® (@i, T ANy Ao ATy Ao ANy, @ 2zt
k=1

On remarque que

D,s = —A;Q (2.7.2.2)
et
Dy, =— I’,,Q. (2.7.2.3)

Puisque | = j < j < iy, d’apres la proposition 2.1.7, on a t,(C; ;) = 0. Par ailleurs,
C,,1 est composé de monomes pour lesquels on peut appliquer le résultat de la section
2.5. On a donc
(tp-10 b;a + b;o+1 o tp)(czl),l) = ;/),1‘
Et, par conséquent, on a
tp-100,(Ch1) = Cpy.
On écrit alors

/ ! _ / / ! ! ! /
bp( p,1) =C 111t Cp—1,1,2 + Cp—l,l,?) + C'p—1,1,4 + Cp—1,1,5 + Cp—1,1,6

p
! ! !
+Cp 117+ Chiis T Cpnng

ou
/ — 4k 41 ~ N Y
p—1,1,1 — Z (=1 [xikaxik/]@)xil/\‘"/\SU@'k/\"‘/\xik,/\"'/\xip/\xj@g*,
1<k<k'<p
/ = ptHk+k +q+1
p—1,1,2 = Z (—1) T, @ [T, T, ] N xiy A
1<g<k<k'<p

G NTg N AT A AT, A Ay, Aay @ at
+ Z (_1)p+k+k’+qxiq X [.leik,xik,] /\xil VAN

1<k<q<k/<p
~ ~ ~ /
G ANB N AT N ATy, A Ay, A @zt

p+k+k'+g+1
—+ Z (—1) ill'iq X [:cik,xik,} A\ iy N

1<k<k'<q<p
-~ ~ ~ El
"'/\ink/\"'/\xik,/\"'/\LL’iq/\"'/\JTZ‘p/\LL’j@£*,
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Cpi13= Z (_1)k+klxj ® [Ty, Tiy, | Ny Ao ATy Ao N Ty, A Ny, ®££l7

1<k<k'<p
! _ p+E+kK = -~ A
p—1,14 = > (=1 QX N NTy N ATy, N Ny A5 @ [, 75, | 2,
1<k<k'<p
! _ p+k+k' +q
Cp_17175 — Z (_1) ® [.27%, ili‘lk,] /\ xil /\ e
1<q<k<k/<p

GO AT N AT AN AT, A AT, ATy © mp,at

1<k<q<k’<p

G AT A AT N AT A AT, ATy @ myat
+ Z (_1)p+k+k’+q® [ZEik,Iik,] /\ZL‘Z‘1 AN

1<k<k’<q<p
~ ~ o~ !
---/\a:ik/\---/\:vik,/\---/\xiq/\---/\:v,-p/\xj®:viq§£,
/ _ k+k'+1 = = 4
Chis= », (-1 @ (i i JATiy N  ANTiy Ao ATy, Ao Ay, @zt
1<k<k'<p
’ _ k+K -~ ~ VA
Chir= >, (D" @[, mi, ], xj] Awq Ao ATy oo ATy N ANy, @z
1<k<k'<p
! — k+k'+q
Op—1,1,8 = Z (—1) ® [qu, Ij] A\ [ximxik/] A l‘il VAN
1<q<k<k'<p

~

'/\l'iq/\"'/\fik/\"'/\fik//\"'/\ZL“Z'I,(X);@/
+ Z (_1)k+k’+q+1 &® I:xiq7$j:| A [xik,xik,] A Liq VAN
1<k<q<k'<p

"'/\fik/\"'/\/fz‘q/\“‘/\/fik,/\"'/\Iip®g£l

+ Z (_1)k—|—k'+q X [Il‘q, l‘j] N [Iik, xik,] A Ty VAN
1<k<k'<q<p

.../\@k/\.../\@k,/\.../\j;\iq/\.../\mip®£g'
et

;71,179 = Z (—1)k+kl+e+£l &® [l’iw Igl] N [sz'k, xik,] A Ty N A fi[ e
1<e<l! <k<k'<p

SN, AN AT A AT A AT Ay @at

+ E kzl; (_1)k+k/+z+gu1 ® [xip %W] A [ili'ika%‘k/] ANy Ao NTyy ..
1<b<k< /<k‘/Sp

.../\’/fik/\.”/\'%ig//\”'/\‘/r\ik//\..'/\xip/\xj®££l
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+ Z (—1)k+k ot & [QZZ'Z, LUZ'[/] A [Iik,xik,] A Liq JANCIEIEIVAN il\zk e
1<k<t<l/<Kk'<p
S ABf A AT, N AT, A Amp AT @zt
-+ Z (—1>k+k Hre -1 & [IZ‘Z, l’ie,] A [xik,xik,] A Iil FANKIEIEIVAN ‘flk e
1<k<t<Kk' <t'<p
S AR A AT N AT, A AT ATy @t
+ Z (—1)k+k et ® [IL‘Z‘Z, l’ie,] A [xik,xik,] VAN Ty VANRERIVA Z/E\Zk ce
1<k<k/<t<l/'<p
S AT N AT N AB, A Ay, Ay @zt

Puisque | = 5 < j < iy, la proposition 2.1.7 fournit

tp—l( ;/)—171,1) = tp—l( 1/3—1,1,2) = tp—l( 1/;—1,179) = 0.

Par ailleurs, posons

VA®@xy, AN ANay, @) =E)_ |+ F_, +G,_, avec

p
' S(=DM ey, @@y A ATy A Ay, @ 2h

p—1—
k=1
p X '
F = (=D @ay A ATy A Ay, @ a2
k=1
et
;_1: Z (—1)k+k ®[xlk,xlk,]/\x“/\/\@k/\/\:@k,/\/\:l:lp®§£
1<k<k'<p

On remarque que
!/

_ /
p—1 = _Cp—171,6

donc
tp1(Gyo) = ~tpa(Chy ). (27.2.4)

Calculons a présent b (D,1). On a
V(Dp1) = Ay + B +C),

= (AZ_1,1 + Ag—m) + (35—1,1 + Bg—1,2) + (O]/)/—l,l + 05—1,2 + ;;/—1,3)
ou
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k=1 “k'=1
+ Z (_1>k/+1xik/ Ry A '/\xik_l A [xik’xj] .. ./\’jikl A-- ./\xip ®$z'>>’
k'=k+1

k=1
p k—1 ) /
Bgfl,l = Z ( Z (—1)k X xi A A fzk/ A Nxg | N [5%7%] A Azi, ® xlk/xﬁ
k=1 “k'=1
p o /
+ Z (_]—> X Ty A N Lip_q A [I'Z'k,xj] A j}zk’ A\ A\ '/L‘lp X (L‘Zk/,r ))
k'=k+1
B;J/—l,2 = Z(—l)k ® L5, A A Ty, A i.\lk A A 7, ® [:L.mej] @El,
k=1
p k—1 ) /
1/),—1,1 = Z ( Z(—l)k +k®[3§'ik,, [l’ik,$j]] /\112'1 AR /\Z/L'\Zk, AR /\/flk/\ : '/\l'ip®££>,
k=2 k'=1
= - k' +k v
;/_1,2 = Z ( Z (—1) * ® [[l’ik,ﬂfj], xik’] /\.CL'Z'I AR /\i’\zk AR '/\i’\ik/ /AR '/\xip ®£*)
k=1 FKk'=k+1
et
;)/_173 = Z (_1)k+k/ ® [xlky I’Lk’] /\ xil /\ PP
1<k<k'<q<p

S AT A AT A AT N, ] A Aa, @t

+ Z (-1)k+kl X [Zlfik,,Tik,] A Ty VAN
1<k<q<k'<p
SO NT N AT N, T A AT A AT, @
+ Z (-1)k+k/ & [;Uik,ﬂfik,] VAN Liq VAN
1<g<k<k’'<p
Co AT AT, T A AT A AT, A AT, @z

En échangeant les variables k et k' dans la sommation, on a

1/9/—1,1 — Z (_1)kl+k ® [ajik/a [flfzka%“ ANxy Ao A @.k/ A A @.k A A i, ®l£)
1<k/<k<p

= Z (_1)k+k’ ® [z, [xik/;xj]] ATy Ao NTj A /\jik/ NN ®£g’
1<k<k’<p
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L’identité de Jacobi fournit

C’110/71,1 + 1;/71,2 - ;;—1,1,7 = 0.
D’ou
tp(Cp 11 +C) 15 —Cpy17) =0. (2.7.2.5)
Remarquons que
Y s= > (CDFFIR [ a] A, ) A A

1<k<k’<q<p
.../\@k/\.../\fikl/\.../\{giq/\.../\xip(glﬁ’
+ Z (_1)k+k’+q+1 & [xiq,xj] A [Iik, l’ik,] N Ty VAN
1<k<qg<k'<p
"”/\'C/E\ik/\..'/\'{Eiq/\'../\i‘\ik//\”./\xip®££/
+ Z (_1)k+k’+q & [qu, .Ij] A [(I,’ik, Iik,] N Ty VAN
1<k<k'<q<p
'/\fz‘q/\“‘/\/x\ik/\"'/\fik/ /\"'/\xi,,®££/
v
- Yp-—1,1,8"
D’ou, on a
tp—l( ;,;/—1,3) :tp—l( 1/3—1,1,8)' (2-7-2-6)

. . . R . X 2
Pour j < k < n, on introduit la troncature & droite et a gauche de z¢ = rj .. b
définie par
roo 0N A 0y N AR 4 S | ln
Ti(z®) =) ... ¢ et T (x%) =27 .. 2,