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INTRODUCTION

LES Hom-algebres ou algebres twistées par un homomorphisme
sont apparues dans des travaux de physiciens, dans 1’étude des
quasi-déformations des algebres de Lie de champs de vecteurs, en
particulier les g-déformations des algebres de Witt et de Virasoro,
en lien avec 'algebre des oscillateurs. Une g-déformation consiste
a remplacer les dérivations usuelles par des o-dérivations.

La notion d’algebre Hom-associative est une généralisation des
algebres associatives, elle correspond a la notion d’algebre Hom-
Lie qui est apparue en physique, dans le sens que le commuta-
teur d’'une algebre Hom-associative donne une algebre Hom-Lie.
Elle a été initialement introduite par Makhlouf et Silvestrov dans
[MS10al]. L'algebre Hom-associative considérée s’obtient en modi-
fiant la condition d’associativité a I'aide d’un morphisme. Les al-
gebres Hom-associatives ont des liens étroits avec divers aspects
de mathématiques et de physiques, par exemple les champs de
vecteurs déformés et le calcul différentiel quantique. Il est bien
connu aussi que les algebres Hom-associatives simples jouent un
role important dans la structure de ces algebres. Peu de résultats
sont connus sur le structure et la classification des algebres Hom-
associatives méme si de nombreux outils et concepts ont été étu-
diés dans ce cadre comme la théorie des déformations qui sera uti-
lisée dans I’étude des variétés algebres des algebres Hom-associatives
HAss,,.

L'objectif de cette these est d’étudier la structure des algebres
Home-associatives, notamment les algebres simples c’est a dire n’ad-
mettant pas d’autres idéaux que l’idéal trivial ou toute l’algebre.
Par ailleurs, on s’intéresse aux classifications en dimensions infé-
rieures ou égale a trois ainsi qu’aux invariants tels que la coho-
mologie, la déformation, les structures Rota-Baxter. De plus on a
étudié les Hom-bialgebres et les Hom-bialgebres infinitésimales,
les algebres de Hopf ainsi que la cohomologie des Hom-bialgebres
et les variétés algébriques correspondantes a ces algebres. La these
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comporte six chapitres.

Dans le premier chapitre, on rappelle les bases de la théorie
de la structure des Hom-algebres. Dand la premiere section, on
rappelle quelques définitions et propriétés des algebres Hom-Lie
et Hom-associatives. La deconde section sera consacrée par les al-
gebres Homfrléxibles et les algebres Hom-Leibniz. On évoquera
ses carcterisations en utilisant les a-associateurs. La toixieme sec-
tion se consacrera aux algebres Hom-Lie admissibles et aux G-
Hom-associatives.

Dans le deuxiéme chapitre, on rappelle les bases de la théorie
et on étudie la structure des algebres Hom-associatives ainsi que
différentes construction comme la composition avec des automor-
phismes qui nous permettent de construire de nouveaux objets
et de d’établir certaines nouvelles propriétés. Parmi les résultats
originaux, on peut signaler I’étude des algebres Hom-associatives
simples ainsi que leurs constructions. On a montré que toutes les
algebres Hom-associatives multiplicatives simples s’obtiennent par
composition d’algebres simples et d’automorphismes. Par ailleurs,
on a donné de nombreux exemples liés a l’algebre des matrices
2x2.

Dans le troixieme chapitre, on commence par étudier les pro-
priétés des changements de base dans ces structures algébriques.
Puis, on s’est intéréssé a la classe des algebres Hom-associatives
multiplicatives en décrivant pour une dimension fixée les varié-
tés algébriques correspondantes. On a calculé la base de Grob-
ner de I’idéal engendrant la variété algébrique des algebres Hom-
associatives de dimension 2 ou la multiplication u et I'application
linéaire a sont identifiées a leurs constantes de structure relati-
vement a une base donnée. Rappelons que la multiplication y est
une application bilinéaire y: AxA - Aeta: A — A est un homo-
morphisme satisfaisant

pla(x), w(y, 2)) = p(p(x,9), a(2)). (0.0.1)

L’action du groupe linéaire GL,(K) permet de fibrer la variété al-
gébrique H.Ass, et de décrire les orbites de ces algebres. Soit f €
GL,(K), 'action f.A transporte la structure par

fopxy) = u(f(x), (@) (0.0.2)
fra)=fla(f(x). (0.0.3)

L'orbite de l’algebre Hom-associative A de H.Ass,, est donnée par
A ={A'=f A, f eGL,(K)}.
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On établit les classifications a isomorphisme pres des algebres Hom-
associatives unitaires et non unitaires en petite dimension. On a
aussi décrit les algebres de type associatif en se basant sur le théo-
reme de twist de yau.

Dans le quatrieme chapitre, on étudie certaines propriétés de
dérivation en donnant des calculs explicites du premier groupe de
cohomologie dans le cadre général. On énonce les définitions clas-
sique puis on traite la notion de a*-dérivation ot1 k est un entier
positif. Et enfin, grace a la classification établie dans le chapitre
deux, on a calculé les dérivations et a-dérivations de ces algebres.
Cette étude nous a permis de voir les invariants des algebres et
confirmer I"appartenance a des orbites distinctes.

Dans le cinquieme chapitre, on établit la cohomologie de ces
algebres. On a pu lister les algebres rigides grace a leur classe de
cohomologie puis on s’est s’intéressé aux déformations infinitési-
males et aux dégénérations. D’une part, la cohomologie et la dé-
formation de ces algebres nous a permis d’identifier les algebres
rigides dont le deuxiéme groupe cohomologie est nulle, et d’autre
part de caractériser les composantes irreductibles.

Dans le sixieme chapitre, on s’intéresse aux structures Rota-
Baxter de poids A € K des algebres Hom-associatives. C’est la don-
née d’une algebre Hom-associative (A, y, ) et d’'une application
linéaire R : A — A qui satisfait les identités suivantes

aoR=Roa,etR(x).R(y) = R(x.R(y) + R(x).y + Ax.p).

On a calculé ces strutures pour toutes les algebres en dimension
deux et trois.

Enfin, dans le dernier chapitre, on a travaillé sur les structures
Hom-bialgebres et leurs invariants. Cette structure fait intervenir
les comultiplications et counités qui sont des applications de la
forme A:A > A®A et ¢:A — K satisfaisant les conditions
suivantes

(C1) (B®A)oA=(A®B)oA
(C2) (id®e)oA=id (e®id)oA=id,

ou p est le morphisme de structure et avec des conditions de com-
patibilité avec la multiplication Hom-associative.

On a étudié les propriétés et les classifications, ainsi que le cal-
cul de certains invariants comme les premier et deuxiémes groupes
de cohomologie.
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GENERALITES SUR LES HOM-ALGEBRES

SOMMAIRE
1.1 ArcgeBres HoMm-Lie ET HOM-ASSOCIATIVES|. . . . . . .. 2
1.2 ArgeBres HoM-rLEXIBLES ET HoM-LEIBNIZ . . . . . .. 3

1.3 A1GgeEBRES HOM-LIE ADMISSIBLES ET G-HOM-ASSOCIATIVES| 5

LES Hom-algebres ou algebres twistées par un homomorphisme
sont apparues dans les traux de physiciens, dans 1’étude des
quasi-déformations des algebres de Lie des champs de vecteurs,
en particulier les g-déformations des algebres de Witt et Virasoro,
en liens avec l’algebre des osciallateurs [AS90]. Une q-déformation
consiste a remplacer les dérivations usuelles par des o-dérivations.
Les algebres Hom-Lie ont été introduites par Hartwig, Larson et
Silvestrov pour décrire ces q-déformations a l’aide des o-dérivations
[HLSO06]). Les algebres associatives correspondantes qui sont les al-
gebres Hom-associatives, ont été introduites par Makhlouf et Sil-
vestrov dans [MS08b].

Dans ce chapitre, nous rappelons les notions fondamentales des
Hom-algebres en particulier les algebres Hom-Lie et Hom-associatives,
les algebres Hom-flexibles et Hom-Leibniz ainsi que les algebres
Hom-Lie admissibles et G-Hom-associatives.



1.1

Definition 1.1.1

2 Chapitre 1. Généralités sur les Hom-algebres

ALGEBRES HoM-LiE ET HOM-ASSOCIATIVES

Algebres Hom-Lie

Les algebres Hom-Lie ont été introduites par Hartwig, Larson
et Silvestrov dans [HLS06]] motivées par des exemples d’algebres
de Lie deformées resultant des discrétisations des champs de vec-
teurs.

On appelle algebre Hom-Lie un triplet (A,[.,.], @) ou A est un es-
pace vectoriel, [.,.] : Ax A — A est une application bilinéaire et
a : A — A une application linéaire tels que

[a(x), [y, z]]+[a(2), [x, v]]+[a(v), [z, x]] =0 T’identité de Hom-Jacobi
(1.1.1)
[x,v] =—-[y,x] Pantisymétrie (1.1.2)

pour tous x,7,z € A.

Soient (A,[.,.], a) et (A’,[.,.]’,a’) deux algebres Hom-Lie. Un mor-
phisme d’algebres Hom-Lie est une application ¢ : A — A vérifiant

d([x,v]) = [¢(x), d(v)] pour tous x,p € A.

Remark1.1.2  Sild, alors I’identité précédente correspond a la condition de Jacobi,

Definition 1.1.3

Proposition 1.1.4

Definition 1.1.5

et I’algebre définie est une algebre de Lie. Toutes les algebre de Lie
sont des algebres Hom-Lie avec a = Id,.

Soit (A,[.,.], @) une algebre Hom-Lie. Un sous-espace vectoriel &/
de A est un ideal si Vae &/, Vx € A, [x,a] € & et a(¥) C . Clest
une sous-algebre si Va,be &,[a,b] € & et a(¥) C ¥.

Soit K un corps commutatif et (A,[.,.], ) une algébre Hom-Lie multi-
plicative de dimension finie d sur K. Si &/ et 9B sont deux ideaux de
A et a surjective, alors on définit [/, B| comme étant le sous-espace
vectoriel de A engendré par les [X,Y]ou X € &/ et Y € AB. Clest encore
un idéal de A.

Algebres Hom-associatives

La notion d’algebre Hom-associative a été introduite dans [?].

Soit K un corps algébriquement clos de caractéristique 0 et A
un K-espace vectoriel. Les définitions et les propriétés suivantes
restent valable sur n'importe quel corps.

Une algebre Hom-associative est un triplet (A, 4, a) constitué d’un
K-espace vectoriel A, une application bilinéaire p: AxA — A et
un homomorphisme « : A — A satisfaisant

pla(x), w(y, z)) = p(p(x, ), a(z)). (1.1.3)



Proposition 1.1.6

1.2

Definition 1.2.1

Lemma 1.2.2

1.2. Algébres Hom-flexibles et Hom-Leibniz 3

Elle est dite multiplicative si a est un morphisme d’algebre,

a(p(x,y)) = pla(x), a(p)), (1.1.4)

En terme de Hom-associateur on a

as,(x,9,2) = pla(x), w(y,z)) — p(p(x, v), a(z)).

La condition d’associativité devient
as,(x,v,2)=0.

[MS08al] A chaque algébre Hom-associative (A, u, ), on peut associer
une algébre Hom-Lie dont le crochet est défini pour tous x,y,z € A par

[x, 9] = pu(x,y) — p(p, x).

Démonstration. Ce crochet est bien str antisymétrique et un calcul
direct donne

[a(x), [9,2]] + [a(p), [z, x]] + [@(2), [x, 9]

= wla(x), u(y,2)) — pla(x), u(z,v)) — p(p((v, 2), a(x)) + p(p(z,9), a(x))
+u((a(y), u(z,x)) = wla (), p(x, 2)) = p(pu(z, x), @(v)) + p(p(x, z), a(v))
+u((a(z), u(x,9)) = wla(2), Wy, x)) = p(pu(x, v), a(2)) + p(u(y, x), a(z))
=0.

n

ALGEBRES HoOM-FLEXIBLES ET HOM-LEIBNIZ

Algebres Hom-flexibles

Les algebres flexibles ont été initialement introduites par Al-
bert et par la suite par des nombreux auteurs comme Myung, Okubo,
Laufer, Tomber et Santilli pour plus de details voir ([H.C82]).

La notion d’algebre Hom-flexible a été introduite dans [MS08al]).
On résume dans la suite sa définition et sa caracterisation.

On rappelle quelques résultats sur les structures flexibles dé-

crites dans [MS10al.

Une Hom-algebre A = (A, p, a) est dite flexible si pour tous x,y € A

w(p(x,v), a(x)) = u(a(x), u(v, x)). (1.2.1)

En utilisant le Hom-associateur as,, ,, la condition 1} peut
s’écrire comme

as,,q(x,y,x) = 0.

Soit A = (A, u, ) une Hom-algébre. Les assertions suivantes sont équi-
valentes.
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Proposition 1.2.5
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1. A est flexible.
2. Pour tous x,y € A asﬂ’a(x,y,x) =0.
3. Pour tous x,9,z € A,  as,4(x,9,2) = —as;,4(2,9,X).

Démonstration. L'équivalence des deux premiers points provient
de la définition. L'égalité a,, 4 (x—z,9,x - z) = 0 est vérifiée par défi-
nition et est équivalente a as%a(x,y, z) + aslw(z, y,x) = 0 par linéa-
rité. ]

Toute algebre Hom-associative est fexible.

Soit A = (A, u, @) une Hom-algebre, ou y est la multiplication et
a une application twist. On définit deux nouvelles multiplications
en utilisant p :

Vo,peA xey=pulxy)+uyx), {xp}=pxy)-py x).
Onnote A* = (A,e,a)et A~ =(A,{,}, ).

Une Hom-algébre A = (A, y, «) est flexible si et seulement si

{a(x),yez} ={x,p} e a(z) + a(y) e {x,z}. (1.2.2)

Démonstration. Soit A une Hom-algebre flexible. Par le Lemme
c’est équivalent a asﬂya(z, y,x) = 0 pour tous x,y,z € A. Ceci

mplique que

as,,p(x,9,2 )+as a(2,9,%) +as, g(x,2,9)+

1.2.3
aSﬂ}a(y,Z, ) wa (y’x’ ) asy,ﬂ(zixyy) =0. ( )

En développant, la relation précédente, on obtient

{a(x),y ez} = {x, y}oa( )+ a(y)e{x, z}. Réciproquement, supposons
que la condition est vérifiée. En prenant x = z dans (1.2.3)),
on obtient asy,a(x y, ) 0. Ainsi, A est flexible. O]

Nous visons maitenant a donner une autre caractérisation des
algebres Hom-Lie admissibles. Soit A = (A, y, «) une Hom-algebre
etsoit A~ = (A, u~!, @) (respectivement A* = (A, u*, a)) Hom-algebre

plus (resp. Hom-algebre moins) avec la multiplication définie par

Vx,p € Apar p(x,9) = 5(p(x,9) - u(, X)) (resp. p*(x,9) = 3(p(x,v)+

(v, x))). On aura donc la caracterisation suivante des algebres Hom-
flexibles.

Une Hom-algebre A = (A, y, ) est une algébre Hom-flexible si et seule-
ment si

po(a(x), u"(v,2) = p (1 (x,p),a(2) + p (a(), u" (@), p(x,2))

Démonstration. Voir ([MS08b]) O
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Algebres Hom-Leibniz

Une classe des algebres Hom-Leibniz a été introduite dans [?]
en relation avec las algebres quasi-Lie générales suivant les conven-
tions standard de Loday pour les algebres de Leibniz (i.e. les al-
gebres de Loday droite)

Definition 1.2.6 Une algebre Hom-Leibniz est le triplet (A,[.,.], ) formé par un
espace vectoriel A, une application bilinéaire [.,.] : AxA — A et
une application linéaire o : A — A satisfaisant

[[x, 9] a(z)] = [[x, 2], a(y)] + [[a(x), [y, 2]

En termes de ’homomorphisme adjoint (droite) Ady, : A — A dé-
fini par Ad,(x) = [x,y], on peut écrire la définition autrement par

Ada(z) [x'y] = [Adz(x)r a(y)] + [a(x)’Adz(y)]-

ou en termes d’opérateurs par

Ada(z) o Ady = Ada(y) o Adz + AdAdz(y) oaq.

1.3 AvrGEBRES HOM-LIE ADMISSIBLES ET G-HOM-ASSOCIATIVES

Hom-algebres Hom-Lie admissibles

Les algebres Lie-admissibles ont été introduites par A.A. Albert
en 1948.

Definition 1.3.1 Un a-associateur et une application trilinéaire 4, , sur A associee
a une multiplication y et un morphisme a tel que,

Aya(x1,%2,X3) = p(p(x1, x2), a(x3)) — pla(xq), p(xp, x3)).  (1.3.1)

Definition 1.3.2 Soit A = (A, y,a) une strucure Hom-algebre. Alors A est une al-
gebre Hom-Lie admissible si le crochet défini pour tous x,y € A

par
[x, 9] = p(x,9) - u(y, x) (1.3.2)

vérifie I’identité de Hom-Jacobi.

Remark 1.3.3 1. Le commutateur (1.3.2) est antisymétrique.

2. Toute algebre Hom-associative est une algebre Hom-Lie ad-
missible avec le méme morphisme.

Proposition 1.3.4  Toute algébre Hom-Lie (A, |, ], a) est une algebre Hom-Lie admissible
avec le méme «.

Démonstration. Voir ([MS08b]). O
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Hom-algebres G-Hom-associatives

On considere dans cette section la classe des algebres G-associatives,
introduite par Goze et Remm et généralisées au cas Hom par Ma-
khlouf et Silvestrov. Elles permettent de classifier les algebres Hom-

Lie admissibles.

Definition 1.3.5 Soit G un sous-groupe du groupe des permutations S;. Une Hom-
algebre sur A définie par une multiplication y et un morphisme «
est dite G-Hom-associative si

Z(—l)8(0)(#(#(%(1),%(2));06(%(3))) — wla(x51)) #(Xe(2) X5(3))) = 0

oeG
(1.3.3)
ot x; € A, et (—1)¢(%) est la signature de la permutation o.
Remark 1.3.6 la condition (1.3.3) peut étre écrite sous la forme
> (-1)"9a, 400 =0. (1.3.4)

0eG
ou o est I'extension de la permutation, désignée par la méme no-
tation de l'application triliéaire définie par

o (x1,%2,x3) = (0(x1),0(x32),0(x3)). (1.3.5)

Le crochet [x,vy] = pu(x,v) — u(y,x), ou y est la multiplication d’une
algebre Hom-Lie admissible, vérifie la condition Hom-Jacobi équi-
vaut a

Z (=15 (X (1) Xo(2) A (X (3)) = p@(Xo (1), 1(Xe(2) X (3)))) = O
0’653

(1.3.6)
qu’on peut écrire

> (-1)*9a, 00 =0. (1.3.7)

0€S3

Proposition 1.3.7 Soit G un sous-groupe du groupe des permutations Ss. Alors toute
algebre G-Hom-associative est une algébre Hom-Lie admissible.

Les sous-groupes de S3 sont

G, ={Id}, Gy={ld, 115}, G3={Id, 123},
Gy =1{ld, 113}, Gs5=A3 Gc=3S;3

ou Aj est le groupe alterné et 7;; est la transposition entre i et j,
alors on obtient les types suivants d’algebres Hom-Lie admissibles.
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e Les algebres G;-Hom-associatives sont les algebres
Hom-associatives définies précédement.

e Les algebres G,-Hom-associatives satisfont la condition
pla(x), u(v, 2))-pla(y), p(x, z)) = p(p(x,v), a(z))-p(u(y, x), a(z)).
Quand «a est I'identité l'algebre est appelée une algebre de
Vinbert ou une algebre symétrique gauche.

e Les algebres G3-Hom-associatives satisfont la condition
pla(x), u(y, z))—pla(x), p(z,p)) = p(p(x, ), a(z))—p(p(x, 2), a(y)).
Quand a est I'identité 1’algebre est appelée une algebre pre-
Lie ou une algebre symétrique droite.

e Les algebres G4-Hom-associatives satisfont la condition
pla(x), u(y, z))-pla(2), u(y, x)) = p(p(x,9), a(2))-p(p(z, ), a(x)).
e Les algebres Gs-Hom-associatives satisfont la condition
pla(x), (v, 2)) + pla(y), u(z,x)) + pla(z), p(x, y)) =
p(p(x,9), a(2) + p(p(y, 2), a(x) - p(p(z, x), a()).
Si le produit u est antisymétrique alors la condition précé-
dente est exactement l'identité de Hom-jacobi.

e Les algebres G4-Hom-associatives sont les algebres Hom-Lie
admissibles.
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DANS ce chapitre, nous rappelons les définitions des Hom-algebres

introduites dans [MS08b, IMS10b] généralisant les algebres
associatives et nous présentons les propriétés et des théoremes
de construction. Nous étudions aussi dans cette section quelques
propriétés des algebres Hom-associatives qui ne sont pas néces-
sairement multiplicatives. Une caractérisation complete est don-
née pour les algebres Hom-associatives multiplicative simples. Par
ailleurs, de nombreux exemples sont établis en twistant ’algebre
des matrices 2 x 2.
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GENERALITES SUR LES ALGEBRES HOM-ASSOCIATIVES

Nous nous occupons seulement des algebres Hom-associatives
multiplicatives, nous appelons algebre Hom-associative pour sim-
plicité. On supose aussi que I'ensemble des algebres Hom-associatives
est noté H.Ass, de dimension .

Dans le language des algebres de Hopf, une algebre Hom-associative
sur K est constituée de ’application linéaire y: AQ A — A et d’une
application linéaire a : A — A satisfaisant

pla(x)@pu(y ®z)) = p(p(x®y) ® a(z)). (2.1.1)

Soient (A, p1, ) et (Ay, uy, p) deux algebres Hom-associatives. Une
application ¢ : A; — A, est un momorphisme d’algebre Hom-
associative si

P(p1(x,9)) = pa(@(x), @(v)), Bop(x) = poa(x), Vx,y €A (2.1.2)

En particuler, deux algebres Hom-associatives (Aq, y1, @) et (A, o, B)
sont isomorphes si ¢ est une application bijective.
On dit que c’est un morphisme faible si seule la premiere condi-
tion est vérifiée.
Une algebre Hom-associative unitaire est donnée par un quadru-
plet (A, u, @, u) ou u est un élément de A tels que
e (A, u,a) est une algebre Hom-associative
o ulx,u)=puu,x)=a(x) ¥xecA
e a(u)=u

Nous annongons d’abord le principe de twist qui permet de
déformer des structures usuelles en Hom-structures.

Proposition 2.1.3 ([Yau09b]) Soit (A, u,a) une algebre Hom-associative et f : A — A

Definition 2.1.4

un morphisme d’algébre Hom-associative. Alors (A, pu, fa) est une al-
gébre Hom-associative.

En particulier, si (A, u) est une algébre associative et f est un mor-
phisme d’algebre, alors (A, By, B) est une algébre Hom-associative.

Soit (A, u, ) une algebre Hom-associative. S’il existe une algebre
associative (A, ') telle que pu(x,y) = ap’(x,v), Vx,y € A, on dit que
(A, p, ) est de type associatif et (A, ) est son algebre associative
compatible.

On dit aussi que (A, p, a) est I’algébre induite par (A, y’) et le mor-
phisme d’algebre a.
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Corollary 2.1.5 Soit (A, u, @) algébre Hom-associative multiplicative de type associatif
otl a est inversible alors (A, y’ = a™! o p) est une algébre associative et
a est un automorphisme suivant p’.

Démonstration. On montre que (A, a~! o y) est une algebre associa-
tive. En effet,

W (xy)2) =atopula ! u(x,p)z)
=aop(a p(x,y),a” o a(z))
= a2 o u(p(x,y), a(2))
= a2 o p(a(x), u(y,2))
=alopu(x,a™ op(x,p))
= p'(x, 1 (y,2)).

De plus, a est un automorphisme suivant y’. On a donc

pla),ay) =atop(alx)ay))
=aoatou(x,y)=aop(xy)

Remark 2.1.6  Notons que si a n’est pas inversible, on obtient

pla(x), u(y,2)) = pp(x,) a(z))
afila(x),afi(y,z)) = afi(afi(x,y) a(z))
a’(fi(x, fi(y,2)) = a(i(ji(x,p),2)),

qui signifie que ji est associative modulo a?.

Proposition 2.1.7 Soient (A, py, 1) et (Ay, po, ap) deux algébres Hom-associatives et
¢ : Ay — A, un morphisme inversible d’algebres Hom-associatives.
Si (Ay, uy) est de type associatif et (A, p1,aq) est son algébre asso-
ciative compatible alors (A, p,, ay) est de type associatif avec l'al-
gébre associative compatible (Ay, s = ¢ o py o (™t @ ¢71)) telle que
¢ (Ay, u1) = (A, p5) est un morphisme d’algébre.

Démonstration. Comme ¢ est un homomorphisme de (A, uy, ;1) a

(Ay, pp,ap),alors ayp = pay, Vx, v € A, ¢ definit u, par py(Pp(x), p(v)) =
¢u1(x,p). Cest facile de montrer que (A,, y,) est une algebre asso-
ciative. En outre

Ha(P(x), P(¥) = popi(x,y) =poajopuy(xy))
= a0 Pu(x,y) = arps(P(x), ¢(v)).

On montre que p, est une algebre associative telle que p,(u,v) =

popr(p~'(u), ¢~ (v) avecx =~ (u),y = ¢! (v) etz = ¢~ (w) pour
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tous x,y,z € A.

po(pa(,v),w) =popu (¢ @p ) pou(¢p™ @Pp~")(u,v),w)
=P opu (¢~ ®¢_1)(¢ o p (o~ (u),d~ (v)),w)
=¢ 0#1(/41(4) Hu), o7 (v), ¢ (w)
=¢op(¢” ( ) i (@7 (v), 07 (w)))
=gom(p'® ¢_1)(¢ ®P) (P~ (1), p1 (97 (v),p~(w))
=pou (¢~ @p~ )1, pur(d~ (v), ¢~ (w)))
= pa(u, pr (v, w)).

Donc, (Aj, p) est une algebre associative. ]

Soit (A, p, ) une algébre Hom-associative de dimension net p : A — A
une application linéaire inversible. Alors (A, u, ) est isomorphe a l'al-
gébre Hom-associative (A, ', pap~') de dimension n ol

W=g¢ouo(p~t®¢p!). Deplus, si {Czkj} sont les contantes de struc-
ture de y suivant la base {e,...,e,}, alors y’ a les meme contantes de

structure suivant la base {¢p(ey),..., ¢(e,)} ou Pp(ex) Zﬂpkek

Démonstration. Nous prouvons pour toute l’application linéaire
¢:A— A (A, pad™!) est une algebre Hom-associative. En ef-
fet,on a

T | A A ‘:\
=,
=

® o

Dong, (A, ¢/, pa¢p~) est une algébre Hom-associative.
Elle est également multiplicative. En effet,

pap™ W (x,y) =Pad " ou(d™ @) (x,p)
= pap(d ®dp7!)(x,p)
= pu(ap™(x),adp™1(y))
=pu(d ' PP @ P)adp (x), adp™ ()
=W (padp™(x), padp™ ().

Par conséquent, ¢ : (A, p,a) — (A,y’,q)a(j)‘l) est un morphisme,
puisque

pop=pouc(@@p)o(p@d)=o(p®d)ct (pad)od=doa.
I1 est facile de montrer que {¢p(e;), -+, P(e,)} est une base de A. Et
pouri,j=1,---,n,0ona
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HaPlei) pler)) = ppa(p~ (er), d(e)) = dplese; ZC
[]

Remark 2.1.9 Une algebre Hom-associative (A, y, a) est isomorphe a une algebre

Remark 2.1.10

Proposition 2.1.11

Proposition 2.1.12

associative si et seulement si a = id. En effet, ¢ o ap™! = id est
equivalent a @ = id.

La Proposition est utile pour faire une classification des al-
gebres Hom-associative. En effet, nous devons considérer la classe
de morphismes qui sont conjugués. La représentation de ces classes
est donnée par la forme de la matrice de Jordan. Toute matrice nxn
sur C est équivalente au changement de base de la forme cano-
nique de Jordan, alors nous choisissons ¢ de sorte que la matrice
de pa¢p~! =y, ot y est la forme canonique de Jordan.

Par conséquent, pour obtenir la classification, nous ne considérons
que la forme de Jordan pour I'application de structure des algebres
Home-associatives.

Soit (A, p, ) une algébre Hom-associative sur un corps K.
Soit (A, p, pad') son algébre isomorphe décrite dans la Proposition

Si 1 est un automorphisme de (A, p, ), alors =" est un
automorphisme de (A, y, pap™")

Démonstration. Notons ¥ = pa¢p~'.On a
¢Z£(‘;j{ = PP~ pad™! = ppad™! = paypd! = padT 7! =
Y .

Pour tous x,y € A,

PpdT W (P(x), p(v) = dPd Ppu(x,v) = Pppu(x,p)
= Ppu((x), () = P (PpP(x), p1(v))
=W (PP~ HP(x)), 1~ (P ().

Par définition, ¢p1p¢~! est un automorphisme de (A, p/, pap~t). O

Soient (A, pa, a) et (B, ug, B) deux algébres Hom-associatives. On a
I'algebre Hom-associative (A & B, pagp, o + ), ot l'application bili-
néaire pagp(.,.): (A®B)x (A® B) — (A® B) est donnée par
Hawp(a1+b1,a2+bs) = (palar, az), pp(by, b2)), Vai,a, € A, ¥ by, by €B,
et l'application linéaire (a + ) : A® B — A® B est donnée par

(a+ B)(a,b) = (a(a), p(b))Yac A, b eB.

Démonstration. Pour tous a; € A, b; € B, on a
Pagp(ay + by, az + by) = (palay, ay), up(by, by)). Par calcul direct, on
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obtient
Haep((a + B)(ay,by), pagp(az + by, a3 + b3)) =
= paes((a + B)(ay, by), (pa(ay, as), pp(ba, b3)))
= paes((a(ay), B(b1)), (palaz, a3), pp(by, b3)))
= (pala(ar), palaz, az)), pg(B(b1), pp(ba, b3)))
= (na(palar, az), a(as)), ﬂB(VB(blbe) B(b3)))
= pagp(tagp(ar + by, a; + by), (a + p)(as, b3)))
Ceci termine la preuve. [

Rappelons qu'un morphisme d’algebre Hom-associative
¢ : (A pg, ) = (B, up, B) est une application linéaire ¢ : A — B
telle que

¢ o ualab) = ppo (Pla) p(b),Vabe A, poa=pod.

Notons par £y C A®B, le graphe de I’application linéaire ¢ : A — B.

Une application linéaire ¢ : (A, py, a) — (B, up, B) est un morphisme
d'algebres Hom-associatives si et seulement si le graphe £, C A® B est
un sous-algebre Hom-associative de (A® B, pagp, @ + B).

Démonstration. Soit ¢ : (A, s, @) — (B, up, f) un morphisme d’al-
gebres Hom-associatives. Alors pour tous a,b € A, on a

paes((a, (a)), (b, ¢(b)) = (pala, b), up(P(a), (b)) = (pala, b), ppala, b)).

Ainsi, le graphe &, est fermé sous le produit psgp. En outre, ¢poa =
po¢ona

(@ +B)a, ¢(a)) = (a(a), p o p(a)) = (a(a), ¢ o a(a))
ce qui implique que (a + ) C &,. Ainsi, &, est un sous-algebre
Hom-associative de (A @ B, pagp, @ + f3).

Réciproquement, si le graphe £, C A® B est un sous-algebre
Hom-associative de (A ® B, pigqp, a + ), alors

paes((a §(a)), (b, (b)) = (pala, b), pp(P(a), ¢ (b)) € &g,

ce qui implique que ug(¢p(a), (b)) = ¢ o pa(a,b). De plus, (a +
B)(&Eg) C &y montre que

(a+B)(a, ¢(a)) = (a(a), B o P(a)) € £y,

qui est équivalent a la condition fo¢(a) = ¢poa(a). Par conséquent,
¢ est un morphisme d’algebres Hom-associatives. O
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ALGEBRES HOM-ASSOCIATIVES UNITAIRES

Maintenant on définit I'ensemble ¢/ HAss,, des algebres Hom-
associatives unitaires de dimension 7.

Une algebre Hom-associative (A, p, @) est dite unitaire si il existe
un élélement unité u € A tel que p(x, u) = u(u,x) = a(x) pour tout
x €A.

Nous avons les propriétés suivantes
o (u.x)a(y)=a(u)(xy)eta(x).a(y)=a(x.y)
o (x.u)a(y)=a((x).(uy)) et u(x).a(y) = alx).a(y)

(x.
(x.p).u = a(x)(y.u)

(u.u).a(x) =a(u)(u.x) et u.a(x) = u(a(x))
(1.x)a(u

o (ux)a(u)=a(u).(x.u)et a(x).u =u.a(x)

Toute algebre Hom-associative unitaire ne peut pas étre obtenue

comme une extension d’une algebre Hom-associative non unitaire.

Soit (A, u, &) une algébre Hom-associative. Nous fixons A = span(A,u)
Uespace vectoriel engendré par les éléments de A et u. Supposons que
pu(x,u) = p(u,x) = a(x), Vx € A et a(u) = u. Alors (A,y,a,u) est une
algébre Hom-associative untitaire.

Démonstration. Par calcul simple, on vérifie la Hom-associativité.
En effet,

ppx,y), alu)) = p(p(x,y),u) = a((/u(x,y)) =plalx)ay) 4

Remark 2.2.4  Soit (A, p, a, u) une algebre Hom-associative unitaire de dimension n

Proposition 2.2.5

et ¢ : A — A une application linéaire telle que ¢(u) = u. Alors, elle
est isomorphe & une algébre Hom-associative (A, i/, pa¢p~!,u) de
dimension n ot 4’ = ¢popuo(p~'®¢$~'). De plus, si {Czkj} sont les
constantes de structure de p suivant la base {e,...,e,} avec ey = u
étant 'unité, alors y’ a les mémes constantes de structure suivant
les bases {¢(e7),...,P(e,)} avec u I’élément unité.

En effet, on utilise la Proposition et la Définition [2.1.2
L'unité est conservée, puisque p'(x,e;) = ¢ o u(¢p~(x),p7(e1)) =

poaodl(x)

Soient (Aq, py, a1, uy) et (Ay, pyp, iy, uy) deux algébres Hom-associatives
unitaires avec ¢(uy) = u,. Supposons qu’il existe un morphisme d’al-
gebres Hom-associatives ¢ : A; — A,. Si (Aq, py,uy) est un twist de
(A1, py, aq,uq) alors il existe un twist de (Aj, po, ap,uy) tel que ¢ :
(A1, py,uq) — (A, py, uy) est un morphisme d’algébre.
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Definition 2.3.2
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Démonstration. Comme ¢ est un morphisme de (Aq, yy,aq,u;) dans
(A, pp,ap,up). Alors app = pay,Vx €A, ona
H2(P(x), p(u1)) = pa(Pp(x), 1) = az o p(x). Bt popy(x,u1) = poay(x).
D’apres la proposition on peut voir que (A,, yp, u) est aussi
une algebre associative. De plus,
Ha(P(x), (ur)) = po(P(x), up) =Poajod(x)=doayopu(xu)
=ayoPopu(x,uy)
= ay o pr(P(x), up).
D’ou la conclusion. O

Soient (A, pa,uy, an) et (B, up, up, ap) deux algebres Hom-associatives,

alors (A®B, pisgp, Usa®up, @y @agp) est une algebre Hom-associative
(appelé produit tensoriel de A et B), ou pagp est la multiplication
usuelle (a®b)(a’®b’) = aa’ @ bb’.

ALGEBRES HOM-ASSOCIATIVES SIMPLES

Dans cette section, nous étudions les algebres Hom-associatives
multiplicatives simples. Cette étude s’inspire de 1’étude des al-
gebres Hom-Lie simples dans [[CH16].

Soit (A, p, ) une algebre Hom-associative. Un sous-espace H de A
est appelé sous-algebre Hom-associative de (A, u, ) si a(H) C H et
u(H,H) C H. En particulier, une sous-algebre Hom-associative H
est dite idéal bilalere de (A, u, @) si u(H,A) C H et u(A,H) C H.

L'ensemble

C(A) = {xeAlulx,v) = u(y,x), u(a(x),y) = u(v, a(x), ¥,y € A}
est appelé centre de (A, p, a).
Clairement, 6 (A) est un ideal bilatere.

Soit (A, u, ) une algebre Hom-associative multiplicative, alors
(Ker(a), p, ) est un ideal bilatere.

Démonstration. Evidemment, a(x) = 0 € Ker(a) pour tout x € Ker(a).
Puisque apu(x,v) = p(a(x), a(y) = p(0,vy) = 0 pour tous x € Ker(a) et

y € A, on obtient u(x,y) € Ker(a).

D’autre part,ona a(y) = 0 € Ker(a) pour chaque y € Ker(a). Comme
au(x,y) = ula(x),a(y) = p(x,0) = 0 pour tous x € Ker(a) ety € A,
on a y(x,y) € Ker(a). Parconséquent, (Ker(a), p, ) est un idéal bi-
lalere de (A, u, a) O]

Soit (A, u, @) (o # 0) une algebre Hom-associative non triviale. Elle
est dite simple si elle n’a pas d’idéaux bilateres propres.
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Remark 2.3.5 Le seul idéal bilatére non trivial est A.

Theorem 2.3.6  Soit (A, u, ) une algébre Hom-associative simple. Alors a est un auto-
morphisme et I'algébre associative induite est simple.

Démonstration. D’apreés le Lemme Ker(a) est un idéal bila-
tere. Puisque l'algébre Hom-associative est simple, soit Ker(a) =
{0} ou Ker(a) = A. L'algebre Hom-associative est non triviale, donc
Ker(a) # A. Ainsi (A, fi) est une algebre associative induite et a est
un automorphisme de (4, fi).

En outre, (A, #’) une algebre associative induite par une algebre
Hom-associative multiplicative simple (A, y, ). Clairement, a est
a la fois un automorphisme des (A4, y, ) et (A, y').

Clairement, le produit ji est bilinéaire :

fla(x), fi(y, 2)) = ila(x), a  u(y,2)) =a ' ulax),a " uy,z))
=atp(a p(x, ), a(2))
= f(fi(x, ), a(z)

ou x,y,z€A.

De plus,ona afi(x,y) = aa~ u(x,y) = a~' p(a(x), a(y)) = fila(x), a(y)).
Supposons que A; = 0, est un idéal maximal de (4, u’). Comme

a(A1) un idéal bilatere de (A, '), alors a(A;) € A;. De plus,

WAL A) =ap' (A, A) Ca(A) CA;

et
[/I(A,Al) = Olﬂl(A;Al) C CY(Al) C Al-

Donc A; est un idéal bilatere de (A, u, ). Alors A} = A, etona
WA A) = p(A,A) = ap'(A,A) & a(A) CA = A

et
HAA) = W(AA) = ap (A, A) G a(A)) C A, = A

En outre, puisque (A, p, @) est une algebre Hom-associative simple,
on a clairement pu(A,A) = A. C’est une contraduction. Par consé-
quent A; = 0. O

Par le théoreme ci-dessus, il existe une algebre associative in-
duite pour toute algebre Hom-associative simple (A, u, ) et a est
un automorphisme de l’algebre associative induite, en plus de cela,
leurs produits sont mutuellement déterminés.

Theorem 2.3.7 Deux algébres Hom-associatives simples (Aq, py, a) et (Ay, pp, B) sont
isomorphes si et seulement si il existe un morphisme d’algebre asso-
ciatve @ : A} — A, (entre leurs algebres associatives induites) satisfai-
sant @ oa = o @. En d’autres termes, les deux automorphismes a et
B sont conjugués.



2.4

18 Chapitre 2. Structures des algébres Hom-associatives

Démonstration. Soient (Ay, fiy) et (A,, fi;) deux algebres associatives
induites de (Aq, uy, @) et (Ay, up, B), respectivement.

Supposons ¢ : (A1, py, a) = (Ay, yp, B) est un isomorphisme d’une
algébre Hom-associative, alors poa = fo@, ainsi poa™ = gL op.
De plus,

P (x,y)=@oatoaji(x,p) =poa i (ny) = Bt o ppui(x,9)
=B N (pa(p(x), () = fia(@(x), p(9)).

Donc, ¢ est un isomorphisme entre les deux algebres associatives
induites.
D’autre part, si il existe un isomorphisme ¢ de l’algebre asso-
ciative induite (Ay, fi1) a (Ay, fip) telle que ¢ o a = f o @, alors
Pr(xy)=poajii(xy) =pofrp(x) )
= Bp2(@(x), 9()) = pa(@(x), ().

D’ou la conclusion. O

ExEMPLES D’ALGEBRES HOM-ASSOCIATIVES SIMPLES
ALGEBRES HOM-ASSOCIATIVES DES MATRICES

Soit B = {Ejj} . L. UNE base canonique l’ensemble de ma-

.....

trices n x n. On con51dere ’algebre associative simple définie par
les matrices n x n, qu’on note par ., . On cherche les applications
linéres qui sont des morphismes d’algebres des matrices nxn. Dans
la base canonique, on a

<o 1 sij=k
P(Eij)-(Exi) = @(Eij-Exi) = 0jxp(Ein), OUbjk={ 0 si]non :
On a

@(Eij)(Ex) = @(Eij-Ex1)

n n n

D P Emn D #j'Epg = D 31k il Emg
m,n=1 pq=1 n,q=1

n n n

pq mq

D D Ol Pkl oupEng = D 05kl Emg
m,n=1 p,q n,q=1

n

> oiten! —0jkpi =0
n,p=1

n

mp _pq mq

Z%] Pri —Ojkpi =0

-1

On obtient les morphismes d’algebres ¢ suivants relativement a la
base canonique.
On fait les calculs pour les matrices 2 x 2 notée par /4.
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Morphisme 1

@(E11) =Eq — i\/\/_%EZI @(E12) = iVB1VP2E11 + P1E12 + P2E21 — i1 VB2E2

P(Ex) =% @(Epp) = i%Eﬂ +Ej)

Morphisme 2

@(E11) =Ep + i%Ezl @(E12) = —iB1VB2E11 + B1E12 + B2Eo1 +iVB1VB2E2

P(Ep) = 2 ¢(Ex2) = —i\%Em +Ej

Morphisme 3
P(En) = Ell - MEy @(Epn)= —%En - %Elz + BaEy; + ’%Ezz
¢(E21) = -5, E ¢(Exn) = MEy +Ep

Morphisme 4

@(Ey) = 511 —MEy @(E1p) =P1AEq +B1E1a—B1ATEs — B1Eny
¢(Ea1) = 5t ¢(E2p) = A1 Epy + Epp '

Morphisme 5

4

@(E11) = E11 + B371Ear @(Erg) = —B3Ery + 22 = B3y Egy + B3Enn
@(Ez1) =y1En P(Ez) =-B3y1En + Ezz

Morphisme 6

@(E11) —i\/_\/_521+522 P(Eq ) B2E2
P(Ez1)

= gEl +/312+7/1521 \FEzz @(Ex) = Ey1 —iBoy1En

Morphisme 7

2
@(Eqq) = %5124'522 @(E12) = BaE1y _%EIZ"'ﬁZEZl —B4Ex
@(Ez) = % @(Eyp) =Eqq - //22512

Morphisme 8

{ (P(Ell):Ell+7/zE1z (,9(}312):’%1
@(Ea1) =—72E11 - E12 +V1E1 +v2Ey @(Ex)=-%2E,+Ey

Morphisme 9

@(E11) = =y2E2 + Epp @(Eqp) = %
2
@(Ea1) = =y2E11 +vaE1n = 2o +72E2y @(Exp) = Eny + 22En



20 Chapitre 2. Structures des algébres Hom-associatives

ou B, B2, B3, Par A1, A2, A3, Ay, V1, V2,734 € C sont des parametres.
De plus, la table de multiplication est donnée comme suit :

* En Eip Ey Ey
Ei | (E11) | 9(Er2) 0 0
Eqp 0 0 P(E1) | ¢(E12)
Ey | @(Ep) | 9(E22) 0 0
Ej 0 0 | @(Exn) | @(Ex)

On a les algebres Hom-associatives simples (M, *, ¢) ou

Eij*Epg = @(Ejj.Epg)

Algebre 1

511*5112511—1'%521 Eyy *E1p = ivBiVB2E11 + PrE12 + B2Ex1 —ivB1VB2E2
E12*E21:E11_i%E21 Eyp+E = iNB1VB2E11 + P1E12 + B2Ex1 —iNBi1VB2E2

Ey *Eqpy :% 521*512:—1'%1521+322
\ Eyy*Ep = % EyyxEyy = —i%lle +Ep
Algebre 2

(

Ej1#Ejp =Eq + i%Em Ey1*Eyp = —=i\BiVP1E11 + B1E12 + f2Eoy +iBiVB1Ex2
Ejp*Ey =Eq + i%Eu Ey*Eyy = —i/B1VP2E11 + B2E12 + B2Eo1 +ivBiVB2E22

E :
Ey+En =5 521*512=—1%521+522
— En — _jNbB
| EnxEn=7 Eap*Egp = =115 E01 + Epp
Algebre 3

(

Eyy#Eyp =Enn—AEy Ey#Epp= —%511 - %EU + P2k + %Ezz
Eip+Ey =Ej1—AEy EipxEpp = —%511 ~ L5 E 1+ BoEgy + %Ezz

V2
/\2
Ey#Ey = -3 Eo; Ey #Ejp = MEy +Epp
/\2
| E22*En =3 En Ep % Eyy = A1Epy + Epp.

Algebre 4

Ey1*Ej; =Ej1—AMEy Ejp*Ejp=p1AMEn +BiEr _ﬁl/\iEﬂ —PB1Exn
Ejp*Ey = 1511 —AEy; EjpxEx =B1AME1 +B1E12 —Bi1ATE2 — B1Ex
Ey #Ey = F Ey *Ejp = MEy +Epp

Eyy*Eyy = Eyy*Eyy = AMEy +Epp
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Algebre 5

Ej1*Ej = Ej1 +B3y1En
Ejp*Ey = Ej1 +B3y1En
Ey1*#Er1 =y1Ey
Eyy*Ey; = y1Ey

Ey *Eqp

Algebre 6

it et
Eyy*Ey = i%Ell + 3+ y1En —i%Ezz
Algebre 7
(
Ej*Eq :%512+E22 Ey1*Ejp = B4E1; -
) Ejp*Ey = %Elz +Ey Eqp*Ey =BsEr —
521*5112% E21’*}51221311—%
\ 522*5212% E22’*}52221311—%
Algebre 8

(

Ej1*Eq = l:\/E\/ﬂEn +Ep
Eip*Ey = iVBoyV1E21 + Exn

Ey1#Eq1 = i\/—yTEu + Lo

3, tV1Ea - i%Ezz

Ej1*Ej = Ejg +2FE )
Ejp*Ey = Ej +y2E )
2
Eyy*Ey1 =—=y2E1 - %Elz +Y1E21 +92Ep
2
Eyy*Eyy ==y2Eq — %512 +71E21 +92Ep
Algebre 9
Ey1#Ey1 =—y2Ey +Ep
Eip#Ey; =—=y2Ey +Epp
2
Eyy*Eyy = =y2E11 + y4E o - %Ezl +792E2;

2
Eyy*Ey; ==y2E11 + Y4E 2 — %Ezl +¥2E2

E

Eiy#Eip = =B3E1 + 52 = Bsy1Ear + f3En
Eip#Ezp = —f3E11 + 52 = Bsy1Eor + B3Ex
=—B3y1En +Exn

Eyp*Eyy =—B3y1Ex1 +Ep

Ey1*#Ejp = BrEy
E1p*Eyy = BrEy;

Ej *Eyp = Eyy —inBoY1En
Eyy*Eyy = Eqy —inBoy1Enl

2
73—4512 + B2E21 — B4Ex

2

2
%Elz + B2E21 — B4Err
Eq,
1P

_ En
Ej1xEpp =2

— 12
EipEpp =22

V1
Ey *Ejp = —%Elz + Ep)
Eyy*Epp = —%Elz + Ep)

_ En
Ey1#Eip =5+

Epp+Epp =3

Eyy#Ejp =Ejp + %Eﬂ

Eyy*#Eyy =Ej + %Eﬂ
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Ce chapitre est consacré en premier lieu a I’étude des variétés
algébriques des algebres Hom-associatives multiplicatives H.Ass,,.
Dans la premiere section, on étudie quelques propriétés de chan-
gement de base. Dans la seconde section, on rappelle quelques
outils préparatoires pour la classification de ces algebres Hom-
associatives en utilisant I’action du groupe GL,(K) sur I’ensemble
des algebres Hom-associatives. Puis, on donne également les bases
de Grobner de la multiplication p et de I'application linéaire o de
ces variétés algébriques en dimension 2. Dans la derniére section,
on établit la classification a isomorphime pres des algebres Hom-
associatives en dimensions 2 et 3 en précisant celles qui sont de
type associatif.
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VARIETES ALGEBRIQUES DES HOM-ALGEBRES

Soit A un K-espace vectoriel de dimension # et {ey,---,¢,} une
base de A. Une structure Hom-algebre sur A avec un produit y et
une application de structure a est determinée par 1° les constantes

de structure Cf-‘ ou pu(e;,e;) ZC”ek et par n” les constantes de

k=0
structure Aji, ou a(e;) E ajie;. On a donc
€1 a11 412 .- A1 €1
€ a1 A4z2 ... Ay €
a . = . . .
€n Ayl Ap2 .- Ay €n

Si on veut que cette structure algébrique soit une structure d’al-
gebres Hom—associatives, alors I’ensemble des constantes de struc-
ture (Cl],a,-j) doit vérifier les conditions suivantes,

plal(e;), plej ex)) ZZZa,ZC]kClmeS, L,j=1,...,],
s=1 I=1 m=1
l’l(ﬂ(el’e Zzzcz]amkcmles 1]_1 ]
s 1 m=1[=1
a o ple;,ej _ZZCZ]aSpeS i,j=1,..,],
s= lp 1
plale; ZZZ“W 99iCpges  1j=10].
s=1 g=1 p=1

D’une part, on a

non noon
ZZ Z ailcﬁcclsmes - Z Z Zcz!jamkcfnles =0,

(3.1.1)
s=1 I=1 m=1 s=1 m=1 [=1
et d’autre part, on a
ZZCZJ“SPeS ZZZ“W 24iCpqts = 0. (3.1.2)

s=1 p=1 s=1 g=1 p=1

Par concéquent, on a le systeme d’équations polynomiales sui-
vant

n n
> aiCiCl, —amCliCl, =0, ijks=1,..,n

1=1 m=1
n n n
p S _ PR _
1]—5 g apiaqijq_O, L,75,s=1,...,n

Z aspC
p=1 p=14=1

(3.1.3)
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De plus si p est commutative, on a Cf‘j = C;-‘i iLj,k=1,--,n.
L’équation (3.1.1) correspond a la condition de la Hom-associative

plale), plej ex) = plplei ), alex))
et I’équation (3.1.2)) correspond a la multiplicativité

aople,ej) = plale;), ale;)).

On désigne par H.Ass, I’'ensemble de toutes les algebres Hom-
associative multiplicatives de dimension n. Considérons les algebres
Home-associatives unitaires de dimension #n. Alors, on a une sous-
classe qu’on note UHAss,, et qui est déterminée par les équations
suivantes :

k k 1, si i=k ..
Cil:Cli:{O, si izk pouri,j,k,s=1,...,n

n n
_ m s I ps .. _
O—E E ailC]-kClm—akmCijClm pouri,j,k,s=1,...,n.
=1 m=1

Supposons que e; = u est dans la base 5. Il s’avere qu’en plus du
systeme (7.3.1), nous avons l’expression de condition de l'unité
suivante.

n n n
uj.e; =e;.u; = ale) = ZC{‘iek = ZCZ]-‘lek = Zakiek. That is
k=1 k=1 k=1

ch=ck =a, Vik (3.1.4)

Si on veut que la structure de Hom-algebre soit une structure d’al-
gebre Hom-Lie, alors les constantes de structure {(C,’fj)iq, (aij)}
doivent vérifier les équations polynomiales

n n
— E E mns . mps mps
I=1 m=1

ou Cl’f]- = —C;-‘i. Les classes des algebres Hom-Lie de dimension # est
notée HomlLie,,.

Action du groupe linéaire sur les variétés algébriques
HAss,,.

Le groupe GL,(K) agit sur les variétés algébriques de Hom-
structures par le transport de structure par ’action définie comme
suit. Soit A = (A, p, a) une algebre Hom-associative de dimension
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n définie par une multiplication y et une application linéaire a.
Etant donné f € GL,(K), I'action f.A transporte la structure par

O :GL,(K)x HAss,, —> HAss,
(f (A p ) — (A (flopofef,foaof™))

définie pour x,y € A, par

fouy)=fu(f(x), f() (3.1.5)
frax) =fla(f(x). (3.1.6)

La classe de conjugaison est donnée par

O(f, (A wa)=(Aflopo(fef) foaof™) pour f € GL,(K).
L'orbite de l'algébre Hom-associative A de H.Ass, est donnée

par
={A'=f-A, feGL,(K)}.

Les orbites sont en 1 — 1 correspondance avec les classes d’isom-
phismes des algebres Hom-associatives de dimensions n. Le stabi-
lisateur est

Stab((A, p,a)) = {f € GL(K)I(f " opo(f®f)=pn etfoa=aof}

On caractérise en terme de constantes de structure que deux al-
gebres Hom-associatives sont dans une méme orbite (ou isomorphes).
Soient (A, py, 1) et (A, pp, ay) deux algebres Hom-associatives de
dimension n. Elles sont isomorphes si il existe ¢ € GL,(K) telle
que

pou =Hr(P®Q) et @oa;=aoq. (3.1.7)

Remark 3.1.1  Les conditions (3.1.7) sont équivalentes aux conditions

p=¢ lompop®p et aj=¢ loayoq. (3.1.8)

Nous fixons la base suivante de ’espace vectoriel {e;},_; .., et on
pose

p(e Ep 14pi€p, ap(e;) Z] 1%ji€j, o ( ez Z] 1 Bjiej-
:ul €€ ) Zk lczjek’ ”12(61' Zk 1

Dans ce cas, on a

popi(eiej) =palple;) plej) etploar(e;) = arople;).  (3.1.9)

En effet,on a
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Par conéquent on obtient le systeme d’équations suivant

ZCl]aqk ZZDPkamak} =0 i,j,9=1,.

klpl

Zakiaqk—Zak,-ﬁqk =0 l,q =1,...,n
k=1 k=1
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( n n
k ..
(P(”l(eirej))zzzcijaqkeq; L] = 1;---:”;
q=1 k=1
n n n
q ..
pa(ple) ple) =D > Y apiarDavey, ij=1,...,m,
9= 1 k= 1p= 1
¢ oaile) ZZak, Agkeqs L,j=1,...,n,
q 1 k= 1
aj o P(e; ZZak,/ﬂqkeq, L,j=1,...,n
\ q-l k=1
n n n n n
) k
Drune part ona 33 Chagee, = 33 e Dhe,
q=1 k—l q=1 k—l p:l
et d’autre part, on a ZZakl agreq = ZZaklﬁqke
q=1 k=1 q=1 k=1

Variétés algébriques H.Ass,

L’algébre Hom-associative est identifiée a ses constantes de struc-
ture C j et a;j par rapport a la base donnée. Elles satisfont la pre-

miére famllle du systéeme (7.3.1)), pour laquelle les solutions ap-
partiennent a la variété algébrique définie par la base de Grobner

suivante.

11
<ﬂ21C11C12

1.1
a21€11€31

11
alZ(Cll) +4a11€11612 —

22 > 1
a12(ci1)” +ai2611¢1,

1.1
—a11€11¢12

0124142 +012C%2C%z
_aZZC%Zcél + alZC%ZC%Z + a22€%1C%2 -
012C}1C%1 +011C%1C%2
0125}1611 +312C11C%2

21
—a11¢11¢€12

2 1 2 \2
12611612 +ar2(cq,)

11 12
a22€11612 T 311€12€12

21
— 412011671

11 12 1 2
12611671 +a22(c31)" +a1261,¢5;

171
—a412€11C12

21 2 2 12
41201161 + 0112C121C212+ a32€31€31
—a22€17C12

271
—a12€11C12

11 11
| 2—ﬂ11C111C211+322C11C21
—az(cyy) +a11§11le
—a12€11¢71

- ﬂzzchcfz + “11(C%2)2
—ﬂ11C%1C§1
- aZIC%ZC%Z + allcflcél + ‘121C%1C§1
— A3)CT5C)1 + 20015651 — a12(C31)? + A22CT 5055 — 2205, €3,
- ﬂ21C%22C%21+ azzcgllcézl— ﬂncillcgzz— ﬂzﬂ%zcng
—a2C €y +a21€31Cpp +A11C12C5 +A21€C5),
- aZIC%ZC%Z - 011C§1C%2 + ﬂ22C§1C§2 —dan (sz)zl

171
A —a11€11¢22

12 1 11
—a(c1p)” —a12€1,6p; +a116116x)
—411C%1C%2

- ﬂ110%1c%2 + allc%lcépazlf%lcfz - 0215%1C%1 - ‘1115%1C%2 + a11C%1C§1’
- a12C%1C%1 + a210%2C%1 - azzc%ﬁ%z +4adn C%zcéz’
- 1’121‘:%2‘3%1 - ﬂ11C%1C%1 + ﬂzﬂ%ﬂ%z - a21C§1C%2'
—a11C15Cy1 + A21(Ch1 )% +a11C12C5) — A21C1yCha + 421 €51 Ch,
- 0112615%1 + azszzcéz - a22C§1C%2’

alZC%IC%Z’ a225%2C%2 - alZC%2C%2 - 0220%2552 + a22€%15%2f
- ﬂ12C%1C§1 + a21C12C§1 - a22C%1C§2 +421€12€%2,
— ay1C1,Ch1 + 22011651 — a11(€31) + A22C71 €35 — 21 €51 €3y,

272 2 2
— 210165, + 0121C21C22'

272 29 23 2 20 2\2
—a12C15Cy1 +a11611Cp +a21C51Cxp +A11C12Cp — A22C15Co) + d21(C53)7)
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Si I'algebre Hom-associative est multiplicative, elle doit satisfaire
de plus la deuxiéme famille du systéme (7.3.1), c’est-a-dire qu’elle
appartient a I'intersection avec la variété algébrique définie par la
base de Grobner suivante.

<“11€%1 - “%16%1 + ﬂlch'l - “11&1210%2 - ﬂ11a21€§1 - “%15%2’
611161126%1 + 61116%2 —1“1161%,12%%2 + 412C%2 ; 012612162%1 - a216122C1%2
Q%IQ%QC“ - alzallelz +a C%l — (Z]lﬂlzzCZl ;— ﬂ112C21 — aglﬂzzsz,
a12C%1 - 052052512 - 4%2922%1 + 4%1%2 - “226%2 + 4%26%2'
a1C11 — 11611 +a22071 —A11421672 — 411421631 — 421622,
ﬂ11ﬂ126§1 + 61216%2 24226%2 —1“11022C§2 - 912021C§1 - a21a22C§2'
a11412€71 —@12821€71 +a21C51 +a22C51 —aA11422C51 —A21822C55,
“%2@1 - 0120225%2 - a12a22C%1 + a21C%2 + azzcgz - a%zc%ﬁ'

CLASSIFICATION EN DIMENSION 2 ET 3.

Dans cette partie, nous établissons la classification a isomor-
phisme pres en dimension deux et trois des algebres Hom-associatives
non unitaires et les algebres Hom-associatives unitaires en préci-
sant les algebres de type associatif associées.

Classification en dimension 2

Nous devons considérer deux classes de morphismes qui sont
données par les formes de Jordan et qui sont représentées par les
. a 0 a 1 .
matrices ( 0 b ) et ( 0 a ) Nous fournissons toutes les al-
gebres Hom-associatives de dimension 2 correspondantes aux so-
lutions du systéme (7.3.1). A cet effet, nous utilisons le logiciel de
calcul formel : Mathematica.

Premier cas:

Structure de 'application a conjuguée a . Par simple

a
0 b
calcul et avec l'aide du logiciel de calcul formel Mathematica, on
obtient les algebres Hom-associatives dans le tableau 3.1.

Deuxieéme cas

Structure de 'application a conjuguée a . Par simple

a
0
calcul et avec l'aide du logiciel de calcul formel Mathematica, on
obtient les algebres Hom-associatives dans le tableau 3.2
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p)
A; 2 a
A2 €1 xe =—aie, ep*eéy=dadyey, aler) =ey,
! ep*xep =aje;, eyxey=bje. aley) = —ep
A2 epxep =aze;, eyxey =0, aley) =ey,
2 €r*xe| = O, €r*ey) = b2€2. a(ez) =0.
42| arer= 0, e1 *ey = kasey, aley) = key,
3 €r*xe| = ka3€1, €y * ey = a3e). a(ez) = €é.
_ 44
A2 €1 *€1 :0, €1 ¥ €y = ayeéq, a(el)— Helx
4 eyxe| =age;, ep*e, =bye,. aley) = e,.
A2 e1*e; =dasey, e1*epy=Dbse,, ale) = 21,
5 €y *eq :b5€2, €y *¢e) =0. 0[(82): —Z
A2 epxep =dagey, ejxey =0, ale) =0,
6 eyxe; =0, eyxey =0. a(ey) = ke,
A2 ey xep =azey, er*e; =0, aler) = key,
7 er%e; =0 er%ey =0 aley) = ke
2%ep =4, 2%ey =0, 2) = 2
TaABLE 3.1 —
p)
Aj 2 a
A2 epxep =0, e1 *epy = dagey, a(e) =0,
8 €y *eq :b8€2, €y *xey) = (Cgeq. (04 62)261.
A2 epxe; =0, egxey=agey, ale)) =e,
9 ey *e1 = 0, €y * ey = dgey +agey. a(ez) =e;te
A2 | ere =0, epxex =0, ale)) =e,
101 eyxey =ajpe;, epxey=ajpe; +ajes. aley) =e; +e

TABLE 3.2 —
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Lemma 3.2.1

Soit & un morphisme diagonal tel que a(ey) = pey, a(ey) = qex, p # g

suivant la base {eq,e,} alors pour ¢ : A — A tel que poa = a o @ est
de la forme @(ey) = Aey et @(e;) = pey suivant la méme base.

Démonstration. Soient @(ey) = Aje; + Aye; et @(ey) = preg + pae; .
D’une part, poa(e;) = Aype; + Apey et a’o(ey) = Aip’e; + A9 e.
Don on obtient A;p = A;p” et A,p = A,q’. D’autre part, ¢ o a(e;) =
gpie1 + qpae; et a’ o @(ey) = p1p’ey + paq’e;. On a piq = pyp’ et

P29 = P29

Doncona A(p-p’) =0,
q)=0.Sip=p’etg=¢q’,onobtient A,(p—q’)=0et p(q—q')=0

Sip#gq,donc A; = p; =0. D'ou le lemme avec A = A; et p = p5.

Theorem 3.2.2

A(p-4q)=0,

pi(g-p’) =0,

p2(q -
O

Toute algébre Hom-associative multiplicative de dimension 2 est iso-

morphe a une des algebres, non-isomorphes deux a deux, (A,* a) ou
+ désigne la multiplication et a l'application linéaire. Soit {eq,e,} une

base de K2 :
AZ-2 U o
A% €1%€1 =—¢€1, €1*€r=2~¢y, aler) =ey,
erxre; =€y,  exrep=ey. a(ey) =—e
A2 epxep=e, er*ey =0, aler) = ey,
epxe; =0, eyxe)=ey. a(ey) = 0.
A2 epxep=e, er*ep=0, aler) = ey,
epxe; =0, eyxep=0. a(ey) = 0.
Ai €1%€1=¢61, eyp*ey=¢ey, aler) = ey,
eyxe; =ey, eyxrey=0. aley) = es.
A% epxep =ej, e xey=0, aley) =0,
e,*e; =0, eyxe;=0. aley) = key.
A2 epxep=epy er*ep=0, ale)) =e,
erxe; =0, eyxey=0. aley) = es.
A% e;*e; =0, e *ey, = aey, aley) =0,
e, *ep = bey, e,xey=cey. aley) =eq,
A2 epxep =0, eyxey=ey, ale) = ey,
er%xe1 =0, ey*re)=e+e,. ale)) =e;+e;
Aé e;xe; =0, e;*e; =0, ale)) =eq,
er%e] =€, er*ey=ej+es. ale)) =e;+e;

TaBLE 3.3 — Classification en dimension 2 .

Démonstration. La preuve découle de la Définition et Lemme

]

. k ~ p
Soient (e, ej) =D 1 Cijex et aojfi(e; e)) = > ke Z;Zl Cijakper-
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Remark 3.2.4
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La résolution du systeme d’équation suivant permet de déter-
miner les algebres de type associatif :

k p P
Ci]._ZCz.jakp:O, i,j,k=1,...,n (3.2.1)
p=1

Dans HAss,, les algébres Hom-associatives Az,Ai,AZ,Az,AS sont de
type associatif.

Démonstration. En effet, nous avons mis en évidence les algebres
associatives correspondantes :

Af:el-elz—el, e1-ep=—6€, €r-e1=—ep €r-€=¢.
Ai tej-ep=e;, e1-ex=¢ep) e-ep=¢e, er-e;=0.
A% tej-ep=ey e;-e=0, e-e=0, e-e,=0.
A3 tej-e1=0, ej-ex=e;, e,-e,=0, ey-er=e.
AS te1-e1=0, ej-ep=e€, e-60=0, ey-e;=ey.

]

Il s’avére que les algeébres Hom-associatives A3, A3, A%, A2 ne peuvent

étre obtenues par twist des algebres associatives.

Classification en dimension 3

Nous cherchons toutes les algebres Hom-associatives en dimen-
sion 3. Nous considérons 3 classes de morphismes qui sont don-
nées par la forme de Jordan, a savoir qu’elles sont représentées
par les matrices.

a 0 0 a1l 0 a1l 0
0 b 0], 0 a 0|, 0 a 1
0 0 ¢ 0 0 b 0 0 a

En utilisant un calcul similaire a celui de la section précédente, on
obtient la classification suivante.

Premier cas

Structure de l'application a conjuguée a

S O X
o St O
o O O
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associatives

Par simple calcul et avec I’aide du logiciel de calcul formel Ma-
thematica, on obtient les algebres Hom-associatives :

€1 *€1 =pi1€ €2 *€3 = Pg2€2 T P63€3
e1*e, =0 e3xe; =0 aler) =e;
Ay | e1*e3=0 e3*ey = pgrey +pgzes | aley) =0
er+er =0 e3*e3 = pPgrey +pozes | ale3)=0
€y * €y = Ps5p€y + Ps3e3
ey *ep =prie; +przes exxe3=0
er*ep =0 ez*e; =p7ie; +przes | ale) =0
A} | ejres=p3re;+psze; ezre; =0 aler) = e
eyxep =0 e3*e3 = pgre; +pozes | afe3) =0
€2*€) = P52€)
ep*ep =prie;+proey erxe3=0
ey *ey =prrey +prey ezxe; =0 a(e) =0
Ag e;*e3=0 e3xey; =0 aley) =0
€x*€] = Py1€1 T Pygr€y €3%€3 = Py3€3 a(e3) = e3
€x*€y =Psi1€1 + P56
erxep =prie; exxe3=0
61*6220 63*61:0 0((61) 1

Az er+e3 =0 e3*ep =0 aley) = e
ep*+er =0 e3*e3 = Py3e3 a(e3) =0
€x*€) =P53€)

e +ep =priep exxe3=0
e1xey =0 ez3*e; =0 ale;) =e

Ag 61*63:0 63*6220 0[(@2)
er;xe;p =0 e3*e3 = Pg3e;3 ale3) = e3
€x2*€) = P56
ep*e; =prie; exxe3=0
e1xe; =0 e3xe; =0 aler)

Ag 61*63:0 63*62:0 a(ez)— 2
er*+er =0 e3*e3 = Py3e;3 a(e3) = e3
€x*€) = P52€)
ej+ep =priep exxe3=0
61*62:0 63*6120 0!(61) 1

A% ep+e3 =0 e3*ep =0 aley) = ey
eyxe;p =0 ez *e3 = Pg3es3 ales) = e3
€2 *€) = P52€)

Deuxieme cas
a1l 0
Structure de l'application a conjuguéea [ 0 a 0
0 0 b

Par simple calcul et avec ’aide du logiciel de calcul formel Ma-
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thematica, on obtient les algebres Hom-associatives :
61*61:0 62*63:0
ey *ey =prrey +przes ezxep =0 a(e) =0
A} | ejxe3=psje; +p3zes e3xey = Ppgieq + Py3es aler) = e
erxe;p =0 e3*e3 = Pg1€] + Poy3e3 a(e3) =0
€x*€y = Ps1€1 + Ps3eé3
epxe;p =0 ey *e3 = pg1e
ey xey =poie; e3*ey =pyieg ale;)=0
Ag €1 *€3 =pP31€1 €3*€) = Pg1€] aler) = e
er+e; =0 e3*e3 = Pg1e a(e3) =0
€x*€y =pPs1€]
ep+e; =0 ey *e3 = Pg1e
ep*ey =prre; ezxe;p =0 a(e) =0
A3 erxe3 =0 e3* ey = pgie aley) = e;
erxe; =0 e3+e3 =0 ale3) = ce3
€2*€) = Ps1€]
epxe;p =0 ey*e3 = pPe1€
er+ep =0 ez ey = ale)) = e
A3 ep+e3 =0 e3* ey = pPgie a(ey) =e; +e
exxe;p =0 e3*e3 = o€ a(e3) = e3
€2*€ =pPs51€61
61*8120 62*8320
ep*ey = —pgzez ezxe; =0 a(e)) = ae
Ag 61*63:0 63*62:0 0((6'2):61+a€2

eyxep =pgze3  ezxe3 =0
€2 *€) = Ps5r€3

epxe; =0 eyxe3 =pgreg

e1*er =0 ez3xe; =0 ale)) = ae;
A3 erxe3=0 e3xe; =pgre ale;) = ey +aep
erxe; =0 e3xe3=0 ales) =e;3
€y *€H) = 0
ep*e; =0 epyre3 =10
e1*e; =0 es+e; =0 ale)) = e
A% e;*e3=0 e3*ey =0 aley) =e;+ e
er+e; =0 ez *e3 = pr1e a(e3) = —e3
€y %€ =Ps1€1
Troisieme cas
a1l 0
Structure de 'application « conjuguéea | 0 a 1
0 0 a

Par simple calcul et avec ’aide du logiciel de calcul formel Ma-
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thematica, on obtient les algebres Hom-associatives :
epxep =0 er*e3 = Pe1€
61*6220 63*61:0 0((61):
e;*e3 =p3je] e3*ey = pgie] aley) = e
eyxe; =0 e3*e3 = Pg1€ ales) = ey
€r*xe) = 0
epxe; =0 eyxe3 =—pgie
e1xe; =0 e3xe; =0 ale)) = e
3 _ _ _
Ay | erxre3=0 e3xep =pgre; aley) =e; +e;
epxe; =0 ezxe3 =pore; a(es) = ey +e3
€ * €y = 0

Theorem 3.2.5 Toute algébre Hom-associative multiplicative de dimension 3 est iso-
morphe a une des algébres, non-isomorphes deux a deux, (A,* a) ol *

désigne la multiplication et a I'application linéaire. Soit {ey, e, e3} une

base de K3 :
Af’ U a
e *xe;p =eq, ey *e3 =¢€)+e3,
e;*xey =0, e3*e; =0, aler) =eq,
A% e;xe3 =0, e3+ey) = ey +es, aley) =0,
erxe; =0, e3*e3 = ey + e3. ale3) =0
ey *ey) =ep+es,
ey +ey =prie;, ex*e3=0,
e1*e; =0, es+e; =0, ale)) =eq,
A% e1xe3=0, e3xey =0, aley) = ey,
er*+e; =0, €3 *e3 = Pg3e3. a(e3) =0
€x*x€y = Ps526,
ey xe; =piiey, exre3 =0,
e1xe, =0, es+e; =0, ale)) =eq,
Ag er+e3 =0, e3+ey) =0, aley) = ey,
epxe; =0, e3 *e3 = Pg3es. ales) = e3
€2 * €y = P52€2,
er+e; =0, ey *e3 = pg1e1,
ey *ey =pr1ey, ez*ey =pzey, ale)) =0,
A} e1*e3 =p3iey, €3*ey =pgey, ale) = ey,
e, xe; =0, e3*e3 = Py €. ale3) = 0.
€2*€ = Ps1€1,
e;*e; =0, e, xe3 =0,
e1*ep =0, es+e; =0, ale)) =eq,
Ag e1xe3=0, e3xey =0, aley) = e + ey,
ey xep =0, €3 *e3 = P93es. a(e3) =0
€r* € = Ps1€1,
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61*8120, ér*e3 =¢q,
epxey=ey, ezre; =0, aley) =0,

Ag er*e3=0, e3xey;=e, aley) =eq,
erxe; =0, e3xre3=0. ales) =e;3
€r*xey) =€q,
e1xe; =0, ey*xez=ey,
e1*ep; =0, e3*xe; =0, ale)) =eq,

A; e1xe3=0, e3*e,=eq, aley) =e1 +ey,
ep,*ve1 =0, e3zxez=e;. ale3) =e;3
€rxe) =¢eq,
ep*e; =0, ey xe3 =0,
ej+ey =—e3, ez*e; =0, ale) = ey,

Ag e1+e3 =0, e3*e; =0, aley) = e + ey,
e,xe; =e3, ezxe3=0. ale3) = e3
€r*ep =¢3,

ep+e; =0, eyxe3=pegreq,
e1*ep =0, e3*re; =0, aley) = aeq,

A3 ey xe3=0, e3xey=pgiey, aley) = ey +aey,
e,xe; =0, e3xe3=0. ales) = es3.
ey*ey =0,

61*61:0, 62*63:0,

e1*e, =0, e3xe; =0, aley) =eq,
A%O e;xe3 =0, e3*ep) =0, aley) =ep + ey,

er*er =4, €3%€3 = Pog1€1. a(e3) = —e3

€x* €y = pPsi€y,

ep+e; =0, ex*e3 = pg1e,

61*62:0, 63*6120, a(el)—O,

A%l €1 %€3=pP31€1, €3%€)=pPg1€] aler) = ey,

eyxep =4, €3*€3 = Pog1€y. ales) = e;
€r*xer =\,

epxep =0, eyxe3=—pgiey,

e1xep; =0, ezxe; =0, ale)) = ey,

A3, epxe3 =0, e3*ep)=pgiey, a(ey) = e +ey,
€y *eq :O, €3 *€3 = Pog1€7. 0((63):€2+€3.
€y * €y = O,

Les algébres Hom-associatives A3, A3, A3, A3, A3,, A}, sont de type as-

sociatif.

TaBLE 3.4: Classification en dimension 3.

Démonstration. En effet, nous avons mis en évidence les algebres
associatives correspondantes :

i3 . _
A3 :ep-ep = prieg,

Ps2€2

61'62:0,

61'63:0,

62'61:0

€r-€r) =
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iep-e3=0, e3-e;=0, e3-e,=0, e3-e3=pozes.

A% e1-61=0, e -e=0, e;-e3=0, ey-e;=e; ey-e,=¢€
tepre3=e;, e3-e1=0, e3-ep=e;, e3-e3=e¢.

A% e1-e1=0, e1rep=—e3 e1-e3=0, ey-eg=e3 e-e;,=¢3
tepre3=0, e3-e1=0, e3-e,=0, e3-e3=0.

Ag e1-e1=0, e -ep=0, e;-e3=0, e;-e;=0 e;:¢,=0
teyre3="Pley, e3-e=0, e3-ep=Fle), e3-e5=0.

A%o eprep =0, ej-ep=0, e -e3=0, e;-e1=0 ep-ep=ps1€
tep-e3=0, e3-e0=0, e3-e,=0, e3-e3=pogie;.

A%z e1-e1=0, e -ep=0, e;-e3=0, ey-e;=e3 ep-ep=0
tey-e3=—pgre;, ez-ep =0, e3-e;=pgre;, e3-e3=poer.

[

Remark 3.2.7 1l s’avére que les algeébres Hom-associatives A%, A3, A3, A2, A3, A} ne

peuvent étre obtenues par twist des algebres associatives.

Theorem 3.2.8 Toute algebre Hom-associative multiplicative de dimension 2 est iso-
morphe a une des algébres, non-isomorphes deux a deux, (A,* «a) ou
+ désigne la multiplication et a l'application linéaire. Soit {e},e;} une

base de K? avec a(ey) = 1 I'élement unitaire :

A;Z 7 a
Aiz €1*€1 =¢€1, €1*e)=2~ey, ale) =e,
ey*e] =€y, ep*ey=e]+e. aley) =ep
A’22 €1 *e1 =¢€1, €1*€=-6, ale) =ey,
€2%€61 =€), €r*€)=¢€. a(ey) = —ep
A2 epxep=e, er*ey=0, ale)) = ey,
erxe; =0, eyxe, =e. ale)) =0
Af €1 *e; =¢€1, e1*ey=¢ey, ale)) = ey,
e,xe; = ey, eyre,=0. aley) = e;.

TaBLE 3.5 — Classification en dimension 2.

N PV I )
Dans UHAss,, les algébres Hom-associatives A’{,A’5, A’y sont de type
associatif.

Proposition 3.2.9

Démonstration. En effet, nous avons mis en évidence les algebres
associatives correspondantes :

2
A,l €161 =¢q, €1 -6y = @€y, €y €1 = €y, €y-e)=e1 +e).

A5 tep-ep=e, ej1-ep=ey,

€y €1 =€y, €r-€) =¢q.
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~ 2
A/4Z€1'€1=€1, €1 e =¢y, €r-e1 = ey, 62'6220.
[

Remark 3.2.10 Il se trouve que l'algebre Hom-associative Aﬁ ne peut pas étre ob-

Theorem 3.2.11

tenue en twistant une algebre associative.

Toute algebre Hom-associative multiplicative de dimension 3 est iso-
morphe a une des algebres, non-isomorphe deux a deux, (A, a) ot *
désigne la multiplication et o 'application linéaire. Soit {ey, e;, e3} une

base de K3 avec a(e;) = 1 'élement unitaire :

A;3 7 a
e *e; =eq, ey, *e3 =¢€)+e3,
61*62:0, 63*6120, (1(61)261,
Ai3 61*6320, e3xey)=¢ep+es, a(ez):O,
e,xe; =0, e3*e3 = ey + e3. ale;) =0
e,*ey)=¢ep+e3,
ejxep=e;, eyxe3=0,
ep+ep =0, e3xep =e3, ale) = ey,
A’23 epxe3=e3, e3*e; =0, a(ey) =0,
62*6120, ez *e3 = €1 + e3. (1(63)263
€r*e) =€y,
ejxep=e;, eyxe3=0,
e;*ey =0, e3*e) = —e3, ale)) =eq,
A’33 ep*e3=—e3, e3*re; =0, a(ey) =0,
e,*e; =0, e3*e3 = ey. ale;) = —es
€r2*€y =€y,
e1*e1 =¢eq, 62*63:0,
ep*ey = e, es+ep =0, aler) = ey,
Af er+e3 =0, e3+ep, =0, a(ey) = ey,
e, *e; = ey, e3*e3 = e3. ale3) =0
€r*€y) =€1 + 6y,
€1 %€ =¢eq, 62*6320,
epxey =—ey, ezxe; =0, aler) = ey,
AB epre3=0, e3xre;=0, aley) = —ey,
ey*e) = —ey, ez*e3=e;s. alez) =0
€)* €y = €1,
e *ep =e, epr*ez=es,
€1 *e€y =26 €3%€ =¢3 aler) = ey,
AP e *e3=e3, e3%xep=¢e3, a(ep) = ey,
ey*e] = ey, e3*e3=e)+es. ales) =e;3
€r*xey = €y,
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€1 *€1=¢€1, €y*€3=¢z,
€1 x€y =26, €3%€] = €3 aler) = ey,
A7 e1xe3 =—e3, e€3xey =e3, aler) = ey,
€yx€) =€y, €3%€3=2¢€). ales) = —e3
€r*€) = —€y,
€1*€1=¢€, €ex*ez=¢y,
€1 %€y =—€p, €3*€] =€z, aler) = ey,
Ag ey xe3=e3, e3%e€) =€, aler) = —ey,
€yx€) = —€p, e3*e3=—¢€3. ales) =e3
€yxey =é3
e1xep=e;, eyre3=0,
€1 xeéy =daep, e3xe] =e3, ale) = ey,
AP ep*e3=e3, e3xe;=0, a(ey) = aey,
ey *e| =ae,, e3*e3=es. ales) =e3
€y *ey) = O,
e1*xe1 =€y, 62*63:0,
e1*ey =ae,, ez*e; =—e3, ale]) =eq,
AP e xe3=—e3, ez3xey;=0, a(ep) = aey,
eyxe; =aey, ezxez=0. alez) =—e3
€r*€Hy) = 0,
€1 *€1 =¢eq, 62*63:0,
€1 *xey =daey, €3 * e :ﬂ2€3, a(el)—el,
AP ey xe3=a’e;, ezre; =0 a(ep) = aey,
€y *€1 = daey, €3 %¢e3 =0. a(e3):aze3.
€r*e) = €3,
e *e; =éeq, €y *e3 = e3,
ep*ep=ey ezxep = bes, ale) = ey,
AP e;*e3 =bes, ezre; =0, aley) = ey,
e,*ep =ep, ezrez=0. ale3) = bey
€y * €y = %62,
ejxep=e;, eyxe3=0,
ey xey =—ey, e3zxey =bes, ale) = ey,
Ai33 e *e3 =bes, e3xe; =0, a(ey) = —ey,
e,*ep =—epy, ezrez=0. ale3) = bes
€y *ey) = O,
e1*e1 =eq, 62*6320,
e; xey =b%ey, e3re; = bes, aler) =eq,
Aﬁl €1 *e3 = b€3, €3 %€y = 0, a(ez) = b2€2,
e,xe; =b%ey, e3te; =e,. ales3) = bes
€yr*xey = O,
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e *xe| =éeq, 62*63:0,

e1*ey =ae,, e3zxe; =bes, ale)) =eq,
A e *e3=bes, e3*e; =0, a(ep) = aey,

e,*e; =ae,, ezxe3z=0. a(es) = bes.

€r*x€y) = O,

TaBLE 3.6: Classification en dimension 3.

R y ~3 ~3 ~3 ~3 -
Proposition 3.2.12  Les algeébres Hom-associatives A’g, A’7,A’g, A’g, A’
~3 ~3 =3 .
A’3,A’4, A’ 5 sont de type associatif.

Démonstration. En effet, nous avons mis évidence les algebres as-
sociatives correspondantes :

~3

A/6 e1-e1=¢q, e1-e) =¢ey, €1 -3 =¢e3, €r-€1 =€) er-er=¢
. €p-e3=¢e3, €3-e1 = ée3, €3 -y = €3, e3-e3 =ep+es.

~3

A/7 e1-e1 =¢€q, €1-€r =€y, €1-e3 =e3, €r-€1 =€) €r-€r=—€)

. €p-€3 =—€3, €3-e1 =e3, €36y = —€3, €3 -3 = €).

611 =¢q, €1 -€) =¢€y, €163 =¢€3, €r-€1 =€) e€p-€r=¢e3

:€r-€3=¢€p, €3-€1 =¢€3 €3-€)=—€), €3-€3=—€3.

A2 ey -0 = - - - ~0

9 €1-€1 =€, €1-€r==¢€ €1-€3=¢€3, €€ =€) €r°€)=

:62'63:0, €3 -1 = €3, 63'6220, €3-€3 = €3.

A,3 T . pn = . s = - cer =0

10 ‘€1-€1=¢€1, €1-€x=2¢€ €1-€3=2¢€3 €€ =€ €°€)=
162'6320, €3 -1 = €3, 63'8220, 63'8320.

~ 3

A1y teprep=e, ejrep=ey ej-e3=e3, €€ =€ €y e =e3
262‘8320, éz-e| =ée3, 63'8220, 63'8320.

~ 3

A1, tejrep=e, ejrep=ey ej-ez=e3 €€ =€ €€ =e
. €y-e3=¢e3, €3-e1 = ée3, 63'6220, 63'63:0.

A’/3 PP . pn = . Py = R - cen=0

14 ‘€1-€1 =€, €1-€,=¢€ €1-€3=¢€3 €€ =€ €°€=

262'63:0, €3-e1 = €3, 63'62:0, €3 -3 = €).

[

\ . 3 =3 53 53 7,3
Remark 3.2.13 1l se trouve que les algebres Hom-associatives A’},A’5, A’3, A7y, A’s
ne peuvent pas étre obtenues en twistant des algebres associatives.
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DERIVATIONS DES ALGEBRES HOM-ASSOCIATIVES

Soit (A, u, ) une algebre Hom-associative multiplicative. Pour
tout k un entier positif, on note par a¥ la composition k fois de a,

ak=ao-oa (k —times).

En particulier, a® = id et a! = a. Si (A, u, @) est réguliére, on note
par a~* la composition k fois de a !

On note le K-algebre associative commutative avec 1'unité, et soit
D;(A) désigne ’ensemble des o-dérivations sur A, formé de l’en-
semble de toutes les applications K-linéaires D, : A — A satisfait
I'identité de o-Leibniz

D;(fg) = Ds(f)g+0(f)Ds(8)- (4.1.1)
On a

w(Du(x,9),2) +p(o(p(x,v),D(2)))
= p(u(D(x),9),2) + p(p(0 (x), D(v)), 2) + p(p(0 (x), 0 (v)), D(2)).

Sicopu=po(oc®c)ou o est un morphisme d’algebre. Si

{O’?ZDG avec oD=0o0D (4.1.2)

oO"=0

Nous avons Du(f,g) = p(D(f),g)+pu(c(f), D(g)) et D((u®id)(x,v,2)) =

D(pu(p(x,),2))-
Pour tous D,D" € D,(A), ona [D,D’] € D,(A)
Démonstration. Premiérement,

(DoD’)(f.g) =D(D'(f).g+0c(f)D’(g)
=D(D’(f))g +o(D'(f))D ( )+ D(o(f))D’(g) +0*(f)D(D'(g)).

Deuxiéement,

(D"oD)(f.g) =D'(D(f).g+a(f)D(g))
=D'(D(f))g + o(D(f))D’(g) + D'(¢(f))D(g) + 0*(f)D'(D(g))-

Sio=id,alors DoD’—D’oD =[D,D’] est une dérivation.
Sio =id alors

[D,D')(f.g) =[DD]f) o2(f)[D, D) (g) + o(D'(f)D(f)
o(f).D'(g) - o(D(f).D'(3) D’(G(f).D(g)
[DD]f) ~o2(f).[D.D’](g
(oD’ = D'a)(f).D(g) - (oD - Do)(g)D (9)

D’aprés les relations (4.1.2), [D,D’](f.g) = [D,D’](f).g—o(f).[D,D’](g)

et par conséquent [D, D’] est une dérivation o-twistée. O
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Definition 4.1.4 Pour tout entier positif k, une application linéaire D : A — A
est une a*—dérivation de 1’algébre Hom-associative multiplicative

(A p ), si
wD,a)=0, ie Doa=aoD (4.1.3)

et

Dopu(f,g) = uD(f),a"(g) + u(a*(f),D(g), Vf,g € A.  (4.1.4)

Nous désignons par Der,(A) 'ensemble des a*-dérivations de
l'algebre Hom-associative multiplicative (A, p, a).
Soit f € A satisfaisant a(f) = f, on définit D(f): A — A par

Di(f)(g) = u(a®(g). f), VgeA

Alors D(f) est une a**!-dérivation, qu'on appelera une a**!-dérivation
intérieure. En effet, on a Dy (f)(a(g)) = y(ak”(g),f) = a(y(ock(g),f) =

a o Di(f)(g), ce qui implique que ’équation dans la Défini-
tion est satisfaite. D’autre part, on a

Dy(f)u(gh) = p(a*(u(g h), f) = u(u(aX(g), a®(h)), a(f))
p(a®(h), £)) + u(p(a*(g), f), a**1(h))
“1(g), Di(f)(h) + p(Di(f)(g), ¥+ (R)).

Par conséquent, o;(f) est une a¥*!-dérivation intérieure et I’en-
semble des a¥-dérivations intérieures est noté par Inner «(A) , i.e.

Innerak(A):{y( o), f): feA alf) = f}. (4.1.5)

Pour tous D € Der,«(A) et D’ € Derys(A), on définit le commuta-
teur [D, D’] comme d’habitude : [D,D’] =D oD’-D’oD.

Proposition 4.1.5  Pour tous D € Der,x(A) et D’ € Der,s(A), on a [D,D’] € Der k+s(A).

Démonstration. Pour tous f,g € A, on a

[D,D’|u(f,g) =DoD’u(f,g)-D"oDulf,g)
= D(u(D’(f), a*( ) ua*(f),D ( )
—D’(u(D(f), a*(g)) + p(a*( f) (£)
=u(DoD'(f)a k”(g))w( D'(f),Doa’(g
+u(D o a’(f),a* o D'(g)) + p(a k“(f),DoD(g)
—u(D’ o D(f),a**5(g)) - p(a* o D(f),D’ 0 a¥(g)
—u(D’ 0 ak(f),a* o D(g)) — u(a***(f),D’ 0 D(g)

)
)
)
).
Puisque D et D’ satisfont Doa =aoD, D’oa =aoD’, on obtient

akoD’' =D’ 0a*, Doa’=a’oD.Par conséquent, on arrive a

[D, D' u(f,g) = p(a***(f),[D, D’} (g)) + u([D, D'N(f), a***(2)).
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De plus, il est facile de voir que

[D,D']oa=DoD’oa—D’oDoa =aoDoD’'—aoD’oD
=ao[D,D’],

qui donne que [D,D’] € Der k+s(A). O

On peut enoncer la propriété suivante établissant un lien entre
les dérivations d’une algebre associative et les a- dérivations de
I’algebre Hom-associative obtenue par twist.

Proposition 4.1.6  Si D est dérivation de I'algébre Hom-associative et si D o = aD alors
a o D est une a-dérivation de I’algébre Hom-associative associée.

Démonstration. On a D(x.y) = D(x).v + x.D(y) avec x.y = a(x *y).
On a par suit,

Doa(x*y) =a(D(x)*y+x*D(p)
= aD(x)+a(y) + a(x)+aD(y)
=aoD(xx*y)
Ainsi, se termine la proposition. [

Remark 4.1.7  Soit (A, pu, ) une algebre Hom-associative de type associatif et (A, y’)
’algebre associative compatible.
Si f est une dérivation de (A, 4, @), on a
foulx,y)=pu(f(x),y)+pu(x f(y).Sifoa=aof,ona
foa(p(x,y))=afop'(x,y)=ap'(f(x),y)+ap’(x, f(y)). On obtient
a(fou'(x,y)—p'(f(x),v)—p'(x, f(v)) = 0. Si a est inversible alors f

est une dérivation de (A, p').

4.2 LESDERIVATIONS DES ALGEBRES HOM-ASSOCIATIVES
DE DIMENSIONS 2 ET 3.

Dans cette section, on calcule explicitement toutes les dériva-
tions des algebres Hom-associatives de dimensions 2 et 3 obtenues
dans la classification.

On considere l'application D : A — A et on pose, dans la base
{ei}iz1,... Dle;) = Y|, djje;, exprimant la dérivation en terme de
constantes de structure.

On a
D(ei.ej) = (p(ei)ej + eiD(ej). (4.2.1)
D(e,-*ejl-() :D(ez-).ej+ei.D(e]-)
> k=1 CijD(ek) = 22:1 ZZ:1 dkicllzjep * Zz:l k=1 dijfkep

k p p
22:1 > k=1 dpkcijep —22:1 > k=1 dkjckjep - ZZ:l > k=1 dyjCixep = 0.
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On obtient par suite le systéme d’équations suivantes :

n

D (dpCi - djCLi—diiCh) =0, ij,p=1,..n (4.2.2)
k=1

Sa résolution permet d’obtenir les dérivations d’une algebre Hom-
associative donnée.

Les Dérivations dans H.Ass, :
o A2, A, A3,A5:D(e;)=0, i=1,2.
o A3,A2,AZ:D(e;)=0, D(e;)=bse,.
° A% :D(ep) = %bzel, D(ey) = asey + byes.
° A% :D(ep) = #el +bie;, D(ey)=0.

Remark 4.2.1 D commute avec a pour A2 ... ,Ag.

Les Dérivations dans Ass, :
o A2, A3,A3:D(e;)=0, i=1,2
® Ai : D(el) = O, D(QQ) = b2€2.

o A2:D(e))=aje;, D(ey) =aye; +2bye,.

Les Dérivations dans U/ HAss, :
o AP, A2, A2 :D'(e))=0, i=1,2.
° A:LZ : D’(el) = 0, D/(ez) = b2€2.

Les Dérivations dans U/ Ass, :
2,A%:D'ej)=0, i=1,2.
:12 : D’(el) = O, D/(€2) = b2€2.

Les Dérivations dans H.Ass; :

o A3, A3 A3 A3:D(ej)=0, i=1,2,3.

° Ag : D(ey) = 2byeq + byey, D(ey) =byey, D(es) =0.

o AJ:D(e)) = c3e; —asze,, D(ey) =0, D(e3) = bse, + cses.

° A; : D(e1) = c1eq+asey+ases, D(ey) = czep—cpes, D(e3) = crep+
c3e3.

° Ag :D(ey) = %c3el + asey, D(ey) = %c3e2, D(e3) = c1e + crep +
c3es.

o A3:D(e))=aje; +aye, +aszes, D(ey) = azey, D(ez) = cses.



4.3

46 Chapitre 4. Dérivations des algébres Hom-associatives

) A:150 : D(el) = 2C3€1 +aje) +ases, D(ez) =C3€)p +pC2€3,
Da(eg,) = Cpep + C3e3.

e A3, :D(e;)=aje; +pbyes, D(ey) = aje; + caez, Dy(e3) = 0.

hd A?z :D(ey) =aje; +byey +cre3, D(ey) = byey —pajes, Dy(e3) =
C3€3.

Les Dérivations dans Ass; :
A3, A3,:D(ej) =0, i=1,2,3.

A~; : D(el) = 2C3€1, D(EZ) = 0, D(€3) = C3€e)p + C3€3.

A~§ : D(el) = %C3€1 +ajes, D(€2) = %C3€2, D(€3) = C1€e1 +Crep +

C3€3.
AS : D(el) =ajey +aep +ases, D(ez) =dje) D(63) = C3e3.

A?o : D(ey) = 2c3eq +ase, +ases, D(e;) = c3e, — pbses,
D(€3) = Cpeyp + Cc3es3.

Les Dérivations dans U/ HAss; :

o AP AR AR AR AR AR AP AP 1 D(e;) =0, i=1,2,3.
o AP :D(e))=0, D(e;)=ane, Dles)=0

ATy, ATy, ATS : D(ey) = 0, D(e;) = aney, D(e3) = azses.
AP :D(e;) =0, Dle;) =3azse; Dles) = asses.

AR :D(ej)=0,i=1,2. Des) = aszes.

AP, :D(e;)) =0, Dley)=2as3ze;,, D(e3) = aszes.

Les Dérivations dans U/ Asss :

3
6

o A’3:D(e;)=0, D(ey)=ane, Dles)=0.

o A’io : D(e1) = 0, D(ep) = azoes +azses, D(es) = azye; + azzes.

o Al?l : D(e;) =0, D(ey) = $azsey,  Dles) = azpes +azzes.

e;)=0, i=1,2. D(e3)=aszes.

:D 61') = O, D(@z) = 2(13362 +djpzes, D(€3) = d33es.

LES a-DERIVATIONS DES ALGEBRES HOM-ASSOCIATIVES
EN DIMENSIONS 2 ET 3.

Dans cette section, on calcule explicitement toutes les a-dérivations
des algebres Hom-associatives en dimensions 2 et 3 obtenues dans
la classification.
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On considere 'application D, : A — A que l'on écrit dans la

base {¢;};,_; , en terme de constantes de structure :
Dy(e;) =>"j—1diier  Dglej) =D 1y drjex
n n
ale)) = jmien,  alej) = j_q axjek
et
D,(ej-€j) = Dy(e;)a(ej) + a(e;)Dyle;)). (4.3.1)
D, (e;=¢j) = D, (e;)a(ej) + a(e;)Dyle))
n n n n
Ske1CiDaler) =Y > diagjlerer)+ Y > dijari(er+er)
I=1 k=1 I=1 k=1
n n n n
chzkjdpkep = Y dyaChep+ Y aydiCie,
p=1 k=1 p.Lk=1 pkI=1
n n n n n
DAyl =D ) dueCl=) > aidiiCri =0
k=1 k=1 1=1 k=1 1=1

On obtient par suite le systeme d’équations suivantes :

n

D (dpkCl =Y diiagiCr—> aidiiCh) =0,i,j,p=1,...,n. (4.3.2)
k=1 =1 =1

Sarésolution permet d’obtenir les a-dérivations d’une algebre Hom-
associative donnée.

Les a-Dérivations dans H.Ass, :
o A2, A:D,(ej)=0, i=1,2.
o A3, A7:D,(e;)=0, Dgle;)=bye,.
o A3, Dgle))=biey, Dgl(ey) = bse,.
o A2, Dy(e;)=aje;, Dyl(ey)=aze; +2aye,.
o A2, A3,A}:D,(e;)=bie,, D,ley) =0

Les a-Dérivations dans Ass, :
o A2, A} AZ:Dy(e;)=0, i=1,2.
o A?: Dy(e1)=0, Dgley)=bses.

Les a-Dérivations dans H.Ass; :

o A7 :Dy(e1) =0, Dgyley) =bye; —byes, Dgles) = bsey —bses.
A3, A3:D,(e)=0, i=1,2,3.
A} : Dy(er) = byey +cre3, Dy(ep) = —pbsey, Doles) = bse,.

1
=aje; +bjey, Dy(er) = 5a1€, Dy(e3) = byes.

o A3:D,(ey)
Ag : Da(el)

=bje; +cre3, Dy(ey) =0, Dy(e3) = bzey + c3es.
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) A% : Da(el) =ae; + blez +Ci€3, Da(ez) =Cpey t+Cres,
Da(eg,) = b1€2+b1€3.
) Ag : Da(el) =ae; + blez +Cie3, Da(ez) =aep,
Da(€3) =ase; + b3€2 + 20163.
3. _ _ —
o Ay :Dy(er) =aje; +bjey +cres, Dy(en) = brey, Dy(es) = Les.
[ A:IJ’O : Da(el) =aye1 + b162 +C1€3, Da(€2) = %alez +Ches,
1
D,(e3) = pcaer — 5a165.
° A%l : Da(el) = b1€2+C1€3+C1€3, Da(ez) = b1€2+C2€3, Da(€3) =
0.
3 . _ _1 _
° AlZ : Da(el) =ae +b1€2+C1€3, Da(ez) = §a1€2+C2€3, Da(€3) =

1
§a1€3.

Les a-Dérivations dans H.Ass3 :
b Ais : Dy(e1) =0, Dy(ey) = Dyl(er) = azger —asses,
D,(e3) = azze; — azses.
o A A AD AP AR AG AP AT AT AT AT AL AT
D,(e))=0,i=1,2,3.
o AP :Dy(e1)=0, Dgles) =0, Dgles)=aszes
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LA cohomologie de type Hochschild pour les algebres Hom-associatives
a été initiée par Makhlouf-Silvestrov dans [MS10b], ensuite
completer dans le cas des algebres Hom-associatives multiplica-
tives par Ammar-Ejbehi-Makhlouf dans [AEM11]].

Dans ce chapitre, on rappelle le complexe de cohomologie et on
procede aux calculs du deuxiéme et troixieme groupes de cohomo-
logie des algebres Hom-associatives, des algebres Hom-associatives
unitaires et les algebres associatives induites de dimensions 2 et 3.

De plus, nous nous intéressons aux déformations en utilisant
le calcul de 2-cocycles pour determiner les déformations infinité-
simales.

Enfin, on termine ce chapitre par la détermination des compo-
santes irréductibles, appelée classification géométrique.
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5.1 CoOHOMOLOGIE DES ALGEBRES HOM-ASSOCIATIVES.

Dans cette section, on rappelle le complexe de cohomologie
des algebres Hom-associatives multiplicatives généralisant le com-
plexe de cohomologie de Hochschild.

Algorithme de calcul de cohomologie

e On identifie les cochaines a leurs constantes de structure re-
lativement a une base donnée.

e Onrésoud l'équation 6" ¢ = 0 pour déterminer les n-cocycles.

e On cherche s’il existe f € "71(A, A) telle que ¢ = 5" f pour
déterminer la classe de cohomologie.

Definition 5.1.1  Soit (A, 4, a) une algebre Hom-associative, pour n > 1 on definit un
K-espace vectoriel €}},,,(A,A) des n-cochaines comme suit : ¢ €
Griom(A,A) est une application n-linéaire @ : A" — A satisfaisant

aogo(xof";xn—l) = (p(a(xo),~~~a(xn_1)), Y, X0, Xp-1 €A (5-1'1)

On appelle, pour n > 1, opérateur des n-cobords d’une algebre
Home-associative (A, y, &) 'application linéaire 6%;,,, : €j,,,(A,A) —
€71 (A, A) définie par

OromP(X0s---, %) = p(a”H(x0), P(x1,..., X))

+) (-1 p(a(xo),..., a(xk_a), plx-1, %), @(Xgs1),
k=1

() + (CD (g, ), @ ().
(5.1.2)

Definition 5.1.2 L'espace des n-cocycles est défini par
Zirom(A A) = {@ € Criom(A, A) : 0from¢ = 0},
et 'espace des n-cobords est défini par
Bitom(4,A4) = { € Sfiguep: ¢ € C"7H (A, A)}.
Lemma 5.1.3 By, (AA)C Zf,,,(AA).

ieme

Definition 5.1.4 On appellelen
A le quotient

groupe de cohomologie de I’algebre Hom-associative

Ziom(AA)

HI(AA) = .
Hom B[n—[gm(A;A)

Lemma 5.1.5 [MS10al] Soit D; : 6}},, (A, A) — G/itL les opérateurs linéaires défi-
nissent pour @ € €,,,(A,A) et xg,x1,...,x, € Apar Dy@(xg, X1,...,X,) =



Proposition 5.1.6

Definition 5.1.7 (JAEM11] Définition 3.5)

Proposition 5.1.8
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—p(@" (x0), p(x1,..., X))

DO(P(xO’xlf-"lxn): _l’l(an_l(xO);(P(Xll“-’xn))
+p(p(xo,x1), a(x2),-.., a(xy)), Di(xo, X1, -, %)
=@(al(xg),..., p(xp, Xi1i),. ., a(x,)V1<i<n-2,

D, 19(xg,...,x,) = la(xg),-.or...,a(x,_2),
V(xn—len))_l"((P(xOI---Ixn—l) a” 1(xn))
D;io=0 pour i>n.
n .
Alors, D;D; =DjD;_; 0<j<i<n,etdf,,=> (-1)"'D;.
i=0

[MS10al] Soit (A, u, ) une algébre Hom-associative et

O i Gl (A, A) — LA, A) lopérateur défini dans alors
oMl ool =0 pourn>1.

; n+l n —
Démonstration. On a 8¢}, 0 0% =

= >, (-1)¥DDj= Y (~1)DiDj+ ) (-1)

i+jDiD]'

0<i,j<n 0<j<i<n 0<i<n

= > (-)"D;Dii+ > (-1)"D;D;

0<j<i<n O<i<j<n u
= > (-D)"YDiDe+ Y (-1)MD;D;

0<j<k<n 0<i<j<n

= 0.

On appelle opérateur de 2-cobord de 1’al-
gebre Hom-associative A 'application

02om: €A, A) = C3(AA), @ = 630, @
définie par

w,2)) - p(u(x,v), a(z))
P(y,2)) — p(@(x, ), a(2)).

= p(a(x),
+p(a(x),

[MS10d] 6%,,,(00m) = O.

SHomP(%,7,2)

Démonstration. Soit 837, f (%, v

)= f(p(x,9) — p(f (x), ) — p(x, £ ().

Alors
C3Hom(5 5Hamf (x,9,2) =
- 6Homf( y' ) 5Homf a(z))
+/’l( ) 6Homf(y’ )) (5Homf(x }) ))
= f(p v,2))) - (f( ( x), i(y,2))
—pla ( )f( 2))) = f(u(p(x,p), a(2)))
+u(f (u(x, )) alz z)) + p(p(x ( )f(a(z )
—pla(x), f (1(v,2) — pla(x), p(f (v), 2))
—p(a(x), u(, £ (2) - u(f (p(x, 9)), @(2)))
+u(p(f(x),9)), a(2)) + p(p(x, f (), a(2)
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parce que « et f commutent et la multiplication y est Hom-associative.
O

Nous définissons ¢ par ses constantes de structure @(e;,ej,ex) =
f ‘er. Les conditions

61%10m(p(ei,ej,ek) =0 et

ao (e e;)—plale) alej)) =0 (5.1.3)

se traduisent par les conditions suivantes :

On a
p(ale;), ulej ex)) ZZZ%C fer (5.1.4)
p=1¢g=1r=1
P(ple; ef) ZZZ“ kChifyger (5.1.5)
p=1g=1 r=1
ulale;), plej,er)) Zzzaw +Chqe (5.1.6)
p=1¢g=1 r=1
plpleie; ZZZaqk fichqer (5.1.7)
p=1¢g=1r=1
ao e e; ZZfz]aspes (5.1.8)
s=1 p=1
plale),ale)=> > apiayifes (5.1.9)
s=1 p=1 g=1

Par conséquent, on a le systéeme d’équations :

(
q por
ZZ Plc kqu Cz] qkqu+api jkcpq ij ch ) 0,
p=1g=1
ij,k r=1,.
Zaspfu ZZ“W Agifpa =0, L,js=1..,n
p=1g=1

(5.1.10)
On pose 51f(ei,ej) = f(e;).ej — f(ej.ej) + e;.f (ej) pour vérifier si les
2-cocycles sont des 2-cobords.

. Z5 (AA
Sl HI%IO}’H(AIA) = BZZZEA'A;

de l'algebre est un ouvert de Zariski et on dit l’algebre est rigide.

C’est équivalent aussi a dire que toute déformation est équivalente
a une déformation triviale.

= {0}, alors en terme géométrique, 'orbite
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5.2 DEUXIEME GROUPE DE COHOMOLOGIE DES ALGEBRES

DE H.Ass, eT HAss;.

Dans cette section, on calcule explicitement les groupes de co-
homologie des algebres Hom-associatives de dimensions 2 et 3.

Calcul de H?*(A, A) pour A dans HAss,

On considere ¢ : Ax A — A tels que
aop=@o(a®a) et 6%,,¢ =0.

1. Pour A?,A7,A3,A2, le Z? est de dimension 0. Ainsi, on a H? =
({o}).
2. Pour A3, le Z? est de dimension 1 engendré par les généra-
teurs de 2-cocycle suivant : ¢,(ey,e;) = e,. Ainsi, on a H? =
(0).
3. Pour A3, le Z? est de dimension 3 engendré par les généra-
teurs de 2-cocycles suivants : @y (e, e;) = ey, @a(en,e1) = €3, P3(ey, ) =
e;. Ainsi, ona H? = (@, 3).

4. Pour AZ, le Z? est de dimension 1 engendré par les géné-
rateurs de 2-cocycles suivant : ¢q(ej,e;) = e;. Ainsi, on a
H? =(0).

5. Pour A2, le Z? est de dimension 2 engendré par les généra-
teurs de 2-cocycles suivants : @ (e, e1) = ey, @a(e1,€) = e, Pa(ep,eq) =
e,. Ainsi, on a H? = <(p2>.

6. Pour A2, le Z? est de dimension 2 engendré par les généra-

teurs de 2-cocycles suivants : @q(ej,e;) = ey, @a(ey,e1) = €.
Ainsi, ona H? = (@1, ).

Corollary 5.2.1  Pour les algébres Hom-associatives A3, A3, A3 et A3, la condition
61%10m(p(ei,ej,ek) = 0 conduit aux 2-cocycles ¢(e;,e;) = 0 pour tous
i,j=1,2
Donc les algébres A3, A, A} et A3 sont rigides.

Calcul de H*(A,A) pour A dans H.Ass,

1. Pour A3, le Z? est de dimension 12. Ainsi,ona H? = (@y,...,¢;2).

2. Pour A3, le Z? est de dimension 1 engendré par le généra-
teur de 2-cocycle suivant ¢ (e3, e3) = e3. Ainsi, on a H? =
<(P1:---:(P12>-

3. Pour A3,A3, le Z? est de dimension 0 engendré par le géné-
rateur de 2-cocycle ¢ = 0. Ainsi, on a H? = ({0}).
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4. Pour A}, le Z? est de dimension 2 engendré par les généra-
teurs de 2-cocycles

p1(er,e2) = e
Pa(er,e3) = 61,
ps(exe1) =
Paley,e3) = 61’
5. Pour A2, le Z? est de dimension 1 engendré par le généra-
teurs de 2-cocycle suivants ¢;(e3, e3) = e3. Ainsi, on a H? =
(0).
6. Pour A3, le Z? est de dimension 3 engendré par les géné-
rateurs de 2-cocycles suivants @j(ej,e5) = e, @a(ep,e1) =
e1, @3(es e3) =e3. Ainsi,ona H> = (¢3).

ps(es er) =eq,
®e(es,e2) = €1, Ainsi,ona H? = {¢y).

P7(es,e3) =e;.

7. Pour A3, le Z? est de dimension 1 engendré par le générateur
de 2-cocycle suivant ¢;(ej,e,) =e;. Ainsi,ona H? = <(p1 >

8. Pour A3, le Z? est de dimension 3 engendré par les généra-
teurs de 2-cocycles suivants
P1(er,er) = es,
paler,e0) =e3, (e e1) = —es.
9. Pour A3, le Z? est de dimension 1 engendré par le généra-
teur de 2-cocycle suivant ¢, (e3,e3) = e;. Ainsi, on a H? = (0).

Ainsi, ona H? = (@1, ¢,).

10. Pour A3, le Z? est de dimension 2 engendré par les géné-
rateurs de 2-cocycles suivants @q(ej,e3) =e;  @a(es,eq) = e;.
Ainsi, ona H? = (¢,).

11. Pour A},, le Z? est de dimension 0 engendré par le généra-
teur de 2-cocycle ¢ = 0. Ainsi, on a H? = {{0}).
Corollary 5.2.2  Pour les algébres Hom-associatives A3, A3 et A3, la condition
612{0m(p(e,-,e]-,ek) = 0 conduit aux 2-cocycles ¢(e;,ej) = 0 pour tous
i,j =1,2,3. Donc les algébres A3, A3 et A3, sont rigides.

5.3 TROISIEME GROUPE DE COHOMOLOGIE DES ALGEBRES

DE H.Ass, T HAsss.

Definition 5.3.1 On appelle un opérateur de 3-cobord de ’algebre Hom-associative
A l’application

Strom : C*(A,A) = CHA, A), 1 > S
définie par

SFom (%1, 2,w) = p(a®(x), Py, z,w)) - P(u(x, ), alz), a(w))
¢(a(x) Wy, z )a(w) —(a(x), a(y), p(z,w))
+u(P(x,9,2)), a?(w)).
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513‘10171(612‘101’”) = 0'

2 —_—
Démonstration. Soit OttomP(%,9,2) =@

Alors, on a
613-10m(512-10m(P)11b(xf% Z’w) =

= W(a?(x), 5o (¥, 2, W)) = OFomP((x,), a(2), a(w))
+6F omP(a(x), p(p,2), a(w)) = 5F0 (@ (x), a(y), p(z, w))

+H(OF1om P (%, 9,2)), a?(w))

= u(a?(x), p(a(y), u(z,w)) — pla?(x), (U, 2), a(w)))
+u(a®(x), pla(y), p(z,w))) — pla?(x), u(@(v,2), a(w)))
—p(a(p(x,p)), ula(z), a(w))) + e(u(u(x,v), a(2), a?(w))
—p(a(p(x,y), (a(z), a(w))) + u(e(u(x,v), a(2), a*(w))
+p(a?(x), p(u(v, 2), a(w))) — @(u(a(x), (v, 2)), a*(w)))
+p(a®(x), (u(v, 2), a(w))) — (e (a(x), (v, 2)), a*(w)))
—p(a®(x), p(a(v), p(z,w))) + @(pu(a(x), a(y)), ap(z,w))
—p(a?(x), (a(v), p(z,w))) + pl(a(x), a(y)), ap(z,w))
+u(p(a(x), u(,2)), a*(w)) - ule(u(x,p), a(z)), a*(w)
+u(p(a(x), 9(v,2), a*(w) - p(u(@(x,p), a(2)), a?(w)

parce que a et ¢ commutent et la multiplication y est Hom-associative.

]

L o
Nous définissons les constantes de structure (e;, e;, e, €5) = @jjkes-

Les conditions

6I?:Iom71b(eilejr e, e) =0 et
aopleejer) —Pplale;) ale) ale) =0

se traduisent par les conditions suivantes :
On a

n n n n
pla(e) plej e e)) = D > > ayiaph Claes

s=1 r=1 p=1 g=1

P(ple;, 6]‘), aley), aler)) = Z Z Zcfjaqkarl@[sjqres-

p=1¢g=1 r=1

Plale) plej e ale)) =D D3> a,Chanpy,es.

s=1 p=1g=1 r=1

Plale) ale) plene)) =Y > > > ayiagChi@hares.

s=1 p=1g=1 r=1

(5.3.1)

(5.3.2)

(5.3.3)

(5.3.4)

(5.3.5)



5.3. Troisiéme groupe de cohomologie des algebres de H.Ass, et
H.Asss. 57

n(tb(ei e, ex) a ZZZZ(pUkaqlameres (5.3.6)

s=1 p=1g=1 r=1

a o ¢ é;, ],ek ZZ(pl]kalsel (537)

I=1 s=1

Plate) alepale) =Y > D > apidgasPpes  (5.3.8)

1=1 p=1 s=1 g=1
Par conséquent, on a le systéeme d’équations :

;

n n n
q ps 14 s q s
Z Z Z(“pi“rpfpjklcrq = Cijagkar Ppgr + piCix Ppgr
p=1¢g=1r=1

p _ . . _
—apiaq]-C,Zl(p;qr + (pijkaqlaquf,r) =0,1,j,k,s=1,---,n

Z Pijkais ~ ZZ“W ‘HaSk(quS =0,i,j,kI=1,n

. p=14=1
(5.3.9)

On pose

SHomPleiejer) =qlale )u( ejer)) — @(ulei e;) aler))
+u(a(e;), plej ex) — (e ef) aler)).

On vérifie que 1 = 6%, @ et ao@(e;,ej) = p(ale;) ale;)) pour iden-
tifer les 3-cobords.

Calcul de H3(A, A) pour A dans H.Ass,

Dans cette section, on calcule explicitement le troisiéme groupe
de cohomologie des algebres Hom-associatives de dimension 2.
1. Pour A2,A§,A% le Z3 est de dimension 0. Ainsi, on a H3 =
SN
2. Pour A3, le Z3 est de dimension 4 engendré par les généra-
teurs de 3-cocycle suivants :
(e, ep,€1) = —ey, hs(ez, e0,€1) = €3,
(e e e0) =€y Palen e en) =ep,  Puler en,7) = er.
Ainsi, ona H® = <v,b1,1,b2, ¢4>.
3. Pour A3, le Z3 est de dimension 6 engendré par les généra-
teurs de 3-cocycles suivants :
(e ex,e1) =€y pslerer,e1) =€y Ps(erener) =ey,
(e e, e0) =€y, paler er,e0) =€y tpgler, er,07) = e

Ainsi,on a H3 = <1,01, Y2, Y3, g, s, €b6>

4. Pour Ai, le Z3 est est de dimension 4 et on a H3 = ({0}).
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5. Pour AZ, le Z3 est de dimension 4 engendré par les généra-
teurs de 3-cocycles suivants :

Pr(er,e1,e1) =ey, Pu(er, e1,e1) = —ey,
Po(er,e1,en) =e1,Ps(er,ene1) =e,  Puleyer,er) =e.
Ainsi,on a H3 = <1,b1,1,1121,b3, 1,D4>

6. Pour AZ, le Z3 est de dimension 4 engendré par les généra-
teurs de 3-cocycles suivants :

Pr(eg,eq,e1) =ep,  tsler,er,en) = ey,
Po(er, e er) =ep  Puleyer,er)=ep.
Ainsi,on a H3 = <1/)1,1/12,1p3,1/14>.

7. Pour A2, le Z3 est de dimension 4 engendré par les généra-
teurs de 3-cocycles suivants :

Pr(eg,en,e1) = ey, Ps(er,ep,61) =€y,
Pr(eg,e,e0) = e, Palen,eq,e0) =ep,  taler erep) =e.
Ainsi,on a H3 = <¢1,¢2,lp3¢4>.

Calcul de H3(A, A) pour A dans H.Ass,

Dans cette section, on calcule explicitement le troisieme groupe
de cohomologie des algebres Hom-assiciatives de dimension 3.

1. Pour A, le Z3 est de dimension 2 engendré par les généra-
teurs de 3-cocycles. Ainsi, on a H> = (1, 1,).

2. Pour A3,le Z3 est de dimension 11 engendré par les généra-
teurs de 3-cocycles suivants :

Pi(er,e3,e1) =e3  Ps(ey, ez ep) =es,

) p—
lPZ(elf es, 62) = ée3, 11[}6(621 es, 3) =e3, l/)9(€3; €3, e]) =ée3,

e3)

)=

Pro(es, e3,ez) = e3,

ey, e3,e3) =e es,e1,63)=¢
Psler ez, e3) =e3,  Prles en,e3) =e3, D11 (e3¢5, 3) = 3.

Paler,es,e1) = €3, Pgles,ex,e3) =e3,
Ainsi, on a H? = (1,15, 14,15, 7, Pg, P11 ).
3. Pour As, le Z3 est de dimension 0. Ainsi, on a H® = ({0}).
4. Pour Ay, le Z3 est de dimension 46.

ihsi HO3 = Vs, e, P11, Y17, P21, Pos,
Ainst HY = (g, lp46>\< s P27, 929, 131, P35, P30, a3 >

5. Pour A2, le Z3 est de dimension 13 engendré par les généra-
teurs de 3-cocycles suivants :

Pr(eg,en,e0) =—e;  Ps(en,en,e0) = ey,

Pi(er,eze1) =€y, Psler,ese1) =e3, Proles,2,¢3) = &3,
Poler ez er) =e3,  Pr(eyes,e0) = e3, Priles es.e) = — o
Psler ez, ep) =e3,  gley es,e3) = e3, Pr2(es,¢3,¢2) : o
Pale,e3e3) =e3,  Poles e, e3) =e3, Pra(es e3,63) = .

Ainsi, on a H3 = <1,b1, Y2, 3,16, 19, P10, §b13>
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6. For A}, le Z3 est de dimension 18 engendré par les généra-
teurs de 3-cocycles suivants :
Pile,exer) =€ Prleyerez) =e,  Piszley ez e3) =ey,
ol )=e1, glerexer)=e;,  Prales, ez er) =ey,
Psler exe3) =ey, Poley,erer) =€y,  Pisles ey er) =ey,
( )=e1, Proler,exe3) =€, Pieles, ez e3) =ey,
( )=e1, Prilexeser)=e, Pirles eser)
Pelexe1,ex) =€y, Pialeres ex) =e;, Prgles ez er) =eg.

Ainsi, on a H? = (1, P4, s, 6, 17, P, Po, P10, P13, P14, P1s)-
7. Pour A3, le Z3 est de dimension 4. Ainsi,ona: H> = <1,D1,.. ., gb8>.

=ey,

8. Pour A3, le Z3 est de dimension 2 engendré par les généra-
teurs de 3-cocycles suivants :
Pi(er,ex,e0) =€) Pi(es e, e0) = ey,
hi(er e, e1) =—e1,  Pi(ey,er,e3) =—ey,  Palerer,00) =ey.
Ainsi, ona H® = <1p1,1,b2, ¢4>.

9. Pour A3, le Z3 est de dimension 4 engendré par les généra-
teurs de 3-cocycles suivants :
i(er,e3,e3) = —ey,
1(ex,e3,03) = e,
1(es,e3,e1) = ey,
Ainsi, on a H> = <¢1>

P1(es,e3,e0) = ey, 13(es, ep,e3) = ey,
Po(ep e3,e3) =€y,  Pyles ez er) =e;.

10. Pour A3, le Z3 est de dimension 9 engendré par les généra-
teurs de 3-cocycles suivants :

Pileen,ex) =€y, ales ez en) =€y Psley ez,e3) = e,
Pi(ey e3,e3) =—ey,  Psleyerer) =—ey, Prles ey e;)=e;3,
Po(er,e3e3) =—ey, Pylererer) =ey,  Pgles ey e3) =ey,
Poles, ez er) =ey,  sler,epe3) =—e3,  toles, e3,e) = e,

Ainsi, on a H> = (y,...,1q).
11. Pour A3, le Z3 est de dimension 19. Ainsi, on a
= (¢1,..., P17)\ (Pa, P10, P13)-
12. Pour A},,le Z3 est de dimension 9. Ainsi, on a H3 = <1p1, P, 1/19>.

COHOMOLOGIE DES ALGEBRES HOM-ASSOCIATIVES
DE TYPE ASSOCIATIVE.

Dans cette section, on étudie les liens entre la cohomologie des
algebres Hom-associatives de type associative et la cohomologie
des algebres associatives correspondantes. Le complexe de Hoch-
schild des algebres associatives s’obtient en posant a = id dans les
formules précédentes.



60 Chapitre 5. Cohomologie et Composantes irréductibles

On a, en particulier,
O*p(x,9,2) =6 p(y,2) - @(p(xy)2)
+i(x, @(,2)) — p(@(x,9), 2)-

Stomf (%) = f(p(x,9)) — p(f(x),9) — p(x, f (9))-

Theorem 5.4.1  Soit (A, p, ) une algébre Hom-associative de type associative ou = ap
et (A, u’) est une algébre associative. Soit ¢ un n-cocycle suivant la co-
homologie de Hochschild de (A, y’). Si @’ satisfait la condition de mul-
tiplicativité. a@p’ = @’ o (a ® a) alors a@’ est un n-cocycle de (A, y, )
suivant la cohomologie de Hochschild des algébres Hom-associatives.

/

Démonstrfztion. Soit i
5?\55@(X0,...,Xn) :,u(xo;(P(Xl,Xz,...,xn))

‘*‘Z(—l)k(p(xo;- cor X2, ,a(xk—lka)l Xkslr---0Xp)

Si ¢ satisfait
oo (p(XOJ-"ixn—l) = (p(a(xO)l-"ia(xn—l))

pour Xxy,...,x,_1 € A. D’apres 1’équation (5.1.2)), on a

@™ (x0), @(x1, %2, %) + D (1) P(@(X0) - @ (Xpoa), plxi1, x0),

k=1
(Xer1), - (X)) + (1) (@ (x, o x1), @ () = 0.
On obtient que a o ¢ est un n-cocycle pour (A, afi, @). O

Remark5.4.2  En particulier, soit ¢(x, fi(y, 2))—-@(fi(x, ), z)+i(x, §(v, 2))—fi( P
0. Si ¢ verifie a0 @ = ¢ o (a @ a), alors on a a@(a(x)
ap(af(x,y) a(z) +aj(a(x), ap(y,2) - aflap(x,y) a(z) =

a@ est un 2-cocycle pour (A, afi, a).

~ ™

Nous écrivons ¢ en terme de constantes de structure

k
plei ej ex) = fijex
Les conditions

52(ﬁ(ei,ej,ek) =0 et

(XO(ﬁ(@i,ej')—l’[;(a(ei),a(ej)):0 (541)

se traduisent par les conditions suivantes :

Pleifilejer) =Y > Chfine, (5.4.2)
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Pjile; e chz] k€ (5.4.3)

g=1 p=1

I’l(ell ]lek ZkaCzp q (544)

q=1 p=1

(Plejej ZZﬁ 1 e (5.4.5)

g=1 p=1

ao e e; ZZfzjaspes (5.4.6)

s=1 p=1
plale),ale)=> > apiayifes (5.4.7)
s=1 p=1 g=1

Par conéquent, on a le systeme d’équations :

(

n
> _(Clifip=Clifgk+ fixClp = £i1Coi) =
p=1

bipkg=1,. (5.4.8)
ZQSP Zzapl q]qu 0, i,75,s=1,...,n
\ p=1 p=1g=1

5.5 DEUXIEME GROUPE DE COHOMOLOGIE DES ALGEBRES
DE Ass, BT Ass;.

Dans cette section, on calcule explicitement les groupes de co-
homologie des algebres associatives correspondantes aux algebres
Hom-associatives de type associative de dimension 2 et 3.

Calcul de H?*(A, A) pour A dans Ass,

On calcule I’ensemble des 2-cocycles Z?2 puis le deuxiéme groupe
de cohomologie des algebres associatives correspondantes aux al-
gebres Hom-associatives de type associative de dimension 2.

1. Pour A%, A2, le Z? est de dimension 0. Ainsi, on a H? = {{0}).

2. Pour AZ, le Z? est de dimension 4 engendré par les généra-
teurs de 2-cocycles suivants :

P3lez, e0) = ey,
@sle1,e,) = ey, Ainsi,ona H? = <(ﬁ1,(ﬁ2>.
P4lez, e1) = €.
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3. Pour Ag, le Z? est de dimension 0. Ainsi, on a H? = ({0}).
4. Pour A3, le Z? est de dimension 0. Ainsi, on a H? = ({0}).

Calcul de H?*(A, A) pour A dans Ass;

On calcule I’ensemble des 2-cocycles Z2 puis le deuxiéme groupe
de cohomologie des algebres associatives correspondantes aux al-
gebres Hom-associatives de type associative de dimension 3.

1. Pour A3 A3 Alz, le Z? est de dimension 0. Ainsi, on a H? =
({0}).

2. Pour A le Z? est de dimension 4. Ainsi, on a H? = <(p1>

3. Pour A2, le Z? est de dimension 4. Ainsi, on a HZ = <(p1>.

4. Pour Alo' le Z? est de dimension 5. Ainsi, on a H? = <g§1>

TROISIEME GROUPE DE COHOMOLOGIE DES ALGEBRES
DE Ass, BT Ass;.

On calcule I’ensemble des 3-cocycles Z2 puis le troisiéme groupe
de cohomologie des algebres associatives correspondantes aux al-
gebres Hom-associatives de type associative de dimension 2 et 3.
Nous définissons les 3-cocycles en terme de constantes de struc-
ture i(e;, ej, ex, €5) = e
Les conditions

613-Ion111[~}(ei’ ej: Ck» €5~) =0 et
aotp(e e ex) —lale) alej) ale)) =0 (5.6.1)

se traduisent par les conditions suivantes :

filei, Plej e, er)) Zz(p]lelp ] (5.6.2)
P(filei e)) ex er)) ZZC,]%H . (5.6.3)
Plei, filej ex) 1)) ZZC]k(plpleq (5.6.4)
(e, e, filer, er) chkl%]p . (5.6.5)

((ei e ex) er) ZZ(pUkCPle (5.6.6)
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a o Ple;, ej,ex) = ZZ(Pz]kalsel (5.6.7)

I=1 s=1

plateale)ale) =D S 3N apagaqdhee (568)

1=1 p=1 s=1 g=1

Par conséquent, on a le systéme d’équations :

( n
Z((p;?klc Cz](qul + ka@?pl - Cfl@?jp + (f)lpjkczl) =
p=1
i, ],k 1=1,.
Z(Pz]kals Zzzapz q]ask(qus =0,4,7,k1=1,.
\ p=1g=1 s=1

(5.6.9)

Calcul de H>(A, A) pour A dans Ass,.

1. Pour A2, le Z3 est de dimension 6 engendré par les généra-
teurs de 3-cocycles suivants :

pi(er e en)=e,  Psleper e
(e, e, 62) = =€y, 4’3(62;'32,61
(e e e0) =€y tpulener,e
aler, e, e2) = ey, ¢4(€2; e, €1
Ainsi,on a H? = <1,l)1, >

=ey, ’1[)5(62;61;62) —ey,
11b5(e2’e2re2) = éy,
ey, e1,€) = ey,
)=

Pl
€1, 71b6(e2re2re2

—_ —_— — —
|
x
N
<

2. Pour A7, le Z3 est de dimension 6 engendré par les généra-
teurs de 3-cocycles suivants :

Ppilen,erer) =er,  Psler e e) =—ey,
pi(er, ez, e) = €3, Wyleyer,e1) =€y,
Palererea) =ex  Pslegerer) =ey,
Pslezerer) =er,  Pgler ener) = ey

Ainsi, on a H> = (1,92, 3,94, Ps) -

3. Pour AZ, le Z3 est de dimension 8 engendré par les généra-
teurs de 3-cocycles suivants :

(e e e) =e,  Paler,een) =
Ualereer) = ey Pslerener) =ey,
Yslerene) =er,  Pelererer)=
Us(er e1,e0) =263, Pyler,ere0) =€y,

Ainsi, on a H3 = <7,l)1, P2, 3, Py, s, 4’6:¢7>-

4. Pour A3, le Z3 est de dimension 5 engendré par les généra-
teurs de 3-cocycles suivants :

@7(62:61:61) =€
p7(ex,ez,01) = ey,

=e
" 1pgley,er,e1) = en.



64 Chapitre 5. Cohomologie et Composantes irréductibles

pi(er,er,e1)=eq,

( )
Piler,exe1) =—ey,
( )

1 Eb:2(€1, €, el) = €y, 11b:3(61’e2r 62) = ey,

4)1 €, 61,6 17b~2(e2’ 31,82) =€, ’7b~4(62! €7, el) = €1,
J ’

Uoler er,e2) = e aler e, e0) = e, Ps(er er,02) = e
’ ’ — y

Ainsi, on a H> = (¢, ¢, g, 5).

5. Pour A3, le Z3 est de dimension 5 engendré par les généra-
teurs de 3-cocycles suivants :

421(31:31161) =€
Pr(er, ez,1) = —e,

262,

952(61’62’ ep) = ey, 9”:3(61,62,62) = e

l)bl(eZ el el) = 62 lliZ(ez’ 61’62) = 62’ lli4(e2’ 62: el) = el;
’ ’ —_ )

aler e, e0) = e Paler, e, e0) = —€r  Psler e er) =ey.
’ s — »

Ainsi, on a H® = <1,b1,1,b2,1,b4, 1,D5>.

Calcul de H*(A, A) pour A dans Ass;,
1. Pour A3, le Z3 est de dimension 22. Ainsi,on a H3 = <1,l)1, s, 1,D22> .

2. Pour A3, le Z3 est de dimension 8 engendré par les généra-
teurs de 3-cocycles suivants

Ainsi, ona H? = <¢1,...,¢8>.

3. Pour A?, le Z3 est de dimension 46. Ainsi, on a :

H3 = < Y Y6 Y13P16 P17, P18, P19, P20, Pos P35, >
37,38, P39, Pao, a1, a2, a3, Pass Pus /-

4. Pour Ay, le Z3 est de dimension 41 engendré par les généra-
teurs de 3-cocycle. Ainsi, on a:

H3 = < V3, P4, P10, Pra, P15, P17, Pig, Po1, 2o, >
s P24, 125,129, P31, P32, Y34, P35, P38, P39, har /-

5. Pour A7}, le Z3 est de dimension 38 engendré par les géné-
rateurs de 3-cocycle. Ainsi,on a:

i3 :< P12 Y1112, Yras s, Pro, a1, oo, >
2127, P28, 30, V32, P34, P35, 37, P3g -/

6. Pour A7, le Z3 est de dimension 45. Ainsi, on a :

3= < P15, Y709, Y14, P19, P21, Pos, a5, Pag >
P32, P33, P35, P36, P38, P39, a1, Y3, Pag, a5 /-

5.7 COHOMOLOGIE DES ALGEBRES HOM-ASSOCIATIVES
UNITAIRES.
Dans cette section, on calcule explicitement les groupes de co-

homologie des algebres Hom-associatives unitaires multiplicatives
de dimensions 2 et 3.
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DEUXIEME GROUPE DE COHOMOLOGIE DES ALGEBRES

DE UHAss, BT UHASs;.

Calcul de H?*(A, A) pour A dans U HAss,.

1. Pour A'2,A’2,Aﬁf, le Z?2 est de dimension 0. Ainsi, on a H? =
({0}).

2. Pour A%, le Z? est de dimension 1 engendré par le générateur
de 2-cocycle @(ey, ;) = e,. Ainsi, on a B = {(¢; ) avec f(e;) =
0et f(ez) = €.

Calcul de H?*(A, A) pour A dans U HAsss.

1. PourA’13,1e Z? est de dimension 12. Ainsi,ona H? = <(p1, ,(p12>.

2. Pour A}, le Z? est de dimension 1 engendré par le générateur
de 2-cocycle suivant : @(ey, ;) = ;. Ainsi, on a H> = (¢ ).

3. Pour A%, le Z? est de dimension 1 engendré par le générateur
de 2-cocycle ¢(ey, e;) = e,. Ainsi, ona B> = (¢ ). avec f(e;) =
0, f(ep) =e, et f(e3)=0.

4. Pour A}, le Z? est de dimension 1 engendré par le générateur
de 2-cocycle ¢(e3, e3) = e3. Ainsi, ona H?> = (¢ ).

5. Pour A2, le Z? est de dimension 1 engendré par le générateur
de 2-cocycle @(e3, e3) = €. Ainsi, ona H> = (¢ ).

6. Pour A’7 ,le Z? est de dimension 1. Ainsi, on a HZ = <g01>

1. Les algebres Hom-associatives unitaires A’3 A?, A’ Ai30, Aﬁ,
AP, AR, AP, et A sont de d1men51ons 0 engendre par les
générateurs de 2-cocycle ¢ = 0. Ainsi, on a H? = {{0}).

2. Elles sont des algebres rigides.

Calcul de H?*(A,A) pour A dans U Ass,.

1. Pour A}, le Z? est de dimension 5 engendré par les généra-
teurs de 2-cocycles suivants :

piler,er) =er,  @slener) =ey,
Paler,er) = ez @slexer) = e,
Pa(e1,e7) = elr Paler, 2) = ey,
Palez, 1) = ps(ez, e2) = €.
2. Pour A%, le 22 est de dimension 4 engendré par les généra-
teurs de 2-cocycles suivants :
prler,er) =er,  aer,e) =ey,
Pi(er,e2) = ( )=ey,
P1(ez,e1) = e, @3leer) =ey,
Pa(er,e) = (e2,€2)

€1,€1

Ainsi,ona H? = <(p1,(p2, (p3>.

Ainsi, on a H? = (@1, ¢,).
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3.

Pour A%, le Z? est de dimension 4 engendré par les généra-
teurs de 2-cocycles suivants :

Ppi(er,er) =e, @ale,er) =ey,
pi(e1,e2) =€y, @3(er,ep) = ey, Ainsi,ona H? = (¢, ¢3).
Ppi(ex,er) =e  paler er) =e,.

Calcul de H?*(A,A) pour A dans U Ass;.

1.
2.
3.

® N o D

Pour A’g, le Z? est de dimension 15. Ainsi,on a H? = <(p1,...,(p15>.
Pour A”?,le Z? est de dimension 12. Ainsi,ona H? = (@1, P10)-

Pour Ag, le Z? est de dimension 1. De plus, on a B = (¢ )
avec f(e1) = ey, f(ez) = byer +ce3 et f(e3) = 0.

Pour AP, le Z? est de dimension 10 engendré par les généra-
teurs de 2-cocycles. Ainsi, on a H? = <(p1, ©3, Pa, Ps, Pg, P7, (p8> .

Pour A}, le Z? est de dimension 11. Ainsi,ona H? = (Par-r 11).

Pour Aﬁ, le Z? est de dimension 11. Ainsi,ona H? = <(p2, D1, P5, P7, P8, P9, P10, P11 > .
Pour A7}, le Z? est de dimension 10. Ainsi, on a H? = (@1, 92, 91, Ps, 07, P8, P9, P10 ) -
Pour Aﬁ, le Z? est de dimension 10. Ainsi,on a H? = <(p3, Q4 P35, 7, (p8> .

TROISIEME GROUPE DE COHOMOLOGIE DES ALGEBRES

DE UHAss, BT UH.ASss;.

Dans cette section, on calcule explicitement le troisieme groupe
de cohomologie des algebres Hom-associatives unitaires de dimen-
sions 2 et 3.

Calcul de H>(A, A) pour A dans U H Ass,.

1.

2.

Pour Aiz,Aéz,Af, le Z3 est de dimension 0. Ainsi, on a H> =
({0}).
Pour A%, le Z3 est de dimension 4 engendré par les généra-
teurs de 3-cocycles suivants :
(e, ex,61) = —e, Ps(en e0,€1) = €y,
(e ex,e0) = ex, (e e1,82) = €, Paler, er,02) = €.

ona H> = (1,2, 3, ¢4).

Ainsi,

Calcul de H3(A, A) pour A dans U H Asss.

1.

Pour AP, le Z3 est de dimension 48. Ainsion a H® = (P1,..., Pag).
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2. Pour A%, le Z3 est de dimension 11 engendré par les généra-
teurs de 3-cocycles suivants :

Pile,en,e1) =€y, Ps(er,epe1) =
Paler e, ex) =€y, Pgler,er,€7) =
P3ler e, e3) =€y  Py(er,epe3) =
Paley,er,ep) =€y,  gle,esey) =

Ainsi, on a H> = (1,15, 3, Y6, 7, P, 1o, P10, P11 ) -

3. Pour A}, le Z3 est de dimension 11 engendré par les généra-
teurs de 3-cocycles suivants :

Pile,ene1) =€y  Ps(erere) =
Po(er,exer) =ey  Pgley epep) =
P3ler e, e3) =€y  Py(er,epe3) =
Paley,e,ep) =€y, Pgler,e3,67) =

Ainsi, on a H> = (1,93, 14,15, P, Yo, P11 ) -

4. Pour A}, le Z3 est de dimension 11 engendré par les généra-
teurs de 3-cocycles suivants :

Pi(er,ese1) =e3,  Psleyes,ey) =es3,
Poler,esex) =e3,  Pgley, e3,e3) = e3,
Ps(eg, es,e3) =e3,  1y(es e, e3) = e3,

( ) =e3,

Py(er,e3,e1) =e3, g

Ainsi, on a H3 = <l/)1, Vo, 4,5, Y6, Y7, 19,11 >

5. Pour A2, le Z3 est de dimension 11 engendré par les généra-
teurs de 3-cocycles suivants :

Piler ez er) =e3,  Ps(eye3,ey) =e3,
Poler ez, ez) = €3, gle,e3,e3) = 63;
1P3E€ €3y€3; = e3, 4’723 3,61, 3;

Pylep,e3,e1) =3,  gles, er,e3

Po(es,ep,€1) = ey,
Proles,ex,e0) = ey,

e,
e,
e,
e, P11(es e, e3) = ey

es,
e, Po(es,en,e1) = ey,

ey, Proles,ex,ep) = ey,
es, Pr1(es,ep,€3) = ;.

Po(es, e3,e1) = e3,
Pro(es ez, ep) = e3,
¢11(€3;€3:€3) = és.

Po(es,e3,e1) = e3,
Proles es e;) =e3,
P11(e3,e3,e3) = ep.

Remark 5.9.1 1. Les algebres Hom- assoc1at1ves unitaires A2, A7, A3, A, AD,
AP AR, A%, A et A sont de dimension 0. Ainsi, ona H? =
{oh.

5.10 TROISIEME GROUPE DE COHOMOLOGIE DES ALGEBRES

DE U Ass, ET U Ass;,.

Dans cette section, on calcule explicitement le troisieme groupe
de cohomologie des algebres associatives correspondantes aux al-
gebres Hom-associatives unitaires de type associative de dimen-
sions 2 et 3.
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Calcul de H3(A, A) pour A dans U Ass,.

1. Pour A}, le Z3 est de dimension 6 engendré par les généra-
teurs de 3-cocycles suivants :
Pilenerer)=e,  Pslereren) =
(e ex,e0) ==, Psler e, e1) = e,
alenerex) =€ Pulerer,en) = e,
(e ex,e0) =er,  Palerer,e0) =—ey,

Ainsi,on a H3 = <1,b1, P2, Y3, 1y, 11[)5'71[)6>-

2. Pour A%, le Z3 est de dimension 6 engendré par les généra-
teurs de 3-cocycles suivants :

‘v Ps(en, ep,e1) = ey,

Pe(er, ep,e1) = e,
Pe(er,ep,€7) = €.

Pi(er e ex) =ey,  s(eyeq,er)=—e, Psley e, er)=ey,
Pi(er,eper) =—ey, ts(eren,e1) =€y,  Psleyerer) =e,
Po(er e ex) =ey  tyley e, e1)=—ey, Pgley er,ep) =—ey,
Poler,en,ep) =—eq, Puler,en,e1) =€y, Psler en,er) =ey.

Ainsi, on a H3 = <ll)1, U2, 13,4, 1P5r¢6>~

3. Pour A}, le Z* est de dimension 6 engendré par les généra-
teurs de 3-cocycles suivants :
(e e er)=e,  psleyer,er) =—ey,
(e e, e0) ==z, pslen en,€1) = ey,
(e e ea) =€y pulener,e1) =ey,
Ainsi, on a H® = <1,b1,1,b3,1,b5,1,b6>.

Ps(er,e1,e7) = ey,
Pe(er, ep,€3) = 3.

Calcul de H3(A, A) pour A dans U Ass;.

1. Pour A?, le Z3 est de dimension 45.
Ainsi, on a H3 = <1,b1,...,1]b45>.

2. Pour A§3, le Z3 est de dimension 38.
Ainsi, on a H> = ({4, s, 137, P33) -

3. Pour A?, le Z3 est de dimension 7.

Ainsi,on a H3 = <gb1,...,gb7>.
4. Pour A, le Z3 est de dimension 33.

Ainsi, on a H? = (y,...,133) \ (2, ¥3, 6, P10, P11 -
5. Pour A}, le Z3 est de dimension 31.

Ainsi, on a H> = (y,..., P31) \ (s, Y6, Y7, 123, P2a).
6. Pour A, le Z3 est de dimension 34.

Ainsi, on a H> = (¢y,..., P34) \ (Y6, P, P13, P20, P21 ) -
7. Pour A}, le Z3 est de dimension 34.

Ainsi, on a H? = <1,b1, 1,[134>.

8. Pour A7, le Z3 est de dimension 35.
Ainsi, on a H® = <z,b1,...,1/135>.
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DEFORMATIONS FORMELLES ET COMPOSANTES IR-
REDUCTIBLES

La théorie des déformations formelles a été d’abord dévelop-
pée par Gerstenhaber pour les algébres associatives, [?, ?]. Elle est
basée sur les séries formelles. Cette approche a été étendue natu-
rellement aux algebres de type-Hom, voir ([MS10a, AEM11]).

Soit A un K-espace vectoriel. Soit K[[¢]] 'anneau des séries for-
melles en une variable t a coefficients dans K et A[[t]] 'ensemble
des séries formelles dont les cofficients sont des éléments de A,
(A[[t]] est obtenu par extension des scalaires de A de K a K[[¢]]).
Alors A[[t]] est un K[[t]]-module. Si A est de dimension finie, on a
A[[t]] = A®K][t]]. Il est a noter que A est sous-module de A[[¢]].

Déformations formelles d’algebres Hom-associatives

On rappelle la thérie de la déformation formelle pour les al-
gebres Hom-associatives.

Soit (A, y, ) une algebre Hom-associative. Une déformation for-
melle de l’algebre Hom-associative A est donnée par une applica-
tion K[[t]]-bilinéaire

pe: Allt]] < Al[t]] — A[[t]]
et une application [[t]]-linéaire «; : A[[t]] — A[[t]] de la forme
yt:Zyiti et at:Zaiti (5.11.1)
i>0 i>0

ou chaque y; est une application K-bilinéaire y; : AQA — A (étend-
due pour étre K[[¢]]-bilinéaire) et chaque a; est une application K-
linéaire (étendue pour étre K[[t]]-linéaire) telles qu’on ait la condi-
tion de Hom-associativité formelle suivante :

pe(pe(x,), a(2)) = pe(@(x), pe(y, 2)). (5.11.2)
Cette équation peut s’écrire
DD D (i), pily,2) = pilpj(x,p) () = 0. (5.11.3)
ieN jeN keN

En introduisant les a-associateurs

(%,9,2) = pi 0q pj(%,9,2) = pia(x), pj(v,2)) - pipj(x,9), a((2)),
I’équation de déformation peut s’écrire comme suit

s s—k

YYD (Hioa w7 =0 ou D D> pion psk-i =0.

ieN jeN keN seN k=0 i=0
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Ceci est équivalent au systéme infini

s s—k
> Hio Hsk-i=0, seN. (5.11.4)
k=0 i=0

Une déformation d’orde 1 est dite infinitésimale.

Soit pry=¢p lopo(p®@P)et ay,=dtoayodsi(A uy,as)est
Home-associative alors (A[[t]], py1,+, @1 ¢) est Hom-associative.

Démonstration. Par calcul, on a
el ¢ (x), i, t(% z))
= ¢ Ha(P(P7! 0 ap 0 P(x)), PP 7! 0 a(P(v), P(2)))
= ¢~ pa(ag o P(x), pa
= ¢~ pa(pa(P(x ) ¢(32)
=~ pa(p o™ (Ha(¢h
= p,(p, (6, 9), a14(2)

On suppose que l'application a ne soit pas déformé. La pre-
miere équation (s = 0) correspond a la Hom-associativité de po = p.
La deuxiéme équation montre que y; est un 2-cocycle pour la co-
homologie de Hochschild (;41 eZ? (A,A)).

Plus généralement, supposons que p, soit le premier coefficient
non nul apres py = p dans la déformation p;.

Lapplication bilinéaire p, est un 2- cocycle pour la cohomologie de
Hochschild type-Hom de A a valeurs dans l'algébre A.

Le cocycle p, est dit intégrable si c’est le premier terme, apres py,
d’une déformation Hom-associative.

L'intégrabilité de p, implique une suite infinie de relations qui
peuvent étre interprétées comme des obstructions a I'intégrabilité
de py,. .

En regroupant le premier et le dernier termes de la k'*™¢ équa-
tion de pour k quelconque, k > 1, L’équation s’écrit

k-1
P (6,9,2) = > i (e (,9), @(2)) = i (@(x), p—i (9, 2))
i=1

Supposons que la déformation tronquée, a 'ordre m — 1, c’est a
dire p; = po + tpy + t2py + .. t™ Ly, satisfasse I'équation de dé-
formation. La déformation s’étend en une déformation d’ordre m,
Wy = po+tpy + P py + o t™ o+ "y, satisfaisant 1'équation de
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déformation si

m—1
O pm(%,9,2) = Y pi (pmi (6,9), @(2)) = i (@(%), pri (9,2)).
i=1
(5.11.5)
Le terme de droite de I’équation (5.11.5)) s’appelle obstruction pour
déterminer p,,.

Les obstructions sont des 3-cocycles de la cohomologie type-Hom de
Hochschild .

1. La classe de cohomologie de I'élément ;i ; i i © Jij €St
la premiere obstruction a I'intégrabilité de y,,.
Supposons m =1 et p; = pg + ty; + t>p,. Léquation de défor-
mation est équivalente a

poopo =0 (po est associative)
?u =0 (u €Z*(AA)
piopy =d*py.

On a p; o py est la premiere obstruction a 'intégrabilité de
p1 et pyop € Z° (A A).

Les éléments pqopq qui sont des cobords premettent d’étendre
la déformation d’ordre 1 a une déformation d’order 2. Mais
les éléments de H3 (A, A) donnent des obstructions a 1’inté-
grabilité de ;.

2. Si p,, est intégrable alors la classe de cohomologie de W =
D ivj=m ijem Mi © Hj dans H3(A,A) doit étre nulle.
Dans l'exemple précédant y; est intégrable implique pyop; =
62u,, ce qui signifie que la classe de cohomologie de p; o py
est nulle.

Si H3(A,A) = 0 alors toutes les obstructions s’annulent et tout
élément p,, € Z% (A, A) est intégrable.
D’ou le théoreme suivant :

Soit py = po+tpy +t2py . t™ Ly, 1 une déformation d’order m—1 de
Ualgebre (Ag, po). Alors elle s’étend en une déformation d’ordre m si et
seulement si la classe de cohomologie de 3 ;. i_,, i im pi © pj est nulle.

Déformations équivalentes et triviales

Le probleme suivant consiste a caractériser les déformations
équivalentes et déformations triviales. Etant données deux défor-
mations j; et y, de po, on dit qu’elles sont équivalentes s'il existe
un isomorphisme formel f;, qui est une application K[[t]]-linéaire
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de la forme
fi=ld+tfi+t’f+---  ou f;€Endg(A),
tel que p; = f; - uy, C’est a dire
p(x9) = f o pto(fi(x), fi(y) pourtoutx,yeA.  (5.11.6)

Une déformation p; de g est dite triviale si et seulement si p; est
équivalente a .

La condition [5.11.6|peut s’écrire

fi (pe(x,9)) = ui(fi (x), fi (v))  pour tout x,y € A. (5.11.7)

Par identification des coefficients de t on obtient y; =9 f;.
En général, les déformations y; et u; de p( sont équivalentes si
M1 = p1 +0f1. D'ou la proposition suivante :

L'intégrabilité de py depend seulement de sa classe de cohomologie.

Rappelons que deux éléments sont cohomologues si leur diffé-
rence est un cobord.
' opy = 0 implique op] =6 (1 +0f1) = ou1 +6(0f1) = 0.
Si py = og alors py = 6g = 6f1 = 6(g - f1).
Les éléments de H? (A, A) déterminent les déformations infinitési-

males (p = po + tpy)-

Soit Ay = (A, py, a) une algébre Hom-associative. Il existe sur K[[¢]]/t,
une correspondence biunivoque entre les éléments de H*(A,A) et les
déformations infinitésimales de A definies par

pe(69) = polxy) + i (xp)t, Vxy €A (5.11.8)
Démonstration. 1’équation de déformation est équivalente & 6%y, =
0, C’est & dire p; € Z%(A, A). Il

Supposons maintenant que p; = pg + tpy + t2py + -+ soit une
famille de déformation a un parametre de p telle que y; =--- =
Hm-1=0.

L’équation de déformation implique dyu,, = 0 (],tm € ZZ(AO,AO)).
Si de plus pu,, € B*(A,A) (c’est a dire p,, = dg), en considérant le
morphisme formel f; = Id + tf,,, on obtient pour tout x,y € A

p(xy) = fi oo (fi(x), £ (v) = po (%, 9) P (%,9) -
Ainsi p,,,1 € Z2(A,A).

Soit y; une déformation formelle a un paramétre de pgy. Alors p,
est équivalente d py = po + Py, + Pyl - oty € Z7(A,A) et
j, € B> (A, A).

Si H%(A,A) = 0 alors toute déformation de A est équivalente a une
déformation triviale.
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Déformations infinitésimales

On considere les 2-cocyles calculés précedemment et on cherche
a déterminer ceux qui déterminent une déformation infinitésimale.

Le cocycle ¢ est intégrable et détermine une déformation infi-
nitésimale dans les cas suivants :

1 Cas de H.Ass,, Assy, UH.Ass, et U Ass, :
(13, @2,1): (13, 92,2), (43, 93.3), (M3, (55,1); (1 @g,l); (43, 97,1),
(,”7'(P7 2), l"6’(p6,1)f (V§2f¢§,1)' (ﬂ'1'¢'1,2)’ (l"l’(P'lA)f
~2 -, -2 ~, ~2 ~ -2 -,
(W 1,(p 150 (W ®20) (W2 ®'23) (W@ a3)s (5 @2 4),
= ~2 -, ~2 -, ~2 =
W Pa1) WoPas) WoPas) (Wep@s):
2 Casde HA553 Asss, UHAssy et AlUsss :

(P‘p(Pl 5) (//ll'(Pl o) (15, 1.7), (15, @1.8), (13, @1.9), (3, P1.10),

(,Mpfpl 1) (#1,(101,12) (ﬁ' P2,1), (3#431: P41) (3}4?1: (P4,2),3(lh3p P4,3)
(/u4, P4,4), (144, P45) (;u4é P4,6)s (/u4é P4,7)s (;45é ©s,1) (Mg Pe,1),
(I41r<P1 12)s (I"6’3(P6,2): (/"6’3§06,3): (#&3@8,1): (14113;@11,1), X
(P‘ll P11,2)s (143: ?3,1) (13131953,2); (g3,§53,5): (/;73:(153,7), (713, P3,9),
(/M3,§03 10)s (ﬂsé(ﬁ&l): (ﬁg;@s&d: (ﬁslﬁa&g); (A0, @10,55):
(ﬁlo: P10,4), (Ph% (?1/0,5): (17‘/%0' @/10,6)1 (glo'/(ploﬁ)'/?’(ﬁl(’)'(pIO,IO)x
(ﬂlO' P10,12) (BT, P15) (M7, P16) (BT P17), (BT, P18),
(,” (Pl 9)s (/”1 ;(Pi,m)' (#13:(191,11): (//113,(P{,12), (.”’23’(195,1),

3 ’ 73 / ~3 =, ~3 =,
( (P3 1), (/”4 yPa1) (B, 051) (Wer®'612) (W e @'613)

-3 -3 -~ -3 -~ -3 -~
(W 7,(P 711 (W2 @'112) (We @'56) (W @'s7) (Wo @9 0)

3 -3 -, ~3 = ~3 =)
(/” 9'(P 66) (l‘ 9'§P 9,100 (W9 @ 9,11)’ (W1 ® 11,1 (W1 11,3)
(P‘ 111(P 11, 5) (V’11’¢/11,6)'

5.11.3 Composantes irréeductibles

Dans cette section, on se propose d’étudier les composantes ir-
réductibles des variétés algébriques de H.Ass, pour n = 2,3. La
géométrie de des variétés des algebres de Lie Lie,, des algebres as-
sociatives Ass, et des algebres commutatives associatives Commy,,
est assez compliquée. On sait que le nombre de composantes irré-
ductlbles et leur dimension sont au plus 213+ 0(n¥3) pour Lie,,
4 n +O(n%3) pour Ass, et 5 n +O(n 8/3) Comm,,. La description
des composantes pour les algebres associatives en dimension plus
petite que 5 a été faite par Gabriel et Mazzola.

Definition 5.11.13 Une algebre Hom-associative A est dite formellement rigide, si
toute déformation infinitésimale formelle de A est triviale. Elle est
dite géométriquement rigide, si son orbite 9(u) est ouverte dans
HAss,,. Dans ce cas I'adhérence de Zariski de son orbite W est
une composante irréductible de HAss,,.
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Remark 5.11.14 Toute composante irréductible C de H.Ass,, contenant A contient
également toutes les dégénérations de A. En effet, on a 9(u) C C
qui est contenu dans 9(p) , puisque C est fermé.

Proposition 5.11.15 Les composantes irréductibles de H.Ass, sont les fermetures des ot-
bites des algébres Hom-associatives () = {AZ,Ag}.

Démonstration. On a
2 2. _ _ _ _
1. A5, — Aj:ejre; =ej, epxep =0, e3%e1 =0, eyxey=tey,
a(ej)=ey, ale5)=0 pourt— 1.
2 2. ) _ ’ ;) _ ’ ) _ , ) _
2. A5, — Ajteprep =ej, e xey =tey, epxe) =te, epxep =0,
a(e])=e, al(e;)=te, pourt— 1.
2 2. ) _ ’ ;) _ ’ ) _ ) ) _
3. A5, —> Ajtepxep =ej, e xe; =tey, eyxep =tey, eprep =0,
]

Composentes irréductibles de H.Ass,

Proposition 5.11.16  Les composantes irréductibles de H.Ass3 sont les fermetures des or-
bites des algébres Hom-associatives Q = {A3,A3,A3}.

Démonstration. On a
3 3. 7., _ ’ ) ’ ) ’ )
1. A/2,t/—> A3/.e/1>ee1 = al,el,/ el*e% _/0, €1>j€3/— 0, fz*/el =0,
eyxe; = 0 eyxe; = tey, eyrey =0, exxe; =0, ezxe; =0, ej*ez = tes
ale])=e;, al(e;)=e, alez)=tes pourt— 1.
3 3. ) _ ’ ) _ ’ ;) _ ’ ) _
2. A/5yt/—>A7 -/61/*81 = O/, /‘31 * € = O; e */63 = 0, 62’:61/— 0,
eyxe] = tegepre; =0, e5%e3 =0, e3xe; = 0, e3re; = tey, ez*ez = €3
7N 7\ — 7y —
a(e})=e;, ale;)=e; +ey alez)=tes pourt— 1.
3 3. ) _ ’ ) _ ’ ) _ ’ ’ _ ) ;) _
3. Ag, — Aj:epxe; =0,e1%e; =0,e1%xe3=0,eyxe; =0, e5%e] =
0, 6’2*6'2: teq, eé*eézel,eg*ei =0, eé*eé :el,eé*eé = te,
ale])=e;, ale;)=e +e; ale;)=e; pourt— 1.
[
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Composentes irréductibles de H.Ass;

Proposition 5.11.17  Les composantes irréductibles de UHAss, sont les fermetures des
orbites des algébres Hom-associatives QO = { A}, A} }.

Démonstration. On a
1. A%, — A tefxe] =e), e] xe)y = —tey, e+ €] = —tey, ehxe) =
2 7y _ 7y
ep+t7ey, ale])=e;, ale;)=—te, pourt— —1.
72 72 . ) ) _ ) ) _ ) ) _ ) ) _
2. A5y — Al tepre) = e, ejxey =tey,  eyxe; =fey, epre) =
tey+ey, ale})=e, aley)=te, pourt— 1.
72 72 . 7 ) _ ) ) _ ’ ) _ ) ) _
3. A4’t — A" ejxe;=e, e|rey=e), eyxe|=ey eyxe,=
7\ 7y —
te; +tey,, ale})=ey, aley) =es.
72 72 . 7 ) ) ) ) ) ) ) 42
4. A, — Ay rejxep =ep, e)xe; =tey, epxe) =tey, eyxe) =1t7ey,
ale})=e;, al(e))=te, pourt— —1.

Al,

N Al
4 3

2
-———————————
2

Composantes irréductibles de A/ H Ass,

]

Remark 5.11.18 De la méme fagon, on peut donner aussi les composantes irréduc-
tibles suivantes :

Al
~ ~ -
l oA, Ay <A
A,

Composantes irréductibles de Ass,

Composantes irréductibles de U Ass,

Proposition 5.11.19  Les composantes irréductibles de UH.Ass3 sont les fermetures des or-
bites des algébres Hom-associatives Q = { Ay, AT, A7, AL, AT AL AT
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Démonstration. On a

1.

10.

11.

12.

AR, — AP el *el =eq, e1 *62 =e,, €] *63 = —tes, e5*e] = ey,

/ / /
ey % ey = —tey, ey x ey = e3, ey %] = —te3, e5 xe) = e3, €5 % e}
ey +12e3, ale]) = ey, a(eh) = ey, ae;) = —te3 pourt— —1.

73 73 . ) _ ) ) _ _ / )
. Aglt—>A6 tepxep =ep, e ey = ey, el*e3_e3, ey*e; = ey,

eyxey = tey,erxey = tes, ey%e; = e3,e3%e) = tey, ezxe; = tey+e3,
ale])=ej,ale;)=ep, alez)=e; pourt——-leta=1.

. Alo,f—>Ag3 tepre; =ep, ejrey =ep, e xey =—tes, erre] = ey,

42 ) ) 42 ) ) _ ’ ) 42 ) )
ey ey =tcey, eyt e =1te3, ey re] = —teg, e5x ey = t7e;, e5% ey =
t2e, + t2e3, ale]) = e}, a(ey) = ey, afey) = —te pour t — —1,
a=1.

3. 7 ) ) ) ) ) ) ) _
. Am—>A6 tepxe;=ej, e ey, =ey, e re3=e3,e,%e] = e,

ey%ey = e),ey%e5 = €3, €3%€] = e3,e5%e) = tes, e3xe5 = te, + tes,
ale])=ej,ale;) =ey, ale;)=e3 pourt—1letb=1.

. A13 ,— A’63 selxe] = e, e]xey = —tey, e xe; = e3, erxe] = —tey,

ey*ey = t%e,, ey % ey = t2es, eyxe; =e3, e3%ey = t2es,
esxey = t?ey +t2es, ale]) = ey, ae)) = —tey, ae;) = e3  pour
t—-1,b=1.

.A14t—>Ag3:ei*ei:e1, ejrey=epy, ejrez=e3, e,xe; =

€,
ey +ey = tey, ey ey =tey, eyxe] =e3eyxey =te;, eyxe; =
€2+t€3,
’ ) ’
ae)) =ej,a (ez) =e), afez)=e3 ,pourt—letb=1.

/ / / / ) )
.A15t A tepxe; =ey, ejrey=ep) e rez=e3 e,xe] =

€,

ey x ey =tey, ey ey = tey, eyxe] = ez ezrey =tey, eyxe; =
t€2+t€3,

ale])=e,ale;) =e,, ale;)=e3, pourt—-leta=b=1.

CAS — AR el*el_el,el*ez_O,ei*eg:—te3,e§>ee{:0,

/ / / / /
62*62 = 62,62*63 = —t€3, 63 *el = —te3,€3 *62 = O, 63*63 =
ey +t%e3, ale))=e,a(e))=0, a(e})=~te; pourt— 1.

/3 B ;o _ ;o
- Agy — Af rejxep = e, e rey =—tey, e)xe3 =0, eyxe] =—tey,

€é*€é:€1+t2€2,€é*€é =0,e5%e; =0,e5+e5 =0, e5%e3 = t2

ale]) =ej,ale;) =—tep, afe;)=0, pourt— —1.

es,

AlOt A’3 e;xe; —el, €1 *ez = e, e1 *63 = —e3,e5%€] =€,
)1 42
ehxel = tey, ehxey = tles, ejxe] = —e3,e4xeh = tles, ehrel = tle,,
ale])=ej,ale;)=e), ale;)=-e3, pourt——-leta=1.
A12t — AP cejxe] =e, efxeh=ey €] xe} = tes, eyxe] = ey,
_ ’ ) _ ) ) _ ’ ) 42 ’ ) 42
ez*e2 =tey,ey*e3 =e3,e3%e; =tes,ez3xe, =17e3, e3xez =17ey,
ale])=ej,ale;)=ey, «afe;)=tes, pourt—-letb=1.
A13t—>A’73:ei>eei = ey, €] %€y = —tey, ] *e3 = —tes, €)% €] =
—tey,
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ehxeh = tey, ehxel = tles, efre] = —tes, ejreh = tles, efxel = t2ey,
ale}) =ey,ale;) =—tey, ale;)=tes, pourt——-letb=1.
3 3. _ _ _ _
13. ATy — A7 tejrep = e, ej ey = ey, e)xey =tez, epxe] = ey,

) ) _ ) ) 42 ) ) _ ) ) 42 ) ) _
e,xe, =ley, ey *ez =t7e3, e3xe] =tes,ezxe, =1t7e3, e3%e3 = €,
ale;) =ej,ale))=ey, ale;)=e3, pourt——-letb=1.

14. 14: Ay, — AP tej+e] = ey, €] xeh = ey, €] xe} = tes, ehxe] = e,
ehreh =tey,ehres =t2e;, ejre] =teseyrey =1tle;, eyxey=
t2e

2
aler) =ej,aley) =e,, ale;)=te;, pourt——-leta=b=1.

15. Ap, — AF tejxe] =e1, e] xe) =tey, €] +es = e3, ¢y »e] = tey,

’ ) _ i ) ’ ) _ ’ ) ’ ) _
e,*e, =les, ey *e3 =tey, e3+e] =e3,e3*e, =ley, e3xe3 = €3,
ale}) =ej,ale;) =te,, ale;)=e; pourt——-leta=1.

73 3. ) ) ) 2 ’ ) ) ) _

16. ATy, —> Ag 1ej*ep =ej, ep+ey = —t7ey, €] xe3 = —tez, ey xey =
—tzez,
ehreh =t2ey, ehrey = tley, ey xe] = —tles, ey ey = t2es,
esxes = t2es, ae]) = er, a(e)) = tey, afey) = —tes, t — —1,a=1.

17. AP, — A refxef = ey, e xe) = tey, e] xe =e3, e+ €] = tey,

) ) _ ) ) o 42 ) ) _ ) ) 42 ) ) _
ey,*e, =e3,eyrez3 =17€ey ezxe) =e3,e3*e, =17ey, e3*e3 = tes,
ale}) =ey,a(e)) =tey, ale;) =e3, pourt——leta=1.

18. A’133,t —> AP rejxe] =ej, ejxe) = —ey, €] xef =3, ehre] = —e,

) ) 42 ) ) 42 ) ) _ ) ) 42 ) ) _
e,xe, =tes,epxez; =17ey, e3xe] =e3,e3%e, =t7ey, egxez = tes,
ale;) =ey,ale)) =ey, ale;)=es, pourt——-letb=1.

19 A/3 A/3,/ ) _ ) /_t ) ) _ ) /_t

LA, AP tepre; =ep, e rey =tey, e ey = ez, epxe) = tey,
eyxen = t2e3,e§*e§ =t?e,, ey*e] =es e3%e) = t%e,, ey xes = tes,
ale}) =ej,ale;) =te,, ale;)=e; ,pourt——leta=1.

3
Al
53 /
A,
\ 53
A

14
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Composantes irréductibles de U/ H.Ass;

Proposition 5.11.20 Les composantes irréductibles de U Ass; sont les fermetures des or-
bites des algébres Hom-associatives unitaires () = {A%O,Ai}}.

Démonstration. On a

73 73
) 2 . 7 ) ’ ’ / /) ) ) _
1. A7, — Algiepxe] =ej,epxey = ey, e xe3=e3,€,%e] = €,
ey+ey =—tey, e,xes=—tes, eyte] = ez e5%e, =—tes,
ez *e5 =e,—tes, pourt— —1.

=3 =3 ) ) ) ) ) ) ) )

2. A’9yt—>z‘l’6:el*e1 =ej, e ey =e), e *e3=2e3,6,%€] =€,
eytey =tey, ejxe;=te;, ezre; =e3 e3xe, =tes,
ey * ey =tey + ez, pourt — 1.

7,3 7,3 ) Vi ) ) ) 7 ) )

3. A,lo,t —> Algiejxe] =e, e xe;, =e, e xe3=e3,e,*e; = e,
ey+ey =tes, e,xey=te;, ezrel =e3, e3xtey =tes,
e;*e3 =tey + ez, pourt — 1.

53 <3

4 Ay — Algrepxep=ep, el xey = ey, e re3 =e3,€5%€) = €,
eytey =€y, eyxe;=e3, eyxe; =e3, e3*e,=tes,
ey *e3 = tey +tes, pourt — 1.

7,3 73

5. Ay, — Algielrel =ej, e[ ey =€y, e re;=e;3,er%e] = ey,
ey ey =tey, ey % ey = tes, e5+e] = e3,e5% e, = tes,
es+e3 =ey+tes, pourt— 1.

7,3 7,3 ) ’ ) ) / ) ) )

6. A'lo,t —> Alziejre; =ep, e xe; =6y, e xe3=e3,e,%e] = ey,
eyrey =tey, epxe;=te;, ezre; =e3 e3xe, =tes,
ey % ey = t2e, pourt — —1.

7,3 7,3 ) Vi ) ) ) 7 ) )

7. A,12,t —> A’y ejxe] =e, e xey, =ep, e xe3 =e3,e,*xe] = e,
eytey =tey, e,xey=tes, ezre] =e3, e3%e, = tes,
es%eq = t2e, pourt — —1.

73 73

8. Ay —> Alyiejre =ej, e[ xey =ey e xe; =e3,epxe] = ey,
ey*ey =tey,, e,xe;=tes, ez%e] =e3, ey%e, = tes,
eztez=ep pourt— —l.

7,3 7,3 ) ) Vi 7 ) ) ) )

9. A’9,t—>A’8:61>ee1 =e), e xey=e), e %63 =203,€,%€] =€y,
ehrey =te;, ehxey=1t2ey eyxe; =e3 eyrey=tey,
e3+e; =tey pourt— —1.

53 73
) > .,/ /) ) ) ’ ) / /)
10. A’jgr—> Alg:ejxe; =ej, e xe; =€y, €1 +e3=¢€3,€,%€] = e,
ehrey =te;, ehrey=tley ehxe] =e3 eyxe)=tey,
ey ey =tey pourt — —1.
11 A~/3 A;?’_/*/_ ) gl — ! ol — ! ol —
AL T A6 %6 =61, €06 =€), 61 %63 = €3, 6)%6) =6,
ey % ey = e3, eé*egzt2ez,eg*ei:e3, e * ey = tey,
e3+e; =tey pourt— —1.
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7,3 7,3 ) ) Y ) ) ) ) )

12. A’lo,t—’A'9151*61 =ej, e ey =ey, e *e3=2e3,6,%e] =€y,
errey; =0, eyxe;=0,e3%e; =e3 e3%e5=0,
ey+ey =tey pourt — 1.

13. A’fO,t S AZ iewel ey, el vl = ey €l nel =5 bl = e,
eyrey =te;, eyxe;=0,e5+e; =e3 ez%e;=0,
es+e3 =0 pourt — 1.

14. A’fo,t A, e re] =ep, e ey =6y e %5 =e3, €,%e] = ey,
eyrey =tey, eyxe;=tes, esre; =e3 e3xe;=0,
es+e3=0 pourt— 1.

Composentes irréductibles de Ass;

Remark

D’apres les calculs de la cohomologie, on remarque que les di-
mensions du deuxiére et du troixieme groupres de cohomologie
des algebres Hom-associatives de type associative sont inférieures
ou égales a celles des algebres associatives compatibles.
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6.1 STRUCTURE ROTA-BAXTER.

On rappelles les définitions et propriétés des opérateurs Rota-
Baxter des algebres Hom-associatives. Cette étude a été initiale-
ment faite par Makhlouf et Yau [Mak12, MY14].

Definition 6.1.1 Une algebre Rota-Baxter Hom-associative de poid A € K est une
algebre Hom-associative (A, y, @) munie d’une application linéaire
R: A — A qui satisfait les conditions

aoR=Roa, (6.1.1)

#R(x), R(y)) = R(p(x.R()) + R(p(x, p) + Ap(x, p)). (6.1.2)

Lemma 6.1.2  Soit (A,* R) une algébre Rota-Baxter Hom-associative et a : A — A
un endomorphisme d’algébre commutant avec R. Alors (A,*,, @, R) ot
t, = a(x*y), est une algébre Rota-Baxter Hom-associative.

Démonstration. La structure Hom-associative de 1’algebre vient du
Theoreme de Yau. Maintenant on vérifie que R est encore un ope-
rateur Rota-Baxter pour la nouvelle algebre Hom-associative.

R(x)*R(p))
R(R(x)*y +x*R(p) + Ax*p)),
(

(
(
(R(x) * )) a(R(x*R(p))) + a(R(Ax *p)))
(x) * a(p))) + R(a(x) = R(y)) + R(Ax = a(p))))

R(x)#4 R(y)

(
(
(R
(R

I
WQQQ

Puisque a et R commutent alors

R(x)*a R(y) =R(a(R(x)*y))+ R(a(x*R(y))) + R(a(Ax=*y))),
= R(R(x) %q y + x %4 R(y) + Ax %4 D))

]

Proposition 6.1.3  Soit (A, p, @, R) une algébre Rota-Baxter Hom-associative multiplica-
tive ou ar est inversible et tels que a et R commutent. Alors (A, pa—1 =
a~! oy, R) est une algébre Rota-Baxter associative.

Démonstration. La condition d’associativité suit de

0 =a ?u(a(x),u(v,2) - p(p(x,y), az))
=alp(x,a u(y, 2) - a 1#(011‘114(9@12),2)
= Pa-1 (X pa-1(9,2)) = po-1 (1" (x,9), 2).

Puisque a et R commutent alors a~! et R commutent bien. Donc
R est un Rota-Baxter pour la nouvelle multiplication. O

Les conditions (6.1.1) et (6.1.2) se traduisent en termes de constantes
de structure respectivement par :
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( n
Z(ajibkj —b]'iak]’) = O, l,k = 1, , n.
j= 1
5 by Chy =30 bl =305 by Cl /\ZCU ar =
g,p=1 p=14=1 p=14=1
L,j,r=1,---,n

(6.1.3)

6.2 LEs ALGEBRES ROTA-BAXTER HOM-ASSOCIATIVES
EN DIMENSIONS 2 ET 3.

Dans cette section, on calcule les structures Rota-Baxter des
algebres Hom-associatives obtenues dans la classification.

On rappelle les données de I’algebre Hom-associative et on preé-
cise tous les opérateurs Rota-Baxter qui lui correspondent.

6.2.1 Opeérateurs Rota-Baxter dans H.Ass,

pilerer) =—e;, pilerex) =ey,

L. ﬂ%z(erel) = e, 2#%(62: ey) = ey,
ai(e;) =ey, aj(ey)=-ey,
ona:

° R(el) = —/\el, R(ez) = —/\62.

piler,er) =e1, psler,e) =0,

2. pi(eze1) =0, p3(eer)=ey,
aj(e;)=e, aj(e;)=0,
ona:

e R(e;)=—-Ae;, R(ey)=-Aes.

.“3(61,31) =e1 //tg(el,ez) =0,
3. ]43(62,61) 0, ﬂ%(ez, ep) =0,

2 2
az(e;)=e;, az(e)=0,
ona:

° R(el) —/\el R(e2) =dpre).

2
Pl4(€1,€1) =€, 144(61,62) =€y,

4. pilerer)=ey pilerer) =0,
012;2(61) = e, a4(€2) = éy,
onha:

R(el) = %(—/\ — 1/ /\2 - 861%1)61 + 2612162,
[ ]
R(ez) =dj1e + %(—/\ +4/ p 8&%1)62,

I
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R(el) = %(—/\ + 4/ A2 — 86!%1)61 + 2612162,
[ ]
R(ez) =dj1ey + %(—/\ — 1/ A2 — 8(1%1)62.

/"%(61161) = ey, P;%(elxez) =0,
5. /”52(‘32; e1) =0, 2#5(62; ) =0,
as(e1) =0, as(ep) = ke,

a
o R(ey)=-Ae;, R(ep)=ape;.

%(61161) = ey, Ié%(el:ez) =0,

6. peler,e1) =0, pg(er,ep)=0, ona
2 _ 2 _

%(ffl) =e1, %(62) =€,

2
a
o R(ey) =axpe; R(ey) = 132

azp
l’l%(ellel) =0, ]’l%(?leZ) =0,
7. pr(ex,e1) = bey, pz(ey ep) =cey,
0{%(31) =0, ai(ey)=ey,

a:
[ R(el) = —/\61, R(ez) = —/\62.
P‘%(ffl;el) =0, P‘%(el;ez) =ey,
8. ﬂgz(ez; e;) =0, ;ig(ez; ey) = ey +ey,
as(el) =e1 0(8(62) =etey,
a:
) R(el) = —)\el, R(ez) = —/\62.

2 2
l’l%(ellel) =0, ]’l92(61162) =0,

9. ﬂgz(ez; e;) =ey, 2#9(82; ey) = ey +ey,
ag(er) =e;, agley) =e;+ey,

) R(el) = —)\el, R(ez) = —/\62.

6.2.2 Opérateurs Rota-Baxter dans H.Ass;

//l:i;(eliel) =eéy, ﬂ‘;’(ezx ey) = ey +e3,

1 Hi(ezf e3) = ey +e3, Mz(%ez) =extes,
piles,es) =ex+es, pyle,e)=0 i=1,2,3
aj(er)=e aj(e)=0, =23,

ona:
e R(e1)=0, R(epy)=Ae;, R(e3)=-Aes,
e R(e7)=0, R(ey)=-Xdes, R(e3)=—Nes,
e R(e7)=0, R(ep)=-Aey—Aes, R(e3)=0,
e R(eg)=—-Ae;, R(ep)=0, R(e3)=0,
e R(e;)=—-Aey, R(ep)=Aes, R(e3) =—Aes,
(e1)



6.2. Les algebres Rota-Baxter Hom-associatives en dimensions 2 et 85

R(el) = —/\61, R(Cz) = —/\62 - /\63, R(eg) =0.

ﬂ%(el,el) =puée ﬂg(ez, e2) = P22

15 (e3,€3) = poses, yg(ei,e]-) =0 i=1,23
aofg(el) =e; aj(e))=ey aj(ez)=0,

R(e1) =0, R(ez)=0, Rle3)= —/163;

R(e;) =0, R(ey)=-Aes, R(es)=

R(e;) =0, R(ey)=-Aey, R(e3)= —/\33,
R(e;)=-Ae;, R(ep)=0, R(e3)=0,

R(e;) =—-Xe;, R(ey)=0, R(esz)=-Aes,
R(ey) =—Ae;, R(ep)=-Aey, Rle3) =0,
R(e;) =—-Xe;, R(ey)=—-Aey, R(ez) =—Aes.

3(61,61) =P11¢é Vg§€2'€2) = P5262
3(e3,e3) = poses,  p3le;e)=0 i=1,2,3
Se)=e1 aj(e))=ey ajles)=e;

0, R(ey)=0, R(e3)= —/\63,
=0, R(ez)=-Aey, e3) =
0, R(@z) = —/\62, 63) —/\63,

62) 0, R 63) 0,

R(
R(
R( (
R(ez) =0, R(e3) =—Aes,
e1) =—Ae;, R(ey)=-Aey, R(e3) =0,
R(ey) =—-Xey, R(ez) = —Aes..
ep,e1)=0 ,“431(31162) paier,  paleer) =psier,
ey,e1) =0, pilerer)=psie;  pz(ex e3) = psien,
es,e1) =prier,  pales, e) = psier,  piles es) =porer,
e1) =0, az(eZ):elf az(,e3):0,

R(e;)=—Ae;, R(ep) =-Aey, R(ez) =—Aes.

(e, e) =0 p3(epe2) = psses

pr(es e3) = poses, pile,e)=0 i=1,2,3

a0{§(61) =e;, a(e)=e), ajzles)=e;,

R(ey) = ajze;, R(ex) =0, R(e3)=

R(ey) = ajze;, R(ex) =0, R(e3)= —/\63,

R(ey) = —Aey +ajze;, Rlep) =—Aey, R(e3) =0,

R(e;) =—Aey +ajep, R(ep) =—-Xdey, R(ez) =—Aes.
142(61,62) =€ y%(ez,ez) =€

peleses) =€y, poles,en)=e; paleje)=0 i=1,23
aO{g(el) =0, alle)=e, ajles)=es,
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[ R(el) =0 R(Ez) = 0, R(€3) = 3363,
R(e;) =

€1 —/\61, R(€2) = —/\62, R(€3) = 3363.

,”2(32: ey) =e; 14;3(62162) =€ s
7. pyles,ex) = ey,  pyles,e3)=e;  pgle,e)=0 i=1,23
0‘;(61) =éq, a;(ez) =eptey, “;’(63) =é3,

ona:
R(er) =arre;, Rley) =ajrer,

* R(es)=- Aayy +afier + (ayy =/ Aagy +ai))es,
R(er) =ajier,  Rley) =ajrer,

* R(e3) = /\all+a%162+(a11+\//\a11+a%1)e3
(e1)

€)= —/\61, R(ez) = —/\62, R(€3) = —/\63.
/"%(61132) =—e3 1433(621 ey) =es

8. ﬂ%(ez; ey) = e3, 3#8(61';61') =0 1 =31,2,3
agley) =ey, agley)=e;+ey, agles)=e;3,

ona:
e R(ey) =ajzer +arzes, R(ex) =0, R(e3) =0,
) R(@l) = —/\61 +ajpe, +agzes, R(Ez) = —/162, R(€3) = —/\63,

R(er) = (as3 —y/ Aasz + a%s)ey +aiae,
(e2) )

® R(ey) =(az3—1/Aazz + a33)er,
R(e3) = azze;
2
R(e1) = (asz3 + 4/ Aasz +az3)e; +arze,
® R(ey) =(azz+4/Aazz + a3z,

R(e3) = aszes.

9 { 13 ez, e3) = perer, pales e2) = psiey, py(ei,ej) =0,i=1,2,3,
gler) =aey, ag(ey)=e;+aey, ag(es)=es,

(e1)=0, R(ez)=0, R(es)=aszes,
R(er) =aizes,  R(ep) =0, R(e3) =—Aes,
e R(e;)=-Ae;, R(ex)=-Aey,  Rles) =aszes,
R(e;) =—Xey +ajre;, R(ep) =-Aey, R(esz)=0.
(
(

ey,€3) = psiey, figles e3) = porer, paleje)) =0,i=1,2,3
er)=e, ajgler) =e +ey ajyles)=—es,

o R(El) = —/\el, R(ez) = —/\ez, R(€3) = —/\63.

@1(61;83) = Pp31€1, V?o(;z; e3) = pe1€1, V?1(33:€2) = Psi1€1,
11 Hioles, e3) = porer, piglee)) =0, i=1,23,
3 _ 3 _ 3 _
tole1) =0, ajglex) =e1, ajples) =ey,
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[} R(el) = —/\61, R(Ez) = —/\62, R(€3) = —/\63.
2l
1
12. ,uiz(ei,e]-) =0, é: 1,2,3, .
aiy(er) =e;, ajy(e)) =e +ey, aj,lez)=ex+es,

° R(el) = —/\el, R(ez) = —/\62, R(€3) = —/\83.

6.2.3 Opeérateurs Rota-Baxter dans Ass,

1 { fiier,e1) =—e1, fit(er,e2) =—ey,
: 2 _ 2 _
fii(ex,e1) =—ey,  fif(ey, ) = ey,

ona:
. R(@l) = z/\el — %1'/\82,
R(ez) = —51/\61 - %/\82,
. R(e)) = -3¢ 2%5/\62,
R(EZ) = 2%661 — %62.
2. ﬁ%(el,el) =€ ﬂ%(elfez) = ey,
fiz(ex,e1) = ey, fig(er,ep) =0,
ona:
. R(ep) = 3(-A+ VAT 8a3,)ey +az ey,
R(ep) = ayeq — %(/\ +1/A2—8a3,)e,,
. R(ey) = =3(A+1/A2=8a3))e; +aze5,
R(ez) =dj1e + %(A-ﬁ- A/ A2 - 80%1)62.
3 figler,e1) = ey figler,e2) =0,
on aﬁg(EZI 61) =0, ﬁ%(eZI 62) =0,
2
e R(ey) =ajre;, Rey) = ,\S;“aez
4 figler,e1) =0, figle;,e0) =ey,
fid(er,e1) =0, fiZ(ey,er)=es,
ona:
. R(ey) = —(A+ajy)e; —\/—Aagy —a3,e,
R(ep) =—y/—Aaz - a3,e1 +aye,,
. R(er) =—(A+ayr)ep —/—Aaxp + a3,
R(ez) = =4/ —/\azz - a%zel + ajreés.
5. ﬁg(elrel) =0, ﬁg(elrez) =ey,
I fg(ebel) =0, figley,er) =ey,
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. R(er) =—(A+ajr)e; —y/—Aaz - a3,,
R(ey) = —\/—Aaz — ajyeq + aney,

_ 2
R(ey) = —(A+ayq)e; —\/—Aan, +aj,e;,
°
/ 2
- —/\(/122 —a3,€1 +ajpeés.

6.2.4 Opérateurs Rota-Baxter dans Ass;

=
Pa

(8
N
N\

I

1.{ f3(er,e1) =prier,  f3(exer) = psyen,

fis(es,e3) = poses, fiz(ee)) =0, i=1,2,3,
ona:
e R er)=2=v, R(€2 = O, R(€3) = —A€3

o R e1)= —)\el, R(ez) = —/\ez, R(€3) = —/\eg
) fiz (e, e1) = e3, %3(62,62) =e, fi3(eyes)=ey,
fiz(e3,e3) = ey jiz(eje)) =0, i=1,23,
ona:
) R(el) = 0, R(ez) = —/\62, R(€3) = —/\€3,
[ R(el) = —)\el, R(ez) = 0, R(€3) = —/\€3,
[ R(el) = —)\el, R(ez) = 0, R(€3) = —/\ez — /\63,
) R(el) = —)\el, R(ez) = —/162, R(€3) = —/\63.
3. ﬁg(el’ez) = —é€3, 53(62,61) = €3,
figlez,e2) =e3, figlej,e;) =0, i=1,2,3,
ona:
o R(ej)=ajje; +ajze; +ajzes, R(ey) =0, Rlez)=0,
o R(ej)=ajje; +ajze; +ajzes, R(ey) = —Aey, R(ez) = —Aes,
. R(ep) = (033—\//\a33+a§3)€1 —ajgey,
R(ez) = (az3 — 4/ Aazz + a33)ex,  Re3) = asses,
. R(e1) = (as3 + 4/ Aazs +a3z)e; +ajzes,
R(ey) = (a3 +1/ Aazs + als)es,  R(e3) = aszes,
4 fiz (e, e3) = ley, fig(es,e5) = ley,
‘ f3(e,ej)=0, i=1,2,3,
a:
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a11—4a22

e R(e;)=—-Ae;, R(ep)=-Aey, R(e3)=aszre; — Aes,
e R(ey)=—Ae;, R(ep)=-Xey, R(ez) =azzes,

e R(ey)=—Ae;, R(ep)=-Aey, R(ez) =azje; — Aes,
e R(ey)=—-Ae;, R(ep)=-Aey+arse;, R(ez)=-Aes,
e R(ey)=—Ae;, R(ep)=are;, R(ez)=-Aes,

e R(ey)=—Ae;, R(ey)=areq —Aey, R(ez)=—Aes.

1
5. { olea,e2) = psier,  fig(es e3) = porey,
f. 0(ei,e]-) =0, i=1,2,3,

e R(e;)=0, R(ez) =0, R(e3)=uazie; +azres+asses,
e R(e;) =0, R(ep) =apie +axer+ae;, Rle3)=0,
o R(ey)=—-Ae;, R(ey) =-Aey, Rle3) =aszier+azertasses,
e R(e;) =0, R(ey) =azie; +azes +asze;, Rlez) =—Aes,
o R(ep) =ajie; +appep +agze;, R(ep) =0, R(ez) = —Aes,
e R(ey) =ariey +apey +ajzes, Rley) =—Aey, R(e3) =0,
e R(e;)=0, R(ez) =0, R(e3)=azes+azzes,
e R(e;)=0, R(ez) =0, R(e3)=azier +azzes,
e R(e;)=0, R(ez) =0, R(e3)=azie;+aze,
e R(e1) =0, R(ep) =azes+aye;, Rle3)=0,
e R(e1) =0, R(ey) =azie; +axe;, Rle3) =0,
e R(e;) =0, R(ep) =azex+anne;, Rle3)=0,
o R(ey)=-Ae;, R(ey) =-Aey, Rle3) =asze; +aszes,
o R(ey)=-Ae;, R(ey) =-Aey, R(e3) =aszre; +azzes,
e R(ey)=-Ae;, R(ey) =-Aey, Rle3) =azrer+asyer—Aes,
e R(er)=—Aey, R(ep) =ane;+axes, R(ez)=-Aes,
o R(ey)=-Ae;, R(ey) =aze; —Aey,  R(ez) = —Aes,
e R(e;)=—Aey, R(ex) =apie; +axpey, R(ez)=—Aes,
e R(ey)=—Ae;, R(ep)=axe,, R(ez)= ax(Mtan), ,
(e1)
(e1)
(e1)
(e1)
(e1)
(e1)
(e1)
(e1)
1

e R(e;)=0 R(ey) =—piazje;—piazye,+azzes, R(e3) = azje;+
azzeép + pilajzses,
A
e R(ey) = ajie; +ajre; +ayzes, R(ey) = —5e; — pes, R(e3) =
~ A
Ipe; — 5é€s3,
o R(ej) =ajje; +ajpe; +ajses,

o R(ey)=—4e, +ipes, R(e3) = —ipe, — 4e;



6.3

6.3.1

90 Chapitre 6. Structures Rota-Baxter des algebres Hom-associatives.

® R(e1) =0, R(ey) = —ipasyey +asses, R(es) = azzex +ipasses,
e R(e1) =0, R(ey) = ipazye; + apses, R(es) = asyep —ipasses,
e R(e1) =0, R(ey) = —ipasie; —azzey, Rles) = azeq +azze;
e R(er) =0, R(ey) = ipaz ey +aszey, R(esz) = azre; +azze;
o R(e) = —Aey, R(ey) = —ipAasser, Rles) = azpey — Aes
e R(e1) =—Aeq, R(ey) = —ipAasye,, R(e3) = azre, — Aes.
6. l?zz(ezy e3) = —psie1, f%z(%ez) = Ppsien
fito(es,e3) = porer,  fiiy(eiej) =0, i=1,23,
ona:
e R(er)=-Ae;, R(ep) =apertanertares, Rles)=-Aes,

R
b R(el) = 01 R(€2) = _p/\32 +p/\€3, R(€3) = O
R(el) = _/\61; R(@z) = —p/\ez —p/\€3, R( ) = —/\33

LEs ALGEBRES RoTA-BAXTER HOM-ASSOCIATIVES
UNITAIRES EN DIMENSION 2 ET 3

Opérateurs Rota-Baxter dans U/ H.Ass,

2 2
pi (e, er)=er pi(e,e)=e

L. Plizz(ez; er)=ep zﬂéz(‘?z: ey) =ej +ey,
05{ (e1)=¢; 05{ (e2) =e;
ona:

° R(el) —)\el, R(ez) —/162,

A5 _5
* R(e)= +\F ey + \fez; R(ez) = \%31 + 1$\F €.
A(=5 -5 \/>

® R(e)= %61 - \/%ez, R(ey) = —\/%61 13 €.

/’1/22(61131) =e P"zz(zel;ez) =—e,
2. 1y (ey,e1) =—ey P"z (e2,€2) = ey,
af(e;)=e; aj(e)=ey,
ona:

) R(el) —)\el, R(€2) = —/162.
Pl3 J(er,e) =€ pile,er)=0
3. (e 1)=0 pileser) =ey
af(e;)=e; af(e)=0,

on a
o R(el) = —)\el, R(€2) = —/162,
[ ) R((i‘l) = O, R(€2) = —/\6'2,

® Rey)

—Ae;, R(ey)=0.
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P‘%(%fﬁ) =e ,”%(61:62) =e
4. ,”‘212(62’31) =e 21”21 (e2,€2) =0,
ai (e1)=¢; ai (e2)=ey
ona:

° R(el) = /\61 + 2b21€2, R(ez) = b21€1 - /\62,
) R(el) = —/\el + 2b21€2, R(€2) = b21€1 —és.

6.3.2 Opérateurs Rota-Baxter dans U/ H.Ass;

P‘l (61,61) =eq, P‘l (62: ez) =eyte3, P‘l (62: e3) =ep +e3

1 py(es,e0) = ex+ e, pi(e3,03) = €2+ €3, 17 (es,0) = 0,1,j =1,2,3
ap(er)=e; ap(e)=0, aple)=0,
ona:
R(e1) = 0, R(ey) = —Aey — Aes, R(e3) = azpes + azses
R(ey) = 0, R(ey) = —azze; —aszes, R(es) = azoe; +azszes,
. R(€1) = —Aey, R(ep) = —(A +azp)ex — (A + azz)es, R(ez) =
azp€p +dzzes
o R(ey) = —Aey, R(ey) = —azye; —azzes, R(es) = azpe; +asses.

(61,61) e I42 >(e1,e3) = €3, 5 (62; ey) =
2. (63,61) =e3, 4y (e3,e3) = eg +e3, 15 (e, ) 0,4,j=1,2,3
( e)=e; af(e)=0, aj(es)=es,

(61) =-Ae;, R(e) =0, R(e3)=-Ae;
(1) =—Aeg + Aes, R(e ):0, R(e3) = Aeq + Aes
(e1) = Aey — Aes, R(ey) = 0, R(es) = —/\el Aes

e R(e;)=0, R(ey)= —/\ez, R(e3) =
(e1)=—Ae;, R(ey) =—Aey, R(€3) =—Ae;,
(1) =—Aey + Aes, R(ey) =—Aey, R(ez) = Aep + Aes
(e1)

e R(ey) =Aeg—Aes, R(ep) =-Xdey, R(ez) =—-Ae; — Aes.
p5 (e, e1) = ey, ps (61’63) = —e3, }43 >(ey,€7) = €3
3 P‘§3(€3’€1) = —e3, i3 (€3f€3) = ey, 3 (ez: ) 0,1,j=1,23
ayle;)=e aple)=0, aj(es)=-e;,
ona:
[ ] R(el) = O, R(e2) = —/\(32, R(€3) = O,
) R(el) = —/\el, R(ez) = O, R(e3) = —/\83,
° R(el) = —/\61, R(ez) = —/\62, R(e3) = —/\63.
pi(er,er) = ey, pj (61;62) =e) My (62;61) =e
4 yﬁf’(ez er) =€ +ez, ;44 (e3,e3) = 63, //14 (el, ) 0,1,j=1,2,3
aple;)=e a(e)=es ajes)=0,
ona:

e R(e;)=0, R(ey)=-Aeg—Aey, R(e3)=0,
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e R(e;)=—-Ae;, R(ey)=Ae;, R(e3) =0,

e R(ey)=—-Ae;, R(ep)=-Xdey, R(ez)=0,

® R(e;)=0, R(ez)=0, R(e3)=-Aes,

e R(e;) =0, R(epy)=-Aeg—Aey, Rlez) =—Aes,

e R(ey)=-Ae;, R(epy) =Aey, R(e3)=-—Aes,

e R(ey)=—Aey, R(ez) =-\ey, R(e3) =—-Aes,
ps (er,e1) = ey, P‘s J(e,e0) = =€ pg(ere) =—e;

5 ps (e, e0) = eq, p3(es, e3) = e3, .”5 J(eie;)=0,i,j=1,2,3
aP(er)=e ai(e)=-e, ab(e3)=0,
ona:
e R(e;)=—-Ae;, R(ep)=Aey, R(e3) =0,

(er)
° R(el) =0, R(ez) =0, R(€3) = /\@3,
(er)

e R e1)= —/\61, R(€2) = —/162, R(€3) = —/163.
,”/62(31:61) =é€1, l/léz(epez) = éy, 4/1’63(61,63) =é3
6 e (e2,e1) = e, g (ea,€2) = e, e (e, €3) = e3,
13 _ 13 _ 73 —
P‘63(€3:€1) =e3, 1436 (e3,€7) = e3, I346 (e3,e3) = ey +e3,
Vi Vi ]
Ug (e1)=¢; Ug (e2) = ey, Qg (e3) =e3,
ona:

)=0, R(ey)=-Aep, R(esz)=-Aes,
° R(@l) = —/\61, R(€2) = 0, R(@g) = O,
e R(ey)=—-Ae;, R(ep) =-Xey, R(ez)=-—Aes.

prlen,er) = ey, prlen,en) = €5 p7(er,e3) = —e
’3 _ /3 _ ’3 _

7. ]/1,73(62, el) =€y, l47 /(3621 62) = —é€y, ]/1/73(621 63) = é3,
Pl73(€3;€1) = —63;3117 (e3,€3) = 635 p7 (e3,e3) = ey,
ar(e;)=e aj(e))=ey a;(es)=—es

ona:
) R(@l) = 0, R(ez) = —/\6’2, R(@g) = —/\63,
e R(eg)=—-Ae;, R(ep)=0, R(e3)=0,
[ R(el) = —)\el, R(ez) = —/162, R(e3) = —/\(33.
ug (e, er) =ep, ugler e) = —ea,  pg(er,e3) = es
73 _ 13 _ 73 _

8 V%(ez: ey) = —ey, ,Vs (e2,€7) = e3, gg (e2,€3) = ey,
#83(63161) = €3, P‘38 (e3,ez) =€y, ﬂ% (e3,e3) = —e3,
aé (e1) =¢ as (e2) = —ey, OC§ (e3) = e3,

ona:

o R(el) =0, R(Ez) = —/\62, R(€3) = —/163,

) R(el) = —)\el, R(ez) = 0, R(eg) = 0,

o R(El) = —/\el, R(ez) = —/\ez, R(€3) = —/\63.
}4’93(61161) =éq, Pl,93(€1fez) =aey, }4’93(61163) =3,

9 e (e, e1) = aey, ug(ex,e) =0, pi(ep,e3) = 0,
’ ’3 = — ’3 =0 ’3 =

Ho (e3,e1) = —e3, pg (e3,€3) =0, pug’(e3, e3) = e3,
aés(el) =€ a§3(e2) =aey, “§3(€3) = €3,
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e R(e;)=0, R(ey)=0, R(e3)=-Aes,

e R(ej)=—Ae;, R(ep)=0, R(e3)=0,

e R(e)=0, R(ep)=-Arey, R(e3)=0,

e R(e)=0, R(ey)=-Xey, R(e3)=-NAes,
)
)=

e R(ej)=-MAe;, R(ey)=-Aey, R(ez)=-NAes

e R(ey)=—-Ae;, R(e)=-Aey, R(e3)=0.
ﬂﬁ)(eliel) =er ,14130(31, ey) = ae, ﬂﬁ)(el,es) =—e3
o, | e 1) s i) =0 e 20
‘l/lio(€3, 61) = —€3, ﬂio(@g,, 32) = O, l’li()(e3’ 33) — 0’
aﬁ)(el) =6 01{30(62) =ae, 0‘130(63) = —e3,
ona:

e R(e;)=0, R(ey)=0, R(e3)=-Aes,
e R(ej)=—-Ae;, R(ep)=0, R(e3)=0,
e R(e)=0, R(ep)=-Aey, R(e3)=0,
e R(e1)=0, R(ey)=-XAey, R(e3)=-NAes,
e R(e;)=—-Ae;, R(ep)=-Aey, R(ez)=-Aes,
)=-Ae;, R(epy)=-Aey, R(e3)=0.
Pl en) =ep, pii(er,e0) = aey,  pf(er,e3) = a’es
11 il (ex,e1) = aey, pi(e2,€2) = €p, pi) (e2,€3) = 0,
p1(es,e1) = a%es, uyi(es,e2) = 0, u (e3,e3) = 0,
afi(er) =er api(e) =ae,, af(es)=a’es,
)=0, R(ez) =—Aey, R(e3) =—Aes,
e R(ej)=—Ae;, R(ep)=0, R(e3)=0,
e1) =—Ae;, R(ey)=-Aey, R(ez) =—Aes.
(er,e1) = ey, P‘12(31:€2) 2: P‘lz(elre3) bes
(e2,€1) = €2, P‘1z(€21 ey) = bez; /"12(62f63) =es3,
((33,81) bes, pir(es e2) = 0, uis(es e3) = 0,

l‘
12. ) M

I/l 73 ’3

a )=e1 apslex)=ey apyles)=bes,

2
3
2

=0, R(e;)=0, R(e3)=-Aes,

=-Xde;, R(ey)=0, R(e3)=0,

=0, R(e;)=-Aey, R(e3)=0,

=0, R(epy)=-Aepy, R(e3z)=-Aes,

=-Xe;, R(ey) =—-Aey, R(esz)=-Aes,

—Ae;, R(ep)=-Xdey, R(ez)=0.

(e, e1) =ey, l413(€1;€2) —ey,  pi3(er,e3) = bey
(62,61) —e, P‘13(62; ez) =0, pi3(ez,e3) =0,
(
(e

)
)
)
)
)
)

N

1
73
13
/3
3 3

/. ).

e e1) = bes, yi3(ese2) = 0, pi3(e3,e3) = 0,

=€ ayle)=—e) afy(es) = bes,

13
’3
13\€
ona:
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e R(e;)=0, R(e)=0, R(e3)= —Ae3,
e R(e;)=-Ae;, R(er) =0, R(es)=
e R(e1)=0, R(ep)=-Xdey, R(e3)= O,
e R(e1)=0, R(ep)=-Xey, R(ez)=—ANes,
e R(e;)=—-Aey, R(ep)=—-Aey, R(ez) =—Aes,
e R(ey)=—-Ae;, R(ep)=-Aey, R(ez)=0.
% e e1) = ey, uiylen er) = b%ey,  piyler, e3) = bey

(

14 (62, e1) = b2ey, yyy(es,e2) = 0, }4134(32; e3) =0,
Ci(es, 1) = bes, piy(es, e2) = 0, uiy(es e3) = 2,
(

Hia
34 e)=e; ary(e)) =b%, api(es)=bes,
on a
) R(el) = 0, R(ez) = —/\62, R(eg) = —/\(33,
) R(el) = —)\el, R(ez) = 0, R(€3) = 0,
R(e;) =—=Xey, R(ey) =—Aey, R(es) =—Aes.

ey, e1) = aey, M%(ezy ey) =0, #125(62' e3) =0,
es, e1) = bes, pis(es,e0) =0, pis(es,e3) =0,

. €1
pis(ener) = ey, pii(er e2) =aey,  pis(er,es) = bes
(
(es,
b (e1) = ¢ 0‘135(62) =aey, 0433(63) = begs,

on a :a15
e R(e1)=0, R(ey)=0, R(e3)= —Ae3,
e R(e;)=-Ae;, R(ep) =0, R(es)=
e R(e;) =0, R(ey)=-Xey, R(e3)= O,
e R(e;)=0, R(ep)=-Aey, R(es)=—Aes,
e R(e;)=—-Aey, R(ep) =—-Aey, R(ez) =—Aes,
e R(ey)=—-Ae;, R(ep)=-Xey, R(ez)=0.

-2 ~2

1 { wile,er)=e wpiler,ex)=e
. ~,2 }22
1

l"](eZJel)_eZ
ona:

e R(ey)=-Ae;, R(ex) =-Aes.

-2 -2
5 )2 %(31161) =e %(61;62) =e
Wsleyer)=e, ui(eyer)=ey,
ona:
[ R —)\el, R(ez) = —/\62.

er)
-2 -2
U %(61161 =e p %
Wilex,e1) =ey piyler,en) =0,
onha:
R

1) =-Xe;, R(ey) =-Ae,.
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6.3.4 Opérateurs Rota-Baxter dans U/ Ass;

i ey, er) = ey,

-3
Weler,er) = ey,

~3
Weler,es) =es,

~3 ’ ]
L. 2 g(eZIel) = ey, Veg(ezlez) = ey, Vei(ezlea) = e3,
P‘é (e3,e1) = e3, Mé (e3,€7) = e3, ﬂé (e3,e3) = ey +e3,
ona:
e R(ey) =—Ae;, R(ep)=-Xdey, R(ez)=-Aes.
~) “‘,3 ”,3
ﬂ7?3’(€1;€1)—€1y Woler,ex) =ey po(er,e3) =es,
2. P"g( ey, e1) = ey, 14,72(62, ey) = —ey, P‘;;(ez: e3) = —es,
py(es e1) =e3,  py(es,e) =—es,  py (e e3)=ey,
ona:
[} R(el) = —/\el, R(ez) = —/\62, R(€3) = —A€3.
» -3 -3
I"Sz)(el:el)—eli Weler,ex) =ey  pgler,e3) =es,
3 /",g(eZlel) = ey, P‘ég(ezf ey) = e3, P‘?(Sezf e3) = ey,
pg(es,e1) =e3,  pgl(es, en) =—ey, pg(es e3) =—es,
ona:
[} R(el) = —/\81, R(€2) = —/\62, ) = —/\63
i - )3
P‘9z(€1;€1)=€1, Mo S(e1,e5) = €3, P‘9(€1,€3)—€3,
4. l",g(ezfel) = ey, Pl93(€2} ) =0, ug(eres)=
uo(es,e1)=es, piles, ) =0, pbles e3)= 63,
ona:
[} R(el) = 0, R(€2 = 0, R(€3) = —/163,
° R( ) = —/\el, R(ez) = —/\62, R(€3) = O,
[} R(el) —/\el, R(ez) = —/\62, R(€3) = —/\63.
B -3 -3
I‘130(31;31) =e;, pWiole,ex)=ey piglere3)=es,
5. Wiolener) =€y pihlenea) =0, piylese3)=0,
pioles,er) =es, pg(es,en) =0, pg(es e3)=10,
ona:
[} R(el) = 0, R(@z = 0, R(€3) —/163,
[} R(el) = —/\61, R(Cz) = —/\62, R(€3) = O,
[} R(el) = —/\61, R(@z) = —/\ez, R(€3) = —A€3.

3
Vial(elxel) =e,
6. P"%l(ez; ep) =ey,
Hii(es eq) = es,

ona:
L R(el) = _/\eli

ﬂizz(ebel) =ey,

7. V’%z(eb ep) = ey,
Vi

pia(es er) = es,

ona:

-3
Wiplep,e2) = ey,
1 (exe0) = e,

ps (es,e5) =0,

R(ey) =—Aey,  Res

~3
}4’12(31:32) = éy,
pih(enex) = ey,

uih(es ez) =0,

-3
Wi (e, es) =es,
ui(ez,e3) =0,

1o (es,e3) =0,

): —/\63.

-3
Wi,(er,es) =es,
@132(32: e3) = e3,
).

Hia(es e3) = e3,
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e R(e;)=0, R(ey)=0, R(e3z)=-Aes,
e R(eg)=—-Ae;, R(ep)=-Xdey, R(e3)=0,
e R(e;)=—-Aey, R(ep)=-Aey, R(ez)=—Aes.
illene)=e,  phlene)=es Wigleres)=es,
8. Wialese)=es  pilener) =0, uieres) =0,
AS al{ﬁ(es;ﬁ) =e3, piales e2) =0, piyles,e3) =ey,

[ R(el) = —)\el, R(ez) = —/162, R(€3) = —/\63.
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LE but de ce chapitre est de déterminer les structures de Hom-
Bialgebres associées aux algebres Hom-associatives des clas-
sifications en dimensions 2 et 3. Les algebres Hom-Bialgéebres et
Hom-Hopf sont des généralisations des structures de Bialgebres
et d’algebres Hopf, ou les conditions d’associativité et de coasso-
ciativité sont twistées par un homomorphisme.
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7.1 Hom-BIALGEBRES

On rappelle les définitions, voir [MS10b), ?] pour la théorie gé-
nérale.

Definition 7.1.1  Un coalgebre Hom-coassociative est un quadriplet (4, A, ,¢) ou A
est un K-espace vectoriel et

A:A—A®A et ¢:A—K (7.1.1)

sont des applications linéaires satisfaisant les conditions suivantes :
(C1)  (B®A)oA=(A®B)oA

(C2) (id®e)oA=p (e®id)oA=p.

Soient (A, A, B,¢) et (A", A, B/, ¢’) deux coalgebres Hom-coassociatives.
Une application linéaire f : A — A’ est un morphisme de coal-
gebres Hom-coassociatives si

(fef)oA=ANof, e=¢of et fop=pof. (7.1.2)

Si A = A’, alors les coalgebres Hom-coassociatives sont isomorphes
s’il existe une application linéaire bigective f : A — A telle que

N=(fe®f)oAof™, e=cof et B=flop' of. (7.1.3)

Definition 7.1.2 Une Hom-bialgebre est un sextuplet (A, u,a,1,A, B, €) ou
(B1) (A, p,a,n) est une algebre Hom-associative
(B2) (A,A, B, ¢€) est coalgebre Hom-coassociative.

(B3) les applications linéaires A et ¢ sont des morphismes d’al-
gebres (A, p, a, 7).

La condition (B3) peut se traduire par le systéeme suivant :

A(el):€1®€1 ou 61:17(1)

Ap(x®y)) = A(x) @ A(Y) = 3 m(x @91 @ p(x? @ (')

gle) =1

e(p(x®y)) = e(x)e(y)
ou | e désigne la multiplication sur le produit tensoriel. De plus,
on utilise la notation de Sweedler A(x) = Z(x)x(l) ®x?). Siln’y a
pas d’ambiguité, on désigne la multiplication par un point.

On peut envisager une définition plus restrictive ou les ap-
plications linéaires A et ¢ sont des morphismes d’algebres Hom-
associatives c’est-a-dire la condition (B3) est équivalente a
[ Aler)=e;®e; ot e =1(1)

Ap(x®y)) = A(x) @ A(Y) = 3 m(x N @91 @ p(x? @ (')
e(ey) =1

e(u(x®y)) = e(x)e(y)

Ala(x)) = a(xV)® a(x?

eoa(x)=¢g(x).
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Dans la suite, on va considérer le cas @ = f et la Hom-coalgebre
multiplicative.

Soit G un groupe et KG l'algebre de groupe correspondant sur K.
Comme un espace vectoriel, KG est engendré par {eg s G}. Si
a : G — G est un homomorphisme de groupe, puis étendu a un
endomorphisme d’algebre de KG par

“(Z ageq) = Z aga(eg) = Z AgCa(g)

geG geG geG

Considérons la structure bialgebre usuelle sur KG et un morphisme
de bialgebre. Alors, on définit une Hom-bialgebre (KG, y, A, ) sur
KG par

pleg®eg) = alegy, Aleg) = aley) ®aley).

Soit A un espace vectoriel de dimension n sur K. On fixe une
base {¢;};,_ , de A dans laquelle une multiplication p (resp une
commultiplication A) est identifié avec ses n® constantes de struc-
ture Cf‘j € K (resp. D] )ou p(e;®e;) =D 4 le et Ae;) = > 7 ks kae]@
ex. La counité € est 1dent1ﬁee a n ses constantes de structure b;. On
suppose que e; est I’élement unité.

(A@a)oA=(aoA)oA Hom-coassociativité (7.1.4)

(A®a)o Ale;) ZZZZZDMD”atqer@es@et. (7.1.5)

t=1 p=1 g=1 r=1 s=1

(@oA)oA(e ZZZZZD%WD;%@@@Q. (7.1.6)

t=1 p=1 g=1 r=1 s=1

(e®id)oA=(id®€e)oA=a co-unité (7.1.7)
(e®id) o Ale;) ZZD’”’ (7.1.8)
p=1q=1
(id®¢€) o Ale;) ZZDq (7.1.9)
p=1g=1
Aoa(e;) = (a®a)A(e;) multiplicativité (7.1.10)

Aoale :ZZZ%DP% ®e, (7.1.11)

q=1 p=1 j=1
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(a®a)A ZZZZD Ayr05€, ® € (7.1.12)

q=1 p=1 r=1 s=1

Aop(e; ®e;) ZZZC Df¥e, ® e, (7.1.13)

s=1 r=1 k=1

(n®p)oTo(A( ZZZZZZDMDth’thme ®e;.

r=1 s=1 p=1 g=1 t=1 m=1

(7.1.14)
Par suite, on a le systéeme d’équations suivant :
4
> > (DF"Dyay,-D}%a,,D;') =0 7.1.5)—(7.1.6
p=1¢g=1
n n
Zqueq—ZD?rer = a;, 7.1.8) - (7.1.9),
ZaﬂD”q ZZD“ a5 =0 7.1.11) - (7.1.12
r= 1s 1

ZCQD,QS—ZZZZD{”D;mc;tc;m:0, 7.1.13) - (7.1.14
k=1 p=1g=1 t=1 m=1

7.2 HomM-BIALGEBRES EN DIMENSION 2 ET 3.

Nous allons donner toutes les Hom-Bialgebres associées aux
algebres Hom-associatives de dimension 2 et 3. Grace aux calculs
directs utilisant le logiciel de calcul formel Mathematica, on ob-
tient les Hom-coalgebres suivantes associées aux algebres Hom-
associatives afin d’obtenir une strucure de Hom-Bialgebre. On dé-
signe par Af-"j les comultiplications et les counités par effj, ou i
indiquent la multiplication et j lélément de la comultiplication
qui, combiné avec la multiplication pour determiner une Hom-
bigebre.

7.2.1 Hom-Bialgebres en dimension 2.
e Pour l'algébre A%, on a les Hom-Bialgebres suivantes :
L. A%1(61) =e1®ey,
A1 1(e2) = \g/',g(_el Qe +e,®e)+ %g(el ®e,ter;®ey),
ef1(e1) =1, &f(ep) = 1+\F
2. Af,(e1) = e ®ey,
Al H(ep) = \FS(el ®e;—e,®ey)+ %@(61 ®ey+e,®eq),

2 2 1-v5
81'2(61) = 1, Elyz(ez) = T\/>.
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3. A%3(61) =e;1®eyp,
Af 5(e) = 5{8661 ®er + @(61 ®ey+ey®e —2e,®ey),

2 2 1-v5
e2ser) =1, el5(e) =152
4. A%4(€1) =e1®eq,
5+V5 5
Al 4(62) 41—6/>61®61 —%(61@624-62@61—262@62),

e

ee)=1 e yle) ="
e Pour l'algebre A%, on a les Hom-Bialgebres suivantes :
1. A%}l(el) =e1®eq, Ag,l(ez) =e,®ey, s%}l(el) =1, e%yl(ez) =1.
e Pour l'algebre A}, on a les Hom-Biagebres suivantes :
Aj1(er) =€ ®ep, Af () = Aey®ey, €5 ,(e1) = 1, 5, (e2) = 7.

Remark 7.2.1 Tl n’existe pas de Hom-Bialgébres pour 'algébre A7.

Voyons maintenant, les Hom-Bialgebres de type associative de di-
mension 2.

e Pour l'algebre A%, on a les Hom-Bialgébres suivantes :
1. Af (1) =€ ®ey,
Al 1(e2) = \56(—61 ®e;t+e,®ep)+ #(61 ®er+e,®er),
& 1(e1) =1, (e2) = 1552,
2. Al 2(@1) —_— el ®€1,

5 545
Alz(ez) ‘f(el®el—ez®e2)+%r(el®ez+e2®el),
2 1-v5

efz(el) =1, e¢1,(e) ="
3. Afs(e1) = e ®ey,
A1 3(ep) = 5+‘fe ®e; + ‘f(el ®ey+e,®e;—2e,®¢e3),
1-5
5%2,3(62) = T\f
4. Al 4(61) =€ ®€1,
5+v/5
Al 4(62) {Bfel ®€1 -

2 1
51,4(31) =1, 51,4(62) =

g(el Qey+e,®e; —2e,Qe;),

+
"I

e Pour l'algebre A’;, on a les Hom-Bialgebres suivantes :
L AS (e)=e1®e, Afj(er)=5(-e1®e;+e1@er+e,®e)),
e%l(el) 1, 6%'1(62) =1.
2. A2,2(el) =e1®ey, A% 2(er) =—e;®ey,
&ale) =1, &,(e))=-1.
3. A%’g,(el) =e;®eq, Az s(e) =er®ey, E%Q(el) =1, 5%2(62) =1.
4. A%A(el) =e;®ey, Az 1(e2) = (61 ®e;+e;®ey—er;®e)),
& 4e1) =1, & 4(e)=-1.
e Pour l'algebre AZ, on a les Hom-Bialgebres suivantes :
Aﬁyl(el) =e; ®ey, Ail(ez) =Ae; ey, Eil(el) =1, éil(ez) = %
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7.2.2 Hom-Bialgebres en dimension 3.

e Pour l'algébre A7, on a les Bialgébres suivantes :
1 A (1) =e; ®ey,
A%,1(€2) =Me,®ez3+e3®er)+ ey ®er +e3®e3),
Ail(e3) =B, ®es+e3®ey)+ Aea ®ep +e3®e3),

16 4(-1+4
5%,1(61) =1 5%,1(62) = ﬁ: 5%,1(63) = (_T+85ﬁ)

2 A},(e) =€ ®ey,
A3 5(e2) = Pres®ey — Pales®es +e3®@ ey —e3 @ e3),
A3 5(e3) = 3B3(e2®er +e3 @3+ e3®@ ey + Paes @ e3),
eq(e1) =1, &,(e) =2, & ,(e3)=2.

3 As(e)=e1®ey,
A3 5(e;) = l(562 Rey—e,Qez—e3Qe, +e30e3),
A13(€3) (—3ez®e2+3e2®e3+3e3®ez+e3®eg),
efﬁ(el) = 1, ei3(ez) =2, 6%’3(63) =2.

e Pour l'algébre A%, on a les Bialgébres suivantes :

1. A (e1)=e1®e1, A} (e)=er®e;

A3 (e3) = 51{(61®€3+63®€1)+ ‘Sf( ey @e; +e3®e;3),

ele)=1, &(e)=1, €(e3)= 1+\f

2 Aj,(e1)=e1®e;, Aly(e)=e,®e;

545
Az 2(e3) = J{?)f(el ®eztez®ey+ \F(el ®e; —e3®e3),

53,2(31) =1, 53,2(62) =1, 53,2(63) = 1_2(5'

3 A%3(€1) =e1®eq, Ag’?)(ez) =e; ey,

5-v5 5
A23(€3) 1{61@61+%(€1®€3+€3®€1—2€3®€3),

e35le1) =1, e3s(e)=1, €35(e3)= l_2(5'

4 Ag4(€1):€1®€1, A%4(€2):€2®€2
A23(e3) >~ \fe ®e; + \B(el®e3+e3®el 2e3®¢e3),

Sae)=1, ye)=1, 45 =155,

e Pour 1 algebre AJ, on a les Bialgebres suivantes :

Ail(ez): = ‘F(el®ez+e2®el) ‘?( —e1 Qe +e,Q¢,),

Ai,l(es):%@@s 521(61)—1 541( 2) = 1+( 541(6’3)—1
2. A (e1) =€ ®ey,

Aiz(ez): Sﬁsf(el®ez+ez®el) \SF( ®el—ez®ez)

A3 (e3)=es@e3, €1 (e1)=1,€3,(e2) = \f: €31(e3)=1.
3. Ajs(e1) =e1®ey,

Ai?)(ez) == (61 ®e; + \f(el ®e)+e,®e;—2e)®e3),

Ajsles) =es@es,  edsler) =1, e35(e2) =155, ed5(e5) = 1.
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5+V5 5
4 A?M(el) =e;®eyq, Ai4(€2) = Rfel ®e; — %»(61 ®ery+er®

—2e,®e,),

Ai,4(e3) =e3Q®e3, &y 4(‘31) =1,¢5 4(32) 1= \F 4(63) =L

e Pour l'algebre A2, on a les Bialgébres suivantes :

1.

Agl(el) =e;Qey,

A61(62) = 3(3ez®62—62®e3—e3®62+2e3®e3)

Al (e3)=1(-e,®ey+2e,®e3+2e3Re; + e3®¢€3),
52,1(31) =1, 52,1(62) =2, 52,1(33) =1.

Ag Kler) = e ®ey, Ag 2e) =er®ey,

A}, (e3) =2 \f(€2®€3+€3®€2) \/5(62@’62—33@33);
oaler) =1, €2a(e) =1 €2o(e3) = %ﬁ

A2’3(61) =e1®eq,

3 _5-v5 5+vV5
A6’3(62)— 0 er,®e; + 0 er®ey+

\f(ea ®e —e3®ey),
A2 5(e3) = 5+\f(€2 Qezt+ez®er)+ \f(ez ®e; —e3®e3),

52,3(31):1: 82,6(62): 1, 526(33) 1= \f
A2,4(€1) =e ®ey,

A24(e2): 5+\F€2®61+ \f€2®€2+ \f( e3®e; +e3®ey),

A} 4(e3) = 51((€2®€3+€3®€1) \56( e, ®e; +e3®es),

edaler) =1, el4le)=1, &l(e5) =150

A2’5(61) =e; Qey, Ag’s(ez) =e1®e+e,®e; —er ey,
A2’5(€3) =e1Qe3—e,®e3+e3®eq, sg’s(el) =1,

52,5((32) =0, 82’5(63) =0.

Agﬁ(el) =e; ®ey, Agﬁ(ez) =e1Qe+e,®e; —ep, ey,
Ag’6(e3) —e;Qez+e3Qe; —e3®ey, 32,6((31) =1,

62’6(62) =0, 62’6(63) =0.

A2,7(61) =e1®ey, A2,7(‘32) =e1®er+er®e —er ey,
A2’7(e3) =e ®€3+1%F5€2®€2—€2®€3+€3®61 —e3Q®ey,
casler) =1, €;(e2)=0, &;(e3)=0.

Ag,s(el) =e;Q®ey, Ag,s(ez) =e1®er+ey®e —ex ey,
Ag,s(%) =e ®€3+%§€2®€2—€2®€3+€3®€1 —e3®ey,
82,8(61) =1, 62'8(62) =0, eg’yg(e3) =0.

Nous allons donner les Hom-Bialgebres des algebres de type asso-
ciative de dimension 3.

e Pour l'algebre AZ, on a les Bilagebres suivantes :

1.

A71(61)—61@’61'

A3 1(e2) = Bres®ey — Bre, ® ez —e3®e3),
A7,1(63) =y1(e2®e;—e, ®ez—e3®@ey) + yre3De3,
&1(e1)=1, & (ea)=-1, & (e3)=-1.
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10.

11.

12.

:%,2(61) =e;®ey,
A 2a(e2) = Prea®er + Pres ®ey + Pa(—e2®en +e3®67),
3.(e3) =Prer®e; — Paes®ep + f3(—er®e3 +e3®e3),
&,(e1)=1, &,(ed)=-P1, & ,(e3)=po.
~33( =e1®eyq,
;3( = e1®e)+e,®e1 +f1e,Qe,—fr(e,®e3+e30e,+e30e3),

1) =
2)
2sles) = e ®es+es®ep+y1(2®@e - ez —e3Qe;) +
y263®e3 5;3(61)21, 53,3(62)20, 5;”3(63)20.
(61)—€1®61:

2 ale2) = Pre1®er+ fre; ®es + f3(—e2® ey + €, ®e3),

3 4le3) =Pre; ®ey + Pae; ®ez + Pa(—e3® ey +e3®e3),
574(61) L, & 4e)=—P1, & 4le3) = po.
A7 s(e) =e ®ey, A7,5(‘32) =—ey®ey,
A75(@3) yie2®er—ys(e,®e3—e3®e; +e3®e3),
Gsle)=1, &sle)=-1, & 5(es) =1L
=e;®eq,
=f1e,®@e;—Pr(ea®ez+e3®e) —e3@e3),
= —e3®e;3, 5%6(61) =1, 5%6(62) =-1, 53’6(63) =-1.

1€2®€2—[32(€2®€3 t+e3®ep —€3®€3)
( €2®€2+€2®€3+€3®€2)+ﬁ2€3®€3,
53'7(61) = 1, €;y7(62):_1, 5;7(63):—1.

mm

é%,s(el) =e ey,

A3 g(e2) = Pi(er®er —er @ ez —e3® ;) + Pres R e,

Al gles) = —es@es, & (e1) = 1, 8 g(en) = B2, & g(e3) = 1.
A%(el) =e1Qeq,

A3 _

A7 9(e2) = yi(e2®e3 +e3®ey) +y2e3@e3,

A%(@s) =Y3e®e+y163Qe€3,

N - ~ 1
83’9(61) =1, e%lg(ez) =0, 53’9(e3) =50
A7 10(62) =€ ®€2 +€2®€1 +é) ®€2,
A710(€3) —61®€3+7/1(€2®€2—€2®€3—€3®€2)+€3®€1 +
Vre3®e3, 5;’,10(61) 1, e%lo(ez) 0, €§y13(e3) 0.
A%ll(el)—el‘gel:
A711(62)—31‘53’€2+€2®€1 +er®ey,
A711(e3) =e1Qe+yie2®e+ V(- ®e3—e3Qe+e3®
=3 3 3 1

es), & 11(e1) =1, & 41(e2) =0, & ,4(e3) =5

X3

~A7,12(€1) =e;®ey,
A%}lz(ez) =e1®eyt+e,Qe1+f1e,®er+ Pa(—er®ez—e3®ey +
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€3®€3)
A7 12(e3) = €1 ®e3+e3®@e; +e3®@e3,
5%12(51) 1, & 15(e0)=0, & ,(e3)=0.

13. A7 13(61) — 61 ®€1,
A7 13(62) =€ ®€2+€2®€1 +ﬁ1€2®€2 +[32( €2®€3—€3®€2+
€3®€3)
A7 13(e3) =e1 ®es+ Pfr(ea®ey —e, ®e3 —e3®e;)e; ®®ey +

~3

pies®es, E7q3(e1) =1, 87’13(62) =0, 67)13(63) =0.

14. A3 4(e1) = e1®e1, A 1 4(e2) = —e,®e5, A3 | 4(e3) = —e3®e3,
=3 <3 =3
&7,19(61) - 1, (‘;7,19(62) - —]., &7’19(63) - —1.

15. A%yw(el) =e;Qey, A%lS(eg) =e1Qey+e,Qe; +erQey,
A;’15(€3) =e1Qe3t+e3Qe; +e3Qe3, 53’15(61) =1,
=3 <3
“'7,15(62) =0, é7,15(‘33) =0.

e Pour l'algébre A{, on a les Bialgébres suivantes :

X X 1

L. Ag 1(er) = 61 ®e1, A (e2) = —3(e2®e3 +e3®¢;),
A3 (e3) = 5(e®@es—e3®e3), & 1(e1) =1, &3 1(e2) = 0,

Eg,l( 3) = —2-
2. Ag,z(el) =e ®ey,

A3 ,(e2) = —Si(e;®ey —i(e; ®ez +e3® ey +ie3®e3)),

A3 (e3) =—e3®e3, £35(e1) = 1, &3 5(e2) =1, £3 5(e3) = —1.
3. Agﬁ(el) =e;Qey,

Agﬁ(@_) = —%(62 ®e)—ie, ez +iez3®ey +e3®e3),

A3 3(es) =—es®es, £35(e1) =1, 3 5(e2) = —i, &3 5(e3) = —1.
4 AgA(el):el@el,

52,4(62) 1(362 Re,—i(e,®e3+e3Qe, +ies®es)),

A§,4(63) i(ez®ez—z(62®e3+e3®ez—3ze3®e3))

534(e1) =1, 634(62) =1, 6314(63) =-1.

=e1Qeq,
A8’5(62) i(3ez ®ey,+i(e,®es3+iez®ey +e3Qe3)),
A3 sles) =—g(e2®e,—i(e,®e3+e3® e, + 3ie3 ®e3)),
&3s5e1) =1, &sle) =—i, &isles)=-1.

6. A gler) =e1®er, Af glex) = —iey®ep, A3 6(e3) = —e3®e3,
E6le1)=1, &34ler) =1, & 4(e3)=-1.

7. As(e1) =e1®e1, A ;(e2) = —ie, ®er, A ;(e3) = —e3® €3,
E37(e1)=1, & ,(e)=—i, &3,(e3)=-1.

8. Ag g(er) = el ey,
Agg(ez) (62®e1—ie2®ez+ie3®el—e3®e2),
A3 gles) = —%(62 ®er+ter®ezt+i(ez®e; —e3®e3)),
eg,g(el) =1, 53’8(62) =1, 53’8(63) =-1.
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A3 oler) = e ®ey,

A3 q(e) = %(e2®el ti(ea®ey—e3®e; +iez®ey)),

A o(e3) = S(e, @€ +e,®e3—i(e3®e) —e3®e3)),
Eaoler) =1, &qlea) =—i, &zoles)=-1.

10. A310(61) = 61 ®eq,

Aglo(ez) (61 Re,—ie;®ez+ie, @ey—eyRe3),
Aglo(eg,) (61 ®ey)—iegQez+e3Qe)+iezes),
310(e1) = 1: 310(e2) =i, &3 0(e3) = 1.

11. A3,11(61) =e1®ey, A3,11(62) =ep®eter®e te3®ey,
Ag,ll(e3):el®e3+e3®el +e3Qe;3,

Ea1ile1) =1, &11(e2)=0, & 1(e3)=0.

12. 53,12(61) =e;1Qey, Ag,w(ez) =e1Qey+e,Qe; +e,Qe3,
Ag,12(63) =e1®e; te3®e; +e3®es,

Ea12(e1) =1, &15(e2) =0, &3,(e3)=0.

13. A31:«;(61) =e1®ey,
A813(€2)—€1®€2+€2®€1+€2®€3+€3®62—Z€3®€3,
A813(e3)—el®e3+e3®el +e3Qe3,
eg 13ler) =1, eg 13(e2) =0, 6;”13(63) =0.

14. AS 1aler) =e; ®eyq,
A814(€2)—€1®€2+€2®€1+€2®€3+€3®€2+1€3®€3,
A814(e3)—61®e3+e3®el+e3®e3,
ag’M(el) =1, 62’14(62) =0, 6%14(63) =0.

15. Ang(el) =e1®ey,

As 15(e2) =e1®ep +€2®€1 +3 (€2®€3 +€3®€2)
A815(33)—31@@3+ 7e2®ey+e3®e; + 3 3e3®es,
eg’ 15(e1) =1, eg’ 15(e2) =0, 63’15(63) =0.
16. A3 16(e1) = €1 ®ey,
A816(e2) —el®ez+eg®el——(zeg®ez+3e3®ez—3ze3®e3)
816(63) (4el®e2 er,Qey+ies®e3+4e3Qe; +ie3®ey +

y

—e1Qe3+e3®e; +e3®es,
53'17(61) =1, 55’17(62) =0, 53’17(63) =0.
18. Aglg(el) =e;1Qey,
A818(e2)_el®ez+e2®el+ (ile;®er+e,®e3+ie3Qe3),
A818(e3) =e1®e3te3®e; +e3®es,
Ea18le1)=1, & 15(e)=0, & g(e3)=0.
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19. A319(61)—61@%1,
A819(€2) —e1®er+e®e1—ie3®er+e,Qe3+e3Q¢€y,
As 19(ez) =e1®@e3+e3Qe; +e3®e3,
83’19(61) =1, 63]19(62) =0, 53,19(e3) =0.
20. A 5pler) =€y ®ey,
Agzo(ez) =e1Qey+ery Qe +iey ey +e,Qe3+e3Rey,
As swle3) =e1®e3+e3®e; +e3®es,
eg,zo(el) =1, 63]20(62) =0, eg,zo(e3) =0.
e Pour l'algebre AZ, on a les Bialgébres suivantes :
L. AS 1(e1) =e ®ey, A3,1(62) =per®ey, A3,1(63) =e3®es,
egl(el) 1, 58'1(62) = %, 53,1(e3) =1.
2. Aj (e1) =e1®ey, AJ,(e2) = Bsea®er,  AJ,(e2) = €1 ®ez+
e3®e; —2e3Qe3,
&,(e1)=1, & ,(er)= é' £35(e3) = 1.
3. Ads(e) =e1®e1, AJ3(er) =Per®ey,  AJ5(ey) =1 ®e3+
e3®e; —e3Qes,
&5(e1)=1, &5(ez) = %, £33(e3) =1.
4, A94(el) =e;Qey, AgA(ez) =pe,®e;+e, Qe +e3®ep,
A9 slez) =e3®es, 5;4(61) =1, 58’4((32) =0, 58'4(63) =1.
5. Ads(er) =er®e;, Ads(e) =er®e;+e3®e; A s(e3) =
ez ®es, 53,5(31) =1, 535((32) =0, 58’5(e3) =1.
6. Agﬁ(el) =e;®ey, Agﬁ(eZ) =e;®e)+eQes, AS’6(63) =
e3®es,
86le1)=1, &4(e)=0, & 4e3)=1.
e Pour l'algebre A7}, on a les Bialgebres suivantes :
1 AlO 1(e1) =€ ®ey, Alo 1(€2) = Pger ®ep + foes ®es,
A1 (e3) = yser ®es + yzes ®ey + yoe3 Qe
Eoilen) =1, & (ex) = 51—8; £3,1(e3) = 0.
2 Apa(e)) =e1®e;, Ajg,(er) = Boer®er+Poer, ®es+ foes ®
er+Poes®e3, Ay H(e2) = poes @ e,
Eoale) =1, &oale)=—Ps, & (e3) = %
3 A%os(‘fl) = e1Qeq, A‘1’0,3(62) = f1e,®e,, A%oa(‘fs) =758
er+ Veer Q€3+ Vg3 ® ey + Voez ®es,
&osle1) =1, &gslea) =Pp1,  &gsles) =—pi.
4 AlO se) =er®er, Ay 4(er) = Pser®er+fs(er@e3+e3@e,),
Agaler) = vser®ey + Poes ®es, &g 4(e1) = 1, & 4(e2) =
0, 610]4(63) = /31—6
5 Algs(er) =e1®ey, Ajgs(er) = Bres ®ey + oes @ ey + fres ®
e Ajgsles) = prea®es+e3®e; + fges®es,  Egs(er) =
L 5%0,5(62) =—p1 5?0,5(63) = 0.
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10

11

12

13

14

15

16

17

18

A%O,é(el) =e1®ey, A?0,6(62) = Y6286, A%o,e(efs) =7Y56®
623+')/6€2®€3+')/36€3®€2, . 5
Eosler) =1, &oglea) =50 Eoeles) =1
Ao (e1) =e1®er, Ay ;(e2) = ysea®en,  Aly(e3) = yae,®
€1t Yeer®e3+e3®ey,
=3 =3 1 =3
Eozle) =1, &ozlea) =50 Eoyles) =1
A%o,s(el) = e ®ey, A%o,s(ez) = Vser2® ey, A%o,s(%) = ®
€3§+')/2€1®€2+')/38€3®€7_, . 5
flogler) =1, &oglea) =5 Eggles) =1
A‘;’0,9(6’1) =e1®ey, A?og(@z) =7Ys56,®¢e, A%o,9(63) =79e3®
693' 3 1 3 1
Elooler) =1, Egglea) =52 Egoles) = 5.
A?o,lo(el) =e1®ey, A?g,m(ez) =ey®e + fre3®e1 + fges @
A3
ey, Ajg10(e3) = Pses ®es,
=3 =3 =3 1
Elooler) =1, &prolea) =1, Epoles) = Bs'
A3 i3
Afp11(e1) = e1®ey, Ajg 11(e2) = yaer8e1—y4e20e5+Pgy4er®
e3 +/38€3®€3, A?0’11(€3) = €2®€1 —/))8')/462®62 +ﬁ8€3®€2,
=3 =3 =3 1
510,11(61) =1, 510,11(62) =0, 510,11(33) = By
Afp1a(e1) = e1®e1, Afg15(e2) = frer ®es — fres®er + 2 ®
e3+Psera®es, Ajgiy(e3) =€ ®e3—Pres®@esr+ Pses ®es,
<3 _ <3 _ =3 _
&o12(e1) =1, &ga(e2) =1, &gq12(e3) =0.
A%O,13~(31) =e;Q®eq, A?o,m(@z) =e1®e;—Peyre00er+ P2 ®
es, Ajg13(e3) =201 ®er—yaPses ®ey + Pees @es,
~3 =3 3 1
fos(e) =1, &o13(e2) =0, &pg3(es) = 5.
A?O,14(61) =€ ® €1, A%O,l4(€2) =€ ®€2 + /5361 ® es + /3662 ®
A3
e3, Ajg14(e3) = Pee3 ®e3,
3 =3 =3 1
510,14(61) =1, 510,14(62) =—P1 510,14(63) = Be’
A%o,w(el) =€ ® el’A:l)’O,15(e2) = Y62 ® €, A%0,15(33) =
Ye€2®e3t+e3®ey,
=3 =3 1 =3
Eoasler) =1, &ois(er) = 50 Elps(es) = 0.
Ag6ler) = e1®er, Al 16(e2) = vser®en,  Aj16(e3) =€1®
€%+')/8€3®€2, 5 . X
Elo16(e1) =1, Eo6(e2) =55 Eo16(es) = 0.
A3 A3
Ajpr7(er) =e1®er, Ajgi7(er) =e2®e1 + Pges®@ey,
A3 =3 =3
Ajo7(e3) = Bses®es,  Ejgi7(e1) =1, &gq7(e2) =0,
3 _ 1
€0,17(e3) = 7.
<3 =3 =3 1
Vees®es3, &g 1g(e1) =1, &g s(ea) =0, &g 5(e3) = Be’

e Pour l'algeébre A7, on a les Bialgebres suivantes :
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A3 (e)=e ®ey, Al (e2) = Brer®ey+Pre, ®es+ Bres ®
er+ B3es®s,  AJ)(e3) = Bses ®e,

Erale) =1, &1(e) =Py &1,(e3)=—Ps

A3y 5(er) = e1®e, A3 5(e2) = —Prer®er+Brer®ez +Bres®
er+Bres®es, Ay H(e3) = res®e;,

Erale) =1, & ,(e)= —54; &112(e3) = —Pa.

A11 3(61) = e1®ey, A11 5(€2) = —VBres®er+prer®es, +1e3®
e Aj 5(e3)=pres®es,

5%1,3(61) =1, 5?1,3(32) =0, 5%1 s(e3) = ﬂl—l

A%1,4~(€1) —e;Qey, A11 i(e2) =VPer®ey + fe, ®es, +fez®
e AJ)4le3) = Bes®e;,

Erale)=1, &) 4(e)=0, &) 4(es)= %
A?1,5(61) = e ey, A%1,5(32) = per ®ey, A?1,5(63) = pPe3®
es, &1se) =1, 5(e) = % &1 ,5(e3) = /%

e Pour l'algebre A7, on a les Bialgébres suivantes :

1

A3, (e1) = e1®er, A7, (e2) = ex@er+Poes®es, A, (e3) =
e1®e3+e3®ey +yge3Res,

5?2'1(61) =1, 5%2’1(62) =1, 5%2’1(63) =0.

Afyale) =€ ® €1 Adyp(er) = er®er + Bger @ e3 + fges ®
er+Poes®e3, Ay ,(e3) = pres®es,

Eaale) =1, & 5(e) ==y, &,ale3)==y1.

Afysle) =er®er, Afys(er) =erx®er +res@ey, +hge3 ®
ey Ay 5(e3) = Pses D e,

Ey3(e1) =1, &3(e)=—Pf1, &p3(e3) = /31—8

5%2,4(61) = e1®e, 5?2'4(62) = e1®e,+e,®e1—er,®er+foe3®
€3 A?2,4(63) =e®e3—ep®e3te3®e; —e3®ep t+yge3es,
€f2'4(el) =1, éf’M(ez) =0, 5%2,4(63) =0.

A%M(el) =e;®e;, 5%2,5(62) =e1Qe,+e,®e;+f7e1®e3—e,®
er—Prea®ez+ Pses®e; —Pres®ey+ Poes®es, AT, s(e3) =
—Pres®es,  Eirs(er) =1,80,5(e2) = B3, El5(es) = Pa.
A}, eler) = e1 ®ep, AT, g(er) = e; ® ey + Pae; @ es + Per @
es, Ady6(e3) = Boes®es,  Ey4(e1) =1, &)y6ler) =P,
Ela6le3) = 5.

A12 7(61) =€ ®ey, A12 7(e2) = e, ® ey, A%z 7(e3) = yoe3 ®
es, Eyq(e1)=1,8,,(e0) =1, &,,(e3)= 7,19

A128( 1)=¢ ®€1;A128(€2)—€1 ey +e, e —er®ey,
Alz gles) = voes®es,  Eirg(e1) =1, 87, 5(€2) =0, &7, g(e3) =

79'
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e Pour l'algebre Aﬂ, on a les Bialgebres suivantes :

L A}y (e) =e®er, Al (e2) = Per®ey,  Af, (e3) = y162®
ey +yre,®e3+)re3Q€) +y3e3®es,
Ea1le1) =1, &41(e) =y, &,1(e3) =8

2. Alyyler) =e1®er,  Ajyy(e0) = Aer®er,  Afys(e3) = y16,®
€y +)2e,®¢e3 1 )2030€ —y3e3®e€3,
5?4,2(31) =1, 5?4,2(62) =7, 5?4,2(33) =7

3. A‘;’4,3(61) =e1®eq, A392;,3(62) =71629¢y, A]92;,3(63) = Yre3®es,
Sasler) =1 &ysler)y, Eysles) =

7.3 ArceBres HomMm-HoprrF.

On considere une Hom-bialgebre (A, p, 11, A, €, ).

7.3.1 Deéfinitions de l’antipode.

Definition 7.3.1 Un endomorphisme S de A est appelé antipode si c’est 'inverse de
I'identité par rapport au produit de convolution défini sur End(A)

par
frg=po(f®Q)A
ou 'unité étant 1 o ¢.
La condition d’antipode peut s’écrire :
poS®IldoA=pold®SoA=noc.

Definition 7.3.2 Une algebre Hom-Hopf est une Hom-bialgebre avec une antipode.
Alors, une algebre Hom-Hopf sur un K-espace vectoriel A est don-
née par

% = (A;l'l;airlyAl/glng)

ou les morphismes suivants

H:AA—A, n:K—A a:A—A
ArtA— A ¢:A—>K pf:A—A S:A-K
satisfaits les conditions suivantes :
1. (A, 4, a,n) est une algebre Hom-associative unitare.
2. (A A, B, €) est une Hom-associative counitare.

3. A et ¢ sont des morphismes d’algebres, qui se traduit par
Ale)=e ®e; e =1(1)
Ap(x®y)) = A(x) 0 A(p) = 3 ) HxD @91 @ p(x?) @ p(y'?)
ele) =1
e(x.y) = e(x)e()

4. S est I'antipode donc, on a

po(S®Id)oA=po(Id®S)oA=noe. (7.3.1)
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Propriétés des antipodes.

Soit # = (A, u,a, 1, A, B, €,S) une algebre Hom-associative. Pour
tout élément x € A, en utilisant le counité et la notation de Sweed-
ler, on peut écrire

x:Zx(l)@)e(x(l))@(x(z)). (7.3.2)
(x)

Alors, pour tout f € Endg(A), on a

F) =" fMex?) =3 e @ f(x?). (7.3.3)
(x) (x)

Soit f *g = po(f ®g)A le produit de convolution de f, g € Endg(A).
on peut écrire

(F*g)x)=>_ p(f(x)@g(x?). (7.3.4)
(x)

Puisque l'antipode S est 'inverse de l'identité pour le produit de
convolution alors S satisfait

e(x)n(1) = Z]A(S(x(l))@)x(z)) = Z,u((x(l) ® S(x1?)). (7.3.5)
(x) (x)

L'antipode S est unique et on a

e S(n(1))=n(1).

e coS ==¢.

Démonstration. 1. Ona S+id =id+S = noe. Puisque, (S*id)+S =
S#(id=+S) =S.Si S’ est un autre antipode de #Z alors S" =
S'#id+S"=8"+idS = S=id+S = S. Parconséquent 'antipode
existe et unique.

2. Comme e; =1(1) et puisque A(e;) =e; ®e; on a (S=*id)(ey) =
u(S(er)®er) =®S(er) = n(eler)) = ey.

3. En appliquant ’équation (7.3.3) a S, on obtient
S(x) =2y S(xM)e(x(2)). En appliquant I’équation (7.3.5), on

obtient &(x) = ez(x)y(S(x(l)) ® x1?))). Puisque ¢ est un mor-
phisme de Hom-algebre, on a &(x) = Z(x)e(S(x(l)))e(x(z)) -
EZ(x) S(xM)e(x?))) = (S(x)). Donc €0 S = ¢.

[
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Détermination des algebres Hom-Hopf en dimensions
2 et 3.

On considere les Hom-bialgebres précédentes (B, y, 11, A, €, a) et
on tente de les munir d’une structure d’algebre Hom-Hopf.

La condition (7.3.1) de l'existence de I’antipode se traduit par
le systéme suivant ou S(e;) = >_;_; Wikex.

/

ZZZ D/PW,,Cs, - DFW,,C5,) =0,i,s=1,...,m
p=1¢g=1 r=1
n n
D DFIW,C - bis =0, is=1,..,n
p 1q 1r= 1
ZZZDquprc;r—biélszo, i,s=1,...,n.

( p=lg=1r=1

(7.3.6)
Par calculs directs, en utilisant le logiciel Mathématica, on obtient
en dimension 2 :

L. (P‘%)Aiz})' ona S(ej)=e;, S(ey)=ey.
-2

(y’l,AfA), ona S(e;)=e;, S(ep)=e,.
-2

(W A3,),ona  S(e))=e;, S(ey)=es.

Ll

~,2
(/u’z,A%A), ona S(e)=e;, S(ep)=e;.
En dimension 3, on a les antipodes suivantes :

1. (#70,A31),0ona  S(e)=ey, S(e) = S eyt LI

Y9
Y5432
S(e3) = azpe; - 76 €3
na

2. (W 101A%05);0 S(er)=e1, S(e2) =0 S(e3) =0.

3. (W 111A%11); ona S(e;)=ey, S(e) =0 S(es) = azzes

4. (W 11,A%12), ona S(e;)=ey, S(e) =0 S(e3) = azses.

5. (W 12,A%22), ona S(e;)=ey, S(e) =0 S(e3)=0.

6. (p 14,A‘;’4 1)»ona S(ep)=eq, S(ey) =aze, S(esz)=0.

7. (W 14}A%4 2h,ona  S(ep)=ey, S(ex) =ane; S(es) =aszes

Les Hom-bialgebres infinitesimales

On s’intéresse dans cette partie a une classe de bialgebres, ap-
pelées Hom-bialgebres infinitesimales ou la condition de compati-
bilité est différentes de celle concernant les Hom-bialgebres prece-
dentes. Ces algebres ont été introduites par M. Aguiar dans [AMO00]
et généralisées au cas Hom par D. Yau dans ([?]).
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Definition 7.3.4 Une Hom-bialgebre infinitesinale est quadriplet (A, u, A, a), avec
(A, u,a) est une algebre Hom-associative, (A,A,a) est une coal-
gebre Hom-associative, et la condition

Aop=(p®@a)o(a®A)+(a®@u)o(A®a) (7.3.7)
satisfaite.

On traduit en termes de constante de structure I’équation (7.3.7)),
comme suit

Ao e e ZZZC e, ® e, (7.3.8)

r=1 s=1 k=1

(h®a)o(a®A)(e;, e ZZZZZahDMC,{paSqerébes (7.3.9)

s=1 r=1 k=1 p=1 g=1

(a®@p)o(A®a)(e;, e ZZZZZDP a;jlrp qker®es

r=1 s=1 k=1 p=1 g=1

(7.3.10)
Par conséquent, on a le systeme d’équations suivant :
(
pq :
Za],D ZZD“ prags =0, i,p,q=1,...,n
r=1 s=1
pq pq t :
ZZ(DZ- D;Satq -D; arpD; )=0, i,rst=1,...,n
p=1q=1
n n n n n n n
k myrs pq pq s
D CiDE =D > > auD["Clp =D > > auD"axjarCop
k=1 k=1 p=1 g=1 k=1 p=1g=1
. LS = 1,...,n
(7.3.11)

Proposition 7.3.5  Les structures de Hom-bialgébres infinitésimales sur K? sont données,
relativement aux algébres Hom-associatives A? de la classification par
les comultiplication suivantes.

A3 DAS(e) =0, A (er) =bpe, ®e,.
A% A% (e1) =ape,®ey, A (ey) =0.
A iAG1(e1) =0, Af(ex)=biie;®ey.
A% A% (e1) =ape,®ey, A7 (ey) =0.
A 1A (e)=ape®e, Afi(e)=byie ®ey.
A% :Ag,l(el):alleﬁ@el, Ag,l(@):bllel@el.

Remark7.3.6 Lesalgebres A%, A3, A3, A%, A2, A2, A3, A, A}, A, A}, A, A3, A2 ne
possedent pas de structure de Hom-bialébres inﬁmtesnnales.
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Les structures de Hom-bialgébres infinitésimales sur K3 sont données,
relativement aux algébres Hom-associatives A} de la classification par
les comultiplication suivantes.

A}

A}

°. A:13,1(61) =0,

: A%,1(€2) =—01ep®e; —Cr1e3®€) — ey ®er — 36y R e3,
— (3263 €y —C3363Q e3.

: A%,1(63) =C16,®e; +Cr163®e€1 +Cpper®e) + 036X 63
+C3pe3® €y + 3363 R e3.

:A%J(el) =0,

: A3 (e2) = —Cpe3 ® ey — Cr3er ® €3 — (3003 ® €y — (3363 ® €3,
: A§,1(€3) = ey ®ey t o3y ®e3+ 32838 € + 3383 ¢€3.

OIAZl(El)_O

:A?u( ey) =bj1e1®e;+b1re1®ey+b3e1®e3-b33(e3®e; —e3Qe3),
5Az3;1( 3) =c11€1®e1 +C1pe1®ep+C13e ®e3—C33(e3®e —e3®e3).
:Azz( 0, A42(e2) biie; ®ey,

A3

: A4’2(€3) =cC11e1®e1 tC1pe1®ey+ 1381 ®e3 —Crer Ve
+Crrey ®ey —C33e3 Q€1 + €333 D e3.

. A3 —

. A4'3(61) —_— 0,

. Aig;(ez) = b]lel ®e; + blZel ®ey + b13€1 ®es3+ b32€3 ® ey
- b31€3 ®e + b33€3 ® e3,

:AZ’3(€3) =0.

Ag’l(el) =0, Agll(ez) =bj1e1Qey, Ag’l(e3) =0.

Ag’l(el) =0,

AZ1(e2) = byyey®e;+byye1@er+by 36, ®e3—b3zes®@e—byses e,
AZ1(e3)=0

A3 1(e1) =0, Al (e)=biiey®e;, A (e3)=ciie; ey
A31(e1) =0, A3 (e2) =bsses®es, A3 (e3)=0.

A%O,l(el) 0, A%o,1(€2) =bji1e1Qeq, A10,1(€3) =0.
5A%1,1(61) 0, A%m(ez) =cC11€619e€y,

: A%1,1(@3) =C11€1®e1+C 281 ®er+C 381 ®e3+C1e,®e1+Cpe,®e).
Alel(el) =0, A%z 1(e2) =0, A:fzyl(e3) =c11e1Qej.

: Ag’l(el) azze; @ es, Ag'l(ez) = b3ze3®e3, A?2’1(63) =0.
Ag,l(el) =0, A9,1(62) =bj1e1®ey, Ag,1(€3) =cCr1e1 ®ej.
Algi(e)=0, Ay (e)=brier®e, Afg(es) =crie; ®ey.

Ag, ei(er) =axe; ®e; —ape; ®ey—axe; ®e; +axne, ®e,

1
A6,1(62) =0, A6,1(63) =0.

A3 _

1Az q(e1) = axe; ®e; —arpe; ®ey—axe,®e; +axe,®ey,
3 _ 3 _

Ag(e2) =0, Ag,(e3)=0.
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A3 A3 _
AS : A&l(el) =dajeq ®€1 —dnreq ®€2 —danréy ®€1 +dajre) ®€2,
3 _
A31(e2)=0, A3, (e3)=0.

A3 3
To ®Ajp1(e1) =—arer; ®ep +arze; ®e3 +azrez ®ep —azres ®es,
3 _ 3 _

Aig1(e2) =0, Ay (e3)=0.

3 _ 3 _ 3 _
o Ajg,(er) =azres®e; —azyez®es, Ajg(e2) =0, Ajg,(e3) = 0.
A3 . A3 _
A, A7, (e1) =axe  ®ep —axe; ®ey —axnpe; e +axe, ®e,

A?Z,l(EZ) =0, A?z,l(‘%) =0.

Remark 7.3.8  Les algebres A3, A3, A3, A3, A3, A3, An, AP AR AR AP, AP, AD,
AR AR AR AR AR AR A3 A A3, A3 ne possedent pas de struc-
ture de Hom-bialgebres infinitésimales.

7.4 CoHOMOLOGIE DE GERSTENHABER-SCHACK

Soient B = (B, u, 1, A, &, @) une Hom-bialgebre sur 1'espace vec-
toriel B. Soit les cochaines : %Hom = Hom(B®1,B%P),p,q > 1,
Giran = {f : B — B®P, fest une application linéaire, f o a® = a® o f }.

. ,g+1 S .
Les faces horizontales : Hom g Gl — G sont définies

comme :

q
Spiom(f) = Ao(@T™'®f )+ (=1) fo(a®' Neu@a®1™)+(-1)1*! ALo(f@a™).
i=1

(7.4.1)
1, e
Les faces verticales 5H0m c i EGh — Gl T sont définies comme :

Stiamc(f) = (P '®f )op; +Z B(j-1)@Aa®P )+ (-1)P*L (f@aP 1 )opy.
(7.4.2)

Proposition 7.4.1 La composition

6HomC O5HomC =0, 6HomH o(SHomH 0,

51—iom,C o 6I-j0m,H = 6I—jom,H o 6I-jom,C'
Démonstration. Voir ([DM16]). O

Proposition 7.4.2  Soit D' . €11 (B®1,B®P) — %MH(B®qu1 B®P) des opérations li-
néaires définies pour f € Hom(B@’q B®P) par

~Ao(a™ ®@f)+ fo(p@aliVsii=0,
D(f)=3 fo(a®@u®a®i)siV,1<i<q-2,  (7.4.3)
fo(a®@u)—Aro(f@al)sii=q-1.
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Alors
q-1

oD; ’q0<q 1<]<q,et6H0mH (-1)"*'DilA,
i=1

1,9+1 l,g 1,9+1
D" oD =D 4" o

’ ’ s 1! Ve .
Proposition 7.4.3 Soit S . €11 (B®,B®P) — %I_’}:mq(B@’q,B@P“) des opérateurs li-
néaires définis pour g € Gl (B®1, BP) par :

(@P'®g)op] +(A®alPVogsii=0
SPg) =4 (a® @A®a®P i V)ogsiV,1<i<q-2,  (7.4.4)
(a®P~1 ®A)_(g®ap_1)opgsii =p-1

p-1
p+1,1 p+1,1 p+1,1 p,1 i+1 Pl
S; " oS; =Sj 0S5 0<i<j<n, etéHomc_E (1) 5.
i=0

Theorem 7.4.4 ([DM16]]) Soit B=(B,u,n,A, ¢ a)une Hom-bialgébre et SHomH CgHom —

+1
%I_‘,’;’m S Gl > %Hpomq les oprérateurs définis dans (7.4.1

. Alors (%I_’}qu,éHom H 6H0m c) est un bicomplexe i.e.

p+1l,q pq+1
6H0mC 6H0mC_0 et 6HomH 6HomH 0. (7'4'5)

Démonstration. On prouve la premiere identité.

—_

=

p

p+1'q 1+1 p+1,q i+1 oPq

6Hom,C 6H0mC - (Z(_)H— Sl‘ )0( (—1)]+ S]- )
p p-1

— Z (_1)z+]SlP+1,q o S]I-)’q
i=0 j=0
0<j<i<n 0<i<n-1

= 2 <—1>i+f8f*1'q5f'q+ > - >1+fs]”:1”85””7
0<j<i<n 0<i<j<n-1

— ( )z+]sp+llqqu+ Z z+k 1Sp+1,qqu 0.
0<j<i<n 0<i<k<n

Pour la seconde identité, voir ([AEMI1]). O

Nous définissons le n-ieme groupe de cohomologie du complexe
ci-dessus pour étre la cohomologie des Hom-bialgebres de

H} (B,B),n > 1. Le ker de 6}, dans C},,  est l'espace de n-
cocycles défini par :

Zttom(B,B) = {0 € Clion: Ohrom(p) =0}, (7.4.6)
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L'image de pf;,,, est 'espace de n-cobord défini par :

Bln-lom(B’B) = {P € CHom P = 6H0m(11b) l1b € CHom} (7'4'7)

Le groupe de cohomologie de Gerstenhaber-Schack de la Hom-
Bialgebre B = (B, i, 11, A, €, ) avec coefficient dans elle-méme est

Hipom(B, B) = Zt; (B, B)/ Bt (B, B). (7.4.8)

En particulier,
Hiton(B,B) = { £ : B B 81yt 1(f) = 0t5}0,,,c(f) = 0}, ot

Smp(f) = o lidy® f)~fop+po(f®@idg),  (7.4.9)

S0 (f)=(ids®f)oA-Aof+(f®idg)oA.  (7.4.10)

En terme des constantes de structure, ’équation (7 et I’équa-
tion (7.4.10) donnent le systéme d’équations suivant :

Zb]kczk Zcz]bkq+2b,p 1=0,i,j,q=1,...,n

> D!, szkD +ZD‘"’ 0,i,p,r=1,..

g=1
(7.4.11)

On considere les Hom-bialgebres de dimension 3 trouvées dans la
classification. Les classes de 1-cohomologie suivant la base (e, e, e3)
sont :

o (i3,A35): f(e1) =0, f(ex)=bnyes fle3)=0.

o (13,A34): fle1) =0, fl(ex)=bnyes, f(e3)=0.

o (il AJ016): fle1) =0, f(e2)=0, f(es)=bszes.

o (0A%g17): fle1) =0, f(ex)=byer, fle3)=0.

o (130,A3015): fle1) =0, flex)=73bszen,  fle3) = bszes.

Les groupes de cohomologie Héom(B,B) et H%OM(B,B) jouent
un role important dans la theorie de déformation. On écrit leurs
définitions explicites.

(f;g) € éHom: bllr-iim,H(f) =0, } (7 A 12)
5111’§m,c(f) + 612-i¢1)m,H(g)' 511Ligm,c(g) =0

oupour f: B B—Betg:B—B®B,ona

511{'§m,H(f):/\1 o(a®f)-fo(u®a)+fo(a®@u)-A,o(f®a); (7.4.13)

Zlglom(BJB) = {
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Stiomc(F)+ Ofiomu(8) =((idz®f)op?—Aof +(f ®idg)op?)+
+(Af o (idg®g) —gop+ A7 o (g®idp)),
(7.4.14)

Stiomc(8) = (a®g)op] —(A®a)og+(a®A)og—(g®a)op;, (7.4.15)
oupl =pl=A A =Al=p

BHom(B B { f g ECHomIBh B— B f 5HomH(h)'g: 511—igm,c(h)}’

(7.4.16)
ou
Spromp (M) = po(idg®h)—hop+po (heidp), (7.4.17)
Stiom.c(h) = (idg®h) o A~ Aoh+ (h®idg)o A. (7.4.18)

Z}om(B,B) = {(F, H,G) € Clom Stiomp(F) = 0,871, 1 (H) = 855, o(F) = 0,
53 (H) + 531b 1 (G) = 0,655, (G) = 0} (7.4.19)
et
Btom(BB) = { (F,H, G) € Clrop 3(£12) € Chronns F = 0o i)
H =0642.c(f) + Ofiomu(8) G = 51%}(1,m,c(g)} (7.4.20)

ouF:BRB®B—>B, H:BR®B—>B®BetG:B— B®B®B.
D’apes l’équation (7.4.13)), on a

n n n
pladf)eepe) =Y > > agFjCire, (7.4.21)
p=1r=1 g=1
f(’l/l®a € ]Jek ZZZCU qulpqep (7422)
p=1I=1 q=1
f(a®l’l e, ];ek ZZZQH ]kPrq p (7423)
p=1g=1 r=1
uf ®@a)le; e er) = ZZZF”aquW o (7.4.24)
p=1r=1 g=1
On rappelle que

pf = (u®idp®idg)oTy30 A®A
p? = (idB®idB®}4)OT23OA®A
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et
A} =(p®p)o 30 (A®idp®idp)
A2=(u®u)oTy30(idg®idg®A)
D’apres 1’équation (7.4.14), on a
(idg® f) o pf (e, €; Z Z ZquD’SC;‘ngseucgev, (7.4.25)
u,v=1p,q=1r,s=1
n n
Aoflene)= Y. > FiD{"e,®e,, (7.4.26)
u,v=1 k=1
(f ®idp) o p2( e, ej Z Z ZDMD“CV Fpee,®e,, (7.4.27)
u,v=1p,q=1r;s=1
A o(idp®@g) e e Z Z ZGMD“C” Cieu®e,, (7.4.28)
u,v=1p,q=1r;s=1
goule; e ZZZC 1e, ®ey, (7.4.29)
k=1 u=1v=1
A2 o (g®idg)( e, ej Z Z ZquD;SC;rCZI’Seu@)eW (7.4.30)
u,v=1p,q=1rs=1
D’apres ’équation (7.4.15)), on a
(a®g)oAle ZZ Z qua,pGSter@)eS@et, (7.4.31)
r=1s,t=1p,q=1
(A®a)ogl(e;) ZZ Z GipqDy’aspe, ® e ®ey, (7.4.32)
r=1s,t=1p,q=1
(a®A)ogle;) Z Z Z quarpD;teT@)eS@et, (7.4.33)
s,t=1r=1 p,g=1
(g®@a)oAle;) Z Z Z quG”atqer®es®et (7.4.34)
t=1 r,s=1p,q=1

On a donc le systéeme d’équations :
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n
> agiFjCar - chl] agiFiy + Z”” CiiFro - ZFU a3:Crq =0

r,q=1 lg=1 q,r=1 r,q=1
L,j,q=1,...,n
n
pq st P9 yrs Pq st pq sty _
> (D/%a,, Gy - GY'Djay, + GYa,, DS - Dfa,,Gf) = 0,
pg=1

i,r,s,t=1,...,n.

n n n n n
2. > DI'DPCFL =) FiD{"+ >, ) DI'DPCiF+

p,q=1r,5=1 k=1 p,q=1r,s=1
n n n n n
P9 ~rspu pv k ~uv P9 rspv pu
S S atppener =S cker+ Y0 ST Gfprercl = o,
pq=1r,;s=1 k=1 p.g=1r,s=1

\ Lj,u,v=1,...,n
(7.4.35)
Pour le couple (A%, Af,), le Z? est de dimension 4 engendré par
les générateurs de 2-cocycles. Ainsi, on a
H*={(f1,81) (f282) (f3.83), (fa,84)) avec
filer,er)=e1 filer,e2) =e3 { giler) =e;®e;
filez,e1) =ex filex,e2) =¢ gi(e) =e1®e; +e; ey
€1, 1;—32 faler,er) =e1+e;
e

(
{ fal
faleyer) =er+ex frlerer) =e
{ gz(el) =e1®e1te®erter®e;terRey
gz(ez) =e1®e; tepes.
{ f3lez,e0) = e { galer,e0) =e1®e
g3(ex) =e; ®e; +e,®e. ga(er) =e1 ®e; +e;®ey+er®ey.
Pour le couple (A'Z,Aiz), le Z? est de dimension 4 engendré
par les générateurs de 2-cocycles. Ainsi, on a

Z?={(f1,8) (f282): (f383), (fa, g1)) avec

{ filer,e1) =eq, gie)) =e ®ey,
filer,e2) =€y, filex,e1) = ey, gi(er) =e; ®e,.
faler,e1) = ey,
faler,ex) =er+ey,  gile)=e1®e;+e;®er+e,Qe1 +e,Q¢ep,
foler,e1) =ey, gi(er) =e; ®e; +e,®ey.
faler, e2) = ey,
{ f3(ez, e7) =1 +ey, { faley, e7) = e,
2(ex) =e1®e; +e,Qes. (er)=—e1 Qe +e,®ey.

Pour le couple ( ’12,A%’3), le Z? est de dimension 2 engendré
par les générateurs de 2-cocycles. Ainsi, ona Z? = ((f1, 1), (f2.£2))
avec

{ filer,er) = e, file,e0) = ey, gi(e1) =—e;®ey,

filez,e1) =€y, filer,e) =—e1+ex,  gi(er) =—€1®e; -, Qe
{ fz((ezﬂfz) =€y

D 62):—€1®€1+€1®€2+€2®€1—62®€2.
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Pour le couple (AiZ,AfA), le Z? est de dimension 4 engendré
par les générateurs de 2-cocycles. Ainsi, on a

={(f2,82) (f3,83), (f1,84)) avec
faler,er) = —ey,
f2(61,62) —e1 — €y, 82(‘31) :_el®el _€2®€2,

faler,e1) =—e1—ey,  galex) =e; ®e;.

falez,e0) = —e1 + ey,

f3lez,e2) = €1 —ey, falez, ep) = —e1 — ey,
() =e;®e; +e,®ey, Saler) =e; ®e; +e;®ey,

Pour le couple (A’32,A§’1), le Z? est de dimension 2 engendré
par les générateurs de 2-cocycles. Ainsi, on a H? = <(f1,g1)> avec
{ filer,e1) = ey, { falez,e2) = €3,
gi(e)) = —e; ®ey. $(er) =—e;®es.
Pour le couple (Af,Ail), le Z? est de dimension 3 engendré
par les générateurs de 2-cocycles.
Ainsi, on a %2 = ((f1,81) (f2,82), (f3,&3)) avec
{ filer,e1) = ey, gi(er) =—e ®ey,
f1(€1;€2 =€, filexe1) =ey, gi(er) = —ﬁ% ®e;.
{ faler,e) = ey, { f3(ez,€2) = 2e,,
g2(€2) /\82@62. g3(€2) =1 ®€1/\€1 ®€2—/\€2®€2.
En utilisant la méme procédée, on a:

e Pour le couple (A”, Ail ), le Z? est de dimension 4. Ainsi, on
a

={(f1,81) (2, &) (f3.83) (f1, 84))-

e Pour le couple (A7, A%J), le Z? est de dimension 4. Ainsi, on
a

2= ((f1,81)(f2 &2), (f3 83), (fa 84))-

e Pour le couple (A7, Ai3), le Z? est de dimension 2. Ainsi, on

a
= ((f1.81) (f8))-
e Pour le couple (A>,A7 ), le Z? est de dimension 4. Ainsi, on
a

= ((f28) (f383) (fu, &)

e Pour le couple (A'zz, A%,z)' le Z?2 est de dimension 3. Ainsi, on
a

=((fi,81) (f28):(f3.83))-

e Pour le couple (A'2, A2,3), le Z? est de dimension 4. Ainsi, on
a

= ((f3,83) (f1,84))-

Remark 7.4.6  Les couples (A’f,&il) et (A’ZZ,A%A) sont de dimension 0. Ainsi, on a

Z* = ({0}, {0}).
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Voyons maintenant, les Hom-bialgebres de dimensions 3.

e Pour le couple (A’93, Agyl), le Z?2 est de dimension 5. Ainsi, on

a
= ((f2r &) (f1,84), (f5,85))-

e Pour le couple (A3, A3 ,), le Z? est de dimension 7. Ainsi, on
a

= ((f2, 22) (1, 84), (15, 85): (fo 86): (f7, &7))-

e Pour le couple (A’3, A9’3), le Z?2 est de dimension 7. Ainsi, on
a

= ((f2,82): (f5,85): (for 86): (7, 87))-

e Pour le couple (A’93,A8’5), le Z2 est de dimension 10. Ainsi,
ona

H? = <(f2:gz):---: (f10;810)>-

e Pour le couple (A'93, Agﬁ), le Z?2 est de dimension 9. Ainsi, on
a

= {(f282)++,(f0,89))-

e Pour le couple (Aﬁ)’A%o,l)' le Z? est de dimension 4. Ainsi,
on a

2 =((f,8) (f2.82) (f3.83): (fa:84))-

e Pour le couple (A}, Ajy 1), le Z? est de dimension 8. Ainsi,
on 2

= ((f2, &), (3:83), (5, 85): (fo &6): (7, &7), (f3, 8s))-

e Pour le couple (A}, Ajj 7), le Z? est de dimension 9. Ainsi,
ona

={(f2r8)---+(f9,89))-

e Pour le couple (A, Ajj 15), le Z? est de dimension 1. Ainsi,
ona

K= <(f1’81)>-

e Pour le couple (A~131'A?1,1)1 le Z? est de dimension 2. Ainsi,
on a

={((f2,82))-

e Pour le couple (A}, Ajj 16), le Z? est de dimension 5. Ainsi,
on a

X =((f,8)- (f585))-

e Pour le couple (A}, A ,), le Z? est de dimension 1. Ainsi,
on a

H*={((f1,81))-

e Pour le couple (Aﬁ,ﬁﬂ’l), le Z? est de dimension 2. Ainsi,
on a

2% =((fu&1) (2 82)).
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e Pour le couple (A7}, A},,), le Z? est de dimension 2. Ainsi,
ona

= ((f.8) (f282))-

e Pour le couple (Aii,&‘;’4’3), le Z2 est de dimension 3. Ainsi,
on a

%2 = <(flrg1)1 (fzrgz): (f3lg3)>'
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