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Introduction

Les Hom-algèbres ou algèbres twistées par un homomorphisme
sont apparues dans des travaux de physiciens, dans l’étude des

quasi-déformations des algèbres de Lie de champs de vecteurs, en
particulier les q-déformations des algèbres de Witt et de Virasoro,
en lien avec l’algèbre des oscillateurs. Une q-déformation consiste
à remplacer les dérivations usuelles par des σ -dérivations.

La notion d’algèbre Hom-associative est une généralisation des
algèbres associatives, elle correspond à la notion d’algèbre Hom-
Lie qui est apparue en physique, dans le sens que le commuta-
teur d’une algèbre Hom-associative donne une algèbre Hom-Lie.
Elle a été initialement introduite par Makhlouf et Silvestrov dans
[MS10a]. L’algèbre Hom-associative considérée s’obtient en modi-
fiant la condition d’associativité à l’aide d’un morphisme. Les al-
gèbres Hom-associatives ont des liens étroits avec divers aspects
de mathématiques et de physiques, par exemple les champs de
vecteurs déformés et le calcul différentiel quantique. Il est bien
connu aussi que les algèbres Hom-associatives simples jouent un
rôle important dans la structure de ces algèbres. Peu de résultats
sont connus sur le structure et la classification des algèbres Hom-
associatives même si de nombreux outils et concepts ont été étu-
diés dans ce cadre comme la théorie des déformations qui sera uti-
lisée dans l’étude des variétés algèbres des algèbres Hom-associatives
HAssn.

L’objectif de cette thèse est d’étudier la structure des algèbres
Hom-associatives, notamment les algèbres simples c’est à dire n’ad-
mettant pas d’autres idéaux que l’idéal trivial ou toute l’algèbre.
Par ailleurs, on s’intéresse aux classifications en dimensions infé-
rieures ou égale à trois ainsi qu’aux invariants tels que la coho-
mologie, la déformation, les structures Rota-Baxter. De plus on a
étudié les Hom-bialgèbres et les Hom-bialgèbres infinitésimales,
les algèbres de Hopf ainsi que la cohomologie des Hom-bialgèbres
et les variétés algébriques correspondantes à ces algèbres. La thèse

xi



comporte six chapitres.
Dans le premier chapitre, on rappelle les bases de la théorie

de la structure des Hom-algèbres. Dand la première section, on
rappelle quelques définitions et propriétés des algèbres Hom-Lie
et Hom-associatives. La deconde section sera consacrée par les al-
gèbres Homfrléxibles et les algèbres Hom-Leibniz. On évoquera
ses carcterisations en utilisant les α-associateurs. La toixième sec-
tion se consacrera aux algèbres Hom-Lie admissibles et aux G-
Hom-associatives.

Dans le deuxième chapitre, on rappelle les bases de la théorie
et on étudie la structure des algèbres Hom-associatives ainsi que
différentes construction comme la composition avec des automor-
phismes qui nous permettent de construire de nouveaux objets
et de d’établir certaines nouvelles propriétés. Parmi les résultats
originaux, on peut signaler l’étude des algèbres Hom-associatives
simples ainsi que leurs constructions. On a montré que toutes les
algèbres Hom-associatives multiplicatives simples s’obtiennent par
composition d’algèbres simples et d’automorphismes. Par ailleurs,
on a donné de nombreux exemples liés à l’algèbre des matrices
2× 2.

Dans le troixième chapitre, on commence par étudier les pro-
priétés des changements de base dans ces structures algébriques.
Puis, on s’est intéréssé à la classe des algèbres Hom-associatives
multiplicatives en décrivant pour une dimension fixée les varié-
tés algébriques correspondantes. On a calculé la base de Gröb-
ner de l’idéal engendrant la variété algébrique des algèbres Hom-
associatives de dimension 2 où la multiplication µ et l’application
linéaire α sont identifiées à leurs constantes de structure relati-
vement à une base donnée. Rappelons que la multiplication µ est
une application bilinéaire µ : A×A→ A et α : A→ A est un homo-
morphisme satisfaisant

µ(α(x),µ(y,z)) = µ(µ(x,y),α(z)). (0.0.1)

L’action du groupe linéaire GLn(K) permet de fibrer la variété al-
gébrique HAssn et de décrire les orbites de ces algèbres. Soit f ∈
GLn(K), l’action f .A transporte la structure par

f ·µ(x,y) = f −1µ(f (x), f (y)) (0.0.2)

f ·α(x) = f −1α(f (x)). (0.0.3)

L’orbite de l’algèbre Hom-associative A de HAssn est donnée par

ϑ(A) =
{
A′ = f ·A, f ∈ GLn(K)

}
.
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On établit les classifications à isomorphisme près des algèbres Hom-
associatives unitaires et non unitaires en petite dimension. On a
aussi décrit les algèbres de type associatif en se basant sur le théo-
rème de twist de yau.

Dans le quatrième chapitre, on étudie certaines propriétés de
dérivation en donnant des calculs explicites du premier groupe de
cohomologie dans le cadre général. On énonce les définitions clas-
sique puis on traite la notion de αk-dérivation où k est un entier
positif. Et enfin, grâce à la classification établie dans le chapitre
deux, on a calculé les dérivations et α-dérivations de ces algèbres.
Cette étude nous a permis de voir les invariants des algèbres et
confirmer l’appartenance à des orbites distinctes.

Dans le cinquième chapitre, on établit la cohomologie de ces
algèbres. On a pu lister les algèbres rigides grace à leur classe de
cohomologie puis on s’est s’intéressé aux déformations infinitési-
males et aux dégénérations. D’une part, la cohomologie et la dé-
formation de ces algèbres nous a permis d’identifier les algèbres
rigides dont le deuxième groupe cohomologie est nulle, et d’autre
part de caractériser les composantes irreductibles.

Dans le sixième chapitre, on s’intéresse aux structures Rota-
Baxter de poids λ ∈K des algèbres Hom-associatives. C’est la don-
née d’une algèbre Hom-associative (A,µ,α) et d’une application
linéaire R : A −→ A qui satisfait les identités suivantes

α ◦R = R ◦α, etR(x).R(y) = R(x.R(y) +R(x).y +λx.y).

On a calculé ces strutures pour toutes les algèbres en dimension
deux et trois.

Enfin, dans le dernier chapitre, on a travaillé sur les structures
Hom-bialgèbres et leurs invariants. Cette structure fait intervenir
les comultiplications et counités qui sont des applications de la
forme ∆ : A → A ⊗ A et ε : A → K satisfaisant les conditions
suivantes

(C1) (β ⊗∆) ◦∆ = (∆⊗ β) ◦∆
(C2) (id ⊗ ε) ◦∆ = id (ε⊗ id) ◦∆ = id,

où β est le morphisme de structure et avec des conditions de com-
patibilité avec la multiplication Hom-associative.

On a étudié les propriétés et les classifications, ainsi que le cal-
cul de certains invariants comme les premier et deuxièmes groupes
de cohomologie.
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1
Généralités sur les Hom-algèbres

Sommaire

1.1 Algèbres Hom-Lie et Hom-associatives . . . . . . . . 2

1.2 Algèbres Hom-flexibles et Hom-Leibniz . . . . . . . 3

1.3 Algèbres Hom-Lie admissibles et G-Hom-associatives 5

Les Hom-algèbres ou algèbres twistées par un homomorphisme
sont apparues dans les traux de physiciens, dans l’étude des

quasi-déformations des algèbres de Lie des champs de vecteurs,
en particulier les q-déformations des algèbres de Witt et Virasoro,
en liens avec l’algèbre des osciallateurs [AS90]. Une q-déformation
consiste à remplacer les dérivations usuelles par des σ -dérivations.
Les algèbres Hom-Lie ont été introduites par Hartwig, Larson et
Silvestrov pour décrire ces q-déformations à l’aide des σ -dérivations
[HLS06]. Les algèbres associatives correspondantes qui sont les al-
gèbres Hom-associatives, ont été introduites par Makhlouf et Sil-
vestrov dans [MS08b].

Dans ce chapitre, nous rappelons les notions fondamentales des
Hom-algèbres en particulier les algèbres Hom-Lie et Hom-associatives,
les algèbres Hom-flexibles et Hom-Leibniz ainsi que les algèbres
Hom-Lie admissibles et G-Hom-associatives.
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2 Chapitre 1. Généralités sur les Hom-algèbres

1.1 Algèbres Hom-Lie et Hom-associatives

Algèbres Hom-Lie

Les algèbres Hom-Lie ont été introduites par Hartwig, Larson
et Silvestrov dans [HLS06] motivées par des exemples d’algèbres
de Lie deformées resultant des discrétisations des champs de vec-
teurs.

Definition 1.1.1 On appelle algèbre Hom-Lie un triplet (A, [., .],α) où A est un es-
pace vectoriel, [., .] : A ×A −→ A est une application bilinéaire et
α : A −→ A une application linéaire tels que

[α(x), [y,z]]+[α(z), [x,y]]+[α(y), [z,x]] = 0 l’identité de Hom-Jacobi
(1.1.1)

[x,y] = −[y,x] l’antisymétrie (1.1.2)

pour tous x,y,z ∈ A.

Soient (A, [., .],α) et (A′, [., .]′,α′) deux algèbres Hom-Lie. Un mor-
phisme d’algèbres Hom-Lie est une applicationφ : A→ A vérifiant
φ([x,y]) = [φ(x),φ(y)]′ pour tous x,y ∈ A.

Remark 1.1.2 Si IdA alors l’identité précédente correspond à la condition de Jacobi,
et l’algèbre définie est une algèbre de Lie. Toutes les algèbre de Lie
sont des algèbres Hom-Lie avec α = IdA.

Definition 1.1.3 Soit (A, [., .],α) une algèbre Hom-Lie. Un sous-espace vectoriel A
de A est un ideal si ∀a ∈ A , ∀x ∈ A, [x,a] ∈ A et α(A ) ⊂ A . C’est
une sous-algèbre si ∀a,b ∈A , [a,b] ∈A et α(A ) ⊂A .

Proposition 1.1.4 Soit K un corps commutatif et (A, [., .],α) une algèbre Hom-Lie multi-
plicative de dimension finie d sur K. Si A et B sont deux ideaux de
A et α surjective, alors on définit [A ,B ] comme étant le sous-espace
vectoriel de A engendré par les [X,Y ] où X ∈A et Y ∈B . C’est encore
un idéal de A.

Algèbres Hom-associatives

La notion d’algèbre Hom-associative a été introduite dans [?].
Soit K un corps algébriquement clos de caractéristique 0 et A

un K-espace vectoriel. Les définitions et les propriétés suivantes
restent valable sur n’importe quel corps.

Definition 1.1.5 Une algèbre Hom-associative est un triplet (A,µ,α) constitué d’un
K-espace vectoriel A, une application bilinéaire µ : A ×A→ A et
un homomorphisme α : A→ A satisfaisant

µ(α(x),µ(y,z)) = µ(µ(x,y),α(z)). (1.1.3)



1.2. Algèbres Hom-flexibles et Hom-Leibniz 3

Elle est dite multiplicative si α est un morphisme d’algèbre,

α(µ(x,y)) = µ(α(x),α(y)), (1.1.4)

En terme de Hom-associateur on a

asα(x,y,z) = µ(α(x),µ(y,z))−µ(µ(x,y),α(z)).

La condition d’associativité devient

asα(x,y,z) = 0.

Proposition 1.1.6 [MS08a] A chaque algèbre Hom-associative (A,µ,α), on peut associer
une algèbre Hom-Lie dont le crochet est défini pour tous x,y,z ∈ A par
[x,y] = µ(x,y)−µ(y,x).

Démonstration. Ce crochet est bien sûr antisymétrique et un calcul
direct donne

[α(x), [y,z]] + [α(y), [z,x]] + [α(z), [x,y]]

= µ(α(x),µ(y,z))−µ(α(x),µ(z,y))−µ(µ((y,z),α(x)) +µ(µ(z,y),α(x))
+µ((α(y),µ(z,x))−µ(α(y),µ(x,z))−µ(µ(z,x),α(y)) +µ(µ(x,z),α(y))
+µ((α(z),µ(x,y))−µ(α(z),µ(y,x))−µ(µ(x,y),α(z)) +µ(µ(y,x),α(z))
= 0.

1.2 Algèbres Hom-flexibles et Hom-Leibniz

Algèbres Hom-flexibles

Les algèbres flexibles ont été initialement introduites par Al-
bert et par la suite par des nombreux auteurs comme Myung, Okubo,
Laufer, Tomber et Santilli pour plus de details voir ([H.C82]).
La notion d’algèbre Hom-flexible a été introduite dans [MS08a].
On résume dans la suite sa définition et sa caracterisation.

On rappelle quelques résultats sur les structures flexibles dé-
crites dans [MS10a].

Definition 1.2.1 Une Hom-algèbre A = (A,µ,α) est dite flexible si pour tous x,y ∈ A

µ(µ(x,y),α(x)) = µ(α(x),µ(y,x)). (1.2.1)

En utilisant le Hom-associateur asµ,α, la condition (1.2.1) peut
s’écrire comme

asµ,α(x,y,x) = 0.

Lemma 1.2.2 Soit A = (A,µ,α) une Hom-algèbre. Les assertions suivantes sont équi-
valentes.
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1. A est flexible.

2. Pour tous x,y ∈ A asµ,α(x,y,x) = 0.

3. Pour tous x,y,z ∈ A, asµ,α(x,y,z) = −asµ,α(z,y,x).

Démonstration. L’équivalence des deux premiers points provient
de la définition. L’égalité aµ,α(x−z,y,x−z) = 0 est vérifiée par défi-
nition et est équivalente à asµ,α(x,y,z) + asµ,α(z,y,x) = 0 par linéa-
rité.

Corollary 1.2.3 Toute algèbre Hom-associative est fexible.

Soit A = (A,µ,α) une Hom-algèbre, où µ est la multiplication et
α une application twist. On définit deux nouvelles multiplications
en utilisant µ :
∀x,y ∈ A x • y = µ(x,y) +µ(y,x), {x,y} = µ(x,y)−µ(y,x).
On note A+ = (A,•,α) et A− = (A, {, } ,α).

Proposition 1.2.4 Une Hom-algèbre A = (A,µ,α) est flexible si et seulement si

{α(x), y • z} = {x,y} •α(z) +α(y) • {x,z} . (1.2.2)

Démonstration. Soit A une Hom-algèbre flexible. Par le Lemme
1.2.2, c’est équivalent à asµ,α(z,y,x) = 0 pour tous x,y,z ∈ A. Ceci
implique que

asµ,β(x,y,z) + asµ,α(z,y,x) + asµ,β(x,z,y)+
asµ,α(y,z,x)− asµ,α(y,x,z)− asµ,β(z,x,y) = 0.

(1.2.3)

En développant, la relation précédente, on obtient
{α(x), y • z} = {x,y}•α(z)+α(y)•{x,z} . Réciproquement, supposons
que la condition (1.2.2) est vérifiée. En prenant x = z dans (1.2.3),
on obtient asµ,α(x,y,x) = 0. Ainsi, A est flexible.

Nous visons maitenant à donner une autre caractérisation des
algèbres Hom-Lie admissibles. Soit A = (A,µ,α) une Hom-algèbre
et soitA− = (A,µ−1,α) (respectivementA+ = (A,µ+,α)) Hom-algèbre
plus (resp. Hom-algèbre moins) avec la multiplication définie par
∀x,y ∈ A par µ−(x,y) = 1

2(µ(x,y)−µ(y,x)) (resp. µ+(x,y) = 1
2(µ(x,y)+

µ(y,x))). On aura donc la caracterisation suivante des algèbres Hom-
flexibles.

Proposition 1.2.5 Une Hom-algèbre A = (A,µ,α) est une algèbre Hom-flexible si et seule-
ment si

µ−(α(x),µ+(y,z)) = µ+(µ−(x,y),α(z)) +µ+(α(y),µ+(α(y),µ−(x,z))
(1.2.4)

Démonstration. Voir ([MS08b])
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Algèbres Hom-Leibniz

Une classe des algèbres Hom-Leibniz a été introduite dans [?]
en relation avec las algèbres quasi-Lie générales suivant les conven-
tions standard de Loday pour les algèbres de Leibniz (i.e. les al-
gèbres de Loday droite)

Definition 1.2.6 Une algèbre Hom-Leibniz est le triplet (A, [., .],α) formé par un
espace vectoriel A, une application bilinéaire [., .] : A ×A −→ A et
une application linéaire α : A −→ A satisfaisant

[[x,y],α(z)] = [[x,z],α(y)] + [[α(x), [y,z]].

En termes de l’homomorphisme adjoint (droite) Ady : A −→ A dé-
fini par Ady(x) = [x,y], on peut écrire la définition autrement par

Adα(z)[x,y] = [Adz(x),α(y)] + [α(x),Adz(y)].

ou en termes d’opérateurs par

Adα(z) ◦Ady = Adα(y) ◦Adz +AdAdz(y) ◦α.

1.3 Algèbres Hom-Lie admissibles et G-Hom-associatives

Hom-algèbres Hom-Lie admissibles

Les algèbres Lie-admissibles ont été introduites par A.A. Albert
en 1948.

Definition 1.3.1 Un α-associateur et une application trilinéaire aµ,α sur A associée
à une multiplication µ et un morphisme α tel que,

aµ,α(x1,x2,x3) = µ(µ(x1,x2),α(x3))−µ(α(x1),µ(x2,x3)). (1.3.1)

Definition 1.3.2 Soit A = (A,µ,α) une strucure Hom-algèbre. Alors A est une al-
gèbre Hom-Lie admissible si le crochet défini pour tous x,y ∈ A
par

[x,y] = µ(x,y)−µ(y,x) (1.3.2)

vérifie l’identité de Hom-Jacobi.

Remark 1.3.3 1. Le commutateur (1.3.2) est antisymétrique.

2. Toute algèbre Hom-associative est une algèbre Hom-Lie ad-
missible avec le même morphisme.

Proposition 1.3.4 Toute algèbre Hom-Lie (A, [, ],α) est une algèbre Hom-Lie admissible
avec le même α.

Démonstration. Voir ([MS08b]).
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Hom-algèbres G-Hom-associatives

On considère dans cette section la classe des algèbres G-associatives,
introduite par Goze et Remm et généralisées au cas Hom par Ma-
khlouf et Silvestrov. Elles permettent de classifier les algèbres Hom-
Lie admissibles.

Definition 1.3.5 Soit G un sous-groupe du groupe des permutations S3. Une Hom-
algèbre sur A définie par une multiplication µ et un morphisme α
est dite G-Hom-associative si∑
σ∈G

(−1)ε(σ )(µ(µ(xσ (1),xσ (2)),α(xσ (3)))−µ(α(xσ (1)),µ(xσ (2),xσ (3)))) = 0

(1.3.3)
où xi ∈ A, et (−1)ε(σ ) est la signature de la permutation σ.

Remark 1.3.6 la condition (1.3.3) peut être écrite sous la forme∑
σ∈G

(−1)ε(σ )aµ,α ◦ σ = 0. (1.3.4)

où σ est l’extension de la permutation, désignée par la même no-
tation de l’application triliéaire définie par

σ (x1,x2,x3) = (σ (x1),σ (x2),σ (x3)). (1.3.5)

Le crochet [x,y] = µ(x,y)− µ(y,x), où µ est la multiplication d’une
algèbre Hom-Lie admissible, vérifie la condition Hom-Jacobi équi-
vaut à∑
σ∈S3

(−1)ε(σ )(µ((xσ (1),xσ (2),α(xσ (3)))−µ(α(xσ (1)),µ(xσ (2),xσ (3)))) = 0

(1.3.6)
qu’on peut écrire ∑

σ∈S3

(−1)ε(σ )aµ,α ◦ σ = 0. (1.3.7)

Proposition 1.3.7 Soit G un sous-groupe du groupe des permutations S3. Alors toute
algèbre G-Hom-associative est une algèbre Hom-Lie admissible.

Les sous-groupes de S3 sont

G1 = {Id} , G2 = {Id,τ12} , G3 = {Id,τ23} ,

G4 = {Id,τ13} , G5 = A3, G6 = S3

où A3 est le groupe alterné et τij est la transposition entre i et j,
alors on obtient les types suivants d’algèbres Hom-Lie admissibles.
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• Les algèbres G1-Hom-associatives sont les algèbres
Hom-associatives définies précédement.

• Les algèbres G2-Hom-associatives satisfont la condition
µ(α(x),µ(y,z))−µ(α(y),µ(x,z)) = µ(µ(x,y),α(z))−µ(µ(y,x),α(z)).
Quand α est l’identité l’algèbre est appelée une algèbre de
Vinbert ou une algèbre symétrique gauche.

• Les algèbres G3-Hom-associatives satisfont la condition
µ(α(x),µ(y,z))−µ(α(x),µ(z,y)) = µ(µ(x,y),α(z))−µ(µ(x,z),α(y)).
Quand α est l’identité l’algèbre est appelée une algèbre pre-
Lie ou une algèbre symétrique droite.

• Les algèbres G4-Hom-associatives satisfont la condition
µ(α(x),µ(y,z))−µ(α(z),µ(y,x)) = µ(µ(x,y),α(z))−µ(µ(z,y),α(x)).

• Les algèbres G5-Hom-associatives satisfont la condition
µ(α(x),µ(y,z)) +µ(α(y),µ(z,x)) +µ(α(z),µ(x,y)) =
µ(µ(x,y),α(z)) +µ(µ(y,z),α(x))−µ(µ(z,x),α(y)).
Si le produit µ est antisymétrique alors la condition précé-
dente est exactement l’identité de Hom-jacobi.

• Les algèbres G6-Hom-associatives sont les algèbres Hom-Lie
admissibles.
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introduites dans [MS08b, MS10b] généralisant les algèbres
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de construction. Nous étudions aussi dans cette section quelques
propriétés des algèbres Hom-associatives qui ne sont pas néces-
sairement multiplicatives. Une caractérisation complète est don-
née pour les algèbres Hom-associatives multiplicative simples. Par
ailleurs, de nombreux exemples sont établis en twistant l’algèbre
des matrices 2× 2.

9
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2.1 Généralités sur les algèbres Hom-associatives

Nous nous occupons seulement des algèbres Hom-associatives
multiplicatives, nous appelons algèbre Hom-associative pour sim-
plicité. On supose aussi que l’ensemble des algèbres Hom-associatives
est noté HAssn de dimension n.

Dans le language des algèbres de Hopf, une algèbre Hom-associative
sur K est constituée de l’application linéaire µ : A⊗A→ A et d’une
application linéaire α : A→ A satisfaisant

µ(α(x)⊗µ(y ⊗ z)) = µ(µ(x⊗ y)⊗α(z)). (2.1.1)

Definition 2.1.1 Soient (A1,µ1,α) et (A2,µ2,β) deux algèbres Hom-associatives. Une
application ϕ : A1 → A2 est un momorphisme d’algèbre Hom-
associative si

ϕ(µ1(x,y)) = µ2(ϕ(x),ϕ(y)), β ◦ϕ(x) = ϕ ◦α(x), ∀x,y ∈ A. (2.1.2)

En particuler, deux algèbres Hom-associatives (A1,µ1,α) et (A2,µ2,β)
sont isomorphes si ϕ est une application bijective.

On dit que c’est un morphisme faible si seule la première condi-
tion est vérifiée.

Definition 2.1.2 Une algèbre Hom-associative unitaire est donnée par un quadru-
plet (A,µ,α,u) où u est un élément de A tels que

• (A,µ,α) est une algèbre Hom-associative

• µ(x,u) = µ(u,x) = α(x) ∀x ∈ A
• α(u) = u

Nous annonçons d’abord le principe de twist qui permet de
déformer des structures usuelles en Hom-structures.

Proposition 2.1.3 ([Yau09b]) Soit (A,µ,α) une algèbre Hom-associative et β : A → A
un morphisme d’algèbre Hom-associative. Alors (A,βµ,βα) est une al-
gèbre Hom-associative.

En particulier, si (A,µ) est une algèbre associative et β est un mor-
phisme d’algèbre, alors (A,βµ,β) est une algèbre Hom-associative.

Definition 2.1.4 Soit (A,µ,α) une algèbre Hom-associative. S’il existe une algèbre
associative (A,µ′) telle que µ(x,y) = αµ′(x,y), ∀x,y ∈ A, on dit que
(A,µ,α) est de type associatif et (A,µ′) est son algèbre associative
compatible.

On dit aussi que (A,µ,α) est l’algèbre induite par (A,µ′) et le mor-
phisme d’algèbre α.
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Corollary 2.1.5 Soit (A,µ,α) algèbre Hom-associative multiplicative de type associatif
où α est inversible alors (A,µ′ = α−1 ◦µ) est une algèbre associative et
α est un automorphisme suivant µ′.

Démonstration. On montre que (A,α−1◦µ) est une algèbre associa-
tive. En effet,

µ′(µ′(x,y), z) = α−1 ◦µ(α−1µ(x,y), z)
= α−1 ◦µ(α−1µ(x,y),α−1 ◦α(z))
= α−2 ◦µ(µ(x,y),α(z))
= α−2 ◦µ(α(x),µ(y,z))
= α−1 ◦µ(x,α−1 ◦µ(x,y))
= µ′(x,µ′(y,z)).

De plus, α est un automorphisme suivant µ′. On a donc

µ′(α(x),α(y)) = α−1 ◦µ(α(x),α(y))
= α ◦α−1 ◦µ(x,y) = α ◦µ′(x,y).

Remark 2.1.6 Notons que si α n’est pas inversible, on obtient

µ(α(x),µ(y,z)) = µ(µ(x,y),α(z))
αµ̃(α(x),αµ̃(y,z)) = αµ̃(αµ̃(x,y),α(z))
α2(µ̃(x, µ̃(y,z))) = α2(µ̃(µ̃(x,y), z)),

qui signifie que µ̃ est associative modulo α2.

Proposition 2.1.7 Soient (A1,µ1,α1) et (A2,µ2,α2) deux algèbres Hom-associatives et
φ : A1 → A2 un morphisme inversible d’algèbres Hom-associatives.
Si (A1,µ

′
1) est de type associatif et (A1,µ1,α1) est son algèbre asso-

ciative compatible alors (A2,µ2,α2) est de type associatif avec l’al-
gèbre associative compatible (A2,µ

′
2 = φ ◦ µ1 ◦ (φ−1 ⊗φ−1)) telle que

φ : (A1,µ
′
1)→ (A2,µ

′
2) est un morphisme d’algèbre.

Démonstration. Comme φ est un homomorphisme de (A1,µ1,α1) à
(A2,µ2,α2), alors α2φ = φα1, ∀x,y ∈ A,φ definit µ2 par µ2(φ(x),φ(y)) =
φµ1(x,y). C’est facile de montrer que (A2,µ2) est une algèbre asso-
ciative. En outre

µ2(φ(x),φ(y)) = φ ◦µ1(x,y) = φ ◦α1 ◦µ′1(x,y))
= α2 ◦φµ′1(x,y) = α2µ

′
2(φ(x),φ(y)).

On montre que µ2 est une algèbre associative telle que µ2(u,v) =
φ◦µ1(φ−1(u),φ−1(v)) avec x = φ−1(u), y = φ−1(v) et z = φ−1(w) pour
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tous x,y,z ∈ A.

µ2(µ2(u,v),w) = φ ◦µ1(φ−1 ⊗φ−1)(φ ◦µ1(φ−1 ⊗φ−1)(u,v),w)
= φ ◦µ1(φ−1 ⊗φ−1)(φ ◦µ1(φ−1(u),φ−1(v)),w)
= φ ◦µ1(µ1(φ−1(u),φ−1(v)),φ−1(w))
= φ ◦µ1(φ−1(u),µ1(φ−1(v),φ−1(w)))
= φ ◦µ1(φ−1 ⊗φ−1)(φ⊗φ)(φ−1(u),µ1(φ−1(v),φ−1(w))
= φ ◦µ1(φ−1 ⊗φ−1)(u,φµ1(φ−1(v),φ−1(w)))
= µ2(u,µ2(v,w)).

Donc, (A2,µ2) est une algèbre associative.

Proposition 2.1.8 Soit (A,µ,α) une algèbre Hom-associative de dimension n et φ : A→ A
une application linéaire inversible. Alors (A,µ,α) est isomorphe à l’al-
gèbre Hom-associative (A,µ′,φαφ−1) de dimension n où

µ′ = φ ◦µ◦ (φ−1⊗φ−1). De plus, si
{
Ckij

}
sont les contantes de struc-

ture de µ suivant la base {e1, . . . , en}, alors µ′ a les même contantes de

structure suivant la base {φ(e1), . . . ,φ(en)} où φ(ek) =
n∑
k=1

apkek.

Démonstration. Nous prouvons pour toute l’application linéaire
φ : A → A, (A,µ′,φαφ−1) est une algèbre Hom-associative. En ef-
fet, on a

µ′(µ′(x,y),φαφ−1(z)) =
= φµ(φ−1 ⊗φ−1)(φµ(φ−1 ⊗φ−1)(x,y),φαφ−1(z))
= φµ(µ(φ−1(x),φ−1(y)),αφ−1(z))
= φµ(αφ−1(x),µ(φ−1(y),φ−1(z)))
= φµ(φ−1 ⊗φ−1)(φ⊗φ)(αφ−1(x),µ(φ−1 ⊗φ−1)(y,z)))
= φµ(φ−1 ⊗φ−1)(φαφ1(x),φµ(φ−1 ⊗φ−1)(y,z))
= µ′(φαφ−1(x),µ′(y,z)).

Donc, (A,µ′,φαφ−1) est une algèbre Hom-associative.
Elle est également multiplicative. En effet,

φαφ−1µ′(x,y) = φαφ−1φµ(φ−1 ⊗φ−1)(x,y)
= φαµ(φ−1 ⊗φ−1)(x,y)
= φµ(αφ−1(x),αφ−1(y))
= φµ(φ−1 ⊗φ−1)(φ⊗φ)(αφ−1(x),αφ−1(y))
= µ′(φαφ−1(x),φαφ−1(y)).

Par conséquent, φ : (A,µ,α) → (A,µ′,φαφ−1) est un morphisme,
puisque
φ ◦µ = φ ◦µ◦ (φ⊗φ)◦ (φ⊗φ) = µ′ ◦ (φ⊗φ) et (φαφ−1)◦φ = φ ◦α.
Il est facile de montrer que {φ(ei), · · · ,φ(en)} est une base de A. Et
pour i, j = 1, · · · ,n, on a
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µ2(φ(ei),φ(ej)) = φµ1(φ−1(ei),φ−1(ej)) = φµ(ei , ej) =
n∑
k=1

Ckijφ(ek).

Remark 2.1.9 Une algèbre Hom-associative (A,µ,α) est isomorphe à une algèbre
associative si et seulement si α = id. En effet, φ ◦ αφ−1 = id est
equivalent à α = id.

Remark 2.1.10 La Proposition 2.1.8 est utile pour faire une classification des al-
gèbres Hom-associative. En effet, nous devons considérer la classe
de morphismes qui sont conjugués. La représentation de ces classes
est donnée par la forme de la matrice de Jordan. Toute matrice n×n
sur C est équivalente au changement de base de la forme cano-
nique de Jordan, alors nous choisissons φ de sorte que la matrice
de φαφ−1 = γ , où γ est la forme canonique de Jordan.
Par conséquent, pour obtenir la classification, nous ne considérons
que la forme de Jordan pour l’application de structure des algèbres
Hom-associatives.

Proposition 2.1.11 Soit (A,µ,α) une algèbre Hom-associative sur un corps K.
Soit (A,µ′,φαφ−1) son algèbre isomorphe décrite dans la Proposition
2.1.8. Si ψ est un automorphisme de (A,µ,α), alors φψφ−1 est un
automorphisme de (A,µ,φαφ−1).

Démonstration. Notons γ = φαφ−1. On a
φψφ−1γ = φψφ−1φαφ−1 = φψαφ−1 = φαψφ−1 = φαφ−1φψφ−1 =
γφψφ−1.
Pour tous x,y ∈ A,

φψφ−1µ′(φ(x),φ(y)) = φψφ−1φµ(x,y) = φψµ(x,y)
= φµ(ψ(x),ψ(y)) = µ′(φψ(x),φψ(y))
= µ′(φψφ−1(φ(x)),φψφ−1(φ(y))).

Par définition,φψφ−1 est un automorphisme de (A,µ′,φαφ−1).

Proposition 2.1.12 Soient (A,µA,α) et (B,µB,β) deux algèbres Hom-associatives. On a
l’algèbre Hom-associative (A ⊕ B,µA⊕B,α + β), où l’application bili-
néaire µA⊕B(., .) : (A⊕B)× (A⊕B)→ (A⊕B) est donnée par

µA⊕B(a1+b1, a2+b2) = (µA(a1, a2),µB(b1,b2)), ∀a1, a2 ∈ A, ∀b1,b2 ∈ B,

et l’application linéaire (α + β) : A⊕B→ A⊕B est donnée par

(α + β)(a,b) = (α(a),β(b))∀a ∈ A,b ∈ B.

Démonstration. Pour tous ai ∈ A, bi ∈ B, on a
µA⊕B(a1 + b1, a2 + b2) = (µA(a1, a2),µB(b1,b2)). Par calcul direct, on
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obtient

µA⊕B((α + β)(a1,b1),µA⊕B(a2 + b2, a3 + b3)) =
= µA⊕B((α + β)(a1,b1), (µA(a2, a3),µB(b2,b3)))
= µA⊕B((α(a1),β(b1)), (µA(a2, a3),µB(b2,b3)))
= (µA(α(a1),µA(a2, a3)),µB(β(b1),µB(b2,b3)))
= (µA(µA(a1, a2),α(a3)),µB(µB(b1,b2),β(b3)))
= µA⊕B(µA⊕B(a1 + b1, a2 + b2), (α + β)(a3,b3)))

Ceci termine la preuve.

Rappelons qu’un morphisme d’algèbre Hom-associative
φ : (A,µA,α) → (B,µB,β) est une application linéaire φ : A → B
telle que

φ ◦µA(a,b) = µB ◦ (φ(a),φ(b)),∀a,b ∈ A, φ ◦α = β ◦φ.

Notons par ξφ ⊂ A⊕B, le graphe de l’application linéaireφ : A→ B.

Proposition 2.1.13 Une application linéaire φ : (A,µA,α)→ (B,µB,β) est un morphisme
d’algèbres Hom-associatives si et seulement si le graphe ξφ ⊂ A⊕B est
un sous-algèbre Hom-associative de (A⊕B,µA⊕B,α + β).

Démonstration. Soit φ : (A,µA,α)→ (B,µB,β) un morphisme d’al-
gèbres Hom-associatives. Alors pour tous a,b ∈ A, on a

µA⊕B((a,φ(a)), (b,φ(b)) = (µA(a,b),µB(φ(a),φ(b))) = (µA(a,b),φµA(a,b)).

Ainsi, le graphe ξφ est fermé sous le produit µA⊕B. En outre,φ◦α =
β ◦φ on a

(α + β)(a,φ(a)) = (α(a),β ◦φ(a)) = (α(a),φ ◦α(a))

ce qui implique que (α + β) ⊂ ξφ. Ainsi, ξφ est un sous-algèbre
Hom-associative de (A⊕B,µA⊕B,α + β).

Réciproquement, si le graphe ξφ ⊂ A ⊕ B est un sous-algèbre
Hom-associative de (A⊕B,µA⊕B,α + β), alors

µA⊕B((a,φ(a)), (b,φ(b)) = (µA(a,b),µB(φ(a),φ(b)) ∈ ξφ,

ce qui implique que µB(φ(a),φ(b)) = φ ◦ µA(a,b). De plus, (α +
β)(ξφ) ⊂ ξφ montre que

(α + β)(a,φ(a)) = (α(a),β ◦φ(a)) ∈ ξφ,

qui est équivalent à la condition β◦φ(a) = φ◦α(a). Par conséquent,
φ est un morphisme d’algèbres Hom-associatives.
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2.2 Algèbres Hom-associatives unitaires

Maintenant on définit l’ensemble UHAssn des algèbres Hom-
associatives unitaires de dimension n.

Definition 2.2.1 Une algèbre Hom-associative (A,µ,α) est dite unitaire si il existe
un élélement unité u ∈ A tel que µ(x,u) = µ(u,x) = α(x) pour tout
x ∈ A.

Nous avons les propriétés suivantes

• (u.x).α(y) = α(u).(x.y) et α(x).α(y) = α(x.y)

• (x.u).α(y) = α((x).(u.y)) et u(x).α(y) = α(x).α(y)

• (x.y).u = α(x)(y.u)

• (u.u).α(x) = α(u)(u.x) et u.α(x) = u(α(x))

• (u.x)α(u) = α(u).(x.u) et α(x).u = u.α(x)

Remark 2.2.2 Toute algèbre Hom-associative unitaire ne peut pas être obtenue
comme une extension d’une algèbre Hom-associative non unitaire.

Proposition 2.2.3 Soit (A,µ,α) une algèbre Hom-associative. Nous fixons Ã = span(A,u)
l’espace vectoriel engendré par les éléments de A et u. Supposons que
µ(x,u) = µ(u,x) = α(x), ∀x ∈ A et α(u) = u. Alors (Ã,µ,α,u) est une
algèbre Hom-associative untitaire.

Démonstration. Par calcul simple, on vérifie la Hom-associativité.
En effet,

µ(µ(x,y),α(u)) = µ(µ(x,y),u) = α(µ(x,y)) = µ(α(x),α(y))
= µ(α(x),µ(y,u)).

Remark 2.2.4 Soit (A,µ,α,u) une algèbre Hom-associative unitaire de dimension n
et φ : A→ A une application linéaire telle que φ(u) = u. Alors, elle
est isomorphe à une algèbre Hom-associative (A,µ′,φαφ−1,u) de

dimension n où µ′ = φ ◦ µ ◦ (φ−1 ⊗φ−1). De plus, si
{
Ckij

}
sont les

constantes de structure de µ suivant la base {e1, . . . , en} avec e1 = u
étant l’unité, alors µ′ a les mêmes constantes de structure suivant
les bases {φ(e1), . . . ,φ(en)} avec u l’élément unité.

En effet, on utilise la Proposition 2.1.8 et la Définition 2.1.2.
L’unité est conservée, puisque µ′(x,e1) = φ ◦ µ(φ−1(x),φ−1(e1)) =
φ ◦α ◦φ−1(x).

Proposition 2.2.5 Soient (A1,µ1,α1,u1) et (A2,µ2,α2,u2) deux algèbres Hom-associatives
unitaires avec φ(u1) = u2. Supposons qu’il existe un morphisme d’al-
gèbres Hom-associatives φ : A1 → A2. Si (A1,µ

′
1,u
′
1) est un twist de

(A1,µ1,α1,u1) alors il existe un twist de (A2,µ2,α2,u2) tel que φ :
(A1,µ

′
1,u
′
1)→ (A2,µ

′
2,u
′
2) est un morphisme d’algèbre.
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Démonstration. Commeφ est un morphisme de (A1,µ1,α1,u1) dans
(A2,µ2,α2,u2). Alors α2φ = φα1,∀x ∈ A, on a
µ2(φ(x),φ(u1)) = µ2(φ(x),u2) = α2◦φ(x). Et φ◦µ1(x,u1) = φ◦α1(x).
D’après la proposition 2.1.7, on peut voir que (A2,µ2,u2) est aussi
une algèbre associative. De plus,

µ′2(φ(x),φ(u1)) = µ′2(φ(x),u2) = φ ◦α′1 ◦φ(x) = φ ◦α1 ◦µ1(x,u1)
= α2 ◦φ ◦µ1(x,u1)
= α2 ◦µ2(φ(x),u2).

D’où la conclusion.

Remark 2.2.6 Soient (A,µA,uA,αA) et (B,µB,uB,αB) deux algèbres Hom-associatives,
alors (A⊗B,µA⊗B,uA⊗uB,αA⊗αB) est une algèbre Hom-associative
(appelé produit tensoriel de A et B), ou µA⊗B est la multiplication
usuelle (a⊗ b)(a′ ⊗ b′) = aa′ ⊗ bb′.

2.3 Algèbres Hom-associatives simples

Dans cette section, nous étudions les algèbres Hom-associatives
multiplicatives simples. Cette étude s’inspire de l’étude des al-
gèbres Hom-Lie simples dans [CH16].

Definition 2.3.1 Soit (A,µ,α) une algèbre Hom-associative. Un sous-espace H de A
est appelé sous-algèbre Hom-associative de (A,µ,α) si α(H) ⊆H et
µ(H,H) ⊆ H. En particulier, une sous-algèbre Hom-associative H
est dite idéal bilalère de (A,µ,α) si µ(H,A) ⊆H et µ(A,H) ⊆H .

Definition 2.3.2 L’ensemble

C (A) =
{
x ∈ A|µ(x,y) = µ(y,x), µ(α(x), y) = µ(y,α(x)), ∀, y ∈ A

}
est appelé centre de (A,µ,α).

Clairement, C (A) est un ideal bilatère.

Lemma 2.3.3 Soit (A,µ,α) une algèbre Hom-associative multiplicative, alors
(Ker(α),µ,α) est un ideal bilatère.

Démonstration. Évidemment, α(x) = 0 ∈ Ker(α) pour tout x ∈ Ker(α).
Puisque αµ(x,y) = µ(α(x),α(y) = µ(0, y) = 0 pour tous x ∈ Ker(α) et
y ∈ A, on obtient µ(x,y) ∈ Ker(α).
D’autre part, on a α(y) = 0 ∈ Ker(α) pour chaque y ∈ Ker(α).Comme
αµ(x,y) = µ(α(x),α(y) = µ(x,0) = 0 pour tous x ∈ Ker(α) et y ∈ A,
on a µ(x,y) ∈ Ker(α). Parconséquent, (Ker(α),µ,α) est un idéal bi-
lalère de (A,µ,α)

Definition 2.3.4 Soit (A,µ,α) (α , 0) une algèbre Hom-associative non triviale. Elle
est dite simple si elle n’a pas d’idéaux bilatères propres.
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Remark 2.3.5 Le seul idéal bilatère non trivial est A.

Theorem 2.3.6 Soit (A,µ,α) une algèbre Hom-associative simple. Alors α est un auto-
morphisme et l’algèbre associative induite est simple.

Démonstration. D’après le Lemme 2.3.3, Ker(α) est un idéal bila-
tère. Puisque l’algèbre Hom-associative est simple, soit Ker(α) =
{0} ou Ker(α) = A. L’algèbre Hom-associative est non triviale, donc
Ker(α) , A. Ainsi (A,µ̃) est une algèbre associative induite et α est
un automorphisme de (A,µ̃).

En outre, (A,µ′) une algèbre associative induite par une algèbre
Hom-associative multiplicative simple (A,µ,α). Clairement, α est
à la fois un automorphisme des (A,µ,α) et (A,µ′).

Clairement, le produit µ̃ est bilinéaire :

µ̃(α(x), µ̃(y,z)) = µ̃(α(x),α−1µ(y,z)) = α−1µ(α(x),α−1µ(y,z))
= α−1µ(α−1µ(x,y),α(z))
= µ̃(µ̃(x,y),α(z)

où x,y,z ∈ A.
De plus, on a αµ̃(x,y) = αα−1µ(x,y) = α−1µ(α(x),α(y)) = µ̃(α(x),α(y)).

Supposons que A1 , 0, est un idéal maximal de (A,µ′). Comme
α(A1) un idéal bilatère de (A,µ′), alors α(A1) ⊆ A1. De plus,

µ(A1,A) = αµ′(A1,A) ⊆ α(A1) ⊆ A1

et
µ(A,A1) = αµ′(A,A1) ⊆ α(A1) ⊆ A1.

Donc A1 est un idéal bilatère de (A,µ,α). Alors A1 = A, et on a

µ(A,A) = µ(A1,A) = αµ′(A1,A) & α(A1) ⊆ A1 = A

et
µ(A,A) = µ(A,A1) = αµ′(A,A1) & α(A1) ⊆ A1 = A.

En outre, puisque (A,µ,α) est une algèbre Hom-associative simple,
on a clairement µ(A,A) = A. C’est une contraduction. Par consé-
quent A1 = 0.

Par le théorème ci-dessus, il existe une algèbre associative in-
duite pour toute algèbre Hom-associative simple (A,µ,α) et α est
un automorphisme de l’algèbre associative induite, en plus de cela,
leurs produits sont mutuellement déterminés.

Theorem 2.3.7 Deux algèbres Hom-associatives simples (A1,µ1,α) et (A2,µ2,β) sont
isomorphes si et seulement si il existe un morphisme d’algèbre asso-
ciatve ϕ : A1→ A2 (entre leurs algèbres associatives induites) satisfai-
sant ϕ ◦α = β ◦ϕ. En d’autres termes, les deux automorphismes α et
β sont conjugués.
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Démonstration. Soient (A1, µ̃1) et (A2, µ̃2) deux algèbres associatives
induites de (A1,µ1,α) et (A2,µ2,β), respectivement.
Supposons ϕ : (A1,µ1,α)→ (A2,µ2,β) est un isomorphisme d’une
algèbre Hom-associative, alors ϕ◦α = β◦ϕ, ainsi ϕ◦α−1 = β−1◦ϕ.
De plus,

ϕµ̃1(x,y) = ϕ ◦α−1 ◦αµ̃1(x,y) = ϕ ◦α−1µ1(x,y) = β−1 ◦ϕµ1(x,y)
= β−1(µ2(ϕ(x),ϕ(y))) = µ̃2(ϕ(x),ϕ(y)).

Donc, ϕ est un isomorphisme entre les deux algèbres associatives
induites.

D’autre part, si il existe un isomorphisme ϕ de l’algèbre asso-
ciative induite (A1, µ̃1) à (A2, µ̃2) telle que ϕ ◦α = β ◦ϕ, alors

ϕµ1(x,y) = ϕ ◦αµ̃1(x,y) = β ◦ µ̃2(ϕ(x),ϕ(y))
= β(µ2(ϕ(x),ϕ(y)) = µ2(ϕ(x),ϕ(y)).

D’où la conclusion.

2.4 Exemples d’algèbres Hom-associatives simples :

algèbres Hom-associatives des matrices

Soit B =
{
Eij
}
i=1,...,n
j=1,...,n

une base canonique l’ensemble de ma-

trices n × n. On considère l’algèbre associative simple définie par
les matrices n× n, qu’on note parMn. On cherche les applications
linéres qui sont des morphismes d’algèbres des matrices n×n. Dans
la base canonique, on a

ϕ(Eij).ϕ(Ekl) = ϕ(Eij .Ekl) = δjkϕ(Eil), oùδjk =
{

1 si j = k
0 sinon

.

On a
ϕ(Eij)ϕ(Ekl) = ϕ(Eij .Ekl)
n∑

m,n=1

ϕmnij Emn.
n∑

p,q=1

ϕ
pq
jl Epq =

n∑
n,q=1

δj,kϕ
mq
il Emq

n∑
m,n=1

n∑
p,q

ϕmnij ϕ
pq
kl δnpEmq =

n∑
n,q=1

δj,kϕ
mq
il Emq

n∑
n,p=1

ϕmnij ϕ
pq
kl −δjkϕ

mq
il = 0

n∑
p=1

ϕ
mp
ij ϕ

pq
kl −δjkϕ

mq
il = 0

On obtient les morphismes d’algèbres ϕ suivants relativement à la
base canonique.

On fait les calculs pour les matrices 2× 2 notée parM2.
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Morphisme 1 ϕ(E11) = E11 − i
√
β2√
β1
E21 ϕ(E12) = i

√
β1
√
β2E11 + β1E12 + β2E21 − i

√
β1
√
β2E22

ϕ(E21) = E21
β1

ϕ(E22) = i
√
β2√
β1
E21 +E22

Morphisme 2 ϕ(E11) = E11 + i
√
β2√
β1
E21 ϕ(E12) = −i

√
β1
√
β2E11 + β1E12 + β2E21 + i

√
β1
√
β2E22

ϕ(E21) = E21
β1

ϕ(E22) = −i
√
β2√
β1
E21 +E22

Morphisme 3 ϕ(E11) = E11 −λ1E21 ϕ(E12) = − β2
λ1
E11 −

β2
γ2

2
E12 + β2E21 + β2

λ1
E22

ϕ(E21) = −λ
2
1
β2
E21 ϕ(E22) = λ1E21 +E22

Morphisme 4{
ϕ(E11) = E11 −λ1E21 ϕ(E12) = β1λ1E11 + β1E12 − β1λ

2
1E21 − β1E22

ϕ(E21) = E21
β1

ϕ(E22) = λ1E21 +E22
,

Morphisme 5{
ϕ(E11) = E11 + β3γ1E21 ϕ(E12) = −β3E11 + E12

γ1
− β3γ1E21 + β3E22

ϕ(E21) = γ1E21 ϕ(E22) = −β3γ1E21 +E22
,

Morphisme 6{
ϕ(E11) = i

√
β2
√
γ1E21 +E22 ϕ(E12) = β2E21

ϕ(E21) = i
√
γ1√
β2
E11 + E12

β2
+γ1E21 − i

√
γ1√
β2
E22 ϕ(E22) = E11 − i

√
β2
√
γ1E21

,

Morphisme 7 ϕ(E11) = β4
β2
E12 +E22 ϕ(E12) = β4E11 −

β2
4
β2
E12 + β2E21 − β4E22

ϕ(E21) = E12
β2

ϕ(E22) = E11 −
β4
β2
E12

,

Morphisme 8{
ϕ(E11) = E11 +γ2E12 ϕ(E12) = E12

γ1

ϕ(E21) = −γ2E11 −
γ2

2
γ1
E12 +γ1E21 +γ2E22 ϕ(E22) = −β2

β1
E12 +E22

,

Morphisme 9{
ϕ(E11) = −γ2E21 +E22 ϕ(E12) = E21

γ4

ϕ(E21) = −γ2E11 +γ4E12 −
γ2

2
γ4
E21 +γ2E22 ϕ(E22) = E11 + γ2

γ4
E21

,
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où β1,β2,β3,β4,λ1,λ2,λ3,λ4,γ1,γ2,γ3γ4 ∈ C sont des paramètres.
De plus, la table de multiplication est donnée comme suit :

∗ E11 E12 E21 E22
E11 ϕ(E11) ϕ(E12) 0 0
E12 0 0 ϕ(E11) ϕ(E12)
E21 ϕ(E21) ϕ(E22) 0 0
E22 0 0 ϕ(E21) ϕ(E22)

On a les algèbres Hom-associatives simples (M2,∗,ϕ) où

Eij ∗Epq = ϕ(Eij .Epq)

Algèbre 1

E11 ∗E11 = E11 − i
√
β2√
β1
E21 E11 ∗E12 = i

√
β1
√
β2E11 + β1E12 + β2E21 − i

√
β1
√
β2E22

E12 ∗E21 = E11 − i
√
β2√
β1
E21 E12 ∗E22 = i

√
β1
√
β2E11 + β1E12 + β2E21 − i

√
β1
√
β2E22

E21 ∗E11 = E21
β1

E21 ∗E12 = −i
√
β2√
β1
E21 +E22

E22 ∗E21 = E11
β1

E22 ∗E22 = −i
√
β2√
β1
E21 +E22

Algèbre 2

E11 ∗E11 = E11 + i
√
β2√
β1
E21 E11 ∗E12 = −i

√
β1
√
β1E11 + β1E12 + β2E21 + i

√
β1
√
β1E22

E12 ∗E21 = E11 + i
√
β1√
β1
E21 E12 ∗E22 = −i

√
β1
√
β2E11 + β2E12 + β2E21 + i

√
β1
√
β2E22

E21 ∗E11 = E21
β1

E21 ∗E12 = −i
√
β2√
β1
E21 +E22

E22 ∗E21 = E21
β1

E22 ∗E22 = −i
√
β2√
β1
E21 +E22

Algèbre 3

E11 ∗E11 = E11 −λ1E21 E11 ∗E12 = − β2
λ1
E11 −

β2
γ2

2E12 + β2E21 + β2
λ1
E22

E12 ∗E21 = E11 −λ1E21 E12 ∗E22 = − β2
λ1
E11 −

β2
γ2

2E12 + β2E21 + β2
λ1
E22

E21 ∗E11 = −λ
2
1
β2
E21 E21 ∗E12 = λ1E21 +E22

E22 ∗E21 = −λ
2
1
β2
E21 E22 ∗E22 = λ1E21 +E22.

Algèbre 4
E11 ∗E11 = E11 −λ1E21 E11 ∗E12 = β1λ1E11 + β1E12 − β1λ

2
1E21 − β1E22

E12 ∗E21 = E11 −λ1E21 E12 ∗E22 = β1λ1E11 + β1E12 − β1λ
2
1E21 − β1E22

E21 ∗E11 = E21
β1

E21 ∗E12 = λ1E21 +E22

E22 ∗E21 = E21
β1

E22 ∗E22 = λ1E21 +E22
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Algèbre 5
E11 ∗E11 = E11 + β3γ1E21 E11 ∗E12 = −β3E11 + E12

γ1
− β3γ1E21 + β3E22

E12 ∗E21 = E11 + β3γ1E21 E12 ∗E22 = −β3E11 + E12
γ1
− β3γ1E21 + β3E22

E21 ∗E11 = γ1E21 E21 ∗E12 = −β3γ1E21 +E22
E22 ∗E21 = γ1E21 E22 ∗E22 = −β3γ1E21 +E22

Algèbre 6
E11 ∗E11 = i

√
β2
√
γ1E21 +E22 E11 ∗E12 = β2E21

E12 ∗E21 = i
√
β2
√
γ1E21 +E22 E12 ∗E22 = β2E21

E21 ∗E11 = i
√
γ1√
β2
E11 + E12

β2
+γ1E21 − i

√
γ1√
β2
E22 E21 ∗E12 = E11 − i

√
β2
√
γ1E21

E22 ∗E21 = i
√
γ1√
β2
E11 + E12

β2
+γ1E21 − i

√
γ1√
β2
E22 E22 ∗E22 = E11 − i

√
β2
√
γ1E21

Algèbre 7
E11 ∗E11 = β4

β2
E12 +E22 E11 ∗E12 = β4E11 −

β2
4
β2
E12 + β2E21 − β4E22

E12 ∗E21 = β4
β2
E12 +E22 E12 ∗E22 = β4E11 −

β2
4
β2
E12 + β2E21 − β4E22

E21 ∗E11 = E12
β2

E21 ∗E12 = E11 −
β4
β2
E12

E22 ∗E21 = E12
β2

E22 ∗E22 = E11 −
β4
β2
E12

Algèbre 8

E11 ∗E11 = E11 +γ2E12 E11 ∗E12 = E12
γ1

E12 ∗E21 = E11 +γ2E12 E12 ∗E22 = E12
γ1

E21 ∗E11 = −γ2E11 −
γ2

2
γ1
E12 +γ1E21 +γ2E22 E21 ∗E12 = −β2

β1
E12 +E22

E22 ∗E21 = −γ2E11 −
γ2

2
γ1
E12 +γ1E21 +γ2E22 E22 ∗E22 = −β2

β1
E12 +E22

Algèbre 9

E11 ∗E11 = −γ2E21 +E22 E11 ∗E12 = E21
γ4

E12 ∗E21 = −γ2E21 +E22 E12 ∗E22 = E21
γ4

E21 ∗E11 = −γ2E11 +γ4E12 −
γ2

2
γ4
E21 +γ2E22 E21 ∗E12 = E11 + γ2

γ4
E21

E22 ∗E21 = −γ2E11 +γ4E12 −
γ2

2
γ4
E21 +γ2E22 E22 ∗E22 = E11 + γ2

γ4
E21
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Ce chapitre est consacré en premier lieu à l’étude des variétés
algébriques des algèbres Hom-associatives multiplicatives HAssn.
Dans la première section, on étudie quelques propriétés de chan-
gement de base. Dans la seconde section, on rappelle quelques
outils préparatoires pour la classification de ces algèbres Hom-
associatives en utilisant l’action du groupe GLn(K) sur l’ensemble
des algèbres Hom-associatives. Puis, on donne également les bases
de Gröbner de la multiplication µ et de l’application linéaire α de
ces variétés algébriques en dimension 2. Dans la dernière section,
on établit la classification à isomorphime près des algèbres Hom-
associatives en dimensions 2 et 3 en précisant celles qui sont de
type associatif.
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3.1 Variétés algébriques des Hom-algèbres

Soit A un K-espace vectoriel de dimension n et {e1, · · · , en} une
base de A. Une structure Hom-algèbre sur A avec un produit µ et
une application de structure α est determinée par n3 les constantes

de structure Ckij où µ(ei , ej) =
n∑
k=0

Ckijek et par n2 les constantes de

structure aji , où α(ei) =
n∑
j=1

ajiej . On a donc

α


e1
e2
...
en

 =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann



e1
e2
...
en

 .
Si on veut que cette structure algébrique soit une structure d’al-
gèbres Hom-associatives, alors l’ensemble des constantes de struc-
ture (Ckij , aij) doit vérifier les conditions suivantes,

µ(α(ei),µ(ej , ek)) =
n∑
s=1

n∑
l=1

∑
m=1

ailCmjkC
s
lmes, i, j = 1, . . . , j,

µ(µ(ei , ej),α(ek)) =
n∑
s=1

n∑
m=1

∑
l=1

ClijamkC
s
mles i, j = 1, . . . , j,

α ◦µ(ei , ej) =
n∑
s=1

n∑
p=1

Cpijaspes i, j = 1, . . . , j,

µ(α(ei),α(ej)) =
n∑
s=1

n∑
q=1

n∑
p=1

apiaqjCspqes i, j = 1, . . . , j.

D’une part, on a
n∑
s=1

n∑
l=1

∑
m=1

ailCmjkC
s
lmes −

n∑
s=1

n∑
m=1

∑
l=1

ClijamkC
s
mles = 0, (3.1.1)

et d’autre part, on a
n∑
s=1

n∑
p=1

Cpijaspes −
n∑
s=1

n∑
q=1

n∑
p=1

apiaqjCspqes = 0. (3.1.2)

Par concéquent, on a le système d’équations polynômiales sui-
vant

n∑
l=1

n∑
m=1

ailCmjkC
s
lm − amkC

l
ijC

s
lm = 0, i, j,k, s = 1, . . . ,n.

n∑
p=1

aspC
p
ij −

n∑
p=1

n∑
q=1

apiaqjCspq = 0, i, j, s = 1, . . . ,n.
(3.1.3)
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De plus si µ est commutative, on a Ckij = Ckji i, j,k = 1, · · · ,n.
L’équation (3.1.1) correspond à la condition de la Hom-associative

µ(α(ei),µ(ej , ek)) = µ(µ(ei , ej),α(ek))

et l’équation (3.1.2) correspond à la multiplicativité

α ◦µ(ei , ej) = µ(α(ei),α(ej)).

On désigne par HAssn l’ensemble de toutes les algèbres Hom-
associative multiplicatives de dimension n.Considérons les algèbres
Hom-associatives unitaires de dimension n. Alors, on a une sous-
classe qu’on note UHAssn et qui est déterminée par les équations
suivantes :

Ckil = Ckli =
{

1, si i = k
0, si i , k

pour i, j,k, s = 1, . . . ,n

0 =
n∑
l=1

n∑
m=1

ailCmjkC
s
lm − akmC

l
ijC

s
lm pour i, j,k, s = 1, . . . ,n.

Supposons que e1 = u est dans la base B. Il s’avère qu’en plus du
système (7.3.1), nous avons l’expression de condition de l’unité
suivante.

u1.ei = ei .u1 = α(ei)⇒
n∑
k=1

Ck1iek =
n∑
k=1

Cki1ek =
n∑
k=1

akiek . That is

Cki1 = Ck1i = aki ∀i,k. (3.1.4)

Si on veut que la structure de Hom-algèbre soit une structure d’al-

gèbre Hom-Lie, alors les constantes de structure
{

(Ckij)i<j , (aij)
}

doivent vérifier les équations polynômiales

0 =
n∑
l=1

n∑
m=1

ailCmjkC
s
lm + ajlCmkiC

s
lm + aklCmijC

s
lm = 0

où Ckij = −Ckji . Les classes des algèbres Hom-Lie de dimension n est
notée HomLien.

3.1.1 Action du groupe linéaire sur les variétés algébriques
HAssn.

Le groupe GLn(K) agit sur les variétés algébriques de Hom-
structures par le transport de structure par l’action définie comme
suit. Soit A = (A,µ,α) une algèbre Hom-associative de dimension
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n définie par une multiplication µ et une application linéaire α.
Etant donné f ∈ GLn(K), l’action f .A transporte la structure par

Θ : GLn(K)×HAssn −→HAssn
(f , (A,µ,α)) 7−→ (A, (f −1 ◦µ ◦ f ⊗ f , f ◦α ◦ f −1))

définie pour x,y ∈ A, par

f ·µ(x,y) = f −1µ(f (x), f (y)) (3.1.5)

f ·α(x) = f −1α(f (x)). (3.1.6)

La classe de conjugaison est donnée par
Θ(f , (A,µ,α)) = (A,f −1 ◦µ ◦ (f ⊗ f ), f ◦α ◦ f −1)) pour f ∈ GLn(K).

L’orbite de l’algèbre Hom-associative A de HAssn est donnée
par

ϑ(A) =
{
A′ = f ·A, f ∈ GLn(K)

}
.

Les orbites sont en 1 − 1 correspondance avec les classes d’isom-
phismes des algèbres Hom-associatives de dimensions n. Le stabi-
lisateur est

Stab((A,µ,α)) =
{
f ∈ GLn(K)|(f −1 ◦µ ◦ (f ⊗ f )) = µ etf ◦α = α ◦ f

}
On caractérise en terme de constantes de structure que deux al-
gèbres Hom-associatives sont dans une même orbite (ou isomorphes).
Soient (A,µ1,α1) et (A,µ2,α2) deux algèbres Hom-associatives de
dimension n. Elles sont isomorphes si il existe ϕ ∈ GLn(K) telle
que

ϕ ◦µ1 = µ2(ϕ ⊗ϕ) et ϕ ◦α1 = α2 ◦ϕ. (3.1.7)

Remark 3.1.1 Les conditions (3.1.7) sont équivalentes aux conditions

µ1 = ϕ−1 ◦µ2 ◦ϕ ⊗ϕ et α1 = ϕ−1 ◦α2 ◦ϕ. (3.1.8)

Nous fixons la base suivante de l’espace vectoriel {ei}i=1,··· ,n et on
pose

ϕ(ei) =
∑n

p=1 apiep, α1(ei) =
∑n

j=1αjiej , α2(ei) =
∑n

j=1βjiej .

µ1(ei , ej) =
∑n

k=1C
k
ijek , µ2(ei , ej) =

∑n
k=1D

k
ijek .

Dans ce cas, on a

ϕ ◦µ1(ei , ej) = µ2(ϕ(ei),ϕ(ej))etϕ(◦α1(ei) = α2 ◦ϕ(ei). (3.1.9)

En effet, on a
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φ(µ1(ei , ej)) =
n∑
q=1

n∑
k=1

Ckijaqkeq, i, j = 1, . . . ,n,

µ2(φ(ei),φ(ej)) =
n∑
q=1

n∑
k=1

n∑
p=1

apiakjD
q
pkeq, i, j = 1, . . . ,n,

φ ◦α1(ei) =
n∑
q=1

n∑
k=1

αkiaqkeq, i, j = 1, . . . ,n,

α2 ◦φ(ei) =
n∑
q=1

n∑
k=1

akiβqkeq, i, j = 1, . . . ,n.

D’une part, on a
n∑
q=1

n∑
k=1

Ckijaqkeq =
n∑
q=1

n∑
k=1

n∑
p=1

apiakjD
q
pkeq

et d’autre part, on a
n∑
q=1

n∑
k=1

αkiaqkeq =
n∑
q=1

n∑
k=1

akiβqkeq.

Par conéquent, on obtient le système d’équations suivant

n∑
k=1

Ckijaqk −
n∑
k=1

n∑
p=1

Dqpkapiakj = 0 i, j,q = 1, . . . ,n.

n∑
k=1

αkiaqk −
n∑
k=1

akiβqk = 0 i,q = 1, . . . ,n.

3.1.2 Variétés algébriquesHAss2

L’algèbre Hom-associative est identifiée à ses constantes de struc-
ture Cki,j et aij par rapport à la base donnée. Elles satisfont la pre-
mière famille du système (7.3.1), pour laquelle les solutions ap-
partiennent à la variété algébrique définie par la base de Gröbner
suivante.

〈a21c
1
11c

1
12 − a21c

1
11c

1
21 − a11c

2
11c

1
12 + a11c

2
11c

1
21, a21c

1
11c

2
12 − a21c

1
11c

2
21 − a11c

2
11c

2
12 + a11c

2
11c

2
21,

a12(c1
11)2 + a11c

1
11c

1
12 − a22c

1
11c

1
12 + a11c

1
12c

2
12 − a12c

2
11c

1
21 + a21c

1
12c

1
21 − a22c

2
11c

1
22 + a21c

2
12c

1
22,

a12(c2
11)2 + a12c

2
11c

1
12 − a11c

1
11c

1
21 + a22c

1
11c

1
21 − a21c

1
12c

1
21 − a11c

1
21c

2
21 + a22c

2
11c

1
22 − a21c

2
21c

1
22,

−a11c
1
11c

1
12 − a21(c1

12)2 + a11c
1
11c

1
21 − a11c

2
12c

1
21 + a21(c1

21)2 + a11c
1
12c

2
21 − a21c

2
12c

1
22 + a21c

2
21c

1
22,

a12c
1
11c

1
12 + a12c

1
12c

2
12 − a12c

1
11c

1
21 − a12c

1
21c

2
21 + a22c

2
12c

1
22 − a22c

2
21c

1
22,

−a22c
1
12c

1
21 + a12c

1
12c

2
22 + a22c

1
21c

1
22 − a12c

1
21c

2
22, a22c

2
12c

1
22 − a12c

2
12c

2
22 − a22c

2
12c

2
22 + a22c

2
21c

2
22,

a12c
1
11c

2
11 + a11c

2
11c

1
12 − a22c

1
11c

2
12 + a11(c2

12)2 − a12c
2
11c

2
21 + a21c

1
12c

2
21 − a22c

2
11c

2
22 + a21c

2
12c

2
22,

a12c
1
11c

2
11 + a12c

2
11c

2
12 − a11c

2
11c

1
21 − a21c

2
12c

1
21 + a22c

1
11c

2
21 − a11(c2

21)2 + a22c
2
11c

2
22 − a21c

2
21c

2
22,

−a11c
2
11c

1
12 − a21c

1
12c

2
12 + a11c

2
11c

1
21 + a21c

1
21c

2
21 − a21c

2
12c

2
22 + a21c

2
21c

2
22,

a12c
2
11c

1
12 + a12(c2

12)2 − a12c
2
11c

1
21 − a22c

2
12c

1
21 + a22c

1
12c

2
21 − a12(c2

21)2 + a22c
2
12c

2
22 − a22c

2
21c

2
22,

a12c
1
11c

1
21 + a22(c1

21)2 + a12c
1
12c

2
21 − a11c

1
11c

1
22 − a21c

1
12c

1
22 + a22c

2
21c

1
22 − a11c

1
21c

2
22 − a21c

1
22c

2
22,

−a12c
1
11c

1
12 − a22(c1

12)2 − a12c
2
12c

1
21 + a11c

1
11c

1
22 − a22c

2
12c

1
22 + a21c

1
21c

1
22 + a11c

1
12c

2
22 + a21c

1
22c

2
22,

a12c
2
11c

1
21 + a12c

2
12c

2
21 + a22c

1
21c

2
21 − a11c

2
11c

1
22 − a21c

2
12c

1
22 − a11c

2
21c

2
22 + a22c

2
21c

2
22 − a21(c2

22)2,
−a12c

2
11c

1
12 − a22c

1
12c

2
12 − a12c

2
12c

2
21 + a11c

2
11c

1
22 + a21c

2
21c

1
22 + a11c

2
12c

2
22 − a22c

2
12c

2
22 + a21(c2

22)2〉
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Si l’algèbre Hom-associative est multiplicative, elle doit satisfaire
de plus la deuxième famille du système (7.3.1), c’est-à-dire qu’elle
appartient à l’intersection avec la variété algébrique définie par la
base de Gröbner suivante.

〈a11c
1
11 − a2

11c
1
11 + a12c

2
11 − a11a21c

1
12 − a11a21c

1
21 − a2

21c
1
22,

a11a12c
1
11 + a11c

1
12 − a11a2,2c

1
12 + a12c

2
12 − a12a21c

1
21 − a21a22c

1
22

a11a12c
1
11 − a12a21c

1
12 + a11c1

21 − a11a22c
1
21 + a12c

2
21 − a21a22c

1
22,

a2
12c

1
11 − a12a22c

1
12 − a12a22c

1
21 + a11c

1
22 − a2

22c
1
22 + a12c

2
22,

a21c
1
11 − a2

11c
2
11 + a22c

2
11 − a11a21c

2
12 − a11a21c

2
21 − a2

21c
2
22,

a11a12c
2
11 + a21c

1
12 + a22c

2
12 − a11a22c

2
12 − a12a21c

2
21 − a21a22c

2
22,

a11a12c
2
11 − a12a21c

2
12 + a21c

1
21 + a22c

2
21 − a11a22c

2
21 − a21a22c

2
22,

a2
12c

2
11 − a12a22c

2
12 − a12a22c

2
21 + a21c

1
22 + a22c

2
22 − a2

22c
2
22〉.

3.2 Classification en dimension 2 et 3.

Dans cette partie, nous établissons la classification à isomor-
phisme près en dimension deux et trois des algèbres Hom-associatives
non unitaires et les algèbres Hom-associatives unitaires en préci-
sant les algèbres de type associatif associées.

3.2.1 Classification en dimension 2

Nous devons considérer deux classes de morphismes qui sont
données par les formes de Jordan et qui sont représentées par les

matrices
(
a 0
0 b

)
et
(
a 1
0 a

)
. Nous fournissons toutes les al-

gèbres Hom-associatives de dimension 2 correspondantes aux so-
lutions du système (7.3.1). A cet effet, nous utilisons le logiciel de
calcul formel : Mathematica.

Premier cas :

Structure de l’application α conjuguée à
(
a 0
0 b

)
. Par simple

calcul et avec l’aide du logiciel de calcul formel Mathematica, on
obtient les algèbres Hom-associatives dans le tableau 3.1.

Deuxième cas

Structure de l’application α conjuguée à
(
a 1
0 a

)
. Par simple

calcul et avec l’aide du logiciel de calcul formel Mathematica, on
obtient les algèbres Hom-associatives dans le tableau 3.2
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A2
i µ α

A2
1

e1 ∗ e1 = −a1e1, e1 ∗ e2 = a1e2,
e2 ∗ e1 = a1e2, e2 ∗ e2 = b1e1.

α(e1) = e1,
α(e2) = −e2.

A2
2

e1 ∗ e1 = a2e1, e1 ∗ e2 = 0,
e2 ∗ e1 = 0, e2 ∗ e2 = b2e2.

α(e1) = e1,
α(e2) = 0.

A2
3

e1 ∗ e1 = 0, e1 ∗ e2 = ka3e1,
e2 ∗ e1 = ka3e1, e2 ∗ e2 = a3e2.

α(e1) = ke1,
α(e2) = e2.

A2
4

e1 ∗ e1 = 0, e1 ∗ e2 = a4e1,
e2 ∗ e1 = a4e1, e2 ∗ e2 = b4e2.

α(e1) = a4
b4
e1,

α(e2) = e2.

A2
5

e1 ∗ e1 = a5e1, e1 ∗ e2 = b5e2,
e2 ∗ e1 = b5e2, e2 ∗ e2 = 0.

α(e1) = e1,

α(e2) = b5
a5
e2.

A2
6

e1 ∗ e1 = a6e1, e1 ∗ e2 = 0,
e2 ∗ e1 = 0, e2 ∗ e2 = 0.

α(e1) = 0,
α(e2) = ke2.

A2
7

e1 ∗ e1 = a7e2, e1 ∗ e2 = 0,
e2 ∗ e1 = 0, e2 ∗ e2 = 0.

α(e1) = ke1,
α(e2) = k2e2,

Table 3.1 –

A2
i µ α

A2
8

e1 ∗ e1 = 0, e1 ∗ e2 = a8e2,
e2 ∗ e1 = b8e2, e2 ∗ e2 = c8e1.

α(e1) = 0,
α(e2) = e1.

A2
9

e1 ∗ e1 = 0, e1 ∗ e2 = a9e1,
e2 ∗ e1 = 0, e2 ∗ e2 = a9e1 + a9e2.

α(e1) = e1,
α(e2) = e1 + e2.

A2
10

e1 ∗ e1 = 0, e1 ∗ e2 = 0,
e2 ∗ e1 = a10e1, e2 ∗ e2 = a10e1 + a10e2.

α(e1) = e1,
α(e2) = e1 + e2.

Table 3.2 –
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Lemma 3.2.1 Soit α un morphisme diagonal tel que α(e1) = pe1, α(e2) = qe2, p , q
suivant la base {e1, e2} alors pour ϕ : A→ A tel que ϕ ◦α = α ◦ϕ est
de la forme ϕ(e1) = λe1 et ϕ(e2) = ρe2 suivant la même base.

Démonstration. Soient ϕ(e1) = λ1e1 + λ2e2 et ϕ(e2) = ρ1e1 + ρ2e2 .
D’une part, ϕ ◦α(e1) = λ1pe1 +λ2pe2 et α′ ◦ϕ(e1) = λ1p

′e1 +λ2q
′e2.

Don on obtient λ1p = λ1p
′ et λ2p = λ2q

′. D’autre part, ϕ ◦α(e2) =
qρ1e1 + qρ2e2 et α′ ◦ ϕ(e2) = ρ1p

′e1 + ρ2q
′e2. On a ρ1q = ρ1p

′ et
ρ2q = ρ2q

′.
Donc on a λ1(p − p′) = 0, λ2(p − q′) = 0, ρ1(q − p′) = 0, ρ2(q −
q′) = 0. Si p = p′ et q = q′, on obtient λ2(p − q′) = 0 et ρ2(q − q′) = 0
Si p , q, donc λ2 = ρ1 = 0. D’où le lemme avec λ = λ1 et ρ = ρ2.

Theorem 3.2.2 Toute algèbre Hom-associative multiplicative de dimension 2 est iso-
morphe à une des algèbres, non-isomorphes deux à deux, (A,∗,α) où
∗ désigne la multiplication et α l’application linéaire. Soit {e1, e2} une
base de K2 :

A2
i µ α

A2
1

e1 ∗ e1 = −e1, e1 ∗ e2 = e2,
e2 ∗ e1 = e2, e2 ∗ e2 = e1.

α(e1) = e1,
α(e2) = −e2.

A2
2

e1 ∗ e1 = e1, e1 ∗ e2 = 0,
e2 ∗ e1 = 0, e2 ∗ e2 = e2.

α(e1) = e1,
α(e2) = 0.

A2
3

e1 ∗ e1 = e1, e1 ∗ e2 = 0,
e2 ∗ e1 = 0, e2 ∗ e2 = 0.

α(e1) = e1,
α(e2) = 0.

A2
4

e1 ∗ e1 = e1, e1 ∗ e2 = e2,
e2 ∗ e1 = e2, e2 ∗ e2 = 0.

α(e1) = e1,
α(e2) = e2.

A2
5

e1 ∗ e1 = e1, e1 ∗ e2 = 0,
e2 ∗ e1 = 0, e2 ∗ e2 = 0.

α(e1) = 0,
α(e2) = ke2.

A2
6

e1 ∗ e1 = e2, e1 ∗ e2 = 0,
e2 ∗ e1 = 0, e2 ∗ e2 = 0.

α(e1) = e1,
α(e2) = e2.

A2
7

e1 ∗ e1 = 0, e1 ∗ e2 = ae1,
e2 ∗ e1 = be1, e2 ∗ e2 = ce1.

α(e1) = 0,
α(e2) = e1,

A2
8

e1 ∗ e1 = 0, e1 ∗ e2 = e1,
e2 ∗ e1 = 0, e2 ∗ e2 = e1 + e2.

α(e1) = e1,
α(e2) = e1 + e2.

A2
9

e1 ∗ e1 = 0, e1 ∗ e2 = 0,
e2 ∗ e1 = e1, e2 ∗ e2 = e1 + e2.

α(e1) = e1,
α(e2) = e1 + e2.

Table 3.3 – Classification en dimension 2 .

Démonstration. La preuve découle de la Définition 3.1.7 et Lemme
3.2.1.

Soient µ(ei , ej) =
∑n

k=1C
k
ijek et α ◦ µ̃(ei , ej) =

∑n
k=1
∑n

p=1C
p
ijakpek .



3.2. Classification en dimension 2 et 3. 31

La résolution du système d’équation suivant permet de déter-
miner les algèbres de type associatif :

Ckij −
∑
p=1

Cpijakp = 0, i, j,k = 1, . . . ,n. (3.2.1)

Proposition 3.2.3 Dans HAss2, les algèbres Hom-associatives A2
1,A

2
4,A

2
6,A

2
8,A

2
9 sont de

type associatif.

Démonstration. En effet, nous avons mis en évidence les algèbres
associatives correspondantes :

Ã2
1 : e1 · e1 = −e1, e1 · e2 = −e2, e2 · e1 = −e2, e2 · e2 = e1.

Ã2
4 : e1 · e1 = e1, e1 · e2 = e2, e2 · e1 = e2, e2 · e2 = 0.

Ã2
6 : e1 · e1 = e2, e1 · e2 = 0, e2 · e1 = 0, e2 · e2 = 0.

Ã2
8 : e1 · e1 = 0, e1 · e2 = e1, e2 · e1 = 0, e2 · e2 = e2.

Ã2
9 : e1 · e1 = 0, e1 · e2 = e1, e2 · e1 = 0, e2 · e2 = e2.

Remark 3.2.4 Il s’avère que les algèbres Hom-associatives A2
2,A

2
3,A

2
5,A

2
7 ne peuvent

être obtenues par twist des algèbres associatives.

3.2.2 Classification en dimension 3

Nous cherchons toutes les algèbres Hom-associatives en dimen-
sion 3. Nous considérons 3 classes de morphismes qui sont don-
nées par la forme de Jordan, à savoir qu’elles sont représentées
par les matrices. a 0 0

0 b 0
0 0 c

 ,
 a 1 0

0 a 0
0 0 b

 ,
 a 1 0

0 a 1
0 0 a

 .
En utilisant un calcul similaire à celui de la section précédente, on
obtient la classification suivante.

Premier cas

Structure de l’application α conjuguée à

 a 0 0
0 b 0
0 0 c

 .
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Par simple calcul et avec l’aide du logiciel de calcul formel Ma-
thematica, on obtient les algèbres Hom-associatives :

A3
1

e1 ∗ e1 = p11e1 e2 ∗ e3 = p62e2 + p63e3
e1 ∗ e2 = 0 e3 ∗ e1 = 0
e1 ∗ e3 = 0 e3 ∗ e2 = p82e2 + p83e3
e2 ∗ e1 = 0 e3 ∗ e3 = p92e2 + p93e3
e2 ∗ e2 = p52e2 + p53e3

α(e1) = e1
α(e2) = 0
α(e3) = 0

A3
2

e1 ∗ e1 = p11e1 + p13e3 e2 ∗ e3 = 0
e1 ∗ e2 = 0 e3 ∗ e1 = p71e1 + p73e3
e1 ∗ e3 = p31e1 + p33e3 e3 ∗ e2 = 0
e2 ∗ e1 = 0 e3 ∗ e3 = p91e1 + p93e3
e2 ∗ e2 = p52e2

α(e1) = 0
α(e2) = e2
α(e3) = 0

A3
3

e1 ∗ e1 = p11e1 + p12e2 e2 ∗ e3 = 0
e1 ∗ e2 = p21e1 + p22e2 e3 ∗ e1 = 0
e1 ∗ e3 = 0 e3 ∗ e2 = 0
e2 ∗ e1 = p41e1 + p42e2 e3 ∗ e3 = p93e3
e2 ∗ e2 = p51e1 + p52e2

α(e1) = 0
α(e2) = 0
α(e3) = e3

A3
4

e1 ∗ e1 = p11e1 e2 ∗ e3 = 0
e1 ∗ e2 = 0 e3 ∗ e1 = 0
e1 ∗ e3 = 0 e3 ∗ e2 = 0
e2 ∗ e1 = 0 e3 ∗ e3 = p93e3
e2 ∗ e2 = p52e2

α(e1) = e1
α(e2) = e2
α(e3) = 0

A3
5

e1 ∗ e1 = p11e1 e2 ∗ e3 = 0
e1 ∗ e2 = 0 e3 ∗ e1 = 0
e1 ∗ e3 = 0 e3 ∗ e2 = 0
e2 ∗ e1 = 0 e3 ∗ e3 = p93e3
e2 ∗ e2 = p52e2

α(e1) = e1
α(e2) = 0
α(e3) = e3

A3
6

e1 ∗ e1 = p11e1 e2 ∗ e3 = 0
e1 ∗ e2 = 0 e3 ∗ e1 = 0
e1 ∗ e3 = 0 e3 ∗ e2 = 0
e2 ∗ e1 = 0 e3 ∗ e3 = p93e3
e2 ∗ e2 = p52e2

α(e1) = 0
α(e2) = e2
α(e3) = e3

A3
7

e1 ∗ e1 = p11e1 e2 ∗ e3 = 0
e1 ∗ e2 = 0 e3 ∗ e1 = 0
e1 ∗ e3 = 0 e3 ∗ e2 = 0
e2 ∗ e1 = 0 e3 ∗ e3 = p93e3
e2 ∗ e2 = p52e2

α(e1) = e1
α(e2) = e2
α(e3) = e3

Deuxième cas

Structure de l’application α conjuguée à

 a 1 0
0 a 0
0 0 b

 .
Par simple calcul et avec l’aide du logiciel de calcul formel Ma-
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thematica, on obtient les algèbres Hom-associatives :

A3
1

e1 ∗ e1 = 0 e2 ∗ e3 = 0
e1 ∗ e2 = p21e1 + p23e3 e3 ∗ e1 = 0
e1 ∗ e3 = p31e1 + p33e3 e3 ∗ e2 = p81e1 + p83e3
e2 ∗ e1 = 0 e3 ∗ e3 = p91e1 + p93e3
e2 ∗ e2 = p51e1 + p53e3

α(e1) = 0
α(e2) = e1
α(e3) = 0

A3
2

e1 ∗ e1 = 0 e2 ∗ e3 = p81e1
e1 ∗ e2 = p21e1 e3 ∗ e1 = p71e1
e1 ∗ e3 = p31e1 e3 ∗ e2 = p81e1
e2 ∗ e1 = 0 e3 ∗ e3 = p91e1
e2 ∗ e2 = p51e1

α(e1) = 0
α(e2) = e1
α(e3) = 0

A3
3

e1 ∗ e1 = 0 e2 ∗ e3 = p61e1
e1 ∗ e2 = p21e1 e3 ∗ e1 = 0
e1 ∗ e3 = 0 e3 ∗ e2 = p81e1
e2 ∗ e1 = 0 e3 ∗ e3 = 0
e2 ∗ e2 = p51e1

α(e1) = 0
α(e2) = e1
α(e3) = ce3

A3
4

e1 ∗ e1 = 0 e2 ∗ e3 = p61e1
e1 ∗ e2 = 0 e3 ∗ e1 = 0
e1 ∗ e3 = 0 e3 ∗ e2 = p81e1
e2 ∗ e1 = 0 e3 ∗ e3 = p91e1
e2 ∗ e2 = p51e1

α(e1) = e1
α(e2) = e1 + e2
α(e3) = e3

A3
5

e1 ∗ e1 = 0 e2 ∗ e3 = 0
e1 ∗ e2 = −p43e3 e3 ∗ e1 = 0
e1 ∗ e3 = 0 e3 ∗ e2 = 0
e2 ∗ e1 = p43e3 e3 ∗ e3 = 0
e2 ∗ e2 = p52e3

α(e1) = ae1
α(e2) = e1 + ae2
α(e3) = a2e3

A3
6

e1 ∗ e1 = 0 e2 ∗ e3 = p61e1
e1 ∗ e2 = 0 e3 ∗ e1 = 0
e1 ∗ e3 = 0 e3 ∗ e2 = p81e1
e2 ∗ e1 = 0 e3 ∗ e3 = 0
e2 ∗ e2 = 0

α(e1) = ae1
α(e2) = e1 + ae2
α(e3) = e3

A3
7

e1 ∗ e1 = 0 e2 ∗ e3 = 0
e1 ∗ e2 = 0 e3 ∗ e1 = 0
e1 ∗ e3 = 0 e3 ∗ e2 = 0
e2 ∗ e1 = 0 e3 ∗ e3 = p11e1
e2 ∗ e2 = p51e1

α(e1) = e1
α(e2) = e1 + e2
α(e3) = −e3

Troisième cas

Structure de l’application α conjuguée à

 a 1 0
0 a 1
0 0 a

 .
Par simple calcul et avec l’aide du logiciel de calcul formel Ma-
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thematica, on obtient les algèbres Hom-associatives :

A3
1

e1 ∗ e1 = 0 e2 ∗ e3 = p61e1
e1 ∗ e2 = 0 e3 ∗ e1 = 0
e1 ∗ e3 = p31e1 e3 ∗ e2 = p81e1
e2 ∗ e1 = 0 e3 ∗ e3 = p91e1
e2 ∗ e2 = 0

α(e1) = 0
α(e2) = e1
α(e3) = e2

A3
2

e1 ∗ e1 = 0 e2 ∗ e3 = −p81e1
e1 ∗ e2 = 0 e3 ∗ e1 = 0
e1 ∗ e3 = 0 e3 ∗ e2 = p81e1
e2 ∗ e1 = 0 e3 ∗ e3 = p91e1
e2 ∗ e2 = 0

α(e1) = e1
α(e2) = e1 + e2
α(e3) = e2 + e3

Theorem 3.2.5 Toute algèbre Hom-associative multiplicative de dimension 3 est iso-
morphe à une des algèbres, non-isomorphes deux à deux, (A,∗,α) où ∗
désigne la multiplication et α l’application linéaire. Soit {e1, e2, e3} une
base de K3 :

A3
i µ α

A3
1

e1 ∗ e1 = e1, e2 ∗ e3 = e2 + e3,
e1 ∗ e2 = 0, e3 ∗ e1 = 0,
e1 ∗ e3 = 0, e3 ∗ e2 = e2 + e3,
e2 ∗ e1 = 0, e3 ∗ e3 = e2 + e3.
e2 ∗ e2 = e2 + e3,

α(e1) = e1,
α(e2) = 0,
α(e3) = 0.

A3
2

e1 ∗ e1 = p11e1, e2 ∗ e3 = 0,
e1 ∗ e2 = 0, e3 ∗ e1 = 0,
e1 ∗ e3 = 0, e3 ∗ e2 = 0,
e2 ∗ e1 = 0, e3 ∗ e3 = p93e3.
e2 ∗ e2 = p52e2,

α(e1) = e1,
α(e2) = e2,
α(e3) = 0.

A3
3

e1 ∗ e1 = p11e1, e2 ∗ e3 = 0,
e1 ∗ e2 = 0, e3 ∗ e1 = 0,
e1 ∗ e3 = 0, e3 ∗ e2 = 0,
e2 ∗ e1 = 0, e3 ∗ e3 = p93e3.
e2 ∗ e2 = p52e2,

α(e1) = e1,
α(e2) = e2,
α(e3) = e3.

A3
4

e1 ∗ e1 = 0, e2 ∗ e3 = p81e1,
e1 ∗ e2 = p21e1, e3 ∗ e1 = p71e1,
e1 ∗ e3 = p31e1, e3 ∗ e2 = p81e1,
e2 ∗ e1 = 0, e3 ∗ e3 = p91e1.
e2 ∗ e2 = p51e1,

α(e1) = 0,
α(e2) = e1,
α(e3) = 0.

A3
5

e1 ∗ e1 = 0, e2 ∗ e3 = 0,
e1 ∗ e2 = 0, e3 ∗ e1 = 0,
e1 ∗ e3 = 0, e3 ∗ e2 = 0,
e2 ∗ e1 = 0, e3 ∗ e3 = p93e3.
e2 ∗ e2 = p51e1,

α(e1) = e1,
α(e2) = e1 + e2,
α(e3) = 0.
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A3
6

e1 ∗ e1 = 0, e2 ∗ e3 = e1,
e1 ∗ e2 = e1, e3 ∗ e1 = 0,
e1 ∗ e3 = 0, e3 ∗ e2 = e1,
e2 ∗ e1 = 0, e3 ∗ e3 = 0.
e2 ∗ e2 = e1,

α(e1) = 0,
α(e2) = e1,
α(e3) = e3.

A3
7

e1 ∗ e1 = 0, e2 ∗ e3 = e1,
e1 ∗ e2 = 0, e3 ∗ e1 = 0,
e1 ∗ e3 = 0, e3 ∗ e2 = e1,
e2 ∗ e1 = 0, e3 ∗ e3 = e1.
e2 ∗ e2 = e1,

α(e1) = e1,
α(e2) = e1 + e2,
α(e3) = e3.

A3
8

e1 ∗ e1 = 0, e2 ∗ e3 = 0,
e1 ∗ e2 = −e3, e3 ∗ e1 = 0,
e1 ∗ e3 = 0, e3 ∗ e2 = 0,
e2 ∗ e1 = e3, e3 ∗ e3 = 0.
e2 ∗ e2 = e3,

α(e1) = e1,
α(e2) = e1 + e2,
α(e3) = e3.

A3
9

e1 ∗ e1 = 0, e2 ∗ e3 = p61e1,
e1 ∗ e2 = 0, e3 ∗ e1 = 0,
e1 ∗ e3 = 0, e3 ∗ e2 = p81e1,
e2 ∗ e1 = 0, e3 ∗ e3 = 0.
e2 ∗ e2 = 0,

α(e1) = ae1,
α(e2) = e1 + ae2,
α(e3) = e3.

A3
10

e1 ∗ e1 = 0, e2 ∗ e3 = 0,
e1 ∗ e2 = 0, e3 ∗ e1 = 0,
e1 ∗ e3 = 0, e3 ∗ e2 = 0,
e2 ∗ e1 = 0, e3 ∗ e3 = p91e1.
e2 ∗ e2 = p51e1,

α(e1) = e1,
α(e2) = e1 + e2,
α(e3) = −e3.

A3
11

e1 ∗ e1 = 0, e2 ∗ e3 = p61e1,
e1 ∗ e2 = 0, e3 ∗ e1 = 0,
e1 ∗ e3 = p31e1, e3 ∗ e2 = p81e1
e2 ∗ e1 = 0, e3 ∗ e3 = p91e1.
e2 ∗ e2 = 0,

α(e1) = 0,
α(e2) = e1,
α(e3) = e2.

A3
12

e1 ∗ e1 = 0, e2 ∗ e3 = −p81e1,
e1 ∗ e2 = 0, e3 ∗ e1 = 0,
e1 ∗ e3 = 0, e3 ∗ e2 = p81e1,
e2 ∗ e1 = 0, e3 ∗ e3 = p91e1.
e2 ∗ e2 = 0,

α(e1) = e1,
α(e2) = e1 + e2,
α(e3) = e2 + e3.

Table 3.4: Classification en dimension 3.

Proposition 3.2.6 Les algèbres Hom-associatives A3
3,A

3
7,A

3
8,A

3
9,A

3
10,A

3
12 sont de type as-

sociatif.

Démonstration. En effet, nous avons mis en évidence les algèbres
associatives correspondantes :
Ã3

3 :e1 · e1 = p11e1, e1 · e2 = 0, e1 · e3 = 0, e2 · e1 = 0 e2 · e2 =
p52e2
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: e2 · e3 = 0, e3 · e1 = 0, e3 · e2 = 0, e3 · e3 = p93e3.

Ã3
7 :e1 · e1 = 0, e1 · e2 = 0, e1 · e3 = 0, e2 · e1 = e1 e2 · e2 = e1

: e2 · e3 = e1, e3 · e1 = 0, e3 · e2 = e1, e3 · e3 = e1.

Ã3
8 :e1 · e1 = 0, e1 · e2 = −e3, e1 · e3 = 0, e2 · e1 = e3 e2 · e2 = e3

: e2 · e3 = 0, e3 · e1 = 0, e3 · e2 = 0, e3 · e3 = 0.

Ã3
9 :e1 · e1 = 0, e1 · e2 = 0, e1 · e3 = 0, e2 · e1 = 0 e2 · e2 = 0

: e2 · e3 = p61
a e1, e3 · e1 = 0, e3 · e2 = p81

a e1, e3 · e3 = 0.

Ã3
10 :e1 · e1 = 0, e1 · e2 = 0, e1 · e3 = 0, e2 · e1 = 0 e2 · e2 = p51e1

: e2 · e3 = 0, e3 · e1 = 0, e3 · e2 = 0, e3 · e3 = p91e1.

Ã3
12 :e1 · e1 = 0, e1 · e2 = 0, e1 · e3 = 0, e2 · e1 = e3 e2 · e2 = 0

: e2 · e3 = −p81e1, e3 · e1 = 0, e3 · e2 = p81e1, e3 · e3 = p91e1.

Remark 3.2.7 Il s’avère que les algèbres Hom-associatives A3
1,A

3
2,A

3
4,A

3
5,A

3
6,A

3
11 ne

peuvent être obtenues par twist des algèbres associatives.

Theorem 3.2.8 Toute algèbre Hom-associative multiplicative de dimension 2 est iso-
morphe à une des algèbres, non-isomorphes deux à deux, (A,∗,α) où
∗ désigne la multiplication et α l’application linéaire. Soit {e1, e2} une
base de K2 avec α(e1) = 1 l’élement unitaire :

A′2i µ α

A′21
e1 ∗ e1 = e1, e1 ∗ e2 = e2,
e2 ∗ e1 = e2, e2 ∗ e2 = e1 + e2.

α(e1) = e1,
α(e2) = e2.

A′22
e1 ∗ e1 = e1, e1 ∗ e2 = −e2,
e2 ∗ e1 = −e2, e2 ∗ e2 = e1.

α(e1) = e1,
α(e2) = −e2.

A′23
e1 ∗ e1 = e1, e1 ∗ e2 = 0,
e2 ∗ e1 = 0, e2 ∗ e2 = e2.

α(e1) = e1,
α(e2) = 0.

A′24
e1 ∗ e1 = e1, e1 ∗ e2 = e2,
e2 ∗ e1 = e2, e2 ∗ e2 = 0.

α(e1) = e1,
α(e2) = e2.

Table 3.5 – Classification en dimension 2.

Proposition 3.2.9 Dans UHAss2, les algèbres Hom-associatives Ã′21, Ã′
2
2, Ã′

2
4 sont de type

associatif.

Démonstration. En effet, nous avons mis en évidence les algèbres
associatives correspondantes :

Ã′
2
1 : e1 · e1 = e1, e1 · e2 = e2, e2 · e1 = e2, e2 · e2 = e1 + e2.

Ã′
2
2 : e1 · e1 = e1, e1 · e2 = e2, e2 · e1 = e2, e2 · e2 = e1.
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Ã′
2
4 : e1 · e1 = e1, e1 · e2 = e2, e2 · e1 = e2, e2 · e2 = 0.

Remark 3.2.10 Il se trouve que l’algèbre Hom-associative Ã′23 ne peut pas être ob-
tenue en twistant une algèbre associative.

Theorem 3.2.11 Toute algèbre Hom-associative multiplicative de dimension 3 est iso-
morphe à une des algèbres, non-isomorphe deux à deux, (A,∗,α) où ∗
désigne la multiplication et α l’application linéaire. Soit {e1, e2, e3} une
base de K3 avec α(e1) = 1 l’élement unitaire :

A′3i µ α

A′31

e1 ∗ e1 = e1, e2 ∗ e3 = e2 + e3,
e1 ∗ e2 = 0, e3 ∗ e1 = 0,
e1 ∗ e3 = 0, e3 ∗ e2 = e2 + e3,
e2 ∗ e1 = 0, e3 ∗ e3 = e2 + e3.
e2 ∗ e2 = e2 + e3,

α(e1) = e1,
α(e2) = 0,
α(e3) = 0.

A′32

e1 ∗ e1 = e1, e2 ∗ e3 = 0,
e1 ∗ e2 = 0, e3 ∗ e1 = e3,
e1 ∗ e3 = e3, e3 ∗ e2 = 0,
e2 ∗ e1 = 0, e3 ∗ e3 = e1 + e3.
e2 ∗ e2 = e2,

α(e1) = e1,
α(e2) = 0,
α(e3) = e3.

A′33

e1 ∗ e1 = e1, e2 ∗ e3 = 0,
e1 ∗ e2 = 0, e3 ∗ e1 = −e3,
e1 ∗ e3 = −e3, e3 ∗ e2 = 0,
e2 ∗ e1 = 0, e3 ∗ e3 = e1.
e2 ∗ e2 = e2,

α(e1) = e1,
α(e2) = 0,
α(e3) = −e3.

A′34

e1 ∗ e1 = e1, e2 ∗ e3 = 0,
e1 ∗ e2 = e2, e3 ∗ e1 = 0,
e1 ∗ e3 = 0, e3 ∗ e2 = 0,
e2 ∗ e1 = e2, e3 ∗ e3 = e3.
e2 ∗ e2 = e1 + e2,

α(e1) = e1,
α(e2) = e2,
α(e3) = 0.

A′35

e1 ∗ e1 = e1, e2 ∗ e3 = 0,
e1 ∗ e2 = −e2, e3 ∗ e1 = 0,
e1 ∗ e3 = 0, e3 ∗ e2 = 0,
e2 ∗ e1 = −e2, e3 ∗ e3 = e3.
e2 ∗ e2 = e1,

α(e1) = e1,
α(e2) = −e2,
α(e3) = 0.

A′36

e1 ∗ e1 = e1, e2 ∗ e3 = e3,
e1 ∗ e2 = e2, e3 ∗ e1 = e3,
e1 ∗ e3 = e3, e3 ∗ e2 = e3,
e2 ∗ e1 = e2, e3 ∗ e3 = e2 + e3.
e2 ∗ e2 = e2,

α(e1) = e1,
α(e2) = e2,
α(e3) = e3.
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A′37

e1 ∗ e1 = e1, e2 ∗ e3 = e3,
e1 ∗ e2 = e2, e3 ∗ e1 = −e3,
e1 ∗ e3 = −e3, e3 ∗ e2 = e3,
e2 ∗ e1 = e2, e3 ∗ e3 = e2.
e2 ∗ e2 = −e2,

α(e1) = e1,
α(e2) = e2,
α(e3) = −e3.

A′38

e1 ∗ e1 = e1, e2 ∗ e3 = e2,
e1 ∗ e2 = −e2, e3 ∗ e1 = e3,
e1 ∗ e3 = e3, e3 ∗ e2 = e2,
e2 ∗ e1 = −e2, e3 ∗ e3 = −e3.
e2 ∗ e2 = e3,

α(e1) = e1,
α(e2) = −e2,
α(e3) = e3.

A′39

e1 ∗ e1 = e1, e2 ∗ e3 = 0,
e1 ∗ e2 = ae2, e3 ∗ e1 = e3,
e1 ∗ e3 = e3, e3 ∗ e2 = 0,
e2 ∗ e1 = ae2, e3 ∗ e3 = e3.
e2 ∗ e2 = 0,

α(e1) = e1,
α(e2) = ae2,
α(e3) = e3.

A′310

e1 ∗ e1 = e1, e2 ∗ e3 = 0,
e1 ∗ e2 = ae2, e3 ∗ e1 = −e3,
e1 ∗ e3 = −e3, e3 ∗ e2 = 0,
e2 ∗ e1 = ae2, e3 ∗ e3 = 0.
e2 ∗ e2 = 0,

α(e1) = e1,
α(e2) = ae2,
α(e3) = −e3.

A′311

e1 ∗ e1 = e1, e2 ∗ e3 = 0,
e1 ∗ e2 = ae2, e3 ∗ e1 = a2e3,
e1 ∗ e3 = a2e3, e3 ∗ e2 = 0
e2 ∗ e1 = ae2, e3 ∗ e3 = 0.
e2 ∗ e2 = e3,

α(e1) = e1,
α(e2) = ae2,
α(e3) = a2e3.

A′312

e1 ∗ e1 = e1, e2 ∗ e3 = e3,
e1 ∗ e2 = e2, e3 ∗ e1 = be3,
e1 ∗ e3 = be3, e3 ∗ e2 = 0,
e2 ∗ e1 = e2, e3 ∗ e3 = 0.
e2 ∗ e2 = 1

b e2,

α(e1) = e1,
α(e2) = e2,
α(e3) = be3.

A′313

e1 ∗ e1 = e1, e2 ∗ e3 = 0,
e1 ∗ e2 = −e2, e3 ∗ e1 = be3,
e1 ∗ e3 = be3, e3 ∗ e2 = 0,
e2 ∗ e1 = −e2, e3 ∗ e3 = 0.
e2 ∗ e2 = 0,

α(e1) = e1,
α(e2) = −e2,
α(e3) = be3.

A′314

e1 ∗ e1 = e1, e2 ∗ e3 = 0,
e1 ∗ e2 = b2e2, e3 ∗ e1 = be3,
e1 ∗ e3 = be3, e3 ∗ e2 = 0,
e2 ∗ e1 = b2e2, e3 ∗ e3 = e2.
e2 ∗ e2 = 0,

α(e1) = e1,
α(e2) = b2e2,
α(e3) = be3.
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A′315

e1 ∗ e1 = e1, e2 ∗ e3 = 0,
e1 ∗ e2 = ae2, e3 ∗ e1 = be3,
e1 ∗ e3 = be3, e3 ∗ e2 = 0,
e2 ∗ e1 = ae2, e3 ∗ e3 = 0.
e2 ∗ e2 = 0,

α(e1) = e1,
α(e2) = ae2,
α(e3) = be3.

Table 3.6: Classification en dimension 3.

Proposition 3.2.12 Les algèbres Hom-associatives Ã′36, Ã′
3
7, Ã′

3
8, Ã′

3
9, Ã′

3
10, Ã′

3
11, Ã′

3
12,

Ã′
3
13, Ã′

3
14, Ã′

3
15 sont de type associatif.

Démonstration. En effet, nous avons mis évidence les algèbres as-
sociatives correspondantes :

Ã′
3
6 :e1 · e1 = e1, e1 · e2 = e2, e1 · e3 = e3, e2 · e1 = e2 e2 · e2 = e2

: e2 · e3 = e3, e3 · e1 = e3, e3 · e2 = e3, e3 · e3 = e2 + e3.

Ã′
3
7 :e1 ·e1 = e1, e1 ·e2 = e2, e1 ·e3 = e3, e2 ·e1 = e2 e2 ·e2 = −e2

: e2 · e3 = −e3, e3 · e1 = e3, e3 · e2 = −e3, e3 · e3 = e2.

Ã′
3
8 :e1 · e1 = e1, e1 · e2 = e2, e1 · e3 = e3, e2 · e1 = e2 e2 · e2 = e3

: e2 · e3 = e2, e3 · e1 = e3, e3 · e2 = −e2, e3 · e3 = −e3.

Ã′
3
9 :e1 · e1 = e1, e1 · e2 = e2, e1 · e3 = e3, e2 · e1 = e2 e2 · e2 = 0

: e2 · e3 = 0, e3 · e1 = e3, e3 · e2 = 0, e3 · e3 = e3.

Ã′
3
10 :e1 · e1 = e1, e1 · e2 = e2, e1 · e3 = e3, e2 · e1 = e2 e2 · e2 = 0

: e2 · e3 = 0, e3 · e1 = e3, e3 · e2 = 0, e3 · e3 = 0.

Ã′
3
11 :e1 · e1 = e1, e1 · e2 = e2, e1 · e3 = e3, e2 · e1 = e2 e2 · e2 = e3

: e2 · e3 = 0, e3 · e1 = e3, e3 · e2 = 0, e3 · e3 = 0.

Ã′
3
12 :e1 · e1 = e1, e1 · e2 = e2, e1 · e3 = e3, e2 · e1 = e2 e2 · e2 = e2

: e2 · e3 = e3, e3 · e1 = e3, e3 · e2 = 0, e3 · e3 = 0.

Ã′
3
14 :e1 · e1 = e1, e1 · e2 = e2, e1 · e3 = e3, e2 · e1 = e2 e2 · e2 = 0

: e2 · e3 = 0, e3 · e1 = e3, e3 · e2 = 0, e3 · e3 = e2.

Remark 3.2.13 Il se trouve que les algèbres Hom-associatives Ã′31, Ã′
3
2, Ã′

3
3, Ã′

3
4, Ã′

3
5

ne peuvent pas être obtenues en twistant des algèbres associatives.
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41



42 Chapitre 4. Dérivations des algèbres Hom-associatives

4.1 Dérivations des algèbres Hom-associatives

Soit (A,µ,α) une algèbre Hom-associative multiplicative. Pour
tout k un entier positif, on note par αk la composition k fois de α,

αk = α ◦ · · · ◦α (k − times).

En particulier, α0 = id et α1 = α. Si (A,µ,α) est régulière, on note
par α−k la composition k fois de α−1.

Definition 4.1.1 On note le K-algèbre associative commutative avec l’unité, et soit
Dσ (A) désigne l’ensemble des σ -dérivations sur A, formé de l’en-
semble de toutes les applications K-linéaires Dσ : A→ A satisfait
l’identité de σ -Leibniz

Dσ (f g) =Dσ (f )g + σ (f )Dσ (g). (4.1.1)

On a

µ(Dµ(x,y), z) +µ(σ (µ(x,y),D(z)))
= µ(µ(D(x), y), z) +µ(µ(σ (x),D(y)), z) +µ(µ(σ (x),σ (y)),D(z)).

Si σ ◦µ = µ ◦ (σ ⊗ σ ) où σ est un morphisme d’algèbre. Si{
σD =Dσ avec σD = σ ◦D
σ2 = σ

(4.1.2)

Remark 4.1.2 Nous avonsDµ(f ,g) = µ(D(f ), g)+µ(σ (f ),D(g)) etD((µ⊗id)(x,y,z)) =
D(µ(µ(x,y), z)).

Proposition 4.1.3 Pour tous D,D ′ ∈Dσ (A), on a [D,D ′] ∈Dσ (A)

Démonstration. Premièrement,

(D ◦D ′)(f .g) =D(D ′(f ).g + σ (f )D ′(g))
=D(D ′(f ))g + σ (D ′(f ))D(g) +D(σ (f ))D ′(g) + σ2(f )D(D ′(g)).

Deuxièment,

(D ′ ◦D)(f .g) =D ′(D(f ).g + σ (f )D(g))
=D ′(D(f ))g + σ (D(f ))D ′(g) +D ′(σ (f ))D(g) + σ2(f )D ′(D(g)).

Si σ = id, alors D ◦D ′ −D ′ ◦D = [D,D ′] est une dérivation.
Si σ , id alors

[D,D ′] (f .g) = [D,D ′] (f ).g − σ2(f ) [D,D ′] (g) + σ (D ′(f ))D(f )
+D(σ (f )).D ′(g)− σ (D(f ).D ′(g)−D ′(σ (f ).D(g)
= [D,D ′] (f ).g − σ2(f ). [D,D ′] (g)
+(σD ′ −D ′σ )(f ).D(g)− (σD −Dσ )(g)D ′(g)

D’après les relations (4.1.2), [D,D ′] (f .g) = [D,D ′] (f ).g−σ (f ). [D,D ′] (g)
et par conséquent [D,D ′] est une dérivation σ -twistée.
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Definition 4.1.4 Pour tout entier positif k, une application linéaire D : A −→ A
est une αk−dérivation de l’algèbre Hom-associative multiplicative
(A,µ,α), si

µ(D,α) = 0, i.e D ◦α = α ◦D (4.1.3)

et

D ◦µ(f ,g) = µ(D(f ),αk(g)) +µ(αk(f ),D(g)), ∀f ,g ∈ A. (4.1.4)

Nous désignons par Derαk (A) l’ensemble des αk-dérivations de
l’algèbre Hom-associative multiplicative (A,µ,α).
Soit f ∈ A satisfaisant α(f ) = f , on définit Dk(f ) : A→ A par

Dk(f )(g) = µ(αk(g), f ), ∀g ∈ A.

AlorsD(f ) est une αk+1-dérivation, qu’on appelera une αk+1-dérivation
intérieure. En effet, on aDk(f )(α(g)) = µ(αk+1(g), f ) = α(µ(αk(g), f ) =
α ◦Dk(f )(g), ce qui implique que l’équation (4.1.3) dans la Défini-
tion 4.1.4 est satisfaite. D’autre part, on a

Dk(f )µ(g,h) = µ(αk(µ(g,h), f ) = µ(µ(αk(g),αk(h)),α(f ))
= µ(αk+1(g),µ(αk(h), f )) +µ(µ(αk(g), f ),αk+1(h))
= µ(αk+1(g),Dk(f )(h)) +µ(Dk(f )(g),αk+1(h)).

Par conséquent, δk(f ) est une αk+1-dérivation intérieure et l’en-
semble des αk-dérivations intérieures est noté par Innerαk (A) , i.e.

Innerαk (A) =
{
µ(αk−1(•), f ) : f ∈ A,α(f ) = f

}
. (4.1.5)

Pour tous D ∈ Derαk (A) et D ′ ∈ Derαs(A), on définit le commuta-
teur [D,D ′] comme d’habitude : [D,D ′] =D ◦D ′ −D ′ ◦D.

Proposition 4.1.5 Pour tous D ∈Derαk (A) et D ′ ∈Derαs(A), on a [D,D ′] ∈Derαk+s(A).

Démonstration. Pour tous f ,g ∈ A, on a

[D,D ′]µ(f ,g) =D ◦D ′µ(f ,g)−D ′ ◦Dµ(f ,g)
=D(µ(D ′(f ),αs(g)) +µ(αs(f ),D ′(g)))
−D ′(µ(D(f ),αk(g)) +µ(αk(f ),D(g)))
= µ(D ◦D ′(f ),αk+s(g)) +µ(αk ◦D ′(f ),D ◦αs(g))
+µ(D ◦αs(f ),αk ◦D ′(g)) +µ(αk+s(f ),D ◦D ′(g))
−µ(D ′ ◦D(f ),αk+s(g))−µ(αs ◦D(f ),D ′ ◦αk(g))
−µ(D ′ ◦αk(f ),αs ◦D(g))−µ(αk+s(f ),D ′ ◦D(g)).

Puisque D et D ′ satisfont D ◦α = α◦D, D ′ ◦α = α◦D ′, on obtient
αk ◦D ′ =D ′ ◦αk , D ◦αs = αs ◦D. Par conséquent, on arrive à

[D,D ′]µ(f ,g) = µ(αk+s(f ), [D,D ′] (g)) +µ([D,D ′] (f ),αk+s(g)).
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De plus, il est facile de voir que

[D,D ′] ◦α =D ◦D ′ ◦α −D ′ ◦D ◦α = α ◦D ◦D ′ −α ◦D ′ ◦D
= α ◦ [D,D ′] ,

qui donne que [D,D ′] ∈Derαk+s(A).

On peut enoncer la propriété suivante établissant un lien entre
les dérivations d’une algèbre associative et les α- dérivations de
l’algèbre Hom-associative obtenue par twist.

Proposition 4.1.6 Si D est dérivation de l’algèbre Hom-associative et si D ◦α = αD alors
α ◦D est une α-dérivation de l’algèbre Hom-associative associée.

Démonstration. On a D(x.y) = D(x).y + x.D(y) avec x.y = α(x ∗ y).
On a par suit,

D ◦α(x ∗ y) = α(D(x) ∗ y + x ∗D(y)
= αD(x) ∗α(y) +α(x) ∗αD(y)
= α ◦D(x ∗ y)

Ainsi, se termine la proposition.

Remark 4.1.7 Soit (A,µ,α) une algèbre Hom-associative de type associatif et (A,µ′)
l’algèbre associative compatible.
Si f est une dérivation de (A,µ,α), on a
f ◦µ(x,y) = µ(f (x), y) +µ(x,f (y)). Si f ◦α = α ◦ f , on a
f ◦α(µ′(x,y)) = αf ◦µ′(x,y) = αµ′(f (x), y) +αµ′(x,f (y)). On obtient
α(f ◦µ′(x,y)−µ′(f (x), y)−µ′(x,f (y))) = 0. Si α est inversible alors f
est une dérivation de (A,µ′).

4.2 Les dérivations des algèbres Hom-associatives

de dimensions 2 et 3.

Dans cette section, on calcule explicitement toutes les dériva-
tions des algèbres Hom-associatives de dimensions 2 et 3 obtenues
dans la classification.
On considère l’application D : A → A et on pose, dans la base
{ei}i=1,...,n, D(ei) =

∑n
l=1dliel , exprimant la dérivation en terme de

constantes de structure.
On a

D(ei .ej) = ϕ(ei)ej + eiD(ej). (4.2.1)

D(ei ∗ ej) =D(ei).ej + ei .D(ej)∑n
k=1C

k
ijD(ek) =

∑n
p=1
∑n

k=1dkiC
p
kjep +

∑n
p=1
∑n

k=1dkjC
p
ikep∑n

p=1
∑n

k=1dpkC
k
ijep −

∑n
p=1
∑n

k=1dkjC
p
kjep −

∑n
p=1
∑n

k=1dkjC
p
ikep = 0.



4.2. Les dérivations des algèbres Hom-associatives de dimensions 2 et
3. 45

On obtient par suite le système d’équations suivantes :

n∑
k=1

(dpkCkij − dkjC
p
kj − dkjC

p
ik) = 0, i, j,p = 1, . . . ,n. (4.2.2)

Sa résolution permet d’obtenir les dérivations d’une algèbre Hom-
associative donnée.

Les Dérivations dansHAss2 :

• A2
1,A

2
2,A

2
8,A

2
9 :D(ei) = 0, i = 1,2.

• A2
3,A

2
4,A

2
5 : D(ei) = 0, D(ei) = b2e2.

• A2
6 :D(e1) = 1

2b2e1, D(e2) = a2e2 + b2e2.

• A2
7 :D(e1) = a+b

c e1 + b1e1, D(e2) = 0.

Remark 4.2.1 D commute avec α pour A2
1, · · · ,A2

9.

Les Dérivations dansAss2 :

• Ã2
1, Ã

2
8, Ã

2
9 : D̃(ei) = 0, i = 1,2.

• Ã2
4 : D̃(e1) = 0, D̃(e2) = b2e2.

• Ã2
6 : D̃(e1) = a1e1, D̃(e2) = a2e1 + 2b2e2.

Les Dérivations dans UHAss2 :

• A′21 , A′22 ,A′23 : D ′(ei) = 0, i = 1,2.

• A′24 : D ′(e1) = 0, D ′(e2) = b2e2.

Les Dérivations dans UAss2 :

• Ã′21 , Ã′22 : D̃ ′(ei) = 0, i = 1,2.

• Ã′24 : D̃ ′(e1) = 0, D̃ ′(e2) = b2e2.

Les Dérivations dansHAss3 :

• A3
1, A

3
2,A

3
3,A

3
4 : D(ei) = 0, i = 1,2,3.

• A3
5 : D(e1) = 2b2e1 + b1e2, D(e2) = b2e2, D(e3) = 0.

• A3
6 : D(e1) = c3e1 − a3e2, D(e2) = 0, D(e3) = b3e2 + c3e3.

• A3
7 :D(e1) = c1e1+a2e2+a3e3, D(e2) = c3e2−c2e3, D(e3) = c2e2+

c3e3.

• A3
8 : D(e1) = 1

2c3e1 + a2e2, D(e2) = 1
2c3e2, D(e3) = c1e1 + c2e2 +

c3e3.

• A3
9 : D(e1) = a1e1 + a2e2 + a3e3, D(e2) = a2e2, D(e3) = c3e3.
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• A3
10 : D(e1) = 2c3e1 + a2e2 + a3e3, D(e2) = c3e2 + pc2e3,

Dα(e3) = c2e2 + c3e3.

• A3
11 : D(e1) = a1e1 + pb1e3, D(e2) = a1e2 + c2e3, Dα(e3) = 0.

• A3
12 : D(e1) = a1e1 + b1e2 + c1e3, D(e2) = b1e2 − pa1e3, Dα(e3) =

c3e3.

Les Dérivations dansAss3 :

• Ã3
3, Ã

3
12 : D(ei) = 0, i = 1,2,3.

• Ã3
7 : D(e1) = 2c3e1, D(e2) = 0, D(e3) = c3e2 + c3e3.

• Ã3
8 : D(e1) = 1

2c3e1 + a2e2, D(e2) = 1
2c3e2, D(e3) = c1e1 + c2e2 +

c3e3.

• Ã3
9 : D(e1) = a1e1 + a2e2 + a3e3, D(e2) = a2e2D(e3) = c3e3.

• Ã3
10 : D(e1) = 2c3e1 + a2e2 + a3e3, D(e2) = c3e2 − pb3e3,

D(e3) = c2e2 + c3e3.

Les Dérivations dans UHAss3 :

• A′31 ,A′32 ,A′33 ,A′34 ,A′35 ,A′36 ,A′37 ,A′38 : D(ei) = 0, i = 1,2,3.

• A′39 : D(ei) = 0, D(e2) = a22e2, D(e3) = 0.

• A′310, A
′3
13, A

′3
15 : D(e1) = 0, D(e2) = a22e2, D(e3) = a33e3.

• A′311 : D(e1) = 0, D(e2) = 1
2a33e2 D(e3) = a33e3.

• A′312 : D(ei) = 0, i = 1,2. D(e3) = a33e3.

• A′314 : D(ei) = 0, D(e2) = 2a33e2, D(e3) = a33e2.

Les Dérivations dans UAss3 :

• Ã′36, Ã′
3
7, Ã′

3
8 : D(ei) = 0, i = 1,2,3.

• Ã′39 : D(ei) = 0, D(e2) = a22e2, D(e3) = 0.

• Ã′310 : D(e1) = 0, D(e2) = a22e2 + a23e3, D(e3) = a32e2 + a33e3.

• Ã′311 : D(e1) = 0, D(e2) = 1
2a33e2, D(e3) = a32e2 + a33e3.

• Ã2
12 : D(ei) = 0, i = 1,2. D(e3) = a33e3.

• Ã3
14 : D(ei) = 0, D(e2) = 2a33e2 + a23e3, D(e3) = a33e3.

4.3 Les α-dérivations des algèbres Hom-associatives

en dimensions 2 et 3.

Dans cette section, on calcule explicitement toutes les α-dérivations
des algèbres Hom-associatives en dimensions 2 et 3 obtenues dans
la classification.
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On considère l’application Dα : A → A que l’on écrit dans la
base {ei}i=1,...,n en terme de constantes de structure :

Dα(ei) =
∑n

l=1dliel Dα(ej) =
∑n

k=1dkjek
α(ei) =

∑n
l=1 aliel , α(ej) =

∑n
k=1 akjek

et
Dα(ei .ej) =Dα(ei)α(ej) +α(ei)Dα(ej). (4.3.1)

Dα(ei ∗ ej) =Dα(ei)α(ej) +α(ei)Dα(ej)∑n
k=1C

k
ijDα(ek) =

n∑
l=1

n∑
k=1

dliakj(el ∗ ek) +
n∑
l=1

n∑
k=1

dkjali(el ∗ ek)

n∑
p=1

n∑
k=1

Ckijdpkep =
n∑

p,l,k=1

dliakjC
p
lkep +

n∑
p,k,l=1

alidkjC
p
lkep

n∑
k=1

dpkCkij −
n∑
k=1

n∑
l=1

dliakjC
p
lk −

n∑
k=1

n∑
l=1

alidkjC
p
lk = 0

On obtient par suite le système d’équations suivantes :

n∑
k=1

(dpkCkij −
n∑
l=1

dliakjC
p
lk −

n∑
l=1

alidkjC
p
lk) = 0, i, j,p = 1, . . . ,n. (4.3.2)

Sa résolution permet d’obtenir les α-dérivations d’une algèbre Hom-
associative donnée.

Les α-Dérivations dansHAss2 :

• A2
1, A2

2 : Dα(ei) = 0, i = 1,2.

• A2
3, A2

4 : Dα(e1) = 0, Dα(e2) = b2e2.

• A2
5, Dα(e1) = b1e2, Dα(e2) = b2e2.

• A2
6, Dα(e1) = a1e1, Dα(e2) = a2e1 + 2a1e2.

• A2
7, A2

8,A
2
9 : Dα(e1) = b1e2, Dα(e2) = 0

Les α-Dérivations dansAss2 :

• A′21 , A′22 A′24 : Dα(ei) = 0, i = 1,2.

• A′23 : Dα(e1) = 0, Dα(e2) = b2e2.

Les α-Dérivations dansHAss3 :

• A3
1 : Dα(e1) = 0, Dα(e2) = b2e2 − b2e3, Dα(e3) = b3e2 − b3e3.

• A3
2, A3

3 : Dα(ei) = 0, i = 1,2,3.

• A3
4 : Dα(e1) = b1e2 + c1e3, Dα(e2) = −pb3e2, Dα(e3) = b3e2.

• A3
5 : Dα(e1) = a1e1 + b2e2, Dα(e2) = 1

2a1e2, Dα(e3) = b2e2.

• A3
6 : Dα(e1) = b1e1 + c1e3, Dα(e2) = 0, Dα(e3) = b3e2 + c3e3.
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• A3
7 : Dα(e1) = a1e1 + b1e2 + c1e3, Dα(e2) = c2e2 + c2e3,

Dα(e3) = b1e2 + b1e3.

• A3
8 : Dα(e1) = a1e1 + b1e2 + c1e3, Dα(e2) = a1e2,

Dα(e3) = a3e1 + b3e2 + 2a1e3.

• A3
9 : Dα(e1) = a1e1 + b1e2 + c1e3, Dα(e2) = b2e2, Dα(e3) = c1

a e3.

• A3
10 : Dα(e1) = a1e1 + b1e2 + c1e3, Dα(e2) = 1

2a1e2 + c2e3,
Dα(e3) = pc2e2 − 1

2a1e3.

• A3
11 : Dα(e1) = b1e2 + c1e3 + c1e3, Dα(e2) = b1e2 + c2e3, Dα(e3) =

0.

• A3
12 :Dα(e1) = a1e1 +b1e2 +c1e3, Dα(e2) = 1

2a1e2 +c2e3, Dα(e3) =
1
2a1e3.

Les α-Dérivations dansHAss3 :

• A′31 : Dα(e1) = 0, Dα(e2) =Dα(e2) = a22e2 − a22e3,
Dα(e3) = a32e2 − a32e3.

• A′32 ,A′33 ,A′35 ,A′36 ,A′37 ,A′38 ,A′39 ,A′310,A
′3
11,A

′3
12,A

′3
13,A

′3
14,A

′3
15 :

Dα(ei) = 0, i = 1,2,3.

• A′34 :Dα(e1) = 0, Dα(e2) = 0, Dα(e3) = a33e3
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La cohomologie de type Hochschild pour les algèbres Hom-associatives
a été initiée par Makhlouf-Silvestrov dans [MS10b], ensuite

completer dans le cas des algèbres Hom-associatives multiplica-
tives par Ammar-Ejbehi-Makhlouf dans [AEM11].

Dans ce chapitre, on rappelle le complexe de cohomologie et on
procède aux calculs du deuxième et troixième groupes de cohomo-
logie des algèbres Hom-associatives, des algèbres Hom-associatives
unitaires et les algèbres associatives induites de dimensions 2 et 3.

De plus, nous nous intéressons aux déformations en utilisant
le calcul de 2-cocycles pour determiner les déformations infinité-
simales.

Enfin, on termine ce chapitre par la détermination des compo-
santes irréductibles, appelée classification géométrique.
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5.1 Cohomologie des algèbres Hom-associatives.

Dans cette section, on rappelle le complexe de cohomologie
des algèbres Hom-associatives multiplicatives généralisant le com-
plexe de cohomologie de Hochschild.

Algorithme de calcul de cohomologie

• On identifie les cochaines à leurs constantes de structure re-
lativement à une base donnée.

• On résoud l’équation δnϕ = 0 pour déterminer les n-cocycles.

• On cherche s’il existe f ∈ ϕn−1(A,A) telle que ϕ = δn−1f pour
déterminer la classe de cohomologie.

Definition 5.1.1 Soit (A,µ,α) une algèbre Hom-associative, pour n ≥ 1 on definit un
K-espace vectoriel C n

Hom(A,A) des n-cochaines comme suit : ϕ ∈
C n
Hom(A,A) est une application n-linéaire ϕ : An→ A satisfaisant

α ◦ϕ(x0, · · · ,xn−1) = ϕ(α(x0), · · ·α(xn−1)), ∀, x0, · · · ,xn−1 ∈ A. (5.1.1)

On appelle, pour n ≥ 1, opérateur des n-cobords d’une algèbre
Hom-associative (A,µ,α) l’application linéaire δnHom :C n

Hom(A,A)→
C n+1
Hom(A,A) définie par

δnHomϕ(x0, . . . ,xn) = µ(αn−1(x0),ϕ(x1, . . . ,xn))

+
n∑
k=1

(−1)kϕ(α(x0), . . . ,α(xk−2),µ(xk−1,xk),α(xk+1),

. . . ,α(xn)) + (−1)n+1µ(ϕ(x0, . . . ,xn−1),αn−1(xn)).
(5.1.2)

Definition 5.1.2 L’espace des n-cocycles est défini par

ZnHom(A,A) = {ϕ ∈ CnHom(A,A) : δnHomϕ = 0} ,

et l’espace des n-cobords est défini par

BnHom(A,A) =
{
ψ ∈ δn−1

Homϕ : ϕ ∈ Cn−1(A,A)
}
.

Lemma 5.1.3 BnHom(A,A) ⊂ ZnHom(A,A).

Definition 5.1.4 On appelle le nieme groupe de cohomologie de l’algèbre Hom-associative
A le quotient

Hn
Hom(A,A) =

ZnHom(A,A)
BnHom(A,A)

.

Lemma 5.1.5 [MS10a] Soit Di : C n
Hom(A,A) −→ C n+1

Hom les opérateurs linéaires défi-
nissent pourϕ ∈C n

Hom(A,A) et x0,x1, . . . ,xn ∈ A parD0ϕ(x0,x1, . . . ,xn) =
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−µ(αn−1(x0),ϕ(x1, . . . ,xn))

D0ϕ(x0,x1, . . . ,xn) = −µ(αn−1(x0),ϕ(x1, . . . ,xn))
+ϕ(µ(x0,x1),α(x2), . . . ,α(xn)),Diϕ(x0,x1, . . . ,xn)
= ϕ(α(x0), . . . ,µ(xi ,xi+i), . . . ,α(xn)∀1 ≤ i ≤ n− 2,
Dn−1ϕ(x0, . . . ,xn) = ϕ(α(x0), . . . , . . . ,α(xn−2),
µ(xn−1,xn))−µ(ϕ(x0, . . . ,xn−1),αn−1(xn)),
Diϕ = 0 pour i ≥ n.

Alors, DiDj =DjDi−1 0 ≤ j < i ≤ n, et δnHom =
n∑
i=0

(−1)i+1Di .

Proposition 5.1.6 [MS10a] Soit (A,µ,α) une algèbre Hom-associative et
δnHom :C n

Hom(A,A) −→C n+1
Hom(A,A) l’opérateur défini dans (5.1.2) alors

δn+1
Hom ◦ δnHom = 0 pour n ≥ 1.

Démonstration. On a δn+1
Hom ◦ δnHom =

=
∑

0≤i,j≤n
(−1)i+jDiDj =

∑
0≤j<i≤n

(−1)i+jDiDj +
∑

0≤i≤n
(−1)i+jDiDj

=
∑

0≤j<i≤n
(−1)i+jDjDi−1 +

∑
0≤i≤j≤n

(−1)i+jDiDj

=
∑

0≤j≤k≤n
(−1)k+j+iDjDk +

∑
0≤i≤j≤n

(−1)i+jDiDj

= 0.

Definition 5.1.7 ([AEM11] Définition 3.5) On appelle opérateur de 2-cobord de l’al-
gèbre Hom-associative A l’application

δ2
Hom :C 2(A,A)→C 3(A,A), ϕ 7→ δ2

Homϕ

définie par

δ2
Homϕ(x,y,z) = ϕ(α(x),µ(y,z))−ϕ(µ(x,y),α(z))

+µ(α(x),ϕ(y,z))−µ(ϕ(x,y),α(z)).

Proposition 5.1.8 [MS10a] δ2
Hom(δ1

Hom) = 0.

Démonstration. Soit δ1
Homf (x,y) = f (µ(x,y))−µ(f (x), y)−µ(x,f (y)).

Alors
δ2
Hom(δ1δHomf )ϕ(x,y,z) =

= δ1
Homf (α(x),µ(y,z))− δ1

Homf (µ(x,y),α(z))
+µ(α(x),δ1

Homf (y,z))−µ(δ1
Homf (x,y),α(z))

= f (µ(α(x),µ(y,z)))−µ(f (α(x),µ(y,z))
−µ(α(x), f (µ(y,z)))− f (µ(µ(x,y),α(z)))
+µ(f (µ(x,y)),α(z)) +µ(µ(x,y), f (α(z)))
−µ(α(x), f (µ(y,z)))−µ(α(x),µ(f (y), z))
−µ(α(x),µ(y,f (z)))−µ(f (µ(x,y)),α(z)))
+µ(µ(f (x), y)),α(z))) +µ(µ(x,f (y)),α(z)))
= 0,
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parce que α et f commutent et la multiplication µ est Hom-associative.

Nous définissons ϕ par ses constantes de structure ϕ(ei , ej , ek) =
f kij ek . Les conditions

δ2
Homϕ(ei , ej , ek) = 0 et
α ◦ϕ(ei , ej)−ϕ(α(ei),α(ej)) = 0

(5.1.3)

se traduisent par les conditions suivantes :
On a

ϕ(α(ei),µ(ej , ek)) =
n∑
p=1

n∑
q=1

n∑
r=1

apiC
q
jkf

r
pqer (5.1.4)

ϕ(µ(ei , ej),α(ek)) =
n∑
p=1

n∑
q=1

n∑
r=1

aqkC
p
ijf

r
pqer (5.1.5)

µ(α(ei),ϕ(ej , ek)) =
n∑
p=1

n∑
q=1

n∑
r=1

apif
q
jkC

r
pqer (5.1.6)

µ(ϕ(ei , ej),α(ek)) =
n∑
p=1

n∑
q=1

n∑
r=1

aqkf
p
ijC

r
pqer (5.1.7)

α ◦ϕ(ei , ej) =
n∑
s=1

n∑
p=1

f
p
ij aspes. (5.1.8)

ϕ(α(ei),α(ej)) =
n∑
s=1

n∑
p=1

n∑
q=1

apiaqjf
s
pqes. (5.1.9)

Par conséquent, on a le système d’équations :

n∑
p=1

n∑
q=1

(apiC
q
jkf

r
pq −C

p
ijaqkf

r
pq + apif

q
jkC

r
pq − f

p
ij aqkC

r
pq) = 0,

i, j,k, r = 1, . . . ,n.
n∑
p=1

aspf
p
ij −

n∑
p=1

n∑
q=1

apiaqjf
s
pq = 0, i, j, s = 1, . . . ,n.

(5.1.10)
On pose δ1f (ei , ej) = f (ei).ej − f (ei .ej) + ei .f (ej) pour vérifier si les
2-cocycles sont des 2-cobords.

Remark 5.1.9 Si H2
Hom(A,A) = Z2

Hom(A,A)
B2
Hom(A,A)

= {0}, alors en terme géométrique, l’orbite

de l’algèbre est un ouvert de Zariski et on dit l’algèbre est rigide.
C’est équivalent aussi à dire que toute déformation est équivalente
à une déformation triviale.



54 Chapitre 5. Cohomologie et Composantes irréductibles

5.2 Deuxième groupe de cohomologie des algèbres

de HAss2 et HAss3.
Dans cette section, on calcule explicitement les groupes de co-

homologie des algèbres Hom-associatives de dimensions 2 et 3.

Calcul deH2(A,A) pour A dansHAss2
On considère ϕ : A×A→ A tels que

α ◦ϕ = ϕ ◦ (α ⊗α) et δ2
Homϕ = 0.

1. Pour A2
1,A2

4,A2
8,A2

9, le Z2 est de dimension 0. Ainsi, on a H2 =
〈{0}〉 .

2. Pour A2
2, le Z2 est de dimension 1 engendré par les généra-

teurs de 2-cocycle suivant : ϕ2(e2, e2) = e2. Ainsi, on a H2 =
〈0〉 .

3. Pour A2
3, le Z2 est de dimension 3 engendré par les généra-

teurs de 2-cocycles suivants :ϕ1(e1, e2) = e2,ϕ2(e2, e1) = e2,ϕ3(e2, e2) =
e2. Ainsi, on a H2 =

〈
ϕ2,ϕ3

〉
.

4. Pour A2
5, le Z2 est de dimension 1 engendré par les géné-

rateurs de 2-cocycles suivant : ϕ1(e1, e1) = e1. Ainsi, on a
H2 = 〈0〉 .

5. Pour A3
6, le Z2 est de dimension 2 engendré par les généra-

teurs de 2-cocycles suivants :ϕ1(e1, e1) = e2,ϕ2(e1, e2) = e2,ϕ2(e2, e1) =
e2. Ainsi, on a H2 =

〈
ϕ2
〉
.

6. Pour A2
7, le Z2 est de dimension 2 engendré par les généra-

teurs de 2-cocycles suivants : ϕ1(e1, e2) = e1,ϕ2(e2, e1) = e1.
Ainsi, on a H2 =

〈
ϕ1,ϕ2

〉
.

Corollary 5.2.1 Pour les algèbres Hom-associatives A2
1,A

2
4,A

2
8 et A2

9, la condition
δ2
Homϕ(ei , ej , ek) = 0 conduit aux 2-cocycles ϕ(ei , ej) = 0 pour tous
i, j = 1,2.
Donc les algèbres A2

1,A
2
4,A

2
8 et A2

9 sont rigides.

Calcul deH2(A,A) pour A dansHAss3
1. PourA3

1, leZ2 est de dimension 12. Ainsi, on aH2 =
〈
ϕ1, . . . ,ϕ12

〉
.

2. Pour A3
2, le Z2 est de dimension 1 engendré par le généra-

teur de 2-cocycle suivant ϕ1(e3, e3) = e3. Ainsi, on a H2 =〈
ϕ1, . . . ,ϕ12

〉
.

3. Pour A3
3,A3

9, le Z2 est de dimension 0 engendré par le géné-
rateur de 2-cocycle ϕ = 0. Ainsi, on a H2 = 〈{0}〉 .
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4. Pour A3
4, le Z2 est de dimension 2 engendré par les généra-

teurs de 2-cocycles
ϕ1(e1, e2) = e1
ϕ2(e1, e3) = e1,
ϕ3(e2, e1) = e1,
ϕ4(e2, e3) = e1,

ϕ5(e3, e1) = e1,
ϕ6(e3, e2) = e1,
ϕ7(e3, e3) = e1.

Ainsi, on a H2 =
〈
ϕ1
〉
.

5. Pour A3
5, le Z2 est de dimension 1 engendré par le généra-

teurs de 2-cocycle suivants ϕ1(e3, e3) = e3. Ainsi, on a H2 =
〈0〉 .

6. Pour A3
6, le Z2 est de dimension 3 engendré par les géné-

rateurs de 2-cocycles suivants ϕ1(e1, e2) = e1, ϕ2(e2, e1) =
e1, ϕ3(e3, e3) = e3. Ainsi, on a H2 =

〈
ϕ3
〉
.

7. Pour A3
7, le Z2 est de dimension 1 engendré par le générateur

de 2-cocycle suivant ϕ1(e1, e2) = e1. Ainsi, on a H2 =
〈
ϕ1
〉
.

8. Pour A3
8, le Z2 est de dimension 3 engendré par les généra-

teurs de 2-cocycles suivants
ϕ1(e1, e1) = e3,
ϕ2(e1, e2) = e3, ϕ2(e2, e1) = −e3.

Ainsi, on a H2 =
〈
ϕ1,ϕ2

〉
.

9. Pour A3
10, le Z2 est de dimension 1 engendré par le généra-

teur de 2-cocycle suivant ϕ1(e3, e3) = e1. Ainsi, on a H2 = 〈0〉 .
10. Pour A3

11, le Z2 est de dimension 2 engendré par les géné-
rateurs de 2-cocycles suivants ϕ1(e1, e3) = e1 ϕ2(e3, e1) = e1.
Ainsi, on a H2 =

〈
ϕ2
〉
.

11. Pour A3
12, le Z2 est de dimension 0 engendré par le généra-

teur de 2-cocycle ϕ = 0. Ainsi, on a H2 = 〈{0}〉 .

Corollary 5.2.2 Pour les algèbres Hom-associatives A3
3,A

3
9 et A3

12, la condition
δ2
Homϕ(ei , ej , ek) = 0 conduit aux 2-cocycles ϕ(ei , ej) = 0 pour tous
i, j = 1,2,3. Donc les algèbres A3

3,A
3
9 et A3

12 sont rigides.

5.3 Troisième groupe de cohomologie des algèbres

de HAss2 et HAss3.
Definition 5.3.1 On appelle un opérateur de 3-cobord de l’algèbre Hom-associative

A l’application

δ3
Hom : C3(A,A)→ C4(A,A), ψ 7→ δ3

Homψ

définie par

δ3
Homψ(x,y,z,w) = µ(α2(x),ψ(y,z,w))−ψ(µ(x,y),α(z),α(w))

+ψ(α(x),µ(y,z),α(w))−ψ(α(x),α(y),µ(z,w))
+µ(ψ(x,y,z)),α2(w)).
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Proposition 5.3.2 δ3
Hom(δ2

Hom) = 0.

Démonstration. Soit
δ2
Homϕ(x,y,z) = ϕ(α(x),µ(y,z))−ϕ(µ(x,y),α(z))

+µ(α(x),ϕ(y,z))−µ(ϕ(x,y),α(z)).
Alors, on a

δ3
Hom(δ2

Homϕ)ψ(x,y,z,w) =
= µ(α2(x),δ2

Homψ(y,z,w))− δ2
Homϕ(µ(x,y),α(z),α(w))

+δ2
Homϕ(α(x),µ(y,z),α(w))− δ2

Homϕ(α(x),α(y),µ(z,w))
+µ(δ2

Homϕ(x,y,z)),α2(w))
= µ(α2(x),ϕ(α(y),µ(z,w))−µ(α2(x),ϕ(µ(y,z),α(w)))
+µ(α2(x),µ(α(y),ϕ(z,w)))−µ(α2(x),µ(ϕ(y,z),α(w)))
−ϕ(α(µ(x,y)),µ(α(z),α(w))) +ϕ(µ(µ(x,y),α(z)),α2(w))
−µ(α(µ(x,y),ϕ(α(z),α(w))) +µ(ϕ(µ(x,y),α(z)),α2(w))
+ϕ(α2(x),µ(µ(y,z),α(w)))−ϕ(µ(α(x),µ(y,z)),α2(w)))
+µ(α2(x),ϕ(µ(y,z),α(w)))−µ(ϕ(α(x),µ(y,z)),α2(w)))
−ϕ(α2(x),µ(α(y),µ(z,w))) +ϕ(µ(α(x),α(y)),αµ(z,w))
−µ(α2(x),ϕ(α(y),µ(z,w))) +µ(ϕ(α(x),α(y)),αµ(z,w))
+µ(ϕ(α(x),µ(y,z)),α2(w))−µ(ϕ(µ(x,y),α(z)),α2(w))
+µ(µ(α(x),ϕ(y,z)),α2(w))−µ(µ(ϕ(x,y),α(z)),α2(w))
= 0,

parce que α etϕ commutent et la multiplication µ est Hom-associative.

Nous définissons les constantes de structure ψ(ei , ej , ek , es) = ϕsijkes.
Les conditions

δ3
Homψ(ei , ej , ek , es) = 0 et
α ◦ψ(ei , ej , ek)−ψ(α(ei),α(ej),α(ek)) = 0

(5.3.1)

se traduisent par les conditions suivantes :
On a

µ(α2(ei),ψ(ej , ek , el)) =
n∑
s=1

n∑
r=1

n∑
p=1

n∑
q=1

apiarpϕ
q
jklC

s
rqes. (5.3.2)

ψ(µ(ei , ej),α(ek),α(ek)) =
n∑
p=1

n∑
q=1

n∑
r=1

Cpijaqkarlϕ
s
pqres. (5.3.3)

ψ(α(ei),µ(ej , ek),α(el)) =
n∑
s=1

n∑
p=1

n∑
q=1

n∑
r=1

apiC
q
jkarlϕ

s
pqres. (5.3.4)

ψ(α(ei),α(ej),µ(ek , el)) =
n∑
s=1

n∑
p=1

n∑
q=1

n∑
r=1

apiaqjCrklϕ
s
pqres. (5.3.5)
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µ(ψ(ei , ej , ek),α
2(el)) =

n∑
s=1

n∑
p=1

n∑
q=1

n∑
r=1

ϕ
p
ijkaqlarqC

s
pres. (5.3.6)

α ◦ψ(ei , ej , ek) =
n∑
l=1

n∑
s=1

ϕsijkalsel (5.3.7)

ψ(α(ei),α(ej),α(ej)) =
n∑
l=1

n∑
p=1

n∑
s=1

n∑
q=1

apiaqjaskϕ
l
pqs (5.3.8)

Par conséquent, on a le système d’équations :

n∑
p=1

n∑
q=1

n∑
r=1

(apiarpϕ
q
jklC

s
rq −C

p
ijaqkarlϕ

s
pqr + apiC

q
jkϕ

s
pqr

−apiaqjCrklϕspqr +ϕpijkaqlarqCspr) = 0, i, j,k, s = 1, · · · ,n.
n∑
s=1

(ϕsijkals −
n∑
p=1

n∑
q=1

apiaqjaskϕ
l
pqs) = 0, i, j,k, l = 1, · · · ,n.

(5.3.9)
On pose

δ2
Homϕ(ei , ej , ek) = ϕ(α(ei),µ(ej , ek))−ϕ(µ(ei , ej),α(ek))

+µ(α(ei),ϕ(ej , ek))−µ(ϕ(ei , ej),α(ek)).

On vérifie que ψ = δ2
Homϕ et α◦ϕ(ei , ej) = ϕ(α(ei),α(ej)) pour iden-

tifer les 3-cobords.

Calcul deH3(A,A) pour A dansHAss2
Dans cette section, on calcule explicitement le troisième groupe

de cohomologie des algèbres Hom-associatives de dimension 2.

1. Pour A2
1,A2

8,A2
9 le Z3 est de dimension 0. Ainsi, on a H3 =

〈{0}〉 .
2. Pour A2

2, le Z3 est de dimension 4 engendré par les généra-
teurs de 3-cocycle suivants :
ψ1(e1, e2, e1) = −e2,
ψ1(e1, e2, e2) = e2, ψ2(e2, e1, e2) = e2,

ψ3(e2, e2, e1) = e2,
ψ4(e2, e2, e2) = e2.

Ainsi, on a H3 =
〈
ψ1,ψ2,ψ4

〉
.

3. Pour A2
3, le Z3 est de dimension 6 engendré par les généra-

teurs de 3-cocycles suivants :
ψ1(e1, e2, e1) = e2,
ψ2(e1, e2, e2) = e2,

ψ3(e2, e1, e1) = e2,
ψ4(e2, e1, e2) = e2,

ψ5(e2, e2, e1) = e2,
ψ6(e2, e2, e2) = e2.

Ainsi, on a H3 =
〈
ψ1,ψ2,ψ3,ψ4,ψ5,ψ6

〉
.

4. Pour A2
4, le Z3 est est de dimension 4 et on a H3 = 〈{0}〉 .
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5. Pour A2
5, le Z3 est de dimension 4 engendré par les généra-

teurs de 3-cocycles suivants :
ψ1(e1, e1, e1) = e1,
ψ2(e1, e1, e2) = e1,ψ3(e1, e2, e1) = e1,

ψ4(e2, e1, e1) = −e1,
ψ4(e2, e1, e2) = e1.

Ainsi, on a H3 =
〈
ψ1,ψ2ψ3,ψ4

〉
.

6. Pour A2
6, le Z3 est de dimension 4 engendré par les généra-

teurs de 3-cocycles suivants :
ψ1(e1, e1, e1) = e1,
ψ2(e1, e1, e1) = e2,

ψ3(e1, e1, e2) = e2,
ψ4(e2, e1, e1) = e2.

Ainsi, on a H3 =
〈
ψ1,ψ2,ψ3,ψ4

〉
.

7. Pour A2
7, le Z3 est de dimension 4 engendré par les généra-

teurs de 3-cocycles suivants :
ψ1(e1, e2, e1) = −e1,
ψ1(e1, e2, e2) = e1,ψ2(e2, e1, e2) = e1,

ψ3(e2, e2, e1) = e1,
ψ4(e2, e2, e2) = e1.

Ainsi, on a H3 =
〈
ψ1,ψ2,ψ3ψ4

〉
.

Calcul deH3(A,A) pour A dansHAss3
Dans cette section, on calcule explicitement le troisième groupe

de cohomologie des algèbres Hom-assiciatives de dimension 3.

1. Pour A1, le Z3 est de dimension 2 engendré par les généra-
teurs de 3-cocycles. Ainsi, on a H3 =

〈
ψ1,ψ2

〉
.

2. Pour A3
2,le Z3 est de dimension 11 engendré par les généra-

teurs de 3-cocycles suivants :
ψ1(e1, e3, e1) = e3
ψ2(e1, e3, e2) = e3,
ψ3(e1, e3, e3) = e3,
ψ4(e2, e3, e1) = e3,

ψ5(e2, e3, e2) = e3,
ψ6(e2, e3, e3) = e3,
ψ7(e3, e1, e3) = e3,
ψ8(e3, e2, e3) = e3,

ψ9(e3, e3, e1) = e3,
ψ10(e3, e3, e2) = e3,
ψ11(e3, e3, e3) = e3.

Ainsi, on a H3 =
〈
ψ1,ψ2,ψ4,ψ5,ψ7,ψ8,ψ11

〉
.

3. Pour A3, le Z3 est de dimension 0. Ainsi, on a H3 = 〈{0}〉 .
4. Pour A4, le Z3 est de dimension 46.

Ainsi H3 =
〈
ψ1, . . . ,ψ46

〉
\
〈
ψ5,ψ6,ψ11,ψ17,ψ21,ψ25,
,ψ27,ψ29,ψ31,ψ35,ψ39,ψ43

〉
.

5. Pour A3
5, le Z3 est de dimension 13 engendré par les généra-

teurs de 3-cocycles suivants :
ψ1(e1, e2, e2) = −e1
ψ1(e2, e2, e1) = e1,
ψ2(e1, e3, e1) = e3,
ψ3(e1, e3, e2) = e3,
ψ4(e1, e3, e3) = e3,

ψ5(e2, e2, e2) = e1,
ψ6(e2, e3, e1) = e3,
ψ7(e2, e3, e2) = e3,
ψ8(e2, e3, e3) = e3,
ψ9(e3, e1, e3) = e3,

ψ10(e3, e2, e3) = e3,
ψ11(e3, e3, e1) = e3,
ψ12(e3, e3, e2) = e3,
ψ13(e3, e3, e3) = e3.

Ainsi, on a H3 =
〈
ψ1,ψ2,ψ3,ψ6,ψ9,ψ10,ψ13

〉
.
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6. For A3
6, le Z3 est de dimension 18 engendré par les généra-

teurs de 3-cocycles suivants :
ψ1(e1, e2, e1) = e1
ψ2(e1, e2, e2) = e1,
ψ3(e1, e2, e3) = e1,
ψ4(e1, e3, e2) = e1,
ψ5(e2, e1, e1) = e1,
ψ6(e2, e1, e2) = e1,

ψ7(e2, e1, e3) = e1,
ψ8(e2, e2, e1) = e1,
ψ9(e2, e2, e2) = e1,
ψ10(e1, e2, e3) = e1,
ψ11(e2, e3, e1) = e1,
ψ12(e2, e3, e2) = e1,

ψ13(e2, e3, e3) = e1,
ψ14(e3, e2, e1) = e1,
ψ15(e3, e2, e2) = e1,
ψ16(e3, e2, e3) = e1,
ψ17(e3, e3, e2) = e1,
ψ18(e3, e3, e2) = e1.

Ainsi, on a H3 =
〈
ψ1,ψ4,ψ5,ψ6,ψ7,ψ8,ψ9,ψ10,ψ13,ψ14,ψ18

〉
.

7. PourA3
7, leZ3 est de dimension 4. Ainsi, on a :H3 =

〈
ψ1, . . . ,ψ8

〉
.

8. Pour A3
8, le Z3 est de dimension 2 engendré par les généra-

teurs de 3-cocycles suivants :
ψ1(e1, e2, e2) = e1
ψ1(e2, e2, e1) = −e1, ψ1(e2, e2, e3) = −e1,

ψ1(e3, e2, e2) = e1,
ψ2(e2, e2, e2) = e1.

Ainsi, on a H3 =
〈
ψ1,ψ2,ψ4

〉
.

9. Pour A3
9, le Z3 est de dimension 4 engendré par les généra-

teurs de 3-cocycles suivants :
ψ1(e1, e3, e3) = −e1,
ψ1(e2, e3, e3) = −e2,
ψ1(e3, e3, e1) = e1,

ψ1(e3, e3, e2) = e2,
ψ2(e2, e3, e3) = e1,

ψ3(e3, e2, e3) = e1,
ψ4(e3, e3, e2) = e1.

Ainsi, on a H3 =
〈
ψ1
〉
.

10. Pour A3
10, le Z3 est de dimension 9 engendré par les généra-

teurs de 3-cocycles suivants :
ψ1(e1, e2, e2) = e1,
ψ1(e2, e3, e3) = −e2,
ψ2(e1, e3, e3) = −e1,
ψ2(e3, e3, e1) = e1,

ψ2(e3, e3, e1) = e2,
ψ3(e2, e2, e1) = −e1,
ψ4(e2, e2, e2) = e1,
ψ5(e2, e2, e3) = −e3,

ψ6(e2, e3, e3) = e1,
ψ7(e3, e2, e2) = e3,
ψ8(e3, e2, e3) = e1,
ψ9(e3, e3, e2) = e1.

Ainsi, on a H3 =
〈
ψ1, . . . ,ψ9

〉
.

11. Pour A3
11, le Z3 est de dimension 19. Ainsi, on a

H3 =
〈
ψ1, . . . ,ψ17

〉
\
〈
ψ4,ψ10,ψ13

〉
.

12. PourA3
12, leZ3 est de dimension 9. Ainsi, on aH3 =

〈
ψ1,ψ6,ψ9

〉
.

5.4 Cohomologie des algèbres Hom-associatives

de type associative.

Dans cette section, on étudie les liens entre la cohomologie des
algèbres Hom-associatives de type associative et la cohomologie
des algèbres associatives correspondantes. Le complexe de Hoch-
schild des algèbres associatives s’obtient en posant α = id dans les
formules précédentes.
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On a, en particulier,
δ2ϕ(x,y,z) = ϕ(x,µ(y,z))−ϕ(µ(x,y), z)

+µ(x,ϕ(y,z))−µ(ϕ(x,y), z).
et

δ1
Homf (x,y) = f (µ(x,y))−µ(f (x), y)−µ(x,f (y)).

Theorem 5.4.1 Soit (A,µ,α) une algèbre Hom-associative de type associative ou µ = αµ′

et (A,µ′) est une algèbre associative. Soit ϕ′ un n-cocycle suivant la co-
homologie de Hochschild de (A,µ′). Si ϕ′ satisfait la condition de mul-
tiplicativité. αϕ′ = ϕ′ ◦ (α ⊗α) alors αϕ′ est un n-cocycle de (A,µ,α)
suivant la cohomologie de Hochschild des algèbres Hom-associatives.

Démonstration. Soit
δnAssϕ̃(x0, . . . ,xn) = µ̃(x0, ϕ̃(x1,x2, . . . ,xn))

+
n∑
k=1

(−1)kϕ̃(x0, . . . ,xk−2, µ̃(xk−1,xk),xk+1, . . . ,xn)

+(−1)n+1µ̃(ϕ̃(x0, . . . ,xn−1),xn).
Si ϕ̃ satisfait

α ◦ ϕ̃(x0, . . . ,xn−1) = ϕ̃(α(x0), . . . ,α(xn−1))

pour x0, . . . ,xn−1 ∈ A. D’après l’équation (5.1.2), on a

µ(αn−1(x0),ϕ(x1,x2, . . . ,xn)) +
n∑
k=1

(−1)kϕ(α(x0), . . . ,α(xk−2),µ(xk−1,xk),

α(xk+1), . . . ,α(xn)) + (−1)n+1µ(ϕ(x0, . . . ,xn−1),αn−1(xn)) = 0.

On obtient que α ◦ ϕ̃ est un n-cocycle pour (A,αµ̃,α).

Remark 5.4.2 En particulier, soit ϕ̃(x, µ̃(y,z))−ϕ̃(µ̃(x,y), z)+µ̃(x, ϕ̃(y,z))−µ̃(ϕ̃(x,y), z) =
0. Si ϕ̃ verifie α ◦ ϕ̃ = ϕ̃ ◦ (α ⊗ α), alors on a αϕ̃(α(x),αµ̃(y,z)) −
αϕ̃(αµ̃(x,y),α(z)) +αµ̃(α(x),αϕ̃(y,z))−αµ̃(αϕ̃(x,y),α(z)) = 0. Donc
αϕ est un 2-cocycle pour (A,αµ̃,α).

Nous écrivons ϕ en terme de constantes de structure

ϕ(ei , ej , ek) = f kij ek .

Les conditions

δ2ϕ̃(ei , ej , ek) = 0 et
α ◦ ϕ̃(ei , ej)− ψ̃(α(ei),α(ej)) = 0

(5.4.1)

se traduisent par les conditions suivantes :

ϕ̃(ei , µ̃(ej , ek)) =
n∑
q=1

n∑
p=1

Cpjkf
q
ipeq (5.4.2)
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ϕ̃(µ̃(ei , ej), ek) =
n∑
q=1

n∑
p=1

Cpijf
q
pkeq (5.4.3)

µ̃(ei , ϕ̃(ej , ek)) =
n∑
q=1

n∑
p=1

f
p
jkC

q
ipeq (5.4.4)

µ̃(ϕ̃(ei , ej), ek) =
n∑
q=1

n∑
p=1

f
p
ijC

q
pkeq (5.4.5)

α ◦ϕ(ei , ej) =
n∑
s=1

n∑
p=1

f
p
ij aspes. (5.4.6)

ϕ(α(ei),α(ej)) =
n∑
s=1

n∑
p=1

n∑
q=1

apiaqjf
s
pqes. (5.4.7)

Par conéquent, on a le système d’équations :

n∑
p=1

(Cpjkf
q
ip −C

p
ijf

q
pk + f pjkC

q
ip − f

p
ijC

q
pk) = 0,

i, j,k,q = 1, . . . ,n.
n∑
p=1

aspf
p
ij −

n∑
p=1

n∑
q=1

apiaqjf
s
pq = 0, i, j, s = 1, . . . ,n.

(5.4.8)

5.5 Deuxième groupe de cohomologie des algèbres

de Ass2 et Ass3.
Dans cette section, on calcule explicitement les groupes de co-

homologie des algèbres associatives correspondantes aux algèbres
Hom-associatives de type associative de dimension 2 et 3.

Calcul deH2(A,A) pour A dansAss2
On calcule l’ensemble des 2-cocyclesZ2 puis le deuxième groupe

de cohomologie des algèbres associatives correspondantes aux al-
gèbres Hom-associatives de type associative de dimension 2.

1. Pour Ã2
1, Ã2

4, le Z2 est de dimension 0. Ainsi, on a H2 = 〈{0}〉 .
2. Pour Ã2

6, le Z2 est de dimension 4 engendré par les généra-
teurs de 2-cocycles suivants :
ϕ̃1(e1, e1) = e1,
ϕ̃2(e1, e1) = e2,
ϕ̃3(e1, e2) = e1,
ϕ̃3(e2, e1) = e1,

ϕ̃3(e2, e2) = e2,
ϕ̃4(e1, e2) = e2,
ϕ̃4(e2, e1) = e2.

Ainsi, on a H2 =
〈
ϕ̃1, ϕ̃2

〉
.
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3. Pour Ã2
8, le Z2 est de dimension 0. Ainsi, on a H2 = 〈{0}〉 .

4. Pour Ã2
9, le Z2 est de dimension 0. Ainsi, on a H2 = 〈{0}〉 .

Calcul deH2(A,A) pour A dansAss3
On calcule l’ensemble des 2-cocyclesZ2 puis le deuxième groupe

de cohomologie des algèbres associatives correspondantes aux al-
gèbres Hom-associatives de type associative de dimension 3.

1. Pour Ã3
3,Ã3

7,Ã3
12, le Z2 est de dimension 0. Ainsi, on a H2 =

〈{0}〉 .
2. Pour Ã3

8, le Z2 est de dimension 4. Ainsi, on a H2 =
〈
ϕ̃1
〉
.

3. Pour Ã3
9, le Z2 est de dimension 4. Ainsi, on a H2 =

〈
ϕ̃1
〉
.

4. Pour Ã3
10, le Z2 est de dimension 5. Ainsi, on a H2 =

〈
ϕ̃1
〉
.

5.6 Troisième groupe de cohomologie des algèbres

de Ass2 et Ass3.
On calcule l’ensemble des 3-cocyclesZ3 puis le troisième groupe

de cohomologie des algèbres associatives correspondantes aux al-
gèbres Hom-associatives de type associative de dimension 2 et 3.
Nous définissons les 3-cocycles en terme de constantes de struc-
ture ψ̃(ei , ej , ek , es) = ϕ̃sijkes.
Les conditions

δ3
Homψ̃(ei , ej , ek , es) = 0 et
α ◦ ψ̃(ei , ej , ek)− ψ̃(α(ei),α(ej),α(ek)) = 0

(5.6.1)

se traduisent par les conditions suivantes :

µ̃(ei , ψ̃(ej , ek , el)) =
n∑
q

n∑
p

ϕ̃
p
jklC

q
ipeq (5.6.2)

ψ̃(µ̃(ei , ej), ek , el)) =
n∑
q

n∑
p

Cpijϕ̃
p
pkleq (5.6.3)

ψ̃(ei , µ̃(ej , ek), el)) =
n∑
q

n∑
p

Cpjkϕ̃
q
ipleq (5.6.4)

ψ̃(ei , ej , µ̃(ek , el)) =
n∑
q

n∑
p

Cpklϕ̃
q
ijpeq (5.6.5)

µ̃(ψ̃(ei , ej , ek), el) =
n∑
q

n∑
p

ϕ̃
p
ijkC

q
pleq (5.6.6)
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α ◦ ψ̃(ei , ej , ek) =
n∑
l=1

n∑
s=1

ϕ̃sijkalsel (5.6.7)

ψ̃(α(ei),α(ej),α(ek)) =
n∑
l=1

n∑
p=1

n∑
s=1

n∑
q=1

apiaqjaskϕ̃
l
pqsel (5.6.8)

Par conséquent, on a le système d’équations :

n∑
p=1

(ϕ̃qjklC
q
ip −C

p
ijϕ̃

q
pql + Cpjkϕ̃

q
ipl −C

p
klϕ̃

q
ijp + ϕ̃pijkC

q
pl) = 0,

i, j,k, l = 1, . . . ,n.
n∑
s=1

ϕ̃sijkals −
n∑
p=1

n∑
q=1

n∑
s=1

apiaqjaskϕ̃
l
pqs = 0, i, j,k, l = 1, . . . ,n.

(5.6.9)

Calcul deH3(A,A) pour A dansAss2.

1. Pour Ã2
1, le Z3 est de dimension 6 engendré par les généra-

teurs de 3-cocycles suivants :
ψ̃1(e1, e1, e2) = e1,
ψ̃1(e1, e2, e2) = −e2,
ψ̃2(e1, e1, e2) = e2,
ψ̃2(e1, e2, e2) = e1,

ψ̃3(e2, e1, e1) = e1,
ψ̃3(e2, e2, e1) = −e2,
ψ̃4(e2, e1, e1) = e2,
ψ̃4(e2, e2, e1) = e1,

ψ̃5(e2, e1, e2) = −e1,
ψ̃5(e2, e2, e2) = e2,
ψ̃6(e2, e1, e2) = e2,
ψ̃6(e2, e2, e2) = e1.

Ainsi, on a H3 =
〈
ψ1, . . . ,ψ6

〉
.

2. Pour Ã2
4, le Z3 est de dimension 6 engendré par les généra-

teurs de 3-cocycles suivants :
ψ̃1(e1, e1, e2) = e1,
ψ̃1(e1, e2, e2) = −e2,
ψ̃2(e1, e1, e2) = e2,
ψ̃3(e2, e1, e1) = e1,

ψ̃3(e2, e2, e1) = −e2,
ψ̃4(e2, e1, e1) = e2,
ψ̃5(e2, e1, e2) = e2,
ψ̃6(e2, e2, e2) = e2.

Ainsi, on a H3 =
〈
ψ1,ψ2,ψ3,ψ4,ψ6

〉
.

3. Pour Ã2
6, le Z3 est de dimension 8 engendré par les généra-

teurs de 3-cocycles suivants :
ψ̃1(e1, e1, e1) = e1,
ψ̃2(e1, e1, e1) = e2,
ψ̃3(e1, e1, e2) = e1,
ψ̃3(e2, e1, e2) = 2e3,

ψ̃4(e1, e1, e2) = e2,
ψ̃5(e1, e2, e1) = e1,
ψ̃6(e1, e2, e1) = e2,
ψ̃7(e1, e2, e2) = e2,

ψ̃7(e2, e1, e1) = e1,
ψ̃7(e2, e2, e1) = e2,
ψ̃8(e2, e1, e1) = e2.

Ainsi, on a H3 =
〈
ψ1,ψ2,ψ3,ψ4,ψ5,ψ6,ψ7

〉
.

4. Pour Ã2
8, le Z3 est de dimension 5 engendré par les généra-

teurs de 3-cocycles suivants :
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ψ̃1(e1, e1, e1) = e1,
ψ̃1(e1, e2, e1) = −e2,
ψ̃1(e2, e1, e1) = e2,
ψ̃2(e1, e1, e2) = e1,

ψ̃2(e1, e2, e1) = e2,
ψ̃2(e2, e1, e2) = e2,
ψ̃2(e1, e2, e2) = −e2,

ψ̃3(e1, e2, e2) = e1,
ψ̃4(e2, e2, e1) = e1,
ψ̃5(e2, e2, e2) = e1.

Ainsi, on a H3 =
〈
ψ1,ψ2,ψ4,ψ5

〉
.

5. Pour Ã2
9, le Z3 est de dimension 5 engendré par les généra-

teurs de 3-cocycles suivants :
ψ̃1(e1, e1, e1) = e1,
ψ̃1(e1, e2, e1) = −e2,
ψ̃1(e2, e1, e1) = e2,
ψ̃2(e1, e1, e2) = e1,

ψ̃2(e1, e2, e1) = e2,
ψ̃2(e2, e1, e2) = e2,
ψ̃2(e1, e2, e2) = −e2,

ψ̃3(e1, e2, e2) = e1,
ψ̃4(e2, e2, e1) = e1,
ψ̃5(e2, e2, e2) = e1.

Ainsi, on a H3 =
〈
ψ1,ψ2,ψ4,ψ5

〉
.

Calcul deH3(A,A) pour A dansAss3
1. Pour Ã3

3, leZ3 est de dimension 22. Ainsi, on aH3 =
〈
ψ1, . . . ,ψ22

〉
.

2. Pour Ã3
7, le Z3 est de dimension 8 engendré par les généra-

teurs de 3-cocycles suivants
Ainsi, on a H3 =

〈
ψ1, . . . ,ψ8

〉
.

3. Pour Ã′38 , le Z3 est de dimension 46. Ainsi, on a :

H3 =
〈
ψ1,ψ6,ψ13ψ16,ψ17,ψ18,ψ19,ψ20,ψ26,ψ35,
,ψ37,ψ38,ψ39,ψ40,ψ41,ψ42,ψ43,ψ44,ψ46

〉
.

4. Pour Ã′39 , le Z3 est de dimension 41 engendré par les généra-
teurs de 3-cocycle. Ainsi, on a :

H3 =
〈
ψ3,ψ4,ψ8ψ10,ψ14,ψ15,ψ17,ψ18,ψ21,ψ22,
,ψ24,ψ25,ψ29,ψ31,ψ32,ψ34,ψ35,ψ38,ψ39,ψ41

〉
.

5. Pour Ã′310, le Z3 est de dimension 38 engendré par les géné-
rateurs de 3-cocycle. Ainsi, on a :

H3 =
〈
ψ1,ψ2,ψ11ψ12,ψ14,ψ15,ψ19,ψ21,ψ22,
,ψ27,ψ28,ψ30,ψ32,ψ34,ψ35,ψ37,ψ38

〉
.

6. Pour Ã′312, le Z3 est de dimension 45. Ainsi, on a :

H3 =
〈
ψ1,ψ5,ψ7ψ9,ψ14,ψ19,ψ21,ψ24,ψ25,ψ30
,ψ32,ψ33,ψ35,ψ36,ψ38,ψ39,ψ41,ψ43,ψ44,ψ45

〉
.

5.7 Cohomologie des algèbres Hom-associatives

unitaires.

Dans cette section, on calcule explicitement les groupes de co-
homologie des algèbres Hom-associatives unitaires multiplicatives
de dimensions 2 et 3.
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5.8 Deuxième groupe de cohomologie des algèbres

de UHAss2 et UHAss3.
Calcul deH2(A,A) pour A dans UHAss2.

1. Pour A′21 ,A′22 ,A′24 , le Z2 est de dimension 0. Ainsi, on a H2 =
〈{0}〉 .

2. PourA′23 , le Z2 est de dimension 1 engendré par le générateur
de 2-cocycle ϕ(e2, e2) = e2. Ainsi, on a B2 =

〈
ϕ1
〉

avec f (e1) =
0 et f (e2) = e2.

Calcul deH2(A,A) pour A dans UHAss3.

1. PourA′31 , leZ2 est de dimension 12. Ainsi, on aH2 =
〈
ϕ1, . . . ,ϕ12

〉
.

2. PourA′32 , le Z2 est de dimension 1 engendré par le générateur
de 2-cocycle suivant : ϕ(e2, e2) = e2. Ainsi, on a H2 =

〈
ϕ1
〉
.

3. PourA′33 , le Z2 est de dimension 1 engendré par le générateur
de 2-cocycle ϕ(e2, e2) = e2. Ainsi, on a B2 =

〈
ϕ1
〉
. avec f (e1) =

0, f (e2) = e2 et f (e3) = 0.
4. PourA′34 , le Z2 est de dimension 1 engendré par le générateur

de 2-cocycle ϕ(e3, e3) = e3. Ainsi, on a H2 =
〈
ϕ1
〉
.

5. PourA′35 , le Z2 est de dimension 1 engendré par le générateur
de 2-cocycle ϕ(e3, e3) = e2. Ainsi, on a H2 =

〈
ϕ1
〉
.

6. Pour A′37 , le Z2 est de dimension 1. Ainsi, on a H2 =
〈
ϕ1
〉
.

Remark 5.8.1 1. Les algèbres Hom-associatives unitaires Ã′36 , Ã
′3
8 , Ã

′3
9 , Ã

′3
10, Ã

′3
11,

Ã′312, Ã
′3
13, Ã

′3
14 et Ã′315 sont de dimensions 0 engendré par les

générateurs de 2-cocycle ϕ = 0. Ainsi, on a H2 = 〈{0}〉 .
2. Elles sont des algèbres rigides.

Calcul deH2(A,A) pour A dans UAss2.

1. Pour A′21 , le Z2 est de dimension 5 engendré par les généra-
teurs de 2-cocycles suivants :
ϕ1(e1, e1) = e1,
ϕ2(e1, e1) = e2,
ϕ2(e1, e2) = e1,
ϕ2(e2, e1) = e1,

ϕ3(e1, e2) = e2,
ϕ3(e2, e1) = e2,
ϕ4(e2, e2) = e1,
ϕ5(e2, e2) = e2.

Ainsi, on aH2 =
〈
ϕ1,ϕ2,ϕ3

〉
.

2. Pour A′22 , le Z2 est de dimension 4 engendré par les généra-
teurs de 2-cocycles suivants :
ϕ1(e1, e1) = e1,
ϕ1(e1, e2) = e2,
ϕ1(e2, e1) = e2,
ϕ2(e1, e1) = e2,

ϕ2(e1, e2) = e1,
ϕ2(e2, e1) = e1,
ϕ3(e2, e2) = e1,
ϕ4(e2, e2) = e2.

Ainsi, on a H2 =
〈
ϕ1,ϕ2

〉
.
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3. Pour A′23 , le Z2 est de dimension 4 engendré par les généra-
teurs de 2-cocycles suivants :
ϕ1(e1, e1) = e1,
ϕ1(e1, e2) = e2,
ϕ1(e2, e1) = e2,

ϕ2(e1, e1) = e2,
ϕ3(e2, e2) = e1,
ϕ4(e2, e2) = e2.

Ainsi, on a H2 =
〈
ϕ2,ϕ3

〉
.

Calcul deH2(A,A) pour A dans UAss3.

1. Pour Ã′36 , leZ2 est de dimension 15. Ainsi, on aH2 =
〈
ϕ1, . . . ,ϕ15

〉
.

2. Pour Ã′37 , leZ2 est de dimension 12. Ainsi, on aH2 =
〈
ϕ1, . . . ,ϕ10

〉
.

3. Pour Ã′38 , le Z2 est de dimension 1. De plus, on a B2 =
〈
ϕ1
〉

avec f (e1) = e1, f (e2) = b2e2 + c2e3 et f (e3) = 0.

4. Pour Ã′39 , le Z2 est de dimension 10 engendré par les généra-
teurs de 2-cocycles. Ainsi, on aH2 =

〈
ϕ1,ϕ3,ϕ4,ϕ5,ϕ6,ϕ7,ϕ8

〉
.

5. Pour Ã′310, leZ2 est de dimension 11. Ainsi, on aH2 =
〈
ϕ4, . . . ,ϕ11

〉
.

6. Pour Ã′311, leZ2 est de dimension 11. Ainsi, on aH2 =
〈
ϕ2,ϕ4,ϕ5,ϕ7,ϕ8,ϕ9,ϕ10,ϕ11

〉
.

7. Pour Ã′312, leZ2 est de dimension 10. Ainsi, on aH2 =
〈
ϕ1,ϕ2,ϕ4,ϕ6,ϕ7,ϕ8,ϕ9,ϕ10

〉
.

8. Pour Ã′314, leZ2 est de dimension 10. Ainsi, on aH2 =
〈
ϕ3,ϕ4,ϕ5,ϕ7,ϕ8

〉
.

5.9 Troisième groupe de cohomologie des algèbres

de UHAss2 et UHAss3.
Dans cette section, on calcule explicitement le troisième groupe

de cohomologie des algèbres Hom-associatives unitaires de dimen-
sions 2 et 3.

Calcul deH3(A,A) pour A dans UHAss2.

1. Pour A′21 ,A′22 ,Ã′24 , le Z3 est de dimension 0. Ainsi, on a H3 =
〈{0}〉 .

2. Pour Ã′23 , le Z3 est de dimension 4 engendré par les généra-
teurs de 3-cocycles suivants :
ψ1(e1, e2, e1) = −e2,
ψ1(e1, e2, e2) = e2,ψ2(e2, e1, e2) = e2,

ψ3(e2, e2, e1) = e2,
ψ4(e2, e2, e2) = e2.

Ainsi,

on a H3 =
〈
ψ1,ψ2,ψ3,ψ4

〉
.

Calcul deH3(A,A) pour A dans UHAss3.

1. PourA′31 , leZ3 est de dimension 48. Ainsi on aH3 =
〈
ψ1, . . . ,ψ48

〉
.
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2. Pour A′32 , le Z3 est de dimension 11 engendré par les généra-
teurs de 3-cocycles suivants :

ψ1(e1, e2, e1) = e2,
ψ2(e1, e2, e2) = e2,
ψ3(e1, e2, e3) = e2,
ψ4(e2, e1, e2) = e2,

ψ5(e2, e2, e1) = e2,
ψ6(e2, e2, e2) = e2,
ψ7(e2, e2, e3) = e2,
ψ8(e2, e3, e2) = e2,

ψ9(e3, e2, e1) = e2,
ψ10(e3, e2, e2) = e2,
ψ11(e3, e2, e3) = e2.

Ainsi, on a H3 =
〈
ψ1,ψ2,ψ3,ψ6,ψ7,ψ8,ψ9,ψ10,ψ11

〉
.

3. Pour Ã′33 , le Z3 est de dimension 11 engendré par les généra-
teurs de 3-cocycles suivants :

ψ1(e1, e2, e1) = e2,
ψ2(e1, e2, e2) = e2,
ψ3(e1, e2, e3) = e2,
ψ4(e2, e1, e2) = e2,

ψ5(e2, e2, e1) = e2,
ψ6(e2, e2, e2) = e2,
ψ7(e2, e2, e3) = e2,
ψ8(e2, e3, e2) = e2,

ψ9(e3, e2, e1) = e2,
ψ10(e3, e2, e2) = e2,
ψ11(e3, e2, e3) = e2.

Ainsi, on a H3 =
〈
ψ1,ψ3,ψ4,ψ5,ψ6,ψ9,ψ11

〉
.

4. Pour Ã′34 , le Z3 est de dimension 11 engendré par les généra-
teurs de 3-cocycles suivants :

ψ1(e1, e3, e1) = e3,
ψ2(e1, e3, e2) = e3,
ψ3(e1, e3, e3) = e3,
ψ4(e2, e3, e1) = e3,

ψ5(e2, e3, e2) = e3,
ψ6(e2, e3, e3) = e3,
ψ7(e3, e1, e3) = e3,
ψ8(e3, e2, e3) = e3,

ψ9(e3, e3, e1) = e3,
ψ10(e3, e3, e2) = e3,
ψ11(e3, e3, e3) = e2.

Ainsi, on a H3 =
〈
ψ1,ψ2,ψ4,ψ5,ψ6,ψ7,ψ9,ψ11

〉
.

5. Pour Ã′35 , le Z3 est de dimension 11 engendré par les généra-
teurs de 3-cocycles suivants :

ψ1(e1, e3, e1) = e3,
ψ2(e1, e3, e2) = e3,
ψ3(e1, e3, e3) = e3,
ψ4(e2, e3, e1) = e3,

ψ5(e2, e3, e2) = e3,
ψ6(e2, e3, e3) = e3,
ψ7(e3, e1, e3) = e3,
ψ8(e3, e2, e3) = e3,

ψ9(e3, e3, e1) = e3,
ψ10(e3, e3, e2) = e3,
ψ11(e3, e3, e3) = e2.

Remark 5.9.1 1. Les algèbres Hom-associatives unitaires Ã′36 , Ã
′3
7 , Ã

′3
8 , Ã

′3
9 , Ã

′3
10,

Ã′311, Ã
′3
12, Ã

′3
13, Ã

′3
14 et Ã′315 sont de dimension 0. Ainsi, on aH3 =

〈{0}〉 .

5.10 Troisième groupe de cohomologie des algèbres

de UAss2 et UAss3.

Dans cette section, on calcule explicitement le troisième groupe
de cohomologie des algèbres associatives correspondantes aux al-
gèbres Hom-associatives unitaires de type associative de dimen-
sions 2 et 3.



68 Chapitre 5. Cohomologie et Composantes irréductibles

Calcul deH3(A,A) pour A dans UAss2.

1. Pour Ã′21 , le Z3 est de dimension 6 engendré par les généra-
teurs de 3-cocycles suivants :
ψ1(e1, e1, e2) = e1,
ψ1(e1, e2, e2) = −e2,
ψ2(e1, e1, e2) = e2,
ψ2(e1, e2, e2) = e1,

ψ3(e2, e1, e1) = −e1,
ψ3(e2, e2, e1) = e2,
ψ4(e2, e1, e1) = e2,
ψ4(e2, e1, e2) = −e1,

ψ5(e2, e2, e1) = e2,
ψ6(e2, e2, e1) = e1,
ψ6(e2, e2, e2) = e1.

Ainsi, on a H3 =
〈
ψ1,ψ2,ψ3,ψ4,ψ5,ψ6

〉
.

2. Pour Ã′22 , le Z3 est de dimension 6 engendré par les généra-
teurs de 3-cocycles suivants :
ψ1(e1, e1, e2) = e1,
ψ1(e1, e2, e2) = −e2,
ψ2(e1, e1, e2) = e2,
ψ2(e1, e2, e2) = −e1,

ψ3(e2, e1, e1) = −e1,
ψ3(e2, e2, e1) = e2,
ψ4(e2, e1, e1) = −e2,
ψ4(e2, e2, e1) = e1,

ψ5(e2, e1, e2) = e2,
ψ5(e2, e2, e2) = e1,
ψ6(e2, e1, e2) = −e2,
ψ6(e2, e2, e2) = e1.

Ainsi, on a H3 =
〈
ψ1,ψ2,ψ3,ψ4,ψ5,ψ6

〉
.

3. Pour Ã′24 , le Z3 est de dimension 6 engendré par les généra-
teurs de 3-cocycles suivants :
ψ1(e1, e1, e2) = e1,
ψ1(e1, e2, e2) = −e2,
ψ2(e1, e1, e2) = e2,

ψ3(e2, e1, e1) = −e1,
ψ3(e2, e2, e1) = e2,
ψ4(e2, e1, e1) = e2,

ψ5(e2, e1, e2) = e2,
ψ6(e2, e2, e2) = e2.

Ainsi, on a H3 =
〈
ψ1,ψ3,ψ5,ψ6

〉
.

Calcul deH3(A,A) pour A dans UAss3.

1. Pour Ã′36 , le Z3 est de dimension 45.
Ainsi, on a H3 =

〈
ψ1, . . . ,ψ45

〉
.

2. Pour Ã′37 , le Z3 est de dimension 38.
Ainsi, on a H3 =

〈
ψ4,ψ6,ψ37,ψ38

〉
.

3. Pour Ã′38 , le Z3 est de dimension 7.
Ainsi, on a H3 =

〈
ψ1, . . . ,ψ7

〉
.

4. Pour Ã′39 , le Z3 est de dimension 33.
Ainsi, on a H3 =

〈
ψ1, . . . ,ψ33

〉
\
〈
ψ2,ψ3,ψ6,ψ10,ψ11

〉
.

5. Pour Ã′310, le Z3 est de dimension 31.
Ainsi, on a H3 =

〈
ψ1, . . . ,ψ31

〉
\
〈
ψ4,ψ6,ψ7,ψ23,ψ24

〉
.

6. Pour Ã′311, le Z3 est de dimension 34.
Ainsi, on a H3 =

〈
ψ1, . . . ,ψ34

〉
\
〈
ψ6,ψ8,ψ13,ψ20,ψ21

〉
.

7. Pour Ã′312, le Z3 est de dimension 34.
Ainsi, on a H3 =

〈
ψ1, . . . ,ψ34

〉
.

8. Pour Ã′314, le Z3 est de dimension 35.
Ainsi, on a H3 =

〈
ψ1, . . . ,ψ35

〉
.
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5.11 Déformations formelles et composantes ir-

réductibles

La théorie des déformations formelles a été d’abord dévelop-
pée par Gerstenhaber pour les algèbres associatives, [?, ?]. Elle est
basée sur les séries formelles. Cette approche a été étendue natu-
rellement aux algèbres de type-Hom, voir ([MS10a, AEM11]).

Soit A un K-espace vectoriel. Soit K[[t]] l’anneau des séries for-
melles en une variable t à coefficients dans K et A[[t]] l’ensemble
des séries formelles dont les cofficients sont des éléments de A,
(A[[t]] est obtenu par extension des scalaires de A de K à K[[t]]).
Alors A[[t]] est un K[[t]]-module. Si A est de dimension finie, on a
A[[t]] = A⊗K[[t]]. Il est à noter que A est sous-module de A[[t]].

5.11.1 Déformations formelles d’algèbres Hom-associatives

On rappelle la thérie de la déformation formelle pour les al-
gèbres Hom-associatives.

Definition 5.11.1 Soit (A,µ,α) une algèbre Hom-associative. Une déformation for-
melle de l’algèbre Hom-associative A est donnée par une applica-
tion K[[t]]-bilinéaire

µt : A[[t]]×A[[t]]→ A[[t]]

et une application [[t]]-linéaire αt : A[[t]]→ A[[t]] de la forme

µt =
∑
i≥0

µit
i et αt =

∑
i≥0

αit
i (5.11.1)

où chaque µi est une application K-bilinéaire µi : A⊗A→ A (étend-
due pour être K[[t]]-bilinéaire) et chaque αi est une application K-
linéaire (étendue pour être K[[t]]-linéaire) telles qu’on ait la condi-
tion de Hom-associativité formelle suivante :

µt(µt(x,y),α(z)) = µt(α(x),µt(y,z)). (5.11.2)

Cette équation peut s’écrire∑
i∈N

∑
j∈N

∑
k∈N

(µi(αk(x),µj(y,z))−µi(µj(x,y),αk(z)))t
i+j+k = 0. (5.11.3)

En introduisant les α-associateurs
(x,y,z) 7→ µi ◦α µj(x,y,z) = µi(α(x),µj(y,z))−µi(µj(x,y),α((z)),

l’équation de déformation peut s’écrire comme suit

∑
i∈N

∑
j∈N

∑
k∈N

(µi ◦αk µj)t
i+j+k = 0 ou

∑
s∈N

ts
s∑
k=0

s−k∑
i=0

µi ◦αk µs−k−i = 0.



70 Chapitre 5. Cohomologie et Composantes irréductibles

Ceci est équivalent au système infini

s∑
k=0

s−k∑
i=0

µi ◦αk µs−k−i = 0, s ∈ N. (5.11.4)

Une déformation d’orde 1 est dite infinitésimale.

Proposition 5.11.2 Soit µ1,t = φ−1 ◦ µ2 ◦ (φ ⊗φ) et α1,t = φ−1 ◦ α2 ◦φ si (A,µ2,α2) est
Hom-associative alors (A [[t]] ,µ1,t,α1,t) est Hom-associative.

Démonstration. Par calcul, on a
µ1,t(α1,t(x),µ1,t(y,z))
= φ−1µ2(φ(φ−1 ◦α2 ◦φ(x)),φφ−1 ◦µ2(φ(y),φ(z)))
= φ−1µ2(α2 ◦φ(x),µ2(φ(y),φ(z)))
= φ−1µ2(µ2(φ(x),φ(y)),α2 ◦φ(z))
= φ−1µ2(φ ◦φ−1(µ2(φ(x),φ(y))),φ ◦φ−1α2φ(z)))
= µ1,t(µ1,t(x,y),α1,t(z))

On suppose que l’application α ne soit pas déformé. La pre-
mière équation (s = 0) correspond à la Hom-associativité de µ0 = µ.
La deuxième équation montre que µ1 est un 2-cocycle pour la co-
homologie de Hochschild

(
µ1 ∈ Z2 (A,A)

)
.

Plus généralement, supposons que µp soit le premier coefficient
non nul après µ0 = µ dans la déformation µt.

Theorem 5.11.3 L’application bilinéaire µp est un 2- cocycle pour la cohomologie de
Hochschild type-Hom de A à valeurs dans l’algèbre A.

Definition 5.11.4 Le cocycle µp est dit intégrable si c’est le premier terme, après µ0,
d’une déformation Hom-associative.

L’intégrabilité de µp implique une suite infinie de relations qui
peuvent être interprétées comme des obstructions à l’intégrabilité
de µp.

En regroupant le premier et le dernier termes de la kième équa-
tion de pour k quelconque, k > 1, L’équation s’écrit

δ2µk (x,y,z) =
k−1∑
i=1

µi (µk−i (x,y) ,α(z))−µi (α(x),µk−i (y,z)) .

Supposons que la déformation tronquée, à l’ordre m − 1, c’est à
dire µt = µ0 + tµ1 + t2µ2 + ....tm−1µm−1, satisfasse l’équation de dé-
formation. La déformation s’étend en une déformation d’ordre m,
µt = µ0 + tµ1 + t2µ2 + ....tm−1µm−1 + tmµm satisfaisant l’équation de
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déformation si

δ2µm (x,y,z) =
m−1∑
i=1

µi (µm−i (x,y) ,α(z))−µi (α(x),µm−i (y,z)) .

(5.11.5)
Le terme de droite de l’équation (5.11.5) s’appelle obstruction pour
déterminer µm.

Theorem 5.11.5 Les obstructions sont des 3-cocycles de la cohomologie type-Hom de
Hochschild .

Remark 5.11.6 1. La classe de cohomologie de l’élément
∑

i+j=m, i,j,mµi ◦µj est
la première obstruction à l’intégrabilité de µm.
Supposons m = 1 et µt = µ0 + tµ1 + t2µ2. L’équation de défor-
mation est équivalente à

µ0 ◦µ0 = 0 (µ0 est associative)
δ2µ1 = 0

(
µ1 ∈ Z2 (A,A)

)
µ1 ◦µ1 = d2µ2.

On a µ1 ◦ µ1 est la première obstruction à l’intégrabilité de
µ1 et µ1 ◦µ1 ∈ Z3 (A,A) .
Les éléments µ1◦µ1 qui sont des cobords premettent d’étendre
la déformation d’ordre 1 à une déformation d’order 2. Mais
les éléments de H3 (A,A) donnent des obstructions à l’inté-
grabilité de µ1.

2. Si µm est intégrable alors la classe de cohomologie de Ψ =∑
i+j=m i,j,mµi ◦µj dans H3(A,A) doit être nulle.

Dans l’exemple précédant µ1 est intégrable implique µ1◦µ1 =
δ2µ2, ce qui signifie que la classe de cohomologie de µ1 ◦ µ1
est nulle.

Si H3 (A,A) = 0 alors toutes les obstructions s’annulent et tout
élément µm ∈ Z2 (A,A) est intégrable.

D’où le théorème suivant :

Theorem 5.11.7 Soit µt = µ0+tµ1+t2µ2+....tm−1µm−1 une déformation d’orderm−1 de
l’algèbre (A0,µ0). Alors elle s’étend en une déformation d’ordre m si et
seulement si la classe de cohomologie de

∑
i+j=m i,j,mµi ◦µj est nulle.

5.11.2 Déformations équivalentes et triviales

Le problème suivant consiste à caractériser les déformations
équivalentes et déformations triviales. Etant données deux défor-
mations µt et µ

′
t de µ0, on dit qu’elles sont équivalentes s’il existe

un isomorphisme formel ft, qui est une application K [[t]]-linéaire
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de la forme

ft = Id + tf1 + t2f2 + · · · où fi ∈ EndK (A) ,

tel que µt = ft ·µ
′
t, c’est à dire

µt(x,y) = f −1
t ◦µ′t ◦ (ft (x) , ft (y)) pour tout x,y ∈ A. (5.11.6)

Une déformation µt de µ0 est dite triviale si et seulement si µt est
équivalente à µ0.

La condition 5.11.6 peut s’écrire

ft (µt(x,y)) = µ′t(ft (x) , ft (y)) pour tout x,y ∈ A. (5.11.7)

Par identification des coefficients de t on obtient µ1 = δf1.
En général, les déformations µt et µ′t de µ0 sont équivalentes si

µ′1 = µ1 + δf1. D’où la proposition suivante :

Proposition 5.11.8 L’intégrabilité de µ1 depend seulement de sa classe de cohomologie.

Rappelons que deux éléments sont cohomologues si leur diffé-
rence est un cobord.

δµ1 = 0 implique δµ′1 = δ (µ1 + δf1) = δµ1 + δ (δf1) = 0.
Si µ1 = δg alors µ′1 = δg − δf1 = δ (g − f1) .

Remark 5.11.9 Les éléments de H2 (A,A) déterminent les déformations infinitési-
males (µt = µ0 + tµ1).

Proposition 5.11.10 SoitA0 = (A,µ0,α) une algèbre Hom-associative. Il existe sur K[[t]]/t2,
une correspondence biunivoque entre les éléments de H2(A,A) et les
déformations infinitésimales de A0 definies par

µt(x,y) = µ0(x,y) +µ1(x,y)t, ∀x,y ∈ A. (5.11.8)

Démonstration. L’équation de déformation est équivalente à δ2µ1 =
0, c’est à dire µ1 ∈ Z2(A,A).

Supposons maintenant que µt = µ0 + tµ1 + t2µ2 + · · · soit une
famille de déformation à un paramètre de µ0 telle que µ1 = · · · =
µm−1 = 0.
L’équation de déformation implique dµm = 0

(
µm ∈ Z2 (A0,A0)

)
.

Si de plus µm ∈ B2 (A,A) (c’est à dire µm = dg), en considérant le
morphisme formel ft = Id + tfm, on obtient pour tout x,y ∈ A

µ′t(x,y) = f −1
t ◦µt ◦ (ft (x) , ft (y)) = µ0 (x,y) + tm+1µm+1 (x,y) · · ·

Ainsi µm+1 ∈ Z2 (A,A) .

Theorem 5.11.11 Soit µt une déformation formelle à un paramètre de µ0. Alors µt
est équivalente à µt = µ0 + tpµ′p + tp+1µ′p+1 + · · · où µ′p ∈ Z2 (A,A) et
µ′p < B

2 (A,A).

Remark 5.11.12 Si H2 (A,A) = 0 alors toute déformation de A est équivalente à une
déformation triviale.
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Déformations infinitésimales

On considère les 2-cocyles calculés précedemment et on cherche
à déterminer ceux qui déterminent une déformation infinitésimale.

Le cocycle ϕ est intégrable et détermine une déformation infi-
nitésimale dans les cas suivants :

1 Cas de HAss2,Ass2, UHAss2 et UAss2 :
(µ2

2,ϕ2,1), (µ2
2,ϕ2,2), (µ2

3,ϕ3,3), (µ2
5,ϕ5,1), (µ2

6,ϕ6,1), (µ2
7,ϕ7,1),

(µ2
7,ϕ7,2), (µ̃2

6, ϕ̃6,1), (µ′23 ,ϕ
′
3,1), (µ̃′21, ϕ̃

′
1,2), (µ̃′21, ϕ̃

′
1,4),

(µ̃′21, ϕ̃
′
1,5), (µ̃′22, ϕ̃

′
2,2), (µ̃′22, ϕ̃

′
2,3), (µ̃′22, ϕ̃

′
2,3), (µ̃′22, ϕ̃

′
2,4),

(µ̃′24, ϕ̃
′
4,1), (µ̃′24, ϕ̃

′
4,2), (µ̃′24, ϕ̃

′
4,3), (µ̃′24, ϕ̃

′
4,4).

2 Cas de HAss3Ass3, UHAss3 et AU ss3 :
(µ3

1,ϕ1,5), (µ3
1,ϕ1,6), (µ3

1,ϕ1,7), (µ3
1,ϕ1,8), (µ3

1,ϕ1,9), (µ3
1,ϕ1,10),

(µ3
1,ϕ1,11), (µ3

1,ϕ1,12), (µ3
2,ϕ2,1), (µ3

4,ϕ4,1), (µ3
4,ϕ4,2), (µ3

4,ϕ4,3)
(µ3

4,ϕ4,4), (µ3
4,ϕ4,5), (µ3

4,ϕ4,6), (µ3
4,ϕ4,7), (µ3

5,ϕ5,1) (µ3
6,ϕ6,1),

(µ3
1,ϕ1,12), (µ3

6,ϕ6,2), (µ3
6,ϕ6,3), (µ3

8,ϕ8,1), (µ3
11,ϕ11,1),

(µ3
11,ϕ11,2), (µ̃3

3, ϕ̃3,1), (µ̃3
3, ϕ̃3,2), (µ̃3

3, ϕ̃3,5), (µ̃3
3, ϕ̃3,7), (µ̃3

3, ϕ̃3,9),
(µ̃3

3, ϕ̃3,10), (µ̃3
8, ϕ̃8,1), (µ̃3

8, ϕ̃8,6), (µ̃3
8, ϕ̃8,9), (µ̃3

10, ϕ̃10,3),
(µ̃3

10, ϕ̃10,4), (µ̃3
10, ϕ̃10,5), (µ̃3

10, ϕ̃10,6), (µ̃3
10, ϕ̃10,9), (µ̃3

10, ϕ̃10,10),
(µ̃3

10, ϕ̃10,12), (µ′31 ,ϕ
′
1,5), (µ′31 ,ϕ

′
1,6), (µ′31 ,ϕ

′
1,7), (µ′31 ,ϕ

′
1,8),

(µ′31 ,ϕ
′
1,9), (µ′31 ,ϕ

′
1,10), (µ′31 ,ϕ

′
1,11), (µ′31 ,ϕ

′
1,12), (µ′32 ,ϕ

′
2,1),

(µ′33 ,ϕ
′
3,1), (µ′34 ,ϕ

′
4,1), (µ′35 ,ϕ

′
5,1), (µ̃′36, ϕ̃

′
6,12), (µ̃′36, ϕ̃

′
6,13),

(µ̃′37, ϕ̃
′
7,11), (µ̃′37, ϕ̃

′
1,12), (µ̃′38, ϕ̃

′
8,6), (µ̃′38, ϕ̃

′
8,7), (µ̃′39, ϕ̃

′
9,2),

(µ̃′39, ϕ̃
′
6,6), (µ̃′39, ϕ̃

′
9,10), (µ̃′39, ϕ̃

′
9,11), (µ̃′311, ϕ̃

′
11,1), (µ̃′311, ϕ̃

′
11,3),

(µ̃′311, ϕ̃
′
11,5), (µ̃′311, ϕ̃

′
11,6).

5.11.3 Composantes irréductibles

Dans cette section, on se propose d’étudier les composantes ir-
réductibles des variétés algébriques de HAssn pour n = 2,3. La
géométrie de des variétés des algèbres de Lie Lien, des algèbres as-
sociatives Assn et des algèbres commutatives associatives Commn
est assez compliquée. On sait que le nombre de composantes irré-
ductibles et leur dimension sont au plus 2

27n
3 +O(n8/3) pour Lien,

4
27n

3 +O(n8/3) pour Assn et 2
27n

3 +O(n8/3) Commn. La description
des composantes pour les algèbres associatives en dimension plus
petite que 5 a été faite par Gabriel et Mazzola.

Definition 5.11.13 Une algèbre Hom-associative A est dite formellement rigide, si
toute déformation infinitésimale formelle de A est triviale. Elle est
dite géométriquement rigide, si son orbite ϑ(µ) est ouverte dans
HAssn. Dans ce cas l’adhérence de Zariski de son orbite ϑ(µ) est
une composante irréductible de HAssn.
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Remark 5.11.14 Toute composante irréductible C de HAssn contenant A contient
également toutes les dégénérations de A. En effet, on a ϑ(µ) ⊂ C
qui est contenu dans ϑ(µ) , puisque C est fermé.

Proposition 5.11.15 Les composantes irréductibles de HAss2 sont les fermetures des or-
bites des algèbres Hom-associatives Ω =

{
A2

3,A
2
5
}

.

Démonstration. On a
1. A2

3,t −→ A2
2 : e′1 ∗ e′1 = e1, e

′
1 ∗ e′2 = 0, e′2 ∗ e′1 = 0, e′2 ∗ e′2 = te2,

α(e′1) = e1, α(e′2) = 0 pour t→ 1.
2. A2

3,t −→ A2
4 : e′1 ∗ e′1 = e1, e

′
1 ∗ e′2 = te2, e

′
2 ∗ e′1 = tet, e′2 ∗ e′2 = 0,

α(e′1) = e1, α(e′2) = te2 pour t→ 1.
3. A2

5,t −→ A2
4 : e′1 ∗e′1 = e1, e

′
1 ∗e′2 = te2, e′2 ∗e′1 = te2, e′2 ∗e′2 = 0.

A
2

3
A

2

2

A
4

2
A

2

5

Composentes irréductibles de HAss2

Proposition 5.11.16 Les composantes irréductibles de HAss3 sont les fermetures des or-
bites des algèbres Hom-associatives Ω =

{
A3

2,A
3
5,A

3
9
}

.

Démonstration. On a
1. A3

2,t −→ A3
3 : e′1∗e′1 = a1e1, e′1∗e′2 = 0, e′1∗e′3 = 0, e′2∗e′1 = 0,

e′2∗e′1 = 0 e′2∗e′2 = te2, e
′
2∗e′3 = 0, e′3∗e′1 = 0, e′3∗e′2 = 0, e′3∗e′3 = te3

α(e′1) = e1, α(e′2) = e2 α(e′3) = te3 pour t→ 1.
2. A3

5,t −→ A3
7 : e′1 ∗ e′1 = 0, e′1 ∗ e′2 = 0, e′1 ∗ e′3 = 0, e′2 ∗ e′1 = 0,

e′2∗e′1 = te1 e
′
2∗e′2 = 0, e′2∗e′3 = 0, e′3∗e′1 = 0, e′3∗e′2 = te1, e

′
3∗e′3 = e3

α(e′1) = e1, α(e′2) = e1 + e2 α(e′3) = te3 pour t→ 1.
3. A3

9,t −→ A3
7 : e′1 ∗e′1 = 0, e′1 ∗e′2 = 0, e′1 ∗e′3 = 0, e′2 ∗e′1 = 0, e′2 ∗e′1 =

0, e′2 ∗ e′2 = te1, e
′
2 ∗ e′3 = e1, e

′
3 ∗ e′1 = 0, e′3 ∗ e′2 = e1, e

′
3 ∗ e′3 = te3

α(e′1) = e1, α(e′2) = e1 + e2 α(e′3) = e3 pour t→ 1.

A
3

2

3

3
A

A
3

5
A

3

7

A
3

9
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Composentes irréductibles de HAss3

Proposition 5.11.17 Les composantes irréductibles de UHAss2 sont les fermetures des
orbites des algèbres Hom-associatives Ω =

{
A′23 ,A

′2
4
}

.

Démonstration. On a

1. A′22,t −→ A′21 : e′1 ∗ e′1 = e1, e
′
1 ∗ e′2 = −te2, e

′
2 ∗ e′1 = −te2, e

′
2 ∗ e′2 =

e1 + t2e2, α(e′1) = e1, α(e′2) = −te2 pour t→−1.

2. A′23,t −→ A′21 : e′1 ∗e′1 = e1, e′1 ∗e′2 = te2, e′2 ∗e′1 = te2, e′2 ∗e′2 =
te1 + e2, α(e′1) = e1, α(e′2) = te2 pour t→ 1.

3. A′24,t −→ A′21 : e′1 ∗ e′1 = e1, e′1 ∗ e′2 = e2, e′2 ∗ e′1 = e2, e′2 ∗ e′2 =
te1 + te2, α(e′1) = e1, α(e′2) = e2.

4. A′24,t −→ A′22 : e′1 ∗ e′1 = e1, e
′
1 ∗ e′2 = te2, e

′
2 ∗ e′1 = te2, e

′
2 ∗ e′2 = t2e2,

α(e′1) = e1, α(e′2) = te2 pour t→−1.

A
3
’
2

A
4
’
2

A
2
’
2

A
1
’
2

Composantes irréductibles de UHAss2

Remark 5.11.18 De la même façon, on peut donner aussi les composantes irréduc-
tibles suivantes :

~

A
1

2

~

A
4

2

~

A
6

2
~

A
9

2
~

A
8

2

Composantes irréductibles de Ass2

~

A
2
’
2~

A
1
’
2

~

A
4
’
2

Composantes irréductibles de UAss2

Proposition 5.11.19 Les composantes irréductibles de UHAss3 sont les fermetures des or-
bites des algèbres Hom-associativesΩ =

{
A′39 ,A

′3
10,A

′3
11,A

′3
12,A

′3
13,A

′3
14,A

′3
15
}

.
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Démonstration. On a

1. A′37,t −→ A′36 : e′1 ∗ e′1 = e1, e
′
1 ∗ e′2 = e2, e

′
1 ∗ e′3 = −te3, e

′
2 ∗ e′1 = e2,

e′2 ∗ e′2 = −te2, e
′
2 ∗ e′3 = e3, e

′
3 ∗ e′1 = −te3, e

′
3 ∗ e′2 = e3, e

′
3 ∗ e′3 =

e2 + t2e3, α(e′1) = e1,α(e′2) = e2, α(e′3) = −te3 pour t→−1.

2. A′39,t −→ A′36 : e′1 ∗ e′1 = e1, e
′
1 ∗ e′2 = e2, e

′
1 ∗ e′3 = e3, e

′
2 ∗ e′1 = e2,

e′2 ∗e′2 = te2, e
′
2 ∗e′3 = te3, e

′
3 ∗e′1 = e3, e

′
3 ∗e′2 = te3, e

′
3 ∗e′3 = te2 +e3,

α(e′1) = e1,α(e′2) = e2, , α(e′3) = e3 pour t→−1 et a = 1.

3. A′310,t −→ A′36 : e′1 ∗ e′1 = e1, e
′
1 ∗ e′2 = e2, e

′
1 ∗ e′3 = −te3, e

′
2 ∗ e′1 = e2,

e′2 ∗ e′2 = t2e2, e
′
2 ∗ e′3 = t2e3, e

′
3 ∗ e′1 = −te3, e

′
3 ∗ e′2 = t2e3, e

′
3 ∗ e′3 =

t2e2 + t2e3, α(e′1) = e1,α(e′2) = e2, α(e′3) = −te3 pour t → −1,
a = 1.

4. A′312,t −→ A′36 : e′1 ∗ e′1 = e1, e
′
1 ∗ e′2 = e2, e

′
1 ∗ e′3 = e3, e

′
2 ∗ e′1 = e2,

e′2 ∗ e′2 = e2, e
′
2 ∗ e′3 = e3, e

′
3 ∗ e′1 = e3, e

′
3 ∗ e′2 = te3, e

′
3 ∗ e′3 = te2 + te3,

α(e′1) = e1,α(e′2) = e2, α(e′3) = e3 pour t→ 1 et b = 1.

5. A′313,t −→ A′36 : e′1∗e′1 = e1, e
′
1∗e′2 = −te2, e

′
1∗e′3 = e3, e

′
2∗e′1 = −te2,

e′2 ∗ e′2 = t2e2, e
′
2 ∗ e′3 = t2e3, e

′
3 ∗ e′1 = e3, e

′
3 ∗ e′2 = t2e3,

e′3 ∗ e′3 = t2e2 + t2e3, α(e′1) = e1,α(e′2) = −te2, α(e′3) = e3 pour
t→−1,b = 1.

6. A′314,t −→ A′36 : e′1 ∗ e′1 = e1, e′1 ∗ e′2 = e2, e′1 ∗ e′3 = e3, e′2 ∗ e′1 =
e2,
e′2 ∗ e′2 = te2, e

′
2 ∗ e′3 = te3, e′3 ∗ e′1 = e3, e

′
3 ∗ e′2 = te3, e′3 ∗ e′3 =

e2 + te3,
α(e′1) = e1,α(e′2) = e2, α(e′3) = e3 ,pour t→ 1 et b = 1.

7. A′315,t −→ A′36 : e′1 ∗ e′1 = e1, e′1 ∗ e′2 = e2, e′1 ∗ e′3 = e3, e′2 ∗ e′1 =
e2,
e′2 ∗ e′2 = te2, e

′
2 ∗ e′3 = te3, e′3 ∗ e′1 = e3, e

′
3 ∗ e′2 = te3, e′3 ∗ e′3 =

te2 + te3,
α(e′1) = e1,α(e′2) = e2, α(e′3) = e3, pour t→−1 et a = b = 1.

8. A′33,t −→ A′32 : e′1 ∗ e′1 = e1, e
′
1 ∗ e′2 = 0, e′1 ∗ e′3 = −te3, e

′
2 ∗ e′1 = 0,

e′2 ∗ e′2 = e2, e
′
2 ∗ e′3 = −te3, e

′
3 ∗ e′1 = −te3, e

′
3 ∗ e′2 = 0, e′3 ∗ e′3 =

e1 + t2e3, α(e′1) = e1,α(e′2) = 0, α(e′3) = −te3 pour t→−1.

9. A′35,t −→ A′34 : e′1 ∗ e′1 = e1, e
′
1 ∗ e′2 = −te2, e

′
1 ∗ e′3 = 0, e′2 ∗ e′1 = −te2,

e′2 ∗ e′2 = e1 + t2e2, e
′
2 ∗ e′3 = 0, e′3 ∗ e′1 = 0, e′3 ∗ e′2 = 0, e′3 ∗ e′3 = t2e3,

α(e′1) = e1,α(e′2) = −te2, α(e′3) = 0, pour t→−1.

10. A′310,t −→ A′37 : e′1 ∗ e′1 = e1, e
′
1 ∗ e′2 = e2, e

′
1 ∗ e′3 = −e3, e

′
2 ∗ e′1 = e2,

e′2∗e′2 = te2, e
′
2∗e′3 = t2e3, e

′
3∗e′1 = −e3, e

′
3∗e′2 = t2e3, e

′
3∗e′3 = t2e2,

α(e′1) = e1,α(e′2) = e2, α(e′3) = −e3, pour t→−1 et a = 1.

11. A′312,t −→ A′37 : e′1 ∗ e′1 = e1, e
′
1 ∗ e′2 = e2, e

′
1 ∗ e′3 = te3, e

′
2 ∗ e′1 = e2,

e′2 ∗ e′2 = te2, e
′
2 ∗ e′3 = e3, e

′
3 ∗ e′1 = te3, e

′
3 ∗ e′2 = t2e3, e

′
3 ∗ e′3 = t2e2,

α(e′1) = e1,α(e′2) = e2, α(e′3) = te3, pour t→−1 et b = 1.

12. A′313,t −→ A′37 : e′1 ∗ e′1 = e1, e
′
1 ∗ e′2 = −te2, e

′
1 ∗ e′3 = −te3, e

′
2 ∗ e′1 =

−te2,



5.11. Déformations formelles et composantes irréductibles 77

e′2∗e′2 = te2, e
′
2∗e′3 = t2e3, e

′
3∗e′1 = −te3, e

′
3∗e′2 = t2e3, e

′
3∗e′3 = t2e2,

α(e′1) = e1,α(e′2) = −te2, α(e′3) = te3, pour t→−1 et b = 1.
13. A′314,t −→ A′37 : e′1 ∗ e′1 = e1, e

′
1 ∗ e′2 = e2, e

′
1 ∗ e′3 = te3, e

′
2 ∗ e′1 = e2,

e′2 ∗ e′2 = te2, e
′
2 ∗ e′3 = t2e3, e

′
3 ∗ e′1 = te3, e

′
3 ∗ e′2 = t2e3, e

′
3 ∗ e′3 = e2,

α(e′1) = e1,α(e′2) = e2, α(e′3) = e3, pour t→−1 et b = 1.
14. 14 : A′315,t −→ A′37 : e′1∗e′1 = e1, e

′
1∗e′2 = e2, e

′
1∗e′3 = te3, e

′
2∗e′1 = e2,

e′2 ∗ e′2 = te2, e
′
2 ∗ e′3 = t2e3, e′3 ∗ e′1 = te3, e

′
3 ∗ e′2 = t2e3, e′3 ∗ e′3 =

t2e2,
α(e′1) = e1,α(e′2) = e2, α(e′3) = te3, pour t→−1 et a = b = 1.

15. A′39,t −→ A′38 : e′1 ∗ e′1 = e1, e
′
1 ∗ e′2 = te2, e

′
1 ∗ e′3 = e3, e

′
2 ∗ e′1 = te2,

e′2 ∗ e′2 = te3, e
′
2 ∗ e′3 = te2, e

′
3 ∗ e′1 = e3, e

′
3 ∗ e′2 = te2, e

′
3 ∗ e′3 = e3,

α(e′1) = e1,α(e′2) = te2, α(e′3) = e3 pour t→−1 et a = 1.
16. A′310,t −→ A′38 : e′1 ∗ e′1 = e1, e

′
1 ∗ e′2 = −t2e2, e

′
1 ∗ e′3 = −te3, e

′
2 ∗ e′1 =

−t2e2,
e′2 ∗ e′2 = t2e2, e

′
2 ∗ e′3 = t2e2, e

′
3 ∗ e′1 = −t2e3, e

′
3 ∗ e′2 = t2e3,

e′3∗e′3 = t2e3, α(e′1) = e1,α(e′2) = te2, α(e′3) = −te3, t→−1, a = 1.
17. A′311,t −→ A′38 : e′1 ∗ e′1 = e1, e

′
1 ∗ e′2 = te2, e

′
1 ∗ e′3 = e3, e

′
2 ∗ e′1 = te2,

e′2 ∗ e′2 = e3, e
′
2 ∗ e′3 = t2e2, e

′
3 ∗ e′1 = e3, e

′
3 ∗ e′2 = t2e2, e

′
3 ∗ e′3 = te3,

α(e′1) = e1,α(e′2) = te2, α(e′3) = e3, pour t→−1 et a = 1.
18. A′313,t −→ A′38 : e′1 ∗ e′1 = e1, e

′
1 ∗ e′2 = −e2, e

′
1 ∗ e′3 = e3, e

′
2 ∗ e′1 = −e2,

e′2 ∗ e′2 = t2e3, e
′
2 ∗ e′3 = t2e2, e

′
3 ∗ e′1 = e3, e

′
3 ∗ e′2 = t2e2, e

′
3 ∗ e′3 = te3,

α(e′1) = e1,α(e′2) = e2, α(e′3) = e3, pour t→−1 et b = 1.
19. A′315,t −→ A′38 : e′1 ∗ e′1 = e1, e

′
1 ∗ e′2 = te2, e

′
1 ∗ e′3 = e3, e

′
2 ∗ e′1 = te2,

e′2 ∗ e′2 = t2e3, e
′
2 ∗ e′3 = t2e2, e

′
3 ∗ e′1 = e3, e

′
3 ∗ e′2 = t2e2, e

′
3 ∗ e′3 = te3,

α(e′1) = e1,α(e′2) = te2, α(e′3) = e3 ,pour t→−1 et a = 1.
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Composantes irréductibles de UHAss3

Proposition 5.11.20 Les composantes irréductibles de UAss3 sont les fermetures des or-
bites des algèbres Hom-associatives unitaires Ω =

{
Ã3

10, Ã
3
14
}

.

Démonstration. On a

1. Ã′37,t −→ Ã′
3
6 : e′1 ∗ e′1 = e1, e

′
1 ∗ e′2 = e2, e

′
1 ∗ e′3 = e3, e

′
2 ∗ e′1 = e2,

e′2 ∗ e′2 = −te2, e′2 ∗ e′3 = −te3, e′3 ∗ e′1 = e3, e
′
3 ∗ e′2 = −te3,

e′3 ∗ e′3 = e2 − te3, pour t→−1.

2. Ã′39,t −→ Ã′
3
6 : e′1 ∗ e′1 = e1, e

′
1 ∗ e′2 = e2, e

′
1 ∗ e′3 = e3, e

′
2 ∗ e′1 = e2,

e′2 ∗ e′2 = te2, e′2 ∗ e′3 = te3, e′3 ∗ e′1 = e3, e′3 ∗ e′2 = te3,
e′3 ∗ e′3 = te2 + e3, pour t→ 1.

3. Ã′310,t −→ Ã′
3
6 : e′1 ∗ e′1 = e1, e

′
1 ∗ e′2 = e2, e

′
1 ∗ e′3 = e3, e

′
2 ∗ e′1 = e2,

e′2 ∗ e′2 = te3, e′2 ∗ e′3 = te3, e′3 ∗ e′1 = e3, e′3 ∗ te′2 = te3,
e′3 ∗ e′3 = te2 + e3, pour t→ 1.

4. Ã′312,t −→ Ã′
3
6 : e′1 ∗ e′1 = e1, e

′
1 ∗ e′2 = e2, e

′
1 ∗ e′3 = e3, e

′
2 ∗ e′1 = e2,

e′2 ∗ e′2 = e2, e′2 ∗ e′3 = e3, e′3 ∗ e′1 = e3, e′3 ∗ e′2 = te3,
e′3 ∗ e′3 = te2 + te3, pour t→ 1.

5. Ã′314,t −→ Ã′
3
6 : e′1 ∗ e′1 = e1, e

′
1 ∗ e′2 = e2, e

′
1 ∗ e′3 = e3, e

′
2 ∗ e′1 = e2,

e′2 ∗ e′2 = te2, e
′
2 ∗ e′3 = te3, e

′
3 ∗ e′1 = e3, e

′
3 ∗ e′2 = te3,

e′3 ∗ e′3 = e2 + te3, pour t→ 1.

6. Ã′310,t −→ Ã′
3
7 : e′1 ∗ e′1 = e1, e

′
1 ∗ e′2 = e2, e

′
1 ∗ e′3 = e3, e

′
2 ∗ e′1 = e2,

e′2 ∗ e′2 = te2, e′2 ∗ e′3 = te3, e′3 ∗ e′1 = e3, e′3 ∗ e′2 = te3,
e′3 ∗ e′3 = t2e2 pour t→−1.

7. Ã′312,t −→ Ã′
3
7 : e′1 ∗ e′1 = e1, e

′
1 ∗ e′2 = e2, e

′
1 ∗ e′3 = e3, e

′
2 ∗ e′1 = e2,

e′2 ∗ e′2 = te2, e′2 ∗ e′3 = te3, e
′
3 ∗ e′1 = e3, e′3 ∗ e′2 = te3,

e′3 ∗ e′3 = t2e2 pour t→−1.

8. Ã′314,t −→ Ã′
3
7 : e′1 ∗ e′1 = e1, e

′
1 ∗ e′2 = e2, e

′
1 ∗ e′3 = e3, e

′
2 ∗ e′1 = e2,

e′2 ∗ e′2 = te2, e′2 ∗ e′3 = te3, e
′
3 ∗ e′1 = e3, e′3 ∗ e′2 = te3,

e′3 ∗ e′3 = e2 pour t→−1.

9. Ã′39,t −→ Ã′
3
8 : e′1 ∗ e′1 = e1, e

′
1 ∗ e′2 = e2, e

′
1 ∗ e′3 = e3, e

′
2 ∗ e′1 = e2,

e′2 ∗ e′2 = t2e3, e′2 ∗ e′3 = t2e2, e
′
3 ∗ e′1 = e3, e′3 ∗ e′2 = te2,

e′3 ∗ e′3 = te3 pour t→−1.

10. Ã′310,t −→ Ã′
3
8 : e′1 ∗ e′1 = e1, e

′
1 ∗ e′2 = e2, e

′
1 ∗ e′3 = e3, e

′
2 ∗ e′1 = e2,

e′2 ∗ e′2 = t2e3, e′2 ∗ e′3 = t2e2, e
′
3 ∗ e′1 = e3, e′3 ∗ e′2 = te2,

e′3 ∗ e′3 = te3 pour t→−1.

11. Ã′311,t −→ Ã′
3
8 : e′1 ∗ e′1 = e1, e

′
1 ∗ e′2 = e2, e

′
1 ∗ e′3 = e3, e

′
2 ∗ e′1 = e2,

e′2 ∗ e′2 = e3, e′2 ∗ e′3 = t2e2, e
′
3 ∗ e′1 = e3, e′3 ∗ e′2 = te2,

e′3 ∗ e′3 = te3 pour t→−1.
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12. Ã′310,t −→ Ã′
3
9 : e′1 ∗ e′1 = e1, e

′
1 ∗ e′2 = e2, e

′
1 ∗ e′3 = e3, e

′
2 ∗ e′1 = e2,

e′2 ∗ e′2 = 0, e′2 ∗ e′3 = 0, e′3 ∗ e′1 = e3, e′3 ∗ e′2 = 0,
e′3 ∗ e′3 = te3 pour t→ 1.

13. Ã′310,t −→ Ã′
3
11 : e′1 ∗ e′1 = e1, e

′
1 ∗ e′2 = e2, e

′
1 ∗ e′3 = e3, e

′
2 ∗ e′1 = e2,

e′2 ∗ e′2 = te3, e′2 ∗ e′3 = 0, e′3 ∗ e′1 = e3, e′3 ∗ e′2 = 0,
e′3 ∗ e′3 = 0 pour t→ 1.

14. Ã′310,t −→ Ã′
3
12 : e′1 ∗ e′1 = e1, e

′
1 ∗ e′2 = e2, e

′
1 ∗ e′3 = e3, e

′
2 ∗ e′1 = e2,

e′2 ∗ e′2 = te2, e′2 ∗ e′3 = te3, e
′
3 ∗ e′1 = e3, e′3 ∗ e′2 = 0,

e′3 ∗ e′3 = 0 pour t→ 1.
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Composentes irréductibles de Ass3

Remark

D’après les calculs de la cohomologie, on remarque que les di-
mensions du deuxière et du troixième groupres de cohomologie
des algèbres Hom-associatives de type associative sont inférieures
ou égales à celles des algèbres associatives compatibles.
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6
Structures Rota-Baxter des al-

gèbres Hom-associatives.

Sommaire

6.1 Structure Rota-Baxter. . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

6.2 Les algèbres Rota-Baxter Hom-associatives en di-

mensions 2 et 3. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

6.2.1 Opérateurs Rota-Baxter dans HAss2 . . . . . . . . 83
6.2.2 Opérateurs Rota-Baxter dans HAss3 . . . . . . . . 84
6.2.3 Opérateurs Rota-Baxter dans Ass2 . . . . . . . . . 87
6.2.4 Opérateurs Rota-Baxter dans Ass3 . . . . . . . . . 88

6.3 Les algèbres Rota-BaxterHom-associatives unitaires

en dimension 2 et 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

6.3.1 Opérateurs Rota-Baxter dans UHAss2 . . . . . . . 90
6.3.2 Opérateurs Rota-Baxter dans UHAss3 . . . . . . . 91
6.3.3 Opérateurs Rota-Baxter dans UAss2 . . . . . . . . 94
6.3.4 Opérateurs Rota-Baxter dans UAss3 . . . . . . . . 95

Le but de ce chapitre est de déterminer les structures Rota-Baxter
des algèbres Hom-associatives obtenues dans les classifications

en dimensions 2 et 3.

81



82 Chapitre 6. Structures Rota-Baxter des algèbres Hom-associatives.

6.1 Structure Rota-Baxter.

On rappelles les définitions et propriétés des opérateurs Rota-
Baxter des algèbres Hom-associatives. Cette étude a été initiale-
ment faite par Makhlouf et Yau [Mak12, MY14].

Definition 6.1.1 Une algèbre Rota-Baxter Hom-associative de poid λ ∈ K est une
algèbre Hom-associative (A,µ,α) munie d’une application linéaire
R : A→ A qui satisfait les conditions

α ◦R = R ◦α, (6.1.1)

µ(R(x),R(y)) = R(µ(x.R(y)) +R(µ(x,y) +λµ(x,y)). (6.1.2)

Lemma 6.1.2 Soit (A,∗,R) une algèbre Rota-Baxter Hom-associative et α : A → A
un endomorphisme d’algèbre commutant avec R. Alors (A,∗α,α,R) où
∗α = α(x ∗ y), est une algèbre Rota-Baxter Hom-associative.

Démonstration. La structure Hom-associative de l’algèbre vient du
Theorème de Yau. Maintenant on vérifie que R est encore un ope-
rateur Rota-Baxter pour la nouvelle algèbre Hom-associative.

R(x) ∗α R(y) = α(R(x) ∗R(y))
= α(R(R(x) ∗ y + x ∗R(y) +λx ∗ y)),
= α(R(R(x) ∗ y)) +α(R(x ∗R(y))) +α(R(λx ∗ y)))
= R(R(x) ∗α(y))) +R(α(x) ∗R(y)) +R(λx ∗α(y)))).

Puisque α et R commutent alors

R(x) ∗α R(y) = R(α(R(x) ∗ y)) +R(α(x ∗R(y))) +R(α(λx ∗ y))),
= R(R(x) ∗α y + x ∗α R(y) +λx ∗α y)).

Proposition 6.1.3 Soit (A,µ,α,R) une algèbre Rota-Baxter Hom-associative multiplica-
tive ou α est inversible et tels que α et R commutent. Alors (A,µα−1 =
α−1 ◦µ,R) est une algèbre Rota-Baxter associative.

Démonstration. La condition d’associativité suit de

0 = α−2µ(α(x),µ(y,z)))−µ(µ(x,y),α(z))
= α−1µ(x,α−1µ(y,z))−α−1µ(α−1µ(x,y), z)
= µα−1(x,µα−1(y,z))−µα−1(µα

−1
(x,y), z).

Puisque α et R commutent alors α−1 et R commutent bien. Donc
R est un Rota-Baxter pour la nouvelle multiplication.

Les conditions (6.1.1) et (6.1.2) se traduisent en termes de constantes
de structure respectivement par :
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n∑
j=1

(ajibkj − bjiakj) = 0, i, k = 1, · · · ,n.

n∑
q,p=1

bpibqjCrpq −
n∑
p=1

n∑
q=1

bpiC
q
pjbqr −

n∑
p=1

n∑
q=1

bpjC
q
ipbqr −λ

n∑
q=1

Cqijbqr = 0,

i, j, r = 1, · · · ,n.
(6.1.3)

6.2 Les algèbres Rota-Baxter Hom-associatives

en dimensions 2 et 3.

Dans cette section, on calcule les structures Rota-Baxter des
algèbres Hom-associatives obtenues dans la classification.

On rappelle les données de l’algèbre Hom-associative et on pré-
cise tous les opérateurs Rota-Baxter qui lui correspondent.

6.2.1 Opérateurs Rota-Baxter dansHAss2

1.


µ2

1(e1, e1) = −e1, µ2
1(e1, e2) = e2,

µ2
1(e2, e1) = e2, µ2

1(e2, e2) = e1,
α2

1(e1) = e1, α2
1(e2) = −e2,

on a :

• R(e1) = −λe1, R(e2) = −λe2.

2.


µ2

2(e1, e1) = e1, µ2
2(e1, e2) = 0,

µ2
2(e2, e1) = 0, µ2

2(e2, e2) = e2,
α2

2(e1) = e1, α2
2(e2) = 0,

on a :

• R(e1) = −λe1, R(e2) = −λe2.

3.


µ2

3(e1, e1) = e1, µ2
3(e1, e2) = 0,

µ2
3(e2, e1) = 0, µ2

3(e2, e2) = 0,
α2

3(e1) = e1, α2
3(e2) = 0,

on a :

• R(e1) = −λe1 R(e2) = a22e2.

4.


µ2

4(e1, e1) = e1, µ2
4(e1, e2) = e2,

µ2
4(e2, e1) = e2, µ2

4(e2, e2) = 0,
α2

4(e1) = e1, α2
4(e2) = e2,

on a :

•
R(e1) = 1

2(−λ−
√
λ2 − 8a2

21)e1 + 2a21e2,

R(e2) = a21e1 + 1
2(−λ+

√
λ2 − 8a2

21)e2,
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•
R(e1) = 1

2(−λ+
√
λ2 − 8a2

21)e1 + 2a21e2,

R(e2) = a21e1 + 1
2(−λ−

√
λ2 − 8a2

21)e2.

5.


µ2

5(e1, e1) = e1, µ2
5(e1, e2) = 0,

µ2
5(e2, e1) = 0, µ2

5(e2, e2) = 0,
α2

5(e1) = 0, α2
5(e2) = ke2,

on a :

• R(e1) = −λe1, R(e2) = a22e2.

6.


µ2

6(e1, e1) = e2, µ2
5(e1, e2) = 0,

µ2
6(e2, e1) = 0, µ2

6(e2, e2) = 0,
α2

6(e1) = e1, α2
6(e2) = e2,

on a

• R(e1) = a22e1 R(e2) = a2
22

λ+2a22
e2.

7.


µ2

7(e1, e1) = 0, µ2
7(e1, e2) = 0,

µ2
7(e2, e1) = be1, µ2

7(e2, e2) = ce1,
α2

6(e1) = 0, α2
6(e2) = e1,

on a :

• R(e1) = −λe1, R(e2) = −λe2.

8.


µ2

8(e1, e1) = 0, µ2
8(e1, e2) = e1,

µ2
8(e2, e1) = 0, µ2

8(e2, e2) = e1 + e2,
α2

8(e1) = e1, α2
8(e2) = e1 + e2,

on a :

• R(e1) = −λe1, R(e2) = −λe2.

9.


µ2

9(e1, e1) = 0, µ2
9(e1, e2) = 0,

µ2
9(e2, e1) = e1, µ2

9(e2, e2) = e1 + e2,
α2

9(e1) = e1, α2
9(e2) = e1 + e2,

on a :

• R(e1) = −λe1, R(e2) = −λe2.

6.2.2 Opérateurs Rota-Baxter dansHAss3

1.


µ3

1(e1, e1) = e1, µ3
1(e2, e2) = e2 + e3,

µ3
1(e2, e3) = e2 + e3, µ3

1(e3, e2) = e2 + e3,
µ3

1(e3, e3) = e2 + e3, µ3
1(ei , ej) = 0 i = 1,2,3

α3
1(e1) = e1 α3

1(ei) = 0, i = 2,3,
on a :

• R(e1) = 0, R(e2) = λe3, R(e3) = −λe3,

• R(e1) = 0, R(e2) = −λe3, R(e3) = −λe3,

• R(e1) = 0, R(e2) = −λe2 −λe3, R(e3) = 0,

• R(e1) = −λe1, R(e2) = 0, R(e3) = 0,

• R(e1) = −λe1, R(e2) = λe3, R(e3) = −λe3,

• R(e1) = −λe1, R(e2) = −λe2, R(e3) = −λe3,
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• R(e1) = −λe1, R(e2) = −λe2 −λe3, R(e3) = 0.

2.


µ3

2(e1, e1) = p11e1 µ3
2(e2, e2) = p52e2

µ3
2(e3, e3) = p93e3, µ3

2(ei , ej) = 0 i = 1,2,3
α3

2(e1) = e1 α3
2(e2) = e2, α3

2(e3) = 0,
on a :
• R(e1) = 0, R(e2) = 0, R(e3) = −λe3,

• R(e1) = 0, R(e2) = −λe2, R(e3) = 0,
• R(e1) = 0, R(e2) = −λe2, R(e3) = −λe3,

• R(e1) = −λe1, R(e2) = 0, R(e3) = 0,
• R(e1) = −λe1, R(e2) = 0, R(e3) = −λe3,

• R(e1) = −λe1, R(e2) = −λe2, R(e3) = 0,
• R(e1) = −λe1, R(e2) = −λe2, R(e3) = −λe3.

3.


µ3

3(e1, e1) = p11e1 µ3
3(e2, e2) = p52e2

µ3
3(e3, e3) = p93e3, µ3

3(ei , ej) = 0 i = 1,2,3
α3

3(e1) = e1 α3
3(e2) = e2, α3

3(e3) = e3
on a :
• R(e1) = 0, R(e2) = 0, R(e3) = −λe3,

• R(e1) = 0, R(e2) = −λe2, R(e3) = 0,
• R(e1) = 0, R(e2) = −λe2, R(e3) = −λe3,

• R(e1) = −λe1, R(e2) = 0, R(e3) = 0,
• R(e1) = −λe1, R(e2) = 0, R(e3) = −λe3,

• R(e1) = −λe1, R(e2) = −λe2, R(e3) = 0,
• R(e1) = −λe1, R(e2) = −λe2, R(e3) = −λe3..

4.


µ3

4(e1, e1) = 0 µ3
4(e1, e2) = p21e1, µ3

4(e2, e2) = p51e1,
µ3

4(e2, e1) = 0, µ3
4(e2, e2) = p51e1 µ3

4(e2, e3) = p81e1,
µ3

4(e3, e1) = p71e1, µ3
4(e3, e2) = p81e1, µ3

4(e3, e3) = p91e1,
α3

4(e1) = 0, α3
4(e2) = e1, α3

4(, e3) = 0,
on a :
• R(e1) = −λe1, R(e2) = −λe2, R(e3) = −λe3.

5.


µ3

2(e1, e1) = 0 µ3
2(e2, e2) = p52e2

µ3
2(e3, e3) = p93e3, µ3

2(ei , ej) = 0 i = 1,2,3
α3

2(e1) = e1, α3
2(e2) = e2, α3

2(e3) = e3,
on a :
• R(e1) = a12e2, R(e2) = 0, R(e3) = 0,
• R(e1) = a12e2, R(e2) = 0, R(e3) = −λe3,

• R(e1) = −λe1 + a12e2, R(e2) = −λe2, R(e3) = 0,
• R(e1) = −λe1 + a12e2, R(e2) = −λe2, R(e3) = −λe3.

6.


µ3

6(e1, e2) = e1 µ3
6(e2, e2) = e1

µ3
6(e2, e3) = e1, µ3

6(e3, e2) = e1 µ3
6(ei , ei) = 0 i = 1,2,3

α3
6(e1) = 0, α3

6(e2) = e1, α3
6(e3) = e3,

on a :
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• R(e1) = 0 R(e2) = 0, R(e3) = 33e3,

• R(e1) = −λe1, R(e2) = −λe2, R(e3) = 33e3.

7.


µ3

7(e2, e2) = e1 µ3
7(e2, e2) = e1

µ3
7(e3, e2) = e1, µ3

7(e3, e3) = e1 µ3
6(ei , ei) = 0 i = 1,2,3

α3
7(e1) = e1, α3

7(e2) = e1 + e2, α3
7(e3) = e3,

on a :

•
R(e1) = a11e1, R(e2) = a11e2,

R(e3) = −
√
λa11 + a2

11e2 + (a11 −
√
λa11 + a2

11)e3,

•
R(e1) = a11e1, R(e2) = a11e2,

R(e3) =
√
λa11 + a2

11e2 + (a11 +
√
λa11 + a2

11)e3

• R(e1) = −λe1, R(e2) = −λe2, R(e3) = −λe3.

8.


µ3

8(e1, e2) = −e3 µ3
8(e2, e1) = e3

µ3
8(e2, e2) = e3, µ3

8(ei , ei) = 0 i = 1,2,3
α3

8(e1) = e1, α3
8(e2) = e1 + e2, α3

8(e3) = e3,
on a :

• R(e1) = a12e2 + a13e3, R(e2) = 0, R(e3) = 0,

• R(e1) = −λe1 + a12e2 + a13e3, R(e2) = −λe2, R(e3) = −λe3,

•
R(e1) = (a33 −

√
λa33 + a2

33)e1 + a12e2,

R(e2) = (a33 −
√
λa33 + a2

33)e2,

R(e3) = a33e3

•
R(e1) = (a33 +

√
λa33 + a2

33)e1 + a12e2,

R(e2) = (a33 +
√
λa33 + a2

33e2,

R(e3) = a33e3.

9.
{

µ3
9(e2, e3) = p61e1, µ

3
9(e3, e2) = p81e1, µ

3
9(ei , ej) = 0, i = 1,2,3,

α3
9(e1) = ae1, α3

9(e2) = e1 + ae2, α3
9(e3) = e3,

on a :

• R(e1) = 0, R(e2) = 0, R(e3) = a32e3,

• R(e1) = a12e2, R(e2) = 0, R(e3) = −λe3,

• R(e1) = −λe1, R(e2) = −λe2, R(e3) = a33e3,

• R(e1) = −λe1 + a12e2, R(e2) = −λe2, R(e3) = 0.

10.
{

µ3
10(e2, e2) = p51e1, µ

3
10(e3, e3) = p91e1, µ

3
9(ei , ej) = 0, i = 1,2,3

α3
10(e1) = e1, α3

10(e2) = e1 + e2, α3
10(e3) = −e3,

on a :

• R(e1) = −λe1, R(e2) = −λe2, R(e3) = −λe3.

11.


µ3

11(e1, e3) = p31e1, µ
3
10(e2, e3) = p61e1, µ

3
11(e3, e2) = p81e1,

µ3
10(e3, e3) = p91e1, µ3

10(ei , ej) = 0, i = 1,2,3,
α3

10(e1) = 0, α3
10(e2) = e1, α3

10(e3) = e2,
on a :
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• R(e1) = −λe1, R(e2) = −λe2, R(e3) = −λe3.

12.


µ3

12(e2, e3) = −p81e1, µ
3
12(e3, e2) = p81e1, µ

3
12(e3, e3) = p91e1,

µ3
12(ei , ej) = 0, i = 1,2,3,
α3

12(e1) = e1, α3
12(e2) = e1 + e2, α3

12(e3) = e2 + e3,
on a :

• R(e1) = −λe1, R(e2) = −λe2, R(e3) = −λe3.

6.2.3 Opérateurs Rota-Baxter dansAss2

1.
{

µ̃2
1(e1, e1) = −e1, µ̃2

1(e1, e2) = −e2,
µ̃2

1(e2, e1) = −e2, µ̃2
1(e2, e2) = e1,

on a :

• R(e1) = −3
2λe1 − 1

2 iλe2,
R(e2) = −1

2 iλe1 − 1
2λe2,

•
R(e1) = −λ2 e1 − λ

2
√

2
λe2,

R(e2) = λ
2
√

3
e1 − λ2 e2.

2.
{

µ̃2
4(e1, e1) = e1, µ̃2

4(e1, e2) = e2,
µ̃2

4(e2, e1) = e2, µ̃2
4(e2, e2) = 0,

on a :

•
R(e1) = 1

2(−λ+
√
λ2 − 8a2

21)e1 + a21e2,

R(e2) = a21e1 − 1
2(λ+

√
λ2 − 8a2

21)e2,

•
R(e1) = −1

2(λ+
√
λ2 − 8a2

21)e1 + a21e2,

R(e2) = a21e1 + 1
2(λ+

√
λ2 − 8a2

21)e2.

3.
{

µ̃2
6(e1, e1) = e2, µ̃2

6(e1, e2) = 0,
µ̃2

6(e2, e1) = 0, µ̃2
6(e2, e2) = 0,

on a :

• R(e1) = a11e1, R(e2) = a2
11

λ+2a11
ae2.

4.
{

µ̃2
8(e1, e1) = 0, µ̃2

8(e1, e2) = e1,
µ̃2

8(e2, e1) = 0, µ̃2
6(e2, e2) = e2,

on a :

•
R(e1) = −(λ+ a11)e1 −

√
−λa22 − a2

22e2,

R(e2) = −
√
−λa22 − a2

22e1 + a22e2,

•
R(e1) = −(λ+ a11)e1 −

√
−λa22 + a2

22e2,

R(e2) = −
√
−λa22 − a2

22e1 + a22e2.

5.
{

µ̃2
8(e1, e1) = 0, µ̃2

8(e1, e2) = e1,
µ̃2

8(e2, e1) = 0, µ̃2
6(e2, e2) = e2,

on a :
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•
R(e1) = −(λ+ a11)e1 −

√
−λa22 − a2

22e2,

R(e2) = −
√
−λa22 − a2

22e1 + a22e2,

•
R(e1) = −(λ+ a11)e1 −

√
−λa22 + a2

22e2,

R(e2) = −
√
−λa22 − a2

22e1 + a22e2.

6.2.4 Opérateurs Rota-Baxter dansAss3

1.
{

µ̃3
3(e1, e1) = p11e1, µ̃3

3(e2, e2) = p52e2,
µ̃3

3(e3, e3) = p93e3, µ̃3
3(ei , ej) = 0, i = 1,2,3,

on a :

• R(e1) = 0, R(e2) = 0, R(e3) = −λe3.

• R(e1) = 0, R(e2) = −λe2, R(e3) = 0,

• R(e1) = 0, R(e2) = −λe2, R(e3) = −λe3,

• R(e1) = −λe1, R(e2) = 0, R(e3) = 0,

• R(e1) = −λe1, R(e2) = 0, R(e3) = −λe3,

• R(e1) = −λe1, R(e2) = −λe2, R(e3) = 0,

• R(e1) = −λe1, R(e2) = −λe2, R(e3) = −λe3.

2.
{

µ̃3
7(e2, e1) = e3, µ̃3

7(e2, e2) = e1, µ̃3
7(e2, e3) = e1,

µ̃3
7(e3, e3) = e1 µ̃3

7(ei , ej) = 0, i = 1,2,3,
on a :

• R(e1) = 0, R(e2) = −λe2, R(e3) = −λe3,

• R(e1) = −λe1, R(e2) = 0, R(e3) = −λe3,

• R(e1) = −λe1, R(e2) = 0, R(e3) = −λe2 −λe3,

• R(e1) = −λe1, R(e2) = −λe2, R(e3) = −λe3.

3.
{

µ̃3
8(e1, e2) = −e3, µ̃3

8(e2, e1) = e3,
µ̃3

8(e2, e2) = e3, µ̃3
8(ei , ej) = 0, i = 1,2,3,

on a :

• R(e1) = a11e1 + a12e2 + a13e3, R(e2) = 0, R(e3) = 0,

• R(e1) = a11e1 + a12e2 + a13e3, R(e2) = −λe2, R(e3) = −λe3,

•
R(e1) = (a33 −

√
λa33 + a2

33)e1 − a12e2,

R(e2) = (a33 −
√
λa33 + a2

33)e2, R(e3) = a33e3,

•
R(e1) = (a33 +

√
λa33 + a2

33)e1 + a12e2,

R(e2) = (a33 +
√
λa33 + a2

33)e2, R(e3) = a33e3,

4.
{

µ̃3
9(e2, e3) = p61

a e1, µ̃3
9(e3, e2) = p81

a e1,
µ̃3

9(ei , ej) = 0, i = 1,2,3,
on a :
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• R(e1) = 0, R(e2) = 0, R(e3) = a31e1 + a32e2 + a33e3,

• R(e1) = 0, R(e2) = a21e1 + a22e2 + a23e3, R(e3) = 0,

• R(e1) = −λe1, R(e2) = −λe2, R(e3) = a31e1+a32e2+a33e3,

• R(e1) = 0, R(e2) = a31e1 + a32e2 + a33e3, R(e3) = −λe3,

• R(e1) = a11e1 + a12e2 + a13e3, R(e2) = 0, R(e3) = −λe3,

• R(e1) = a11e1 + a12e2 + a13e3, R(e2) = −λe2, R(e3) = 0,

• R(e1) = 0, R(e2) = 0, R(e3) = a32e2 + a33e3,

• R(e1) = 0, R(e2) = 0, R(e3) = a31e1 + a33e3,

• R(e1) = 0, R(e2) = 0, R(e3) = a31e1 + a32e2,

• R(e1) = 0, R(e2) = a22e2 + a23e3, R(e3) = 0,

• R(e1) = 0, R(e2) = a21e1 + a23e3, R(e3) = 0,

• R(e1) = 0, R(e2) = a21e2 + a22e2, R(e3) = 0,

• R(e1) = −λe1, R(e2) = −λe2, R(e3) = a32e2 + a33e3,

• R(e1) = −λe1, R(e2) = −λe2, R(e3) = a31e1 + a33e3,

• R(e1) = −λe1, R(e2) = −λe2, R(e3) = a31e1 +a32e2−λe3,

• R(e1) = −λe1, R(e2) = a22e2 + a23e3, R(e3) = −λe3,

• R(e1) = −λe1, R(e2) = a21e1 −λe2, R(e3) = −λe3,

• R(e1) = −λe1, R(e2) = a21e1 + a22e2, R(e3) = −λe3,

• R(e1) = −λe1, R(e2) = a22e2, R(e3) = a22(λ+a22)
a11−a22

e3,

• R(e1) = 0, R(e2) = a22e2, R(e3) = 0,

• R(e1) = 0, R(e2) = a21e1, R(e3) = 0,

• R(e1) = −λe1, R(e2) = −λe2, R(e3) = a32e2 −λe3,

• R(e1) = −λe1, R(e2) = −λe2, R(e3) = a33e3,

• R(e1) = −λe1, R(e2) = −λe2, R(e3) = a31e1 −λe3,

• R(e1) = −λe1, R(e2) = −λe2 + a23e3, R(e3) = −λe3,

• R(e1) = −λe1, R(e2) = a22e2, R(e3) = −λe3,

• R(e1) = −λe1, R(e2) = a21e1 −λe2, R(e3) = −λe3.

5.
{

µ̃3
10(e2, e2) = p51e1, µ̃3

10(e3, e3) = p91e1,
µ̃3

10(ei , ej) = 0, i = 1,2,3,
on a :

• R(e1) = 0 R(e2) = −pia31e1−pia32e2+a23e3, R(e3) = a31e1+
a32e2 + pia23e3,

• R(e1) = a11e1 + a12e2 + a13e3, R(e2) = −λ2 e2 − pe3, R(e3) =
ipe2 − λ2 e3,

• R(e1) = a11e1 + a12e2 + a13e3,

• R(e2) = −λ2 e2 + ipe3, R(e3) = −ipe2 − λ2 e3
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• R(e1) = 0, R(e2) = −ipa32e2 +a23e3, R(e3) = a32e2 + ipa23e3,

• R(e1) = 0, R(e2) = ipa32e2 + a23e3, R(e3) = a32e2 − ipa23e3,

• R(e1) = 0, R(e2) = −ipa31e1 − a32e2, R(e3) = a31e1 + a32e2

• R(e1) = 0, R(e2) = ipa31e1 + a32e2, R(e3) = a31e1 + a32e2

• R(e1) = −λe1, R(e2) = −ipλa32e2, R(e3) = a32e2 −λe3

• R(e1) = −λe1, R(e2) = −ipλa32e2, R(e3) = a32e2 −λe3.

6.
{

µ̃3
12(e2, e3) = −p81e1, µ̃3

12(e3, e2) = p81e1,
µ̃3

12(e3, e3) = p91e1, µ̃3
12(ei , ej) = 0, i = 1,2,3,

on a :

• R(e1) = −λe1, R(e2) = a21e1+a22e2+a23e3, R(e3) = −λe3,

• R(e1) = 0, R(e2) = −pλe2 + pλe3, R(e3) = 0,

• R(e1) = −λe1, R(e2) = −pλe2 − pλe3, R(e3) = −λe3.

6.3 Les algèbres Rota-Baxter Hom-associatives

unitaires en dimension 2 et 3

6.3.1 Opérateurs Rota-Baxter dans UHAss2

1.


µ′21 (e1, e1) = e1 µ′21 (e1, e2) = e2
µ′21 (e2, e1) = e2 µ′28 (e2, e2) = e1 + e2,
α′21 (e1) = e1 α′21 (e2) = e2

on a :

• R(e1) = −λe1, R(e2) = −λe2,

• R(e1) = −λ(5+
√

5)
10 e1 + λ√

5
e2, R(e2) = λ√

5
e1 + λ(−5+

√
5)

10 e2.

• R(e1) = λ(−5+
√

5)
10 e1 − λ√

5
e2, R(e2) = − λ√

5
e1 −

λ(−5+
√

5)
10 e2.

2.


µ′22 (e1, e1) = e1 µ′22 (e1, e2) = −e2
µ′22 (e2, e1) = −e2 µ′22 (e2, e2) = e1,
α′22 (e1) = e1 α′22 (e2) = e2,

on a :

• R(e1) = −λe1, R(e2) = −λe2.

3.


µ′23 (e1, e1) = e1 µ′23 (e1, e2) = 0
µ′23 (e2, e1) = 0 µ′23 (e2, e2) = e2,
α′23 (e1) = e1 α′23 (e2) = 0,

on a :

• R(e1) = −λe1, R(e2) = −λe2,

• R(e1) = 0, R(e2) = −λe2,

• R(e1) = −λe1, R(e2) = 0.
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4.


µ′24 (e1, e1) = e1 µ′24 (e1, e2) = e2
µ′24 (e2, e1) = e2 µ′24 (e2, e2) = 0,
α′24 (e1) = e1 α′24 (e2) = e2

on a :

• R(e1) = λe1 + 2b21e2, R(e2) = b21e1 −λe2,

• R(e1) = −λe1 + 2b21e2, R(e2) = b21e1 − e2.

6.3.2 Opérateurs Rota-Baxter dans UHAss3

1


µ′31 (e1, e1) = e1, µ

′3
1 (e2, e2) = e2 + e3, µ

′3
1 (e2, e3) = e2 + e3

µ′31 (e3, e2) = e2 + e3, µ
′3
1 (e3, e3) = e2 + e3,µ

′3
1 (ei , ej) = 0, i, j = 1,2,3

α′31 (e1) = e1 α′31 (e2) = 0, α′31 (e3) = 0,
on a :

• R(e1) = 0, R(e2) = −λe2 −λe3, R(e3) = a32e2 + a33e3

• R(e1) = 0, R(e2) = −a32e2 − a33e3, R(e3) = a32e2 + a33e3,

• R(e1) = −λe1, R(e2) = −(λ + a32)e2 − (λ + a33)e3, R(e3) =
a32e2 + a33e3

• R(e1) = −λe1, R(e2) = −a32e2 − a33e3, R(e3) = a32e2 + a33e3.

2.


µ′32 (e1, e1) = e1, µ

′3
2 (e1, e3) = e3, µ

′3
2 (e2, e2) = e2

µ′32 (e3, e1) = e3, µ
′3
2 (e3, e3) = e1 + e3,µ

′3
2 (ei , ej) = 0, i, j = 1,2,3

α′32 (e1) = e1 α′31 (e2) = 0, α′32 (e3) = e3,
on a :

• R(e1) = −λe1, R(e2) = 0, R(e3) = −λe3

• R(e1) = −λe1 +λe3, R(e2) = 0, R(e3) = λe1 +λe3

• R(e1) = λe1 −λe3, R(e2) = 0, R(e3) = −λe1 −λe3

• R(e1) = 0, R(e2) = −λe2, R(e3) = 0,

• R(e1) = −λe1, R(e2) = −λe2, R(e3) = −λe3,

• R(e1) = −λe1 +λe3, R(e2) = −λe2, R(e3) = λe1 +λe3

• R(e1) = λe1 −λe3, R(e2) = −λe2, R(e3) = −λe1 −λe3.

3.


µ′33 (e1, e1) = e1, µ

′3
3 (e1, e3) = −e3, µ

′3
3 (e2, e2) = e2

µ′33 (e3, e1) = −e3, µ
′3
3 (e3, e3) = e1,µ

′3
3 (ei , ej) = 0, i, j = 1,2,3

α′32 (e1) = e1 α′31 (e2) = 0, α′33 (e3) = −e3,
on a :

• R(e1) = 0, R(e2) = −λe2, R(e3) = 0,

• R(e1) = −λe1, R(e2) = 0, R(e3) = −λe3,

• R(e1) = −λe1, R(e2) = −λe2, R(e3) = −λe3.

4


µ′34 (e1, e1) = e1, µ

′3
4 (e1, e2) = e2, µ′34 (e2, e1) = e2

µ′34 (e2, e2) = e1 + e2, µ
′3
4 (e3, e3) = e3, µ

′3
4 (ei , ej) = 0, i, j = 1,2,3

α′34 (e1) = e1 α′34 (e2) = e2, α′34 (e3) = 0,
on a :

• R(e1) = 0, R(e2) = −λe1 −λe2, R(e3) = 0,
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• R(e1) = −λe1, R(e2) = λe1, R(e3) = 0,
• R(e1) = −λe1, R(e2) = −λe2, R(e3) = 0,
• R(e1) = 0, R(e2) = 0, R(e3) = −λe3,

• R(e1) = 0, R(e2) = −λe1 −λe2, R(e3) = −λe3,

• R(e1) = −λe1, R(e2) = λe1, R(e3) = −λe3,

• R(e1) = −λe1, R(e2) = −λe2, R(e3) = −λe3,

5.


µ′35 (e1, e1) = e1, µ

′3
5 (e1, e2) = −e2, µ′35 (e2, e1) = −e2

µ′35 (e2, e2) = e1, µ
′3
5 (e3, e3) = e3, µ

′3
5 (ei , ej) = 0, i, j = 1,2,3

α′35 (e1) = e1 α′35 (e2) = −e2, α′35 (e3) = 0,
on a :
• R(e1) = −λe1, R(e2) = λe1, R(e3) = 0,
• R(e1) = 0, R(e2) = 0, R(e3) = λe3,

• R(e1) = −λe1, R(e2) = −λe2, R(e3) = −λe3.

6.


µ′36 (e1, e1) = e1, µ

′3
6 (e1, e2) = e2, µ′36 (e1, e3) = e3

µ′36 (e2, e1) = e2, µ
′3
6 (e2, e2) = e2, µ

′3
6 (e2, e3) = e3,

µ′36 (e3, e1) = e3, µ
′3
6 (e3, e2) = e3, µ

′3
6 (e3, e3) = e2 + e3,

α′36 (e1) = e1 α′36 (e2) = e2, α′36 (e3) = e3,
on a :
• R(e1) = 0, R(e2) = −λe2, R(e3) = −λe3,

• R(e1) = −λe1, R(e2) = 0, R(e3) = 0,
• R(e1) = −λe1, R(e2) = −λe2, R(e3) = −λe3.

7.


µ′37 (e1, e1) = e1, µ

′3
7 (e1, e2) = e2, µ′37 (e1, e3) = −e3

µ′37 (e2, e1) = e2, µ
′3
7 (e2, e2) = −e2, µ

′3
7 (e2, e3) = e3,

µ′37 (e3, e1) = −e3, µ
′3
7 (e3, e2) = e3, µ

′3
7 (e3, e3) = e2,

α′37 (e1) = e1 α′37 (e2) = e2, α′37 (e3) = −e3,
on a :
• R(e1) = 0, R(e2) = −λe2, R(e3) = −λe3,

• R(e1) = −λe1, R(e2) = 0, R(e3) = 0,
• R(e1) = −λe1, R(e2) = −λe2, R(e3) = −λe3.

8.


µ′38 (e1, e1) = e1, µ

′3
8 (e1, e2) = −e2, µ′38 (e1, e3) = e3

µ′38 (e2, e1) = −e2, µ
′3
8 (e2, e2) = e3, µ

′3
8 (e2, e3) = e2,

µ′38 (e3, e1) = e3, µ
′3
8 (e3, e2) = e2, µ

′3
8 (e3, e3) = −e3,

α′38 (e1) = e1 α′38 (e2) = −e2, α′37 (e3) = e3,
on a :
• R(e1) = 0, R(e2) = −λe2, R(e3) = −λe3,

• R(e1) = −λe1, R(e2) = 0, R(e3) = 0,
• R(e1) = −λe1, R(e2) = −λe2, R(e3) = −λe3.

9.


µ′39 (e1, e1) = e1, µ

′3
9 (e1, e2) = ae2, µ′39 (e1, e3) = e3,

µ′39 (e2, e1) = ae2, µ
′3
9 (e2, e2) = 0, µ′39 (e2, e3) = 0,

µ′39 (e3, e1) = −e3, µ
′3
9 (e3, e2) = 0, µ′39 (e3, e3) = e3,

α′39 (e1) = e1 α′39 (e2) = ae2, α′39 (e3) = e3,
on a :
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• R(e1) = 0, R(e2) = 0, R(e3) = −λe3,

• R(e1) = −λe1, R(e2) = 0, R(e3) = 0,
• R(e1) = 0, R(e2) = −λe2, R(e3) = 0,
• R(e1) = 0, R(e2) = −λe2, R(e3) = −λe3,

• R(e1) = −λe1, R(e2) = −λe2, R(e3) = −λe3

• R(e1) = −λe1, R(e2) = −λe2, R(e3) = 0.

10.


µ′310(e1, e1) = e1, µ

′3
10(e1, e2) = ae2, µ′310(e1, e3) = −e3

µ′310(e2, e1) = ae2, µ
′3
10(e2, e2) = 0, µ′310(e2, e3) = 0,

µ′310(e3, e1) = −e3, µ
′3
10(e3, e2) = 0, µ′310(e3, e3) = 0,

α′310(e1) = e1 α′310(e2) = ae2, α′310(e3) = −e3,
on a :
• R(e1) = 0, R(e2) = 0, R(e3) = −λe3,

• R(e1) = −λe1, R(e2) = 0, R(e3) = 0,
• R(e1) = 0, R(e2) = −λe2, R(e3) = 0,
• R(e1) = 0, R(e2) = −λe2, R(e3) = −λe3,

• R(e1) = −λe1, R(e2) = −λe2, R(e3) = −λe3,

• R(e1) = −λe1, R(e2) = −λe2, R(e3) = 0.

11.


µ′311(e1, e1) = e1, µ

′3
11(e1, e2) = ae2, µ′311(e1, e3) = a2e3

µ′311(e2, e1) = ae2, µ
′3
11(e2, e2) = e2, µ

′3
11(e2, e3) = 0,

µ′311(e3, e1) = a2e3, µ
′3
11(e3, e2) = 0, µ′311(e3, e3) = 0,

α′311(e1) = e1 α′311(e2) = ae2, α′311(e3) = a2e3,
on a :
• R(e1) = 0, R(e2) = −λe2, R(e3) = −λe3,

• R(e1) = −λe1, R(e2) = 0, R(e3) = 0,
• R(e1) = −λe1, R(e2) = −λe2, R(e3) = −λe3.

12.


µ′312(e1, e1) = e1, µ

′3
12(e1, e2) = e2, µ′312(e1, e3) = be3

µ′312(e2, e1) = e2, µ
′3
12(e2, e2) = 1

b e2, µ
′3
12(e2, e3) = e3,

µ′312(e3, e1) = be3, µ
′3
12(e3, e2) = 0, µ′312(e3, e3) = 0,

α′312(e1) = e1 α′312(e2) = e2, α′312(e3) = be3,
on a :
• R(e1) = 0, R(e2) = 0, R(e3) = −λe3,

• R(e1) = −λe1, R(e2) = 0, R(e3) = 0,
• R(e1) = 0, R(e2) = −λe2, R(e3) = 0,
• R(e1) = 0, R(e2) = −λe2, R(e3) = −λe3,

• R(e1) = −λe1, R(e2) = −λe2, R(e3) = −λe3,

• R(e1) = −λe1, R(e2) = −λe2, R(e3) = 0.

13.


µ′313(e1, e1) = e1, µ

′3
13(e1, e2) = −e2, µ′313(e1, e3) = be3

µ′313(e2, e1) = −e2, µ
′3
13(e2, e2) = 0, µ′313(e2, e3) = 0,

µ′313(e3, e1) = be3, µ
′3
13(e3, e2) = 0, µ′313(e3, e3) = 0,

α′313(e1) = e1 α′313(e2) = −e2, α′313(e3) = be3,
on a :
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• R(e1) = 0, R(e2) = 0, R(e3) = −λe3,

• R(e1) = −λe1, R(e2) = 0, R(e3) = 0,

• R(e1) = 0, R(e2) = −λe2, R(e3) = 0,

• R(e1) = 0, R(e2) = −λe2, R(e3) = −λe3,

• R(e1) = −λe1, R(e2) = −λe2, R(e3) = −λe3,

• R(e1) = −λe1, R(e2) = −λe2, R(e3) = 0.

14.


µ′314(e1, e1) = e1, µ

′3
14(e1, e2) = b2e2, µ′314(e1, e3) = be3

µ′314(e2, e1) = b2e2, µ
′3
14(e2, e2) = 0, µ′314(e2, e3) = 0,

µ′314(e3, e1) = be3, µ
′3
14(e3, e2) = 0, µ′314(e3, e3) = 2,

α′314(e1) = e1 α′314(e2) = b2e2, α′314(e3) = be3,
on a :

• R(e1) = 0, R(e2) = −λe2, R(e3) = −λe3,

• R(e1) = −λe1, R(e2) = 0, R(e3) = 0,

• R(e1) = −λe1, R(e2) = −λe2, R(e3) = −λe3.

15.


µ′315(e1, e1) = e1, µ

′3
15(e1, e2) = ae2, µ′315(e1, e3) = be3

µ′315(e2, e1) = ae2, µ
′3
15(e2, e2) = 0, µ′315(e2, e3) = 0,

µ′315(e3, e1) = be3, µ
′3
15(e3, e2) = 0, µ′315(e3, e3) = 0,

α′315(e1) = e1 α′315(e2) = ae2, α′313(e3) = be3,
on a :

• R(e1) = 0, R(e2) = 0, R(e3) = −λe3,

• R(e1) = −λe1, R(e2) = 0, R(e3) = 0,

• R(e1) = 0, R(e2) = −λe2, R(e3) = 0,

• R(e1) = 0, R(e2) = −λe2, R(e3) = −λe3,

• R(e1) = −λe1, R(e2) = −λe2, R(e3) = −λe3,

• R(e1) = −λe1, R(e2) = −λe2, R(e3) = 0.

6.3.3 Opérateurs Rota-Baxter dans UAss2

1.

{
µ̃′

2
1(e1, e1) = e1 µ̃′

2
1(e1, e2) = e2

µ̃′
2
1(e2, e1) = e2 µ̃′

2
1(e2, e2) = e1 + e2,

on a :

• R(e1) = −λe1, R(e2) = −λe2.

2.

{
µ̃′

2
2(e1, e1) = e1 µ̃′

2
2(e1, e2) = e2

µ̃′
2
2(e2, e1) = e2 µ̃′

2
2(e2, e2) = e1,

on a :

• R(e1) = −λe1, R(e2) = −λe2.

4.

{
µ̃′

2
4(e1, e1) = e1 µ̃′

2
4(e1, e2) = e2

µ̃′
2
4(e2, e1) = e2 µ̃′

2
4(e2, e2) = 0,

on a :

• R(e1) = −λe1, R(e2) = −λe2.
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6.3.4 Opérateurs Rota-Baxter dans UAss3

1.


µ̃′36 (e1, e1) = e1, µ̃′

3
6(e1, e2) = e2, µ̃′

3
6(e1, e3) = e3,

µ̃′
3
6(e2, e1) = e2, µ′36 (e2, e2) = e2, µ′36 (e2, e3) = e3,

µ′36 (e3, e1) = e3, µ′36 (e3, e2) = e3, µ′36 (e3, e3) = e2 + e3,
on a :

• R(e1) = −λe1, R(e2) = −λe2, R(e3) = −λe3.

2.


µ̃′37 (e1, e1) = e1, µ̃′

3
7(e1, e2) = e2, µ̃′

3
7(e1, e3) = e3,

µ̃′
3
7(e2, e1) = e2, µ′37 (e2, e2) = −e2, µ′37 (e2, e3) = −e3,

µ′37 (e3, e1) = e3, µ′37 (e3, e2) = −e3, µ′37 (e3, e3) = e2,
on a :

• R(e1) = −λe1, R(e2) = −λe2, R(e3) = −λe3.

3.


µ̃′38 (e1, e1) = e1, µ̃′

3
8(e1, e2) = e2, µ̃′

3
8(e1, e3) = e3,

µ̃′
3
8(e2, e1) = e2, µ′38 (e2, e2) = e3, µ′38 (e2, e3) = e2,

µ′38 (e3, e1) = e3, µ′38 (e3, e2) = −e2, µ′38 (e3, e3) = −e3,
on a :

• R(e1) = −λe1, R(e2) = −λe2, R(e3) = −λe3.

4.


µ̃′39 (e1, e1) = e1, µ̃′

3
9(e1, e2) = e2, µ̃′

3
9(e1, e3) = e3,

µ̃′
3
9(e2, e1) = e2, µ′39 (e2, e2) = 0, µ′39 (e2, e3) = 0,

µ′39 (e3, e1) = e3, µ′39 (e3, e2) = 0, µ′39 (e3, e3) = e3,
on a :

• R(e1) = 0, R(e2) = 0, R(e3) = −λe3,

• R(e1) = −λe1, R(e2) = −λe2, R(e3) = 0,

• R(e1) = −λe1, R(e2) = −λe2, R(e3) = −λe3.

5.


µ̃′310(e1, e1) = e1, µ̃′

3
10(e1, e2) = e2, µ̃′

3
10(e1, e3) = e3,

µ̃′
3
10(e2, e1) = e2, µ′310(e2, e2) = 0, µ′310(e2, e3) = 0,

µ′310(e3, e1) = e3, µ′39 (e3, e2) = 0, µ′39 (e3, e3) = 10,
on a :

• R(e1) = 0, R(e2) = 0, R(e3) = −λe3,

• R(e1) = −λe1, R(e2) = −λe2, R(e3) = 0,

• R(e1) = −λe1, R(e2) = −λe2, R(e3) = −λe3.

6.


µ̃′311(e1, e1) = e1, µ̃′

3
11(e1, e2) = e2, µ̃′

3
11(e1, e3) = e3,

µ̃′
3
11(e2, e1) = e2, µ′311(e2, e2) = e3, µ′311(e2, e3) = 0,

µ′311(e3, e1) = e3, µ′39 (e3, e2) = 0, µ′39 (e3, e3) = 0,
on a :

• R(e1) = −λe1, R(e2) = −λe2, R(e3) = −λe3.

7.


µ̃′312(e1, e1) = e1, µ̃′

3
12(e1, e2) = e2, µ̃′

3
12(e1, e3) = e3,

µ̃′
3
12(e2, e1) = e2, µ′312(e2, e2) = e2, µ′312(e2, e3) = e3,

µ′312(e3, e1) = e3, µ′312(e3, e2) = 0, µ′312(e3, e3) = e3,
on a :
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• R(e1) = 0, R(e2) = 0, R(e3) = −λe3,

• R(e1) = −λe1, R(e2) = −λe2, R(e3) = 0,

• R(e1) = −λe1, R(e2) = −λe2, R(e3) = −λe3.

8.


µ̃′314(e1, e1) = e1, µ̃′

3
14(e1, e2) = e2, µ̃′

3
14(e1, e3) = e3,

µ̃′
3
14(e2, e1) = e2, µ′314(e2, e2) = 0, µ′314(e2, e3) = 0,

µ′314(e3, e1) = e3, µ′314(e3, e2) = 0, µ′314(e3, e3) = e2,
on a :

• R(e1) = −λe1, R(e2) = −λe2, R(e3) = −λe3.
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Le but de ce chapitre est de déterminer les structures de Hom-
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sifications en dimensions 2 et 3. Les algèbres Hom-Bialgèbres et
Hom-Hopf sont des généralisations des structures de Bialgèbres
et d’algèbres Hopf, où les conditions d’associativité et de coasso-
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7.1 Hom-Bialgèbres

On rappelle les définitions, voir [MS10b, ?] pour la théorie gé-
nérale.

Definition 7.1.1 Un coalgèbre Hom-coassociative est un quadriplet (A,∆,β,ε) où A
est un K-espace vectoriel et

∆ : A −→ A⊗A et ε : A −→K (7.1.1)

sont des applications linéaires satisfaisant les conditions suivantes :
(C1) (β ⊗∆) ◦∆ = (∆⊗ β) ◦∆
(C2) (id ⊗ ε) ◦∆ = β (ε⊗ id) ◦∆ = β.
Soient (A,∆,β,ε) et (A′,∆′,β′, ε′) deux coalgèbres Hom-coassociatives.
Une application linéaire f : A −→ A′ est un morphisme de coal-
gèbres Hom-coassociatives si

(f ⊗ f ) ◦∆ = ∆′ ◦ f , ε = ε′ ◦ f et f ◦ β = β′ ◦ f . (7.1.2)

Si A = A′, alors les coalgèbres Hom-coassociatives sont isomorphes
s’il existe une application linéaire bigective f : A −→ A telle que

∆′ = (f ⊗ f ) ◦∆ ◦ f −1, ε′ = ε ◦ f −1 et β = f −1 ◦ β′ ◦ f . (7.1.3)

Definition 7.1.2 Une Hom-bialgèbre est un sextuplet (A,µ,α,η,∆,β,ε) où
(B1) (A,µ,α,η) est une algèbre Hom-associative
(B2) (A,∆,β,ε) est coalgèbre Hom-coassociative.
(B3) les applications linéaires ∆ et ε sont des morphismes d’al-

gèbres (A,µ,α,η).

La condition (B3) peut se traduire par le système suivant :
∆(e1) = e1 ⊗ e1 où e1 = η(1)
∆(µ(x⊗ y)) = ∆(x) •∆(y) =

∑
(x)(y)µ(x(1) ⊗ y(1))⊗µ(x(2) ⊗µ(y(2))

ε(e1) = 1
ε(µ(x⊗ y)) = ε(x)ε(y)

où l • désigne la multiplication sur le produit tensoriel. De plus,
on utilise la notation de Sweedler ∆(x) =

∑
(x)x

(1) ⊗ x(2). S’il n’y a
pas d’ambiguité, on désigne la multiplication par un point.

On peut envisager une définition plus restrictive où les ap-
plications linéaires ∆ et ε sont des morphismes d’algèbres Hom-
associatives c’est-à-dire la condition (B3) est équivalente à

∆(e1) = e1 ⊗ e1 où e1 = η(1)
∆(µ(x⊗ y)) = ∆(x) •∆(y) =

∑
(x)(y)µ(x(1) ⊗ y(1))⊗µ(x(2) ⊗µ(y(2))

ε(e1) = 1
ε(µ(x⊗ y)) = ε(x)ε(y)
∆(α(x)) =

∑
(x)α(x(1))⊗α(x(2)

ε ◦α(x) = ε(x).
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Dans la suite, on va considérer le cas α = β et la Hom-coalgèbre
multiplicative.

Example 7.1.3 Soit G un groupe et KG l’algèbre de groupe correspondant sur K.
Comme un espace vectoriel, KG est engendré par

{
eg : g ∈ G

}
. Si

α : G → G est un homomorphisme de groupe, puis étendu à un
endomorphisme d’algèbre de KG par

α(
∑
g∈G

ageg) =
∑
g∈G

agα(eg) =
∑
g∈G

ageα(g).

Considérons la structure bialgèbre usuelle sur KG et un morphisme
de bialgèbre. Alors, on définit une Hom-bialgèbre (KG,µ,∆,α) sur
KG par

µ(eg ⊗ e′g) = α(egg ′ , ∆(eg) = α(eg)⊗α(eg).

Soit A un espace vectoriel de dimension n sur K. On fixe une
base {ei}i=,...,n de A dans laquelle une multiplication µ (resp une
commultiplication ∆) est identifié avec ses n3 constantes de struc-
ture Ckij ∈K (resp.Djki ) ou µ(ei⊗ej) =

∑n
k=1C

k
ij et∆(ei) =

∑n
j,k=1D

jk
i ej⊗

ek . La counité ε est identifiée à n ses constantes de structure bi . On
suppose que e1 est l’élement unité.

(∆⊗α) ◦∆ = (α ◦∆) ◦∆ Hom-coassociativité (7.1.4)

(∆⊗α) ◦∆(ei) =
n∑
t=1

n∑
p=1

n∑
q=1

n∑
r=1

n∑
s=1

D
pq
i D

rs
p atqer ⊗ es ⊗ et. (7.1.5)

(α ◦∆) ◦∆(ei) =
n∑
t=1

n∑
p=1

n∑
q=1

n∑
r=1

n∑
s=1

D
pq
i arpD

st
q er ⊗ es ⊗ et. (7.1.6)

(ε⊗ id) ◦∆ = (id ⊗ ε) ◦∆ = α co-unité (7.1.7)

(ε⊗ id) ◦∆(ei) =
n∑
p=1

n∑
q=1

D
pq
i εqeq (7.1.8)

(id ⊗ ε) ◦∆(ei) =
n∑
p=1

n∑
q=1

D
qr
i εreq (7.1.9)

∆ ◦α(ei) = (α ⊗α)∆(ei) multiplicativité (7.1.10)

∆ ◦α(ei) =
n∑
q=1

n∑
p=1

n∑
j=1

ajiD
pq
j ep ⊗ eq (7.1.11)
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(α ⊗α)∆(ei) =
n∑
q=1

n∑
p=1

n∑
r=1

n∑
s=1

Drsi apraqsep ⊗ eq (7.1.12)

∆ ◦µ(ei ⊗ ej) =
n∑
s=1

n∑
r=1

n∑
k=1

CkijD
rs
k er ⊗ es (7.1.13)

(µ⊗µ)◦τ◦(∆(ei)⊗∆(ej)) =
n∑
r=1

n∑
s=1

n∑
p=1

n∑
q=1

n∑
t=1

n∑
m=1

D
pq
i D

tm
j C

r
ptCsqmer⊗es.

(7.1.14)
Par suite, on a le système d’équations suivant :

n∑
p=1

n∑
q=1

(Dpqi D
rs
p atq −D

pq
i arpD

st
q ) = 0 (7.1.5)− (7.1.6)

n∑
p=1

D
pq
i εq −

n∑
r=1

D
qr
i εr = aip (7.1.8)− (7.1.9),

n∑
j=1

ajiD
pq
j −

n∑
r=1

n∑
s=1

Drsi apraqs = 0 (7.1.11)− (7.1.12)

n∑
k=1

CkijD
rs
k −

n∑
p=1

n∑
q=1

n∑
t=1

n∑
m=1

D
pq
i D

tm
j C

r
ptCsqm = 0, (7.1.13)− (7.1.14)

7.2 Hom-Bialgèbres en dimension 2 et 3.

Nous allons donner toutes les Hom-Bialgèbres associées aux
algèbres Hom-associatives de dimension 2 et 3. Grâce aux calculs
directs utilisant le logiciel de calcul formel Mathematica, on ob-
tient les Hom-coalgèbres suivantes associées aux algèbres Hom-
associatives afin d’obtenir une strucure de Hom-Bialgèbre. On dé-
signe par ∆ki,j les comultiplications et les counités par εki,j , où i
indiquent la multiplication et j lélément de la comultiplication
qui, combiné avec la multiplication pour determiner une Hom-
bigèbre.

7.2.1 Hom-Bialgèbres en dimension 2.

• Pour l’algèbre A′21 , on a les Hom-Bialgèbres suivantes :
1. ∆2

1,1(e1) = e1 ⊗ e1,

∆2
1,1(e2) =

√
5

5 (−e1 ⊗ e1 + e2 ⊗ e2) + 5−
√

5
10 (e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1),

ε2
1,1(e1) = 1, ε2

1,1(e2) = 1+
√

5
2 .

2. ∆2
1,2(e1) = e1 ⊗ e1,

∆2
1,2(e2) =

√
5

5 (e1 ⊗ e1 − e2 ⊗ e2) + 5+
√

5
10 (e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1),

ε2
1,2(e1) = 1, ε2

1,2(e2) = 1−
√

5
2 .
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3. ∆2
1,3(e1) = e1 ⊗ e1,

∆2
1,3(e2) = 5+

√
5

10 e1 ⊗ e1 +
√

5
5 (e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1 − 2e2 ⊗ e2),

ε2
1,3(e1) = 1, ε2

1,3(e2) = 1−
√

5
2 .

4. ∆2
1,4(e1) = e1 ⊗ e1,

∆2
1,4(e2) = 5+

√
5

10 e1 ⊗ e1 −
√

5
5 (e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1 − 2e2 ⊗ e2),

ε2
1,4(e1) = 1, ε2

1,4(e2) = 1+
√

5
2 .

• Pour l’algèbre A′23 , on a les Hom-Bialgèbres suivantes :
1. ∆2

3,1(e1) = e1⊗e1, ∆
2
3,1(e2) = e2⊗e2, ε

2
3,1(e1) = 1, ε2

3,1(e2) = 1.

• Pour l’algèbre A′24 , on a les Hom-Biagèbres suivantes :
∆2

4,1(e1) = e1 ⊗ e1, ∆
2
4,1(e2) = λe2 ⊗ e2, ε

2
4,1(e1) = 1, ε2

4,1(e2) = 1
λ .

Remark 7.2.1 Il n’existe pas de Hom-Bialgèbres pour l’algèbre A′22 .

Voyons maintenant, les Hom-Bialgèbres de type associative de di-
mension 2.

• Pour l’algèbre Ã′21 , on a les Hom-Bialgèbres suivantes :
1. ∆̃2

1,1(e1) = e1 ⊗ e1,

∆̃2
1,1(e2) =

√
5

5 (−e1 ⊗ e1 + e2 ⊗ e2) + 5−
√

5
10 (e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1),

ε̃2
1,1(e1) = 1, ε̃2

1,1(e2) = 1+
√

5
2 .

2. ∆2
1,2(e1) = e1 ⊗ e1,

∆2
1,2(e2) =

√
5

5 (e1 ⊗ e1 − e2 ⊗ e2) + 5+
√

5
10 (e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1),

ε2
1,2(e1) = 1, ε2

1,2(e2) = 1−
√

5
2 .

3. ∆2
1,3(e1) = e1 ⊗ e1,

∆2
1,3(e2) = 5+

√
5

10 e1 ⊗ e1 +
√

5
5 (e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1 − 2e2 ⊗ e2),

ε2
1,3(e2) = 1−

√
5

2 .
4. ∆2

1,4(e1) = e1 ⊗ e1,

∆2
1,4(e2) = 5+

√
5

10 e1 ⊗ e1 −
√

5
5 (e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1 − 2e2 ⊗ e2),

ε2
1,4(e1) = 1, ε2

1,4(e2) = 1+
√

5
2 .

• Pour l’algèbre Ã′22, on a les Hom-Bialgèbres suivantes :
1. ∆̃2

2,1(e1) = e1⊗ e1, ∆̃2
2,1(e2) = 1

2(−e1⊗ e1 + e1⊗ e2 + e2⊗ e2),
ε̃2

2,1(e1) = 1, ε̃2
2,1(e2) = 1.

2. ∆̃2
2,2(e1) = e1 ⊗ e1, ∆̃2

2,2(e2) = −e2 ⊗ e2,
ε̃2

2,2(e1) = 1, ε̃2
2,2(e2) = −1.

3. ∆̃2
2,3(e1) = e1⊗e1, ∆̃

2
2,3(e2) = e2⊗e2, ε̃

2
2,2(e1) = 1, ε̃2

2,2(e2) = 1.

4. ∆̃2
2,4(e1) = e1 ⊗ e1, ∆̃2

2,1(e2) = 1
2(e1 ⊗ e1 + e1 ⊗ e2 − e2 ⊗ e2),

ε̃2
2,4(e1) = 1, ε̃2

2,4(e2) = −1.

• Pour l’algèbre Ã′24 , on a les Hom-Bialgèbres suivantes :
∆̃2

4,1(e1) = e1 ⊗ e1, ∆̃
2
4,1(e2) = λe2 ⊗ e2, ε̃

2
4,1(e1) = 1, ε̃2

4,1(e2) = 1
λ .
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7.2.2 Hom-Bialgèbres en dimension 3.

• Pour l’algèbre A′31 , on a les Bialgèbres suivantes :
1 ∆3

1,1(e1) = e1 ⊗ e1,
∆3

1,1(e2) = λ(e2 ⊗ e3 + e3 ⊗ e2) + β(e2 ⊗ e2 + e3 ⊗ e3),
∆3

1,1(e3) = β(e2 ⊗ e3 + e3 ⊗ e2) +λ(e2 ⊗ e2 + e3 ⊗ e3),

ε3
1,1(e1) = 1, ε3

1,1(e2) = 16β
−1+8β , ε3

1,1(e3) = 4(−1+4β)
−1+8β .

2 ∆3
1,2(e1) = e1 ⊗ e1,

∆3
1,2(e2) = β1e2 ⊗ e2 − β2(e2 ⊗ e3 + e3 ⊗ e2 − e3 ⊗ e3),

∆3
1,2(e3) = 1

4β3(e2 ⊗ e2 + e2 ⊗ e3 + e3 ⊗ e2 + β4e3 ⊗ e3),
ε3

1,2(e1) = 1, ε3
1,2(e2) = 2, ε3

1,2(e3) = 2.
3 ∆3

1,3(e1) = e1 ⊗ e1,
∆3

1,3(e2) = 1
8(5e2 ⊗ e2 − e2 ⊗ e3 − e3 ⊗ e2 + e3 ⊗ e3),

∆3
1,3(e3) = 1

8(−3e2 ⊗ e2 + 3e2 ⊗ e3 + 3e3 ⊗ e2 + e3 ⊗ e3),
ε3

1,3(e1) = 1, ε3
1,3(e2) = 2, ε3

1,3(e3) = 2.

• Pour l’algèbre A′32 , on a les Bialgèbres suivantes :
1. ∆3

2,1(e1) = e1 ⊗ e1, ∆3
2,1(e2) = e2 ⊗ e2

∆3
2,1(e3) = 5−

√
5

10 (e1 ⊗ e3 + e3 ⊗ e1) +
√

5
5 (−e1 ⊗ e1 + e3 ⊗ e3),

ε3
2,1(e1) = 1, ε3

2,1(e2) = 1, ε3
2,1(e3) = 1+

√
5

2 .

2 ∆3
2,2(e1) = e1 ⊗ e1, ∆3

2,2(e2) = e2 ⊗ e2

∆3
2,2(e3) = 5+

√
5

10 (e1 ⊗ e3 + e3 ⊗ e2 +
√

5
5 (e1 ⊗ e1 − e3 ⊗ e3),

ε3
2,2(e1) = 1, ε3

2,2(e2) = 1, ε3
2,2(e3) = 1−

√
5

2 .

3 ∆3
2,3(e1) = e1 ⊗ e1, ∆3

2,3(e2) = e2 ⊗ e2,

∆3
2,3(e3) = 5−

√
5

10 e1 ⊗ e1 +
√

5
5 (e1 ⊗ e3 + e3 ⊗ e1 − 2e3 ⊗ e3),

ε3
2,3(e1) = 1, ε3

2,3(e2) = 1, ε3
2,3(e3) = 1−

√
5

2 .

4 ∆3
2,4(e1) = e1 ⊗ e1, ∆3

2,4(e2) = e2 ⊗ e2

∆3
2,3(e3) = 5−

√
5

10 e1 ⊗ e1 +
√

5
5 (e1 ⊗ e3 + e3 ⊗ e1 − 2e3 ⊗ e3),

ε3
2,4(e1) = 1, ε3

2,4(e2) = 1, ε3
2,4(e3) = 1+

√
5

2 .

• Pour l’algèbre A′34 , on a les Bialgèbres suivantes :
1. ∆3

4,1(e1) = e1 ⊗ e1,

∆3
4,1(e2) = 5−

√
5

10 (e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1) +
√

5
5 (−e1 ⊗ e1 + e2 ⊗ e2),

∆3
4,1(e3) = e3 ⊗ e3 ε3

4,1(e1) = 1, ε3
4,1(e2) = 1+

√
5

2 , ε3
4,1(e3) = 1.

2. ∆3
4,2(e1) = e1 ⊗ e1,

∆3
4,2(e2) = 5+

√
5

10 (e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1) +
√

5
5 (e1 ⊗ e1 − e2 ⊗ e2),

∆3
4,1(e3) = e3⊗e3, ε3

4,1(e1) = 1, ε3
4,1(e2) = 1−

√
5

2 , ε3
4,1(e3) = 1.

3. ∆3
4,3(e1) = e1 ⊗ e1,

∆3
4,3(e2) = 5−

√
5

10 e1 ⊗ e1 +
√

5
5 (e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1 − 2e2 ⊗ e2),

∆3
4,3(e3) = e3⊗e3, ε3

4,3(e1) = 1, ε3
4,3(e2) = 1−

√
5

2 , ε3
4,3(e3) = 1.
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4 ∆3
4,4(e1) = e1 ⊗ e1, ∆

3
4,4(e2) = 5+

√
5

10 e1 ⊗ e1 −
√

5
5 (e1 ⊗ e2 + e2 ⊗

e1 − 2e2 ⊗ e2),
∆3

4,4(e3) = e3⊗e3, ε3
4,4(e1) = 1, ε3

4,4(e2) = 1−
√

5
2 , ε3

4,4(e3) = 1.

• Pour l’algèbre A′36 , on a les Bialgèbres suivantes :
1. ∆3

6,1(e1) = e1 ⊗ e1,
∆3

6,1(e2) = 1
5(3e2 ⊗ e2 − e2 ⊗ e3 − e3 ⊗ e2 + 2e3 ⊗ e3),

∆3
6,1(e3) = 1

5(−e2 ⊗ e2 + 2e2 ⊗ e3 + 2e3 ⊗ e2 + e3 ⊗ e3),
ε3

6,1(e1) = 1, ε3
6,1(e2) = 2, ε3

6,1(e3) = 1.

2. ∆3
6,2(e1) = e1 ⊗ e1, ∆3

6,2(e2) = e2 ⊗ e2,

∆3
6,2(e3) = 5+

√
5

10 (e2 ⊗ e3 + e3 ⊗ e2) +
√

5
5 (e2 ⊗ e2 − e3 ⊗ e3),

ε3
6,2(e1) = 1, ε3

6,2(e2) = 1 ε3
6,2(e3) = 1−

√
5

2 .

3. ∆3
6,3(e1) = e1 ⊗ e1,

∆3
6,3(e2) = 5−

√
5

10 e2 ⊗ e1 + 5+
√

5
10 e2 ⊗ e2 +

√
5

5 (e3 ⊗ e1 − e3 ⊗ e2),

∆3
6,3(e3) = 5+

√
5

10 (e2 ⊗ e3 + e3 ⊗ e1) +
√

5
5 (e2 ⊗ e1 − e3 ⊗ e3),

ε3
6,3(e1) = 1, ε3

6,6(e2) = 1, ε3
6,6(e3) = 1−

√
5

2 .

4. ∆3
6,4(e1) = e1 ⊗ e1,

∆3
6,4(e2) = 5+

√
5

10 e2 ⊗ e1 + 5−
√

5
10 e2 ⊗ e2 +

√
5

5 (−e3 ⊗ e1 + e3 ⊗ e2),

∆3
6,4(e3) = 5−

√
5

10 (e2 ⊗ e3 + e3 ⊗ e1) +
√

5
5 (−e2 ⊗ e1 + e3 ⊗ e3),

ε3
6,4(e1) = 1, ε3

6,4(e2) = 1, ε3
6,4(e3) = 1+

√
5

2 .

5. ∆3
6,5(e1) = e1 ⊗ e1, ∆3

6,5(e2) = e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1 − e2 ⊗ e2,
∆3

6,5(e3) = e1 ⊗ e3 − e2 ⊗ e3 + e3 ⊗ e1, ε
3
6,5(e1) = 1,

ε3
6,5(e2) = 0, ε3

6,5(e3) = 0.

6. ∆3
6,6(e1) = e1 ⊗ e1, ∆3

6,6(e2) = e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1 − e2 ⊗ e2,
∆3

6,6(e3) = e1 ⊗ e3 + e3 ⊗ e1 − e3 ⊗ e2, ε
3
6,6(e1) = 1,

ε3
6,6(e2) = 0, ε3

6,6(e3) = 0.

7. ∆3
6,7(e1) = e1 ⊗ e1, ∆3

6,7(e2) = e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1 − e2 ⊗ e2,

∆3
6,7(e3) = e1 ⊗ e3 + 1−

√
5

2 e2 ⊗ e2 − e2 ⊗ e3 + e3 ⊗ e1 − e3 ⊗ e2,
ε3

6,7(e1) = 1, ε3
6,7(e2) = 0, ε3

6,7(e3) = 0.

8. ∆3
6,8(e1) = e1 ⊗ e1, ∆3

6,8(e2) = e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1 − e2 ⊗ e2,

∆3
6,8(e3) = e1 ⊗ e3 + 1+

√
5

2 e2 ⊗ e2 − e2 ⊗ e3 + e3 ⊗ e1 − e3 ⊗ e2,
ε3

6,8(e1) = 1, ε3
6,8(e2) = 0, ε3

6,8(e3) = 0.

Nous allons donner les Hom-Bialgèbres des algèbres de type asso-
ciative de dimension 3.

• Pour l’algèbre Ã′37 , on a les Bilagèbres suivantes :
1. ∆̃3

7,1(e1) = e1 ⊗ e1,
∆̃3

7,1(e2) = β1e2 ⊗ e2 − β2(e2 ⊗ e3 − e3 ⊗ e3),
∆̃3

7,1(e3) = γ1(e2 ⊗ e2 − e2 ⊗ e3 − e3 ⊗ e2) +γ2e3 ⊗ e3,
ε̃3

7,1(e1) = 1, ε̃3
7,1(e2) = −1, ε̃3

7,1(e3) = −1.
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2. ∆̃3
7,2(e1) = e1 ⊗ e1,

∆̃3
7,2(e2) = β1e2 ⊗ e1 + β2e3 ⊗ e1 + β3(−e2 ⊗ e2 + e3 ⊗ e2),

∆̃3
7,2(e3) = β1e2 ⊗ e1 − β2e3 ⊗ e1 + β3(−e2 ⊗ e3 + e3 ⊗ e3),

ε̃3
7,2(e1) = 1, ε̃3

7,2(e2) = −β1, ε̃3
7,2(e3) = β2.

3. ∆̃3
7,3(e1) = e1 ⊗ e1,

∆̃3
7,3(e2) = e1⊗e2+e2⊗e1+β1e2⊗e2−β2(e2⊗e3+e3⊗e2+e3⊗e3),

∆̃3
7,3(e3) = e1 ⊗ e3 + e3 ⊗ e1 + γ1(e2 ⊗ e2 − e2 ⊗ e3 − e3 ⊗ e2) +

γ2e3 ⊗ e3, ε̃3
7,3(e1) = 1, ε̃3

7,3(e2) = 0, ε̃3
7,3(e3) = 0.

4. ∆̃3
7,4(e1) = e1 ⊗ e1,

∆̃3
7,4(e2) = β1e1 ⊗ e2 + β2e1 ⊗ e3 + β3(−e2 ⊗ e2 + e2 ⊗ e3),

∆̃3
7,4(e3) = β1e1 ⊗ e2 + β2e1 ⊗ e3 + β3(−e3 ⊗ e2 + e3 ⊗ e3),

ε̃3
7,4(e1) = 1, ε̃3

7,4(e2) = −β1, ε̃3
7,4(e3) = β2.

5. ∆̃3
7,5(e1) = e1 ⊗ e1, ∆̃3

7,5(e2) = −e2 ⊗ e2,
∆̃3

7,5(e3) = γ1e2 ⊗ e2 −γ2(e2 ⊗ e3 − e3 ⊗ e1 + e3 ⊗ e3),
ε̃3

7,5(e1) = 1, ε̃3
7,5(e2) = −1, ε̃3

7,5(e3) = γ1
γ2
.

6. ∆̃3
7,6(e1) = e1 ⊗ e1,

∆̃3
7,6(e2) = β1e2 ⊗ e2 − β2(e2 ⊗ e3 + e3 ⊗ e2 − e3 ⊗ e3),

∆̃3
7,6(e3) = −e3 ⊗ e3, ε̃

3
7,6(e1) = 1, ε̃3

7,6(e2) = −1, ε̃3
7,6(e3) = −1.

7. ∆̃3
7,7(e1) = e1 ⊗ e1,

∆̃3
7,7(e2) = β1e2 ⊗ e2 − β2(e2 ⊗ e3 + e3 ⊗ e2 − e3 ⊗ e3),

∆̃3
7,7(e3) = β1(−e2 ⊗ e2 + e2 ⊗ e3 + e3 ⊗ e2) + β2e3 ⊗ e3,

ε̃3
7,7(e1) = 1, ε̃3

7,7(e2) = −1, ε̃3
7,7(e3) = −1.

8. ∆̃3
7,8(e1) = e1 ⊗ e1,

∆̃3
7,8(e2) = β1(e2 ⊗ e2 − e2 ⊗ e3 − e3 ⊗ e2) + β2e3 ⊗ e3,

∆̃3
7,8(e3) = −e3 ⊗ e3, ε̃

3
7,8(e1) = 1, ε̃3

7,8(e2) = β2
β1
, ε̃3

7,8(e3) = −1.

9. ∆̃3
7,9(e1) = e1 ⊗ e1,

∆̃3
7,9(e2) = γ1(e2 ⊗ e3 + e3 ⊗ e2) +γ2e3 ⊗ e3,

∆̃3
7,9(e3) = γ3e2 ⊗ e2 +γ1e3 ⊗ e3,

ε̃3
7,9(e1) = 1, ε̃3

7,9(e2) = 0, ε̃3
7,9(e3) = 1

γ1
.

10. ∆̃3
7,10(e1) = e1 ⊗ e1,

∆̃3
7,10(e2) = e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1 + e2 ⊗ e2,

∆̃3
7,10(e3) = e1 ⊗ e3 + γ1(e2 ⊗ e2 − e2 ⊗ e3 − e3 ⊗ e2) + e3 ⊗ e1 +

γ2e3 ⊗ e3, ε̃3
7,10(e1) = 1, ε̃3

7,10(e2) = 0, ε̃3
7,13(e3) = 0.

11. ∆̃3
7,11(e1) = e1 ⊗ e1,

∆̃3
7,11(e2) = e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1 + e2 ⊗ e2,

∆̃3
7,11(e3) = e1 ⊗ e2 + γ1e2 ⊗ e2 + γ2(−e2 ⊗ e3 − e3 ⊗ e2 + e3 ⊗

e3), ε̃3
7,11(e1) = 1, ε̃3

7,11(e2) = 0, ε̃3
7,11(e3) = 1

γ2
.

12. ∆̃3
7,12(e1) = e1 ⊗ e1,

∆̃3
7,12(e2) = e1⊗e2 +e2⊗e1 +β1e2⊗e2 +β2(−e2⊗e3−e3⊗e2 +
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e3 ⊗ e3),
∆̃3

7,12(e3) = e1 ⊗ e3 + e3 ⊗ e1 + e3 ⊗ e3,
ε̃3

7,12(e1) = 1, ε̃3
7,12(e2) = 0, ε̃3

7,12(e3) = 0.

13. ∆̃3
7,13(e1) = e1 ⊗ e1,

∆̃3
7,13(e2) = e1⊗e2 +e2⊗e1 +β1e2⊗e2 +β2(−e2⊗e3−e3⊗e2 +

e3 ⊗ e3),
∆̃3

7,13(e3) = e1 ⊗ e3 + β2(e2 ⊗ e2 − e2 ⊗ e3 − e3 ⊗ e2)e3 ⊗⊗e1 +
β1e3 ⊗ e3, ε̃3

7,13(e1) = 1, ε̃3
7,13(e2) = 0, ε̃3

7,13(e3) = 0.

14. ∆̃3
7,14(e1) = e1⊗e1, ∆̃

3
7,14(e2) = −e2⊗e2, ∆̃

3
7,14(e3) = −e3⊗e3,

ε̃3
7,19(e1) = 1, ε̃3

7,19(e2) = −1, ε̃3
7,19(e3) = −1.

15. ∆̃3
7,15(e1) = e1 ⊗ e1, ∆̃3

7,15(e2) = e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1 + e2 ⊗ e2,
∆̃3

7,15(e3) = e1 ⊗ e3 + e3 ⊗ e1 + e3 ⊗ e3, ε̃
3
7,15(e1) = 1,

ε̃3
7,15(e2) = 0, ε̃3

7,15(e3) = 0.

• Pour l’algèbre Ã′38 , on a les Bialgèbres suivantes :
1. ∆̃3

8,1(e1) = e1 ⊗ e1, ∆̃
3
8,1(e2) = −1

2(e2 ⊗ e3 + e3 ⊗ e2),
∆̃3

8,1(e3) = 1
2(e2 ⊗ e2 − e3 ⊗ e3), ε̃3

8,1(e1) = 1, ε̃3
8,1(e2) = 0,

ε̃3
8,1(e3) = −2.

2. ∆̃3
8,2(e1) = e1 ⊗ e1,

∆̃3
8,2(e2) = −1

2 i(e2 ⊗ e2 − i(e2 ⊗ e3 + e3 ⊗ e2 + ie3 ⊗ e3)),
∆̃3

8,2(e3) = −e3 ⊗ e3, ε̃
3
8,2(e1) = 1, ε̃3

8,2(e2) = i, ε̃3
8,2(e3) = −1.

3. ∆̃3
8,3(e1) = e1 ⊗ e1,

∆̃3
8,3(e2) = − i2(e2 ⊗ e2 − ie2 ⊗ e3 + ie3 ⊗ e2 + e3 ⊗ e3),

∆̃3
8,3(e3) = −e3 ⊗ e3, ε̃

3
8,3(e1) = 1, ε̃3

8,2(e2) = −i, ε̃3
8,3(e3) = −1.

4. ∆̃3
8,4(e1) = e1 ⊗ e1,

∆̃3
8,4(e2) = − i4(3e2 ⊗ e2 − i(e2 ⊗ e3 + e3 ⊗ e2 + ie3 ⊗ e3)),

∆̃3
8,4(e3) = −1

4(e2 ⊗ e2 − i(e2 ⊗ e3 + e3 ⊗ e2 − 3ie3 ⊗ e3)),
ε̃3

8,4(e1) = 1, ε̃3
8,4(e2) = i, ε̃3

8,4(e3) = −1.

5. ∆̃3
8,5(e1) = e1 ⊗ e1,

∆̃3
8,5(e2) = i

4(3e2 ⊗ e2 + i(e2 ⊗ e3 + ie3 ⊗ e2 + e3 ⊗ e3)),
∆̃3

8,5(e3) = −1
4(e2 ⊗ e2 − i(e2 ⊗ e3 + e3 ⊗ e2 + 3ie3 ⊗ e3)),

ε̃3
8,5(e1) = 1, ε̃3

8,5(e2) = −i, ε̃3
8,5(e3) = −1.

6. ∆̃3
8,6(e1) = e1 ⊗ e1, ∆̃

3
8,6(e2) = −ie2 ⊗ e2, ∆̃

3
8,6(e3) = −e3 ⊗ e3,

ε̃3
8,6(e1) = 1, ε̃3

8,6(e2) = i, ε̃3
8,6(e3) = −1.

7. ∆̃3
8,7(e1) = e1 ⊗ e1, ∆̃

3
8,7(e2) = −ie2 ⊗ e2, ∆̃

3
8,7(e3) = −e3 ⊗ e3,

ε̃3
8,7(e1) = 1, ε̃3

8,7(e2) = −i, ε̃3
8,7(e3) = −1.

8. ∆̃3
8,8(e1) = e1 ⊗ e1,

∆̃3
8,8(e2) = 1

2(e2 ⊗ e1 − ie2 ⊗ e2 + ie3 ⊗ e1 − e3 ⊗ e2),
∆̃3

8,8(e3) = − i2(e2 ⊗ e1 + e2 ⊗ e3 + i(e3 ⊗ e1 − e3 ⊗ e3)),
ε̃3

8,8(e1) = 1, ε̃3
8,8(e2) = i, ε̃3

8,8(e3) = −1.



106 Chapitre 7. Les Hom-Bialgèbres

9. ∆̃3
8,9(e1) = e1 ⊗ e1,

∆̃3
8,9(e2) = 1

2(e2 ⊗ e1 + i(e2 ⊗ e2 − e3 ⊗ e1 + ie3 ⊗ e2)),
∆̃3

8,9(e3) = i
2(e2 ⊗ e1 + e2 ⊗ e3 − i(e3 ⊗ e1 − e3 ⊗ e3)),

ε̃3
8,9(e1) = 1, ε̃3

8,9(e2) = −i, ε̃3
8,9(e3) = −1.

10. ∆̃3
8,10(e1) = e1 ⊗ e1,

∆̃3
8,10(e2) = 1

2(e1 ⊗ e2 − ie1 ⊗ e3 + ie2 ⊗ e2 − e2 ⊗ e3),
∆̃3

8,10(e3) = i
2(e1 ⊗ e2 − ie1 ⊗ e3 + e3 ⊗ e2 + ie3 ⊗ e3),

ε̃3
8,10(e1) = 1, ε̃3

8,10(e2) = −i, ε̃3
8,10(e3) = −1.

11. ∆̃3
8,11(e1) = e1 ⊗ e1, ∆̃3

8,11(e2) = e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1 + e3 ⊗ e2,
∆̃3

8,11(e3) = e1 ⊗ e3 + e3 ⊗ e1 + e3 ⊗ e3,
ε̃3

8,11(e1) = 1, ε̃3
8,11(e2) = 0, ε̃3

8,11(e3) = 0.

12. ∆̃3
8,12(e1) = e1 ⊗ e1, ∆̃3

8,12(e2) = e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1 + e2 ⊗ e3,
∆̃3

8,12(e3) = e1 ⊗ e1 + e3 ⊗ e1 + e3 ⊗ e3,
ε̃3

8,12(e1) = 1, ε̃3
8,12(e2) = 0, ε̃3

8,12(e3) = 0.

13. ∆̃3
8,13(e1) = e1 ⊗ e1,

∆̃3
8,13(e2) = e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1 + e2 ⊗ e3 + e3 ⊗ e2 − ie3 ⊗ e3,

∆̃3
8,13(e3) = e1 ⊗ e3 + e3 ⊗ e1 + e3 ⊗ e3,

ε̃3
8,13(e1) = 1, ε̃3

8,13(e2) = 0, ε̃3
7,13(e3) = 0.

14. ∆̃3
8,14(e1) = e1 ⊗ e1,

∆̃3
8,14(e2) = e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1 + e2 ⊗ e3 + e3 ⊗ e2 + ie3 ⊗ e3,

∆̃3
8,14(e3) = e1 ⊗ e3 + e3 ⊗ e1 + e3 ⊗ e3,

ε̃3
8,14(e1) = 1, ε̃3

8,14(e2) = 0, ε̃3
7,14(e3) = 0.

15. ∆̃3
8,15(e1) = e1 ⊗ e1,

∆̃3
8,15(e2) = e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1 + 3

2(e2 ⊗ e3 + e3 ⊗ e2),
∆̃3

8,15(e3) = e1 ⊗ e3 + 1
2e2 ⊗ e2 + e3 ⊗ e1 + 3

2e3 ⊗ e3,
ε̃3

8,15(e1) = 1, ε̃3
8,15(e2) = 0, ε̃3

8,15(e3) = 0.

16. ∆̃3
8,16(e1) = e1 ⊗ e1,

∆̃3
8,16(e2) = e1⊗ e2 + e2⊗ e1− 1

4(ie2⊗ e2 + 3e3⊗ e2−3ie3⊗ e3),
∆̃3

8,16(e3) = 1
4(4e1⊗ e2− e2⊗ e2 + ie2⊗ e3 +4e3⊗ e1 + ie3⊗ e2 +

5e3 ⊗ e3),
ε̃3

8,16(e1) = 1, ε̃3
8,16(e2) = 0, ε̃3

8,16(e3) = 0.

17. ∆̃3
8,17(e1) = e1 ⊗ e1,

∆̃3
8,17(e2) = e1⊗ e2 + e2⊗ e1 + 1

2(−ie2⊗ e2 + e2⊗ e3 − ie3⊗ e3),
∆̃3

8,17(e3) = e1 ⊗ e3 + e3 ⊗ e1 + e3 ⊗ e3,
ε̃3

8,17(e1) = 1, ε̃3
8,17(e2) = 0, ε̃3

8,17(e3) = 0.

18. ∆̃3
8,18(e1) = e1 ⊗ e1,

∆̃3
8,18(e2) = e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1 + 1

2(ie2 ⊗ e2 + e2 ⊗ e3 + ie3 ⊗ e3),
∆̃3

8,18(e3) = e1 ⊗ e3 + e3 ⊗ e1 + e3 ⊗ e3,
ε̃3

8,18(e1) = 1, ε̃3
8,18(e2) = 0, ε̃3

8,18(e3) = 0.
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19. ∆̃3
8,19(e1) = e1 ⊗ e1,

∆̃3
8,19(e2) = e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1 − ie2 ⊗ e2 + e2 ⊗ e3 + e3 ⊗ e2,

∆̃3
8,19(e3) = e1 ⊗ e3 + e3 ⊗ e1 + e3 ⊗ e3,

ε̃3
8,19(e1) = 1, ε̃3

8,19(e2) = 0, ε̃3
8,19(e3) = 0.

20. ∆̃3
8,20(e1) = e1 ⊗ e1,

∆̃3
8,20(e2) = e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1 + ie2 ⊗ e2 + e2 ⊗ e3 + e3 ⊗ e2,

∆̃3
8,20(e3) = e1 ⊗ e3 + e3 ⊗ e1 + e3 ⊗ e3,

ε̃3
8,20(e1) = 1, ε̃3

8,20(e2) = 0, ε̃3
8,20(e3) = 0.

• Pour l’algèbre Ã′39 , on a les Bialgèbres suivantes :
1. ∆̃3

9,1(e1) = e1 ⊗ e1, ∆̃3
9,1(e2) = βe2 ⊗ e2, ∆̃3

9,1(e3) = e3 ⊗ e3,
ε̃3

9,1(e1) = 1, ε̃3
9,1(e2) = 1

β , ε̃3
8,1(e3) = 1.

2. ∆̃3
9,2(e1) = e1⊗e1, ∆̃3

9,2(e2) = β5e2⊗e2, ∆̃3
9,2(e2) = e1⊗e3+

e3 ⊗ e1 − 2e3 ⊗ e3,
ε̃3

9,2(e1) = 1, ε̃3
9,2(e2) = 1

β5
, ε̃3

9,2(e3) = 1.

3. ∆̃3
9,3(e1) = e1⊗e1, ∆̃3

9,3(e2) = βe2⊗e2, ∆̃3
9,3(e2) = e1⊗e3 +

e3 ⊗ e1 − e3 ⊗ e3,
ε̃3

9,3(e1) = 1, ε̃3
9,3(e2) = 1

β , ε̃3
9,3(e3) = 1.

4. ∆̃3
9,4(e1) = e1 ⊗ e1, ∆̃3

9,4(e2) = βe2 ⊗ e2 + e2 ⊗ e3 + e3 ⊗ e2,
∆̃3

9,4(e3) = e3 ⊗ e3, ε̃3
9,4(e1) = 1, ε̃3

9,4(e2) = 0, ε̃3
9,4(e3) = 1.

5. ∆̃3
9,5(e1) = e1 ⊗ e1, ∆̃3

9,5(e2) = e2 ⊗ e1 + e3 ⊗ e2 ∆̃3
9,5(e3) =

e3 ⊗ e3, ε̃3
9,5(e1) = 1, ε̃3

9,5(e2) = 0, ε̃3
9,5(e3) = 1.

6. ∆̃3
9,6(e1) = e1 ⊗ e1, ∆̃

3
9,6(e2) = e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e3, ∆̃3

9,6(e3) =
e3 ⊗ e3,
ε̃3

9,6(e1) = 1, ε̃3
9,6(e2) = 0, ε̃3

9,6(e3) = 1.

• Pour l’algèbre Ã′310, on a les Bialgèbres suivantes :
1 ∆̃3

10,1(e1) = e1 ⊗ e1, ∆̃3
10,1(e2) = β8e2 ⊗ e2 + β9e3 ⊗ e3,

∆̃3
10,1(e3) = γ8e2 ⊗ e3 +γ8e3 ⊗ e2 +γ9e3 ⊗ e3,

ε̃3
10,1(e1) = 1, ε̃3

9,1(e2) = 1
β8
, ε̃3

8,1(e3) = 0.

2 ∆̃3
10,2(e1) = e1⊗e1, ∆̃3

10,2(e2) = β9e2⊗e2 +β6e2⊗e3 +β6e3⊗
e2 + β9e3 ⊗ e3, ∆̃3

10,2(e2) = γ9e3 ⊗ e3,
ε̃3

10,2(e1) = 1, ε̃3
10,2(e2) = −β8, ε̃3

9,2(e3) = 1
γ9
.

3 ∆̃3
10,3(e1) = e1⊗e1, ∆̃3

10,3(e2) = β1e2⊗e2, ∆̃3
10,3(e3) = γ5e2⊗

e2 +γ6e2 ⊗ e3 +γ6e3 ⊗ e2 +γ9e3 ⊗ e3,
ε̃3

10,3(e1) = 1, ε̃3
10,3(e2) = β1, ε̃3

10,3(e3) = −β1.

4 ∆̃3
10,4(e1) = e1⊗e1, ∆̃3

10,4(e2) = β5e2⊗e2+β6(e2⊗e3+e3⊗e2),
∆̃3

10,4(e2) = γ5e2 ⊗ e2 + β6e3 ⊗ e3, ε̃3
10,4(e1) = 1, ε̃3

10,4(e2) =
0, ε̃3

10,4(e3) = 1
β6
.

5 ∆̃3
10,5(e1) = e1 ⊗ e1, ∆̃

3
10,5(e2) = β1e2 ⊗ e2 + β6e3 ⊗ e2 + β7e3 ⊗

e1 ∆̃3
10,5(e3) = β1e2 ⊗ e3 + e3 ⊗ e1 + β8e3 ⊗ e3, ε̃3

10,5(e1) =
1, ε̃3

10,5(e2) = −β1, ε̃
3
10,5(e3) = 0.
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6 ∆̃3
10,6(e1) = e1⊗e1, ∆̃

3
10,6(e2) = γ6e2⊗e2, ∆̃3

10,6(e3) = γ5e2⊗
e2 +γ6e2 ⊗ e3 +γ6e3 ⊗ e2,
ε̃3

10,6(e1) = 1, ε̃3
10,6(e2) = 1

γ6
, ε̃3

10,6(e3) = −γ1.

7 ∆̃3
10,7(e1) = e1⊗e1, ∆̃

3
10,7(e2) = γ6e2⊗e2, ∆̃3

10,7(e3) = γ4e2⊗
e1 +γ6e2 ⊗ e3 + e3 ⊗ e1,
ε̃3

10,7(e1) = 1, ε̃3
10,7(e2) = 1

γ6
, ε̃3

10,7(e3) = −γ1.

8 ∆̃3
10,8(e1) = e1 ⊗ e1, ∆̃

3
10,8(e2) = γ8e2 ⊗ e2, ∆̃3

10,8(e3) = e1 ⊗
e3 +γ2e1 ⊗ e2 +γ8e3 ⊗ e2,
ε̃3

10,8(e1) = 1, ε̃3
10,8(e2) = 1

γ8
, ε̃3

10,8(e3) = −γ1.

9 ∆̃3
10,9(e1) = e1⊗e1, ∆̃

3
10,9(e2) = γ5e2⊗e2, ∆̃3

10,9(e3) = γ9e3⊗
e9,
ε̃3

10,9(e1) = 1, ε̃3
10,9(e2) = 1

γ5
, ε̃3

10,9(e3) = 1
γ9
.

10 ∆̃3
10,10(e1) = e1 ⊗ e1, ∆̃

3
10,10(e2) = e2 ⊗ e1 + β7e3 ⊗ e1 + β8e3 ⊗

e2, ∆̃3
10,10(e3) = β8e3 ⊗ e3,

ε̃3
10,10(e1) = 1, ε̃3

10,10(e2) = β1, ε̃3
10,10(e3) = 1

β8
.

11 ∆̃3
10,11(e1) = e1⊗e1, ∆̃

3
10,11(e2) = γ4e2⊗e1−γ4e2⊗e2+β8γ4e2⊗

e3 +β8e3⊗ e3, ∆̃3
10,11(e3) = e2⊗ e1−β8γ4e2⊗ e2 +β8e3⊗ e2,

ε̃3
10,11(e1) = 1, ε̃3

10,11(e2) = 0, ε̃3
10,11(e3) = 1

β8
.

12 ∆̃3
10,12(e1) = e1 ⊗ e1, ∆̃

3
10,12(e2) = β3e1 ⊗ e3 − β1e2 ⊗ e2 + β2 ⊗

e3 + β6e2 ⊗ e3, ∆̃3
10,12(e3) = e1 ⊗ e3 − β1e3 ⊗ e2 + β6e3 ⊗ e3,

ε̃3
10,12(e1) = 1, ε̃3

10,12(e2) = −β1, ε̃3
10,12(e3) = 0.

13 ∆̃3
10,13(e1) = e1⊗e1, ∆̃

3
10,13(e2) = e1⊗e2−β6γ2e2⊗e2 +β6e2⊗

e3, ∆̃3
10,13(e3) = γ2e1 ⊗ e2 −γ2β6e3 ⊗ e2 + β6e3 ⊗ e3,

ε̃3
10,13(e1) = 1, ε̃3

10,13(e2) = 0, ε̃3
10,13(e3) = 1

β6
.

14 ∆̃3
10,14(e1) = e1 ⊗ e1, ∆̃

3
10,14(e2) = e1 ⊗ e2 + β3e1 ⊗ e3 + β6e2 ⊗

e3, ∆̃3
10,14(e3) = β6e3 ⊗ e3,

ε̃3
10,14(e1) = 1, ε̃3

10,14(e2) = −β1, ε̃3
10,14(e3) = 1

β6
.

15 ∆̃3
10,15(e1) = e1 ⊗ e1, ∆̃

3
10,15(e2) = γ6e2 ⊗ e2, ∆̃3

10,15(e3) =
γ6e2 ⊗ e3 + e3 ⊗ e1,
ε̃3

10,15(e1) = 1, ε̃3
10,15(e2) = 1

γ8
, ε̃3

10,15(e3) = 0.

16 ∆̃3
10,16(e1) = e1⊗e1, ∆̃

3
10,16(e2) = γ8e2⊗e2, ∆̃3

10,16(e3) = e1⊗
e3 +γ8e3 ⊗ e2,
ε̃3

10,16(e1) = 1, ε̃3
10,16(e2) = 1

γ8
, ε̃3

10,16(e3) = 0.

17 ∆̃3
10,17(e1) = e1 ⊗ e1, ∆̃3

10,17(e2) = e2 ⊗ e1 + β8e3 ⊗ e2,
∆̃3

10,17(e3) = β8e3 ⊗ e3, ε̃3
10,17(e1) = 1, ε̃3

10,17(e2) = 0,
ε̃3

10,17(e3) = 1
β8
.

18 ∆̃3
10,18(e1) = e1⊗e1, ∆̃

3
10,18(e2) = e1⊗e1+β6e2⊗e3, ∆̃

3
10,18(e3) =

γ6e3 ⊗ e3, ε̃
3
10,18(e1) = 1, ε̃3

10,18(e2) = 0, ε̃3
10,18(e3) = 1

β6
.

• Pour l’algèbre Ã′311, on a les Bialgèbres suivantes :



7.2. Hom-Bialgèbres en dimension 2 et 3. 109

1 ∆̃3
11,1(e1) = e1⊗e1, ∆̃3

11,1(e2) = β1e2⊗e2 +β2e2⊗e3 +β2e3⊗
e2 + β3e3⊗3, ∆̃3

11,1(e3) = β5e3 ⊗ e3,
ε̃3

11,1(e1) = 1, ε̃3
11,1(e2) = β4, ε̃3

11,1(e3) = −β4.

2 ∆̃3
11,2(e1) = e1⊗e1, ∆̃3

11,2(e2) = −β1e2⊗e2+β2e2⊗e3+β2e3⊗
e2 + β3e3 ⊗ e3, ∆̃3

10,2(e3) = β1e3 ⊗ e3,
ε̃3

11,2(e1) = 1, ε̃3
11,2(e2) = −β4, ε̃3

11,2(e3) = −β4.

3 ∆̃3
11,3(e1) = e1⊗e1, ∆̃3

11,3(e2) = −
√
β1e2⊗e2+β1e2⊗e3,+β1e3⊗

e2 ∆̃3
11,3(e3) = β1e3 ⊗ e3,

ε̃3
11,3(e1) = 1, ε̃3

11,3(e2) = 0, ε̃3
11,3(e3) = 1

β1
.

4 ∆̃3
11,4(e1) = e1⊗ e1, ∆̃3

11,4(e2) =
√
βe2⊗ e2 +βe2⊗ e3,+βe3⊗

e2 ∆̃3
11,4(e3) = βe3 ⊗ e3,

ε̃3
11,4(e1) = 1, ε̃3

11,4(e2) = 0, ε̃3
11,4(e3) = 1

β .

5 ∆̃3
11,5(e1) = e1 ⊗ e1, ∆̃

3
11,5(e2) = βe2 ⊗ e2, ∆̃

3
11,5(e3) = β2e3 ⊗

e3, ε̃3
11,5(e1) = 1, ε̃3

11,5(e2) = 1
β , ε̃3

11,5(e3) = 1
β2 .

• Pour l’algèbre Ã′312, on a les Bialgèbres suivantes :
1 ∆̃3

12,1(e1) = e1⊗e1, ∆̃3
12,1(e2) = e2⊗e2+β9e3⊗e3, ∆̃3

12,1(e3) =
e1 ⊗ e3 + e3 ⊗ e2 +γ9e3 ⊗ e3,
ε̃3

12,1(e1) = 1, ε̃3
12,1(e2) = 1, ε̃3

12,1(e3) = 0.

2 ∆̃3
12,2(e1) = e1 ⊗ e1, ∆̃3

12,2(e2) = e2 ⊗ e2 + β8e2 ⊗ e3 + β8e3 ⊗
e2 + β9e3 ⊗ e3, ∆̃3

12,2(e3) = β1e3 ⊗ e3,
ε̃3

12,2(e1) = 1, ε̃3
11,2(e2) = −γ1, ε̃3

12,2(e3) = −γ1.

3 ∆̃3
12,3(e1) = e1 ⊗ e1, ∆̃3

12,3(e2) = e2 ⊗ e1 + β7e3 ⊗ e1,+β8e3 ⊗
e2 ∆̃3

12,3(e3) = β8e3 ⊗ e3,
ε̃3

12,3(e1) = 1, ε̃3
12,3(e2) = −β1, ε̃3

12,3(e3) = 1
β8
.

4 ∆̃3
12,4(e1) = e1⊗e1, ∆̃3

12,4(e2) = e1⊗e2+e2⊗e1−e2⊗e2+β9e3⊗
e3 ∆̃3

12,4(e3) = e1⊗ e3 − e2⊗ e3 + e3⊗ e1 − e3⊗ e2 +γ9e3⊗ e3,
ε̃3

12,4(e1) = 1, ε̃3
12,4(e2) = 0, ε̃3

12,4(e3) = 0.

5 ∆̃3
12,5(e1) = e1⊗e1, ∆̃

3
12,5(e2) = e1⊗e2 +e2⊗e1 +β7e1⊗e3−e2⊗

e2−β7e2⊗ e3 +β5e3⊗ e1−β7e3⊗ e2 +β9e3⊗ e3, ∆̃3
12,5(e3) =

−β1e3 ⊗ e3, ε̃3
12,5(e1) = 1, ε̃3

12,5(e2) = β3, ε̃3
12,5(e3) = β4.

6 ∆̃3
12,6(e1) = e1 ⊗ e1, ∆̃

3
12,6(e2) = e1 ⊗ e2 + β3e1 ⊗ e3 + β6e2 ⊗

e3, ∆̃
3
12,6(e3) = β6e3 ⊗ e3, ε̃3

12,6(e1) = 1, ε̃3
12,6(e2) = −β1,

ε̃3
12,6(e3) = 1

β6
.

7 ∆̃3
12,7(e1) = e1 ⊗ e1, ∆̃

3
12,7(e2) = e2 ⊗ e2, ∆̃3

12,7(e3) = γ9e3 ⊗
e3, ε̃3

12,7(e1) = 1, ε̃3
12,7(e2) = 1, ε̃3

12,7(e3) = 1
γ9
.

8 ∆̃3
12,8(e1) = e1 ⊗ e1, ∆̃

3
12,8(e2) = e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1 − e2 ⊗ e2,

∆̃3
12,8(e3) = γ9e3⊗e3, ε̃3

12,8(e1) = 1, ε̃3
12,8(e2) = 0, ε̃3

12,8(e3) =
1
γ9
.
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• Pour l’algèbre Ã′314, on a les Bialgèbres suivantes :
1. ∆̃3

14,1(e1) = e1⊗e1, ∆̃3
14,1(e2) = βe2⊗e2, ∆̃3

14,1(e3) = γ1e2⊗
e2 +γ2e2 ⊗ e3 +γ2e3 ⊗ e2 +γ3e3 ⊗ e3,
ε̃3

14,1(e1) = 1, ε̃3
14,1(e2) = γ, ε̃3

12,1(e3) = β.
2. ∆̃3

14,2(e1) = e1⊗e1, ∆̃3
14,2(e2) = λe2⊗e2, ∆̃3

14,2(e3) = γ1e2⊗
e2 +γ2e2 ⊗ e3 +γ2e3 ⊗ e2 −γ3e3 ⊗ e3,
ε̃3

14,2(e1) = 1, ε̃3
14,2(e2) = γ, ε̃3

14,2(e3) = γ.
3. ∆̃3

14,3(e1) = e1⊗e1, ∆̃
3
14,3(e2) = γ1e2⊗e2, ∆̃

3
14,3(e3) = γ2e3⊗e3,

ε̃3
14,3(e1) = 1, ε̃3

14,3(e2) 1
γ1
, ε̃3

14,3(e3) = 1
γ2
.

7.3 Algèbres Hom-Hopf.

On considère une Hom-bialgèbre (A,µ,η,∆, ε,α).

7.3.1 Définitions de l’antipode.

Definition 7.3.1 Un endomorphisme S de A est appelé antipode si c’est l’inverse de
l’identité par rapport au produit de convolution défini sur End(A)
par

f ∗ g = µ ◦ (f ⊗ g)∆

où l’unité étant η ◦ ε.
La condition d’antipode peut s’écrire :

µ ◦ S ⊗ Id ◦∆ = µ ◦ Id ⊗ S ◦∆ = η ◦ ε.

Definition 7.3.2 Une algèbre Hom-Hopf est une Hom-bialgèbre avec une antipode.
Alors, une algèbre Hom-Hopf sur un K-espace vectoriel A est don-
née par

H = (A,µ,α,η,∆,β,ε,S)

où les morphismes suivants

µ : A⊗A −→ A, η : K −→ A, α : A −→ A

∆ : A −→ A, ε : A −→K, β : A −→ A, S : A→K
satisfaits les conditions suivantes :

1. (A,µ,α,η) est une algèbre Hom-associative unitare.
2. (A,∆,β,ε) est une Hom-associative counitare.
3. ∆ et ε sont des morphismes d’algèbres, qui se traduit par

∆(e1) = e1 ⊗ e1 e1 = η(1)
∆(µ(x⊗ y)) = ∆(x) •∆(y) =

∑
(x)(y)µ(x(1) ⊗ y(1))⊗µ(x(2) ⊗µ(y(2))

ε(e1) = 1
ε(x.y) = ε(x)ε(y)

4. S est l’antipode donc, on a

µ ◦ (S ⊗ Id) ◦∆ = µ ◦ (Id ⊗ S) ◦∆ = η ◦ ε. (7.3.1)
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7.3.2 Propriétés des antipodes.

SoitH = (A,µ,α,η,∆,β,ε,S) une algèbre Hom-associative. Pour
tout élément x ∈ A, en utilisant le counité et la notation de Sweed-
ler, on peut écrire

x =
∑
(x)

x(1) ⊗ ε(x(1))⊗ (x(2)). (7.3.2)

Alors, pour tout f ∈ EndK(A), on a

f (x) =
∑
(x)

f (x(1))ε(x(2)) =
∑
(x)

ε(x(1))⊗ f (x(2)). (7.3.3)

Soit f ∗g = µ◦ (f ⊗g)∆ le produit de convolution de f ,g ∈ EndK(A).
on peut écrire

(f ∗ g)(x) =
∑
(x)

µ(f (x(1))⊗ g(x(2)). (7.3.4)

Puisque l’antipode S est l’inverse de l’identité pour le produit de
convolution alors S satisfait

ε(x)η(1) =
∑
(x)

µ(S(x(1))⊗ x(2)) =
∑
(x)

µ((x(1) ⊗ S(x(2))). (7.3.5)

Proposition 7.3.3 L’antipode S est unique et on a

• S(η(1)) = η(1).

• ε ◦ S = ε.

Démonstration. 1. On a S ∗id = id∗S = η◦ε. Puisque, (S ∗id)∗S =
S ∗ (id ∗ S) = S. Si S ′ est un autre antipode de H alors S ′ =
S ′ ∗ id ∗ S ′ = S ′ ∗ idS = S ∗ id ∗ S = S. Parconséquent l’antipode
existe et unique.

2. Comme e1 = η(1) et puisque ∆(e1) = e1 ⊗ e1 on a (S ∗ id)(e1) =
µ(S(e1)⊗ e1) = ⊗S(e1) = η(ε(e1)) = e1.

3. En appliquant l’équation (7.3.3) à S, on obtient
S(x) =

∑
(x)S(x(1))ε(x(2)). En appliquant l’équation (7.3.5), on

obtient ε(x) = ε
∑

(x)µ(S(x(1)) ⊗ x(2))). Puisque ε est un mor-

phisme de Hom-algèbre, on a ε(x) =
∑

(x) ε(S(x(1)))ε(x(2)) =

ε
∑

(x)S(x(1))ε(x(2))) = ε(S(x)). Donc ε ◦ S = ε.
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7.3.3 Détermination des algèbres Hom-Hopf en dimensions
2 et 3.

On considère les Hom-bialgèbres précédentes (B,µ,η,∆, ε,α) et
on tente de les munir d’une structure d’algèbre Hom-Hopf.

La condition (7.3.1) de l’existence de l’antipode se traduit par
le système suivant ou S(ei) =

∑n
k=1Wikek .

n∑
p=1

n∑
q=1

n∑
r=1

(Drpi WrqCsrp −D
pq
i WrqCspr) = 0, i, s = 1, . . . ,n.

n∑
p=1

n∑
q=1

n∑
r=1

D
pq
i WrpCsrq − biδ1s = 0, i, s = 1, . . . ,n.

n∑
p=1

n∑
q=1

n∑
r=1

D
pq
i WprCsqr − biδ1s = 0, i, s = 1, . . . ,n.

(7.3.6)
Par calculs directs, en utilisant le logiciel Mathématica, on obtient
en dimension 2 :

1. (µ2
1,∆

2
1,4), on a S(e1) = e1, S(e2) = e2.

2. (µ̃′21,∆
2
1,4), on a S(e1) = e1, S(e2) = e2.

3. (µ̃′22,∆
2
2,2), on a S(e1) = e1, S(e2) = e2.

4. (µ̃′22,∆
2
2,4), on a S(e1) = e1, S(e2) = e2.

En dimension 3, on a les antipodes suivantes :

1. (µ̃′310,∆
3
10,1), on a S(e1) = e1, S(e2) = −γ9a32

γ6
e2+−γ5+γ6+γ9a32

γ9
e3,

S(e3) = a32e2 −
γ5a32
γ−6 e3.

2. (µ̃′310,∆
3
10,5), on a S(e1) = e1, S(e2) = 0 S(e3) = 0.

3. (µ̃′311,∆
3
11,1), on a S(e1) = e1, S(e2) = 0 S(e3) = a33e3.

4. (µ̃′311,∆
3
11,2), on a S(e1) = e1, S(e2) = 0 S(e3) = a33e3.

5. (µ̃′312,∆
3
12,2), on a S(e1) = e1, S(e2) = 0 S(e3) = 0.

6. (µ̃′314,∆
3
14,1), on a S(e1) = e1, S(e2) = a22e2 S(e3) = 0.

7. (µ̃′314,∆
3
14,2), on a S(e1) = e1, S(e2) = a22e2 S(e3) = a33e3.

7.3.4 Les Hom-bialgèbres infinitesimales

On s’intéresse dans cette partie à une classe de bialgèbres, ap-
pelées Hom-bialgèbres infinitesimales où la condition de compati-
bilité est différentes de celle concernant les Hom-bialgèbres prece-
dentes. Ces algèbres ont été introduites par M. Aguiar dans [AM00]
et généralisées au cas Hom par D. Yau dans ([?]).
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Definition 7.3.4 Une Hom-bialgèbre infinitesinale est quadriplet (A,µ,∆,α), avec
(A,µ,α) est une algèbre Hom-associative, (A,∆,α) est une coal-
gèbre Hom-associative, et la condition

∆ ◦µ = (µ⊗α) ◦ (α ⊗∆) + (α ⊗µ) ◦ (∆⊗α) (7.3.7)

satisfaite.

On traduit en termes de constante de structure l’équation (7.3.7),
comme suit

∆ ◦µ(ei , ej) =
n∑
r=1

n∑
s=1

n∑
k=1

CkijD
rs
k er ⊗ es (7.3.8)

(µ⊗α)◦(α⊗∆)(ei , ej) =
n∑
s=1

n∑
r=1

n∑
k=1

n∑
p=1

n∑
q=1

akiD
pq
j C

r
kpasqer⊗es (7.3.9)

(α ⊗µ) ◦ (∆⊗α)(ei , ej) =
n∑
r=1

n∑
s=1

n∑
k=1

n∑
p=1

n∑
q=1

D
pq
i aijarpC

s
qker ⊗ es

(7.3.10)
Par conséquent, on a le système d’équations suivant :

n∑
j=1

ajiD
pq
j −

n∑
r=1

n∑
s=1

Drsi apraqs = 0, i,p,q = 1, . . . ,n.

n∑
p=1

n∑
q=1

(Dpqi D
rs
p atq −D

pq
i arpD

st
q ) = 0, i, r, s, t = 1, . . . ,n.

n∑
k=1

CkijD
rs
k −

n∑
k=1

n∑
p=1

n∑
q=1

akiD
pq
j C

r
kp −

n∑
k=1

n∑
p=1

n∑
q=1

akiD
pq
i akjarpC

s
qk ,

i, j, r, s = 1, . . . ,n.
(7.3.11)

Proposition 7.3.5 Les structures de Hom-bialgèbres infinitésimales sur K2 sont données,
relativement aux algèbres Hom-associatives A2

i de la classification par
les comultiplication suivantes.

A2
3 : ∆2

3,1(e1) = 0, ∆2
3,1(e2) = b22e2 ⊗ e2.

A2
6 : ∆2

6,1(e1) = a22e2 ⊗ e2, ∆2
6,1(e2) = 0.

A2
8 : ∆2

8,1(e1) = 0, ∆2
8,1(e2) = b11e1 ⊗ e1.

Ã2
6 : ∆2

6,1(e1) = a22e2 ⊗ e2, ∆2
6,1(e2) = 0.

Ã2
8 : ∆2

8,1(e1) = a11e1 ⊗ e1, ∆2
8,1(e2) = b11e1 ⊗ e1.

Ã2
9 : ∆2

9,1(e1) = a11e1 ⊗ e1, ∆2
9,1(e2) = b11e1 ⊗ e1.

Remark 7.3.6 Les algèbresA2
1, A

2
2, A

2
4, A

2
5, A

2
7, Ã

2
1, Ã

2
4, A

′2
1 , A

′2
2 , A

′2
3 , A

′2
4 , Ã

2
1, Ã

2
2, Ã

2
4 ne

possèdent pas de structure de Hom-bialèbres infinitésimales.
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Proposition 7.3.7 Les structures de Hom-bialgèbres infinitésimales sur K3 sont données,
relativement aux algèbres Hom-associatives A3

i de la classification par
les comultiplication suivantes.

A3
1 • : ∆3

1,1(e1) = 0,
: ∆3

1,1(e2) = −c21e2 ⊗ e1 − c21e3 ⊗ e1 − c22e2 ⊗ e2 − c23e2 ⊗ e3,
− c32e3 ⊗ e2 − c33e3 ⊗ e3.
: ∆2

1,1(e3) = c21e2 ⊗ e1 + c21e3 ⊗ e1 + c22e2 ⊗ e2 + c23e2 ⊗ e3
+ c32e3 ⊗ e2 + c33e3 ⊗ e3.

• : ∆3
1,2(e1) = 0,

: ∆3
3,1(e2) = −c22e2 ⊗ e2 − c23e2 ⊗ e3 − c32e3 ⊗ e2 − c33e3 ⊗ e3,

: ∆2
3,1(e3) = c22e2 ⊗ e2 + c23e2 ⊗ e3 + c32e3 ⊗ e2 + c33e3 ⊗ e3.

A3
4 • : ∆3

4,1(e1) = 0,
: ∆3

4,1(e2) = b11e1⊗e1+b12e1⊗e2+b13e1⊗e3−b33(e3⊗e1−e3⊗e3),
: ∆3

4,1(e3) = c11e1⊗e1+c12e1⊗e2+c13e1⊗e3−c33(e3⊗e1−e3⊗e3).

• : ∆3
4,2(e1) = 0, ∆3

4,2(e2) = b11e1 ⊗ e1,
: ∆3

4,2(e3) = c11e1 ⊗ e1 + c12e1 ⊗ e2 + c13e1 ⊗ e3 − c22e2 ⊗ e1
+ c22e2 ⊗ e2 − c33e3 ⊗ e1 + c33e3 ⊗ e3.

• : ∆3
4,3(e1) = 0,

: ∆3
4,3(e2) = b11e1 ⊗ e1 + b12e1 ⊗ e2 + b13e1 ⊗ e3 + b32e3 ⊗ e2

− b31e3 ⊗ e1 + b33e3 ⊗ e3,
: ∆3

4,3(e3) = 0.

A3
5 : ∆3

5,1(e1) = 0, ∆3
5,1(e2) = b11e1 ⊗ e1, ∆3

5,1(e3) = 0.

A3
6 : ∆3

6,1(e1) = 0,
: ∆3

6,1(e2) = b11e1⊗e1+b12e1⊗e2+b13e1⊗e3−b33e3⊗e−b33e3⊗e3,
: ∆3

6,1(e3) = 0.

A3
7 : ∆3

7,1(e1) = 0, ∆3
7,1(e2) = b11e1 ⊗ e1, ∆3

7,1(e3) = c11e1 ⊗ e1.

A3
8 : ∆3

8,1(e1) = 0, ∆3
8,1(e2) = b33e3 ⊗ e3, ∆3

8,1(e3) = 0.

A3
10 : ∆3

10,1(e1) = 0, ∆3
10,1(e2) = b11e1 ⊗ e1, ∆3

10,1(e3) = 0.

A3
11 : ∆3

11,1(e1) = 0, ∆3
11,1(e2) = c11e1 ⊗ e1,

: ∆3
11,1(e3) = c11e1⊗e1+c12e1⊗e2+c13e1⊗e3+c21e2⊗e1+c22e2⊗e2.

A3
12 : ∆3

12,1(e1) = 0, ∆3
12,1(e2) = 0, ∆3

12,1(e3) = c11e1 ⊗ e1.

Ã3
8 : ∆3

8,1(e1) = a33e3 ⊗ e3, ∆3
8,1(e2) = b33e3 ⊗ e3, ∆3

12,1(e3) = 0.

Ã3
9 : ∆3

9,1(e1) = 0, ∆3
9,1(e2) = b11e1 ⊗ e1, ∆3

9,1(e3) = c11e1 ⊗ e1.

Ã3
10 : ∆3

10,1(e1) = 0, ∆3
10,1(e2) = b11e1 ⊗ e1, ∆3

10,1(e3) = c11e1 ⊗ e1.

A′36 : ∆3
6,1(e1) = a22e1 ⊗ e1 − a12e1 ⊗ e2 − a22e2 ⊗ e1 + a22e2 ⊗ e2,

∆3
6,1(e2) = 0, ∆3

6,1(e3) = 0.

Ã′36 : ∆3
6,1(e1) = a22e1 ⊗ e1 − a22e1 ⊗ e2 − a22e2 ⊗ e1 + a22e2 ⊗ e2,

∆3
6,1(e2) = 0, ∆3

6,1(e3) = 0.
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Ã′38 : ∆3
8,1(e1) = a22e1 ⊗ e1 − a22e1 ⊗ e2 − a22e2 ⊗ e1 + a22e2 ⊗ e2,

∆3
8,1(e2) = 0, ∆3

8,1(e3) = 0.

Ã′310 •∆3
10,1(e1) = −a23e2 ⊗ e2 + a23e2 ⊗ e3 + a32e3 ⊗ e2 − a32e3 ⊗ e3,

∆3
10,1(e2) = 0, ∆3

10,1(e3) = 0.

• ∆3
10,2(e1) = a32e3 ⊗ e2 − a32e3 ⊗ e3, ∆

3
10,1(e2) = 0, ∆3

10,1(e3) = 0.

Ã′312 : ∆3
12,1(e1) = a22e1 ⊗ e1 − a22e1 ⊗ e2 − a22e2 ⊗ e1 + a22e2 ⊗ e2,

∆3
12,1(e2) = 0, ∆3

12,1(e3) = 0.

Remark 7.3.8 Les algèbres A3
2, A

3
3, A

3
9, Ã

3
3, Ã

3
7, Ã

3
3, Ã

3
12, A

′3
3 , A

′3
4 , A

′3
7 , A

′3
8 , A

′3
8 , A

′3
9 ,

A′310, A
′3
11, A

′3
12, A

′3
13, A

′3
14, A

′3
15, Ã

3
7, Ã

3
9, Ã

3
11, Ã

3
3 ne possèdent pas de struc-

ture de Hom-bialgèbres infinitésimales.

7.4 Cohomologie de Gerstenhaber-Schack

Soient B = (B,µ,η,∆, ε,α) une Hom-bialgèbre sur l’espace vec-
toriel B. Soit les cochaines : C p,q

Hom =Homk(B⊗q,B⊗p),p,q ≥ 1,
C
p,q
Hom =

{
f : B⊗q −→ B⊗p, f est une application linéaire, f ◦α⊗q = α⊗p ◦ f

}
.

Les faces horizontales : δp,qHom,H : C p,q
Hom −→ C

p,q+1
Hom sont définies

comme :

δ
p,q
Hom,H (f ) = λpl ◦(α

q−1⊗f )+
q∑
i=1

(−1)if ◦(α⊗(i−1)⊗µ⊗α⊗(q−1))+(−1)q+1λ
p
r ◦(f ⊗αq−1).

(7.4.1)
Les faces verticales δp,qHom,C :C p,q

Hom −→C
p+1,q
Hom sont définies comme :

δ
p,q
Hom,C(f ) = (αp−1⊗f )◦ρql +

q∑
i=1

(−1)j(α⊗(j−1)⊕∆α⊗(p−j))+(−1)p+1(f ⊗αp−1)◦ρqr .

(7.4.2)

Proposition 7.4.1 La composition

δ2,1
Hom,C ◦ δ

1,1
Hom,C = 0, δ1,2

Hom,H ◦ δ
1,1
Hom,H = 0,

δ1,2
Hom,C ◦ δ

1,1
Hom,H = δ2,1

Hom,H ◦ δ
1,1
Hom,C .

Démonstration. Voir ([DM16]).

Proposition 7.4.2 Soit Dp,qi : C p,q
Hom(B⊗q,B⊗p) → C p,q+1

Hom (B⊗q+1,B⊗p) des opérations li-
néaires définies pour f ∈C p,q

Hom(B⊗q,B⊗p) par

D
p,q
i (f ) =


−λpl ◦ (αq−1 ⊗ f ) + f ◦ (µ⊗α(q−1) si i = 0,
f ◦ (α⊗i ⊗µ⊗α⊗(q−i−1))si∀,1 ≤ i ≤ q − 2,
f ◦ (α⊗q−1 ⊗µ)−λpr ◦ (f ⊗αq−1)si i = q − 1.

(7.4.3)
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Alors

D
1,q+1
i ◦D1,q

j =D1,q+1
j+1 ◦D

1,q
i 0 ≤ q, i < j ≤ q,etδ1,q

Hom,H =
q−1∑
i=1

(−1)i+1Di1,q.

Proposition 7.4.3 Soit Sp,qi : C p,q
Hom(B⊗q,B⊗p) → C p+1,q

Hom (B⊗q,B⊗p+1) des opérateurs li-
néaires définis pour g ∈C p,q

Hom(B⊗q,B⊗p) par :

S
p,q
i (g) =


(αp−1 ⊗ g) ◦ ρql + (∆⊗α(p−1) ◦ g si i = 0,

(α⊗i ⊗∆⊗α⊗(p−i−1)) ◦ g si∀,1 ≤ i ≤ q − 2,
(α⊗p−1 ⊗∆)− (g ⊗αp−1) ◦ ρqr si i = p − 1.

(7.4.4)

S
p+1,1
i ◦Sp+1,1

j = Sp+1,1
j+1 ◦Sp,1i 0 ≤ i ≤ j ≤ n, etδp,1Hom,C =

p−1∑
i=0

(−1)i+1S
p,1
i .

Theorem 7.4.4 ([DM16]) Soit B = (B,µ,η,∆, ε,α) une Hom-bialgèbre et Sp,qHom,H :C p,q
Hom→

C
p,q+1
Hom , S

p,q
Hom,C : C p,q

Hom → C
p+1,q
Hom les oprérateurs définis dans (7.4.1)

et (7.4.2). Alors (C p,q
Hom,δ

p,q
Hom,H ,δ

p,q
Hom,C) est un bicomplexe i.e.

δ
p+1,q
Hom,C ◦ δ

p,q
Hom,C = 0 et δ

p,q+1
Hom,H ◦ δ

p,q
Hom,H = 0. (7.4.5)

Démonstration. On prouve la première identité.

δ
p+1,q
Hom,C ◦ δ

p,q
Hom,C = (

p∑
i=0

(−)i+1S
p+1,q
i ) ◦ (

p−1∑
j=0

(−1)j+1S
p,q
j )

=
p∑
i=0

p−1∑
j=0

(−1)i+jSp+1,q
i ◦ Sp,qj

=
∑

0≤j<i≤n
(−1)i+jSp+1,q

i ◦ Sp,qj +
∑

0≤i≤n−1

(−1)i+jSp+1,q
i ◦ Sp,qj

=
∑

0≤j<i≤n
(−1)i+jSp+1,q

i S
p,q
j +

∑
0≤i≤j≤n−1

(−1)i+jSp+1,q
j+1 S

p,q
i

=
∑

0≤j<i≤n
(−1)i+jSp+1,q

i S
p,q
j +

∑
0≤i<k≤n

(−1)i+k−1S
p+1,q
k S

p,q
i = 0.

Pour la seconde identité, voir ([AEM11]).

Nous définissons le n-ième groupe de cohomologie du complexe
ci-dessus pour être la cohomologie des Hom-bialgèbres de
Hn
Hom(B,B),n ≥ 1. Le ker de δnHom dans ĈnHom est l’espace de n-

cocycles défini par :

ZnHom(B,B) =
{
ρ ∈ ĈnHom : δnHom(ρ) = 0

}
. (7.4.6)
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L’image de ρnHom est l’espace de n-cobord défini par :

BnHom(B,B) =
{
ρ ∈ ĈnHom : ρ = δn−1

Hom(ψ),ψ ∈ Ĉn−1
Hom

}
. (7.4.7)

Le groupe de cohomologie de Gerstenhaber-Schack de la Hom-
Bialgèbre B = (B,µ,η,∆, ε,α) avec coefficient dans elle-même est

Hn
Hom(B,B) = ZnHom(B,B)/BnHom(B,B). (7.4.8)

En particulier,

H1
Hom(B,B) =

{
f : B→ B : δ0,1

Hom,H (f ) = 0etδ1,0
Hom,C(f ) = 0

}
, où

δ0,1
Hom,H (f ) = µ ◦ (idB ⊗ f )− f ◦µ+µ ◦ (f ⊗ idB), (7.4.9)

δ1,0
Hom,C(f ) = (idB ⊗ f ) ◦∆−∆ ◦ f + (f ⊗ idB) ◦∆. (7.4.10)

En terme des constantes de structure, l’équation (7.4.9) et l’équa-
tion (7.4.10) donnent le système d’équations suivant :

n∑
k=1

bjkC
q
ik −

n∑
k=1

Ckijbkq +
n∑
p=1

bipC
q
pj = 0, i, j,q = 1, . . . ,n.

n∑
q=1

D
pq
i bqr −

n∑
k=1

bikD
pr
k +

n∑
q=1

D
qp
i = 0, i,p, r = 1, . . . ,n.

(7.4.11)

Example 7.4.5 On considère les Hom-bialgèbres de dimension 3 trouvées dans la
classification. Les classes de 1-cohomologie suivant la base (e1, e2, e3)
sont :

• (µ̃3
9, ∆̃

3
9,5) : f (e1) = 0, f (e2) = b22e2, f (e3) = 0.

• (µ̃3
9, ∆̃

3
9,6) : f (e1) = 0, f (e2) = b22e2, f (e3) = 0.

• (µ̃3
10, ∆̃

3
10,16) : f (e1) = 0, f (e2) = 0, f (e3) = b33e3.

• (µ̃3
10, ∆̃

3
10,17) : f (e1) = 0, f (e2) = b22e2, f (e3) = 0.

• (µ̃3
10, ∆̃

3
10,18) : f (e1) = 0, f (e2) = 1

2b33e2, f (e3) = b33e3.

Les groupes de cohomologie H2
Hom(B,B) et H3

Hom(B,B) jouent
un role important dans la theorie de déformation. On écrit leurs
définitions explicites.

Z2
Hom(B,B) =

{
(f ,g) ∈ ĈHom, δ1,2

Hom,H (f ) = 0,

δ1,2
Hom,C(f ) + δ2,1

Hom,H (g),δ1,0
Hom,C(g) = 0

}
, (7.4.12)

où pour f : B⊗B→ B et g : B→ B⊗B, on a

δ1,2
Hom,H (f ) = λ1

l ◦(α⊗f )−f ◦(µ⊗α)+f ◦(α⊗µ)−λ1
r ◦(f ⊗α); (7.4.13)
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δ1,2
Hom,C(f ) + δ2,1

Hom,H (g) = ((idB ⊗ f ) ◦ ρ2
l −∆ ◦ f + (f ⊗ idB) ◦ ρ2

r )+
+(λ2

l ◦ (idB ⊗ g)− g ◦µ+λ2
r ◦ (g ⊗ idB)),

(7.4.14)
δ2,1
Hom,C(g) = (α⊗g)◦ρ1

l −(∆⊗α)◦g+(α⊗∆)◦g−(g⊗α)◦ρ1
r , (7.4.15)

où ρ1
l = ρ1

r = ∆ λ1
l = λ1

r = µ.

B2
Hom(B,B) =

{
(f ,g) ∈ ĈHom, ∃h : B→ B,f = δ0,1

Hom,H (h), g = δ1,0
Hom,C(h)

}
,

(7.4.16)
où

δ0,1
Hom,H (h) = µ ◦ (idB ⊗ h)− h ◦µ+µ ◦ (h⊗ idB), (7.4.17)

δ1,0
Hom,C(h) = (idB ⊗ h) ◦∆−∆ ◦ h+ (h⊗ idB) ◦∆. (7.4.18)

Z3
Hom(B,B) =

{
(F,H,G) ∈ Ĉ3

Hom, δ
1,3
Hom,H (F) = 0,δ2,2

Hom,H (H)− δ1,3
Hom,C(F) = 0,

δ2,2
Hom,C(H) + δ3,1

Hom,H (G) = 0,δ3,1
Hom,C(G) = 0

}
(7.4.19)

et

B3
Hom(B,B) =

{
(F,H,G) ∈ Ĉ3

Hom,∃(f ,g) ∈ Ĉ2
Hom,F = δ1,2

Hom,H (f ),

H = δ1,2
Hom,C(f ) + δ2,1

Hom,H (g),G = δ2,1
Hom,C(g)

}
(7.4.20)

où F : B⊗B⊗B→ B, H : B⊗B→ B⊗B et G : B→ B⊗B⊗B.
D’apès l’équation (7.4.13), on a

µ(α ⊗ f )(ei , ej , ek) =
n∑
p=1

n∑
r=1

n∑
q=1

aqiF
r
jkC

p
qrep (7.4.21)

f (µ⊗α)(ei , ej , ek) =
n∑
p=1

n∑
l=1

n∑
q=1

ClijaqkF
p
lqep (7.4.22)

f (α ⊗µ)(ei , ej , ek) =
n∑
p=1

n∑
q=1

n∑
r=1

ariC
q
jkF

p
rqep (7.4.23)

µ(f ⊗α)(ei , ej , ek) =
n∑
p=1

n∑
r=1

n∑
q=1

FrijaqkC
p
rqep (7.4.24)

On rappelle que{
ρ2
l = (µ⊗ idB ⊗ idB) ◦ τ23 ◦∆⊗∆
ρ2
r = (idB ⊗ idB ⊗µ) ◦ τ23 ◦∆⊗∆
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et {
λ2
l = (µ⊗µ) ◦ τ23 ◦ (∆⊗ idB ⊗ idB)
λ2
r = (µ⊗µ) ◦ τ23 ◦ (idB ⊗ idB ⊗∆)

D’après l’équation (7.4.14), on a

(idB ⊗ f ) ◦ ρ2
l (ei , ej) =

n∑
u,v=1

n∑
p,q=1

n∑
r,s=1

D
pq
i D

rs
j C

u
prF

v
qseu ⊗ ev , (7.4.25)

∆ ◦ f (ei , ej) =
n∑

u,v=1

n∑
k=1

FkijD
uv
k eu ⊗ ev , (7.4.26)

(f ⊗ idB) ◦ ρ2
r (ei , ej) =

n∑
u,v=1

n∑
p,q=1

n∑
r,s=1

D
pq
i D

rs
j C

v
qsF

u
pqeu ⊗ ev , (7.4.27)

λ2
l ◦ (idB ⊗ g)(ei , ej) =

n∑
u,v=1

n∑
p,q=1

n∑
r,s=1

G
pq
j D

rs
i C

u
rpCvsqeu ⊗ ev , (7.4.28)

g ◦µ(ei , ej) =
n∑
k=1

n∑
u=1

n∑
v=1

CkijG
uv
k eu ⊗ ev , (7.4.29)

λ2
r ◦ (g ⊗ idB)(ei , ej) =

n∑
u,v=1

n∑
p,q=1

n∑
r,s=1

G
pq
i D

rs
j C

u
prCvqseu ⊗ ev , (7.4.30)

D’après l’équation (7.4.15), on a

(α ⊗ g) ◦∆(ei) =
n∑
r=1

n∑
s,t=1

n∑
p,q=1

D
pq
i arpG

st
q er ⊗ es ⊗ et, (7.4.31)

(∆⊗α) ◦ g(ei) =
n∑
r=1

n∑
s,t=1

n∑
p,q=1

GipqD
rs
p atper ⊗ es ⊗ et, (7.4.32)

(α ⊗∆) ◦ g(ei) =
n∑

s,t=1

n∑
r=1

n∑
p,q=1

G
pq
i arpD

st
q er ⊗ es ⊗ et, (7.4.33)

(g ⊗α) ◦∆(ei) =
n∑
t=1

n∑
r,s=1

n∑
p,q=1

D
pq
i G

rs
p atqer ⊗ es ⊗ et. (7.4.34)

On a donc le système d’équations :
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n∑
r,q=1

aqiF
r
jkC

p
qr −

n∑
l,q=1

ClijaqkF
p
lq +

n∑
q,r=1

ariC
q
jkF

p
rq −

n∑
r,q=1

FrijaqrC
p
rq = 0,

i, j,q = 1, . . . ,n.
n∑

p,q=1

(Dpqi arqG
st
q −G

pq
i D

rs
p atp +Gpqi arpD

st
q −D

pq
i arpG

st
q ) = 0,

i, r, s, t = 1, . . . ,n.
n∑

p,q=1

n∑
r,s=1

D
pq
i D

rs
j C

u
prF

v
qs −

n∑
k=1

FkijD
uv
k +

n∑
p,q=1

n∑
r,s=1

D
pq
i D

rs
j C

v
qsF

u
pq+

n∑
p,q=1

n∑
r,s=1

G
pq
j D

rs
i C

u
rpCvsq −

n∑
k=1

CkijG
uv
k +

n∑
p,q=1

n∑
r,s=1

G
pq
i D

rs
j C

v
prCuqs = 0,

i, j,u,v = 1, . . . ,n.
(7.4.35)

Pour le couple (A′21 ,∆
2
1,1), le Z 2 est de dimension 4 engendré par

les générateurs de 2-cocycles. Ainsi, on a
H 2 =

〈
(f1, g1), (f2, g2), (f3, g3), (f4, g4)

〉
avec{

f1(e1, e1) = e1 f1(e1, e2) = e2
f1(e2, e1) = e2 f1(e2, e2) = e1

{
g1(e1) = e1 ⊗ e1
g1(e2) = e1 ⊗ e1 + e2 ⊗ e2.{

f2(e1, e1) = e2 f2(e1, e2) = e1 + e2
f2(e2, e1) = e1 + e2 f2(e2, e2) = e1{
g2(e1) = e1 ⊗ e1 + e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1 + e2 ⊗ e2
g2(e2) = e1 ⊗ e1 + e2 ⊗ e2.{
f3(e2, e2) = e1
g3(e2) = e1 ⊗ e1 + e2 ⊗ e2.

{
g4(e2, e2) = e1 ⊗ e1
g4(e2) = e1 ⊗ e1 + e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1.

Pour le couple (A′21 ,∆
2
1,2), le Z 2 est de dimension 4 engendré

par les générateurs de 2-cocycles. Ainsi, on a
H 2 =

〈
(f1, g1), (f2, g2), (f3, g3), (f4, g4)

〉
avec{

f1(e1, e1) = e1,
f1(e1, e2) = e2, f1(e2, e1) = e2,

{
g1(e1) = e1 ⊗ e1,
g1(e2) = e2 ⊗ e2.

f2(e1, e1) = e2,
f2(e1, e2) = e1 + e2,
f2(e2, e1) = e1,
f2(e2, e2) = e2,

g1(e1) = e1 ⊗ e1 + e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1 + e2 ⊗ e2,
g1(e2) = e1 ⊗ e1 + e2 ⊗ e2.{

f3(e2, e2) = e1 + e2,
g3(e2) = e1 ⊗ e1 + e2 ⊗ e2.

{
f4(e2, e2) = e1,
g4(e2) = −e1 ⊗ e1 + e2 ⊗ e1.

Pour le couple (A′21 ,∆
2
1,3), le Z 2 est de dimension 2 engendré

par les générateurs de 2-cocycles. Ainsi, on aH 2 =
〈
(f1, g1), (f2, g2)

〉
avec{

f1(e1, e1) = e1, f1(e1, e2) = e2,
f1(e2, e1) = e2, f1(e2, e2) = −e1 + e2,

g1(e1) = −e1 ⊗ e1,
g1(e2) = −e1 ⊗ e1 − e2 ⊗ e2.{

f2(e2, e2) = −e1,
g2(e2) = −e1 ⊗ e1 + e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1 − e2 ⊗ e2.
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Pour le couple (A′21 ,∆
2
1,4), le Z 2 est de dimension 4 engendré

par les générateurs de 2-cocycles. Ainsi, on a
H 2 =

〈
(f2, g2), (f3, g3), (f4, g4)

〉
avec

f2(e1, e1) = −e2,
f2(e1, e2) = −e1 − e2,
f2(e2, e1) = −e1 − e2,
f2(e2, e2) = −e1 + e2,

g2(e1) = −e1 ⊗ e1 − e2 ⊗ e2,
g2(e2) = e1 ⊗ e1.{

f3(e2, e2) = e1 − e2,
g3(e2) = e1 ⊗ e1 + e2 ⊗ e2,

{
f4(e2, e2) = −e1 − e2,
g4(e2) = e1 ⊗ e1 + e2 ⊗ e2,

Pour le couple (A′23 ,∆
2
3,1), le Z 2 est de dimension 2 engendré

par les générateurs de 2-cocycles. Ainsi, on a H 2 =
〈
(f1, g1)

〉
avec{

f1(e1, e1) = e1,
g1(e1) = −e1 ⊗ e1.

{
f2(e2, e2) = e2,
g2(e2) = −e2 ⊗ e2.

Pour le couple (A′24 ,∆
2
4,1), le Z 2 est de dimension 3 engendré

par les générateurs de 2-cocycles.
Ainsi, on a H 2 =

〈
(f1, g1), (f2, g2), (f3, g3)

〉
avec{

f1(e1, e1) = e1,
f1(e1, e2) = e2, f1(e2, e1) = e2,

g1(e1) = −e1 ⊗ e1,
g1(e2) = − 1

2λe2 ⊗ e2.{
f2(e2, e2) = e1,
g2(e2) = λe2 ⊗ e2.

{
f3(e2, e2) = 2e2,
g3(e2) = e1 ⊗ e1λe1 ⊗ e2 −λe2 ⊗ e2.

En utilisant la même procédée, on a :

• Pour le couple (Ã′21 , ∆̃
2
1,1), leZ 2 est de dimension 4. Ainsi, on

a
H 2 =

〈
(f1, g1), (f2, g2), (f3, g3), (f4, g4)

〉
.

• Pour le couple (Ã′21 , ∆̃
2
1,2), leZ 2 est de dimension 4. Ainsi, on

a
H 2 =

〈
(f1, g1), (f2, g2), (f3, g3), (f4, g4)

〉
.

• Pour le couple (Ã′21 , ∆̃
2
1,3), leZ 2 est de dimension 2. Ainsi, on

a
H 2 =

〈
(f1, g1), (f2, g2)

〉
.

• Pour le couple (Ã′21 , ∆̃
2
1,4), leZ 2 est de dimension 4. Ainsi, on

a
H 2 =

〈
(f2, g2), (f3, g3), (f4, g4)

〉
.

• Pour le couple (Ã′22 , ∆̃
2
2,2), leZ 2 est de dimension 3. Ainsi, on

a
H 2 =

〈
(f1, g1), (f2, g2), (f3, g3)

〉
.

• Pour le couple (Ã′22 , ∆̃
2
2,3), leZ 2 est de dimension 4. Ainsi, on

a
H 2 =

〈
(f3, g3), (f4, g4)

〉
.

Remark 7.4.6 Les couples (Ã′22 , ∆̃
2
2,1) et (Ã′22 , ∆̃

2
2,4) sont de dimension 0. Ainsi, on a

H 2 = 〈{0} , {0}〉.
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Voyons maintenant, les Hom-bialgèbres de dimensions 3.

• Pour le couple (Ã′39 , ∆̃
3
9,1), leZ 2 est de dimension 5. Ainsi, on

a
H 2 =

〈
(f2, g2), (f4, g4), (f5, g5)

〉
.

• Pour le couple (Ã′39 , ∆̃
3
9,2), leZ 2 est de dimension 7. Ainsi, on

a
H 2 =

〈
(f2, g2), (f4, g4), (f5, g5), (f6, g6), (f7, g7)

〉
.

• Pour le couple (Ã′39 , ∆̃
3
9,3), leZ 2 est de dimension 7. Ainsi, on

a
H 2 =

〈
(f2, g2), (f5, g5), (f6, g6), (f7, g7)

〉
.

• Pour le couple (Ã′39 , ∆̃
3
9,5), le Z 2 est de dimension 10. Ainsi,

on a
H 2 =

〈
(f2, g2), . . . , (f10, g10)

〉
.

• Pour le couple (Ã′39 , ∆̃
3
9,6), leZ 2 est de dimension 9. Ainsi, on

a
H 2 =

〈
(f2, g2), . . . , (f9, g9)

〉
.

• Pour le couple (Ã′310, ∆̃
3
10,1), le Z 2 est de dimension 4. Ainsi,

on a
H 2 =

〈
(f1, g1), (f2, g2), (f3, g3), (f4, g4)

〉
.

• Pour le couple (Ã′310, ∆̃
3
10,16), le Z 2 est de dimension 8. Ainsi,

on a
H 2 =

〈
(f2, g2), (f3, g3), (f5, g5), (f6, g6), (f7, g7), (f8, g8)

〉
.

• Pour le couple (Ã′310, ∆̃
3
10,17), le Z 2 est de dimension 9. Ainsi,

on a
H 2 =

〈
(f2, g2), . . . , (f9, g9)

〉
.

• Pour le couple (Ã′310, ∆̃
3
10,18), le Z 2 est de dimension 1. Ainsi,

on a
H 2 =

〈
(f1, g1)

〉
.

• Pour le couple (Ã′311, ∆̃
3
11,1), le Z 2 est de dimension 2. Ainsi,

on a
H 2 =

〈
(f2, g2)

〉
.

• Pour le couple (Ã′310, ∆̃
3
10,16), le Z 2 est de dimension 5. Ainsi,

on a
H 2 =

〈
(f1, g1), . . . , (f5, g5)

〉
.

• Pour le couple (Ã′312, ∆̃
3
10,12), le Z 2 est de dimension 1. Ainsi,

on a
H 2 =

〈
(f1, g1)

〉
.

• Pour le couple (Ã′314, ∆̃
3
14,1), le Z 2 est de dimension 2. Ainsi,

on a
H 2 =

〈
(f1, g1), (f2, g2)

〉
.
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• Pour le couple (Ã′314, ∆̃
3
14,2), le Z 2 est de dimension 2. Ainsi,

on a
H 2 =

〈
(f1, g1), (f2, g2)

〉
.

• Pour le couple (Ã′314, ∆̃
3
14,3), le Z 2 est de dimension 3. Ainsi,

on a
H 2 =

〈
(f1, g1), (f2, g2), (f3, g3)

〉
.
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