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INTRODUCTION

Le but de cette thèse est d’amener à une meilleure compréhension des structures double Poisson
de la géométrie algébrique non-commutative, introduite par Van den Bergh en 2008 dans son article
Double Poisson algebras [VdB08a], lorsque l’on se place dans le cadre plus général de la géométrie
algébrique non-commutative dérivée.

Géométrie algébrique non-commutative

En géométrie algébrique, à une algèbre commutative C au dessus d’un corps k (que l’on prendra
de caractéristique 0 pour toute cette thèse) correspond un schéma affine Spec(C), donné par son
foncteur des points

Spec(C) : CommAlgk −→ Sets

B 7−→ HomCommAlgk
(C,B)

.

Le schéma Spec(C) est l’objet géométrique correspondant à l’algèbre des fonctions C. Cependant,
qu’advient-il si l’on veut considérer une algèbre de fonctions non-commutative ? À quel objet géo-
métrique une telle algèbre associative A correspond-elle ? Kontesevich et Rosenberg propose de
considérer la famille

{
RepV (A)//GL(V )

}
V

, l’espace de modules des représentations de A, paramé-
trée par un k-espace vectoriel V de dimension finie, comme des "approximations successives" d’un
hypothétique schéma affine non-commutatif "Spec(A)".

Le schéma RepV (A), dit schéma de représentations de A sur un espace vectoriel V de dimension
finie, est défini par son foncteur des points

RepV (A) : CommAlgk −→ Sets

B 7−→ HomAlgk
(A,End (V )⊗B)

.

Ce schéma est affine, c’est à dire qu’il existe une k-algèbre commutative notée AV telle que

RepV (A) = Spec(AV )

et telle que, pour tout algèbre commutative B, on a l’isomorphisme naturel

HomAlgk
(A,End (V )⊗B) ∼= HomCommAlgk

(AV , B).

Ainsi, une description simple de RepV (A) est de donner l’algèbre commutative AV qui lui corres-
pond : celle-ci est définie comme l’algèbre commutative sur l’ensemble de générateurs

{
aij
∣∣ a ∈ A, 1 6 i, j 6 dimkV

}
17



pour un isomorphisme kdimkV ∼= V fixé, et soumise aux relations suivantes :

αaij = (αa)ij , aij + bij = (a+ b)ij ,
∑
l

ailblj = (ab)ij et 1ij = δij

avec α ∈ k, a, b ∈ A et où δ est le symbole de Kronecker. Le passage au quotient par l’action de
GL(V ) sur les schémas de représentations correspond au niveau des algèbres à un passage aux
invariants sous l’action par conjugaison de GL(V ) : on considèrera alors l’algèbre AGL(V )

V , l’algèbre
des coordonnées de RepV (A)//GL(V ).

Kontsevich et Rosenberg considèrent alors que, si l’espace de modules des représentations ap-
proxime l’espace affine non-commutatif associé à A, alors toute construction non-commutative sur
A devrait induire son homologue classique (commutatif) sur la famille

{
RepV (A)//GL(V )

}
V

: c’est
le principe de Kontsevich-Rosenberg. En suivant ce principe, de nombreux auteurs ont développé la
géométrie algébrique non-commutative. On pourra se référer à [Gin05] pour la plupart des construc-
tions suivantes.

. Le k-espace vectoriel des fonctions régulières (cf. [Gin05, Déf. 11.3.1]) associé à l’algèbre asso-
ciative A est

A\ := A/[A,A];

notons qu’ici, on ne quotiente pas par l’idéal engendré par les commutateurs mais seulement
par les commutateurs, d’où la perte de la structure d’algèbre. Remarquons également que
A\ est égal à HC0(A), avec HC•(−) l’homologie cyclique (cf. [Lod98]). L’espace vectoriel des
fonctions régulières est munie d’un morphisme trace :

TrV (A) : A/[A,A] −→ A
GL(V )
V

a 7−→
∑
aii

,

qui induit un morphisme surjectif Sym(TrV (A)) : Sym(A\) → A
GL(V )
V (où Sym(−) est l’algèbre

symétrique libre), par un théorème de Procesi [Pro76].

. Pour une k-algèbre associative commutative C et un C-module à gauche N , l’espace Der(C,N)

des dérivations θ : C → N est représenté par le C-module ΩcomC des différentielles de Kähler,
c’est à dire qu’on a l’isomorphisme naturel

Der(C,N) ∼= HomC−Mod(Ω
com
C , N).

Dans le cas de la géométrie non-commutative, Cuntz et Quillen introduisent, associé à A une
k-algèbre associative, le A-bimodule ΩA des 1-formes différentielles non commutatives (cf.
définition 1.1.4.7) et le complexe de de Rham non-commutatif donné par

DR•k(A) :=
(
TA(ΩA)

)
\

où, pour une k-algèbre graduée B, B\ est le k-espace vectoriel B/[B,B] avec [−,−] le com-
mutateur donné par [a, b] = ab − (−1)|a||b|ba et avec la différentielle induite par la dérivation
universelle d : A→ ΩA.

. Crawley-Boevey introduit le A-bimodule des bidérivations ou double dérivations (cf. définition
1.2.1.1) :

Der(A) := Der(A,A⊗A) ;

18



alors tout Θ ∈ Der(A) induit une matrice (Θij)i,j∈[[1,dimV ]] de champs de vecteurs sur chaque
RepV (A), donnée par

Θij(auv) = Θ(a)′uj ·Θ(a)′′iv

(où l’on utilise la notation de Sweedler pour l’expression de Θ(a)
not
:= Θ(a)′ ⊗ Θ(a)′′). Crawley-

Boevey, Etingof et Ginzburg définissent dans [CEG05] la version non-commutative du fibré
cotangent, par

TA
(
Der(A)

)
et montrent que, si A est formellement lisse (au sens de Cuntz-Quillen), ce fibré cotangent
non-commutatif satisfait le principe de Kontsevich-Rosenberg.

. Crawley-Boevey, Etingof et Ginzburg définissent également une version non-commutative de
la géométrie symplectique en introduisant la notion de forme bi-symplectique. C’est une pre-
mière étape vers les structures de Poisson non-commutatives.

Une version non-commutative du crochet de Poisson

De manière naturelle, on peut alors se demander quelle est la bonne définition d’une structure
de Poisson non-commutative ? Rappelons qu’un crochet de Poisson sur une k-algèbre associative
commutative C est un crochet de Lie {−,−} : C ⊗ C → C qui vérifie la règle de Leibniz {ab, c} =

a{b, c} + {a, c}b pour tous a, b et c dans C. Pour les algèbres non-commutatives, cette définition est
trop restrictive, comme le montre [FL98, Th. 1.2] : sur une algèbre A possédant un domaine non-
commmutatif, tout crochet de Poisson est un multiple du commutateur.

Crawley-Boevey dans [CB11] nous fournit la structure minimale, qu’il appelle H0-Poisson, que
doit posséder A pour que l’algèbre AGL(V )

V soit munie d’un crochet de Poisson.

Définition. Algèbre H0-Poisson (NCPoisson) – (cf. définition B.4.0.1 et [CB11, Déf. 1.1])
Soit A une k-algèbre associative. A est une algèbre NC-Poisson (ou est munie d’une structure H0-
Poisson) si A\ := A/[A,A] est muni d’un crochet de Lie 〈−,−〉 tel que, pour tout a ∈ A, l’application

〈ā,−〉 : A/[A,A] −→ A/[A,A],

avec ā est la classe de a dans A\, est induite par une dérivation da : A→ A.

Théorème. [CB11, Th. 1.6]
Si 〈−,−〉 est une structure H0-Poisson sur A, alors, pour tout k-espace vectoriel V de dimension finie,
il existe une unique structure de Poisson {−,−} sur l’algèbre des coordonnéesAGL(V )

V de RepV (A)//GL(V )

avec la propriété {
Tr a,Tr b

}
= Tr 〈ā, b̄〉,

pour tout a, b ∈ A.

Il est important de noter qu’il n’existe que peu ou pas d’exemples de structure NC-Poisson qui
ne proviennent pas d’une structure plus riche. Un exemple de structure induisant une structure
NC-Poisson est donné par Van den Bergh, qui pose la définition de double crochet de Poisson, une
version non-commutative du crochet de Poisson, donné par un double crochet défini au niveau de
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l’algèbre A. Un double crochet de Poisson sur A est un morphisme k-linéaire

{{−,−}} : A⊗A −→ A⊗A
a⊗ b 7−→ {{a, b}}′ ⊗ {{a, b}}′′

(en utilisant la notation de Sweedler) qui est anti-symétrique, i.e. pour tout a, b ∈ A, {{a, b}} =

−{{b, a}}′′ ⊗ {{b, a}}, qui est une double dérivation en sa deuxième variable et qui vérifie un analogue
de la relation de Jacobi, appelée double Jacobi (cf. définition 1.2.1.8).

Même si les conditions à vérifier semblent contraignantes, il existe un certain nombres d’exemples
de cette structure : ainsi, Odesskii, Rubstov et Sokolov ([ORS13]) classifient les doubles crochets de
Poisson quadratiques (cf. définition 1.2.3.8) sur une algèbre associative libre à deux générateurs,
puis Sokolov seul classifie dans [Sok13] ces structures sur une algèbre associative libre à trois gé-
nérateurs. Van de Weyer, dans [VdW08], étudie les structures double Poisson sur les algèbres semi-
simples de dimension finie. Notons que cet objet est purement adapté au monde non-commutatif :
dans [Pow16], Powell montre que tout double crochet de Poisson est trivial sur une k-algèbre com-
mutative libre à au moins deux générateurs (cf. théorème 1.2.2.6).

De manière analogue au monde commutatif, Van den Bergh met en correspondance bijective
les formes bi-symplectiques et les structures double Poisson d’une algèbre associative formellement
lisse (cf. [VdB08a, Prop. 4.1.2, Th. A.6.1]). Il montre également ([VdB08a, Lem. 2.6.2]) qu’une al-
gèbre double Poisson

(
A, {{−,−}}

)
induit une structure d’algèbre NC-Poisson, où le crochet de Lie

{−,−}\ est donné par {−,−}\ := µ ◦ {{−,−}}, avec µ la multiplication de A. Il décrit également de
manière simple, la structure de Poisson obtenue sur AV :

Théorème. [VdB08a, Prop. 7.5.1, 7.5.2, 7.7.2]
Soit

(
A, {{−,−}}

)
une algèbre double Poisson. Alors, pour tout k-espace vectoriel de dimension finie

V , l’algèbre AV est une algèbre de Poisson pour le crochet

{aij , buv}V := {{a, b}}′uj · {{a, b}}′′iv.

Ce crochet passe aux invariants sous l’action de GL(V ) et est compatible avec la structureH0-Poisson,
c’est à dire, pour tous éléments a et b de A, vérifie l’identité

{
Tr a,Tr b

}
V

= Tr {ā, b̄}\.

Les doubles crochets de Poisson apparaissent aujourd’hui dans différents champs des mathéma-
tiques.

. En géométrie, l’une des structures algébriques importantes apparaissant dans l’étude d’une
variété symplectique M est la catégorie de Fukaya associée Fuk(M). Ce n’est pas une catégo-
rie à proprement parler mais une A∞-catégorie dont les objets sont les sous-variétés lagran-
giennes de M , l’ensemble des morphismes entre deux sous-variétés lagrangiennes L0 et L1 de
M est le complexes de Floer associé et la composition des morphismes n’est associative qu’à
homotopie près, i.e. Fuk(M) est munie d’applications

mn : Hom(Ln−1, Ln)⊗ · · · ⊗Hom(L1, L2)⊗Hom(L0, L1) −→ Hom(L0, Ln)

de degré |mn| = 2− n et vérifiant les relations A∞ (cf. définition 5.3.3.3).
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Dans leur article [CHSY15, Th.17], Chen et ses co-auteurs montrent qu’à une variété sym-
plectique exacte M de dimension 2d de première classe de Chern nulle, le dual linéaire de
la construction bar réduite de Fuk(M) est naturellement muni d’un double crochet de Pois-
son explicite de degré 2 − d. Cela implique ([CHSY15, Cor. 19]) que la cohomologie cyclique
HC•(Fuk(M)) est munie d’un (2 − d)-crochet de Lie, crochet analogue au crochet de Chas-
Sullivan en topologie des cordes.

. Les double crochets de Poisson interviennent dans le traitement des systèmes intégrables
non-commutatifs, comme par exemple dans [DSKV15, DSKV16]. Notons également la géné-
ralisation de la notion de double crochet de Poisson faite par Arthamonov dans [Art15, Art16],
où il relâche la condition d’anti-symétrie.

. Considérons un carquois (cf. [CEG05]) fini Q = (Q, I, s, t) avec I l’ensemble des sommets, Q
l’ensemble des flèches et s, t : Q→ I les morphimes sources et but. L’algèbre d’un carquois est
l’algèbre associative engendrée par l’ensemble des flèches de Q et par l’ensemble {ei|i ∈ I} des
flèches triviales, la multiplication étant donnée par concaténation des flèches. À Q, on associe
son double obtenu à partir de Q en adjoignant à chaque flèche a ∈ Q une flèche opposée a∗.
Van den Bergh montre dans [VdB08a, Sect. 6] que, pour tout carquois fini Q, l’algèbre de son
double A = kQ̄ est naturellement munie d’un double crochet de Poisson défini par

{{a, a∗}} := es(a) ⊗ et(a) et {{a∗, a}} := −et(a) ⊗ es(a)

et où tous les autres double crochets sont nuls. Comme structure de Lie induite sur (kQ̄)\ par
ce double crochet, on retrouve le crochet de Lie de Kontsevich. Pour l’étude de cet exemple,
Pichereau et Van de Weyer ont développé dans [PVdW08] la cohomologie double Poisson, dé-
finie pour une classe importante d’algèbres double Poisson dites différentielles ([VdB08a, Déf.
4.4.1]).

. Van den Bergh définit également les algèbres doubles quasi-Poisson, homologue non-commutatif
des algèbres quasi-Poisson, où le double crochet vérifie une identité double-Jacobi modifiée. Un
double crochet quasi-Poisson sur une algèbre associative A induit, pour tout k-espace vectoriel
V de dimension finie, un crochet quasi-Poisson sur AV ([VdB08a, Th. 7.12.2, Rem. 7.12.3], et
une structure NC-Poisson sur A (cf. [VdB08a, Lem. 5.1.3]).

Soient Σ, une surface orientée à bord, munie d’un point base ∗ ∈ ∂Σ, π := π1(Σ, ∗) et A = k[π].
Notons que A\ est le k-module libre de base π̌, l’ensemble des classes de conjugaisons de π
([MT14, Sect. 3.3]). Dans [MT14, Th. 3.1], Massuyeau et Turaev montrent, en utilisant la
technologie des doubles crochets quasi-Poisson, que pour tout k-espace vectoriel non nul V de
dimension finie :

(i) l’algèbre AV est munie d’un crochet quasi-Poisson canonique ;

(ii) le morphisme trace Tr : k[π̌] → A
GL(V )
V est un morphisme d’algèbres de Lie où k[π̌] est

muni du crochet 2 × {−,−}Gold, avec {−,−}Gold le crochet de Lie de Goldman, et AGL(V )
V

muni du crochet de Lie induit par le crochet quasi-Poisson canonique du point (i).

Ces structures interviennent également dans les travaux récents d’Alekseev et ses co-auteurs
sur le problème de Kashiwara-Vergne, comme par exemple dans [AKKN17, Th. 5].
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Schémas de représentations dérivés

On a vu que certaines constructions non-commutatives nécessitent une condition de lissité sur
l’algèbre A pour vérifier le principe de Kontsevich-Rosenberg. Une manière naturelle d’étendre ces
constructions à toute algèbre associative est de passer à un cadre dérivé (au sens de Quillen). On
appliquera ainsi nos constructions sur des remplacements cofibrants (donc lisse) de nos algèbres, la
structure de modèle sur la catégorie DGAk étant induite par celle de Chk (cf. [DS95, Hov99]).

Pour cela, il faut étendre toutes nos constructions à la catégorie des algèbres différentielles
graduées. Ainsi, Berest et ses co-auteurs dans [BFR14, BKR13] étendent la définition du schéma
de représentations à un cadre différentiel gradué : pour tout k-espace vectoriel V

RepV (A) : CDGAk −→ Sets

C 7−→ homDGAk

(
A,End(V )⊗ C

)
.

ce foncteur étant toujours représentable par un objet AV . Ils montrent ainsi ([BKR13, Th. 2.2]) que
les foncteurs

(−)V : DGAk � CDGAk : End(V )⊗−

forment une paire de Quillen et donc que (−)V possède un foncteur dérivé total à gauche

L(−)V : Ho(DGAk) −→ Ho(CDGAk).

Ils définissent le schéma de représentations dérivé comme le foncteur

DRepV : Algk −→ Ho(CDGAk)

A 7−→ (QA)V ,

où QA est une résolution cofibrante de A, et l’homologie de représentation de A à coefficient dans V
comme

H•(A, V ) := H•
(
DRepV (A)

)
,

et ils étudient l’espace tangent dérivé de DRepV (A) en un point ρ : A → End (V ) (cf. [BKR13, Prop.
5.1]). Le passage aux invariants sous l’action par conjugaison de GL(V ) possédant également un
bon comportement homotopique, les auteurs montrent également l’existence du foncteur dérivé à
gauche

L(−)
GL(V )
V : Ho(DGAk) −→ Ho(CDGAk),

ainsi que l’isomorphisme H•
(
L(A)

GL(V )
V

) ∼= H•(A, V )GL(V ). Dans le cas des schémas de représenta-
tions classiques, on a vu qu’il existe un morphisme trace Tr : A\ → A

GL(V )
V . D’après [FgT85, FgT87]

et [BKR13, Sect. 3], le foncteur (−)\ : DGAk → Chk possède un foncteur dérivé à gauche qui vérifie

HCn−1(A) = Hn

(
L(A)\

)
,

avec HC•(A), l’homologie cyclique de A, ce qui permet aux auteurs de passer le morphisme trace au
cadre dérivé : [BKR13, Prop. 4.1] exhibe le morphisme∧

TrV (A)• :
∧

HC•(A) −→ H•(A, V )GL(V ),

(avec
∧

(−) l’algèbre symétrique libre graduée) qui, contrairement au cas classique, n’est pas sur-
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jectif pour tout V de dimension fini, mais le devient quand on passe au cas stable, c’est à dire quand
l’on fait tendre la dimension de V vers l’infini (cf. [BKR13, Sect. 6]). Citons également [BFP+14],
où les auteurs construisent les schémas dérivés de représentations d’algèbres de Lie. Dans l’article
[BCER12], Berest et ses co-auteurs définissent une version dérivée de la structure NC-Poisson qui
munit HC•(A) d’un r-crochet de Lie {−,−}\ qui est compatible avec le morphisme trace, i.e. tel qu’il
existe une unique structure d’algèbre r-Poisson {−,−} sur H•(A, V )GL(V ) telle que

(TrV )•
(
{α, β}\

)
=
{

(TrV )•(α), (TrV )•(β)
}

pour tous α, β ∈ HC•(A) (cf. [BCER12, Th. 9]). Cependant, cette structure NC-Poisson dérivée n’est
pas explicite.

On peut alors se demander comment se comporte le double crochet de Poisson à homotopie près :
l’intérêt de considérer cette structure est qu’elle est de nature propéradique, ce qui nous fournit un
bon cadre pour étudier sa version dérivée (cf. [Val03, MV09a, MV09b]). Commençons par un bref
rappel sur les opérades (algébriques) : ce sont les objets qui modélisent les opérations algébriques à
plusieurs entrées (et une seule sortie) sur un complexe de chaînes, comme par exemple un crochet de
Lie ou un produit associatif. Une opérade est la donnée d’un S-moduleO = {O(n)}n∈N (chaqueO(n)

étant muni d’une action du groupe symétrique Sn) muni de compositions partielles, pour m,n ∈ N∗

et pour i ∈ [[1,m]] :
− ◦i − : O(m)⊗O(n)→ O(m+ n− 1),

composition compatible avec l’action des groupes symétriques. On représente les éléments d’une
opérade par des arbres : ainsi p ∈ O(m) est représenté par un arbre à m feuilles

1 2 m
· · ·

p ,

et le produit p ◦i q pour q ∈ O(n) par la concaténation d’arbres

1

i i + n − 1
· · ·

i − 1 m
· · ·

p

q

.

Les opérades encodent par exemple les structures d’algèbre associative, commutative, de Lie, de
Leibniz (cf. section 4.1.2) : par exemple, une structure d’algèbre associative sur un k-espace vec-
toriel V correspond à un morphisme d’opérades

{
As(n) → Hom(V ⊗n, V )

}
n∈N∗ où As est l’opérade

engendrée par un élément µ
1 2

µ

sur lequel S2 agit librement et qui vérifie la condition d’associativité

1 2 3

1

=

1 2 3

1

et avec {Hom(V ⊗n, V }n∈N∗ l’opérade des endomorphismes. Les propérades sont une généralisation
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des opérades : elles encodent des opérations à plusieurs entrées et plusieurs sorties. Une propé-
rade est un S-bimodule muni d’un produit de composition (cf. section 4.1.3), et en particulier, il
existe une propérade DPois telle qu’une structure d’algèbre double Poisson sur un k-espace vecto-
riel correspond à une famille de morphismes {DPois(m,n)→ Hom(V ⊗n, V ⊗m), compatibles avec les
actions des groupes symétriques et le produit de composition. C’est dans ce cadre que l’on étudie les
algèbres double Poisson.

Plan de la thèse

CHAPITRE 1 – Double-crochet de Poisson

Dans ce premier chapitre, on étend la définition d’algèbre double Poisson décalée, posée par Van
den Bergh dans [VdB08a], au cadre général d’une catégorie (C,⊗) monoïdale symétrique additive.
Ainsi, pour Σ un élément du groupe de Picard de C et A un monoïde associatif de C, un Σ-double
crochet de Poisson sur A est la donnée d’un morphisme

{{−,−}} : ΣA⊗ ΣA −→ ΣA⊗A

vérifiant des propriétés d’anti-symétrie, de dérivation (cf. définition 1.2.1.3) ainsi que l’identité
double Jacobi (cf. définition 1.2.1.8). On étudie ensuite deux classes d’exemples d’algèbres double
Poisson.

CHAPITRE 2 – Double Lie et double Lie Rinehart

On commence par étudier les double crochets de Poisson linéaires. Ils correspondent aux al-
gèbres double Lie-Rinehart (appelés également double Lie algebroïds par Van den Bergh [VdB08b,
Sect. 3.2]), qui sont la version non-commutative des algèbres de Lie-Rinehart. Les algèbres de
Lie-Rinehart apparaissant naturellement en géométrie (par exemple, pour X une variété C∞, un
champ de vecteur sur X est une C∞(X)-algèbre de Lie-Rinehart), il est naturelle de vouloir étendre
cette structure au monde non-commutatif. Citons à ce propos, le travail de Fernández Álvarez dans
[ACF15, FA15].

On montre un premier résultat de décalage de la structure double Lie-Rinehart. Pour une struc-
ture opéradique (par exemple un crochet de Lie), on sait ([LV12]) qu’un k-espace vectoriel est muni
d’une structure r-décalée si et seulement si V [−r] est muni de la structure 0-décalé, avec V [r] le
complexe V tensorisé par k concentré en degré r. Cela n’est pas vrai en général pour les algèbres
sur une propérade, notamment pour les algèbres double Poisson. Par contre, on démontre un résul-
tat similaire pour les algèbre double Lie-Rinehart (qui sont des algèbres sur une propérade colorée,
cf. section 4.1.4.3).

Théorème. (cf. proposition 2.1.4.1).
Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) (A,M, ρM , {{−,−}}M ) est une Σ-algèbre double Lie-Rinehart ;

(ii) (A,ΣM,ρΣM , {{−,−}}ΣM ) est une 1-algèbre double Lie-Rinehart ;

on a l’équivalence de catégories
Σ-DLRA ∼= 1-DLRA,

avec Σ-DRLA la catégorie des Σ-algèbres double Lie-Rinehart au dessus de A.
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Un exemple d’algèbre double Lie-Rinehart (de degré 1) est donné par Van den Bergh [VdB08a,
App. A] : le double crochet de Koszul. On reprend cet exemple dans un cadre général et sans déca-
lage (cf. section 2.1.3), qui nous permet d’associer canoniquement à une Σ-algèbre double Poisson,
une Σ-algèbre double Lie-Rinehart

(A, {{−,−}})  (A,ΩA, ρ
Ω, {{−,−}}Ω).

Dans un second temps, on étudie une classe d’exemples de double crochets quadratiques en don-
nant un critère pour construire un double-crochet de Poisson quadratique décalé sur la résolution
minimale (cf. [LV12, Sect. 1.5.8]) d’une algèbre de Koszul. Ainsi, on dispose de la résolution mini-
male de l’algèbre fournie par la construction cobar sur sa coalgèbre duale ΩA¡ (cf. section 2.2.1 ou
[LV12, Chap. 3]).

Théorème. (cf. théorème 2.2.2.3)
Soient A = T (W0)/〈R〉 une algèbre de Koszul et T (W ) := ΩA¡ sa résolution minimale.

(i) Si T (W ) est muni d’une application linéaire antisymétrique

f := {{−,−}} : (W [r]⊗W [r])−r −→
(
W ⊗W )[r]

)
−r

telle que f
(
∂(W [r]⊗W [r])−r+1

)
⊂ R⊗W0⊕W0⊗R, alors {{−,−}} s’étend en un unique r-double

crochet quadratique sur T (W ).

(ii) Si, de plus, le double jacobiateur associé à cette extension est nul sur (W [r] ⊗W [r] ⊗W [r])−2r,
alors

{{−,−}} : T (W )⊗ T (W ) −→ T (W )⊗ T (W )

est un r-double crochet de Poisson.

Ce résultat facilite la construction d’exemples de structures double Poisson décalés.
La question qui motive toute la suite de cette thèse est la suivante : si l’on se donne une algèbre

associative A, concentrée en degré 0, munie d’un double-crochet de Poisson et que l’on considère une
résolution cofibrante QA de A dans la catégorie des algèbres différentielles graduées associatives
(munie de sa structure usuelle de catégorie de modèles héritée de celle de Chk), de quelle structure
hérite QA ? Comme la structure double-Poisson est propéradique, c’est à dire qu’un complexe de
chaîne A est une algèbre double-Poisson si et seulement s’il existe un morphisme de propérades
DPois → EndA avec EndA :=

{
Homk(V ⊗m, V ⊗n)

}
m,n∈N∗ la propérade des endomorphismes, si l’on

détermine une résolution DPois∞ de la propérade DPois, alors une résolution de A sera naturelle-
ment munie d’une structure de DPois∞-algèbre.

Une résolution de DPois nous est donnée par l’adjonction bar/cobar des propérades (cf. [Val03,
Th. 125]), cependant, une telle résolution est inutilisable en pratique ; une manière d’obtenir une
résolution explicite plus petite (en fait minimale) serait de montrer que la propérade est de Koszul.
Afin d’aborder cette question, le choix est fait de restreindre l’objet afin d’en faciliter l’étude. On
commence donc par se restreindre à étudier la propérade DLie qui encode les algèbres double Lie :
elle est engendrée par un unique générateur en arité (2, 2)

1 2

1 2

⊗ sgn(S2)
xS2×Sop2
Sop2
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qui représente le double-crochet anti-symétrique à deux entrées et deux sorties et qui est soumis à
la relation double-Jacobi :

1 2 3

1 2 3

+
2 3 1

2 3 1

+
3 1 2

3 1 2

= 0 .

La relation double-Jacobi correspond, en terme de représentation à

k
xS3×Sop3
Z/3Z ,

ce qui implique que la propérade DLie est, en tant que S-bimodule, dans l’image du foncteur d’in-
duction Ind défini, pour P un S-module (réduit) et s, e ∈ N∗, par

Ind (P )(s, e) :=

{
P (e)

xSe×Sope
Sope

si s = e

0 sinon
.

L’objet des chapitres suivants est donc de ramener l’étude de la koszulité de la propérade DLie à la
catégorie des S-modules afin de simplifier le problème.

CHAPITRE 3 – Structures monoïdales

On présente ici les structures monoïdales sur les catégories de foncteurs S-modk := Func(Finop, Chk)

et S-bimodk := Func(Fin × Finop, Chk), avec Fin, la catégorie des ensembles finis avec les bijections
comme morphismes, qui sont au centre de cette thèse. On construit une nouvelle structure monoï-
dale sur la sous-catégorie S-modrédk des S-modules réduits (cf. définition 3.0.0.5), le produit connexe
�c.

Définition. Produit de composition connexe des S-modules – (cf. définition 3.1.3.1)
Soient P et Q deux S-modules réduits. Le produit de composition connexe de P et Q est donné, pour
tout ensemble S fini non vide, par :

P �c Q(S) :=
⊕

(I,J)∈X conn(S)

⊗
α

P (Iα)⊗
⊗
β

Q(Jβ)

avecX conn(S) l’ensemble des couples de partitions de S vérifiant une certaine propriété de connexité.

Ce nouveau produit est l’avatar du produit connexe �V alc de la catégorie S-bimodrédk défini par
Vallette dans sa thèse [Val03]. La propriété la plus importante du produit �c est sa compatibilité
avec le produit de Vallette par le foncteur d’induction Ind : S-modrédk −→ S-bimodrédk . On démontre
le théorème suivant

Théorème. (cf. théorème 3.3.2.10)
Le foncteur d’induction

Ind :
(
S-modrédk ,�c

)
−→

(
S-bimodrédk ,�V alc

)
est monoïdal.
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CHAPITRE 4 – Pro(to)pérades

On commence ce chapitre par un rappel sur les monoïdes classiques dans les catégories des S-
(bi)modules : les opérades, les propérades et, plus généralement, les props. On y définit notamment
les propérades DLie, DCom, qui est associée à DLie par dualité, et DPois. On clôt cette section par
une première description de structure induite par le foncteur d’induction. Le foncteur Ind permet
donc d’associer une prop aux algèbres commutative tordues munies d’une structure supplémentaire.

Proposition. (cf. proposition 4.2.1.3)
Soit V un S-module muni d’une structure d’algèbre commutative tordue et tel que, pour tout en-
tier naturel m, V (m) soit muni d’une structure d’algèbre associative compatible avec la structure
d’algèbre commutative tordue. Alors Ind (V ) est munie d’une structure de prop.

Notons que les algèbres commutative tordues sont aux centre de travaux récents en théorie des
représentations de groupes, comme par exemples ceux de Sam [SS12, SS15, NSS16]. Après avoir
défini au chapitre 3, le produit connexe pour les S-modules, il est naturel d’étudier les monoïdes qui
lui correspondent : les protopérades. On décrit notamment, grâce aux travaux de Vallette [Val03,
Val09], la protopérade libre ainsi que la combinatoire sous-jacente. Dans le cas des opérades, la
combinatoire est contrôlée par des arbres de la forme

1 2 m
· · ·

p ,

où m est le nombre d’entrées de l’opération p ∈ O(m) représentée par l’arbre. En ce qui concerne les
protopérades, la combinatoire est contrôlée par des murs. Un mur sur un ensemble fini S non vide
est un ensemble de sous-ensembles de S, muni d’un ordre partiel compatible avec l’intersection
et tel que la réunion de ces sous-ensembles soit S. On les représente diagrammatiquement de la
manière suivante :

v1 v2

v3

v4v5

la largeur de chaque brique nous donnant le nombre d’entrées et de sorties de chacune des opéra-
tions vi représentées. On obtient ainsi une description combinatoire de la protopérade libre

Proposition. Description de la protopérade libre – (cf. proposition 4.4.2.1)
Soit V un S-module ; pour tout ensemble S fini, on a l’isomorphisme naturel de Aut(S)-modules

F (V )(S) ∼=
⊕

({Kα}α∈A,6)
∈Wconn(S)

⊗
α∈A

V (Kα)

avecWconn(S) l’ensemble des murs connexes.

CHAPITRE 5 – Dualité de Koszul

Dans ce chapitre, on transpose une partie des résultats obtenus sur les propérades par Vallette
dans [Val03] au cadre protopéradique grâce à l’exactitude du foncteur d’induction Ind . On démontre
l’existence d’une adjonction bar/cobar dans le cas des protopérades :

Ω(−) : coprotoperadescoaugk � protoperades
aug
k : B(−).
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On obtient aussi le théorème suivant, analogue protopéradique du critère de Koszul des propérades
démontré par Vallette ([Val03, Th. 149]).

Théorème. Critère de Koszul – (cf. théorème 5.2.2.8)
Soit P une protopérade (vérifiant deux hypothèses techniques). Les assertions suivantes sont équiva-
lentes :

(i) P est de Koszul ;

(ii) l’inclusion P ¡ ↪→ B(P ) est un quasi-isomorphisme, où P ¡ est la copropérade duale à P ;

(iii) le complexe de Koszul
(
P ¡ �c P, ∂ = ∂P + dr∆

)
est acyclique ;

(iv) le complexe de Koszul
(
P �c P ¡, ∂ = ∂P + dl∆

)
est acyclique ;

(v) le morphismes de protopérades graduées par un poids, Ω(P ¡)→ P , est un quasi-isomorphisme.

CHAPITRE 6 – Bases PBW

Ce chapitre correspond à une tentative (malheureusement infructueuse) de démontrer un théo-
rème de type Poincaré-Birkhoff-Witt (PBW) pour les protopérades. Ce type de théorèmes nous dit
que si l’on exhibe une certaine base dite PBW pour une algèbre (cf. [Pri70]) ou plus généralement
pour une opérade (cf. [Hof10]), alors l’opérade est de Koszul, donc admet une résolution cofibrante,
c’est à dire un objet libre ayant le même type d’homotopie, explicite.

Pour étudier le problème au niveau protopéradique, on reprend la stratégie adoptée par Hoff-
beck dans son article [Hof10, Th. 3.10]. Dans une première partie, on définit la notion de protopé-
rade shuffle, version rigidifiée d’une protopérade. On donne ensuite une version combinatoire de la
construction bar de la protopérade libre en termes de murs et de coloriages : on définit un coloriage
d’un mur W comme étant une application surjective W � C, où C est un ensemble fini de couleurs,
qui induit un ordre partiel sur C. On représente un coloriage d’un mur de la manière suivante

.

À un mur W défini sur un ensemble totalement ordonné, on associe son complexe de coloriages
CCol
• (W ) (cf. définition 6.1.3.15) qui est, pour tout mur connexe de plus de deux briques, acyclique.

On montre alors :

Proposition. Description combinatoire de BF (V ) – (cf. proposition 6.1.4.2)
Soit V un S-module concentré en degré 0. On a, pour tout ensemble fini S non-vide et totalement
ordonné, l’isomorphisme de complexes de chaines suivant :

(
BF (V )

)
(S) ∼=

⊕
K∈Wconn(S)

⊕
ϕ∈Col(K)

Σ#ϕ(K)
(⊗
α∈A

V (Kα), ϕ
)
,

où Σ est la suspension de degré homologique 1.

On définit ensuite un ordre partiel sur l’ensemble BF�(V ) des monômes de la protopérade shuffle
libre, compatible avec les compositions partielles, ce qui nous permet de définir la notion de base
PBW pour les protopérades. La section 6.2.2 explique enfin comment, pour une protopérade P mu-
nie d’une base PBW, on filtre le complexe BP pour obtenir la suite spectrale de Poincaré-Birkhoff-
Witt. On exhibe enfin pourquoi le genre des graphes sous-jacent aux murs empêche en général
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que la suite spectrale dégénère à la page E1 (ce qui était le cas dans le cas opéradique, cf. [Hof10,
Sect. 4.6]). La filtration obtenue par l’ordre étant compliquée, il est difficile d’envisager d’étudier
les pages supérieures de la suite spectrale. Comme BP est une coprotopérade, une idée serait d’uti-
liser le coproduit pour donner plus de structure à la suite spectrale et pouvoir ainsi en tirer plus
d’information.

Pour finir, on étudie la protopérade DComproto et on tente de lui exhiber une base PBW. Cet
essai reste infructueux, encore une fois, à cause du genre des graphes sous-jacents aux monômes de
DComproto.

CHAPITRE 7 – Une approche diopéradique

Comme l’on a montré que le genre pose problème dans l’étude de la koszulité de DComproto, on
se libère de celui-ci en se restreignant à l’étude de la diopérade associée aux propérades DCom et
DLie. Les diopérades sont des objets entre opérades et propérades car elles encodent des opérations
à plusieurs entrées et plusieurs sorties, mais leur composition est proche de celle des opérades car
elle ne crée pas de genre dans le graphe sous jacent (pour une définition des diopérades et de leur
dualité de Koszul, on se référera à [Gan03]). Comme la relation double Jacobi est de genre 0 (i.e. le
graphe sous-jacent est de genre 0), on définit la diopérade DLiediop associée à la propérade DLie.

Pour l’étude de la koszulité de DLiediop, on applique la même stratégie que pour le cas propé-
radique, en se ramenant aux S-modules. On définit alors un produit �∅

c de composition connexe
de "genre 0" sur les S-modules, qui est compatible avec la structure monoïdale qui encode les dio-
pérades, à travers le foncteur d’induction. De la même manière que dans les chapitres précédents,
on définit une adjonction bar-cobar, une dualité de Koszul et une notion de base PBW pour les
monoïdes de �∅

c . On montre cette fois-ci, un théorème PBW :

Théorème. Soit P = P(V,R) un objet quadratique de Asu
(
S-modrédk ,�∅

c

)aug, avec V de dimension
finie, munie d’une base PBW. Alors P est de Koszul.

On en déduit que la diopérade DLiediop est de Koszul.

Théorème. La diopérade DLiediop := F∅(VDLie)/〈RDJ 〉 est de Koszul.

PERSPECTIVES

Une perspective à court terme serait, avec les résultats de [MV09a, Sect. 5.6] et de la section
4.1.4, de conclure quant à la koszulité des propérades DLie et DPois. Si on montre que DPois est
de Koszul, il faudrait expliciter la structure d’algèbre double Poisson à homotopie près, notamment
le comportement de la relation de dérivation et les liens avec les algèbres de Leibniz à homotopie
près (cf. [Liv97]). Comme l’homologie cyclique est donnée par le foncteur dérivé de (−)\, on peut
également se demander de quelle structure hérite l’homologie cyclique d’une algèbre double Poisson
et ainsi faire le lien avec les structures NC-Poisson dérivées de [BCER12]. Si la propérade DLie
n’est finalement pas de Koszul, on peut se demander comment contrôler ce défaut de koszulité afin
de trouver une résolution cofibrante de DLie qui soit plus petite que la résolution provenant de
l’adjonction bar-cobar.
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ANNEXE A – Algèbre catégorique

On fait ici les rappels nécessaires en termes de catégories monoïdales et sur les foncteurs (Lax)-
monoïdaux. On rappelle également la construction du produit de convolution de Day.

ANNEXE B – Σ-Algèbre NC-Poisson

On donne une définition générale des algèbres de Poisson non-commutative à la Crawley-Boevey
dans le cadre général d’une catégorie monoïdale symétrique abélienne et on donne une condition
suffisante pour qu’une algèbre différentielle graduée quasi-libre soit munie d’une structure de r-
algèbre de Poisson non-commutative.

ANNEXE C – Rappels de Vallette

Cette annexe contient les rappels nécessaires des articles [Val03, Val09] de Vallette concernant
la construction du monoïde libre pour une catégorie monoïdale symétrique. On fait également le
lien entre le produit de composition connexe défini à la section 3.2.3 et la définition originale de
[Val03]. Enfin, on rappelle les structures de catégories de modèles sur les catégories des opérades,
propérades et props.

ANNEXE D – Utilisation de Singular

Cette dernière annexe contient les différentes procédures Singular permettant de tester si, pour
une algèbre différentielle graduée quasi-libre

(
T (V ), ∂

)
, une application linéaire

{{−,−}} : V [r]⊗ V [r] −→
(
T (V )⊗ T (V )

)
[r]

définit un r-double crochet de Poisson sur T (V ).
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CONVENTIONS

Dans toute cette thèse, k est un corps commutatif de caractéristique nulle. Pour tout entier
naturel non nul n, on note Sn le groupe des permutations de l’ensemble [[1, n]] := [1, n] ∩ Z. On note
également N∗ := N\{0}.

Catégories

On présente ici l’ensemble des catégories qui apparaîtront au travers de cette thèse.

. Pour C et D deux catégories avec C essentiellement petite, on note Func(C, D) la catégorie des
foncteurs de C vers D.

. Fin est la catégorie des ensembles finis avec pour morphismes les bijections d’ensembles.

. Ord est la catégorie des ensembles finis totalement ordonnés avec pour morphismes les bijec-
tions d’ensembles qui préservent l’ordre.

. Chk est la catégorie des complexes de k-espaces vectoriels. Par convention, la différentielle est
de degré −1. Le degré d’un élément homogène est noté | − |. On munie la catégorie Chk de son
produit monoïdal usuel ⊗k que l’on note ⊗. On note aussi C[n] la suspension de degré n donnée
par (C[n])k := Ck−n. Une application linéaire ϕ : C → D entre complexes de chaines est de de-
gré n si elle induit un morphisme de complexes de chaînes : ϕ̃ : C[n]→ D. Pour tout complexe
C, on note également homChk

(C,−) : Chk −→ Chk, le foncteur hom-interne des applications
linéaires de tout degré, adjoint à droite de (−)⊗ C et on pose Endk(C) := homChk

(C,C).

. S-modk := Func(Finop, Chk) est la catégorie des foncteurs contravariants de Fin vers Chk. On
appelle S-module un objet de cette catégorie. S-modrédk est la sous-catégorie pleine des S-
modules réduits (cf. définition 3.0.0.5).

. S-bimodk := Func(Fin × Finop, Chk) est la catégorie des foncteurs de Fin × Finop vers Chk. On
appelle S-bimodule un objet de cette catégorie. S-bimodrédk est la sous-catégorie pleine des
S-bimodules réduits.

Produits monoïdaux

Pour (C,�, I) une catégorie monoïdale symétrique, on note

. As(C,�) la catégorie des monoïdes associatifs de C ;

. Asu(C,�) la catégorie des monoïdes associatifs unitaires de C ;

. coAsu(C,�) la catégorie des comonoïdes coassociatifs counitaires de C ;
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. Com(C,�) la catégorie des monoïdes commutatifs non-unitaires de C.

. Comu(C,�) la catégorie des monoïdes commutatifs unitaires de C.

Dans le cas où (C,�, I) = (Chk,⊗, k) , on note :

. DGAk := Asu(Chk,⊗) la catégorie des k-algèbres différentielles graduées, i.e. la catégorie des
monoïdes unitaires de Chk. Pour A une k-algèbre différentielle graduée, on note [A,A] le com-
plexe des commutateurs gradués de A : pour tous éléments homogènes a et b de A, on a
[a, b] := ab − (−1)|a||b|ba. Pour B un A-bimodule, on note Derk(A,B) le complexe des dériva-
tions de A dans B, Derk(A) := Derk(A,A) le complexe des dérivations de A dans elle-même et
Derk(A) = Derk(A,A⊗A) le complexe des double-dérivations ;

. CDGAk := Comu(Chk,⊗) la catégorie des k-algèbres différentielles graduées commutatives uni-
taires, i.e. la catégorie des monoïdes commutatifs de Chk ;

. pour A une k-algèbre différentielle graduée, A-bimodk la catégorie des A-bimodules.
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CHAPITRE 1

DOUBLE-CROCHET DE POISSON

1.1 Rappels sur des structures usuelles

Dans cette section, on fait des rappels sur certaines structures usuelles dans une catégorie mo-
noïdale symétrique additive. On gardera comme exemple "fil rouge" la catégorie Chk des complexes
de chaînes sur un anneau commutatif k.

1.1.1 Crochets d’une catégorie monoïdale symétrique additive

On considère (C,⊗) une catégorie additive, munie d’une structure monoïdale ⊗, d’unité 1, telle
que le bifoncteur

−⊗− : C× C −→ C

soit additif en chacune de ces entrées. On suppose de plus, que (C,⊗) est symétrique pour τ avec,
pour A et B deux objets de C,

τA,B : A⊗B
∼=−→ B ⊗A,

qui vérifie τ2 = id.

1.1.1.1 Définition. Groupe de Picard
Soit (C,⊗) une catégorie monoïdale symétrique. Le groupe de Picard Pic⊗(C) de la catégorie C est
le groupe des classes d’isomorphismes des objets inversibles, i.e. qui possèdent un inverse pour le
produit ⊗.

On considère Σ ∈ Pic⊗(C) avec la donnée de Σ− ∈ Pic⊗(C) et un isomorphisme ρ : Σ− ⊗ Σ → 1.
Par la structure symétrique de C, on dispose du diagramme commutatif :

Σ− ⊗ Σ
∼= //

∼=τΣ−,Σ
��

1

Σ⊗ Σ−
∼=

JJ .

Pour tout objet Σ de Pic⊗(C), le foncteur Σ ⊗ (−) : C → C est une équivalence de catégorie : en
particulier, si C est abélienne, alors il est exact. Pour tout objet C de la catégorie C, on note ΣC :=

Σ⊗ C.

1.1.1.2 Définition. Crochets usuels
Soit g un objet de la catégorie C.
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1.1. Rappels sur des structures usuelles

(i) L’objet g est une Σ-algèbre de Leibniz (à gauche) si g est muni d’un morphisme

f := {−,−}g : Σg⊗ Σg −→ Σg,

appelé Σ-crochet de Leibniz, qui vérifie la relation dite de Jacobi-Leibniz :

f(1⊗ f) = f(f ⊗ 1) + f(1⊗ f)(τΣg,Σg ⊗ 1).

Un morphisme ϕ : (g, {−,−}g)→ (h, {−,−}h) de Σ-algèbres de Leibniz est un morphisme de C

qui est compatible avec les Σ-crochets de Leibniz, c’est-à-dire faisant commuter le diagramme
suivant :

Σg⊗ Σg
Σϕ⊗Σϕ //

{−,−}g
��

	

Σh⊗ Σh

{−,−}h
��

Σg
Σϕ

// Σh .

(ii) L’objet g est une Σ-algèbre de Lie si g est une Σ-algèbre de Leibniz telle que son Σ-crochet f
soit anti-symétrique, c’est-à-dire qu’on ait le diagramme anti-commutatif suivant :

Σg⊗ Σg
f //

τΣg,Σg

��
�

Σg

Σg⊗ Σg f

HH

.

Un tel Σ-crochet est appelé Σ-crochet de Lie. Un morphisme ϕ : (g, {−,−}g) → (h, {−,−}h)

est un morphisme de Σ-algèbres de Lie si c’est un morphisme de Σ-algèbres de Leibniz. En
particulier, la catégorie des Σ-algèbres de Lie de C est une sous-catégorie pleine de la catégorie
des Σ-algèbres de Leibniz.

(iii) Supposons que g soit muni d’une structure µ : g ⊗ g → g de monoïde commutatif unitaire
dans C. g est une Σ-algèbre de Poisson si g est une Σ-algèbre de Lie vérifiant la propriété de
compatibilité dite propriété de dérivation suivante :

f(Σg⊗ Σµ) = Σµ(f ⊗ g) + Σµ(τg,Σ ⊗ g)(g⊗ f)(τΣg⊗Σ,g ⊗ g).

Un morphisme ϕ : (g, {−,−}g) → (h, {−,−}h) de Σ-algèbres de Poisson est un morphisme
de C qui est compatible avec les Σ-crochets de Poisson et les produits µ, c’est-à-dire qui fait
commuter les diagrammes

g⊗ g
ϕ⊗ϕ //

µg

��
	

h⊗ h

µh

��
g

ϕ
// h

et Σg⊗ Σg
Σϕ⊗Σϕ //

{−,−}g
��

	

Σh⊗ Σh

{−,−}h
��

Σg
Σϕ

// Σh.

1.1.1.3 Exemple. On considère C = Chk avec k un corps, munie de la structure monoïdale symé-
trique additive usuelle : ⊗ = ⊗k est le produit tensoriel de complexes et la structure symétrique est
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CHAPITRE 1. DOUBLE-CROCHET DE POISSON

donnée, pour A et B deux complexes de chaînes, par

τ : A⊗B −→ B ⊗A
a⊗ b 7−→ (−1)|a||b|b⊗ a

(on appliquera donc la règle de Koszul). Pour la suite, on fixe r un entier. On considère Σ le
complexe concentré en degré r avec Σr = k. Ainsi, on a, pour tout complexe de chaînes A et tout
entier n ∈ Z :

(ΣA)n = An−r =: A[−r].

On présente maintenant le cas particulier fondamental des définitions précédentes pour la catégorie
des complexes de chaînes.

1.1.1.4 Définition. r-Algèbre de Lie différentielle graduée – [GJ94, Sect. 1.3]
Soit (g, d) un complexe de chaînes. g est une k-algèbre de r-Lie différentielle graduée si g est une
Σ-algèbre de Lie pour Σ le complexe concentré en degré r avec Σr = k. Autrement dit, g est munie
d’une application de degré r k-linéaire

{−,−} : g⊗ g −→ g,

appelée crochet de Lie, qui respecte la différentielle de g, c’est-à-dire que le diagramme suivant
commute :

g⊗ g
{−,−} //

	dg⊗g

��

g

(−1)rdg

��
g⊗ g

{−,−}
// g

autrement dit, pour tous éléments a et b de g, on a l’identité

(−1)rd{a, b} = {da, b}+ (−1)|a|{a, db}

et qui vérifie, pour tous éléments a, b et c de g homogènes :

{a, b} = −(−1)(|a|+r)(|b|+r){b, a} (antisymétrie),{
a, {b, c}

}
=

{
{a, b}, c

}
+ (−1)(|a|+r)(|b|+r){b, {a, c}} (relation de Jacobi).

Un morphisme ϕ : g → h d’algèbres de r-Lie différentielles graduées est un morphisme de la caté-
gorie Chk qui est compatible avec les crochets de Lie, c’est-à-dire que pour tous éléments a et b de g,
on a

ϕ({a, b}g) = {ϕ(a), ϕ(b)}h.

On note r-DGLk la catégorie des k-algèbres de r-Lie différentielles graduées.

1.1.1.5 Définition. r-Algèbre de Poisson – [GJ94, Sect. 1.3]
Soit (C, dC) une k-algèbre différentielle graduée commutative. On appelle r-crochet de Poisson sur
C une application k-linéaire de degré r

{−,−} : C ⊗ C −→ C

35



1.1. Rappels sur des structures usuelles

qui respecte la différentielle de C et qui vérifie, pour tous a, b et c homogènes dans C :

{a, b} = −(−1)(|a|+r)(|b|+r){b, a} (antisymétrie){
a, {b, c}

}
=

{
{a, b}, c

}
+ (−1)(|a|+r)(|b|+r){b, {a, c}} (relation de Jacobi)

{a, bc} = {a, b} · c+ (−1)(|a|+r)|b|b · {a, c} (dérivation).

Si C est muni d’un tel crochet, on dit que (C, {−,−}) est une algèbre de r-Poisson différentielle
graduée.

Un morphisme ϕ : C → D d’algèbres de r-Poisson différentielles graduées est un morphisme de
la catégorie CDGAk qui est compatible avec les crochets de Lie, c’est-à-dire que pour tous a et b dans
C, on a

ϕ({a, b}C) = {ϕ(a), ϕ(b)}D.

On note r-Poissk la catégorie de telles algèbres. On a les foncteurs oublis qui oublient respective-
ment la structure d’algèbre et le crochet de Lie :

r-Poissk −→ r-DGLk et r-Poissk −→ CDGAk .

1.1.2 Catégorie monoïdale symétrique fermée

On considère à présent C une catégorie additive monoïdale symétrique fermée, i.e. pour tout
C ∈ Ob C, il existe un foncteur hom(C,−) avec l’adjonction suivante :

−⊗C : C� C : hom(C,−), (1.1.1)

c’est-à-dire, l’équivalence naturelle de foncteurs

HomC(−1 ⊗−2,−3) ∼= HomC

(
−1,hom(−2,−3)

)
.

On a notamment, l’équivalence

HomC

(
1C,hom(−1,−2)

) ∼= HomC(−1,−2).

1.1.2.1 Exemple. La catégorie monoïdale symétrique (Chk,⊗,1) est fermée : pour (C, ∂C) et (D, ∂D)

deux complexes de chaînes, le foncteur − ⊗ C : Chk −→ Chk possède un adjoint à droite appelé
foncteur Hom-interne :

homk(C,−) : Chk −→ Chk

où
(
(homk(C,D))•, ∂hom

)
est le complexe des applications linéaires entre les complexes C et D avec

(homk(C,D))r le k-module des applications linéaires de degré r, c’est-à-dire, pour r un entier, on a

hom(C,D)r :=
∏
i∈Z

Homk-Mod(Ci−r, Di),

avec la différentielle ∂hom définie, pour f ∈ hom(C,D)r, par

∂homf := ∂D ◦ f − (−1)rf ◦ ∂C .

Ainsi, la collection des cycles du hom interne hom(−,−) de degré 0 coïncide avec le foncteur hom
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CHAPITRE 1. DOUBLE-CROCHET DE POISSON

externe, i.e.
Z0(hom(−,−)) ∼= HomChk(−,−).

1.1.2.2 Lemme. Soient C une catégorie additive monoïdale symétrique fermée et C un objet de la
catégorie C. Les foncteurs

hom(C,−) : C→ C et hom(−, C) : Cop → C

sont exacts à gauche.

L’existence d’une telle adjonction nous donne, pour tout A,B ∈ Ob C, l’existence d’un morphisme
naturel d’évaluation

evA,B : hom(A,B)⊗A −→ B

comme counité de l’adjonction i.e. l’image du morphisme identité par l’isomorphisme suivant :

HomC(hom(A,B),hom(A,B)) ∼= HomC(hom(A,B)⊗A,B).

On a également, pour tous objets A,B et C de la catégorie C, l’existence d’un morphisme naturel de
composition :

hom(B,C)⊗ hom(A,B)
cA,B,C−→ hom(A,C),

l’image par l’adjonction du morphisme suivant :

hom(B,C)⊗ hom(A,B)⊗A
1⊗evA,B // hom(B,C)⊗B

evB,C // C.

1.1.2.3 Remarque. L’isomorphisme ρ : Σ− ⊗ Σ
∼=→ 1 induit, par l’adjonction (1.1.1), le morphisme

Σ− ∼= hom(Σ,1).

Soit Σ ∈ Pic⊗(C) : on a le diagramme commutatif

Σ− ⊗ Σ
∼=
ρ

//

∼=τΣ−,Σ
��

1

Σ⊗ Σ−
∼=

µ

JJ

qui induit induit l’adjonction
Σ⊗− : C� C : Σ− ⊗−

d’unité η : 1C → ΣΣ− ⊗ − et de counité ε : Σ−Σ ⊗ − → 1C. Par l’adjonction (1.1.1) et l’unicité
de l’adjoint à droite, on a l’isomorphisme naturel de foncteurs hom(Σ,−) ∼= Σ− ⊗ −. On a donc
notamment l’isomorphisme naturel

Σ− ∼= hom(Σ,1).

et l’isomorphisme ρ correspond au morphisme d’évaluation hom(Σ,1)⊗Σ→ 1. Ainsi, pour tout objet
X de C, on a X ⊗ hom(Σ,1)⊗ Σ ∼= X, ce qui nous donne par adjonction, l’isomorphisme

X ⊗ hom(Σ,1) ∼= hom(Σ, X). (1.1.2)
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Autrement dit, Σ est fortement dualisable.

1.1.2.4 Proposition. Soit (C,⊗) une catégorie monoïdale fermée. L’adjonction (1.1.1) s’internalise,
i.e. pour tous objets X,Y et Z de C, on a l’isomorphisme naturel

hom(X ⊗ Y, Z) ∼= hom
(
X,hom(Y,Z)

)
.

Démonstration. Soient X,Y et Z, trois objets de la catégorie C. Pour tout objet A de C, on a, par
l’adjonction (1.1.1), les bijections naturelles

HomC(A,hom(X ⊗ Y, Z)) ∼= HomC(A⊗X ⊗ Y,Z)

∼= HomC

(
A⊗X,hom(Y, Z)

)
∼= HomC

(
A,hom(X,hom(Y, Z))

)
.

On conclut par le lemme de Yoneda : on obtient donc l’isomorphisme naturel

hom(X ⊗ Y, Z) ∼= hom
(
X,hom(Y,Z)

)
.

1.1.3 Modules et bimodules

On considère ici (C,⊗, τ), une catégorie monoïdale symétrique fermée additive.

1.1.3.1 Définition. Modules
Soient (A,µ) et (B, ν) deux monoïdes associatifs d’une catégorie monoïdale C.

(i) Un objet M de C est un A-module à gauche s’il est muni d’un morphisme Aµ : A⊗M −→M tel
que le diagramme suivant commute :

A⊗A⊗M
A⊗Aµ//

µ⊗M
��

A⊗M

Aµ

��
A⊗M

Aµ
// M.

De plus, si A est un monoïde unitaire d’unité ι : 1→ A, M doit également vérifier la condition
suivante de compatibilité avec l’unité :

1⊗M
∼= //

ι⊗M
��

	

M.

A⊗M Aµ

II

Pour deux A-modules à gauche (M,Aµ
M ) et (N,Aµ

N ) de C, un morphisme ϕ : M → N est un
morphisme de A-modules à gauche s’il fait commuter le diagramme

A⊗M
A⊗ϕ //

Aµ
M

��

A⊗N

Aµ
N

��
M

ϕ
// N .

38



CHAPITRE 1. DOUBLE-CROCHET DE POISSON

On note A-ModC la catégorie des A-modules à gauche.

(ii) Un objet M de C est un A-module à droite s’il est muni d’un morphisme µA : M ⊗A −→M tel
que le diagramme suivant commute :

M ⊗A⊗A
A⊗µA//

µ⊗M
��

M ⊗A

µA

��
M ⊗A

µA
// M.

De plus, si A est un monoïde unitaire d’unité ι : 1→ A, M doit également vérifier la condition
suivante de compatibilité avec l’unité :

M ⊗ 1
∼= //

M⊗ι
��

	

M.

M ⊗A µA

II

Pour deux A-modules à droite (M,µMA ) et (N,µNA ) de C, un morphisme ϕ : M → N est un
morphisme de A-modules à droite s’il fait commuter le diagramme

M ⊗A
ϕ⊗A //

µMA
��

N ⊗A

µNA
��

M
ϕ

// N .

On note ModC-A la catégorie des A-modules à droite.

(iii) Un objet M de C est un (A,B)-bimodule s’il est muni d’une structure de A-module à gauche

Aµ et d’une structure de B-module à droite µB compatible entre elles, c’est-à-dire faisant com-
muter le diagramme suivant :

A⊗M ⊗B
A⊗µB//

Aµ⊗B
��

A⊗M

Aµ

��
M ⊗B

µB
// M.

Pour deux (A,B)-bimodules M et N de C, un morphisme ϕ : M → N est un morphisme de
(A,B)-bimodules si c’est à la fois un morphisme de A-modules à gauche et de B-modules à
droite. On note (A,B)-BimodC la catégorie des (A,B)-bimodules. On note également A-BimodC
la catégorie des (A,A)-bimodules et on appelle A-bimodule les objets de cette catégorie.

1.1.3.2 Exemple. Soient A et B deux monoïdes associatifs, C un objet de C et (M,AµB) un (A,B)-
bimodule dans C. La structure sur M induit sur hom(C,M) une structure naturelle de (A,B)-
bimodule. En effet, on a le morphisme

A⊗ hom(C,M)⊗ C 1⊗ev→ A⊗M Aµ→M

composé du morphisme d’évaluation avec le morphisme de structure de M . Par adjonction, on a
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alors le morphisme
A⊗ hom(C,M)→ hom(C,M),

qui munit hom(C,M) d’une structure de A-module à gauche. De même, on a le morphisme

hom(C,M)⊗B ⊗ C
1⊗τB,C// hom(C,M)⊗ C ⊗Bev⊗1 // M ⊗B

µB // M ,

qui nous donne par adjonction le morphisme de structure de B-module à droite

hom(C,M)⊗B → hom(C,M).

On a donc montré le lemme suivant.

1.1.3.3 Lemme. Soient A et B deux monoïdes associatifs, C un objet de C et (M,Aµ, µB) un (A,B)-
bimodule dans C. Alors hom(C,M) est muni d’une structure canonique de (A,B)-bimodule.

1.1.3.4 Définition. Produit tensoriel
Soient (A,µ) et (B, ν) deux monoïdes associatifs. Le produit tensoriel A⊗B est muni d’une structure
canonique de monoïde associatif, donnée par le morphisme

(µ⊗ ν)(A⊗ τA,B ⊗B) : (A⊗B)⊗2 −→ (A⊗B).

1.1.3.5 Définition. Monoïde opposé
Le monoïde opposé A◦ du monoïde (A,µA) est l’objet A de C muni de la structure de monoïde asso-
ciatif opposé, donnée par le morphisme

µA◦ := µA ◦ τA,A : A⊗A −→ A.

On a les isomorphismes canoniques (A◦)◦ ∼= A et (A⊗B)◦ ∼= A◦ ⊗B◦.

1.1.3.6 Notation(s). Pour tout monoïde (A,µA), on note Ae := A⊗A◦, qui est muni du produit

µAe := (µA ⊗ µA)(A⊗2 ⊗ τA,A)(A⊗ τA,A ⊗A).

1.1.3.7 Lemme. Soit A un monoïde associatif de C. On a les équivalences de catégories

ModC-A ∼= A◦-ModC et A-BimodC ∼= Ae-ModC .

La structure de monoïde de A⊗ A◦ munit A⊗ A d’une structure canonique de Ae-bimodule, i.e.
d’une structure de Ae-module à gauche, appelée structure externe, et d’une structure de Ae-module
à droite, appelée structure interne. Plus explicitement, on a les définitions suivantes :

1.1.3.8 Définition/Proposition. Structures canoniques de A-bimodule sur A⊗A
Soit (A,µ) un monoïde de la catégorie C, l’objet A⊗A possède deux structures de A-bimodule cano-
niques décrites ci-dessous.

. La structure externe donnée par le morphisme de structure de A-module à droite

µeA := (1⊗ µ) : (A⊗A)⊗A→ A⊗A
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et le morphisme de structure de A-module à gauche.

Aµ
e := (µ⊗ 1) : A⊗ (A⊗A)→ A⊗A.

. La structure interne donnée par le morphisme de structure de A-module à droite

µiA := (µ⊗ 1)(1⊗ τA,A) : (A⊗A)⊗A→ A⊗A

et le morphisme de structure de A-module à gauche.

Aµ
i := (1⊗ µ)(τA,A ⊗ 1) : A⊗ (A⊗A)→ A⊗A.

1.1.3.9 Remarque. La structure symétrique τ de la catégorie C induit un isomorphisme de A-
bimodules

(A⊗A,µeA,A µe) ∼= (A⊗A,µiA,A µi).

1.1.3.10 Remarque. On transporte ces structures à ΣA ⊗ A et ΣA ⊗ ΣA. Notons que τA,Σ est l’
isomorphisme donné par la symétrie de la catégorie C, Σ étant un élément du groupe de Picard de
C.

(i) Sur ΣA⊗A, on a :

. la structure externe donnée par

µeA := (ΣA⊗ µ) : (ΣA⊗A)⊗A→ ΣA⊗A,

Aµ
e := (Σµ⊗A)(τA,Σ ⊗A⊗A) : A⊗ (ΣA⊗A)→ ΣA⊗A;

. la structure interne donnée par

µiA := (Σµ⊗A)(ΣA⊗ τA,A) : (ΣA⊗A)⊗A→ ΣA⊗A,

Aµ
i := (ΣA⊗ µ)(τA,ΣA ⊗ 1) : A⊗ (ΣA⊗A)→ ΣA⊗A.

(ii) Sur ΣA⊗ ΣA, on a :

. la structure externe donnée par

µeA := (ΣA⊗ Σµ) : (ΣA⊗ ΣA)⊗A→ ΣA⊗ ΣA,

Aµ
e := (Σµ⊗ ΣA)(τA,Σ ⊗A⊗ ΣA) : A⊗ (ΣA⊗ ΣA)→ ΣA⊗ ΣA;

. la structure interne donnée par

µiA := (Σµ⊗ ΣA)(ΣA⊗ τΣA,A) : (ΣA⊗ ΣA)⊗A→ ΣA⊗ ΣA,

Aµ
i := (ΣA⊗ Σµ)(τA,ΣAΣ ⊗A) : A⊗ (ΣA⊗ ΣA)→ ΣA⊗ ΣA.

1.1.4 Dérivations

On considère C, une catégorie monoïdale symétrique fermée abélienne. Ainsi, on peut considérer
les noyaux et les conoyaux des morphismes de C. On peut à présent définir les dérivations.
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1.1.4.1 Définition/Proposition. Dérivation
Soient (A,µ) un monoïde de C, X et Y deux objets de C et (M,Aµ, µA) un A-bimodule dans C. Soient
pX,Y , qX,Y : hom(X ⊗A⊗ Y,M)⊗X ⊗ (A⊗A)⊗ Y −→M les morphismes définis par :

pX,Y := evX⊗A⊗Y,M (1hom ⊗ 1X ⊗ µ⊗ 1Y )

qX,Y := µA(evX⊗A⊗Y,M ⊗ 1A)(1hom⊗X⊗A ⊗ τA,Y ) +Aµ(1A ⊗ evX⊗A⊗Y,M )(τhom⊗X,A ⊗ 1A⊗Y ).

Par adjonction, on a les morphismes p∗X,Y , q∗X,Y : hom(X ⊗ A ⊗ Y,M) −→ hom(X ⊗ A ⊗ A ⊗ Y,M).
On définit Der(X ⊗A⊗ Y,M) comme l’égaliseur des morphismes p∗ et q∗, i.e. , par l’objet universel

Der(X ⊗A⊗ Y,M) // hom(X ⊗A⊗ Y,M)
p∗X,Y

//
q∗X,Y// hom(X ⊗A⊗A⊗ Y,M).

On note
Der(X ⊗A⊗ Y,M) := Hom

(
1,Der(X ⊗A⊗ Y,M)

)
qui est l’égalisateur

Der(X ⊗A⊗ Y,M) // HomC(X ⊗A⊗ Y,M)
p∗X,Y

//
q∗X,Y// HomC(X ⊗A⊗A⊗ Y,M).

1.1.4.2 Remarque. Pour définir Der, l’hypothèse C abélienne est trop forte : il suffit d’avoir C addi-
tive avec assez d’égaliseurs.

1.1.4.3 Remarque. Le morphisme d’évaluation hom(A,B)⊗A→ B induit un morphisme d’évalua-
tion pour les dérivations

ev : Der(X ⊗A⊗ Y,M)⊗X ⊗A⊗ Y −→M,

qui vérifie la propriété que le diagramme suivant commute :

Der(X ⊗A⊗ Y,M)⊗X ⊗A⊗A⊗ Y
ev◦(X⊗µ⊗Y )//

(ev⊗A)(Der⊗X⊗τA,Y )
+(A⊗ev)(τDer⊗X,A⊗A⊗Y )

��

M

A⊗M ⊕M ⊗A (Aµ,µA)

88

.

1.1.4.4 Remarque. On a le diagramme commutatif

hom(X ⊗A⊗ Y,M)

∼=
��

p∗X,Y

//
q∗X,Y // hom(X ⊗A⊗A⊗ Y,M)

∼=
��

hom(A⊗X ⊗ Y,M)

∼=
��

p∗1,X⊗Y

//
q∗1,X⊗Y // hom(A⊗A⊗X ⊗ Y,M)

∼=
��

hom
(
A,hom(X ⊗ Y,M)

)
p∗1,1

//
q∗1,1 // hom

(
A⊗A,hom(X ⊗ Y,M)),
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d’où l’isomorphisme
Der(X ⊗A⊗ Y,M) ∼= Der

(
A,hom(X ⊗ Y,M)

)
,

où hom(X⊗Y,M) est muni de la structure de A-bimodule induite par celle de M (cf. lemme 1.1.3.3).

1.1.4.5 Lemme. Soient (A,µ) un monoïde de (C,⊗), M un A-bimodule et Σ ∈ Pic⊗(C). On a l’iso-
morphisme canonique

Der(ΣA,M) ∼= Der(A,M ⊗ Σ−),

où la structure de A-bimodule de M ⊗ Σ− est induite par celle de M .

Démonstration. Soient (A,µ) un monoïde de (C,⊗), M un A-bimodule et Σ ∈ Pic⊗(C). Par adjonc-
tion, on a l’injection ι :

Der(A,M ⊗ Σ−)� _

��

ι

uu
hom(ΣA,M) hom(A,hom(Σ,M))

∼=oo hom(A,M ⊗ Σ−) .∼=
oo

On a le diagramme commutatif aux colonnes exactes (par définition de Der dans C abélienne) :

0

��

0

��
Der(A,M ⊗ Σ−)

��

Der(Σ⊗A,M)

��
hom(A,M ⊗ Σ−)

∼= //

��

hom
(
A,hom(Σ,M)

) ∼= // hom(Σ⊗A,M)

��
hom(A⊗A,M ⊗ Σ−)

∼= // hom
(
A⊗A,hom(Σ,M)

) ∼= // hom(Σ⊗A⊗A,M)

où hom(Σ,M) ∼= B ⊗ Σ− par (1.1.2), et donc l’isomorphisme canonique

Der(ΣA,M) ∼= Der(A,M ⊗ Σ−).

Si le A-bimodule M est muni de plus de structure, alors celle-ci se transporte parfois aux déri-
vations, comme le montre la proposition suivante.

1.1.4.6 Proposition. Soient A et C deux monoïdes associatifs de C et M un (Ae, C)-bimodule de C.
Alors Der(A,M) est un sous C-module à droite de hom(A,M).

Démonstration. Le morphisme de structure est donné par la composition

Der(A,M)⊗ C ⊗A
(A⊗ev)(Der(A,M)⊗τC,A) //

//

M ⊗A

µA

��
M,

ce qui nous donne le morphisme

µC : Der(A,M)⊗ C −→ Der(A,M).
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Pour A, un monoïde associatif unitaire, on va montrer que le foncteur Der(A,−) : A-BimodC −→
Sets est représentable dans la catégorie des A-bimodules, i.e. il existe un A-bimodule ΩA tel que

Der(A,−) ∼= HomA-Bimod(ΩA,−).

1.1.4.7 Définition/Proposition. 1-formes différentielles non-commutatives
Soit (A,µ, ι), un monoïde associatif unitaire de la catégorie C. On définit le A-bimodule des 1-formes
différentielles non-commutatives ΩA comme le coégalisateur

A⊗4

µ⊗A⊗2+A⊗2⊗µ
//

A⊗µ⊗A // A⊗3 d̃ // Ω1
A

dans la catégorie des A-bimodules de C, où A⊗i, pour i = 3, 4, sont munis de leur structure de
A-bimodule extérieur. On note

d : d̃(ι⊗A⊗ ι) : A −→ ΩA

la dérivation universelle.

Démonstration. Montrons que d est une dérivation. Le diagramme de flèches→ suivant commute

A⊗A

(ι⊗A⊗A⊗ι)
��

µ // A

(ι⊗A⊗ι)
��

d

��
A⊗4

µ⊗A⊗2+A⊗2⊗µ
//

A⊗µ⊗A // A⊗3 d̃ // Ω1
A,

donc, par propriété du coégalisateur, d est une dérivation.

1.1.4.8 Proposition. Le A-bimodule ΩA vérifie la propriété universelle suivante : pour tout A-
bimodule M et toute dérivation h : A → M , il existe un unique morphisme de A-bimodules ih :

ΩA →M tel que h = ih ◦ d. Autrement dit, on a l’isomorphisme canonique

Der(A,M)
∼=−→ HomA-Bimod(ΩA,M).

h 7−→ ih

Démonstration. Soit h ∈ Der(A,M). On a h̃ :Aµ(A ⊗ µA)(A ⊗ h ⊗ A) : A⊗3 −→ M , morphisme de
A-bimodules. De plus,

Aµ(A⊗ µA)(A⊗ h ◦ µ⊗A) = Aµ(A⊗ µA)(A⊗ µA ⊗A)(A⊗ h⊗A⊗2)

+Aµ(A⊗ µA)(A⊗Aµ⊗A)(A⊗2 ⊗ h⊗A)

= Aµ(A⊗ µA)(A⊗ h⊗ µ) +Aµ(A⊗ µA)(µ⊗ h⊗A),

donc h̃ se factorise canoniquement, de manière unique, à travers ΩA, d’où on a le diagramme com-
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mutatif suivant dans la catégorie des A-bimodules :

A⊗3 h̃ //

d̃
��

M

ΩA
∃!

KK

.

1.1.4.9 Corollaire. Soient A un monoïde associatif unitaire, M un A-bimodule et X,Y deux objets
de C. On a un isomorphisme canonique

Der(X ⊗A⊗ Y,M) ∼= HomA-Bimod(X ⊗ ΩA ⊗ Y,M).

Démonstration. Il suffit de généraliser la preuve de la proposition 1.1.4.8 en utilisant l’exactitude
à droite du foncteur −⊗− pour identifier ΩX⊗A⊗Y et X ⊗ ΩA ⊗ Y .

1.2 Σ-Algèbre double-Poisson

Le but de cette section est d’étendre les différentes constructions faites par Van den Bergh dans
[VdB08a] à un cadre catégorique général. On considère (C,⊗) une catégorie monoïdale, d’unité 1,
symétrique pour τ fermée additive et on fixe Σ ∈ Pic⊗(C).

1.2.1 Définition

On commence par définir le A-bimodule des bidérivations de A ; les bidérivations jouent le rôle
des dérivations en géométrie non-commutative.

1.2.1.1 Définition. Bidérivation
On définit Der(A), le A-bimodule des bidérivations de A, par

Der(A) := Der(A,A⊗A)

pour A⊗A muni de sa structure de A-bimodule extérieur. On note également

Der(A) := Der(A,A⊗A).

1.2.1.2 Remarque. La structure de A-bimodule de Der(A) découle (cf. proposition 1.1.4.6) de la
structure interne de Ae-bimodule de A⊗A (cf. définition 1.1.3.8).

On définit maintenant l’objet central de cette thèse, les Σ-double crochets de Poisson, introduit
pour la première fois par Van den Bergh dans [VdB08a]. On étend ici la définition à n’importe quelle
catégorie monoïdale symétrique fermée additive.

1.2.1.3 Définition. Double-crochet Σ-décalé
Soit (A,µ) un monoïde de C. Un double-crochet Σ-décalé ou Σ-double-crochet sur A est un morphisme

f : ΣA⊗ ΣA −→ ΣA⊗A,
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représenté de manière diagrammatique par

où la lecture du diagramme s’effectue de haut en bas, le brin bleu représentant la suspension Σ.

Le double crochet f

. est dit anti-symétrique si le diagramme suivant anti-commute :

ΣA⊗ ΣA
f //

τΣA,ΣA

��
�

ΣA⊗A

ΣA⊗ ΣA
f
// ΣA⊗A,

ΣτA,A

OO

ce qui s’énonce en termes diagrammatiques :

= − .

. vérifie la propriété de dérivation si le morphisme (Σ−f)∗ : A → hom(ΣA,A ⊗ A), adjoint du
morphisme Σ−f : A ⊗ ΣA → A ⊗ A, est une dérivation pour la structure de A-bimodule de
hom(ΣA,A⊗A) induite par la structure interne de A⊗A, i.e.

(Σ−f)∗ ∈ Der
(
A,hom(ΣA,A⊗A)

)
,

ce qui s’énonce en termes diagrammatiques de la manière suivante :

= + .

Si on a Σ = 1, on parlera juste de double-crochet ou de 1-double-crochet.

1.2.1.4 Remarque. Supposons (A,µ, ι) un monoïde unitaire ( ι : 1 → A ) de C muni d’un Σ-double
crochet f vérifiant la propriété de dérivation. Alors, par l’assertion de dérivation du Σ-double-
crochet et comme le diagramme ci-dessous commute :

1⊗ 1

	

ι⊗ι //

∼=
��

A⊗A
µ

��
1

ι
// A

,

le morphisme 1⊗A f(ι⊗1)−→ A⊗A est nul.

1.2.1.5 Proposition. Soit (A,µ) un monoïde de la catégorie C, muni d’un Σ-double-crochet f . Alors
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le morphisme Σ−f : A→ hom(ΣA,A⊗A) se factorise :

A //

∃
''

hom(ΣA,A⊗A)

Der(ΣA,A⊗A)
?�

OO

où Der(ΣA,A ⊗ A) est défini par rapport à la structure externe de A-bimodule de A ⊗ A. Ainsi,
le Σ-double-crochet vérifie une propriété de dérivation à droite que l’on peut exprimer de manière
diagrammatique de la manière suivante :

= +

Démonstration. On a le diagramme suivant :

ΣA⊗ ΣA⊗A

	

τΣA,ΣA⊗A
//

1⊗Σµ

��

ΣA⊗A⊗ ΣA

Σµ⊗1

��

τΣ,A ⊕ τA,ΣA
//

	

A⊗ ΣA⊗ ΣA⊕ ΣA⊗ ΣA⊗A

(1⊗f)⊕(f⊗1)

��

1⊗ τΣA,ΣA ⊕ τΣA,ΣA ⊗ 1
//

�

A⊗ ΣA⊗ ΣA⊕ ΣA⊗ ΣA⊗A

(1⊗f)⊕(f⊗1)

��
ΣA⊗ ΣA

τΣA,ΣA //

f

��
�

ΣA⊗ ΣA

f

��

A⊗ ΣA⊗A⊕ ΣA⊗A⊗A

tt (1⊗Σµ)(τA,ΣA⊗1)⊕(Σµ⊗1)(1⊗τA,A)

A⊗ ΣA⊗A⊕ ΣA⊗A⊗A
1⊗ ΣτA,A ⊕ ΣτA,A ⊗ 1

oo

Aµ
e⊗1⊕1⊗µeA

kkΣA⊗A ΣA⊗A
ΣτA,Aoo

où les carrés anticommutatifs proviennent de la propriété d’anti-symétrie du Σ-double-crochet et le
carré central commute par la propriété de dérivation de f . Donc le diagramme extérieur en trait
plein commute. De plus, la partie basse du diagramme peut se factoriser en la flèche en pointillés.
Finalement, on a le diagramme commutatif suivant :

ΣA⊗ ΣA⊗A

1⊗Σµ

��

(τΣA⊗Σ,A⊗1,id) //

	

A⊗ ΣA⊗ ΣA⊕ ΣA⊗ ΣA⊗A

(1⊗f)⊕(f⊗1)

��
ΣA⊗ ΣA

f

��

A⊗ ΣA⊗A⊕ ΣA⊗A⊗A

Aµ
e⊕µeAooΣA⊗A

et, ainsi, un Σ-double-crochet sur A est une dérivation en sa deuxième entrée pour la structure
externe de A-bimodule de ΣA ⊗ A, i.e. le morphisme A → hom(ΣA,A ⊗ A) se factorise à travers
Der(ΣA,A⊗A), ce qui conclut cette preuve.

1.2.1.6 Définition. Algèbre Σ-double Lie
Soit A un objet de la catégorie C muni d’un Σ-double crochet anti-symétrique

f := {{−,−}} : ΣA⊗ ΣA −→ ΣA⊗A.
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On appelle double-jacobiateur associé à f l’application

DJf : ΣA⊗ ΣA⊗ ΣA→ ΣA⊗A⊗A

que l’on note également {{−,−,−}}, définie par

DJf := (f ⊗ 1)(1⊗ f) + ΣτA⊗A,A(f ⊗ 1)(1⊗ f)τΣA,ΣA⊗ΣA + ΣτA,A⊗A(f ⊗ 1)(1⊗ f)τΣA⊗ΣA,ΣA.

On représente diagrammatiquement le double-jacobiateur de la manière suivante :

+ + .

On dit que le Σ-double-crochet f vérifie l’identité double-Jacobi si le double-jacobiateur associé,
DJf , est nul. Dans ce cas, on dit que A est une algèbre Σ-double Lie.

Pour deux algèbres Σ-double Lie (A, {{−,−}}A) et (B, {{−,−}}B), un morphisme ϕ : A → B de la
catégorie C est un morphisme de Σ-algèbres double Lie si le diagramme suivant commute :

ΣA⊗ ΣA
Σϕ⊗Σϕ//

{{−,−}}A
��

ΣB ⊗ ΣB

{{−,−}}B
��

ΣA⊗A
Σϕ⊗ϕ

// ΣB ⊗B.

On note Σ-DLieC la catégorie des Σ-algèbres double Lie.

1.2.1.7 Remarque. Le double Jacobiateur est stable sous l’action diagonale de Z/3Z, i.e.

DJf = ΣτA,A⊗ADJfτΣA⊗ΣA,ΣA.

Cette propriété motive l’approche adoptée dans les prochains chapitres, notamment les chapitres 3
et 4.

1.2.1.8 Définition. La catégorie Σ-DPoissC
Soit (A,µ) un monoïde de C muni d’un Σ-double-crochet

f := {{−,−}} : ΣA⊗ ΣA −→ ΣA⊗A,

qui est un double crochet de Lie qui vérifie la propriété de dérivation. Un tel Σ-double crochet est
alors dit de Poisson et le monoïde A est une Σ-algèbre double-Poisson de C.

Soient (A, fA) et (B, fB) deux Σ-algèbres double-Poisson et soit ϕ : A → B un morphisme de C.
On dit que ϕ est un morphisme de Σ-algèbre double-Poisson si ϕ est un morphisme de monoïdes tel
que le diagramme suivant commute :

ΣA⊗ ΣA
fA //

	Σϕ⊗Σϕ

��

ΣA⊗A

Σϕ⊗ϕ
��

ΣB ⊗ ΣB
fB

// ΣB ⊗B.
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On note Σ-DPoissC la sous-catégorie des Σ-algèbres double-Poisson dans C muni des morphismes de
Σ-algèbre double-Poisson. On a les deux foncteurs oublis :

Σ-DPoissC −→ Σ-DLieC et Σ-DPoissC −→ As(C,⊗).

1.2.1.9 Lemme. (cf. [VdB08a, Prop 2.4.2.])
Soit (A,µ) un monoïde de C muni d’un Σ-double-crochet f et DJf son double-jacobiateur associé. On
a l’identité :

(Σµf ⊗ 1)(1⊗ f) + (1⊗ µ)(Στ ⊗ 1)(1⊗ τ)(f ⊗ 1)(1⊗ Στ)(1⊗ f) −f(µf ⊗ 1)− f(1⊗ µf)(τ̄ ⊗ 1)

= (Σµ⊗ 1)DJf − (1⊗ µ)DJf (τ̄ ⊗ 1)

où τ := τA,A et τ̄ = τΣA,ΣA.

Démonstration. On étudie séparément les termes à gauche de l’égalité. Pour commencer, on a l’éga-
lité :

(ΣτA,A ⊗ 1)(1⊗ τA,A)(f ⊗ 1)(1⊗ ΣτA,A)(1⊗ f) = −(ΣτA,A ⊗ 1)(1⊗ τA,A)(f ⊗ 1)(1⊗ f)(1⊗ τΣA,ΣA)

par antisymétrie de f . De plus, on a :

f(µf ⊗ 1)

=− ΣτA,AfτΣA,ΣA(Σµf ⊗ 1)

=− ΣτA,Af(1⊗ Σµ)(τΣA,ΣA ⊗ 1)(1⊗ τA,ΣA)(f ⊗ 1)

=− ΣτA,Af(1⊗ Σµ)(1⊗ f)(τΣA,ΣA ⊗ 1)(1⊗ τΣA,ΣA)

=− (Σµ⊗ 1)(1⊗ τA,A)(ΣτA,A ⊗ 1)(f ⊗ 1)(1⊗ f)(τΣA,ΣA ⊗ 1)(1⊗ τΣA,ΣA)

− ΣτA,A(Σµ⊗ 1)(ΣτA,A ⊗ 1)(1⊗ τA,A)(f ⊗ 1)(1⊗ ΣτA,A)(1⊗ f)(τΣA,ΣA ⊗ 1)(1⊗ τΣA,ΣA)

=− (Σµ⊗ 1)(1⊗ τA,A)(ΣτA,A ⊗ 1)(f ⊗ 1)(1⊗ f)(τΣA,ΣA ⊗ 1)(1⊗ τΣA,ΣA)

− (1⊗ µ)(ΣτA,A ⊗ 1)(1⊗ τA,A)(ΣτA,A ⊗ 1)(1⊗ τA,A)(f ⊗ 1)(1⊗ ΣτA,A)(1⊗ f)(τΣA,ΣA ⊗ 1)(1⊗ τΣA,ΣA)

=− (Σµ⊗ 1)(1⊗ τA,A)(ΣτA,A ⊗ 1)(f ⊗ 1)(1⊗ f)(τΣA,ΣA ⊗ 1)(1⊗ τΣA,ΣA)

− (1⊗ µ)(1⊗ τA,A)(ΣτA,A ⊗ 1)(f ⊗ 1)(1⊗ ΣτA,A)(1⊗ f)(τΣA,ΣA ⊗ 1)(1⊗ τΣA,ΣA)

=− (Σµ⊗ 1)(1⊗ τA,A)(ΣτA,A ⊗ 1)(f ⊗ 1)(1⊗ f)(τΣA,ΣA ⊗ 1)(1⊗ τΣA,ΣA)

+ (1⊗ µ)(1⊗ τA,A)(ΣτA,A ⊗ 1)(f ⊗ 1)(1⊗ f)(1⊗ τΣA,ΣA)(τΣA,ΣA ⊗ 1)(1⊗ τΣA,ΣA).

On a également :

f(1⊗ µf)(τΣA,ΣA ⊗ 1) =(1⊗ µ)(f ⊗ 1)(1⊗ f)(τΣA,ΣA ⊗ 1)

+(Σµ⊗ 1)(ΣτA,A ⊗ 1)(1⊗ τA,A)(f ⊗ 1)(1⊗ ΣτA,A)(1⊗ f)(τΣA,ΣA ⊗ 1)

=(1⊗ µ)(f ⊗ 1)(1⊗ f)(τΣA,ΣA ⊗ 1)

− (Σµ⊗ 1)(ΣτA,A ⊗ 1)(1⊗ τA,A)(f ⊗ 1)(1⊗ f)(1⊗ τΣA,ΣA)(τΣA,ΣA ⊗ 1)
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On a donc finalement que

(Σµf ⊗ 1)(1⊗ f)+(1⊗ µ)(ΣτA,A ⊗ 1)(1⊗ τA,A)(f ⊗ 1)(1⊗ ΣτA,A)(1⊗ f)− f(µf ⊗ 1)− f(1⊗ µf)(τ̄ ⊗ 1)

=(Σµ⊗ 1)(f ⊗ 1)(1⊗ f)

− (1⊗ µ)(ΣτA,A ⊗ 1)(1⊗ τA,A)(f ⊗ 1)(1⊗ f)(1⊗ τΣA,ΣA)

− (Σµ⊗ 1)(1⊗ τA,A)(ΣτA,A ⊗ 1)(f ⊗ 1)(1⊗ f)(τΣA,ΣA ⊗ 1)(1⊗ τΣA,ΣA)

+ (1⊗ µ)(1⊗ τA,A)(ΣτA,A ⊗ 1)(f ⊗ 1)(1⊗ f)(1⊗ τΣA,ΣA)(τΣA,ΣA ⊗ 1)(1⊗ τΣA,ΣA)

+ (1⊗ µ)(f ⊗ 1)(1⊗ f)(τΣA,ΣA ⊗ 1)

− (Σµ⊗ 1)(ΣτA,A ⊗ 1)(1⊗ τA,A)(f ⊗ 1)(1⊗ f)(1⊗ τΣA,ΣA)(τΣA,ΣA ⊗ 1)

= (Σµ⊗ 1)
(

(f ⊗ 1)(1⊗ f)

+ (1⊗ τA,A)(ΣτA,A ⊗ 1)(f ⊗ 1)(1⊗ f)(τΣA,ΣA ⊗ 1)(1⊗ τΣA,ΣA)

+ (ΣτA,A ⊗ 1)(1⊗ τA,A)(f ⊗ 1)(1⊗ f)(1⊗ τΣA,ΣA)(τΣA,ΣA ⊗ 1)
)

−(1⊗ µ)
(

(ΣτA,A ⊗ 1)(1⊗ τA,A)(f ⊗ 1)(1⊗ f)(1⊗ τΣA,ΣA)(τΣA,ΣA ⊗ 1)

+ (1⊗ τA,A)(ΣτA,A ⊗ 1)(f ⊗ 1)(1⊗ f)(1⊗ τΣA,ΣA)(τΣA,ΣA ⊗ 1)(1⊗ τΣA,ΣA)(τΣA,ΣA ⊗ 1)

+ (f ⊗ 1)(1⊗ f)
)

(τΣA,ΣA ⊗ 1)

= (Σµ⊗ 1)
(

(f ⊗ 1)(1⊗ f)

+ (1⊗ τA,A)(ΣτA,A ⊗ 1)(f ⊗ 1)(1⊗ f)(τΣA,ΣA ⊗ 1)(1⊗ τΣA,ΣA)

+ (ΣτA,A ⊗ 1)(1⊗ τA,A)(f ⊗ 1)(1⊗ f)(1⊗ τΣA,ΣA)(τΣA,ΣA ⊗ 1)
)

−(1⊗ µ)
(

(ΣτA,A ⊗ 1)(1⊗ τA,A)(f ⊗ 1)(1⊗ f)(1⊗ τΣA,ΣA)(τΣA,ΣA ⊗ 1)

+ (1⊗ τA,A)(ΣτA,A ⊗ 1)(f ⊗ 1)(1⊗ f)(τΣA,ΣA ⊗ 1)(1⊗ τΣA,ΣA)

+ (f ⊗ 1)(1⊗ f)
)

(τΣA,ΣA ⊗ 1)

= (Σµ⊗ 1)DJf − (1⊗ µ)DJf (τΣA,ΣA ⊗ 1).

1.2.1.10 Proposition. Soit (A,µ) un monoïde de C muni d’un Σ-double-crochet de Poisson f . Alors
(ΣA,Σµf) est une algèbre de Leibniz dans C. De plus, la composée des deux morphismes suivants est
nulle :

hom(ΣA⊗A,A)

A
(Σµf)∗

//

0
77

hom(ΣA,A)

p∗Σ,1−qΣ,1∗

OO
(1.2.1)

avec p∗Σ,1 et q∗Σ,1, les morphismes définis à la définition 1.1.4.1.

Démonstration. D’après ce qui précède, on a

Σµf(1⊗ Σµf) = (Σµ⊗ 1)(1⊗ µ)
(
(f ⊗ 1)(1⊗ f) + (ΣτA,A ⊗ 1)(1⊗ τA,A)(f ⊗ 1)(1⊗ ΣτA,A)(1⊗ f)

)
.
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D’après le lemme 1.2.1.9, et comme f vérifie l’identité double-Jacobi, on a

0 =Σµ
(
(Σµ⊗ 1)(f ⊗ 1)(1⊗ f) + (1⊗ µ)(ΣτA,A ⊗ 1)(1⊗ τA,A)(f ⊗ 1)(1⊗ ΣτA,A)(1⊗ f)

)
− Σµf(Σµf ⊗ 1)− Σµf(1⊗ Σµf)(τΣA,ΣA ⊗ 1)

=Σµf(1⊗ Σµf)− Σµf(Σµf ⊗ 1)− Σµf(1⊗ Σµf)(τΣA,ΣA ⊗ 1)

et donc Σµf vérifie l’identité de Jacobi-Leibniz. On a donc bien que (ΣA,Σµf) est une algèbre de
Leibniz. On a également le diagramme suivant :

ΣA⊗ ΣA⊗A

1⊗Σµ

��

(τΣA⊗Σ,A⊗1,id) // A⊗ ΣA⊗ ΣA⊕ ΣA⊗ ΣA⊗A

(1⊗f)⊕(f⊗1)

��
ΣA⊗ ΣA

f

��

	 A⊗ ΣA⊗A⊕ ΣA⊗A⊗A

Aµ
e⊕µeAoo

1⊗Σµ⊕µ⊗1

��
ΣA⊗A

Σµ

��
	

A⊗ ΣA⊕ ΣA⊗A

Σµ(τA,Σ⊗1)⊕ΣµooΣA

qui est commutatif par 1.2.1.5. Donc Σµf est une dérivation en sa deuxième entrée, donc le dia-
gramme 1.2.1 commute.

1.2.1.11 Remarque. Si la catégorie C est abélienne, la proposition précédente nous donne la facto-
risation

A
(µf)∗//

∃! ''

hom(ΣA,A)

Der(ΣA,A) .
?�

OO

1.2.2 Double Poisson dans la catégorie Chk

Dans cette sous-section, on considère C = Chk munie de la structure monoïdale symétrique fer-
mée additive usuelle (cf. exemple 1.1.1.3). On note DGAk, la sous-catégorie des monoïdes unitaires
de Chk, i.e. des algèbres différentielles graduées. Soit A une telle algèbre. Pour a un élément de A,
on note sa l’élément correspondant dans ΣA = A[r] : s est le générateur du complexe k concentré en
degré r. On note comme suit les deux structures canoniques de A-bimodule sur A ⊗ A : pour a, b, u
et v des éléments de A, on a

. la structure externe donnée par a · (u⊗ v) · b := au⊗ vb ;

. la structure interne donnée par a ? (u⊗ v) ? b := (−1)|a||u|+|a||b|+|b||v|ub⊗ av.

Les signes apparaissant dans la structure interne découlent des signes de Koszul classiques. Nous
allons à présent expliciter la structure de Σ-double-crochet de Poisson sur une algèbre différen-
tielle graduée (A, ∂A). La donnée d’une telle structure sur A est donc la donnée d’un morphisme de
complexes de chaînes

{{−,−}} : ΣA⊗ ΣA → ΣA⊗A
sa⊗ sb 7−→ s{{a, b}}

,
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c’est à dire qu’un tel morphisme fait commuter le diagramme suivant :

ΣA⊗ ΣA
{{−,−}} //

∂ΣA⊗ΣA

��

ΣA⊗A

∂ΣA⊗A

��
ΣA⊗ ΣA

{{−,−}}// ΣA⊗A ,

ce qui en terme d’éléments se traduit par la relation suivante : pour a et b, deux éléments de A,

(−1)rs(∂A⊗A{{a, b}}) = (−1)rs{{∂Aa, b}}+ (−1)|a|s{{a, ∂Ab}}

ce qui équivaut à
∂A⊗A{{a, b}} = {{∂Aa, b}}+ (−1)|a|+r{{a, ∂Ab}}.

L’anti-symétrie du double-crochet se traduit en terme d’éléments par l’égalité suivante ; pour a et b,
deux éléments de A,

s{{a, b}} = (−1)(|a|+r)(|b|+r)s(τ{{b, a}}).

La propriété de dérivation est que le morphisme Hamiltonien

H : A −→ hom(ΣA,A⊗A)

a 7−→ {{a,−}} : sb 7→ {{a, b}}

est une dérivation, c’est à dire que, pour tous éléments a, b et c de A, on a {{ab, c}} = a ? {{b, c}} +

(−1)|b|(|c|+r){{a, c}} ? b, le signe provenant de la permutation A⊗A⊗ ΣA
1⊗τ̄→ A⊗ ΣA⊗A.

1.2.2.1 Remarque. Par la propriété 1.2.1.5, un Σ-double-crochet est aussi une dérivation en son
deuxième argument, ce qui se traduit par la propriété

∀a, b, c ∈ A, {{a, bc}} = (−1)(|a|+r)|b|b · {{a, c}}+ {{a, b}} · c.

1.2.2.2 Notation(s). On adoptera parfois la notation (dite de Sweedler) suivante :

{{a, b}} =
∑
i

{{a, b}}′i ⊗ {{a, b}}′′i
not
=: {{a, b}}′ ⊗ {{a, b}}′′

qui rend implicite la somme. Pour a, b1, . . . , bn des éléments homogènes de A, on définit :

{{a, b1 ⊗ . . .⊗ bn}}L := {{a, b1}} ⊗ b2 ⊗ . . .⊗ bn.

Ainsi, l’identité double Jacobi se traduit en terme d’éléments, pour a, b et c, trois éléments de A,
par

s
{{
a, {{b, c}}

}}
L

+ (−1)(|a|+r)(|b|+|c|)sτA⊗A,A
{{
b, {{c, a}}

}}
L

+ (−1)(|c|+r)(|a|+|b|)sτA,A⊗A
{{
c, {{a, b}}

}}
L

= 0,

où le signe (−1)(|a|+r)(|b|+|c|) provient de la permutation τΣA,ΣA⊗ΣA et le signe (−1)(|c|+r)(|a|+|b|), de
la permutation τΣA⊗ΣA,ΣA. Finalement, on a la forme explicite de la définition d’algèbre Σ-double
Poisson.

1.2.2.3 Définition/Proposition. Algèbre r-double Poisson
Soit A une k-algèbre différentielle graduée non nécessairement unitaire. On dit que A est une al-

52



CHAPITRE 1. DOUBLE-CROCHET DE POISSON

gèbre r-double Poisson si elle est munie d’un morphisme de complexe de chaînes

{{−,−}} : ΣA⊗ ΣA→ ΣA⊗A

vérifiant les trois assertions suivantes pour tous éléments a, b et c de A :

Antisymétrie :
{{a, b}} = (−1)(|a|+r)(|b|+r)(τ{{b, a}});

Dérivation :
{{ab, c}} = a ? {{b, c}}+ (−1)|b|(|c|+r){{a, c}} ? b;

Double-Jacobi :

{{
a, {{b, c}}

}}
L

+ (−1)(|a|+r)(|b|+|c|)(τ ⊗ 1)(1⊗ τ)
{{
b, {{c, a}}

}}
L

+ (−1)(|c|+r)(|a|+|b|)(1⊗ τ)(τ ⊗ 1)
{{
c, {{a, b}}

}}
L

= 0.

Soient (A, fA) et (B, fB) deux r-algèbres double-Poisson et soit ϕ : A → B un morphisme d’al-
gèbres différentielles graduées. On dit que ϕ est un morphisme de Σ-algèbre double-Poisson si le
diagramme suivant commute :

ΣA⊗ ΣA
fA //

	Σϕ⊗Σϕ

��

ΣA⊗A

Σϕ⊗ϕ
��

ΣB ⊗ ΣB
fB

// ΣB ⊗B.

On note r-DPoissk la catégorie des k-algèbres r-double-Poisson.

1.2.2.4 Exemple. [VdB08a, Ex. 2.3.3]
Soit A = k[t]. Les double-crochets

{{t, t}}1 := t⊗ 1− 1⊗ t et {{t, t}}3 := t2 ⊗ t− t⊗ t2

munissent chacun A d’une structure d’algèbre double Poisson.

1.2.2.5 Exemple. [Pow16, Prop. A.1]
Soit A = k[t]. Pour λ, µ, ν ∈ k,

{{t, t}} := λ{{t, t}}1 + µ(t2 ⊗ 1− 1⊗ t2) + ν{{t, t}}3

définit un double crochet de Poisson sur A si et seulement si λν − µ2 = 0 et tout double crochet de
Poisson sur k[t] est de cette forme.

Comme le montre [FL98, Th. 1.2] : sur une algèbre A possédant un domaine non-commmutatif,
tout crochet de Poisson est un multiple du commutateur donc s’annule surA\ := A/[A,A]. Le crochet
de Poisson classique n’est donc pas adapté au monde non-commutatif. De manière opposée, les
doubles crochets de Poisson ne sont pas adaptés au monde commutatif, comme l’illustre le théorème
suivant.
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1.2.2.6 Théorème. [Pow16, Th. 1]
Soit R un anneau commutatif pour lequel l’application x 7→ x2 est injective. Alors, pour d > 2, toute
structure double Poisson sur R[t1, . . . , td] avec |ti| = 0 pour tout i, est triviale.

1.2.2.7 Remarque. Pour A = (T (V ), ∂) une algèbre différentielle graduée libre, si l’on se donne
une application linéaire

{{−,−}} : V [r]⊗ V [r] −→
(
T (V )⊗ T (V )

)
[r],

il est en général difficile de vérifier à la main que {{−,−}} munit T (V ) d’une structure de r-algèbre
double Poisson, notamment à cause de la condition double Jacobi. Pour cela, nous avons mis au
point des procédures dans le langage Singular que l’on pourra consulter en annexe D.

Une application directe du théorème B.3.0.1 pour C = DGAk nous redonne le résultat de Van den
Bergh [VdB08a, Cor 2.4.6.].

1.2.2.8 Corollaire. Soit
(
A, {{−,−}}

)
une algèbre de r-double-Poisson différentielle graduée. Alors

le crochet
{−,−} := µA ◦ {{−,−}} : A⊗A −→ A

induit une structure de r-Poisson non-commutative sur A. On a donc que A\ est une r-algèbre de Lie
différentielle graduée, de crochet

{−,−}\ : A\ ⊗A\ −→ A\

x⊗ y 7−→ {{x, y}}′{{x, y}}′′,

d’où l’existence du foncteur
(−)\ : r-DPoissk −→ r-NCPoissk.

1.2.2.9 Remarque. [Art15, Sect 3.4] On considèreA = k〈x, y〉, l’algèbre des polynômes non-commutatifs
à deux variables. On définit sur A, les double crochets {{−,−}}1 et {{−,−}}2 définis par :

{{x, y}}1 = −yx⊗ 1; {{y, x}}1 = xy ⊗ 1; {{x, x}}1 = 0 = {{y, y}}1;

{{x, y}}1 = xy ⊗ 1; {{y, x}}2 = −yx⊗ 1; {{x, x}}2 = 0 = {{y, y}}2.

Ces double crochets ne sont clairement pas antisymétriques donc ne sont pas de Poisson. Pourtant,
les crochets {−,−}i := µ ◦ {{−,−}}i pour i ∈ {1, 2}munissent A d’une structure d’algèbre NCPoisson
(voir annexe B).

1.2.3 Double Poisson sur un monoïde libre

On fixe A un monoïde de C et M un A-bimodule. On considère la A-algèbre libre sur M :

TA(M) := A⊕
⊕
n∈N∗

M⊗An
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possédant la propriété universelle suivante : pour toute A-algèbre B munie d’un morphisme M → B

de A-bimodule, on a l’extension canonique suivante :

M //� _

��

B

TA(M)
ϕ

II

avec ϕ un morphisme de A-algèbre unique. En particulier, on a l’injection A⊕M ↪→ TAM .
On va définir plusieurs classes de doubles crochets de Poisson sur TA(M) : notons qu’un Σ-

double crochet f sur TA(M) anti-symétrique et vérifiant la propriété de dérivation est entièrement
déterminé par ses restrictions à ΣA⊗ ΣA, ΣM ⊗ ΣA et ΣM ⊗ ΣM .

§ 1 Double crochets constants

1.2.3.1 Définition. Double Poisson constant
Soient A un monoïde associatif de C, M un A-bimodule et {{−,−}} un Σ-double crochet de Poisson
sur TA(M). On dit que le double crochet {{−,−}} est constant si les restrictions de {{−,−}} à ΣA⊗ΣA

et ΣM ⊗ ΣA sont nulles et si sa restriction à ΣM ⊗ ΣM est à valeurs dans ΣA⊗A, c’est-à-dire que
{{−,−}} est entièrement déterminé par le Σ-double crochet anti-symétrique

{{−,−}} : ΣM ⊗ ΣM −→ ΣA⊗A.

1.2.3.2 Exemple. Si l’on se place dans la catégorie des complexes de chaînes, un Σ-double crochet
de Poisson linéaire sur Tk(M), pour M un complexe, correspond à la donnée d’une forme anti-
symétrique sur M .

§ 2 Double crochets linéaires

1.2.3.3 Définition. Double Poisson linéaire
Soient A un monoïde associatif de C, M un A-bimodule et {{−,−}} un Σ-double crochet de Poisson
sur TA(M). On dit que le double crochet {{−,−}} est linéaire si la restriction de {{−,−}} à ΣA ⊗ ΣA

est nulle et ses restrictions à ΣM ⊗ΣA et ΣM ⊗ΣM sont respectivement à valeurs dans ΣA⊗A et
Σ(M ⊗A⊕A⊗M), c’est-à-dire que {{−,−}} est entièrement déterminé par les doubles crochets

{{−,−}} :ΣM ⊗ ΣA −→ ΣA⊗A et

{{−,−}} :ΣM ⊗ ΣM −→ Σ(M ⊗A⊕A⊗M).

On note Σ-DPFreelinA la sous-catégorie des A-algèbres libres munies d’un Σ-double crochet de Pois-
son linéaire avec pour morphismes, les morphismes de Σ-algèbres double Poisson induits par un
morphisme de A-bimodule.

1.2.3.4 Exemple. (cf. [ORS13, Sect. 2]) On considère {{−,−}}, un 1-double crochet linéaire sur
T (M) := T1M , qui est donc entièrement déterminé par les morphismes f : M ⊗M −→ M ⊗ 1 et
g : M ⊗1 −→ 1⊗1. À cause de la propriété de dérivation du double-crochet, le morphisme g est nul.
L’identité double-Jacobi nous donne que l’identité

prM⊗1⊗1{{−,−,−}}|M⊗3 = 0
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où {{−,−,−}} est le double-jacobiateur associé à {{−,−}} ; on a donc (f ⊗ 1)(M ⊗ f)− (τ1,M ⊗ 1)(1⊗
f)(f ⊗M) = 0 ce qui équivaut, grâce aux isomorphismes M ⊗ 1 ∼= M ∼= 1⊗M , à l’identité

f(M ⊗ f) = f(f ⊗M),

ce qui correspond à une structure de monoïde associatif non-unitaire surM . On a ainsi l’équivalence
de catégories

1-DPFreelin1 ∼= As(C,⊗).

§ 3 L’exemple du double crochet de Schouten-Nijenhuis

En suivant [VdB08a, Sect. 3.2], on rappelle la définition du 0-double-crochet de Schouten-Nijenhuis.
On se place dans la catégorie Chk et on considère A une algèbre différentielle graduée finiment en-
gendrée, ce qui implique que ΩA est un A-bimodule finiment engendré. Les morphismes

(A⊗ τA,A)
(

(ev ⊗A)(Der(A)⊗ ev)− (A⊗ ev)(Der(A)⊗ ev)(τDer(A),Der(A) ⊗A)
)

: Der(A)⊗2 ⊗A→ A⊗3

(τA,A ⊗A)
(

(A⊗ ev)(Der(A)⊗ ev)− (ev ⊗A)(Der(A)⊗ ev)(τDer(A),Der(A) ⊗A)
)

: Der(A)⊗2 ⊗A→ A⊗3

définissent, par adjonction, les morphismes

{{−,−}}SNl : Der(A)⊗ Der(A)→ Hom(A,A⊗3)

{{−,−}}SNr : Der(A)⊗ Der(A)→ Hom(A,A⊗3)

1.2.3.5 Proposition. [VdB08a, Prop. 3.2.1]
Le morphisme {{−,−}}SNl (resp. {{−,−}}SNr ) se factorise à travers Der(A)⊗A (resp. A⊗ Der(A)).

Démonstration. Le fait que le A-bimodule ΩA soit finiment engendré implique l’isomorphisme

Der(A,A⊗3) ∼= HomAe(ΩA, A⊗A)⊗A ∼=
1.1.4.8

Der(A)⊗A.

1.2.3.6 Remarque. Van den Bergh définit un double crochet de Schouten Nijenhuis de degré 1.
Nous faisons ici le même type de construction, en omettant le décalage. Pour retrouver son résultat,
on pourra utiliser le théorème 2.1.4.1.

1.2.3.7 Théorème. [VdB08a, Thm. 3.2.2]
Les morphismes

{{−,−}}SNl + {{−,−}}SNr : Der(A)⊗ Der(A)→ Der(A)⊗A⊕A⊗ Der(A)

(ev,−τA,A ◦ ev ◦ τA,Der(A)) : Der(A)⊗A⊕A⊗ Der(A)→ A⊗A

munissent la A-algèbre libre TADer(A) d’une structure de 0-algèbre double Poisson linéaire.

Démonstration. Il suffit de reprendre la preuve de Van den Bergh [VdB08a, Th. 3.2.2] en faisant
attention aux signes de Koszul.
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§ 4 Double crochets quadratiques

1.2.3.8 Définition. Double Poisson quadratique
Soient A un monoïde associatif de C, M un A-bimodule et {{−,−}} un Σ-double crochet de Poisson
sur TA(M). On dit que le double crochet {{−,−}} est quadratique si les restrictions de {{−,−}} à
ΣA ⊗ ΣA et ΣM ⊗ ΣA sont nulles et si sa restriction à ΣM ⊗ ΣM est à valeurs dans ΣM ⊗ M ,
c’est-à-dire que {{−,−}} est entièrement déterminé par le Σ-double crochet anti-symétrique

{{−,−}} : ΣM ⊗ ΣM −→ ΣM ⊗M.

On note Σ-DPFreequadA la sous-catégorie des A-algèbres libres munies d’un Σ-double crochet de Pois-
son quadratique et ayant pour morphismes, les morphismes de Σ-algèbres double Poisson induits
par des morphismes de A-bimodules.

1.2.3.9 Proposition. Le foncteur T (−) induit l’équivalence de catégories

T (−) : Σ-DLieC
∼=−→ Σ-DPFreequad1 .

Démonstration. On étend le double crochet de Lie par dérivation en chacune de ces variables.

1.2.3.10 Exemples. (i) Dans [ORS13, Sect. 2.1], Rubtsov et ses co-auteurs donnent une classi-
fication complète des double crochets de Poisson quadratiques sur une algèbre tensorielle à
deux générateurs concentrée en degré 0.

(ii) Dans [Sok13], Sokolov donne une classification complète des double crochets de Poisson qua-
dratiques sur une algèbre tensorielle à trois générateurs concentrée en degré 0.
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On étudie dans ce chapitre deux types de structures double Poisson. Pour commencer, on se
concentre sur les double crochets linéaires : ces structures correspondent aux algèbres double Lie-
Rinehart, version non-commutative des algèbres de Lie-Rinehart. On démontre notamment une
propriété de décalage de ces structures (cf. théorème 2.1.4.1). Dans un second temps, on étudie les
double crochets de Poisson quadratiques, qui correspondent aux algèbres double Lie. On exhibe un
critère pour définir des exemples de double crochets de Poisson sur la résolution minimale d’une
algèbre de Koszul (cf. section 2.2).

2.1 Double Lie-Rinehart

On donne dans cette section, une description dans un cadre général des algèbres double Lie-
Rinehart, définies par Van den Bergh dans [VdB08b], qui sont une version non-commutative des
algèbres de Lie-Rinehart. On commence par quelques rappels sur le cas classique (commutatif).

2.1.1 Rappels sur les algèbres de Lie-Rinehart

Commençons par rappeler la définition des algèbres de Lie-Rinehart. On se réfère notamment à
[Kap07], [LV12, Sect. 13.3.8] et [FA15, Sect. 5.1.2].

2.1.1.1 Définition. Algèbre de Lie-Rinehart
Soit (C,⊗, τ) une catégorie monoïdale symétrique fermée abélienne et A un monoïde associatif com-
mutatif de C. On dit qu’une algèbre de Lie (g, [−,−]) est une algèbre de Lie-Rinehart au dessus de
A si g est munie d’une structure de A-module µA : A ⊗ g → g, que A est muni d’une structure
de g-module µg : g ⊗ A → A et les deux structures de modules sont compatibles, i.e. satisfont les
propriétés suivantes.

(i) L’algèbre de Lie g agit par dérivation sur A, i.e. le morphisme (µg)∗ : g → End (A), adjoint de
µg, se factorise à travers Der(A) en un morphisme d’algèbres de Lie :

g
(µg)∗ //

ρ ))

End (A)

Der(A) .
?�

OO

Le morphisme ρ : g→ Der(A) est appelé ancre.
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(ii) On a la relation dite de Leibniz :

[−,−](1⊗ µA) = µA(ev ⊗ 1)(ρ⊗ 1⊗ 1) + µA(1⊗ [−,−])(τA,g ⊗ 1).

Soient (M,ρM , [−,−]M ) et (N, ρN , [−,−]N ) deux algèbres de Lie-Rinehart au dessus de A. Un mor-
phisme ϕ : M → N de A-modules est un morphisme d’algèbres de Lie-Rinehart s’il préserve les
crochets de Lie

2.1.1.2 Exemples. On donne différents exemples d’algèbre de Lie-Rinehart (voir [Kap07, Ex. 1.1.3]).

(i) Quand A = k, une k-algèbre de Lie-Rinehart est simplement une k-algèbre de Lie. Plus gé-
néralement, une algèbre de Lie-Rinehart sur A avec une ancre nulle est une A-algèbre de
Lie.

(ii) Ce second exemple justifie l’intérêt de considérer une telle structure. En effet, elle apparaît
naturellement en géométrie : si on considère X une variété C∞ et qu l’on note TX son fibré
tangent, alors les sections de TX forment une R-algèbre de Lie-Rinehart au dessus de C∞(X).

(iii) Soit B une algèbre associative. Alors l’algèbre de Lie BLie := (B, [−,−]), où [−,−] est le com-
mutateur, est une algèbre de Lie-Rinehart sur B\\ := B/〈[B,B]〉.

(iv) Pour toute algèbre commutative A, Der(A) munie de l’ancre ρ = id est une algèbre de Lie-
Rinehart sur A.

(v) Soit M un A-module. L’algèbre d’Atiyah de M est l’algèbre de Lie-Rinehart sur A, que l’on note
At(M), dont les éléments sont les paires (ϕ,D) avec ϕ un endomorphisme k-linéaire de M et
D une dérivation de A satisfaisant la propriété suivante : pour a ∈ A et m ∈M ,

ϕ(am)− a · ϕ(m) = D(a) ·m.

Le crochet de Lie 〈−,−〉At de At(M) est défini de la manière suivante :

〈(ϕ1, D1), (ϕ2, D2)〉 :=
(
[ϕ1, ϕ2], [D1, D2]

)
.

pour (ϕ1, D1) et (ϕ2, D2) dans At(M) et [−,−] les commutateurs des endomorphismes de M et
des dérivations de A ; l’ancre est simplement définie comme la projection

ρ : At(M) −→ Der(A)

(ϕ,D) 7−→ D
.

Pour une démonstration des compatibilités, on se réfère à [FA15, Prop. 5.1.13].

La notion d’algèbre Lie-Rinehart est profondément liée à la structure d’algèbre de Poisson comme
le montre la proposition suivante.

2.1.1.3 Proposition. (cf. [LV12, Prop. 13.3.8])
Toute structure d’algèbre de Lie-Rinehart au dessus de A sur L munit P := A ⊕ L d’une structure

de Poisson telle que le produit µ et le crochet de Poisson {−,−} prennent leurs valeurs de la manière
suivante :

A⊗A µ−→ A, A⊗A {−,−}−→ 0,

A⊗ L µ−→ L, L⊗A {−,−}−→ A,

L⊗ L µ−→ 0, L⊗ L {−,−}−→ L.

60



CHAPITRE 2. DOUBLE LIE ET DOUBLE LIE RINEHART

Inversement, toute algèbre de Poisson P , telle que le k-espace vectoriel sous-jacent peut s’écrire P =

A ⊕ L et tel que le produit et le crochet prennent leur valeurs comme précédemment, munit L d’une
structure d’algèbre de Lie-Rinehart au dessus de A. Les deux constructions sont inverses l’une de
l’autre.

2.1.1.4 Remarque. Ce résultat est en fait bien plus général, car il est de nature opéradique (cf.
proposition 4.1.2.15 et [VdL04, Prop. 3.6.2]).

2.1.2 Double Lie-Rinehart

Il est naturel de vouloir construire l’équivalent non-commutatif des algèbres Lie-Rinehart : ce
sont les algèbres double Lie-Rinehart (appelées également Lie algebroïde dans [VdB08b]).

2.1.2.1 Notation(s). Soient A un monoide associatif de la catégorie monoïdale symétrique fermé
additive (C,⊗, τ), M et N deux A-bimodules et ϕ : M → N un morphisme de A-bimodules. On peut
étendre de manière canonique le morphisme ϕ à un morphisme de A-bimodules

ϕ̃ : A⊗M ⊕M ⊗A −→ A⊗N ⊕N ⊗A

où les structures de bimodules sont celles de M et N , en posant

ϕ̃|A⊗M = A⊗ ϕ et ϕ̃|M⊗A = ϕ⊗A.

Par la suite, on ne fera pas de distinction entre ϕ et ϕ̃.

2.1.2.2 Définition. Σ-Algèbre double Lie-Rinehart
Soient (A,µ) un monoide associatif de la catégorie monoïdale symétrique abélienne (C,⊗, τ) et
(M,Aµ, µA) un A-bimodule. On dit que M est une Σ-algèbre double Lie-Rinehart au dessus de A
s’il est muni :

(i) d’un morphisme de A-bimodules appelé ancre :

ρ : ΣM −→ Der(ΣA,ΣA⊗A)

pour lequel on note ρ∗ : ΣM ⊗ ΣA→ ΣA⊗A l’application adjointe ;

(ii) d’un morphisme
{{−,−}}M : ΣM ⊗ ΣM −→ Σ(M ⊗A⊕A⊗M)

pour lequel on note {{−,−}}Ml := prΣM⊗A ◦ {{−,−}}M et {{−,−}}Mr := prΣA⊗M ◦ {{−,−}}M ; qui
vérifie les conditions suivantes :

(a) anti-symétrie : on a le diagramme anticommutatif :

ΣM ⊗ ΣM
{{−,−}}M //

τΣM,ΣM

��
�

Σ(M ⊗A⊕A⊗M)

Σ(τM,A,τA,M )

��
ΣM ⊗ ΣM

{{−,−}}M
// Σ(M ⊗A⊕A⊗M);
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(b) la première compatibilité avec l’ancre, appelée propriété de dérivation, donnée par le dia-
gramme commutatif

ΣM ⊗ Σ(A⊗M)
ΣM⊗ΣAµ //

ϕl ++

ΣM ⊗ ΣM

{{−,−}}M

��

ΣM ⊗ Σ(M ⊗A)
ΣM⊗ΣµAoo

ϕrss
Σ(M ⊗A⊕A⊗M),

où

ϕl :=(Aµ
ΣM ⊗A,A µΣA ⊗M)(A⊗ {{−,−}}M )(τΣMΣ,A ⊗M) + (ΣA⊗Aµ)(ρ∗ ⊗M)

ϕr :=(ΣM ⊗ µ,ΣA⊗ µA)({{−,−}}M ⊗A)

+ (ΣµA ⊗A)(τM,Σ ⊗A⊗A)(M ⊗ ρ∗)(τΣMΣ,M ⊗A);

(c) la seconde compatibilité avec l’ancre donnée par l’égalité

(ρ∗τ ⊗A)(ΣA⊗ {{−,−}}Ml )

+ τΣA⊗ΣA,ΣA(ρ∗ ⊗A)(ΣM ⊗ ρ∗)τΣA,ΣM⊗ΣM

+ τΣA,ΣA⊗ΣA(ρ∗ ⊗A)(ΣM ⊗ ρ∗τ )τΣA⊗ΣM,ΣM = 0

où ρ∗τ := −(ΣτA,A)ρ∗τΣA,ΣM : ΣA⊗ ΣM → ΣA⊗A.

(d) l’identité double-Jacobi :

({{−,−}}Ml ⊗A)(ΣM ⊗ {{−,−}}Ml )

+ ΣτA,M⊗A({{−,−}}Mr ⊗A)(ΣM ⊗ {{−,−}}Ml )τΣM⊗ΣM,ΣM

+ ΣτA⊗A,M (ρ∗ ⊗A)(ΣM ⊗ {{−,−}}Mr )τΣM,ΣM⊗ΣM = 0.

Soient (M, {{−,−}}M ) et (N, {{−,−}}N ) deux Σ-algèbres double Lie-Rinehart au dessus de A. Un
morphisme de A-bimodule ϕ est un morphisme de Σ-algèbre double Lie-Rinehart s’il vérifie la pro-
priété

ϕ
(
{{−,−}}M

)
= {{ϕ(−), ϕ(−)}}N .

On note Σ-DLRA la catégorie des Σ-algèbres double Lie-Rinehart au dessus de A.

2.1.2.3 Remarque. Dans le cas où C = Chk et où A est une algèbre différentielle graduée finiment
engendrée, la condition (ii)c de la définition 2.1.2.2 correspond à l’égalité

ρ
(
{{−,−}}M

)
= {{ρ, ρ}}SN

où {{−,−}}SN est le double crochet de Schouten Nijenhuis (cf. définition 1.2.3.7).

2.1.2.4 Exemples. On donne des exemples d’algèbres double Lie-Rinehart qui sont les homologues
non-commutatifs de certains des exemples 2.1.1.2.

(i) Pour toute algèbre différentielle graduée A finiment engendrée, le A-bimodule Der(A) des bi-
dérivations (cf. définition 1.2.1.1) muni du double crochet de Schouten Nijenhuis et de l’iden-
tité comme ancre est une 0-algèbre double Lie-Rinehart au dessus de A.
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(ii) Dans [FA15, Sect. 5.5], Fernández définit la version non-commutative de l’algèbre d’Atiyah (cf.
exemple 2.1.1.2 (v)). Soient A une k-algèbre associative et M un A-bimodule de présentation
finie. On note

End(M) := Homk(M,M ⊗A⊕A⊗M),

et pour ϕ un élément de End(M), on note ϕl := prM⊗A ◦ ϕ et ϕr := prA⊗M ◦ ϕ. On définit
l’algèbre d’Atiyah double sur M , que l’on note At(M), comme l’ensemble des paires (d, ϕ) avec
d ∈ Der(A) et ϕ ∈ End(M) telles que, pour tout a ∈ A et tout m ∈M

ϕ(a ·m) = a · ϕ(m) + d(a) ·m,

ϕ(m · a) = ϕ(m) · a+m · d(a).

avec d(a) · m = d(a)′ ⊗A µM
(
d(a)′′m

)
et m · d(a) = µMA

(
m, d(a)′

)
⊗ d(a)′′. On pose le double

crochet suivant : pour (d1, ϕ1) et (d2, ϕ2), deux éléments de At(M)

{{(d1, ϕ1), (d2, ϕ2)}}̃l := (ϕ1
l ⊗A)ϕ2

l + (d1 ⊗M)ϕ2
r −

(
(M ⊗ d2)ϕ1

l + (A⊗ ϕ2
r)ϕ

r
1

)
{{(d1, ϕ1), (d2, ϕ2)}}̃r := (A⊗ ϕ1

r)ϕ
2
r + (A⊗ d1)ϕ2

l −
(
(d1 ⊗M)ϕ1

r + (ϕ2
l ⊗A)ϕ1

l

)
,

qui nous fournit le double crochet

{{(d1, ϕ1), (d2, ϕ2)}} := (M ⊗ τA,A) ◦ {{ϕ1, ϕ2}}̃l + (τM,A ⊗A) ◦ {{ϕ1, ϕ2}}̃r,

où l’on utilise implicitement, comme dans le cas du double crochet de Schouten Nijenhuis,
l’isomorphisme Homk(M,M ⊗ A ⊗ A) ∼= Homk(M,M ⊗ A) ⊗ A. Cela nous permet de définir le
double crochet d’Atiyah défini, pour (d1, ϕ1) et (d2, ϕ2) de At(M), par

{{(d1, ϕ1), (d2, ϕ2)}}At :=
(
{{d1, d2}}SN , {{(d1, ϕ1), (d2, ϕ2)}}

)
,

où {{−,−}}SN est le double crochet de Schouten Nijenhuis (cf. section 1.2.3.3). Par [FA15, Prop.
5.5.3], At(M) muni du double crochet d’Atiyah et de l’ancre

ρ : At(M) −→ Der(A)

(d, ϕ) 7−→ d

est une algèbre double Lie-Rinehart sur A.

On démontre à présent la version non-commutative de la correspondance entre les algèbre Lie-
Rinehart et certaines algèbres de Poisson énoncée en 2.1.1.3. Ainsi, on fait correspondre des al-
gèbres double Lie Rinehart et les algèbres double Poisson linéaires.

2.1.2.5 Proposition. (cf.[VdB08a, (3.4-1)-(3.4-8)] – [VdB08b, Sect. 3.2])
Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) M est une Σ-algèbre de double Lie-Rinehart au dessus de A ;

(ii) TA(M) est une Σ-algèbre double Poisson linéaire.

On a l’équivalence de catégories
Σ-DPFreelinA ∼= Σ-DLRA.

Démonstration. Par adjonction, l’ancre ρ d’une Σ-algèbre de double Lie-Rinehart M au dessus de A
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correspond à un morphisme ρ∗ : ΣM ⊗ ΣA → ΣA⊗ A que l’on étend par anti-symétrie à un double
crochet {{−,−}}A : ΣM ⊗ ΣA⊕ ΣA⊗ ΣM → ΣA⊗A.

La condition (ii)b de la définition 2.1.2.2 correspond exactement aux propriétés de dérivation de
la restriction à ΣM ⊗ΣA⊕ΣA⊗ΣM d’un Σ-double crochet linéaire sur TAM . Ainsi, la donnée d’un
Σ-double crochet linéaire sur TAM correspond à la donnée d’une ancre ρ : ΣM → Der(ΣA,ΣA ⊗ A)

et d’un morphisme f : ΣM ⊗ ΣM → Σ(M ⊗ A ⊕ A ⊗M) vérifiant les conditions (ii)a et (ii)b de la
définition 2.1.2.2. Reste à montrer que les conditions (ii)c et (ii)d de la définition de Σ-algèbre double
Lie-Rinehart correspondent à l’identité double Jacobi vérifiée par un Σ-double crochet de Poisson
linéaire sur TAM .

Le double-jacobiateur de TAM restreint au terme ΣA ⊗ ΣM ⊗ ΣM est donné par le diagramme
commutatif suivant

ΣM ⊗ ΣA⊗ ΣM

(ρ∗⊗A)(ΣM⊗ρ∗r)

��

ΣA⊗ ΣM ⊗ ΣM

(ρ∗r⊗A)(ΣA⊗{{−,−}}l)
��

τΣA,ΣM⊗ΣM //τΣA⊗ΣM,ΣMoo ΣM ⊗ ΣM ⊗ ΣA

(ρ∗⊗A)(ΣA⊗ρ∗)
��

Σ
(
A
)⊗3

ΣτA,A⊗A

// Σ
(
A
)⊗3

Σ
(
A
)⊗3

,
ΣτA⊗A,A

oo

ce qui nous donne la condition (ii)c de la définition d’une Σ-algèbre double Lie-Rinehart.
Le double-jacobiateur de TAM restreint au terme (ΣM)⊗3 est à valeurs dans

Σ(M ⊗A⊗2 ⊕A⊗2 ⊗M ⊕A⊗M ⊗A).

Par stabilité sous l’action de Z/3Z (cf. remarque 1.2.1.7), l’annulation de la restriction du double-
jacobiateur de TAM au terme (ΣM)⊗3 est équivalente à l’annulation de sa projection sur le terme
ΣM ⊗A⊗2, qui est donnée par le diagramme commutatif suivant

(
ΣM

)⊗3

({{−,−}}Mr ⊗A)(ΣM⊗{{−,−}}Ml )

��

(
ΣM

)⊗3

({{−,−}}Ml ⊗A)(ΣA⊗{{−,−}}Ml )

��

τΣM,ΣM⊗ΣM //τΣM⊗ΣM,ΣMoo
(
ΣM

)⊗3

(ρM⊗A)(ΣM⊗{{−,−}}Mr )

��
ΣA⊗M ⊗A

ΣτA,M⊗A

// ΣM ⊗A⊗2 ΣA⊗2 ⊗M ;
ΣτA⊗A,M

oo

ainsi, l’annulation de la restriction du double-jacobiateur de TAM au terme (ΣM)⊗3 est équivalente
à la condition (ii)d de la définition 2.1.2.2.

Reste à vérifier la propriété au niveau des morphismes. Soient (M, {{−,−}}M ) et (N, {{−,−}}N )

deux Σ-algèbres de Lie-Rinehart au dessus de A et ϕ : M −→ N un morphisme d’algèbres de Lie-
Rinehart. Le morphisme ϕ nous fournit, via le foncteur TA(−), un morphisme de A-algèbres ϕ′ :

TA(M) → TA(N) car TA(M) est libre. De plus, on a ϕ
(
{{−,−}}M

)
= {{ϕ(−), ϕ(−)}}N donc, comme ϕ′

est un morphisme d’algèbres, que les doubles crochets de TA(M) et TA(N) sont obtenus en étendant
par dérivations les double crochets {{−,−}}M et {{−,−}}N , alors ϕ′ est un morphisme de Σ-algèbres
double Poisson.

Soit à présent ψ : TA(M) → TA(N) un morphisme de Σ-algèbres double Poisson avec TA(M) et
TA(N) munis de double crochets linéaires. Le morphisme ψ′ : prN◦ψ◦i : M → N avec i : M ←↩ TA(M)

et prN : TA(N)� N est un morphisme de A-bimodules, qui commute avec le double crochet.
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2.1.2.6 Remarque. D’après la proposition 1.2.1.10, si M est une 1-algèbre double Lie-Rinehart au
dessus de A, alors le morphisme

{−,−} := µMA {{−,−}}Ml +Aµ
M{{−,−}}Mr : M ⊗M −→M

munit M d’une structure d’algèbre de Leibniz, qui est un morphisme de A-bimodule, où la structure
sur M ⊗M est donnée par la structure du terme de droite.

La composition de l’ancre avec le produit de A est une dérivation en sa deuxième entrée :

ρ̃ := µ ◦ ρ : M ⊗A −→ A.

De plus, d’après la proposition 2.1.2.5 et par le lemme 1.2.1.9, la condition double Jacobi restreinte
au tenseur M ⊗M ⊗A implique ρ̃ munit A d’une structure de représentation anti-symétrique de M
(pour la définition de représentation d’algèbre de Leibniz, le lecteur peut se référer à [Cov10, Déf.
1.2.1 et 1.2.4]).

2.1.3 Exemple : le double crochet de Koszul

Dans cette section, on considère A un monoïde associatif unitaire, muni d’un Σ-double crochet
de Poisson :

{{−,−}} : ΣA⊗ ΣA −→ ΣA⊗A.

On lui associe, de manière canonique, une structure de Σ-algèbre double Lie-Rinehart sur le A-
bimodule ΩA des 1-formes différentielles non-commutatives. Par la propriété de dérivation de {{−,−}}
en chacune de ces entrées, la proposition 1.1.4.8 nous dit que l’on peut étendre naturellement le
double crochet en le morphisme ϕ de Ae-bimodules

ϕ : ΣΩA ⊗ ΣΩA −→ ΣA⊗A.

En composant ϕ par d (étendu par dérivation sur A ⊗ A, i.e. d(A ⊗ A) := d(A) ⊗ A + A ⊗ d(A)), on
obtient le morphisme de C, {{−,−}}Ω, appelé double crochet de Koszul :

ΣA⊗ ΣA
{{−,−}} //

Σd⊗Σd

��

ΣA⊗A

d⊗A+A⊗d
��

ΣΩA ⊗ ΣΩA

ϕ

44

=:{{−,−}}Ω
// Σ
(
ΩA ⊗A⊕A⊗ ΩA

)
.

On note comme suit les projections de {{−,−}}Ω sur chacune des composantes d’arrivée :

{{−,−}}Ωr
not.
:= prΣΩA⊗A ◦ {{−,−}}Ω et {{−,−}}Ωl

not.
:= prΣA⊗ΩA ◦ {{−,−}}Ω.

Par les propriétés de dérivation de {{−,−}} et la proposition 1.1.4.8, on étend naturellement le
double crochet en deux morphismes de A-bimodules :

. le morphisme
ρΩ
l : ΣΩA ⊗ ΣA −→ ΣA⊗A

avec à gauche, la structure de A-bimodule induite par celle de ΩA et à droite, la structure
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interne ;

. le morphisme
ρΩ
r : ΣA⊗ ΣΩA −→ ΣA⊗A

avec à gauche, la structure de A-bimodule induite par celle de ΩA et à droite, la structure
externe.

Par définition, ils font commuter les diagrammes suivants :

ΣA⊗ ΣA
{{−,−}} //

Σd⊗ΣA

��

ΣA⊗A

ΣΩA ⊗ ΣA ρΩ
l

<< et ΣA⊗ ΣA
{{−,−}} //

ΣA⊗Σd

��

ΣA⊗A

ΣA⊗ ΣΩA ρΩ
r

<<

et, par anti-symétrie de {{−,−}}, vérifient le diagramme anti-commutatif suivant :

ΣΩA ⊗ ΣA
ρΩ
l //

τΣΩA,ΣA

��
�

ΣA⊗A

ΣτA,A

��
ΣA⊗ ΣΩA

ρΩ
r

// ΣA⊗A.

On note alors ρΩ := ρΩ
l . On démontre dans la proposition suivante que les morphismes ρΩ et

{{−,−}}Ω munissent le A-bimodule ΩA d’une structure de Σ-algèbre double Lie-Rinehart.
Une construction similaire est déjà présente dans l’article de Van den Bergh [VdB08a, Prop.

A.2.1] mais dans une version décalée. Nous généralisons donc son résultat en nous plaçant dans
un cadre plus large et en faisant disparaître ce décalage. Remarquons que la section 2.1.4 nous
permettra de retrouver le décalage de Van den Bergh.

2.1.3.1 Proposition. Soit A une Σ-algèbre double Poisson d’une catégorie monoïdale symétrique
abélienne (C,⊗, τ). Les morphismes (ρΩ)∗ et {{−,−}}Ω munissent le A-bimodule ΩA d’une structure
de Σ-algèbre double Lie-Rinehart. De manière équivalente (cf. proposition 2.1.2.5), la A-algèbre libre
TAΩA est munie d’une structure de Σ-algèbre double-Poisson linéaire.

Démonstration. Soit (A, {{−,−}}) une Σ-algèbre double Poisson, on note Ω := ΩA avec Aµ
Ω et µΩ

A

les morphismes qui définissent sa structure de A-bimodule. Montrons que les morphismes (ρΩ)∗ et
{{−,−}}Ω munissent le A-bimodule Ω d’une structure de Σ-algèbre double Lie-Rinehart.

Le double-crochet {{−,−}}Ω est anti-symétrique : en effet, il est défini par le diagramme commu-
tatif

ΣA⊗ ΣA
{{−,−}} //

d⊗d
��

ΣA⊗A

d⊗A+A⊗d
��

ΣΩ⊗ ΣΩ
{{−,−}}Ω

// Σ
(
Ω⊗A⊕A⊗ Ω

)
donc {{−,−}}Ω vérifie la condition d’anti-symétrie (ii)a de la définition 2.1.2.2 par l’anti-symétrie du
double crochet de A.

Montrons que ρΩ et {{−,−}}Ω vérifie la condition de dérivation (ii)b de la définition 2.1.2.2. On
pose A1 = A = A2 ; on a le diagramme (2.1). Les faces du fond et de devant commutent par définition
de {{−,−}}Ωl , les faces de gauche et droite commutent car d est une dérivation et la face du haut

66



CHAPITRE 2. DOUBLE LIE ET DOUBLE LIE RINEHART

ΣΩ⊗ ΣA ρΩ //

ΣΩ⊗Σd

��

ΣA⊗A

Σd⊗A

��

ΣΩ⊗ ΣA1 ⊗A2

ΣΩ⊗Σµ

44

(ρΩ⊗A)+(A⊗ρΩ)(τΣΩ⊗Σ,A1
⊗A2) //

ΣΩ⊗Σd⊗A+ΣΩ⊗ΣA⊗d)

��

ΣA⊗A⊗A2
⊕A1⊗ΣA⊗A

(Σd⊗A⊗A,d⊗ΣA⊗A+A1⊗Σd⊗A)

��

(ΣA⊗µ,(Σµ⊗A)(τA1,Σ
⊗A⊗2)

55

ΣΩ⊗ ΣΩ
{{−,−}}Ωl

// ΣΩ⊗A

ΣΩ⊗ΣΩ⊗A2
⊕ΣΩ⊗ΣA1⊗Ω

(
{{−,−}}Ωl ⊗A2+ΣΩ⊗ρΩ

(A1⊗{{−,−}}Ωl )(τΣΩ⊗Σ,A1
⊗Ω)
) //

(ΣΩ⊗ΣµΩ
A,ΣΩ⊗ΣAµ

Ω)

55

ΣΩ⊗A⊗A2
⊕Ω⊗ΣA⊗A
⊕A1⊗ΣΩ⊗A

Φl

55

avec Φl :=
(
ΣΩ⊗ µ, (ΣµΩ

A ⊗A)(τΩ,Σ ⊗A⊗2), (ΣAµ
Ω ⊗A)(τA,Σ ⊗ Ω⊗A)

)
.

FIGURE 2.1 – Premier diagramme de compatibilité (ii)b

commute car ρΩ est une dérivation. Donc la face du bas commute. Par le même type d’argument,
on a le diagramme commutatif (2.2). Ainsi, les morphismes ρΩ et {{−,−}}Ω vérifient la condition de

ΣΩ⊗ ΣA ρΩ //

ΣΩ⊗Σd

��

ΣA⊗A

ΣA⊗d

��

ΣΩ⊗ ΣA1 ⊗A2

ΣΩ⊗Σµ

44

(ρΩ⊗A)+(A⊗ρΩ)(τΣΩ⊗Σ,A1
⊗A2) //

ΣΩ⊗Σd⊗A+ΣΩ⊗ΣA⊗d)

��

ΣA⊗A⊗A2
⊕A1⊗ΣA⊗A

(ΣA⊗d⊗A+ΣA⊗A⊗d,A⊗ΣA⊗d)

��

(ΣA⊗µ,(Σµ⊗A)(τA1,Σ
⊗A⊗2)

55

ΣΩ⊗ ΣΩ
{{−,−}}Ωr

// ΣA⊗ Ω

ΣΩ⊗ΣΩ⊗A2
⊕ΣΩ⊗ΣA1⊗Ω

(
{{−,−}}Ωr ⊗A2,ρ

Ω⊗Ω

+(A1⊗{{−,−}}Ωr )(τΣΩ⊗Σ,A1
⊗Ω)
) //

(ΣΩ⊗ΣµΩ
A,ΣΩ⊗ΣAµ

Ω)

55

ΣA⊗Ω⊗A2
⊕A1⊗ΣA⊗Ω
⊕ΣA⊗A⊗Ω

Φr

55

avec Φr := (ΣA⊗ µΩ
A, (Σµ⊗ Ω)(τA,Σ ⊗A⊗ Ω),ΣA⊗A µΩ).

FIGURE 2.2 – Second diagramme de compatibilité (ii)b

compatibilité (ii)b de la définition de Σ-algèbre double Lie-Rinehart.
Montrons que ρΩ et {{−,−}}Ω vérifient la condition (ii)c de la définition d’une Σ-algèbre de double

Lie-Rinehart. On pose ΨL :=
{{
−, {{−,−}}

}}
L

=
(
{{−,−}} ⊗ A

)(
ΣA ⊗ {{−,−}}

)
. On a le diagramme

suivant dont les faces verticales commutent :

(
ΣA
)⊗3

ΨL



Σd⊗ΣA⊗Σd

��

(
ΣA
)⊗3 τΣA,ΣA⊗ΣA //τΣA⊗ΣA,ΣAoo

ΨL



ΣA⊗Σd⊗Σd

��

(
ΣA
)⊗3

ΨL



(Σd)⊗2⊗ΣA
��

ΣΩ⊗ ΣA⊗ ΣΩ

(ρΩ
l ⊗A)(ΣΩ⊗ρΩ

r )

xx

ΣA⊗ ΣΩ⊗ ΣΩ

(ρΩ
r ⊗A)(ΣA⊗{{−,−}}Ωl )

xx

τΣA,ΣΩ⊗ΣΩ //τΣA⊗ΣΩ,ΣΩoo
(
ΣΩ
)⊗2 ⊗ ΣA

(ρΩ
l ⊗A)(ΣΩ⊗ρΩ

l )

xx
Σ
(
A
)⊗3

ΣτA,A⊗A

// Σ
(
A
)⊗3

Σ
(
A
)⊗3

ΣτA⊗A,A

oo
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donc, comme {{−,−}} vérifie l’identité double Jacobi, le terme

(ρΩ
r ⊗A)(ΣA⊗ {{−,−}}Ωl )

+τΣA⊗ΣA,ΣA(ρΩ
l ⊗A)(ΣΩ⊗ ρΩ

l )τΣA,ΣΩ⊗ΣΩ

+τΣA,ΣA⊗ΣA(ρΩ
l ⊗A)(ΣΩ⊗ ρΩ

r )τΣA⊗ΣΩ,ΣΩ

est nul, donc {{−,−}}Ω et ρΩ vérifient bien la condition (ii)c de la définition 2.1.2.2.
On a le diagramme suivant dont les faces verticales commutent :

(
ΣA
)⊗3

ΨL

��

(Σd)⊗3

��

(
ΣA
)⊗3 τΣA,ΣA⊗ΣA //τΣA⊗ΣA,ΣAoo

ΨL

��

(Σd)⊗3

��

(
ΣA
)⊗3

ΨL

��

(Σd)⊗3

��(
ΣΩ
)⊗3

({{−,−}}Ωr ⊗A)(ΣΩ⊗{{−,−}}Ωl )

xx

(
ΣΩ
)⊗3

({{−,−}}Ωl ⊗A)(ΣΩ⊗{{−,−}}Ωl )

yy

τΣΩ,ΣΩ⊗ΣΩ //τΣΩ⊗ΣΩ,ΣΩoo
(
ΣΩ
)⊗3

;

(ρΩ
l ⊗A)(ΣΩ⊗{{−,−}}Ωr )

xx
ΣA⊗ Ω⊗A

ΣτA,Ω⊗A

// ΣΩ⊗A⊗2 ΣA⊗2 ⊗ Ω
ΣτA⊗A,Ω

oo

comme {{−,−}} vérifie l’identité double Jacobi, le terme

({{−,−}}Ωl ⊗A)(ΣΩ⊗ {{−,−}}Ωl )

+ΣτA,Ω⊗A({{−,−}}Ωr ⊗A)(ΣΩ⊗ {{−,−}}Ωl )τΣΩ⊗ΣΩ,ΣΩ

+ΣτA⊗A,Ω(ρΩ
l ⊗A)(ΣΩ⊗ {{−,−}}Ωr )τΣΩ,ΣΩ⊗ΣΩ

est nul. Par stabilité sous l’action du groupe cyclique Z/3Z du double-jacobiateur, le double crochet
{{−,−}}Ω vérifie l’identité double-Jacobi, ce qui conclut cette preuve.

2.1.4 Propriété de décalage

Dans le cas d’algèbres sur une opérade (cf. section 4.1.2) comme par exemple l’opérade Leib
(cf. exemple 4.1.2.1 (v)) qui encode les algèbres de Leibniz (à gauche) ou encore l’opérade Lie (cf.
exemple 4.1.2.1 (iv)) qui encode les algèbres de Lie, la donnée d’une structure Σ-décalée sur un
objet M est équivalente à la donnée d’une structure non décalée sur ΣM (pour plus de précisions
sur le sujet, on pourra se référer à [LV12]). Cependant, cela n’est plus vrai dans le cas d’algèbres
sur une propérade. Par exemple, pour A une algèbre différentielle graduée, une structure r-double
Poisson sur A est la donnée d’un double crochet

{{−,−}} : A[r]⊗A[r] −→ (A⊗A)[r]

qui vérifie la propriété d’anti-symétrie (2.3a) alors qu’une structure 0-double Poisson sur A[r] est la
donnée d’un double crochet

{{−,−}} : A[r]⊗A[r] −→ A[r]⊗A[r]

qui vérifie la propriété d’anti-symétrie (2.3b). Ainsi, on voit clairement que les signes de Koszul ne
sont pas les mêmes, la permutation des termes de sorties prenant en compte la suspension dans le
cas (2.3b). Cependant, cette propriété de décalage est vraie pour les algèbres double Lie-Rinehart
(qui sont des algèbres sur la propérade colorée DLieRin, cf. exemple 4.1.2.6), comme le montre la
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= −

(a) Anti-symétrie d’un
Σ double crochet sur A

= −

(b) Anti-symétrie d’un
1 double crochet sur ΣA

FIGURE 2.3 – Anti-symétrie des double-crochets

propriété suivante.

2.1.4.1 Théorème. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) (A,M, ρM , {{−,−}}M ) est une Σ-algèbre double Lie-Rinehart ;

(ii) (A,ΣM,ρΣM , {{−,−}}ΣM ) est une 1-algèbre double Lie-Rinehart ;

où les morphismes d’ancres ρM et ρΣM sont reliés par le diagramme commutatif

ΣM
ρM //

ρΣM ))

Der(ΣA,ΣA⊗A)

∼=
��

Der(A,A⊗A)

et les doubles crochets vérifient

{{−,−}}ΣM = (ΣM ⊗A, τΣ,A ⊗M) ◦ {{−,−}}.

On a l’équivalence de catégories
Σ-DLRA ∼= 1-DLRA.

Démonstration. Il suffit de reprendre la définition de Σ-algèbre double Lie-Rinehart. Une structure
de A-bimodule surM correspond canoniquement à une structure de A-bimodule sur ΣM . Rappelons
(cf. lemme 1.1.4.5) également que, pour tout A-bimodule N , on a l’isomorphisme de A-bimodules :

Der(A,N) ∼= Der(A,ΣN ⊗ Σ−1) ∼= Der(ΣA,ΣN) ;

en particulier, pour N = A ⊗ A, l’isomorphisme Φ : Der(ΣA,ΣA ⊗ A)
∼=→ Der(A), qui nous donne

l’égalité ρΣM = Φ ◦ ρM . Le carré commutatif

Σ(M ⊗A⊕A⊗M)
∼= //

ΣτM,A ��

ΣM ⊗A⊕A⊗ ΣM

τΣM,A
��

Σ(M ⊗A⊕A⊗M) ∼=
// ΣM ⊗A⊕A⊗ ΣM

implique que l’on a une correspondance canonique entre un Σ-double crochet anti-symétrique {{−,−}}M :

ΣM⊗ΣM −→ Σ(M⊗A⊕A⊗M) et un 1-double crochet anti-symétrique {{−,−}}ΣM : ΣM⊗ΣM −→
ΣM ⊗A⊕A⊗ ΣM donné par

{{−,−}}ΣM = (ΣM ⊗A, τΣ,A ⊗M) ◦ {{−,−}}.

De plus, {{−,−}}M vérifie double-Jacobi si et seulement si {{−,−}}ΣM également. On a le diagramme
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commutatif
ΣM

ρΣM //

id

��

Der(ΣA,ΣA⊗A)

∼=
��

ΣM
ρM // Der(A,A⊗A)

donc ρM vérifie la condition (ii)c de la définition 2.1.2.2 si et seulement si ρΣM vérifie la condition
(ii)c de la définition 2.1.2.2. Reste à vérifier l’équivalence des compatibilités des ancres (cf. condition
2.1.2.2 (ii)b) en montrant que le diagramme suivant :

ΣM ⊗A⊗ ΣM
∼=

uu

ψl
,,

ΣM⊗Aµ // ΣM ⊗ ΣM

=

uu

{{−,−}}ΣM

��

ΣM ⊗ ΣM ⊗A
ΣM⊗µAoo

=

uu
ψr

��

ΣM ⊗ Σ(A⊗M)
ΣM⊗ΣAµ //

ϕl ++

ΣM ⊗ ΣM

{{−,−}}M
��

ΣM ⊗ Σ(M ⊗A)
ΣM⊗ΣµAoo

ϕrss
Σ(M ⊗A⊕A⊗M) ΣM ⊗A⊕A⊗ ΣM

∼=oo

commute, avec

ψl :=((Aµ, µ)⊗M)(A⊗ {{−,−}}ΣM )(τΣM,A ⊗ ΣM) + (A⊗Aµ)(ρ∗ΣM ⊗ ΣM) ;

ψr :=(ΣM ⊗ µ+A⊗ µA)({{−,−}}ΣM ⊗A) + (µA ⊗A)(ΣM ⊗ ρ∗ΣM )(τΣM,ΣM ⊗A) ;

ϕl :=(Aµ⊗M)(A⊗ {{−,−}}M )(τΣMΣ,A ⊗M) + (ΣA⊗Aµ)(ρ∗M ⊗M) ;

ϕr :=(ΣM ⊗ µ+ ΣA⊗ µA)({{−,−}}M ⊗A) + (ΣµA ⊗A)(τM,Σ ⊗A⊗A)(M ⊗ ρ∗M )(τΣMΣ,M ⊗A).

Il suffit de vérifier que les carrés suivants

ΣM ⊗A⊗ ΣM
ψl //

∼=ΣM⊗τA,Σ⊗M
��

ΣM ⊗A⊕A⊗ ΣM

∼= (id,τA,Σ⊗M)

��
ΣM ⊗ Σ(A⊗M)

ϕl
// Σ(M ⊗A⊕A⊗M)

ΣM ⊗ ΣM ⊗A
ψr //

=

��

ΣM ⊗A⊕A⊗ ΣM

∼= (id,τA,Σ⊗M)

��
ΣM ⊗ Σ(M ⊗A)

ϕr
// Σ(M ⊗A⊕A⊗M)

commutent. On a les diagrammes commutatifs

ΣM ⊗A⊗ ΣM

ρ∗ΣM⊗ΣM

��

ΣM⊗τA,Σ⊗M// ΣM ⊗ ΣA⊗M

ρ∗M⊗M
��

A⊗A⊗ ΣM

A⊗Aµ
��

ΣA⊗A⊗M

ΣA⊗Aµ
��

A⊗ ΣM
τA,Σ⊗M

// ΣA⊗M

ΣM ⊗ ΣM ⊗A = //

τΣM,ΣM⊗A
��

ΣM ⊗ ΣM ⊗A

τΣMΣ,M⊗A
��

ΣM ⊗ ΣM ⊗A

ΣM⊗ρ∗ΣM
��

M ⊗ ΣM ⊗ ΣA

M⊗ρ∗M
��

ΣM ⊗A⊗A

µA⊗A
��

M ⊗ ΣA⊗A

(ΣµA⊗A)(τM,Σ⊗A⊗A)

��
ΣM ⊗A =

// ΣM ⊗A

;

comme {{−,−}}ΣM = (id, τΣ,A ⊗M) ◦ {{−,−}}M , on a les égalités

(id, τA,Σ ⊗M)((Aµ, µ)⊗M)(A⊗ {{−,−}}ΣM )(τΣM,A ⊗ ΣM) =
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(Aµ⊗M)(A⊗ {{−,−}}M )(τΣMΣ,A ⊗M)(ΣM ⊗ τA,Σ ⊗M)

et

(id, τA,Σ ⊗M)(ΣM ⊗ µ+A⊗ µA)({{−,−}}ΣM ⊗A) = (ΣM ⊗ µ+ ΣA⊗ µA)({{−,−}}M ⊗A)

d’où (id, τA,Σ ⊗M) ◦ ψr = ϕr.

2.1.4.2 Exemples. (i) Dans le cas où la catégorie C est la catégorie des complexes de chaînes
Chk, si, comme dans l’exemple 1.2.3.4, on considère un 0-double crochet de Poisson linéaires
de T (M), qui correspond toujours d’après l’exemple 1.2.3.4 à la donnée d’un produit associatif
non-unitaire sur M , alors, d’après la proposition 2.1.2.5, la propriété de décalage nous dit que
l’on peut munirM [1] d’un produit associatif non-unitaire de degré−1. On retrouve exactement
la propriété de décalage des algèbres sur l’opérade As qui nous dit qu’une structure d’algèbre
associative (non-unitaire) de degré −1 sur N correspond à une structure de degré 0 sur N [−1].

(ii) Grâce à cette propriété de décalage, on retrouve également la construction originale du double
crochet de Koszul de Van den Bergh. En effet, dans [VdB08a, Ann. A], Van den Bergh construit
le double crochet de Koszul comme un double crochet de Gerstenhaber, i.e. un double crochet
de Poisson de degré −1, sur TA(ΩA[1]). La propriété de décalage 2.1.4.1, appliquée à notre
construction du double crochet de Koszul (cf. section 2.1.3) nous redonne le double crochet de
Gerstenhaber de Van den Bergh.

2.2 Comportement homotopique des double crochets quadra-
tiques

On cherche à construire un double crochet de Poisson sur une résolution d’une algèbre A. Si
jamais A est de Koszul, la dualité de Koszul nous fournit alors une résolution minimale explicite
de l’algèbre A, qui est la construction cobar sur sa duale A¡. Faire une telle hypothèse sur A nous
permet donc de calculer plus facilement une résolution et la minimalité de celle-ci nous permet-
tra d’exhiber un critère assez simple pour construire des exemples de double crochets de Poisson
quadratique décalés.

2.2.1 Quelques rappels sur l’homotopie des algèbres

§ 1 Modèle minimal d’une algèbre

On munit la catégorie DGAk des k-algèbres différentielles graduées de sa structure de modèles
où les équivalences faibles sont les quasi-isomorphismes et les fibrations sont les applications sur-
jectives en tout degré (le lecteur peut se référer à [Hov99, DS95] pour une définition de catégorie
de modèles). On dit qu’une algèbre différentielle graduée B est modèle de A si B est munie d’une
fibration B

'
� A qui est une équivalence faible.

Par définition, une algèbre différentielle graduée est dite minimale si c’est une algèbre quasi-
libre (T (V ), ∂) telle que la différentielle ∂ augmente la longueur des tenseurs ; explicitement,

(i) la différentielle est décomposable, c’est à dire que ∂ : V 7→ T>(2)(V ) ;
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(ii) l’algèbre (T (V ), ∂) est quasi-libre, c’est à dire que le k-espace vectoriel gradué V admet une
décomposition

V =
⊕
k>1

V (k),

appelée décomposition en poids, satisfaisant

∂
(
V (k+1)

)
⊂ T

( k⊕
i=1

V (i)
)
.

Finalement, on appelle modèle minimal de A la donnée d’une algèbre minimale (T (V ), ∂) munie
d’une équivalence faible

(T (V ), ∂)
'−→ A.

§ 2 Dualité de Koszul des algèbres

Nous commençons cette section par de brefs rappels sur la dualité de Koszul des algèbres asso-
ciatives quadratiques, en suivant [LV12, Chap. 3]. Notons que la dualité de Koszul n’est qu’un cas
particulier de la dualité de Koszul des (pr)opérades (cf. [LV12, Chap. 7] pour le cas des opérades) :
nous rappellerons au chapitre 5 la construction de la dualité de Koszul dans ce cadre plus général.
Le lecteur pourra également consulter [Val03], le travail original construisant la dualité de Koszul
des propérades.

On appelle donnée quadratique la donnée d’une paire (V,R) avec V un k-espace vectoriel gradué
etR un k-sous-espace vectorielR ⊂ V ⊗V . Fixons (V,R) une telle donnée quadratique. On lui associe
l’algèbre associative P(V,R) := T (V )/〈R〉. Une telle algèbre est dite quadratique. Comme l’idéal
〈R〉 est homogène, P(V,R) est augmentée et N-graduée par la longueur des tenseurs ; explicitement,
on a l’égalité

P(V,R) =
⊕
n∈N

P(V,R)(n) = k ⊕ V ⊕ (V ⊗2/R)⊕ · · · ⊕
(
V ⊗n

/ ∑
i+j=n−2

V ⊗i ⊗R⊗ V ⊗j
)
⊕ · · · .

À une donnée quadratique (V,R), on associe également la coalgèbre C (V,R) qui est, par définition,
la sous-coalgèbre universelle parmi les sous-coalgèbres C de T c(V ) telles que la composée

C ↪→ T c,(2)(V )� T c,(2)(V )/R (2.2.1)

est nulle. Cela veut dire que, pour toute sous-coalgèbre C de T c(V ) telle que la composée (2.2.1) est
nulle, il existe un unique morphisme de coalgèbre C → C (V,R) qui fait commuter le diagramme
suivant :

C //

**

C (V,R)

��
T c(V ).

La coalgèbre C (V,R) est co-augmentée et N-graduée par la longueur des tenseurs : on a l’égalité

C (V,R) =
⊕
n∈N

C (V,R)(n) = k ⊕ V ⊕R⊕ · · · ⊕
( ⋂
i+j=n−2

V ⊗i ⊗R⊗ V ⊗j
)
⊕ · · · .
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À une algèbre quadratique P(V,R) , on associe sa coalgèbre duale, notée P(V,R)¡, qui est définie
par

P(V,R)¡ := C (sV, s2R)

avec s, le générateur du complexe k[1]. Une algèbre quadratique est dite de Koszul si la construc-
tion cobar Ω(−) de la coalgèbre duale de cette algèbre est une résolution cofibrante de l’algèbre de
départ, explicitement si on a l’équivalence faible :

Ω
(
P(V,R)¡) ∼ // //P(V,R).

Dans ce cas, Ω
(
P(V,R)¡) nous donne un modèle minimal de P(V,R) (cf. [LV12, Th. 3.4.4]). En

particulier, on a que Ω
(
P(V,R)¡) est quasi-libre, c’est à dire de la forme (T (W ), ∂), avec W un k-

espace vectoriel gradué homologiquement, avec W0 = V et W1 = R. On a également H0(T (W ), ∂) =

A = T (W0)/〈R〉 et H∗(T (W ), ∂) = 0 pour ∗ > 0.

2.2.2 Double crochet quadratique sur le modèle minimal d’une algèbre
de Koszul : un critère d’existence

Dans cette section, on considère A une k-algèbre concentrée en degré 0, quadratique. On peut
donc écrire A := P(W0, R). On suppose de plus, que l’algèbre A est de Koszul. On note son modèle
minimal (T (W ), ∂) ; rappelons que T (W ) possède une graduation homologique et une N-graduation
donnée par la longueur des tenseurs. On suppose que W est muni d’une application k-linéaire
antisymétrique (W ⊗ W )r → (W ⊗ W )0 = W0 ⊗ W0 avec r ∈ N, c’est à dire d’une application

(W [r]⊗W [r])−r
{{−,−}}−→

(
(W ⊗W )[r]

)
−r.

On étudie la question suivante : sous quelles conditions cette application peut-elle être étendue
comme un r-double crochet de Poisson sur T (W ) ? On procède en deux étapes en regardant tout
d’abord les conditions pour pouvoir étendre {{−,−}} en un double crochet quadratique sur T (W ).

§ 1 Multidérivation

On commence par étendre f := {{−,−}} à certains tenseurs de T (W ). On note � le produit de
l’algèbre tensorielle. On peut étendre f à (W [r] ⊗ (W �W )[r])−r par dérivation : soit a ⊗ (b � c) ∈
(W [r]⊗ (W �W )[r])−r on a

{{a, b� c}} := (−1)(|a|+r)|b|b� {{a, c}}′ ⊗ {{a, c}}′′ + {{a, b}}′ ⊗ {{a, c}}′′ � c ∈ (T (W )⊗ T (W ))[r].

Par antisymétrie, on étend également f à ((W �W )[r]⊗W [r])−r. Comme ∂(W ) est dans W ⊗W , on
a

∂
(
(W ⊗W )r+1

)
⊂
(
(W �W )⊗W ⊕W ⊗ (W �W )

)
r

ce qui donne sens à f
(
∂((W [r]⊗W [r])−r+1)

)
.

2.2.2.1 Proposition. Soient A = P(W0, R) une algèbre de Koszul et W := s−1A¡ muni d’une appli-
cation k-linéaire antisymétrique

{{−,−}} =: f : (W [r]⊗W [r])−r −→
(
(W ⊗W )[r]

)
−r.
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Alors f induit un unique double crochet quadratique sur T (W ) qui vérifie la propriété de dérivation
si et seulement si, pour tout v ∈ (W [r]⊗W [r])−r+1, la classe d’homologie [f(∂v)] est nulle ; autrement
dit si

f
(
∂(W [r]⊗W [r])−r+1

)
⊂ (R⊗W0 ⊕W0 ⊗R).

Démonstration. Le sens direct est trivial car un double crochet respecte la différentielle. Discutons
à présent du sens réciproque. Supposons que, pour tout v ∈ (W [r]⊗W [r])−r+1, la classe d’homologie
[f(∂v)] (dite classe d’obstruction) est nulle. Comme v ∈ (W [r] ⊗ W [r])−r+1 alors f(∂v) ∈

(
(W �

W ) ⊗ W ⊕ W ⊗ (W � W )
)

0
donc ∂f(∂v) = 0 = (−1)rf(∂2v) par un argument de degré : f(∂v)

est bien un cycle. Comme par hypothèse, sa classe d’homologie est nulle, c’est un bord : il existe
y ∈ (T (W ) ⊗ T (W ))1 tel que ∂y = f(∂v). Comme f(∂v) est de longueur 3 et que ∂ augmente la
longueur de 1, on a y ∈ (W ⊗W )1.

Montrons que y est unique : soit y′ ∈ (W ⊗W )1 tel que ∂y′ = f(∂v) alors ∂(y′ − y) = 0. Par la
formule de Künneth, comme H1(T (W )) = 0, on a que H1(T (W )⊗T (W )) = 0, donc y′−y est un bord :
il existe donc z ∈ T (W ) ⊗ T (W ) tel que ∂z = y′ − y. Or, si z est non-nul, alors z est au moins de
longueur 2 donc ∂z est au moins de longueur 3, car T (W ), ∂) est minimale. Or y′− y est de longueur
2 : on a donc que y′ − y = 0 donc y est unique. On prolonge donc f en v par f̃(v) := y. Montrons que
ce prolongement f̃ vérifie la condition d’anti-symétrie. On considère le diagramme (2.4). Les faces

(W [r]⊗W [r])−r+1
f̃ //

∂

**
(−)◦

��

(
(W ⊗W )[r]

)
−r+1

∂
**

(−)◦

��

(W [r]⊗W [r])−r
f //

(−)◦

��

(
(W ⊗W )[r]

)
−r

(−)◦

��

(W [r]⊗W [r])−r+1
f̃ //

∂

**

(
(W ⊗W )[r]

)
−r+1

∂
**

(W [r]⊗W [r])−r
f //

(
(W ⊗W )[r]

)
−r.

FIGURE 2.4 – Diagramme d’extension

supérieures et inférieures du cube commutent par définition du prolongement de f , les faces gauche
et droite également par la définition de la catégorie monoïdale symétrique Chk et par hypothèse, la
face avant anticommute donc on a

∂
((
f̃(x⊗ y)

)◦
+ (−1)|x||y|f̃(y ⊗ x)

)
= 0,

c’est à dire que
(
f̃(x⊗y)

)◦
+(−1)|x||y|f̃(y⊗x) est un cycle de degré 1. Comme H1(T (W )⊗T (W )) = 0,

il existe z ∈ T (W )⊗ T (W ) de degré 2 tel que

∂(z) =
(
f̃(x⊗ y)

)◦
+ (−1)|x||y|f̃(y ⊗ x).

Or, si z est non-nul, z est de longueur minimale 2 ; comme (T (W ), ∂) est minimale, ∂(z) est alors de
longueur minimale 3. Or

(
f̃(x ⊗ y)

)◦
+ (−1)|x||y|f̃(y ⊗ x) est de longueur 2 donc z est nul et donc la

face du fond du diagramme (2.4) commute, d’où l’anti-symétrie du prolongement f̃ .
On peut recommencer cet argument pour prolonger f par récurrence sur les (W [r]⊗W [r])n avec

n > −r + 1 : il n’y a aucune classe d’obstruction, car les Hi(T (W ), ∂) sont nuls pour i > 0.
Ainsi, si pour tout v ∈ (W [r]⊗W [r])−r+1, la classe d’homologie [f(∂v)] est nulle, alors f se prolonge
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de manière unique en un double crochet sur T (W ). Comme (T (W ))0 = T (W0) et H0(T (W ), ∂) =

T (W0)/〈R〉, on a l’équivalence :

[f(∂v)] = 0⇔ f(∂v) ∈ Ker p = R⊗W0 ⊕W0 ⊗R

où p est la projection p : T (W0)� T (W0)/〈R〉.

§ 2 Double Jacobi

Étudions maintenant la condition double Jacobi.

2.2.2.2 Proposition. Soient A une algèbre de Koszul et W := s−1A¡ muni d’un r-double crochet
quadratique {{−,−}}. Alors si la restriction du double jacobiateur associé à {{−,−}}

{{−,−,−}} : (W [r]⊗W [r]⊗W [r])−2r →
(
(W ⊗W ⊗W )[r]

)
−r

est triviale, alors {{−,−}} définit un r-double crochet de Poisson quadratique sur T (W ), c’est à dire le
double jacobiateur associé à {{−,−}} est trivial en tout degré.

Démonstration. On note f le double jacobiateur associé à {{−,−}} : on a par hypothèse que

f
(
(T (W )[r]⊗ T (W )[r]⊗ T (W )[r])−2r

)
= 0,

donc pour v ∈ (W [r] ⊗W [r] ⊗W [r])−2r+1, f(∂v) = 0. Comme f est un triple crochet, il respecte la
différentielle : on a que y := f(v) ∈ (W ⊗ W ⊗ W )1 est un cycle. Comme H1(T (W ), ∂) = 0, y est
un bord : il existe z ∈ (T (W )⊗3)2 tel que y = ∂z. Or z est de longueur minimale 3 donc ∂z est de
longueur minimale 4 et y est de longueur 3 donc y = 0. On a donc que

f
(
(T (W )[r]⊗ T (W )[r]⊗ T (W )[r])−2r+1

)
= 0.

Comme les Hi(T (W ), ∂) = 0 pour i > 0, on montre par récurrence que le double jacobiateur associé
à {{−,−}} est trivial en tout degré.

On a donc montré le résultat suivant :

2.2.2.3 Théorème. Soient A = T (W0)/〈R〉 une algèbre de Koszul et T (W ) := ΩA¡ sa résolution
minimale.

(i) Si T (W ) est muni d’une application linéaire antisymétrique

f := {{−,−}} : (W [r]⊗W [r])−r −→
(
W ⊗W )[r]

)
−r

telle que f
(
∂(W [r]⊗W [r])−r+1

)
⊂ R⊗W0⊕W0⊗R, alors {{−,−}} s’étend en un unique r-double

crochet quadratique sur T (W ).

(ii) Si, de plus, le double jacobiateur associé à cette extension est nul sur (W [r] ⊗W [r] ⊗W [r])−2r,
alors

{{−,−}} : T (W )⊗ T (W ) −→ T (W )⊗ T (W )

est un r-double crochet de Poisson.
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§ 3 L’exemple de l’algèbre k[x, y]

On étudie le cas particulier de l’algèbre de Koszul k[x, y], la k-algèbre commutative libre sur
deux générateurs. La résolution minimale de k[x, y] est l’algèbre libre T (V ) avec

V := k · x⊕ k · y ⊕ k · θ, avec |x| = 0 = |y|, |θ| = 1 et dθ = x� y − y � x = xy − yx.

Dans le reste de cette section, on va classifier les double crochets quadratiques de degré −1 sur
T (V ). On considère donc une application antisymétrique définie sur (V ⊗ V )1 par

{{x, θ}} = axx,xx⊗ x+ axx,yx⊗ y + axy,xy ⊗ x+ axy,yy ⊗ y;

{{y, θ}} = ayx,xx⊗ x+ ayx,yx⊗ y + ayy,xy ⊗ x+ ayy,yy ⊗ y;

où les aαi,j sont des éléments de k. L’antisymétrie nous donne :

{{θ, x}} = −axx,xx⊗ x− axy,xx⊗ y − axx,yy ⊗ x− axy,yy ⊗ y;

{{θ, y}} = −ayx,xx⊗ x− ayy,xx⊗ y − ayx,yy ⊗ x− ayy,yy ⊗ y.

et on étend {{−,−}} à (V ⊗ V )0 par :

{{x, x}} = {{x, y}} = {{y, x}} = {{y, y}} = 0.

La condition pour prolonger l’application {{−,−}} en un double crochet donnée par le théorème
2.2.2.3 est, dans ce cas :

{{−,−}} ◦ (∂θ ⊗ θ + θ ⊗ ∂θ) ∈ R⊗ V0 ⊕ V0 ⊗R.

On a

{{−,−}} ◦ (∂θ ⊗ θ + θ ⊗ ∂θ) = {{∂θ, θ}}+ {{θ, ∂θ}}

= {{[x, y], θ}} − {{[x, y], θ}}◦

= 2ayx,x(x⊗ x2 − x2 ⊗ x) + 2axy,y(y2 ⊗ y − y ⊗ y2)

+(ayx,y − axx,x)(x⊗ xy − xy ⊗ x) + (ayy,x + ayx,y)(y ⊗ x2 − x2 ⊗ y)

+(ayy,y − axx,y)(y ⊗ xy − xy ⊗ y) + (axy,x + axx,y)(y2 ⊗ x− x⊗ y2)

+(axx,x − ayy,x)(yx⊗ x− x⊗ yx) + (axy,x − ayy,y)(yx⊗ y − y ⊗ yx)

en utilisant le fait que

{{[x, y], θ}} = x ? {{y, θ}}+ {{x, θ}} ? y − y ? {{x, θ}} − {{y, θ}} ? x.

On peut donc prolonger {{−,−}} si et seulement si

ayx,x = axy,y = axx,x = ayy,y = 0

ayy,x = −ayx,y et axy,x = −axx,y.
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Un double crochet quadratique de degré −1 sur T (V ) est donc forcément de la forme :

{{x, θ}} = α(x⊗ y − y ⊗ x) ;

{{y, θ}} = β(x⊗ y − y ⊗ x) ;

{{θ, θ}} = β(x⊗ θ − θ ⊗ x)− α(y ⊗ θ − θ ⊗ y),

la dernière égalité étant donnée par l’unicité du relèvement de {{−,−}}.
On peut montrer que le double jacobiateur associé à un tel double crochet vérifie :

{{x, θ, θ}} = 0;

{{y, θ, θ}} = 0.

2.2.2.4 Proposition. Soit T (V ) avec

V := k · x⊕ k · y ⊕ k · θ, avec |x| = 0 = |y|, |θ| = 1 et dθ = xy − yx

une résolution minimale cofibrante de k[x, y]. Alors tout (−1)-double crochet quadratique de Poisson
sur R est de la forme :

{{x, θ}} = α(x⊗ y − y ⊗ x);

{{y, θ}} = β(x⊗ y − y ⊗ x);

{{θ, θ}} = β(x⊗ θ − θ ⊗ x)− α(y ⊗ θ − θ ⊗ y).

2.2.2.5 Remarque. Si l’on pose l’algèbre associative libre A = T (x, y) concentré en degré 0 et
M = A ⊗ 〈θ〉 ⊗ A le A-bimodule libre engendré par l’élément θ de degré 1, alors, la proposition
2.2.2.4 nous donne certains des (−1)-double crochets de Poisson linéaires de TA(M), autrement dit,
les structures double Lie-Rinehart de degré −1 que l’on peut définir sur la paire (A,M).

2.2.3 Double-Poisson et résolution minimale

Le but de cette section est d’étudier les conséquences de l’existence d’une structure double-
Poisson sur une résolution cofibrante minimale d’une algèbre différentielle graduée A lorsqu’une
telle résolution existe.

§ 1 Transport de la structure Double Poisson

On considère ϕ : TV
'
� A et ψ : TW

'
� A deux résolutions cofibrantes d’une algèbre différentielle

graduée A. Par l’axiome de relèvement de la structure de modèle de la catégorie DGAk, il existe deux
quasi-isomorphismes f : TV → TW et g : TW → TV qui font commuter le diagramme

TV

'
����

f

��
TW '

// //
g

AA

A

avec fg ∼ idTW et gf ∼ idTV . D’après [FHT95, Prop 3.5], il existe une (idTW , fg)-dérivation F :

TW → TW de degré 1 telle que fg − idTW = ∂F + F∂ et une (idTV , gf)-dérivation G : TV → TV de
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degré 1 telle que gf − idTV = ∂G+G∂.

On chercher à étudier si l’existence d’un double crochet de Poisson sur une résolution de l’algèbre
A peut induire un double crochet de Poisson sur une autre résolution. Supposons donc que TV

soit munie d’un double crochet de Poisson {{−,−}}V . On définit alors l’application {{−,−}}W par le
diagramme commutatif suivant :

TW⊗2
{{−,−}}W //

g⊗g
��

TW⊗2

TV ⊗2
{{−,−}}V // TV ⊗2.

f⊗f

OO

(i) Soient a et b, deux éléments de TW :

{{a, b}}W = f ⊗ f{{g(a), g(b)}}V
= (−1)|a||b|(f ⊗ f)σ(12){{g(b), g(a)}}V
= (−1)|a||b|σ(12)(f ⊗ f){{g(b), g(a)}}V
= (−1)|a||b|σ(12){{b, a}}W

donc {{−,−}}W est anti-symétrique (au sens des double crochets).

(ii) Soient a, b, c ∈ TW :

{{a, bc}}W = (f ⊗ f){{g(a), g(b)g(c)}}V
= (f ⊗ f)

(
{{g(a), g(b)}}V · g(c) + (−1)|a||b|g(b){{g(a), g(c)}}

)
= {{a, b}}W · fg(c) + (−1)|a||b|fg(b) · {{a, c}}W
= {{a, b}}W · c+ (−1)|a||b|b · {{a, c}}W

+(−1)|a||b|(∂F + F∂)(b) · {{a, c}}+ {{a, b}}W (∂F + F∂)(c).

donc, en général, {{−,−}}W ne vérifie la propriété de dérivation qu’à "homotopie près".

(iii) Soient a, b et c trois éléments de TW :

{{
a, {{b, c}}W

}}
W,L

=
{{
a, f ⊗ f{{g(b), g(c)}}V

}}
W,L

= {{a, f ({{g(b), g(c)}}′V )}}W ⊗ f ({{g(b), g(c)}}′′V )

= f⊗3 ({{g(a), gf{{g(b), g(c)}}′V }} ⊗ {{g(b), g(c)}}′′V )

= f⊗3
({{

g(a), {{g(b), g(c)}}V
}}
V,L

)
+f⊗3 ({{g(a), (∂G+G∂){{g(b), g(c)}}′V }} ⊗ {{g(b), g(c)}}′′V )

donc, en général, {{−,−}}W ne vérifie pas la propriété double-Jacobi.

Ainsi, on ne peut pas transporter strictement un double crochet de Poisson d’une résolution à une
autre. Cependant, si on suppose que l’une des deux est une résolution minimale, alors on conserve
certaines propriétés du double crochet.

2.2.3.1 Proposition. Soit (A, 0) ∈ Ob DGAk de différentielle nulle. Soient ϕ : TV
'
� A et ψ : TW

'
� A

deux résolutions cofibrantes de A avec TV la résolution minimale. Soient f : TV → TW et g : TW →
TV deux quasi-isomorphismes tels que gf = idTV et fg ∼ idTW .
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(i) Supposons que TW soit munie d’une double dérivation {{−,−}}W .
Alors TV est munie d’une double-dérivation {{−,−}}V := (g ⊗ g){{f(−), f(−)}}W .

(ii) Supposons que TV soit muni d’un double crochet de Lie {{−,−}}V .
Alors TW est munie d’un double crochet de Lie {{−,−}}W := (f ⊗ f){{g(−), g(−)}}V .

Démonstration. Découle des calculs précédents et du fait que si gf = idTV alors le morphisme f est
injectif.

Nous avons donc vu que si on a deux algèbres homotopes avec l’une munie d’un double crochet
de Poisson, en général, la deuxième n’hérite pas de la structure stricte mais doit hériter d’un double
crochet de Poisson "à homotopie près". Reste à déterminer cette structure.

§ 2 Double-Lie "à homotopie près" : premiers calculs

Afin de simplifier la question, nous allons commencer par regarder ce que peut être une structure
double-Lie "à homotopie près". Considérons (A,ϕ := {{−,−}}A) une algèbre double-Lie et H un
complexe de chaînes avec :

A
p //

h 88 H,
i

oo

où i et p sont des morphismes de complexes de chaînes et où h est une application de degré 1 telle
que ip−idA = ∂Ah+h∂A. On définit un double crochet sur H par le diagramme commutatif suivant :

H⊗2 ψ //

i⊗i
��

H⊗2

A⊗2 ϕ // A⊗2.

p⊗p

OO

Comme nous l’avons vu précédemment, ψ est antisymétrique au sens des double crochets mais ne
vérifie pas, en général, l’identité de double-Jacobi, i.e.

2∑
j=0

ρ−j(ψ ⊗ 1)(1⊗ ψ)ρj =

2∑
j=0

ρ−jp⊗3(ϕ⊗ 1)(1⊗ ip⊗ 1)(1⊗ ϕ)i⊗3ρj 6= 0 dans
(
homk(H⊗3, H⊗3), ∂hom

)
où ρ est un générateur d’ordre 3 du groupe Z/3Z. Par contre, ce double-jacobiateur est un bord dans
hom(H⊗3, H⊗3). En effet, montrons que le terme

2∑
j=0

ρ−jp⊗3(ϕ⊗ 1)(1⊗ h⊗ 1)(1⊗ ϕ)i⊗3ρj

de degré 1 est envoyé par ∂hom sur le double-jacobiateur associé à ψ. On a

∂hom

(
p⊗3(ϕ⊗ 1)(1⊗ h⊗ 1)(1⊗ ϕ)i⊗3

)
= ∂(H⊗3)p

⊗3(ϕ⊗ 1)(1⊗ h⊗ 1)(1⊗ ϕ)i⊗3

−(−1)1p⊗3(ϕ⊗ 1)(1⊗ h⊗ 1)(1⊗ ϕ)i⊗3∂(H⊗3)

= p⊗3
(
∂(A⊗3)(ϕ⊗ 1)(1⊗ h⊗ 1)(1⊗ ϕ) +

(ϕ⊗ 1)(1⊗ h⊗ 1)(1⊗ ϕ)∂(A⊗3)

)
i⊗3

= p⊗3
(

(ϕ⊗ 1)(∂A ⊗ h⊗ 1)(1⊗ ϕ)i⊗3
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+p⊗3(ϕ⊗ 1)(1⊗ ∂Ah⊗ 1)(1⊗ ϕ)

−(ϕ⊗ 1)(1⊗ h⊗ ∂A)(1⊗ ϕ)

+(ϕ⊗ 1)(1⊗ h⊗ ∂A)(1⊗ ϕ)

+(ϕ⊗ 1)(1⊗ h∂A ⊗ 1)(1⊗ ϕ)

−(ϕ⊗ 1)(∂A ⊗ h⊗ 1)(1⊗ ϕ)
)
i⊗3

= p⊗3(ϕ⊗ 1) (1⊗ (∂Ah+ h∂A)⊗ 1) (1⊗ ϕ)i⊗3

= p⊗3(ϕ⊗ 1)(1⊗ ip⊗ 1)(1⊗ ϕ)i⊗3 − p⊗3(ϕ⊗ 1)(1⊗ ϕ)i⊗3.

Finalement, comme le double-jacobiateur associé à ϕ est nul, on a l’égalité suivante :

∂hom

 2∑
j=0

ρ−jp⊗3(ϕ⊗ 1)(1⊗ h⊗ 1)(1⊗ ϕ)i⊗3ρj

 =

2∑
j=0

ρ−j(ψ ⊗ 1)(1⊗ ψ)ρj . (2.2.2)

Afin d’étudier les algèbres double-Lie à homotopie près, le cadre d’étude adapté est celui des
propérades. Les propérades sont les objets qui encodent les opérations algébriques à plusieurs en-
trées et plusieurs sorties : ce sont les monoïdes de la catégorie des S-bimodules (réduits) pour le
produit de composition connexe �c (cf. chapitre 3). Ainsi, une algèbre double-Lie est une algèbre sur
la propérade DLie. Comprendre ce qu’est une algèbre double-Lie à homotopie près revient alors à
exhiber un modèle cofibrant de la propérade DLie (cf. définition 5.3.3.1). Ainsi, le but de la suite de
ce travail est d’exhiber un modèle de la propérade DLie. Exhiber un modèle d’une propérade quel-
conque est une question très difficile. Cependant, si la propérade vérifie une propriété de koszulité
(notion qui généralise le cadre de la dualité de Koszul des algèbres et des opérades), alors la théorie
développée par Vallette dans sa thèse [Val03] nous fournit un modèle explicite.

Nous allons donc chercher à montrer que la propérade DLie est de Koszul : si DLie vérifie
une telle propriété, on pourrait alors également exhiber un modèle de la propérade DPois (cf. la
proposition 5.3.1.3 et le corollaire 5.3.2.2). Une telle question reste difficile, car il n’existe pas de
technique simple pour montrer qu’une propérade est de Koszul, contrairement au cas des algèbres
ou des opérades où exhiber une base PBW ou de Gröbner de l’objet induit qu’il est de Koszul (cf.
[LV12, Chap. 4] pour les algèbres et [LV12, Chap. 8] et [Hof10] pour les opérades). Cependant, la
nature de la propérade DLie est particulière : elle est dans l’image du foncteur d’induction Ind :

S-modrédk → S-bimodrédk défini, pour P un S-module réduit et s, e ∈ N∗, par

Ind (P )(s, e) :=

{
P (e)

xSe×Sope
Sope

si s = e

0 sinon
.

Notre stratégie pour attaquer le problème est donc la suivante :

(i) nous allons ramener le problème au niveau des S-modules en définissant sur la catégorie
S-modrédk une structure monoïdale �c qui s’envoie par le foncteur d’induction sur la structure
monoïdale des propérades (cf. chapitre 3) ;

(ii) nous allons étudier les monoïdes, appelés protopérades, correspondant à ce nouveau produit
monoïdal (cf. chapitre 4), notamment en exhibant la combinatoire du monoïde libre ;

(iii) par l’exactitude du foncteur Ind et en utilisant le travail de Vallette [Val03], on définira les
constructions bar/cobar et une dualité de Koszul pour les protopérades (cf. chapitre 5) ;
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(iv) enfin, on tentera de démontrer un théorème de type Critère PBW (comme celui démontrer par
Hoffbeck pour les opérades, cf. [Hof10]) pour les protopérades (cf. chapitre 6).
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CHAPITRE 3

STRUCTURES MONOÏDALES

On note Fin la catégorie des ensembles finis munis des bijections d’ensembles : Fin est un grou-
poïde ce qui nous fournit l’équivalence de catégories Fin ∼= Finop via le passage à l’inverse. L’un des
points clés des constructions de ce chapitre est que Fin munie de la réunion disjointe q est monoï-
dale symétrique. On note S son squelette, i.e. la catégorie où les objets sont les entiers naturels, i.e.
ObS = N et où les morphismes sont donnés par HomS(n, n) = Sn pour n 6= 0 et Hom(0, 0) = {id} et
qui lui est équivalente.

3.0.0.1 Définition. S-module
On appelle S-module (à droite) un objet de S-modk

not.
:= Func(Finop, Chk), la catégorie des foncteurs

contravariants de Fin vers la catégorie des k-complexes de chaînes.

3.0.0.2 Définition. S-bimodule
On appelle S-bimodule un objet de la catégorie S-bimodk

not.
:= Func(Fin× Finop, Chk).

3.0.0.3 Notation(s). Pour F un S-module, on note F (m) := F ([[1,m]]) et F (0) = F (∅). Dans la
littérature sur les opérades (par exemple, le livre de Loday et Vallette [LV12]), on ne considère que
des foncteurs des catégories Func(S, Chk) et Func(S × Sop, Chk) : c’est pour cela que l’on donnera
pour chacune des constructions, une traduction en ces termes, d’où l’utilité d’une telle notation.

3.0.0.4 Définition. S-module localement fini
Soit V un S-module. On dit que V est localement fini si, pour tout ensemble fini S, le complexe de
chaînes V (S) est de dimension totale finie.

En pratique, grâce à l’équivalence de catégories Fin ∼= S, on peut voir un S-module M comme
une collection

(
M(n)

)
n∈N∗ de complexes de chaînes indexés par les entiers naturels où chaqueM(n),

pour n 6= 0, est muni d’une action du groupe Sn à droite. De même, un S-bimodule P est une
collection

(
P (m,n)

)
m,n∈N de complexes de chaînes indexés par des couples d’entiers naturels où

chaque P (m,n) est muni d’une action de Sm à gauche et d’une action de Sn à droite ou, de manière
équivalente, muni d’une action de Sm×Sop

n à gauche. On introduit également la notion de S-module
et S-bimodule réduit.

3.0.0.5 Définition. S-module et S-bimodule réduit
Un S-module (resp. S-bimodule) P qui vérifie P (∅) = 0 (resp. P (∅, S) = 0 et P (S, ∅) = 0 pour
tout ensemble fini S) est réduit. On note respectivement S-modrédk et S-bimodrédk les sous-catégories
pleines de S-modk et S-bimodk des S-modules et S-bimodules réduits.

3.0.0.6 Remarque. Les notions de S-module et S-bimodule sont plus générales que celles pré-
sentées ici : on peut remplacer la catégorie Chk par n’importe quelle catégorie C, monoïdale sy-
métrique pour un produit � d’unité 1, munie des coproduits finis telle que la structure monoï-
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dale soit distributive par rapport au coproduit, i.e. pour tous objets X,Y et Z de la catégorie C,
(XqY )�Z = (X�Z)q (Y �Z). Ainsi, on appelle C-S-module, un objet de la catégorie de foncteurs
S-modC := Func(Finop, C) et C-S-bimodule, un objet de la catégorie de foncteurs Func(Fin× Finop, C).
Un C-S-module (resp. C-S-bimodule) P est dit réduit si P (∅) = I (resp. P (∅, S) = I et P (S, ∅) = I

pour tout ensemble fini S) avec I, l’objet initial de la catégorie C.
Toutes les structures monoïdales définient dans ce chapitre sur les catégories S-modk et S-bimodk

se définissent de la même manière sur les catégories S-modC et S-bimodC.

Une remarque importante. On a l’équivalence de catégories

S-modk ∼= Sop-modk,

induite par le passage à l’inverse dans les groupes symétriques. On utilisera parfois cette équivalence
sans le préciser.

3.0.0.7 Remarque. On a les équivalences de catégories

S-modk ∼= S-modrédk × Chk ;

S-bimodk ∼= S-bimodrédk ×S-modrédk ×Sop-modrédk × Chk.

Dans ce chapitre, nous allons décrire différentes structures monoïdales sur les catégories S-modk
et S-bimodk : ainsi, pour chacune de ces catégories, nous introduirons des produits de concaténa-
tion ⊗conc, de composition � et de composition connexe �c. Ces objets et ces produits sont les élé-
ments centraux de l’étude des objets qui modélisent les opérations à plusieurs entrées et sorties.
Par exemple, les opérades et dualement les coopérades, qui sont respectivement les monoïdes et
les comonoïdes dans la catégorie (S-modk, ◦) (cf. [LV12, Chap. 5]), sont les objets qui modélisent
les opérations algébriques à plusieurs entrées et une seule sortie comme les produits associatifs,
commutatifs, les crochets de Leibniz et de Lie, etc ... La généralisation des opérades, les propé-
rades, introduites par Vallette dans sa thèse [Val03], sont elles, les monoïdes de (S-bimodk,�c) (cf.
[Val03, MV09a]) et modélisent les opérations à plusieurs entrées et plusieurs sorties.

3.0.0.8 Remarque. Le produit ◦ est un cas particulier du produit de composition connexe�c comme
on le verra à la section 3.2.4.

On illustre ces différents produits sur la catégorie S-bimodk. On considère P et Q deux S-
bimodules : on peut alors voir les éléments p ∈ P (m,n) comme des opérations à n entrées et à
m sorties, que l’on représente par

1

1

2

2

· · ·

· · ·

m

n

p ;

les actions des groupes symétriques sont quant à elles représentées de la manière suivante : pour
deux permutations σ ∈ Sn et ν ∈ Sm

ν(1)

σ(1)

· · ·

· · ·

ν(m)

σ(n)

p =
1

1

2

2

· · ·

· · ·

m

n

ν−1 · p · σ

Ainsi, on représente les éléments des différents produits de P et Q des manières suivantes.

. Les éléments du produit P ⊗conc Q peuvent être représentés par la concaténation de deux
opérations : ainsi, pour p ∈ P (r, i) et q ∈ Q(s, j), on représente p⊗ q ∈

(
P ⊗conc Q

)
(r + s, i+ j)
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par

1

1

2

2

· · ·

· · ·

r

i

p

r + 1

i + 1

· · ·

· · ·

r + s

i + j

q .

Ce produit décrit les "compositions horizontales" d’opérations.

. Le produit P � Q correspond aux compositions verticales d’opérations : pour p ∈ P (m, s) et
q ∈ Q(s, n), on a p� q ∈

(
P �Q

)
(m,n) qui est représenté par le diagramme :

1

1

2

2

· · ·

· · ·

1 2 s

m

n

p

q

.

. Enfin, on illustre le produit P �c Q : les éléments d’un tel produit sont portés par des graphes
connexes à deux niveaux, comme expliqué dans [Val03, Chap. 2] ; un monôme de

(
P�cQ

)
(m,n)

peut être représenté par exemple par :

· · · · · ·q1 qj qs

· · ·p1 pr

où l’on a omis de dessiner les brins d’entrées et de sorties du diagramme afin de ne pas alourdir
le diagramme.

Dans le cas de la catégorie S-modk, on a également des représentations diagrammatiques des élé-
ments, comme dans les cadres opéradique et coopéradiques : ainsi, pour P un S-module et p ∈ P (m),
on peut considérer p comme une opération algébrique à m entrées et une sortie, représentée par un
arbre à m feuilles

1 2 m
· · ·

p ;

cela correspond au foncteur
(−)pr : S-modk −→ S-bimodk

qui envoie tout S-module V sur le S-bimodule

(V )pr(m,n) :=

V (n) si m = 1

0 si m 6= 1.

De même, on peut considérer p comme une opération algébrique à une entrée et m sorties, repré-
sentée par un graphe de la forme

1 2 m
· · ·

p ;

cela correspond au foncteur
(−)copr : S-modk −→ S-bimodk
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qui envoie tout S-module V sur le S-bimodule

(V )copr(m,n) :=

V (n) si n = 1

0 si n 6= 1.

Nous reviendrons plus en détails sur ces foncteurs à la section 4.1.2. L’apport de ce chapitre est
d’amener une nouvelle interprétation de la catégorie S-modk en terme d’opérations algébriques.
Ainsi, pour toute la suite, il ne faudra plus envisager les éléments d’un S-module P comme des
arbres représentant des opérations avecm entrées et 1 sortie, mais comme des briques représentant
des opérations algébriques avec m entrées et m sorties :

1

1

2

2

· · ·

· · ·

m

m

p

sur lesquelles l’action du groupe symétrique est diagonale, ce qui correspond à un foncteur

Ind : S-modk −→ S-bimodk.

On rassemble ces trois foncteurs dans le diagramme 3.1. On restreint ainsi facilement les produits

n

m S-bimodk S-modrédk
Ind

S-modrédk

(−)pr

S-modrédk

(−)copr

.

FIGURE 3.1 – les injections S-modk ↪→ S-bimodk

de concaténation ⊗conc et de composition � (cf. sous-section 3.1.2). Nous commencerons donc par
décrire les différentes structures monoïdales sur S-modk, puis sur S-bimodk pour enfin faire le lien
en définissant le foncteur Ind . En effet, le foncteur Ind commute aux produits� et⊗conc (cf. proposi-
tions 3.3.2.1 et 3.3.2.6). On s’intéressera notamment aux monoïdes pour ces structures monoïdales.
On fera ensuite la construction d’un produit de composition connexe �c (cf. section 3.1.3) sur la
catégorie S-modk :

−�c − : S-modk ×S-modk −→ S-modk.

Ce produit correspond au produit de composition connexe �c défini sur la catégorie S-bimodk par
Vallette dans sa thèse (cf. [Val03]). De même que pour les produits� et⊗conc, le foncteur d’induction
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commute au produit �c (cf. théorème 3.3.2.10), i.e.

Ind (−)�c Ind (−) ∼= Ind (−�c −).

Les monoïdes associatifs de (S-modk,�c) seront introduits et étudiés au chapitre 4 et seront au
centre du chapitre 6.

3.1 Sur les S-modules

Dans cette section, on introduit la combinatoire nécessaire à la construction du produit de com-
position connexe �c sur la catégorie S-modk. Puis dans un second temps, on définit les trois produits
�, ⊗conc et �c. Pour les deux premiers produits, on pourra se référer notamment à [AM10, Chap.
8].

3.1.1 Combinatoire pour les S-modules

Pour commencer, on définit deux endofoncteurs de la catégorie Fin, Yord et Y, qui à un ensemble
fini associent l’ensemble de ses partitions (ordonnées ou non).

§ 1 Foncteurs

3.1.1.1 Définition. Foncteurs Yord(−) et Y(−)

On définit les endofoncteurs de la catégorie Finop suivants.

(i) Pour tout entier r positif non-nul, on définit le foncteur Yordr : Finop → Finop, le foncteur des
partitions ordonnées à r éléments , donné sur les objets de Fin par :

Yordr (S) :=
{
I = (Ij)j∈[[1,r]] |

r∐
j=1

Ij = S, ∀j ∈ [[1, r]], Ij 6= ∅
}

;

pour tout ensemble fini S, on a une action à droite de Aut(S) sur Yordr (S) :

Yordr (S)×Aut(S) −→ Yordr (S)(
(Ij)j∈[[1,r]], ϕ

)
7−→

(
ϕ−1(Ij)

)
j∈[[1,r]]

.

Cela nous permet de définir l’endofoncteur Yord donné par Yord(S) :=
∐
r∈N∗ Yordr (S).

(ii) Pour tout entier r positif non-nul, on a la version non-ordonnée Yr donnée sur les objets de
Finop par :

Yr(S) :=
{
I = {Iα}α∈A | A ∈ Ob Fin, |A| = r,

∐
α

Iα = S,∀α ∈ A, Iα 6= ∅
}

;

où l’action à droite de Aut(S) se décrit de la même manière que précédemment : on définit
l’endofoncteur Y(S) :=

∐
r∈N∗ Yr(S).

3.1.1.2 Remarque. Dans la définition de Yr(−), l’ensemble fini qui indexe les éléments ne fait pas
partie de la structure, c’est à dire que, pour deux ensembles finis non vides isomorphes A ∼= A′, on
a, pour tout I = {Iα}α∈A ∈ Yr(S), l’égalité {Iα}α∈A = {Iα′}α′∈A′ . Cette remarque vaut également
pour les prochaines définitions de foncteurs basées sur des ensembles non-ordonnées.
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3.1.1.3 Exemple. Pour tout ensemble S fini non vide, Y1(S) et Yord1 (S) sont réduits au singleton
{S}. Également, pour tout entier r > |S|, les ensembles Yr(S) et Yordr (S) sont vides.

3.1.1.4 Remarque. Soit S un ensemble fini.

(i) Les ensembles Yord(S) et Y(S) sont finis.

(ii) Un élément de Yord
r (S) est une surjection S � [[1, r]].

(iii) Un élément I de Y(S) est une partition de S, ce qui est équivalent à une relation d’équivalence
∼
I

sur S, c’est à dire à la donnée d’un sous-ensemble Ĩ ⊂ S×S (une relation binaire) satisfaisant
les axiomes :

. de réflexivité : pour tout élément s de S, le couple (s, s) est dans Ĩ ;

. de symétrie : pour tous éléments s′ et s′′ de S, si le couple (s′, s′′) est dans Ĩ, alors (s′′, s′)

est également dans Ĩ ;

. et de transitivité : pour tous éléments r, s et t de S, si les couples (r, s) et (s, t) sont des
éléments de Ĩ, alors (r, t) également.

3.1.1.5 Remarque. (i) Pour tout entier naturel m non-nul, on a Yord(m), le Sop
m -ensemble des

décompositions ordonnées de [[1,m]], i.e.

Yord(m) =
∐
r∈N∗

Yordr (m) avec Yordr (m) =
{
I = (Ij)j∈[[1,r]] |

r∐
j=1

Ij = [[1,m]], Ij 6= ∅
}
,

l’action de Sm étant induite par celle sur [[1,m]]. Pour décrire plus explicitement Yordr (m), on
utilise le fait que, pour I ∈ Yord

r ([[1,m]]), il existe un unique isomorphisme σ ∈ Sm noté

σI : [[1,m]] =

r∐
l=1

[[ l−1∑
j=1

|Ij |+ 1,

l∑
j=1

|Ij |
]]
−→ I =

r∐
l=1

Il

qui vérifie les propriétés de battages suivantes :

. σI([[
∑l−1
j=1 |Ij |+ 1,

∑l
j=1 |Ij |]]) = Il ;

. σI préserve l’ordre sur chaque composante Il, c’est à dire que pour tout l ∈ [[1, r]], on a

∀i, j ∈ [[

l−1∑
j=1

|Ij |+ 1,

l∑
j=1

|Ij |]], si i < j, alors σI(i) < σI(j)

pour la relation d’ordre induite par celle de N.

Pour chaque entier l de [[1, r]], Il peut être identifié au λl-uplet (a1,l, . . . , aλl,l) où, pour tout i,
ai,l ∈ Il ⊂ [[1,m]] et, pour tous entiers i < j dans [[1, λl]], on a ai,l < aj,l. Ainsi, σI est donnée par

σI :=

(
1 2 · · · λ1 λ1 + 1 · · · λ1 + λ2 · · ·

∑r−1
j=1 λj + 1 · · ·

∑r
j=1 λj

a1,1 a2,1 · · · aλ1,1 a1,2 · · · aλ2,2 · · · a1,r · · · aλr,r

)
. .

Du fait précédent découle le monomorphisme :

Yordr (m) ↪→ Sm ×
{
λ̄ ∈ (N∗)r |

∑r
l=1 λl = m

}
I 7−→

(
σI , ([I1|, . . . , |Ir|)

)
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(ii) De même, on a Y(m), le Sm-ensemble des décompositions (non-ordonnées) de [[1,m]] qui est
donné par

Y(m) =
∐
r∈N∗

Yr(m) avec Yr(m) =
{
I = {Iα}α∈A | A ∈ Ob Fin, |A| = r,

∐
α

Iα = [[1,m]], Ij 6= ∅
}

;

l’action à droite de Sm étant induite par celle sur [[1,m]]. Pour I = (Iα) ∈ Y(m) et σ ∈ Sm, on
note Iσ l’image de I sous l’action de σ.

On a, pour tout ensemble fini S, une action libre de Sr sur Yordr (S) par permutation : pour toute
permutation σ dans Sr,

σ · (Ij)j∈[[1,r]] = (Iσ−1(j))j∈[[1,r]],

donc la projection sur les coinvariants nous fournit la transformation naturelle surjective

Yordr (−)� Yr(−). (3.1.1)

§ 2 Produits

La réunion disjointe de deux ensembles nous fournit la transformation naturelle entre bifonc-
teurs suivante :

Y(S′)× Y(S′′)
µconc
S′,S′′−→ Y (S′ q S′′) ,

qui vérifie une propriété d’associativité : pour tous R,S, T ∈ Ob Fin, on a le diagramme commutatif :

Y(R)× Y(S)× Y(T )
µconcR,S ×id

//

id×µconcS,T

��

Y (R q S)× Y(T )

µconcRqS,T

��
Y(R)× Y (S q T )

µconcR,SqT

// Y(R q S q T )

3.1.1.6 Exemple. Dans le cas particulier où S′ = [[1,m]] et S′′ = [[1, n]], on a donc le morphisme de
Sm ×Sn-ensembles

Y(m)× Y(n)
µconc−→ Y(m+ n).

où l’action sur le terme de droite est donnée par la restriction par l’inclusion Sm ×Sn ⊂ Sm+n.

3.1.1.7 Remarque. La transformation naturelle µ : Y × Y → Y respecte la graduation donnée par
le nombre d’éléments dans une partition.

3.1.1.8 Définition. Foncteur X (−)

On définit l’endofoncteur X (resp. X ord) de la catégorie Finop par

X := Y × Y
(
resp. X ord := Yord × Yord

)
muni du produit associatif naturel de concaténation

µconcS′,S′′ : X (S′)×X (S′′) −→ X (S′ q S′′)(
{Aα}, {Bβ}, {Cγ}, {Dδ}

)
7−→

(
{Aα} q {Cγ}, {Bβ} q {Dδ}

) .
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3.1.1.9 Définition. Soient S, un ensemble fini et (I, J) ∈ X (S). On définit sur S la relation d’équi-
valence ∼

I,J
comme la relation la plus fine tel que si i ∼

I
i′ alors i ∼

I,J
i′ et si j ∼

J
j′ alors j ∼

I,J
j′.

3.1.1.10 Remarque. En fait, l’ensemble des partitions d’un ensemble fini est un treillis (cf. [Sta97,
Ex. 3.10.4]).

3.1.1.11 Lemme. Soient S un ensemble fini, (I, J) ∈ X (S), σ ∈ Aut(S) et i, j ∈ S. Si i ∼
I,J

j, alors

σ(i) ∼
σI,σJ

σ(j).

3.1.1.12 Exemple. On prend m = 6 et les deux décompositions de [[1, 6]] suivantes :

I :=
(
I• := {1, 3}

)
q
(
I• := {2}

)
q
(
I• := {4}

)
q
(
I• := {5, 6}

)
;

J :=
(
J• := {1}

)
q
(
J• := {2, 4}

)
q
(
J• := {3, 5}

)
q
(
J• := {6}

)
;

que l’on peut représenter de la manière suivante :

I

J

1 2 3 4 5 6

• • • • • •

• • • • • •

alors on a deux classes d’équivalences pour ∼
I,J

qui sont {1, 3, 5, 6} et {2, 4}. Si l’on considère la

permutation σ = (23) ∈ S6, on a alors

σI =
(
I• := {1, 2}

)
q
(
I• := {3}

)
q
(
I• := {4}

)
q
(
I• := {5, 6}

)
;

σJ :=
(
J• := {1}

)
q
(
J• := {3, 4}

)
q
(
J• := {2, 5}

)
q
(
J• := {6}

)
;

représenté par :

1 2 3 4 5 6

• • • • • •

• • • • • • ;

on a donc les deux classes d’équivalences {1, 2, 5, 6} et {3, 4}.

On construit sur Y(S) une structure de produit grâce aux relations d’équivalences ∼
I,J

. C’est ce

produit qui va contrôler la connexité du produit �c.

3.1.1.13 Définition/Proposition. Produit K
Soient S un ensemble fini et (I, J) un élément de X (S). On note KS(I, J) l’ensemble des classes
d’équivalences de S pour la relation ∼

I,J
. On a la surjection :

KS : X (S) = Y(S)× Y(S) � Y(S)

(I, J) 7→ KS(I, J)

qui définit une transformation naturelle

K : X −→ Y,

compatible avec le produit de concaténation i.e. telle que pour tout couple d’ensembles finis (S′, S′′),
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on a le diagramme commutatif suivant :

X (S′)×X (S′′)
KS′×KS′′// //

µconc

��

Y(S′)× Y(S′′)

µconc

��
X (S′ q S′′) KS // // Y(S′ q S′′).

Démonstration. La naturalité de K découle du lemme 3.1.1.11. Soit I ∈ Y(S), alors KS
(
(I, I)

)
= I,

donc l’application KS est bien surjective, c’est à dire qu’il existe une section. Reste à montrer la
compatibilité aux produits, i.e. que le diagramme suivant commute :

X (S′)×X (S′′)
KS′×KS′′// //

µ

��

Y(S′)× Y(S′′)

µ

��
X (S′ q S′′) KS // // Y(S′ q S′′)

.

Soient (I1, J1) ∈ X (S′) et (I2, J2) ∈ X (S′′). KS′(I1, J1) (resp. KS′′(I2, J2)) correspond à la relation
d’équivalence ∼

I1,J1

(resp. ∼
I2,J2

), c’est à dire à un sous ensemble de S′ × S′ (resp. S′′ × S′′). La conca-

ténation de KS′(I1, J1) et KS′′(I2, J2), correspond exactement à la réunion de ces 2 sous-ensembles,
qui est égal au sous-ensemble de (S′ q S′′)× (S′ q S′′) qui correspond à KS′qS′′(I1 q I2, J1 q J2). On
a donc

KS(I1 q I2, J1 q J2) = µconc
(
KS′(I1, J1),KS′′(I2, J2)

)
.

3.1.1.14 Remarque. Soient S un ensemble fini et I = {Iα}α∈A, J = {Jβ}β∈B ∈ Y(S). Les éléments
de KS(I, J) peuvent être décrit comme réunion d’éléments de I, c’est à dire qu’il existe une partition
de A = qγ∈ΓAγ telle que

KS(I, J) =
{
qα∈Aγ Iα

}
γ∈Γ

.

Par symétrie de K, il existe également une partition B = qδ∈∆Bδ avec ∆ ∼= Γ, telle que

KS(I, J) =
{
qβ∈Bδ Jβ

}
δ∈∆

.

3.1.1.15 Remarque. Le produit KS ne préserve pas la graduation : on a KS
(
Yr(S) × Ys(S)

)
⊂∐

d6min(r,s) Yd(S).

Commençons par énoncer quelques propriétés élémentaires de la transformation naturelle K.

3.1.1.16 Lemme. Soit S un ensemble fini.

(i) Soient i un élément de Iα ∈ I et K ∈ KS(I, J) avec i ∈ K. Alors Iα ⊂ K.

(ii) Pour tous I et J dans Y(S), on a KS(I, J) = KS(J, I).

(iii) Pour tout I ∈ Y(S), on a KS(I, S) = S.
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3.1.1.17 Proposition. Soit S un ensemble fini. La transformation naturelle K : X → Y est associa-
tive, c’est à dire que le diagramme suivant commute :

Y(S)×3

	

KS×id//

id×KS
��

Y(S)×2

KS
��

Y(S)×2

KS
// Y(S)

.

Démonstration. En utilisant la remarque 3.1.1.10, le résultat découle directement de l’associativité
dans la structure de treillis de l’ensemble des partitions d’un ensemble fini (cf. [Sta97, Ex. 3.10.4]).

Par la surjectivité de la transformation naturelle K : X � Y, on a, pour tout ensemble fini S, la
décomposition

X (S) ∼=
∐

I∈Y(S)

K−1
S (I). (3.1.2)

3.1.1.18 Définition. Foncteur X conn

On pose le sous-foncteur X conn ⊂ X défini, pour tout ensemble fini S, par

X conn(S) := K−1
S ({S}) =

{
(I, J) ∈ X (S) | KS(I, J) = {S}

}
.

Le foncteur X conn est l’ingrédient principal de la définition du produit de composition connexe
�c pour les S-modules, comme nous le verrons dans la sous-section 3.1.3.

3.1.1.19 Lemme. Soient S un ensemble fini et I = {Iα}α∈A ∈ Y(S). On a la bijection

∏
α∈A X conn(Iα)

µconc //

∼= ,,

X (S)

K−1
S (I) .
?�

OO

Démonstration. Cela découle de la compatibilité entreK et le produit de concaténation (cf. définition
3.1.1.13).

3.1.2 Produits de composition et de concaténation sur S-modk

Dans cette sous-section, on rappelle les constructions classiques des produits de concaténation
et de composition des S-modules.

§ 1 Produit de composition �

On commence par définir le produit de composition �. Dans la littérature sur les opérades (cf.
[LV12, Sect. 5.1.12]), ce produit monoïdal est appelé produit d’Hadamard et est noté ⊗

H
. C’est l’ava-

tar dans les S-modules, du produit de composition � des S-bimodules (cf. définition 3.2.2.1) ; de
part ce fait, on peut se représenter le produit � comme la composition verticale de deux opérations.

92



CHAPITRE 3. STRUCTURES MONOÏDALES

3.1.2.1 Définition/Proposition. Produit de composition – [LV12, Sect. 5.1.13]
On appelle produit de composition le bifoncteur

−�− : S-modrédk ×S-modrédk −→ S-modrédk

défini, pour P et Q deux S-modules réduits et S un ensemble fini non-vide, par

(
P �Q

)
(S) := P (S)⊗Q(S).

Ce bifoncteur biadditif munit la catégorie S-modrédk d’une structure monoïdale symétrique d’unité
I� avec pour tout ensemble S non vide, I�(S) := k concentré en degré 0.

Démonstration. Soient M,N et P trois S-modules réduits et S un ensemble non vide. On a((
M �N

)
� P

)
(S) =(M �N)(S)⊗ P (S)

=
(
M(S)⊗N(S)

)
⊗ P (S)

∼=
(
M �

(
N � P

))
(S).

De plus, pour tout ensemble fini S,
(
M � N

)
(S) ∼=

(
N �M

)
(S) et M � I� ∼= M ∼= I� �M , d’où le

résultat.

3.1.2.2 Remarque. Soient P et Q deux S-modules réduits et r un entier naturel non-nul, on a
M�N(r) := M(r)⊗N(r) où le groupe Sr agit diagonalement, c’est à dire que pour τ une permutation
dans Sr, m un élément de M(r) et n un élément de N(r), on a (m⊗ n) · τ := (m · τ)⊗ (n · τ).

§ 2 Produit de concaténation ⊗conc

On définit le produit de concaténation⊗conc : on peut représenter un élément de P⊗concQ comme
la concaténation d’un élément de P et d’un élément de Q.

3.1.2.3 Définition. Produit de concaténation – [LV12, Sect. 5.1.13]
On appelle produit de concaténation le bifoncteur

−⊗conc − : S-modrédk ×S-modrédk −→ S-modrédk

défini, pour S un ensemble fini et P et Q, deux S-modules réduits, par :

(
P ⊗conc Q

)
(S) :=

⊕
{S′,S′′}∈Yord2 (S)

P (S′)⊗Q(S′′).

Ce produit est non-unitaire, car on considère des S-modules réduits.

3.1.2.4 Remarque. Ce produit est appelé produit de concaténation car il correspond à la concaténa-
tion d’opérations. Ce produit est bien fonctoriel : c’est un cas particulier de produit de convolution de
Day, défini comme une extension de Kan à gauche (cf. annexe A.2.0.3) : pour P et Q deux S-modules
réduits, on a

P ⊗conc Q(−) :=

∫ (S′,S′′)∈Ob (Finop)×2

k
[
HomFin(S

′ q S′′,−)
]
⊗ P (S′)⊗Q(S′′).
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3.1.2.5 Proposition. Le produit de concaténation est symétrique, i.e. pour tous S-modules réduits
P et Q , on a l’isomorphisme de S-modules

P ⊗conc Q ∼= Q⊗conc P.

Démonstration. Si (S′, S′′) est un élément de Yord2 (S), alors (S′′, S′) également. De plus, le produit
monoïdal ⊗k de la catégorie Chk est symétrique, d’où l’existence d’une équivalence naturelle τ : pour
tout ensemble fini S,

τS :
(
P ⊗conc Q

)
(S)

∼=−→
(
Q⊗conc P

)
(S)

donnée par τS(p⊗ q) = (−1)|p||q|q ⊗ p pour p⊗ q ∈ P (S′)⊗conc Q(S′′).

On peut étendre le produit de concaténation :

−⊗conc− : S-modk ×S-modrédk −→ S-modrédk . (3.1.3)

Cette extension est induite par l’équivalence de catégories S-modk ∼= Chk ×S-modrédk , par l’injection
(−)S : Chk ↪→ S-modk définie, pour tout complexe de chaînes C et tout ensemble fini S, par

(C)S(S) :=

{
C si S = ∅,
0 sinon ;

et par une action de la catégorie Chk sur S-modrédk définie pour tout complexe de chaînes C et tout
ensemble fini S, par (

C ⊗conc V
)
(S) := C ⊗ V (S).

Cette extension nous permet de définir la (dé)suspension d’un S-module.

3.1.2.6 Définition. Suspension et désuspension d’un S-module
Soient Σ (resp. Σ−1) le complexe k concentré en degré 1 (resp. en degré −1) et V un S-module réduit.
On appelle suspension de V (resp. désuspension de V ) le S-module réduit ΣV

not.
:= Σ ⊗conc V (resp.

Σ−1V
not.
:= Σ−1 ⊗conc V ).

On décrit le produit P ⊗conc Q évalué sur les ensembles [[1,m]], pour m ∈ N∗.

3.1.2.7 Lemme. Soient P et Q deux S-modules réduits. Pour tout m ∈ N∗, on a l’isomorphisme de
Sm-modules à droite suivant :

(
P⊗concQ

)
([[1,m]]) ∼=

⊕
m′+m′′=m

(
P (m′)⊗Q(m′′)

)
↑S

op
m

Sop
m′×S

op

m′′
=

⊕
m′+m′′=m

P (m′)⊗Q(m′′) ⊗
Sm′×Sm′′

k[Sm].

Démonstration. Découle de la remarque 3.1.1.5.

3.1.2.8 Remarque. La symétrie est donnée par l’équivalence naturelle :

τP (m),Q(n) : k[Sop
m+n] ⊗

Sopm×Sopn
P (m)⊗Q(n) −→ k[Sop

m+n] ⊗
Sopm×Sopn

Q(n)⊗conc P (m),

σ ⊗ p⊗ q 7−→ (−1)|p||q|σ
(
(12)m,n

)−1
q ⊗ p

où (12)m,n ∈ Sop
m+n est la permutation qui envoie le (m + n)-uplet (1, 2, . . . ,m, . . . ,m + n) sur (m +

1, . . . ,m+ n, 1, . . . ,m).
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§ 3 Monoïdes libres associés à ⊗conc

On définit à présent les monoïdes associatifs et commutatifs libres pour la catégorie des S-
modules réduits munie du produit de concaténation ⊗conc. Notons que le bifoncteur − ⊗conc − est
linéaire en chacune de ses entrées.

3.1.2.9 Définition. Monoïde associatif non-unitaire libre
On a le foncteur :

T⊗(−) : S-modrédk −→ As(S-modrédk ,⊗conc)

défini, pour tout ensemble fini S et tout S-module P réduit, par

(
T⊗P

)
(S) :=

⊕
r∈N∗

(
Tr⊗P

)
(S) avec

(
Tr⊗P

)
(S) := P⊗

concr(S) =
⊕

I∈Yordr (S)

P (I1)⊗ . . .⊗ P (Ir).

3.1.2.10 Remarque. On a, pour un S-module P réduit et s et n deux entiers positifs non-nuls :

Ts⊗(P )(n) =
⊕

ī∈(N∗)s,|̄i|=n

k[Sop
n ] ⊗

k[Sopi1
×...×Sopis ]

P (i1)⊗ . . .⊗ P (is).

où la somme sur ī parcourt l’ensemble des s-uplets d’entiers non nuls ī ∈ (N∗)s tel que |̄i| =∑s
j=1 ij = n.

3.1.2.11 Définition. Monoïde commutatif non-unitaire libre
On a le foncteur monoïde commutatif libre

S(−) : S-modrédk −→ Com(S-modrédk ,⊗conc).

défini, pour tout S-module réduit P , par :

S(P ) :=
⊕
b∈N∗

Sb(P ) avec Sb(P ) :=
(
Tb⊗(P )

)
Sb

et où l’action de Sb est donnée par la symétrie τ de ⊗conc (cf. proposition 3.1.2.5) : explicitement,
pour p1 ⊗ · · · ⊗ pb un élément de P (I1)⊗conc · · · ⊗conc P (Ib) ⊂

(
Tb⊗P

)
(S) et σ ∈ Sb, on a

σ · (p1 ⊗ · · · ⊗ pb) := (−1)|σ(m)|pσ−1(1) ⊗ . . .⊗ pσ−1(b) ∈ P (Iσ−1(1))⊗conc · · · ⊗conc P (Iσ−1(b))

avec (−1)|σ(m)| le signe provenant de τ .

3.1.2.12 Notation(s). Soient S un ensemble fini et P un S-module réduit, comme dans [LV12, Sect.
5.1.14], on pose la notation⊕

I∈Yr(S)

⊗
α∈A

P (Iα)
not.
:=
( ⊕
I∈Yordr (S)

P (I1)⊗ . . .⊗ P (Ir)
)
Sr
.

3.1.2.13 Lemme. Soient S un ensemble fini et P et Q deux S-modules réduits. On a les isomor-
phismes de S-modules suivants :

(i) (
SP
)
(S) ∼=

⊕
{Iα}α∈A∈Y(S)

⊗
α∈A

P (Iα).
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(ii) (
SP � SQ

)
(S) ∼=

⊕
({Iα}α∈A,{Jβ}β∈B)∈X (S)

⊗
α∈A

P (Iα)⊗
⊗
β∈B

Q(Jβ).

Démonstration. (i) On a

(
SrP

)
(S) :=

((
TrP

)
(S)
)
Sr

∼=
( ⊕
I∈Yordr (S)

P (I1)⊗ . . .⊗ P (Ir)
)
Sr

où Sr agit sur I en permutant les termes, i.e. pour σ un élément de Sr et I ∈ Yordr (S), on a
σ · I =

(
Iσ−1(1), . . . , Iσ−1(r)

)
. Donc, par la surjection (3.1.1), on a finalement que

(
SrP

)
(S) ∼=

⊕
I∈Yr(S)

⊗
α∈A

P (Iα)

d’où le résultat. (On pourra également se référer à [LV12, Sect. 5.1.14].)

(ii) Découle de (i).

On énonce une dernière propriété du foncteur S(−), dite propriété exponentielle.

3.1.2.14 Proposition. Propriété exponentielle de S(−)

Soient P et Q deux S-modules réduits. Alors

S(P ⊕Q) ∼= S(P )⊕ S(Q)⊕ S(P )⊗conc S(Q).

Démonstration. Découle de la biadditivité du bifoncteur −⊗conc −.

Avant d’expliciter Sb(P )(n) avec n ∈ N∗, commençons par un rappel sur le produit en couronne.

3.1.2.15 Définition. Produit en couronne
Soient A et H deux groupes et Ω un H-ensemble fini. On pose K :=

∏
ω∈ΩAω. Alors H agit sur K en

permutant les positions, i.e. h · aω := ah−1·ω. On définit alors le produit en couronne de A et H, noté
A o

Ω
H, comme le produit semi-direct de K par H, i.e.

A o
Ω
H := K oH,

Dans la suite, on considère des produits en couronne, où H = Ss agissant sur Ω = s. Dans ce
cas, on adopte la notation A o Ss = A×s o Ss en omettant de préciser Ω. Soient j, s ∈ N∗, on pose
n = sj. Le groupe Ss s’injecte dans le groupe Sn comme les permutations des blocs de n ∼=

∐
s j. On

identifie Ss et son image dans Sn. Le groupe S×sj agit également sur n comme les permutations
par blocs. Le groupe Sj oSs est le sous-groupe de Sn de loi de composition

(σ1, . . . , σj , τ) · (η1, . . . , ηj , λ) = (σ1ητ−1(1), . . . , σjητ−1(j), τλ).

3.1.2.16 Lemme. Pour tous entiers positifs non-nuls j et s, on a le foncteur

(−)⊗s : k[Sj ]-modk −→ k[Sj oSs]-modk.
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Démonstration. Soit P un Sj-module, le groupe Sj oSs agit sur P⊗s de la manière suivante : soient
m1 ⊗ . . .⊗ms ∈ P⊗s et σ1, . . . , σj , τ ∈ Sj oSs, alors :

(σ1, . . . , σj , τ) · (m1 ⊗ . . .⊗ms) = (στ−1(1) ·mτ−1(1), . . . , στ−1(s) ·mτ−1(s)).

Le groupe Ss agit par permutation par blocs sur le Sn-module k[Sn] ⊗
k[S×sj ]

P⊗s :

σ · (τ ⊗m1 ⊗ · · · ⊗ms) := τσ−1 ⊗mσ−1(1) ⊗ . . .⊗mσ−1(s),

avec σ une permutation de Ss vu comme sous-groupe de Sn, τ une permutation de Sn et m̄ ∈ P⊗s.
Rappelons que, si on a G un groupe, K C G un sous-groupe distingué de G et N un G-module alors

NG ∼= (NK)(G/K) . (3.1.4)

En effet, soit π : NK → NG la projection canonique et soient n ∈ N et g ∈ G. On a [g · n− n] ∈ Ker π

et [g ·n−n] = [g ·n]− [n] = ḡ · [n]− [n] où ḡ est la classe de g dans G/K. Donc π se factorise à travers
(NK)(G/K) et nous fournit l’isomorphisme souhaité.

3.1.2.17 Lemme. Soient M un Sj-module et s, i, j ∈ N∗ : on pose m = si et n = sj. On a l’isomor-
phisme naturel de Sn-modules suivant :(

k[Sn] ⊗
k[S×sj ]

M⊗s
)
Ss

∼= k[Sn] ⊗
k[Sj oSs]

M⊗s.

Démonstration. On applique (3.1.4) avec N = k[Sn]⊗M⊗s, G = Sj oSs et K = S×sj en remarquant
que G/K = Ss.

On peut à présent, donner une présentation explicite du monoïde commutatif libre S(M). On
utilise notamment le lemme technique 3.1.2.19, qui affirme la possibilité de choisir un représentant
"trié par ordre croissant" pour chaque classe de coinvariant sous l’action du groupe symétrique.

3.1.2.18 Proposition. Soit M un S-module réduit. Le monoïde commutatif libre non-unitaire S(M)

vérifie, pour tous entiers naturels b et n :

Sb(M)(n) =
⊕

j1>...>jr∑
jlsl=n,

∑
sl=b

k[Sop
n ] ⊗

k[
∏

Sopjl
oSopsl ]

M(j1)⊗s1 ⊗ . . .⊗M(jr)
⊗sr .

Démonstration. Par définition, on a Sb(M) = (M⊗
concb)Sb donc, pour n un entier naturel non-nul,
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on a :

Sb(M)(n) = (M⊗
concb)Sb

=
( ⊕
ī,|̄i|=n

k[Sop
n ] ⊗

k[Sopi1
×...×Sopis ]

M(i1)⊗ . . .⊗M(ib)
)
Sb

3.1.2.19
=

( ⊕
j1>...>jr∑
jlsl=n,

∑
sl=b

k[Sop
n ] ⊗

k[
∏

(Sopjl
)×sl ]

M(j1)⊗s1 ⊗ . . .⊗M(jr)
⊗sr
)∏

Ssl

3.1.2.17
=

⊕
j1>...>jr∑
jlsk=n,

∑
sl=b

k[Sop
n ] ⊗

k[
∏

Sopjl
oSopsl ]

M(j1)⊗s1 ⊗ . . .⊗M(jr)
⊗sr

3.1.2.19 Lemme. Soient a, b, i, j ∈ N, M un Si-module et N un Sj-module ; on pose n = ai+ bj. On
note Ξ l’ensemble des couples (r̄, s̄) de uplets avec r̄ et s̄ de même longueur m, uplets d’entiers tous
non-nuls sauf éventuellement r1 et sm, et vérifiant |r̄| = a et |s̄| = b.
On a l’isomorphisme de Sn-modules suivant :(⊕

Ξ

k[Sn] ⊗
k[
∏

S
×rl
i ×S×slj ]

⊗
l

M⊗rl ⊗N⊗sl
)
Sa+b

∼=
(
k[Sn] ⊗

k[S×ai ×S
×b
j ]

M⊗a ⊗N⊗b
)
Sa×Sb

Démonstration. Pour chaque (r̄, s̄) ∈ Ξ ou r̄ et s̄ sont de longueur m, il existe une permutation
η(r̄,s̄) ∈ S2m telle que η(r̄,s̄) ·(r1, s1, . . . , rm, sm) = (r1, . . . , rm, s1, . . . , sm). On note η̃(r̄,s̄) la permutation
par blocs qui lui est associée dans Sa+b. Ces permutations par blocs nous induisent un morphisme
surjectif de Sn-module :⊕

Ξ

k[Sn] ⊗
k[
∏

S
×rl
i ×S×slj ]

⊗
l

M⊗rl ⊗N⊗sl −→
(
k[Sn] ⊗

k[S×ai ×S
×b
j ]

M⊗a ⊗N⊗b
)
Sa×Sb

.

Ce morphisme se factorise à travers
(⊕

Ξ

k[Sn] ⊗
k[
∏

S
×rl
i ×S×slj ]

⊗
l

M⊗rl ⊗ N⊗sl
)
Sa+b

et induit alors

l’isomorphisme recherché.

3.1.3 Produit de composition connexe des S-modules réduits

Grâce à la sous-section 3.1.1, on introduit la notion de produit de composition connexe de deux
S-modules.

3.1.3.1 Définition. Produit de composition connexe des S-modules
On appelle produit de composition connexe le bifoncteur

−�c − : S-modrédk ×S-modrédk −→ S-modrédk

défini, pour tous S-modules réduits P et Q et tout ensemble fini S, par :

P �c Q(S) :=
⊕

(I,J)∈X conn(S)

⊗
α

P (Iα)⊗
⊗
β

Q(Jβ).
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3.1.3.2 Remarque. On aura, par la suite, besoin d’une "description" des éléments de P �c Q(S).
Ainsi, on représentera par

(p1 ⊗ . . .⊗ pr)⊗ (q1 ⊗ . . .⊗ qs)

une classe de
⊗

α P (Iα)⊗
⊗

β Q(Jβ) avec (I, J) ∈ X conn(S) en notant bien que pour l’écriture, nous
avons fait un choix d’ordre pour les éléments de P et Q. Ainsi, la notation

⊗
α P (Iα) ⊗

⊗
β Q(Jβ)

précise bien que l’on fait l’identification

(p1 ⊗ . . .⊗ pr)⊗ (q1 ⊗ . . .⊗ qs) = (−1)|σ(p)|+|τ(q)|(pσ−1(1) ⊗ . . .⊗ pσ−1(r))⊗ (qτ−1(1) ⊗ . . .⊗ qτ−1(s))

pour tout σ ∈ Sr, τ ∈ Ss et avec (−1)|σ(p)|, (−1)|τ(q)| les signes de Koszul induits par ces permuta-
tions.

3.1.3.3 Lemme. Le produit �c est associatif. De plus, pour tout couple (A,B) de S-modules réduits,
l’endofoncteur

ΦA,B : S-modrédk −→ S-modrédk
X 7−→ A�c X �c B

est analytique scindé (au sens de Vallette, cf. annexe C.1.0.3) .

Démonstration. Commençons par montrer que le produit �c vérifie l’axiome d’associativité. L’asso-
ciativité du produit découle directement de l’associativité de KS : soient P ,Q et R trois S-modules
réduits, montrons que (P �cQ)�c R = P �c (Q�c R). Soit S un ensemble non-vide, on a les isomor-
phismes de complexes de chaînes :(

(P �c Q)�c R
)
(S) =

⊕
(I,J)∈X conn(S)

⊗
α

(
P �c Q

)
(Iα)⊗

⊗
β

R(Jβ)

=
⊕

(I,J)∈X conn(S)

⊗
α

⊕
(Kα,Lα)∈X conn(Iα)

⊗
γ

P (Kα
γ )⊗

⊗
δ

Q(Lαδ )⊗
⊗
β

R(Jβ)

∼=
⊕

(I,J)∈X conn(S)

⊕
{(Kα,Lα)}∈qα∈AX conn(Iα)

⊗
γ,α

P (Kα
γ )⊗

⊗
δ,α

Q(Lαδ )⊗
⊗
β

R(Jβ)

∼=
⊕

(I,J)∈X conn(S)

⊕
(K,L)∈Y(S)×Y(S)
KS(K,L)=I

⊗
γ,α

P (Kα
γ )⊗

⊗
δ,α

Q(Lαδ )⊗
⊗
β

R(Jβ)

∼=
⊕

(K,L,J)∈Y(S)×3

KS(KS(K,L),J)=(S)

⊗
γ

P (Kγ)⊗
⊗
δ

Q(Lδ)⊗
⊗
β

R(Jβ)

∼=
3.1.1.17

⊕
(K,L,J)∈Y(S)×3

KS(K,KS(L,J))=(S)

⊗
γ

P (Kγ)⊗
⊗
δ

Q(Lδ)⊗
⊗
β

R(Jβ)

∼=
⊕

(K,I)∈X conn(S)

⊕
(J,L)∈Y(S)×Y(S)
KS(J,L)=I

⊗
γ

P (Kγ)⊗
⊗
δ,α

Q(Lαδ )⊗
⊗
β,α

R(Jαβ )

∼=
⊕

(K,I)∈X conn(S)

⊗
α

P (Kγ)⊗
⊗
α

(
Q�c R

)
(Iα)

=
(
P �c (Q�c R)

)
(S).

99



3.1. Sur les S-modules

Ainsi, pour tous S-modules réduits A et B, l’endofoncteur ΦA,B est bien défini par

ΦA,B(X) ∼=
⊕

(K,L,J)∈Y(S)×3

KS(KS(K,L),J)=(S)

⊗
γ

A(Kγ)⊗
⊗
δ

X(Lδ)⊗
⊗
β

B(Jβ)

∼=
⊕
n∈N

⊕
L∈Yn(S)

⊕
(K,J)∈Y(S)×2

KS(KS(K,L),J)=(S)

⊗
γ

A(Kγ)⊗
⊗
δ

X(Lδ)⊗
⊗
β

B(Jβ)

=:
⊕
n∈N

(ΦA,B)n(X).

où (ΦA,B)n est un foncteur polynomial homogène de degré. Donc, pour tous S-modules réduits A et
B, le foncteur ΦA,B est analytique scindé.

3.1.3.4 Proposition. La catégorie
(
S-modréd,�c, τ, I

)
avec I(S) = k pour |S| = 1 et 0 sinon, est

monoïdale symétrique abélienne et préserve les coégalisateurs réflexifs ainsi que les colimites sé-
quentielles.

Démonstration. La catégorie
(
S-modréd,�c, I

)
est monoïdale abélienne et préserve les coégalisa-

teurs réflexifs ainsi que les colimites séquentielles par le lemme précédent et la proposition [Val03,
Prop. 29]. Soient P et Q deux S-modules réduits, on a, pour tout ensemble S non-vide, l’isomor-
phisme de S-modules

P �c Q(S) :=
⊕

(I,J)∈X conn(S)

⊗
α

P (Iα)⊗
⊗
β

Q(Jβ)

∼=
⊕

(I,J)∈X conn(S)

⊗
β

Q(Jβ)⊗
⊗
α

P (Iα)

par symétrie du produit ⊗ de la catégorie Chk ; enfin, comme (I, J) ∈ X (S) implique que (J, I) ∈
X (S), on a finalement l’isomorphisme

P �c Q(S) ∼=
⊕

(J,I)∈X conn(S)

⊗
β

Q(Jβ)⊗
⊗
α

P (Iα) ∼= Q�c P (S).

On le note τP,Q(S) : P�cQ(S) −→ Q�cP (S), ce qui nous fournit la structure symétrique recherchée.

3.1.3.5 Remarque. Le premier chapitre de la thèse de Vallette [Val03, Chap.1] et [Val09] nous
donnent donc une description du (co)monoïde libre dans cette catégorie monoïdale (cf. section 4.3).

3.1.3.6 Proposition. Soient P et Q, deux S-modules réduits. On a l’isomorphisme naturel de S-
modules suivant :

S(P �c Q) ∼= SP � SQ.

Démonstration. Soit S, un ensemble fini. On a

S
(
P �c Q

)
(S) =

⊕
Λ∈Y(S)

⊗
γ

(
P �c Q

)
(Λγ)

=
3.1.3.1

⊕
Λ∈Y(S)

⊗
γ

⊕
(Iγ ,Jγ)∈X conn(Λγ)

⊗
α

P (Iγα)⊗
⊗
β

Q(Jγβ )
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∼=
⊕

Λ∈Y(S)

⊕
{(Iγ ,Jγ)}∈

∐
γ X conn(Λγ)

(⊗
α,γ

P (Iγα)⊗
⊗
β,γ

Q(Jγβ )

)
∼=

⊕
Λ∈Y(S)

⊕
(Ĩ,J̃)∈K−1

S (Λ)

(⊗
a

P (Ĩa)⊗
⊗
b

Q(J̃b)

)

∼=
⊕

(Ĩ,J̃)∈X(S)

(⊗
α

P (Ĩα)⊗
⊗
β

Q(J̃β)

)
=
(
SP � SQ

)
(S)

ce qui conclut cette preuve.

3.1.3.7 Remarque. Cette proposition permet de démontrer plus simplement l’associativité du pro-
duit connexe. En effet, on a

S
(
(P �c Q)�c R

) ∼= S(P �c Q)� SR
∼=
(
SP � SQ

)
� SR

∼= SP �
(
SQ� SR

)
par associativité de � ;

∼= SP � S(Q�c R)

∼= S
(
P �c (Q�c R)

)
ce qui nous donne l’associativité du produit �c par passage aux "indécomposables".

3.2 Sur les S-bimodules

On reprend à présent le plan d’étude des S-modules que l’on applique maintenant à la caté-
gorie S-bimodk. On donne donc dans cette section, une description de trois structures monoïdales
sur la catégorie des S-bimodules. On commence par une section sur les foncteurs qui encodent la
combinatoire de nos produits monoïdaux.

3.2.1 Combinatoire sous-jacente aux produits de S-bimodules

On cherche à exprimer la combinatoire des différentes structures monoïdales sur la catégorie
S-bimodk, en utilisant le même formalisme que dans la section 3.1.1.

3.2.1.1 Définition. Foncteurs Yord et Y
Soient S et E deux ensembles finis. On définit :

(i) le bifoncteurYord(−,−) : Fin×Finop → Fin donné sur les objets parYord(S,E) = qr∈N∗Yordr (S,E),
avec

Yordr (S,E) := Yordr (S)× Yordr (E)

=
{

(I,K) =
(
(Ij ,Kj)

)
j∈[[1,r]]

| qrj=1 Ij = S, qrj=1Kj = E,∀j ∈ [[1, r]], Ij 6= ∅,Kj 6= ∅
}

les éléments de Yordr (S,E) étant des ensembles ordonnés de couples d’ensembles.

(ii) Y(−,−) : Fin× Finop → Fin le bifoncteur donné par Y(S,E) = qr∈N∗Yr(S,E) avec

Yr(S,E) =

{
{I,K} not

:= {(Iα,Kα)}α∈A
∣∣∣∣ A ∈ Ob Fin, |A| = r,

qα∈AIα = S, qα∈AKα = E

∀α ∈ A, Iα 6= ∅, Kα 6= ∅

}
;
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les éléments de Yr(S,E) étant des ensembles non-ordonnés de couples d’ensembles. (Comme
dans le cas des S-modules, cf. remarque 3.1.1.2, l’ensemble d’indexation ne fait pas parti de la
structure.)

3.2.1.2 Remarque. Pour tous m,n ∈ N∗ et tout foncteur F : Fin× Finop → Fin, on note F (m,n)
not
:=

F ([[1,m]], [[1, n]]). On a ainsi :

(i) Yord(m,n) = qr∈N∗Yordr (m,n), le Sm ×Sop
n -ensemble défini par

Yordr (m,n) =
{

(I,K) =
(
(Ij ,Kj)

)
j∈[[1,r]]

| qrj=1 Ij = [[1,m]], qrj=1Kj = [[1, n]]
}

∼=
∐

ī,j̄∈(N∗)r
|̄i|=m,|j̄|=n

(
[[1, i1]]q . . .q [[1, ir]]q [[1, j1]]q . . .q [[1, jr]]

)
↑Sm×S

op
n∏r

l=1 Sil×S
op
jl

les éléments de Yordr (m,n) étant des ensembles ordonnés de couples d’ensembles.

(ii) Y(m,n), le Sm ×Sop
n -ensemble défini par Y(m,n) = qr∈N∗Yr(m,n) avec

Yr(m,n) =
{
{I,K} not

:= {(Iα,Kα)}α∈A | A ∈ Ob Fin, |A| = r, qαIα = [[1,m]], qαKα = [[1, n]]
}

;

les éléments de Yr(m,n) étant des ensembles non-ordonnés de couples d’ensembles.

Notons que Yr(S,E) 6∼= Y(S)× Y(E). Comme dans le cas de Yord(−), on a une action libre de Sr

sur Yordr (S,E) donnée, pour tout (I,K) ∈ Yord
r (S,E) et toute permutation σ ∈ Sr, par

σ · (I,K) =
(
(Iσ−1(j),Kσ−1(j))

)
j∈[[1,r]]

qui, par le passage aux coinvariants, induit la surjection

Yord
r (S,E)� Yr(S,E).

On introduit à présent le foncteur X, qui, dans la définition du produit de composition connexe
de deux S-bimodules, va jouer un rôle identique à celui de X dans le cas des S-modules.

3.2.1.3 Notation(s). La structure cartésienne × de la catégorie but Fin nous fournit le produit
externe de la catégorie Func(Fin× Finop, Fin) :

−×− : Func(Fin× Finop, Fin)× Func(Fin× Finop, Fin) −→ Func(Fin× Finop × Fin× Finop, Fin)

(F,G) 7−→ (A,B,C,D) 7→ F (A,B)×G(C,D)
.

Par passage au coend sur les foncteurs F (A,−) × G(−, B) : Finop × Fin → Fin pour A,B ∈ Ob Fin,

on introduit donc le produit
diag
× :

−
diag
× − : Func(Fin× Finop, Fin)× Func(Fin× Finop, Fin) −→ Func(Fin× Finop, Fin)

(F,G) 7−→
∫ S∈Fin

F (−, S)×G(S,−)

qui, comme S est un squelette de la catégorie Fin, correspond à

−
diag
× − : Func(Fin× Finop, Fin)× Func(Fin× Finop, Fin) −→ Func(Fin× Finop, Fin)

(F,G) 7−→
∐
n∈N F (−, [[1, n]]) ×

Sn
G([[1, n]],−)
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3.2.1.4 Définition. Foncteur X
On définit le bifoncteur

X := Y
diag
× Y : Fin× Finop −→ Fin

(S,E) 7−→
∐
n∈N Y(S, [[1, n]]) ×

Sn
Y([[1, n]], E)

.

On définit également les sous-bifoncteurs de X, pour r, s, n ∈ N∗ :

Xnr,s(−,−) : (S,E) 7→ Yr(S, [[1, n]]) ×
Sn
Ys([[1, n]], E);

et
Xn(−,−) :=

∐
r,s∈N∗

Xnr,s(−,−).

De même que dans la section 3.1.1, où l’on a défini la transformation naturelle K : X → Y, on va
définir une transformation naturelle

K : X −→ Y.

Soit (K, I, J, L) un représentant d’un élément de Xn(S,E) avec (K, I) = {(Kα, Iα)}α∈A ∈ Y(S, [[1, n]]),
(J, L) = {(Jβ , Lβ)}β∈B ∈ Y([[1, n]], E). Par la remarque 3.1.1.14, il existe des partitions de A =

qγ∈ΓAγ et B = qδ∈∆Bδ avec Γ ∼= ∆ telles que

K[[1,n]](I, J) =
{
qα∈Aγ Iα

}
γ∈Γ

=
{
qβ∈Bδ Jβ

}
δ∈∆

.

alors on associe au quadruplet (K, I, J, L), l’élément :

KS,E(K, I, J, L) :=
{(

q
α∈Aγ

Kα, q
β∈Bγ

Lβ
)
γ

}
γ∈Γ
∈ Y(S,E),

ce qui définit la transformation naturelle K.

3.2.1.5 Proposition. Soient S et E deux ensembles finis. La transformation naturelle de bifoncteurs

K : Y
diag
× Y −→ Y

est associative, c’est à dire que le diagramme suivant commute :

Y
diag
× Y

diag
× Y K×id //

id×K
��

Y
diag
× Y

K

��
Y
diag
× Y

K
// Y.

Démonstration. Soit (A,B,B′, C, C ′, D) ∈
(
Y
diag
× Y

diag
× Y

)
(S,E) avec B,B′ ∈ Y ([[1,m]]) et C,C ′ ∈

Y ([[1, n]]). Montrons que

(
K(K× id)

)
(A,B,B′, C, C ′, D) =

(
K(id×K)

)
(A,B,B′, C, C ′, D) ∈ Y(S,E).

On note
({
J lγ
}
,
{
Kl
ω

})
:=
(
K(K × id)

)
(A,B,B′, C, C ′, D), en particulier, chaque J lγ (resp. Kl

ω) est
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de la forme qρAρ (resp. qτDτ ). On note également
({
Jrµ
}
,
{
Kr
ν

})
:=
(
K(id × K)

)
(A,B,B′, C, C ′, D).

Par symétrie du problème, il suffit de montrer que
{
J lγ
}

=
{
Jrµ
}
∈ Y(S), le même raisonnement

fonctionnant pour montrer que Kl = Kr ∈ Y (E). La donnée de
(
K(id×K)

)
(A,B,B′, C, C ′, D) fournit

une relation d’équivalence
r
≈ sur S : pour i, j ∈ S

i
r
≈ j si ∃µ tel que {i, j} ⊂ Jrµ.

On constate que la relation
r
≈ est engendrée par :

. pour i ∈ Aa et j ∈ Aα, i
r
≈ j s’il existe ĩ ∈ Ba et j̃ ∈ Bα tels que ĩ ∼

B,B′
j̃ ; on illustre cette

relation par le diagramme suivant :

i
(

Aa
)

j
(

Aα
)

ĩ
(

Ba
)

j̃
(

Bα
)

(
B′u

) (
B′ν

)

. . .

B′

B

A

où les éléments d’une partition sont représentés de manière abusive par des blocs ( ) ;

. pour i ∈ Aa et j ∈ Aα, i
r
≈ j s’il existe ĩ ∈ Ba ∩B′b, j̃ ∈ Bα ∩B′β , î ∈ Cb et ĵ ∈ Cβ tels que î ∼

C,C′
ĵ ;

on illustre également cette relation par un diagramme :

B′

B

A

C

C ′

i
(

Aa
)

j
(

Aα
)

ĩ
(

Ba
)

j̃
(

Bα
)

(
B′b

) (
B′β

)

(
Cb

) (
Cβ

)
î ĵ

(
C ′u

) ( )
C ′ν

. . .

De même, la donnée de
(
K(K × id)

)
(A,B,B′, C, C ′, D) fournit une relation d’équivalence

l
≈ sur S :

pour i, j ∈ S
i
l
≈ j si ∃µ tel que {i, j} ⊂ J lµ.

Alors, la relation d’équivalence
l
≈ est engendrée par les même relations que

r
≈, ce qui conclut la

preuve de
{
J lγ
}

=
{
Jrµ
}
∈ Y(S). Par un argument symétrique, on montre que Kl = Kr ∈ Y(E).

Comme dans le cas des S-modules, on définit un nouveau sous-foncteur de X qui va encoder la
connexité. Pour r, s ∈ N∗ et pour S et E deux ensembles finis, on pose :

Xn,conn
r,s (S,E) :=

{(
{I,K ′}, {K ′′, J}

)
∈ Yr(S, [[1, n]])× Ys([[1, n]], E)

∣∣(K ′,K ′′) ∈ X conn([[1, n]])
}/

Sn

,

où, pour tout n ∈ N∗, par la fonctorialité de X conn, le quotient par Sn qui fait l’identification

(
{I,K ′} · σ, {K ′′, J}

)
∼
(
{I,K ′}, σ−1 · {K ′′, J}

)
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est bien défini. On a donc le sous-foncteur Xn,conn
r,s ↪→ Xnr,s. On a également également les sous-

foncteurs

Xn,conn(S,E) :=
∐

r,s∈N∗
Xn,conn
r,s (S,E) et Xconn(S,E) :=

∐
n∈N∗

Xn,conn(S,E).

3.2.2 Produits de la catégorie S-bimodk
Comme dans le cas des S-modules, on peut exprimer le produit de concaténation de deux S-

bimodules avec ce formalisme. On considère toujours des S-bimodules réduits. On définit mainte-
nant le produit de composition dénoté �.

§ 1 Produit de composition �

3.2.2.1 Définition. Produit de composition des S-bimodules
On appelle produit de composition de S-bimodules le bifoncteur

−�− : S-bimodrédk ×S-bimodrédk −→ S-bimodrédk

défini, pour tous S-bimodules réduits P et Q et tout couple d’ensembles (S,E) finis, par

(
P�Q

)
(S,E) :=

⊕
n∈N∗

( ⊕
({I,K′},{K′′,J})∈Xn1,1(S,E)

P (I,K ′)⊗Q(K ′′, J)
)/

Sn

∼=
⊕
n∈N∗

P (S, [[1, n]])⊗
Sn
Q([[1, n]], E) ;

où l’action de Sn est induite par l’action sur [[1, n]].

3.2.2.2 Remarque. Le produit de composition � est en fait défini par un coend. En effet, la struc-
ture tensoriel de la catégorie Chk nous donne le produit externe

−}− : Func(Fin× Finop, Chk)×2 −→ Func(Fin× Finop × Fin× Finop, Chk)

(P,Q) 7−→
{

(S1, E1, S2, E2) 7→ P (S1, E1)⊗Q(S2, E2)}

puis, par passage au coend sur les foncteurs P (S1,−) ⊗Q(−, E2) : Finop × Fin → Fin pour S1, E2 ∈
Ob Fin

−�− Func(Fin× Finop, Chk)×2 −→ Func(Fin× Finop, Chk)

(P,Q) 7−→
∫ S∈Fin

P (−, S)⊗Q(S,−)
.

Comme S est un squelette de la catégorie Fin, on a finalement

−�− Func(Fin× Finop, Chk)×2 −→ Func(Fin× Finop, Chk)

(P,Q) 7−→
⊕

n∈N
P (−, [[1, n]]) ⊗

Sn
Q([[1, n]],−)

.

3.2.2.3 Remarque. Soient P et Q, deux S-bimodules réduits. Pour tous m,n ∈ N∗, on a l’isomor-
phisme de Sm ×Sop

n -bimodules :

P �Q(m,n) ∼=
⊕
N∈N∗

P (m,N) ⊗
k[SN ]

Q(N,n).

3.2.2.4 Proposition.
(
S-bimodk,�, I�

)
avec I�(S,E) = k[Aut(S)] pour S ∼= E et 0 sinon, est une

catégorie monoïdale.
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Démonstration. Soient P , Q et R trois S-bimodules réduits et S et E deux ensembles finis non-
vides. On note e le cardinal de E. Par définition de I�, on a les isomorphismes :

P � I�(S,E) ∼=
⊕
n∈N

P (S, [[1, n]]) ⊗
Sn

I�([[1, n]], E)

∼= P (S, [[1, e]]) ⊗
Se
I�([[1, e]], E)

∼= P (S, [[1, e]]) ⊗
Se
k[Aut([[1, e]])]

∼= P (S,E).

Par la remarque 3.2.2.2, on a également les isomorphismes :

(
P �Q

)
�R(S,E) =

∫ U∈Fin (
P �Q

)
(S,U)⊗R(U,E)

∼=
∫ U∈Fin ∫ V ∈Fin

P (S, V )⊗Q(V,U)⊗R(U,E)

∼=
Fubini

∫ (U,V )∈Fin×2

P (S, V )⊗Q(V,U)⊗R(U,E)

∼= P �
(
Q�R

)
(S,E)

ce qu’il fallait démontrer.

3.2.2.5 Remarque. Il est important de noter que la structure monoïdale � n’est pas symétrique.
Par exemple, si l’on considère les S-bimodules P = P (1, 2) = k et Q = Q(2, 1) = k, on a P � Q =(
P �Q

)
(1, 1) = k alors que Q� P =

(
Q� P

)
(2, 2) = k.

§ 2 Produit de concaténation ⊗conc

Comme dans le cas des S-modules, on définit le produit de concaténation de deux S-bimodules
réduits.

3.2.2.6 Définition. Produit de concaténation des S-bimodules
On appelle produit de concaténation le bifoncteur

−⊗conc − : S-bimodrédk ×S-bimodrédk −→ S-bimodrédk ,

défini, pour P et Q, deux S-bimodules réduits, par

(
P ⊗conc Q

)
(S,E) :=

⊕
(I,K)∈Yord

2 (S,E)

P (I1,K1)⊗Q(I2,K2)

pour tout couples (S,E) d’ensembles finis.

3.2.2.7 Remarque. Ce produit est un cas particulier d’un produit de convolution de Day (cf. défini-
tion A.2.0.3) : soient P et Q deux S-bimodules réduits, on a

P ⊗concQ(−,−) :=

∫ (I1,I2,J1,J2)∈Fin×4

k
[
HomFinop×Fin

(
(I1qI2, J1qJ2), (−,−)

)]
⊗P (I1, J1)⊗Q(I2, J2).
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3.2.2.8 Remarque. Pour P et Q deux S-bimodules et pour m,n ∈ N∗, on a

(
P ⊗conc Q

)
(m,n) ∼=

⊕
m′+m′′=m
n′+n′′=n

k[Sm] ⊗
k[Sm′×Sm′′ ]

(
P (m′, n′)⊗Q(m′′, n′′)

)
⊗

k[Sn′×Sn′′ ]
k[Sn].

On a une propriété de compatibilité entre les structures monoïdales � et ⊗conc, appelée loi
d’inter-échange.

3.2.2.9 Proposition. Loi d’inter-échange
Soient A,B,C et D des S-bimodules réduits. On a l’injection naturelle associative de S-bimodules

ΦA,B,C,D : (A�B)⊗conc (C �D) ↪→ (A⊗conc C)� (B ⊗conc D).

Démonstration. Soient A,B,C et D des S-bimodules réduits. On a

(A�B)⊗conc (C �D)(−,−)

=

∫ (I1,I2,J1,J2)∈Fin×4

k
[
Hom

(
(I1 q I2, J1 q J2), (−,−)

)]
⊗ (A�B)(I1, J1)⊗ (C �D)(I2, J2)

=

∫ (I1,I2,J1,J2)∈Fin×4

k[Hom((I1qI2,J1qJ2),(−,−))]⊗
∫ S∈Fin A(I1,S)⊗B(S,J1)⊗

∫ T∈Fin C(I2,T )⊗D(T,J2)

∼=
Fubini

∫ (I1,I2,J1,J2,S,T )∈Fin×6

k[Hom((I1qI2,J1qJ2),(−,−))]⊗A(I1,S)⊗C(I2,T )⊗B(S,J1)⊗D(T,J2).

Les injections naturelles

k
[
Hom

(
(I1qI2,J1qJ2),(−,−)

)]
↪→

∐
S

k
[
Hom

(
(I1qI2,J1qJ2),(−,S)

)]
⊗k
[
Hom

(
(I1qI2,J1qJ2),(S,−)

)]
↪→

∐
S

U→S
S→V

k
[
Hom

(
(I1qI2,U),(−,S)

)]
⊗k
[
Hom

(
(V,J1qJ2),(S,−)

)]

A(I1,S)⊗C(I2,T )⊗B(S,J1)⊗D(T,J2) ↪→
∐

J1,J2,K1,K2

A(I1,J1)⊗C(I2,J2)⊗B(K1,L1)⊗D(K2,L2)

nous donne finalement l’injection naturelle

(A�B)⊗conc (C �D)(−,−)

↪→
∫ (S,I1,I2,J1,J2,K1,K2,L1,L2)

k
[
Hom

(
(I1qI2,J1qJ2),(−,S)

)]
⊗k
[
Hom

(
(K1qK2,L1qL2),(S,−)

)]
⊗A(I1,J1)⊗C(I2,J2)⊗B(K1,L1)⊗D(K2,L2)

∼=
Fubini

∫ S ∫ Ii,Ji

k
[
Hom

(
(I1 q I2, J1 q J2), (−, S)

)]
⊗A(I1, J1)⊗ C(I2, J2)

⊗
∫ Ki,Li

k
[
Hom

(
(K1 qK2, L1 q L2), (S,−)

)]
⊗B(K1, L1)⊗D(K2, L2)

=

∫ S (
A⊗conc C

)
(−, S)⊗

(
B ⊗conc D

)
(S,−)

=
(
A⊗conc C

)
�
(
B ⊗conc D

)
(−,−).
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ce qui nous fournit finalement la transformation naturelle injective entre bifoncteurs :

ΦA,B,C,D : (A�B)⊗conc (C �D) ↪→ (A⊗conc C)� (B ⊗conc D).

De plus, Φ est associative, car le diagramme suivant commute :

(
(A�B)⊗conc (C �D)

)
⊗conc (E � F )

ΦA,B,C,D⊗1
��

∼= //

	

(A�B)⊗conc
(

(C �D)⊗conc (E � F )
)

1⊗ΦC,D,E,F��(
(A⊗conc C)� (B ⊗conc D)

)
⊗conc (E � F )

ΦA⊗C,B⊗D,E,F
**

(A�B)⊗conc
(

(C)⊗conc E)� (D ⊗conc F )
)

ΦA,B,C⊗E,D⊗F
tt

(A⊗conc C ⊗conc E)� (B ⊗conc D ⊗conc F )

3.2.2.10 Corollaire. Les catégories
(
As(S-bimod,⊗conc),�, I�

)
et
(
Com(S-bimod,⊗conc),�, I�

)
sont

des catégories monoïdales. Autrement dit, si (P, cP ), (Q, cQ) sont deux monoïdes de la catégorie mo-
noïdale (sans unité) symétrique

(
S-bimodk,⊗conc

)
, alors

(i) (P �Q, cP �Q) est un monoïde de
(
S-bimodk,⊗conc

)
;

(ii) De plus, si P et Q sont des monoïdes commutatifs, alors P �Q également.

Démonstration. (i) L’injection Φ de la proposition 3.2.2.9 nous fournit le produit cP �Q :

(P �Q)⊗conc (P �Q)

cP � Q //

Φ // (P ⊗conc P )� (Q⊗conc Q)

cP�cQ
��

P �Q

et l’associativité du produit � nous assure l’associativité du produit cP �Q.

(ii) La commutativité de cP�Q découle directement de celle de cP et cQ.

§ 3 Monoïdes libres associés au produit ⊗conc

Introduisons les monoïdes libres pour le produit de concaténation.

3.2.2.11 Définition/Proposition. Monoïdes libres
Soient P et Q, deux S-bimodules réduits et S et E deux ensembles finis.

(i) Le monoïde associatif libre non-unitaire sur P est défini par

TrP (S,E) :=
⊕

(I,K)∈Yord
r (S,E)

P (I1,K1)⊗ . . .⊗ P (Ir,Kr).

(ii) Le monoïde commutatif libre non-unitaire sur P est défini par le quotient du monoïde asso-
ciatif libre par l’action des groupes symétriques ; il vérifie l’isomorphisme suivant :

SrP (S,E) :=
(
TrP (S,E)

)
Sr

∼=
⊕

{I,K}∈Yr(S,E)

⊗
α

P (Iα,Kα).
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3.2.2.12 Remarque. Pour m et n deux entiers naturels non-nuls, on a

TrP (m,n) ∼=
⊕

(I,K)∈Yord
r (m,n)

P (I1,K1)⊗ . . .⊗ P (Ir,Kr)

∼=
3.2.1.2

⊕
ī,j̄∈(N∗)r
|̄i|=m,|j̄|=n

(
P (i1, j1)⊗ . . .⊗ P (ir, jr)

)
↑Sm×S

op
n∏r

l=1 Sil×S
op
jl

∼=
⊕

ī,j̄∈(N∗)r
|̄i|=m,|j̄|=n

k[Sm ×Sop
n ] ⊗

k[
∏r
l=1 Sil×S

op
jl

]
P (i1, j1)⊗ . . .⊗ P (ir, jr)

Comme dans le cas des S-modules, le foncteur S(−) vérifie une propriété exponentielle

3.2.2.13 Proposition. Propriété exponentielle de S(−)

Soient P et Q deux S-bimodules réduits. Alors

S(P ⊕Q) ∼= S(P )⊕ S(Q)⊕ S(P )⊗conc S(Q).

Comme dans le cas des S-modules, on explicite le monoïde commutatif libre sur un S-bimodule.

3.2.2.14 Lemme. Soient P un Si ×Sop
j -module et s ∈ N∗. On pose m = si et n = sj. On a l’isomor-

phisme de Sm ×Sop
n -modules suivant :(
k[Sm] ⊗

k[S×si ]

P⊗s ⊗
k[S×sj ]

k[Sn]
)
Ss

∼= k[Sm ×Sop
n ] ⊗

k[(Si×Sopj )oSs]
P⊗s.

Par le même type d’argument que dans le cas des S-modules (cf. lemme 3.1.2.17), on a le lemme
suivant.

3.2.2.15 Lemme. Soient a, b, i, j ∈ N, P un Si × Sop
p -module et Q un Sj × Sop

q -module et on pose
m = ai + bj et n = ap + bq. On note Ξ l’ensemble des couples (r̄, s̄) de uplets avec r̄ et s̄ de même
longueur m, uplets d’entiers tous non-nuls sauf éventuellement r1 et sm, et vérifiant |r̄| = a et |s̄| = b.
On a l’isomorphisme de Sm ×Sop

n -modules suivant :(⊕
Ξ

k[Sm] ⊗
k[
∏

S
×rl
i ×S×slj ]

⊗
l

P⊗rl ⊗Q⊗sl ⊗
k[
∏

S
×rl
p ×S×slq ]

k[Sn]
)
Sa+b

∼=
(
k[Sm] ⊗

k[S×ai ×S
×b
j ]

P⊗a ⊗Q⊗b ⊗
k[S×ap ×S×bq ]

k[Sn]
)
Sa×Sb

3.2.2.16 Proposition. Soit P un S-bimodule réduit. Le monoïde commutatif libre non-unitaire
S(P ) vérifie, pour r,m et n trois entiers naturels :

Sr(P )(m,n) ∼=
⊕

(i1,j1)>...>(ir,jr)∑
jlsl=n,

∑
ilsl=m∑

sl=r

k[Sm ×Sop
n ] ⊗

k[
∏

(Sil×S
op
jl

)oSsl ]
P (i1, j1)⊗s1 ⊗ . . .⊗ P (ir, jr)

⊗sr

où (i1, j1) > . . . > (ir, jr) est donné par l’ordre lexicographique.

Démonstration. De la même manière que dans le cas des S-modules, le résultat découle des lemmes
3.2.2.14 et 3.2.2.15.
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3.2.2.17 Remarque. Soit P un S-bimodule réduit. Dans S(P ), on a l’identification

σ · (τ ⊗m1 ⊗ · · · ⊗mr ⊗ η) = τσ−1
r̄ ⊗mσ−1(1) ⊗ . . .⊗mσ−1(r) ⊗ ση

avec σ une permutation de Sr, σm̄ (resp. σn̄) la permutation par blocs correspondante dans Sm (resp.
Sn), et τ⊗m1⊗· · ·⊗mr⊗η ∈ k[Sm] ⊗

k[Si1×...×Sir ]
P (i1, j1)⊗ . . .⊗P (ir, jr) ⊗

k[Sj1×...×Sjr ]
k[Sn] ⊂ P⊗concr

avec
∑r
l=1 il = m et

∑r
l=1 jl = n.

3.2.3 Produit de composition connexe des S-bimodules

On définit le produit de composition connexe des S-bimodules. Ce produit a été défini pour la
première fois par Vallette dans sa thèse [Val03], pour l’étude du comportement homotopique de
structures algébriques possédant plusieurs entrées et plusieurs sorties. Notre définition du produit
�c n’est pas la définition originale, mais on montre (cf. proposition 3.2.3.4) qu’elle lui est équiva-
lente.

3.2.3.1 Définition. Produit �c de composition connexe
On appelle produit de composition connexe des S-bimodules, le bifoncteur

−�c − : S-bimodrédk ×S-bimodrédk −→ S-bimodrédk

défini, pour tous S-bimodules réduits P et Q et tous couples (S,E) d’ensembles finis, par :

(
P �c Q

)
(S,E) :=

⊕
n∈N∗

( ⊕
({I,K′},{K′′,J})∈Xn,conn(S,E)

⊗
α

P (Iα,K
′
α)⊗

⊗
β

Q(K ′′β , Jβ)
)/

Sn

où le quotient par Sn identifie, pour tout σ ∈ Sn, les termes⊗
α

P (Iα,K
′
α)⊗

⊗
β

Q(K ′′β , Jβ) ∼
(⊗

α

P (Iα,K
′
α)
)
· σ−1 ⊗ σ ·

(⊗
β

Q(K ′′β , Jβ)
)
.

3.2.3.2 Remarque. Cette construction est bien fonctorielle, car (P �c Q)(−,−) est un sous-bi-
foncteur de

(
SP � SQ

)
(−,−) (cf. lemme 3.2.3.8).

3.2.3.3 Notation(s). Afin de ne pas alourdir certaines preuves, on omettra (le moins souvent pos-
sible) de préciser la subdivision par les entiers naturels du produit connexe :

(
P �c Q

)
(S,E) :=

( ⊕
({I,K′},{K′′,J})∈Xconn(S,E)

⊗
α

P (Iα,K
′
α)⊗

⊗
β

Q(K ′′β , Jβ)
)/

S

en notant
/
S

, le quotient par le groupe symétrique approprié pour le terme.

On a le résultat central suivant, qui nous assure que le produit de composition connexe des
S-bimodules ainsi défini est bien équivalent au produit défini par Vallette dans [Val03].

3.2.3.4 Proposition. Pour tout couple (m,n) d’entiers naturels non-nuls, on a l’isomorphisme de
complexes : (

P �c Q
)
([[1,m]], [[1, n]]) ∼=

(
P �V alc Q

)
(m,n).

La démonstration est remise à l’annexe C.3. On redémontre ensuite les résultats de Vallette
[Val03, Lem. 47, Lem. 49], qui sont cruciaux pour la description du monoïde libre dans la catégorie
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monoïdale (S-bimodk,�c).

3.2.3.5 Lemme. (cf. [Val03, Lem. 47])
Le produit �c est associatif. De plus, pour tout couple (A,B) de S-bimodules réduits, l’endofoncteur

ΦA,B : Func(Fin× Finop, Chk) −→ Func(Fin× Finop, Chk)

X 7−→ A�c X �c B

est analytique scindé.

Démonstration. Commençons par montrer que le foncteur ΦA,B est bien défini, c’est à dire que, pour
tout triplet (P,Q,R) de S-bimodules réduits, on a (P �c Q) �c R = P �c (Q �c R). L’associativité
du produit �c découle essentiellement de l’associativité du produit K (cf. proposition 3.2.1.5). On
utilise la notation 3.2.3.3 ; soient S et E deux ensembles finis, on a les isomorphismes de complexes
suivants :(

(P �c Q)�c R
)

(S,E) =

( ⊕
({I,K′},{K′′,J})∈Xconn(S,E)

⊗
α

(
P �c Q

)
(Iα,K

′
α)⊗

⊗
β

R(K ′′β , Jβ)

)/
S

=

( ⊕
({I,K′},{K′′,J})
∈Xconn(S,E)

⊗
α

⊕
({Aα,B′α},{B

′′
α,Cα})

∈Xconn(Iα,K
′
α)

⊗
γ

P (Aα,γ , B
′
α,γ) ⊗

⊗
δ

Q(B′′α,δ, Cα,δ)⊗
⊗
β

R(K ′′β , Jβ)

)/
S×S

∼=
( ⊕

({I,K′},{K′′,J})
∈Xconn(S,E)

⊕
({Ã,B̃′},{B̃′′,C̃})
∈
∏
α Xconn(Iα,K

′
α)

⊗
ρ

P (Ãρ, B̃′ρ) ⊗
⊗
τ

Q(B̃′′τ , C̃τ )⊗
⊗
β

R(K ′′β , Jβ)

)/
S×S

∼=
(⊕
n∈N∗

⊕
({I,K′},{K′′,J})
∈Xn,conn(S,E)

⊕
({Ã,B̃′},{B̃′′,C̃})

KS,[[1,n]](Ã,B̃′,B̃′′,C̃)=(I,K′)

⊗
ρ

P (Ãρ, B̃′ρ) ⊗
⊗
τ

Q(B̃′′τ , C̃τ )⊗
⊗
β

R(K ′′β , Jβ)

)/
S×S

∼=
(⊕
n∈N∗

⊕
({Ã,B̃′},{B̃′′,C̃},{K′′,J})

KS,E
(
KS,[[1,n]](Ã,B̃′,B̃′′,C̃),{K′′,J}

)
=(S,E)

⊗
ρ

P (Ãρ, B̃′ρ) ⊗
⊗
τ

Q(B̃′′τ , C̃τ )⊗
⊗
β

R(K ′′β , Jβ)

)/
S×S

∼=
( ⊕

({A,B′},{B′′,C},{C′′,D})
∈(K(K×id))−1(S,E)

⊗
ρ

P (Aρ, B
′
ρ) ⊗

⊗
τ

Q(B′′τ , C
′
τ )⊗

⊗
β

R(C ′′β , Dβ)

)/
S×S

∼=
3.2.1.5

( ⊕
({A,B′},{B′′,C},{C′′,D})
∈(K(id×K))−1(S,E)

⊗
ρ

P (Aρ, B
′
ρ) ⊗

⊗
τ

Q(B′′τ , C
′
τ )⊗

⊗
β

R(C ′′β , Dβ)

)/
S×S

∼=
(
P �c (Q�c R)

)
(S,E).

Le produit �c vérifie donc bien la propriété d’associativité. On voit ensuite que le foncteur est
analytique scindé :

ΦP,R(X)(S,E) =
(
P �c Q�c R

)
(S,E)

∼=
( ⊕

({A,B′},{B′′,C},{C′′,D})
∈(K(id×K))−1(S,E)

⊗
ρ

P (Aρ, B
′
ρ) ⊗

⊗
τ

X(B′′τ , C
′
τ )⊗

⊗
β

R(C ′′β , Dβ)

)/
S×S
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∼=
(⊕
r∈N∗

⊕
({A,B′},{B′′,C},{C′′,D})
∈(K(id×K))−1(S,E)
{B′′τ ,Cτ}τ∈T , |T |=r

⊗
ρ

P (Aρ, B
′
ρ) ⊗

⊗
τ∈T

X(B′′τ , C
′
τ )⊗

⊗
β

R(C ′′β , Dβ)

)/
S×S

∼=
⊕
r∈N∗

(
ΦP,R

)
r
(X),

ce qui conclut cette preuve.

3.2.3.6 Proposition. [Val03, Lem. 49]
La catégorie

(
S-bimodk,�c, I

)
où l’unité I est défini, pour tout couple (S,E) d’ensembles finis, par

I(S,E) :=

{
k si |S| = 1 = |E|
0 sinon

,

est monoïdale abélienne et préserve les coégalisateurs réflexifs ainsi que les colimites séquentielles.

Démonstration. Découle du lemme précédent et de la proposition C.1.0.7.

Enfin, de même que dans le cas des S-modules, P �c Q apparait comme les "indécomposables"
pour le produit ⊗conc de SP � SQ.

3.2.3.7 Proposition. Soient P et Q deux S-bimodules réduits. On a l’isomorphisme naturel

S
(
P �c Q

) ∼= SP � SQ.

Démonstration. Soient P et Q deux S-bimodules réduits. Par le lemme 3.2.3.8, pour tout couple
(S,E) d’ensembles finis, on a l’isomorphisme

(
SP � SQ

)
(S,E) ∼=

⊕
n∈N∗

( ⊕
({I,K′},{K′′,J})∈Xn(S,E)

⊗
α

P (Iα,K
′
α)⊗

⊗
β

Q(K ′′β , Jβ)
)/

Sn
.

3.2.3.8 Lemme. Soient P et Q deux S-bimodules réduits. On a, pour tous ensembles finis S et E,
l’identification :

(
SP � SQ

)
(S,E) ∼=

⊕
n∈N∗

( ⊕
({I,K′},{K′′,J})∈Xn(S,E)

⊗
α

P (Iα,K
′
α)⊗

⊗
β

Q(K ′′β , Jβ)
)/

Sn
.

Démonstration. Soient S et E deux ensembles finis,

(
SP � SQ

)
(S,E) ∼=

(i)

⊕
n∈N∗

( ⊕
({A,B},{C,D})∈Xn1,1(m,n)

SP (A,B)⊗ SQ(C,D)
)/

Sn

∼=
⊕
n∈N∗

( ⊕
({A,B},{C,D})∈Xn1,1(S,E)

⊕
{I,K′}∈Y(A,B)
{K′′,J}∈Y(C,D)

⊗
α

P (Iα,K
′
α)⊗

⊗
β

Q(K ′′β , Jβ)
)/

Sn

∼=
⊕
n∈N∗

( ⊕
({I,K′},{K′′,J})∈Xn(S,E)

⊗
α

P (Iα,K
′
α)⊗

⊗
β

Q(K ′′β , Jβ)
)/

Sn

d’où le résultat.
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3.2.4 Aparté : au sujet du produit ◦

On finit cette section en évoquant le cas classique des opérades algébriques : le lecteur qui
souhaiterait plus de détails à ce sujet peut se référer au livre [LV12]. On rappelle la définition du
produit ◦ de composition classique des S-modules (cf. [LV12, Sect. 5.1.13]).

3.2.4.1 Définition/Proposition. Produit de composition des opérades
On appelle produit de composition opéradique le bifoncteur

− ◦ − : S-modrédk ×S-modrédk −→ S-modrédk

défini, pour tous S-modules réduits M et N et tout ensemble fini S, par

M ◦N(S) :=
⊕

{Kα}α∈A∈Y(S)

M(A)⊗
⊗
α∈A

N(Kα).

Le produit ◦ munit la catégorie S-modrédk d’une structure monoïdale (S-modrédk , ◦, I) avec I(S) = k

concentré en degré 0 si |S| = 1 et 0 sinon.

On a le foncteur
(−)pr : S-modk −→ S-bimodk

M =
{
M(n)

}
n∈N∗ 7−→ (M)pr

avec

Mpr(m,n) =

{
M(n) si m = 1;

0 sinon

De plus, ce foncteur est monoïdal. En effet, soient M et N deux S-modules réduits. On a

(M ◦N)pr(1, n)
def
=

⊕
k∈N∗

ī∈(N∗)k,|̄i|=n

M(k) ⊗
Sk

((
N(i1)⊗ . . .⊗N(ik)

)
↑SnSi1×...×Sik

)

∼=
⊕
k∈N∗

ī∈(N∗)k,|̄i|=n

Mpr(1, k) ⊗
Sk

((
Npr(1, i1)⊗ . . .⊗Npr(1, ik)

)
↑S

op
k ×Sn

Si1×...×Sik

)/
∼
,

où ∼ est la relation d’équivalence définie en C.3.0.9 ; en reprennant les notations de [Val03] (cf. C),
on a alors

(M ◦N)pr(1, n) ∼=
⊕
k∈N∗

(⊕
Ξ

Mpr(1, k) ⊗
k[Sk]

k[Sk]⊗Npr((1, . . . , 1), ī) ⊗
k[Sī]

k[Sn]

)/
∼

∼=
C.3.0.6

⊕
k∈N∗

(⊕
Ξ

Mpr(1, k) ⊗
k[Sk]

k[S(k),(1,...,1)
c ]⊗Npr((1, . . . , 1), ī) ⊗

k[Sī]
k[Sn]

)/
∼

∼=
(
Mpr �c N

pr
)
(1, n).

3.3 Foncteur d’induction

On décrit ici le foncteur Ind , et son adjoint à droite, le foncteur Res de restriction, qui va faire
le lien entre les deux sections précédentes dans le sens que Ind : S-modk → S-bimodk est monoïdal
strict pour les différents produits introduits dans les deux premières sections de ce chapitre.
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3.3.1 Adjonction Ind-Res

Pour C un groupoïde, on note ∆C le foncteur

∆C := (invC , idC) : C −→ Cop × C

où invC : C → Cop est l’équivalence de catégories donné par passage à l’inverse.

3.3.1.1 Définition. Foncteur Res

On définit le foncteur de restriction, noté Res par :

Res : S-bimodk −→ S-modk
P 7−→ P ◦∆Finop

.

Le foncteur Res est exact et possède un adjoint à gauche, le foncteur d’induction.

3.3.1.2 Définition. Foncteur Ind

On définit le foncteur d’induction :

Ind : S-modk −→ S-bimodk
V 7−→

(
IndV

)
(S,E) :=

⊕
HomFin(E,S)

V (E)

où Aut(S) 3 f agit à gauche par

f ·
( ⊕
ϕ∈HomFin(E,S)

V (E)
)

=
⊕

fϕ∈HomFin(E,S)

V (E)

et Aut(E) 3 f agit à droite par( ⊕
ϕ∈HomFin(E,S)

V (E)
)
· f =

⊕
ϕf∈HomFin(E,S)

V
(
f−1(E)

)
.

3.3.1.3 Remarque. Soient V ∈ S-modk et S et E, deux ensembles finis. Si S et E ne sont pas
isomorphes, c’est à dire si |S| 6= |E|, alors

(
IndV

)
(S,E) = 0.

Finalement, on a, pour tous ensembles finis S et E :

(
Ind V

)
(S,E) ∼=

{
0 si S 6∼= E

k[Aut(S)]⊗ V (S) sinon.

3.3.1.4 Remarque. Comme pour chacune des structures précédentes, on peut faire une description
"plus explicite" du foncteur Ind. Pour V ∈ ObS-modk et m,n ∈ N∗, on a par définition

(
IndV

)
([[1,m]], [[1, n]]) :=

⊕
HomFin([[1,m]],[[1,n]])

V ([[1,m]])
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=

 0 si m 6= n⊕
Sm

V ([[1,m]]) sinon.

où l’action de Sm à gauche est donnée par

σ ·
( ⊕
ϕ∈Sm

V ([[1,m]])
)

=
⊕

σϕ∈Sm

V ([[1,m]]);

et l’action à droite de Sm est donnée par( ⊕
ϕ∈Sm

V ([[1,m]])
)
· σ =

⊕
ϕσ∈Sm

V (σ−1 · [[1,m]])

donc on a l’isomorphisme de Sm-bimodules⊕
ϕ∈Sm

V (m) ∼= k[Sm]⊗ V (m),

où le terme de droite est muni de la structure de Sm-bimodule suivante : l’action à gauche est
donnée par g · (h ⊗m) := gh ⊗m et de l’action à droite par (g ⊗m) · h := gh ⊗ h−1m. De plus, on a
l’isomorphisme

k[Sn ×Sop
n ] ⊗

k[Sn]
M(n)

∼=−→ k[Sn]⊗M(n)

(g, h)⊗m −→ gh⊗ h−1m,

car, pour toutes permutations g et h dans Sn et m ∈ M(n), on a (g, h) ⊗ m = (ghh−1, h) ⊗ m =

(gh, 1)⊗ h−1m dans k[Sn ⊗Sop
n ] ⊗

k[Sn]
M(n). Finalement,

(
Ind V

)
(m,n)

 0 si m 6= n

k[Sm]⊗ V (m) ∼= k[Sm ⊗Sop
m ] ⊗

k[Sm]
V (m) sinon

où le morphisme Sm → Sm ×Sop
m est l’injection diagonale :

Sm ↪→ Sm ×Sop
m

σ 7→ (σ, σ−1)
.

3.3.1.5 Proposition. On a l’adjonction

Ind : S-modk � S-bimodk : Res.

Démonstration. Découle du théorème classique [Ser71, Th.13].

3.3.1.6 Corollaire. Le foncteur Ind commute aux colimites.

Démonstration. Le foncteur Ind possède un adjoint à droite.

On a l’une des propriétés fondamentales du foncteur Ind, qui sera cruciale dans les chapitres 4
et 6.
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3.3.1.7 Proposition. Le foncteur Ind est exact. En particulier, il préserve les quasi-isomorphismes.

Démonstration. Découle directement de la remarque 3.3.1.3 ; plus généralement, pour G un groupe
fini et H un sous-groupe de G, k[G] est k[H]-libre.

3.3.2 Compatibilité avec les produits

Dans cette sous-section, on démontre les compatibilités du foncteur Ind avec les différents pro-
duits définis dans le début de ce chapitre. Pour commencer, le foncteur Ind respecte le produit de
composition.

3.3.2.1 Proposition. On note S-bimodInd
k , la sous-catégorie pleine des objets de la forme IndV . Alors

(S-bimodInd
k , � ) est une catégorie monoïdale symétrique et le foncteur d’induction

Ind : (S-modk,�) −→ (S-bimodInd
k ,�)

est monoïdal symétrique.

Démonstration. Soient V et W deux S-modules et S et E deux ensembles finis. On a

(
IndV � IndW

)
(S,E) ∼=

∫ T∈Fin
IndV (S, T )⊗ IndW (T,E)

or, par la remarque 3.3.1.3, si S ∼= E, on a

(
IndV � IndW

)
(S,E) ∼=k[Aut(S)]⊗ V (S)⊗ k[Aut(T )]⊗W (T )

∼=k[Aut(S)]⊗ V (S)⊗W (S)

∼=Ind
(
V �W

)
(S,E)

3.3.2.2 Corollaire. Soit M un S-module réduit. On a l’isomorphisme naturel de S-bimodules sui-
vant :

T�
(
Ind(M)

) ∼= Ind
(
T�(M)

)
où T� désigne le monoïde associatif unitaire libre pour le produit monoïdal � .

3.3.2.3 Corollaire. Le foncteur

Res :
(
S-bimodrédk ,�

)
−→

(
S-modrédk ,�

)
est lax-monoidal.

Démonstration. Par adjonction des foncteurs Ind et Res , cela découle de la propriété A.1.0.5.

3.3.2.4 Remarque. Le foncteur Res n’est pas fortement monoïdal. Par exemple, on considère P et
Q deux S-bimodules définis par

P (S,E) :=

{
k si |S| = 1 et |E| = 1 ou 2

0 sinon
et Q(S,E) :=

{
k si |E| = 1 et |S| = 1 ou 2

0 sinon

alors Res (P �Q)({∗}) = k2 et
(
ResP � ResQ

)
({∗}) = k.
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3.3.2.5 Remarque. On a donc l’adjonction monoïdale

Ind :
(
S-modrédk ,�

)
�
(
S-bimodrédk ,�

)
: Res.

Le foncteur Ind respecte également le produit de concaténation.

3.3.2.6 Proposition. Le foncteur d’induction Ind : (S-modrédk ,⊗conc) → (S-bimodrédk ,⊗conc) est mo-
noïdal symétrique.

Démonstration. Soient P et Q deux S-modules réduits et S et E deux ensembles finis. On a les
isomorphismes de complexes :

(
IndP ⊗conc IndQ

)
(S,E) ∼=

⊕
(I,J)∈Yord2 (S,E)

⊕
HomFin(J1,I1)×HomFin(J2,I2)

P (J1)⊗Q(J2)

∼=
⊕

J∈Yord2 (E)

⊕
HomFin(J1qJ2,S)

P (J1)⊗Q(J2)

∼= Ind
(
P ⊗conc Q

)
(S,E).

3.3.2.7 Proposition. Le foncteur

Res :
(
S-bimodrédk ,⊗conc

)
−→

(
S-modrédk ,⊗conc

)
est lax-monoïdal.

Démonstration. Soient P et Q deux S-bimodules. On a les injections naturelles∐
I∈Yord2 (−)

HomFinop(I1 q I2,−)⊗ ResP (I1)⊗ ResQ(I2)

=
∐

I∈Yord2 (−)

HomFinop(I1 q I2,−)⊗ P (I1, I1)⊗Q(I2, I2)

↪→
∐

I∈Yord2 (−)

HomFin×Finop
(
(I1 q I2, I1 q I2),∆(−)

)
⊗ P (I1, I1)⊗Q(I2, I2)

↪→
∐

(I,J)∈Yord2 (−)

HomFin×Finop
(
(I1 q I2, J1 q J2),∆(−)

)
⊗ P (I1, J1)⊗Q(I2, J2)

ce qui implique l’injection naturelle∐
I∈Yord2 (−)

HomFinop(I1 q I2,−)⊗ ResP (I1)⊗ ResQ(I2) ↪→ Res
(
P ⊗conc Q

)
.
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De plus, on a le diagramme commutatif

∐
I1→J1,I2→J2

HomFinop(J1 q J2,−)⊗ ResP (I1)⊗ ResQ(I2)

����∐
I∈Yord2 (−)

HomFinop(I1 q I2,−)⊗ ResP (I1)⊗ ResQ(I2)

��

� � // Res (P ⊗conc Q)

(
ResP

)
⊗
(
ResQ

) ∃

77

donc, par propriété universelle du coend, on a un morphisme naturel

ResP ⊗conc ResQ −→ Res (P ⊗conc Q).

3.3.2.8 Remarque. Le foncteur Res n’est pas monoïdal strict. En effet, si l’on considère P et Q les
S-bimodules donnés par

P (S,E) :=

{
k si |E| = 2 et |S| = 1;

0 sinon
et Q(S,E) :=

{
k si |S| = 2 et |E| = 1;

0 sinon
.

Alors ResP ⊗conc ResQ = 0, tandis que Res (P ⊗conc Q)(S) = k si le cardinal de S est 3.

On a la propriété suivante de compatibilité entre les foncteurs S(−) et Ind(−).

3.3.2.9 Proposition. Soit P un S-module réduit. Alors, on a l’isomorphisme naturel de S-bimodules
réduits :

Ind
(
S(P )

) ∼= S
(
Ind(P )

)
.

Démonstration. Le foncteur Ind commute au produit de concaténation ⊗conc et est compatible avec
la symétrie par la proposition 3.3.2.6. On conclut alors par l’exactitude du foncteur Ind.

Le foncteur Ind est également monoïdal pour les produits de compositions connexes : c’est l’un
des résultats centraux de ce chapitre. Il motive à lui seul la définition du produit de composition
connexe sur la catégorie des S-modules et est essentiel pour le chapitre 4.

3.3.2.10 Théorème. Le foncteur d’induction

Ind :
(
S-modrédk ,�c

)
−→

(
S-bimodrédk ,�c

)
est monoïdal.

Démonstration. Pour commencer, si on note I le S-module réduit défini par

I(S) :=

{
k si |S| = 1

0 sinon
,

alors (IndI)(S,E) = k si |S| = 1 = |E| et 0 sinon. Donc le foncteur Ind respecte l’unité. Soient deux
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S-modules réduits V et W ainsi que S et E deux ensembles finis.(
IndV �c IndW

)
(S,E) =

⊕
n∈N∗

⊕
({I,K′},{K′′,J})∈Xn,conn(S,E)

⊗
α

IndV (Iα,K
′
α) ⊗

Sn

⊗
β

IndW (K ′′β , Jβ)

∼=
⊕
n∈N∗

⊕
({I,K′},{K′′,J})∈Xn,conn(S,E)

⊗
α

⊕
HomFin(K′α,Iα)

V (K ′α) ⊗
Sn

⊗
β

⊕
HomFin(Jβ ,K′′β )

W (Jβ).

Notons que le terme de droite est non-nul si et seulement si Iα ∼= K ′α pour tout α et K ′′β ∼= Jβ pour
tout β. Cela implique en particulier que (IndV �c IndW )(S,E) = 0 si |S| 6= |E|.

(
IndV �c IndW

)
(S,E) ∼=

⊕
n∈N∗

⊕
({I,K′},{K′′,J})
∈Xn,conn(S,E)

⊕
∏
α HomFin(K′α,Iα)×

∏
β HomFin(Jβ ,K′′β )

⊗
α

V (K ′α) ⊗
Sn

⊗
β

W (Jβ)

∼=
⊕

r,s,n∈N∗

⊕
I∈Yr(S),J∈Ys(E)

(K′,K′′)∈X conn
r,s ([[1,n]])

Iα∼=K′α,K
′′
β
∼=Jβ

⊕
HomFin([[1,n]],S) ×

Sn

HomFin(E,[[1,n]])

⊗
α

V (K ′α) ⊗
Sn

⊗
β

W (Jβ)

∼=
⊕

r,s,n∈N∗

⊕
I∈Yr(S),J∈Ys(E)

(K′,K′′)∈X conn
r,s ([[1,n]])

Iα∼=K′α,K
′′
β
∼=Jβ

⊕
HomFin(E,S)

⊗
α

V (K ′α) ⊗
Sn

⊗
β

W (Jβ)

∼=
⊕

HomFin(E,S)

⊕
r,s,n∈N∗

⊕
I∈Yr(S),J∈Ys(E)

(K′,K′′)∈X conn
r,s ([[1,n]])

Iα∼=K′α,K
′′
β
∼=Jβ

⊗
α

V (K ′α) ⊗
Sn

⊗
β

W (Jβ)

∼=
⊕

HomFin(E,S)

⊕
r,s∈N∗

⊕
(I,J)∈X conn

r,s (E)

⊗
α

V (Iα) ⊗
Sn

⊗
β

W (Jβ)

∼= Ind
(
V �cW

)
(S,E).

3.3.2.11 Corollaire. Le foncteur

Res :
(
S-bimodrédk ,�c

)
−→

(
S-modrédk ,�c

)
est lax-monoïdal.

Démonstration. Découle de la propriété A.1.0.5.

3.3.2.12 Corollaire. Soient P et Q deux S-modules réduits. On a l’isomorphisme naturel de S-
bimodules réduits :

Ind
(
SP � SQ

) ∼= S
(
IndP

)
� S
(
IndQ

)
.

Démonstration. Ind est monoïdal pour � par la proposition 3.3.2.1 et commute au foncteur S(−)

par la proposition 3.3.2.9.

3.4 Résumé

Pour des raisons de praticité, on résume ici les principaux définitions et résultats de ce chapitre.
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3.4. Résumé

Sur les S-modules

La catégorie S-modréd est munie des structures monoïdales suivantes :

. le produit de composition � (voir définition 3.1.2.1 page 93) défini, pour tous S-modules ré-
duits P et Q et tout ensemble fini S, par

(
P �Q

)
(S) := P (S)⊗Q(S).

et d’unité I�, donnée par
I�(S) := k ;

. le produit (non-unitaire) de concaténation ⊗conc (voir définition 3.1.2.3 page 93) défini, pour
tous S-modules réduits P et Q et tout ensemble fini S non-vide, par

(
P ⊗conc Q

)
(S) :=

⊕
{S′,S′′}∈Yord2 (S)

P (S′)⊗Q(S′′) ;

. le produit de composition connexe �c (voir définition 3.1.3.1 page 98) défini, pour tous S-
modules réduits P et Q et tout ensemble fini S, par

P �c Q(S) :=
⊕

(I,J)∈X conn(S)

⊗
α

P (Iα)⊗
⊗
β

Q(Jβ),

d’unité I, donnée par

I(S) :=

{
k si |S| = 1

0 sinon
;

. le produit de composition des opérades ◦ (voir définition 3.2.4.1 page 113) défini, pour tous
S-modules réduits P et Q et tout ensemble fini S, par

P ◦Q(S) :=
⊕

{Kα}α∈A∈Y(S)

P (A)⊗
⊗
α∈A

Q(Kα).

d’unité I.

Sur les S-bimodules

La catégorie S-bimodréd est munie des structures monoïdales suivantes :

. le produit de composition � (voir définition 3.2.2.1 page 105) défini, pour tous S-bimodules
réduits P et Q et tout couple d’ensembles S,E, par

(
P �Q

)
(S,E) :=

⊕
n∈N∗

P (S, [[1, n]]) ⊗
Sn

Q([[1, n]], E) ;

où l’action de Sn est induite par l’action sur [[1, n]], et d’unité I�, donnée par

I�(S,E) :=

{
k[Aut(S)] si S ∼= E

0 sinon ;

. le produit (non-unitaire) de concaténation ⊗conc (voir définition 3.2.2.6 page 106) défini, pour
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tous S-bimodules réduits P et Q et tout couple d’ensembles S,E, par

(
P ⊗conc Q

)
(S,E) :=

⊕
(I,K)∈Yord

2 (S,E)

P (I1,K1)⊗Q(I2,K2)

. le produit de composition connexe �c (voir définition 3.2.3.1 page 110) défini, pour tous S-
bimodules réduits P et Q et tout couple d’ensembles S,E, par

(
P �c Q

)
(S,E) :=

⊕
n∈N∗

( ⊕
({I,K′},{K′′,J})∈Xn,conn(S,E)

⊗
α

P (Iα,K
′
α)⊗

⊗
β

Q(K ′′β , Jβ)
)/

Sn

d’unité I, donnée par

I(S,E) :=

{
k si |S| = 1 = |E|
0 sinon

.

Sur le foncteur d’induction

Le foncteur d’induction, donné par

Ind : S-modk −→ S-bimodk
V 7−→

(
IndV

)
(S,E) :=

⊕
HomFin(E,S)

V (E) ,

est exact (voir proposition 3.3.1.7). De plus, il commute aux produits� (cf. proposition 3.3.2.1),⊗conc

(cf. proposition 3.3.2.6), et �c (cf. théorème 3.3.2.10).
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CHAPITRE 4

PRO(TO)PÉRADES

Dans la première section de ce chapitre, on commence par faire quelques rappels sur les notions
d’opérade, de propérade et de prop, puis on présente (cf. section 4.2.1) un premier résultat de trans-
fert de structures par le foncteur Ind . Le reste du chapitre sera consacré à l’étude des (co)monoïdes
de la catégorie (S-modk,�c), appelés (co)protopérades (cf. section 4.2) : ce sont les objets qui sont au
centre de ce chapitre et du suivant. La section 4.3 a pour but de construire (en utilisant [Val09]), et
de décrire explicitement en terme de briques et de murs (cf. section 4.4.1), la (co)protopérade libre
sur un S-module.

Une remarque importante. Dans tout le chapitre, excepté dans la section 4.2.1, on construit pour
la catégorie (S-modk,�c), un monoïde libre, une adjonction bar-cobar et une dualité de Koszul à
la manière de Vallette, comme il l’a développé pour les propérades dans les articles [Val03, Val08,
Val09] et avec son collaborateur Merkulov [MV09a, MV09b]. La plupart des constructions sont très
similaires : pour cette raison, nous nous permettrons de nous référer aux énoncés de ce chapitre que
ce soit pour leur version (co)protopéradique que leur version (co)propéradique. Si le lecteur souhaite
consulter la version propéradique des résultats, il pourra se référer aux travaux précédemment cités.
Afin de faciliter la lecture, nous avons, autant que possible, conservé les notations et donné une
référence claire pour la version propéradique des résultats.

4.1 Rappels sur les opérades, les propérades et les props

4.1.1 Définitions équivalentes de PROP

On rappelle la notion de PROP définie par MacLane dans [ML65], et redonnée par Markl dans
[Mar08].

4.1.1.1 Définition. PROP – définition originale – [Mar08, Def. 54]
Un PROP est une catégorie monoïdale symétrique stricte P = (P,�, τ, 0) enrichie sur la catégorie
Chk vérifiant les deux assertions suivantes :

(i) les objets de P sont identifiés avec N, c’est à dire ObP ∼= N ;

(ii) le produit � satisfait m� n = m+ n pour tout m,n ∈ ObP .

4.1.1.2 Remarque. On peut définir un PROP dans un cadre plus général comme étant une catégorie
monoïdale symétrique stricte enrichie sur C, où (C,⊗, σ) est une catégorie monoïdale symétrique
stricte possédant des coproduits finis (pour pouvoir construire un objet

∐
Sn

1C qui jouerait le rôle
de k[Sn]).
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4.1. Rappels sur les opérades, les propérades et les props

Dans la suite de cette section, on fait le lien entre la définition précédente et une définition
de props qui ressemble fortement à celle que l’on peut trouver dans [JY09, Sect. 8] : on décrit les
props comme des monoïdes unitaires pour le produit� dans la catégorie des monoïdes non unitaires
commutatifs pour le produit ⊗conc (cf. définition 4.1.1.3). Pour un PROP P et pour tout m,n ∈ N, on
note

P (m,n) := HomP (n,m).

Par la structure symétrique τ de P et l’identification m ∼= 1�m, pour tout entier naturel m, donnée
par l’assertion (ii) de la définition, chaque P (m,n) est muni d’une structure de Sm × Sop

n -module.
Par la suite, on note indifféremment P comme étant soit le PROP ou bien le S-bimodule sous-jacent.
La composition catégorique ◦ et la structure symétrique τ nous fournissent les morphismes

◦ : P (m,n) ⊗
k[Sn]

P (n, k) −→ P (m, k)

qui nous donnent finalement un morphisme dit de composition

µ : P � P −→ P

qui, par l’associativité de ◦, l’est également. Pour tout n ∈ N, idn ∈ P (n, n) et τ induisent les
morphismes de Sn-bimodules ιn : k[Sn]→ P (n, n) et donc l’existence d’une unité ι : I� −→ P où

I�(m,n) =

{
k[Sn] si m = n,

0 sinon .

Le morphisme unité fait commuter le diagramme suivant

I� � P
ι�P //

∼=
%%

P � P

µ

��

P � I�
P�ιoo

∼=
yy

P,

par l’axiome d’unité d’une catégorie enrichie ([Bor94, Def. 6.2.1]). Finalement, P est un monoïde
unitaire dans la catégorie monoïdale (S-Bimodk,�, I�). Le bifoncteur − � − étant enrichi, on a les
morphismes de structure c (pour concaténation) :

c : P (m1, n1)⊗ P (m2, n2) −→ P (m1 +m2, n1 + n2).

Par l’axiome d’associativité d’une catégorie enrichie, le diagramme suivant commute :

(
P (m1, n1)⊗ P (m2, n2)

)
⊗ P (m3, n3) //

c⊗1
��

	

P (m1, n1)⊗
(
P (m2, n2)⊗ P (m3, n3)

)
1⊗c
��

P (m1 +m2, n1 + n2)⊗ P (m3, n3)

c ++

P (m1, n1)⊗ P (m2 +m3, n2 + n3)

css
P (m1 +m2 +m3, n1 + n2 + n3)
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Le diagramme

P (s1,m1)⊗ P (s2,m2)⊗ P (m1, n1)⊗ P (m2, n2)

1⊗τ⊗1 ∼=��

c⊗c //

	

P (m1 +m2,m1 +m2)⊗ P (m1 +m2, n1 + n2)

◦

��

P (s1,m1)⊗ P (m1, n1)⊗ P (s2,m2)⊗ P (m2, n2)

◦⊗◦ ��
P (s1, n1)⊗ P (s2, n2)

c // P (s1 + s2, n1 + n2)

commute par l’axiome de composition du bifoncteur enrichi − � − (cf. [Bor94, Def. 6.2.3]). Ainsi, le
morphisme c est un morphisme de Sm1

×Sm2
-module à gauche, la structure de Sm1

×Sm2
-module

sur P (m1 + m2, n1 + n2) étant induite par Sm1
×Sm2

↪→ Sm1+m2
. Par le même type d’argument, c

est un morphisme de Sn1
×Sn2

-module à droite. Finalement, on a le morphisme⊕
m1+m2=m
n1+n2=n

k[Sm1+m2
] ⊗
k[Sm1

×Sm2
]
P (m1, n1)⊗ P (m2, n2) ⊗

k[Sn1
×Sn2

]
k[Sn1+n2

] −→ P (m1 +m2, n1 + n2)

qui munit P d’une structure de monoïde associatif dans la catégorie (S-bimod,⊗conc) i.e. P est muni
d’un produit dit de concaténation

c : P ⊗conc P −→ P.

Par l’axiome d’associativité d’une catégorie monoïdale, le produit de concaténation est associatif.
Par naturalité de la structure symétrique de P , on a, pour tout m1, n1,m2, n2 ∈ N, m := m1 + m2,
n := n1 + n2, f ∈ P (m1, n1) et g ∈ P (m2, n2), le diagramme commutatif suivant

m1 �m2

f�g
��

τ //

	

m2 �m1

g�f
��

n1 � n2 τ
// n2 � n1.

Donc le diagramme suivant commute

P (m1, n1)⊗ P (m2, n2)

τ

��

c //

	

P (m1 +m2, n1 + n2) (
τm1,m2

)∗
,,

:=(12)m,n∼=

��

P (m2 +m1, n1 + n2)(
τn1,n2

)
∗

rr
P (m2, n2)⊗ P (m1, n1)

c
// P (m2 +m1, n2 + n1)

et le produit associatif c est commutatif, c’est-à-dire que c induit le morphisme de structure c :

S(P ) −→ P . Comme le diagramme suivant est commutatif :

k[Sm]⊗ k[Sn]

	

� � ιm⊗ιn //

��

P (m,m)⊗ P (n, n)

c

��
k[Sm+n] �

�

ιm+n

// P (m+ n,m+ n),

alors le produit de concaténation est compatible avec l’unité du produit de composition, c’est-à-dire
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que le diagramme suivant commute

I� ⊗conc I�
ι⊗ι //

	c

��

P ⊗conc P

c

��
I� ι

// P.

Enfin, pour finir, par l’axiome d’associativité d’une catégorie enrichie ([Bor94, Def 6.2.1]), pour tous
mi, ni, ki,∈ N, i ∈ {1, 2}, le diagramme

P (m1, k1)⊗ P (k1, n1)⊗ P (m2, k2)⊗ P (k2, n2)
1⊗σ⊗1 //

◦⊗◦ ��
	

P (m1, k1)⊗ P (m2, k2)⊗ P (k1, n1)⊗ P (k2, n2)

c⊗c��
P (m1, n1)⊗ P (m2, n2)

c --

P (m1 +m2, k1 + k2)⊗ P (k1 + k2, n1 + n2)

◦qqP (m1 +m2, n1 + n2)

commute, donc on a le diagramme commutatif de compatibilité entre les deux structures monoïdales
suivant : (

P � P
)
⊗conc

(
P � P

) Φ //

µ⊗µ ��
	

(
P ⊗conc P

)
�
(
P ⊗conc P

)
�� c� c��

P ⊗conc P

c ..

P � P

µppP

où Φ est l’injection construite à la proposition 3.2.2.9. On appelle également cette compatibilité loi
d’inter-échange.

4.1.1.3 Définition. PROP – définition équivalente
On appelle prop un monoïde associatif unitaire (P, µ, c, ι) dans la catégorie monoïdale(
Com(S-bimodk,⊗conc),�, I�

)
i.e. P est un S-bimodule muni :

(i) d’une structure de monoïde unitaire (P, µ, ι) dans la catégorie
(
S-bimodk,�, I�

)
;

(ii) d’une structure de monoïde associatif commutatif non-unitaire (P, c) dans la catégorie
(
S-bimodk,⊗conc

)
;

(iii) cette dernière étant compatible avec l’unité de la première, i.e. faisant commuter le diagramme
suivant :

I� ⊗conc I�
ι⊗ι //

	c

��

P ⊗conc P

c

��
I� ι

// P ;

(iv) ces deux structures de monoïdes vérifiant la loi d’inter-échange

(
P � P

)
⊗conc

(
P � P

) Φ //

µ⊗µ �� 	

(
P ⊗conc P

)
�
(
P ⊗conc P

)
�� c� c��

P ⊗conc P
c

// P P � P .
µ

oo

On note Prop := Asu
(
Com(S-bimodk,⊗conc),�, I�

)
la catégorie des PROPs.

4.1.1.4 Remarque. Les points (iii) et (iv) traduisent le fait que µ : P � P → P est un morphisme
de la catégorie Com(S-bimodk,⊗conc).
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Cette définition est équivalente à celle de Markl donnée à la définition 4.1.1.1. En effet, on
retrouve aisément la définition de Markl à partir de la définition 4.1.1.3 : si P est un PROP au sens
de la définition 4.1.1.3, on construit une catégorie C en posant Ob C = N et, pour tout entier m et n,
HomC(m,n) = P (m,n) est un complexe de chaînes. La composition est donnée par le diagramme :

HomC(s, n)⊗HomC(m, s)

	◦
��

� � //
(
P � P

)
(m,n)

µ

��
HomC(m,n) P (m,n)

l’associativité de la composition découlant de l’associativité du produit µ. La structure monoïdale
de C est donnée par m� n := m+ n et la symétrie τ par l’action à gauche de S2 sur P (2, 2).

4.1.2 Une première classe d’exemples : les opérades

On fait ici quelques brefs rappels sur les opérades (algébriques) en utilisant comme principale
référence [LV12]. Pour la définition du produit monoïdal ◦, on pourra également se reporter à la
section 3.2.4. On donne la définition d’opérade et de co-opérade :

4.1.2.1 Définition. Opérade/Coopérade – [LV12, Sect. 5.2.1]
Une opérade (algébrique, symétrique, différentielle graduée) (resp. coopérade) est un monoïde asso-
ciatif unitaire (resp. comonoïde co-associatif counitaire) de la catégorie (S-modk, ◦,1).

4.1.2.2 Remarque. Les exemples d’opérades suivants sont, pour la plupart, définis par générateurs
et relations. Pour une définition de l’opérade libre, le lecteur peut se référer à [LV12, Sect. 5.5] ou à
la section 4.3.2, dans laquelle est définie la propérade libre.

4.1.2.3 Remarque. On peut définir une opérade à l’aide de compositions partielles. Soit P un S-
module avec ι : k → P (1) : on note id l’image de 1 par ι. Par définition, une famille de compositions
partielles de P est une famille de morphismes

− ◦i − : P (m)⊗ P (n) −→ P (m+ n− 1),

pour tout m,n ∈ N∗ et pour tout i ∈ [[1,m]], telle que les morphismes vérifient les compatibilités
suivantes. Pour µ ∈ P (m) , ν ∈ P (n), et λ ∈ P (l), les compositions partielles vérifient :

. pour σ une permutation dans Sn, l’égalité

µ ◦i (ν · σ) = (µ ◦i ν) · σ′

avec σ′ ∈ Sm+n−1, la permutation qui est l’identité, exceptée sur [[i, i + n − 1]] où elle agit via
σ ;

. pour σ une permutation dans Sm, l’égalité

(µ · σ) ◦i ν = (µ ◦σ(i) ν) · σ′′

avec σ′′ ∈ Sm+n−1, la permutation qui agit comme σ sur [[1,m+n−]]\[[i, i+n−1]] à valeurs dans
[[1,m+ n− 1]]\[[σ(i), σ(i) + n− 1]] et qui envoie [[i, i+ n− 1]] sur [[σ(i), σ(i) + n− 1]] en respectant
l’ordre ;
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. une première condition d’associativité : pour i ∈ [[1, l]] et j ∈ [[1,m]],

(λ ◦i µ) ◦i+j−1 ν = λ ◦i (µ ◦j ν) ;

. une seconde condition d’associativité : pour 1 6 i < k 6 l,

(λ ◦i µ) ◦k+m−1 ν = (λ ◦k ν) ◦i µ ;

. une condition de compatibilité avec l’unité : on a id ◦
1
ν = ν et pour tout i ∈ [[1,m]],

µ ◦
i

id = µ.

4.1.2.4 Proposition. (cf. [LV12, Prop. 5.3.4])
Un S-module est muni d’une structure d’opérade si et seulement s’il est muni d’une famille de com-
positions partielles {◦i}i∈N∗ satisfaisant les conditions d’associativité précédentes.

§ 1 Exemples

(i) Pour tout complexe de chaînes C, on a l’opérade des endomorphismes EndC définie par

EndC(n) := homChk
(C⊗n, C),

où hom est le hom interne de la catégorie Chk et, par convention, C⊗0 = k. L’action à droite de
Sn sur EndC(n) est induite par l’action à gauche sur C⊗n. On note également EndC l’opérade
donnée par

EndC(n) := HomChk(C⊗n, C).

Cette opérade joue un rôle fondamental dans la définition d’une algèbre sur une opérade (cf.
4.1.2.3).

(ii) L’opérade As, qui encode la structure d’algèbre associative, est engendrée par le S-module :

VAs = VAs(2) := µ.k ⊗ k[S2] =
1 2

1

µ
⊗ k[S2]

et est soumise à la relation quadratique suivante :

1 2 3

1

=

1 2 3

1

. (associativité)

(iii) L’opérade Com qui encode la structure d’algèbre associative commutative, est engendrée par
le S-module :

VCom = VCom(2) := µ.k ⊗ 1S2 =
1 2

1

µ
⊗ 1S2

et, comme l’opérade As, est soumise à la relation d’associativité.
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(iv) L’opérade Lie qui encode la structure d’algèbre de Lie, est engendrée par le S-module :

VLie = VLie(2) := [−,−].k ⊗ sgn(S2) =
1 2

1

[−,−]

⊗ sgn(S2),

avec sgn(S2) la représentation signature du groupe à deux éléments, et soumise à la relation
(quadratique) de Jacobi :

1 2 3

1

+

2 3 1

1

+

3 1 2

1

= 0. (Jacobi)

On a la base de Lie suivante (cf. [HV15, Sect. 4.2.1, Lem. 4.15]) :

BLie :=


1 σ(2)

σ(3)

σ(4)

σ(n)

∣∣∣∣∣ n > 2, σ ∈ Aut([[2, n]])


et la composition de deux éléments de cette base, représenté par

i0 i1

i2

in

j0 j1

jm

,

est donnée par

i0 i1

i2

in

j0 j1

jm

=

m∑
k=0

∑
S⊂[[1,m]]
|S|=k

(−1)k

i0 i1

in

j0 ,

où

. les entrées entre i0 et in sont dans le même ordre ;

. j0 est à la (n+ 2 + k)-ième position en partant du haut ;

. les entrées entre in et j0 sont indexées par les jl pour l ∈ S avec l qui décroit du haut vers
le bas ;

. les entrées en dessous de j0 sont indexées par les jl pour l /∈ S avec l qui croit du haut
vers le bas.

(v) L’opérade Leib qui encode la structure d’algèbre de Leibniz (à gauche), est engendrée par le
S-module :

VLeib = VLeib(2) := [−,−].k ⊗ k[S2] =
1 2

1

[−,−]

⊗ k[S2]
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et est soumise à la relation (quadratique) de Leibniz :

1 2 3

1

=

1 2 3

1

+

2 1 3

1

.

(vi) L’opérade Pois qui encode la structure d’algèbre de Poisson, est engendrée par le S-module :

VPois := VLie ⊕ VCom =
1 2

1

[−,−]

⊗ sgn(S2) ⊕
1 2

1

µ
⊗ 1S2

et est soumise aux relations d’associativité pour µ et de Jacobi pour le crochet [−,−], ainsi qu’à
la relation de dérivation :

1 2 3

1

=

1 3 2

1

+

1 2 3

1

. (dérivation)

§ 2 Une généralisation : les opérades colorées

On introduit une version généralisée des opérades, les opérades colorées. Pour C un ensemble fini
non vide, on pose la catégorie Fin∗C qui a pour objets les applications d’ensembles iX : (X,x0) → C

avec (X,x0) un ensemble pointé (de point base x0), et pour morphismes, les isomorphismes d’en-
sembles pointés faisant commuter les diagrammes

(X,x0) //

∼=
��

C.

(Y, y0)

II

4.1.2.5 Définition. Opérade colorée – [VdL04, Déf. 3.2.5]
Une opérade colorée par C est un foncteur contravariant O : Fin∗C −→ Chk muni d’une famille de
compositions partielles

− ◦x − : O(X,x0, iX)⊗O(Y, y0, iY ) −→ O(X ∪x Y, x0, iX ∪x iY ),

pour toute paire d’ensembles pointés (X,x0) et (Y, y0) et pour tout x ∈ X\{x0} tel que iX(x) =

iY (y0), où l’application iX ∪x iY : X ∪x Y → C est induite par les applications iX et iY ; la famille
de compositions partielles vérifient également les propriétés d’associativités et de compatibilités
avec l’action des groupes symétriques et avec l’unité de même nature que celles des opérades (cf.
remarque 4.1.2.3).

Pour une exposition (beaucoup) plus complète, le lecteur peut se référer à [VdL04, Yau16].

4.1.2.6 Exemple. L’opérade colorée LieRin qui encode la structure d’algèbre de Lie-Rinehart (cf.
définition 2.1.1.1), est engendrée par le S-module :

VLieRin :=
λ

⊗ sgn(S2) ⊕
µ

⊗ 1S2
⊕

m
⊗ 1S2

⊕
ρ
⊗ 1S2
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(où λ correspond au crochet de Lie, µ la structure d’algèbre, m la structure de A-module et ρ le
morphisme d’ancre) et est soumise aux relations d’associativité pour µ, de Jacobi pour λ, ainsi
qu’aux relations :

1 2 3

1

µ
ρ

. =

1 2 3

1

µ

ρ
+

2 1 3

1

µ

ρ
; (dérivation)

1 2 3

1

µ

m

=

1 2 3

1

m

m

; (action d’algèbre)

1 2 3

1

m

ρ

=

1 2 3

1

ρ

µ

; (linéarité)

1 2 3

1

m
λ

=

1 2 3

1

m

ρ
+

2 1 3

1

m
λ ; (règle de Leibniz)

1 2 3

1

ρ

λ =

1 2 3

1

ρ
ρ +

2 1 3

1

ρ
ρ . (action d’algèbre de Lie)

§ 3 Algèbre sur une opérade

On commence par rappeler la définition du foncteur de Schur associé à un S-module.

4.1.2.7 Définition. Foncteur de Schur – [LV12, Sect. 5.1.2]
À tout S-module M , on associe son foncteur de Schur M̃ : Chk → Chk défini par

M̃(V ) :=
⊕
n∈N

M(n)⊗Sn V
⊗n,

où l’action à gauche de Sn sur V ⊗n est donnée par

σ · (v1 ⊗ . . .⊗ vn) := vσ−1(1) ⊗ . . .⊗ vσ−1(n).

4.1.2.8 Remarque. Soit O une opérade, c’est-à-dire un monoïde associatif unitaire dans la catégo-
rie (S-modk, ◦). Alors l’endofoncteur de Schur Õ possède une structure de monade, c’est-à-dire que
l’endofoncteur Õ est muni de deux transformations naturelles

γ : Õ ◦ Õ −→ Õ et I : idChk −→ Õ,

qui font commuter les diagrammes

Õ ◦ Õ ◦ Õ
Õ◦γ //

γ◦Õ
��

Õ ◦ Õ

γ

��
Õ ◦ Õ

γ
// Õ

et idChk ◦ Õ
I◦Õ //

∼= ..

Õ ◦ Õ

��

Õ ◦ idChk .

∼=pp

Õ◦Ioo

Õ

Inversement, si l’endofoncteur de Schur associé au S-module réduit M est muni d’une structure de
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monade, alors M est muni canoniquement d’une structure d’opérade (cf. [LV12, Section 5.2]). Par la
suite (notamment dans la définition suivante), on ne fera pas la différence entre une opérade et son
foncteur de Schur.

4.1.2.9 Définition. Algèbre sur une opérade - [LV12, Sect. 5.2.3]
Soit O une opérade. Un complexe de chaîne A est une algèbre sur l’opérade O, ou O-algèbre, s’il est
muni d’un morphisme de complexes γA : O(A)→ A tel que les diagrammes suivants commutent :

O
(
O(A)

)O(γA) // O

γA

��

(O ◦ O)(A)

=
66

µO(A)
��

O(A)
γA

// A,

I(A)
ηO(A)//

= --

O(A)

γA

��
A.

Soit B une autreO-algèbre. Un morphisme deO-algèbres est un morphisme de complexes f : A→ B

qui fait commuter le diagramme suivant :

O(A)
γA //

O(f)

��

A

f

��
O(B)

γB
// B.

On note O-Algk la catégorie des O-algèbres.

Pour toute opérade O, il existe une O-algèbre libre associée, qui est donnée par son foncteur de
Schur :

4.1.2.10 Définition/Proposition. O-algèbre libre – [LV12, Prop. 5.2.1]
Soit O une opérade. La O-algèbre

(
O(V ), µO(V )

)
munie de ηO(V ) : V → O(V ) est la O-algèbre

libre au dessus de V , c’est-à-dire qu’elle vérifie la propriété universelle suivante : pour toute O-
algèbre A et tout morphisme de complexes f : V → A, il existe un unique morphisme de O-algèbre
f̃ : O(V )→ A faisant commuter le diagramme suivant :

V
ηO(V )//

f --

O(V )

f̃

��
A.

Autrement dit, le foncteur O(−) : Chk → O-Algk est l’adjoint à gauche du foncteur oubli : pour tout
complexe de chaînes V et toute O-algèbre A, on a la bijection naturelle

HomO-Algk
(
O(V ), A

) ∼= HomChk(V,A).

4.1.2.11 Exemples. (i) La catégorie As-Algk est équivalente à la catégorie des algèbres différen-
tielles graduées associatives non-unitaires (cf. [LV12, Sect. 5.2.10 Ex. 1]).

(ii) La catégorie Com-Algk est équivalente à la catégorie des algèbres différentielles graduées as-
sociatives commutatives non-unitaires (cf. [LV12, Sect. 5.2.10 Ex. 2]).
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(iii) La catégorie Lie-Algk (resp. Lieb-Algk) est équivalente à la catégorie des algèbres de Lie (resp.
de Leibniz à gauche) différentielles graduées.

4.1.2.12 Proposition. [LV12, Prop. 5.2.2]
Soient O une opérade et A un complexe de chaînes. Une structure de O-algèbre sur A est équivalente
à un morphisme d’opérades O → EndA.

Démonstration. Découle directement de l’isomorphisme naturel

HomS-bimodk
(
O(n),HomChk(A⊗n, A)

) ∼= HomChk

(
O(n)⊗Sn A

⊗n, A
)
.

4.1.2.13 Proposition. [LV12, Sect. 5.2.4]
Soit α : O → P un morphisme d’opérades. Le morphisme α induit le foncteur de restriction

α∗ : P-Algk −→ O-Algk.

Démonstration. Soit V un complexe de chaînes. À tout morphisme d’opérades P → EndA, on associe
de manière unique un morphisme d’opérades O → EndA par précomposition :

O

α

�� ��
P // EndA.

4.1.2.14 Exemples. (i) La projection As � Com, qui envoie la représentation régulière de Sn

sur sa représentation triviale, nous fournit le foncteur d’inclusion

Com-Algk −→ As-Algk

(ii) Citons un résultat pour les opérades colorées issu de [VdL04]. L’application ensembliste ϕ :

{B,W} → {B} (qui envoie les couleurs blanches et noires sur la couleur noire) permet de
définir ϕ∗Pois, l’opérade de Poisson à deux couleurs (cf. [VdL04, Ex. 3.2.7]). On a alors le
résultat suivant :

4.1.2.15 Proposition. [VdL04, Prop. 3.6.2]

(i) Il existe un morphisme d’opérades à deux couleurs LieRin→ ϕ∗Pois.

(ii) Ce morphisme induit une adjonction

L : (ϕ∗Pois)-Alg� LieRin-Alg : R,

avec L(P ) = (P, P ) et son adjoint à droite (A,M) 7→ A⊕M , où la multiplication et le crochet de
Lie sur A⊕M sont données par

(a,m) · (b, n) := (ab, a · n+ b ·m) et [(a,m), (b, n)] := (ρ(X)(b)− ρ(Y )(a), [X,Y ]).

4.1.2.16 Remarque. Ce résultat montre que la propriété 2.1.1.3 est de nature opéradique.

133



4.1. Rappels sur les opérades, les propérades et les props

4.1.3 Une classe d’exemples plus large : les propérades

On définit à présent les propérades, objets qui encodent les opérations à plusieurs entrées et
plusieurs sorties comme par exemple, les algèbres de Frobenius, qui sont au centre de problèmes
actuels en symétrie miroir.

4.1.3.1 Définition. Propérade/Copropérade – [Val03, Chap.2 Sect.3.1]
Une propérade (P, µ, ι) (resp. une copropérade (C,∆, ν)) est un objet de la catégorie Asu(S-bimod,�c, I)

(resp. un objet de coAsu(S-bimod,�c, I)). On note properadek (resp. coproperadek) la catégorie des
propérades (resp. copropérades).

4.1.3.2 Proposition. [Val03, Lem. 49, Thm. 23]
Pour tout V ∈ ObS-bimodk, il existe la propérade libre F (V ) qui vérifie la propriété universelle
suivante : pour toute propérade P et tout morphisme ψ : V → P de S-bimodules, il existe un unique
morphisme de propérades Ψ qui fait commuter le diagramme suivant :

V
ι //

ψ --

	

F (V )

Ψ

��
P.

4.1.3.3 Remarque. Comme dans la section 4.1.2 sur les opérades, les exemples suivants sont, pour
la plupart, définis par générateurs et relations. Pour une définition de la propérade libre, le lecteur
peut se référer à [Val03], [Val09] ou à la section 4.3.2.

§ 1 Exemples

(i) Toute opérade est en particulier une propérade. On a le foncteur (−)pr, défini en 3.2.4, qui
relie opérade et propérade :

(−)pr : Operades −→ properades

induit par le foncteur monoïdal (−)pr : S-modk → S-bimodk qui envoie un S-module V sur

V pr(m,n) =

{
V (n) si m = 1;

0 sinon
.

(ii) On a également l’exemple dual : toute coopérade est en particulier une copropérade par le
foncteur

(−)copr : Cooperades −→ coproperades .

induit par le foncteur monoïdal (−)copr : (S-modk, ◦)→ (S-bimodk,�c) qui envoie un S-module
V sur donné par

V copr(m,n) =

{
V (m) si n = 1 ;

0 sinon
.

(iii) Pour C un complexe de chaîne, la propérade End(C) est donnée par

End(C)(n,m) := homChk
(C⊗m, C⊗n),
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où homChk
est le hom-interne de Chk, l’action de Sop

m × Sn est induite par la structure symé-
trique de la catégorie Chk et où les morphismes de compositions sont induits par la composition
catégorique de Chk enrichie.

(iv) Les propérades BiLie et BiLie� codent respectivement les bigèbres de Lie et les bigèbres de
Lie involutives. Ces propérades sont engendrées par :

VBiLie(1, 2) := µ.k ⊗ sgn(S2) =
1 2

1

µ
⊗ sgn(S2)

VBiLie(2, 1) := ∆.k ⊗ sgn(S2) =
1

21

∆ ⊗ sgn(S2)

VBiLie(m,n) := 0 sinon

et sont soumises aux relations quadratiques suivantes :

1 2 3

1

+

2 3 1

1

+

3 1 2

1

= 0 (Jacobi)

1 2 3

1

+
2 3 1

1

+
3 1 2

1

= 0 (co-Jacobi)

1 2

1 2

−

1

2

1

2

+

2

1

1

2

−
1

2

1

2

+
2

1

1

2

= 0 . (BiLie)

La propérade BiLie� est, de plus, soumise à la relation

= 0 . (Involution)

(v) Les propéradesFrob etFrob� qui codent respectivement les algèbres de Frobenius non-unitaires
et les algèbres de Frobenius non-unitaires involutives sont engendrées par le S-bimodule
VFrob défini par :

VFrob(1, 2) := µ.k ⊗ 1S2
=

1 2

1

µ
⊗ 1S2

VFrob(2, 1) := ∆.k ⊗ 1S2
=

1

21

∆ ⊗ 1S2

VFrob(m,n) := 0 sinon
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et sont soumises aux relations (quadratiques) suivantes :

1 2 3

1

=

1 2 3

1

(Associativité)

1 2 3

1

=
1 2 3

1

(Co-associativité)

1 2

1 2

=
1

2

1

2

. (Frobenius)

La propérade Frob� est de plus soumise à la relation

= 0 . (Involution)

Pour une étude de ces propérades, le lecteur pourra se référer à [CMW16].

§ 2 Algèbre sur une propérade

Pour définir la notion d’algèbre sur une propérade, on généralise la notion d’algèbre sur une
opérade.

4.1.3.4 Définition. Algèbre sur une propérade – [Val03, Chap.2 Sect. 3.5]
Soit P une propérade. Une structure d’algèbre sur la propérade P, ou de P-algèbre, sur un complexe
de chaînes A, est la donnée d’un morphisme de propérades P → EndA. Soient α : P → EndA et
β : P → EndA deux P-algèbres ; un morphisme ϕ : A −→ B de complexes est un morphisme de
P-algèbres si le morphisme induit ϕ∗ : EndA → EndB fait commuter le diagramme suivant :

P α //

β **

EndA

ϕ∗

��

	

EndB .

4.1.3.5 Remarque. Notons que, contrairement au cas opéradique, il n’existe pas de notion de P-
algèbre libre pour P une propérade.

4.1.3.6 Proposition. [Val03, Prop. 46]
Soit P une propérade. Un complexe de chaînes V est une P-algèbre si et seulement s’il existe un
morphisme de S-bimodules

µV : P �c V −→ T (V )

avec T (V ) est le S-bimodule donné par T (V )(m,n) := V ⊗m où l’action de Sn est triviale et l’action
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de Sm est donné par les permutations des variables ; µV est tel que le diagramme suivant commute

P �c P �c V
P�cµV //

µ�cV

��

P �c T (V )

T (µV )

��
P �c V µV

//

	

T (V ),

où T (µV ) est l’unique extension du µV par concaténation.

4.1.4 Les exemples centraux

Le but de cette section est de définir la propérade DLie qui encode la structure double-Lie.

§ 1 La propérade DLie

On pose F (VDLie) la propérade libre engendrée par le S-bimodule VDLie := {V (m,n)}m,n>1

donné par

VDLie(m,n) =

{
sgn(S2) ↑S2×Sop2

S2
si m = 2 = n

0 sinon.

}
= Ind

(
sgn(S2)

)
(m,n)

avec sgn(S2) la représentation signature de S2, ce que l’on représente sous forme diagrammatique
de la manière suivante

VDLie = span

〈
1 2

1 2

= −
2 1

2 1

;
2 1

1 2

= −
1 2

2 1

〉
.

Comme VDLie est concentré en arité (2, 2), le sous-S-bimodule de poids (2)V (pour une définition
de la graduation par le poids, on se réfère à la section 4.3.2) de F (VDLie) est donc concentré en arité
(2, 2) et (3, 3) :

F(2)(VDLie) = F(2)(VDLie)(2, 2)⊕F(2)(VDLie)(3, 3).

Par anti-symétrie du générateur, on a l’identité

1 2

1 2

= −

2 1

1 2

=

2 1

2 1

; (4.1.1)

donc on a l’identité
F(2)(VDLie)(2, 2) = 1(S2) ↑S2×Sop2

S2

avec 1(S2) la représentation triviale de S2. Pour le terme en aritée (3, 3) et en poids 2 de F (VDLie),
on a, toujours par anti-symétrie du générateur de VDLie, l’identité :

1 2 3

1 2 3

= −
1

3 2

1 2 3

=

1 3 2

2 1 3

=

3 2 1

3 2 1

(4.1.2)
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donc le sous-S-bimodule de poids 2 de F (VDLie) vérifie en aritée (3, 3) l’identité suivante :

F(2)(VDLie)(3, 3) ∼= k[Sop
3 ×S3].

On pose également 〈RDJ 〉 ⊂ F(2)(V ) ⊂ F (V ), l’idéal engendré par la relation de double-Jacobi :

RDJ :
1 2 3

1 2 3

+
2 3 1

2 3 1

+
3 1 2

3 1 2

= 0 .

En terme de représentations, on a

〈RDJ 〉 = 1 ↑S3×Sop3
Z/3Z ↪→ k[Z/3Z] ↑S3×Sop3

Z/3Z = k[S3 ×Sop
3 ] ⊂ F(2)(V ).

Par définition, la propérade DLie est la propérade quadratique :

DLie := F (VDLie)
/
〈RDJ 〉.

La propérade DLie est naturellement graduée par le poids, où les éléments de VDLie sont de poids
1. Par définition de RDJ et par une généralisation de l’identité (4.1.1), on a, pour tout ρ > 1,

DLie(ρ)(2, 2) =

1 2

...

1 2

⊕

2 1

...

1 2

=


sgn(S2) ↑S2×Sop2

S2
si ρ est impair

1 ↑S2×Sop2
S2

si ρ est pair
(4.1.3)

où chaque "colonne" est un empilement de ρ double-crochets.

4.1.4.1 Remarque. Le S2-bimodule DLie(2, 2) n’est pas de dimension finie.

4.1.4.2 Proposition. On a l’équivalence de catégories

0-DLiek ∼= DLie-Alg,

où, 0-DLiek est la catégorie des algèbres double Lie de degré 0 dans la catégorie des complexes de
chaînes (cf. définition 1.2.1.6).

§ 2 La propérade DCom

On a défini la propérade DLie comme la propérade F (VDLie)
/〈
RDJ

〉
: on lui associe sa duale de

Koszul (cf. définition 5.2.3.6), que l’on nomme DCom :

DCom := F (V ∗DLie)
/〈
R⊥DJ

〉
(= DLie! cf. section 5.2.3),

où V ∗ est le dual linéaire de V et, pour R ⊂ F (2)(V ), R⊥ est l’orthogonal de R dans F (2)(V ∗). Le
S-bimodule V ∗DLie s’identifie à

V ∗DLie(m,n) :=

{
sgn(S2) ↑S2×Sop2

S2
si m = 2 = n

0 sinon.

}
= Ind

(
sgn(S2)

)
(m,n).
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Donc finalement, comme dans le cas de la propérade DLie, on interprète V ∗DLie(2, 2) diagrammati-
quement de la manière suivant

V ∗DLie(2, 2) ∼=

〈
1 2

1 2

= −
2 1

2 1

;
2 1

1 2

= −
1 2

2 1

〉
.

On a également les relations :

R⊥DJ :
1 2 3

1 2 3

−
2 3 1

2 3 1

= 0 ; = 0 .

Par la deuxième relation dans R⊥DLie, on a directement que DCom(2, 2) = DCom(1)(2, 2) = V ∗DLie.
Étudions à présent le S-bimodule DCom(3, 3). Comme dans le cas de DLie, par l’identité (4.1.2), on
a la relation :

1 2 3

1 2 3

=

3 2 1

3 2 1

.

Si l’on regarde les élements de poids 3 dans DCom, on a, par la première relation R⊥DLie, les deux
égalités suivantes :

1 2 3

1 2 3

=

3 1 2

3 1 2

= 0 ;

1 2 3

1 2 3

=

3 2 1

3 2 1

= 0.

On en déduit que le S-bimodule DCom(3, 3) est réduit à sa composante de poids deux, i.e.

DCom(3, 3) = DCom(2)(3, 3).

Le but de la suite est de montrer que ce résultat est vrai en toute arité de DCom, c’est-à-dire que,
pour tout entier n > 2, on a

DCom(n, n) = DCom(n−1)(n, n).

4.1.4.3 Lemme. Tout "escalier montant" d’aritée n est invariant au signe près sous l’action diagonale
de Z/nZ, c’est-à-dire que pour tout n > 2

1
2

1 2
3

n−2
n−1

n−1

n

n

= (−1)n−1

2
3

2 3
4

n−1
n

n

1

1

.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur l’arité. On a, par définition de DCom :

1 2

1 2

= −
2 1

2 1

et
1 2 3

1 2 3

=

2 3 1

2 3 1

.
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Supposons que, pour n un entier naturel, on ait l’égalité suivante :

1
2

1 2
3

n−2
n−1

n−1

n

n

= (−1)n−1

2
3

2 3
4

n−1
n

n

1

1

.

Alors on a

1
2

1 2
3

n−1
n

n

n+1

n+1

= (−1)n−1

2
3

2 3
4

n

1

1

n+1

n+1

= (−1)n

2
3

2 3
4

n

n

1

1

n+1

n+1

n−1

= (−1)n

2
3

2 3
4

n+1

n+1

n

n

1

1

n−1

,

ce qu’il fallait démontrer.

4.1.4.4 Lemme. Tout "escalier descendant" d’arité n est égal (au signe près) à son "symétrique" :
autrement dit, pour tout entier n > 2, on a l’égalité

1
2

1 2
3

n−2
n−1

n−1

n

n

= (−1)n+1

n n−1

n−1

n

n−2

3

2

2

1

1

.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur larité. On a déjà que

1 2 3

1 2 3

=

3 2 1

3 2 1

.

Supposons par récurrence que

1
2

1 2
3

n−3

n−2

n−2

n−1

n−1

= (−1)n

n−1
n−2

n−2
n−1

n−3

3

2

2

1

1

.

On a donc

1
2

1 2
3

n−2
n−1

n−1

n

n

= −
1

2

1 2
3

n−2

n−1

n−1

n

n

= −(−1)n

n n−1

n−1

n

n−2

3

2

2

1

1

,

ce qu’il fallait démontrer.

4.1.4.5 Lemme. Tout monôme de DCom dont le graphe non-orienté sous-jacent ne contient pas de
cycle peut s’écrire sous forme d’un "escalier".

Démonstration. On raisonne par récurrence sur le poids du monôme, c’est-à-dire le nombre de som-
mets du graphe sous-jacent. Par le lemme 4.1.4.4, on a que le lemme est vrai pour un monôme de
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poids 2. Supposons le lemme vrai pour tout monôme de poids strictement inférieur à n. On considère
Φ un monôme de poids n et Φ̄ le graphe non-orienté sous jacent. Comme DCom est une propérade,
Φ̄ est un graphe connexe à n sommets que l’on indexe par v1, . . . , vn. Il existe α ∈ [[1, n]] tel que le
sous-graphe Φ̄∗ := Φ̄\vα soit connexe. Par hypothèse de récurrence, Φ∗ est égal à un "escalier", donc
Φ est égal à un terme d’une des deux formes suivantes :

ou

et par invariance sous l’action du groupe cyclique des escaliers, on a le résultat.

4.1.4.6 Lemme. Tout monôme de DCom dont le graphe non-orienté sous-jacent contient un cycle est
nul.

Démonstration. Encore une fois, on raisonne par récurrence sur le poids des monômes. On se res-
treint à considérer que des monômes dont le graphe non orienté sous-jacent est un cycle, c’est-à-dire
les monômes dont chaque bloc élémentaire est lié par deux arêtes à un autre bloc.
On a la relation

= 0

ce qui initialise la récurrence. Supposons que tout cycle de poids 6 n − 1 est nul. On considère un
cycle Φ de poids n et, comme dans la preuve précédente, on isole l’un des blocs élémentaire vα du
cycle (i.e. l’un des sommets du graphes sous-jacent) dont les deux sorties sont chacune liées à un
autre bloc élémentaire. Dans un cycle, il existe toujours un tel bloc. On appelle Φ∗ le monôme obtenu
par oubli du bloc vα dans le cycle initial. Φ∗ n’est donc pas un cycle et donc, par le lemme 4.1.4.5, est
égal à un monôme escalier. Finalement, le monôme Φ est égal à un monôme d’une des deux formes
présentées en figures 4.1 et 4.2. En utilisant l’invariance des "escaliers" sous l’action diagonale du

i

j

FIGURE 4.1 – Forme 1

i

FIGURE 4.2 – Forme 2

groupe cyclique (cf. lemme 4.1.4.3), un monôme de la deuxième forme (figure 4.2) est toujours égal
à un monôme de la première forme (figure 4.1). Nous avons donc fait apparaître un cycle de taille
plus petite qui est nul par hypothèse de récurrence, ce qu’il fallait démontrer.

4.1.4.7 Proposition. Pour tout entier n > 2, on a

DCom(n, n) = DCom(n−1)(n, n).

avec DCom(n−1)(n, n) engendré par ϕn, l’escalier montant à n entrées qui est stable sous l’action du
groupe cyclique. En termes de représentations, DCom(n, n) s’identifie à

DCom(n, n) = sgn(Z/nZ) ↑S
op
n ×Sn

Z/nZ .

Démonstration. On a déjà que DCom(k)(n, n) = 0 pour tout k ∈ [[0, n − 2]]. On a également que le
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S-bimodule DCom(n−1)(n, n) est engendré par l’escalier montant à n entrées. Enfin les monômes de
DLie!

(k)(n, n) pour k > n possède forcément un cycle donc sont nuls par le lemme 4.1.4.6.

Pour démontrer la proposition 4.1.4.7, on a montré que les escaliers montants forment une base
de DCom en tant que k-espace vectoriel. On exhibe également une autre base. Par exemple, on a,
dans DCom(2)(2, 2), les égalités :

1 2 3

1 2 3

=

2 3 1

2 3 1

= − 2

31

2 3

1

.

On généralise cela dans le lemme suivant.

4.1.4.8 Lemme. Pour tout entier n > 3, on a dans DCom(n, n), pour toute permutation σ ∈ Sn,
l’existence d’une permutation εσ de Sn−1 telle que :

σ(1)
σ(2)

σ(1)σ(2)
σ(3)

σ(n−2)

σ(n−1)

σ(n−1)

σ(n)

σ(n)

= ±

n

εσ(1)

nεσ(1)

εσ(n−1)

εσ(n−1)

εσ(i)

εσ(i)
.

4.1.4.9 Remarque. Ainsi, une base de DCom(n, n) est en bijection avec Sn−1.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur le poids de l’escalier. Pour commencer, on a :

σ(1)
σ(2)

σ(3)

σ(1)
σ(2)

σ(3)

=

σ′(1) 3 σ
′(2)

σ′(1) 3 σ′(2)

= − σ′(1)

3σ′(2)

σ′(1) 3

σ′(2)

avec σ′ = (123) ou (132), tel que σ′(σ(2)) = 3. Supposons le résultat vrai pour n − 1 avec n − 1 ∈ N.
Soit σ ∈ Sn, alors par stabilité sous l’action du groupe cyclique des escaliers montants (cf. lemme
4.1.4.3), il existe σ′ ∈ Sn−1 tel que :

σ(1)
σ(2)

σ(1)σ(2)
σ(3)

σ(n−2)

σ(n−1)

σ(n−1)

σ(n)

σ(n)

= ±
σ′(1)

n

σ′(1)
n
σ′(2)

σ′(n−3)

σ′(n−2)

σ′(n−2)

σ′(n−1)

σ′(n−1)

= ±

σ′(1)

σ′(2)

σ′(1)

σ′(2)

n

n

σ′(n−3)

σ′(n−2)

σ′(n−2)

σ′(n−1)

σ′(n−1)

.

Puis on applique l’hypothèse de récurrence sur l’escalier montant encadré à droite, d’où le résultat.

§ 3 La propérade DPois

La propérade DPois qui encode la structure d’algèbre double Poisson (non unitaire)

DPois := F
(
V ⊕W

)/
〈RAs ⊕Dλ ⊕RDJ〉
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avec les générateurs concentrés en degré homologique 0.

V := VAs = µ.k ⊗ k[S2] =
1 2

1

µ
⊗ k[S2] et W := VDLie =

1 2

1 2

⊗ sgn(S2) ↑S2×Sop2
S2

et les relations :

. d’associativité pour le produit µ :

RAs :=

1 2 3

1

−

1 2 3

1

;

. double-Jacobi pour le double crochet :

RDJ :=
1 2 3

1 2 3

+
2 3 1

2 3 1

+
3 1 2

3 1 2

;

. de dérivation :

Dλ :=

1 2 3

1 2
−

2 1 3

1 2

−

1 2 3

1 2

.

4.1.4.10 Proposition. On a l’équivalence de catégories

0-DPoisk ∼= DPois-Alg,

où 0-DPoisk est la catégorie des algèbres double Poisson de degré O dans la catégorie des complexes
de chaînes.

4.1.4.11 Proposition. On a le morphisme de propérades

Leib −→ DPois,

induit par
7−→ .

Démonstration. Découle de la proposition 1.2.1.10.

§ 4 Une version colorée de DPois : la propérade DLieRin

Comme pour les opérades, on peut généraliser la notion de propérade en définissant la notion
de propérade colorée. Pour une définition de prop colorée, le lecteur pourra se référer notamment
à [JY09]. La propérade colorée DLieRin qui encode la structure d’algèbre double Lie Rinehart (cf.
définition 2.1.2.2), est engendrée par

f ⊗ k ⊕ ρ ⊗ k ⊕ µ ⊗ k[S2] ⊕ l ⊗ k ⊕ r ⊗ k
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et est soumise à la relation d’associativité pour µ, ainsi qu’aux relations suivantes :

1 2 3

1 2

=

2 1 3

1 2

+

1 2 3

1 2

; (ancre - dérivation)

ρ
l

1 2 3

1 2

=

1 2 3

1 2

ρ

µ ; ρ

r

1 2 3

1 2

=

21 3

1 2

ρ

µ ; (ancre - bimodule)

f

l

1 2 3

1 2

=

2 1 3

1 2

f

l ; f

r

1 2 3

1 2

=

31 2

1 2

f

µ +

2 1 3

1 2

ρ

r ; (dérivation droite)

f

l

1 2 3

1 2

=

1 2 3

1 2

f

µ ; f

r

1 2 3

1 2

=

21 3

1 2

f

r ; (bimodule)

2 3 1

3 2 1

ρ

ρ −

1 2 3

2 1 3

f

ρ −

3 2 1

3 1 2

ρ

ρ = 0 ; (ancre - double Jacobi)

1 2 3

1 2 3

f

f −

3 1 2

1 3 2

f

f −

2 1 3

2 3 1

f

ρ = 0. (double-Jacobi)

4.2 Monoïdes diagonaux

Dans cette section, on définit les structures nécessaires sur un S-module pour que son image
par le foncteur d’induction soit une prop (cf. section 4.2.1) ou une propérade (cf. section 4.2.2).

4.2.1 PROPs induites

Dans cette section, nous allons montrer que, si un complexe V est muni d’une structure d’al-
gèbre commutative tordue compatible avec une structure d’algèbre associative, alors cela induit
une structure de prop sur P := Ind(V ). Commençons par rappeler la définition d’algèbre commuta-
tive tordue.

4.2.1.1 Définition. Algèbre commutative tordue – [LP08, Déf. 1.3.1]
Une algèbre associative tordue (non-unitaire) A est un objet de la catégorie As(S-modk,⊗conc), c’est-
à-dire la donnée d’une famille de complexes de chaînes A =

{
A(m)

}
m∈N munie :

(i) d’une structure d’algèbre associative graduée sur k avec un produit µ : A⊗conc A→ A ;

(ii) d’une structure de S-module, i.e. pour tout entier non-nul n, d’une action à droite de Sn sur
A(n) ;

(iii) d’une compatibilité entre ces deux structures : µ : A(m)⊗A(n)→ A(m+ n) est un morphisme
de Sm ×Sn-modules.
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On dit que A est une algèbre commutative tordue (non unitaire) si A est un objet de la catégo-
rie Com(S-modk,⊗conc), c’est-à-dire si A est une algèbre associative tordue telle que le diagramme
suivant commute

A(m)⊗A(n)
µ //

τ

��
	

A(m+ n)

(12)m,n∼=
��

A(n)⊗A(m)
µ
// A(m+ n),

où (12)m,n est la permutation par blocs de Sm+n qui envoie (1, 2, . . . ,m+n) sur (m+1,m+2, . . . ,m+

n, 1, . . . ,m).

4.2.1.2 Remarque. Dans [LP08], Livernet et Patras introduisent la notion de O-algèbre tordue
pour O une opérade : les définitions précédentes sont des cas particuliers pour les opérades As et
Com.

On rappelle que le produit � des S-modules est donné par le produit de Hadamard (cf. définition
3.1.2.1), i.e. pour tout couple (P,Q) de S-modules et tout ensemble fini S :

P �Q(S) := P (S)⊗Q(S).

4.2.1.3 Définition/Proposition. toProp
Soit V un monoïde associatif unitaire de la catégorie

(
Com(S-mod,⊗conc),�, I�

)
autrement dit V est

une algèbre commutative tordue telle que

. pour tout entier m, V (m) est muni d’une structure d’algèbre associative µV,m ;

. pour tous entiers m et n, on a les diagrammes commutatifs de compatibilité suivants(
V (m)⊗ V (m)⊗ V (n)⊗ V (n)

)
⊗

Sm×Sn
k[Sm+n]

σ //

µV,m⊗µV,n
��

//

	

(
V ⊗conc V

)
(m+ n)⊗

(
V ⊗conc V

)
(m+ n)

��
c⊗c
��(

V (m)⊗ V (n)
)
⊗

Sm×Sn
k[Sm+n]

c
// V (m+ n) V (m+ n)⊗ V (m+ n) ;

µV,m+n

oo

(4.2.1)
I� ⊗conc I�

ι⊗ι //

c
�� 	

V ⊗conc V
c
��

I� ι
// V .

On dit que V est une toProp. On note toProp, la catégorie Asu
(
Com(S-mod,⊗conc),�, I�

)
. Le foncteur

Ind : S-modk → S-bimodk induit le foncteur

Ind : toProp −→ Prop.

4.2.1.4 Remarque.

Démonstration. Soit V une toProp. On définit P ∈ ObS-bimodk comme l’image du S-module V

par le foncteur d’induction Ind. La structure d’algèbre commutative tordue de V nous fournit par
définition le morphisme

c :=
∑

ci,j :
(
V ⊗conc V

)
(m) −→ V (m)
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qui, par le foncteur Ind et la proposition 3.3.2.6, définit un produit associatif c : P ⊗conc P → P : on
a le diagramme commutatif suivant

P ⊗conc P c // P

Ind V ⊗conc Ind V

∼=
OO

c // Ind V

∼=
OO

Ind
(
V ⊗conc V

)
Ind(c)

//

∼= 3.3.2.6

OO

Ind V.

La commutativité du produit V ⊗conc V → V donnée par le diagramme commutatif

V (m)⊗ V (n)

σ
��

c // V (m+ n)

(12)m,n��
V (n)⊗ V (m)

c // V (m+ n)

nous fournit, en appliquant le foncteur Ind, le diagramme commutatif

P (m,m)⊗ P (n, n)

σ
��

c //

	

P (m+ n,m+ n)

(12)∼= ��
P (n, n)⊗ P (m,m)

c
// P (m+ n,m+ n),

donc (P, c) est un monoïde commutatif. De la même manière, le diagramme commutatif suivant

P � P
µ // P

Ind V � Ind V
µ //

∼=
OO

Ind V

∼=
OO

Ind
(
V � V

)
Ind(µ)

//

∼= 3.3.2.1

OO

Ind V

nous fournit le produit de composition sur P . Enfin, en appliquant le foncteur Ind au diagramme
4.2.1, on obtient la loi d’inter-échange, le diagramme de compatibilité entre les deux produits définis
sur P . Donc P = Ind(V ) est muni d’une structure de prop.

On vient donc d’expliciter une structure sur les S-modules qui induit, par le foncteur d’induction
Ind , une structure de prop. On peut à présent se poser la question suivante : peut-on exhiber une
structure sur un S-module V qui induise sur son image par le foncteur d’induction, une structure
de propérade? C’est l’objet de la section suivante.

4.2.2 Protopérade et coprotopérade

On définit dans cette section les objets centraux de cette thèse.

4.2.2.1 Définition. Protopérade
On appelle protopérade tout monoïde unitaire (P, µ, η) de la catégorie monoïdale (S-modrédk ,�c) : on
note protoperadesk := Asu(S-modrédk ,�c, I), avec

I(S) :=

{
k si |S| = 1,

0 sinon,
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la catégorie des protopérades.

4.2.2.2 Proposition. Le foncteur Ind induit le foncteur

Ind : protoperadesk −→ properadesk.

Démonstration. Découle directement du théorème 3.3.2.10.

On a également la définition de l’objet dual :

4.2.2.3 Définition. Coprotopérade
On appelle coprotopérade tout comonoïde co-unitaire (Q,∆, ε) de la catégorie monoïdale (S-modrédk ,�c) :
on note coprotoperadesk := coAsu(S-modrédk ,�c, I = I(∗) = k), la catégorie des coprotopérades.

4.2.2.4 Remarque. Question de terminologie
Dans [Val03], Vallette appelle propérade différentielle les éléments de la catégorie
AssU(dg-S-bimodk,�c, I) et appelle donc propérade différentielle graduée par un poids les objets
de cette catégorie possédant une telle graduation. Trouvant que l’appellation induit une ambi-
guïté, on a décidé de faire disparaître l’adjectif différentielle. Ainsi, (co)opérades, (co)propérades et
(co)protopérades désigneront toujours des objets différentiels gradués et (co)pro(to)pérade graduée
par un poids désigne donc un objet bigradué.

4.2.2.5 Notation(s). On note S-modgrk := Func(Finop, Chgrk ), où Ch
gr
k est la catégorie des complexes de

chaînes munis d’une N-graduation. Les constructions faites au chapitre 3 s’étendent naturellement
au cadre des S-modules gradués. Remarquons que le poids n’entraine aucun signe de Koszul.

4.2.2.6 Définition. Protopérade/coprotopérade graduée par un poids
On dit qu’une protopérade (resp. coprotopérade) P est graduée par un poids si P est un monoïde
(resp. comonoïde) de la catégorie S-modréd,grk pour le produit �c. On note cette graduation P =⊕

i∈N P
[i].

4.2.2.7 Définition. Protopérade/coprotopérade connexe
Une (co)protopérade graduée par P =

⊕
i∈N P

[i] est dite connexe si P [0] ∼= I.

4.2.3 Compositions partielles

On peut définir (cf. [LV12, Sect. 5.3.4] ou remarque 4.1.2.3) une structure d’opérade sur un S-
module O en ne donnant que les compositions partielles ◦s : O(S) ⊗ O(R) → O(R q S\{s}). On
montre un résultat similaire dans le cadre protopéradique.

4.2.3.1 Définition. Composition partielle
Soit P un S-module réduit, muni d’un morphisme de S-modules ε : I ↪→ P , où I(S) = k si |S| = 1 et
0 sinon. Soient M,N et S trois ensembles finis non-vides, munis des deux diagrammes d’injections :

ϕ :=
(
i : M ↪→ S ←↩ N : j

)
et ϕop :=

(
j : N ↪→ S ←↩ M : i

)
et tels que {

im(i) ∪ im(j) = S

im(i) ∩ im(j) 6= ∅
. (4.2.2)
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On dit que P est muni d’un système de compositions partielles si, pour tout diagramme tel que ϕ, on
a un morphisme de complexes de chaînes

◦
ϕ

: P (M)⊗ P (N) −→ P (S) ;

compatible avec l’action de Aut(S), i.e. pour tout σ ∈ Aut(S) avec

σ · ϕ :=
(
i′ : M ′ := σ

(
i(M)

)
↪→ S ←↩ σ

(
j(N)

)
=: N ′ : j′

)
on a le diagramme commutatif

P (M)⊗ P (N)

◦
ϕ

��

∼=

P (σ|M )⊗P (σ|N ) // P (M ′)⊗ P (N ′)

◦
σ·ϕ

��
P (S)

P (σ)
// P (S) ;

(4.2.3)

et qui vérifie les propriétés de compatibilités suivantes. Pour tout diagramme commutatif d’injec-
tions

M

%%
ϕ

N

yy %% ψ
U

yy
R

%% ξ
S

yy
T

avec
M

## ξL
S

||
T

et R

## ξR
U

{{
T

tels que les quatres couples de flèches ϕ,ψ, ξL et ξR vérifient la propriété 4.2.2, les compositions
partielles vérifient les trois axiomes d’associativités suivants :

Axiome d’associativité
( )

P (M)⊗ P (N)⊗ P (U)
1⊗◦

ψ //

◦
ϕ
⊗1
��

P (M)⊗ P (S)
◦
ξL��

P (R)⊗ P (U) ◦
ξR

// P (T ) ;

Axiome V ( )

P (N)⊗ P (M)⊗ P (U)
(◦
ψ
⊗1)(1⊗τ)

//

◦
ϕop
⊗1
��

P (S)⊗ P (M)
◦
ξ
op
L��

P (R)⊗ P (U) ◦
ξR

// P (T ) ;

Axiome Λ ( )

P (M)⊗ P (U)⊗ P (N)
1⊗ ◦

ψop //

(1⊗◦
ϕ

)(τ⊗1)
��

P (M)⊗ P (S)
◦
ξL��

P (U)⊗ P (R) ◦
ξ
op
R

// P (T ).

.
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Ces produits partiels vérifient également une propriété d’existence d’unité : pour tout dia-
gramme d’injections de la forme

ϕ :=
(
i : {∗} ↪→M

∼=←M : id
)
,

on a les diagrammes commutatifs

I({∗})⊗ P (M)

∼= ..

� � ε⊗id // P ({∗})⊗ P (M)

◦
ϕ

��
P (M)

et P (M)⊗ I({∗})

∼= --

� � id⊗ε // P (M)⊗ P ({∗})
◦
ϕop

��
P (M) .

4.2.3.2 Proposition. Un S-module réduit P est muni d’un système de compositions partielles si et
seulement si P est muni d’une structure de protopérade.

Démonstration. Soit (P, µ) un monoïde associatif unitaire de la catégorie
(
S-modrédk ,�c

)
. Par la gra-

duation de �c qui découle de l’analycité scindée de �c (cf. lemme 3.1.3.3), la restriction du produit
µ à (P �c P )(2)P nous fournit directement toutes les compositions partielles ◦

ϕ
et l’associativité et

l’unité du produit nous amènent tous les diagrammes commutatifs présents dans la définition ci-
dessus. Réciproquement, soit P un S-module réduit, muni d’une injection de S-modules I ↪→ P et
d’un système de compositions partielles. Par l’associativité des compositions partielles ◦

ϕ
sur P , on

définit pour tout K ∈ Yordm (S), L ∈ Yordn (S) avec K(K,L) = {S}, un morphisme

µ̃K,L :

m⊗
i=1

P (Ki)⊗
n⊗
j=1

P (Lj) −→ P (S).

La propriété de compatibilité des produits partiels avec l’action du groupe d’automorphismes de
l’ensemble but (cf. diagramme 7.2.2) nous permet de passer le morphisme

∑
µ̃K,L :

⊕
(σ,τ)∈Sm×Sn

m⊗
i=1

P (Kσ(i))⊗
n⊗
j=1

P (Lτ(j)) −→ P (S)

au quotient
µS :

⊕
(K,L)∈X conn(S)

⊗
α∈A

P (Kα)⊗
⊗
β∈B

P (Lβ) −→ P (S),

qui définit une transformation naturelle µ : P �c P −→ P . Cette transformation naturelle munit P
d’une structure de monoïde associatif unitaire pour �c, les produits partiels vérifiant les axiomes
d’associativité et d’existence d’unité.

4.3 Description de la protopérade libre

Les travaux de Vallette [Val03, Chap. 1] et [Val09] nous donnent une construction du monoïde
libre dans la catégorie monoïdale (S-modk,�c, I) que nous rappelons en annexe C.2. Nous décrirons
ensuite plus en détails le cas de la protopérade libre en montrant qu’elle vérifie le même type de
propriétés que la propérade libre : par exemple, qu’elle possède une graduation par le poids. La dé-
finition de Vallette du monoïde libre étant peu explicite, nous donnerons également une description
combinatoire de la protopérade libre en termes d’empilement de briques.
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4.3.1 Monoïde libre d’une catégorie monoïdale abélienne

L’objectif de cette section est de présenter brièvement la construction du monoïde libre dans
une catégorie monoïdale symétrique décrite par Vallette dans [Val03] et [Val09]. On rappelle ici
la construction de l’objet F (−) dans une catégorie monoïdale abélienne (qui est l’objet sous-jacent
au monoïde libre) afin d’introduire les notations utilisées par Vallette dans [Val03, Chap. 1]. Une
description plus complète du monoïde libre se situe en annexe C.2.

Soit (A,�, I) une catégorie monoïdale abélienne telle que, pour tout objet A de la catégorie A, les
foncteurs de multiplications RA et LA préservent les coégalisateurs réfléxifs ainsi que les colimites
séquentielles (cf. annexe C). On rappelle la construction du monoïde libre dans une telle catégorie
(cf. [Val09, Sect. 3]). Pour toute cette section, on fixe l’objet V de la catégorie A. On considère l’objet
augmenté associé V+ := I ⊕ V et on pose les notations suivantes :

. ηV : I ↪→ V+, l’injection de I dans V+ ;

. εV : V+ � I, la projection de V+ sur I ;

. iV : V → V+, l’injection de V dans V+ ;

que l’on résume dans le diagramme

I �
� ηV //

=
""

I ⊕ V

εV
����

V? _
ιVoo

I

.

Pour tout entier n non-nul, on note également Vn := (V+)�n, la puissance n-ième de V+ ainsi que
λA : I � A

∼=→ A et ρA : A � I
∼=→ A, les isomorphismes naturels de la catégorie monoïdale (A,�, I).

L’injection ηV induit des morphismes de dégénérescences : pour tout entier i compris entre 1 et n,
on pose

ηV,i : Vn ∼= (V+)�i � I � (V+)�(n−i) Vi�ηV �Vn−i // (V+)�i � (V+)� (V+)�(n−i) ∼= Vn+1 .

On définit le morphisme τV : V → V2 comme la composée suivante :

V
λ−1
V +ρ−1

V

//

=:τV

,,
(I � V )⊕ (V � I)

ηV �iV −iV �ηV
// (I ⊕ V )� (I ⊕ V ) =: V2 .

Pour deux objets A et B de la catégorie A, on définit l’objet A � (V ⊕ V2) � B comme le conoyau du
morphisme

A� V2 �B
A�iV2

�B
// A� (V ⊕ V2)�B ,

où le morphisme iV2 est l’injection canonique V2 ↪→ V ⊕ V2 ; par [Val03, Cor. 4], A � (V ⊕ V2) � B
correspond aussi au noyau de l’application

A� (V ⊕ V2)�B
A�πV2

�B
// A� V2 �B,

où πV2 est la projection V ⊕ V2 → V2. On peut donc voir A � (V ⊕ V2) � B comme un sous-objet de
A� (V ⊕ V2)�B. On définit ainsi :

150



CHAPITRE 4. PRO(TO)PÉRADES

. l’objet RA,B comme l’image de la composée

A� (V ⊕ V2)�B �
� // A� (V ⊕ V2)�B

A�(τ+idV2
)�B

// A� V2 �B ;

. l’objet Ṽn comme le conoyau du morphisme

n−2⊕
i=0

RVi,Vn−i−2 −→ Vn.

Par [Val09, Lem. 4], les morphismes ηV,i : Vn → Vn+1 induisent tous le même morphisme au quo-
tient :

η̃V : Ṽn −→ Ṽn+1.

4.3.1.1 Définition. L’objet F (V ) – [Val09, Sect. 3]
Soit V un S-module réduit. L’objet F (V ) associé à V est la colimite séquentielle suivante :

Ṽ0 := I
η̃V //

jV,0

..

Ṽ1 = V1 = V+̃
ηV //

jV,1

,,

Ṽ2
η̃V //

jV,2

''

. . .
η̃V // Ṽn

η̃V //

jV,n

ww

. . .

F (V ) := Colim
n∈N

Ṽn.

4.3.1.2 Proposition. Soit V ∈ ObS-modk. La protopérade libre (resp. coprotopérade colibre) sur V
est de la forme (F (V ), µ) (resp. (F c(V ),∆)).

Démonstration. Cela découle directement du théorème C.2.0.2 et de la description du produit (resp.
coproduit) de F (V ) (resp. F c(V )) donnée par la proposition 3.1.3.4.

4.3.2 Une première description de la protopérade libre

On utilise les résultats de la section précédente pour décrire la protopérade libre F (V ) sur un S-
module V . Cette première description n’est pas vraiment explicite, dans le sens où la combinatoire
sous-jacente est masquée par la lourdeur du formalisme. La remarque 4.3.2.8 et la section 4.4.1
remédieront à ce problème en explicitant cette combinatoire.

À une partition K d’un ensemble fini S, c’est-à-dire que K est un élément de Y(S) (en utilisant
les notations de la section 3.1.1), on associe l’ensemble non ordonné Γ(K) qui indexe cette partition :
S ∼=

∐
α∈Γ(K)Kα. On rappelle également que le foncteur S(−) est non-unitaire et vérifie la propriété

exponentielle (cf. proposition 3.1.2.14) : ainsi, pour deux S-modules V et W , on a l’isomorphisme de
S-modules :

S
(
V ⊕W

) ∼= S(V )⊕ S(W )⊕ S(V )⊗conc S(W ).

4.3.2.1 Notation(s). Pour un S-module V , on désigne par un exposant (−)V la graduation par le
nombre de termes V .

De plus, le foncteur S(−) est analytique scindé (cf. définition C.1.0.3) : ainsi pour trois S-modules
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V , W et R, on a la bigraduation

S(V ⊕W )� S(R) ∼= SV � SR⊕ SW � SR⊕
(
SV ⊗conc SW

)
� SR

∼=
⊕
i,j∈N∗

SjV � SR⊕ SjW � SR⊕
(
SiV ⊗conc SjW

)
� SR

not
=:

⊕
i,j∈N∗

(
S(V ⊕W )� S(R)

)(i)V ,(j)W
;

par bi-additivité des bifoncteurs −�− et −⊗conc −.
Cette bigraduation induit, par l’injection (V ⊕W )�cR ↪→ S(V ⊕W )�S(R) (cf. proposition 3.1.3.6),

une bigraduation par les poids en V et W sur (V ⊕W )�c R que l’on note

(V ⊕W )�c R =:
⊕
i,j∈N∗

(
(V ⊕W )�c R

)(i)V ,(j)W
.

Par symétrie du produit �c, on a aussi la bigraduation

R�c (V ⊕W ) =:
⊕
i,j∈N∗

(
R�c (V ⊕W )

)(i)V ,(j)W
,

et dans la suite, on notera également

(
(V ⊕W )�c R

)(j)W
:=
⊕
i∈N∗

(
(V ⊕W )�c R

)(i)V ,(j)W
.

4.3.2.2 Remarque. Ces graduations sont naturelles : elles proviennent du fait que le bifoncteur
−�c − soit analytique scindé.

4.3.2.3 Remarque. Dans [MV09a] et [Val03], pour M,P deux S-bimodules, la graduation par le
poids enM est notée

M︸︷︷︸
r

�cP.

Comme le foncteur Ind est monoïdal et commute à la somme directe, on a donc

Ind
(
((V ⊕W )�c R)(r)W

)
= (Ind(V )⊕ Ind(W )︸ ︷︷ ︸

r

)�c Ind(R).

Comme nous l’avons vu dans la section 4.3.1 précédente, la construction du monoïde libre en-
gendré par un S-module V repose sur l’ajout formel de l’unité I du produit �c à V : nous au-
rons donc besoin de considérer le S-module V+ = V ⊕ I qui vérifie V+(S) = V (S) pour |S| 6= 1 et
V+({∗}) = V ({∗}) ⊕ k. On aura également tout particulièrement besoin de la bigraduation par le
poids en V et W du S-module V+�cW+. Pour tout ensemble S fini, cette bigraduation nous permet
d’écrire sous forme de somme directe le produit V+ �cW+(S) en séparant les termes où V apparaît
i fois et W apparaît j fois. Plus précisément, par ce qui précède, le S-module S(V+) � S(W+) est
bigradué par les poids en V et W , et donc, par l’injection

V+ �cW+ ↪→ S
(
V+ �cW+

) ∼=
3.2.3.7

S(V+)� S(W+),

le S-module V+ �c W+ hérite naturellement d’une bigraduation par les poids en V et W . Afin
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d’exprimer V+ �c W+(S) en somme indexée par cette bigraduation, nous aurons également besoin
des notations suivantes :

4.3.2.4 Notation(s). Rappelons que, pour tout ensemble S fini non-vide et tout (I, J) ∈ Yord2 (S), on
a, par définition, que I et J sont également non-vide ; dans la suite, on note :

Yord,+2 (S)
not
:= Yord2 (S) ∪ {(S, ∅), (∅, S)}.

Comme on l’a précisé précédemment, le S-module V+, associé à S-module V , sera crucial dans la
construction du monoïde libre. Pour K ∈ Yn(S) une partition non-ordonnée de S à n termes, afin de
différencier dans

⊗
α∈Γ(K) V+(Kα) les composantes faisant intervenir V de celles issues de l’unité

(où Γ(K) est l’ensemble non-ordonné indexant la partition K), on introduit le foncteur

QV
(RK1 ,R

K
2 ) : Γ̃(K) −→ Chk,

où Γ̃(K) est la petite catégorie ayant pour objets l’ensemble Γ(K) et n’ayant que les identités pour
morphismes. À chaque élément α ∈ Γ(K), QV

(RK1 ,R
K
2 )

associe un complexe de chaines de la manière
suivante :

QV
(RK1 ,R

K
2 )(Kα) :=

{
V (Kα) si α ∈ RK1
I(Kα) si α ∈ RK2

.

Remarquons que, pour α ∈ RK2 tel que |Kα| > 2, alors le complexe QV
(RK1 ,R

K
2 )

(Kα) est nul.

On décompose donc V+ �cW+ de la manière suivante : pour S un ensemble fini

V+ �cW+(S) =
(
(V ⊕ I)�c (W ⊕ I)

)
(S)

3.1.3.1
:=

⊕
(K,L)∈X conn(S)

⊗
α∈Γ(K)

(V ⊕ I)(Kα)⊗
⊗

β∈Γ(L)

(W ⊕ I)(Lβ)

∼=
⊕

(K,L)∈X conn(S)

⊕
(RK1 ,R

K
2 )∈Yord,+2 (Γ(K))

(RL1 ,R
L
2 )∈Yord,+2 (Γ(L))

⊗
α∈Γ(K)

QV
(RK1 ,R

K
2 )(Kα)⊗

⊗
β∈Γ(L)

QW
(RL1 ,R

L
2 )(Lβ) .

On peut alors rassembler les termes selon le nombre de copies de V et de W :

V+ �cW+(S) ∼=
⊕

(r,s)∈N2

⊕
(K,L)∈X conn(S)

⊕
(RK1 ,R

K
2 )∈Yord,+2 (Γ(K))

(RL1 ,R
L
2 )∈Yord,+2 (Γ(L))

|RK1 |=r,|R
L
1 |=s

⊗
α∈Γ(K)

QV
(RK1 ,R

K
2 )(Kα)⊗

⊗
β∈Γ(L)

QW
(RL1 ,R

L
2 )(Lβ)

∼= I(S)⊕W (S)⊕ V (S)⊕
⊕

(r,s)∈(N∗)2

⊕
(K,L)∈X conn(S)

⊕
((RK1 ,R

K
2 ),(RL1 ,R

L
2 ))∈ΞK,L

|RK1 |=r,|R
L
1 |=s

⊗
α∈RK1

V (Kα)⊗
⊗
β∈RL1

W (Lβ)

où

ΞK,L :=
{(

(RK1 ,R
K
2 ),(RL1 ,R

L
2 )
)
∈
(
Yord2 (Γ(K))∪(Γ(K),∅)

)
×
(
Yord2 (Γ(L))∪(Γ(L),∅)

)∣∣∀β∈RK2 ,|Kβ |=1,∀β∈RL2 ,|Lβ |=1
}
,

ce qui nous fournit la bigraduation attendue. Ce dernier isomorphisme est obtenu en distinguant
les termes provenant des injections I �cW ↪→ V+ �cWc, V �c I ↪→ V+ �cWc et I �c I ↪→ V+ �cWc.
On résume le résultat obtenu dans le lemme suivant.
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4.3.2.5 Lemme. L’isomorphisme

V+ �cW+(S) ∼=
⊕

(r,s)∈N2

⊕
(K,L)∈X conn(S)

⊕
(RK1 ,R

K
2 )∈Yord,+2 (Γ(K))

(RL1 ,R
L
2 )∈Yord,+2 (Γ(L))

|RK1 |=r,|R
L
1 |=s

⊗
α∈Γ(K)

QV
(RK1 ,R

K
2 )(Kα)⊗

⊗
β∈Γ(L)

QW
(RL1 ,R

L
2 )(Lβ)

nous fournit une bigraduation de V+ �cW+(S) =
⊕

(r,s)∈N2(V+ �cW+)(r)V ,(s)W où, pour r, s 6= 0 :

(V+ �cW+)(r)V ,(s)W (S) ∼=
⊕

(K,L)∈X conn(S)

⊕
((RK1 ,R

K
2 ),(RL1 ,R

L
2 ))∈ΞK,L

|RK1 |=r,|R
L
1 |=s

⊗
α∈RK1

V (Kα)⊗
⊗
β∈RL1

W (Lβ)

avec ΞK,L :=
{

((RK1 ,R
K
2 ),(RL1 ,R

L
2 ))∈(Yord2 (Γ(K))∪(Γ(K),∅))×(Yord2 (Γ(L))∪(Γ(L),∅))

∣∣∀β∈RK2 ,|Kβ |=1,∀β∈RL2 ,|Lβ |=1
}⊕

s∈N∗
(V+ �cW+)(0)V ,(s)W (S) ∼= (V+ �cW+)(0)V ,(1)W (S) = W (S) ;⊕

r∈N∗
(V+ �cW+)(r)V ,(0)W (S) ∼= (V+ �cW+)(1)V ,(0)W (S) = V (S) et (V+ �cW+)(0)V ,(0)W (S) = I(S).

On veut notamment décrire explicitement les éléments de (V+ �cW+)(1)V ,(1)W .

4.3.2.6 Proposition. Cas de (V+ �cW+)(1)V ,(1)W

Soient V et W deux S-modules réduits. Pour tout ensemble fini S, on a l’isomorphisme

(V+ �cW+)(1)V ,(1)W (S) ∼=
⊕

K,L⊂S
K∪L=S
K∩L 6=∅

V (K)⊗W (L).

Démonstration. On a l’isomorphisme

(V+ �cW+)(1)V ,(1)W (S) ∼=
⊕

(K,L)∈X conn(S)

⊕
(RK1 ,R

K
2 )∈Yord,+2 (Γ(K))

(RL1 ,R
L
2 )∈Yord,+2 (Γ(L))

|RK1 |=1,|RL1 |=1

⊗
α∈Γ(K)

QV
(RK1 ,R

K
2 )(Kα)⊗

⊗
β∈Γ(L)

QW
(RL1 ,R

L
2 )(Lβ)

∼=
⊕

(K,L)∈X conn(S)
∃a∈A,b∈B|∀α∈Γ(K)\{a},β∈Γ(L)\{b}

Kα∼={∗}∼=Lβ

V (Ka)⊗W (Lb)

car, s’il existe α ∈ A\{a} tel que Kα 6∼= {∗}, alors I(Kα) = 0 ; de même pour B\{b}. Finalement, on
peut réécrire (V+ �cW+)(1)V ,(1)W (S) comme suit :

(V+ �cW+)(1)V ,(1)W (S) ∼=
⊕

K,L⊂S
K∪L=S
K∩L 6=∅

V (K)⊗W (L).

La bigraduation de V+�cW+ induit, lorsque V = W une graduation par le poids en V de V+�cV+ :

V+ �c V+(S) ∼=
⊕
ρ∈N

⊕
(K,L)∈X conn(S)

⊕
(RK1 ,R

K
2 )∈Yord,+2 (Γ(K))

(RL1 ,R
L
2 )∈Yord,+2 (Γ(L))

|RK1 |+|R
L
1 |=ρ

⊗
α∈Γ(K)

QV
(RK1 ,R

K
2 )(Kα)⊗

⊗
β∈Γ(L)

QV
(RL1 ,R

L
2 )(Lβ)
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∼= I(S)⊕ V (S)⊗
⊗
S

I(∗)⊕
⊗
S

I(∗)⊗ V (S)︸ ︷︷ ︸
not
=: (V+�cV+)(1)V (S)

⊕
⊕

ρ∈N\{0,1}

⊕
(K,L)∈X conn(S)

⊕
((RK1 ,R

K
2 ),(RL1 ,R

L
2 ))∈ΞK,L

|RK1 |+|R
L
1 |=ρ

⊗
α∈RK1

V (Kα)⊗
⊗
β∈RL1

V (Lβ)

︸ ︷︷ ︸
not
=: (V+�cV+)(ρ)V (S)

où on rappelle que ΞK,L :=
{(

(RK1 , R
K
2 ), (RL1 , R

L
2 )
)
∈
(
Yord2 (Γ(K)) ∪ (Γ(K), ∅)

)
×
(
Yord2 (Γ(L)) ∪

(Γ(L), ∅)
)∣∣∀β ∈ RK2 , |Kβ | = 1,∀β ∈ RL2 , |Lβ | = 1

}
. De manière plus générale, Vn := (V+)�cn est

gradué par le poids en V : pour tout ensemble fini S :

Vn(S)
def
:= (V+)�cn(S)

=
⊕

(J1,...,Jn)∈Yn(S)

Kn−1
S (J1,...,Jn)=S

⊕(
(RJ

1

1 ,RJ
1

2 ),...,(RJ
n

1 ,RJ
n

2 )
)

∈
∏
i∈[[1,n]] Y

ord,+
2 (Γ(Ji))

⊗
α∈Γ(J1)

QV
(RJ

1
1 ,RJ

1
2 )

(J1
α)⊗ . . .⊗

⊗
α∈Γ(Jn)

QV
(RJ

n
1 ,RJ

n
2 )

(Jnα )

∼=
⊕
ρ∈N

⊕
(J1,...,Jn)∈Yn(S)

Kn−1
S (J1,...,Jn)=S

⊕(
(RJ

1

1 ,RJ
1

2 ),...,(RJ
n

1 ,RJ
n

2 )
)

∈
∏
i∈[[1,n]] Y

ord,+
2 (Γ(Ji))∑n

i=1 |R
Ji

1 |=ρ

⊗
α∈Γ(J1)

QV
(RJ

1
1 ,RJ

1
2 )

(J1
α)⊗ . . .⊗

⊗
α∈Γ(Jn)

QV
(RJ

n
1 ,RJ

n
2 )

(Jnα )

∼= I(S)⊕
⊕
ρ∈N∗

⊕
l∈[[1,n]]

{r1,...,rl}⊂[[1,n]]
r1<r2<...<rl

⊕
(Jr1 ,...,Jrl )∈Ys(S)

Kl−1
S (Jr1 ,...,Jrl )=S

⊕
((RJ

r1
1 ,RJ

r1
2 ),...,(RJ

rl
1 ,RJ

rl
2 ))

∈Ξ(Jr1 ,...,Jrl )∑
i∈{r1,...,rl}

|RJ
i

1 |=ρ

⊗
α∈RJr11

V (Jr1α )⊗ . . .⊗
⊗

α∈RJrl1

V (Jrlα )

︸ ︷︷ ︸
not
=:V

(ρ)V
n

,

où l’ensemble Ξ(J1,...,Jn) est :{(
(RJ

1

1 , RJ
1

2 ), . . . , (RJ
n

1 , RJ
n

2 )
)
∈

∏
i∈[[1,n]]

(
Yord2 (Γ(J i)) ∪ (Γ(J i), ∅)

)∣∣∀i ∈ [[1, n]],∀β ∈ RJ
i

2 , |J iβ | = 1
}
.

Les isomorphismes λV : I �c V → et ρV : V �c I → V préservent la graduation (car V �c I =

(V �c I)(1)V ), ainsi que toutes les constructions intervenant dans la construction de Ṽn (cf. annexe
C.2 ou la section 4.3.1), alors la graduation de Vn se transporte sur Ṽn. De plus, l’injection Ṽn ↪→ Ṽn+1

préserve la graduation par le poids donc, finalement, le monoïde F (V ) libre sur V est gradué par le
poids en V .

4.3.2.7 Proposition. Première description de la protopérade libre F (V )

Soient S un ensemble fini et V un S-module réduit. On a l’isomorphisme de complexes de chaînes

F (V )(S) ∼= I(S)⊕
⊕
n∈N∗

⊕
(J1,...,Jn)∈Yn(S)

Kn−1
S (J1,...,Jn)=S

⊕
Ξ̃(J1,...,Jn)

⊗
α∈RJ1

1

V (J1
α)⊗ . . .⊗

⊗
α∈RJn1

V (Jnα ),
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où

Ξ̃(J1,...,Jn) :=


(
(RJ

1

1 , RJ
1

2 ), . . . , (RJ
n

1 , RJ
n

2 )
)

∈
∏
i∈[[1,n]]

(
Yord2 (Γ(J i)) ∪ (Γ(J i), ∅)

) ∣∣∣∣ ∀i ∈ [[1, n− 1]],∀β ∈ RJi+1

1 , J i+1
β ∩

∐
α∈RJi1

J iα 6= ∅

∀i ∈ [[1, n]],∀β ∈ RJi2 , |J iβ | = 1

 .

De plus, la protopérade libre est gradué par le poids

F (V ) ∼=
⊕
ρ∈N

F (ρ)(V )

avec F (0)(V ) = I(V ) et pour ρ ∈ N∗,

F (ρ)(V )(S) ∼=
⊕
n∈N∗

⊕
(J1,...,Jn)∈Yn(S)

Kn−1
S (J1,...,Jn)=S

⊕
Ξ̃(J1,...,Jn)∑n
i=1 |R

Ji

1 |=ρ

⊗
α∈RJ1

1

V (J1
α)⊗ . . .⊗

⊗
α∈RJn1

V (Jnα ).

Démonstration. Cet isomorphisme correspond au choix d’un représentant particulier lors du pas-
sage au quotient Vn � Ṽn, comme nous allons le voir ci-dessous. On utilise encore les notations de
l’annexe C.2. On a défini le morphisme τV : V → V2 comme la composée suivante :

V
λ−1
V +ρ−1

V

//

=:τ

,,
I �c V ⊕ V �c I

η�ciV −iV �cη
// (I ⊕ V )�c (I ⊕ V ) =: V2

avec η : I ↪→ I ⊕ V , qui intervient dans la définition de RA,B pour tous S-modules réduits A et B :
le S-module RA,B a été défini comme l’image de la composée

A�c (V ⊕ V2)�c B
� � =:ιA,B // A�c (V ⊕ V2)�c B

A�c(τ+idV2
)�cB // A�c V2 �c B .

On a également défini le S-module Ṽn comme le conoyau du morphisme

n−2⊕
i=0

RVi,Vn−i−2 −→ Vn.

Ainsi, le passage au quotient Ṽn correspond à l’identification des images des morphismes
(
idVi �c

η�c iV �c idVn−i−2

)
◦ ιVi,Vn−i−2 et

(
idVi �c iV �c η�c idVn−i−2

)
◦ ιVi,Vn−i−2 , pour tout i ∈ [[1, n]], dans Vn.

On fait alors le choix d’identifier chaque classe de Ṽn à un élément de l’image de Σi∈[[0,n−2]]

(
idVi �c

η �c iV �c idVn−i−2

)
◦ ιVi,Vn−i−2 . Ainsi, pour tout ensemble fini S,

Ṽn(S) ∼=
⊕

h∈[[1,n]]

⊕
(J1,...,Jh)∈Yh(S)

Kh−1
S (J1,...,Jh)=S

⊕
Ξ̃

(J1,...,Jh)

⊗
α∈RJ1

1

V (J1
α)⊗ . . .⊗

⊗
α∈RJh1

V (Jhα)⊗
⊗
S

I(∗)⊗ . . .⊗
⊗
S

I(∗)︸ ︷︷ ︸
n−h termes

où

Ξ̃(J1,...,Jh) :=


(
(RJ

1

1 , RJ
1

2 ), . . . , (RJ
h

1 , RJ
h

2 )
)

∈
∏
i∈[[1,h]]

(
Yord2 (Γ(J i)) ∪ (Γ(J i), ∅)

) ∣∣∣∣ ∀i ∈ [[1, h− 1]],∀β ∈ RJi+1

1 , J i+1
β ∩

∐
α∈RJi1

J iα 6= ∅

∀i ∈ [[1, h]],∀β ∈ RJi2 , |J iβ | = 1

 .
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Ainsi, on a, pour tout entier n > 1,

Ṽn(S) ∼= Ṽn−1(S)⊕
⊕

(J1,...,Jn)∈Yn(S)

Kn−1
S (J1,...,Jn)=S

⊕
Ξ̃(J1,...,Jn)

⊗
α∈RJ1

1

V (J1
α)⊗ . . .⊗

⊗
α∈RJn1

V (Jnα ),

qui décrit exactement les injections Ṽn−1 ↪→ Ṽn et qui permet donc de conclure.

4.3.2.8 Remarque. Description de F (2)(V ).
On a l’isomorphisme (V+ �c V+)(2)V ∼= (V+ �c V+)(1)V ,(1)V et donc, d’après l’exemple 4.3.2.6 et la
proposition précédente, on a une description plus explicite du sous-S-module de poids deux de la
(co)protopérade libre :

F (2)(V ) ∼=
⊕

K,L⊂S
K∪L=S
K∩L 6=∅

V (K)⊗ V (L).

4.3.3 Foncteur d’induction et protopérade libre

Grâce à la définition du monoïde associatif libre dans (S-modrédk ,�c), on déduit des propositions
C.2.0.3 et C.2.0.4 la proposition et le corollaire suivants. Ainsi, une protopérade définie par généra-
teurs et relations s’envoie par le foncteur Ind sur une propérade définie par générateurs et relations.

4.3.3.1 Proposition. Le foncteur Ind commute avec les foncteurs F respectifs du monoïde libre, i.e.

F
(
Ind(−)

) ∼= Ind
(
F (−)

)
.

Démonstration. C’est une application directe de la proposition C.2.0.3.

4.3.3.2 Corollaire. Soient V un S-module réduit et R un sous-S-module du monoïde libre F(V ).
Alors on a l’isomorphisme

Ind
(
F (V )

/
〈R〉
)
∼= F

(
Ind(V )

)/〈
Ind(R)

〉
.

Démonstration. Découle de la proposition précédente, de la proposition C.2.0.4 et de l’exactitude du
foncteur Ind .

4.3.3.3 Remarque. Le corollaire 4.3.3.2 précédent nous permet de dire que la théorie des protopé-
rades est complètement compatible avec celle des propérades.

On a vu que la description de la protopérade libre est assez lourde, nous allons donc lui préférer
une description combinatoire généralisant la remarque 4.3.2.8. C’est l’objet de la section suivante.

4.4 Maçonnerie de la protopérade libre

Dans cette section, on présente une nouvelle description de la protopérade libre.
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4.4. Maçonnerie de la protopérade libre

4.4.1 Another brick in the wall

Dans le cadre des opérades, la combinatoire sous-jacente est décrite par les arbres. Dans cette
section, on donne une description de la combinatoire des protopérades. Ainsi, on montre que l’on dé-
crit les protopérades à l’aide, non plus d’arbres, mais de briques et de murs : cela va nous permettre
de décrire plus simplement la protopérade libre.

4.4.1.1 Définition. Poset

(i) On appelle poset tout ensemble partiellement ordonné.

(ii) Un morphisme de poset ϕ : (K,6K) → (L,6L) est une application monotone, c’est-à-dire que,
pour tout couple d’éléments de K tels que k1 6K k2, on a ϕ(k1) 6L ϕ(k2).

On note poset la catégorie des posets finis (non-vides).

(iii) On dit que k et l, deux éléments distincts d’un poset (K,6), sont successifs si k < l et s’il
n’existe pas d’élément t ∈ K\{k, l} tel que k < t < l. On note Succ(K), l’ensemble des couples
d’éléments successifs de K :

Succ(K) :=
{

(k, l) ∈ K2 | k < l, 6 ∃t ∈ K t.q. k < t < l
}
.

(iv) On appelle chaîne toute suite croissante k1 < k2 < . . . < kr d’éléments d’un poset (K,6) et on
définit la longueur d’une chaîne k1 < k2 < . . . < kr comme le nombre d’éléments la composant
(donc r) ; on la note alors len(k1 < k2 < . . . < kr).

(v) On appelle hauteur d’un élément k ∈ (K,6), l’élément de N ∪ {∞}

h(k) := max
{

len(c) ∈ N∗ | c = λ1 < λ2 < . . . < λr < k ⊂ K
}
.

4.4.1.2 Proposition. Soit (K,6) un poset et (k, l) ∈ Succ(K). Alors la surjection

πlk : K � K/k∼l

induit un ordre partiel canonique sur K/k∼l.

Démonstration. Pour s ∈ K, on note [s] := πlk(s). On pose 6, la relation binaire de K/k∼l, définie,
pour tous r et s dans K, par

. [r] 6 [s] si r 6 s et r, s /∈ {k, l}

. [s] 6 [k ∼ l] (resp. s > [k ∼ l]) si s 6 k ou s 6 l (resp. s > k ou s > l).

La réflexivité de 6 et la transitivité sont claires, par définition. De plus, l’antisymétrie de 6 est
évidente (K/k∼l)\{[k]}, par simple identification avec K\{k, l}. Supposons qu’on ait [s] tel que [s] 6

[k] et [s] > [k] dans K/k∼l. Cela implique que dans K, on ait : ou bien s 6 k et k 6 s (resp. s 6 l et
l 6 s) et dans ce cas k = s (resp. s = l) ; ou bien s 6 k et l 6 s (resp. s 6 l et k 6 s) ce qui contredit
que (k, l) ∈ Succ(K). On a donc l’antisymétrie de 6.

4.4.1.3 Lemme. Soient (R,6R) et (S,6S) deux posets avec deux injections R ↪→ T ←↩ S. Si pour tous
a, b ∈ R ∩ S, a 6R b si et seulement si a 6S b, alors R ∪ S est muni d’un ordre partiel canonique qui
prolonge les ordres 6R et 6S .
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Démonstration. On a R ∪ S = (R\R ∩ S) ∪ (R ∩ S) ∪ (S\R ∩ S) et est donc muni de l’ordre partiel
donné par celui de R sur (R\R ∩ S), celui de S sur (S\R ∩ S) et enfin celui de R, qui par hypothèse
est le même que celui de S sur (R ∩ S).

4.4.1.4 Définition. Foncteur des murs ordonnésWor

Soit n > 0 un entier. On définit le foncteur covariantWor
n : Finop −→ Finop qui est donné, pour tout

ensemble fini S, par

Wor
n (S) :=

(K = (K1, . . . ,Kn),6
) ∣∣∣∣∣

∀i ∈ [[1, n]],Ki ⊂ S, ∪iKi = S

∀s ∈ S, ΓKs := {Ki|s ∈ Ki} est totalement ordonné par 6s
∀s, t ∈ S, ∀a, b ∈ ΓKs ∩ ΓKt , a 6s b⇔ a 6t b


où 6 est l’ordre partiel canonique (cf. lemme 4.4.1.3) de ∪s∈SΓKs = {K1, . . . ,Kn}. L’action de σ ∈
Aut(S) sur

(
(K1, . . . ,Kn),6

)
∈ Wor

n est induite par l’action canonique sur S, i.e.

(
(K1, . . . ,Kn),6

)
· σ =

(
(K1 · σ, . . . ,Kn · σ),6′

)
où 6′ est induit par les ordres totaux des ensembles ΓK·σs := {Ki ·σ|s ∈ Ki ·σ}. On définit également
le foncteur

Wor : Finop −→ Finop

S 7−→
∐
n∈N∗Wor

n (S)
.

4.4.1.5 Remarque. Pour tout entier naturel n > 0, le groupe Sn agit librement surWor
n en permu-

tant les places des termes, i.e. pour τ ∈ Sn, on a

τ ·
(
(K1, . . . ,Kn),6

)
=
(
(Kτ−1(1), . . . ,Kτ−1(n)),6

)
,

l’ordre partiel étant identique car ne dépendant pas de l’indexation des éléments.

4.4.1.6 Remarque. Pour tout ensemble S non-vide, on aWor
0 (S) = ∅.

4.4.1.7 Exemple. On considère K1 = {1, 2}, K2 = {3, 4} et K3 = {2, 3}, trois sous-ensembles de
S = [[1, 4]]. Alors, on a les différents éléments deWor

3 (S) suivants :

. l’élément a =
(
(K1,K2,K3),61

)
avec 61 donné par K1 61 K3 et K2 61 K3 ;

. l’élément b =
(
(K1,K2,K3),62

)
avec 62 donné par K3 62 K1 et K3 62 K2 ;

. l’élément c =
(
(K1,K2,K3),63

)
avec 63 donné par K1 63 K3 et K3 63 K2 ;

. l’élément d =
(
(K1,K2,K3),64

)
avec 64 donné par K3 62 K1 et K2 62 K3.

Les quatre éléments a, b, c et d deWor
3 (S) sont tous différents, en étant pourtant composé des mêmes

sous-ensembles de S.

4.4.1.8 Définition/Proposition. Produits surWor

On définit les produits de compositions verticale et horizontale surW.

(i) On pose V, le produit de composition (vertical) sur Wor, comme la transformation naturelle
entre foncteurs :

V :
(
Wor ×Wor

)
(−) −→Wor(−)

donnée, pour tout ensemble fini S, par Vn,m,S : Word
n (S) × Word

m (S) −→ Word
m+n(S) qui envoie

le couple
(
(K,6K), (L,6L)

)
sur

(
R = (K1, . . . ,Kn, L1, . . . Lm),6LK

)
où, pour tout s ∈ S, l’ordre
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total de l’ensemble ΓRs est induit par ceux de ΓKs , ΓLs et en posant que pour tout Ki ∈ ΓKs et
tout Lj ∈ ΓLs , Ki 6LK Lj . Ce produit est associatif, c’est-à-dire que, pour tout ensemble fini S,
on a le diagramme commutatif suivant :

Wor(S)×Wor(S)×Wor(S)
V×id //

id×V �� 	

Wor(S)×Wor(S)

V��
Wor(S)×Wor(S)

V
// Wor(S).

(ii) On pose H, le produit de concaténation (horizontal) sur Wor, comme la transformation natu-
relle entre bifoncteurs

H :Wor(−1)×Wor(−2) −→Wor(−1 q−2)

donnée, pour tous ensembles finis S et T , par Hn,m,S,T : Wor
n (S) ×Wor

m (T ) −→ Wor
m+n(S q T )

qui envoie
(
(K,6K), (L,6L)

)
sur

(
R = (K1, . . . ,Kn, L1, . . . Lm),6K,L

)
où pour tout s ∈ S et

t ∈ T , on a les égalités d’ensembles totalement ordonnés ΓRs = ΓKs et ΓRt = ΓLt . Ce produit est
associatif et commutatif, i.e. on a les diagrammes commutatifs suivants :

Wor(−1)×Wor(−2)×Wor(−3)
H×id //

id×H �� 	

Wor(−1)×Wor(−2 q−3)

H��
Wor(−1 q−2)×Wor(−3)

H
// Wor(−1 q−2 q−3)

et
Wor(−1)×Wor(−2)

H //

∼=
��

	

Wor(−1 q−2)

∼=
��

Wor(−2)×Wor(−1)
H // Wor(−2 q−1) .

De plus, on a le diagramme de transformations naturelles commutatif

(
Wor ×Wor

)
(−1)×

(
Wor ×Wor

)
(−2)

id×σ×id//

V×V
��

Wor(−1)×Wor(−2)×Wor(−1)×Wor(−2)

H×H
��

Wor(−1)×Wor(−2)

H **

	 Wor(−1 q−2)×Wor(−1 q−2)

Vss
Wor(−1 q−2)

.

Toutes ces constructions passent au quotient sous l’action de Sn :

4.4.1.9 Définition. Foncteur des mursW
On définit le foncteur Wn : Finop −→ Finop par Wn :=

(
Wor
n

)
Sn

qui est donné, pour tout ensemble
fini S, par

Wn(S) :=

(K = {Kα}α∈A,6
) ∣∣∣∣∣

∀α ∈ A,Kα ⊂ S, ∪αKα = S, |A| = n,

∀s ∈ S, ΓKs := {Kα|s ∈ Kα} est totalement ordonné par 6s
∀s, t ∈ S, ∀a, b ∈ ΓKs ∩ ΓKt , a 6s b⇔ a 6t b
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où 6 est l’ordre partiel canonique de ∪s∈SΓKs = {Kα}α∈A. On a la transformation naturelle

Wor −→W.

L’action de σ ∈ Aut(S) sur
(
{Kα}α∈A,6

)
∈ Wn est induite par l’action canonique sur S, i.e.

(
{Kα}α∈A,6

)
· σ =

(
K = {Kα · σ}α∈A,6′

)
où 6′ est induit par les ordres totaux des ensembles ΓK·σs·σ := {Kα · σ|s · σ ∈ Kα · σ}. On définit
également le foncteur

W : Finop −→ Finop

S 7−→
∐
n∈N∗Wn(S)

.

On appelle mur bâti sur S tout élément K ∈ W(S) et on appelle brique de K tout élément Kα d’un
mur K.

4.4.1.10 Proposition. Produits surW
Les produits V etH passent au quotient par l’action de Sn, autrement dit, il existe les transformations
naturelles

V :
(
W ×W

)
(−) −→W(−)

H :W(−1)×W(−2) −→W(−1 q−2),

appelées respectivement produit de composition et de concaténation sur W, telles qu’on a les dia-
grammes commutatifs suivants :

(
Wor ×Wor

)
(−)

V //

���� 	

Wor(−)

����(
W ×W

)
(−)

V
// W(−) ;

Wor(−1)×Wor(−2)

	

H //

����

Wor(−1 q−2)

����
W(−1)×W(−2)

H
// W(−1 q−2) ;

(
W ×W

)
(−1)×

(
W ×W

)
(−2)

id×σ×id //

V×V
��

W(−1)×W(−2)×W(−1)×W(−2)

H×H
��

W(−1)×W(−2)

H **

	 W(−1 q−2)×W(−1 q−2) .

Vtt
W(−1 q−2)

4.4.1.11 Remarque. La proposition 4.4.1.10 précédente nous dit que le foncteurW est muni d’une
structure de toProp (cf. définition 4.2.1.3) en ensembles (cf. remarque 3.0.0.6), c’est-à-dire que W
est un élément de la catégorie As

(
Com(Func(Finop, Fin),⊗conc),�

)
.

4.4.1.12 Remarque. Une remarque importante
Toutes les constructions fonctorielles faites à la section 3.1.1 peuvent être vues comme des sous-
foncteurs de Wor. Par exemple, on a l’injection naturelle Yord ↪→ Wor donnée, pour tout ensemble
fini S et tout entier naturel n > 0, par :

Yordn (S) =

{(
K = (K1, . . . ,Kn),6

) ∣∣∣∣ ∀i ∈ [[1, n]],Ki ⊂ S, ∪iKi = S,∀s ∈ S, |ΓKs | = 1

}
↪→Word

n (S) .

On a également, pour tout ensemble fini S et tous entiers naturels non-nuls m et n, l’isomorphisme :

Yordm (S)× Yordn (S) ∼=
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(
R = (K1, . . . ,Km, L1, . . . , Ln),6

) ∣∣∣∣∣
∀i ∈ [[1,m]],Ki ⊂ S, ∪iKi = S

∀j ∈ [[1, n]], Li ⊂ S, ∪jLj = S

∀s ∈ S, ∃!i ∈ [[1,m]],∃!j ∈ [[1, n]]

tel que ΓRs := {Ki, Lj} avec Ki 6s Lj
∀s, t ∈ S, ∀a, b ∈ Γs ∩ Γt, a 6s b⇔ a 6t b


,

qui nous donne l’injection naturelle Yordm (S) × Yordn (S) ↪→ Wor
m+n(S), et qui induit donc l’injection

naturelle
X ord ↪→Wor.

La surjection naturelle Wor � W nous fournit les diagrammes commutatifs de transformations
naturelles :

Yord �
� //

����
	

Wor

����
	

X ord? _oo

����
Y �
� // W X ;? _oo

Y(−1)× Y(−2)
� � //

µconc �� 	

W(−1)×W(−2)

H��
Y(−1 q−2) �

� // W(−1 q−2)

et X (−1)×X (−2)
� � //

µconc �� 	

W(−1)×W(−2)

H��
X (−1 q−2) �

� // W(−1 q−2) .

4.4.1.13 Définition. Connexité des murs
Soit un élément (K = {Kα}α∈A,6) deW(S). On définit sur K la relation d’équivalence de connexité
conn.∼ : pour deux éléments a et b de A, on pose Ka

conn.∼ Kb s’il existe Ka =: K0,K1, . . . ,Kn−1,Kn :=

Kb ∈ K tels que, pour tout i ∈ [[0, n− 1]],

Ki ∩Ki+1 6= ∅ et (Ki,Ki+1) ∈ Succ(K) ou (Ki+1,Ki) ∈ Succ(K).

Le passage au quotient pour la relation conn.∼ définit la transformation naturelle

K :W(−) −→ Y(−) ⊂ W(−).

On a le diagramme commutatif naturel

X

	

� � //

K
��

W

K
��

Y �
� // W,

où la transformation naturelle K de gauche est celle définie à la définition 3.1.1.13.

4.4.1.14 Définition. FoncteurWconn

On définit le foncteur
Wconn,ord
n : Finop −→ Finop

comme, pour tout ensemble S non-vide, comme la fibre de KS :Wor(S)→ Yord(S) au dessus de {S},
c’est-à-dire comme le sous-foncteur deWor

n donné, par

Wconn,ord
n (S) :=

(K = (K1, . . . ,Kn),6
)
∈ Word

n

∣∣∣∣∣
∀α, β ∈ [[1, n]],∃Kα =: Ki0 , . . . ,Kim−1 ,Km := Kβ

t.q. ∀j ∈ [[0,m− 1]], Kij ∈ K, Kij ∩Kij+1 6= ∅
et (Kij ,Kij+1) ou (Kij+1 ,Kij ) ∈ Succ(K)

 .
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La surjection naturelleWor �W nous permet de définir le sous-foncteur

Wconn ↪→W

appelé foncteur des murs connexes : un élément deWconn(S) est appelé mur bâti sur S connexe.

4.4.1.15 Remarque. Par les même arguments que dans la remarque 4.4.1.12, X conn s’injecte na-
turellement dansWconn.

4.4.1.16 Proposition. Soit K ∈ W(S) un mur. Alors, il existe S1 q . . . q Sn une unique partition
(non-ordonnée) de S telle que

K ∈ im
(
H :

n∏
i=1

Wconn(Si) −→W(S)
)
.

Démonstration. Soient S un ensemble fini et K ∈ W(S) un mur au dessus de S. On considère les
classes d’équivalences de K sous la relation conn.∼ : chacune de ces classes nous fournit un élément
de Wconn(Si), pour Si l’ensemble obtenu par réunion des éléments de la i-ème classe. On obtient
donc un antécédent de K par l’application H :

∏n
i=1Wconn(Si) −→W(S).

4.4.1.17 Remarque. À propos de la représentation diagrammatique des murs
La terminologie introduite à la définition 4.4.1.14 vient de la représentation diagrammatique que

l’on peut faire des éléments de W(S). Ainsi, contrairement à la combinatoire des opérades qui est
contrôlée par des arbres (cf. [LV12, Sect. 5.6]), les monômes d’une protopérade sont représentés par
un empilement de briques, autrement dit un mur :

ou ,

la couleur grise étant seulement présente pour exhiber le fait que l’une des briques est "non-
connexe" dans cette représentation. On présente plusieurs exemples.

. Par exemple, on considère S = [[1, 4]] et le mur à trois briques K = {Ka,Kb,Kc} ∈ W([[1, 4]])

avec
Ka = {1, 2},Kb = {3, 4} et Kc = {1, 2}

avec l’ordre partiel Ka < Kc. On représente ce mur par la figure 4.3.

1 2 3 4

a b
c

FIGURE 4.3 – une représentation du mur K

Notons un fait important : cette représentation graphique du mur K dépend d’un choix d’ordre
sur l’ensemble S. Ainsi, les diagrammes

1 23 4

ab
c et

2 13 4

a bb
c

représentent également le mur K.
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Sur le deuxième diagramme, on remarque que la brique Kb est non-connexe. Ici, on a le choix
de l’ordre naturel de [[1, 4]], qui correspond à la figure 4.3. Dans les cas où il n’y a pas d’ambi-
guïté, on pourra omettre de préciser les éléments de S et les noms des briques pour obtenir le
diagramme : ainsi, on représentera K par

.

. On considère le mur connexe à quatre briques K = {Ka,Kb,Kc,Kd} ∈ Wconn([[1, 4]]) avec

Ka = {1, 2},Kb = {3, 4},Kc = {2, 3} et Kd = {1, 4}

et l’ordre partiel Ka < Kc, Ka < Kd, Kb < Kc et Kb < Kd. On peut représenter ce mur par le
diagramme

a b
cd d .

4.4.1.18 Exemple. On considère le mur à trois briques K = {Ka,Kb,Kc} ∈ W([[1, 4]]) avec

Ka = {1, 2},Kb = {3, 4} et Kc = {1, 2}

et l’ordre partiel Ka < Kc. On peut représenter ce mur par le diagramme

a b
c .

Ce mur n’est pas connexe : K est dans l’image du produit H : Wconn([[1, 2]]) × Wconn([[3, 4]]) −→
W([[1, 4]]).

4.4.2 Retour vers la protopérade libre

On commence par définir la catégorie (Finop)Wor
n

qui a pour objets les couples (S, x) avec S un
ensemble fini et x un élément deWor

n (S). Un morphisme de (S, x) dans (T, y) est un morphisme ϕ :

S → T de la catégorie Finop tel queWor
n (ϕ)(x) = y. On a également les deux foncteurs canoniques :

. le foncteur Oub :
(
Finop

)
Wor
n
→ (Finop)×n défini, sur les objet, par Oubn(S, x) = x̄ avec x̄ le

n-uplet d’ensembles sous-jacent à x et sur les morphismes, par Oubn(ϕ) =Wor
n (ϕ) ;

. le foncteur de projection π :
(
Finop

)
Wor
n
→ Finop défini par π(S, x) = S.

On fixe P un S-module réduit : c’est donc un foncteur (contravariant) de la catégorie Fin dans
la catégorie Chk que l’on cherche à "étendre" à la catégorie

(
Finop

)
Wor
n

. Par produit extérieur (cf.
définition A.2.0.1), on définit le foncteur

P×n :
(
Finop

)×n −→ Chk.

(A1, . . . , An) 7−→ P (A1)⊗ . . .⊗ P (An)

On définit alors le foncteur

P̂ :
(
Finop

)
Wor
n
−→ Chk

(S, x) 7−→ P×n ◦Oubn(S, x)
;
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à partir duquel on définit le foncteur PW
or
n

PW
or
n : Finop −→ Chk

S 7−→
⊕

x∈Wor
n (S) P

×n ◦Oubn(S, x)
.

Finalement, pour S ∈ Ob Fin, on a

PW
or
n (S) =

⊕(
(K1,...,Kn),6

)
∈Wor

n (S)

P (K1)⊗ . . .⊗ P (Kn) .

L’action libre du groupe Sn sur P×n se transporte sur PW
or
n , grâce au morphisme de symétrie de la

catégorie (Chk,⊗, σ) : on obtient alors le foncteur

(
PW

or
n
)
Sn

(S) =
( ⊕(

(K1,...,Kn),6
)
∈Wor

n (S)

P (K1)⊗ . . .⊗ P (Kn)
)
Sn

∼=
⊕(

{Kα}α∈A,6
)
∈Wn(S)

( ⊕
(K1,...,Kn)∈{Kα}α∈A

P (K1)⊗ . . .⊗ P (Kn)
)
Sn

PWn(S)
not.
:=

⊕(
{Kα}α∈A,6

)
∈Wn(S)

⊗
α∈A

P (Kα).

On peut refaire cette construction en remplaçant Wor
n par le sous-foncteur Wconn,ord

n des murs
connexes, ce qui nous donne le foncteur

PW
conn
n (S) :=

⊕(
{Kα}α∈A,6

)
∈Wconn

n (S)

⊗
α∈A

P (Kα).

On définit le produit de composition partiel : soient ϕ un diagramme d’injections i : S ↪→ R ←↩ T : j

avec im(i) ∩ im(j) 6= ∅ et im(i) ∪ im(j) = R. On a, par la proposition 4.4.1.10, le morphisme

PW
or
m (S)⊗ PW

or
n (T ) =

( ⊕(
(K1,...,Km),6K

)
∈Wor

m (S)

P (K1)⊗ . . .⊗ P (Km)
)

⊗
( ⊕(

(L1,...,Ln),6L
)
∈Wor

n (T )

P (L1)⊗ . . .⊗ P (Ln)
)

∼=
⊕(

(K1,...,Km),6K
)
∈Wor

m (S)(
(L1,...,Ln),6L

)
∈Wor

n (T )

P (K1)⊗ . . .⊗ P (Km)⊗ P (L1)⊗ . . .⊗ P (Ln)

→
⊕(

(i(K1),...,i(Km),j(L1),...,j(Ln)),6j(L)

i(K)

)
∈Wor

m+n(R)

P (K1)⊗ . . .⊗ P (Km)⊗ P (L1)⊗ . . .⊗ P (Ln),

où 6j(L)
i(K) est défini comme suit : on munit ∪ai(Ka) (resp. ∪bj(Lb)) de l’ordre partiel 6i(K) (resp.6j(L))

induit par celui de K (resp. L), i.e. i(Ka) 6j(L)
i(K) i(Kb) si Ka 6K Kb (resp. j(La) 6j(L)

i(K) j(Lb) si

La 6L Lb) ce qui munit (K1, . . . ,Km, L1, . . . , Ln), par le lemme 4.4.1.3, de l’ordre canonique 6j(L)
i(K).
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On a alors le morphisme

PW
or
m (S)⊗ PW

or
n (T ) −→ PWm+n(R) =

⊕(
{Hα}α∈A,6H

)
∈Wm+n(R)

⊗
α∈A

P (Hα)

qui se factorise par PWm(S)⊗ PWn(T ), c’est-à-dire qu’on a le produit de composition partiel

◦
ϕ

: PWm(S)⊗ PWn(T ) −→ PWm+n(R).

Comme im(i) ∩ im(j) 6= ∅, ce produit de composition partiel se restreint à la version connexe : on a
le produit de composition partiel

◦
ϕ

: PW
conn
m (S)⊗ PW

conn
n (T ) −→ PW

conn
m+n (R).

Ces produits partiels munissent PW
conn

:=
∐
n P
Wconn
n d’une structure de protopérade par la propo-

sition 4.2.3.2.

4.4.2.1 Théorème. Description de la protopérade libre
Soient V un S-module réduit et ρ un entier non-nul. On a, pour tout ensemble S fini, l’isomorphisme
de Aut(S)-modules à droite

F ρ(V )(S) ∼=
⊕

({Kα}α∈A,6)
∈Wconn

ρ (S)

⊗
α∈A

V (Kα).

Démonstration. Par la proposition 4.3.2.7, pour ρ ∈ N∗, on a l’isomorphisme

F (ρ)(V )(S) ∼=
⊕
n∈N∗

⊕
(J1,...,Jn)∈Yn(S)

Kn−1
S (J1,...,Jn)=S

⊕
Ξ̃(J1,...,Jn)∑n
i=1 |R

Ji

1 |=ρ

⊗
α∈RJ1

1

V (J1
α)⊗ . . .⊗

⊗
α∈RJn1

V (Jnα ).

avec

Ξ̃(J1,...,Jn) :=


(
(RJ

1

1 , RJ
1

2 ), . . . , (RJ
n

1 , RJ
n

2 )
)

∈
∏
i∈[[1,n]]

(
Yord2 (Γ(J i)) ∪ (Γ(J i), ∅)

) ∣∣∣∣ ∀i ∈ [[1, n− 1]],∀β ∈ RJi+1

1 , J i+1
β ∩

∐
α∈RJi1

J iα 6= ∅

∀i ∈ [[1, n]],∀β ∈ RJi2 , |J iβ | = 1

 .

À un élément (J1, . . . , Jn) ∈ Yn(S) tel que Kn−1
S (J1, . . . , Jn) = S et tel que Ξ̃(J1,...,Jn) 6= ∅, on associe

le mur K ∈ Wconn
ρ (S) d’ensemble

{
J iαi ⊂ S | i ∈ [[1, n]], αi ∈ RJi1

}
et d’ordre partiel induit par les

relations J iα < Jjβ si J iα ∩ J
j
β 6= ∅, α ∈ RJ

i

1 , β ∈ RJj1 et i < j. Cela nous fournit donc un morphisme de
Aut(S)-modules :

Φ : F ρ(V )(S) −→
⊕

({Kα}α∈A,6)
∈Wconn

ρ (S)

⊗
α∈A

V (Kα).

Réciproquement, à tout mur K =
(
{Kα | α ∈ A}, <

)
∈ Wconn

ρ (S) avec maxα∈A
(
h(Kα)

)
= n ∈ N∗, on

associe un élément (J1, . . . , Jn) ∈ Yn(S) tel que Ξ̃(J1,...,Jn) 6= ∅ de la manière suivante. On construit
les partitions J i comme l’ensemble {Kαi ∈ K | h(Kα) = i} complété en une partition de S par des
singletons : ainsi, on a

J i :=
{
Kαi ∈ K | h(Kα) = i

}∐{
{s}

∣∣ s /∈ q
αi
Kαi

}
=
{
J iβ | β ∈ B = Γ(J i)

}
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et la décomposition (RJ
i

1 , RJ
i

2 ) ∈ Yord2 (Γ(J i)) ∪ (Γ(J i), ∅) est donnée directement par la définition de
J i :

β ∈

{
RJ

i

1 si J iβ ∈
{
Kαi ∈ K | h(Kα) = i

}
RJ

i

2 sinon
.

La connexité du murK implique que l’élément (J1, . . . , Jn) vérifie également la propriété de connexité

Kn−1
S (J1, . . . , Jn) = S.

Finalement, on a un morphisme de Aut(S)-modules :

Ψ :
⊕

({Kα}α∈A,6)
∈Wconn

ρ (S)

⊗
α∈A

V (Kα) −→ F ρ(V )(S)

qui vérifie Φ ◦Ψ = id et Ψ ◦ Φ = id, ce qu’il fallait démontrer.

4.4.3 Représentation diagrammatique des monômes de F (V )

§ 1 Monômes

On commence par donner la définition d’un monôme de F (V ).

4.4.3.1 Définition. Monôme
Soit V un S-module réduit et S un ensemble fini. Un monôme de F (V )(S) est un élément de la
forme

m := ⊗
α
mα ∈

⊗
α∈A

V (Kα)

avec K = ({Kα}α∈A,6) ∈ Wconn(S) et pour tout α ∈ A, mα ∈ V (Kα). On définit également le poids
d’un monôme comme le poids du mur sous-jacent.

On a vu, à la remarque 4.4.1.17, que l’on représente les murs par des diagrammes de la forme

ou .

D’après la proposition 4.4.2.1, on a

F (V )(S) ∼=
⊕

K∈Wconn(S)

⊗
Ki∈K

V (Ki) ;

on représente alors les monômes de F (V )(S) par des diagrammes de murs où l’on indice les briques
par des éléments de V : par exemple

v1 v2

v3

v4v5 ou
v1 v2

v3v4 v4

où vi qui indice la brique Ki, est un élément de V (Ki). On représente v ∈ V (m) ⊂ F (V )(m) un
monôme de poids 1 par le diagramme suivant :

1 m

v ∼
σ(1) σ(m)

vσ .
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Cette représentation dépend, comme dans la remarque 4.4.1.17, d’un choix d’ordre sur l’ensemble
S. Par exemple, le monôme de F (V )([[1, 4]]) représenté par

ω :=

1 2 3 4

v1

v2 v3

avec v1 ∈ V ([[1, 4]]) et v2, v3 ∈ V ([[1, 2]]) ∼= V ([[3, 4]]) peut également être représenté par

2 1 3 4

v1(12)

v2(12) v3 ,

1 3 2 4

v1(23)

v2 v3 v2 v3 ou (−1)|v2||v3|
3 4 1 2

v1(13)(24)

v3 v2 .

Ces identifications découlent de la fonctorialité de F (V ) : on a ici des signes imposés par la règle
de Koszul. Ceux-ci proviennent de la structure monoïdale symétrique ⊗conc, comme dans le cas des
propérades (cf. [Val03, Chap.3 Sect. 1.1]), que l’on représente ci-dessous :

v w ∼ (−1)|v||w| w v ,

ce qui se traduit pour les protopérades par :

i1 imj1 jn

v w ∼ (−1)|v||w|
j1 jn i1 im

w v .

§ 2 Permutation-shuffle

On rappelle à présent la définition de permutation-shuffle ou battage.

4.4.3.2 Définition. Permutation-shuffle [Lod98, Sect. 4.2]
Soient p, q ∈ N∗. Un (p, q)-shuffle ((p, q)-battage) est une permutation σ de Sp+q telle que

σ(1) < σ(2) . . . < σ(p) et σ(p+ 1) < σ(p+ 2) . . . < σ(p+ q).

On note Sh(p, q) l’ensemble des (p, q)-shuffles.

4.4.3.3 Lemme. [LV12, Lem. 1.3.1]
Pour tous entiers p et q et toute permutation σ ∈ Sp+q, il existe d’uniques permutations α ∈ Sp,
β ∈ Sq et ω ∈ Sh(p, q) telles que

σ = ω · (α× β).

Ainsi, la composée
Sh(p, q) ↪→ Sp+q � Sp+q/(Sp ×Sq)

est une bijection.

4.4.3.4 Définition. Signes de Koszul
Pour les signes de Koszul, on adopte la convention suivante. Si on considère un élément τ ∈ Si+j ,
alors, par le lemme 4.4.3.3, il existe d’uniques permutations σ ∈ Sh(i, j), α ∈ Aut([[1, i]]) = Si et
β ∈ Aut([[i+ 1, i+ j]]) ∼= Sj tels que τ = σαβ. Ainsi, on pose les signes de Koszul
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. si σ−1(1) ∈ {1, . . . , i}, alors

τ(1) τ(i)
τ(i + 1)

τ(i + j)

v w ∼
σα(1) σα(i)

σβ(i + 1)
σβ(i + j)

v w ∼
σ(1) σ(i)

σ(i + 1)
σ(i + j)

vα−1 wβ−1 ∼
1 i

i + 1
i + j

vα−1 ;

. si σ−1(1) ∈ {i+ 1, . . . , i+ j}, alors

τ(1) τ(i)
τ(i + 1)

τ(i + j)

v w ∼ (−1)|v||w|
1 i

i + 1
i + j

wβ−1 .

Par exemple, considérons σ un élément des permutations-shuffles Sh(i, j) ⊂ Si+j que l’on fait
agir sur un monôme de F (V )([[1, i+ j]]) :

. si σ−1(1) ∈ {1, . . . , i}, alors

1 i
i + 1

i + j

v w ∼
σ(1) σ(i)

σ(i + 1)
σ(i + j)

vσ wσ ∼
1 i

i + 1i + j

v ;

. si σ−1(1) ∈ {i+ 1, . . . , i+ j}, alors

1 i
i + 1i + j

v w ∼ (−1)|v||w|
1 i

i + 1
i + j

w .

Par exemple, l’action de S4 sur le monôme ω entraine l’apparition de signes :

1 2 3 4

v1

v2 v3 (12)7−→
2 1 3 4

v1

v2 v3 ∼
1 2 3 4

v1(12)

v2(12) v3 ;

1 2 3 4

v1

v2 v3 (23)7−→
1 2 3 4

v1(23)

v2 v3 v2 v3 ;

1 2 3 4

v1

v2 v3 (13)7−→ (−1)|v2||v3|
1 2 3 4

v1(132)

v3 v2(23) v3 ∼ (−1)|v2||v3|
1 4 3 2

v1(1243)

v3 v2 ;

1 2 3 4

v1

v2 v3 (13)(24)7−→ (−1)|v2||v3|
1 2 3 4

v1(13)(24)

v3 v2 .

Enfin, quand l’ensemble sous-jacent S est naturellement ordonné (notamment le cas où S = [[1,m]])
et qu’il n’y a pas d’ambiguïté , on représente les monômes sans préciser les éléments de S comme
par exemple les diagrammes ci-dessous :

v1 v2

v3

v4v5 ou
v1 v2

v3v4 v4 .
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CHAPITRE 5

DUALITÉ DE KOSZUL

En utilisant le fait que le foncteur Ind est exact et qu’il envoie une protopérade sur une propé-
rade, on construit, grâce au cas propéradique décrit par Vallette dans sa thèse [Val03], une adjonc-
tion bar-cobar et une dualité de Koszul pour les protopérades (cf. section 5.2). On finira ce chapitre
par des résultats sur le cas des protopérades quadratiques.

5.1 Dérivation

Après avoir défini les notions de protopérade et coprotopérade au chapitre 4, on construit ici
une théorie de dualité de Koszul pour ces objets. Pour cela, comme dans le cadre propéradique, on
commence par définir la notion de (co)produit infinitésimal, on définit des constructions bar et cobar
qui forment un couple de foncteurs adjoints (cf. section 5.2.1), puis on définit enfin une dualité de
Koszul (cf. section 5.2.2).

Pour cette section, on s’inspire très largement des idées de [Val03] et [MV09a, Sect. 3] : en effet,
comme nous allons le voir dans la suite, on peut reprendre quasiment mot à mot les énoncés de
[MV09a, Sect. 3], en remplaçant propérade par protopérade et ainsi construire une adjonction bar-
cobar dans le cadre protopéradique. Nous allons donc présenter les résultats dans ce nouveau cadre,
en utilisant des notations quasi-similaires. Cette forte ressemblance justifie notre choix de ne pas
faire de rappel sur le cadre propéradique.

5.1.1 (Co)Augmentation

5.1.1.1 Définition. Protopérade augmentée
On appelle protopérade augmentée toute protopérade (P, µ, η, ε) munie d’un morphisme d’augmenta-
tion ε : P → I , où I est l’unité du produit�c. On note protoperades

aug
k la catégorie des protopérades

augmentées. A une protopérade augmentée (P, µ, η, ε), on associe son idéal d’augmentation P , défini
comme le noyau de l’augmentation i.e. P := Ker(ε).

Soit (P, µ, η, ε) une protopérade augmentée. Alors on a l’isomorphisme de S-modules P ∼= I ⊕ P .
De plus, par la bigraduation fournie au lemme 4.3.2.5, on peut décomposer le produit de composition
connexe µ =

⊕
(r,s)∈(N∗)2 µ(r,s) avec

µ(r,s) :
(
(I ⊕ P )�c (I ⊕ P )

)(r,s)P −→ P .

171



5.1. Dérivation

5.1.1.2 Définition. Produit de composition partiel
Soit (P, µ, η, ε) une protopérade augmentée. On appelle produit de composition partiel la restriction
du produit µ

µ(1,1) :
(
(I ⊕ P )�c (I ⊕ P )

)(1,1)P −→ P .

On a également les définitions duales.

5.1.1.3 Définition. Coprotopérade co-augmentée
On appelle coprotopérade coaugmentée toute coprotopérade (Q,∆, ε, ν) munie d’un morphisme de
coaugmentation ν : I → Q qui nous fournit l’isomorphisme Q ∼= I ⊕ Q où Q = Coker(ν). On note
coprotoperades

coaug
k la catégorie des coprotopérades coaugmentées.

5.1.1.4 Définition. Coproduit partiel
Soit (Q,∆, ε, ν) une coprotopérade coaugmentée. On appelle coproduit partiel la composition du
coproduit ∆ avec la projection sur (Q�c Q)(1,1)Q :

∆ := π(1,1) ◦∆ : Q −→ (Q�c Q)(1,1)Q .

5.1.2 Bimodule infinitésimal sur une protopérade

Grâce à la notion de produit de composition partiel (cf. définition 5.1.1.2), on introduit la défini-
tion de bimodule infinitésimal au dessus d’une protopérade.

5.1.2.1 Définition. Bimodule infinitésimal
Soit (P, µ) une protopérade. Un P -bimodule infinitésimal est un S-module M muni de deux mor-
phismes de S-modules, appelés respectivement action à gauche et action à droite :

λ :
(
P �c (P ⊕M)

)(1)M →M et ρ :
(
(P ⊕M)�c P

)(1)M →M

tels que les diagrammes de compatibilité suivants commutent :

(i) l’associativité de l’action à gauche λ :

(
P �c P �c (P ⊕M)

)(1)M P�c(λ+µ) //

µ�c(P⊕M)

��
	

(
P �c (P ⊕M)

)(1)M

λ

��(
P �c (P ⊕M)

)(1)M

λ
// M ;

(ii) l’associativité de l’action à droite ρ :

(
(P ⊕M)�c P �c P

)(1)M (ρ+µ)�cP //

(P⊕M)�cµ
��

	

(
(P ⊕M)�c P

)(1)M

ρ

��(
(P ⊕M)�c P

)(1)M
ρ

// M ;
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(iii) la commutativité des actions à gauche et à droite :

(
P �c (P ⊕M)�c P

)(1)M (λ+µ)�cP //

P�c(ρ+µ)

��
	

(
(P ⊕M)�c P

)(1)M

ρ

��(
P �c (P ⊕M)

)(1)M

λ
// M .

5.1.2.2 Remarque. Quand P est une protopérade augmentée, la définition précédente est équiva-
lente à la donnée de deux actions λ′ : (P �c M+)(1)P ,(1)M → M et ρ′ : (M+ �c P )(1)M ,(1)P → M où
M+ = M ⊕ I, compatibles avec le produit de composition de la protopérade P . En effet, considérons
l’action à gauche de M , alors l’injection I ↪→ P induit le morphisme de S-modules

(
P �cM+

)(1)P (1)M

λ′

��

� _

��(
P �c (P ⊕M)

)(1)M

λ
// M

compatible avec le produit µ de P . Inversement, si l’on considère un S-module M muni d’un mor-
phisme

λ′ :
(
P �c (M+)

)(1)P (1)M −→M

compatible avec le produit µ de P , i.e. le diagramme suivant commute

(
P �c P �cM+

)(1)P ,(1)P ,(1)M P�c(λ
′+µ(1,1)) //

µ(1,1)�cM+

��
	

(
P �cM+

)(1)P ,(1)M

λ′

��(
P �cM+

)(1)P ,(1)M

λ′
// M .

Cette compatibilité et l’associativité du produit µ permettent d’étendre le morphisme λ′ à un mor-
phisme λ :

(
P �c (P ⊕M)

)(1)M →M , qui est le morphisme attendu. On a une équivalence similaire
pour ρ et ρ′.

5.1.2.3 Lemme. Soient P une protopérade et M un P -bimodule infinitésimal. Alors Ind(M) est un
Ind(P )-bimodule infinitésimal.

Pour la définition de bimodule infinitésimal dans un cadre propéradique, le lecteur pourra se
référer à [MV09a].

Démonstration. Le foncteur Ind est monoïdal pour les produits �c et ⊗conc et est additif (i.e. Ind(V ⊕
W ) ∼= Ind(V )⊕ Ind(W )) donc préserve la graduation par le poids :

Ind
((
P �c (P ⊕M)

)(1)M
)
∼=
(
IndP �c (IndP ⊕ IndM)

)(1)IndM .

5.1.2.4 Définition. Cobimodule infinitésimal
Soient (C,∆) une coprotopérade et N un S-bimodule. N est un C-bimodule infinitésimal s’il est
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muni de deux morphismes :

λ : N −→
(
C �c (C ⊕N)

)(1)N et ρ : N −→
(
(C ⊕N)�c N

)(1)N

tels que les diagrammes de compatibilité suivants commutent :

(i) compatibilité entre la co-action à gauche λ et le coproduit ∆ de C :

N
λ //

λ
��

(
C �c (C ⊕N)

)(1)N

C�c(∆+λ)

��

C �c (C ⊕N)
)(1)N

∆�c(C⊕N)
//
(
C �c C �c (C ⊕N)

)(1)N
;

(ii) compatibilité entre la co-action à droite ρ et le produit de composition ∆ de C :

M
ρ //

ρ

��

(
(C ⊕M)�c C

)(1)M

(∆+ρ)�cC
��(

(C ⊕M)�c C
)(1)M

(C⊕M)�c∆
//
(
(C ⊕M)�c C �c C

)(1)M
;

(iii) compatibilité entre la co-action à gauche et la co-action à droite :

M
λ //

ρ

��

(
C �c (C ⊕M)

)(1)M

C�c(∆+ρ)

��(
(C ⊕M)�c C

)(1)M

(∆+λ)�C
//
(
C �c (C ⊕M)�c C

)(1)M
.

5.1.3 (Co)Dérivations

5.1.3.1 Définition. Dérivation
Soient (P, µ) une protopérade augmentée et (M,λ, ρ) un P -bimodule infinitésimal. Une application
de S-modules d : P →M de degré n est une dérivation homogène si le diagramme suivant commute :

(
P �c P

)(1,1) µ(1,1)

//

d�cP+P�cd

��

P

d

��
M �c P ⊕ P �cM

ρ+λ
// M

autrement dit, pour tout p, q ∈ P

d ◦ µ(1,1)(p, q) = ρ(d(p), q) + (−1)n|p|λ(p, d(q)).

Une dérivation est une somme de dérivations homogènes. On note Dern(P,M) le k-module des déri-
vations de P dans M de degré n et le complexe des dérivations est noté Der•(P,M), de différentielle
[∂,−] qui, évaluée en δ ∈ Dern(P,N), vaut [∂, δ] = ∂N ◦ δ − (−1)|n|δ ◦ ∂P .
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5.1.3.2 Définition. Codérivation
Soient (C,∆) une coprotopérade co-augmentée et (N,λ, ρ) un C-cobimodule infinitésimal. Une ap-
plication de S-modules d : N → C de degré n est une codérivation homogène si le diagramme
suivant commute :

N
d //

λ+ρ

��

C

∆(1,1)

��
(N �c C)⊕ (C �c N)

d�cC+C�cd
// C �c C

.

On note Codern(C,N) le k-module des codérivations homogènes deC dansN de degré n et Coder•(C,N)

le complexe des codérivations.

5.1.3.3 Proposition. Soient P une protopérade augmentée, C une coprotopérade coaugmentée, M
un P -bimodule infinitésimal et N un C-cobimodule infinitésimal. On a les isomorphismes naturels :

Ind
(

Der•(P,M)
)
∼= Der•

(
Ind(P ), Ind(M)

)
;

Ind
(

Coder•(C,N)
)
∼= Coder•

(
Ind(C), Ind(N)

)
.

Démonstration. Ind est un foncteur monoïdal additif qui respecte la graduation en M .

5.1.3.4 Lemme. Soit F (V ) la protopérade libre sur le S-module V . Pour toute application θ :

V → F (V ) homogène (de degré noté |θ|), il existe une unique dérivation homogène de degré |θ|,
dθ : F (V ) → F (V ), telle que sa restriction à V est θ. Cette correspondance est bijective ; de plus, si
θ(V ) ⊂ F (ρ)(V ) alors on a dθ(F (s)(V )) ⊂ F (s+ρ−1)(V ).

Démonstration. Soit
⊗n

j=1(vj1⊗ . . .⊗ vjrj ) un représentant d’une classe de Vn = (V+)�cn avec chacun
des vjλ ∈ V+. On pose alors

dθ

( n⊗
j=1

(vj1⊗. . .⊗vjrj )
)

:=
∑

s∈[[1,n]]
i∈[[1,rs]]

(−1)λs,i
( s−1⊗
j=1

(vj1⊗. . .⊗vjrj )
)
⊗(vs1⊗. . .⊗θ(vsi )⊗. . .⊗vsrs)⊗

( n⊗
j=s+1

(vj1⊗. . .⊗vjrj )
)

où λs,i =
(∑s−1

j=1

∑rj
l=1 |v

j
l | + |vs1| + . . . + |vsi−1|

)
|θ| et où l’on a étendu θ à V+ en posant θ(I) = 0. dθ

est constante sur toute la classe d’équivalence de
⊗n

j=1(vj1 ⊗ . . . ⊗ vjrj ). Il suffit de le vérifier pour
n = 1 pour une transposition de vj et vj+1 (car les transpositions de la forme (j, j + 1) engendrent le
groupe symétrique) :

dθ
(
v1⊗ . . .⊗ vj+1 ⊗ vj ⊗ . . .⊗ vr

)
=

=
∑

i∈[[1,j−1]]

(−1)|θ|
∑i−1
l=1 |vl|v1 ⊗ . . .⊗ θ(vi)⊗ . . .⊗ vj+1 ⊗ vj ⊗ . . .⊗ vr

+ (−1)|θ|
∑j−1
l=1 |vl|v1 ⊗ . . .⊗ θ(vj+1)⊗ vj ⊗ . . .⊗ vr

+ (−1)|θ|
∑j−1
l=1 |vl|+|θ||vj+1|v1 ⊗ . . .⊗ vj+1 ⊗ θ(vj)⊗ . . .⊗ vr

+
∑

i∈[[j+2,r]]

(−1)|θ|
∑i−1
l=1 |vl|v1 ⊗ . . .⊗ vj+1 ⊗ vj ⊗ . . .⊗ θ(vi) . . .⊗ vr
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∼ (−1)|vj |vj+1|
( ∑
i∈[[1,j−1]]

(−1)|θ|
∑i−1
l=1 |vl|v1 ⊗ . . .⊗ θ(vi)⊗ . . .⊗ vj ⊗ vj+1 ⊗ . . .⊗ vr

+ (−1)|θ|
∑j−1
l=1 |vl|+|θ||vj |v1 ⊗ . . .⊗ vj ⊗ θ(vj+1)⊗ . . .⊗ vr

+ (−1)|θ|
∑j−1
l=1 |vl|v1 ⊗ . . .⊗ θ(vj)⊗ vj+1 ⊗ . . .⊗ vr

+
∑

i∈[[j+2,r]]

(−1)|θ|
∑i−1
l=1 |vl|v1 ⊗ . . .⊗ vj ⊗ vj+1 ⊗ . . .⊗ θ(vi) . . .⊗ vr

)

= (−1)|vj |vj+1|dθ
(
v1 ⊗ . . .⊗ vj ⊗ vj+1 ⊗ . . .⊗ vr

)
.

De plus, dθ se factorise à travers Ṽn : par un calcul similaire, on montre que sur les éléments de la
forme v̄ := (v1⊗v2⊗v3)⊗(v′1⊗1⊗v′3)−(−1)|v2|(|v3|+|v′1|)(v1⊗1⊗v3)⊗(v′1⊗v2⊗v′3), dθ(v̄) = 0. Ensuite, on
utilise pour conclure les mêmes arguments que dans le cadre propéradique (cf. [Val03, Lem. 87]) : la
surjectivité du produit de la protopérade libre F (V ) nous montre l’unicité de la dérivation dθ ainsi
que le fait que toute dérivation soit de cette forme.

De manière duale, on a le lemme suivant (qui est l’analogue protopéradique de [Val03, Lem.
88]) :

5.1.3.5 Lemme. Soit F c(V ) la coprotopérade colibre connexe sur le S-module V . Pour toute applica-
tion équivariante θ : F c(V ) → V homogène de degré |θ|, il existe une unique codérivation homogène
de même degré dθ : F c(V )→ F c(V ) telle que la composition

F c(V )
dθ−→ F c(V )

proj−→ V

est égale à θ ; cette correspondance est bijective ; de plus, si θ est nulle sur toutes les composantes
F c,(s)(V ) pour s 6= r, alors dθ(F c,(s+r−1)(V )) ⊂ F c,(s)(V ), pour s > 0.

5.1.3.6 Définition. Protopérade/coprotopérade quasi-libre
Une protopérade de la forme (F (V ), ∂ = ∂V +dθ) (resp. coprotopérade (F c(V ), ∂ = ∂V +dθ)) est dite
quasi-libre.

5.1.3.7 Proposition. La projection F (V ) → V d’une (co)protopérade quasi-libre sur ses indécom-
posables est un morphisme de S-modules si et seulement si θ(V ) ⊂

⊕
r>2 F (r)(V ).

Démonstration. cf. [Val03, Prop. 89].

5.2 Construction (Co)Bar et dualité de Koszul des protopé-
rades

Dans cette section, on définit les constructions bar et cobar dans le cadre protopéradique, pour
ensuite introduire la notion de complexe de Koszul associé à une protopérade.

5.2.1 Adjonction bar-cobar

On peut maintenant introduire la construction bar d’une protopérade. Pour cette construction,
on utilise la suspension des S-modules et l’on note par s le générateur du S-module Σ (cf. exemple
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1.1.1.3). Soit (P, µ, η, ε) une protopérade augmentée. Le produit de composition partiel µ(1,1) de P
induit une application équivariante homogène de degré −1

sµ2 : F c,(2)(ΣP ) −→ ΣP .

donnée par
sµ2

(
s.p1 ⊗ s.p2

)
:= (−1)|p1|s.µ(1,1)

(
p1 ⊗ p2

)
.

Par le lemme 5.1.3.5, on peut associer à sµ2 une codérivation dsµ2 : F c(ΣP ) → F c(ΣP ), homogène
de degré −1. On considère la codérivation ∂ := ∂P + dsµ2 : F c(ΣP ) → F c(ΣP ) avec ∂P la codériva-
tion induite par la différentielle interne de P . Montrons que ∂2 = 0, ce qui revient à montrer que
∂P dsµ2 + dsµ2∂P + d2

sµ2
= 0, car ∂P est une différentielle. Par la proposition 5.1.3.3, Ind(dsµ2) est

une codérivation de degré −1 (au sens propéradique). Comme le foncteur Ind(−) commute avec le
foncteur monoïde libre F (−), avec la suspension et est exact (donc commute avec le foncteur (−)),
on obtient donc

Ind
((

F c(ΣP ), ∂P + dsµ2

)) ∼= (F c(ΣInd(P )), ∂Ind(P ) + Ind(dsµ2)
)
.

Or la codérivation dsµ2 est la suspension du produit partiel µ(1,1), donc, comme le foncteur Ind

est compatible à la bigraduation par le poids en P de P �c P et commute à la suspension, on a
directement que Ind(dsµP2 ) est égale à d

sµ
Ind(P )
2

, la codérivation induite par le produit partiel de la
propérade Ind(P ). Finalement, on a :

5.2.1.1 Définition/Proposition. Construction bar
Soit (P, µ, ∂P ) une protopérade augmentée. On appelle construction bar de P la coprotopérade co-
augmentée quasi-libre : (

B(P ), ∂
)

:=
(
F c(ΣP ), ∂P + dsµ2

)
,

ce qui nous donne le foncteur :

B(−) : protoperadesaugk −→ coprotoperades
coaug
k .

De plus, les constructions bar respectives commutent au foncteur Ind :

Ind
(
B(−)

) ∼= B
(
Ind(−)

)
où le foncteur B de droite est la construction bar des propérades définie dans [Val03].

Par un argument dual, on a également la proposition suivante.

5.2.1.2 Définition/Proposition. Construction cobar
Soit (C,∆, ∂C) une coprotopérade co-augmentée. On appelle construction cobar de C la protopérade
augmentée quasi-libre : (

Ω(C), ∂
)

:=
(
F (Σ−1C), ∂C + ds−1∆2

)
,

ce qui nous donne le foncteur :

Ω(−) : coprotoperadescoaugk −→ protoperades
aug
k
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De plus, les constructions cobar respectives commutent au foncteur Ind :

Ind
(
Ω(−)

) ∼= Ω
(
Ind(−)

)
,

où le foncteur Ω de droite est la construction cobar des copropérades définie dans [Val03].

On déduit directement l’adjonction bar-cobar pour les protopérades de la propriété d’exactitude
du foncteur Ind.

5.2.1.3 Proposition. Les foncteurs B(−) et Ω(−) forment une paire de foncteurs adjoints :

Ω(−) : coprotoperadescoaugk
//
protoperades

aug
k : B(−)oo .

Démonstration. Par les propriétés du foncteur Ind et la proposition [MV09a, Prop. 17].

5.2.2 Dualité de Koszul

On s’inspire ici très largement de [Val03, Chap. 7] : encore une fois, les résultats sont similaires
au cadre propéradique, donc nous essaierons conserver au maximum les notations de [Val03].

§ 1 Définition de la duale de Koszul

Soit (P, µ) une protopérade augmentée, munie d’une graduation par le poids : on note cette
graduation supplémentaire par P =:

⊕
n∈N P

[n]. Elle induit une graduation supplémentaire sur sa
construction bar :

B(r)(P ) =
⊕
ρ∈N

B(r)(P )[ρ],

où B(r)(P ) = F (r)(ΣP ) est la graduation décrite au lemme 4.3.2.7. Il faut voir ici s comme le nombre
d’éléments de P et ρ le poids total induit par le poids de chaque élément de P . Comme le produit µ
de P respecte sa graduation par le poids, alors dsµ2

respecte la graduation induite sur B(P ) ; ainsi
on a

dsµ2

(
B(r)(P )[ρ]

)
⊂ B(r−1)(P )[ρ].

On obtient le lemme suivant.

5.2.2.1 Lemme. Soit P une protopérade (resp. Q une coprotopérade) graduée par un poids connexe,
c’est-à-dire que P [0] = I (resp. Q[0]) = I). Alors on a les égalités :

B(ρ)(P )[ρ] = F c,(ρ)(ΣP
[1]

) et B(r)(P )[ρ] = 0 pour r > ρ(
resp. Ω(ρ)(Q)[ρ] = F (ρ)(Σ−1Q

[1]
) et Ω(r)(Q)[ρ] = 0 pour r > ρ

)
.

Démonstration. cf. [Val03, Chap.7 Sect. 1].

5.2.2.2 Définition. Duale de Koszul
Soit P une protopérade (resp. Q une coprotopérade) graduée par un poids connexe. On définit la
duale de Koszul de P noté P ¡ (resp. de Q) par le S-module gradué par le poids :

P ¡[ρ] := H(ρ)

(
B∗(P )[ρ], dsµ2

)
(
Q ¡[ρ] := H(ρ)

(
Ω∗(Q)[ρ], ds−1∆2

))
.
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D’après le lemme 5.2.2.1, on a les égalités :

P ¡[ρ] = Ker
(
dsµ2 : B(ρ)(P )(ρ) → B(ρ−1)(P )(ρ)

)
et Q¡[ρ] = Coker

(
ds−1∆2

: Ω(ρ−1)(Q)(ρ) → Ω(ρ)(Q)(ρ)
)
.

De plus, si la protopérade P est concentrée en degré homologique 0, on a

(
B(r)(P )[ρ]

)
m

=

{
B(r)(P )[ρ] si m = r,

0 sinon
;

ainsi, la coprotopérade duale P ¡ n’est pas concentrée en degré 0 et vérifie

(
P ¡[ρ])

m
=

{
P ¡[ρ] si m = ρ,

0 sinon
.

5.2.2.3 Proposition. Le foncteur (−)¡ : (co)protoperades
aug
k → S-modgrk commute avec le foncteur

d’induction Ind.

Démonstration. Découle de l’exactitude du foncteur Ind et de la préservation de la graduation par
ce même foncteur.

On a directement un équivalent protopéradique de [Val03, Prop. 136].

5.2.2.4 Proposition. Soit P =
⊕

n P
[n] une protopérade (resp. Q =

⊕
nQ

[n] une coprotopérade),
graduée par un poids et connexe. Alors, la duale de Koszul de P est une sous-coprotopérade augmen-
tée graduée par un poids de F c(ΣP [1]) (respectivement la duale de Koszul de Q est une protopérade
augmentée graduée par un poids quotient de F (Σ−1Q[1])).

§ 2 Résolution de Koszul

5.2.2.5 Définition. Protopérade, coprotopérade de Koszul
Soient P et Q une protopérade et une coprotopérade, chacune graduée par un poids et connexe. P
est une protopérade de Koszul si l’inclusion P ¡ ↪→ B(P ) est un quasi-isomorphisme. De manière
duale, Q est une coprotopérade de Koszul si la projection Ω(Q)� Q¡ est un quasi-isomorphisme.

5.2.2.6 Proposition. Si P est une protopérade graduée par un poids connexe de Koszul, alors sa
duale P ¡ est une coprotopérade de Koszul et P ¡¡ = P .

Démonstration. Découle des propriétés du foncteur Ind et de [Val03, Prop.141].

5.2.2.7 Définition. Complexes de Koszul
Soit P une protopérade graduée par un poids. On appelle complexe de Koszul de P les complexes de
chaînes suivants :

(i)
(
P ¡ �c P, ∂ = ∂P + dr∆

)
, où la différentielle dr∆ est induite par l’application homogène de degré

−1 :
P ¡ ∆ // P ¡ �c P ¡ // // (P ¡ �c

(
I ⊕ P ¡

)[1]
)

// P ¡ �c (I ⊕ P [1]) ,

où le morphisme de droite est induit par l’isomorphisme (P
¡
)[1] ∼= P

[1] ;
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(ii)
(
P �c P ¡, ∂ = ∂P + dl∆

)
, où la différentielle dl∆ est induite par l’application homogène de degré

−1 :
P ¡ ∆ // P ¡ �c P ¡ // //

(
(I ⊕ P ¡

)[1] �c P ¡) // (I ⊕ P [1])�c P ¡ .

5.2.2.8 Théorème. Critère de Koszul
Soit P une protopérade graduée par un poids connexe. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) P est de Koszul ;

(ii) l’inclusion P ¡ ↪→ B(P ) est un quasi-isomorphisme ;

(iii) le complexe de Koszul
(
P ¡ �c P, ∂ = ∂P + dr∆

)
est acyclique ;

(iv) le complexe de Koszul
(
P �c P ¡, ∂ = ∂P + dl∆

)
est acyclique ;

(v) le morphismes de protopérades graduées par un poids Ω(P ¡)→ P est un quasi-isomorphisme.

Démonstration. Encore une fois, on utilise l’exactitude du foncteur Ind pour passer dans le monde
propéradique : le résultat découle alors directement des théorèmes [Val03, Th. 144, Th. 149].

5.2.3 Le cas des pro(to)pérades quadratiques

Cette sous-section s’inspire très largement de [Val08, Sect. 2] qui décrit la notion de propérade
quadratique : tous les résultats sont également valable dans le cadre protopéradique. Pour éviter
d’alourdir les énoncés, nous ne présentons que les résultats protopéradiques, mais nous nous y
référerons même pour leur utilisation dans un cadre propéradique. Soit V un S-(bi)module et R ⊂
F (2)(V ) : un tel couple (V,R) est appelé donnée quadratique. Comme les S-modules sous-jacents
à la pro(to)pérade libre F (V ) et à la copro(to)pérade libre F c(V ) sont isomorphes, on considère la
suite de S-(bi)modules :

R ↪→ F (2)(V ) ↪→ F (V ) ∼= F c(V )� F c,(2)(V )� F c,(2)(V )/R =: R.

Avec une telle suite, on définit naturellement une protopérade quotient de F (V ) ou une sous-
coprotopérade de F c(V ).

5.2.3.1 Définition. Protopérade, coprotopérade quadratique homogène
La pro(to)pérade quadratique homogène engendrée par V et R est la pro(to)pérade quotient de F (V )

par l’idéal engendré par R ⊂ F (2)(V ). On la note P(V,R). De manière duale, la copro(to)pérade
quadratique engendrée par V et R est la sous-copro(to)pérade de F c(V ) engendrée par F c,(2)(V )�

R. On la note C (V,R).

Par la suite, on désignera seulement par (co)pro(to)pérade quadratique toute (co)pro(to)pérade
quadratique homogène.

5.2.3.2 Remarque. Toute pro(to)pérade quadratique P(V,R) et toute copro(to)pérade quadratique
C(V,R) est graduée par son poids en V [Val03, Prop. 55].

5.2.3.3 Théorème. Duale de Koszul (−)¡ – [Val08, Th. 8]
Soit (V,R) une donnée quadratique. On note par Σ2R l’image de R dans F (2)(ΣV ) et Σ−2R le

quotient de F c,(2)(Σ−1V ) par Σ−2R. La copro(to)pérade duale de Koszul de P(V,R) est égale à

P(V,R)¡ = C (ΣV,Σ2R).
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Dualement, la pro(to)pérade duale de Koszul de C (V,R) est égale à

C (V,R)¡ = P(Σ−1V,Σ−2R).

De plus, P(V,R)¡¡ = P(V,R) et C (V,R)¡¡ = C (V,R).

5.2.3.4 Proposition. [Val03, Cor.154] – [Val08, Prop. 9]
Soit (V,R) une donnée quadratique avec V localement fini. Le dual linéaire de la copro(to)pérade

C (V,R) est la pro(to)pérade quadratique

(
C (V,R)

)∗
= F (V ∗)/〈R⊥〉

avec R⊥ ⊂ F (2)(V )∗ ∼= F (2)(V ∗). En particulier, on a

(
P(V,R)¡)∗ = P(Σ−1V ∗,Σ−2R⊥).

5.2.3.5 Lemme. Soit (V,R) une donnée quadratique avec V localement fini. Alors P = P(V,R) est
de Koszul si et seulement si (P ¡)∗ = P(Σ−1V ∗,Σ−2R⊥) est de Koszul.

Démonstration. On a les équivalences suivantes :

P est de Koszul ⇐⇒ P ¡ �c P est acyclique par le théorème 5.2.2.8
⇐⇒

(
P ¡ �c P

)∗ est acyclique
⇐⇒ (P ¡)∗ �c P ∗ est acyclique car V est localement fini ;

⇐⇒ (P ¡)∗ �c
((
P ¡)∗)¡

est acyclique

car
(
(P ¡)∗

)¡
=
(
P(Σ−1V ∗,Σ−2R⊥)

)¡
= C (V ∗, R

⊥
) = P(V,R)∗ ; ainsi, par le théorème 5.2.2.8, on a

l’équivalence souhaitée.

5.2.3.6 Définition. Duale de Koszul (−)!

Soit (V,R) une donnée quadratique avec V localement fini. A toute pro(to)pérade quadratique P =

P(V,R), on associe la pro(to)pérade appelée duale de Koszul de P :

P ! := P(V ∗, R⊥).

5.2.3.7 Remarque. Il est important de noter que cette définition diffère légèrement de celle donnée
par Vallette [Val03, Cor. 154], car on omet ici le décalage de degré homologique ainsi que la torsion
par les représentations signatures. De même, l’absence de ces représentations signatures fait que
cette définition ne correspond pas non plus au cadre opéradique (cf. [LV12]).

5.2.3.8 Proposition. Soient (V,R) une donnée quadratique avec V localement fini. P = P(V,R),
une pro(to)pérade quadratique de différentielle nulle, est de Koszul si et seulement si P ! = P(V ∗, R⊥)

est de Koszul.

Démonstration. On considère P = P(V,R) une pro(to)pérade quadratique de différentielle nulle
qui est de Koszul. Le complexe de Koszul associé à P est donné par P ¡�c P muni de la différentielle
∂r∆ décrite à la définition 5.2.2.7. P ¡ �c P est gradué par le poids en V . De plus, par définition, la
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différentielle ∂r∆ respecte ce poids : ainsi, le complexe de Koszul associé à P est la somme :

P ¡ �c P =
⊕
ρ∈N

(
P ¡ �c P

)(ρ)V ∼= ⊕
ρ∈N

⊕
a+b=ρ

(
P ¡ �c P

)(a,b)V
avec (

P ¡ �c P
)(a,b)V ∂r∆−→

(
P ¡ �c P

)(a−1,b+1)V
.

De plus, on a les isomorphismes :

(
P ¡ �c P

)(a,b)V
=
(
C (ΣV,Σ2R)�c P(V,R)

)(a,b)V
∼=
(
C (ΣV,Σ2R)�c P(ΣΣ−1V,Σ2Σ−2R)

)(a,b)V
∼= Σa+b

(
C (V,R)�c P(Σ−1V,Σ−2R)

)(a,b)V
∼= Σa+b

(
P(Σ−1V,Σ−2R)¡ �c P(Σ−1V,Σ−2R)

)(a,b)V
.

On a donc l’isomorphisme de complexes :

(
P(V,R)¡ �c P(V,R)

)(ρ)V ∼= Σρ
(
P(Σ−1V,Σ−2R)¡ �c P(Σ−1V,Σ−2R)

)(ρ)V
,

qui implique que P(V,R) est de Koszul si et seulement si P(Σ−1V,Σ−2R) est de Koszul. Pour finir,
on a

P(V,R) de Koszul 5.2.3.5⇐⇒ P(Σ−1V ∗,Σ−2R⊥) de Koszul ⇐⇒P(V ∗, R⊥) de Koszul,

ce qui conclut cette preuve.

5.3 Exemples de résultats de dualité

On commence cette section par rappeler la définition de loi de remplacement pour les propérades
et les résultats de Vallette sur les propérades définies par une loi de remplacement. On applique
ces résultats à la propérade DPois afin de restreindre l’étude de la koszulité de DPois à l’étude de
DLie.

5.3.1 Loi de remplacement pour les propérades

Dans sa thèse [Val03, Chap. 7 Sect. 5], Vallette nous donne un critère afin de simplifier l’étude de
la koszulité d’une propérade avec plusieurs générateurs. Il montre que, sous certaines conditions,
l’on peut se ramener à l’étude de sous-propérades. Considérons donc une propérade quadratique P
de la forme

F (V,W )/〈R⊕D ⊕ S〉,

où R ⊂ F(2)(V ), S ⊂ F(2)(W ), et

D ⊂
(
(I ⊕W )�c (I ⊕ V )

)(1)W ,(1)V
⊕(

(I ⊕ V )�c (I ⊕W )
)(1)V ,(1)W

.
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5.3.1.1 Définition. Loi de remplacement – [Val03, Chap. 7 Sect. 5.1]
Soit λ un morphisme de S-bimodules

λ :
(
(I ⊕W )�c (I ⊕ V )

)(1)W ,(1)V −→
(
(I ⊕ V )�c (I ⊕W )

)(1)V ,(1)W
.

(i) Lorsque le S-bimodule D est défini comme l’image de

(id,−λ) :
(
(I⊕W )�c(I⊕V )

)(1)W ,(1)V →
(
(I⊕W )�c(I⊕V )

)(1)W ,(1)V
⊕(

(I⊕V )�c(I⊕W )
)(1)V ,(1)W

,

on dit que λ est une loi de remplacement et on note D par Dλ.

(ii) On dit qu’une loi de remplacement λ est compatible avec les relations R et S si les deux
morphismes (

A�c B
)(1)V ,(2)W → P et

(
A�c B

)(2)V ,(1)W → P

sont injectifs, où A := P(V,R) et B := P(W,S).

5.3.1.2 Lemme. [Val03, lem. 155]
Toute propérade de la forme P := P(V ⊕W,R⊕Dλ⊕S), avec λ une loi de remplacement compatible,
vérifie l’isomorphisme de S-bimodules

P ∼= A�c B

avec A := P(V,R) et B := P(W,S).

5.3.1.3 Proposition. [Val03, Prop. 156 et 158]
Soit P une propérade de la forme P := P(V ⊕ W,R ⊕ Dλ ⊕ S), avec λ une loi de remplacement
compatible, telle que la somme ∑

m,n

dimk

(
(V ⊕W )(m,n)

)
soit finie et W de degré homologique nul. Alors on a l’isomorphisme de S-bimodules P ¡ ∼= B¡ �c A¡

avec A := P(V,R) et B := P(W,S). De plus, si les propérades A et B sont de Koszul, alors P est
également une propérade de Koszul.

Un premier exemple d’application est donné par le théorème suivant :

5.3.1.4 Théorème. [Val03, Cor. 157]
Les propérades quadratiques BiLie et Frob sont de Koszul.

Ce théorème s’appuie notamment sur les deux résultats classiques de dualité de Koszul pour les
opérades.

5.3.1.5 Remarque. Ici, le dual de Koszul (−)! est le dual de Koszul des opérades défini dans le
livre [LV12] qui ne coïncide par avec la définition donnée à la section 5.2.3. On a ici un twist par la
représentation signature des groupes symétriques du générateurs (cf. la remarque 5.2.3.7).

5.3.1.6 Proposition. [LV12, Chap. 9]
L’opérade As est de Koszul. De plus, elle est auto-duale i.e.

As! ∼= As.
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5.3.1.7 Proposition. [LV12] Les opérades Com et Lie sont de Koszul et sont duales l’une de l’autre :

Com! = Lie et Lie! = Com.

Citons également le résultat récent de koszulité suivant. (Pour les définitions des propérades
concernées, on se réfère à la section 4.1.3).

5.3.1.8 Théorème. [CMW16]
Les propérades quadratiques BiLie� et Frob� sont de Koszul.

5.3.2 Le cas de la propérade DPois

En ce qui concerne la propérade DPois, la proposition 5.3.1.3 justifie le fait que l’on se restreigne
à la sous-propérade DLie. En effet, la propérade DPois est de la forme

F
(
V ⊕W

)
\〈RAs ⊕Dλ ⊕RDJ〉

avec
F (V )/〈RAs〉 = As et F(W )/〈RDJ〉 = DLie

et Dλ est la relation de dérivation :

Dλ :=

1 2 3

1 2
−

2 1 3

1 2

−

1 2 3

1 2

.

Cette dernière est donnée par une loi de remplacement compatible, avec λ le morphisme de S-
bimodules suivant :

λ : (I ⊕W )�c (I ⊕ V )(1)W ,(1)V −→ (I ⊕ V )�c (I ⊕W )(1)V ,(1)W

donné par

λ :

1 2 3

1 2

7−→

2 1 3

1 2

+

1 2 3

1 2

.

5.3.2.1 Lemme. Les morphismes de S-bimodules

As�c DLie(1),(2) −→ DPois et As�c DLie(2),(1) −→ DPois

sont injectifs.

Démonstration. Commençons par montrer queAs�cDLie(2),(1) → DPois est injective. On considère
dans DPois, les termes

1 2 3 4

1 2

et
1 2 3 4

1 2

.
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Dans DPois, par la relation Dλ, on a les égalités

1

1

2

2 43

=

1

12 3

2

4

+

1

1
2

2

3
4

+
1

1 2

42 3

=

1 2 3 4

1 2

,

d’où l’injectivité de As �c DLie(2),(1) → DPois. Pour le morphisme As �c DLie(1),(2) → DPois, on a
vu que le double jacobiateur est une multidérivation, d’où l’injectivité du morphisme.

5.3.2.2 Corollaire. Si la propérade DLie est de Koszul, alors la propérade DPois l’est également.

Démonstration. Découle du lemme 5.3.2.1 et des propositions 5.3.1.6 et 5.3.1.3, la somme totale des
dimensions de V et W sur k étant clairement finie.

On a vu, par le corollaire 5.3.2.2, que, si la propérade DLie est de Koszul, alors la propérade
DPois l’est aussi. Nous cherchons donc à étudier la koszulité de la propérade DLie.

La copropérade duale de DLie est donnée, par le théorème 5.2.3.3, par

DLie¡ =
(
P(VDLie, RDJ)

)¡
= C (sVDLie, s

2RDJ).

On a vu, à la proposition 4.1.4.7, que la propérade DCom = P(V ∗DLie, R
⊥
DJ) vérifie

DCom(n, n) = DCom(n−1)(n, n) = sgn(Z/nZ)
xSn×Sopn
Z/nZ .

Par la proposition 5.2.3.4, on a l’isomorphisme C (sVDLie, s
2RDJ)∗ ∼= P(s−1V ∗DLie, s

−2R⊥DJ), donc on
a, pour tout entier naturel n > 0,

DLie¡(n, n) = sn−1sgn(Z/nZ)
xSn×Sopn
Z/nZ .

On a donc la proposition suivante.

5.3.2.3 Proposition. La propérade Ω(DLie¡) est la propérade libre (F(Σ−1W ), ∂∆) avec Σ−1W le
S-bimodule défini par Σ−1W (m,n) = 0 pour m 6= n ∈ N et

Σ−1W (n, n) := (Σ−1W )n−2(n, n) = sn−2Ind
(
sgn(Z/nZ) ↑SnZ/nZ

)
= span

〈
s−1ϕn := s−1

1

1

2

2

· · ·

· · ·

n

n

= (−1)n+1s−1

2

2

3

3

· · ·

· · ·

1

1
〉

avec Σ−1W (n, n) concentré en degré homologique n− 2 et dont la différentielle ∂∆ est induite par le
coproduit ∆ de la copropérade DLie¡.

Exhibons l’action de la différentielle sur les termes de degrés 2, 3 et 4.

. ϕ2 ∈ DLie¡ est un élément primitif, i.e. ∆(ϕ2) = (1⊗ 1)ϕ2 + ϕ2(1⊗ 1) alors

∂∆(s−1ϕ2) = −
(
(1⊗ 1)s−1ϕ2 + (−1)|ϕ2|s−1ϕ2(1⊗ 1)

)
= 0.

. On a vu que le S-bimodule DLie¡(3, 3) est engendré par ϕ3, l’escalier montant d’arité 3 qui est
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stable sous l’action diagonale du groupe cyclique donc

∆(ϕ3) =

2∑
i=0

σ−i(123)(ϕ2, 1)(1, ϕ2)σi(123) ;

donc

∂∆(s−1ϕ3) = −
( 2∑
i=0

(−1)|ϕ2|σ−i(123)(s
−1ϕ2, 1)(1, s−1ϕ2)σi(123)

)
=

2∑
i=0

σ−i(123)(s
−1ϕ2, 1)(1, s−1ϕ2)σi(123),

qui est exactement la relation double-Jacobi. Notons que ce calcul est semblable à celui fait
pour la relation (2.2.2).

. De même, DLie¡(4, 4) est engendré par ϕ4, avec

∆(ϕ4) =

3∑
i=0

σ−i(1234)

(
(ϕ2, 1)(1, ϕ3) + (ϕ3, 1)(1, ϕ2)

)
σi(1234) ;

donc

∂∆(s−1ϕ4) = −
3∑
i=0

σ−i(1234)

(
(−1)|ϕ2|(s−1ϕ2, 1)(1, s−1ϕ3) + (−1)|ϕ3|(s−1ϕ3, 1)(1, s−1ϕ2)

)
σi(1234)

=

3∑
i=0

σ−i(1234)

(
(s−1ϕ2, 1)(1, s−1ϕ3)− (s−1ϕ3, 1)(1, s−1ϕ2)

)
σi(1234).

5.3.3 P-algèbres homotopiques

On considère P une (pr)opérade et Ω(C) un modèle cofibrant de P.

5.3.3.1 Définition. P-algèbre homotopique
Soit V un complexe. Une structure de P-algèbre homotopique sur V est la donnée d’un morphisme
de propérades Ω(C)→ End V .

5.3.3.2 Exemple. Soit A une P-algèbre ; alors A est munie d’une structure canonique de P-algèbre
homotopique :

Ω(C) ∼−→ P −→ EndA.

On considère les exemples des algèbres associatives et des algèbres de Lie.

§ 1 Algèbres associatives à homotopie près

5.3.3.3 Définition. L’opérade As∞
L’opérade As∞

def
:= ΩAs¡ est l’opérade quasi-libre engendrée par

V :=
⊕
n>1

µn.k ⊗ k[Sn] =
1 2 ··· n

1

µn
⊗ k[Sn]
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et munie de la différentielle donnée par

∂ :
1 2 ··· n

1

µn
7−→

∑
k+l=n+1

16j6k

±

j ··· j+l−1

1 ··· j k

1

5.3.3.4 Définition. Algèbre associative à homotopie près
Une algèbre associative à homotopie près, également appelée A∞-algèbre, est un complexe de chaînes
(A, ∂) muni d’une famille d’opérations µn : A⊗n → A, n > 1, de degré n− 2 qui vérifient les relations∑

n=p+q+r
k=p+1+r
k>1,q>1

(−1)p+qrµk ◦ (id⊗p ⊗ µq ⊗ id⊗r) = 0, n > 1.

§ 2 Algèbres de Lie à homotopie près

5.3.3.5 Définition. Algèbre de Lie à homotopie près
Une algèbre de Lie à homotopie près, également appelée L∞-algèbre, est un complexe de chaînes
(A, ∂) muni d’une famille d’opérations ln : A⊗n → A, n > 1, de degré n− 2 qui, pour n > 2, vérifient
les relations ∑

p+q=n+1
p>1,q>1

∑
σ∈Sh−1

p,q

sgn(σ)(−1)(p−1)q(lp ◦1 lq)σ = ∂EndA(ln),

avec ∂End A la différentielle de EndA induite par ∂, la différentielle de A et où Sh−1
p,q est l’ensemble

des permutations (p, q)-unshuffle.

§ 3 Espaces de modules

Pour finir, citons les travaux de Yalin [Yal16, GY16] sur l’étude des algèbres sur un prop. Il définit
notamment l’espace de modules des structures de P -algèbres sur un complexe de chaînes, pour P
une prop(érade) cofibrante. Cette définition repose notamment sur la définition et les propriétés de
Ω•.

5.3.3.6 Définition. Algèbre commutative Ω•

On pose, pour tout n ∈ N, l’algèbre différentielle graduée commutative Ωn, donnée par

Ωn :=
(

Symk

(
ti, dti|i ∈ [[1, n+ 1]]

)/(
1−

∑
iti,
∑
idti
)
, ∂(ti) = dti

)
,

où |ti| = 0 et |dti| = −1.

5.3.3.7 Proposition. [BG76]

(i) Les algèbres commutatives Ωn forment un objet simplicial n 7→ Ωn de la catégorie CDGAk.

(ii) La catégorie CDGAk est enrichie en ensembles simpliciaux par la structure suivante :

Map(A,B) := HomCDGAk(A,B ⊗ Ω•)

muni de la structure simpliciale provenant de celle de Ω•.
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5.3. Exemples de résultats de dualité

5.3.3.8 Définition. Espace de modules des structures de P -algèbres - (cf. [GY16, Déf. 2.8])
Soient P∞ un prop cofibrant et X un complexe de chaînes. L’espace de modules des structures de
P -algèbres sur X est l’ensemble simplicial défini par

P∞{X} := Homprop

(
P∞,EndX ⊗ Ω•

)
,

où EndX ⊗ Ω• est le prop donné par (EndX ⊗ Ω•)(m,n) = EndX(m,n)⊗ Ω•, pour tous entiers m et
n positifs non-nuls.
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BASES PBW

Comme nous l’avons montré dans le chapitre précédent, on peut ramener l’étude de la Koszulité
de certaines propérades à un cadre protopéradique, ce qui, par ce passage aux S-modules, simplifie
la combinatoire et diminue la taille du complexe sous-jacent. Pour les opérades, qui ont, elles aussi,
une combinatoire plus simple que les propérades, il existe diverses techniques afin de montrer
qu’une opérade est de Koszul : réécriture, bases PBW, méthode des posets, bases de Gröbner, etc ...
À ce sujet, on pourra consulter [LV12, Chap. 8] ou également [DK10].

Hoffbeck, dans son article [Hof10], introduit la notion de base de Poincaré-Birkhoff-Witt (ou
base PBW) pour une opérade quadratique O = F (V )/〈R〉. Cette notion repose essentiellement sur
la définition (cf. [Hof10, Sect. 3.1 – 3.6]) d’un ordre partiel sur des arbres étiquetés par des éléments
de BV , une base totalement ordonnée de V , qui est compatible avec les compositions shuffle des
opérades. Il démontre alors un critère PBW pour les opérades de Koszul :

Théorème. [Hof10, Th. 3.10] – Critère de Poincaré-Birkhoff-Witt
Une opérade quadratique réduite, finiment engendrée et concentrée en degré 0 qui est munie d’une
base PBW est de Koszul.

La preuve repose essentiellement sur l’idée suivante. Si O = F (V )/〈R〉 est une opérade qua-
dratique vérifiant les hypothèses du théorème, alors la base PBW de O nous permet de filtrer la
construction bar BO de l’opérade O. Hoffbeck démontre (cf. [Hof10, Sect. 4.6]) que les termes E1

p,q

de la première page de cette suite spectrale s’annulent quand le poids est différent du degré homo-
logique, ce qui lui permet de conclure.

Ce chapitre est une tentative d’adapter la preuve de ce théorème au cadre protopéradique ; fixons
P = F (V )/〈R〉 une protopérade avec V localement fini, munie d’une base totalement ordonnée. On
commencera par définir la notion de protopérade shuffle (cf. section 6.1) et on donnera une des-
cription combinatoire, en termes de murs et de coloriages (cf. section 6.1.3), du complexe BF (V )

(cf. section 6.1.4). Pour suivre la stratégie de la démonstration de Hoffbeck pour la cas opéradique,
on définit un ordre sur les murs étiquetés par les éléments de V , ordre compatible avec les com-
positions shuffles (cf. section 6.2.1) ce qui nous permet de définir la notion de base PBW pour une
protopérade. En utilisant la description combinatoire de BF (V ) et l’ordre induit par la base PBW
de P , on filtre le complexe BP : on associe donc au complexe BP une suite spectrale.

Malheureusement la combinatoire des briques, notamment l’apparition de genre dans les graphes
sous-jacents aux murs, complique la suite spectrale : contrairement au cas opéradique, il reste des
cycles de poids plus petit que le degré homologique à la page E1. On étudiera dans la section 6.2.3
où apparaissent (ou non) ces cycles.
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6.1 Protopérade-shuffle

Pour étudier la Koszulité d’une opérade O, on peut par exemple montrer l’existence d’une base
PBW pour celle-ci (cf. [LV12, Hof10]). La notion de base PBW repose très fortement sur la notion
d’opérade-shuffle. À toute opérade O, on associe une opérade shuffle Of , qui lui est isomorphe en
tant que complexe de chaînes, mais qui est plus rigide, dans le sens où l’on a oublié la structure de
S-module en choisissant un représentant canonique (grâce à l’ordre) de chaque élément. Copiant le
cadre opéradique, nous allons dans un premier temps, développer la notion de protopérade-shuffle
avant ensuite de définir la notion de base PBW.

On pose Ord la sous-catégorie de poset où les objets sont les ensembles finis totalement ordon-
nés (donc en particulier sont des ensembles non-vides) et les morphismes sont les bijections qui
préservent les ordres. On a le foncteur oubli (−)f vers la catégorie Fin :

(−)f : Ord −→ Fin.

6.1.0.1 Remarque. Si S et T sont deux ensembles totalements ordonnés tels que Sf ∼= T f , alors
HomOrd(S, T ) contient un unique élément. Tout foncteur P : Fin → Chk induit un foncteur P f :

Ord→ Chk

6.1.1 Produit shuffle

On va décrire un nouveau produit monoïdal, équivalent dans le monde shuffle du produit �c.
On reprend donc la terminologie introduite en 3.1.3 et on pose les foncteurs Ysh : Ordop → Finop et
X sh : Ordop → Finop définis de la manière suivante : pour S, un ensemble fini totalement ordonné

Yshr (S) :=
{
I = (Ij)j∈R ∈ Y ordr (Sf ) | min(I1) < min(I2) < . . . < min(Ir)

}
.

et Ysh(S) :=
∐
r∈N∗ Yshr (S). On pose également

X shr (S) := Yshr (S)×2 et X sh(S) :=
∐
r∈N∗

X shr (S).

6.1.1.1 Remarque. L’ordre de S nous fournit, pour tout entier naturel r non-nul, une section cano-
nique du passage au quotient Yordr (S)� Yr(S) par l’action du groupe Sr.

On a le lemme trivial, mais pourtant essentiel, suivant :

6.1.1.2 Lemme. On a les diagrammes commutatifs de foncteurs suivants

Ordor
(−)f //

Ysh(−) $$
	

Finor

Y(−)zz
Finor

et Ordor
(−)f //

X sh(−) $$
	

Finor.

X (−)zz
Finor

où X (−) et Y(−) sont les foncteurs définis à la section 3.1.1.
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Démonstration. La commutativité correspond au choix d’un représentant particulier pour les élé-
ments de Y(−).

On a, pour tout ensemble fini S totalement ordonné, le produit

KshS : Ysh(S)× Ysh(S) −→ Ysh(S)

avecKshS (I, J) l’ensemble ordonné des classes d’équivalences pour la relation ∼
I,J

(cf. définition 3.1.1.9).

Comme K (cf. définition 3.1.1.13), le produit Ksh est associatif. Soient M et S deux ensembles finis
totalement ordonnés ; toute injection monotone j : M ↪→ S induit un morphisme

ιj : Ysh(M) −→ Ysh(S)

tel que, pour K = {Ka}a∈[[1,r]] ∈ Yshr (M),

ιj(K) =
{
j(Ka)

}
a∈[[1,r]]

q
∐

s∈S\j(M)

{s}.

Soient M,N et S trois ensembles finis totalement ordonnés et le diagramme d’injections monotones
ϕ :=

(
i : M ↪→ S ←↩ N : j

)
telles que {

im(i) ∪ im(j) = S

im(i) ∩ im(j) 6= ∅

alors on a le produit
µϕ : Ysh(M)× Ysh(N) −→ Ysh(S),

donné par la réunion des images des partitions de M et N par i et j, complétée par des singletons,
i.e. défini par la composée suivante

Ysh(M)× Ysh(N)
ιi×ιj //

µϕ:= ..

Ysh(S)× Ysh(S)

KS
��

Ysh(S) .

On a le diagramme commutatif suivant :

X sh(M)×X sh(N)
KshM×K

sh
N //

µ×2
ϕ

��

Ysh(M)× Ysh(N)

µϕ

��
X sh(S)

KshS
// Ysh(S) .

Finalement, on pose le foncteur X conn,sh(−) : Ordop → Finop, donné, pour S un ensemble fini totale-
ment ordonné, par

X conn,sh(S) :=
{

(I, J) ∈ X sh(S)
∣∣ KshS (I, J) =

{
S
}}
.

6.1.1.3 Définition/Proposition. Produit shuffle connexe
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On appelle produit shuffle connexe le bifoncteur

−��c − : Func(Ordop, Chk)× Func(Ordop, Chk) −→ Func(Ordop, Chk)

défini, pour P et Q deux objets de Func(Ordor, Chk) et S un ensemble fini totalement ordonné, par

(
P ��c Q

)
(S) :=

⊗
(K,L)∈X conn,sh(S)

m⊗
i=1

P (Ki)⊗
n⊗
j=1

Q(Lj).

6.1.1.4 Lemme. Le produit��c est associatif. De plus, pour tout couple (A,B) d’objets de Func(Ordop, Chk),
l’endofoncteur

ΦA,B : Func(Ordop, Chk) −→ Func(Ordop, Chk)

X 7−→ A��c X ��c B

est analytique scindé.

Démonstration. Il suffit d’adapter la démonstration du lemme 3.1.3.3, en remplaçant le produit �c
par le produit ��c .

6.1.1.5 Proposition. La catégorie
(
Func(Ordop, Chk),��c , τ, I = I(∗) = k

)
est monoïdale symétrique

abélienne et préserve les coégalisateurs réflexifs ainsi que les colimites séquentielles.

Démonstration. Il suffit d’adapter la démonstration de la proposition 3.1.3.4.

6.1.1.6 Définition. Protopérade shuffle
On appelle protopérade shuffle tout monoïde unitaire de la catégorie

(
Func(Ordop, Chk),��c , I

)
.

Enfin, on a le résultat de compatibilité suivant, qui est central dans la suite de cette section.

6.1.1.7 Proposition. Le foncteur

(−)f :
(
S-modrédk ,�c

)
−→

(
Func(Ordop, Chk),��c

)
est monoïdal symétrique.

Démonstration. Soient S un ensemble fini totalement ordonné et P et Q deux S-modules réduits.
On a les isomorphismes :

(
P �c Q

)f
(S) =

(
P �c Q

)
(Sf )

∼=
⊕

(K,L)∈Xconn(Sf )

⊗
α∈A

P (Kα)⊗
⊗
β∈B

Q(Lβ)

∼=
lem.6.1.1.2

⊕
(K̃,L̃)∈X conn,sh(S)

P (K̃1)⊗ . . .⊗ P (K̃m)⊗Q(L̃1)⊗ . . .⊗Q(L̃n)

∼=
(
P f ��c Qf

)
(S),

ce qu’il fallait démontrer.

Comme dans le cas des protopérades, on a, grâce aux résultats de [Val09] et au lemme 6.1.1.4,
une description de la protopérade shuffle libre.
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6.1.1.8 Définition/Proposition. Soit V un foncteur de Func(Ordop, Chk). On note F�(V ) la proto-
pérade shuffle libre décrite, pour tout ensemble S fini totalement ordonné, par :

F�(V )(S) ∼=
⊕

K∈Wconn(S)

n⊗
i=1

V (Ki).

6.1.1.9 Remarque. Comme dans le cas pro(to)péradique, la description de l’objet libre dans une
catégorie monoïdale symétrique abélienne préservant les coégalisateurs réfléxifs et les colimites
séquentielles faite par Vallette justifie la terminologie libre dans la définition précédente ; ainsi,
pour A une protopérade shuffle et ϕ : V → A un morphisme de la catégorie Func(Ordor, Chk), il
existe un unique morphisme de protopérade shuffle qui fasse commuter le diagramme

V �
� //

ϕ --

F�(V )

∃!
��
A.

Par la proposition 6.1.1.7, on a l’énoncé suivant.

6.1.1.10 Corollaire. Soit V un S-module réduit. Alors on a l’isomorphisme de protopérade shuffle

F�(V f ) ∼=
(
F (V )

)f
.

De plus, pour 〈R〉 ⊂ F (V ) un idéal, alors 〈R〉f est un idéal de F�(V f ), et on a l’isomorphisme de
S-modules

F�(V f )/〈R〉f ∼=
(
F (V )/〈R〉

)f
.

6.1.2 Définition par les compositions partielles

Comme dans le cas opéradique et protopéradique (cf. section 4.2.3), on peut décrire une structure
de protopérade shuffle comme la donnée d’un ensemble de compositions partielles avec certaines
compatibilités. C’est l’objet de cette section.

6.1.2.1 Définition. Compositions shuffle partielles
Soit P un foncteur de Func(Ordop, Chk) muni d’un morphisme ε : I ↪→ P avec I(S) = k si |S| = 1

et 0 sinon. Soient M,N et S trois ensembles finis totalement ordonnés munis des diagrammes
d’injections monotones :

ϕ :=
(
i : M ↪→ S ←↩ N : j

)
et ϕop :=

(
j : N ↪→ S ←↩ M : i

)
et telles que {

im(i) ∪ im(j) = S

im(i) ∩ im(j) 6= ∅
. (6.1.1)

On dit que P est muni d’un système de compositions shuffle partielles si, pour tout diagramme
d’injections monotones tel que ϕ, on a un morphisme de complexes de chaînes

◦
ϕ

: P (M)⊗ P (N) −→ P (S) ,
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qui vérifie les propriétés de compatibilités suivantes. Pour tout diagramme commutatif d’injections

M

%%
ϕ

N

yy %% ψ
U

yy
R

%% ξ
S

yy
T

avec
M

## ξL
S

||
T

et R

## ξR
U

{{
T

tels que les quatres couples de flèches ϕ,ψ, ξL et ξR vérifient la propriété 4.2.2, les compositions
partielles vérifient les trois axiomes d’associativités suivants :

Axiome d’associativité
( )

P (M)⊗ P (N)⊗ P (U)
1⊗◦

ψ //

◦
ϕ
⊗1
��

P (M)⊗ P (S)
◦
ξL��

P (R)⊗ P (U) ◦
ξR

// P (T ) ;

Axiome V ( )

P (N)⊗ P (M)⊗ P (U)
(◦
ψ
⊗1)(1⊗τ)

//

◦
ϕop
⊗1
��

P (S)⊗ P (M)
◦
ξ
op
L��

P (R)⊗ P (U) ◦
ξR

// P (T ) ;

Axiome Λ ( )

P (M)⊗ P (U)⊗ P (N)
1⊗ ◦

ψop //

(1⊗◦
ϕ

)(τ⊗1)
��

P (M)⊗ P (S)
◦
ξL��

P (U)⊗ P (R) ◦
ξ
op
R

// P (T ).

.

Ces compositions shuffle partielles vérifient également une propriété d’existence d’unité : pour
tout diagramme d’injections de la forme

ϕ :=
(
i : {∗} ↪→M

∼=←M : id
)
,

on a les diagrammes commutatifs

I({∗})⊗ P (M)

∼= ..

� � ε⊗id // P ({∗})⊗ P (M)

◦
ϕ

��
P (M)

et P (M)⊗ I({∗})

∼= --

� � id⊗ε // P (M)⊗ P ({∗})
◦
ϕop

��
P (M) .

6.1.2.2 Proposition. Un foncteur covariant P : Ordop → Chk est muni d’un système de compositions
shuffle partielles si et seulement si P est muni d’une structure de protopérade shuffle.

Démonstration. Encore une fois, on adapte juste la preuve de la proposition 4.2.3.2 au cadre shuffle.
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Une remarque importante. Dans la suite, lorsque l’on considérera un diagramme d’injection
monotones ϕ :=

(
i : M ↪→ S ←↩ N : j

)
, ou que l’on considérera un produit shuffle ◦

ϕ
associé, on

supposera toujours, même si cela n’est pas précisé, qu’il vérifie la condition (6.1.1).

6.1.3 Le complexe du Lego R©

§ 1 Un peu de couleur

Dans cette sous-section, on définit la notion de coloriage d’un mur. Comme cette notion n’est pas
propre au monde shuffle, i.e. l’ordre n’intervient pas, on considère donc S, un ensemble fini non-vide.

6.1.3.1 Définition. Coloriage

Soit (K,6K) ∈ W(S) un mur au dessus de S. On appelle coloriage (connexe) de K la donnée d’un
morphisme surjectif d’ensembles finis ϕ : K � C, où C est appelé l’ensemble de couleurs, vérifiant
les conditions suivantes :

(i) la relation binaire 6ϕ induite sur C par l’ordre partiel de K, définie, pour tout c1, c2 ∈ C, par

c1 6ϕ c2 si ∃k1 ∈ ϕ−1(c1), k2 ∈ ϕ−1(c2) tel que k1 6K k2;

est un ordre partiel ;

(ii) les fibres de ϕ sont connexes, c’est-à-dire que pour toute couleur c ∈ C, on a

ϕ−1(c) ∈ Wconn(Sc)

avec Sc :=
⋃
Kα∈ϕ−1(c)Kα.

On note Succ(ϕ) ou Succ(C) l’ensemble des couleurs successives. Deux coloriages ϕ : K � C et
ψ : K � D d’un mur K sont isomorphes s’il existe un isomorphisme Φ : (C,6ϕ)→ (D,6ψ) de posets
faisant commuter le diagramme

K
ψ

"" ""

ϕ

}}}}
C

∼=
Φ

// D.

On note Col(K) l’ensemble des coloriages du mur K à isomorphisme près :

Col(K) :=
{
ϕ : K → C|ϕ un coloriage

}
/∼=,

qui est gradué par le nombre de couleurs :

Col•(K) =
∐
n∈N∗

Coln(K) avec Coln(K) :=
{
ϕ ∈ Col(K) | #ϕ(K) = n

}
.

6.1.3.2 Remarque. (i) Comme tout coloriage ϕ : K → C est une application surjective, on a
que pour toute couleur c ∈ C, l’ensemble des briques coloriées par c est non-vide, c’est-à-dire
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ϕ−1(c) 6= ∅. De plus, comme K ∈ W(S), on a
⋃
c∈C Sc = S avec

Sc :=
⋃

Kα∈ϕ−1(c)

Kα.

(ii) Notons que Coln(K) = ∅ si n > |K| et Col|K|(K) est réduit à un seul élément (voir l’exemple
6.1.3.3).

(iii) Soit K ∈ W(S) un mur non-connexe. La décomposition en composantes connexes (cf. proposi-
tion 4.4.1.16) de K = K1 q . . .qKn implique qu’on a le produit gradué :

Col•(K) =

n∏
i=1

Col•(K
i).

6.1.3.3 Exemple. Top-Coloriage
Pour tout mur K, l’identité K → K définit un coloriage appelé top-coloriage, qui colore chaque
brique de K en une couleur différente. Par exemple, on représente le top-coloriage du mur suivant

par le diagramme coloré :
.

6.1.3.4 Exemple. Bot-Coloriage
Pour tout mur K connexe, la projection sur un point K → {∗} définit un coloriage appelé bot-
coloriage, qui colore toutes les briques de K d’une seule couleur. Par exemple, on représente le
bot-coloriage du mur suivant par :

.

Si K ∈ W(S) est un mur non connexe, alors, par la proposition 4.4.1.16, on a K1 q . . . q Kn sa
décomposition en composantes connexes, et le bot-coloriage de K noté botK est donné par botK =

botK1
q . . .q botKn ; par exemple :

.

6.1.3.5 Non-exemple. On considère le mur à quatre briques K = {Ka,Kb,Kc,Kd} ∈ Wconn([[1, 4]])

avec
Ka = {1, 2},Kb = {3, 4},Kc = {2, 3} et Kd = {1, 4}

et l’ordre partiel Ka < Kc, Ka < Kd, Kb < Kc et Kb < Kd. On considère l’application surjective
f : K → {N,B} qui envoie Ka et Kc sur N ainsi que Kb et Kd sur B : on représente f diagrammati-
quement par

a b
cd d .

L’application f ne définit pas un coloriage, car la relation binaire 6f induite par l’ordre de K n’est
pas un ordre partiel.

6.1.3.6 Non-exemple. Pour la même raison que dans le non-exemple 6.1.3.5, le diagramme

n’est pas le diagramme d’un coloriage.
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6.1.3.7 Non-exemple. Le diagramme

n’est pas le diagramme d’un coloriage, car le mur blanc n’est pas connexe.

6.1.3.8 Lemme. Soient S un ensemble fini non-vide, K ∈ W(S) un mur au dessus de S et ϕ : K � C

un coloriage de K avec Succ(C) 6= ∅ (ce qui implique |C| > 1). Pour (c1 < c2) ∈ Succ(C) deux couleurs
successives, on a le diagramme

K
ϕ // //

∃!ϕ̃ **

C

πc2c1����
C/c1∼c2

où πc2c1 fait l’identification des deux couleurs c1 et c2 de C et l’application ϕ̃ définit un coloriage de K.

Démonstration. Découle de la proposition 4.4.1.2.

6.1.3.9 Exemple. Si on considère le mur K à cinq briques et ϕ : K � {B,N,G} (avec B pour blanc,
G pour gris et N pour noir) représenté par

,

on a le coloriage à trois couleurs de K donné par la représentation diagrammatique

,

avec G 6 N 6 B ; alors, comme G et N sont deux couleurs successives du coloriage, ϕ induit un
coloriage ϕ̃ : K � C/G∼N à deux couleurs que l’on représente diagrammatiquement par :

.

De même, ϕ induit un coloriage ϕ̂ : K � C/N∼B à deux couleurs, représenté par

.

Par contre, comme G et B ne sont pas des couleurs successives, l’application ϕ̄ : K � C/G∼B ne
définit pas un coloriage de K, car

,

n’est pas un coloriage.

6.1.3.10 Lemme. Soient S un ensemble fini non-vide, K ∈ W(S) un mur (resp. K ∈ Wconn(S) un
mur connexe) au dessus de S et ϕ : K � C un coloriage de K. On note ∼ϕ la relation d’équivalence
induite sur K par ϕ, i.e. pour k et l deux éléments de K, on a k ∼ϕ l si ϕ(k) = ϕ(l). Alors K/∼ϕ est un
mur (resp. K/∼ϕ est un mur connexe) au dessus de S.

Démonstration. Découle de la proposition 4.4.1.2 et de la définition de coloriage.
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6.1.3.11 Lemme. Soit K ∈ Wconn(S) un mur connexe et ϕ : K → C un coloriage de K avec |C| > 1.
Alors l’ensemble Succ(ϕ) est de cardinal |C| − 1.

Démonstration. Soient c et d deux couleurs différentes de C et (Kα,Kβ), un couple d’éléments d’un
mur K ∈ Wconn(S) tels que ϕ(Kα) = c et ϕ(Kβ) = d. Par la propriété de connexité, il existe une
suite d’éléments Kα = K0,K1, . . . ,Kn−1,Kn = Kβ tels que, pour tout i ∈ [[0, n − 1]], l’intersection
Ki ∩Ki+1 est non-vide. Quitte à ajouter des éléments de K dans cette suite, on peut supposer que,
pour tout i ∈ [[0, n− 1]], ou bien (Ki,Ki+1) ∈ Succ(K) ou bien (Ki+1,Ki) ∈ Succ(K). De plus, comme
les couleurs c et d sont différentes, il existe une couleur e différente de c, i.e. e ∈ C\{c} et r ∈ [[1, n]]

tels que

ϕ(Ki) =

{
c si i ∈ [[0, r − 1]]

e si i = r
.

Ainsi, on a que les couleurs c et e sont successives donc (c, e) ∈ Succ(ϕ) ou (e, c) ∈ Succ(ϕ). En
particulier, si le nombre de couleurs est de |C| = 2 alors les couleurs e et d sont les mêmes et donc
le nombre de couleurs successives est réduit à |Succ(ϕ)| = 1. Supposons par récurrence que, pour
tout coloriage ϕ : K −→ C à n couleurs, i.e. |C| = n, alors le nombre de couleurs successives est de
|Succ(ϕ)| = n − 1. Soit ϕ : K → C un coloriage à n + 1 couleurs. D’après ce qui précède, il existe au
moins une paire de couleurs successives, i.e. Succ(ϕ) 6= ∅ : on considère donc (c, d) ∈ Succ(ϕ). Par le
lemme 6.1.3.8, on associe le coloriage ϕ̃ à la paire (c, d) :

K
ϕ // //

∃ϕ̃ **

C

πdc����
C/c∼d

.

Par récurrence, comme |C/c∼d| = n, on a que |Succ(ϕ̃)| = n − 1. De plus, on a la bijection Succ(ϕ) ∼=
Succ(ϕ̃)q {(c, d)}, ce qui conclut cette preuve.

§ 2 Le complexe des coloriages

On considère de nouveau S un ensemble fini totalement ordonné : pour tout mur (K,6K) ∈ W(S)

au dessus de S, il existe un ordre total canonique ≺K sur K, induit par celui de S, qui prolonge
l’ordre partiel de K. Pour Ka et Kb dans K, on a Ka ≺K Kb, si :

. Ka ∩Kb 6= ∅ et Ka <K Kb (car Ka ∩Kb 6= ∅ implique que Ka et Kb sont comparable pour 6K) ;

. Ka ∩ Kb = ∅ et h(Ka) <N h(Kb) avec h(Kα) la hauteur de la brique Kα dans le mur K (cf.
définition 4.4.1.1 (v)) ;

. Ka ∩Kb = ∅, h(Ka) = h(Kb) et min(Ka) <S min(Kb).

6.1.3.12 Lemme. Pour tout mur connexe K ∈ Wconn(S) et tout coloriage ϕ ∈ Col(K), l’ensemble des
paires de couleurs successives Succ(ϕ) est muni d’un ordre total ≺ϕ défini de la manière suivante :
pour c = (c1, c2) et d = (d1, d2), deux éléments de Succ(ϕ), on a c ≺ϕ d si

min≺K

(
ϕ−1(c1) ∪ ϕ−1(c2)

)
≺K min≺K

(
ϕ−1(d1) ∪ ϕ−1(d2)

)
.

On numérote ainsi les projections πdc : si (c < d) ∈ Succ(ϕ) est le i-ème élément (pour l’ordre total
≺ϕ), on note ∂i := πdc . De plus, on remarque que ∂i∂j = ∂j−1∂i pour i <N j. On a donc la proposition
suivante.
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6.1.3.13 Proposition. Soit S un ensemble totalement ordonné. Pour tout murK ∈ Wρ(S) à ρ briques
au dessus de S, l’ensemble Col•(K) est un ensemble pré-simplicial augmenté

Colρ(K) ... //
//
· · · Col4(K) ////

//
Col3(K) // // Col2(K) // Col1(K)

avec Colρ(K) = {topK} et Col1(K) = {botK}.

6.1.3.14 Exemple. On étudie en détails l’ensemble pré-simplicial augmenté des coloriages du mur
K ∈ Wconn([[1, 4]]) représenté par . Comme K n’a que 4 briques, il est réduit à

Col4(K) ////
//
Col3(K) //// Col2(K) // Col1(K) .

. Col4(K) ne contient que le top-coloriage de K :

top−→ .

Succ(top) muni de son ordre total ≺top est donc donné par :

Succ(top) =
{

≺top ≺top
}

où chaque diagramme représente une paire de briques successives, ce qui nous donne les trois

flèches Col4(K) // //

∂i //
Col3(K) représentées par :

∂1−→ ;
∂2−→ ;

∂3−→ .

. Col3(K) est composé des trois coloriages représentés par

, et .

De même, on a les ensembles de couleurs successives associés :

Succ
( )

=
{

≺
}

;

Succ
( )

=
{

≺
}

;

Succ
( )

=
{

≺
}

;

ce qui nous permet également de donner les différentes flèches de l’ensemble pré-simplicial.

. Col2(K) est également composé de trois coloriages, représentés par

, et .

Comme ces coloriages n’ont que deux couleurs, les ensembles de couleurs successives associés
sont réduits à un seul élément.
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Finalement, on a une description complète de l’ensemble pré-simplicial augmenté :

∂1 //

∂2

"" ##
Col•(K) :=

∂1

<<

∂2 //

∂3

""

∂1

<<

∂2

""

// .

∂2

//

∂1

<< ;;

6.1.3.15 Définition. Complexe des coloriages
Soient S un ensemble fini totalement ordonné et K ∈ W(S). On appelle complexe des coloriages de
K le complexe de chaine :

CCol
• (K) := N

(
Col•(K)

)
où N est le foncteur (cf. [Wei94, Sect. 8.2]) qui associe un complexe à un ensemble pré-simplicial.
La différentielle du complexe de chaînes est donnée par

(K,ϕ)
∂Col

7−→
∑

(c<d)∈Succ(ϕ)

(−1)Λ(K,πdc ◦ ϕ)

avec Λ := #
{

(a < b) ∈ Succ(ϕ) | (a < b) ≺ϕ (c < d)
}

.

6.1.3.16 Remarque. D’après la remarque 6.1.3.2 (iii), comme le foncteur N préserve les produits,
si K ∈ W(S) est un mur non-connexe au dessus de S un ensemble totalement ordonné, et K =

K1 q . . .qKn est sa décomposition en composantes connexes, on a

CCol
• (K) ∼=

n⊗
i=1

CCol
• (Ki).

6.1.3.17 Proposition. Soient S un ensemble fini totalement ordonné et un mur K ∈ W(S). Si
l’ensemble Succ(K) des paires de briques successives est non-vide, alors le complexe CCol

• (K) des
coloriages est acyclique.

Démonstration. Soient S un ensemble fini totalement ordonné et K ∈ W(S) avec Succ(K) 6= ∅. On
raisonne par récurrence sur le nombre de briques deK. SiK n’a qu’un seul élément alors l’ensemble
Succ(K) est vide. Si #K = 2 alors le complexe CCol

• (K) est de la forme

CCol
• (K) = 0 −→ ∂−→ −→ 0,

qui est acyclique. Supposons par récurrence que, pour tout mur K ∈ W(S) tel que 2 < #K < n,
CCol
• (K) est un complexe acyclique. Si K est un mur non-connexe à n briques, par la remarque

6.1.3.16 et l’hypothèse de récurrence, le complexe CCol
• (K) est acyclique. Soit K ∈ Wconn(S) avec

#K = n, on peut supposer n > 2.
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On commence par traiter le cas exceptionnel où K est de la forme suivante :

k

l1 l2 ln−1 . (6.1.2)

Montrons que CCol
• (K) est acyclique. On considère le sous-complexe CCol,k<l1

• (K) qui est isomorphe
à CCol
• (K/k∼l1) : ce dernier est acyclique par récurrence. On considère alors la suite exacte courte

0 // CCol,k<l1
• (K) // CCol

• (K) // CCol
• (K)

/
CCol,k<l1
• (K) // 0 ;

on a l’isomorphisme de complexes CCol
• (K)

/
CCol,k<l1
• (K) ∼= CCol

• (K\{l1}), donc le terme de droite de
la suite exacte courte est également acyclique, ce qui implique que le complexe CCol

• (K).

On suppose que K n’est pas de la forme exceptionnelle (6.1.2). On choisit (k < l) ∈ Succ(K) avec
h(k) = 1 et on considère le sous-complexe CCol,(k<l)

• (K) ⊂ CCol
• (K) des coloriages ϕ de K tels que

ϕ(k) = ϕ(l).

. C
Col,(k<l)
• (K) est bien un complexe de chaînes carCCol,(k<l)

• (K) = N
(
Col(k<l)• (K)

)
avec Col(k<l)• (K)

le sous-ensemble pré-simplicial des coloriages ϕ tels que ϕ(k) = ϕ(l).

. On considère K/k∼l, le poset d’ensemble sous-jacent
(
K\{k, l}

)
∪ {k ∪ l}. Son ordre partiel est

induit par celui de K : pour j ∈ K tel que j > k ou j > l (resp. j < k ou j < l) alors on a
j > (k ∪ l) (resp. j < (k ∪ l)). On a un isomorphisme canonique d’ensembles pré-simpliciaux

Col(k<l)• (K) ∼= Col•(K/k∼l)

qui induit l’isomorphisme de complexe de chaînes :

CCol,k<l
• (K) ∼= CCol

•
(
K/k∼l

)
.

Comme |K/k∼l| = |K| − 1, alors CCol,k<l
• (K) est acyclique par l’hypothèse de récurrence.

. On note SuccK(k) =
{
l ∈ K | (k < l) ∈ Succ(K)

}
. On considère le complexe∑

l∈SuccK(k)

CCol,k<l
• (K).

Par un argument de type Mayer-Vietoris (cf. proposition 6.1.3.18), ce complexe est acyclique si
et seulement si, pour tout sous-ensemble non-vide S̃ucc(k) ⊂ SuccK(k), le complexe⋂

l∈S̃ucc(k)

CCol,k<l
• (K)

est acyclique. Soit S̃ucc(k) un sous-ensemble non-vide SuccK(k), on a l’isomorphisme de com-
plexes ⋂

l∈S̃ucc(k)

CCol,k<l
• (K) ∼= CCol,k<l

• (K/
S̃ucc(k)

)

Deux cas de figure se présentent alors. Ou bien |K/
S̃ucc(k)

| = 1, ce qui signifie que S̃ucc(k) =

SuccK(k) et K est de la forme (6.1.2), ce qui est exclu par hypothèse. Ou bien |K/
S̃ucc(k)

| > 1 et

dans ce cas, CCol,k<l
• (K/

S̃ucc(k)
) est acyclique par hypothèse de récurrence.
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. On considère le complexe
CCol
• (K)

/( ∑
l∈SuccK(k)

CCol,k<l
• (K)

)
.

qui est isomorphe au complexe
CCol
•
(
K\{k}

)
.

Notons que, en général, ce dernier complexe est un produit de complexes de coloriages car le
mur K\{k} n’est pas forcement connexe. Par hypothèse de récurrence, ce complexe est acy-
clique. Comme on a la suite exacte

0 −→
∑

l∈SuccK(k)

CCol,k<l
• (K) −→ CCol

• (K) −→ CCol
• (K)

/( ∑
l∈SuccK(k)

CCol,k<l
• (K)

)
−→ 0 ,

avec les termes de gauche et de droite acycliques, alors le complexe CCol
• (K) est acyclique, ce

qu’il fallait démontrer.

Dans la démonstration précédente, on utilise notamment la proposition suivante.

6.1.3.18 Proposition. Mayer-Vietoris algébrique

(i) Soient A et B deux complexes de chaînes acycliques. Si le complexe A∩B est acyclique, alors le
complexe A+B est acyclique.

(ii) Plus généralement, soientm un entier naturel non-nul et {Ai}i∈[[1,m]] une famille dem complexes
acycliques. Si, pour tout sous-ensemble J ⊂ [[1,m]], le complexe

⋂
j∈J Aj est acyclique, alors le

complexe
∑m
j=1Aj est acyclique.

Démonstration. (i) On a le carré
A ∩B //

�� p

B

��
A // A+B

qui induit la suite exacte courte

0 // A ∩B // A⊕B // A+B // 0,

ce qui, par la suite exacte longue associée et l’additivité du foncteur H•(−), permet de conclure.

(ii) On raisonne par récurrence sur m, le nombre de termes, en remarquant que le point (i) initia-
lise la récurrence. Fixons m, un entier naturel non-nul et supposons par récurrence que toute
famille A1, . . . , Am de m complexes acycliques telle que, pour tout sous-ensemble J ⊂ [[1,m]], le
complexe

⋂
j∈J Aj est acyclique, alors le complexe

∑m
j=1 est acyclique. Soit A0, . . . , Am, une fa-

mille de m+ 1 complexes acycliques telle que, pour tout sous-ensemble J ⊂ [[0,m]], le complexe⋂
j∈J Aj est acyclique, alors le complexe

∑m
j=1 est acyclique. Alors, on a le carré commutatif

∑m
j=1Aj ∩A0

//

�� p

A0

��∑m
j=1Aj

//∑m
j=0Aj
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avec A0 acyclique,
∑m
j=1Aj et

∑m
j=1Aj ∩ A0 acycliques par hypothèse de récurrence, d’où le

résultat par (i).

6.1.4 Construction bar de la protopérade libre

On rappelle que, par définition, BF (V ) est égal à F c
(
ΣF (V )

)
. Donc, par la proposition 4.4.2.1,

on a, pour tout ensemble fini S non-vide, l’isomorphisme de complexe de chaînes :

BF (V )(S) ∼=
⊕

K∈Wconn(S)

⊗
α∈A

(
ΣF (V )

)
(Kα).

Ainsi, un monôme m de BF (V )(S) est la donnée d’un mur K ∈ Wconn(S) pour lequel chaque
brique Kα est étiqueté d’une suspension s et d’un mur Lα ∈ Wconn(Kα), lui-même étiqueté par des
éléments de V .

6.1.4.1 Exemple. On considère le mur K ∈ Wconn
(
[[1, 6]]

)
défini par Ka = {1, 2, 3}, Kb = {2, 3, 4, 5}

et Kc = {4, 5, 6} avec l’ordre Kb < Ka et Kb < Ka, que l’on représente par :

b

ca .

On pose également :

. La ∈ Wconn(Ka) définit par {1, 2, 3} < {1, 2} et étiqueté par des éléments u′ et v′ de V :

u′
v′ ;

. Lb ∈ Wconn(Kb) qui est le mur à une brique {2, 3, 4, 5} étiqueté par u′′ ∈ V ;

. Lc ∈ Wconn(Kc) définit par Lca = {4, 5}, Lcb = {5, 6} et Lcc = {6} avec l’ordre partiel Lca < Lcb et
Lcc < Lcb et étiqueté par u, v, w ∈ V de la manière suivante :

u v

w .

On représente alors le monôme associé par

u′
v′

u′′

u v

w

.

Ce monôme est en fait la donnée d’un monômem de F (V ), i.e. d’un mur étiqueté que l’on représente
par

u′
v′

u′′
u v

w

,

muni d’un coloriage ϕ représenté par :

ϕ−→ .

Finalement, on représente ce monôme par :

(m,ϕ) := u′
v′

u′′
u v

w

.
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Cet exemple illustre un fait général, qui est décrit par la proposition suivante.

6.1.4.2 Proposition. Description combinatoire de BF (V )

Soit V un S-module réduit concentré en degré 0. On a, pour tout ensemble fini S totalement ordonné,
l’isomorphisme de complexes de chaines suivant :

(
BF (V )

)
(S) ∼=

⊕
K∈Wconn(S)

⊕
ϕ∈Col(K)

Σ#ϕ(K)
(⊗
α∈A

V (Kα), ϕ
)
.

où Σ est la suspension de degré homologique 1.

6.1.4.3 Corollaire. Pour tout S-module réduit V de dimension finie concentré en degré homologique
nul, le morphisme naturel de BF (V ) vers ΣV est un quasi-isomorphisme :

BF (V )
'−→ ΣV.

Démonstration. Soit S un ensemble fini totalement ordonné. Par la proposition 6.1.4.2, on a les
isomorphismes de complexes

(
BF (V )

)
(S) ∼=

⊕
K∈Wconn(S)

⊕
ϕ∈Col(K)

Σ#ϕ(K)
(⊗
α∈A

V (Kα), ϕ
)

∼= ΣV ⊕
⊕

K∈Wconn(S)
#K>2

⊕
ϕ∈Col(K)

Σ#ϕ(K)
(⊗
α∈A

V (Kα), ϕ
)

∼= ΣV ⊕
⊕

K∈Wconn(S)
#K>2

(
CCol
• (K)

)⊕(#K)·dimkV

donc par la proposition 6.1.3.17, BF (V ) ' ΣV .

6.2 Suite spectrale de Poincaré-Birkhoff-Witt

Le but de cette section est d’introduire la notion de base PBW pour les protopérades en suivant
la même stratégie que Hoffbeck dans le cas opéradique (cf. [Hof10, Sect. 3 et 4]). Dans toute cette
section, on considère donc S un ensemble fini totalement ordonné, V un S-module réduit concentré
en degré 0 et P une protopérade quadratique de la forme F (V )/〈R〉 (de différentielle nulle, car
concentrée en degré 0), avec donc R ⊂ (V �c V )(2)V .

6.2.0.1 Remarque. Dans cette section, on suit de près le plan de [Hof10, Sect. 3 et 4]. Ainsi, pour
tout résultat similaire démontré dans le cadre protopéradique, on fera référence à son homologue
opéradique.

6.2.1 Bases PBW

Pour toute cette section, on suppose que V est de dimension totale finie n et qu’il est muni d’une
base BV (en tant que k-module), totalement ordonnée. Soit S ∈ Ob Ord un ensemble fini totalement
ordonné, on va définir un ordre partiel sur l’ensemble des monômes de F�(V )(S) induit par celui
de S. On rappelle (cf. définition 4.4.3.1) qu’un monôme de F�(V )(S) est un élément de la forme

m := ⊗
α
mα ∈

⊗
α∈A

V (Kα)
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avec (K = {Kα}α∈A,6) ∈ Wconn(S) et pour tout α ∈ A, mα ∈ V (Kα) ; son poids est le poids du mur
sous-jacent. La base BV induit une base (en tant que k-module) BF(V ) de F (V ) comme suit.

6.2.1.1 Définition. Base monômiale BF(V )

Soit (K = {Kα}α∈A,6) ∈ Wconn(S). Un monôme m := ⊗
α
mα ∈

⊗
α∈A V (Kα) de F (V )(S) est dans

l’ensemble BF(V )(S)
K si, pour tout α ∈ A, mα ∈ BV . L’ensemble

BF(V ) :=
∐
n∈N∗

∐
K∈Wconn([[1,n]])

BF(V )([[1,n]])
K

est la base monomiale de F (V ) associée à BV .

6.2.1.2 Lemme. (cf. [Hof10, Obs. 3.2])

(i) BF(V )
K = BV (S) si {Kα} = {S}.

(ii) Soient M,N et S trois ensembles finis totalement ordonnés munis d’un diagramme d’injections
monotones ϕ :=

(
i : M ↪→ S ←↩ N : j

)
vérifiant la condition (6.1.1), soient deux murs connexes

({Kα}α∈A,6) ∈ Wconn(M) et ({Lβ}β∈B ,6) ∈ Wconn(N), et soient a un monôme de
⊗

α V (Kα)

et b un monôme de
⊗

β V (Lβ). Alors, on a l’équivalence suivante :

a ◦
ϕ
b ∈ BF(V ) ⇐⇒ a ∈ BF(V ) et b ∈ BF(V ).

La notion de base PBW repose sur un ordre partiel de l’ensemble des monômes, ordre qui doit
être compatible, dans le sens suivant, avec les produits shuffles.

6.2.1.3 Définition. Ordre shuffle-compatible
Un ordre shuffle-compatible sur la base monômiale de F�V est un ordre partiel vérifiant la condi-
tion de compatibilité avec les produits shuffles suivante : pour tous monômes α 6 α′ ∈ BF�V (M) et
tous monômes β 6 β′ ∈ BF�V (N), alors, pour tout diagramme ϕ d’injections monotones

(
i : M ↪→

S ←↩ N : j
)

vérifiant la condition (6.1.1), on a

α ◦
ϕ
β 6 α′ ◦

ϕ
β′.

On cherche à présent à construire un tel ordre shuffle-compatible. Rappelons que V est de dimen-
sion totale finie n et est muni d’une base BV totalement ordonnée que l’on note v1 < v2 < . . . < vn.
Soit S, un ensemble fini totalement ordonné de cardinal s. On va définir un ordre sur BF�V (S). Pour
cela, on définit un alphabet {vhϕ} : chaque lettre notée vhϕ de cet alphabet est donnée par un élément
vh ∈ BV (T ) indicé par une injection monotone ϕ : T ↪→ S. On ordonne cet alphabet de la manière
suivante :

. on a vgϕ < vhψ si g < h ;

. si g = h, alors on a que ϕ et ψ sont deux injections monotones de T dans S, qui envoie T sur
ϕ(T ) = {sϕ1 < . . . < sϕ|T |} et ψ(T ) = {sψ1 < . . . < sψ|T |} respectivement. On compare alors ces
images grâce à l’ordre lexicographique : soit i ∈ [[1, |T |]] l’indice le plus petit tel que sϕi 6= sψi , si
sϕi < sψi alors vgϕ < vgψ et sϕi > sψi alors vgϕ > vgψ.

On associe à chaque monôme m ∈ BF�V (S) de mur sous-jacent K ∈ Wconn(S), un s-uplet de mots,
où la i-ème composante du s-uplet est donnée comme suit : on considère Ki

1 < . . . < Ki
p l’ensemble

(non-vide, par définition d’un mur) totalement ordonné des éléments du mur K qui contiennent i
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(rappelons que les éléments d’un mur K sont des sous-ensembles de S). À chacune des briques Ki
l

est associé un terme vgϕ ∈ BV indicé par l’injection monotone ϕ : Ki
l ↪→ S.

Pour résumer, à tout monôme m ∈ BF�V (S), on associe un s-uplet de mots :

m! (w1, . . . ws),

avec chaque mot wi de la forme vh1

T1↪→Sv
h2

T2↪→S . . . v
hri
Tri ↪→S

.

6.2.1.4 Exemple. Au monôme m ∈ F (V )([[1, 4]]) représenté par le diagramme

a d
e

c
b

,

avec a, b, c, d, e ∈ BV , on associe le quadruplet

(a{1,2}b{1,2,3}, a{1,2}e{2,3}b{1,2,3}, d{3,4}e{2,3}c{3,4}b{1,2,3}, d{3,4}c{3,4}).

A présent, on construit notre ordre sur les monômes de BF�V (S).

6.2.1.5 Définition/Proposition. On définit la relation binaire sur BF�V (S) en comparant les s-
uplets de mots de la manière suivante. Soient m et n deux monômes de BF�V (S) à qui on associe
respectivement les s-uplets de mots (a1, . . . , as) et (b1, . . . , bs). On note l(ai) le nombre de lettres du
mot ai ;

. On commence par comparer les s-uplets des longueurs des mots avec l’ordre lexicographique.
Si
(
l(a1), . . . , l(as)

)
<lex

(
l(b1), . . . , l(bs)

)
, alorsm < n. Par exemple, si l(a1) < l(b1), alorsm < n ;

si l(a1) = l(b1) et l(a2) < l(b2) alors m < n ; etc ...

. Si
(
l(a1), . . . , l(as)

)
=
(
l(b1), . . . , l(bs)

)
, alors on compare les s-uplets de mots avec l’ordre lexi-

cographique inverse sur les mots et les s-uplets : ainsi, si (a1, . . . , as) <lexinv (b1, . . . , bs), alors
m < n. Par exemple , si as < bs, alors m < n ; si as = bs et as−1 < bs−1, alors m < n ; etc ...

Ceci définit un ordre partiel sur BF�V (S) que l’on note 6�. On étend cet ordre à tout BF�V en
posant, pour m ∈ BF�V (S) et n ∈ BF�V (T ),

si |S| < |T |, alors m <� n.

La base monômiale BF�V de F�V est partiellement ordonnée par <�.

6.2.1.6 Exemple. On considère la protopérade-shuffle quadratique P = F�(V ) avec V concentré
en arité 2 avec un unique générateur :

V = V ([[1, 2]]) = k · .

On ordonne avec l’ordre <�, la base monomiale de
(
F�V ([[1, 3]])

)(2)V , où l’exposant (2)V désigne la
partie de poids 2 de F�V ([[1, 3]]) c’est-à-dire les monômes n’étant composés que deux éléments de
V :

<� <� <� <� <� .
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En effet, on associe à chacun des éléments
(
F�V ([[1, 3]])

)(2)V son 3-uplet, en notant µ le générateur :

! (µ{1,3}, µ{2,3}, µ{1,3}µ{2,3})

! (µ{1,3}, µ{2,3}, µ{2,3}µ{1,3})

! (µ{1,2}, µ{1,2}µ{2,3}, µ{2,3})

! (µ{1,2}, µ{2,3}µ{1,2}, µ{2,3})

! (µ{1,2}µ{1,3}, µ{1,2}, µ{1,3})

! (µ{1,3}µ{1,2}, µ{1,2}, µ{1,3}) .

6.2.1.7 Lemme. L’ordre partiel 6� est shuffle-compatible. c’est-à-dire que pour M N et S, trois
ensembles finis totalement ordonnés, pour α 6� α′ deux monômes de F�V (M) et β 6� β′ deux
monômes de F�V (N) et pour tout produit shuffle ◦

ϕ
associé au diagramme shuffle ϕ :=

(
i : M ↪→

S ←↩ N : j
)

vérifiant la condition (6.1.1), on a

α ◦
ϕ
β 6� α′ ◦

ϕ
β′.

Démonstration. SoientM,N et S trois ensembles finis totalement ordonnés, α 6� α′ deux monômes
de F�V (M) et β 6� β′ deux monômes de F�V (N) et ϕ :=

(
i : M ↪→ S ←↩ N : j

)
un diagramme

d’injections monotones vérifiant la condition (6.1.1).
On associe respectivement à α, α′, β, β′, α◦

ϕ
β et α′◦

ϕ
β′ les uplets de mots (a1, . . . , a|M |), (a′1, . . . , a

′
|M |),

(b1, . . . , b|N |), (b′1, . . . , b
′
|N |), (c1, . . . , c|S|) et (c′1, . . . , c

′
|S|). Comme M,N et S sont totalement ordonnés,

ils sont en bijection naturelle avec les posets [[1, |M |]], [[1, |N |]] et [[1, |S|]]. Par définition du produit
shuffle ◦

ϕ
, les mots cλ (resp. c′λ) sont de la forme :

. cλ = aγ (resp. c′λ = a′γ ) si λ ∈ i(M)\(i(M) ∩ j(N)) ;

. cλ = bγ (resp. c′λ = b′γ) si λ ∈ j(M)\(i(M) ∩ j(N)) ;

. cλ = aγbγ (resp. c′λ = a′γb
′
γ) si λ ∈ i(M) ∩ j(N) où aγbγ est la concaténation des mots aγ et bγ .

On considère r ∈ [[1, |S|]], le plus grand indice tel que cr 6= c′r. Trois cas s’offrent donc à nous :

. Si r ∈ i(M)\(i(M)∩ j(N)), r = i(λ) et λ ∈ [[1, |M |]] est donc le plus grand indice tel que aλ 6= a′λ.
Comme α 6� α′, on a que aλ 6 a′λ donc cr 6 c′r.

. Si r ∈ j(N)\(i(M)∩ j(N)), alors r = j(λ) avec λ ∈ [[1, |N |]], et λ est donc le plus grand indice tel
que bλ 6= b′λ. Comme β 6� β′, on a bλ 6 b′λ donc cr 6 ′r.

. Si r ∈ (i(M) ∩ j(N)), alors on refait le même raisonnement en distinguant les cas ou aλ = a′λ

et aλ 6= a′λ.

Finalement, on a donc bien que
α ◦
ϕ
β 6� α′ ◦

ϕ
β′.

On définit à présent la notion de base PBW pour une protopérade. L’existence d’une base PBW
sur la protopérade P nous permettra, à l’aide de l’ordre partiel, de filtrer le complexe sous-jacent à
BP .
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6.2.1.8 Définition. Base PBW
Soit P une protopérade réduite quadratique, donnée par P = F (V )/〈R〉. Une base PBW de P est
un ensemble BP ⊂ BF(V ), tel que son image par l’application ι définie par

BP ⊂ BF(V ) �
� //

ι ..

F (V )

����
P

soit une base du k-module P , contenant 1, tel que l’injection de BV dans BF(V ) se factorise à travers
BP et contenant, pour tout K ∈ Wconn, un sous-ensemble

BPK ⊂ B
F(V )
K

satisfaisant les deux propriétés suivantes :

(i) pour a ∈ BP (M)
K et b ∈ BP (N)

L et pour tout produit shuffle ◦
ϕ
, défini par le diagramme d’injections

monotones ϕ :=
(
i : M ↪→ S ←↩ N : j

)
vérifiant (6.1.1) :

. ou bien a ◦
ϕ
b est un élément de BP (S)

i(K)∪j(L) ;

. ou bien a ◦
ϕ
b est égale à

∑
γ cγγ, son écriture dans la base BP (S), avec γ >� a ◦

ϕ
b.

(ii) tout élément m = ⊗αmα de BF(V )
K est un élément de BPK si et seulement si pour toutes briques

successives Ka < Kb de K (i.e. il n’existe pas Kc ∈ K tel que Ka < Kc < Kb), ma ⊗mb est un
élément de BPKa<Kb .

6.2.1.9 Lemme. (cf. [Hof10, Obs. 3.8])
L’assertion (i) est équivalente à l’assertion (i′) :

(i’) Pour tout a ∈ BF(V ) :

. ou bien a est un élément de BP ;

. ou bien a s’écrit
∑
γ cγγ dans la base BP et tous les éléments γ ∈ BP qui apparaissent

dans cette décomposition satisfont γ > a dans F (V ).

Démonstration. La condition (i′) implique la condition (i). Réciproquement, on raisonne par récur-
rence sur le poids des monômes. Pour un monôme a de poids 1 dans BF(V ), alors a ∈ BV par le
lemme 6.2.1.2 (i) donc a ∈ BP par définition.

Supposons par récurrence que l’assertion (i) implique l’assertion (i′) pour tous les monômes de
poids strictement inférieur à n+1. Soit a ∈ BF(V ) un monôme de poids m > 2. On peut écrire a sous
la forme d’un produit shuffle, i.e. il existe b et c ∈ F (V ) et un diagramme shuffle ϕ tels que a = b ◦

ϕ
c.

De plus, par le lemme 6.2.1.2, b et c sont des éléments de BF(V ). Alors

. ou bien b et c sont dans BP , donc par (i), a vérifie l’assertion (i′) ;

. ou bien l’un des éléments b et c n’est pas dans BP , mettons c. Alors, par hypothèse de ré-
currence, c s’écrit

∑
γ cγγ dans la base BP avec γ > c. Ainsi, on a a =

∑
γ cγb ◦ϕ γ. Alors, si

b ∈ BP , alors par (i), a vérifie l’assertion (i′). Sinon, toujours par hypothèse de récurrence, b
s’écrit

∑
λ bλλ dans la base BP avec b > λ : a s’écrit alors

∑
γ,λ cγbλλ ◦ϕ γ dans la base BP ce qui

implique, par (i), que a vérifie l’assertion (i′).

On a donc démontré que l’assertion (i) implique l’assertions (i′) pour les monômes de poids n+1.
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6.2.1.10 Proposition. (cf. [Hof10, Prop. 3.9]) Soient V un S-module réduit finiment engendré et
P = F (V )/〈R〉 une protopérade quadratique réduite. Soit BP une base du k-module P telle que la
condition (i) soit vérifiée pour tout couple de briques et la condition (ii) soit vraie. Alors la condition
(i) est vraie pour tout couple de monômes.

Démonstration. Soit V un S-module réduit finiment engendré muni d’une base BV totalement or-
donnée. Si l’assertion (i′) est vraie pour tout monôme de poids 2 et l’assertion (ii) est vraie, alors
l’assertion (i′) est vraie pour tout monôme par compatibilité de l’ordre avec les compositions shuffle
partielles.

Soient S un ensemble totalement ordonné et K ∈ Wconn(S). On considère un monôme m =

⊗αmα ∈ BF(V )
K \BPK . Par la condition (ii), il existe un couple de briques successives Ka < Kb tel que

ma ⊗mb /∈ BPKa<Kb . Par la condition (i′), on a
∑
γ cγγ, la décomposition de ma ⊗mb dans la base BP

avec, pour tout γ, ma ⊗mb > γ. On remplace ma ⊗mb par
∑
γ cγγ dans m. Cela donne un nouveau

représentant de m =
∑
γ′ cγ′γ

′ dans P , tel que γ′ > m car la relation d’ordre est compatible avec
le produit (cf. lemme 6.2.1.7). Si tous les γ′ sont dans BP , alors on a le résultat voulu. Sinon, on
réitère la procédure : comme V est dimension finie, que les monômes sont de poids finis, et que la
décomposition dans la base BP respecte le poids, la procédure termine en un nombre fini d’étapes
et le dernier monôme obtenu est un élément de BP .

6.2.2 Suite spectrale

Dans cette section, on se place sous les conditions suivantes. On considère P = P(V,R) une
protopérade quadratique, réduite, avec V un S-module localement fini et concentré en degré homo-
logique nul. On suppose de plus que la protopérade P est munie d’une base PBW, c’est-à-dire d’une
famille de monômes BP ⊂ BF(V ) qui, par le morphisme F (V ) → P , induit une base de P en tant
que k-module, et qui vérifie les conditions de compatibilité avec l’ordre (cf. définition 6.2.1.8).

En utilisant cette base PBW et son ordre, nous allons filtrer le complexe bar BP afin d’obtenir
des complexes E0BPm, complexes qui compose la page E0 de la suite spectrale de Poincaré Birkhoff
Witt.

§ 1 Base BBP de BP

La protopérade P est de la forme F (V )/〈R〉 donc BP est un quotient de BF (V ). On rappelle
que, par la proposition 6.1.4.2, un monôme m̃ de BF (V ) est donné par son monôme sous-jacent
m ∈ F (V ) et son coloriage ϕ : K � C. Deux monômes (m,ϕ : K → C) et (n, ψ : L → D) de BF (V )

sont identifiés dans BP si on a un isomorphisme de posets C ∼= D et que les fibres des coloriages
s’identifient dans P , i.e. si pour toute couleur c de C ∼= D, on a

⊗αmα = ⊗βnβ mod R

avec ⊗αmα ∈
⊗

Kα∈ϕ−1(c) V (Kα) et ⊗βnβ ∈
⊗

Lβ∈ψ−1(c) V (Lβ), qui sont des sous-monômes de m et
n.

La différentielle ∂B de BP se décrit en termes de coloriages : pour un monôme (m,ϕ) ∈ BP , on a

(m,ϕ)
∂B7−→

∑
(c<d)∈Succ(ϕ)

(−1)Λ∂dc (m,ϕ)
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où ∂dc (m,ϕ) := (m̃, πdc ◦ϕ), Λ := #
{

(a < b) ∈ Succ(ϕ) | (a < b) ≺ϕ (c < d)
}

et m̃, le monôme induit par
m où le sous-monôme ⊗λc,dm̃λc,d ∈

⊗
Kβ∈ϕ−1(c∪d) V (Kβ) est réduit modulo R.

6.2.2.1 Définition. Base BBP associée à BP

Soit BP une base PBW de la protopérade P . On définit BBP ⊂ BBF(V ) le sous-ensemble tel que :

. BP ⊂ BBP ;

. un monôme (m,ϕ : K → C) ∈
⊗

α∈A V (Kα) est dans BBPK si, pour toute couleur c ∈ C, le
sous-monôme ⊗vmv ∈

⊗
Kv∈ϕ−1(c) V (Kv) est un élément de BP .

On pose alors BBP :=
∐
K BBPK , qui forme une base de BP en tant que k-module.

6.2.2.2 Définition. Briques admissibles pour la base BP

Soient P = P(V,R) une protopérade quadratique munie d’une base PBW notée BP etm ∈
⊗

α V (Kα)

un monôme de F (V ). Un couple de briques successives Ka < Kb du mur sous-jacent à m est dit ad-
missible pour la base BP (pour m) si le sous-monôme ma ⊗mb ∈ V (Ka) ⊗ V (Kb) est un élément de
BP . On note Admm(K) le sous-ensemble de Succ(K) des couples de briques admissibles de K pour
le monôme m.

6.2.2.3 Lemme. (cf. [Hof10, Obs. 4.3])
Soit (m,ϕ : K → C) un monôme de BF (V ). On a l’équivalence suivante :

(m,ϕ) ∈ BBP ⇐⇒
∐
c∈C

Succ
(
ϕ−1(c)

)
⊂ Admm(K).

Démonstration. Un monôme (m,ϕ : K → C) ∈
⊗

α∈A V (Kα) est dans BBPK si, pour tout c ∈ C,
le sous-monôme ⊗vmv ∈

⊗
Kv∈ϕ−1(c) V (Kv) est un élément de BP , donc, par définition d’une base

PWB, si, pour toute couleur c ∈ C et toute paire de briques successives (Kv,Kw) ∈ Succ
(
ϕ−1(c)

)
, le

monômemv⊗mw est un élément de BP . Autrement dit, le monôme (m,ϕ : K → C) est dans BBPK si et
seulement si, pour toute couleur c ∈ C, toute paire de briques successives (Kv,Kw) ∈ Succ

(
ϕ−1(c)

)
est admissible.

§ 2 Filtration de BP

Le but de cette section est de filtrer le complexe BP en utilisant l’ordre partiel de F (V ) défini
à la section 6.2.1. Soit S un ensemble fini totalement ordonné, pour λ un monôme de F (V )(S), on
pose BF (S)λ, le sous-k-module de BF (V ) :

BF (S)λ :=
{

(m,ϕ) ∈ BF (V ) | m un monôme de F (V ) avec λ 6� m et ϕ un coloriage de m
}
,

où , 6� est l’ordre donné à la définition 6.2.1.5. On a, pour λ 6� µ, deux monômes de F (V )(S),
l’inclusion BF (S)µ ⊆ BF (S)λ. Ainsi, on a

BF (S) =
⋃

λ∈BF(V )(S)

BF (S)λ

avec BF(V )(S) la base monômiale de F (V )(S).

6.2.2.4 Lemme. Soit S un ensemble non-vide totalement ordonné. La filtration

BF (S) =
⋃

λ∈BF(V )(S)

BF (S)λ
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de BF (V )(S) induit une filtration de BP (S) :

BP (S) =
⋃

λ∈BF(V )(S)

BP (S)λ

avec

BP (S)λ :=
{

(m,ϕ) ∈ BP (S) | m un monôme de F (V ) avec λ 6� m et ϕ un coloriage de m
}
.

6.2.2.5 Lemme. (i) Si λ 6 µ ∈ F (V )(S), alors BP (S)µ ⊆ BP (S)λ.

(ii)
(
BP (S)λ, ∂B

)
est un sous-complexe du complexe bar BP (S).

Démonstration. (i) Clair.

(ii) Par la proposition 6.1.4.2, la différentielle ∂B, qui découle du produit protopéradique de F (V ),
modifie le coloriage des monômes et la condition (i) d’une base PBW nous assure que son image
est dans BP (S)λ.

Pour m un monôme de F (V ), on définit alors le complexe gradué associé

E0BP (S)m := BP (S)m
/( ∑

µ>F(V )m

BP (S)µ
)
.

Par la condition (i) des bases PBW, E0BP (S)m est engendré par les coloriages de m avec (m,ϕ) dans
BBP et la différentielle ∂0 est induite par la différentielle de BP (S)m :

∂0(m,ϕ) =
∑

(c<d)∈Succ(ϕ)

±∂d,0c (m,ϕ).

On peut donner une description plus précise de la différentielle du complexe. Pour cela, on doit
introduire la notion de couleurs admissibles.

6.2.2.6 Définition. Couleurs admissibles
Soit (m,ϕ) un monôme de BF (V ). Deux couleurs successives (c < d) ∈ Succ(ϕ) sont dites admis-
sibles pour m si

Succ
(
ϕ−1({c, d})

)
⊂ Admm(K).

On note Admm(ϕ), l’ensemble des couleurs de ϕ admissibles pour m.

6.2.2.7 Lemme. (cf. [Hof10, Lem. 4.5])
Soit (λ, ϕ) ∈ BBP . Alors (c < d) ∈ Succ(ϕ) est admissible si et seulement si ∂d,0c (λ, ϕ) 6= 0.

Démonstration. Supposons que ∂d,0c (λ, ϕ) = 0. Alors ⊗vλv ∈
⊗

Kv∈ϕ−1{c,d} V (Kv) n’est pas un élé-
ment de BP . Donc par la (contraposée de la) condition (ii) des bases PBW, il existe (Ka < Kb) ∈
Succ(K), avec Ka ∈ ϕ−1(c) et Kb ∈ ϕ−1(d) tels que λa⊗λb /∈ BP , autrement dit, la paire (Ka < Kb) /∈
Admλ(K) n’est pas admissible. Donc le couple de couleurs (c < d) n’est pas admissible.

Supposons à présent que (c < d) soit non-admissible, c’est-à-dire qu’il existe Ka ∈ ϕ−1(c) et
Kb ∈ ϕ−1(d) tel que le sous-monôme λa ⊗ λb ∈ V (Ka) ⊗ V (Kb) n ’est pas dans BP . Par la condition
(ii) des bases PBW, λa ⊗ λb s’écrit

∑
γ cγγ dans la base BP avec γ > λa ⊗ λb, ce qui implique, par

définition de E0BP (S)λ, que ∂d,0c (λ, ϕ) = 0.
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Finalement, on a la proposition suivante.

6.2.2.8 Proposition. La différentielle de E0BP (S)m est donnée par

∂0(m,ϕ) =
∑

(c<d)∈Admm(ϕ)

±∂d,0c (m,ϕ).

Jusqu’à présent, l’étude de BP se comporte de la même manière que dans l’article de Hoffbeck.
On a filtré le complexe BP à l’aide de la base PWB de P , exactement comme dans le cas des opé-
rades. Cependant, comme nous allons le voir dans la section suivante, la présence de genre dans les
graphes sous-jacents à nos monômes complique la situation : la filtration décrite précédemment ne
nous permettra pas de conclure sur la koszulité de P .

6.2.3 Homologie du complexe filtré

Notons que la différentielle ∂0 dans le gradué associé, ne modifie pas le monôme m mais seule-
ment le coloriage : le complexe E0BP (S)m est donc un complexe combinatoire comme la proposition
suivante le montre.

6.2.3.1 Proposition. Soient S un ensemble fini totalement ordonné et m un monôme de F (V )(S) de
mur sous-jacent K ∈ Wconn(S). On a l’isomorphisme de complexes de chaînes :(

E0BP (S)m, ∂
0
)
∼=
(
CCol
• (K)

/( ∑
(k<l)∈Succ(K)\Admm(K)

CCol,k<l
• (K)

)
, ∂Col

)
.

On étudie à présent l’homologie du complexe E0BP (S)m : on note K ∈ Wconn(S) le mur sous-
jacent à m. Si K n’a pas de couple de briques admissibles pour m, i.e. si Admm(K) = ∅, alors
l’homologie du complexe est donnée par (m,ϕtop).

On souhaite montrer que pour tout monôme m tel que Admm(K) 6= ∅, l’homologie de E0BP (S)m

est triviale. Par la suite exacte courte suivante :

0 −→
∑

(k<l)∈Succ(K)\Admm(K)

CCol,k<l
• (K) −→ CCol

• (K) −→ E0BP (S)m −→ 0, (6.2.1)

cela est équivalent à montrer que le complexe∑
(k<l)∈Succ(K)\Admm(K)

CCol,k<l
• (K) (6.2.2)

est acyclique, ce qui, par un argument à la Mayer Vietoris (cf. proposition 6.1.3.18 (ii)), est égale-
ment équivalent à montrer que, pour tout sous ensemble I de Succ(K), le complexe⋂

(k<l)∈I

CCol,k<l
• (K) (6.2.3)

est acyclique. Commençons par traiter les "petits cas" :

. si toutes les paires de briques successives sont admissibles, donc que |Succ(K)\Admm(K)| =

0, alors E0BP (S)m est isomorphe au complexe de coloriage CCol
• (K), qui est acyclique si le

nombre de briques |K| est strictement supérieur à 1 ;
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. de même, s’il n’y a qu’une paire (k, l) de briques deK non-admissible, i.e. |Succ(K)\Admm(K)| =
1, alors le complexe (6.2.2) est égale à CCol,k<l

• (K) qui est isomorphe au complexe de colo-
riage CCol

• (K/k∼l) (cf. preuve de la proposition 6.1.3.17), donc est acyclique. Par ce qui précède,
E0BP (S)m est donc acyclique.

6.2.3.2 Lemme. Soit m un monôme de F (V ) de mur sous-jacent K tel que Admm(K) 6= ∅ et
|Succ(K)\Admm(K)| > 1. Tout complexe de la forme (6.2.3) est isomorphe à un complexe de colo-
riage.

Démonstration. Soit m un monôme de F (V ) de mur sous-jacent K. On considère le coloriage ϕI :

K � C le plus fin (i.e. ayant le plus de couleurs) pour lequel il existe une couleur c ∈ C telle que,
pour tout couple (k, l) de I un sous-ensemble non vide Succ(K)\Admm(K), ϕI(k) = c = ϕI(l). Par le
lemme 6.1.3.10, K/∼ϕI est un mur connexe et on a l’isomorphisme de complexes⋂

(k<l)∈I

CCol,k<l
• (K) ∼= CCol

• (K/∼ϕI ).

6.2.3.3 Remarques. (i) Pour I un sous-ensemble non-vide de Succ(K)\Admm(K), on note ϕI le
coloriage le plus fin pour lequel il existe une couleur c ∈ C telle que, pour tout couple (k, l) de
I un sous-ensemble non vide Succ(K)\Admm(K), ϕI(k) = c = ϕI(l). Si le mur K/∼ϕI possède
au moins deux briques, alors le complexe⋂

(k<l)∈I

CCol,k<l
• (K)

est acyclique.

(ii) De plus, si on note ψ le coloriage le plus fin pour lequel il existe une couleur c ∈ C telle que,
pour tout couple (k, l) de Succ(K)\Admm(K), alors ψ(k) = c = ψ(l) et si le mur K/∼ψ possède
au moins deux briques, alors le complexe⋂

(k<l)∈Succ(K)\Admm(K)

CCol,k<l
• (K)

est acyclique et, pour tout sous-ensemble non-vide I de Succ(K)\Admm(K), le mur K/∼ϕI
possède au moins deux briques. Ainsi, si le mur K/∼ψ possède au moins deux briques, alors
pour tout sous-ensemble non-vide I de Succ(K)\Admm(K), le complexe⋂

(k<l)∈I

CCol,k<l
• (K)

est acyclique : ainsi, par la propriété de Mayer-Vietoris 6.1.3.18, le complexe∑
(k<l)∈Succ(K)\Admm(K)

CCol,k<l
• (K)

est acyclique, et par la suite exacte (6.2.1), le complexe E0BP (S)m est acyclique.
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6.2.3.4 Proposition. Soit un monôme m de F (V ) , avec

|Succ(K)\Admm(K)| > 2 et Admm(K) 6= ∅

(i) Supposons qu’il existe une brique k de K avec h(k) = 1 telle que, pour tout l ∈ {l ∈ K | (k, l) ∈
Succ(K)}, (k, l) est admissible. Alors le complexe (6.2.2) est acyclique.

(ii) Supposons qu’il existe une brique k de K de hauteur maximale telle que, pour tout l ∈ {l ∈
K | (l, k) ∈ Succ(K)}, (l, k) est admissible. Alors le complexe (6.2.2) est acyclique.

Démonstration. On pose ϕ : K � C le coloriage le plus fin tel qu’il existe une couleur c dans C telle
que, pour tout couple (k, l) de Succ(K)\Admm(K), ϕ(k) = c = ϕ(l).

(i) Par hypothèse, le mur K/∼ϕ possède au moins deux briques : k et au moins une autre par
définition de ϕ : K → C ; donc il existe une couleur c′ ∈ C différente de c telle que ϕ−1(c′) =

{k}, d’où le résultat, par la remarque 6.2.3.3 (ii).

(ii) On utilise un argument similaire à (i).

On se place à présent dans le cas où Admm(K) 6= ∅ et |Succ(K)\Admm(K)| > 2. Pour étudier ce
cas, nous avons besoin de regarder la "topologie du monôme" m : on lui associe son graphe sous-
jacent.

6.2.3.5 Définition. Graphe sous-jacent à un monôme
À un monôme m de F (V ), on associe le graphe marqué dit graphe sous-jacent défini comme suit : les
sommets du graphe correspondent aux briques du mur sous-jacent à m ; deux sommets sont liés par
une arête si les briques sont successives et si les deux briques successives ne sont pas admissibles
pour m, on marque alors l’arête correspondante. On note alors Γm le graphe sous-jacent à m et Γ×m

le sous-graphe de Γm composé des arêtes marquées.

6.2.3.6 Remarque. Le graphe associé à un monôme m de F (V ) ne dépend que du mur sous-jacent
au monôme, tandis que le marquage des arêtes dépend des labels des briques par des éléments de
V et de la base PBW BP de P .

6.2.3.7 Remarque. Notons que Γ×m n’est pas forcément connexe.

6.2.3.8 Proposition. Soit un monôme m de F (V ) de graphe sous-jacent Γm, avec

|Succ(K)\Admm(K)| > 2 et Admm(K) 6= ∅.

Supposons que Γ×m ne soit pas connexe et qu’il existe Γ×1 et Γ×2 , deux sous-graphes de Γ×m tels que
Γ×m
∼= Γ×1

∐
Γ×2 , et un coloriage ϕ : K � C à au moins deux couleurs c1 6= c2 tels que Γ×1 ⊂ ϕ−1(c1) et

Γ×2 ⊂ ϕ−1(c2). Alors le complexe (6.2.2) est acyclique.

Démonstration. Soit un monôme m de F (V ) de mur sous-jacent K ∈ Wconn(S) et de graphe sous-
jacent Γm, avec par hypothèse

|Succ(K)\Admm(K)| > 2 et Admm(K) 6= ∅.

Par hypothèse, on a un coloriage ϕ : K � C à au moins deux couleurs c1 6= c2 tel que Γ×1 ⊂ ϕ−1(c1)

et Γ×2 ⊂ ϕ−1(c2). On considère les sous-monômes u et v de m donnés respectivement par les couleurs
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c1 et c2 du coloriage ϕ, c’est-à-dire

u := ⊗αmα ∈
⊗

Kα∈ϕ−1(c1)

V (Kα) et v := ⊗βmβ ∈
⊗

Kβ∈ϕ−1(c2)

V (Kβ).

On leur associe leurs graphes marqués sous-jacent Γu et Γv qui sont des sous-graphes de Γm. On
raisonne par (double) récurrence sur les nombres d’arêtes non-marquées de Γu et Γv. On note, par
abus, |Admu| (resp. |Admu|) le nombre d’arêtes non-marquées de Γu (resp. Γv). On a notamment
Γ×1 ⊂ Γu et Γ×2 ⊂ Γv.

. Supposons que |Admu| = 0 et |Admv| = 0. Alors E0BP (S)m est isomorphe au complexe de
coloriage CCol

• (K/∼ϕ) avec K/∼ϕ , le mur où l’on a identifié les briques de couleurs c1 et les
briques de couleurs c2. Par hypothèse, K/∼ϕ a au moins deux briques, donc E0BP (S)m est
acyclique.

. Supposons par récurrence que, pour tout monôme m tel que |Admu| = 0 et |Admv| 6 n avec
n ∈ [[1, N ]], le complexeE0BP (S)m est acyclique. Soit un monômem qui vérifie les conditions de
la proposition, tel que |Admu| = 0 et |Admv| = N + 1. On choisit alors deux briques successives
(k, l) ∈ Admv. On considère le sous-complexe C de E0BP (S)m où les briques k et l sont de la
même couleur. Par hypothèse de récurrence, ce sous-complexe est acyclique. On considère le
complexe quotient E0BP (S)m/C qui est isomorphe au complexe E0BP (S)m′ avecm′ de graphe
marqué sous-jacent Γm′ identique à Γm sauf que l’arête reliant les briques k et l est marquée.
Donc par hypothèse de récurrence, le complexe E0BP (S)m′ est acyclique. Ainsi, par la suite
exacte courte

0 −→ C −→ E0BP (S)m −→ E0BP (S)m/C −→ 0,

le complexe E0BP (S)m est acyclique. En conclusion, pour tout monôme m vérifiant les hypo-
thèses de la proposition, avec |Admu| = 0, le complexe E0BP (S)m est acyclique.

. On réutilise le même type d’argument pour faire la récurrence sur le nombre d’arêtes non-
marquées de Γu et ainsi conclure.

De la même manière, on démontre la proposition suivante.

6.2.3.9 Proposition. Soit un monôme m de F (V ) de graphe sous-jacent Γm, avec

|Succ(K)\Admm(K)| > 2 et Admm(K) 6= ∅.

Supposons que Γm\Γ×m, le graphe Γm duquel on a retiré les arêtes marquées, ne soit pas connexe et
qu’il existe Γ1 et Γ2, deux sous-graphes de Γm\Γ×m possédant chacun au moins une arête, tels que
Γm\Γ×m ∼= Γ1

∐
Γ2, et un coloriage ϕ : K � C à au moins deux couleurs c1 6= c2 tels que Γ1 ⊂ ϕ−1(c1)

et Γ2 ⊂ ϕ−1(c2). Alors le complexe (6.2.2) est acyclique.

Démonstration. On raisonne par double récurrence sur le nombre d’arêtes de Γ1 et Γ2 que l’on note
respectivement N1 et N2.
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. Si N1 = 1 et N2 = 1 alors le complexe E0BP (S)m est de la forme

•
  

•
??

��
•

•
??

,

donc est acyclique.

. Supposons par récurrence que, si N1 = 1 et N2 ∈ [[1, n]], alors le complexe E0BP (S)m est
acyclique. On considère un monôme m qui vérifie les hypothèses de la proposition, avec N1 = 1

etN2 = n+1. On choisit une arête de Γ2 qui correspond à la paire de briques (k, l). On considère
le sous-complexe E0,(k,l)BP (S)m de E0BP (S)m qui est le complexe où les briques k et l sont
de la même couleur. Par hypothèse de récurrence, le complexe E0,(k,l)BP (S)m est acyclique.
On considère le complexe quotient E0BP (S)m

/
E0,(k,l)BP (S)m qui est isomorphe au complexe

E0BP (S)m′ avec m′ de graphe marqué sous-jacent Γm′ identique à Γm sauf que l’arête reliant
les briques k et l est marquée. Donc par hypothèse de récurrence, le complexe E0BP (S)m′ est
acyclique. Ainsi, par la suite exacte courte

0 −→ C −→ E0BP (S)m −→ E0BP (S)m/C −→ 0,

le complexe E0BP (S)m est acyclique. Donc, en conclusion, pour tout monôme m vérifiant les
hypothèses de la proposition, tel que N1 = 1, alors le complexe E0BP (S)m est acyclique.

. On recommence un raisonnement par récurrence sur N1, pour finalement conclure la démons-
tration.

On considère à présent m, un monôme de F (V ), de mur sous-jacent K, de graphe sous-jacent Γm

ayant au moins une arête non marquée, tel que Γ×m soit connexe et que le seul coloriage qui colore
les briques de Γ×m soit le bot-coloriage (cf. exemple 6.1.3.4).

6.2.3.10 Exemple. Par exemple, on peut considérer un monôme à 4 briques

de graphe sous-jacent ×
× .

Le complexe des coloriages associé àm est donné par le diagramme (6.1a), et le complexe E0BP (S)m

est donné par le diagramme (6.1b).
On voit clairement sur cet exemple que E0BP (S)m n’est pas acyclique.

C’est là, la différence fondamentale avec le cadre opéradique : l’apparition de genre dans la
combinatoire fait donc apparaître des classes d’homologie non triviales à la page E1 de la suite
spectrale. Plusieurs possibilités s’offrent à nous pour parer à ce problème :

(i) une solution pourrait être de rigidifier la définition de base PBW en ajoutant une condition
pour que ces classes s’annulent à la page E1 de la suite spectrale ;

(ii) une autre idée pourrait être d’étudier la page E2 de la suite spectrale, pour analyser si ces
classes de la page E1 ne sont pas tuées par l’image de la différentielle ∂2.

Dans la section suivante, on étudie le cas particulier de la protopérade associée à la propérade
DCom (cf. section 4.1.4 §2).
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//

##

��

;;

��

''

77

BB

''

��

??

##

77

//

;;

BB

(a) Complexe de coloriages

66

((

(b) Page E0BP (S)m de la suite spec-
trale

FIGURE 6.1 – Exemple
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6.2.4 Le cas DComproto

Dans cette section, on étudie le cas de la protopérade DComproto, l’antécédent de la propérade
DCom par le foncteur d’induction.

6.2.4.1 Définition. La protopérade DComproto

On définit la protopérade DComproto comme la protopérade quadratique F(V )/〈R〉 avec V concentré
en arité 2

V = V ([[1, 2]]) = sgn(S2) = k ·

et avec R ∈
(
F (V )

)(2)V :

= 0 ; = = ; = = .

6.2.4.2 Remarque. Explicitons les relations de DComproto en terme d’éléments : on note u le gé-
nérateur de V et on considère les injections monotones δi : [[1, 2]] ↪→ [[1, 3]] avec i ∈ {1, 2, 3} avec
im(δi) = [[1, 3]]\{i}. Chaque couple (δi, δj) avec i 6= j définit un diagramme de composition shuffle
ϕi,j et on note ◦

i,j
la composition correspondante. Par exemple, on a la correspondance

←→ u ◦
1,3
u

Ainsi, R est induit par

u ◦
2,1
u = u ◦

1,3
u = u ◦

3,2
u et u ◦

1,2
u = u ◦

3,1
u = u ◦

2,3
u.

6.2.4.3 Proposition. Le foncteur Ind envoie la protopérade DComproto sur DCom, i.e.

Ind
(
DComproto

)
= DCom.

On cherche à exhiber une base PBW de cette protopérade. On a vu à la proposition 4.1.4.7 que
les escaliers montants, qui sont stables sous l’action diagonale du groupe cyclique, engendrent la
propérade DCom. Ainsi, par la proposition 6.2.4.3 et le lemme 3.3.1.4, le lemme 4.1.4.8 nous fournit
une base BDComproto du complexe de chaînes sous-jacent à la protopérade DComproto. Cette base mo-
nomiale est en correspondance avec Sn−1 : à σ ∈ Sn−1, on associe un monôme de DComproto([[1, n]])

de poids n− 1 et du mur sous-jacent Kσ de hauteur n− 1 :

σ(i)

1

n−1

i

n

qui correspond, au niveau des propérades, à

n

σ(1)

σ(1)

σ(n−1)

σ(n−1)

σ(i)

σ(i)
.

Ainsi, on a

BDCom
proto([[1,n]]) =


�(σ) :=

σ(i)

1

n−1

i

n ∣∣∣∣∣ σ ∈ Sn−1


.
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6.2.4.4 Lemme. Soient M,N et S trois ensembles totalement ordonnés, ϕ :=
(
i : M ↪→ S ←↩ N :

j
)

un produit shuffle, a ∈ BDCom(M) et b ∈ BDCom(N). On note smax l’élément maximal de S ; si∣∣im(i) ∩ im(j)
∣∣ = 1 et im(i) ∩ im(j) ∈ S\{smax}, alors a ◦

ϕ
b = γ avec γ ∈ BDCom(S) et γ >� a ◦

ϕ
b.

Démonstration. On note s := im(i) ∩ im(j). On raisonne par récurrence sur le poids de b. Pour
commencer, supposons que b est de poids 1. Comme a ∈ BDCom(M), il existe une unique brique Ka

α

de Ka, le mur sous-jacent à a, tel que s ∈ Ka
α. Alors le sous-monôme aα ⊗ b de a ◦

ϕ
b possède un mur

sous-jacent de la forme

s smax

ou
s smax

et par définition de DCom et par la définition de <� (on pourra se référer à l’exemple 6.2.1.6), on a

s smax

<�∼
s smax

et
s smax

<�∼
s smax

,

d’où le résultat pour b de poids 1. Ensuite, on conclut par récurrence en appliquant le même type de
disjonction de cas que dans la preuve du lemme 6.2.4.6 : on distingue si la brique {j−1(s), nmax} est
de hauteur maximale ou non dans Kb. Si elle ne l’est pas, on applique l’hypothèse de récurrence ;
sinon, on utilise les relations de DCom pour "descendre" la brique.

6.2.4.5 Lemme. Soient M,N et S trois ensembles finis totalement ordonnés, ϕ :=
(
i : M ↪→ S ←↩

N : j
)

un produit shuffle, a ∈ BDCom(M) et b ∈ BDCom(N). On note smax l’élément maximal de S. Si∣∣im(i) ∩ im(j)
∣∣ = 1 et im(i) ∩ im(j) = smax, alors a ◦

ϕ
b ∈ BDCom(S).

Démonstration. Découle directement de la définition de BDCom(S).

Le lemme suivant est l’avatar protopéradique du lemme 4.1.4.6.

6.2.4.6 Lemme. Soient M,N et S trois ensembles totalement ordonnés, ϕ :=
(
i : M ↪→ S ←↩ N : j

)
un produit shuffle, a ∈ BDCom(M) et b ∈ BDCom(N). Si

∣∣im(i) ∩ im(j)
∣∣ > 1, alors a ◦

ϕ
b = 0.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur la somme des poids de a ∈ BDCom(M) et b ∈ BDCom(N).
Si a et b sont chacun de poids 1, alors

a ◦
ϕ
b = = 0

par définition de DComproto. Supposons que, pour tout a, b tels que la somme de leurs poids soit
inférieur ou égale à n− 1, alors pour tout produit shuffle ϕ tel que

∣∣im(i) ∩ im(j)
∣∣ > 1, a ◦

ϕ
b = 0. On

considère à présent a, b tels que la somme de leurs poids soit égale à n. On note Ka ∈ Wconn(M)

(resp. Kb ∈ Wconn(N), Kϕ ∈ Wconn(S)) le mur sous-jacent à a (resp. b, a ◦
ϕ
b). Soient s1 6= s2 ∈

im(i) ∩ im(j). On note Ka
1 ∈ Ka (resp. Ka

2 ∈ Ka, Kb
1 ∈ Kb et Kb

2 ∈ Kb) la brique qui contient i−1(s1)

(resp. i−1(s2), j−1(s1) et j−1(s2)). Remarquons que l’on peut avoir Ka
1 = Ka

2 ou Kb
1 = Kb

2. On fait
alors une disjonction de cas.

. Si les briques Ka
1 et Ka

2 ne sont pas de hauteur minimale dans Ka ou si les briques Kb
1 et Kb

2 ne
sont pas de hauteur maximale dans Kb, i.e. si {h(Ka

1 ), h(Ka
2 )} 6= {1, 2} ou h(Ka

1 = Ka
2 ) 6= 1 ou

{h(Kb
1), h(Kb

2)} 6= {|N |−1, |N |} ou h(Kb
1 = Kb

2) 6= |N |, alors, on a a◦
ϕ
b = a ◦

ϕ′
b′ ◦
ψ
c ou a◦

ϕ
b = c◦

ψ
a′ ◦
ϕ′
b

avec par récurrence a′ ◦
ϕ′
b = 0 ou a ◦

ϕ′
b′ = 0, d’où le résultat.
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. Si Ka
1 = Ka

2 avec h(Ka
1 ) = 1 et {h(Kb

1), h(Kb
2)} = {|N | − 1, |N |} ou h(Kb

1 = Kb
2) = |N |, alors

comme a ∈ BDCom(M), il existe une unique brique Ka
α ∈ Ka telle que (Ka

1 ,K
a
α) ∈ Succ(Ka). Le

sous-monôme a1 ⊗ aα de a est donc de la forme :

s1 s2

ou
s1 s2

qui, par définition de DComproto, sont chacun équivalents à

s1 s2

∼
s1 s2

et
s1 s2

∼
s1 s2

.

Alors, on a a ◦
ϕ
b = c ◦

ψ
a′ ◦
ϕ′
b avec par récurrence a′ ◦

ϕ′
b = 0.

. Si Ka
1 6= Ka

2 avec {h(Ka
1 ), h(Ka

2 )} = {1, 2} et {h(Kb
1), h(Kb

2)} = {|N | − 1, |N |} ou h(Kb
1 = Kb

2) =

|N |, alors on fait le même type de raisonnement avec le sous-monôme de poids 3 de mur sous-
jacent Ka

1 ,K
a
2 et Ka

3 avec h(Ka
3 ) = 3. Quitte à renuméroter, on peut supposer que Ka

1 < Ka
2 .

En utilisant l’invariance sous l’action du groupe cyclique des (sous)-monômes de DComproto,
on se ramène à un sous-monôme équivalent, de mur sous-jacent K̃a

1 < K̃a
2 < K̃a

3 tel que
{s1, s2} ⊂ K̃a

2∪ K̃a
3. Puis on applique l’hypothèse de récurrence. Par exemple, en utilisant les

relations de DComproto sur les deux briques les plus basses :

s1 s2

a
b b

∼
s1 s2

a b a b
=

s1 s2

a

b

a

b ∼
s1 s2

a

b

a

b

6.2.4.7 Remarque. Ce lemme implique que la base BDComproto de DComproto en tant que k-module,
donnée par

BDCom
proto([[1,n]]) =


�(σ) :=

σ(i)

1

n−1

i

n ∣∣∣∣∣ σ ∈ Sn−1


,

n’est pas une base PBW de la protopérade DComproto. En effet, il existe éléments de BF(V ), comme
par exemple,

1 2 3

tel que chaque couple de briques successives soit admissible, mais qui n’appartient pas à BDComproto ,
car ce terme est nul dans DComproto par le lemme 6.2.4.6.

Ainsi, on a vu, à l’exemple 6.2.3.10 et à la remarque 6.2.4.7, que le genre des diagrammes posent
problème pour pouvoir aussi bien pour la koszulité d’une protopérade munie d’une base PBW que
pour l’existence d’une base PBW pour la protopérade DComproto. Dans la section suivante, nous
allons donc nous restreindre à la partie de genre 0 des protopérades. Nous nous appuierons notam-
ment sur la définition de diopérade par Gan dans [Gan03] et de sa définition de dualité de Koszul
dans le cadre diopéradique.
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UNE APPROCHE DIOPÉRADIQUE

On a donc vu que le genre des graphes sous-jacent pose problème pour avoir un théorème de
base PBW, mais également pour définir une base PBW de la protopérade DComproto. Pour pallier ce
problème, on s’inspire alors des constructions diopéradiques de Gan dans [Gan03], qui définit une
dualité de Koszul pour les diopérades.

On reprend la stratégie adoptée précédemment en se limitant à la partie de genre 0. On va donc
définir un nouveau produit monoïdal (cf. section 7.2) sur la catégorie des S-modules réduits qui sera
compatible, à travers le foncteur d’induction, au produit monoïdal �∅

c (cf. définition 7.1.0.2) de la
catégorie des S-bimodules réduits dont les monoïdes sont les diopérades. Cela implique notamment
de définir de nouveaux foncteurs encodant la combinatoire (cf. sous-section 7.1).

7.1 Combinatoire de genre 0

On commence par définir de nouveaux foncteurs X∅,conn et X∅,conn, les versions de genre 0 des
foncteurs X conn et Xconn

7.1.0.1 Définition. Foncteur X∅,conn

On définit les versions "de genre 0" des foncteurs X conn et Xconn.

(i) On pose le sous foncteur X∅,conn ⊂ X conn défini par

X∅,conn(S) :=
{

(I, J) ∈ X conn(S) | ∀Iα ∈ I, ∀Jβ ∈ J, |Iα ∩ Jβ | = 0 ou 1
}
.

(ii) Pour r, s, n ∈ N∗, on définit X∅,n,conn
r,s , le sous foncteur de Xn,conn

r,s , donné, pour S et E deux
ensembles finis non-vides, par

X∅,n,conn
r,s (S,E) :=

{
({I,K′},{K′′,J})∈Yr(S,[[1,n]])×Ys([[1,n]],E)

∣∣ (K′,K′′)∈X∅,conn([[1,n]])

}/
Sn

.

On pose également
X∅,conn :=

∐
r,s,n∈N∗

X∅,n,conn
r,s ,

qui est un sous foncteur de Xconn.

En reprenant l’approche utilisée au chapitre 3 pour définir des structures monoïdales associées
aux foncteurs X conn et Xconn, on définit des produits monoïdaux associés à leur version de genre 0,
X conn et Xconn.
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7.1.0.2 Définition/Proposition. (i) Le produit de composition connexe de genre 0 des S-modules
est le bifoncteur

(−1)�∅
c (−2) : S-modrédk ×S-modrédk −→ S-modrédk

défini, pour tous S-modules réduits P et Q et tout ensemble fini S non-vide, par :

P �∅
c Q(S)

def
:=

⊕
(I,J)∈X∅,conn(S)

⊗
α

P (Iα)⊗
⊗
β

Q(Jβ).

C’est un sous-bi-foncteur du produit de composition connexe des S-modules −�c−, qui munit
la catégorie S-modrédk d’une structure monoïdale, ayant pour unité I. En particulier, le produit
�∅
c est associatif.

(ii) Le produit de composition connexe de genre 0 des S-bimodules est le bifoncteur

(−1)�∅
c (−2) : S-bimodrédk ×S-bimodrédk −→ S-bimodrédk

défini, pour tous S-bimodules réduits P et Q et tout couple d’ensembles finis S,E non-vides,
par

(
P �∅

c Q
)
(S,E) :=

⊕
n∈N∗

( ⊕
({I,K′},{K′′,J})∈Xn,∅,conn(S,E)

⊗
α

P (Iα,K
′
α)⊗

⊗
β

Q(K ′′β , Jβ)
)/

Sn

où le quotient par Sn identifie, pour tout σ ∈ Sn, les termes⊗
α

P (Iα,K
′
α)⊗

⊗
β

Q(K ′′β , Jβ) ∼
(⊗

α

P (Iα,K
′
α)
)
· σ−1 ⊗ σ ·

(⊗
β

Q(K ′′β , Jβ)
)
.

C’est un sous-bi-foncteur du produit de composition connexe des S-bimodules − �c −, qui
munit la catégorie S-bimodrédk d’une structure monoïdale, ayant pour unité I. En particulier,
le produit �∅

c est associatif.

7.1.0.3 Remarque. On a bien un produit "de genre 0". En effet, pour P,Q et R trois S-modules, et
p ∈ P , q ∈ Q et r ∈ R, une composition du type

p

q
r

n’est pas un élément de P �∅
c Q�

∅
c R. En effet, la composition

p

q

est un élément de P �∅
c Q mais l’élément

p

q

r

n’est pas dans (P �∅
c Q)�∅

c R.

7.1.0.4 Définition. FoncteurW∅

On définit le foncteur
W∅,conn,or
n : Finop −→ Finop
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comme, pour tout ensemble S non-vide, comme la fibre de KS : W∅,or(S) → Yord(S) au dessus de
{S}, c’est-à-dire comme le sous-foncteur deWor

n donné, par

W∅,conn,or
n (S) :=

(K=(K1,...,Kn),6)∈Wor
n (S)

∣∣∣∣∣
∀α, β ∈ [[1, n]],∃!Kα =: Ki0 , . . . ,Kim−1

,Km := Kβ

t.q. ∀j ∈ [[0,m− 1]], Kij ∈ K, |Kij ∩Kij+1
| = 1

et (Kij ,Kij+1
) ou (Kij+1

,Kij ) ∈ Succ(K)

 .

La surjection naturelle W∅,or � W∅ donnée par le passage au quotient par l’action des groupes
symétriques nous permet de définir le sous-foncteur

W∅,conn ↪→W∅,conn.

7.1.0.5 Remarque. X∅,conn est un sous-foncteur deW∅,conn.

7.2 Monoïdes

7.2.1 Compositions partielles et monoïde libre

De manière directe, à la manière de la description d’une protopérade en terme de S-module muni
d’une famille de compositions partielles, on peut décrire les monoïdes de la catégorie des S-modules
réduits pour le produit �∅

c en termes de compositions partielles.

7.2.1.1 Définition. Compositions partielles de genre 0 pour les S-modules
Soit P un S-module réduit, muni d’un morphisme de S-modules ε : I ↪→ P avec I(S) = k si |S| = 1 et
0 sinon. Soient M,N et S trois ensembles finis non-vides, munis des deux diagrammes d’injections :

ϕ :=
(
i : M ↪→ S ←↩ N : j

)
et ϕop :=

(
j : N ↪→ S ←↩ M : i

)
et tels que {

im(i) ∪ im(j) = S

|im(i) ∩ im(j)| = 1
. (7.2.1)

On dit que P est muni d’un système de compositions partielles de genre 0 si, pour tout diagramme
tel que ϕ, on a un morphisme de complexes de chaînes

◦
ϕ

: P (M)⊗ P (N) −→ P (S) ;

compatible avec l’action de Aut(S), i.e. pour tout σ ∈ Aut(S) avec

σ · ϕ :=
(
i′ : M ′ := σ

(
i(M)

)
↪→ S ←↩ σ

(
j(N)

)
=: N ′ : j′

)
on a le diagramme commutatif

P (M)⊗ P (N)

◦
ϕ

��

∼=

P (σ|M )⊗P (σ|N ) // P (M ′)⊗ P (N ′)

◦
σ·ϕ

��
P (S)

P (σ)
// P (S) ;

(7.2.2)
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et qui vérifie les propriétés de compatibilités suivantes. Pour tout diagramme commutatif d’injec-
tions

M

%%
ϕ

N

yy %% ψ
U

yy
R

%% ξ
S

yy
T

avec
M

## ξL
S

||
T

et R

## ξR
U

{{
T

tels que les quatres couples de flèches ϕ,ψ, ξL et ξR vérifient la propriété 4.2.2, les compositions
partielles vérifient les trois axiomes d’associativités suivants :

Axiome d’associativité
( )

P (M)⊗ P (N)⊗ P (U)
1⊗◦

ψ //

◦
ϕ
⊗1

��

P (M)⊗ P (S)

◦
ξL
��

P (R)⊗ P (U) ◦
ξR

// P (T ) ;

Axiome V ( )

P (N)⊗ P (M)⊗ P (U)
(◦
ψ
⊗1)(1⊗τ)

//

◦
ϕop
⊗1

��

P (S)⊗ P (M)
◦
ξ
op
L��

P (R)⊗ P (U) ◦
ξR

// P (T ) ;

Axiome Λ ( )

P (M)⊗ P (U)⊗ P (N)
1⊗ ◦

ψop //

(1⊗◦
ϕ

)(τ⊗1)

��

P (M)⊗ P (S)

◦
ξL
��

P (U)⊗ P (R) ◦
ξ
op
R

// P (T ).

.

Ces produits partiels vérifient également une propriété d’existence d’unité : pour tout dia-
gramme d’injections de la forme

ϕ :=
(
i : {∗} ↪→M

∼=←M : id
)
,

on a les diagrammes commutatifs

I({∗})⊗ P (M)

∼= ..

� � ε⊗id // P ({∗})⊗ P (M)

◦
ϕ

��
P (M)

et P (M)⊗ I({∗})

∼= --

� � id⊗ε // P (M)⊗ P ({∗})
◦
ϕop

��
P (M) .

7.2.1.2 Proposition. Un S-module réduit P est muni d’un système de compositions partielles de
genre 0 si et seulement si P est muni d’une structure de monoïde pour le produit �∅

c .
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Démonstration. Il suffit d’adapter la preuve de la proposition 4.2.3.2.

Comme dans le cas de la protopérade libre, il existe un monoïde libre pour le produit �∅
c que

l’on décrit complètement de manière combinatoire à l’aide du foncteurW∅,conn, comme on l’énonce
dans la proposition suivante.

7.2.1.3 Proposition. Soit V un S-module réduit. Le monoïde libre sur V associé au produit �∅
c ,

que l’on note F∅(V ), vérifie l’isomorphisme de S-modules

F∅(V )(S) ∼=
⊕

({Kα}α∈A,6)

∈W∅,conn(S)

⊗
α∈A

V (Kα).

Démonstration. De même que pour la proposition, en adaptant les démonstrations, on montre que,
pour tous S-modules réduits A et B, l’endofoncteur

ΦA,B : S-modrédk −→ S-modrédk
X 7−→ A�∅

c X �
∅
c B

est analytique scindé (au sens de Vallette, cf. définition C.1.0.3) : on a donc un description du mo-
noïde associatif unitaire libre de la catégorie (S-modrédk ,�∅

c , I). En adaptant la démonstration de la
proposition 3.1.3.3, on obtient l’isomorphisme voulu.

7.2.2 Intermède - les diopérades

On rappelle ici la définition de diopérade faite par Gan dans [Gan03].

7.2.2.1 Définition. Diopérade – (cf. [Gan03, Sect. 1])
On appelle diopérade, un S-bimodule réduit P muni d’un morphisme de S-bimodules ι : I ↪→ P et
d’une famille de morphismes de complexes de chaînes

−i◦j − : P (m1, n1)⊗ P (m2, n2) −→ P (m1 +m2 − 1, n1 + n2 − 1)

pour tout quadruplets d’entiers positifs non-nulsm1,m2, n1 et n2 et pour tous i ∈ [[1, n1]] et j ∈ [[1,m2]]

vérifiant les propriétés suivantes :

(i) le morphisme ι induit, pour tous entiers positifs non-nuls m et n et pour tous i ∈ [[1,m]] et
j ∈ [[1, n]], les isomorphismes canoniques

I(1, 1)⊗ P (m,n)
ι⊗P //

∼= ..

P (1, 1)⊗ P (m,n)

−1◦i−
��

P (m,n)

et P (m,n)⊗ I(1, 1)
P⊗ι //

∼= --

P (m,n)⊗ P (1, 1)

−i◦1−
��

P (m,n) ;

(ii) pour tous les entiers m1,m2,m3, n1, n2 et n3 positifs non-nuls et pour tous les entiers i ∈
[[1, n1 + n2 − 1]], j ∈ [[1,m3]], k ∈ [[1, n1]] et l ∈ [[1,m2]], le morphisme

−i◦j−(−k◦l−⊗P ) : P (m1, n1)⊗P (m2, n2)⊗P (m3, n3) −→ P (m1 +m2 +m3−2, n1 +n2 +n3−2)
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est égal à
(σ · (−))(−k+n3−1◦l −)(−i◦j −⊗ P )(P ⊗ τP (m2,n2),P (m3,n3)) si i 6 k − 1

(−k◦j+l−1 −)(P ⊗−i−k+1◦j −) si k 6 i 6 k + n2 − 1

(σ · (−))(−k◦l −)(−i−n2+1◦j −⊗ P )(P ⊗ τP (m2,n2),P (m3,n3)) si k + n2 6 i

,

avec σ ∈ Sn1+n2+n3−2, la permutation par blocs

(
(12)(45)

)
l−1,j−1,m1,m3−j,m2−l

;

(iii) pour tous les entiers m1,m2,m3, n1, n2 et n3 positifs non-nuls et pour tous les entiers i ∈
[[1, n1 + n2 − 1]], j ∈ [[1,m3]], k ∈ [[1, n1]] et l ∈ [[1,m2]], le morphisme

−i◦j−(P (m1, n1)⊗−k◦l−) : P (m1, n1)⊗P (m2, n2)⊗P (m3, n3) −→ P (m1+m2+m3−2, n1+n2+n3−2)

est égal à
((−) · σ)(−k◦l+m1−1 −)(P ⊗−i◦j −)(τP (m1,n1),P (m2,n2) ⊗ P (m3, n3)) si j 6 l − 1

(−k+i−1◦l −)(−i◦j−l+1 −⊗ P ) si l 6 j 6 l +m2 − 1

((−) · σ)(−k◦l −)(P ⊗−i◦j−m2+1 −⊗ P )(τP (m1,n1),P (m2,n2) ⊗ P (m3, n3)) si l +m2 6 j

,

avec σ ∈ Sn1+n2+n3−2, la permutation par blocs

(
(12)(45)

)
i−1,k−1,n3,n2−k,n1−i

;

(iv) pour tous les entiers m1,m2, n1 et n2 positifs non-nuls, pour tous les entiers i ∈ [[1, n1]] et
j ∈ [[1,m2]], et toutes permutations π1 ∈ Sm1

, σ1 ∈ Sn1
, π2 ∈ Sm2

et σ2 ∈ Sn2
, le morphisme

−i◦j −
(
(π1 · (−) · σ1)⊗ (π2 · (−) · σ2)

)
: P (m1, n1)⊗ P (m2, n2) −→ P (m1 +m2 − 1, n1 + n2 − 1)

est égal au morphisme

(π2 ◦π−1
2 (j) π1 · (−) · σ1 ◦i σ2)(−σ1(i)◦π−1

2 (j) −),

avec σ1 ◦i σ2, la permutation par blocs de Sn1+n2−1 donnée par

σ1 ◦i σ2 := (σ1)1,...,1,n2,1,...,1 ◦ (id× . . .× σ2 × . . .× id),

où σ2 est à la i-ème place.

7.2.2.2 Proposition. Un S-bimodule réduit P est un monoïde associatif unitaire pour le produit
�∅
c si et seulement si P est muni d’une structure de diopérade.

Démonstration. Montrons qu’une diopérade P est un monoïde associatif unitaire pour le produit
�∅
c . On note ι : I ↪→ P , l’unité de la diopérade. Soient m,n, e, s, i et j ∈ N∗ avec i ∈ [[1, n]], j ∈ [[1,m]],

on pose r = m+ n− 1, s = n+ s− 1 et e = m+ e− 1. Rappelons que, pour Q un S-bimodule, on note
Q(m,n) := Q

(
[[1,m]], [[1, n]]

)
. On a le diagramme 7.1 avec ι̃ induite par l’unité ι de P . Le morphisme

ϕ est induit par un choix (non-unique) d’élément de Xr,∅,conn(s, e), choix que l’on peut représenter
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P (n, e)⊗ P (s,m)
i◦j //

∼=
��

P (s, e)

⊗i−1
α=1I(1,1)⊗P (n,e)⊗

⊗n
α=i+1I(1,1)

⊗
⊗j−1
β=1I(1,1)⊗P (s,m)⊗

⊗m
α=j+1I(1,1)

� _

ι̃

��⊗i−1
α=1P (1,1)⊗P (n,e)⊗

⊗n
α=i+1P (1,1)

⊗
⊗j−1
β=1P (1,1)⊗P (s,m)⊗

⊗m
α=j+1P (1,1)

� _

ϕ

��⊕
({I,K′},{K′′,J})
∈Xr,∅,conn(s,e)

⊗
α
P (Iα,K

′
α)⊗

⊗
β

P (K ′′β , Jβ)

π

����( ⊕
({I,K′},{K′′,J})
∈Xr,∅,conn(s,e)

⊗
α
P (Iα,K

′
α)⊗

⊗
β

P (K ′′β , Jβ)
)/

Sr

µrs,e

II

FIGURE 7.1 – Diopérade vs. monoïde pour �∅
c

de la manière suivante :

I

K ′

K ′′

J

j−1 n−j

i−1 m−i

1 r

avec

K ′′ :=
{
{1, . . . , j − 1, i+ j − 1, . . . , n+ i− 1}, {j}, . . . , {j + i− 2}, {n+ i}, . . . , {n+m}

}
K ′ :=

{
{1}, . . . , {j − 1}, {j, . . . , i+ j − 1, n+ i, . . . , n+m}, {i+ j}, . . . , {n+ i− 1}

}
ce choix est unique à l’action de Sr près. Par l’associativité des produits i◦j , on définit le produit
associatif µrs,e et, en posant µs,e :=

∑
r µ

r
s,e, on obtient le produit associatif

µs,e :
(
P �∅

c P
)
(s, e) −→ P (s, e).

Réciproquement, si (P, µ) est un monoïde associatif unitaire de (S-bimodrédk ,�∅
c ), alors, la restriction

de µ à l’image du morphisme π ◦ ϕ ◦ ι̃ nous fournit un morphisme i◦j : P (n, e) ⊗ P (s,m) → P (s, e)

qui, par associativité du produit µ, vérifie les propriétés d’associativité des compositions partielles
des diopérades et respectent les actions.

Encore une fois, le foncteur d’induction fait le lien entre les catégories monoïdales
(
S-modrédk ,�∅

c

)
et
(
S-bimodrédk ,�∅

c

)
.
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7.2.2.3 Proposition. Le foncteur d’induction

Ind :
(
S-modrédk ,�∅

c

)
−→

(
S-bimodrédk ,�∅

c

)
est monoïdal.

Démonstration. Il suffit d’adapter la preuve du théorème 3.3.2.10.

7.3 Dualité de Koszul et bases PBW

De la même manière que pour les propérades, on a le résultat suivant.

7.3.0.1 Théorème. [Gan03] [Val08, Sect. 2]
Il existe une adjonction bar-cobar et une dualité de Koszul pour les diopérades. Celles-ci se trans-
fèrent, via le foncteur d’induction, aux monoïdes de la catégorie

(
S-modrédk ,�∅

c

)
, c’est-à-dire qu’on a

l’adjonction bar-cobar

Ω : Asu
(
S-modrédk ,�∅

c

)aug
� coAsu

(
S-modrédk ,�∅

c

)coaug
: B.

De plus, pour P = P(V,R) un élément de Asu
(
S-modrédk ,�∅

c

)aug quadratique, P est dit de Koszul si
le morphisme

P ¡ := C (sV, s2R) ↪→ B(P )

induit un isomorphisme en homologie.

7.3.0.2 Remarque. Notons que Katz a, dans sa thèse [Kat12], définit la notion de base PBW pour
les diopérades et montrer qu’une diopérade munie d’une base PBW est de Koszul (cf. [Kat12, Th.
3.4]).

En adaptant les technologies développées aux sections 6.1 et 6.2, on définit la notion de base
PBW pour un élément de Asu

(
S-modrédk ,�∅

c

)aug, et on a un théorème PBW.

7.3.0.3 Théorème. Soit P = P(V,R) un objet de Asu
(
S-modrédk ,�∅

c

)aug, avec V de dimension finie,
munie d’une base PBW. Alors P est de Koszul.

Démonstration. On reprend les notations de la section 6.2.2. Il suffit de reprendre la sous-section
6.2.3 : comme, dans la combinatoire sous-jacente à nos monômes, nous n’avons pas de genre, alors,
pour m un monôme de BP (S), le complexe E0BP (S)m est acyclique si le poids de m est différent de
son degré homologique. Finalement, on a montré que H•

(
E0BP (S)m

)
= 0 si le nombre de couleurs

est différent du nombre de briques de K i.e. si le degré homologique est différent du poids. Par un
argument de suite spectrale similaire à celui donné par Hoffbeck dans [Hof10, Sect. 4.6] pour le cas
opéradique, on peut étendre le résultat à BP (S). On fixe un ordre total E qui raffine l’ordre partiel
6F(V ) de la base monomiale, ce qui nous fournit la filtration de BP (S)

FλBP (S) =
∑
µDλ

BP (S)µ ;

notons au passage que le quotient FλBP (S)/Fλ+1BP (S) (où λ + 1 désigne le successeur de λ pour
l’ordre total E) est E0BP (S)λ. Cette filtration est compatible avec le poids donc la suite spectrale
associée se scinde. Pour un poids ω fixé, la suite spectrale associée est bornée. En effet, l’ensemble
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des monômes de F (V )(S) de poids ω est fini car la dimension de V est fini : on a donc une suite
décroissante de monômes µ1 D µ2 D . . . D µn qui induit la suite

{0} ⊂ Fµ1
BP (ω)V (S) ⊂ Fµ2

BP (ω)V (S) ⊂ . . . ⊂ FµnBP (ω)V (S) = BP (ω)V (S) ;

on a donc bien que la suite spectrale associée au poids ω est bornée. Donc par [Wei94, Th.5.5.1], cette
suite spectrale converge vers H•

(
BP (ω)V (S)

)
. Or, l’homologie de BP (ω)V (S) est un sous-quotient de

la page E(ω),1, qui est nulle quand le poids est différent du degré. Ainsi, H•
(
BP

)
= 0 quand le poids

est différent du degré, ce qui achève la preuve du théorème.

7.3.0.4 Corollaire. (i) DCom∅,proto := F∅(VDComproto)/〈RDComproto〉 possède une base PBW, donc
est de Koszul.

(ii) Par dualité, F∅(VDLieproto)/〈RDLieproto〉 est de Koszul.

Démonstration. (i) Découle directement des résultats de la section 6.2.4.

(ii) Découle des résultats de la section 5.2.3.

On remonte alors ce résultat de koszulité au niveau diopéradique.

7.3.0.5 Corollaire. La diopérade F∅(VDLie)/〈RDLie〉 est de Koszul.

Démonstration. Le foncteur d’induction Ind : (S-modrédk ,�∅
c ) → (S-bimodrédk ,�∅

c ) est monoïdal et
exact.

La question qui reste à présent en suspens : peut-on remonter ce résultat au niveau propéra-
dique?
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PERSPECTIVES

Des diopérades aux propérades

Une première idée pour montrer que la propérade DLie est de Koszul serait de montrer qu’elle
est contractile, propriété définie par Merkulov et Vallette dans [MV09a]. On rappelle ici les résultats
essentiels de [MV09a, Sect. 5.6] qui permettent, sous certaines conditions, de remonter au niveau
propéradique, une résolution cofibrante d’une diopérade.

7.3.0.6 Proposition. ([MV09a, Prop. 44, Cor. 45])
On a l’adjonction

U : dioperadesk � properadesk : For

avec For le foncteur oubli et U le foncteur propérade enveloppante. Pour D, une diopérade définie
par générateurs et relations, c’est-à-dire D := F∅(V )/〈R〉∅, avec 〈R〉∅ l’idéal diopéradique engendré
par les relations R de genre 0, on a

U (D) = F (V )/〈R〉,

avec 〈R〉, l’idéal propéradique engendré par R.

7.3.0.7 Remarque. On n’utilise pas ici les mêmes notations que Merkulov et Vallette : notamment,
on inverse les noms des foncteurs oubli et enveloppant.

Pour résumer, on a le diagramme commutatif de foncteurs suivants

properadesk

protoperadesk

Ind
55

dioperadesk

U
ii

Asu(S-modrédk ,�∅
c )

Ind

55

U pr

ii

où le foncteur U pr est l’adjoint à gauche du foncteur oubli For : protoperadesk → Asu(S-modrédk ,�∅
c ).

Le foncteur U n’est pas exact, comme le montre Merkulov et Vallette dans [MV09a, Th. 47]. Cepen-
dant, le foncteur préserve les résolutions minimales de certaines diopérades.

7.3.0.8 Définition/Proposition. Propérade contractile – ([MV09a, Prop. 48])
On dit qu’une propérade P = F (V )/〈R〉 avec des relations de genre 0, c’est-à-dire R ⊂ F∅(V ),
est contractile si elle admet un modèle (F (C), ∂0)

'→ P avec ∂0|C : C → F∅(C), c’est-à-dire si la
différentielle évaluée sur C est à valeurs dans la partie de genre 0 de la propérade libre sur C.
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De plus, P est contractile si et seulement si la diopérade associée D = F∅(V )/〈R〉∅ admet une
résolution quasi-libre (F∅(C), ∂0)

'→ D, qui est un quasi-isomorphisme préservé par le foncteur
U (−).

Enfin, on rappelle un critère simple pour qu’une propérade soit contractile.

7.3.0.9 Proposition. [MV09a, Prop. 49]
Soit P = F (V )/〈R〉 une propérade de Koszul définie par un S-bimodule V de dimension totale
finie et par des relations de genre 0, i.e. R ⊂ F∅(V ). Si la copropérade duale de P est égale à la
codiopérade duale de D = F∅(V )/〈R〉∅ en tant que complexe de chaînes, c’est-à-dire que, pour tous
entiers naturels non-nuls m et n, on a l’isomorphisme de complexes

D¡(m,n) ∼= P ¡(m,n),

alors, la propérade P est contractile.

Démonstration. Dans ce cas, le coproduit infinitésimal (cf. section 5.1.1.4) de P ¡, ∆(1,1) : P ¡ →
P ¡ �c P ¡, est à valeurs dans P ¡ �∅

c P
¡.

Dans cette proposition, on suppose notamment que la propérade P soit de Koszul : on ne peut
donc pas utiliser un tel résultat pour montrer que P est de Koszul. Pourtant, dans le cas de la
propéradeDLie, on a montré, au lemme 4.1.4.6, que la propérade dualeDCom = F (VDCom)/〈RDCom〉
vérifie, pour tous entiers naturels non-nuls m et n, l’isomorphisme de complexes de chaînes :

DCom(m,n) ∼=
(
F∅(VDCom)/〈RDCom〉∅

)
(m,n).

Un espoir à court terme est de pouvoir conclure la question de la koszulité de DLie en explorant
cette voie. On étudiera également l’exactitude du foncteur U pr.

Par la suite

Si nous arrivons à montrer que la propérade DLie est de Koszul, alors on aurait montré que la
propérade DPois est de Koszul (cf. corollaire 5.3.2.2). Plusieurs questions naturelles se poseraient
alors :

(i) Expliciter la structure d’algèbre double Poisson à homotopie près, notamment le comporte-
ment de la relation de dérivation et les liens avec les algèbres de Leibniz à homotopie près (cf.
[Liv97]). En effet, on a un morphisme de propérades

Leib −→ DPois

qui induit donc, au niveau des résolutions cofibrantes, le morphisme de propérades

Leib∞ −→ DPois∞.

On pourrait commencer par se demander quelle est l’image de ce morphisme.

(ii) Étudier l’espace de module des structures double Poisson à homotopie près sur un complexe de
chaînes X qui possède un produit strictement associatif, c’est-à-dire le pullback homotopique
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suivant :
DPoisµ∞{X} //

��

yh

{µ}� _

��
As{X}� _

��
DPois∞{X} // As∞{X}.

(iii) Si on a une DPois∞-algèbre A, telle que le produit µ de A soit strictement associatif (et non
pas associatif à homotopie près), c’est-à-dire un point de DPoisµ∞{A}, que devient la struc-
ture quand on passe aux schémas de représentations associés. c’est-à-dire, si A est une telle
algèbre, de quelle structure est munie l’algèbre différentielle graduée commutative (A)n pour
n ∈ N∗ ?

(iv) De la même manière, comme l’homologie cyclique est donnée par le foncteur dérivé de (−)\, on
peut se demander de quelle structure hérite l’homologie cyclique d’une algèbre double Poisson
à homotopie près et ainsi faire le lien avec les structures NC-Poisson dérivées de [BCER12].

(v) Enfin, on espère qu’à l’aide des schémas de représentations, on puisse faire le lien entre l’es-
pace de module des structures double Poisson sur un complexe de chaînes A et l’espace de
modules des structures de Poisson sur (A)n, pour n ∈ N∗. L’espace de modules des structures
de Poisson sur un complexe de chaînes a notamment été décrit par Melani et Safronov dans
[MS16, MS17]. On aimerait également faire le lien entre les schémas de représentations et
les travaux récents de Toën et ses co-auteurs sur la géométrie algébrique dérivée, citons par
exemple [TV05, TV08, PTVV13, CPT+15].

Si jamais, on concluait par la négative à la question de la koszulité de la propérade DLie,
pourrait-on corriger le défaut de koszulité pour déterminer une résolution cofibrante de DLie qui
soit plus petite que celle donnée par l’adjonction bar-cobar?
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ANNEXE A

ALGÈBRE CATÉGORIQUE

On donne, dans cette première annexe, un rappel sur les catégories monoïdales.

A.1 Catégorie monoïdale

A.1.0.1 Définition. Catégorie monoïdale
Soit C une catégorie. On dit que C est une catégorie monoïdale si C est munie d’un bifoncteur appelé
produit tensoriel

⊗ : C× C −→ C

et d’un objet 1 appelé unité tels que les axiomes suivants soient vérifiés :

(i) pour tous objets A,B et C de la catégorie C, il existe un isomorphisme d’associativité naturel

aA,B,C : (A⊗B)⊗ C
∼=−→ A⊗ (B ⊗ C) ;

(ii) pour tout objet A de C, il existe un isomorphisme d’unité à gauche naturel

lA : 1⊗A
∼=−→ A;

(iii) Pour tout objet A de C, il existe un isomorphisme d’unité à droite naturel

rA : A⊗ 1
∼=−→ A;

(iv) Axiome du pentagone – pour tous objets A,B,C et D de C, le diagramme suivant est commu-
tatif : (

(A⊗B)⊗ C
)
⊗D

aA,B,C⊗1

��

aA⊗B,C,D //

	

(A⊗B)⊗ (C ⊗D)

aA,B,C⊗D

��

(
A⊗ (B ⊗ C)

)
⊗D

aA,B⊗C,D

��
A⊗

(
(B ⊗ C)⊗D

)
1⊗aB,C,D

// A⊗
(
B ⊗ (C ⊗D)

)
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(v) Axiome de l’unité – pour tous objets A et B de C, le diagramme suivant est commutatif :

(A⊗ 1)⊗B
aA,1,B //

rA⊗1 --

A⊗ (1⊗B)

1⊗lB
��

A⊗B.

A.1.0.2 Définition. Catégorie monoïdale symétrique
La catégorie monoïdale C est de plus dite symétrique si elle vérifie :

(i) Pour tous objets A et B de C, il existe un isomorphisme naturel

sA,B : A⊗B
∼=−→ B ⊗A;

(ii) Pour tous objets A,B et C de C, les diagrammes suivant commutent :

. Axiome de cohérence de l’unité

(A⊗B)⊗ C
sA,B⊗1//

aA,B,C

��

(B ⊗A)⊗ C

aB,A,C

��
A⊗ (B ⊗ C)

sA,B⊗C

��

B ⊗ (A⊗ C)

1⊗sA,C
��

(B ⊗ C)⊗A
aB,C,A

// B ⊗ (C ⊗A);

. Axiome de symétrie

A⊗ 1
sA,1 //

rA ..

1⊗A

lA

��
A;

. Axiome de cohérence de l’associativité

A⊗B
sA,B // B ⊗A

sB,A

��
A⊗B.

A.1.0.3 Définition. Foncteur Lax-monoïdal
Soient (C,⊗,1C) et (D,�,1D) deux catégories monoïdales. Un foncteur F est dit Lax-monoïdal s’il est
muni d’un morphisme

ε : 1D −→ F (1C)

et d’une transformation naturelle

µF : F (−1)� F (−2)
∼=−→ F (−1 ⊗−2).

qui satisfont les conditions suivantes :
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(i) la condition d’associativité : le diagramme suivant commute

(
F (−1)� F (−2)

)
� F (−3)

∼= //

µ�id

��

F (−1)�
(
F (−2)� F (−3)

)
id�µ
��

F (−1 ⊗−2)� F (−3)

µ

��

F (−1)� F (−2 ⊗−3)

µ

��
F
(
(−1 ⊗−2)⊗−3

) ∼= //
(
−1 ⊗(−2 ⊗−3)

)
;

(ii) les conditions d’unités : les diagrammes suivants commutent

F (−)� 1D
id�ε//

∼=
��

F (−)⊗ F (1C)

µ

��
F (−) F (−⊗ 1C)∼=

oo

et 1D � F (−)
ε�id//

∼=
��

F (1C)⊗ F (−)

µ

��
F (−) F (−⊗ 1C).∼=

oo

A.1.0.4 Définition. Foncteur (fortement) monoïdal
Soient (C,⊗,1C) et (D,�,1D) deux catégories monoïdales. Un foncteur F : C → D est dit monoïdal
(ou fortement monoïdal) si (F, µ, ε) est Lax-monoïdal et que ε est un isomorphisme et µ est une
équivalence naturelle.

Si un foncteur monoïdal possède un adjoint à droite, alors celui-ci hérite d’une compatibilité avec
les produits monoïdaux, comme le montre la proposition suivante.

A.1.0.5 Proposition. Soient (C,⊗,1C) et (D,�,1D) deux catégories monoïdales avec l’adjonction sui-
vante :

L : C� D : R

telle que l’adjoint à gauche est un foncteur (fortement) monoïdal par l’équivalence naturelle

µL : L(−1)� L(−2)
∼=−→ L(−1 ⊗−2)

et l’isomorphisme naturel
eL : 1D

∼=−→ L(1C).

Alors l’adjoint à droite est un foncteur lax-monoïdal avec la transformation naturelle µR et le mor-
phisme εR donnés par

R(−1)⊗R(−2)

µR:=

��

η(R(−1)⊗R(−2) // RL
(
R(−1)⊗R(−2)

)
R
(
µ−1
L (R(−1),R(−2))

)
��

R(−1 ⊗−2) R
(
LR(−1)� LR(−2)

)
R(ε(−1)�ε(−2))
oo

et

eR : 1C
η(1C) // RL(1C)

R(e−1
L ) // R(1D).
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A.2 Produit de convolution de Day

A.2.0.1 Définition. Produit extérieur
Soient A et C deux catégories, avec (A,�) monoïdale. On définit le produit extérieur de la catégorie
Func(C, A) comme le bifoncteur

−�ext − : Func(C, A)× Func(C, A) −→ Func(C�ext C, A)

(F,G) 7−→ F ×G : (c1, c2) 7→ F (c1)�G(c2)
.

A.2.0.2 Définition. Coend
Soient (V,⊗) une catégorie monoïdale symétrique possédant les colimites finies, C une catégorie
V-enrichie et F : Cop × C→ V un foncteur V-enrichi. Le coend de F est le coégalisateur

∐
c2
ϕ→c1

F (c1, c2)
F (c1,ϕ)

//
F (ϕ,c2) // ∐

c∈Ob C

F (c, c) //
∫ c∈Ob C

F (c, c) .

Rappelons à présent la définition du produit de convolution de Day

A.2.0.3 Définition. Produit de convolution de Day
Soient (V,⊗) une catégorie monoïdale symétrique fermée avec toutes les petites limites et colimites
et (C,�, I) une petite catégorie monoïdale V-enrichie. On note [C, V] la catégorie V-enrichie des fonc-
teurs de C dans V. Le produit de convolution de Day sur [C, V]

�Day : [C, V]× [C, V] −→ [C, V]

est donné par le coend du foncteur

F• : HomC(−�−, •)⊗ext X(−)⊗ext Y (−) : (C× C)× (C× C)op → V,

c’est à dire

X �Day Y : c 7−→
(c1,c2)∈C×C∫

HomC(c1 � c2, c)⊗ext X(c1)⊗ext Y (c2).
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ANNEXE B

Σ-ALGÈBRE NC-POISSON

Dans cette annexe, on présente un travail similaire à celui effectué au chapitre 1. On généralise à
toute catégorie monoïdale symétrique abélienne, la définition de structure NC-Poisson (également
appelée structure H0-Poisson) posée par Crawley-Boevey dans [CB11], en proposant une version
décalée. On exhibe un exemple de structure NC-Poisson de degré 1 sur la résolution cofibrante
minimale de k[x, y].

B.1 Dérivation II

Dans cette section, on considère (C,⊗), une catégorie monoïdale symétrique fermée abélienne.
Pour cette annexe, on utilisera les notations introduites au chapitre 1.

B.1.0.1 Définition/Proposition. Endomorphismes internes End(A)

Soit A un objet de la catégorie C. On définit End(A) := hom(A,A).

(i) End(A) est un monoïde unitaire pour le produit

µ := cA,A,A : End(A)⊗ End(A) −→ End(A)

induit par la composition des morphismes de C, ayant pour unité

1→ End(A).

(ii) End(A) est une algèbre de Lie pour [−,−] := µ− µ ◦ τEnd(A),End(A).

Démonstration. L’associativité du produit provient directement de la structure monoïdale symé-
trique de la catégorie C et l’identité de Jacobi pour le crochet est équivalente à la condition d’asso-
ciativité du produit.

B.1.0.2 Proposition. Soit (A,µ) un monoïde de C. Le crochet de Lie de End(A) se restreint à Der(A)

où Der(A) est le k-module des dérivations défini en 1.1.4.1.

Démonstration. On doit montrer qu’il existe la factorisation suivante :

Der(A)⊗Der(A) //

Φ

))
∃
��

End(A)⊗ End(A)

[−,−]

��
Der(A) // End(A),
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où Φ est défini comme la composition de l’inclusion et du crochet de Lie de End(A). On note Φ∗ :

Der(A)⊗Der(A)⊗A→ A son image par l’adjonction entre le produit tensoriel et le hom-interne.
On considère le diagramme :

Der(A)⊗Der(A)⊗A⊗A
1⊗1⊗µ//

	

Der(A)⊗Der(A)⊗A
id−τ⊗1//

Φ∗

	

))Der(A)⊗Der(A)⊗A
1⊗ev// Der(A)⊗A

ev
// A

Der(A)⊗Der(A)⊗A⊗A
id−τ⊗1⊗1//

Ψ

66

Der(A)⊗Der(A)⊗A⊗A
1⊗1⊗µ//

1⊗ev⊗1+(1⊗1⊗ev)(1⊗τ⊗1)

��
	1

Der(A)⊗Der(A)⊗A
1⊗ev// Der(A)⊗A ev //

	2

A

Der(A)⊗A⊗A
ev⊗1+(1⊗ev)(τ⊗1)

//

1⊗µ
22

A⊗A,

µ

OO

où les petits diagrammes internes 1 et 2 commutent par définition de Der(A). On définit le mor-
phisme Ψ par :

Ψ :=(ev ⊗ 1)(1⊗ ev ⊗ 1)

+ (ev ⊗ 1)(1⊗ 1⊗ ev)(1⊗ τ ⊗ 1) (B.1.1)

+ (1⊗ ev)(τ ⊗ 1)(1⊗ ev ⊗ 1) (B.1.2)

+ (1⊗ ev)(τ ⊗ 1)(1⊗ 1⊗ ev)(1⊗ τ ⊗ 1)

− (ev ⊗ 1)(1⊗ ev ⊗ 1)(τ ⊗ 1⊗ 1)

− (ev ⊗ 1)(1⊗ 1⊗ ev)(1⊗ τ ⊗ 1)(τ ⊗ 1⊗ 1) (B.1.3)

− (1⊗ ev)(τ ⊗ 1)(1⊗ ev ⊗ 1)(τ ⊗ 1⊗ 1) (B.1.4)

− (1⊗ ev)(τ ⊗ 1)(1⊗ 1⊗ ev)(1⊗ τ ⊗ 1)(τ ⊗ 1⊗ 1).

Or, le diagramme suivant est commutatif :

Der(A)⊗Der(A)⊗A⊗A

1⊗τ⊗1

��

τ⊗1⊗1// Der(A)⊗Der(A)⊗A⊗A
1⊗ev⊗1// Der(A)⊗A⊗A

τ⊗1⊗1// A⊗Der(A)⊗A
1⊗ev// A⊗A

Der(A)⊗A⊗Der(A)⊗A ev⊗ev

33

donc, dans l’expression de Ψ, les lignes (B.1.1) et (B.1.4) se simplifient. Par un argument du même
type, il en est de même pour les ligne (B.1.2) et (B.1.3). Donc, on a finalement que :

Ψ =
(
ev(1⊗ ev)− ev(1⊗ ev)(τ ⊗ 1)

)
⊗ 1

+
(

1⊗
(
ev(1⊗ ev)− ev(1⊗ ev)(τ ⊗ 1)

))
(τ ⊗ 1⊗ 1)(1⊗ τ ⊗ 1)

=Φ∗ ⊗ 1 + (1⊗ Φ∗)(τ ⊗ 1⊗ 1)(1⊗ τ ⊗ 1)
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et le diagramme suivant commute :

Der(A)⊗Der(A)⊗A⊗A
1⊗1⊗µ//

Φ∗⊗1+(1⊗Φ∗)(τ⊗1⊗1)(1⊗τ⊗1)

��
	

Der(A)⊗Der(A)⊗A

Φ∗

��
A⊗A

µ
// A,

ce qui conclut cette preuve.

B.1.0.3 Définition. Commutateur d’un monoïde
Soit (A,µ) un monoïde de C. On appelle commutateur de A l’image dans A du morphisme µ−µτA,A :

A ⊗ A → A et on la note [A,A]. On note A\ := A
/

[A,A] le conoyau de ce morphisme, donc on a la
suite exacte courte :

0 −→ [A,A] −→ A −→ A\ −→ 0.

De même, on nomme commutateur de ΣA l’image dans ΣA du morphisme Σ(µ− µτA,A) : ΣA⊗A→
ΣA et on note Σ[A,A]. Comme Σ est un élément de Pic⊗(C), le foncteur Σ⊗− est exact. Donc, d’après
la définition de [ΣA,ΣA], on a la suite exacte courte :

0 −→ Σ[A,A] −→ ΣA −→ (ΣA)\ −→ 0 ;

où (ΣA)\ := Σ(A\).

B.1.0.4 Définition/Proposition. Der(A)\

On définit Der(A)\ comme étant le pullback, dans la catégorie C, suivant :

Der(A)\
y

ι //

��

Der(A)

��
hom(A, [A,A]) // End(A).

C’est un idéal de Lie de Der(A), i.e. on a la factorisation suivante :

Der(A)\ ⊗Der(A)
ι⊗1 //

∃
��

	

Der(A)⊗Der(A)

[−,−]

��
Der(A)\

ι
// Der(A).

Ainsi, on note Der(A)\ := Der(A)
/

Der(A)\, qui est muni d’une injection Der(A)\ ↪→ End(A\).

Démonstration. Montrons qu’on a l’injection Der(A)\ ↪→ End(A\).

(i) Dans la catégorie C, on a la suite exacte courte

0→ [A,A]→ A
π→ A\ → 0,

à laquelle on applique le foncteur hom(A,−) : on a, par exactitude à gauche du foncteur
hom(A,−), la suite exacte

0→ hom(A, [A,A])→ hom(A,A)→ hom(A,A\).
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Comme Der(A) est un sous objet de hom(A,A) et que le pullback préserve les injections, on a
le diagramme suivant

0 // Der(A)\
y
� � i //

��

Der(A)

Φ

''

//

��

Der(A)\ // 0

0 // hom(A, [A,A]) �
� // hom(A,A) // hom(A,A\) ,

où Der(A)\ désigne le conoyau de i.

(ii) L’inclusion
End(A\)

ρ
↪→ hom(A,A\)

est induite par la surjection A −→ A\ et on a défini le morphisme

Φ : Der(A) −→ hom(A,A\)

dans le diagramme précédent. On a également le diagramme :

Der(A)⊗A⊗A
1⊗[−,−]A //

1⊗(id−τA,A)

��
Γ

**

Der(A)⊗A ev // A,

Der(A)⊗A⊗A
1⊗µ //

ev⊗1+τ(ev⊗A)(1⊗τ)

��

Der(A)⊗A ev

>>

A⊗A µ

AA

où on note Γ la composée des deux morphismes verticaux : on a Γ = (id− τ)
(
(ev ⊗ 1) + τ(ev ⊗

A)(1⊗ τ)
)

qui induit la factorisation suivante :

Der(A)⊗ [A,A] //

∃!
��

Der(A)⊗A

ev

��
[A,A] // A.

Finalement, on a

Der(A)⊗ [A,A]

��
ev

��

0

��
0 // [A,A] // A // A\ // 0

et donc, par adjonction, le morphisme Der(A) → hom([A,A], A\) est nul. Par la propriété uni-
verselle du noyau, le morphisme Ψ suivant existe :

Der(A)∃!Ψ

�� ��

0

  
0 // End(A\) // hom(A,A\) // hom([A,A], A\) .
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(iii) On obtient alors le diagramme suivant :

0 // Der(A)\y
� � i //

��

Der(A)
Ψ

,,

//

��

Der(A)\ //

p
��

0

0 // hom(A, [A,A]) �
� // hom(A,A)

**

End(A\),
G gρ

uu
hom(A,A\)

où p est donné par la propriété universelle du conoyau. Comme ρ ◦Ψ ◦ i = 0 par commutativité
du diagramme et que ρ est injective, on a que Ψ ◦ i = 0 d’où l’existence de p. Le diagramme
suivant commute :

K y
f

		

//

0 $$

� _

��

Ker(ρ ◦ p)� _

��
0 // Der(A)\y

� � i //

��

Der(A) //

��

Der(A)\ //

ρ◦p
��

0

0 // hom(A, [A,A])
� � // hom(A,A) // hom(A,A\),

où l’existence de f découle de la propriété universelle du noyau appliquée à la seconde ligne.
Par la commutativité du diagramme et la propriété du pullback, on a alors l’existence de g :

K y
//g

{{ 0
//

� _

��

Ker(ρ ◦ p)� _

��
0 // Der(A)\y

� � i //

��

Der(A) //

��

Der(A)\ //

ρ◦p
��

0

0 // hom(A, [A,A]) �
� // hom(A,A) // hom(A,A\)

ainsi, on a que Ker(ρ◦p) = 0 et donc, comme ρ est injective, p est injective. On a donc l’injection

γ : Der(A)\ ↪→ End(A\). (B.1.5)

B.2 Définitions

B.2.1 à la Crawley-Boevey

On se place dans une catégorie C monoïdale symétrique fermée abélienne avec Σ ∈ Pic⊗(C).

B.2.1.1 Définition. Morphisme ad associé à un Σ-crochet
Soit C, un objet de la catégorie C muni d’un morphisme f : ΣC⊗ΣC → ΣC. On définit le morphisme

ad := f∗ : ΣC −→ End(ΣC)

comme l’adjoint de f .

B.2.1.2 Définition. Structure de Σ-algèbre de Poisson non-commutative
Soit A un monoïde de C. Une structure de Σ-algèbre de Poisson non-commutative ou structure de Σ-
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algèbre NC-Poisson sur A est la donnée d’une structure de Σ-algèbre de Lie sur A\ telle qu’il existe
la factorisation suivante ·

(ΣA)\
ad //

∃!i ,,

End
(
(ΣA)\

)
(
Der(ΣA)

)
\
.

?�

γ

OO

où γ est l’injection donnée en (B.1.5).
Soient A et B deux Σ-algèbres de Poisson non-commutatives. Un morphisme ϕ : A → B de

Σ-algèbres de Poisson non-commutative est un morphisme de monoïdes ϕ ∈ HomC(A,B) tel que
(Σϕ)\ : (ΣA)\ → (ΣB)\ est un morphisme d’algèbres de Lie. On note Σ-NCPoissC la catégorie des
Σ-algèbres de Poisson non-commutative dans C.

B.2.2 Définition équivalente

On va maintenant exprimer différemment la définition de Crawley-Boevey précédente. Afin d’al-
léger les notations, on se permet de ne considérer que la version non-suspendue, c’est-à-dire pour
Σ = 1, le cas général se traitant de la même manière.

Considérons A un monoïde de la catégorie C, tel que A\ est muni d’un crochet de Lie. L’existence
d’une factorisation du morphisme ad : A\ → End(A\) à travers Der(A)\ est en fait une propriété
d’annulation de deux morphismes induits par ad comme nous allons le montrer ci-dessous. Com-
mençons par montrer l’existence d’un diagramme 3 × 3 commutatif exact. D’après la preuve de
B.1.0.4, on a le diagramme commutatif suivant :

0

��

0

��

0

��
0 // Der(A)\y

//

��

Der(A) //

��

Der(A)\ //
� _

��

0

0 // hom(A, [A,A]) //

����
ψ

**

End(A)

��

ρ // hom(A,A\)

0 // im(ψ) �
� //

��

hom(A⊗A,A)

0

avec toutes les lignes et la deuxième colonne exactes. L’argument, utilisé dans la preuve de B.1.0.4
pour montrer que la première ligne est exacte avec une injection Der(A)\ ↪→ hom(A,A\), nous dit
que la première colonne est exacte. On a donc le diagramme commutatif suivant :

0

��
0

��
0 // Der(A)\y

//

��

Der(A) //

��

Der(A)\ //
� w

))

0

hom(A,A\) End(A\)? _oo

0 // hom(A, [A,A]) //

����
ψ

++

End(A)

ρ
22

��

// im(ρ)
' �

55

// 0

0 // im(ψ)
� � //

��

hom(A⊗A,A) // Coker(ψ) // 0

0
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avec ses lignes et colonnes exactes. Par [FHH89, Lem. 2], on a l’existence de deux morphismes
uniques qui forment la suite exacte :

Der(A)\
α // im(ρ)

β // Coker(ψ)

et qui font commuter le diagramme exact

Der(A)\y
//

��

Der(A) //

��

Der(A)\ //

α��

0

hom(A, [A,A]) //

����

End(A)

��

// im(ρ) //

β��

0

im(ψ) //

��

hom(A⊗A,A) // Coker(ψ) // 0

0 .

Finalement, on a le diagramme commutatif suivant avec les lignes et les colonnes exactes, la com-
mutativité entrainant l’injectivité du morphisme α :

0

��

0

��

0

��
0 // Der(A)\y

//

��

Der(A) //

��

Der(A)\ //
� _

α

��

� v

))

0 Coker(ρ)

hom(A,A\)

55 55

End(A\)? _oo

0 // hom(A, [A,A]) //

����
ψ

**

End(A)

ρ
22

��

// im(ρ)

��

( �

55

// 0 A\

ad
OO

f

bb

0 // im(ψ) �
� //

��

hom(A⊗A,A) // Coker(ψ) // 0

0

la flèche f étant définie par la composée des trois flèches. En ne conservant que l’information de la
droite du diagramme, on a le diagramme B.1, où g est défini (de manière unique) et fait commuter

Der(A)\� _
��

iI

��

End(A\)� _
��

A\
f��

oo

g
vv

0 // im(ρ) //

-- --

hom(A,A\) // Coker(ρ) // 0

Coker(ψ) .

FIGURE B.1 – Structure NC-Poisson

le diagramme si et seulement si le morphisme f est nul (par la propriété universelle du noyau). Si
un tel g existe et est nul, alors par propriété universelle du noyau, on a l’existence d’un morphisme
ι : A\ → Der(A)\ qui fait commuter le diagramme, ce qui est exactement la donnée d’une structure
NC-Poisson sur A. On a donc démontré l’équivalence suivante :
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B.2.2.1 Proposition. Soit A une algèbre de C telle que A\ est une algèbre de Lie. Cette structure
munit A d’une structure NC-Poisson si et seulement si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

(i) le morphisme f : A\ → Coker(ρ) est nul ;

(ii) le morphisme ainsi existant g : A\ → Coker(ψ) est également nul ;

où f et g sont les morphismes du diagramme B.1.

B.3 Lien avec les Σ-algèbres double Poisson

On considère dans cette sous-section une catégorie C monoïdale symétrique fermée abélienne. Le
résultat suivant montre que, dans une telle catégorie, une structure de Σ-algèbre double-Poisson
sur A implique l’existence d’une structure naturelle de Σ-algèbre NC-Poisson.

B.3.0.1 Théorème. Soit (A,µ, f) une Σ-algèbre double-Poisson dans C. Alors le morphisme

Σµf : ΣA⊗ ΣA −→ ΣA

induit une structure de Σ-algèbre NC-Poisson sur A. Autrement dit, on a l’existence d’un foncteur

(−)\ : Σ-DPoissC −→ Σ-NCPoissC .

Démonstration. Dans la preuve de B.1.0.4, on a montré l’existence, pour tout monoïde A dans C, de
la factorisation suivante :

Der(A)⊗ [A,A]

��

ι // Der(A)⊗A

ev

��
[A,A]

ι
// A .

Comme on a le diagramme commutatif,

ΣA⊗ ΣA //

Σµf

��

Der(ΣA,ΣA⊗A)⊗ ΣA

π◦Σµ◦ev

uu

ΣA

π

��
(ΣA)\

donné par le fait que Σµf soit un Σ-crochet de Leibniz, par la propriété universelle du conoyau, on
a

ΣA⊗ Σ[A,A] //

0 --

ΣA⊗ ΣA //

f

��

ΣA⊗ (ΣA)\

∃qq(ΣA)\ .

Comme f est une dérivation en sa première variable pour la structure interne de A-bimodule de
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ΣA⊗A et qu’on a les diagrammes commutatifs suivants

A⊗ (ΣA⊗ ΣA)
1⊗(πµ)//

	Aµ
i

��

ΣA⊗ (ΣA)\

Aµ

��
(ΣA⊗ ΣA)

πµ
// A\

(ΣA⊗ ΣA)⊗A
(πµ)⊗1 //

	µiA
��

(ΣA)\ ⊗A

µA

��
(ΣA⊗ ΣA)

πµ
// A\

on a finalement l’existence d’un morphisme naturel

(ΣA)\ ⊗ (ΣA)\ −→ (ΣA)\

qui est antisymétrique car f est antisymétrique au sens des double crochets. Ce qui conclut cette
preuve.

B.3.0.2 Remarque. Ce résultat justifie en quelque sorte la définition des algèbres Σ-double Pois-
son.

B.4 Algèbres NC-Poisson libres dans C = DGAk

B.4.0.1 Définition. Structure de r-Poisson non-commutative
Soit A une algèbre différentielle graduée. Une structure de r-Poisson non-commutative ou structure
de r-NC-Poisson sur A est la donnée d’une structure de r-algèbre de Lie différentielle graduée sur
A\[r] telle qu’il existe la factorisation suivante

A\[r]
ad //

∃!i ,,

Endk(A\[r])

Der(A[r])\,
?�

γ

OO

où i est un morphisme d’algèbre de Lie. Soient A et B deux algèbres de r-Poisson non-commutatives,
i.e. des objets de DGAk munis d’une structure de r-NC-Poisson. Un morphisme ϕ : A → B de r-dg-
algèbres de Poisson non-commutatives est un morphisme ϕ ∈ HomDGAk(A,B) tel que ϕ\ : A\[r] →
B\[r] est un morphisme de dg-algèbres de Lie. On note r-NCPoissk la catégorie des r-dg-algèbres de
Poisson non-commutative.

Dans cette section, on considère (TV, ∂) ∈ DGAk muni d’un r-crochet non-commutatif (ou r-NC-
crochet), c’est-à-dire d’un crochet antisymétrique

{−,−} : (TV )\ ⊗ (TV )\ −→ (TV )\

n’étant pas, a priori compatible avec la différentielle et ne vérifiant pas la condition de Jacobi mais
satisfaisant la condition que le diagramme suivant soit commutatif :

(TV )\[r]
ad //

∃i ))

Endk((TV )\[r])

Der((TV )[r])\.
?�

γ

OO
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On note
i : (TV )\ −→ Der(TV )\

a 7−→ ϕa.

On note également le jacobiateur associé à {−,−} par :

J : (TV )\ ⊗ (TV )\ ⊗ (TV )\ −→ (TV )\

a⊗ b⊗ c 7−→ J(a, b, c)

avec

J(a, b, c) :=
{
a, {b, c}

}
−
{
{a, b}, c

}
− (−1)(|a|+r)(|b|+r){b, {a, c}} =

(
[ϕa, ϕb]− ϕ{a,b}

)
(c),

qui nous fournit, par adjonction, un morphisme J∗ : TV\[r] ⊗ TV\[r] → Endk(TV\[r]). On a donc la
factorisation

(TV )\[r]⊗ (TV )\[r]
J∗ //

j ..

Endk((TV )\[r])

Der(TV [r])\
?�

γ

OO

avec
j : (TV )\ ⊗ (TV )\ −→ Der(TV )\

a⊗ b 7−→ [ϕa, ϕb]− ϕ{a,b}.

De plus, on montre facilement que, pour tous éléménts α, β et γ ∈ (TV )\,

J(α, β, γ) = (−1)(|α|+r)(|β|+|γ|)J(β, γ, α). (B.4.1)

Supposons que pour tous a, b et c ∈ V , on a J(a, b, c) = 0 ∈ (TV )\. Soient a, b, c et d ∈ V , avec
cd ∈ (TV )\. On a alors

J(a, b, cd) =
(
[ϕa, ϕb]− ϕ{a,b}

)
(cd)

=(−1)(|c|+r)(|a|+|b|)c⊗ J(a, b, d) + J(a, b, c)⊗ d ∈ (TV )\

=0, par hypothèse.

Soit γ ∈ (TV )\, alors par une récurrence sur la longueur de γ, on montre que si, pour tous a, b et c
dans V , J(a, b, c) = 0, alors, pour tous a et b dans V et pour tout γ dans (TV )\, alors J(a, b, γ) = 0.
Or, par l’égalité (B.4.1), on a également que si, pour tous a, b et c dans V , J(a, b, c) = 0, alors, pour
tous a et b dans V et pour tout γ dans (TV )\, alors J(γ, a, b) = 0. En raisonnant de la même manière
que précédemment, on arrive finalement à montrer que si, pour tous a, b et c dans V , J(a, b, c) = 0,
alors, pour tous α, β et γ ∈ (TV )\, J(α, β, γ) = 0.

B.4.0.2 Remarque. Cette implication est importante : elle nous assure que vérifier la condition
Jacobi sur les générateurs de l’algèbre est suffisant.

On peut montrer le même type de résultat concernant la compatibilité avec la différentielle.
Supposons que pour tous a et b ∈ V :

∂{a, b} = {∂a, b}+ (−1)|a|+r{a, ∂b}.
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Soient a et b ∈ (TV )\, on a :

∂{a, b} − {∂a, b} − (−1)|a|+r{a, ∂b} =∂ ◦ ϕa(b)− ϕ∂a(b)− (−1)|a|+rϕa ◦ ∂(b)

=
(
[∂, ϕa]− ϕ∂a

)
(b).

Comme ∂ est une dérivation de TV , on ψa := [∂, ϕa] − ϕ∂a ∈ Der(TV )\. Ainsi, pour a, b, c ∈ V ,
on a ψa(bc) = psia(b) · c + (−1)(|a|+r+1)(|b|+r)b · ψa(c) = 0. Un raisonnement par récurrence sur
la longueur et l’antisymétrie du crochet nous donne finalement que si, pour tous a et b dans V ,
∂{a, b} = {∂a, b}+ (−1)|a|+r{a, ∂b}, alors pour tous α et β dans V ,

∂{α, β} = {∂α, β}+ (−1)|α|+r{α, ∂β}.

On a donc montré la proposition suivante :

B.4.0.3 Proposition. Soit (TV, ∂), une algèbre différentielle graduée quasi-libre, munie d’un r-
crochet antisymétrique {−,−} : (TV )\ ⊗ (TV )\ −→ (TV )\ tel que, pour tous a, b et c ∈ V

(i) ∂{a, b} = {∂a, b}+ (−1)|a|+r{a, ∂b} ;

(ii)
{
a, {b, c}

}
−
{
{a, b}, c

}
− (−1)(|a|+r)(|b|+r){b, {a, c}} = 0,

alors {−,−} munit TV d’une structure de r-Poisson non commutative.

B.5 Double crochet induisant une structure 1-NCPoiss

On va, à présent, considérer certaines structures de Poisson non-commutative de degré 1 sur
T (V ). On considère donc les 1-double crochets anti-symétriques quadratiques définis comme précé-
demment :

{{x, θ}} = axx,xx⊗ x+ axx,yx⊗ y + axy,xy ⊗ x+ axy,yy ⊗ y;

{{y, θ}} = ayx,xx⊗ x+ ayx,yx⊗ y + ayy,xy ⊗ x+ ayy,yy ⊗ y;

mais qui ne vérifient pas directement de compatibilité avec la différentielle de T (V ) mais seulement
au niveau du passage au quotient par les commutateurs, i.e. on veut que µ{{−,−}} =: {−,−} :

T (V )\ ⊗ T (V )\ −→ T (V )\ soit un 1-crochet de Lie faisant commuter le diagramme

T (V )\[r]
ad //

∃!i ,,

Endk(T (V )\[r])

Der(T (V )[r])\,
?�

γ

OO

avec r = 1. On doit avoir {θ, θ} = −(−1)(|θ|+r)(|θ|+r){θ, θ}, ce qui implique que {θ, θ} est un commu-
tateur. La compatibilité avec la différentielle de la structure NC-Poisson est :

∂{θ, θ} = {∂θ, θ}+ (−1)|θ|{θ, ∂θ}

= {∂θ, θ}+ (−1)|θ|+(|θ|+r)(|θ|+r+1){∂θ, θ} = 0

249



donc cette compatibilité n’impose aucune relation sur les coefficients. On a donc, que

{{θ, θ}} = α(y ⊗ θ − θ ⊗ y)− β(x⊗ θ − θ ⊗ x).

Il ne reste qu’à étudier la relation de Jacobi. On a :

J(x, θ, θ) :=
{
x{θ, θ}

}
+ (−1)(|x|+r)(|θ|+|θ|){θ, {θ, x}}+ (−1)(|θ|+r)(|x|+|θ|){θ, {x, θ}}

= 0 +
{
θ, {θ, x}

}
+ (−1)(|θ|+r)(|x|+r){θ, {θ, x}}

= 0.

De même, J(y, θ, θ) = 0.

B.5.0.1 Proposition. Soit T (V ) avec

V := k · x⊕ k · y ⊕ k · θ, avec |x| = 0 = |y|, |θ| = 1 et dθ = x� y − y � x = xy − yx

une résolution minimale cofibrante de k[x, y]. Alors tout 1-double crochet quadratique anti-symétrique
défini par

{{x, θ}} = axx,xx⊗ x+ axx,yx⊗ y + axy,xy ⊗ x+ axy,yy ⊗ y;

{{y, θ}} = ayx,xx⊗ x+ ayx,yx⊗ y + ayy,xy ⊗ x+ ayy,yy ⊗ y;

{{θ, θ}} = a(y ⊗ θ − θ ⊗ y) + b(x⊗ θ − θ ⊗ x)

induit une structure de 1-NC-Poisson sur T (V ).

On se pose alors la question suivante : en utilisant la construction de Van den Bergh (cf. [VdB08a,
Ex. 2.5.5 (2.20)]), lesquels de ces crochets induisent une structure NC-Poisson sur n

√
TV (avec n

√
−

le foncteur représentant le schéma de représentations non-commutatif (pour une définition de ce
foncteur, on se reporte à [BKR13]) ? Pour commencer, on étudie la compatibilité avec la différentielle
de
(
n
√
TV )

)
\
, i.e. les relations sur les coefficients qu’implique la relation :

∂{θij , θuv} = {∂θij , θuv}+ (−1)|θ|+r{θij , ∂θuv} . (B.5.1)

On a, dans ( n
√
TV )\ :

∂{θij , θuv} = a
(
xuj([x, y])iv − ([x, y])ujxiv

)
+ b
(
yuj([x, y])iv − ([x, y])ujyiv

)
;

{∂θij , θuv} = µ(1uj ⊗ 1iv)
(
x ? {{y, θ}}+ {{x, θ}} ? y − y ? {{x, θ}} − {{y, θ}} ? x

)
;

{θij , ∂θuv} = −µ(1uj ⊗ 1iv){{∂θ, θ}}◦.

La relation (B.5.1) nous implique les relations suivantes sur les coefficients :

ayx,x = 0 = axy,y

a = ayx,y − axx,x = −ayy,x + axx,x

b = ayy,y − axx,y = ayy,x − ayy,y
ayx,y = −ayy,x
axx,y = −axy,x
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et on a donc un double-crochet de la forme

{{x, θ}} = α(x⊗ y − y ⊗ x);

{{y, θ}} = β(x⊗ y − y ⊗ x);

{{θ, θ}} = β(x⊗ θ − θ ⊗ x)− α(y ⊗ θ − θ ⊗ y).

On retrouve donc exactement les double crochets de Poisson vu en section 2.2.2.3 : ils vérifient la
condition double-Jacobi et sont compatibles avec la différentielle de TV .

B.5.0.2 Proposition. Soit T (V ) avec

V := k · x⊕ k · y ⊕ k · θ, avec |x| = 0 = |y|, |θ| = 1 et dθ = x⊗ y − y ⊗ x

une résolution minimale cofibrante de k[x, y]. Tout 1-double crochet quadratique anti-symétrique qui
induit une structure 1-NC-Poisson sur n

√
TV est un 1-double-crochet de Poisson sur T (V ).
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ANNEXE C

RAPPELS DE VALLETTE

On rappelle ici quelques résultats du premier chapitre de la thèse de Vallette [Val03], contenu
dans l’article [Val09]. Les deux premières sections rappellent la construction du monoïde libre dans
une catégorie monoïdale dont le produit vérifie deux hypothèses techniques. La troisième section
établie la correspondance entre le produit monoïdal �V alc défini dans [Val03] et le produit de compo-
sition connexe défini au chapitre 3. La quatrième section évoque le bifoncteur −�− de composition
non-connexe défini par Vallette dans [Val03]. On finit par une section où l’on rappelle les structures
de catégories de modèles des catégories des opérades, propérades et props réduites.

C.1 Foncteurs polynomiaux et analytiques

Soit A une catégorie abélienne, on note ∆n : A→ A×n le foncteur diagonal.

C.1.0.1 Définition. Foncteur polynomial homogène – [Val03, Chap. 1 Sect. 8]
On appelle foncteur polynomial homogène de degré n, tout endofoncteur F : A→ A qui s’écrit sous la
forme F(n) = Fn ◦∆n avec Fn : A×n → A un foncteur additif en chacune de ses entrées.

C.1.0.2 Exemple. Soient X et Y , deux ensembles et une application g : X → Y , . On associe à g le
foncteur polynomial (non-homogène)

Pg : Set −→ Set

S 7−→
∐
y∈Y S

Xy

où Xy est la fibre de g au dessus de y ∈ Y et SXy = HomSet(Xy, S). En particulier, on a

|Pg(S)| =
∑
y∈Y
|S||Xy|

qui est donc polynomial en |S| : en ce sens, le concept de foncteur polynomial est une catégorification
du concept de polynôme.

C.1.0.3 Définition. Foncteur analytique scindé
On appelle foncteur analytique scindé, tout endofoncteur F : A → A qui s’écrit sous la forme F =⊕

n∈N F(n) où F(n) est un foncteur polynomial homogène de degré n.

C.1.0.4 Exemple. On se rapportera aux lemmes 3.1.3.3 et 3.2.3.5.
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C.1.0.5 Définition. Coégalisateur réfléxif
Une paire de morphismes

M1

d1 //
d0

// M0

est dite réfléxive s’il existe un morphisme s0 : M0 → M1 tel que d0 ◦ s0 = idM0
= d1 ◦ s0. Le

coégalisateur d’une paire réfléxive est dit réfléxif.

C.1.0.6 Définition. On dit d’une structure monoïdale sur (A,�) qu’il préserve les coégalisateurs
réfléxifs si, pour tout objet A de la catégorie A, les foncteurs de multiplications à gauche et à droite
par A :

LA : A −→ A

X 7−→ A�X
et

RA : A −→ A

X 7−→ X �A

préservent les coégalisateurs réfléxifs.

C.1.0.7 Proposition. [Val03, Prop. 29]
Tout foncteur analytique scindé préserve les coégalisateurs réfléxifs.

C.1.0.8 Proposition. [Val03, Prop. 16]
Soit (A,�, I) une catégorie monoïdale abélienne dont le produit préserve les coégalisateurs réfléxifs.
Soient

M1

d1 //
d0

// M0

s0
xx

πM // // M et N1

d1 //
d0

// N0

s0
xx

πN // // N,

deux coégalisateurs réfléxifs. Alors M �N est le coégalisateur réflexif de

M1 �N1

d1�d1 //
d0�d0

// M0 �N0

s0�s0
uu

πM�πN // // M �N .

C.2 Monoïde libre dans une catégorie monoïdale abélienne

On suppose à présent que (A,�, I) est une catégorie monoïdale abélienne telle que, pour tout
objet A de la catégorie A, les foncteurs de multiplications RA et LA préservent les coégalisateurs
réfléxifs ainsi que les colimites séquentielles (cf. définition C.1.0.6). On rappelle la construction du
monoïde libre dans une telle catégorie (cf. [Val09, Sect. 3]). Pour toute cette section, on fixe l’objet
V ∈ Ob A. On considère l’objet augmenté associé V+ := I ⊕ V et on pose les notations suivantes :

. ηV : I ↪→ V+, l’injection de I dans V+ ;

. εV : V+ � I, la projection de V+ sur I ;

. iV : V → V+, l’injection de V dans V+ ;

. pour n ∈ N∗, on note Vn := (V+)�n, la puissance � n-ième de V+ ;

. λA : I � A
∼=→ A et ρA : A � I

∼=→ A, les isomorphismes naturels de la catégorie monoïdale
(A,�, I).

L’injection ηV induit des morphismes de dégénérescences : pour tout i ∈ [[1, n]], on pose

ηV,i : Vn ∼= (V+)�i � I � (V+)�(n−i) Vi�ηV �Vn−i // (V+)�i � (V+)� (V+)�(n−i) ∼= Vn+1 .
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On définit le morphisme τV : V → V2 comme la composée suivante :

V
λ−1
V +ρ−1

V

//

=:τV

,,
I � V ⊕ V � I

η�iV −iV �η
// (I ⊕ V )� (I ⊕ V ) =: V2 .

Pour deux objets A et B de la catégorie A, on définit l’objet A � (V ⊕ V2) � B comme le conoyau du
morphisme

A� V2 �B
A�iV2

�B
// A� (V ⊕ V2)�B

où le morphisme iV2
est l’injection canonique V2 ↪→ V ⊕V2 ; par [Val03, Cor. 4], l’objet A�(V ⊕V2)�B

correspond aussi au noyau de l’application

A� (V ⊕ V2)�B
A�πV2

�B
// A� V2 �B

où πV2
est la projection V ⊕V2 → V2. On peut donc voir l’objet A� (V ⊕V2)�B comme un sous-objet

de A� (V ⊕ V2)�B. On définit ainsi :

. l’objet RA,B comme l’image de la composée

A� (V ⊕ V2)�B �
� // A� (V ⊕ V2)�B

A�(τ+idV2
)�B

// A� V2 �B ;

. l’objet Ṽn comme le conoyau du morphisme

n−2⊕
i=0

RVi,Vn−i−2 −→ Vn.

Par [Val09, Lem. 4], les morphismes ηV,i : Vn → Vn+1 induisent tous le même morphisme au quo-
tient :

η̃V : Ṽn −→ Ṽn+1.

C.2.0.1 Définition. L’objet F (V ) – [Val09, Sect. 3]
L’objet F (V ) associé à l’objet V est défini par la colimite séquentielle suivante :

Ṽ0 := I
η̃V //

jV,0

..

Ṽ1 = V1 = V+̃
ηV //

jV,1

,,

Ṽ2
η̃V //

jV,2

&&

. . .
η̃V // Ṽn

η̃V //

jV,n

ww

. . .

F (V ) := Colim
n∈N

Ṽn

On munit F (V ) d’une structure de monoïde, où l’unité est donnée par η̄V := jV,0 : I → F (V ) et
le produit est induit par la concaténation Vn � Vm → Vn+m. On considère le morphisme

µV,(m,n) : Vm � Vn
∼=→ Vm+n � Ṽm+n

jV,m+n→ F (V ) ;
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par [Val09, Prop. 6], ce morphisme induit un (unique) morphisme µ̃V,(m,n) : Ṽm � Ṽn → F (V ), qui
par, [Val09, Lem. 7, 8], induit le produit

µ̄V : F (V )�F (V ) −→ F (V ).

C.2.0.2 Théorème. Monoïde libre – [Val09, Th. 10]
Dans une catégorie monoïdale abélienne (A,�, I) qui admet des colimites séquentielles et telle que
le produit monoïdal préserve les colimites séquentielles et les coégalisateurs réfléxifs, pour tout objet
V de A, le monoïde (F (V ), µ̄V , η̄V ) est libre sur V , i.e. pour tout objet V et tout monoïde A avec un
morphisme ϕ : V → A, il existe un unique morphisme ϕ̃ faisant commuter le diagramme suivant.

V
ϕ //� _

��

A

F (V ) ϕ̃

JJ

.

C.2.0.3 Proposition. Soient (C,�C, IC) et (D,�D, ID), deux catégories monoïdales abéliennes qui ad-
mettent des colimites séquentielles et telles que le produit monoïdal préserve les colimites séquen-
tielles et les coégalisateurs réfléxifs. Soit G : C → D un foncteur monoïdal commutant aux colimites.
Alors G commute aux foncteurs monoïdes libres, i.e.

G
(
FC(−)

)
= FD

(
G(−)

)
.

Démonstration. Soit V un objet de la catégorie C. Par hypothèse, G commute aux colimites donc en
particulier aux coproduits : on a donc

G(V+) ∼= G(V )⊕G(IC) ∼= G(V )⊕ ID = G(V )+

et, comme G est monoïdal, on a que, pour tout tout entier naturel n

G(Vn) ∼= G(V )n.

Par hypothèse, G commute aux colimites donc en particulier, l’image par G d’un conoyau est un
conoyau : pour tous objets A et B de la catégorie A, on a donc

G(RA,B) ∼= RG(A),G(B)

et pour tout entier naturel n, on a G(Ṽn) ∼= G̃(V )n. Finalement, comme G commute aux colimites,
on a donc

G
(
FC(V )

) ∼= FD

(
G(V )

)
d’où le résultat.

On rappelle une dernière proposition de la thèse de Vallette qui décrit l’idéal engendré par un
sous-objet R d’un monoïde M d’une catégorie monoïdale abélienne (C,�C, IC).

256



C.2.0.4 Proposition. [Val03, Prop. 28]
Soit R

i
↪→ M un sous-objet d’un monoïde M de (C,�, I). Alors l’idéal engendré par R correspond à

l’image du morphisme

Coker
(
M�3 →M � (M ⊕R)�M

)
µ2(M�(M+i)�M) // M

que l’on notera 〈R〉.

Pour plus de détails, on pourra consulter [Val08, Appendix B].

C.3 Correspondance des produits �c et �V alc

Dans sa thèse [Val03], Vallette définit le produit de composition connexe de deux S-bimodules
réduits en s’appuyant la définition de graphe de permutation. Après avoir redonner les différentes
définitions nécessaires, on démontre l’équivalence de notre définition de produit connexe (cf. défini-
tion 3.2.3)avec celle initialement donnée par Vallette (cf. définition C.3.0.9).

C.3.0.1 Définition. Graphe d’une permutation
Soit un entier naturel N . A chaque élément du groupe SN , on associe de manière unique son graphe
de permutation donné par la "tresse" à N brins correspondante. On note ΓN l’ensemble de ces
graphes.

C.3.0.2 Exemple.

(12)(45) ∈ S5 a pour représentation géométrique

C.3.0.3 Définition. Permutation connexe "à la Vallette" – [Val03, Chap 2 1.2]
Soient a, b et N trois entiers naturels avec a et b non-nuls, ᾱ = (α1, . . . , αa) ∈ (N∗)a et β̄ =

(β1, . . . , βb) ∈ (N∗)b tels que |ᾱ| = N = |β̄|.
On définit les permutations (ᾱ, β̄)-connexes de SN comme l’ensemble des permutations de SN dont
le graphe est connexe, si on relie les sorties indicées par α1 + . . .+αi+1, . . . , α1 + . . .+αi+αi+1 pour
0 6 i 6 a− 1, et les entrées indicées par β1 + . . .+ βi + 1, . . . , β1 + . . .+ βi + βi+1 pour 0 6 i 6 b− 1.
On note cet ensemble Sβ̄,ᾱc .

C.3.0.4 Exemple. Les permutations (ᾱ, β̄)-connexes de S2

S2 (2), (2) (2), (1, 1) (1, 1), (2) (1, 1), (1, 1)

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

#S
(2),(2)
c = 2 #S

(2),(1,1)
c = 2 #S

(1,1),(2)
c = 2 #S

(1,1),(1,1)
c = 0

C.3.0.5 Non-exemple. Par contre, la permutation (12)(45) n’est pas dans S(1,3,1),(2,1,1,1)
c . En effet,

on a le graphe
,
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le brin en pointillé formant une première composante connexe et le graphe noir une seconde.

C.3.0.6 Proposition. [Val03, Prop. 30]
Toute permutation de SN est ((N), j̄)-connexe avec j̄ ∈ (N∗)k avec |j̄| = N , c’est à dire

S(N),j̄
c = SN .

De plus, si j̄ 6= (N), alors S j̄,(1,...,1)
c = ∅.

On cherche à exprimer dans le formalisme introduit au chapitre 3 la notion de permutation
connexe. Soient I ∈ Yord

r ([[1, N ]]) et J ∈ Yord
r ([[1, N ]]) ; au couple (I, J), on peut associer l’élément

σ(I,J) ∈ SN donné par :
σ(I,J) := σ−1

I σJ ;

où les permutations σI , σJ sont les permutations associées aux partitions I, J comme défini à l’exemple
3.1.1.5.

C.3.0.7 Exemple. On considère les deux décompositions ordonnées de [[1, 6]] suivantes :

I :=
(
I• := {1}

)
q
(
I• := {2, 4}

)
q
(
I• := {3, 5}

)
q
(
I• := {6}

)
;

J :=
(
J• := {1, 3}

)
q
(
J• := {2}

)
q
(
J• := {4, 5, 6}

)
;

et l’on représente le couple (I, J) ∈ X(N) par le diagramme :

J

I
1 2 3 4 5 6
• • • • • •

• • • • • • .

On vérifie que (J, I) ∈ X conn([[1, 6]]). On représente σIσ−1
J de la manière suivante :

J

σJ

I
σ−1
I

1 2 3 4 5 6
• • • • • •

• • • • • •

•

• •

et on constate que σ−1
I σJ = (243) est un élément de S(1,2,2,1),(2,1,3)

c .

C.3.0.8 Lemme. Soient r, s,N ∈ N∗, et soient k̄ ∈ (N∗)r et j̄ ∈ (N∗)s tels que
∑r
α=1 kα = N =

∑s
β=1 jβ .

L’application

ϕ :
{

(K,J) ∈ Xconn,ord
r,s (N) | (|K1|, . . . , |Kr|) = k̄, (|J1|, . . . , |Js|) = j̄

}
−→ Sk̄,j̄c

(K,J) 7−→ σ−1
K σJ

est surjective.

Démonstration. Par définition de la connexité d’un couple (K,J) ∈ X conn,ord
r,s (N), si l’on considère le

graphe de la permutation σ−1
K σJ dont on a relié les entrées et les sorties comme dans la définition

de permutation connexe, il existe un chemin joignant toute entrée i et toute sortie j de ce graphe.
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Ainsi, on a bien σ−1
K σJ ∈ Sk̄,j̄c . Soit σ ∈ Sk̄,j̄c , alors on considère

[[1, N ]]j̄
not
:=
{

[[1, j1]], [[j1 + 1, j1 + j2]], . . . , [[j1 + . . .+ js−1 + 1, j1 + . . .+ js]]
}
,

et(
[[1, N ]] · σ

)
k̄

not
:=
{
{σ−1(1), σ−1(2), . . . σ−1(k1)}, . . . , {σ−1(k1 + . . .+ kr−1 + 1), . . . , σ−1(k1 + . . .+ kr)}

}
;

le couple ([[1, N ]] · σ)k̄, [[1, N ]]j̄) est bien un élément de X conn,ord
r,s (N) par connexité de la permutation

σ. On a donc défini une application

ψ : Sk̄,j̄c −→
{

(K,J) ∈ X conn,ord
r,s (N) | (|K1|, . . . , |Kr|) = k̄, (|J1|, . . . , |Js|) = j̄

}
σ 7−→

(
([[1, N ]] · σ)k̄, [[1, N ]]j̄

)
qui fournit une section de ϕ et donc ϕ est surjective, d’où le résultat.

Rappelons à présent la définition du produit connexe de Vallette.

C.3.0.9 Définition/Proposition. Produit �V alc "à la Vallette" – [Val03, Chap. 2 Sect. 1.3, Prop. 33]
Soient P et Q deux S-bimodules réduits. On définit le produit P �c Q par

P �V alc Q(m,n) :=
⊕
N∈N

(⊕
Ξ

k[Sm] ⊗
k[Sl̄]

P (l̄, k̄) ⊗
k[Sk̄]

k[Sk̄,j̄c ] ⊗
k[Sj̄ ]

Q(j̄, ī) ⊗
k[Sī]

k[Sn]

)/
∼

où la relation d’équivalence ∼ est θ ⊗ p1 ⊗ . . . ⊗ pa ⊗ η ⊗ q1 ⊗ . . . ⊗ qb ⊗ ω ∼ θσ−1
l̄
⊗ pσ−1(1) ⊗ . . . ⊗

pσ−1(a) ⊗ σk̄ηνj̄ ⊗ qν(1) ⊗ . . . ⊗ qν(b) ⊗ ν−1
n̄ ω avec θ, η, ω, σ et ν des permutations et l̄, k̄ (resp. j̄, ī) des

a-uplets (resp. b-uplets) d’entiers. On définit le S-bimodule I donné par

I :=

{
I(1, 1) = k,

I(m,n) = 0 sinon.

La catégorie
(
S-bimodk,�V alc , I

)
est une catégorie monoïdale.

On démontre ici que la produit de composition connexe défini à la section 3.2.3 est identique au
produit de composition connexe défini par Vallette.

C.3.0.10 Proposition. Pour tous S-bimodules réduits P et Q et pour tous entiers naturels m et n
non-nuls, on a l’isomorphisme de Sm ×Sop

n -modules :

(
P �c Q

)
([[1,m]], [[1, n]]) ∼=

(
P �V alc Q

)
(m,n).

Démonstration. Soient m,n ∈ N∗. On a

(
P �c Q

)
([[1,m]], [[1, n]]) :=

( ⊕
N,r,s∈N

⊕
({I,K′},{K′′,J})

∈XN,conn([[1,m]],[[1,n]])

⊗
α

P (Iα,K
′
α)⊗

⊗
β

Q(K ′′β , Jβ)

)/
S

.

∼=
(⊕
N∈N

( ⊕
{I,K′}∈Yordr ([[1,m]],[[1,N ]])

{K′′,J}∈Yords ([[1,N ]],[[1,n]])

(K′,K′′)∈X conn
r,s ([[1,N ]])

( r⊗
α=1

P (Iα,K
′
α)
)
Sr
⊗
( s⊗
β=1

Q(K ′′β , Jβ)
)
Ss

))/
S
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∼=
(⊕
N∈N

( ⊕
{I,K′}∈Yordr ([[1,m]],[[1,N ]])

{K′′,J}∈Yords ([[1,N ]],[[1,n]])

(K′,K′′)∈X conn
r,s ([[1,N ]])

r⊗
α=1

P (Iα,K
′
α)⊗

s⊗
β=1

Q(K ′′β , Jβ)

)
Sr×Ss

)/
S

∼=
(⊕
N∈N

( ⊕
l̄∈(N∗)r,|l̄|=m
ī∈(N∗)s,|̄i|=n

(K′,K′′)∈Xconn,ord
r,s ([[1,N ]])

k[Sm] ⊗∏
Slα

r⊗
α=1

P (lα,K
′
α)⊗

s⊗
β=1

Q(K ′′β , iβ) ⊗∏
Siβ

k[Sn]

)
Sr×Ss

)/
S

ϕ−→
⊕
N∈N

( ⊕
l̄,k̄∈(N∗)r,|l̄|=m
ī,j̄∈(N∗)s,|̄i|=n
|k̄|=N=|j̄|

k[Sm] ⊗∏
Slα

( r⊗
α=1

P (lα, kα)
)
⊗
Sk̄

k[Sk̄,j̄c ] ⊗
Sj̄

( s⊗
β=1

Q(jβ , iβ)
)
⊗∏
Siβ

k[Sn]

)
Sr×Ss

où ϕ envoie, pour (K ′,K ′′) ∈ X conn
r,s ([[1, N ]]) fixé, la composante

(
k[Sm] ⊗∏

Slα

r⊗
α=1

P (lα,K
′
α)⊗

s⊗
β=1

Q(K ′′β , iβ)
)
⊗∏
Siβ

k[Sn]

/
SN

sur

k[Sm] ⊗∏
Slα

r⊗
α=1

P
(
lα,
[[ α−1∑
j=1

|K ′j |+ 1,

α∑
j=1

|K ′j |
]])
⊗
Sk̄

σ−1
K′ ⊗

SN
σK′′ ⊗

Sj̄

s⊗
β=1

Q
([[ β−1∑

j=1

|K ′′j |+ 1,

β∑
j=1

|K ′′j |
]]
, iβ
)
⊗∏
Siβ

k[Sn]

∼= k[Sm] ⊗∏
Slα

r⊗
α=1

P
(
lα,
[[ α−1∑
j=1

|K ′j |+ 1,

α∑
j=1

|K ′j |
]])
⊗
Sk̄

σ−1
K′σK′′ ⊗

Sj̄

s⊗
β=1

Q
([[ β−1∑

j=1

|K ′′j |+ 1,

β∑
j=1

|K ′′j |
]]
, iβ
)
⊗∏
Siβ

k[Sn]

Or, d’après le lemme C.3.0.8, le morphisme ϕ est surjectif, et le quotient par le groupe Sk̄×Sj̄ nous
donne l’injectivité, d’où le résultat.

C.4 Le produit de composition non-connexe � "à la Vallette"

On rappelle dans cette section la définition du produit de composition non-connexe � de [Val03].

C.4.0.1 Définition. Produit � de composition "à la Vallette" – [Val03, Sect 1.5]
Soient P et Q deux S-bimodules réduits. On définit le produit P �Q par

P �Q(m,n) :=
⊕
N∈N

(⊕
Ξ

k[Sm] ⊗
k[Sl̄]

P (l̄, k̄) ⊗
k[Sk̄]

k[SN ] ⊗
k[Sj̄ ]

Q(j̄, ī) ⊗
k[Sī]

k[Sn]

)/
∼

où la relation d’équivalence ∼ est θ ⊗ p1 ⊗ . . . ⊗ pa ⊗ η ⊗ q1 ⊗ . . . ⊗ qb ⊗ ω ∼ θσ−1
l̄
⊗ pσ−1(1) ⊗ . . . ⊗

pσ−1(a) ⊗ σk̄ηνj̄ ⊗ qσ(1) ⊗ . . . ⊗ qσ(b) ⊗ ν−1
n̄ ω avec θ, η, ω, σ et ν des permutations et l̄, k̄ (resp. j̄, ī) des

a-uplets (resp. b-uplets) d’entiers.

Notons que le produit � n’est pas monoïdal, ceci pour deux raisons.

(i) Ce produit ne possède pas d’unité.

(ii) Il n’est pas associatif, comme le montre le contre-exemple suivant. On considère les 3 S-
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bimodules suivants, chacun concentré en une seule arité :

P = P (1, 1) = k, Q = Q(1, 1) = k et R = R(2, 2) = k.

Comparons les deux termes
(
P �Q

)
�R(2, 2) et P �

(
Q�R

)
(2, 2).

. Par définition, on a

(P �Q)�R(2, 2) =
⊕
N∈N

(⊕
Ξ

k[Sm] ⊗
k[Sl̄]

(
P �Q

)
(l̄, k̄) ⊗

k[Sk̄]
k[SN ] ⊗

k[Sj̄ ]
R(j̄, ī) ⊗

k[Sī]
k[Sn]

)/
∼

=

(
k[S2]⊗

(
P �Q

)
(1, 1)⊗2 ⊗ k[S2] ⊗

k[S2]
R(2, 2) ⊗

k[S2]
k[S2]

⊕ k[Sm] ⊗
k[S2]

(
P �Q

)
(2, 2) ⊗

k[S2]
k[S2] ⊗

k[S2]
R(2, 2) ⊗

k[S2]
k[S2]

)/
∼

avec

(
P �Q

)
(1, 1) =

(
P (1, 1)⊗ k[S1]⊗Q(1, 1)

)/
∼

∼= k(
P �Q

)
(2, 2) =

(
k[S2]⊗ P (1, 1)⊗2 ⊗ k[S2]⊗Q(1, 1)⊗2 ⊗ k[S2]

)/
∼

∼= k[S2]

donc finalement

(
P �Q

)
�R(2, 2) ∼=

(
k[S2]⊗

(
P �Q

)
(1, 1)⊗2 ⊗R(2, 2)⊕

(
P �Q

)
(2, 2) ⊗

k[S2]
R(2, 2)

)/
∼((

P �Q
)
�R

)
(2, 2) ∼= k2.

. Pour l’autre terme, on a

P �
(
Q�R

)
(2, 2) ∼=

(
k[S2]⊗ P (1, 1)⊗2 ⊗ k[S2] ⊗

k[Sj̄ ]

(
Q�R

)
(j̄, ī) ⊗

k[Sī]
k[S2]

)/
∼

avec

(
Q�R

)
(1, 1) = 0(

Q�R
)
(2, 2) =

(
k[S2]⊗Q(1, 1)⊗2 ⊗ k[S2] ⊗

k[S2]
R(2, 2) ⊗

k[S2]
k[S2]

)/
∼
∼= k

donc

P �
(
Q�R

)
(2, 2) =

(
k[S2]⊗ P (1, 1)⊗2 ⊗ k[S2] ⊗

k[S2]

(
Q�R

)
(2, 2) ⊗

k[S2]
k[S2]

)/
∼
∼= k.

On a donc que (
P �Q

)
�R(2, 2) � P �

(
Q�R

)
(2, 2),

ce qui conclut notre contre-exemple.

La proposition suivante fait le lien entre les produits monoïdaux � et ⊗conc et le produit de
composition non connexe �.
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C.4.0.2 Proposition. Soient P etQ deux S-bimodules réduits. On a l’isomorphisme de S-bimodules
suivant :

P �Q ∼= SP � SQ.

Démonstration. Soient P et Q deux S-bimodules réduits, et m et n deux entiers naturels. On a

(
S(P )� S(Q)

)
(m,n) =

⊕
N∈N

S(P )(m,N) ⊗
k[SN ]

S(Q)(N,n)

=
⊕
N∈N

⊕
ΞP

∐
ΞQ

(
k[Sm ×Sop

N ] ⊗
k[
∏

(Slα×S
op
kα

)oSrα ]
P (l̄, k̄)⊗r̄

)
⊗

k[SN ]

(
k[SN ×Sop

n ] ⊗
k[
∏

(Sjβ×S
op
iβ

)oSsβ ]
Q(j̄, ī)⊗s̄

)

où ΞP (resp. ΞQ) est l’ensemble des triplets (k̄, l̄, s̄) de uplets tels que k̄, l̄ et r̄ ont la même longueur
m et vérifient (l1, k1) > (l2, k2) > . . . > (lm, km) pour > l’ordre lexicographique sur N2,

∑
lαrα = m

(resp
∑
lαrα = N ) et

∑
kαrα = N (resp.

∑
kαrα = n) ;

=
⊕
N∈N

(⊕
ΞP

k[Sm ×Sop
N ] ⊗

k[
∏

(Slα×S
op
kα

)oSrα ]
P (l̄, k̄)⊗r̄

)
⊗

k[SN ]

(⊕
ΞQ

k[SN ×Sop
n ] ⊗

k[
∏

Sjβ oSsβ ]
Q(j̄, ī)⊗s̄

)

qui, par le lemme 3.2.2.14, est isomorphe à

∼=
⊕
N∈N

((⊕
ΞP

k[Sm] ⊗
k[S×r̄

l̄
]

P (l̄, k̄)⊗r̄ ⊗
k[S×r̄

k̄
]

k[SN ]
)/∏

Srα

)
⊗

k[SN ]

((⊕
ΞQ

k[SN ] ⊗
k[S×s̄

j̄
]

Q(j̄, ī)⊗s̄ ⊗
k[S×s̄

ī
]

k[Sn]
)/∏

Ssβ

)

et par le lemme 3.2.2.15, est isomorphe à

∼=
⊕
N∈N

((⊕
ΞP

k[Sm] ⊗
k[S×r̄

l̄
]

P (l̄, k̄)⊗r̄ ⊗
k[S×r̄

k̄
]

k[SN ]
)/

S|r̄|

)
⊗

k[SN ]

((⊕
ΞQ

k[SN ] ⊗
k[S×s̄

j̄
]

Q(j̄, ī)⊗s̄ ⊗
k[S×s̄

ī
]

k[Sn]
)/

S|s̄|

)

où ΞP (resp. ΞQ) est le même ensemble que ΞP (resp. ΞQ) mais où l’on ne suppose plus (l̄, k̄) ordonné ;
par définition, c’est isomorphe à

∼=
⊕
N∈N

((⊕
ΞP

k[Sm] ⊗
k[S×r̄

l̄
]

P (l̄, k̄)⊗r̄ ⊗
k[S×r̄

k̄
]

k[SN ]
)/
∼
P

)
⊗

k[SN ]

((⊕
ΞQ

k[SN ] ⊗
k[S×s̄

j̄
]

Q(j̄, ī)⊗s̄ ⊗
k[S×s̄

ī
]

k[Sn]
)/
∼
Q

)

où la relation d’équivalence ∼
P

est θ ⊗ p1 ⊗ . . . ⊗ p|r̄| ⊗ η ∼
P
θσ−1

l̄
⊗ pσ−1(1) ⊗ . . . ⊗ pσ−1(|r̄|) ⊗ σk̄η avec

θ ∈ Sm, η ∈ SN , σ ∈ S|r̄|, σl̄ (resp σk̄) la permutation par blocs correspondante à σ dans Sm (resp.
SN ) et la relation d’équivalence ∼

Q
est τ ⊗ q1 ⊗ . . . ⊗ q|s̄| ⊗ ω ∼

Q
τνj̄ ⊗ qσ(1) ⊗ . . . ⊗ qσ(|s̄|) ⊗ ν−1

n̄ ω avec

τ ∈ SN , ω ∈ Sn, τ ∈ S|s̄|, τj̄ (resp τī) la permutation par blocs correspondante à τ dans SN (resp.
Sn)

∼=
⊕
N∈N

((⊕
ΞP

k[Sm] ⊗
k[S×r̄

l̄
]

P (l̄, k̄)⊗r̄ ⊗
k[S×r̄

k̄
]

k[SN ]
)
⊗

k[SN ]

(⊕
ΞQ

k[SN ] ⊗
k[S×s̄

j̄
]

Q(j̄, ī)⊗s̄ ⊗
k[S×s̄

ī
]

k[Sn]
))/

≈
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où la relation d’équivalence ≈ est θ⊗ p1⊗ . . .⊗ p|r̄|⊗ η⊗ τ ⊗ q1⊗ . . .⊗ q|s̄|⊗ω ≈ θσ−1
l̄
⊗ pσ−1(1)⊗ . . .⊗

pσ−1(|r̄|) ⊗ σk̄η ⊗ τνj̄ ⊗ qσ(1) ⊗ . . .⊗ qσ(|s̄|) ⊗ ν−1
n̄ ω avec θ, η, τ, ω, σ et ν comme précédemment

∼=
⊕
N∈N

(⊕
Ξ

k[Sm] ⊗
k[S×r̄

l̄
]

P (l̄, k̄)⊗r̄ ⊗
k[S×r̄

k̄
]

k[SN ] ⊗
k[S×s̄

j̄
]

Q(j̄, ī)⊗s̄ ⊗
k[S×s̄

ī
]

k[Sn]
))/

∼
= P �Q(m,n)

où la relation d’équivalence ∼ est θ ⊗ p1 ⊗ . . .⊗ p|r̄| ⊗ η ⊗ q1 ⊗ . . .⊗ q|s̄| ⊗ ω ∼ θσ−1
l̄
⊗ pσ−1(1) ⊗ . . .⊗

pσ−1(|r̄|)⊗ σk̄ηνj̄ ⊗ qσ(1)⊗ . . .⊗ qσ(|s̄|)⊗ ν−1
n̄ ω avec θ, η, ω, σ et ν des permutations. On retrouve bien la

définition du produit � donnée dans [Val03, Sect. 1.5].

C.4.0.3 Remarque. La proposition C.4.0.2 explique pourquoi le produit� n’est pas associatif : pour
P,Q et R, trois S-bimodules réduits, les S-bimodules S

(
SP � SQ

)
� SR et SP � S

(
SQ� SR

)
ne sont

pas isomorphes en général.

C.5 Structures de catégorie de modèles

Dans cette section, on rappelle la structure de modèles pour les catégories des opérades, propé-
rades et props. On munit la catégorie Chk de sa structure de modèles cofibrement engendrée pour
laquelle les équivalences faibles sont les quasi-isomorphismes et les fibrations sont les applications
surjectives en tout degré. Cette structure de modèles induit sur les catégories des opérades, propé-
rades et props réduites une structure de catégorie de modèles. Notons ici l’importance que k soit de
caractéristique nulle.

Théorème. [LV12, Prop. B.6.3] [MV09b, Th. 36] [Fre10]
La catégorie des opérades (resp. propérades, props) réduites (i.e. sans entrées et sorties nulles) possède
une structure de catégorie de modèles cofibrement engendrée pour les trois classes de morphismes
suivantes. Un morphisme f : P → Q est

. une équivalence faible si et seulement si c’est un quasi-isomorphisme en toute arité ;

. une fibration si et seulement si c’est une surjection en tout degré pour toute arité ;

. une cofibration si et seulement si f vérifie la propriété de relèvement par rapport aux fibrations
acycliques.
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ANNEXE D

UTILISATION DE SINGULAR

Le but de cette annexe est de présenter un code Singular permettant de tester, pour TV une
algèbre différentielle graduée quasi-libre avec V de dimension finie, si une application

{{−,−}} : TV ⊗ TV −→ TV ⊗ TV

donnée par l’image d’une base de V , est un double crochet de Poisson de degré r.

int taille_generateurs = 1;

string unite = "1"; // l’unite doit être de la bonne taille

int deg_unite = 0;

list generateurs = unite,"x","y","z"; // Attention, l’ordre est important, la longueur des

chaines.

list degres = deg_unite,0,0,1 ;

list gr_generateurs = generateurs,degres ;

D.1 Procédures de bases

proc extraire_souschaine(string chaine, int debut, int fin)

{

int k;

string sortie;

for(k=debut;k<=fin;k=k+1)

{

sortie = sortie+chaine[k];

}

return(sortie)

}

proc find_list(list L, string S) // cherche dans une liste de chaines de caractères

{

int size_L=size(L);

int compt=0;

int i=1;

while((i<=size_L) and (compt==0))

{

if(L[i]==S){compt=i;}

i=i+1;

}
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return(compt); // renvoie la position de S dans L ou renvoie 0 si S n’est pas dans L

}

proc vect_pos( string S , string c) // sort le vecteur des positions d’un caractère dans

une chaine

{

if(size(c)<>1){ERROR("Le deuxième argument doit être un unique caractère");}

intvec sortie ;

int compt = find(S,c) ;

int d=0;

while((compt>0)and(d<>size(S)))

{

sortie = sortie,compt;

d=compt;

if (d<size(S))

{

compt= find(S,c,compt+1);

}

}

if(size(sortie)>1){sortie = sortie[2..size(sortie)];}

return(sortie); // retourne 0 si c n’est pas dans S

}

proc clean_list(list liste)

{

list sortie;

if(size(liste)<>0)

{

for(int i=1;i<=size(liste);i=i+1)

{

if(size(liste[i])>0){sortie=sortie+list(liste[i]);}

}

}

return(sortie);

}

On définit une procédure qui prend en entrée une variable et la liste des variables et qui retourne
sa position dans la liste.

proc pos_variable(string variable, list gr_var)

{

int sortie=-1;

list generators = gr_var[1];

int nb_gen = size(generators);

for(int i=1; i<=nb_gen; i=i+1)

{

if(variable==generators[i]){sortie=i;}

}

if(sortie==-1){ERROR("la variable n’est pas dans la liste des générateurs");}

return(sortie);

}
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D.2 Calcul tensoriel

D.2.1 Unité

On définit une procédure nous renvoyant un vecteur d’entiers contenant les positions des va-
riables d’un monôme de la forme x ∗ y ∗ z ∗ z ∗ x.

proc pos_var(string monome)

{

intvec pos;

if(size(monome)<>0)

{

pos = vect_pos(monome,"*")+1 ; // soit un vecteur, soit 1.

if(pos[1]>1){pos=1,pos;} // On ajoute la position de la première variable

}

return(pos); // retourne 0 si le monome est vide

}

On définit ensuite des procédures qui simplifient les multiplications par l’unité dans les expressions.

proc clean_unite_monome(string monome)

{

intvec pos;

string interm ;

int R = taille_generateurs; int i;

if(size(monome)>R)

{

for(i=1;i<=size(monome);i=i+R+1)

{

if(extraire_souschaine(monome,i,i+R-1)<>unite){interm=interm+extraire_souschaine(

monome,i,i+R);};

}

}

else

{

interm=monome;

}

if(interm[size(interm)]=="*"){interm[size(interm)]="";}; // supprime le dernier caractère

si c’est *
return(interm);

}

proc clean_unite_tenseur(list tenseur) // ex : tenseur = list(1,"x*y","x*1*z");

{

list sortie; list interm ;

string chaine_inter;

int taille = size(tenseur);

int i; int j;

if(size(tenseur)>0)

{

interm=tenseur[1];

for(j=2;j<=size(tenseur);j=j+1)

{

interm = interm + list(clean_unite_monome(tenseur[j]));

}
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sortie = sortie+interm;

}

return(sortie);

}

proc clean_unite_poly(list poly_tenseur)

{

list sortie;

list interm;

string chaine_inter;

int taille = size(poly_tenseur);

int i; int j;

for(i=1;i<=taille;i=i+1)

{

interm = poly_tenseur[i][1];

for(j=2;j<=size(poly_tenseur[i]);j=j+1)

{

interm = interm + list(clean_unite_monome(poly_tenseur[i][j]));

}

sortie = sortie+list(interm);

}

return(sortie);

}

D.2.2 Degré

On définit une procédure qui permet de calculer le degré d’un monôme de la forme x ∗ y ∗ z.

proc deg_monome(string monome,list gr_var)

{

list generators = gr_var[1]; // liste des générateurs

int nb_gen = size(generators); // nombre de générateurs

int R = taille_generateurs; // taille_generateurs est une variable globale définie au dé

but du programme

list deg_gen = gr_var[2]; // liste des degrés

int taille_mon = size(monome); // taille du monome

intvec position = pos_var(monome); // position des variables dans le monome

int size_pos = size(position); // taille du vecteur de position

int compt_pos = 1; int deg_total = 0; int deg_var_loc = -1; string var_loc; int i; int j

;

for(i=1; i<=taille_mon; i=i+1) // on parcours le monome de générateur en générateur

{

if(i<>position[compt_pos]){compt_pos = compt_pos+1;i=position[compt_pos]; continue;} //

permet que i parcourt le vecteur position

deg_var_loc = -1;

var_loc=monome[i..i+R-1]; // ieme variable du monome

for(j=1; j<=nb_gen ;j=j+1) // on parcours l’ensemble des générateurs afin de récupérer

le degré de var_loc

{

if(generators[j]==var_loc){deg_var_loc=deg_gen[j];} // On récupère le degré de la

ieme variable du monome dans deg_gen

}
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if(deg_var_loc==-1){ERROR("Une variable du monome n’est pas dans la liste des géné

rateurs de l’algèbre");}

deg_total= deg_total+deg_var_loc;

}

return(deg_total);

}

D.2.3 Comparaison/simplification

On définit une fonction qui revoie 0 si les deux tenseurs sont opposés.

proc compare_tenseur_op(list tenseur_gauche, list tenseur_droit) // retourne 1 si

tenseur_gauche et tenseur_droit sont opposés, 0 sinon

{

int sortie = 1; // Par défaut, tens_g et tens_d sont égaux.

list tens_g = clean_unite_tenseur(tenseur_gauche);

list tens_d = clean_unite_tenseur(tenseur_droit);

if((size(tens_g)<>size(tens_d)) or (size(tens_g)==0) or (size(tens_d)==0))

{

sortie = 0;

}

else

{

if(tens_g[1]<>(-1)*tens_d[1]){sortie = 0;}

for(int i=2;i<=size(tens_g);i=i+1)

{

if(tens_g[i]<>tens_d[i]){sortie = 0;}

}

}

return(sortie);

}

proc simplify_poly_tensor(list poly_tenseur)

{

list tenseur = clean_unite_poly(poly_tenseur);

int taille_L=size(tenseur);

list monome_g; list monome_d;

int i; int j;

for(i=1;i<=taille_L;i=i+1)

{

if(size(tenseur[i])<>0)

{

for(j=i;j<=taille_L;j=j+1)

{

if((compare_tenseur_op(tenseur[i],tenseur[j])) and i<>j )

{

tenseur[i]=list();

tenseur[j]=list();

}

}

}

}

tenseur=clean_list(tenseur);

return(tenseur)

}
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D.2.4 Bimodule

On définit une procédure pour la multiplication de la structure interne de A-bimodule de A⊗A.
gauche et droit de la forme "x*y*z", tenseur de la forme list(2,"x*y","y*z").

proc mu_interne(string gauche, string droit, list tenseur, list gr_var)

{

list centre = clean_unite_tenseur(tenseur);

int deg_g = 0;

if(gauche<>""){deg_g=deg_monome(gauche,gr_var);}

int deg_d = 0;

if(droit<>""){deg_d=deg_monome(droit,gr_var);}

int deg_c_g = 0; int deg_c_d = 0; int signe = 1;

if(size(centre)==3)

{

deg_c_g = deg_monome(centre[2],gr_var);

deg_c_d = deg_monome(centre[3],gr_var);

signe = (-1)^(deg_g*deg_c_g+deg_g*deg_d+deg_d*deg_c_d);

centre[1]=centre[1]*signe;

if(droit<>""){centre[2]=centre[2]+"*"+droit;}

if(gauche<>""){centre[3]=gauche+"*"+centre[3];}

}

return(centre);

}

D.2.5 Symétrie

On définit les procédures qui codent l’action du groupe cyclique Z/3Z sur TV ⊗TV ⊗TV . On doit
avoir

proc sigma_123(list tenseur,list gr_var)

{

list sortie; list mono_inter; int coeff_inter; int i;

string A_1; int signeA_1;

string A_2; int signeA_2;

string A_3; int signeA_3;

for(i=1;i<=size(tenseur);i=i+1)

{

mono_inter=list();

signeA_1 = deg_monome(tenseur[i][2],gr_var);

signeA_2 = deg_monome(tenseur[i][3],gr_var);

signeA_3 = deg_monome(tenseur[i][4],gr_var);

coeff_inter=(-1)^(signeA_3*(signeA_1+signeA_2))*tenseur[i][1];

mono_inter = list(list(coeff_inter,tenseur[i][4],tenseur[i][2],tenseur[i][3]));

sortie = sortie+mono_inter;

}

return(sortie);

}

proc sigma_132(list tenseur,list gr_var)
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{

list sortie;list mono_inter; int coeff_inter; int i;

string A_1; int signeA_1;

string A_2; int signeA_2;

string A_3; int signeA_3;

for(i=1;i<=size(tenseur);i=i+1)

{

mono_inter=list();

signeA_1 = deg_monome(tenseur[i][2],gr_var);

signeA_2 = deg_monome(tenseur[i][3],gr_var);

signeA_3 = deg_monome(tenseur[i][4],gr_var);

coeff_inter=(-1)^(signeA_1*(signeA_2+signeA_3))*tenseur[i][1];

mono_inter = list(list(coeff_inter,tenseur[i][3],tenseur[i][4],tenseur[i][2]));

sortie = sortie+mono_inter;

}

return(sortie);

}

D.3 Anti-symétrie

On définit la procédure Test_antisymetrie qui teste si une application k-linéaire

{{−,−}} : TV ⊗ TV −→ TV ⊗ TV

est anti-symétrique au sens des double crochets.

proc sigma_12(list tenseur,list gr_var)

{

list sortie;

string A_1;

int signeA_1;

string A_2;

int signeA_2;

list mono_inter;

int coeff_inter;

int i;

for(i=1;i<=size(tenseur);i=i+1)

{

mono_inter=list();

signeA_1 = deg_monome(tenseur[i][2],gr_var);

signeA_2 = deg_monome(tenseur[i][3],gr_var);

coeff_inter=(-1)^(signeA_1*signeA_2)*tenseur[i][1];

mono_inter = list(list(coeff_inter,tenseur[i][3],tenseur[i][2]));

sortie = sortie+mono_inter;

}

return(sortie);
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}

proc Test_antisymetrie(list gr_var,list DBracket,int deg_DB)

{

list sortie;

int int_test;

list pol_A ; // générateur x

int deg_A; // degré de x

list pol_B ; // générateur y

int deg_B ; // degré de y

list DB_gauche; // terme {{x,y}}

list DB_droit; // terme (-1)^{(|x|+r)(|y|+r)} {{y,x}}^o

list interm; // terme {{x,y}} + (-1)^{(|x|+r)(|y|+r)} {{y,x}}^o

int i;

int j;

int k;

for(i=1;i<=size(gr_var[2]);i=i+1) // On parcourt la liste gr_var

{

pol_A = list(list(1,gr_var[1][i]));

deg_A = deg_monome(pol_A[1][2],gr_var);

for(j=1;j<=size(gr_var[2]);j=j+1) // On parcourt la liste gr_var

{

pol_B = list(list(1,gr_var[1][j]));

deg_B = deg_monome(pol_B[1][2],gr_var);

DB_gauche = DoubleBracket(pol_A, pol_B, gr_var, DBracket, deg_DB);

DB_droit = DoubleBracket(pol_B, pol_A, gr_var, DBracket, deg_DB);

DB_droit = sigma_12(DB_droit,gr_var);

for(k=1;k<=size(DB_droit);k=k+1)

{

DB_droit[k][1] = (-1)^((deg_A+deg_DB)*(deg_B+deg_DB))*DB_droit[k][1];

}

interm = DB_gauche+DB_droit;

interm = simplify_poly_tensor(interm,gr_var);

interm = clean_list(interm);

if(size(interm)>0)

{

sortie = sortie+list(list(pol_A[1][2],pol_B[1][2]));

};

}

}

if(size(sortie)==0)

{

int_test=1; // retourne 1 si le double crochet et la différentielle sont compatibles

}
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else

{

print(sortie); // affiche le couple de variable qui pose problème sinon.

int_test=0;

}

return(int_test);

}

D.4 Compatibilité du double crochet avec la différentielle

D.4.1 Différenciation

On définit la différentielle de l’algèbre TV

list D_1 = list(); list D_x = list(); list D_y = list();

list D_z = list(list(1,"x*y"),list(-1,"y*x"));

list Dronde = list(D_1,D_x,D_y,D_z);

On définit une procédure qui renvoie l’image d’un tenseur de longueur n par la différentielle de
TV ⊗n. La variable tenseur doit être de la forme list(2,"x*y","z",...,"x*x").

proc diff_tenseur(list tenseur, list Diff, list gr_var) // tenseur de la forme list(1,"x","

y","z*y")

{

list sortie; list interm; list interm_2;

list gauche = list(); list droite = list();

int signe_loc = 1; int coeff = tenseur[1]; int coeff_loc = 1;

int i; int j; int k;

for(i=2;i<=size(tenseur);i=i+1)

{

// On récupère les tenseurs à gauche de la position i

if(i>2)

{

signe_loc=1;

for(k=2;k<=i-1;k=k+1)

{

gauche = gauche+list(tenseur[k]);

signe_loc=signe_loc*(-1)^(deg_monome(tenseur[k],gr_var));

}

}

// On récupère les tenseurs à droite de la position i

if(i==size(tenseur))

{

droite = list();

}

else

{

for(k=i+1;k<=size(tenseur);k=k+1)

{

droite = droite+list(tenseur[k]);

}

}

// On différencie le ieme tenseur
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interm = diff_monome(list(1,tenseur[i]),Diff,gr_var);

// On "rassemble" le tout en tenant compte des signes.

for(j=1;j<=size(interm);j=j+1)

{

coeff_loc=signe_loc*coeff*interm[j][1];

interm_2 = list(coeff_loc)+gauche+list(interm[j][2])+droite;

interm_2 = clean_list(interm_2);

sortie =sortie+list(interm_2);

}

}

sortie = simplify_poly_tensor(sortie);

sortie = clean_list(sortie);

return(sortie);

}

On définit une procédure qui permet de différencier un élément de TA avec A = TV .

proc diff_poly_tenseur(list poly_tenseur, list Diff, list gr_var)

{

list sortie; int i;

for(i=1; i<=size(poly_tenseur);i=i+1)

{

sortie= sortie+diff_tenseur(poly_tenseur[i],Diff,gr_var);

}

return(sortie);

}

D.4.2 Différentielle v.s. double crochet

On définit une procédure qui teste la compatibilité de la différentielle avec le double crochet i.e.
l’égalité d{{x, y}} = {{dx, y}}+ (−1)|x|+r{{x, dy}} pour tout x, y générateurs de TV .

proc Compatible_Diff_DBracket(list Diff, list gr_var, list DBracket, int deg_DB)

{

list sortie; int int_test;

list pol_A ; int deg_A; list pol_B ; list dpol_A; list dpol_B;

list DB_gauche; // terme d {{x,y}}

list DB_droit_1; // -{{dx,y}}

list DB_droit_2; // -(-1)^{|x|+r} {{x,dy}}

list DB_droit; list interm; //d {{x,y}} -{{dx,y}}-(-1)^{|x|+r} {{x,dy}}

int i; int j; int k;

for(i=1;i<=size(gr_var[2]);i=i+1) // On parcourt la liste gr_var

{

pol_A = list(list(1,gr_var[1][i]));

deg_A = deg_monome(pol_A[1][2],gr_var);

dpol_A = diff_poly_tenseur(pol_A, Diff, gr_var);

for(j=1;j<=size(gr_var[2]);j=j+1) // On parcourt la liste gr_var

{

pol_B = list(list(1,gr_var[1][j]));

dpol_B = diff_poly_tenseur(pol_B, Diff, gr_var);

DB_gauche = DoubleBracket(pol_A, pol_B, gr_var, DBracket, deg_DB);

DB_gauche = diff_poly_tenseur(DB_gauche, Diff, gr_var);

DB_droit_1 = DoubleBracket(dpol_A, list(list(-1,gr_var[1][j])), gr_var, DBracket,

deg_DB);
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DB_droit_2 = DoubleBracket(list(list((-1)^(deg_A+deg_DB+1),gr_var[1][i])), dpol_B,

gr_var, DBracket, deg_DB);

DB_droit = DB_droit_1+DB_droit_2;

DB_droit = simplify_poly_tensor(DB_droit);

DB_droit = clean_list(DB_droit);

interm = DB_gauche+DB_droit_1+DB_droit_2;

interm = simplify_poly_tensor(interm);

interm = clean_list(interm);

if(size(interm)>0)

{

sortie = sortie+list(list(pol_A[1][2],pol_B[1][2]));

};

}

}

if(size(sortie)==0)

{

int_test=1; // retourne 1 si le double crochet et la différentielle sont compatibles

}

else

{

print(sortie); // affiche le couple de variable qui pose problème sinon.

int_test=0;

}

return(int_test);

}

D.5 Double Jacobi

D.5.1 Double crochet

proc DB_monome(list gauche,list droit,list gr_var,list DBracket, int deg_DB)

{

list sortie; // La procédure retourne une liste

int R = taille_generateurs; // taille_generateurs est une variable globale définie au dé

but du programme

list generators = gr_var[1]; // liste des générateurs de l’algèbre

int nb_gen = size(generators); // nombre de générateurs

list deg_gen = gr_var[2]; string mono_g = gauche[2];

int deg_mono_g = deg_monome(mono_g,gr_var); string mono_d = droit[2];

int deg_mono_d = deg_monome(mono_d,gr_var); int coeff = gauche[1]*droit[1]; //

coefficient

// On récupère les positions des variables dans les monomes.

intvec pos_g = pos_var(mono_g); intvec pos_d = pos_var(mono_d);

/*
Variables locales pour les boucles : on va "découper" les monomes de la manière suivante

:

mono_g = terme_gg * var_g * terme_gd

mono_d = terme_dg * var_d * terme_dd

et on déclare des variable pour retenir les différents degrés.

*/

string var_g ; int deg_var_g ; int nb_var_g ;

string var_d ; int nb_var_d ; int deg_var_d ;

string terme_gg; int deg_gg; string terme_gd; int deg_gd; string terme_dg; int deg_dg;
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string terme_dd; int deg_dd; list DB_loc; // Pour stocker la liste correspondant à "{{

var_g,var_d}}"

// Compteurs pour les différentes boucles For

int i; int j; int k; int compt_g=1; int compt_d=1;

for(i=1; i<= pos_g[size(pos_g)];i=i+1)

{

if(i<>pos_g[compt_g]){compt_g = compt_g+1;i=pos_g[compt_g]; continue;} // permet que i

parcourt le vecteur pos_g

var_g = extraire_souschaine(mono_g,i,i+R-1); // on récupère la variable

gauche

nb_var_g=pos_variable(var_g,gr_var); // on récupère sa position

deg_var_g = deg_gen[nb_var_g]; // on récupère son degré

// On récupère terme_gg

if(i==1)

{

terme_gg = "";

deg_gg = 0;

}

else

{

terme_gg = extraire_souschaine(mono_g,1,i-R-1);

deg_gg = deg_monome(terme_gg,gr_var);

}

// On récupère terme_gd

if(i==pos_g[size(pos_g)])

{

terme_gd = "";

deg_gd = 0 ;

}

else

{

terme_gd = extraire_souschaine(mono_g,i+R+1,size(mono_g));

deg_gd = deg_monome(terme_gd,gr_var);

}

compt_d=1;

for(j=1; j<= pos_d[size(pos_d)];j=j+1)

{

if(j<>pos_d[compt_d]){compt_d = compt_d+1;j=pos_d[compt_d]; continue;} // permet que

j parcourt le vecteur pos_d

var_d = extraire_souschaine(mono_d,j,j+R-1); // on récupère la variable droite

nb_var_d=pos_variable(var_d,gr_var); // on récupère sa position

deg_var_d = deg_gen[nb_var_d]; // on récupère son degré

// On récupère terme_dg

if(j==1)

{

terme_dg = "" ;

deg_dg = 0 ;

}

else

{

terme_dg = extraire_souschaine(mono_d,1,j-R-1);

deg_dg = deg_monome(terme_dg,gr_var);

}

// On récupère terme_dd
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if(j==pos_d[size(pos_d)])

{

terme_dd = "";

deg_dd = 0 ;

}

else

{

terme_dd = extraire_souschaine(mono_d,j+R+1,size(mono_d));

deg_dd = deg_monome(terme_dd,gr_var);

}

// On récupère la liste correspondant à "{{var_g,var_d}}"

DB_loc=DBracket[nb_var_g][nb_var_d] ;

for(k=1;k<=size(DB_loc);k=k+1)

{

// On utilise la propriété que le double crochet est une dérivation en son terme de

droite pour la structure externe de A-bimodule

DB_loc[k][1]=DB_loc[k][1]*coeff*(-1)^((deg_mono_d+deg_DB)*deg_gd+(deg_var_g+deg_DB)

*deg_dg);

if(terme_dg<>""){DB_loc[k][2]=terme_dg+"*"+DB_loc[k][2];}

if(terme_dd<>""){DB_loc[k][3]=DB_loc[k][3]+"*"+terme_dd;}

// On utilise la propriété que le double crochet est une dérivation en son terme de

gauche pour la structure interne de A-bimodule

DB_loc[k]=mu_interne(terme_gg,terme_gd,DB_loc[k],gr_var);

}

sortie=sortie+DB_loc;

}

}

sortie = clean_unite_poly(sortie);

return(sortie);

}

On définit à présent la fonction qui calcule le double crochet de deux polynômes. On rappelle que
l’on stocke les polynômes sous forme de liste (pour éviter d’avoir à gérer les signes somme) de la
forme coef,"monome". Exemple : P = 2xy − 3yzx est stocké de la manière suivante list P =

list(list(2,"x*y"),list(-3,"y*z*x")); .

proc DoubleBracket(list polynome_gauche, list polynome_droit, list gr_var,list DBracket,

int deg_DB)

{

int taille_pol_g = size(polynome_gauche); int taille_pol_d = size(polynome_droit); list

sortie;

int i; int j;

for(i=1;i<=taille_pol_g; i=i+1)

{

for(j=1;j<=taille_pol_d;j=j+1)

{

//print(polynome_gauche[i]);print(polynome_droit[j]);

sortie=sortie+DB_monome(polynome_gauche[i],polynome_droit[j],gr_var,DBracket,deg_DB);

}

}

if(size(sortie)<>0){sortie=clean_list(sortie);}

return(sortie);

}
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D.5.2 Double Jacobiateur

On définit pour commencer une procédure Left_DB calculant
{{
A, {{B,C}}

}}
L

.

proc Left_TB(list polynome_A, list polynome_B, list polynome_C, list gr_var, list DBracket,

int deg_DB)

{

list sortie; list DB_inter; int i; int j;

list DB_BC = DoubleBracket(polynome_B,polynome_C,gr_var,DBracket,deg_DB); // Calcule le

double crochet {{B,C}}

for(i=1;i<=size(DB_BC);i=i+1)

{

DB_inter = DoubleBracket(polynome_A,list(list(DB_BC[i][1],DB_BC[i][2])),gr_var,DBracket

,deg_DB); // calcule {{A, {{B,C}}’ }}

for(j=1;j<=size(DB_inter);j=j+1)

{

DB_inter[j]=DB_inter[j]+list(DB_BC[i][3]); // ajoute le troisième terme {{B,C}}’’

}

sortie = sortie+DB_inter;

}

sortie = clean_list(sortie);

return(sortie);

}

On définit la procédure pour calculer (−1)(|a|+r)(|b|+|c|)σ123

{{
B, {{C,A}}

}}
L

. Pour récupérer le signe,
on doit travailler au niveau des monômes.

proc Left_TB_123(list polynome_A, list polynome_B, list polynome_C, list gr_var, list

DBracket, int deg_DB)

{

list sortie; int deg_A; int deg_B; int deg_C;

// Variables intermédiaires

int signe_loc; list DB_inter; list DB_CA;

// Compteurs

int i; int j; int k; int l; int m; intvec V;

for(i=1;i<=size(polynome_A);i=i+1) // On parcourt la liste polynome_A

{

for(j=1;j<=size(polynome_B);j=j+1) // On parcourt la liste polynome_B

{

for(k=1;k<=size(polynome_C);k=k+1) // On parcourt la liste polynome_C

{

deg_A = deg_monome(polynome_A[i][2],gr_var);

deg_B = deg_monome(polynome_B[j][2],gr_var);

deg_C = deg_monome(polynome_C[k][2],gr_var);

// signe_loc contient le signe qui correspont à (-1)^{(|a|+r)(|b|+|c|)} au niveau

des monomes considérés

signe_loc = (-1)^((deg_A+deg_DB)*(deg_B+deg_C)) ;

DB_CA = DoubleBracket(list(polynome_C[k]),list(polynome_A[i]),gr_var,DBracket,

deg_DB);

for(l=1;l<=size(DB_CA);l=l+1)

{

// On ajoute le signe (-1)^{(|a|+r)(|b|+|c|)}

DB_inter = DoubleBracket(list(polynome_B[j]),list(list(DB_CA[l][1]*signe_loc,

DB_CA[l][2])),gr_var,DBracket,deg_DB);
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for(m=1;m<=size(DB_inter);m=m+1)

{

DB_inter[m]=DB_inter[m]+list(DB_CA[l][3]);

}

sortie = sortie+DB_inter;

}

}

}

}

sortie = sigma_123(sortie,gr_var);

return(sortie);

}

proc Left_TB_132(list polynome_A, list polynome_B, list polynome_C, list gr_var, list

DBracket, int deg_DB)

{

list sortie; int deg_A; int deg_B; int deg_C;

// Variables intermédiaires

int signe_loc; list DB_inter; list DB_AB;

// Compteurs

int i; int j; int k; int l; int m; intvec V;

for(i=1;i<=size(polynome_A);i=i+1) // On parcourt la liste polynome_A

{

for(j=1;j<=size(polynome_B);j=j+1) // On parcourt la liste polynome_B

{

for(k=1;k<=size(polynome_C);k=k+1) // On parcourt la liste polynome_C

{

deg_A = deg_monome(polynome_A[i][2],gr_var);

deg_B = deg_monome(polynome_B[j][2],gr_var);

deg_C = deg_monome(polynome_C[k][2],gr_var);

// signe_loc contient le signe qui correspont à (-1)^{(|a|+r)(|b|+|c|)} au niveau

des monomes considérés

signe_loc = (-1)^((deg_C+deg_DB)*(deg_A+deg_B)) ;

DB_AB = DoubleBracket(list(polynome_A[i]),list(polynome_B[j]),gr_var,DBracket,

deg_DB);

for(l=1;l<=size(DB_AB);l=l+1)

{

// On ajoute le signe (-1)^{(|a|+r)(|b|+|c|)}

DB_inter = DoubleBracket(list(polynome_C[k]),list(list(DB_AB[l][1]*signe_loc,

DB_AB[l][2])),gr_var,DBracket,deg_DB);

for(m=1;m<=size(DB_inter);m=m+1)

{

DB_inter[m]=DB_inter[m]+list(DB_AB[l][3]);

}

sortie = sortie+DB_inter;

}

}

}

}

sortie = sigma_132(sortie,gr_var);

return(sortie);

}

On définit les fonctions DoubleJacobiator qui calcule le double-jacobiateur associé à un double
crochet et Test_DoublePoisson qui teste si le double crochet est de Poisson.
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proc DoubleJacobiator(list polynome_A, list polynome_B, list polynome_C, list gr_var, list

DBracket, int deg_DB)

{

list sortie;

sortie = Left_TB(polynome_A,polynome_B,polynome_C,gr_var,DBracket,deg_DB)+Left_TB_123(

polynome_A,polynome_B,polynome_C,gr_var,DBracket,deg_DB)+Left_TB_132(polynome_A,

polynome_B,polynome_C,gr_var,DBracket,deg_DB) ;

return(sortie);

}

proc Test_DoublePoisson(list gr_var, list DBracket, int deg_DB)

{

list sortie; list pol_A ; list pol_B ; list pol_C ;

list TB_loc; list interm; int i; int j; int k;

for(i=1;i<=size(gr_var[2]);i=i+1) // On parcourt la liste gr_var

{

pol_A = list(list(1,gr_var[1][i]));

for(j=1;j<=size(gr_var[2]);j=j+1) // On parcourt la liste gr_var

{

pol_B = list(list(1,gr_var[1][j]));

for(k=1;k<=size(gr_var[2]);k=k+1) // On parcourt la liste gr_var

{

pol_C = list(list(1,gr_var[1][k]));

// On calcule le double-jacobiateur en les variables gr_var[i],gr_var[j],gr_var[k].

TB_loc = DoubleJacobiator(pol_A,pol_B,pol_C,gr_var,DBracket,deg_DB);

TB_loc = simplify_poly_tensor(TB_loc);

TB_loc = clean_list(TB_loc);

// Si le double jacobiateur est non-nul, alors on retient quelles sont les

variables qui font défaut.

if(size(TB_loc)<>0)

{

interm=list(pol_A[1][2],pol_B[1][2],pol_C[1][2]);

sortie = sortie+list(interm);

}

}

}

}

if(size(sortie)==0)

{

// Retourne vrai si le double crochet vérifie double Jacobi

return(1);

}

else

{

// Retourne faux si le double crochet ne vérifie pas double Jacobi et affiche les

termes qui ne s’annulent pas.

print(sortie);

return(0);

}

}
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D.6 NC-Poisson

Dans cette section, on présente dune série de procédure qui teste si une application k-linéaire

{{−,−}} : TV ⊗ TV −→ TV ⊗ TV

induit une structure NC-Poisson sur TV .

D.6.1 Calcul tensoriel

On définit la procédure compare_monome_mod_op qui détermine si deux monômes mono_gauche
et (-1)*mono_droit sont égaux modulo [TV, TV ].

proc compare_monome_mod_op(list mono_gauche, list mono_droit, list gr_var)// retourne 0 si

mono_gauche et (-1)*mono_droit sont différents, 1 sinon.

{

// Mono_gauche et mono_droit de la forme list(2,"x*y*z*y");

int sortie = 0; // mono_gauche et mono_droit sont différents de base

int int_test = compare_tenseur_op(mono_gauche,mono_droit);

int taille_g ;

string mono_g ;

string mono_d ;

string mono_dg;

string mono_dd;

int taille_d ;

intvec pos ;

int coeff_inter ;

string interm ;

int i;

int compt = 1;

if((size(mono_gauche)<>0) and (size(mono_droit)<>0))

{

mono_g = clean_unite_monome(mono_gauche[2]);

taille_g = size(mono_g);

mono_d = clean_unite_monome(mono_droit[2]);

taille_d = size(mono_d);

pos = pos_var(mono_d);

if(taille_g==taille_d)

{

for(i=1;i<=size(mono_d);i=i+1)

{

if(i<>pos[compt]){compt = compt+1;i=pos[compt]; continue;} // permet que i parcourt

le vecteur pos

interm = mono_d;

281



if(i>1)

{

mono_dg = extraire_souschaine(mono_d,1,i-2);

mono_dd = extraire_souschaine(mono_d,i,taille_d);

interm = mono_dd+"*"+mono_dg;

coeff_inter=(-1)^(deg_monome(mono_dd,gr_var)*deg_monome(mono_dg,gr_var))*
mono_droit[1];

int_test = compare_tenseur_op(mono_gauche,list(coeff_inter,interm));

}

if(int_test==1){sortie=1;}; // Si pour un i donné, compt=1, alors mono_gauche et

mono_droit sont égaux mod [TV,TV];

}

}

}

return(sortie);

}

On définit la procédure simplify_poly_tensor_mod qui simplifie un polynôme de TV modulo le
commutateur [TV, TV ].

proc simplify_poly_tensor_mod(list tenseur, list gr_var)

{

list L = tenseur;

int nb_mono =size(L);

list monome_g;

list monome_d;

int i;

int j;

for(i=1;i<=nb_mono;i=i+1)

{

if(size(tenseur[i])<>0)

{

for(j=i;j<=nb_mono;j=j+1)

{

if((compare_monome_mod_op(tenseur[i],tenseur[j],gr_var)) and (i<>j) )

{

tenseur[i]=list();

tenseur[j]=list();

}

}

}

}

tenseur=clean_list(tenseur);

return(tenseur)

}

On définit la procédure mu_poly_tens qui encode le produit de TV .

/*
multiplication de (TV)^{\otimes n} dans TV

282



*/

proc mu_tenseur(list tenseur)

{

list sortie ;

int taille = size(tenseur);

string stock;

int i;

if(taille>2)

{

stock = tenseur[2];

for(i=3;i<=taille;i=i+1)

{

stock = stock + "*" + tenseur[i];

}

sortie=list(tenseur[1],stock);

}

sortie = clean_unite_tenseur(sortie);

return(sortie);

}

// poly_tenseur de la forme list(list(2,"x*y"),list(3,"z","x*x"))

proc mu_poly_tens(list poly_tenseur)

{

list interm = poly_tenseur;

int taille = size(poly_tenseur);

int i;

for(i=1;i<=taille;i=i+1)

{

interm[i]=mu_tenseur(interm[i]);

}

interm = simplify_poly_tensor(interm);

interm = clean_list(interm);

return(interm);

}

D.6.2 Anti-symétrie

On définit la procédure Test_antisymetrie_mod qui teste si une application k-linéaire

{{−,−}} : TV ⊗ TV −→ TV ⊗ TV

induit un crochet {−,−} : TV ⊗ TV → (TV )\ anti-symétrique.

proc Test_antisymetrie_mod(list gr_var,list DBracket,int deg_DB)

{

list sortie;

int int_test;

list pol_A ; // générateur x

int deg_A; // degré de x

list pol_B ; // générateur y

int deg_B ; // degré de y
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list DB_gauche; // terme {{x,y}}

list DB_droit; // terme (-1)^{(|x|+r)(|y|+r)} {{y,x}}^o

list interm; // terme {{x,y}} + (-1)^{(|x|+r)(|y|+r)} {{y,x}}^o

int i;

int j;

int k;

for(i=1;i<=size(gr_var[2]);i=i+1) // On parcourt la liste gr_var

{

pol_A = list(list(1,gr_var[1][i]));

deg_A = deg_monome(pol_A[1][2],gr_var);

for(j=1;j<=size(gr_var[2]);j=j+1) // On parcourt la liste gr_var

{

pol_B = list(list(1,gr_var[1][j]));

deg_B = deg_monome(pol_B[1][2],gr_var);

DB_gauche = DoubleBracket(pol_A, pol_B, gr_var, DBracket, deg_DB);

DB_droit = DoubleBracket(pol_B, pol_A, gr_var, DBracket, deg_DB);

DB_droit = sigma_12(DB_droit,gr_var);

for(k=1;k<=size(DB_droit);k=k+1)

{

DB_droit[k][1] = (-1)^((deg_A+deg_DB)*(deg_B+deg_DB))*DB_droit[k][1];

}

interm = DB_gauche+DB_droit;

interm = mu_poly_tens(interm);

interm = simplify_poly_tensor_mod(interm,gr_var);

interm = clean_list(interm);

if(size(interm)>0)

{

sortie = sortie+list(list(pol_A[1][2],pol_B[1][2]));

};

}

}

if(size(sortie)==0)

{

int_test=1; // retourne 1 si le double crochet est antisymétrique modulo les

commutateurs.

}

else

{

print(sortie); // affiche le couple de variable qui pose problème sinon.

int_test=0;

}

return(int_test);

}
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D.6.3 Compatibilité avec la différentielle

On définit la procédure Compatible_Diff_DBracket_mod qui teste si une application k-linéaire

{{−,−}} : TV ⊗ TV −→ TV ⊗ TV

induit un crochet {−,−} : TV ⊗ TV → (TV )\ compatible avec la différentielle.

proc Compatible_Diff_DBracket_mod(list Diff, list gr_var, list DBracket, int deg_DB)

{

list sortie;

int int_test;

list pol_A ; // générateur x

int deg_A; // degré de x

list pol_B ; // générateur y

list dpol_A; // dx

list dpol_B; // dy

list DB_gauche; // terme d {{x,y}}

list DB_droit_1; // -{{dx,y}}

list DB_droit_2; // -(-1)^{|x|+r} {{x,dy}}

list DB_droit;

list interm; // d {{x,y}} -{{dx,y}}-(-1)^{|x|+r} {{x,dy}}

int i;

int j;

int k;

for(i=1;i<=size(gr_var[2]);i=i+1) // On parcourt la liste gr_var

{

pol_A = list(list(1,gr_var[1][i]));

//print(pol_A);

deg_A = deg_monome(pol_A[1][2],gr_var);

dpol_A = diff_poly_tenseur(pol_A, Diff, gr_var);

for(j=1;j<=size(gr_var[2]);j=j+1) // On parcourt la liste gr_var

{

pol_B = list(list(1,gr_var[1][j]));

dpol_B = diff_poly_tenseur(pol_B, Diff, gr_var);

DB_gauche = DoubleBracket(pol_A, pol_B, gr_var, DBracket, deg_DB);

DB_gauche = diff_poly_tenseur(DB_gauche, Diff, gr_var);

DB_droit_1 = DoubleBracket(dpol_A, list(list(-1,gr_var[1][j])), gr_var, DBracket,

deg_DB);

DB_droit_2 = DoubleBracket(list(list((-1)^(deg_A+deg_DB+1),gr_var[1][i])), dpol_B,

gr_var, DBracket, deg_DB);

DB_droit = DB_droit_1+DB_droit_2;

DB_droit = simplify_poly_tensor(DB_droit);

DB_droit = clean_list(DB_droit);

interm = DB_gauche+DB_droit_1+DB_droit_2;

interm = mu_poly_tens(interm);

interm = simplify_poly_tensor_mod(interm,gr_var);
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interm = clean_list(interm);

if(size(interm)>0)

{

sortie = sortie+list(list(pol_A[1][2],pol_B[1][2]));

};

}

}

if(size(sortie)==0)

{

int_test=1; // retourne 1 si le double crochet et la différentielle sont compatibles

modulo les commutateurs

}

else

{

print(sortie); // affiche le couple de variable qui pose problème sinon.

int_test=0;

}

return(int_test);

}

D.6.4 NC-Jacobi

On définit une procédure qui teste la condition NC-Jacobi sur les générateurs, i.e. qui teste si
mu(1⊗mu)({{a, b, c}} − (−1)(|a|+r)(|b|+r){{b, a, c}}) est égal à 0.

proc NCJacobi(list gr_var, list DBracket, int deg_DB)

{

int sortie = 1; // Au départ, le crochet est considérer comme étant NCJacobi

list affichage;

list pol_A ;

int deg_A;

list pol_B ;

int deg_B;

list pol_C ;

list TB_gauche;

list TB_droit;

list interm;

int signe_inter;

list variables_loc;

int i;

int j;

int k;

int m;

for(i=1;i<=size(gr_var[2]);i=i+1) // On parcourt la liste gr_var

{

pol_A = list(list(1,gr_var[1][i]));
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deg_A = deg_monome(gr_var[1][i],gr_var);

for(j=1;j<=size(gr_var[2]);j=j+1) // On parcourt la liste gr_var

{

pol_B = list(list(1,gr_var[1][j]));

deg_B = deg_monome(gr_var[1][j],gr_var);

signe_inter=(-1)^((deg_A+deg_DB)*(deg_B*deg_DB)+1);

for(k=1;k<=size(gr_var[2]);k=k+1) // On parcourt la liste gr_var

{

pol_C = list(list(1,gr_var[1][k]));

// On calcule mu(1\otimes mu)( {{a,b,c}}-(-1)^(|a|+r)(|b|+r){{b,a,c}} ).

// Terme de gauche dans l’expression

TB_gauche = DoubleJacobiator(pol_A,pol_B,pol_C,gr_var,DBracket,deg_DB); //{{a,b,c}}

TB_gauche = mu_poly_tens(TB_gauche); // {a,b,c}

// Terme de droite dans l’expression

TB_droit = DoubleJacobiator(pol_B,pol_A,pol_C,gr_var,DBracket,deg_DB); //{{b,a,c}}

for(m=1;m<=size(TB_droit);m=m+1)

{

TB_droit[m][1]=signe_inter*TB_droit[m][1];

}

TB_droit = mu_poly_tens(TB_droit); //-(-1)^(|a|+r)(|b|+r){b,a,c}

// Somme des deux termes et simplification

interm=TB_gauche+TB_droit;

interm=simplify_poly_tensor_mod(interm,gr_var);

interm=clean_list(interm);

// si non-nul modulo [TV,TV], alors on affiche les variables qui font défaut

if(size(interm)>0)

{

affichage = affichage+list(pol_A[1][2],pol_B[1][2],pol_C[1][2]);

sortie=0;

}

}

}

}

if(sortie==1){return(sortie);}

else{print(affichage);return(sortie);}

}

D.7 Un exemple d’utilisation

On présente un exemple d’utilisation de ces procédures sur un des double crochets exhiber par
Rubstov et ses co-auteurs dans [ORS13].

/* Définition de l’algèbre graduée */

int taille_generateurs = 1; //

string unite = "1"; // l’unité doit être de la bonne taille

int deg_unite = 0;
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list generateurs = unite,"x","y"; // Attention, l’ordre est important, la longueur des

chaines.

list degres = deg_unite,0,0 ;

list gr_generateurs = generateurs,degres ;

/* Définition de la différentielle */

D_1 = list();

D_x = list();

D_y = list();

Dronde = list(D_1,D_x,D_y);

/* Définition du dcrochet 1 */

list DB_11 = list();

list DB_1x = list();

list DB_1y = list();

list DB_x1 = list();

list DB_xx = list();

list DB_xy = list();

list DB_y1 = list();

list DB_yx = list();

list DB_yy = list(list(1,"y","x"),list(-1,"x","y"));

list DB_1 = DB_11,DB_1x,DB_1y ;

list DB_x = DB_x1,DB_xx,DB_xy ;

list DB_y = DB_y1,DB_yx,DB_yy ;

list Dcrochet = DB_1,DB_x,DB_y;

int deg_DB = 0 ;

print(" TESTS CONCERNANT LES GENERATEURS ");

print(" ");

verif_gen(gr_generateurs); // Vérifie la cohérence des variables et des degrés

print(" ");

print(" TESTS CONCERNANT LA STRUCTURE DOUBLE POISSON ");

print(" ");

if(Test_antisymetrie(gr_generateurs,Dcrochet,deg_DB))

{print("Le double crochet est antisymétrique.");}

else{print("Le double crochet n’est pas antisymétrique pour le(s) couples(s) de générateurs

précédent(s).");}

print(" ");

if(Compatible_Diff_DBracket(Dronde,gr_generateurs,Dcrochet,deg_DB))

{print("Le double crochet est compatible avec la différentielle.");}
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else{print("Le double crochet n’est pas compatible avec la différentielle pour le(s) couple

(s) de générateurs précédent(s).");}

print(" ");

if(Test_DoublePoisson(gr_generateurs,Dcrochet,deg_DB))

{print("Le double crochet vérifie double Jacobi.");}

else{print("Le double crochet ne vérifie pas double Jacobi pour le(s) triplet(s) de géné

rateurs précédent(s).");}

print(" ");

print(" TESTS CONCERNANT LA STRUCTURE DOUBLE POISSON ");

print(" ");

if(Test_antisymetrie_mod(gr_generateurs,Dcrochet,deg_DB))

{print("Le double crochet est antisymétrique modulo les commutateurs.");}

else{print("Le double crochet n’est pas antisymétrique modulo les commutateurs pour le(s)

couples(s) de générateurs précédent(s).");}

print(" ");

if(Compatible_Diff_DBracket_mod(Dronde,gr_generateurs,Dcrochet,deg_DB))

{print("Le double crochet est compatible avec la différentielle modulo les commutateurs.")

;}

else{print("Le double crochet n’est pas compatible avec la différentielle modulo les

commutateurspour le(s) couple(s) de générateurs précédent(s).");}

print(" ");

if(NCJacobi(gr_generateurs,Dcrochet,deg_DB))

{print("Le double crochet vérifie NCJacobi.");}

else{print("Le double crochet ne vérifie pas NCJacobi pour le(s) triplet(s) de générateurs

précédent(s.");}
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Approche fonctorielle et combinatoire de la propérade des algèbres double
Poisson

A functorial and combinatorial approach to double Poisson algebras and their
properad

Résumé
On construit et étudie la généralisation des algèbres double Poisson
décalées à toute catégorie monoïdale symétrique additive. On
s’interesse notamment aux algèbres double Poisson linéaires et
quadratiques. Dans un second temps, on étudie la koszulité des
propérades DLie et DPois = As �c DLie qui encodent
respectivement les algèbres double Lie et les algèbres doubles
Poisson. On associe à chacune de ces propérades, un S-module
muni d’une structure de monoïde pour un nouveau produit monoïdal
dit de composition connexe : on appelle de tels monoïdes
protopérades. On montre notamment l’existence, pour tout
S-module, d’une protopérade libre associée et l’on explicite la
combinatoire sous-jacente en terme de briques et de murs. On
définit une adjonction bar-cobar, une dualité de Koszul et une notion
de base PBW pour les protopérades. On présente également une
tentative de théorème PBW à la Hoffbeck pour les protopérades, de
laquelle on déduit la koszulité de la diopérade associée à la
propérade DLie.

Abstract
We construct and study the generalization of shifted double

Poisson algebras to all additive symmetric monoidal categories. We
are especially interested in linear and quadratic double Poisson
algebras. We then study the koszulity of the properads DLie and
DPois = As �c DLie which encode double Lie algebras and
double Poisson algebras respectively. We associate to each, a
S-module with a monoidal structure for a new monoïdal product call
the connected composition product : we call such monoids
protoperads. We show, for any S-module, the existence of the
associated free protoperad and we make explicit the underlying
combinatorics. We define a bar-cobar adjunction, the notion of
Koszul duality and PBW bases for protoperads. We present an
attempt of prove a PBW theorem à la Hoffbeck for protoperads, and
prove the koszulity of the dioperad associated to the properad DLie.
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algèbre double Lie-Rinehart, diopérade,
propérade, adjonction bar-cobar, dualité de
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