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✺✳✻✳✶ ❘❡❛❧ ❞❛1❛ ❢/♦♠ ❧❛/❣❡ B❝❛❧❡ ♠✐❝/♦✲❛//❛② ❡①♣❡/✐♠❡♥1B ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✺

✺✳✻✳✷ ♠✈❋❉❘ ❢♦/ ♠✉❧1✐✈❛/✐❛1❡ p✲✈❛❧✉❡B✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✻

✻ ❈❤❛♣%❡' ✻✿ ❉✐+❝✉++✐♦♥ ❛♥❞ 1❡'+♣❡❝%✐✈❡ ✶✶✸

❆ ❆♣♣❡♥❞✐① ✶✶✾

✈



❈❖◆❚❊◆❚❙

✈✐



▲✐"# ♦❢ ❋✐❣✉)❡"

✷✳✶ ❚❤❡ ❖❧❞ ❋❛✐,❤❢✉❧ ❞❛,❛/❡, ✐/ /✉❣❣❡/,✐✈❡ ♦❢ ❛ ,✇♦✲❝♦♠♣♦♥❡♥, ♠✐①,✉:❡ ♦❢ ●❛✉/✲

/✐❛♥ ❢✉♥❝,✐♦♥/✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽

✷✳✷ ▼▼ ♣:✐♥❝✐♣❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶

✸✳✶ ❇:❡❛/, ❈❛♥❝❡:✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹

✸✳✷ ❚❤❡ ♣❛✐:/ ♣❧♦, ♦❢ ,❤❡ ✜:/, ✶✵ ❢❡❛,✉:❡/✱ ❝♦❧♦:❡❞ ❜② ❞✐❛❣♥♦/,✐❝✳ ❚❤❡ ✺ ❝♦❧♦:❡❞

:❡❝,❛♥❣❧❡/ /❤♦✇ ❛ ❞❛,❛✲❞:✐✈❡♥ ♣♦//✐❜❧❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡/✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺

✸✳✸ ❙I✉❛:❡ :♦♦,/ ♦❢ ▼■❙❊ ❢♦: ,❤❡ ❞❡♥/✐,✐❡/ fjℓ ♦❢ ✸ ❜❧♦❝❦/ ℓ = 1, 2, 3✱ ❢♦: ▼♦❞❡❧

❆✱ n = 500 ❛♥❞ S = 300 :❡♣❧✐❝❛,✐♦♥/✱ ❛❞❛♣,✐✈❡ ❜❛♥❞✇✐❞,❤✳ ❚❤❡ ,✇♦ ❝♦❧♦:/

❝♦::❡/♣♦♥❞ ,♦ ,❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥,/✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻

✸✳✹ ❙I✉❛:❡ :♦♦,/ ♦❢ ▼■❙❊ ❢♦: ,❤❡ ❞❡♥/✐,✐❡/ ❛♥❞ /I✉❛:❡ :♦♦,/ ♦❢ ▼❙❊ ❢♦: ,❤❡

/❝❛❧❛: ♣❛:❛♠❡,❡: λ1✱ ❛♥❞ ♠❡❛♥/ ❛♥❞ ❝♦✈❛:✐❛♥❝❡/ ✭,❤❛, ❛:❡ ♥♦, ♣❛:❛♠❡,❡:/

✐♥ ,❤❡ ♠♦❞❡❧✮✱ ❢♦: /❡✈❡:❛❧ ✈❛❧✉❡/ ♦❢ λ1✱ ❢♦: ▼♦❞❡❧ ❆✱ n = 500 ❛♥❞ S = 300
:❡♣❧✐❝❛,✐♦♥/✱ ❛❞❛♣,✐✈❡ ❜❛♥❞✇✐❞,❤ ❛♥❞ /❛♠❡ ❜❛♥❞✇✐❞,❤✳ ❚❤❡ ❣:❛② ❧✐♥❡ ,②♣❡/

✐♥ ,❤❡ ❧❡❣❡♥❞ ❛:❡ ✐❞❡♥,✐❢②✐♥❣ ❞❡♥/✐,✐❡/ ❛♥❞ /❝❛❧❛: ❝:✐,❡:✐♦♥/✱ ,❤❛, ❛:❡ ♣❧♦,,❡❞

❝♦❧♦:❡❞ ❜② ❝♦♠♣♦♥❡♥,✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾

✸✳✺ ▼❛:❣✐♥❛❧ ❞❡♥/✐,② ❡/,✐♠❛,❡/ ❢♦: ❛ /❛♠♣❧❡ ♦❢ /✐③❡ n = 1000 ❢:♦♠ ▼♦❞❡❧ ❇✱

✇❤❡:❡ ❝♦❧✉♠♥ l ❝♦::❡/♣♦♥❞/ ,♦ ,❤❡ ,✇♦ ♠❛:❣✐♥❛❧/ ♦❢ ,❤❡ l,❤ ❜✐✈❛:✐❛,❡ ❜❧♦❝❦✱

l = 1, 2, 3✳ ❊❛❝❤ ♣❧♦, /❤♦✇/ ,❤❡ ,:✉❡ ♠❛:❣✐♥❛❧/ ✭/♦❧✐❞ ❧✐♥❡/✮✱ ,❤❡ ♠✈♥♣❊▼

✇✐,❤ ❛❞❛♣,✐✈❡ ❜❛♥❞✇✐❞,❤ ❡/,✐♠❛,❡/ ✭❞❛/❤❡❞ ❧✐♥❡/✮✱ ●❛✉//✐❛♥ ❊▼ ❡/,✐♠❛,❡/

✭❞♦,,❡❞ ❧✐♥❡/✮✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ✈❛❧✉❡/ ♦❢ ,❤❡ ❛❞❛♣,✐✈❡ ❜❛♥❞✇✐❞,❤/ ❛:❡ ❛❧/♦ ❣✐✈❡♥

✉♥❞❡: ❡❛❝❤ ♣❧♦,✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✵

✸✳✻ ▲❡✈❡❧ ♣❧♦,/ ♦❢ ,❤❡ ❜✐✈❛:✐❛,❡ ♠✐①,✉:❡ ❞❡♥/✐,✐❡/ ♣❡: ❜❧♦❝❦✱ ❡/,✐♠❛,❡❞ ❜② ,❤❡

♠✈♥♣❊▼ ✭/♦❧✐❞ ❧✐♥❡/✮ ❛♥❞ ❇❡♥❛❣❧✐❛ ❡, ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❛❪ ✭❞❛/❤❡❞ ❧✐♥❡/✮✱ ❢♦: ▼♦❞❡❧

❇✳ ❙❝❛,,❡:♣❧♦,/ ❛:❡ ❝♦❧♦:❡❞ ❜② ,❤❡✐: ,:✉❡ ❝❧✉/,❡: ♠❡♠❜❡:/❤✐♣✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶

✸✳✼ ❙I✉❛:❡ :♦♦,/ ♦❢ ▼■❙❊✬/ ❢♦: ,❤❡ ❞❡♥/✐,✐❡/ ❛/ ❛ ❢✉♥❝,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ /❛♠♣❧❡ /✐③❡ n✱
S = 300 :❡♣❧✐❝❛,✐♦♥/✱ ❢♦: ,❤❡ ,✇♦ ❛❧❣♦:✐,❤♠ /❡,,✐♥❣/ ❢♦: ▼♦❞❡❧ ❇ ✭,♦♣✮ ❛♥❞

❢♦: ,❤❡ ❧❡// ♦✈❡:❧❛♣♣✐♥❣ ▼♦❞❡❧ ❇✷ ✭❜♦,,♦♠✮✿ ♠✈♥♣❊▼ ❛❞❛♣,✐✈❡ ❜❛♥❞✇✐❞,❤

✭❧❡❢,✮✱ ♠✈♥♣❊▼ /❛♠❡ ❜❛♥❞✇✐❞,❤ ✭♠✐❞❞❧❡✮ ❛♥❞ ●❛✉//✐❛♥ ❊▼ ✭:✐❣❤,✮✳ ▼■❙❊✬/

❢♦: ❞❡♥/✐,✐❡/ ❛:❡ ♣❧♦,,❡❞ ✐♥ ❝✐:❝❧❡/ ❛♥❞ /♦❧✐❞ ❧✐♥❡/ ✭❜❧♦❝❦ ✶✮✱ ❞❛/❤❡❞ ❧✐♥❡/

✭❜❧♦❝❦ ✷✮ ❛♥❞ ❞♦,✲❞❛/❤❡❞ ✭❜❧♦❝❦ ✸✮✳ ▼❙❊✬/ ❢♦: ,❤❡ ♣:♦♣♦:,✐♦♥ ❡/,✐♠❛,❡/

❛:❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❞♦,,❡❞ ❧✐♥❡/✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷

✈✐✐



▲■❙❚ ❖❋ ❋■●❯❘❊❙

✸✳✽ ▲❡✈❡❧ ♣❧♦23 ♦❢ 2❤❡ ❜✐✈❛9✐❛2❡ ♠✐①2✉9❡ ❞❡♥3✐2✐❡3 ♣❡9 ❜❧♦❝❦✱ ❡32✐♠❛2❡❞ ❜② 2❤❡

♠✈♥♣❊▼ ✭3♦❧✐❞ ❧✐♥❡3✮ ❛♥❞ ❇❡♥❛❣❧✐❛ ❡2 ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❛❪ ✭❞❛3❤❡❞ ❧✐♥❡3✮✱ ❢♦9 ▼♦❞❡❧

❈✱ n = 2000✳ ❙❝❛22❡9♣❧♦23 ❛9❡ ❝♦❧♦9❡❞ ❜② 2❤❡✐9 29✉❡ ❝❧✉32❡9 ♠❡♠❜❡93❤✐♣✳ ✳ ✳ ✻✹

✸✳✾ P❛✐9 ♣❧♦23 ❢♦9 3❡❧❡❝2❡❞ ✏♠❡❛♥✑ ❢❡❛2✉9❡3 ❢9♦♠ 2❤❡ ❲❉❇❈ ❞❛2❛❜❛3❡❀ s1 =
{1, 3, 4} ❢♦9 ❜❧♦❝❦ ✶ ✭❧❡❢2✮✱ ❛♥❞ s2 = {6, 7, 8} ❢♦9 ❜❧♦❝❦ ✷ ✭9✐❣❤2✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺

✹✳✶ P❛✐93 ♣❧♦2 ❢♦9 ▼♦❞❡❧ ❈ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✽

✹✳✷ ❚❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦9 ♦❢ 2❤❡ ❧♦❣❧✐❦ ❛♥❞ ♣3❡✉❞♦✲❧♦❣❧✐❦ 3❡Z✉❡♥❝❡ ❢♦9 ♠♦♥♦2♦♥② ♦❢

❲❉❇❈ ❞❛2❛✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾

✹✳✸ ❚❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦9 ♦❢ 2❤❡ ❧♦❣❧✐❦ ❛♥❞ ♣3❡✉❞♦✲❧♦❣❧✐❦ 3❡Z✉❡♥❝❡ ❢♦9 ♠♦♥♦2♦♥② ♦❢

▼♦❞❡❧ ❆ ✭3❛♠♣❧❡ 3✐③❡ n = 200✮ ✉3✐♥❣ ♠✈♥♣❊▼ ✭❧❡❢2✮ ❛♥❞ ♠✈♥♣▼❙▲✱ ngrid =
20✱ ✭9✐❣❤2✮ ✐♥ ✷ ❝❛3❡3✿ 3❛♠❡ ❜❛♥❞✇✐❞2❤ ✭2♦♣✮✱ ❛❞❛♣2✐✈❡ ❜❛♥❞✇✐❞2❤ ✭❜♦22♦♠✮✳ ✽✶

✹✳✹ ❙Z✉❛9❡ 9♦♦23 ♦❢ ▼■❙❊ ❢♦9 2❤❡ ❞❡♥3✐2✐❡3 ❛♥❞ 3Z✉❛9❡ 9♦♦23 ♦❢ ▼❙❊ ❢♦9 2❤❡

3❝❛❧❛9 ♣❛9❛♠❡2❡9 λ1✱ ❛♥❞ ♦2❤❡9 3❝❛❧❛9 ♠❡❛3✉9❡3 2❤❛2 ❛9❡ ♥♦2 ♣❛9❛♠❡2❡93

✐♥ 2❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭♠❡❛♥3 ❛♥❞ ❝♦✈❛9✐❛♥❝❡3✮✱ ❛3 ❛ ❢✉♥❝2✐♦♥ ♦❢ 2❤❡ ♣9♦♣♦92✐♦♥ ♦❢

2❤❡ ✜932 ❝♦♠♣♦♥❡♥2 λ1✱ ❢♦9 ▼♦❞❡❧ ❆✱ n = 500 ❛♥❞ S = 300 9❡♣❧✐❝❛2✐♦♥3✱
9❛♥❞♦♠ ✐♥✐2✐❛❧✐③❛2✐♦♥ ♦❢ ✷ ❛❧❣♦9✐2❤♠3✿ ♠✈♥♣▼❙▲ ✭♦♥ 2❤❡ ❧❡❢2✮ ❛♥❞ ♠✈♥♣❊▼

✭♦♥ 2❤❡ 9✐❣❤2✮ ✐♥ 3❛♠❡ ❜❛♥❞✇✐❞2❤ ❝❛3❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷

✹✳✺ ❙Z✉❛9❡ 9♦♦23 ♦❢ ▼■❙❊✬3 ❢♦9 2❤❡ ❞❡♥3✐2✐❡3 ❛3 ❛ ❢✉♥❝2✐♦♥ ♦❢ 2❤❡ 3❛♠♣❧❡ 3✐③❡

n✱ S = 300 9❡♣❧✐❝❛2✐♦♥3✱ ❢♦9 2❤❡ 2✇♦ ❛❧❣♦9✐2❤♠ 3❡22✐♥❣3✿ ♠✈♥♣▼❙▲ ✭❧❡❢2✮✱

♠✈♥♣❊▼ ✭9✐❣❤2✮ ❢♦9 ▼♦❞❡❧ ❇ ✐♥ 3❛♠❡ ❜❛♥❞✇✐❞2❤ ❝❛3❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸

✺✳✶ ❚❤❡ ❤✐32♦❣9❛♠ ♦❢ p✲✈❛❧✉❡3 ✭2♦♣✮ ❛♥❞ 2❤❡ ❞❡♥3✐2✐❡3 ❡32✐♠❛2❡3 ♦❢ 2❤❡ ♣9♦❜✐2

29❛♥3❢♦9♠ ♦❢ p✲✈❛❧✉❡3 ✭❜♦22♦♠✮ ❣✐✈❡♥ ❜② 2❤❡ ♠✈♥♣❊▼◆✵✶ ❛❧❣♦9✐2❤♠✱ ♣❡9

❝♦♦9❞✐♥❛2❡✱ ♦❢ ▼♦❞❡❧ ✷✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽

✺✳✷ ❊①❛♠♣❧❡ ❢9♦♠ ●❛✉33✐❛♥ ❞❛2❛✱ 3❡✈❡9❛❧ ❋❉❘ ♣❧♦23 ✐♥ ♦♥❡ ✜❣✉9❡✿ 29✉❡ ❋❉❘✱

♠✈❋❉❘✱ ❡❛❝❤ ♦❢ r = 3 ✉♥✐✈❋❉❘ ❝♦♥29♦❧3 ✉3✐♥❣ ❢❞-.♦♦❧1✱ ❛3 ✇❡❧❧ 2❤❡

✉♥✐✈❋❉❘ ❝♦♥29♦❧3 ❜❛3❡❞ ♦♥ 2❤❡ ♠❛①✴♠✐♥ ♦❢ 2❤❡ 9♦✇3 (pi1, · · · , pir)❀ ▼♦❞❡❧
✶ ✭❆✮ ❛♥❞ ▼♦❞❡❧ ✷ ✭❇✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✾

✺✳✸ ❊①❛♠♣❧❡ ❢9♦♠ ●❛✉33✐❛♥ ❞❛2❛✱ 3❡✈❡9❛❧ ❋❉❘ ♣❧♦23 3❡♣❛9❛2❡❧②❀ 2♦♣❧❡❢2✿ ♠✈❋❉❘

❛♥❞ 29✉❡ ❋❉❘✱ 2❤❡ ♦2❤❡9 2❤9❡❡ ♣❛♥❡❧3 ❝♦99❡3♣♦♥❞ 2♦ 2❤❡ k = 1, 2, 3 ❝♦♦9✲
❞✐♥❛2❡3 ❢♦9 2❤❡ ♠✉❧2✐✈❛9✐❛2❡ p✲✈❛❧✉❡3✳ ■♥ ❡❛❝❤ ♣❧♦2✱ 2❤❡ ♦9❞❡9✐♥❣ ♦❢ 2❤❡ n
❝❛3❡3 ✐3 ❞✐✛❡9❡♥2❀ ▼♦❞❡❧ ✶ ✭❆✮ ❛♥❞ ▼♦❞❡❧ ✷ ✭❇✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✵

✺✳✹ ❚❤❡ ❤✐32♦❣9❛♠ ♦❢ p✲✈❛❧✉❡3 ✭2♦♣✮ ❛♥❞ 2❤❡ ❞❡♥3✐2✐❡3 ❡32✐♠❛2❡3 ♦❢ 2❤❡ ♣9♦❜✐2

29❛♥3❢♦9♠ ♦❢ p✲✈❛❧✉❡3 ✭❜♦22♦♠✮ ❣✐✈❡♥ ❜② 2❤❡ ♠✈♥♣❊▼◆✵✶ ❛❧❣♦9✐2❤♠✱ ♣❡9

❝♦♦9❞✐♥❛2❡✱ ❢♦9 ▼♦❞❡❧ ✸✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷

✺✳✺ ❙❡✈❡9❛❧ ❋❉❘ ♣❧♦23 ✐♥ ♦♥❡ ✜❣✉9❡ ❢♦9 ▼♦❞❡❧ ✸✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✸

✺✳✻ ❙❡✈❡9❛❧ ❋❉❘ ♣❧♦23 3❡♣❛9❛2❡❧② ❢♦9 ▼♦❞❡❧ ✸❀ 2♦♣❧❡❢2✿ 29✉❡ ❋❉❘ ❛♥❞ ♠✈❋❉❘✱

2❤❡ ♦2❤❡9 ❢♦✉9 ♣❛♥❡❧3 ❝♦99❡3♣♦♥❞ 2♦ 2❤❡ k = 1, 2, 3, 4 ❝♦♦9❞✐♥❛2❡3 ❢♦9 2❤❡

♠✉❧2✐✈❛9✐❛2❡ p✲✈❛❧✉❡3✳ ■♥ ❡❛❝❤ ♣❧♦2✱ 2❤❡ ♦9❞❡9✐♥❣ ♦❢ 2❤❡ n ❝❛3❡3 ✐3 ❞✐✛❡9❡♥2✳ ✶✵✹

✈✐✐✐
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✺✳✼ ❙✉♠♠❛0✐③❡❞ 0❡5✉❧75 ❛5 ♣❡0❝❡♥7❛❣❡5 ♦❢ 0❡❥❡❝7✐♦♥ ❢♦0 ❡❛❝❤ ✉♥✐✈❛0✐❛7❡ ❋❉❘

❝♦♥70♦❧✳ ❊❛❝❤ ❝♦❧♦0 ❧✐♥❡ ❤❡0❡ ✐5 ♦♥❧② 7♦ ❝♦♥♥❡❝7 ❛❧❧ 7❤❡ 70❡❛7♠❡♥75 ❢♦0 ❡❛❝❤

♦❢ ✶✵ 5❝❛✛♦❧❞5✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✻

✺✳✽ H❛✐0♣❧♦75 ♦❢ ♣0♦❜✐7 70❛♥5❢♦0♠5 ❢0♦♠ ♠❛✐③❡ ❞❛7❛✱ ❙❝❛✛♦❧❞ ✶✱ ✜057 ✺ 70❡❛7✲

♠❡♥75✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✼

✺✳✾ ❊①❛♠♣❧❡ ❢0♦♠ ♠❛✐③❡ ❞❛7❛✱ ❙❝❛✛♦❧❞ ✶✱ r = 5 ✜057 ♣0♦❜✐7 70❛♥5❢♦0♠5 ♦❢ p✲
✈❛❧✉❡5 ✇✐7❤ ❜❧♦❝❦ ❞❡5✐❣♥ ✭✶✱ ✷✱ ✶✱ ✸✱ ✹✮✳ ❙♦❧✐❞ ❧✐♥❡✿ ♠✈♥♣❊▼◆✵✶ 5♦❧✉7✐♦♥✱

❞❛5❤ ❧✐♥❡✿ ♠✈♥♣❊▼ 5♦❧✉7✐♦♥✳ ❋✐057 ✺ ♣❛♥❡❧5✿ ♠❛0❣✐♥❛❧ ♣❧♦75❀ ❜♦77♦♠✲0✐❣❤7

♣❛♥❡❧✿ 7❤❡ ♠✈❋❉❘ ❝♦♥70♦❧ ✉5✐♥❣ ♠✈♥♣❊▼◆✵✶ ❛❧❣♦0✐7❤♠✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✽

✺✳✶✵ ❊①❛♠♣❧❡ ❢0♦♠ ♠❛✐③❡ ❞❛7❛✱ ❙❝❛✛♦❧❞ ✶✱ r = 3 ♣0♦❜✐7 70❛♥5❢♦0♠5 ♦❢ p✲✈❛❧✉❡5
❝♦00❡5♣♦♥❞✐♥❣ 7♦ ❝♦♦0❞✐♥❛7❡ (17, 20, 21) ✇✐7❤ ❜❧♦❝❦ ❞❡5✐❣♥ ✭✶✱ ✷✱ ✸✮✳ ❙♦❧✐❞
❧✐♥❡ ♠✈♥♣❊▼◆✵✶ 5♦❧✉7✐♦♥✱ ❞❛5❤ ❧✐♥❡✿✿ ♠✈♥♣❊▼ 5♦❧✉7✐♦♥✳ ❋✐057 ✸ ♣❛♥❡❧5✿

♠❛0❣✐♥❛❧ ♣❧♦75❀ ❜♦77♦♠✲0✐❣❤7 ♣❛♥❡❧✿ 7❤❡ ♠✈❋❉❘ ❝♦♥70♦❧ ✉5✐♥❣ ♠✈♥♣❊▼◆✵✶

❛❧❣♦0✐7❤♠✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✾

✺✳✶✶ H❛✐0♣❧♦75 ♦❢ ♣0♦❜✐7 70❛♥5❢♦0♠5 ❢0♦♠ ♠❛✐③❡ ❞❛7❛✱ ❙❝❛✛♦❧❞ ✶✱ ✶✵ 70❡❛7♠❡♥75✿

✶ 7♦ ✻ ❛♥❞ ✶✵ 7♦ ✶✸✳ ❚❤❡ ✼ ❝♦❧♦0❡❞ 0❡❝7❛♥❣❧❡5 5❤♦✇ ❛ ❞❛7❛✲❞0✐✈❡♥ ♣♦55✐❜❧❡

❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡5✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✵

✺✳✶✷ ❚❤❡ ♠❛0❣✐♥❛❧ ❞❡♥5✐7② ❡57✐♠❛7❡ ♣❧♦75 ♦❢ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❢0♦♠ ♠❛✐③❡ ❞❛7❛✱ ❙❝❛❢✲

❢♦❧❞ ✶✱ r = 10 ♣0♦❜✐7 70❛♥5❢♦0♠5 ♦❢ p✲✈❛❧✉❡5 ❝♦00❡5♣♦♥❞✐♥❣ 7♦ ❝♦♦0❞✐♥❛7❡✿
✶ 7♦ ✻ ❛♥❞ ✶✵ 7♦ ✶✸❀ ✇✐7❤ ❜❧♦❝❦ ❞❡5✐❣♥❡❞ ❛5 ✭✶✱ ✷✱ ✶✱ ✸✱ ✹✱ ✺✱ ✺✱ ✻✱ ✼✱ ✼✮❀

♠✈♥♣❊▼◆✵✶ 5♦❧✉7✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✵

✺✳✶✸ ❚❤❡ ♠✈❋❉❘ ❝♦♥70♦❧ ✉5✐♥❣ ♠✈♥♣❊▼◆✵✶ ❛❧❣♦0✐7❤♠ ♦❢ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❢0♦♠ ♠❛✐③❡

❞❛7❛✱ ❙❝❛✛♦❧❞ ✶✱ r = 10 ♣0♦❜✐7 70❛♥5❢♦0♠5 ♦❢ p✲✈❛❧✉❡5 ❝♦00❡5♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦✲
♦0❞✐♥❛7❡ ✭✶✿✻✱✶✵✿✶✸✮ ✇✐7❤ ❜❧♦❝❦ ❞❡5✐❣♥❡❞ ❛5 ✭✶✱ ✷✱ ✶✱ ✸✱ ✹✱ ✺✱ ✺✱ ✻✱ ✼✱ ✼✮✳

✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✶
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▲✐"# ♦❢ ❚❛❜❧❡"

✷✳✶ ❘❡%✉❧(% ♦❢ ❊▼ ❛❧❣♦/✐(❤♠ ❢♦/ ❡①❛♠♣❧❡ ♦♥ ❊%(✐♠❛(✐♦♥ ♦❢ ♠✐①✐♥❣ ♣/♦♣♦/(✐♦♥% ✶✽

✷✳✷ ❈♦♠♠♦♥ ❙❡❝♦♥❞✲❖/❞❡/ ❑❡/♥❡❧% ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✷

✸✳✶ ❚❤❡ ❡✛❡❝( ♦❢ ❝♦//❡❧❛(✐♦♥ ρ ♦♥ ▼■❙❊ ♦❢ (❤❡ ❡%(✐♠❛(✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝❡♥(❡/❡❞ ❜✐✈❛/✐❛(❡

●❛✉%%✐❛♥ ❞❡♥%✐(② f ✇✐(❤ ✉♥✐( ✈❛/✐❛♥❝❡%✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺

✸✳✷ H❛/❛♠❡(❡/% ❢♦/ ▼♦❞❡❧ ❆✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽

✸✳✸ H❛/❛♠❡(❡/% ❢♦/ ▼♦❞❡❧ ❇✱ (♦❣❡(❤❡/ ✇✐(❤ (❤❡ ❛❧(❡/♥❛(✐✈❡ ♠❡❛♥ ✈❡❝(♦/% ❢♦/

(❤❡ ❡❛%✐❡/ ♠♦❞❡❧ ❇✷ ❞✐%♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❜/❛❝❡% ✇❤❡♥ ❛♣♣/♦♣/✐❛(❡✳ ❚❤❡ ❝♦✈❛/✐❛♥❝❡

♠❛(/✐❝❡% ✉%❡❞ ✐♥ ●❛✉%%✐❛♥ ❛♥❞ ❙(✉❞❡♥( ❞✐%(/✐❜✉(✐♦♥% ❛/❡ Σ ❡①❝❡♣( ✇❤❡♥ Σ′

✐% %♣❡❝✐✜❡❞✳ ❆❧❧ (❤❡ ♠✉❧(✐✈❛/✐❛(❡ ❙(✉❞❡♥( ❞✐%(/✐❜✉(✐♦♥% ✐♥✈♦❧✈❡ 4 ❞❡❣/❡❡%

♦❢ ❢/❡❡❞♦♠✳ ❚❤❡ ✇❡✐❣❤(% ❢♦/ (❤❡ ♠✐①(✉/❡ ✇✐(❤✐♥ ❜❧♦❝❦ ✸ ❛/❡ α = 0.87 ❛♥❞

β = 1− α = 0.13✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✵

✸✳✹ ❚❤❡ ✪ ♦❢ ❝♦//❡❝( ❝❧✉%(❡/✐♥❣ ❛✈❡/❛❣❡❞ ♦✈❡/ S = 300 /❡♣❧✐❝❛(✐♦♥%✱ ❢♦/ ♠♦❞❡❧ ❇

✉%✐♥❣ ♠✈♥♣❊▼ ❛♥❞ (❤❡ ▼❆H %(/❛(❡❣②✱ ❝♦♠♣❛/❡❞ ✇✐(❤ (❤❡ k✲♠❡❛♥% ❛❧❣♦/✐(❤♠

❛♥❞ (❤❡ ♠❡(❤♦❞ ❣✐✈❡♥ ❜② ❇❡♥❛❣❧✐❛ ❡( ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❛❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸

✸✳✺ ❚❤❡ ✪ ♦❢ ❝♦//❡❝( ❝❧✉%(❡/✐♥❣ ❛✈❡/❛❣❡❞ ♦✈❡/ S = 300 /❡♣❧✐❝❛(✐♦♥% ♦❢ %✐③❡

n = 2000 ❢/♦♠ ♠♦❞❡❧ ❈✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸

✸✳✻ ❚❤❡ ✪ ♦❢ ❝♦//❡❝( ❝❧❛%%✐✜❝❛(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ❲❉❇❈ ❞❛(❛ ✉%✐♥❣ ♠✈♥♣❊▼ ❛♥❞ (❤❡

▼❆H %(/❛(❡❣②✱ ❝♦♠♣❛/❡❞ ✇✐(❤ (❤❡ k✲♠❡❛♥% ❝❧✉%(❡/✐♥❣ %(/❛(❡❣② ❛♥❞ (❤❡

♠❡/❣✐♥❣ ●❛✉%%✐❛♥ ♠❡(❤♦❞ ♦❢ ❍❡♥♥✐❣ ❬✷✵✶✵❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺

✹✳✶ ❈♦♠♣❛/✐♥❣ (❤❡ ✪ ♦❢ ❝♦//❡❝( ❝❧❛%%✐✜❝❛(✐♦♥ ❛♥❞ (❤❡ ♣/♦♣♦/(✐♦♥ ❡%(✐♠❛(❡%

♦❢ ▼♦❞❡❧ ❆✱ ▼♦❞❡❧ ❇✱ ▼♦❞❡❧ ❈✱ %❛♠♣❧❡ %✐③❡ n = 500✱ ❚❡♥ ✜/%( ❢❡❛(✉/❡%

♦❢ ▼♦❞❡❧ ❉ ✭❜♦((♦♠✮✱ ✉%✐♥❣ ♠✈♥♣▼❙▲ ✭%❛♠❡ ❜❛♥❞✇✐❞(❤✮ ❛♥❞ (❤❡ ▼❆H

%(/❛(❡❣② ✇❤❡♥ ❝❤❛♥❣✐♥❣ (❤❡ ❣/✐❞ %✐③❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✶

✹✳✷ ✾✺ ✪ ❈♦♥✜❞❡♥❝❡ ■♥(❡/✈❛❧% ❢♦/ (❤❡ (/✉❡ ♣/♦♣♦/(✐♦♥ λ = (λ1, λ2) = (0.6274, 0.3726)✱
❜❛%❡❞ ♦♥ B = 10000 ❜♦♦(%(/❛♣ /❡♣❧✐❝❛(✐♦♥%✱ ❢♦/ (❤❡ ❲❉❇❈ ❞❛(❛ ❡①❛♠♣❧❡✱

✉%✐♥❣ (✇♦ ♠❡(❤♦❞%✿ ♠✈♥♣❊▼ ❛♥❞ ♠✈♥♣▼❙▲ ✇✐(❤ %❛♠❡ ❜❛♥❞✇✐❞(❤ ❝❛%❡✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷

✹✳✸ ❚❤❡ ✪ ♦❢ ❝♦//❡❝( ❝❧✉%(❡/✐♥❣ ❛✈❡/❛❣❡❞ ♦✈❡/ S = 300 /❡♣❧✐❝❛(✐♦♥% ❢♦/ ❛ %❛♠♣❧❡

%✐③❡ ♦❢ n = 1000 ❢/♦♠ ▼♦❞❡❧ ❇ ❛♥❞ ❈ ✉%✐♥❣ ♠✈♥♣▼❙▲✴♠✈♥♣❊▼ ❛♥❞ (❤❡ ▼❆H

%(/❛(❡❣② ❝♦♠♣❛/✐♥❣ ✇✐(❤ (❤❡ k✲♠❡❛♥% ❝❧✉%(❡/✐♥❣ %(/❛(❡❣②✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸

✹✳✹ ❚❤❡ ✪ ♦❢ ❝♦//❡❝( ❝❧❛%%✐✜❝❛(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ❲❉❇❈ ❞❛(❛ ✉%✐♥❣ ♠✈♥♣▼❙▲✴♠✈♥♣❊▼

❛♥❞ (❤❡ ▼❆H %(/❛(❡❣② ❝♦♠♣❛/✐♥❣ ✇✐(❤ (❤❡ k✲♠❡❛♥% ❝❧✉%(❡/✐♥❣ %(/❛(❡❣②✳ ✳ ✽✸
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▲■❙❚ ❖❋ ❚❆❇▲❊❙

✺✳✶ ❋♦✉. ♦✉/❝♦♠❡3 ❢.♦♠ ♠❛❦✐♥❣ ❛ ❞❡❝✐3✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺

✺✳✷ ❚❤❡ ♣♦33✐❜❧❡ ♦✉/❝♦♠❡3 ✇❤❡♥ /❡3/✐♥❣ n ❤②♣♦/❤❡3❡3 ❢♦. H0✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻

✺✳✸ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ✸✲❝♦♦.❞✐♥❛/❡✱ ✸✲❝♦♠♣♦♥❡♥/ ♠✐①/✉.❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧ ✭✺✳✸✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶

✺✳✹ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ✹✲❝♦♦.❞✐♥❛/❡✱ ✸✲❜❧♦❝❦✱ ✸✲❝♦♠♣♦♥❡♥/ ♠✐①/✉.❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧ ✭✺✳✸✮✳ ✾✷

✺✳✺ FDR ❛♥❞ FN/N ✉3✐♥❣ ❢❞"#♦♦❧ ❢♦. ❡❛❝❤ ❝♦♦.❞✐♥❛/❡ k = 1, 2, 3 ✐♥ ❛ 3✐♥❣❧❡
3❛♠♣❧❡ ♦❢ n = 1000 /❡3/3 ❢♦. ▼♦❞❡❧ ✶✱ ❝♦♠♣❛.✐♥❣ ✇✐/❤ ♠✈❋❉❘ 3/.❛/❡❣②✳ ✳ ✾✻

✺✳✻ ❆✈❡.❛❣❡ ♦❢ FDR✱ FN/N ✉3✐♥❣ ❢❞"#♦♦❧ ❛♥❞ ▼❙❊ ♦♥ /❤❡ /❛.❣❡/ ❧❡✈❡❧ α ♦✈❡.
❛❧❧ /❤❡ .❡♣❧✐❝❛/✐♦♥3 ❢♦. ❡❛❝❤ ❝♦♦.❞✐♥❛/❡ k = 1, 2, 3 ✇❤❡♥ ❞♦ S = 300 .❡♣❧✐✲
❝❛/✐♦♥3 ♦❢ n = 1000 /❡3/3✱ ❢♦. ▼♦❞❡❧ ✶✱ ❝♦♠♣❛.✐♥❣ ✇✐/❤ ♠✈❋❉❘ 3/.❛/❡❣②✳

✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼

✺✳✼ FDR ❛♥❞ FN/N ✉3✐♥❣ ❢❞"#♦♦❧ ❢♦. ❡❛❝❤ ❝♦♦.❞✐♥❛/❡ k = 1, 2, 3 ✐♥ ❛ 3✐♥❣❧❡
3❛♠♣❧❡ ♦❢ n = 1000 /❡3/3 ❢♦. ▼♦❞❡❧ ✷✱ ❝♦♠♣❛.✐♥❣ ✇✐/❤ ♠✈❋❉❘ 3/.❛/❡❣②✳ ✳ ✾✼

✺✳✽ ❆✈❡.❛❣❡ ♦❢ FDR✱ FN/N ✉3✐♥❣ ❢❞"#♦♦❧ ❛♥❞ ▼❙❊ ♦♥ /❤❡ /❛.❣❡/ ❧❡✈❡❧ α ♦✈❡.
❛❧❧ /❤❡ .❡♣❧✐❝❛/✐♦♥3 ❢♦. ❡❛❝❤ ❝♦♦.❞✐♥❛/❡ k = 1, 2, 3 ✇❤❡♥ ❞♦ S = 300 .❡♣❧✐✲
❝❛/✐♦♥3 ♦❢ n = 1000 /❡3/3 ❢♦. ▼♦❞❡❧ ✷✱ ❝♦♠♣❛.✐♥❣ ✇✐/❤ ♠✈❋❉❘ 3/.❛/❡❣②✳

✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽

✺✳✾ ▼♦❞❡❧ ✸✿ ❛ 3❛♠♣❧❡ ♦❢ ✹✲❝♦♦.❞✐♥❛/❡✱ ✸✲❜❧♦❝❦✱ ✸✲❝♦♠♣♦♥❡♥/ ♠✐①/✉.❡ ✇✐/❤

λ1 = 20% ❝♦♠♣♦♥❡♥/ ✶ ✭✉♥❞❡. ●❛✉33✐❛♥ ❞✐3/.✐❜✉/✐♦♥✮✱ λ2 = 35%, λ3 = 45%
.❡3♣❡❝/✐✈❡❧② ❢♦. ❝♦♠♣♦♥❡♥/ ✷ ❛♥❞ ✸ ✭✉♥❞❡. H1✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✶

✺✳✶✵ ▼♦❞❡❧ ✹✿ ❛ 3❛♠♣❧❡ ♦❢ ✻✲❝♦♦.❞✐♥❛/❡✱ ✸✲❜❧♦❝❦✱ ✸✲❝♦♠♣♦♥❡♥/ ♠✐①/✉.❡ ✇✐/❤

λ1 = 20% ❝♦♠♣♦♥❡♥/ ✶ ✭✉♥❞❡. ●❛✉33✐❛♥ ❞✐3/.✐❜✉/✐♦♥✮✱ λ2 = 35%, λ3 = 45%
.❡3♣❡❝/✐✈❡❧② ❢♦. ❝♦♠♣♦♥❡♥/ ✷ ❛♥❞ ✸ ✭✉♥❞❡. H1✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷

✺✳✶✶ ❆✈❡.❛❣❡ ♦❢ FDR✱ FN/N ✉3✐♥❣ ❢❞"#♦♦❧ ❛♥❞ ▼❙❊ ♦♥ /❤❡ /❛.❣❡/ ❧❡✈❡❧ α
♦✈❡. ❛❧❧ /❤❡ .❡♣❧✐❝❛/✐♦♥3 ❢♦. ❡❛❝❤ ❝♦♦.❞✐♥❛/❡ k = 1, 2, 3, 4 ✇❤❡♥ ❞♦ S =
300 .❡♣❧✐❝❛/✐♦♥3 ♦❢ n = 1000 /❡3/3 ❢♦. ▼♦❞❡❧ ✸✱ ❝♦♠♣❛.✐♥❣ ✇✐/❤ ♠✈❋❉❘

3/.❛/❡❣②✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✸

✺✳✶✷ ❆✈❡.❛❣❡ ♦❢ FDR✱ FN/N ✉3✐♥❣ ❢❞"#♦♦❧ ❛♥❞ ▼❙❊ ♦♥ /❤❡ /❛.❣❡/ ❧❡✈❡❧ α
♦✈❡. ❛❧❧ /❤❡ .❡♣❧✐❝❛/✐♦♥3 ❢♦. ❡❛❝❤ ❝♦♦.❞✐♥❛/❡ k = 1, . . . , 6 ✇❤❡♥ ❞♦ S =
300 .❡♣❧✐❝❛/✐♦♥3 ♦❢ n = 1000 /❡3/3 ❢♦. ▼♦❞❡❧ ✹✱ ❝♦♠♣❛.✐♥❣ ✇✐/❤ ♠✈❋❉❘

3/.❛/❡❣②✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹
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 ♦♣✉❧❛&✐♦♥) ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧) ♠❛② ♦❢&❡♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥&♦ )✉❜❣2♦✉♣)✳ ❊①❛♠✐♥✐♥❣ ❛ )❛♠♣❧❡ ♦❢

♠❡❛)✉2❡♠❡♥&) &♦ ❞✐)❝❡2♥ ❛♥❞ ❞❡)❝2✐❜❡ )✉❜❣2♦✉♣) ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧)✱ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ &❤❡2❡ ✐) ♥♦ ♦❜✲

)❡2✈❛❜❧❡ ✈❛2✐❛❜❧❡ &❤❛& 2❡❛❞✐❧② ✐♥❞❡①❡) ✐♥&♦ ✇❤✐❝❤ )✉❜❣2♦✉♣ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣2♦♣❡2❧② ❜❡❧♦♥❣)✱

✐) )♦♠❡&✐♠❡) 2❡❢❡22❡❞ &♦ ❛) ✏✉♥)✉♣❡2✈✐)❡❞ ❝❧✉)&❡2✐♥❣✑ ✐♥ &❤❡ &❤❡)✐)✱ ❛♥❞ ✐♥ ❢❛❝& ♠✐①&✉2❡

♠♦❞❡❧) ♠❛② ❜❡ ❣❡♥❡2❛❧❧② &❤♦✉❣❤& ♦❢ ❛) ❝♦♠♣2✐)✐♥❣ &❤❡ )✉❜)❡& ♦❢ ❝❧✉)&❡2✐♥❣ ♠❡&❤♦❞) ❦♥♦✇♥

❛) ♠♦❞❡❧✲❜❛)❡❞ ❝❧✉)&❡2✐♥❣✳

▼♦)& ♦❢ &❤❡ ❞❡♥)✐&② ❢✉♥❝&✐♦♥) &❤❛& ❛2❡ ✉)✉❛❧❧② ❝♦♥)✐❞❡2❡❞ ✐♥ ❝♦♠♠♦♥ )&❛&✐)&✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧)✱
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❡+ ❛❧✳ ❬✷✵✵✺❪ ♣)♦♣♦0❡❞ ❛ ♣)♦❝❡❞✉)❡ ✇❤❡)❡ +❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛)+ ✐0 ❡0+✐♠❛+❡❞ ✇✐+❤ ❛ ✇❡✐❣❤+❡❞

❦❡)♥❡❧ ❢✉♥❝+✐♦♥✳ ❇♦)❞❡0 ❡+ ❛❧✳ ❬✷✵✵✻❜❪ ❝♦♥0✐❞❡) ❛ +✇♦✲❝♦♠♣♦♥❡♥+ ♠✐①+✉)❡ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡)❡

♦♥❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥+ ❞✐0+)✐❜✉+✐♦♥ ✐0 ❦♥♦✇♥ ✇❤✐❧❡ +❤❡ ♠✐①✐♥❣ ♣)♦♣♦)+✐♦♥ ❛♥❞ +❤❡ ♦+❤❡) ❝♦♠♣♦✲

♥❡♥+ ❞✐0+)✐❜✉+✐♦♥ ❛)❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ✐♥ +❤❡ ❡♥✈✐)♦♥♠❡♥+ ♦❢ )❡❧❛①✐♥❣ +❤❡ ❛00✉♠♣+✐♦♥ +❤❛+ +❤❡

✉♥❦♥♦✇♥ ❞✐0+)✐❜✉+✐♦♥ ❜❡❧♦♥❣0 +♦ ❛ ♣❛)❛♠❡+)✐❝ ❢❛♠✐❧②✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ +❤❡ ❧✐♥❡ ♦❢ ▲❡✈✐♥❡ ❡+ ❛❧✳

❬✷✵✶✶❪✱ ◆❣✉②❡♥ ❛♥❞ ▼❛+✐❛0 ❬✷✵✶✹❪ ❝♦♥0+)✉❝+❡❞ ❛♥ ✐+❡)❛+✐✈❡ ❡0+✐♠❛+♦) 0❡`✉❡♥❝❡ ♦❢ +❤❡ ✉♥✲

❦♥♦✇♥ ❞❡♥0✐+② +❤❛+ )❡❧✐❡0 ♦♥ +❤❡ ♠❛①✐♠✐③❛+✐♦♥ ♦❢ ❛ 0♠♦♦+❤❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✳ ■♥ +❤❡ ❝♦♥+❡①+

♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ♠♦)❡ ❛♥❞ ♠♦)❡ ❞❛+❛ ❢)♦♠ ♠✉❧+✐♣❧❡ +❡0+✐♥❣ ✭❣❡♥♦♠✐❝0✱ ♠✐❝)♦❛))❛②0 ❛♥❛❧②0✐0✱

♥❡✉)♦✲✐♠❛❣✐♥❣✱✳ ✳ ✳ ✮ ✇❡ ❢♦✉♥❞ ❛ ✈❡)② ❢❡✇ )❡❢❡)❡♥❝❡0 ✭❈❤✐ ❡+ ❛❧✳ ❬✷✵✵✽❪✲+❤❡ ✜)0+ ♦♥❡✮ ❛00♦✲

❝✐❛+❡❞ +♦ +❤❡ ❋❉❘ ❝♦♥+)♦❧ ✇✐+❤ ♠✉❧+✐✈❛)✐❛+❡ p✲✈❛❧✉❡0✳ ■♥ ❈❤❛♣+❡) ✺✱ ♦✉) ♠♦+✐✈❛+✐♦♥ ✐0 +♦

❞❡0✐❣♥ ♠✉❧+✐✈❛)✐❛+❡ ♠✐①+✉)❡ ♠♦❞❡❧0 ❛❞❛♣+❡❞ +♦ +❤❡ ❞✐0+)✐❜✉+✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧+✐✈❛)✐❛+❡ p✲✈❛❧✉❡0

❢)♦♠ ❤②♣♦+❤❡0✐0 +❡0+0✳ ❆ ❝♦♥0+)❛✐♥❡❞ ✈❡)0✐♦♥ ♦❢ +❤❡ ♥♣❊▼ ❛❧❣♦)✐+❤♠ ❢)♦♠ ❇❡♥❛❣❧✐❛ ❡+ ❛❧✳

❬✷✵✵✾❛❪ 0✉❝❝❡❡❞ ✐♥ +❤❡ ✈❡)② 0✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡0 ✇✐+❤ ✷ ❝♦♠♣♦♥❡♥+0 ✐♥ +❡)♠ ♦❢ ❝♦♠♣❛)✐♥❣ ✇✐+❤

✉♥✐✈❛)✐❛+❡ ❋❉❘ ❝♦♥+)♦❧ ❜✉+ ❞♦❡0 ♥♦+ ❢♦) m ≥ 3✲❝♦♠♣♦♥❡♥+ ♠✐①+✉)❡0✳ ❲❡ +❤✉0 ♣)♦♣♦0❡

❛♥ ❛❧+❡)♥❛+✐✈❡ ❝♦♥0+)❛✐♥❡❞ ✈❡)0✐♦♥ ♦❢ ♦✉) ❛❧❣♦)✐+❤♠ ❢)♦♠ ❈❤❛♣+❡) ✸ ❛♥❞ 0+✉❞② ✐+0 ♣♦+❡♥✲

+✐❛❧ ♣❡)❢♦)♠❛♥❝❡ ✐♥ ❈❤❛♣+❡) ✺✳ ❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥✱ ♦✉) ♠✐①+✉)❡ ♠♦❞❡❧0 ❛♥❞ ❛❧❣♦)✐+❤♠0 ❝❛♥ ❜❡

❡✈❛❧✉❛+❡❞ ❡✛❡❝+✐✈❡❧② +❤)♦✉❣❤ ❛ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥0✐♦♥❛❧ )❡❛❧ ❞❛+❛0❡+✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♣)❡0❡♥+ +❤❡ ❞✐0❝✉00✐♦♥0 +♦❣❡+❤❡) ✇✐+❤ ♣♦+❡♥+✐❛❧ ♣❡)0♣❡❝+✐✈❡0 ♦❢ ♦✉) ♠♦❞❡❧0

❛♥❞ ❛❧❣♦)✐+❤♠0 ✐♥ +❤❡ ❧❛0+ ❈❤❛♣+❡)✳
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❈❤❛♣$❡& ✷

▼✐①$✉&❡ ♠♦❞❡❧0 ❛♥❞ ❊▼ ❛❧❣♦&✐$❤♠0

■♥ "❤✐% ❝❤❛♣"❡*✱ ✇❡ ♣*❡%❡♥" ❛♥ ♦✈❡*✈✐❡✇ ♦❢ "❤❡ ✜♥✐"❡ ♠✐①"✉*❡ ♠♦❞❡❧% ❛♥❞ "❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦*✐"❤♠%

"♦ ❡%"✐♠❛"❡ "❤❡ ♣❛*❛♠❡"❡*% ♦❢ "❤❡%❡ ♠♦❞❡❧%✳

✷✳✶ ▼✐①&✉(❡ ♠♦❞❡❧.

❋✐♥✐"❡ ♠✐①"✉*❡ ♠♦❞❡❧% ❤❛✈❡ ❣❛✐♥❡❞ ❛ ♣♦♣✉❧❛*✐"② ✐♥ ♠❛♥② ✜❡❧❞% ♦❢ %❝✐❡♥❝❡% ❛♥❞ ❛*❡ ❜❡✲

✐♥❣ ✐♥❝*❡❛%✐♥❣❧② ❡①♣❧♦✐"❡❞ ❛% ❛ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥" "♦♦❧ ❜❡❝❛✉%❡ ♦❢ "❤❡✐* ✢❡①✐❜✐❧✐"②✳ ■♥ %"❛"✐%"✐❝%✱

♠✐①"✉*❡ ♠♦❞❡❧% ❤❛✈❡ ❛ ❧♦♥❣ ❤✐%"♦*② ✇❤✐❝❤ ❣♦❡% ❜❛❝❦ "♦ ♦✈❡* ❛ ❝❡♥"✉*② ❛❣♦✳ ❇❡❣✐♥♥✐♥❣

✇✐"❤ "❤❡ ✐❞❡❛ ❛❜♦✉" "❤❡ ♣♦%%✐❜✐❧✐"② ♦❢ *❡%♦❧✈✐♥❣ "❤❡ ♥♦*♠❛❧ ❞✐%"*✐❜✉"✐♦♥ ✐♥"♦ %❡✈❡*❛❧ ♦"❤❡*

♥♦*♠❛❧ ❞✐%"*✐❜✉"✐♦♥% ✐♥ ◗✉❡"❡❧❡" ❬✶✽✹✻❪ ❛♥❞ ✇✐"❤ "❤❡ ❝❧❛%%✐❝ ♣❛♣❡* ♦❢ H❡❛*%♦♥ ❬✶✽✾✹❪ ♦♥ ❤✐%

♠♦♠❡♥"% ❜❛%❡❞ ✜""✐♥❣ ♦❢ ❛ ♠✐①"✉*❡ ♦❢ "✇♦ ✉♥✐✈❛*✐❛"❡ ♥♦*♠❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥"%✳ ❚❤❡ ♠♦♠❡♥"

♦❢ ❛ ♠✐①"✉*❡ ✐% ❝♦♥✈❡① ❝♦♠❜✐♥❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ♠♦♠❡♥"% ♦❢ "❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥" ❞❡♥%✐"✐❡%✳ H❡❛*%♦♥✬%

❛♣♣*♦❛❝❤ ✐% ❣❡♥❡*❛❧❧② "❤♦✉❣❤" ♦❢ ❛% "❤❡ %"❛*"✐♥❣ ♣♦✐♥" ♦❢ "❤❡ ❛♥❛❧②%✐% ♦❢ ♠✐①"✉*❡%✳ ❚❤❡

❝♦♥"*✐❜✉"✐♦♥ ♦❢ ❈❤❛*❧✐❡* ❬✶✾✵✻❪ ✇❛% ♠❛❞❡ ✐♥ "❤❡ ❡❛*❧② ♣❛*" ♦❢ "❤❡ ✷✵"❤ ❝❡♥"✉*② "♦ ✐♠♣*♦✈❡

"❤✐% ♠❡"❤♦❞ ♦❢ ♠♦♠❡♥"%✳ ❆❢"❡* ✸✵ ②❡❛*%✱ ❈❤❛*❧✐❡* ❛♥❞ ❲✐❝❦%❡❧❧ ❬✶✾✷✸❪ ❝♦♥"✐♥✉❡❞ "♦ ❡①"❡♥❞

"❤✐% ♠❡"❤♦❞ "♦ "❤❡ ♠✐①"✉*❡ ♦❢ ❜✐✈❛*✐❛"❡ ♥♦*♠❛❧ ❞✐%"*✐❜✉"✐♦♥%✳ ❈♦❤❡♥ ❬✶✾✻✼❪ ❛♣♣*♦❛❝❤❡❞

"♦ "❤❡ ❝❛%❡ ♦❢ ❡S✉❛❧ ✈❛*✐❛♥❝❡% ✇❤❡*❡ "❤❡ ❡%"✐♠❛"❡% ❞❡♣❡♥❞ ✉♥✐S✉❡❧② ♦♥ "❤❡ ♥❡❣❛"✐✈❡ *♦♦"

♦❢ ❛ ❝✉❜✐❝ ❡S✉❛"✐♦♥✳ ❇❤❛""❛❝❤❛*②❛ ❬✶✾✻✼❪ ❛♥❞ ❘♦❡❞❡* ❬✶✾✾✹❪ ♣*♦♣♦%❡❞ ♠❡"❤♦❞% ❜❛%❡❞ ♦♥

❣*❛♣❤✐❝❛❧ ♣*♦❝❡❞✉*❡% "♦ ❞❡"❡*♠✐♥❡ "❤❡ ♥✉♠❜❡* ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥"% ✇❤✐❝❤ ✐% ❛❧%♦ ❛ ✈❡*② %✐❣✲

♥✐✜❝❛♥" ✐%%✉❡ ✐♥ ♠✐①"✉*❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ♠♦%" ♣♦♣✉❧❛* ♠✐①"✉*❡ ♠♦❞❡❧ ✐% "❤❡ ♦♥❡ ❝♦♥%✐%"✐♥❣

♦❢ ●❛✉%%✐❛♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥"% ✭%❡❡ ▼❝▲❛❝❤❧❛♥ ❡" ❛❧✳ ❬✶✾✾✾❪✱ H❡❛*%♦♥ ❬✶✽✾✹❪✮✳ ❆ ❤❡❛✈②✲"❛✐❧❡❞

❛❧"❡*♥❛"✐✈❡ "♦ ●❛✉%%✐❛♥ ♠✐①"✉*❡% ✐% "♦ ✉%❡ ♠✐①"✉*❡% ♦❢ t✲❞✐%"*✐❜✉"✐♦♥% ✐♥ ▼❝▲❛❝❤❧❛♥ ❛♥❞

H❡❡❧ ❬✷✵✵✵❪✳ ❙✐♥❝❡ "❤❡ ❛♣♣❡❛*❛♥❝❡ ♦❢ "❤❡ ♠♦♥♦❣*❛♣❤ ♦❢ ▼❝▲❛❝❤❧❛♥ ❛♥❞ ❇❛%❢♦*❞ ❬✶✾✽✽❪

♦♥ ✜♥✐"❡ ♠✐①"✉*❡%✱ "❤❡ ❧✐"❡*❛"✉*❡ ❤❛% ❡①♣❛♥❞❡❞ ❡♥♦*♠♦✉%❧②✳ ❲❡ *❡❢❡* "♦ ▼❝▲❛❝❤❧❛♥ ❛♥❞

H❡❡❧ ❬✷✵✵✵❪ ❢♦* ❛ ❝♦♠♣*❡❤❡♥%✐✈❡ %✉*✈❡② ♦♥ "❤❡ ❤✐%"♦*② ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛"✐♦♥% ♦❢ ✜♥✐"❡ ♠✐①"✉*❡

♠♦❞❡❧%✳ ❖"❤❡* ❤❡❧♣❢✉❧ *❡%♦✉*❝❡% ♦♥ "❤❡ "❤❡♦*②✱ ❛♣♣❧✐❝❛"✐♦♥% ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥"% ✐♥ "❤❡ ✜❡❧❞

❛*❡ ▲✐♥❞%❛② ❡" ❛❧✳ ❬✶✾✽✸❪✱ ▲✐♥❞%❛② ❬✶✾✾✺❪✱ ❑*✐%❤♥❛♥ ❛♥❞ ▼❝▲❛❝❤❧❛♥ ❬✶✾✾✼❪✱ ❇]❤♥✐♥❣ ❡" ❛❧✳

❬✶✾✾✽❪✱ ❋*^❤✇✐*"❤✲❙❝❤♥❛""❡* ❬✷✵✵✻❪✱ ❙❝❤❧❛""♠❛♥♥ ❬✷✵✵✾❪

❚❤❡ ♠♦%" ❣❡♥❡*❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦* ♠✐①"✉*❡% ✐% ❛% ❢♦❧❧♦✇%✿ %✉♣♣♦%❡ "❤❡ ✈❡❝"♦*% X1, . . . ,Xn

❛*❡ ❛ %✐♠♣❧❡ *❛♥❞♦♠ %❛♠♣❧❡ ❢*♦♠ ❛ ✜♥✐"❡ ♠✐①"✉*❡ ♦❢ m > 1 ❛*❜✐"*❛*② ❞✐%"*✐❜✉"✐♦♥%✳ ❚❤❡
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✷✳✶✳ ▼■❳❚❯❘❊ ▼❖❉❊▲❙

❞❡♥1✐3② ♦❢ ❡❛❝❤ X i ♠❛② ❜❡ ✇=✐33❡♥

gθ(xi) =
m∑

j=1

λjfj(xi), ✭✷✳✶✮

✇❤❡=❡ xi ∈ Rr
✱ ❛♥❞ λj ❞❡♥♦3❡1 3❤❡ ♣=♦♣♦=3✐♦♥ ✭✇❡✐❣❤3✮ ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥3 j ✐♥ 3❤❡ ♣♦♣✉❧❛3✐♦♥❀

3❤❡ λj✬1 ❛=❡ 3❤✉1 ♣♦1✐3✐✈❡ ❛♥❞

m∑

j=1

λj = 1✳ ❚❤❡ fj✬1 ❛=❡ 3❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥3 ❞❡♥1✐3✐❡1✱ ❞=❛✇♥

❢=♦♠ 1♦♠❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❞❡♥1✐3② ❢✉♥❝3✐♦♥1 F ❛❜1♦❧✉3❡❧② ❝♦♥3✐♥✉♦✉1 ✇✐3❤ =❡1♣❡❝3 3♦ ▲❡❜❡1❣✉❡

♠❡❛1✉=❡✳ ❲❡ ✇=✐3❡ θ = (λ,f) ❢♦= 3❤❡ ♣❛=❛♠❡3❡= ✈❡❝3♦=✳

✷✳✶✳✶ ❚❤❡ ❧❛❜❡❧ )✇✐,❝❤✐♥❣ ♣1♦❜❧❡♠

❋♦= ❛♥② ♣❡=♠✉3❛3✐♦♥ ν ♦❢ 1, · · · ,m ❞❡✜♥❡ 3❤❡ ❝♦==❡1♣♦♥❞✐♥❣ ♣❡=♠✉3❛3✐♦♥ ♦❢ 3❤❡ ♣❛=❛♠❡3❡=

✈❡❝3♦= θ ❜②

ν(θ) = ν(λ,f) = ((λν(1), · · · , λν(m)), (fν(1), · · · , fν(m))).

●✐✈❡♥ ❛ ♠✐①3✉=❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐3❤ m ❝♦♠♣♦♥❡♥31✱ 3❤❡=❡ ❛=❡ m! 1②♠♠❡3=✐❝ ♠♦❞❡1 ♦❢ 3❤❡ ❞✐13=✐❜✉✲

3✐♦♥ ✇✐3❤ =❡1♣❡❝3 3♦ 3❤❡ ♣❡=♠✉3❛3✐♦♥ ♦❢ 3❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥3 ❧❛❜❡❧1✳ ■❢ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦ ✐♥❢♦=♠❛3✐♦♥

3❤❛3 ❞✐13✐♥❣✉✐1❤❡1 ❜❡3✇❡❡♥ 3❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥31 ♦❢ 3❤❡ ♠✐①3✉=❡✱ 3❤❡ ❞✐13=✐❜✉3✐♦♥ gθ ✐1 3❤❡ 1❛♠❡

❢♦= ❛❧❧ ♣❡=♠✉3❛3✐♦♥ ♦❢ θ✳ ❚❤✐1 1②♠♠❡3=✐❝ ♣=♦♣❡=3② ❝❛♥ ❝❛✉1❡ ♣=♦❜❧❡♠1 ✇❤❡♥ ✇❡ 3=② 3♦

❡13✐♠❛3❡ N✉❛♥3✐3✐❡1 ✇❤✐❝❤ =❡❧❛3❡ 3♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥31 ♦❢ 3❤❡ ♠✐①3✉=❡✳ ❋♦= ❡①❛♠♣❧❡✱

❛11✉♠❡ ❛ m = 2−❝♦♠♣♦♥❡♥31 ♠✐①3✉=❡ ❤❛1 3❤❡ ❞✐13=✐❜✉3✐♦♥ ♦❢ 3❤❡ ♣♦♣✉❧❛3✐♦♥ ✐1

gθ(x) = λ1N (µ1, 1)(x) + λ2N (µ2, 1)(x),

✇❤❡=❡ θ = (λ1, λ2, µ1, µ2) ✐1 3❤❡ ♣❛=❛♠❡3❡= ✈❡❝3♦=✳ ❇❛1❡❞ ♦♥ ❛ 1❛♠♣❧❡ ❢=♦♠ 3❤✐1 ♣♦♣✉❧❛3✐♦♥✱

1✉♣♣♦1❡ 3❤❛3 3❤❡ ❡13✐♠❛3❡ ♦❢ θ ❜❡ θ̂ = (1
2
, 1
2
, 2, 3) 3❤❡♥ 3❤❡ ❞✐13=✐❜✉3✐♦♥ ♦❢ ♣♦♣✉❧❛3✐♦♥ ❝❛♥

❜❡

gθ(x) =
1

2
N (2, 1)(x) +

1

2
N (3, 1)(x)

♦=

gθ(x) =
1

2
N (3, 1)(x) +

1

2
N (2, 1)(x).

❚❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦3 ✐❞❡♥3✐❢② 3❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥31 ♦= ✇❡ ❝❛♥ ♥♦3 1♣❡❝✐❢② ✇❤✐❝❤ ❡13✐♠❛3❡ ✈❛❧✉❡

❝♦==❡1♣♦♥❞1 3♦ ❡❛❝❤ 1✉❜✲♣♦♣✉❧❛3✐♦♥✳ ■3 ♠❡❛♥1 3❤❛3 (λ1, µ1) ❛♥❞ (λ2, µ2) ❛=❡ ❡①❝❤❛♥❣❡❛❜❧❡✳
■♥ ♠✐①3✉=❡ ♠♦❞❡❧ 3❤✐1 ✐1 ❝❛❧❧❡❞ ❧❛❜❡❧ 1✇✐3❝❤✐♥❣✳ ▲❛❜❡❧ 1✇✐3❝❤✐♥❣ ♣=♦❜❧❡♠ ✐1 ❝=✉❝✐❛❧ ✐♥ 1♦♠❡

❝♦♠♣✉3❛3✐♦♥❛❧ ✐11✉❡1✳

✷✳✶✳✷ 4❛1❛♠❡,1✐❝ ♠✐①,✉1❡ ♠♦❞❡❧)

▼♦❞❡❧ ✭✷✳✶✮ ✐1 ♥♦3 ✐❞❡♥3✐✜❛❜❧❡ ✐❢ ♥♦ =❡13=✐❝3✐♦♥1 ❛=❡ ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ F ✱ ✇❤❡=❡ ✏✐❞❡♥3✐✜❛❜❧❡✑ ♠❡❛♥1

3❤❛3 gθ ❤❛1 ❛ ✉♥✐#✉❡ =❡♣=❡1❡♥3❛3✐♦♥ ♦❢ 3❤❡ ❢♦=♠ ✭✷✳✶✮ ❛♥❞ ❛❧1♦ 3❤❛3 ✇❡ ❞♦ ♥♦3 ❝♦♥1✐❞❡=

3❤❛3 ✏❧❛❜❡❧✲1✇✐3❝❤✐♥❣✑✳ ❚❤❡ ♠♦13 ❝♦♠♠♦♥ =❡13=✐❝3✐♦♥ ✐♥ 3❤❡ ♠✐①3✉=❡ ❧✐3❡=❛3✉=❡ ✐1 3♦ ❛11✉♠❡

3❤❛3 3❤❡ ❢❛♠✐❧② F ✐1 ♣❛'❛♠❡)'✐❝✱ ✐✳❡✳✱ 3❤❛3 ❛♥② f ∈ F ✐1 ❝♦♠♣❧❡3❡❧② 1♣❡❝✐✜❡❞ ❜② ❛ ✜♥✐3❡✲

❞✐♠❡♥1✐♦♥❛❧ ♣❛=❛♠❡3❡= ♦= 3❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥3 ❞❡♥1✐3✐❡1 fj(xi) ❛=❡ 1♣❡❝✐✜❡❞ ❛1 fj(xi; ξj)✱ ✇❤❡=❡

✻
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ξj ✐/ 0❤❡ ✈❡❝0♦6 ♦❢ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛6❛♠❡0❡6/ ✐♥ 0❤❡ ♣♦/0✉❧❛0❡❞ ❢♦6♠ ❢♦6 0❤❡ j0❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥0

❞❡♥/✐0② ✐♥ 0❤❡ ♠✐①0✉6❡✳ ❚❤❡ ♠✐①0✉6❡ ❞❡♥/✐0② gθ(xi) ❝❛♥ 0❤❡♥ ❜❡ ✇6✐00❡♥ ❛/

gθ(xi) =
m∑

j=1

λjfj(xi; ξj). ✭✷✳✷✮

❚❤❡ ✈❡❝0♦6

θ = (λ1, ..., λm, ξ). ✭✷✳✸✮

❝♦♥0❛✐♥/ ❛❧❧ 0❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛6❛♠❡0❡6/ ✐♥ 0❤❡ ♠✐①0✉6❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ξ ✐/ 0❤❡ ✈❡❝0♦6 ❝♦♥0❛✐♥✐♥❣

❛❧❧ 0❤❡ ♣❛6❛♠❡0❡6/ ✐♥ ξ1, ..., ξm ♦❢ 0❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥0 ❞❡♥/✐0✐❡/ f1, ..., fm✱ 6❡/♣❡❝0✐✈❡❧②✳

❚♦ ❞❡♠♦♥/06❛0❡ 0❤❡ ♥♦0❛0✐♦♥ ❛❜♦✈❡ ❢♦6 ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ♣❛6❛♠❡06✐❝ ♠✐①0✉6❡✱ ✇❡ ❝♦♥/✐❞❡6 ❛

♠✐①0✉6❡ ♦❢ ✉♥✐✈❛6✐❛0❡ ♥♦6♠❛❧ ❛♥❞ ●❛✉//✐❛♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥0/ ✇✐0❤ 0❤❡ ♠❡❛♥/ µj ❛♥❞ 0❤❡ ✈❛6✐✲

❛♥❝❡/ σ2
j ✳ ❋♦6 0❤✐/ ♠♦❞❡❧✱ 0❤❡ ♠✐①0✉6❡ ❞❡♥/✐0② ♦❢ 0❤❡ ♠❡❛/✉6❡♠❡♥0 Xi ❝❛♥ ❜❡ 6❡♣6❡/❡♥0❡❞

❛/

gθ(xi) =
m∑

j=1

λjfj(xi;µj, σj), ✭✷✳✹✮

✇❤❡6❡

fj(xi;µj, σj) =
1√
2πσj

e
− 1

2

(
x−µj
σj

)2

.

■♥ 0❤✐/ ❝❛/❡✱ 0❤❡ ✈❡❝0♦6 θ ♦❢ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛6❛♠❡0❡6/ ✐/ ❣✐✈❡♥ ❜②

θ = (λ1, ..., λm, (µ1, σ1), ..., (µm, σm)).

✇❤❡6❡ µ1, ..., µm ❛6❡ 0❤❡ ❞✐/0✐♥❝0 ❡❧❡♠❡♥0/ ♦❢ 0❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥0 ♠❡❛♥/✱ ❛♥❞ σ2
1, ..., σ

2
m ❛6❡ 0❤❡

❞✐/0✐♥❝0 ❡❧❡♠❡♥0/ ♦❢ 0❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥0 ✈❛6✐❛♥❝❡/✳

❚❤❡ ♠♦/0 ✉/❡❞ ❛♥❞ /0✉❞✐❡❞ ♣❛6❛♠❡06✐❝ ♠✐①0✉6❡ ♠♦❞❡❧ ✐/ 0❤❡ ●❛✉//✐❛♥ ♠✐①0✉6❡✱ ✇❤❡6❡

fj ✐/ 0❤❡ ❞❡♥/✐0② ♦❢ ❛ ✭✉♥✐✈❛6✐❛0❡ ♦6 ♠✉❧0✐❞✐♠❡♥/✐♦♥❛❧✮ ●❛✉//✐❛♥ ❞✐/06✐❜✉0✐♦♥ ✇✐0❤ ♠❡❛♥

✭✈❡❝0♦6✮ µj ❛♥❞ ✈❛6✐❛♥❝❡ ✭♠❛06✐①✮ Σj✳ ❙✉❝❤ ♠♦❞❡❧/ ❛6❡ ❝❛❧❧❡❞ 0❤❡ ●❛✉//✐❛♥ ♠✐①0✉6❡/ ❛♥❞

❛6❡ 0❤❡ ♠♦/0 ✉/❡❞ ❛♥❞ /0✉❞✐❡❞ ♣❛6❛♠❡06✐❝ ♠✐①0✉6❡ ♠♦❞❡❧/✱ /✉❝❤ ❛/ ✐♥ ▲❡❡ ❛♥❞ ▼❝▲❛❝❤❧❛♥

❬✷✵✶✸❪✱ ❉❡♠♣/0❡6 ❡0 ❛❧✳ ❬✶✾✼✼❪✱ ❡0❝✳

❚❤❡ ❖❧❞ ❋❛✐0❤❢✉❧ ✐/ ❛ /✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❞❛0❛/❡0 0♦ ✇❤✐❝❤ ♠✐①0✉6❡ ♠♦❞❡❧/ ♠❛② ❜❡

❛♣♣❧✐❡❞✳ ■♥ 0❤✐/ ❞❛0❛/❡0✱ ♠❡❛/✉6❡♠❡♥0/ ❣✐✈❡ 0✐♠❡ ✐♥ ♠✐♥✉0❡/ ❜❡0✇❡❡♥ ❡6✉♣0✐♦♥/ ♦❢ 0❤❡ ❖❧❞

❋❛✐0❤❢✉❧ ❣❡②/❡6 ✐♥ ❨❡❧❧♦✇/0♦♥❡ ◆❛0✐♦♥❛❧ U❛6❦✱ ❯❙❆✳ ❚❤✐/ /❛♠♣❧❡ ✇❛/ ❞❡♣✐❝0❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉6❡ ✷✳✶

❛/ ❛ ♠✐①0✉6❡ ♦❢ 0✇♦ ✉♥✐✈❛6✐❛0❡ ●❛✉//✐❛♥ ❞✐/06✐❜✉0✐♦♥/✳ ❚❤❡/❡ ❞❛0❛ ❛6❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ 0❤❡

❞❛0❛/❡0/ ♣❛❝❦❛❣❡ ✐♥ ❘ ✭❘ ❈♦6❡ ❚❡❛♠ ❬✷✵✶✻❪✮❀

❙❡❝0✐♦♥ ✷✳✶✳✸ ♣6❡/❡♥0/ ✈❛6✐♦✉/ ✇❛②/ ♦❢ 6❡❧❛①✐♥❣ 0❤✐/ ♣❛6❛♠❡06✐❝ ❛//✉♠♣0✐♦♥ ✇❤✐❧❡ ♣6❡✲

/❡6✈✐♥❣ ❛♥ ✐❞❡♥0✐✜❛❜✐❧✐0② ♣6♦♣❡60②✳ ■♥ 0❤❡ 6❡❝❡♥0 ❧✐0❡6❛0✉6❡✱ ✜♥✐0❡ ♠✐①0✉6❡/ ♦❢ ♥♦♥✲♥♦6♠❛❧

❞✐/06✐❜✉0✐♦♥/ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥/✐❞❡6❡❞ ❛/ ❛❧0❡6♥❛0✐✈❡/ 0♦ 0❤❡ 06❛❞✐0✐♦♥❛❧ ●❛✉//✐❛♥ ♠✐①0✉6❡✱

/❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ▲❡❡ ❛♥❞ ▼❝▲❛❝❤❧❛♥ ❬✷✵✶✸❪ ✇❤✐❝❤ ♣6♦✈✐❞❡/ ❛ ❝♦♠♣6❡❤❡♥/✐✈❡ ♦✈❡6✈✐❡✇✳ ❚❤❡/❡

♥♦♥✲♥♦6♠❛❧ ♠✐①0✉6❡/ ❛6❡ ♠♦/0❧② ♣6♦♣♦/❡❞ 0♦ ♠♦❞❡❧ ❤❡❛✈②✲0❛✐❧❡❞ ♦6 /❦❡✇❡❞ ♥♦6♠❛❧ ❞✐/06✐✲

❜✉0✐♦♥/✱ ❜✉0 ❛6❡ ♥♦0 ❛♣♣6♦♣6✐❛0❡ ❢♦6✱ ❡✳❣✳✱ ♥♦♥✲❡❧❧✐♣0✐❝❛❧ ❝❧✉/0❡6/✳

✼
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Time between Old Faithful eruptions
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❋✐❣✉2❡ ✷✳✶ ✕ ❚❤❡ ❖❧❞ ❋❛✐9❤❢✉❧ ❞❛9❛;❡9 ✐; ;✉❣❣❡;9✐✈❡ ♦❢ ❛ 9✇♦✲❝♦♠♣♦♥❡♥9 ♠✐①9✉2❡ ♦❢ ●❛✉;✲

;✐❛♥ ❢✉♥❝9✐♦♥;✳

✷✳✶✳✸ ❘❡❝❡♥( ❡①(❡♥*✐♦♥* (♦ ❙❡♠✐✲ ❛♥❞ ♥♦♥✲♣❛3❛♠❡(3✐❝ ♠✐①(✉3❡*

■♥ 9❤✐; ✇♦2❦✱ 9❤❡ 9❡2♠ ✏♥♦♥♣❛2❛♠❡92✐❝✑ ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②; ♠❡❛♥ 9❤❛9 ♥♦ ❛;;✉♠♣9✐♦♥; ❛2❡ ♠❛❞❡

❛❜♦✉9 9❤❡ ❢♦2♠ ♦❢ 9❤❡ fj✬;✱ ❡✈❡♥ 9❤♦✉❣❤ 9❤❡ ✇❡✐❣❤9; λ ❛2❡ ;❝❛❧❛2 ♣❛2❛♠❡9❡2;✳ ◆♦9❡ 9❤❛9

♦9❤❡2 ❛✉9❤♦2; ❛;✱ ❡✳❣✳✱ ▲✐♥❞;❛② ❬✶✾✾✺❪✱ ;♣❡❛❦ ♦❢ ✏♥♦♥♣❛2❛♠❡92✐❝ ♠✐①9✉2❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣✑ ✐♥ ❛

❞✐✛❡2❡♥9 ;❡♥;❡✿ ❚❤❡ ❢❛♠✐❧② F ✐; ❢✉❧❧② ;♣❡❝✐✜❡❞ ✉♣ 9♦ ❛ ✜♥✐9❡✲❞✐♠❡♥;✐♦♥❛❧ ♣❛2❛♠❡9❡2✱ ❜✉9

9❤❡ ♠✐①✐♥❣ ❞✐;92✐❜✉9✐♦♥✱ 2❛9❤❡2 9❤❛♥ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ✜♥✐9❡ ;✉♣♣♦29 ♦❢ ❦♥♦✇♥ ❝❛2❞✐♥❛❧✐9② m ❧✐❦❡

❤❡2❡✱ ✐; ❛;;✉♠❡❞ 9♦ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡9❡❧② ✉♥;♣❡❝✐✜❡❞✳

❆; ;❛✐❞ ❛❜♦✈❡✱ ♥♦♥♣❛2❛♠❡92✐❝ ♠✐①9✉2❡ ♠♦❞❡❧; ❛2❡ ♥♦9 ✐❞❡♥9✐✜❛❜❧❡ ✐❢ ♥♦ 2❡;92✐❝9✐♦♥; ❛2❡

♣❧❛❝❡❞ ♦♥ 9❤❡ ❢❛♠✐❧② F 9♦ ✇❤✐❝❤ 9❤❡ fj✬; ❜❡❧♦♥❣✳ ❚❤❡ ❝❧❛;;✐❝❛❧ ❞❡✜♥✐9✐♦♥ ♦❢ ✐❞❡♥9✐✜❛❜✐❧✐9②

2❡V✉✐2❡; 9❤❛9 ❛♥② 9✇♦ ❞✐✛❡2❡♥9 ✈❛❧✉❡; θ 6= θ′
❝♦22❡;♣♦♥❞ 9♦ 9✇♦ ❞✐✛❡2❡♥9 ❞✐;92✐❜✉9✐♦♥;

gθ ❛♥❞ gθ′
✳ ❲❡❛❦❡2 ♥♦9✐♦♥; ♦❢ ✐❞❡♥9✐✜❛❜✐❧✐9② ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥;✐❞❡2❡❞✱ ❛♥❞ ✐♥ 9❤❡ ♣❛29✐❝✉❧❛2

❝❛;❡ ♦❢ ♠✐①9✉2❡;✱ 9❤❡ ❢❛❝9 9❤❛9 9❤❡2❡ ❛❧✇❛②; ❡①✐;9; m! ♣❡2♠✉9❛9✐♦♥; ♦❢ 9❤❡ ❧❛❜❡❧; ✐♥ θ =
(λ1, . . . , λm, f1, . . . , fm) 9❤❛9 2❡;✉❧9 ✐♥ 9❤❡ ;❛♠❡ ❞✐;92✐❜✉9✐♦♥ gθ ✐; ♦♥❡ ♦❢ 9❤♦;❡✳ ❙♦♠❡9✐♠❡;✱

9❤❡ ❡;;❡♥9✐❛❧❧② ♥♦♥♣❛2❛♠❡92✐❝ ❞❡♥;✐9② ❢✉♥❝9✐♦♥; ✐♥ F ♠❛② ❜❡ ♣❛29✐❛❧❧② ;♣❡❝✐✜❡❞ ❜② ;❝❛❧❛2

♣❛2❛♠❡9❡2;✱ ❛ ❝❛;❡ ♦❢9❡♥ ❝❛❧❧❡❞ ;❡♠✐✲♣❛2❛♠❡92✐❝✳ ❋♦2 ✐♥;9❛♥❝❡✱ ✐♥ 9❤❡ ✉♥✐✈❛2✐❛9❡ ✭r = 1✮
❝❛;❡✱ ❇♦2❞❡; ❡9 ❛❧✳ ❬✷✵✵✻❞❪ ❛♥❞ ❍✉♥9❡2 ❡9 ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪ ♣2♦✈❡❞ 9❤❛9 ✇❤❡♥ fj(x) = f(x − µj)
❢♦2 ;♦♠❡ ❞❡♥;✐9② f(·) 9❤❛9 ✐; ;②♠♠❡92✐❝ ❛❜♦✉9 ③❡2♦✱ 9❤❡ ♠✐①9✉2❡ ✭✷✳✶✮ ❛❞♠✐9; ❛ ✉♥✐V✉❡

2❡♣2❡;❡♥9❛9✐♦♥ ✇❤❡♥❡✈❡2 m ≤ 3✱ ❡①❝❡♣9 ✐♥ ✈❡2② ;♣❡❝✐❛❧ ❝❛;❡;✳ ■♥ 9❤❡ ♠✉❧9✐✈❛2✐❛9❡ ;✐9✉❛9✐♦♥✱

❇❡♥❛❣❧✐❛ ❡9 ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❛❪ ❛♥❞ 2❡❝❡♥9❧② ❈❤❛✉✈❡❛✉ ❡9 ❛❧✳ ❬✷✵✶✺❪ ♣2♦♣♦;❡ ;♦♠❡ ;❡♠✐♣❛2❛♠❡92✐❝

♠✐①9✉2❡ ♠♦❞❡❧; ❛; ✇❡❧❧✳

■♥ 9❤❡ ♠✉❧9✐✈❛2✐❛9❡ ;✐9✉❛9✐♦♥✱ 9❤❡ ❝♦♠♠♦♥ 2❡;92✐❝9✐♦♥ ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ F ✐♥ ❛ ♥✉♠❜❡2 ♦❢

2❡❝❡♥9 9❤❡♦2❡9✐❝❛❧ ❛♥❞ ❛❧❣♦2✐9❤♠✐❝ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥9; ✐♥ 9❤❡ ;9❛9✐;9✐❝❛❧ ❧✐9❡2❛9✉2❡ ✐; 9❤❛9 ❡❛❝❤

❥♦✐♥9 ❞❡♥;✐9② fj(·) ✐; ❡V✉❛❧ 9♦ 9❤❡ ♣2♦❞✉❝9 ♦❢ ✐9; ♠❛2❣✐♥❛❧ ❞❡♥;✐9✐❡;✳ ■♥ ♦9❤❡2 ✇♦2❞;✱

9❤❡ ❝♦♦2❞✐♥❛9❡; ♦❢ 9❤❡ X i ✈❡❝9♦2 ❛2❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥9✱ ❝♦♥❞✐9✐♦♥❛❧ ♦♥ 9❤❡ ;✉❜♣♦♣✉❧❛9✐♦♥ ♦2

❝♦♠♣♦♥❡♥9 ✭f1 9❤2♦✉❣❤ fm✮ ❢2♦♠ ✇❤✐❝❤ X i ✐; ❞2❛✇♥✳ ❚❤❡2❡❢♦2❡✱ ♠♦❞❡❧ ✭✷✳✶✮ ❜❡❝♦♠❡;

gθ(xi) =
m∑

j=1

λj

r∏

k=1

fjk(xik). ✭✷✳✺✮

✽
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❚❤✐. ❝♦♥❞✐3✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛..✉♠♣3✐♦♥ ❤❛. ❜❡❡♥ ✐♥3;♦❞✉❝❡❞ ❜② ❍❛❧❧ ❛♥❞ ❩❤♦✉ ❬✷✵✵✸❪✱

✇❤♦ ❡.3❛❜❧✐.❤❡❞ 3❤❛3 ✇❤❡♥ m = 2✱ ✐❞❡♥3✐✜❛❜✐❧✐3② ♦❢ ♣❛;❛♠❡3❡;. ❣❡♥❡;❛❧❧② ❢♦❧❧♦✇. ✐♥ r ≥ 3
❞✐♠❡♥.✐♦♥.✳ ❚❤✐. ;❡.✉❧3 ❤❛. ❜❡❡♥ ❡①3❡♥❞❡❞ ❜② ❍❛❧❧ ❡3 ❛❧✳ ❬✷✵✵✺❪ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧②✱ ❆❧❧♠❛♥ ❡3 ❛❧✳

❬✷✵✵✾❪ ❡.3❛❜❧✐.❤❡❞ 3❤❡ ✐❞❡♥3✐✜❛❜✐❧✐3② ❢♦; ♠♦❞❡❧ ✭✷✳✺✮ ✐❢ r ≥ 3✱ ;❡❣❛;❞❧❡.. ♦❢ m✳

❙❡✈❡;❛❧ ❛✉3❤♦;. ❛❞❞;❡..❡❞ 3❤❡ ♣;♦❜❧❡♠ ♦❢ ❡.3✐♠❛3✐♥❣ 3❤❡ ♣❛;❛♠❡3❡;. ♦❢ 3❤❡.❡ .❡♠✐✲ ♦;

♥♦♥✲♣❛;❛♠❡3;✐❝ ♠✐①3✉;❡ ♠♦❞❡❧.✳ ■♥ 3❤❡ ✉♥✐✈❛;✐❛3❡ ❝❛.❡✱ ❇♦;❞❡. ❡3 ❛❧✳ ❬✷✵✵✻❞❪ ❛♥❞ ❍✉♥3❡;

❡3 ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪ ❜♦3❤ ♣;♦♣♦.❡❞ ❡.3✐♠❛3♦;. ❜❛.❡❞ ♦♥ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦♥3;❛.3 ❛♣♣;♦❛❝❤✱ ❛ ♠❡3❤♦❞

✈❡;② ❞✐✣❝✉❧3 3♦ ❡①3❡♥❞ ❜❡②♦♥❞ m = 2 ❝♦♠♣♦♥❡♥3.✱ .✐♥❝❡ 3❤❡ ❦❡② ✐❞❡❛ ✐. ❜❛.❡❞ ♦♥ 3❤❡

♣♦..✐❜✐❧✐3② ❢♦; m = 2 3♦ ✐♥✈❡;3 3❤❡ ♠✐①3✉;❡ ;❡♣;❡.❡♥3❛3✐♦♥✱ ❡①♣;❡..✐♥❣ 3❤❡ ❝✉♠✉❧❛3✐✈❡

❞❡♥.✐3② ❢✉♥❝3✐♦♥ ✭❝✳❞✳❢✳✮ F ♦❢ 3❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ f ✐♥ 3❡;♠. ♦❢ λ ❛♥❞ 3❤❡ ❝✳❞✳❢✳ Gθ ♦❢ gθ✳ ❋♦; 3❤❡
♠✉❧3✐✈❛;✐❛3❡ ♠♦❞❡❧ ✭✷✳✺✮✱ ❍❛❧❧ ❡3 ❛❧✳ ❬✷✵✵✺❪ ❣❛✈❡ ❡.3✐♠❛3♦;. ❜❛.❡❞ ♦♥ ❛♥ ✐♥✈❡;.✐♦♥ ♦❢ 3❤❡

♠✐①3✉;❡✱ 3❤❛3 ❛♣♣❧✐❡. ♦♥❧② ✐♥ 3❤❡ ❝❛.❡ ✇❤❡♥ m = 2 ❛♥❞ r = 3✱ ❞✉❡ 3♦ ❛♥❛❧②3✐❝❛❧ ❞✐✣❝✉❧3✐❡.

❛♣♣❡❛;✐♥❣ ❜❡②♦♥❞ 3❤✐. ❝❛.❡✳

❘❡❝❡♥3❧②✱ ❍❛❧❧ ❛♥❞ ❩❤♦✉ ❬✷✵✵✸❪ ❧♦♦❦❡❞ ❛3 r✲✈❛;✐❛3❡ ❞❛3❛ ❞;❛✇♥ ❢;♦♠ ❛ ♠✐①3✉;❡ ♦❢ 3✇♦

❞✐.3;✐❜✉3✐♦♥.✱ ❡❛❝❤ ❤❛✈✐♥❣ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥3 ♥♦♥♣❛;❛♠❡3;✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥3.✱ ❛♥❞ ♣;♦✈❡❞ 3❤❛3 ✉♥❞❡;

♠✐❧❞ ;❡❣✉❧❛;✐3② ❛..✉♠♣3✐♦♥. 3❤❡✐; ♠♦❞❡❧ ✐. ✐❞❡♥3✐✜❛❜❧❡ ❢♦; r ≥ 3✳ ❚❤❡ ♥♦♥✲✐❞❡♥3✐✜❛❜✐❧✐3②

❢♦; r ≤ 2 ;❡U✉✐;❡. 3♦ ;❡.3;❛✐♥ 3❤❡ ❝❧❛.. ♦❢ ♣❞❢ F ✳ ❋♦; ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦; r = 1✱ ;❡.3;❛✐♥✐♥❣ F
3♦ 3❤❡ ❧♦❝❛3✐♦♥✲.❤✐❢3❡❞ .②♠♠❡3;✐❝ ♣❞❢✱ ✇❡ ♦❜3❛✐♥ 3❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ .❡♠✐♣❛;❛♠❡3;✐❝ ♠✐①3✉;❡

♠♦❞❡❧✿

gθ(x) =
m∑

j=1

λjf(x− µj), x ∈ R, θ = (λ,µ, f), ✭✷✳✻✮

✇❤❡;❡ 3❤❡ λ′
js✱ 3❤❡ µ′

js ❛♥❞ f ∈ G = {❡✈❡♥ ♣❞❢ ♦♥ R} ❛;❡ ✉♥❦♥♦✇♥✳ ❍❡♥❝❡ 3❤❡ ♠♦❞❡❧

♣❛;❛♠❡3❡; ✐.

θ = (φ, f) = ((λj, µj)j=1,··· ,m, f) ∈ Θ = Φ×F ,

✇❤❡;❡

Φ =

{
(λj, µj)j=1,··· ,m ∈ {(0, 1)× R}m;

m∑

j=1

λj = 1 ❛♥❞ µi 6= µj ❢♦; 1 ≤ i < j ≤ m

}
.

✷✳✷ ❚❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦+✐-❤♠

▼✐①3✉;❡ ♠♦❞❡❧. ❛;❡ ❞❡❡♣❧② ❝♦♥♥❡❝3❡❞ 3♦ 3❤❡ ❊▼ ✭❊①♣❡❝3❛3✐♦♥ ✕ ▼❛①✐♠✐③❛3✐♦♥✮ ❛❧❣♦;✐3❤♠✳

■♥ ♣❛;3✐❝✉❧❛;✱ ❛ ✈❡;② ❞❡3❛✐❧❡❞ 3;❡❛3♠❡♥3 ♦❢ 3❤❡ ❊▼ ♠❡3❤♦❞ ❢♦; ❡①♣♦♥❡♥3✐❛❧ ❢❛♠✐❧✐❡. ✇❛.

♣✉❜❧✐.❤❡❞ ❜② ❘♦❧❢ ❙✉♥❞❜❡;❣ ✐♥ ❤✐. 3❤❡.✐. ❛♥❞ .❡✈❡;❛❧ ♣❛♣❡;. ❙✉♥❞❜❡;❣ ❬✶✾✼✷❪✱ ❙✉♥❞❜❡;❣

❬✶✾✼✹❪✱ ❙✉♥❞❜❡;❣ ❬✶✾✼✻❪✳ ❉❡♠♣.3❡; ❡3 ❛❧✳ ❬✶✾✼✼❪ ❣❡♥❡;❛❧✐③❡❞ 3❤❡ ♠❡3❤♦❞ ❛♥❞ .❦❡3❝❤❡❞

❛ ❝♦♥✈❡;❣❡♥❝❡ ❛♥❛❧②.✐. ❢♦; ❛ ✇✐❞❡; ❝❧❛.. ♦❢ ♣;♦❜❧❡♠. ❛♥❞ ❡.3❛❜❧✐.❤❡❞ 3❤❡ ❊▼ ♠❡3❤♦❞

❛. ❛♥ ✐♠♣♦;3❛♥3 3♦♦❧ ♦❢ .3❛3✐.3✐❝❛❧ ❛♥❛❧②.✐.✳ ■3 ✐. ♦❢3❡♥ ❡✣❝✐❡♥3 ❛♣♣;♦❛❝❤ ❢♦; ❧♦❝❛3✐♥❣

3❤❡ ♣♦.3❡;✐♦; ♠♦❞❡ ♦❢ ❛ ❞✐.3;✐❜✉3✐♦♥ ✭❚❛♥♥❡; ❛♥❞ ❲♦♥❣ ❬✶✾✽✼❪✱ ❲❡✐ ❛♥❞ ❚❛♥♥❡; ❬✶✾✾✵❪✮✳

❚❤✐. ❛❧❣♦;✐3❤♠✱ ❛. ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ 3❤❡ .❡♠✐♥❛❧ ❛;3✐❝❧❡ ❉❡♠♣.3❡; ❡3 ❛❧✳ ❬✶✾✼✼❪✱ ✐. ♠♦;❡ ♣;♦♣❡;❧②

✉♥❞❡;.3♦♦❞ 3♦ ❜❡ ❛ ❝❧❛.. ♦❢ ❛❧❣♦;✐3❤♠.✱ ❛ ♥✉♠❜❡; ♦❢ ✇❤✐❝❤ ♣;❡❞❛3❡ ❡✈❡♥ ❉❡♠♣.3❡; ❡3 ❛❧✳

❬✶✾✼✼❪ ✐♥ 3❤❡ ❧✐3❡;❛3✉;❡✳ ❚❤❡.❡ ❛❧❣♦;✐3❤♠. ❛;❡ ❞❡.✐❣♥❡❞ ❢♦; ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡.3✐♠❛3✐♦♥

✭▼▲❊✮ ✐♥ ♠✐..✐♥❣ ❞❛3❛ ♣;♦❜❧❡♠.✱ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✜♥✐3❡ ♠✐①3✉;❡. ❛;❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡. ❜❡❝❛✉.❡

3❤❡ ✉♥♦❜.❡;✈❡❞ ❧❛❜❡❧. ♦❢ 3❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧. ✭❛. ✐♥ ✉♥.✉♣❡;✈✐.❡❞ ❝❧✉.3❡;✐♥❣✮ ❣✐✈❡ ❛♥ ❡❛.②

✐♥3❡;♣;❡3❛3✐♦♥ ♦❢ ♠✐..✐♥❣ ❞❛3❛✳ ❆ ;❡❝❡♥3 ❛❝❝♦✉♥3 ♦❢ 3❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦;✐3❤♠ ♣;✐♥❝✐♣❧❡✱ ♣;♦♣❡;3✐❡.

✾
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❛♥❞ ❣❡♥❡1❛❧✐③❛5✐♦♥7 ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ▼❝▲❛❝❤❧❛♥ ❛♥❞ ❑1✐7❤♥❛♥ ❬✷✵✵✽❪✱ ❛♥❞ ♠✐①5✉1❡ ♠♦❞❡❧7

❛1❡ ❞❡❡♣❧② ❞❡5❛✐❧❡❞ ✐♥ ▼❝▲❛❝❤❧❛♥ ❛♥❞ G❡❡❧ ❬✷✵✵✵❪✳

❚❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦1✐5❤♠ ❢♦1♠❛❧✐③❡7 ❛♥ ✐♥5✉✐5✐✈❡ ✐❞❡❛ ❢♦1 ♦❜5❛✐♥✐♥❣ ♣❛1❛♠❡5❡1 ❡75✐♠❛5❡7 ✇❤❡♥

7♦♠❡ ♦❢ 5❤❡ ❞❛5❛ ❛1❡ ♠✐77✐♥❣✿

✶✳ 1❡♣❧❛❝❡ ♠✐77✐♥❣ ✈❛❧✉❡7 ❜② ❡75✐♠❛5❡❞ ✈❛❧✉❡7✱

✷✳ ❡75✐♠❛5❡ ♣❛1❛♠❡5❡17✳

✸✳ ❘❡♣❡❛5

• 75❡♣ ✭✶✮ ✉7✐♥❣ ❡75✐♠❛5❡❞ ♣❛1❛♠❡5❡1 ✈❛❧✉❡7 ❛7 51✉❡ ✈❛❧✉❡7✱ ❛♥❞

• 75❡♣ ✭✷✮ ✉7✐♥❣ ❡75✐♠❛5❡❞ ✈❛❧✉❡7 ❛7 ✏♦❜7❡1✈❡❞✑ ✈❛❧✉❡7✱ ✐5❡1❛5✐♥❣ ✉♥5✐❧ ❝♦♥✈❡1❣❡♥❝❡✳

■♥ ❛ ♠✐77✐♥❣ ❞❛5❛ 7❡5✉♣✱ 5❤❡ n✲❢♦❧❞ ♣1♦❞✉❝5 ♦❢ 5❤❡ ♣1♦❜❛❜✐❧✐5② ❞❡♥7✐5② ❢✉♥❝5✐♦♥ ✭♣❞❢✮

gθ ♦❢ 5❤❡ ♦❜7❡1✈❛5✐♦♥7 ❝♦11❡7♣♦♥❞7 5♦ 5❤❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡(❡ ❞❛5❛ ♣❞❢✱ ❛77♦❝✐❛5❡❞ ✇✐5❤ 5❤❡ ❧♦❣✲

❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ Lx(θ) =
n∑

i=1

log gθ(xi)✳ ■♥ ♠✐①&✉(❡ ♠♦❞❡❧- ❛♥❞ ♠❛♥② ♦&❤❡( ♠✐--✐♥❣ ❞❛&❛ -✐&✉❛✲

&✐♦♥-✱ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ Lx(θ) ❧❡❛❞- &♦ ❛ ❞✐✣❝✉❧& ♣(♦❜❧❡♠✳ ■♥&✉✐&✐✈❡❧②✱ ❊▼ ❛❧❣♦(✐&❤♠- (❡♣❧❛❝❡

&❤✐- ✉♥❢❡❛-✐❜❧❡ ♠❛①✐♠✐③❛&✐♦♥ ❜② &❤❡ ♠❛①✐♠✐③❛&✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣-❡✉❞♦✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ &❤❛& (❡-❡♠❜❧❡-

&❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢♦( -♦♠❡ ❝♦♠♣❧❡&❡ ❞❛&❛ y &❤❛& ✐- ❞❡✜♥❡❞ ❢(♦♠ &❤❡ ♠♦❞❡❧✱ -♦ &❤❛& &❤✐-

♣-❡✉❞♦✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐- ❡❛-② &♦ ♠❛①✐♠✐③❡✳ ❆--✉♠✐♥❣ y ❝♦♠❡- ❢(♦♠ ❛ ❝♦♠♣❧❡&❡ ❞❛&❛ ♣❞❢ gc
θ✱

&❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦(✐&❤♠ ✐&❡(❛&✐✈❡❧② ♠❛①✐♠✐③❡- &❤❡ ♦♣❡(❛&♦(

Q(θ|θ(t)) := E[log gc
θ(y)|x,θ(t)],

&❤❡ ❡①♣❡❝&❛&✐♦♥ ❜❡✐♥❣ &❛❦❡♥ (❡❧❛&✐✈❡❧② &♦ &❤❡ ❝♦♥❞✐&✐♦♥❛❧ ❞✐-&(✐❜✉&✐♦♥ ♦❢ (y|x)✱ ❢♦( &❤❡

✈❛❧✉❡ θ(t)
♦❢ &❤❡ ♣❛(❛♠❡&❡( ❛& ✐&❡(❛&✐♦♥ t✳

❚❤✉- &❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦(✐&❤♠ ❝♦♥-✐-&- ♦❢ ❛♥ ❊✲"#❡♣ ✭❊-&✐♠❛&✐♦♥ -&❡♣✮ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛♥ ▼✲

"#❡♣ ✭▼❛①✐♠✐③❛&✐♦♥ -&❡♣✮ ❞❡✜♥❡❞ ❛- ❢♦❧❧♦✇-✿

✶✳ ❊✲"#❡♣✿ ❝♦♠♣✉%❡ Q(θ|θ(t))

✷✳ ▼✲"#❡♣✿ '❡% θ(t+1) = ❛(❣♠❛①

θ∈Θ
Q(θ|θ(t))✳

❈❧❛--✐✜❝❛&✐♦♥ ♣(♦❝❡❞✉(❡- &❤❛& ✉-❡ ❧❛❜❡❧❡❞ -❛♠♣❧❡- &♦ &(❛✐♥ &❤❡ ❝❧❛--✐✜❡( ❛(❡ -❛✐❞ &♦ ❜❡

-✉♣❡(✈✐-❡❞✳ ❙♦♠❡&✐♠❡- ✇❡ ❞♦ ♥♦& ❤❛✈❡ &❤❡ &(❛✐♥✐♥❣ ❞❛&❛✳ ❈❧❛--✐✜❝❛&✐♦♥ ♣(♦❝❡❞✉(❡- ✇❤✐❝❤

✉-❡ ♦♥❧② ✉♥❧❛❜❡❧❡❞ -❛♠♣❧❡- ❛(❡ -❛✐❞ &♦ ❜❡ ✉♥-✉♣❡(✈✐-❡❞✳ ❖♥❡ ♦❢ &❤❡ -&❛&✐-&✐❝❛❧ ❛♣♣(♦❛❝❤❡-

❢♦( ✉♥-✉♣❡(✈✐-❡❞ ❧❡❛(♥✐♥❣ ✐- &❤❡ ♠❡&❤♦❞ ♦❢ ♠♦♠❡♥&-✳ ■♥ &❤❡ ♠❡&❤♦❞ ♦❢ ♠♦♠❡♥&-✱ &❤❡

✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛(❛♠❡&❡(- ✐♥ &❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛(❡ (❡❧❛&❡❞ &♦ &❤❡ ♠♦♠❡♥&- ♦❢ ♦♥❡ ♦( ♠♦(❡ (❛♥❞♦♠

✈❛(✐❛❜❧❡-✱ ❛♥❞ &❤✉-✱ &❤❡-❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛(❛♠❡&❡(- ❝❛♥ ❜❡ ❡-&✐♠❛&❡❞ ❣✐✈❡♥ &❤❡ ♠♦♠❡♥&-✳ ❯♥✲

-✉♣❡(✈✐-❡❞ ❧❡❛(♥✐♥❣ ✐- &❤❡ ❧❡❛(♥✐♥❣ &❛-❦ ♦❢ ✐♥❢❡((✐♥❣ ❛ ❢✉♥❝&✐♦♥ &♦ ❞❡-❝(✐❜❡ ❤✐❞❞❡♥ -&(✉❝&✉(❡

❢(♦♠ ✉♥❧❛❜❡❧❡❞ ❞❛&❛✳ ❚❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦(✐&❤♠ ✐- ♦♥❡ ♦❢ &❤❡ ♠♦-& ♣(❛❝&✐❝❛❧ ♠❡&❤♦❞- ❢♦( ❧❡❛(♥✐♥❣

❧❛&❡♥& ✈❛(✐❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧- ❛♥❞ &❤✉-✱ ✐- &❤❡ ♣(✐♠❛(② &♦♦❧ ✐♥ ✜♥✐&❡ ♠✐①&✉(❡ ♠♦❞❡❧- ❛♥❞ ♠♦❞❡❧✲

❜❛-❡❞ ❝❧✉-&❡(✐♥❣✳ ❱❛♥❞❡✇❛❧❧❡ ❬✷✵✵✾❪ ❡-&✐♠❛&❡❞ &❤❡ ♠♦❞❡❧- ❢♦( ✇❤✐❝❤ &❤❡ -❡♠✐✲-✉♣❡(✈✐-❡❞

❝❧❛--✐✜❝❛&✐♦♥ ✐- ❝♦♥-✐❞❡(❡❞ ✉-✐♥❣ ❜♦&❤ ❧❛❜❡❧❡❞ ❞❛&❛ ❛♥❞ ♠❛♥② ✉♥❧❛❜❡❧❡❞ ❞❛&❛✳

✶✵
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❚❤❡ ❉▲❘ ♣❛♣❡1 ♦❢ ❉❡♠♣56❡1 ❡6 ❛❧✳ ❬✶✾✼✼❪ ❤❛5 ♠❛❞❡ ♠❛♥② 5✐❣♥✐✜❝❛♥6 ❝♦♥61✐❜✉6✐♦♥5 ❛♥❞

❊▼ ❛❧❣♦1✐6❤♠ ❤❛5 ❜❡❝♦♠❡ ❛ ✈❡1② ♣♦♣✉❧❛1 ❝♦♠♣✉6❛6✐♦♥❛❧ ♠❡6❤♦❞ ✐♥ ❙6❛6✐56✐❝5✳ ❍♦✇❡✈❡1✱

❲✉ ❬✶✾✽✸❪ 5❤♦✇❡❞ 6❤❛6 6❤❡ ♣1♦♦❢ ❝♦♥✈❡1❣❡♥❝❡ ♦❢ ❊▼ 5❡M✉❡♥❝❡5 ✐♥ ❉▲❘ ✐5 ✐♥❝♦11❡❝6✳ ❲✉

❬✶✾✽✸❪ 56✉❞✐❡❞ ♠♦1❡ ❜1♦❛❞❧② 6✇♦ ❝♦♥✈❡1❣❡♥❝❡ ❛5♣❡❝65 ♦❢ 6❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦1✐6❤♠ 6❤❛6 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥

❝♦♥5✐❞❡1❡❞ ❛♥❞ ♦❜6❛✐♥❡❞ 5❡✈❡1❛❧ 1❡5✉❧65 ✐♥ 6❤❡ ❧✐6❡1❛6✉1❡✿

• ❞♦❡5 6❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦1✐6❤♠ ✜♥❞ ❛ ❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠✉♠ ♦1 ❛ 56❛6✐♦♥❛1② ✈❛❧✉❡ ♦❢ 6❤❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡6❡

❞❛6❛ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝6✐♦♥❄

• ❞♦❡5 6❤❡ 5❡M✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣❛1❛♠❡6❡1 ❡56✐♠❛6❡5 ❣❡♥❡1❛6❡❞ ❜② ❊▼ ❝♦♥✈❡1❣❡❄

❍❡ 5✉♠♠❛1✐③❡❞ 5♦♠❡ ❝♦♥✈❡1❣❡♥❝❡ ♣1♦♣❡16✐❡5 ♦❢ ❊▼ ❛❧❣♦1✐6❤♠ ✭5❡❡ ♠♦1❡ ❞❡6❛✐❧ ✐♥ ❲✉

❬✶✾✽✸❪✮✳ ❏♦1❞❛♥ ❛♥❞ ❳✉ ❬✶✾✾✺❪ ❤❛✈❡ ❢♦1❣❡❞ ❛ ❧✐♥❦ ❜❡6✇❡❡♥ ❊▼ ❛♥❞ ❣1❛❞✐❡♥6 ♠❡6❤♦❞5

✈✐❛ 6❤❡ ♣1♦❥❡❝6✐♦♥ ♠❛61✐① ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡❞ 6❤❡ ❝♦♥✈❡1❣❡♥❝❡ ♣1♦♣❡16✐❡5 ♦❢ ❊▼ ❛❧❣♦1✐6❤♠ ❢♦1

●❛✉55✐❛♥ ▼✐①6✉1❡5 ✐♥ 6❡1♠5 ♦❢ 5♣❡❝✐❛❧ ♣1♦♣❡16✐❡5 ♦❢ 6❤✐5 ♠❛61✐①✳

▼❛♥② ✐♠♣♦16❛♥6 ✐♥❢❡1❡♥❝❡ ♣1♦❜❧❡♠5 ✐♥ ❙6❛6✐56✐❝5 5✉❝❤ ❛5 ❧❛6❡♥6 ✈❛1✐❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧5 ❛♥❞

1❛♥❞♦♠ ♣❛1❛♠❡6❡1 ♠♦❞❡❧5✱ 6✉1♥ ♦✉6 6♦ ❜❡ 5♦❧✈❛❜❧❡ ❜② ❊▼ ✇❤❡♥ 6❤❡② ❛1❡ ❢♦1♠✉❧❛6❡❞ ❛5

♠✐55✐♥❣ ✈❛❧✉❡ ♣1♦❜❧❡♠5✳ ❍♦✇❡✈❡1✱ 6❤❡1❡ ❛1❡ ❛❧5♦ ✇❡❧❧ ❞♦❝✉♠❡♥6❡❞ ❧✐♠✐6❛6✐♦♥5 ♦❢ ❊▼ ❛❧❣♦✲

1✐6❤♠✿ ✐6 ❝♦✉❧❞ ❝♦♥✈❡1❣❡ 6♦ ❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠✉♠ ♦1 5❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥65 ♦❢ 6❤❡ ❧♦❣❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝6✐♦♥

❛♥❞ ✐65 1❛6❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡1❣❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ 5❧♦✇ 5✐♥❝❡ ✐6 ❞❡♣❡♥❞5 ♦♥ 6❤❡ 56❛16✐♥❣ ✈❛❧✉❡5✳ ▼❛♥② ♥♦♥✲

56♦❝❤❛56✐❝ ✐♠♣1♦✈❡♠❡♥65 ♦♥ 6❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦1✐6❤♠ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣1♦♣♦5❡❞ ✭▲♦✉✐5 ❬✶✾✽✷❪✱ ▼❡✐❧✐❥5♦♥

❬✶✾✽✾❪✱ ❙✐❧✈❡1♠❛♥ ❡6 ❛❧✳ ❬✶✾✾✵❪✱ ●1❡❡♥ ❬✶✾✾✵❪✮ ❜✉6 ❞✐❞ ♥♦6 ❝♦♠♣❧❡6❡❧② 1❡5✉❧6✳ ❙6♦❝❤❛56✐❝

❊▼ ❝♦♠❡5 ❛5 ❛♥ ❛661❛❝6✐✈❡ ❛❧6❡1♥❛6✐✈❡ 6♦ ❊▼ ❛❧❣♦1✐6❤♠✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ♦❢ ❙6♦❝❤❛56✐❝ ❊▼

✐5 6♦ ✐♠♣✉6❡ ❛ 5❛♠♣❧❡ ✈❛❧✉❡ ❞1❛✇♥ ❢1♦♠ 6❤❡ ❝♦♥❞✐6✐♦♥❛❧ ❞✐561✐❜✉6✐♦♥ ♦❢ 6❤❡ ♠✐55✐♥❣ ❞❛6❛

❣✐✈❡♥ 6❤❡ ♣❛1❛♠❡6❡1✳ ❚❤✐5 ✐5 ❝❛❧❧❡❞ 6❤❡ ❙✲56❡♣✳ ❙6♦❝❤❛56✐❝ ❊▼ ✐5 ♣❛16✐❝✉❧❛1❧② ✉5❡❢✉❧ ✐♥

♣1♦❜❧❡♠5 ✇❤❡1❡ ❊▼ ✐5 ✐♥61❛❝6❛❜❧❡✳ ❋♦1 ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ 6❤❡ ♣1♦❜❧❡♠5 ✇❤❡1❡ 6❤❡ ❝♦♠♣✉6❛6✐♦♥

♦❢ ❊✲56❡♣ ♦❢ ❊▼ ✐♥✈♦❧✈❡5 ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥5✐♦♥❛❧ ✐♥6❡❣1❛6✐♦♥5✳ ❙6♦❝❤❛56✐❝ ❊▼ ❣❡♥❡1❛❧❧② ❝♦♥✲

✈❡1❣❡5 1❡❛5♦♥❛❜❧② M✉✐❝❦❧② 6♦ ✐65 56❛6✐♦♥❛1② 1❡❣✐♠❡ ✭❉✐❡❜♦❧6 ❛♥❞ ❘♦❜❡16 ❬✶✾✾✹❪✮✳ ❈❡❧❡✉①

❡6 ❛❧✳ ❬✶✾✾✻❪ ❝♦♠♣❛1❡❞ 6❤❡ ❝❤❛1❛❝6❡1✐56✐❝5 ♦❢ 6❤1❡❡ 56♦❝❤❛56✐❝ ✈❡15✐♦♥5 ♦❢ ❊▼✿ 6❤❡ ❙❊▼

❛❧❣♦1✐6❤♠ ✭❇1♦♥✐❛6♦✇5❦✐ ❡6 ❛❧✳ ❬✶✾✽✸❪✱ ❈❡❧❡✉① ❛♥❞ ❉✐❡❜♦❧6 ❬✶✾✽✺❪✮✱ 6❤❡ ❙❆❊▼ ❛❧❣♦1✐6❤♠

✭❈❡❧❡✉① ❛♥❞ ❉✐❡❜♦❧6 ❬✶✾✽✾❪✮ ❛♥❞ 6❤❡ ▼❈❊▼ ❛❧❣♦1✐6❤♠ ✭❲❡✐ ❛♥❞ ❚❛♥♥❡1 ❬✶✾✾✵❪✱ ❚❛♥♥❡1

❬✶✾✾✶❪✮✳ ❚❤❡② 5❤♦✇ 6❤❛6✱ ❢♦1 5♦♠❡ ♣❛16✐❝✉❧❛1 ♠✐①6✉1❡ 5✐6✉❛6✐♦♥5✱ 6❤❡ ❙❊▼ ❛❧❣♦1✐6❤♠ ✐5

❛❧♠♦56 ❛❧✇❛②5 ♣1❡❢❡1❛❜❧❡ 6♦ 6❤❡ ❊▼✳ ❈❤❛✉✈❡❛✉ ❬✶✾✾✺❪ ♣1♦♣♦5❡❞ ❛♥ ❡①6❡♥5✐♦♥ ♦❢ 6❤❡ ❙❊▼

❛❧❣♦1✐6❤♠ ✐♥ ❛ ♣❛16✐❝✉❧❛1 ❝❛5❡ ♦❢ ✐♥❝♦♠♣❧❡6❡ ❞❛6❛✱ ✇❤❡1❡ 6❤❡ ❧♦55 ♦❢ ✐♥❢♦1♠❛6✐♦♥ ✐5 ❞✉❡

❜♦6❤ 6♦ ♠✐①6✉1❡ ♠♦❞❡❧5 ❛♥❞ ❝❡♥5♦1❡❞ ♦❜5❡1✈❛6✐♦♥5✳ ❘❡❝❡♥6❧②✱ ❇♦1❞❡5 ❛♥❞ ❈❤❛✉✈❡❛✉ ❬✷✵✶✼❪

♣1♦♣♦5❡❞ ❙6♦❝❤❛56✐❝ ❊▼ ❛❧❣♦1✐6❤♠5 ❢♦1 ♣❛1❛♠❡61✐❝ ❛♥❞ 5❡♠✐♣❛1❛♠❡61✐❝ ♠✐①6✉1❡ ♠♦❞❡❧5

❢♦1 1❛♥❞♦♠❧② 1✐❣❤6 ❝❡♥5♦1❡❞ ❧✐❢❡6✐♠❡ ❞❛6❛✱ ♣1♦✈✐❞❡❞ 6❤❡② ❛1❡ ✐❞❡♥6✐✜❛❜❧❡✳

❖♥ 5♣✐1✐6 ♦❢ ❛ 5❡❧❢✲❝♦♥6❛✐♥❡❞ ❧✐6❡1❛6✉1❡✱ ✇❡ 1❡❝❛❧❧ 6❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡56✐♠❛6✐♦♥

✐♥ ❙✉❜5❡❝6✐♦♥ ✷✳✷✳✶ ❛♥❞ ♣1❡5❡♥6 ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ 6♦ ✐♥61♦❞✉❝❡ 6❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦1✐6❤♠ ✐♥ ❙✉❜5❡❝✲

6✐♦♥ ✷✳✷✳✷✳ ❆♥ ♦✈❡1✈✐❡✇ ♦❢ 6❤❡ ❣❡♥❡1❛❧ ❊▼ ❛❧❣♦1✐6❤♠ ❢♦1 ♠✐①6✉1❡ ♠♦❞❡❧5 ✐5 ❞❡5❝1✐❜❡❞

✐♥ ❙✉❜5❡❝6✐♦♥5 ✷✳✷✳✹✱ ❛♥❞ ❊▼ ❛❧❣♦1✐6❤♠5 ❢♦1 ♣❛1❛♠❡61✐❝✴♥♦♥✲♣❛1❛♠❡61✐❝✴5❡♠✐✲♣❛1❛♠❡61✐❝

♠✐①6✉1❡ ❛1❡ ❞❡5❝1✐❜❡❞ ✐♥ ❙✉❜5❡❝6✐♦♥5 ✷✳✷✳✺✴✷✳✷✳✼ ❛♥❞ ✷✳✷✳✻✳

✶✶
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✷✳✷✳✶ ▼❛①✐♠✉♠ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❊12✐♠❛2✐♦♥ ✭▼▲❊✮

❲❡ ❤❛✈❡ ❛ ❞❡♥3✐5② ❢✉♥❝5✐♦♥ g(x|θ) 5❤❛5 ✐3 ✐♥❞❡①❡❞ ❜② 5❤❡ 3❡5 ♦❢ ♣❛>❛♠❡5❡>3 θ ✭❡✳❣✳✱ g
♠✐❣❤5 ❜❡ ❛ 3❡5 ♦❢ ●❛✉33✐❛♥ ❛♥❞ θ ❝♦✉❧❞ ❜❡ 5❤❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ✈❛>✐❛♥❝❡✮✳ ❲❡ ❛❧3♦ ❤❛✈❡ ❛ ❞❛5❛

3❡5 ♦❢ 3✐③❡ n✱ 3✉♣♣♦3❡❞❧② ❞>❛✇♥ ❢>♦♠ 5❤✐3 ❞✐35>✐❜✉5✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ x = {x1, ..., xn}✳ ❚❤❛5 ✐3✱ ✇❡

❛33✉♠❡ 5❤❛5 5❤❡3❡ ❞❛5❛ ✈❡❝5♦>3 ❛>❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥5 ❛♥❞ ✐❞❡♥5✐❝❛❧❧② ❞✐35>✐❜✉5❡❞ ✭✐✳✐✳❞✳✮ ✇✐5❤

❞✐35>✐❜✉5✐♦♥ g✳ ❚❤❡>❡❢♦>❡✱ 5❤❡ >❡3✉❧5✐♥❣ ❞❡♥3✐5② ❢♦> 5❤❡ 3❛♠♣❧❡3 ✐3

g(x|θ) =
n∏

i=1

g(xi|θ) = L(θ|x). ✭✷✳✼✮

❚❤✐3 ❢✉♥❝5✐♦♥ L(θ|x) ✐3 ❝❛❧❧❡❞ 5❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ 5❤❡ ♣❛>❛♠❡5❡>3 ❣✐✈❡♥ 5❤❡ ❞❛5❛✱ ♦> ❥✉35 5❤❡

❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝5✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐3 5❤♦✉❣❤5 ♦❢ ❛3 ❛ ❢✉♥❝5✐♦♥ ♦❢ 5❤❡ ♣❛>❛♠❡5❡>3 θ ✇❤❡>❡

5❤❡ ❞❛5❛ x ✐3 ✜①❡❞✳ ■♥ 5❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♣>♦❜❧❡♠✱ ♦✉> ❣♦❛❧ ✐3 5♦ ✜♥❞ 5❤❡ θ 5❤❛5

♠❛①✐♠✐③❡3 L✳ ❚❤❛5 ✐3✱ ✇❡ ✇✐3❤ 5♦ ✜♥❞ θ̂ ✇❤❡>❡

θ̂ = ❛>❣max
θ

L(θ|x). ✭✷✳✽✮

❖❢5❡♥ ✇❡ ♠❛①✐♠✐③❡ log(L(θ|x)) ✐♥35❡❛❞ ❜❡❝❛✉3❡ ✐5 ✐3 ♥✉♠❡>✐❝❛❧❧② ❡❛3✐❡>✳

❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ 5❤❡ ❢♦>♠ ♦❢ f(x|θ) 5❤✐3 ♣>♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛3② ♦> ❤❛>❞✳ ❋♦> ❡①❛♠♣❧❡✱

✐❢ f(x|θ) ✐3 3✐♠♣❧② ❛ 3✐♥❣❧❡ ●❛✉33✐❛♥ ❞✐35>✐❜✉5✐♦♥ ✇❤❡>❡ θ = (µ, σ2)✱ 5❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ 3❡5

5❤❡ ❞❡>✐✈❛5✐✈❡ ♦❢ log(L(θ|x)) 5♦ ③❡>♦✱ ❛♥❞ 3♦❧✈❡ ❞✐>❡❝5❧② ❢♦> µ ❛♥❞ σ2
✳ ❚❤✐3 ❡①❛♠♣❧❡ ✐3

♣>❡3❡♥5❡❞ ✐♥ ❊①❛♠♣❧❡ ✶✳ ❲❡ ❛❧3♦ ♣>❡3❡♥5 ❛ ❝♦♠♣>❡❤❡♥3✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦> 5❤❡ ♠✉❧5✐✈❛>✐❛5❡

♥♦>♠❛❧ ❝❛3❡ ✐♥ ❊①❛♠♣❧❡ ✷✳ ▼♦>❡♦✈❡>✱ ❊①❛♠♣❧❡ ✸ 3❤♦✇3 5❤❛5 5❤❡ ▼▲❊ ✐3 ♥♦5 ❡❛3② ❢♦>

♠✐①5✉>❡3✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶ ✭❯♥✐✈❛>✐❛5❡ ♥♦>♠❛❧ ♠♦❞❡❧✮✳ ▲❡" X1, X2, ..., Xn ❜❡ ❛ ✉♥✐✈❛)✐❛"❡ )❛♥❞♦♠ -❛♠♣❧❡

❢)♦♠ ❛ ♥♦)♠❛❧ ❞✐-")✐❜✉"✐♦♥ ✇✐"❤ ✉♥❦♥♦✇♥ ♠❡❛♥ µ ❛♥❞ ✈❛)✐❛♥❝❡ σ2
✳ ❚♦ ✜♥❞ ♠❛①✐♠✉♠

❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡-"✐♠❛"♦)- ♦❢ ♠❡❛♥ µ ❛♥❞ ✈❛)✐❛♥❝❡ σ2
✱ "❤❡ ♣)♦❜❛❜✐❧✐"② ❞❡♥-✐"② ❢✉♥❝"✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡

✇)✐""❡♥ ❛- ❛ ❢✉♥❝"✐♦♥ ♦❢ θ1 = µ ❛♥❞ θ2 = σ2
✿

g(xi; θ1, θ2) =
1√

θ2
√
2π
❡①♣

[
−(xi − θ1)

2

2θ2

]

❢♦) −∞ < θ1 < ∞ ❛♥❞ 0 < θ2 < ∞✳

◆♦✇✱ ✐5 ♠❛❦❡3 5❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝5✐♦♥

L(θ1, θ2) =
n∏

i=1

f(xi; θ1, θ2) = θ
−n/2
2 (2π)−n/2

❡①♣

[
− 1

2θ2

n∑

i=1

(xi − θ1)
2

]
,

❛♥❞ 5❤❡>❡❢♦>❡ 5❤❡ ❧♦❣ ♦❢ 5❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝5✐♦♥

logL(θ1, θ2) = −n

2
log θ2 −

n

2
log(2π)− 1

2θ2

n∑

i=1

(xi − θ1)
2.

✶✷
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❯♣♦♥ 0❛❦✐♥❣ 0❤❡ ♣❛70✐❛❧ ❞❡7✐✈❛0✐✈❡ ♦❢ 0❤❡ ❧♦❣ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✇✐0❤ 7❡=♣❡❝0 0♦ θ1✱ ❛♥❞ =❡00✐♥❣ 0♦

0✱ ✇❡ =❡❡ 0❤❛0 ❛ ❢❡✇ 0❤✐♥❣= ❝❛♥❝❡❧ ❡❛❝❤ ♦0❤❡7 ♦✉0✱ ❧❡❛✈✐♥❣ ✉= ✇✐0❤✿

∂ logL(θ1, θ2)
∂θ1

=
1

θ2

n∑

i=1

(xi − θ1) := 0.

▼✉❧0✐♣❧②✐♥❣ 0❤7♦✉❣❤ ❜② θ2✱ ❛♥❞ ❞✐=07✐❜✉0✐♥❣ 0❤❡ =✉♠♠❛0✐♦♥✱ ✇❡ ❣❡0✿

n∑

i=1

xi − nθ1 = 0.

❙♦❧✈✐♥❣ ❢♦7 θ1✱ ❛♥❞ ♣✉00✐♥❣ ♦♥ ✐0= ❤❛0✱ ✇❡ ❤❛✈❡ =❤♦✇♥ 0❤❛0 0❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞

❡=0✐♠❛0❡ ♦❢ θ1 ✐=✿

θ̂1 = µ̂ =
1

n

n∑

i=1

xi := x.

◆♦✇ ❢♦7 θ2✱ 0❛❦✐♥❣ 0❤❡ ♣❛70✐❛❧ ❞❡7✐✈❛0✐✈❡ ♦❢ 0❤❡ ❧♦❣ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✇✐0❤ 7❡=♣❡❝0 0♦ θ2✱ ❛♥❞

=❡00✐♥❣ 0♦ 0✱ ✇❡ ❣❡0✿

∂ logL(θ1, θ2)
∂θ2

=
−n

2θ2
+

∑n
i=1(xi − θ1)

2

2θ22
:= 0.

▼✉❧0✐♣❧②✐♥❣ 0❤7♦✉❣❤ ❜② 2θ22✱ ✇❡ ❣❡0✿

−nθ2 +
n∑

i=1

(xi − θ1)
2 = 0.

❚❤❡♥✱ =♦❧✈✐♥❣ ❢♦7 θ2✱ ❛♥❞ ♣✉00✐♥❣ ♦♥ ✐0= ❤❛0✱ ✐0 ✐= =❤♦✇♥ 0❤❛0 0❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞

❡=0✐♠❛0❡ ♦❢ θ2 ✐=✿

θ̂2 = σ̂2 =
1

n

n∑

i=1

(xi − x)2.

■♥ =✉♠♠❛7②✱ 0❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡=0✐♠❛0♦7= ♦❢ µ ❛♥❞ ✈❛7✐❛♥❝❡ σ2 ❢♦7 0❤❡ ♥♦7♠❛❧

♠♦❞❡❧ ❛7❡✿

µ̂ =
1

n

n∑

i=1

Xi = X ❛♥❞ σ̂2 =
1

n

n∑

i=1

(Xi −X)2.

7❡=♣❡❝0✐✈❡❧②✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷ ✭▼✉❧0✐✈❛7✐❛0❡ ♥♦7♠❛❧ ♠♦❞❡❧✮✳ ▲❡" X1, X2, ..., Xn ❜❡ ❛ ♠✉❧"✐✈❛*✐❛"❡ *❛♥❞♦♠

.❛♠♣❧❡ ❢*♦♠ ❛ ♥♦*♠❛❧ ❞✐."*✐❜✉"✐♦♥ ✇✐"❤ ✉♥❦♥♦✇♥ ♠❡❛♥ ✈❡❝"♦* µ ❛♥❞ ✈❛*✐❛♥❝❡ ♠❛"*✐① Σ✳

❚❤❡ ♣*♦❜❛❜✐❧✐"② ❞❡♥.✐"② ❢✉♥❝"✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✇*✐""❡♥ ❛.

g(xi|θ) =
1

(2π)r/2
√
detΣ

e−
1
2
(xi−µ)TΣ

−1(xi−µ), θ = (µ,Σ), ✭✷✳✾✮

✇❤❡*❡ ❛. ."❛"❡❞ ✐♥ "❤❡ ✐♥"*♦❞✉❝"✐♦♥ xi ∈ Rr
✱ µ ∈ Rr

❛♥❞ Σ ✐. ❛ r × r .②♠♠❡"*✐❝ ♣♦.✐"✐✈❡
❞❡✜♥✐"❡ ♠❛"*✐①✳

✶✸
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❚♦ ✜♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡9:✐♠❛:♦;9 ♦❢ ♠❡❛♥ µ ❛♥❞ ✈❛;✐❛♥❝❡ Σ✱ ✇❡ ♥❡❡❞ :♦ ;❡❝❛❧❧

9♦♠❡ ;❡9✉❧:9 ❢;♦♠ ♠❛:;✐① ❛❧❣❡❜;❛✳

❚❤❡ :;❛❝❡ ♦❢ ❛ 9C✉❛;❡ ♠❛:;✐① tr(A) ✐9 ❡C✉❛❧ :♦ :❤❡ 9✉♠ ♦❢ A✬9 ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥:9✳ ❚❤❡

:;❛❝❡ ♦❢ ❛ 9❝❛❧❛; ❡C✉❛❧9 :❤❛: 9❝❛❧❛;✳ ❆❧9♦✱ tr(A+B) = tr(A)+tr(B)✱ ❛♥❞ tr(AB) = tr(BA)
✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡9 :❤❛: Σix

T
i Axi = tr(AB) ✇❤❡;❡ B = Σixix

T
i ✳ ❆❧9♦ ♥♦:❡ :❤❛: detA ✐♥❞✐❝❛:❡9

:❤❡ ❞❡:❡;♠✐♥❛♥: ♦❢ ❛ ♠❛:;✐① ❛♥❞ :❤❛: detA−1 = 1/ detA✳

❲❡ ♥❡❡❞ :♦ :❛❦❡ ❞❡;✐✈❛:✐✈❡9 ♦❢ ❛ ❢✉♥❝:✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❛:;✐① f(A) ✇✐:❤ ;❡9♣❡❝: :♦ ❡❧❡♠❡♥:9 ♦❢

:❤❛: ♠❛:;✐①✳ ❚❤❡;❡❢♦;❡✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡

∂f(A)
∂A

:♦ ❜❡ :❤❡ ♠❛:;✐① ✇✐:❤ i, jth ❡♥:;②

[
∂f(A)
∂αi,j

]
✇❤❡;❡

αi,j ✐9 :❤❡ i, jth ❡♥:;② ♦❢ A✳ ❚❤❡ ❞❡✜♥✐:✐♦♥ ❛❧9♦ ❛♣♣❧✐❡9 :❛❦✐♥❣ ❞❡;✐✈❛:✐✈❡9 ✇✐:❤ ;❡9♣❡❝: :♦

❛ ✈❡❝:♦;✳ ❋✐;9:✱

∂xTAx
∂x

= (A+AT )x✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✐: ❝❛♥ ❜❡ 9❤♦✇♥ :❤❛: ✇❤❡♥ A ✐9 ❛ 9②♠♠❡:;✐❝

♠❛:;✐①✿

∂ detA

∂αi,j

=

{
Ai,j ✐❢ i = j
2Ai,j ✐❢ i 6= j

✇❤❡;❡ Ai,j ✐9 :❤❡ i, jth ❝♦❢❛❝:♦; ♦❢ A✳ ●✐✈❡♥ :❤❡ ❛❜♦✈❡✱ ✇❡ 9❡❡ :❤❛:✿

∂ log detA

∂A
=

{
Ai,j/ detA ✐❢ i = j
2Ai,j/ detA ✐❢ i 6= j

}
= 2A−1 − ❞✐❛❣ (A−1)

❜② :❤❡ ❞❡✜♥✐:✐♦♥ ♦❢ :❤❡ ✐♥✈❡;9❡ ♦❢ ❛ ♠❛:;✐①✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐: ❝❛♥ ❜❡ 9❤♦✇♥ :❤❛:✿

∂tr(AB)

∂A
= B +BT − ❞✐❛❣(B).

❘❡:✉;♥✐♥❣ :❤❡ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐: ❝❛♥ ❜❡ 9❤♦✇♥ :❤❛: :❤❡ ❧♦❣ ♦❢ :❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝:✐♦♥ ✐9

logL(θ) = −nr

2
log(2π)− n

2
log(detΣ)− 1

2

n∑

i=1

((xi − µ)TΣ−1(xi − µ)). ✭✷✳✶✵✮

❚❤❡;❡❢♦;❡✱ :♦ ✜♥❞ θ✱ ✇❡ 9♦❧✈❡ :❤❡ 9②9:❡♠

∂ logL(θ)
∂θ

= −n

2

∂ log(detΣ)

∂θ
− 1

2

∂

∂θ

n∑

i=1

((xi − µ)TΣ−1(xi − µ)) = 0. ✭✷✳✶✶✮

❚❛❦✐♥❣ :❤❡ ❞❡;✐✈❛:✐✈❡ ✇✐:❤ ;❡9♣❡❝: :♦ µ ❜② ;❡♣❧❛❝✐♥❣ θ ❜② µ ❛♥❞ ✉9✐♥❣ :❤❡ 9②♠♠❡:;✐❝

❢❡❛:✉;❡ ♦❢ ♠❛:;✐① Σ
−1
✱ ✇❡ ❣❡:

n∑

i=1

Σ
−1(xi − µ) = 0,

✇✐:❤ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛♥ ❡❛9✐❧② 9♦❧✈❡ ❢♦; µ :♦ ♦❜:❛✐♥✿

µ =
1

n

n∑

i=1

xi.

❚♦ ✜♥❞ Σ✱ ;❡♣❧❛❝✐♥❣ θ ❜② Σ
−1

❛♥❞ ;❡✇;✐:✐♥❣ ❊C✉❛:✐♦♥ ✭✷✳✶✶✮ ❛9

n∑

i=1

∂

∂Σ−1

(
− log(detΣ−1) + tr(Σ−1(xi − µ)(xi − µ)T )

)
= 0. ✭✷✳✶✷✮

✶✹
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■, ✐. ❡0✉✐✈❛❧❡♥, ,♦

n∑

i=1

(−2Σ+ ❞✐❛❣(Σ) + 2Ni − ❞✐❛❣(Ni)) = −2
n∑

i=1

(Σ−Ni) + ❞✐❛❣

(
n∑

i=1

(Σ−Ni)

)

= −2S + ❞✐❛❣ S = 0

✇❤❡;❡ Ni = (xi − µ)(xi − µ)T ❛♥❞ S =
n∑

i=1

(Σ−Ni)✳ ❚❤✐. ✐♠♣❧✐❡. ,❤❛, S = 0✳ ❚❤✐.

❣✐✈❡.

n∑

i=1

(Σ−Ni) = 0 ♦; Σ =
1

n

n∑

i=1

Ni =
1

n

n∑

i=1

(xi − µ)(xi − µ)T . ✭✷✳✶✸✮

❊①❡♠♣❧❡ ✸✳ ❙✉♣♣♦$❡ &❤❛& &❤❡ ♣✳❞✳❢✳ ♦❢ ❛ ,❛♥❞♦♠ ✈❡❝&♦, X ❤❛$ ❛ ✷✲❝♦♠♣♦♥❡♥& ♠✐①&✉,❡

❢♦,♠

g(x;λ) = λ1f1(x) + λ2f2(x), ✭✷✳✶✹✮

✇❤❡,❡ λ = (λ1, λ2) ✐$ &❤❡ ✈❡❝&♦, ❝♦♥&❛✐♥✐♥❣ &❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛,❛♠❡&❡,$ ❛♥❞ λ1 + λ2 = 1✳
❚❤✐$ ♠✐①&✉,❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦✈❡,$ $✐&✉❛&✐♦♥$ ✇❤❡,❡ &❤❡ ✉♥❞❡,❧②✐♥❣ ♣♦♣✉❧❛&✐♦♥ ✐$ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛$ ❝♦♥✲

$✐$&✐♥❣ ♦❢ ✷ ❞✐$&✐♥❝& ❣,♦✉♣$ G1✱ G2 ✐♥ $♦♠❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣,♦♣♦,&✐♦♥$ λ1, λ2✱ ❛♥❞ ✇❤❡,❡ &❤❡

❝♦♥❞✐&✐♦♥❛❧ ♣✳❞✳❢ ♦❢ X ❣✐✈❡♥ ♠❡♠❜❡,$❤✐♣ ♦❢ &❤❡ i&❤ ❣,♦✉♣ Gi ✐$ fi(x)✳
▲❡& x = (x1, ..., xn)

T
❞❡♥♦&❡ &❤❡ ♦❜$❡,✈❡❞ ,❛♥❞♦♠ $❛♠♣❧❡ ♦❜&❛✐♥❡❞ ❢,♦♠ &❤❡ ♠✐①&✉,❡ ❞❡♥✲

$✐&② ✭✷✳✶✹✮✳ ❚❤❡ ❧♦❣ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝&✐♦♥ ❢♦, λ &❤❛& ❝❛♥ ❜❡ ❢♦,♠❡❞ ❢,♦♠ &❤❡ ♦❜$❡,✈❡❞ ❞❛&❛ x

✐$ ❣✐✈❡♥ ❜②

logL(λ) =
n∑

i=1

log (λ1f1(xi) + λ2f2(xi)) . ✭✷✳✶✺✮

❖♥ ❞✐✛❡,❡♥&✐❛&✐♥❣ ✭✷✳✶✺✮ ✇✐&❤ ,❡$♣❡❝& &♦ λ1 ❛♥❞ ❡@✉❛&✐♥❣ &❤❡ ,❡$✉❧& &♦ ③❡,♦✱ ✇❡ ♦❜&❛✐♥

n∑

i=1

(
f1(xi)

g(xi; λ̂)
− f2(xi)

g(xi; λ̂)

)
= 0 ✭✷✳✶✻✮

❛$ &❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡@✉❛&✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝❧❡❛,❧② ❞♦❡$ ♥♦& ②✐❡❧❞ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐& $♦❧✉&✐♦♥ ❢♦, λ̂ = (λ̂1, λ̂2)✳
❍♦✇❡✈❡,✱ &❤✐$ ♣,♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ♣♦$❡❞ ❛$ ❛♥ ✐♥❝♦♠♣❧❡&❡✲❞❛&❛ ✭✉♥♦❜$❡,✈❛❜❧❡ ♦, ♠✐$$✐♥❣ ❞❛&❛✮

♦♥❡✳ ❚❤✐$ ♣,♦❜❧❡♠ ✐$ ♦✈❡,❝♦♠❡ ❜② &❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦,✐&❤♠ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥&,♦❞✉❝❡❞ ✐♥ &❤❡ ♥❡①&

$✉❜$❡❝&✐♦♥✳

✷✳✷✳✷ ❊①❛♠♣❧❡ )♦ ✐♥)-♦❞✉❝❡ )❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦-✐)❤♠

❉▲❘ ❉❡♠♣.,❡; ❡, ❛❧✳ ❬✶✾✼✼❪ ✉.❡❞ ❛ ♠✉❧,✐♥♦♠✐❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ,♦ ✐♥,;♦❞✉❝❡ ,❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦;✐,❤♠

❛♥❞ ,❤❛, ❡①❛♠♣❧❡ ❤❛. ❜❡❡♥ .✉❜.❡0✉❡♥,❧② ✉.❡❞ ♠❛♥② ,✐♠❡. ✐♥ ,❤❡ ❧✐,❡;❛,✉;❡ ,♦ ✐❧❧✉.,;❛,❡

✈❛;✐♦✉. ♠♦❞✐✜❝❛,✐♦♥. ❛♥❞ ❡①,❡♥.✐♦♥. ♦❢ ,❤✐. ❛❧❣♦;✐,❤♠✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❊▼ ✐. ,❤❛, ,❤❡ ♦❜✲

.❡;✈❡❞ ❞❛,❛ ✐. ✈✐❡✇❡❞ ❛. ❜❡✐♥❣ ✐♥❝♦♠♣❧❡,❡✱ ,❤❡♥ ✉♥♦❜.❡;✈❛❜❧❡ ♦; ♠✐..✐♥❣ ❞❛,❛ ✐. ❛❞❞❡❞ ,♦

❛❝❤✐❡✈❡ ,❤❡ ❝♦♠♣❧❡,❡✲❞❛,❛✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡,❡✲❞❛,❛ ❧♦❣ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐. ,❤❡♥ ✉.❡❞ ✐♥ ❛ .,❡♣ ❝❛❧❧❡❞

❊✲.,❡♣ ,♦ ✜♥❞ ♣❛;❛♠❡,❡;. ❛, ❡❛❝❤ ✐,❡;❛,✐♦♥✳

✶✺
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❲❡ ✇✐❧❧ ♣2❡3❡♥5 5❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦2✐5❤♠ 5❤2♦✉❣❤ ❛♣♣❧②✐♥❣ 5❤❡ ❡①❝❡❧❧❡♥5 ✐❞❡❛ ❢♦2 5❤❡ ♠✐①5✉2❡

♠♦❞❡❧ ✐♥ ❊①❛♠♣❧❡ ✸✳ ◆❛♠❡❧②✱ ✇❡ ♥♦✇ ✐♥52♦❞✉❝❡ ❛3 5❤❡ ✉♥♦❜3❡2✈❛❜❧❡ ♦2 ♠✐33✐♥❣ ❞❛5❛ 5❤❡

✈❡❝5♦2

z = (z1, ..., zn), ✭✷✳✶✼✮

✇❤❡2❡ zi ✐3 ❛ ✷✲❞✐♠❡♥3✐♦♥❛❧ ✈❡❝5♦2 ♦❢ ③❡2♦✲♦♥❡ ✐♥❞✐❝❛5♦2 ✈❛2✐❛❜❧❡3 ❛♥❞ ✇❤❡2❡ zij = (zi)j ✐3
♦♥❡ ♦2 ③❡2♦ ❛❝❝♦2❞✐♥❣ 5♦ ✇❤❡5❤❡2 xi ❛2♦3❡ ♦2 ❞✐❞ ♥♦5 ❛2✐3❡ ❢2♦♠ 5❤❡ j5❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥5 ♦❢ 5❤❡

♠✐①5✉2❡ ✭j = 1, 2; i = 1, ..., n✮✳

■❢ 5❤❡3❡ zij ✐3 ♦❜3❡2✈❛❜❧❡✱ 5❤❡♥ 5❤❡ ▼▲❊ ♦❢ λj ✐3 3✐♠♣❧② ❣✐✈❡♥ ❜②

1

n

n∑

i=1

zij (j = 1, 2), ✭✷✳✶✽✮

✇❤✐❝❤ ✐3 5❤❡ ♣2♦♣♦25✐♦♥ ♦❢ 5❤❡ 3❛♠♣❧❡ ❤❛✈✐♥❣ ❛2✐3❡♥ ❢2♦♠ 5❤❡ j5❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥5 ♦❢ 5❤❡ ♠✐①5✉2❡✳

❖♥ ❞❡✜♥✐♥❣ 5❤❡ ❝♦♠♣❧❡5❡✲❞❛5❛ ✈❡❝5♦2 (x, z) 5❤❡ ❝♦♠♣❧❡5❡✲❞❛5❛ ❧♦❣ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢♦2 λ ❤❛3

5❤❡ ♠✉❧5✐♥♦♠✐❛❧ ❢♦2♠

logL(λ) =
n∑

i=1

(zi1 log(λ1) + zi2 log(λ2)) + C, ✭✷✳✶✾✮

✇❤❡2❡

C =
n∑

i=1

(zi1 log f1(xi) + zi2 log f2(xi)) ✭✷✳✷✵✮

❞♦❡3 ♥♦5 ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ λ✳

❆3 ✭✷✳✶✾✮ ✐3 ❧✐♥❡❛2 ✐♥ 5❤❡ ✉♥♦❜3❡2✈❛❜❧❡ ❞❛5❛ zij✱ 5❤❡ 3♦❝❛❧❧❡❞ ❊✲"#❡♣ ♦♥ 5❤❡ (t + 1)5❤
✐5❡2❛5✐♦♥ 3✐♠♣❧② 2❡Q✉✐2❡3 5❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛5✐♦♥ ♦❢ 5❤❡ ❝✉22❡♥5 ❝♦♥❞✐5✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝5❛5✐♦♥ ♦❢ Zij ❣✐✈❡♥

5❤❡ ♦❜3❡2✈❡❞ ❞❛5❛ x✱ ✇❤❡2❡ Zij ✐3 5❤❡ 2❛♥❞♦♠ ✈❛2✐❛❜❧❡ ❝♦22❡3♣♦♥❞✐♥❣ 5♦ zij✳ ◆♦✇

Eλ(t)(Zij|x) = Pλ(t)(Zij = 1|x)
= z

(t)
ij , ✭✷✳✷✶✮

✇❤❡2❡ ❜② ❇❛②❡3 ❚❤❡♦2❡♠✱

z
(t)
ij = p

(t)
ij =

λ
(t)
j fj(xi)

g(xi;λ
(t))

✭✷✳✷✷✮

❢♦2 j = 1, 2; i = 1, ..., n✳ ❚❤❡ Q✉❛♥5✐5② p
(t)
ij ✐3 5❤❡ ♣♦35❡2✐♦2 ♣2♦❜❛❜✐❧✐5② 5❤❛5 5❤❡ i5❤ ♠❡♠❜❡2

♦❢ 5❤❡ 3❛♠♣❧❡ ✇✐5❤ ♦❜3❡2✈❡❞ ✈❛❧✉❡ xi ❜❡❧♦♥❣3 5♦ 5❤❡ j5❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥5 ♦❢ 5❤❡ ♠✐①5✉2❡✳

❚❤❡ 3♦ ❝❛❧❧❡❞ ▼✲"#❡♣ ♦♥ 5❤❡ (t+ 1)5❤ ✐5❡2❛5✐♦♥ 3✐♠♣❧② 2❡Q✉✐2❡3 2❡♣❧❛❝✐♥❣ ❡❛❝❤ zij ❜②

z
(t)
ij ✐♥ ✭✷✳✶✽✮ 5♦ ❣✐✈❡

λ
(t+1)
j =

1

n

n∑

i=1

z
(t)
ij , ❢♦2 j = 1, 2. ✭✷✳✷✸✮

✶✻
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❚❤✉. ✐♥ ❢♦3♠✐♥❣ 6❤❡ ❡.6✐♠❛6❡ ♦❢ λj ♦♥ 6❤❡ (t + 1)6❤ ✐6❡3❛6✐♦♥✱ 6❤❡3❡ ✐. ❛ ❝♦♥63✐❜✉6✐♦♥

❢3♦♠ ❡❛❝❤ ♦❜.❡3✈❛6✐♦♥ xi ❡=✉❛❧ 6♦ ✐6. ♣♦.6❡3✐♦3 ♣3♦❜❛❜✐❧✐6② ♦❢ ♠❡♠❜❡3.❤✐♣ ♦❢ 6❤❡ j6❤
❝♦♠♣♦♥❡♥6 ♦❢ 6❤❡ ♠✐①6✉3❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❊▼ .♦❧✉6✐♦♥ 6❤❡3❡❢♦3❡ ❤❛. ❛♥ ✐♥6✉✐6✐✈❡❧② ❛♣♣❡❛❧✐♥❣

✐♥6❡3♣3❡6❛6✐♦♥✳

❚❤❡ ❝♦♠♣✉6❛6✐♦♥ ♦❢ 6❤❡ ▼▲❊ ♦❢ λj ❜② ❞✐3❡❝6 ♠❛①✐♠✐③❛6✐♦♥ ♦❢ 6❤❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡6❡✲❞❛6❛ ❧♦❣

❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝6✐♦♥ ✭✷✳✶✺✮ 3❡=✉✐3❡. .♦❧✈✐♥❣ 6❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡=✉❛6✐♦♥ ✭✷✳✶✻✮✳ ❚❤❡ ❧❛66❡3 ❝❛♥

❜❡ ✐❞❡♥6✐✜❡❞ ✇✐6❤ 6❤❡ ✐6❡3❛6✐✈❡ .♦❧✉6✐♦♥ ✭✷✳✷✸✮ ♣3♦✈✐❞❡❞ ❜② 6❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦3✐6❤♠ ❛❢6❡3 .♦♠❡

♠❛♥✐♣✉❧❛6✐♦♥ ❛. ❢♦❧❧♦✇.✳ ❖♥ ♠✉❧6✐♣❧②✐♥❣ 6❤3♦✉❣❤♦✉6 ❜② λ̂j ✐♥ ❡=✉❛6✐♦♥ ✭✷✳✶✻✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡

6❤❛6

n∑

i=1

(
p̂ij −

λ̂j

λ̂2

p̂i2

)
= 0, ❢♦3 j = 1, ✭✷✳✷✹✮

✇❤❡3❡ p̂ij =
λ̂jfj(xi)

g(xi;λ̂)
✳ ❆. ✭✷✳✷✹✮ ❛❧.♦ ❤♦❧❞. ❢♦3 j = 2✱ ✇❡ ❝❛♥ .✉♠ ♦✈❡3 j = 1, 2 ✐♥ ✭✷✳✷✹✮ 6♦

❣✐✈❡

λ̂2 =
n∑

i=1

p̂i2/n. ✭✷✳✷✺✮

❙✉❜.6✐6✉6✐♦♥ ♥♦✇ ♦❢ ✭✷✳✷✺✮ ✐♥6♦ ✭✷✳✷✹✮ ②✐❡❧❞.

λ̂j =
1

n

n∑

i=1

p̂ij. ✭✷✳✷✻✮

❚❤❡ 3❡.✉❧6✐♥❣ ❡=✉❛6✐♦♥ ✭✷✳✷✻✮ ❢♦3 6❤❡ ▼▲❊ λ̂j ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥6✐✜❡❞ ✇✐6❤ 6❤❡ ✐6❡3❛6✐✈❡ .♦❧✉6✐♦♥

✭✷✳✷✷✮✳ ❚❤❡ ❧❛66❡3 .♦❧✈❡. 6❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡=✉❛6✐♦♥ ❜② .✉❜.6✐6✉6✐♥❣ ❛♥ ✐♥✐6✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ❢♦3 λj

✐♥6♦ 6❤❡ 3✐❣❤6✲❤❛♥❞ .✐❞❡ ♦❢ ✭✷✳✷✻✮✱ ✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞. ❛ ♥❡✇ ❡.6✐♠❛6❡ ❢♦3 λj✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ 6✉3♥ ✐.

.✉❜.6✐6✉6❡❞ ✐♥6♦ 6❤❡ 3✐❣❤6✲❤❛♥❞ .✐❞❡ ♦❢ ✭✷✳✷✻✮ 6♦ ②✐❡❧❞ ❛ ♥❡✇ ❡.6✐♠❛6❡✱ ❛♥❞ .♦ ♦♥ ✉♥6✐❧

❝♦♥✈❡3❣❡♥❝❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ✹ ✭❆ ◆✉♠❡3✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡✮✳ ❆! ❛ ♥✉♠❡'✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❣❡♥❡'❛0❡❞ ❛ '❛♥❞♦♠

!❛♠♣❧❡ ♦❢ n = 50 ♦❜!❡'✈❛0✐♦♥! x1, ..., xn ❢'♦♠ ❛ ♠✐①0✉'❡ ♦❢ 0✇♦ ✉♥✐✈❛'✐❛0❡ ♥♦'♠❛❧ ❞❡♥!✐0✐❡!

✇✐0❤ ♠❡❛♥! µ1 = 0 ❛♥❞ µ2 = 2 ❛♥❞ ❝♦♠♠♦♥ ✈❛'✐❛♥❝❡ σ2 = 1 ✐♥ ♣'♦♣♦'0✐♦♥! λ1 = 0.8 ❛♥❞
λ2 = 0.2✳ ❙0❛'0✐♥❣ 0❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦'✐0❤♠ ❢'♦♠ λ

(0)
1 = 0.5✱ ✐0 ❝♦♥✈❡'❣❡❞ ❛❢0❡' ✷✼ ✐0❡'❛0✐♦♥! 0♦

0❤❡ !♦❧✉0✐♦♥ λ̂1 = 0.75743✳ ❚❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦'✐0❤♠ ✇❛! !0♦♣♣❡❞ ✇❤❡♥

|λ(t+1)
1 − λ

(t)
1 | < 10−5. ✭✷✳✷✼✮

■0 ✇❛! ❛❧!♦ !0❛'0❡❞ ❢'♦♠ 0❤❡ ♠♦♠❡♥0 ❡!0✐♠❛0❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

λ̃1 = (x− µ2)/(µ1 − µ2) = 0.86815 ✭✷✳✷✽✮

❛♥❞✱ ✉!✐♥❣ 0❤❡ !❛♠❡ !0♦♣♣✐♥❣ ❝'✐0❡'✐♦♥✱ ✐0 ❝♦♥✈❡'❣❡❞ ❛❢0❡' ✸✵ ✐0❡'❛0✐♦♥! 0♦ λ̂1✳

■♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✶✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❧✐!0❡❞ 0❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ λ
(t)
1 ❛♥❞ ♦❢ logL(λ(t)

1 ) ❢♦' ✈❛'✐♦✉! ✈❛❧✉❡! ♦❢ t✳ ■0
❝❛♥ ❜❡ !❡❡♥ 0❤❛0 ✐0 ✐! ❞✉'✐♥❣ 0❤❡ ✜'!0 ❢❡✇ ✐0❡'❛0✐♦♥! 0❤❛0 0❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦'✐0❤♠ ♠❛❦❡! ♠♦!0 ♦❢

✐0! ♣'♦❣'❡!! ✐♥ '❡❛❝❤✐♥❣ 0❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ 0❤❡ ❧♦❣ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝0✐♦♥✳

❚❤✐. ♠❡6❤♦❞ ♦❢ ♠♦♠❡♥6. ❝❛♥ ❛❧.♦ ❜❡ ✉.❡❞ ❢♦3 m .♠❛❧❧✳
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■,❡.❛,✐♦♥

t λ
(t)
1 logL(λ(t)

1 )
0 0.50000 −91.87811
1 0.68421 −85.55353
2 0.70304 −85.09035
3 0.71792 −84.81398
4 0.72885 −84.68609
5 0.73665 −84.63291
6 0.74218 −84.60978
✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

27 0.75743 −84.58562

❚❛❜❧❡ ✷✳✶ ✕ ❘❡7✉❧,7 ♦❢ ❊▼ ❛❧❣♦.✐,❤♠ ❢♦. ❡①❛♠♣❧❡ ♦♥ ❊7,✐♠❛,✐♦♥ ♦❢ ♠✐①✐♥❣ ♣.♦♣♦.,✐♦♥7

✷✳✷✳✸ ❚❤❡ ▼▼ ❛❧❣♦+✐-❤♠ ❛♥❞ ❊▼ ❛❧❣♦+✐-❤♠

❊✈❡.② ❊▼ ❛❧❣♦.✐,❤♠ ✐7 ❛ 7♣❡❝✐❛❧ ❝❛7❡ ♦❢ ,❤❡ ♠♦.❡ ❣❡♥❡.❛❧ ❝❧❛77 ♦❢ ▼▼ ✭▼❛❥♦.✐③❛,✐♦♥✲

▼✐♥♦.✐③❛,✐♦♥✮ ♦♣,✐♠✐③❛,✐♦♥ ❛❧❣♦.✐,❤♠7✳ ❆♥ ▼▼ ❛❧❣♦.✐,❤♠ ♦♣❡.❛,❡7 ❜② ❝.❡❛,✐♥❣ ❛ 7✉.✲

.♦❣❛,❡ ❢✉♥❝,✐♦♥ ,❤❛, ♠✐♥♦.✐③❡7 ♦. ♠❛❥♦.✐③❡7 ,❤❡ ♦❜❥❡❝,✐✈❡ ❢✉♥❝,✐♦♥✳ ❲❤❡♥ ,❤❡ 7✉..♦❣❛,❡

❢✉♥❝,✐♦♥ ✐7 ♦♣,✐♠✐③❡❞✱ ,❤❡ ♦❜❥❡❝,✐✈❡ ❢✉♥❝,✐♦♥ ✐7 ❞.✐✈❡♥ ✉♣❤✐❧❧ ♦. ❞♦✇♥❤✐❧❧ ❛7 ♥❡❡❞❡❞✳ ❚❤❡

♦.✐❣✐♥❛❧ ✐❞❡❛ ♦❢ ,❤❡ ▼▼ ❛❧❣♦.✐,❤♠ ❝❛♥ ❜❡ ❞❛,❡❞ ❜❛❝❦ ❛, ❧❡❛7, ,♦ ❖.,❡❣❛ ❛♥❞ ❘❤❡✐♥❜♦❧❞,

❬✶✾✼✵❪ ✐♥ ,❤❡ ❝♦♥,❡①, ♦❢ ❧✐♥❡ 7❡❛.❝❤ ♠❡,❤♦❞7✳ ❉❡ ▲❡❡✉✇ ❛♥❞ ❍❡✐7❡. ❬✶✾✼✼❪ ♣.❡7❡♥,❡❞ ❛♥

▼▼ ❛❧❣♦.✐,❤♠ ❢♦. ♠✉❧,✐❞✐♠❡♥7✐♦♥❛❧ 7❝❛❧✐♥❣ ❝♦♥,❡♠♣♦.❛.② ✇✐,❤ ,❤❡ ❝❧❛77✐❝ ❉❡♠♣7,❡. ❡, ❛❧✳

❬✶✾✼✼❪ ♣❛♣❡. ♦♥ ❊▼ ❛❧❣♦.✐,❤♠7✳ ❚❤❡ 7❛♠❡ ✐❞❡❛ ❦❡♣, .❡❛♣♣❡❛.✐♥❣ ✉♥❞❡. ❞✐✛❡.❡♥, ❣✉✐7❡7

✐♥ ❞✐✛❡.❡♥, ❛.❡❛7 ✉♥,✐❧ ❍✉♥,❡. ❛♥❞ ▲❛♥❣❡ ❬✷✵✵✵❪ ♣✉, ❢♦.,❤ ✧▼▼✧ ❛7 ❣❡♥❡.❛❧ ❢.❛♠❡✇♦.❦✳

❚❤❡② 7,❛,❡❞ ,❤❡ ❣❡♥❡.❛❧ ♣.✐♥❝✐♣❧❡✱ 7❦❡,❝❤❡❞ ✈❛.✐♦✉7 ♠❡,❤♦❞7 ♦❢ ♠❛❥♦.✐③❛,✐♦♥ ❛♥❞ ♣.♦♣♦7❡❞

❛ ✈❛.✐❡,② ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛,✐♦♥7✳ ■♥ ,❤❡✐. ✈✐❡✇✱ ▼▼ ❛❧❣♦.✐,❤♠7 ❛.❡ ✉7❡❢✉❧ ❡①,❡♥7✐♦♥7 ♦❢ ,❤❡ ❝❧❛77

♦❢ ❊▼ ❛❧❣♦.✐,❤♠7 ❛♥❞ ▼▼ ❛❧❣♦.✐,❤♠7 ❛.❡ ❡❛7✐❡. ,♦ ✉♥❞❡.7,❛♥❞ ❛♥❞ 7♦♠❡,✐♠❡7 ❡❛7✐❡. ,♦

❛♣♣❧② ,❤❛♥ ❊▼ ❛❧❣♦.✐,❤♠7✳

▼▼ ❛❧❣♦.✐,❤♠7 ❡①♣❧♦✐, ❛♥ ♦♣,✐♠✐③❛,✐♦♥ ,❡❝❤♥✐T✉❡ ,❤❛, ❡①,❡♥❞7 ,❤❡ ❝❡♥,.❛❧ ✐❞❡❛ ♦❢

❊▼ ❛❧❣♦.✐,❤♠7 ,♦ 7✐,✉❛,✐♦♥7 ♥♦, ♥❡❝❡77❛.✐❧② ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♠✐77✐♥❣ ❞❛,❛ ♥♦. ❡✈❡♥ ♠❛①✐♠✉♠

❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡7,✐♠❛,✐♦♥✳ ❚❤❡ ▼▼ ♣.✐♥❝✐♣❧❡ ✐7 ❜❛7❡❞ ♦♥ ,❤❡ ♥♦,✐♦♥ ♦❢ ✭,❛♥❣❡♥,✮ ♠❛❥♦.✐③❛,✐♦♥✳

❆ .❡❛❧✲✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝,✐♦♥ ♦❢ θ ✇❤♦7❡ ❢♦.♠ ❞❡♣❡♥❞7 ♦♥ θ(t)✱ ❞❡♥♦,❡ h(θ|θ(t))✱ ✐7 7❛✐❞ ,♦ ♠✐♥♦$✐③❡

❛ .❡❛❧✲✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝,✐♦♥ L(θ) ❛, ,❤❡ ♣♦✐♥, θ(t) ♣.♦✈✐❞❡❞

h(θ|θ(t)) ≤ L(θ), ∀θ ❛♥❞ h(θ(t)|θ(t)) = L(θ(t)).

■♥ ♦,❤❡. ✇♦.❞7✱ ,❤❡ 7✉.❢❛❝❡ L(θ) ✐7 ❧♦✇❡. ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ,❤❡ 7✉.❢❛❝❡ θ 7→ h(θ|θ(t)) ❛♥❞ ✐7

,❛♥❣❡♥, ,♦ ✐, ❛, ,❤❡ ♣♦✐♥, θ = θ(t)✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝,✐♦♥ h(θ|θ(t)) ✐7 7❛✐❞ ,♦ ♠❛❥♦$✐③❡ L(θ) ❛, θ(t) ✐❢

−h(θ|θ(t)) ♠✐♥♦.✐③❡7 − L(θ) ❛, θ(t).

❍❡.❡ θ(t) .❡♣.❡7❡♥,7 ,❤❡ ❝✉..❡♥, ✐,❡.❛,❡ ✐♥ ❛ 7❡❛.❝❤ ♦❢ ,❤❡ 7✉.❢❛❝❡ L(θ)✳ ■♥ ,❤❡ ♠❛❥♦.✐③❛,✐♦♥

✈❡.7✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ ▼▼ ❛❧❣♦.✐,❤♠✱ ✇❡ ♠❛①✐♠✐③❡ ,❤❡ 7✉..♦❣❛,❡ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❢✉♥❝,✐♦♥ h(θ|θ(t))
.❛,❤❡. ,❤❛♥ ,❤❡ ❛❝,✉❛❧ ❢✉♥❝,✐♦♥ L(θ)✳ ■❢ θ(t+1)

❞❡♥♦,❡7 ,❤❡ ♠❛①✐♠✐③❡. ♦❢ h(θ|θ(t))✱ ,❤❡♥

✶✽
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♦♥❡ ❝❛♥ 1❤♦✇ 4❤❛4 4❤❡ ▼▼ ♣6♦❝❡❞✉6❡ ❢♦6❝❡1 L(θ) ✉♣❤✐❧❧✳ ❋✐❣ ✷✳✷ 1❤♦✇1 4❤❡ 6❡❧❛4✐♦♥1

L(θ(t)) = h(θ(t)|θ(t)) ≤ h(θ(t+1)|θ(t)) ≤ L(θ(t+1)).

❲✐4❤ 146❛✐❣❤4❢♦6✇❛6❞ ❝❤❛♥❣❡1✱ ✐♥ 4❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛4✐♦♥ ✈❡61✐♦♥ ♦❢ 4❤❡ ▼▼ ❛❧❣♦6✐4❤♠✱ ✇❡

♠✐♥✐♠✐③❡ 4❤❡ 1✉66♦❣❛4❡ ♠❛❥♦6✐③✐♥❣ ❢✉♥❝4✐♦♥ h(θ|θ(t))✳ ❚❤✉1✱ 4❤❡ ❛❝6♦♥②♠ ▼▼ ❞♦❡1 ❞♦✉❜❧❡

❞✉4②✱ 1❡6✈✐♥❣ ❛1 ❛♥ ❛❜❜6❡✈✐❛4✐♦♥ ♦❢ ❜♦4❤ ♣❛✐61 ♠❛❥♦$✐③❡✲♠✐♥✐♠✐③❡ ❛♥❞ ♠✐♥♦$✐③❡✲♠❛①✐♠✐③❡✳

▲❡4 X ❜❡ 6❛♥❞♦♠ ✈❡❝4♦6 ✇❤✐❝❤ 6❡1✉❧41 ❢6♦♠ ❛ ♣❛6❛♠❡4❡6✐③❡❞ ❢❛♠✐❧② ❛♥❞ X ✐1 ❛11♦❝✐✲

❛4❡❞ 4♦ ❛ ♠✐11✐♥❣ ❞❛4❛✳ ❚❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦6✐4❤♠ ✐1 ❛♥ ✐4❡6❛4✐✈❡ ♣6♦❝❡❞✉6❡ ❢♦6 ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❧♦❣

❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝4✐♦♥ L(θ) = logP(X|θ)✳ ❆11✉♠❡ 4❤❛4 ❛❢4❡6 4❤❡ t4❤ ✐4❡6❛4✐♦♥ 4❤❡ ❝✉66❡♥4

❡14✐♠❛4❡ ❢♦6 θ ✐1 ❣✐✈❡♥ ❜② θ(t)
✳ ❲❡ ✇✐1❤ 4♦ ❝♦♠♣✉4❡ ❛♥ ✉♣❞❛4❡❞ ❡14✐♠❛4❡ θ 1✉❝❤ 4❤❛4

L(θ) > L(θ(t)) ♦6 ✇❡ ✇❛♥4 4♦ ♠❛①✐♠✐③❡ 4❤❡ ❞✐✛❡6❡♥❝❡

L(θ)− L(θ(t)) = logP(X|θ)− logP(X|θ(t)).

❉❡♥♦4❡ 4❤❡ ❤✐❞❞❡♥ 6❛♥❞♦♠ ✈❡❝4♦6 ❜② Z ❛♥❞ ❛ ❣✐✈❡♥ 6❡❛❧✐③❛4✐♦♥ ❜② z✳ ❚❤❡ 4♦4❛❧ ♣6♦❜❛❜✐❧✐4②

logP(X|θ) ♠❛② ❜❡ ✇6✐44❡♥ ✐♥ 4❡6♠1 ♦❢ 4❤❡ ❤✐❞❞❡♥ ✈❛6✐❛❜❧❡1 z ❛1

P(X|θ) =
∑

z

P(X|z,θ)P(z|θ).

❙✐♥❝❡ P(z|X,θ(t)) ✐1 ❛ ♣6♦❜❛❜✐❧✐4② ♠❡❛1✉6❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ 4❤❛4

P(z|X,θ(t)) ≥ 0 ❛♥❞

∑

z

P(z|X,θ(t)) = 1.

❚❤❡♥

L(θ)− L(θ(t)) = log
∑

z

P(X|z,θ)P(z|θ)− logP(X|θ(t))

= log
∑

z

P(X|z,θ)P(z|θ).P(z|X,θ(t))

P(z|X,θ(t))
− logP(X|θ(t))

= log
∑

z

P(z|X,θ(t)).
P(X|z,θ)P(z|θ)
P(z|X,θ(t))

− logP(X|θ(t))

≥
∑

z

P(z|X,θ(t)). log
P(X|z,θ)P(z|θ)
P(z|X,θ(t))

− logP(X|θ(t))

=
∑

z

P(z|X,θ(t)). log
P(X|z,θ)P(z|θ)

P(z|X,θ(t))P(X|θ(t))

:= ∆(θ|θ(t)).

❊L✉✐✈❛❧❡♥4❧② ✇❡ ♠❛② ✇6✐4❡

L(θ) ≥ L(θ(t)) + ∆(θ|θ(t)) := h(θ|θ(t)).

✶✾
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❆❞❞✐.✐♦♥❛❧❧②✱ ♦❜6❡8✈❡ .❤❛.✱

h(θ(t)|θ(t)) = L(θ(t)) + ∆(θ(t)|θ(t))

= L(θ(t)) +
∑

z

P(z|X,θ(t)). log
P(X|z,θ(t))P(z|θ(t))

P(z|X,θ(t))P(X|θ(t))

= L(θ(t)) +
∑

z

P(z|X,θ(t)). log
P(X, z|θ(t))

P(X, z|θ(t))

= L(θ(t)) +
∑

z

P(z|X,θ(t)). log 1

= L(θ(t)).

❚❤❡ ❢✉♥❝.✐♦♥ h(θ|θ(t)) ✐6 ✉♣♣❡8✲❜♦✉♥❞❡❞ ❜② .❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝.✐♦♥ L(θ)✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝.✐♦♥6

❛8❡ ❡A✉❛❧ ❛. θ = θ(t)
✳ ❚❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦8✐.❤♠ ❝❤♦♦6❡6 θ(t+1)

❛6 .❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ θ ❢♦8 ✇❤✐❝❤

h(θ|θ(t)) ✐6 ❛ ♠❛①✐♠✉♠✳ ❙✐♥❝❡ L(θ) ≥ h(θ|θ(t)) ✐♥❝8❡❛6✐♥❣ h(θ|θ(t)) ❡♥6✉8❡6 .❤❛. .❤❡

✈❛❧✉❡ ♦❢ .❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝.✐♦♥ L(θ) ✐6 ✐♥❝8❡❛6❡❞ ❛. ❡❛❝❤ 6.❡♣✳ ❖✉8 ♦❜❥❡❝.✐✈❡ ✐6 .♦ ❝❤♦♦6❡

❛ ✈❛❧✉❡6 ♦❢ θ 6♦ .❤❛. L(θ) ✐6 ♠❛①✐♠✐③❡❞✳ ❋♦8♠❛❧❧② ✇❡ ❤❛✈❡✱

θ(t+1) = ❛8❣♠❛①

θ∈Θ
{h(θ|θ(t+1))}

= ❛8❣♠❛①

θ∈Θ

{
L(θ(t)) +

∑

z

P(z|X,θ(t)). log
P(X|z,θ)P(z|θ)

P(z|X,θ(t))P(X|θ(t))

}

◆♦✇ ❞8♦♣ .❡8♠6 ✇❤✐❝❤ ❛8❡ ❝♦♥6.❛♥. ✇✳8✳.✳ θ

= ❛8❣♠❛①

θ∈Θ

{
∑

z

P(z|X,θ(t)). logP(X|z,θ)P(z|θ) + ❝♦♥6.❛♥.(θ(t))

}

= ❛8❣♠❛①

θ∈Θ

{
∑

z

P(z|X,θ(t)). log
P(X, z,θ)

P(z,θ)

P(z,θ)

P(θ)
+ ❝♦♥6.❛♥.(θ(t))

}

= ❛8❣♠❛①

θ∈Θ

{
∑

z

P(z|X,θ(t)). logP(X, z|θ) + ❝♦♥6.❛♥.(θ(t))

}

= ❛8❣♠❛①

θ∈Θ

{
EZ|X,θ(t) [logP(X, z|θ)] + ❝♦♥6.❛♥.(θ(t))

}

:= ❛8❣♠❛①

θ∈Θ

{
Q(θ|θ(t)) + ❝♦♥6.❛♥.(θ(t))

}
.

●✐✈❡♥ ❛♥ ❛8❜✐.8❛8② 6.❛8.✐♥❣ ✈❛❧✉❡ θ(0)
✱ 8❡♠✐♥❞ ❤❡8❡ .❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦8✐.❤♠ ❣❡♥❡8❛.❡6 ❛

6❡A✉❡♥❝❡ (θ(t))t≥1 ❜② ✐.❡8❛.✐♥❣ .❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ 6.❡♣6✿

✶✳ ❊✲"#❡♣✿ ❝♦♠♣✉%❡ Q(θ|θ(t)) = EZ|X,θ(t) [logP(X, z|θ)]

✷✳ ▼✲"#❡♣✿ '❡% θ(t+1) = ❛8❣♠❛①

θ∈Θ
Q(θ|θ(t))✳

❚❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦8✐.❤♠ ✐6 ❛❝.✉❛❧❧② ❛ 6♣❡❝✐❛❧ ❝❛6❡ ♦❢ .❤❡ ▼▼ ❛❧❣♦8✐.❤♠✳ ■❢ .❤❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞

♦❢ .❤❡ ♦❜6❡8✈❡❞ ❞❛.❛ ✐6 L(θ)✱ ❛♥❞ Q(θ|θ(t)) ✐6 .❤❡ ❢✉♥❝.✐♦♥ ❝8❡❛.❡❞ ✐♥ .❤❡ ❊✲6.❡♣✳ ▲❡.

✷✵
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❋✐❣✉0❡ ✷✳✷ ✕ ▼▼ ♣0✐♥❝✐♣❧❡

h(θ|θ(t)) = Q(θ|θ(t)) + ❝♦♥89❛♥9(θ(t)) 8✉❝❤ 9❤❛9 h(θ|θ(t)) ✐8 ♠✐♥♦0✐③❡ L(θ) ❛9 θ(t)
✳ ❚❤❡♥

9❤❡ ♠✐♥♦0✐③❛9✐♦♥

L(θ) ≥ Q(θ|θ(t)) + L(θ(t))−Q(θ(t)|θ(t))

✐8 9❤❡ ❦❡② 9♦ ❊▼ ❛❧❣♦0✐9❤♠✳ ▼♦0❡♦✈❡0✱ 9❤✐8 ✐♥8✉0❡8 ❛♥ ❛!❝❡♥% ♣'♦♣❡'%②

L(θ(t+1)) ≥ L(θ(t)).

✷✳✷✳✹ ❊▼ ❛❧❣♦)✐+❤♠ ❢♦) ♠✐①+✉)❡ ♠♦❞❡❧

■♥ ✜♥✐9❡ ♠✐①9✉0❡ ♠♦❞❡❧8✱ 9❤❡ ❝♦♠♣❧❡%❡ ❞❛%❛ ❛88♦❝✐❛9❡❞ ✇✐9❤ 9❤❡ ❛❝9✉❛❧❧② ♦❜8❡0✈❡❞ 8❛♠♣❧❡

x ✐8 y = (x,Z)✱ ✇❤❡0❡ 9♦ ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✭♠✉❧9✐✈❛0✐❛9❡✮ ♦❜8❡0✈❛9✐♦♥ xi ✐8 ❛88♦❝✐❛9❡❞

❛♥ ✐♥❞✐❝❛9♦0 ✈❛0✐❛❜❧❡ Zi ❞❡♥♦9✐♥❣ ✐98 ❝♦♠♣♦♥❡♥9 ♦❢ ♦0✐❣✐♥✳ ■9 ✐8 ❝♦♠♠♦♥ 9♦ ❞❡✜♥❡ Zi =
(Zi1, . . . , Zim) ✇✐9❤ 9❤❡ ✐♥❞✐❝❛9♦0 ✈❛0✐❛❜❧❡8

Zij = I{♦❜8❡0✈❛9✐♦♥ i ❝♦♠❡8 ❢0♦♠ ❝♦♠♣♦♥❡♥9 j},
m∑

j=1

Zij = 1.

❋0♦♠ ✭✷✳✶✮✱ 9❤✐8 ♠❡❛♥8 9❤❛9 Pθ(Zij = 1) = λj, ❛♥❞ (X i|Zij = 1) ∼ fj✱ j = 1, ...,m✳ ■♥

9❤✐8 ❝❛8❡✱ 9❤❡ ❡①♣❡❝9❛9✐♦♥ ✐8 ✇✳0✳9✳ 9❤❡ ❝♦♥❞✐9✐♦♥❛❧ ❞✐890✐❜✉9✐♦♥ ♦❢ 9❤❡ Zij✬8✱

Q(θ|θ(t)) := E

[
n∑

i=1

m∑

j=1

Zij log λjfj(xi)|x,θ(t)

]

=
n∑

i=1

m∑

j=1

E
[
Zij|x,θ(t)

]
log(λjfj(xi)). ✭✷✳✷✾✮

✷✶
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◆❡①/ ✇❡ ❝♦♠♣✉/❡

E
[
Zij|x,θ(t)

]
= Pθ(t)(Zij = 1|xi)

=
Pθ(t)(xi|Zij = 1)Pθ(t)(Zij = 1)

Pθ(t)(xi)

=
λ
(t)
j f

(t)
j (xi)

∑m
j′=1 λ

(t)
j′ f

(t)
j′ (xi)

:= p
(t)
ij . ✭✷✳✸✵✮

❚❤✐< ✐< ❇❛②❡< ❢♦A♠✉❧❛ ❛♥❞ p
(t)
ij := Pθ(t)(Zij = 1|xi) ✐< /❤❡ ♣♦"#❡%✐♦% ♣%♦❜❛❜✐❧✐#② /❤❛/ /❤❡

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ i ❝♦♠❡< ❢A♦♠ ❝♦♠♣♦♥❡♥/ j✳

❚❤❡ ▼✲</❡♣ ✐< ❛ ❝♦♥</A❛✐♥❡❞ ♠❛①✐♠✐③❛/✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥< /❤❛/ /❤❡A❡ ❛A❡ ❝♦♥</A❛✐♥/< ♦♥

✈❛❧✐❞ <♦❧✉/✐♦♥< ♥♦/ ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ /❤❡ ❢✉♥❝/✐♦♥ ✐/<❡❧❢✳ ◆❛♠❡❧②✱ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ Q(θ|θ(t)) <✉❝❤ /❤❛/∑m
j=1 λj = 1✳ ❙✉❝❤ ♣A♦❜❧❡♠< ❝❛♥ ❜❡ <♦❧✈❡❞ ✉<✐♥❣ /❤❡ ♠❡/❤♦❞ ♦❢ ▲❛❣A❛♥❣❡ ♠✉❧/✐♣❧✐❡A<✳ ❚♦

♠❛①✐♠✐③❡ ❛ ❢✉♥❝/✐♦♥ Q(θ|θ(t)) ♦♥ /❤❡ ♦♣❡♥ <❡/ ✐♥ R <✉❜❥❡❝/ /♦ /❤❡ ❝♦♥</A❛✐♥/

∑m
j=1 λj−1 =

0 ✐/ <✉✣❝❡< /♦ ♠❛①✐♠✐③❡ /❤❡ ✉♥❝♦♥</A❛✐♥❡❞ ❢✉♥❝/✐♦♥

F (θ, α) = Q(θ|θ(t))− α

(
m∑

j=1

λj − 1

)
✭✷✳✸✶✮

✐♥ /❤❡ ✉♥✉<✉❛❧ ✉♥❝♦♥</A❛✐♥❡❞ ♠❛♥♥❡A✱ ❜② <♦❧✈✐♥❣ /❤❡ <②</❡♠ ♦❢ ❡O✉❛/✐♦♥<

{
∂F (θ,α)

∂λj
= 0, j = 1, · · · ,m

∂F (θ,α)
∂α

= 0

♥❛♠❡❧②✱

n∑

i=1

p
(t)
ij

1

λj

− α = 0, ❛♥❞

m∑

j=1

λj − 1 = 0.

■/ ✐< ❡O✉✐✈❛❧❡♥/ /♦

λj =
1

α

n∑

i=1

p
(t)
ij , ❛♥❞

1

α

m∑

j=1

n∑

i=1

p
(t)
ij = 1

✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞< /♦ /❤❡ <♦❧✉/✐♦♥ α = 1
n
❛♥❞ λj =

1
n

∑n
i=1 p

(t)
ij ✳

❚❤❡A❡❢♦A❡✱ /❤❡ ▼✲</❡♣ ❢♦A ✜♥✐/❡ ♠✐①/✉A❡ ♠♦❞❡❧< ❛❧✇❛②< ❧♦♦❦< ♣❛A/❧② /❤❡ <❛♠❡✿ ◆♦

♠❛//❡A ✇❤❛/ ❢♦A♠ /❤❡ fj✬< /❛❦❡✱ /❤❡ ✉♣❞❛/❡< /♦ /❤❡ ♠✐①✐♥❣ ♣A♦♣♦A/✐♦♥< ❛A❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

λ
(t+1)
j =

1

n

n∑

i=1

p
(t)
ij , ❢♦A j = 1, . . . ,m, ✭✷✳✸✷✮

❚❤❡ ✉♣❞❛/❡< ❢♦A /❤❡ fj✬< ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ /❤❡ ♣❛A/✐❝✉❧❛A ❢♦A♠ ♦❢ /❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥/ ❞❡♥<✐/✐❡<✳ ■♥

♣❛A❛♠❡/A✐❝ ♠✐①/✉A❡< ✭✐✳❡✳ ✇❤❡♥ /❤❡ ❢❛♠✐❧② F ✐< ❝♦♠♣❧❡/❡❧② <♣❡❝✐✜❡❞ ❜② ❛ ✜♥✐/❡✲❞✐♠❡♥<✐♦♥❛❧

♣❛A❛♠❡/❡A✮✱ /❤❡ ✉♣❞❛/❡< ♦❢ /❤❡<❡ ♣❛A❛♠❡/❡A< ❛A❡ ♦❢/❡♥ </A❛✐❣❤/❢♦A✇❛A❞✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❧♦♦❦❡❞

❧✐❦❡ ✇❡✐❣❤/❡❞ ▼▲❊ ❡</✐♠❛/❡<✳ ❚❤✐< ✐< /❤❡ ❝❛<❡ ❢♦A✱ ❡✳❣✳✱ ●❛✉<<✐❛♥ ♠✐①/✉A❡<✳

✷✷
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✷✳✷✳✺ ❚❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦,✐.❤♠ ❢♦, .❤❡ ♣❛,❛♠❡.,✐❝ ♠✐①.✉,❡ ♠♦❞❡❧

❚❤❡ ♠✐①1✉3❡✲❞❡♥7✐1② ♣❛3❛♠❡1❡3 ❡71✐♠❛1✐♦♥ ♣3♦❜❧❡♠ ✐7 ♣3♦❜❛❜❧② ♦♥❡ ♦❢ 1❤❡ ♠♦71 ✇✐❞❡❧②

✉7❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛1✐♦♥7 ♦❢ 1❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦3✐1❤♠ ✐♥ 1❤❡ ❝♦♠♣✉1❛1✐♦♥❛❧ ♣❛11❡3♥ 3❡❝♦❣♥✐1✐♦♥ ❝♦♠♠✉✲

♥✐1②✳ ■♥ 1❤✐7 ❝❛7❡✱ ✇❡ ❛77✉♠❡ 1❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣3♦❜❛❜✐❧✐71✐❝ ♠♦❞❡❧✿

gθ(x) =
m∑

j=1

λjfj(x|ξj),

✇❤❡3❡ 1❤❡ ♣❛3❛♠❡1❡37 ❛3❡ θ = (λ1, ..., λm, ξ1, ..., ξm) 7✉❝❤ 1❤❛1

∑m
j=1 λi = 1 ❛♥❞ ❡❛❝❤ fj ✐7

❛ ❞❡♥7✐1② ❢✉♥❝1✐♦♥ ♣❛3❛♠❡1❡3✐③❡❞ ❜② ξj✳ ■♥ ♦1❤❡3 ✇♦3❞7✱ ✇❡ ❛77✉♠❡ ✇❡ ❤❛✈❡ m ❝♦♠♣♦♥❡♥1

❞❡♥7✐1✐❡7 ♠✐①❡❞ 1♦❣❡1❤❡3 ✇✐1❤ m ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛3❛♠❡1❡37 ξj✳

●✐✈❡♥ ❛♥ ❛3❜✐13❛3② 71❛31✐♥❣ ✈❛❧✉❡ θ(0)
✱ 1❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦3✐1❤♠ ✐7 ❣✐✈❡♥ ❜② ✐1❡3❛1✐♥❣ 1❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ 71❡♣7✿

✶✳ ❊✲"#❡♣✿ ❝♦♠♣✉%❡ Q(θ|θ(t))✳
■♥ 1❤✐7 ❝❛7❡✱ ❢3♦♠ ✭✷✳✷✾✮ ❛♥❞ ✭✷✳✸✵✮✱

Q(θ|θ(t)) =
n∑

i=1

m∑

j=1

p
(t)
ij log λjfj(xi|ξj), ✭✷✳✸✸✮

✇❤❡3❡ 1❤❡ ♣♦"#❡%✐♦% ♣%♦❜❛❜✐❧✐#② ✐7 ❣✐✈❡♥ ❜②

p
(t)
ij =

λ
(t)
j fj(xi|ξ(t)j )

∑m
j′=1 λ

(t)
j′ fj′(xi|ξ(t)j′ )

. ✭✷✳✸✹✮

✷✳ ▼✲"#❡♣✿ '❡% θ(t+1) = ❛3❣♠❛①

θ∈Θ
Q(θ|θ(t))✳

■♥ 1❤❡ ✜♥✐1❡ ♠✐①1✉3❡ ♠♦❞❡❧✱ 1❤❡ ✉♣❞❛1❡❞ ❡71✐♠❛1❡7 λ
(t+1)
j ♦❢ ♠✐①✐♥❣ ♣3♦♣♦31✐♦♥7 λj

❛3❡ ❝❛❧❝✉❧❛1❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥1❧② ♦❢ 1❤❡ ✉♣❞❛1❡❞ ❡71✐♠❛1❡ ξ(t+1)
♦❢ 1❤❡ ♣❛3❛♠❡1❡3 ✈❡❝1♦3

ξ = (ξ1, · · · , ξm) ✱ ♥❛♠❡❧② ❛7 ✭✷✳✸✷✮

λ
(t+1)
j =

1

n

n∑

i=1

p
(t)
ij , ❢♦3 j = 1, . . . ,m.

❖❜✈✐♦✉7❧②✱ ξ(t+1)
✐7 ♦❜1❛✐♥❡❞ ❛7 ❛♥ ❛♣♣3♦♣3✐❛1❡ 3♦♦1 ♦❢

∂Q(θ|θ(t))

∂ξ
=

n∑

i=1

m∑

j=1

p
(t)
ij

∂ log fj(xi|ξj)
∂ξ

= 0. ✭✷✳✸✺✮

❖♥❡ ♥✐❝❡ ❢❡❛1✉3❡ ♦❢ 1❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦3✐1❤♠ ✐7 1❤❛1 1❤❡ 7♦❧✉1✐♦♥ ♦❢ ✭✷✳✸✺✮ ♦❢1❡♥ ❡①✐717 ✐♥ ❝❧♦7❡❞

❢♦3♠✱ ❛7 ✐7 1♦ ❜❡ ❞❡♠♦♥713❛1❡❞ ❢♦3 1❤❡ ♥♦3♠❛❧ ♠✐①1✉3❡ ♠♦❞❡❧ ❤❡3❡❛❢1❡3✳

✷✸
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●❛✉##✐❛♥ ♠✐①(✉)❡ ♠♦❞❡❧ ✭❆❞❛♣(❡❞ ✐♥ 1❧❛##❡ ❬✷✵✶✸❪✮

❲❡ ♥♦✇ 1✉3♥ ♦✉3 ❛11❡♥1✐♦♥ 1♦ 1❤❡ ❝❛8❡ ✇❤❡♥ ❡❛❝❤ fj ♠❛② ❜❡ 3❡♣3❡8❡♥1❡❞ ❛8

fj(xi|ξj) =
1

(2π)r/2
√

detΣj

e−
1
2
(xi−µj)

TΣ−1
j (xi−µj), ξj = (µj,Σj), ✭✷✳✸✻✮

✇❤❡3❡ ❛8 81❛1❡❞ ✐♥ 1❤❡ ✐♥13♦❞✉❝1✐♦♥ xi ∈ Rr
✱ µj ∈ Rr

❛♥❞ Σj ✐8 ❛ r× r 8②♠♠❡13✐❝ ♣♦8✐1✐✈❡

❞❡✜♥✐1❡ ♠❛13✐①✳ ❲❡ ❛88✉♠❡ 1❤❛1 ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❝✉33❡♥1 ❛♣♣3♦①✐♠❛1❡ ♠❛①✐♠✐③❡3 ♦❢ ♦✉3 ❢✉♥❝1✐♦♥

Q ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞❡♥♦1❡ ❜② θ(t) = (λ
(t)
1 , ..., λ

(t)
m , (µ

(t)
1 ,Σ

(t)
1 ), ..., (µ

(t)
m ,Σ

(t)
m ))✳ ❖✉3 ❣♦❛❧ ✐8 1♦ ♥♦✇

✐♠♣❧❡♠❡♥1 1❤❡ ♠❛①✐♠✐③❛1✐♦♥ 1❤❛1 ♦❝❝✉38 ❞✉3✐♥❣ 1❤❡ ▼✲❙1❡♣ ♦❢ 1❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦3✐1❤♠ 1♦ ♦❜1❛✐♥

✉♣❞❛1❡❞ ♠❛①✐♠✐③❡38 ❞❡♥♦1❡❞ ❜② θ(t+1) = (λ
(t+1)
1 , ..., λ

(t+1)
m , (µ

(t+1)
1 ,Σ

(t+1)
1 ), ..., (µ

(t+1)
m ,Σ

(t+1)
m ))✳

❚❤❡ ✉♣❞❛1❡❞ ♠❛①✐♠✐③❡38 ❢♦3 ♦✉3 ♠✐①1✉3❡ ♣3♦♣♦31✐♦♥8 ❛3❡ ❞❡3✐✈❡❞ ✜381✳ ❚❤❡ 3❡8✉❧18 ✇❡3❡

♣3❡8❡♥1❡❞ ❛8 ✐♥ ✭✷✳✸✷✮✳ ◆❡①1✱ 1❤❡ ❞❡3✐✈❛1✐♦♥8 ♦❢ µ
(t+1)
j ❛♥❞ Σ

(t+1)
j ❛3❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥1❡❞ ❜②

✭✷✳✸✺✮✳

❚❛❦✐♥❣ 1❤❡ ❧♦❣ ♦❢ ❊O✉❛1✐♦♥ ✭✷✳✸✻✮✱ ✐❣♥♦3✐♥❣ ❛♥② ❝♦♥81❛♥1 1❡3♠8 ✭8✐♥❝❡ 1❤❡② ❞✐8❛♣♣❡❛3

❛❢1❡3 1❛❦✐♥❣ ❞❡3✐✈❛1✐✈❡8✮✱ ✇❡ ❣❡1✿

log fj(xi|ξj) = −1

2
log(detΣj)−

1

2
(xi − µj)

TΣ−1
j (xi − µj).

❙✉❜81✐1✉1✐♥❣ ✐♥1♦ 1❤❡ 3✐❣❤1 8✐❞❡ ♦❢ ❊O✉❛1✐♦♥ ✭✷✳✸✺✮✱ ✇❡ ❣❡1✿

n∑

i=1

m∑

j=1

p
(t)
ij

∂

∂ξ

(
log(detΣj) + (xi − µj)

TΣ−1
j (xi − µj)

)
= 0. ✭✷✳✸✼✮

❚♦ ✜♥❞ µj✱ 3❡♣❧❛❝✐♥❣ ξ ❜② µj ✭✐✳❡✳✱ 1❛❦✐♥❣ 1❤❡ ❞❡3✐✈❛1✐✈❡ ✇✐1❤ 3❡8♣❡❝1 1♦ µj✮✱ ✇❡ ❣❡1✿

n∑

i=1

Σ−1
j (xi − µj)p

(t)
ij = 0

✇✐1❤ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛♥ ❡❛8✐❧② 8♦❧✈❡ ❢♦3 µj 1♦ ♦❜1❛✐♥✿

µ
(t+1)
j =

∑n
i=1 xip

(t)
ij∑n

i=1 p
(t)
ij

=

∑n
i=1 xip

(t)
ij

nλ
(t+1)
j

.

❚♦ ✜♥❞ Σj✱ 3❡♣❧❛❝✐♥❣ ξ ❜② Σ−1
j ❛♥❞ 3❡✇3✐11✐♥❣ ❊O✉❛1✐♦♥ ✭✷✳✸✼✮ ❛8✿

n∑

i=1

m∑

k=1

p
(t)
ik

∂

∂Σ−1
j

(
− log(detΣ−1

k ) + tr(Σ−1
k (xi − µk)(xi − µk)

T )
)
= 0. ✭✷✳✸✽✮

■1 ✐8 ❡O✉✐✈❛❧❡♥1 1♦

n∑

i=1

p
(t)
ij (−2Σj + ❞✐❛❣(Σj) + 2Nij − ❞✐❛❣(Nij)

= −2
n∑

i=1

p
(t)
ij (Σj −Nij) + ❞✐❛❣

(
n∑

i=1

p
(t)
ij (Σj −Nij)

)

= −2S + ❞✐❛❣ S = 0

✷✹
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✇❤❡/❡ Nij = (xi − µj)(xi − µj)
T
❛♥❞ ✇❤❡/❡ S =

∑n
i=1 p

(t)
ij (Σj −Nij)✳ ❚❤✐4 ✐♠♣❧✐❡4 8❤❛8

S = 0✳ ❚❤✐4 ❣✐✈❡4
n∑

i=1

p
(t)
ij (Σj −Nij) = 0

♦/

Σj =

∑n
i=1 p

(t)
ij Nij

∑n
i=1 p

(t)
ij

=

∑n
i=1 p

(t)
ij (xi − µj)(xi − µj)

T

∑n
i=1 p

(t)
ij

. ✭✷✳✸✾✮

❙✉♠♠❛$✐③✐♥❣✱ *❤❡ ❯♣❞❛*❡❞ 0❛$❛♠❡*❡$ ❊2*✐♠❛*❡2

λ
(t+1)
j =

1

n

n∑

i=1

p
(t)
ij ,

µ
(t+1)
j =

∑n
i=1 xip

(t)
ij∑n

i=1 p
(t)
ij

,

Σ
(t+1)
j =

∑n
i=1 p

(t)
ij (xi − µ

(t+1)
j )(xi − µ

(t+1)
j )T

∑n
i=1 p

(t)
ij

.

❚❤❡4❡ ✉♣❞❛8❡❞ ♣❛/❛♠❡8❡/ ❡48✐♠❛8❡4 ❛/❡ ❛♥❛❧♦❣ ✇✐8❤ 8❤❡ ✉♥✐✈❛/✐❛8❡ ❝❛4❡✳ ❆ ♠♦❞❡❧✲

❜❛4❡❞ ❛♣♣/♦❛❝❤ ✐4 ❛ ✇❛② 8♦ ❞❡❛❧ ✇✐8❤ ❝❧✉48❡/✐♥❣ ♣/♦❜❧❡♠4✳ ■8 ❝♦♥4✐484 ✐♥ ✉4✐♥❣ ❝❡/8❛✐♥

♠♦❞❡❧4 ❢♦/ ❝❧✉48❡/4 ❛♥❞ ❛88❡♠♣8✐♥❣ 8♦ ♦♣8✐♠✐③❡ 8❤❡ ✜8 ❜❡8✇❡❡♥ 8❤❡ ❞❛8❛ ❛♥❞ 8❤❡ ♠♦❞❡❧✳

❚②♣✐❝❛❧❧② 8❤❡ ❞❛8❛ ❛/❡ ❝❧✉48❡/❡❞ ✉4✐♥❣ 4♦♠❡ ❛44✉♠❡❞ ♠✐①8✉/❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ 48/✉❝8✉/❡✳ ❚❤❡♥

8❤❡ ❣/♦✉♣ ♠❡♠❜❡/4❤✐♣4 ❛/❡ ❧❡❛/♥❡❞ ✐♥ ❛♥ ✉♥4✉♣❡/✈✐4❡❞ ❢❛4❤✐♦♥✳ ■♥ ♣/❛❝8✐❝❡✱ ❡❛❝❤ ❝❧✉48❡/

❝❛♥ ❜❡ ♠❛8❤❡♠❛8✐❝❛❧❧② /❡♣/❡4❡♥8❡❞ ❜② ❛ ♣❛/❛♠❡8/✐❝ ❞✐48/✐❜✉8✐♦♥✱ ❧✐❦❡ ❛ ●❛✉44✐❛♥ ✭✉♥✐✈✲

♦/ ♠✉❧8✐✈❛/✐❛8❡ ❝❛4❡✮✳ ❚❤❡ ❡♥8✐/❡ ❞❛8❛ 4❡8 ✐4 8❤❡/❡❢♦/❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛ ♠✐①8✉/❡ ♦❢ 8❤❡4❡

❞✐48/✐❜✉8✐♦♥4✳ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥8❛❣❡4 ♦❢ ♠♦❞❡❧✲❜❛4❡❞ ❝❧✉48❡/✐♥❣ ✇✐8❤ ♠✉❧8✐✈❛/✐❛8❡ ♠✐①8✉/❡4 ❛/❡

8❤❡ ✢❡①✐❜✐❧✐8② ✐♥ ❝❤♦♦4✐♥❣ 8❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥8 ❞✐48/✐❜✉8✐♦♥4✱ 8❤❡ ✇❡❧❧✲48✉❞✐❡❞ 48❛8✐48✐❝❛❧ ✐♥❢❡/✲

❡♥❝❡ 8❡❝❤♥✐L✉❡4 ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ▼♦/❡♦✈❡/✱ 8❤❡ ♠✐①8✉/❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦✈❡/4 8❤❡ ❞❛8❛ ✇❡❧❧ ❛♥❞ ♦♥❡ ❝❛♥

♦❜8❛✐♥ ❛ ❞❡♥4✐8② ❡48✐♠❛8✐♦♥ ❢♦/ ❡❛❝❤ ❝❧✉48❡/✳

❈❡❧❡✉① ❛♥❞ ●♦✈❛❡/8 ❬✶✾✾✺❪ ❡4♣❡❝✐❛❧❧② ❛♥❛❧②③❡❞ 8❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ 8❤❡ ✈♦❧✉♠❡4 ♦❢ ❝❧✉48❡/4

✐♥ ●❛✉44✐❛♥ ♣❛/4✐♠♦♥✐♦✉4 ❝❧✉48❡/✐♥❣ ♠♦❞❡❧4✳ ❇✐❡/♥❛❝❦✐ ❡8 ❛❧✳ ❬✷✵✵✻❪ ❡①❛♠✐♥❡❞ ♠♦❞❡❧✲❜❛4❡❞

❝❧✉48❡/ ✇✐8❤ 8❤❡ ▼✐①8✉/❡ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ▼■❳▼❖❉ 4♦❢8✇❛/❡ ❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❞✐✛❡/❡♥8 ✐♥❢♦/♠❛8✐♦♥

❝/✐8❡/✐❛ ❢♦/ ❝❤♦♦4✐♥❣ ❛ ♣❛/4✐♠♦♥✐♦✉4 ♠♦❞❡❧✳ ❍❡♥♥✐❣ ❬✷✵✶✵❪ ♣/♦♣♦4❡❞ ♠❡8❤♦❞4 8♦ ❞❡❝✐❞❡

✇❤❡8❤❡/ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ●❛✉44✐❛♥ ♠✐①8✉/❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥84 4❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠❡/❣❡❞ ✐♥ ♦/❞❡/ 8♦ ✐♥8❡/♣/❡8

8❤❡✐/ ✉♥✐♦♥ ❛4 ❝❧✉48❡/✳

✷✳✷✳✻ ❆ $❡♠✐♣❛*❛♠❡+*✐❝ ❊▼ ❛❧❣♦*✐+❤♠

■♥ 8❤❡ ✉♥✐✈❛/✐❛8❡ ❝❛4❡✱ ❇♦/❞❡4 ❡8 ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪ ✜/48 ♣/♦♣♦4❡❞ ❛ ✉♥✐✈❛/✐❛8❡ 4❡♠✐♣❛/❛♠❡8/✐❝ ✭❛♥❞

48♦❝❤❛48✐❝✮ ✏❊▼✲❧✐❦❡✑ ❛❧❣♦/✐8❤♠ ❢♦/ ❛ ❧♦❝❛8✐♦♥✲4❤✐❢8 4❡♠✐♣❛/❛♠❡8/✐❝ ♠✐①8✉/❡ ♠♦❞❡❧ ✭✷✳✻✮

gθ(x) =
m∑

j=1

λjf(x− µj), x ∈ R, θ = (λ,µ, f).

✷✺
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✇❤❡/❡ 0❤❡ ♣❞❢ f ✐05❡❧❢ ✐5 ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥✱ ❡✈❡♥ ❞❡♥5✐0②✱ ❝♦♥5✐❞❡/❡❞ ❛5 ❛ ♣❛/❛♠❡0❡/ ✇❤✐❝❤ ❤❛5

0♦ ❜❡ ❡50✐♠❛0❡❞ ❢/♦♠ 0❤❡ ❞❛0❛ x✳

❚❤❡ ♥♦✈❡❧0② 0❤❛0 ✐5 ❤✐❞❞❡♥ ❜❡❤✐♥❞ 0❤❡ 0❡/♠ ❊▼✲❧✐❦❡ ✐5 0❤❛0 0❤❡ ▼ 50❡♣ ✐5 ♥♦0 ❛ ❣❡♥✉✐♥❡

♠❛①✐♠✐③❛0✐♦♥ 50❡♣✳ ■0 ✐5 ❛ ❤②❜/✐❞ ❛❧❣♦/✐0❤♠ 0❤❛0 ✐♥0/♦❞✉❝❡5 ❛ ♥♦♥♣❛/❛♠❡0/✐❝✱ ❲❡✐❣❤0❡❞

❑❡/♥❡❧ ❉❡♥5✐0② ❊50✐♠❛0✐♦♥ ✭❲❑❉❊✮ 50❡♣✳ ❚❤✐5 ❛❧❣♦/✐0❤♠ ❤❡♥❝❡ ♣/♦✈✐❞❡5 ❛ ❦❡/♥❡❧ ❞❡♥5✐0②

❡50✐♠❛0❡ ❢♦/ f ✳ ■0 ✐5 ❛❧5♦ ❛ 50♦❝❤❛50✐❝ ❛❧❣♦/✐0❤♠ 5✐♥❝❡✱ ❛0 ❡❛❝❤ ✐0❡/❛0✐♦♥✱ ❡❛❝❤ ♦❜5❡/✈❛0✐♦♥

✐♥ 0❤❡ ❞❛0❛5❡0 ✐5 /❛♥❞♦♠❧② ❛55✐❣♥❡❞ 0♦ ♦♥❡ ♦❢ 0❤❡ ♠✐①0✉/❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥05✱ 0❤❡ ❛55✐❣♥♠❡♥0

❜❡✐♥❣ ❜❛5❡❞ ♦♥ 0❤❡ ♣♦50❡/✐♦/ ♣/♦❜❛❜✐❧✐0✐❡5 ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥0 ♠❡♠❜❡/5❤✐♣✳ ❚❤✐5 ❛❧❣♦/✐0❤♠ ✐5

5✐♠♣❧❡ 0♦ ♣/♦❣/❛♠ ❛♥❞ ✐5 ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ♣/❛❝0✐❝❛❧❧② ❢♦/ ❛♥② ♥✉♠❜❡/ m ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥05✱ ❡✈❡♥

❜❡②♦♥❞ 0❤❡ ❝❛5❡5 ❢♦/ ✇❤✐❝❤ ✐❞❡♥0✐✜❛❜✐❧✐0② ❤❛5 ❜❡❡♥ ♣/♦✈❡❞✳

❚❤❡ ♣❛/❛♠❡0❡/ ♦❢ 0❤❡ 5❡♠✐♣❛/❛♠❡0/✐❝ ♠♦❞❡❧ ✐5 θ = ((λj, µj)j=1,··· ,m, f) = (φ, f) ∈
Θ = Φ × F ✱ ✇❤❡/❡ F ✐5 0❤❡ 5❡0 ♦❢ ❝♦♥0✐♥✉♦✉5 ❡✈❡♥ ♣❞❢✬5 ♦✈❡/ R✳ ■♥ 0❤✐5 ❢/❛♠❡✇♦/❦✱ ✇❡

50✐❧❧ ❤❛✈❡ 0❤❛0 0❤❡ ♣❞❢ ♦❢ 0❤❡ ♦❜5❡/✈❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡0❡ ❞❛0❛ ❛/❡

gθ(x) = g(x|θ) =
m∑

j=1

λjf(x− µj),

h(y|θ) = h((x, z)|θ) = λzf(x− µz)

❛♥❞✱ ❢♦/♠❛❧❧②✱ 0❤❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❛55♦❝✐❛0❡❞ 0♦ x ❢♦/ 0❤❡ ♣❛/❛♠❡0❡/ θ ✐5

Lx(θ) =
n∑

i=1

log g(xi|θ).

❚♦ ❞❡5✐❣♥ ❛♥ ❊▼✲❧✐❦❡ ❛❧❣♦/✐0❤♠ ✇❤✐❝❤ ✏♠✐♠✐❝✑ 0❤❡ ♣❛/❛♠❡0/✐❝ ✈❡/5✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ 0♦ ❞❡✜♥❡✱

❢♦/ ❛ ❝✉//❡♥0 ✈❛❧✉❡ θ(t) = (φ(t), f (t)) ♦❢ 0❤❡ ♣❛/❛♠❡0❡/ ❛0 ✐0❡/❛0✐♦♥ t✱ 0❤❡ ♦♣❡/❛0♦/

Q(θ|θ(t)) = E[log h(y|θ)|x,θ(t)].

❆5 ✐♥ 0❤❡ ♣❛/❛♠❡0/✐❝ ❝❛5❡✱ 0❤❡ ❡①♣❡❝0❛0✐♦♥ ✐5 0❛❦❡♥ ✇✐0❤ /❡5♣❡❝0 0♦ 0❤❡ ❞✐50/✐❜✉0✐♦♥ ♦❢ 0❤❡

y ❣✐✈❡♥ x✱ ❢♦/ 0❤❡ ✈❛❧✉❡ θ(t)
♦❢ 0❤❡ ♣❛/❛♠❡0❡/✿

k(y|x,θ(t)) =
n∏

i=1

k(yi|xi,θ
(t)) =

n∏

i=1

k(zi|xi,θ
(t)),

✇❤❡/❡

k(j|x,θ(t)) = P(Z = j|x,θ(t)) =
λ
(t)
j f (t)(x− µ

(t)
j )

∑m
j′=1 λ

(t)
j′ f

(t)(x− µ
(t)
j′ )

, j = 1, · · · ,m.

❍❡♥❝❡ Q(θ|θ(t)) ✐5 ❣✐✈❡♥ ❜②

Q(θ|θ(t)) =
n∑

i=1

m∑

j=1

k(j|x,θ(t))[log(λj) + log f(xi − µj)].

❇♦/❞❡5 ❡0 ❛❧✳ ❬✷✵✵✻❛❪ ❞❡5❝/✐❜❡ 0❤❡ ✢❛✈♦/ ♦❢ 0❤❡ ♠❡0❤♦❞ ✐♥ ✇❤❛0 ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥5✐❞❡/❡❞ ❛5 ❛♥

✏✐❞❡❛❧ 5✐0✉❛0✐♦♥✑✳ ❆55✉♠❡ 0❤❛0 0❤❡ ❝♦♠♣❧❡0❡ ❞❛0❛ y = (x, z) ✐5 ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ❛♥❞ 0❤❛0 θ ✐5

❦♥♦✇♥✳ ❚❤❡♥ ❛ ❝♦♥5✐50❡♥0 ❡50✐♠❛0❡ ♦❢ f ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❜② 0❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ 50❡♣5✿

✷✻
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✶✳ ❝♦♠♣✉2❡ x̃ = (x̃1, · · · , x̃n)✱ ✇❤❡7❡ x̃i = xi − µzi , i = 1, · · · , n

✷✳ ❝♦♠♣✉2❡ ❛ ❦❡7♥❡❧ ❞❡♥=✐2② ❡=2✐♠❛2❡ ✉=✐♥❣ =♦♠❡ ❦❡7♥❡❧ K ❛♥❞ ❜❛♥❞✇✐❞2❤ hn✱

f̂x̃(u) =
1

nhn

n∑

i=1

K

(
u− x̃i

hn

)
.

❆==✉♠❡ ♥♦✇ 2❤❛2 2❤❡ z ❛7❡ ♠✐==✐♥❣✱ ❜✉2 2❤❛2 2❤❡ 27✉❡ ♣❛7❛♠❡2❡7 θ ✐= ❦♥♦✇♥✳ ❚❤❡

❞✐✣❝✉❧2② 2❤❡♥ ✐= 2♦ 7❡❝♦✈❡7 ❛ =❛♠♣❧❡ ❢7♦♠ f ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❛ =❛♠♣❧❡ ❢7♦♠ gθ✳ ❚❤❡ ❛❧❧♦❝❛2✐♦♥

❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ❢7♦♠ 2❤❡ ♣♦=2❡7✐♦7 ♣7♦❜❛❜✐❧✐2✐❡= k(j|x,θ)✳ ❆♥ ✏❡①♣❡❝2❛2✐♦♥ =27❛2❡❣②✑

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ 2❤❡ ❊▼ ♣7✐♥❝✐♣❧❡✿

x̃i = xi −
m∑

j=1

k(j|x,θ)µj, i = 1, · · · , n.

❲❡ ♠❛② ❛❧=♦ ✉=❡ 2❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ 2❤❡ ♣♦=2❡7✐♦7 ♣7♦❜❛❜✐❧✐2✐❡=✱ ❛= ✐2 ✐= ✉=✉❛❧❧② ❞♦♥❡ ✐♥

❝❧❛==✐✜❝❛2✐♦♥ ❛❧❣♦7✐2❤♠= ❜❛=❡❞ ♦♥ ❊▼✿

x̃i = xi − µj∗i
, j∗i = ❛7❣♠❛①

j∈{1,··· ,m}
k(j|x,θ), i = 1, · · · , n.

❯♥❢♦72✉♥❛2❡❧②✱ ❡✈❡♥ ✇✐2❤ θ ❦♥♦✇♥✱ ♥♦♥❡ ♦❢ 2❤❡=❡ =27❛2❡❣✐❡= 7❡2✉7♥ ❛ =❛♠♣❧❡ f ❞✐=27✐❜✉2❡❞✱

❛= ✐2 ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❡❝❦❡❞ ♦♥ =✐♠♣❧❡ ❡①♣❧✐❝✐2 =✐2✉❛2✐♦♥=✳ ❚♦ 7❡❝♦✈❡7 ❛ =❛♠♣❧❡ ❢7♦♠ f ✱ ✇❡ ♥❡❡❞

2♦ =✐♠✉❧❛2❡ 2❤❡ i2❤ ❛❧❧♦❝❛2✐♦♥ ❛❝❝♦7❞✐♥❣ 2♦ 2❤❡ ♣♦=2❡7✐♦7 ♣7♦❜❛❜✐❧✐2✐❡= (k(j|x,θ), j =
1, · · · ,m) ✐✳❡✳ ❢7♦♠ ❛ ♠✉❧2✐♥♦♠✐❛❧ ❞✐=27✐❜✉2✐♦♥ ♦❢ ♦7❞❡7 ✶✿

• ❙✲✶✿ ❢♦7 i = 1, · · · , n =✐♠✉❧❛2❡ Z(xi,θ) ∼ M(1; (k(j|x,θ), j = 1, · · · ,m)

• ❙✲✷✿ =❡2 x̃i = xi − µZ(xi,θ),

✇❤❡7❡ Z(x,θ) ∈ {1, · · · ,m} ❛♥❞ µZ(x,θ)=µj
✇❤❡♥ Z(x,θ) = j✳ ❚❤❡♥ 2❤❡② ♣7♦✈❡❞ 2❤❛2 2❤✐=

♣7♦❝❡❞✉7❡ 7❡2✉7♥= ❛ =❛♠♣❧❡ f ❞✐=27✐❜✉2❡❞✳

■2 ✐= 2❤❡♥ ♣♦==✐❜❧❡ 2♦ ❝♦♠♣✉2❡ ❛ ❦❡7♥❡❧ ❞❡♥=✐2② ❡=2✐♠❛2❡ ♦❢ f ✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ 2❤❡ =2❡♣ θ(t) →
θ(t+1)

♦❢ 2❤❡ =❡♠✐♣❛7❛♠❡27✐❝ ❊▼ ❛❧❣♦7✐2❤♠ ✭❙P✲❊▼✮ ✐= ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

✶✳ ❊✲"#❡♣✿ ❝♦♠♣✉2❡

k(j|xi,θ
(t)) = P(Z = j|xi,θ

(t)) =
λ
(t)
j f (t)(xi − µ

(t)
j )

∑m
j′=1 λ

(t)
j′ f

(t)(xi − µ
(t)
j′ )

, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m.

✷✳ ❙✲"#❡♣✿

✕ ❙✲✶✿ ❢♦7 i = 1, . . . , n✱ ❞7❛✇ Z(t+1)(xi,θ
(t)) ∼ M(1; (k(j|xi,θ

(t)), j = 1, . . . ,m)

✕ ❙✲✷✿ =❡2 x̃
(t+1)
i = xi − µ

(t)

Z(t+1)(xi,θ
(t))

,

✸✳ ◆♦♥♣❛,❛♠❡#,✐❝ "#❡♣✿

✕ ❦❡7♥❡❧ ❞❡♥=✐2② ❡=2✐♠❛2❡

f̂x̃(t+1)(u) =
1

nhn

n∑

i=1

K

(
u− x̃

(t+1)
i

hn

)
;

✷✼
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✕ -②♠❡12✐③❛1✐♦♥

f (t+1)(u) =
f̂x̃(t+1)(u) + f̂x̃(t+1)(−u)

2
.

✹✳ ▼✲"#❡♣✿ ✭♣❛2❛♠❡12✐❝ ❊▼ -12❛1❡❣② 1♦ ✉♣❞❛1❡ 1❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ♣❛2❛♠❡1❡2✮

λ
(t+1)
j =

1

n

n∑

i=1

k(j|xi,θ
(t)),

µt+1
j =

∑n
i=1 k(j|xi,θ

(t))xi∑n
i=1 k(j|xi,θ

(t))
, j = 1, · · · ,m.

✷✳✷✳✼ ❆ ♥♦♥♣❛(❛♠❡+(✐❝ ❊▼ ❛❧❣♦(✐+❤♠ ✭♥♣❊▼ ❛❧❣♦(✐+❤♠✮ ✐♥ ♠✉❧+✐✲

✈❛(✐❛+❡ ❝❛8❡

❆- 2❡✈✐❡✇❡❞ ❜2✐❡✢② ✐♥ ❙✉❜-❡❝1✐♦♥ ✷✳✶✳✸✱ 1❤❡ ❝♦♠♠♦♥ 2❡-12✐❝1✐♦♥ ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ F ✐♥ ✐- 1❤❛1

❡❛❝❤ ❥♦✐♥1 ❞❡♥-✐1② fj(·) ✐- ❡K✉❛❧ 1♦ 1❤❡ ♣2♦❞✉❝1 ♦❢ ✐1- ♠❛2❣✐♥❛❧ ❞❡♥-✐1✐❡-✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡

♠✐①1✉2❡ ♠♦❞❡❧ ✭✷✳✺✮

gθ(xi) =
m∑

j=1

λj

r∏

k=1

fjk(xik).

❍❡11♠❛♥-♣❡2❣❡2 ❛♥❞ ❚❤♦♠❛- ❬✷✵✵✵❪ ❤❛✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥ ❡-1✐♠❛1✐♦♥ ♠❡1❤♦❞✱  ❤❡ ❝✉ ♣♦✐♥ 

❛♣♣*♦❛❝❤✱ 1❤❛1 ❞✐-❝2❡1✐③❡- 1❤❡ ❝♦♥1✐♥✉♦✉- ♠❡❛-✉2❡♠❡♥1- ❜② 2❡♣❧❛❝✐♥❣ ❡❛❝❤ r✲❞✐♠❡♥-✐♦♥❛❧

♦❜-❡2✈❛1✐♦♥✱ ❢♦2 1❤❡ ❝♦♥❞✐1✐♦♥❛❧❧② ✐✳✐✳❞✳ ♠♦❞❡❧✳ ❍❡11♠❛♥-♣❡2❣❡2 ❛♥❞ ❚❤♦♠❛- ❬✷✵✵✵❪ 12❡❛1

1❤❡ ❝❛-❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❥♦✐♥1 ❞❡♥-✐1② fj(.) ✐- ❡K✉❛❧ 1♦ 1❤❡ ♣2♦❞✉❝1 ♦❢ ✐1- ♠❛2❣✐♥❛❧ ❞❡♥-✐1✐❡-

fj =
∏r

k=1 fjk ❛♥❞ ❝♦♥-✐❞❡2 1❤❡ -♣❡❝✐❛❧ ❝❛-❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ 1❤❡ ❞❡♥-✐1② fjk(.) ❞♦❡- ♥♦1 ❞❡♣❡♥❞ ♦♥

k ♦2 fj1(.) = · · · = fjr(.)✕ 1❤❛1 ✐-✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ 1❤❡ Xi ❛2❡ ♥♦1 ♦♥❧② ❝♦♥❞✐1✐♦♥❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥1

❜✉1 ✐❞❡♥1✐❝❛❧❧② ❞✐-12✐❜✉1❡❞ ❛- ✇❡❧❧

gθ(xi) =
m∑

j=1

λj

r∏

k=1

fj(xik).

■♥ -♦♠❡ -✐1✉❛1✐♦♥-✱ 1❤❡ ❧❛1❡2 ❛--✉♠♣1✐♦♥ ♠❛② ❜❡ 1♦♦ 2❡-12✐❝1✐✈❡✳ ❚❤✉-✱ 1♦ ❡♥❝♦♠♣❛-- ❜♦1❤

1❤❡ -♣❡❝✐❛❧ ❝❛-❡ ❛♥❞ 1❤❡ ♠♦2❡ ❣❡♥❡2❛❧ ❝❛-❡✱ ❇❡♥❛❣❧✐❛ ❡1 ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❛❪ ✐♥12♦❞✉❝❡❞ ❛ ♠♦2❡

✢❡①✐❜❧❡ ❛♥❞ ✐♠♣♦21❛♥1 ♠♦❞❡❧✿ ❚❤❡② ❛❧❧♦✇❡❞ 1❤❛1 1❤❡ ❝♦♦2❞✐♥❛1❡- ♦❢ Xi ❛2❡ ❝♦♥❞✐1✐♦♥❛❧❧②

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥1 ❛♥❞ 1❤❛1 1❤❡2❡ ❡①✐-1 ❜❧♦❝❦- ♦❢ ❝♦♦2❞✐♥❛1❡- 1❤❛1 ❛2❡ ❛❧-♦ ✐❞❡♥1✐❝❛❧❧② ❞✐-12✐❜✉1❡❞✳

❚❤✐- ♠♦❞❡❧ ❛❞♠✐11❡❞ ❢♦2 ❝♦♥1✐♥✉♦✉- ❝♦♠♣♦♥❡♥1 ❞❡♥-✐1✐❡- fik✬-✳ ▲❡1 bk ❞❡♥♦1❡ 1❤❡ ❜❧♦❝❦ 1♦

✇❤✐❝❤ 1❤❡ k1❤ ❝♦♦2❞✐♥❛1❡ ❜❡❧♦♥❣-✱ ✇❤❡2❡ 1 ≤ bk ≤ B ❛♥❞ ❇ ✐- 1❤❡ 1♦1❛❧ ♥✉♠❜❡2 ♦❢ -✉❝❤

❜❧♦❝❦-✱ 1❤❡♥ ✭✷✳✺✮ ✐- 2❡♣❧❛❝❡❞ ❜②

gθ(xi) =
m∑

j=1

λj

r∏

k=1

fjbk(xik). ✭✷✳✹✵✮

❇❡♥❛❣❧✐❛ ❡1 ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❛❪ ♣2♦♣♦-❡❞ ❛♥ ❛❧❣♦2✐1❤♠ ❢♦2 ♥♦♥♣❛2❛♠❡12✐❝ ❡-1✐♠❛1✐♦♥ ❢♦2 ✜♥✐1❡

♠✐①1✉2❡- ♦❢ ♠✉❧1✐✈❛2✐❛1❡ 2❛♥❞♦♠ ✈❡❝1♦2- 1❤❛1 -12♦♥❣❧② 2❡-❡♠❜❧❡- ❛ 12✉❡ ❊▼ ❛❧❣♦2✐1❤♠

✕ ❛♥ ❊▼✲❧✐❦❡ ❛❧❣♦2✐1❤♠✿ ❙✉♣♣♦-❡ ✇❡ ❛2❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥✐1✐❛❧ ✈❛❧✉❡- θ0 = (λ0,f 0)✳ ❚❤❡♥ ❢♦2

t = 1, 2, · · · , ✇❡ ❢♦❧❧♦✇ 1❤❡-❡ 1❤2❡❡ -1❡♣-✿

✷✽
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✶✳ ❊✲"#❡♣✿ ❈❛❧❝✉❧❛8❡ 8❤❡ ✏♣♦>8❡?✐♦?✑ ♣?♦❜❛❜✐❧✐8✐❡> ✭❝♦♥❞✐8✐♦♥❛❧ ♦♥ 8❤❡ ❞❛8❛ ❛♥❞ θ(t)
✮

♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥8 ✐♥❝❧✉>✐♦♥✱

p
(t)
ij =

λj

∏r
k=1 f

(t)
jbk

(xik)
∑m

j′=1 λj′
∏r

k=1 f
(t)
j′bk

(xik)
, ∀i = 1, · · · , n ❛♥❞ j = 1, · · · ,m.

✷✳ ▼✲"#❡♣✿

λ
(t+1)
j =

1

n

n∑

i=1

p
(t)
ij , ❢♦" j = 1, . . . ,m.

✸✳ ◆♦♥♣❛%❛♠❡(%✐❝ ❞❡♥,✐(② ❡,(✐♠❛(✐♦♥ ,(❡♣✿ ❋♦" ❛♥② "❡❛❧ u✱ ❞❡✜♥❡ ❢♦" ❡❛❝❤ ❝♦♠✲

♣♦♥❡♥3 j ∈ {1, · · · ,m} ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❜❧♦❝❦ ℓ ∈ {1, · · · , B}

f
(t+1)
jℓ (u) =

1

nhCℓλ
(t+1)
j

r∑

k=1

n∑

i=1

p
(t)
ij I{bk=ℓ}K

(
u− xik

h

)
,

✇❤❡"❡ K(.) ✐8 ❛ ❦❡"♥❡❧ ❞❡♥8✐3② ❢✉♥❝3✐♦♥✱ h ✐8 ❛ ❜❛♥❞✇✐❞3❤ ❝❤♦8❡♥ ❜② 3❤❡ ✉8❡"✱ ❛♥❞

Cℓ =
r∑

k=1

I{bk=ℓ}

✐8 3❤❡ ♥✉♠❜❡" ♦❢ ❝♦♦"❞✐♥❛3❡8 ✐♥ 3❤❡ ℓ3❤ ❜❧♦❝❦✳

❚❤✐8 ❛❧❣♦"✐3❤♠ ✐8 ✢❡①✐❜❧❡ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❡①3❡♥❞❡❞ 3♦ ❛♥② ♥✉♠❜❡" ♦❢ ♠✐①3✉"❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥38

❛♥❞ ❛♥② ♥✉♠❜❡" ♦❢ ❝♦♦"❞✐♥❛3❡8 ♦❢ 3❤❡ ♠✉❧3✐✈❛"✐❛3❡ ♦❜8❡"✈❛3✐♦♥8✳ ■3 ✐8 ❝❛❧❧❡❞ ♥♣❊▼ ❛❧❣♦"✐3❤♠

✭♥♦♥✲♣❛"❛♠❡3"✐❝ ❊▼✮ ❜② ❇❡♥❛❣❧✐❛ ❡3 ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❛❪ ❛♥❞ ❡❧✐♠✐♥❛3❡8 3❤❡ 83♦❝❤❛83✐❝✐3② ♦❢ 3❤❡

✉♥✐✈❛"✐❛3❡ ❛❧❣♦"✐3❤♠ ❢"♦♠ ❇♦"❞❡8 ❡3 ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪✱ ❜✉3 ❛❧8♦ "❡❧✐❡8 ♦♥ ❛ ✇❡✐❣❤3 ❦❡"♥❡❧ ❞❡♥8✐3②

❡83✐♠❛3✐♦♥ ✭❲❑❉❊✮ 83❡♣ ❢♦" 3❤❡ ✉♣❞❛3❡8 ♦❢ 3❤❡ fjk✬8✳ ❍♦✇❡✈❡"✱ 3❤✐8 ❛❧❣♦"✐3❤♠ ❧❛❝❦8

♦❢ 3❤❡♦"❡3✐❝❛❧ ❥✉83✐✜❝❛3✐♦♥ ❜❡❝❛✉8❡ ✐3 ❤❛8 ♥♦3 ❜❡❡♥ ♣"♦✈❡❞ 3❤❡ ♠♦♥♦3♦♥✐❝✐3② ♣"♦♣❡"3② ♦❢

❧♦❣❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝3✐♦♥✳ ❚❤❡ ♥♣❊▼ ❛❧❣♦"✐3❤♠ ✐8 ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥❧✐♥❡ ❢"♦♠ 3❤❡ ❈♦♠♣"❡❤❡♥8✐✈❡ ❘

❆"❝❤✐✈❡ ◆❡3✇♦"❦ ✭❈❘❆◆✮ ✐♥ ❘ ♣❛❝❦❛❣❡✿ ♠✐①'♦♦❧* ✭❨♦✉♥❣ ❡3 ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪✮✳

✷✳✸ ❑❡%♥❡❧ ❞❡♥)✐+② ❡)+✐♠❛+✐♦♥ ✭❑❉❊✮

●✐✈❡♥ ❛ 8✉✣❝✐❡♥3❧② ❧❛"❣❡ ♥✉♠❜❡" ♦❢ ♠✐①3✉"❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥38✱ ❛ ●❛✉88✐❛♥ ♠✐①3✉"❡ ♠♦❞❡❧

❝❛♥ ❜❡ ✉8❡❞ 3♦ ❛♣♣"♦①✐♠❛3❡ ❛♥② ❞❡♥8✐3②✳ ■❢ ✇❡ ❛88♦❝✐❛3❡ ❛ 8✐♥❣❧❡ ●❛✉88✐❛♥ ✇✐3❤ ❡✈❡"②

❞❛3❛ ♣♦✐♥3✱ ✇❡ ❣❡3 ✇❤❛3 ✐8 ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❦❡"♥❡❧ ❞❡♥8✐3② ❡83✐♠❛3❡✳ ❚❤✐8 ✐8 ❛ ♥♦♥♣❛"❛♠❡3"✐❝

❞❡♥8✐3② ❡83✐♠❛3♦"✳ ❚❤✐8 ♠❡3❤♦❞ ✜"83 ✜♥❞8 ❛ 8✐♥❣❧❡ ❦❡"♥❡❧ ❞❡♥8✐3② ❡83✐♠❛3❡ ♦❢ 3❤❡ ❡♥3✐"❡

❞❛3❛✱ ❛♥❞ 3❤❡♥ ❞❡3❡❝3 ❝❧✉83❡"8 ❜② ✐❞❡♥3✐❢②✐♥❣ ♠♦❞❡8 ♦" "❡❣✐♦♥8 ♦❢ ❤✐❣❤ ❞❡♥8✐3② ✐♥ 3❤❡

❡83✐♠❛3❡❞ ❞❡♥8✐3②✳ ❑❉❊ ✐8 ❛ ✇✐❞❡❧② ✉8❡❞ ♠❡3❤♦❞ ♦❢ ♥♦♥♣❛"❛♠❡3"✐❝ ❞❡♥8✐3② ❡83✐♠❛3✐♦♥✳

❋♦" ✐♥83❛♥❝❡✱ ✐♥ 3❤❡ 3❤✐"❞ 83❡♣ ♦❢ ♥♣❊▼ ❛❧❣♦"✐3❤♠✱ 3❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥3 ❡83✐♠❛3❡ f
(t)
j ❛3 t3❤

✐3❡"❛3✐♦♥ ✐8 ♦❜3❛✐♥❡❞ ❜② ❛ ✇❡✐❣❤3❡❞ ♥♦♥♣❛"❛♠❡3"✐❝ ✭❦❡"♥❡❧✮ ❞❡♥8✐3② ❡83✐♠❛3❡✳ ■♥ 3❤✐8

8❡❝3✐♦♥✱ ✇❡ ❧♦♦❦ ❛3 ❦❡"♥❡❧ ❞❡♥8✐3② ❡83✐♠❛3✐♦♥✱ ✇❤❡"❡ ✇❡ ❛♣♣"♦①✐♠❛3❡ 3❤❡ 3"✉❡ ❞✐83"✐❜✉3✐♦♥

❜② 83✐❝❦✐♥❣ ❛ 8♠❛❧❧ ✇❡✐❣❤3❡❞ ❝♦♣② ♦❢ ❛ ❦❡"♥❡❧ ♣❞❢ ❛3 ❡❛❝❤ ♦❜8❡"✈❡❞ ❞❛3❛ ♣♦✐♥3✳

✷✾
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✷✳✸✳✶ ❉✐&❝(❡*❡ ❡&*✐♠❛*♦( ❛♥❞ ❦❡(♥❡❧ ❡&*✐♠❛*♦(

▲❡3X ❜❡ ❛ 6❛♥❞♦♠ ✈❛6✐❛❜❧❡ ✇✐3❤ ❝♦♥3✐♥✉♦✉B ❞✐B36✐❜✉3✐♦♥ F (x) ❛♥❞ ❞❡♥B✐3② f(x) = d
dx
F (x)✳

❚❤❡ ❣♦❛❧ ✐B 3♦ ❡B3✐♠❛3❡ f(x) ❢6♦♠ ❛ 6❛♥❞♦♠ B❛♠♣❧❡ {X1, ..., Xn}✳
❚❤❡ ❞✐B36✐❜✉3✐♦♥ ❢✉♥❝3✐♦♥ F (x) ✐B ♥❛3✉6❛❧❧② ❡B3✐♠❛3❡❞ ❜② 3❤❡ ❊❉❋

F̂ (x) = n−1

m∑

i=1

I(Xi ≤ x).

■3 ♠✐❣❤3 B❡❡♠ ♥❛3✉6❛❧ 3♦ ❡B3✐♠❛3❡ 3❤❡ ❞❡♥B✐3② f(x) ❛B 3❤❡ ❞❡6✐✈❛3✐✈❡ ♦❢ F̂ (x)✱ d
dx
F̂ (x)✱ ❜✉3

3❤✐B ❡B3✐♠❛3♦6 ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛ B❡3 ♦❢ ♠❛BB ♣♦✐♥3B✱ ♥♦3 ❛ ❞❡♥B✐3②✱ ❛♥❞ ❛B B✉❝❤ ✐B ♥♦3 ❛ ✉B❡❢✉❧

❡B3✐♠❛3❡ ♦❢ f(x)✳

■♥B3❡❛❞✱ ❝♦♥B✐❞❡6 ❛ ❞✐B❝6❡3❡ ❞❡6✐✈❛3✐✈❡✳ ❋♦6 B♦♠❡ B♠❛❧❧ h > 0✱ ❧❡3

f̂(x) =
F̂ (x+ h)− F̂ (x− h)

2h
. ✭✷✳✹✶✮

❲❡ ❝❛♥ ✇6✐3❡ 3❤✐B ❛B

1

2nh

n∑

i=1

I(x− h < Xi ≤ x+ h) =
1

2nh

n∑

i=1

I

( |Xi − x|
h

≤ 1

)

=
1

nh

n∑

i=1

Kuni

(
Xi − x

h

)
,

✇❤❡6❡

Kuni(u) =

{
1
2
, |u| ≤ 1

0, |u| > 1

✐B 3❤❡ ✉♥✐❢♦6♠ ❞❡♥B✐3② ❢✉♥❝3✐♦♥ ♦♥ [−1, 1]✳

❚❤❡ ❡B3✐♠❛3♦6 f̂(x) ❝♦✉♥3B 3❤❡ ♣❡6❝❡♥3❛❣❡ ♦❢ ♦❜B❡6✈❛3✐♦♥B ✇❤✐❝❤ ❛6❡ ❝❧♦B❡❞ 3♦ 3❤❡ ♣♦✐♥3

x✳ ■❢ ♠❛♥② ♦❜B❡6✈❛3✐♦♥B ❛6❡ ♥❡❛6 x✱ 3❤❡♥ f̂(x) ✐B ❧❛6❣❡✳ ❈♦♥✈❡6B❡❧②✱ ✐❢ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ Xi ❛6❡

♥❡❛6 x✱ 3❤❡♥ f̂(x) ✐B B♠❛❧❧✳

❚❤✐B ❞✐B❝6❡3❡ ❡B3✐♠❛3♦6 ✐B ♥♦3 ✇❤♦❧❧② B❛3✐B❢❛❝3♦6② ❢6♦♠ 3❤❡ ♣♦✐♥3 ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ ✉B✐♥❣ ❞❡♥B✐3②

❡B3✐♠❛3❡B ❢♦6 ♣6❡B❡♥3❛3✐♦♥✳ ■3 ❢♦❧❧♦✇B ❢6♦♠ 3❤❡ ❞❡✜♥✐3✐♦♥ 3❤❛3 f̂(x) ✐B ♥♦3 ❛ ❝♦♥3✐♥✉♦✉B

❢✉♥❝3✐♦♥✱ ❜✉3 ❤❛B ❥✉♠♣B ❛3 3❤❡ ♣♦✐♥3B Xi ± h ❛♥❞ ❤❛B ③❡6♦ ❞❡6✐✈❛3✐✈❡ ❡✈❡6②✇❤❡6❡ ❡❧B❡✳

❚❤✐B ❣✐✈❡B 3❤❡ ❡B3✐♠❛3❡B ❛ B♦♠❡✇❤❛3 6❛❣❣❡❞ ❝❤❛6❛❝3❡6 ✇❤✐❝❤ ✐B ♥♦3 ♦♥❧② ❛❡B3❤❡3✐❝❛❧❧②

✉♥❞❡B✐6❛❜❧❡✱ ❜✉3✱ ❝♦✉❧❞ ♣6♦✈✐❞❡ 3❤❡ ✉♥36❛✐♥❡❞ ♦❜B❡6✈❡6 ✇✐3❤ ❛ ♠✐B❧❡❛❞✐♥❣ ✐♠♣6❡BB✐♦♥✳

P❛63❧② 3♦ ♦✈❡6❝♦♠❡ 3❤✐B ❞✐✣❝✉❧3②✱ ✐3 ✐B ♦❢ ✐♥3❡6❡B3 3♦ ❝♦♥B✐❞❡6 3❤❡ ❣❡♥❡6❛❧✐③❛3✐♦♥ ♦❢ 3❤❡

❞✐B❝6❡3❡ ❡B3✐♠❛3♦6✳ ❘❡♣❧❛❝❡ 3❤❡ ❛❜♦✈❡ ✉♥✐❢♦6♠ ❞❡♥B✐3② ❢✉♥❝3✐♦♥ ❜② ❛ ❦❡"♥❡❧ ❢✉♥❝(✐♦♥ K
✇❤✐❝❤ B❛3✐B✜❡B 3❤❡ ❝♦♥❞✐3✐♦♥

∫

R

K(u)du = 1. ✭✷✳✹✷✮

❆ ♥♦♥✲♥❡❣❛(✐✈❡ ❦❡6♥❡❧ B❛3✐B✜❡B K(u) ≥ 0 ❢♦6 ❛❧❧ u✳ ■♥ 3❤✐B ❝❛B❡✱ K(u) ✐B ❛ ♣6♦❜❛❜✐❧✐3②

❞❡♥B✐3② ❢✉♥❝3✐♦♥✳ ❆ /②♠♠❡("✐❝ ❦❡6♥❡❧ ❢✉♥❝3✐♦♥ B❛3✐B✜❡B K(u) = K(−u) ❢♦6 ❛❧❧ u✳ ▼♦B3

✸✵
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♥♦♥♣❛6❛♠❡96✐❝ ❡<9✐♠❛9✐♦♥ ✉<❡< <②♠♠❡96✐❝ ♣6♦❜❛❜✐❧✐9② ❞❡♥<✐9② ❢✉♥❝9✐♦♥✱ ❛♥❞ ✇❡ ❢♦❝✉< ♦♥

9❤✐< ❝❛<❡✳ ❇② ❛♥❛❧♦❣② ✇✐9❤ 9❤❡ ❞❡✜♥✐9✐♦♥ ♦❢ 9❤❡ ❞✐<❝6❡9❡ ❡<9✐♠❛9♦6✱ 9❤❡ ❦❡"♥❡❧ ❡%&✐♠❛&♦"

✇✐9❤ ❦❡6♥❡❧ K ✐< ❞❡✜♥❡❞ ❜②

f̂(x) =
1

nh

n∑

i=1

K

(
Xi − x

h

)
, ✭✷✳✹✸✮

✇❤❡6❡ 9❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞&❤ h✱ ❛❧<♦ ❝❛❧❧❡❞ 9❤❡ %♠♦♦&❤✐♥❣ ♣❛"❛♠❡&❡" ♦6 ✇✐♥❞♦✇ ✇✐❞&❤ ❜② <♦♠❡

❛✉9❤♦6<✱ ❝♦♥96♦❧< 9❤❡ ❞❡❣6❡❡ ♦❢ <♠♦♦9❤✐♥❣✳

❚❤❡ ♠♦<9 ❝♦♠♠♦♥❧② ✉<❡❞ ❦❡6♥❡❧< ❛6❡ <♣❡❝✐❛❧ ❝❛<❡< ♦❢ 9❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢❛♠✐❧②

Ks(u) =
(2s+ 1)!!

2s+1s!
(1− u2)sI(|u| ≤ 1), ✭✷✳✹✹✮

✇❤❡6❡ 9❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ❢❛❝9♦6✐❛❧ ♠❡❛♥< (2s + 1)!! = (2s + 1) × (2s − 1) × ... × 5 × 3 × 1✳ ❚❤❡

●❛✉<<✐❛♥ ❦❡6♥❡❧ ✐< ♦❜9❛✐♥❡❞ ❜② 9❛❦✐♥❣ 9❤❡ ❧✐♠✐9 ❛< s → ∞ ❛❢9❡6 6❡<❝❛❧✐♥❣✳ ❚❤❡ ❦❡6♥❡❧<

✇✐9❤ ❤✐❣❤❡6 s ❛6❡ <♠♦♦9❤❡6✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ ❡<9✐♠❛9❡< f̂(x) ✇❤✐❝❤ ❛6❡ <♠♦♦9❤❡6 ❛♥❞ ♣♦<<❡<<✐♥❣

♠♦6❡ ❞❡6✐✈❛9✐✈❡<✳ ❊<9✐♠❛9❡< ✉<✐♥❣ 9❤❡ ●❛✉<<✐❛♥ ❦❡6♥❡❧ ❤❛✈❡ ❞❡6✐✈❛9✐✈❡< ♦❢ ❛❧❧ ♦6❞❡6<✳

❋♦6 9❤❡ ♣✉6♣♦<❡ ♦❢ ♥♦♥♣❛6❛♠❡96✐❝ ❡<9✐♠❛9✐♦♥ 9❤❡ <❝❛❧❡ ♦❢ 9❤❡ ❦❡6♥❡❧ ✐< ♥♦9 ✉♥✐N✉❡❧②

❞❡✜♥❡❞✳ ❚❤❛9 ✐<✱ ❢♦6 ❛♥② ❦❡6♥❡❧ K(u) ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❞❡✜♥❡❞ 9❤❡ ❛❧9❡6♥❛9✐✈❡ ❦❡6♥❡❧ K∗(u) =
b−1K(u/b) ❢♦6 <♦♠❡ ❝♦♥<9❛♥9 b > 0✳ ❚❤❡<❡ 9✇♦ ❦❡6♥❡❧< ❛6❡ ❡N✉✐✈❛❧❡♥9 ✐♥ 9❤❡ <❡♥<❡ ♦❢

♣6♦❞✉❝✐♥❣ 9❤❡ <❛♠❡ ❞❡♥<✐9② ❡<9✐♠❛9♦6✱ <♦ ❧♦♥❣ ❛< 9❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞9❤ ✐< 6❡<❝❛❧❡❞✳ ❚❤❛9 ✐<✱

✐❢ f̂(x) ✐< ❝❛❧❝✉❧❛9❡❞ ✇✐9❤ ❦❡6♥❡❧ K ❛♥❞ ❜❛♥❞✇✐❞9❤ h✱ ✐9 ✐< ♥✉♠❡6✐❝❛❧❧② ✐❞❡♥9✐❝❛❧❧② 9♦ ❛

❝❛❧❝✉❧❛9✐♦♥ ✇✐9❤ ❦❡6♥❡❧ K∗
❛♥❞ ❜❛♥❞✇✐❞9❤ h∗ = h/b✳

✷✳✸✳✷ ▼❡❛&✉(❡& ♦❢ ❞✐&❝(❡♣❛♥❝②✿ ♠❡❛♥✲&4✉❛(❡❞ ❡((♦( ❛♥❞ ♠❡❛♥

✐♥5❡❣(❛5❡❞ &4✉❛(❡ ❡((♦(

❲❤❡♥ ❝♦♥<✐❞❡6✐♥❣ ❡<9✐♠❛9✐♦♥ ❛9 ❛ <✐♥❣❧❡ ♣♦✐♥9✱ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥9 ♠❡❛<✉6❡ ♦❢

❡<9✐♠❛9✐♦♥ ♣6❡❝✐<✐♦♥ ✐< 9❤❡ ♠❡❛♥✲<N✉❛6❡❞ ❡66♦6 ✭❛❜❜6❡✈✐❛9❡❞ ▼❙❊✮✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

MSE(f̂(x)) = E
(
f̂(x)− f(x)

)2

= bias(f̂(x))2 + var
(
f̂(x)

)
,

✇❤❡6❡ biasf̂(x) = E[f̂(x)] − f(x) ❛♥❞ var(f̂(x)) = E[f̂(x)2] − E[f̂(x)]2✳ ❋6♦♠ 9❤❡ ♣♦✐♥9

♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ ❛♣♣6♦①✐♠❛9✐♦♥✱ 9❤❡<❡ ❜✐❛< ❛♥❞ ✈❛6✐❛♥❝❡ ❛6❡ ❡<9✐♠❛9❡❞ ❛< 9✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ <9❡♣<✿

❋✐)*& *&❡♣✿ ❊*&✐♠❛&✐♦♥ ♦❢ ❜✐❛*

■9 ✐< ✉<❡❢✉❧ 9♦ ♦❜<❡6✈❡ 9❤❛9 ❡①♣❡❝9❛9✐♦♥< ♦❢ ❦❡6♥❡❧ 96❛♥<❢♦6♠❛9✐♦♥< ❝❛♥ ❜❡ ✇6✐99❡♥ ❛< ✐♥9❡✲

❣6❛❧< ✇❤✐❝❤ 9❛❦❡ 9❤❡ ❢♦6♠ ♦❢ ❛ ❝♦♥✈♦❧✉9✐♦♥ ♦❢ 9❤❡ ❦❡6♥❡❧ ❛♥❞ 9❤❡ ❞❡♥<✐9② ❢✉♥❝9✐♦♥✿

E

[
1

h
K

(
Xi − x

h

)]
=

∫

R

1

h
K

(
z − x

h

)
f(z)dz. ✭✷✳✹✺✮

✸✶
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❑❡"♥❡❧ ❊&✉❛)✐♦♥ κ2(K)
❯♥✐❢♦7♠ K0(u) =

1
2
I(|u| ≤ 1) 1

3

❊♣❛♥❡❝❤♥✐❦♦✈ K1(u) =
3
4
(1− u2)I(|u| ≤ 1) 1

5

❇✐✇❡✐❣❤C K2(u) =
15
16
(1− u2)2I(|u| ≤ 1) 1

7

❚7✐✇❡✐❣❤C K3(u) =
35
32
(1− u2)3I(|u| ≤ 1) 1

9

●❛✉FF✐❛♥F Kφ(u) =
1√
2π
e−

u2

2 1

❚❛❜❧❡ ✷✳✷ ✕ ❈♦♠♠♦♥ ❙❡❝♦♥❞✲❖7❞❡7 ❑❡7♥❡❧F

❯F✐♥❣ C❤❡ ❝❤❛♥❣❡✲♦❢ ✈❛7✐❛❜❧❡F u = (z − x)/h✱ C❤✐F ❡N✉❛❧F

∫

R

K(u)f(x+ hu)du. ✭✷✳✹✻✮

❇② C❤❡ ❧✐♥❡❛7✐C② ♦❢ C❤❡ ❡FC✐♠❛C♦7 ✇❡ F❡❡

E[f̂(x)] =
1

n

n∑

i=1

E

[
1

h
K

(
Xi − x

h

)]
=

∫

R

K(u)f(x+ hu)du. ✭✷✳✹✼✮

❚❤❡ ❧❛FC ❡①♣7❡FF✐♦♥ F❤♦✇F C❤❛C C❤❡ ❡①♣❡❝C❡❞ ✈❛❧✉❡ ✐F ❛♥ ❛✈❡7❛❣❡ ♦❢ f(z) ❧♦❝❛❧❧② ❛❜♦✉C x✳
❚❤✐F ✐♥C❡❣7❛❧ ✭C②♣✐❝❛❧❧②✮ ✐F ♥♦C ❛♥❛❧②C✐❝❛❧❧② F♦❧✈❛❜❧❡✱ F♦ ✇❡ ❛♣♣7♦①✐♠❛C❡ ✐C ✉F✐♥❣ ❛ ❚❛②❧♦7

❡①♣❛♥F✐♦♥ ♦❢ f(x + hu) ✐♥ C❤❡ ❛7❣✉♠❡♥C hu✱ ✇❤✐❝❤ ✐F ✈❛❧✐❞ ❛F h → 0✳ ❈♦♥✈❡♥✐❡♥C❧②✱ ✇❡

❣✐✈❡ F♦♠❡ ♥❡✇ ❞❡✜♥✐C✐♦♥F✳

❚❤❡ ♠♦♠❡♥$% ♦❢ ❛ ❦❡7♥❡❧ ❛7❡ κj(K) =
∫
R
ujK(u)du✳ ❚❤❡ ♦&❞❡& ♦❢ ❛ ❦❡&♥❡❧✱ ν✱ ✐F

❞❡✜♥❡❞ ❛F C❤❡ ♦7❞❡7 ♦❢ C❤❡ ✜7FC ♥♦♥✲③❡7♦ ♠♦♠❡♥C✳ ❋♦7 ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ κ1(K) = 0 ❛♥❞ κ2 > 0
C❤❡♥ K ✐F ❛ F❡❝♦♥❞✲♦7❞❡7 ❦❡7♥❡❧ ❛♥❞ ν = 2✳ ■❢ κ1(K) = κ2(K) = κ3(K) = 0 ❜✉C κ4(K) > 0
C❤❡♥ K ✐F ❛ ❢♦✉7C❤✲♦7❞❡7 ❦❡7♥❡❧ ❛♥❞ ν = 4✳ ❚❤❡ ♦7❞❡7 ♦❢ ❛ F②♠♠❡C7✐❝ ❦❡7♥❡❧ ✐F ❛❧✇❛②F

❡✈❡♥✳ ❙②♠♠❡C7✐❝ ♥♦♥✲♥❡❣❛C✐✈❡ ❦❡7♥❡❧F ❛7❡ F❡❝♦♥❞✲♦7❞❡7 ❦❡7♥❡❧F✳ ❈♦♠♠♦♥ F❡❝♦♥❞✲♦7❞❡7

❦❡7♥❡❧F ❛7❡ ❧✐FC❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✷✳

❋♦7 ❛ νC❤✲♦7❞❡7 ❦❡7♥❡❧ ✇❡ C❛❦❡ C❤❡ ❡①♣❛♥F✐♦♥ ♦✉C C♦ C❤❡ νC❤ C❡7♠

f(x+ hu) = f(x) + f (1)(x)hu+
1

2
f (2)(x)h2u2 +

1

3!
f (3)(x)h3u3 + ...+

1

ν!
f (ν)(x)hνuν + o(hν).

✭✷✳✹✽✮

❚❤❡ 7❡♠❛✐♥❞❡7 ✐F ♦❢ F♠❛❧❧❡7 ♦7❞❡7 C❤❛♥ hν
❛F h → ∞✱ ✇❤✐❝❤ ✐F ✇7✐CC❡♥ ❛F o(hν)✳ ✭❚❤✐F

❡①♣❛♥F✐♦♥ ❛FF✉♠❡F f (ν+1)(x) ❡①✐FCF✮✳ ■♥C❡❣7❛C✐♥❣ C❡7♠ ❜② C❡7♠ ❛♥❞ ✉F✐♥❣

∫
R
K(u)du = 1

❛♥❞ C❤❡ ❞❡✜♥✐C✐♦♥

∫
R
ujK(u)du = κj(K)✱

∫

R

K(u)f(x+ hu)du = f(x) + f (1)(x)hκ1(K) +
1

2
f (2)(x)h2κ2(K) +

1

3!
f (3)(x)h3κ3(K)

+...+
1

ν!
f (ν)(x)hνκν(K) + o(hν)

= f(x) +
1

ν!
f (ν)(x)hνκν(K) + o(hν),

✸✷
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✇❤❡5❡ 6❤❡ 7❡❝♦♥❞ ❡<✉❛❧✐6② ✉7❡7 6❤❡ ❛77✉♠♣6✐♦♥ 6❤❛6 K ✐7 ❛ ν6❤✲♦5❞❡5 ❦❡5♥❡❧ ✭7♦ κj(K) = 0
❢♦5 j < ν✮✳
❚❤❛6 ♠❡❛♥7 6❤❛6

E[f̂(x)] =
1

n

n∑

i=1

E

[
1

h
K

(
Xi − x

h

)]

= f(x) +
1

ν!
f (ν)(x)hνκν(K) + o(hν).

❚❤❡ ❜✐❛7 ♦❢ f̂(x) ✐7 6❤❡♥

bias(f̂(x)) = E[f̂(x)]− f(x) =
1

ν!
f (ν)(x)hνκν(K) + o(hν). ✭✷✳✹✾✮

❋♦5 7❡❝♦♥❞✲♦5❞❡5 ❦❡5♥❡❧7✱ 6❤✐7 7✐♠♣❧✐✜❡7 6♦

bias(f̂(x)) = E[f̂(x)]− f(x) =
1

2
f (2)(x)h2κ2(K) + o(h4). ✭✷✳✺✵✮

❚❤❡ ❜✐❛7 ✐7 ✐♥❝5❡❛7✐♥❣ ✐♥ 6❤❡ 7<✉❛5❡ ♦❢ 6❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞6❤✳ ❙♠❛❧❧❡5 ❜❛♥❞✇✐❞6❤7 ✐♠♣❧② 5❡❞✉❝❡❞

❜✐❛7✳ ❚❤❡ ❜✐❛7 ✐7 ❛❧7♦ ♣5♦♣♦56✐♦♥❛❧ 6♦ 6❤❡ 7❡❝♦♥❞ ❞❡5✐✈❛6✐✈❡ ♦❢ 6❤❡ ❞❡♥7✐6② f (2)(x)✳ ■♥✲

6✉✐6✐✈❡❧②✱ 6❤❡ ❡76✐♠❛6♦5 f̂(x) 7♠♦♦6❤7 ❞❛6❛ ❧♦❝❛❧ 6♦ Xi = x✱ 7♦ ✐7 ❡76✐♠❛6✐♥❣ ❛ 7♠♦♦6❤❡❞

✈❡57✐♦♥ ♦❢ f(x)✳ ❚❤❡ ❜✐❛7 5❡7✉❧67 ❢5♦♠ 6❤✐7 7♠♦♦6❤✐♥❣✱ ❛♥❞ ✐7 ❧❛5❣❡5 6❤❡ ❝✉5✈❛6✉5❡ ✐♥ f(x)✳

❲❤❡♥ ❤✐❣❤❡5✲♦5❞❡5 ❦❡5♥❡❧7 ❛5❡ ✉7❡❞ ✭❛♥❞ 6❤❡ ❞❡♥7✐6② ❤❛7 ❡♥♦✉❣❤ ❞❡5✐✈❛6✐✈❡7✮✱ 6❤❡ ❜✐❛7

✐7 ♣5♦♣♦56✐♦♥❛❧ 6♦ hν
✱ ✇❤✐❝❤ ✐7 ♦❢ ❧♦✇❡5 ♦5❞❡5 6❤❛♥ h2

✳ ❚❤✉7 6❤❡ ❜✐❛7 ♦❢ ❡76✐♠❛6❡7 ✉7✐♥❣

❤✐❣❤❡5✲♦5❞❡5 ❦❡5♥❡❧7 ✐7 ♦❢ ❧♦✇❡5 ♦5❞❡5 6❤❛♥ ❡76✐♠❛6❡7 ❢5♦♠ 7❡❝♦♥❞✲♦5❞❡5 ❦❡5♥❡❧7✱ ❛♥❞ 6❤✐7 ✐7

✇❤② 6❤❡② ❛5❡ ❝❛❧❧❡❞ ❜✐❛7✲5❡❞✉❝✐♥❣ ❦❡5♥❡❧7✳ ❚❤✐7 ✐7 6❤❡ ❛❞✈❛♥6❛❣❡ ♦❢ ❤✐❣❤❡5✲♦5❞❡5 ❦❡5♥❡❧7✳

❙❡❝♦♥❞ &'❡♣✿ ❊&'✐♠❛'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ✈❛1✐❛♥❝❡

❙✐♥❝❡ 6❤❡ ❦❡5♥❡❧ ❡76✐♠❛6♦5 ✐7 ❛ ❧✐♥❡❛5 ❡76✐♠❛6♦5✱ ❛♥❞ K
(
Xi−x

h

)
✐7 ✐✳✐✳❞✳✱

var
(
f̂(x)

)
=

1

nh2
var

(
K

(
Xi − x

h

))

=
1

nh2
E

[
K

(
Xi − x

h

)2
]
− 1

n

(
1

h
E

[
K

(
Xi − x

h

)])2

.

❋5♦♠ 6❤❡ ❛♥❛❧②7✐7 ♦❢ ❜✐❛7 ✐6 ✐7 ❦♥♦✇♥ 6❤❛6

1
h
E

[
K

(
Xi−x

h

)]
= f(x) + o(1) 7♦ 6❤❡ 7❡❝♦♥❞

6❡5♠ ✐7 O
(
1
n

)
✳

❋♦5 6❤❡ ✜576 6❡5♠✱ ✇5✐6❡ 6❤❡ ❡①♣❡❝6❛6✐♦♥ ❛7 ❛♥ ✐♥6❡❣5❛❧✱ ♠❛❦❡ ❛ ❝❤❛♥❣❡✲♦❢✲✈❛5✐❛❜❧❡7 ❛♥❞ ❛

✜576✲♦5❞❡5 ❚❛②❧♦5 ❡①♣❛♥7✐♦♥

1

h
E

[
K

(
Xi − x

h

)2
]

=
1

h

∫

R

K

(
z − x

h

)2

f(x)dz

=

∫

R

K(u)2f(x+ hu)du

=

∫

R

K(u)2(f(x) +O(h))du

= f(x)R(K) +O(h),

✸✸
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✇❤❡5❡ R(K) =
∫
R
K(u)2du ✐7 8❤❡ 5♦✉❣❤♥❡77 ♦❢ 8❤❡ ❦❡5♥❡❧✳ ❚♦❣❡8❤❡5✱ ✇❡ 7❡❡

var
(
f̂(x)

)
=

f(x)R(K)

nh
+O

(
1

n

)
. ✭✷✳✺✶✮

❚❤❡ 5❡♠❛✐♥❞❡5 O
(
1
n

)
✐7 ♦❢ 7♠❛❧❧❡5 ♦5❞❡5 8❤❛♥ 8❤❡ O

(
1
nh

)
❧❡❛❞✐♥❣ 8❡5♠✱ 7✐♥❝❡ h−1 → ∞✳

❆♣♣"♦①✐♠❛(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ▼❙❊

❋5♦♠ ❛❜♦✈❡ ❡78✐♠❛8♦57✱ 8❤❡ ❛♣♣5♦①✐♠❛8✐♦♥ ♦❢ ▼❙❊ ✐7 ❣✐✈❡♥ ❜②

MSE(f̂(x)) ≈
(

1

ν!
f (ν)(x)hνκν(K)

)2

+
f(x)R(K)

nh

=
κ2
ν(K)

(ν!)2
f (ν)(x)2h2ν +

f(x)R(K)

nh

:= AMSE(f̂(x)).

❙✐♥❝❡ 8❤✐7 ❛♣♣5♦①✐♠❛8✐♦♥ ✐7 ❜❛7❡❞ ♦♥ ❛7②♠♣8♦8✐❝ ❡①♣❛♥7✐♦♥7 8❤✐7 ✐7 ❝❛❧❧❡❞ 8❤❡ ❛7②♠♣✲

8♦8✐❝ ♠❡❛♥✲7N✉❛5❡❞✲❡55♦5 ✭❆▼❙❊✮✳ ◆♦8❡ 8❤❛8 ✐8 ✐7 ❛ ❢✉♥❝8✐♦♥ ♦❢ 8❤❡ 7❛♠♣❧❡ 7✐③❡ n✱ 8❤❡
❜❛♥❞✇✐❞8❤ h✱ 8❤❡ ❦❡5♥❡❧ ❢✉♥❝8✐♦♥ ✭8❤5♦✉❣❤ κν ❛♥❞ R(K)✮✱ ❛♥❞ ✈❛5✐❡7 ✇✐8❤ x ❛7 f (ν)(x)
❛♥❞ f(x) ✈❛5②✳

◆♦8✐❝❡ ❛7 ✇❡❧❧ 8❤❛8 8❤❡ ✜578 8❡5♠ ✭8❤❡ 7N✉❛5❡❞ ❜✐❛7✮ ✐7 ✐♥❝5❡❛7✐♥❣ ✐♥ h ❛♥❞ 8❤❡ 7❡❝♦♥❞

8❡5♠ ✭8❤❡ ✈❛5✐❛♥❝❡✮ ✐7 ❞❡❝5❡❛7✐♥❣ ✐♥ nh✳ ❋♦5 MSE(f̂(x)) 8♦ ❞❡❝❧✐♥❡ ❛7 n → ∞ ❜♦8❤ ♦❢

8❤❡7❡ 8❡5♠7 ♠✉78 ❣❡8 7♠❛❧❧✳ ❚❤✉7 ❛7 n → ∞ ✇❡ ♠✉78 ❤❛✈❡ h → 0 ❛♥❞ nh → ∞✳ ❚❤❛8 ✐7✱

8❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞8❤ ♠✉78 ❞❡❝5❡❛7❡✱ ❜✉8 ♥♦8 ❛8 ❛ 5❛8❡ ❢❛78❡5 8❤❛♥ 7❛♠♣❧❡ 7✐③❡✳ ❚❤✐7 ✐7 7✉✣❝✐❡♥8

8♦ ❡78❛❜❧✐7❤ 8❤❡ ♣♦✐♥8✇✐7❡ ❝♦♥7✐78❡♥❝② ♦❢ 8❤❡ ❡78✐♠❛8♦5✳ ❚❤❛8 ✐7✱ ❢♦5 ❛❧❧ x, f̂(x) →p f(x)
❛7 n → ∞✳

▼■❙❊ ❛♥❞ ✐(2 ❛♣♣"♦①✐♠❛(✐♦♥

❚❤❡ ♠♦78 ✇✐❞❡❧② ✉7❡❞ ✇❛② ♦❢ ♣❧❛❝✐♥❣ ❛ ♠❡❛7✉5❡ ♦♥ 8❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❛❝❝✉5❛❝② ♦❢ f̂ ❛7 ❛♥ ❡78✐♠❛8♦5

♦❢ f ✐7 8❤❡ ♠❡❛♥ ✐♥%❡❣'❛%❡❞ )*✉❛'❡ ❡''♦' ❞❡✜♥❡❞ ❜②

MISE = E

[∫

R

(
f̂(x)− f(x)

)2

dx

]
. ✭✷✳✺✷✮

❚❤❡ ❛7②♠♣8♦8✐❝ ♠❡❛♥ ✐♥8❡❣5❛8❡❞ 7N✉❛5❡❞ ❡55♦5 ✭❆▼■❙❊✮ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

AMISE =

∫

R

AMSE(f̂(x))dx

=
κ2
ν(K)

(ν!)2
R

(
f (ν)

)
h2ν +

R(K)

nh
,

✇❤❡5❡ R
(
f (ν)

)
=

∫
R

(
f (ν)

)2
dx ✐7 8❤❡ '♦✉❣❤♥❡)) ♦❢ f (ν)

✳

✸✹
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✷✳✸✳✸ ❈❤♦♦&✐♥❣ ❜❛♥❞✇✐❞.❤

❚❤❡ ❆▼■❙❊ ❢♦6♠✉❧❛ ❡①♣6❡==❡= >❤❡ ▼❙❊ ❛= ❛ ❢✉♥❝>✐♦♥ ♦❢ h✿ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ h ✇❤✐❝❤ ♠✐♥✐♠✐③❡=

>❤✐= ❡①♣6❡==✐♦♥ ✐= ❝❛❧❧❡❞ >❤❡ ❛!②♠♣%♦%✐❝❛❧❧② ♦♣%✐♠❛❧ ❜❛♥❞✇✐❞%❤✳ ❚❤❡ =♦❧✉>✐♦♥ ✐= ❢♦✉♥❞ ❜②

>❛❦✐♥❣ >❤❡ ❞❡6✐✈❛>✐✈❡ ♦❢ >❤❡ ❆▼■❙❊ ✇✐>❤ 6❡=♣❡❝> >♦ h ❛♥❞ =❡>>✐♥❣ ✐> ❡K✉❛❧ >♦ ③❡6♦✿

d

dh
AMISE =

d

dh

(
κ2
ν(K)

(ν!)2
R

(
f (ν)

)
h2ν

)
+

R(K)

nh

= 2νh2ν−1κ
2
ν(K)

(ν!)2
R

(
f (ν) − R(K)

nh2

)
:= 0

✇✐>❤ =♦❧✉>✐♦♥

h0 = Cν(K, f)n−1/(2ν+1)

Cν(K, f) = R
(
f (ν)

)−1/(2ν+1)
Aν(K)

Aν(K) =

(
(ν!)2R(K)

2νκ2
ν(K)

)1/(2ν+1)

. ✭✷✳✺✸✮

❚❤❡ ♦♣>✐♠❛❧ ❜❛♥❞✇✐❞>❤ ✐= ♣6♦♣♦>✐♦♥❛❧ >♦ n−1/(2ν+1)
✳ ❲❡ =❛② >❤❛> >❤❡ ♦♣>✐♠❛❧ ❜❛♥❞✲

✇✐❞>❤ ✐= ♦❢ ♦6❞❡6 O
(
n−1/(2ν+1)

)
✳ ❋♦6 =❡❝♦♥❞✲♦6❞❡6 ❦❡6♥❡❧= >❤❡ ♦♣>✐♠❛❧ 6❛>❡ ✐= O

(
n−1/5

)
✳

❋♦6 ❤✐❣❤❡6✲♦6❞❡6 ❦❡6♥❡❧= >❤❡ 6❛>❡ ✐= =❧♦✇❡6✱ =✉❣❣❡=>✐♥❣ >❤❛> ❜❛♥❞✇✐❞>❤= ❛6❡ ❣❡♥❡6❛❧❧② ❧❛6❣❡6

>❤❛♥ ❢♦6 =❡❝♦♥❞✲♦6❞❡6 ❦❡6♥❡❧=✳ ❚❤❡ ✐♥>✉✐>✐♦♥ ✐= >❤❛> =✐♥❝❡ ❤✐❣❤❡6✲♦6❞❡6 ❦❡6♥❡❧= ❤❛✈❡ =♠❛❧❧❡6

❜✐❛=✱ >❤❡② ❝❛♥ ❛✛♦6❞ ❛ ❧❛6❣❡6 ❜❛♥❞✇✐❞>❤✳

❚❤❡ ❝♦♥=>❛♥> ♦❢ ♣6♦♣♦6>✐♦♥❛❧✐>② Cν(K, f) ❞❡♣❡♥❞= ♦♥ >❤❡ ❦❡6♥❡❧ >❤6♦✉❣❤ >❤❡ ❢✉♥❝>✐♦♥

Aν(K) ✭✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛>❡❞ ❢6♦♠ ❚❛❜❧❡ ✷✳✷✮✱ ❛♥❞ >❤❡ ❞❡♥=✐>② >❤6♦✉❣❤ R(f (ν)) ✭✇❤✐❝❤
✐= ✉♥❦♥♦✇♥✮✳

■❢ >❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞>❤ ✐= =❡> >♦ h0✱ >❤❡♥ ✇✐>❤ =♦♠❡ =✐♠♣❧✐✜❝❛>✐♦♥ >❤❡ ❆▼■❙❊ ❡K✉❛❧=

AMISE0(K) = (1 + 2ν)

(
R

(
f (ν)

)
κ2
ν(K)R(K)2ν

(ν!)2(2ν)2ν

)1/(2ν+1)

n−2ν/(2ν+1). ✭✷✳✺✹✮

❋♦6 =❡❝♦♥❞✲♦6❞❡6 ❦❡6♥❡❧=✱ >❤✐= ❡K✉❛❧=

AMISE0(K) =
5

4

(
κ2
2(K)R(K)4R(f (2))

)1/5
n−4/5. ✭✷✳✺✺✮

❆= ν ❣❡>= ❧❛6❣❡✱ >❤❡ ❝♦♥✈❡6❣❡♥❝❡ 6❛>❡ ❛♣♣6♦❛❝❤❡= >❤❡ ♣❛6❛♠❡>6✐❝ 6❛>❡ n−1
✳ ❚❤✉=✱ ❛>

❧❡❛=> ❛=②♠♣>♦>✐❝❛❧❧②✱ >❤❡ =❧♦✇ ❝♦♥✈❡6❣❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦♥♣❛6❛♠❡>6✐❝ ❡=>✐♠❛>✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♠✐>✐❣❛>❡❞

>❤6♦✉❣❤ >❤❡ ✉=❡ ♦❢ ❤✐❣❤❡6✲♦6❞❡6 ❦❡6♥❡❧=✳

❘❡❢❡#❡♥❝❡ &♦ ❛ )&❛♥❞❛#❞ ❞✐)&#✐❜✉&✐♦♥

❆ ✈❡6② ❡❛=② ❛♥❞ ♥❛>✉6❛❧ ❛♣♣6♦❛❝❤ ✐= >♦ ✉=❡ ❛ =>❛♥❞❛6❞ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❞✐=>6✐❜✉>✐♦♥= ✭=❡❝♦♥❞✲

♦6❞❡6 ❦❡6♥❡❧✮ >♦ ❛==✐❣♥ ❛ ✈❛❧✉❡ >♦ >❤❡ >❡6♠ R(f (2)) ✐♥ >❤❡ ❡①♣6❡==✐♦♥ ✭✷✳✺✸✮ ❢♦6 >❤❡ ✐❞❡❛❧

✸✺
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❜❛♥❞✇✐❞8❤✳ ❋♦< ❡①❛♠♣❧❡✱ 8❤❡ ♥♦<♠❛❧ ❞✐C8<✐❜✉8✐♦♥ ✇✐8❤ ✈❛<✐❛♥❝❡ σ2
❤❛C ✱ C❡88✐♥❣ φ 8♦ ❜❡

8❤❡ C8❛♥❞❛<❞ ♥♦<♠❛❧ ❞❡♥C✐8②✱

∫

R

f (2)(x)2dx = σ−5

∫

R

φ(2)(x)2dx

=
3

8

√
πσ−5 ≈ 0.212σ−5. ✭✷✳✺✻✮

■❢ ❛ ●❛✉CC✐❛♥ ❦❡<♥❡❧ ✐C ❜❡✐♥❣ ✉C❡❞✱ 8❤❡♥ 8❤❡ ✇✐♥❞♦✇ ✇✐❞8❤ ♦❜8❛✐♥❡❞ ❢<♦♠ ✭✷✳✺✸✮ ✇♦✉❧❞ ❜❡✱

C✉❜C8✐8✉8✐♥❣ 8❤❡ ✈❛❧✉❡ ✭✷✳✺✻✮✱

h0 = (4π)−1/103

8

√
πσn−1/5

=

(
4

3

)1/5

σn−1/5 ≈ 1.06σn−1/5. ✭✷✳✺✼✮

❆ O✉✐❝❦ ✇❛② ♦❢ ❝❤♦♦C✐♥❣ 8❤❡ C♠♦♦8❤✐♥❣ ♣❛<❛♠❡8❡<✱ 8❤❡<❡❢♦<❡✱ ✇♦✉❧❞ ❜❡ 8♦ ❡C8✐♠❛8❡ σ
❢<♦♠ 8❤❡ ❞❛8❛ ❛♥❞ 8❤❡♥ 8♦ C✉❜C8✐8✉8❡ 8❤❡ ❡C8✐♠❛8❡ ✐♥8♦ ✭✷✳✺✼✮✳ ❊✐8❤❡< 8❤❡ ✉C✉❛❧ C❛♠♣❧❡

C8❛♥❞❛<❞ ❞❡✈✐❛8✐♦♥ ♦< ❛ ♠♦<❡ <♦❜✉C8 ❡C8✐♠❛8♦< ♦❢ σ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉C❡❞✳

❇❡88❡< <❡C✉❧8C ❝❛♥ ❜❡ ♦❜8❛✐♥❡❞ ✉C✐♥❣ ❛ <♦❜✉C8 ♠❡❛C✉<❡ ♦❢ C♣<❡❛❞✳ ❋♦<♠✉❧❛ ✭✷✳✺✼✮

✇<✐88❡♥ ✐♥ 8❡<♠C ♦❢ 8❤❡ ✐♥8❡<O✉❛<8✐❧❡ <❛♥❣❡ ■◗❘ ♦❢ 8❤❡ ✉♥❞❡<❧②✐♥❣ ♥♦<♠❛❧ ❞✐C8<✐❜✉8✐♦♥

❜❡❝♦♠❡C

h0 = 0.79× ■◗❘× n−1/5. ✭✷✳✺✽✮

❯♥❢♦<8✉♥❛8❡❧②✱ ✉C✐♥❣ ✭✷✳✺✽✮ ❢♦< 8❤❡ ❜✐♠♦❞❛❧ ❞✐C8<✐❜✉8✐♦♥C ♠❛❦❡C ♠❛88❡<C ✇♦<C❡✱ ❜❡❝❛✉C❡

✐8 ♦✈❡<C♠♦♦8❤C ❡✈❡♥ ❢✉<8❤❡<✳ ❚❤❡ ❜❡C8 ♦❢ ❜♦8❤ ✇♦<❧❞C ❝❛♥ ❜❡ ♦❜8❛✐♥❡❞ ✉C✐♥❣ 8❤❡ ❛❞❛♣8✐✈❡

❡C8✐♠❛8❡ ♦❢ C♣<❡❛❞

A = min
{
SD,

■◗❘

1.34

}
✭✷✳✺✾✮

✐♥C8❡❛❞ ♦❢ σ ✐♥ 8❤❡ ❢♦<♠✉❧❛ ✭✷✳✺✼✮ ✇✐8❤ SD ✐C C8❛♥❞❛<❞ ❞❡✈✐❛8✐♦♥✳ ❚❤✐C ✇✐❧❧ ❝♦♣❡ ✇❡❧❧ ✇✐8❤

8❤❡ ✉♥✐♠♦❞❛❧ ❞❡♥C✐8✐❡C ❛♥❞ ✇✐❧❧ ♥♦8 ❞♦ 8♦♦ ❜❛❞❧② ✐❢ 8❤❡ ❞❡♥C✐8② ✐C ♠♦❞❡<❛8❡❧② ❜✐♠♦❞❛❧✳

❆♥♦8❤❡< ♠♦❞✐✜❝❛8✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ✐♠♣<♦✈❡ ♠❛88❡<C ❢✉<8❤❡<✱ ✐C 8♦ <❡❞✉❝❡ 8❤❡ ❢❛❝8♦< 1.06 ✐♥

✭✷✳✺✼✮❀ ❢♦< ✐♥C8❛♥❝❡✱ 8❤❡ ❝❤♦✐❝❡✱ ❢♦< ❛ ●❛✉CC✐❛♥ ❦❡<♥❡❧✱

h = 0.9An−1/5
✭✷✳✻✵✮

✇✐❧❧ ②✐❡❧❞ ❛ ♠❡❛♥ ✐♥8❡❣<❛8❡❞ CO✉❛<❡ ❡<<♦< ✇✐8❤✐♥ 10% ♦❢ 8❤❡ ♦♣8✐♠✉♠ ❢♦< ❛❧❧ 8❤❡ 8✲

❞✐C8<✐❜✉8✐♦♥C ❝♦♥C✐❞❡<❡❞✱ ❢♦< 8❤❡ ❧♦❣✲♥♦<♠❛❧ ✇✐8❤ C❦❡✇♥❡CC ✉♣ 8♦ ❛❜♦✉8 1.8✱ ❛♥❞ ❢♦< 8❤❡

♥♦<♠❛❧ ♠✐①8✉<❡ ✇✐8❤ C❡♣❛<❛8✐♦♥ ✉♣ 8♦ 3 C8❛♥❞❛<❞ ❞❡✈✐❛8✐♦♥C✳ ❚❤✐C <✉❧❡ ✐C ❝♦♠♠♦♥❧② ✉C❡❞

✐♥ ♣<❛❝8✐❝❡ ❛♥❞ ✐8 ✐C ♦❢8❡♥ <❡❢❡<<❡❞ 8♦ ❛C ❙✐❧✈❡<♠❛♥✬C <❡❢❡<❡♥❝❡ ❜❛♥❞✇✐❞8❤ ♦< ❙✐❧✈❡<♠❛♥✬C

<✉❧❡ ♦❢ 8❤✉♠❜ ✭❙✐❧✈❡<♠❛♥ ❬✶✾✽✻❪✱ ♣❛❣❡ ✹✽✮✳ ❋<♦♠ ✭✷✳✺✾✮ ❛♥❞ ✭✷✳✻✵✮ 8❤❡ ❞❡❢❛✉❧8 ❜❛♥❞✇✐❞8❤

✐C

h = 0.9min
{
SD,

■◗❘

1.34

}
.n−1/5.

■♥ ❘✱ ❙✐❧✈❡<♠❛♥✬C ❜❛♥❞✇✐❞8❤ ✐C ✐♥✈♦❦❡❞ ❜② ❜✇ ❂ ✏❜✇✳♥<❞✵✑✳

✸✻
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✷✳✸✳✹ ▼✉❧'✐✈❛+✐❛'❡ ❉❡♥/✐'② ❊/'✐♠❛'✐♦♥

▼✉❧5✐✈❛9✐❛5❡ ❑❡9♥❡❧ ❉❡♥<✐5② ❊<5✐♠❛5✐♦♥ ❤❛< ❜❡❡♥ ✉<❡❞ <✐♥❝❡ ❛ ❧♦♥❣ 5✐♠❡ ✐♥ ♠✉❧5✐✈❛9✐❛5❡

❞❛5❛ ❛♥❛❧②<✐< ✭<❡❡✱ ❡✳❣✳✱❙❝♦55 ❬✶✾✾✷❪✮✳ ❈♦♥<✐❞❡9✐♥❣ ❛ <✐♥❣❧❡ <❛♠♣❧❡ (x1, . . . ,xn) ✐✐❞ ❢9♦♠ ❛

♣❞❢ f ♦✈❡9 Rr
✱ 5❤❡ ❣❡♥❡9❛❧ ❢♦9♠ ♦❢ ❛ ♠✉❧5✐✈❛9✐❛5❡ ❑❉❊ ✐<

f̂H(u) =
1

n

n∑

i=1

KH(u− xi), ✭✷✳✻✶✮

✇❤❡9❡ ❢♦9 u = (u1, u2, . . . , ur)
t ∈ Rr

KH(u) = |H|−1/2K(H−1/2.u),

❛♥❞ ✇❤❡9❡ K ✐< ❛ ♠✉❧5✐✈❛9✐❛5❡ ❦❡9♥❡❧ ❢✉♥❝5✐♦♥✱ H ✐< ❛ <②♠♠❡59✐❝ ♣♦<✐5✐✈❡ ❞❡✜♥✐5❡ r × r
✏❜❛♥❞✇✐❞5❤ ♠❛59✐①✑✱ ❛♥❞ H−1/2.u ✐< 5❤❡ ✉<✉❛❧ ♠❛59✐① ♣9♦❞✉❝5✳

❲✐5❤ ❛ ❢✉❧❧ ❜❛♥❞✇✐❞5❤ ♠❛59✐①✱ 5❤❡ ❝♦99❡<♣♦♥❞✐♥❣ ❦❡9♥❡❧ <♠♦♦5❤✐♥❣ ✐< ❡W✉✐✈❛❧❡♥5 5♦ ♣9❡✲

9♦5❛5✐♥❣ 5❤❡ ❞❛5❛ ❜② ❛♥ ♦♣5✐♠❛❧ ❛♠♦✉♥5 ❛♥❞ 5❤❡♥ ✉<✐♥❣ ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❜❛♥❞✇✐❞5❤ ♠❛59✐①✳

❚❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞5❤ ♠❛59✐① ❝❛♥ ❜❡ 9❡<59✐❝5❡❞ 5♦ ❛ ❝❧❛<< ♦❢ ♣♦<✐5✐✈❡ ❞❡✜♥✐5❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛59✐❝❡<✱

❛♥❞ 5❤❡♥ 5❤❡ ❝♦99❡<♣♦♥❞✐♥❣ ❦❡9♥❡❧ ❢✉♥❝5✐♦♥ ✐< ♦❢5❡♥ ❛ ♣9♦❞✉❝5 ❦❡9♥❡❧ ✭❡✳❣✳ ●❛✉<<✐❛♥✮✳ ■♥

5❤✐< ❝❛<❡✱ H = ❞✐❛❣(h2
1, h

2
2, . . . , h

2
r) ✇❤❡9❡ hk ❞❡♥♦5❡< 5❤❡ k5❤ ❝♦♦9❞✐♥❛5❡ ❜❛♥❞✇✐❞5❤✳ ❚❤❡♥

|H|1/2 = h1 · · ·hr <♦ 5❤❛5 ✭❞❡♥♦5✐♥❣ ✐♥❢♦9♠❛❧❧② ❜② K ❢♦9 5❤❡ ♠✉❧5✐✈❛9✐❛5❡ ❦❡9♥❡❧< ❛♥❞ K
❢♦9 ✉♥✐✈❛9✐❛5❡ ❦❡9♥❡❧<✮

KH(u) =
1

h1 · · ·hr

K

(
u1

h1

, . . . ,
ur

hr

)
=

r∏

k=1

1

hk

K

(
uk

hk

)
.

■♥ 5❤❡ <✐♠♣❧❡<5 ❝❛<❡ H = ❞✐❛❣(h2, . . . , h2)✱ ✇❡ ❤❛✈❡

KH(u) =
1

hr
K

(
1

h
u

)
.

❆< ✐♥ 5❤❡ ✉♥✐✈❛9✐❛5❡ ❝❛<❡✱ f̂(u) ❤❛< 5❤❡ ♣9♦♣❡95② 5❤❛5 ✐5 ✐♥5❡❣9❛5❡< 5♦ ♦♥❡✱ ❛♥❞ ✐<

♥♦♥✲♥❡❣❛5✐✈❡ ✐❢ K(u) ≥ 0✳

✷✳✹ ▼❛①✐♠✉♠ ❙♠♦♦+❤❡❞ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢♦3 ▼✉❧+✐✈❛3✐❛+❡

▼✐①+✉3❡5

❯♥❞❡9 5❤❡ ❛<<✉♠♣5✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❞✐5✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✱ 9❡♠✐♥❞ ❤❡9❡ 5❤❛5 5❤❡ ♠✐①5✉9❡ ❞❡♥<✐5②

❡✈❛❧✉❛5❡❞ ❛5 5❤❡ ♣♦✐♥5 xi = (xi1, · · · , xir)
⊤
❝❛♥ ❜❡ ♣9❡<❡♥5❡❞ ❛< ✐♥ ♠♦❞❡❧ ✭✷✳✺✮✿

gθ(xi) =
m∑

j=1

λj

r∏

k=1

fjk(xik).

❚♦ ❡<5✐♠❛5❡ ♣❛9❛♠❡5❡9< θ ✐♥ ❛ ✜♥✐5❡ ♠✐①5✉9❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡5❡❧② ✉♥<♣❡❝✐✜❡❞ ♠✉❧5✐✈❛9✐❛5❡ ❝♦♠✲

♣♦♥❡♥5< ✐♥ ❛5 ❧❡❛<5 5❤9❡❡ ❞✐♠❡♥<✐♦♥< ♦❢ ♠♦❞❡❧ ✭✷✳✺✮✱ ❇❡♥❛❣❧✐❛ ❡5 ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❛❪ ♣9♦♣♦<❡❞ ❛♥

❛❧❣♦9✐5❤♠ 5❤❛5 <59♦♥❣❧② 9❡<❡♠❜❧❡< ❛ 59✉❡ ❊▼ ❛❧❣♦9✐5❤♠✳ ■♥❞❡❡❞✱ 5❤✐< ❊▼✲❧✐❦❡ ❛❧❣♦9✐5❤♠

❧❛❝❦< 5❤❡♦9❡5✐❝❛❧ ❥✉<5✐✜❝❛5✐♦♥ ✭❛< ✇❡ ♠❡♥5✐♦♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝5✐♦♥ ✷✳✷✳✼✮✳ ▲❡✈✐♥❡ ❡5 ❛❧✳ ❬✷✵✶✶❪ ❝♦9✲

9❡❝5❡❞ 5❤✐< ♣9♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ✐♥59♦❞✉❝❡❞ ❛♥ ❛❧5❡9♥❛5✐✈❡ ❛❧❣♦9✐5❤♠ ✇❤✐❝❤ ♣♦<<❡<<❡< ❛ ❞❡<✐9❛❜❧❡

❞❡<❝❡♥5 ♣9♦♣❡95② ❥✉<5 ❛< ❛♥② ❊▼ ❛❧❣♦9✐5❤♠ ❞♦❡<✳

✸✼
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✷✳✹✳✶ ❙♠♦♦'❤✐♥❣ '❤❡ ❧♦❣✲❞❡♥0✐'②

❆33✉♠❡ 7❤❛7 Ω ✐3 ❛ ❝♦♠♣❛❝7 3✉❜3❡7 ♦❢ Rr
❛♥❞ ❞❡✜♥❡ 7❤❡ ❧✐♥❡❛D ✈❡❝7♦D ❢✉♥❝7✐♦♥ 3♣❛❝❡

F = {f = (f1, · · · , fm)⊤ : 0 < fj ∈ L1(Ω), log fj ∈ L1(Ω), j = 1, · · · ,m}.

❚❤❡ ❛33✉♠♣7✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣❛❝7 3✉♣♣♦D7 ♠❛② ❛♣♣❡❛D 3♦♠❡✇❤❛7 ❧✐♠✐7✐♥❣ ❢D♦♠ ❛ 7❤❡♦D❡7✐❝❛❧

♣♦✐♥7 ♦❢ ✈✐❡✇✱ ❜✉7 ✐7 ✐3 ♥♦7 ♣D♦❜❧❡♠❛7✐❝ ❢D♦♠ ❛ ♣D❛❝7✐❝❛❧ ♣♦✐♥7 ♦❢ ✈✐❡✇ ❜❡❝❛✉3❡ ♦❢ 7❤❡

❜♦✉♥❞❡❞ ♣D♦♣❡D7② ♦❢ ❛ ❞❛7❛3❡7✳

❉❡✜♥❡ ❛ 3♠♦♦7❤✐♥❣ ♦♣❡D❛7♦D S ❛♥❞ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛D 3♠♦♦7❤✐♥❣ ♦♣❡D❛7♦D N ❢♦D ❛♥② ❢✉♥❝7✐♦♥

f ∈ L1(Ω) ❜②

Sf(x) =
∫

Ω

Kh(x− u)f(u)du,

N f(x) = exp{(Sf)(x)} = exp

∫

Ω

Kh(x− u) log f(u)du.

✇❤❡D❡ K(.) ❞❡♥♦7❡ 3♦♠❡ ❦❡D♥❡❧ ❞❡♥3✐7② ❢✉♥❝7✐♦♥ ♦♥ 7❤❡ D❡❛❧ ❧✐♥❡✳ ❚❤❡ ♣D♦❞✉❝7 ❦❡D♥❡❧

❢✉♥❝7✐♦♥ K(u) =
∏r

k=1 K(uk) ❛♥❞ ✐73 D❡3❝❛❧❡❞ ✈❡D3✐♦♥ kh(u) = h−r
∏r

k=1 K(h−1uk)✳ ❚❤✐3
♦♣❡D❛7♦D N ✐3 37D✐❝7❧② ❝♦♥❝❛✈❡✱ ❛♥❞ ✐7 ✐3 ❛❧3♦ ♠✉❧7✐♣❧✐❝❛7✐✈❡ ✐♥ 7❤❡ 3❡♥3❡ 7❤❛7 N fj =∏

k N fjk ✭3❡❡ ❊❣❣❡D♠♦♥7 ❛♥❞ ▲❛D✐❝❝✐❛ ❬✶✾✾✾❪✮✳

❚❤❡♥✱ ▲❡✈✐♥❡ ❡7 ❛❧✳ ❬✷✵✶✶❪ ✐♥7D♦❞✉❝❡ 7❤❡ ✜♥✐7❡ ♠✐①7✉D❡ ♦♣❡D❛7♦D

Mλf(x)
❞❡❢

=
m∑

j=1

λjfj(x),

MλNf(x)
❞❡❢

=
m∑

j=1

λjN fj(x).

▲❡7 g(x) ♥♦✇ D❡♣D❡3❡♥7 ❛ ❦♥♦✇♥ 7❛D❣❡7 ❞❡♥3✐7② ❢✉♥❝7✐♦♥✱ ❞❡✜♥❡ 7❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢✉♥❝7✐♦♥❛❧

♦❢ θ ✭❛♥❞✱ ✐♠♣❧✐❝✐7❧②✱ g✮✿

L(θ) =
∫

Ω

g(x) log
g(x)

[MλNf ](x)
.

❚❤❡ ❣♦❛❧ ✐3 7♦ ✜♥❞ ❛ ♠✐♥✐♠✐③❡D ♦❢ L(θ) 3✉❜❥❡❝7 7♦ 7❤❡ ❛33✉♠♣7✐♦♥3 7❤❛7 ❡❛❝❤ fjk ✐3 ❛ ✉♥✐✲

✈❛D✐❛7❡ ❞❡♥3✐7② ❢✉♥❝7✐♦♥ ❛♥❞ λ 3❛7✐3✜❡3

∑m
j=1 λj = 1, λj ≥ 0✳ ❆♥ ✐♠♠❡❞✐❛7❡ ❝♦♥3❡W✉❡♥❝❡

✐3 7❤❛7 L(θ) ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛3 ❛ ♣❡♥❛❧✐③❡❞ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡D ❞✐37❛♥❝❡ ❜❡7✇❡❡♥ g(x) ❛♥❞

(MλNf)(x)✿

L(θ) = D(g|(MλNf)) +

∫
g(x)dx−

m∑

j=1

λj

∫
N fj(x)dx,

✇❤❡D❡ −λj

∫
N fj(x)dx ✐3 ❛ ♣❡♥❛❧✐③❛7✐♦♥ 7❡D♠ ✭3❡❡ ❊❣❣❡D♠♦♥7 ❛♥❞ ▲❛D✐❝❝✐❛ ❬✶✾✾✾❪✮✳

▲❡✈✐♥❡ ❡7 ❛❧✳ ❬✷✵✶✶❪ ❞❡✜♥❡❞ ❛♥ ✐7❡D❛7✐✈❡ ❛❧❣♦D✐7❤♠ ❢♦D 7❤❡ ♥♣❊▼ ❛❧❣♦D✐7❤♠ ♦❢

❇❡♥❛❣❧✐❛ ❡7 ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❛❪✳ ■7 ♣♦33❡33❡3 ❛ ❞❡3❝❡♥7 ♣D♦♣❡D7② ✇✐7❤ D❡3♣❡❝7 7♦ 7❤❡ ❢✉♥❝7✐♦♥❛❧

L(λ,f)❀ 7❤❛7 ✐3✱ ✇❡ ✇✐3❤ 7♦ ❡♥3✉D❡ 7❤❛7 7❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ L(λ,f) ❝❛♥♥♦7 ✐♥❝D❡❛3❡ ❢D♦♠ ♦♥❡

✸✽
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✐4❡6❛4✐♦♥ 4♦ 4❤❡ ♥❡①4✳ ▲❡4 (λ0,f 0) ❞❡♥♦4❡ 4❤❡ ❝✉66❡♥4 ♣❛6❛♠❡4❡6 ✈❛❧✉❡C ✐♥ ❛♥ ✐4❡6❛4✐✈❡ ❛❧✲

❣♦6✐4❤♠✳ ❉❡✜♥❡ ❛ ❢✉♥❝4✐♦♥❛❧ b0(λ,f) 4❤❛4✱ ✇❤❡♥ C❤✐❢4❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥C4❛♥4✱ ♠❛❥♦6✐③❡C L(λ,f)✕
✐✳❡✳✱

b0(λ,f) + C0 ≥ L(λ,f), ✇✐4❤ ❡O✉❛❧✐4② ✇❤❡♥ (λ,f) = (λ0,f 0).

❋♦6 j = 1, · · · ,m✱ ❧❡4

w0
j (x)

❞❡❢

=
λ0
jN f 0

j (x)

Mλ0Nf 0(x)
,

m∑

j=1

w0
j = 1

❛♥❞

b0(λ,f)
❞❡❢

= −
∫

g(x)
m∑

j=1

w0
j (x) log[λjN fj(x)]dx

= −
m∑

j=1

r∑

k=1

∫ ∫
Kh(xk − u)g(x)w0

j (x) log fjk(u)dudx

−
m∑

j=1

log λj

∫
g(x)w0

j (x)dx

= −
m∑

j=1

r∑

k=1

b0jk(fjk) + b0j(λj).

◆♦4❡ 4❤❛4 b0(λ,f) C❡♣❛6❛4❡C 4❤❡ ♣❛6❛♠❡4❡6C ❢6♦♠ ❡❛❝❤ ♦4❤❡6✱ ✐♥ 4❤❡ C❡♥C❡ 4❤❛4 ✐4 ✐C 4❤❡

C✉♠ ♦❢ C❡♣❛6❛4❡ ❢✉♥❝4✐♦♥C ♦❢ 4❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ fjk ❛♥❞ λj✳

❙✉❜❥❡❝4 4♦ 4❤❡ ❝♦♥C46❛✐♥4

∑
j λj = 1✱ ✐4 ✐C ♥♦4 ❤❛6❞ 4♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ b0(λ,f) ✇✐4❤ 6❡C♣❡❝4

4♦ 4❤❡ λ ♣❛6❛♠❡4❡6✿ ❋♦6 ❡❛❝❤ j✱ 4❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❡6 ✐C

λ̂j =

∫
g(x)w0

j (x)dx∑m
j=1

∫
g(x)w0

j (x)dx
=

∫
g(x)w0

j (x)dx. ✭✷✳✻✷✮

❋♦6 j = 1, · · · ,m ❛♥❞ k = 1, · · · , r

f̂jk = αjk

∫
Kh(xk − u)g(x)w0

j (x)dx, ✭✷✳✻✸✮

✇❤❡6❡ αjk ✐C ❛ ❝♦♥C4❛♥4 ❝❤♦C❡♥ C♦ 4❤❛4

∫
f̂jk(u)dt = 1 ✐C 4❤❡ ✉♥✐O✉❡ ✭✉♣ 4♦ ❝❤❛♥❣❡C ♦♥ ❛

C❡4 ♦❢ ▲❡❜❡C❣✉❡ ♠❡❛C✉6❡ ③❡6♦✮ ❞❡♥C✐4② ❢✉♥❝4✐♦♥ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ b0jk(.)✳

❋6♦♠ 4❤❡ ❝♦♥✈❡①✐4② ♦❢ 4❤❡ ♥❡❣❛4✐✈❡ ❧♦❣❛6✐4❤♠ ❢✉♥❝4✐♦♥✱ ▲❡✈✐♥❡ ❡4 ❛❧✳ ❬✷✵✶✶❪ ♣6♦✈❡❞ 4❤❛4

L(λ,f)− L(λ0,f 0) ≤ b0(λ,f)− b0(λ0,f 0).

❙✐♥❝❡ ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣✐❡❝❡ ♦❢ 4❤❡ b0(.) ❢✉♥❝4✐♦♥ ✐C ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ❜② 4❤❡ ❝♦66❡C♣♦♥❞✐♥❣

♣✐❡❝❡ ♦❢ (λ̂, f̂) = (λ̂j, f̂jk)j=1,··· ,m, k=1,··· ,r 4❤❡♥

L(λ̂, f̂)− L(λ0,f 0) ≤ b0(λ̂, f̂)− b0(λ0,f 0) ≤ 0,

✇❤✐❝❤ ♣6♦✈❡C 4❤❡ ❞❡C❝❡♥4 ♣6♦♣❡64②

L(λ̂, f̂) ≤ L(λ0,f 0).

✸✾
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✷✳✹✳✷ ■♥❢❡'❡♥❝❡ ❢♦' *❤❡ ♣❛'❛♠❡*❡'/ ♦❢ ♥♦♥♣❛'❛♠❡*'✐❝ ♠✐①*✉'❡ ♠♦❞❡❧

●✐✈❡♥ ❛ 9✐♠♣❧❡ =❛♥❞♦♠ 9❛♠♣❧❡ x1, · · · ,xn ❞✐9@=✐❜✉@❡❞ ❛❝❝♦=❞✐♥❣ @♦ @❤❡ gθ(x) ❞❡♥9✐@②

❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊H✉❛@✐♦♥ ✷✳✺✳ ▲❡@@✐♥❣ G̃n(.) ❞❡♥♦@❡ @❤❡ ❡♠♣✐=✐❝❛❧ ❞✐9@=✐❜✉@✐♦♥ ❢✉♥❝@✐♦♥ ♦❢ @❤❡

9❛♠♣❧❡ ❛♥❞ ✐❣♥♦=✐♥❣ @❤❡ @❡=♠

∫
gθ(x) log gθ(x)dx @❤❛@ ❞♦❡9 ♥♦@ ✐♥✈♦❧✈❡ ❛♥② ♣❛=❛♠❡@❡=9✱

❛ ❞✐9❝=❡@❡ ✈❡=9✐♦♥ ♦❢ L(λ,f) ✐9

Ln(λ,f)
❞❡❢

=

∫
log

1

[MλNf ](x)
dG̃n(x) = −

n∑

i=1

log[MλNf ](xi).

▲❡✈✐♥❡ ❡@ ❛❧✳ ❬✷✵✶✶❪ 9❤♦✇ @❤❛@ @❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❧❣♦=✐@❤♠ =❡9✉❧@9 ✐♥ ❛♥ ❊▼ ❛❧❣♦=✐@❤♠ ✐♥ ✇❤✐❝❤

@❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Ln(.) ❞❡❝=❡❛9❡9 ❛@ ❡❛❝❤ ✐@❡=❛@✐♦♥✿ ●✐✈❡♥ ✐♥✐@✐❛❧ ✈❛❧✉❡9 (λ0,f 0)✱ ✐@❡=❛@❡ @❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ @❤=❡❡ 9@❡♣9 ❢♦= t = 1, 2, · · ·

✶✳ ❊✲"#❡♣✿ ❉❡✜♥❡✱ ❢♦= ❡❛❝❤ i ❛♥❞ j✱

w
(t)
ij =

λ
(t)
j N f

(t)
j (xi)

Mλ(t)Nf (t)(xi)
=

λ
(t)
j N f

(t)
j (xi)

∑m
j′=1 λj′N f

(t)
j′ (xi)

.

✷✳ ▼✲"#❡♣✱ ♣❛*# ✶✿ ❙❡@

λ
(t+1)
j =

1

n

n∑

i=1

w
(t)
ij , ❢♦= j = 1, · · · ,m.

✸✳ ▼✲"#❡♣✱ ♣❛*# ✷✿ ❋♦= ❡❛❝❤ j ❛♥❞ k✱ ❧❡@

f
(t+1)
jk (u) =

∑n
i=1 w

(t)
ij Kh(u− xik)

∑n
i=1 w

(t)
ij

=
1

nhλ
(t+1)
j

n∑

i=1

w
(t)
ij K

(
u− xik

h

)
.

❲✐@❤ =❡❣❛=❞ @♦ @❤❡ ❝♦♥✈❡=❣❡♥❝❡ ♣=♦♣❡=@✐❡9 ♦❢ @❤❡ ❛❧❣♦=✐@❤♠✱ ✐❢ ✇❡ ❤♦❧❞ λ ✜①❡❞ ❛♥❞ =❡✲

♣❡❛@❡❞❧② ✐@❡=❛@❡ ❡H✉❛@✐♦♥ ✭✷✳✻✸✮✱ @❤❡♥ @❤❡ 9❡H✉❡♥❝❡ ♦❢ f ❢✉♥❝@✐♦♥9 ❝♦♥✈❡=❣❡9 @♦ ❛ ❣❧♦❜❛❧

♠✐♥✐♠✐③❡= ♦❢ L(λ,f) ❢♦= @❤❛@ ✈❛❧✉❡ ♦❢ λ ✭9❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ♦❢ ▲❡✈✐♥❡ ❡@ ❛❧✳ ❬✷✵✶✶❪✮✳

■❢ ✇❡ ❛❧❧♦✇ @❤❛@ @❤❡ ❝♦♦=❞✐♥❛@❡9 ♦❢ X i ❛=❡ ❝♦♥❞✐@✐♦♥❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥@ ❛♥❞ @❤❛@ @❤❡=❡

❡①✐9@9 ❜❧♦❝❦9 ♦❢ ❝♦♦=❞✐♥❛@❡9 @❤❛@ ❛=❡ ❛❧9♦ ✐❞❡♥@✐❝❛❧❧② ❞✐9@=✐❜✉@❡❞✱ ❇ ✐9 @❤❡ @♦@❛❧ ♥✉♠❜❡= ♦❢

9✉❝❤ ❜❧♦❝❦9 ❛♥❞ ❧❡@ bk ❞❡♥♦@❡ @❤❡ ❜❧♦❝❦ ✐♥❞❡① ♦❢ @❤❡ k@❤ ❝♦♦=❞✐♥❛@❡✱ ✇❤❡=❡ 1 ≤ bk ≤ B✱

@❤❡♥ ❡H✉❛@✐♦♥ ✭✷✳✺✮ ✐9 =❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ✭✷✳✹✵✮✿

gθ(xi) =
m∑

j=1

λj

r∏

k=1

fjbk(xik).

❚❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛= 9♠♦♦@❤✐♥❣ ♦♣❡=❛@♦= N ❛♣♣❧✐❡❞ @♦ fj ✐9 9✐♠♣❧② N fj =
∏r

k=1 N fjbk ✱ ❛♥❞
❞❡✜♥✐@✐♦♥9 ♦❢ Mλf ❛♥❞ MλNf ❛=❡ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦=✐@❤♠ ❝❛♥ ❡❛9✐❧② ❜❡ ❛❞❛♣@❡❞ ❢♦=

❤❛♥❞❧✐♥❣ @❤❡ ❜❧♦❝❦ 9@=✉❝@✉=❡ ✇✐@❤ @❤❡ 9❡❝♦♥❞ ♣❛=@ ♦❢ @❤❡ ▼✲9@❡♣ ❜❡❝♦♠❡9
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✸✬✳ ▼✲"#❡♣✱ ♣❛(# ✷✿ ❋♦6 ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥> j ❛♥❞ ❜❧♦❝❦ ℓ ∈ {1, · · · , B}✱ ❧❡>

f
(t+1)
jℓ =

∑r
k=1

∑n
i=1 w

(t)
ij I{bk=ℓ}Kh(u− xik)

∑r
k=1

∑n
i=1 w

(t)
ij I{bk=ℓ}

=
1

nhλ
(t+1)
j Cℓ

r∑

k=1

n∑

i=1

w
(t)
ij I{bk=ℓ}K

(
u− xik

h

)
,

✇❤❡6❡ Cℓ =
∑r

k=1 I{bk=ℓ} ✐F >❤❡ ♥✉♠❜❡6 ♦❢ ❝♦♦6❞✐♥❛>❡F ✐♥ >❤❡ ℓ>❤ ❜❧♦❝❦✳

❚❤✐F ❛❧❣♦6✐>❤♠ ✐F ✐♠♣❧❡♠❡♥>❡❞ ❜② >❤❡ ❢✉♥❝>✐♦♥ ♥♣▼❙▲ ✐♥ >❤❡ ✈❡6F✐♦♥ ♦❢ >❤❡ ♣✉❜❧✐❝❧②

❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❘ ✭❘ ❈♦6❡ ❚❡❛♠ ❬✷✵✶✻❪✮ ♣❛❝❦❛❣❡ ❝❛❧❧❡❞ ♠✐①)♦♦❧,✳

❚❤❡6❡ ✐F F>✐❧❧ >❤❡ T✉❡F>✐♦♥ ♦❢ ❛F②♠♣>♦>✐❝ ❝♦♥✈❡6❣❡♥❝❡ 6❛>❡F✳ ❊♠♣✐6✐❝❛❧ F>✉❞✐❡F ✐♥ ❇❡✲

♥❛❣❧✐❛ ❡> ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❛❪ ❛6❡ F✉❣❣❡F>✐✈❡ ♦❢ 6❛>❡F ♦❢ ❝♦♥✈❡6❣❡♥❝❡ ♦❢ >❤❡ ♦6✐❣✐♥❛❧ ♥♣❊▼ ❛❧❣♦6✐>❤♠✱

>❤♦✉❣❤ ♥♦ >❤❡♦6❡>✐❝❛❧ 6❡F✉❧> ♦♥ >❤✐F F✉❜❥❡❝> ✐F ②❡> ❦♥♦✇♥✳ ▲❡✈✐♥❡ ❡> ❛❧✳ ❬✷✵✶✶❪ ❞❡♠♦♥✲

F>6❛>❡❞ >❤❛> >❤❡✐6 ♥❡✇ ❛❧❣♦6✐>❤♠ ♠❛② ❜❡ ✉F❡❞ >♦ ♦♣>✐♠✐③❡ ❛ ♣❛6>✐❝✉❧❛6 ♦❜❥❡❝>✐✈❡ ❢✉♥❝>✐♦♥✳

❚❤✐F 6❡F✉❧> ✐F ♥♦> ❛ ❞❡✜♥✐>✐✈❡ ♣6♦♦❢ ♦❢ ❝♦♥F✐F>❡♥❝②✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♥♦> ②❡> ❝♦♥✈❡6❣❡♥❝❡ ✐♥ >❤❡

F>❛>✐F>✐❝❛❧ F❡♥F❡✱ ✐❡ ✇❤❡♥ n → ∞✱ ♦❢ >❤❡ ❡F>✐♠❛>♦6 >♦✇❛6❞F >❤❡ >6✉❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ θ F✐♥❝❡ >❤❡

F♠♦♦>❤❡❞ ✈❡6F✐♦♥ ✐F ♦♣>✐♠✐③✐♥❣ ❛ F♠♦♦>❤❡❞ ❧♦❣❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✱ ♥♦> >❤❡ >6✉❡ ♦♥❡✳ ■> ✇✐❧❧ ♣❡6❤❛♣F

❜❡ ♣♦FF✐❜❧❡ >♦ ❡F>❛❜❧✐F❤ F✉❝❤ 6❡F✉❧>F ✐♥ >❤❡ ❢✉>✉6❡✳

✹✶
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❈❤❛♣$❡& ✸

◆♦♥♣❛&❛♠❡$&✐❝ ♠✐①$✉&❡ ♠♦❞❡❧2 ✇✐$❤

❝♦♥❞✐$✐♦♥❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥$ ♠✉❧$✐✈❛&✐❛$❡

❝♦♠♣♦♥❡♥$ ❞❡♥2✐$✐❡2

✸✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥

▼♦❞❡❧ ✭✷✳✹✵✮ ✇❤✐❝❤ ✐/ ♣1♦♣♦/❡❞ ❜② ❇❡♥❛❣❧✐❛ ❡8 ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❛❪ ❤❛/ 1❡<✉✐1❡❞ 8❤❡ ❝♦♥❞✐8✐♦♥❛❧❧②

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥8 ❝♦♦1❞✐♥❛8❡/ ❛♥❞ 8❤❡1❡ ❡①✐8 ❜❧♦❝❦/ ♦❢ ❝♦♦1❞✐♥❛8❡/ 8❤❛8 ❛1❡ ❛❧/♦ ✐❞❡♥8✐❝❛❧❧②

❞✐/81✐❜✉8❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡1 8❤✐/ ❛//✉♠♣8✐♦♥ ✐/ ♥♦8 ❛❧✇❛②/ /❛8✐/✜❡❞ ✐♥ ❛❧❧ ❝❛/❡/✳ ❲❡ ✐♥81♦❞✉❝❡

❤❡1❡ ❛ ❞❛8❛/❡8 ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♠♦❞❡❧ ✭✷✳✹✵✮ ❛♥❞ ♥♣❊▼ ❛❧❣♦1✐8❤♠ ♦❢ ❇❡♥❛❣❧✐❛ ❡8 ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❛❪ ❞♦❡/

♥♦8 ✇♦1❦✳

❇1❡❛/8 ❝❛♥❝❡1 ✐/ 8❤❡ ♠♦/8 ❝♦♠♠♦♥ ✐♥✈❛/✐✈❡ ❝❛♥❝❡1 ✐♥ ❢❡♠❛❧❡/ ✇♦1❧❞✇✐❞❡✳ ▼❛❝❤✐♥❡

❧❡❛1♥✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛8✐♦♥/ ❛1❡ ✈❛/8❀ ♦♥❡ /✉❝❤ ♣❛18✐❝✉❧❛1 ❛♣♣❧✐❝❛8✐♦♥ 8♦ ❜❡ ✐♥✈❡/8✐❣❛8❡❞ ✐/ ✐♥

1❡❣❛1❞/ 8♦ ❝❧❛//✐❢②✐♥❣ ✇❤❡8❤❡1 ❛ ❜1❡❛/8 8✉♠♦1 ✐/ ♠❛❧✐❣♥❛♥8 ♦1 ❜❡♥✐❣♥✳ ■♥ ❢❛❝8✱ 8❤❡ ♠❡❞✐❝❛❧

❧✐8❡1❛8✉1❡ ✐/ ❛❧1❡❛❞② ❜❡❝♦♠✐♥❣ 1✐❝❤ ✐♥ /✉❝❤ ♠❡8❤♦❞/✱ ✇✐8❤ 8❤❡ ♣♦8❡♥8✐❛❧ ❣♦❛❧ ♦❢ /✉❜♠✐88✐♥❣

♣❛8✐❡♥8/ 8♦ ❢❡✇❡1 ❡①8❡♥/✐✈❡ 8❡/8✐♥❣✳ ❚❤❡ ❇1❡❛/8 ❈❛♥❝❡1 ❲✐/❝♦♥/✐♥ ❉✐❛❣♥♦/8✐❝ ✭❲❉❇❈✮

❞❛8❛/❡8✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛/ ♦❜8❛✐♥❡❞ ❢1♦♠ 8❤❡ ❯♥✐✈❡1/✐8② ♦❢ ❲✐/❝♦♥/✐♥ ❍♦/♣✐8❛❧/✱ ▼❛❞✐/♦♥✱ /❛✈❡/

8❤❡ ❉✐❛❣♥♦/8✐❝ 8♦❣❡8❤❡1 ✇✐8❤ ✸✵ ❢❡❛8✉1❡/ 1❡❧❛8❡❞ 8♦ ❇1❡❛/8 ❈❛♥❝❡1 ✐♥ ❲✐/❝♦♥/✐♥✳ ❚❤❡

❢❡❛8✉1❡/ ❛1❡ ❝♦♠♣✉8❡❞ ❢1♦♠ ❛ ❞✐❣✐8✐③❡❞ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❛ ✜♥❡ ♥❡❡❞❧❡ ❛/♣✐1❛8❡ ✭❋◆❆✮ ♦❢ ❛ ❜1❡❛/8

♠❛//✳ ▼❛❧✐❣♥❛♥8 ❜1❡❛/8 8✉♠♦1/ ✇❡1❡ ❞❡8❡❝8❡❞ ❢1♦♠ ❛ /❡8 ♦❢ ❜❡♥✐❣♥ ✭✲✮ ❛♥❞ ♠❛❧✐❣♥❛♥8

✭✰✮ /❛♠♣❧❡/✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣1❡❤❡♥/✐✈❡ ❞❛8❛/❡8 ✉8✐❧✐③❡❞ ✐/ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢1♦♠ 8❤❡ ❇1❡❛/8 ❈❛♥❝❡1

❲✐/❝♦♥/✐♥ ✭❉✐❛❣♥♦/8✐❝✮ ❉❛8❛/❡8 ♦♥ 8❤❡ ❯❈ ■1✈✐♥❡ ▼❛❝❤✐♥❡ ▲❡❛1♥✐♥❣ ❘❡♣♦/✐8♦1② 8❤1♦✉❣❤

8❤❡ ❯❲ ❈❙ ❢8♣ /❡1✈❡1✳ ❚❤❡ ❞❛8❛/❡8 ✐/ ❢❛✐1❧② 1✐❝❤ ✐♥ ❡①❛♠♣❧❡/✱ ❝♦♥/✐❞❡1✐♥❣ n = 569 ♣❛8✐❡♥8/✳
■8 ❝♦♥/✐/8/ ♦❢ ❛ ♠❛81✐① ✇✐8❤ ✸✷ ❝♦❧✉♠♥/✱ ✇❤❡1❡ 8❤❡ ✜1/8 /✉❝❤ ❝♦❧✉♠♥ ✐/ 8❤❡ ♣❛8✐❡♥8 ■❉ ❛♥❞ /♦

✐❣♥♦1❡❞ ✐♥ 8❤✐/ /8✉❞② ❛♥❞ 8❤❡ /❡❝♦♥❞ ❝♦❧✉♠♥ ✐/ 8❤❡ ❧❛❜❡❧ ▼ ❢♦1 ♠❛❧✐❣♥❛♥8 ❛♥❞ ❇ ❢♦1 ❜❡♥✐❣♥✳

❚❡♥ 1❡❛❧✲✈❛❧✉❡❞ ❢❡❛8✉1❡/ ❝♦♠♣✉8❡❞ ❢♦1 ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ ♥✉❝❧❡✉/✿ ❘❛❞✐✉/✱ ❚❡①8✉1❡✱ X❡1✐♠❡8❡1✱ ❆1❡❛✱

❙♠♦♦8❤♥❡//✱ ❈♦♠♣❛❝8♥❡//✱ ❈♦♥❝❛✈✐8②✱ ❈♦♥❝❛✈❡ ♣♦✐♥8/✱ ❙②♠♠❡81② ❛♥❞ ❋1❛❝8❛❧ ❞✐♠❡♥/✐♦♥✳

❚❤❡/❡ ❢❡❛8✉1❡/ ❛1❡ ❝♦♠♣✉8❡❞ ❢1♦♠ ❛ ❞✐❣✐8✐③❡❞ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❛ ❜1❡❛/8 ♠❛//✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥✱ /8❛♥❞❛1❞

❡11♦1✱ ❛♥❞ ✏✇♦1/8✑ ✭♠❡❛♥ ♦❢ 8❤❡ 8❤1❡❡ ❧❛1❣❡/8 ✈❛❧✉❡/✮ ♦❢ 8❤❡/❡ ❢❡❛8✉1❡/ ❛1❡ ❝♦♠♣✉8❡❞ ❢♦1

❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡✱ 1❡/✉❧8✐♥❣ ✐♥ ❛ 8♦8❛❧ ♦❢ ✸✵ ❢❡❛8✉1❡/ ✐♥ 8❤❡ 1❡♠❛✐♥✐♥❣ ✸✵ ❝♦❧✉♠♥/✳ ❚❤❡ ❝❧❛//

❞✐/81✐❜✉8✐♦♥ ✐/ ❣✐✈❡♥ ❜② ✸✺✼ ❜❡♥✐❣♥ /❛♠♣❧❡/ ✭✻✷✳✼✹✪✮ ❛♥❞ ✷✶✷ ♠❛❧✐❣♥❛♥8 /❛♠♣❧❡/ ✭✸✼✳✷✻✪✮✳
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❋✐❣✉/❡ ✸✳✶ ✕ ❇/❡❛45 ❈❛♥❝❡/✳

❲❡ ✜/45 ♦❜4❡/✈❡❞ 5❤❡ 5❡♥ ✏♠❡❛♥✑ ❢❡❛5✉/❡4 ♦❢ ❲❉❇❈ ❞❛5❛✳ ❚❤✐4 r = 10 ❞✐♠❡♥4✐♦♥❛❧

❞❛5❛4❡5 ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥4✐❞❡/ ❛4 ❛ ♠✐①5✉/❡ ♦❢ m = 2 ❝♦♠♣♦♥❡♥54 ✭▼❛❧✐❣♥❛♥5✴❇❡♥✐❣♥✮✱ r = 10
❝♦♦/❞✐♥❛5❡4✳ ❲✐5❤ 5❤❡ ❝♦♥❞✐5✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛44✉♠♣5✐♦♥ ♦♥ 5❤❡ 4✉❜♣♦♣✉❧❛5✐♦♥ ♦/

❝♦♠♣♦♥❡♥5✱ ❛♥ ✐❞❡♥5✐✜❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ 5❤❡ ♠✉❧5✐✈❛/✐❛5❡ ❝❛4❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛4 ✐♥ ✭✷✳✺✮ ❛♥❞

❛ ♥♦♥♣❛/❛♠❡5/✐❝ ❊▼ ❛❧❣♦/✐5❤♠ ✭♥♣❊▼✮ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦/ 5❤✐4 ♠♦❞❡❧ ✭4❡❡ ❇❡♥❛❣❧✐❛ ❡5 ❛❧✳

❬✷✵✵✾❛❪✮✳ ❲✐5❤ 5❤✐4 ❦✐♥❞ ♦❢ ♠♦❞❡❧✱ 5❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥❧② ❝♦♠❡4 ❢/♦♠ 5❤❡ ♠✐①5✉/❡✳ ❆

4✐♠♣❧❡ ❣/❛♣❤✐❝❛❧ ❡①♣❧♦/❛5✐♦♥ ♦❢ 5❤❡ ❞❛5❛ 4❤♦✇4 5❤❛5 5❤❡/❡ ❛/❡ 4♦♠❡ ♦❜✈✐♦✉4 ❝♦//❡❧❛5✐♦♥4

❛❝/♦44 ❝♦♦/❞✐♥❛5❡4✱ ♥♦5 ❞✉❡ 5♦ ❛ ♠✐①5✉/❡✳ ❋✐❣✳ ✸✳✷ ❞✐4♣❧❛②4 4✉❝❤ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡4 ❛♠♦♥❣

5❤❡ 5❡♥ ♠❡❛♥ ❢❡❛5✉/❡4✱ ❢♦/ ✐♥45❛♥❝❡ ❣/♦✉♣ ♦❢ ✸ ❢❡❛5✉/❡4✿ /❛❞✐✉4✱ ♣❡/✐♠❡5❡/ ❛♥❞ ❛/❡❛ ♦/

❝♦♠♣❛❝5♥❡44✱ ❝♦♥❝❛✈✐5② ❛♥❞ ♥✉♠❜❡/ ♦❢ ❝♦♥❝❛✈❡ ♣♦✐♥54✳

❖✉/ ♠♦5✐✈❛5✐♦♥ ✐♥ ✈✐❡✇ ♦❢ 4✉❝❤ ❞❛5❛4❡54✱ ✐4 5♦ /❡❧❛① 5❤❡ ❝♦♥❞✐5✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢

❝♦♦/❞✐♥❛5❡4✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❝♦♥4✐❞❡/ 4✉❝❤ ♠✉❧5✐✈❛/✐❛5❡ ❝♦♥❞✐5✐♦♥❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥5 ❜❧♦❝❦4 ✐♥✲

45❡❛❞ ♦❢ ❥✉45 ❝♦♦/❞✐♥❛5❡4✳ ❚❤✐4 ❝❤❛♣5❡/ ❞❡4❝/✐❜❡4 ❛ ♥❡✇ ♥♦♥♣❛/❛♠❡5/✐❝ ♠✐①5✉/❡ ♠♦❞❡❧

5❤❛5 ❡①5❡♥❞4 ♠♦❞❡❧ ✭✷✳✺✮ ✐♥ 5❤❡ 4❡♥4❡ 5❤❛5 ✐5 ❛❧❧♦✇4 ❢♦/ ❝♦♥❞✐5✐♦♥❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥5 ♠✉❧✲

$✐✈❛(✐❛$❡ ❛♥❞ ♥♦♥♣❛(❛♠❡$(✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥5 ❞❡♥4✐5✐❡4✳ ■♠♣♦/5❛♥5❧②✱ 5❤✐4 ❡①5❡♥4✐♦♥ ❛❧❧♦✇4 ❢♦/

❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ 45/✉❝5✉/❡4 ✇✐5❤✐♥ ♠✉❧5✐✈❛/✐❛5❡ 4✉❜4❡54 ♦❢ ❝♦♦/❞✐♥❛5❡4✱ ❛♣❛/5 ❢/♦♠ 5❤❡ ❞❡♣❡♥✲

❞❡♥❝❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② 5❤❡ ♠✐①5✉/❡ 5❤❛5 ✐4 5❤❡ ✉♥✐Y✉❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛❧❧♦✇❡❞ ✐♥ ♠♦❞❡❧ ✭✷✳✺✮✳ ◆♦5❡

5❤❛5 5❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ✉4✐♥❣ ❝♦♥❞✐5✐♦♥❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥5 ♠✉❧5✐✈❛/✐❛5❡ 4✉❜4❡54 ♦❢ ✈❛/✐❛❜❧❡4 ✐54❡❧❢ ✐4

♥♦5 ♥❡✇ ✐♥ 5❤❡ ✇♦/❧❞ ♦❢ ✉4✉❛❧ ♣❛/❛♠❡5/✐❝ ♠✐①5✉/❡4❀ 4❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❍✉♥5 ❛♥❞ ❏♦/❣❡♥4❡♥ ❬✷✵✵✸❪✳

❇✉5 5❤❡ ✐❞❡❛ 5❤❡/❡ ✐4 ✉4✉❛❧❧② ♠♦5✐✈❛5❡❞ ❜② 4♣❡❝✐✜❝ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♥❡❡❞4✱ ♦/ ❢♦/ /❡❞✉❝✐♥❣ 5❤❡

♥✉♠❜❡/ ♦❢ ♣❛/❛♠❡5❡/4 ✐♥ 5❤❡ ❝♦✈❛/✐❛♥❝❡ ♠❛5/✐❝❡4 ♦❢ 5❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥5 ❞✐45/✐❜✉5✐♦♥4✳ ❖✉/

♦❜❥❡❝5✐✈❡ ❤❡/❡ ✐4 ♠♦5✐✈❛5❡❞ ❜② 5❤❡ ♥❡❡❞ 5♦ ❡①5❡♥❞ 5❤❡ ❝✉//❡♥5❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♥♦♥♣❛/❛♠❡5/✐❝

♠✐①5✉/❡ ♠♦❞❡❧4 ❢/♦♠ 5❤❡ /❡❝❡♥5 ❧✐5❡/❛5✉/❡✳

❲❡ ♣/❡4❡♥5 5❤✐4 ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❙❡❝5✐♦♥ ✸✳✷✱ ❛♥❞ ✈❡/✐❢② ✐♥ ❙❡❝5✐♦♥ ✸✳✸ 5❤❛5 ✐54 ♣❛/❛♠❡5❡/4

❛/❡ ✐❞❡♥5✐✜❛❜❧❡ ✉4✐♥❣ /❡4✉❧54 ❢/♦♠ ❆❧❧♠❛♥ ❡5 ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪ 5❤❛5 ❣♦ ❜❡②♦♥❞ 5❤❡ ❝♦♥❞✐5✐♦♥❛❧❧②

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥5 ✉♥✐✈❛/✐❛5❡ ❝❛4❡✳ ❲❡ 5❤❡♥ ❢♦❝✉4 ♦♥ 45❛5✐45✐❝❛❧ ❡45✐♠❛5✐♦♥ ♦❢ 5❤❡ ♣❛/❛♠❡5❡/4

✐♥ ❙❡❝5✐♦♥ ✸✳✹✳ ❲❡ ♣/♦♣♦4❡ ❛ ♥❡✇ ✏❊▼✲❧✐❦❡✑ ❛❧❣♦/✐5❤♠ ❝❛❧❧❡❞ ♠✈♥♣❊▼ 4✐♥❝❡ ✐5 /❡❧✐❡4 ✕

❛♥❞ ✐4 ❛ ♠✉❧5✐✈❛/✐❛5❡ ✭♠✈✮ ♣❡/ ❜❧♦❝❦ ❡①5❡♥4✐♦♥ ♦❢ ✕ 5❤❡ ♥♣❊▼ ❛❧❣♦/✐5❤♠ ✐♥5/♦❞✉❝❡❞ ❜②

❇❡♥❛❣❧✐❛ ❡5 ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❛❪✳ ▲✐❦❡ 5❤❡ ❊▼✲❧✐❦❡ ❛❧❣♦/✐5❤♠4 ♣/❡4❡♥5❡❞ ✐♥ 5❤✐4 ✐♥5/♦❞✉❝5✐♦♥✱ ♦✉/

✹✹
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❋✐❣✉/❡ ✸✳✷ ✕ ❚❤❡ ♣❛✐/6 ♣❧♦9 ♦❢ 9❤❡ ✜/69 ✶✵ ❢❡❛9✉/❡6✱ ❝♦❧♦/❡❞ ❜② ❞✐❛❣♥♦69✐❝✳ ❚❤❡ ✺ ❝♦❧♦/❡❞

/❡❝9❛♥❣❧❡6 6❤♦✇ ❛ ❞❛9❛✲❞/✐✈❡♥ ♣♦66✐❜❧❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡6✳

✹✺
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❛❧❣♦:✐<❤♠ :❡@✉✐:❡B ❛ ✇❡✐❣❤<❡❞ ❦❡:♥❡❧ ❞❡♥B✐<② ❡B<✐♠❛<✐♦♥ B<❡♣✱ ✇❤✐❝❤ <✉:♥B ♦✉< ❤❡:❡ <♦

❜❡ ❛ ♠✉❧<✐✈❛:✐❛<❡ ❲❑❉❊✳ ❲❡ <❤✉B ❞❡B❝:✐❜❡ ♣♦BB✐❜❧❡ ❜❛♥❞✇✐❞<❤ B❡❧❡❝<✐♦♥ B<:❛<❡❣✐❡B ❢♦:

<❤✐B ❲❑❉❊ ✐♥ ❙❡❝<✐♦♥ ✸✳✹✳✷✳ ❙❡❝<✐♦♥ ✸✳✺ ✐B ❞❡✈♦<❡❞ <♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥<❛<✐♦♥ ❝♦♥B✐❞❡:❛<✐♦♥B

❛♥❞ ❛ B<✉❞② ♦❢ <❤❡ ❛❧❣♦:✐<❤♠ <❤:♦✉❣❤ ❧❛:❣❡ B❝❛❧❡ ▼♦♥<❡✲❈❛:❧♦ B✐♠✉❧❛<✐♦♥B✳ ❙❡❝<✐♦♥ ✸✳✻

❞❡B❝:✐❜❡B ❛♥ ❛♥❛❧②B✐B✱ ✉B✐♥❣ ♦✉: ♠♦❞❡❧✱ ♦❢ <❤❡ ❲❉❇❈ ❞❛<❛B❡<✳ ❚❤❡ ♣❡:B♣❡❝<✐✈❡ <❤❡:❡

✐B ✉♥B✉♣❡:✈✐B❡❞ ♠♦❞❡❧✲❜❛B❡❞ ❝❧✉B<❡:✐♥❣✱ ✐❧❧✉B<:❛<✐♥❣ <❤❡ ♣♦<❡♥<✐❛❧ ✉B❡❢✉❧♥❡BB ♦❢ ♦✉: ♥❡✇

♠✐①<✉:❡ ♠♦❞❡❧ ❛♣♣:♦❛❝❤ :❡❧❛①✐♥❣ <❤❡ ❝♦♥❞✐<✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛BB✉♠♣<✐♦♥✳

✸✳✷ ◆♦♥♣❛(❛♠❡+(✐❝ ♠✐①+✉(❡ ✇✐+❤ ♠✉❧+✐✈❛(✐❛+❡ ❜❧♦❝❦6

❲❡ ❛BB✉♠❡ ♥♦✇ <❤❛< ❡❛❝❤ ❥♦✐♥< ❞❡♥B✐<② fj ✐B ❡@✉❛❧ <♦ <❤❡ ♣:♦❞✉❝< ♦❢ B ♠✉❧<✐✈❛:✐❛<❡

❞❡♥B✐<✐❡B <❤❛< ✇✐❧❧ ❝♦::❡B♣♦♥❞ <♦ ❝♦♥❞✐<✐♦♥❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥< ♠✉❧<✐✈❛:✐❛<❡ ❜❧♦❝❦% ✐♥ <❤❡

♠✐①<✉:❡ ♠♦❞❡❧✳ ▲❡< <❤❡ B❡< ♦❢ ✐♥❞✐❝❡B {1, ..., r} ❜❡ ♣❛:<✐<✐♦♥❡❞ ✐♥<♦ B ❞✐B❥♦✐♥< B✉❜B❡<B sℓ✱
✐✳❡✳ {1, ..., r} =

⋃B
l=1 sl✱ ✇❤❡:❡ 2 ≤ B < r ✐B <❤❡ <♦<❛❧ ♥✉♠❜❡: ♦❢ B✉❝❤ ❜❧♦❝❦B✱ ❛♥❞ dℓ ✐B

<❤❡ ♥✉♠❜❡: ♦❢ ❝♦♦:❞✐♥❛<❡B ✐♥ ℓ<❤ ❜❧♦❝❦✱ ✐✳❡✳ <❤❡ l<❤ ❜❧♦❝❦ ❞✐♠❡♥B✐♦♥✳ ❆❝<✉❛❧❧②✱ ✇❡ ✇✐❧❧

✐♠♣♦B❡ B ≥ 3 ✐♥ ♣:❛❝<✐❝❡ B✐♥❝❡ ❢:♦♠ ❆❧❧♠❛♥ ❡< ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪ ❛♥❞ <❤❡ ✐❞❡♥<✐✜❛❜✐❧✐<② ❞✐B❝✉BB✐♦♥

✐♥ B❡❝<✐♦♥ ✸✳✸ <❤❡:❡ ✐B ❧✐<<❧❡ ❤♦♣❡ <♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐❞❡♥<✐✜❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦: ❧❡BB <❤❛♥ ✸ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥<

❜❧♦❝❦B✳

❍❡:❡✱ <❤❡ ✐♥❞✐❝❡B i, j, k ❛♥❞ ℓ ❞❡♥♦<❡ ❛ ❣❡♥❡:✐❝ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✱ ❝♦♠♣♦♥❡♥<✱ ❝♦♦:❞✐♥❛<❡✱ ❛♥❞

❜❧♦❝❦✱ 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ k ≤ r ❛♥❞ 1 ≤ ℓ ≤ B ✭m, r,B ❛♥❞ n B<❛♥❞ ❢♦: <❤❡

♥✉♠❜❡: ♦❢ ♠✐①<✉:❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥<B✱ :❡♣❡❛<❡❞ ♠❡❛B✉:❡♠❡♥<B✱ ❜❧♦❝❦B✱ ❛♥❞ <❤❡ B❛♠♣❧❡ B✐③❡✮✳

❊❛❝❤ fj ✐B ❡@✉❛❧ <♦ <❤❡ ♣:♦❞✉❝< ♦❢ <❤❡ fjℓ✬B✱ ✇❤❡:❡ fjℓ ✐B <❤❡ ♠✉❧<✐✈❛:✐❛<❡ ❞❡♥B✐<② ❢✉♥❝<✐♦♥

❢♦: j<❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥< ❛♥❞ ℓ<❤ ❜❧♦❝❦✳ ❚❤❡♥ ♠♦❞❡❧ ✭✷✳✶✮ ❜❡❝♦♠❡B

gθ(xi) =
m∑

j=1

λj

B∏

l=1

fjℓ(xisℓ), ✭✸✳✶✮

✇❤❡:❡ xisℓ = {xik, k ∈ sℓ} ✐B <❤❡ ♠✉❧<✐✈❛:✐❛<❡ ✈❛:✐❛❜❧❡ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ✐<B ❝♦♦:❞✐♥❛<❡B ✐♥ <❤❡

ℓ<❤ ❜❧♦❝❦✳ ❍❡♥❝❡ <❤✐B ♠♦❞❡❧ ❛BB✉♠❡B ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❜❧♦❝❦B ♦❢ ♠✉❧<✐✈❛:✐❛<❡ ❞❡♥B✐<✐❡B✱

❝♦♥❞✐<✐♦♥❛❧ ♦♥ <❤❡ B✉❜♣♦♣✉❧❛<✐♦♥ ❢:♦♠ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ♦❜B❡:✈❛<✐♦♥ ✐B ❞:❛✇♥✳ ❚❤✐B ✐B ❛ ♠❛✐♥

❞✐✛❡:❡♥❝❡ ✐♥ ❝♦♠♣❛:✐B♦♥ ✇✐<❤ ♠♦❞❡❧ ✭✷✳✺✮ ✐♥<:♦❞✉❝❡❞ ❜② ❍❛❧❧ ❛♥❞ ❩❤♦✉ ❬✷✵✵✸❪ ❛BB✉♠✐♥❣

❝♦♥❞✐<✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✿ ❤❡:❡ <❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ B<:✉❝<✉:❡ ❞♦❡B ♥♦< ❝♦♠❡ ♦♥❧② ❢:♦♠ <❤❡

♠✐①<✉:❡ B<:✉❝<✉:❡✱ B✐♥❝❡ ❛♥ ❛❞❞✐<✐♦♥❛❧ ✇✐<❤✐♥✲❜❧♦❝❦ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐B ❛❧❧♦✇❡❞✳ ❚❤✐B ♠♦❞❡❧

<❤✉B ❜:✐♥❣B ♠♦:❡ ✢❡①✐❜✐❧✐<② ✇✐<❤ :❡B♣❡❝< <♦ <❤❡ ❝♦♥❞✐<✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛BB✉♠♣<✐♦♥✱ <❤❛<

✐B ✐♥ B♦♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛<✐♦♥B ❛ B❤♦:<❝♦♠✐♥❣ ♦❢ ♠♦❞❡❧ ✭✷✳✺✮ ✭B❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❞✐B❝✉BB✐♦♥ ♦♥ ❛❝<✉❛❧ ❞❛<❛

✐♥ ❙❡❝<✐♦♥ ✸✳✶ ❛♥❞ ✐♥ ❙❡❝<✐♦♥ ✸✳✻✮✳

❲❤❡♥ ❛❧❧ ❜❧♦❝❦B ❛:❡ ♦❢ B✐③❡ ✶ ✭✉♥✐✈❛:✐❛<❡ ❜❧♦❝❦B✮✱ <❤❡♥ B = r ❛♥❞ <❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐B ❡①❛❝<❧②

♠♦❞❡❧ ✭✷✳✺✮✳ ❚❤✉B✱ <♦ ❤❛✈❡ ❛< ❧❡❛B< ♦♥❡ ♠✉❧<✐✈❛:✐❛<❡ ❜❧♦❝❦ ♦❢ B✐③❡ ≥ 2✱ ✇❡ ❛BB✉♠❡ B < r
✐♥ <❤❡ B❡@✉❡❧✳ ◆♦<❡ <❤❛< ✏❜❧♦❝❦✑ ❤❛B ❛ ❞✐✛❡:❡♥< ♠❡❛♥✐♥❣ ✐♥ ❇❡♥❛❣❧✐❛ ❡< ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❛❪ ❛♥❞

B✉❝❝❡BB✐✈❡ ✇♦:❦B ♦♥ B♠♦♦<❤❡❞ ✈❡:B✐♦♥B ❧✐❦❡ ❈❤❛✉✈❡❛✉ ❡< ❛❧✳ ❬✷✵✶✺❪❀ ✐♥ <❤❡B❡ ✇♦:❦B ❜❧♦❝❦

♠❡❛♥B ❛ ❣:♦✉♣ ♦❢ ❝♦♦:❞✐♥❛<❡B B❤❛:✐♥❣ ❛ B❛♠❡ ✉♥✐✈❛+✐❛,❡ ❞❡♥B✐<② ❢♦: ❝♦♠♣♦♥❡♥< j✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣
❢♦: ♠♦:❡ ♣❛:B✐♠♦♥✐♦✉B ♠♦❞❡❧B ♠♦<✐✈❛<❡❞ ❜② B♦♠❡ ❛❝<✉❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛<✐♦♥B ❢:♦♠ ♣B②❝❤♦♠❡<:✐❝B✳

❆B :❡✈✐❡✇❡❞ ❜:✐❡✢②✱ ❍❛❧❧ ❡< ❛❧✳ ❬✷✵✵✺❪ ❡①♣❧♦:❡❞ <❤❡ ✐❞❡♥<✐✜❛❜✐❧✐<② @✉❡B<✐♦♥ :❡❧❛<❡❞ <♦

♠♦❞❡❧ ✭✷✳✺✮ ✇✐<❤ ✉♥✐✈❛:✐❛<❡ ❝♦♥❞✐<✐♦♥❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥< ♠❛:❣✐♥❛❧B✳ ❚❤❡② ❛❧B♦ B✉❣❣❡B< <❤❛<

✹✻
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❛ 8✐♠✐❧❛< <❡8✉❧? ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ ❢♦< ❝♦♥❞✐?✐♦♥❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥? ❜❧♦❝❦8 ♦❢ ♠✉❧?✐✈❛<✐❛?❡

❞❡♥8✐?✐❡8✱ ?❤❛? ✐8 ♣<❡❝✐8❡❧② ♦✉< ♠♦❞❡❧ ✭✸✳✶✮✳ ❚❤❡♥ ❆❧❧♠❛♥ ❡? ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪ ♣<♦✈❡❞ ❛ ❝♦❧❧❡❝?✐♦♥

♦❢ ✐❞❡♥?✐✜❛❜✐❧✐?② <❡8✉❧?8✱ ❜❛8❡❞ ♦♥ ❛ <❡♣<❡8❡♥?❛?✐♦♥ ♦❢ 8♦♠❡ ❧❛?❡♥? ✈❛<✐❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ?❡<♠8

♦❢ ✸✲✇❛② ❝♦♥?✐♥❣❡♥❝② ?❛❜❧❡8✳ ◆❡①? 8❡❝?✐♦♥ ♣<♦✈✐❞❡8 ?❤❡ ♣<♦♦❢ ♠♦<❡ ❞❡?❛✐❧8✱ ❛♥❞ ❛ 8✉<✈❡②✲

❧✐❦❡ 8❤♦<?❡< ❞❡8❝<✐♣?✐♦♥ ❢♦< ❛♣♣❧✐❝❛?✐♦♥ ?♦ ♠♦❞❡❧ ✭✷✳✺✮ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❈❤❛✉✈❡❛✉ ❡? ❛❧✳

❬✷✵✶✺❪✳

✸✳✸ ■❞❡♥&✐✜❛❜✐❧✐&② ♦❢ &❤❡ ♠✐①&✉3❡ ✇✐&❤ ♠✉❧&✐✈❛3✐❛&❡ ❜❧♦❝❦8

❍❛❧❧ ❡? ❛❧✳ ❬✷✵✵✺❪ 8?❛?❡❞ ?❤❛? ❛♥ ✐❞❡♥?✐✜❛❜✐❧✐?② <❡8✉❧? 8✐♠✐❧❛< ?♦ ?❤❡ ♦♥❡ ?❤❡② ❝❧❛✐♠❡❞ ❢♦<

♠♦❞❡❧ ✭✷✳✺✮ ✇✐?❤ ✉♥✐✈❛<✐❛?❡ ❝♦♥❞✐?✐♦♥❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥? ♠❛<❣✐♥❛❧8✱ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ ❢♦<

❝♦♥❞✐?✐♦♥❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥? ❜❧♦❝❦8 ♦❢ ♠✉❧?✐✈❛<✐❛?❡ ❞❡♥8✐?✐❡8✳ ❚❤❡♥ ❆❧❧♠❛♥ ❡? ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪

♣<♦✈❡❞ ♠♦<❡ ❣❡♥❡<❛❧❧② ❛ ❝♦❧❧❡❝?✐♦♥ ♦❢ ✐❞❡♥?✐✜❛❜✐❧✐?② <❡8✉❧?8✱ ❜❛8❡❞ ♦♥ ❛ <❡♣<❡8❡♥?❛?✐♦♥ ♦❢

8♦♠❡ ❧❛?❡♥? ✈❛<✐❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ?❡<♠8 ♦❢ ✸✲✇❛② ❝♦♥?✐♥❣❡♥❝② ?❛❜❧❡8✳

❚❤❡✐< ✇♦<❦ ❞❡8❝<✐❜❡8 ❛ ✸✲✇❛② ❝♦♥?✐♥❣❡♥❝② ?❛❜❧❡ ?❤❛? ❝<♦88✲❝❧❛88✐✜❡8 ❛ 8❛♠♣❧❡ ♦❢ n
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧8 ✇✐?❤ <❡8♣❡❝? ?♦ ?❤<❡❡ ♣♦❧②?♦♠♦✉8 ✈❛<✐❛❜❧❡8✱ ?❤❡ k?❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❤❛8 ❛ 8?❛?❡ 8♣❛❝❡

{1, · · · , κk}✳ ❚❤✐8 ❝❧❛88✐✜❝❛?✐♦♥ ❝❛♥ ❛❧8♦ ❜❡ ❞❡8❝<✐❜❡❞ ✐♥ ?❡<♠8 ♦❢ ?❤❡ ❧❛?❡♥? 8?<✉❝?✉<❡

♠♦❞❡❧✳ ❆88✉♠❡ ?❤❛? ?❤❡<❡ ✐8 ❛ ❧❛?❡♥? ✭✉♥♦❜8❡<✈❛❜❧❡✮ ✈❛<✐❛❜❧❡ Z ✇✐?❤ ✈❛❧✉❡8 ✐♥ {1, · · · ,m}✳
▲❡? ✉8 8✉♣♣♦8❡ ?❤❛? ❡❛❝❤ ♦❢ ?❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧8 ✐8 ❦♥♦✇♥ ?♦ ❜❡❧♦♥❣ ?♦ ♦♥❡ ♦❢ m ❧❛?❡♥? ❝❧❛88❡8

❛♥❞✱ ❝♦♥❞✐?✐♦♥❛❧❧② ♦♥ ❦♥♦✇✐♥❣ ?❤❡ ❡①❛❝? ❝❧❛88 j, j = 1, · · · ,m✱ ?❤❡ ✸ ♦❜8❡<✈❡❞ ✈❛<✐❛❜❧❡8

❛<❡ ♠✉?✉❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥?✳ ❚❤❡♥ ❧❛?❡♥? ❝❧❛88 8?<✉❝?✉<❡ ❡①♣❧❛✐♥8 <❡❧❛?✐♦♥8❤✐♣8 ❛♠♦♥❣ ?❤❡

❝❛?❡❣♦<✐❝❛❧ ✈❛<✐❛❜❧❡8 ?❤❛? ✇❡ ♦❜8❡<✈❡ ?❤<♦✉❣❤ ?❤❡ ❝♦♥?✐♥❣❡♥❝② ?❛❜❧❡✳

❋♦< ❛ ♠♦<❡ ❞❡?❛✐❧❡❞ ❡①♣❧❛♥❛?✐♦♥✱ 8♦♠❡ ❛❧❣❡❜<❛✐❝ ♥♦?❛?✐♦♥ ✐8 ♥❡❡❞❡❞✳ ❋♦< k = 1, 2, 3✱
❧❡? Ak ❜❡ ❛ ♠❛?<✐① ♦❢ 8✐③❡ m× κk✱ ✇✐?❤ ak

j = (akj (1), · · · , akj (κk)) ❜❡✐♥❣ ?❤❡ j?❤ <♦✇ ♦❢ Ak✳

▲❛?❡<✱ ✇❡ ✇✐❧❧ 8❡❡ ?❤❛? akj (l) ✐8 ?❤❡ ♣<♦❜❛❜✐❧✐?② ?❤❛? ?❤❡ k?❤ ✈❛<✐❛❜❧❡ ✐8 ✐♥ ?❤❡ l?❤ 8?❛?❡✱

❝♦♥❞✐?✐♦♥❛❧ ♦♥ ?❤❡ ♦❜8❡<✈❛?✐♦♥ ❝♦♠✐♥❣ ❢<♦♠ ?❤❡ j?❤ ♠✐①?✉<❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥?✳ ▲❡? A1×A2×A3

❜❡ ?❤❡ κ1 × κ2 × κ3 ?❡♥8♦< ❞❡✜♥❡❞ ❜②

[A1, A2, A3] =
m∑

j=1

a1
j ⊗ a2

j ⊗ a3
j . ✭✸✳✷✮

❯8✐♥❣ 8✐♠♣❧❡< ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ?❤❡ ?❡♥8♦< [A1, A2, A3] ✐8 ❛ ✸✲❞✐♠❡♥8✐♦♥❛❧ ❛<<❛② ✇❤♦8❡ ❡❧❡♠❡♥?

✇✐?❤ ❝♦♦<❞✐♥❛?❡8 (u, v, w) ✐8 ❛ 8✉♠ ♦❢ ♣<♦❞✉❝?8 ♦❢ ❡❧❡♠❡♥?8 ♦❢ ♠❛?<✐❝❡8 Ak, k = 1, 2, 3✱
✇✐?❤ ❝♦❧✉♠♥ ♥✉♠❜❡<8 u, v ❛♥❞ w✱ <❡8♣❡❝?✐✈❡❧②✱ ❛❞❞❡❞ ✉♣ ♦✈❡< ❛❧❧ ♦❢ m <♦✇8✿

[A1, A2, A3]u,v,w =
m∑

j=1

a1j(u)a
2
j(v)a

3
j(w).

❙✉❝❤ ❛ ?❡♥8♦< ❞❡8❝<✐❜❡8 ❡①❛❝?❧② ?❤❡ ♣<♦❜❛❜✐❧✐?② ❞✐8?<✐❜✉?✐♦♥ ✐♥ ❛ ✜♥✐?❡ ❧❛?❡♥? ❝❧❛88 ♠♦❞❡❧

✇✐?❤ ?❤<❡❡ ♦❜8❡<✈❡❞ ✈❛<✐❛❜❧❡8✳ ❚♦ 8❡❡ ✇❤② ?❤✐8 ✐8 ?❤❡ ❝❛8❡✱ ✐♠❛❣✐♥❡ ?❤❛? ?❤❡<❡ ✐8 8♦♠❡

❧❛?❡♥? ✈❛<✐❛❜❧❡ Z ?❤❛? ?❛❦❡8 ♣♦8✐?✐✈❡ ✐♥?❡❣❡< ✈❛❧✉❡8 ❢<♦♠ ✶ ?♦ 8♦♠❡ m > 1 ❛♥❞ ❡❛❝❤ ♦❢ ?❤❡

n ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧8 ❜❡❧♦♥❣8 ?♦ ♦♥❡ ♦❢ m ❧❛?❡♥? ❝❧❛88✳ ■❢ ?❤❡ ✸ ♦❜8❡<✈❡❞ ✈❛<✐❛❜❧❡8 ❛<❡ ♠✉?✉❛❧❧②

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥? ✇❤❡♥ ?❤❡ 8♣❡❝✐✜❝ ❧❛?❡♥? ❝❧❛88 j, 1 ≤ j ≤ m✱ ✐8 ❦♥♦✇♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ♠✐①?✉<❡ ♦❢

m ❝♦♠♣♦♥❡♥?8 ✇✐?❤ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥? ❜❡✐♥❣ ❛ ♣<♦❞✉❝? ♦❢ ✜♥✐?❡ ♠❡❛8✉<❡8 ❛♥❞ ♣<♦❜❛❜✐❧✐?✐❡8

λj := P(Z = j), j = 1, · · · ,m ❜❡✐♥❣ ?❤❡ ♠✐①✐♥❣ ♣<♦❜❛❜✐❧✐?✐❡8✳ ◆♦✇✱ ❧❡? ?❤❡ j?❤ <♦✇ ♦❢

✹✼
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7❤❡ ♠❛7<✐① Ak ❜❡ 7❤❡ ✈❡❝7♦< ♦❢ ♣<♦❜❛❜✐❧✐7✐❡F ♦❢ 7❤❡ k7❤ ✈❛<✐❛❜❧❡ ❝♦♥❞✐7✐♦♥❡❞ ♦♥ ❜❡❧♦♥❣

7♦ j7❤ ❝❧❛FF pk
j = P(Xk = .|Z = j)✳ ❈❤♦♦F❡ ♦♥❡ ♦❢ 7❤❡ 7❤<❡❡ ♠❛7<✐❝❡F ✭F❛②✱ A1✮ ❛♥❞

❞❡✜♥❡ Ã1 = diag(λ)A1✱ ✇❤❡<❡ λ = (λ1, · · · , λm)
⊤
✐F ❛ ✈❡❝7♦< ❞❡F❝<✐❜✐♥❣ 7❤❡ ❞✐F7<✐❜✉7✐♦♥

♦❢ 7❤❡ ❧❛7❡♥7 ❝❧❛FF ✈❛<✐❛❜❧❡ Z✳ ❚❤❡♥✱ 7❤❡ (u, v, w) ❡❧❡♠❡♥7 ♦❢ 7❤❡ 7❡♥F♦< [Ã1, A2, A3] ✐F 7❤❡
✉♥❝♦♥❞✐7✐♦♥❛❧ ♣<♦❜❛❜✐❧✐7② P(X1 = u,X2 = v,X3 = w) ❛♥❞✱ 7❤❡<❡❢♦<❡✱ 7❤❡ ❥♦✐♥7 ♣<♦❜❛❜✐❧✐7②
❞✐F7<✐❜✉7✐♦♥ ✐♥ F✉❝❤ ❛ ♠♦❞❡❧ ✐F ❡①❛❝7❧② ❞❡F❝<✐❜❡❞ ❜② 7❤❡ 7❡♥F♦< ✸✳✷✳

❉❡✜♥❡ 7❤❡ ❑<✉F❦❛❧ <❛♥❦ ♦❢ ❛ ♠❛7<✐① ❆✱ rankKA✱ ❛F 7❤❡ ❧❛<❣❡F7 ♥✉♠❜❡< I ♦❢ <♦✇F F✉❝❤

7❤❛7 ❡✈❡<② F❡7 ♦❢ I <♦✇F ♦❢ A ✐F ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥7✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ <❡F✉❧7 ✇❛F ❡F7❛❜❧✐F❤❡❞ ❜②

❑<✉F❦❛❧ ✐♥ 7❤❡ ♠✐❞✲✶✾✼✵F✳

❚❤❡♦$❡♠ ✶✳ ▲❡" Ik = rankKAk✳ ■❢

I1 + I2 + I3 ≥ 2m+ 2 ✭✸✳✸✮

"❤❡♥ [A1, A2, A3] ✉♥✐*✉❡❧② ❞❡"❡.♠✐♥❡0 "❤❡ Ak✱ ✉♣ "♦ 0✐♠✉❧"❛♥❡♦✉0 ♣❡.♠✉"❛"✐♦♥ ❛♥❞ .❡0❝❛❧✲

✐♥❣ ♦❢ .♦✇0✳

❑<✉F❦❛❧✬F <❡F✉❧7 ✐F ✈❡<② ❣❡♥❡<❛❧ ❛♥❞ ✐F ❛ ❝♦<♥❡<F7♦♥❡ ♦❢ F❡✈❡<❛❧ F✉❜F❡Z✉❡♥7 <❡F✉❧7F ❡F7❛❜✲

❧✐F❤✐♥❣ ✐❞❡♥7✐✜❛❜✐❧✐7② ❝<✐7❡<✐❛ ❢♦< ✈❛<✐♦✉F ❧❛7❡♥7 F7<✉❝7✉<❡ ♠♦❞❡❧F ✇✐7❤ ♠✉❧7✐♣❧❡ ♦❜F❡<✈❡❞

✈❛<✐❛❜❧❡F✳ ❚❤❡ ♦♥❡ 7❤❛7 ❢♦❧❧♦✇F ♠♦F7 ❞✐<❡❝7❧② ✐F 7❤❡ ✐❞❡♥7✐✜❛❜✐❧✐7② <❡F✉❧7 ♦❢ ✜♥✐7❡ ♠✐①✲

7✉<❡F ♦❢ ✜♥✐7❡ ♠❡❛F✉<❡ ♣<♦❞✉❝7F✳ ❲❡ <❡❢❡< 7♦ 7❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡F❝<✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛F 7❤❡ m−❝❧❛FF✱

r = 3−❢❡❛7✉<❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐7❤ F7❛7❡ F♣❛❝❡ {1, ..., κ1} × {1, ..., κ2} × {1, ..., κ3}✱ ❛♥❞ ❞❡♥♦7❡ ✐7

❜② M(m;κ1, κ2, κ3)✳ ❚❤❡ ❡Z✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡7✇❡❡♥ 7❤❡ ❞✐F7<✐❜✉7✐♦♥F ♦❢ 3−✈❛<✐❛7❡ ❧❛7❡♥7 ❝❧❛FF

♠♦❞❡❧F ❛♥❞ 3−7❡♥F♦<F✱ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐7❤ 7❤❡ ❢❛❝7 7❤❛7 <♦✇F ♦❢ F7♦❝❤❛F7✐❝ ♠❛7<✐❝❡F F✉♠ 7♦ 1✱
❚❤❡♦<❡♠ ✶ ❣✐✈❡F 7❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ <❡❢♦<♠✉❧❛7✐♦♥✳

❈♦$♦❧❧❛$② ✶✳ ❈♦♥0✐❞❡. "❤❡ ♠♦❞❡❧ M(m;κ1, κ2, κ3)✳ ❙✉♣♣♦0❡ ❛❧❧ ❡♥".✐❡0 ♦❢ λ ❛.❡ ♣♦0✐"✐✈❡✳

❋♦. ❡❛❝❤ k = 1, 2, 3✱ ❧❡" Ak ❞❡♥♦"❡ "❤❡ ♠❛".✐① ✇❤♦0❡ .♦✇0 ❛.❡ pk
j , j = 1, ...,m✱ ❛♥❞ ❧❡" Ik

❞❡♥♦"❡ ✐"0 ❑.✉0❦❛❧ .❛♥❦✳ ❚❤❡♥ ✐❢

I1 + I2 + I3 ≥ 2m+ 2 ✭✸✳✹✮

"❤❡ ♣❛.❛♠❡"❡.0 ♦❢ "❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛.❡ ✉♥✐*✉❡❧② ✐❞❡♥"✐✜❛❜❧❡✱ ✉♣ "♦ ❧❛❜❡❧ 0✇❛♣♣✐♥❣✳

❆❧❧♠❛♥ ❡7 ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪ ❡①♣<❡FF❡❞ ❢<♦♠ ❑<✉F❦❛❧✬F 7❤❡♦<❡♠ ♦♥ 3−✈❛<✐❛7❡ ♠♦❞❡❧F✱ 7♦ ❛

F✐♠✐❧❛< ♦♥❡ ❢♦< r−✈❛<✐❛7❡ ♠♦❞❡❧F ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ✐♥7♦ ✸ ❛❣❣❧♦♠❡<❛7❡ ✈❛<✐❛❜❧❡F✱ F♦ 7❤❛7

❑<✉F❦❛❧✬F <❡F✉❧7 ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳

❚❤❡♦$❡♠ ✷✳ ❈♦♥0✐❞❡. "❤❡ ♠♦❞❡❧ M(m;κ1, κ2, κ3) ✇❤❡.❡ r ≥ 3✳ ❙✉♣♣♦0❡ "❤❡.❡ ❡①✐0"0 ❛
".✐♣❛."✐"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ 0❡" S = {1, ..., r} ✐♥"♦ "❤.❡❡ ❞✐0❥♦✐♥" ♥♦♥❡♠♣"② 0✉❜0❡"0 S1, S2, S3✱ 0✉❝❤

"❤❛" ✐❢ τl =
∏

k∈Sl
κk "❤❡♥

min(m, τ1) + min(m, τ2) + min(m, τ3) ≥ 2m+ 2. ✭✸✳✺✮

❚❤❡♥ ♠♦❞❡❧ ♣❛.❛♠❡"❡.0 ❛.❡ ❣❡♥❡.✐❝❛❧❧② ✐❞❡♥"✐✜❛❜❧❡✱ ✉♣ "♦ ❧❛❜❡❧ 0✇❛♣♣✐♥❣✳ ▼♦.❡♦✈❡.✱ "❤❡

0"❛"❡♠❡♥" .❡♠❛✐♥0 ✈❛❧✐❞ ✇❤❡♥ "❤❡ ♠✐①✐♥❣ ♣.♦♣♦."✐♦♥0 {λj}1≤j≤m ❛.❡ ❤❡❧❞ ❛♥❞ ♣♦0✐"✐✈❡✳

✹✽
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❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ✐♥❡?✉❛❧✐B② ✐D ❝♦♠✐♥❣ ❢I♦♠ B❤❡ ♣I♦♣❡IB②✿ ❢♦I ❛♥② ✜①❡❞ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛ ♣♦D✐B✐✈❡

✐♥B❡❣❡I Ik ≤ min(m,κk)✱ B❤♦D❡ m × κk ♠❛BI✐❝❡D Ak✱ ✇❤♦D❡ ❑I✉D❦❛❧ I❛♥❦ ✐D DBI✐❝B❧② ❧❡DD

B❤❛♥ Ik✱ ❢♦I♠ ❛ ♣I♦♣❡I ❛❧❣❡❜I❛✐❝ ✈❛I✐❡B② ✭D❡❡ B❤❡ ❞❡B❛✐❧D ✐♥ ❆❧❧♠❛♥ ❡B ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪✮✳

▲❡B ✉D I❡❝❛❧❧ B❤❛B ✇❡ ❛I❡ D♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ✐♥B❡I❡DB❡❞ ✐♥ ✜♥✐B❡ ♠✐①B✉I❡D ♦❢ ♥♦♥♣❛I❛♠❡BI✐❝

♠❡❛D✉I❡ ♣I♦❞✉❝BD✳ ❲❡ ❝♦♥D✐❞❡I ❛ ♥♦♥♣❛I❛♠❡BI✐❝ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ✜♥✐B❡ ♠✐①B✉I❡D ♦❢ m ♣I♦❜❛❜✐❧✐B②

❞✐DBI✐❜✉B✐♦♥D✳ ❊❛❝❤ ❞✐DBI✐❜✉B✐♦♥ ✐D D♣❡❝✐✜❡❞ ❛D ❛ ♠❡❛D✉I❡ µj ♦♥ Rr, 1 ≤ j ≤ m✳ ❆DD✉♠❡

B❤❛B B❤❡ ❞✐♠❡♥D✐♦♥❛❧✐B② r ✭B❤❡ ♥✉♠❜❡I ♦❢ ❝❧❛DD✐✜❝❛B✐♦♥ ✈❛I✐❛❜❧❡D✮ ✐D ❛B ❧❡❛DB 3✳ ❚❤❡ kB❤
♠❛I❣✐♥❛❧ ♦❢ µj ✐D ❞❡♥♦B❡❞ µk

j ✳ ❆D ❜❡❢♦I❡✱ ❧❡B Z ❜❡ B❤❡ ✈❛I✐❛❜❧❡ ❞❡✜♥✐♥❣ B❤❡ ❧❛B❡♥B DBI✉❝B✉I❡

♦❢ B❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐B❤ ✈❛❧✉❡D ✐♥ {1, ...,m} ❛♥❞ P(Z = j) = λj ❢♦I ❛♥② j = 1, ...,m✳ ❚❤❡♥✱ B❤❡

♠✐①B✉I❡ ♠♦❞❡❧ ❜❡❝♦♠❡D

P =
m∑

j=1

λjµj =
m∑

j=1

λj

r∏

k=1

µk
j . ✭✸✳✻✮

❚❤✐D ♠♦❞❡❧ ✐♠♣❧✐❡D B❤❛B B❤❡ r ✈❛I✐❛B❡D ❛I❡✱ ②❡B ❛❣❛✐♥✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥B ❝♦♥❞✐B✐♦♥❛❧ ♦♥ ❛ ❧❛B❡♥B

DBI✉❝B✉I❡✳ ❚❤❡ ♥❡①B B❤❡♦I❡♠ ♣I♦✈❡D ✐❞❡♥B✐✜❛❜✐❧✐B② ♦❢ B❤❡ ♠♦❞❡❧✬D ♣❛I❛♠❡B❡ID ✉♥❞❡I ❛ ♠✐❧❞

❛♥❞ ❡①♣❧✐❝✐B I❡❣✉❧❛I✐B② ❝♦♥❞✐B✐♦♥ ♦♥ P ✱ ❛D D♦♦♥ ❛D B❤❡I❡ ❛I❡ ❛B ❧❡❛DB 3 ✈❛I✐❛B❡D ❛♥❞ m ✐D

❦♥♦✇♥✳

❚❤❡♦$❡♠ ✸✳ ✭❚❤❡♦$❡♠ ✽ ✐♥ ❆❧❧♠❛♥ ❡, ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪✮ ▲❡$ P ❜❡ ❛ ♠✐①$✉+❡ ♦❢ ♥♦♥♣❛+❛♠❡$✲

+✐❝ ♠❡❛2✉+❡ ♣+♦❞✉❝$2 ❛2 ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✸✳✻✮ ❛♥❞✱ ❢♦+ ❡✈❡+② ✈❛+✐❛$❡ k ∈ {1, ..., r}✱ ❛22✉♠❡ $❤❡

♠❛+❣✐♥❛❧ ♠❡❛2✉+❡2 {µk
j}1≤j≤m ❛+❡ ❧✐♥❡❛+❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥$ ✐♥ $❤❡ 2❡♥2❡ $❤❛$ $❤❡ ❝♦++❡2♣♦♥❞✐♥❣

✭✉♥✐✈❛+✐❛$❡✮ ❞✐2$+✐❜✉$✐♦♥ ❢✉♥❝$✐♦♥2 2❛$✐2❢② ♥♦ ♥♦♥$+✐✈✐❛❧ ❧✐♥❡❛+ +❡❧❛$✐♦♥2❤✐♣✳ ❚❤❡♥✱ ✐❢ $❤❡

♥✉♠❜❡+ ♦❢ ✈❛+✐❛❜❧❡2 r ≥ 3✱ $❤❡ ♣❛+❛♠❡$❡+2 {λj, µ
k
j}1≤j≤m,1≤k≤r ❛+❡ ✉♥✐=✉❡❧② ✐❞❡♥$✐✜❛❜❧❡

❢+♦♠ P✱ ✉♣ $♦ ❧❛❜❡❧ 2✇❛♣♣✐♥❣✳

❚❤❡ ♣I♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦I❡♠ ✸ ✐D ♠❛❦✐♥❣ ❛ ❥✉❞✐❝✐♦✉D ✉D❡ ♦❢ ❝✉B ♣♦✐♥BD B♦ ❞✐D❝I❡B✐③❡ B❤❡

❞✐DBI✐❜✉B✐♦♥✱ ❛♥❞ B❤❡♥ ✉D✐♥❣ ❑I✉D❦❛❧✬D ✇♦I❦✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐D B♦ ❝♦♥DBI✉❝B ❛ ❜✐♥♥✐♥❣ ♦❢ 3
I❛♥❞♦♠ ✈❛I✐❛❜❧❡D ❛B ❛ B✐♠❡ ♦♥❧②✱ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ✜IDB ✇✐B❤ B❤❡ I❛♥❞♦♠ ✈❛I✐❛❜❧❡D X1, X2 ❛♥❞

X3✱ ✉D✐♥❣ κk − 1 ∈ N ❝✉B ♣♦✐♥BD ❢♦I Xk, k = 1, 2, 3✱ ❝♦♥D✐❞❡I ❛ ♣❛IB✐B✐♦♥ ♦❢ R ✐♥B♦ κk

❝♦♥D❡❝✉B✐✈❡ ✐♥B❡I✈❛❧D {I lk}1≤l≤κ ❛♥❞ B❤❡ I❛♥❞♦♠ ✈❛I✐❛❜❧❡ Yk = {IXk∈I1k , ..., IXk∈I
κk
k
}✱ ✇❤❡I❡

I{A} ❞❡♥♦B❡D B❤❡ ✐♥❞✐❝❛B♦I ❢✉♥❝B✐♦♥ ♦❢ D❡B A✳ ❆❧❧♠❛♥ ❡B ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪ ♣I♦✈❡❞ ✐B ✐D ❛❜❧❡ B♦

❝❤♦♦D❡ B❤❡ ❝✉B ♣♦✐♥BD u1 < u2 < ... < uκk−1 D♦ ❢♦I ❣❡♥❡I❛❧ ❡♥♦✉❣❤ ❛♥❞ B♦ ❤❛✈❡ ✇❡❧❧✲❝❤♦D❡♥

♣❛IB✐B✐♦♥D {I lk}1≤l≤κk
♦❢ R ❢♦I I❡❝♦✈❡I✐♥❣ B❤❡ ♠❡❛D✉I❡ µk

j , k = 1, 2, 3, 1 ≤ j ≤ m✳ ❚❤❛B

✐D ❛❜❧❡ B♦ ❝♦♥DBI✉❝B ♣❛IB✐B✐♦♥D B❤❛B ✐♥✈♦❧✈❡ ❛♥② ❝❤♦D❡♥ ❝✉B ♣♦✐♥BD ✐♥ D✉❝❤ ❛ ❢❛D❤✐♦♥ B❤❛B

❑I✉D❦❛❧✬D I❡D✉❧B ✐♥ B❤❡ ❢♦I♠ ♦❢ ❈♦I♦❧❧❛I② ✶ ✇✐❧❧ ❛♣♣❧②✳ ◆♦B❡ B❤❛B ❛♥ ❡❛I❧✐❡I I❡D✉❧B ❧✐♥❦✐♥❣

✐❞❡♥B✐✜❛❜✐❧✐B② ✇✐B❤ ❧✐♥❡❛I ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ B❤❡ ❞❡♥D✐B✐❡D B♦ ❜❡ ♠✐①❡❞ ❛♣♣❡❛ID ✐♥ ❧✐B❡I❛B✉I❡ ✐♥

❛ ♣❛I❛♠❡BI✐❝ ❝♦♥B❡①B✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡❛I ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ B❤❡ ♣I♦❜❛❜✐❧✐B② ❞✐DBI✐❜✉B✐♦♥D {µk
j}1≤j≤m

✐D ❡?✉✐✈❛❧❡♥B B♦ ❧✐♥❡❛I ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ B❤❡ ❝✳❞✳❢✳D {Fj}1≤j≤m✳ ❚❤❡ ♣I♦♦❢ ♥❡❡❞D B❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❧❡♠♠❛✳

▲❡♠♠❛ ✶✳ ▲❡$ {Fj}1≤j≤m ❜❡ ❧✐♥❡❛+❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥$ ❢✉♥❝$✐♦♥2 ♦♥ R✳ ❚❤❡♥ $❤❡+❡ ❡①✐2$2 2♦♠❡

κ ∈ N ❛♥❞ +❡❛❧ ♥✉♠❜❡+2 u1 < u2 < ... < uκ−1 2✉❝❤ $❤❛$ $❤❡ ✈❡❝$♦+2

{Fj(u1), Fj(u2), ..., Fj(uκ−1), 1}1≤j≤m ✭✸✳✼✮

❛+❡ ❧✐♥❡❛+❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥$✳

✹✾
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❆♥❞ 0❡❧②✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥ 7❤❡ ❜✐♥♥❡❞ ♦❜:❡0✈❡❞ ✈❛0✐❛❜❧❡: {Y1, Y2, Y3}✱ 7❤❡ ✐❞❡♥7✐✜❛❜✐❧✐7② ♦❢

7❤❡ ♣0♦♣♦07✐♦♥: λj ❛♥❞ 7❤❡ ♣0♦❜❛❜✐❧✐7② ♠❡❛:✉0❡: µk
j ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❢❡0✳ ❘❡♣❡❛7✐♥❣ 7❤❡ :❛♠❡

♣0♦❝❡❞✉0❡ ✇✐7❤ 7❤❡ 0❛♥❞♦♠ ✈❛0✐❛❜❧❡: X1, X2, X4 ❛♥❞ ❣❡77✐♥❣ 7❤❡ :❡7 {µ1, µ2, µ3, µ4} ❝❛♥

❜❡ 0❡❝♦✈❡0✱ ✉♣ 7♦ ❛ 0❡❧❛❜❡❧✐♥❣ ♦❢ 7❤❡ ❣0♦✉♣:✳ ❆❞❞✐♥❣ ❛ ♥❡✇ 0❛♥❞♦♠ ✈❛0✐❛❜❧❡ ❛7 ❛ 7✐♠❡

✜♥❛❧❧② ❣✐✈❡: 7❤❡ 0❡:✉❧7✳

❚❤✐: 0❡:✉❧7 ❛❧:♦ ❣❡♥❡0❛❧✐③❡: 7♦ ♥♦♥♣❛0❛♠❡70✐❝ ♠✐①7✉0❡ ♠♦❞❡❧: ✇❤❡0❡ ❛7 ❧❡❛:7 7❤0❡❡

❜❧♦❝❦: ♦❢ ✈❛0✐❛7❡: ❛0❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥7 ❝♦♥❞✐7✐♦♥❡❞ ♦♥ 7❤❡ ❧❛7❡♥7 :70✉❝7✉0❡✳ ■7 ✐: ❡①❛❝7❧② ♦✉0

♠♦❞❡❧: ✇❤✐❝❤ ✇❛: ❞❡:❝0✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❘❡♠✐♥❞ ❤❡0❡ 7❤❛7 ✐❢ ✇❡ ❧❡7 7❤❡ :❡7 ♦❢ ✐♥❞✐❝❡: {1, ..., r}
❜❡ ♣❛07✐7✐♦♥❡❞ ✐♥7♦ B ❞✐:❥♦✐♥7 :✉❜:❡7: sℓ✱ ✐✳❡✳ {1, ..., r} = ∪B

ℓ=1sℓ✱ ✇❤❡0❡ 3 ≤ B ≤ r
✐: 7❤❡ 7♦7❛❧ ♥✉♠❜❡0 ♦❢ :✉❝❤ ❜❧♦❝❦:✱ ❛♥❞ dℓ ✐: 7❤❡ ℓ7❤ ❜❧♦❝❦ ❞✐♠❡♥:✐♦♥ ❛♥❞ 7❤❡ µℓ

j ❜❡

❛❜:♦❧✉7❡❧② ❝♦♥7✐♥✉♦✉: ♣0♦❜❛❜✐❧✐7② ♠❡❛:✉0❡: ♦♥ Rdℓ
✳ ❲✐7❤ r =

∑B
l=1 dℓ✱ ❝♦♥:✐❞❡0 7❤❡

♠✐①7✉0❡ ❞✐:70✐❜✉7✐♦♥ ♦♥ Rr
❣✐✈❡♥ ❜②

P =
m∑

j=1

λj

B∏

ℓ=1

µℓ
j. ✭✸✳✽✮

❚❤❡♦$❡♠ ✹✳ ✭❚❤❡♦$❡♠ ✾ ✐♥ ❆❧❧♠❛♥ ❡, ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪✮ ▲❡$ P ❜❡ ❛ ♠✐①$✉+❡ ♦❢ $❤❡ ❢♦+♠

✭✸✳✽✮✱ 0✉❝❤ $❤❛$ ❢♦+ ❡✈❡+② ℓ ∈ {1, ..., B}✱ $❤❡ ♠❡❛0✉+❡0 {µℓ
j}1≤j≤m ♦♥ Rdℓ

❛+❡ ❧✐♥❡❛+ ✐♥❞❡✲

♣❡♥❞❡♥$✳ ❚❤❡♥✱ ✐❢ B ≥ 3✱ $❤❡ ♣❛+❛♠❡$❡+0 {λj, µ
ℓ
j}1≤j≤m,1≤ℓ≤B ❛+❡ 0$+✐❝$❧② ✐❞❡♥$✐✜❛❜❧❡ ❢+♦♠

P✱ ✉♣ $♦ ❧❛❜❡❧ 0✇❛♣♣✐♥❣✳

❆❧❧♠❛♥ ❡7 ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪ ♣0♦❝❡❡❞❡❞ ♠✉❝❤ ❛: ✐♥ 7❤❡ ♣0♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦0❡♠ ✸✱ ❜✉7 ❝♦♥:70✉❝7

❛ ❜✐♥♥✐♥❣ ✐♥7♦ ♣0♦❞✉❝7 ✐♥7❡0✈❛❧:✳ ❋♦0 ✐♥:7❛♥❝❡✱ ✐❢ X ✐: 7✇♦ ❞✐♠❡♥:✐♦♥❛❧✱ ❝♦♥:70✉❝7✐♥❣

Y = {I{X∈I1×J1}, ..., I{X∈Iκ×Jκ}}✱ ✇❤❡0❡ {J ℓ}1≤l≤κ ✐: ❛ :❡❝♦♥❞ ♣❛07✐7✐♦♥ ♦❢ R ✐♥7♦ κ ∈ N

❝♦♥:❡❝✉7✐✈❡ ✐♥7❡0✈❛❧:✳ ▲❡♠♠❛ ✶ ❣❡♥❡0❛❧✐③❡: 7♦ 7❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

▲❡♠♠❛ ✷✳ ▲❡$ {Fj}1≤j≤m ❜❡ ❧✐♥❡❛+❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥$ ❢✉♥❝$✐♦♥0 ♦♥ Rb
✳ ❚❤❡+❡ ❡①✐0$0 0♦♠❡ κ✱

❛♥❞ b ❝♦❧❧❡❝$✐♦♥0 ♦❢ +❡❛❧ ♥✉♠❜❡+0 uℓ
1 < uℓ

2 < ... < uℓ
κ−1✱ ❢♦+ 1 ≤ ℓ ≤ b✱ 0✉❝❤ $❤❛$ $❤❡ m +♦✇

✈❡❝$♦+0 ❝♦♠♣♦0❡❞ ♦❢ $❤❡ ✈❛❧✉❡0

{Fj(u
1
j1
, ..., ub

jb
)|j1, ..., jb ∈ {1, ..., κ}}, ❢♦+ 1 ≤ j ≤ m ✭✸✳✾✮

❛+❡ ❧✐♥❡❛+❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥$✳

❚❤❡ ❡U✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡7✇❡❡♥ ❧✐♥❡❛0 ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ 7❤❡ ♣0♦❜❛❜✐❧✐7② ❞✐:70✐❜✉7✐♦♥: ❛♥❞ ❝♦0✲

0❡:♣♦♥❞✐♥❣ ♠✉❧7✐❞✐♠❡♥:✐♦♥❛❧ ❝✳❞✳❢✳✬: 0❡♠❛✐♥: ✈❛❧✐❞✱ ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉❞❡ 7❤❡ ♣0♦♦❢ ✐♥ 7❤❡ :❛♠❡

✇❛② ❛: 7❤❡ ❧❛:7 7❤❡♦0❡♠✳ ❚❤❡ ❞❡7❛✐❧: ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❆❧❧♠❛♥ ❡7 ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪✳

✸✳✹ ❊$%✐♠❛%✐♥❣ %❤❡ ♣❛.❛♠❡%❡.$

❚❤❡ ❛❧❣♦0✐7❤♠ ✇❡ ♣0♦♣♦:❡ ✐: ❛♥ ❡①7❡♥:✐♦♥ ♦❢ 7❤❡ ♦0✐❣✐♥❛❧ ♥♣❊▼ ❛❧❣♦0✐7❤♠ 7❤❛7 ✇❛: ❞❡:✐❣♥❡❞

❢♦0 ❡:7✐♠❛7✐♦♥ ✐♥ 7❤❡ ♠✉❧7✐✈❛0✐❛7❡ ♠✐①7✉0❡ ♠♦❞❡❧ ✭✷✳✺✮✳ ❚❤❡ ❊▼ ♣0✐♥❝✐♣❧❡ ✐: ✜0:7 ❛♣♣❧✐❡❞

✐♥ 7❤❡ ❊✲:7❡♣✱ ✐✳❡✳ ❝♦♠♣✉7❛7✐♦♥ ♦❢ 7❤❡ ♣♦:7❡0✐♦0 ♣0♦❜❛❜✐❧✐7✐❡: ❣✐✈❡♥ 7❤❡ ❝✉00❡♥7 ✈❛❧✉❡ θ(t)

♦❢ 7❤❡ ♣❛0❛♠❡7❡0✳ ❚❤❡ ❊▼ ♠❛❝❤✐♥❡0② ✐: ❛❧:♦ ❛♣♣❧✐❡❞ :70❛✐❣❤7❢♦0✇❛0❞❧② ❢♦0 7❤❡ ▼✲:7❡♣

♦❢ 7❤❡ :❝❛❧❛0 ♣❛0❛♠❡7❡0: 7❤❛7 ❛0❡ ♦♥❧② 7❤❡ ✇❡✐❣❤7: λ✳ ❚❤❡♥ ❛ ♥♦♥♣❛0❛♠❡70✐❝ ❲❑❉❊ ✐:

❛♣♣❧✐❡❞ 7♦ ✉♣❞❛7❡ 7❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥7 ❞❡♥:✐7✐❡: ♣❡0 ❜❧♦❝❦:✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡0❡♥❝❡ ✐: 7❤❛7 ✐♥ 7❤✐:

♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ♥❡❡❞ ♠✉❧7✐✈❛0✐❛7❡ ❞❡♥:✐7② ❡:7✐♠❛7❡:✳ ❚❤✐: ✐: ❛❧:♦ ✇❤② 7❤✐: ❛❧❣♦0✐7❤♠ ❜❡❝♦♠❡:

✏❊▼✲❧✐❦❡✑✱ :✐♥❝❡ ❦❡0♥❡❧ ❞❡♥:✐7② ❡:7✐♠❛7✐♦♥ ✐: ♥♦7 ❛ ❣❡♥✉✐♥❡ ♠❛①✐♠✐③❛7✐♦♥ :7❡♣✳

✺✵
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✸✳✹✳✶ ❆ ♠✉❧(✐✈❛,✐❛(❡ ♥♣❊▼ ❛❧❣♦,✐(❤♠ ✭♠✈♥♣❊▼✮

●✐✈❡♥ ✐♥✐2✐❛❧ ✈❛❧✉❡6 θ(0) = (λ(0),f (0))✱ 2❤❡ ♠✈♥♣❊▼ ❛❧❣♦;✐2❤♠ ❝♦♥6✐626 ✐♥ ✐2❡;❛2✐♥❣ 2❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ 62❡♣6✿

✶✳ ❊✲"#❡♣✿ ❈❛❧❝✉❧❛2❡ 2❤❡ ♣♦62❡;✐♦; ♣;♦❜❛❜✐❧✐2✐❡6 ✭❝♦♥❞✐2✐♦♥❛❧ ♦♥ 2❤❡ ❞❛2❛ ❛♥❞ θ(t)
✮✱ ❢♦;

❡❛❝❤ i = 1, . . . , n ❛♥❞ j = 1, . . . ,m✿

p
(t)
ij := Pθ(t)(Zij = 1|xi) =

λ
(t)
j f

(t)
j (xi)

∑m
j′=1 λ

(t)
j′ f

(t)
j′ (xi)

, ✭✸✳✶✵✮

✇❤❡;❡ f
(t)
j (xi) =

∏B
ℓ=1 f

(t)
jℓ (xisℓ)✳

✷✳ ▼✲"#❡♣ ❢♦( λ✿

λ
(t+1)
j =

1

n

n∑

i=1

p
(t)
ij , j = 1, . . . ,m. ✭✸✳✶✶✮

✸✳ ◆♦♥♣❛(❛♠❡#(✐❝ ❦❡(♥❡❧ ❞❡♥"✐#② ❡"#✐♠❛#✐♦♥ "#❡♣✿ ❋♦) ❛♥② u ✐♥ Rdℓ
✱ ❞❡✜♥❡ ❢♦)

❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥7 j ∈ {1, . . . ,m} ❛♥❞ ❜❧♦❝❦ ℓ ∈ {1, . . . , B}

f
(t+1)
jℓ (u) =

1

nλ
(t+1)
j

n∑

i=1

p
(t)
ij KHjℓ

(u− xisℓ), ✭✸✳✶✷✮

✇❤❡)❡ KHjℓ
✐< ❛ ♠✉❧7✐✈❛)✐❛7❡ ❦❡)♥❡❧ ❞❡♥<✐7② ❢✉♥❝7✐♦♥✱ 7②♣✐❝❛❧❧② ●❛✉<<✐❛♥✱ ❛♥❞ Hjℓ

✐< ❛ <②♠♠❡7)✐❝ ♣♦<✐7✐✈❡ ❞❡✜♥✐7❡ dℓ × dℓ ♠❛7)✐① ❦♥♦✇♥ ❛< 7❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞7❤ ♠❛7)✐①✳

❚❤✐< ♠❛7)✐① ♠❛② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ 7❤❡ ℓ7❤ ❜❧♦❝❦ ❛♥❞ j7❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥7✱ ❛♥❞ ❡✈❡♥ ♦♥ 7❤❡ t7❤
✐7❡)❛7✐♦♥✱ ❛< ✐7 ✇✐❧❧ ❜❡ ♣)❡❝✐<❡❞ ✐♥ 7❤❡ ♥❡①7 ❙❡❝7✐♦♥✳

✸✳✹✳✷ ❇❛♥❞✇✐❞*❤ ,❡❧❡❝*✐♦♥ ✐♥ ♠✉❧*✐✈❛4✐❛*❡ ❑❉❊

❚❤❡ ❝❡♥7)❛❧ ❞❡❝✐<✐♦♥ ✐♥ 7❤❡ ♥♦♥♣❛)❛♠❡7)✐❝ ❞❡♥<✐7② ❡<7✐♠❛7✐♦♥ <7❡♣ ♦❢ ❜♦7❤ 7❤❡ ♥♣❊▼ ❛♥❞

♠✈♥♣❊▼ ❛❧❣♦)✐7❤♠ ✐< 7❤❡ <❡❧❡❝7✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛♣♣)♦♣)✐❛7❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦) 7❤❡ ✭<❝❛❧❛) ♦) ♠❛7)✐①✮ ❜❛♥❞✲

✇✐❞7❤ ♦) <♠♦♦7❤✐♥❣ ♣❛)❛♠❡7❡)✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❇❡♥❛❣❧✐❛ ❡7 ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❛❪✱ ✇❡ ✜)<7 <✐♠♣❧② ✉<❡ ❛

<✐♥❣❧❡ ✜①❡❞ ❜❛♥❞✇✐❞7❤ ❢♦) ❛❧❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥7< ♣❡) ❝♦♦)❞✐♥❛7❡ ✇✐7❤✐♥ ❡❛❝❤ ❜❧♦❝❦✱ <❡❧❡❝7❡❞ ❜②

❞❡❢❛✉❧7 ❛❝❝♦)❞✐♥❣ 7♦ ❛ )✉❧❡ ♦❢ 7❤✉♠❜ ❢)♦♠ ❙✐❧✈❡)♠❛♥ ❬✶✾✽✻❪ ✭<❡❡ ❛❧<♦ ❙❡❝7✐♦♥ ✷✳✸✮✳ ❲❡

7❤❡♥ ✐♥✈❡<7✐❣❛7❡ ❛ ✭♦❢7❡♥✮ ♠♦)❡ ❛♣♣)♦♣)✐❛7❡ <7)❛7❡❣② ❞❡✜♥✐♥❣ ✐7❡)❛7✐✈❡ ❛♥❞ ♣❡) ❝♦♠♣♦♥❡♥7

❛♥❞ ❝♦♦)❞✐♥❛7❡ ❜❛♥❞✇✐❞7❤< ❜② ❛❞❛♣7✐♥❣ ❙✐❧✈❡)♠❛♥✬< )✉❧❡ ♦❢ 7❤✉♠❜ ❛< ✐♥ ❇❡♥❛❣❧✐❛ ❡7 ❛❧✳

❬✷✵✶✶❪✳

❋♦)❣❡77✐♥❣ ❢♦) ♥♦✇ ❛❜♦✉7 ❜❧♦❝❦< ❛♥❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥7<✱ ❝♦♥<✐❞❡)✐♥❣ 7❤❡ ❣❡♥❡)❛❧ ♠✉❧7✐✈❛)✐❛7❡

❑❉❊ ✭✷✳✻✶✮ ✐♥ 7❤❡ ❝❛<❡ ♦❢ ❜❛♥❞✇✐❞7❤ ♠❛7)✐① H = ❞✐❛❣(h2
1, h

2
2, . . . , h

2
r) ✇❤❡)❡ hk ❞❡♥♦7❡<

7❤❡ k7❤ ❝♦♦)❞✐♥❛7❡ ❜❛♥❞✇✐❞7❤✳ ❚❤❡ ♠✉❧7✐✈❛)✐❛7❡ ❦❡)♥❡❧ ✐< 7❤❡ ♣)♦❞✉❝7 ♦❢ ✉♥✐✈❛)✐❛7❡ ❦❡)♥❡❧<

✭<❡❡ ♠♦)❡ ❞❡7❛✐❧ ✐♥ ❙❡❝7✐♦♥ ✷✳✸✳✹✮✿

KH(u) =
1

h1 · · ·hr

K

(
u1

h1

, . . . ,
ur

hr

)
=

r∏

k=1

1

hk

K

(
uk

hk

)
,
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✇❤❡1❡ u = (u1, u2, . . . , ur)
t ∈ Rr

❛♥❞ ❞❡♥♦6❡ K ❢♦1 6❤❡ ♠✉❧6✐✈❛1✐❛6❡ ❦❡1♥❡❧✱ K ❢♦1 ✉♥✐✈❛1✐✲

❛6❡ ❦❡1♥❡❧@✳

■♥ ♦✉1 ♠✐①6✉1❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐6❤ ♠✉❧6✐✈❛1✐❛6❡ ❜❧♦❝❦@✱ ✇❡ ♣1♦♣♦@❡ 6♦ ❝♦♥@✐❞❡1 6✇♦ ❝❛@❡@ ❢♦1

6❤❡ dℓ × dℓ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❜❛♥❞✇✐❞6❤ ♠❛61✐① ♦❢ 6❤❡ ℓ6❤ ❜❧♦❝❦✳

❈❛"❡ ✭✐✮ ❙❛♠❡ ❜❛♥❞✇✐❞-❤ ♣❡0 ❜❧♦❝❦ ❢♦0 ❛❧❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥-" ❚❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞6❤ ♠❛61✐①

❢♦1 ❜❧♦❝❦ ℓ ✐@ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ✇✐6❤ @❝❛❧❛1 ❜❛♥❞✇✐❞6❤@ ❢♦1 ❡❛❝❤ ❝♦♦1❞✐♥❛6❡@ ✐♥ 6❤❡ ❜❧♦❝❦✿ Hℓ =
❞✐❛❣♦♥❛❧ (h2

sℓ
)✱ ✇❤❡1❡ hsℓ = (hk)k∈sℓ ✳ ❚❤❡ ♠✉❧6✐✈❛1✐❛6❡ ❦❡1♥❡❧ ❢♦1 ❜❧♦❝❦ ℓ ❜❡❝♦♠❡@

KHℓ
(u) =

1∏
k∈sℓ hk

K(H
−1/2
ℓ .u), u ∈ Rdℓ ,

✇❤❡1❡ hk ✐@ ✜①❡❞ ❛♥❞ @❡❧❡❝6❡❞ ❜② ❞❡❢❛✉❧6 ❛❝❝♦1❞✐♥❣ 6♦ ❛ 1✉❧❡ ♦❢ 6❤✉♠❜ ❢1♦♠ ❙✐❧✈❡1♠❛♥

❬✶✾✽✻❪✱ ♣❛❣❡ ✹✽✿

hk = 0.9 min

{
SDk,

IQRk

1.34

}
(n)−1/5, ✭✸✳✶✸✮

❛♥❞ SDk ❛♥❞ IQRk ❛1❡ 1❡@♣❡❝6✐✈❡❧② 6❤❡ @6❛♥❞❛1❞ ❞❡✈✐❛6✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥6❡1Q✉❛16✐❧❡ 1❛♥❣❡ ♦❢ 6❤❡

n ✉♥✐✈❛1✐❛6❡ ♦❜@❡1✈❛6✐♦♥@ ❢1♦♠ 6❤❡ k6❤ ❝♦♦1❞✐♥❛6❡✳

❈❛"❡ ✭✐✐✮ ❆❞❛♣-✐✈❡ ❜❛♥❞✇✐❞-❤ ♣❡0 ❜❧♦❝❦ ❛♥❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥- ■♥ 6❤✐@ ❝❛@❡ 6❤❡ ❜❛♥❞✲

✇✐❞6❤ ♠❛61✐① ❢♦1 ❜❧♦❝❦ ℓ ✐@ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ✇✐6❤ ❛ @❝❛❧❛1 ❜❛♥❞✇✐❞6❤ ❢♦1 ❡❛❝❤ ❝♦♦1❞✐♥❛6❡ ✐♥ 6❤❡

❜❧♦❝❦✱ ❜✉6 ✐6 ❞❡♣❡♥❞@ ❛❧@♦ ♦♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥6 j ❛♥❞ ❝✉11❡♥6 ❛❧❣♦1✐6❤♠ ✐6❡1❛6✐♦♥ t✿

H
(t)
jℓ = ❞✐❛❣♦♥❛❧((h

(t)
jsℓ
)2), ✇❤❡1❡ h

(t)
jsℓ

= (h
(t)
jk )k∈sℓ .

❚❤❡ ♠✉❧6✐✈❛1✐❛6❡ ❑❡1♥❡❧ ❢♦1 ❜❧♦❝❦ ℓ✱ ❝♦♠♣♦♥❡♥6 j ❛♥❞ ✐6❡1❛6✐♦♥ t ✐@

K
H

(t)
jℓ

(u) =
1

∏
k∈sℓ h

(t)
jk

K
(
(H

(t)
jℓ )

−1/2.u
)
, u ∈ Rdℓ .

❚❤❡ ✈❛❧✉❡@ ♦❢ 6❤❡ ♣❡1✲❜❧♦❝❦ ❛♥❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥6 ❜❛♥❞✇✐❞6❤@ ❛1❡ ❝♦♠♣✉6❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ 6❤❡ ❛❞❛♣✲

6✐✈❡ ❜❛♥❞✇✐❞6❤ @61❛6❡❣② ❢1♦♠ ❇❡♥❛❣❧✐❛ ❡6 ❛❧✳ ❬✷✵✶✶❪✱ ❡①❝❡♣6 6❤❛6 ✐♥ 6❤❡ ♣1❡@❡♥6 ❞❡✜♥✐6✐♦♥

♦❢ ♦✉1 ♠♦❞❡❧ 6❤❡1❡ ❛1❡ ♥♦ ✐✳✐✳❞✳ ❝♦♦1❞✐♥❛6❡@ ❢♦1 ✇❤✐❝❤ 6❤❡ n ❞❛6❛ ❝❛♥ ❜❡ ♣♦♦❧❡❞❀ ❛@ @❛✐❞

♣1❡✈✐♦✉@❧②✱ ❜❧♦❝❦% ✐♥ ♦✉1 ♠♦❞❡❧ ❤❛✈❡ ❛ ❞✐✛❡1❡♥6 ♠❡❛♥✐♥❣ 6❤❛♥ ✐♥ ❇❡♥❛❣❧✐❛ ❡6 ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❛❪✳

❊❛❝❤ @❝❛❧❛1 ❜❛♥❞✇✐❞6❤ ✐@ ❤❡♥❝❡ ❞❡6❡1♠✐♥❡❞ ❢1♦♠ 6❤❡ ❝♦11❡@♣♦♥❞✐♥❣ n @❝❛❧❛1 ♦❜@❡1✈❛6✐♦♥@

♦❢ ❝♦♦1❞✐♥❛6❡ k✱ ✉@✐♥❣ ❛ ❙✐❧✈❡1♠❛♥✬@ ❧✐❦❡ 1✉❧❡ ✇❡✐❣❤6❡❞ ❜② 6❤❡ ♣♦@6❡1✐♦1 ♣1♦❜❛❜✐❧✐6✐❡@ ❛6

❡❛❝❤ ✐6❡1❛6✐♦♥@ ♦❢ 6❤❡ ♠✈♥♣❊▼ ❛❧❣♦1✐6❤♠✿

h
(t+1)
jk = 0.9♠✐♥

{
σ
(t+1)
jk ,

IQR
(t+1)
jk

1.34

}
(nλ

(t+1)
j )−1/5, ✭✸✳✶✹✮

✇❤❡1❡ nλ
(t+1)
j ❡@6✐♠❛6❡@ 6❤❡ @❛♠♣❧❡ @✐③❡ ✐♥ 6❤❡ j6❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥6✱ ❛♥❞

µ
(t+1)
jk =

∑n
i=1 p

(t)
ij xik

∑n
i=1 p

(t)
ij

=

∑n
i=1 p

(t)
ij xik

nλ
(t+1)
j

σ
(t+1)
jk =

[
1

nλ
(t+1)
j

n∑

i=1

p
(t)
ij (xik − µ

(t+1)
jk )2

]1/2

✺✷
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❛1❡ 3❤❡ ✇❡✐❣❤3❡❞ ❡♠♣✐1✐❝❛❧ ♠❡❛♥> ❛♥❞ ✈❛1✐❛♥❝❡>✳

❚♦ ❞❡✜♥❡ 3❤❡ ✐3❡1❛3✐✈❡ ✐♥3❡1B✉❛13✐❧❡ 1❛♥❣❡ IQR
(t+1)
jk ❛♣♣❡❛1✐♥❣ ✐♥ ✭✸✳✶✹✮✱ ✇❡ ✐♥31♦❞✉❝❡

❛ ✇❡✐❣❤3❡❞ B✉❛♥3✐❧❡ ❡>3✐♠❛3❡ ❛> ✐♥ ❇❡♥❛❣❧✐❛ ❡3 ❛❧✳ ❬✷✵✶✶❪✳ ▲❡3 a1, . . . , aν ❜❡ 1❡❛❧ ♥✉♠❜❡1>

❛♥❞ w1, . . . , wν ❜❡ ❛>>♦❝✐❛3❡❞ ✭♥♦♥♥❡❣❛3✐✈❡✮ ✇❡✐❣❤3>✱ ✇✐3❤ W = w1 + · · · + wν ✳ ❉❡♥♦3❡

τ(·) 3❤❡ ♣❡1♠✉3❛3✐♦♥ >♦13✐♥❣ 3❤❡ ai✬> ✐♥ ♥♦♥✲❞❡❝1❡❛>✐♥❣ ♦1❞❡1✱ aτ(1) ≤ · · · ≤ aτ(ν)✳ ❋♦1

α ∈ (0, 1)✱ ❞❡✜♥❡  ❤❡ ✇❡✐❣❤ ❡❞ α '✉❛♥ ✐❧❡ ❡, ✐♠❛ ❡ 3♦ ❜❡ ατ(iα)✱ ✇❤❡1❡

iα = ♠✐♥{s :
s∑

i=1

wτ(i) ≥ αW},

✐> 3❤❡ >♠❛❧❧❡>3 ✐♥3❡❣❡1 3❤❛3 ❣✐✈❡> ❛3 ❧❡❛>3 ❛ ♣1♦♣♦13✐♦♥ α ♦❢ 3❤❡ 3♦3❛❧ >✉♠ ♦❢ ✇❡✐❣❤3> W ✳

❲❡ ❝♦♠♣✉3❡ IQR
(t+1)
jk ❛> 3❤❡ ❞✐✛❡1❡♥❝❡ ❜❡3✇❡❡♥ 3❤❡ ❡>3✐♠❛3❡❞ ✵✳✼✺ ❛♥❞ ✵✳✷✺ B✉❛♥3✐❧❡> ♦❢

3❤❡ ν = n ♦❜>❡1✈❛3✐♦♥> ❢1♦♠ 3❤❡ k3❤ ❝♦♦1❞✐♥❛3❡✱ ✉>✐♥❣ ✇❡✐❣❤3> wi = p
(t+1)
ij ❢♦1 3❤❡ j3❤

❝♦♠♣♦♥❡♥3✳ ◆♦3❡ 3❤❛3 ❢✉♥❝3✐♦♥ ✇■◗❘ ❢♦1 ❝♦♠♣✉3✐♥❣ 3❤❡>❡ B✉❛♥3✐❧❡> ✐> ♣1♦✈✐❞❡❞ ✐♥ 3❤❡

♠✐①3♦♦❧> ♣❛❝❦❛❣❡ ❇❡♥❛❣❧✐❛ ❡3 ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❜❪✳

✸✳✺ ■♠♣❧❡♠❡♥)❛)✐♦♥ ❛♥❞ .✐♠✉❧❛)❡❞ ❡①❛♠♣❧❡.

❲❡ ♣1♦♣♦>❡ ✐♥ 3❤✐> >❡❝3✐♦♥ >♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡> ✐❧❧✉>31❛3✐♥❣ 3❤❡ ♣❡1❢♦1♠❛♥❝❡> ♦❢ ♦✉1 ❛❧❣♦1✐3❤♠✱

♦♥ 3❤1❡❡ >②♥3❤❡3✐❝ ♠✉❧3✐✈❛1✐❛3❡ ♠♦❞❡❧>✱ ❛❢3❡1 >♦♠❡ ❞❡3❛✐❧> ❛❜♦✉3 ✐♠♣❧❡♠❡♥3❛3✐♦♥ ❛♥❞

❡①♣❡1✐♠❡♥3 >❡33✐♥❣>✳ ❚❤❡ ♠✈♥♣❊▼ ❛❧❣♦1✐3❤♠ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝3✐♦♥ ✸✳✹✳✶ ❤❛> ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥3❡❞

✐♥ 3❤❡ ♠♦>3 1❡❝❡♥3 ♣✉❜❧✐❝ ✈❡1>✐♦♥ ♦❢ 3❤❡ ♠✐①3♦♦❧> ♣❛❝❦❛❣❡ ❇❡♥❛❣❧✐❛ ❡3 ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❜❪ ❢♦1 3❤❡ ❘

>3❛3✐>3✐❝❛❧ >♦❢3✇❛1❡ ❘ ❈♦1❡ ❚❡❛♠ ❬✷✵✶✻❪✳ ■♥ ♣❛13✐❝✉❧❛1✱ 3❤❡ >3❡♣ 1❡B✉✐1✐♥❣ ♥♦♥♣❛1❛♠❡31✐❝

♠✉❧3✐✈❛1✐❛3❡ ❲❑❉❊✬> ❤❛> ❜❡❡♥ ❝♦❞❡❞ ✐♥ ❈ 3♦ >♣❡❡❞ ✉♣ ❛♣♣1♦①✐♠❛3❡❧② ✾ 3✐♠❡> 3❤❡ ❈%❯

3✐♠❡✳

✸✳✺✳✶ ■♥✐'✐❛❧✐③❛'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ♠✈♥♣❊▼ ❛❧❣♦5✐'❤♠✳

❆> ❢♦1 ❊▼ ❛❧❣♦1✐3❤♠>✱ 3❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ 3❤❡ >3❛13✐♥❣ ♣❛1❛♠❡3❡1 ✈❛❧✉❡ θ(0)
✐> ✐♠♣♦13❛♥3✳ ■♥

♣❛1❛♠❡31✐❝ >❡33✐♥❣>✱ ❛ >✐♠♣❧❡ ♠❛♥♥❡1 ❝♦♥>✐>3> ✐♥ >3❛13✐♥❣ 3❤❡ ❛❧❣♦1✐3❤♠ ❢1♦♠ ❛ ♣❛1❛♠❡3❡1

✈❛❧✉❡ ✏1❡❛>♦♥❛❜❧② ❝❧♦>❡✑ 3♦ 3❤❡ 31✉❡ ✈❛❧✉❡✱ 3❤❛3 ♠❛② ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ ♣/✐♦/✐ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡

♦❜3❛✐♥❡❞ ❢1♦♠ >♦♠❡ ❡①♣❡13 ♦♥ 3❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❞❛3❛✳ ❲❤❡♥ 3❤✐> >♦13 ♦❢ ✐♥❢♦1♠❛3✐♦♥ ✐>

♥♦3 ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ 3❤❡ ✉>✉❛❧ ♣1❛❝3✐❝❡ ❝♦♥>✐>3> ✐♥ >3❛13✐♥❣ 3❤❡ ❛❧❣♦1✐3❤♠ ❢1♦♠ >❡✈❡1❛❧ ✈❛❧✉❡>

1❛♥❞♦♠❧② ❞1❛✇♥ ❢1♦♠ ❛ ✉♥✐❢♦1♠ ❞✐>31✐❜✉3✐♦♥ ♦♥ 3❤❡ ♣❛1❛♠❡3❡1 >♣❛❝❡ ✭♦1 ❛ >✉❜>❡3 ♦❢ ✐3✮✱

❛♥❞ 1❡3❛✐♥✐♥❣ 3❤❡ ❊▼ ❡>3✐♠❛3❡ ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ 3❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ 3❤❡ ♦❜>❡1✈❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❛♠♦♥❣

❛❧❧ 3❤❡ 31✐❛❧>✳ ■❢ 3❤✐> ❡①❤❛✉>3✐✈❡ ❡①♣❧♦1❛3✐♦♥ ♦❢ 3❤❡ ♣❛1❛♠❡3❡1 >✉♣♣♦13 ✐> ❞♦♥❡ ✇✐3❤ ❡♥♦✉❣❤

♣1❡❝✐>✐♦♥ ✭❡♥♦✉❣❤ 1❛♥❞♦♠ ❞1❛✇>✮✱ 3❤❡♥ ❛3 ❧❡❛>3 >♦♠❡ ♦❢ 3❤❡>❡ 1❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦>❡♥ θ(0)
✬> ❢❛❧❧

❝❧♦>❡ ❡♥♦✉❣❤ 3♦ 3❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠❛①✐♠✉♠ >♦ 3❤❛3 3❤❡ ✜♥❛❧ ❡>3✐♠❛3❡ ❝♦11❡>♣♦♥❞> 3♦ 3❤❡ ❣❧♦❜❛❧

♠❛①✐♠✉♠✳

■♥ ♦✉1 ♥♦♥♣❛1❛♠❡31✐❝ >❡3✉♣✱ ✇❡ ❝❛♥ >❡❡ 3❤❛3 3❤❡ ✜1>3 ❊✲>3❡♣ ♦❢ ♠✈♥♣❊▼ 1❡B✉✐1❡> ✐♥✐3✐❛❧

✈❛❧✉❡> ❢♦1 3❤❡ f
(0)
j ✬> ✭❛♥❞ λ

(0)
j ✬>✮ 3❤❛3 3❤❡♠>❡❧✈❡> ♦♥❧② 1❡B✉✐1❡ ❛♥ ✐♥✐3✐❛❧ n × m ♠❛31✐①

♦❢ ♣♦>3❡1✐♦1> P (0) := (p
(0)
ij , i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m)✳ ❚♦ ♦❜3❛✐♥ 3❤✐> ♠❛31✐①✱ 3❤❡ ♠♦>3

❛♣♣❡❛❧✐♥❣ ♠❡3❤♦❞ ❝♦♥>✐>3> ✐♥ ✉>✐♥❣ ❛ ♣1✐♦1 ❝❧✉>3❡1✐♥❣ ♦❢ 3❤❡ ❞❛3❛ ✉>✐♥❣ ❛♥② ✉♥>✉♣❡1✈✐>❡❞

✺✸
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❛❧❣♦4✐6❤♠ 9✉❝❤ ❛9 ❦✲♠❡❛♥9✱ 6❤❛6 ❛99✐❣♥9 ❡❛❝❤ ♦❜9❡4✈❛6✐♦♥ 6♦ ♦♥❡ ✐♥✐6✐❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥6 ❛9✱

❡✳❣✳✱ ✐♥ ❇❡♥❛❣❧✐❛ ❡6 ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❛❪✳ ❆6 6❤✐9 ♣♦✐♥6✱ ❛♥ ❡J✉✐✈❛❧❡♥6 ♦❢ 6❤❡ ♣❛4❛♠❡64✐❝ ✐♥✐6✐❛❧✐③❛6✐♦♥

♠❡6❤♦❞ ❜❛9❡❞ ♦♥ 9♦♠❡ ♣4✐♦4 ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦♥ 6❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❞❛6❛ ❝♦♥9✐969 ✐♥ ♣4♦✈✐❞✐♥❣ ❦✲

♠❡❛♥9 ✇✐6❤ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❝❧✉96❡4 ❝❡♥6❡49 ✐♥96❡❛❞ ♦❢ ❧❡66✐♥❣ ✐6 4❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦♦9❡ m ❝❡♥6❡49✳

❚❤❡9❡ ✏✇❡❛❦❧② ✐♥❢♦4♠❛6✐✈❡✑ ❝❡♥6❡49✱ ❡✈❡♥ ✈❛❣✉❡❧② 4❡❧❛6❡❞ 6♦ 6❤❡ 64✉❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥6 ♠❡❛♥9✱

✉9✉❛❧❧② ❤❡❧♣ ❦✲♠❡❛♥9 ✜♥❞✐♥❣ ❛♥ ✐♥✐6✐❛❧ ❝❧✉96❡4✐♥❣ ❣♦♦❞ ❡♥♦✉❣❤ ❢♦4 ❛♥ ❊▼ ❛❧❣♦4✐6❤♠ 6♦

96❛46 ✇✐6❤✳ ■❢ 9✉❝❤ ❡✈❡♥ ❝4✉❞❡ ♣4✐♦4 ✐♥❢♦4♠❛6✐♦♥ ✐9 ♥♦6 ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❥✉96 ♣4♦✈✐❞❡ ❦✲

♠❡❛♥9 ✇✐6❤ 6❤❡ ♥✉♠❜❡4 ♦❢ ❝❧✉96❡49 m✱ 9♦ 6❤❛6 m ❞❛6❛ ♣♦✐♥69 ❛4❡ 4❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦9❡♥ ❛9 6❤❡

✐♥✐6✐❛❧ ❝❡♥6❡49✳ ❚♦ ❜❡ ❢❛✐4 ✐♥ ♦✉4 ❡①♣❡4✐♠❡♥69✱ 6❤✐9 ❝♦♠♣❧❡6❡❧② ❜❧✐♥❞✱ ❛✉6♦♠❛6✐❝ ❛♥❞ ❞❛6❛✲

❞4✐✈❡♥ ✐♥✐6✐❛❧✐③❛6✐♦♥ ✐9 ❛❝6✉❛❧❧② ✇❤❛6 ✇❡ ❞✐❞ ✐♥ ❛❧❧ ♦✉4 9✐♠✉❧❛6❡❞ ❛♥❞ 4❡❛❧ ❞❛6❛ 9✐6✉❛6✐♦♥9

❤❡4❡❛❢6❡4✳ ◆♦6❡ ❛❧9♦ 6❤❛6 6❤✐9 ❦✲♠❡❛♥9 ❜❛9❡❞ ✐♥✐6✐❛❧✐③❛6✐♦♥ ✐9 ❛❧9♦ ♦❢6❡♥ ✉9❡❞ ✐♥ 96❛♥❞❛4❞

❊▼ ❛❧❣♦4✐6❤♠9 ❢♦4✱ ❡✳❣✳✱ ♠✉❧6✐✈❛4✐❛6❡ ●❛✉99✐❛♥ ♠✐①6✉4❡9✱ ✇❤❡4❡ ❝❧✉96❡4 ♠❡❛♥9 ❛♥❞ ✭❝♦✮✲

✈❛4✐❛♥❝❡9 ❛4❡ ✉9❡❞ ❛9 ✐♥✐6✐❛❧✐③❛6✐♦♥ ♠❡❛♥9 ❛♥❞ ✈❛4✐❛♥❝❡9 ❢♦4 6❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥6 ●❛✉99✐❛♥

❞✐964✐❜✉6✐♦♥9✳

■♥ ❡✈❡♥ ♠♦4❡ ❝♦♠♣❧❡① 9✐6✉❛6✐♦♥9 6❤❡ ❛❜♦✈❡ ✐♥✐6✐❛❧✐③❛6✐♦♥ 964❛6❡❣✐❡9 ♠❛② ❢❛✐❧✳ ❆ ✜496

♣♦✐♥6 ✐9 ❤♦✇ 6♦ ❞❡6❡❝6 6❤❛6 ❦✲♠❡❛♥9 ❢❛✐❧❡❞✱ ✐✳❡✳✱ ❡♥❞ ✉♣ ✇✐6❤ ❛ ♣♦♦4 ❝❧✉96❡4✐♥❣❄ ❚❤❡

❝♦♠♠♦♥ ❛♥9✇❡49 ❢4♦♠ 6❤❡ ✉♥9✉♣❡4✈✐9❡❞ ❝❧✉96❡4✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐6② ❛4❡ ✭✐✮ ❛♥❛❧②9❡ 6❤❡ ❝❧✉96❡49

♦❜6❛✐♥❡❞ ✇✐6❤ 6❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ♣4✐♦4 ✭❡①6❡4♥❛❧✮ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉6 6❤❡ ❝❧✉96❡4✐♥❣ ♦❜❥❡❝6✐✈❡❀ ✭✐✐✮

❝❤❡❝❦ ❢♦4 6❤❡ ♥✉♠❜❡4 ♦❢ ✐6❡4❛6✐♦♥9 ❦✲♠❡❛♥9 4❡J✉✐4❡❞❀ ✭✐✐✐✮ ❝♦♠♣❛4❡ ❦✲♠❡❛♥9 9♦❧✉6✐♦♥9 ✇❤❡♥

96❛46❡❞ ✇✐6❤ 9❡✈❡4❛❧ 4❛♥❞♦♠ ❝❡♥64♦✐❞9❀ ✭✐✈✮ ❝♦♠♣❛4❡ ❦✲♠❡❛♥9 ❝❧✉96❡4✐♥❣ ❛❣❛✐♥96 ♦6❤❡4

❝❧✉96❡4✐♥❣ ♠❡6❤♦❞9 ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ ●❛✉99✐❛♥ ❊▼ ✭9❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❙❛✇❛♥6 ❬✷✵✶✺❪ ❢♦4 ♣4❡❝✐9✐♦♥9 ❛❜♦✉6

✭✐✕✐✐✐✮✮✳ ■♥ ❛❞❞✐6✐♦♥✱ ❛ ❦✲♠❡❛♥9 ❢❛✐❧✉4❡ ♦4 ♣♦♦4 ✐♥✐6✐❛❧✐③❛6✐♦♥ ♠❛② ❛❧9♦ ❜❡ ❞❡6❡❝6❡❞ ✐♥ 6❤❡

❊▼ ❢4❛♠❡✇♦4❦ ❜② 6❤❡ ❛❧❣♦4✐6❤♠ ✐69❡❧❢✱ ✇❤✐❝❤ ♦❢6❡♥ ✏❞❡❣❡♥❡4❛6❡9✑✱ ♣4♦❞✉❝✐♥❣ ❛♥ ❡96✐♠❛6❡

✇✐6❤ m− 1 ❝♦♠♣♦♥❡♥69 ❛❢6❡4 ❢❡✇ ✐6❡4❛6✐♦♥9 ✐✳❡✳✱ ♦♥❡ ♦❢ 6❤❡ λj ❡96✐♠❛6❡9 ❣♦❡9 6♦ ③❡4♦ ✭9❡❡

❙❡❝6✐♦♥ ✸✳✺✳✹ ❢♦4 ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✇❤❡♥ 6❤✐9 ❝❛♥ ♦❝❝✉4✮✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❤❡♥ 6❤❡ ❛❜♦✈❡ ✐♥✐6✐❛❧✐③❛6✐♦♥

964❛6❡❣✐❡9 ❢❛✐❧ ✇❡ ❝❛♥ ♣4♦❝❡❡❞ ❜② ❛♥❛❧♦❣② ✇✐6❤ 6❤❡ ♣❛4❛♠❡64✐❝ 9♣❛❝❡ ❡①♣❧♦4❛6✐♦♥✿ ❞4❛✇ P (0)

♣♦96❡4✐♦4 ♠❛64✐❝❡9 4❛♥❞♦♠❧② ✭✉♥✐❢♦4♠❧②✮ 9❡✈❡4❛❧ 6✐♠❡9✱ ❛♥❞ 4✉♥ 9❡✈❡4❛❧ ♠✈♥♣❊▼ ❛❧❣♦4✐6❤♠9

✐♥✐6✐❛❧✐③❡❞ ✇✐6❤ 6❤❡9❡ P (0)
✬9✳ ❚❤❡♥ 4❡6❛✐♥ 6❤❡ θ̂ ❝♦44❡9♣♦♥❞✐♥❣ 6♦ 6❤❡ ❧❛4❣❡96 ✏♦❜9❡4✈❡❞

❧♦❣❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✑

∑n
i=1 log gθ̂(xi) ✇❤✐❝❤ ✐9 ♥♦6 ✐♥ 6❤❡ ♥♦♥♣❛4❛♠❡64✐❝ ❝❛9❡ ❛ 64✉❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❜✉6

♠❡4❡❧② ❛♥ ❡♠♣✐4✐❝❛❧ ❝4✐6❡4✐♦♥✳ ❚❤❡ ✉♥✐❢♦4♠ 9✐♠✉❧❛6✐♦♥ ♦❢ P (0)
❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ 9❡✈❡4❛❧ ✇❛②9✱

❡✳❣✳ 9✐♠♣❧② ❜② ❝❤♦♦9✐♥❣✱ ❢♦4 ❡❛❝❤ 4♦✇ 6❤❡ j ❢♦4 ✇❤✐❝❤ p
(0)
ij = 1 ✉♥✐❢♦4♠❧② ✐♥ {1, . . . ,m}✳

❖♥❡ ❝❛♥ ❛❧9♦ ✉9❡ ✉♥✐❢♦4♠ ❉✐4✐❝❤❧❡6 ✐❢ ♥♦♥ 0/1 ✇❡✐❣❤69 ❛4❡ ❞❡9✐4❡❞✳ ❚❤❡4❡ ✐9 ❛❧9♦ ❛❧✇❛②9

6❤❡ ♣♦99✐❜✐❧✐6② 6♦ 4✉♥ ❛ ✜496 ♣❛4❛♠❡64✐❝ ●❛✉99✐❛♥ ❊▼ 6♦ ❣❡6 ❛ ✜496 ♠❛64✐① ♦❢ ♣♦96❡4✐♦49

6♦ 96❛46 ♠✈♥♣❊▼✳ ❲❡ 64✐❡❞ 6❤❡ ✐♥✐6✐❛❧✐③❛6✐♦♥ 964❛6❡❣② ✉9✐♥❣ ✉♥✐❢♦4♠ ❉✐4✐❝❤❧❡6 ❢♦4 ▼♦❞❡❧9 ❆

❛♥❞ ❇ ❞❡✜♥❡❞ ❜❡❧♦✇✱ ❛♥❞ ♦❜6❛✐♥❡❞ 6❤❡ 9❛♠❡ 4❡9✉❧69 ❛9 ✇✐6❤ 6❤❡ ❦✲♠❡❛♥9 ✐♥✐6✐❛❧✐③❛6✐♦♥✳

❍❛♥❞❧✐♥❣ '❤❡ ❧❛❜❡❧✲,✇✐'❝❤✐♥❣ ♣0♦❜❧❡♠ ◆♦6 9✉4♣4✐9✐♥❣❧②✱ 6❤❡ ❞❛6❛✲❞4✐✈❡♥ ✐♥✐6✐❛❧✐③❛✲

6✐♦♥ ✇✐6❤♦✉6 9♣❡❝✐❢②✐♥❣ ✐♥✐6✐❛❧ ❝❡♥6❡49 ❢♦4 6❤❡ k✲♠❡❛♥9 ♣4♦❝❡❞✉4❡ ❣❡♥❡4❛6❡9 ♠♦4❡ ❧❛❜❡❧✲

9✇✐6❝❤✐♥❣ 6❤❛♥ ✇❤❡♥ ♣4♦♣❡4 ❝❡♥6❡49 ❛4❡ ♣4♦✈✐❞❡❞✳ ❆9 ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝6✐♦♥ ✷✳✶✳✶✱ ❧❛❜❡❧✲

9✇✐6❝❤✐♥❣ 4❡❢❡49 6♦ 6❤❡ ❢❛❝6 6❤❛6 ❛4❜✐64❛4② 4❡✲♦4❞❡4✐♥❣9 ♦❢ 6❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥6 ✐♥❞✐❝❡9 ✭1, . . . ,m✮

❝♦44❡9♣♦♥❞ 6♦ 6❤❡ 9❛♠❡ ♠✐①6✉4❡ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ ❛ 9✐♥❣❧❡ 4❡❛❧ ❞❛6❛ 96✉❞②✱ ❧❛❜❡❧ 9✇✐6❝❤✐♥❣ ✐9 ♥♦6

✐♠♣♦46❛♥6 9✐♥❝❡ ❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥6 ✐♥❞❡① ❞♦❡9 ♥♦6 ❝❤❛♥❣❡ ✐69 ✐♥6❡4♣4❡6❛6✐♦♥✳ ❇✉6 6❤❡9❡ 4❡✲

♦4❞❡4✐♥❣9 ❛4❡ ♣♦99✐❜❧❡ ✇❤❡♥ ♥✉♠❡4♦✉9 ✐♥96❛♥❝❡9 ♦❢ 6❤❡ 9❛♠❡ ♠✐①6✉4❡ ♣4♦❜❧❡♠ ❛4❡ 9♦❧✈❡❞✳

❍❡♥❝❡ ❧❛❜❡❧✲9✇✐6❝❤✐♥❣ ❜❡❝♦♠❡9 ♣4♦❜❧❡♠❛6✐❝ ✐♥ ▼♦♥6❡✲❈❛4❧♦ 9✐♠✉❧❛6✐♦♥ 96✉❞✐❡9 ❛♥❞ ❜♦♦6✲

964❛♣ ❡96✐♠❛6✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♠✐①6✉4❡ ♠♦❞❡❧9✳ ❋♦4 ❞❡6❛✐❧❡❞ ❡①♣❧❛♥❛6✐♦♥✱ 9❡❡ ❞✐9❝✉99✐♦♥ ✐♥

✺✹
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▼❝▲❛❝❤❧❛♥ ❛♥❞ %❡❡❧ ❬✷✵✵✵❪ ✭<❡❝=✐♦♥ ✹✳✾✮✱ ❛♥❞ ❢♦E ❛♥ ✐❧❧✉<=E❛=✐✈❡ <=♦❝❤❛<=✐❝ ❊▼ ❡①❛♠♣❧❡

<❡❡ ❈❡❧❡✉① ❡= ❛❧✳ ❬✶✾✾✻❪✳ ■♥ =❤❡✐E <=✉❞②✱ ❍❛❧❧ ❡= ❛❧✳ ❬✷✵✵✺❪ ❞❡❛❧= ✇✐=❤ ❧❛❜❡❧✲<✇✐=❝❤✐♥❣ ✐♥

=❤❡ <❛♠❡ ❝♦♥=❡①= ❜② ❡♥❢♦E❝✐♥❣ =❤❡ ❝♦♥<=E❛✐♥= λ̂1 < λ̂2✳ ❲❡ ❝❤♦♦<❡ ❤❡E❡ =♦ ❞❡=❡❝= ❛♥❞

✏<✇✐=❝❤✲❜❛❝❦✑ =❤❡ ❡<=✐♠❛=❡< ✭=❤❡ ✜♥❛❧ ♠❛=E✐① ♦❢ ♣♦<=❡E✐♦E< ❢E♦♠ ✇❤✐❝❤ =❤❡ ♦=❤❡E ❡<=✐♠❛=❡<

❛E❡ ❝♦♠♣✉=❡❞✮ =♦ ❜❡ ✐♥ ❛❝❝♦E❞❛♥❝❡ ✇✐=❤ =❤❡ ✐♥✐=✐❛❧ E❡♣E❡<❡♥=❛=✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ ✐♥ ❛❧❧ ♦✉E ❡①♣❡E✲

✐♠❡♥=< ✇❡ ♦E❞❡E❡❞ =❤❡ ✇❡✐❣❤=< λ1 < · · · < λm✱ ✇❡ ❞❡❝✐❞❡❞ =❤❛= ❛ <✇✐=❝❤✐♥❣ ♦❝❝✉E❡❞ ❛❢=❡E

❛ E❡♣❧✐❝❛=✐♦♥ ✐❢ =❤✐< ♦E❞❡E ✇❛< ♥♦= ♣E❡<❡E✈❡❞ ❢♦E =❤❡ ❡<=✐♠❛=❡<✳

■♥ ♦✉E ▼♦♥=❡✲❈❛E❧♦ ❡①♣❡E✐♠❡♥=<✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉=❡❞ =❤❡ ❡EE♦E< ✐♥ =❡E♠< ♦❢ =❤❡ <Y✉❛E❡ E♦♦=

♦❢ =❤❡ ▼❡❛♥ ■♥=❡❣E❛=❡❞ ❙Y✉❛E❡❞ ❊EE♦E ✭▼■❙❊✮ ❢♦E =❤❡ ❞❡♥<✐=✐❡< ❛< ✐♥ ❍❛❧❧ ❡= ❛❧✳ ❬✷✵✵✺❪

❛♥❞ ❇❡♥❛❣❧✐❛ ❡= ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❛❪✿

MISEjℓ =
1

S

S∑

s=1

∫
(f̂

(s)
jℓ (u)− fjℓ(u))

2du,

✇❤❡E❡ =❤❡ ✐♥=❡❣E❛❧ ♦✈❡E Rdℓ
✐< ❝♦♠♣✉=❡❞ ♥✉♠❡E✐❝❛❧❧② ❛♥❞ f̂

(s)
jℓ ✐< =❤❡ ❞❡♥<✐=② ❡<=✐♠❛=❡ ❛=

E❡♣❧✐❝❛=✐♦♥ s✱ ❝♦♠♣✉=❡❞ ❢E♦♠ ✭3✮ ❜✉= ✉<✐♥❣ =❤❡ ✜♥❛❧ ✈❛❧✉❡< ♦❢ =❤❡ p
(t)
ij ✬<✱ ✐✳❡✳ =❤❡ ♣♦<=❡E✐♦E

♣E♦❜❛❜✐❧✐=✐❡< ❛❢=❡E ❝♦♥✈❡E❣❡♥❝❡ ♦❢ =❤❡ ❛❧❣♦E✐=❤♠ =❤❛= ✇❡ ❞❡♥♦=❡ p̂ij✬<✳

■♥ ♦✉E ❡①♣❡E✐♠❡♥=<✱ ✇❤❡♥ ✇❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♠✈♥♣❊▼ ❢♦E ▼♦❞❡❧ ❆ ✭<❡❡ =❤❡ ❞❡=❛✐❧ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✷✮

✇❤✐❝❤ ❤❛< =✇♦ ✉♥✐✈❛E✐❛=❡ ❜❧♦❝❦< ❛♥❞ ♦♥❡ ❜✐✈❛E✐❛=❡ ❜❧♦❝❦✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞ ❛ ♣E♦❜❧❡♠ ✇✐=❤ ♥✉✲

♠❡E✐❝❛❧ ✐♥=❡❣E❛❧ ♦❢ ❛ ♣E♦❜❛❜✐❧✐=② ❞❡♥<✐=② ❢✉♥❝=✐♦♥ ✇✐=❤ <=E♦♥❣ ❝♦EE❡❧❛=✐♦♥ ♦♥ ❛ ❤②♣❡E❝✉❜❡✳

❋✐❣ ✸✳✸ ❣✐✈❡< ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦E <❤♦✇✐♥❣ =❤❛= =❤❡ MISEjℓ ❢♦E ❜❧♦❝❦ ✸ ♦♥❧② ✭=❤❡ ♦♥❧② ♠✉❧=✐✲

✈❛E✐❛=❡ ❜❧♦❝❦✮ ❞❡♣❡♥❞< ♦♥ =❤❡ ❝♦EE❡❧❛=✐♦♥ ρ✳

❆ ❞✐✛❡E❡♥❝❡ ✇✐=❤ ❜♦=❤ ❍❛❧❧ ❡= ❛❧✳ ❬✷✵✵✺❪ ❛♥❞ ❇❡♥❛❣❧✐❛ ❡= ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❛❪ E❡<✉❧=< ✐< =❤❛=

✐♥ =❤❡✐E ✇♦E❦ =❤❡ ■♥=❡❣E❛=❡❞ ❙Y✉❛E❡❞ ❊EE♦E< ISEjℓ =
∫
(f̂jℓ − fjℓ)

2
✇❡E❡ ❡✈❛❧✉❛=❡❞ ✉<✐♥❣

♥✉♠❡E✐❝❛❧ ✐♥=❡❣E❛=✐♦♥< ♦❢ ✉♥✐✈❛E✐❛=❡ ❞❡♥<✐=✐❡< ✭<✐♥❝❡ =❤❡ fjℓ✬< ✇❡E❡ ✉♥✐✈❛E✐❛=❡ ♦♥❧②✮✳ ❍❡E❡✱

✐= ❛♣♣❡❛E< =❤❛= ❡<=✐♠❛=✐♥❣ fjℓ ❢♦E ♠✉❧=✐✈❛E✐❛=❡ ❞❡♥<✐=✐❡< ✇✐=❤ ✈❡E② <=E♦♥❣ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡

<=E✉❝=✉E❡ ✉<✐♥❣ ❛ ❦❡E♥❡❧ ❞❡♥<✐=② ❡<=✐♠❛=❡ ✭❑❉❊✮ ✇✐=❤ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❜❛♥❞✇✐❞=❤ ♠❛=E✐① ✐< ♠♦E❡

❞✐✣❝✉❧=✱ ❛♥❞ =❤✐< ❞✐✣❝✉❧=② ♠❛② E❡<✉❧= ✐♥ ♦✈❡E❡<=✐♠❛=❡❞ ▼■❙❊ ✈❛❧✉❡<✱ ♥♦= ♥❡❝❡<<❛E✐❧②

✐♠♣❧②✐♥❣ ❛ ♣♦♦E ✜==✐♥❣ ♦❢ =❤❡ ♠✐①=✉E❡ ❜② =❤❡ ❛❧❣♦E✐=❤♠✳ ❚♦ ✐❧❧✉<=E❛=❡ =❤❛= ✐♥ ❛ <✐♠♣❧❡

❝❛<❡✱ ✇❡ E❛♥ S = 300 E❡♣❧✐❝❛=✐♦♥< ♦❢ n = 300 ♦❜<❡E✈❛=✐♦♥< ♦❢ ❛ <✐♥❣❧❡ ❜✐✈❛E✐❛=❡ <❛♠♣❧❡ ✭✐✳❡✳

♥♦ ♠✐①=✉E❡✱ ♥♦ ♣♦<=❡E✐♦E<✱ ✉<❛❣❡ ♦❢ <=❛♥❞❛E❞ ✉♥✇❡✐❣❤=❡❞ ❑❉❊✮ ❢E♦♠ ❛ ❝❡♥=❡E❡❞ ❜✐✈❛E✐❛=❡

●❛✉<<✐❛♥ ❞❡♥<✐=② f ✇✐=❤ ✉♥✐= ✈❛E✐❛♥❝❡< ❛♥❞ ✈❛E②✐♥❣ ❝♦EE❡❧❛=✐♦♥ ρ✳ ❲❡ =❤❡♥ ❝♦♠♣✉=❡❞

MISEf = 1
S

∑S
s=1

∫
(f̂ (s) − f)2 ✉<✐♥❣ ❛ ❜❛♥❞✇✐❞=❤ ♠❛=E✐① ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❙✐❧✈❡E♠❛♥ ❬✶✾✽✻❪ ❛<

✐♥ ✭✸✳✶✸✮✳ ❘❡<✉❧=< ❛E❡ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✿

ρ ✵✳✷✺ ✵✳✺ ✵✳✽ ✵✳✾✺ ✵✳✾✾

MISEf ✵✳✵✵✸✸✾ ✵✳✵✵✸✹✾ ✵✳✵✵✻✵✶ ✵✳✵✸✺✹✼ ✵✳✷✺✺✾✶

❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ✕ ❚❤❡ ❡✛❡❝= ♦❢ ❝♦EE❡❧❛=✐♦♥ ρ ♦♥ ▼■❙❊ ♦❢ =❤❡ ❡<=✐♠❛=✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝❡♥=❡E❡❞ ❜✐✈❛E✐❛=❡

●❛✉<<✐❛♥ ❞❡♥<✐=② f ✇✐=❤ ✉♥✐= ✈❛E✐❛♥❝❡<✳

❚❤✐< <❤♦✇< =❤❛= ❡<=✐♠❛=✐♦♥ ♦❢ =❤❡ ▼■❙❊ ❞❡=❡E✐♦E❛=❡< ❛< ❝♦EE❡❧❛=✐♦♥ ✐♥❝E❡❛<❡<✳ ❯<✐♥❣

❛ ♥♦♥✲❞✐❛❣♦♥❛❧ ❜❛♥❞✇✐❞=❤ ♠❛=E✐① ✐< =❤✉< ❛♥ ✐♥=❡E❡<=✐♥❣ ♣❡E<♣❡❝=✐✈❡ ❢♦E ❢✉=✉E❡ ✇♦E❦✱ =♦

✺✺
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MISE depends on the correlation

rho

s
q

M
IS

E

component 1

component 2

block 1

block 2

block 3

❋✐❣✉4❡ ✸✳✸ ✕ ❙7✉❛4❡ 4♦♦:; ♦❢ ▼■❙❊ ❢♦4 :❤❡ ❞❡♥;✐:✐❡; fjℓ ♦❢ ✸ ❜❧♦❝❦; ℓ = 1, 2, 3✱ ❢♦4 ▼♦❞❡❧

❆✱ n = 500 ❛♥❞ S = 300 4❡♣❧✐❝❛:✐♦♥;✱ ❛❞❛♣:✐✈❡ ❜❛♥❞✇✐❞:❤✳ ❚❤❡ :✇♦ ❝♦❧♦4; ❝♦44❡;♣♦♥❞ :♦

:❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥:;✳
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❜❡22❡3 3❡❝♦✈❡3 ♠✉❧2✐✈❛3✐❛2❡ ❛♥❞ >23♦♥❣❧② ❝♦33❡❧❛2❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥2 ❛♥❞ ❜❧♦❝❦ ❞❡♥>✐2✐❡>✳ ■♥

♦✉3 ♣3❡>❡♥2 >❡2✉♣ ❛♥❞ ❡①♣❡3✐♠❡♥2✱ ✐♥ ♦3❞❡3 2♦ ❣❡2 3❡>✉❧2> ♥♦2 2♦♦ ❜✐❛>❡❞ ❜② 2❤✐> ❑❉❊

♣3♦❜❧❡♠ ✐✳❡✳ 2♦ ♦❜2❛✐♥ ❝♦♠♣❛3❛❜❧❡ MISEjℓ✬> ❜❡2✇❡❡♥ ✉♥✐✈❛3✐❛2❡ ❛♥❞ ♠✉❧2✐✈❛3✐❛2❡ ❜❧♦❝❦>✱

✇❡ >❡❧❡❝2❡❞ ✈❛3✐❛♥❝❡ ♠❛23✐❝❡> Σj✬> ✇✐2❤ ❝♦33❡❧❛2✐♦♥> ♥♦2 ❧❛3❣❡3 2❤❛♥ ✼✺✪✳

❲❡ ❛❧>♦ ❝♦♠♣✉2❡❞ 2❤❡ ♠❡❛♥ >L✉❛3❡❞ ❡33♦3> ✭▼❙❊✬>✮ ❢♦3 2❤❡ ♣3♦♣♦32✐♦♥> 2❤❛2 ❛3❡ 2❤❡

♦♥❧② >❝❛❧❛3 ♣❛3❛♠❡2❡3> ✐♥ 2❤❡>❡ ♠♦❞❡❧>✳ ❋♦3 ❛ ✇❡✐❣❤2 λj✱

MSEλj
=

1

S

S∑

s=1

(λ̂
(s)
j − λj)

2,

✇❤❡3❡✱ ❛2 3❡♣❧✐❝❛2✐♦♥ s✱ λ̂
(s)
j ✐> ❝♦♠♣✉2❡❞ ✉>✐♥❣ ✭✷✮ ✇✐2❤ 2❤❡ ✜♥❛❧ ✈❛❧✉❡> ♦❢ 2❤❡ ♣♦>2❡3✐♦3

♣3♦❜❛❜✐❧✐2✐❡>✱ p̂ij✬>✳ ◆♦2❡ 2❤❛2 ✇❡ ❝♦♠♣✉2❡❞ ❛♥❞ ❞✐>♣❧❛②❡❞ ❛> ✇❡❧❧ ▼❙❊✬> ❢♦3 ♦2❤❡3 >❝❛❧❛3

❡♠♣✐3✐❝❛❧ ♠♦♠❡♥2> ❧✐❦❡ ♠❡❛♥> ❛♥❞ ✈❛3✐❛♥❝❡>✱ ❜✉2 2❤❡>❡ ❛3❡ ♥♦2 ❣❡♥✉✐♥❡ ♣❛3❛♠❡2❡3> ♦❢

2❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ✐✳❡✳ 2❤❡② ❛3❡ ♣3♦✈✐❞❡❞ ♦♥❧② ❛> ❛❞❞✐2✐♦♥❛❧ ❝3✐2❡3✐❛✳ ❆2 ❡❛❝❤ 3❡♣❧✐❝❛2✐♦♥✱ 2❤❡>❡

>❝❛❧❛3 ♠❡❛>✉3❡> ❛3❡ ✇❡✐❣❤2❡❞ ✈❡3>✐♦♥> ♦❢ 2❤❡ ❡♠♣✐3✐❝❛❧ ❡>2✐♠❛2❡>❀ ❢♦3 ✐♥>2❛♥❝❡✱ 2❤❡ ♠❡❛♥

❢♦3 ❝♦♠♣♦♥❡♥2 j ❛♥❞ ❝♦♦3❞✐♥❛2❡ k ✐> ❣✐✈❡♥ ❜②

µ̂jk =

∑n
i=1 p̂ij xik∑n

i=1 p̂ij
=

∑n
i=1 p̂ij xik

nλ̂j

.

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛3❡❞ >❡✈❡3❛❧ ♠♦❞❡❧> ✐♥ 2❡3♠> ♦❢ 2❤❡✐3 ❝❧✉>2❡3✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ▼♦❞❡❧✲

❜❛>❡❞ ❝❧✉>2❡3✐♥❣ ✉>✐♥❣ ♠✐①2✉3❡ ♠♦❞❡❧> ✐> ❞♦♥❡ ✉>✐♥❣ 2❤❡ ▼❛①✐♠✉♠ ❆ '♦)*❡,✐♦,✐ ✭▼❆%✮

>23❛2❡❣② ❞❡❞✉❝❡❞ ❢3♦♠ 2❤❡ ♣❛3❛♠❡2❡3 ❡>2✐♠❛2❡ θ̂ ❣✐✈❡♥ ❜② ❛♥② ❊▼✲❧✐❦❡ ❛❧❣♦3✐2❤♠✳ ❚❤❡

▼❆% ❝♦♥>✐>2> ✐♥ >❡22✐♥❣

Ẑij0 = 1, ✇❤❡3❡ j0 = argmax
j=1,...,m

{p̂ij} , ❛♥❞ Ẑij = 0 ❢♦3 j 6= j0,

✇❤❡3❡ 2❤❡ p̂ij✬> ❛3❡ ❛> ❛❜♦✈❡ 2❤❡ ♣♦>2❡3✐♦3 ♣3♦❜❛❜✐❧✐2✐❡> ❛❢2❡3 ❝♦♥✈❡3❣❡♥❝❡ ♦❢ 2❤❡ ❛❧❣♦3✐2❤♠✳

✸✳✺✳✷ ▼♦❞❡❧ ❆✿ +✐♠♣❧❡ ●❛✉++✐❛♥ ❞❛3❛

❲❡ ✜3>2 ✐♥23♦❞✉❝❡ 2❤✐> >✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐2❤ 2✇♦ ✉♥✐✈❛3✐❛2❡ ❜❧♦❝❦> ❛♥❞ ♦♥❡ ❜✐✈❛3✐❛2❡ ❜❧♦❝❦✱

❝❤♦>❡♥ ✐♥2❡♥2✐♦♥❛❧❧② ❛> ❝❧♦>❡ ❛> ♣♦>>✐❜❧❡ 2♦ ♠♦❞❡❧ ✭✷✳✺✮ ✭✇✐2❤ ❝♦♥❞✐2✐♦♥❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥2

✉♥✐✈❛3✐❛2❡ ♠❛3❣✐♥❛❧>✮ ✉>❡❞ ✜3>2 ❜② ❍❛❧❧ ❡2 ❛❧✳ ❬✷✵✵✺❪ 2♦ ✐❧❧✉>23❛2❡ 2❤❡ ♣❡3❢♦3♠❛♥❝❡ ♦❢ 2❤❡✐3

❡>2✐♠❛2✐♦♥ 2❡❝❤♥✐L✉❡ ❜❛>❡❞ ♦♥ ✐♥✈❡32✐♥❣ 2❤❡ ♠✐①2✉3❡✳ ❚❤❡✐3 ❡①❛♠♣❧❡ ✇❛> ❝♦♥>✐❞❡3✐♥❣ r = 3
❝♦♥❞✐2✐♦♥❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥2 ✉♥✐✈❛3✐❛2❡ ●❛✉>>✐❛♥✱ ❛❧❧ N (0, 1) ❢♦3 ❝♦♠♣♦♥❡♥2 ✶✱ ❛♥❞ N (3, 1)✱
N (4, 1) ❛♥❞ N (5, 1) ❢♦3 ❝♦♠♣♦♥❡♥2 ✷✳ ❚❤✐> ♠♦❞❡❧ ❤❛> ❜❡✐♥❣ ✉>❡❞ ❧❛2❡3 ✐♥ ❇❡♥❛❣❧✐❛ ❡2 ❛❧✳

❬✷✵✵✾❛❪ ❢♦3 ❝♦♠♣❛3✐>♦♥ ✇✐2❤ 2❤❡ ♥♣❊▼ ❛❧❣♦3✐2❤♠✳ ❲❡ ❝♦♥>✐❞❡3 ❛ r = 4 ✈❛3✐❛❜❧❡>✱ m = 2
❝♦♠♣♦♥❡♥2> ●❛✉>>✐❛♥ ♠✐①2✉3❡ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ♦♥❡ ♠✉❧2✐✈❛3✐❛2❡ ❜❧♦❝❦✱ ✐✳❡✳ B = 3 ❜❧♦❝❦> ♦❢

❝♦♦3❞✐♥❛2❡> ✇✐2❤ s1 = {1}, s2 = {2}, s3 = {3, 4}✳ ❉❡♥>✐2✐❡> fjℓ ❛3❡ ✉♥✐✈❛3✐❛2❡ ♥♦3♠❛❧>

❢♦3 l = 1, 2✱ ❛♥❞ ❜✐✈❛3✐❛2❡ ●❛✉>>✐❛♥ ❢♦3 ❜❧♦❝❦ l = 3✱ ✇❤❡3❡ 2❤❡ ♠❡❛♥> ❛♥❞ 2❤❡ ❝♦♠♠♦♥

❝♦✈❛3✐❛♥❝❡ ♠❛23✐① ♦❢ 2❤❡ ❜✐✈❛3✐❛2❡ ❜❧♦❝❦ ❛3❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✷✿ ❍❡♥❝❡ 2♦ ❛❧❧♦✇ ❝♦♠♣❛3✐>♦♥

✇✐2❤ 2❤❡ ♦3✐❣✐♥❛❧ ♥♣❊▼ ❛♥❞ ❜♦2❤ ❍❛❧❧ ❡2 ❛❧✳ ❬✷✵✵✺❪ ❛♥❞ ❇❡♥❛❣❧✐❛ ❡2 ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❛❪ 3❡>✉❧2> ❢♦3

2❤❡ ✉♥✐✈❛3✐❛2❡ ❝♦♦3❞✐♥❛2❡>✱ ✇❡ ❦❡♣2 ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❞❡♥>✐2✐❡> ❛> ✐♥ 2❤❡✐3 ❡①❛♠♣❧❡> ❢♦3 2❤❡ ✜3>2

❛♥❞ 2❤❡ >❡❝♦♥❞ ❜❧♦❝❦✳ ❲❡ ❛❧>♦ ❦❡♣2 2❤❡✐3 ❡①♣❡3✐♠❡♥2 >❡22✐♥❣>✿ S = 300 3❡♣❧✐❝❛2✐♦♥> ♦❢

n = 500 ♦❜>❡3✈❛2✐♦♥> ❡❛❝❤✱ ✇❤❡3❡ λ1 ✐> ✈❛3②✐♥❣ ❢3♦♠ ✵✳✶ 2♦ ✵✳✹✳

✺✼



✸✳✺✳ ■▼%▲❊▼❊◆❚❆❚■❖◆ ❆◆❉ ❙■▼❯▲❆❚❊❉ ❊❳❆▼%▲❊❙

▼♦❞❡❧ ❆ ❇❧♦❝❦ ✶ ❇❧♦❝❦ ✷ ❇❧♦❝❦ ✸

❈♦♦:❞✐♥❛>❡✭@✮ ✶ ✷ {3, 4}

❈♦♠♣♦♥❡♥> ✶ N (0, 1) N (0, 1) N2

([
0
0

]
,

[
1 1/2
1/2 1

])

❈♦♠♣♦♥❡♥> ✷ N (3, 1) N (4, 1) N2

([
3
3

]
,

[
1 1/2
1/2 1

])

❚❛❜❧❡ ✸✳✷ ✕ %❛:❛♠❡>❡:@ ❢♦: ▼♦❞❡❧ ❆✳

❘❡@✉❧>@ ❢♦: ♠♦❞❡❧ ❆ :❛♥ ✇✐>❤ >❤❡ ❛❞❛♣>✐✈❡ ❜❛♥❞✇✐❞>❤ @>:❛>❡❣② ❛:❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✹✳

❲❡ ♦❜>❛✐♥❡❞ @✐♠✐❧❛: :❡@✉❧>@ ✇✐>❤ >❤❡ @✐♠♣❧❡@> ❜❛♥❞✇✐❞>❤ @❡>>✐♥❣✳ ❋♦: >❤✐@ ♠♦❞❡❧ ✇✐>❤

@✐♠✐❧❛: :❛♥❣❡@ ❛❝:♦@@ ❝♦♠♣♦♥❡♥>@ ❛♥❞ ❜❧♦❝❦@✱ >❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞>❤ @>:❛>❡❣② ❞♦❡@ ♥♦> ♠❛❦❡ ❛

♥♦>✐❝❡❛❜❧❡ ❞✐✛❡:❡♥❝❡✳ ❚❤❡@❡ :❡@✉❧>@ ✇❡:❡ ♦❜>❛✐♥❡❞✱ ❛@ @❛✐❞ ✐♥ ❙❡❝>✐♦♥ ✸✳✺✳✶✱ ✉@✐♥❣ ❦✲♠❡❛♥@

✐♥✐>✐❛❧✐③❛>✐♦♥ ✇✐>❤ :❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦@❡♥ ✐♥✐>✐❛❧ ❝❡♥>❡:@ ❛♥❞ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ❢♦: ❧❛❜❡❧ @✇✐>❝❤✐♥❣✳

❚❤❡ @>❛❜❧❡ ❜❡❤❛✈✐♦: ♦❢ >❤❡ ▼❙❊✬@ ❢♦: λ1 ❛♥❞ ❢♦: >❤❡ ♦>❤❡: @❝❛❧❛: ♠❡❛@✉:❡@ ✭♠❡❛♥@✱

❝♦✈❛:✐❛♥❝❡@✮ ❡@>✐♠❛>❡@ @❤♦✇ >❤❛> >❤❡ ❛❧❣♦:✐>❤♠ ❜❡❤❛✈❡@ ✇❡❧❧✳ ■♥ ♣❛:>✐❝✉❧❛:✱ ❞❡♥@✐>② ❛♥❞

@❝❛❧❛: ❡@>✐♠❛>❡ ❡::♦:@ ❛@@♦❝✐❛>❡❞ ✇✐>❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥> ✶ ❞❡❝:❡❛@❡ ✇❤❡♥ λ1 ✐♥❝:❡❛@❡@✱ ❛@ ❡①✲

♣❡❝>❡❞ @✐♥❝❡ >❤❡ ♣:♦♣♦:>✐♦♥ ♦❢ ❞❛>❛ ❛❝>✉❛❧❧② ❝♦♠✐♥❣ ❢:♦♠ >❤✐@ ❝♦♠♣♦♥❡♥> ✐♥❝:❡❛@❡@ ✇✐>❤

λ1✳ ❙✐♠✉❧>❛♥❡♦✉@❧②✱ >❤❡ ❡@>✐♠❛>❡ ❡::♦:@ ❛@@♦❝✐❛>❡❞ ✇✐>❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥> ✷ ✐♥❝:❡❛@❡✳ ▼♦:❡♦✈❡:✱

>❤❡ :❡@✉❧>@ ❢♦: >❤❡

√
MISEfjℓ ✬@ ❛:❡ ❝❧♦@❡ >♦ >❤❡ :❡@✉❧>@ ✇❡ ❝❛♥ @❡❡ ♦♥ >❤❡ ♣❧♦>@ ♦♥ ♣❛❣❡

✺✶✼✱ ✜❣✉:❡ ✷ ♦❢ ❇❡♥❛❣❧✐❛ ❡> ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❛❪ ❛♥❞ ♦✉>♣❡:❢♦:♠ >❤❡ ♣❧♦>@ ♦♥ ♣❛❣❡ ✻✼✺✱ ✜❣✉:❡ ✷ ♦❢

❍❛❧❧ ❡> ❛❧✳ ❬✷✵✵✺❪ ❢♦: ✉♥✐✈❛:✐❛>❡ ❜❧♦❝❦@✳

✸✳✺✳✸ ▼♦❞❡❧ ❇✿ ❚❤,❡❡✲❝♦♠♣♦♥❡♥2 ●❛✉66✐❛♥ ❤❡❛✈② 2❛✐❧❡❞ ❛♥❞

6❦❡✇❡❞ ❞❛2❛

❲❡ ❛❧@♦ ❡①♣❡:✐♠❡♥>❡❞ ♦✉: ♠❡>❤♦❞ ♦♥ ❛ @❡❝♦♥❞ ♠♦❞❡❧✱ ✇✐>❤ m = 3 ❝♦♠♣♦♥❡♥>@ ❛♥❞

>❤:❡❡ ❜✐✈❛:✐❛>❡ ❜❧♦❝❦@ ✉@✐♥❣ >❤❡ ❢✉❧❧ ♣♦>❡♥>✐❛❧ ♦❢ ♦✉: ❛♣♣:♦❛❝❤✳ ❲❡ ✇❛♥>❡❞ ❤❡:❡ >♦ @❤♦✇

>❤❛> ♦✉: ❛❧❣♦:✐>❤♠ ❝❛♥ ❝♦♠♣❡>❡ >♦ @♦♠❡ ❡①>❡♥> ✇✐>❤ ❛ ✜> ❜❛@❡❞ ♦♥ ❛ ●❛✉@@✐❛♥ ♠✐①>✉:❡

♠♦❞❡❧ ✇❤❡:❡ ♠✐①>✉:❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥>@ ❛:❡ ✐♥❞❡❡❞ ●❛✉@@✐❛♥✱ ❛♥❞ ❞♦ ❜❡>>❡: ✇❤❡♥ >❤❡② ❛:❡

♥♦♥ ●❛✉@@✐❛♥✱ ❛❧❧ >❤✐@ ✉@✐♥❣ ❛ @✐♥❣❧❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦: ❜:❡✈✐>②✳ ▼♦❞❡❧ ❇ >❤✉@ ❤❛@ ♦♥❡ ❜✐✈❛:✐❛>❡

●❛✉@@✐❛♥ ❜❧♦❝❦✱ ♦♥❡ ❜✐✈❛:✐❛>❡ ❜❧♦❝❦ ✇✐>❤ ❤❡❛✈②✲>❛✐❧❡❞ ✭❙>✉❞❡♥>✮ ❞✐@>:✐❜✉>✐♦♥@✱ ❛♥❞ ♦♥❡ ❜✐✲

✈❛:✐❛>❡ ❜❧♦❝❦ ✇✐>❤ ❤❡❛✈②✲>❛✐❧❡❞ ❛♥❞ @❡✈❡:❡❧② @❦❡✇❡❞ ❞✐@>:✐❜✉>✐♦♥@✳ %:❡❝✐@❡❧②✱ ✐> ❤❛@ r = 6
✈❛:✐❛❜❧❡@✱ m = 3 ❝♦♠♣♦♥❡♥>@✱ ❛♥❞ B = 3 ❜❧♦❝❦@✳ ❇❧♦❝❦ ✶ ✐♥✈♦❧✈❡@ ❜✐✈❛:✐❛>❡ ●❛✉@@✐❛♥ ❞❡♥✲

@✐>✐❡@ N2(µj1,Σ)✬@ ✇✐>❤ @♦♠❡ ❝♦::❡❧❛>✐♦♥ @>:✉❝>✉:❡❀ ❜❧♦❝❦ ✷ ✐♥✈♦❧✈❡@ ❜✐✈❛:✐❛>❡ ♥♦♥✲❝❡♥>:❛❧

❙>✉❞❡♥> ❞❡♥@✐>✐❡@ ✇✐>❤ >❤❡ @❛♠❡ ❝♦::❡❧❛>✐♦♥ @>:✉❝>✉:❡ ❛♥❞ ❢♦✉: ❞❡❣:❡❡@ ♦❢ ❢:❡❡❞♦♠✳ ❚❤❡

❝♦♠♣♦♥❡♥> ❞❡♥@✐>✐❡@ ♦❢ ❜❧♦❝❦ ✸ ❛:❡ >❤❡♠@❡❧✈❡@ ♠✐①>✉:❡@ ♦❢ ❜✐✈❛:✐❛>❡ ●❛✉@@✐❛♥ ❝♦♥>❛♠✐✲

♥❛>❡❞ ❜② ❜✐✈❛:✐❛>❡ ❙>✉❞❡♥>✬@✱ >❤✉@ ❣❡♥❡:❛>✐♥❣ @❦❡✇❡❞ ❞❡♥@✐>✐❡@✳ ◆♦>❡ >❤❛> ✐> ✐@ ❝♦♠♠♦♥

>♦ ✉@❡ ♣❛:❛♠❡>:✐❝ ♠✐①>✉:❡@ ❛@ ❛ @✐♠✉❧❛>✐♦♥ >♦♦❧ >♦ ❜✉✐❧❞ @②♥>❤❡>✐❝ ❝♦♠♣❧❡① ♠♦❞❡❧@ ❧✐❦❡

@❦❡✇❡❞ ♦: ❝♦♥>❛♠✐♥❛>❡❞ ❞✐@>:✐❜✉>✐♦♥@✱ ❛♥❞ >❤✐@ ✐@ ✇❤❛> ✇❡ ❞✐❞ ❤❡:❡ ❢♦: >❤❡ >❤✐:❞ ❜❧♦❝❦✳

◆❡✈❡:>❤❡❧❡@@✱ @✐♥❝❡ >❤❡ ♦>❤❡: ❜❧♦❝❦ ❞❡♥@✐>✐❡@ ❛:❡ ♥♦> >❤❡♠@❡❧✈❡@ ♠✐①>✉:❡@✱ ♠♦❞❡❧ ❇ ✐@ ❛

❣❡♥✉✐♥❡ >❤:❡❡✲❝♦♠♣♦♥❡♥> ♠✐①>✉:❡✳ ❖❢ ❝♦✉:@❡✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ :❡✲✇:✐>❡ ❛♥❞ ✐♥>❡:♣:❡> ✐> ❛@ ❛

✻✲❝♦♠♣♦♥❡♥> ♠✐①>✉:❡✱ ❜✉> ✇✐>❤ @❡✈❡:❛❧ ♥♦♥✲♥❛>✉:❛❧ ❡a✉❛❧✐>② ❝♦♥@>:❛✐♥>@ ❜❡>✇❡❡♥ ❜❧♦❝❦@ 1

✺✽



0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40

0
.0
0

0
.0
5

0
.1
0

0
.1
5

λ1

s
q

M
IS

E
 o

r 
s
q

M
S

E

Model A - adaptive bandwidth

component 1

component 2

fj1

fj2

fj3

means

cov

λ1

0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40

0
.0

0
0

.0
5

0
.1

0
0

.1
5

Model A − same bandwidth

λ1

s
q

M
IS

E
 o

r 
s

q
M

S
E

λ1

λ1 n = 500 S = 300

2

(15%, 35%, 50%)

Σ =

(
1 3/4
3/4 1

)
Σ′ =

(
1 1/2
1/2 4

)
,

Σ′

fjl



{ }
{1, 2} {3, 4} {5, 6}

j = 1 N2

([
0
0

]{
−3
0

})
t2

([
0
0

]{
−3
0

})
αt2

([
0
0

]{
−3
0

})
+ βN2

([
4
6

])

j = 2 N2

([
1
5

]{
1
4

})
t2

([
2
5

]{
1
5

})
αt2

([
2
8

]{
1
8

})
+ βN2

([
5
14

]
,Σ′

)

j = 3 N2

([
3
7

]{
5
8

})
t2

([
3
7

]{
5
7

})
αt2

([
3
10

]{
5
10

})
+ βN2

([
7
15

]
,Σ′

)

Σ Σ′

4
α = 0.87 β = 1− α = 0.13

D
e
n
s
it
y

-2 0 2 4 6

0
.0
0

0
.0
5

0
.1
0

0
.1
5

0
.2
0

0
.2
5

0
.3
0

block 1 , coord. 1

adapt bw:  0.307 0.27 0.226adapt bw:  0.307 0.27 0.226adapt bw:  0.307 0.27 0.226

D
e
n
s
it
y

-2 0 2 4 6 8 10

0
.0
0

0
.0
5

0
.1
0

0
.1
5

0
.2
0

0
.2
5

0
.3
0

block 1 , coord. 2

adapt bw:  0.289 0.265 0.25adapt bw:  0.289 0.265 0.25adapt bw:  0.289 0.265 0.25

D
e
n
s
it
y

-6 -4 -2 0 2 4 6

0
.0
0

0
.0
5

0
.1
0

0
.1
5

0
.2
0

0
.2
5

0
.3
0

block 2 , coord. 3

component 1

component 2

component 3

adapt bw:  0.322 0.338 0.29adapt bw:  0.322 0.338 0.29adapt bw:  0.322 0.338 0.29

D
e
n
s
it
y

-5 0 5 10

0
.0
0

0
.0
5

0
.1
0

0
.1
5

0
.2
0

0
.2
5

0
.3
0

block 2 , coord. 4

adapt bw:  0.398 0.324 0.282adapt bw:  0.398 0.324 0.282adapt bw:  0.398 0.324 0.282

D
e
n
s
it
y

-5 0 5 10

0
.0
0

0
.0
5

0
.1
0

0
.1
5

0
.2
0

0
.2
5

0
.3
0

block 3 , coord. 5

adapt bw:  0.401 0.334 0.355adapt bw:  0.401 0.334 0.355adapt bw:  0.401 0.334 0.355

D
e
n
s
it
y

-5 0 5 10 15 20

0
.0
0

0
.0
5

0
.1
0

0
.1
5

0
.2
0

0
.2
5

0
.3
0

block 3 , coord. 6

adapt bw:  0.453 0.386 0.341adapt bw:  0.453 0.386 0.341adapt bw:  0.453 0.386 0.341

true density

mvnpEM

gaussian EM

n = 1000
l l l = 1, 2, 3



-2 0 2 4 6

-2
0

2
4

6
8

1
0

model B - block 1

component 1

component 2

component 3

-6 -4 -2 0 2 4 6

-5
0

5
1
0

model B - block 2

mvnpEM

npEM

-5 0 5 10

-5
0

5
1
0

1
5

2
0

model B - block 3

r = 6

f̂jl

S = 300 n = 400, 600, 800, 1000

MISE λ

n

n



✸✳✺✳ ■▼%▲❊▼❊◆❚❆❚■❖◆ ❆◆❉ ❙■▼❯▲❆❚❊❉ ❊❳❆▼%▲❊❙

400 500 600 700 800 900 1000

0
.0

0
0

.0
5

0
.1

0
0

.1
5

0
.2

0
0

.2
5

mvnpEM − adapt bandwidth

n

s
q

M
IS

E
 o

r 
s
q

M
S

E

400 500 600 700 800 900 1000

0
.0

0
0

.0
5

0
.1

0
0

.1
5

0
.2

0
0

.2
5

mvnpEM − same bandwidth

n

s
q

M
IS

E
 o

r 
s
q

M
S

E

λj (component j)

fj1  (block 1)

fj2  (block 2)

fj3  (block 3)component 1

component 2

component 3

400 500 600 700 800 900 1000
0

.0
0

0
.0

5
0

.1
0

0
.1

5
0

.2
0

0
.2

5

Gaussian EM

n

s
q

M
IS

E
 o

r 
s
q

M
S

E

400 500 600 700 800 900 1000

0
.0

0
0

.0
5

0
.1

0
0

.1
5

0
.2

0
0

.2
5

mvnpEM − adapt bandwidth

n

s
q

M
IS

E
 o

r 
s
q

M
S

E

400 500 600 700 800 900 1000

0
.0

0
0

.0
5

0
.1

0
0

.1
5

0
.2

0
0

.2
5

mvnpEM − same bandwidth

n

s
q

M
IS

E
 o

r 
s
q

M
S

E

λj (component j)

fj1  (block 1)

fj2  (block 2)

fj3  (block 3)

component 1

component 2

component 3

400 500 600 700 800 900 1000

0
.0

0
0

.0
5

0
.1

0
0

.1
5

0
.2

0
0

.2
5

Gaussian EM

n

s
q

M
IS

E
 o

r 
s
q

M
S

E

❋✐❣✉4❡ ✸✳✼ ✕ ❙8✉❛4❡ 4♦♦;< ♦❢ ▼■❙❊✬< ❢♦4 ;❤❡ ❞❡♥<✐;✐❡< ❛< ❛ ❢✉♥❝;✐♦♥ ♦❢ ;❤❡ <❛♠♣❧❡ <✐③❡

n✱ S = 300 4❡♣❧✐❝❛;✐♦♥<✱ ❢♦4 ;❤❡ ;✇♦ ❛❧❣♦4✐;❤♠ <❡;;✐♥❣< ❢♦4 ▼♦❞❡❧ ❇ ✭;♦♣✮ ❛♥❞ ❢♦4 ;❤❡

❧❡<< ♦✈❡4❧❛♣♣✐♥❣ ▼♦❞❡❧ ❇✷ ✭❜♦;;♦♠✮✿ ♠✈♥♣❊▼ ❛❞❛♣;✐✈❡ ❜❛♥❞✇✐❞;❤ ✭❧❡❢;✮✱ ♠✈♥♣❊▼ <❛♠❡

❜❛♥❞✇✐❞;❤ ✭♠✐❞❞❧❡✮ ❛♥❞ ●❛✉<<✐❛♥ ❊▼ ✭4✐❣❤;✮✳ ▼■❙❊✬< ❢♦4 ❞❡♥<✐;✐❡< ❛4❡ ♣❧♦;;❡❞ ✐♥ ❝✐4❝❧❡<
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▼❡1❤♦❞ (%) ❝♦66❡❝1❧②✲❝❧❛;;✐✜❡❞
k✲♠❡❛♥; ✽✸✳✶✶

♥♣❊▼ & ▼❆% ✼✸✳✷✼

♠✈♥♣❊▼ & ▼❆% ✾✷✳✽✼

❚❛❜❧❡ ✸✳✹ ✕ ❚❤❡ ✪ ♦❢ ❝♦66❡❝1 ❝❧✉;1❡6✐♥❣ ❛✈❡6❛❣❡❞ ♦✈❡6 S = 300 6❡♣❧✐❝❛1✐♦♥;✱ ❢♦6 ♠♦❞❡❧

❇ ✉;✐♥❣ ♠✈♥♣❊▼ ❛♥❞ 1❤❡ ▼❆% ;16❛1❡❣②✱ ❝♦♠♣❛6❡❞ ✇✐1❤ 1❤❡ k✲♠❡❛♥; ❛❧❣♦6✐1❤♠ ❛♥❞ 1❤❡

♠❡1❤♦❞ ❣✐✈❡♥ ❜② ❇❡♥❛❣❧✐❛ ❡1 ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❛❪✳

▼❡1❤♦❞ (%) ❝♦66❡❝1❧②✲❝❧❛;;✐✜❡❞
k✲♠❡❛♥; ✽✺✳✵✼

♥♣❊▼ & ▼❆% ✹✺✳✶✺

♠✈♥♣❊▼ & ▼❆% ✾✾✳✹✸

❚❛❜❧❡ ✸✳✺ ✕ ❚❤❡ ✪ ♦❢ ❝♦66❡❝1 ❝❧✉;1❡6✐♥❣ ❛✈❡6❛❣❡❞ ♦✈❡6 S = 300 6❡♣❧✐❝❛1✐♦♥; ♦❢ ;✐③❡ n = 2000
❢6♦♠ ♠♦❞❡❧ ❈✳

♦❢ 1❤❡✐6 ▼❆% ❝❧✉;1❡6✐♥❣ ♣❡6❢♦6♠❛♥❝❡✳ ❚❛❜❧❡ ✸✳✹ ❝❧❡❛6❧② ;❤♦✇; 1❤❛1 1❤❡ ♠✈♥♣❊▼ ❢♦6 ♦✉6

♠♦❞❡❧ ✇✐1❤ ✇✐1❤✐♥✲❜❧♦❝❦ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ;16✉❝1✉6❡ ♦✉1♣❡6❢♦6♠; 1❤❡ ❛❧❣♦6✐1❤♠ ♣6♦♣♦;❡❞ ❜②

❇❡♥❛❣❧✐❛ ❡1 ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❛❪✱ ❛♥❞ ✐; ❛❧;♦ ❜❡11❡6 1❤❛♥ 1❤❡ ❝❧❛;;✐❝❛❧ ❦✲♠❡❛♥; ❛❧❣♦6✐1❤♠ ✭✇❤✐❝❤ ✐;

♥♦1 ♠♦❞❡❧✲❜❛;❡❞✮✳

✸✳✺✳✹ ▼♦❞❡❧ ❈✿ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛/ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✇✐3❤✐♥ ❝❧✉63❡/6

■♥ 1❤✐; ;❡❝1✐♦♥ ✇❡ ❜6✐❡✢② ;❤♦✇ ❤♦✇ ♦✉6 ♠❡1❤♦❞ ❜❡❤❛✈❡; ❢♦6 ❛ ♠♦❞❡❧ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛6

❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡; ✇✐1❤✐♥ ❝❧✉;1❡6; ✭❝♦♠♣♦♥❡♥1;✮✳ ❲❡ ❝❤♦♦;❡ ❛; ❛ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❞❡♥;✐1② 1❤❡ ♥♦♥✲

❧✐♥❡❛6 ✏❜❛♥❛♥❛✲;❤❛♣❡❞✑ ❞✐;16✐❜✉1✐♦♥ 1❤❛1 ❤❛; ❜❡❡♥ ♣6♦♣♦;❡❞ ❜② ❍❛❛6✐♦ ❡1 ❛❧✳ ❬✷✵✵✶❪ ❛♥❞

✉;❡❞ ❜② ;❡✈❡6❛❧ ❛✉1❤♦6; ;✐♥❝❡ 1❤❡♥✱ ♠♦;1❧② ✐♥ ▼♦♥1❡✲❈❛6❧♦ ▼❛6❦♦✈ ❈❤❛✐♥ ❧✐1❡6❛1✉6❡✳ ■1

✐; ❝♦♥;16✉❝1❡❞ ❜② ✏1✇✐;1✐♥❣✑ ❛ d✲♠✉❧1✐✈❛6✐❛1❡ ●❛✉;;✐❛♥ ❞✐;16✐❜✉1✐♦♥ Nd(0, C) ✇✐1❤ ❞✐❛❣✲

♦♥❛❧ ❝♦✈❛6✐❛♥❝❡ ♠❛16✐① C = ❞✐❛❣(100, a, . . . , a) ❛♥❞ ❞❡♥;✐1② ❞❡♥♦1❡❞ Nd ❛; ✇❡❧❧✳ ❚❤❡

❜❛♥❛♥❛✲;❤❛♣❡❞ ❞❡♥;✐1② ✐; fb(x) = Nd ◦ φb(x)✱ ✇❤❡6❡ φb(x1, . . . , xd) = (x1, x2 + bx2
1 −

100b, x3, . . . , xd)✳ ❚❤❡ ;♦✲❝❛❧❧❡❞ ✏❜❛♥❛♥✐❝✐1②✑ ❝♦♥;1❛♥1 b ❝♦♥16♦❧; 1❤❡ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛6✐1② ♦❢ 1❤❡

❞✐;16✐❜✉1✐♦♥✳ ❍❛❛6✐♦ ✉;❡; ✈❛❧✉❡; a = 1✱ b = 0.03 ❢♦6 ❛ ♠♦❞❡6❛1❡❧② 1✇✐;1❡❞ ❞❡♥;✐1②✱ ❛♥❞

b = 0.1 ❢♦6 ❛ ;16♦♥❣❧② 1✇✐;1❡❞ ❞❡♥;✐1②✳ ❲❡ ❞❡;✐❣♥❡❞ ❤❡6❡ ❛ ✷✲❝♦♠♣♦♥❡♥1 ♠✐①1✉6❡ ✇✐1❤

B = 3 ❜✐✈❛6✐❛1❡ ❜❧♦❝❦; ✭r = 6✮ ❜② ;❤✐❢1✐♥❣ ;✐♠✉❧❛1❡❞ ❞❛1❛ ❢6♦♠ fb ✐♥ ❛ ✇❛② 1♦ ♦❜1❛✐♥

♦✈❡6❧❛♣♣✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛6 ❝❧✉;1❡6; ♦❢ ❞✐✛❡6❡♥1 ✏❜❛♥❛♥✐❝✐1②✑ ❝♦♥;1❛♥1; ✐♥ ❡❛❝❤ ❜❧♦❝❦;✳

❋✐❣✉6❡ ✸✳✽ ;❤♦✇; 1❤❡ ❝♦♥1♦✉6 ♣❧♦1; ♦❢ 1❤❡ 1✇♦✲❞✐♠❡♥;✐♦♥❛❧ ❞❡♥;✐1② ❡;1✐♠❛1❡; ❢♦6 ❛ 1②♣✐❝❛❧

6✉♥ ❢6♦♠ ❛ ;❛♠♣❧❡ ♦❢ ;✐③❡ n = 2000✳ ■1 ✐; ❝❧❡❛6 1❤❛1 1❤❡ ♠✈♥♣❊▼ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❛❧❣♦6✐1❤♠

❝❛♣1✉6❡; 1❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛6✐1② ♦❢ 1❤❡;❡ ❝❧✉;1❡6; ✐♥ ❛❧❧ ❜❧♦❝❦;✱ ✇❤❡6❡❛; 1❤❡ ✉♥✐✈❛6✐❛1❡ ❜❧♦❝❦

;16❛1❡❣② ❢❛✐❧;✳ ❚❤❡ 1②♣✐❝❛❧ ▼❆% ❝❧✉;1❡6✐♥❣ ❢♦6 1❤✐; ♠♦❞❡❧ ✐; ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✺ ✇❤✐❝❤

❝♦♠♣❛6❡; ❦✲♠❡❛♥; ❛♥❞ 1❤❡ 1✇♦ ♥♦♥♣❛6❛♠❡16✐❝ ❛❧❣♦6✐1❤♠;✳

◆♦1❡ 1❤❛1 ❢♦6 1❤✐; ♠♦❞❡❧ ✇✐1❤ ♥♦♥ ❝♦♥✈❡① ❝❧✉;1❡6;✱ 1❤❡ ✐♥✐1✐❛❧✐③❛1✐♦♥ ❜❛;❡❞ ♦♥ 1❤❡ ❦✲

♠❡❛♥; ❛❧❣♦6✐1❤♠ ✐; ❡①♣❡❝1❡❞ 1♦ ❜❡❤❛✈❡ ♣♦♦6❧②✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❡ ❞✐❞ ♦❜;❡6✈❡ ❢❡✇ ❝❛;❡; ✇❤❡6❡ 1❤❡
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,❛✐♥❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡6✱ ✐♥ ♦✉6 ❝❛:❡✱ ,❤❡:❡ ❛❧,❡6♥❛,✐✈❡ ♠♦❞❡❧: ✭❡✳❣✳✱ ♠❡6❣✐♥❣ :♠♦♦,❤♥❡:: ✇✐,❤

,❤❡ ❜❧♦❝❦ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✾✱ 6✐❣❤,✮ ❛❧✇❛②: :❤♦✇❡❞ 6❡:✉❧,: ❜❡,✇❡❡♥ ✾✷✳✺ ❛♥❞ ✾✸✳✻✼✪ ✐✳❡✳ ❜❡,,❡6

,❤❛♥ ❍❡♥♥✐❣ ❬✷✵✶✵❪✳ ❲❡ ,6✐❡❞ ♠♦6❡ ❝♦♠♣❧❡① ♠♦❞❡❧: ❜② ❛❞❞✐♥❣ ,❤❡ ♦,❤❡6 ❣6♦✉♣: ♦❢ ❛✈❛✐❧✲

❛❜❧❡ ♠❡❛:✉6❡:✱ ,❤❡ ✶✵ :,❛♥❞❛6❞ ❡66♦6: ✭:❡✮✱ ♦6 ,❤❡ ✶✵ ✏✇♦6:,✑ ♠❡❛:✉6❡: ❦❡❡♣✐♥❣ ,❤❡ :❛♠❡

:,6✉❝,✉6❡ ✐♥ B = 5 ❜❧♦❝❦: ✭❛❧:♦ :✉♣♣♦6,❡❞ ❜② ,❤❡ ❡①♣❧♦6❛,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ :❝❛,,❡6♣❧♦,:✮✳ ❲❡

❢♦✉♥❞ ,❤❛, ❛❞❞✐♥❣ ,❤❡ :❡✬: ✇❤❡6❡ ♥♦, ❜6✐♥❣✐♥❣ ❜❡,,❡6 6❡:✉❧,:✱ ✇❤❡6❡❛: ❛ r = 20 ❞✐♠❡♥:✐♦♥❛❧

♠♦❞❡❧ ♠❛❞❡ ♦❢ ,❤❡ ♠❡❛♥: ❛♥❞ ✇♦6:, ❢❡❛,✉6❡: ✇✐,❤ B = 5 ❜❧♦❝❦: ❛: ❜❡❢♦6❡ ❜✉, ♦❢ ❞♦✉❜❧❡

❞✐♠❡♥:✐♦♥: ✭❡✳❣✳✱ s1 = 6 ❛♥❞ ❜❧♦❝❦ ✶ ♠❛❞❡ ♦❢ 6❛❞✐✉:✱ ♣❡6✐♠❡,❡6 ❛♥❞ ❛6❡❛ ❢❡❛,✉6❡:✮ ❣❛✈❡ ❛

:❧✐❣❤,❧② ❜❡,,❡6 ✾✹✪ ♦❢ ❝♦66❡❝, ❝❧❛::✐✜❝❛,✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ,6✐❡❞ ,❤❡ ❢✉❧❧ r = 30 ♠♦❞❡❧ ✇✐,❤

B = 5 ❜❧♦❝❦: ♦❢ :✐③❡: ✉♣ ,♦ s1 = s2 = 9 ✇✐,❤ ♥♦ ❜❡,,❡6 6❡:✉❧,:✳ ❍♦✇❡✈❡6✱ ,❤✐: :❤♦✇❡❞ ✉:

,❤❛, 6✉♥♥✐♥❣ ,❤❡ ❛❧❣♦6✐,❤♠ ♦♥ ,❤❡:❡ ❧❛6❣❡ ❞✐♠❡♥:✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧: ❛♥❞ n = 569 ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧:

♦♥❧② ,♦♦❦ ❛ ❢❡✇ ♠✐♥✉,❡: ✭✶✳✹✺♠:✮ ♦♥ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❧❛♣,♦♣ ❝♦♠♣✉,❡6✳
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▼❛①✐♠✉♠ ❙♠♦♦$❤❡❞ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢♦&
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❚❤❡ ❝♦♥✈❡'❣❡♥❝❡ ♦❢ ♦✉' ♠✈♥♣❊▼ ❛❧❣♦'✐.❤♠ ♣'❡1❡♥.❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣.❡' ✸✱ ✐1 ♥♦. ♣'♦✈❡❞✳ ❚❤❡

'❡❛1♦♥ ✐1 .❤❛.✱ ❛1 ❢♦' .❤❡ ♦'✐❣✐♥❛❧ ♥♣❊▼ ❛❧❣♦'✐.❤♠ ❢♦' ✉♥✐✈❛'✐❛.❡ ❜❧♦❝❦1 ❢'♦♠ ❇❡♥❛❣❧✐❛ ❡. ❛❧✳

❬✷✵✵✾❛❪✱ .❤❡ ♠✈♥♣❊▼ ✐1 ♥♦. ♣'♦✈❡❞ .♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ❛♥② ♦❜❥❡❝.✐✈❡ ❢✉♥❝.✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐.1 ✇❡✐❣❤.❡❞

❑❉❊ 1.❡♣ ✐1 ♥♦. ❛ ❣❡♥✉✐♥❡ ▼✲1.❡♣✳ ▲✐❦❡ ✐.1 ♣'❡❞❡❝❡11♦'1 ✐♥ '❡❝❡♥. ❧✐.❡'❛.✉'❡✱ ✐. ❤♦✇❡✈❡'

♣'♦✈✐❞❡1 ✏♥✉♠❡'✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥1✐1.❡♥❝②✑ ✐♥ .❤❡ 1❡♥1❡ .❤❛. ▼❙❊ ❛♥ ▼■❙❊ ♠❡❛1✉'❡1

❞❡❝'❡❛1❡ ✇❤❡♥ ✇❡ ❧❡. n ✐♥❝'❡❛1❡✱ ❢♦' ❛❧❧ .❤❡ ♠♦❞❡❧1 ✇❡ .'✐❡❞✳ ❚❤❡ ♣✉'♣♦1❡ ♦❢ .❤✐1 ❝❤❛♣.❡' ✐1
♣'❡❝✐1❡❧② .♦ 1❤♦✇ 1♦♠❡ .②♣❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡'❣❡♥❝❡✱ ❡①.❡♥❞✐♥❣ .❤❡ ✐❞❡❛1 ❢'♦♠ ▲❡✈✐♥❡ ❡. ❛❧✳ ❬✷✵✶✶❪

❛♥❞ ❈❤❛✉✈❡❛✉ ❡. ❛❧✳ ❬✷✵✶✺❪ ✐♥.'♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛'❧② 1♠♦♦.❤❡❞ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❜❥❡❝.✐✈❡

❢✉♥❝.✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❛♥ ✐.❡'❛.✐✈❡ ❛❧❣♦'✐.❤♠ ✇✐.❤ ❛ ♠♦♥♦.♦♥② ♣'♦♣❡'.② ❛1 ❢♦' ❛ ❣❡♥✉✐♥❡

❊▼✳

❲❡ ✐♥.'♦❞✉❝❡ ✐♥ ❙❡❝.✐♦♥ ✹✳✷ ❛ 1♠♦♦.❤❡❞ ♠♦❞❡❧ ❢♦' .❤❡ ✜♥✐.❡ ♠✐①.✉'❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❝♦♠✲

♣❧❡.❡❧② ✉♥1♣❡❝✐✜❡❞ ♠✉❧.✐✈❛'✐❛.❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥.1 ✉♥❞❡' .❤❡ ❛11✉♠♣.✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❞✐.✐♦♥❛❧❧② ✐♥❞❡✲

♣❡♥❞❡♥. ❜❧♦❝❦1 ♦❢ ❝♦♦'❞✐♥❛.❡1 ✇❤✐❝❤ ✇❛1 ♣'❡1❡♥.❡❞ ✐♥ ❙❡❝.✐♦♥ ✸✳✷ ♦❢ ❈❤❛♣.❡' ✸✳ ❚❤❡♥

✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ✐.❡'❛.✐✈❡ ❛❧❣♦'✐.❤♠ ❢♦' .❤❡ ♠✈♥♣❊▼ ❛❧❣♦'✐.❤♠ ✐♥ ❙❡❝.✐♦♥ ✹✳✸✳ ❲❡ ♣'♦✈❡ .❤❛.

.❤✐1 ❛❧❣♦'✐.❤♠✱ ❜❛1❡❞ ♦♥ ❛ ♠❛❥♦'✐③❛.✐♦♥✲♠✐♥✐♠✐③❛.✐♦♥ ✐❞❡❛✱ ♣♦11❡11❡1 ❛ ❞❡1✐'❛❜❧❡ ❞❡1❝❡♥.

♣'♦♣❡'.② ❥✉1. ❛1 ❛♥② ❊▼ ❛❧❣♦'✐.❤♠ ❞♦❡1✳ ❙❡❝.✐♦♥ ✹✳✹ ❞❡✈♦.❡1 .♦ ❡1.✐♠❛.✐♥❣ .❤❡ ♣❛'❛♠✲

❡.❡'1 ♦❢ .❤✐1 1♠♦♦.❤❡❞ ♠♦❞❡❧✳ ❲❡ ❛❧1♦ ♣'❡1❡♥. 1♦♠❡ ❝♦♥✈❡'❣❡♥❝❡ ♣'♦♣❡'.✐❡1 ✐♥ .❤❡ ❡♥❞

♦❢ .❤✐1 ❙❡❝.✐♦♥✳ ❙♦♠❡ 1✐♠✉❧❛.✐♦♥ 1.✉❞✐❡1 1❤♦✇ .❤❛. .❤❡ ♥❡✇ ❛❧❣♦'✐.❤♠ ❣✐✈❡1 ✈❡'② 1✐♠✐❧❛'

'❡1✉❧.1 .♦ ♠✈♥♣❊▼ ❛❧❣♦'✐.❤♠ .❤❛. ❞♦❡1 ♥♦. 1❛.✐1❢② .❤❡ ❞❡1❝❡♥. ♣'♦♣❡'.②✱ ❛'❡ ❞❡1❝'✐❜❡❞ ✐♥

❙❡❝.✐♦♥ ✹✳✺✳

✻✼
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✹✳✷ ❚❤❡ &♠♦♦)❤❡❞ ♠♦❞❡❧

❲❡ ✜./0 .❡❝❛❧❧ ❤❡.❡ 0❤❡ ♥♦♥♣❛.❛♠❡0.✐❝ ♠✐①0✉.❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐0❤ ♠✉❧0✐✈❛.✐❛0❡ ❜❧♦❝❦/ ❛♥❞ ♠✉❧✲

0✐✈❛.✐❛0❡ ❦❡.♥❡❧ ❞❡♥/✐0② ❢✉♥❝0✐♦♥✳

❙✉♣♣♦/❡ 0❤❡ ✈❡❝0♦./ X1, · · · ,Xn ❛.❡ ❛ /✐♠♣❧❡ .❛♥❞♦♠ /❛♠♣❧❡ ♦❢ m > 1 ❝♦♠♣♦♥❡♥0/✱

0❤❡ ✇❡✐❣❤0 ♦❢ j0❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥0 ✐/ λj✳ ❆//✉♠❡ 0❤❛0 ❡❛❝❤ j0❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥0 ❞❡♥/✐0② fj ✐/ ❡G✉❛❧ 0♦
0❤❡ ♣.♦❞✉❝0 ♦❢ B ❝♦♥❞✐0✐♦♥❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥0 ♠✉❧0✐✈❛.✐❛0❡ ❜❧♦❝❦% ♦❢ ❞❡♥/✐0✐❡/✱ ✐✳❡✳ fj(xi) =∏B

ℓ=1 fjℓ(xisℓ)✱ ✇❤❡.❡ xi ∈ Rr
❛♥❞ xisℓ = {xik, k ∈ sℓ} ∈ Rdℓ

✇✐0❤ sℓ✬/ ❛.❡ ❞✐/❥♦✐♥0 /✉❜/❡0/

/❛0✐/❢②

⋃B
ℓ=1 sℓ = {1, · · · , r} ❛♥❞ dℓ = ❝❛.❞(sℓ) ✐/ 0❤❡ ♥✉♠❜❡. ♦❢ ❝♦♦.❞✐♥❛0❡/ ✐♥ ℓ0❤ ❜❧♦❝❦✳

❚❤❡♥ 0❤❡ ❞❡♥/✐0② ♦❢ ❡❛❝❤ X i ✐/ ✇.✐00❡♥

gθ(xi) =
m∑

j=1

λj

B∏

ℓ=1

fjℓ(xisℓ),

✇❤❡.❡ θ = (λ,f) = (λ1, · · · , λm, f1, · · · , fm) ❛.❡ 0❤❡ ♣❛.❛♠❡0❡./ ♦❢ 0❤❡ ♠♦❞❡❧✳

■♥ 0❤❡ ❊✲/0❡♣ ♦❢ ♠✈♥♣❊▼ ❛❧❣♦.✐0❤♠✱ ❈❤❛♣0❡. ✸ ❛♥❞ ❈❤❛✉✈❡❛✉ ❛♥❞ ❍♦❛♥❣ ❬✷✵✶✻❪ ✉/❡❞

❛ ♠✉❧0✐✈❛.✐❛0❡ ❦❡.♥❡❧ ❞❡♥/✐0② ❢✉♥❝0✐♦♥ 0♦ ❡/0✐♠❛0❡ ♥♦♥♣❛.❛♠❡0.✐❝ ❞❡♥/✐0✐❡/✳ ❚❤✐/ ♠✉❧✲

0✐✈❛.✐❛0❡ ❦❡.♥❡❧ ❞❡♥/✐0② ❢✉♥❝0✐♦♥ ✐/ ❝♦♥/✐❞❡.❡❞ ✐♥ 0❤❡ ❝♦♥/0.❛✐♥❡❞ ❝♦♥0❡①0 ✇✐0❤ ❞✐❛❣♦♥❛❧

❜❛♥❞✇✐❞0❤ ♠❛0.✐❝❡/ ✭/❡❡ ♠♦.❡ ❞❡0❛✐❧ ✐♥ ❙❡❝0✐♦♥ ✷✳✸✳✹✮✳ ■0 ❛❧/♦ ✇♦.❦/ ❢♦. ❛♥② ❜❧♦❝❦✲❞✐❛❣♦♥❛❧

❜❛♥❞✇✐❞0❤ ♠❛0.✐❝❡/✳

❋♦. u = (u1, u2, ..., ur)
T ∈ Rr

✱ .❡♠✐♥❞ ❤❡.❡ ✐♥ 0❤❡ /✐♠♣❧❡ ❝❛/❡ ♦❢ 0❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞0❤ ♠❛0.✐①

H = ❞✐❛❣(h2
1, h

2
2, ..., h

2
r)✱ ✇❤❡.❡ hk ❞❡♥♦0❡/ 0❤❡ k0❤ ❝♦♦.❞✐♥❛0❡ ❜❛♥❞✇✐❞0❤✱ 0❤❡ ♠✉❧0✐✈❛.✐❛0❡

❦❡.♥❡❧ ✐/ ♠✉❧0✐♣❧✐❝❛0✐✈❡ ✐♥ 0❤❡ /❡♥/❡ 0❤❛0✿

KH(u) =
1

h1...hr

K

(
u1

h1

, ...,
ur

hr

)
=

r∏

k=1

1

hk

K

(
uk

hk

)
=

B∏

ℓ=1

KHℓ
(usℓ

),

✇❤❡.❡ usℓ
= {uk, k ∈ sℓ} ∈ Rdℓ . ■0 ✐0/❡❧❢ ❝❛♥ ❜❡ ❛ dℓ✲♣.♦❞✉❝0✳ Hℓ = ❞✐❛❣(h2

k)k∈sℓ ✐/ dℓ × dℓ
❞✐❛❣♦♥❛❧ /②♠♠❡0.✐❝ ♣♦/✐0✐✈❡ ❜❛♥❞✇✐❞0❤ ♠❛0.✐① ♦❢ ℓ0❤ ❜❧♦❝❦✳

❙♠♦♦#❤❡❞ ♠♦❞❡❧ ❲❡ ♥♦✇ ❛//✉♠❡ 0❤❛0 Ω ✐/ ❛ ❝♦♠♣❛❝0 /✉❜/❡0 ♦❢ Rr
❛♥❞ ❞❡✜♥❡ 0❤❡

❧✐♥❡❛. ✈❡❝0♦. ❢✉♥❝0✐♦♥ /♣❛❝❡

F = {f = (f1, ..., fm)
⊤ : 0 < fj ∈ L1(Ω), log fj ∈ L1(Ω), j = 1, ...,m}.

■♥ 0❤❡ 0❤❡♦.❡0✐❝❛❧ /✐❞❡✱ 0❤✐/ ❛//✉♠♣0✐♦♥ ❛♣♣❡❛./ ❛/ ❛ ❧✐♠✐0❛0✐♦♥ ✐♥ ♠♦/0 ❝❛/❡/✳ ❇✉0

0❤✐/ ❧✐♠✐0 ❞♦❡/ ♥❡✐0❤❡. ❛♣♣❡❛. ✐♥ 0❤❡ ♣.❛❝0✐❝❛❧ ❝♦♠♣✉0❛0✐♦♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥0❛0✐♦♥ ♥♦. ♣❧❛② ❛♥

✐♠♣♦.0❛♥0 .♦❧❡ ✐♥ ♦✉. ❛❧❣♦.✐0❤♠✳

❚❤❡♥ ✇❡ ❞❡✜♥❡ 0❤❡ /♠♦♦0❤ ♦♣❡.❛0♦./ ❢♦. ❛♥② ❢✉♥❝0✐♦♥ fj ∈ L1(Ω) ❛♥❞ ❛♥② dℓ✲ ♠✉❧0✐✲

✈❛.✐❛0❡ ❢✉♥❝0✐♦♥ fjℓ ∈ L1(Ω
ℓ), Ωℓ ( Rdℓ

❛/

SHfj(x) =

∫

Ω

KH(x− u)fj(u)du,

SHℓ
fjℓ(xsℓ

) =

∫

Ωℓ

KHℓ
(xsℓ

− usℓ
)fjℓ(usℓ

)dusℓ
.

✻✽
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❚❤❡✐/ ❝♦//❡2♣♦♥❞✐♥❣ ♥♦♥❧✐♥❡❛/ ♦♣❡/❛9♦/2 ❛/❡

NHfj(x) = exp{(SH log fj)(x)} = exp

∫

Ω

KH(x− u) log fj(u)du,

NHℓ
fjℓ(xsℓ

) = exp{(SH log fjℓ)(xsℓ
)} = exp

∫

Ωℓ

KHℓ
(xsℓ

− usℓ
) log fjℓ(usℓ

)dusℓ
.

❚❤❡2❡ 2♠♦♦9❤ ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛/ ♦♣❡/❛9♦/2 ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ 9❤❡ ♠✉❧9✐✈❛/✐❛9❡ ❦❡/♥❡❧ ❞❡♥2✐9② ❢✉♥❝✲

9✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐92❡❧❢ ❞❡♣❡♥❞2 ♦♥ 9❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞9❤ ♠❛9/✐① H ♦/ Hℓ ♣❡/ ❜❧♦❝❦✳ ❍♦✇❡✈❡/ 9♦ ❜❡

❜/✐❡❢✱ ❢/♦♠ ❤❡/❡ ✇❡ ✉2❡ 9❤❡ 2✐♠♣❧❡ ♥♦9❛9✐♦♥2 Sfj✱ Sfjℓ✱ N fj ❛♥❞ N fjℓ ✐♥29❡❛❞ ♦❢ SHfj✱
SHℓ

fjℓ✱ NHfj ❛♥❞ NHℓ
fjℓ✱ /❡2♣❡❝9✐✈❡❧②✳

❋/♦♠ fj(x) =
∏B

ℓ=1 fjℓ(xsℓ
) ❛♥❞ 9❤❡ ❋✉❜✐♥✐✬2 9❤❡♦/❡♠ ✇❡ ❤❛✈❡ 9❤❛9 9❤❡ ♦♣❡/❛9♦/ N ✐2

♠✉❧9✐♣❧✐❝❛9✐✈❡ ✐♥ 2❡♥2❡ N fj(x) =
∏B

ℓ=1 N fjℓ(xsℓ
)✳ ■♥❞❡❡❞✱

N fj(x)

= exp

∫

Ω

KH(x− u) log fj(u)du

= exp

∫

Ω

KH(x− u) log

[
B∏

ℓ=1

fjℓ(usℓ
)

]
du

= exp

∫

Ω

KH(x− u)

[
B∑

ℓ=1

log fjℓ(usℓ
)

]
du

= exp
B∑

ℓ=1



∫

Ωℓ

KHℓ
(xsℓ

− usℓ
) log fjℓ(usℓ

)dusℓ

∏

ℓ′∈{1,··· ,B},ℓ′ 6=ℓ

∫

Ωℓ′
KHℓ′

(xsℓ′
− usℓ′

)dusℓ′




=
B∏

ℓ=1

[
exp

∫

Ωℓ

KHℓ
(xsℓ

− usℓ
) log fjℓ(usℓ

)dusℓ

]
=

B∏

ℓ=1

N fjℓ(xsℓ
) �

❙✐♠✐❧❛/❧②✱ Sfj(x) ✐92❡❧❢ ❤❛2 ❛ ℓ✲♣/♦❞✉❝9 ❢♦/♠ ❛♥❞ ♦✇♥2 9❤❡ ♠✉❧9✐♣❧✐❝❛9✐✈❡ ♣/♦♣❡/9②✳

❚♦ 2✐♠♣❧✐❢② ♥♦9❛9✐♦♥✱ ✇❡ ✐♥9/♦❞✉❝❡ 9❤❡ ✜♥✐9❡ ♠✐①9✉/❡ ♦♣❡/❛9♦/

Mλf(x)
❞❡❢

=
m∑

j=1

λjfj(x) =
m∑

j=1

λj

B∏

ℓ=1

fjℓ(xisℓ),

2♦ 9❤❛9 Mλf(x) = gθ(x)✱ ❛♥❞

MλNf(x)
❞❡❢

=
m∑

j=1

λjN fj(x) =
m∑

j=1

λj

B∏

ℓ=1

N fjℓ(xsℓ
). ✭✹✳✶✮

❍❡♥❝❡ MλNf(.) ✐2 ❝♦♥2✐❞❡/❡❞ ❛2 ❛  ♠♦♦#❤❡❞ ✜♥✐#❡ ♠✐①#✉,❡ ♠♦❞❡❧✳

✹✳✸ ❆ ▼▼ ❛❧❣♦)✐+❤♠

❲❡ ❢♦❧❧♦✇ ❤❡/❡ 9❤❡ 9❡❝❤♥✐M✉❡ ✐♥9/♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ▲❡✈✐♥❡ ❡9 ❛❧✳ ❬✷✵✶✶❪✳ ▲❡9 g(x) ♥♦✇ /❡♣/❡2❡♥9 ❛

❦♥♦✇♥ 9❛/❣❡9 ❞❡♥2✐9② ❢✉♥❝9✐♦♥✳ ❲❡ ❝♦♥2✐❞❡/ 9❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢✉♥❝9✐♦♥ ♦❢ θ✱ ✇❤❡/❡ θ = (f ,λ)

✻✾



✹✳✸✳ ❆ ▼▼ ❆▲●❖❘■❚❍▼

❛-❡ /❤❡ ♣❛-❛♠❡/❡-3 ♦❢ ♠♦❞❡❧ ✭✸✳✶✮

L(θ) = L(f ,λ) =
∫

Ω

g(x) log
g(x)

[MλNf ] (x)
dx ✭✹✳✷✮

= D(g|MλNf) +

∫

Ω

g(x)dx−
m∑

j=1

λj

∫

Ω

N fj(x)dx. ✭✹✳✸✮

✇❤❡-❡ D(a|b) ✐3 ✈✐❡✇❡❞ ❛3 ♣❡♥❛❧✐③❡❞ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡- ❞✐3/❛♥❝❡ ❜❡/✇❡❡♥ a(x) ❛♥❞ b(x)✿

D(a|b) =
∫

Ω

[
a(x) log

a(x)

b(x)
+ b(x)− a(x)

]
dx

❛♥❞ /❤❡ /❡-♠ −∑m
j=1 λj

∫
Ω
N fj(x)dx ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❧✐❦❡ ❛ ♣❡♥❛❧✐③❛/✐♦♥ /❡-♠ ✭❝❢✳ ❊❣❣❡-✲

♠♦♥/ ❬✶✾✾✾❪✮✳

❚❤❡ ❣♦❛❧ ✐3 /♦ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ✐/❡-❛/✐✈❡ ❛❧❣♦-✐/❤♠ /❤❛/ ♣♦33❡33❡3 ❛ ❞❡3❝❡♥/ ♣-♦♣❡-/② ✇✐/❤

-❡3♣❡❝/ /♦ /❤❡ ❢✉♥❝/✐♦♥❛❧ L(f ,λ)✳ ❲❡ 3/❛-/ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ❢✉♥❝/✐♦♥ b(θ|θ0) = b0(θ)✱ ✇❤✐❝❤
❞❡♣❡♥❞3 ❛❧3♦ ♦♥ /❤❡ ♣❛-❛♠❡/❡- θ0

✇❤✐❝❤ ❞❡♥♦/❡3 /❤❡ ❝✉--❡♥/ ✈❛❧✉❡3 ✇❡ ✉3❡ ✐♥ ♦✉- ✐/❡-❛/✐✈❡

❛❧❣♦-✐/❤♠ 3♦ /❤❛/ ✇❤❡♥ 3❤✐❢/❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥3/❛♥/✱ ✐/ ♠❛❥♦-✐③❡3 L(θ)✳
❋♦- j = 1, . . . ,m✱ ❧❡/

w0
j (x)

❞❡❢

=
λ0
jN f 0

j (x)

Mλ0Nf 0(x)
✭✹✳✹✮

❜❡ /❤❡ ✏✇❡✐❣❤/✑ ❢✉♥❝/✐♦♥3 ❛♥❞ w0
j ✬3 3❛/✐3❢②

∑
j w

0
j (x) = 1✳ ❚❤❡ ♠❛❥♦-✐③✐♥❣ ❢✉♥❝/✐♦♥

b0(θ) = b0(f ,λ)
❞❡❢

= −
∫

Ω

g(x)
m∑

j=1

w0
j (x) log[λjN fj(x)]dx ✭✹✳✺✮

3❛/✐3✜❡3

b0(θ)− b0(θ0) ≥ L(θ)− L(θ0). ✭✹✳✻✮

✇❤✐❝❤ ❝♦♠❡3 ❢-♦♠ ❝♦♥✈❡①✐/② ♦❢ − log ❢✉♥❝/✐♦♥ 3✐♥❝❡

∑m
j w0

j (x) = 1 ❛♥❞ ❏❡♥3❡♥✬3 ✐♥❡Z✉❛❧✐/②✳

■♥❞❡❡❞✱

L(θ)− L(θ0) = L(λ,f)− L(λ0,f 0) = −
∫

g(x) log
MλNf(x)

Mλ0Nf 0(x)
dx

= −
∫

g(x) log

∑m
j=1 λjN fj(x)

Mλ0Nf 0
j(x)

dx

= −
∫

g(x) log
m∑

j=1

λ0
jN f 0

j (x) λjN fj(x)

Mλ0Nf 0(x) λ0
jN f 0

j (x)
dx

= −
∫

g(x) log
m∑

j=1

w0
j (x)

λjN fj(x)

λ0
jN f 0

j (x)
dx

≤ −
∫

g(x)
m∑

j=1

w0
j (x) log

λjN fj(x)

λ0
jN f 0

j (x)
dx

= b0(λ,f)− b0(λ0,f 0).

✼✵
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�

❘❡✇.✐0✐♥❣ ✭✹✳✺✮ ✇❡ ♦❜0❛✐♥

b0(f ,λ)
❞❡❢

= −
∫

Ω

g(x)
m∑

j=1

w0
j (x) log[λjN fj(x)]dx

= −
∫

Ω

g(x)
m∑

j=1

w0
j (x) log[N fj(x)]dx−

∫

Ω

g(x)
m∑

j=1

w0
j (x) log λjdx

= −
∫

Ω

g(x)
m∑

j=1

w0
j (x) log

[
B∏

ℓ=1

N fjℓ(xsℓ
)

]
dx−

∫

Ω

g(x)
m∑

j=1

w0
j (x) log λjdx

= −
∫

Ω

g(x)
m∑

j=1

w0
j (x)

B∑

ℓ=1

log

[
exp

∫

Ωℓ

KHℓ
(xsℓ

− usℓ
) log fjℓ(usℓ

)dusℓ

]
dx

−
m∑

j=1

log λj

∫

Ω

g(x)w0
j (x)dx

= −
m∑

j=1

B∑

ℓ=1

∫

Ω

[∫

Ωℓ

KHℓ
(xsℓ

− usℓ
)g(x)w0

j (x) log fjℓ(usℓ
)dusℓ

]
dx

−
m∑

j=1

log λj

∫

Ω

g(x)w0
j (x)dx

❞❡❢

=
m∑

j=1

B∑

ℓ=1

b0jℓ(fjℓ) + b0λj
(λj),

✇❤❡.❡ 0❤❡ .✐❣❤0 ❤❛♥❞ ;✐❞❡ ♦❢ 0❤❡ ❧❛;0 ❡>✉❛0✐♦♥ ✐; 0❤❡ ;✉♠ ♦❢ ;❡♣❛.❛0❡ ❢✉♥❝0✐♦♥; ♦❢ 0❤❡

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ fjℓ✬; ❛♥❞ λj✬;✳

❚❤❡♦$❡♠ ✺✳ ■❢ ✇❡ ❞❡✜♥❡

λ̂j =

∫

Ω

g(x)w0
j (x)dx ✭✹✳✼✮

❛♥❞

f̂jℓ(usℓ
) = αjℓ

∫

Ω

KHℓ
(xsℓ

− usℓ
)g(x)w0

j (x)dx, usℓ
∈ Rdℓ , ✭✹✳✽✮

✇❤❡)❡ αjℓ ✐+ ❛ ❝♦♥+.❛♥. ❝❤♦+❡♥ +♦ .❤❛.

∫
Ωℓ f̂jℓ(usℓ

)dusℓ
= 1✳ ❚❤❡♥ b0(·) ✐+ ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ❜②

.❤❡ ❝♦))❡+♣♦♥❞✐♥❣ ♣✐❡❝❡ ♦❢ (f̂ , λ̂) ❛♥❞ .❤❡ ♥❡✇❧② ✉♣❞❛.❡❞ θ̂ = (f̂ , λ̂) +❛.✐+✜❡+ .❤❡ ❞❡+❝❡♥.

♣)♦♣❡).②✿

L(θ̂) ≤ L(θ0).

 !♦♦❢✳

❚❤❡ ♣.♦♦❢ ❤❡.❡ ✐; ♥❡❛.❧② ✐❞❡♥0✐❝❛❧ 0♦ ❛ .❡;✉❧0 ♦❢ ▲❡✈✐♥❡ ❡0 ❛❧✳ ❬✷✵✶✶❪ ❡①❝❡♣0 0❤❛0 ✇❡

❤❛♥❞❧❡ ❤❡.❡ 0❤❡ ❢❛❝0 0❤❛0 f̂jℓ(usℓ
) ✐; ❛ dℓ−❞✐♠ ♠✉❧0✐✈❛.✐❛0❡ ❢✉♥❝0✐♦♥ ❛; ✐♥ (4.8)✳

✼✶
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❋✉❜✐♥✐✬3 4❤❡♦8❡♠ ②✐❡❧❞3

b0jℓ(fjℓ) = −
∫

Ω

[∫

Ωℓ

KHℓ
(xsℓ

− usℓ
)g(x)w0

j (x) log fjℓ(usℓ
)dusℓ

]
dx

= −
∫

Ωℓ

f̂jℓ(usℓ
) log fjℓ(usℓ

)dusℓ

=
1

αjℓ

D(f̂jℓ|fjℓ)−
1

αjℓ

∫

Ωℓ

f̂jℓ(usℓ
) log f̂jℓ(usℓ

)dusℓ
,

✇❤❡8❡ 4❤❡ 3❡❝♦♥❞ 4❡8♠ ♦♥ 4❤❡ 8✐❣❤4 ❤❛♥❞ 3✐❞❡ ❞♦❡3 ♥♦4 ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ fjℓ✳ ❚❤❡♥ f̂jℓ ✐3 4❤❡

✉♥✐B✉❡ ✭✉♣ 4♦ ❝❤❛♥❣❡3 ♦♥ ❛ 3❡4 ♦❢ ▲❡❜❡3❣✉❡ ♠❡❛3✉8❡ ③❡8♦✮ ❞❡♥3✐4② ❢✉♥❝4✐♦♥ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣

b0jℓ(·)
❚♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ b0(f ,λ) ✇✐4❤ 8❡3♣❡❝4 4♦ 4❤❡ λ ♣❛8❛♠❡4❡8✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ✐♥ 4❤❡ ▲❛❣8❛♥❣❡

♠✉❧4✐♣❧✐❡8 ♠❡4❤♦❞

❛8❣♠❛①

λ

b0(λ) =
m∑

j=1

Aj log(λj), ✇✐4❤ ❝♦♥348❛✐♥4 Ψ(λ) =
m∑

j=1

λj − 1 = 0.

✇❤❡8❡ Aj =
∫
Ω
g(x)w0

j (x)dx ❛♥❞

∑m
j=1 Aj = 1✳

❚❤❡♥ 4❤❡ 3♦❧✉4✐♦♥ ❞✐✛❡8❡♥4✐❛4✐♥❣ L(λ, α) = b0(λ) + αΨ(λ) ✐3

λ̂j =
Aj∑m
j=1 Aj

, j = 1, . . . ,m.

❲❡ ♠❛② ❛❧3♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ 4❤❛4 b0(·) ✐3 ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ❜② 4❤❡ ❝♦88❡3♣♦♥❞✐♥❣ ♣✐❡❝❡ ♦❢ (f̂ , λ̂) ❛♥❞

4❤❡ ♥❡✇❧② ✉♣❞❛4❡❞ θ̂ = (f̂ , λ̂) 3❛4✐3✜❡3 4❤❡ ✐♥❡B✉❛❧✐4② ✭✹✳✻✮

L(θ̂)− L(θ0) ≤ b0(θ̂)− b0(θ0) ≤ 0

✇❤✐❝❤ ♣8♦✈❡3 4❤❡ ❞❡3❝❡♥4 ♣8♦♣❡84②✳

�

✹✳✹ ❊#$✐♠❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ -❛.❛♠❡$❡.#

❲❡ ♥♦✇ ❛33✉♠❡ 4❤❛4 ✇❡ ♦❜3❡8✈❡ ❛ 3✐♠♣❧❡ 8❛♥❞♦♠ 3❛♠♣❧❡ x1, ...,xn ❞✐348✐❜✉4❡❞ ❛❝❝♦8❞✐♥❣

4♦ 3♦♠❡ r✲❞✐♠❡♥3✐♦♥❛❧ ❞❡♥3✐4② g(x)✳ ▲❡44✐♥❣ G̃n(·) ❞❡♥♦4❡ 4❤❡ ❡♠♣✐8✐❝❛❧ ❞✐348✐❜✉4✐♦♥

❢✉♥❝4✐♦♥ ♦❢ 4❤❡ 3❛♠♣❧❡ ❛♥❞ ✐❣♥♦8✐♥❣ 4❤❡ 4❡8♠

∫
g(x) log g(x)dx 4❤❛4 ❞♦❡3 ♥♦4 ✐♥✈♦❧✈❡ ❛♥②

♣❛8❛♠❡4❡83✱ ✇❡ ❝♦♥3✐❞❡8 ❛ ❞✐3❝8❡4❡ ✈❡83✐♦♥ ♦❢ (4.2)✿

Ln(θ) = Ln(f ,λ)
❞❡❢

=

∫
log

1

[MλNf ](x)
dG̃n(x) = −

n∑

i=1

log{[MλNf ](xi)}.

= −
n∑

i=1

log
m∑

j=1

λj

B∏

ℓ=1

N fjℓ(xisℓ
)

= −
n∑

i=1

log
m∑

j=1

λj

B∏

ℓ=1

exp

∫

Ωℓ

KHℓ
(xisℓ

− usℓ
) log fjℓ(usℓ

)dusℓ
.

✼✷
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Ln(θ) ❤❡0❡ 0❡1❡♠❜❧❡1 ❛ ♣❡♥❛❧✐③❡❞ ❧♦❣❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝A✐♦♥ ❡①❝❡♣A ❢♦0 A❤❡ ♣0❡1❡♥❝❡ ♦❢ A❤❡

♥♦♥❧✐♥❡❛0 1♠♦♦A❤✐♥❣ ♦♣❡0❛A♦0 N ✳ ❲❡ ♠❛② 0❡✇0✐A❡ Ln(θ) ❛1

Ln(θ) = −
n∑

i=1

log
m∑

j=1

λj ❡①♣

{
B∑

ℓ=1

∫

Ωℓ

KHℓ
(xisℓ

− usℓ
) log fjℓ(usℓ

)dusℓ

}
. ✭✹✳✾✮

❲❡ ♠❛② 1❤♦✇ A❤❛A A❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❧❣♦0✐A❤♠ 0❡1✉❧A1 ✐♥ ❛♥ ▼▼ ❛❧❣♦0✐A❤♠ ✐♥ ✇❤✐❝❤ A❤❡ ✈❛❧✉❡

♦❢ Ln(·) ❞❡❝0❡❛1❡1 ❛A ❡❛❝❤ ✐A❡0❛A✐♦♥✳

❲✐A❤ ✐♥✐A✐❛❧ ♣❛0❛♠❡A❡0 ✈❛❧✉❡1 θ0 = (f 0,λ0) ❛♥❞ A❤❡ ✜①❡❞ dℓ×dℓ ❜❛♥❞✇✐❞A❤1 ♠❛A0✐❝❡1

Hℓ = ❞✐❛❣(h2
1, ..., h

2
dℓ
) ❢♦0 ℓA❤ ❜❧♦❝❦✱ A❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ▼❛①✐♠✉♠ ❙♠♦♦A❤❡❞ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✭▼❙▲✮

❛❧❣♦0✐A❤♠ ✐A❡0❛A❡1 A❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ 1A❡♣1 ❢♦0 t = 0, 1, ...✿

✹✳✹✳✶ ▼❙▲ ❛❧❣♦*✐,❤♠ ✇✐,❤ ❝♦♥❞✐,✐♦♥❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥, ♠✉❧,✐✈❛*✐✲

❛,❡ ❜❧♦❝❦;

• ▼❛❥♦$✐③❛'✐♦♥ )'❡♣✿ ❉❡✜♥❡✱ ❢♦0 ❡❛❝❤ i ❛♥❞ j✿

w
(t)
ij =

λ
(t)
j N f

(t)
j (xi)

∑m
a=1 λ

(t)
a N f

(t)
a (xi)

=
λ
(t)
j

∏B
ℓ=1 N f

(t)
jℓ (xisℓ

)
∑m

a=1 λ
(t)
a

∏B
ℓ=1 N f

(t)
aℓ (xisℓ

)
, ✭✹✳✶✵✮

✇❤❡0❡

N f
(t)
jℓ (xisℓ

) = exp

∫

Ωℓ

KHℓ
(xisℓ

− usℓ
) log f

(t)
jℓ (usℓ

)dusℓ
.

• ▼✐♥✐♠✐③❛'✐♦♥ )'❡♣ ✶✿

λ
(t+1)
j =

1

n

n∑

i=1

w
(t)
ij . ✭✹✳✶✶✮

• ▼✐♥✐♠✐③❛'✐♦♥ )'❡♣ ✷✿

f
(t+1)
jℓ (usℓ

) =
1

nλ
(t+1)
j

n∑

i=1

w
(t)
ij KHℓ

(usℓ
− xisℓ

), usℓ
∈ Rdℓ , ✭✹✳✶✷✮

✇❤❡0❡ KHjℓ
✐1 ❛ ♠✉❧A✐✈❛0✐❛A❡ ❦❡0♥❡❧ ❞❡♥1✐A② ❢✉♥❝A✐♦♥✱ A②♣✐❝❛❧❧② ●❛✉11✐❛♥✳

◆♦A❡ A❤❛A ❡S✉❛A✐♦♥1 ✭✹✳✶✵✮✱ ✭✹✳✶✶✮ ❛♥❞ ✭✹✳✶✷✮ ❛0❡ ♠❡0❡❧② A❤❡ ❞✐1❝0❡A❡ ✈❡01✐♦♥1 ♦❢ ❡S✉❛✲

A✐♦♥1 ✭✹✳✹✮✱ ✭✹✳✼✮ ❛♥❞ ✭✹✳✽✮✱ 0❡1♣❡❝A✐✈❡❧②✳

✹✳✹✳✷ ❚❤❡ ❉❡;❝❡♥, ?*♦♣❡*,②

❚❤❡♦$❡♠ ✻✳ Ln(θ
(t)) ✐! ♥♦♥✲✐♥❝&❡❛!✐♥❣ ✐♥ t ✉!✐♥❣ +❤❡ ▼❙▲ ❛❧❣♦&✐+❤♠✳ ■♥ ♦+❤❡& ✇♦&❞!✱

❡7✉❛+✐♦♥! (4.10) +❤&♦✉❣❤ (4.12) ❡♥!✉&❡ +❤❡ ❞❡!❝❡♥+ ♣&♦♣❡&+②✿

Ln(θ
(t+1)) ≤ Ln(θ

(t)).

✼✸
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 !♦♦❢✳

❋♦/ ❛ ❣✐✈❡♥ ✭✜①❡❞✮ θ(t)
✱ ❧❡= =❤❡ ❝♦♥@=❛♥=@ w

(t)
ij ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛@ ✐♥ ❊B✉❛=✐♦♥ (4.10)✱ ✇❡ ✜/@=

❞❡✜♥❡ =❤❡ ✜♥✐=❡✲@❛♠♣❧❡ ✈❡/@✐♦♥ ♦❢ ❊B✳ ✭✹✳✺✮ ❛= ✐=❡/❛=✐♦♥ t✿

b(t)n (θ) = −
n∑

i=1

m∑

j=1

w
(t)
ij log[λjN fj(xi)].

■= ✐@ =❤❡ @✉♠ ♦❢ @❡♣❛/❛=❡ ❢✉♥❝=✐♦♥ ♦❢ =❤❡ fjℓ ❛♥❞ λj✳ ■♥❞❡❡❞✱

b(t)n (θ) = −
n∑

i=1

m∑

j=1

w
(t)
ij log[N fj(xi)]−

n∑

i=1

m∑

j=1

w
(t)
ij log λj

= −
n∑

i=1

m∑

j=1

w
(t)
ij log

[
B∏

ℓ=1

N fjℓ(xisℓ
)

]
−

n∑

i=1

m∑

j=1

w
(t)
ij log λj

= −
n∑

i=1

m∑

j=1

w
(t)
ij

B∑

ℓ=1

log

[
exp

∫

Ωℓ

KHℓ
(xisℓ

− usℓ
) log fjℓ(usℓ

)dusℓ

]

−
n∑

i=1

m∑

j=1

w
(t)
ij log λj

= −
m∑

j=1

B∑

ℓ=1

n∑

i=1

w
(t)
ij

[∫

Ωℓ

KHℓ
(xisℓ

− usℓ
) log fjℓ(usℓ

)dusℓ

]
−

n∑

i=1

m∑

j=1

w
(t)
ij log λj.

▲❡♠♠❛ ✸✳ ■❢ θ(t+1) = (f (t+1),λ(t+1)) ✇❤❡%❡ f (t+1)
❛♥❞ λ(t+1)

❛%❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛* ✐♥ (4.12) ❛♥❞

(4.11) %❡*♣❡❝.✐✈❡❧②✱ .❤❡♥ θ(t+1)
♠✐♥✐♠✐③❡* b

(t)
n (θ)✳

6%♦♦❢✿ ❆@ ❛ ❢✉♥❝=✐♦♥ ♦❢ λ✱ ✇✐=❤ =❤❡ ❝♦♥@=/❛✐♥=

∑
j λj = 1✱ =❤❡ ❣❡♥❡/❛❧ ❢/❛♠❡✇♦/❦ ♦❢

▲❛❣/❛♥❣❡ ♠✉❧=✐♣❧✐❡/ ✐♥=/♦❞✉❝❡❞ ❛❜♦✈❡ ✐♥❝❧✉❞❡ =❤❛= ❝❛@❡✱ ✇✐=❤ Aj =
∑n

i=1 w
(t)
ij ✳ ❚❤❡♥ ❢♦/

❡❛❝❤ j =❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❡/ ✇✐=❤ /❡@♣❡❝= =♦ λ ♦❢

b(t)n (λj)
❞❡❢

= −
n∑

i=1

m∑

j=1

w
(t)
ij log λj

✐@ ❣✐✈❡♥ ❜② =❤❡ ❡B✉❛=✐♦♥ (4.11)✳

❆@ ❛ ❢✉♥❝=✐♦♥ ♦❢ fjℓ ✇✐=❤ =❤❡ ❞❡✜♥✐=✐♦♥ ♦❢ f
(t+1)
jℓ ✐♥ (4.12)✱ =❤❡ ♣❡♥❛❧✐③❡❞ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲

▲❡✐❜❧❡/ ❞✐@=❛♥❝❡ ❜❡=✇❡❡♥ f
(t+1)
jℓ ❛♥❞ fjℓ ✐@✿

D(f
(t+1)
jℓ |fjℓ) =

∫

Ωℓ

[
f
(t+1)
jℓ (usℓ

) log
f
(t+1)
jℓ (usℓ

)

fjℓ(usℓ
)

+ fjℓ(usℓ
)− f

(t+1)
jℓ (usℓ

)

]
dusℓ

=

∫

Ωℓ

[
f
(t+1)
jℓ (usℓ

) log f
(t+1)
jℓ (usℓ

)− f
(t+1)
jℓ (usℓ

) log fjℓ(usℓ
)
]
dusℓ

(@✐♥❝❡

∫

Ωℓ

f
(t+1)
jℓ (usℓ

)dusℓ
=

1

nλ
(t+1)
j

n∑

i=1

w
(t)
ij

∫
KHℓ

(usℓ
− xisℓ)dusℓ

= 1 ❜② (4.11)).

✼✹
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❚❤❡♥ 1❤❡ ♣✐❡❝❡ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ fjℓ ♠❛② ❜❡ ✇>✐11❡♥

b(t)n (fjℓ)
❞❡❢

= −
n∑

i=1

w
(t)
ij

[∫

Ωℓ

KHℓ
(xisℓ

− usℓ
) log fjℓ(usℓ

)dusℓ

]

= −
∫

Ωℓ

[
n∑

i=1

w
(t)
ij KHℓ

(xisℓ
− usℓ

)

]
log fjℓ(usℓ

)dusℓ

= −
∫

Ωℓ

nλ
(t+1)
j f

(t+1)
jℓ (usℓ

) log fjℓ(usℓ
)dusℓ

(❜② (4.12))

= nλ
(t+1)
j

[
D(f

(t+1)
jℓ |fjℓ)−

∫

Ωℓ

f
(t+1)
jℓ (usℓ

) log f
(t+1)
jℓ (usℓ

)dusℓ

]
,

✇❤❡>❡ 1❤❡ ?❡❝♦♥❞ 1❡>♠ ♦♥ 1❤❡ >✐❣❤1 ❤❛♥❞ ?✐❞❡ ❞♦❡? ♥♦1 ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ fjℓ✳ ❚❤✉?✱ f
(t+1)
jℓ ✐? 1❤❡

✉♥✐C✉❡ ❞❡♥?✐1② ❢✉♥❝1✐♦♥ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ b
(t)
n (fjℓ) �✳

▲❡♠♠❛ ✹✳ ▲❡" Ln(θ) ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛( ✐♥ ❊+✉❛"✐♦♥ (4.9)✳ ❚❤❡♥

Ln(θ)− Ln(θ
(t)) ≤ b(t)n (θ)− b(t)n (θ(t)).

12♦♦❢✿

Ln(θ)− Ln(θ
(t))

= −
n∑

i=1

log{[MλNf ](xi)}+
n∑

i=1

log{[Mλ(t)Nf (t)](xi)}

= −
n∑

i=1

log
[MλNf ](xi)

[Mλ(t)Nf (t)](xi)

= −
n∑

i=1

log
m∑

j=1

λjN fj(xi)∑m
a=1 λ

(t)
a N f

(t)
a (xi)

×
λ
(t)
j N f

(t)
j (xi)

λ
(t)
j N f

(t)
j (xi)

= −
n∑

i=1

log
m∑

j=1

w
(t)
ij × λjN fj(xi)

λ
(t)
j N f

(t)
j (xi)

≤ −
n∑

i=1

m∑

j=1

w
(t)
ij log

λjN fj(xi)

λ
(t)
j N f

(t)
j (xi)

(❜② 1❤❡ ❝♦♥✈❡①✐1② ♦❢ 1❤❡ ♥❡❣❛1✐✈❡ ❧♦❣❛>✐1❤♠ ❢✉♥❝1✐♦♥✱ ?✐♥❝❡ ❢♦> ❡❛❝❤ i :
∑

j

w
(t)
ij = 1)

= −
n∑

i=1

m∑

j=1

w
(t)
ij log[λjN fj(xi)] +

n∑

i=1

m∑

j=1

w
(t)
ij log[λ

(t)
j N f

(t)
j (xi)]

= b(t)n (θ)− b(t)n (θ(t)) �.

❈♦♠❜✐♥✐♥❣ 1✇♦ ❛❜♦✈❡ ❧❡♠♠❛?✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ 1❤❛1

Ln(θ
(t+1))− Ln(θ

(t)) ≤ bn(θ
(t+1))− b(t)n (θ(t)) ≤ 0.

❚❤✐? ✐? 1❤❡ ?❛♠❡ ✏▼▼ 1>✐❝❦✑ ♦❢ ❏❡♥?❡♥✬? ✐♥❡C✉❛❧✐1② ❛? ❢♦> 1❤❡ ✐♥✜♥✐1❡ ?❛♠♣❧❡ ❝❛?❡✳

�

✼✺
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✹✳✹✳✸ ❙♦♠❡ ❝♦♥✈❡*❣❡♥❝❡ ♣*♦♣❡*-✐❡/

❚❤❡ ❝♦♥✈❡4❣❡♥❝❡ ♣4♦♣❡47✐❡9 ✇❡ ♣4❡9❡♥7 ✐♥ 7❤✐9 9✉❜9❡❝7✐♦♥ ❛4❡ 7❤❡ ❡①7❡♥9✐♦♥9 7♦ ♠✉❧7✐✈❛4✐❛7❡

❞❡♥9✐7② ❢✉♥❝7✐♦♥9 fjℓ✬9 ♦❢ 7❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ✐♥ ▲❡✈✐♥❡ ❡7 ❛❧✳ ❬✷✵✶✶❪✳

❲❡ ♣4♦✈❡ 7❤❛7✱ ✐❢ ✇❡ ❤♦❧❞ λ ✜①❡❞ ❛♥❞ 4❡♣❡❛7❡❞❧② ✐7❡4❛7❡ ❡N✉❛7✐♦♥ (4.8)✱ 7❤❡♥ 7❤❡

9❡N✉❡♥❝❡ ♦❢ f ❢✉♥❝7✐♦♥9 ❝♦♥✈❡4❣❡9 7♦ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠✐③❡4 ♦❢ L(f ,λ) ❢♦4 7❤❛7 ✈❛❧✉❡ ♦❢ λ✳

❊①7❡♥❞ S 7♦ F ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ Sf = (Sf1, ...,Sfm)⊤✳ ❆99✉♠❡ 7❤❛7 K(·) ✐9 974✐❝7❧② ♣♦9✐7✐✈❡✱

✇❡ ❞❡✜♥❡ 7❤❡ 9✉❜9❡7 B ⊂ F ❜②

B =

{
Sφ : 0 ≤ φ ∈ F ❛♥❞

∫

Ω

φj(x)dx = 1 ❢♦4 ❛❧❧ j

}
.

❲❡ ❛4❡ ❞❡✜♥✐♥❣ 7❤❡ 9✉✐7❛❜❧❡ φ0
jℓ(usℓ

) 9✉❝❤ 7❤❛7

f̂jℓ(usℓ
) = Sφ0

jℓ(usℓ
), usℓ

∈ Rdℓ , ✭✹✳✶✸✮

✇❤❡4❡ f̂jℓ(usℓ
) ✐9 ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❡N✉❛7✐♦♥ (4.8)✳

❚❤❡ ✐♥7❡❣4❛❧ ♦❢ 7❤❡ 4✐❣❤7 ❤❛♥❞ 9✐❞❡ ♦❢ ❡N✉❛7✐♦♥ ✭✹✳✶✸✮ ✐9

∫

Ωℓ

f̂jℓ(usℓ
)dusℓ

=

∫

Ωℓ

[∫

Ωℓ

KHℓ
(usℓ

− xsℓ
)φ0

jℓ(xsℓ
)dxsℓ

]
dusℓ

❛♥❞ 7❤❡ ✐♥7❡❣4❛❧ ♦❢ 7❤❡ ❧❡❢7 ❤❛♥❞ 9✐❞❡ ❡N✉✐✈❛❧❡♥79

∫

Ωℓ

αjℓ

{∫
⊗B

ℓ′=1,ℓ′ 6=ℓ
Ωℓ′

[∫

Ωℓ

KHℓ
(xsℓ

− usℓ
)dxsℓ

]
g(x)w0

j (x)

(
B∏

ℓ′=1,ℓ′ 6=ℓ

dxsℓ′

)}
dusℓ

.

❈♦♠❜✐♥❡ 7❤❡9❡ ❛❜♦✈❡ ❡N✉❛7✐♦♥9 ❛♥❞ 7❤❡ ❞❡✜♥✐7✐♦♥ ♦❢ αjℓ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ 7❤❛7

φ0
jℓ(xsℓ

)
❞❡❢

= αjℓ

∫
⊗B

ℓ′=1,ℓ′ 6=ℓ
Ωℓ′

g(x)w0
j (x)dxs1

...dxsℓ−1
dxsℓ+1

...dxsB

♠✉97 ✐♥7❡❣4❛7❡ ❜② ♦♥❡ ❜❡❝❛✉9❡ ♦❢ 7❤❡ ❞❡✜♥✐7✐♦♥ ♦❢ αjℓ✳ ❆❧9♦✱ φ0
j(x) =

∏B
ℓ=1 φ

0
jℓ(xsℓ

) ♠✉97

✐♥7❡❣4❛7❡ 7♦ ♦♥❡✳

❚❤❡4❡❢♦4❡✱ B ✇✐❧❧ ❝♦♥7❛✐♥ 7❤❡ ✇❤♦❧❡ 9❡N✉❡♥❝❡ f 0,f 1,f 2, ... ❡①❝❡♣7 ♣♦99✐❜❧② 7❤❡ ✐♥✐7✐❛❧

f 0
✱ ✇❤❡4❡ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥7 ✐♥ 7❤❡ 9❡N✉❡♥❝❡ ✐9 ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ 7❤❡ ❢♦4♠✉❧❛ ♦❢ (4.8) 7♦ 7❤❡

♣4❡❝❡❞✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥7✳ ❙✉♣♣♦9❡ ✇❡ ✜① λ0
❛♥❞ ❝♦♥9✐❞❡4 7❤❡ 9❡N✉❡♥❝❡

(f 0,λ0), (f 1,λ0), (f 2,λ0), ... ✭✹✳✶✹✮

❋♦4 ❛♥② (f1, ..., fm) ∈ B✱ fj ✐9 ❜♦✉♥❞❡❞ ❜❡❧♦✇ ❜② infx∈Ω K(x) > 0 9✐♥❝❡ K(·) ✐9 ♣♦9✐7✐✈❡✱

9♦ 7❤❡ ❢✉♥❝7✐♦♥ f 7→ L(f ,λ) ✐9 ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ B ❛♥❞ 7❤❡♥ Nf ✐9 ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ ❢♦4 f ∈ B✳
❚❤❡ ❢✉♥❝7✐♦♥ f 7→ L(f ,λ) ✐9 ✉♥✐❢♦4♠❧② ❜♦✉♥❞❡❞ ❢4♦♠ ❜❡❧♦✇ ♦♥ B✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡4 9❡♠✐✲

❝♦♥7✐♥✉✐7② ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐7❤ 974✐❝7 ❝♦♥✈❡①✐7② ✐♠♣❧② 7❤❛7 ❢♦4 ❛♥② ✜①❡❞ λ✱ 7❤❡ 9❡N✉❡♥❝❡ (4.14)
❝♦♥✈❡4❣❡9 7♦ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠✐③❡4 ♦❢ 7❤❡ ❢✉♥❝7✐♦♥❛❧ (f ,λ)✳ ❚❤❡9❡ ❛❜♦✈❡ ♣4♦♣❡47✐❡9 ❛4❡

♣4♦✈❡♥ ❛9 ✐♥ 7❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ♦❢ ▲❡✈✐♥❡ ❡7 ❛❧✳ ❬✷✵✶✶❪✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦7 4❡♣❡❛7 7❤❡ ♣4♦♦❢ ❤❡4❡ ❢♦4

✼✻
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❜-❡✈✐1②✳ ❆3 ❛ ♣-❛❝1✐❝❛❧ ♠❛11❡-✱ 1❤✐3 ♠❡❛♥3 1❤❛1 ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❡33❡♥1✐❛❧❧② -❡♣❧❛❝❡ L(f ,λ) ❜②

1❤❡ ♣-♦✜❧❡ ❧♦❣❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✿

L⋆(λ)
❞❡❢

= inf
f∈B

L(f ,λ)

❜❡❝❛✉3❡ 1❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛1✐♦♥ ♦♥ 1❤❡ -✐❣❤1✲❤❛♥❞ 3✐❞❡ ♠❛② ❜❡ ❛❝❝♦♠♣❧✐3❤❡❞ ❜② ✐1❡-❛1✐♥❣ 1❤❡

❢♦-♠✉❧❛ ♦❢ (4.8) ✉♥1✐❧ ❝♦♥✈❡-❣❡♥❝❡✳

❚❤❡ ❢❛❝1 1❤❛1 ▼❙▲ 3❛1✐3✜❡3 ❛ ♠♦♥♦1♦♥✐❝ ♣-♦♣❡-1② ❜✉1 ❢♦- ❛♥ ♦❜❥❡❝1✐✈❡ ❢✉♥❝1✐♦♥ 1❤❛1 ✐3

❛ 3♠♦♦1❤❡❞ ❧♦❣❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✱ ❤❡♥❝❡ ❝♦♥✈❡-❣❡♥❝❡ ✐♥ 1❤❡ 31❛1✐31✐❝❛❧ 3❡♥3❡ ♦❢ 1❤❡ ▼❙▲ ❡31✐♠❛1❡

1♦ 1❤❡ ▼▲❊ ✐3 ♥♦1 ❣✉❛-❛♥1❡❡❞✳ ❆3 ✐♥ ▲❡✈✐♥❡ ❡1 ❛❧✳ ❬✷✵✶✶❪✱ 1❤❡-❡ ✐3 31✐❧❧ 1❤❛1 ❣❛♣ ❛❜♦✉1

❤♦✇ 1❤❡ 3♠♦♦1❤❡❞ ❧♦❣❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❜❡❤❛✈❡3 ✇❤❡♥ 1❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞1❤ h ❣♦❡3 1♦ ③❡-♦ ❛3 n ❣♦❡3 1♦

✐♥✜♥✐1②✳ ❚❤✐3 ❤❛3 ❜❡❡♥ ❛❞❞-❡33❡❞ ❜② ❊❣❣❡-♠♦♥1 ❬✶✾✾✾❪ ❜✉1 ✇✐1❤ ❛ 1❡❝❤♥✐O✉❡ 1❤❛1 ❞♦❡3

♥♦1 ♣❛33 1♦ ♠✐①1✉-❡✳ ❚❤✐3 ✐3 ✇❤❡-❡ 1❤❡ ❞♦✉❜❧②✲3♠♦♦1❤❡❞ ✐❞❡❛ ❝❛♥ ❜❡ 31✉❞✐❡❞ ✭3❡❡ ✐♥ 1❤❡

❉✐3❝✉33✐♦♥ ❛♥❞ %❡-3♣❡❝1✐✈❡3 ❈❤❛♣1❡-✮✳

✹✳✺ ■♠♣❧❡♠❡♥)❛)✐♦♥

❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥1❛1✐♦♥ 31✉❞② ❝♦♠♣❛-❡3 1❤❡ ♠✈♥♣❊▼ ❛❧❣♦-✐1❤♠ ✇✐1❤ 1❤❡ ♥❡✇ ❛❧❣♦-✐1❤♠ ♠✈♥♣▼❙▲

✉3✐♥❣ 1❤❡ 3❛♠❡ ❡①❛♠♣❧❡3 ♣-♦♣♦3❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣1❡- ✸ ❛♥❞ ❈❤❛✉✈❡❛✉ ❛♥❞ ❍♦❛♥❣ ❬✷✵✶✻❪✳ ❲❡

-❡❝❛❧❧ ❛♥❞ ❧✐31 ❜-✐❡✢② 1❤❡3❡ ♠♦❞❡❧3 ✐♥ 3❡❝1✐♦♥ ✹✳✺✳✶✳

✹✳✺✳✶ ❚❤&❡❡ (✐♠✉❧❛.❡❞ ❛♥❞ ♦♥❡ ❛❝.✉❛❧ ❡①❛♠♣❧❡(

▼♦❞❡❧ ❆✿ '✐♠♣❧❡ ●❛✉''✐❛♥ ❞❛/❛ ❚❤✐3 ✐3 ❛ r = 4 ✈❛-✐❛1❡3✱ B = 3 ❜❧♦❝❦3✱ m = 2
❝♦♠♣♦♥❡♥13 ●❛✉33✐❛♥ ♠✐①1✉-❡ ✭3❡❡ ❞❡1❛✐❧ ✐♥ ❙❡❝1✐♦♥ ✸✳✺✳✷✮✳

▼♦❞❡❧ ❇✿ ●❛✉''✐❛♥✱ ❤❡❛✈②✲/❛✐❧❡❞ ❛♥❞ '❦❡✇❡❞ ❞❛/❛ ❚❤✐3 ✐3 ❛ r = 6✲❝♦♦-❞✐♥❛1❡✱
m = 3✲❝♦♠♣♦♥❡♥1 ♠♦❞❡❧ ✇✐1❤ B = 3 ❜✐✈❛-✐❛1❡ ❜❧♦❝❦3 ✉3✐♥❣ 1❤❡ ❢✉❧❧ ♣♦1❡♥1✐❛❧ ♦❢ ♦✉-

❛♣♣-♦❛❝❤✿ ♦♥❡ ❜✐✈❛-✐❛1❡ ●❛✉33✐❛♥ ❜❧♦❝❦✱ ♦♥❡ ❜✐✈❛-✐❛1❡ ❜❧♦❝❦ ✇✐1❤ ❤❡❛✈②✲1❛✐❧❡❞ ✭❙1✉❞❡♥1✮

❞✐31-✐❜✉1✐♦♥3✱ ❛♥❞ ♦♥❡ ❜✐✈❛-✐❛1❡ ❜❧♦❝❦ ✇✐1❤ ❤❡❛✈②✲1❛✐❧❡❞ ❛♥❞ 3❡✈❡-❡❧② 3❦❡✇❡❞ ❞✐31-✐❜✉1✐♦♥3

✭3❡❡ ❙❡❝1✐♦♥ ✸✳✺✳✸✮✳

▼♦❞❡❧ ❈✿ ◆♦♥✲❧✐♥❡❛: ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✇✐/❤✐♥ ❝❧✉'/❡:' ✭❜❛♥❛♥❛ ❞❛/❛✮ ❍❡-❡ ✐3 ❛ ♥♦♥✲

❧✐♥❡❛- ♠✐①1✉-❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐1❤ m = 2 ❝♦♠♣♦♥❡♥13✱ B = 3 ❜✐✈❛-✐❛1❡ ❜❧♦❝❦3 ✭r = 6 ❝♦♦-❞✐♥❛1❡3✮✳

❚❤❡ ❜❛♥❛♥❛✲3❤❛♣❡❞ ❞❡♥3✐1② ✐3 ❞❡3❝-✐❜❡❞ ✐♥ ❞❡1❛✐❧ ✐♥ ❙❡❝1✐♦♥ ✸✳✺✳✹✳ ❋✐❣✉-❡ ✹✳✶ 3❤♦✇3 ❛

1②♣✐❝❛❧ ♣❛✐-♣❧♦1 ❢♦- ▼♦❞❡❧ ❈✳

▼♦❞❡❧ ❉✿ ❲✐'❝♦'✐♥ ❉✐❛❣♥♦'/✐❝ ❇:❡❛'/ ❈❛♥❝❡: ✭❲❉❇❈✮ ❞❛/❛ ❚❤❡ ❲✐3❝♦♥3✐♥

❇-❡❛31 ❈❛♥❝❡- ❞❛1❛3❡13 ❢-♦♠ 1❤❡ ❯❈■ ▼❛❝❤✐♥❡ ▲❡❛-♥✐♥❣ ❘❡♣♦3✐1♦-② ✐3 ✉3❡❞ 1♦ ❞✐31✐♥❣✉✐3❤

♠❛❧✐❣♥❛♥1 ✭❝❛♥❝❡-♦✉3✮ ❢-♦♠ ❜❡♥✐❣♥ ✭♥♦♥✲❝❛♥❝❡-♦✉3✮ 3❛♠♣❧❡3 ✭3❡❡ ♠♦-❡ ❞❡1❛✐❧ ✐♥ ❙❡❝1✐♦♥ ✸✳✶

❛♥❞ ❙❡❝1✐♦♥ ✸✳✻✮✳ ❲❡ ❝♦♥3✐❞❡-❡❞ 1❤❡ ✜-31 1❡♥ ❢❡❛1✉-❡3 ♦❢ 1❤❡ ▼❡❛♥ ❛♥❞ ❦❡❡♣ 1❤❡ 3❛♠❡

❜❧♦❝❦ 31-✉❝1✉-❡ ♦❢ 1❤❡3❡ ❢❡❛1✉-❡ ❛3 ✐♥ ❙❡❝1✐♦♥ ✸✳✻✳ ❲❡ 1❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦✉- 3♠♦♦1❤❡❞ ❛❧❣♦-✐1❤♠

♠✈♥♣▼❙▲ ♦♥ 1❤✐3 r = 10 ❞✐♠❡♥3✐♦♥❛❧ ❞❛1❛3❡1✳ ❚❤❡ 1♦1❛❧ ❜❧♦❝❦ ✐3 B = 5✳

✼✼
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❋✐❣✉$❡ ✹✳✶ ✕ *❛✐$, ♣❧♦0 ❢♦$ ▼♦❞❡❧ ❈

✹✳✺✳✷ ❚❤❡ ❛♣♣)♦①✐♠❛.✐♥❣ ✐♥.❡❣)❛❧2 ❛♥❞ .❤❡ ♠♦♥♦.♦♥② ♦❢ ❧♦❣❧✐❦❧✐✲

❤♦♦❞ ❢✉♥❝.✐♦♥

❚❤❡ ❊✲,0❡♣ ♦❢ 0❤❡ ♠✈♥♣▼❙▲ ❛❧❣♦$✐0❤♠ $❡:✉✐$❡, 0❤❡ ❞✐,❝$❡0✐③❛0✐♦♥ ♦❢ 0❤❡ ✐♥0❡$✈❛❧, ♦✈❡$ ✇❤✐❝❤

❛$❡ ❛♣♣$♦①✐♠❛0❡❞ 0❤❡ ♠✉❧0✐✈❛$✐❛0❡ ✐♥0❡❣$❛❧, ❢♦$ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛$ ,♠♦♦0❤✐♥❣ ♦❢ 0❤❡ log ❞❡♥,✐0✐❡,✳
❚❤✐, ✐, 0❤❡ ♠❛❥♦$ ❞✐✛❡$❡♥❝❡ ✇✐0❤ 0❤❡ ♣$❡✈✐♦✉, ▼❙▲ 0❤❛0 ❛❧$❡❛❞② ❡①✐,0, ✐♥ ▲❡✈✐♥❡ ❡0 ❛❧✳

❬✷✵✶✶❪ ❜❡❝❛✉,❡ ♦❢ 0❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛$ ,♠♦♦0❤✐♥❣ ♦❢ ♠✉❧0✐✈❛$✐❛0❡ fjℓ✬, ✐♥,0❡❛❞ ♦❢ 0❤❡ ✉♥✐✈❛$✐❛0❡
N fjk✬,✳ ■0 ✐, ❛❧,♦ 0❤❡ ❤✉❣❡ ❞✐✛❡$❡♥❝❡ ✐♥ ❝♦♠♣✉0✐♥❣ 0❛,❦ ❜❡0✇❡❡♥ ❜♦0❤ ✈❡$,✐♦♥,✿ ♠✈♥♣❊▼

❛♥❞ ♠✈♥♣▼❙▲ ❛❧❣♦$✐0❤♠✳ ❚♦ ,❡❡ 0❤❛0✱ ✇❡ ♠❛❞❡ ,♦♠❡ 0$✐❛❧, ♦♥ 0❤❡ ,✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧ ❇ ✭❛❧❧

❣❛✉,,✐❛♥,✱ r = 6 ❝♦♦$❞✐♥❛0❡,✱ ✸ ❜✐✈❛$✐❛0❡ ❜❧♦❝❦, ✇✐0❤ ❝♦$$❡❧❛0✐♦♥ ρ = 0.25✱ n = 50✱ ✇❤❡$❡
✧❡❛,②✧ ♠❡❛♥, ,❡♣❛$❛0❡❞ ❡♥♦✉❣❤ ,♦ 0❤❛0 ❛❧❧ ❛❧❣♦$✐0❤♠, $❡:✉✐$❡ ♦♥❧② ✸ ✐0❡$❛0✐♦♥,✳ ❚❤❡♥ ✇❡

❝♦♠♣❛$❡❞ 0❤❡ ❈*❯ 0✐♠❡ ❜❡0✇❡❡❆ ,✐♠✉❧❛0❡❞ ✻✲❞✐♠❡♥,✐♦♥❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ✭▼♦❞❡❧ ❇✮

✭✼✺% ✇✐0❤✐♥−❜❧♦❝❦,& ❝♦♠♣♦♥❡♥0 ❝♦$$❡❧❛0✐♦♥✮❆ ,✐♠✉❧❛0❡❞ ✻✲❞✐♠❡♥,✐♦♥❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ✭▼♦❞❡❧ ❇✮

✭✼✺% ✇✐0❤✐♥−❜❧♦❝❦, & ❝♦♠♣♦♥❡♥0 ❝♦$$❡❧❛0✐♦♥✮♥ ♦✉$ ❝♦❞❡ ✈❡$,✐♦♥, ✭0❤❡,❡ ❝♦❞❡, ❛$❡ ❞✐✛❡$✲

❡♥0 ❛0 ,0❡♣ ♦❢ ❝♦♠♣✉0✐♥❣ 0❤❡ ♠✉❧0✐✈❛$✐❛0❡ ✐♥0❡❣$❛❧, ✇❤✐❝❤ ✇❡$❡ ❞♦♥❡ ✐♥ ❘ ♦$ ❈ ❧❛♥❣✉❛❣❡✮✿

• ❖✉$ ✈❡$② ✜$,0 ❛❧❧✲✐♥✲❘ ❝♦❞❡✿ ✶✻✵✵ ,

• ❙♦♠❡ ♦0❤❡$, ✐♠♣$♦✈❡❞ ❝♦❞❡,✿ ✸✻✵ ,

• ❖✉$ ❧❛,0 ❛❧❧✲✐♥✲❈ ❝♦❞❡ ✈❡$,✐♦♥✿ ✷✳✶✻ ,

• ♠✈♥♣❊▼✿ ✵✳✵✵✹ ,

■0 ,❡❡♠, ❛ ✈❡$② ❣♦♦❞ ✐♠♣$♦✈❡♠❡♥0 ✐♥ 0❡$♠, ♦❢ ❈*❯ 0✐♠❡✳

❲❡ ❞❡✜♥❡ 0❤❡ ♠✉❧0✐✈❛$✐❛0❡ ❣$✐❞ ❢♦$ ✐♥0❡❣$❛0✐♦♥ ✐♥,✐❞❡ 0❤❡ ❝♦❞❡✱ ❢$♦♠ 0❤❡ ♠✐♥ ❛♥❞ 0❤❡

♠❛① ♦❢ 0❤❡ ❞❛0❛ ♣❡$ ❝♦❧✉♠♥,✳ ▲❡0 ngrid ✐, 0❤❡ ,❛♠❡ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ♣♦✐♥0, ✐♥ 0❤❡ ❞✐,❝$❡0✐③❛0✐♦♥
♦❢ 0❤❡,❡ ✐♥0❡$✈❛❧,✳ ❲❡ ♠❛❞❡ ❛♥ ❡①♣❡$✐♠❡♥0 0♦ ,❡❡ 0❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ngrid ❜② ✐♥❝$❡❛,✐♥❣

✼✽
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❋✐❣✉0❡ ✹✳✷ ✕ ❚❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦0 ♦❢ :❤❡ ❧♦❣❧✐❦ ❛♥❞ ♣@❡✉❞♦✲❧♦❣❧✐❦ @❡B✉❡♥❝❡ ❢♦0 ♠♦♥♦:♦♥② ♦❢ ❲❉❇❈

❞❛:❛✳

:❤❡ ♥✉♠❜❡0@ ♦❢ :❤❡ ♣♦✐♥: ngrid ✐♥ ❡❛❝❤ ❣0✐❞ ❞✐♠❡♥@✐♦♥ ❛@ ✐♥ :❤❡ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶✳ ❚❤❡ ❝0✐:❡0✐♦♥

❝♦♥@✐❞❡0❡❞ ❤❡0❡ ✐@ ❝♦00❡❝:❡❞ ❝❧❛@@✐✜❝❛:✐♦♥✳ ▼♦❞❡❧✲❇❛@❡❞ ❈❧✉@:❡0✐♥❣ ❛♥❞ ❈❧❛@@✐✜❝❛:✐♦♥

✉@✐♥❣ ♠✐①:✉0❡ ♠♦❞❡❧ ✐@ ❜❛@❡❞ ♦♥ :❤❡ ▼❛①✐♠✉♠ ❆ %♦@:❡0✐♦0 ✭▼❆%✮ @:0❛:❡❣②✳

❚❤❡ 0❡@✉❧:@ @❤♦✇ :❤❛: :❤❡ ❝❛@❡@ ♦❢ ngrid = 10 ✭❢♦0 ▼♦❞❡❧ ❆✮✱ ngrid = 50 ✭❢♦0 ▼♦❞❡❧

❇✮✱ ngrid = 18 ✭❢♦0 ▼♦❞❡❧ ❈✮ ❛♥❞ ngrid = 18 ✭❢♦0 ▼♦❞❡❧ ❉✮ ❛0❡ :❤❡ ❜❡@: ❝❛@❡@✳ ■♥ :❤❡

ℓ:❤ ❜❧♦❝❦ ✇✐:❤ ❞✐♠❡♥@✐♦♥ ✐@ dℓ✱ :❤❡ ♥✉♠❜❡0 ♦❢ :❤❡ ♣♦✐♥:@ ✐♥ :❤❡ ❞✐@❝0❡:✐③❛:✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡

ngriddℓ ✳ ❋♦0 ✐♥@:❛♥❝❡✱ ✐♥ ▼♦❞❡❧ ❈ :❤❡ ❧❛0❣❡@: ❞✐♠❡♥@✐♦♥ ♦❢ :❤❡ ❜❧♦❝❦@ ✐@ ✸✳ ❚❤❡♥ :❤❡ ❜❡@:

✏@♠♦♦:❤✑ ❣0✐❞ ❤❛@ ngrid3 ♠❡@❤❡@✳ ❚❤✐@ ❡①♣❧❛✐♥@ ✇❤② :❤❡ ❈%❯ :✐♠❡ ✐♥❝0❡❛@❡@ ♥♦♥❧✐♥❡❛0❧②

✇❤❡♥ ngrid ✐♥❝0❡❛@❡@ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ :♦ ♠❛❦❡ ❛ :0❛❞❡✲♦✛ ❜❡:✇❡❡♥ :❤❡ ❈%❯ :✐♠❡@ ❛♥❞ :❤❡

❣0✐❞ @✐③❡ :♦ ❣❡: ❛ ✇♦0❦❛❜❧❡ @♠♦♦:❤ ❛❧❣♦0✐:❤♠✳

❆❞❞✐:✐♦♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ @❡❡ :❤❡ ♣♦♦0 ❣0✐❞ @✐③❡ ♥♦: ♦♥❧② ❣✐✈❡ :❤❡ ♣♦♦0 0❡@✉❧: ✐♥ :❤❡ ❝♦00❡❝:❡❞

❝❧❛@@✐✜❝❛:✐♦♥ ❜✉: ❛❧@♦ ❞❡@:0♦②@ :❤❡ ❛@❝❡♥: ♣0♦♣❡0:② ♦❢ :❤❡ ❧♦❣❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❜❥❡❝:✐✈❡ ❢✉♥❝:✐♦♥

❛@ ✐♥ ❋✐❣✉0❡ ✹✳✷✳

❲❡ ❛❧@♦ ♣❧♦: :❤❡ @♠♦♦:❤❡❞ ❧♦❣❧✐❦ L(θ) ♦❢ ▼♦❞❡❧ ❆ ❛❧♦♥❣ ✐:❡0❛:✐♦♥@✳ ■: ✐♥❝0❡❛@❡@ ✭❛@❝❡♥:

♣0♦♣❡0:②✮ ✐♥ @❛♠❡ ❜❛♥❞✇✐❞:❤ ❝❛@❡ ✇✐:❤ ♠✈♥♣▼❙▲ ❛❧❣♦0✐:❤♠✳ ❚❤✐@ ♠♦♥♦:♦♥② ♣0♦♣❡0:② ✇✐❧❧

❜❡ ❞❡@:0♦②❡❞ ✐♥ ❛❞❛♣:✐✈❡ ❜❛♥❞✇✐❞:❤ ❝❛@❡ ❛@ ✐♥ ❋✐❣✉0❡ ✹✳✸✳

✹✳✺✳✸ ▼♦♥'❡ ❈❛+❧♦ ❡①♣❡+✐♠❡♥'1

■♥ ♦✉0 ▼♦♥:❡✲❈❛0❧♦ ❡①♣❡0✐♠❡♥:@✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉:❡❞ :❤❡ ❡00♦0@ ✐♥ :❡0♠@ ♦❢ :❤❡ @B✉❛0❡ 0♦♦: ♦❢

:❤❡ ▼❡❛♥ ■♥:❡❣0❛:❡❞ ❙B✉❛0❡❞ ❊00♦0 ✭▼■❙❊✮ ❢♦0 :❤❡ ❞❡♥@✐:✐❡@✳ ❛♥❞ :❤❡ ♠❡❛♥ @B✉❛0❡❞ ❡00♦0

✭▼❙❊✮ ❢♦0 :❤❡ ♣0♦♣♦0:✐♦♥@ :❤❛: ❛0❡ :❤❡ ♦♥❧② @❝❛❧❛0 ♣❛0❛♠❡:❡0@ ✐♥ :❤❡@❡ ♠♦❞❡❧@

❲❡ ❦❡♣: :❤❡ ❡①♣❡0✐♠❡♥: @❡::✐♥❣@ ❛@ ✐♥ ❙❡❝:✐♦♥ ✸✳✺ ❛♥❞ ❈❤❛✉✈❡❛✉ ❛♥❞ ❍♦❛♥❣ ❬✷✵✶✻❪✿

S = 300 0❡♣❧✐❝❛:✐♦♥@ ♦❢ n = 500 ♦❜@❡0✈❛:✐♦♥@ ❡❛❝❤✱ ✇❤❡0❡ λ1 ✐@ ✈❛0②✐♥❣ ❢0♦♠ ✵✳✶ :♦ ✵✳✹

✭❢♦0 ▼♦❞❡❧ ❆✮ ❛♥❞ ❙ ❂ ✸✵✵ 0❡♣❧✐❝❛:✐♦♥@ ♦❢ @❛♠♣❧❡@ ♦❢ @✐③❡@ n = 400, 600, 800, 1000 ✭❢♦0

▼♦❞❡❧ ❇✮✳ ❋✐❣✉0❡ ✹✳✹ ❛♥❞ ✹✳✺ ♣♦✐♥: ♦✉: :❤❛: ♦✉0 @♠♦♦:❤ ♠❡:❤♦❞ ❛♥❞ ♠✈♥♣❊▼ ❛❧❣♦0✐:❤♠

❣❛✈❡ :❤❡ @❛♠❡ 0❡@✉❧:@ ✐♥ :❡0♠ ♦❢ :❤❡ ❡00♦0@ ▼■❙❊ ♦❢ :❤❡ ❞❡♥@✐:✐❡@ ❡@:✐♠❛:❡@ ❛♥❞ ▼❙❊ ♦❢ :❤❡

@❝❛❧❛0 ♣❛0❛♠❡:❡0@ ❡@:✐♠❛:❡@✳ ❖✉0 @♠♦♦:❤❡❞ ♠❡:❤♦❞ ✐@ ❛❧@♦ @❧✐❣❤:❧② ❜❡::❡0 :❤❛♥ ♠✈♥♣❊▼ ✐♥
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▼♦❞❡❧ ❆ λ̂1 λ̂2 % ❝♦..❡❝0❧②✲❝❧❛55✐✜❡❞ ★ ✐0❡.❛0✐♦♥5 ❈%❯ 0✐♠❡5 ✭5✮

ngrid = 2 ✵✳✹✺✼✼ ✵✳✺✹✷✸ ✻✸✳✹ ✺✵✵ ✶✳✸✾✷

ngrid = 3 ✵✳✸✽✵ ✵✳✻✷✵ ✻✽✳✽ ✺✻ ✵✳✸✸✸

ngrid = 5 ✵✳✸✾✹✷ ✵✳✻✵✺✽ ✾✽✳✵ ✷✻ ✵✳✸✹✺

ngrid = 8 ✵✳✸✽✵✼ ✵✳✻✶✾✸ ✾✾✳✽ ✶✽ ✵✳✹✼✽

♥❣(✐❞❂✶✵ ✵✳✸✽✶✷ ✵✳✻✶✽✽ ✾✾✳✻ ✶✹ ✵✳✺✼✻

ngrid = 15 ✵✳✸✽✶ ✵✳✻✶✾ ✾✾✳✻ ✶✹ ✶✳✵✾✸

ngrid = 20 ✵✳✸✽✶ ✵✳✻✶✾ ✾✾✳✻ ✶✹ ✶✳✺✵✽

ngrid = 50 ✵✳✸✽✶ ✵✳✻✶✾ ✾✾✳✻ ✶✹ ✼✳✶✸✼

ngrid = 150 ✵✳✸✽✶ ✵✳✻✶✾ ✾✾✳✻ ✶✹ ✻✵✳✻✽✷

ngrid = 200 ✵✳✸✽✶ ✵✳✻✶✾ ✾✾✳✻ ✶✹ ✶✵✼✳✷✼✷

ngrid = 300 ✵✳✸✽✶ ✵✳✻✶✾ ✾✾✳✻ ✶✹ ✷✸✾✳✾✾✸

ngrid = 500 ✵✳✸✽✶ ✵✳✻✶✾ ✾✾✳✻ ✶✹ ✻✻✸✳✹✻✷

ngrid = 1000 ✵✳✸✽✶ ✵✳✻✶✾ ✾✾✳✻ ✶✹ ✷✻✸✾✳✼✷✶

▼♦❞❡❧ ❇ λ̂1 λ̂2 λ̂3 % ❝♦..❡❝0❧②✲❝❧❛55✐✜❡❞ ★ ✐0❡.❛0✐♦♥5 ❈%❯ 0✐♠❡5 ✭5✮

ngrid = 2 ✵✳✶✺✻✼ ✵✳✹✵✼✶ ✵✳✹✸✻✶ ✶✻✳✷ ✸✸ ✵✳✶✻✾

ngrid = 4 ✵✳✶✵✾✷ ✵✳✷✹✸✹ ✵✳✻✹✼✹ ✸✼✳✵ ✷✹ ✵✳✸✾✻

ngrid = 10 ✵✳✶✻✶✾ ✵✳✸✾✹✺ ✵✳✹✹✸✻ ✹✸✳✻ ✽✸ ✼✳✾✽✼

ngrid = 15 ✵✳✶✻✷ ✵✳✸✷✼✶ ✵✳✺✶✵✾ ✹✺✳✻ ✻✷ ✶✸✳✵✻✻

ngrid = 18 ✵✳✶✻✷ ✵✳✸✶✼✶ ✵✳✺✷✵✾ ✾✹✳✵ ✶✶✻ ✸✹✳✽✻

ngrid = 20 ✵✳✶✻✷ ✵✳✸✶✷✼ ✵✳✺✷✺✸ ✾✹✳✻ ✶✶✻ ✹✸✳✸✺✷

♥❣(✐❞❂✺✵ ✵✳✶✻✷ ✵✳✷✾✽✹ ✵✳✺✸✾✻ ✾✺✳✹ ✶✼✹ ✹✵✵✳✷✵✹

ngrid = 150 ✵✳✶✻✷ ✵✳✷✾✽✸ ✵✳✺✸✾✼ ✾✺✳✹ ✶✻✻ ✸✹✷✽✳✹✵✶

ngrid = 200 ✵✳✶✻✷ ✵✳✷✾✽✸ ✵✳✺✸✾✼ ✾✺✳✹ ✶✻✺ ✻✵✺✶✳✾✾✻

ngrid = 300 ✵✳✶✻✷ ✵✳✷✾✽✸ ✵✳✺✸✾✼ ✾✺✳✹ ✶✵✻ ✽✼✷✽✳✵✼✹

ngrid = 400 ✵✳✶✻✷ ✵✳✷✾✽✸ ✵✳✺✸✾✼ ✾✺✳✹ ✶✵✽ ✶✺✽✵✺✳✹✼✵

▼♦❞❡❧ ❈ λ̂1 λ̂2 % ❝♦..❡❝0❧②✲❝❧❛55✐✜❡❞ ★ ✐0❡.❛0✐♦♥5 ❈%❯ 0✐♠❡5 ✭5✮

ngrid = 5 ✵✳✹✽✾✺ ✵✳✺✶✵✺ ✽✵✳✵ ✺✵ ✵✳✺✺✼

ngrid = 10 ✵✳✹✵✺✷ ✵✳✺✾✹✽ ✾✻✳✻ ✼✶ ✷✳✽✷✶

ngrid = 15 ✵✳✹✵✶✺ ✵✳✺✾✽✺ ✾✽✳✻ ✻✶ ✺✳✹✶✶

♥❣(✐❞❂✶✽ ✵✳✸✾✾✼ ✵✳✻✵✵✸ ✾✾✳✹ ✻✵ ✼✳✻✼✸

ngrid = 19 ✵✳✹✵✵✶ ✵✳✺✾✾✾ ✾✾✳✵ ✽✸ ✶✶✳✽✼✽

ngrid = 20 ✵✳✹✵✵✼ ✵✳✺✾✾✸ ✾✽✳✽ ✽✵ ✶✷✳✹✼✼

ngrid = 22 ✵✳✹✵✵✻ ✵✳✺✾✾✹ ✾✾✳✵ ✹✻ ✽✳✻✾✻

ngrid = 25 ✵✳✹✵✵✺ ✵✳✺✾✾✺ ✾✽✳✽ ✽✸ ✷✵✳✶✶✸

ngrid = 26 ✵✳✹✵✵✺ ✵✳✺✾✾✺ ✾✽✳✽ ✽✸ ✷✶✳✼✽✸

ngrid = 27 ✵✳✹✵✵✺ ✵✳✺✾✾✺ ✾✽✳✽ ✽✹ ✷✸✳✽✾✸

ngrid = 30 ✵✳✹✵✵✺ ✵✳✺✾✾✺ ✾✾ ✹✸ ✶✺✳✶✼

ngrid = 50 ✵✳✹✵✵✺ ✵✳✺✾✾✺ ✾✾ ✽✸ ✽✶✳✵✶✽

ngrid = 70 ✵✳✹✵✵✺ ✵✳✺✾✾✺ ✾✾ ✹✸ ✽✷✳✶✷✻

ngrid = 100 ✵✳✹✵✵✺ ✵✳✺✾✾✺ ✾✾ ✹✸ ✶✼✵✳✶✸✹

✽✵



✹✳✺✳ ■▼%▲❊▼❊◆❚❆❚■❖◆

▼♦❞❡❧ ❉ ❇ ✭♦✈❡1 ✸✺✼✮ ▼ ✭♦✈❡1 ✷✶✷✮ % ❝♦11❡❝8❧②✲❝❧❛==✐✜❡❞ ★ ✐8❡1❛8✐♦♥= ❈%❯ 8✐♠❡= ✭=✮

ngrid = 4 ✸✷✾ ✼✾ ✼✶✳✼✵✺ ✸✶ ✵✳✽✵✺

ngrid = 5 ✷✺✺ ✶✹✹ ✼✵✳✶✷✶ ✻✽ ✸✳✶✽✸

ngrid = 10 ✸✹✼ ✶✻✽ ✾✵✳✺✶✵ ✸✶ ✶✵✳✻✶

ngrid = 15 ✸✹✵ ✶✽✻ ✾✷✳✹✹✸ ✶✸✺ ✶✺✷✳✹✸✹

♥❣(✐❞❂✶✽ ✸✹✽ ✶✽✹ ✾✸✳✹✾✼ ✶✶✹ ✷✷✾✳✾✷

ngrid = 19 ✸✹✹ ✶✽✻ ✾✸✳✶✹✻ ✶✻✸ ✹✸✻✳✶✼✺

ngrid = 20 ✸✹✹ ✶✽✻ ✾✸✳✶✹✻ ✸✵✸ ✼✺✺✳✻✶✾

ngrid = 22 ✸✹✹ ✶✽✺ ✾✷✳✾✼✵ ✷✵✵ ✼✺✹✳✶✷✷

ngrid = 25 ✸✹✸ ✶✽✺ ✾✷✳✼✾✹ ✷✶✷ ✶✶✸✶✳✻✾✼

ngrid = 30 ✸✹✸ ✶✽✺ ✾✷✳✼✾✹ ✷✵✺ ✷✵✶✸✳✽✹✻

ngrid = 50 ✸✹✸ ✶✽✺ ✾✷✳✼✾✹ ✷✵✹ ✽✹✺✶✳✻✸✼

❚❛❜❧❡ ✹✳✶ ✕ ❈♦♠♣❛1✐♥❣ 8❤❡ ✪ ♦❢ ❝♦11❡❝8 ❝❧❛==✐✜❝❛8✐♦♥ ❛♥❞ 8❤❡ ♣1♦♣♦18✐♦♥ ❡=8✐♠❛8❡= ♦❢

▼♦❞❡❧ ❆✱ ▼♦❞❡❧ ❇✱ ▼♦❞❡❧ ❈✱ =❛♠♣❧❡ =✐③❡ n = 500✱ ❚❡♥ ✜1=8 ❢❡❛8✉1❡= ♦❢ ▼♦❞❡❧ ❉ ✭❜♦88♦♠✮✱

✉=✐♥❣ ♠✈♥♣▼❙▲ ✭=❛♠❡ ❜❛♥❞✇✐❞8❤✮ ❛♥❞ 8❤❡ ▼❆% =81❛8❡❣② ✇❤❡♥ ❝❤❛♥❣✐♥❣ 8❤❡ ❣1✐❞ =✐③❡✳
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❋✐❣✉1❡ ✹✳✸ ✕ ❚❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦1 ♦❢ 8❤❡ ❧♦❣❧✐❦ ❛♥❞ ♣=❡✉❞♦✲❧♦❣❧✐❦ =❡X✉❡♥❝❡ ❢♦1 ♠♦♥♦8♦♥② ♦❢ ▼♦❞❡❧

❆ ✭=❛♠♣❧❡ =✐③❡ n = 200✮ ✉=✐♥❣ ♠✈♥♣❊▼ ✭❧❡❢8✮ ❛♥❞ ♠✈♥♣▼❙▲✱ ngrid = 20✱ ✭1✐❣❤8✮ ✐♥ ✷ ❝❛=❡=✿

=❛♠❡ ❜❛♥❞✇✐❞8❤ ✭8♦♣✮✱ ❛❞❛♣8✐✈❡ ❜❛♥❞✇✐❞8❤ ✭❜♦88♦♠✮✳

✽✶
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❋✐❣✉0❡ ✹✳✹ ✕ ❙4✉❛0❡ 0♦♦78 ♦❢ ▼■❙❊ ❢♦0 7❤❡ ❞❡♥8✐7✐❡8 ❛♥❞ 84✉❛0❡ 0♦♦78 ♦❢ ▼❙❊ ❢♦0 7❤❡ 8❝❛❧❛0

♣❛0❛♠❡7❡0 λ1✱ ❛♥❞ ♦7❤❡0 8❝❛❧❛0 ♠❡❛8✉0❡8 7❤❛7 ❛0❡ ♥♦7 ♣❛0❛♠❡7❡08 ✐♥ 7❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭♠❡❛♥8

❛♥❞ ❝♦✈❛0✐❛♥❝❡8✮✱ ❛8 ❛ ❢✉♥❝7✐♦♥ ♦❢ 7❤❡ ♣0♦♣♦07✐♦♥ ♦❢ 7❤❡ ✜087 ❝♦♠♣♦♥❡♥7 λ1✱ ❢♦0 ▼♦❞❡❧ ❆✱

n = 500 ❛♥❞ S = 300 0❡♣❧✐❝❛7✐♦♥8✱ 0❛♥❞♦♠ ✐♥✐7✐❛❧✐③❛7✐♦♥ ♦❢ ✷ ❛❧❣♦0✐7❤♠8✿ ♠✈♥♣▼❙▲ ✭♦♥ 7❤❡

❧❡❢7✮ ❛♥❞ ♠✈♥♣❊▼ ✭♦♥ 7❤❡ 0✐❣❤7✮ ✐♥ 8❛♠❡ ❜❛♥❞✇✐❞7❤ ❝❛8❡✳

▼❡7❤♦❞ λ1 = 0.6274 λ2 = 0.3726
♠✈♥♣▼❙▲ ✵✳✻✶✵✷ ✵✳✼✶✸✼ ✵✳✷✽✻✸ ✵✳✸✽✾✽

♠✈♥♣❊▼ ✵✳✻✶✸✵ ✵✳✼✵✼✷ ✵✳✷✾✷✽ ✵✳✸✽✼✵

❚❛❜❧❡ ✹✳✷ ✕ ✾✺ ✪ ❈♦♥✜❞❡♥❝❡ ■♥7❡0✈❛❧8 ❢♦0 7❤❡ 70✉❡ ♣0♦♣♦07✐♦♥ λ = (λ1, λ2) =
(0.6274, 0.3726)✱ ❜❛8❡❞ ♦♥ B = 10000 ❜♦♦7870❛♣ 0❡♣❧✐❝❛7✐♦♥8✱ ❢♦0 7❤❡ ❲❉❇❈ ❞❛7❛ ❡①✲

❛♠♣❧❡✱ ✉8✐♥❣ 7✇♦ ♠❡7❤♦❞8✿ ♠✈♥♣❊▼ ❛♥❞ ♠✈♥♣▼❙▲ ✇✐7❤ 8❛♠❡ ❜❛♥❞✇✐❞7❤ ❝❛8❡✳

7❤❡ 0❡8✉❧78 ♦❢ ▼♦❞❡❧ ❇✳

❋♦0 ❲❉❇❈ ❞❛7❛✱ 7❤❡ ❡87✐♠❛7❡❞ ♣0♦♣♦07✐♦♥ ♦❢ 7❤❡8❡ 7✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥78 ❢♦0 8♠♦♦7❤❡❞ ❛❧✲

❣♦0✐7❤♠ ✭❛♥❞ 7❤❡ ❝♦00❡8♣♦♥❞✐♥❣ ♠✈♥♣❊▼ ❡87✐♠❛7❡8 ✐♥ ♣❛0❡♥7❤❡8❡8✮ ❛0❡✱ 0❡8♣❡❝7✐✈❡❧②✱ ✵✳✸✸✽

✭✵✳✸✺✸✮✱ ✵✳✻✻✷ ✭✵✳✻✹✼✮✳ ❚❤✐8 ♦❜8❡0✈❡❞ 8❧✐❣❤7 ❞✐✛❡0❡♥❝❡ ❜❡7✇❡❡♥ 7❤❡ 7✇♦ ❛❧❣♦0✐7❤♠8✬ ❡87✐✲

♠❛7❡8 ♦❢ 7❤❡8❡ ♣0♦♣♦07✐♦♥8 8✉❣❣❡878 7❤❛7 ✐7 ♠✐❣❤7 ❜❡ ✇✐8❡ 7♦ ❝♦♠♣✉7❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥7❡0✈❛❧8

❢♦0 7❤❡♠✳ ■7 ✐8 ♣♦88✐❜❧❡ 7♦ ♦❜7❛✐♥ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥7❡0✈❛❧8 ♦♥ 7❤❡ ♣0♦♣♦07✐♦♥ ❡87✐♠❛7❡8 λ ✉8✐♥❣

❛ ♥♦♥♣❛0❛♠❡70✐❝ ❜♦♦7870❛♣ ❛♣♣0♦❛❝❤ ❜② 0❡♣❡❛7❡❞❧② 0❡✲8❛♠♣❧✐♥❣ ✇✐7❤ 0❡♣❧❛❝❡♠❡♥7 ❢0♦♠ 7❤❡

❡♠♣✐0✐❝❛❧ ❞✐870✐❜✉7✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜② 7❤❡ n ♦❜8❡0✈❡❞ r✲❞✐♠❡♥8✐♦♥❛❧ ✈❡❝7♦08✳ ❚❛❜❧❡ ✹✳✷ 8❤♦✇8

7❤❡ ❡♠♣✐0✐❝❛❧ ✾✺% ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥7❡0✈❛❧ ❢♦0 λ1 ❛♥❞ λ2✱ 0❡8♣❡❝7✐✈❡❧② ✉8✐♥❣ ✶✵✵✵✵ ❜♦♦7870❛♣

0❡♣❧✐❝❛7✐♦♥8✳

✹✳✺✳✹ ❈❧✉&'❡)✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝②

❲❡ ❝♦♠♣❛0❡❞ 7❤❡ ♣❡0❢♦0♠❛♥❝❡ ♦❢ ♠✈♥♣▼❙▲ ❛❧❣♦0✐7❤♠ ❛♥❞ ♠✈♥♣❊▼ ❛❧❣♦0✐7❤♠ ♣0♦♣♦8❡❞ ❜②

❈❤❛✉✈❡❛✉ ❛♥❞ ❍♦❛♥❣ ❬✷✵✶✻❪ ✐♥ 7❡0♠8 ♦❢ 7❤❡ ▼❆% ❝❧✉87❡0✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❚❛❜❧❡ ✹✳✸ ❛♥❞ ✹✳✹

❝❧❡❛0❧② 8❤♦✇8 7❤❛7 7✇♦ ❛❧❣♦0✐7❤♠8 ❣✐✈❡ 7❤❡ 8✐♠✐❧❛0 0❡8✉❧7✳ ■7 ✐8 ❛❧8♦ ❜❡77❡0 7❤❛♥ 7❤❡ 0❡8✉❧7
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λj (component j)

fj1  (block 1)

fj2  (block 2)

fj3  (block 3)component 1

component 2

component 3

❋✐❣✉0❡ ✹✳✺ ✕ ❙4✉❛0❡ 0♦♦78 ♦❢ ▼■❙❊✬8 ❢♦0 7❤❡ ❞❡♥8✐7✐❡8 ❛8 ❛ ❢✉♥❝7✐♦♥ ♦❢ 7❤❡ 8❛♠♣❧❡ 8✐③❡ n✱
S = 300 0❡♣❧✐❝❛7✐♦♥8✱ ❢♦0 7❤❡ 7✇♦ ❛❧❣♦0✐7❤♠ 8❡77✐♥❣8✿ ♠✈♥♣▼❙▲ ✭❧❡❢7✮✱ ♠✈♥♣❊▼ ✭0✐❣❤7✮ ❢♦0

▼♦❞❡❧ ❇ ✐♥ 8❛♠❡ ❜❛♥❞✇✐❞7❤ ❝❛8❡✳

▼❡7❤♦❞

%❝♦00❡❝7❧②✲❝❧❛88✐✜❡❞

▼♦❞❡❧ ❇ ▼♦❞❡❧ ❈

♠✈♥♣▼❙▲ ✾✷✳✾✾✸ ✾✽✳✾✾

♠✈♥♣❊▼ ✾✸✳✽✹✾ ✾✽✳✺✸

k✲♠❡❛♥8 ✼✻✳✷✻✾ ✻✽✳✻✾

❚❛❜❧❡ ✹✳✸ ✕ ❚❤❡ ✪ ♦❢ ❝♦00❡❝7 ❝❧✉87❡0✐♥❣ ❛✈❡0❛❣❡❞ ♦✈❡0 S = 300 0❡♣❧✐❝❛7✐♦♥8 ❢♦0 ❛ 8❛♠♣❧❡

8✐③❡ ♦❢ n = 1000 ❢0♦♠ ▼♦❞❡❧ ❇ ❛♥❞ ❈ ✉8✐♥❣ ♠✈♥♣▼❙▲✴♠✈♥♣❊▼ ❛♥❞ 7❤❡ ▼❆% 870❛7❡❣②

❝♦♠♣❛0✐♥❣ ✇✐7❤ 7❤❡ k✲♠❡❛♥8 ❝❧✉87❡0✐♥❣ 870❛7❡❣②✳

❢0♦♠ k✲♠❡❛♥8 870❛7❡❣②✳

▼❡7❤♦❞ ❇ ✭♦✈❡0 ✸✺✼✮ ▼ ✭♦✈❡0 ✷✶✷✮ % ❝♦00❡❝7❧②✲❝❧❛88✐✜❡❞

♠✈♥♣▼❙▲ ✸✹✽ ✶✽✹ ✾✸✳✹✾✼

♠✈♥♣❊▼ ✸✺✵ ✶✽✸ ✾✸✳✻✼✸

k✲♠❡❛♥8 ✸✺✺ ✶✷✷ ✽✸✳✽✸✶

❚❛❜❧❡ ✹✳✹ ✕ ❚❤❡ ✪ ♦❢ ❝♦00❡❝7 ❝❧❛88✐✜❝❛7✐♦♥ ♦❢ 7❤❡ ❲❉❇❈ ❞❛7❛ ✉8✐♥❣ ♠✈♥♣▼❙▲✴♠✈♥♣❊▼ ❛♥❞

7❤❡ ▼❆% 870❛7❡❣② ❝♦♠♣❛0✐♥❣ ✇✐7❤ 7❤❡ k✲♠❡❛♥8 ❝❧✉87❡0✐♥❣ 870❛7❡❣②✳

❖♥ 8❡✈❡0❛❧ 70✐❛❧8 ✇❡ ❞✐❞ ✇✐7❤ 7❤❡ ♠✈♥♣▼❙▲ ❛❧❣♦0✐7❤♠✱ ✇❡ ❣❡7 0❡8✉❧78 ✈❡0② 8✐♠✐❧❛0 7♦ 7❤❡

❡♠♣✐0✐❝❛❧ ♦♥❡ ♠✈♥♣❊▼✳ ❙♦ 7❤✐8 8♠♦♦7❤❡❞ ✈❡08✐♦♥ ✐8 ❞❡✜♥✐7❡❧② ❛ ✉8❛❜❧❡ ❛❧7❡0♥❛7✐✈❡ 7♦ 7❤❡
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❡♠♣✐0✐❝❛❧ ✈❡05✐♦♥✳ ❚❤❡ ❢❛❝: :❤❛: :❤❡ 5♠♦♦:❤❡❞ :❛❦❡5 ♠♦0❡ ❈%❯ :✐♠❡ :❤❛♥ :❤❡ ♦:❤❡0 ♦♥❡

0❡?✉✐0❡5 ❛ ♣♦55✐❜❧❡ ✉5❡❢✉❧ ❤②❜0✐❞ ♠❡:❤♦❞ :♦ ✉5❡ ✐♥ ♣0❛❝:✐❝❡✳
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❈❤❛♣$❡& ✺

❆ ♠✉❧$✐✈❛&✐❛$❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ♠✐①$✉&❡

❛♣♣&♦❛❝❤ ❢♦& ❋❉❘ ❡7$✐♠❛$✐♦♥

✺✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥

❚❤❡ ❋❛❧&❡ ❉✐&❝♦✈❡,② ❘❛/❡ ✭❋❉❘✮ ✐& ♦♥❡ ✇❛② ♦❢ ❝♦♥❝❡♣/✉❛❧✐③✐♥❣ /❤❡ ,❛/❡ ♦❢ /②♣❡ ■ ❡,,♦,&

✐♥ ♥✉❧❧ ❤②♣♦/❤❡&✐& /❡&/✐♥❣ ✇❤❡♥ ❝♦♥❞✉❝/✐♥❣ ♠✉❧/✐♣❧❡ ❝♦♠♣❛,✐&♦♥&✳ ❋❉❘ ❝♦♥/,♦❧❧✐♥❣ ♣,♦✲

❝❡❞✉,❡& ❛,❡ ❞❡&✐❣♥❡❞ /♦ ❝♦♥/,♦❧ /❤❡ ❡①♣❡❝/❡❞ ♣,♦♣♦,/✐♦♥ ♦❢ ,❡❥❡❝/❡❞ ♥✉❧❧ ❤②♣♦/❤❡&❡& /❤❛/

✇❡,❡ ✐♥❝♦,,❡❝/ ,❡❥❡❝/✐♦♥&✳ ■/ ♣❧❛②& ❛ ♣,♦♠✐♥❡♥/ ,♦❧❡ ✐♥ ♠❛♥② ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥&✐♦♥❛❧ /❡&/✐♥❣

❛♥❞ ♠♦❞❡❧ &❡❧❡❝/✐♦♥ ♣,♦❝❡❞✉,❡&✳ ❙❡✈❡,❛❧ &/❛/✐&/✐❝❛❧ ❛❧❣♦,✐/❤♠& ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣,♦♣♦&❡❞ ✐♥ /❤❡

❧✐/❡,❛/✉,❡ ❢♦, ❡&/✐♠❛/✐♥❣ /❤❡ ❋❉❘✱ /❤❡ ,❡❝❡♥/ ❛♥❞ ✉♥✐✜❡❞ ♣,♦❝❡❞✉,❡ ❜❛&❡❞ ♦♥ ❛ ♥♦♥♣❛,❛✲

♠❡/,✐❝ ❛♣♣,♦❛❝❤ ❢,♦♠ ❙/,✐♠♠❡, ❬✷✵✵✽❜❪ ❛♣♣❡❛,✐♥❣ /♦ ❜❡ ♦♥❡ ♦❢ /❤❡ ❝✉,,❡♥/ &/❛♥❞❛,❞& ❢♦,

♣,❛❝/✐/✐♦♥❡,&✳

■♥ ❤②♣♦/❤❡&❡& /❡&/✐♥❣ ❢,❛♠❡✇♦,❦✱ ✇❡ ♦❜&❡,✈❡ /❤❡ p−✈❛❧✉❡ ✭♦, ♣,♦❜❛❜✐❧✐/② ✈❛❧✉❡✮✱ ✇❤✐❝❤
✐& /❤❡ ♣,♦❜❛❜✐❧✐/② ♦❢ ❣❡//✐♥❣ ❛ &❛♠♣❧❡ &/❛/✐&/✐❝ ✭&✉❝❤ ❛& /❤❡ ♠❡❛♥✮ ♦, ❛ ♠♦,❡ ❡①/,❡♠❡ &❛♠♣❧❡

&/❛/✐&/✐❝ ✐♥ /❤❡ ❞✐,❡❝/✐♦♥ ♦❢ /❤❡ ❛❧/❡,♥❛/✐✈❡ ❤②♣♦/❤❡&✐&✱ ❣✐✈❡♥ /❤❛/ /❤❡ ✈❛❧✉❡ &/❛/❡❞ ✐♥ /❤❡

♥✉❧❧ ❤②♣♦/❤❡&✐& H0 ✐& /,✉❡ ✭♥♦/ &✐❣♥✐✜❝❛♥/ ♦, ♥♦/ ✐♥/❡,❡&/✐♥❣✮✳ ❚❤✉&✱ ❤♦✇ p✲✈❛❧✉❡& ❛,❡
❞❡✜♥❡❞ ✐& ✐♠♣♦,/❛♥/ /♦ /❤❡ ♣❡,❢♦,♠❛♥❝❡ ♦❢ /❤❡ ♣,♦❝❡❞✉,❡✳ ❲❤❡♥ ✇❡ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡/❤❡, /♦

,❡/❛✐♥ ♦, ,❡❥❡❝/ /❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦/❤❡&✐&✱ ✐/ ✐& ♣♦&&✐❜❧❡ /❤❛/ ❛ ❝♦♥❝❧✉&✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ✇,♦♥❣ &✐♥❝❡ ✇❡

❛,❡ ♦❜&❡,✈✐♥❣ ❛ &❛♠♣❧❡ ❛♥❞ ♥♦/ ❛♥ ❡♥/✐,❡ ♣♦♣✉❧❛/✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝❡♥/,❛❧ ♣,♦❜❧❡♠ ✐& /❤❡ ❝♦♥/,♦❧

♦❢ /②♣❡ ■ ❡,,♦, ✭❢❛❧&❡ ♣♦&✐/✐✈❡✮ ❛♥❞ /②♣❡ ■■ ❡,,♦, ✭❢❛❧&❡ ♥❡❣❛/✐✈❡✮✳

❉❡❝✐&✐♦♥

❘❡/❛✐♥ /❤❡ ♥✉❧❧ ❘❡❥❡❝/ /❤❡ ♥✉❧❧

H0 ❚,✉❡
❈♦,,❡❝/ ❚②♣❡ ■ ❡,,♦,

❚,✉/❤ ✐♥ /❤❡ 1− α α
♣♦♣✉❧❛/✐♦♥

H0 ❋❛❧&❡
❚②♣❡ ■■ ❡,,♦, ❈♦,,❡❝/

β 1− β

❚❛❜❧❡ ✺✳✶ ✕ ❋♦✉, ♦✉/❝♦♠❡& ❢,♦♠ ♠❛❦✐♥❣ ❛ ❞❡❝✐&✐♦♥✳

■/ ✐& ❡❛&② /♦ ❝❤❡❝❦ /❤❛/✱ ✐❢ n ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥/ /❡&/& ✇✐/❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ &✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ α ❛,❡ ❛♣♣❧✐❡❞
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+✐♠✉❧0❛♥❡♦✉+❧②✱ 0❤❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❋❛♠✐❧② ❲✐+❡ ❊>>♦> ❘❛0❡ ✭❋❲❊❘✮✱ 0❤❛0 ✐+ 0❤❡ ♣>♦❜❛❜✐❧✐0② ♦❢

♦❜+❡>✈✐♥❣ ❛0 ❧❡❛+0 ♦♥❡ ❢❛❧+❡ >❡❥❡❝0✐♦♥ ❛♠♦♥❣ 0❤❡ n 0❡+0+✱ ✐+ 1 − (1 − α)n ✇❤✐❝❤ G✉✐❝❦❧②

✐♥❝>❡❛+❡+ ✇✐0❤ n ❛♥❞ ✐+ ❛❧>❡❛❞② ≈ 99% ❢♦> n = 100✳

❈♦♥+✐❞❡> 0❤❡ ♣>♦❜❧❡♠ ♦❢ 0❡+0✐♥❣ +✐♠✉❧0❛♥❡♦✉+❧② n ♥✉❧❧ ❤②♣♦0❤❡+❡+✱ ♦❢ ✇❤✐❝❤ n0 ❛>❡

0>✉❡✳ P/N ✭I♦+✐0✐✈❡✴◆❡❣❛0✐✈❡✮ ✐+ 0❤❡ ♥✉♠❜❡> ♦❢ ❤②♣♦0❤❡+❡+ >❡❥❡❝0❡❞✴❛❝❝❡♣0❡❞✳ ❚❛❜❧❡

5.2 +✉♠♠❛>✐③❡+ 0❤❡ +✐0✉❛0✐♦♥ ♦❢ ♣♦++✐❜❧❡ ♦✉0❝♦♠❡+ ✭❚>✉❡ I♦+✐0✐✈❡✱ ❋❛❧+❡ I♦+✐0✐✈❡✱ ❚>✉❡

◆❡❣❛0✐✈❡✱ ❋❛❧+❡ ◆❡❣❛0✐✈❡✮ ❢>♦♠ n 0❡+0✐♥❣✳

❚>✉0❤✴❞❡❝✐+✐♦♥ ❆❝❝❡♣0❡❞ H0 ❘❡❥❡❝0❡❞ H0 ❚♦0❛❧

H0 ✐+ 0>✉❡ ❚◆ ❋I n0

H0 ✐+ ❢❛❧+❡ ❋◆ ❚I n− n0

❚♦0❛❧ ◆ I n

❚❛❜❧❡ ✺✳✷ ✕ ❚❤❡ ♣♦++✐❜❧❡ ♦✉0❝♦♠❡+ ✇❤❡♥ 0❡+0✐♥❣ n ❤②♣♦0❤❡+❡+ ❢♦> H0✳

❋❉❘ 0❤❡♦>② +0❛>0+ ✇✐0❤ 0❤❡ +❡♠✐♥❛❧ ♣❛♣❡>+ ❜② ❙❝❤✇❡❞❡> ❛♥❞ ❙♣❥P0✈♦❧❧ ❬✶✾✽✷❪✱ ❇❡♥✲

❥❛♠✐♥✐ ❛♥❞ ❍♦❝❤❜❡>❣ ❬✶✾✾✺❪✱✳ ✳ ✳ ✳ ❇❡♥❥❛♠✐♥✐ ❛♥❞ ❍♦❝❤❜❡>❣ ❬✶✾✾✺❪ +✉❣❣❡+0❡❞ 0❤❛0 0❤❡ ❢❛❧+❡

❞✐+❝♦✈❡>② >❛0❡ ✭❋❉❘✮✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛+ 0❤❡ ❡①♣❡❝0❡❞ ♣>♦♣♦>0✐♦♥ ♦❢ ❡>>♦♥❡♦✉+ >❡❥❡❝0✐♦♥+ ❛♠♦♥❣

❛❧❧ >❡❥❡❝0✐♦♥+✱ ♠❛② ❜❡ 0❤❡ ❛♣♣>♦♣>✐❛0❡ ❡>>♦> >❛0❡ 0♦ ❝♦♥0>♦❧ 0❤❡ ✐♥❝>❡❛+❡❞ 0②♣❡ ■ ❡>>♦> ✇❤❡♥

0❡+0✐♥❣ +✐♠✉❧0❛♥❡♦✉+❧② ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❤②♣♦0❤❡+❡+ ✐♥ ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❡❞ ♠✉❧0✐♣❧❡ 0❡+0✐♥❣ ♣>♦❜❧❡♠+✳

❋❉❘ = E

[
❋I

max(I, 1)

]
= E

[
❋I

I

|I > 0

]
P(I > 0).

❙0♦>❡② ❬✷✵✵✷❪ ❞❡✜♥❡❞ ❛ ♥❡✇ ❢❛❧+❡ ❞✐+❝♦✈❡>② >❛0❡✱ ♣❋❉❘✱ ♦❢ ✇❤✐❝❤ 0❤❡ 0❡>♠ ✏♣♦+✐0✐✈❡✑ ❤❛+

❜❡❡♥ ❛❞❞❡❞ 0♦ >❡✢❡❝0 0❤❡ ❢❛❝0 0❤❛0 ✇❡ ❛>❡ ❝♦♥❞✐0✐♦♥✐♥❣ ♦♥ 0❤❡ ❡✈❡♥0 0❤❛0 ♣♦+✐0✐✈❡ ✜♥❞✐♥❣+

❤❛✈❡ ♦❝❝✉>>❡❞✳

♣❋❉❘ = E

[
❋I

I

|I > 0

]
.

❚❤❡ ✉+✉❛❧ +❡0✉♣ ❢♦> ❋❉❘ ❡+0✐♠❛0✐♦♥ ✉+✐♥❣ ❛ ♠✐①0✉>❡ ♠♦❞❡❧ ✐+ 0♦ ❝♦♥+✐❞❡> n ✐✐❞ ✏❝❛+❡+✑✱

✇❤❡>❡ 0♦ ❡❛❝❤ ❝❛+❡ i ❝♦>>❡+♣♦♥❞+ 0❤❡ >❡+♣♦♥+❡ ❢>♦♠ ❛ +0❛0✐+0✐❝❛❧ 0❡+0 ❢♦> +♦♠❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦0❤✲

❡+✐+ H0✱ ❧❡❛❞✐♥❣ 0♦ ❛ p✲✈❛❧✉❡ pi ∈]0; 1[✳ ❆ ✏+♠❛❧❧✑ p✲✈❛❧✉❡ pi ✐♥❞✐❝❛0❡+ >❡❥❡❝0✐♦♥ ♦❢ H0✱ ✐✳❡✳

 ✐❣♥✐✜❝❛♥' ❝❛+❡+ ❝♦>>❡+♣♦♥❞✐♥❣ 0♦ H1 0>✉❡✱ ✇❤❡>❡❛+ ✇❤❡♥ H0 ✐+ 0>✉❡✱ pi ∼ U[0,1]✳ ❙✐♥❝❡ ✐0

✐+ ♥♦0 ♦❜+❡>✈❡❞ ✇❤❡0❤❡> ❡❛❝❤ ❤②♣♦0❤❡+✐+ ✐+ 0>✉❡ ♦> ❢❛❧+❡✱ ✇❡ ❛>❡ ✐♥ 0❤❡ ❣❡♥❡>❛❧ ❢>❛♠❡✇♦>❦

♦❢ +0❛0✐+0✐❝❛❧ ✐♥❢❡>❡♥❝❡ ❢>♦♠ ♠✐++✐♥❣ ❞❛0❛✳ ▲❡0 0❤❡ ♠✐++✐♥❣ ❞❛0❛ Zi ∈ {1, 2} ❞❡✜♥✐♥❣ 0❤❡

✉♥❦♥♦✇♥ 0❡+0 >❡+✉❧0✱ Zi = 1 ✇❤❡♥ H0 ✐+ 0>✉❡ ❛♥❞ Zi = 2 ✇❤❡♥ ✐0 ✐+ ❢❛❧+❡✳

■♥ ♠✉❧0✐♣❧❡ 0❡+0✐♥❣✱ ✇❡ ♦❜+❡>✈❡ ❛ +❛♠♣❧❡ ♦❢ n p✲✈❛❧✉❡+ p1, p2, ..., pn ✇❤❡>❡ ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧

♦❜+❡>✈❛0✐♦♥ pi ❝♦>>❡+♣♦♥❞+ 0♦ 0❤❡ ❝>✐0✐❝❛❧ ♣>♦❜❛❜✐❧✐0② ♦❢ 0❤❡ i0❤ 0❡+0✳ ❚❤❡ ❋❉❘ ❝♦♥0>♦❧

✇✐0❤ ❛ ♠✐①0✉>❡ ♠♦❞❡❧ ✐+ ❜❛+❡❞ ♦♥ ❡+0✐♠❛0✐♦♥ ♦❢ ❛ m = 2✕❝♦♠♣♦♥❡♥0 ♠✐①0✉>❡ ❢♦> 0❤❡ n
✐✐❞ >❛♥❞♦♠ ✈❛>✐❛❜❧❡✬+ p = (p1, p2, ..., pn) ✐♥ ✇❤✐❝❤ 0❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥0 ♣❞❢ ❛++♦❝✐❛0❡❞ 0♦ H0 ✐+

f1 ❦♥♦✇♥ 0♦ ❜❡ ❯♥✐❢♦>♠ U[0,1]✱

(pi|✏♥♦0 ✐♥0❡>❡+0✐♥❣✑) = (pi|H0 0>✉❡) = (pi|Zi = 1) ∼ U[0,1],

❛♥❞ 0❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥0 ❛++♦❝✐❛0❡❞ 0♦ H1 ✐+ +♦♠❡ ♣❞❢ f2 ✇✐0❤ ❛ ♠❛++ ❝♦♥❝❡♥0>❛0❡❞ ♥❡❛> 0✳ ❚❤❡
♣❞❢ ♦❢ 0❤❡ p✲✈❛❧✉❡+ ✐+ 0❤✉+

f(p) = λ+ (1− λ)f2(p), ✭✺✳✶✮

✽✻
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✇❤❡.❡ λ ✐0 1❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣.♦♣♦.1✐♦♥ ♦❢ 1❤❡ 1.✉❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦1❤❡0❡0 ❛♥❞ 1❤❡ ❋❉❘ ❝♦♥1.♦❧ ✐0

❜❛0❡❞ ♦♥ 1❤❡ ❡01✐♠❛1❡❞ ♣♦01❡.✐♦. ♣.♦❜❛❜✐❧✐1✐❡0✳

■♥ ❛ ♠✐①1✉.❡ ❝♦♥1❡①1✱ 1❤❡ ♣❋❉❘ ✐0 ❣✐✈❡♥ ❜②

♣❋❉❘(pi) = P(H0 1.✉❡|P ≤ pi) =
λU(pi)

λU(pi) + (1− λ)F2(pi)
,

✇❤❡.❡ U ❛♥❞ F2 ❛.❡ 1❤❡ ❝✉♠✉❧❛1✐✈❡ ❞✐01.✐❜✉1✐♦♥ ❢✉♥❝1✐♦♥0 ✭❝❞❢0✮ ❢♦. ❞❡♥0✐1✐❡0 U[0,1]❛♥❞ f2✱
.❡0♣❡❝1✐✈❡❧②✳

❊❢.♦♥ ❡1 ❛❧✳ ❬✷✵✵✶❪ ❞❡✜♥❡ 1❤❡ ❧♦❝❛❧ ❢❛❧0❡ ❞✐0❝♦✈❡.② .❛1❡ ✭ℓ❋❉❘✮ 1♦ L✉❛♥1✐❢② 1❤❡ ♣❧❛✉✲

0✐❜✐❧✐1② ♦❢ ❛ ♣❛.1✐❝✉❧❛. ❤②♣♦1❤❡0✐0 ❜❡✐♥❣ 1.✉❡✱ ❣✐✈❡♥ ✐10 0♣❡❝✐✜❝ 1❡01 01❛1✐01✐❝ ♦. p✲✈❛❧✉❡✳
●❡♥❡.❛❧❧②✱ 1✇♦ ❞✐01✐♥❝1 1②♣❡0 ♦❢ ❋❉❘ ♥❡❡❞ 1♦ ❜❡ ❞✐01✐♥❣✉✐0❤❡❞✿ ❞❡♥0✐1②✲❜❛0❡❞ ❧♦❝❛❧ ❋❉❘

✭ℓ❋❉❘✮ ❛♥❞ 1❛✐❧ ❛.❡❛✲❜❛0❡❞ ❋❉❘ ✭τ❋❉❘✮✳ ▼♦.❡ ❢♦.♠❛❧❧②✱ ❝♦♥0✐❞❡. ❛♥ ♦❜0❡.✈❡❞ 1❡01 01❛1✐0✲

1✐❝ y ≥ 0 ❞❡0✐❣♥❡❞ 0✉❝❤ 1❤❛1 ❛ 0♠❛❧❧ y ✐♥❞✐❝❛1❡0 ❛♥ ✉♥✐♥1❡.❡01✐♥❣ ♥✉❧❧ ❝❛0❡✱ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡.0❡❧②✱

❛ ❧❛.❣❡ y ❛♥ ✐♥1❡.❡01✐♥❣ ❛❧1❡.♥❛1✐✈❡ ❝❛0❡✳ ■1 ✐0 ❛00✉♠❡❞ 1❤❛1 1❡01 01❛1✐01✐❝0 y ❢♦❧❧♦✇ ❛

1✇♦✲❝♦♠♣♦♥❡♥1 ♠✐①1✉.❡✱ ✇✐1❤ ❞❡♥0✐1②

f(y) = λf1(y|θ) + (1− λ)f2(y)

❛♥❞ ❞✐01.✐❜✉1✐♦♥ ❢✉♥❝1✐♦♥

F (y) = λF1(y|θ) + (1− λ)F2(y),

✇❤❡.❡ θ ✐0 1❤❡ ♣❛.❛♠❡1❡.0 ♦❢ 1❤❡ ♣❞❢ ❛♥❞ ❝❞❢ ♦❢ 1❤❡ ♥✉❧❧✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧ ❛♥❞ 1❛✐❧ ❛.❡❛✲❜❛0❡❞

❋❉❘ ❛.❡ 1❤❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛0 ❢♦❧❧♦✇0✿

ℓFDR = P(✏♥♦1 ✐♥1❡.❡01✐♥❣✑ |Y = y) = λ
f1(y|θ)
f(y)

,

τFDR = P(✏♥♦1 ✐♥1❡.❡01✐♥❣✑ |Y ≥ y) = λ
1− F1(y|θ)
1− F (y)

.

❢❞"#♦♦❧ ✐0 ❛ ♣❛❝❦❛❣❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥❧✐♥❡ ❢.♦♠ 1❤❡ ❈♦♠♣.❡❤❡♥0✐✈❡ ❘ ❆.❝❤✐✈❡ ◆❡1✇♦.❦

✭❙1.✐♠♠❡. ❬✷✵✵✽❛❪✮✳ ❚❤✐0 ♣❛❝❦❛❣❡ ❛❧❧♦✇0 1♦ ❡01✐♠❛1❡ ❜♦1❤ 1❛✐❧ ❛.❡❛✲❜❛0❡❞ ❢❛❧0❡ ❞✐0❝♦✈❡.②

.❛1❡0 ✭❋❞.✮ ❛0 ✇❡❧❧ ❛0 ❧♦❝❛❧ ❢❛❧0❡ ❞✐0❝♦✈❡.② .❛1❡0 ✭❢❞.✮ ❢♦. ❛ ✈❛.✐❡1② ♦❢ ♥✉❧❧ ♠♦❞❡❧0 ✭♣✲✈❛❧✉❡0✱

③✲0❝♦.❡0✱ ❝♦..❡❧❛1✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥10✱ 1✲0❝♦.❡0✮✳ ■♥ ❝♦♥1.❛01 1♦ ♦1❤❡. ❋❉❘ ❡01✐♠❛1✐♦♥ 0❝❤❡♠❡0✱

✐♥ ❢❞"#♦♦❧ 1❤❡.❡ ✐0 ♥♦ ✉♥♥❡❝❡00❛.② ❞✐01✐♥❝1✐♦♥ ❜❡1✇❡❡♥ p✲✈❛❧✉❡0 ❛♥❞ ♦1❤❡. 1❡01 01❛1✐01✐❝0

❛♥❞ .❡❣❛.❞❧❡00 ♦❢ 1❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ 1❡01 01❛1✐01✐❝✱ 0✐♠✉❧1❛♥❡♦✉0❧② ❜♦1❤ ❧♦❝❛❧ ❋❉❘ ❛0 ✇❡❧❧ ❛0 1❛✐❧

❛.❡❛✲❜❛0❡❞ ❋❉❘ ✈❛❧✉❡0 ❛.❡ ❡01✐♠❛1❡❞✳

❋❉❘ ❛♥❛❧②0✐0 ✇✐1❤ ❢❞"#♦♦❧ ✐0 0✐♠♣❧❡✿ 01❛.1 1❤❡ ❘ ❛♣♣❧✐❝❛1✐♦♥ ✭❘ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥1 ❈♦.❡

❚❡❛♠✱ ✷✵✵✼✮✱ ❛..❛♥❣❡ 1❤❡ 1❡01 01❛1✐01✐❝0 ✐♥ ✈❡❝1♦. ❢♦.♠❛1✱ ❛♥❞ .✉♥ 1❤❡ ❢❞"#♦♦❧ ❝♦♠♠❛♥❞

✭p ✐0 ✈❡❝1♦. ♦❢ p✲✈❛❧✉❡0✮

❧✐❜"❛"②✭❢❞"#♦♦❧✮

❢❞"✳♦✉# ❂ ❢❞"#♦♦❧✭♣✱ 1#❛#✐1#✐❝❂❵❵♣✈❛❧✉❡✬✬✮

❚❤❡ ❛❝1✉❛❧ ❡01✐♠❛1❡❞ ❋❉❘ ✈❛❧✉❡0 ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❝❡00❡❞ ❛0 ❢♦❧❧♦✇0✿
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❢❞"✳♦✉&✩♣✈❛❧ ★ ♣✲✈❛❧✉❡/

❢❞"✳♦✉&✩❧❢❞" ★ ❧♦❝❛❧ ❋❉❘

❢❞"✳♦✉&✩4✈❛❧ ★ &❛✐❧ ❛"❡❛✲❜❛/❡❞ ❋❉❘

❢❞"✳♦✉&✩♣❛"❛♠ ★ ❡/&✐♠❛&❡❞ ♣❛"❛♠❡&❡"/

❘♦❜✐♥ ❡0 ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪ ♣9♦♣♦:❡ 0♦ ❡:0✐♠❛0❡ 0❤❡ ❋❉❘ ❜② ❝♦♠♣✉0✐♥❣ 0❤❡ ❛✈❡9❛❣❡ ♦❢ 0❤❡

ℓ❋❉❘✭pi✮✬: ♦✈❡9 ❛❧❧ 0❤❡ 9❡❥❡❝0❡❞ pi✬:✳ ❚❤❡✐9 9❡:✉❧0: ✇❡9❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ❛ 0✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥0

♠✐①0✉9❡ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡9❡ ♦♥❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥0 ✐: ❦♥♦✇♥ 0♦ ❡:0✐♠❛0❡ 0❤❡ ♣♦:0❡9✐♦9 ♣♦♣✉❧❛0✐♦♥ ♣9♦❜✲

❛❜✐❧✐0✐❡: ❛♥❞ 0❤❡ ℓ❋❉❘✳ ❚❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛90 ✐: ❡:0✐♠❛0❡❞ ✇✐0❤ ❛ ✇❡✐❣❤0❡❞ ❦❡9♥❡❧ ❞❡♥:✐0②

❡:0✐♠❛0♦9✳

❈❤❛✉✈❡❛✉ ❡0 ❛❧✳ ❬✷✵✶✹❪ ❡①♣❧♦9❡ ❛ :♦❧✉0✐♦♥ ❢♦9 ℓ❋❉❘ ❡:0✐♠❛0✐♦♥ ❜② ✐♥09♦❞✉❝✐♥❣ ❛ :♣❡❝✐✜❝

✈❡9:✐♦♥ ♦❢ ❛ :❡♠✐✲♣❛9❛♠❡09✐❝ ❊▼ ❛❧❣♦9✐0❤♠✳ ■0 9❡❧✐❡: ♦♥ 0❤❡ ♠✐::✐♥❣ ❞❛0❛ ❛:♣❡❝0 ✐♥❞✉❝❡❞

❜② 0❤❡ ♠✐①0✉9❡✳ ❆♥ ❊▼✲❧✐❦❡ ❛❧❣♦9✐0❤♠ ❞❡❧✐✈❡9:✱ 0♦❣❡0❤❡9 ✇✐0❤ ❡:0✐♠❛0❡: ♦❢ 0❤❡ ♠✐①0✉9❡

♣❛9❛♠❡0❡9:✱ ❡:0✐♠❛0❡: ♦❢ 0❤❡ ♣♦:0❡9✐♦9 ♣9♦❜❛❜✐❧✐0✐❡: 0❤❛0 ❡❛❝❤ p✲✈❛❧✉❡ ❝♦♠❡: ❢9♦♠ ❡❛❝❤

❝♦♠♣♦♥❡♥0✳ ❚❤❡ ℓ❋❉❘ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉0❡❞ ❞✐9❡❝0❧② ❢9♦♠ 0❤❡:❡ ♣♦:0❡9✐♦9:

ℓ❋❉❘(pi) = P(✏♥♦0 ✐♥0❡9❡:0✐♥❣✑ |pi) = P(Zi = 1|pi).

❘♦❜✐♥ ❡0 ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪✬: ✇♦9❦ ✐: ✈❡9② ❝❧♦:❡ 0♦ 0❤❡ :❡♠✐✲♣❛9❛♠❡09✐❝ ❊▼ ❛♣♣9♦❛❝❤✳ ❚❤❡

❞✐✛❡9❡♥❝❡ ✐: 0❤❛0 0❤❡② ❡:0✐♠❛0❡ λ :❡♣❛9❛0❡❧②✱ ❛♥❞ 0❤❡♥ ❡:0✐♠❛0❡ f2 ✉:✐♥❣ ❛ ✇❡✐❣❤0❡❞ ❦❡9♥❡❧

❞❡♥:✐0② ❡:0✐♠❛0❡✳

❚♦ ❡:0✐♠❛0❡ 0❤❡ ℓ❋❉❘✱ ✐0 ✐: ♥❡❝❡::❛9② 0♦ ❡:0✐♠❛0❡ 0❤❡ ❞❡♥:✐0② f2✳ ❆❧❧✐:♦♥ ❡0 ❛❧✳ ❬✷✵✵✷❪

❢♦9♠✉❧❛0❡ f2 ❛: ❛ ♠✐①0✉9❡ ♦❢ ❜❡0❛ ❞✐:09✐❜✉0✐♦♥:✳ ▲✐❛♦ ❡0 ❛❧✳ ❬✷✵✵✹❪ ♣9♦♣♦:❡: ❛ :♣❡❝✐❛❧

♣❛9❛♠❡09✐❝ ♠♦❞❡❧ 0❛✐❧♦9❡❞ 0♦ ♠✉❧0✐♣❧❡ 0❡:0✐♥❣ ❜② 9❡W✉✐9✐♥❣ f2 0♦ ❜❡ :0♦❝❤❛:0✐❝❛❧❧② :♠❛❧❧❡9

0❤❛♥ f1✱ ❛ :09✉❝0✉9❡ ❛♣♣9♦♣9✐❛0❡ ❢♦9 ♠✉❧0✐♣❧❡ 0❡:0✐♥❣✳ ❆ :♠♦♦0❤✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐:♠ ✐: ❜✉✐❧0 ✐♥✳

❚❤❡ ♣9♦♣♦:❡❞ ♠♦❞❡❧ ♣9♦✈✐❞❡: :0❛❜❧❡ ❛♥❞ 9♦❜✉:0 ❡:0✐♠❛0✐♦♥ ♦❢ 0❤❡ ℓ❋❉❘ ❢♦9 ❛♥② 9❡❛:♦♥❛❜❧❡

❢♦9♠ ♦❢ f2✳

▼♦0✐✈❛0❡❞ ❜② 0❤❡ ✐::✉❡ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❢❛❧:❡ ❞✐:❝♦✈❡9② 9❛0❡ ❡:0✐♠❛0✐♦♥✱ ◆❣✉②❡♥ ❛♥❞ ▼❛0✐❛:

❬✷✵✶✹❪ ❢♦❝✉: ♦♥ 0❤❡ ❡:0✐♠❛0✐♦♥ ♦❢ 0❤❡ ♥♦♥♣❛9❛♠❡09✐❝ ✉♥❦♥♦✇♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥0 f2 ✐♥ 0❤❡ ♠✐①0✉9❡✱

9❡❧②✐♥❣ ♦♥ ❛ ♣9❡❧✐♠✐♥❛9② ❡:0✐♠❛0♦9 ♦❢ 0❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣9♦♣♦90✐♦♥ θ ♦❢ 09✉❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦0❤❡:❡:✳

❇♦9❞❡: ❡0 ❛❧✳ ❬✷✵✵✻❝❪ ❝♦♥:✐❞❡9❡❞ ❛ :♣❡❝✐❛❧ ❝❛:❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧ ✺✳✶ ✇❤❡9❡ 0❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ❝♦♠✲

♣♦♥❡♥0 ❜❡❧♦♥❣: 0♦ ❛ ❧♦❝❛0✐♦♥ ❢❛♠✐❧②✳ ■0 ✇❛: ❞❡✜♥❡❞ ❛:

f(p) = λf1(p) + (1− λ)f2(p− µ),

✇❤❡9❡ f1 ✐: ❦♥♦✇♥ ✭✉♥❞❡9 0❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦0❤❡:✐:✮ ✇❤✐❧❡ f2 ✐: ✉♥❦♥♦✇♥ ✭✉♥❞❡9 0❤❡ ❛❧0❡9♥❛0✐✈❡

❤②♣♦0❤❡:✐:✮ ❛♥❞ :②♠♠❡09✐❝ ❛9♦✉♥❞ 0❤❡ ♥♦♥✲♥✉❧❧ ❧♦❝❛0✐♦♥ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛9❛♠❡0❡9 µ✳ ❯♥❞❡9

:♦♠❡ ❝♦♥❞✐0✐♦♥: 0❤❡② :❤♦✇❡❞ 0❤❛0 0❤✐: ❦✐♥❞ ♦❢ ♠♦❞❡❧ ✐: ✐❞❡♥0✐✜❛❜❧❡ ❛♥❞ 0❤❡♥ 0❤❡② ♣9♦♣♦:❡❞

❛♥ ❡:0✐♠❛0✐♦♥ ♠❡0❤♦❞ ❢♦9 0❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛9❛♠❡0❡9:✳ ❚❤✐: ♠♦❞❡❧ ♣9♦✈✐❞❡❞ ❛ ♠♦0✐✈❛0✐♦♥ ❢♦9

0❤❡ ✇♦9❦ ♦❢ ❙❤❡♥ ❡0 ❛❧✳ ❬✷✵✶✻❪✳ ❲✐0❤ 0❤❡ ❛::✉♠♣0✐♦♥ 0❤❛0 ✇❡ ❞♦ ♥♦0 ❤❛✈❡ ❛♥② ✐♥❢♦9♠❛0✐♦♥:

♦❢ 0❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ❞❡♥:✐0② ❢✉♥❝0✐♦♥ ❙❤❡♥ ❡0 ❛❧✳ ❬✷✵✶✻❪ ❞❡9✐✈❡❞ ❛ ♥❡✇ :✉✣❝✐❡♥0 ✐❞❡♥0✐✜❛❜✐❧✐0②

❝♦♥❞✐0✐♦♥ ❛♥❞ ♣9♦♣♦:❡❞ ❛♥ ✐0❡9❛0✐✈❡ ▼▼ ❛❧❣♦9✐0❤♠ 0♦ ❡:0✐♠❛0❡ 0❤❡ ♣❛9❛♠❡0❡9: ♦❢ 0❤✐:

♠♦❞❡❧✱ ❜❛:❡❞ ♦♥ ❛♥ ✐❞❡❛ ♦❢ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ :♠♦♦0❤❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✳

❖❢0❡♥ ✐♥ ❡①♣❡9✐♠❡♥0❛❧ ❞❡:✐❣♥ ♠✉❧0✐♣❧❡ ✈❛9✐❛❜❧❡: ❛9❡ 9❡❧❛0❡❞ ✐♥ :✉❝❤ ❛ ✇❛② 0❤❛0✱ ❜②

❛♥❛❧②③✐♥❣ 0❤❡♠ :✐♠✉❧0❛♥❡♦✉:❧② ❛❞❞✐0✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦9♠❛0✐♦♥ ❛♥❞ :♦♠❡0✐♠❡: ❡::❡♥0✐❛❧❧② ✐♥❢♦9✲

♠❛0✐♦♥✱ ❝❛♥ ❜❡ ❣❛0❤❡9❡❞ 0❤❛0 ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♠✐::❡❞ ✐❢ ❡❛❝❤ ✈❛9✐❛❜❧❡ ✇❛: ❡①❛♠✐♥❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧②✳
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❍②♣♦5❤❡8✐8 ♦♥ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥8✐♦♥❛❧ ❞❛5❛ ✐♥✈♦❧✈❡8 ❛ 8❛♠♣❧❡ ♦❢ B❛♥❞♦♠ ✈❡❝5♦B8 ❢B♦♠ ✇❤✐❝❤ ❛

♠✉❧5✐✈❛B✐❛5❡ 85❛5✐85✐❝ ✐8 ❞❡B✐✈❡❞ 5♦ ❝❛♣5✉B❡ ❝B✐5✐❝❛❧ ❢❡❛5✉B❡8 ♦❢ 5❤❡ 8❛♠♣❧❡✳

■♥ 5❤✐8 ❝❤❛♣5❡B✱ ✇❡ ✜B85 ❡85❛❜❧✐8❤ ❛ ♠✉❧5✐✈❛B✐❛5❡ ♥♦♥♣❛B❛♠❡5B✐❝ ♠✐①5✉B❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ♠✉❧✲

5✐♣❧❡ 5❡85✐♥❣ ❢♦B ❋❛❧8❡ ❉✐8❝♦✈❡B② ❘❛5❡ ✭❋❉❘✮ ❡✈❛❧✉❛5✐♦♥ ❛♥❞ 5❤❡♥ ✈❡B✐❢② ✐58 ✐❞❡♥5✐✜❛❜✐❧✐5②✳

❲❡ ♣B♦♣♦8❡ ✐♥ 5❤❡ ♥❡①5 8❡❝5✐♦♥ ♥❡✇ ✏❊▼✲❧✐❦❡✑ ❛❧❣♦B✐5❤♠8✱ ❝❛❧❧❡❞ ♠✈♥♣❊▼◆✵✶ ✭♠✉❧5✐✲✈❛B✐❛5❡

♥♦♥✲♣❛B❛♠❡5B✐❝✮ 8✐♥❝❡ 5❤❡② ❤❛✈❡ ♦♥❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥5 ❦♥♦✇♥ ❛♥❞ 8❡5 5♦ ♠✉❧5✐✈❛B✐❛5❡ 85❛♥❞❛B❞

♥♦B♠❛❧ ❞✐85B✐❜✉5✐♦♥ ❢✉♥❝5✐♦♥✳ ■♥ 5❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥5❛5✐♦♥ 8❡❝5✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥❞✉❝5 ♥✉♠❡B✐❝❛❧ 85✉❞②

♦♥ 5❤❡ ❋❉❘ ❝♦♥5B♦❧ ❜❛8❡❞ ♦♥ 5❤❡ 8✐♠✉❧❛5❡❞ ❡①❛♠♣❧❡8✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛5❡ 5❤❡ ❡✛❡❝5 ♦❢ ♦✉B

❛❧❣♦B✐5❤♠8 ♦♥ ❛♥ ❛❝5✉❛❧ ❞❛5❛8❡5 ❢B♦♠ ♠✐❝B♦✲❛BB❛② ❡①♣❡B✐♠❡♥58✳

✺✳✷ ▼✉❧&✐✈❛*✐❛&❡ ❋❉❘ ✭♠✈❋❉❘✮ ♠♦❞❡❧

❆88✉♠❡ 5❤❛5 ❢♦B ❡❛❝❤ ❝❛8❡ i = 1, 2, ..., n✱ r > 1 5❡858 ❛B❡ ♣❡B❢♦B♠❡❞ ✭✐♥85❡❛❞ ♦❢ ❛ 8✐♥❣❧❡

5❡85 ❛8 ✐♥ 5❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❋❉❘ ❢B❛♠❡✇♦B❦ ❛❜♦✈❡✮✱ 5❤❡8❡ 5❡858 ❜❡✐♥❣ ❜❛8❡❞ ♦♥ r 8❛♠♣❧❡8✱

❝♦BB❡8♣♦♥❞✐♥❣ 5♦ ❞✐✛❡B❡♥5 5❡858 ♦❢ 8✉❜ ❤②♣♦5❤❡8✐8 Hk
0 , k = 1, 2, .., r✳ ❚❤❡B❡ ♠✉85 ❜❡ ❛ ✇❛②

5♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ✏❣❧♦❜❛❧✑ ❤②♣♦5❤❡8✐8 H0 ♦❢ ✐♥5❡B❡85 ✇✐5❤ B❡8♣❡❝5 5♦ 5❤❡ ❝♦♥5❡①5✱ ✐♥ 5❡B♠8 ♦❢ 5❤❡

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❤②♣♦5❤❡8❡8✳ ❋♦B ✐♥85❛♥❝❡✱ ❛ 8✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧ ✐8 5♦ ❛88❡8 5❤❛5 H0 ❜❡✐♥❣ 5B✉❡ ❢♦B ❝❛8❡

i ♠❡❛♥8 5❤❛5 ❛❧❧ 5❤❡ Hk
0 ❛B❡ 5B✉❡ ❛8 ✇❡❧❧✱ 8♦ 5❤❛5 5❤❡ r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ 5❡858 8❤♦✉❧❞ ❧❡❛❞ 5♦ ♥♦♥

8✐❣♥✐✜❝❛♥5 ❝❛8❡8✳ ❲❡ ❝❛♥ ❞❡♥♦5❡ 5❤✐8 ❢♦B♠❛❧❧② ❜② H0 = H1
0 · · ·Hr

0 ✳ ❙✐♠✐❧❛B❧②✱ 5❤❡ ❣❧♦❜❛❧

❛❧5❡B♥❛5✐✈❡ ❤②♣♦5❤❡8✐8 ❤❛8 5♦ ❜❡ 8♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ 5❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❋♦B ✐♥85❛♥❝❡✱ 5❤❡ 8✐♠♣❧❡85 ❝❛8❡ ✐8

5❤❛5✱ ✇❤❡♥ 5❤❡ ❣❧♦❜❛❧ H0 ✐8 ❢❛❧8❡✱ 5❤❡ r 5❡858 8❤♦✉❧❞ ❧❡❛❞ 5♦ B❡❥❡❝5✐♦♥✿ H1 = H1
1 · · ·Hr

1 ✳

❚♦ ❝❛8❡ i ❝♦BB❡8♣♦♥❞8 5❤❡ r✲❞✐♠❡♥8✐♦♥❛❧ ♦❜8❡B✈❡❞ ❞❛5❛ pi = (pi1, ..., pir) ❛♥❞ p ✐8 5❤❡

♠❛5B✐① ♦❢ ♦❜8❡B✈❛5✐♦♥8 ❢♦B n ❝❛8❡8✱ ✇✐5❤ n B♦✇8 ❛♥❞ r ❝♦❧✉♠♥8✳ ❆ ♠✉❧5✐✈❛B✐❛5❡ ♠✐①5✉B❡

♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❤❡B❡✱ ❛♥❞ 5❤❡ ❛88✉♠♣5✐♦♥ ❛❜♦✈❡ ❝❛♥ ❜❡ ♣B❡❝✐8❡❞ 5♦ ✐♥8✉B❡ ❝♦♥❞✐5✐♦♥❛❧

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛88✉♠♣5✐♦♥ B❡S✉✐B❡❞ ❢♦B ✐❞❡♥5✐✜❛❜✐❧✐5② ♦❢ ❛ ♠✉❧5✐✈❛B✐❛5❡ ♥♦♥♣❛B❛♠❡5B✐❝ ♠✐①✲

5✉B❡✳ ❆88✉♠❡ 5❤❛5✱ ❝♦♥❞✐5✐♦♥❛❧❧② 5♦ H0 ❜❡✐♥❣ 5B✉❡✱ 5❤❡ r 5❡858 B❡8♣♦♥8❡8 (pi1, ..., pir) ❛B❡

✐✐❞ ∼ U[0,1] ❛♥❞ 5❤❛5 ❝♦♥❞✐5✐♦♥❛❧❧② 5♦ H0 ❜❡✐♥❣ ❢❛❧8❡ 5❤❡② ❛B❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥5✱ ✐✳❡✳

(pi|Zi = 2) ∼
r∏

k=1

f2k(pik),

5❤❡♥ 5❤❡ ♣❞❢ ♦❢ pi ✐8 ❛ ♠✉❧5✐✈❛B✐❛5❡ ♠✐①5✉B❡ ✇✐5❤ ♦♥❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥5 ❦♥♦✇♥✳

❈❤✐ ❡5 ❛❧✳ ❬✷✵✵✽❪✕ 5❤❡ ✜B85 B❡❢❡B❡♥❝❡ ✇❡ ❢♦✉♥❞ ♦❢ ❛ ✇♦B❦ B❡❧❛5❡❞ 5♦ ❋❉❘ ❝♦♥5B♦❧ ✇✐5❤

♠✉❧5✐✈❛B✐❛5❡ p✲✈❛❧✉❡8✕ ❣✐✈❡ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ 5♦ ✐❧❧✉85B❛5❡ ✇❤❡♥ ♠✉❧5✐✈❛B✐❛5❡ p✲✈❛❧✉❡8 ♠❛② ❜❡

✉8❡❢✉❧ ❢♦B ♣❋❉❘ ❝♦♥5B♦❧✳ ❚❤❡② 85✉❞② ❤♦✇ 5♦ ✉8❡ ♠✉❧5✐✈❛B✐❛5❡ 85❛5✐85✐❝8 5♦ ❝♦♥5B♦❧ ✭♣✮❋❉❘

✇✐5❤ ❣♦♦❞ ♣♦✇❡B ❛♥❞ ♣B♦♣♦8❡ 8♦♠❡ B✉❧❡8 5♦ B❡❥❡❝5 5❤❡ ♥✉❧❧8✳ ❖✉B ❛♣♣B♦❛❝❤ ❤❡B❡ ✐8 ❝♦♠✲

♣❧❡5❡❧② ❞✐✛❡B❡♥5 8✐♥❝❡ ✇❡ ✉8❡ ♠✐①5✉B❡ ♠♦❞❡❧8✳

■5 ✐8 ❡❛8✐❡B 5♦ ✇♦B❦ ✇✐5❤ ❛ 5B❛♥8❢♦B♠❛5✐♦♥ 5❤❛5 B❡♠♦✈❡8 5❤❡ B❡85B✐❝5✐♦♥ ♦♥ 5❤❡ B❛♥❣❡

♦❢ 5❤❡ ✈❛❧✉❡8✳ ❲❡ ❝♦♥8✐❞❡B 5❤❡ ♣B♦❜✐5 5B❛♥8❢♦B♠ xi = Φ−1(pi) ♦❢ 5❤❡ p✲✈❛❧✉❡8 8✐♥❝❡ 5❤❡

❦♥♦✇♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥5 ♣❞❢ 8✐♠♣❧② ❜❡❝♦♠❡8 N (0, 1)⊗r
✳ ❉❡♥♦5✐♥❣ fk✬8 ✐8 5❤❡ ♣B♦❜✐5 5B❛♥8❢♦B♠

❢✉♥❝5✐♦♥8 ♦❢ f2k✬8✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭5.1✮ ♠❛② ❜❡ ✇B✐55❡♥

g(xi) = λ

r∏

k=1

N (0, 1)(xik) + (1− λ)
r∏

k=1

fk(xik), ✭✺✳✷✮

✽✾
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✇❤❡4❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥: ✏✶✑ ✇✐:❤ ✇❡✐❣❤: λ ✐@ ❛@@♦❝✐❛:❡❞ :♦ H0 ❛♥❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥: ✏✷✑✱ ✇✐:❤ ✉♥✲

@♣❡❝✐✜❡❞ ♥♦♥♣❛4❛♠❡:4✐❝ ❞❡♥@✐:✐❡@ fk✬@✱ :♦ H1✳ ❚❤✐@ ♠✉❧:✐✈❛4✐❛:❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ✜::❡❞ ✇✐:❤

❛ @♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❞❡@✐❣♥❡❞ ✈❡4@✐♦♥ ♦❢ :❤❡ ♥♣❊▼ ❛❧❣♦4✐:❤♠ ✇❤✐❝❤ ❤❛@ ❜❡❡♥ ✐♥:4♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝✲

:✐♦♥ ✷✳✷✳✼✳ ❈❤❛✉✈❡❛✉ ❡: ❛❧✳ ❬✷✵✶✹❪ ♣4♦♣♦@❡❞ :✇♦ ✉♥✐✈❛4✐❛:❡ ♠✐①:✉4❡ ♠♦❞❡❧@ ❢♦4 ❋❉❘

❡@:✐♠❛:✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛4❡ ♣❛4:✐❝✉❧❛4 ✈❡4@✐♦♥@ ♦❢ ♠♦❞❡❧ ✭5.1✮✳

❚❤✐@ m = 2✲❝♦♠♣♦♥❡♥: ♠✐①:✉4❡ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛@ :❤❡ ✜4@: ❝♦♠♣♦♥❡♥: ✐@ N (0, 1) ❢♦4

❛❧❧ ❝♦♦4❞✐♥❛:❡ k✱ ✐@ ❛ @♣❡❝✐❛❧ ❝❛@❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧ ✭✷✳✺✮ ✇❤✐❝❤ ✐@ ✐❞❡♥:✐✜❛❜❧❡ ✉♥❞❡4 :❤❡ ❝♦♥❞✐:✐♦♥

♣4❡❝✐@❡❞ ✐♥ ❆❧❧♠❛♥ ❡: ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡4 ♦❢ ❝♦♦4❞✐♥❛:❡@ ✐@ r ≥ 3 ❛♥❞ ❢♦4 ❡✈❡4②

❝♦♦4❞✐♥❛:❡ k ∈ {1, · · · , r} :❤❡ ❞❡♥@✐:✐❡@ {N (0, 1), fk} ✇❤❡4❡ fk ✐@ ♥♦: @:❛♥❞❛4❞ ♥♦4♠❛❧

❞✐@:4✐❜✉:✐♦♥✱ ❛4❡ ❧✐♥❡❛4❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥:✳ ❙✉❝❤ ❝♦♥❞✐:✐♦♥@ ♣4♦✈❡ :❤❡ ✐❞❡♥:✐✜❛❜✐❧✐:② ♦❢ :❤❡

✜♥✐:❡ ♠✐①:✉4❡ ✭✷✳✺✮ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❚❤❡♦4❡♠ ✽ ✐♥ ❆❧❧♠❛♥ ❡: ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪✳

❚❤❡ ♠♦:✐✈❛:✐♦♥ ❢♦4 :❤✐@ ♠♦❞❡❧ ✐@ :❤❛:✱ ✐❢ ♠✉❧:✐✈❛4✐❛:❡ ♠❡❛@✉4❡@ ❛♥❞ :❡@:@ ❛4❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡

❢♦4 ❛ @❡: ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ❤②♣♦:❤❡@❡@ H0 ❛♥❞ H1✱ :❤❡♥ :❤❡ ❋❉❘ ❡@:✐♠❛:✐♦♥ @❤♦✉❧❞ ❜❡ ❜❡::❡4

:❤❛♥ :❤❡ @:❛♥❞❛4❞ ✉♥✐✈❛4✐❛:❡ ❢4❛♠❡✇♦4❦✱ @✐♥❝❡ :❤❡ ❝❧✉@:❡4✐♥❣ ❜❡:✇❡❡♥ ✐♥:❡4❡@:✐♥❣✴♥♦♥

✐♥:❡4❡@:✐♥❣ ❝❛@❡@ @❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦4❡ ❡✣❝✐❡♥: ✭❞✉❡ :♦ :❤❡ ❡✛❡❝: ♦❢ :❤❡ ❝♦♥❞✐:✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡

❛@@✉♠♣:✐♦♥✮✳ ■♥ ♣❛4:✐❝✉❧❛4✱ ❛ @✐:✉❛:✐♦♥ ✇❤❡4❡ :❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✭♠✈✮ ♠♦❞❡❧ @❤♦✉❧❞ ❜4✐♥❣ @♦♠❡

✐♠♣4♦✈❡♠❡♥: ✐@ ❛ @✐:✉❛:✐♦♥ ✇❤❡4❡ :❤❡ r :❡@:@ ❛4❡ ❝♦♠♣❛4❛❜❧❡ ✐♥ :❡4♠@ ♦❢ ♣♦✇❡4✱ @♦ :❤❛:

:❤❡ r p✲✈❛❧✉❡@ ❛4❡ ✐♥ :❤❡ @❛♠❡ 4❛♥❣❡✱ ❛♥❞ ♥♦: :♦♦ ♦❜✈✐♦✉@❧② ❧❡❛❞✐♥❣ :♦ 4❡❥❡❝:✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ❛

@✐:✉❛:✐♦♥ ✇❤❡4❡ :❤❡ ✉♥❞❡4❧②✐♥❣ ♠✐①:✉4❡@ ❛: :❤❡ ✉♥✐✈❛4✐❛:❡ ❧❡✈❡❧@ ❛4❡ ♥♦: :♦♦ ♦❜✈✐♦✉@✱ @♦

:❤❛: ❛ ✉♥✐✈❛4✐❛:❡ ❋❉❘ ❝♦♥:4♦❧ ✐@ ♥♦: ❡❛@②✱ ❛♥❞ ❛ ♠✉❧:✐✈❛4✐❛:❡ ✈❡4@✐♦♥ ♠❛② :❛❦❡ ❜❡♥❡✜:

♦❢ :❤❡ ✏❜❧❡@@✐♥❣ ♦❢ ❞✐♠❡♥@✐♦♥❛❧✐:②✑✳ ❈♦♥✈❡4@❡❧②✱ ✐❢ :❤❡ @✐❣♥✐✜❝❛♥: ❝❛@❡@ ❝♦44❡@♣♦♥❞ :♦ ✈❡4②

@♠❛❧❧ p✲✈❛❧✉❡@✱ :❤❡ ♠✐①:✉4❡ ❛: :❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ :❤❡ ♣4♦❜✐: :4❛♥@❢♦4♠ ✐@ ✈❡4② ✇❡❧❧✲@❡♣❛4❛:❡❞✱ ❛♥❞

❛♥② ✉♥✐✈❛4✐:❡ ❋❉❘ ❝♦♥:4♦❧ ✭❊▼✲❜❛@❡❞ ♦4 ♥♦:✮✱ @❤♦✉❧❞ ❞❡❧✐✈❡4 :❤❡ 4✐❣❤: ❛♥@✇❡4✳

❖✉4 ✜4@: ❡①♣❡4✐♠❡♥:@ @❤♦✇ :❤❛: :❤✐@ ❡①♣❡❝:❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦4 ❤♦❧❞✱ ✐✳❡✳ :❤❡ ♠✈❋❉❘ ❝♦♥:4♦❧

❜4✐♥❣@ ❛ @✐❣♥✐✜❝❛:✐✈❡ ✐♠♣4♦✈❡♠❡♥: ✐♥ :❤❡ ❝❛@❡ ♦❢ :❤❡ @✐♠♣❧❡4 m = 2✲❝♦♠♣♦♥❡♥: ♠♦❞❡❧ ❢♦4

@✐♠♣❧❡ ❣❧♦❜❛❧ ❤②♣♦:❤❡@❡@ ✭@❡❡ ❡✳❣✳✱ ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❙❡❝:✐♦♥ ✺✳✺✳✶✮✳ ❚❤❡ \✉❡@:✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣❛4✐@♦♥

❜❡:✇❡❡♥ ✉♥✐✲ ❛♥❞ ♠✉❧:✐✲✈❛4✐❛:❡ ❋❉❘ ✐@ ❝♦♥@✐❞❡4❡❞ ✐♥ ❙❡❝:✐♦♥ ✺✳✹✳

✺✳✷✳✶ ▼♦&❡ ❝♦♠♣❧❡① ♠✐①.✉&❡ ♠♦❞❡❧1 ❢♦& ♠✈❋❉❘

❍♦✇ ♠❛♥② ❝♦♠♣♦♥❡♥:@ @❤♦✉❞ ✇❡ @❡: ❢♦4 :❤❡ ♠✐①:✉4❡ ♠♦❞❡❧❄ ❚❤✐@ ✐@ ❛♥ ✐♥:❡4❡@:✐♥❣

❜✉: ❞❡❧✐❝❛:❡ \✉❡@:✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐@ ❝♦♠♣❧❡:❡❧② ❞❡:❡4♠✐♥❡❞ ❜② :❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛@@✉♠❡❞ ❢♦4 :❤❡

♣♦@@✐❜❧❡ ❜❡❤❛✈✐♦4 ♦❢ :❤❡ r :❡@:@✳ ■♥ :❤❡ @✐♠♣❧❡@: ❝❛@❡ ❛@ ❞❡@❝4✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ✇❤❡4❡ :❤❡ r
:❡@:@ ❝♦44❡@♣♦♥❞ :♦ r ❝♦♥❞✐:✐♦♥❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥: ♠❡❛@✉4❡@ ♦❢ ❛ @❛♠❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✱ ✐✳❡✳

:❤❡ ❝♦44❡@♣♦♥❞✐♥❣ ❤②♣♦:❤❡@✐@ ❛4❡ @✐♠✉❧:❛♥❡♦✉@❧② ❡✐:❤❡4 :4✉❡ ♦4 ❢❛❧@❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♦♥❧② :✇♦

♣♦@@✐❜✐❧✐:✐❡@✿

H0 = H1
0 · · ·Hr

0 ✈@✳ H1 = H1
1 · · ·Hr

1 ,

@♦ :❤❛: :❤❡ m = 2 ❝♦♠♣♦♥❡♥:@ ♠✐①:✉4❡ ♠♦❞❡❧ ✭✺✳✷✮ ❛❢:❡4 ❛ ♣4♦❜✐: :4❛♥@❢♦4♠ ♦❢ :❤❡ p✬@

❧❡❛❞✐♥❣ :♦ :❤❡ ❞❛:❛ x1, · · · ,xn ✐@ ❛♣♣4♦♣4✐❛:❡✳

▼♦4❡ ❝♦♠♣❧❡① ♠♦❞❡❧@ ✐♥ :❡4♠@ ♦❢ :❤❡ ♣♦@@✐❜❧❡ ❤②♣♦:❤❡@✐@ ✭✐✳❡✳ ♠✉❧:✐✈❛4✐❛:❡ :❡@: ♦✉:✲

❝♦♠❡@✮ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ @✐♠✐❧❛4❧②✳ ❋♦4 ✐♥@:❛♥❝❡✱ ✐♥ :❤❡ ❝❛@❡ ♦❢ r = 3 :❡@:@ :❤❡ @❡:✉♣ ❝❛♥

❜❡

H0 = H1
0H

2
0H

3
0 ✈@✳ H1 = {H1

1H
2
1H

3
1 ♦4 H1

0H
2
1H

3
1}. ✭✺✳✸✮

✾✵
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❙❡3✉♣ ♦❢ 3❤❡ ❤②♣♦3❤❡:✐: ❈♦♦=❞ ✶ ❈♦♦=❞ ✷ ❈♦♦=❞ ✸

❈♦♠♣ ✶ ✭H1
0 , H

2
0 , H

3
0 ✮ N (0, 1) N (0, 1) N (0, 1)

❈♦♠♣ ✷ ✭H
1

0, H
2

0, H
3

0✮ f21 f22 f23

❈♦♠♣ ✸ ✭H1
0 , H

2

0, H
3

0✮ N (0, 1) f32 f33

❚❛❜❧❡ ✺✳✸ ✕ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ✸✲❝♦♦=❞✐♥❛3❡✱ ✸✲❝♦♠♣♦♥❡♥3 ♠✐①3✉=❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧ ✭✺✳✸✮✳

■♥ 3❤✐: :✐3✉❛3✐♦♥✱ ❡❛❝❤ ❝❛:❡ i ❛♥❞ ❛::♦❝✐❛3❡❞ p✲✈❛❧✉❡ pi ❝❛♥ ❜❡ ❡✐3❤❡= ✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥3

✶ ✇✐3❤ ❦♥♦✇♥ ✭✉♥✐❢♦=♠✮ ❞❡♥:✐3②✱ ♦= ♦♥❡ ♦❢ 3❤❡ 3✇♦ ♣♦::✐❜❧❡ :✐3✉❛3✐♦♥: ❝♦♥:✐❞❡=❡❞ ❛: 3❤❡

❛❧3❡=♥❛3✐✈❡✳ ■3 ✐: 3❤❡♥ ♥❛3✉=❛❧ 3♦ ✜3 ❢♦= 3❤❡ ♣=♦❜✐3 3=❛♥:❢♦=♠ ❛ m = 3 ❝♦♠♣♦♥❡♥3 ♠✐①3✉=❡

♠♦❞❡❧ ✭❞❡3❛✐❧ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✸✮

gθ(xi) = λ1

r∏

k=1

N (0, 1)(xik) + λ2

r∏

k=1

f2k(xik) + λ3

r∏

k=1

f3k(xik), ✭✺✳✹✮

✇❤❡=❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥3 ✷ ✐: ❛::♦❝✐❛3❡❞ 3♦ H1
1H

2
1H

3
1 ❛♥❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥3 ✸ 3♦ H1

0H
2
1H

3
1 ✳ ■♥ 3❤✐: ❝❛:❡

3❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥❞✉❝❡: ♦3❤❡= ❝♦♥:3=❛✐♥3: ♦♥ 3❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥3 ❞❡♥:✐3✐❡: 3❤❛♥ ♦♥❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥3 ❦♥♦✇

✭f1k = N (0, 1), k = 1, 2, 3✮✳ P=❡❝✐:❡❧② ❤❡=❡✿

f31 = f1k = N (0, 1), k = 1, 2, 3.

❲❡ ❝❛♥ ❛❧:♦ ✐♠♣♦:❡ 3❤❡ ❝♦♥:3=❛✐♥3 ♦♥ 3❤❡ ♣❞❢ ♦❢ ❛❧3❡=♥❛3✐✈❡ ❤②♣♦3❤❡:❡: Hk
✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥3

✷ ❛♥❞ ✸✱ ✐✳❡✳

f22 = f32 ❛♥❞ f23 = f33.

❯♥❢♦=3✉♥❛3❡❧②✱ 3❤✐: ♠♦❞❡❧ ✐: ♥♦3 ✐❞❡♥3✐✜❛❜❧❡ ✕ 3❤❛3 ✐:✱ 3❤❛3 gθ ✉♥✐S✉❡❧② ❞❡3❡=♠✐♥❡: 3❤❡

♣❛=❛♠❡3❡=: ❛♣♣❡❛=✐♥❣ ✐♥ ✭✺✳✹✮ ✕ ✉♥❞❡= ❛ ♠✐❧❞ ❛♥❞ ❡①♣❧✐❝✐3 =❡❣✉❧❛=✐3② ❝♦♥❞✐3✐♦♥ ♦♥ gθ ♦❢

❆❧❧♠❛♥ ❡3 ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪✱ ❛: :♦♦♥ ❛: 3❤❡=❡ ❛=❡ ❛3 ❧❡❛:3 ✸ ✈❛=✐❛3❡: ❢♦= 3❤❡ ♠✐①3✉=❡ ♦❢ 3❤❡ ❢♦=♠

✭✺✳✹✮ :✉❝❤ 3❤❛3 ❢♦= ❡✈❡=② k ∈ {1, · · · r}✱ 3❤❡ ❞❡♥:✐3✐❡: {fjk}1≤j≤m ❛=❡ ❧✐♥❡❛=❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥3✱

✭:❡❡ :❡❝3✐♦♥ ✸✳✸✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ 3❤❡ ✜=:3 ❝♦♦=❞✐♥❛3❡✿

k = 1, (f11, f21, f31) = (N (0, 1), f21,N (0, 1)) ❛=❡ ♥♦3 ❧✐♥❡❛=❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥3✳

❖♥ 3❤❡ ♦3❤❡= ❤❛♥❞✱ ✐❢ ✇❡ =❡❧❛① 3❤❡ ❤②♣♦3❤❡:❡: ✐♥ ❚❤❡♦=❡♠ ✾ ❢=♦♠ ❆❧❧♠❛♥ ❡3 ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪ ❛♥❞

❝♦♠♣✉3❡ 3❤❡ :✉♠ ♦❢ ❑=✉:❦❛❧ =❛♥❦ ♦❢ 3❤❡ :❡3 {fjk}1≤j≤m ❢♦= k = 1, 2, 3✕ :❛② ❛ ✜♥✐3❡ :❡3 ♦❢

♠❡❛:✉=❡: ❤❛: ❑=✉:❦❛❧ =❛♥❦ κ✱ ✐❢ κ ✐: 3❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ✐♥3❡❣❡= :✉❝❤ 3❤❛3 ❡✈❡=② κ✲❡❧❡♠❡♥3 :✉❜:❡3

✐: ❧✐♥❡❛=❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥3✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦= m = 3✱ :3=❛✐❣❤3❢♦=✇❛=❞ ♠♦❞✐✜❝❛3✐♦♥: ♦❢ 3❤❡ ♣=♦♦❢:

❡:3❛❜❧✐:❤ ✐❞❡♥3✐✜❛❜✐❧✐3② ♣=♦✈✐❞❡❞ 3❤❡ :✉♠ ♦❢ 3❤❡ ❑=✉:❦❛❧ =❛♥❦: ♦❢ 3❤❡ :❡3: {fjk}1≤j≤m ❢♦=

k = 1, 2, 3 ✐: ❛3 ❧❡❛:3 2m + 2 = 8✳ ❍❡=❡ 3❤❡ :✉♠ ♦❢ ❑=✉:❦❛❧ =❛♥❦ ✐: 2 + 2 + 2 = 6 < 8✳
❍❡♥❝❡ ✉♥❢♦=3✉♥❛3❡❧②✱ 3❤✐: =❡❧❛①❛3✐♦♥ ♦❢ 3❤❡ ♣=♦♦❢ ❞♦❡: ♥♦3 ✐♥:✉=❡ ✐❞❡♥3✐✜❛❜✐❧✐3② ♦❢ ♠♦❞❡❧

✭✺✳✹✮✳

❚❤❡ ❝♦♥:3=❛✐♥3 f31 = f11 = N (0, 1) ♦❢ 3❤❡ ✜=:3 ❝♦♦=❞✐♥❛3❡ ✈✐♦❧❛3❡: 3❤❡ ✐❞❡♥3✐✜❛❜❧❡

❝♦♥❞✐3✐♦♥ ❢♦= ♠♦❞❡❧ ✭✺✳✹✮✳ ❲❡ ❝❛♥ ♦✈❡=❝♦♠❡ 3❤✐: ♣=♦❜❧❡♠ ✇✐3❤♦✉3 ❝❤❛♥❣✐♥❣ 3❤❡ :❡3✉♣ ♦❢

3❤❡ ♣♦::✐❜❧❡ ❤②♣♦3❤❡:✐: ❛: ✐♥ ✭✺✳✸✮ ❜② ✐♥❝=❡❛:✐♥❣ 3❤❡ ❞✐♠❡♥:✐♦♥ ♦❢ 3❤❡ ♦❜:❡=✈❡❞ ✈❛=✐❛❜❧❡

❛♥❞ ✉:❡ 3❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✇✐3❤✐♥ ❜❧♦❝❦: ♦❢ ❝♦♦=❞✐♥❛3❡: 3♦ ♦❜3❛✐♥ ✐❞❡♥3✐✜❛❜✐❧✐3②✳ ■♥ ❞❡3❛✐❧✱ ✇❡

✾✶



✺✳✷✳ ▼❯▲❚■❱❆❘■❆❚❊ ❋❉❘ ✭▼❱❋❉❘✮ ▼❖❉❊▲

❜✉✐❧❞ ❛ ❣❡♥❡:❛❧ ♠✐①=✉:❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐=❤ ♠✉❧=✐✈❛:✐❛=❡ ❜❧♦❝❦D ✭D❡❡ =❤❡ ❞❡✜♥✐=✐♦♥ ✐♥ ❙❡❝=✐♦♥ ✸✳✷✮✿

gθ(xi) = λ1

B∏

ℓ=1

Ndℓ(0, I)(xisℓ) +
m∑

j=2

λj

B∏

ℓ=1

fjℓ(xisℓ),
m∑

j=1

λj = 1. ✭✺✳✺✮

❙❡=✉♣ ♦❢ ❇❧♦❝❦ ✶ ❇❧♦❝❦ ✷ ❇❧♦❝❦ ✸

=❤❡ ❤②♣♦=❤❡D✐D ❈♦♦:❞ ✶✫✷ ❈♦♦:❞ ✸ ❈♦♦:❞ ✹

❈♦♠♣ ✶ ✭H1
0 , H

2
0 , H

3
0 ✮ N2

([
0
0

]
,

[
1 0
0 1

])
N (0, 1) N (0, 1)

❈♦♠♣ ✷ ✭H
1

0, H
2

0, H
3

0✮ f21 f22 f23

❈♦♠♣ ✸ ✭H1
0 , H

2

0, H
3

0✮ N2

([
0
0

]
,

[
1 σ
σ 1

])
, σ 6= 0 f32 f33

❚❛❜❧❡ ✺✳✹ ✕ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ✹✲❝♦♦:❞✐♥❛=❡✱ ✸✲❜❧♦❝❦✱ ✸✲❝♦♠♣♦♥❡♥= ♠✐①=✉:❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧ ✭✺✳✸✮✳

❍❡:❡✱ ✇❡ ✜① =❤❡ ❦♥♦✇♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥=✕♠✉=✐✈❛:✐❛=❡ D=❛♥❞❛:❞ ♥♦:♠❛❧ ❞✐D=:✐❜✉=✐♦♥ ✐D =❤❡

✜:D= ❝♦♠♣♦♥❡♥= ✭❝♦♠♣♦♥❡♥= ♥✉❧❧✮ ✇✐=❤ =❤❡ ♣:♦♣♦:=✐♦♥ λ1✳ ❲❡ ❞❡♥♦=❡ ❢♦: ❡❛❝❤ ❜❧♦❝❦ ♦❢

❝♦♦:❞✐♥❛=❡ ℓ =❤❡ D✉❜D❡= Jℓ ⊂ J = {1, · · · ,m} D=♦:✐♥❣ =❤❡ ✐♥❞✐❝❡D ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥=D ✇❤❡:❡

=❤❡ ❛❧=❡:♥❛=✐✈❡ ❤②♣♦=❤❡D❡D Hℓ
1 ✐D =:✉❡ ❛♥❞ ✇✐=❤ ❡V✉❛❧✐=② ❝♦♥D=:❛✐♥= ♦❢ =❤❡ ❞❡♥D✐=✐❡D✳ ❋♦:

✐♥D=❛♥❝❡✱ ✐♥ =❤❡ D❡=✉♣ ♦❢ ♠♦❞❡❧ ✭✺✳✸✮ ✇❡ ❤❛✈❡

J1 = {2}, J2 = {2, 3}, ❛♥❞ J3 = {2, 3}

❚❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥= ❞❡♥D✐=✐❡D ✇❤❡:❡ =❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦=❤❡D❡D Hℓ
0 ✐D =:✉❡✱ ❤❛✈❡ =❤❡ ♠❛:❣✐♥❛❧D N (0, 1)

❛♥❞ ❞✐✛❡:❡♥= ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ D=:✉❝=✉:❡ ❜❡=✇❡❡♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥=✳ X:❡❝✐D❡❧②✱ =❤❡ ❞❡♥D✐=✐❡D ♦❢ ❝♦♠✲

♣♦♥❡♥=D ❤❛✈✐♥❣ ✐♥❞❡① j ✐♥ J \ Jℓ, ℓ = 1, · · · , B ❛:❡

fjℓ =

{
Ndℓ(0, I) ✐❢ j = 1
Ndℓ(0, V ) ✐❢ j 6= 1

✇❤❡:❡ 0 = (0, · · · , 0) ∈ Rdℓ
✐D =❤❡ dℓ✲❞✐♠❡♥D✐♦♥❛❧ ♠❡❛♥ ✈❡❝=♦:✱ I = ❞✐❛❣(dℓ) ✐D dℓ × dℓ

✐❞❡♥=✐=② ♠❛=:✐① ❛♥❞ V 6= I ✐D dℓ × dℓ ❝♦✈❛:✐❛♥❝❡ ♠❛=:✐① ✇✐=❤ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥=D ✶✳

❙✐♠✐❧❛:❧②✱ =❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥= ❞❡♥D✐=✐❡D ✇❤❡:❡ =❤❡ ❛❧=❡:♥❛=✐✈❡ ❤②♣♦=❤❡D❡D Hℓ
1 ✐D =:✉❡✕ ✐✳❡✳

fjℓ, j ∈ J ✱ ❤❛✈❡ =❤❡ D❛♠❡ ♠❛:❣✐♥❛❧ ❢✉♥❝=✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐✛❡:❡♥= ✈❛:✐❛♥❝❡ D=:✉❝=✉:❡ ✭❛♥❞ ✇❡ ♥❡❡❞

❛= ❧❡❛D= r = 6 ❝♦♦:❞✐♥❛=❡D✮ ✭D❡❡ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶✵ ✐♥ D❡❝=✐♦♥ D✐♠✉❧❛=✐♦♥ D=✉❞② ✺✳✺✮ ♦: ✇❡ ❝❛♥ ❛❧D♦

:❡❧❛① =❤❡ ❡V✉❛❧ ❝♦♥D=:❛✐♥= ♦♥ =❤❡ ♣❞❢ ♦❢ ❋❛❧D❡ Hk
✭❛= ❧❡❛D= r = 4 ♥❡❝❡DD❛:② ❝♦♦:❞✐♥❛=❡D✮

✭D❡❡ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹✮ ✳ ❚❤❡♥✱ =❤❡ D❡= ♦❢ {fjℓ}1≤ℓ≤B ✐D ❧✐♥❡❛:❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥= ❢♦: ❛❧❧ j ∈ {1, · · · ,m}✳
▼♦❞❡❧ ✭✺✳✺✮ ✐D ❛ D♣❡❝✐❛❧ ❝❛D❡ ♦❢ =❤❡ ♠✉❧=✐✈❛:✐❛=❡ ♠✐①=✉:❡ ♠♦❞❡❧ =❤❛= ❈❤❛✉✈❡❛✉ ❛♥❞

❍♦❛♥❣ ❬✷✵✶✻❪ ❛♥❞ ❙❡❝=✐♦♥ ✸✳✷ ✐♥ =❤❡ ♣:❡D❡♥= ❞✐DD❡:=❛=✐♦♥ ♣:❡D❡♥=❡❞✳ ❚❤❡♦:❡♠ ✾ ✐♥ ❆❧❧✲

♠❛♥ ❡= ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪ ♣:♦✈❡❞ ✐❞❡♥=✐✜❛❜✐❧✐=② ♦❢ ❛ ✜♥✐=❡ ♠✐①=✉:❡ ♦❢ ❝♦♥❞✐=✐♦♥❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥=

♠✉❧=✐✈❛:✐❛=❡ ♥♦♥♣❛:❛♠❡=:✐❝ ♠❡❛D✉:❡D D✉❝❤ =❤❛= ❢♦: ❡✈❡:② ❜❧♦❝❦ ℓ ∈ {1, · · · , B} =❤❡ ❞❡♥✲

D✐=✐❡D {fjℓ}1≤j≤m ❛:❡ ❧✐♥❡❛: ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥= ✐D ✇❤❡♥❡✈❡: =❤❡ ♥✉♠❜❡: ♦❢ ❜❧♦❝❦D B ≥ 3✳ ❋♦:

=❤❡ ♠✈❋❉❘ D❡=✉♣ ✭✺✳✸✮ =❤❡ ♠✐①=✉:❡ ♠♦❞❡❧ ✭✺✳✺✮ ❤❛D B = 3 ❜❧♦❝❦D ❛♥❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ❜❧♦❝❦

=❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥= ❞❡♥D✐=✐❡D {fjℓ}1≤j≤m ❛:❡ ❞✐✛❡:❡♥=✳ ❚❤❡♥ ✉♥❞❡: =❤❡ ❝♦♥❞✐=✐♦♥ ♣:❡❝✐D❡❞ ✐♥

❚❤❡♦:❡♠ ✾ ♦❢ ❆❧❧♠❛♥ ❡= ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪✱ =❤✐D ♠♦❞❡❧ ✐D ✐❞❡♥=✐✜❛❜❧❡✳

✾✷



✺✳✸✳ ❚❍❊ ▼❱◆#❊▼◆✵✶ ❆▲●❖❘■❚❍▼ ❋❖❘ ❆ ▼❯▲❚■❱❆❘■❆❚❊ ◆❖◆1❆❘❆▼❊❚❘■❈

▼■❳❚❯❘❊ ❲■❚❍ ❖◆❊ ❈❖▼1❖◆❊◆❚ ❑◆❖❲◆

✺✳✸ ❚❤❡ ♠✈♥♣❊▼◆✵✶ ❛❧❣♦*✐,❤♠ ❢♦* ❛ ♠✉❧,✐✈❛*✐❛,❡ ♥♦♥✲

♣❛*❛♠❡,*✐❝ ♠✐①,✉*❡ ✇✐,❤ ♦♥❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥, ❦♥♦✇♥

●✐✈❡♥ ✐♥✐:✐❛❧ ✈❛❧✉❡> θ(0) = (λ(0),f (0))✱ :❤❡ ♠✈♥♣❊▼◆✵✶ ❛❧❣♦C✐:❤♠ ❝♦♥>✐>:> ✐♥ ✐:❡C❛:✐♥❣ :❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ >:❡♣>✿

✶✳ ❊✲"#❡♣✿ ❈❛❧❝✉❧❛:❡ :❤❡ ♣♦>:❡C✐♦C ♣C♦❜❛❜✐❧✐:✐❡> ✭❝♦♥❞✐:✐♦♥❛❧ ♦♥ :❤❡ ❞❛:❛ ❛♥❞ θ(t)
✮✱ ❢♦C

❡❛❝❤ i = 1, . . . , n✿

♦❢ :❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥: ✶✿ p
(t)
i1 := Pθ(t)(Zi1 = 1|xi) =

λ
(t)
1

∏B
ℓ=1 Ndℓ(0, I)(xisℓ)

λ
(t)
1

∏B
ℓ=1 Ndℓ(0, I)(xisℓ) +

∑m
j′=2 λ

′(t)
j

∏B
ℓ=1 f

(t)
j′ℓ (xisℓ)

,

♦❢ :❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥: j 6= 1✿ p
(t)
ij := Pθ(t)(Zij = 1|xi) =

λ
(t)
j

∏B
ℓ=1 f

(t)
jℓ (xisℓ)

λ
(t)
1

∏B
ℓ=1 Ndℓ(0, I)(xisℓ) +

∑m
j′=2 λ

′(t)
j

∏B
ℓ=1 f

(t)
j′ℓ (xisℓ)

.

✷✳ ▼✲"#❡♣ ❢♦* λ✿

λ
(t+1)
j =

1

n

n∑

i=1

p
(t)
ij .

✸✳ ◆♦♥♣❛*❛♠❡#*✐❝ ❦❡*♥❡❧ ❞❡♥"✐#② ❡"#✐♠❛#✐♦♥ "#❡♣✿ ❋♦C ❛♥② u ✐♥ Rdℓ
✱ ❞❡✜♥❡ ❢♦C

❡❛❝❤ ❜❧♦❝❦ ℓ ∈ {1, . . . , B} ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥: j ∈ {2, · · · ,m}

f
(t+1)
jℓ (u) =

1

nλ
(t+1)
j

n∑

i=1

p
(t)
ij KHjℓ

(u− xisℓ),

✇❤❡C❡ KHjℓ
✐> ❛ ♠✉❧:✐✈❛C✐❛:❡ ❦❡C♥❡❧ ❞❡♥>✐:② ❢✉♥❝:✐♦♥✱ :②♣✐❝❛❧❧② ●❛✉>>✐❛♥✱ ❛♥❞ Hjℓ ✐>

❛ >②♠♠❡:C✐❝ ♣♦>✐:✐✈❡ ❞❡✜♥✐:❡ dℓ × dℓ ♠❛:C✐① ❦♥♦✇♥ ❛> :❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞:❤ ♠❛:C✐①✳

❋♦C :❤❡ ✜C>: ❝♦♠♣♦♥❡♥:✿

f
(t+1)
1ℓ (u) = Ndℓ(0, I)(u), ∀ℓ = 1, · · · , B.

✺✳✹ ❈♦♠♣❛*✐♥❣ ✉♥✐✈❛*✐❛,❡ ❛♥❞ ♠✉❧,✐✈❛*✐❛,❡ ❋❉❘

❆ T✉❡>:✐♦♥ ✐> ❤♦✇ :♦ ❝♦♠♣❛C❡ ✉♥✐✈❛C✐❛:❡ ❋❉❘ ✭✉♥✐✈❋❉❘✮ ❛♥❞ ♠✉❧:✐✈❛C✐❛:❡ ❋❉❘ ✭♠✈❋❉❘✮

❝♦♥:C♦❧>❄ ❇❡❢♦C❡ ❣♦✐♥❣ :♦ ❛♥>✇❡C :❤✐> T✉❡>:✐♦♥✱ ✇❡ ✇❛♥: :♦ ✉♥❞❡C❧✐♥❡ :❤❛: ✐♥ ❛♥② ✇❛②✱

✐: ✐> ♥♦: ♣♦>>✐❜❧❡ :♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ❢❛✐C ❝♦♠♣❛C✐>♦♥ >✐♥❝❡ :❤❡ ♠✉❧:✐✈❛C✐❛:❡ p✲✈❛❧✉❡ ❜C✐♥❣ ❛♥

❛❞❞✐:✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦C♠❛:✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣✉C♣♦>❡ ✐> :❤❛: ✇❡ :C② :♦ ♦❜:❛✐♥ >♦♠❡ >♦C: ♦❢ ❝♦♠♣❛C✐>♦♥>

❜✉: ♦❜✈✐♦✉>❧② :❤❡ ✐♥❢♦C♠❛:✐♦♥ ❢C♦♠ ❡❛❝❤ >✐:✉❛:✐♦♥ ✐> ♥♦: ❝♦♠♣❛C❛❜❧❡✳

❲❡ ✜C>: :C✐❡❞ >♦♠❡ >✐♠♣❧❡ C✉❧❡> ❛> ❛♣♣❧②✐♥❣ ✉♥✐✈❛C✐❛:❡ ❋❉❘ ❝♦♥:C♦❧ :♦ :❤❡ ♠❛① ♦❢ :❤❡

❝♦♦C❞✐♥❛:❡> ✐♥ pi✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐> :❤❛:✱ ✐❢ :❤❡ r :❡>:> ❛C❡ >✐♠✐❧❛C ❛♥❞ :❤❡ ♦♥❧② :✇♦ ♣♦>>✐❜❧❡

✾✸
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3✐5✉❛5✐♦♥3 ❛:❡ TTT ♦: FFF ✱ 5❤❡♥ ✉♥✐✈❛:✐❛5❡ ❋❉❘ ✇✐❧❧ ♣❡:❢♦:♠ ❡D✉✐✈❛❧❡♥5❧② ❛3 ✐❢ ♦♥❧② ♦♥❡

5❡35 ✇❛3 ♦❜3❡:✈❡❞✱ ✇❤❡:❡❛3 5❤❡ ♠❛① ✐3 ♠♦:❡ ❝♦♥3❡:✈❛5✐✈❡✳ ❆ ♣:♦❜❧❡♠ ✇✐5❤ 5❤✐3 35:❛5❡❣②

✐3 5❤❛5 ✉♥❞❡: 5❤❡ ♥✉❧❧✱ 5❤❡ ♠❛① ✭♦: ♠✐♥ ♦: ♦5❤❡: :✉❧❡3✮ ❛:❡ ♥♦ ❧♦♥❣❡: U[0,1]✱ 3♦ 5❤❛5 ✉3✉❛❧

❋❉❘ ❝♦♥5:♦❧❧✐♥❣ ♣:♦❝❡❞✉:❡3 ❢❛✐❧✳

■♥ 5❤❡ ✉♥✐✈❛:✐❛5❡ ❝❛3❡✱ 5❤❡ ♣:♦❝❡❞✉:❡ ❢♦: ♣❧♦55✐♥❣ 5❤❡ 3♦✲❝❛❧❧❡❞ ✏❧♦❝❛❧ ❋❉❘✑ ❝♦♥5:♦❧ ✐3

5♦ 3♦:5 5❤❡ p✲✈❛❧✉❡3✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉5❡

i 7→ ℓFDR(i) =
1

i

i∑

l=1

p̂l1,

✇❤❡:❡ p̂l1 ✐3 5❤❡ ✭❡35✐♠❛5❡❞✮ ♣♦35❡:✐♦: P (H0|pi) 5❤❛5 5❤❡ i5❤ 3♠❛❧❧❡35 p✲✈❛❧✉❡ ❝♦::❡3♣♦♥❞3

5♦ ❛ ♥♦♥✲3✐❣♥✐✜❝❛♥5 ❝❛3❡ (H0)✳ ❚❤❡ ❞❡❝✐3✐♦♥ :✉❧❡ ❝♦♥3✐353 5❤❡♥ ✐3 :❡❥❡❝5✐♥❣ 5❤❡ i 3♠❛❧❧❡35 p✲
✈❛❧✉❡3✱ 3✉❝❤ 5❤❛5 ℓFDR(i) ≤ α✳ ■♥ ♣:❛❝5✐❝❡✱ ✐5 ✐3 ✉3❡❞ 5♦ ❞❡✜♥❡ ❤♦✇ ♠❛♥② ♦❢ 5❤❡ 3♠❛❧❧❡35

♦❜3❡:✈❡❞ p✲✈❛❧✉❡3 ❤❛✈❡ 5♦ ❜❡ :❡❥❡❝5❡❞✱ ✐♥ ♦:❞❡: 5♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛♥ ❡35✐♠❛5❡❞ ❡::♦: ❧❡✈❡❧ 3♠❛❧❧❡:

5❤❛♥ α✳ ❚❤✐3 ♥✉♠❜❡: ♦❢ :❡❥❡❝5✐♦♥3 ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② 5❤❡ ✐♥❞❡①

d̂α := max{i ∈ {1, · · · , n} : ℓFDR(i) ≤ α}

❚❤✐3 ✐♥❞❡① ❝♦::❡3♣♦♥❞3 5♦ 5❤❡ ❧❛:❣❡35 ♦:❞❡:❡❞ p✲✈❛❧✉❡ ❜❡❢♦:❡ ✇❤✐❝❤ 5❤❡ ❡35✐♠❛5❡❞ ❋❉❘

❝:♦33❡3 5❤❡ ❧❡✈❡❧ α ❢♦: 5❤❡ ✏❧❛35 5✐♠❡✑✳

■♥ ♠✉5✐✈❛:✐❛5❡ 3❡5✉♣ ✐5 ✐3 ♥♦5 ♣♦33✐❜❧❡ 5♦ ♦:❞❡: 5❤❡ ♠✉❧5✐✈❛:✐❛5❡ pi✬3✳ ❙♦♠❡ ❛❧5❡:♥❛5✐✈❡3

❛:❡ ♣♦33✐❜❧❡✿

• ❖:❞❡: 5❤❡ :♦✇3 ❛❝❝♦:❞✐♥❣ 5♦ 5❤❡ ♠❛① ✭♦: 5❤❡ ♠✐♥✱ 5❤❡ ❛✈❡:❛❣❡✱ ❡5❝✮ ♦❢ 5❤❡ p =
(pi1, · · · , pir)✳ ❇✉5 5❤❡3❡ 35:❛5❡❣✐❡3 ❛:❡ ♥♦5 ♣:♦♣❡: ✇❛② ♦❢ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛ 3✉❜35✐5✉5❡ ❢♦:

♠✉❧5✐✈❛:✐❛5❡ ❋❉❘✳ ❆❝5✉❛❧❧②✱ 5❤❡② ❛:❡ ✇:♦♥❣ 5❤❡♦:❡5✐❝❛❧❧② 3✐♥❝❡ ❢♦: 5❤❡ ♥✉❧❧ ❝❛3❡3✱

5❤❡ ♠❛① ♦: 5❤❡ ♠✐♥ ♦: ❛♥② 3✉❝❤ 5:❛♥3❢♦:♠❛5✐♦♥ ♦❢ 5❤❡ ❞✐35:✐❜✉5✐♦♥ U⊗r
[0,1] ❞❡35:♦②3

5❤❡ ✉♥✐❢♦:♠ ❞✐35:✐❜✉5✐♦♥ ✉♥❞❡: 5❤❡ ♥✉❧❧ ♣:♦♣❡:5②✳ ❙✐♥❝❡ ❢❞"#♦♦❧ ♦: ♦5❤❡: ❧♦❝❛❧ ❋❉❘

♣:♦❝❡❞✉:❡3 ❛:❡ ❣:♦✉♥❞❡❞ ♦♥ 5❤❡ ✉♥✐❢♦:♠ ❢♦: 5❤❡ ♥✉❧❧ ❝❛3❡3✱ 5❤❡3❡ ❛:❡ 5❤❡♦:❡5✐❝❛❧❧②

♥♦5 ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡✳

• ❖:❞❡: ❛❝❝♦:❞✐♥❣ 5♦ 5❤❡ ♣♦35❡:✐♦:3 ♦❜5❛✐♥❡❞ ❜② 5❤❡ ♠✉❧5✐✈❛:✐❛5❡ ❛❧❣♦:✐5❤♠✳ ❋♦: ♦✉:

❛❧❣♦:✐5❤♠✱ ✇❡ ✉3❡ 5❤❡ ♦:❞❡: ♦❢ 5❤❡ ✜♥❛❧ ✈❛❧✉❡3 ♦❢ 5❤❡ pi1✬3 ✉♥❞❡: 5❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥5 H0✱

✐✳❡✳ 5❤❡ ♣♦35❡:✐♦: ♣:♦❜❛❜✐❧✐5✐❡3 ❛❢5❡: ❝♦♥✈❡:❣❡♥❝❡ ♦❢ 5❤❡ ❛❧❣♦:✐5❤♠ 5❤❛5 ✇❡ ❞❡♥♦5❡

p̂i1✬3✳

• ❖5❤❡: :❡❥❡❝5✐♦♥ :✉❧❡3 ❛3 ✐♥ ❈❤✐ ❡5 ❛❧✳ ❬✷✵✵✽❪✬3✿

✕ ✏❜② ♣:♦❞✉❝5✑✿ :❡❥❡❝5 ❛ ♥✉❧❧ ✐❢

∏r
k=1 pk 3♠❛❧❧❀

✕ ✏❜② ♠❛①✑✿ :❡❥❡❝5 Hi ✐❢ maxk Tik ✐3 ❧❛:❣❡ ❡♥♦✉❣❤ ✇❤❡:❡ T i = (Ti1, · · · , Tir) ❛:❡ 5❤❡

5❡35 35❛5✐35✐❝3❀

✕ ✏❜② 3✉♠✑✿ :❡❥❡❝5 Hi ✐❢
∑

k ckTik ✐3 ❧❛:❣❡ ❡♥♦✉❣❤ ✇❤❡:❡ ck > 0 ❛:❡ 3♦♠❡ ♣♦3✐5✐✈❡

❝♦♥35❛♥53✳

❲❡ ❤❛✈❡ ♥♦5 ✉3❡❞ 5❤❡3❡ :✉❧❡3 3✐♥❝❡ 5❤❡② :❡D✉✐:❡3 ❝♦♥35:✉❝5✐♥❣ p✲✈❛❧✉❡3 ✈✐❛ ♠❛①✐✲

♠✐③❛5✐♦♥ ✉♥❞❡: ❧✐♥❡❛: ❝♦♥35:❛✐♥53 ✐♠♣♦3❡❞ ❜② ❞❛5❛✬3 ❡♠♣✐:✐❝❛❧ ❞✐35:✐❜✉5✐♦♥ ✇❤✐❝❤

❧❡❛❞ 5♦ 5❤❡ ❝❛3❡ 5❤❛5 5❤❡ :❡❥❡❝5✐♦♥ ❛33♦❝✐❛5❡❞ 5♦ 5❤❡ ❧❛:❣❡35 p✲✈❛❧✉❡ ✐3 :❡5❛✐♥❡❞ ♦:

✏❝♦♥3❡:✈❛5✐✈❡✑✳

✾✹



✺✳✺✳ ❙■▼❯▲❆❚■❖◆ ❙❚❯❉❨

• ❯-❡ /❤❡ r 1❡-✉❧/- ♦❢ /❤❡ r ✉♥✐✈❛1✐❛/❡ ❧♦❝❛❧ ❋❉❘✬-✱ ✭@♦-✐/✐✈❡✴◆❡❣❛/✐✈❡ ❢♦1 ❡❛❝❤ ❝❛-❡✮

/♦ ❞❡❝✐❞❡ ✇❡/❤❡1 /❤❡ ❣❧♦❜❛❧ H0 ♦1 H1 ✐- /1✉❡✳

❈♦♠♣❛1✐-♦♥ /❤❡♥ 1❡J✉✐1❡- -♦♠❡ ❝❛✉/✐♦♥✱ -✐♥❝❡ /❤❡ -♦1/✐♥❣ ♦1❞❡1 ❞❡♣❡♥❞- ♦♥ /❤❡ ✈❡❝/♦1

♦❢ p✲✈❛❧✉❡- ✉-❡❞✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡1 ♦❢ 1❡❥❡❝/❡❞ ❝❛-❡- ❛/ ❧❡✈❡❧ α ❞♦ ♥♦/ ❝♦11❡-♣♦♥❞ /♦ /❤❡ -❛♠❡

❝❛-❡-✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐♥♣✉/ ❤❛- ❜❡❡♥ ✉-❡❞ ✭✉♥✐✈❛1✐❛/❡ pk✬-✱ ♠❛① ♦❢ p ♣❡1 1♦✇-✱ ♦1❞❡1

❢1♦♠ ♣♦-/❡1✐♦1-✱ -♦♠❡/❤✐♥❣ ❡❧-❡✱ . . .✮✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐♥ ❛ /②♣✐❝❛❧ ❋❉❘ ♣❧♦/ ✇❤❡1❡ /❤❡ x ❛①✐- ✐♥ /❤❡

✐♥❞❡① i = 1, · · · , n✱ /❤❡ ♥✉♠❜❡1 ♦❢ 1❡❥❡❝/❡❞ ❝❛-❡- @ ✭@♦-✐/✐✈❡-✮ ❞♦ ♥♦/ ❝♦11❡-♣♦♥❞ /♦ /❤❡

 ❛♠❡ ❝❛-❡- ❢1♦♠ /❤❡ ❡①♣❡1✐♠❡♥/✱ ❜✉/ /♦ /❤❡ @ ❝❛-❡- ❛--♦❝✐❛/❡❞ /♦ /❤❡ -♠❛❧❧❡-/ p✲✈❛❧✉❡- ✐♥
❡❛❝❤ ✐♥♣✉/ ✈❡❝/♦1 ✉-❡❞ /♦ ❜✉✐❧❞ /❤❡ ❋❉❘✳

❖❜-❡1✈✐♥❣ /❤❡ ❝♦♠♣❧❡/❡ ❞❛/❛ (p,Z)✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉/❡ /❤❡ /1✉❡ ❋❉❘ ❜②

i 7→ ℓFDR
 !✉❡

(i) =
1

i

i∑

l=1

Iz(l)1 = 1,

✇❤❡1❡ /❤❡ z(l)✬- ✐- /❤❡ l/❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥/ ♠❡♠❜❡1-❤✐♣ ❝♦11❡-♣♦♥❞✐♥❣ /♦ /❤❡ l/❤ -♠❛❧❧❡-/ p✲
✈❛❧✉❡ ✐♥ /❤❡ ♦1❞❡1✐♥❣ ♦❢ /❤❡ n ❝❛-❡-✳ ❚❤❡ ♦1❞❡1✐♥❣ ♦❢ z ✈❡❝/♦1 ❝❤❛♥❣❡- /❤❡ /1✉❡ ❋❉❘ ♦❢

/❤❡ ✏-♠❛❧❧❡-/✑ 1❡❥❡❝/❡❞ ❝❛-❡-✳

❍♦✇❡✈❡1✱ /❤❡ ♣❡1❝❡♥/❛❣❡ ♦❢ ✇1♦♥❣❧② 1❡❥❡❝/❡❞ ❝❛-❡-✱ /❤❡ ❋❛❧-❡ @♦-✐/✐✈❡ ✭❋@✮ ❞✐✈✐❞❡❞

❜② /❤❡ /♦/❛❧ ♥✉♠❜❡1 ♦❢ ❝❛-❡- ❞❡❝❧❛1❡❞ @♦-✐/✐✈❡ ✭@✮✱ ✐❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ✐- -/✐❧❧ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❢♦1

❝♦♠♣❛1✐-♦♥- ❛♠♦♥❣ -❡✈❡1❛❧ ❛♣♣1♦❛❝❤❡- ✭❋@✴@ ✇❤❡♥ @ ❃ ✵ ✐- /❤❡ ❞❡✜♥✐/✐♦♥ ♦❢ /❤❡ ❋❉❘

❢1♦♠ ❇❡♥❥❛♠✐♥✐ ❛♥❞ ❍♦❝❤❜❡1❣ ❬✶✾✾✺❪✮✳ ❙✐♠✐❧❛1❧②✱ /❤❡ ♣❡1❝❡♥/❛❣❡ ♦❢ ❋❛❧-❡ ◆❡❣❛/✐✈❡ ✭❋◆✴◆✮

✐- ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ /♦ ❝♦♠♣❛1❡ /❤❡ ♣♦✇❡1 ♦❢ /❤❡ ✈❛1✐♦✉- ❋❉❘ ❝♦♥/1♦❧ ♠❡/❤♦❞-✿ ✇❡ ✇❛♥/ ❋◆✴◆

❛- -♠❛❧❧ ❛- ♣♦--✐❜❧❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ /❤❡ ❢♦✉1 ♣♦--✐❜❧❡ ♦✉/❝♦♠❡- ❛- ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ /❛❜❧❡ ✺✳✷✱ ❝❛♥ ❜❡

❝♦♠♣✉/❡❞ ♦♥ -✐♠✉❧❛/❡❞ ❞❛/❛✱ ❢1♦♠ /❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ /❤❡ /1✉❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥/ ♠❡♠❜❡1-❤✐♣ z✳

❚❤❡ /♦② ❡①❛♠♣❧❡ ❜❡❧♦✇ ♦♥ -✐♠✉❧❛/❡❞ ❞❛/❛ ✐❧❧✉-/1❛/❡- /❤✐-✳

❚❤❡ ❡11♦1 ♦♥ /❤❡ /❛1❣❡/ ❧❡✈❡❧ α ✇❤✐❝❤ ✐- -✉♣♣♦-❡❞ /♦ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❛♥ ❋❉❘ ❝♦♥/1♦❧

♣1♦❝❡❞✉1❡ ♠❛② ❛❧-♦ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛/❡❞ ✐♥ -✐♠✉❧❛/✐♦♥✳ ■♥ ♦✉1 ▼♦♥/❡✲❈❛1❧♦ ❡①♣❡1✐♠❡♥/-✱ ✇❡ 1❛♥

S 1❡♣❧✐❝❛/✐♦♥- ♦❢ n -✉❝❤ /❡-/-✳ ❋1♦♠ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛♥ ❡✈❛❧✉❛/❡ /❤❡ ❛❝/✉❛❧ ❡11♦1 ℓFDR(d̂
(s)
α )

✇❤❡♥ /❤❡ d̂α -♠❛❧❧❡-/ p✲✈❛❧✉❡- ❛1❡ 1❡❥❡❝/❡❞ ❛/ 1❡♣❧✐❝❛/✐♦♥ s✱ -♦ /❤❛/

∆(α) =
1

S

S∑

s=1

(
ℓFDR(d̂(s)α )− α

)2

❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛) ❛ ▼❙❊ ♦♥ .❤❡ .❛0❣❡. ❧❡✈❡❧ α ♦✈❡0 ❛❧❧ .❤❡ 0❡♣❧✐❝❛.✐♦♥)✳

✺✳✺ ❙✐♠✉❧❛(✐♦♥ +(✉❞②

✺✳✺✳✶ ❙✐♠♣❧❡ )✐♠✉❧❛,❡❞ ❡①❛♠♣❧❡)

▼♦❞❡❧ ✶ ❍❡0❡ ✐) ❛ .♦② ❡①❛♠♣❧❡ .♦ ✐❧❧✉).0❛.❡ .❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦0 ♦❢ ♦✉0 ♥♦✈❡❧ ❛♣♣0♦❛❝❤ ❛♥❞ .❤❡

♣♦))✐❜❧❡ ❝♦♠♣❛0✐)♦♥) ❜❡.✇❡❡♥ ❋❉❘ ❝♦♥.0♦❧ ♠❡.❤♦❞)✳ ❚❤❡ r = 3 .0✐✈❛0✐❛.❡ ❞❛.❛ ❝♦00❡)♣♦♥❞

.♦ .❤❡ )✐♠♣❧❡). ♠♦❞❡❧✱ ✐✳❡✳ H0 ≡ TTT ❛♥❞ H1 ≡ FFF ✳ ❚❤✐) ✐) ❛ ✷✲❝♦♠♣♦♥❡♥. ♠✐①.✉0❡

✇✐.❤ .❤❡ ♣0♦♣♦0.✐♦♥ ♦❢ .0✉❡ H0 )❡. .♦ λ1 = 0.6✳ ❚❤❡ n = 1000 ❝❛)❡) ❛0❡ )✐♠✉❧❛.❡❞ ❞✐0❡❝.❧②

✾✺
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H0 ❚-✉❡ H0 ❋❛❧3❡

♥♦6 -❡❥❡❝6❡❞ -❡❥❡❝6❡❞ ♥♦6 -❡❥❡❝6❡❞ -❡❥❡❝6❡❞ ❋❉❘ ❋◆✴◆

k = 1 ✺✻✾ ✾ ✷✷✽ ✶✾✹ ✵✳✵✹✹ ✵✳✷✽✻

k = 2 ✺✻✼ ✶✶ ✷✷✼ ✶✾✺ ✵✳✵✺✸ ✵✳✷✽✻

k = 3 ✺✻✾ ✾ ✶✾✽ ✷✷✹ ✵✳✵✸✽ ✵✳✷✺✽

♠✈❋❉❘ ✺✸✵ ✹✽ ✽ ✹✶✹ ✵✳✶✵✹ ✵✳✵✶✺

❙✉♠ ✺✼✽ ✹✷✷

❚❛❜❧❡ ✺✳✺ ✕ FDR ❛♥❞ FN/N ✉3✐♥❣ ❢❞"#♦♦❧ ❢♦- ❡❛❝❤ ❝♦♦-❞✐♥❛6❡ k = 1, 2, 3 ✐♥ ❛ 3✐♥❣❧❡

3❛♠♣❧❡ ♦❢ n = 1000 6❡363 ❢♦- ▼♦❞❡❧ ✶✱ ❝♦♠♣❛-✐♥❣ ✇✐6❤ ♠✈❋❉❘ 36-❛6❡❣②✳

❛6 6❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ 6❤❡ ♣-♦❜✐6 6-❛♥3❢♦-♠✱ ✐✳❡✳ N (0, 1)⊗3 ❢♦- 6❤❡ ♥✉❧❧✱ ❛♥❞ 3♦♠❡ ❞✐36-✐❜✉6✐♦♥

❧♦❝❛6❡❞ ♦♥ ♥❡❣❛6✐✈❡ ✈❛❧✉❡3 ❢♦- 6❤❡ 3✐❣♥✐✜❝❛♥6 ❝❛3❡3 ✭H1✮✱ ❛❝6✉❛❧❧② ❤❡-❡ 3✐♠♣❧② N (−2, 1)⊗3✳
❚❤❡♥ 6❤❡ p✲✈❛❧✉❡3 ❛-❡ ♦❜6❛✐♥❡❞ ❜② -❡✈❡-3✐♥❣ 6❤❡ ♣-♦❜✐6 6-❛♥3❢♦-♠✱ ✐✳❡✳ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ 6❤❡

♥♦-♠❛❧ ❝❞❢ 6♦ 6❤❡ x✳ ❚❤❡3❡ ❛-❡ ❞❡♥♦6❡❞ pik, i = 1, · · · , n ❛♥❞ k = 1, · · · , r ❛3 ✉3✉❛❧✳

❆♣♣❧②✐♥❣ 6❤❡ ♠✈❋❉❘ ❛❧❣♦-✐6❤♠ ❢♦- 6❤✐3 ♠♦❞❡❧✱ 3♦-6✐♥❣ 6❤❡ n ❝❛3❡3 ❜② 6❤❡ ♣♦36❡-✐♦-3

❛♥❞ ❝♦♠♣✉6✐♥❣ ℓFDR(i) -❡6✉-♥3 6❤❡ ♣❧♦6 ♦❢ 6❤❡ ♠✈❋❉❘ ❝♦♥6-♦❧ ✐♥ ❋✐❣ ✺✳✷ ✭❆✮✳ ❚❤❡♥

❝♦♠♣✉6✐♥❣ 6❤❡ ℓ❋❉❘ ✉3✐♥❣ ❢❞"#♦♦❧ ❢♦- ❡❛❝❤ ❝♦♦-❞✐♥❛6❡ k✱ ✐❡ ❡❛❝❤ ✈❡❝6♦- ♦❢ p✲✈❛❧✉❡3
(p1k, · · · , pnk) -❡6✉-♥3 r ✇❛②3 ♦❢ ❝♦♥6-♦❧❧✐♥❣ 6❤❡ ❋❉❘✳ ■❢ ✇❡ ✇❛♥6 6♦ 3✉♣❡-✐♠♣♦3❡ 6❤❡3❡ ♦♥

6❤❡ 3❛♠❡ ♣❧♦6✱ ✇❡ ❤❛✈❡ 6♦ 3♦-6 ❡❛❝❤ k6❤ ❝♦♦-❞✐♥❛6❡ 3❡♣❛-❛6❡❧②✱ ❛♥❞ 6♦ ♣❧♦6 i 7→ FDR(i) ✐❢
✇❡ ✇❛♥6 6♦ ❞✐3♣❧❛② 6❤❡ ✐♥❝-❡❛3✐♥❣ FDR(.) ❝✉-✈❡3✱ 3✐♥❝❡ ❡❛❝❤ ♦-❞❡-✐♥❣ ✐3 ❞✐✛❡-❡♥6✳ ❆3 3❛✐❞

❛❜♦✈❡✱ 6❤❡ ♣❧♦6 ✐3 6❤❡♥ ♠✐3❧❡❛❞✐♥❣ 3✐♥❝❡ 6❤❡ P -❡❥❡❝6❡❞ ❝❛3❡3 ❛-❡ ❛❧❧ ❞✐✛❡-❡♥6✳ ❲❡ ✜♥❛❧❧②

❝❛♥ ❞♦ 6❤❛6 ❛3 ✇❡❧❧ ❢♦- 6❤❡ ♠✐♥ ❛♥❞ 6❤❡ ♠❛① ♦❢ 6❤❡ -♦✇3 (pi1, . . . , pir) ✭-❡♠✐♥❞ 6❤❛6 6❤❡

♠❛①✴♠✐♥ ❜♦6❤ ❞❡36-♦② 6❤❡ ✉♥✐❢♦-♠ ❞✐36-✐❜✉6✐♦♥ ♦❢ 6❤❡ p✲✈❛❧✉❡3 ✉♥❞❡- 6❤❡ ♥✉❧❧✱ 3♦ ✇❡ ❥✉36

✉3❡ 6❤❡♠ ❢♦- ✐❧❧✉36-❛6✐♦♥✮✳ ❋✐❣ ✺✳✷ 3❤♦✇3 ❤♦✇❡✈❡- 6❤❛6 6❤❡ ♠✈❋❉❘ ✐3 ✈❡-② ❛❝❝✉-❛6❡ ❤❡-❡

✭3✐♥❝❡ 6❤❡ 6-✉❡ ❋❉❘ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉6❡❞ ❢-♦♠ 6❤❡ z ❢♦- 6❤❡ ♦-❞❡-✐♥❣ ✉3❡❞ ✐♥ 6❤❡ ✜❣✉-❡✮✱

6❤❛6 6❤❡ ✉♥✐✈❛-✐❛6❡ ❋❉❘✬3 ❛-❡ ♠♦-❡ ❝♦♥3❡-✈❛6✐✈❡✱ 6❤❛6 6❤❡ ♠❛① ✐3 ✇❛② 6♦♦ ❝♦♥3❡-✈❛6✐✈❡

✭❝♦♥3❡-✈❛6✐✈❡ ✐♥ 6❤❡ 3❡♥3❡ 6❤❛6 6❤❡ -❡❥❡❝6✐♦♥ ❛33♦❝✐❛6❡❞ 6♦ 6❤❡ ❧❛-❣❡36 p✲✈❛❧✉❡ ✐3 -❡6❛✐♥❡❞✮

❛♥❞ 6❤❡ ♠✐♥ -❡❥❡❝63 6♦♦ ♠❛♥② ❝❛3❡3✳

■❢ ✇❡ ✇❛♥6 6❤❡ ♦-❞❡-✐♥❣ 6♦ ❜❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❢♦- ❡❛❝❤ ♠❡6❤♦❞ ✇❡ ❝❛♥ 3♣❧✐6 6❤❡ ♣❧♦63✱ ❛3

✐♥ ❋✐❣ ✺✳✸✱ ✇❤✐❝❤ ❞✐3♣❧❛②3 6❤❡ ♠✈❋❉❘ ❝♦♥6-♦❧ -❡3✉❧6✱ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ♦❢ 6❤❡ r = 3 ✉♥✐✈❛-✐❛6❡

❋❉❘ ❝♦♥6-♦❧3 ❜❛3❡❞ ♦♥ 6❤❡ ❇❡♥❥❛♠✐♥✐ ❛♥❞ ❍♦❝❤❜❡-❣ ❬✶✾✾✺❪ ♣-♦❝❡❞✉-❡✱ ❛♥❞ 6❤❡ 6✇♦ ❢❞-6♦♦❧

❝♦♥6-♦❧❧✐♥❣ ♠❡6❤♦❞3 ✭6❤❡ ♦♥❡ 6❤❛6 ❝♦--❡3♣♦♥❞3 6♦ 6❤❡ ℓ❋❉❘ ✐3 6❤❡ ❧♦❝❛❧ ❢❞-✮✳

❈♦♠♣❛%✐♥❣ ❢%♦♠ *❤❡ ❋. ❛♥❞ *❤❡ ❋◆ %❛*❡1✳ ❚❤❡3❡ ❜❡❤❛✈✐♦- ❝❛♥ 6❤❡♥ ❜❡ ♣-❡❝✐3❡❞

❛3 3❛✐❞ ❛❜♦✈❡✱ ❜② ❝♦♠♣✉6✐♥❣ 6❤❡ ❡①❛❝6 FDR = FP/P ❛♥❞ 6❤❡ ❢❛❧3❡ ♥❡❣❛6✐✈❡ -❛6❡ FN/N
❛3 ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✷✳ ❋♦- 6❤✐3 3❛♠♣❧❡ ❞❛6❛3❡6 ✇❡ ❢♦✉♥❞✱ ❡❛❝❤ ✉♥✐✈❛-✐❛6❡ ❧♦❝❛❧ ❋❉❘ ❝♦♥6-♦❧ ♣❡-

❝♦♦-❞✐♥❛6❡ ❛6 ❧❡✈❡❧ α = 10% ✐♥ S = 1 -❡♣❧✐❝❛6✐♦♥ ❛3 ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✺✳

❲❡ ❝❛♥ 3❡❡ 6❤❛6 6❤❡ 6❤-❡❡ ✉♥✐✈❛-✐❛6❡ ❋❉❘ ❝♦♥6-♦❧3 ❛-❡ ❝♦♥3❡-✈❛6✐✈❡✱ ✇✐6❤ ❛❝6✉❛❧

❧♦❝❋❉❘ < α✱ ❛♥❞ ♠♦-❡ ✐♠♣♦-6❛♥6❧②✱ 6❤❡② ♠✐33 ❛❜♦✉6 ✷✽✪ ♦❢ 6❤❡ ✐♥6❡-❡36✐♥❣ ❝❛3❡3✳ ❚❤❡

3❛♠❡ 36❛6✐36✐❝3 ❜✉6 ❜❛3❡❞ ♦♥ 6❤❡ 6❛✐❧ ❢❞- -❡6✉-♥ ❋❉❘ ❝❧♦3❡- 6♦ 6❤❡ 6❛-❣❡6 α ✭❜❡6✇❡❡♥ ✽✪

❛♥❞ ✶✵✪✮✱ ❜✉6 ❋◆✴◆ 36✐❧❧ ❧❛-❣❡✱ ❛❜♦✉6 ✶✼✪✳ ❚❤❡3❡ -❡3✉❧63 ❤❛✈❡ 6♦ ❜❡ ❝♦♠♣❛-❡❞ ✇✐6❤ 6❤❡

3❛♠❡ ♦✉6♣✉6 ❢♦- 6❤❡ ♠✈❋❉❘✿ FDR = 10.4% ❛♥❞ FN/N = 0.015✳

❆3 ❛❧-❡❛❞② ♥♦6✐❝❡❞ ✐♥ 6❤❡ ♣❧♦63✱ 6❤❡ ❋❉❘ ✐3 ❝❧♦3❡ 6♦ 6❤❡ 6❛-❣❡6 ❧❡✈❡❧ α✱ ❛♥❞ 6❤❡ ❋❛❧3❡

✾✻
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❈♦♦/❞ ✶ ❈♦♦/❞ ✷ ❈♦♦/❞ ✸ ♠✈❋❉❘

❋❉❘ ✵✳✵✺✻ ✵✳✵✺✻ ✵✳✵✺✼ ✵✳✶✶✶

❋◆✴◆ ✵✳✷✻✻ ✵✳✷✻✼ ✵✳✷✻✼ ✵✳✵✶✺

∆(α) ✵✳✵✵✷✷✹ ✵✳✵✵✷✷✺ ✵✳✵✵✷✷✵ ✵✳✵✵✵✷✼

❚❛❜❧❡ ✺✳✻ ✕ ❆✈❡/❛❣❡ ♦❢ FDR✱ FN/N ✉F✐♥❣ ❢❞"#♦♦❧ ❛♥❞ ▼❙❊ ♦♥ J❤❡ J❛/❣❡J ❧❡✈❡❧ α ♦✈❡/ ❛❧❧

J❤❡ /❡♣❧✐❝❛J✐♦♥F ❢♦/ ❡❛❝❤ ❝♦♦/❞✐♥❛J❡ k = 1, 2, 3 ✇❤❡♥ ❞♦ S = 300 /❡♣❧✐❝❛J✐♦♥F ♦❢ n = 1000
J❡FJF✱ ❢♦/ ▼♦❞❡❧ ✶✱ ❝♦♠♣❛/✐♥❣ ✇✐J❤ ♠✈❋❉❘ FJ/❛J❡❣②✳

◆❡❣❛J✐✈❡ /❛J❡ ♦❢ ✶✳✺✪ ✐F ♠✉❝❤ F♠❛❧❧❡/ J❤❛♥ ❢♦/ ❜♦J❤ ✉♥✐✈❛/✐❛J❡ ❋❉❘ FJ/❛J❡❣✐❡F✿ J❤❡

♠✈❋❉❘ ✐F ❞❡✜♥✐J❡❧② ❜❡JJ❡/✳ ❙✐♠✐❧❛/ ❝♦♥❝❧✉F✐♦♥F ❛/❡ ❞/❛✇♥ ✇❤❡♥ ❞♦✐♥❣ ▼♦♥J❡ ❈❛/❧♦

F✐♠✉❧❛J✐♦♥ ❢♦/ S = 300 /❡♣❧✐❝❛J✐♦♥F ✭J❤❡ /❡F✉❧JF ❛/❡ ❛F ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✻✮✳

■J ♠❛② F❡❡♠ F✉/♣/✐F✐♥❣ J❤❛J J❤❡ J/✉❡ ❋❉❘ ❜❛F❡❞ ♦♥ J❤❡ F❛♠❡ ✈❡❝J♦/ z ❧♦♦❦F ❞✐✛❡/❡♥J

✐♥ ❛❧❧ ❝❛F❡F✳ ❚❤✐F ✐F ♣/❡❝✐F❡❧② J❤❡ ❡✛❡❝J ♦❢ J❤❡ ♦/❞❡/✐♥❣ ♦❢ J❤❡ p✲✈❛❧✉❡F✳

▼♦❞❡❧ ✷ ❖❢ ❝♦✉/F❡✱ ▼♦❞❡❧ ✶ ❛❜♦✈❡ ✐F ✈❡/② F✐♠♣❧✐FJ✐❝✱ ✇✐J❤ J❤❡ r ♠✉❧J✐✈❛/✐❛J❡ J❡FJF

❝♦♠♣❧❡J❡❧② F✐♠✐❧❛/ ✭p✲✈❛❧✉❡F ❝♦♠♣❛/❛❜❧❡✮✿ ✇❡ ❦♥♦✇ J❤✐F ✐F J❤❡ F✐J✉❛J✐♦♥ ❢♦/ ✇❤✐❝❤ J❤❡

♠✉❧J✐✈❛/✐❛J❡ F❡J✉♣ ❤❡❧♣F J♦ /❡❝♦✈❡/ J❤❡ ♠✐①J✉/❡ ❜❡JJ❡/ J❤❛♥ ❢/♦♠ ✉♥✐✈❛/✐❛J❡✬F ✭J❤❡ ❜❧❡FF✐♥❣

♦❢ ❞✐♠❡♥F✐♦♥❛❧✐J②✮✳ ❲❡ ❜✉✐❧❞ ❛♥♦J❤❡/ ❡①❛♠♣❧❡ J♦ F❡❡ J❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦/F ♦❢ ✉♥✐✈❛/✐❛J❡ ❛♥❞

♠✉❧J✐✈❛/✐❛J❡ ❋❉❘ ❝♦♥J/♦❧F✳

❲❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ▼♦❞❡❧ ✶ ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ J❤❡ ❧♦❝❛J✐♦♥ ♦❢ J❤❡ ♣/♦❜✐J J/❛♥F❢♦/♠✬F ❞❡♥F✐J✐❡F✱ ✐✳❡✳

/❡♣❧❛❝✐♥❣ N (−2, 1)⊗3
❜② N (−1.5, 1)N (−2, 1)N (−3, 1)✳ ❚❤❡ ♣/♦♣♦/J✐♦♥ ❡FJ✐♠❛J❡F ♦❢ J❤❡

✷✲❝♦♠♣♦♥❡♥J ♠✐①J✉/❡ ❛/❡ λ̂1 = 0.566, λ̂2 = 0.434 ❛♥❞ J❤❡ ❞❡♥F✐J✐❡F ❡FJ✐♠❛J❡F ❛/❡ ♣❧♦JJ❡❞

❛F ✐♥ ✜❣✉/❡ ✺✳✶✱ ✇❤❡♥ ✇❡ ❛♣♣❧② ♠✈♥♣❊▼◆✵✶ ❛❧❣♦/✐J❤♠ ♦♥ ❛ F✐♥❣❧❡ F❛♠♣❧❡✳ ❋✐❣✳ ✺✳✶ F❤♦✇F

J❤❛J J❤✐F ❝♦♥FJ/❛✐♥❡❞ ♠♦❞❡❧ /❡❝♦✈❡/❡❞ ♣/♦♣❡/❧② ❝♦♠♣♦♥❡♥J ✷ ❛F “FFF”✱ ❡✈❡♥ ✐❢ J❤✐F ✐F

♥♦J F♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ J❤❡ ♠♦❞❡❧✳

❚❤❡ ❋[ ❛♥❞ ❋◆ /❛J❡F ❢♦/ ▼♦❞❡❧ ✷ ❛/❡ ♣/❡❝✐F❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✼✳ ❲❡ ❝❛♥ F❡❡ J❤❛J✱ J❤❡

✉♥✐✈❛/✐❛J❡ ❋❉❘ ❝♦♥J/♦❧F ❛/❡ ❝♦♥F❡/✈❛J✐✈❡ ❛♥❞ J❤❡ ✐♥J❡/❡FJ✐♥❣ ❝❛F❡F J❤❡② ♠✐FF ❛/❡ ❞✐✛❡/❡♥J

❢♦/ ❡❛❝❤ ❝♦♦/❞✐♥❛J❡ ✭❞❡❝/❡❛F✐♥❣ ❢/♦♠ ✸✺✳✺✪✱ ✷✸✳✽✪ J♦ ✹✪ ✇❤❡♥ J❤❡ ♠✐①J✉/❡ ✐F ♠♦/❡ ❛♥❞

♠♦/❡ F❡♣❛/❛J❡❞✮✳ ❚❤❡ ♠✈❋❉❘ ❝♦♥J/♦❧F ✐F ❞❡✜♥✐J❡❧② ❜❡JJ❡/ ✇✐J❤ FDR = 10.9% ❛♥❞ J❤❡

❋❛❧F❡ ◆❡❣❛J✐✈❡ /❛J❡ ♦❢ ✵✳✹✪✳ ❙✐♠✐❧❛/❧②✱ F❡✈❡/❛❧ ❋❉❘ ❝♦♥J/♦❧F ❛/❡ ♣❧♦JJ❡❞ ✐♥ ❋✐❣ ✺✳✷ ✭❇✮

❛♥❞ ❋✐❣ ✺✳✸ ✭❇✮✳

❋❉❘ ❋◆✴◆

k = 1 ✵✳✵✼✷ ✵✳✸✺✺

k = 2 ✵✳✵✺✷ ✵✳✷✸✽

k = 3 ✵✳✵✻✼ ✵✳✵✹✵

♠✈❋❉❘ ✵✳✶✵✾ ✵✳✵✵✹

❚❛❜❧❡ ✺✳✼ ✕ FDR ❛♥❞ FN/N ✉F✐♥❣ ❢❞"#♦♦❧ ❢♦/ ❡❛❝❤ ❝♦♦/❞✐♥❛J❡ k = 1, 2, 3 ✐♥ ❛ F✐♥❣❧❡

F❛♠♣❧❡ ♦❢ n = 1000 J❡FJF ❢♦/ ▼♦❞❡❧ ✷✱ ❝♦♠♣❛/✐♥❣ ✇✐J❤ ♠✈❋❉❘ FJ/❛J❡❣②✳

❲❡ ❛❧F♦ ♠❛❞❡ ▼♦♥J❡ ❈❛/❧♦ ❡①♣❡/✐♠❡♥J ♦❢ S = 300 /❡♣❧✐❝❛J✐♦♥F ❢♦/ ▼♦❞❡❧ ✷ ❛♥❞ ❣♦J

✾✼
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histogram of pvalues, coord 2
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histogram of pvalues, coord 3
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❋✐❣✉1❡ ✺✳✶ ✕ ❚❤❡ ❤✐67♦❣1❛♠ ♦❢ p✲✈❛❧✉❡6 ✭7♦♣✮ ❛♥❞ 7❤❡ ❞❡♥6✐7✐❡6 ❡67✐♠❛7❡6 ♦❢ 7❤❡ ♣1♦❜✐7

71❛♥6❢♦1♠ ♦❢ p✲✈❛❧✉❡6 ✭❜♦77♦♠✮ ❣✐✈❡♥ ❜② 7❤❡ ♠✈♥♣❊▼◆✵✶ ❛❧❣♦1✐7❤♠✱ ♣❡1 ❝♦♦1❞✐♥❛7❡✱ ♦❢

▼♦❞❡❧ ✷✳

7❤❡ 1❡6✉❧76 ❛6 ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✽✳

▼♦❞❡❧ ✷ ❈♦♦1❞ ✶ ❈♦♦1❞ ✷ ❈♦♦1❞ ✸ ♠✈❋❉❘

❋❉❘ ✵✳✷✶✻ ✵✳✵✺✻ ✵✳✵✽✼ ✵✳✶✶✶

❋◆✴◆ ✵✳✸✼✹ ✵✳✷✻✻ ✵✳✵✺✷ ✵✳✵✵✺

∆(α) ✵✳✶✹✷✾✵ ✵✳✵✵✷✷✸ ✵✳✵✵✵✹✶ ✵✳✵✵✵✷✺

❚❛❜❧❡ ✺✳✽ ✕ ❆✈❡1❛❣❡ ♦❢ FDR✱ FN/N ✉6✐♥❣ ❢❞+,♦♦❧ ❛♥❞ ▼❙❊ ♦♥ 7❤❡ 7❛1❣❡7 ❧❡✈❡❧ α ♦✈❡1 ❛❧❧

7❤❡ 1❡♣❧✐❝❛7✐♦♥6 ❢♦1 ❡❛❝❤ ❝♦♦1❞✐♥❛7❡ k = 1, 2, 3 ✇❤❡♥ ❞♦ S = 300 1❡♣❧✐❝❛7✐♦♥6 ♦❢ n = 1000
7❡676 ❢♦1 ▼♦❞❡❧ ✷✱ ❝♦♠♣❛1✐♥❣ ✇✐7❤ ♠✈❋❉❘ 671❛7❡❣②✳

❲❤❡♥ 7❤❡ ♠✐①7✉1❡ ✐6 ♠♦1❡ ❛♥❞ ♠♦1❡ ♦✈❡1❧❛♣♣✐♥❣ ✭❢1♦♠ ❝♦♦1❞✐♥❛7❡ ✸ 7♦ ❝♦♦1❞✐♥❛7❡ ✶✮✱
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✈❛❧✉❡ ✭✵✳✵✽✼✮ ❛♥❞ 7❤❡ ❢❛❧6❡ ♥❡❣❛7✐✈❡ 1❛7❡ ✐6 6♠❛❧❧❡67 ✭✺✳✷ ✪✮✱ ❝♦♠♣❛1✐♥❣ ✇✐7❤ 7✇♦ ♦7❤❡1

❝♦♦1❞✐♥❛7❡6✳ ❋♦1 ❜♦7❤ ♦❢ 7✇♦ 671❛7❡❣✐❡6✿ ✉♥✐✈✲ ❛♥❞ ♠✉❧7✐✲ ❋❉❘ ❝♦♥71♦❧✱ 7❤❡ ♠✈❋❉❘ ✐6
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❋✐❣✉4❡ ✺✳✷ ✕ ❊①❛♠♣❧❡ ❢4♦♠ ●❛✉AA✐❛♥ ❞❛D❛✱ A❡✈❡4❛❧ ❋❉❘ ♣❧♦DA ✐♥ ♦♥❡ ✜❣✉4❡✿ D4✉❡ ❋❉❘✱

♠✈❋❉❘✱ ❡❛❝❤ ♦❢ r = 3 ✉♥✐✈❋❉❘ ❝♦♥D4♦❧A ✉A✐♥❣ ❢❞"#♦♦❧&✱ ❛A ✇❡❧❧ D❤❡ ✉♥✐✈❋❉❘ ❝♦♥D4♦❧A

❜❛A❡❞ ♦♥ D❤❡ ♠❛①✴♠✐♥ ♦❢ D❤❡ 4♦✇A (pi1, · · · , pir)❀ ▼♦❞❡❧ ✶ ✭❆✮ ❛♥❞ ▼♦❞❡❧ ✷ ✭❇✮✳
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❋✐❣✉4❡ ✺✳✸ ✕ ❊①❛♠♣❧❡ ❢4♦♠ ●❛✉AA✐❛♥ ❞❛D❛✱ A❡✈❡4❛❧ ❋❉❘ ♣❧♦DA A❡♣❛4❛D❡❧②❀ D♦♣❧❡❢D✿ ♠✈❋❉❘

❛♥❞ D4✉❡ ❋❉❘✱ D❤❡ ♦D❤❡4 D❤4❡❡ ♣❛♥❡❧A ❝♦44❡A♣♦♥❞ D♦ D❤❡ k = 1, 2, 3 ❝♦♦4❞✐♥❛D❡A ❢♦4 D❤❡

♠✉❧D✐✈❛4✐❛D❡ p✲✈❛❧✉❡A✳ ■♥ ❡❛❝❤ ♣❧♦D✱ D❤❡ ♦4❞❡4✐♥❣ ♦❢ D❤❡ n ❝❛A❡A ✐A ❞✐✛❡4❡♥D❀ ▼♦❞❡❧ ✶ ✭❆✮

❛♥❞ ▼♦❞❡❧ ✷ ✭❇✮✳
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▼❖❉❊▲ ✸ ❇❧♦❝❦ ✶ ❇❧♦❝❦ ✷ ❇❧♦❝❦ ✸

Probit(p)✿ y ❈♦♦7❞ ✶✫✷ ❈♦♦7❞ ✸ ❈♦♦7❞ ✹

❈♦♠♣ ✶ ✭H1
0 , H

2
0 , H

3
0 ✮ N2

([
0
0

]
,

[
1 0
0 1

])
N (0, 1) N (0, 1)

❈♦♠♣ ✷ ✭H
1

0, H
2

0, H
3

0✮ N2

([
−2
−2

]
,

[
1 0
0 1

])
N (−2, 1) N (−2, 1)

❈♦♠♣ ✸ ✭H1
0 , H

2

0, H
3

0✮ N2

([
0
0

]
,

[
1 0.5
0.5 1

])
N (−3, 1) N (−3, 1)

❚❛❜❧❡ ✺✳✾ ✕ ▼♦❞❡❧ ✸✿ ❛ D❛♠♣❧❡ ♦❢ ✹✲❝♦♦7❞✐♥❛I❡✱ ✸✲❜❧♦❝❦✱ ✸✲❝♦♠♣♦♥❡♥I ♠✐①I✉7❡ ✇✐I❤ λ1 =
20% ❝♦♠♣♦♥❡♥I ✶ ✭✉♥❞❡7 ●❛✉DD✐❛♥ ❞✐DI7✐❜✉I✐♦♥✮✱ λ2 = 35%, λ3 = 45% 7❡D♣❡❝I✐✈❡❧② ❢♦7

❝♦♠♣♦♥❡♥I ✷ ❛♥❞ ✸ ✭✉♥❞❡7 H1✮✳

✺✳✺✳✷ ✸✲❝♦♠♣♦♥❡♥+ ,✐♠✉❧❛+❡❞ ❡①❛♠♣❧❡,

❘❡♠✐♥❞ ❤❡7❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ♠♦❞❡❧ ✐♥ I❡7♠ ♦❢ I❤❡ ♣♦DD✐❜❧❡ ❤②♣♦I❤❡D✐D ✐♥ ❝❛D❡ ♦❢ r = 3 I❡DID

❛D D❡I✉♣ ✐♥ ♠♦❞❡❧ ✺✳✸✱ ✐✳❡✳ H0 ≡ TTT ❛♥❞ H1 ≡ FFF + TFF ✳ ■I ❝❛♥ ❜❡ ✜I ✇✐I❤ ❛

m = 3✲❝♦♠♣♦♥❡♥I ♠✐①I✉7❡ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤❡7❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥I ✶ ✇✐I❤ ❦♥♦✇♥ ❞❡♥D✐I②✱ ❝♦♠♣♦♥❡♥I ✷

✐D ❛DD♦❝✐❛I❡❞ I♦ ✏FFF ✑✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥I ✸ I♦ ✏TFF ✑✳ ❚❤❡ ♣♦DD✐❜❧❡ ❝♦♥DI7❛✐♥ID ♦♥ I❤❡ ♣❞❢

♦❢ I❤❡ ♥✉❧❧ ❛♥❞ I❤❡ ❛❧I❡7♥❛I✐✈❡ ❛7❡

f11 = f12 = f13 = f31,

f22 = f32 ❛♥❞ f23 = f33.

❚❤✐D ♠♦❞❡❧ ✐D ♥♦I ✐❞❡♥I✐✜❛❜❧❡ ✉♥❞❡7 I❤❡ ❝♦♥❞✐I✐♦♥ ♦❢ ❆❧❧♠❛♥ ❡I ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪ ✐❢ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦I

❡①I❡♥❞❡❞ I❤❡ ❞✐♠❡♥D✐♦♥ ♦❢ ❝♦♦7❞✐♥❛I❡D ❛♥❞ ✉D❡ I❤❡ ✇✐I❤✐♥ ❜❧♦❝❦ ♦❢ ❝♦♦7❞✐♥❛I❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✳

❚❤❛♥❦D I♦ I❤❡ ♥♦♥♣❛7❛♠❡I7✐❝ ♠✐①I✉7❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐I❤ ♠✉❧I✐✈❛7✐❛I❡ ❜❧♦❝❦ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇D I❤❡ ❞✐❢✲

❢❡7❡♥❝❡ ✐♥ ❝♦✈❛7✐❛♥❝❡ DI7✉❝I✉7❡D ✇❤❡7❡❛D ♣7❡D❡7✈✐♥❣ I❤❡ ♠❛7❣✐♥❛❧D ❛♥❞ ❣✐✈❡D ✐❞❡♥I✐✜❛❜✐❧✐I②

✭D❡❡ ❞❡I❛✐❧❡❞ ❛♥❛❧②D✐D ✐♥ ❙❡❝I✐♦♥ ✺✳✷✳✶✮

❲❡ ♣7❡D❡♥I ✐♥ I❤✐D D❡❝I✐♦♥ I✇♦ ❡①❛♠♣❧❡D ♦❢ ❡①I❡♥❞❡❞ ♠♦❞❡❧ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❝♦♥D✐❞❡7✐♥❣ ♦7

♥♦I I❤❡ ❡[✉❛❧ ❝♦♥DI7❛✐♥ID ♦♥ I❤❡ ♣❞❢ ♦❢ I❤❡ ❛❧I❡7♥❛I✐✈❡ ❤②♣♦I❤❡D❡D✿ ❛♥ ❡①I❡♥D✐♦♥ I♦ r = 6✲
❝♦♦7❞✐♥❛I❡✱ B = 3✲❜✐✈❛7✐❛I❡ ❜❧♦❝❦ ♠✐①I✉7❡ ♠♦❞❡❧ ✭▼♦❞❡❧ ✸✮ ❛♥❞ ❛♥♦I❤❡7 ♦♥❡ ✇✐I❤ B = 3
❜❧♦❝❦D ✭♦♥❡ ❜✐✈❛7✐❛I❡ ❛♥❞ I✇♦ ✉♥✐✈❛7✐❛I❡✮✱ r = 4 ❝♦♦7❞✐♥❛I❡D ✭▼♦❞❡❧ ✹✮✳ ❚❤❡ n = 1000
❝❛D❡D ❛7❡ D✐♠✉❧❛I❡❞ ❛I I❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ I❤❡ ♣7♦❜✐I I7❛♥D❢♦7♠✱ ✐✳❡✳ ♠✉❧I✐✈❛7✐❛I❡ DI❛♥❞❛7❞ ♥♦7♠❛❧

❞✐DI7✐❜✉I✐♦♥ ❢♦7 I❤❡ ♥✉❧❧✱ ❛♥❞ ❢♦7 I❤❡ D✐❣♥✐✜❝❛♥I ❝❛D❡D ✭H1✮ ❛D ❞❡I❛✐❧ ✐♥ I❤❡ ❚❛❜❧❡ ✺✳✾

✭▼♦❞❡❧ ✸✮ ❛♥❞ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶✵ ✭▼♦❞❡❧ ✹✮✳ ❇♦I❤ ▼♦❞❡❧ ✸ ❛♥❞ ▼♦❞❡❧ ✹ ❛7❡ ✐❞❡♥I✐✜❛❜❧❡ ❜❡❝❛✉D❡

♦❢ I❤❡ ❞✐✛❡7❡♥I ❝♦✈❛7✐❛♥❝❡D✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡7❡♥❝❡ ❜❡I✇❡❡♥ I❤❡♠ ✐D I❤❛I ✇❡ ❞7♦♣ ♦7 ♥♦I I❤❡

❝♦♥DI7❛✐♥ID ♦♥ I❤❡ ♣❞❢ ♦❢ I❤❡ D✐❣♥✐✜❝❛♥I ❝❛D❡D✳

❚❤❡ ♣7♦♣♦7I✐♦♥ ❡DI✐♠❛I❡D ♦❢ ✸ ❝♦♠♣♦♥❡♥ID ❛7❡ λ̂1 = 0.221, λ̂2 = 0.344, λ̂3 = 0.435 ❛♥❞

I❤❡ ❞❡♥D✐I✐❡D ❡DI✐♠❛I❡D ❛7❡ ♣❧♦II❡❞ ❛D ✐♥ ✜❣✉7❡ ✺✳✹✱ ❢♦7 ▼♦❞❡❧ ✸✳

❲❡ ✐❧❧✉DI7❛I❡ I❤❡ ♣♦DD✐❜❧❡ ❝♦♠♣❛7✐D♦♥D ❜❡I✇❡❡♥ ❋❉❘ ❝♦♥I7♦❧ ♠❡I❤♦❞D ❛D ✇❡ ❞✐❞ ❢♦7 I❤❡

D✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡D ✐♥ ♣7❡✈✐♦✉D ❙❡❝I✐♦♥✳ ❚❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦7D ♦❢ D❡✈❡7❛❧ ❋❉❘ ❝♦♥I7♦❧D ✐♥ ❋✐❣ ✺✳✺ ❛♥❞

❋✐❣ ✺✳✻ I♦❣❡I❤❡7 ✇✐I❤ I❤❡ ❋❛❧D❡ ♥❡❣❛I✐✈❡ 7❛I❡ ♦❢ ✵✳✵✺✪ ✭✉♥❞❡7 ♠✈❋❉❘ ❝♦♥I7♦❧D✮✕ ✇❤✐❝❤ ✐D

D♠❛❧❧❡7 I❤❛♥ ♦I❤❡7 ✉♥✐✈❛7✐❛I❡ ♠❡I❤♦❞D ✭D❡❡ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶✶✮✱ ♣7❡❝✐D❡ I❤❛I I❤❡ ♠✈❋❉❘ ❝♦♥I7♦❧

✐D ❛♣♣7♦♣7✐❛I❡ ❛♥❞ ✈❡7② ❛❝❝✉7❛I❡✳

✶✵✶
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▼❖❉❊▲ ✹ ❇❧♦❝❦ ✶ ❇❧♦❝❦ ✷ ❇❧♦❝❦ ✸

Probit(p)✿ y ❈♦♦7❞ ✶✫✷ ❈♦♦7❞ ✸✫✹ ❈♦♦7❞ ✺✫✻
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❚❛❜❧❡ ✺✳✶✵ ✕ ▼♦❞❡❧ ✹✿ ❛ E❛♠♣❧❡ ♦❢ ✻✲❝♦♦7❞✐♥❛J❡✱ ✸✲❜❧♦❝❦✱ ✸✲❝♦♠♣♦♥❡♥J ♠✐①J✉7❡ ✇✐J❤

λ1 = 20% ❝♦♠♣♦♥❡♥J ✶ ✭✉♥❞❡7 ●❛✉EE✐❛♥ ❞✐EJ7✐❜✉J✐♦♥✮✱ λ2 = 35%, λ3 = 45% 7❡E♣❡❝J✐✈❡❧②

❢♦7 ❝♦♠♣♦♥❡♥J ✷ ❛♥❞ ✸ ✭✉♥❞❡7 H1✮✳
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histogram of pvalues, coord 2
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histogram of pvalues, coord 3
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histogram of pvalues, coord 4
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❋✐❣✉7❡ ✺✳✹ ✕ ❚❤❡ ❤✐EJ♦❣7❛♠ ♦❢ p✲✈❛❧✉❡E ✭J♦♣✮ ❛♥❞ J❤❡ ❞❡♥E✐J✐❡E ❡EJ✐♠❛J❡E ♦❢ J❤❡ ♣7♦❜✐J

J7❛♥E❢♦7♠ ♦❢ p✲✈❛❧✉❡E ✭❜♦JJ♦♠✮ ❣✐✈❡♥ ❜② J❤❡ ♠✈♥♣❊▼◆✵✶ ❛❧❣♦7✐J❤♠✱ ♣❡7 ❝♦♦7❞✐♥❛J❡✱ ❢♦7

▼♦❞❡❧ ✸✳

✶✵✷
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▼♦❞❡❧ ✷ ❈♦♦3❞ ✶ ❈♦♦3❞ ✷ ❈♦♦3❞ ✸ ❈♦♦3❞ ✹ ♠✈❋❉❘

❋❉❘ ✵✳✶✶✷ ✵✳✵✾✸ ✵✳✵✽✷ ✵✳✵✽✷ ✵✳✶✵✵

❋◆✴◆ ✵✳✼✻✼ ✵✳✼✻✼ ✵✳✶✹✵ ✵✳✶✹✶ ✵✳✵✵✵✹✽

∆(α) ✵✳✵✼✵✻✵ ✵✳✵✻✻✷✹ ✵✳✵✵✵✺✶ ✵✳✵✵✵✺✸ ✵✳✵✵✵✷✷

❚❛❜❧❡ ✺✳✶✶ ✕ ❆✈❡3❛❣❡ ♦❢ FDR✱ FN/N ✉H✐♥❣ ❢❞"#♦♦❧ ❛♥❞ ▼❙❊ ♦♥ L❤❡ L❛3❣❡L ❧❡✈❡❧ α ♦✈❡3

❛❧❧ L❤❡ 3❡♣❧✐❝❛L✐♦♥H ❢♦3 ❡❛❝❤ ❝♦♦3❞✐♥❛L❡ k = 1, 2, 3, 4 ✇❤❡♥ ❞♦ S = 300 3❡♣❧✐❝❛L✐♦♥H ♦❢

n = 1000 L❡HLH ❢♦3 ▼♦❞❡❧ ✸✱ ❝♦♠♣❛3✐♥❣ ✇✐L❤ ♠✈❋❉❘ HL3❛L❡❣②✳
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FDR estimate, n= 1000
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p
ro
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a

b
ili

ty

mvFDR : 864 rejects

trueFDR: 856 rejects

10.76  %

loc fdr (univ)

loc fdr (pmax)

loc fdr (pmin)

❋✐❣✉3❡ ✺✳✺ ✕ ❙❡✈❡3❛❧ ❋❉❘ ♣❧♦LH ✐♥ ♦♥❡ ✜❣✉3❡ ❢♦3 ▼♦❞❡❧ ✸✳

❖❢ ❝♦✉3H❡✱ L❤❡ ❝♦♠♣❛3✐H♦♥ ❜❡L✇❡❡♥ ✉♥✐❋❉❘✬H ❛♥❞ L❤❡ ♠✈❋❉❘ ✐H ✉♥❢❛✐3 H✐♥❝❡ L❤❡ ❧❛LL❡3

✉H❡H ❛❧❧ L❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥❢♦3♠❛L✐♦♥ ❢3♦♠ L❤❡ ✹✲❞✐♠❡♥H✐♦♥❛❧ ❞❛L❛✳

❚❤❡ ❢❛❧H❡ ♥❡❣❛L✐✈❡ 3❛L❡ ✐♥ ❝♦♦3❞✐♥❛L❡ ✶ ❛♥❞ ✷ ❛3❡ ♠♦3❡ L❤❛♥ ✺ L✐♠❡H ♦❢ ❝♦♦3❞✐♥❛L❡ ✸

❛♥❞ ✹ H✐♥❝❡ L❤❡ ♠✐①L✉3❡ ✐H ♠♦3❡ ♦✈❡3❧❛♣♣✐♥❣ ✇✐L❤✐♥ ❝♦♦3❞✐♥❛L❡ ✶ ❛♥❞ ✷✳ ❲❡ ❝❛♥ ❛❧H♦ H❡❡

L❤✐H 3❡H✉❧L ✐♥ ❋✐❣ ✺✳✻✳

❲❡ ♠❛❞❡ L❤❡ H❛♠❡ ❝♦♠♣✉L❛L✐♦♥ ❛H ✐♥ ▼♦❞❡❧ ✸✳ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶✷ ✐♥❞✐❝❛L❡H L❤❛L ♠✈❋❉❘

HL3❛L❡❣② ✐H 3❛L❤❡3 ❣♦♦❞ ✐♥ ❛❧❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ FDR, FN/N, ∆(α) ✇❤❡3❡❛H ✉♥✐✈❋❉❘ HL3❛L❡❣✐❡H

❝❛♥♥♦L✱ ❡✈❡♥ L❤❛L ▼♦❞❡❧ ✹ ✐H ♠♦3❡ ♦✈❡3❧❛♣♣✐♥❣ L❤❛♥ ▼♦❞❡❧ ✸✳

✶✵✸
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❋✐❣✉1❡ ✺✳✻ ✕ ❙❡✈❡1❛❧ ❋❉❘ ♣❧♦;< <❡♣❛1❛;❡❧② ❢♦1 ▼♦❞❡❧ ✸❀ ;♦♣❧❡❢;✿ ;1✉❡ ❋❉❘ ❛♥❞ ♠✈❋❉❘✱

;❤❡ ♦;❤❡1 ❢♦✉1 ♣❛♥❡❧< ❝♦11❡<♣♦♥❞ ;♦ ;❤❡ k = 1, 2, 3, 4 ❝♦♦1❞✐♥❛;❡< ❢♦1 ;❤❡ ♠✉❧;✐✈❛1✐❛;❡

p✲✈❛❧✉❡<✳ ■♥ ❡❛❝❤ ♣❧♦;✱ ;❤❡ ♦1❞❡1✐♥❣ ♦❢ ;❤❡ n ❝❛<❡< ✐< ❞✐✛❡1❡♥;✳

▼♦❞❡❧ ✷ ❈♦♦1❞ ✶ ❈♦♦1❞ ✷ ❈♦♦1❞ ✸ ❈♦♦1❞ ✹ ❈♦♦1❞ ✺ ❈♦♦1❞ ✻ ♠✈❋❉❘

❋❉❘ ✵✳✵✽✶ ✵✳✵✾✼ ✵✳✵✻✼ ✵✳✵✻✼ ✵✳✵✻✻ ✵✳✵✻✼ ✵✳✶✶✺

❋◆✴◆ ✵✳✼✻✽ ✵✳✼✻✽ ✵✳✸✶✽ ✵✳✸✶✾ ✵✳✸✷✷ ✵✳✸✷✷ ✵✳✵✶✹

∆(α) ✵✳✵✺✺✹✹ ✵✳✵✻✼✾✻ ✵✳✵✵✶✸✵ ✵✳✵✵✶✸✶ ✵✳✵✵✶✸✹ ✵✳✵✵✶✷✼ ✵✳✵✵✵✹✶

❚❛❜❧❡ ✺✳✶✷ ✕ ❆✈❡1❛❣❡ ♦❢ FDR✱ FN/N ✉<✐♥❣ ❢❞"#♦♦❧ ❛♥❞ ▼❙❊ ♦♥ ;❤❡ ;❛1❣❡; ❧❡✈❡❧ α
♦✈❡1 ❛❧❧ ;❤❡ 1❡♣❧✐❝❛;✐♦♥< ❢♦1 ❡❛❝❤ ❝♦♦1❞✐♥❛;❡ k = 1, . . . , 6 ✇❤❡♥ ❞♦ S = 300 1❡♣❧✐❝❛;✐♦♥< ♦❢

n = 1000 ;❡<;< ❢♦1 ▼♦❞❡❧ ✹✱ ❝♦♠♣❛1✐♥❣ ✇✐;❤ ♠✈❋❉❘ <;1❛;❡❣②✳

✶✵✹



✺✳✻✳ ❘❊❆▲ ❉❆❚❆ ❊❳❆▼+▲❊

✺✳✻ ❘❡❛❧ ❞❛(❛ ❡①❛♠♣❧❡

✺✳✻✳✶ ❘❡❛❧ ❞❛)❛ ❢+♦♠ ❧❛+❣❡ /❝❛❧❡ ♠✐❝+♦✲❛++❛② ❡①♣❡+✐♠❡♥)/

❲❡ ♣/♦♣♦1❡ 2♦ ✐❧❧✉12/❛2❡ 2❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦/ ♦❢ ♦✉/ ❛♣♣/♦❛❝❤ ✉1✐♥❣ ♣❛/21 ♦❢ ❛ ❧❛/❣❡ ❞❛2❛1❡2 ❢/♦♠ ❛

✏▼❛✐③❡ ▼❡2❤②❧❛2✐♦♥ +/♦❥❡❝2✑ ❡①♣❡/✐♠❡♥2❡❞ ❜② 2❤❡ ❣/♦✉♣ ▲■▼❆●❘❆■◆ ❛♥❞ ▲❛❜♦$❛%♦✐$❡ ❞❡

❇✐♦❧♦❣✐❡ ❞❡, ▲✐❣♥❡✉① ❡% ❞❡, ●$❛♥❞❡, ❈✉❧%✉$❡, ✭▲❇▲●❈✮ ❯♥✐✈❡$,✐%6 ❞✬❖$❧6❛♥, ✱ ❊❆ ✶✷✵✼

✭❛❣/❡❡♠❡♥2 ✸✾✻◆✮✳ ❚❤✐1 ♣/♦❥❡❝2 ✐1 ❜❛1❡❞ ♦♥ ♠✐❝/♦❛//❛② ❡①♣❡/✐♠❡♥21 ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ 1❡✈❡/❛❧

❤②❜/✐❞1 ❛♥❞ ♣❛/❡♥2❛❧ ❧✐♥❡1 ♦❢ ♠❛✐③❡✳ ❚❤❡ ✉❧2✐♠❛2❡ ♣✉/♣♦1❡ ♦❢ 2❤✐1 ♣/♦❥❡❝2 ✐1 2♦ ❡①♣❧❛✐♥

♠♦❞✐✜❝❛2✐♦♥1 ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ 2❤❡ ❤②❜/✐❞✐③❛2✐♦♥ ♣/♦❝❡11✳ ❚❤❡ ❜❛1❡ ❞❛2❛1❡2 ❝♦♥1✐121 ✐♥ ♠♦/❡

2❤❛♥ ✷ ♠✐❧❧✐♦♥1 ♦❢ /❡1♣♦♥1❡1 ❝❛❧❧❡❞ ✏1♣♦21✑ ❤❡/❡❛❢2❡/✱ ✇✐2❤ ❛ ❤✉♥❞/❡❞ ✈❛/✐❛❜❧❡1 /❡❝♦/❞❡❞

❢♦/ ❡❛❝❤ 1♣♦2✳ ❋/♦♠ 2❤✐1 ❞❛2❛1❡2 ✇❡ ♦♥❧② /❡2❛✐♥ T = 21 U✉❛♥2✐2❛2✐✈❡ ♠❡❛1✉/❡1 2❤❛2

❛/❡ ❧♦❣✲/❛2✐♦✬1 ❜❡2✇❡❡♥ 2✇♦ 1✐❣♥❛❧1 ✭/❡❞ ❛♥❞ ❣/❡❡♥✮ ❢/♦♠ 2❤❡ ♠✐❝/♦❛//❛②1✱ /❡❧❛2❡❞ 2♦ ❚

❞✐✛❡/❡♥2 ❤②❜/✐❞1 ❛♥❞ ♣❛/❡♥2❛❧ ❧✐♥❡1✱ 2❤❛2 ❛/❡ ❞❡♥♦2❡❞ ✏2/❡❛2♠❡♥21✑ ✐♥ 2❤❡ 1❡U✉❡❧✳ ❚❤❡1❡ T
2/❡❛2♠❡♥21 ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛1 ♠✉❧2✐✈❛/✐❛2❡ ♠❡❛1✉/❡1 ♦♥ 2❤❡ 1❛♠❡ ✏✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧1✑✱ ✇❤❡/❡ 2❤❡

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧1 ❤❡/❡ ❛/❡ 2❤❡ ❧♦❝❛2✐♦♥1 ❛❧♦♥❣ 2❤❡ ❣❡♥♦♠❡ 1❡U✉❡♥❝❡ ✭❛❧1♦ ❝❛❧❧❡❞ 1♣♦21✮✳

❇/✐❡✢②✱ 2❤❡ 12❛2✐12✐❝❛❧ 1❡2✉♣ ♣/♦♣♦1❡❞ ❜② 2❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐121 ❝♦♥1✐121 ✐♥ 2❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ 12❡♣1✿

❢♦/ ❡❛❝❤ 1❝❛✛♦❧❞ ♦❢ 2❤❡ ❣❡♥♦♠❡✱

✶✳ ❉❡✜♥❡ ❛ /❡❢❡/❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡ µt
0 ❢♦/ ❡❛❝❤ 2/❡❛2♠❡♥2 t ✭❢/♦♠ ♣/✐♦/ ❞❛2❛ ♦/ ❛ /❡❢❡/❡♥❝❡

1❛♠♣❧❡✮❀

✷✳ ❉❡✜♥❡ ❛ ✇✐♥❞♦✇ 1✐③❡✱ ❛♥❞ ❜✉✐❧❞ 1❛♠♣❧❡1 ♦❢ 1♣♦21 ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ 2♦ ❡❛❝❤ ✇✐♥❞♦✇ ✭❝♦♥1❡❝✲

✉2✐✈❡ ❛❧♦♥❣ 2❤❡ 1❡U✉❡♥❝❡✮✳ ❚❤✐1 ❞❡2❡/♠✐♥❡1 ❢♦/ ❡❛❝❤ 1❝❛✛♦❧❞ s ❛ ❝❡/2❛✐♥ ♥✉♠❜❡/ ns

♦❢ ✇✐♥❞♦✇1✱ ❛♥❞ 1❛♠♣❧❡ 1✐③❡1 ✐♥ ❡❛❝❤ ✇✐♥❞♦✇ 2❤❛2 ✈❛/② ✭❜❡❝❛✉1❡ ♦❢ 2❤❡ ♠✐❝/♦✲❛//❛②

1❡2✉♣✮✳

✸✳ ❋♦/ ❡❛❝❤ 2/❡❛2♠❡♥2 t ∈ {1, · · · , T} ❛♥❞ ✇✐♥❞♦✇ w = 1, · · · , ns✱ 2❡12 2❤❡ ♥✉❧❧ ❤②✲

♣♦2❤❡1✐1 H t,w
0 : µt,w = µt

0 ✐✳❡✳✱ 2❤❛2 2❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ 2❤❡ ❞✐12/✐❜✉2✐♦♥ ♦❢ 2❤❡ 1♣♦21 ✐♥ 2❤❡

✇✐♥❞♦✇ w ✐1 ❡U✉❛❧ 2♦ 2❤❡ /❡❢❡/❡♥❝❡✳ ❙2❛2❡❞ ❧✐❦❡ 2❤✐1✱ ✇❡ 2❤✐♥❦ ♦❢ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ 12❛♥❞❛/❞

♣❛/❛♠❡2/✐❝ ❙2✉❞❡♥2 t✲2❡12✳ ❍♦✇❡✈❡/✱ 1✐♥❝❡ 2❤❡ 1❛♠♣❧❡ 1✐③❡1 ✇✐2❤✐♥ ❡❛❝❤ ✇✐♥❞♦✇ ❛/❡

♦❢2❡♥ 2♦♦ 1♠❛❧❧ ✭❧❡11 2❤❛♥ ✸✵✮✱ ❛♥❞ 2❤❡ ✉♥❞❡/❧②✐♥❣ ♥♦/♠❛❧✐2② ❛11✉♠♣2✐♦♥ ✐1 ♦❢2❡♥

✈✐♦❧❛2❡❞✱ ❛ ♥♦♥♣❛/❛♠❡2/✐❝ ✈❡/1✐♦♥✱ ♥❛♠❡❧② ❛ ❲✐❧❝♦①♦♥ 1✐❣♥❡❞ /❛♥❦ 2❡12 ♦❢ ❛ ♥✉❧❧

❤②♣♦2❤❡1✐1 /❡❧❛2❡❞ 2♦ ❧♦❝❛❧✐③❛2✐♦♥✱ ✐✳❡✳ 2❤❛2 2❤❡ ❞✐12/✐❜✉2✐♦♥ ♦❢ 2❤❡ 1❛♠♣❧❡ ❢/♦♠ ❡❛❝❤

✇✐♥❞♦✇ ✐1 1②♠♠❡2/✐❝ ❛❜♦✉2 µt
0✱ ✐1 ✉1❡❞ ✐♥12❡❛❞✳

✹✳ ❋♦/ ❡❛❝❤ 2/❡❛2♠❡♥2✱ ❝♦♥2/♦❧ 2❤❡ ❋❉❘ ♦❢ 2❤❡ ns ♠✉❧2✐♣❧❡ 2❡121 ♦❜2❛✐♥❡❞✱ ✉1✐♥❣ ❛

12❛♥❞❛/❞ ✉♥✐✈❛/✐❛2❡ ❋❉❘ ♣/♦❝❡❞✉/❡ ❧✐❦❡ ❢❞"#♦♦❧✳

❚❤❡ /❡1✉❧21 ❢/♦♠ 2❤❡ ✉♥✐✈❛/✐❛2❡ ❋❉❘ ♣❡/1♣❡❝2✐✈❡ ❛/❡ 1✉♠♠❛/✐③❡❞ ✐♥ ❋✐❣ ✺✳✼✳ ■2 1❤♦✇1

✐♥ ♣❛/2✐❝✉❧❛/ 2❤❛2 2❤❡ ♣❡/❝❡♥2❛❣❡ ♦❢ /❡❥❡❝2❡❞ ❝❛1❡1 ✐1 /❛2❤❡/ 12❛❜❧❡ ❢♦/ ❛❧❧ 2❤❡ ✶✵ ❙❝❛✛♦❧❞1✱

✇❤❡/❡❛1 ✐2 ❝❧❡❛/❧② ❞❡♣❡♥❞1 ♦♥ 2❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ 2/❡❛2♠❡♥2✳ ❋♦/ ✐♥12❛♥❝❡✱ 2/❡❛2♠❡♥2 ✸ 1❤♦✇1 ❛♥

❛✈❡/❛❣❡ ✹✵✪ ♦❢ /❡❥❡❝2❡❞ ❝❛1❡1✱ ✇❤❡/❡❛1 2/❡❛2♠❡♥2 ✷✵ ✐1 ❧✐♠✐2❡❞ 2♦ ❛❜♦✉2 ✶✵✪ ♦❢ /❡❥❡❝2✐♦♥1✳

❲❡ ❞♦ ♥♦2 ❞✐1❝✉11 2❤✐1 ✐♥ ♠♦/❡ ❞❡2❛✐❧1 ❤❡/❡✳
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❋✐❣✉0❡ ✺✳✼ ✕ ❙✉♠♠❛0✐③❡❞ 0❡9✉❧;9 ❛9 ♣❡0❝❡♥;❛❣❡9 ♦❢ 0❡❥❡❝;✐♦♥ ❢♦0 ❡❛❝❤ ✉♥✐✈❛0✐❛;❡ ❋❉❘

❝♦♥;0♦❧✳ ❊❛❝❤ ❝♦❧♦0 ❧✐♥❡ ❤❡0❡ ✐9 ♦♥❧② ;♦ ❝♦♥♥❡❝; ❛❧❧ ;❤❡ ;0❡❛;♠❡♥;9 ❢♦0 ❡❛❝❤ ♦❢ ✶✵ 9❝❛✛♦❧❞9✳

✺✳✻✳✷ ♠✈❋❉❘ ❢♦+ ♠✉❧.✐✈❛+✐❛.❡ p✲✈❛❧✉❡3✿

❊❛❝❤ ;❡9; ❛❜♦✈❡ 0❡;✉0♥9 ❛ p✲✈❛❧✉❡ pw,t ❢♦0 ✇✐♥❞♦✇ w✱ ;0❡❛;♠❡♥; t✱ ;❤✐9 ❜❡✐♥❣ ❛❧9♦ ❢♦0 ❡❛❝❤

9❝❛✛♦❧❞✳ ❍❡♥❝❡ ✇❡ ✉❧;✐♠❛;❡❧② ❤❛✈❡ ❢♦0 ❡❛❝❤ 9❝❛✛♦❧❞ s✱ ns T ✲❞✐♠❡♥9✐♦♥❛❧ p✲✈❛❧✉❡9 ❛9 ✐♥

♦✉0 ♠✉❧;✐✈❛0✐❛;❡ ❋❉❘ ❣❡♥❡0❛❧ 9❡;✉♣✱

pw = (pw,1, . . . , pw,T ), w = 1, . . . , ns.

❚❤❡ ♥✉♠❜❡0 ♦❢ ✇✐♥❞♦✇9 ♣❡0 9❝❛✛♦❧❞ ✭;❤❡ ns✬9✮ ✈❛0② ❤❡0❡ ❜❡;✇❡❡♥ ✷✽✵✵ ❛♥❞ ✺✽✵✵ ✇✐;❤ n =∑S
s=1 = 39, 141✳ ❚❤❛; 9❛♠♣❧❡ 9✐③❡ ✐9 ❧❛0❣❡❧② ❡♥♦✉❣❤ ;♦ ❛♣♣❧② ♥♦♥♣❛0❛♠❡;0✐❝ ♠✉❧;✐✈❛0✐❛;❡

♠✐①;✉0❡ ❡9;✐♠❛;❡9 ✉9✐♥❣ ♦✉0 ❛♣♣0♦❛❝❤✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ♠✉❧;✐✈❛0✐❛;❡ ❜❧♦❝❦9 ❛0❡ 0❡T✉✐0❡❞ ;♦ ❛❧❧♦✇

❢♦0 9♦♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✳

❖✉0 ♣✉0♣♦9❡ ✐9 ♥♦; ;♦ ♦❜;❛✐♥ ❛ 9❝✐❡♥;✐✜❝ ❛♥9✇❡0 ;♦ ;❤❡ ✉❧;✐♠❛;❡ ❣♦❛❧ ♦❢ ;❤❡ ♣0♦❥❡❝;✱

❜✉; ♠❡0❡❧② ;♦ 9❡❧❡❝; 9♦♠❡ r✲❞✐♠❡♥9✐♦♥❛❧ 9✉❜9❡;9 ♦❢ p✲✈❛❧✉❡9 ❢0♦♠ ;❤❡9❡ ❛❝;✉❛❧ ♠✉❧;✐♣❧❡

;❡9;9✱ ✉♣♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ♠✉❧;✐✈❛0✐❛;❡ ❋❉❘ ❝♦♥;0♦❧ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❡0✐♠❡♥;❡❞✳ ❲❡ ❝♦♥9✐❞❡0 ❤❡0❡ ;❤❡

9✐♠♣❧❡9; ♠♦❞❡❧ ✇✐;❤ m = 2 ❝♦♠♣♦♥❡♥;9✱ ❛♥❞ ;❤❡ ❝♦♥;0♦❧ ♦❢ ;❤❡ ❋❉❘ ❢♦0 ;❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦;❤✲

❡9✐9 ❞❡♥♦;❡❞ ✏❚✳ ✳ ✳ ❚✑ ✭r ;✐♠❡9✮ ❛❜♦✈❡✱ ❝♦00❡9♣♦♥❞✐♥❣ ;♦ ;❤❡ 9✐♠✉❧;❛♥❡♦✉9 ♥♦♥ 9✐❣♥✐✜❝❛♥;

❛♥9✇❡09 ;♦ ;❤❡ r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♥✉❧❧ ❤②♣♦;❤❡9❡9✱ ❛99♦❝✐❛;❡❞ ;♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥; j = 1✳ ❈♦♠♣♦♥❡♥;

j = 2 ✐9 ❛99♦❝✐❛;❡❞ ;♦ ❛ ♥♦♥♣❛0❛♠❡;0✐❝ ♠✉❧;✐✈❛0✐❛;❡ ❞✐9;0✐❜✉;✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐9 ❛❝;✉❛❧❧② ❝♦♠✲

♣❧❡;❡❧② ✉♥❝♦♥9;0❛✐♥❡❞ ✐♥ ;❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ❡①❝❡♣; ❢♦0 ;❤❡ ❝♦♥❞✐;✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❜❧♦❝❦9 ✭♦0

❝♦♦0❞✐♥❛;❡9✮ ❞❡9✐❣♥✳ ❍❡♥❝❡✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ✇❡ ❞❡9✐❣♥❛;❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥; ✷ ✐♥ ;❤❡ ✐♥✐;✐❛❧ ♣0❡9❡♥;❛;✐♦♥

❜② ;❤❡ 9✐♠✉❧;❛♥❡♦✉9 0❡❥❡❝;✐♦♥ ♦❢ ;❤❡ r ✉♥✐✈❛0✐❛;❡ ❤②♣♦;❤❡9❡9✱ ❛♥② ❝♦♠❜✐♥❛;✐♦♥ ♠✐❣❤; ❜❡

♦❜;❛✐♥❡❞ ❜② ;❤❡ ❛❧❣♦0✐;❤♠✱ ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡;❡❧② ❞❛;❛✲❞0✐✈❡♥ ✇❛②✳
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pval1

−5 0 5 −8 −6 −4 −2 0 2

−
1
0

−
6

−
2

2

−
5

0
5

pval2

pval3

−
1
0

−
6

−
2

2

−
8

−
4

0
2

pval4

−10 −6 −4 −2 0 2 −10 −6 −4 −2 0 2 −6 −4 −2 0 2

−
6

−
2

2

pval5

❋✐❣✉0❡ ✺✳✽ ✕ +❛✐0♣❧♦89 ♦❢ ♣0♦❜✐8 80❛♥9❢♦0♠9 ❢0♦♠ ♠❛✐③❡ ❞❛8❛✱ ❙❝❛✛♦❧❞ ✶✱ ✜098 ✺ 80❡❛8♠❡♥89✳

❲❡ ♣0♦❝❡❡❞ ❛9 ❢♦❧❧♦✇9✿ ✭✐✮ ❛♣♣❧② ❛ ♣0♦❜✐8 80❛♥9❢♦0♠ 8♦ ❛❧❧ 8❤❡ ♣✲✈❛❧✉❡9❀ ✭✐✐✮ 0❡♠♦✈❡

❢0♦♠ 8❤❡ ❞❛8❛9❡89 8❤❡ 0♦✇9 ✭✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♠✉❧8✐✈❛0✐❛8❡ ♦❜9❡0✈❛8✐♦♥9✮ ❢♦0 ✇❤✐❝❤ ❛8 ❧❡❛98 ♦♥❡ ♣✲

✈❛❧✉❡9 ❡P✉❛❧9 ✶✱ 9✐♥❝❡ 8❤❡9❡ 0❡9✉❧89 ❝♦00❡9♣♦♥❞ 8♦ ✇0♦♥❣ ♥✉♠❡0✐❝❛❧ ❛♣♣0♦①✐♠❛8✐♦♥9 ❢0♦♠ 8❤❡

8❡98 ♣0♦❝❡❞✉0❡9 8❤❛8 0❡9✉❧8 ✐♥ ✉♥❞❡✜♥❡❞ ♣0♦❜✐8 80❛♥9❢♦0♠9 ✭❡P✉❛❧ 8♦ ∞✮✳ ❚❤✐9 ♣0♦❝❡❞✉0❡

❞✐9❝❛0❞9 ♦♥❧② ❛❜♦✉8 ✾✪ ♦❢ 8❤❡ ❞❛8❛✱ 8❤❡ ✜♥❛❧ 9✐③❡ ❢♦0 ❙❝❛✛♦❧❞ ✶ ✐9 n1 = 5219✳ ❖❢ ❝♦✉09❡ ❛

♠♦0❡ ♣0❡❝✐9❡ ✇❛② ♦❢ ❤❛♥❞❧✐♥❣ 8❤❡9❡ ♥✉♠❡0✐❝❛❧ ❞✐✣❝✉❧8✐❡9 ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳

❆♥ ✐♥8❡0❡98✐♥❣ ❢❡❛8✉0❡ ♦❢ 8❤❡9❡ ✭♣0♦❜✐8 80❛♥9❢♦0♠ ♦❢✮ p✲✈❛❧✉❡9 ✐9 8❤❛8 8❤❡ ❝♦♥❞✐8✐♦♥❛❧

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛99✉♠♣8✐♦♥ ♦❢ ❝♦♦0❞✐♥❛8❡9 ✐9 ❛❧♠♦98 9❛8✐9✜❡❞✱ ❡①❝❡♣8 ❢♦0 9♦♠❡ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢

✈❛0✐❛❜❧❡9✱ ❛9 0❡✈❡❛❧❡❞ ❜②✱ ❡✳❣✳✱ 8❤❡ ♣❛✐0♣❧♦89 ♦❢ 8❤❡ r = 5 ✜098 p✲✈❛❧✉❡9 ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✽✱ ✇❤❡0❡ ❛

❣0♦✉♣✐♥❣ ♦❢ 80❡❛8♠❡♥89 ✭✶✱ ✸✮ ✐♥ ❛ ❜❧♦❝❦ ❛♥❞ ❦❡❡♣✐♥❣ 8❤❡ ✸ ♦8❤❡0 ❝♦♦0❞✐♥❛8❡9 ❛9 ✉♥✐✈❛0✐❛8❡

❜❧♦❝❦9 ♠❛❦❡ 9❡♥9❡✳

❲❡ 8❤❡♥ 80② 8❤❡ m = 2 ❝♦♠♣♦♥❡♥89 9✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐8❤ 8❤❡9❡ r = 5 ❝♦♦0❞✐♥❛8❡9✳

❆ 8②♣✐❝❛❧ 0❡9✉❧8 ❢♦0 ❜❧♦❝❦9 ❞❡✜♥❡❞ ❛9 ✭✶✱ ✷✱ ✶✱ ✸✱ ✹✮ ✐9 ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✾✳ ❚❤❡ ♠✈❋❉❘

❝♦♥80♦❧ 0❡❥❡❝89 ❤❡0❡ 8❤❡ ✹✶✼✵ ❝❛9❡9 ♦0❞❡0❡❞ ❜② 9♠❛❧❧❡98 ♣♦98❡0✐♦0 ♣0♦❜❛❜✐❧✐8② ♦❢ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣

8♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥8 ✶✱ ❛9 ❞❡✜♥❡❞ ♣0❡✈✐♦✉9❧②✳

❲❡ ✉9❡ ❛ ❣❡♥❡0✐❝ ♣❧♦8 8♦ ❞✐9♣❧❛② 8❤❡ ♠❛0❣✐♥❛❧9 ♦❢ ❜♦8❤ ♠✈♥♣❊▼◆✵✶ ❛♥❞ ♠✈♥♣❊▼ ❛❧✲

❣♦0✐8❤♠✱ ✐✳❡✳ 8❤❡ ♠❛0❣✐♥❛❧9 ❛0❡ ♣❧♦88❡❞ ❛9 ✇❑❉❊✬9✳ ❊✈❡♥ ✇❡ ❦♥♦✇ 8❤❛8 8❤❡ 8❤❡♦0❡8✐❝❛❧

9❤❛♣❡ ❢♦0 ❝♦♠♣♦♥❡♥8 ✶ ✐♥ 8❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐9 ●❛✉99✐❛♥✱ ✇❡ ❦❡❡♣ 8❤❛8 8♦ ✐❧❧✉980❛8❡ 8❤❡ ❞✐✛❡0❡♥❝❡

❜❡8✇❡❡♥ 8❤✐9 ❝♦♥980❛✐♥❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ 8❤❡ ❣❡♥❡0✐❝ ❢✉❧❧ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ✇❑❉❊✬9 ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥8 ✶

❞❡♥9✐8✐❡9 ❛0❡ ✏●❛✉99✐❛♥✲❧♦♦❦✐♥❣✑✱ ✇❤✐❝❤ 9❤♦✇9 8❤❛8 8❤❡ ❛❧❣♦0✐8❤♠ ✐9 ❢♦0❝❡❞ 8♦ ✉9❡ N (0, 1)✬9
❛9 ❞❡♥9✐8✐❡9✱ 8❤❛8 ❤❡❧♣9 8❤❡ ❛❧❣♦0✐8❤♠ 0❡8❛✐♥✐♥❣ 8❤❡ ❝❛9❡9 ❝♦00❡9♣♦♥❞✐♥❣ 8♦ H0 : “TTTTT”✳
❚❤✐9 ✐♠♣❧✐❡9 ❛ 9♠❛❧❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥8 ✇❡✐❣❤8 λ̂1 ≈ 21% ✭♠✈♥♣❊▼◆✵✶ 9♦❧✉8✐♦♥✮✳ ❚❤❡♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥8

✷ ✉9❡9 8❤❡ ♥♦♥♣❛0❛♠❡80✐❝ ✢❡①✐❜✐❧✐8② 8♦ ❞❡9❝0✐❜❡ 8❤❡ ❞✐980✐❜✉8✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ 8❤❡ ♦8❤❡0 ❝❛9❡9✱ 8❤❛8

❝♦00❡9♣♦♥❞ 8♦ ♥❡❣❛8✐✈❡ ❧♦❝❛❧✐③❛8✐♦♥ ❛♥❞ ♠♦0❡ ♦0 ❧❡99 8♦ H1 : “FFFFF”✱ ❡✈❡♥ ✐❢ 8❤✐9 ✇❛9
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❋✐❣✉0❡ ✺✳✾ ✕ ❊①❛♠♣❧❡ ❢0♦♠ ♠❛✐③❡ ❞❛=❛✱ ❙❝❛✛♦❧❞ ✶✱ r = 5 ✜0D= ♣0♦❜✐= =0❛♥D❢♦0♠D ♦❢ p✲
✈❛❧✉❡D ✇✐=❤ ❜❧♦❝❦ ❞❡D✐❣♥ ✭✶✱ ✷✱ ✶✱ ✸✱ ✹✮✳ ❙♦❧✐❞ ❧✐♥❡✿ ♠✈♥♣❊▼◆✵✶ D♦❧✉=✐♦♥✱ ❞❛D❤ ❧✐♥❡✿ ♠✈♥♣❊▼

D♦❧✉=✐♦♥✳ ❋✐0D= ✺ ♣❛♥❡❧D✿ ♠❛0❣✐♥❛❧ ♣❧♦=D❀ ❜♦==♦♠✲0✐❣❤= ♣❛♥❡❧✿ =❤❡ ♠✈❋❉❘ ❝♦♥=0♦❧ ✉D✐♥❣

♠✈♥♣❊▼◆✵✶ ❛❧❣♦0✐=❤♠✳

♥♦= ❢♦0❝❡❞ ✐♥ =❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❲❤❡♥ ✉D✐♥❣ =❤❡ ✉♥❝♦♥D=0❛✐♥❡❞ ♠♦❞❡❧✱ ✐✳❡✳ =❤❡ ♣❧❛✐♥ ♠✈♥♣❊▼

❛❧❣♦0✐=❤♠✱ =❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥= ❧❛❜❡❧❡❞ ✏✶✑ ✭❜❧❛❝❦✮ ❝♦00❡D♣♦♥❞D =♦ =❤❡ ❧❛0❣❡D= λ̂1 ≈ 70%✱ ❜✉=

=♦ ❛ ♠♦0❡ ❜❧✉00❡❞ ❤②♣♦=❤❡D✐D✱ ✇✐=❤ ♣❞❢ ❡D=✐♠❛=❡D ❞❡✜♥✐=❡❧② ♥♦= ●❛✉DD✐❛♥✲❧♦♦❦✐♥❣✿ =❤❡✐0

♠♦❞❡D ❛0❡ ❛0♦✉♥❞ ✲✶✳ ❙♦ =❤❡ ❤②♣♦=❤❡D✐D ❛DD♦❝✐❛=❡❞ =♦ j = 1 ✐D ♥♦= D✐♠♣❧② H0 : “TTTTT”❀
❡✈❡♥ ✐❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥= ✷ ✐D H1 : “FFFFF” ✇❤❡0❡ =❤❡ ♣❞❢ ❡D=✐♠❛=❡D ❤❛✈❡ ♥❡❣❛=✐✈❡ ❧♦❝❛=✐♦♥

✭❛0♦✉♥❞ −4✮✳

❚❤❡ ♣❡0❝❡♥=❛❣❡ ♦❢ 0❡❥❡❝=✐♦♥ ✭❛❜♦✉= ✽✵✪✱ ♠✈♥♣❊▼◆✵✶ D♦❧✉=✐♦♥✮ ✐D ❤✐❣❤❡0 ❢♦0 =❤❡ H0 :
“TTTTT” ♠✈❋❉❘ ❝♦♥=0♦❧✱ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛0=✐❝✉❧❛0 ❤✐❣❤❡0 =❤❛♥ =❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣❡0❝❡♥=❛❣❡D ❣✐✈❡♥

✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✼ ❢♦0 =❤❡ ✺ ✜0D= =0❡❛=♠❡♥=D✳ ❚❤✐D ✐D ❡①♣❡❝=❡❞ D✐♥❝❡ =❤❡ ❣❧♦❜❛❧ H0 ❤❡0❡ ✐♥✈♦❧✈❡D

✺ D✐♠✉❧=❛♥❡♦✉D ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❤②♣♦=❤❡D❡D✳ ■= ✐D ✐♥=❡0❡D=✐♥❣ =♦ D❡❡ =❤❛= =❤❡ ❦♥♦✇♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥=

D=0❛=❡❣② ✐D 0❡❛❧❧② ✏❞♦✐♥❣ =❤❡ ❥♦❜✑ ✐♥ =❤✐D 0❡❛❧ ❞❛=❛ ❝❛D❡✱ D✐♥❝❡ ✇✐=❤♦✉= ✐=✱ ❝♦♠♣♦♥❡♥= ✶ ✐D

❛❜♦✉= ✼✵✪ ♦❢ =❤❡ ❝❛D❡D ❛♥❞ ✐D ❡♥❝♦♠♣❛DD✐♥❣ ♠✉❝❤ ♠♦0❡ ❣❡♥❡0❛❧ ❝❛D❡D✱ ✇❤❡0❡❛D ❝♦♠♣♦♥❡♥=

✷ ✭❛♥❞ ♠✈❋❉❘✪ ♦❢ 0❡❥❡❝=✐♦♥✮ ✐D D♠❛❧❧❡0✳ ❚❤✐D ✐D ❜❡❝❛✉D❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥= ✶ ✐D ♥♦= ❛DD♦❝✐❛=❡❞

=♦ H0 : “TTTTT” ❤❡0❡✳ ❚❤❛=✬D ✇❤② ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦= ♣0❡D❡♥=❡❞ =❤❡ ♠✈❋❉❘ ❝♦♥=0♦❧ ✉D✐♥❣

=❤❡ ♠✈♥♣❊▼ ❛❧❣♦0✐=❤♠ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✾✳ ❚❤❡ =✇♦ D♦❧✉=✐♦♥D ❛0❡ ❝♦♠♣❧❡=❡❧② ❞✐✛❡0❡♥=✳ ❚❤✐D ❛❝=✉❛❧

❞❛=❛ ❡①❛♠♣❧❡ ✐❧❧✉D=0❛=❡D =❤❡ ✐♠♣♦0=❛♥❝❡ ♦❢ ✉D✐♥❣ =❤❡ ❝♦♥D=0❛✐♥❡❞ ❛❧❣♦0✐=❤♠ ✐❢ =❤❡ ♠♦❞❡❧

✐♠♣❧✐❡D =❤❛= H0 : “TTTTT” ✐D ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧✳

❲❡ ♠❛❞❡ ❛♥ ❡①♣❡0✐♠❡♥= ♦♥ ♦=❤❡0 ❝♦♦0❞✐♥❛=❡D✱ =❤❡ ❧❛D= =0❡❛=♠❡♥=D ✭✶✼✱ ✷✵✱ ✷✶✮ =❤❛= ❛0❡

❛DD♦❝✐❛=❡❞ =♦ D♠❛❧❧ ♣❡0❝❡♥=❛❣❡D ♦❢ ✉♥✐✈❛0✐❛=❡ 0❡❥❡❝=✐♦♥ ✭D❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✼✮✳ ❚❤❡ ♠✈❋❉❘ ❝♦♥=0♦❧

0❡❥❡❝=D ✷✸✹✹ ❝❛D❡D ✭♠✈♥♣❊▼◆✵✶ D♦❧✉=✐♦♥✱ ❋✐❣✳ ✺✳✶✵✮✳ ❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠✈❋❉❘ ♥✉❧❧ “TTT” 0❡✲

=❛✐♥D ✹✹✱✺✪✱ ❤✐❣❤❡0 =❤❛♥ =❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣❡0❝❡♥=❛❣❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✼✳ ■♥ ♠✈♥♣❊▼ D♦❧✉=✐♦♥✱

✶✵✽



✺✳✻✳ ❘❊❆▲ ❉❆❚❆ ❊❳❆▼+▲❊

block 1 , coord 1

D
e

n
s
it
y

−5 0 5

0
.0

0
0

.0
5

0
.1

0
0

.1
5

0
.2

0
0

.2
5

block 2 , coord 2

D
e

n
s
it
y

−6 −4 −2 0 2

0
.0

0
0

.0
5

0
.1

0
0

.1
5

0
.2

0
0

.2
5

mvnpEMN01 algo

mvnpEM algo

block 3 , coord 3

D
e

n
s
it
y

−8 −6 −4 −2 0 2

0
.0

0
0

.0
5

0
.1

0
0

.1
5

0
.2

0
0

.2
5

component 1

component 2

0 1000 2000 3000 4000 5000

0
.0

0
.1

0
.2

0
.3

0
.4

0
.5

mvnpEMN01 algorithm, mvFDR: 2344 rejects
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❋✐❣✉0❡ ✺✳✶✵ ✕ ❊①❛♠♣❧❡ ❢0♦♠ ♠❛✐③❡ ❞❛>❛✱ ❙❝❛✛♦❧❞ ✶✱ r = 3 ♣0♦❜✐> >0❛♥E❢♦0♠E ♦❢ p✲✈❛❧✉❡E
❝♦00❡E♣♦♥❞✐♥❣ >♦ ❝♦♦0❞✐♥❛>❡ (17, 20, 21) ✇✐>❤ ❜❧♦❝❦ ❞❡E✐❣♥ ✭✶✱ ✷✱ ✸✮✳ ❙♦❧✐❞ ❧✐♥❡ ♠✈♥♣❊▼◆✵✶

E♦❧✉>✐♦♥✱ ❞❛E❤ ❧✐♥❡✿✿ ♠✈♥♣❊▼ E♦❧✉>✐♦♥✳ ❋✐0E> ✸ ♣❛♥❡❧E✿ ♠❛0❣✐♥❛❧ ♣❧♦>E❀ ❜♦>>♦♠✲0✐❣❤> ♣❛♥❡❧✿

>❤❡ ♠✈❋❉❘ ❝♦♥>0♦❧ ✉E✐♥❣ ♠✈♥♣❊▼◆✵✶ ❛❧❣♦0✐>❤♠✳

>✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥>E ❧♦❝❛>❡ ❛0♦✉♥❞ ✲✶ ❛♥❞ ✲✸ ♣❞❢ ❡E>✐♠❛>❡E✳ ❍❡♥❝❡ >❤❡ ✐♠♣♦E❡❞ ❝♦♥E>0❛✐♥>E

❢♦0❝❡E >❤❡ ❛❧❣♦0✐>❤♠ >♦ ✐❞❡♥>✐❢② ❝♦♠♣♦♥❡♥> j = 1 >♦ H0 : “TTT”✳

❲❡ >0✐❡❞ ♦>❤❡0 ♠♦❞❡❧ ♦♥ 0✐❝❤ ❞❛>❛ ✇✐>❤ B = 3 ❜✐✈❛0✐❛>❡ ❜❧♦❝❦E ❞❡E✐❣♥❡❞ ❛E ✭✶✱ ✷✱ ✶✱

✸✱ ✹✱ ✺✱ ✺✱ ✻✱ ✼✱ ✼✮ ❢♦0 ✶✵ ❝♦♦0❞✐♥❛>❡E ❝♦00❡E♣♦♥❞✐♥❣ >♦ >❤❡ >0❡❛>♠❡♥>E ✶ >♦ ✻ ❛♥❞ ✶✵ >♦

✶✸✳ ❚❤❡ ♠♦E> ♦❜✈✐♦✉E ❜❧♦❝❦E E❤♦✇✐♥❣ ❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛♣❛0> ❢0♦♠ ❛ ♣♦EE✐❜❧❡ ♠✐①>✉0❡ ♠♦❞❡❧

❛0❡ >❤❡ ♣❛✐0E ♦❢ p✲✈❛❧✉❡E✿ (p1, p3)✱ (p6, p10) ❛♥❞ (p12, p13) ✭E❡❡ ♣❛✐0♣❧♦>E ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✶✮✳ ❚❤❡

♣0♦♣♦0>✐♦♥ ❡E>✐♠❛>❡ ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥> ✶ ✉E✐♥❣ >❤❡ ♣♦E>❡0✐♦0 ♣0♦❜❛❜✐❧✐>② ❛❢>❡0 ❝♦♥✈❡0❣❡♥❝❡ ♦❢

♠✈♥♣❊▼◆✵✶ ❛❧❣♦0✐>❤♠ ✐E ✷✷✳✷✻✪✳ ❚❤❡ ♠❛0❣✐♥❛❧ ❞❡♥E✐>② ❢✉♥❝>✐♦♥E ❛0❡ ♣❧♦>>❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✷✳

❚❤❡ ♠❛0❣✐♥❛❧ ✇❑❉❊ E♦❧✉>✐♦♥E ❢0♦♠ >❤❡ ❝♦♥E>0❛✐♥❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❛❧❣♦0✐>❤♠ E❤♦✇ ♥♦0♠❛❧✲

❧♦♦❦✐♥❣ ❞❡♥E✐>✐❡E ❢♦0 ❝♦♠♣♦♥❡♥> ✶✱ ❤❡♥❝❡ >❤✐E ❝♦♠♣♦♥❡♥> ✐E ❛EE♦❝✐❛>❡❞ ❛E ❡①♣❡❝>❡❞ >♦ >❤❡

E✐♠✉❧>❛♥❡♦✉E❧② ♥♦♥ E✐❣♥✐✜❝❛♥> ✶✵ ✉♥✐✈❛0✐❛>❡ ❤②♣♦>❤❡E❡E✳ ❚❤❡ 0❡E✉❧>E ♦❢ ♠✈❋❉❘ ❝♦♥>0♦❧

❛0❡ ♣0❡E❡♥>❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✸✳ ❖✉0 ❝♦♥E>0❛✐♥> ♠♦❞❡❧ ✇♦0❦E ❛E ✇❡❧❧ ♦♥ ❛ 0✐❝❤ 0❡❛❧ ❞❛>❛E❡>✱

❛♥❞ ✐❧❧✉E>0❛>❡E >❤❡ ♣♦>❡♥>✐❛❧ ♦❢ ♦✉0 ❛♣♣0♦❛❝❤ ✐♥ ❝♦♥>0♦❧❧✐♥❣ ❛ ♠✉❧>✐✈❛0✐❛>❡ ❋❉❘ ❛❣❛✐♥E> ❛
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❡①❛♠♣❧❡ ❛❧❧♦✇% ✉% "♦ ✐❧❧✉%"(❛"❡✱ ❢(♦♠ ❛ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♣❡(%♣❡❝"✐✈❡✱ "❤❡ ✇❛② "♦ ❝❤♦♦%❡ "❤❡

✶✶✸



❝♦♥❞✐%✐♦♥❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥% ❜❧♦❝❦- ❢/♦♠ %❤❡ -%/✉❝%✉/❡ ♦❢ %❤❡ ❞❛%❛✳ ❇② -✐♠♣❧❡ ❡①♣❧♦/❛%♦/②

❛♥❛❧②-✐- ♦❢ %❤❡ ❞❛%❛✱ ♦♥❡ ❝❛♥ /❡❝♦❣♥✐③❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡- ❜❡%✇❡❡♥ ✈❛/✐❛❜❧❡- ♥♦% ♦❜✈✐♦✉-❧② ❞✉❡

%♦ ❛♥② ♠✐①%✉/❡ -%/✉❝%✉/❡ ❛♥❞ ❣/♦✉♣ %❤❡-❡ ✈❛/✐❛❜❧❡- ✐♥ ❜❧♦❝❦-✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♣/♦✈✐❞❡❞ ❣❡♥❡/❛❧

❣✉✐❞❡❧✐♥❡- ❢♦/ %❤✐- ❜❧♦❝❦ -%/✉❝%✉/❡ ❞❡-✐❣♥ ✐♥ ❙❡❝%✐♦♥ ✸✳✻✳ ❲❡ -❤♦✇❡❞ %❤❛%✱ ❢♦/ -❡✈❡/❛❧

♣♦--✐❜❧❡ ❜❧♦❝❦ ❞❡-✐❣♥-✱ ❛ ❝❧✉-%❡/✐♥❣ ❜❛-❡❞ ♦♥ %❤❡ ▼❛①✐♠✉♠ ❆ A♦-%❡/✐♦/✐ ✭▼❆A✮ -%/❛%❡❣②

✉-✐♥❣ %❤❡ ❡-%✐♠❛%❡❞ ♣♦-%❡/✐♦/ ♠❛%/✐① ♣/♦❞✉❝❡❞ ❜② ♦✉/ ❛❧❣♦/✐%❤♠ ♦✉%♣❡/❢♦/♠❡❞ %❤❡ %✇♦

♦%❤❡/ ❛♣♣/♦❛❝❤❡-✳ ❖❢ ❝♦✉/-❡✱ %❤❡/❡ ❛/❡ ♠❛♥② ♦%❤❡/ ❡①✐-%✐♥❣ ♠❡%❤♦❞- %♦ ❞❡❛❧ ✇✐%❤ %❤❡

-❛♠❡ ♣/♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ♣✉/♣♦-❡ ♦❢ %❤✐- ❡①❛♠♣❧❡ ✇❛- ♠♦-%❧② %♦ ✐❧❧✉-%/❛%❡ %❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐%② ♦❢

♦✉/ ❛❧❣♦/✐%❤♠ ✐♥ /❡❛❧✲-✐③❡ ❞❛%❛-❡%- ❛♥❞ ❛❝%✉❛❧ ♠✉❧%✐✲❞✐♠❡♥-✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧-✳

❇♦%❤ -%/❛%❡❣✐❡- ❛❜♦✉% ❜❛♥❞✇✐❞%❤ -❡❧❡❝%✐♦♥ ❢♦/ %❤❡ ❦❡/♥❡❧ ❞❡♥-✐%② ❡-%✐♠❛%✐♦♥ -%❡♣ ♦❢ ♦✉/

❛❧❣♦/✐%❤♠ ✉-❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❜❛♥❞✇✐❞%❤ ♠❛%/✐❝❡- ✇❤♦-❡ ❡❧❡♠❡♥%- ❛/❡ ❝♦♠♣✉%❡❞ ❢/♦♠ ❛ ✜①❡❞

♦/ ❛❞❛♣%✐✈❡ ✇❡✐❣❤%❡❞ ❙✐❧✈❡/♠❛♥✬- /✉❧❡✳ ❚❤✐- /✉❧❡ ✐- ❦♥♦✇♥ %♦ ❜❡ -♦♠❡❤♦✇ ♠♦%✐✈❛%❡❞ ❜②

❡-%✐♠❛%✐♦♥ ♦❢ ●❛✉--✐❛♥✲-❤❛♣❡❞ ❞✐-%/✐❜✉%✐♦♥-✱ ✇❤✐❝❤ ✐- %♦♦ /❡-%/✐❝%✐✈❡✳ ❖%❤❡/ -%/❛%❡❣✐❡-

❢♦/ %❤❡ -♠♦♦%❤✐♥❣ ♣❛/❛♠❡%❡/✱ ✐✳❡✳ ♥♦♥ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❜❛♥❞✇✐❞%❤ ♠❛%/✐❝❡-✱ ♦/ ❝/♦--✲✈❛❧✐❞❛%✐♦♥

-%/❛%❡❣✐❡- ❛/❡ ✐♥%❡/❡-%✐♥❣ ♣❡/-♣❡❝%✐✈❡- ❢♦/ ❢✉%✉/❡ ✐♥✈❡-%✐❣❛%✐♦♥- ✭-❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❍②♥❞♠❛♥ ❡% ❛❧✳

❬✷✵✵✹❪ ❢♦/ /❡❝❡♥% /❡-❡❛/❝❤ ♦♥ ♠✉❧%✐✈❛/✐❛%❡ ❜❛♥❞✇✐❞%❤ -❡❧❡❝%✐♦♥✱ ♦/ ❈❤❛✉✈❡❛✉ ❡% ❛❧✳ ❬✷✵✶✺❪

❢♦/ ❝/♦--✲✈❛❧✐❞❛%✐♦♥ %❡❝❤♥✐S✉❡- ✉-❡❞ ❢♦/ %❤❡ -♠♦♦%❤❡❞ ♥♣❊▼ ♠♦❞❡❧✮✳

❖%❤❡/ ❡①%❡♥-✐♦♥- %♦ %❤❡ ♣/❡-❡♥% ♠♦❞❡❧ ❛/❡ ♣♦--✐❜❧❡✳ ❋♦/ ✐♥-%❛♥❝❡✱ ✐% ✐- /❡❛-♦♥❛❜❧❡ %♦

❛❧❧♦✇ %❤❡ ♠♦❞❡❧ %♦ ❡♥❝♦♠♣❛-- %❤❡ ♣♦--✐❜✐❧✐%② %❤❛% %❤❡ ❜❧♦❝❦ -%/✉❝%✉/❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞✐✛❡/❡♥%

✐♥ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥%✳ ■♥ %❤✐- ❝❛-❡ %❤❡ -❡% ♦❢ ❝♦♦/❞✐♥❛%❡- {1, ..., r} ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣❛/%✐%✐♦♥❡❞ ❢♦/

❝♦♠♣♦♥❡♥% j ✐♥%♦ Bj ❞✐-❥♦✐♥% -✉❜-❡%-✱ ✐✳❡✳ {1, ..., r} =
⋃Bj

ℓ=1 sjℓ ❢♦/ j = 1, . . . ,m✱ ✇❤❡/❡ djℓ
✇♦✉❧❞ ❜❡ %❤❡ ℓ%❤ ❜❧♦❝❦ ❞✐♠❡♥-✐♦♥ ❢♦/ ❝♦♠♣♦♥❡♥% j✳ ❚❤✐- ❡①%❡♥-✐♦♥ ✇♦✉❧❞ /❡♣❧❛❝❡ ✭✸✳✶✮ ❜②

gθ(xi) =
m∑

j=1

λj

Bj∏

ℓ=1

fjℓ(xisjℓ),

✇❤❡/❡ xisjℓ ✇♦✉❧❞ ♥♦✇ ❞❡♥♦%❡ %❤❡ ❝♦♦/❞✐♥❛%❡- ✐♥ sjℓ✳ ❆♥ ❛❧❣♦/✐%❤♠ ✐♥ %❤❡ -♣✐/✐% ♦❢ ♦✉/

♠✈♥♣❊▼ ❢♦/ %❤✐- ❡①%❡♥-✐♦♥ ❝❛♥ ❝♦♥❝❡♣%✉❛❧❧② ❜❡ ❞♦♥❡✳ ❍♦✇❡✈❡/✱ %❤❡/❡ ✐- ❛ ♠❛❥♦/ ✐--✉❡ ✇✐%❤

❧❛❜❡❧ -✇✐%❝❤✐♥❣ ✐♥ %❤✐- ♠♦❞❡❧✿ -✐♥❝❡ %❤❡ ❛❧❣♦/✐%❤♠ ✇♦✉❧❞ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ %❤❡ ❜❧♦❝❦ -%/✉❝%✉/❡ ♣❡/

❝♦♠♣♦♥❡♥%✱ ✐% ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♥❡❝❡--❛/② %♦ ❡♥-✉/❡ %❤❛% ✏❝♦♠♣♦♥❡♥% j✑ ❛❧✇❛②- /❡❢❡/- %♦ ❛ -❛♠❡

♣❛/%✐❝✉❧❛/ ❝♦♠♣♦♥❡♥% ❛♥❞ -%/✉❝%✉/❡ ✐♥ %❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛❝/♦-- ✐%❡/❛%✐♦♥-✳ ❚❤✐- ✐- ❛ ♣❡/-♣❡❝%✐✈❡

❢♦/ ❢✉%✉/❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥%-✳

❖✉/ ♠✈♥♣❊▼ ❛❧❣♦/✐%❤♠ ✭❞❡%❛✐❧❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣%❡/ ✸✮ ❧❛❝❦- %❤❡♦/❡%✐❝❛❧ ❥✉-%✐✜❝❛%✐♦♥ -✐♥❝❡ ✐%-

❝♦♥✈❡/❣❡♥❝❡ ✐- ♥♦% ♣/♦✈❡❞✿ ♣/♦✈✐♥❣ ❝♦♥✈❡/❣❡♥❝❡ ✐♥ %❤✐- ♥♦♥♣❛/❛♠❡%/✐❝ -❡%✉♣ ✐- ❞✐✣❝✉❧%

❜❡❝❛✉-❡ %❤❡ ✇❑❉❊ -%❡♣ ✐- ♥♦% ❛ ❣❡♥✉✐♥❡ ♠❛①✐♠✐③❛%✐♦♥ -%❡♣ ♦❢ ❛ Q(θ|θ′) ♦♣❡/❛%♦/✳ ■♥

❈❤❛♣%❡/ ✹✱ ✇❡ ♣/♦♣♦-❡❞ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ -♠♦♦%❤❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♠❡%❤♦❞ ❛♥❞ ❛♥ ❛❧%❡/♥❛%✐✈❡

❛❧❣♦/✐%❤♠✱ ❝❛❧❧❡❞ ♠✈♥♣▼❙▲ %❤❛% ❝❛♥ ❜❡ -❡❡♥ ❛- ❛ ✜/-% ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦ %♦✇❛/❞- ❛ ❢✉❧❧ ♣/♦♦❢

♦❢ ❝♦♥-✐-%❡♥❝②✳ ❚❤✐- ❛❧❣♦/✐%❤♠ ✐♥❝♦/♣♦/❛%❡- -✐♠✐❧❛/ ✐❞❡❛- ❛- ▲❡✈✐♥❡ ❡% ❛❧✳ ❬✷✵✶✶❪ ❢♦/ %❤❡

❊▼✲❧✐❦❡ ❛❧❣♦/✐%❤♠ ♥♣❊▼ ❇❡♥❛❣❧✐❛ ❡% ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❛❪✳ ❯♥❞❡/ %❤❡ ❛--✉♠♣%✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❞✐%✐♦♥❛❧❧②

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥% ❜❧♦❝❦- ♦❢ ❝♦♦/❞✐♥❛%❡-✱ ❛ -♠♦♦%❤❡❞ ♠✉❧%✐✈❛/✐❛%❡ ✜♥✐%❡ ♠✐①%✉/❡ ♠♦❞❡❧ ✇❛-

✐♥%/♦❞✉❝❡❞ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ %❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛/ ♦♣❡/❛%♦/- ❢♦/ %❤❡ ♠✉❧%✐✈❛/✐❛%❡ ❞❡♥-✐%② ❢✉♥❝%✐♦♥-✳

❚❤❡-❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛/ -♠♦♦%❤✐♥❣ ♦♣❡/❛%♦/- ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ %❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞%❤ ♠❛%/✐①✳

❲❡ ❝♦♥-✐❞❡/❡❞ ♠❛①✐♠✉♠ -♠♦♦%❤❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡-%✐♠❛%♦/- ✭❊❣❣❡/♠♦♥% ❛♥❞ ▲❛❘✐❝❝✐❛

❬✷✵✵✶❪✮ ✇❤✐❝❤ ♠❛①✐♠✐③❡ ❛ -♠♦♦%❤❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝%✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥❤❡/✐% ❛❧❧ %❤❡ ✐♠♣♦/%❛♥%

♣/♦♣❡/%✐❡- ♦❢ ♣/♦❜❛❜✐❧✐%② ❞❡♥-✐%② ❢✉♥❝%✐♦♥-✳ ❆ ▼❛❥♦/✐③❛%✐♦♥✲▼✐♥✐♠✐③❛%✐♦♥ ✭▼▼✮ ❛❧❣♦/✐%❤♠

✶✶✹



❜❛"❡❞ ♦♥ "♠♦♦(❤❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♣.✐♥❝✐♣❛❧ ✐" "✉❣❣❡"(❡❞ (♦ ❝♦♠♣✉(❡ ♥✉♠❡.✐❝❛❧❧② ♦✉. ❞❡♥"✐(②

❡"(✐♠❛(❡"✳ ❚❤❡ ♣.♦♣♦"❡❞ ❛❧❣♦.✐(❤♠ ✐" ✐♥ "♣✐.✐( "✐♠✐❧❛. (♦ (❤❡ ♠❛❥♦.✐③❛(✐♦♥✲♠✐♥✐♠✐③❛(✐♦♥

❛❧❣♦.✐(❤♠ ✐♥ ▲❡✈✐♥❡ ❡( ❛❧✳ ❬✷✵✶✶❪✳ ❊①(❡♥❞✐♥❣ ❢.♦♠ (❤❡✐. ✐❞❡❛" (♦ (❤❡ ♠✉❧(✐✈❛.✐❛(❡ ❝♦♠♣♦✲

♥❡♥( ❞❡♥"✐(② ❢✉♥❝(✐♦♥"✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣.♦✈❡❞ (❤❛( (❤❡ ♠✈♥♣▼❙▲ ✇✐(❤ ❝♦♥❞✐(✐♦♥❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥(
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❚❤❡ ✐❞❡♥$✐✜❛❜✐❧✐$② ♦❢ ♣❛/❛♠❡$❡/& ✐& ✐♥❢❡//❡❞ ❞✐/❡❝$❧② ❢/♦♠ $❤❡ /❡&✉❧$& ✐♥ ❚❤❡♦/❡♠ ✽ ♦❢ ❆❧❧✲

♠❛♥ ❡$ ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪✳ ❍♦✇❡✈❡/✱ $❤✐& ✐❞❡♥$✐✜❛❜✐❧✐$② ♣/♦♣❡/$② ✐& ❞❡&$/♦②❡❞ ✇❤❡♥ ✇❡ ❡①$❡♥❞ $♦ ❛

✸✲❝♦♠♣♦♥❡♥$ ♠✐①$✉/❡ ♠♦❞❡❧ ❜❡❝❛✉&❡ ♦❢ $❤❡ ❝♦♥&$/❛✐♥$ ●❛✉&&✐❛♥ ❞❡♥&✐$② ✐♠♣♦&❡❞ ♦♥ ♣❞❢

♦❢ $❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦$❤❡&✐& ❛& ✇❡❧❧ ❛& ♦$❤❡/& ❝♦♥&$/❛✐♥$& ♦♥ $❤❡ ♣❞❢ ♦❢ $❤❡ ❛❧$❡/♥❛$✐✈❡ ❤②♣♦$❤✲

❡&✐&✳ ❖✉/ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❛ ❝♦♥&$/❛✐♥❡❞ ✈❡/&✐♦♥ ♦❢ ♦✉/ ♠✈♥♣❊▼ ❛❧❣♦/✐$❤♠ ❛❧❧♦✇& $♦ ❜✉✐❧❞

❜❧♦❝❦& ♦❢ ❝♦♦/❞✐♥❛$❡& ✇❤✐❝❤ ✐& ❛❜❧❡ ♥♦$ ♦♥❧② $♦ ✐♠♣♦&❡ $❤❡ ❝♦♥&$/❛✐♥$& ❢♦/ $❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥$

❞❡♥&✐$✐❡& ❜✉$ ❛❧&♦ $♦ ❦❡❡♣ $❤❡✐/ ❧✐♥❡❛/❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥$ ♣/♦♣❡/$②✱ ✐✳❡✳ ✇❡ ❝❛♥ ✉&❡ ✇✐$❤✐♥ ❜❧♦❝❦&

❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ $♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ✐❞❡♥$✐✜❛❜✐❧✐$② ♦❢ $❤❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ $❤❡ ❝♦♥❞✐$✐♦♥ ♦❢ ❚❤❡♦/❡♠ ✾

✐♥ ❆❧❧♠❛♥ ❡$ ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪✳ ❲❡ &♣❡❝✐✜❡❞ ❛ ♠✉❧$✐✈❛/✐❛$❡ ♥♦♥♣❛/❛♠❡$/✐❝ ❊▼ ❛❧❣♦/✐$❤♠ ✇✐$❤

$❤❡ ✜/&$ ❝♦♠♣♦♥❡♥$ ❦♥♦✇♥ ❛& dℓ✲❞✐♠❡♥&✐♦♥❛❧ &$❛♥❞❛/❞ ♥♦/♠❛❧ ❞✐&$/✐❜✉$✐♦♥ ❢♦/ ℓ$❤ ❜❧♦❝❦✱

❝❛❧❧❡❞ ♠✈♥♣❊▼◆✵✶✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧&♦ ✉&❡& $❤❡ ♠✉❧$✐✈❛/✐❛$❡ ✇❡✐❣❤$❡❞ ❦❡/♥❡❧ ❞❡♥&✐$② ❡&$✐♠❛$♦/ $♦

❡&$✐♠❛$❡ $❤❡ j$❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥$ ❞❡♥&✐$②✱ ❢♦/ ❛❧❧ j 6= 1✳

❚♦ &❡❡ $❤❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡ ♦❢ ♦✉/ ♥❡✇ ❛❧❣♦/✐$❤♠✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞✐&❝✉&&❡❞ &♦♠❡ ❝♦♠♣❛/✐&♦♥ ❝/✐✲

$❡/✐❛ ❜❡$✇❡❡♥ ♦✉/ ♥❡✇ ✏♠✈❋❉❘✑ &$/❛$❡❣② ✭✉&✐♥❣ ♦✉/ ♠✈♥♣❊▼◆✵✶ ❛❧❣♦/✐$❤♠✮ ❛♥❞ ✉♥✐✈❋❉❘

&$/❛$❡❣② ✭✉&✐♥❣ ❢❞+,♦♦❧/ ♦❢ ❙$/✐♠♠❡/ ❬✷✵✵✽❛❪✮✳ ❆& ✇❡ ♠❡♥$✐♦♥❡❞✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦$ ❤❛✈❡ ❛ ❢❛✐/

❝♦♠♣❛/✐&♦♥ ❜❡❝❛✉&❡ $❤❡ ✐♥❢♦/♠❛$✐♦♥ ❢/♦♠ ♠✉❧$✐✈❛/✐❛$❡ ❛♥❞ ✉♥✐✈❛/✐❛$❡ p✲✈❛❧✉❡& ✐& ♥♦$ ❝♦♠✲

♣❛/❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ♣❡/❝❡♥$❛❣❡ ♦❢ ✇/♦♥❣❧② /❡❥❡❝$❡❞ ❝❛&❡& ✭❛♥❞ ♦❢ ❋❛❧&❡ ◆❡❣❛$✐✈❡✮❀ $❤❡ ▼❙❊ ♦♥

$❤❡ $❛/❣❡$ ❧❡✈❡❧ α ♦✈❡/ ❛❧❧ $❤❡ /❡♣❧✐❝❛$✐♦♥& ❛/❡ ❤♦✇❡✈❡/ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧✳ ❚❤❡ ♣/♦❝❡❞✉/❡ ♦❢ ✉♥✐✲

✈❋❉❘ ❝♦♥$/♦❧ ✐♥ ✉♥✐✈❛/✐❛$❡ ❝❛&❡ ❤❛& ❛ &$❡♣ ♦❢ ♦/❞❡/✐♥❣ $❤❡ &❡V✉❡♥❝❡ ♦❢ p✲✈❛❧✉❡& ✇❤✐❝❤ ✐&

♥♦$ ♣♦&&✐❜❧❡ ✐♥ ♠✉❧$✐✈❛/✐❛$❡ ❝❛&❡✳ ❙♦♠❡ ❛❧$❡/♥❛$✐✈❡& ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ &✉❣❣❡&$❡❞✳ ■♥ ♠✈❋❉❘ ❝♦♥✲

$/♦❧✱ ✇❡ ❛♣♣❧② ♦✉/ ♠✈♥♣❊▼◆✵✶ ❛❧❣♦/✐$❤♠ ❢♦/ $❤❡ ♣/♦❜✐$ $/❛♥&❢♦/♠ ♦❢ ♠✉❧$✐✈❛/✐❛$❡ p✲✈❛❧✉❡&

❛♥❞ &♦/$❡❞ $❤❡ ♣♦&$❡/✐♦/ ♣/♦❜❛❜✐❧✐$② ♦❢ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ $♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥$ ✶ ❛❢$❡/ $❤❡ ❝♦♥✈❡/❣❡♥❝❡✳

■♥ $❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥$❛$✐♦♥✱ &♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡& ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ❤②♣♦$❤❡&✐& $❡&$✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✇✐$❤

♦♥❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥$ ❝♦//❡&♣♦♥❞✐♥❣ $♦ $❤❡ ♥✉❧❧ ❛♥❞ ♦$❤❡/& ❝♦♠♣♦♥❡♥$& $♦ $❤❡ ❛❧$❡/♥❛$✐✈❡ ✇❡/❡

&✐♠✉❧❛$❡❞ ❛$ $❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ $❤❡ ♣/♦❜✐$ $/❛♥&❢♦/♠ ♦❢ ❛ ♠✉❧$✐✈❛/✐❛$❡ p✲✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛/✐&♦♥&

❢/♦♠ $❤❡ ❋Y ❛♥❞ ❋◆ /❛$❡& ❤❛✈❡ ♣/❡❝✐&❡❞ $❤❡ ❞✐✛❡/❡♥❝❡ ❜❡$✇❡❡♥ ✉♥✐✈❋❉❘ &$/❛$❡❣② ❢♦/ ❡❛❝❤

❝♦♦/❞✐♥❛$❡ ❛♥❞ ♠✈❋❉❘ &$/❛$❡❣②✳ ▼♦♥$❡ ❈❛/❧♦ &✐♠✉❧❛$✐♦♥& ❛❧&♦ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ $♦ ❝♦♠♣❛/❡

$❤❡ ▼❙❊ ♦♥ $❤❡ $❛/❣❡$ ❧❡✈❡❧ α✳ ❚❤❡ ♠✈❋❉❘ &$/❛$❡❣② ✐& ❞❡✜♥✐$❡❧② ♠♦/❡ ❡✛❡❝$✐✈❡ ❛♥❞ ❤❛&

❣♦$ $❤❡ ❛❞✈❛♥$❛❣❡ ✐♥ ❝❛&❡ ♦❢ ❛ ✸✲❝♦♠♣♦♥❡♥$ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡/❡ $❤❡ ♥♣❊▼ ❞♦❡& ♥♦$ ✇♦/❦ ❜❡❝❛✉&❡

♦❢ $❤❡ ♥♦♥✲✐❞❡♥$✐✜❛❜✐❧✐$② ✉♥❞❡/ &♦♠❡ /❡&$/✐❝$✐♦♥& ✐♠♣♦&❡❞ ♦♥ $❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥$ ❞❡♥&✐$✐❡&✳ ❚❤❡

♠✈♥♣❊▼◆✵✶ ✐& ❣❡♥❡/❛❧ ❢♦/ ❛♥ ❛/❜✐$/❛/② r✲❞✐♠❡♥&✐♦♥❛❧ ❤②♣♦$❤❡&✐& $❡&$✐♥❣ &♦ $❤❛$ ❞❡&✐❣♥✐♥❣

♠♦/❡ ❝♦♠♣❧❡① ♠♦❞❡❧& ❛♥❞ ❛♣♣❧②✐♥❣ $♦ /✐❝❤ /❡❛❧ ❞❛$❛&❡$ ✐& ❛♥ ♦♥❣♦✐♥❣ ✇♦/❦✳ ■♥ ❛❞❞✐$✐♦♥✱

&$✉❞②✐♥❣ $❤❡ &✐♠✉❧❛$❡❞ ♠♦❞❡❧& ❛♥❞ /❡❛❧ ❞❛$❛ $♦ &❡❡ ❤♦✇ ✇♦✉❧❞ ❜❡❤❛✈❡& ❛ ♣/♦❝❡❞✉/❡ ✉&✐♥❣

r /❡&✉❧$& ♦❢ $❤❡ r ✉♥✐✈❋❉❘ ❝♦♥$/♦❧ $♦ ❞❡❝✐❞❡ ✇❡❛$❤❡/ $❤❡ ❣❧♦❜❛❧ H0 ♦/ H1 ✐& $/✉❡ ✐♥ m = 2
❝❛&❡ ✐& ❛♥♦$❤❡/ ❛/❡❛ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❢✉/$❤❡/ ✇♦/❦ ❝♦✉❧❞ ❜/✐♥❣ &♦♠❡ ❧✐❣❤$✳

❲❡ ✉&❡❞ ♣❛/$& ♦❢ ❛ ❧❛/❣❡ /❡❛❧ ❞❛$❛&❡$ $♦ ❝♦♠♣❛/❡ $❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦/ ♦❢ ♦✉/ ❝♦♥&$/❛✐♥❡❞ ♠♦❞❡❧

✇✐$❤ $❤❡ ❣❡♥❡/✐❝ ♦♥❡✳ ❚❤✐& ❞❛$❛ ❢/♦♠ ❛ ♠✐❝/♦✲❛//❛② ❡①♣❡/✐♠❡♥$ ❝♦♥$❛✐♥& $❤❡ /❡&✉❧$& ❢/♦♠

$❤❡ ✉♥✐✈❋❉❘ ✇❤✐❝❤ &❤♦✇& $❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣❡/❝❡♥$❛❣❡ ♦❢ /❡❥❡❝$❡❞ ❝❛&❡& ❢♦/ ❛❧❧ ✶✵ &❝❛✛♦❧❞

❛♥❞ ✷✶ $/❡❛$♠❡♥$& ❢♦/ &♦♠❡ ♠❛✐③❡ ❤②❜/✐❞✐③❛$✐♦♥ ❡①♣❡/✐♠❡♥$✳ ❖♥ &♦♠❡ ✷✲❝♦♠♣♦♥❡♥$ ♠✐①✲

✶✶✻
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❝♦♦"❞✐♥❛ ❡ ❛❝❝♦"❞✐♥❣  ♦  ❤❡ ♣❛✐"♣❧♦ (✱  ❤❡ ♥✉♠❜❡" ♦❢ ♠✈❋❉❘ ❝♦♥ "♦❧ "❡❥❡❝ ✐♦♥( ❢"♦♠ ❛♣✲
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❛ ❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ ❞❡♥(✐ ✐❡( ✐♥ "♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣ ❡" ✸ ✐( ♣✉❜❧✐(❤❡❞ ✐♥ ❈♦♠♣✉ ❛ ✐♦♥❛❧ ❙ ❛ ✐( ✐❝(
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▼❡$❤♦❞.✱ ✸✸✭✾✮✿✷✵✼✺✕✷✵✽✻✳

❋?d❤✇✐?1❤✲❙❝❤♥❛11❡?✱ ❙✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ❋✐♥✐$❡ ♠✐①$✉%❡ ❛♥❞ ▼❛%❦♦✈ .✇✐$❝❤✐♥❣ ♠♦❞❡❧.✳ ❙♣?✐♥❣❡?

❙❝✐❡♥❝❡ ✫ ❇✉:✐♥❡:: ▼❡❞✐❛✳

●?❡❡♥✱ '✳ ❏✳ ✭✶✾✾✵✮✳ ❇❛②❡:✐❛♥ ?❡❝♦♥:1?✉❝1✐♦♥: ❢?♦♠ ❡♠✐::✐♦♥ 1♦♠♦❣?❛♣❤② ❞❛1❛ ✉:✐♥❣ ❛

♠♦❞✐✜❡❞ ❡♠ ❛❧❣♦?✐1❤♠✳ ■❊❊❊ $%❛♥.❛❝$✐♦♥. ♦♥ ♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣✱ ✾✭✶✮✿✽✹✕✾✸✳

❍❛❛?✐♦✱ ❍✳✱ ❙❛❦:♠❛♥✱ ❊✳✱ ❛♥❞ ❚❛♠♠✐♥❡♥✱ ❏✳ ✭✷✵✵✶✮✳ ❆♥ ❛❞❛♣1✐✈❡ ▼❡1?♦♣♦❧✐: ❛❧❣♦?✐1❤♠✳

❇❡%♥♦✉✐❧❧✐✱ ✼✭✷✮✿✷✷✸✕✷✹✷✳

✶✷✺
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❍❛❧❧✱ '✳ ❛♥❞ ❩❤♦✉✱ ❳✳ ❍✳ ✭✷✵✵✸✮✳ ◆♦♥♣❛4❛♠❡@4✐❝ ❡F@✐♠❛@✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥@ ❞✐F@4✐❜✉@✐♦♥F
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❍❡♥♥✐❣✱ ❈✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ▼❡@❤♦❞F ❢♦4 ♠❡4❣✐♥❣ ❣❛✉FF✐❛♥ ♠✐①@✉4❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥@F✳ ❆❞✈❛♥❝❡, ✐♥ ❞❛%❛

❛♥❛❧②,✐, ❛♥❞ ❝❧❛,,✐✜❝❛%✐♦♥✱ ✹✭✶✮✿✸✕✸✹✳

❍❡@@♠❛♥F♣❡4❣❡4✱ ❚✳ ❛♥❞ ❚❤♦♠❛F✱ ❍✳ ✭✷✵✵✵✮✳ ❆❧♠♦F@ ♥♦♥♣❛4❛♠❡@4✐❝ ✐♥❢❡4❡♥❝❡ ❢♦4 4❡♣❡❛@❡❞

♠❡❛F✉4❡F ✐♥ ♠✐①@✉4❡ ♠♦❞❡❧F✳ ❏♦✉&♥❛❧ ♦❢ %❤❡ ❘♦②❛❧ ❙%❛%✐,%✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡%②✿ ❙❡&✐❡, ❇ ✭❙%❛%✐,✲

%✐❝❛❧ ▼❡%❤♦❞♦❧♦❣②✮✱ ✻✷✭✹✮✿✽✶✶✕✽✷✺✳

❍♦@✐✱ ❋✳ ❛♥❞ ❍♦❧♠F@4X♠✱ ▲✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ❆ F❡♠✐♣❛4❛♠❡@4✐❝ ❞❡♥F✐@② ❡F@✐♠❛@✐♦♥ ❛♣♣4♦❛❝❤ @♦

♣❛@@❡4♥ ❝❧❛FF✐✜❝❛@✐♦♥✳ >❛%%❡&♥ ❘❡❝♦❣♥✐%✐♦♥✱ ✸✼✭✸✮✿✹✵✾✕✹✶✾✳

❍✉♥@✱ ▲✳ ❛♥❞ ❏♦4❣❡♥F❡♥✱ ▼✳ ✭✷✵✵✸✮✳ ▼✐①@✉4❡ ♠♦❞❡❧ ❝❧✉F@❡4✐♥❣ ❢♦4 ♠✐①❡❞ ❞❛@❛ ✇✐@❤ ♠✐FF✐♥❣

✐♥❢♦4♠❛@✐♦♥✳ ❈♦♠♣✉%❛%✐♦♥❛❧ ❙%❛%✐,%✐❝, ✫ ❉❛%❛ ❆♥❛❧②,✐,✱ ✹✶✭✸✮✿✹✷✾✕✹✹✵✳

❍✉♥@❡4✱ ❉✳ ❘✳ ❛♥❞ ▲❛♥❣❡✱ ❑✳ ✭✷✵✵✵✮✳ ◗✉❛♥@✐❧❡ 4❡❣4❡FF✐♦♥ ✈✐❛ ❛♥ ♠♠ ❛❧❣♦4✐@❤♠✳ ❏♦✉&♥❛❧

♦❢ ❈♦♠♣✉%❛%✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ●&❛♣❤✐❝❛❧ ❙%❛%✐,%✐❝,✱ ✾✭✶✮✿✻✵✕✼✼✳

❍✉♥@❡4✱ ❉✳ ❘✳✱ ❲❛♥❣✱ ❙✳✱ ❛♥❞ ❍❡@@♠❛♥F♣❡4❣❡4✱ ❚✳ '✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ■♥❢❡4❡♥❝❡ ❢♦4 ♠✐①@✉4❡F ♦❢

F②♠♠❡@4✐❝ ❞✐F@4✐❜✉@✐♦♥F✳ ❆♥♥❛❧, ♦❢ ❙%❛%✐,%✐❝,✱ ✸✺✭✶✮✿✷✷✹✕✷✺✶✳

❍②♥❞♠❛♥✱ ❘✳ ▲✳✱ ❩❤❛♥❣✱ ❳✳✱ ❛♥❞ ❑✐♥❣✱ ▼✳ ▲✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ❇❛♥❞✇✐❞@❤ F❡❧❡❝@✐♦♥ ❢♦4 ♠✉❧@✐✈❛4✐✲

❛@❡ ❦❡4♥❡❧ ❞❡♥F✐@② ❡F@✐♠❛@✐♦♥ ✉F✐♥❣ ▼❈▼❈✳ ❊❝♦♥♦♠❡@4✐❝ ❙♦❝✐❡@② ✷✵✵✹ ❆✉F@4❛❧❛F✐❛♥

▼❡❡@✐♥❣F ✶✷✵✱ ❊❝♦♥♦♠❡@4✐❝ ❙♦❝✐❡@②✳

❏♦4❞❛♥✱ ▼✳ ❛♥❞ ❳✉✱ ▲✳ ✭✶✾✾✺✮✳ ❖♥ ❝♦♥✈❡4❣❡♥❝❡ ♣4♦♣❡4@✐❡F ♦❢ @❤❡ ❡♠ ❛❧❣♦4✐@❤♠ ❢♦4 ❣❛✉FF✐❛♥

♠✐①@✉4❡F✳

❑4✐F❤♥❛♥✱ ❚✳ ❛♥❞ ▼❝▲❛❝❤❧❛♥✱ ●✳ ✭✶✾✾✼✮✳ ❚❤❡ ❡♠ ❛❧❣♦4✐@❤♠ ❛♥❞ ❡①@❡♥F✐♦♥F✳ ❲✐❧❡②✱

✶✭✾✾✼✮✿✺✽✕✻✵✳

▲❡❡✱ ❙✳ ❳✳ ❛♥❞ ▼❝▲❛❝❤❧❛♥✱ ●✳ ❏✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ❖♥ ♠✐①@✉4❡F ♦❢ F❦❡✇ ♥♦4♠❛❧ ❛♥❞ F❦❡✇ @✲

❞✐F@4✐❜✉@✐♦♥F✳ ❆❞✈❛♥❝❡, ✐♥ ❉❛%❛ ❆♥❛❧②,✐, ❛♥❞ ❈❧❛,,✐✜❝❛%✐♦♥✱ ✼✭✸✮✿✷✹✶✕✷✻✻✳

▲❡✈✐♥❡✱ ▼✳✱ ❍✉♥@❡4✱ ❉✳ ❘✳✱ ❛♥❞ ❈❤❛✉✈❡❛✉✱ ❉✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ▼❛①✐♠✉♠ F♠♦♦@❤❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢♦4

♠✉❧@✐✈❛4✐❛@❡ ♠✐①@✉4❡F✳ ❇✐♦♠❡%&✐❦❛✱ ✾✽✭✷✮✿✹✵✸✕✹✶✻✳

▲✐❛♦✱ ❏✳✱ ▲✐♥✱ ❨✳✱ ❙❡❧✈❛♥❛②❛❣❛♠✱ ❩✳ ❊✳✱ ❛♥❞ ❙❤✐❤✱ ❲✳ ❏✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ❆ ♠✐①@✉4❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦4

❡F@✐♠❛@✐♥❣ @❤❡ ❧♦❝❛❧ ❢❛❧F❡ ❞✐F❝♦✈❡4② 4❛@❡ ✐♥ ❞♥❛ ♠✐❝4♦❛44❛② ❛♥❛❧②F✐F✳ ❇✐♦✐♥❢♦&♠❛%✐❝,✱

✷✵✭✶✻✮✿✷✻✾✹✕✷✼✵✶✳

▲✐♥❞F❛②✱ ❇✳ ●✳ ✭✶✾✾✺✮✳ ▼✐①%✉&❡ ▼♦❞❡❧,✿ %❤❡♦&②✱ ❣❡♦♠❡%&②✱ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥,✳ ■♠F✳

▲✐♥❞F❛②✱ ❇✳ ●✳ ❡@ ❛❧✳ ✭✶✾✽✸✮✳ ❚❤❡ ❣❡♦♠❡@4② ♦❢ ♠✐①@✉4❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞F✿ ❛ ❣❡♥❡4❛❧ @❤❡♦4②✳ ❚❤❡
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▲♦✉✐-✱ ❚✳ ❆✳ ✭✶✾✽✷✮✳ ❋✐♥❞✐♥❣ ;❤❡ ♦❜-❡?✈❡❞ ✐♥❢♦?♠❛;✐♦♥ ♠❛;?✐① ✇❤❡♥ ✉-✐♥❣ ;❤❡ ❡♠ ❛❧✲
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❜❛>❡❞ ❢❛❧>❡ ❞✐>❝♦✈❡2② 2❛A❡>✳ ❇✐♦✐♥❢♦!♠❛&✐❝6✱ ✷✹✭✶✷✮✿✶✹✻✶✕✶✹✻✷✳
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