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(Cp,U)� /	�� ������	�� ���� ����	� ��� �� ���	����  � ������� �0�� �� ���

������ �� ���� �� -	�	� �� ��� �$����� ���� �	�� �	�� a1, . . . , an ∈ Cp "$���

�(�����#�� {v(
n∑

i=1
aiζi) ; ζ1, . . . , ζn ∈ U,

n∑
i=1

aiζi �= 0} ����� �� ��$�����

���� �� ��	������ ����	� �	�� ������	�� ��� 	����� �����	���� ���� �� ��	���

����	� �	�� ��������� �� �������� ��� ���� �� 	��� �� �(�$�	��������	� �� ��

�������� (Cp,U)� )� ����� �� ������� ��� 	����� * ���	����� �� ���	����

 �&� ��� �	��� ��� �$�	��������	� 	������ �� �� �������� (Cp,U)�
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� �
 	�
��	� �������� ��	
 	��� ����	� ���
���	� ���
��	�� 	�
��	� ��� �������� ����� �� ���
���� �� ��

 ����	

�	
�����
�� ��	� � ����� �� 
��
��

�������

��������� �	�	
	 ������ G �� �	��
� ������ �� H �� ������	��
� �� G�

�� ��	� ��� H ��� 
�	 ���� G �� G/H ��� 
�� �� ��	�����

���� �	�		 ������ G �� �	��
� ������ ℵ1�����	 �� H �� ������	��
� 
�	 ��

G� ���	� H ��� ������	 ��	��� ���� G� ����������	� ����� ������ �� ������	��
�

G′ �� G ��� ��� G = H
⊕

G′�

Z��������

��������� �	�	�	 �� ��	� ��� (Γ,+, <, 0, 1) ��� �� Z��	��
� �� �

� (Γ,+, 0) ��� �� �	��
� ������ ��� �	������

� (Γ, <) ��� �� �������� ����	 ������ �	���� !�� ����	� ���	� 1 ���


��� 
���� ����� ��	�������� 
������"

� ���	�	� ��� ���
������ ���� �� ��� �� �	��
�� ����������	� �

∀x, ∀y, ∀z, x < y =⇒ x+ z < y + z,

� 
��	 ���� �����	 n �� � �

∀x, ∃y,
n−1∨
i=0

x+ i = ny.

���� �	�	� �������� ������! 3.1.21"	 #� �$�	�� ��� Z��	��
�� ��� ���

�$�	�� ���
� �� ��� ������ ��� ������%�����	� ���� �� ������� L := {+,−, <
, 0, 1} ∪ {Qn ; n ∈ N≥2}� �& Qn ��� �� 
	����� ����	� ��� ��� ����	
	� 
�	

'�	� ��������� 
�	 n�

#



� �������� 	
 ������������

�� ���� �	�
��� ��� 	�� �����	���� ������ �	 ���� ����� �

���� ������ ���� G �� Z��	��
� ℵ1����	�� ���	� G = Z
⊕

D� �� D ��� ��

������	��
� ��������� �� G�

����� ���	
�

��� ����� ��������� ���� ����� ������ ��
������� �� ���� �� ��������

�	
������ ����� ������ K �� ��	
� �� Γ �� �	��
� �	������ ��� �������

��	 K � ����	 ��� Γ ��� ��� 

������� v : K −→ Γ ∪ {∞}� �� ∞ ��� ��

������� 
��� �	�� ��� ���� ��� �������� �� Γ� ��	���� 
��	 ���� x, y ∈ K �

�� v(x) =∞ �� �� ��������� �� x = 0�

�� v(xy) = v(x) + v(y)�

 � v(x+ y) ≥ min
(
v(x), v(y)

)
�

�!�� �"���� x ��� ��� ��� ��� v(x) �= 0 �� ��	 ��� � ������� ��� ��� �	������

�� ��	
� ���� �!��� ������� ��� 

��� �� ��	
� �����

�������� ������ �� (K, v) ��� 	� ���� 
��	� ���� �	� �	� x, y ∈ K

��� ��� v(x) �= v(y) � � v(x+ y) = min

(
v(x), v(y)

)
�

��� (K, v) ��� 	� ���� 
��	� �� ���
���� !� ��������� "�	�� �� 
���	�
�� K �� "�	�� ����� v(K∗) �� � �� ����� ΓK � !� ����� OK �� MK

��� ����#���� �� ��� ��� OK := {x ∈ K ; v(x) ≥ 0} �� MK := {x ∈
K ; v(x) > 0}� OK ��� 	� �����	 ���� ��� �$	���	� ����� #�%�#�� ���
MK � !� ��������� OK/MK �� ���� �����	�� �� K �� � �� ����� K/v�
!� ��������� 

������� 	��������� �� � ����� 	�� �� ��&����� ������	�
OK −→ OK/MK �

��� (K, v) 	� ���� 
��	�� !� ���� �	� K ��� �$��	��������������	� �	���
�� car(K) = car(K/v) = 0� !� ���� �	� K ��� �� �������������	� #�%�� ��
car(K) �= car(K/v)' ���� �� ��� � � car(K) = 0 �� car(K/v) = p' ( p
��� 	� �#��� ���#���� �� K ��� �� �������������	� #�%�� � ���� �	� K ���
�� ��#� � �� v(p) ��� �� ��	� ����� ���#��� �������#��� ������ �� ΓK ' ����
�� ��� � � ����� 1 := v(p)�

�	
������ ������ ���� (K, v) �� ��	
� ����� #� ��	 ��� K ��� $�����

���� �� 
��	 ���� 
��%�&�� �����	� P ∈ OK [X] �� ���� a ∈ OK ��	����

res
(
P (a)

)
= 0 �� res

(
P ′(a)

) �= 0� �� �"���� b ∈ OK ��� ��� P (b) = 0 ��

res(b) = res(a)�

�	
����������� ������ �� (K, v) �� ��	
� ����� �� �"���� ��� �"������� Kh

�� K ����� ��� �

' Kh ���� $���������



�

� Kh �� ������ 	
������
� �� K �	�� �
 ����� �	�
� ��������� �
�

������ K�

��� �������� �� 
���
�� � K������������� �� ����� �	�
� ����� �� ��	��

������	 �	 ���
�� ����������� �� K�

��������� �	�	
�	 ��� (K, v) ⊆ (L, v) 
�� �������� �� ����� �	�
�� ��

���	 �
� L �� 
�� �������� ������	� �� K �� ΓL = ΓK � �� L/v = K/v�

���� �	�	

	 �� (K, v) �� 
� ����� �	�
� �� 	��� ��� ��������� ������	��

�	���	����

���� �	�	
	 ��� (K, v) 
� ����� �	�
� ����
��	�	�������
� �
��� �
 ��

�	�	�������
� ���� ��� �	�� �� !���� "

#� �� ������ � ������������ ����� 
�� 
���
� �������� �� ����� �	�
�

������	� �	���	�� �� K�

$� �� K �� ��������� �� �� 	���%���
���� �	���	�� ����������� �
���

��	��� �	� ���������� ������	� 	���%���
� �������

������ (K, v) �� 	�
�� ����� β �� �
����� ������� �� (xα)α<β ��� �����

���������� �� K� �� ��
� ��� �� ����� (xα)α<β ��� �������	���
����� ����

������ �� �
����� ρ0 ����
���
 � β ��� ��� ���
 ���� ρ, τ, θ �
����� ρ0 < ρ <
τ < θ < β �� ��� v(xθ − xτ ) > v(xτ − xρ)� ���� (xα)α<β ��� ����� �������

	���
������ ���
� �� �����
(
v(xα)

)
α<β

��� ��
�	������ 	
�������� �� ��������

���
� � ��
��
 ���� 	�
���� �
������ �� ��
� ��� �� ����� (xα)α<β �������

	���
�� �
� x �� �� �����
(
v(x− xα)

)
α<β

��� ��
�	������ 	
�������� � ��
��


���� 	�
���� �
������ ���
 ���� ��� �!�� P ∈ K[X] �� �����
(
P (xα)

)
α<β

��� �������	���
������ ���� ������ P ∈ K[X] ��� ��� �� �����
(
P (xα)

)
α<β

�������	���
�� �
� 0 �� ��
� ��� �� ����� (xα)α<β ��� �� � �� ����"
����

��������� �� K� �� ������ ���
� ��� ���
� ��������� �� K 	���� ����� ��

���� ����� �����
 d ��� ����� ������ �� ��� �!�� P �� ���
� d ��� ��� �� �����(
P (xα)

)
α<β

�������	���
�� �
� 0� ����� �� ��
� ��� �� ����� (xα)α<β ���

�� � �� �
���	������ ��������� �� K� �� ������ ���
� ��� ���
� ���������

�� K 	���� ����� ∞�

���� �	�	
�	 ���
(
K(x), v

) ⊆ (
K, v

)

�� �������� ������	� ������ ��

����� �	�
��� !���� �� ����� 
�� �
�� (xα)α<β ��������� �� K �
� ���
���

�������� ���� x � �
� ��	��� �	� �� ���
�������� �	�� K� �� x �� 	����

%���
� �
� K �� ����� 
�� ���� �
�� �� &�� 	���%���
�� �� K �� 	���%���
��

��� �	���	� �	 �
�� (xα)α<β �� �� &�� �	������	��

����� ���	
� �� �������

��������� �	�	
�	 ����� (K, v) 
� ����� �	�
�� Δ 
� ��
�����
�� �� ΓK

� s : Δ −→ K� �� ���	 �
� s �� 
�� ������ �� Δ �
 
�� ������ �	������

�� s �� 
� ��������� �� ���
�� �� (Δ,+) �	�� (K∗,×) �� �
� v ◦ s = idΔ�
�� Δ = ΓK �� ���	 �
� s �� 
�� ������ �	���



�� �������� 	
 ������������

���� ������� �� (K, v) �� ����	 
��� ℵ1�	���� �� ����� ��� 	������ �������

�� ���� �	� 
�� ��	��
���� ������� �
 ���� ������ �� ���� 	�� (K, v) 
�

���	 ���
� ℵ1�	��
��� ���	 O×
K ����	����� ��	 �������	 �����	����	 �� OK �

���	�������� ����	����� ��	 �������	 �� ���
���� �
����  � �	� ����� �
� O×
K �	�


� 	
	�!�
�� �
� �� K∗� "����#	 �� ���� ������O×
K ����� 
� 	
������������

������ H ���	 K∗� $��	 v�H �	� �	���%�	�� �� !�
�� �� H ���	 ΓK ��

	� �����	� �	� 
�� 	����� ������

�����������

"��	 ����� �%#	� � 
����	��� ��	 ��������	 	
������	�

& p ��	�!���� �
'
�	 
� ����� ��������

& U ��	�!���� �� !�
�� ��	 ������	 �� ��
�����

& Up ��	�!���� �� 	
	�!�
�� �� U ��!����� ��� ��	 ������	 �� ��
����

������ ������� � p�
& Up ��	�!���� �� 	
	�!�
�� �� U ��!����� ��� ��	 ������	 �� ��
����

������ 
�� �
�		���� �� p�
& (� A �	� 
� ��	����� � ����� |A| 	� ���������

& (� (A,+,×) �	� 
� �����
 ���#!�� � ����� A× �� !�
�� �
�����������

��	 �����	����	 �� A�

& (� K �	� 
� ���	� � ����� Kalg �� ��)�
�� ��!�����
� �� K�

& (� G �	� 
� !�
�� �� 	� (gi)i∈I �	� 
�� ������� ���������	 �� G� �

����� 〈(gi)i∈I〉 �� 	
	�!�
�� �� G ��!����� ��� �� ������� (gi)i∈I � (�

H �	� 
� 	
	�!�
�� �� G � ����� �����	 H
(
(gi)i∈I

)
� � �� ����� ��

〈H, (gi)i∈I〉� �� 	
	�!�
�� �� G ��!����� ��� H �� �� ������� (gi)i∈I �
& (� (K, v) �	� 
� ���	 ���
� �� 	� A �	� 
� 	
	���	����� �� K� �

����� ΓA := {v(a) ; a ∈ A}�
& (� (K, v) �	� 
� ���	 ���
� �� 	� x ∈ OK � � ����� x/v := res(x)�
& (� (K, v) �	� 
� ���	 ���
� �� 	� P ∈ OK [X]� � ����� P/v :=

res(P )�
& (� (K, v) �� (K ′, v′) 	�� ��	 ���	 ���
�	 �� 	� f : K −→ K ′ �	� 
�

�	���%�	�� �� ���	 ���
�� � ����� fΓ ���	���%�	�� �� !�
��

�����	 ���
�� ��� f �� ΓK ���	 ΓK′ � �� � ����� f/v ���	���

�%�	�� �� ���	 ���
�� ��� f �� K/v ���	 K ′/v�



�������� 	

����� ���	
� ���
���	�����

���� �	�� ��	�� ������

��������

�� ������	� 
� �������
� ���� ��� ����� 
� ���� ���������������� �����

��� 
���� ������� ���	�� ��� ���� �� ���� ��	������� ���� 	����� ���� �����

������ 
	�� �� ��	����� � 
�� �	���� 
� ���� (M,G)� �� (M, v) ��� �� �����

�	��� 	� �!�������� ���� �� �� G ��� �� ����� ����� ��������	��" 
� M ���

������ �	 �	��	���� ��� ��#������� ���	 ���������
 � ��� ������� �	������� 
� �	

�	��	����� ���� ��������� ���� ��� �	���� �� ������	� 
������	���� ���	����


�� ��	���$�	������

����� �����	
�
�	 �� �����
�


������ Lv �� �	� 	 � � 
��� ������ 
�� ����� �	���� %��� ����� ���� ��

����� �	��� �� ��� ����� ���� ��  ����� 
� �	���� �� �� ������ ��$��& 
�$��

�	� Lv := Lanneau ∪ {0Γ,+Γ,−Γ,∞Γ} ∪ {v}� '	�� �� ����� 
� �� ��	����� L

��� ���	 �� �	� 	 � 
�$�� �	� L := Lv∪{G, λ}∪{GΓ}� �� G ��� �� ��!���


� ���
��	� ��	��� 
� �	 ����� ����� �	���� �� λ ��� �� ��!��� 
� "�������

��	��� 
� �	 ����� ����� �	���� �� �� GΓ ��� �� ��!��� 
� ���
��	� ��	��� 
�

�	 �����  ����� 
� �	����� LG 
��� ���	 �� �	� 	 � 
�$�� �	� LG := L \ {λ}
�� LΓ 
��� ���	 �� �	� 	 � 
�$�� �	� LΓ := {0Γ,+Γ,−Γ,∞Γ, GΓ}�

T 
��� ���	 �	 L�������� ���������� (

)� 
�� Lv�	����� 
�� ����� �	��� 	� �!�������� �����

*� 
�� 	����� �����	�� ��� G ��� ��  ����� ��������	��" 
�����!���

+� 
� ��	���� �����	�� ��� �	 �	��	���� ��� ��#������ ��� G� ��������
���

∀g1, ∀g2,
(
g1 ∈ G ∧ g2 ∈ G ∧ v(g1) = v(g2)

) −→ g1 = g2,

,� 
� ��	���� �����	�� ��� v(G) = GΓ�

))



���������� 	
 ����� ����� �������������� ��������� ����� ������� ��

�� �� ��� 	
����

∀x, ∀g, (g ∈ G ∧ v(x) = v(g)
) −→ λ(x) = g

��

∀x, (∀g ∈ G, v(x) �= v(g)
) −→ λ(x) = 0.

����� ��� ���	 �� ������ �� ������� ����	�� �

�������� 	
�
	
 T ������� ��� �	
����
��	�� �� ���� �
�	� �
�� L� �����
������ �	� ��	� ��	�� L�����	�� Φ(x, α)� �� x ��� 	� 	���� �� �
��
���� �� �

����� ���� �
�	� �� α ��� 	� 	���� �� �
��
���� �� �
 ����� ���	�� �� �
��	��
�� ������ 	�� L�����	�� Ψ(x, α)� �� ��� ��	��� �
��
���� �	
������� ���� �� �

����� ���	�� �� �
��	�� ����� �	�

T � ∀x, α, (Φ(x, α)←→ Ψ(x, α)
)
.

����� ����	
	��	�� � �����	���

�������
 ���� M = (M,GM , λ,ΓM , GΓM
) �� ����� �� T �

�� �� Δ ��� �� ����������� �� ΓM � �� �����	 GΔ := Δ ∩GΓM
�

�� �� K ��� �� ���������� �� M � �� �����	 GK := GM ∩K�

����� 	
�
�
 ������M 	� ������ �� T � K 	� ��	������ �� M �� H 	�

��	�����	�� �� GK � �� ΓH = ΓGK

���� H = GK �

��������
����� �����	��

����� 	
�
�
 ������ M 	� ������ �� T �� K 	� ��	���������� �� M �

 ���� �� ! 
 ��	��
���� ����� "

#� K ��� 	� ���� ��
��� �
� λ�

$� K ��� 	� ���� ��� �	� ΓGK
= ΓK ∩ ΓGM

�

��������
����� 1) =⇒ 2)�  � ��� ��	�� !�� ΓGK
⊆ ΓK ∩ ΓG� ������� !��

ΓK ∩ ΓG ⊆ ΓGK
� ���� x ∈ K ��� !�"�� �
���� g ∈ G ����#	�� v(x) = v(g)�

$���� λ(x) = g� �� ��� K ��� ��	��� �	� λ� g ∈ K� ���� g ∈ GK � $����

ΓK ∩ ΓG ⊆ ΓGK
�

2) =⇒ 1)� ���� x ∈ K ��� !�"�� �
���� g ∈ G ����#	�� v(x) = v(g)� %��

ΓGK
= ΓK ∩ ΓG� �� 	 g ∈ GK � %�� λ(x) = g� �� 	 λ(x) ∈ K� $���� K

��� ��	��� �	� λ�

����� 	
�
�
 ������ ������������� M �� M′ ��	� ������� �� T � K ��

K ′ ��� ��	������ �� M �� M ′ ��
���� �
� λ �� λ′� Δ �� Δ′ ��� ��	�����	���
�� ΓM �� ΓM ′ �	� ���������� ΓK �� ΓK′ � �� f : (K,Δ) −→ (K ′,Δ′) 	�
LG��������%���� �
������  ���� f ��� 	� L��������%���� �
������



��

��������	�
��� �� ���� 	
���� �� f ◦λ�K = λ′
�K′◦f � �
�� x ∈ K∗� �� v(x) /∈

ΓGK
� ������� � �		 ������ v(x) /∈ ΓGM

� �
		 f �� �� LG���
	
�����	�
v
(
f(x)

)
/∈ ΓGK′ � �
�� v

(
f(x)

)
/∈ ΓGM′ � � f ◦ λ(x) = λ′ ◦ f(x) = 0� ��

v(x) ∈ ΓGK
� �
�
�� g ������� ���	�� � GK �� �� v(g) = v(x)� ��
��

f
(
λ(x)

)
= f(g)

= λ′(f(g)) ��� f(g) ∈ GK′ ������ f �� �� LG���
	
�����	

= λ′(f(x)) ��� v
(
f(x)

)
= v

(
f(g)

)
������ f �� �� ��
	
�����	 � �
��� �����.

����� ����	
�����	 �� �������� �����

 ��� � ��� � � �������M = (M,GM , λ,ΓM , GΓM
) �M′ = (M ′, GM ′ , λ′,ΓM ′ , GΓM′ )

����!��
�� ��" 	
���� ℵ1�������� � T �

#� �������� � ���� ����� ������� � ���
�� �� 	
���� $�� ��
� ��� ��
���
���� %���& �		 4.2' �
�� ��
��� � ���
��	 ������

���� ������ ��
�� L �� �	��	� ������	�� 	� ��
�� �� ������ � �����	����

κ �� �	��
�	� 
���
 > |L|� Ω �� ����� � ������� ���� �	� ����
�	
����

��������� � T �� L������
� ��������� �� �
 M � M ′ ���� ��� ���

���� κ��	����� � T � � �
 f : K −→ K �� �� L�
�������
�� ��� ��

�������������� K � M � K ′ � M ′ 	 � |K| < κ� ��
 �����  �� �������

� Ω ��!���"��
�� ���� ���� ������ ϕ(x) ∈ Ω � ���� k �	�� K� �� 	

M |= ϕ(k)) =⇒M ′ |= ϕ
(
f(k)

)
�� 	���� ���� ���� x ∈M �� ��� �������� f

� �� L�
�������
�� ��
 �����  �� ������� � Ω � ��
 ����
�� x �	��

��� ���	
�� #����� �
 ψ(x) �� �� ������� 
� �
�� ϕ(x) ∈ Ω ��� ��

T |= ∀x(ψ(x)←→ ϕ(x)
)
�

#� �
��� Ω ����	(� �� L��
�	��� ���� ������� �� ���� �����(��
������)�� �
�� �� �����(�� � �� �
�� !�
�� � ������ *
�� 	
���� �
���
��	 ������ �� �� ����� ������� � ���� ��������� ����� ��+� � ��
���
�� �� ��	��� F �� L���
	
�����	� ��� L��
������������ ���
	(��(��
�M �M′ ��� ������ �� �
�	��� � Ω � �� ��
������ � ���

	
����
 ������ �
��� �������	�� (A,Δ) � (A′,Δ′) �� L��
���
��������� �M �M′ � f : (A,Δ) −→ (A′,Δ′) �� L���
	
�����	 �������
��
�� Δ � Δ′ �
�� �� !�
��� ��� −Γ ∈ L � A � A′ �
�� �� �����"�
�
		 �� �� ����� �� ��
� ��� ��
�
�!� f � �� L���
	
�����	 � (K,Δ)
���� (K ′,Δ′)� 
, K � K ′ �
�� �� �
��� � ������
�� � A � A′� ���� ��
���� 
� ��������� �
�� ���� ��" L���������� �
�� ����	(� � (�� �
�� �
�� �
��� ����� �� �� �
����
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 ����� ����� �������������� ��������� ����� ������� ��

���������� 	
��
����������

���� ������ ������ (K,ΓK) �� (K ′,ΓK′) ��� L	��
�	���
��
��� �� M ��

M′ f : (K,ΓK) −→ (K ′,ΓK′) 
� L	������������ h 
� LΓ	������������

������� �
� �������� f�ΓK
 α 
� ������� �� ΓGM

�
� ���������� �
 ������� ��

h �� g ��
���
� ������� �� GM ��� �
� v(g) = α� ����� ΓK(g) = ΓK(α) �� ��
��
� ��������� f �� 
� L	������������ ������� �� �������

(
K(g),ΓK(α)

)
���� f�ΓK(α) = h�ΓK(α)�

�������������� �� �� ���	
���� ��� �	�

��� �	 � v(g) ���������� � �� ������ ����	���� �� ΓK � �� ���	�� ��
�	 ��

���	 ����� ������ n ��� ��� nv(g) ����������� � ΓK � �
�� x ∈ K ��� ���

nv(g) = v(x)� �
��� v(gn) = v(x)� 
� � λ(gn) = λ(x)� �
��� gn ∈ GM �


� � λ(gn) = gn� �� 
��� K �	� 	����� ��� λ� 
� � λ(x) ∈ K� �
� gn ∈ K�
�� �	� ��
�	 ���� ��� Xn − gn �	� �� �
������ ������� �� g 	�� K �� ���

[K(g) : K] = [ΓK

(
v(g)

)
: ΓK ]� �� ����������� ΓK(g) = ΓK(α)�  �
�	�

ΓK(g) ∩ ΓGM
= ΓK(α) ∩ ΓGM

= (ΓK ∩ ΓGM
)(α) �� α ∈ GM

= ΓGK
(α) �!���"	 �� ����� ��#�$

= ΓGK(g).

�
��� GK(g) ⊆ GK(g)� 
� � ΓGK(g) ⊆ ΓGK(g)
� �� 
��� ΓGK(g)

⊆ ΓK(g) ∩
ΓGM

� 
� � ΓGK(g) = ΓGK(g)
= ΓK(g) ∩ ΓGM

� %!���"	 �� ����� ��#�&� 
� �

GK(g) = GK(g)� �� �!���"	 �� ����� ��#�$� K(g) �	� 	����� ��� λ�
'
�
�	 α′ := h(α)� �
��� h �	� �� LΓ(�	
�
��)�	��� n �	� �� ���	 �����
������ ��� ��� nα′ ����������� � ΓK′ �� α′ ∈ ΓGM′ � �
�� g

′ �!������ *�*����
�� GM ′ ��� ��� v(g′) = α′� �� �
���� 
��� �(��		�	 ��� Xn − (g′)n

�	� �� �
������ �� g′ 	�� K ′� ��� [K ′(g′) : K ′] = [ΓK′
(
v(′g)

)
: ΓK′ ]� ���

GK′(g′) = GK′(g′) �� ��� K ′(g′) �	� 	����� ��� λ′� �� ���� �
� ��
�
�+�� f
�� �� �	
�
��)�	�� �� 
��	 ����* �� K(g) ���	 K(g′) �*��,��� f(g) = g′�
�
��� f(GK) = GK′ � 
� � ��� 
�	�����
� �� f ��� f

(
GK(g)

)
= GK′(g′)�

�
��� GK(g) = GK(g) �� 
��� GK′(g′) = GK′(g′)� 
� � f(GK(g)) =
GK′(g′)� %!���"	 �� ����� ��#��� f �	� �� L(�	
�
��)�	�� ��������
&�� �	 � v(g) �!���������� ��	 � �� ������ ����	���� �� ΓK �  �
�	 [K(g) =

K] = [ΓK(α) : ΓK ] = ∞ �� ΓK(g) = ΓK(α)� �� �
���� 
��� ���	 �� �	
��**���� ��� GK(g) = GK(g) �� ��� K(g) �	� 	����� ��� λ�
'
�
�	 α′ := h(α)� �
��� h �	� �� LΓ(�	
�
��)�	��� α

′ �*���	� �� �-��

����� 	�� ΓK′ ��� α 	�� ΓK �� α′ ∈ ΓGM′ � �
�� g

′ �!������ *�*���� �� GM ′

��� ��� v(g′) = α′� �� � 
��� �(��		�	 ��� [K ′(g′) = K ′] = [ΓK′(α′) :
ΓK′ ] = ∞� ��� GK′(g′) = GK′(g′) �� ��� K ′(g′) �	� 	����� ��� λ′� �� ����
�
� ��
�
�+�� f �� �� �	
�
��)�	�� �� 
��	 ����* �� K(g) ���	 K(g′)
�*��,��� f(g) = g′� �� �
���� 
��� ���	 �� �	 ��**���� ��� f �	� ��
L(�	
�
��)�	�� ��������
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����� ������ ������ (K,ΓK) �� (K ′,ΓK′) ��� L	��
�	���
��
��� �� M
�� M′ f : (K,ΓK) −→ (K ′,ΓK′) 
� L	������������ ������� h 
� LΓ	

������������ ������� �
� �������� f�ΓK
 α 
� ������� �
 ������� �� h ���

�
� ΓK(α) ∩ ΓGM
= ΓGK

� ����� �� ������ x ∈ M ��� �
� ΓK(x) = ΓK(α)
�� ��� �
� ���� �
���� ��������� f �� 
� L	������������ ������� �� �������(
K(x),ΓK(α)

)
�������� f�ΓK(α) = h�ΓK(α)�

�������������� �� �� ���	
���� ��� �	�

��� �	 � α ���������� � �� ������ ����	���� �� ΓK � �� ���	�� ��
�	 �� ���	

����� ������ n ��� ��� nα ����������� � ΓK � �
�� x ∈ K ��� ��� nα = v(x)� �
��

x
1
n ��� ����� n����� �� x ���	 M � ��
�	� [K(x

1
n ) : K] = [ΓK(α) : ΓK ] = n�

 � ����������� Γ
K(x

1
n )

= ΓK(α)� �� �	� ���� ���

ΓGK
⊆ ΓG

K(x
1
n )

⊆ Γ
K(x

1
n )
∩ ΓGM

= ΓK(α) ∩ ΓGM
.

!
��� ΓGK
= ΓK(α)∩ΓGM

� 
� � ΓGK
= ΓG

K(x
1
n )

= Γ
K(x

1
n )
∩ΓGM

� "#����	

�� ����� ��$�%� 
� �� �&���� ��� G
K(x

1
n )

= GK � �� �#����	 �� ����� ��$�'�


� �� �&���� ��� K(x
1
n ) �	� 	����� ��� λ�

(
�
�	 α′ := h(α)� !
��� h �	� �� LΓ��	
�
��)�	��� n �	� �� ���	 ���

��� ������ ��� ��� nα′ ����������� � ΓK′ �� ΓK′(α′) ∩ ΓGM′ = ΓGK′ � �
��

f(x)
1
n ��� ����� n����� �� f(x) ���	 M ′� �� �
���� 
��� ��&&����

���� ��� [K ′(f(x) 1
n

)
] = [ΓK′(α′) : ΓK ] = n� ��� Γ

K′
(
f(x)

1
n

) = ΓK′(α′)� ���

K ′(f(x) 1
n

)
�	� 	����� ��� λ′ �� ��� ΓG

K′
(
f(x)

1
n

) = ΓGK′ � �� ���� �
� ��
�
��

*�� f �� �� �	
�
��)�	�� �� 
��	 ����& �� K(x
1
n ) ���	 K ′(f(x) 1

n

)
�&��+���

f(x
1
n ) = f(x)

1
n � !
��� ΓG

K(x
1
n )

= ΓGK
�� 
��� ΓG

K′
(
f(x)

1
n

) = ΓGK′ �

f �	� �� LG��	
�
��)�	�� �������� "#����	 �� ����� ��$�,� f �	� �� L�
�	
�
��)�	�� ��������

%�� �	 � α �#���������� ��	 � �� ������ ����	���� �� ΓK � �
�� x ∈M ���

��� v(x) = α� ��
�	 [K(x) : K] = [ΓK(α) : ΓK ] = ∞ �� ΓK(x) = ΓK(α)�
�� �
���� 
��� ���	 �� �	 ��&&���� ��� K(x) �	� 	����� ��� λ �� ���
GK(x) = GK �

(
�
�	 α′ := h(α)� !
��� h �	� �� LΓ��	
�
��)�	��� α
′ �&���	� �� �-��


����� 	�� ΓK′ ��� α 	�� ΓK �� ΓK′(α′) ∩ ΓGM′ = ΓGK′ � �
�� x
′ ∈ M ′ ���

��� v(x′) = α� !
��� ����		�	 
� � [K ′(x′) : K ′] = [ΓK′(α′) : ΓK′ ] = ∞�
ΓK′(x′) = ΓK′(α′)� ��� K ′(x′) �	� 	����� ��� λ′� �� ��� GK′(x′) = GK′ � ��

���� �
� ��
�
�*�� f �� �� �	
�
��)�	�� �� 
��	 ����& �� K(x) ���	
K ′(x′) �&��+��� f(x) = x′� �� �
���� 
��� ���	 �� �	 ��&&���� ��� f
�	� �� L��	
�
��)�	�� ��������
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 ����� ����� �������������� ��������� ����� ������� ��

��������	�
�� �� �������

��������	�
�� �� ������� ������ ������ 	�
���������� (K,Δ) �� (K ′,Δ′)
��
 L�
��
�
�	����	�
 ������	����
 �� M �� M′� f : (K,Δ) −→ (K ′,Δ′)
�� L��
���	���
�� ��	���� ��� �	�
�	� ��
 ��	����
 �� Ω� x �� ������� ��
M � �� α �� ������� �� ΓM � �� � ����	�	 ��� ���� ���� �	������	 f �� ��
L��
���	���
�� ��	���� ��� �	�
�	� ��
 ��	����
 �� Ω �� ���� �� ������� �
�
��� L�
��
�
�	����	� ������	���� ��� �������� x �� α�
����� f �	�
�	� ��
 ��	����
 �� Ω� ��	 ℵ1�
���	������ �� ���� �	������	
f�Δ �� �� LΓ��
���	���
�� ��	���� �� ������� Δ(α) ��� �	�
�	� ��
 LΓ�

��	����
� �����
 α′ := f(α)�  ��	
 f :
(
K,Δ(α)

) −→ (
K ′,Δ′(α′)

)
�
� ��

L��
���	���
�� ��	���� ��� �	�
�	� ��
 ��	����
 �� Ω�
!���	"
 �� ����� ��#�$� �� ���� �	������	 f �� �� L��
���	���
�� ��	����
�� �������

(
K1,Δ(α)

)
� �% K1 �
� �� ��	�
 ������	���� ��� ��� GΔ = GK1 �

&� �
� �������� ��� f �	�
�	� ��
 ��	����
 �� Ω�
!���	"
 �� ����� ��#�'� �� ���� �	������	 f �� �� L��
���	���
�� ��	���� ��
�������

(
K2,Δ(α)

)
� �% K2 �
� �� ��	�
 ������	���� ��� ��� ΓK2 = Δ(α)�

&� �
� �������� ��� f �	�
�	� ��
 ��	����
 �� Ω�
(�	 ℵ1�
���	������ �� ���� �	������	 f�ΓK2

�� �� LΓ��
���	���
�� ��	����

�� ������� ΓK2(x) ��� �	�
�	� ��
 LΓ���	����
� !���	"
 �� ����� �� �� ���

���
�	������ �� ���� �	������	 f �� �� L��
���	���
�� ��	���� ��� �	�
�	�
��
 ��	����
 �� Ω� �� ������� (K3,ΓK2(x))� �% K3 �
� �� ��	�
 ������	����

��� ��� ΓK3 = ΓK2(x)�

(�	 �� �	������ �� ���)��� �� ���� �	������	 f �� �� L��
���	���
�� ��	�
����� ��� �	�
�	� ��
 ��	����
 �� Ω� �� ������� (K∞,ΓK∞)� �% K∞ �
� ��
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���	�
 ������	���� �� M ��� ��� ΓK∞ = ΓK∞(x)�

����� �� ����	�� ��
 ��	�
 ����
 �����	�������� ���
 ������� ��
 ������*�

�����	
 ���
 �� ������� Lv +��	 ��	 �,����� ���-� ��	 ℵ1�
���	������ �� ����
�	������	 f �� �� �
���	���
�� �� ��	�
 ���� �� ������� (K∞(x),ΓK∞)�
����� ΓK∞ = ΓK∞(x)� ����	"
 �� ����� ��#�.�GK∞(x) = GK∞ � �����K∞
�
� 
����� ��	 λ� ����	"
 �� ����� ��#�/� ΓGK∞ = ΓK∞ �  ��
�� ΓGK∞(x)

=
ΓK∞(x)� ���� ����	"
 �� ����� ��#�/� K∞(x) �
� 
����� ��	 λ� �� ����	� ��
�0�� ��� f

(
K∞

)(
f(x)

)
�
� 
����� ��	 λ �� ��� G

f
(
K∞

)(
f(x)

) = Gf(K∞)�

����� f�K∞ �
� �� L��
���	���
�� ��	����� f(GK∞) = Gf(K∞)� !���

f(GK∞(x)) = G
f
(
K∞

)(
f(x)

)� ���
� f �
� �� LG��
���	���
�� ��	����� !���	"


�� ����� ��#�1� f �
� �� L��
���	���
�� ��	����� ����� ΓK∞ = ΓK∞(x)� ��

�
� ����	 ��� f �	�
�	� ��
 ��	����
 �� Ω ���
��� f�K∞ �	�
�	� ��
 ��	����


�� Ω�



�������� 	

������ ��� 	�
����� �� ����

��� �����	
�����

��� �����	�
�� �	 ���	� �����	� �
�	 	���� �� ������� �	 �������� 
� �
���
��� �
���	�� �
� ��� �� ��	�����

����������	
�� ���� �� k ��� �� �	
�� ��
��� �� ��
����
������� p ��	
�

�� ������� � ��	�	
������ �������� ����� �
��� �� ������ ������ �	�������

�� ��
����
������� 0 ����� ���� Z� �	������ �� �� �	
�� 
������� k�
�� �������
� ��� ������ �������� ��� ������
� �� ���� ��������� �� k �� 	�

�� �	��
� W [k]� �� �	��
� W (k) �	� �	
�� �� 
����	��

�������� �	
	�	 W (k) ��� ��������� 	
� �
�� �
�� Z �� 	�������

�� ������ 
���� 
������� � �������� �������	���������� �� � �
�� ������

�� W (k) ≡W (k′) �� �� ��������� �� k ≡ k′	

����������	
�� ����� ���� k �� ���	
 	������ � ���������
����� p� ����
 ��

���
�� �� ������ ���	��
�� � ����	� �����	�������� ��� ���� ������ τ � � k∗

��
 W [k]∗ ��� ��� 	��� ���� x ∈ k �� ��� τ(x)/v = x� �� ��� ��� τ(k) �
�

�� ���������� � ����������� � k ��
 W [k]�

����� ����� ���� ����� 
���� �������
 n = (n1, . . . , nm) ∈ Zm� �� ���
��

Nn ∈ N �� �
 	�� �!��
 Q0, . . . , QNn ��
 Fp[X1, . . . , Xm]� ���
 ��� 	���

���� ���	
 	������ k � ���������
����� p �� ���
 x1, . . . , xm ��
 k� �� ��� "

#�

W [k] |=
m∑
i=1

niτ(xi) = 0⇐⇒ k |=
Nn∧
i=0

Qi(x1, . . . , xm) = 0.

$�

W [k] |=
m∑
i=1

niτ(xi) �= 0⇐⇒W [k] |=
Nn∨
j=0

v
( m∑
i=1

niτ(xi)
)
= j.


�



�� �������� 	
 ������ �� �������� � ����

��������	�
��� �� ���� 	
����� ��� W [k] �� �
	
���� � kN� 	��� �����
	�����������
� ��� ��
� ������������� �� ��� �� ����� ������
� ������ ��� �

(a0, a1, . . . ) + (b0, b1, . . . ) =
(
S0(a0, b0), S1(a0, a1, b0, b1), . . .

)
,


� �� Si 
�� �� �
����	� �� Fp[X0, . . . , Xi, Y0, . . . , Yi] ��� �� ���������
�� �� k� ���� �� ����� ��������� �
�� �
�� (a0, a1, . . . ) �
� ��� �����������
� W [k]� �� !������
� �� (a0, a1, . . . ) �� �"�� �� ��� ����� ������ r ��� ���
ar 
�� ��#����� �� 0� �� 	
���� ��� ��� �
�� �
�� a ����������� � k�
τ(a) = (a, 0, . . . , 0, . . . )� $� �� ��
� ����� ��� �
�� �
��� ���� �������� n =
(n1, . . . , nm) ∈ Zm �� ����� ��� ���� �� �
����	� Qi,n ∈ Fp[X1, . . . , Xm]
����� ���� �
�� �
�� �
�� ���%��� k �� �
� x1, . . . , xm ∈ k� 
� ���

m∑
i=1

niτ(xi) =
(
Q0,n(x1, . . . , xm), Q1,n(x1, . . . , xm), . . .

)
.

&
		� Fp[X1, . . . , Xm] �� �
��������� �� ����� Nn ∈ N ��� ��� ������� �� 
"����� ��� �� ���� Qi,n 
�� ��"����� ��� Q0,n, . . . , QNn,n� '� ��		� ���
������ �		������	����

'
� (�� ��� )��� *�)++, � ������ �� ���	��� �
��� �� ��		� ����� 
���� �
�� �
���� ��� ���
	������
� �� �������� �� ���� (W (k), τ(k)

)
�

-�� ������	��� ��
�.
� 
� �������� /
�� L �� ���"�"� ����� ��� L :=
Ldiv ∪ {G}� 
� G �� �� �	0
�� �� �������� ������� �� 
�� T �� L ���
���
�
������� �

�� �� ���
	� �� �
�� !���� �������� �� �������������� (0, p) �
�
��	����

1� �� �����
	� �����	��� ��� �� �
�� ������� �� ���%����

2� �� �����
	� �����	��� ��� G �� �� "�
��� ��� �� �� ���3!�	���
	�����������% �� �
�� �� ���� ���!� �� 4��
�

5� �
�� �
��� ���� �������� n = (n1, . . . , nm) ∈ Zm� �� �����
	�

∀g ∈ G,
m∑
i=1

nigi = 0⇐⇒
Nn∧
i=1

Qi(g1/v, . . . , gm/v) = 0

6
� Nn �� �������� ����
���� ��� �� ��		� 1���57�

8�
� � (M,GM ) �� (M ′, GM ′) 
�� ���� 	
�3�� �� T � (M,GM ) ≡ (M ′, GM ′)
� �� ����	��� � M/v ≡ M ′/v �� ΓM ≡ ΓM ′ � 9� ����������� �����3 �� %���
:�:�5� � k �� k′ 
�� �� �
�� ���%��� �� �������������� p ��� ��� k ≡ k′� 
� �(
W (k), τ(k)

) ≡ (
W (k′), τ(k′)

)
� �� 
0����� ��
� ��� �� ���
��� T ′� �
�������

�� ���
	� �� T, �� �� ���
	� �����	��� ��� �� �
�� �� ���� �� ��"� 
0�����	��� ��
 �� ��� �� "�
��� �� !������
� �� �� Z "�
���� �� �
	��3���
&��� �� ���
��� �
	��3�� ��

(
W (Falg

p ),Up

)
� ��� �� �� ����� ��� �� ���3!�	���



���� ���������� 	� �
��
(
W (K)ALG, τ(K)

)
��

�� �����	
���� ��� W (Falg
p ) ��� ������	��� ��� ������ �� ������� �������

���	��� � p� ��� � ���	���� ����� �� �� ������� ���� ����� ����������

��� ���������� �� ����
(
W (k)alg, τ(k)

)
�� k ��� �� ����� ���������	��� ����

�� ������������� (0, p)� ��� ��� �����  ��� �� ������ ����� �� ��		� �����!

���� ��� "���� �� �#�� ������$ �� �� ���� ���	���� ���%���	�� � ���	���

����� ��� v
(
Z[τ(k)]

)
= N� &� '��� ��� ��� ���� 	����� ��(�		��� �!

���� �� � ������� ��� ���� ������������$ �� ����!����� ���	����� � �����

��� '������� �� )��� �������� Z[τ(k)]� �� ��� ���� 	���� ��������	��� �

������� ��� � ����� �� �� ������� ��� ���������� �� ����
(
W (k)alg,W (k)

)
$

�� k ��� �� ����� ���������	��� ���� �� ������������� (0, p)�

��� ���������	 
� ����
(
W (k)alg, τ(k)

)
����� �����	
�
�	 �� �����
�


��� �� ����� �� ����� ������� LGp �������� �� ����� ��*�� �� LGp :=
Ldiv ∪ {Gp}$ �� Gp ��� �� ��	���� �� ������� ������

TGp �������� � LGp!������� ���������� +

�� ��� %��	�� ��� ����� '��� ���������	��� ���� �� �������������

(0, p)$

,� �� ��%��	� �%���	�� ��� Gp ��� �� ����!������ 	���������� ��� ���

�� ����'�	��� 	���������� �� ����� �� ������ ���'� �� -���$

.� ���� ����� ����� ��������� n = (n1, . . . , nm) ∈ Zm$ �� ��%��	�

∀g ∈ Gp,
m∑
i=1

nigi �= 0 =⇒
Nn∨
k=0

v(
m∑
i=1

nigi) = k,

/�� Nn ��� �������� ��������� ��� �� ��		� ,���01�

2���� ��� ��� �� 	������ �� ������	� ���'�� +

�������� 	
	
�
 �� ������	 TGp 	
� ������	�

3'�� �� ����� � � ��	��������� �� ������	� ,�,��$ ������ ��������

	��� ��� ��� 	������ �� TGp � 4� ��� ���� ������ �� ��		� ,���0$ ��� ���� ����

����� '��� k ���������	��� ���� �� ������������� (0, p)$
(
W (k)alg, τ(k)

)
��

(
Q
(
τ(k)

)alg
, τ(k)

)
���� ��� 	������ �� TGp � 5� ����������$

(
W (F)algp ,Up

)
�� (Qalg,Up) ���� ��� 	������ �� TGp � 4� ��� ���� ���� ��� (Cp,Up) ��� ��

	����� �� TGp � ��� �� ����	 ��%��	�� 3. �� TGp $ ��� '������� �� )���

����������� �� �%�������	���$ ���	���� ���� ���� 	����� (M,GM ) ��

TGp $ GM ��� �� ����'�	��� �� �����	
���� �� M/v ��� �� ����� '���

���	����� � W (M/v)� ����� �� ��� 	����� �� ��		� ��� �����



�� �������� 	
 ������ �� �������� � ����

����� ������ ���� (M,GM ) �� ���	
� �� TGp � 
��� �
 ������ �� ����� W
��������� � W (M/v) ��� �������� Q(GM ) �� ��
 ��� GM ���� 
� ��
	������

�� �������

�� �� M/v ���� W � �� �� �
�� M ��� ℵ1������� �� ���� ���

����� ��
��� �
��� �
 ������ �� ��
 W ������� ���� M �

���� ��	�
���� � ����
�� ������ �� �		� ����� 
��� ����
� �����
 ��

�		� �����
� �

����� ������ ������ K �� ����� ��
�� �� ��������������� (0, p) ��� ������

�� K̃ ��� ��������� ��������� ������
� �� K� 
��� �� ���� �
����� K̃ ���

������ �� K ���� ����� ��������� �� ����� ��
�� �� K� ��� ���� �����
�����

�� |ΓK |+���������
�������������� ����
� L �
� ����
���
 �� ����� ���� �� K� �		�������

��
����

�� �� |ΓK |+��������� �� K̃ �
� ����
���
 �		������ 	���	�� ��

K� ���� 	�
���� ��� K̃ �� ��
�� ��
� L � ��� �����
�� ����� � � !���

����"�� �� 	�
���� ���� ������ �
� ����
���
 �		������ 	���	�� M �� K
��
��
�� ��
� L� ��� � �		� �� #��
� � ������ �
� ����
���
 �		������

M �� K �
��� ��
� L� �� 
���	����
� ��� ������
���
� �		������� �������

��
� L� $�		� L ��� �
 ����� ���� ��
����
 ��
��
�
� M � � ��
���
� �����

�� �%���� ��
����

�� &� M 
�� ��� ������
���
 �		������ ������ ��
� L�

��
� M ��� ��
����
� �������
� ��� �������� ���� ������ �
� ����� �������

��
�����
�� (ai)i∈I �� M ��� 
���� ��� �� ��������	��� ��
� M � $�		� M
��� ��
����
� (ai)i∈I ������ �
� ����� ���������
�����
�� �� �'�� ���
���
�

��
�� $�		� L ��� |ΓK |+���������� ΓM = ΓK � � ���������� �
� ��������	���

l �� (ai)i∈I ��
� L� M(l) ������ ���� �
� ����
���
 �		������ ������ �� M
��
� L� �� ��� ��� �	�������� (�
�M ��� �
� ����
���
 �		������ 	���	��

�� K�

������������� �� 
����  � � � ���� (M,GM ) �
 	�� � �� TGp � )���GM/v =
M/v �� v

(
Q(GM )

)
= Z� (���� � � !��� ����""� � ������ W �
� ����
���
 �	�

	������ 	���	�� �� Q(GM )� $�		� W ��� 	���	� �� �� ������ �� �����

Z� � ��� ��	���� )�
�� W ��� �
 ����� ���� ��	���� �� ��������������� 0�
�� ����� ������� M/v� �� �� ������ �� ����� Z� (�
� W ��� ���	����� *

W (M/v)� $�		� GM ��� �
 �� ��	�
� 	���������! �� M/v ��
� W � �

��� ���� ����� � ��
����� �� � ��+
����
�!��� ��"�,� ��� GM ��� � �� ��	�
�

�� -����	.��� (���� � � �		� �������
�� �� M ��� ℵ1������� �
 ��
� ���

����� ����� � ������ �
� ����
���
 �		������ 	���	�� �� Q(GM ) ��
��
��
��
� M �

����� ������	
�	��� � 	���
��� �����

(�
� � ����� �� ����� �����������
� ���! 	�
���
 ��
������� � 	�� ����

	������	� ���� �	��'� ��
� � ��
� ���	������	� �� ����� ������

����
� (M,GM ) �� (M ′, GM ′)� ���� 	�� �� ������� �� �����
���� ℵ1 ��



���� ���������� 	� �
��
(
W (K)ALG, τ(K)

)
��

TGp � �����	
 �� ��� ������ �� ���
�� ��
���������� ��
 
��
�����
 W ��

W ′ �� M �� M ′� ��������� Q(GM ) �� Q(GM ′)� �� �
������
 � W (M/v)
�� W (M ′/v)� ��� M/v �� M ′/v 
��� ��
 ����
 ������������� ���
 ��

���������
����� p �� �� ����������� ℵ1� ��
 
��� �
������
 �� ���� ��� ����
�

���� �����	
 �� �� �������!��� ������ W �� W ′ 
��� �
������
� "����
 h ���

�
������
��

�������� �	�	
	 h �
� �� LGp��
������
�� #� �$��� h(GM ) �
� �� ���

�	����� �����������! �� (M ′/v)∗ ���
 W ′� ���� �����	
 �� �� �������!���

����%� h(GM ) = GM ′ �

���������� �	�	�	 �� ������� F ��	 �	
�
���	��	 f : K −→ K ′ �����

	
�	��
��	 �����	 ��	������	 �� M �� M ′� ��� ��
�
����� h� �� ���	 ��� ΓK 	
��

���
�������� �	� �
� ���� �� � �� ��
������ �� ������������

���
�	�����
�� F �
� ��� ���� ��� h ��� ����������� &�� 
'����� �� �
� (�
��

����

���� �� ������ �� ��������� �� ��� )��� f : K −→ K ′ �� ������ ��

F �
*� �� ������ ���
 �� ������ ���
 ��� ���� ���� 
� ������ �� ��
 �+

K �
� ������������� ���
� #� �$�� Kalg ⊆ M �� K ′alg ⊆ M ′� ��� K
�� K ′ 
��� �
������
 ����
 ��,����
 ����������
 �� 
��� ��

�� *� ���� ����

��������� f � Kalg� ���
� ������ �� ������ �� F ��� ΓKalg �
� ����������

-���
��� ΓKalg �
� �� ��,���� ����
��� �� ΓK.�

/ ������ �� ��������� �� 
����
���K ������������� ���
� )��� x ∈M \K�

��� GM ⊆ K� K/v = M/v� ���� 
��� K(x) �
� ��� �����
��� �������

�� K 
��� �� ���
�� y ∈ K(x) ��� ��� v(y) /∈ ΓK �

1er ��
 0 �� ���
�� y ∈ K(x) ��� ��� v(y) /∈ ΓK � ��� ΓK �
� ����
����

v(y) �����
� ��� ������� 
�� ΓK � ��� ΓK �
� ���������� �� ���
��� ���

ℵ1�
���������� �� ������ y′ ∈M ′ ��� ��� v(y′) �����
� �� 1� ������� 
��
Γf(K)� &�� �� ��
����� ���

���� K(y) �� K(y′) 
��� �
������
 �� ΓK(y) =
ΓK

⊕
v(y)Z� ���� ΓK(y) �
� ��

� ����������� *� ���� ���� ��������� f

�� �� ������ �� F �� ������ K(y)� ��� y �
� ����
������� 
�� K� x
�
� ���������� 
�� K(y)� ���� �����	
 �� ��� ���
 ����
 �� ����������

�� ���� ��������� f �� �� ������ �� F �� ������ K(x)�
2nd ��
 0 K(x) �
� ��� �����
��� ������� �� K� 2� ���
�� �� �������

β �� ��� 
���� (xα)α<β ��������
 �� K ��� �
������������� ���
 x �� ���

������ ��
 �� �
���������� ���
 K� ��� ΓK �
� ����������� β �
�

�� ������� ����������� ���
������
 �� �'�� ������� �����

�
 ��
 f(xα)�
p(z) := {v(z − f(xα)

)
< v

(
z − f(xα′)

)
; α < α′ < β}� ��� (

f(xα)
)
α<β

�
� ��� 
���� �� �
����������' �� K ′� p(z) �
�  ����� �����
� ���
 K ′�
��� β �
� ����������� ��M ′ ℵ1�
������ �� ���
�� �� ������ x′ ��� �����
�
p(z) ���
 M ′� /���
 �� 
����

(
f(xα)

)
α<β

�
������������� ���
 x′� ���
K �
� ������������� ���
 �� �
� �� ����������� ������������� ����� ����

�� 
���� �� �
����������' (xα)α<β �
� �� �'�� ����
������� 
�� K� &�� ��



�� �������� 	
 ������ �� �������� � ����

�������� 	����
��� � ���� ������� f �� �� 
�����
��� ����� K(x) ��
K(x′)�

�������� �	�	
	 ��� ������� f �� F ��� �� LGp�
�����
��� ����
��
��
���� 	���� �� 
�����
��� ��� ��� f(GM ) = GM ′ �

�������� �	�	�	 ���� ��� ���	��� �
���� �� �
����
��� ℵ1 �� TGp � ����

�����
������� ����
������

�������
����� ����� ��� 	�������	� �
��	�� �� �� �������� �� �� �� ���
��
�
� ���	�������

�������� �	�	�	 ����	�� ������

�������
����� ��� ���������� �� 	��
�� ��� ����� �� TGp ��� �������
��
������ ���
������ � �� ����� �� 	���
���
�� ℵ1 �� ℵ1�������� �� �������
�� ����
� ���� �� 	����
�� ���	������

��� �����	 
� ���	 �����	 ��������� 	�����	

���� �� ��	�
� ���	������ ��� ���� �� ��� ��� ��� ����� (M,GM )
ℵ1������� �� TGp � 
� � 
��� �� ����	���W ��M 
������ �W (M/v)� �����

��
������� ������� ��� ����	����� �� ����
(
W (k)alg,W (k)

)
��
 �� ��� 
����

������� ����� �� ��
� �� ��
��� �� 	��� ������ !������� �������� ��
 ���
��������� �� 	�������� �� ������ ����	������ ����� ��	�
� ��� ���
�������
	���	��� � ������� ��� ��
��� �� 	��� ������ !������� ���������

����� ����	
	��� 
 �������	
��

��������� �	�	�	 ���� (E ⊆ L, v) ��� ��������� �� ����� �
����

�� �� ���
 ������ ����� l1, . . . , ln ∈ L ��� ��
�� 
�������� �� E �� ����

���� e1, . . . , en ∈ E �� 


v
( n∑
i=1

eili
)
= min

i∈�1,n�

(
v(eili)

)
.

�� �� ���
 ��� ����������� (E ⊆ L, v) ��� ��
�� �� ���� ���� E����
��

��������� �� L �� ��������� ���� 
���� ���  
�� ��
���

���� �	�	� "#
� $%��&�'(	 ����� ��������� ���� ����� �
�� �
���
� ���

��
���

��������� �	�	�	 ������ (E ⊆ L, v) ��� ��������� �� ����� �
���� x ��

����� �� L� �� y = (y1, . . . , yn) ∈ L� �� �����


In(x/y,E) := {v(x+

n∑
i=1

eiyi) ; e1, . . . , en ∈ E}.



���� �����	 
� ����	 ����	 ��������� 	������	 ��

������� In(x/y,E) � �	 
�
��	 ������� �	 �� 	���� γn(x/y,E)�
�	 ���� ��� �����	���	 (E ⊆ L, v) �� ������	 �
���
� ������� ���� ���

x, y ∈ K� γn(x/y,E) ������

�������� �	
	�	 �� ���� 	
������ ����� ���� x1, . . . , xn �� ���
�� ��
� ������ �� γn−1

(
xi/(xj)j �=i

)
���� ���� ��
�� i � �� ��
� � v(xi)�

�� � ������ ����� ������� 	������ ���
�� �� ���
���

�������� �	
	�	 ���� ���	���	 ���	 ����� ����
 ������� �� ������	

�
���
��

�
��	�����	� ����� (E, v) �� ����� �
��� �
���
� � (M, v) �� ��
������ � ����� �
��� � (E, v)� ��������� �
� ��
����� �� ���������
(E ⊆ M, v) � ���� �
� 	������ ���
��� �� �����
�� 
���� �� ���� ����
���� n ∈ N∗ � x, y1, . . . , yn ∈M ��� �� In(x/y,E) ��
�� �
� � �
������
 �
��!� � 	
�� �����" ��������� (E ⊆ M, v) �� ���
���  ��� � E���
�
������� ������ �
� y1, . . . , yn 
�����
�� �� �
� ���
�� (b1, . . . , bm)�
�� 
��
�� 
���� In(x/y,E) = Im(x/b, E)� #
� �����
���� � n �� 
��
��
m = n� �� �����
�� 
���� �� ����

(
(e1,α, . . . , en,α)

)
α<α0

��������� �

E ��� �� �
 ����
(
v(x +

n∑
i=1

ei,αbi)
)
α<α0

���� ������
�� � ��$�
� �
��

In(x/b, E)� %��� �
 ����
(
v(x +

n∑
i=1

ei,αbi)
)
α<α0

��
�� ������
��" ����

���� α < β < α0 �� 
��
�� v(x +
n∑

i=1
ei,αbi) = v

( n∑
i=1

(ei,β − ei,α)bi
)
� %���

(b1, . . . , bn) �� ���
�� 
������� � E" �� 
��
�� v
( n∑
i=1

(ei,β − ei,α)bi
)
=

min
i∈�1,n�

(
v
(
(ei,β−ei,α)bi

))
� &����" v(x+

n∑
i=1

ei,αbi) = min
i∈�1,n�

(
v
(
(ei,β−ei,α)bi

))
�

'���� � ���
�� �� ��������� ��$�
�" �� ��� ������� �
�� ��� �

�����
���� ����� �����
�� i0 ∈ �1, n� �� �� ���� ���� α < α0 �� 
��

v(x+
n∑

i=1
ei,αbi) = v

(
(ei0,β−ei0,α)bi0

)
� �� � ������
�� �� �
 ���� (ei0,α)α<α0

��
�� ������%
���(� %��� E �� �
���
�" �� �����
�� �� �����������
ei0 � �
 ���� (ei0,α)α<α0 
��
���
�� � E� #��� ���� α < β < α0 �� 
��
��


���� v(ei0 − ei0,α) = v(ei0,β − ei0,α)� �� � ������
�� ��

v(x+ ei0bi0 +
∑
i �=i0

ei,αbi) ≥ min
(
v(x+

n∑
i=1

ei,αbi), v
(
(ei0 − ei0,α)bi0

))

≥ min
(
v(x+

n∑
i=1

ei,αbi), v
(
(ei0,β − ei0,α)bi0

))
���� α < β < α0

≥ v(x+
n∑

i=1

ei,αbi).



�� �������� 	
 ������ �� �������� � ����

������ In−1

(
x+ei0bi0/(b1, . . . , bi0−1, bi0+1, . . . , bn), E

)
��	
�� ���
� �
�� In(x/y,E)�

�
	 �����
���� �� n� In−1

(
x+ei0bi0/(b1, . . . , bi0−1, bi0+1, . . . , bn), E

)

�����

�	
�� �� �
������ ��� In(x/y,E) 
�����	
�� 
���� �� �
������ �� ���
��	
�� 
���	��� �� �� ������ ��� ���������� (E ⊆M, v) ��� �	������ ���
�
	���

�������� �	
	�	 ����� �	������ ���	� ��� ��� ��������� �� � ��(
W (k) ⊆ W (k)alg

)
� ! k ��� �� �	�� �
	�
�� �� �
	
���	������� p� ��� �	�

������ ���
	���� "� �#��� ���� ΓW (k) = Z �� ���� W (k) ��� �������
W (k) ��� �� �	�� $
��� �
���
��

�������	 %�� (E ⊆ L, v) ��� �������� �� �	�� $
���� �	������ ���
	���

&� �� ���	
 L := (E ⊆ L, v)�

�� %� K ��� �� �����	�� �� L� � ���	
 EK = K ∩ EL�

'� %� K ��� �� �����	�� �� L �� D �� ������������ �� L� � ���	

K(D) :=

(
EK(D) ⊆ K(D)

)
�

�������� �	
	�	 ������ L ��� �	�
� �� ��
� �	��� ��
������ ��	
�� ��

K �� �����
� �� L� �� ��
	 ��� K := (EK ⊆ K)� �� ��� ����	�
�

��
������ ��	
�� �� L� � K �� ��� �	�
� ��
������ ��	
��� �� � ���
 ����

�����
 n� ���
 ��� x, y ∈ K� �� 	 γn(x/y,EK) = γn(x/y,EL)� �� ����
	

K ⊆γ L�

�������� �	
	�	 %� E ��� �� �����	�� �� EL� 
�	� E ⊆γ L�

����� �����	
	� ��� ��� 
���� ���	����	 ��
���� �����������

�	� ����� ����� ���������� L := (EL ⊆ L, v) ������
	 ��� �	�
� ��

��
� �	��� ��
������ ��	
�� �����������

��	�
��� 	�����
�� ��� ��� ������	�� ��� ��� (���	
���
��� ��� �	
$
��
�� )	
�*��� ���� +���&�,� -
 �	������ ��'�&.  ��� ���	� ��	 ��	�
����
�
�	�� �������
	
���	������� ����� 
$�� ��� / ��/0��� �� �/�	�� ��� ��0���
����������
�	�� �� �� ����� ��'�&1  ��� �	�$� ��	 ��	�
���� �
�	�� �������
�
	
���	������� ������

%���� x �� y ��� �������� �� L� 2��� γ := γ1(x/y,EL)� %������ ���
��� $������ ���
3�	� �
 $
��
��� ����� ���� �� � �� x + ey� ! e ∈ EL�
"� ��	�$
�� x+ ey = x+ ξy + (e− ξ)y� ! ξ ��� �� ������� �� EL $�	��
��

v(x+ ξy) = γ� � ������ v(x+ey) = min
(
γ, v(e− ξ)+v(y)

)
� ����� �� 
��
�

	
3� ��� �
 $
��
��� �� x+ey ������ ��������� �� γ �� �� �
 $
��
��� ����
������� �� EL� 4 �
$�	 e− ξ� -
 (���	
���
��� �� �� (��	� �� 	�����
� 
��
����� 
 
�� �� ���	� �� ��	��� 
	���	
�	� ��	
 ���5�� �� ����� ��'�&6�
�� ��� ��
���� ���	������ ��������� ��	����	�� �������	 �� 	�����
��



���� �����	 
� ����	 ����	 ��������� 	������	 ��

���������� �� ���� (Pi)i∈N∗ �	 
���� � ��������
 � Z[Xi, Yj ]i,j∈N∗ �����

�	� �

� Pn ∈ Z[X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Yn(n−1)
2

]�

� P1(X1) = X1�

� P2(X1, X2, Y1) = X2 −X1Y1�
� �� �	 ���	���� ��������� 
���	���� ���� n ≥ 2�

Pn+1(X1, . . . , Xn+1, Y1, . . . , Yn(n+1)
2

)

=Pn

(
P2(X1, X2, Y1), . . . , P2(X1, Xn+1, Yn), Yn+1, . . . , Yn(n+1)

2

)
.

	
����
 ������ �� ���� �	�������� ������� �	� �������� ��� ���� ����

n ∈ N∗ �� ���
�� a1, . . . , an−1 ∈ Z[Y1, . . . , Yn(n−1)
2

] ���
 ���

Pn(X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Yn(n−1)
2

) = Xn +
n−1∑
i=1

aiXi�

���������� ��  ��� x = (x1, . . . , xn) ∈ L� !��� i ≤ n� �� �����	 γ(i)(x) =
γn−i(xi/xi+1, . . . , xn)�

��  ����� e = (e1, . . . , en), ξ = (ξ1, . . . , ξn(n−1)
2

) ∈ EL� �� �����	 P1(e, ξ) =

P1(e1)� �� ���� i ≥ 2� Pi(e, ξ) = Pi(e1, . . . , ei, ξi, . . . , ξ i(i−1)
2

)�

"�  ����� x = (x1, . . . , xn) ∈ L� �� e = (e1, . . . , en), ξ = (ξ1, . . . , ξn(n−1)
2

) ∈

EL�  � v(x1+
n∑

i=2
ξi−1xi) = γ(1)(x), v(x2+

n∑
i=3

ξn−1+ixi) = γ(2)(x), . . . ,

v(xn−1 + ξn(n−1)
2

xn) = γ(n−1)(x)� �� �����	 v(ξx) = γ�

�
��
 ������� ������ x = (x1, . . . , xn) ∈ L �� e = (e1, . . . , en) ∈ EL� ��	


��	� ξ = (ξ1, . . . , ξn(n−1)
2

) ∈ EL ��
���� v(ξx) = γ� �� �

v(
∑

1≤i≤n

eixi) = min
i∈�1,n�

(
v
(
Pi(e1, . . . , ei, ξ1, . . . , ξ i(i−1)

2

)
)
+ γ(i)(x)

)
.

�������
������ �� �	 ������� �	� �������� 
�� n�
!��� n = 1� ���
� �����	��
!��� n = 2�  ��� ξ1 ��� ��� v(x1+ξ1x2) = γ(x1/x2)� #��$	���� e1x1+e2x2 =

e1(x1 + ξ1x2) + (e2 − e1ξ1)x2� ����	%�� ���

v(e1x1 + e2x2) = min

(
v(e1) + γ(x1/x2), v(e2 − e1ξ1) + γ(x2)

)
.

 ����
��
 �	�����	�� ��� �	 ��������� �
� ��	�� 	� �	�$ n 	��� n ≥ 2 ��



�� �������� 	
 ������ �� �������� � ����

��������	
� �� ��� n+ 1�
������ x = (x1, . . . , xn+1) �� ξ = (ξ1, . . . ξn(n+1)

2

) �������� v(ξx) = γ� �� �

v(
n+1∑
i=1

eixi) = min

(
v(e1) + γ(x1/x2, . . . , xn+1), v

( n∑
1=1

(ei+1 − e1ξ1)xi+1

))

= min

(
v
(
P1(e1)

)
+ γ(x1/x2, . . . , xn+1), v

( n∑
1=1

P2(e1, ei+1, ξ1)xi+1

))

= min

(
v
(
P1(e1)

)
+ γ(x1/x2, . . . , xn+1), v

(
P1

(
P2(e1, e2, ξ1)

))
+ γ(x2/x3, . . . , xn),

. . . , v
(
Pn

(
P2(e1, e2, ξ1), . . . , P2(e1, en, ξn), ξn+1, . . . , ξn(n+1)

2

))
+ γ(xn)

)

= min

(
v
(
P1(e1)

)
+ γ(x1/x2, . . . , xn+1), v

(
P2(e1, e2, ξ1)

)
+ γ(x2/x3, . . . , xn),

. . . , v
(
Pn+1(e1, . . . , en, ξ1, . . . , ξn(n+1)

2

)
)
+ γ(xn)

)
.

���������� �	
	��	 ������ K ⊆ L �� D �� ����	
���� � EL� �� ���� ����

x, y ∈ K� γn(x/y,D) ������ �� ��� ���� � γn(x/y,EL)� �� �� γn(x/y,EL) ∈ ΓK �

����� ΓK(D) = ΓK + ΓD� �� �����
������ �� K ⊆γ L �� �� D ��� �� ����	

�������� � EL� �� � ΓK(D) = ΓK + ΓEK(D)�

�������������� �� �� ������� ��� ΓK[D] = ΓK +ΓD� 
� ����
��� ���
� ����

������� �������������� ������ k = (k1, . . . , kn) ∈ K �� d = (d1, . . . , dn) ∈
D� ��� ���������� �
 ������ ξ ∈ D ��
 ��� v(ξk) = γ�  ������ 
� 
���� ��!�"#�

�� � v(
∑

diki) = min
i

(
v
(
Pi(d, ξ)

)
+ γ(i)(k)

)
� ��� ���������� ���� ���� i�

γ(i)(k) ∈ ΓK � �� v
(
Pi(d, ξ)

) ∈ ΓD $�� d, ξ ∈ D�

�������� �	
	��	 ������ m ∈ N∗� n ∈ N� x = (x1, . . . , xm�� y = (ỹ1, . . . , ỹm)�
�� ỹi = (yi,1, . . . , yi,n)� �� �������� � L� e = (e1, . . . , en) ∈ EL �� η =

(η1, . . . ηm) ∈ ΓL� �� ���� δm,n(x, y, η, e) = min
i∈�1,m�

(
v(xi + eỹi) + ηi

)
��

Δm,n(x, y, η, EL) = {δm,n(x, y, η, e) ; e ∈ EL}� �� � ���� Δm,n(x, y, η, EL)
� �� �������� �� ���� δm,n(x, y, η, EL) 
� ��������

����������� �	
	�
	 ������ x� y �� η 
���� ��� �� �������� ���
�	

����� ����� δm,n(x, y, η, EL) ������� �� � ���� K ⊆γ L �� x, y ∈ K �����

δm,n(x, y, η, EK) ������ �� δm,n(x, y, η, EK) = δm,n(x, y, η, EL)�

%���� �� ������ & 
� ������������� �� $���� ����������� ���� �

��� ���	

���� ���
���� 
����� ��� ���� ������ ���
���



���� �����	 
� ����	 ����	 ��������� 	������	 ��

����� ������� ������ η1, . . . , ηn ��� 	
	����� �� ΓL �� ξ1, . . . , ξn ��� 	
	�

����� �� L �� ηi = minj∈�1,n�

(
ηj
)
� �
��� ���� ���� e ∈ L�

min
k∈�1,n�

(
v(e− ξk) + ηk

)
≤ min

k∈�1,n�

(
v(ξi − ξk) + ηk

)
.

�	����������� ���� j ∈ �1, n� ��� 	
� v(ξi − ξj) + ηj = mink∈�1,n�

(
v(ξi −

ξk) + ηk

)
� � �� ������ 	
� ��
� ��
� e ∈ L� �� ������ l ∈ �1, n� ��� 	
�

v(e−ξl)+ηl ≤ v(ξi−ξj)+ηj � ��
� ���� ������� ��� �����
��� �� �
������
	
��� ������ e ∈ L� ��� 	
� ��
� ��
� k ∈ �1, n�� � ��� v(e − ξk) + ηk >
v(ξi−ξj)+ηj � � �
���� ����� v(e−ξj)+ηj > v(ξi−ξj)+ηj � � � ���
�����

	
� v(e − ξj) > v(ξi − ξj)� �� 	
� �����	
����� 	
� v(e − ξi) = v(ξj − ξi)�
���
��� ���� � �
���� v(e − ξi) + ηi > v(ξi − ξj) + ηj � ����� ηi ≤ ηj � �
� ���
����� 	
� v(e− ξi) > v(ξi − ξj)� �� 	
� ������ ���
����

����� �����	� ������ m ∈ N∗� n ∈ N� x = (x1, . . . , xm�� y = (ỹ1, . . . , ỹm)�
���� ỹi = (yi,1, . . . , yi,n+1)� ��� 	
	����� �� L� �� ξ = (ξ̃1, . . . , ξ̃m) ∈ EL� ����

ξ̃i = (ξi,1, . . . ξi, (n+1)(n+2)
2

)� �	������� ���� ���� i ∈ �1,m�� v
(
ξ̃i(xi, ỹi)

)
= γ

�
��� �
 ������ Q0, . . . , Qn ∈ Z[Y1, . . . , Yn(n+1)
2

]� �� k ∈ �1,m�� ��
� ��� ����

���� e = (e1, . . . , en+1) ∈ EL� �� ���

δm,n+1(x, y, η, e) ≤ δm,n+1

(
x, y, η,

(
e1, . . . , en, Q0(ξ̃k) +

∑
1≤i≤n

Qi(ξ̃k)ei
))

.

�	����������� � � δm,n+1(x, y, η, e) = min
i∈�1,m�

(
v
(
xi+

∑
j≤n+1 ejyi,j

)
+ηi

)
�

������� �� ����� ���� !� � � ���
�� 	
� ��
� ��
� e = (e1, . . . , en+1) ∈ EL

� �

δm,n+1(x, y, η, e) = min
i≤m,j≤n+2

(
v
(
Pj(1, e1, . . . , ej−1, ξ̃i)

)
+ γ(j)(xi/ỹi) + ηi

)
.

"���� Ω(e1, . . . , en) := min
i≤m,j≤n+1

(
v
(
Pj(1, e1, . . . , ej−1, ξ̃i)

)
+ ηi

)
��

Θ(e1, . . . , en+1) := min
i∈�1,m�

(
v
(
Pn+2(1, e1, . . . , en+1, ξ̃i)

)
+ ηi

)
� #����

δm,n+1(x, y, η, e) = min
(
Ω(e1, . . . , en),Θ(e1, . . . , en+1)

)
�

������� �� �����	
� ����$� �� ������ Q0, . . . , Qn ∈ Z[Y1, . . . , Yn(n+1)
2

]� ���� 	
�

��
� ��
� e1, . . . , en+1 ∈ EL� �� ��
� ξ̃ ∈ L� � ���

Pn+2(1, e1, . . . , en+1, ξ̃) = en+1 − Q0(ξ̃) −
∑

1≤l≤nQl(ξ̃)el� ���� k ∈ �1,m��

��� 	
� γ(n+2)(xk/ỹk) + ηk ���� ������� ������� �� ����� ���� %� �����	
�

�
� Pn+2(1, e1, . . . , en+1, ξ̃i)� ���� e = en+1, ξi = Q0(ξ̃i) +
∑

1≤l≤nQl(ξ̃i)el�

�� v(ai) = ηi� � ������ 	
� ��
� ��
� e1, . . . , en+1 ∈ EL� �� ��
� ξ̃ ∈ L�



�� �������� 	
 ������ �� �������� � ����

�� � Θ(e1, . . . , en, en+1) ≤ Θ(e1, . . . , en, Q0(ξ̃k) +
∑

1≤l≤nQl(ξ̃k)el)� ����	
Ω(e1, . . . , en) �	 
��	�
 �� 
	 en+1� ���� ��� e1, . . . , en+1 ∈ EL(

Ω(e1, . . . , en),Θ(e1, . . . , en+1)
)

≤ min
(
Ω(e1, . . . , en),Θ(e1, . . . , en, Q0(ξ̃k) +

∑
1≤l≤n

Ql(ξ̃k)el)
)
.

��	����
��	

δn+1,m(x, y, η, e1, . . . , en+1) ≤ δn+1,m

(
x, y, η,

(
e1, . . . , en, Q0(ξ̃k) +

∑
1≤i≤n

Qk(ξ̃k)ei
))

.

��������	�
�� �� 	 ������
�
�� ������� �� �� ������	� ��� ��
������ ��

n�
���� n = 0� ���� ���� m ∈ N∗� ���� x ∈ K� 	� ���� η ∈ ΓL� �	

δm,0 ���
	� 
	 EK 	� EL 	���	��� 	� δm,0(x, η, EK) = δm,0(x, η, EL) =

min
i∈�1,m�

(
v(xi) + ηi

)
�

������� �����	���� ��	 �� ��������� ��� ����	 �� ���� n� 	� ��������
�� �� ���� n + 1� ���	�� x, y 	� η ����  ����! �	 �	��	 ��"�#$� �� 	���	
Q0, . . . , Qn ∈ Z[Y1, . . . , Yn(n+1)

2

] �� ξ̃ = (ξ1, . . . , ξ (n+1)(n+2)
2

) ∈ EK ���� ����

�	�
 �	�� e1, . . . , en+1 ∈ EL� 	� ��

δm,n+1

(
x, y, η, (e1, . . . , en+1)

)
≤ δm,n+1

(
x, y, η,

(
e1, . . . , en, Q0(ξ̃)+

∑
1≤i≤n

Qi(ξ̃)ei
))

.

�	�	�� x′ =
(
x1−Q0(ξ̃)y1,n+1, . . . , xm−Q0(ξ̃)ym,n+1)

)
�� y′ = (ỹ′1, . . . , ỹ′m)�

	� ỹ′i =
(
yi,1 − Q1(ξ̃)yi,n+1, . . . , yi,n − Qn(ξ̃)yi,n+1

)
� �� ��� ��	
� ����� ��

��
��
 ���� �	�
 �	�� e1, . . . , en ∈ EL� 	� �

δm,n+1

(
x, y, η,

(
e1, . . . , en, Q0(ξ̃) +

∑
1≤i≤n

Qi(ξ̃)ei
))

= δm,n

(
x′, y′, η,

(
e1, . . . , en

))
.

��
 ���	����� �������	�� � ����� ε1, . . . , εn ∈ EK ���� ��� δm,n

(
x′, y′, η,

(
ε1, . . . , εn

))
=

δm,n

(
x′, y′, η, EL

)
� �	��� �	�
 �	�� e1, . . . , en+1 ∈ EL

δm,n+1

(
x, y, η,

(
e1, . . . , en+1

)) ≤ δm,n+1

(
x, y, η,

(
e1, . . . , en, Q0(ξ̃) +

∑
1≤i≤n

Qi(ξ̃)ei
))

≤ δm,n

(
x′, y′, η,

(
e1, . . . , en

))
≤ δm,n

(
x′, y′, η,

(
ε1, . . . , εn

))
≤ δm,n+1

(
x, y, η,

(
ε1, . . . , εn, Q0(ξ̃) +

∑
1≤i≤n

Qi(ξ̃)εi
))

.



���� �����	 
� ����	 ����	 ��������� 	������	 ��

����� δm,n+1(x, y, η, EK) �� δm,n+1(x, y, η, EL) �	������ �� �
�� �
�� ���	

���	 � δm,n+1

(
x, y, η,

(
ε1, . . . , εn, Q0(ξ̃) +

∑
1≤i≤nQi(ξ̃)εi

))
�

����������� 	
�
�
 ������ K ⊆ L� �� D �� 	��	
��	���� �� EL� �� ���

���� ���	 x, y ∈ K� γn(x/y,EK(D)) ���	�� �� 	��� ��� � γn(x/y,EL)� ���	
K(D) ⊆γ L� �� EK(D) = EK(D)� �� ����������� 	� K ⊆γ L �� 	� D �	� ��

	��	
��	���� ��������� �� EL� ���	 K(D) ⊆γ L�

�����	�������� �
�����
�� ��� �
������ ��� �
�� �
�� d ∈ D �� �
��

P0, . . . , Pn ∈ K[X]� γn

(
P0(d)/P1(d), . . . , Pn(d), EK(D)

)
�	���� �� ��� ���

� γn

(
P0(d)/P1(d), . . . , Pn(d), EL

)
� �
���� d ∈ D �� P0, . . . , Pn ∈ K[X]�

��� ���
������ �
�� �
�� x, y ∈ K� γn
(
x/y,EK(D)

)
= γn(x/y,EL)� ������

�� EK(D)����� � !� �
���� ������� ��� ���  
�" ����� ��� Pi ����� ���

#���� (l1, . . . , lr)� ����� ��������� �� EL� $� ���� ��
��  ���� Pi(X) =
r∑

j=1
Pi,j(X)li �!� Pi,j ∈ EK(D)[X]� %
� � �
�� �
�� e1, . . . , en ∈ EL� 
� �

v
(
P0(d) +

n∑
i=1

eiPi(d)
)
= v

( r∑
j=1

(
P0,j(d) +

n∑
i=1

eiPi,j(d)
)
lj

)
= min

j∈�1,r�

(
v
(
P0,j(d) +

∑
1≤i≤n

eiPi,j(d)
)
+ v(lj)

)
.

�
�
�� P0 =
(
P0,1(d), . . . , P0,r(d)

)
� P = (P̃1, . . . , P̃r)� 
& P̃i =

(
P1,i(d), . . . , Pn,i(d)

)
�

�� v(l) =
(
v(l1), . . . , v(lr)

)
� ��
��� �
�� �
�� e1, . . . , en ∈ EL�

v
(
P0(d) +

n∑
i=1

eiPi(d)
)
= δr,n

(
P0, P , v(l), (e1, . . . , en)

)
.

P0 �� P 
�� �����  
�" ����� ���� EK(D)� �� EK(D) ⊆γ L�  �� EK(D) ⊆ EL�

%
� �'����� �� ��
�
����
� ��(�)(� δr,n

(
P0, P , v(l), EK(D)

)
�� δr,n

(
P0, P , v(l), EL

)
�	������ �� �
�� ���	� ������ γn

(
P0(d)/P1(d), . . . , Pn(d), EK(D)

)
�	����� ��

��� ��� � γn

(
P0(d)/P1(d), . . . , Pn(d), EL

)
� *� ������ +�� �' ������ ��� ���

!������
�� �
���� ��� �� ������� ����� !��� �� P0, . . . , Pn ∈ K(X)� %
� 

�
�� �
�� x, y ∈ K(D)� γn
(
x/y,EK(D)

)
�	���� �� ��� ��� � γn

(
x/y,EL

)
�

�
��� EK(D) ⊆ EK(D)� 
� �� ����� ��� K(D) ⊆γ L� %� �����  
���

x ∈ EL∩K(D) ��� ���!����� � γ1(x/1, EL) =∞� ��� ��� ���!������ �'�����

 � ��� �
�� !��
�� �� �
������ � γ1
(
x/1, EK(D)

)
= ∞� ��� ��� ���!�����

� x ∈ EK(D)� 
� � EL ∩K(D) = EK(D)�  '���������� EK(D) = EK(D)�

����� 	
�
��
 ������ K ⊆γ L �� x ∈ L� �� [ΓK(EL)(v(x)) : ΓK(EL)] =
[K(x) : K]� ���	 K(x) ⊆γ L �� EK(x) = EK �



�� �������� 	
 ������ �� �������� � ����

��������	�
��� ������ d := [K(x) : K]� ���	 
���	�	 � �

�� � ��� ����

����� ���	 ��� 	������ �������� � ���� �� � �	���� �� � �	��������� �	����

������ �� 
���	�	 ��� ���	 ���� P0, . . . , Pn ∈ Kd−1[X]� γn(P0(x)/P1(x), . . . , Pn(x), EK)

������ �� ��� ��� � γn

(
P0(x)/P1(x), . . . , Pn(x), EL

)
� ������ P0, . . . , Pn ∈

Kd−1[X]� ���� Pi(X) =
d−1∑
k=0

ai,kX
k� ���	 ���� e1, . . . en ∈ EL�

v
(
P0(x) +

n∑
i=1

eiPi(x)
)

= v
( d−1∑

j=0

(
a0,j +

n∑
i=1

eiai,j
)
xj
)

= min
j∈�0,d−1�

(
v
(
a0,j +

n∑
i=1

eiai,j

)
+ v(xj)

)
(��	 [K(x) : K] = [ΓK(EL)(v(x)) : ΓK(EL)])

= δd,n

(
a0, a, v(x), (e1, . . . , en)

)
,

�� a0 = (a0,0, . . . , a0,d−1)� a = (ã0, . . . , ˜ad−1)� ���� ãi = (a1,i, . . . , an,i)� ��

v(x) =
(
0, v(x), 2v(x), . . . , (d − 1)v(x)

)
� �� 
���	�� �	��� � � �	���������

 ���!�� �� � 
"
� #�$�� ��� ���� � ��
����	����� �� � �	��������� �	��

�������� ��� ��� �
����� ��� γn(P0(x)/P1(x), . . . , Pn(x), EK) ������ �� ���

��� � γn

(
P0(x)/P1(x), . . . , Pn(x), EL

)
�

����� ������� ��
�� K ⊆γ L � x ∈ L �� ������ � �	��	�
�� ����� �


[K(EL)/v(x/v) : K(EL)/v] = [K(x) : K]� 	���� K(x) ⊆γ L � EK(x) = EK �

��������	�
��� ������ d := [K(x) : K]� ���	 �	����	 � �

�� � ��� ����

���� �� 
���	�	 ��� ���	 ���� P0, . . . , Pn ∈ Kd−1[X]� γn(P0(x)/P1(x), . . . , Pn(x), EK)

������ �� ��� ��� � γn

(
P0(x)/P1(x), . . . , Pn(x), EL

)
� ������ P0, . . . , Pn ∈

Kd−1[X]� ���� Pi(X) =
d−1∑
k=0

ai,kX
k� �� e1, . . . , en ∈ EL� ���� P (X) =

d−1∑
i=0

piX
i ∈

K[EL]d−1[X]� �� pi = a0,i +
n∑

j=1
ejaj,i� %�	�

v
(
P0(x) +

n∑
i=1

eiPi(x)
)

= v
(
P (x)

)
= min

i∈�0,d−1�

(
v(pi)

)
&��	 [

(
K(EL)/v

)
(x/v) : K(EL)/v] = [K(x) : K]'

= min
i∈�0,d−1�

(
v(a0,i +

n∑
j=1

ejaj,i)
)

= δd,n

(
a0, a, 0, (e1, . . . , en)

)
,



���� �����	 
� ����	 ����	 ��������� 	������	 ��

�� a0 = (a0,0, . . . , a0,d−1)� a = (ã0, . . . , ˜ad−1)� ���	 ãi = (a1,i, . . . , an,i)� �
 0 =
(0, . . . , 0)� � ��
��� ���	� � �� �������
�� ������� 	���� ���	������
�

��� 	��� �������� ��� γn(P0(x)/P1(x), . . . , Pn(x), EK) ����
� �
 ��
 ���� �

γn

(
P0(x)/P1(x), . . . , Pn(x), EL

)
�

����� ������� ������ K ⊆γ L� (xα)α<β ��� 	���� 
	���������������

���������	 �� K� 	���� �� ����� d ��� ���� ������� �� N ∪ {∞}� ���

��		�	 �� K� ���� ���	�� ��� 
	����������� x ∈ L �� (xα)α<β ����� ���

[K(x) : K] = d� ��� K(x) ⊆γ L� �� ��� EK(x) = EK � ����	 
��� �����


	����������� y ∈ L �� (xα)α<β ����� ��� [K(x) : K] = d� �� � K(y) ⊆γ L ��

EK(y) = EK �

�����	�������� ���� ������� �� ����� �� ��
 �����
 �� ��
��� ��� ����


��
 n ∈ N� ���� 
��� P0, P1, . . . , Pn ∈ Kd−1[X] ����	 �� 	���
�� d− 1 =

∞ �� d =∞ �
 
��� e1, . . . , en ∈ EL� �� ���
�

(
v
(
P0(xα)+

∑n
i=1 eiPi(xα)

))
α<β

��
 ��!��
�
������
 	��
�
� �	� ��� �����
� � �"��
��� 
������ � ��#


��� ��� d ��
 ����� �� ����� �� �� ���
� ������#	������
� (xα)α<β ��#������

�� K(EL) � � �� ������� ��� �"�$������ %������� ��� 	�

� �������
�

� ���
 ��� ������ &� ����
����
 ����� � ���� ��
�
 �
��� n ���� ������ ��

����
����
 P0, P1, . . . , Pn ∈ Kd−1[X] �
 e1, . . . , en ∈ EL 
��� ��� �� ���
�(
v
(
P0(xα) +

n∑
i=1

eiPi(xα)
))

α<β

���
 �
��	
���
 	������
� � ���
�� �"�

	��
�� ������ α0� ��� ��'�
�� �� d� (e1, . . . , en) � ���
 ��� �����
�#

�� � (EK)n� ��	 ���

� � ��#������ ��� Pi� � ���
 �������� ��� en /∈ EK �

��� (!��
()�� �� ����
����
 h1, . . . hn ∈ EK 
��� ���

v
(
P0(x) +

n∑
i=1

hiPi(x)
)
= γ

(
P0(x)/P1(x), . . . , Pn(x), EL

)
�

*���� P0(X)+
n∑

i=1
hiPi(X) ∈ Kd−1([X]� �� ���
�

(
v
(
P0(xα)+

n∑
i=1

hiPi(xα)
))

α<β

�����
 	��
�
� � ���
�� �"� 	��
�� ������ α1� ���� α > max(α0 + 1, α1)
� �����


v
(
P0(xα) +

n∑
i=1

eiPi(xα)
)
< v

(
P0(x) +

n∑
i=1

eiPi(x)
)

≤ v
(
P0(x) +

n∑
i=1

hiPi(x)
)

= v
(
P0(xα) +

n∑
i=1

hiPi(xα)
)
.



�� �������� 	
 ������ �� �������� � ����

����

v
(
P0(xα) +

n∑
i=1

eiPi(xα)
)

= v
(
P0(xα) +

n∑
i=1

eiPi(xα)−
(
P0(xα) +

n∑
i=1

hiPi(xα)
))

= v
( n∑

i=1

(ei − hi)Pi(xα)
)

= v(en − hn) + v
(
Pn(xα) +

n−1∑
i=1

ei − hi
en − hn

Pi(xα)
)

�en − hn �= 0 �	
 en /∈ EK�.

�	
 ���	���� �� n� �	 �����
(
v
(
Pn(xα) +

n−1∑
i=1

ei−hi
en−hn

Pi(xα)
))

α<β
��
	��

	������������� �����	���� �� �� ��
	�� ���� �� �� �� �	 �����(
v
(
P0(xα) +

n∑
i=1

eiPi(xα)
))

α<β
� �� ��� �������
	�� ��� ����
	��������

����� �����	
	� ��� �� �
��� ���	��	 ���
��� ���������

��������� ���� K ��� �	�
� �� ��
�� �	����  �
����� ���	
�� ����� ���

ΓEK
����!�� �� ���� ����� ������ ��
������� ������ ���� 1� "� ������
	

�	 ���	����
ΓK

ΓEK

⊆ [0, 1[ �� ���
 ���� α ∈ ΓK �� �#���� ε ∈ ΓEK
��� ���

0 ≤ α− ε < 1�

���� �� ����� 	� 
���� ������
���� L 	�������� ��� ����� 	� 
���� ������

��������� ������� ����� ��� 1 := v(p) ���� �� ���� ����� ������� ����
������

������� 	� ΓEL
�

�	

	 ������ ������ K ��� ��������� 	� 
���� ������ 	� L� ��������

K ⊆γ L ��
ΓK

ΓEK

⊆ [0, 1[� �� D �� ������������ 	� EL� ����� K(D) ⊆γ L�

EK(D) = EK(D)� ��
ΓK(D)

ΓEK(D)

⊆ [0, 1[�

�������������� ��	�
!� �	 �
��������� ����$%� K(D) ⊆γ L� EK(D) = EK(D)�

��	�
!� �� ��
���	�
� ����$$� ΓK(D) = ΓK+ΓEK
(D)� ����

ΓK(D)

ΓEK(D)

⊆ [0, 1[�

�	

	 ������� ������ K ��� ��������� 	� 
���� ������ 	� L� ��������

K ⊆γ L ��
ΓK

ΓEK

⊆ [0, 1[� �� D �� ����
���� 	� EL ��� 
������� EK � �����

K[D]/v = K/v[D/v]� �� K(D)/v = K/v(D/v)�

�������������� &���'��� �	
 �
����
 ��� K[D]/v = K/v[D/v]� ���


n ∈ N∗� ������ K[D]n := {
n∑

i=1
diki; di ∈ D, ki ∈ K}� "� �	 ���
�
� ��



���� �����	 
� ����	 ����	 ��������� 	������	 ��

�������	
 ��� �	���
��	 ��� ���� 
��
 n ∈ N∗ K[D]n/v ⊆ K/v[D/v]� ����
���������� ��� K[D]/v = K/v[D/v]�

���� n = 1� ����	
 d ∈ D �
 k ∈ K 
��� ��� v(dk) = 0� ��� ����
���� ��
����
� ek ∈ EK 
�� ��� 0 ≤ v(k)− v(ek) < 1� ���� v(ek) ≤ v(k) < 1 + v(ek)
���� v(dek) ≤ 0 < 1+v(dek) ����
������� −1 < v(dek) ≤ 0� ��	� v(dek) = 0
��� −1 ��
 �� ����  ��	� �����	
 	� �
�! �� ΓEL

� "�	�� v(k) = v(ek) �
 �	

����#�	
 dk = (
k

ek
)(dek) �	 #��
 ��� dk ∈ K/v[D/v]�

�������	� ���	
�	�	
 ��� K[D]n/v ⊆ K/v[D/v]� ���
 x =
n+1∑
i=1

diki �#��

di ∈ D �
 ki ∈ K 
�� ��� v(x) = 0� ����� x ��
 	�	 	�� �	 ���
 ��������

���

� � ����	����� �� ����� ��� d1 �
 k1 ��	
 	�	 	���� ����	
 ξ1, . . . , ξn ∈
EK 
��� ��� v(x1 +

n∑
i=1

ξiki+1) = γn(k1/k2, . . . , kn+1)� ����	� k =
n∑

i=1
ξiki+1�

����� v(k) = γn(k1/k2, . . . , kn+1) v(d1k) ≥ v(x) ����
������� v(d1k) ≥ 0�
$	 �	 �����
 ��� v(x − d1k) ≥ 0 ���� ��� x/v = (x − d1k)/v + (d1k)/v�
����� x − d1k ∈ K[D]n �
 d1k ∈ K[D]1 ��� ����
���� ���	���
��	

(x − d1k)/v ∈ K/v[D/v] �
 (d1k)/v ∈ K/v[D/v] ���� x/v ∈ K/v[D/v]�
"�	�� K[D]n+1/v ⊆ K/v[D/v]� �� ��� 
����	� �� ��	
��� ���	���
��	�

%�	
��	� ���	
�	�	
 ��� K(D)/v = K/v(D/v)� ����	
 α, β ∈ K[D]

�#�� β �= 0 �
 v(
α

β
) = 0� ������� �� ���������� &���'' �� ����
� d ∈ D �


k ∈ K 
��� ��� v(dk) = v(α) = v(β)� (�
�	� α′ :=
α

dk
�
 β′ :=

β

dk
�

����� α′/v, β′/v ∈ K[D]/v ������� �� ��� 	��� �#�	� ��	
�� ���������

��	
 α′/v, β′/v ∈ K/v[D/v]� "�	�� (
α

β
)/v =

α′/v
β′/v

∈ K/v(D/v)�

����� ������� ������ K ⊆γ L ��� �	�
ΓK

ΓEK

⊆ [0, 1[ �� x 	� 
�
���� ��

L �� ��	����� �	���� �� K(x) ⊆γ L �� EK(x) = EK � ����� [K(EL)/v(x/v) :
K(EL)/v] = [K/v(x/v) : K/v]�

�
������������ )� ��
 ����� ���

[K(EL)/v(x/v) : K(EL)/v] ≤ [K/v(x/v) : K/v].

���� ��	
��� ��� [
(
K(x,EL)

)
/v :

(
K(EL)

)
/v] = [

(
K(x)

)
/v : K/v] �����	�

	�	� ��� ���*����� �
 �������	� ���

[K(EL)/v(x/v) : K(EL)/v] < [K/v(x/v) : K/v].

+	 ���
������� [K(EL)/v(x/v) : K(EL)/v] �����
 ,	�� )� ����
����
 ��	� P �	

����	-�� ��	���� �� x/v ���K(EL)
)
/v� ������� �� ����� &���&'K(EL)/v =

K/v(EL/v) ��	� ���

� � ���
������ P ��� �	 �����	
 	�	 	�� ��K/v(EL/v)
�	 �������
 �������� ��� P �����
��	����
 � K/v[EL/v][X]� ���� 
��
 n ∈



�� �������� 	
 ������ �� �������� � ����

N∗� ������

K/v[X][EL/v]n := {
n∑

i=1

ξiPi ; ξi ∈ EL/v, Pi ∈ K/v[X]}.

��	� n 
� �
� ���	� ���	�� ��
 �� P ∈ K/v[X][EL/v]n� �	��� � ����
���� P
��� αP � ���� α ∈ (

K/v(EL/v)
)∗
� �� �����	� ������� ��	
 ����	��� ���

���	�� m ���	������� 	����	�� � n �� ��� Q ∈ {αP ; α ∈ (
K/v(EL/v)

)∗}
��
� �� Q ∈ K/v[X][EL/v]m� �
 ��	�����	� �
��� ε1, . . . , εn ∈ (EM/v)∗� ��

P1, . . . , Pn ∈ K/v[X] ��
� �� P =
n∑

i=1
εiPi� �� �����	� ������� ���� �����

�� ������
	�� �� ��� ��� i ∈ �1, n�� ���(Pi) ≤ ���(P )� �� ���	� �������	�

������ n ≥ 2� ��� �	 n ���	� ���
 � 1� �	��� � �
�	�
	�� P ��� � �
����� ����

�
 �� EL/v� �� ���	� �� P ������	�����	� � K/v[X]� �� �	 �������	��	�

� !��� "�� [K(EL)/v(x/v) : K(EL)/v] < [K/v(x/v) : K/v]� #�� �	�	��
	��
�� n� ��� ��� Pi �� ����	� 
� ��
!�$�� �
� %���� ��� ��� i ∈ �1, n��
���(Pi) ≤ ���(P )� ��� ��� Pi �� �����
���	� �� x/v� ��� ��
� �������	�

��	� 
� !��� "�� [K(EL)/v(x/v) : K(EL)/v] < [K/v(x/v) : K/v]� &�������

��	������� �� P1, . . . , Pn ����	��� 
	���	������ 	����������� ������� ��

EL/v� '�	������� ��� 
��(���� �� �������� ��	
 ��	��� ζ1, . . . , ζn ∈ EL/v

��� ��� �
� ��
� ��
n∑

i=1
ζiPi = 0� �	��� � ������� 
�� Pi� �� �����	� ���

����� �� ζ1 �= 0� �� �	��� � �
�	�
	�� ��� 
�� ζi ���
ε1
ζ1
� �� �����	� �����

��� �� ζ1 = ε1� �� ���	� �
��� P =
n∑

i=2
(εi−ζi)Pi� �� �	 �������	��	� 
� �	�	�

��
	�� �� n� )��� P1, . . . , Pn ����	��� 
	���	������ 	����������� ������� ��

EL/v� ��	��� Q1, . . . , Qn ∈ OK [X] ��
� �� ��� ��� i ∈ �1, n�� Qi/v = Pi�

%���� ��� ��� i ∈ �1, n�� Pi(x/v) �= 0� �� ���	� v
(
Qi(x)

)
= 0� &�������

��	������� �� 
� ���	

�
(
Q2(x), . . . , Qn(x)

)
����	� ������� ������� ��

EL� #�� �� ��	��� 	
 ����	� �*���� �� ������ �� ��� ��� e2, . . . , en ∈ EL

���� v(e2) = · · · = v(en) = 0� �� ���	� v
( n∑
i=2

eiQi(x)
)
= 0� ��������

��� 
��(���� �� ��
� �� ��	� ��� 
� ���� �� ��	
 ��	��� e2, . . . , en ∈ EL

���� v(e2) = · · · = v(en) = 0 �� �� v
( n∑
i=2

eiQi(x)
)
> 0� �� ���	� �
����

n∑
i=2

ei/vPi(x/v) = 0� +����� R =
n∑

i=2
ei/vPi� %���� ���(R) ≤ ���(P )�

� (	�� R = 0 � (	�� R = αP ���� α ∈ (
K/v(EL/v)

)∗
� #�� �	�	�

��
	�� �� n� 
� ������ ��� �� �����	� ��� �� ����	��� �� ���	� ����

R = 0� %�
� �������	��	� 
�	����������� 
	���	�� �� P1, . . . , Pn �������

�� EL/v� �� �	 ����	� �(����� ���� 
� ���	

�
(
Q2(x), . . . , Qn(x)

)
����	� ���

����� ������� �� EL� �	��� � �	�	��� P ��� ε1� �� �����	� ������� ��

ε1 = 1� ��	��� e2, . . . , en ∈ EL/v ��
� �� e2/v = ε2, . . . , en/v = εn� #	���

P1(x/v) +
n∑

i=2
εiPi(x/v) = 0� �� ���	� v

(
Q1(x) +

n∑
i=2

eiQi(x)
)
> 0� )���



���� �����	 
� ����	 ����	 ��������� 	������	 ��

γn−1

(
Q1(x)/

(
Q2(x), . . . , Qn(x)

)
, EL

)
> 0� ��� ��	
����� �� ��������� �
��

h2, . . . , hn ∈ EM ��� ��� v
(
Q1(x)+

n∑
i=2

hiQi(x)
)
> 0� �
��� v

(
Q1(x)

)
= 0�


� ������ ��� v
( n∑
i=2

hiQi(x)
)
= 0� ������ �� �������

(
Q2(x), . . . , Qn(x)

)
����� �	���� ������ �� EL� �� ��� 	
�� �
�� i ∈ �2, n�� v

(
Qi(x)

)
= 0� 
�

������ ��� 	
�� �
�� i ∈ �2, n�� v(hi) ≥ 0� �
�
� ��
� S = P1 +
n∑

i=2
hi/vPi�

��� �
�������
� S ∈ K/v[X] �� S(x/v) = 0� �
��� ���(S) ≤ ���(P )�

� ���� S = 0 
� ���� S = αP � �� α ∈ (

K/v(EL/v)
)∗
� �
��� S ∈

K/v[X]� 
� �� 	
������ 	� � 
�� S = αP � �� α ∈ (
K/v(EL/v)

)∗
� ��� ����

�
���������� �!��	
���� [K(EL)/v(x/v) : K(EL)/v] < [K/v(x/v) : K/v]�
�
��� P1, . . . , Pn ������� ������������ ����	������ ������ �� EL/v� S
�� 	
������ 	� �
� 	�� "��� �� 	
���#�� ���� �� ��� ����� ������� �
��

[K(EL)/v(x/v) : K(EL)/v] = [K/v(x/v) : K/v]�

����� ������� ������ K ⊆γ L ��� �	�
ΓK

ΓEK

⊆ [0, 1[
 �� x 	� ������� �

L � ���	����� �	��� ��� �	� [K(x) : K] = [K/v(x/v) : K/v]� ����� �� � �

��	�������� ����� �

�� [K(EL)/v(x/v) : K(EL)/v] = [K(x) : K]


�� K(x) ⊆γ L
 EK(x) = EK 
 ��
ΓK(x)

ΓEK(x)

⊆ [0, 1[�

�������������� 1) =⇒ 2)� $!�	�� �� ����� %���&'� K(x) ⊆γ L �� EK(x) =
EK � �
��� [K(x) : K] = [K/v(x/v) : K/v]� 
� � ΓK(x) = ΓK � �!
(
ΓK(x)

ΓEK(x)

⊆ [0, 1[�

2) =⇒ 1)� $!�	�� �� ����� 	�������� [K(EL)/v(x/v) : K(EL)/v] = [K/v(x/v) :
K/v]� �� �
��� [K(x) : K] = [K/v(x/v) : K/v]� 
� � [K(EL)/v(x/v) :
K(EL)/v] = [K(x) : K]�

����� ������� ������ K ⊆γ L ��� �	�
ΓK

ΓEK

⊆ [0, 1[
 �� x 	� ������� �

L� ���� ������ ek ∈ EK ��� �	� 0 ≤ v(x) − v(ex) < 1
 ����� [ΓK(EL)(v(x)) :
ΓK(EL)] = [ΓK(v(x)) : ΓK ]�

�������������� �

� d := [ΓK(EL)(v(x)) : ΓK(EL)]� �� d′ := [ΓK(v(x)) :
ΓK ]� )!��������� d ≤ d′ ����� ��� ����� 
� �
������ �������� ��� d ≥ d′�
��
� 
� ��� �� 	������ ���	� ��� 	
�� �
�� n ∈ N� �� ����� exn ∈ EK �

��� ��� 0 ≤ v(xn) − v(exn) < 1� ��� ��	
����� �� ����� ex ∈ K ��� ���

0 ≤ v(x)−v(ex) < 1� $!
( 0 ≤ v(xn)−v(enx) < n� *� ����� �
�� l ∈ �0, n−1��
��� ��� l ≤ v(xn)− v(enx) < l+ 1� +�
� exn = p−lenx �
� ����� ��� ��,����
�

�� d� v(xd) ∈ ΓK(EL)� $!�	�� �� �
�
������ %���&&� ΓK(EL) = ΓK + ΓEL
� *�



�� �������� 	
 ������ �� �������� � ����

������ �	
� e ∈ EL �� k ∈ K� ��� ��� v(xd) = v(ek)� ��� ���	����� � ������

ek ∈ K �� ��� 0 ≤ v(k) − v(ek) < 1� ��	� 0 ≤ v(xd) − v(eek) < 1� �
 �


������ ��� −1 < v(exd)− v(eek) < 1� �	��� 1 �� −1 �	
�� ������������
��

� ��� ����� ����
� ���������
� �	���� �� � ��� !��
� ����
� ���������
�


�!��� �� ΓEL
� v(exd) = v(eek)� "�
�� v(xd) = v(

e
xd

ek
k)� �	
� v(xd) ∈ ΓK ��

d ≥ d′�

����� ������� ������ K ⊆γ L ��� �	�
ΓK

ΓEK

⊆ [0, 1[
 �� x 	� ������� � L

��� �	� [K(x) : K] = [ΓK

(
v(x)

)
: ΓK ]� ����� �� � � ��	�������� ����� �

�� �� ������ ek ∈ EK ��� �	� 0 ≤ v(x)− v(ek) < 1


�� K(x) ⊆γ L
 EK(x) = EK 
 ��
ΓK(x)

ΓEK(x)

⊆ [0, 1[�

�������������� 2) =⇒ 1) ��� �������

#	
��	
� ��� 1) =⇒ 2)� ������� � ���� �������
�� [ΓK(EL)

(
v(x)

)
: ΓK(EL)] =

[ΓK(v(x)) : ΓK ]� �	
� [ΓK(EL)(v(x)) : ΓK(EL)] = [K(x) : K]� �������

� ���� $���%&� K(x) ⊆γ L �� EK(x) = EK � '	�� h ∈ K(x)� �	���

[K(x) : K] = [ΓK

(
v(x)

)
: ΓK ]� 	
 � [ΓK(x) : ΓK ] = [ΓK

(
v(x)

)
: ΓK ] ��

ΓK(x) = ΓK

(
v(x)

)
� "�
��� � ������ l ∈ N �� k ∈ K ��� ��� v(h) = v(xl)+v(k)�

'	�� ek ∈ EK �� ��� 0 ≤ v(k) − v(ek) < 1� �
 �	
��� �	��� ��
� �

���� �������
� ���� ������ exl ∈ EK �� ��� 0 ≤ v(xl)− v(exl) < 1� "	���

0 ≤ v(h)−v(ekexl) < 2� ( ������ �	
� j ∈ {0, 1} �� ��� j ≤ v(h)−v(ekexl) <
j + 1� �	�	
� eh = pjekexl � "	�� eh ∈ EK �� 0 ≤ v(h) − v(eh) < 1� �	
�
ΓK(x)

ΓEK(x)

⊆ [0, 1[�

��� ��������	
 �� ��	
(
W (k)alg,W (k)

)
����� ����	
����
 �� ��������

��
� � ����� �� ����� �����	
 L ����!
��� � �
!�!� ��)
� ��� L :=
Ldiv ∪ {E}� 	� E ��� �
 ���*	� �� �������� �
�����

T ����!
��� � L+���	��� �	
������� ,

%� ��� Ldiv+���	��� ��� �	��� ����� �!�*�������
� �	� �� ����������+

������ (0, p)�

$� ��� ���	��� �������
� ��� E ��� �
 �	��+�	��� ��
����
�

�� ��� ���	��� �������
� ��� � ����� ���  	�����
� ��������

-� �� ����	�� �������
� ��� E/v ��� �
 �	��� ��� ����

.� ��� ���	��� �������
� ��� ΓE ��� �
 Z+!�	��� �	
� 1 := v(p) ��� �

��� ����� ����
� ���������
� �	���� �



���� ��������	� 
� ���	
(
W (K)ALG,W (K)

)
��

�� �� ��	
���

∀x �= 0, ∃e ∈ E, v(e) ≤ v(x) < v(e) + 1.

����� ��� ���	 �� ������ �� ������� ����	�� �

�������� 	
�
�
 ������ M �� M′ ���	 
����� �� T � �� (M/v,EM/v) ≡
(M ′/v,EM ′/v)� ���� M ≡M′�

����� ������� 	 ����� �	�� ������� ���  ��� ���� !�� � ��� ����� !��� E1 ��
E2 �� ���� !�� � 	�"���������� !��� M1 �� M2 !�����	�� ��� �!������� E1

�� E2 �� 	 � E1 ≡ E2# E1 �= M1# �� E2 �= M2 � ����� (E1,M1) ≡ (E2,M2)�
$� M ��� �� ����� �� T # !�� EM/v ��� �� !�� � �� !	�	!���������� p#
�� �����  	� ���� !���� %�  ��� ���! ��&������ �� ������� '���( �� �	 &	)��
����	��� �

�������� 	
�
	
 ������ M �� M′ ���	 
����� �� T �
� �� EM/v �= M/v� � EM ′/v �= M ′/v� �� � EM/v ≡ EM ′ � ���� M ≡

M′�
� �� EM/v = M/v �� � EM ′/v = M ′/v� ���� M ≡M′�

��������� 	
�
�
 ���� ��� ���� ������� k �� k′ �� �������������� p �

k ≡ k′ ����
(
W (k)alg,W (k)

) ≡ (
W (k′)alg,W (k′)

)
�

��
���������� $����� k �� k′ ��� !�� �  	�&	�� k �� k′ �� !	�	!����������
p ���� ��� k ≡ k′� *�	 ��� �	 ��	���� '����# ���  	��� �� !�� � �	����(
W (k)alg,W (k)

)
��

(
W (k′)alg,W (′k)

)
���� &������� �� 	����� +����# ���

 	����
(
W (k)alg,W (k)

)
��

(
W (k′)alg,W (′k)

)
���� ��� ������ �� T � $� k �� k′

���� 	�"���������� !���# �� 	 W (k)alg/v = W (k)/v (= k) �� W (k′)alg/v =
W (k′)/v (= k′)� *�	 ��� �� ������� '���'# �� �� ������ ���

(
W (k)alg,W (k)

) ≡(
W (k′)alg,W (k′)

)
� $� k �� k′ �� ����  	� 	�"���������� !���# �� 	W (k)alg/v �=

W (k)/v �� W (k′)alg/v �= W (k′)/v� *�	 ��� �� ������� '���'# �� �� ������
���

(
W (k)alg,W (k)

) ≡ (
W (k′)alg,W (k′)

)
�

����� �����	�
���� �� 
������


��� ����� ������ (M, s) �� (M′, s′) ���������� ���	 
����� �� T � ��
���� �� ����������� ℵ1� 
��� �� ������ �������

��������� 	
�
�
 ���� K ⊆ M� �� ���� ��� K �� ��� ����� �������� ��

M � �

� K �� ����
�������

� K ⊆γ M�

�
ΓK

ΓEK

⊆ [0, 1[�

� s(ΓEK
) ⊆ EK



�� �������� 	
 ������ �� �������� � ����

� EK/v ��� �����	�


��������� �	
	�	 ��	�� �������	����� K �� K′ ��� ���� �������	��� ��
M �� M′� �� f : K −→ K ′ � L�	�������	���
 � �	�� ��� f ��� � ��

	�������	��� ����	�� �	 �

� f ������� ��� ����	��� ���������	�� � f ◦ s = s′ ◦ fΓ�
� 	� ��	��� � 	�������	��� �� ������ ����� g �� ΓEM

��� ΓEM′ �

��	 ������� fΓ�
� 	� ��	��� � 	�������	��� �� ����� h� �� M/v ��� M ′/v� ���	 ��

h(EM/v) = EM ′/v� ��	 ������� f/v


���� ��	�
���� � ������	� ������ �
 �� ��	�
��� � ������ ��� ��

��

����������� �� ��� ��
� ���	������	�� ������� �
��� ��

�� ����������� �����

� � ����������
 ��� �
�� !

���������� �	
	�	 ��	�� �������	����� M �� M′ ���� ���!��� ������� ��
����	��	�� ℵ1 �� T ��	� �� ����	�� ������� s �� s′ �� ΓEM

�� �� ΓEM′ �

���	 �� s(1) = p �� s′(1) = p
 �	 (M/v,EM/v) ≡ (M ′/v,EM ′/v)� ����� ��
���	��� F ��� ��� 	�������	���� ����	��� ���� ���� �������	��� �� M ��

M′ ��� ���	�� �� � �� �����	��� �� �������	��


"� ������	� ����� ���
 ������ #����	�
�� $
 �%��� ����
� L �� L′ ��� 	��

���� �� T ��� &�� (L/v,EL/v) ≡ (M ′/v,EL′/v)� ' �(���� ���� ��)�������

�� ��
��
�� M �� M′ ���( 	����� ������� �� �����
���� ℵ1 �� T ��� &��

M ≡ L �� M′ ≡ L′� $
 ����������� (M/v,EM/v) ≡ (M ′/v,EM ′/v)� *
 ����

	�
�� M ���
 ������
 ������� s : Z −→ M  ���+�
� s(1) = p� ,������ �

#��� -�-�.� ΓEM
= Z

⊕
D� �/ D ��� �
 ����������� �� ����� �� ΓEM

� 0�		�

D ��� �� ����� �� ��		� M ℵ1�������� � ��� #���� ��  ��� &�� ��
 ����

����
��� s �
 �
� ������
 ����� �� ΓEM
� ,� 	1	� �
 ���� 	�
�� M′ ���
�

������
 ����� s′ �� ΓEM′ �� &�� s
′(1) = p� ,������ � ����������
 �������
���

M ≡M′� ��
� L′ ≡ L′�

*
  � 	��
��
�
� �� ��
������ � � ��	�
�������
 �� � ����������
 ����2�

����� ����	
��	
 � ��		�
 
��
������


���������� �� ��� �������� �� �

����� �	
	�	 ��	�� �������	����� K �� K′ ��� ���� �������	��� �� M

�� M′� f : K −→ K ′ � �� 	�������	��� ����	��� �� e �� e′ ��� ������� ��
EM �� EM ′ 
 �	 ��� ���� �������� f�EK

� � 	�������	��� �� ����� �����

�� EK(e) ��� EK′(e′) ���	 �� f(e) = e′� ����� � ���� �������� f � �

L�	�������	��� �� K(e) ��� K ′(e′)


"��������	�
 0�		�
3�
� ��� 	�
���� &�� ��
 ���� ���
��� f �
 �


Ldiv����	������	� ������ �� ��	��
� K(e)  ���+�
� f(e) = e′� ���� ��� �



���� ��������	� 
� ���	
(
W (K)ALG,W (K)

)
��

��� �����	� 
� ������ ��� ��� ��� P,Q ∈ K[X]� 	 �

v
(
P (e)

)
< v

(
Q(e)

)⇐⇒ v
(
f(P )(e′)

)
< v

(
f(Q)(e′)

)
.

���	� P,Q ∈ K[X]� ���� K ⊆γ M� �� ������ 
�� �����	�� k1, . . . , kn

� K ���� ��� �� EK���������������� �	��	
�� ��� ��� ki �	���		�	� ���

������	�� 
� P �� 
� Q� �� ��� �� ����� (k1, . . . , kn) ��� ������� ���
�����


� EM � ����
ΓK

ΓEK

⊆ [0, 1[� 	 ���� ������� ��� ��� ��� i ∈ �1, n��

0 ≤ v(ki) < 1� ���� f ��� �	 L������������ �� �����
(
f(k1), . . . , f(kn)

)
��� ������� ���
����� 
� EK′ � ���� K′ ⊆γ M′� �� �����

(
f(k1), . . . , f(kn)

)
��� ������� ���
����� 
� EM ′ � �� ������ ���� S1, . . . , Sn, T1, . . . , Tn ∈ EK [X]

���� ��� P (X) =
n∑

i=1
Si(X)ki �� Q(X) =

n∑
i=1

Ti(X)ki� ��	�

JP := {j ∈ �1, n� ; v
(
Sj(e)

)
= min

i∈�1,n�

(
v
(
Si(e)

))}
��

JQ := {j ∈ �1, n� ; v
(
Tj(e)

)
= min

i∈�1,n�

(
v
(
Ti(e)

))}.
�����

v
(
P (e)

)
< v

(
Q(e)

) ⇐⇒ v
( n∑
i=1

Si(e)ki
)
< v

( n∑
i=1

Ti(e)ki
)

⇐⇒ min
i∈�1,n�

(
v
(
Si(e)ki

))
< min

i∈�1,n�

(
v
(
Ti(e)ki

))
⇐⇒

[
min

i∈�1,n�

(
v
(
Si(e)

))
< min

i∈�1,n�

(
v
(
Ti(e)

))] ∨[
min

i∈�1,n�

(
v
(
Si(e)

))
= min

i∈�1,n�

(
v
(
Ti(e)

)) ∧ min
j∈JP

(
v(kj)

)
< min

j∈JQ

(
v(kj)

)]
 ��� ��� ��� i ∈ �1, n�� v(ki) < 1!

⇐⇒
[

min
i∈�1,n�

(
v
(
f(Si)(e

′)
))

< min
i∈�1,n�

(
v
(
f(Ti)(e

′)
))] ∨[

min
i∈�1,n�

(
v
(
f(Si)(e)

))
= min

i∈�1,n�

(
v
(
f(Ti)(e)

)) ∧
min
j∈JP

(
v
(
f(kj)

))
< min

j∈JQ

(
v
(
f(kj)

))]
⇐⇒ min

i∈�1,n�

(
v
(
f(Si)(e

′)f(ki)
))

< min
i∈�1,n�

(
v
(
f(Ti)(e

′)f(ki)
))

⇐⇒ v
( n∑
i=1

f(Si)(e
′)f(ki)

)
< v

( n∑
i=1

f(Ti)(e
′)f(ki)

)
⇐⇒ v

(
f(P )(e′)

)
< v

(
f(Q)(e′)

)
.



�� �������� 	
 ������ �� �������� � ����

����� �� �	
� ������	� f 	� 
� Ldiv������������	 �����	 �	 ������	 K(e)
�������� f(e) = e′� ��
� �����	� �
	 f 	�� 
� L������������	 �����	� � 	��

�����	���� �
����� �	 ���
�	� �
	 ��
� ��
� P,Q ∈ K[X] ��	� Q(e) �= 0�
�� �

P (e)

Q(e)
∈ EM ⇐⇒ f(P )(e′)

f(Q)(e′)
∈ EM ′ .

���	�� P,Q ∈ K[X] �������� Q(e) �= 0� �����

P (e)

Q(e)
∈ EM ⇐⇒ P (e)

Q(e)
∈ EK(e)

⇐⇒ P (e)

Q(e)
∈ EK(e), ������� � �����������  �!�"#

⇐⇒ f(P )(e′)
f(Q)(e′)

∈ EK′(e′), ��� f 	�� 
� Ldiv������������	

⇐⇒ f(P )(e′)
f(Q)(e′)

∈ EK′(e′), ������� � �����������  �!�"#

⇐⇒ f(P )(e′)
f(Q)(e′)

∈ EM ′ .

����� ������ ������ ���	�
�������� K �� K′ �� ������ �����	����� � M

�� M′� f : K −→ K ′ �� ��� ������	����� 	������� �� e �� ������� � EM ���

��� EK(e) ���� ��� ��������� �������� � EK � ����� K(e) ��� ��� �����

�����	���� � M� �� �� 	��� 	�������� f �� �� ��� ������	����� 	������ �

������ K(e)�

�������������� $���	 �	��	����	�	�� EM 	� EM ′ ���� ℵ1����
��� 	� ����

�
	 ����	� �	 T�E � � 	%���	 ������� 	 &���  � �!� �	� 	%�	������ ��������	�

��%���	� EI 	� EI′ �	 EK(e) 	� EK′ ����	�
	� ���� EM 	� EM ′ � $���	

EK(e) 	�� 
�	 	%�	����� ��������	 �	 EK � EI 	�� �
��� 
�	 	%�	����� �����

����	 ��%���	 �	 EK � '������ 	 &��� ����" � � 	%���	 
� �����������	 �	

����� ��
� h� �	 EI �
� EI′ � �
� ������	 f�EK
� (����� e′ = h(e)� '������

	 	��	  ���)� �� �	
� ������	� f 	� 
� L������������	 �����	 �	 ���

����	 K(e) �������� f(e) = e′� '������ 	 	��	  �!� �� K(e) ⊆γ M 	�
ΓK(e)

ΓEK(e)

⊆ [0, 1[� $���	 ΓEK(e)
= ΓEK

	�
(
EK(e)

)
/v = EK/v� K(e) 	�� 
�	

*���	 ��
������	 �	 M� +� �����	 �	 �,�	 �
	 K′(e′) 	�� 
�	 *���	 ��
��

����	 �	 M′� - 	�� ���� ���� �
	 f 	�� 
� *�� �����������	 �����	�

����� ������ ������ ���	�
�������� K �� K′ �� ������ �����	����� � M

�� M′� f : K −→ K ′ �� ��� ������	����� 	������� �� γ �� ������� � ΓEM
�

����� K
(
s(γ)

)
��� ��� ����� �����	���� � M� �� �� 	��� 	�������� f �� ��

��� ������	����� 	������ � ������ K
(
s(γ)

)
�



���� ��������	� 
� ���	
(
W (K)ALG,W (K)

)
��

��������	�
��� ����� f ��� 	
 ��
 ����������� ������ �
�� K �� K′� ��
������ 	
 ����������� �� ��	�� ���

� g� �
�� ΓEM

�� ΓEM′ � �	� ���

��
�� fΓ� ����
� γ
′ = g(γ)� �����
��
� ��� ��
�� �	� ���
 ��	� ����
�

�� f�EK
�
 	
 ����������� �� ���� ���	� �� EK

(
s(γ)

)
��
� EK′

(
s′(γ′)

)
�

�����
� f
(
s(γ)

)
= s′(γ′)�  � γ 
���� ��� ��
� �� ��!�	� ��������� �� ΓEK

��
�

ΓEM
� ���� γ′ 
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�� �� �%�� �	� K′(s′(γ′)) ��� 	
� ��
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�� � ε �� ������ � EM/v
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�� ��� EK/v� ����� 
� �
�� e ∈ EM �� �� EK(e)/v = (EK/v)(ε)�
�� K(e) ��
� �� ���� ������	
� � M� � �� ���� ��
�� �������� f �
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aiX
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ΓK(e)

ΓEK(e)

⊆
[0, 1[� ����� [EK/v(ε) : EK ] = [EK(e) : EK ]� �� � EK(e)/v = EK/v(ε)
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�������������� "��� 	��	 i ∈ N∗� ��	��� ε
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����� (e
1

pi )i∈N� �� ������� pi!���� �� e ���� EM � 	�� ��� ���� 	��� i ≤ j ∈
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��������

����� ������� ������ ���	�
�������� K �� K′ �� ������ �����	����� � M
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: ΓK ]� ���� ������ ex ∈ EK ��� ���
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 �!� "� K′(x′) ⊆γ M′� EK′(x′) = EK′ � �	
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⊆ [0, 1[� ���� K′(x′) ��	
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���	��� �
��� ����	� x′ ∈ M ′ 	�� �
� x′/v = x′v �	 �
� ���� 
���� ��������

f �� 
� ����������� �� ���� ���
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� ����������� �� ���� �� M/v ���� M ′/v� �������	
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M �� M′� f : K −→ K ′ �� ��� ������	����� 	������� (xα)α<β ��� �����
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	������ � ������ K(x)�



���� ��������	� 
� ���	
(
W (K)ALG,W (K)

)
��

��������	�
��� ��� ���	
����K(x) ⊆γ M 
 EK(x) = EK � �	�� ΓK(x) =

ΓK � 	� �
ΓK(x)

ΓEK(x)

=
ΓK

ΓEK

⊆ [0, 1[� �	�� K(x) �
 �� �	�� �	������� �

M� ��� ℵ1���
���
�	�� �� ���
 x′ ∈M ′ 
� �� ��	� ����� ��	�	��� f � ��

��	�	������ � �	��� ���� � K(x) ���� K ′(x′)� � ��!��
 f(x) = x′� "	��


�	�� ����
���
 �� K′(x′) �
 �� �	�� �	������� � M′� �	���#	��

��� ��	��� �� �	�� 
	�� P0, P ∈ K ′
d−1(X)� γn

(
P0(x

′)/P (x′), EK′
)
���
�


 �
  ��� $ γn
(
P0(x

′)/P (x′), EM ′
)
� %� ���
 �� �	�������� � �	������

D′ � EM ′ � 
� �� �	�� 
	�� P0, P ∈ K ′
d−1(X)� γn

(
P0(x

′)/P (x′), D
)
���
 


�	�
  ��� $ γn
(
P0(x

′)/P (x′), EM ′
)
� ������� � ��� &���'&� 	� ��
 ��	�	���

f−1
�K′ � �� �	� ��	�	������ ���
�� h �	�
 � �	���� �	�
��
 K ′(D′)� ���
ℵ1���
���
�	�� �� ���
 y ∈ M 
� �� ��	� ����� ��	�	��� h � �� ��	�	��

����� � �	��� ���� � K ′(D′)(x′) ���� K
(
h(D′))(y)� � ��!��
 h(x′) = y�

(� ���
������� y �
 �� ����	�����
 � �� ���
 (xα)α<β 
 [K(y) : K] = d�
��� �	��
���
�	� � D′�

γn
(
P0(x

′)/P (x′), EM ′
)
= γn

(
P0(x

′)/P (x′), EK′(D′)
)
.

��� ���	
����

γn

(
f−1

(
P0

)
(x)/f−1

(
P
)
(x), EM

)
= γn

(
f−1

(
P0

)
(x)/f−1

(
P
)
(x), EK

)
.

�	�� y �
 �� ����	�����
 � �� ���
 (xα)α<β 
 [K(y) : K] = d� �������
� ��� &�)�'*�

γn

(
f−1

(
P0

)
(y)/f−1

(
P
)
(y), EM

)
= γn

(
f−1

(
P0

)
(y)/f−1

(
P
)
(y), EK

)
.

(� ���
������� γn

(
f−1

(
P0

)
(y)/f−1

(
P
)
(y), E

h
(
K′(D′)

)) = γn

(
f−1

(
P0

)
(y)/f−1

(
P
)
(y), EK

)
�


 �	�� h �
 �� ��	�	������ � �	��� ���� � ��!��
 h(EK′(D′)) =
E

h
(
K′(D′)

) 
 h(EK′) = EK �

γn
(
P0(x

′)/P (x′), EK′(D′)
)
= γn

(
P0(x

′)/P (x′), EK′
)
.

+�����

γn
(
P0(x

′)/P (x′), EM ′
)
= γn

(
P0(x

′)/P (x′), EK′
)
.

�	�� K′(x′) ⊆γ M′� 
 ������� �� ��	�	��
�	� &�)�',� EK′(x′) = EK′ � �	��

ΓK′(x′) = ΓK′ �
ΓK′(x′)

ΓEK′(x′)
=

ΓK′

ΓEK′
⊆ [0, 1[� �	�� K′(x′) �
 �� �	�� �	���

���� � M′� �	�� EK(x) = EK 
 EK′(x′) = EK′ � f �
 �� L���	�	������

���
��� �	�� EK(x) = EK � f �
 �� �	� ��	�	������ ���
���



�� �������� 	
 ������ �� �������� � ����

����� �����	
��
�� �� 
�������

������	 
� �� ��	 ����	 � �� 	�	�	�
���� ������ �� �	� 	�	��� ��

��������� �� �����	����� ������

��������	�
��� ������ ��	��
��������M ��M′ ��� ������	 	����	 �� 
���
�������� ℵ1 �� T ���	 �� 	�
����	 ������	 s �� s′ �� ΓEM

�� �� ΓEM′ � ���

������ s(1) = p �� s′(1) = p� �� (M/v,EM/v) ≡ (M ′/v,EM ′/v)�  ����
(M/v,EM/v) ≡ (M ′/v,EM ′/v)� �� ���	�� � �	�����!�	�� �� 
���	 h� ��
M/v ���	 M ′/v� �������� h(EM/v) = EM ′/v�  ���� �� �!����� ��	 Z�

"����	 �	� 
�������� �� ���	�� � �	�����!�	�� �� "���� ������� �� ΓEM

���	 ΓEM′ � #���	� idQ �	� � $�� �	�����!�	�� �������� %� �&��� �� �	� '�
���
�� ������� �� Q �	� �� $���� 	�	������ �� M �� �� M′� �� idΓQ

= idZ =
g�Z� �� �� idQ/v = idFp = h�Fp � #��	� F �	� ��������� (������	 ����������

�� F � �� ��������� �� ������������ )�� 	*������� �� �	� 	�	��� �� �������

�� ��� ������ ��	��
�������� K �� K′ ��	 $����	 	�	������	 �� M �� M′�
f : K −→ K ′ � $�� �	�����!�	�� �������� �� x � ������� �� M �

)�� � ��"���� �� 
!�+��� �� ���	�� H� � 	�	���	��$�� �����$��$�� ��
EM �������� ��	 
��������	 	������	 , ��� ��	 z, y ∈ K(H)(x)alg� �� ���	��
h ∈ H �������� 0 ≤ γn(z/y) − v(h) < 1� �� γn(z/y,H) ���	�� �� 	��� �"��
- γn(z/y,EM )� ������	 �� ����� ������� �� ���	�� D� � 	�	 ��	��$�� ���
���$��$�� �� EM 
�������� H� ��� �� ���� ��		� ������"�� f �� � $��
�	�����!�	�� ������� �� ������� K(D)� )�� � ��"���� �� 
!�+��� �� ���
	� ������� � 
�	 �.� ��� ��	 z, y ∈ K(D)(x)alg� �� ���	�� d ∈ D� ��������
0 ≤ γn(z/y) − v(d) < 1� γn(z/y,D) ���	�� �� 	��� �"�� - γn(z/y,EM )� ��
ΓEK(D

�	� �"�� - 	� 
�/��� ����	�$�� ���	 ΓEM
� 0����	 K1 := K(D)�

���� η ∈ ΓM � ��� �� η ����������� - �� 
�/��� ����	�$�� �� ΓK1 � 1� ���	��

����	 � ��	 ����� ������ n� ��� �� nη ∈ ΓK1 � ���� k ∈ K1 ��� �� nη = v(k)�

0����	 k
1
n �� ��
��� n����� �� k ���	M � ������	 �� ����� �����2� �� ���

������"�� f �� � $�� �	�����!�	�� ������� �� ������� K1(k
1
n )� #��	�� ���

� ��"���� �� 
!�+��� �� ��� ������"�� f �� � $�� �	�����!�	�� �������
�� ������� K2� ��� �� ΓK2 	��� ����	�$�� �� �� K2 ⊆ Kalg

1 �

���� ζ ∈ (K2/v)
alg� 1� ���	�� ����	 z ∈ Kalg

2 � ��� �� z/v = ζ� �� [K2(z) :
K2] = [(K2/v)(ζ) : K2/v]� ������	 �� ����� ������� �� ��� ������"�� f ��
� $�� �	�����!�	�� ������� �� ������� K2(z)� #��	�� ��� � ��"���� ��

!�+��� �� ��� ������"�� f �� � $�� �	�����!�	�� ������� �� ������� K3�

��� �� K3/v 	��� ��"�$�������� 
��	 �� �� K3 ⊆ Kalg
2 � �� ��	� 
����

ΓK3 = ΓK2 � ΓK3 �	� ����	�$���

���� z ∈ Kalg
3 � 
���� ΓK3 �	� ����	�$�� �� K3/v �	� ��"�$�������� 
��	�

K3(z) �	� �� �����	��� ��������� �� K3� ����	 ������	 �� ����� �����3� ��

��� ������"�� f �� � $�� �	�����!�	�� ������� �� ������� K3(z)� )�� �
��"���� �� 
!�+��� �� ��� ������"�� f �� � $�� �	�����!�	�� ������� ��
������� Kalg

3 = K(D)alg (= Kalg
1 = Kalg

2 )�



���� �� ����	
�� ��� ��� �	���	���� �� 	���
(
W (FP )

ALG,W (FPQ)
)
��

������ ��	
 K(D)alg(x) ��
 �� ��
��	� 	����	�
� �� 
��� 
������

��
 �� K(D)alg� ��	
 	� ��	�
� y ∈ K(D)alg(x) 
�� ��� v(y) = 0 �
 y/v /∈
K(D)alg/v� ��	
 	� ��	�
� y ∈ K(D)alg(x) 
�� ��� v(y) /∈ ΓK(D)alg � ��� ��

����	�� ���� ������� �� ����� ������� � ���
 �������� f � �  � 	������

�!	��� ���
	�� �� ����	� K(D)alg(x)� ��� ��� ���� ���	��� ���� �������

��� ������ ������ �
 �����"� � ���
 �������� f � �  � 	������!	���

���
	�� �� ����	� K(D)alg(y)� #���� x ∈ K(D, y)alg� ������� �� ��� ���
�$�� %�	
 �	�������� � ���
 �������� f � �  � 	������!	��� ���
	��

��
 �� ����	� ��
	�
 K(D)(x)�

��� �� ���	
��� ��� ��� �
���
���� �� 
��
(
W (Fp)

alg,W (Fpq)
)

����� ����	
	��	��

��� ��

� ���
	� ��� ����� �����
�� � �����
�
 ����	�	�
	� ���
	��

��� ���
	&��
����� '��� ����	����
 ��� ����� ��
��� ��� ��� � ���

���� �������	� � ���
  ���� �� ���
	&��
	� ��� �� ��
	
 ����� ���� ���

��	��� �� ����� $����� �� 
���
(
W (Fp)

alg,W (Fpq)
)
� �� ���� �� �	
���� ���

�	�� 	�	 ������ �� ������
� ����� ��
 ������� ���� �������
 ����
 ��
����
 ���	
 ��������� 
	��	�
 �� 	�������	��
����� ������

 ��� q ∈ N∗ !"	� #��� ��������� ���	��

��
 ���
 � � �$	���� �� � 
��������
���	� W (Fpq)� %����
 LpCF �� ��&&� �	!�� �� LpCF := Ldiv ∪ {Pn ; n ∈
N∗} ∪ {α}' �( ��
 Pn 
��� ��
 ��	����
 �����
 �� �( α �
� �� 
������ ��
���
�����  ��� ζ̃ ∈ Fpq ��� ��� Fpq = Fp(ζ̃) �� 
��� Q ∈ Z[X] ��� ��� Q/v

��� �� �����)�� ������ �� ζ̃ 
�� Fp� ����� W (Fpq) �
� $��
	����' �� �"�
��
ζ ∈W (Fpq) ��� ��� Q(ζ) = 0� *� ����� pCFQ � LpCF +�$	���� ���
����	� ,

�� ��
 "����
 ��
 ����
 ���	
 $��
	����
'

-� �� �."���� �"������ ��� Pn �
� �.��
����� ��
 ���

���
 n+�/��
'

0� ��
 "����
 �"������ ��� �� &����� �� ����� �
� �� Z+&����� ����
1 := v(p) �
� �� ���
 ����� 	�	���� 
���������� ��
����'

�� �� �."���� �"������ ��� �� ����
 �	
����� �
� Fpq '

1� �� �."���� �"������ ��� Q(α) = 0�

2� �
� ���� ��� W (Fpq) �
� �� ���/�� �� pCFQ' �� �.��/
 �� �	
���� ��
+

���� 3���� �� �"����� ��$� 4' pCFQ �
� �����/�� �� 	������ ��
 �����!+
�����
 ��
 LpCF �

*� �����
�� � ������ �.	��������� ��
 ��&�����
 ���� �� 
� �������� ���
�� ������� � �	!������� *� ����� ���
����� �5���-� ���� ���
 �� �	���
�

��������� �	
	�	 ���� T ��� L��	
����� � ���� ��� T 
������ ��� ����

�������� �� ���� ����� L�������� ��� �
���� ��� �������� ��
���������� E
���� T �� ������ ��� L�������� ��� �
���� ��� �������� f ���� T ����� ���

T � E[x, y]←→ f(x) = f(y)�



�� �������� 	
 ������ �� �������� � ����

���� L = (EL ⊆ L, v) ��	 
���	 	 ���
� ������ ����	�	�� ��
���	� ���� ����

(x, y) ∈ L×Ln ��	��	���	 {(e1, . . . , en) ∈ EL ; v(x+
n∑

i=1
eiyi) = γn(x/y,EL)}

	�� ���������	� �� 
	�� �	 ���� ����	 �� ���������	 	 L� ����	 �� �	��	

������� �� �	��� ��	 ��� �	� ��� ��� ���� �����	��	�� �� 
����� ���� �	�

	��	���	 ����	 �� ���������	 	 EL� �	 ��� �	�� �� 
���� 	��	���	� ��� ��

������������ ������������ �	�����	 	� ����������	��� ��	 ���� �	�����

����� ������ ���� ���� ������ n� �� ������ �	� Ldiv
������ ���	� ���	���


������� ϕn(u,w)� ���� |u| = n� ����� ��� ��	� ����� ���� �� ���� ������	�

������ L := (EL ⊆ L, v)� ��	� ���������� 1 := v(p) ��� �� ���� ����� �����	�

��������	� ������� �� ΓEL
� �� �����	�

ΓL

ΓEL

⊆ [0, 1[� �	 ���

∀x, ∀y, ∃z ∈ EL, ∀e ∈ EL,
(
v(x+

n∑
i=1

eiyi) = γn(x/y)⇐⇒ ϕn(e, z)
)
.

�� K ⊆γ L ��
ΓK

ΓEK

⊆ [0, 1[� ��� ���� x, y ∈ K� �	 ���� ������ �	 ���

z ∈ EK �

����	������	� ������ K ⊆γ L �� x, y ∈ K� ��		� K ⊆γ L �
 ������ ξ ∈ EK

��
 �� v
(
ξ(x, y)

)
= γ� ������� 
� 
�		� ������� ���� ���� e = (e1, . . . , en) ∈

EL� v(x +
n∑

i=1
eiyi) = min

i∈�1,n+1�

(
v
(
Pi(1, e, ξ)

)
+ γ(i)

(
(x, y)

))
� ���� ���� i ∈

�1, n+ 1� ��
 �� γ(i)
(
(x, y)

) �=∞� ������ li = 0� �� ���� ���� i ∈ �1, n+ 1�

��
 �� γ(i)
(
(x, y)

)
= ∞� ������ li = 1� �� γ(1)

(
(x, y)

) (
= γn(x/y)

) �= ∞�

��		�
ΓK

ΓEK

⊆ [0, 1[� ���� ���� i ∈ �1, n+1� ��
 �� γ(i)
(
(x, y)

) �=∞� �
 ������

εi ∈ EK ��
 �� γn(x/y) − γ(i)
(
(x, y)

) ≤ v(εi) < γn(x/y) − γ(i)
(
(x, y)

)
+ 1�



���� �� ����	
�� ��� ��� �	���	���� �� 	���
(
W (FP )

ALG,W (FPQ)
)
��

������

v(x+

n∑
i=1

eiyi) = γn(x/y)

⇐⇒ v(x+

n∑
i=1

eiyi) ≥ γn(x/y)

⇐⇒ min
i∈�1,n+1�

(
v
(
Pi(1, e, ξ)

)
+ γ(i)

(
(x, y)

)) ≥ γn(x/y)

⇐⇒
(
γn(x/y) =∞∧

∧
i∈�1,n+1�

(
γ(i)

(
(x, y)

)
=∞∨ v

(
Pi(1, e, ξ)

)
=∞

))
∨

(
γn(x/y) �=∞

∧
i∈�1,n+1�

(
γ(i)

(
(x, y)

)
=∞∨

(
v
(
Pi(1, e, ξ)

) ≥ γn(x/y)− γ(i)
(
(x, y)

))))

⇐⇒
(
γn(x/y) =∞∧

∧
i∈�1,n+1�

(
γ(i)

(
(x, y)

)
=∞∨ v

(
Pi(e, ξ)

)
=∞

))
∨

(
γn(x/y) �=∞

∧
i∈�1,n+1�

(
γ(i)

(
(x, y)

)
=∞∨

(
v
(
Pi(1, e, ξ)

) ≥ v(εi)

))
	
�� 1 �� �� ���� ��� ������ ���
���� ������ �� ΓEL

�

⇐⇒
(
l1 = 1 ∧

n+1∧
i=1

(
li = 1 ∨ Pi(1, e, ξ) = 0

))

∨
(
l1 = 0 ∧

n+1∧
i=1

(
li = 1 ∨ v

(
Pi(1, e, ξ)

) ≥ v(εi)
)))

.

�� ��� ������ �� ����� ���


ϕn(e1, . . . , en, ξ, ε1, . . . , εn+1, l1, . . . , ln+1) :=(
l1 = 1 ∧

n+1∧
i=1

(
li = 1 ∨ Pi(1, e, ξ) = 0

))
∨
(
l1 = 0 ∧

n+1∧
i=1

(
li = 1 ∨ v

(
Pi(1, e, ξ)

) ≥ v(εi)
)))

.

�� �� �������� ����������� � ������������ ��� ����������� ���� ���

���
���� �� ��� W (Fpq)�
 �� (L, v) �� 
���� ������ �� ����� Sn(L) �������!�� ��� ������" �� ����

n �� L� 
���#�#���� �������!�� ��� ����#OL#������� ��!��� �� ���� n �� L�
$��������� ��� S1 �� �������!�� ��� !����� ������� 
������ �� 0 �� �����
%�� ��������� � L� �� � ���
 S1 � ΓL� &�� ��������� �� ���'�
��� 
���#

����� L∗ −→ S1 � L∗/O∗
L = ΓL �� v�



�� �������� 	
 ������ �� �������� � ����

������ LI
pCF �	 �
��
�	 ���	� 	� 	��������
�� LpCF � ��� ��
�	 n ∈ N∗�

���	 ����	 Sn ��� �	� ���	
� �	 �
�� n� ����
�� ���	
 
 ������ �
��
����� ! �	 pCF I

Q� �" pCF I
Q 	�� ��	��������	�	�� �
� ��#������ �	 pCFQ

����	�����
�� $ ��
%�� �	 �	� ����	� &���� ����� !' ������	 �	� ��
���
��	�
�
�� �	 �
��
�	 LI

pCF � �����
���
�� 
���� � �����
� ���	� �
� (�� )�*
�����+� 	� ,	� -
���� �
�� �)-�.!�
/
�� �
 ���	� ��� 
����	� �	� ���
����� ��� �	 ������	���� �
� �
 ����	 ����*
���� ��
���
 �	� �
��
��	� �	 �
 ����	 �������
�	�
.���	 pCF I

Q ������	 �	� ��
���
��	�� ��� ��� 	���	� n� �� 	����	 �	 0���*

���� rn ��#��	 �� �
 ����	 �������
�	 	� ��#����
��	 �
�� �	 �
��
�	 LI
pCF

�	��	 �	

∀x, y,
((∀z, ϕn(z, x)←→ ϕn(z, y)

)←→ rn(x) = rn(y)
)
,

�" ϕn 	�� �
 0����	 ��#��	 �
�� �	 �	��	 2.5.2�

����� �����	
�
�	 �� �����
�


/
�� �	 �	��	 �	 �	 ��
����	 �� ���	�
 LE �	 �
��
�	 ��#�� �
� LE =
Ldiv∪{E}� �" E 	�� � �1����	 �	 ������
� �
��	� 2� ���	�
 LI �	 �
��
�	
��#�� �
� LI := LE ∪LI

pCF �E � 2� ���	�
 LEQ �	 �
��
�	 ��#�� �
� LEQ :=
LI∪{gn, hn, ; n ∈ N∗}� �" gn 	� hn ���� �	� �1����	� �	 0������� n+1*
��	�
�	 ���
��	 �
 ����	 �������
�	�

T ������	�
 �
 LEQ*������	 ��������	 3

�� �	� 
����	� �	 �
 ������	 ��������	 �
�� �
 �	�����  �4�

 � �	� 
����	� 	�����
�� �	 E 	�� � ���5�	 �	 pCFQ� 	� �	� �����
�
�	 ��#������ 	�����
�� �	 E

⋃
n∈N∗

Sn(E) 	�� � ���5�	 �	 pCF I
Q�

6� �	 ��
����	

∀x, y, ∀z ∈ E,(
∀e ∈ E,

(
v(x+

n∑
i=1

eiyi) = γn(x/y)
)←→ ϕn(e, z)

)
−→ hn(x, y) = rn(z),

4� �	 ��
����	

∀x, y, ∀e ∈ E,
(
v(e) ≤ γn(x/y) ≤ v(e) + 1

) −→ gn(x, y) = v(e).

����	 �� �	�
 �	 �����	� �	 �����5�	 ���
�� 3

�������� 	
�
�
 T ������� ��� �	
����
��	�� �
�� LEQ ���
�������� �

E� ����������� �	� ��	� ��	�� LEQ�����	�� Φ(x)� �� ������ 	�� LEQ�����	��

Ψ(x)� �� ��� ��	��� �
��
���� �	
������� �� �
 ����� ������
�� ���� �	
�������

�	� E� ����� �	�

T � ∀x, (Φ(x)←→ Ψ(x)
)
.



���� �� ����	
�� ��� ��� �	���	���� �� 	���
(
W (FP )

ALG,W (FPQ)
)
��

����� ����	
�����	 �� ��
����

���������� ������M 	� 
���� �� T �� K 	�� LEQ���	�����	��	�� ��M�

�� �� ������ M �����
�� �� ���� �� � ����� ��������� �� M �� K
�����
�� �� ���� �� � ����� ��������� �� K�

�� �� ������ EM � LI���	�����	��	�� ��������� ��� EM �

�� �� ������ EK �pCF EM �� EK � EM �� ���� �	� LI����	��	����

	
��
 ����� ������ M �� ��	
�� 	� T �� K ��� LI������������ 	�

M� �� K ⊆γ M� �
ΓK

ΓEK

⊆ [0, 1[� �� � EK �pCF EM� ���� K �� LEQ����

�������� 	� M�

������������� � �	�� �� 
������ �	� K ��� ����� ��� �� ��������� hn ��
gn�  �

��!��� ��� ���	"�� �	� K ��� ����� ��� �� ��������� hn� ������

x, y ∈ K�  �

� K ⊆γ M �� ��

�
ΓK

ΓEK

⊆ [0, 1[# ������� � �

� �����#

� �$���� z ∈ EK # �� �	�

∀e1, . . . , en ∈ EM ,
(
v(x+

∑
eiyi) = γn(x/y)←→ ϕn(e, z)

)
.

%�� ��&������ �� hn# hn(x, y) = rn(z)�  �

� EK �pCF EM �� ��

�

rn ��� 	�� �������� ��&������� ���� � ������ LI # �� � rn(z) ∈ EK# ���'
hn(x, y) ∈ EK� (���� K ��� ����� ��� �� ��������� hn� %��	"��� 
���������
�	� K ��� ����� ��� �� ��������� gn� ������ x, y ∈ K ��� �	� γn(x/y) �=
∞�  �

� K ⊆γ M �� ��

�

ΓK

ΓEK

⊆ [0, 1[# � �$���� e ∈ EK �� �	�

v(e) ≤ γn(x/y) < v(e) + 1� %�� ��&������ �� gn# gn(x, y) = v(e)�  �

�
EK �pCF EM �� ��

� t ��� 	�� �������� ��&������� ���� � ������ LI #
�� � t(e) ∈ EK# ���' gn(x, y) ∈ EK�

��������� ���� ������ M �� ��	
�� 	� T �� K ��� LEQ������������

	� M� �� 	��� ��� K �� ��� ����� ����������� 	� M � K �� �� ����

	����������� � K ⊆γ M� �
ΓK

ΓEK

⊆ [0, 1[� �� � EK �pCF EM�

	
��
 ����� ������ ������������� M �� M′ 	��� ��	
�� 	� T � K ��

K′ 	� ����� LEQ������������ 	� M �� M′� �� f : K −→ K′ �� Ldiv�

���������� ������� ��� ��� f�EK′ ��� �� LI����������� �������� ���� f
�� �� LEQ����������� ��������

������������� � ��	� 
������ �	� f ��

	�� �"�� �� ��������� hn �� gn�
 �

��!��� ��� ���	"�� �	� f ��

	�� �"�� �� ��������� hn� ������ x, y ∈
K�  �

� K ⊆γ M �� ��

�

ΓK

ΓEK

⊆ [0, 1[# ������� � �

� �����# � �$����



�� �������� 	
 ������ �� �������� � ����

z ∈ EK �� z′ ∈ EK′ ���� ���

∀e ∈ EM , v(x+
n∑

i=1

eiyi) = γn(x/y)⇐⇒ ϕn(e, z),

∀e′ ∈ EM ′ , v
(
f(x) +

n∑
i=1

e′if(yi)
)
= γn

(
f(x)/f(y)

)
⇐⇒ ϕn(e′, z′).

	
� �������� �� hn� �� 
 hn(x, y) = rn(z) �� hn

(
f(x), f(y)

)
= rn(z′)�

����� f ��� �� Ldiv������������� �
������ �� 


∀e′ ∈ EK′ , v
(
f(x) +

n∑
i=1

e′if(yi)
)
= γn

(
f(x)/f(y)

)
⇐⇒ ϕn

(
e′, f(z)

)
.

������ ∀e′ ∈ EK′ , ϕn(e′, z′) ⇐⇒ ϕn

(
e′, f(z)

)
� ����� EK′ �pCF EM′ � ∀e′ ∈

EM ′ , ϕn(e′, z′)⇐⇒ ϕn

(
e′, f(z)

)
� ���� rn(z′) = rn

(
f(z)

)
� ������

f
(
hn(x, y)

)
= f

(
rn(z)

)
= rn

(
f(z)

)
�
� f�EK′ ��� �� LI�������������

= rn(z′)
= hn

(
f(x), f(y)

)
.

����� f ������� 
��� ��� ��������� hn� 	������� �
�����
�� ��� f �������

��� ��� ��������� gn� ������ x, y ∈ K� �� γn(x/y) = ∞ �� ��� ��
�� ���

f
(
gn(x, y)

)
= gn

(
f(x)/f(y)

)
= v(0) =∞� �� γn(x/y) �=∞� ����� K ⊆γ M

�� �����
ΓK

ΓEK

⊆ [0, 1[� �� ������ e ∈ EK ��� ��� v(e) ≤ γn(x/y) < v(e) + 1�

 � 
 
���� v
(
f(e)

) ≤ γn
(
f(x)/f(y)

)
< v

(
f(e)

)
+ 1� 	
� �������� �� gn� ��


 gn(x, y) = v(e) �� gn
(
f(x), f(y)

)
= v

(
f(e)

)
� ������

f
(
gn(x, y)

)
= f

(
v(e)

)
= v

(
f(e)

)
�
� f�EK′ ��� �� LI�������������

= gn
(
f(x), f(y)

)
.

����� f ������� 
��� ��� ��������� gn�

���������  � �����
 Ω �!�����"�� ��� LEQ��������� ���� ��� ������ �
�

��
"��� ��
������ �� �
 ����� �������
�� ���� ��
������ ��� E�

�	
������ ����� ������ ���	�
�������� M �� M′ ��� ������ � T � K
�� K′ ��� LEQ����������
����� � M �� M′� �� f : K −→ K′ �� LEQ�

������	����� 	������� �� ��� ��� f ��� �� ��� ������	����� 	������ �� f
	������� ��� �������� � Ω� 
���������� �� 	��� ����� ������� Φ(x) ∈ Ω ��

���� �	��� k � K �� � M |= Φ(k) =⇒M′ |= Φ
(
f(k)

)
�



���� �� ����	
�� ��� ��� �	���	���� �� 	���
(
W (FP )

ALG,W (FPQ)
)
��

���� �� 	��
� �� �� ����
	� M �
 M′ �������	��
 ���� ������� ��
�	�� ��

��	������
� ℵ1 �� T � ����	�� �� ���
 ������ ���	 �	����	 �� 
��	��� ����� ��

��
 ������
 �� ���
	�	  �� �� ������� ��� !��� �����	������ ��	
���� ��
	�

����"�
	��
�	�� �����!	�!��� �� M �
 M′ � �� �	��	��
� �� ���

��������� 	
� ��� ������ �� �

����� ������ ������ ���	�
�������� K �� K′ �� LEQ����������
����� ��

���������� � M �� M′� f : K −→ K′ �� ��� ������	����� 	������ �� D ��

������������� ���������� � EM � ��� ��� EK(D) �pCF EM �� ��� 	��� ����

x, y ∈ K� γn(x/y,D) ������ �� ���� ���� � γn(x/y,EM )� �� ����� ������ dxy ∈ D
�������� 0 ≤ γn(x/y)− v(dx,y) < 1� ������ K(D) �� LI�����
���� ��������

	�� K(D)� ����� EK(D) = EK(D)� K(D) ��� ��� ����� LEQ����������
����

� M� �� �� 	��� 	�������� f �� �� ��� ������	����� 	������ ����� ������

�����	����� � ������ K(D)�

�������������� #�����$��� ��	 ���
	�	  �� K(D) ��
 ��� !���� LEQ"

����"�
	��
�	� ��M� ����	�� �� �	�����
��� �����%� K(D) ⊆γ M� �
 EK(D) =
EK(D)� ����	�� �� ��	�����	� ������� ΓK(D) = ΓEK(D)

+ 〈γ〉� �& 〈γ〉 ��"

����� �� �	���� ������	� ��	 ��� γ(x/y)� ���	 x, y ∈ K� ����
ΓK(D)

ΓEK(D)
⊆

[0, 1[� #���� EK(D) �pCF EM� ����	�� �� ����� ����'� K(D) ��
 ��� LEQ"

�
	��
�	�� (���� K(D) ��
 ��� !���� LEQ"����"�
	��
�	� �� M�

#���� f�EK �	���	�� ��� ��	����� �� Ω� ��	 ℵ1"��
�	�
���� �� ���
 �	������	

f�EK �� �� LI"�����	����� �� ������� EK(D)  �� �	���	�� ��� ��	����� ��

Ω� )�
��� D′ := f(D) �
 K′(D′) �� LI"�
	��
�	� ������	�� ��	 K ′(D′)� *�
�� ����
����
 �	����	  �� K′(D′) ��
 ��� !���� LEQ"����"�
	��
�	� ��M′�
+����
 x, y ∈ K� �
 l ∈ D� (��	��

v(x+
n∑

i=1

liyi) = γn(x/y) ⇐⇒ ∃z ∈ EK(D), ϕn(l, z) ∧
(
rn(z) = hn(x, y)

)
,����	�� �� ����� �����-

⇐⇒ ∃z ∈ EK(D), ϕn

(
f(l), f(z)

) ∧ (
f
(
rn(z)

)
= f

(
hn(x, y)

))
��	 f�EK(D) ��
 �� LI"�����	�����

⇐⇒ ∃z ∈ EK(D), ϕn

(
f(l), f(z)

) ∧ (
rn
(
f(z)

)
= f

(
hn(x, y)

))
��	 f�EK(D) ��
 �� LI"�����	�����

⇐⇒ ∃z ∈ EK(D), ϕn

(
f(l), f(z)

) ∧ (
rn
(
f(z)

)
= hn

(
f(x), f(y)

))
��	 f�K ��
 �� LEQ"�����	�����

=⇒ v
(
f(x) +

n∑
i=1

f(li)f(yi)
)
= γn

(
f(x)/f(y)

)
.



�� �������� 	
 ������ �� �������� � ����

������ �	
� �	
� x′, y′ ∈ K ′� γn(x′, y′, D′) ����� � �� ���� � γn(x′, y′, EM ′)�
������� �� ��	�	����	� ������� K(D) ⊆γ M′� � EK′(D′) = EK′(D′)� �	���
x, y ∈ K ��� �
 γn(x/y) �=∞ � d ∈ D� ��	��

v(d) ≤ γn(x/y) < v(d) + 1 ⇐⇒ gn(x, y) = v(d)

⇐⇒ f
(
gn(x, y)

)
= f

(
v(d)

)
⇐⇒ gn

(
f(x), f(y)

)
= v

(
f(d)

)
⇐⇒ v

(
f(d)

) ≤ γn
(
f(x)/f(y) < v

(
f(d)

)
+ 1.

�� ������
���� �	   �	
� �	
� x, y ∈ K ��� �
 γn(x/y) �= ∞ �� ����

d ∈ D �� �
 v(d) ≤ γn(x/y) < v(d) + 1� ��	�� �	
� �	
� x′, y′ ∈ K ′ ���
�
 γn(x

′/y′) �= 0 �� ���� d′ ∈ D′ �� �
 v(d′) ≤ γn(x
′/y′) < v(d′) + 1�

!� � "�"
��� �	   "��� � ��� " K(D)� �

ΓK′(D′)

ΓEK′(D′)
⊆ [0, 1[� �������

� �   ������ K′(D′) �� 
� LEQ#���
��
�� ������ K′(D′) �� 
� $	��
LEQ#�	
�#���
��
� "M′� %	���	��  �������� �
 ��	� �
� ��	�	��� f
� 
� ��	 	��&��  " �	��� '��
� " K(D) "��� K ′(D′)� (	
� ��� �� ��
�
)���� " ��	
'� �
 �	
� �	
� x, y ∈ K � �	
� d, e ∈ D 	� �

v(

n∑
i=1

dixi) < v(

n∑
i=1

eiyi)⇐⇒ v
( n∑
i=1

f(di)f(xi)
)
< v

( n∑
i=1

f(ei)f(yi)
)
.

�	��� x, y ∈ K � d, e ∈ D� �'� |x| = |y| = |g| = |l| = n� *	   K(D) ⊆γ

M� �� ���� ξd, ξe ∈ D� ��� �
 v(ξgx) = γ(x) � v(ξly) = γ(y)� *	  
ΓK(D)

ΓEK(D)
⊆ [0, 1[� �	
� �	
� i ∈ �1, n� �� �
 γ(i)(x) �=∞� �� ���� eγ(i)(x) ∈ D

�� �
 0 ≤ γ(i)(x) − v(eγ(i)(x)) < 1� "  + � �	
� �	
� i ∈ �1, n� �� �


γ(i)(y) �= ∞� �� ���� eγ(i)(y) ∈ D �� �
 0 ≤ γ(i)(y) − v(eγ(i)(y)) < 1� (	
�

�	
� i ∈ �1, n� �� �
 γ(i)(x) = ∞� �	�	�� eγ(i)(x) = 0� "  + � �	
� �	
�

i ∈ �1, n� �� �
 γ(i)(y) =∞� �	�	�� eγ(i)(y) = 0� ,	�	�� N ���� $� "�-��

���

N := {j ∈ �1, n� ; v
(
Pj(d, ξd)

)
+ v(eγ(j)(x)) = min

i∈�1,n�

(
v
(
Pi(d, ξd)

)
+ v(eγ(i)(x))

)
}.

������� � �
 �	
� �'	��  	���� �����"  �� �� �� ����� �
 v
(
f(ξd)f(x)

)
=

γ
(
f(x)

)
� �
 v

(
f(ξe)f(y)) = γ

(
f(y)

)
� �
 �	
� �	
� i ∈ �1, n� �� �


γ(i)(x) �=∞ 	� � 0 ≤ γ(i)
(
f(x)

)−v
(
f(eγ(i)(x))

)
< 1� �
 �	
� �	
� i ∈ �1, n�

�� �
 γ(i)(y) �=∞ 	� � 0 ≤ γ(i)
(
f(y)

)− v
(
f(eγ(i)(y))

)
< 1� � �


N := {j ∈ �1, n� ; v
(
Pj

(
f(d), f(ξd)

))
+ v

(
f(eγ(j)(x))

)
=

min
i∈�1,n�

(
v
(
Pi

(
f(d), f(ξd)

))
+ v

(
f(eγ(i)(x))

))}.
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(
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������

v(
n∑

i=1

dixi) < v(
n∑

i=1

liyi)

⇐⇒ min
i∈�1,n�

(
v
(
Pi(d, ξd)

)
+ γ(i)(x)

)
< min

i∈�1,n�

(
v
(
Pi(l, ξl)

)
+ γ(i)(y)

)
⇐⇒

(
min

i∈�1,n�

(
v
(
Pi(d, ξd)

)
+ eγ(i)(x)

)
< min

i∈�1,n�

(
v
(
Pi(l, ξl)

)
+ eγ(i)(y)

))
∨((

min
i∈�1,n�

(
v
(
Pi(d, ξd)

)
+ eγ(i)(x)

)
= min

i∈�1,n�

(
v
(
Pi(l, ξl)

)
+ eγ(i)(y)

)
�=∞

)
∧

min
i∈N

(
γ(i)(x)− eγ(i)(x)

)
< min

i∈N

(
γ(i)(y)− eγ(i)(y)

))

⇐⇒
(

min
i∈�1,n�

(
v
(
Pi

(
f(d), f(ξd)

))
+ f(eγ(i)(x))

)
< min

i∈�1,n�

(
v
(
Pi

(
f(l), f(ξl)

))
+ f(eγ(i)(y))

))

∨
[(

min
i∈�1,n�

(
v
(
Pi

(
f(d), f(ξd)

))
+ f(eγ(i)(x))

)
=

min
i∈�1,n�

(
v
(
Pi

(
f(l), f(ξl)

))
+ f(eγ(i)(y))

)
�=∞

)
∧

min
i∈N

(
γ(i)

(
f(x)

)− f(eγ(i)(x))
)
< min

i∈N

(
γ(i)

(
f(y)

)− f(eγ(i)(y))

))]

⇐⇒ min
i∈�1,n�

(
v
(
Pi

(
f(d), f(ξd)

))
+ f

(
γ(i)(x)

))
< min

i∈�1,n�

(
v
(
Pi

(
f(l), f(ξl)

))
+ f

(
γ(i)(y)

))
⇐⇒ v

( n∑
i=1

f(di)f(xi)
)
< v

( n∑
i=1

f(li)f(yi)
)
.

��	�� �	 
�� 
����	��� f �	 �	 ������
����� �� ���
� ����� �� K(D) ��	�
K ′(D′)� ���
��� �� ����� ������ f �� �	 LEQ�������
����� 
������ �����

f�EK(D) 
������� ��� �������� �� Ω� �� �� ����� ��� f 
������� ��� �������� ��

Ω� ��	� f �� �	  �	 ������
����� 
������

���������� 	
�������

����� ������ ������ ���	�
�������� K �� K′ �� ������ LEQ����������
����

� M �� M′� f : K −→ K′ �� ��� ������	����� 	������� �� x �� ������� �

��������� ����� � M ��� ��� [K(x) : K] = [K/v(x/v) : K/v]� ������ K(x)
�� LI�����
���� ������� 	�� K(x)� ����� K(x) ��� ��� ����� LEQ������

����
���� �M� EK(x) = EK � �� �� 	��� 	�������� f �� �� ��� ������	�����

	������ ����� ������ �����	����� � ������ K(x)�



�� �������� 	
 ������ �� �������� � ����

��������	�
��� ������	 
� 
���� �����K(EM )/v = K/v(EM/v)� ��EM/v =
Fpq � ����K(EM )/v = K/v� ���	�� [K(EM )/v(x/v) : K(EM )/v] = [K/v(x/v) :
K/v] = [K(x) : K]� ���� ������	 
� 
���� ����� K(x) ⊆γ M �� EK(x) =
EK � ����� [K(x) : K] = [K/v(x/v) : K/v]� �� � ΓK(x) = ΓK � ����
ΓK(x)

ΓEK(x)

=
ΓK

ΓEK

⊆ [0, 1[� ������	 
� 
���� ����� K(x) �	� ��� ����� LEQ�

	��	�	�������� �� M� ��� ℵ1�	��������� �� ���� ���
�� �� f �� �� �	�����

�!�	�� �� ����	 "�
�# �� ������� K(x)� $����	 x′ := f(x)� �� ������ �%���

������ ����� �����		�	 &�� K′(x′)� 
� LI�	�������� �� ����#� ��� K ′(x′)�
�	� ��� ����� LEQ�	��	�	�������� �� M′� "#��'��� EK′(x′) = EK′ � ������	


� 
���� ����� f �	� �� LEQ��	�����!�	�� ������
� ����� EK(x) = EK �

����� EK′(x′) = EK′ � �� ����� f�K ��#	��"� 
�	 (����
�	 �� Ω� �
 �	� �
���
&�� f ��#	��"� 
�	 (����
�	 �� Ω� ���	� f �	� �� ��� �	�����!�	�� ����

���
�

���������� 	
��
����������

���� ������� ��
�� �����
���� K � K′ �� ����� LEQ��������������

� M � M′� f : K −→ K′ �� LEQ�
�������
�� �	��
�� � x �� ������

� M �� �� [K(x) : K] = [ΓK

(
v(x)

)
: ΓK ] � ���
� �
�� e ∈ EK ���
�	��

0 ≤ v(x)− v(e) < 1� ������ K(x) �	 LI��������� ������ �	� K(x)� �����
K(x) �� �� ���� LEQ��������� � M� EK(x) = EK � � �� ��� ��������

f � �� ��� 
�������
�� �	��
� ��� ����� ������	
�� � ���	
� K(x)�

��������	�
��� ������	 
� 
���� ����� K(x) ⊆γ M� EK(x) = EK � ��
ΓK(x)

ΓEK(x)

⊆ [0, 1[� ������	 
� 
���� ����� K(x) �	� ��� ����� LEQ�	��	�

	�������� ��M� ��� ℵ1�	��������� �� ���� ���
�� �� f �� �� �	�����!�	��

�� ����	 "�
�# �� ������� K(x)� $����	 x′ := f(x)� �� ������ �%��������

����� �����		�	 &�� K′(x′)� 
� LI�	�������� �� ����#� ��� K ′(x′)� �	� ���

����� LEQ�	��	�	�������� �� M′ "#��'��� EK′(x′) = EK′ � ������	 
� 
����

����� f �	� �� LEQ��	�����!�	�� ������
� ����� EK(x) = EK � �����

EK′(x′) = EK′ � �� ����� f�K ��#	��"� 
�	 (����
�	 �� Ω� �
 �	� �
��� &�� f
��#	��"� 
�	 (����
�	 �� Ω� ���	� f �	� �� ��� �	�����!�	�� ������
�

���
���� ������� ���	 
� 
���� ��#�#����� 	� [K(x) : K] �	� '��� �
 �%�	��
(���#���� e ∈ EK ��
 &�� 0 ≤ v(x) − v(e) < 1� )� �*��� �����	 n 
� �� �#

�� x 	�� K� ��� !+���!�	� 	�� 
� �!#����� �
 �%�	�� e ∈ EM ��
 &�� 0 ≤
v(x) − v(e) < 1� ���, 0 ≤ v(xn) − v(en) < n� -
 �%�	�� ���� l ∈ [0, n − 1]
��
 &�� 0 ≤ v(xn) − v(p−len) < 1� ����� v(xn) ∈ ΓK � �
 �%�	�� ek ∈ EK �

��
 &�� 0 ≤ v(xn) − v(ek) < 1� �� �� �#���� &�� v(ek) = v(p−len)� ���	�
v(en) ∈ ΓEK

� �� ����� EK �pCF EM� �
 �%�	�� e′ ∈ EK � ��
 &�� v(e′) = v(e)�
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���������� �		
������

�		� ������� ������ ���	�
�������� K �� K′ �� ������ LEQ����������
����

� M �� M′� f : K −→ K′ �� ��� ������	����� 	������� (xα)α<β ��� �����

	�����
���������� ��������� � K� ����� � ���� d ��� 
���� �������

� N ∪ {∞}� �������� � K� �� x ��� 	����������� � 
���� ����� ��������

[K(x) : K] = d� K(x) ⊆γ M� �� EK(x) = EK � ������ K(x) �� LI�����
����
������� 	�� K(x)� ����� K(x) ��� ��� ����� LEQ�����
���� � M �� ��

	��� 	�������� f �� �� ��� ������	����� 	������ ����� ������ �����	����� �

������ K(x)�

�������������� �����K(x) ��� 	
� ����
���
 �������� ��K� �
 � ΓK(x) =

ΓK � ��� ��������� ΓEK(x)
= ΓEK

� ��
�
ΓK(x)

ΓEK(x)

=
ΓK

ΓEK

⊆ [0, 1[� �������

�� ����� ������ K(x) ��� 	
� ��

� LEQ���	�����	��	�� �� M� ��� ℵ1�
���	�����
 �
 ��	� �����
 �� f �
 	
 ������������ �� ����� !��	 �� ���

���
� K(x)� "���
� x′ := f(x)� #
 !� ��
���� $	� K′(x′)� �� LI����	��	��
�
 �
��� ��� K ′(x′)� ��� 	
� ��

� LEQ���	�����	��	�� �� M′� �����
�

%�
� ��� ���	!��� $	� ��	� ��	� P0, P ∈ K ′(X)� γn
(
P0(x

′)/P (x′), EK′
)

������� �� ���  �� & γn
(
P0(x

′)/P (x′), EM ′
)
� '� ������ 	
 ��	���
������ �
���

������ D′ �� EM ′ � ��� $	� ��	� ��	� P0, P ∈ K ′(X)� γn
(
P0(x

′)/P (x′), D′)
������ �� ����  �� & γn

(
P0(x

′)/P (x′), EM ′
)
� �� $	� EK′(D′) �pCF EM′ � �������

�� ����� ����(� �
 ��	� �����
 �� f−1
�K′ �
 	
 ��
 ������������ ������� h

�� �����
� K′(D′)� ��� ℵ1����	�����
 �
 ��	� �����
 �� h �
 	
 �������

������ �� ����� !��	 �� �����
� K ′(D′)(x′)� "���
� y := h(x′)� )���
�
P0, P ∈ K ′(X)� ��� ��
���	����
 �� D′�

γn
(
P0(x

′)/P (x′), EM ′
)
= γn

(
P0(x

′)/P (x′), EK′(D′)
)
.

��� ����������

γn

(
f−1

(
P0

)
(x)/f−1

(
P
)
(x), EM

)
= γn

(
f−1

(
P0

)
(x)/f−1

(
P
)
(x), EK

)
.

����� h ��� 	
 ������������ �� ����� !��	 $	� �����
 � f−1
�K′ � �
 � �


������	���� $	� [K(y) : K] = d �� $	� y ��� 	
� ���	��������� �� �� �	���

(xα)α<β � ������� �� ����� ��*�+,�

γn

(
f−1

(
P0

)
(y)/f−1

(
P
)
(y), EM

)
= γn

(
f−1

(
P0

)
(y)/f−1

(
P
)
(y), EK

)
.

-
 ������	����� γn

(
f−1

(
P0

)
(y)/f−1

(
P
)
(y), E

h
(
K′(D′)

)) = γn

(
f−1

(
P0

)
(y)/f−1

(
P
)
(y), EK

)
�

�� ����� h ��� 	
 ����������� �� ����� !��	�

γn
(
P0(x

′)/P (x′), EK′(D′)
)
= γn

(
P0(x

′)/P (x′), EK′
)
.



�� �������� 	
 ������ �� �������� � ����

������

γn
(
P0(x

′)/P (x′), EM ′
)
= γn

(
P0(x

′)/P (x′), EK′
)
.

�	
��� �� ����� ������� K′(x′) ⊆γ M′� �� EK′(x′) = EK′ � ����� ΓK′(x′) =

ΓK′ �
ΓK′(x′)

ΓEK′(x′)
=

ΓK′

ΓEK′
⊆ [0, 1[� �	
��� �� ����� ������ K′(x′) ��� ���

����� LEQ��������������� �� M′� �	
��� �� ����� ������ f ��� �� LEQ�

������������ �
������ ����� EK(x) = EK � ����� EK′(x′) = EK′ � �� �����

f�K �� ���!� ��� "������� �� Ω� �� ��� ��
�� #�� f �� ���!� ��� "������� �� Ω�

����� f ��� �� ��� ������������ �
������

��������	�
�� �� ������� �����

��������	�
�� �� ������� ������ $����� ��������!����� K �� K′ ��� LEQ�

�������������� �� M �� M′� f : K −→ K′ �� ��� ������������ �
������ ��

x ��  � ���� �� M � %� !
 ������� #�� �	�� ���� ������&�� f �� �� ���

������������ �
����� ���� �� ���
��� �������� K(x)�
'� �(���� �� ������������� � �����
��� D �� EM � ��� #�	�� �(���� d ∈ D ! �

��)
�� 0 ≤ v(x)− v(d) < 1� ��� #�� ���� ���� z, y ∈ K(D)(x)alg� γn(z/y,D)
�(���� �� ����  &
� * γn(z/y,EM )� �� ��� #�� EK(D) �pCF EM� �	
��� ��

����� ������ �� ���� ������&�� f �� �� ��� ������������ �
����� �����

������ ������
���� �� ���
��� K(D)� +����� K1 = K(D)�
$��� η ∈ ΓM � ��� #�� η 
��
������� * �
 ��,���� ��!������ �� ΓK1 � '� �(����


���� �� ���� ����� ������ n ��� #�� nη ∈ ΓK1 � $��� k ∈ K1 ��� #�� nη = v(k)�

+����� k
1
n ��� �
���� n���� �� k �
�� M � �	
��� �� ����� �����- �� �


���
�#�� ������� �� ���� ������&�� f �� �� ��� ������������ �
����� �����

������ ������
���� �� ���
��� K1(k
1
n )� ������ �
� �� 
�&����� �� ��
.���

�� ���� ������&�� f �� �� ��� ������������ �
����� ����� ������ ������
����

�� ���
��� K2 ��� #�� ΓK2 ���� ��!�������

$��� ζ ∈ (K2/v)
alg� '� �(���� 
���� z ∈ Kalg

2 (= Kalg
1 )� ��� #�� z/v = ζ� ��

[K2(z) : K2] = [(K2/v)(ζ) : K2/v]� �	
��� �� ����� ����/� �� ���� �������

&�� f �� �� ��� ������������ �
����� ����� ������ ������
���� �� ���
���

K2(z)� ������ �
� �� 
�&����� �� ��
.��� �� ���� ������&�� f �� �� ���

������������ �
����� ����� ������ ������
���� �� ���
��� K3 ��� #�� K3/v
���� 
�& ���#������ ����� �� ����� ����� ΓK3 = ΓK2 � ΓK3 ��� ��!�������

$��� (zα)α<β ��� ����� ����������!��&���� �	 � ����� �� K3 �� �0�� 
�& �

���#��� �� ��&� d 
�������� �� K� '� �(���� 
���� ��� ������������� �� �����

����� z ∈ Kalg
3 � ��� #�� [K3(z) : K3] = d� �	
��� �� ����� ������� �� ����

������&�� f �� �� ��� ������������ �
����� ����� ������ ������
���� �� ���

�
��� K3(z)� ������ �
� �� 
�&����� �� ��
.��� �� ���� ������&�� f �� ��

��� ������������ �
����� ����� ������ ������
���� �� ���
��� Kalg
3 � �� �����

Kalg
3 = K(D)alg�

������ ���� K(D)alg(x) ��� ��� �(������� ��� ��
�� �� �0�� ��
������
�� ��
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K(D)alg� ���� �� 	
���	 y ∈ K(D)alg(x) �	� ��	 v(y) = 0 	� y/v /∈ K(D)alg/v�
���� �� 	
���	 y ∈ K(D)alg(x) �	� ��	 v(y) /∈ ΓK(D)alg  ���� �	 ��	��	� ����

������� �	 �	��	 ����� �� �	�� �������	� f 	� �� ��� �����������	 ����

��	� 	���	� ����	� ���������	� �	 ������	 K(D)alg(x) ���� �	� �	�
 �	���	��

���� ������� �	� �	��	� ��� 	� ����� �� �	�� �������	� f 	� �� ��� ����

��������	 �����	� 	���	� ����	� ���������	� �	 ������	 K(D)alg(y) ����	

x ∈ K(D, y)alg� ������� �	 ��	 ���� � ��� !��� ����	����� �� �	�� �������	�

f 	� �� ��� �����������	 �����	� ���� �	 ������	 �����	�� K(D)(x)



�� �������� 	
 ������ �� �������� � ����



�������� 	

�� ��������� 	�
��� (Cp,U)

��� �����	
�����

���� �� ���	
��� ���
�� �� ����
�� �������� ���� ����� ����� ���
��
�	�
��
�� ��	���� �� �� ������� ������ (Cp,Up)� ��� �� �������
� �

�� �
�� �� ����
����� �� ����� ����� Cp ���
��
 ���� ����
�� ���� Up� �� ��
����
���� ���
��
 ���� ����
�� ���� U � ���� �� ��� ���� ������ ��
� ����
�� ����
���
�� ���� �	��� � ���
�� ���� ���� ������� �� U� Up � Up �� ����� ���
�
 ����� �� ��
� �� ��� �� �� �����
��� !� � � � Q(Up) � �� 	"	� �����
���
���� ��� Q(U) � �� 	"	� ������ �� ������ ��� Q� ���
� ��� ���� �����
��� ���� Up� �� �
��
�� �� # ����� $ ���� �� ���� �% Q(Up) � �� 	"	�
����� ���
���� ��� Q � �� 	"	� ������ �� ������ ��� Q(U)� �� ����� ���
��� ���� ������������ ��� ��� ��� ���� ��&�
���'�� ���� ����	���� ����
�� ������� ������ (Cp,U)�
(��� ��
�	�
��� �� ������� (Cp,Up) ���� ���� ��		�� ����
� �� )�
 ���

���� a1, . . . , an ∈ Q &��� ������	'�� {v(
n∑

i=1
aizi) ; z1, . . . , zn ∈ Up} �� &�
�

���	��� �
��
 ������
	�� �� ���	
�� ����� ��� ΓQ(Up) = ΓQ� *� &�
���
�� ��� ����	'��� �� �� )�
 �� ��� ���
���
�� ���� �����	� �� +��� ,��
� +��� -��
�� .����� /,.012 3�
� ���� ��
������
�� �������� � ��� ����
��������� 
�
4 ��
 �5�	� ��� ���� a1, . . . , an ∈ Cp &���� ������	'��

{v(
n∑

i=1

aizi) ; z1, . . . , zn ∈ U,
n∑

i=1

aizi �= 0}

�� '�����
�� ����� ���)�
� ��� ���� a1, . . . , an ∈ Q &���� '
�� ��� ������	'��

{v(
n∑

i=1

aizi) ; z1, . . . , zn ∈ Up,

n∑
i=1

aizi �= 0}
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�� �������� 	
 �� ������� ����� (CP ,U)

���� ����	
 �� ���� � �	�	��� ��� ���� �� �	������� ����� �� ����� ����

�������� �� ��������� � ���� �����
 ��� ���� ������� ���� ����

����	����� � �	������ � ���� ��� � ���	 ���� ������ ���� � ��� ����

����  ���� a1, . . . , an ∈ Cp �!	�
 �������

{v(
n∑

i=1

aizi) ; z1, . . . , zn ∈ U,

n∑
i=1

aizi �= 0}

���� �� 	�	��� ��!����
 � ������ ���� � ����� �� �!������������

�����"� � �� �������� ����	 (Cp,U)�

��� �����	 
�	 (Cp,Up)

�� ����� ��� �� ��������� � �� ������ 2 �� ������� 2�

�� �� ���� �� ����	���� ���	������ �� �	������ � ���� ��� � ���	

���� ������ � � �� �����	��� � �� ��	��� TGp �

����������� 	
�
�
 ���� ���� a1, . . . , an ∈ Cp� �	
��
��
 {v(∑i aiμi) ; μ1, . . . , μn ∈
Up} 
�� ����

�������������� �� �� ������� ��� ������ �� TGp �����#��� �� #�����  

∀a, ∃α, (0 < v(α)
)∧(

∀μ, η ∈ Gp, v(
∑
i

aiμi) �= v(
∑
i

aiηi) =⇒ v(α) < |v(
∑
i

aiμi)− v(
∑
i

aiηi)|
)
.

$��� TGp �� �����"�
 �� ��%� � �	���� �� ��� #����� �� ����

���� �� �������� (Qalg,Up)
 ��� �� ���"� � TGp � &���� a1, . . . , an ∈ Qalg�

$��� ΓQ(Up) = Z
 ΓQ(a1,...,an)(Up) ��� � �� �� !������ ���
 �� �����

�� ����� ������	 ������� ��
 �����"� � �	������ � ���� ��� � ���	 ����

������ 
 ������� {v(∑i aiμi) ; μ1, . . . , μn ∈ Up ,
∑

i aiμi �= 0} �� ����	


�� �� ���� ���� '��� (Qalg,Up) �� ���"� � �� #����� ������

&���� ��������� a1, . . . , an ∈ Cp� $��� (Cp,Up) �� �� ���"� � TGp 


�����"� � ��� ��	�"�
 ������� {v(∑i aiμi) ; μ1, . . . , μn ∈ Up} �� ����

���� '����"� � �	������ � ���� ��� � ���	 ���� ������
 �������

{v(∑i aiμi) ; μ1, . . . , μn ∈ Up ,
∑

i aiμi �= 0} �� ����	
 ���� �������

{v(∑i aiμi) ; μ1, . . . , μn ∈ Up} �� ����

������� 	
�
�
 ' #�(�� ���� �	�	��� �� ����� �� ���� ���� ���

�"� (M,GM ) � TGp ���� � ����� � ����� �� ������	��� � ���� ����

a1, . . . an ∈M �!	�
 ������� {v(
n∑

i=1
aigi) ; g1, . . . , gn ∈ GM} �� ����



���� �������	
 �� ���
�� �� ���
��� ��

��� �������	
 �� ���
�� �� ���
���

���� ����	 
	��	 �	
����� ��� ���� ξ ∈ U �� ���	�� ord(ξ) �	 ���
	��� 	���	� r �	� ��	 ξr = 1� ���� ���� ξ ∈ Un �� ���	�� ord(ξ) :=

maxi∈�1,n�

(
ord(ξi)

)
�

����� �����	
 �����	 ��	 ���

���	 �	 p 	� V �����	��

���� 
	��	 ������	
���� �� �� ���������	 �	� ������ 	��	����� �	 ��
���	
�� ��������� �	� ����	� �� ��	

∑
i aiξi �� ξ ∈ Up� ���� �����	� �	��

�������
���� �������� �	 ����� ������	��	 �	�� 
�� ����	�� ���	�� a1, . . . , an
�	� �������	��� ������� ���� �� �	��	� �	�� ��	 ξ1, . . . , ξn ���� �	�
��
��	� p����	� �	 ������� 	� ��	 ξ1 �= 1�  � �	��� �� �� ����	 ��	 v(ξ1−1) =
1

p− 1
�  � 	�� ����� ���
���	 �� ����	

n∑
i=1

aiξi ���� �� ����	
p−1∑
i=0

αiξ
i
1� ���

���� �� ����	
p−2∑
i=0

α′
iξ

i
1 !	� ��������� ��	 ξp−1

1 = −
p−2∑
i=0

ξi1" 	� 	�#� ���� ��

����	
p−2∑
i=0

βi(ξ1 − 1)i� �� �	� αi� α
′
i� 	� �	� βi ���� �	� �������	��� ���� 
	��	

�	�����	 ����	� 
���	 �	� βi ���� �	� �������	��� 
$���	 �	��	 �	 �� ����	
� ��	 ��������� ��%��	��	� 
	 ��� 	��	� �	 
��
���	� ������� �����	����
��	 ξ1, . . . , ξn ���� �	� ��
��	� p

2����	� �	 ������� 	� ��	 ξp1 �= 1�  � �	���

�� �� ����	 ��	 v(ξ1 − 1) =
1

p(p− 1)
�  � �����	 ����� ��
��	�	�� ��	 ���

���� i ∈ �1, n�� �� 	����	 ki ∈ �0, p − 1� 	� ξ′i ��	 ��
��	 p����	 �	 �������

�	�� ��	 ξi = ξki1 ξ′i�  � 	�� ����� ���
���	 �� ����	
n∑

i=1
aiξi ���� �� ����	

p−1∑
i=0

αiξ
i
1� �� �	� αi ���� �	� �������	��� ��� ���� �� ����	

p−1∑
i=0

βi(ξ1 − 1)i� ��

�	� βi ���� �	� ����	� & 
�	'
�	��� �������	�� �	 ��
��	� p����	� �	 ��������
 � ������� 	�����	 ��
����	� 
$���	 βi 
���	 ���� ��	�	��	 ��
��	���
	� �(�	��� ��	 ����	 ���� 
$���	 �	��	 � ��	 ��������� ��%��	��	� ���� �	

�� )������ �� ���������� �� ������ �	 V ����)�	�� ���� ��	 �	 ��
��	� ���
����	 
	 ��	 �	 ��
���������� *	� �	�� �	��	� �������� ���� �	� ���������

�������	�� ��� �	 �����	�� �� 	�	��	 ���� +,��-�. !�-/-" �� +�	�0/. !�12"
���� �	� ����	� ��%��	��	��

����� ������ ���� ξ ∈ Up ��� ��� ord(ξ) = pn 	
�� n ∈ N∗� ����

v(ξ − 1) =
1

pn−1(p− 1)
�

��������	�����  � �� �������	� �� ����
���� ��� n�
���� n = 1� �� � ξp = 1� ���� v(ξ) = 0�  � � ����� ξp = 1 ���� Falg

p 	�


���	 Falg
p 	�� �	 
���
���������	 p �� 	� ������ ��	 ξ = 1� 3���� �� 	��

�
���	 ξ = 1 + ε ��	
 v(ε) > 0� 4� ��	���� 
	��	 �)����� & �� ������
	 p ��



�� �������� 	
 �� ������� ����� (CP ,U)

������� 0 = εp +
p−1∑
i=1

(
p
i

)
εi� 	� 
��
����� ���� ����� ����� ���� ��� ��
���

�� ���
� ���
���
 �� ���� � � �� �� ��������� ��� v(ε) > 0 �� ��� p | (pi)
��
 i ∈ [2, p− 1] �� ������� ��� 0 = εp + pε+ ε′ ���� v(ε′) > v(pε)� �����

��
���
� ������� ������� ��� v(εp) = v(pε) ����� � ��
� ��� v(ε) =
1

p− 1
� ��

��� ��
���� �� 
���� ��
 �� ��� n = 1�
������� ���������� �� 
������� �
�� � ���
�
� n �� ����
������ � ���
�
�

n + 1� ���� ξ ∈ Up ���� ord(ξ) = pn+1� �� ����
� �� �� � �� �����
�

��� 
���������� ��� ξ = 1 + ε ���� v(ε) > 0� 	� ������� ����� �������

� �� �������� p �� ������� ξp − 1 = εp +
p−1∑
i=1

(
p
i

)
εi� 	� 
��
����� ����

��� ��
��� �� ����� ����� �� �� ��������� ��� p | (pi) ��
 i ∈ [1, p − 1]
�� ������� ξp − 1 = εp + ε′ ���� v(ε′) > 1� �
 ord(ξp) = pn ���� �


!"��!��� ����������� v(ξp − 1) =
1

pn−1(p− 1)
� ����� v(ξp − 1) < 1 ��

v(ε′) > 1 ��������� ξp − 1 = εp + ε′ ������� ��� v(ξp − 1) = v(εp)� ���#

v(ε) =
1

pn(p− 1)
�� ��� ��
���� �� �������
������

����� ������ Q(Up)/v = Fp �� ΓQ(Up) =
⋃

n∈N
1

pn(p− 1)
Z�

�����	�
������ ���� ζ ��� 
����� 
������� pn����� �� �������� $��
�� ��


������� ��������� �� �!��
�� ��� ��
� [Q(ζ) : Q] = pn−1(p − 1)� �����

v(ζ − 1) =
1

pn−1(p− 1)
� ΓQ(ζ) =

1

pn−1(p− 1)
Z �� Q(ζ)/v = Q/v = Fp� ��


[Q(ζ) : Q] ≥ [ΓQ(ζ) : ΓQ] × [Q(ζ)/v : Q/v]� �� �� ������ ������������� ��

������

%��
�������� ���������� �������� ��������� ��� ���� ��
��� ������ ����

�� ������

��	
	���� &� '��
 ���� n ∈ N∗ �� ����
� Pn ���������� ��� �
�������

�� �1, n� �� p ����������

�� '��
 ���� n ∈ N∗� ����� �
������ B = (B0, . . . , Bp−1) ∈ Pn �� ����

i ∈ �1, n�� �� ����
� B(i) ��������� �� �0, p− 1� ��� ��� i ∈ BB(i)�

(� �� �������
� �� ����������
(
i
j

)
= 0 �� i < j�

�� '��
 ���� ξ ∈ Up �� ����
� V (ξ) := v(ξ − 1)�

)� '��
 ���� n ∈ N∗ �� ���� ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ Un
p �� ����
� V (ξ) :=

mini∈�1,n�

(
V (ξi)

)
�

����� ������ ����� ξ1 ∈ Up \ {1} �� ξ2 ∈ Up� � V (ξ1) ≤ V (ξ2)� ���
	

�� ���	�� �� ������ ������ (k, ξ′2) ∈ �0, p − 1� × Up ��� ��� V (ξ1) < V (ξ′2) ��

ξ2 = ξk1ξ
′
2�



���� �������	
 �� ���
�� �� ���
��� ��

��������	�
��� ������ Up,n := {ξ ∈ Cp ; ξp
n
= 1}� �	�
� 	� 	���� ���

�����	��� � ��
� ��� ���
 ���� n ∈ N� �� � (Up,n+1/Up,n, .) � (Z/pZ,+)�
�
 ���
 ���� n ∈ N� �� � |Up,n| = pn� ���� |Up,n+1/Up,n| = p� ����

(Up,n+1/Up,n, .) � (Z/pZ,+)�

��������� �	�	
	 ��� ��� ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ Un
p \ {1}� �� ����
� ξ̃� ��

���� �����	 �
�������� ξ̃ �	�� �	 �
�� ��� 	������ �	 ���	�
��� �	� ξ̃ := ξi0 �
�� i0 ��� �� ��� ���
� 
��
�� ��� �� V (ξi0) = mini∈�1,n�

(
V (ξi)

)
� �� �� ����
�

��� ��������� Bξ,0, . . . , Bξ,p−1 �	� Bξ,i := {j ∈ �1, n� ; V (ξ̃) < V (
ξj

ξ̃i
)} ���

i ∈ �0, p− 1�� ��� ξ = 1� �� ����
� ξ̃ �	� ξ̃ := 1� �� �� ����
� ��� ���������

Bξ,0, . . . , Bξ,p−1 �	� Bξ,1 := {1, . . . , n} �� Bξ,i := {∅} ��� i ∈ {0}∪�2, p−1��
��	���� �� ����� ������ Bξ,0, . . . , Bξ,p−1 ��� �� �	��
�
�� �� �1, n�� �� �
�	

�� Bξ = (Bξ,0, . . . , Bξ,p−1) ��� �	 �	��
�
�� 	�	���� � ξ� �� ������ ξ′ =

(ξ′1, . . . , ξ′n) �	 ξ′i �
� ���� ��� ξ′i =
ξi

ξ̃Bξ(i)
�

�������� �	�	
	 ord(ξ) = ord(ξ̃)� �� �����	
���� ξ = 1 ��� �
������� �

ξ̃ = 1�

�������� �	�	�	 ���� ���� ξ ∈ Un
p � �� ����� ��� ��������� �� 
����

(ξ(i))i∈N ��� ξ(0) = ξ �� ξ(i+1) = (ξ(i))′�

�������� �	�	�	 �� ξ(r−1) �= 1 ����� �� � V
(

˜ξ(0)
)
< · · · < V

(
˜ξ(r)

)
�

����� �	�	�	 ���� ���� ξ ∈ Un
p �� � ξ(n) = 1�

�����
�������� ������ Aξ := {j ∈ �1, n� ; ξj = 1}� ��� 	�����
	���� A
ξ(i)
⊆

A
ξ(i+1) � ������ i� �� A

ξ(i)
�= �1, n�� ����� A

ξ(i)
� A

ξ(i+1) � �� ����� ������ j0

�� ��
� ����� ����� �� �1, n� ��� �
� V (ξ
(i)
j0
) = minj∈�1,n�

(
V (ξ

(i)
j )

)
� �����

j0 /∈ A
ξ(i)

	�� A
ξ(i)
�= �1, n� �� j0 ∈ A

ξ(i+1) ��� 	�����
	���� �� ξ(i+1)� �� ��

��
�� �
� A
ξ(n) = �1, n�� ���	 ξ(n) = 1�

�������� �	�	�	 ���� ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ Un
p � �� ������� V ��������� �� ξ

�� �� ���� l(ξ) �� ���
 ����� ������ i ��� ��� ξ(i) = 1�

�������� �	�	��	 ���� ξ ∈ Un
p � ����� l(ξ) ≤ n� �� l(ξ) = 0 �� �� ��
������

�� ξ = 1�

����� �	�	��	 �� � Xn − 1 =
n∑

k=1

(
n
k

)
(X − 1)k�

�����
�������� Xn − 1 =
(
(X − 1) + 1

)n − 1 =
n∑

k=0

(
n
k

)
(X − 1)k − 1 =

n∑
k=1

(
n
k

)
(X − 1)k
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����� ������� ���� ���� x = (x1, . . . , xn) ∈ Cn
p �� ���� ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈

Un
p �� �

n∑
i=1

xiξi =

p−1∑
j=0

(ξ̃ − 1)j

(
n∑

i=1

(
Bξ(i)

j

)
xiξ

′
i

)
.

	
�����������

n∑
i=0

xiξi =

p−1∑
k=0

∑
i∈Bξ,k

xiξi

=

p−1∑
k=0

∑
i∈Bξ,k

ξ̃kxiξ
′
i

=

p−1∑
k=0

∑
i∈Bξ,k

xiξ
′
i +

p−1∑
k=1

(ξ̃k − 1)
( ∑

i∈Bξ,k

xiξ
′
i

)

=

n∑
i=1

xiξ
′
i +

p−1∑
k=0

( k∑
j=0

(
k

j

)
(ξ̃ − 1)j

)( ∑
i∈Bξ,k

xiξ
′
i

)
���� �� ����� �	�	

�

=
n∑

i=1

xiξ
′
i +

p−1∑
k=0

( p−1∑
j=0

(
k

j

)
(ξ̃ − 1)j

)( ∑
i∈Bξ,k

xiξ
′
i

)

=
n∑

i=1

xiξ
′
i +

p−1∑
j=0

(ξ̃ − 1)j
( p−1∑

k=0

∑
i∈Bξ,k

(
k

j

)
xiξ

′
i

)

=
n∑

i=1

xiξ
′
i +

p−1∑
j=0

(ξ̃ − 1)j

(
n∑

i=1

(
Bξ(i)

j

)
xiξ

′
i

)

=

p−1∑
j=0

(ξ̃ − 1)j

(
n∑

i=1

(
Bξ(i)

j

)
xiξ

′
i

)
.

����� ������� ���� ���� x = (x1, . . . , xn) ∈ Cn
p � ���� ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈

Un
p �� ���� r ∈ N �� �

n∑
i=1

xiξi =
∑

j∈�0,p−1�r+1

( ˜ξ(0)−1)j0 . . . ( ˜ξ(r)−1)jr
(

n∑
i=1

(
B

ξ(0)
(i)

j0

)
. . .

(
B

ξ(r)
(i)

jr

)
xiξ

(r+1)
i

)
.

	
����������� � �� ������ ��� ������� ��� r ��� ���� ���� x =
(x1, . . . , xn) ∈ Cp �� ���� ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ Up � �
n∑

i=1
xiξi =

∑
j∈�0,p−1�r+1(

˜ξ(0)−1)j0 . . . ( ˜ξ(r)−1)jr
(

n∑
i=1

(B
ξ(0)

(i)

j0

)
. . .

(B
ξ(r)

(i)

jr

)
xiξ

(r+1)
i

)
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�� ����� �����	 �
��� ��� �� �
����� ��� ���� �
� r = 0�

����
�
�� ���������� ��� �� �
����� ��� ���� �� ��� r �� �
��
�����

�� ��� r + 1� �� ���
����� ���������
� 
� �
n∑

i=1
xiξi =

∑
j∈�0,p−1�r+1(

˜ξ(0)−1)j0 . . . ( ˜ξ(r)−1)jr
(

n∑
i=1

(B
ξ(0)

(i)

j0

)
. . .

(B
ξ(r)

(i)

jr

)
xiξ

(r+1)
i

)
�� �
� �
�� j = (j0, . . . , jr) ∈ �0, p− 1�r+1 
� � ������ �� ����� �����	 
n∑

i=1

(B
ξ(0)

(i)

j0

)
. . .

(B
ξ(r)

(i)

jr

)
xiξ

(r+1)
i =

p−1∑
k=0

( ˜ξ(r+1)−1)k
(

n∑
i=1

(B
ξ(0)

(i)

j0

)
. . .

(B
ξ(r)

(i)

jr

)(B
ξ(r+1)

(i)

k

)
xiξ

(r+2)
i

)
 

��
! 
n∑

i=1
xiξi =

∑
j∈�0,p−1�r+2(

˜ξ(0)−1)j0 . . . ( ˜ξ(r+1)−1)jr+1

(
n∑

i=1

(B
ξ(0)

(i)

j0

)
. . .

(B
ξ(r+1)

(i)

jr+1

)
xiξ

(r+2)
i

)
�

����� V �����	
	� ��	� �
��
���
 �
� �����
� �
 �	����

"
��� Up ∩ Up = {1} �
� �
�� ξ ∈ U �� �#���� �� ������ �
����

(ξp, ξp) ∈ Up × Up ��� ��� ξ = ξpξp� $� �� �� ���� �� �� %��� �
� ������

�� �
��
� �� V ��
����� & U�

��������� �	�	
�	 ���� ���� ξ ∈ U� �� �	
��� V (ξ) �� V (ξ) := V (ξp)� ��
ξp ��� � ��������� �� ξ ��� Up�

��������� �	�	
�	 ���� ���� ξ ∈ Un� �� �	
��� l(ξ)� ˜ξ(i) �� ξ(i) �� l(ξ) :=

l(ξp)�
˜ξ(i) :=

˜
ξ
(i)
p �� ξ(i) := ξpξ

(i)
p � �� ξp �� ξp �	������� �������������� ���

���������� �� ξ ��� Up �� ��� Up�

$� ���� ���������� ��������� �� �
�
����
� ��	�� �� �� %�'
� �������� (

���������� �	�	
�	 ���� ���� a1, . . . , an ∈ Cp �� ���� ε ∈ Q∗
+� ����������

{v(∑i aiξi) ; ξ ∈ Un , V (ξ) > ε} ��� 
���

�	����������� �
���� a1, . . . , an ∈ Cp �� ε ∈ Q∗
+ )#��� �������*�� {ξ ∈

Un
p ; V (ξ) > ε} ��� )�� �
�� �� �#���� N ∈ N∗ �� ζ1, . . . , ζN ∈ Up ���� ���

{(ξ1, . . . , ξn) ∈ Un ; V (ξ) > ε} =
⋃

j1,...jn∈�1,N�

{(ζj1ξ1, . . . , ζjnξn); ξ ∈ Un
p}.

+����

{v(
∑
i

aiξi) ; ξ ∈ Un , V (ξ) > ε} =
⋃

j1,...jn∈�1,N�

{v(
∑
i

aiζjiξi) ; ξ ∈ Un
p}.

,����� �� �
�
����
� ��	�� ������ �����*�� {v(∑i aiζjiξi) ; ξ ∈ Un
p} ���

)�� �
�� �������*�� {v(∑i aiξi) ; ξ1, . . . , ξn ∈ U , V (ξ) > ε} ��� )���

��� ������ �����	 �� ������ �� ����������� ���� ��� ���
������
�� �����

������ �� �� %�'
� �������� (
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����� ������� ���� ���� x = (x1, . . . , xn) ∈ Cn
p �� ���� ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈

Un �� �
n∑

i=1

xiξi =

p−1∑
j=0

(ξ̃ − 1)j

(
n∑

i=1

(
Bξ(i)

j

)
xiξ

′
i

)
.

����� ������� ���� ���� x = (x1, . . . , xn) ∈ Cn
p 	 ���� ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈

Un �� ���� r ∈ N �� �

n∑
i=1

xiξi =
∑

j∈�0,p−1�r+1

( ˜ξ(0)−1)j0 . . . ( ˜ξ(r)−1)jr
(

n∑
i=1

(
B

ξ(0)
(i)

j0

)
. . .

(
B

ξ(r)
(i)

jr

)
xiξ

(r+1)
i

)
.

�� �����	
� �� 
������� �� ���� 	
��� ��
� �� ������ �� � �����

�
 ������ �� ��
��� �
���� ��� ��
������ ����������� ��� ��
� �����

�
������ ���� ��
� ������ � ������� 	
� ����� � ��� ���� 
�� ���
����� 	
�

��
� ������������� ��� � �
����

����� �����	� 
����� ξ1, . . . , ξn ∈ U �� q1, . . . , qn ∈ �−p + 1, p − 1�� 
�

V (ξ1) < · · · < V (ξn)	 ���� |
∑n

k=1 qiV (ξi)| < pV (ξn)� �� ��� �� (q1, . . . , qn) �=
(0, . . . , 0) ���� 0 < |∑n

k=1 qiV (ξi)|�

�������������� �� n = 1 � ���
��� ��� ������� ������ ��
� ��
� i ∈ �1, n−1��
�� �� V (ξi) ≤ 1

p
V (ξi+1)� ���� V (ξi) ≤ 1

pn−i
V (ξn)�  ��� �� ��

|
n∑

i=1

qiV (ξi)| ≤
n∑

i=1

|qi|V (ξi)

≤
n∑

i=1

(p− 1)V (ξi)

≤
n∑

i=1

(p− 1)
1

pn−i
V (ξn)

≤ pn − 1

pn−1
V (ξn)

< pV (ξn),

�� 	
� ������ � �����!�� ������ �
 ����� �� (q1, . . . , qn) �= (0, . . . , 0)�
������ r � �
� ����� ������ �� 	
� qr �= 0� �� r = 1� �� � �����������∑n

i=1 qiV (ξi) �= 0� �� r > 1� �����!� � �����!�� ������ �
 ����

|
r−1∑
i=1

qiV (ξi)| < pV (ξr−1)

≤ V (ξr).



���� �������	
 �� ���
�� �� ���
��� ��

������

|
r∑

i=1

qiV (ξi)| ≥ |qrV (ξr)| − |
r−1∑
i=1

qiV (ξi)|

> |qr|V (ξr)− V (ξr)

≥ (|qr| − 1)V (ξr)

≥ 0 �	
� qr �= 0�.

����� ������� ������ ξ0, . . . , ξn ∈ U �� (aj)j∈�0,p−1�n+1 ��� ����� 	
���

����� 	� Cp� ��

pV (ξn) ≤ min
(
{v(aj)− v(aj′) ; j, j

′ ∈ �0, p− 1�n+1} ∩Q∗
+

)
�� �� V (ξ0) < · · · < V (ξn) �����

v
( ∑

j∈�0,p−1�n+1

aj(ξ0−1)j0 . . . (ξn−1)jn
)
= minj∈�0,p−1�n+1v

(
aj(ξ0−1)j0 . . . (ξn−1)jn

)
.

�������������� �� ��� �� ������� �� ��� ��� j, j′ 
��	 j �= j′� aj �= 0 ��

aj′ �= 0� �� 
 v
(
aj(ξ0−1)j0 . . . (ξn−1)jn

)
�= v

(
aj′(ξ0−1)j

′
0 . . . (ξn−1)j

′
n

)
� ��

�
 �
������� �
� ��
����� �� �����
�� �� v
(
aj(ξ0 − 1)j0 . . . (ξn − 1)jn

)
=

v
(
aj′(ξ0− 1)j

′
0 . . . (ξn− 1)j

′
n

)
� �� 
�
�� 
����

∑n
i=0(ji− j′i)V (ξi) = v(aj′)−

v(aj)� ��
���� �� ����� ���	������ 0 < |∑n
i=0(ji − j′i)V (ξi)| < pV (ξn)� 	�

�� ��������
�� �� 	����
��	�����

��� �� 	���
��	�� �� ��
� ��	��� ���	���	�� �� �������� �� 	���� ��	���� 

������ �������� ��!�� �� �� ��� �� ��������� �
� ����	������ �
�� ��
"�� 

�
���
���� �� �
 �#������ 	������ ��������� ��� ������� �


�	
�
��
� ������� ������ a1, . . . , an ∈ Cp� �� �� ���� ��� �������� 	�

����� ����������� ���������� 	� �
�������� {v(∑n
i=1 aiξi) ; ξ ∈ Un}�

�������������� $
�������� �
� ��
������ �� �������� ���� �"���� a1, . . . , an ∈
Cp� �� �� ���� (ξj)j∈N ∈ (Un)N� ���� �� �
 ����

(
v(
∑n

i=1 aiξj,i)
)
j∈N

� ����

����	������ 	�����
���� %���� & �"��
��� �� ��� ���� �� (ξj)j∈N� �� ���

������� ���� �"���� ��� �
�������� B0, . . . , Bn �� �1, n�� ������ �� ���

��� j ∈ N� �� 
��� B0 = B
ξ
(0)
j

, . . . , Bn = B
ξ
(n)
j

� ��
���� �
 �����������

'�'�()� ��� ��� ε ∈ Q∗
+� ���������� {v(∑n

i=1 aizi) ; z ∈ Un, V (z) ≥ ε}
��� ���� ���	 ����� & �"��
��� �� ��� ���� �� (ξj)j∈N� �� ��� ���� 

��� �� �
 ����
(
V (ξj)

)
j∈N

� ��� ����	������ ��	�����
��� �� 	�����*� ����
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0� �� V (
˜

ξ
(0)
j ) = V (ξj)� ��	
 �� ����

(
V (

˜
ξ
(0)
j )

)
j∈N

� �� ���
����	� ��
����

�	�� �� 
�	����� ��� 0� ����	 r �� ��� ���	� �	���� ���� ����� ������ ��

����� ����� ��� ���� ������ ! �������� �	� ������� �� (ξj)j∈N� �	 ����

������ ��� �� ����
(
V (

˜
ξ
(0)
j )

)
j∈N

, . . . ,
(
V (

˜
ξ
(r)
j )

)
j∈N

� ���	� ���
����	�

��
����	�� �� 
�	�����	� ��� 0� "�� ��#	����	 �� r� ������ ! �������� �	�

������� �� (ξj)j∈N� �	 ���� ������ ����� ����� η ∈ Q∗
+� ��� ��� ���� ����

j ∈ N� �	 ���� V (
˜

ξ
(r+1)
j ) ≥ η� $����� �� ����� ����%�� ���� ���� j ∈ N� �	

������
n∑

i=1

aiξj,i =
∑

k∈�0,p−1�r+1

(
˜

ξ
(0)
j −1)k0 . . . ( ˜

ξ
(r)
j −1)kr

(
n∑

i=1

(
B0(i)

k0

)
. . .

(
Br(i)

kr

)
aiξ

(r+1)
j,i

)
.

&����� ! �������� �	� ������� �� (ξj)j∈N� �	 ���� ������ ������ �� �����

����%'� ��� ���� k0, . . . , kr ∈ �0, p− 1� #���

v(

n∑
i=1

(
B0(i)

k0

)
. . .

(
Br(i)

kr

)
aiξ

(r+1)
j,i ) = v(

n∑
i=1

(
B0(i)

k0

)
. . .

(
Br(i)

kr

)
aiξ

(r+1)
j′,i ),

���� ��� j, j′ ∈ N� $� ���� �	 ���� ������ ����

pV (
˜

ξ
(r)
0 )

< min

({
v
( n∑

i=1

(
B0(i)

k0

)
. . .

(
Br(i)

kr

)
aiξ

(r+1)
0,i

)
− v

( n∑
i=1

(
B0(i)

k′0

)
. . .

(
Br(i)

k′r

)
aiξ

(r+1)
0,i

)
;

k, k′ ∈ �0, p− 1�n+1

}
∩Q∗

+

)
.

(��� ������ �� ����� ����)�� ���� ���� j ∈ N� �	 �������

v(

n∑
i=1

aiξj,i)

= min
k∈�0,p−1�r+1

(
v

(
(
˜

ξ
(0)
j − 1)k0 . . . (

˜
ξ
(r)
j − 1)kr

( n∑
i=1

(
B0(i)

k0

)
. . .

(
Br(i)

kr

)
aiξ

(r+1)
j,i

)))
.

&����� ! �������� �	� ������� �� (ξj)j∈N� �	 ���� ������ ���� ���� ����

j ∈ N� �� ��	���� �� ���*��� �����	� ���� �� �+�� �������	��
� k� ,	

	���	� ���� α = v
( n∑

i=1

(B0(i)
k0

)
. . .

(Br(i)
kr

)
aiξ

(r+1)
0,i

)
� �	 ������ ��� ���� ����

j ∈ N�

v(
n∑

i=1

aiξj,i) = α+ v
(
(
˜

ξ
(0)
j − 1)k0 . . . (

˜
ξ
(r)
j − 1)kr

)
= α+

r∑
i=0

kiV (
˜
ξ
(i)
j ).
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��� ��

������	 
� 	����� �����		��� ��	 	����	
(
V (

˜
ξ
(0)
j )

)
j∈N

, . . . ,
(
V (

˜
ξ
(r)
j )

)
j∈N

� ��

�� ��������� ��� 
� 	����
(
v(
∑n

i=1 aiξj,i)
)
j∈N

	����� 	��������� �����		�����

� ��� ��	�����

�������� 	
	
��
 ������ a1, . . . , an ∈ Cp� �	��
����

{v(
n∑

i=1

aiξi) ; ξ1, . . . , ξn ∈ U,

n∑
i=1

aiξi �= 0}

����� �� ��������

�����
�������� ���	� ��� ��	������ ��������� �� 
� �����	����� �����

������

����� ������� 	�
 ��
���	 ��	�����	 �����
����	

�� �� ��������� ���	 ���� 	��	�	����� ��� �����	����� ��� 	��� ��

���� �� 
���������	����� �� 
� ������� �� 
� 	������� (Cp,Up,Up)� ����� ��

���	����� ���� �����	����� ����� ��	 ��� ���
���	 ��������	 ���
�	 ����

!����
�� 
� ��	�
����

�������
 �� "��� ���	 n,m ∈ N∗� �� ������ Z̃[X1, . . . , Xm, Y, Z1, . . . , Zn]

� 	��	���	���
� �� Z[X1, . . . , Xm, Y, Z1, . . . , Zn] ��	 ��
#�$��	 
��

������	 �� 
�	 Zi�

%� "��� ���� r ∈ N� ���	 n,m ∈ N∗� ���� P ∈ Z̃[X1, . . . , Xm, Y, Z1, . . . , Zn]
�& P (X1, . . . , Xm, Y, Z1, . . . , Zn) =

∑n
k=1 Pk(X1, . . . , Xm, Y )Zk� ����

B = (B0, . . . , Br) ∈ Pr+1
n �� ���� j = (j0, . . . , jr) ∈ �0, p − 1�r+1� ��

������

PB,j(X1, . . . , Xm, Y, Z1, . . . , Zn) :=

n∑
k=1

(
B0(k)

j0

)
. . .

(
Br(k)

jr

)
Pk(X1, . . . , Xm, Y )Zk.

'� "��� ���	 n,m ∈ N∗ �� ���� P ∈ Z̃[X1, . . . , Xm, Y, Z1, . . . , Zn]� ��

������

AU(Pa) := {y ∈ Cp ; ∃ξ ∈ U, P (a, y, ξ) = 0}.
(� "��� ���� ε ∈ Q∗

+� �� ������ Uε := {ξ ∈ U ; V (ξ) > ε}�
��� �	 ��������	 �� ���� ��!����
�� 
� 
���� '�'��) �� 
� !� �� 	���

����� *

����� 	
	
�	
 ���� ���� x = (x1, . . . , xn) ∈ Cn
p � ���� ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈

Un� ���� y ∈ Cp� ���� P ∈ Z̃[X1, . . . , Xm, Y, Z1, . . . , Zn] �� ���� r ∈ N �� �

P (x, y, ξ) =
∑

j∈�0,p−1�r+1

( ˜ξ(0) − 1)j0 . . . ( ˜ξ(r) − 1)jrPB,j(x, y, ξ
(r+1)),

�� B = (B
ξ(0)

, . . . , B
ξ(r)

)�



�� �������� 	
 �� ������� ����� (CP ,U)

�� ���� 	
�����
�� ������ �
 �������� �

����������� 	
	
��
 ������ P ∈ Z̃[X1, . . . , Xm, Y, Z1, . . . , Zn]� a ∈ Cm
p ��

x ∈ Cp� 	
������� {v(x−y) ; y ∈ AU(Pa)} ����� �� �������� �� ���� ����

r ∈ �0, n− 1�� ���� B ∈ Pr+1
n � ���� j ∈ �0, p− 1�r+1� �� ���� ξ ∈ Un� �� ������

y0 ∈ AU(Pa)� ��� ��� ���� ���� y ∈ AU(Pa) �������� v(x − y) > v(x − y0)�

�� ��� v
(
PB,j(a, y, ξ)

)
= v

(
PB,j(a, x, ξ)

)
�

�� ����� �� ����� ������ �
 ���� ���
��� � �
 ��	����
��� �� �����

���������

���� 	
	
��
 ������ P ∈ Z̃[X1, . . . , Xm, Y, Z1, . . . , Zn]� a ∈ Cm
p � x ∈

Cp� �
�� ������ ε ∈ Q∗
+ ��� ��� �
������� {v(x − y) ; y ∈ Cp, ∃ξ ∈

Un
ε , P (a, y, ξ) = 0} ���� ����� ����� x ∈ AU(Pa)�

�������������� ��� ����� �� ������� ε ∈ Q∗
+� ��� ��� ������	 �� {v(x −

y) ; y ∈ Cp, ∃ξ ∈ Un
ε , P (a, y, ξ) = 0} ��� ��!��� "��� P (i) �� d ���#

�������	��� �� i#$	� ��%�&	� ������ �� �� ��'�� �� P �� �		� ��%�&	�

�� Z[X1, . . . , Xm, Z1, . . . , Zn][Y ]� (�
��$� �
 )�	��� �� *
%��� ��� ���

y ∈ Cp� P (a, y, z) =
d∑

i=0
P (i)(a, x, z)(y − x)i� (�
��$� �
 �������� +�+�,-�

������	 ��

{v(P (i)(a, x, ξ)
)
; i ∈ �0, d�, ξ ∈ Un, V (ξ) > ε}

��� !��� .		� ������	 ��

{v(x− y) ; y ∈ Cp, ∃ξ ∈ Un
ε , P (a, y, ξ) = 0}

��� ��!��� �� ������ y ∈ Cp �� ξ ∈ Un
ε ���� ��� P (a, y, ξ) = 0 �� ��� ���

��� i, j ∈ �0, d� 
��� i �= j ��
(
P (i)(a, x, ξ), P (j)(a, x, ξ)

) �= (0, 0) � 
��

v
(
P (i)(a, x, ξ)(x− y)i

) �= v
(
P (j)(a, x, ξ)(x− y)j

)
� �� �� ������ ���

v
(
P (a, y, ξ)

)
= min

0≤i≤d

(
v
(
P (i)(a, x, ξ)(x− y)i

))
.

�� P (a, y, ξ) = 0� ��� �� �
��������� P (a, x, ξ) = 0�

���� 	
	
��
 ������ P ∈ Z̃[X1, . . . , Xm, Y, Z1, . . . , Zn]� a ∈ Cm
p �� x ∈

Cp� �� �
������� {v(x−y) ; y ∈ AU(Pa)} �
� ��� �� ������� ����� �� ������

η ∈ Q∗
+ �� r ∈ �0, n− 1� ���� ��� ���� ���� ε ∈ Q∗

+� �
�������

{v(x− y) ; ∃ξ ∈ Un, V ( ˜ξ(r)) ≤ ε, V ( ˜ξ(r+1)) > η, P (a, y, ξ) = 0}

���� ������ ���� {v(x− y) ; y ∈ AU(Pa)}�



���� �������	
 �� ���
�� �� ���
��� ��

��������	�
��� ����� ���	 
��
 ξ ∈ Un� V ( ˜ξ(n)) =∞� ���	 
��
 μ ∈ Q∗
+

�� 

{v(x− y) ; ∃ξ ∈ Un, V ( ˜ξ(n)) > μ,P (a, y, ξ) = 0} = {v(x− y) ; y ∈ AU(Pa)}.

�� �� �����
 ����� ����
� �� ���� ��
�
 ��
��	 k ∈ �0, n�� 
�� ����� ����
�
η ∈ Q∗

+� 
�� ��� ����������

{v(x− y) ; ∃ξ ∈ Un, V ( ˜ξ(k)) > η, P (a, y, ξ) = 0}

���
 ����� ��� {v(x−y) ; y ∈ AU(Pa)}� ����� ���������� {v(x−y) ; y ∈
AU(Pa)} �� �� �� ������ x /∈ AU(Pa) ��	 ����� ∞ ��	�
 �� �������

���� ���	�� �� ����� �	������
� ���	 
��
 μ ∈ Q∗
+� ���������� {v(x −

y) ; ∃ξ ∈ Un
μ, P (a, y, ξ) = 0} ��
 ���� ���� ����
 �� ����� ��� {v(x −

y) ; y ∈ AU(Pa)}� ���� k �= 0� ������ r = k − 1� �	 �����
��� �� r� ���	

��
 ε ∈ Q∗

+� ����������

{v(x− y) ; ∃ξ ∈ Un, V ( ˜ξ(r)) > ε, P (a, y, ξ) = 0}

����
 �� ����� ��� {v(x− y) ; y ∈ AU(Pa)}� �� �� �����
 ��� ����������

{v(x− y) ; ∃ξ ∈ Un, V ( ˜ξ(r)) ≤ ε, V ( ˜ξ(r+1)) > η, P (a, y, ξ) = 0}

��
 ����� ��� {v(x− y) ; y ∈ AU(Pa)}�

����� ������� ��
�� P,Q ∈ Z̃[X1, . . . , Xm, Y, Z1, . . . , Zn]� a ∈ Cm
p � x ∈

Cp � ε ∈ Q∗
+� ��������� �� ������� {v(x − y) ; y ∈ AU(Pa)} �� 
��

��
� ��������� � ���� ���� ���� ξ ∈ Un
ε � 
� �
�� y0 ∈ AU(Pa)� �� ��

���� ���� y ∈ AU(Pa) ���
�	�� v(x− y) ≥ v(x− y0)� �� 	
�� v
(
Q(a, y, ξ)

)
=

v
(
Q(a, x, ξ)

)
� ����� 
� �
�� y0 ∈ AU(Pa)� �� �� ���� ���� y ∈ AU(Pa) ���
�

�	�� v(x−y) ≥ v(x−y0) � ���� ξ ∈ Un
ε � �� 	
� v

(
Q(a, y, ξ)

)
= v

(
Q(a, x, ξ)

)
�

��������	�
���  �
��� Q(i) �
 d 	�����
�!����
 �� i"��� ���#�$�� ��	�!� �

�� ��%	� �� Q !� ����� ���#�$�� �� Z[X1, . . . , Xm, Z1, . . . , Zn][Y ]� ���	��

� �	�����
��� ����&'� ����������
{(

v
(
Q(0)(a, x, ξ)

)
, . . . , v

(
Q(d)(a, x, ξ)

))
; ξ ∈

Un
ε

}
��
 ����  �
��� N ��� �	����� (����
 ξ1, . . . , ξN ��� ������
� �� Un

ε


��� ��� {(
v
(
Q(0)(a, x, ξi)

)
, . . . , v

(
Q(d)(a, x, ξi)

))
; i ∈ �1, N�

}
={(

v
(
Q(0)(a, x, ξ)

)
, . . . , v

(
Q(d)(a, x, ξ)

))
; ξ ∈ Un

ε

}
.
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��� ���	
���� �	�� 
	�
 j ∈ �1, N� �� ���
 yj ∈ AU(Pa) 
� �� �	��


	�
 y ∈ AU(Pa) �������
 v(x − y) ≥ v(x − yj) 	� ��
 v
(
Q(a, y, ξj)

)
=

v
(
Q(a, x, ξj)

)
� ������� �� �	���� � ����	�� �	�� 
	�
 y ∈ AU(Pa)�Q(a, y, ξ) =

d∑
i=0

Q(i)(a, x, ξ)(y−x)i� �	�� ����� � {v(x−y) ; y ∈ AU(Pa)} �
 ������
�� ���
 y′0 
� �� �	�� 
	�
 y ∈ AU(Pa) �������
 v(x−y) ≥ v(x−y′0) 	� ��


v
(
Q(a, y, ξ)

)
= min

0≤i≤d

(
v
(
Q(i)(a, x, ξ)(x − y)i

))
� !	�
 y0 ∈ AU(Pa) 
� ��

v(x− y0) ≥ v(x− y′0) 
 v(x− y0) ≥ v(x− yj) �	�� 
	�
 j ∈ �1, N�� !	��

y ∈ AU(Pa) �������
 v(x−y) ≥ v(x−y0) 
 ξ ∈ Un

ε � ��� "	��
��"
�	� �� ���


j ∈ �1, N� 
� �� �	�� i ∈ �0, d� 	� ��
 v
(
Q(i)(a, x, ξ)

)
= v

(
Q(i)(a, x, ξj)

)
�

��	��

v
(
Q(a, y, ξ)

)
= min

0≤i≤d

(
v
(
Q(i)(a, x, ξ)(x− y)i

))
= min

0≤i≤d

(
v
(
Q(i)(a, x, ξj)(x− y)i

))
= v

(
Q(a, x, ξj)

)
= v

(
Q(a, x, ξ)

)
.

��������	�
�� �� 	 ������
�
�� ������� !���	�	�� ��� ��� ���� �� "��

� �	�
 ��� � "��� #�	�� �� ���
���
 P ∈ Z̃[X1, . . . , Xm, Y, Z1, . . . , Zn]� a ∈
Cm
p � 
 x ∈ Cp� 
�� ��� ����� � {v(x − y) ; y ∈ AU(Pa)} �����



��� � �������� 
 ��� �	�� 
	�
 r ∈ �0, n − 1�� 
	�
 B ∈ Pr+1
n � 
	�


j ∈ �0, p − 1�r+1 
 
	�
 ξ ∈ Un� �� ���
 y0 ∈ AU(Pa)� 
� �� �	��


	�
 y ∈ AU(Pa) �������
 v(x − y) ≥ v(x − y0)� 	� ��
 v
(
PB,j(a, y, ξ)

)
=

v
(
PB,j(a, x, ξ)

)
� ������� � ��� $�$�%&� �� ���
���
 r ∈ �0, n − 1� 


η ∈ Q∗
+� 
�� �� �	�� 
	�
 ε ∈ Q∗

+� ����� �

{v(x− y) ; ∃ξ ∈ Un, V ( ˜ξ(r)) ≤ ε, V ( ˜ξ(r+1)) > η, P (a, y, ξ) = 0}
�	�
 "	���� ���� {v(x−y) ; y ∈ AU(Pa)}� ����
� ���
� "	�� �� ��� ��
Pr+1
n 
 �0, p−1�r+1 �	�
 ����� ������� � ��� $�$�%� �������� ' Q = PB,j �

�� ���
���
 y0 ∈ AU(Pa) 
� �� �	�� 
	�
 y ∈ AU(Pa) �������
 v(x − y) ≥
v(x − y0)� 
	�
 B ∈ Pr+1

n � 
	�
 j ∈ �0, p − 1�r+1 
 
	�
 ξ ∈ Un
η � 	� ��


v
(
PB,j(a, y, ξ)

)
= v

(
PB,j(a, x, ξ)

)
� !	�
 ����
���
 ε ∈ Q∗

+ 
� ���

pε < min
( {

v
(
PB,j(a, x, ξ)

)− v
(
PB′,j′(a, x, ξ)

)
; B,B′ ∈ Pr+1

n ,

j, j′ ∈ �0, p− 1�r+1, ξ ∈ Un
η

}
∩Q∗

+

)
.



���� �����	
�
�	 �� �����
�
 ��

��� ���	�
�� ��

{v(x− y) ; ∃ξ ∈ Un, V ( ˜ξ(r)) ≤ ε, V ( ˜ξ(r+1)) > η, P (a, y, ξ) = 0}

��	� {v(x − y) ; y ∈ AU(Pa)}� �
 ���������� y ∈ AU(Pa) �� ξ ∈ Un ��
� ���

V ( ˜ξ(r)) ≤ ε, V ( ˜ξ(r+1)) > η, P (a, y, ξ) = 0 �� v(x− y) > v(x− y0)� �	 ������

�
���� ��� ���� ����B ∈ Pr+1
n �� ���� j ∈ �0, p−1�r+1� v

(
PB,j(a, y, ξ

(r+1))
)
=

v
(
PB,j(a, x, ξ

(r+1))
)
� ���� B = (B

ξ(0)
, . . . , B

ξ(r)
)� �
��� ������� 
� 
����

������� �	 �������

P (a, y, ξ) =
∑

j∈�0,p−1�r+1

PB,j(a, y, ξ
(r+1))( ˜ξ(0) − 1)j0 . . . ( ˜ξ(r) − 1)jr

��

P (a, x, ξ) =
∑

j∈�0,p−1�r+1

PB,j(a, x, ξ
(r+1))( ˜ξ(0) − 1)j0 . . . ( ˜ξ(r) − 1)jr .

������� 
� 
���� ����� � �	 �������

v
(
P (a, y, ξ)

)
= min

j∈�0,p−1�r+1

(
v
(
PB,j(a, y, ξ

(r+1))( ˜ξ(0) − 1)j0 . . . ( ˜ξ(r) − 1)jr
))

��

v
(
P (a, x, ξ)

)
= min

j∈�0,p−1�r+1

(
v
(
PB,j(a, x, ξ

(r+1))( ˜ξ(0) − 1)j0 . . . ( ˜ξ(r) − 1)jr
))

.

�	 �	 �������� ��� v
(
P (a, y, ξ)

)
= v

(
P (a, x, ξ)

)
� !���� P (a, y, ξ) = 0�

�	 ������ ����� P (a, x, ξ) = 0� ��	� x ��������	����� " AU(Pa)� �� ��� ��#

�
�������� ��� 
��	���$
� {v(x− y) ; y ∈ AU(Pa)} ���������� �	 �������

%��� ������ ∞&� �� ��� ��� �$������ ��	� 
��	���$
� {v(x− y) ; y ∈ AU(Pa)}
����� �	 ��������

��� �����	
�
�	 �� �����
�


'���� $�� (� )��� �� ��		�� �	� �������������	 ����
��� �� 
� �����#

���� (�
�� (Cp,U)� ��� ��������� �	 ��		��� �	� �������������	 �� 
�

��������� (�
�� (Cp,Up,Up) ���� ���(��� �����	*��� ��� ���� ����#*������

�� U �� ������ ���	 �
������� �� ����� � �� ������
��� ����� �� �����

��� Up �� Up 	��� ����
		����	 ���	 �� 	�������� ������ (Cp,U)� 
� �	� ���
�

��� ���� ��� ����
�� ��� ��
����
	��
�� ������� �� �� 	�������� ������

(Cp,U) ����� ��
����
	��
�� ������� �� �� 	�������� ������ (Cp,Up,Up)� ��
�	� ���
�� �� ��
� ��� Up �	� ����	����� ����
 �� {z ∈ U ; v(x− 1) > 0}� ��
��
� ��� Up 	�
� ����
		���� ��
� ������� �� ����� ��
 	�
��



�� �������� 	
 �� ������� ����� (CP ,U)

����� ������ �� ������ Up ��	 
��������� ��� ������	��� 
�� ��� �	����

	���� (Cp,U, |,+,×, 0, 1) �	 (Qalg
p ,U, |,+,×, 0, 1)�

�����	��	��� ����� Up ��� 	� 
�	������ �� �������		�
 �� F
alg
p ���

W (Falg
p )� ����
�� 	� 	���� ������ 	������	� {v(1+ z1+ z2) ; z1, z2 ∈ Up} ���

� ����������	� �� �� N∪{∞}� ����� 	� !����� 1+z1+z2 � ��� ��	�����

�" 	�� ���# ��
��� ��� ��$ 
��� �� 0 ��� F
alg
p � 	������	� {v(1 + z1 +

z2) ; z1, z2 ∈ Up} ���� ��� 
 ���� % 0� &���� N := {v(1+ z1+ z2) ; z1, z2 ∈
Up} ∩ (N∗ ∪ {∞})� '� p �= 3� � �� ���
�
 !��

Up = {x ∈ U ; ∃y ∈ U, v(1 + x+ y) ∈ N}.

'� p = 3� � �� ���
�
 !��

Up ∪ {j, j2} = {x ∈ U ; ∃y ∈ U, v(1 + x+ y) ∈ N}.

����� 	������	� {j, j2} ��� � ������	�� ��� ���� 	�� ��� Up ��
� � ����

���	�� (	 ��� �	��
 !�� Up ∪ {j, j2} ⊆ {x ∈ U ; ∃y ∈ U, v(1 + x+ y) ∈ N} )��

!�� �� p �= 3� {j, j2} ⊆ Up*� +
����� 	���	���� ���
��� '���� z1, z2 ∈ Up ��

ξ1, ξ2 ∈ Up ���� (ξ1, ξ2) �= (1, 1)� �� �� ��	
 ��� v(1+ z1ξ1 + z2ξ2) /∈ N  ����

�	 �� � �	����������� p = 3 z1 = z2 = 1 {ξ1, ξ2} = {j, j2} ���� �
����
�

�� ������

1�
 ��� � v(1 + z1 + z2) = 0� ���
� v(1 + z1ξ1 + z2ξ2) = 0 ���� v(1 +
z1ξ1 + z2ξ2) /∈ N �

2�� ��� � v(1+z1+z2) �= 0� ��	��� � ��	
� ��� ��
�����	�� �� ���� �������


��� V (ξ1) ≤ V (ξ2)� ����
�� �� ����� ����� 	� ��	��� l ∈ �0, p − 1� ��� ���

ξ2 = ξl1ξ
′
2 ���� V (ξ1) < V (ξ2)� ���
�

1 + z1ξ1 + z2ξ2

=1 + z1ξ1 + z2ξ
l
1ξ

′
2

=(1 + z1ξ1 + z2ξ
′
2) + z1(ξ1 − 1) + z2ξ

′
2(ξ

l
1 − 1)

=(1 + z1 + z2ξ
′
2) + (z1 + lz2ξ

′
2)(ξ1 − 1) +

l∑
k=2

(
l

k

)
z2ξ

′
2(ξ1 − 1)k ���
�� �� ����� ������

=(1 + z1 + z2) + z2(ξ
′
2 − 1) + (z1 + lz2)(ξ1 − 1) + lz2(ξ

′
2 − 1)(ξ1 − 1) +

l∑
k=2

(
l

k

)
z2ξ

′
2(ξ1 − 1)k.

1�
 ���� ��� � l = 0� !� ��	�	���� �� ��������	�	�� �	 ������ �� ��	�

���	������ ��� v(1+ z1ξ1+ z2ξ2) = v(ξ1−1) < 1� !� ��
�	���	�
 v(1+ z1ξ1+
z2ξ2) /∈ N �

2��� ���� ��� � l = 1� "���� v(1+z1+z2) > 0 �� � v(z1+z2) = 0� !�

��	�	���� �� ��������	�	�� �	 ������ �� ��	� ���	������ ��� v(1+z1ξ1+z2ξ2) =
v(ξ1 − 1) < 1� !� ��
�	���	�
 v(1 + z1ξ1 + z2ξ2) /∈ N �

3��� ���� ��� � l ≥ 2 �� 2v(ξ1 − 1) < 1� �� � v
((

l
2

)
z2ξ

′
2(ξ1 − 1)2

)
=



���� �����	
�
�	 �� �����
�
 ��

2v(ξ1 − 1) < 1� �� �����	
�� �
 ������	����� ����		�	 �� ���� �
�������

��� v(1 + z1ξ1 + z2ξ2) = min
(
v(z1 + lz2) + v(ξ1 − 1), 2v(ξ1 − 1) < 1� ��

�
�������� v(1 + z1ξ1 + z2ξ2) /∈ N �

4��� 	��	�
	 � l ≥ 2 �� 2v(ξ1−1) ≥ 1� ����� l ≥ 2 �� 
 p ≥ 3� �����

v(ξ1 − 1) ≤ 1

p− 1
� �� 
 ���		
������� l = 2� p = 3� �� (ξ1, ξ2) = (j, j2)

�� (ξ1, ξ2) = (j2, j)� ������ � �
��� ��� ������
���� �� ���� 	����	�� ���

(ξ1, ξ2) = (j, j2)� ����	

1 + z1ξ1 + z2ξ2 = (1 + z1 + z2) + (z1 + 2z2)(j − 1) + z2(j − 1)2.

�� v(z1 + 2z2) = 0� 
���	 v(1 + z1j + z2j
2) = v(j − 1) =

1

2
� �� �
���������

v(1 + z1j + z2j
2) /∈ N �

�� v(z1 + 2z2) > 0� ���� v(1 + z1 + z2) > 0� �� 
 v(1 − z2) > 0� �� ��

������ ��� z2 = 1 
� res�Up
�	� �� ������ !� �"��� �� ����� ��	���� ���

z1 = 1�

!
�	 �
 	���� �� ��
�
�����
 
�� �� �
�#
#� L := Ldiv ∪ {Gp, Gp}� �$ Gp

�� Gp 	��� ��	 	%�&���	 �� �����
�	 ��
���	� '
� �������� �� �����
 G
�(��	��&�� ��	����� ��	 �������	 �(�� ������� �� Gp �� �(�� ������� �� Gp�

�)� �� �
������ �
 ������ ���	 ��#������	 �� �����	 ��	 ���
����	 �� ������

����	 ��� ���	 �����	����	 �
� �
 	����� ���� ���
���	 ��� �� � ��� ����������	

������������

��������� �� 	��
�������� *� '��� ���� n ∈ N∗ �� �����
 Pn �(���

	��&�� ��	 �
�������	 �� �1, n� �� p ��	��&��	�

+� '��� ���� n ∈ N∗� ����� �
������� B = (B0, . . . , Bp−1) ∈ Pn �� ����

i ∈ �1, n�� �� �����
 B(i) �(������� �� �0, p− 1� ��� ��� i ∈ BB(i)�

,� �� �����	��
 �
 ���������
(
i
j

)
= 0 	� i < j�

-� '��� ���� g ∈ Gp �� �����
 V (g) := v(g − 1)�

.� '��� ���� n ∈ N∗ �� ���� g = (g1, . . . , gn) ∈ Gn
p �� �����
 V (g) :=

mini∈�1,n�

(
V (gi)

)
�

/� '��� ���	 n,m ∈ N∗� �� �����
 Z̃[X1, . . . , Xm, Y, Z1, . . . , Zn] �� 	��	�

��	��&�� �� Z[X1, . . . , Xm, Y, Z1, . . . , Zn] ��	 ���%�0��	 ����
���	 ��

��	 Zi�

�� '��� ���� r ∈ N� ���	 n,m ∈ N∗� ���� P ∈ Z̃[X1, . . . , Xm, Y, Z1, . . . , Zn]
�$ P (X1, . . . , Xm, Y, Z1, . . . , Zn) =

∑n
k=1 Pk(X1, . . . , Xm, Y )Zk� ����

B = (B0, . . . , Br) ∈ Pr+1
n �� ���� j = (j0, . . . , jr) ∈ �0, p − 1�r+1� ��

�����


PB,j(X1, . . . , Xm, Y, Z1, . . . , Zn) :=

n∑
k=1

(
B0(k)

j0

)
. . .

(
Br(k)

jr

)
Pk(X1, . . . , Xm, Y )Zk.



�� �������� 	
 �� ������� ����� (CP ,U)

�� ���� ���	 n,m ∈ N∗
 ���� P ∈ Z̃[X1, . . . , Xm, Y, Z1, . . . , Zn]
 �����

L�	������� (M,Gp, Gp) �� ���� a ∈Mm
 �� ������

AG(Pa) := {y ∈M ; ∃ξ ∈ G, P (a, y, ξ) = 0}.

�� �� ������ LGp := Ldiv ∪ {Gp}�
��� �� ������ LGp,V := {1, ., −1}∪{|V }
 �� {1, ., −1} ��	���� �� �������

��	 ������	 ������������	 �� �� |V ��	���� �� 	������ �� �������

��������

��� ���� ����� L�	������� (M,Gp, Gp) �� ������ ΓV,G,0 := {0}
 �� ����

���� n ∈ N∗

ΓV,G,n

:=
{ n∑

i=1

kiV (gi) ; k1, . . . , kn ∈ �−p+ 1, p− 1�, g1, . . . , gn ∈ G∗
p, V (g1) < . . . , V (gn)

}
��

ΓV,G := ∪i∈NΓV,G,i.

�� �� 	 ������		�� ! �� L��"����� T ��	������ ��	 �#����	 	������	 $

�� ��	 �#����	 ��	 ���	 �����	 �������%������ ��	 �� �������	��%��

(0, p)


&� ��	 �#����	 �� TGp '�� TGp �	� �� �"����� ���������� ���	 �� 	����� 2
�� "������ 2(


)� �� 	���� ��	 �#����	 �������	 ! Gp 	������	 $

'�( ��	 �#����	 �#������� %�� Gp �	� �� 	��	������� ������������

����	����


'�( � �#���� �#������� %�� Gp �	� ��	 ��� �����	 p��*��	
  �	��!�

���� $

∀x, y,
(
x ∈ Gp ∧ yp = x

)
=⇒ y ∈ Gp,

'( � �#����

∀x ∈ G∗
p, 0 < V (x) < v(p),

'�( � �#����

∀x, y ∈ Gp,
(
V (x) < V (y) =⇒ V (xp) ≤ V (y)

)∧(xp �= 1 =⇒ V (xp) = pV (x)
)
,

'�( � �#����

∀x,
(
0 < v(x) < 1

)
=⇒

(
∃y ∈ G∗

p, V (y) ≤ v(x) < pV (y)
)
,



���� �����	
�
�	 �� �����
�
 ��

��� ���	
��

∀x, y ∈ Gp,
(
V (x) = V (y) ∧ x �= 1

)
=⇒

( p−1∨
i=1

V (x) < V (xyk)
)
,

�� � ������ ���	
��� ��
 	��
� �� ������
�
�� ������� ��������
��

���� ���� n,m ∈ N∗ � ���� P ∈ Z̃[X1, . . . , Xm, Y, Z1, . . . , Zn]� ���	
��
��
 	��
� �� ���� ���� a � ���� x� ����� � {v(x − y) ; y ∈
AG(Pa)} ���� �� ��	
��� �
� ���� ���� r ∈ �0, n − 1�� ����
B ∈ Pr+1

n � ���� j ∈ �0, p−1�r+1� � ���� ξ ∈ Gn� 
� 	
�� y0 ∈ AG(Pa)�
�� �� ���� ���� y ∈ AG(Pa) !��
"��� v(x − y) > v(x − y0)� �� �
�

v
(
PB,j(a, y, ξ)

)
= v

(
PB,j(a, x, ξ)

)
�

�������� �	
	�	 #����$� ���	
�� 3.c� ���� ���� g ∈ Gp� v(g) = 0� %�
����
���
�� ���� ���� g ∈ Gp� V (g) = V (g−1)� %� &��

V (g) = v(g − 1)

= v
(
g(1− g−1)

)
= v(1− g−1)

= V (g−1).

#����$� ���	
�� 2 � TGp � ���	
�� 3.c� Gp ∩ Gp = {1}� '� ��� �
��


���� ���� ������ g � G ��"�
� � ��(�� ��
�� �� ��������� gp ��� Gp

� �� ��������� gp ��� Gp� # �)� �� ���� � ��� �� ���
�� � ����
���

�� ��� ����� V � G � ������ V (g) = V (gp) ���� ���� g ∈ G�

'� !� ��
������ ��������� � �������� � �����$� ��
!��� *

������� �	
	�	 �� L������	
 T 
�� ������
 
� �� ��������
 (Cp,Up,Up)

� 
�� �� ����
�

+����(��� ��� ������ �� ����
 ���
� �� �����$�� ��������
� ����

��� �� (Cp,Up,Up) �� �� ���$� � T � #����$� � �����$� ����,� (Cp,Up,Up)
�� ���$� �� ������� ���	
��� 1 � 2� -� �� ���
� �� (Cp,Up,Up) �� ���
�$� � 3.b � 
� �� ���
� � !��
"� �� ��� �������� �� ����
 ���$�

� 3.a� ��������
� �� Up �� �
!
�
 �� #����$� �� ���� ����, � ������

(Cp,Up,Up) �� ���$� �� �	
��� 3.c� 3.d� 3.e� � 3.f � #����$� �� ������
�
�
�� ������� (Cp,Up,Up) �� ���$� �� ������ ���	
�� 4� .
��
 (Cp,Up,Up)
��  
� �� ���$� � T �

�������� �	
	
	 (Qalg
p ,Up,Up) � (W (Fp)

alg,Up,Up) ���� ����
 �� ���
�$�� � T �



�� �������� 	
 �� ������� ����� (CP ,U)

��� �����	�
���� �� �� 	����� �� T

���� ��	�
 �
��
 ��	���
���� (M,Gp, Gp) �����
�� 	� �����
 �
 T �

����� ����	
� ������� �� Gp �� ���� ��� �	���� �����

��������� �	
	�	 �� ������ 	
��� (H,V ) �� �� ������ 
������ H ����� ���

���������
��	������� ���� ����� 
�����
���� V � ��� 	
 �� H �
� �� �������

������� ��� ��� �

�� ���� ��� x, y ∈ H,V (xy) ≥ min

(
V (x), V (y)

)
�

�� ���� ���� x �= 1� V (x) < V (1)�

�� ���� ���� x ∈ H� V (x) = V (x−1)�

������ �	
	�	 � (H,V ) 
�� 	� ���	�
 ���	� ����� ��	� ��	� x, y ∈ H

�
� �	
 V (x) �= V (y) �� � V (xy) = min
(
V (x), V (y)

)
�

������ �	
	�	 �������� xy−1 = (x−1)(y−1)+(x−1)+(y−1)� ������


3.c� 
� �� �
����	
 ���� � 
����!�
�� �	
 (Gp, V ) 
�� 	� ���	�
 ���	��

��� TGp,V �� LGp,V �"���
 ������	�
 #

$� �
� ����
� �
� ���	�
� ���	���

 � �
� ����
� 
������� �	
 �
 ���	�
 
�� ���%�
�

�� �
 ������
 
������� �	�� 
���
 
����
�
�� p ����
��� ������
 p�

&� �
 ������
 
������� �	
 V (xp) 
�� �
 �	��
��
	� �
 V (x)� ��
���'�
��
 (

∀x, y
(
V (x) < V (y)

)
=⇒

(
V (xp) ≤ V (y)

) ∧
∀x,

(
x �= 1

)
=⇒

(
V (xp) �= V (x)

)
,

�� �
 ������
 #

∀x, y,
(
V (x) = V (y) ∧ x �= 1

)
=⇒

( p−1∨
k=1

V (x) < V (xyk)
)
.

)� 
�� ���� �	
 Gp �	� �
 �� �
����� x|V y ⇐⇒ V (x) ≤ V (y) 
�� 	� �����


�
 TGp,V � *���
 %	� ����
���� �� +��
 �
 �����
� �	
 TGp,V 
�� 	�
 �"���


�������
� ,�� �%	� �
 ������
 �� ���
�� � Up� �
 ���	�
 Up 
���" �
 ��

�
����� x|V y ⇐⇒ ord(x) ≤ ord(y)�

������ �	
	�	 $� ,�	� ��	� 
��
� k ��
�
� ' p� �� �� V (x) =
V (xk)� � x = 1 �
 ���	���� 
�� ������ ���� � 
���
 u, v ∈ Z� �
�� �	


uk+vp = 1� ��� V (x) ≥ min
(
V (xuk), V (xvp)

) ≥ min
(
V (xk), V (xp)

)
�

-���
� ������� ������
 4� V (x) < V (xp)� �� 
� ���	� �	
 V (x) ≥
V (xk)� ���� V (x) = V (xk)�



���� �����	�
���� �� �� 	����� �� T ��

�� ����	
� �� 	��	�� ����� � �������� 5� �� ��

TGp,V |= ∀x �= 1, ∀y,
(
V (x) < V (y)

)
⇐⇒

( p−1∧
k=1

V (x) = V (xyk)
)
.

�� ����	
� ������� 4� � � �	��	 ����� � �� 	��	��� ���	 ����

k ∈ N∗� �� ��

TGp,V |= ∀x, y,
(
xk �= 1∧yk �= 1

)
=⇒

((
V (x) = V (y)

)⇐⇒ (
V (xk) = V (yk)

))
.

����������� 	
�
�
 �� ������� TGp,V �	� 
������ �� Up �	� ��� 	��	�	���
����

�� ���� ������

�����	�������� ���� (Cp,Up,Up) �� �� ���
� � T � Up �� �� ���
�

� TGp,V � �� �� ����	 ����� �� �������	����	 � ���� ���
�� ���	 ����		

�� TGp,V �� �����
�� �� �� � �������		 ��� ���
��� H � H ′� ℵ1�
����	��� � ����		 �� ��  ����� H �� LGp,V ������	�!���� ��	���� ��	

H � H ′� ���� � ������ �� �� �����"	��� �����#	�#� �������� Up�

�� ������� � � �� �	��	���� � ���������� ��	 �$���	� �� �� ��%���� �

����		 � ���

H �� ������� ��	 (Up, V ) � ����" ���� ���� ���
� � TGp,V �

&��� f : L→ L′ �� ������ � H�

'� �� ����		 ���� �� �	��	 ���� �� ���� ��� �	����"	 f � ��

������ � H ���� � ������ �� �� ��(��	 ������#� � L� &� L ���� ���

������#� ���	� �� ���� x ∈ H \ L � k ∈ N∗ ��� �� xk ∈ L � xj /∈ L
���	 j ∈ �1, k − 1�� )��	� f(xk) ∈ L′ � ���� H ′ �� ������#� �� ����

x′ ∈ H ′ �� �� x′k = f(xk)� x′ /∈ L′ ��	 ����� �� ��	��� x ∈ L� ����

���� ������ �� "	��� 〈L, x〉� �"��	� ��	 L � x� ����	�� �  �*�� �����

���� ��  �	� xil ��� i ∈ �0, k − 1� � l ∈ L� �� ��� �	����"	 f � ��

�����	�!��� � "	��� g � ������ 〈L, x〉 � ������ g(xil) = x′if(l) ���	

���� i ∈ �0, k − 1� � ���� l ∈ L� ����	
� �� 	��	�� ����+��� ���	 ����		

�� g �� �� �����	�!��� � "	��� ����� �� ��%� � ����		 �� g 	����

���"����� � ���������� ���	 ���� i ∈ �1, k − 1� � ���� l ∈ L ,	���������

���� l′ ∈ L′- �� � (xil)k �= 1 ,	��������� (x′il′)k �= 1-� ���� ���	 ����

l1, l2 ∈ L � ���� i1, i2 ∈ �1, k−1� �� �� ����	
� �� 	��	�� ����+��� ��������

������	�  ���� �� �����������

V (xi1 l1) = V (xi2 l2)⇐⇒ V

(
(xi1 l1)

k

)
= V

(
(xi2 l2)

k

)
⇐⇒ V

(
f
(
(xi1 l1)

k
))

= V

(
f
(
(xi2 l2)

k
))

⇐⇒ V

(
g(xi1 l1)

k

)
= V

(
g(xi2 l2)

k

)
⇐⇒ V

(
g(xi1 l1)

)
= V

(
g(xi2 l2)

)
.



�� �������� 	
 �� ������� ����� (CP ,U)

����� g ��� 	� ��
�
������ �� ��
	� ���	� �� �
����� 〈L, x〉 �	� �
�
���
f � ����� �
�� 	� ������� �� H� ��� 	� ���	���� �� ������ 
� �
�� �	��� ������

	� ������� �� H �	� �
�
��� f �� �
�� �� �
����� ��� �� ����	�� ���������

�� L ���� H�

�� �	
��  ����� �� ���������� �	� L ��� ���������� !
�� x ∈ H \ L� 
�
�� �
����� �	� ��
� �	� �
�
���� f �� 	� ������� �� H �� �
����� 〈L, x〉
�� "������ 	�� ���#
����
� �� ����

$�� ��� % V (〈L, x〉) �= V (L)� &� ������ ��
�� n ∈ N∗ �� l0 ∈ L� ���� �	��

V (xnl0) /∈ V (L)� �
�
�� y := xnl0� ��
�� �� ℵ1'���	����
�� �� ������ y′ ∈ H ′

��� 
	� �
	� l ∈ L� 
� ��� V (y) ≤ V (l)⇐⇒ V ′(y′) ≤ V ′(f(l))� (� �����	����

y′ /∈ L′ �� 
� �	� �
�
���� f �� 	� ��
�
������ �� ��
	� g �� �
�����

〈L, y〉 �� 
���� g(yil) = y′if(l)� 
	� �
	� i ∈ Z �� �
	� l ∈ L� )�����	
��

�	� �� V (y) < V (l)� ��
�� ����*� �����
�� 4� V (y) ≤ V (l
1
p )� 
+ l

1
p �������

	�� ������ p'�*�� �� l� ,
��� V (y) /∈ V (L)� V (y) < V (l
1
p )� �
�� ����*�

�� ������	� -�.�/�-� V (xp) < V (l) 0��� xp �= 11� 2�
+� 
	� �
	� i ∈ Z∗�
V (xi) < V (l)� �� �� ���	�� ������������� �	� 
	� �
	� i1, i2 ∈ Z� �� �
	�

l1, l2 ∈ L� 
� ��

V (yi1 l1) = V (yi2 l2)⇐⇒ V
(
g(yi1 l1)

)
= V

(
g(yi2 l2)

)
.

2
�� g ��� 	� ������� �� H �� �
����� 〈L, y〉� 2���*� �� �	� �
	� ��
��

�
	�� ��'����	�� 
� �	� �
�
���� g �� 	� ������� �� H �
�� �� �
����� ���

�� ����	�� ��������� �� 〈L, y〉� �� x ��������  �� ����	�� ��������� �� 〈L, y〉
�
�� �� ������ 	� ������� �� H �	� �
�
��� g �� �
�� �� �
����� �
������ x��

�*�� ��� % V (〈L, x〉) = V (L)� &���
�	��
�� ��� "
��	��� ϕk1,k2(y, l1, l2) :=
V (yk1 l1) = V (yk2 l2)� ���������� �� "
��	���

A := {ϕk1,k2(y, l1, l2) ; l1, l2 ∈ L, k1, k2 ∈ Z, H |= ϕk1,k2(x, l1, l2)} ,

�� ��� �
	�'��������� �� V (H)� B := {V (xl) ; l ∈ L} �� C := {V (xkl) ; l ∈
L, k ∈ Z} � �� �� �
������� �� �
����� �	� B ��� �� �� �����	� �� �	���

��� �
3��� ���� C� !	
�
�� �� �����	��� �	� B 
��*�� 	� �����	��

��
��� �� ���������� m ∈ L� ��� �	� 
	� �
	� l ∈ L� 
� ��� V (xm) ≥ V (xl)�
4��� �� �5
��*��� �� ������ l′ ∈ L ��� �	� V (xm) = V (l′)� �
�� ����*�

�����
�� 5� �� ���������� k ∈ �1, p− 1� ��� �	� V (xml′k) > V (xm) 0��� xm �=
11� �� �	� ��� ���	���� �
�� B ��� �� �� �����	�� !
���� k ∈ Z∗� l ∈ L

�� l
1
k 	� ������� �� L ��� �	� (l

1
k )k = l� 6
�
�� r := vp(k)� ��
��� V (xkl) =

V
(
(xl

1
k )k

)
� �� ����*� �� ������	� -�.�/�$� V (xkl) = V

(
(xl

1
k )p

r)
� ,
��� B

��� �� �� �����	�� �� ������ l1, . . . lr+1 ∈ L ���� �	�� V (xl
1
k ) < V (xl1) <

· · · < V (xlr+1)� �� �� ���	��� ����*� �����
�� 4� �	� V (xkl) < V (xlr+1)�
2
�� B ��� �
3��� ���� C� �� �� ���������� �
����� �	� A ��� 3������

���������� ���� L� !
���� l1, . . . , l2n ∈ L �� k1, . . . , k2n ∈ Z ���� �	�

H |= ϕk1,k2(x, l1, l2) ∧ · · · ∧ ϕk2n−1,k2n(x, l2n−1, l2n).



���� �����	�
���� �� �� 	����� �� T ��

�� (k1, . . . , k2n) = (0, . . . , 0) ����	 
��� ���� l ∈ L � �

H |= ϕk1,k2(l, l1, l2) ∧ · · · ∧ ϕk2n−1,k2n(l, l2n−1, l2n).

�� (k1, . . . , k2n) �= (0, . . . , 0)� ����� B �	� ����� ��	 C� �� ���	�� l ∈ L ���

��� 
��� ���� i ∈ �1, 2n� ���� ki �= 0 � ��� V (xki li) < V (xl)� ����	 
���

���� i ∈ �1, 2n�� V (xki li) = V (l−ki li)� ���

H |= ϕk1,k2(l
−1, l1, l2) ∧ · · · ∧ ϕk2n−1,k2n(l

−1, l2n−1, l2n).

A �	� ��� ����� �����	���� ��	 L� � � ������ ���

A′ :=
{
ϕk1,k2

(
y, f(l1), f(l2)

)
; l1, l2 ∈ L, k1, k2 ∈ Z, H |= ϕk1,k2(x, l1, l2)

}
�	� ����� �����	���� ��	 L′� ��� ℵ1�	�������� �� ���	�� x′ ∈ H ′ ��� ���


��� ���	 h1, h2 ∈ H �� ���	 k1, k2 ∈ Z � ���

V (xk1 l1) = V (xk2l2)⇐⇒ V
(
x′f(l1)

)
= V

(
x′f(l2)

)
.

� 
��� ����	 
������� f � � �	����
��	�� �� ����
� ����� g �� ������

〈L, x〉  ��� g ∈ H! � 
�	�� g(xil) = x′if(l) 
��� ���� i ∈ Z �� ����

l ∈ L�

����� ����	
��	 � �� 	����	 � V ���	����� ��� �����
 �

T �� ��	
����	��


����� ������ ������ g1 ∈ G∗
p �� g2 ∈ Gp� �� V (g1) ≤ V (g2)� 	
��� �
 �����

�� ������ ����
� (k, g′2) ∈ �0, p−1�×Gp ��
 ��� V (g1) < V (g′2) �� g2 = gk1g
′
2�

��������	����� � �� �������� 
�� ������ �"���	����� �� V (g1) < V (g2)
����	 �� ���
�� (0, g2) ������ � �� V (g1) = V (g2)� ����� V (g1) = V (g−1

1 )�
�� ���	�� �"�
�#	 �"������ 3.f �� T � k ∈ �1, p− 1� ��� ��� V (g2g

−k
1 ) > V (g1)�

����	 �� ���
�� (k, g2g
−k
1 ) ������� $����	 ������� �"������� �����

(k, g′2) �� (k′, g′′2) ���� ���
��	 ��� �������� ����	 gk−k′
1 = g′′2g

′−1
2 � %����

V (g1) < V (g′′2g
′−1
2 )� �"�
�#	 �� �������� ��&�'�(� k − k′ ∈ pZ� �"�) k = k′�


��	 g′2 = g′′2 �

%� ����� ��� �	� �"������� �� ����� ����� 
����� �� ������ �����

��	 �� ��	 ��	 �����	 �� �"����� g̃ �� �� 	���� (g(r))r∈N 
��� ���� g ∈ Gn
p �

%���� ���� ������ �� G 	� �����
�	� �� *�+� ����� � � 
������ �"�

������ �� Gp �� �"� ������ �� Gp� � 
��� ������ ��	 ����	� �����

��	 �� ��	 ��	 �����	 �� �"����� , G ���� ������

���	
��� ����� ���� ���� g ∈ G� g̃ �	� � ������ �� Gp�

-� *�+� ������� �� ����� ������ � ����� �� .

����� ������ ���� ���� g ∈ Gn
p �� 	 g(n) = 1�
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 �� ������� ����� (CP ,U)

�� ����� �����	 
��	�
�� �� �	�� 
� V �������� � 	��� ��� ��
����


� T �

�� ���� ������� ��� ������ ������ �	 ������ � ��	�� ��� !

����� ������ ���� ���� x = (x1, . . . , xn) ∈Mn� ���� g = (g1, . . . , gn) ∈ Gn

�� ���� r ∈ N �� 	

n∑
i=1

xigi =
∑

j∈�0,p−1�r+1

( ˜g(0)−1)j0 . . . ( ˜g(r)−1)jr
(

n∑
i=1

(
B

g(0)
(i)

j0

)
. . .

(
B

g(r)
(i)

jr

)
xig

(r+1)
i

)
.

�	

����� �����	� 
����� g0, . . . , gn ∈ G �� (aj)j∈�0,p−1�n+1 ∈M � 
�

pV (gn) ≤ min
({

v(aj)− v(aj′) ; j, j
′ ∈ �0, p− 1�n+1

} ∩ Γ∗
M,+

)
�� � V (g0) < · · · < V (gn)� 	���

v
( ∑

j∈�0,p−1�n+1

aj(g0−1)j0 . . . (gn−1)jn
)
= minj∈�0,p−1�n+1v

(
aj(g0−1)j0 . . . (gn−1)jn

)
.


������ ������� "��	 g ∈ G� "� gp ���	 ��� �� ��#�� 
� ����	� �����


������ ��� ������� 3.c �	 3.d 
� T $���� %�& ���� 	��	 n ∈ N � � nV (g) < 1�

����� ������� Q(Gp)/v = Fp �� ΓQ(Gp) =
⋃

n∈N
1

pn(p− 1)
Z+ ΓV,G.

�������	����� ' (� #����#�� ��� ��	��� )�� Q(Gp)/v = Fp� "���	

a ∈ Qn �	 g ∈ Gn
p 	��� )�� v(

∑n
i=1 aigi) = 0� "� g ∈ Un

p  
������ �� �����

����� � �
∑n

i=1 aigi/v ∈ Fp � "� g /∈ Un
p  � �	� r �� ���� ��	�	 �	��� 	��

)�� g(r) ∈ Un
p � *���� 
������ �� ����� ��+�, 

n∑
i=1

aigi =
∑

j∈�0,p−1�r

( ˜g(0)−1)j0 . . . ( ˜g(r−1)−1)jr−1

n∑
i=1

(
B

g(0)
(i)

j0

)
. . .

(
B

g(r−1)(i)

jr−1

)
aig

(r)
i .

����� ���� 	��	 l ∈ N � � lV ( ˜g(r−1)) < 1 � � 
������ �� ����� ��+��� 

v(

n∑
i=1

aigi) = min
j

(
v
( ˜g(0)−1)j0 . . . ( ˜g(r−1)−1)jr−1

n∑
i=1

(
B

g(0)
(i)

j0

)
. . .

(
B

g(r−1)(i)

jr−1

)
aig

(r)
i

))
.

�� �������	� v(
∑n

i=1 aigi) = 0 � 
�
��	 )�� �� ������ ��	 �		��	 ��)���

��	 ���� j = 0� *����
∑n

i=1 aigi/v =
∑n

i=1 aig
(r)
i /v 
��-

∑n
i=1 aigi/v ∈ Fp�

.�	��� ���	��	 )�� ΓQ(Gp) =
⋃

n∈N
1

pn(p− 1)
Z + ΓV,G� /��#�����

⊇ ��	 #����� 0�#����)����	 ����	 a ∈ Qn �	 g ∈ Gn� "� g ∈ Un
p �����



���� �����	�
���� �� �� 	����� �� T ��

v(
∑n

i=1 aigi) ∈
⋃

n∈N
1

pn(p− 1)
Z ������	 
� 
���� ���� �� g /∈ Up� �����	 r


� �
�	 ����� ������ ��
 ��� g(r) ∈ Un
p � �
��	� ����� ������������ �� �

v(

n∑
i=1

aigi) = min
j

(
v
( ˜g(0)−1)j0 . . . ( ˜g(r−1)−1)jr−1

n∑
i=1

(
B

g(0)
(i)

j0

)
. . .

(
B

g(r−1)(i)

jr−1

)
aig

(r)
i

))
.

����� ������	
� � Q(G) � LGp,V ��
�����

���	 ����� 	��	�	������ ����� ��� 	��� �� ������� 
� 
���� 	������ �

����� ������� ���� ���� n ∈ N∗� �� 	
���	 N ∈ N∗� θ1(x, y, z, t), . . . , θN (x, y, z, t)
�	� Ldiv������	� ���� ����������	��� 	� ψ1(x, y), . . . , ψN (x, y) �	� LGp,V 

������	� ���� ����������	��� �	�� ��	� ���� ���� �����	 M �	 T 	� ����

a, b ∈Mn �������� ΓQ(a) = Z 	� ΓQ(b) = Z� �� ���

M |= ∀g, h ∈ Gn, v(
n∑

i=1

aigi) < v(
n∑

i=1

bihi)⇐⇒
N∨
i=1

θi(a, gp, b, hp)∧ψi(gp, hp).

 ��� ! ������� ���	 �����	 ��	��� ���� ������� ������ �� 
����	 ����

���������	�

����� ������� ���	�� g1, . . . , gn+1 ∈ G 	� q1, . . . , qn+1= ∈ �−p+ 1, p− 1��
�� V (g1) < · · · < V (gn+1) < V (1) ����� �� �

�� |
n∑

i=1
qiV (gi)| < V (gn+1)�

�� (qn+1 − 1)V (gn+1) <
n+1∑
i=1

qiV (gi) < (qn+1 + 1)V (gn+1)�

��
n+1∑
i=1

qiV (gi) �= 0 �� (q1, . . . , qn+1) �= (0, . . . , 0)�

�������������� "# $���� gn+1 �= 1� ���� ���� i ∈ �0, n� �� � V (gi) ≤
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1

p
V (gi+1)� ���� V (gi) ≤ 1

pn+1−i
V (gn+1)� 	
����

|
n∑

i=1

qiV (gi)| ≤
n∑

i=1

|qi|V (gi)

≤
n∑

i=1

(p− 1)V (gi)

≤
n∑

i=1

(p− 1)
1

pn+1−i
V (gn+1)

≤
n∑

i=1

pi(p− 1)

pn+1
V (gn+1)

≤ pn − 1

pn
V (gn+1)

< V (gn+1).

� ����� ��� ����������� ������� �� 1)�
�� ��������� ��� (q1, . . . , qn+1) �= (0, . . . , 0)� ������ r 
� �
�� ����� ������
��
 ��� qr �= 0� �� r = 1 
� ����
��� ��� ��������� ����� ������� 2� �� ��
(qr − 1)V (gr) <

∑n
i=1 qiV (gi) < (qr +1)V (gr)� �� �� ������ �������������

���
n+1∑
i=1

qiV (gi) �= 0�

����� ������� ������ g1, . . . , gn, h1, . . . , hm ∈ G �� q1, . . . , qn, r1, . . . , rm ∈
�1, p − 1�� �� V (g1) < · · · < V (gn) �� �� V (h1) < · · · < V (hm) 	
���
n∑

i=1
qiV (gi) =

m∑
i=1

riV (hi) �� �� ���
���� �� m = n �� qi = ri �� V (gi) = V (hi)

���� ���� i ∈ �1, n��

�������	����� ��������� ���
n+1∑
i=1

qiV (gi) =
m+1∑
i=1

riV (hi)�  � ���� ��������


� �����
n+1∑
i=1

qiV (gi) −
m+1∑
i=1

riV (hi) ���� 
� !����
k∑

i=1
siV (ηi) �"�� 1 ≤ k ≤

n + m� η1, . . . , ηk ∈ G� V (η1) < · · · < V (ηk)� si, . . . , sk ∈ �−p + 1, p − 1��

�����
k∑

i=1
siV (ηi) = 0� �� � ������� 
� 
���� ��������� ��� ���� ����

i ∈ �1, k�� si = 0�  � �� ������ ��� m = n� qi = ri �� V (gi) = V (hi) ����
���� i ∈ �1, n��

����� ������� ���� ���� q1, . . . , qn, r1, . . . , rm ∈ �0, p − 1� �
 ������ ���



���� �����	�
���� �� �� 	����� �� T ��

LGp,V �������� 	
�	 ��
����
���	 ϕq,r(x, y) ���� ��� �

T |= ∀g ∈ Gn
p , ∀h ∈ Gm

p ,
(
V (g1) < · · · < V (gn) ∧ V (h1) < · · · < V (hm)

)
−→( n∑

i=1

qiV (gi) ≤
m∑
i=1

riV (hi)⇐⇒ ϕq,r(g, h)

)
.

�����	�
���� �� ��� ��	�
�� �� �
��� �� �
� �� (q1, . . . , qn, r1, . . . , rm) =
(0, . . . , 0) �� ��� �
� �� q1, . . . , qn, r1, . . . , rm ∈ �1, p−1�� �� (q1, . . . , qn, r1, . . . , rm) =
(0, . . . , 0)� �
 ������ ϕ0,0(x, y) := ∀z, z = z ��������� �� q1, . . . , qn, r1, . . . , rm ∈
�1, p− 1�� �� �
 
������ �
 �
��
�� �
� � qn < rm� �� V (gn) ≤ V (hm)� 
��� ��
��� �� ����� ������� �� 


n∑
i=1

qiV (gi) < (qn + 1)V (gn)

≤ (qn + 1)V (hm)

≤ rmV (hm)

≤
m∑
i=1

riV (hi).

�� V (hm) < V (gn) 
��� pV (hm) ≤ V (gn)� ����� �
 �� ����� ������

m∑
i=1

riV (hi) < (rm + 1)V (hm)

≤ pV (hm)

≤ V (gn)

≤
n∑

i=1

qiV (gi) car qn �= 0.

 ����
n∑

i=1
qiV (gi) ≤

m∑
i=1

riV (hi) ⇐⇒ V (gn) ≤ V (hm)� �� ���� ���� �����

ϕq,r(x, y) := V (xn) ≤ V (ym)�

!��� �
� � qn > rm� "�
��� �� �� �
�� �� 
�
m∑
i=1

riV (hi) ≤
n∑

i=1
qiV (gi)⇐⇒

V (hm) ≤ V (gn)� "���
n∑

i=1
qiV (gi) <

m∑
i=1

riV (hi) ⇐⇒ V (gn) < V (hm)�

# ��
��� �� ����� �������
m∑
i=1

riV (hi) �=
n∑

i=1
qiV (gi) ����$�� qn �= rm�

 ����
n∑

i=1
qiV (gi) ≤

m∑
i=1

riV (hi) ⇐⇒ V (gn) < V (hm)� �� ���� ���� �����

ϕq,r(x, y) := V (xn) < V (ym)�
���� �
� � qn = rm� �� V (gn) < V (hm) 
��� pV (gn) ≤ V (hm)� ����� �
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�� ����� �����	

n∑
i=1

qiV (gi) < (rm + 1)V (gn)

≤ pV (gn)

≤ V (hm)

≤
m∑
i=1

riV (hi) car rm �= 0.


� ����� �� ���� ��� �� V (gn) > V (hm) �����
n∑

i=1
qiV (gi) >

m∑
i=1

riV (hi)�

����

n∑
i=1

qiV (gi) ≤
m∑
i=1

riV (hi)⇐⇒[
V (gn) < V (hm)

∨(
V (gn) = V (hm) ∧

n−1∑
i=1

qiV (gi) ≤
m−1∑
i=1

riV (hi)

)]
.

�� ������ ���� �� �������
n−1∑
i=1

qiV (gi) ≤
m−1∑
i=1

riV (hi) �� ��� ���� �����

���� �� ��� ��������� ����� ����� ��� LGp,V  ������� ���� �����!������

ϕq,r(x, y) ���� ���
n∑

i=1
qiV (gi) ≤

m∑
i=1

riV (hi)⇐⇒ ϕq,r(g, h)�

����� ������� �� ������ �	� Ldiv
������ ��	� ���	��������� τ(x, y)� �����
���� ��� ���� ������ M �� T � ���� a, b ∈ Mp �����	� ΓQ(a) = Z� ��

ΓQ(b) = Z �� ������ ���	�� �������� p
����� �� ���	��� ζ �� ξ� �	 ���

M |= v(

p−1∑
i=0

aiζ
i) < v(

p−1∑
i=0

biξ
i)⇐⇒ τ(a, b).

����	������	� "����� a′i = ai−ap−1 � b′i = bi−bp−1 ���� �� i ∈ �0, p−2��
#���� ζ �� ��� ������ �������� p �$�� �� ������ �� � ζp−1 = −

p−2∑
i=0

ζi�

���%
p−1∑
i=0

aiζ
i =

p−2∑
i=0

a′iζ
i� �� ����

p−1∑
i=0

biζ
i =

p−2∑
i=0

b′iζ
i� �����$� �� ����� ����&�

�� ��

p−2∑
i=0

a′iζ
i =

p−2∑
j=0

( p−2∑
i=0

(
i

j

)
a′i
)
(ζ − 1)j et

p−2∑
i=0

b′iζ
i =

p−2∑
j=0

( p−2∑
i=0

(
i

j

)
b′i
)
(ζ − 1)j .



���� �����	�
���� �� �� 	����� �� T ��

��� ���	
���� �	�� 
	�
 j ∈ �0, p − 2�� v
( p−2∑

i=0

(
i
j

)
a′i
)
∈ Z� 
 �	�� v(ζ −

1) =
1

p− 1
� 	� �

v(

p−2∑
i=0

a′iζ
i) = min

j∈�0,p−2�

(
v
( p−2∑

i=0

(
i

j

)
a′i(ζ − 1)j

))

= min
j∈�0,p−2�

(
v
( p−2∑

i=0

(
i

j

)
a′i
)
+

j

p− 1

)
,

� ����

v(

p−2∑
i=0

b′iξ
i) = min

j∈�0,p−2�

(
v
( p−2∑

i=0

(
i

j

)
b′i
)
+

j

p− 1

)
.

��	�

v(

p−2∑
i=0

a′iζ
i) < v(

p−2∑
i=0

b′iξ
i)

⇐⇒ min
j∈�0,p−2�

(
v
( p−2∑

i=0

(
i

j

)
a′i
)
+

j

p− 1

)
< min

j∈�0,p−2�

(
v
( p−2∑

i=0

(
i

j

)
b′i
)
+

j

p− 1

)
.

����� �� �	���� τ(x, y) ����� ���

τ(x, y) := min
j∈�0,p−2�

(
v
( p−2∑

i=0

(
i

j

)
(xi−xp−1)

)
+

j

p− 1

)
< min

j∈�0,p−2�

(
v
( p−2∑

i=0

(
i

j

)
(yi−yp−1)

)
+

j

p− 1

)
�	����
�

��������	�
�� �� ���� ������� �	�� 
	�
 g ∈ Gn 	� �����
 l′(g) �	��

�
��
 � ���� �
�
 �
�� r 
�  � V (g(r)) ≥ 1

p− 1
� ���
!"!��� � ���� �!


�
 �
�� r 
�  �� g
(r)
p,1, . . . , g

(r)
p,n �	��
 
	�� �� ������ p!���� � �����
��

#	�� l(g) ≤ n 	� � l′(g) ≤ n �	�� 
	�
 g ∈ Gn� $� �
 �����  � �	�� 
	�


B = (B0, . . . , Bn) ∈ Pn+1
n 
 
	�
 r ∈ �0, n�� �� %��
 �� LGp,V !�	����

����  ���
����
���  �� %����  � l′(g) = r 
  � �	�� 
	�
 i ∈ �0, n��
Bi = B

g(i)
� ������ �	�� ��	��� � ���� �� �
 ��&���
 � �	�
��  � �	��


	�� r, s ∈ �0, n�� 
	�� B = (B0, . . . , Bn), B′ = (B′
0, . . . , B

′
n) ∈ Pn+1

n � �� %��


�� Ldiv!�	���� ����  ���
����
��� θ(x, y, z, t)� 
 �� LGp,V !�	���� ����

 ���
����
��� ψ(x, y)� 
���  � �	�� 
	�
 �	��� M � T � 
	�� g, h ∈ Gn

�������
 l′(g) = r� l′(h) = s� Bi = B
g(i)

� 
 B′
i = B′

h(i)
�	�� 
	�
 i ∈ �0, n��


 
	�� a, b ∈Mn �������
 ΓQ(a) = Z 
 ΓQ(b) = Z� 	� ��


M |= v(
n∑

i=1

aigi) < v(

n∑
i=1

bihi)⇐⇒ θ(a, gp, b, hp) ∧ ψ(gp, hp).
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������ r, s ∈ �0, n�	 B = (B0, . . . , Bn), B′ = (B′
0, . . . , B

′
n) ∈ Pn+1

n 
� M ��

����
 �
 T � ���
�� a, b ∈Mn 
� g, h ∈ Gn �������� �
� ���������� ����
�����

�� �� �������
� ���� �
 ��� �� r 
� s ���� �����
��� �
 0	 �
� ��� �� r = 0
�� s = 0 �
 �����
�� �
 ����� �������
�  !�"��� �
 �

 #�$��	 �� �	

n∑
i=1

aigi =
∑

j∈�0,p−1�r

( ˜g(0)−1)j0 . . . ( ˜g(r−1)−1)jr−1

n∑
i=1

(
B0(i)

j0

)
. . .

(
Br−1(i)

jr−1

)
aig

(r)
i ,


�

n∑
i=1

bihi =
∑

j∈�0,p−1�s

( ˜h(0)−1)j0 . . . ( ˜h(s−1)−1)js−1

n∑
i=1

(
B′

0(i)

j0

)
. . .

(
B′

s−1(i)

js−1

)
bih

(s)
i .

%��� �����
� �
� ��������� ���� �� ����
 �
 �� ������������ �� ���
��(
B

j

)
ag(r) :=

n∑
i=1

(
B0(i)

j0

)
. . .

(
Br−1(i)

jr−1

)
aig

(r)
i


� (
B′

j

)
bh(r) :=

n∑
i=1

(
B′

0(i)

j0

)
. . .

(
B′

r−1(i)

jr−1

)
bih

(r)
i .

&�

(
B
j

)
ag(r) =

(
B
j

)
agpg

(r)
p 	 Γ

Q(a,g
(r)
p )

=
1

p− 1
Z	 ΓQ(a,gp) = Z	 
� ��


V (g(r−1)) ≤ 1

p(p− 1)
	 �!�"��� �
 �

 #�$�'�	

v(
n∑

i=1

aigi) = min
j∈�0,p−1�r

(
v
(
( ˜g(0) − 1)j0 . . . ( ˜g(r−1) − 1)jr−1

(
B

j

)
ag(r)

))
.

�� ����
 �
 (
 )�


v(
n∑

i=1

bihi) = min
j∈�0,p−1�s

(
v
(
( ˜h(0) − 1)j0 . . . ( ˜h(s−1) − 1)js−1

(
B′

j

)
bh(r)

))
.

*����	

v(
n∑

i=1

aigi) < v(
n∑

i=1

bihi)⇐⇒(
min
j

(
v
((B

j

)
ag(r)

))
< min

k

(
v
((B′

k

)
bh(r)

)))∨
(
min
j

(
v
((B

j

)
ag(r)

))
= min

k

(
v
((B′

k

)
bh(r)

)) ∧ min
j∈IB

( r−1∑
l=0

jlV ( ˜g(l))
)
< min

k∈I
B′

( s−1∑
l=0

klV (h̃(l))
))

,



���� �����	�
���� �� �� 	����� �� T ��

�� IB ����	
� ��
������ ��� j′ ���� ��� v
((B

j′
)
ag(r)

)
= min

j∈�0,p−1�r

(
v
((

B
j

)
ag(r)

))
�

�� IB′ ����	
� ��
������ ��� k′ ���� ��� v
((B′

k′
)
ag(r)

)
= min

k∈�0,p−1�s

(
v
((B′

k

)
ag(r)

))
�

������ �� ����� �������
�� ��� �������� �� ����

min
j

(
v
((B

j

)
ag(r)

))
< min

k

(
v
((B′

k

)
bh(r)

))
��

min
j

(
v
((B

j

)
ag(r)

))
= min

k

(
v
((B′

k

)
bh(r)

)
,

��
� ��������
��� � ��� Ldiv��������� ��
� ���
�� �������� �� ������ �� �����

!�"��# ��� �������� �� ����

min
j∈IB

( r−1∑
l=0

jlV ( ˜g(l))
)
< min

k∈I
B′

( s−1∑
l=0

klV (h̃(l))
)
,

��
� ��������
��� � ��� LGp,V ��������� ��
� ���
�� �������� �� ��� ��
���

�� ������

����� ����	
�
�� �� ΓV,G ��� ΓM

$� ��� �� ����� �����������
 ���� �� ��
���� �� ����� �����
� %

����� ������� ������ γ ∈ ΓM � k,m ∈ N∗ �� n ∈ N� �� 	
�����	� {α ∈
k
mΓV,G,n ; α ≤ γ} ��� ��������� �	 ����� �� �������� �� �� 	
�����	�

{β ∈ k
mΓV,G,n ; β ≥ γ} ��� ��������� �	 ����� �� ��������

	��
��� ������� �� &��� ���� n ∈ N∗� ΓV,G,n ��� ���������� ���

������� � 0� p����������� ������� �
 ��'���� ��� ���
n−1∑
i=0

1

pi
� �� �


��
���� ��� ��� −
n−1∑
i=0

1

pi
�

(� ΓV,G 
��� ��� �
 	����� )��� ���
� ���
p

p− 1
*�

����� ������� ������ g1, . . . , gn ∈ G �� k1, . . . , kn ∈ Z� �� V (g1) < · · · <
V (gn) < V (1) �� ��

∑n
i=1 kiV (gi) �= 0� �	��� V (g1) ≤ |

∑n
i=1 kiV (gi)|�

�������������� +
 �� �����

�� ��� �
������
 ��� n�
� ,� n = 1� ���� ��������
� ,������
� ���
��
�
� �-����-��� ��
������
 ����� .������ ��
	 n ��

��
���
���� �� ��
	 n + 1� ,�
n+1∑
i=1

kiV (gi) = 0� �� 
� � ���
 � ��
�����
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��������� 	
����
�� ��
n+1∑
i=1

kiV (gi) �= 0� ������ r � ���� ��
�� ��

��� � �1, n + 1� �� ����� ���� m ∈ N∗ �����
�� V (gr) ≤ mV (g1)� �����

�� ���� K ∈ Z∗� �� ��
r∑

i=1
kiV (gi) = KV (g1)� �� r = n + 1� �� ��

n+1∑
i=r+1

kiV (gi) = 0� 
����
n+1∑
i=1

kiV (gi) = KV (g1)� ���� V (g1) ≤ |
n+1∑
i=1

kiV (gi)|�

�� r �= n + 1 � ��
n+1∑

i=r+1
kiV (gi) �= 0� 
���� �
� � ����!� ������������

V (gr+1)| ≤ |
n+1∑

i=r+1
kiV (gi)|� "
� ��������� � r� (|K| + 1)V (g1) < V (gr+1)�

���#�

V (g1) ≤ V (gr+1)− |K|V (g1)

≤ |
n+1∑

i=r+1

kiV (gi)| − |K|V (g1)

≤ |
n+1∑

i=r+1

kiV (gi)| − |
r∑

i=1

kiV (gi)|

≤ |
n+1∑
i=1

kiV (gi)|.

����� ������� ������ g1, . . . , gn, h1, . . . , hm ∈ G� k1, q1 ∈ �−p+1, p− 1� \
{0} �� k2, . . . , kn, q2, . . . , qm ∈ Z� �� V (g1) < . . . V (gn) < V (1)� 	� V (h1) <

· · · < V (hm) < V (1) �� 	�
n∑

i=1
kiV (gi) =

m∑
i=1

qiV (hi)� 
���	 V (g1) = V (h1) ��

k1 ≡ q1 (mod p)�

����	��
����� $�		�%��� �
� 	����� �� V (g1) = V (h1)� &
��������
�
� ��
'���� � ��������� �� V (g1) �= V (h1)� (� ��� �
�� ��� � ���

���
���� ������� �� V (h1) < V (g1)� (� 
��
�� q1V (h1) =
n∑

i=1
kiV (gi) −

m∑
i=2

qiV (hi)� ����� ���� �
��� �� 
��
��

|
n∑

i=1

kiV (gi)−
m∑
i=2

qiV (hi)| = |q1|V (h1) ≤ (p− 1)V (h1) < V (hp1).

��
��� �
��� ��		 q1 �= 0� |
n∑

i=1
kiV (gi)−

m∑
i=2

qiV (hi)| �� 
���� ��)���� �



���� �����	�
���� �� �� 	����� �� T ��

0� ���� ��	
�� �� ����� ������� �� 	��	���

min
(
V (g1), V (h2)

)
≤ |

n∑
i=1

kiV (gi)−
m∑
i=2

qiV (hi)|.

�� �� ������	�� ��� min
(
V (g1), V (h2)

)
< V (hp1)� �� ��� �� 	������ ����

V (g1) = V (h1)�
����� r �� s ��
���������� �� ���� �� �� �������� �� �	 ������� �����������

�� q1 − k1 
	� p� �� �	 �	������ 
	� ��	����� �� �

�	�� ��� r �= 0�

�����
n∑

i=1
kiV (gi) =

m∑
i=1

qiV (hi)�

rV (g1) = −sV (gp1) +
n∑

i=2

kiV (gi)−
m∑
i=2

qiV (hi).

����� r �= 0� −sV (gp1) +
n∑

i=2
kiV (gi)−

m∑
i=2

qiV (hi) �= 0� �� 	��	�� 	���

|r|V (g1) < V (gp1)

≤ | − sV (gp1) +
n∑

i=2

kiV (gi)−
m∑
i=2

qiV (hi)| ��	
�� �� ����� �������

�� ��� �� 	������ ���� r = 0�

��������� �	
	��	 ���� γ ∈ Γ∗
V,G� �� ������ gγ 	
��� ���� �� �������

�� G∗� ��� ��� �
�� �
�� k1, . . . , kn ∈ �−p+1, p− 1� �� �
�� g1, . . . , gn ∈ G∗�
��	 V (g1) < · · · < V (gn) �� γ =

∑n
i=1 kiV (gi)� 
� �� V (g1) = V (gγ) ���

��� gγ ������ ���� ������ �� ����� ��������

�������� �	
	��	 �� γ ����� �	� 
� �	���� �� ΓV,G,n �� ������ �	��
�����

�� γ + V (gγ) ∈ ΓV,G,n� �� ����� �� ������ �	��
����� �� �� γ ����� �	� 
�

������ �� ΓV,G,n� γ − V (gγ) ∈ ΓV,G,n�

�������� �	
	��	  
�� �
�� γ ∈ ΓV,G 
� �
��� p(γ) �� ���� ����� ������ r
��� ��� γ ∈ ΓV,G,r�

����� �	
	�
	 !
���� γ ∈ Γ∗
V,G �� g ∈ G�  
�
�� p(γ) = n� !� V (g) <

V (gγ) �
�� "

�� �
�� �
�� k ∈ �−p + 1, p − 1� \ {0}� 
�  γ + kV (g) ∈ ΓV,G,n+1 ��

V (gγ+kV (g)) = V (g)�

�� �
�� �
�� i, j ∈ �1, p− 1�� 
�  p
(
γ + iV (g)

)
= p

(
γ + jV (g)

)
�

�� �
�� �
�� i, j ∈ �−p+ 1, 1�� 
�  p
(
γ + iV (g)

)
= p

(
γ + jV (g)

)
�
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 �� ������� ����� (CP ,U)

��������	�
��� 1) �������	
2) 
��� i ∈ �1, p− 1�	 ���� p

(
γ+ iV (g)

)
= r	 �� �� ����� ��� r �= 0	 ���� ��

����� γ′ ∈ ΓV,G� i
′ ∈ �−p+1, p−1� �� g′ ∈ G ��� ��� p(γ′) = r−1� V (g′) <

V (gγ′) �� γ+ iV (g) = γ′+ i′V (g′)	 ������ �� ����� �	�	��� V (g) = V (g′) ��
i′ ≡ i (mod p)	 ���� j ∈ �1, p−1�  �! �� � γ+ jV (g) = γ′+(i′− i+ j)V (g)�
�� ����� i′ − i = 0 �� i′ − i = −p� (i′ − i + j) ∈ �−p + 1, p − 1� "���

p
(
γ + jV (g)

) ≤ r	 #� ������ "� $�%�� &�!������ ��� p
(
γ + iV (g)

) ≤
p
(
γ + jV (g)

)
� "��' p

(
γ + iV (g)

)
= p

(
γ + jV (g)

)
	

3) 
� ������ "� �� �(�� $�%�� ��� 2)	

����� ������� ��
�� γ, δ ∈ Γ∗
V,G� �
 γ �= δ � �
 |γ − δ| < V (gγ) 	����

V (gδ) < V (gγ)�

��������	�
��� )���� γ �= δ� "����� �� ����� �	�	�*�min
(
V (gδ), V (gγ)

)
≤

|γ − δ| �� ����� ��� +&���+�� |γ − δ| < V (gγ)� �� � V (gδ) < V (gγ)	

����� �����	� ��
�� γ, γ′ ∈ Γ∗
V,G � α ∈ ΓV,G� �
 p(α) ≤ min

(
p(γ), p(γ′)

)
�

�
 α �� �����
� ��� γ � γ′ 	� ��� �	��� � �
 |γ−γ′| ≤ min
(
V (gγ), V (gγ′)

)
�

	���� α = γ �� α = γ′�

��������	�
��� ���� n = min
(
p(γ), p(γ′)

)
	 
� n = 0 �� � γ = γ′ ��

�!����� �� �������	 #� ���� "��� ������ �� ����� "� ,!�!�����! ��� n �= 0
�� ��� γ �= γ′	 #� �� �������� ��� ���-��"� �� ������� ����� ����� α ∈
]γ, γ′[ ���� p(α) ≤ n	 #� ���� ������ ��� α �� ��� ��� p(α) ��� �������	
���� p(α) = r	 #� �� ���� �� ����� r = 0 ��� ���� �� ������ α = 0� �� ���
������������ ��� |γ| < V (gγ) �� ��� �����.������ ��� ������"������ "�����

�� ����� �	�	�*	 )���� r �= 0� �� ��������� k ∈ �−p + 1, p − 1� \ {0} ��

α′ ∈ ΓV,G,r−1 ���� V (gα) < V (gα′) ��� ��� α = α′+kV (gα)	 ��� ���������!
"� r� α′ /∈]γ, γ′[	 
� k > 0 �� ������ α′ ≤ γ < α′ + kV (gα)� �� ��������� ����
q ∈ �0, k − 1� ��� ��� α′ + qV (gα) ≤ γ < α′ + (q + 1)V (gα)	 )���� r − 1 <
n �� �� �������� �� ����� α′ = γ �� ����� "����� �� ����� ��!�!"���

V (gα) < V (gγ) � �� �� �������� �� ��� ��� ������ "����� �� ����� �	�	���

α′ + qV (gα) = γ ���� q ∈ �1, k�	 #� ������ ���� α′ + qV (gα) < γ <
α′+(q+1)V (gα)	 ���� α

′′ = α′+(q+1)V (gα)	 ������ �� ����� �	�	��.1
�� ������ V (gα′′) = V (gα)� �� ��� ������������ ��� α′′ − V (gα′′) < γ < α′′	
���� "����� �� ����� ��!�!"��� �� ������ V (gγ) < V (gα′′)� �� ��� �� ��

������"������ ���� �� $��� ��� V (gα) < V (gγ)	 #� ������ "� �� �(�� $�%��

��� �� �� �' k < 0 �����.�� ��� ��� ������"������	

����� �����
� ��
� γ ∈ ΓM � ����� ���� ���� n ∈ N� �
 ������� {α ∈
ΓV,G,n ; α ≤ γ} �� �����
�� 
� 	��� �� �	�
���� � �
 ������� {β ∈
ΓV,G,n ; β ≥ γ} �� �����
�� 
� 	��� �� �
�
����



���� �����	�
���� �� �� 	����� �� T ��

��������	�
��� �� � ��������� 	�� ��
����� ��� n�
� ���� n = 0� ΓV,G,0 = {0} � �� ������ �� �������

� ��		����� �� ������ ���� �� ���� n � ������� �� �� ���� n+ 1� �� γ ∈
ΓV,G,n+1 �� ������ �� ������� ���� �� ���� �� ��		����� ��� γ /∈ ΓV,G,n+1

����� 	������ 
� ���	����� 	�������� ��������� ������ 	�� 
�� ���������

�������� �� �� ��������� 	�� ����

1er ��� � ���������� {β ∈ ΓV,G,n ; β > γ} �� ��
�� �� ����������

{β ∈ ΓV,G,n+1 ; β > γ} �� ��
�� ����� max(ΓV,G,n+1) < γ� � �� ������

�� ������� �� �� 
��� ��		���� 
��� �� ���� ��� {β ∈ ΓV,G,n+1 ; β > γ}
�� ������
�� ����� max(ΓV,G,n) < γ � max(ΓV,G,n+1) > γ� ����� �
���∑n−1

i=0

1

pi
< γ <

∑n
i=0

1

pi
� ���� 0 < γ −∑n−1

i=0

1

pi
<

1

pn
� 
��	�!� ���"����

3.f � �� �"��� g ∈ G �� ��� V (g) < γ − ∑n−1
i=0

1

pi
≤ pV (g)� � �����

γ −∑n−1
i=0

1

pi
<

1

pn
�� � V (g) ≤ 1

(p− 1)pn
� ����� �� �"��� q ∈ �1, p − 1�

�� ���
∑n−1

i=0

1

pi
+ qV (g) < γ <

∑n−1
i=0

1

pi
+ (q + 1)V (g)� �� ����#� �����

$�������� ���
∑n−1

i=0

1

pi
+ qV (g) �� �� ��"���� 
� {α ∈ ΓV,G,n+1 ; α < γ}

� ���
∑n−1

i=0

1

pi
+ (q + 1)V (g) �� �� ������� 
� {β ∈ ΓV,G,n+1 ; β > γ}�

2eme ��� � ���������� {α ∈ ΓV,G,n ; α < γ} �� ��
�� %� ��� �� ���� 
�

$�&�� ��������� �� 	������ ����

3eme ��� � ��� ��������� {α ∈ ΓV,G,n ; α < γ} � {β ∈ ΓV,G,n ; β > γ}
��� ��� 
��" ������
��� '���� α := max

(
{α ∈ ΓV,G,n ; α < γ}) �

β := min
(
{β ∈ ΓV,G,n ; β > γ}

)
� �� �� ������ �� ������ 
��� �� ���

�( γ − α ≤ β − γ� �� ��� �( β − γ ≤ γ − α �� ����� 
� $�&�� ����������

%�����&��� 	�� ��������� ��� p(α) = p(β) = n� )� �*� �� p(α) < n� ��
�"������ 
��	�!� ���"���� 3.e� g ∈ G �� ��� V (g) < γ−α � V (g) < V (gα)�
����� 
��	�!� �� ����� +�,�-,.1� α + V (g) ∈ ΓV,G,n� %���� α + V (g) < γ�
��./	�.!�� 
� ��"������ 
� α ����� �����
��� �� ����� 
� �0�� ���

p(β) = n� %���� {β ∈ ΓV,G,n ; β > γ} �� ������
�� α ���� 	�� ��

��"���� 
� ΓV,G,n 
��� 
��	�!� �� �������� +�,�-+� α + V (gα) ∈ ΓV,G,n�

%���� α < α + V (gα)� β ≤ α + V (gα)� 
��( 0 < γ − α < V (gα)� %����

V (gα) < 1� �� � 0 < γ − α < 1� 
��� 
��	�!� ���"���� 3.e �� �"��� g ∈ G
�� ��� V (g) < γ − α ≤ pV (g)� ����� �� �"��� q ∈ �1, p − 1� �� ���

α+ qV (g) < γ < α+(q+1)V (g)� %���� V (g) < γ−α �� � V (g) < V (gα)�
������ α′ = α+ qV (g) � α′′ = α+ (q + 1)V (g)�

1er �������� � q �= p−1� ����� 
��	�!� �� ����� +�,�-,.1� α′, α′′ ∈ ΓV,G,n+1�



�� �������� 	
 �� ������� ����� (CP ,U)

p(α′) = p(α′′) = p
(
α + V (g)

)
�� V (gα′) = V (gα′′) = V (g)� ����� α <

α + V (g) < γ	 �
 
� ���� �� ���� p
(
α + V (g)

) ≤ n �� �������� �� α	
��
� p

(
α+V (g)

)
= n+1 �� p(α′) = p(α′′) = n+1� �
 ������
� �� �����

�������
� � α′ �� α′′	 �
  ��� α′ ��� �� ������ �� {α ∈ ΓV,G,n+1 ; α < γ}
�� ��� α′′ ��� �� ��
���� �� {β ∈ ΓV,G,n+1 ; β > γ}�

2eme ������� � q = p − 1 �� pV (g) < V (gα)� ����� �
� �� ���� ��
������
� �
  p(α′) = n + 1 �� V (gα′) = V (g)� �� �� ����� ������.1 �

 α′′ ∈ ΓV,G,n+1 �� V (gα′′) = pV (g)�  
 
� ���� �� �� ���� p(α′′) ≤ n	
�� ��
�
 �� ��
������ �� β �
 ���� β ≤ α′′	 �� ��� ����������� ���
β − γ ≤ α′′ − γ �� �!���� ��� �!�
�"���� α+ (p− 1)V (g) < γ < α+ pV (g)
����������� α′′ − γ < γ − α	 �
 �
 ��
������ ��� β − γ < γ − α	 �� ��� #�
����� �� $%���$&��� '�
�� p(γ′′) = n+1� �
 ������
� �� ����� �������
�
� α′ �� α′′	 �
  ��� α′ ��� �� ������ �� {α ∈ ΓV,G,n+1 ; α < γ} �� ���
α′′ ��� �� ��
���� �� {β ∈ ΓV,G,n+1 ; β > γ}�

3eme ������� � q = p − 1 �� pV (g) = V (gα)�  
 � ��
���� ��� ��
���� �� ��� �������#��� (
� �� ���� �� α′′ = α + V (gα)	 �� ����� α

!��� �� �� ������ �� ΓV,G,n	 �!��&� � ������� ������	 α

′′ ∈ ΓV,G,n ��

�� ��
������ �� β �
 ���� β < α′′�  
 ��
������ ����� �
� �� ����
�� �������
� ��� ��� ����������� ��� β − γ < γ − α	 �� ��� #����� ��
$%���$&���

��������	�
�� �� ���� ������� )� ��*� �!�������� �� ����� �������
� �
m

k
γ�

��� �����	
��
�� �� 
������� �����

����� ��� ��	
��
	�� �� � ��	�� ����

(
� ����� ����� �����������
 (M,Gp, Gp) ����"
�� �
 ���&�� �� T ��

K �
 ���������� ��
��#�#�� �� M �

����� ������ ��
��� H ⊆ L ��� ����� �	��� �� x ∈ L� ���� ΓH(x) ���

��������� �	� ��� ��	��
�� �������	�� ��������� 	�������� �� ΓH �

��������	�
��� +� ΓH(x) = ΓH �� ����� ��� ����� +�
�
 �� ������ �
 ���

�%
,�� P1 ∈ H[X] �� ���� ����� ��"�� d1 ��� ��� v
(
P1(x)

)
/∈ ΓH � +�

v(H[x]) ⊆ v
(
P1(x)

)
Z+ΓH 	 �� ����� ��� ��
���� +�
�
 �� ������ �
 ���%
,��

P2 ∈ H[X] �� ���� ����� ��"�� d2 ��� ��� v
(
P2(x)

)
/∈ v

(
P1(x)

)
Z+ΓH � �����

v
(
P2(x)

)
/∈ ΓH 	 �
  d1 ≤ d2	 �� �
 �-����
� � �������
 ��������

� �� P2

�� P1	 �
 ���� ��� d2 �= d1	 ��
� d1 < d2� �
 ����
� �� ������� �
 ��
������
�
� ����� �� ���%
,��� (Pi)i∈N∗ ∈ H[X]N	 ���
��������
� �����

���	 �����
��� v(H[x]) ⊆∑

i∈N∗ v
(
Pi(x)

)
Z+ ΓH 	 �� ��� ��
��� �� ������



���� �����	
��
�� �� 
������� �� ��

����� ������ �� ������ �	� ����� (γi)i∈N ∈ ΓN
M ����� 
��

ΓK(G) =
∑
i∈N

γiZ+ ΓV,G.

���	�������	� ����� K ��� 	
� ����
���
 �
�������� � Q� ����� 	
�

��
���	�
�� ������ 	 ����� ������ �� 	 ����� ������
��

����� ������ ���� x ∈ M � ����� �� ������ �	 �	����� ��� ����� ��	��

������ ���	�� ��	� {α ; α ∈ ΓK(G)alg , α < v(x)} �� �	 �	����� ��� �����

��	������� ���	�� ��	� {α ; α ∈ ΓK(G)alg , α > v(x)}�

���	�������	� ������� �� ����� ������
�� �� ������ 	
� �	��� (γi)i∈N ∈ ΓN
M

����� �	� ΓK(G) =
∑

i∈N γiZ+ ΓV,G� ����� ΓK(G)alg ��� �� ����	�� � ������

� ΓK(G) �
 � ΓK(G)alg =
∑

i∈N γiQ+
⋃

k,m∈N∗
k
mΓV,G� !����

{α ∈ ΓK(G)alg ; α < v(x)} =
⋃

l,n,k,m∈N∗
a1,...,al∈Q

{
l∑

i=1

γiai + β ; β ∈ k

m
ΓV,G,n,

l∑
i=1

γiai + β < v(x)}

=
⋃

l,k,n,m∈N∗
a1,...,al∈Q

{
l∑

i=1

γiai + β ; β ∈ k

m
ΓV,G,n, β < v(x)−

l∑
i=1

γiai}

"�	� l, n, k,m, a1, . . . , an #���� ���
������

{
l∑

i=1

γiai + β ; β ∈ k

m
ΓG,n, β < v(x)−

l∑
i=1

γiai}

��� 	
 ���
����� � ���
������

{β ; β ∈ k

m
ΓG,n, β < v(x)−

l∑
i=1

γiai}.

������� �� ����� �����$� ���� ��� 
�
% ��� �� ���� 	
 �����	�� �	� ���
 
�%

����ml,n,k,m,a1,...,an � &� ��� ����� ����� �	� ���
������ {ml,n,k,m,a1,...,an ; l, n, k,m ∈
N∗, a1, . . . , al ∈ Q} ��� '�	 ��	�( �
�������� �� ��#
�� �
� {α ∈ ΓK(G)alg ; α <
v(x)}� )
 ��
��� � �*�� �	��� ������ 	
 �
������ '�	 ��	�( �
��������

��#
�� �
� {α ∈ ΓK(G)alg ; α > v(x)}�

����� ����	� ���� x ∈M � �� K(G)alg(x) ��� �	� ����	���	 ������� ��

K(G)alg ����� �� ������ �	� ����� (yi)i∈N ������	�� �� K(G)alg 
�� �������

��	����� ���� x �� 
�� 	�� ��� �� ������������ ��	� K(G)alg�

���	�������	� )
  � �����
��� ��� ��
���� �	��� 
������� �	�	
 P ∈
Z̃[(Xi)i∈N, Y, (Zi)i∈N]� �� �	�	
 a ∈ K� ���� �	� ���
������ {v(x − y) ; y ∈



�� �������� 	
 �� ������� ����� (CP ,U)

AG(Pa)} ���� ���	
� �
	� {v(x− y) ; y ∈ (K(G)alg)} �
���		�	� �
� ��
��
������ �� �������	� ����	 ��� P �� ����	 ��� a ������	� ����� K(G)alg ���


�����������	� �
���
�� K(G)alg(x) ��� �	� ����	���	 ������
�� �� ����

��
	���	�
	� ��K(G)alg ��	� ���� ���� ����	��� Q ∈ K(G)alg[X]� �� �����
���
�� y0 ∈ AG(Pa) ��� ��� ���� ���� y ∈ M  ����
	� v(x − y) > v(x − y0)�
�	 
�� v

(
Q(x)

)
= v

(
Q(y)

)
 !	 �
���������� ���� ���� r ∈ �0, n − 1�� ����

B ∈ Pr+1
n � ���� j ∈ �0, p − 1�r+1� �� ���� g ∈ Gn� �� �������
�� y0 ∈

AG(Pa) ��� ��� ���� ���� y ∈ AG(Pa)  ����
	� v(x − y) > v(x − y0)� �	


�� v
(
PB,j(a, y, g)

)
= v

(
PB,j(a, x, g)

)
 ��
��"� ��
����� 4 �� T � �	 �	 ���

����
�� ��� ���	������ {v(x− y) ; y ∈ A(Pa)} 
������
�� �	 �
����� #
�

���	
����� ���	������ {v(x − y) ; y ∈ K(G)alg)} 
������
�� 
���� �	 �
���

���� �� ��� ��� 
������ $� 	������� ��	� 
���	 P ∈ Z̃[(Xi)i∈N, Y, (Zi)i∈N]� ��

���	 a ∈ K� ���� ��� ���	������ {v(x− y) ; y ∈ AG(Pa)} ���� ���	
� �
	�
{v(x − y) ; y ∈ (K(G)alg)} %�	��� ���� ���� P ∈ Z̃[(Xi)i∈N, Y, (Zi)i∈N]�
�� ���� a ∈ K� �� ������ yP,a ∈ K(G)alg ��� ���� ���� ���� y ∈ AG(Pa)�
�	 
�� v(x − yP,a) > v(x − y) ����� K ��� ��	����
���� ���	������

{v(x − yP,a) ; P ∈ Z̃[(Xi)i∈N, Y, (Zi)i∈N], a ∈ K} ��� 
���� ��	����
���

&��� y ∈ K(G)alg $� ������ P ∈ Z̃[(Xi)i∈N, Y, (Zi)i∈N] �� a ∈ K� ���� ���

y ∈ AG(Pa) %���� v(x − yP,a) > v(x − y) '	 �	 ������ ��� {v(x −
yP,a) ; P ∈ Z̃[(Xi)i∈N, Y, (Zi)i∈N], a ∈ K} ��� ���	
� �
	� {v(x − y) ; y ∈
(K(G)alg)}

����� ����	
�����	 �� �������� �����

��������	�
�� �� ������� ������ '	  
 ��	������� ���� ���"��� (M,Gp, Gp)
�� (M ′, G′

p, G
′
p) �� T � �
����� �� �
���	
���� ℵ1� �� �	  
 ��	���� ��� �
 (
�

����� F ��� L��������)����� �
������ �	��� M �� M ′ ��	� �� ���
�	� ��� ��

�
 (���� K(G)� �* K ��� �	 ���������� ��	����
��� �� M � ��� 	�	� ��� ��

+ �
 ��������� ��  
���� ��	�

�����	,�	� �
� ��	���� ��� F ��� 	�	� ��� '	 ��	��� ����� �
	� �


����	���
���	 �� �)���"�� --. ����� ������ �	 LGp��������)���� �
����� h
�	��� Q(Gp) �� Q(G′

p) ����� ΓQ(Gp) = ΓQ(G′
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