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♣❛'&✐' ❞✉ ❣'❛♣❤❡ Gs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✵

✷✳✾ ❆'❜'❡ ♦♣&✐♠❛❧ ✈❡'%✉% ❤✐0'❛'❝❤✐❡ ♦♣&✐♠❛❧❡ ❞✉ '0%❡❛✉ ◆❙❋ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷

✷✳✶✵ ❆'❜'❡ ❞❡ '❡❝♦✉✈'❡♠❡♥& ♦♣&✐♠❛❧ ✈❡'%✉% ❤✐0'❛'❝❤✐❡ ❞❡ '❡❝♦✉✈'❡♠❡♥& ♦♣&✐♠❛❧❡ ✳ ✳ ✳ ✻✹

✷✳✶✶ ◆♦♠❜'❡ ❞✬✐♥%&❛♥❝❡% ❡♥ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♠0❧✐♦'❛&✐♦♥ ❞✉ ❝♦\& ♣❛' ❧❡% ❤✐0'❛'❝❤✐❡% ✳ ✳ ✳ ✻✹

✷✳✶✷ ❍✐0'❛'❝❤✐❡ ❞❡ '❡❝♦✉✈'❡♠❡♥& ❞✬0&♦✐❧❡ ❝❛❧❝✉❧0 ❛✈❡❝ ❧✬❤❡✉'✐%&✐>✉❡ ♣'♦♣♦%0❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼

✷✳✶✸ ❉0❝♦♠♣♦%✐&✐♦♥ ❡♥ 0&♦✐❧❡% ❞✬✉♥ ❛'❜'❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✵

✷✳✶✹ ▲❡ ❣'❛♣❤❡ ✉&✐❧✐%0 ❞❛♥% ❧❡ &❤0♦'R♠❡ ✷✳✹✳✸ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶

✺



✸✳✶ ❉✐✛&'❡♥❝❡ ❡♥+'❡ ❧❡ ♣'♦❜❧0♠❡ ▼❇❱❙❚ ❡+ ❧❡ ♣'♦❜❧0♠❡ ▼❉❙❚ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺

✸✳✷ ■♥;+❛♥❝❡ ♣'♦✉✈❛♥+ ❧❛ ♣'♦♣♦;✐+✐♦♥ ✸✳✷✳✷ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✼

✸✳✸ ❆'❜'❡ ❞❡ '❡❝♦✉✈'❡♠❡♥+ T1 ❞✉ ❣'❛♣❤❡ G ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✽

✸✳✹ ❆'❜'❡ ❞❡ '❡❝♦✉✈'❡♠❡♥+ T2 ❞✉ ❣'❛♣❤❡ G ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾

✸✳✺ ▲❡ ♣'♦❜❧0♠❡ ▼▲ ♥✬❡;+ ♣❛; &H✉✐✈❛❧❡♥+ ❛✉① ♣'♦❜❧0♠❡; ▼❇❱❙❚ ❡+ ▼❉❙❚ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵

✸✳✻ ■♥;+❛♥❝❡ ♣'♦✉✈❛♥+ H✉❡ ❧❡; ♣'♦❜❧0♠❡; ▼❇❱❙❚✱ ▼❉❙❚ ❡+ ▼▲❙❚ ♥❡ ;♦♥+ ♣❛; ❧✐&; ✳ ✽✶

✸✳✼ ❘&❞✉❝+✐♦♥ ❞✉ ♣'♦❜❧0♠❡ ❇❱❈▼❙❚ ❛✉ ♣'♦❜❧0♠❡ ❝❤❡♠✐♥ ❤❛♠✐❧+♦♥✐❡♥ ❞❡ ❝♦O+ ♠✐✲

♥✐♠✉♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸

✸✳✽ ■♥;+❛♥❝❡ ♠♦♥+'❛♥+ H✉❡ ❧❛ ❜♦'♥❡ ;✉' ❧❡ ♥♦♠❜'❡ ❞❡ ❞✉♣❧✐❝❛+✐♦♥; ❞❡; ;♦♠♠❡+; ♥❡

❞&♣❡♥❞ ♣❛; ✉♥✐H✉❡♠❡♥+ ❞❡ k ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺

✸✳✾ ❆'❜'❡; ❞❡ '❡❝♦✉✈'❡♠❡♥+ ♦♣+✐♠❛✉① ✈❡';✉; ❤✐&'❛'❝❤✐❡; ❞❡ '❡❝♦✉✈'❡♠❡♥+ ♦♣+✐♠❛❧❡; ✽✽

✸✳✶✵ ❈♦♥+'❛❝+✐♦♥ ❞❡; ❛'Q+❡; ❞✬✉♥❡ ❝❤❛R♥❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵

✸✳✶✶ ❘❡❝♦✉✈'❡♠❡♥+ ❞✬✉♥❡ &+♦✐❧❡ ♣❛' ✉♥❡ ❤✐&'❛'❝❤✐❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶

✸✳✶✷ ▲❡; ;♦♠♠❡+; h1 ❡+ h′1 ;♦♥+ ❞❡; ;♦♠♠❡+; ❞❡ ❜'❛♥❝❤❡♠❡♥+ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷

✸✳✶✸ ❙❡✉❧ h1 ❡;+ ✉♥ ;♦♠♠❡+ ❞❡ ❜'❛♥❝❤❡♠❡♥+ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸

✸✳✶✹ ❙❡✉❧ h′1 ❡;+ ✉♥ ;♦♠♠❡+ ❞❡ ❜'❛♥❝❤❡♠❡♥+ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸

✸✳✶✺ ❆✉❝✉♥ ❞❡; ❞❡✉① ;♦♠♠❡+; h1 ❡+ h′1 ♥❡ ;♦♥+ ❞❡; ;♦♠♠❡+; ❞❡ ❜'❛♥❝❤❡♠❡♥+ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸

✹✳✶ ■❧❧✉;+'❛+✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❤✐&'❛'❝❤✐❡ ♦♣+✐H✉❡ ;✐♠♣❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽

✹✳✷ ■♥;+❛♥❝❡ ❝♦✉✈❡'+❡ ♣❛' ❞❡✉① ❤✐&'❛'❝❤✐❡; ♦♣+✐H✉❡; ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽

✹✳✸ ❘❡❧❛+✐♦♥ ❡♥+'❡ ❧❡ ♣'♦❜❧0♠❡ ▼❲❘❙ ❡+ ❧❡ ♣'♦❜❧0♠❡ ❝❤❡♠✐♥ ❤❛♠✐❧+♦♥✐❡♥ ♦'✐❡♥+&✳ ✳ ✶✵✵

✹✳✹ ❚'❛♥;❢♦'♠❛+✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❞✉ ❣'❛♣❤❡ G ♣♦✉' k = 3 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✶

✹✳✺ ❙♦❧✉+✐♦♥ ♣♦✉' ❧❡ ♣'♦❜❧0♠❡ ▼❲❘❙ ❡♥ ✉+✐❧✐;❛♥+ ❧❡; ;+'✉❝+✉'❡; ❍❖❙ ❡+ ❍❖❊✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷

✹✳✻ ❘❡❝♦✉✈'❡♠❡♥+ ❞✬✉♥❡ &+♦✐❧❡ ♣❛' ✉♥❡ ❤✐&'❛'❝❤✐❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷

✹✳✼ ▼✐♥✐♠✐;❡' ❧❡ ♥♦♠❜'❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉'; ❞✬♦♥❞❡ ♥&❝❡;;❛✐'❡ ❛✉ '♦✉+❛❣❡ ♣❡✉+ ❛✉❣♠❡♥+❡'

❝♦♥;✐❞&'❛❜❧❡♠❡♥+ ❧❡ ❝♦O+✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✸

✹✳✽ ❉❛♥; ✉♥❡ ;♦❧✉+✐♦♥ ♦♣+✐♠❛❧❡ ♣♦✉' ❧❡ ♣'♦❜❧0♠❡ ▼❲❘❙✲❍❖❙✱ ❧❛ ;♦✉'❝❡ ♥✬❛ ♣❛; ❞❡

♣'&❞&❝❡;;❡✉'✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹

✹✳✾ ❙♦❧✉+✐♦♥; ♦♣+✐♠❛❧❡; ❞✉ ♣'♦❜❧0♠❡ ▼❲❘❙✲❍❖❙ ✈❡';✉; ;♦❧✉+✐♦♥; ♦♣+✐♠❛❧❡; ❞✉ ♣'♦✲

❜❧0♠❡ ▼❲❘❙✲❍❖❊ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✾

✻



❘❡♠❡#❝✐❡♠❡♥'(

▼❡" ♣$❡♠✐❡$" $❡♠❡$❝✐❡♠❡♥)" ✈♦♥) , ❈❤$✐")✐♥❛ ❇❛③❣❛♥ ❡) , ❉❛✈✐❞ ❈♦✉❞❡$) ♣♦✉$ ❛✈♦✐$ ❛❝❝❡♣)6

❞✬8)$❡ $❛♣♣♦$)❡✉$" ❞❡ ❝❡))❡ )❤9"❡✳ ❱♦" $❡♠❛$<✉❡" ♣❡$)✐♥❡♥)❡" ❡) ✈♦" ❝♦♥"❡✐❧" ❛✈✐"6" ♠✬♦♥) ♣❡$♠✐"

❞✬❛♠6❧✐♦$❡$ ❧❡ ❝♦♥)❡♥✉ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉"❝$✐)✳ ❏❡ $❡♠❡$❝✐❡ )♦✉) ❛✉""✐ ❝❤❛❧❡✉$❡✉"❡♠❡♥) ❏❡❛♥✲❈❧❛✉❞❡

❑♦♥✐❣ ❛✐♥"✐ <✉❡ ❈❤$✐")✐❛♥ ▲❛❢♦$❡") ♣♦✉$ ❛✈♦✐$ ❛❝❝❡♣)6 ❞✬8)$❡ ♠❡♠❜$❡" ❞❡ ♠♦♥ ❥✉$②✳

❯♥ ❣$❛♥❞ ♠❡$❝✐ , ▼✐❦❧♦" ▼♦❧♥❛$✱ ♠♦♥ ❞✐$❡❝)❡✉$ ❞❡ )❤9"❡✱ <✉❡ ❥✬❛✐ ❡✉ ❧❛ ❝❤❛♥❝❡ ❞✬❛✈♦✐$ ❝♦♠♠❡

❡♥"❡✐❣♥❛♥) ❡♥ ▼❛")❡$✳ ▲♦$" ❞✬✉♥❡ ♣$6"❡♥)❛)✐♦♥ <✉✐ ❝♦♥")✐)✉❛✐) ❧✬6✈❛❧✉❛)✐♦♥ ❞❡ "♦♥ ♠♦❞✉❧❡✱ ❥✬❛✈❛✐"

♣$6♣❛$6 ✻✵ ❞✐❛♣♦" ♣♦✉$ ✶✺ ♠✐♥✉)❡" ❞❡ )❡♠♣" ❞❡ ♣❛$♦❧❡ ✭<✉❡")✐♦♥" ❝♦♠♣$✐"❡"✮✱ ❥❡ ♥✬❛✐ ♣❛" ♣✉ ❛❧❧❡$

❛✉✲❞❡❧, ❞❡ ❧✬✐♥)$♦❞✉❝)✐♦♥✳ ◗✉✐♥③❡ ❥♦✉$" ♣❧✉" )❛$❞✱ ✐❧ 6)❛✐) ♠♦♥ )✉)❡✉$ ❞❡ ")❛❣❡✳ ❙✐① ♠♦✐" ♣❧✉" )❛$❞✱

✐❧ 6)❛✐) ♠♦♥ ❞✐$❡❝)❡✉$ ❞❡ )❤9"❡ ❡) )$♦✐" ❛♥" ♣❧✉" )❛$❞ ✐❧ ❡") ❡) $❡")❡$❛ , ♠❡" ②❡✉① ✉♥❡ $6❢6$❡♥❝❡

"❝✐❡♥)✐✜<✉❡ ❡) ❤✉♠❛✐♥❡✳ ▼✐❦❧♦" ♠✬❛ ♣♦✉""6 , ❞♦♥♥❡$ ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉$ ❞❡ ♠♦✐✲♠8♠❡ ❡♥ )$♦✉✈❛♥) ❧❡

❥✉")❡ 6<✉✐❧✐❜$❡ ❡♥)$❡ ❧✐❜❡$)6 ❞✬✐♥✈❡")✐❣❛)✐♦♥ ❡) ❧❛ ♣$❡""✐♦♥ ♥6❝❡""❛✐$❡ ♣♦✉$ $❡"♣❡❝)❡$ ❧❡" ❞6❧❛✐"✳

❈❡))❡ )❤9"❡ ♥✬❛✉$❛✐) ♣❛" 6)6 ❧❛ $6✉""✐)❡ <✉✬❡❧❧❡ ❡") "❛♥" ❧❛ $✐❣✉❡✉$ ❡) ❧❛ ♠✐♥✉)✐❡ ❞❡ ❙②❧✈❛✐♥ ❉✉$❛♥❞✱

♠♦♥ ❡♥❝❛❞$❛♥)✱ <✉✐ 6)❛✐) ♣$6"❡♥) ❛✉ <✉♦)✐❞✐❡♥✳ ❙②❧✈❛✐♥ "✬❡") ✐♠♣❧✐<✉6 ❞❛♥" )♦✉)❡" ❧❡" 6)❛♣❡" )❡❝❤✲

♥✐<✉❡" <✉✬♦♥ ❛ ♣✉ $❡♥❝♦♥)$❡$✳ ❙♦♥ ❡①♣6$✐❡♥❝❡ ❡) "❡" ❝♦♥"❡✐❧" ♠✬♦♥) 6)6 ❞✬✉♥❡ ✉)✐❧✐)6 ✐♥❡")✐♠❛❜❧❡✳

❈❡ ❢✉) ✉♥ ❤♦♥♥❡✉$ ❞❡ )$❛✈❛✐❧❧❡$ ❛✈❡❝ ❙②❧✈❛✐♥ ❞♦♥) ❧❛ ❣❡♥)✐❧❧❡""❡ ♥✬❛ ❞✬6❣❛❧ <✉❡ "♦♥ $✐❣♦$✐"♠❡

"❝✐❡♥)✐✜<✉❡✳

❏❡ $❡♠❡$❝✐❡ )♦✉" ❧❡" ♠❡♠❜$❡" ❞✉ ▲■❘▼▼ <✉✐✱ ❡♥ ❛❧❧✐❛♥) ❢$❛)❡$♥✐)6✱ ♠♦❞❡")✐❡ ❡) ♣$♦❢❡""✐♦♥♥❛✲

❧✐"♠❡✱ ❝$6❡♥) ✉♥❡ ❛)♠♦"♣❤9$❡ "❝✐❡♥)✐✜<✉❡♠❡♥) ")✐♠✉❧❛♥)❡ ❡) ❤✉♠❛✐♥❡♠❡♥) ✐♥)6$❡""❛♥)❡✳ ❯♥ ♠❡$❝✐

♣❛$)✐❝✉❧✐❡$ , ♠❡" ❝♦✲❜✉$❡❛✉① ❘❡♠✐✱ ❞♦♥) ❧❡" ❝♦♥♥❛✐""❛♥❝❡" ❡♥ )❤6♦$✐❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣$♦①✐♠❛)✐♦♥ ❡) ❡♥

❝♦♠♣❧❡①✐)6 ♣❛$❛♠6)$6❡ ✐♠♣$❡""✐♦♥♥❡♥)✳ ❉❛♥❤ ❞♦♥) ❥✬❛❞♠✐$❡ ❧❡ ❝♦✉$❛❣❡ ❞✬8)$❡ ❧♦✐♥ ❞❡ "❛ ❢❡♠♠❡

❡) ❞❡ ❧❡✉$ ❜6❜6✳ ❈❡❝✐ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ✐❞6❡ "✉$ "❛ ❞6)❡$♠✐♥❛)✐♦♥ ❡) ❞❡ "♦♥ ❛❜♥6❣❛)✐♦♥✳✳✳ ●✉✐❧❧❡$♠❡✱

)♦✉❥♦✉$" ♣$8) , ❛✐❞❡$ ❡) , ♣❛$)❛❣❡$✳

▲❡" $❡♠❡$❝✐❡♠❡♥)" "♦♥) ✉♥ ❡①❡$❝✐❝❡ ❛❣$6❛❜❧❡ ♠❛✐" ❝♦♠♣❧✐<✉6✱ ❝❛$ ♦♥ ❞♦✐) "❡ ♣♦"❡$ ✉♥❡ <✉❡")✐♦♥

, ❧❛<✉❡❧❧❡ ✐❧ ❡") ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥❡$ ✉♥❡ $6♣♦♥"❡ ❡①❤❛✉")✐✈❡ ✿ ●$X❝❡ , <✉✐ ♠❡ "✉✐"✲❥❡ $❡)$♦✉✈6

❡♥ ♠❡"✉$❡ ❞❡ ❢❛✐$❡ ✉♥❡ )❤9"❡ ❡) ❣$X❝❡ , <✉✐ ❧✬❛✐✲❥❡ $6✉""✐ ❄ Z♦✉$ 8)$❡ ❜$❡❢✱ ❥❡ ✈❛✐" $❡♠❡$❝✐❡$ ❧❡"

♣❡$"♦♥♥❡" ❧❡" ♣❧✉" ❝❤9$❡" , ♠♦♥ ❝[✉$✱ "❛♥" ❧❡"<✉❡❧❧❡" ❥❡ ♥✬❛✉$❛✐" ♣❛" 6)6 ❝❡ <✉❡ ❥❡ "✉✐"✳
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▼♦♥ ♣$%❡ ♠✬❛ *♦✉❥♦✉%- ❞✐* ✓▼♦♥ ✜❧-✱ *✉ ❡- ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉%✳✔ ♠6♠❡ 7✉❛♥❞ ❥❡ ♥❡ ❧✬8*❛✐- ♣❛- %8❡❧❧❡♠❡♥*✱

✐❧ ♥❡ ❞♦✉*❛✐* ♣❛- ❞❡ ♠❛ %8✉--✐*❡✳ ❏✬❛✐ ♠❛✐♥*❡♥❛♥* ❝♦♠♣%✐- 7✉❡ ❧❡- 8*✉❞❡- ✲ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ✈✐❡ ❞✬❛✐❧❧❡✉%-

✕ ♥❡ -♦♥* ♣❛- ✉♥ -♣%✐♥* ♠❛✐- ✉♥❡ ❝♦✉%-❡ ❞❡ ❢♦♥❞✳ ▲✬✐♠♣♦%*❛♥* ♥✬❡-* ♣❛- ❞✬6*%❡ ❡♥ *6*❡ @ ❝❤❛7✉❡

✈✐%❛❣❡ ♠❛✐- ❞✬6*%❡ ❛✉ %❡♥❞❡③✲✈♦✉- @ ❧✬❛%%✐✈8❡✳ ▼♦♥ ♣$%❡ ❛ *♦✉❥♦✉%- ❡✉ ♣❧✉- ❞✬❛♠❜✐*✐♦♥- ♣♦✉% ♠♦✐

7✉❡ ❥❡ ♥✬❡♥ ❛✈❛✐- ♣♦✉% ♠♦✐✲♠6♠❡✳ ❊* -✐ ❝✬8*❛✐* F❛ ❛✈♦✐% ✉♥ ♣$%❡ ❢♦%♠✐❞❛❜❧❡ ❄ ■❧ ❡-* ♠❛ ♣❧✉- ❣%❛♥❞❡

✜❡%*8 ❡* ❥✬❡-♣$%❡ 7✉❡ ❣%I❝❡ @ ❝❡ ♠♦❞❡-*❡ *%❛✈❛✐❧✱ ❥✬❛✐ %8✉--✐ @ ❧✉✐ ♣%♦❝✉%❡% ❧❡ ❞✐①✐$♠❡ ❞❡ ❧❛ ✜❡%*8

7✉❡ ❥✬❛✐ ♣♦✉% ❧✉✐✳

❉❛♥- ✉♥ ♠♦♠❡♥* ❞❡ *%$- ❣%❛♥❞ ❞♦✉*❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡- ❞♦❝*♦%❛♥*- ❡♥ %❡♥❝♦♥*%❡♥* ♥8❝❡--❛✐%❡♠❡♥* -✉%

❧❡✉% ❝❤❡♠✐♥✱ ♠❛ ♠$%❡ ❛ ❡✉ ♣♦✉% ♠♦✐ ❝❡**❡ ♣❤%❛-❡ 7✉✐ ♠✬❛ 8♠✉ ✓ ▼♦♥ ✜❧-✱ ❝❡ ♥✬❡-* ♣❛- ❣%❛✈❡

-✐ *✉ ♥❡ %8✉--✐- ♣❛-✱ ♥♦✉- *✬❛✐♠♦♥- ✔✳ ◗✉♦✐ ❞❡ ♣❧✉- %8❝♦♥❢♦%*❛♥* ❞❛♥- ✉♥ ♠♦♠❡♥* ❞✐✣❝✐❧❡ 7✉❡

❞✬❛✈♦✐% ❧❛ ♣❡%♠✐--✐♦♥ ❞✬8❝❤♦✉❡% ❞❡ ❧❛ ♣❛%* ❞❡ ❝❡✉① 7✉❡ ❧✬♦♥ ❛✐♠❡✳ ❈✬❡-* -❛♥- ❞♦✉*❡ ❣%I❝❡ @ ❝❡**❡

♣❤%❛-❡ 7✉❡ ❥✬❛✐ %8✉--✐✳ ◆♦✉- ❛✈♦♥- *♦✉- ✉♥❡ ♠❛♠❛♥ ❢♦%♠✐❞❛❜❧❡✱ ❧❛ ♠✐❡♥♥❡ ❧✬❡-* ❞❛✈❛♥*❛❣❡ ❡♥❝♦%❡ ✦

▲❡ ♣❧✉- ❧♦✉%❞ -❛❝%✐✜❝❡ 7✉✬♦♥* ♥8❝❡--✐*8 ♠❡- 8*✉❞❡- ❡-* ❞❡ ♥✬❛✈♦✐% ♣❛- ✈✉ ♠♦♥ ♣❡*✐* ❢%$%❡ ❣%❛♥❞✐%✳

❖♥ -✬❛♣♣❡❧❧❡ %8❣✉❧✐$%❡♠❡♥* ❡* ❝❤❛7✉❡ ❛♣♣❡❧ ❡-* ✉♥❡ ❜♦✉✛8❡ ❞✬♦①②❣$♥❡✳ ▲❛ ♣✉❞❡✉% ❞❡ ❧✬❛❞♦❧❡-❝❡♥*

❧✬❡♠♣6❝❤❡ ❞❡ -❡ ❧✐✈%❡% ♠❛✐- -❡- ✓ ❛❧❧T ✔ ❡♥*❤♦✉-✐❛-*❡- -♦♥♥❡♥* @ ♠♦♥ ♦%❡✐❧❧❡ ❝♦♠♠❡ ❞❡- ✓ *✉ ♠❡

♠❛♥7✉❡- ✔✳

❏❡ *❡%♠✐♥❡ ♣❛% ◆❡❥♠❛✱ 7✉✐ ♠✬❛ ❛❝❝♦♠♣❛❣♥8 ❛✉ ♣❧✉- ♣%$- ❞✉%❛♥* ❝❡**❡ *❤$-❡✳ ❊❧❧❡ ❛ -✉ %❡♥❞%❡ ♠♦♥

7✉♦*✐❞✐❡♥ ❛❣%8❛❜❧❡✳ ❙✉❜✐% ❧❡- ❞✐✣❝✉❧*8-✱ ❧❡ -*%❡--✱ ❧❛ ❢❛*✐❣✉❡ ❡* ❧❡- ❞♦✉*❡- ♣♦✉% ✉♥ ❞✐♣❧T♠❡ ♥✬❡-*

%✐❡♥ ❞❡✈❛♥* 7✉❡❧7✉✬✉♥ 7✉✐ ❧❡ -✉❜✐* ♣♦✉% %✐❡♥✱ %✐❡♥ 7✉❡ ♣♦✉% ♠♦✐✳ ▲❡- ♠♦*- ♠❛♥7✉❡♥* @ ❧✬8♠♦*✐♦♥✳

◆❡❥♠❛ ❡-* ❧❛ -❡✉❧❡ ♣❡%-♦♥♥❡ 7✉✐ ❢❛✐* ❙❝✐❡♥❝❡ V♦❧✐*✐7✉❡ ❡* 7✉✐ ❛ ❞❡- ♥♦*✐♦♥- ❞❡ *❤8♦%✐❡ ❞❡- ❣%❛♣❤❡-

❡* ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐*8✱ *❡❧❧❡♠❡♥* -❡- ❧❡❝*✉%❡- ❞✉ ♠❛♥✉-❝%✐* ♦♥* 8*8 ♥♦♠❜%❡✉-❡- ❡* ♠8*✐❝✉❧❡✉-❡-✳ ❈❡**❡

✜♥ ❞❡ *❤$-❡ ♥✬❡-* 7✉❡ ❧❡ ❞8❜✉* ❞✬❛✉*%❡- ♣8%✐♣8*✐❡-✱ ❡* ❥❡ -✉✐- ✐♠♣❛*✐❡♥* ❞❡ ❧❡- ❞8❝♦✉✈%✐% ❛✈❡❝ ❡❧❧❡✳

▲❡- ❝❤❛❧❧❡♥❣❡- ❞❡ ❧❛ ✈✐❡ ♥❡ ♠❡ ❢♦♥* ♣❧✉- ♣❡✉% ❞❡♣✉✐- 7✉❡ ❥❡ ❧✬❛✐ ❞❛♥- ❧❡ ❝W✉%✳
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■♥"#♦❞✉❝"✐♦♥

◆♦✉# $✈♦❧✉♦♥# ❞❛♥# ✉♥ ❡♥✈✐,♦♥♥❡♠❡♥. ✉,❜❛♥✐#$ ❛✉.♦✉, ❞❡ ,$#❡❛✉① ❞✐✈❡,#✱ ❞❡ ♣❧✉# ❡♥ ♣❧✉# ❞❡♥#❡#

❡. ✐♥.❡,✲❝♦♥♥❡❝.$#✳ ▲✬❛❝❤❡♠✐♥❡♠❡♥. ❞❡ ♠❛♥✐9,❡ ✜❛❜❧❡ ❡. ; ♠♦✐♥❞,❡ ❝♦<. ❞❡ ❧✬✐♥❢♦,♠❛.✐♦♥ ❛✉

#❡✐♥ ❞✬✉♥ ,$#❡❛✉ ❛ .♦✉❥♦✉,# $.$ ✉♥❡ ♣,$♦❝❝✉♣❛.✐♦♥ ♣❡,♠❛♥❡♥.❡ ❞❡ ❧❛ ,❡❝❤❡,❝❤❡ #❝✐❡♥.✐✜?✉❡ ❀ ❞✉

❞$✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥. .❡❝❤♥♦❧♦❣✐?✉❡ ❡♥ ❣$♥$,❛❧ ❡. ❞❡ ❧❛ ,❡❝❤❡,❝❤❡ ♦♣$,❛.✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡♥ ♣❛,.✐❝✉❧✐❡,✳ ▲✬❛❝❤❡✲

♠✐♥❡♠❡♥. ❞❡ ❧✬✐♥❢♦,♠❛.✐♦♥ #❡ ❢❛✐. ♣❛, ✉♥❡ #.,✉❝.✉,❡ ❝♦✉✈,❛♥. ❧❡# .❡,♠✐♥❛✉① ❡. ❧❡# ❧✐❡♥# ❞✉ ,$#❡❛✉

✉.✐❧✐#$# ; ❝❡. ❡✛❡.✳ ▲❡ .,❛✈❛✐❧ ?✉❡ ♥♦✉# ❞$✈❡❧♦♣♣♦♥# ❞❛♥# ❧❡ ❝❛❞,❡ ❞❡ ❝❡..❡ .❤9#❡ #✬❛,.✐❝✉❧❡ ❛✉.♦✉,

❞❡# ♣,♦❜❧9♠❡# ❞❡ ,❡❝❤❡,❝❤❡ ❞❡ #.,✉❝.✉,❡ ❞❡ ,❡❝♦✉✈,❡♠❡♥. ❞✬✉♥ ,$#❡❛✉ ♠♦❞$❧✐#$ ♣❛, ✉♥ ❣,❛♣❤❡

#♦✉# ❝♦♥.,❛✐♥.❡ #✉, ❧❡ ❞❡❣,$ ❞❡# #♦♠♠❡.#✳

➱.❛♥. ❧❛ #.,✉❝.✉,❡ ❝♦♥♥❡①❡ ♣❡,♠❡..❛♥. ❞❡ ❝♦✉✈,✐, ❧❡# #♦♠♠❡.# ❡♥ ✉.✐❧✐#❛♥. ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❧✐❡♥#✱

❧✬❛,❜,❡ ❡#. ❧❡ ♣❧✉# ✉.✐❧✐#$❡ ♣♦✉, ❝❡ .②♣❡ ❞❡ ♣,♦❜❧9♠❡#✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥.✱ ❝❡..❡ #❡✉❧❡ ❝❛,❛❝.$,✐#.✐?✉❡ ♥❡

#✉✣. ♣❛# ❀ ✐❧ ❡#. $❣❛❧❡♠❡♥. ✉.✐❧❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐#❡, ❧✬❡♥#❡♠❜❧❡ ❞❡# ❝♦<.# ❞❡# ❧✐❡♥# ✉.✐❧✐#$# ♣❛, ❧✬❛,❜,❡✳

❖♥ ♣❛,❧❡,❛ ❛❧♦,# ❞✬❛,❜,❡ ❞❡ ,❡❝♦✉✈,❡♠❡♥. ❞❡ ❝♦<. ♠✐♥✐♠✉♠✳ ▲❛ ♠✐♥✐♠✐#❛.✐♦♥ ❞✉ ❝♦<. ❞❡ ❧❛

#.,✉❝.✉,❡ ❞❡ ,❡❝♦✉✈,❡♠❡♥. ❡#. ❧✬♦❜❥❡❝.✐❢ ♠❛❥❡✉, ❝♦♥#✐❞$,$ ❞❛♥# ❝❡..❡ .❤9#❡✳ ▲❡ ,❡❝♦✉✈,❡♠❡♥.

♣❡✉. H.,❡ .♦.❛❧ ❡. ♥❡ ❝♦✉✈,✐, ❧✬❡♥#❡♠❜❧❡ ❞❡# #♦♠♠❡.# ❞✉ ❣,❛♣❤❡ ♦✉ ♣❛,.✐❡❧ ❡. ❝♦✉✈,✐, ❛❧♦,# ?✉✬✉♥

#♦✉# ❡♥#❡♠❜❧❡ ❞❡# #♦♠♠❡.# ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐✳ ❈❤❡,❝❤❡, ✉♥ ❛,❜,❡ ❞❡ ❝♦<. ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❛♥# ❧❡ ❝❛# ❞✉

,❡❝♦✉✈,❡♠❡♥. .♦.❛❧ ❡#. ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ■❧ ❡#. ❝❡♣❡♥❞❛♥. ◆J✲❞✐✣❝✐❧❡ ❞❛♥# ❧❡ ❝❛# ❞✉ ,❡❝♦✉✈,❡♠❡♥.

♣❛,.✐❡❧ ✭❛,❜,❡ ❞❡ ❙.❡✐♥❡,✮✳

❇♦♥ ♥♦♠❜,❡ ❞❡ ❝❛# ♣,❛.✐?✉❡# ❡①✐❣❡♥. ✉♥❡ ❧✐♠✐.❛.✐♦♥ ❞✉ ❞❡❣,$ ❞❡# #♦♠♠❡.# ❞❡ ❧✬❛,❜,❡✳ ❈❡..❡

❧✐♠✐.❛.✐♦♥ ♣❡✉. ❛✈♦✐, ♣❧✉#✐❡✉,# ❢♦,♠❡#✳ ❊❧❧❡ ♣❡✉.✱ ♣❛, ❡①❡♠♣❧❡✱ ❡①♣,✐♠❡, ❧❛ ♥$❝❡##✐.$ ❞❡ ❜♦,♥❡,

❧❡ ❞❡❣,$ ❞❡# #♦♠♠❡.# ❞❡ ❧✬❛,❜,❡ ♦✉ ❜✐❡♥ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐.$ ♦✉ ♥♦♥ ❞❡ ❝❡# ❞❡,♥✐❡,# ; ❛✈♦✐, ♣❧✉# ❞❡ ❞❡✉①

✈♦✐#✐♥#✳ ❉❡ ♠❛♥✐9,❡ ❣$♥$,❛❧❡✱ ❞❡✉① .②♣❡# ❞❡ ❝♦♥.,❛✐♥.❡# #✉, ❧❡ ❞❡❣,$ ❞❡# #♦♠♠❡.# ♣❡✉✈❡♥. H.,❡

,❡❧❡✈$#✳ ▲✬✉♥❡ ❞✐.❡ ❤♦♠♦❣9♥❡✱ ✐❞❡♥.✐?✉❡ ; .♦✉# ❧❡# #♦♠♠❡.# ❡. ❧✬❛✉.,❡ ❤$.$,♦❣9♥❡ ♣♦✉✈❛♥. ❞✐✛$,❡,

❞✬✉♥ #♦♠♠❡. ; ✉♥ ❛✉.,❡✳ ❉❡✉① ♣,♦❜❧9♠❡# ❧❛,❣❡♠❡♥. $.✉❞✐$# ❞❛♥# ❧❛ ❧✐..$,❛.✉,❡ ♦♥. #✉#❝✐.$ ♥♦.,❡

✐♥.$,H. ✿

✶✳ ▲❡ ♣,♦❜❧9♠❡ ❉❡❣,❡❡ ❈♦♥#.,❛✐♥❡❞ ▼✐♥✐♠✉♠ ❙♣❛♥♥✐♥❣ ❚,❡❡ ✭❉❈▼❙❚✮✱ ?✉✐ ❝♦♥#✐#.❡ ; ❝❤❡,✲

❝❤❡, ✉♥ ❛,❜,❡ ❞❡ ,❡❝♦✉✈,❡♠❡♥. .♦.❛❧ ❞✬✉♥ ❣,❛♣❤❡ .❡❧ ?✉❡ ❧❡ ❞❡❣,$ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ #❡# #♦♠♠❡.#

❛ ✉♥ ❞❡❣,$ ✐♥❢$,✐❡✉, ♦✉ $❣❛❧ ; ✉♥ ❡♥.✐❡, ❦ ❀

✾



✷✳ ▲❡ ♣%♦❜❧)♠❡ ❇%❛♥❝❤ ❱❡%1✐❝❡3 ❈♦♥31%❛✐♥❡❞ ▼✐♥✐♠✉♠ ❙♣❛♥♥✐♥❣ ❚%❡❡ ✭❇❱❈▼❙❚✮✱ >✉✐ ❝♦♥3✐31❡

? ❝❤❡%❝❤❡% ✉♥ ❛%❜%❡ ❞❡ %❡❝♦✉✈%❡♠❡♥1 1♦1❛❧ ❞❡ ❝♦A1 ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✬✉♥ ❣%❛♣❤❡ ❛②❛♥1 ❛✉ ♣❧✉3 ❦

3♦♠♠❡13 ❞❡ ❜%❛♥❝❤❡♠❡♥1✳

❈❡3 ❞❡✉① ♣%♦❜❧)♠❡3 3♦♥1 ◆G✲❞✐✣❝✐❧❡3 ❡1 ♥✬❛❞♠❡11❡♥1 ♣❛3 ❞❡ %❛1✐♦ ❞✬❛♣♣%♦①✐♠❛1✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ❢❛❝✲

1❡✉% ❝♦♥31❛♥1✳

❇✐❡♥ >✉✬❡♥ ❧✬❛❜3❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥1%❛✐♥1❡3 3✉% ❧❡ ❞❡❣%K✱ ❧✬❛%❜%❡ ❞❡ %❡❝♦✉✈%❡♠❡♥1 ❞❡ ❝♦A1 ♠✐♥✐♠✉♠ 3♦✐1

✐♥❝♦♥1❡31❛❜❧❡♠❡♥1 ❧❛ 31%✉❝1✉%❡ ♦✛%❛♥1 ✉♥ ♠♦✐♥❞%❡ ❝♦A1✱ ❡♥ ♣%K3❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡✉①✲❝✐✱ ✐❧ ♠♦♥1%❡ 3❡3

❧✐♠✐1❡3 ❡♥ ♠❛1✐)%❡ ❞❡ %❡3♣❡❝1❛❜✐❧✐1K ❞❡3 ❝♦♥1%❛✐♥1❡3 ❡1 ❞❡ %K❞✉❝1✐♦♥ ❞✉ ❝♦A1✳ ■❧ ❡①✐31❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥1

✉♥❡ ❛✉1%❡ 31%✉❝1✉%❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ♠✐❡✉① %K♣♦♥❞%❡ ❛✉① ❡①✐❣❡♥❝❡3 ❡1 ❛✉① ❝♦♥1%❛✐♥1❡3 ✐♠♣♦3K❡3✳ ◆♦1%❡

❛❝1✐♦♥ ♣%❡♠✐)%❡ ❡31 ❞❡ ♠❡11%❡ ❡♥ K✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡ ♠❛♥✐)%❡ ❝♦♥❝%)1❡ ❧❛ ♣❧✉3✲✈❛❧✉❡ ❛♣♣♦%1K❡ ♣❛% ❝❡11❡

♥♦✉✈❡❧❧❡ 31%✉❝1✉%❡✳ ◆♦✉3 ✈❡%%♦♥3✱ ♣❛% ❧❛ 3✉✐1❡✱ >✉❡ ❧❛ ❤✐K%❛%❝❤✐❡ ❡31 ✉♥❡ 31%✉❝1✉%❡ ♥❡11❡♠❡♥1 ♣❧✉3

✧✢❡①✐❜❧❡✧ >✉❡ ❧✬❛%❜%❡✳ ■❧ ❡31 ❛❧♦%3 ♥K❝❡33❛✐%❡ ❞✬❡①♣❧♦✐1❡% ❝❡11❡ ✢❡①✐❜✐❧✐1K ♣♦✉% ♠✐♥✐♠✐3❡% ❧❡ ❝♦A1

❞✉ %❡❝♦✉✈%❡♠❡♥1✳

▲❛ 31%✉❝1✉%❡ ❞✬❛%❜%❡ ❞❡ %❡❝♦✉✈%❡♠❡♥1 3✉3❝✐1❡ ✉♥ ✐♥1K%P1 ♣❛%1✐❝✉❧✐❡% ❞❛♥3 ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡3 %K3❡❛✉①✳

▲✬✐♥1%♦❞✉❝1✐♦♥ ❞✉ ❜%♦❛❞❝❛31✴♠✉❧1✐❝❛31 ♣❛% ❉❡❡%✐♥❣ ❞❛♥3 ❧❡3 ❛♥♥K❡3 ✾✵ ❛ ❝♦♥3✐❞K%❛❜❧❡♠❡♥1 ❛✉❣✲

♠❡♥1K 3♦♥ ✐♠♣❛❝1✳ ❉❡❡%✐♥❣ ❛✈❛✐1 ❝♦♥31❛1K >✉❡ ❧✬❡♥✈♦✐ ❞✬✉♥ 3❡✉❧ ♠❡33❛❣❡ ❞❡ ❧❛ 3♦✉%❝❡ ? ❝❤❛>✉❡

3♦♠♠❡1 ❝♦♥3♦♠♠❛✐1 ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ %❡33♦✉%❝❡3 ✭❜❛♥❞❡ ♣❛33❛♥1❡✮✳ ■❧ ❛ ❛❧♦%3 ♣%♦♣♦3K ❧✬❡♥✈♦✐ ♣❛% ❧❛

3♦✉%❝❡ ❞✬✉♥ ✉♥✐>✉❡ ♠❡33❛❣❡✱ ♣✉✐3 ❞❡ ❧❡ ❞✉♣❧✐>✉❡% ❛✉ ❝♦✉%3 ❞❡ 3♦♥ ❛❝❤❡♠✐♥❡♠❡♥1 ❬❉❡❡✾✷❪✳ ❉❛♥3

❜♦♥ ♥♦♠❜%❡ ❞❡ ❝❛3 ♣%❛1✐>✉❡3✱ ❜♦%♥❡% ❧❡ ❞❡❣%K ❞❡ ❝❤❛>✉❡ 3♦♠♠❡1 ❞❡ ❧✬❛%❜%❡ ❞❡ %❡❝♦✉✈%❡♠❡♥1 ❞❡

❝♦A1 ♠✐♥✐♠✉♠ ❡31 ❡33❡♥1✐❡❧✳ ▲❛ ❞✐✛✉3✐♦♥ ♣❛%1✐❡❧❧❡ ♦✉ 1♦1❛❧❡ ❞❛♥3 ❧❡3 %K3❡❛✉① ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛1✐♦♥

❝❧❛33✐>✉❡3 3❡ ❢❛✐1 ❣%W❝❡ ? ❧❛ ❞✉♣❧✐❝❛1✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛>✉❡ ♠❡33❛❣❡ ❛%%✐✈❛♥1 ? ✉♥ 3♦♠♠❡1 ♣❛% ❧❡ ♥♦♠❜%❡

❞❡ 3❡3 3✉❝❝❡33❡✉%3✳ ❆✜♥ ❞❡ %K❛❧✐3❡% ❧❡ %♦✉1❛❣❡ ❡♥ ✉♥ 1❡♠♣3 ❛❝❝❡♣1❛❜❧❡ ♦✉ ❞✬❛✉❣♠❡♥1❡% ❧❛ ✈✐1❡33❡

❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐✱ ✐❧ ❡31 3♦✉❤❛✐1❛❜❧❡ ❞❡ ❧✐♠✐1❡% ❧❡ ♥♦♠❜%❡ ❞❡ ❞✉♣❧✐❝❛1✐♦♥3 ❞✉ ♠❡33❛❣❡ %♦✉1K ❬❩❖❑✾✸❪✳

▲❛ %♦❜✉31❡33❡ ❞✉ %♦✉1❛❣❡ ❞K♣❡♥❞ K❣❛❧❡♠❡♥1 ❞✉ ❞❡❣%K ❞❡3 3♦♠♠❡13✳ ❊♥ ❡✛❡1✱ 3✐ ✉♥ 3♦♠♠❡1 ❞❡

❧✬❛%❜%❡ ❛ ✉♥ ❞❡❣%K K❧❡✈K✱ ❛❧♦%3 ❡♥ ❝❛3 ❞❡ ♣❛♥♥❡✱ ✉♥ ❣%❛♥❞ ♥♦♠❜%❡ ❞❡ 3♦♠♠❡13 3❡ %❡1%♦✉✈❡%❛✐❡♥1

✐3♦❧K3 ❡1 ✐❧ 3❡%❛✐1 ♥K❝❡33❛✐%❡ ❞❡ ❧❡3 %❡❧✐❡% %❛♣✐❞❡♠❡♥1 ? ❞✬❛✉1%❡3 3♦♠♠❡13 ❞❡ ❧✬❛%❜%❡ ❬❉❍✻✽❪✳

▲❡ %♦✉1❛❣❡ ❜%♦❛❞❝❛31✴♠✉❧1✐❝❛31 ❞❛♥3 ❧❡3 %K3❡❛✉① ♦♣1✐>✉❡3 ❝♦♥31✐1✉❡ ❧✬❡33❡♥1✐❡❧ ❞❡ ♥♦1%❡ ♣%K♦❝✲

❝✉♣❛1✐♦♥✳ ▲❛ 1%❛♥3♠✐33✐♦♥ ❞❡3 ♠❡33❛❣❡3 ❞❛♥3 ❝❡ 1②♣❡ ❞❡ %K3❡❛✉① 3❡ ❢❛✐1 ❣%W❝❡ ? ❧❛ 1❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡

❞✉ ♠✉❧1✐♣❧❡①❛❣❡ ❡♥ ❧♦♥❣✉❡✉% ❞✬♦♥❞❡ ❝♦♠♠✉♥K♠❡♥1 ❛♣♣❡❧K❡ ❲❉▼ ✭❲❛✈❡❧❡♥❣1❤ ❉✐✈✐3✐♦♥ ▼✉❧1✐✲

♣❧❡①✐♥❣✮✳ ❈❡11❡ 1❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❝♦♥3✐31❡ ❡♥ ❧❛ ❞✐✈✐3✐♦♥ ❞✉ 3♣❡❝1%❡ ♦♣1✐>✉❡ ❡♥ ♣❧✉3✐❡✉%3 3♦✉3✲❝❛♥❛✉①

♦c ❝❤❛❝✉♥ ❡31 ❛33♦❝✐K ? ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉% ❞✬♦♥❞❡ 3♣K❝✐✜>✉❡ ❬●%❡✾✷❪✳ ■❧ ❡31 ❛✐♥3✐ ♣♦33✐❜❧❡ ❞❡ ❢❛✐%❡

1%❛♥3✐1❡%✱ ❞❛♥3 ✉♥❡ ♠P♠❡ ✜❜%❡✱ ♣❧✉3✐❡✉%3 ❧♦♥❣✉❡✉%3 ❞✬♦♥❞❡ ❡♥ ♣❛%❛❧❧)❧❡ ♦✉ ❡♥❝♦%❡ ❝❡ >✉❡ ❧✬♦♥

♣❡✉1 ❝♦♥3✐❞K%❡% ❝♦♠♠❡ K1❛♥1 ♣❧✉3✐❡✉%3 ❝♦✉❧❡✉%3 ❡♥ ♠P♠❡ 1❡♠♣3✳

❉❛♥3 ❧❡3 %K3❡❛✉① 1♦✉1 ♦♣1✐>✉❡✱ ❧❡3 ❢♦♥❝1✐♦♥3 ❞❡ ❝♦♠♠✉1❛1✐♦♥ ❡1 ❞❡ %♦✉1❛❣❡ 3♦♥1 ❢♦✉%♥✐❡3 ♣❛%

❧❡3 ❜%❛33❡✉%3 ♦♣1✐>✉❡ ❖❳❈ ✭♦♣1✐❝❛❧ ❝%♦33✲❝♦♥♥❡❝1✮ ❡1 ♣❡%♠❡11❡♥1 ❧❛ ♠✐3❡ ❡♥ f✉✈%❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉✲
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♥✐❝❛$✐♦♥& ❞❡ ❜♦✉$ ❡♥ ❜♦✉$ ❡♥$+❡ ❧❡& ♥-✉❞& ❞✬❛❝❝/&✳ ●+2❝❡ ❛✉ ❞3♠✉❧$✐♣❧❡①❛❣❡ ❞✉ &✐❣♥❛❧ ♦♣$✐8✉❡

❡♥$+❛♥$✱ ✉♥ ❜+❛&&❡✉+ ♦♣$✐8✉❡ ❖❳❈ ♣❡✉$ ❝♦♠♠✉$❡+ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡& ❧♦♥❣✉❡✉+& ❞✬♦♥❞❡ ❞✬✉♥ ♣♦+$ ❞✬❡♥✲

$+3❡ ✈❡+& ✉♥ ♣♦+$ ❞❡ &♦+$✐❡ 8✉❡❧❝♦♥8✉❡✳ ❈❡+$❛✐♥& ❖❳❈ ♣❛+$✐❝✉❧✐❡+&✱ ❛♣♣❡❧3& ❖❳❈✲▼❈✱ ♣❡✉✈❡♥$

3❣❛❧❡♠❡♥$ ❞✐✈✐&❡+ ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉+ ❞✬♦♥❞❡ ❡♥$+❛♥$❡ ✈❡+& ♣❧✉&✐❡✉+& ♣♦+$& ❞❡ &♦+$✐❡ A ❧❛ ❢♦✐& ❣+2❝❡ A

✉♥ ❝♦✉♣❧❡✉+ ♦♣$✐8✉❡✱ ❛✜♥ ❞✬♦✛+✐+ ✉♥ &❡+✈✐❝❡ ♠✉❧$✐❝❛&$✳

❉❛♥& ❧❡& +3&❡❛✉① 38✉✐♣3& ❞❡ &✇✐$❝❤ ❖❳❈✲▼❈✱ ❧❡ +♦✉$❛❣❡ ♠✉❧$✐❝❛&$✴❜+♦❛❞❝❛&$ &❡ ❢❛✐$ ❣+2❝❡ A ❞❡&

❛+❜+❡& ❞❡ +❡❝♦✉✈+❡♠❡♥$& ♣❛+$✐❡❧&✱ ❝❤❛❝✉♥ ♣+❡♥❛♥$ ❡♥ ❝♦♠♣$❡ ✉♥❡ &❡✉❧❡ ❧♦♥❣✉❡✉+ ❞✬♦♥❞❡✳ ❙✐ ❧❡&

&✇✐$❝❤& ❖❳❈✲▼❈ &♦♥$ &✉✣&❛♠♠❡♥$ ❞✐&♣♦♥✐❜❧❡& ❡$ ❜✐❡♥ ♣♦&✐$✐♦♥♥3& ❞❛♥& ❧❡ +3&❡❛✉✱ ❛❧♦+& ✉♥ &❡✉❧

❛+❜+❡ ❞❡ +❡❝♦✉✈+❡♠❡♥$ ✭✉♥❡ &❡✉❧❡ ❧♦♥❣✉❡✉+ ❞✬♦♥❞❡✮ ♣❡✉$ L$+❡ &✉✣&❛♥$✳ ❇✐❡♥ 8✉❡ ❧❛ ❝♦♥$+❛✐♥$❡

♣+✐♥❝✐♣❛❧❡ ✐♠♣♦&3❡ ♣❛+ ❧❛ $❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❲❉▼ &♦✐$ 8✉❡ ❞❡✉① ❝❛♥❛✉① ♦♣$✐8✉❡& ❞❡ ♠L♠❡ ❧♦♥❣✉❡✉+

❞✬♦♥❞❡ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥$ ♣❛& ❡♠♣+✉♥$❡+ ✉♥❡ ♠L♠❡ ✜❜+❡✱ ❧❛ ❝♦♥$+❛✐♥$❡ &✉+ ❧❡ ❞❡❣+3 ❞❡& &♦♠♠❡$& ❞❡

❧✬❛+❜+❡ ❞❡ +❡❝♦✉✈+❡♠❡♥$ ❡&$ 3❣❛❧❡♠❡♥$ ❥✉&$✐✜3❡✳ ❊✛❡❝$✐✈❡♠❡♥$✱ ❧❡& &♦♠♠❡$& ♠✉♥✐& ❞❡ ❝♦✉♣❧❡✉+&

♦♣$✐8✉❡& &♦♥$ ❝❛♣❛❜❧❡& ❞❡ ❞✐✈✐&❡+ ❧❡ &♣❡❝$+❡ ❧✉♠✐♥❡✉① ❛++✐✈❛♥$✱ ♠❛✐& ❝❡$$❡ ❝❛♣❛❝✐$3 ❡&$ ❧✐♠✐$3❡✳

❉❡ ♣❧✉&✱ ❧❛ ❞✐✈✐&✐♦♥ ❞✉ &♣❡❝$+❡ ❧✉♠✐♥❡✉① ❡♥$+❛Q♥❡ ✉♥❡ ♣❡+$❡ ❞❡ ♣✉✐&&❛♥❝❡✳

▲❛ $❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❞3✈❡❧♦♣♣3❡ ❛✉❥♦✉+❞✬❤✉✐ ❞❛♥& ❧❡& +3&❡❛✉① ✉$✐❧✐&❡ ❧❛ &$+✉❝$✉+❡ ❞❡ ❧✬❛+❜+❡ ❞❡ +❡❝♦✉✲

✈+❡♠❡♥$ ♣♦✉+ ❧❡ +♦✉$❛❣❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥$✱ ✉♥ ❝❡+$❛✐♥ ♥♦♠❜+❡ ❞❡ &❡& ❧✐♠✐$❡& &$+✉❝$✉+❡❧❧❡& ✈✐❡♥$ &❡

❣+❡✛❡+ A ❧✬❡♥✈✐+♦♥♥❡♠❡♥$ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ❢♦♥❝$✐♦♥♥❡♠❡♥$ 8✉✐ $❡♥❞ A ❞❡✈❡♥✐+ +✐❣✐❞❡✳ ❊♥ ❡✛❡$✱ ❧✬❛+❜+❡

❞❡ +❡❝♦✉✈+❡♠❡♥$ ❝♦♥$✐❡♥$ ✉♥❡ ❡$ ✉♥❡ &❡✉❧❡ ❢♦✐& ❧❡& &♦♠♠❡$& ❞✉ ❣+❛♣❤❡✳ ❊♥ ♠❛$✐/+❡ ❞❡ +♦✉$❛❣❡✱

❝❡❝✐ ❡&$ ❛♣♣❛+❡♥$3 A ✉♥ ✉♥✐8✉❡ ♣❛&&❛❣❡ ♣❛+ ❝❤❛8✉❡ &♦♠♠❡$✳ ❖+✱ ❞❛♥& ❝❡+$❛✐♥& ❝❛&✱ ✐❧ ❡&$ ♣♦&✲

&✐❜❧❡ ❡$ ♠L♠❡ ♥3❝❡&&❛✐+❡ ❞✬❛✈♦✐+ ✉♥ ♣❛&&❛❣❡ ♠✉❧$✐♣❧❡ ♣❛+ ✉♥ ♠L♠❡ &♦♠♠❡$✳ ▲❡ +♦✉$❛❣❡ ❞❛♥&

❧❡& +3&❡❛✉① ♦♣$✐8✉❡& ♠✉❧$✐✜❜+❡&✱ ❞❛♥& ❧❡&8✉❡❧& ❞❡✉① &♦♠♠❡$& ♣❡✉✈❡♥$ L$+❡ +❡❧✐3& ♣❛+ ♣❧✉&✐❡✉+&

✜❜+❡& ♦♣$✐8✉❡&✱ ♣❡+♠❡$ ❛✐♥&✐ ✉♥ ♣❛&&❛❣❡ ♠✉❧$✐♣❧❡ ♣❛+ ✉♥ &♦♠♠❡$ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠L♠❡ ❧♦♥❣✉❡✉+ ❞✬♦♥❞❡✳

▲❛ ❝❛♣❛❝✐$3 ❧✐♠✐$3❡ ❞❡& &✇✐$❝❤& A ❞✐✈✐&❡+ ❧❛ ❧✉♠✐/+❡ ❛ $♦✉❥♦✉+& 3$3 ❝♦♥&✐❞3+3❡ ❝♦♠♠❡ 3$❛♥$ ✉♥❡

✈❛❧❡✉+ ❣❧♦❜❛❧❡ A ♥❡ ♣❛& ❞3♣❛&&❡+✳ ❉❛♥& ❧❡ ❝❛& ❞✬✉♥ ♣❛&&❛❣❡ ♠✉❧$✐♣❧❡✱ ❝❡$$❡ ✈❛❧❡✉+ ❡&$ ❞3❝+3♠❡♥$3❡

A ❝❤❛8✉❡ ♣❛&&❛❣❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥$✱ ❧❛ ❝♦♥$+❛✐♥$❡ &✉+ ❧❡ ❞❡❣+3 ♥✬❡①♣+✐♠❡ ♣❛& $♦✉❥♦✉+& ❧❡ ❢❛✐$ 8✉✬✉♥ &♦♠✲

♠❡$ ❛ ✉♥ ✧❜✉❞❣❡$✧ ❣❧♦❜❛❧ ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♥♥❡❝$❡+ &❡& &♦♠♠❡$& ✈♦✐&✐♥& ✭❝❡$$❡ ❛♣♣+♦❝❤❡ ❞❡ ❜✉❞❣❡$ ❣❧♦❜❛❧

❡&$ ❝♦♥&✐❞3+3❡ ❞❛♥& ❬❘▼❘

+
✵✶❪✮✳ ▲❛ ❝♦♥$+❛✐♥$❡ &✉+ ❧❡ ❞❡❣+3 ♣❡✉$ ❛✉&&✐ ❡①♣+✐♠❡+ ✉♥❡ ❛❝$✐♦♥ 8✉✐

❡&$ +3❛❧✐&3❡ ♦✉ ✉♥ ❜✉❞❣❡$ 8✉✐ ❡&$ +3❤❛❜✐❧✐$3 A ❝❤❛8✉❡ ✈✐&✐$❡ ❞✉ &♦♠♠❡$✳ ■❧ ❡&$ ❞♦♥❝ ♥3❝❡&&❛✐+❡ ❞❡

$+♦✉✈❡+ ✉♥❡ ❛✉$+❡ &$+✉❝$✉+❡ 8✉✐ ♣+❡♥♥❡ ❡♥ ❝♦♥&✐❞3+❛$✐♦♥ ❧❡ ♣❛&&❛❣❡ ♠✉❧$✐♣❧❡ ❡$ ❧❛ +3❤❛❜✐❧✐$❛$✐♦♥ ❞❡

❧❛ ❝♦♥$+❛✐♥$❡ &✉+ ❧❡ ❞❡❣+3 A ❝❤❛❝✉♥ ❞❡& ♣❛&&❛❣❡&✳ ❈❡$$❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣+♦❝❤❡ ♣❛+❢❛✐$❡♠❡♥$ ❛❞❛♣$3❡

❛✉ +❡❝♦✉✈+❡♠❡♥$ ❞❡ ❣+❛♣❤❡& ❛ 3$3 ✐♥$+♦❞✉✐$❡ ❡$ ❞3✈❡❧♦♣♣3❡ ♣❛+ ▼✳ ▼♦❧♥❛+ ❬▼♦❧✵✽❪✳ ◆♦$+❡ $+❛✈❛✐❧

❞❡ $❤/&❡ +❡♣♦&❡ &✉+ &❡& ❢♦♥❞❡♠❡♥$& ❡$ $+❛✐$❡ ❞❡ ❧❛ ❤✐3+❛+❝❤✐❡ ❞❡ +❡❝♦✉✈+❡♠❡♥$ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ &$+✉❝✲

$✉+❡ ✢❡①✐❜❧❡ ♣❡+♠❡$$❛♥$ ❞✬♦♣$✐♠✐&❡+ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉+ $❡❧❧❡ 8✉❡ ❧❛ ♠✐♥✐♠✐&❛$✐♦♥ ❞✉ ❝♦]$ ❞✉ +♦✉$❛❣❡✳

◆♦$+❡ ❝♦♥$+✐❜✉$✐♦♥ &✬❛+$✐❝✉❧❡ ❞♦♥❝ ❛✉$♦✉+ ❞❡ ❝❡$$❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ &$+✉❝$✉+❡✳ ◆♦✉& ❛✈♦♥& +❡❝♦♥&✐❞3+3

❧❡& ♣+♦❜❧/♠❡& ❝❧❛&&✐8✉❡& ❞❡ +❡❝❤❡+❝❤❡ ❞❡ &$+✉❝$✉+❡ ✭❛+❜+❡✮ ❞❡ +❡❝♦✉✈+❡♠❡♥$ &♦✉& ❝♦♥$+❛✐♥$❡ &✉+

❧❡ ❞❡❣+3 ❞❡& &♦♠♠❡$&✳ ◆♦✉& ♥♦✉& ❛♣♣✉②♦♥& &✉+ ❧❡& ❤✐3+❛+❝❤✐❡& ❞❡ +❡❝♦✉✈+❡♠❡♥$ ❛✜♥ ❞❡ +3♣♦♥❞+❡

A ❝❡& ♣+♦❜❧/♠❡& ❞❡ ♠❛♥✐/+❡ ♣❧✉& ❡✣❝❛❝❡✳
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◆♦✉# ✐♥&'♦❞✉✐#♦♥# ❞❛♥# ❝❡&&❡ ♦♣&✐-✉❡ ❞❡✉① ♥♦✉✈❡❛✉① ♣'♦❜❧2♠❡# ✿

✶✳ ▲❡ ♣'♦❜❧2♠❡ ❉❡❣'❡❡ ❈♦♥#&'❛✐♥❡❞ ▼✐♥✐♠✉♠ ❙♣❛♥♥✐♥❣ ❍✐❡'❛'❝❤② ✭❉❈▼❙❍✮✱ -✉✐ ❝♦♥#✐#&❡ C

❝❤❡'❝❤❡' ✉♥❡ ❤✐D'❛'❝❤✐❡ ❞❡ '❡❝♦✉✈'❡♠❡♥& ❞❡ ❝♦E& ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✬✉♥ ❣'❛♣❤❡ ❛②❛♥& ❛✉ ♣❧✉# k

#♦♠♠❡&# ❞❡ ❜'❛♥❝❤❡♠❡♥&✳

✷✳ ▲❡ ♣'♦❜❧2♠❡ ❇'❛♥❝❤ ❱❡'&✐❝❡# ❈♦♥#&'❛✐♥❡❞ ▼✐♥✐♠✉♠ ❙♣❛♥♥✐♥❣ ❍✐❡'❛'❝❤② ✭❇❱❈▼❙❍✮✱ -✉✐

❝♦♥#✐#&❡ C ❝❤❡'❝❤❡' ✉♥❡ ❤✐D'❛'❝❤✐❡ ❞❡ '❡❝♦✉✈'❡♠❡♥& ❞❡ ❝♦E& ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✬✉♥ ❣'❛♣❤❡ &❡❧ -✉❡

❧❡ ❞❡❣'D ❞❡ ❝❤❛-✉❡ #♦♠♠❡& ❡#& ✐♥❢D'✐❡✉' ♦✉ D❣❛❧ C ✉♥ ❡♥&✐❡' k✳

◆♦✉# ❡✛❡❝&✉♦♥# ✉♥❡ ❛♥❛❧②#❡ ❧❛'❣❡ ❞❡ ❝❡# ❞❡✉① ♣'♦❜❧2♠❡#✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐&D ❡& ❧❛ 'D#♦❧✉&✐♦♥ ❡①❛❝&❡

❡& ❛♣♣'♦❝❤D❡ #♦♥& ❛✐♥#✐ ❛❜♦'❞D❡#✳ ❯♥❡ ♣❛'&✐❡ ❡①♣D'✐♠❡♥&❛&✐♦♥ ❡✛❡❝&✉D❡ #✉' ❞❡# ❣'❛♣❤❡# ❛❧D❛&♦✐'❡#

❝♦♠♣❧2&❡ ❝❡&&❡ ❛♥❛❧②#❡ &❤D♦'✐-✉❡ ❡& ♦✛'❡ ✉♥❡ ✈✐#✐♦♥ ❣D♥D'❛❧❡ ♠❛✐# ♣'D❝✐#❡ #✉' ❧❛ ❝♦♥&'✐❜✉&✐♦♥ ❞❡#

❤✐D'❛'❝❤✐❡# ❞❛♥# ❧✬❛♠D❧✐♦'❛&✐♦♥ ❞✉ ❝♦E& ❞✉ '♦✉&❛❣❡✳

M♦✉' ✐❧❧✉#&'❡' ❧✬❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐&D ❞❡ ❝❡&&❡ #&'✉❝&✉'❡✱ ♥♦✉# D&✉❞✐♦♥# ✉♥ &'♦✐#✐2♠❡ ♣'♦❜❧2♠❡ -✉✐ ♣'❡♥❞

❞❛✈❛♥&❛❣❡ ❡♥ ❝♦♠♣&❡ ❧❛ 'D❛❧✐&D ❞❡# 'D#❡❛✉① ♦♣&✐-✉❡#✳ ❈❡ ♣'♦❜❧2♠❡✱ &'❛✐&❛♥& ❞✉ '♦✉&❛❣❡ ♠✉❧&✐❝❛#&

❞❛♥# ❧❡# 'D#❡❛✉① ♦♣&✐-✉❡# ❞D♣♦✉'✈✉# ❞❡ #✇✐&❝❤ ❖❳❈✲▼❈✱ ❝♦♥#✐#&❡ ❡♥ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ #&'✉❝&✉'❡ ❞❡

'❡❝♦✉✈'❡♠❡♥& ❞❡ ❝♦E& ♠✐♥✐♠✉♠ ❛②❛♥& ❧❛ #♦✉'❝❡ ❝♦♠♠❡ '❛❝✐♥❡ ❡& ❝♦✉✈'❛♥& &♦✉&❡# ❧❡# ❞❡#&✐♥❛&✐♦♥#✳

❈❡&&❡ #&'✉❝&✉'❡ ❞♦✐& ❝❡♣❡♥❞❛♥& '❡#♣❡❝&❡' ♥♦♥ #❡✉❧❡♠❡♥& ❧❛ ❝♦♥&'❛✐♥&❡ #✉' ❧❡ ❞❡❣'D ♠❛✐# D❣❛❧❡♠❡♥&

❝❡❧❧❡ #✉' ❧❛ ❞✐#&✐♥❝&✐♦♥ ❞❡# ❧♦♥❣✉❡✉'# ❞✬♦♥❞❡ ❬❩M✵✺❪✳

◆♦✉# 'D#♦❧✈♦♥# ❝❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣'♦❜❧2♠❡ ◆M✲❞✐✣❝✐❧❡ ❡♥ ✉&✐❧✐#❛♥& ❧❛ #&'✉❝&✉'❡ ❞❡ ❤✐D'❛'❝❤✐❡ ♦♣&✐-✉❡

D❧D♠❡♥&❛✐'❡ ❡& ❧❛ #&'✉❝&✉'❡ ❞❡ ❤✐D'❛'❝❤✐❡ ♦♣&✐-✉❡ #✐♠♣❧❡✳

❈❡&&❡ &❤2#❡ ❡#& ❝♦♥#&✐&✉D❡ ❞❡ -✉❛&'❡ ❝❤❛♣✐&'❡#✳ ▲❡ ♣'❡♠✐❡' ❞♦♥♥❡ ❧❡# ♣'D✲'❡-✉✐# ❡& ❧❡# ♥♦&❛&✐♦♥#

♥D❝❡##❛✐'❡# C ❧❛ ❜♦♥♥❡ ❧❡❝&✉'❡ ❞❡# ❝❤❛♣✐&'❡# #✉✐✈❛♥&# ❛✐♥#✐ -✉❡ ❧✬D&❛& ❞❡ ❧✬❛'& ❞❡# ♣'♦❜❧2♠❡# ❞❡

'❡❝♦✉✈'❡♠❡♥& #♦✉# ❝♦♥&'❛✐♥&❡ #✉' ❧❡ ❞❡❣'D ❞❡# #♦♠♠❡&#✳ ▲❡ ❞❡✉①✐2♠❡ ❡#& ❝♦♥#❛❝'D C ❧✬D&✉❞❡ ❞✉

♣'♦❜❧2♠❡ ❞❡ '❡❝♦✉✈'❡♠❡♥& &♦&❛❧ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❜♦'♥❡ #✉♣D'✐❡✉'❡ ❤♦♠♦❣2♥❡ #✉' ❧❡ ❞❡❣'D ❞❡# #♦♠♠❡&#✳

▲❡ &'♦✐#✐2♠❡ ❡#& ❞D❞✐D C ❧✬D&✉❞❡ ❞✉ ♣'♦❜❧2♠❡ ❞❡ '❡❝♦✉✈'❡♠❡♥& &♦&❛❧ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❜♦'♥❡ #✉♣D'✐❡✉'❡

#✉' ❧❡ ♥♦♠❜'❡ ❞❡ #♦♠♠❡&# ❞❡ ❜'❛♥❝❤❡♠❡♥&✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡ ❞❡'♥✐❡' ❝❤❛♣✐&'❡ ❡#& ❝♦♥#❛❝'D C ❧✬D&✉❞❡ ❞✉

♣'♦❜❧2♠❡ ❞✉ '♦✉&❛❣❡ ♠✉❧&✐❝❛#& ❞❛♥# ❧❡# 'D#❡❛✉① ❲❉▼ #❛♥# ❝❛♣❛❝✐&D ❞❡ ❞✐✈✐#✐♦♥✳
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Chapitre 1

◆♦"❛"✐♦♥& ❡" ("❛" ❞❡ ❧✬❛,"

✶✳✶ ■♥$%♦❞✉❝$✐♦♥

❉❛♥# ❝❡ ♣'❡♠✐❡' ❝❤❛♣✐+'❡✱ ♥♦✉# ❞♦♥♥♦♥# ❧❡# ♥♦+✐♦♥# 1❧1♠❡♥+❛✐'❡# '❡2✉✐#❡# ♣♦✉' ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❧❡❝+✉'❡

❞❡ ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥+✳ ◆♦✉# ❝♦♠♠❡♥6♦♥# ♣❛' ♣'1❝✐#❡' ❧❡# ♥♦+❛+✐♦♥# ❡+ ❧❡# ❞1✜♥✐+✐♦♥# 2✉✐ ❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡✲

'♦♥# ♥♦# +'❛✈❛✉① +♦✉+ ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡# ❝❤❛♣✐+'❡# #✉✐✈❛♥+#✳ ◆♦✉# ♣'1#❡♥+♦♥# 1❣❛❧❡♠❡♥+ ❧❡# 1❧1♠❡♥+#

❞❡ ❧❛ +❤1♦'✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐+1 ❡+ ❞❡ ❧✬❛♣♣'♦①✐♠❛+✐♦♥ 2✉✐ ❝♦♥#+✐+✉❡♥+ ❞❡# ♦✉+✐❧# ❞✬❛♥❛❧②#❡ ❡✣✲

❝❛❝❡# ❞❡# ♣'♦❜❧?♠❡# +'❛✐+1# ❞❛♥# ❝❡++❡ +❤?#❡✳ ▲❛ ❞❡✉①✐?♠❡ ♣❛'+✐❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐+'❡ ❡#+ ❝♦♥#❛❝'1❡

A ❧❛ ♣'1#❡♥+❛+✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡##❡♥+✐❡❧ ❞❡# +'❛✈❛✉① ❛♥+1'✐❡✉'# #✉' ❧❡# ♣'♦❜❧?♠❡# ❞❡ '❡❝♦✉✈'❡♠❡♥+ #♦✉#

❝♦♥+'❛✐♥+❡ #✉' ❧❡ ❞❡❣'1 ❞❡# #♦♠♠❡+#✳ ❈❡++❡ 1+✉❞❡ ❞❡ ❧✬1+❛+ ❞❡ ❧✬❛'+ ✐❧❧✉#+'❡ ❧✬1✈♦❧✉+✐♦♥ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✱

♣❡'♠❡++❛♥+ ❛✐♥#✐ ❞❡ #✐+✉❡' ❧❡# +'❛✈❛✉① ♠❡♥1# ❞✉'❛♥+ ❝❡++❡ +❤?#❡ ❡+ ❞✬❡#+✐♠❡' ♥♦+'❡ ✈❛❧❡✉' ❛❥♦✉+1❡

A ❧✬❡♥#❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✬❡✛♦'+ #❝✐❡♥+✐✜2✉❡ ♣'1❝1❞❡♠♠❡♥+ ❢♦✉'♥✐✳

✶✳✷ ◆♦$❛$✐♦♥. ❡$ ❞0✜♥✐$✐♦♥.

❉❛♥# ❝❡++❡ #❡❝+✐♦♥✱ ♥♦✉# ✐♥+'♦❞✉✐#♦♥# ❧❡# ♥♦+❛+✐♦♥# ♣'1❧✐♠✐♥❛✐'❡# ♥1❝❡##❛✐'❡# A ❧❛ ❜♦♥♥❡ ❝♦♠✲

♣'1❤❡♥#✐♦♥ ❞❡# ❝❤❛♣✐+'❡# #✉✐✈❛♥+#✳ ◆♦✉# '❛♣♣❡❧♦♥# 1❣❛❧❡♠❡♥+ ❞❡# ❞1✜♥✐+✐♦♥# ✐##✉❡# ❞❡ ❧❛ +❤1♦'✐❡

❞❡# ❣'❛♣❤❡# ❡+ ♣'1#❡♥+♦♥# 2✉❡❧2✉❡# ❝♦♥❝❡♣+# ❢♦♥❞❛♠❡♥+❛✉① ❞❡ ❧✬♦♣+✐♠✐#❛+✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛+♦✐'❡ ❡+ ❞❡

❧✬❛♣♣'♦①✐♠❛+✐♦♥✳

✶✳✷✳✶ ◆♦%❛%✐♦♥)

❖♥ ♥♦+❡ G = (VG, EG) ✉♥ ❣'❛♣❤❡ ♣♦✉✈❛♥+ G+'❡ ♦'✐❡♥+1 ♦✉ ♥♦♥ ♦'✐❡♥+1✳ ▲✬❡♥#❡♠❜❧❡ VG ❡#+ ✉♥

❡♥#❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ♥♦♥ ✈✐❞❡ ❞✬1❧1♠❡♥+#✱ ❧❡# 1❧1♠❡♥+# ❞❡ VG #♦♥+ ❛♣♣❡❧1#  ♦♠♠❡$ ✳ EG ❡#+ ✉♥ ❡♥✲

#❡♠❜❧❡ +❡❧ 2✉❡ EG ⊆ VG × VG✱ ❧❡# 1❧1♠❡♥+# ❞❡ EG #♦♥+ ❛♣♣❡❧1# ❛&❝ ✭♥♦+1# e = (u, v)✮ ❞❛♥# ❧❡

❝❛# ♦'✐❡♥+1 ❡+ ❛&($❡ ✭♥♦+1❡# e = {u, v}✮ ❞❛♥# ❧❡ ❝❛# ♥♦♥✲♦'✐❡♥+1✳ ❖♥ ♥♦+❡ n =| VG | ❧❡ ♥♦♠❜'❡

❞❡ #♦♠♠❡+# ✭❧❛ +❛✐❧❧❡ ❞✉ ❣'❛♣❤❡✮ ❡+ m =| EG | ❧❡ ♥♦♠❜'❡ ❞✬❛'G+❡# ❞✉ ❣'❛♣❤❡ G✳ ❙✐ ✉♥❡ ❢♦♥❝+✐♦♥

C : EG → R
+
∗ ❛##♦❝✐❡ ✉♥ ❝♦K+ CG(e) A ❝❤❛2✉❡ ❛'G+❡ e ∈ EG ❛❧♦'# ❧❡ ❣'❛♣❤❡ G ❡#+ ❞✐+ ❛'G+❡#

♣♦♥❞1'1❡#✳ ❙✐ ✉♥❡ ❢♦♥❝+✐♦♥ C ′ : VG → R
+
∗ ❛##♦❝✐❡ ✉♥ ❝♦K+ C

′
G(v) A ❝❤❛2✉❡ #♦♠♠❡+ v ∈ VG ❛❧♦'#
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❧❡ ❣#❛♣❤❡ ❡'( ❞✐( '♦♠♠❡(' ♣♦♥❞.#.'✳

❉❡❣#$ ❡% ✈♦✐)✐♥❛❣❡ ❯♥ '♦♠♠❡( v ∈ VG ❡'( ✈♦✐'✐♥ ❞✉ '♦♠♠❡( u ∈ VG ❞❛♥' G '✐ ❧✬❛#4(❡

{v, u} ∈ EG✳ ❖♥ ♥♦(❡ λG(v) ⊆ VG ❧✬❡♥'❡♠❜❧❡ ❞❡' ✈♦✐'✐♥' ❞❡ v ❞❛♥' G✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❞❡❣#. ❞✬✉♥ '♦♠✲

♠❡( v ❧❡ ❝❛#❞✐❛❧ ❞❡ ❧✬❡♥'❡♠❜❧❡ ❞❡ '❡' ✈♦✐'✐♥' ❡( ❧❡ ♥♦(❡ dG(v) = |λG(v)|✳ 9❧✉' ❣.♥.#❛❧❡♠❡♥(✱ '♦✐(

✉♥ ❡♥'❡♠❜❧❡ ❞❡ '♦♠♠❡(' X ⊆ VG✱ dG(X) =
∑

v∈X

dG(v)✳ ❖♥ ♥♦(❡ ∆(G) = max{dG(v) \ v ∈ VG}

❧❡ ♣❧✉' ❣#❛♥❞ ❞❡❣#. ❞❛♥' G ❡( ♣❛# δ(G) = min{dG(v) \ v ∈ VG} ❧❡ ♣❧✉' ♣❡(✐( ❞❡❣#. ❞❛♥' G✳

❖♥ ♥♦(❡ Vd(G) ❧✬❡♥'❡♠❜❧❡ ❞❡' '♦♠♠❡(' ❞❡ ❞❡❣#. d ❞❛♥' G✳ ❯♥ ❣#❛♣❤❡ G ❡'( d✲regulier '✐

(♦✉' ❧❡' '♦♠♠❡(' ❞❡ G ♦♥( ✉♥ ❞❡❣#. .❣❛❧ ; d ✭Vd(G) = V (G))✳ ❯♥ ❣#❛♣❤❡ 3✲regulier ❡'( ❛✉''✐

❛♣♣❡❧. ❣#❛♣❤❡ ❝✉❜✐1✉❡✳ ❙✐ dG(v) = 1 ❛❧♦#' ❧❡ '♦♠♠❡( v ❡'( ❛♣♣❡❧. ❢❡✉✐❧❧❡ ❡( '✐ ❝❡ '♦♠♠❡( ❛

✉♥ ❞❡❣#. dG(v) > 1 ❛❧♦#' ✐❧ ❡'( ❞✐( )♦♠♠❡% ✐♥%❡#♥❡✳ ❖♥ ♥♦(❡ F(G) ❧✬❡♥'❡♠❜❧❡ ❞❡' ❢❡✉✐❧❧❡' ❞❡ G

❡( IN(G) ❧✬❡♥'❡♠❜❧❡ ❞❡' '♦♠♠❡(' ✐♥(❡#♥❡'✳ ❖♥ ❛ ♣❛# ❞.✜♥✐(✐♦♥ F (G) ∪ IN(G) = VG✳ ❖♥ ♥♦(❡

L(G) = |F (G)|

❈❤❡♠✐♥) ❡% ♣❛#❝♦✉#) ❯♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ u ; v ❞❛♥' G✱ ♥♦(. CHG(u,v)✱ ❡'( ✉♥❡ '.@✉❡♥❝❡ ❞❡

'♦♠♠❡(' < v0, ...., vk > ❛✈❡❝ v0 = u ❡( vk = v ❡( (❡❧❧❡ @✉❡ ∀i, 0 ≤ i < k✱ {vi, vi+1} ∈ EG✳

▲❡ ❝❤❡♠✐♥ CHG(u, v) =< v0, ..., vk > ❡'( ❞✐( ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉# k − 1✳ ▲❡' '♦♠♠❡(' u ❡( v '♦♥( ❧❡'

❡①%#$♠✐%$) ❞❡ CHG(u, v)✳ ❖♥ ♥♦(❡ ♣❛# ℓ(G) ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉# ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❧❡ ♣❧✉' ❧♦♥❣ ❞❛♥' G✳ ❯♥

❝❤❡♠✐♥ ❡'( .❧.♠❡♥(❛✐#❡ '✐ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡' '♦♠♠❡(' ❞❡ ❧❛ '.@✉❡♥❝❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦'❛♥( ② ❡'( ♣#.'❡♥( ✉♥❡

'❡✉❧❡ ❢♦✐'✱ ✐❧ ❡'( ♥♦♥✲.❧.♠❡♥(❛✐#❡ '✐♥♦♥✳ ❯♥ ❝❤❡♠✐♥ ❡'( ❞✐( ❤❛♠✐❧%♦♥✐❡♥ '✬✐❧ ❝♦♥(✐❡♥( (♦✉' ❧❡'

'♦♠♠❡(' ❞✉ ❣#❛♣❤❡ ❡( @✉✬✐❧ ❡'( .❧.♠❡♥(❛✐#❡✳ ❯♥ ❣#❛♣❤❡ ❝♦♥(❡♥❛♥( ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❤❛♠✐❧(♦♥✐❡♥ ❡'(

❛♣♣❡❧. ❣#❛♣❤❡ ❤❛♠✐❧(♦♥✐❡♥✳ ❯♥ ♣❛#❝♦✉#' P(G) ❞✬✉♥ ❣#❛♣❤❡ G ❡'( ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ @✉✐ ❝♦♥(✐❡♥( (♦✉'

❧❡' '♦♠♠❡(' ❞✉ ❣#❛♣❤❡ ✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉'✐❡✉#' ❢♦✐' ❡( @✉✐ ♣❡✉( ♣❛''❡# ♣❧✉'✐❡✉#' ❢♦✐' ♣❛# ❝❤❛@✉❡ ❛#4(❡✳

❙✐ ✉♥ ♣❛#❝♦✉#' ♣❛''❡ ❛✉ ♣❧✉' ✉♥❡ ❢♦✐' ♣❛# ❝❤❛@✉❡ ❛#4(❡ ❛❧♦#' ✐❧ ❡'( .❧.♠❡♥(❛✐#❡✳ ❙✐✱ ♣❛# ❝♦♥(#❡✱ ✐❧

♣❛''❡ ♣❧✉' ❞✬✉♥❡ ❢♦✐' ♣❛# ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡' ❛#4(❡' ❞❡ G ❛❧♦#' ✐❧ ❡'( ❞✐( ♥♦♥✲.❧.♠❡♥(❛✐#❡✳ ❙✬✐❧ ♣❛''❡ ✉♥❡

❡( ✉♥❡ '❡✉❧❡ ❢♦✐' ♣❛# ❝❤❛@✉❡ ❛#4(❡ ❞❡ G✱ ❧❡ ♣❛#❝♦✉#) ❡)% ❞✐% ❡✉❧$#✐❡♥✳ ❯♥ ❣#❛♣❤❡ ❛②❛♥( ✉♥ (❡❧

♣❛#❝♦✉#' ❡'( ✉♥ ❣#❛♣❤❡ ❡✉❧$#✐❡♥✳ ❯♥ ❣#❛♣❤❡ ❡'( ❝♦♥♥❡①❡ '✬✐❧ ❡①✐'(❡ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❡♥(#❡ ❝❤❛@✉❡

♣❛✐#❡ ❞❡ '❡' '♦♠♠❡('✳

❈②❝❧❡) ❯♥ ❝②❝❧❡ ❞❛♥' G ❡'( ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ CHG(u, v) (❡❧ @✉❡ v = u✳ ❙✐ ✉♥ ❝②❝❧❡ ❝♦♥(✐❡♥( (♦✉' ❧❡'

'♦♠♠❡(' ❞✉ ❣#❛♣❤❡✱ ❛❧♦#' ❝❡ ❝②❝❧❡ ❡'( ❞✐( ❤❛♠✐❧(♦♥✐❡♥✳ ❯♥ ❣#❛♣❤❡ '❛♥' ❝②❝❧❡ ❡'( ❞✐( ❛❝②❝❧✐@✉❡✳

❙♦✉)✲❣#❛♣❤❡) ❯♥ '♦✉' ❣#❛♣❤❡ G′
❞❡ G ❡'( ✉♥ ❣#❛♣❤❡ (❡❧ @✉❡ VG′ ⊆ VG ❡( EG′ ⊆ EG✳ ❙✐

VG′ ⊂ VG ❡( EG′ = {{u, v} ∈ EG | u ∈ VG′ et v ∈ VG′} ❛❧♦#' G′
❡'( ✉♥ )♦✉)✲❣#❛♣❤❡ ✐♥❞✉✐% ❞❡

G✳

❆#❜#❡) ❯♥ ❛#❜#❡ T = (VT , ET ) ❡'( ✉♥ ❣#❛♣❤❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❛❝②❝❧✐@✉❡✳ ❙✐ VT = VG ❡( ET ⊆ EG

❛❧♦#' T ❡'( ❞✐( ❛#❜#❡ ❞❡ #❡❝♦✉✈#❡♠❡♥% ❞❡ G✳

✶✹



❙♦♠♠❡$% ❞❡ ❜(❛♥❝❤❡♠❡♥$ ❯♥ "♦♠♠❡& ❞❡ ❜)❛♥❝❤❡♠❡♥& ❡"& ✉♥ "♦♠♠❡& ❞❡ ❞❡❣)/ "&)✐❝&❡♠❡♥&

"✉♣/)✐❡✉) 2 ❞❡✉① ✭dG(v) > 2✮✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ SB(G) ❧✬❡♥"❡♠❜❧❡ ❞❡" "♦♠♠❡&" ❞❡ ❜)❛♥❝❤❡♠❡♥& ❞✉

❣)❛♣❤❡ G✳ ❖♥ ♥♦&❡ s(G) = |SB(G)| ❧❡ ♥♦♠❜)❡ ❞❡ "♦♠♠❡&" ❞❡ ❜)❛♥❝❤❡♠❡♥& ❞❡ G✳ ❖♥ ♥♦&❡

q(G) ❧❛ "♦♠♠❡ ❞❡" ❞❡❣)/" ❞❡" "♦♠♠❡&" ❞❡ ❜)❛♥❝❤❡♠❡♥& ❞❡ G ✭q(G) =
∑

v∈SB(G)

dG(v)✮✳ ❖♥

❞/♥♦&❡ ♣❛) s∗(G) ❧❡ ♣❧✉" ♣❡&✐& ♥♦♠❜)❡ ❞❡ "♦♠♠❡&" ❞❡ ❜)❛♥❝❤❡♠❡♥& :✉❡ ♣❡✉& ❛✈♦✐) ✉♥ ❛)❜)❡

❞❡ )❡❝♦✉✈)❡♠❡♥& ❞❡ G✳ ❖♥ ♥♦&❡ ♣❛) q∗(G) ❧❛ "♦♠♠❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡" ❞❡❣)/" ❞❡" "♦♠♠❡&" ❞❡

❜)❛♥❝❤❡♠❡♥& :✉❡ ♣❡✉& ❛✈♦✐) ✉♥ ❛)❜)❡ ❞❡ )❡❝♦✉✈)❡♠❡♥& ❞❡ G✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉" ♥♦&♦♥" ♣❛) L∗(G) ❧❡

♥♦♠❜)❡ ❞❡ ❢❡✉✐❧❧❡" ♠✐♥✐♠✉♠ :✉❡ ♣❡✉& ❛✈♦✐) ✉♥ ❛)❜)❡ ❞❡ )❡❝♦✉✈)❡♠❡♥& ❞❡ G✳

❆(❛✐❣♥0❡% ❯♥❡ ❛)❛✐❣♥/❡ ❡"& ✉♥ ❛)❜)❡ ❞❡ )❡❝♦✉✈)❡♠❡♥& ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❛②❛♥& ❛✉ ♣❧✉" ✉♥ "♦♠♠❡&

❞❡ ❜)❛♥❝❤❡♠❡♥&✳ ❙✐✱ ❞❡ ♣❧✉"✱ ❧❛ ❞✐"&❛♥❝❡ ❡♥&)❡ &♦✉&❡ ♣❛✐)❡ ❞❡ ❢❡✉✐❧❧❡" ❡"& ❛✉ ♣❧✉" /❣❛❧❡ 2 ❞❡✉①✱

❛❧♦)" ♦♥ ♣❛)❧❡)❛ ❞✬0$♦✐❧❡✳

❙♦♠♠❡$% ✐♥❞0♣❡♥❞❛♥$% ❡$ ❣(❛♣❤❡% ❜✐♣❛($✐% ❉❡✉① "♦♠♠❡&" (v, u) ∈ V 2
G "♦♥& ❞✐&" ✐♥❞/♣❡♥✲

❞❛♥&" ❞❛♥" G "✬✐❧ ♥✬❡①✐"&❡ ♣❛" ❞✬❛)D&❡ {v, u} ∈ EG ❧❡" )❡❧✐❛♥&✳ ❯♥ ❡♥"❡♠❜❧❡ ❞❡ "♦♠♠❡&" ❡"& ❞✐&

✐♥❞/♣❡♥❞❛♥& "✐ ❝❤❛:✉❡ ♣❛✐)❡ ❞❡ "♦♠♠❡&" ❞❡ ❧✬❡♥"❡♠❜❧❡ ❡"& ✐♥❞/♣❡♥❞❛♥&❡✳ ❖♥ ♥♦&❡ ♣❛) δk(G) ❧❛

"♦♠♠❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡" ❞❡❣)/" ❞❡ k "♦♠♠❡&" ✐♥❞/♣❡♥❞❛♥&" ❞❛♥" G✳ ❖♥ ♥♦&❡ δu
k
(G) = min

∑

v∈I

dG(v)

&❡❧ :✉❡ I ❡"& ✉♥ ❡♥"❡♠❜❧❡ ❞❡ "♦♠♠❡&" ❞❡ G ❞❡ &❛✐❧❧❡ k ❡& I ∪ {u} ❡"& ✐♥❞/♣❡♥❞❛♥&✳ ◆♦✲

&♦♥" :✉❡ δu1 (G) ❡"& "✐♠♣❧❡♠❡♥& ❧❡ ❞❡❣)/ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡" "♦♠♠❡&" ♥♦♥✲❛❞❥❛❝❡♥&" 2 u✳ ❯♥ ❣)❛♣❤❡

G = (VG, EG) ❞♦♥& ❧✬❡♥"❡♠❜❧❡ ❞❡ "♦♠♠❡&" ♣❡✉& D&)❡ ♣❛)&✐&✐♦♥♥/ ❡♥ ❞❡✉① ❡♥"❡♠❜❧❡" V 1G ❡& V 2G✱

&❡❧ :✉❡ V 1G = V 2G ∪+V 1G ∩V 2G = ∅✱ ❝❤❛❝✉♥ ✐♥❞/♣❡♥❞❛♥& ❡"& ❛♣♣❡❧/ ❣)❛♣❤❡ ❜✐♣❛)&✐✳ ❖♥ ♥♦&❡

G = (V 1G, V 2G, EG) ✉♥ &❡❧ ❣)❛♣❤❡✳ ❘❡♠❛):✉♦♥" :✉❡ &♦✉& ❛)❜)❡ ❡"& ✉♥ ❣)❛♣❤❡ ❜✐♣❛)&✐✳

●(❛♣❤❡% ❝♦♠♣❧❡$% ❯♥ ❣)❛♣❤❡G = (VG, EG) ❡"& ❞✐& ❝♦♠♣❧❡& "✐ ♣♦✉) &♦✉& (u, v) ∈ V 2
G, {u, v} ∈

EG ✳ ❖♥ ♥♦&❡ ✉♥ &❡❧ ❣)❛♣❤❡ Kn✱ ♦H n )❡♣)/"❡♥&❡ "❛ &❛✐❧❧❡✳ ❯♥ ❣)❛♣❤❡ ❜✐♣❛)&✐ G = (V 1G, V 2G, EG)

❡"& ❞✐& ❝♦♠♣❧❡& "✐ ∀u ∈ V 1G, ∀v ∈ V 2G, {u, v} ∈ EG✳ ❯♥ ❣)❛♣❤❡ ❜✐♣❛)&✐ ❝♦♠♣❧❡& ❡"& ♥♦&/ Kn1,n2 ✱

♦H n1 ❡& n2 )❡♣)/"❡♥&❡♥& )❡"♣❡❝&✐✈❡♠❡♥& ❧❡" ❝❛)❞✐♥❛✉① ❞❡ "❡" ❞❡✉① ❡♥"❡♠❜❧❡" ❞❡ "♦♠♠❡&"✳

❍♦♠♦♠♦(♣❤✐%♠❡% ❡$ ❤✐0(❛(❝❤✐❡% ❞❡ (❡❝♦✉✈(❡♠❡♥$ ❯♥ ♣❛)❝♦✉)" ♥♦♥✲/❧/♠❡♥&❛✐)❡ ❞✬✉♥

❣)❛♣❤❡ G ♥✬❡"& ♣❛" ✉♥ "♦✉"✲❣)❛♣❤❡ ❝❛) ✐❧ ❡①✐"&❡ ❛✉ ♠♦✐♥" ✉♥❡ ❛)D&❡ ❞❡ G :✉✐ "✬② &)♦✉✈❡ ♣❧✉"

❞✬✉♥❡ ❢♦✐"✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐:✉❛♥& ❝❡&&❡ )❡♠❛):✉❡ ❛✉① ❛)❜)❡" ❞❡ )❡❝♦✉✈)❡♠❡♥&✱ ♦♥ ♣❡✉& ❡♥✈✐"❛❣❡) ✉♥❡

♥♦✉✈❡❧❧❡ "&)✉❝&✉)❡ :✉✐ "❡)❛✐& ❞❛♥" ❧❡ ❝❛" /❧/♠❡♥&❛✐)❡ ✉♥ ❛)❜)❡ ❞❡ )❡❝♦✉✈)❡♠❡♥& ❝❧❛""✐:✉❡ ❡& ❞❛♥"

❧❡ ❝❛" ♥♦♥✲/❧/♠❡♥&❛✐)❡ ✉♥ ❛)❜)❡ :✉✐ ❝♦♥&✐❡♥❞)❛✐& ♣❧✉"✐❡✉)" ❢♦✐" ❧❡" "♦♠♠❡&" ❡& ❧❡" ❛)D&❡" ❞✉ ❣)❛♣❤❡

❝♦✉✈❡)&✳ ❉❛♥" ❧❡ ❝❛" ♥♦♥✲/❧/♠❡♥&❛✐)❡✱ ❝❡&&❡ "&)✉❝&✉)❡ ♥✬❡"& ♣❛" ✉♥ "♦✉"✲❣)❛♣❤❡ ❞✉ ❣)❛♣❤❡ ❝♦✉✲

✈❡)&✳ ❈❡&&❡ "&)✉❝&✉)❡✱ ❛♣♣❡❧/❡ ❤✐/)❛)❝❤✐❡ ❡& ✐♥&)♦❞✉✐&❡ ❞❛♥" ❬▼♦❧✵✽❪✱ ❡"& ✉♥ ❤♦♠♦♠♦)♣❤✐"♠❡ ❞✬✉♥

❛)❜)❡ ❞❛♥" ❧❡ ❣)❛♣❤❡ ❝♦✉✈❡)&✳ ❊♥ ❡✛❡&✱ ✉♥ ❤♦♠♦♠♦)♣❤✐"♠❡ ❡"& ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥ h : W → V ❡♥&)❡

❞❡✉① ❣)❛♣❤❡" Q = (WQ, FQ) ❡& G = (VG, EG) :✉✐ ❛""♦❝✐❡ ✉♥ "♦♠♠❡& ❞❡ VG 2 ❝❤❛:✉❡ "♦♠♠❡&

❞❡ WQ ❡♥ ♣)/"❡)✈❛♥& ❧✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡✳ ▲❡ &)✐♣❧❡&(Q, h,G) ❞/✜♥✐& ✉♥❡ %$(✉❝$✉(❡ ❞❡ (❡❝♦✉✈(❡♠❡♥$

❞❛♥" G✳ ❙✐ Q ❡"& ✉♥ ❛)❜)❡ ❛❧♦)" ❧❡ &)✐♣❧❡& ❞/✜♥✐& ✉♥❡ ❤✐0(❛(❝❤✐❡ ❞❛♥" G✳ ❖♥ ♥♦&❡ ✉♥❡ &❡❧❧❡

✶✺



❤✐"#❛#❝❤✐❡ H = (QH , hH , G) ♦( QH ❡)* ❛♣♣❡❧" ❛#❜#❡ ❤✐"#❛#❝❤✐.✉❡ ❞❡ H✳

❯♥❡ ❤✐"#❛#❝❤✐❡ ❡)* ❝❛#❛❝*"#✐)"❡ ♣❛# )♦♥ ❛#❜#❡ ❤✐"#❛#❝❤✐.✉❡✳ 4♦✉# )✐♠♣❧✐✜❡#✱ ♦♥ ♣♦)❡ VH = VQH
❡*

EH = EQH
✳ ❯♥ ❛#❜#❡ ❤✐"#❛#❝❤✐.✉❡ QH ❝♦♥*✐❡♥* ✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉)✐❡✉#) ❢♦✐) ❝❤❛.✉❡ )♦♠♠❡* v ∈ G✳ ❙✐

✉♥ )♦♠♠❡* v ∈ VG ❡)* ♣#")❡♥* ✉♥❡ )❡✉❧❡ ❢♦✐) ❞❛♥) QH ❛❧♦#) ♦♥ ❞✐#❛ .✉❡ ❝❡ )♦♠♠❡* ❡)* ❞✉♣❧✐.✉"

✉♥❡ )❡✉❧❡ ❢♦✐) ❞❛♥) QH ❡* .✉✬✐❧ ❡①✐)*❡ ✉♥❡ )❡✉❧❡ ♦❝❝✉##❡♥❝❡ ❞❡ v ❞❛♥) QH ✳ ❙✐ ❝❡ ♠<♠❡ )♦♠♠❡*

❡)* ♣#")❡♥* n ❢♦✐)✱ ❛❧♦#) ♦♥ ❞✐#❛ .✉✬✐❧ ❡)* ❞✉♣❧✐.✉" n ❢♦✐) ❞❛♥) QH ❡* .✉✬✐❧ ❡①✐)*❡ n ♦❝❝✉##❡♥❝❡)

❞❡ v ❞❛♥) QH ✳ ■❧ ❡)* ✉*✐❧❡ ❞✬"*✐.✉❡*❡# ❧❡) ❞✐✛"#❡♥*❡) ❞✉♣❧✐❝❛*✐♦♥) ❞❡) )♦♠♠❡*) ❞❡ G ❞❛♥) QH ✳

❖♥ ♥♦*❡ vi ❧❛ ❞✉♣❧✐❝❛*✐♦♥ i ❞✉ )♦♠♠❡* v ∈ VG ❞❛♥) QH ✭❋✐❣✉#❡ ✶✳✶✮✳ ▲❡ ❞❡❣#" dH(vi) ❞✬✉♥

)♦♠♠❡* vi ❞❛♥) ❧❛ ❤✐"#❛#❝❤✐❡ H ❡)* "❣❛❧ ❛✉ ♥♦♠❜#❡ ❞❡ ✈♦✐)✐♥) ❞❡ vi ❞❛♥) ❧✬❛#❜#❡ ❤✐"#❛#❝❤✐.✉❡

QH ✳ ❈❤❛.✉❡ ❞✉♣❧✐❝❛*✐♦♥ ❞✬✉♥ )♦♠♠❡* ❞❡ G ❛ ❞♦♥❝ ✉♥ ❞❡❣#" ❞✐)*✐♥❝* ❞❛♥) H✳

❛

❜

❝

❞

❡

❢

❣

❤

✐

❥

b1

c1 a1

b2

e1 d1

g1 f1

h1

i1

h2

j2

QhG

❋✐❣✉#❡ ✶✳✶ ✕ ■❧❧✉)*#❛*✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❤✐"#❛#❝❤✐❡

✶✳✷✳✷ ➱❧%♠❡♥)* ❞❡ ❧❛ )❤%♦/✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐)%

■❧ ❡①✐)*❡ ❞❡✉① *②♣❡) ❞❡ ♣#♦❜❧K♠❡) ❛❧❣♦#✐*❤♠✐.✉❡)✳ ▲❡) ♣#♦❜❧K♠❡) ❞❡ ❞"❝✐)✐♦♥✱ .✉✐ ❝♦♥)✐)*❡♥*

L #"♣♦♥❞#❡ ♣❛# ❧✬❛✣#♠❛*✐♦♥ ♦✉ ♣❛# ❧❛ ♥"❣❛*✐♦♥ L ✉♥❡ .✉❡)*✐♦♥ ❞♦♥♥"❡✳ ▲❡ ♣#♦❜❧K♠❡ ❡)* ❞✐*

❞"❝✐❞❛❜❧❡ )✐ ❧❛ #"♣♦♥)❡ ♣❡✉* <*#❡ ❢♦✉#♥✐❡ ♣❛# ✉♥ ❛❧❣♦#✐*❤♠❡ ❡♥ ✉♥ ♥♦♠❜#❡ ✜♥✐ ❞✬"*❛♣❡)✳ ▲❡)

♣#♦❜❧K♠❡) ❞✬❡①✐)*❡♥❝❡ .✉❛♥* L ❡✉① ❝♦♥❝❡#♥❡♥* ❧❛ #❡❝❤❡#❝❤❡ ❞✬✉♥ "❧"♠❡♥* ❡♥ ♣❛#*✐❝✉❧✐❡#✱ )✐ ❝❡❧✉✐✲

❝✐ ❡①✐)*❡✳ ▲❡ ♣#♦❜❧K♠❡ ❡)* ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ )✐ ❝❡* "❧"♠❡♥* ♣❡✉* <*#❡ ❢♦✉#♥✐ ♣❛# ✉♥ ❛❧❣♦#✐*❤♠❡✳ ◆♦✉)

♥♦✉) ✐♥*"#❡))♦♥) ❛✉① ♣#♦❜❧K♠❡) ❞✬❡①✐)*❡♥❝❡✳ 4❛#♠✐ ❝❡) ♣#♦❜❧K♠❡)✱ ♥♦✉) "*✉❞✐♦♥) ❡①❝❧✉)✐✈❡♠❡♥*

❝❡#*❛✐♥) ♣#♦❜❧K♠❡) ❞✬♦♣*✐♠✐)❛*✐♦♥ .✉✐ ❝♦♥)✐)*❡♥* L *#♦✉✈❡# ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉#❡ )♦❧✉*✐♦♥ ♣❛#♠✐ ❧✬❡♥)❡♠❜❧❡

❞❡) )♦❧✉*✐♦♥) #"❛❧✐)❛❜❧❡) ✭)♦❧✉*✐♦♥) .✉✐ )❛*✐)❢♦♥* ❞❡) ❝♦♥*#❛✐♥*❡) "*❛❜❧✐❡) ❞❛♥) ❧❡ ♣#♦❜❧K♠❡✮✳ ❈❡*

✶✻



❡♥"❡♠❜❧❡ ♣❡✉( )(*❡ ✜♥✐ ♠❛✐" ♣❡✉( ❝♦♠♣(❡* ✉♥ (*0" ❣*❛♥❞ ♥♦♠❜*❡ ❞✬4❧4♠❡♥("✳ ▲❛ 7✉❛❧✐(4 ❞✬✉♥❡

"♦❧✉(✐♦♥ ❡"( ❡"(✐♠4❡ ❣*8❝❡ 9 ✉♥❡ ❢♦♥❝(✐♦♥ ♦❜❥❡❝(✐✈❡✱ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉*❡ "♦❧✉(✐♦♥ ❡"( ❝❡❧❧❡ ❞♦♥( ❧❛ ✈❛❧❡✉*

❝♦**❡"♣♦♥❞ ❧❡ ♣❧✉" 9 ❧✬♦❜❥❡❝(✐❢ *❡❝❤❡*❝❤4 ✭❣4♥4*❛❧❡♠❡♥( ♠❛①✐♠✐"❡* ♦✉ ♠✐♥✐♠✐"❡* ✉♥❡ 7✉❛♥(✐(4✮✳

✶✳✷✳✷✳✶ #$♦❜❧(♠❡+ ❞✬♦♣/✐♠✐+❛/✐♦♥

▲❡" ♣*♦❜❧0♠❡" ❞✬♦♣(✐♠✐"❛(✐♦♥ ❞❛♥" ❧❡✉* ❢♦*♠❡ ❣4♥4*❛❧❡ ♣❡✉✈❡♥( )(*❡ ❞4✜♥✐" ❝♦♠♠❡ "✉✐( ✿

❉4✜♥✐/✐♦♥ ✶✳✷✳✶✳ ❯♥ ♣#♦❜❧'♠❡ ❞✬♦♣,✐♠✐.❛,✐♦♥ P ❡., ❞♦♥♥0 ♣❛# ❧❡ 1✉❛❞#✉♣❧❡,

(IP , SOLP ,mP , ButP)✱ ♦4 ✿

✶✳ IP ❡., ❧✬❡♥.❡♠❜❧❡ ❞❡. ✐♥.,❛♥❝❡. ❞❡ P ❀

✷✳ SOLP ❡., ❧❛ ❢♦♥❝,✐♦♥ 1✉✐ ❛..♦❝✐❡ < ❝❤❛1✉❡ ✐♥.,❛♥❝❡ x ∈ IP ❧✬❡♥.❡♠❜❧❡ SOLP(x) ❞❡.

.♦❧✉,✐♦♥. #0❛❧✐.❛❜❧❡. ❞❡ x ❀

✸✳ mP ❡., ❧❛ ❢♦♥❝,✐♦♥ ♦❜❥❡❝,✐✈❡✱ ❞0✜♥✐❡ ♣♦✉# ❧❡. ♣❛✐#❡. (x, y) ,❡❧❧❡ 1✉❡ x ∈ IP ❡, y ∈ SOLP(x)✳

B♦✉# ❝❤❛1✉❡ ♣❛✐#❡ (x, y)✱ mP(x, y) ❞0,❡#♠✐♥❡ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉# ❞❛♥. R 1✉✐ ❡., ❧❛ ✈❛❧❡✉# ❞❡ ❧❛

.♦❧✉,✐♦♥ #0❛❧✐.❛❜❧❡ y✳

✹✳ ButP ∈ {MIN,MAX} .♣0❝✐✜❡ .✐ P ❡., ✉♥ ♣#♦❜❧'♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐.❛,✐♦♥ ♦✉ ❞❡ ♠❛①✐♠✐.❛,✐♦♥✳

✶✳✷✳✷✳✷ ❈❧❛++❡+ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐/4

◆♦✉" ♣*4"❡♥(♦♥" ❧❡" ❝❧❛""❡" ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐(4 ❞❛♥" ❧❡"7✉❡❧❧❡" ♥♦" ♣*♦❜❧0♠❡" ❞❡ ❞4❝✐"✐♦♥ ❡( ❞✬❡①✐"(❡♥❝❡

"❡ "✐(✉❡♥(✳ D♦✉* ♣❧✉" ❞✬✐♥❢♦*♠❛(✐♦♥" "✉* ❧❛ (❤4♦*✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐(4✱ ♥♦✉" *❡♥✈♦②♦♥" ❧❡ ❧❡❝(❡✉*

✈❡*" ❧✬♦✉✈*❛❣❡ ❞❡ ●❛*❡② ❡( ❏♦❤♥"♦♥ ❬●❏✼✾❪✳

❉4✜♥✐/✐♦♥ ✶✳✷✳✷✳ ❯♥ ♣#♦❜❧'♠❡ ❡., ❞❛♥. ❧❛ ❝❧❛..❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐,0 B .✬✐❧ ♣❡✉, E,#❡ #0.♦❧✉ ♣❛# ✉♥

❛❧❣♦#✐,❤♠❡ ❞0,❡#♠✐♥✐.,❡ ❡♥ ,❡♠♣. ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣❛# #❛♣♣♦#, < ❧❛ ,❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥.,❛♥❝❡✳ ❖♥ 1✉❛❧✐✜❡ ❛❧♦#.

❧❡ ♣#♦❜❧'♠❡ ❞❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ ❝✬❡., ✉♥ ♣#♦❜❧'♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐,0 O(nk)✱ ,❡❧ 1✉❡ k ❡., ✉♥❡ ❝♦♥.,❛♥,❡✳

❉4✜♥✐/✐♦♥ ✶✳✷✳✸✳ ▲❛ ❝❧❛..❡ NP ❞❡. ♣#♦❜❧'♠❡. ◆♦♥✲❞0,❡#♠✐♥✐.,❡. B♦❧②♥♦♠✐❛✉① #0✉♥✐, ❧❡. ♣#♦✲

❜❧'♠❡. ❞❡ ❞0❝✐.✐♦♥ 1✉✐ ♣❡✉✈❡♥, E,#❡ ❞0❝✐❞0. .✉# ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ♥♦♥ ❞0,❡#♠✐♥✐.,❡ ❡♥ ,❡♠♣. ♣♦❧②♥♦✲

♠✐❛❧✳ B❧✉. .✐♠♣❧❡♠❡♥,✱ ❝❡ .♦♥, ❧❡. ♣#♦❜❧'♠❡. 1✉✐ ♣❡✉✈❡♥, E,#❡ #0.♦❧✉. ❡♥ 0♥✉♠0#❛♥, ❧✬❡♥.❡♠❜❧❡ ❞❡.

.♦❧✉,✐♦♥. ♣♦..✐❜❧❡. ❡, ❡♥ ❧❡. ,❡.,❛♥, < ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦#✐,❤♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ▲❡ ♥♦♠❜#❡ ❞❡ .♦❧✉,✐♦♥.

♣❡✉, ♥0❛♥♠♦✐♥. E,#❡ ❡①♣♦♥❡♥,✐❡❧❧❡♠❡♥, ❣#❛♥❞✳

❖♥ ❛ ❧✬✐♥❝❧✉"✐♦♥ P ⊆ NP ✱ ♠❛✐" ♦♥ ♥❡ "❛✐( ♣❛" "✐ ❝❡((❡ ✐♥❝❧✉"✐♦♥ ❡"( "(*✐❝(❡✱ ♦✉ "✐ P = NP ✳ ❯♥❡

❣*❛♥❞❡ ♣❛*( ❞❡ ❧❛ (❤4♦*✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐(4 "✬❡"( ❝♦♥"(*✉✐(❡ "♦✉" ❧✬❤②♣♦(❤0"❡ 7✉❡ P 6= NP ✳

❉4✜♥✐/✐♦♥ ✶✳✷✳✹✳ ▲❛ ❝❧❛..❡ NP−❝♦♠♣❧❡, ❡., ✉♥❡ .♦✉.✲❝❧❛..❡ ❞❡ NP ❝♦♥.,✐,✉0❡ ❞❡. ♣#♦❜❧'♠❡.

❞❡ ❞0❝✐.✐♦♥ 1✉✐ .♦♥, ❧❡. ♣❧✉. ❞✐✣❝✐❧❡. ❞❡ NP ✳ ❯♥ ♣#♦❜❧'♠❡ ❞❡ ❞0❝✐.✐♦♥ P ❡., NP ✲❝♦♠♣❧❡, .✐ ❡,

.❡✉❧❡♠❡♥, .✬✐❧ ✈0#✐✜❡ ❝❡. ❞❡✉① ❝♦♥❞✐,✐♦♥. ✿

✶✳ P ∈ NP

✷✳ ∀P ′ ∈ NP ✲❝♦♠♣❧❡,✱ P ′
.❡ #0❞✉✐, < P ♣❛# ✉♥ ❛❧❣♦#✐,❤♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳

✶✼



❯♥ ♣#♦❜❧'♠❡ *✉✐ ✈.#✐✜❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐3✐♦♥ 2 ✭5❛♥5 ♣♦✉# ❛✉3❛♥3 ❧❛ ❝♦♥❞✐3✐♦♥ 1✮ ❡53 ❛♣♣❡❧. NP ✲❞✐✣❝✐❧❡✳

❖♥ ♣❡✉3 ❞♦♥❝ ❞✐#❡ *✉✬✉♥ ♣#♦❜❧'♠❡ ❡53 ◆=✲❝♦♠♣❧❡3 5✐ ❡3 5❡✉❧❡♠❡♥3 5✬✐❧ ❛♣♣❛#3✐❡♥3 > NP ❡3 ❡53

NP ✲❞✐✣❝✐❧❡✳ ❆✐♥5✐✱ ♣♦✉# ❞.♠♦♥3#❡# *✉✬✉♥ ♣#♦❜❧'♠❡ P ❡53 NP ✲❝♦♠♣❧❡3✱ ✐❧ 5✉✣3 ❞❡ ❞.♠♦♥3#❡#

❧❡5 ❞❡✉① ♣#♦♣#✐.3.5 5✉✐✈❛♥3❡5 ✿

✶✳ P ∈ NP ✱

✷✳ ❯♥ ♣#♦❜❧'♠❡ *✉❡❧❝♦♥*✉❡ P ′ NP ✲❝♦♠♣❧❡3 5❡ #.❞✉✐3 > P ♣❛# ✉♥ ❛❧❣♦#✐3❤♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳

✶✳✷✳✸ ➱❧&♠❡♥*+ ❞❡ ❧❛ *❤&♦0✐❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣0♦①✐♠❛*✐♦♥

◆♦✉5 #.5✉♠♦♥5 ✐❝✐ ❧❡ ❝♦♥❝❡♣3 ❞✬❛❧❣♦#✐3❤♠❡ ❞✬❛♣♣#♦①✐♠❛3✐♦♥ ❡3 ❞❡ #❛3✐♦ ❞✬❛♣♣#♦①✐♠❛3✐♦♥✳ ➱3❛♥3

❞♦♥♥. ✉♥❡ ✐♥53❛♥❝❡ x✱ ♦♥ ♥♦3❡ SOL∗
P(x) ❧✬❡♥5❡♠❜❧❡ ❞❡5 5♦❧✉3✐♦♥5 ♦♣3✐♠❛❧❡5 ❞❡ x✳ ❈✬❡53 ❧✬❡♥✲

5❡♠❜❧❡ ❞❡5 5♦❧✉3✐♦♥5 ❞♦♥3 ❧❛ ✈❛❧❡✉# ❡53 ♦♣3✐♠❛❧❡ ✭♠✐♥✐♠✉♠✱ 5✐ ButP = MIN ♦✉ ♠❛①✐♠✉♠

5✐ ButP = MAX✮✳ =❧✉5 ❢♦#♠❡❧❧❡♠❡♥3✱ ♣♦✉# ❝❤❛*✉❡ y∗(x) 3❡❧ *✉❡ y∗(x) ∈ SOL∗
p(x) ♦♥ ❛ ✿

mP(x, y
∗(x)) = ButP {v : v = mP(x, z) ∧ z ∈ SOLP(x)}✳ ❖♥ ♥♦3❡ m

∗
P(x) ❧❛ ✈❛❧❡✉# ♦♣3✐♠❛❧❡

❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝3✐♦♥ ♦❜❥❡❝3✐✈❡ y∗(x) ❞❡ x✳

■❧ ❡53 ♣♦55✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛#❡# ♥✬✐♠♣♦#3❡ *✉❡❧❧❡ 5♦❧✉3✐♦♥ #.❛❧✐5❛❜❧❡ y ∈ SOLP(x) > ❧❛ 5♦❧✉3✐♦♥

♦♣3✐♠❛❧❡ ❡3 ❞✬❡①♣#✐♠❡# ✓ ❧✬.❧♦✐❣♥❡♠❡♥3 ✔ ❞❡ ❝❡33❡ 5♦❧✉3✐♦♥ ❞❡ ❧❛ 5♦❧✉3✐♦♥ ♦♣3✐♠❛❧❡✳ =♦✉# ❝❡❧❛ ✐❧

5✉✣3 ❝❛❧❝✉❧❡# ❧❡ #❛3✐♦ ❞❡ ♣❡#❢♦#♠❛♥❝❡ ❞❡ y✳

❉!✜♥✐%✐♦♥ ✶✳✷✳✺✳ ➱!❛♥! ❞♦♥♥& ✉♥ ♣)♦❜❧,♠❡ ❞✬♦♣!✐♠✐1❛!✐♦♥ P✱ ♣♦✉) ♥✬✐♠♣♦)!❡ 3✉❡❧❧❡ ✐♥1!❛♥❝❡ x

❞❡ P ❡! 1♦❧✉!✐♦♥ )&❛❧✐1❛❜❧❡ y ❞❡ x✱ ❧❡ )❛!✐♦ ❞❡ ♣❡)❢♦)♠❛♥❝❡ ❞❡ y ❡1! ❞&✜♥✐ ❝♦♠♠❡ 1✉✐! ✿

R(x, y) =
mP(x, y)

m∗
P(x)

♣♦✉) ✉♥ ♣)♦❜❧,♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐1❛!✐♦♥✱ ❡!

R(x, y) =
m∗

P(x)

mP(x, y)

♣♦✉) ✉♥ ♣)♦❜❧,♠❡ ❞❡ ♠❛①✐♠✐1❛!✐♦♥✳

❖♥ ♣❡✉3 ❞.5♦#♠❛✐5 ❞.✜♥✐# ❧❡ #❛3✐♦ ❞✬❛♣♣#♦①✐♠❛3✐♦♥ ❝♦♠♠❡ 5✉✐3 ✿

❉!✜♥✐%✐♦♥ ✶✳✷✳✻✳ ➱!❛♥! ❞♦♥♥& ✉♥ ♣)♦❜❧,♠❡ ❞✬♦♣!✐♠✐1❛!✐♦♥ P = (IP , SOLP ,mP , ButP) ❡! ✉♥

❛❧❣♦)✐!❤♠❡ AP ♣♦✉) P 3✉✐ )❡!♦✉)♥❡ ♣♦✉) ✉♥❡ ✐♥1!❛♥❝❡ x ∈ IP ✉♥❡ 1♦❧✉!✐♦♥ )&❛❧✐1❛❜❧❡ AP(x) ∈

SolP(x)✳ ❖♥ ❞✐! 3✉❡ AP ❡1! ✉♥ ❛❧❣♦)✐!❤♠❡ f(|x|)✲❛♣♣)♦❝❤& ♣♦✉) P 1✐ ❡! 1❡✉❧❡♠❡♥! 1✐ 3✉❡❧❧❡ 3✉❡

1♦✐! ✉♥❡ ✐♥1!❛♥❝❡ x ❞❡ P ♦♥ ❛ ✿ R(x,AP(x)) ≤ f(|x|) ❡! AP ❡1! ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❡♥ ❧❛ !❛✐❧❧❡ ❞❡ x✳ ▲❛

❢♦♥❝!✐♦♥ f(|x|) ❡1! ❛❧♦)1 ❛♣♣❡❧&❡ )❛!✐♦ ❞❡ ♣❡)❢♦)♠❛♥❝❡ ♦✉ )❛!✐♦ ❞✬❛♣♣)♦①✐♠❛!✐♦♥ ❞❡ AP ✳

■❧ ❡①✐53❡ ❞❡ ♥♦♠❜#❡✉5❡5 ❝❧❛55❡5 ❞✬❛♣♣#♦①✐♠❛3✐♦♥5✳ ❉❡✉① ❞✬❡♥3#❡ ❡❧❧❡5 ♥♦✉5 5❡#✈✐#♦♥3 > ❝❧❛55❡# ❧❡5

♣#♦❜❧'♠❡5 3#❛✐3.5 ❞❛♥5 ❝❡33❡ 3❤'5❡✱ ❧❛ ❝❧❛55❡ ❞❡5 ♣#♦❜❧'♠❡5 ❛♣♣#♦①✐♠❛❜❧❡5 > ❢❛❝3❡✉#5 ❝♦♥53❛♥35

❡3 ❧❛ ❝❧❛55❡ ❞❡5 ♣#♦❜❧'♠❡5 ♥♦♥ ❛♣♣#♦①✐♠❛❜❧❡5 > ❢❛❝3❡✉#5 ❝♦♥53❛♥35✳

❉!✜♥✐%✐♦♥ ✶✳✷✳✼✳ APX ❡1! ❧❛ ❝❧❛11❡ ❞✬❛♣♣)♦①✐♠❛!✐♦♥ ❞❡ !♦✉1 ❧❡1 ♣)♦❜❧,♠❡1 ❞✬♦♣!✐♠✐1❛!✐♦♥ P

!❡❧ 3✉❡ ♣♦✉) ✉♥❡ ❝❡)!❛✐♥❡ ❝♦♥1!❛♥!❡ r ≥ 1✱ ✐❧ ❡①✐1!❡ ✉♥ ❛❧❣♦)✐!❤♠❡ r✲❛♣♣)♦❝❤& ♣♦✉) P✳

✶✽



❉!✜♥✐%✐♦♥ ✶✳✷✳✽✳ Non − APX ❡!" ❧❛ ❝❧❛!!❡ ❞✬❛♣♣)♦①✐♠❛"✐♦♥ ❞❡ "♦✉! ❧❡! ♣)♦❜❧1♠❡! ❞✬♦♣"✐♠✐✲

!❛"✐♦♥ P "❡❧ 3✉❡ 3✉❡❧❧❡ 3✉❡ !♦✐" ❧❛ ❝♦♥!"❛♥"❡ r > 1✱ ✐❧ ♥✬❡①✐!"❡ ♣❛! ❞✬❛❧❣♦)✐"❤♠❡ r✲❛♣♣)♦❝❤7 ♣♦✉)

P✳

✶✳✷✳✹ ➱❧&♠❡♥*+ ❞❡ ❧❛ ♣/♦❣/❛♠♠❛*✐♦♥ ❧✐♥&❛✐/❡

▲❛ ♣#♦❣#❛♠♠❛'✐♦♥ ❧✐♥+❛✐#❡ ♥♦✉. ❢♦✉#♥✐' ❞❡. ♦✉'✐❧. '#1. ♣✉✐..❛♥'. ♣♦✉# ❧❛ ❝♦♥❝❡♣'✐♦♥ ❡' ❧✬❛♥❛❧②.❡

❞❡. ❛❧❣♦#✐'❤♠❡. ❡①❛❝'. ❡' ❛♣♣#♦❝❤+. ♣♦✉# ❞❡ ♥♦♠❜#❡✉① ♣#♦❜❧1♠❡. ❝♦♠❜✐♥❛'♦✐#❡.✳ ❉❡ ♣❧✉.✱ ❡❧❧❡

❢♦✉#♥✐' ✉♥ ❝❛❞#❡ ✉♥✐✜+ ❞❛♥. ❧❡<✉❡❧ ❧❛ #+.♦❧✉'✐♦♥ ❡①❛❝'❡ ❡' ❧✬❛♣♣#♦①✐♠❛'✐♦♥ ❞❡. ♣#♦❜❧1♠❡. ♣♦♥❞+✲

#+. ❡' ♥♦♥✲♣♦♥❞+#+. ♣❡✉✈❡♥' ?'#❡ '#❛✐'+❡. ❞❡ ❢❛@♦♥ ✉♥✐❢♦#♠❡✳

❈♦♥.✐❞+#♦♥. <✉✬✉♥ ♣#♦❜❧1♠❡ ❞✐.❝#❡' Π ❡.' ✉♥ ♣#♦❜❧1♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐.❛'✐♦♥ ✭♣♦✉# ♣❧✉. ❞❡ ❝❧❛#'+✱

♦♥ ❧❡ ♥♦'❡ ♠✐♥ Π✮✱ ❛❧♦#. ✉♥❡ ❢♦#♠✉❧❛'✐♦♥ D ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♣#♦❣#❛♠♠❡ ❧✐♥+❛✐#❡ ❡♥ ✈❛#✐❛❜❧❡. ❜✐♥❛✐#❡.

✭❛✈❡❝ n ✈❛#✐❛❜❧❡ ❡' m+ n ❝♦♥'#❛✐♥'❡.✮ ❡.' ✉♥ ❡♥.❡♠❜❧❡ ❞✬+<✉❛'✐♦♥. ❧✐♥+❛✐#❡. ❞❡ ❧❛ ❢♦#♠❡ ✿

min Π =



























min
n
∑

j=1
cjxj

n
∑

j=1
ai,jxj ≥ bi ✐❂✶✱ ✳✳✳✱ ♠

xj ∈ {0, 1} ✐❂✶✱ ✳✳✳✱ ♥

✭✶✳✶✮

❙✐ Π ❡.' ✉♥ ♣#♦❜❧1♠❡ ❞❡ ♠❛①✐♠✐.❛'✐♦♥ ✭♠❛① Π✮✱ .❛ ❢♦♠✉❧❛'✐♦♥ ❡.' ✿

max Π =



























max
n
∑

j=1
cjxj

n
∑

j=1
ai,jxj ≤ bi ✐❂✶✱ ✳✳✳✱ ♠

xj ∈ {0, 1} ✐❂✶✱ ✳✳✳✱ ♥

✭✶✳✷✮

▲❡ #❡❧❛①+ ❞❡ ❝❡. J▲ ❡.' ♦❜'❡♥✉ ❡♥ #❡♠♣❧❛@❛♥' xj ∈ {0, 1}∀i = 1, ..., n ♣❛# xj ∈ [0, 1] ∀i =

1, ..., n✳

◆♦'♦♥. ♦♣'✭♠✐♥ Π✮✱ ♦♣'✭♠❛① Π✮ ❧❡. ✈❛❧❡✉#. ♦♣'✐♠❛❧❡. ❞❡. ❢♦#♠❡. ✶✳✶ ❡' ✶✳✷✱ ❡' ♦♣'✭♠✐♥ Πr✮✱

♦♣'✭♠❛① Πr✮ #❡.♣❡❝'✐✈❡♠❡♥' ❧❡. ✈❛❧❡✉#. ♦♣'✐♠❛❧❡. ❞❡ ❧❡✉# ❢♦#♠❡ #❡❧❛①+❡✳ ◆♦✉. ❛✈♦♥. ❛❧♦#. ❧❡.

✐♥+❣❛❧✐'+. .✉✐✈❛♥'❡. ✿

♦♣'✭♠✐♥ Π✮ ≥ ♦♣'✭♠✐♥ Πr✮

♦♣'✭♠❛① Π✮ ≤ ♦♣'✭♠❛① Πr✮

❈❡. ❞❡✉① ✐♥+❣❛❧✐'+. .♦♥' '#1. .♦✉✈❡♥' ✉'✐❧✐.+❡. ♣♦✉# ♦❜'❡♥✐# ❞❡. ❜♦#♥❡. .✉# ❧❛ ✈❛❧❡✉# ♦♣'✐♠❛❧❡ ❞✉

♣#♦❜❧1♠❡ ✭❞✐.❝#❡'✮ <✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉' #+.♦✉❞#❡ ❛♣♣#♦①✐♠❛'✐✈❡♠❡♥'✳

✶✳✸ ❉♦♠❛✐♥❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛/✐♦♥ ✿ ❧❡1 231❡❛✉① ♦♣/✐6✉❡1

❆✈❡❝ ✉♥❡ ✈✐'❡..❡ ❞❡ '#❛♥.♠✐..✐♦♥ ♣♦✉✈❛♥' ❛''❡✐♥❞#❡ ✶ ♣❡'❛❜✐'✴.✱ ❧❛ ✜❜#❡ ♦♣'✐<✉❡ ❡.' ❝♦♥.✐❞+#+❡
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%✐♣❧❡①❛❣❡ ❡♥ ❢+98✉❡♥❝❡ ❬❈✉+✵✼❪ ❞❛♥. ❧❡. +9.❡❛✉① ❝❡❧❧✉❧❛✐+❡. %9❧9♣❤♦♥✐8✉❡. ♦S ❝❤❛8✉❡ ❢+98✉❡♥❝❡

❡.% ✉%✐❧✐.9❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛%✐♦♥✳ ❈❡%%❡ %❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ♠✉❧%✐♣❧❡①❡ ❡♥ ♠7♠❡ %❡♠♣.

♣❧✉.✐❡✉+. ❧♦♥❣✉❡✉+. ❞✬♦♥❞❡ .✉+ ✉♥❡ ♠7♠❡ ✜❜+❡ ♦♣%✐8✉❡✳ ❈❤❛❝✉♥❡ ❞❡. ❧♦♥❣✉❡✉+. ❞✬♦♥❞❡ ❡.% ❝♦♥.✐✲

❞9+9❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❞✐.%✐♥❝% ♣♦✉+ ❧❛ %+❛♥.♠✐..✐♦♥ ❞❡. ❞♦♥♥9❡. ✭✜❣✉+❡ ✶✳✸✮✳ ❉✐✛9+❡♥%. %②♣❡.

❞❡ ♠✉❧%✐♣❧❡①❛❣❡ ❡♥ ❧♦♥❣✉❡✉+ ❞✬♦♥❞❡ ❡①✐.%❡♥%✳ ▲❡ ♣❧✉. ✉%✐❧✐.9 9%❛♥% ❧❡ ❈♦❛+.❡✲❲❉▼ 8✉✐ ♣❡+♠❡%

❞❡ ♣+❡♥❞+❡ ❡♥ ❝♦♠♣%❡ ❥✉.8✉✬C ✶✻ ❧♦♥❣✉❡✉+. ❞✬♦♥❞❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❞9❜✐% ❞❡ %+❛♥.♠✐..✐♦♥ ❞❡ ✶✱✷✺ C ✷✱✺

●❜✐%✴.✳ ▲❡ ❉❡♥.❡✲❲❉▼ 8✉❛♥% C ❧✉✐✱ ♣❡+♠❡% ❞❡ ♠✉❧%✐♣❧❡①❡+ ❞❡ ✽ C ✶✷✽ ❧♦♥❣✉❡✉+. ❞✬♦♥❞❡ ❛✈❡❝ ✉♥

❞9❜✐% ❞❡ ✶✵●❜✐%✴. C ✹✵ ●❜✐%✴. ❡% ❡♥✜♥ ❧❡ ❯❧%+❛✲❉❡♥.❡✲❲❉▼ ♣❡+♠❡% ❞❡ ♠✉❧%✐♣❧❡①❡+ ✉♥ ♥♦♠❜+❡

❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉+. ❞✬♦♥❞❡ .✉♣9+✐❡✉+ C ✹✵✵ ❛✈❡❝ ✉♥ ❞9❜✐% ❞9♣❛..❛♥% ❧❡. ✹✵ ●❜✐%✴.✳

✶✳✸✳✸ ❆0❝❤✐)❡❝)✉0❡ ❞❡4 054❡❛✉① )♦✉) ♦♣)✐7✉❡

▲❡. +9.❡❛✉① %♦✉% ♦♣%✐8✉❡ ✉%✐❧✐.❡♥% ❧❛ ✜❜+❡ ♦♣%✐8✉❡ ❝♦♠♠❡ .✉♣♣♦+% ❞❡ %+❛♥.♠✐..✐♦♥ ❡% ❧❛ %❡❝❤♥♦❧♦✲

❣✐❡ ❞❡ ♠✉❧%✐♣❧❡①❛❣❡ ❡♥ ❧♦♥❣✉❡✉+ ❞✬♦♥❞❡ ✭❲❉▼✮ ❝♦♠♠❡ ♠♦❞❡ ❞❡ %+❛♥.♠✐..✐♦♥✳ ▲✬✐❞9❡ ❞❡ ❜❛.❡ ❡.%

❞❡ +9✉%✐❧✐.❡+ ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❧❛ ♠7♠❡ ❧♦♥❣✉❡✉+ ❞✬♦♥❞❡ ♣♦✉+ ❛❝❤❡♠✐♥❡+ ❧✬✐♥❢♦+♠❛%✐♦♥✳ ▲❡. +9.❡❛✉①

❲❉▼ ❝♦++❡.♣♦♥❞❡♥% C ✉♥❡ %♦♣♦❧♦❣✐❡ ♠❛✐❧❧9❡ ♦S ❧❡. ♥♦❡✉❞. .♦♥% ✐♥%❡+✲❝♦♥♥❡❝%9. ♣♦✐♥%✲C✲♣♦✐♥%✳

■❧. .♦♥% ♣+✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥% ❝♦♥.%✐%✉9. ❞❡ ♥^✉❞. ❞✬❛❝❝_.✱ ❞✬❖❳❈ ❡% ❞❡ ✜❜+❡. ♦♣%✐8✉❡. ✭✜❣✉+❡ ✶✳✹✮✳ ▲❡.

♥^✉❞. ❞✬❛❝❝_. ❢♦✉+♥✐..❡♥% ❧✬✐♥%❡+❢❛❝❡ ❡♥%+❡ ❧❡ ❝^✉+ ♦♣%✐8✉❡ ❡% ❧❡. .♦✉.✲+9.❡❛✉① ♥♦♥ ♦♣%✐8✉❡. ❞❡.

❝❧✐❡♥%. ❬b+♦✵✶❪✳ ❈❡. ♥^✉❞. ♣❡✉✈❡♥% 7%+❡ ❞❡. .♦✉+❝❡. ♦✉ ❞❡. ❞❡.%✐♥❛%✐♦♥. ❞❛♥. ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ♦♣%✐8✉❡✳

✷✶



❋✐❣✉$❡ ✶✳✸ ✕ ❙❝❤-♠❛ ♣❡$♠❡11❛♥1 ❞✬✐❧❧✉61$❡$ ❧❡ ❞-❝♦✉♣❛❣❡ ❡♥ ❧♦♥❣✉❡✉$ ❞✬♦♥❞❡ ❡♥1$❡ ❧❡6 ❞✐✛-$❡♥1❡6

❝♦♥♥❡①✐♦♥6

■❧6 6♦♥1 -;✉✐♣-6 ❞✬-♠❡11❡✉$6 ♠❛✐6 ❛✉66✐ ❞❡ $-❝❡♣1❡✉$6 ♦♣1✐;✉❡6 ❛✜♥ ❞❡ $-❛❧✐6❡$ ❛✉ ♠✐❡✉① ❧❡✉$6 ❢♦♥❝✲

1✐♦♥6 ❞✬❡♥✈♦✐ ❡1 ❞❡ $-❝❡♣1✐♦♥ ❞❡ 6✐❣♥❛✉①✳ ❉❛♥6 ❧❡ ❝A✉$ ❞✉ $-6❡❛✉✱ ❧❡6 ❢♦♥❝1✐♦♥6 ❞❡ ❝♦♠♠✉1❛1✐♦♥

❡1 ❞❡ $♦✉1❛❣❡ 6♦♥1 ❢♦✉$♥✐❡6 ♣❛$ ❧❡6 ❖❳❈ ❡1 ♣❡$♠❡11❡♥1 ❧❛ ♠✐6❡ ❡♥ A✉✈$❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛1✐♦♥

❞❡ ❜♦✉1 ❡♥ ❜♦✉1 ❡♥1$❡ ❧❡6 ♥A✉❞6 ❞✬❛❝❝G6✳ ❯♥ ❖❳❈ ✉1✐❧✐6❡ ❧❛ 1❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❞✉ ♠✉❧1✐♣❧❡①❛❣❡ ❞❡

❧♦♥❣✉❡✉$ ❞✬♦♥❞❡✳ ■❧ ♣❡✉1 ❞♦♥❝ ❝♦♠♠✉1❡$ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡6 ❧♦♥❣✉❡✉$6 ❞✬♦♥❞❡6 ❞✬✉♥ ♣♦$1 ❞✬❡♥1$-❡ ✈❡$6

✉♥ ♣♦$1 ❞❡ 6♦$1✐❡ ;✉❡❧❝♦♥;✉❡✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡ 6✐❣♥❛❧ ❡61 ❛❝❤❡♠✐♥- ✈✐❛ ✉♥❡ ✜❜$❡ ♦♣1✐;✉❡ ❛②❛♥1 ❧❡ ♠K♠❡

❡♥6❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉$6 ❞✬♦♥❞❡✳ ❈❡❝✐ ♣❡$♠❡1 ❞❡ ❣❛$❛♥1✐$ ;✉✬✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉$ ❞✬♦♥❞❡ 6♣-❝✐✜;✉❡ 6♦✐1

6✉♣♣♦$1-❡ 1♦✉1 ❛✉ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ♦♣1✐;✉❡ ❡1 ❞✬-✈✐1❡$ ❛✐♥6✐ ❧❛ ♣❡$1❡ ❞✬✐♥❢♦$♠❛1✐♦♥✳

✶✳✸✳✹ ▲❡ &♦✉)❛❣❡ ♠✉❧)✐❝❛0)✴❜&♦❛❞❝❛0) )♦✉) ♦♣)✐5✉❡

▲❡ ♠♦❞❡ ❞❡ $♦✉1❛❣❡ ❜$♦❛❞❝❛61✴♠✉❧1✐❝❛61 ❛ -1- ✐♥1$♦❞✉✐1 ♣❛$ ❉❡❡$✐♥❣ ❛✉ ❞-❜✉1 ❞❡6 ❛♥♥-❡6 ✾✵✳ ■❧

❛✈❛✐1 ❝♦♥61❛1- ;✉❡ ❧✬❡♥✈♦✐ ❞✬✉♥ 6❡✉❧ ♠❡66❛❣❡ ❞❡ ❧❛ 6♦✉$❝❡ P ❝❤❛;✉❡ 6♦♠♠❡1 ❝♦♥6♦♠♠❛✐1 ❜❡❛✉❝♦✉♣

❞❡ $❡66♦✉$❝❡6 ✭❜❛♥❞❡ ♣❛66❛♥1❡✮✳ ■❧ ❛ ❛❧♦$6 ♣$♦♣♦6- ❧✬❡♥✈♦✐ ♣❛$ ❧❛ 6♦✉$❝❡ ❞✬✉♥ ✉♥✐;✉❡ ♠❡66❛❣❡✱ ♣✉✐6

6❛ ❞✉♣❧✐❝❛1✐♦♥ ❛✉ ❝♦✉$6 ❞❡ 6♦♥ ❛❝❤❡♠✐♥❡♠❡♥1 ❬❉❡❡✾✷❪✳ ❈❡ ♠♦❞❡ ❞❡ $♦✉1❛❣❡ ❡61 ❛♣♣❧✐;✉- ❞❛♥6

♣❧✉6✐❡✉$6 1②♣❡6 ❞❡ $-6❡❛✉①✳ ■❧ ❡61 ❝❡♣❡♥❞❛♥1 ♥-❝❡66❛✐$❡ ;✉❡ ❧❡ $-6❡❛✉ 6♦✐1 ♠✉♥✐ ❞✬-;✉✐♣❡♠❡♥16

❝❛♣❛❜❧❡6 ❞✬❡✛❡❝1✉❡$ ❝❡11❡ ❞✐1❡ ❞✉♣❧✐❝❛1✐♦♥✳ ❉❛♥6 ❧❡6 $-6❡❛✉① ♦♣1✐;✉❡6✱ ❧❡ $♦✉1❛❣❡ ❜$♦❛❞❝❛61✴♠✉❧✲

1✐❝❛61 ❡61 ♣♦66✐❜❧❡ ❣$V❝❡ P ❞❡6 ❖❳❈ ♣❛$1✐❝✉❧✐❡$6 ✐♥1-❣$❛♥1 ✉♥ ❝♦✉♣❧❡✉$ ♦♣1✐;✉❡ ❡1 ♣♦✉✈❛♥1 ♥♦♥

6❡✉❧❡♠❡♥1 ❝♦♠♠✉1❡$ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡6 ❧♦♥❣✉❡✉$6 ❞✬♦♥❞❡ ❡♥1$❛♥1❡6 ✈❡$6 ✉♥ ♣♦$1 ❞❡ 6♦$1✐❡ ;✉❡❧❝♦♥;✉❡✱

♠❛✐6 -❣❛❧❡♠❡♥1 ❞✐✈✐6❡$ ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉$ ❞✬♦♥❞❡ ❡♥1$❛♥1❡ ❡1 ❝♦♠♠✉1❡$ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡6 6♦✉6✲6✐❣♥❛✉① ♦❜✲

1❡♥✉6 ✈❡$6 ♣❧✉6✐❡✉$6 ♣♦$16 ❞❡ 6♦$1✐❡✳ ▲❡6 ❖❳❈ ❛②❛♥1 ❝❡11❡ ❝❛♣❛❝✐1- ❞❡ ❞✐✈✐6✐♦♥ 6♦♥1 ❞✐16 ❖❳❈✲▼❈

✭❖❳❈ ♠✉❧1✐❝❛61 ❝❛♣❛❜❧❡✮ ❡1 ❝❡✉① ;✉✐ ❡♥ 6♦♥1 ❞-♣♦✉$✈✉6 6♦♥1 ❞✐16 ❖❳❈✲▼■ ✭❖❳❈ ♠✉❧1✐❝❛61 ✐♥✲

❝❛♣❛❜❧❡✮✳ ❉❡ ♣❧✉6✱ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐1- ❞❡ ♣$-❧G✈❡♠❡♥1 ❞❡ ♣✉✐66❛♥❝❡ ❡61 ✐♥1-❣$-❡ ❞❛♥6 ❧❡6 ❖❳❈✲▼❈ ❛✜♥

❞❡ ♠✐❡✉① 6♦✉1❡♥✐$ ❧❡ ♠✉❧1✐❝❛61✳ ❈♦♠♣1❡ 1❡♥✉ ❞❡ 6❛ $❡♥1❛❜✐❧✐1-✱ ❧❡ ❞✐6♣♦6✐1✐❢ ❚❛♣✲❛♥❞✲❈♦♥1✐♥✉❡

✭❚❛❈✮ ❬❆❉✵✵❪ ♣❡$♠❡1 ❞❡ ❝♦♥6♦♠♠❡$ ✉♥❡ ❢$❛❝1✐♦♥ ❞✉ 6✐❣♥❛❧ ♦♣1✐;✉❡ ❡♥1$❛♥1 ♣♦✉$ ❧✬✉6❛❣❡ ❧♦❝❛❧ ❡1

❞❡ 1$❛♥6♠❡11$❡ ❧❡ $❡61❡ ❞✉ 6✐❣♥❛❧ ✈❡$6 ❧✬❖❳❈ 6✉✐✈❛♥1✳ ▲❡6 ♥♦❡✉❞6 ▼■ ♥❡ ♣$❡♥♥❡♥1 ♣❛6 ❡♥ ❝❤❛$❣❡

❧❛ ❞✉♣❧✐❝❛1✐♦♥ ♦♣1✐;✉❡ ♠❛✐6 ❡♠♣❧♦✐❡♥1 ✉♥ ❞✐6♣♦6✐1✐❢ ❚❛❝ ;✉✐ ❡61 ♣❧✉6 6✐♠♣❧❡ ❡1 ♠♦✐♥6 ❝♦Z1❡✉①✳

▲❛ ❝❛♣❛❝✐1- ❚❛❈ ♣❡$♠❡1 P ✉♥ ♥♦❡✉❞ ▼■ ❞✬❡①♣❧♦✐1❡$ ✉♥❡ ♣❡1✐1❡ ;✉❛♥1✐1- ❞❡ ❧❛ ♣✉✐66❛♥❝❡ ❧✉♠✐✲

♥❡✉6❡ ❞✬❡♥1$-❡ ♣♦✉$ ❧❛ ❞-1❡❝1✐♦♥ ❞❡6 6✐❣♥❛✉① ❡1 ❞✬❡♥✈♦②❡$ ❧❡ $❡61❡ P ✉♥❡ 6❡✉❧❡ 6♦$1✐❡✳ ❆✐♥6✐✱ ♥♦✉6
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♣4✐♥❝✐♣❛❧❡ ✐♠♣♦,>❡ ♣❛4 ❧❛ 3❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❲❉▼ ❡,3 5✉❡ ❞❡✉① ❝❛♥❛✉① ♦♣3✐5✉❡, ❞❡ ♠Q♠❡ ❧♦♥❣✉❡✉4
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❞❡ 4❡❝♦✉✈4❡♠❡♥3 ❡,3 >❣❛❧❡♠❡♥3 ❥✉,3✐✜>❡✳ ❊✛❡❝3✐✈❡♠❡♥3✱ ❧❡, ,♦♠♠❡3, ♠✉♥✐, ❞❡ ❝♦✉♣❧❡✉4, ♦♣3✐5✉❡,
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❝❡&'❛✐♥❡) ❧♦♥❣✉❡✉&) ❞✬♦♥❞❡ ❞✐)♣♦♥✐❜❧❡) ♣❡✉✈❡♥' ♥❡ ♣❛) N'&❡ ✉'✐❧✐)❛❜❧❡) ❞❛♥) ✉♥❡ )❡))✐♦♥ ♠✉❧'✐❝❛)'✱

❝❛& ❧❛ ❝♦♥'✐♥✉✐'6 ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉& ❞✬♦♥❞❡ ❧✬❡①✐❣❡✳

❈❡''❡ ♠✉❧'✐'✉❞❡ ❞❡ ❝♦♥'&❛✐♥'❡) ♦✉✈&❡ ✉♥ ✈❛)'❡ ❝❤❛♠♣ ❞✬6'✉❞❡ )✉& ❧❡) ❞✐✛6&❡♥') ♣&♦❜❧T♠❡) ❞❡ &♦✉✲

'❛❣❡ ❞❛♥) ❧❡) &6)❡❛✉① ♦♣'✐7✉❡) )❡❧♦♥ ❧❛ ♣♦))✐❜✐❧✐'6 ✭♦✉ ♣❛)✮ ❞❡ ❝♦♥✈❡&)✐♦♥ ♦♣'✐7✉❡✱ ❧❛ ♣&6)❡♥❝❡ ♦✉

♥♦♥ ❞✬❛♠♣❧✐✜❝❛'❡✉&) ♦♣'✐7✉❡) ❞❛♥) ❧❡ &6)❡❛✉✱ ♦✉ ❡♥❝♦&❡ )❡❧♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐)♣♦♥✐❜✐❧✐'6 ❞❡ ❝♦♠♠✉'❛'❡✉&)

❖❳❈✲▼❈✳ ■❧ ❡)' 6❣❛❧❡♠❡♥' ✐♥'6&❡))❛♥' ❞❡ ❝♦♥)✐❞6&❡& ✉♥❡ ❧✐♠✐'❛'✐♦♥ )✉& ❧❡ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ ❞✐✈✐)✐♦♥)
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❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐'(❡ ♣❛( ❝❡+ ❝♦♠♠✉-❛-❡✉(+✳ ■❧ ❡+- ♣♦++✐❜❧❡ ❞❡ ✈❛(✐❡( ❧❡ ♥♦♠❜(❡ ❞❡ ❝❛♥❛✉① ❝♦♥-❡♥✉+ ❞❛♥+

✉♥❡ ✜❜(❡ ♦♣-✐5✉❡✳ ◆♦✉+ ♣♦✉✈♦♥+ ❡♥✈✐+❛❣❡( 5✉❡ ❧❡ (8+❡❛✉ +♦✐- ♠✉❧-✐✲✜❜(❡+ ❛✈❡❝ ♣❧✉+✐❡✉(+ ✜❜(❡+

♦♣-✐5✉❡+ ♣♦✉✈❛♥- (❡❧✐❡( ❞❡✉① ♥:✉❞+ ❞✉ (8+❡❛✉✳ ◆♦✉+ ♣♦✉✈♦♥+ 8❣❛❧❡♠❡♥- ♠❡--(❡ ✉♥❡ ❜♦(♥❡ +✉( ❧❡

-❡♠♣+ ♥8❝❡++❛✐(❡ ♣♦✉( ❡✛❡❝-✉❡( ❧❡ (♦✉-❛❣❡ ✭❝❡ -❡♠♣+ ♣♦✉✈❛♥- =-(❡ ❝♦♥+✐❞8(8 ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞✉(8❡ ❞❡ ❧❛

-(❛♥+♠✐++✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦(♠❛-✐♦♥ ❞❡ ❧❛ +♦✉(❝❡ ❛✉ ❞❡(♥✐❡( ❞❡+-✐♥❛-❛✐(❡ ❛--❡✐♥-✮✳ A❧✉+✐❡✉(+ ♣(♦❜❧'♠❡+

❞✬♦♣-✐♠✐+❛-✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥- ❡♥ ❞8❝♦✉❧❡(✳ ❈✐-♦♥+ ♣❛( ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ♠✐♥✐♠✐+❛-✐♦♥ ❞✉ ❝♦D- ❞✉ (♦✉-❛❣❡✱

❞✉ ♥♦♠❜(❡ -♦-❛❧ ❞❡ ❞✐✈✐+✐♦♥ ❞✉ +✐❣♥❛❧ ❧✉♠✐♥❡✉①✱ ♦✉ ❡♥❝♦(❡✱ ❞✉ ♥♦♠❜(❡ ❞❡ ❖❳❈✲▼❈ ♥8❝❡++❛✐(❡+

❛✉ (♦✉-❛❣❡ ♠✉❧-✐❝❛+-✳ ◆♦✉+ ♣♦✉✈♦♥+ ❡♥✜♥ ❡♥✈✐+❛❣❡( ❞❡ ♠✐♥✐♠✐+❡( ❧❡ ♥♦♠❜(❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉(+ ❞✬♦♥❞❡

✉-✐❧✐+8❡+ ♣♦✉( ❧❡ (♦✉-❛❣❡✳ ▲❡+ ♣♦++✐❜✐❧✐-8+ +♦♥- ❞♦♥❝ ❝♦♥+✐❞8(❛❜❧❡+ ❀ ♠❛✐+ ♥♦✉+ ❛✈♦♥+ ❞8❝✐❞8 ❞✬❛①❡(

♥♦-(❡ (❡❝❤❡(❝❤❡ +✉( ✉♥❡ ❝♦♥-(❛✐♥-❡ +♣8❝✐✜5✉❡ ✿ ❧❛ ❝♦♥-(❛✐♥-❡ +✉( ❧❡ ❞❡❣(8 ❞❡+ +♦♠♠❡-+✳

✶✳✹ ➱$❛$ ❞❡ ❧✬❛*$

▲❡ -(❛✈❛✐❧ 5✉❡ ♥♦✉+ ❞8✈❡❧♦♣♣♦♥+ ❞❛♥+ ❧❡ ❝❛❞(❡ ❞❡ ❝❡--❡ -❤'+❡ +✬❛(-✐❝✉❧❡ ❛✉-♦✉( ❞❡+ ♣(♦❜❧'♠❡+ ❞❡

(❡❝❤❡(❝❤❡ ❞❡ +-(✉❝-✉(❡ ❞❡ (❡❝♦✉✈(❡♠❡♥- ❞❡ ❣(❛♣❤❡+ +♦✉+ ❝♦♥-(❛✐♥-❡ +✉( ❧❡ ❞❡❣(8 ❞❡+ +♦♠♠❡-+✳ ▲❛

♠✐♥✐♠✐+❛-✐♦♥ ❞✉ ❝♦D- ❞❡ ❧❛ +-(✉❝-✉(❡ ❞❡ (❡❝♦✉✈(❡♠❡♥- ❡+- ❧✬♦❜❥❡❝-✐❢ ♣(✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♥+✐❞8(8✳ ❈♦♠♠❡

❧✬❛(❜(❡ ❞❡ (❡❝♦✉✈(❡♠❡♥- ❝♦✉✈(❡ ❧❡+ +♦♠♠❡-+ ❞✬✉♥ ❣(❛♣❤❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❧✐❡♥+✱ ✐❧

❡+- ❣8♥8(❛❧❡♠❡♥- ♣(♦♣♦+8 ❝♦♠♠❡ +♦❧✉-✐♦♥ M ❝❡ -②♣❡ ❞❡ ♣(♦❜❧'♠❡+✳ ❉❡ ♥♦♠❜(❡✉① ❝❛+ ♣(❛-✐5✉❡+

❡①✐❣❡♥- ✉♥❡ ❧✐♠✐-❛-✐♦♥ ❞✉ ❞❡❣(8 ❞❡+ +♦♠♠❡-+ ❞❡ ❧✬❛(❜(❡✳ ❈❡--❡ ❧✐♠✐-❛-✐♦♥ ♣❡✉- ❛✈♦✐( ♣❧✉+✐❡✉(+

❢♦(♠❡+✳ ❉❡✉① ❞✬❡♥-(❡ ❡❧❧❡+ +♦♥- 8-✉❞✐8❡+ ✿ ❧❛ ♣(❡♠✐'(❡ ❡①♣(✐♠❡ ❧❛ ♥8❝❡++✐-8 ❞❡ ❜♦(♥❡( ❧❡ ❞❡❣(8 ❞❡+

+♦♠♠❡-+ ❞❡ ❧✬❛(❜(❡ ❡- ❧❛ ❞❡✉①✐'♠❡ ❡①♣(✐♠❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐-8 ♦✉ ♥♦♥ ❞❡ ❝❡+ ❞❡(♥✐❡(+ M ❛✈♦✐( ♣❧✉+ ❞❡ ❞❡✉①

✈♦✐+✐♥+✳ ❉❛♥+ ❝❡--❡ +❡❝-✐♦♥✱ ❧✬❡++❡♥-✐❡❧ ❞❡+ -(❛✈❛✉① ❛♥-8(✐❡✉(+ ♠❡♥8+ +✉( ❧❡+ ❛(❜(❡+ ❞❡ (❡❝♦✉✈(❡♠❡♥-

+♦✉♠✐+ M ❝❡+ ❞❡✉① ❢♦(♠❡+ ❞❡ ❝♦♥-(❛✐♥-❡+ ❡+- ♣(8+❡♥-8✳ ▲❛ ❝♦♥♥❛✐++❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡+ -(❛✈❛✉① ♣❡(♠❡- ❞❡

♠✐❡✉① ❡+-✐♠❡( ❧❛ ♣❧✉+✲✈❛❧✉❡ ❛♣♣♦(-8❡ ♣❛( ❧❛ +-(✉❝-✉(❡ ❞❡ ❤✐8(❛(❝❤✐❡ ❞❡ (❡❝♦✉✈(❡♠❡♥- ♣(8+❡♥-8❡

❞❛♥+ ❧❡+ ❝❤❛♣✐-(❡+ +✉✐✈❛♥-+✳

✶✳✹✳✶ ❆$❜$❡ ❞❡ $❡❝♦✉✈$❡♠❡♥. ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❜♦$♥❡ 0✉♣2$✐❡✉$❡ 0✉$ ❧❡ ♥♦♠❜$❡ ❞❡

0♦♠♠❡.0 ❞❡ ❜$❛♥❝❤❡♠❡♥.

✶✳✹✳✶✳✶ ❉$✜♥✐(✐♦♥ ❡( ✐♥($+,( ♣+❛(✐/✉❡

◆♦✉+ (❛♣♣❡❧♦♥+ 5✉❡ ❞❛♥+ ❧❡+ (8+❡❛✉① ♦♣-✐5✉❡+✱ ✐❧ ❡①✐+-❡ ❞❡✉① -②♣❡+ ❞❡ ❝♦♠♠✉-❛-❡✉(+✳ ▲❡+ ❝♦♠✲

♠✉-❛-❡✉(+ ♠✉♥✐+ ❞❡ ❝♦✉♣❧❡✉( ♦♣-✐5✉❡ +♦♥- ❞✐-+ ❖❳❈✲▼❈ ❡- ❝❡✉① 5✉✐ ❡♥ +♦♥- ❞8♠✉♥✐+ +♦♥- ❞✐-+

❖❳❈✲▼■✳ ❈♦♥-(❛✐(❡♠❡♥- ❛✉① +❡❝♦♥❞+✱ ❧❡+ ♣(❡♠✐❡(+ ♦♥- ✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐-8 ❞❡ ❞✐✈✐+✐♦♥ ❞✉ +✐❣♥❛❧ ❧✉✲

♠✐♥❡✉①✳ ◆❛-✉(❡❧❧❡♠❡♥-✱ ❧❡+ ❝♦♠♠✉-❛-❡✉(+ ❖❳❈✲▼❈ ♦♥- ✉♥ ❝♦D- ❞❡ ❢❛❜(✐❝❛-✐♦♥ +✉♣8(✐❡✉( ❛✉①

❛✉-(❡+✳ ■❧ ❡+- ❞♦♥❝ ♣(8❢8(❛❜❧❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐+❡( ❧❡✉( ♥♦♠❜(❡ ❞❛♥+ ❧❡ (8+❡❛✉✳ ❉❡ ♣❧✉+✱ ❛✜♥ ❞❡ ♣❡(♠❡--(❡

✉♥ (♦✉-❛❣❡ ♠✉❧-✐❝❛+-✱ ✐❧ ♥❡ +✉✣- ♣❛+ ❞❡ -(♦✉✈❡( ✉♥ ❛(❜(❡ ❞❡ (❡❝♦✉✈(❡♠❡♥- ❞✉ ❣(❛♣❤❡ ♠♦❞8❧✐+❛♥-

❧❡ (8+❡❛✉ ❀ ✐❧ ❡+- 8❣❛❧❡♠❡♥- ♥8❝❡++❛✐(❡ 5✉❡ ❧❡+ +♦♠♠❡-+ ❞❡ ❞❡❣(8 +-(✐❝-❡♠❡♥- +✉♣8(✐❡✉(+ M ❞❡✉①

✭+♦♠♠❡- ❞❡ ❜(❛♥❝❤❡♠❡♥-✮ ❝♦((❡+♣♦♥❞❡♥- M ✉♥ ♥:✉❞ ♠✉♥✐ ❞✬✉♥ ❝♦♠♠✉-❛-❡✉( ❖❳❈✲▼❈✳ ❊♥✜♥✱

♠✐♥✐♠✐+❡( ❧❡ ♥♦♠❜(❡ ❞❡ +♦♠♠❡-+ ❞❡ ❜(❛♥❝❤❡♠❡♥- ♣❡✉- ❝♦♥-(✐❜✉❡( M (8❞✉✐(❡ ❧❛ ❞✐✈✐+✐♦♥ ❞✉ +✐❣♥❛❧

❧✉♠✐♥❡✉① ❞❛♥+ ❧❡ (8+❡❛✉ ❡-✱ ♣❛( ❝♦♥+85✉❡♥-✱ M (8❞✉✐(❡ ❧❛ ♣❡(-❡ ❞❡ ♣✉✐++❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡ ❞❡(♥✐❡(✳ ●❛❣❛♥♦

❡- ❛❧✳ ♦♥- ❢♦(♠❡❧❧❡♠❡♥- ❞8✜♥✐ ❞❛♥+ ❬●❍❙❱✵✷❪ ❧❡ ♣(♦❜❧'♠❡ ❞❡ (❡❝❤❡(❝❤❡ ❞✬❛(❜(❡ ❞❡ (❡❝♦✉✈(❡♠❡♥-
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❞✬✉♥ ❣%❛♣❤❡ *❡❧ ,✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜%❡ ❞❡ 0♦♠♠❡*0 ❞❡ ❜%❛♥❝❤❡♠❡♥* s(T ) 0♦✐* ♠✐♥✐♠✉♠ ✿

 !♦❜❧%♠❡ ✿ ▼✐♥✐♠✉♠ ❇%❛♥❝❤ ❱❡%*✐❝❡0 ❙♣❛♥♥✐♥❣ ❚%❡❡ ✲ ▼❇❱❙❚

❉♦♥♥+❡, ✿ ●%❛♣❤❡ ❝♦♥♥❡①❡ ♥♦♥✲♦%✐❡♥*< ❛%=*❡0 ♣♦♥❞<%<❡0 G = (VG, EG), c(e)∀e ∈ EG

❘+,✉❧/❛/ ✿ ❆%❜%❡ ❞❡ %❡❝♦✉✈%❡♠❡♥* T ❞✉ ❣%❛♣❤❡ G✳

❖❜❥❡❝/✐❢ ✿ ▼✐♥✐♠✐0❡% ❧❡ ♥♦♠❜%❡ ❞❡ 0♦♠♠❡*0 ❞❡ ❜%❛♥❝❤❡♠❡♥* ❞❡ T ✳

✶✳✹✳✶✳✷ ❈♦♠♣❧❡①✐/+

❉<❝✐❞❡% ,✉✬✉♥ ❣%❛♣❤❡ ❛❞♠❡* ✉♥ ❛%❜%❡ ❞❡ %❡❝♦✉✈%❡♠❡♥* T *❡❧ ,✉❡ s∗(T ) = 0 %❡✈✐❡♥* B ❞<❝✐❞❡%

,✉❡ ❝❡ ❣%❛♣❤❡ ❡0* ❤❛♠✐❧*♦♥✐❡♥✱ ❝❡ ,✉✐ ❡0* ◆E✲❝♦♠♣❧❡* ❬●❏✼✾❪✳ ▲✬❛%❛✐❣♥<❡ ❞❡ %❡❝♦✉✈%❡♠❡♥* ❡0*

✉♥ ❛%❜%❡ ♣❛%*✐❝✉❧✐❡% ,✉✐ ❝♦♥*✐❡♥* ❛✉ ♣❧✉0 ✉♥ 0♦♠♠❡* ❞❡ ❜%❛♥❝❤❡♠❡♥*✳ ❉<❝✐❞❡% ,✉✬✉♥ ❣%❛♣❤❡

❛❞♠❡* ✉♥❡ ❛%❛✐❣♥<❡ ❞❡ %❡❝♦✉✈%❡♠❡♥* ❡0* <❣❛❧❡♠❡♥* ◆E✲❝♦♠♣❧❡* ❬●❍❙❱✵✷❪✳ ❊♥ ❡✛❡*✱ ♣♦0♦♥0

G = (VG, EG) ✉♥ ❣%❛♣❤❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❡* v ∈ VG✳ ❖♥ ❝♦♥0*%✉✐* ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❣%❛♣❤❡ G′
❡♥ ❞✉♣❧✐,✉❛♥*

3 ❢♦✐0 ❧❡ ❣%❛♣❤❡ G✳ ❖♥ ❛❥♦✉*❡ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ 0♦♠♠❡* z✱ ♦♥ ❝❤♦✐0✐* ✉♥ 0♦♠♠❡* ,✉❡❧❝♦♥,✉❡ v ∈ VG✱ ❡*

♦♥ %❡❧✐❡ ❧❡ 0♦♠♠❡* v ❛✉ 0♦♠♠❡* z ♣❛% ✉♥❡ ❛%=*❡ ❞❛♥0 ❧❡0 3 ❞✉♣❧✐❝❛*✐♦♥0 ✭✜❣✉%❡ ✶✳✺✮✳ ▲❡ ❣%❛♣❤❡ G′

❛❞♠❡* ✉♥❡ ❛%❛✐❣♥<❡ ❞❡ %❡❝♦✉✈%❡♠❡♥* 0✐ ❡* 0❡✉❧❡♠❡♥* 0✐ ❧❡0 3 ❞✉♣❧✐❝❛*✐♦♥0 ❞✉ ❣%❛♣❤❡ G ❛❞♠❡**❡♥*

✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❤❛♠✐❧*♦♥✐❡♥ ❛②❛♥* v ♣♦✉% ❡①*%<♠✐*<✳ ❖%✱ ❞<❝✐❞❡% ,✉✬✉♥ ❣%❛♣❤❡ G = (VG, EG) ❛❞♠❡*

✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❤❛♠✐❧*♦♥✐❡♥ ❛②❛♥* v ∈ VG ♣♦✉% ❡①*%<♠✐*< ❡0* ◆E✲❝♦♠♣❧❡* ❬❑❛%✼✷❪✳

✈

✭❛✮ ▲❡ ❣#❛♣❤❡ G

③

✈ ✈ ✈✈ ✈✈

✭❜✮ ●#❛♣❤❡ G′

❋✐❣✉%❡ ✶✳✺ ✕ ■❧ ❡①✐0*❡ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❤❛♠✐❧*♦♥✐❡♥ ❞❛♥0 ❧❡0 4 ❞✉♣❧✐❝❛*✐♦♥0 ❞✉ ❣%❛♣❤❡ G✳ ▲❡ ❣%❛♣❤❡

✭❛%❜%❡✮ G′
❝♦♥*✐❡♥* ✉♥ 0❡✉❧ ♥♦❡✉❞ ❞❡ ❜%❛♥❝❤❡♠❡♥* ✭❧❡ 0♦♠♠❡* z✮✳

E❧✉0 ❣<♥<%❛❧❡♠❡♥*✱ 0♦✐* k ✉♥ ❡♥*✐❡% ♣♦0✐*✐❢✳ ■❧ ❡0* ◆E✲❝♦♠♣❧❡* ❞❡ ❞<❝✐❞❡% ,✉✬✉♥ ❣%❛♣❤❡ G =

(VG, EG) ❛❞♠❡* ✉♥ ❛%❜%❡ ❞❡ %❡❝♦✉✈%❡♠❡♥* T *❡❧ ,✉❡ s(T ) ≤ k✳ ❈❡❝✐ 0❡ ❞<♠♦♥*%❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥*

❡♥ ❣<♥<%❛❧✐0❛♥* ❧❛ ♣%❡✉✈❡ ♣%<❝<❞❡♥*❡✳ ▲❡0 ❝❛0 k = 0 ❡* k = 1 <*❛♥* ❞<♠♦♥*%<0 ♣❛% ❧❡0 %<0✉❧*❛*0

♣%<❝<❞❡♥*0✱ ♥♦✉0 ♣♦✉✈♦♥0 ♣♦0❡% k ≥ 2✳ ➱*❛♥* ❞♦♥♥< ✉♥ ❣%❛♣❤❡ G = (VG, EG)✱ ♦♥ ❝♦♥0*%✉✐* ✉♥

♥♦✉✈❡❛✉ ❣%❛♣❤❡ G′
❡♥ ❞✉♣❧✐,✉❛♥* 2 · k ❢♦✐0 ❧❡ ❣%❛♣❤❡ G ❡* ❡♥ ❛❥♦✉*❛♥* ✉♥ ❣%❛♣❤❡ ❝♦♠♣❧❡* Kk✳

❖♥ ❝❤♦✐0✐* ✉♥ 0♦♠♠❡* ,✉❡❧❝♦♥,✉❡ v ❞❡ VG✱ ❡* ♦♥ %❡❧✐❡ ❝❤❛,✉❡ 0♦♠♠❡* ❞✉ ❣%❛♣❤❡ ❝♦♠♣❧❡* B

❞❡✉① ❞✉♣❧✐❝❛*✐♦♥0 ❞✐0*✐♥❝*❡0 ❞❡ G B ♣❛%*✐% ❞❡ ❧❡✉% 0♦♠♠❡* v ✭✜❣✉%❡ ✶✳✻✮✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥0 *♦✉* ❛%❜%❡

✷✻



❞❡ "❡❝♦✉✈"❡♠❡♥) ❞❡ G′
✱ ❧❡, k ,♦♠♠❡), ❞✉ ❣"❛♣❤❡ ❝♦♠♣❧❡) ,♦♥) ♥1❝❡,,❛✐"❡♠❡♥) ❞❡, ,♦♠♠❡), ❞❡

❜"❛♥❝❤❡♠❡♥),✱ ✐❧ ❡,) )"✐✈✐❛❧ ❞❡ ❝♦♥,)❛)❡" 4✉❡ ❧❡ ❣"❛♣❤❡ G′
❛❞♠❡) ✉♥ ❛"❜"❡ ❞❡ "❡❝♦✉✈"❡♠❡♥) ❛②❛♥)

k ,♦♠♠❡), ❞❡ ❜"❛♥❝❤❡♠❡♥) ,✐ ❡) ,❡✉❧❡♠❡♥) ,✐ ❧❡ ❣"❛♣❤❡ G ❛❞♠❡) ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❤❛♠✐❧)♦♥✐❡♥ ❛②❛♥)

v ♣♦✉" ,♦♠♠❡) ✐♥✐)✐❛❧✳

✈

✭❛✮ ▲❡ ❣#❛♣❤❡ G

✈ ✈

✈ ✈

✈ ✈

✈ ✈

✈

✈

✈

✈

✭❜✮ ▲❡ ❣#❛♣❤❡ G′

❋✐❣✉"❡ ✶✳✻ ✕ ❈♦♥,)"✉❝)✐♦♥ ❞✉ ❣"❛♣❤❡ G′
♣♦✉" k = 6✳

❉❛♥, ❧❛ ❝❧❛,,❡ ❞❡, ❣"❛♣❤❡, ❝✉❜✐4✉❡,✱ ❧❡ ♣"♦❜❧=♠❡ ▼❇❱❙❚ "❡,)❡ ◆D✲❝♦♠♣❧❡) ❬●❍❙❱✵✷❪✳ ❈❡))❡

❛✣"♠❛)✐♦♥ "1,✉❧)❡ ❞❡ ❧❛ "❡❧❛)✐♦♥ ❡♥)"❡ ❧❡ ♣"♦❜❧=♠❡ ▼❇❱❙❚ ❡) ❧❡ ♣"♦❜❧=♠❡ ▲❖◆●❊❙❚ D❆❚❍

4✉✐ ❝♦♥,✐,)❡ Q )"♦✉✈❡" ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉" ♠❛①✐♠✉♠ ❞✬✉♥ ❣"❛♣❤❡✳ ◆♦)♦♥, ℓ(G) ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉"

❞✬✉♥ )❡❧ ❝❤❡♠✐♥✳ ▲❡, ❞❡✉① ♣"♦❜❧=♠❡, ,♦♥) ❧✐1, ♣❛" ❧✬14✉❛)✐♦♥ ❧❛ ,✉✐✈❛♥)❡ ✿

ℓ(G) ≥
|V |

s∗(G) + 1
✭✶✳✸✮

➱)❛♥) ❞♦♥♥1 ✉♥ ❣"❛♣❤❡ G = (VG, EG) ❡) ✉♥ ❡♥)✐❡" ♣♦,✐)✐❢ k✱ ❇❛③❣❛♥ ❡) ❛❧✳ ❞1♠♦♥)"❡♥) ❞❛♥,

❬❇❙❚✾✾❪ 4✉✬✐❧ ♥✬❡①✐,)❡ ♣❛, ❞✬❛❧❣♦"✐)❤♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ 4✉✐ ♣❡"♠❡))❡ ❞❡ )"♦✉✈❡" ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❧♦♥✲

❣✉❡✉" ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ G )❡❧ 4✉❡ ℓ(G) ≥ |V |/k ♠\♠❡ ,✐ G ❡,) ❝✉❜✐4✉❡✳ D❛" ❝♦♥,14✉❡♥)✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉"

❞❡ s∗(G) ❞❛♥, ❧✬✐♥1❣❛❧✐)1 ✶✳✸ ♥❡ ♣❡✉) \)"❡ )"♦✉✈1❡ ❡♥ )❡♠♣, ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳

❉1❝✐❞❡" ❞❡ ❧✬❡①✐,)❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❛"❛✐❣♥1❡ ❞❡ "❡❝♦✉✈"❡♠❡♥) ❞❡✈✐❡♥) ❢❛❝✐❧❡ ,♦✉, ❝❡")❛✐♥❡, ❝♦♥❞✐)✐♦♥,✳

❖♥ ♥♦)❡ δ(G) ❧❡ ♣❧✉, ♣❡)✐) ❞❡❣"1 ❞❛♥, G ❡) δk(G) ❧❛ ,♦♠♠❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡, ❞❡❣"1, ❞❡ k ,♦♠♠❡),

✐♥❞1♣❡♥❞❛♥),✳ ■❧ ❡,) ❞1♠♦♥)"1 ❞❛♥, ❬●❍❍

+
✵✹❪ 4✉❡ ,✐ δ(G) ≥ (n − 1)/3 ✭♣❧✉, ❣1♥1"❛❧❡♠❡♥)✱

δ3(G) ≥ (n − 1)✮✱ ❛❧♦", G ❝♦♥)✐❡♥) ✉♥❡ ❛"❛✐❣♥1❡ ❞❡ "❡❝♦✉✈"❡♠❡♥) ❡) ✐❧ ❡①✐,)❡ ✉♥ ❛❧❣♦"✐)❤♠❡

♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✭O(|VG|
3)✮ 4✉✐ ❧❛ )"♦✉✈❡✳ ❉❛♥, ❬❉✐"✺✷❪✱ ❉✐"❛❝ ♣"♦✉✈❡ 4✉❡ ,✐ ❧❛ ,♦♠♠❡ ❞❡, ❞❡❣"1, ❞❡

♥✬✐♠♣♦")❡ 4✉❡❧❧❡ ♣❛✐"❡ ❞❡ ,♦♠♠❡), ✐♥❞1♣❡♥❞❛♥), ❞❡ G ❡,) ❛✉ ♠♦✐♥, 1❣❛❧❡ Q |VG| − 1✱ ❛❧♦", G

❝♦♥)✐❡♥) ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❤❛♠✐❧)♦♥✐❡♥✳ ❉❛♥, ❬●❍✵✸❪✱ ●❛"❣❛♥♦ ❡) ❛❧✳ ,❡ "1❢="❡♥) ❛✉① )"❛✈❛✉① ❞❡ ❉✐"❛❝

♣♦✉" ♣"♦✉✈❡" 4✉❡ ,✐ ❧❛ ,♦♠♠❡ ❞❡, ❞❡❣"1, ❞❡ ♥✬✐♠♣♦")❡ 4✉❡❧ )"✐♣❧❡) ❞❡ ,♦♠♠❡), ❡,) ❛✉ ♣❧✉, 1❣❛❧❡

✷✼



 |VG| − 1✱ ❛❧♦%& G ❝♦♥)✐❡♥) ✉♥❡ ❛%❛✐❣♥.❡ ❞❡ %❡❝♦✉✈%❡♠❡♥) ❡) ✐❧ ❡①✐&)❡ ✉♥ ❛❧❣♦%✐)❤♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧

✭O(|VG|
3)✮ 8✉✐ ❧❛ )%♦✉✈❡✳ ❖♥ ♥♦)❡ δuk (G) = minI

∑

v∈I

d(v)✱ ♦; I ❡&) ✉♥ ❡♥&❡♠❜❧❡ ❞❡ )❛✐❧❧❡ k )❡❧ 8✉❡

I ∪ {u} ❡&) ✐♥❞.♣❡♥❞❛♥)✳ ➱)❛♥) ❞♦♥♥. ✉♥ ❣%❛♣❤❡ ❝♦♥♥❡①❡ G = (VG, EG) ❡) ✉♥ &♦♠♠❡) u ∈ VG✱

❋❧❛♥❞%✐♥ ❡) ❛❧✳ ♣%♦✉✈❡♥) ❞❛♥& ❬❋❑❑

+
✵✽❪ 8✉❡ &✐ δu2 (G) ≥ |VG|−1✱ ❛❧♦%& G ❝♦♥)✐❡♥) ✉♥❡ ❛%❛✐❣♥.❡ ❞❡

%❡❝♦✉✈%❡♠❡♥) ❝❡♥)%.❡ &✉% u✳ ❉❛♥& ❬●❍❙❱✵✷❪✱ ✉♥❡ ❝♦♥❥❡❝)✉%❡ ❣.♥.%❛❧✐&❛♥) ❧❡ )❤.♦%K♠❡ ❞❡ ❉✐%❛❝

❡&) ♣%♦♣♦&.❡ ✿ &✐ ❝❤❛8✉❡ &♦♠♠❡) ❞✬✉♥ ❣%❛♣❤❡ G = (VG, EG) ❡&) ❞❡ ❞❡❣%. ❛✉ ♠♦✐♥&

|VG|−1
k+2 ✭♣❧✉&

❣.♥.%❛❧❡♠❡♥)✱ &✐ ❧❛ &♦♠♠❡ ❞❡& ❞❡❣%.& ❞❡ ❝❤❛8✉❡ ❡♥&❡♠❜❧❡ ❞❡ k+ 1 &♦♠♠❡)& ✐♥❞.♣❡♥❞❛♥)& ❞❡ G

❡&) ❞✬❛✉ ♣❧✉& |VG| − 1✮✱ ❛❧♦%& s∗(G) ≤ k✳ ❈❡))❡ ❝♦♥❥❡❝)✉%❡ ❡&) ♣%♦✉✈.❡ ♣♦✉% k = 0 ❡) k = 1✱ ♠❛✐&

%❡&)❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥) ♦✉✈❡%)❡ ♣♦✉% k ≥ 2✳

■❧ ❡&) ❞.♠♦♥)%. 8✉❡ ❧❛ ❜♦%♥❡ &✉% ❧❡ ❞❡❣%. 8✉✐ ❡&) &✉✣&❛♥)❡ ♣♦✉% ❧✬❡①✐&)❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❤❛♠✐❧)♦✲

♥✐❡♥ ♣❡✉) R)%❡ ❛♠.❧✐♦%.❡ ♣♦✉% ❧❡& ❣%❛♣❤❡& ❜✐♣❛%)✐& ❬❇❡%✽✺❪✳ ■❧ ❡♥ ❡&) ❞❡ ♠R♠❡ ♣♦✉% ❧✬❡①✐&)❡♥❝❡ ❞❡

❧✬❛%❛✐❣♥.❡ ❞❡ %❡❝♦✉✈%❡♠❡♥) ❬●❍✵✸❪✳ ❊♥ ❡✛❡)✱ &♦✐) G(V 1G, V 2G, EG) ✉♥ ❣%❛♣❤❡ ❜✐♣❛%)✐ ❝♦♥♥❡①❡

)❡❧ 8✉❡ |V 1G| ≤ |V 2G|✱ &✐ ♣♦✉% )♦✉) u ∈ V 1G ❡) v ∈ V 2G✱ dG(u) + dG(v) ≥ |V 2G| ❛❧♦%&✱ ♣♦✉%

)♦✉) u ∈ V 1G✱ ❧❡ ❣%❛♣❤❡ G ❝♦♥)✐❡♥) ✉♥❡ ❛%❛✐❣♥.❡ ❞❡ %❡❝♦✉✈%❡♠❡♥) ❝❡♥)%.❡ &✉% u✳

❯♥ ❣%❛♣❤❡ K1,3 ❡&) ❛♣♣❡❧. claw✳ ❯♥ ❣%❛♣❤❡ ❡&) ❞✐) claw✲free &✬✐❧ ♥❡ ❝♦♥)✐❡♥) ♣❛& K1,3 ❝♦♠♠❡

&♦✉&✲❣%❛♣❤❡ ✐♥❞✉✐)✳ ■❧ ❡&) ♣%♦✉✈. ❞❛♥& ❬▼❖❨✶✹❪ 8✉❡ &✐ ❞❛♥& ✉♥ ❣%❛♣❤❡ claw✲free ❞❡ )❛✐❧❧❡ n✱ ❧❛

&♦♠♠❡ ❞❡& ❞❡❣%.& ❞❡ )♦✉) ❡♥&❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝✐♥8 &♦♠♠❡)& ✐♥❞.♣❡♥❞❛♥)& ❡&) &✉♣.%✐❡✉%❡ ♦✉ .❣❛❧❡  n−2✱

❛❧♦%& ✐❧ ❡①✐&)❡ ✉♥ ❛%❜%❡ ❞❡ %❡❝♦✉✈%❡♠❡♥) ❞❡ ❝❡ ❣%❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ❛✉ ♣❧✉& ✉♥ &♦♠♠❡) ❞❡ ❜%❛♥❝❤❡♠❡♥)✳

❈❡))❡ ❝♦♥❞✐)✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥&✐). ❞✬✉♥ ❣%❛♣❤❡ claw✲free✱ 8✉✐ ♣❡%♠❡) ❞❡ %.♣♦♥❞%❡ ♣❛% ❧✬❛✣%♠❛)✐✈❡  

❧✬❡①✐&)❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❛%❛✐❣♥.❡ ❞❡ %❡❝♦✉✈%❡♠❡♥) ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐✱ ❡&) ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉%❡ ♣♦&&✐❜❧❡✳

✶✳✹✳✶✳✸ ❘%&♦❧✉*✐♦♥ ❡①❛❝*❡ ❡* ❛♣♣2♦❝❤%❡

▲❛ %.&♦❧✉)✐♦♥ ❡①❛❝)❡ ❞✉ ♣%♦❜❧K♠❡ ▼❇❱❙❚ ❡&) %.❛❧✐&.❡ ❡♥ ✉)✐❧✐&❛♥) ❧❛ ♣%♦❣%❛♠♠❛)✐♦♥ ❧✐♥.❛✐%❡

❡♥ ♥♦♠❜%❡& ❡♥)✐❡%&✳ ▲❛ %.&♦❧✉)✐♦♥ ❛♣♣%♦❝❤.❡ ❡&) %.❛❧✐&.❡ ❡♥ ❡✛❡❝)✉❛♥) ❞❡& %❡❧❛①❛)✐♦♥& ❞❡& ♣%♦✲

❣%❛♠♠❡& ❧✐♥.❛✐%❡& ♦✉ ❜✐❡♥  ❧✬❛✐❞❡ ❞✬❛❧❣♦%✐)❤♠❡& ❞✬❛♣♣%♦①✐♠❛)✐♦♥& ❝❧❛&&✐8✉❡&✳ ❈❡ ♣%♦❜❧K♠❡ ♥✬❛♣✲

♣❛%)✐❡♥) ♣❛&  ❧❛ ❝❧❛&&❡ ❞✬❛♣♣%♦①✐♠❛)✐♦♥ ❆`❳✳ ■❧ ❡&) ❞❡ ❝❡ ❢❛✐) ♥♦♥✲❛♣♣%♦①✐♠❛❜❧❡  ❢❛❝)❡✉%

❝♦♥&)❛♥) ♣%K& ❬❇●`❡❛✾✼❪✳ ▲❡& ❤❡✉%✐&)✐8✉❡& ♣%♦♣♦&.& ❞❛♥& ❧❛ ❧✐)).%❛)✉%❡ &♦♥) ❞♦♥❝ &❛♥& ❣❛%❛♥)✐❡

❞❡ ♣❡%❢♦%♠❛♥❝❡✳

✶✳✹✳✶✳✸✳❛ ❯*✐❧✐&❛*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣2♦❣2❛♠♠❛*✐♦♥ ❧✐♥%❛✐2❡

`❧✉&✐❡✉%& ❢♦%♠✉❧❛)✐♦♥& ♠❛)❤.♠❛)✐8✉❡& ❞✉ ♣%♦❜❧K♠❡ ▼❇❱❙❚ ♦♥) .). ♣%♦♣♦&.❡&✳ ❯♥❡ ❢♦%♠✉❧❛)✐♦♥

❡♥ ♣%♦❣%❛♠♠❡ ❧✐♥.❛✐%❡ ❡♥ ♥♦♠❜%❡& ❡♥)✐❡%& ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜%❡ ❡①♣♦♥❡♥)✐❡❧ ❞❡ ❝♦♥)%❛✐♥)❡& ❞✬✉♥❡ ♣❛%) ❀

✉♥❡ ❞❡✉①✐K♠❡ ❢♦%♠✉❧❛)✐♦♥ ❡♥ ♣%♦❣%❛♠♠❡ ❧✐♥.❛✐%❡ ❡♥ ♥♦♠❜%❡& ❡♥)✐❡%& ❜❛&.❡ &✉% ❧❡ ❝♦♥❝❡♣) ❞❡ ✢♦)

❞✬❛✉)%❡ ♣❛%) ❀ ❡) ❡♥✜♥ ✉♥❡ ❢♦%♠✉❧❛)✐♦♥ ❡♥ ♣%♦❣%❛♠♠❡ ❧✐♥.❛✐%❡ ❡♥ ♥♦♠❜%❡& ❡♥)✐❡%& ❜❛&.❡ &✉% ❧❡

❝♦♥❝❡♣) ❞❡ ✢♦)& ♠✉❧)✐♣❧❡&✳

✶✳ ❋♦2♠✉❧❛*✐♦♥ ❡♥ ♣2♦❣2❛♠♠❡ ❧✐♥%❛✐2❡ ❡♥ ♥♦♠❜2❡& ❡♥*✐❡2& ✭;▲◆❊✮ ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜2❡

❡①♣♦♥❡♥*✐❡❧ ❞❡ ❝♦♥*2❛✐♥*❡& ❬❈❈●●✶✸❪ ✿ ❙♦✐) ✉♥ ❣%❛♣❤❡ ❝♦♥♥❡①❡ G = (VG, EG)✳ ▲✬❡♥✲

&❡♠❜❧❡ ❞❡& ✈❛%✐❛❜❧❡& ❡&) ❧❡ &✉✐✈❛♥) ✿ ✉♥❡ ✈❛%✐❛❜❧❡ ❜✐♥❛✐%❡ xe ♣♦✉% ❝❤❛8✉❡ ❛%R)❡ e ∈ EG✱

✷✽



 ✉✐ ✈❛✉% 1 &✐ ❧✬❛)*%❡ e ❡&% &,❧❡❝%✐♦♥♥,❡✱ 0 &✐♥♦♥✳ ❯♥❡ ❛✉%)❡ ✈❛)✐❛❜❧❡ ❜✐♥❛✐)❡ yv ♣♦✉) ❝❤❛ ✉❡

&♦♠♠❡% v ∈ VG  ✉✐ ❡&% ,❣❛❧❡ 8 1 &✐ ❧❡ &♦♠♠❡%& v ❡&% ✉♥ &♦♠♠❡% ❞❡ ❜)❛♥❝❤❡♠❡♥%✱ 0 &✐♥♦♥✳

▲❡ ♣)♦❣)❛♠♠❡ &❡ ♣),&❡♥%❡ ❝♦♠♠❡ &✉✐% ✿

min
∑

v∈VG

yv ✭✶✳✹✮

∑

e∈EG

xe = |VG| − 1 ✭✶✳✺✮

∑

e∈E(S)

xe ≤ |S| − 1 ∀S ⊆ VG ✭✶✳✻✮

∑

e∈λG(v)

xe − 2 ≤ dG(v)yv ∀v ∈ VG ✭✶✳✼✮

yv ∈ {0, 1} ∀v ∈ VG ✭✶✳✽✮

xe ∈ {0, 1} ∀e ∈ EG ✭✶✳✾✮

E♦✉) ❝❤❛ ✉❡ &♦✉& ❡♥&❡♠❜❧❡ S ⊆ VG✱ ♦♥ ♥♦%❡ E(S) ❧✬❡♥&❡♠❜❧❡ ❞❡& ❛)*%❡& ❛②❛♥% ❧❡✉)& ❞❡✉①

❡①%),♠✐%,& ❞❛♥& S✳ ▲❛ ❢♦♥❝%✐♦♥ ♦❜❥❡❝%✐✈❡ ✭✶✳✹✮ ✈✐&❡ 8 ♠✐♥✐♠✐&❡) ❧❡ ♥♦♠❜)❡ %♦%❛❧ ❞❡ &♦♠♠❡%&

❞❡ ❜)❛♥❝❤❡♠❡♥%✳ ▲❛ ❝♦♥%)❛✐♥%❡ ✭✶✳✺✮ ❣❛)❛♥%✐% ❧❛ ♣),&❡♥❝❡ ❞❡ ❡①❛❝%❡♠❡♥% |V |−1 ❛)*%❡& ❞❛♥&

❧✬❛)❜)❡ ❞❡ )❡❝♦✉✈)❡♠❡♥%✳ ▲❛ ❝♦♥%)❛✐♥%❡ ✭✶✳✻✮ ❣❛)❛♥%✐%  ✉❡ ❧✬❛)❜)❡ ❞❡ )❡❝♦✉✈)❡♠❡♥% ❡&% &❛♥&

❝②❝❧❡✳ ▲❛ ❝♦♥%)❛✐♥%❡ ✭✶✳✼✮ ❛&&✉)❡  ✉❡ ❧❛ ✈❛)✐❛❜❧❡ yv ❡&% ,❣❛❧❡ 8 1 &✐ ❡% &❡✉❧❡♠❡♥% &✐ ❧❡ ❞❡❣),

❞✉ &♦♠♠❡% v ❡&% &%)✐❝%❡♠❡♥% &✉♣,)✐❡✉) 8 2 ❞❛♥& ❧✬❛)❜)❡ ❞❡ )❡❝♦✉✈)❡♠❡♥%✳

✷✳ ❋♦"♠✉❧❛'✐♦♥ ❡♥ ♣"♦❣"❛♠♠❡ ❧✐♥-❛✐"❡ ❡♥ ♥♦♠❜"❡/ ❡♥'✐❡"/ ❜❛/-❡ /✉" ❧❡ ❝♦♥❝❡♣'

❞❡ ✢♦'✭4▲◆❊✲❈4✮ ❬❈●■✵✾❪ ✿ E♦✉) ❧❛ ❢♦)♠✉❧❛%✐♦♥ ❜❛&,❡ &✉) ❧❡ ✢♦%✱ ♦♥ ❝♦♥&✐❞L)❡ ❧❛

✈❡)&✐♦♥ ♦)✐❡♥%,❡ &②♠,%)✐ ✉❡ ❞✉ ❣)❛♣❤❡ ♦M ❞❡✉① ❛)❝& (u, v) ❡% (v, u) &♦♥% ❛&&♦❝✐,& 8 ❝❤❛ ✉❡

❛)*%❡ {u, v} ∈ EG✳ ❖♥ ♥♦%❡ ♣❛) E′
❝❡ ♥♦✉✈❡❧ ❡♥&❡♠❜❧❡ ❞✬❛)❝&✳ ❖♥ ♥♦%❡ A+(v) ❡% A−(v)

❧✬❡♥&❡♠❜❧❡ ❞❡& ❛)❝& ❞❡ E′
&♦)%❛♥% ❡% ❡♥%)❛♥% ❞❛♥& v✱ )❡&♣❡❝%✐✈❡♠❡♥%✳ ❉❡& ✈❛)✐❛❜❧❡& ❞❡

✢♦% &♦♥% ,❣❛❧❡♠❡♥% ✐♥%)♦❞✉✐%❡&✳ ❖♥ ♥♦%❡ ♣❛) fu,v ❧❛  ✉❛♥%✐%, ❞❡ ✢♦% %)❛♥&✐%❛♥% ❞❛♥& ❧✬❛)❝

(u, v) ∈ E′
✳ ❯♥❡ &♦✉)❝❡ ❡&% ❝❤♦✐&✐❡ ❞❡ ♠❛♥✐L)❡ ❛)❜✐%)❛✐)❡ ♣❛)♠✐ %♦✉& ❧❡& &♦♠♠❡%& ❞✉ ❣)❛♣❤❡

❡% ✉♥❡ ✉♥✐%, ❞❡ ✢♦% ❡&% ❡♥✈♦②,❡ 8 ♣❛)%✐) ❞❡ ❝❡%%❡ &♦✉)❝❡ 8 ❞❡&%✐♥❛%✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛ ✉❡ &♦♠♠❡%

v ∈ VG \ {s}✳ ▲❡& ❛)❝& ❢❛✐&❛♥% %)❛♥&✐%❡) ✉♥❡  ✉❛♥%✐%, ❞❡ ✢♦% ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ ❝♦))❡&♣♦♥❞❡♥% ❛✉①

❛)*%❡& ❞❡ ❧✬❛)❜)❡ ❞❡ )❡❝♦✉✈)❡♠❡♥%✳ ❈❡❝✐ ♣❡)♠❡% ❞❡ ❣❛)❛♥%✐) ❧❛ ❝♦♥♥❡①✐%, ❞❡ ❧✬❛)❜)❡ ❞❡

)❡❝♦✉✈)❡♠❡♥% ❝♦♥&%)✉✐%✳

✷✾



min
∑

v∈VG

yv ✭✶✳✶✵✮

∑

(u,v)∈A−(v)

xu,v = 1 ✭✶✳✶✶✮

∑

(s,v)∈A+(s)

fs,v −
∑

(v,s)∈A−(s)

fv,s = |VG| − 1 ✭✶✳✶✷✮

∑

(v,u)∈A+(v)

fv,u −
∑

(u,v)∈A−(v)

fu,v = −1 ∀v ∈ VG \ {s} ✭✶✳✶✸✮

xu,v ≤ fu,v ≤ (|VG|) · xu,v ∀(u, v) ∈ E′
G ✭✶✳✶✹✮

∑

(v,u)∈A+(v)

xv,u +
∑

(u,v)∈A−(v)

xu,v − 2 ≤ dG(v)yv ∀v ∈ VG ✭✶✳✶✺✮

yv ∈ {0, 1} ∀v ∈ VG ✭✶✳✶✻✮

xe ∈ {0, 1} ∀(u, v) ∈ E′
G ✭✶✳✶✼✮

fu,v ≥ 0 ∀(u, v) ∈ E′
G ✭✶✳✶✽✮

▲❛ ❢♦♥❝2✐♦♥ ♦❜❥❡❝2✐✈❡ ✭✶✳✶✵✮ ✈✐8❡ 2♦✉❥♦✉:8 ; ♠✐♥✐♠✐8❡: ❧❡ ♥♦♠❜:❡ ❞❡ 8♦♠♠❡28 ❞❡ ❜:❛♥✲

❝❤❡♠❡♥2 ❞❡ ❧✬❛:❜:❡ ❞❡ :❡❝♦✉✈:❡♠❡♥2✳ ▲❛ ❝♦♥2:❛✐♥2❡ ✭✶✳✶✶✮ ❛88✉:❡ B✉❡ ❝❤❛B✉❡ 8♦♠♠❡2 ❞❡

❧✬❛:❜:❡ ❞❡ :❡❝♦✉✈:❡♠❡♥2 ❛ ❡①❛❝2❡♠❡♥2 ✉♥ ❛:❝ ❡♥2:❛♥2✳ ▲❡8 ❝♦♥2:❛✐♥2❡8 ✭✶✳✶✷✮ ❡2 ✭✶✳✶✸✮ ❛8✲

8✉:❡♥2 B✉✬✉♥❡ ✉♥✐2D ❞❡ ✢♦2 8♦✐2 ❡♥✈♦②D❡ ❞❡♣✉✐8 ❧❛ 8♦✉:❝❡ ; ❝❤❛B✉❡ 8♦♠♠❡2 ❞❡ ❧✬❛:❜:❡ ❞❡

:❡❝♦✉✈:❡♠❡♥2✱ ❣❛:❛♥2✐88❛♥2 ❛✐♥8✐ ❧❛ ❝♦♥♥❡①✐2D ❞❡ 2♦✉2❡ 8♦❧✉2✐♦♥ :D❛❧✐8❛❜❧❡✳ ▲❛ ❝♦♥2:❛✐♥2❡

✭✶✳✶✹✮ :❡❧✐❡ ❧❡8 ✈❛:✐❛❜❧❡8 ❞❡ ✢♦2 f ❛✉① ✈❛:✐❛❜❧❡8 ❜✐♥❛✐:❡8 x✳ ▲❛ ❝♦♥2:❛✐♥2❡ ✭✶✳✶✺✮ ❣❛:❛♥2✐2

B✉❡ ❧❛ ✈❛:✐❛❜❧❡ yv ❡82 D❣❛❧❡ ; 1 8✐ ❡2 8❡✉❧❡♠❡♥2 8✐ ❧❡ ❞❡❣:D ❞✉ 8♦♠♠❡2 v ❡82 82:✐❝2❡♠❡♥2

8✉♣D:✐❡✉: ; 2 ❞❛♥8 ❧✬❛:❜:❡ ❞❡ :❡❝♦✉✈:❡♠❡♥2✳

✸✳ ❋♦"♠✉❧❛'✐♦♥ ❡♥ ♣"♦❣"❛♠♠❡ ❧✐♥-❛✐"❡ ❡♥ ♥♦♠❜"❡/ ❡♥'✐❡"/ ❜❛/-❡ /✉" ❧❡ ❝♦♥❝❡♣' ❞❡

✢♦'/ ♠✉❧'✐♣❧❡/ ✭4▲◆❊✲❈4▼✮ ❬❈❈●●✶✸❪ ✿ ▲❡ ♣:♦❜❧J♠❡ ▼❇❱❙❚ ♣❡✉2 D❣❛❧❡♠❡♥2 P2:❡

❢♦:♠✉❧D ❡♥ ✉2✐❧✐8❛♥2 ❧❡ ❝♦♥❝❡♣2 ❞❡ ✢♦28 ♠✉❧2✐♣❧❡8 ❬❇▼▼◆✾✺❪✳ U♦✉: ❝❡ ❢❛✐:❡✱ ❡♥ ✐♥2:♦❞✉✐8❛♥2

❧❡ ♠P♠❡ ❡♥8❡♠❜❧❡ ❞✬❛:❝ E′
✱ ♥♦✉8 ✐♥2:♦❞✉✐8♦♥8✱ ♣♦✉: ❝❤❛B✉❡ ❛:❝ (u, v) ∈ E′

✉♥ ❡♥8❡♠❜❧❡ ❞❡

✈❛:✐❛❜❧❡8 ❞❡ ✢♦2 fk
u,v✱ ♦V k ∈ VG :❡♣:D8❡♥2❡ ❧❡ ✢♦2 ♣❛88❛♥2 ♣❛: ❧✬❛:❝ (u, v) :❡❧❛2✐❢ ❛✉ ❝❤❡♠✐♥

❛❧❧❛♥2 ❞❡ ❧❛ 8♦✉:❝❡ ❛:❜✐2:❛✐:❡ s ❛✉ 8♦♠♠❡2 k✳
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min
∑

v∈VG

yv ✭✶✳✶✾✮

∑

(u,v)∈A−(v)

xu,v = 1 ∀v ∈ VG \ {s} ✭✶✳✷✵✮

∑

(v,u)∈A+(v)

fk
v,u −

∑

(u,v)∈A−(v)

fk
u,v = 0 ∀v ∈ VG, v ∈ VG \ {s}, v 6= k✭✶✳✷✶✮

∑

(s,v)∈A+(s)

fk
s,v −

∑

(v,s)∈A−(s)

fk
v,s = 1 ∀v ∈ VG \ {s} ✭✶✳✷✷✮

∑

(k,u)∈A+(k)

fk
k,u −

∑

(i,k)∈A−(k)

fk
i,k = −1 ∀k ∈ VG \ {s} ✭✶✳✷✸✮

fk
u,v ≤ xu,v ∀(u, v) ∈ E′

G, k ∈ VG ✭✶✳✷✹✮

∑

(v,u)∈A+(v)

xv,u +
∑

(u,v)∈A−(v)

xu,v − 2 ≤ dG(v)yv ∀v ∈ VG ✭✶✳✷✺✮

yv ∈ {0, 1} ∀v ∈ VG ✭✶✳✷✻✮

xu,v ∈ {0, 1} ∀(u, v) ∈ E′
G ✭✶✳✷✼✮

fk
u,v ≥ 0 ∀(u, v) ∈ EG, k ∈ VG ✭✶✳✷✽✮

▲✬♦❜❥❡❝4✐❢ ❡74 ✐❞❡♥4✐:✉❡ < ❝❡❧✉✐ ❞❡7 ♠♦❞?❧❡7 ♣AB❝B❞❡♥47✳ ▲❛ ❝♦♥4A❛✐♥4❡ ✭✶✳✷✵✮ ❛77✉A❡ :✉❡

❝❤❛:✉❡ 7♦♠♠❡4 ❞❡ ❧✬❛A❜A❡ ❞❡ A❡❝♦✉✈A❡♠❡♥4 ❛ ❡①❛❝4❡♠❡♥4 ✉♥ ❛A❝ ❡♥4A❛♥4✳ ▲❡7 ❝♦♥4A❛✐♥4❡7

❞❡ ❝♦♥7❡A✈❛4✐♦♥ ❞❡ ✢♦4 ✭✶✳✷✶✮✲✭✶✳✷✸✮ ❣❛A❛♥4✐77❡♥4 :✉❡ ❧❛ 7♦✉A❝❡ s ❡74 ❝♦♥♥❡❝4B❡ < 4♦✉7 ❧❡7

7♦♠♠❡47 ❞✉ ❣A❛♣❤❡✳ ▲❛ ❝♦♥4A❛✐♥4❡ ✭✶✳✷✹✮ A❡❧✐❡ ❧❡7 ✈❛A✐❛❜❧❡7 ❞❡ ✢♦4 ❛✉① ✈❛A✐❛❜❧❡7 ❜✐♥❛✐A❡7

❞✬❛A❝7✳ ▲❛ ❝♦♥4A❛✐♥4❡ ✭✶✳✷✺✮ ❡74 ❧❛ ♠J♠❡ :✉❡ ❞❛♥7 ❧❡ ♠♦❞?❧❡ ♣AB❝B❞❡♥4✳

❊♥ A❛✐7♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜A❡ ❡①♣♦♥❡♥4✐❡❧ ❞❡ ❝♦♥4A❛✐♥4❡7✱ ❧❛ ♣A❡♠✐?A❡ ❢♦A♠✉❧❛4✐♦♥ ♥✬❡74 ♣❛7 ❛♣♣A♦♣A✐B❡

♣♦✉A ❧❛ AB7♦❧✉4✐♦♥ ❡①❛❝4❡ ❞✬✐♥74❛♥❝❡7 ❞❡ ❣A❛♥❞❡ 4❛✐❧❧❡✳ ❈❡44❡ ❢♦A♠✉❧❛4✐♦♥ ❡74 ♥B❛♥♠♦✐♥7 ✉4✐❧✐7B❡

♣♦✉A ❧❛ A❡❧❛①❛4✐♦♥ ❧❛❣A❛♥❣✐❡♥♥❡✳ ▲❡ ❞✉❛❧ ❞❡ ❝❡44❡ A❡❧❛①❛4✐♦♥ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ 7♦❧✉4✐♦♥ AB❛❧✐7❛❜❧❡ :✉✐

❡74 ✉♥❡ ❜♦A♥❡ 7✉♣BA✐❡✉A❡ ♣♦✉A ❧❡ ♣A♦❜❧?♠❡ ▼❇❱❙❚ ❬❈●■✵✾❪✳ ❉❛♥7 ❬❈●■✵✾❪✱ ✉♥❡ ♠B4❤♦❞❡ ❞❡

AB7♦❧✉4✐♦♥ ❡①❛❝4❡ ❡74 ❛♣♣❧✐:✉B❡ < ❧❛ ❢♦A♠✉❧❛4✐♦♥  ▲◆❊✲❈ 7✉A ✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ❣A❛♣❤❡7 ❛❧B❛4♦✐A❡7

♣♦✉A ❛✈♦✐A ✉♥❡ 7♦❧✉4✐♦♥ ❡①❛❝4❡ ❛✉ ♣A♦❜❧?♠❡ ▼❇❱❙❚✳ ❈❡44❡ AB7♦❧✉4✐♦♥ ♠♦♥4A❡ 7❡7 ❧✐♠✐4❡7 <

♣❛A4✐A ❞✬✐♥74❛♥❝❡7 ❞❡ 4❛✐❧❧❡ 100✳ ❆✜♥ ❞✬♦❜4❡♥✐A ✉♥❡ ❜♦A♥❡ ✐♥❢BA✐❡✉A❡ < ❝❡ ♣A♦❜❧?♠❡✱ ❈❛AA❛❜7 ❡4

❛❧✳✱ ❞❛♥7 ❬❈❈●●✶✸❪ ♣A♦♣♦7❡♥4 ✉♥❡ A❡❧❛①❛4✐♦♥ ❡♥ ✈❛A✐❛❜❧❡7 ♠✐①4❡7 ❞❡ ❧❛ ❢♦A♠✉❧❛4✐♦♥  ▲◆❊✲❈ ✳

❈❡44❡ A❡❧❛①❛4✐♦♥ ❡74 ♦❜4❡♥✉❡ ❡♥ A❡♠♣❧❛Z❛♥4 ❧❛ ❝♦♥4A❛✐♥4❡ ✭✶✳✶✼✮ ♣❛A ❧❛ ❝♦♥4A❛✐♥4❡ 0 ≤ xu,v ≤

1, ∀(u, v) ∈ E′
✱ ♥♦4B❡ ✭✶✳✷✶✬✮✳ ▲❛ 7❡❝♦♥❞❡ A❡❧❛①❛4✐♦♥ ♣A♦♣♦7B❡ ❞❛♥7 ❝❡ ♠J♠❡ ❛A4✐❝❧❡ ❡74 ✉♥❡

A❡❧❛①❛4✐♦♥ ❝♦♥4✐♥✉❡✳ ❊❧❧❡ ❡74 ♦❜4❡♥✉❡ ❡♥ A❡♠♣❧❛Z❛♥4 ❧❛ ❝♦♥4A❛✐♥4❡ ✭✶✳✶✼✮ ♣❛A ✭✶✳✷✶✬✮ ♠❛✐7 ❛✉77✐ ❧❛

❝♦♥4A❛✐♥4❡ ✭✶✳✶✻✮ ♣❛A ❧❛ ❝♦♥4A❛✐♥4❡ 0 ≤ yv ≤ 1, ∀v ∈ VG✱ ♥♦4B❡ ✭✶✳✷✵✬✮✳

❆✉❝✉♥❡ ♠B4❤♦❞❡ ❞❡ AB7♦❧✉4✐♦♥ ❡①❛❝4❡ ♥✬❛ B4B ❛♣♣❧✐:✉B❡ < ❧❛ ❢♦A♠✉❧❛4✐♦♥  ▲◆❊✲❈ ▼✱ ♦♥ ♥❡

❝♦♥♥❛✐4 ❞♦♥❝ ♣❛7 ❧❡7 ♣❡A❢♦A♠❛♥❝❡7 :✉❡ ♣❡✉4 ❛♣♣♦A4❡A ❝❡44❡ ❢♦A♠✉❧❛4✐♦♥✳ ■❧ ❡74 B❣❛❧❡♠❡♥4 ♣A♦♣♦7B

❞❛♥7 ❬❈❈●●✶✸❪ ✉♥❡ A❡❧❛①❛4✐♦♥ ❝♦♥4✐♥✉❡ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞?❧❡ ❡♥ A❡♠♣❧❛Z❛♥4 ❧❡7 ❝♦♥4A❛✐♥4❡7 ✭✶✳✷✼✮ ❡4

✭✶✳✷✻✮ ♣❛A ❧❡7 ❝♦♥4A❛✐♥4❡7 ✭✶✳✷✶✬✮ ❡4 ✭✶✳✷✵✬✮✱ A❡7♣❡❝4✐✈❡♠❡♥4✳
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✶✳✹✳✶✳✸✳❜ ❯&✐❧✐)❛&✐♦♥ ❞✬❤❡✉2✐)&✐3✉❡)

❉❛♥# ❬❈●■✵✾❪✱ ,-♦✐# ❤❡✉-✐#,✐3✉❡# ❣❧♦✉,♦♥♥❡# #♦♥, ♣-♦♣♦#7❡# ♣♦✉- -7#♦✉❞-❡ ❞❡ ❢❛:♦♥ ❛♣♣-♦❝❤7❡

✭#❛♥# ❣❛-❛♥,✐❡ ❞❡ ♣❡-❢♦-♠❛♥❝❡✮ ❧❡ ♣-♦❜❧@♠❡ ▼❇❱❙❚✳

✶✳ ❍❡✉2✐)&✐3✉❡ ❜❛)5❡ )✉2 ❧❡ ♣♦✐❞) ❞❡) ❛27&❡) ✿ ▲✬✐❞7❡ ❞❡ ❝❡,,❡ ❤❡✉-✐#,✐3✉❡ ❡#, ❞✬❛❥♦✉,❡-

✉♥❡ ❢♦♥❝,✐♦♥ ω : EG → N
+
3✉✐ ❛,,-✐❜✉❡ ✉♥ ♣♦✐❞# K ❝❤❛3✉❡ ❛-L,❡ {u, v} ∈ EG✳ ▲❡ ♣♦✐❞#

ω(u, v) ❞❡ ❧✬❛-L,❡ {u, v} ❡#, ✉,✐❧✐#7 ❝♦♠♠❡ ✐♥❞✐❝❛,❡✉- ❞❡ ❧❛ ♣-♦❜❛❜✐❧✐,7 3✉❡ ❝❡,,❡ ❛-L,❡ ❝-7❡

✉♥ #♦♠♠❡, ❞❡ ❜-❛♥❝❤❡♠❡♥, #✐ ❡❧❧❡ ❡#, #7❧❡❝,✐♦♥♥7❡ ♣♦✉- L,-❡ ❞❛♥# ❧✬❛-❜-❡ ❞❡ -❡❝♦✉✈-❡♠❡♥,✳

▲✬❛❧❣♦-✐,❤♠❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛- ❛##✐❣♥❡- ❧❡ ♣♦✐❞# 1 K ❝❤❛3✉❡ ❛-L,❡ ❞✉ ❣-❛♣❤❡ G✳ ➚ ❝❤❛3✉❡

✐,7-❛,✐♦♥✱ ✉♥❡ ❛-L,❡ {u∗, v∗} ❛②❛♥, ✉♥ ♣♦✐❞# ♠✐♥✐♠✉♠ ❡#, #7❧❡❝,✐♦♥♥7❡ K ❝♦♥❞✐,✐♦♥ 3✉❡

❝❡,,❡ ❛-L,❡ ♥❡ #♦✐, ♣❛# ♣-7❛❧❛❜❧❡♠❡♥, ❞❛♥# ❧✬❛-❜-❡ T ✱ ❡, 3✉❡ ❧❡ #♦♠♠❡, u∗ ❡, ❧❡ #♦♠♠❡,

v∗ #♦✐❡♥, ❞❛♥# ❞❡✉① ❝♦♠♣♦#❛♥,❡# ❝♦♥♥❡①❡# ❞✐✛7-❡♥,❡#✳ ❯♥❡ ❢♦✐# ❝❡,,❡ ❛-L,❡ #7❧❡❝,✐♦♥♥7❡✱

❡❧❧❡ ❡#, ❛❥♦✉,7❡ K ❧✬❛-❜-❡ T ❡, #✉♣♣-✐♠7❡ ❞✉ ❣-❛♣❤❡ G✳ ▲❡ ♣♦✐❞# ❞❡ ❝❤❛3✉❡ ❛-L,❡ ✐♥❝✐❞❡♥,❡

K u∗ ♦✉ K v∗ ❡#, ❛❧♦-# ✐♥❝-7♠❡♥,7 ❞❡ 1✱ ❝❡ 3✉✐ ❛ ♣♦✉- ❡✛❡, ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡- ❧❡✉- ♣-♦❜❛❜✐❧✐,7

❞✬L,-❡ #7❧❡❝,✐♦♥♥7❡ K ❧✬✐,7-❛,✐♦♥ #✉✐✈❛♥,❡✳ ▲✬❛❧❣♦-✐,❤♠❡ #✬❛--L,❡ 3✉❛♥❞ |VG| − 1 ❛-L,❡# #♦♥,

#7❧❡❝,✐♦♥♥7❡#✳

✷✳ ❍❡✉2✐)&✐3✉❡ ❜❛)5❡ )✉2 ❧❡) ❝♦✉❧❡✉2) ❞❡) )♦♠♠❡&) ✿ ❈❡,,❡ ❛♣♣-♦❝❤❡ ❡#, ❜❛#7❡ #✉- ❧✬❛##✐✲

❣♥❛,✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝♦✉❧❡✉- K ❝❤❛3✉❡ #♦♠♠❡, ❞✉ ❣-❛♣❤❡ c : v −→ {V (ert), B(leu), J(aune), R(ouge)}✳

▲❛ ❝♦✉❧❡✉- c(v) ❞✬✉♥ #♦♠♠❡, v ✐♥❞✐3✉❡ #✐ ❝❡ #♦♠♠❡, ❞❡✈✐❡♥❞-❛ #♦♠♠❡, ❞❡ ❜-❛♥❝❤❡♠❡♥,

3✉❛♥❞ ✉♥❡ ❛-L,❡ ✐♥❝✐❞❡♥,❡ K ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❡#, #7❧❡❝,✐♦♥♥7❡ ♣♦✉- L,-❡ ✐♥#7-7❡ ❞❛♥# ❧✬❛-❜-❡ ❞❡

-❡❝♦✉✈-❡♠❡♥,✳ ❯♥❡ ❝♦✉❧❡✉- ❡#, ❛,,-✐❜✉7❡ K ✉♥ #♦♠♠❡, ❝♦♠♠❡ #✉✐, ✿

V, #✐ dT (v) = 0 ✭✶✳✷✾✮

B, #✐ dT (v) = 1 ✭✶✳✸✵✮

J, #✐ dT (v) = 2 ✭✶✳✸✶✮

R, #✐ dT (v) ≥ 3 ✭✶✳✸✷✮

▲✬❛❧❣♦-✐,❤♠❡ ❛##✐❣♥❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉- ✈❡-,❡ K ❝❤❛3✉❡ #♦♠♠❡, v ∈ VG✳ ➚ ❝❤❛3✉❡ ✐,7-❛,✐♦♥✱ ✉♥❡

❛-L,❡ ❡#, #7❧❡❝,✐♦♥♥7❡ ❡♥ ❢♦♥❝,✐♦♥ ❞❡# ❝♦✉❧❡✉-# ❞❡ ❝❡# ❡①,-7♠✐,7# ♣♦✉- L,-❡ ✐♥#7-7❡ ❞❛♥#

❧✬❛-❜-❡ ❞❡ -❡❝♦✉✈-❡♠❡♥,✳ ◆♦,♦♥# 3✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜-❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① #♦♠♠❡,# ❞❡ ❜-❛♥❝❤❡♠❡♥, ❝-77#

❛♣-@# ❧✬✐♥#❡-,✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛-L,❡ {u, v} ❡#, ❧❡ ♥♦♠❜-❡ ❞❡ #♦♠♠❡,# ❥❛✉♥❡# ❝♦♥#,✐,✉❛♥,# #❡# ❞❡✉①

❡①,-7♠✐,7#✳ ▲✬❛❧❣♦-✐,❤♠❡ ❝❤♦✐#✐, ❛✐♥#✐ ✉♥❡ ❛-L,❡ ❛②❛♥, ✉♥ ♥♦♠❜-❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✬❡①,-7♠✐,7#

❥❛✉♥❡#✳ ❆✜♥ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐#❡- ❧❡ ♥♦♠❜-❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① #♦♠♠❡,# ❥❛✉♥❡# ♣♦,❡♥,✐❡❧#✱ ❧✬❛❧❣♦-✐,❤♠❡

#7❧❡❝,✐♦♥♥❡✱ ♣❛-♠✐ ❧❡# ❛-L,❡# ❛②❛♥, ✉♥ ♥♦♠❜-❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✬❡①,-7♠✐,7# ❥❛✉♥❡#✱ ❝❡❧❧❡# ❛②❛♥,

❧❡ ♠♦✐♥# ❞❡ #♦♠♠❡,# ❜❧❡✉# ❝♦♠♠❡ ❡①,-7♠✐,7#✳ ▲✬❛❧❣♦-✐,❤♠❡ ✈7-✐✜❡ ❛✈❛♥, ❞✬❛❥♦✉,❡- ✉♥❡

❛-L,❡ K ❧✬❛-❜-❡ ❞❡ -❡❝♦✉✈-❡♠❡♥, 3✉❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ♥❡ ❝-7❡ ♣❛# ❞❡ ❝②❝❧❡✳ ❆✐♥#✐✱ ❛✈❛♥, ❧✬❛❥♦✉, ❞✬✉♥❡

❛-L,❡ {u, v}✱ ❧❡# #♦♠♠❡,# u ❡, v ❞♦✐✈❡♥, L,-❡ ❞❛♥# ❞❡✉① ❝♦♠♣♦#❛♥,❡# ❝♦♥♥❡①❡# ❞✐✛7-❡♥,❡#✳

◗✉❛♥❞ ✉♥❡ ❛-L,❡ ❡#, ❛❥♦✉,7❡✱ ❧❡# ❝♦✉❧❡✉-# ❞❡# #♦♠♠❡,# ❡①,-7♠✐,7# ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ #♦♥, ♠✐# K

❥♦✉- ❡♥ ❢♦♥❝,✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉-# ❞❡❣-7#✳ ❊♥✜♥✱ ✉♥❡ ♣-♦❝7❞✉-❡ ❝♦♥#✐#,❛♥, K ❛❥♦✉,❡- K ❧✬❛-❜-❡ ❞❡

-❡❝♦✉✈-❡♠❡♥, ✭#❛♥# ❝-7❡- ❞❡ ❝②❝❧❡#✮ ❧❡# ❛-L,❡# -❡❧✐❛♥, ❞❡✉① #♦♠♠❡,# ✭❞❡✉① #♦♠♠❡,# ❞❡

✸✷
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▲✬❛❧❣♦%✐*❤♠❡ /✬❛%%8*❡ 9✉❛♥❞ |VG| − 1 ❛%8*❡/ /♦♥* /-❧❡❝*✐♦♥♥-❡/✳

✸✳ ❍❡✉#✐%&✐'✉❡ ❜❛%*❡ %✉# ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐%♦♥ ❞❡% ❞❡✉① ❛♣♣#♦❝❤❡% ♣#*❝*❞❡♥&❡% ✿ ❈❡**❡

❛♣♣%♦❝❤❡ ♣%♦♣♦/❡ ✉♥❡ /-❧❡❝*✐♦♥ ❞✬❛%8*❡/ ❡♥❝♦%❡ ♣❧✉/ ♣%-❝✐/❡ ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥* ❧❡/ ❞❡✉① ❛♣✲

♣%♦❝❤❡/ ♣%-❝-❞❡♥*❡/✳ ➚ ❝❤❛9✉❡ ✐*-%❛*✐♦♥✱ ❧✬❡♥/❡♠❜❧❡ ❞❡/ ❛%8*❡/ ❛②❛♥* ✉♥ ♣♦✐❞/ ♠✐♥✐♠✉♠

❡/* /-❧❡❝*✐♦♥♥-✳ @❛%♠✐ ❝❡/ ❛%8*❡/✱ ❝❡❧❧❡/ ❛②❛♥* ✉♥ ♥♦♠❜%❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✬❡①*%-♠✐*-/ ❝♦❧♦%✐-❡/

❡♥ ❥❛✉♥❡ /♦♥* ❣❛%❞-❡/✳ @❛%♠✐ ❝❡/ ❞❡%♥✐A%❡/✱ ❝❡❧❧❡/ ❛②❛♥* ✉♥ ♥♦♠❜%❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✬❡①*%-♠✐*-/

❝♦❧♦%✐-❡/ ❡♥ ❜❧❡✉ /♦♥* ❡♥✜♥ /-❧❡❝*✐♦♥♥-❡/ ♣♦✉% 8*%❡ ❞❛♥/ ❧✬❛%❜%❡ ❞❡ %❡❝♦✉✈%❡♠❡♥*✳

❉❡/ /-%✐❡/ ❞❡ *❡/*/ /✉% ❞❡/ ❣%❛♣❤❡/ ❛❧-❛*♦✐%❡/ ♦♥* ♣❡%♠✐/ ❞✬-✈❛❧✉❡% ❧❡/ ♣❡%❢♦%♠❛♥❝❡/ ❞❡/ *%♦✐/

❤❡✉%✐/*✐9✉❡/✳ ❙❛♥/ /✉%♣%✐/❡✱ ❧✬❤❡✉%✐/*✐9✉❡ ❜❛/-❡ /✉% ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐/♦♥ ❞❡/ ❞❡✉① ❛♣♣%♦❝❤❡/ ❞♦♥♥❡ ❧❡/

♠❡✐❧❧❡✉%/ %-/✉❧*❛*/✳ ▼❛❧❣%- ❧❡ ❢❛✐* 9✉✬✐❧ ♥✬❡①✐/*❡ ♣❛/ ❞❡ ❣❛%❛♥*✐❡ ❞❡ ♣❡%❢♦%♠❛♥❝❡✱ ❡❧❧❡ %❡*♦✉%♥❡✱

❞❛♥/ ❧❡ ♣✐%❡ ❞❡/ ❝❛/✱ ✉♥❡ /♦❧✉*✐♦♥ ❛♣♣%♦❝❤-❡ ❞❡ ❝♦H* -❣❛❧ I *%♦✐/ ❢♦✐/ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ /♦❧✉*✐♦♥ ♦♣*✐♠❛❧❡✳

❊❧❧❡ %❡*♦✉%♥❡ ✉♥❡ /♦❧✉*✐♦♥ ♦♣*✐♠❛❧❡ ❞❛♥/ 22% ❞❡/ ✐♥/*❛♥❝❡/ *❡/*-❡/✳

❉❛♥/ ❬❙❙▼

+
✶✶❪✱ ✉♥❡ ❤❡✉%✐/*✐9✉❡ ❜❛/-❡ /✉% ❧❡/ *%❛✈❛✉① ❞❡ ❬❉❑✾✼❪ ❡/* ♣%♦♣♦/-❡✳ ❈❡**❡ ❤❡✉%✐/*✐9✉❡

❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛% ❝❛❧❝✉❧❡% ✉♥ ❛%❜%❡ ❞❡ ♣♦✐❞/ ♠✐♥✐♠✉♠ T ❞✉ ❣%❛♣❤❡ G✳ ❈❡* ❛%❜%❡ ♣❡✉* ❝♦♥*❡♥✐%

♣❧✉/✐❡✉%/ /♦♠♠❡*/ ❞❡ ❜%❛♥❝❤❡♠❡♥*✳ ▲✬❛%❜%❡ T /❡%❛ ♠♦❞✐✜- ❞❡ ♠❛♥✐A%❡ ✐*-%❛*✐✈❡ ♣♦✉% %-❞✉✐%❡

❧❡ ♥♦♠❜%❡ ❞❡ /♦♠♠❡*/ ❞❡ ❜%❛♥❝❤❡♠❡♥*✳ ➚ ❝❤❛9✉❡ ✐*-%❛*✐♦♥✱ ✉♥❡ ❧✐/*❡ ❞✬❛%8*❡/ Lcut I %❡♠♣❧❛❝❡%

❡/* ❝♦♥/*✐*✉-❡✳ ❈❡**❡ ❧✐/*❡ ❡/* ❢♦%♠-❡ ❞❡/ ❛%8*❡/ ❞♦♥* ❛✉ ♠♦✐♥/ ✉♥❡ ❡①*%-♠✐*- ❡/* ✉♥ /♦♠♠❡* ❞❡

❜%❛♥❝❤❡♠❡♥*✳ ❯♥❡ ❛%8*❡ ❞❡ ❝❡**❡ ❧✐/*❡ ❡/* /-❧❡❝*✐♦♥♥-❡ ❡♥ /❡ ❜❛/❛♥* /✉% ❞❡✉① ❝%✐*A%❡/✳ ▲❡ ♣%❡♠✐❡%

❝%✐*A%❡ α ❡/* ❧❡ ♥♦♠❜%❡ ❞✬❡①*%-♠✐*-/ ❞❡ ❧✬❛%8*❡ 9✉✐ /♦♥* /♦♠♠❡*/ ❞❡ ❜%❛♥❝❤❡♠❡♥*✳ ▲❡ ❞❡✉①✐A♠❡

❝%✐*A%❡ σ ❡/* ❧❛ /♦♠♠❡ ❞❡/ ❞❡❣%-/ ❞❡ /❡/ ❡①*%-♠✐*-/✳ ▲✬❛%8*❡ ❞❡ Lcut ❛②❛♥* ❧❛ ♣❧✉/ ❣%❛♥❞❡ ✈❛❧❡✉%

❞❡ α ✭❡* ❧❛ ♣❧✉/ ❣%❛♥❞❡ ✈❛❧❡✉% σ ❡♥ ❝❛/ ❞✬-❣❛❧✐*-✮ ❡/* %❡*✐%-❡ ❞❡ ❧✬❛%❜%❡ T ✱ ❝❡❝✐ ❞✐✈✐/❛♥* ❧✬❛%❜%❡ T

❡♥ ❞❡✉① ❝♦♠♣♦/❛♥*❡/ ❝♦♥♥❡①❡/✳ ❈❤❛9✉❡ ❛%8*❡ %❡*✐%-❡ ❡/* /❛✉✈❡❣❛%❞-❡ ❞❛♥/ ✉♥❡ ❧✐/*❡ Llist ❛✜♥ ❞❡

♥❡ ♣❛/ ❧❛ %-✐♥/-%❡% ❞❛♥/ ❧✬❛%❜%❡ ❡* ❞✬-✈✐*❡% ❛✐♥/✐ ❧❡/ ❝②❝❧❡/✳ ▲❛ ❧✐/*❡ Lrep ❝♦♥*✐❡♥* *♦✉*❡/ ❧❡/ ❛%8*❡/

9✉✐ ♣❡✉✈❡♥* ❝♦♥♥❡❝*❡% ❧❡/ ❞❡✉① ❝♦♠♣♦/❛♥*❡/ ❝♦♥♥❡①❡/ ❡* 9✉✐ ♥❡ /♦♥* ♣❛/ ❞❛♥/ Llist✳ ▲✬❛%8*❡ ❞❡

Lrep ❛②❛♥* ❧❛ ♣❧✉/ ♣❡*✐*❡ ✈❛❧❡✉% ❞❡ α ✭❡* ❧❛ ♣❧✉/ ♣❡*✐*❡ ✈❛❧❡✉% ❞❡ σ ❡♥ ❝❛/ ❞✬-❣❛❧✐*-✮ ❡/* ❛❥♦✉*-❡

I ❧✬❛%❜%❡ T ♣❡%♠❡**❛♥* ❛✐♥/✐ ❞❡ ❝♦♥♥❡❝*❡% ❧❡/ ❞❡✉① ❝♦♠♣♦/❛♥*❡/✳
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✈✐"❡ ❧❡ "✐❣♥❛❧ ♦♣*✐+✉❡ ❛--✐✈❛♥* ❡♥ m − 1 "♦✉"✲"✐❣♥❛✉①✳ ❈❤❛+✉❡ "♦✉"✲"✐❣♥❛❧ ❡"* *-❛♥"♠✐" 4 ✉♥

♥5✉❞ ✈♦✐"✐♥ ❞✐"*✐♥❝* ♣❛-♠✐ ❧❡" m − 1 ❡①✐"*❛♥*" ✭❡♥ ❡①❝❧✉❛♥* ❧❡ ✈♦✐"✐♥ ♣❛- ❧❡+✉❡❧ ❧❡ "✐❣♥❛❧ ❡"*

❛--✐✈9✮ ❬❆❉✵✻❪✳ A❧✉" ❧❡ ♥♦♠❜-❡ ❞❡ ✈♦✐"✐♥" ❡"* ❣-❛♥❞✱ ♣❧✉" ❧❡ "✐❣♥❛❧ ❡"* ❞✐✈✐"9 ❡* ♣❧✉" ❧❛ ♣❡-*❡

❞❡ ♣✉✐""❛♥❝❡ ❞✉ "✐❣♥❛❧ ❡"* ✐♠♣♦-*❛♥*❡✳ ❆✜♥ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐"❡- ❝❡**❡ ♣❡-*❡✱ ✐❧ ❡"* ❞♦♥❝ ♥9❝❡""❛✐-❡ ❞❡

♠✐♥✐♠✐"❡- ❧❛ "♦♠♠❡ ❞❡" ✈♦✐"✐♥" ❞❡ *♦✉" ❧❡" ♥5✉❞" ♠✉♥✐" ❞❡ ❝♦♠♠✉*❛*❡✉- ❖❳❈✲▼❈ ♣❛-*✐❝✐♣❛♥*

❛✉ -♦✉*❛❣❡ ♠✉❧*✐❝❛"*✴❜-♦❛❞❝❛"*✳ ❈❡❧❛ -❡✈✐❡♥* 4 ♠✐♥✐♠✐"❡- ❧❛ "♦♠♠❡ ❞❡" ❞❡❣-9" ❞❡" "♦♠♠❡*" ❞❡

❜-❛♥❝❤❡♠❡♥* ❞❛♥" ❧✬❛-❜-❡ ❞❡ -❡❝♦✉✈-❡♠❡♥* ❞✉ ❣-❛♣❤❡ ♠♦❞9❧✐"❛♥* ❧❡ -9"❡❛✉ ♦♣*✐+✉❡✳

❖❜"❡-✈♦♥" ❧❛ ✜❣✉-❡ ✶✳✼ ❡* "✉♣♣♦"♦♥" +✉❡ ❧❡ ❣-❛♣❤❡ G ♠♦❞9❧✐"❡ ✉♥ -9"❡❛✉ ♦♣*✐+✉❡ ❡* +✉❡ ❧✬♦♥

✈❡✉✐❧❧❡ ❡♥✈♦②❡- ❡♥ ♠♦❞❡ ♠✉❧*✐❝❛"* ✉♥❡ ✐♥❢♦-♠❛*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ "♦✉-❝❡ v 4 *♦✉" ❧❡" ❛✉*-❡" ♥5✉❞" ❞✉

-9"❡❛✉✳ ❯♥ ❛-❜-❡ ❞❡ -❡❝♦✉✈-❡♠❡♥* ❞❡ ❝❡ ❣-❛♣❤❡ ❛②❛♥* ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ "♦♠♠❡*" ❞❡ ❜-❛♥❝❤❡♠❡♥*

❡"* -❡♣-9"❡♥*9 ♣❛- ❧❛ ✜❣✉-❡ ✶✳✼❜✳ ❈❡* ❛-❜-❡ ❝♦♥*✐❡♥* ✉♥ "❡✉❧ "♦♠♠❡* ❞❡ ❜-❛♥❝❤❡♠❡♥*✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥*✱

❧❡ "✐❣♥❛❧ ❧✉♠✐♥❡✉① +✉✐ ❛--✐✈❡ ❛✉ "♦♠♠❡* u ❡"* ❞✐✈✐"9 ❡♥ 7 "♦✉"✲"✐❣♥❛✉①✳ ▲❛ ✜❣✉-❡ ✶✳✼❝ ✐❧❧✉"*-❡
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■❧  ✬❛❣✐$ ❞✬✉♥ ♣'♦❣'❛♠♠❡ ❧✐♥,❛✐'❡ ❡♥ ♥♦♠❜'❡ ❡♥$✐❡' ❜❛ ,  ✉' ❧❡ ❝♦♥❝❡♣$ ❞❡ ✢♦$ ♣'♦♣♦ , ❞❛♥ 

❬❈●■✵✾❪✳ ❈❡$$❡ ❢♦'♠✉❧❛$✐♦♥ ❡ $ ✐❞❡♥$✐2✉❡ / ❝❡❧❧❡ ❞✉ ♣'♦❜❧N♠❡ ▼❇❱❙❚ ,✈♦2✉,❡ ❞❛♥ ❝❡ ♠Z♠❡

❛'$✐❝❧❡✱ ♠✐ / ♣❛'$ ❧✬❛❥♦✉$ ❞✬✉♥❡ ✈❛'✐❛❜❧❡ ❡♥$✐N'❡ 2✉✐ '❡♣', ❡♥$❡ ❧❡ ❞❡❣', ❞❡  ♦♠♠❡$ ❞❡ ❜'❛♥✲

❝❤❡♠❡♥$ ❞❡ ❧❛  ♦❧✉$✐♦♥ ✿

zv =

{

dTG
(v),  ✐ v ❡ $ ✉♥  ♦♠♠❡$ ❞❡ ❜'❛♥❝❤❡♠❡♥$✱

0,  ✐♥♦♥✳

▲❡ ♠♦❞N❧❡ ♠❛$❤,♠❛$✐2✉❡ ❞✉ ▼❉❙❚ ✈✐ ❡ / ♠✐♥✐♠✐ ❡' ❧❛ ❢♦♥❝$✐♦♥ ♦❜❥❡❝$✐✈❡ ✿

min m(TG) =
∑

v∈V

zv ✭✶✳✸✸✮

❖♥ ❛❥♦✉$❡ ❛✉ =▲ ❞✉ ▼❇❱❙❚ ❧❛ ❝♦♥$'❛✐♥$❡  ✉✐✈❛♥$❡ ✿

∑

e=(u,v)|u∈ω(v)

xe − 2 + yv ≤ zv ∀v ∈ V ✭✶✳✸✹✮

✸✺



❖♥ ♦❜$❡&✈❡ (✉❡ ❧❛ ♣❛&-✐❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥-&❛✐♥-❡ ✭✶✳✸✹✮ ❡$- ♥9❣❛-✐✈❡ (✉❛♥❞ yv ❡$- 9❣❛❧❡ : ③❡&♦✳

<❛& ❝♦♥$9(✉❡♥- ❡- ❞✉ ❢❛✐- ❞❡ ❧❛ ♠✐♥✐♠✐$❛-✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝-✐♦♥ ♦❜❥❡❝-✐✈❡✱ $✐ ❧❡ $♦♠♠❡- v ♥✬❡$- ♣❛$ ✉♥

$♦♠♠❡- ❞❡ ❜&❛♥❝❤❡♠❡♥- ❛❧♦&$ zv ❡$- 9❣❛❧❡ : 0✳ ❊♥ &❡✈❛♥❝❤❡✱ $✐ v ❡$- ✉♥ $♦♠♠❡- ❞❡ ❜&❛♥❝❤❡♠❡♥-

❛❧♦&$ ❧❡ ✈❛&✐❛❜❧❡ zv ❡$- ❛✉ ♠♦✐♥$ 9❣❛❧❡ : dT (v)✳

▲✬❤❡✉&✐$-✐(✉❡ ❜❛$9❡ $✉& ❧❡ ♣♦✐❞$ ❞❡$ ❛&D-❡$✱ ❧✬❤❡✉&✐$-✐(✉❡ ❜❛$9❡ $✉& ❧❡$ ❝♦✉❧❡✉&$ ❞❡$ $♦♠♠❡-$ ❛✐♥$✐

(✉❡ ❧✬❤❡✉&✐$-✐(✉❡ ❤②❜&✐❞❡ ✭❜❛$9❡ $✉& ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐$♦♥ ❞❡$ ❞❡✉① ❛♣♣&♦❝❤❡$✮ (✉✐ ♦♥ 9-9 ♣&♦♣♦$9❡$

❞❛♥$ ❬❈●■✵✾❪ ♣♦✉& &9$♦✉❞&❡ ❧❡ ♣&♦❜❧N♠❡ ▼❇❱❙❚✱ $♦♥- ❧9❣N&❡♠❡♥- ♠♦❞✐✜9❡$ ♣♦✉& &9$♦✉❞&❡ ❧❡

♣&♦❜❧N♠❡ ▼❉❙❚✳ ▲❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥- &9$✐❞❡ ❞❛♥$ ❧❛ ♠♦❞✐✜❝❛-✐♦♥ ❞✉ ❝&✐-N&❡ ❞❡ $9❧❡❝-✐♦♥ ❞❡$ ❛&D-❡$

(✉✐ ❞♦✐✈❡♥- D-&❡ ❞❛♥$ ❧✬❛&❜&❡ ❞❡ ❞❡ &❡❝♦✉✈&❡♠❡♥-✳ ❆✐♥$✐✱ ✐❧ ♥❡ $✉✣- ♣❧✉$ ❞❡ $9❧❡❝-✐♦♥♥❡& ✉♥❡ ❛&D-❡

♣❛& ❤❛$❛&❞ ♣❛&♠✐ -♦✉-❡$ ❝❡❧❧❡$ (✉✐ ♦♥- ✉♥ ♠D♠❡ ♣♦✐❞$ ♠✐♥✐♠✉♠✱ ♠❛✐$ ✐❧ ❢❛✉- ❛✉$$✐ $✬❛$$✉&❡& ❞❡

♣&❡♥❞&❡ ❝❡❧❧❡ (✉✐ ❛ ✉♥ ❞❡❣&9 ♠✐♥✐♠✉♠✳ ❙✐ ✉♥ $♦♠♠❡- ❞❡✈✐❡♥- $♦♠♠❡- ❞❡ ❜&❛♥❝❤❡♠❡♥-✱ ❧❛ $-&❛-9❣✐❡

(✉✐ ❝♦♥$✐$-❡ : ❡$$❛②❡& ❞✬❛✉❣♠❡♥-❡& $♦♥ ❞❡❣&9 ❝❛& ✐❧ ❡$- ❞9❥: $♦♠♠❡- ❞❡ ❜&❛♥❝❤❡♠❡♥- ♥❡ ❢♦♥❝-✐♦♥♥❡

♣❛$✳ ❈❡&-❡$✱ ❛✉❣♠❡♥-❡& ❧❡ ❞❡❣&9 ❞❡$ $♦♠♠❡-$ (✉✐ $♦♥- ❞9❥: $♦♠♠❡-$ ❞❡ ❜&❛♥❝❤❡♠❡♥- ♥✬❛✉❣♠❡♥-❡

♣❛$ ❧❡ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ $♦♠♠❡-$ ❞❡ ❜&❛♥❝❤❡♠❡♥- ❞❡ ❧✬❛&❜&❡ ❞❡ &❡❝♦✉✈&❡♠❡♥-✳ ▼❛✐$ ❝❡❧❛ ❛✉❣♠❡♥-❡ ❧❛

✈❛❧❡✉& ❞❡ ❧❛ $♦♠♠❡ ❞❡$ ❞❡❣&9$ ❞❡$ $♦♠♠❡-$ ❞❡ ❜&❛♥❝❤❡♠❡♥- ❞❡ ❧✬❛&❜&❡ ❞❡ &❡❝♦✉✈&❡♠❡♥-✳

✶✳✹✳✷✳✸ ❘❡❧❛)✐♦♥ ❡♥)-❡ ❧❡ ♣-♦❜❧0♠❡ ▼❇❱❙❚ ❡) ❧❡ ♣-♦❜❧0♠❡ ▼❉❙❚

■❧ ❡①✐$-❡ ✉♥❡ ❝♦&&9❧❛-✐♦♥ ❡♥-&❡ ❧❡ ♣&♦❜❧N♠❡ ▼❇❱❙❚ ❡- ❧❡ ♣&♦❜❧N♠❡ ▼❉❙❚✳ ❊♥ ❡✛❡-✱ ❧❛ $♦♠♠❡ ❞❡$

❞❡❣&9$ ❞❡$ $♦♠♠❡-$ ❞❡ ❜&❛♥❝❤❡♠❡♥- ❞✬✉♥ ❛&❜&❡ ♦♣-✐♠❛❧ ♣♦✉& ❧❡ ♣&♦❜❧N♠❡ ❉❈▼❙❚ ❡$- -♦✉❥♦✉&$

$✉♣9&✐❡✉& ♦✉ 9❣❛❧ ❛✉ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ $♦♠♠❡-$ ❞❡ ❜&❛♥❝❤❡♠❡♥- ❞✬✉♥ ❛&❜&❡ ♦♣-✐♠❛❧ ♣♦✉& ❧❡ ♣&♦❜❧N♠❡

▼❇❱❙❚ ❢♦✐$ -&♦✐$ ✭q∗(G) ≥ 3 ·s∗(G)✮ ❬❈●■✵✾❪✳ ❙✬✐❧ ❡①✐$-❡ ✉♥ ❛&❜&❡ ❞❡ &❡❝♦✉✈&❡♠❡♥- $❛♥$ $♦♠♠❡-

❞❡ ❜&❛♥❝❤❡♠❡♥-✱ ❛❧♦&$ ❝❡- ❛&❜&❡ ❡$- ♦♣-✐♠❛❧ ♣♦✉& ❧❡$ ❞❡✉① ♣&♦❜❧N♠❡$✳ ❙✬✐❧ ❡①✐$-❡ ✉♥ ❛&❜&❡ ❞❡

&❡❝♦✉✈&❡♠❡♥- T ♦♣-✐♠❛❧ ♣♦✉& ❧❡ ♣&♦❜❧N♠❡ ▼❇❱❙❚ ❞♦♥- -♦✉$ ❧❡$ $♦♠♠❡-$ ❞❡ ❜&❛♥❝❤❡♠❡♥-$ $♦♥-

❞❡ ❞❡❣&9 -&♦✐$ ❛❧♦&$ ❝❡- ❛&❜&❡ ❡$- ❛✉$$✐ ♦♣-✐♠❛❧ ♣♦✉& ❧❡ ♣&♦❜❧N♠❡ ▼❉❙❚✳ ➚ ❧✬✐♥✈❡&$❡✱ $✬✐❧ ❡①✐$-❡

✉♥❡ $♦❧✉-✐♦♥ ♣♦✉& ❧❡ ♣&♦❜❧N♠❡ ▼❉❙❚ ❛✈❡❝ ✉♥ $❡✉❧ $♦♠♠❡- ❞❡ ❜&❛♥❝❤❡♠❡♥-✱ ❝❡--❡ $♦❧✉-✐♦♥ ❡$-

❛✉$$✐ ♦♣-✐♠❛❧❡ ♣♦✉& ❧❡ ♣&♦❜❧N♠❡ ▼❇❱❙❚✳ <♦✉& ♠♦♥-&❡& (✉❡ ❧❡$ ❞❡✉① ♣&♦❜❧N♠❡$ $♦♥- ❞✐$-✐♥❝-$✱

❬❈❈●●✶✸❪ ❈❡&✉❧❧✐ ❡- ❛❧❧✳ ❞9❝&✐✈❡♥- ✉♥❡ ✐♥$-❛♥❝❡ ✭✜❣✉&❡ ✶✳✾✮ ♣♦✉& ❧❛(✉❡❧❧❡ ✐❧ ❡①✐$-❡ ✉♥ ❛&❜&❡ ❞❡

&❡❝♦✉✈&❡♠❡♥- ♦♣-✐♠❛❧ ♣♦✉& ❧❡ ♣&♦❜❧N♠❡ ▼❇❱❙❚ (✉✐ ♥✬❡$- ♣❛$ ♦♣-✐♠❛❧ ♣♦✉& ❧❡ ♣&♦❜❧N♠❡ ▼❉❙❚✳

▲✬❛&❜&❡ T ′
❡$- (✉❛♥- : ❧✉✐ ♦♣-✐♠❛❧ ♣♦✉& ❧❡$ ❞❡✉① ♣&♦❜❧N♠❡$✳

✭❛✮ ●!❛♣❤❡ G ✭❜✮ ❆%❜%❡ ❞❡ %❡❝♦✉✈%❡♠❡♥. T

✭s∗(G) = s(T ) = 1 ❡. q(T ) = 7✮✳
✭❝✮ ❆%❜%❡ ❞❡ %❡❝♦✉✈%❡♠❡♥. T ′

✭s(T ′) = 1 ❡. q∗(G) = q(T ′) = 3✮

❋✐❣✉&❡ ✶✳✾ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❡①❤✐❜9 ❞❛♥$ ❧✬❛&-✐❝❧❡ ❬❈●■✵✾❪

✸✻



❉❛♥# ❬❈❈❘✶✹❪✱ ✉♥❡ ✐♥#.❛♥❝❡ ❡#. ❞♦♥♥2❡ ♣♦✉4 ❧❛6✉❡❧❧❡ ✐❧ ❡①✐#.❡ ✉♥ ❛4❜4❡ ❞❡ 4❡❝♦✉✈4❡♠❡♥. ♦♣.✐♠❛❧

♣♦✉4 ❧❡ ♣4♦❜❧;♠❡ ▼❉❙❚✱ 6✉✐ ♥✬❡#. ♣❛# ♦♣.✐♠❛❧ ♣♦✉4 ❧❡ ♣4♦❜❧;♠❡ ▼❇❱❙❚✳ ❊♥ ❡✛❡.✱ ❞❛♥# ❧❛

❋✐❣✉4❡ ✶✳✶✵✱ ❧✬❛4❜4❡ ❞❡ 4❡❝♦✉✈4❡♠❡♥. T ❡#. ❜✐❡♥ ♦♣.✐♠❛❧ ♣♦✉4 ❧❡ ♣4♦❜❧;♠❡ ▼❉❙❚ ♠❛✐# ♣❛# ♣♦✉4

❧❡ ♣4♦❜❧;♠❡ ▼❇❱❙❚✳ ▲✬❛4❜4❡ T ′
✱ 6✉❛♥. I ❧✉✐✱ ❡#. ♦♣.✐♠❛❧ ♣♦✉4 ❧❡# ❞❡✉① ♣4♦❜❧;♠❡#✳

✭❛✮ ●!❛♣❤❡ G ✭❜✮ ❙♦❧✉*✐♦♥ ♦♣*✐♠❛❧❡ . ❧❛ ❢♦✐0 ♣♦✉! ❧❡

♣!♦❜❧2♠❡ ▼❇❱❙❚ ❡* ❧❡ ♣!♦❜❧2♠❡ ▼❉❙❚

✭s∗(G) = s(T ) = 1, q∗(G) = q(T ) = 6✮✳

✭❝✮ ❆!❜!❡ ❞❡ !❡❝♦✉✈!❡♠❡♥* T ′
✱ 0♦❧✉*✐♦♥

♦♣*✐♠❛❧❡ ♣♦✉! ❧❡ ♣!♦❜❧2♠❡ ▼❉❙❚ ❡*

♥♦♥ ♦♣*✐♠❛❧❡ ♣♦✉! ❧❡ ♣!♦❜❧2♠❡ ▼❇❱❙❚

✭s(T ) = 2, q∗(G) = q(T ′) = 6✮

❋✐❣✉4❡ ✶✳✶✵ ✕ ■♥#.❛♥❝❡ ❝♦♥.❡♥❛♥. ✉♥ ❛4❜4❡ ♦♣.✐♠❛❧ ♣♦✉4 ❧❡ ▼❉❙❚ 6✉✐ ♥✬❡#. ♣❛# ♦♣.✐♠❛❧ ♣♦✉4

❧❡ ▼❇❱❙❚

▲❡# ✐♥#.❛♥❝❡# ❞❡# ✜❣✉4❡# ✶✳✾ ❡. ✶✳✶✵ ♣4♦✉✈❡♥. 6✉❡ ✿

✶✳ ■❧ ❡①✐#.❡ ✉♥ ❣4❛♣❤❡ G ❞❛♥# ❧❡6✉❡❧ ✐❧ ❡①✐#.❡ ✉♥ ❛4❜4❡ ❞❡ 4❡❝♦✉✈4❡♠❡♥. T ❞❡ G ♣♦✉4 ❧❡6✉❡❧

s(T ) = s∗(G) ❡. q(T ) 6= q∗(G)✱

✷✳ ■❧ ❡①✐#.❡ ✉♥ ❣4❛♣❤❡ G′ 6= G ❞❛♥# ❧❡6✉❡❧ ✐❧ ❡①✐#.❡ ✉♥ ❛4❜4❡ ❞❡ 4❡❝♦✉✈4❡♠❡♥. T ′
❞❡ G′

♣♦✉4

❧❡6✉❡❧ q(T ′) = q∗(G) ❡. s(T ) 6= s∗(G′)✳

❇✐❡♥ 6✉❡ ❝❡# ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡# ♣4♦✉✈❡♥. 6✉❡ ❧❡# ❞❡✉① ♣4♦❜❧;♠❡# #♦♥. ❞✐#.✐♥❝.# ❡. 6✉❡ ❧❡# #♦❧✉.✐♦♥#

♦♣.✐♠❛❧❡# ♣♦✉4 ❧✬✉♥ ♥❡ #♦♥. ♣❛# ♥2❝❡##❛✐4❡♠❡♥. ♦♣.✐♠❛❧❡# ♣♦✉4 ❧✬❛✉.4❡✱ ✐❧# ♥❡ ♣4♦✉✈❡♥. ♣❛# 6✉✬✐❧

♥✬❡①✐#.❡ ♣❛# .♦✉❥♦✉4# ❛✉ ♠♦✐♥# ✉♥❡ #♦❧✉.✐♦♥ ♦♣.✐♠❛❧❡ ♣♦✉4 ❧❡# ❞❡✉① ♣4♦❜❧;♠❡# I ❧❛ ❢♦✐#✳
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✶✳✹✳✸ ❆%❜%❡ ❞❡ %❡❝♦✉✈%❡♠❡♥/ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❜♦%♥❡ 1✉♣3%✐❡✉%❡ 1✉% ❧❡ ❞❡❣%3 ❞❡1

1♦♠♠❡/1

✶✳✹✳✸✳✶ ❉%✜♥✐)✐♦♥ ❡) ✐♥)%,-) ♣,❛)✐0✉❡

▲❡ ♣#♦❜❧'♠❡ ❉❈▼❙❚ ❡./ ✉♥ ♣#♦❜❧'♠❡ ◆3✲❞✐✣❝✐❧❡ ❬●❏✼✾❪ ❧❛#❣❡♠❡♥/ A/✉❞✐A ❞❛♥. ❧❛ ❧✐//A#❛/✉#❡

❡/ ❛②❛♥/ ❞❡ ♥♦♠❜#❡✉.❡. ❛♣♣❧✐❝❛/✐♦♥. ♣#❛/✐C✉❡.✳ ■❧ ❡./ ♣#A.❡♥/A ✐♥✐/✐❛❧❡♠❡♥/ ❡♥ 1968 ❞❛♥. ❬❉❍✻✽❪

❡/ A✈♦C✉A ❜#✐'✈❡♠❡♥/ ❧❛ ♠J♠❡ ❛♥♥A❡ ❞❛♥. ❬❖❜#✻✽❪✳

❉❡♦ ❡/ ❍❛❦✐♠✐ ❡①♣❧✐C✉❡♥/ ❞✬♦#❡. ❡/ ❞A❥P ❧✬✐♥/A#J/ ♣#❛/✐C✉❡ ❞❡ ❝❡ ♣#♦❜❧'♠❡ ❡♥ A✈♦C✉❛♥/ ❧❛ ♥A✲

❝❡..✐/A ❞❡ #A❞✉✐#❡ ❧❡ ♥♦♠❜#❡ ❞❡ ❧✐❡♥. #❡❧✐A. P ❝❤❛C✉❡ ♣♦✐♥/ ❞❛♥. ❧❡. #A.❡❛✉① ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛/✐♦♥✱

❝❡❝✐ ❝❛# ❧❡. ❤✉❜. ♦♥/ ✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐/A ❧✐♠✐/A❡✳ ■❧. .❡ .♦♥/ ✐♥.♣✐#A. ❡♥/#❡ ❛✉/#❡. ❞❡. /#❛✈❛✉① ❞❡ ❬❋❨✻✷❪

❞❛♥. ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐/A ❡/ ❧❛ #♦❜✉./❡..❡ ❞❡. #A.❡❛✉① ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛/✐♦♥ ♣♦✉# ✐♥.✐./❡# .✉# ❧❛

♥A❝❡..✐/A ❞✬A✈✐/❡# ❞✬❛✈♦✐# ✉♥ ♣♦✐♥/ ❞✉ #A.❡❛✉ ❛✈❡❝ ✉♥ ❞❡❣#A A❧❡✈A ❀ ❝❛# ❡♥ ❝❛. ❞❡ ♣❛♥♥❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐✱

❧❛ #❡❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❞❡. ♥♦♠❜#❡✉① ♣♦✐♥/. ❛❞❥❛❝❡♥/. .❡#❛✐/ ♣#♦❜❧A♠❛/✐C✉❡✳

❖♥ ♣❡✉/ ❛❝/✉❛❧✐.❡# ❧❛ ❧✐./❡ ❞❡. ❝❛. ♣#❛/✐C✉❡. ❡♥ A✈♦C✉❛♥/ ❧❛ ❞✉♣❧✐❝❛/✐♦♥ ❧✐♠✐/A❡ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐'#❡

❞❛♥. ❧❡. #A.❡❛✉① ♦♣/✐C✉❡.✳ ❊♥ ❡✛❡/✱ ❧❡ ❞❡❣#A ❞❡. ♥Z✉❞. ❞❡. ❛#❜#❡. ♦♣/✐C✉❡. ♥❡ ♣❡✉/ ❞A♣❛..❡# ❧❛

❝❛♣❛❝✐/A ❞❡ ❞✉♣❧✐❝❛/✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♠✉/❛/❡✉# ♦♣/✐C✉❡ ❝♦##❡.♣♦♥❞❛♥/✳

▲❡ ♣#♦❜❧'♠❡ ❉❈▼❙❚ /#♦✉✈❡ A❣❛❧❡♠❡♥/ ✉♥ ✐♥/A#J/ ❞❛♥. ❧❡. #A.❡❛✉① ❞❡ ❝❛♣/❡✉#.✳ ❉❛♥. ❬▲❍▲✵✽❪✱

✉♥ ♣#♦/♦❝♦❧❡ ❜❛.A .✉# ❧❡ ❉❈▼❙❚ ❡./ ♣#♦♣♦.A✳ ❈❡ ♣#♦/♦❝♦❧❡ ♣❡#♠❡/ ❞✬❛✉❣♠❡♥/❡# ❧❛ ❞✉#A❡ ❞❡ ✈✐❡

❞✉ #A.❡❛✉ ❡/ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❜♦♥ ❝♦♠♣#♦♠✐. ❡♥/#❡ ❡✣❝❛❝✐/A A♥❡#❣A/✐C✉❡ ❡/ ❧❛/❡♥❝❡✳

❯♥❡ ❞❡. ♣#✐♥❝✐♣❛❧❡. ♣#♦❜❧A♠❛/✐C✉❡. ❞❛♥. ❧❡. #A.❡❛✉① ❛❞✲❤♦❝ ❡./ ❧❡ ❝♦]/ ❞❡. ❝♦♠♠✉♥✐❝❛/✐♦♥.✳ ❙✐

❧✬✐♥❢#❛./#✉❝/✉#❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛/✐♦♥ ❝♦♥/✐❡♥/ ❞❡. .♦♠♠❡/. ❞❡ ❢♦#/. ❞❡❣#A.✱ ❞❡. ❡✛❡/. ✐♥❞A.✐#❛❜❧❡.

♣❡✉✈❡♥/ J/#❡ ♦❜.❡#✈A.✳ 3❛#♠✐ ❝❡. ❡✛❡/.✱ ♦♥ ♣❡✉/ ❝✐/❡# ❧❡ ♣❤A♥♦♠'♥❡ ❞❡ ❝♦♥❣❡./✐♦♥ ♦✉ ❧❛ ♣❡#/❡ ❞❡

♠❡..❛❣❡. ❞✉❡ P ❧❡✉# ❝♦❧❧✐.✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉.✱ ❧❡. .♦♠♠❡/. ❞❡ ❢♦#/ ❞❡❣#A .♦♥/ ❞❡. ❝✐❜❧❡. ♣#✐✈✐❧A❣✐A❡. ❧♦#.

❞✬❛//❛C✉❡. ❞❡ .A❝✉#✐/A ✈✐.❛♥/ ✉♥ #A.❡❛✉✳ ❊♥ ❡✛❡/✱ ❧❛ ♣❛#❛❧②.✐❡ ❞❡. .♦♠♠❡/. ❞❡ ❢♦#/ ❞❡❣#A ♣❡#/✉#❜❡✱

✈♦✐#❡ ❡♠♣J❝❤❡ ❧✬❛❝❤❡♠✐♥❡♠❡♥/ ❞❡. ✐♥❢♦#♠❛/✐♦♥. ❞❛♥. ✉♥ #A.❡❛✉✳ ❉❛♥. /♦✉. ❝❡. ❝❛. ♣#❛/✐C✉❡.✱ ✐❧

❡./ ❞♦♥❝ .♦✉❤❛✐/❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥./#✉✐#❡ ❞❡. ./#✉❝/✉#❡. ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛/✐♦♥ ♦_ ❧❡ ❞❡❣#A ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡.

.♦♠♠❡/. ❡./ ❜♦#♥A✳

▲❡ #♦✉/❛❣❡ ♠✉❧/✐❝❛./✴❜#♦❛❞❝❛./ ❞❛♥. ❧❡. #A.❡❛✉① /♦✉/ ♦♣/✐C✉❡ ❝♦♥./✐/✉❡ ♥♦/#❡ ♣#✐♥❝✐♣❛❧❡ ♠♦/✐✲

✈❛/✐♦♥✳ ❉❛♥. ❝❡ ❝❛. ❞❡ ✜❣✉#❡✱ ❧✬✉/✐❧✐/A ❞❡ ❧✐♠✐/❡# ❧❡ ❞❡❣#A ❞✬✉♥ ♥Z✉❞ AC✉✐♣A ❞❡ ❝♦♠♠✉/❛/❡✉#

❖❳❈✲▼■ ❡./ ❛✈A#A❡✳ ❊♥ ❡✛❡/✱ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡✉# ♦♣/✐C✉❡ ❞✐✈✐.❡ ❧❛ ♣✉✐..❛♥❝❡ ❞✉ .✐❣♥❛❧ ❡♥/#❛♥/ ♣❛# ❧❡

♥♦♠❜#❡ ❞❡ ❜#❛♥❝❤❡. ❞❡ .♦#/✐❡ ❡/ ❛❝❤❡♠✐♥❡ ❝❤❛C✉❡ ❢#❛❝/✐♦♥ ❞❡ ❧✉♠✐'#❡ ✭❝❤❛❝✉♥❡ ❝♦♥/❡♥❛♥/ ❧❛ /♦/❛✲

❧✐/A ❞✉ ♠❡..❛❣❡ ❞❡ ❞A♣❛#/✮ ✈❡#. ✉♥❡ .♦#/✐❡ .♣A❝✐✜C✉❡✳ ❈❡//❡ ❞✐✈✐.✐♦♥ ♣#A.❡#✈❡ ❧❡ ♠❡..❛❣❡ ♦#✐❣✐♥❛❧

♠❛✐. ♣#♦✈♦C✉❡ ✉♥❡ ♣❡#/❡ ❞❡ ♣✉✐..❛♥❝❡ ❞✉ .✐❣♥❛❧✳ ❊♥ ❧✬❛❜.❡♥❝❡ ❞✬❛♠♣❧✐✜❝❛/❡✉#. ♦♣/✐C✉❡. ♦✉ ❡♥

❧❡✉# ♣#A.❡♥❝❡ ❞❡ ♠❛♥✐'#❡ ✐♥.✉✣.❛♥/❡ ❞❛♥. ❧❡ #A.❡❛✉✱ ✐❧ ❡./ ✐♠♣♦#/❛♥/ ❞❡ ❧✐♠✐/❡# ❧❛ ❝❛♣❛❝✐/A ❞❡

❞✐✈✐.✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛C✉❡ ❝♦♠♠✉/❛/❡✉# ❛✜♥ ❞❡ ♣#A.❡#✈❡# ✉♥❡ ♣✉✐..❛♥❝❡ ❞✉ .✐❣♥❛❧ .✉✣.❛♥/❡ P ❧❛ ❜♦♥♥❡

#A❝❡♣/✐♦♥ ♣❛# ❧❡. ❞❡./✐♥❛/❛✐#❡. ❞❡. ✐♥❢♦#♠❛/✐♦♥. /#❛♥.♠✐.❡.✳ ❘❡♠❛#C✉♦♥. A❣❛❧❡♠❡♥/ C✉❡ .✐ ✉♥

#A.❡❛✉ /♦✉/ ♦♣/✐C✉❡ ❡./ ❞A♣♦✉#✈✉ ❞❡ ❝♦♠♠✉/❛/❡✉# ❖❳❈✲▼■✱ ❛❧♦#. ❧❡ ❞❡❣#A ❞❡ /♦✉. ❧❡. .♦♠♠❡/.
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❛♣♣❛"#❡♥❛♥# & ❧✬❛"❜"❡ ❞❡ "❡❝♦✉✈"❡♠❡♥# ❞✉ ❣"❛♣❤❡ ♠♦❞2❧✐4❛♥# ❝❡ "24❡❛✉ ❞♦✐# 5#"❡ ❛✉ ♣❧✉4 2❣❛❧ &

❞❡✉①✳

❉❡♦ ❡# ❍❛❦✐♠✐ ♦♥# ❞2✜♥✐ ❧❡ ♣"♦❜❧<♠❡ ❉❈▼❙❚ ❝♦♠♠❡ 4✉✐# ❬❉❍✻✽❪ ✿

 !♦❜❧%♠❡ ✿ ❉❡❣"❡❡ ❈♦♥4#"❛✐♥❡❞ ▼✐♥✐♠✉♠ ❙♣❛♥♥✐♥❣ ❚"❡❡ ✲ ❉❈▼❙❚

❉♦♥♥+❡, ✿ ●"❛♣❤❡ ❝♦♥♥❡①❡ ♥♦♥✲♦"✐❡♥#2 ❛"5#❡4 ♣♦♥❞2"2❡4 G = (VG, EG)✱ ✉♥❡ ❢♦♥❝#✐♦♥

C : EG → R
+
∗ ❛44♦❝✐❛♥# ✉♥ ❝♦J# c(e) & ❝❤❛K✉❡ ❛"5#❡ e ∈ EG ❡# ✉♥ ❡♥#✐❡" ♣♦4✐#✐❢ B ≥ 2✳

❘+,✉❧/❛/ ✿ ❆"❜"❡ ❞❡ "❡❝♦✉✈"❡♠❡♥# T ❞❡ G #❡❧ K✉❡ ❧❡ ❞❡❣"2 ❞❡ #♦✉4 ❧❡4 4♦♠♠❡#4 ❞❡ T ❡4#

✐♥❢2"✐❡✉" ♦✉ 2❣❛❧ & B✳

❖❜❥❡❝/✐❢ ✿ ▼✐♥✐♠✐4❡" ❧❡ ❝♦J# ❞❡ ❧✬❛"❜"❡ T ✳

✶✳✹✳✸✳✷ ❘+,♦❧✉/✐♦♥ ❡①❛❝/❡ ❡/ ❛♣♣!♦❝❤+❡

❉❛♥4 ❬❉❍✻✽❪✱ ✐❧ ❡4# ♣"2❝✐42 K✉❡ ❧❡ ♣"♦❜❧<♠❡ ❉❈▼❙❚ ❡4# ◆N✲❞✐✣❝✐❧❡ ❝❛" ❧❡4 ♣"♦❜❧<♠❡4 ❝❤❡♠✐♥

❤❛♠✐❧#♦♥✐❡♥ ❡# ✈♦②❛❣❡✉" ❞✉ ❝♦♠♠❡"❝❡ 4♦♥# ❞❡4 ❝❛4 ♣❛"#✐❝✉❧✐❡"4 ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐✳ ❊♥ ❡✛❡#✱ 4✐ ❧✬♦♥ ✜①❡

❧❛ ❜♦"♥❡ 4✉" ❧❡ ❞❡❣"2 B & ❞❡✉①✱ ❛❧♦"4 ✉♥ ❛"❜"❡ ❞❡ "❡❝♦✉✈"❡♠❡♥# ❞❡ ♣♦✐❞4 ♠✐♥✐♠✉♠ K✉✐ "❡4♣❡❝#❡

❝❡##❡ ❜♦"♥❡ ❡4# ❜✐❡♥ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❤❛♠✐❧#♦♥✐❡♥✳ ❙✐ ❞❡ ♣❧✉4 ❧❡ ❣"❛♣❤❡ G ❡4# ❝♦♠♣❧❡# ✭4✬✐❧ ♥❡ ❧✬❡4#

♣❛4✱ ❛❧♦"4 ✐❧ ❡4# ❝♦♠♣❧2#2 ♣❛" ❞❡4 ❛"5#❡4 ❞❡ ♣♦✐❞4 +∞✮ ❛❧♦"4 ❝❡# ❛"❜"❡ ❡4# ❜✐❡♥ ✉♥❡ 4♦❧✉#✐♦♥

♦♣#✐♠❛❧❡ ♣♦✉" ❧❡ ✈♦②❛❣❡✉" ❞✉ ❝♦♠♠❡"❝❡✳ N❛" ❝♦♥#"❡✱ ♣♦✉" B ❂ |VG| − 1✱ #♦✉# ❛"❜"❡ ❞❡ ♣♦✐❞4

♠✐♥✐♠✉♠ "❡4♣❡❝#❡ ❧❛ ❝♦♥#"❛✐♥#❡ 4✉" ❧❡ ❞❡❣"2 ❡# ❡4# ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ ❡♥ #❡♠♣4 ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ N❛" ❧❛ 4✉✐#❡✱

●❛"❡② ❡# ❏♦❤♥4♦♥ ♠♦♥#"❡♥# K✉❡ ❧❡ ♣"♦❜❧<♠❡ ❉❈▼❙❚ ❡4# ◆N✲❞✐✣❝✐❧❡ ♣♦✉" #♦✉#❡ ✈❛❧❡✉" ✜①2❡ ❞❡

2 ≤ B < |VG| − 1 ❬●❏✼✾❪✳ ❉❛♥4 ❧❡ ❝❛4 ♦Y ❧❛ ❜♦"♥❡ 4✉" ❧❡ ❞❡❣"2 ♥✬❡4# ♣❛4 ❤♦♠♦❣<♥❡ ✭❡❧❧❡ ❡4#

4♣2❝✐✜K✉❡ & ❝❤❛K✉❡ 4♦♠♠❡# v ❞✉ ❣"❛♣❤❡ ❡# ❡❧❧❡ ❡4# ♥♦#2❡ Bv✮✱ ✐❧ ❡4# ♠❡♥#✐♦♥♥2 ❞❛♥4 ❬❈✐❡✵✵❪ K✉❡

4✬✐❧ ❡①✐4#❡ ✉♥ ❡# ✉♥ 4❡✉❧ 4♦♠♠❡# v ❞✉ ❣"❛♣❤❡ ♣♦✉" ❧❡K✉❡❧ Bv < |VG|−1 ❛❧♦"4 ❧❡ ♣"♦❜❧<♠❡ ❉❈▼❙❚

❡4# 4♦❧✈❛❜❧❡ ❡♥ #❡♠♣4 ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ❊♥ ❡✛❡#✱ ❞❛♥4 ❝❡ ❝❛4 ❧❡ ♣"♦❜❧<♠❡ ♣❡✉# 5#"❡ "2❞✉✐# ❧✐♥2❛✐"❡♠❡♥#

❛✉ ♣"♦❜❧<♠❡ ❞❡ "❡❝❤❡"❝❤❡ ❞✬❛"❜"❡ ❞❡ "❡❝♦✉✈"❡♠❡♥# ❞❡ ❝♦J# ♠✐♥✐♠✉♠ ❬●❚✽✹❪✳

❉❡♦ ❡# ❍❛❦✐♠✐✱ ❞❛♥4 ❬❉❍✻✽❪✱ ♣"♦♣♦4❡♥# ✉♥ ♣"❡♠✐❡" 4❝❤2♠❛ ❞❡ "24♦❧✉#✐♦♥ ❜❛42 4✉" ❧❛ ♣"♦❣"❛♠✲

♠❛#✐♦♥ ❧✐♥2❛✐"❡✳ ▲❡ ♣"♦❜❧<♠❡ ❡4# ❢♦"♠✉❧2 ❡♥ ♣"♦❣"❛♠♠❡ ❧✐♥2❛✐"❡ ❡♥ ♥♦♠❜"❡4 ❡♥#✐❡"4 ♠❛✐4 ❧❛

❝♦♥#"❛✐♥#❡ ❞❡ ❝♦♥♥❡①✐#2 ❡4# "❡❧]❝❤2❡✳ ▲❛ ♠2#❤♦❞❡ ❞✉ 4✐♠♣❧❡①❡ ❡4# ❛♣♣❧✐K✉2❡ ♣♦✉" "24♦✉❞"❡ ❧❡

N▲✳ ❙✐ ❧❡ ❣"❛♣❤❡ "24✉❧#❛♥# ❡4# ❝♦♥♥❡①❡ ❛❧♦"4 ✐❧ 4✬❛❣✐# ❜✐❡♥ ❞✬✉♥❡ 4♦❧✉#✐♦♥ ♦♣#✐♠❛❧❡✳ ❙✐♥♦♥✱ ✉♥

❛❧❣♦"✐#❤♠❡ ❣❧♦✉#♦♥ ❡4# ❛♣♣❧✐K✉2 ♣♦✉" #"♦✉✈❡" ✉♥❡ 4♦❧✉#✐♦♥ ❛♣♣"♦❝❤2❡ ✭4✐ ❡❧❧❡ ❡①✐4#❡✮✳

▲❛ ♣"❡♠✐<"❡ ❢♦"♠✉❧❛#✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣"♦❜❧<♠❡ ❡♥ ♣"♦❣"❛♠♠❡ ❧✐♥2❛✐"❡ ❡♥ ♥♦♠❜"❡4 ❡♥#✐❡"4 ❛ 2#2 ♣"♦♣♦42❡

♣❛" ◆❛"✉❧❛ ❡# ❛❧✳ ❞❛♥4 ❬◆❈✽✵❪✳ ❙♦✐# G = (VG, EG) ✉♥ ❣"❛♣❤❡ ❝♦♠♣❧❡# ❛"5#❡ ♣♦♥❞2"2 ❡# ❞❡4

✈❛"✐❛❜❧❡4 xi,j 2❣❛❧❡4 & 1 4✐ ❧✬❛"5#❡ ei,j ∈ EG ❡4# ✐♥❝❧✉4❡ ❞❛♥4 ❧✬❛"❜"❡ ❞❡ "❡❝♦✉✈"❡♠❡♥# ❡# & 0 4✐♥♦♥✳

▲❡ ♣"♦❣"❛♠♠❡ ❧✐♥2❛✐"❡ 4❡ ♣"24❡♥#❡ ❝♦♠♠❡ 4✉✐# ✿

▼✐♥✐♠✐4❡"

∑

i,j∈VG

i 6=j

ci,jxi,j ✭✶✳✸✺✮

✸✾



∑

j∈VG

i 6=j

xi,j ≤ b ∀i ∈ VG ✭✶✳✸✻✮

∑

j∈VG

i 6=j

xi,j ≤ 1 ∀i ∈ VG ✭✶✳✸✼✮

∑

i,j∈N

xi,j ≤ |N | − 1 ∀N ⊂ VG ✭✶✳✸✽✮

xi,j ∈ {0, 1} i, j ∈ VG ✭✶✳✸✾✮

▲❡ ♣,♦❜❧0♠❡ ❉❈▼❙❚ ❡78 ♥♦♥✲❛♣♣,♦①✐♠❛❜❧❡ > ✉♥ ❢❛❝8❡✉, ❝♦♥78❛♥8 ❞✉ ❝♦C8 ❞❡ ❧✬❛,❜,❡ ♦♣8✐✲

♠❛❧ ❬❘▼❘

+
✾✸❛❪ ✭✐❧ ♥✬❡78 ♣❛7 ❞❛♥7 ❧❛ ❝❧❛77❡ ❆I❳✮✳ ▲❡7 ❡✛♦,87 ♦♥8 ❞♦♥❝ L8L ♦,✐❡♥8L7 ✈❡,7 ❧✬L❧❛✲

❜♦,❛8✐♦♥ ❞✬❛❧❣♦,✐8❤♠❡7 ❞✬❛♣♣,♦①✐♠❛8✐♦♥ ❜✐✲❝,✐80,❡7✳ ❙♦✐8 opt ❧❡ ❝♦C8 ❞❡ ❧❛ 7♦❧✉8✐♦♥ ♦♣8✐♠❛❧❡ ❞✉

♣,♦❜❧0♠❡ ❉❈▼❙❚✳ ❯♥ ❛❧❣♦,✐8❤♠❡ ❞✬❛♣♣,♦①✐♠❛8✐♦♥ (α, f(Bv))✲❛♣♣,♦❝❤L❡ ❡78 ✉♥ ❛❧❣♦,✐8❤♠❡ Q✉✐

,❡8♦✉,♥❡ ✉♥ ❛,❜,❡ ❞❡ ,❡❝♦✉✈,❡♠❡♥8 ❞❡ ❝♦C8 ❛✉ ♣❧✉7 α ∗ opt ❡8 8❡❧ Q✉❡ dT (v) ≤ f(Bv) ♣♦✉, 8♦✉8

v ∈ VT ✳ ❘❛✈✐ ❡8 ❛❧✳ ❬❘▼❘

+
✾✸❛❪ ❞♦♥♥❡♥8 ✉♥ ❛❧❣♦,✐8❤♠❡ ❞✬❛♣♣,♦①✐♠❛8✐♦♥ (log |N |

B
, B ∗ log |VG|

B
)✲

❛♣♣,♦❝❤L ❜❛7L 7✉, ❧❛ 8❡❝❤♥✐Q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛,❛✐7♦♥ ❛♠L❧✐♦,❛♥8❡ ✭❞L♠❛,,❡, ❞✬✉♥❡ 7♦❧✉8✐♦♥ ♥♦♥ ,L❛✲

❧✐7❛❜❧❡ ✭♥♦♥ ❝♦♥♥❡①❡✮ ❡8 ❛♣♣❧✐Q✉❡, ✉♥❡ ♣,♦❝L❞✉,❡ ❞❡ 7L❧❡❝8✐♦♥ ❞✬❛,R8❡7 ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦C8 ❜♦,♥L ♣♦✉,

❝♦♥78,✉✐,❡ ✉♥❡ 7♦❧✉8✐♦♥ ,L❛❧✐7❛❜❧❡✮✳ ❑♦♥❡♠❛♥♥ ❡8 ❘❛✈✐ ❬❑❘✵✵❪ ♦❜8✐❡♥♥❡♥8 ✉♥❡ (O(1), Bv+log|VG|)

❛♣♣,♦①✐♠❛8✐♦♥ ❡♥ ✉8✐❧✐7❛♥8 ✉♥❡ ❛♣♣,♦❝❤❡ ❜❛7L❡ 7✉, ❧❛ ,❡❧❛①❛8✐♦♥ ▲❛❣,❛♥❣✐❡♥♥❡ ❡8 ✉♥ ❛❧❣♦,✐8❤♠❡

✐♥✐8✐❛❧❡♠❡♥8 ♣,♦♣♦7L ❞❛♥7 ❬❋❘✾✹❪ Q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ 7♦❧✉8✐♦♥ ❛♣♣,♦❝❤L❡ ❛✉ ♣,♦❜❧0♠❡ ❉❈❙❚ ❞❡ opt+1

♦W opt ❡78 ❧❡ ❞❡❣,L ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ 8♦✉7 ❧❡7 ❛,❜,❡7 ❞❡ ,❡❝♦✉✈,❡♠❡♥8 ❞✉ ❣,❛♣❤❡✳ ❉❛♥7 ❬❘❙✵✻❪✱ ❘❛✈✐ ❡8

❙✐♥❣❤ ❝♦♥7✐❞0,❡♥8 ✉♥❡ ✈❛,✐❛♥8❡ ❞✉ ♣,♦❜❧0♠❡ ♣♦✉, ❧❡Q✉❡❧ ❧✬❛,❜,❡ ♦❜8❡♥✉ ❞♦✐8 R8,❡ ✉♥ ❛,❜,❡ ❞❡ ❝♦C8

♠✐♥✐♠✉♠ ❡8 ❞♦♥♥❡♥8 ✉♥ ❛❧❣♦,✐8❤♠❡ Q✉✐ ,❡8♦✉,♥❡ ✉♥ ▼❙❚ ❞❛♥7 ❧❡Q✉❡❧ ❧❡ ❞❡❣,L ❞❡ ❝❤❛Q✉❡ 7♦♠✲

♠❡8 v ❡78 ❛✉ ♣❧✉7 Bv+p✱ ♦W p ❡78 ❧❡ ♥♦♠❜,❡ ❞❡ ❝♦C87 ❞✐78✐♥❝87 ❞❡ ♥✬✐♠♣♦,8❡ Q✉❡❧ ▼❙❚ ❞✉ ❣,❛♣❤❡✳

❊♥ ✶✾✾✶✱ ●❡♦♠❛♥7 ❢♦,♠✉❧❡ ❧❛ ❝♦♥❥❡❝8✉,❡ 7✉✐✈❛♥8❡ ✿ ❡♥ 8❡♠♣7 ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ ♦♥ ♣❡✉8 8,♦✉✈❡, ✉♥

❛,❜,❡ ❞❡ ,❡❝♦✉✈,❡♠❡♥8 ❞❡ ❝♦C8 opt ❞❛♥7 ❧❡Q✉❡❧ ❧❡ ❞❡❣,L ❞❡ ❝❤❛Q✉❡ 7♦♠♠❡8 ❡78 ❛✉ ♣❧✉7 B + 1✱

♦W opt ❡78 ❧❡ ❝♦C8 ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ 8♦✉7 ❧❡7 ❛,❜,❡7 ❞❡ ,❡❝♦✉✈,❡♠❡♥8 ❞❡ ❞❡❣,L ♠❛①✐♠✉♠ B✳ ❉❛♥7 ❧❡

❝❛7 ❞❡7 ❣,❛♣❤❡7 ❛,R8❡7 ♣♦♥❞L,L❡7 ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦C8 ✉♥✐8❛✐,❡✱ ❋✉,❡, ❡8 ❘❛❣❤❛✈❛❝❤❛,✐ ❬❘▼❘

+
✾✸❜❪✱ ❡♥

7❡ ❜❛7❛♥8 7✉, ❧❡7 8,❛✈❛✉① ❞❡ ❬❲✐♥✽✾❪✱ ♣,♦♣♦7❡♥8 ✉♥ ❛❧❣♦,✐8❤♠❡ Q✉✐ ,❡8♦✉,♥❡ ✉♥ ❛,❜,❡ ❞❡ ,❡❝♦✉✲

✈,❡♠❡♥8 ❞❛♥7 ❧❡Q✉❡❧ ❧❡ ❞❡❣,L ❞❡ ❝❤❛Q✉❡ 7♦♠♠❡8 v ❡78 ❛✉ ♣❧✉7 Bv + 1 ♦W ❜✐❡♥ ✉♥ ❝❡,8✐✜❝❛8 ❞❡

♥♦♥ ❡①✐78❡♥❝❡ ❞❡ 7♦❧✉8✐♦♥ ,L❛❧✐7❛❜❧❡✳ ▲❛ ❝♦♥❥❡❝8✉,❡ ,❡78❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥8 ♦✉✈❡,8❡ ❞❛♥7 ❧❡ ❝❛7 ❣L♥L,❛❧✳

❊♥ ✷✵✵✻✱ ●❡♦♠❡♥7 ♣,L7❡♥8❡ ❞❛♥7 ❬●♦❡✵✻❪ ✉♥ ❛❧❣♦,✐8❤♠❡ ❞✬❛♣♣,♦①✐♠❛8✐♦♥ (1, Bv + 2) ❛♣♣,♦❝❤L❡

♣♦✉, ❧❡ ♣,♦❜❧0♠❡ ❉❈▼❙❚ ❡♥ ✉8✐❧✐7❛♥8 ✉♥❡ ♠L8❤♦❞❡ ❞✬✐♥8❡,7❡❝8✐♦♥ ❞❡ ♠❛8,♦a❞❡7✳ ■❧ ❢❛✉8 ❛88❡♥❞,❡

✷✵✵✼ ♣♦✉, ✈♦✐, ❝❡88❡ ❝♦♥❥❡❝8✉,❡ ❝♦♥✜,♠L❡✳ ❊♥ ❡✛❡8✱ ❙✐♥❣❤ ❡8 ❛❧✳ ♣,♦♣♦7❡♥8 ❞❛♥7 ❬❙▲✵✼❪ ✉♥ ❛❧❣♦✲

,✐8❤♠❡ ❞✬❛♣♣,♦①✐♠❛8✐♦♥ (1, Bv +1)✲❛♣♣,♦❝❤L❡ ♣♦✉, ❧❡ ♣,♦❜❧0♠❡ ❉❈▼❙❚✳ ❈❡8 ❛❧❣♦,✐8❤♠❡ ✉8✐❧✐7❡

❧❛ ♠L8❤♦❞❡ ❞❡ ❧❛ ,❡❧❛①❛8✐♦♥ ✐8L,❛8✐✈❡ ❝♦♠♠❡ ✐♥8,♦❞✉✐8 ❞❛♥7 ❬❏❛✐✵✶❪✳ ▲✬✐❞L❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥8❛❧❡ ❡78 Q✉❡

7✐ ❧✬❛❧❣♦,✐8❤♠❡ ♥❡ ♣❡✉8 8,♦✉✈❡, ✉♥❡ ❛,R8❡ > 7L❧❡❝8✐♦♥♥❡,✱ ❛❧♦,7 ✐❧ ♣❡✉8 ,❡8✐,❡, ♦✉ ,❡❧❛①❡, ✉♥❡ ❞❡7

❝♦♥8,❛✐♥8❡7 7✉, ❧❡ ❞❡❣,L✳ ▲❡ ❝d✉, ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②7❡ ❡78 ❞❡ ♠♦♥8,❡, Q✉✬✉♥ 7♦♠♠❡8 ❛②❛♥8 ✉♥ ❞❡❣,L ❛✉

♣❧✉7 L❣❛❧ > Bv +1 ❡①✐78❡ 8♦✉❥♦✉,7✳ ❈❡❝✐ ❡78 ♣,♦✉✈L ❡♥ 7✬❛♣♣✉②❛♥8 7✉, ❧❡ ❢❛✐8 Q✉✬✉♥ ♣♦✐♥8 ❡①8,R♠❡
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✉♥ !♦♠♠❡" ❡!" !&❧❡❝"✐♦♥♥& ❛!!✉%❡ 8✉❡ ❧❛ ❝♦♥"%❛✐♥"❡ !✉% ❧❡ ❞❡❣%& ♥❡ ♣❡✉" :"%❡ ✈✐♦❧&❡ 8✉❡ ❞✬❛✉ ♣❧✉!

✉♥✳

◗✉❡❧8✉❡! ❛❧❣♦%✐"❤♠❡! ❞✬❛♣♣%♦①✐♠❛"✐♦♥ !❛♥! ❣❛%❛♥"✐❡ ❞❡ ♣❡%❢♦%♠❛♥❝❡ ♦♥" &"& ♣%♦♣♦!&! ❞❛♥! ❧❛ ❧✐"✲

"&%❛"✉%❡✳ ❉❛♥! ❬◆❈✽✵❪✱ ✉♥ ❛❧❣♦%✐"❤♠❡ ♣%✐♠❛❧✱ ✉♥ ❛❧❣♦%✐"❤♠❡ ❞✉❛❧✱ ❛✐♥!✐ 8✉✬✉♥❡ ♠&"❤♦❞❡ ❜%❛♥❝❤✲

❛♥❞✲❜♦✉♥❞ !♦♥" ♣%♦♣♦!&! ♣♦✉% %&!♦✉❞%❡ ❞❡ ♠❛♥✐G%❡ ❛♣♣%♦❝❤&❡ ❧❡ ♣%♦❜❧G♠❡ ❉❈▼❙❚✳ ▲✬❛❧❣♦%✐"❤♠❡

♣%✐♠❛❧ ✈✐!❡ K ❞&♠❛%%❡% ❞✬✉♥❡ !♦❧✉"✐♦♥ %&❛❧✐!❛❜❧❡✱ 8✉✐ ❡!" ❝♦♥!✐❞&%&❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❜♦%♥❡ !✉♣&%✐❡✉%❡

❛✉ ♣%♦❜❧G♠❡✱ ❡" ❞❡ ❧✬❛♠&❧✐♦%❡% ❞❡ ❢❛L♦♥ ❣❧♦✉"♦♥♥❡ ❥✉!8✉✬K ❝♦♥✈❡%❣❡% ✈❡%! ✉♥❡ !♦❧✉"✐♦♥ 8✉✐ !✬❛♣✲

♣%♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬♦♣"✐♠❛❧❡ "♦✉" ❡♥ ♠❛✐♥"❡♥❛♥" ❧❛ %&❛❧✐!❛❜✐❧✐"& K ❝❤❛8✉❡ &"❛♣❡✳ N♦✉% ❧❡✉% ❛❧❣♦%✐"❤♠❡
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K ♣%❡♥❞%❡ ❡♥ ❝♦♥!✐❞&%❛"✐♦♥ ❧❛ ❝♦♥"%❛✐♥"❡ !✉% ❧❡ ❞❡❣%& K ❝❤❛8✉❡ ✐"&%❛"✐♦♥✳ ❯♥❡ ❢♦✐! ❧✬❛%❜%❡ %&❛❧✐!❛❜❧❡

❉❈❙❚ ✭8✉✐ ♥✬❡!" ♣❛! ❢♦%❝&♠❡♥" ✉♥ ❉❈▼❙❚✮ ❝♦♥!"%✉✐"✱ ✉♥ ❛❧❣♦%✐"❤♠❡ ✈&%✐✜❛♥" !✐ ❝❤❛8✉❡ ❛%:"❡
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❡" ❧❛ ❝♦♥"%❛✐♥"❡ !✉% ❧❡ ❞❡❣%& ❡!" ❛♣♣❧✐8✉&✳ ▲✬❛❧❣♦%✐"❤♠❡ ❞✉❛❧ 8✉❛♥" K ❧✉✐ ✈✐!❡ K ❞&♠❛%%❡% ❞✬✉♥❡
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❧✐!❛❜❧❡✳ ▲✬❛❧❣♦%✐"❤♠❡ ❞❡ ❜%❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞ ✉"✐❧✐!❡ ❧❡ ❝♦U" ❞❡ ❧✬❛%❜%❡ ❞❡ ❝♦U" ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦♠♠❡

❜♦%♥❡ ✐♥❢&%✐❡✉%❡ ❡" ❧❡ ❝♦U" ❞✬✉♥ ❛%❜%❡ 8✉✐ %❡!♣❡❝"❡ ❧❛ ❝♦♥"%❛✐♥"❡ !✉% ❧❡ ❞❡❣%& ❝♦♠♠❡ ❜♦%♥❡ !✉♣&✲

%✐❡✉%❡✳ ▲❛ ♣%♦❝&❞✉%❡ ❞❡ ❜%❛♥❝❤❡♠❡♥" ❡!" ✉♥❡ %&❛❞❛♣"❛"✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠&"❤♦❞❡ ♣%&!❡♥"&❡ ❞❛♥! ❬❍❑✼✶❪

♣♦✉% ❧❡ ♣%♦❜❧G♠❡ ✈♦②❛❣❡✉% ❞✉ ❝♦♠♠❡%❝❡✳

✶✳✺ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥

▲❡ "%❛✈❛✐❧ 8✉❡ ♥♦✉! ❞&✈❡❧♦♣♣♦♥! ❞❛♥! ❧❡ ❝❛❞%❡ ❞❡ ❝❡""❡ "❤G!❡ !✬❛%"✐❝✉❧❡ ❛✉"♦✉% ❞❡! ♣%♦❜❧G♠❡!

❞❡ %❡❝❤❡%❝❤❡ ❞❡ !"%✉❝"✉%❡ ❞❡ %❡❝♦✉✈%❡♠❡♥" ❞✬✉♥ %&!❡❛✉ ♠♦❞&❧✐!& ♣❛% ✉♥ ❣%❛♣❤❡ !♦✉! ❝♦♥"%❛✐♥"❡

!✉% ❧❡ ❞❡❣%& ❞❡! !♦♠♠❡"!✳ ▲✬❛%❜%❡ &"❛♥" ❧❛ !"%✉❝"✉%❡ ❝♦♥♥❡①❡ ♣❡%♠❡""❛♥" ❞❡ ❝♦✉✈%✐% ❧❡! !♦♠♠❡"!

❡♥ ✉"✐❧✐!❛♥" ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❧✐❡♥!✱ ✐❧ ❡!" ❧❡ ♣❧✉! ✉"✐❧✐!& ♣♦✉% ❝❡ "②♣❡ ❞❡ ♣%♦❜❧G♠❡!✳ ❆✜♥ ❞❡
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Chapitre 2

❘❡❝♦✉✈&❡♠❡♥) )♦)❛❧ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❜♦&♥❡

-✉♣/&✐❡✉&❡ -✉& ❧❡ ❞❡❣&/ ❞❡- -♦♠♠❡)-

✷✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥

▲❡" ♣$♦❜❧(♠❡" ❞❡ ❝♦✉✈❡$.✉$❡ ❞❡ ❣$❛♣❤❡ ♦♥. .♦✉❥♦✉$" 4.4 ❛✉ ❝❡♥.$❡ ❞❡ ❧❛ $❡❝❤❡$❝❤❡ ♦♣4$❛.✐♦♥✲

♥❡❧❧❡ ❀ ❧❡" ♣$♦❜❧(♠❡" ❱❡$.❡① ❈♦✈❡$ ❡. ❙❡. ❈♦✈❡$ 4.❛♥. ❧❡" ♣❧✉" ❝♦♥♥✉"✳ ▲✬✐♥.$♦❞✉❝.✐♦♥ ❞✉ $♦✉.❛❣❡

♠✉❧.✐❝❛".✴❜$♦❛❞❝❛". ❞❛♥" ❧❡" ❛♥♥4❡" ✾✵ ♣❛$ ❉❡❡$✐♥❣ ❬❉❡❡✾✷❪ ❛ ❝❤❛♥❣4 ❧✬♦$✐❡♥.❛.✐♦♥ ❞✬4.✉❞❡ ❞❡

❝❡ ❣❡♥$❡ ❞❡ ♣$♦❜❧(♠❡"✳ ❊♥ ❡✛❡.✱ ♣♦✉$ ♣❡$♠❡..$❡ ❧❡ $♦✉.❛❣❡ ❞❛♥" ✉♥ $4"❡❛✉✱ ✐❧ ♥❡ "✉✣. ♣❛" ❞❡

❝♦✉✈$✐$ ❧❡" "♦♠♠❡." ❞✉ ❣$❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❡♥"❡♠❜❧❡ ❞✬❛$I.❡" J✉❡❧❝♦♥J✉❡"✳ ■❧ ❢❛✉. 4❣❛❧❡♠❡♥. J✉❡ ❧❡

❣$❛♣❤❡ ❢♦$♠4 ♣❛$ ❝❡. ❡♥"❡♠❜❧❡ ❞❡ "♦♠♠❡." ❡. ❞✬❛$I.❡" "♦✐. ❝♦♥♥❡①❡✳ ▲✬❛$❜$❡ ❞❡ $❡❝♦✉✈$❡♠❡♥.

$4♣♦♥❞ M ❝❡..❡ ♣$♦❜❧4♠❛.✐J✉❡ ❧♦$"J✉❡ ❧❛ "♦❧✉.✐♦♥ ❡". ✉♥ "♦✉"✲❣$❛♣❤❡✳ ▲♦$"J✉✬✐❧ ❡". 4❣❛❧❡♠❡♥.

✉.✐❧❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐"❡$ ❧❡ ❝♦N. ❞❡" ❧✐❡♥" ♣❛$.✐❝✐♣❛♥. ❛✉ $❡❝♦✉✈$❡♠❡♥.✱ ❧✬❛$❜$❡ ❞❡ $❡❝♦✉✈$❡♠❡♥. ❞❡

❝♦N. ♠✐♥✐♠✉♠ ❡". ❛❧♦$" ✉♥❡ "♦❧✉.✐♦♥✳ ❉❡" ♠♦.✐✈❛.✐♦♥" "✐.✉4❡" ❞❛♥" ❞✐✛4$❡♥." .②♣❡" ❞❡ $4"❡❛✉①

❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛.✐♦♥" ✭✈♦✐$ ❝❤❛♣✐.$❡ ✶✮ ♦♥. ✐♥❝✐.4 ❧❡" ❝❤❡$❝❤❡✉$" M 4.✉❞✐❡$ ❧❡ ♣$♦❜❧(♠❡ ❞❡ $❡❝❤❡$❝❤❡

❞✬❛$❜$❡ ❞❡ $❡❝♦✉✈$❡♠❡♥. ❞❡ ❝♦N. ♠✐♥✐♠✉♠ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❜♦$♥❡ "✉♣4$✐❡✉$❡ "✉$ ❧❡ ❞❡❣$4 ❞❡" "♦♠♠❡."✳

▼❛❧❣$4 ❧✬✐♥.4$I. ♣❛$.✐❝✉❧✐❡$ ❛♣♣♦$.4 M ❝❡ ♣$♦❜❧(♠❡ ◆U✲❞✐✣❝✐❧❡✱ ❧❛ $4"♦❧✉.✐♦♥ ❡①❛❝.❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♥✬❛

♣❛" 4.4 "✉✣"❛♠♠❡♥. ❡①♣❧♦$4❡✳ ◆♦✉" ♣$♦♣♦"♦♥"✱ ❞❛♥" ❝❡ ❝❤❛♣✐.$❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦$♠✉❧❛.✐♦♥ ❡♥

♣$♦❣$❛♠♠❡ ❧✐♥4❛✐$❡ ❡♥ ♥♦♠❜$❡" ❡♥.✐❡$" ❞❡ ❝❡ ♣$♦❜❧(♠❡✳ ◆♦✉" ♣$♦♣♦"♦♥" ❞❛♥" ✉♥ "❡❝♦♥❞ .❡♠♣"✱

❞❡ $❡❝♦♥"✐❞4$❡$ ❝❡ ♣$♦❜❧(♠❡ ❝❧❛""✐J✉❡ ❡♥ ✉.✐❧✐"❛♥. ❧❛ ".$✉❝.✉$❡ ❞❡ ❤✐4$❛$❝❤✐❡ ❞❡ $❡❝♦✉✈$❡♠❡♥. J✉✐✱

❞❡ ♣❛$ "❛ ✢❡①✐❜✐❧✐.4✱ ♣❡$♠❡. ✉♥ ♣❛""❛❣❡ ♠✉❧.✐♣❧❡ ♣❛$ ❧❡" "♦♠♠❡."✳ ◆♦✉" ♣$♦♣♦"♦♥" ✉♥❡ ❛♥❛❧②"❡

❞❡ ❝❡ ♣$♦❜❧(♠❡✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐.4 ❡. ❧❛ $4"♦❧✉.✐♦♥ ❡①❛❝.❡ ❡. ❛♣♣$♦❝❤4❡ "♦♥. ❛✐♥"✐ ❛❜♦$❞4❡"✳ ❊♥✜♥✱

✉♥❡ ♣❛$.✐❡ ❡①♣4$✐♠❡♥.❛.✐♦♥ ❝♦♠♣❧(.❡ ❝❡..❡ ❛♥❛❧②"❡ .❤4♦$✐J✉❡ ❡. ♦✛$❡ ✉♥❡ ✈✐"✐♦♥ "✉$ ❧❛ ♣❧✉"✲✈❛❧✉❡

❛♣♣♦$.4❡ ♣❛$ ❧❛ ❤✐4$❛$❝❤✐❡ ❞❡ $❡❝♦✉✈$❡♠❡♥. ♣❛$ $❛♣♣♦$. ❛✉① "♦❧✉.✐♦♥" ❝❧❛""✐J✉❡" ✭❛$❜$❡✮✳
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✷✳✷ ❆#❜#❡ ❞❡ #❡❝♦✉✈#❡♠❡♥- .♦✉. ❝♦♥-#❛✐♥-❡ .✉# ❧❡ ❞❡❣#3 ❞❡. .♦♠✲

♠❡-.

❉❡♦ ❡# ❍❛❦✐♠✐ ♦♥# *#* ❧❡, ♣.❡♠✐❡., / ✐❞❡♥#✐✜❡. ❧✬✉#✐❧✐#* ❞❡ ❜♦.♥❡. ❧❡ ❞❡❣.* ❞❡, ,♦♠♠❡#, ❞✬✉♥ ❛.❜.❡

❞❡ .❡❝♦✉✈.❡♠❡♥# ❞✬✉♥ ❣.❛♣❤❡ ❬❉❍✻✽❪ ❡♥ *✈♦=✉❛♥# ❧❛ ♥*❝❡,,✐#* ❞❡ .*❞✉✐.❡ ❧❡ ♥♦♠❜.❡ ❞❡ ❧✐❡♥, .❡✲

❧✐*, / ❝❤❛=✉❡ ♣♦✐♥# ❞❛♥, ❧❡, .*,❡❛✉① ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛#✐♦♥✱ ❝❛. ❧❡, ❝♦♥❝❡♥#.❛#❡✉., ✭❤✉❜,✮ ♦♥# ✉♥❡

❝❛♣❛❝✐#* ❧✐♠✐#*❡✳ ▲✬✐♥#.♦❞✉❝#✐♦♥ ❞✉ ♠✉❧#✐❝❛,# ❛✉ ❞*❜✉# ❞❡, ❛♥♥*❡, =✉❛#.❡✲✈✐♥❣#✲❞✐① ❛ ❛✉❣♠❡♥#*

❞❡ ♠❛♥✐E.❡ ❝♦♥,✐❞*.❛❜❧❡ ❧✬*#✉❞❡ ❞❡, ♣.♦❜❧E♠❡, ❞❡ .❡❝♦✉✈.❡♠❡♥# ❞❡ ❣.❛♣❤❡ ,♦✉, ❝♦♥#.❛✐♥#❡ ,✉.

❧❡ ❞❡❣.* ❞❡, ,♦♠♠❡#,✳ ▲❡ ♣.♦❜❧E♠❡ ❉❡❣.❡❡ ❈♦♥,#.❛✐♥❡❞ ▼✐♥✐♠✉♠ ❙♣❛♥♥✐♥❣ ❚.❡❡ ✭❉❈▼❙❚✮ ❡,#

❞*✜♥✐ ❞❛♥, ❧❡ ❝❤❛♣✐#.❡ ✶✱ ,❡❝#✐♦♥ ✶✳✹✳✸✳✶✱ ♣❛❣❡ ✸✾✳

▲❡, ✜❣✉.❡, ✷✳✶❜✱ ✷✳✶❝✱ ✷✳✶❞✱ ✷✳✶❡ ❝♦♥,#✐#✉❡♥# ❧✬❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡, ❛.❜.❡, ❞❡ .❡❝♦✉✈.❡♠❡♥# ❞✉ ❣.❛♣❤❡

G ✭✜❣✉.❡ ✷✳✶❛✮✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ✜①❡ ❧❛ ❜♦.♥❡ ,✉. ❧❡ ❞❡❣.* B / 4✱ ❛❧♦., ❧❡, =✉❛#.❡ ❛.❜.❡, ❞❡ .❡❝♦✉✈.❡♠❡♥#

.❡,♣❡❝#❡♥# ❝❡##❡ ❝♦♥#.❛✐♥#❡✳ ❙✐ ❞❡ ♣❧✉,✱ ♦♥ ♣♦,❡ ✉♥ ❝♦O# ✐❞❡♥#✐=✉❡ ♣♦✉. #♦✉#❡, ❧❡, ❛.P#❡, ❞✉ ❣.❛♣❤❡

G✱ ❛❧♦., ❝❡, ❛.❜.❡, ❞❡ .❡❝♦✉✈.❡♠❡♥# ,♦♥# #♦✉, ♦♣#✐♠❛✉① ♣♦✉. ❧❡ ♣.♦❜❧E♠❡ ❉❈▼❙❚ ✭♣♦✉. #♦✉#

4 ≤ B✮✳

❛

❜

❝

❞ ❢

❡

❣

❤

✭❛✮ ●$❛♣❤❡ G

❛

❜

❝

❞ ❢

❡

❣

❤

✭❜✮ ❆$❜$❡ T1

❛

❜

❝

❞ ❢

❡

❣

❤

✭❝✮ ❆$❜$❡ T2

❛

❜

❝

❞ ❢

❡

❣

❤

✭❞✮ ❆$❜$❡ T3

❛

❜

❝

❞ ❢

❡

❣

❤

✭❡✮ ❆$❜$❡ T4

❋✐❣✉.❡ ✷✳✶ ✕ ❆.❜.❡, ❞❡ .❡❝♦✉✈.❡♠❡♥# ❞❡ G .❡,♣❡❝#❛♥# ❧❛ ❝♦♥#.❛✐♥#❡ ,✉. ❧❡ ❞❡❣.* B = 4

■❧ ,✬❡,# ❛✈*.*✱ ❛♣.E, ❧✬*#✉❞❡ ❞❡ ❧✬*#❛# ❞❡ ❧✬❛.#✱ =✉❡ ❧❡ ✈♦❧❡# .*,♦❧✉#✐♦♥ ❛♣♣.♦❝❤*❡ ❞✉ ♣.♦❜❧E♠❡ ◆W✲

❞✐✣❝✐❧❡ ❬●❏✼✾❪ ❉❈▼❙❚ ❛✐# *#* ✐♥#❡♥,✐✈❡♠❡♥# *#✉❞✐*✱ ❛✉ ❞*#.✐♠❡♥# ❞✉ ✈♦❧❡# .*,♦❧✉#✐♦♥ ❡①❛❝#❡

❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐✳ ❊♥ ❡✛❡#✱ ,❡✉❧❡ ✉♥❡ ❢♦.♠✉❧❛#✐♦♥ ♠❛#❤*♠❛#✐=✉❡ ❞✉ ♣.♦❜❧E♠❡ ❉❈▼❙❚ ❡♥ ♣.♦❣.❛♠♠❡

❧✐♥*❛✐.❡ ❡♥ ♥♦♠❜.❡, ❡♥#✐❡., ❛ *#* ♣.♦♣♦,*❡ ❞❛♥, ❬◆❈✽✵❪✳ W♦✉. ✉♥ ❣.❛♣❤❡ G ❞❡ #❛✐❧❧❡ n✱ ❝❡ ♣.♦✲

❣.❛♠♠❡ ❣*♥E.❡ n(n − 1)/2 ✈❛.✐❛❜❧❡, ❡# 2n + n − 1 ❝♦♥#.❛✐♥#❡,✱ ❝❡ =✉✐ ♣❡.♠❡# ,❡✉❧❡♠❡♥# ❧❛

.*,♦❧✉#✐♦♥ ❞❡ #.E, ♣❡#✐#❡, ✐♥,#❛♥❝❡,✳ ❆✜♥ ❞❡ ❣❛.❛♥#✐. ❧❛ ❝♦♥♥❡①✐#* ❞❡ ❧✬❛.❜.❡ ❞❡ .❡❝♦✉✈.❡♠❡♥#✱

❝❤❛=✉❡ ,♦✉,✲❣.❛♣❤❡ ✐♥❞✉✐# ❞❡ #❛✐❧❧❡ ni ❞❡ ❧✬❛.❜.❡ ❞❡ .❡❝♦✉✈.❡♠❡♥# ❞♦✐# ❛✐♥,✐ ❛✈♦✐. ❡①❛❝#❡♠❡♥#

|ni|−1 ❛.P#❡,✳ ▲❡ ❣.❛♣❤❡ G ❝♦♥#✐❡♥# 2|VG|
,♦✉,✲❣.❛♣❤❡, ✐♥❞✉✐#,✱ ❝❡ =✉✐ ✐♠♣❧✐=✉❡ 2|VG|

❝♦♥#.❛✐♥#❡,

♥*❝❡,,❛✐.❡, ♣♦✉. ❛,,✉.❡. ❧❛ ❝♦♥♥❡❝#✐✈✐#*✳

❈❡, ❞❡.♥✐E.❡, ❛♥♥*❡,✱ ❧❛ ❢♦.♠✉❧❛#✐♦♥ ❧✐♥*❛✐.❡ ❡♥ ♥♦♠❜.❡, ❡♥#✐❡., ,❡ ❜❛,❡ ❞❛✈❛♥#❛❣❡ ,✉. ❧❡ ♣.✐♥❝✐♣❡

❞❡ ✢♦# ❛✜♥ ❞❡ ❣❛.❛♥#✐. ❧❛ ❝♦♥♥❡①✐#* ❞❡, ❛.❜.❡, ❞❡ .❡❝♦✉✈.❡♠❡♥# ❬❇❏❙✵✾❪✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ♣❡.♠❡# ❞❡

.*❞✉✐.❡ ❝♦♥,✐❞*.❛❜❧❡♠❡♥# ❧❡ ♥♦♠❜.❡ ❞❡ ❝♦♥#.❛✐♥#❡,✳
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✷✳✷✳✶ ❯♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦+♠✉❧❛.✐♦♥ 0▲◆❊ ❞✉ ♣+♦❜❧7♠❡ ❉❈▼❙❚

◆♦✉# ♣%♦♣♦#♦♥# ✐❝✐ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦%♠✉❧❛/✐♦♥ ❞✉ ♣%♦❜❧2♠❡ ❉❈▼❙❚ ❜❛#8❡ #✉% ❧❡ ♣%✐♥❝✐♣❡ ❞❡

✢♦/✳ ❈❡ ♣%✐♥❝✐♣❡ ❛ ♥♦/❛♠♠❡♥/ 8/8 ✉/✐❧✐#8 ❞❛♥# ❧❛ ❢♦%♠✉❧❛/✐♦♥ ;▲◆❊ ❞✉ ♣%♦❜❧2♠❡ ❞❡ %❡❝❤❡%❝❤❡

❞✬❛%❜%❡ ❞❡ %❡❝♦✉✈%❡♠❡♥/ ❛②❛♥/ ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ #♦♠♠❡/# ❞❡ ❜%❛♥❝❤❡♠❡♥/ ❬❈●■✵✾❪✳ ❆✐♥#✐✱ ❧❛

❝♦♥♥❡①✐/8 ❞❡ ❧✬❛%❜%❡ ❞❡ %❡❝♦✉✈%❡♠❡♥/ ❡#/ ❣❛%❛♥/✐❡ ❣%K❝❡ L ❧✬❡♥✈♦✐ ❞✬✉♥❡ ✉♥✐/8 ❞❡ ✢♦/ ❞❡♣✉✐# ✉♥

#♦♠♠❡/ ✓ #♦✉%❝❡ ✔ ❝❤♦✐#✐ ❞❡ ♠❛♥✐2%❡ ❛%❜✐/%❛✐%❡ s ✈❡%# ❝❤❛❝✉♥ ❞❡# ❛✉/%❡# #♦♠♠❡/# ❞✉ ❣%❛♣❤❡✳

▲❡# ❛%O/❡# ❢❛✐#❛♥/ /%❛♥#✐/❡% ❧❡ ✢♦/ #♦♥/ #8❧❡❝/✐♦♥♥8❡# ♣♦✉% ❛♣♣❛%/❡♥✐% L ❧✬❛%❜%❡ ❞❡ %❡❝♦✉✈%❡♠❡♥/✳

❉❡# ❝♦♥/%❛✐♥/❡# #✉% ❧❡ ❞❡❣%8 ❞❡# #♦♠♠❡/# #♦♥/ ❛❥♦✉/8❡# ❛✜♥ R✉❡ /♦✉# ❧❡# #♦♠♠❡/# ❞❡ ❧✬❛%❜%❡

❞❡ %❡❝♦✉✈%❡♠❡♥/ %❡#♣❡❝/❡♥/ ❧❛ ❜♦%♥❡ #✉% ❧❡ ❞❡❣%8 B✳ ;❛%♠✐ /♦✉# ❧❡# ❛%❜%❡# ❞❡ %❡❝♦✉✈%❡♠❡♥/

R✉✐ %❡#♣❡❝/❡♥/ ❝❡//❡ ❝♦♥/%❛✐♥/❡✱ ✉♥ ❛%❜%❡ ❛②❛♥/ ✉♥ ❝♦S/ ♠✐♥✐♠✉♠ #❡%❛ %❡/♦✉%♥8 L ❧✬✐##✉❡ ❞❡ ❧❛

%8#♦❧✉/✐♦♥✳ ❘❡♠❛%R✉♦♥# R✉❡ ❧❡ ♣%♦❣%❛♠♠❡ ❧✐♥8❛✐%❡ ♥✬❡#/ ♣❛# %8❛❧✐#❛❜❧❡ ❧♦%#R✉✬❛✉❝✉♥ ❛%❜%❡ ❞❡

%❡❝♦✉✈%❡♠❡♥/ ♥❡ %❡#♣❡❝/❡ ❧❛ ❝♦♥/%❛✐♥/❡ #✉% ❧❡ ❞❡❣%8✳ ▲❛ ❢♦%♠✉❧❛/✐♦♥ ❞❡ ✢♦/ ♥8❝❡##✐/❡ ❧❡ ♣❛##❛❣❡

L ✉♥ ❝♦♥❝❡♣/ ♦%✐❡♥/8✳ ❆✐♥#✐ ❧❡ ❣%❛♣❤❡ G ❡#/ /%❛♥#❢♦%♠8 ❡♥ ✉♥ ❣%❛♣❤❡ ♦%✐❡♥/8 ♦U ❝❤❛R✉❡ ❛%O/❡ ❞❡

EG ❡#/ %❡♣%8#❡♥/8❡ ♣❛% ❞❡✉① ❛%❝# ♦%✐❡♥/8# ❞❛♥# ❞❡# #❡♥# ♦♣♣♦#8# ❛②❛♥/ ❝❤❛❝✉♥ ✉♥ ❝♦S/ 8❣❛❧ L

❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬❛%O/❡✳

▲❡" ♣❛%❛♠'(%❡" ❞✉ ❣%❛♣❤❡ ✿

In(u) ✿ ▲✬❡♥#❡♠❜❧❡ ❞❡# #♦♠♠❡/# ♣%8❞8❝❡##❡✉%# ❞✉ #♦♠♠❡/ u✳

Out(u) ✿ ▲✬❡♥#❡♠❜❧❡ ❞❡# #♦♠♠❡/# #✉❝❝❡##❡✉%# ❞✉ #♦♠♠❡/ u

C(u, v) ✿ ▲❡ ❝♦S/ ❞❡ ❧✬❛%❝ ❛❧❧❛♥/ ❞❡ u ✈❡%# v✳

▲❡" ✈❛%✐❛❜❧❡" ❡♥ ♥♦♠❜%❡" ❡♥(✐❡%" ✿

L(u, v) ✿ ❱❛%✐❛❜❧❡ ❜✐♥❛✐%❡✳ ❊❧❧❡ ❡#/ 8❣❛❧❡ L 1 #✐ ❧✬❛%❝ (u, v) #❡ /%♦✉✈❡ ❞❛♥# ❧✬❛%❜%❡ ❞❡

%❡❝♦✉✈%❡♠❡♥/✱ 0 #✐♥♦♥✳

F (u, v) ✿ ❱❛%✐❛❜❧❡ ❞❡ ✢♦/✳ ❘❡♣%8#❡♥/❡ ❧❡ ♥♦♠❜%❡ ❡♥/✐❡% ❞✬✉♥✐/8# ❞❡ ✢♦/ /%❛♥#✐/❛♥/ #✉%

❧✬❛%❝ (u, v)✳

▲✬♦❜❥❡❝/✐❢ ❡#/ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐#❡% ❧❡ ❝♦S/ /♦/❛❧ ❞❡# ❛%O/❡#✳ ▲❛ ❢♦♥❝/✐♦♥ ♦❜❥❡❝/✐✈❡ ♣❡✉/ O/%❡ ❡①♣%✐♠8❡

❝♦♠♠❡ #✉✐/ ✿

Minimiser :
∑

u∈VG

∑

v∈Out(u)

L(u, v) · C(u, v) ✭✷✳✶✮

▲❛ #♦❧✉/✐♦♥ ❞♦✐/ %❡#♣❡❝/❡% ✉♥ ❝❡%/❛✐♥ ♥♦♠❜%❡ ❞❡ ❝♦♥/%❛✐♥/❡# ❞❡ ❞❡❣%8 ❡/ ❞❡ ❝♦♥♥❡①✐/8 R✉✐ #♦♥/

❧✐#/8❡# ❝♦♠♠❡ #✉✐/ ✿

❈♦♥(%❛✐♥(❡" ❞❡ ❞❡❣%5 ✿

✹✺



∑

v∈Out(s)

L(s, v) ≤ B ✭✷✳✷✮

∑

v∈In(s)

L(v, s) = 0 ✭✷✳✸✮

▲❛ ❝♦♥*+❛✐♥*❡ ✷✳✷ ❛..✉+❡ 0✉❡ ❧❛ .♦✉+❝❡ s ❛ ❛✉ ♣❧✉. B .✉❝❝❡..❡✉+.✳ ▲❛ ❝♦♥*+❛✐♥*❡ ✷✳✸ ❣❛+❛♥*✐* 0✉❡

❧❛ .♦✉+❝❡ ♥✬❛ ❛✉❝✉♥ ♣+5❞5❝❡..❡✉+✳

∑

v∈In(u)

L(v, u) = 1 ∀u ∈ VG − {s} ✭✷✳✹✮

▲❛ ❝♦♥*+❛✐♥*❡ ✷✳✹ ❛..✉+❡ 0✉❡ ❝❤❛0✉❡ .♦♠♠❡*✱ ❡①❝❡♣*5 ❧❛ .♦✉+❝❡✱ ❛ ✉♥ .❡✉❧ ♣+5❞5❝❡..❡✉+✳

∑

v∈out(u)

L(u, v) ≤ (B − 1) ∀u ∈ VG \ {s} ✭✷✳✺✮

▲❛ ❝♦♥*+❛✐♥*❡ ✷✳✺ ❛..✉+❡ 0✉❡ ❝❤❛0✉❡ .♦♠♠❡* u ∈ VG \ {s} ♣❡✉* ❛✈♦✐+ ❛✉ ♣❧✉. B − 1 .✉❝❝❡..❡✉+.✳

❆✐♥.✐✱ ❧❡ ♥♦♠❜+❡ ❞❡ .✉❝❝❡..❡✉+. ❛❞❞✐*✐♦♥♥5 ❛✉ .❡✉❧ ♣+5❞5❝❡..❡✉+ ❞✬✉♥ .♦♠♠❡* ❡.* ❜✐❡♥ ✐♥❢5+✐❡✉+

♦✉ 5❣❛❧ A B✳

∑

(v,u)∈EG

L(v, u) = |VG| − 1 ∀u, v ∈ VG ✭✷✳✻✮

▲❛ ❝♦♥*+❛✐♥*❡ ✷✳✻ ❛..✉+❡ 0✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜+❡ ❞✬❛+C*❡. ❞❡ ❧✬❛+❜+❡ ❞❡ +❡❝♦✉✈+❡♠❡♥* ❡.* 5❣❛❧ A |VG| − 1✳

❈♦♥#$❛✐♥#❡( ❞❡ ❝♦♥♥❡①✐#, ✿

▲❡. ❝♦♥*+❛✐♥*❡. ♣+5❝5❞❡♥*❡. ♥❡ .✉✣.❡♥* ♣❛. A ❛..✉+❡+ ❧❛ ❝♦♥♥❡①✐*5 ❞❡ ❧✬❛+❜+❡ ❞❡ +❡❝♦✉✈+❡♠❡♥*✳ ❊♥

❡✛❡*✱ ❧❡. ❞❡✉① ❣+❛♣❤❡. ❞❡. ✜❣✉+❡. ✷✳✷✳❜ ❡* ✷✳✷✳❝ +❡.♣❡❝*❡♥* *♦✉*❡. ❧❡. ❝♦♥*+❛✐♥*❡. ♣+5❝5❞❡♥*❡. ♠❛✐.

✐❧. ♥❡ .♦♥* ♣❛. ♣♦✉+ ❛✉*❛♥* ❝♦♥♥❡①❡.✳ ❆✜♥ ❞❡ ❣❛+❛♥*✐+ ❧❛ ❝♦♥♥❡①✐*5 ❞❡ ❧✬❛+❜+❡ ❞❡ +❡❝♦✉✈+❡♠❡♥*✱

❞❡. ❝♦♥*+❛✐♥*❡. A ❜❛.❡ ❞❡ ✢♦* .♦♥* ✐♥*+♦❞✉✐*❡. ✿

∑

v∈Out(s)

F (s, v) = |VG| − 1 ✭✷✳✼✮

∑

v∈In(s)

F (v, s) = 0 ✭✷✳✽✮

▲❡. ❝♦♥*+❛✐♥*❡. ❞❡ ✢♦* ✷✳✼ ❡* ✷✳✽ ❛..✉+❡♥* 0✉❡ ❧❛ .♦✉+❝❡ ❡♥✈♦✐❡ |VG| − 1 ✉♥✐*5. ❞❡ ✢♦* ❡* 0✉✬❡❧❧❡

♥❡ +❡L♦✐* ❛✉❝✉♥❡ ✉♥✐*5 ❞❡ ✢♦*✳

∑

v∈In(u)

F (v, u) =
∑

v∈Out(u)

F (u, v) + 1 ∀u ∈ VG − {s} ✭✷✳✾✮

▲❛ ❝♦♥*+❛✐♥*❡ ✷✳✾ ❛..✉+❡ 0✉❡ ❝❤❛0✉❡ .♦♠♠❡* u ∈ VG \ {s} ❝♦♥.♦♠♠❡ ✉♥❡ .❡✉❧❡ ✉♥✐*5 ❞❡ ✢♦* ❡*

✹✻



❋✐❣✉$❡ ✷✳✷ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ✐❧❧✉./$❛♥/ ❧❛ ♥2❝❡..✐/2 ❞❡ ❣❛$❛♥/✐$ ❧❛ ❝♦♥♥❡①✐/2

❡♥✈♦✐❡ ❧❡. ✉♥✐/2. ❞❡ ✢♦/ $❡./❛♥/❡.✱ .✐ ❡❧❧❡. ❡①✐./❡♥/✱ 9 .❡. .✉❝❝❡..❡✉$.✳ ❈❡//❡ ❝♦♥/$❛✐♥/❡ ❣❛$❛♥/✐/

;✉❡ ❝❤❛;✉❡ .♦♠♠❡/ ❡./ ❡✛❡❝/✐✈❡♠❡♥/ ❝♦♥♥❡❝/2 9 ❧❛ .♦✉$❝❡✳

F (u, v) ≥ L(u, v) ∀u, v ∈ VG ✭✷✳✶✵✮

F (u, v) ≤ (|VG| − 1) ∗ L(u, v) ∀u, v ∈ VG ✭✷✳✶✶✮

▲❡. ❝♦♥/$❛✐♥/❡. ✷✳✶✵ ❡/ ✷✳✶✶ ♣❡$♠❡//❡♥/ ❞❡ ❧✐❡$ ❧❡. ✈❛$✐❛❜❧❡. F (u, v) ❡/ L(u, v)✳ ❊❧❧❡. ❛..✉$❡♥/

❛✐♥.✐ ;✉❡ ❝❤❛;✉❡ ❛$❝ (u, v) /$❛♥.♣♦$/❛♥/ ✉♥❡ ;✉❛♥/✐/2 ♥♦♥✲♥✉❧❧❡ ❞❡ ✢♦/ ❡./ .2❧❡❝/✐♦♥♥2 ♣♦✉$ E/$❡

❞❛♥. ❧✬❛$❜$❡ ❞❡ $❡❝♦✉✈$❡♠❡♥/ ✭F (u, v) > 0 ⇒ L(u, v) = 1✮ ❡/ ;✉❡ ❝❤❛;✉❡ ❛$❝ .2❧❡❝/✐♦♥♥2 ♣♦✉$

E/$❡ ❞❛♥. ❧✬❛$❜$❡ /$❛♥.♣♦$/❡ ❜✐❡♥ ✉♥❡ ;✉❛♥/✐/2 ♥♦♥✲♥✉❧❧❡ ❞❡ ✢♦/ ✭L(u, v) = 1 ⇒ F (u, v) > 0✮✳

✷✳✸ ❍✐%&❛&❝❤✐❡ ❞❡ &❡❝♦✉✈&❡♠❡♥1 2♦✉2 ❝♦♥1&❛✐♥1❡ 2✉& ❧❡ ❞❡❣&% ❞❡2

2♦♠♠❡12

■❧ ♥✬❡①✐./❡ ♣❛. /♦✉❥♦✉$. ❞❡ .♦❧✉/✐♦♥ $2❛❧✐.❛❜❧❡ ♣♦✉$ ❧❡ ♣$♦❜❧I♠❡ ❉❈▼❙❚✱ ♣❛$/✐❝✉❧✐I$❡♠❡♥/ .✐ ❧❛

❜♦$♥❡ .✉$ ❧❡ ❞❡❣$2 B ❡./ ♣❡/✐/❡✳ ❊♥ ❡✛❡/✱ $❡❝♦♥.✐❞2$♦♥. ❧❡ ❣$❛♣❤❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉$❡ ✷✳✶✱ ;✉✐ ❝♦♥/✐❡♥/

;✉❛/$❡ ❛$❜$❡. ❞❡ $❡❝♦✉✈$❡♠❡♥/ ❞✐./✐♥❝/.✳ ❈❡$/❡.✱ ✐❧. $❡.♣❡❝/❡♥/ ❧❛ ❝♦♥/$❛✐♥/❡ .✉$ ❧❡ ❞❡❣$2 .✐ ❝❡❧❧❡✲

❝✐ ❡./ ✜①2❡ 9 4✱ ♠❛✐. ❛✉❝✉♥ ❞❡ ❝❡. ❛$❜$❡. ♥❡ $❡.♣❡❝/❡ ❝❡//❡ ❜♦$♥❡ .✐ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡./ ✜①2❡ 9 B = 3

✭❝❤❛;✉❡ ❛$❜$❡ ❝♦♥/✐❡♥/ ✉♥ .♦♠♠❡/ ❞❡ ❞❡❣$2 4✮✳ O❧✉. ❣2♥2$❛❧❡♠❡♥/✱ ;✉❡❧❧❡ ;✉❡ .♦✐/ ❧❛ ✈❛❧❡✉$ ❞❡ ❧❛

❜♦$♥❡ B✱ ♦♥ ♣❡✉/ ❝♦♥./$✉✐$❡ ❞❡. ❣$❛♣❤❡. ❞❛♥. ❧❡.;✉❡❧. ✐❧ ♥✬❡①✐./❡ ♣❛. ❞❡ .♦❧✉/✐♦♥ $2❛❧✐.❛❜❧❡ ♣♦✉$

❧❡ ♣$♦❜❧I♠❡ ❉❈▼❙❚✳ ■❧ .✉✣/✱ ♣❛$ ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❡ ❝♦♥.✐❞2$❡$ ✉♥❡ 2/♦✐❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥ .♦♠♠❡/ ❝❡♥/$❛❧

❞❡ ❞❡❣$2 B + 1 ✭✜❣✉$❡ ✷✳✸✮✳ ▲❛ $2.♦❧✉/✐♦♥ ❞✉ ♣$♦❣$❛♠♠❡ ❧✐♥2❛✐$❡ ❡♥ ♥♦♠❜$❡. ❡♥/✐❡$. .✉$ ✉♥

❥❡✉ ❞❡ ❣$❛♣❤❡. ❛❧2❛/♦✐$❡. ❛ ♠♦♥/$2 ;✉❡ ❧❡ ♣♦✉$❝❡♥/❛❣❡ ❞✬✐♥./❛♥❝❡. ♥♦♥✲$2❛❧✐.❛❜❧❡. ❡./ ✐♠♣♦$/❛♥/

;✉❛♥❞ ❧❛ ❝♦♥/$❛✐♥/❡ .✉$ ❧❡ ❞❡❣$2 ❡./ ❢♦$/❡✳ ▲❛ ❝♦♥/$❛✐♥/❡ .✉$ ❧❡ ❞❡❣$2 ♣❡✉/ ❡①♣$✐♠❡$ ✉♥❡ ❛❝/✐♦♥

;✉✐ ❡./ $2❛❧✐.2❡ ♦✉ ✉♥ ❜✉❞❣❡/ ;✉✐ ❡./ $2❤❛❜✐❧✐/2 9 ❝❤❛;✉❡ ✈✐.✐/❡ ❞✉ .♦♠♠❡/✳ ❊♥ ❡✛❡/✱ ❧❡. .✇✐/❝❤.

❖❳❈ ❞2♣❧♦②2. ❞❛♥. ❧❡. $2.❡❛✉① ♦♣/✐;✉❡. ♦♥/ ✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐/2 ❧✐♠✐/2❡ ❞❡ ❞✐✈✐.✐♦♥ ❞✉ .✐❣♥❛❧ ❧✉♠✐♥❡✉①

❡♥/$❛♥/ ✭❜♦$♥2✱ ♣❛$ ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣❛$ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉$ m✮✳ ➚ ❝❤❛;✉❡ ♣❛..❛❣❡ ❞✉ .✐❣♥❛❧ ♣❛$ ✉♥ .✇✐/❝❤✱ ❝❡//❡
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❝❛♣❛❝✐$% ❡'$ (❡♥♦✉✈❡❧%❡ ❡$ ❧❡ '✐❣♥❛❧ ♣❡✉$ ❛✐♥'✐ /$(❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❞✐✈✐'% ♣❛( m✳

caB

•

a3

a1

a5

aB+1 a2

a4

•

•

❋✐❣✉(❡ ✷✳✸ ✕ ■♥'$❛♥❝❡ ♥♦♥ '❛$✐'✜❛❜❧❡ ♣♦✉( ❧❡ ♣(♦❜❧9♠❡ ❉❈▼❙❚ @✉❡❧❧❡ @✉❡ '♦✐$ ❧❛ ✈❛❧❡✉( ❞❡ B✳

▲❡' '♦♠♠❡$' ❞✬✉♥ ❛(❜(❡ ❞❡ (❡❝♦✉✈(❡♠❡♥$ '♦♥$ ✈✐'✐$%' ✉♥❡ ❡$ ✉♥❡ '❡✉❧❡ ❢♦✐'✳ ❈❡❝✐ ♥❡ ♣❡(♠❡$ ♣❛'

❞❡ ♣(❡♥❞(❡ ❡♥ ❝♦♠♣$❡ ❧❛ ♣♦''✐❜✐❧✐$% ❞✬✉♥ ♣❛''❛❣❡ ♠✉❧$✐♣❧❡ ♣❛( ✉♥ '♦♠♠❡$✳ ❆✜♥ ❞❡ ♣(❡♥❞(❡ ❡♥

❝♦♥'✐❞%(❛$✐♦♥ ❝❡$$❡ ❜♦(♥❡ '✉( ❧❡ ❞❡❣(% ❡✛❡❝$✐✈❡ F ❝❤❛@✉❡ ✈✐'✐$❡ ❞✬✉♥ '♦♠♠❡$✱ ♥♦✉' ✉$✐❧✐'♦♥' ❧❛

'$(✉❝$✉(❡ ❞❡ ❤✐%(❛(❝❤✐❡ ❞❡ (❡❝♦✉✈(❡♠❡♥$✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ♣❡(♠❡$ ❞❡ ♣❛''❡( ♣❧✉'✐❡✉(' ❢♦✐' ♣❛( ❧❡' '♦♠✲

♠❡$' ❞✉ ❣(❛♣❤❡ ❝♦✉✈❡($✳ ◆♦✉' ✐♥$(♦❞✉✐'♦♥' ❧❡ ♣(♦❜❧9♠❡ ❉❡❣(❡❡ ❈♦♥'$(❛✐♥❡❞ ▼✐♥✐♠✉♠ ❙♣❛♥♥✐♥❣

❍✐❡(❛(❝❤② ✭❉❈▼❙❍✮ @✉❡ ♥♦✉' ❞%✜♥✐''♦♥' ❝♦♠♠❡ '✉✐$ ✿

 !♦❜❧%♠❡ ✿ ❉❡❣(❡❡ ❈♦♥'$(❛✐♥❡❞ ▼✐♥✐♠✉♠ ❙♣❛♥♥✐♥❣ ❍✐❡(❛(❝❤② ♣(♦❜❧❡♠ ✲ ❉❈▼❙❍

❉♦♥♥+❡, ✿ ●(❛♣❤❡ ❝♦♥♥❡①❡ ♥♦♥✲♦(✐❡♥$% ❛(/$❡' ♣♦♥❞%(%❡' G = (VG, EG)✱ ✉♥❡ ❢♦♥❝$✐♦♥

C : EG → R
+
∗ ❛''♦❝✐❛♥$ ✉♥ ❝♦R$ c(e) F ❝❤❛@✉❡ ❛(/$❡ e ∈ EG ❡$ ✉♥ ❡♥$✐❡( ♣♦'✐$✐❢ B ≥ 2

❘+,✉❧/❛/ ✿ ❍✐%(❛(❝❤✐❡ ❞❡ (❡❝♦✉✈(❡♠❡♥$ H ❞❡ G $❡❧❧❡ @✉❡ ❧❡ ❞❡❣(% ❞❡ $♦✉' ❧❡' '♦♠♠❡$' ❞❡

H ❡'$ ✐♥❢%(✐❡✉( ♦✉ %❣❛❧ F B✳

❖❜❥❡❝/✐❢ ✿ ▼✐♥✐♠✐'❡( ❧❡ ❝♦R$ ❞❡ ❧❛ ❤✐%(❛(❝❤✐❡ H✳

❙✐ ✉♥ ❛(❜(❡ ❞❡ (❡❝♦✉✈(❡♠❡♥$ ❞❡ ❝♦R$ ♠✐♥✐♠✉♠ T ❞✬✉♥ ❣(❛♣❤❡G (❡'♣❡❝$❡ ❧❛ ❝♦♥$(❛✐♥$❡ '✉( ❧❡ ❞❡❣(%

B✱ ❛❧♦(' ❝❡$ ❛(❜(❡ ❡'$ ✉♥❡ '♦❧✉$✐♦♥ ♦♣$✐♠❛❧❡ ♣♦✉( ❧❡ ♣(♦❜❧9♠❡ ❉❈▼❙❚✳ ❈❡$ ❛(❜(❡ ❡'$✲✐❧ %❣❛❧❡♠❡♥$

♦♣$✐♠❛❧ ♣♦✉( ❧❡ ♣(♦❜❧9♠❡ ❉❈▼❙❍❄ T❡✉$✲✐❧ ❡①✐'$❡( ✉♥❡ ❤✐%(❛(❝❤✐❡ ❞❡ (❡❝♦✉✈(❡♠❡♥$ ❞✬✉♥ ❣(❛♣❤❡

❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦R$ '$(✐❝$❡♠❡♥$ ✐♥❢%(✐❡✉( F ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬❛(❜(❡ ❞❡ (❡❝♦✉✈(❡♠❡♥$ ❞❡ ❝♦R$ ♠✐♥✐♠✉♠❄ ❯♥ ❛(❜(❡

❞❡ (❡❝♦✉✈(❡♠❡♥$ ♦♣$✐♠❛❧ ♣♦✉( ❧❡ ♣(♦❜❧9♠❡ ❉❈▼❙❚ ❡'$✲✐❧ ♥%❝❡''❛✐(❡♠❡♥$ ✉♥❡ '♦❧✉$✐♦♥ ♦♣$✐♠❛❧❡

♣♦✉( ❧❡ ♣(♦❜❧9♠❡ ❉❈▼❙❍❄ ❊①✐'$❡✲$✲✐❧ ✉♥❡ '♦❧✉$✐♦♥ (%❛❧✐'❛❜❧❡ ♣♦✉( ❧❡ ♣(♦❜❧9♠❡ ❉❈▼❙❍ @✉❡❧❧❡

@✉❡ '♦✐$ ❧✬✐♥'$❛♥❝❡ ❄

▲❡♠♠❡ ✷✳✸✳✶✳  ♦✉# $♦✉$ ❣#❛♣❤❡ ❝♦♥♥❡①❡ G ❡$ ♣♦✉# $♦✉$❡ ❜♦#♥❡ B ≥ 2✱ ❧❡ ♣#♦❜❧0♠❡ ❉❈▼❙❍ ❛

✉♥❡ 7♦❧✉$✐♦♥ #9❛❧✐7❛❜❧❡✳

❉9♠♦♥7$#❛$✐♦♥✳ ❯♥ ♣❛(❝♦✉(' ❡'$ ✉♥❡ ❤✐%(❛(❝❤✐❡ ❞❡ (❡❝♦✉✈(❡♠❡♥$ ♣❛($✐❝✉❧✐9(❡✱ ❞❛♥' ❧❛@✉❡❧❧❡ ❧❡

❞❡❣(% ❞❡ ❝❤❛@✉❡ ♦❝❝✉((❡♥❝❡ ❞❡' '♦♠♠❡$' ❡'$ ❛✉ ♣❧✉' %❣❛❧ F ❞❡✉①✳ ❙❛❝❤❛♥$ @✉✬✉♥ ❣(❛♣❤❡ ❝♦♥♥❡①❡
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❛❞♠❡$ $♦✉❥♦✉() ✉♥ ♣❛(❝♦✉()✱ ✐❧ ❡①✐)$❡ $♦✉❥♦✉() ✉♥❡ ❤✐2(❛(❝❤✐❡ ❞❡ (❡❝♦✉✈(❡♠❡♥$ ❞✉ ❣(❛♣❤❡ 5✉✐ (❡)✲

♣❡❝$❡ ❧❛ ❝♦♥$(❛✐♥$❡ )✉( ❧❡ ❞❡❣(2 B = 2✳ ❈❡$$❡ )♦❧✉$✐♦♥ (❡)♣❡❝$❡ ❞♦♥❝ $♦✉$❡) ❧❡) ❜♦(♥❡) )✉♣2(✐❡✉(❡)

♦✉ 2❣❛❧❡) : 2✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✸✳✷✳ ❙✬✐❧ ❡①✐&'❡ ✉♥ ❛+❜+❡ ❞❡ +❡❝♦✉✈+❡♠❡♥' ❞❡ ❝♦2' ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✬✉♥ ❣+❛♣❤❡ G +❡&♣❡❝'❛♥'

❧❛ ❝♦♥'+❛✐♥'❡ &✉+ ❧❡ ❞❡❣+6✱ ❝✬❡&' ✉♥❡ &♦❧✉'✐♦♥ ♦♣'✐♠❛❧❡ ♣♦✉+ ❧❡ ♣+♦❜❧8♠❡ ❉❈▼❙❍ ❡' '♦✉'❡& ❧❡&

&♦❧✉'✐♦♥& ♦♣'✐♠❛❧❡& &♦♥' ❞❡& ❛+❜+❡& ❞❡ G✳

❉6♠♦♥&'+❛'✐♦♥✳ ▲❛ )$(✉❝$✉(❡ ❞❡ (❡❝♦✉✈(❡♠❡♥$ ❞❡ ❝♦<$ ♠✐♥✐♠✉♠ 5✉✐ ❝♦♥♥❡❝$❡ $♦✉) ❧❡) )♦♠♠❡$)

❞✉ ❣(❛♣❤❡ )❛♥) ❛✉❝✉♥❡ ❝♦♥$(❛✐♥$❡ )✉( ❧❡ ❞❡❣(2 ❡)$ ❧✬❛(❜(❡ ❞❡ (❡❝♦✉✈(❡♠❡♥$ ❞❡ ❝♦<$ ♠✐♥✐♠✉♠

✭▼✐♥✐♠✉♠ ❙♣❛♥♥✐♥❣ ❚(❡❡ ✲ ▼❙❚✮✱ ❝❛( ✐❧ ♥❡ ❝♦♥$✐❡♥$ ❛✉❝✉♥❡ (❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ✭$♦✉) ❧❡) )♦♠♠❡$) ❞❡

G ② ✜❣✉(❡♥$ ✉♥❡ )❡✉❧❡ ❢♦✐) ❡$ ♥❡ ❝♦♥$✐❡♥$ ❛✉❝✉♥❡ ❛(F$❡ ♣♦✉✈❛♥$ F$(❡ )✉♣♣(✐♠2❡ ♦✉ (❡♠♣❧❛❝2❡✮✳

❉♦♥❝✱ )✐ ❧✬✉♥ ❞❡) ▼❙❚ ❞✉ ❣(❛♣❤❡ (❡)♣❡❝$❡ ❧❛ ❝♦♥$(❛✐♥$❡ )✉( ❧❡ ❞❡❣(2 ❛❧♦() ✐❧ ❡)$ ✉♥❡ )♦❧✉$✐♦♥

♦♣$✐♠❛❧❡ ♣♦✉( ❧❡ ♣(♦❜❧H♠❡ ❉❈▼❙❚ ❡$ 2❣❛❧❡♠❡♥$ ♣♦✉( ❧❡ ♣(♦❜❧H♠❡ ❉❈▼❙❍✳

❙✉♣♣♦)♦♥) ♠❛✐♥$❡♥❛♥$ 5✉✬❡♥ ♣❧✉) ❞❡ ❝♦♥$❡♥✐( ✉♥ ▼❙❚ ✭♥♦$♦♥) ❧❡ T ∗
✮✱ ❧✬❡♥)❡♠❜❧❡ ❞❡) )♦❧✉✲

$✐♦♥) ♦♣$✐♠❛❧❡) ❞✉ ♣(♦❜❧H♠❡ ❉❈▼❙❍ ❝♦♥$✐❡♥$ 2❣❛❧❡♠❡♥$ ✉♥❡ ❤✐2(❛(❝❤✐❡ H = (QH , hH , G) ❛②❛♥$

❛✉ ♠♦✐♥) ✉♥ )♦♠♠❡$ ✈✐)✐$2 ❞❡✉① ❢♦✐)✳ ▲❡ ❝♦<$ c(H) ❞❡ ❧❛ ❤✐2(❛(❝❤✐❡ ♦♣$✐♠❛❧❡ ❞♦✐$ F$(❡ 2❣❛❧ ❛✉

❝♦<$ c(T ∗) ❞❡ ❧✬❛(❜(❡ ❞❡ ❝♦<$ ♠✐♥✐♠✉♠✳ ❚(✐✈✐❛❧❡♠❡♥$✱ ❧❡ ❝♦<$ ❞✬✉♥❡ ❤✐2(❛(❝❤✐❡ ❡)$ )✉♣2(✐❡✉( ♦✉

2❣❛❧ ❛✉ ❝♦<$ ❞❡ )♦♥ ✐♠❛❣❡ ❞❛♥) G ✿ c(I) ≤ c(H)✱ ♦K I ❡)$ ❧✬✐♠❛❣❡ ✭❧❡ )♦✉)✲❣(❛♣❤❡ ❣2♥2(2 ♣❛( H

❞❛♥) G✮✳ ▲❛ ❤✐2(❛(❝❤✐❡ H ❝♦♥$✐❡♥$ ❛❧♦() ❛✉ ♠♦✐♥) ✉♥ ❝②❝❧❡ ✭✉♥ )♦♠♠❡$ ❞✉♣❧✐5✉2 ❝(2❡ ✉♥ ❝②❝❧❡✮✳

▲✬✐♠❛❣❡ I ❝♦✉✈(❡ $♦✉) ❧❡) )♦♠♠❡$) ❞❡ VG✳ ■❧ ❡①✐)$❡ ❞❡✉① ♣♦))✐❜✐❧✐$2) ✿

✶✳ ▲✬✐♠❛❣❡ I ❡)$ ✉♥ ❛(❜(❡ ❡$ )♦♥ ❝♦<$ ❡)$ ❜♦(♥2 ✐♥❢2(✐❡✉(❡♠❡♥$ ♣❛( ❧❡ ❝♦<$ ❞❡ T ∗
✿ c(T ∗) ≤ c(I)✳

❉❛♥) ❝❡ ❝❛)✱ ✐❧ ❡①✐)$❡ ❛✉ ♠♦✐♥) ✉♥❡ ❛(F$❡ ❞✉♣❧✐5✉2❡ ❞❛♥) H ✭(❛♣♣❡❧♦♥) 5✉❡ H ♥✬❡)$ ♣❛)

✉♥ ❛(❜(❡✮✱ ❞♦♥❝ c(I) < c(H)✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥$✱ ♥♦✉) ♦❜$❡♥♦♥) c(T ∗) < c(H)✳ O❛( ❝♦♥)25✉❡♥$✱

❧❛ ❤✐2(❛(❝❤✐❡ H ♥❡ ♣❡✉$ ♣❛) F$(❡ ♦♣$✐♠❛❧❡✳

✷✳ ▲✬✐♠❛❣❡ I ♥✬❡)$ ♣❛) ✉♥ ❛(❜(❡✳ ❊♥ 2❧✐♠✐♥❛♥$ ❧❡) ❛(F$❡) (❡❞♦♥❞❛♥$❡)✱ ♥♦✉) ♦❜$❡♥♦♥) ✉♥ ❛(❜(❡

T ′
❞❡ (❡❝♦✉✈(❡♠❡♥$ ❞❡ G✳ ◆♦✉) ❛✈♦♥) ❛❧♦() c(T ′) < c(I) ✭❧❡) ❛(F$❡) ♦♥$ ✉♥ ❝♦<$ )$(✐❝$❡♠❡♥$

♣♦)✐$✐❢✮ ❡$ c(I) < c(H)✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥$✱ c(T ′) < c(T ∗) < c(H)✳

▲❡ ♣(♦❜❧H♠❡ ❉❈▼❙❚ ❡)$ ◆O✲❞✐✣❝✐❧❡ ❝❛( ❧❛ (❡❝❤❡(❝❤❡ ❞✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❤❛♠✐❧$♦♥✐❡♥ ❡)$ ✉♥ ❝❛) ♣❛(✲

$✐❝✉❧✐❡( ❞❡ ❝❡ ❞❡(♥✐❡( ✭)✐ B = 2 ❡$ 5✉❡ $♦✉$❡) ❧❡) ❛(F$❡) ❞✉ ❣(❛♣❤❡ ♦♥$ ✉♥ ❝♦<$ ✐❞❡♥$✐5✉❡✮✳

❈❡♣❡♥❞❛♥$✱ )✐ ❧❛ ❜♦(♥❡ B ❡)$ ✜①2❡ ❛ ❞❡✉①✱ ❧❛ )♦❧✉$✐♦♥ ♦♣$✐♠❛❧❡ ❞✉ ♣(♦❜❧H♠❡ ❉❈▼❙❍ ♥✬❡)$ ♣❛)

♥2❝❡))❛✐(❡♠❡♥$ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❤❛♠✐❧$♦♥✐❡♥✳ ❊♥ ❡✛❡$✱ ✐❧ ❡①✐)$❡ ✉♥❡ )♦❧✉$✐♦♥ ♣♦✉( ❝❡ ♣(♦❜❧H♠❡ ♠F♠❡

)✐ ❧❡ ❣(❛♣❤❡ ♥✬❡)$ ♣❛) ❤❛♠✐❧$♦♥✐❡♥ ✭♣(♦♣♦)✐$✐♦♥ ✷✳✸✳✶✮✳ ❯♥❡ 5✉❡)$✐♦♥ )✬✐♠♣♦)❡ ❛❧♦() ✿ ▲❡ ♣(♦❜❧H♠❡

❉❈▼❙❍ ❡)$✲✐❧ ◆O✲❞✐✣❝✐❧❡ ❄

❚❤(♦*+♠❡ ✷✳✸✳✸✳ ▲❡ ♣+♦❜❧8♠❡ ❉❈▼❙❍ ❡&' ◆@✲❞✐✣❝✐❧❡ ♣♦✉+ '♦✉' B ≥ 2✳

❉6♠♦♥&'+❛'✐♦♥✳ ❙♦✐$ G = (VG, EG) ✉♥ ❣(❛♣❤❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❛(F$❡ ♣♦♥❞2(2 $❡❧ 5✉❡ c(e) = 1, ∀e ∈ EG✳

❙♦✐$ G′ = (V ′
G, E

′
G) ❧❡ ❣(❛♣❤❡ ♦❜$❡♥✉ ❡♥ ❛❥♦✉$❛♥$ B − 2 )♦♠♠❡$) ❞❡ ❞❡❣(2 1 : ❝❤❛5✉❡ )♦♠♠❡$

✹✾



v ∈ VG ✭✈♦✐$ ✜❣✉$❡ ✷✳✹✮ ✳ ◆♦✉. ❛✈♦♥. ❛❧♦$. |V ′
G| = |VG|+ |VG| ·(B−2) = (B−1) · |VG|✳ ❚♦✉3 ❛$❜$❡

❞❡ $❡❝♦✉✈$❡♠❡♥3 ❞❡ G′
❛ ✉♥ ❝♦83 9❣❛❧ : (B−1) · |VG|−1✳ ■❧ ❡①✐.3❡ ✉♥❡ ❤✐9$❛$❝❤✐❡ ❞❡ $❡❝♦✉✈$❡♠❡♥3

❞✉ ❣$❛♣❤❡ G′
?✉✐ $❡.♣❡❝3❡ ❧❛ ❝♦♥3$❛✐♥3❡ .✉$ ❧❡ ❞❡❣$9 B ❞❡ ❝♦83 (B − 1) · |VG| − 1 .✐ ❡3 .❡✉❧❡♠❡♥3

.✐ ❧❡ ❣$❛♣❤❡ G ❝♦♥3✐❡♥3 ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❍❛♠✐❧3♦♥✐❡♥ ✭$❛♣♣❡❧♦♥. ?✉❡ ❝❡ ❝❤❡♠✐♥ ❤❛♠✐❧3♦♥✐❡♥ ❝♦♥3✐❡♥3

VG − 1 ❛$A3❡.✮✳

❙✉♣♣♦.♦♥. ?✉✬✐❧ ❡①✐.3❡ ✉♥❡ ❤✐9$❛$❝❤✐❡ ❞❡ $❡❝♦✉✈$❡♠❡♥3 H ❞✉ ❣$❛♣❤❡ G′
❞❡ ❝♦83 (B−1) · |VG|−1✳

➱3❛♥3 ❞♦♥♥9 .♦♥ ❝♦83✱ ❧❛ ❤✐9$❛$❝❤✐❡ H ❡.3 ♥9❝❡..❛✐$❡♠❡♥3 ✉♥ ❛$❜$❡✳ ❊♥ ❡✛❡3✱ .✬✐❧ ❡①✐.3❛✐3 ❛✉

♠♦✐♥. ✉♥❡ ❛$A3❡ ❞✉♣❧✐?✉9❡ ❞❛♥. H ❛❧♦$. ❧❡ ❝♦83 ❞❡ H .❡$❛✐3 ❛✉ ♠♦✐♥. 9❣❛❧ : (B − 1) · |VG|✳ ❙✐

❧✬♦♥ $❡3✐$❡ ❞❡ H ❧❡. (B − 2) · |VG| .♦♠♠❡3. ?✉✐ ❛♣♣❛$3✐❡♥♥❡♥3 : V ′
G \ VG✱ ♥♦✉. ♦❜3❡♥♦♥. ❛❧♦$. ✉♥

.♦✉.✲❣$❛♣❤❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❛♥. ❧❡?✉❡❧ 3♦✉. ❧❡. .♦♠♠❡3. ♦♥3 ✉♥ ❞❡❣$9 ✐♥❢9$✐❡✉$ ♦✉ 9❣❛❧ : ❞❡✉①✱ ?✉✐ ❡.3

❞♦♥❝ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❤❛♠✐❧3♦♥✐❡♥ ❞❡ G✳

❘9❝✐♣$♦?✉❡♠❡♥3✱ ❡♥ $❡❧✐❛♥3 B− 2 ❢❡✉✐❧❧❡. : ❝❤❛?✉❡ .♦♠♠❡3 ❞✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❤❛♠✐❧3♦♥✐❡♥ ❞❡ G✱ ♥♦✉.

♦❜3❡♥♦♥. ✉♥ ❛$❜$❡ ?✉✐ .❛3✐.❢❛✐3 ❧❛ ❝♦♥3$❛✐♥3❡ .✉$ ❧❡ ❞❡❣$9 B ❡3 ?✉✐ ❡.3✱ ❡♥ ❝♦♥.✐❞9$❛♥3 ❧❡ ❧❡♠♠❡

✷✳✸✳✷✱ ✉♥❡ .♦❧✉3✐♦♥ ♦♣3✐♠❛❧❡ ♣♦✉$ ❧❡ ♣$♦❜❧L♠❡ ❉❈▼❙❍ ❞❛♥. G′
✳

✭❛✮ ●$❛♣❤❡ G ✭❜✮ ●$❛♣❤❡ G′

❋✐❣✉$❡ ✷✳✹ ✕ ❘9❞✉❝3✐♦♥ ❞✉ ♣$♦❜❧L♠❡ ❉❈▼❙❍ ❛✉ ♣$♦❜❧L♠❡ ❝❤❡♠✐♥ ❤❛♠✐❧3♦♥✐❡♥ ✭B = 7✮

◆♦✉. ♣♦✉✈♦♥. $❡♠❛$?✉❡$ ✉♥❡ ❞✐✛9$❡♥❝❡ ❞❛♥. ❧❛ ❞✐✣❝✉❧39 ❞❡ $9.♦❧✉3✐♦♥ ❡♥3$❡ ❧❡ ♣$♦❜❧L♠❡ ❉❈▼❙❚

❡3 ❧❡ ♣$♦❜❧L♠❡ ❉❈▼❙❍✳ ▲❛ ❞✐✣❝✉❧39 ❞❡ $9.♦❧✉3✐♦♥ ✭❡①❛❝3❡✮ ❞✉ ♣$♦❜❧L♠❡ ❉❈▼❙❚ $9.✐❞❡ ❞❛♥. ❧❛

❝♦♥3$❛✐♥3❡ .✉$ ❧❡ ❞❡❣$9✳ ❊♥ ❡✛❡3✱ 3$♦✉✈❡$ ✉♥❡ .♦❧✉3✐♦♥ $9❛❧✐.❛❜❧❡ ?✉❡❧❧❡ ?✉❡ .♦✐3 ❧❛ ✈❛❧❡✉$ ❞❡ B ❡.3

◆T✲❞✐✣❝✐❧❡✳ ❉❛♥. ❧❛ ♣$❡✉✈❡ ❞✉ 3❤9♦$L♠❡ ✷✳✸✳✸✱ ♦♥ ♣❡✉3 ❝♦♥.3❛3❡$ ?✉❡ ❧❡ ❣$❛♣❤❡ G′
❛❞♠❡3 ✉♥❡

.♦❧✉3✐♦♥ $9❛❧✐.❛❜❧❡ ♣♦✉$ ❧❡ ♣$♦❜❧L♠❡ ❉❈▼❙❚ .✐ ❡3 .❡✉❧❡♠❡♥3 .✐ ❧❡ ❣$❛♣❤❡ G ❛❞♠❡3 ✉♥ ❝❤❡♠✐♥

❤❛♠✐❧3♦♥✐❡♥✳ T❛$ ❝♦♥3$❡✱ 3$♦✉✈❡$ ✉♥❡ .♦❧✉3✐♦♥ $9❛❧✐.❛❜❧❡ ♣♦✉$ ❧❡ ♣$♦❜❧L♠❡ ❉❈▼❙❍ ❡.3 3$✐✈✐❛❧

✭♣$♦♣♦.✐3✐♦♥ ✷✳✸✳✶✮✳ ▲❛ ❞✐✣❝✉❧39 ❞✉ ♣$♦❜❧L♠❡ ❉❈▼❙❍ $9.✐❞❡ ❞❛♥. ❧❛ ♠✐♥✐♠✐.❛3✐♦♥ ❞✉ ❝♦83✳ ❊♥

❡✛❡3✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐3✐♦♥ ❞❡ 3$♦✉✈❡$ ✉♥❡ .♦❧✉3✐♦♥ ❞❛♥. G′
❞❡ ❝♦83 ❡①❛❝3❡♠❡♥3 (B−1) · |VG|−1 ♥9❝❡..✐3❡

?✉❡ ❧❡ ❣$❛♣❤❡ G .♦✐3 ❤❛♠✐❧3♦♥✐❡♥✳

✷✳✸✳✶ $%♦♣%✐)*)+ ❞❡+ +♦❧✉*✐♦♥+ ♦♣*✐♠❛❧❡+ ❞✉ ♣%♦❜❧4♠❡ ❉❈▼❙❍

❆✜♥ ❞❡ $9❞✉✐$❡ ❧❡ ♥♦♠❜$❡ ❞❡ ✈❛$✐❛❜❧❡. ❡3 ❞❡ ❝♦♥3$❛✐♥3❡. ❞✉ ♣$♦❣$❛♠♠❡ ❧✐♥9❛✐$❡ ❡♥ ♥♦♠❜$❡.

❡♥3✐❡$. ♠♦❞9❧✐.❛♥3 ❧❡ ♣$♦❜❧L♠❡ ❉❈▼❙❍ ?✉❡ ♥♦✉. ❛❧❧♦♥. ♣$♦♣♦.❡$✱ ✐❧ ❡.3 ♥9❝❡..❛✐$❡ ❞❡ ❜♦$♥❡$ ❧❡
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♥♦♠❜$❡ ❞❡ ❞✉♣❧✐❝❛-✐♦♥. ❞❡. .♦♠♠❡-. ❞❛♥. ❧❛ .♦❧✉-✐♦♥ ♦♣-✐♠❛❧❡✳

◆♦"❛"✐♦♥& 0♦✉$ -♦✉- ❣$❛♣❤❡ G = (VG, EG)✱ ♦♥ ♥♦-❡ λm(G) ❧❡ ♥♦♠❜$❡ ❞❡ .♦♠♠❡-. ❞❡ ❞❡❣$4

m ❞❛♥. G✳ ❙♦✐- H = (QH , hH , G) ✉♥❡ ❤✐4$❛$❝❤✐❡ ❞❡ $❡❝♦✉✈$❡♠❡♥- ❞✉ ❣$❛♣❤❡ G✱ ♦♥ ♥♦-❡ θ(v)

❧✬❡♥.❡♠❜❧❡ ❞❡. ♦❝❝✉$$❡♥❝❡. ❞✉ .♦♠♠❡- v ❞❛♥. H✳ ❯♥❡ ❤✐4$❛$❝❤✐❡ ♦♣-✐♠❛❧❡ ♣♦✉$ ❧❡ ♣$♦❜❧9♠❡

❉❈▼❙❍ ❡.- ♥♦-4❡ H∗
✳ ◆♦✉. ❝♦♠♠❡♥?♦♥. ♣❛$ ❞♦♥♥❡$ ✉♥❡ ❜♦$♥❡ .✉$ ❧❡ ♥♦♠❜$❡ ❞❡ ❢❡✉✐❧❧❡. ❞❛♥.

✉♥ ❛$❜$❡ ❞❡ $❡❝♦✉✈$❡♠❡♥- ❡♥ ❢♦♥❝-✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜$❡ ❞❡ .♦♠♠❡-. ❞❡ ❞❡❣$4 m A✉❡ ❝❡- ❛$❜$❡ ♣❡✉-

❝♦♥-❡♥✐$✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✸✳✹✳  ♦✉# $♦✉$ ❛#❜#❡ T = (VT , ET ) $❡❧ )✉❡ |VT | ≥ 2✱ λm(T ) ≥ α ⇒ λ1(T ) >

α ∗ (m− 2) + 2✳

❉-♠♦♥0$#❛$✐♦♥✳ 0❛$ ✐♥❞✉❝-✐♦♥ ✿

✶✳ ▲❡ ❝❛. ❞❡ ❜❛.❡ ✿ ❚$✐✈✐❛❧❡♠❡♥- ✈$❛✐ ♣♦✉$ α = 0 ❡- |VT | ≥ 2 ♣✉✐.A✉❡ -♦✉- ❛$❜$❡ ❛✈❡❝ ❛✉ ♠♦✐♥.

2 .♦♠♠❡-. ❛ ❛✉ ♠♦✐♥. 2 ❢❡✉✐❧❧❡.✳

✷✳ ❙✉♣♣♦.♦♥. A✉❡ ❧❛ ♣$♦♣♦.✐-✐♦♥ .♦✐- ✈$❛✐❡ ♣♦✉$ -♦✉- α′ < α✳ ❙♦✐- T = (VT , ET ) ✉♥ ❛$❜$❡ ❛✈❡❝

λm(T ) = α✳ ❙♦✐- v ∈ VT ✉♥ .♦♠♠❡- -❡❧ A✉❡ dT (v) = m ❛✈❡❝ {s1, s2, s3, ..., sm} ∈ VT .❡.

✈♦✐.✐♥.✳ ❖♥ ♥♦-❡ F = (T1, ..., Tm) ❧❛ ❢♦$H- ♦❜-❡♥✉❡ ❡♥ .✉♣♣$✐♠❛♥- ❧❡ .♦♠♠❡- v ❞❡ ❧✬❛$❜$❡ T

❡- ❡♥ ❛❥♦✉-❛♥- ✉♥ .♦♠♠❡- s′i ❡- ✉♥❡ ❛$H-❡ {si, s
′
i} J ❝❤❛A✉❡ ❝♦♠♣♦.❛♥-❡ ❝♦♥♥❡①❡ Ci✳ ❙♦✐-

αi ❧❡ ♥♦♠❜$❡ ❞❡ .♦♠♠❡-. ❞❡ ❞❡❣$4 m ❞❡ ❝❤❛A✉❡ ❝♦♠♣♦.❛♥-❡ ❝♦♥♥❡①❡ Gi✳

λ1(T ) ≥
m
∑

i

λ1(Ti)−m

≥
m
∑

i

(αi ∗ (m− 2) + 2)−m

≥
m
∑

i

(αi) ∗ (m− 2) +m

≥ (α− 1) ∗ (m− 2) +m

≥ α ∗ (m− 2) + 2

▲❡♠♠❡ ✷✳✸✳✺✳  ♦✉# $♦✉$❡ ❤✐-#❛#❝❤✐❡ H∗ = (QH∗ , hH∗ , G) ♦♣$✐♠❛❧❡ ♣♦✉# ❧❡ ♣#♦❜❧5♠❡ ❉❈▼❙❍

♦♥ ❛ ✿ ∀v ∈ VG,
|θ(v)|
∑

i=1
dQH∗ (v

i) > B ∗ (|θ(v)| − 1) + 1✳

❉-♠♦♥0$#❛$✐♦♥✳ ◆♦✉. ♣$♦❝4❞♦♥. ♣❛$ ❝♦♥-$❛❞✐❝-✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦.♦♥. A✉✬✐❧ ❡①✐.-❡ ✉♥❡ ❤✐4$❛$❝❤✐❡ ♦♣-✐✲

♠❛❧❡ H∗ = (QH∗ , hH∗ , G) ❡- ✉♥ .♦♠♠❡- v ∈ VG -❡❧ A✉❡

|θ(v)|
∑

i=1
dQH∗ (v

i) ≤ B ∗ (|θ(v)| − 1) + 1✳

❉❛♥. ❝❡ ❝❛.✱ ❧❡ ♥♦♠❜$❡ ❞✬❛$H-❡. A✉✐ ♣♦✉$$❛✐❡♥- H-$❡ ❛❥♦✉-4❡. ❛✉① |θ(v)| ♦❝❝✉$$❡♥❝❡. .❛♥. ✈✐♦❧❡$

❧❛ ❝♦♥-$❛✐♥-❡ .✉$ ❧❡ ❞❡❣$4 ❡.- .✉♣4$✐❡✉$ ♦✉ 4❣❛❧ J B − 1✳ ❖$✐❡♥-♦♥. ❧❛ ❤✐4$❛$❝❤✐❡ H∗
✳ 0♦✉$ ❝❡❧❛✱

❝❤♦✐.✐..♦♥. ✉♥❡ $❛❝✐♥❡ ❛$❜✐-$❛✐$❡ r /∈ θ(v) ❡- ♦$✐❡♥-♦♥. QH∗
❞❡ r ❥✉.A✉✬❛✉① ❢❡✉✐❧❧❡.✳ ■❧ ❡.- ♣♦..✐❜❧❡

❞❡ .✉♣♣$✐♠❡$ ✉♥❡ ♦❝❝✉$$❡♥❝❡ vi ❞❡ v ❡- $❡❧✐❡$ ❧❡. ✭❛✉ ♣❧✉. B− 1✮ .✉❝❝❡..❡✉$. ❞❡ vi ❛✉① |θ(v)| − 1

✺✶



❛✉"#❡% ♦❝❝✉##❡♥❝❡% ❞❡ v %❛♥% ❞*♣❛%%❡# ❧❛ ❜♦#♥❡ %✉# ❧❡ ❞❡❣#* B✳ ❆♣#1% %✉♣♣#❡%%✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦#✐❡♥"❛"✐♦♥

❞❡% ❛#❝%✱ ♥♦✉% ♦❜"❡♥♦♥% ✉♥❡ ❤✐*#❛#❝❤✐❡ #*❛❧✐%❛❜❧❡ H ′
❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦7" %"#✐❝"❡♠❡♥" ✐♥❢*#✐❡✉# : ❝❡❧✉✐

❞❡ H∗
✭H ′

❛ ❛✉ ♠♦✐♥% ✉♥❡ ❛#<"❡ ❞❡ ♠♦✐♥% =✉❡ H∗
✮✳ ❈❡❝✐ ❡%" ❛❜%✉#❞❡✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✸✳✻✳ ❙♦✐# G = (VG, EG) ✉♥ ❣'❛♣❤❡ ❝♦♥♥❡①❡✳ ■❧ ❡①✐1#❡ ✉♥❡ ❤✐2'❛'❝❤✐❡ ♦♣#✐♠❛❧❡ H∗ =

(QH∗ , hH∗ , G) #❡❧❧❡ 4✉❡ ♣♦✉' ❝❤❛4✉❡ v ∈ VG ❛②❛♥# ✉♥ ❞❡❣'2 1#'✐❝#❡♠❡♥# 1✉♣2'✐❡✉' 7 B ❡# ✉♥

♥♦♠❜'❡ ❞✬♦❝❝✉''❡♥❝❡1 1#'✐❝#❡♠❡♥# 1✉♣2'✐❡✉' 7 1✱ ✐❧ ❡①✐1#❡ ❛✉ ♠♦✐♥1 |θ(v)| − 1 ♦❝❝✉''❡♥❝❡1 ❞❡ v

❛✈❡❝ ✉♥ ❞❡❣'2 2❣❛❧ 7 B ❞❛♥1 QH∗
✳

❉2♠♦♥1#'❛#✐♦♥✳ ◆♦✉% ♣#♦✉✈♦♥% ✐❝✐ =✉✬✐❧ ❡%" ♣♦%%✐❜❧❡ ❞❡ "#❛♥%❢♦#♠❡# "♦✉"❡ ❤✐*#❛#❝❤✐❡H∗∗
♦♣"✐♠❛❧❡

♣♦✉# ❧❡ ♣#♦❜❧1♠❡ ❉❈▼❙❍ ❡♥ ✉♥❡ ❤✐*#❛#❝❤✐❡ H∗
*❣❛❧❡♠❡♥" ♦♣"✐♠❛❧❡ ❡" =✉✐ #❡%♣❡❝"❡ ❧❡% ❝♦♥❞✐"✐♦♥%

❞❡ ❧❛ ♣#♦♣♦%✐"✐♦♥✳ ❙♦✐" H∗∗ = (QH∗∗ , hH∗∗ , G) ✉♥❡ ❤✐*#❛#❝❤✐❡ ♦♣"✐♠❛❧❡ ♣♦✉# ❧❡ ♣#♦❜❧1♠❡ ❉❈▼❙❍

❡" vi ✉♥❡ ♦❝❝✉##❡♥❝❡ ❛#❜✐"#❛✐#❡ ❞✉ %♦♠♠❡" v✳ ▲❛ F#♦♣♦%✐"✐♦♥ ✷✳✸✳✺ ✐♠♣❧✐=✉❡ =✉❡ ✿

B ∗ (|θ(v)| − 1) + 1 <

|θ(v)|
∑

j=1,j 6=i

dQH∗∗ (v
j) + dQH∗∗ (v

i)

B ∗ (|θ(v)| − 1)−

|θ(v)|
∑

j=1,j 6=i

dQH∗∗ (v
j) < dQH∗∗ (v

i)− 1

≤ dQH∗∗ (v
i)− 2

❖♥ ❝❤♦✐%✐" ✉♥❡ #❛❝✐♥❡ ❛#❜✐"#❛✐#❡ r /∈ θ(v)✳ ❖♥ ♦#✐❡♥"❡ QH∗∗
❞❡ r ✈❡#% ❧❡% ❢❡✉✐❧❧❡%✳ F✉✐%=✉❡ H∗∗

❡%"

♦♣"✐♠❛❧❡✱ vi ♥❡ ♣❡✉" ♣❛% <"#❡ ✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡ ✭%✐♥♦♥ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ♣♦✉##❛✐" <"#❡ %✉♣♣#✐♠*❡✱ ❝❡ =✉✐ ❞✐♠✐♥✉❡#❛✐"

❧❛ ❝♦7" ❞❡ ❧❛ %♦❧✉"✐♦♥✮✱ ❞♦♥❝ dQH∗∗ (v
i) ≥ 2✳ ❖♥ ♣❡✉" ❞*❝♦♥♥❡❝"❡# B ∗ (|θ(v)|−1)−

|θ(v)|
∑

j=1,j 6=i

dQ(v
j)

%✉❝❝❡%%❡✉#% ❞❡ vi ❡" ❧❡% #❡❝♦♥♥❡❝"❡# : ❞✬❛✉"#❡% ♦❝❝✉##❡♥❝❡% ❞❡ v %❛♥% ❞*♣❛%%❡# ❧❛ ❜♦#♥❡ %✉# ❧❡

❞❡❣#*✳ ▲❛ ❤✐*#❛#❝❤✐❡ H∗
♦❜"❡♥✉❡ %❛"✐%❢❛✐" ❧❡% ❝♦♥❞✐"✐♦♥% ❞❡ ❧❛ ♣#♦♣♦%✐"✐♦♥✳

❚❤)♦+,♠❡ ✷✳✸✳✼✳ =♦✉' #♦✉#❡ ❤✐2'❛'❝❤✐❡ ♦♣#✐♠❛❧❡ H∗ = (QH∗ , hH∗ , G) ❛✈❡❝ B > 2 ❡# ♣♦✉' #♦✉#

1♦♠♠❡# v ∈ VG✱ ❧❡ ♥♦♠❜'❡ ❞✬♦❝❝✉''❡♥❝❡1 ❞❡ v ❞❛♥1 H∗
❡1# ✐♥❢2'✐❡✉' ♦✉ 2❣❛❧ 7

|VG|−2
B−2 ✳

❉2♠♦♥1#'❛#✐♦♥✳ ◆♦✉% ♣#♦❝*❞♦♥% ♣❛# ❝♦♥"#❛❞✐❝"✐♦♥✳ ◆♦✉% %✉♣♣♦%♦♥% =✉❡ ❞❛♥% ✉♥❡ ❤✐*#❛#❝❤✐❡

♦♣"✐♠❛❧❡ H∗ = (QH∗ , hH∗ , G) ✐❧ ❡①✐%"❡ ✉♥ %♦♠♠❡" v ∈ VG ♣♦✉# ❧❡=✉❡❧ ❧❡ ♥♦♠❜#❡ ❞✬♦❝❝✉##❡♥❝❡

%♦✐" %"#✐❝"❡♠❡♥" %✉♣*#✐❡✉# :

|VG|−2
B−2 ✳ ❊♥ %✉✐✈❛♥" ❧❡ ♠<♠❡ #❛✐%♦♥♥❡♠❡♥" =✉❡ ❞❛♥% ❧❛ ❞*♠♦♥%"#❛"✐♦♥

❞❡ ❧❛ ♣#♦♣♦%✐"✐♦♥ ✷✳✸✳✻✱ H∗
♣❡✉" <"#❡ "#❛♥%❢♦#♠*❡ ❡♥ ✉♥❡ ❤✐*#❛#❝❤✐❡ H∗∗ = (QH∗∗ , hH∗∗ , G) ❛②❛♥"

❧❡% ♠<♠❡% ♦❝❝✉##❡♥❝❡% ❞❡ %♦♠♠❡"% ♠❛✐% "❡❧❧❡ =✉✬✐❧ ❡①✐%"❡ ❛✉ ♠♦✐♥% |θ(v) − 1| ♦❝❝✉##❡♥❝❡% ❞❡ v

❛✈❡❝ ✉♥ ❞❡❣#* *❣❛❧ : B✳ ◆♦✉% ❛✈♦♥% ❞♦♥❝ ✿

λB(QH∗∗) ≥ |θ(v)| − 1

>
|VG| − 2

B − 2
− 1

≥
|VG| − 2

B − 2

✺✷



❊♥ ✉#✐❧✐&❛♥# ❧❛ ♣)♦♣♦&✐#✐♦♥ ✷✳✸✳✹✱ ♦♥ ♦❜#✐❡♥# ✿

λ1(QH∗∗) ≥ (
|VG| − 2

B − 2
) ∗ (B − 2) + 2

≥ |VG| (Absurde)

❚❤"♦$%♠❡ ✷✳✸✳✽✳ ❉❛♥# $♦✉$❡ ❤✐*+❛+❝❤✐❡ H∗ = (QH∗ , hH∗ , G) ♦♣$✐♠❛❧❡ ♣♦✉+ ❧❡ ♣+♦❜❧1♠❡ ❉❈▼❙❍

♦♥ ❛ ✿ |VQ| <
|VG|−2
B−2 + |VG| − 1✳

❉*♠♦♥#$+❛$✐♦♥✳ ❙♦✐# H∗ = (QH∗ , hH∗ , G) ✉♥❡ ❤✐5)❛)❝❤✐❡ ♦♣#✐♠❛❧❡ ♣♦✉) ❧❡ ♣)♦❜❧8♠❡ ❉❈▼❙❍✳ ❊♥

&✉✐✈❛♥# ❧❡ ♠>♠❡ )❛✐&♦♥♥❡♠❡♥# ?✉❡ ❞❛♥& ❧❛ ❞5♠♦♥&#)❛#✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣)♦♣♦&✐#✐♦♥ ✷✳✸✳✻✱ H∗
♣❡✉# >#)❡

#)❛♥&❢♦)♠5❡ ❡♥ ✉♥❡ ❤✐5)❛)❝❤✐❡ H∗∗ = (QH∗∗ , hH∗∗ , G) ❛②❛♥# ❧❡& ♠>♠❡& ♦❝❝✉))❡♥❝❡& ❞❡ &♦♠♠❡#&

♠❛✐& #❡❧ ?✉✬✐❧ ❡①✐&#❡ ❛✉ ♠♦✐♥& |θ(v) − 1| ♦❝❝✉))❡♥❝❡& ❞❡ v ❛✈❡❝ ✉♥ ❞❡❣)5 5❣❛❧ G B✳ ◆♦✉& ❛✈♦♥&

❞♦♥❝ ✿

λB(QH∗∗) >
∑

v∈VG

(|θ(v)| − 1) + 1

>
∑

v∈VG

|θ(v)| − |VG|+ 1

|VG| > λ1(QH∗∗) >(
∑

v∈VG

|θ(v)| − |VG|+ 1)(B − 2) + 2

|VG| − 2

B − 2
>

∑

v∈VG

|θ(v)| − |VG|+ 1

|VG| − 2

B − 2
+ |VG| − 1 >

∑

v∈VG

|θ(v)|

❚❤"♦$%♠❡ ✷✳✸✳✾✳ ❉❛♥# $♦✉$❡ ❤✐*+❛+❝❤✐❡ ♦♣$✐♠❛❧❡ ♣♦✉+ ❧❡ ♣+♦❜❧1♠❡ ❉❈▼❙❍ ❛✈❡❝ B = 2✱ ❧❡

♥♦♠❜+❡ ❞✬♦❝❝✉++❡♥❝❡# ❞❡ ❝❤❛<✉❡ ❛+=$❡ ❡#$ ✐♥❢*+✐❡✉+ ♦✉ *❣❛❧ @ 2

❉*♠♦♥#$+❛$✐♦♥✳ ❙♦✐# H∗ = (QH∗ , hH∗ , G) ✉♥❡ ❤✐5)❛)❝❤✐❡ ♦♣#✐♠❛❧❡ ♣♦✉) ❧❡ ♣)♦❜❧8♠❡ ❉❈▼❙❍

❛✈❡❝ B = 2✳ ◆♦✉& &✉♣♣♦&♦♥& ?✉✬✐❧ ❡①✐&#❡ ✉♥❡ ❛)>#❡ {a, b} ❛✈❡❝ ❛✉ ♠♦✐♥& 3 ♦❝❝✉))❡♥❝❡& ❞❛♥& H✳

I✉✐&?✉❡ B = 2 ❛❧♦)& H∗
❡&# ✉♥ ♣❛)❝♦✉)& ✭5✈❡♥#✉❡❧❧❡♠❡♥# ♥♦♥✲5❧5♠❡♥#❛✐)❡✮✳ ❖)✐❡♥#♦♥& ❛)❜✐#)❛✐✲

)❡♠❡♥# H∗
✳ ❙♦✐❡♥# {a1, b1}✱ {a2, b2}✱ ❡# {a3, b3} ❧❡& #)♦✐& ♣)❡♠✐8)❡& ♦❝❝✉))❡♥❝❡& ❞❡ ❧✬❛)>#❡ {a, b}

❞❛♥& ❧❡ ♣❛)❝♦✉)& ♦)✐❡♥#5✳ ❙✉♣♣♦&♦♥& &❛♥& ♣❡)#❡ ❞❡ ❣5♥5)❛❧✐#5 ?✉❡ ❧✬❛)>#❡ {a1, b1} &♦✐# ♦)✐❡♥#5❡ ❞❡

a1 ✈❡)& b1✳ ?✉❛#)❡ ❝❛& &♦♥# ♣♦&&✐❜❧❡& ✿

✶✳ ▲❡& ❛)❝& (a1, b1)✱ (a2, b2)✱ ❡# (a3, b3) &♦♥# #♦✉& ♦)✐❡♥#5& ❞❡ ai ✈❡)& bi✳ ▲❡ ♣❛)❝♦✉)& ♦)✐❡♥#5 ❡&#

W1(a
1, b1)W2(a

2, b2)W3(a
3, b3)W4✱ ♦P Wi &♦♥# ❞❡& &♦✉& ♣❛)❝♦✉)& ♣♦#❡♥#✐❡❧❧❡♠❡♥# ✈✐❞❡&✳

❙♦✐# H ′ = W1(a
1, b1)W2W3W4 ♦P W3 ❡&# ❧❡ ♣❛)❝♦✉)& W3 ♦)✐❡♥#5 ❞❛♥& ❧❡ &❡♥& ♦♣♣♦&5✳

✺✸



✷✳ ▲❡$ ❛&❝$ (a1, b1) ❡( (a2, b2) $♦♥( ♦&✐❡♥(,$ ❞❡ ai ✈❡&$ bi ❡( (a3, b3) ❡$( ♦&✐❡♥(, ❞❡ b3 ✈❡&$ a3✳

▲❡ ♣❛&❝♦✉&$ ♦&✐❡♥(, ❡$( W1(a
1, b1)W2(a

2, b2)W3(b
3, a3)W4✳ ❙♦✐( H

′ = W1(a
1, b1)W3W2W4✳

✸✳ ▲❡$ ❛&❝$ (a1, b1)✱ (a3, b3) $♦♥( ♦&✐❡♥(,$ ❞❡ ai ✈❡&$ bi ❡( (a2, b2) ❡$( ♦&✐❡♥(, ❞❡ b2 ✈❡&$ a2✳ ▲❡

♣❛&❝♦✉&$ ♦&✐❡♥(, ❡$( W1(a
1, b1)W2(b

2, a2)W3(a
3, b3)W4✳ ❙♦✐( H

′ = W1W3(a
1, b1)W2W4✳

✹✳ ▲❡$ ❛&❝$ (a2, b2) ❡( (a3, b3) $♦♥( ♦&✐❡♥(,$ ❞❡ ai ✈❡&$ bi ❡( (a1, b1) ❡$( ♦&✐❡♥(, ❞❡ b1 ✈❡&$ a1✳

▲❡ ♣❛&❝♦✉&$ ♦&✐❡♥(, ❡$( W1(b
1, a1)W2(a

2, b2)W3(a
3, b3)W4✳ ❙♦✐( H

′ = W1(b
1, a1)W2W3W4✳

❉❛♥$ ❧❡$ 4 ❝❛$ ♣&,❝,❞❡♥($✱ ♦♥ ♣❡✉( ❝♦♥$(&✉✐&❡ ✉♥ ♣❛&❝♦✉&$ H ′
❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦7( $(&✐❝(❡♠❡♥( ✐♥❢,&✐❡✉&

: H∗
✳ ❈❡❝✐ ❝♦♥(&❡❞✐( ❧✬♦♣(✐♠❛❧✐(, ❞❡ H∗

✳

✷✳✸✳✷ ❘$%♦❧✉)✐♦♥ ❡①❛❝)❡ ❞✉ ♣2♦❜❧4♠❡ ❉❈▼❙❍

❯♥❡ ♠,(❤♦❞❡ ❞❡ &,$♦❧✉(✐♦♥ ❡①❛❝(❡ ✐♥(✉✐(✐✈❡ ❞✉ ♣&♦❜❧A♠❡ ❉❈▼❙❍ ❝♦♥$✐$(❡ : ❝♦♥$(&✉✐&❡ ✉♥ ❣&❛♣❤❡

G′
: ♣❛&(✐& ❞✉ ❣&❛♣❤❡ G = (VG, EG) ✐♥❝❧✉❛♥( (♦✉(❡$ ❧❡$ ❞✉♣❧✐❝❛(✐♦♥$ ❞❡ $♦♠♠❡($ ❡( ❞✬❛&E(❡$ ♣♦$✲

$✐❜❧❡$ ❞❛♥$ (♦✉(❡ ❤✐,&❛&❝❤✐❡ ❞❡ &❡❝♦✉✈&❡♠❡♥( ❞❡ G✳ ■❧ ❢❛✉( ❛❧♦&$ $,❧❡❝(✐♦♥♥❡& ❧❡$ $♦♠♠❡($ ❡( ❛&E(❡$

❛♣♣❛&(❡♥❛♥( : ❧❛ $♦❧✉(✐♦♥ ♦♣(✐♠❛❧❡✳ ❆✐♥$✐✱ ♦♥ ❝♦♥$(&✉✐( ❧❡ ❣&❛♣❤❡ G′
❡♥ ❞✉♣❧✐I✉❛♥(

|VG|−2
B−2 ❢♦✐$

❝❤❛I✉❡ $♦♠♠❡( v ∈ VG ✭(❤,♦&A♠❡ ✷✳✸✳✼✮ ❡( ❡♥ &❡❧✐❛♥( ❝❤❛I✉❡ ❞✉♣❧✐❝❛(✐♦♥ v1, v2, ..., v
|VG|−2

B−2
❞❡ v

❛✉① ❛✉(&❡$ ❞✉♣❧✐❝❛(✐♦♥$ ❞❡ v✳ ❙✐ ✉♥❡ ❛&E(❡ {v, u} ∈ VG✱ ❛❧♦&$ I✉❡❧$ I✉❡ $♦✐❡♥( i ❡( j $✉♣,&✐❡✉&$ :

1 ❡( ✐♥❢,&✐❡✉&$ :

|VG|−2
B−2 ✱ {vi, uj} ∈ EG′

✳ ❊♥✜♥✱ ♣♦✉& ❝❤❛I✉❡ $♦♠♠❡( v ∈ VG✱ ♦♥ ❝&,❡ ✉♥ $♦♠♠❡(

v∗ ∈ VG′
I✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ $♦♠♠❡( ✓ ✜❝(✐❢ ✔✳ ❈❤❛I✉❡ $♦♠♠❡( ✜❝(✐❢ v∗ ❡$( &❡❧✐, ❛✉① ❞✉♣❧✐❝❛(✐♦♥$

❞❡ v ❛✈❡❝ ❞❡$ ❛&E(❡$ ❞❡ ❝♦7( ♥✉❧ ✭✈♦✐& ❧❛ ✜❣✉&❡ ✷✳✺✮✳ ❚&♦✉✈❡& ✉♥❡ ❤✐,&❛&❝❤✐❡ ❞❡ &❡❝♦✉✈&❡♠❡♥( ❞✉

❣&❛♣❤❡ G ♦♣(✐♠❛❧❡ ♣♦✉& ❧❡ ♣&♦❜❧A♠❡ ❉❈▼❙❍ &❡✈✐❡♥( : (&♦✉✈❡& ✉♥ ❛&❜&❡ ❞❡ ❝♦7( ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❛♥$

G′
❝♦✉✈&❛♥( (♦✉$ ❧❡$ $♦♠♠❡($ ✜❝(✐❢$ ❡( ❞♦♥( ❧❡$ $♦♠♠❡($ &❡$♣❡❝(❡♥( ❧❛ ❝♦♥(&❛✐♥(❡ $✉& ❧❡ ❞❡❣&,

B✳ ❊♥ ❡✛❡(✱ ♣♦✉& ❝♦✉✈&✐& ✉♥ $♦♠♠❡( ✜❝(✐❢ v∗ ✐❧ ❢❛✉( ♥,❝❡$$❛✐&❡♠❡♥( ♣❛$$❡& ♣❛& ❛✉ ♠♦✐♥$ ✉♥❡

❞✉♣❧✐❝❛(✐♦♥ ❞✉ $♦♠♠❡( v✱ ❝❛& v∗ ❡$( ✉♥✐I✉❡♠❡♥( &❡❧✐, ❛✉① ❞✉♣❧✐❝❛(✐♦♥$ ❞❡ v✳

◆♦✉$ ♣♦✉✈♦♥$ ❛❧♦&$ ❡♥✈✐$❛❣❡& ❞❡ &,$♦✉❞&❡ ❧❡ ♣&♦❣&❛♠♠❡ ❧✐♥,❛✐&❡ ❡♥ ✉(✐❧✐$❛♥( ✉♥❡ ♠,(❤♦❞❡

❞❡ &,$♦❧✉(✐♦♥ ❡①❛❝(❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥(✱ ❧❛ (❛✐❧❧❡ ❞❡ G′
❡$( ❝♦♥$,I✉❡♥(❡✳ ❊♥ ❡✛❡(✱ ♣♦✉& ✉♥ ❣&❛♣❤❡

G = (VG, EG) (❡❧ I✉❡ |VG| = n ❡( |EG| = m✱ ❧❡ ❣&❛♣❤❡ G′
❝♦♥(✐❡♥( n · ( |VG|−2

B−2 + 1) $♦♠♠❡($ ❡(

|VG|−2
B−2 ·m+2

(

|VG|−2

B−2
2

)

·m+n ·
(

|VG|−2

B−2
+1

2

)

❛&E(❡$✳ ❆✐♥$✐✱ ♣♦✉& ✉♥❡ ✐♥$(❛♥❝❡ ❛②❛♥( n $♦♠♠❡($ ❡( m

❛&E(❡$✱ ❧❡ ♣&♦❣&❛♠♠❡ ❧✐♥,❛✐&❡ ❝♦♥(✐❡♥( 2 ·

(

|VG|−2
B−2 ·m+ 2

(

|VG|−2

B−2
2

)

·m+ n ·
(

|VG|−2

B−2
+1

2

)

)

✈❛&✐❛❜❧❡$✳

❈❤❛I✉❡ ❝♦♥(&❛✐♥(❡ ❞✉ ♣&♦❣&❛♠♠❡ ❧✐♥,❛✐&❡ ❡$( ❛♣♣❧✐I✉,❡ ❛✉① n2
$♦♠♠❡($✳ ▲❡ ♥♦♠❜&❡ (&A$ ✐♠♣♦&✲

(❛♥( ❞❡ ❝♦♥(&❛✐♥(❡$ ❡( ❞❡ ✈❛&✐❛❜❧❡$ ✭O(n2m)✮ ❣,♥,&,❡$ ♣♦✉& ❞❡$ ✐♥$(❛♥❝❡$ ❞❡ (❛✐❧❧❡ ❡( ❞❡ ❞❡♥$✐(,

,❧❡✈,❡$ &❡♥❞ ❝❡((❡ ♠,(❤♦❞❡ ❞❡ &,$♦❧✉(✐♦♥ ✐♥❡✣❝❛❝❡✳

◆♦✉$ ♣&♦♣♦$♦♥$ ❞❛♥$ ❬▼❉▼✶✷❪ ✉♥❡ ❛✉(&❡ ❛♣♣&♦❝❤❡ ♠♦✐♥$ ✐♥(✉✐(✐✈❡ ♠❛✐$ ♣❧✉$ ❡✣❝❛❝❡ ✭❣,♥,&❛♥(

♠♦✐♥$ ❞❡ ✈❛&✐❛❜❧❡$ ❡( ❞❡ ❝♦♥(&❛✐♥(❡$✮✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥$✐$(❡ : ♥❡ ♣❛$ ❞✉♣❧✐I✉❡& ❧❡$ $♦♠♠❡($ ♠❛✐$ ❞❡

❞✉♣❧✐I✉❡& ✉♥✐I✉❡♠❡♥( ❧❡$ ❛&E(❡$✳ ❆✐♥$✐✱ ♥♦✉$ ✐♥(&♦❞✉✐$♦♥$ ✉♥ ❦✲❣&❛♣❤❡ Gk ❝♦&&❡$♣♦♥❞❛♥( ❛✉

❣&❛♣❤❡ G (❡❧ I✉❡ ❝❤❛I✉❡ ❛&E(❡ ❞❡ G ❡$( ❞✉♣❧✐I✉,❡ k ❢♦✐$ ❞❛♥$ ❧❡ ❣&❛♣❤❡ Gk✳ ◆♦✉$ ❝♦♥$(&✉✐$♦♥$

✉♥ ♣&♦❣&❛♠♠❡ ❧✐♥,❛✐&❡ ❡♥ ♥♦♠❜&❡$ ❡♥(✐❡&$ ❛②❛♥( ❞❡$ ✈❛&✐❛❜❧❡$ ❝♦&&❡$♣♦♥❞❛♥( ❛✉① $♦♠♠❡($ ❡(

❛&E(❡$ ❞✉ ❦✲❣&❛♣❤❡ ❡( ❝❛❧❝✉❧❛♥( ✉♥ ✢♦( ❞❡ ❝♦7( ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❛♥$ Gk✳ ❈❡ \▲◆❊ ❛ ❞❡$ ✐♥,❣❛❧✐(,$

✺✹



❛

❜

❝

❞

❡

✭❛✮ ●$❛♣❤❡ G

a1 b1 c1 d1 e1

a2 b2 c2 d2 e2

a3 b3 c3 d3 e3

a∗ d∗b∗ c∗ e∗

✭❜✮ ▲❡ ❣$❛♣❤❡ G′

❋✐❣✉)❡ ✷✳✺ ✕ ❈♦♥12)✉❝2✐♦♥ ❞✉ ❣)❛♣❤❡ G′
5 ♣❛)2✐) ❞✉ ❣)❛♣❤❡ G ✭B = 3✮

✈❛❧✐❞❡1 2)♦✉✈:❡1 ❣);❝❡ 5 ❧✬:2✉❞❡ ❞❡1 ♣)♦♣)✐:2:1 ❞❡1 1♦❧✉2✐♦♥1 ♦♣2✐♠❛❧❡1 ❞✉ ♣)♦❜❧>♠❡ ❉❈▼❙❍✳ ▲❡
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❉❈▼❙❍✳

▲❡ ❣#❛♣❤❡

❞❡ ❞(♣❛#) G

▲❡ ❦✲❣#❛♣❤❡

Gk = (VGk
, EGk

)

❱❛❧❡✉#/ ❞❡/ ✈❛#✐❛❜❧❡/

Li(m,n) ❡) fi(m,n)

❍✐(#❛#❝❤✐❡ ♦♣)✐♠❛❧❡

♣♦✉# ❧❡ ♣#♦❜❧7♠❡ ❉❈▼❙❍
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♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡

❘6-♦❧✉1✐♦♥

❞✉ 9▲◆❊

❚$❛♥-❢♦$♠❛1✐♦♥

♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡
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Gk = (VGk
, EGk

) 2❡❧ O✉❡ VGk
= VG ❡2 EGk

❝♦♥2✐❡♥2 k ❛)❝1 ❞❛♥1 ❝❤❛O✉❡ 1❡♥1 ❝♦))❡1♣♦♥❞❛♥2 5
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✷✳✼✮✳ ▲❡1 ♣)♦♣)✐:2:1 ❞❡1 ❝♦♥2)❛✐♥2❡1 ❞✉ ♣)♦❣)❛♠♠❡ ❧✐♥:❛✐)❡ ♣❡)♠❡22)♦♥2✱ ♣❛) ❧❛ 1✉✐2❡✱ ❞❡ ❞:❞✉✐)❡

❧❡ ♥♦♠❜)❡ ❞❡ ❞✉♣❧✐❝❛2✐♦♥1 ❞❡ ❝❤❛O✉❡ 1♦♠♠❡2 5 ♣❛)2✐) ❞❡1 ❛)L2❡1 ❡♥2)❛♥2❡1 ❡2 1♦)2❛♥2❡1 ♣):1❡♥2❡1

❞❛♥1 ❧❛ 1♦❧✉2✐♦♥✳

✺✺



❛

❜

❝

❞

✭❛✮ ●$❛♣❤❡ G

a b c d

✭❜✮ ■♥+,❛♥❝❡ ❞✬❡♥,$0❡ ❞✉ 2▲◆❊ ❛✈❡❝ B = 2 ♦❜,❡♥✉❡ ❡♥ ♠♦❞✐✜❛♥,

❧❡ ❣$❛♣❤❡ G

❋✐❣✉(❡ ✷✳✼ ✕ ❈♦♥12(✉❝2✐♦♥ ❞✉ ❦✲●(❛♣❤❡ Gk 8 ♣❛(2✐( ❞✉ ❣(❛♣❤❡ G

✷✳✸✳✷✳✷ ❉❡✉①✐(♠❡ *+❛♣❡ ✿ ❋♦1♠✉❧❛+✐♦♥ ❞✉ 5▲◆❊

◆♦2(❡ ♠♦❞;❧❡ 1❡ ❜❛1❡ 1✉( ✉♥❡ ❢♦(♠✉❧❛2✐♦♥ ❞❡ ✢♦2✳ ❆✜♥ ❞❡ ❣❛(❛♥2✐( ❧❛ ❝♦♥♥❡①✐2B✱ ✉♥❡ ✉♥✐2B ❞❡ ✢♦2

❡12 ❡♥✈♦②B❡ ❞✬✉♥❡ 1♦✉(❝❡ ❝❤♦✐1✐❡ ❞❡ ♠❛♥✐;(❡ ❛(❜✐2(❛✐(❡ 8 ❝❤❛❝✉♥ ❞❡1 |VGk
| − 1 ❛✉2(❡1 1♦♠♠❡21

❞❡ Gk✳ ❯♥❡ H✉❛♥2✐2B ❞❡ ✢♦2 2(❛♥1✐2❛♥2 ❞❛♥1 ✉♥❡ ❤✐B(❛(❝❤✐❡ ♣❡✉2 ♣❛11❡( ♣❧✉1 ❞✬✉♥❡ ❢♦✐1 ❡♥2(❡

❞❡✉① 1♦♠♠❡21 ❛❞❥❛❝❡♥21 u ❡2 v✱ ♠❛✐1 ❝❤❛H✉❡ ♣❛11❛❣❡ ❞✉ ✢♦2 ❞♦✐2 J2(❡ ❢❛✐2 ♣❛( ✉♥❡ ♦❝❝✉((❡♥❝❡

❞✐12✐♥❝2❡ ❞❡ ❧✬❛(J2❡ ✐♥✐2✐❛❧❡ ❡♥2(❡ u ❡2 v✳ ❙✐ ❧❡ ✢♦2 2(❛♥1✐2❡ ❞❛♥1 n ♦❝❝✉((❡♥❝❡1 ❞✬✉♥❡ ❛(J2❡ ❛❧♦(1

❧❡1 n ♦❝❝✉((❡♥❝❡1 ❞❡ ❝❡22❡ ❛(J2❡ ❞♦✐✈❡♥2 J2(❡ ♣(B1❡♥2❡1 ❞❛♥1 ❧❛ ❤✐B(❛(❝❤✐❡✳ ❈❡ ♠♦❞;❧❡ ♣❡(♠❡2 ❞❡

(❡1♣❡❝2❡( ❧❛ ❝♦♥2(❛✐♥2❡ 1✉( ❧❡ ❞❡❣(B✳ ❊♥ ❡✛❡2✱ ❝❤❛H✉❡ 1♦♠♠❡2 (B❝❡♣2✐♦♥♥❛♥2 ✭❞❡12✐♥❛2✐♦♥ ♦✉ (❡❧❛✐✮

❞✉ ✢♦2 ❛((✐✈❛♥2 ❞✬✉♥ ♣(B❞B❝❡11❡✉( ❞✐✛B(❡♥2 ❡12 ❛✉2♦(✐1B 8 ❛✈♦✐( B − 1 1✉❝❝❡11❡✉(1 1✉♣♣❧B♠❡♥✲

2❛✐(❡1✳ ❆✐♥1✐✱ ❝❤❛H✉❡ 1♦♠♠❡2 ♣❡✉2 ❛✈♦✐( ❛✉ ♣❧✉1 ✉♥ ♥♦♠❜(❡ ❞❡ 1✉❝❝❡11❡✉(1 B❣❛❧ ❛✉ ♥♦♠❜(❡ ❞❡ 1❡1

♣(B❞B❝❡11❡✉(1 ♠✉❧2✐♣❧✐B ♣❛( ❧❛ ❜♦(♥❡ 1✉( ❧❡ ❞❡❣(B B ♠♦✐♥1 1✳ ❘B1♦✉❞(❡ ♥♦2(❡ ♣(♦❣(❛♠♠❡ ❧✐♥B❛✐(❡

♥❡ ❞♦♥♥❡ ♣❛1 ❞✐(❡❝2❡♠❡♥2 ✉♥❡ 1♦❧✉2✐♦♥ ♣♦✉( ❧❡ ♣(♦❜❧;♠❡ ❉❈▼❙❍✳ ❊♥ ❡✛❡2✱ ❧❛ (❡❧❛2✐♦♥ ❡♥2(❡ ❧❡1

❞✉♣❧✐❝❛2✐♦♥1 ❞✬❛(J2❡1 ❡2 ❧❡1 ❞✉♣❧✐❝❛2✐♦♥1 ❞❡ 1♦♠♠❡21 ❞♦✐2 J2(❡ (B❛❧✐1B❡✳ ❈❡22❡ (❡❧❛2✐♦♥ ♣❡(♠❡2 ❞❡

❝♦♥12(✉✐(❡ ✉♥❡ ❤✐B(❛(❝❤✐❡ ♣♦✉( ❧❡ ♣(♦❜❧;♠❡ ❉❈▼❙❍ H✉✐ (❡1♣❡❝2❡ ❧❡1 ❝♦♥❞✐2✐♦♥1 ❞❡ ❧❛ ♣(♦♣♦1✐2✐♦♥

✷✳✸✳✻✳ ❈❡22❡ B2❛♣❡ 1✉♣♣❧B♠❡♥2❛✐(❡ ❡12 (B❛❧✐1B❡ ❡♥ 2❡♠♣1 ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✭❙❡❝2✐♦♥ ✷✳✸✳✷✳✸✮✳

▲❡1 ♣❛(❛♠;2(❡1 ❞✉ ❣(❛♣❤❡ (❡12❡♥2 ✐♥❝❤❛♥❣B1 ✭✈♦✐( ❙❡❝2✐♦♥ ✷✳✷✮✳ ❙❡✉❧❡1 ❧❡1 ✈❛(✐❛❜❧❡1 ❡♥ ♥♦♠❜(❡1

❡♥2✐❡(1 ❝❤❛♥❣❡♥2 ❝❛( ♥♦✉1 ❛✈♦♥1 ✉♥❡ ✈❛(✐❛❜❧❡ ♣❛( ❞✉♣❧✐❝❛2✐♦♥ ❞✬❛(J2❡1✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥2✱ ❧❡ ♣❛(❛♠;2(❡

β (❡♣(B1❡♥2❛♥2 ❧❡ ♥♦♠❜(❡ ❞❡ ❞✉♣❧✐❝❛2✐♦♥1 ❞❡ ❝❤❛H✉❡ ❛(❝ ❞❛♥1 ❧❡ ❦✲❣(❛♣❤❡ ❡12 ❛❥♦✉2B✳ ■❧ ❡12 B❣❛❧

8 2 1✐ B ❡12 B❣❛❧ 8 2✱ |VG|−2
B−2 1✐♥♦♥✳

▲❡9 ✈❛1✐❛❜❧❡9 ❡♥ ♥♦♠❜1❡9 ❡♥+✐❡19 ✿

Li(u, v) ✿ ❱❛(✐❛❜❧❡ ❜✐♥❛✐(❡✳ ❊❧❧❡ ❡12 B❣❛❧❡ 8 1 1✐ ❧✬♦❝❝✉((❡♥❝❡ i ❞❡ ❧✬❛(❝ (u, v) 1❡ 2(♦✉✈❡

❞❛♥1 ❧❛ ❤✐B(❛(❝❤✐❡ ❞❡ (❡❝♦✉✈(❡♠❡♥2✱ 0 1✐♥♦♥✳

Fi(u, v) ✿ ❱❛(✐❛❜❧❡ ❞❡ ✢♦2✳ ❊❧❧❡ (❡♣(B1❡♥2❡ ❧❡ ♥♦♠❜(❡ ❞✬✉♥✐2B1 ❞❡ ✢♦2 2(❛♥1✐2❛♥2 1✉(

❧✬♦❝❝✉((❡♥❝❡ i ❞❡ ❧✬❛(❝ (u, v)✳

▲✬♦❜❥❡❝2✐❢ ❡12 ❞❡ ♠✐♥✐♠✐1❡( ❧❡ ❝♦Z2 2♦2❛❧ ❞❡1 ❛(J2❡1 ❛♣♣❛(2❡♥❛♥2 8 ❧❛ ❤✐B(❛(❝❤✐❡ ❞❡ (❡❝♦✉✈(❡♠❡♥2✳

▲❛ ❢♦♥❝2✐♦♥ ♦❜❥❡❝2✐✈❡ ♣❡✉2 J2(❡ ❡①♣(✐♠B❡ ❝♦♠♠❡ 1✉✐2 ✿

✺✻



Minimiser :
∑

u∈VG

∑

v∈Out(u)

β
∑

i=1

Li(u, v) ∗ C(u, v) ✭✷✳✶✷✮

▲❛ '♦❧✉+✐♦♥ ❞♦✐+ /❡'♣❡❝+❡/ ❧❡' ❝♦♥+/❛✐♥+❡' '✉✐✈❛♥+❡' ✿

❈♦♥#$❛✐♥#❡( ❞❡ ❞❡❣$+ ✿

∑

v∈out(s)

β
∑

i=1

Li(s, v) ≤ B + (B − 1) ∗
∑

v∈In(s)

β
∑

i=1

Li(v, s) ✭✷✳✶✸✮

∑

v∈out(u)

β
∑

i=1

Li(u, v) ≤ (B − 1) ∗
∑

v∈In(u)

β
∑

i=1

Li(v, u) ✭✷✳✶✹✮

▲❡' ❝♦♥+/❛✐♥+❡' ✭✷✳✶✸✮ ❡+ ✭✷✳✶✹✮ ❛''✉/❡♥+ 7✉❡ ♣♦✉/ ❝❤❛7✉❡ '♦♠♠❡+ ❡①❝❡♣+; ❧❛ '♦✉/❝❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜/❡

❞❡' '✉❝❝❡''❡✉/' ❡'+ ❛✉ ♣❧✉' ;❣❛❧ ❛✉ ♥♦♠❜/❡ ❞❡ ♣/;❞;❝❡''❡✉/' ♠✉❧+✐♣❧✐; ♣❛/ ❧❛ ❜♦/♥❡ '✉/ ❧❡ ❞❡❣/;

B ♠♦✐♥' 1 ✭❝❤❛7✉❡ ✢♦+ ❛//✐✈❛♥+ ♣❡✉+ @+/❡ ❞✐✈✐'; ❡♥ B − 1 ✢♦+' '♦/+❛♥+'✮✳ A♦✉/ ❧❛ '♦✉/❝❡✱ ❧❡

♥♦♠❜/❡ ❞❡' '✉❝❝❡''❡✉/' ❡'+ ❛✉ ♣❧✉' ;❣❛❧ B B ♣❧✉' ❧❡ ♥♦♠❜/❡ ❞❡ '❡' ♣/;❞;❝❡''❡✉/' ♠✉❧+✐♣❧✐; ♣❛/

B − 1 ❝❛/ ❧❛ ♣/❡♠✐C/❡ ♦❝❝✉//❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ '♦✉/❝❡ ♣❡✉+ ❛✈♦✐/ B '✉❝❝❡''❡✉/' ❜✐❡♥ 7✉✬❡❧❧❡ ♥✬❛✐+ ♣❛' ❞❡

♣/;❞;❝❡''❡✉/✳

(B − 1) ∗
∑

v∈In(u)

β
∑

i=1

Li(v, u)−
∑

v∈Out(u)

β
∑

i=1

Li(u, v) ≤ B − 1 ✭✷✳✶✺✮

▲❛ ❝♦♥+/❛✐♥+❡ ✭✷✳✶✺✮ ❛''✉/❡ 7✉❡ ❝❤❛7✉❡ '♦♠♠❡+ ♣❡✉+ ❛✈♦✐/ k ♣/;❞;❝❡''❡✉/' '✐ ❡+ '❡✉❧❡♠❡♥+ '✐ ❝❡

'♦♠♠❡+ ❛ ❛✉ ♠♦✐♥' B ∗ (k − 1) '✉❝❝❡''❡✉/'✳ ❈❡❝✐ ♣❡/♠❡+ ❞❡ ❝♦♥'+/✉✐/❡ ✉♥❡ ❤✐;/❛/❝❤✐❡ ♦♣+✐♠❛❧❡

♣♦✉/ ❧❛7✉❡❧❧❡ ❝❤❛7✉❡ '♦♠♠❡+ u ❛ ❛✉ ♣❧✉' 1 ♦❝❝✉//❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❞❡❣/; '+/✐❝+❡♠❡♥+ ✐♥❢;/✐❡✉/ B B

✭A/♦♣♦'✐+✐♦♥ ✷✳✸✳✻✮✳ ❈❡++❡ ❝♦♥+/❛✐♥+❡ ♥✬❡'+ ♣❛' ✐♥❞✐'♣❡♥'❛❜❧❡ ♠❛✐' ❝♦♥+/✐❜✉❡ B /;❞✉✐/❡ ❧✬❡'♣❛❝❡

❞❡ /❡❝❤❡/❝❤❡ ❞❡ ❧❛ '♦❧✉+✐♦♥✳

∑

v∈In(u)

L1(v, u) ≥ 1 ∀u ∈ VG \ {s} ✭✷✳✶✻✮

▲❛ ❝♦♥+/❛✐♥+❡ ✭✷✳✶✻✮ ❣❛/❛♥+✐+ 7✉❡ ❝❤❛7✉❡ '♦♠♠❡+ ❡①❝❡♣+; ❧❛ '♦✉/❝❡ ❛ ❛✉ ♠♦✐♥' ✉♥ ♣/;❞;❝❡''❡✉/✳

❈❡++❡ ❝♦♥+/❛✐♥+❡ ❛''✉/❡ 7✉✬❛✉❝✉♥ '♦♠♠❡+ ♥❡ '♦✐+ ✐'♦❧;✳

❈♦♥#$❛✐♥#❡ ❞❡ ❝♦♥♥❡①✐#+ ✿

❆✜♥ ❞❡ ❣❛/❛♥+✐/ ❧❛ ❝♦♥♥❡①✐+; ❞❡ ❧❛ ❤✐;/❛/❝❤✐❡✱ ♦♥ ✐♥+/♦❞✉✐+ ❞❛♥' ♥♦+/❡ ♣/♦❣/❛♠♠❡ ❞❡' ❝♦♥+/❛✐♥+❡'

✺✼



❞❡ ✢♦$ ❛❞❛♣$'❡( ❛✉① (♣'❝✐✜❝✐$'( ❞❡( ❤✐'/❛/❝❤✐❡(✳

β
∑

i=1

∑

v∈Out(s)

Fi(s, v) =

β
∑

i=1

∑

v∈In(s)

Fi(v, s) + |VG| − 1 ✭✷✳✶✼✮

▲❛ (♦✉/❝❡✱ 8 ❧✬✐♥($❛/ ❞❡( ❛✉$/❡( (♦♠♠❡$(✱ ♣❡✉$ =$/❡ ❞✉♣❧✐>✉'❡ ❞❛♥( ❧❛ ❤✐'/❛/❝❤✐❡ ♦♣$✐♠❛❧❡✳ ❈❡✲

♣❡♥❞❛♥$✱ ❧❛ ♣/❡♠✐A/❡ ❞✉♣❧✐❝❛$✐♦♥ ❡($ ❝❡❧❧❡ >✉✐ ❥♦✉❡ ✈'/✐$❛❜❧❡♠❡♥$ ❧❡ /E❧❡ ❞❡ (♦✉/❝❡ ♣✉✐(>✉❡ ❝✬❡($

❝❡❧❧❡ ♣❛/ ❧❛>✉❡❧❧❡ ❧❡ ✢♦$ ❡($ '♠✐(✳ ▲❡( ❛✉$/❡( ❞✉♣❧✐❝❛$✐♦♥( ❞❡ ❧❛ (♦✉/❝❡ ♥❡ (♦♥$ >✉❡ ❞❡( /❡❧❛✐(✳ ❈✬❡($

❧❛ /❛✐(♦♥ ♣♦✉/ ❧❛>✉❡❧❧❡ ♥♦✉( ♣❡/♠❡$$♦♥( ❛✉① ♦❝❝✉//❡♥❝❡( ❞❡ ❧❛ (♦✉/❝❡ ❛✉$/❡( >✉❡ ❝❡❧❧❡ >✉✐ '♠❡$

❧❡ ✢♦$ ❞✬❛✈♦✐/ ❞❡( ♣/'❞'❝❡((❡✉/(✳ ◆❛$✉/❡❧❧❡♠❡♥$✱ ❧❛ (♦♠♠❡ ❞✉ ✢♦$ (♦/$❛♥$ ❞❡ ❧❛ (♦✉/❝❡ ♠♦✐♥( ❧❡

✢♦$ ❡♥$/❛♥$ ❞❛♥( ❧❛ (♦✉/❝❡ ❡($ '❣❛❧❡ 8 |VG| − 1✱ ❝❡ >✉✐ ❝♦//❡(♣♦♥❞ ❛✉ ✢♦$ '♠✐( ♣❛/ ❝❡$$❡ (♦✉/❝❡✳

β
∑

i=1

∑

v∈In(u)

Fi(v, u) =

β
∑

i=1

∑

v∈Out(u)

Fi(u, v) + 1 ∀u ∈ VG − {s} ✭✷✳✶✽✮

▲✬'>✉❛$✐♦♥ ✭✷✳✶✽✮ ❛((✉/❡ >✉❡ ❝❤❛>✉❡ (♦♠♠❡$✱ ❡①❝❡♣$'❡ ❧❛ (♦✉/❝❡✱ ❝♦♥(♦♠♠❡ ✉♥❡ (❡✉❧❡ ✉♥✐$' ❞❡

✢♦$✳ ❈❡$$❡ ❝♦♥$/❛✐♥$❡ ❛((✉/❡ '❣❛❧❡♠❡♥$ >✉❡ ❝❤❛>✉❡ (♦♠♠❡$ ❡($ ❜✐❡♥ /❡❧✐' 8 ❧❛ (♦✉/❝❡ s✳

Fi(u, v) ≥ Li(u, v) ∀u, v ∈ VG ✭✷✳✶✾✮

Fi(u, v) ≤ (|VG| − 1) ∗ Li(u, v) ∀u, v ∈ VG ✭✷✳✷✵✮

▲❡( ❝♦♥$/❛✐♥$❡( ✷✳✶✾ ❡$ ✷✳✷✵ ♣❡/♠❡$$❡♥$ ❞❡ /❡❧✐❡/ ❧❡( ✈❛/✐❛❜❧❡( Fi(u, v) ❡$ Li(u, v)✳ ❊❧❧❡( ❛((✉/❡♥$

>✉❡ ❝❤❛>✉❡ ❛/❝ (u, v) $/❛♥(♣♦/$❛♥$ ❞✉ ✢♦$ ✭Fi(u, v) > 0✮ (♦✐$ ('❧❡❝$✐♦♥♥' ♣♦✉/ =$/❡ ❞❛♥( ❧❛ ❤✐'✲

/❛/❝❤✐❡ ❞❡ /❡❝♦✉✈/❡♠❡♥$ ✭Li(u, v) = 1✮ ❡$ >✉❡ ❝❤❛>✉❡ ❛/❝ ('❧❡❝$✐♦♥♥' ♣♦✉/ =$/❡ ❞❛♥( ❧❛ ❤✐'/❛/❝❤✐❡

❞❡ /❡❝♦✉✈/❡♠❡♥$ ✭Li(u, v) = 1✮ $/❛♥(♣♦/$❡ ❜✐❡♥ ❞✉ ✢♦$ ✭Fi(u, v) > 0✮✳

■♥"❣❛❧✐'"( ✈❛❧✐❞❡( ✿

❈❡( ❝♦♥$/❛✐♥$❡( ♥❡ ❝❤❛♥❣❡♥$ ❛✉❝✉♥❡♠❡♥$ ❧❛ (♦❧✉$✐♦♥ ❞❡ ♥♦$/❡ L▲◆❊ ♠❛✐( ❛♠'❧✐♦/❡♥$ ❧❡ $❡♠♣(

❞❡ /'(♦❧✉$✐♦♥ ❞❡ ♥♦$/❡ ♣/♦❜❧A♠❡✳

Li−1(u, v) ≥ Li(u, v) ∀u ∈ VG, ∀v ∈ Out(u), 2 ≤ i ≤ β ✭✷✳✷✶✮

▲❛ ❝♦♥$/❛✐♥$❡ ✭✷✳✷✶✮ ❛((✉/❡ >✉❡ ❧✬♦❝❝✉//❡♥❝❡ i ❞❡ ❧✬❛/❝ (u, v) ♣✉✐((❡ =$/❡ ('❧❡❝$✐♦♥♥'❡ ♣♦✉/ ✜❣✉/❡/

❞❛♥( ❧❛ ❤✐'/❛/❝❤✐❡ (✐ ❡$ (❡✉❧❡♠❡♥$ (✐ ❧✬♦❝❝✉//❡♥❝❡ i− 1 ❡($ ❞'❥8 ('❧❡❝$✐♦♥♥'❡✳

∑

u∈VG

∑

v∈In(u)

L1(v, u) > |VG| − 1 ∀u ∈ VG ✭✷✳✷✷✮

❈❡$$❡ ❝♦♥$/❛✐♥$❡ ❛((✉/❡ >✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜/❡ $♦$❛❧ ❞❡( ❛/❝( ❞✬♦❝❝✉//❡♥❝❡ 1 (♦✐$ (✉♣'/✐❡✉/ ♦✉ '❣❛❧ 8 |VG|

♠♦✐♥( 1✳

✺✽



∑

u∈VG

∑

v∈Out(u)

β
∑

i=1

Li(u, v) 6
|VG| − 2

B − 2
+ |VG| − 1 ✭✷✳✷✸✮

❈♦♥❢♦)♠+♠❡♥- . ❧❛ ♣)♦♣♦2✐-✐♦♥ ✷✳✸✳✽✱ ❝❡--❡ ❝♦♥-)❛✐♥-❡ ❛22✉)❡ 8✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜)❡ -♦-❛❧ ❞❡2 ❛)❝2 ❞❡ ❧❛

❤✐+)❛)❝❤✐❡ ♦♣-✐♠❛❧❡ ❞♦✐- <-)❡ ✐♥❢+)✐❡✉) ♦✉ +❣❛❧ .

|VG|−2
B−2 + |VG| − 1✳

✷✳✸✳✷✳✸ ❚$♦✐'✐(♠❡ +,❛♣❡ ✿ ❈♦♥',$✉❝,✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❤✐+$❛$❝❤✐❡ ♦♣,✐♠❛❧❡

◆♦-♦♥2 Gs = (VGs
, EGs

) ❧❡ ❣)❛♣❤❡ ❝♦♥♥❡①❡ ♦)✐❡♥-+ -❡❧ 8✉❡ VGs
= VG = VGk

❡- 8✉❡ EGs
❝♦♥-✐❡♥♥❡

✉♥✐8✉❡♠❡♥- ❧❡2 ❛)<-❡2 ❞❡ EGk
-)❛✈❡)2+❡2 ♣❛) ✉♥ ✢♦- ♥♦♥✲♥✉❧✳ ❆✜♥ ❞❡ ❝♦♥2-)✉✐)❡ ❧❛ ❤✐+)❛)❝❤✐❡ ♦♣-✐✲

♠❛❧❡ H∗
✱ ✐❧ ❡2- ♥+❝❡22❛✐)❡ ❞❡ ❞✐2-✐♥❣✉❡) ❧❡2 ❞✉♣❧✐❝❛-✐♦♥2 ❞❡2 2♦♠♠❡-2✳ ❈❡❝✐ ❡2- ♣♦22✐❜❧❡ ❣)E❝❡ ❛✉①

♣)♦♣)✐+-+2 ❞❡2 ❝♦♥-)❛✐♥-❡2 ❞✉ ♣)♦❣)❛♠♠❡ ❧✐♥+❛✐)❡✳ ❊♥ ❡✛❡-✱ ❧❡2 ❝♦♥-)❛✐♥-❡2 ✷✳✶✸ ❡- ✷✳✶✹ ❛22✉)❡♥-

8✉❡ ❝❤❛8✉❡ 2♦♠♠❡- u ❛②❛♥- p ♣)+❞+❝❡22❡✉)2 ♣❡✉- ❛✈♦✐) ❛✉ ♣❧✉2 p · (B − 1) 2✉❝❝❡22❡✉)2✳ ❆✐♥2✐✱

♥♦✉2 ♣♦✉✈♦♥2 ❞✉♣❧✐8✉❡) ❧❡ 2♦♠♠❡- u p ❢♦✐2 ❡- )❡❧✐❡) . ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡2 ❞✉♣❧✐❝❛-✐♦♥2 ✉♥ ♣)+❞+❝❡22❡✉)

♣❛)♠✐ ❧❡2 p ❡①✐2-❛♥-2 ❡- B − 1 2✉❝❝❡22❡✉)2 ♣❛)♠✐ ❧❡2 p · (B − 1) ❡①✐2-❛♥-2✳ ◆♦-♦♥2 8✉❡ ❧❡2 p − 1

♣)❡♠✐K)❡2 ❞✉♣❧✐❝❛-✐♦♥2 ❞✬✉♥ 2♦♠♠❡- u ♦♥- (B− 1) 2✉❝❝❡22❡✉)2 ❡- ❧❛ ❞❡)♥✐K)❡ ❞✉♣❧✐❝❛-✐♦♥ ❡♥ ❛ ❛✉

♠♦✐♥2 1✱ ❡- ❛✉ ♣❧✉2 (B−1) ✭♣)♦♣♦2✐-✐♦♥ ✷✳✸✳✻✮✳ ❆✐♥2✐✱ -♦✉2 ❧❡2 2♦♠♠❡-2 ❞❡ ❧❛ ❤✐+)❛)❝❤✐❡ ♦♣-✐♠❛❧❡

)❡2♣❡❝-❡♥- ❧❛ ❝♦♥-)❛✐♥-❡ 2✉) ❧❡ ❞❡❣)+ B✳ ❊❧❧❡ ❡2- +❣❛❧❡♠❡♥- ❝♦♥♥❡①❡ ❝❛) ♥♦-)❡ ♣)♦❣)❛♠♠❡ ❧✐♥+❛✐)❡

❣❛)❛♥-✐- ❧✬❡♥✈♦✐ ❞❡ ✢♦- ❞❡ ❧❛ 2♦✉)❝❡ . -♦✉2 ❧❡2 2♦♠♠❡-2✳

▲❛ ✜❣✉)❡ ✷✳✽ ♠♦♥-)❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝♦♥2-)✉❝-✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❤✐+)❛)❝❤✐❡ ♦♣-✐♠❛❧❡ ♣♦✉) ❧❡ ♣)♦❜❧K♠❡

❉❈▼❙❍ . ♣❛)-✐) ❞❡ Gs ❛✈❡❝ B = 3✳ ▲❡ 2♦♠♠❡- u ❞✉ ❣)❛♣❤❡ Gk ❛ 4 ♣)+❞+❝❡22❡✉)2✱ ♣❛) ❝♦♥2+✲

8✉❡♥-✱ ❝❡ 2♦♠♠❡- ❡2- ❞✉♣❧✐8✉+ 4 ❢♦✐2 ❞❛♥2 ❧❛ ❤✐+)❛)❝❤✐❡ ♦♣-✐♠❛❧❡ H∗
✳ ▲❡2 3 ♣)❡♠✐K)❡2 ❞✉♣❧✐❝❛-✐♦♥2

♦♥- B − 1 2✉❝❝❡22❡✉)2✱ ❡- ❧❛ ❞❡)♥✐K)❡ ♥✬❡♥ ❛ 8✉✬✉♥ 2❡✉❧✳

S♦✉) ❝❤❛8✉❡ 2♦♠♠❡- m ∈ VGs
✱ ♥♦✉2 ♣♦2♦♥2 d−Gs

(u) =
β
∑

i=1
Li(v, u) ❧❡ ♥♦♠❜)❡ ❞❡ 2❡2 ♣)+❞+❝❡22❡✉)2

❡- d+Gs
(u) =

β
∑

i=1
Li(u, v) ❧❡ ♥♦♠❜)❡ ❞❡ 2❡2 2✉❝❝❡22❡✉)2✳ ▲❛ ❝♦♥2-)✉❝-✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❤✐+)❛)❝❤✐❡ ♦♣-✐♠❛❧❡

H∗
. ♣❛)-✐) ❞✉ ❣)❛♣❤❡ Gs ❡2- ❧❛ 2✉✐✈❛♥-❡ ✿

✶✳ S♦✉) ❝❤❛8✉❡ 2♦♠♠❡- m ∈ VGs
− {s}✱ ♦♥ ❝)+❡ d−Gs

(u) ❞✉♣❧✐❝❛-✐♦♥2 ❞❡ ❝❡ 2♦♠♠❡- ❞❛♥2 H∗
✳

▲❡ 2♦♠♠❡- 8✉✐ ❛ +-+ ❝♦♥2✐❞+)+ ❝♦♠♠❡ +-❛♥- ❧❛ 2♦✉)❝❡ ❞❛♥2 ❧❡ ♣)♦❣)❛♠♠❡ ❧✐♥+❛✐)❡ ❡2- ❞✉✲

♣❧✐8✉+ d−Gs
(s) + 1 ❢♦✐2 ❝❛) 2❛ ♣)❡♠✐K)❡ ♦❝❝✉))❡♥❝❡ ♥✬❛ ♣❛2 ❞❡ ♣)+❞+❝❡22❡✉)✳

✷✳ ◆♦✉2 ❢❛✐2♦♥2 ✉♥ ♣❛)❝♦✉)2 ❡♥ ❧❛)❣❡✉) ❞✉ ❣)❛♣❤❡ Gs . ♣❛)-✐) ❞❡ ❧❛ 2♦✉)❝❡ s ❥✉28✉✬❛✉① ❢❡✉✐❧❧❡2✳

➚ ❝❤❛8✉❡ 2♦♠♠❡- u ❞❡ Gs ❝♦))❡2♣♦♥❞❡♥- d−Gs
(u) 2♦♠♠❡-2 ❞❛♥2 H∗

✳ ❙♦✐- N+
u(Gs)

❧✬❡♥2❡♠❜❧❡

❞❡2 2✉❝❝❡22❡✉)2 ❞❡ u ❞❛♥2 Gs✱ ♥♦✉2 ❝♦♥2-)✉✐2♦♥2 N+
u(H∗) ❧✬❡♥2❡♠❜❧❡ ❞❡2 2✉❝❝❡22❡✉)2 ❞❡

u1, u2, ..., ud
−
Gs

(u)
❞❛♥2 H∗

-❡❧ 8✉❡ 2✬✐❧ ❡①✐2-❡ p ❛)<-❡2 ❡♥-)❡ u ❡- ✉♥ 2✉❝❝❡22❡✉) v ❞❛♥2 Gs

❛❧♦)2 ❧❡2 2♦♠♠❡-2 v1, v2, ...vp 2♦♥- ❛❥♦✉-+2 . ❧✬❡♥2❡♠❜❧❡ N+
u(H∗)✳ ◆♦✉2 ❞✐✈✐2♦♥2 ❧✬❡♥2❡♠❜❧❡

N+
u(H∗) ❡♥ d−Gs

(u)− 1 2♦✉2✲❡♥2❡♠❜❧❡2 ❞✐2❥♦✐♥-2 ❞❡ -❛✐❧❧❡ B − 1 ❡- ✉♥ ❞❡)♥✐❡) 2♦✉2 ❡♥2❡♠❜❧❡

♥♦♥ ✈✐❞❡ ❞❡ -❛✐❧❧❡ ❛✉ ♣❧✉2 B − 1✳ ◆♦✉2 )❡❧✐♦♥2 ❝❤❛8✉❡ ♦❝❝✉))❡♥❝❡ ❞✉ 2♦♠♠❡- u ❞❛♥2 H∗

✺✾
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✭❜✮ ❍✐+$❛$❝❤✐❡ ♦♣.✐♠❛❧❡ H∗

❋✐❣✉$❡ ✷✳✽ ✕ ❈♦♥-.$✉❝.✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❤✐4$❛$❝❤✐❡ ♦♣.✐♠❛❧❡ ♣♦✉$ ❧❡ ♣$♦❜❧8♠❡ ❉❈▼❙❍ ❛✈❡❝ B = 3 >
♣❛$.✐$ ❞✉ ❣$❛♣❤❡ Gs

▲❡♠♠❡ ✷✳✸✳✶✵✳ ▲❛ ❤✐$%❛%❝❤✐❡ H∗
♦❜*❡♥✉❡ - ❧✬✐00✉❡ ❞❡ ❧❛ *%♦✐0✐2♠❡ ❝♦%%❡0♣♦♥❞ - ✉♥❡ ❤✐$%❛%❝❤✐❡

♦♣*✐♠❛❧❡ ♣♦✉% ❧❡ ♣%♦❜❧2♠❡ ❉❈▼❙❍ ❞❛♥0 Gk ♥♦♥✲♦%✐❡♥*$✳

❉$♠♦♥0*%❛*✐♦♥✳ ?$♦❝4❞♦♥- ♣❛$ ❝♦♥.$❛❞✐❝.✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦-♦♥- @✉❡ ❧❛ ❤✐4$❛$❝❤✐❡ H∗
✭❝♦♥-.$✉✐.❡ > ♣❛$✲

.✐$ ❞✉ ❣$❛♣❤❡ Gs✮ ♥❡ -♦✐. ♣❛- ♦♣.✐♠❛❧❡ ♣♦✉$ ❧❡ ♣$♦❜❧8♠❡ ❉❈▼❙❍✳ ■❧ ❡①✐-.❡ ❛❧♦$- ✉♥❡ ❤✐4$❛$❝❤✐❡ ❞❡

$❡❝♦✉✈$❡♠❡♥. H ′
❛②❛♥. ✉♥ ❝♦G. -.$✐❝.❡♠❡♥. ✐♥❢4$✐❡✉$ > ❝❡❧✉✐ ❞❡ H∗

❡. @✉✐ $❡-♣❡❝.❡ ❧❛ ❝♦♥.$❛✐♥.❡

-✉$ ❧❡ ❞❡❣$4 ❞❡- -♦♠♠❡.-✳ ◆♦✉- ❝❤♦✐-✐--♦♥- ✉♥ -♦♠♠❡. ❛$❜✐.$❛✐$❡ ❞❡ H ′
❡. ♥♦✉- ♦$✐❡♥.♦♥- ❧❛

❤✐4$❛$❝❤✐❡ > ♣❛$.✐$ ❞❡ ❝❡ -♦♠♠❡.✳ ◆♦✉- ❝♦♥-.$✉✐-♦♥- ❧❡ ❣$❛♣❤❡ Gs ♦J .♦✉.❡- ❧❡- ♦❝❝✉$$❡♥❝❡- ❞✬✉♥

-♦♠♠❡. ❞❛♥- ❧❛ ❤✐4$❛$❝❤✐❡ -♦♥. $❡♣$4-❡♥.4❡- ♣❛$ ✉♥ -❡✉❧ -♦♠♠❡. ❞❛♥- ❧❡ ❣$❛♣❤❡ Gs ❡. ♣♦✉$ .♦✉.

❛$❝ (ui, vj) ❡♥.$❡ ✉♥❡ ♦❝❝✉$$❡♥❝❡ ❞✉ -♦♠♠❡. u ❡. ✉♥❡ ♦❝❝✉$$❡♥❝❡ ❞✉ -♦♠♠❡. v✱ ♥♦✉- ♠❡..♦♥- ✉♥

♥♦✉✈❡❧ ❛$❝ ❞❡ u ✈❡$- v ❞❛♥- ❧❡ ❣$❛♣❤❡ Gs ✭❧✬✐♥✈❡$-❡ ❞❡ ❧✬4.❛♣❡ .$♦✐-✮✳ ▲❡ ❣$❛♣❤❡ Gs′ ❡-. ❝♦♥♥❡①❡✱ ✐❧

$❡-♣❡❝.❡ ❛❧♦$- ❧❡- ❝♦♥.$❛✐♥.❡- ❞❡ ❝♦♥♥❡①✐.4 ❞✉ ♣$♦❣$❛♠♠❡ ❧✐♥4❛✐$❡✳ ▲❡ ♥♦♠❜$❡ ❞❡ -✉❝❝❡--❡✉$- ❞❡

❝❤❛@✉❡ -♦♠♠❡. ❞✉ ❣$❛♣❤❡ Gs′ ❡-. ❛✉ ♣❧✉- 4❣❛❧ ❛✉ ♥♦♠❜$❡ ❞❡ ♣$4❞4❝❡--❡✉$- ❢♦✐- B − 1✱ ❡①❝❡♣.4

❧❛ -♦✉$❝❡✱ ♣♦✉$ ❧❛@✉❡❧❧❡ -♦♥ ♥♦♠❜$❡ ❞❡ -✉❝❝❡--❡✉$- ❡-. ❛✉ ♣❧✉- 4❣❛❧ > B ♣❧✉- ❧❡ ♥♦♠❜$❡ ❞❡ ♣$4❞4✲

❝❡--❡✉$- ❢♦✐- B − 1✳ ▲❡- ❝♦♥.$❛✐♥.❡- ✷✳✶✸ ❡. ✷✳✶✹ -♦♥. ❛❧♦$- $❡-♣❡❝.4❡-✳ ❈❤❛@✉❡ -♦♠♠❡. ❡①❝❡♣.4❡

❧❛ -♦✉$❝❡ ❛ ❛✉ ♠♦✐♥- ✉♥ ♣$4❞4❝❡--❡✉$✱ ❧❛ ❝♦♥.$❛✐♥.❡ ✷✳✶✻ ❡-. 4❣❛❧❡♠❡♥. $❡-♣❡❝.4❡✳ ▲❡ ❣$❛♣❤❡ Gs′

$❡-♣❡❝.❡ ❧❡- ❝♦♥.$❛✐♥.❡- ❞❡ ❞❡❣$4 ❡. ❞❡ ❝♦♥♥❡①✐.4 ❞✉ ?▲✳ ❙❛❝❤❛♥. @✉❡ ❧❡ ♣$♦❣$❛♠♠❡ ❧✐♥4❛✐$❡ ❛

♣♦✉$ ♦❜❥❡❝.✐❢ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐-❡$ ❧❡ ❝♦G. ❞❡ ❧❛ -♦❧✉.✐♦♥ ❡. @✉✬✐❧ $❡.♦✉$♥❡ ❧❡- ✈❛$✐❛❜❧❡- ❝♦$$❡-♣♦♥❞❛♥. ❛✉

❣$❛♣❤❡ Gs✱ ✐❧ ❡-. ❛❜-✉$❞❡ @✉❡ ❧❡ ❝♦G. ❞❡ Gs -♦✐. -.$✐❝.❡♠❡♥. -✉♣4$✐❡✉$ > ❝❡❧✉✐ ❞❡ Gs′ ✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✸✳✶✶✳ ▲❛ ❤✐$%❛%❝❤✐❡ H∗
♦❜*❡♥✉❡ - ❧✬✐00✉❡ ❞❡ ❧✬$*❛♣❡ *%♦✐0 ❡0* ♦♣*✐♠❛❧❡ ♣♦✉% ❧❡ ♣%♦❜❧2♠❡

❉❈▼❙❍ ❞❛♥0 ❧❡ ❣%❛♣❤❡ G✳
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❉!♠♦♥%&'❛&✐♦♥✳ ❖♥ ♣❡✉% ❢❛✐)❡ ❝♦))❡,♣♦♥❞)❡ . %♦✉%❡ ❤✐0)❛)❝❤✐❡ ❞❛♥, Gk ✉♥❡ ❤✐0)❛)❝❤✐❡ ❞❛♥, G✳

▲❡ ❝♦3% ❞✬✉♥❡ ❛)5%❡ {u, v} ❞❛♥, G ❡,% ✐❞❡♥%✐6✉❡ ❛✉ ❝♦3% ❞❡ ❧✬❛)5%❡ {u, v} ❞❛♥, Gk✳ ❯♥❡ ❤✐0)❛)❝❤✐❡

♦♣%✐6✉❡ ♣♦✉) ❧❡ ♣)♦❜❧:♠❡ ❉❈▼❙❍ ❞❛♥, Gk ❝♦))❡,♣♦♥❞ ❛❧♦), . ✉♥❡ ❤✐0)❛)❝❤✐❡ ♦♣%✐♠❛❧❡ ♣♦✉) ❝❡

♠5♠❡ ♣)♦❜❧:♠❡ ❞❛♥, G✳ ❊♥ ❝♦♥,✐❞0)❛♥% ❧❛ ♣)♦♣♦,✐%✐♦♥ ✷✳✸✳✶✵✱ ♥♦✉, ♣♦✉✈♦♥, ❛❧♦), ❛✣)♠❡) 6✉❡

❧❛ ❤✐0)❛)❝❤✐❡ H∗
♦❜%❡♥✉❡ . ❧✬✐,,✉❡ ❞❡ ❧✬0%❛♣❡ %)♦✐, ❡,% ♦♣%✐♠❛❧❡ ♣♦✉) ❧❡ ♣)♦❜❧:♠❡ ❉❈▼❙❍ ❞❛♥,

❧❡ ❣)❛♣❤❡ G✳

✷✳✸✳✸ ❘$%✉❧(❛(% ❡①♣$-✐♠❡♥(❛✉①

❈❡%%❡ ,❡❝%✐♦♥ ✈✐,❡ . ♠♦♥%)❡) ❧❡, ❛✈❛♥%❛❣❡, ❞✉ ♣)♦❜❧:♠❡ ❉❈▼❙❍ ♣❛) )❛♣♣♦)% ❛✉ ♣)♦❜❧:♠❡

❉❈▼❙❚✳

✷✳✸✳✹ ❙✐♠✉❧❛(✐♦♥%

❉❡, ,✐♠✉❧❛%✐♦♥, ,♦♥% )0❛❧✐,0❡, ♣♦✉) ❝♦♠♣❛)❡) ❧❛ ,%)✉❝%✉)❡ ❞❡ ❤✐0)❛)❝❤✐❡ ❞❡ )❡❝♦✉✈)❡♠❡♥% ❛✉①

❛)❜)❡, ❞❡ )❡❝♦✉✈)❡♠❡♥%✳ ▲❡, PLNE ❞❡, ♣)♦❜❧:♠❡, ❉❈▼❙❚ ❡% ❉❈▼❙❍ ,♦♥% ✐♠♣❧0♠❡♥%0, ❡♥

❧❛♥❣❛❣❡ ❈ ❡♥ ✐♥❝❧✉❛♥% ❧❡ ♣❛❝❦❛❣❡ ❈M▲❊❳✳ ▲❡, ✐♥,%❛♥❝❡, ,❡)♦♥% ❞✬✉♥❡ ♣❛)% ❧❡ ❣)❛♣❤❡ ♠♦❞0❧✐,❛♥%

❧❡ )0,❡❛✉ ◆❙❋ ✭◆❛%✐♦♥❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡ ❋♦✉♥❞❛%✐♦♥ ◆❡%✇♦)❦✮✱ ❡% ❞✬❛✉%)❡ ♣❛)% ❞❡, ❣)❛♣❤❡, ❛❧0❛%♦✐)❡,

❣0♥0)0, ❡♥ ✉%✐❧✐,❛♥% ◆❡%●❡♥ ❬❑◆❙✼✹❪✳

❖♥ ❝♦♥,✐❞:)❡ 9 ✈❛❧❡✉), ❞✐✛0)❡♥%❡, ♣♦✉) ❧❡ ♥♦♠❜)❡ ❞❡ ,♦♠♠❡%, ❞❡, ❣)❛♣❤❡, ❛❧0❛%♦✐)❡, G ✿

|V | ∈ {20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90, 100}✳ ▲❛ ❞❡♥,✐%0 ❞❡, ❣)❛♣❤❡, ❛❧0❛%♦✐)❡, ❡,% ✜①0❡ . 2 ✭◆♦✉,

❛✈♦♥, )❡♣)✐, ❧❛ ❞0✜♥✐%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥,✐%0 ❢♦)♠✉❧0❡ ❞❛♥, ❬❈●■✵✾❪ 6✉✐ ❡,% ❧❡ )❛%✐♦ ❡♥%)❡ ❧❡ ♥♦♠❜)❡

❞✬❛)5%❡, ❡% ❧❡ ♥♦♠❜)❡ ❞❡ ,♦♠♠❡%,✮✳ ■❧, ,♦♥% ❞♦♥❝ ♣❡✉ ❞❡♥,❡,✳ ▲❡, ❣)❛♣❤❡, ♣❡✉ ❞❡♥,❡, ,♦♥% ♣❧✉,

❛♣♣)♦♣)✐0, ♣♦✉) ❧❛ )❡♣)0,❡♥%❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ )0❛❧✐%0 ❞❡, )0,❡❛✉① ♦♣%✐6✉❡,✳ ❆✜♥ ❞✬❛✈♦✐) ✉♥ ❥❡✉ ❞❡ %❡,%,

,✐❣♥✐✜❝❛%✐❢✱ 100 ✐♥,%❛♥❝❡, )0❛❧✐,❛❜❧❡, ♣♦✉) ❧❡ ♣)♦❜❧:♠❡ ❉❈▼❙❚ ❡% ❛②❛♥% ❞❡, ❝♦3%, ❞✐,%)✐❜✉0,

❛❧0❛%♦✐)❡♠❡♥% ,✉) ❧❡, ❛)5%❡, ,♦♥% ❣0♥0)0❡, ♣♦✉) ❝❤❛6✉❡ ✈❛❧❡✉) ❞❡ |VG|✳

▲❡, M▲◆❊ ❞❡, ♣)♦❜❧:♠❡, ❉❈▼❙❚ ❡% ❞✉ ❉❈▼❙❍ ,♦♥% )0,♦❧✉❡, ♣♦✉) ❝❡% ❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡ ❥❡✉ ❞✬✐♥,✲

%❛♥❝❡, ❛✈❡❝ ❧❛ ❜♦)♥❡ ,✉) ❧❡ ❞❡❣)0 B ✜①0❡ . 2 ❡% . 3✳

✷✳✸✳✺ ❘$%✉❧(❛(% ❞❡% %✐♠✉❧❛(✐♦♥%

▲❛ ✜❣✉)❡ ✷✳✾❛ ♠♦♥%)❡ ❧❛ ♠♦❞0❧✐,❛%✐♦♥ ❞✉ )0,❡❛✉ ◆❙❋ ❛✈❡❝ ✉♥ ❣)❛♣❤❡ G ❛)5%❡, ♣♦♥❞0)0❡,✳ ▲❡

❝♦3% ❞❡ ❧❛ ❤✐0)❛)❝❤✐❡ ❞❡ )❡❝♦✉✈)❡♠❡♥% ❞❡ G ♦♣%✐♠❛❧❡ ♣♦✉) ❧❡ ♣)♦❜❧:♠❡ ❉❈▼❙❍ ✭✜❣✉)❡ ✷✳✾❝✮ ❡,%

,%)✐❝%❡♠❡♥% ✐♥❢0)✐❡✉) ❛✉ ❝♦3% ❞❡ ❧✬❛)❜)❡ ❞❡ )❡❝♦✉✈)❡♠❡♥% ❞❡ G ♦♣%✐♠❛❧ ♣♦✉) ❧❡ ♣)♦❜❧:♠❡ ❉❈▼❙❚

✭✜❣✉)❡ ✷✳✾❜✮✳

❆✜♥ ❞✬❛♥❛❧②,❡) ❧❡, )0,✉❧%❛%, ❞❡ ♠❛♥✐:)❡ ♣❡)%✐♥❡♥%❡✱ ❧❡ ♣♦✉)❝❡♥%❛❣❡ ❞❡, ✐♥,%❛♥❝❡, ♥♦♥ )0❛❧✐,❛❜❧❡,

♣♦✉) ❝❤❛6✉❡ ✈❛❧❡✉) ❞❡ |VG| ❡,% %♦✉% ❞✬❛❜♦)❞ ✐♥❞✐6✉0✳ ◆♦%♦♥, 6✉❡ %♦✉%❡ ✐♥,%❛♥❝❡ ❡,% )0❛❧✐,❛❜❧❡

♣♦✉) ❧❡ ♣)♦❜❧:♠❡ ❉❈▼❙❍ ❡% ❝❡❝✐ ♣♦✉) %♦✉% B ≥ 2✳ ▲❡, ♣♦✉)❝❡♥%❛❣❡, ❞✬✐♥,%❛♥❝❡, ♥♦♥ )0❛❧✐,❛❜❧❡,

♣♦✉) ❧❡ ♣)♦❜❧:♠❡ ❉❈▼❙❚ ❛✈❡❝ ❜♦)♥❡ ,✉) ❧❡ ❞❡❣)0 B ✜①0❡ . 2 ❡% . 3 ,♦♥% ♣)0,❡♥%0, ❞❛♥, ❧❛ %❛❜❧❡
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✺
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✭❝✮ ❙♦❧✉3✐♦♥ ♦♣3✐♠❛❧❡ ♣♦✉6 ❧❡ ♣6♦❜❧>♠❡ ❉❈▼❙❍ ✭R = 2✮✱ ❝♦D3 3♦3❛❧ /❣❛❧ F 64✳

❋✐❣✉.❡ ✷✳✾ ✕ ❆.❜.❡ ♦♣6✐♠❛❧ ✈❡.;✉; ❤✐=.❛.❝❤✐❡ ♦♣6✐♠❛❧❡ ❞✉ .=;❡❛✉ ◆❙❋

✷✳✶✳

❙✐ ✉♥ ❣.❛♣❤❡ ❡;6 .=❛❧✐;❛❜❧❡ ♣♦✉. ❧❡ ♣.♦❜❧C♠❡ ❉❈▼❙❚ ❛✈❡❝ B = 2 ❛❧♦.; ❝❡ ❣.❛♣❤❡ ❡;6 ♥=❝❡;;❛✐✲
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|V | 20 30 40 50 60 70 80 90 100

R = 2 52.03% 78.81% 89.62% 91.67% 92.05% 94.28% 96.01% 96.89% 98.11%

R = 3 9.20% 33.44% 46.82% 55.12% 60.67% 63.07% 65.41% 66.81% 69.03%

❚❛❜❧❡ ✷✳✶ ✕ $%♦♣♦%(✐♦♥ ❞✬✐♥-(❛♥❝❡- ♥♦♥ %1❛❧✐-❛❜❧❡- ♣♦✉% ❧❡ ♣%♦❜❧5♠❡ ❉❈▼❙❚

%❡♠❡♥( ❤❛♠✐❧(♦♥✐❡♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥(✱ ❧❡- ❣%❛♣❤❡- ❛❧1❛(♦✐%❡- ❣1♥1%1- -♦♥( ❞❡- ❣%❛♣❤❡- ♣❡✉ ❞❡♥-❡-✱ ♣❛%

❝♦♥-1?✉❡♥(✱ ❧❛ ♣%♦❜❛❜✐❧✐(1 ❞❡ ❣1♥1%❡% ❞❡- ❣%❛♣❤❡- ❤❛♠✐❧(♦♥✐❡♥- ❡-( ❢❛✐❜❧❡✳ ▲❛ ♣%♦♣♦%(✐♦♥ ❞✬✐♥-✲

(❛♥❝❡- ♥♦♥ %1❛❧✐-❛❜❧❡- ♣♦✉% ❧❡ ♣%♦❜❧5♠❡ ❉❈▼❙❚ ❡-( ✐♠♣♦%(❛♥(❡ ❡( ❛✉❣♠❡♥(❡ ❛✈❡❝ ❧❛ (❛✐❧❧❡ ❞✉

❣%❛♣❤❡✳

B = 2
|VG| 20 30 40 50 60 70 80 90 100

❈♦"# ♠♦②❡♥ ❉❈▼❙❚ 7487 12706 18985 22536 25195 29026 32380 35926 39148
❈♦"# ♠♦②❡♥ ❉❈▼❙❍ 5961 9556 13825 15874 17281 19221 21053 23341 24729

❆♠.❧✐♦1❛#✐♦♥ 20.37% 24.79% 27.18% 29.56% 31.41% 33.78% 34.98% 35.03% 36.83%
B = 3

|VG| 20 30 40 50 60 70 80 90 100
❈♦"# ♠♦②❡♥ ❉❈▼❙❚ 6477 10623 14327 18101 21358 23269 25905 28504 30197
❈♦"# ♠♦②❡♥ ❉❈▼❙❍ 5671 8725 11408 14006 16967 17282 18641 19924 20696

❆♠.❧✐♦1❛#✐♦♥ 11.80% 17.20% 20.37% 22.62% 24.11% 25.73% 28.04% 30.10% 31.60%

❚❛❜❧❡ ✷✳✷ ✕ ❈♦D( ♠♦②❡♥ ❞❡- ❤✐1%❛%❝❤✐❡- ✈❡%-✉- ❝♦D( ♠♦②❡♥ ❞❡- ❛%❜%❡-

▲❡- %1-✉❧(❛(- ♥✉♠1%✐?✉❡- ❝♦♥❝❡%♥❛♥( ❧❡- ❝♦D(- ❞❡- ❤✐1%❛%❝❤✐❡- ❡( ❞❡- ❛%❜%❡- ❞❡ %❡❝♦✉✈%❡♠❡♥(✱

♣♦✉% ❧❡- ✐♥-(❛♥❝❡- ♣♦✉% ❧❡-?✉❡❧❧❡- ❧❡ ♣%♦❜❧5♠❡ ❉❈▼❙❚ ❛ ✉♥❡ -♦❧✉(✐♦♥✱ -♦♥( ♣%1-❡♥(1- ❞❛♥- ❧❛

(❛❜❧❡ ✷✳✷✳ ❯♥❡ -♦❧✉(✐♦♥ ♦♣(✐♠❛❧❡ ♣♦✉% ❧❡ ♣%♦❜❧5♠❡ ❉❈▼❙❚ ❡-( ✉♥❡ -♦❧✉(✐♦♥ %1❛❧✐-❛❜❧❡ ♣♦✉% ❧❡

♣%♦❜❧5♠❡ ❉❈▼❙❍✱ ❧❡ ❝♦D( ❞❡ ❧❛ ❤✐1%❛%❝❤✐❡ ♦♣(✐♠❛❧❡ ❡-( ❞♦♥❝ (♦✉❥♦✉%- ✐♥❢1%✐❡✉% ♦✉ 1❣❛❧ ❛✉ ❝♦D(

❞❡ ❧✬❛%❜%❡ ♦♣(✐♠❛❧ ✭-✐ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❡①✐-(❡✮✳ ▲❡ ♣♦✉%❝❡♥(❛❣❡ ♠♦②❡♥ ❞✬❛♠1❧✐♦%❛(✐♦♥ ❞✉ ❝♦D( ✈❛%✐❡ ❡♥(%❡

20% ❡( 36% ?✉❛♥❞ B = 2 ❡( ❡♥(%❡ 11% ❡( 31% ?✉❛♥❞ B = 3✳ ▲❡ ♣♦✉%❝❡♥(❛❣❡ ❞✬❛♠1❧✐♦%❛(✐♦♥

❞✉ ❝♦D( ❛✉❣♠❡♥(❡ ❡♥ ❢♦♥❝(✐♦♥ ❞❡ ❧❛ (❛✐❧❧❡ ❞✉ ❣%❛♣❤❡✳ ◗✉❛♥❞ ❧❛ (❛✐❧❧❡ ❞✉ ❣%❛♣❤❡ ❡-( ❣%❛♥❞❡✱ ❧❛

♣%♦❜❛❜✐❧✐(1 ?✉✬✉♥ -♦♠♠❡( -♦✐( ❞✉♣❧✐?✉1 ❞❛♥- ❧❛ ❤✐1%❛%❝❤✐❡ ❛✉❣♠❡♥(❡ ❡( ❝❡❝✐ ❛❝❝%♦M( ❧❛ ♣%♦❜❛❜✐✲

❧✐(1 ❞✬❛♠1❧✐♦%❛(✐♦♥ ❞✉ ❝♦D(✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥(✱ ❧✬❛♠1❧✐♦%❛(✐♦♥ ❞✐♠✐♥✉❡ ❧♦%-?✉❡ ❧❛ ❜♦%♥❡ B ❛✉❣♠❡♥(❡✳

❈❡❧❛ ❡-( ❞D N ❧✬❛✉❣♠❡♥(❛(✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣%♦❜❛❜✐❧✐(1 ?✉❡ ❧✬❛%❜%❡ ❞❡ ❝♦D( ♠✐♥✐♠✉♠ -❛♥- ❝♦♥(%❛✐♥(❡-

-♦✐( %1❛❧✐-❛❜❧❡ ♣♦✉% ❧❡ ♣%♦❜❧5♠❡ ❉❈▼❙❚✳ ▼O♠❡ -✬✐❧ ♥✬❡-( ♣❛- %1❛❧✐-❛❜❧❡✱ ❧❡ ❝♦D( ❞❡ ❧✬❛%❜%❡ ❛✈❡❝

❝♦♥(%❛✐♥(❡- -✬❡♥ ❛♣♣%♦❝❤❡ ❡( ❞♦♥❝ ❧✬✐♥(1%O( ❞❡- ❤✐1%❛%❝❤✐❡- ❞✐♠✐♥✉❡✳ ❙❛❝❤❛♥( ?✉❡ ❧✬❛%❜%❡ ❞❡ %❡✲

❝♦✉✈%❡♠❡♥( ❞❡ ❝♦D( ♠✐♥✐♠✉♠ ❡-( ✉♥❡ ❜♦%♥❡ ✐♥❢1%✐❡✉%❡ N ❧❛ ❢♦✐- ♣♦✉% ❧❡ ♣%♦❜❧5♠❡ ❉❈▼❙❚ ❡( ❧❡

♣%♦❜❧5♠❡ ❉❈▼❙❍✱ ✐❧ ❡-( ♥♦%♠❛❧ ?✉❡ ❧✬❛♠1❧✐♦%❛(✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❜❛✐--❡✳

▲✬❛♠1❧✐♦%❛(✐♦♥ ❡-( ♣❧✉- ❝❧❛✐%❡ ❞❛♥- ❧❡- ✜❣✉%❡- ✷✳✶✵❛ ❡( ✷✳✶✵❜ ?✉✐ %❡♣%1-❡♥(❡♥( ❧❡ ❝♦D( ♠♦②❡♥ ❞❡-

❛%❜%❡- ❞❡ %❡❝♦✉✈%❡♠❡♥( ❡( ❞❡- ❤✐1%❛%❝❤✐❡- ❞❡ %❡❝♦✉✈%❡♠❡♥( ♣♦✉% B = 2 ❡( B = 3✱ %❡-♣❡❝(✐✈❡♠❡♥(✳

❉❛♥- ❧❡- ❞❡✉① ✜❣✉%❡-✱ ❧✬1❝❛%( (②♣❡ ♥✬❡-( ♣❛- (%5- -✐❣♥✐✜❝❛(✐❢✳ ▲❡- ✜❣✉%❡- ✷✳✶✶❛ ❡( ✷✳✶✶❜ ❛♣♣♦%(❡♥(

♣❧✉- ❞❡ ♣%1❝✐-✐♦♥- N ♥♦- %1-✉❧(❛(-✳ ❈❡- ✜❣✉%❡- ♠♦♥(%❡♥(✱ ♣♦✉% B = 2 ❡( ♣♦✉% B = 3✱ ❧❡ ♥♦♠❜%❡

❞✬✐♥-(❛♥❝❡- ♣♦✉% ❧❡-?✉❡❧❧❡- ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ❛♠1❧✐♦%❛(✐♦♥ ❞✉ ❝♦D( ✐♥❝❧✉-❡ ❞❛♥- ✉♥ ✐♥(❡%✈❛❧❧❡ -♣1❝✐✜?✉❡

❡♥ ❢♦♥❝(✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉% ❞❡ |VG|✳ $♦✉% B = 2 ❡( |VG| ≥ 70✱ ❧❡- ❤✐1%❛%❝❤✐❡- ❛♠1❧✐♦%❡♥( ❧❡ ❝♦D( ❞❡

♣❧✉- ❞❡ 30% ♣♦✉% ♣❧✉- ❞❡ 50 ✐♥-(❛♥❝❡- ♣❛%♠✐ 100✳ ▲✬❛♠1❧✐♦%❛(✐♦♥ ❛✉❣♠❡♥(❡ ❡♥ ❢♦♥❝(✐♦♥ ❞❡ ❧❛

(❛✐❧❧❡ ❞❡- ✐♥-(❛♥❝❡-✳ ❊♥ ❡✛❡(✱ ♣♦✉% |V | = 90✱ ❧❡- ❤✐1%❛%❝❤✐❡- ❛♠1❧✐♦%❡♥( ❞❡ ♣❧✉- ❞❡ 30% ♣♦✉% ♣❧✉-

✻✸
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❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✶ ✕ ◆♦♠❜$❡ ❞✬✐♥73❛♥❝❡7 ❡♥ ❢♦♥❝3✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♠9❧✐♦$❛3✐♦♥ ❞✉ ❝♦=3 ♣❛$ ❧❡7 ❤✐9$❛$❝❤✐❡7

❞❡ 75 ✐♥73❛♥❝❡7 ♣❛$♠✐ 100✳ >♦✉$ B = 3✱ ❧✬❛♠9❧✐♦$❛3✐♦♥ ❡73 ♠♦✐♥7 ♠❛$@✉9❡✳ ❖♥ ♣❡✉3 ❝❡♣❡♥❞❛♥3

♦❜7❡$✈❡$ ❞❛♥7 ❧❛ ✜❣✉$❡ ✷✳✶✶❜ @✉❡ ♣♦✉$ |V | ≥ 70✱ ❧❡7 ❤✐9$❛$❝❤✐❡7 ❛♠9❧✐♦$❡♥3 ❧❡ ❝♦=3 ❞❡ ♣❧✉7 ❞❡

20% ♣♦✉$ ♣❧✉7 ❞❡ 65 ✐♥73❛♥❝❡7 ♣❛$♠✐ 100✳

➱3❛♥3 ❞♦♥♥9 @✉❡ 3♦✉3❡7 ❧❡7 ✐♥73❛♥❝❡7 ❣9♥9$9❡7 ♦♥3 ✉♥ $❛3✐♦ ❝♦♥73❛♥3 ❡♥3$❡ ❧❡ ♥♦♠❜$❡ ❞✬❛$D3❡7 ❡3

❧❡ ♥♦♠❜$❡ ❞❡ 7♦♠♠❡37✱ ❧❡ ♥♦♠❜$❡ ❞✬❛$D3❡7 ❛✉❣♠❡♥3❡ ❡♥ ❢♦♥❝3✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✉❣♠❡♥3❛3✐♦♥ ❞❡ ❧❛ 3❛✐❧❧❡ ❞❡

❧✬✐♥73❛♥❝❡✳ ❙❛❝❤❛♥3 @✉❡ ❧❡7 ❤✐9$❛$❝❤✐❡7 ♦♥3 ❧❛ ♣♦77✐❜✐❧✐39 ❞✬✉3✐❧✐7❡$ ♣❧✉7✐❡✉$7 ❢♦✐7 ✉♥❡ ♠D♠❡ ❛$D3❡✱

❧❡ ♥♦♠❜$❡ ❞❡ ❤✐9$❛$❝❤✐❡7 ❞❡ $❡❝♦✉✈$❡♠❡♥3 ❞✉ ❣$❛♣❤❡ ❡73 ❞♦♥❝ 7✉♣9$✐❡✉$ ❛✉ ♥♦♠❜$❡ ❞✬❛$❜$❡7 ❞❡

$❡❝♦✉✈$❡♠❡♥3 ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐✳ ❈❡❝✐ ❡①♣❧✐@✉❡ ❧✬❛♠9❧✐♦$❛3✐♦♥ ❞✉ ❝♦=3 ♦❜7❡$✈9❡✳

✷✳✹ ❘$%♦❧✉)✐♦♥ ❛♣♣.♦❝❤$❡ ❞✉ ♣.♦❜❧4♠❡ ❉❈▼❙❍

❉❛♥7 ❝❡33❡ 7❡❝3✐♦♥✱ ♥♦✉7 ♥♦✉7 ✐♥39$❡77♦♥7 J ❧❛ $97♦❧✉3✐♦♥ ❛♣♣$♦❝❤9❡ ❞✉ ♣$♦❜❧K♠❡ ❉❈▼❙❍ ❡3 ♥♦✉7

♣$♦✉✈♦♥7 @✉❡ ❝❡ ♣$♦❜❧K♠❡ ❡73 ❛♣♣$♦①✐♠❛❜❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥ $❛3✐♦ R = B
B−1 ✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥7 @✉❡ ❧❡ ♣$♦❜❧K♠❡

❉❈▼❙❚ ❡73 ♥♦♥ ❛♣♣$♦①✐♠❛❜❧❡ J ✉♥ ❢❛❝3❡✉$ ❝♦♥73❛♥3 ❞✉ ❝♦=3 ❞❡ ❧✬❛$❜$❡ ♦♣3✐♠❛❧ ❬❘▼❘

+
✾✸❛❪ ✭✐❧

♥✬❡73 ♣❛7 ❞❛♥7 ❧❛ ❝❧❛77❡ ❆>❳✮✳ ▲❡7 ♣$✐♥❝✐♣❛✉① 3$❛✈❛✉① @✉✐ ♦♥3 939 ♠❡♥97 7✉$ ❧✬❛♣♣$♦①✐♠❛3✐♦♥ ❞✉
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♣!♦❜❧%♠❡ ❉❈▼❙❚ ♦♥. /./ ♦!✐❡♥./1 ✈❡!1 ❧✬/❧❛❜♦!❛.✐♦♥ ❞✬❛❧❣♦!✐.❤♠❡1 ❞✬❛♣♣!♦①✐♠❛.✐♦♥ ❜✐✲❝!✐.%!❡1✳

❙✐♥❣❤ ❡. ❛❧✳ ♣!♦♣♦1❡♥. ❞❛♥1 ❬❙▲✵✼❪ ✉♥ ❛❧❣♦!✐.❤♠❡ ❞✬❛♣♣!♦①✐♠❛.✐♦♥ (1, B + 1) ❛♣♣!♦❝❤/❡ ♣♦✉!

❧❡ ♣!♦❜❧%♠❡ ❉❈▼❙❚ B✉✐ ❡1. ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉! !❛.✐♦ ❞✬❛♣♣!♦①✐♠❛.✐♦♥ ♣♦11✐❜❧❡✳ ❯♥ ❛❧❣♦!✐.❤♠❡ ❞✬❛♣✲

♣!♦①✐♠❛.✐♦♥ .!✐✈✐❛❧ ❞✉ ♣!♦❜❧%♠❡ ❉❈▼❙❍ ❛✈❡❝ !❛.✐♦ ❞❡ ❞❡✉① ❝♦♥1✐1.❡ E .!♦✉✈❡! ✉♥ ❛!❜!❡ ❞❡

!❡❝♦✉✈!❡♠❡♥. ❞❡ ❝♦F. ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✉ ❣!❛♣❤❡ ❡. ❞❡ ♣❛!❝♦✉!✐! ❧✬❛!❜!❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣❛!❝♦✉!1 ❡♥ ❧♦♥❣✉❡✉!✳

▲❡ ❝♦F. ❞✉ ♣❛!❝♦✉!1 ❡1. ❛✐♥1✐ /❣❛❧ E ❞❡✉① ❢♦✐1 ❧❡ ❝♦F. ❞❡ ❧✬❛!❜!❡ ❞❡ !❡❝♦✉✈!❡♠❡♥. ❞❡ ❝♦F. ♠✐♥✐♠✉♠✳

▲✬❛❧❣♦!✐.❤♠❡ ♣!♦♣♦1/ ❞❛♥1 ❬▼❉▼✶✹❪ ❡. ♣❡!♠❡..❛♥. ❞✬❛♣♣!♦①✐♠❡! ❧❡ ♣!♦❜❧%♠❡ ❉❈▼❙❍ ❛✈❡❝ ✉♥

!❛.✐♦ R = B
B−1 ❡1. ❝♦♥1.!✉✐. ❡♥ .!♦✐1 /.❛♣❡1✳ ➱.❛♥. ❞♦♥♥/ ✉♥ ❣!❛♣❤❡ G = (VG, EG) ❝♦♥♥❡①❡

❛!K.❡1 ♣♦♥❞/!/❡1 ❡. ✉♥❡ ❜♦!♥❡ 1✉! ❧❡ ❞❡❣!/ B ✿

✶✳ ◆♦✉1 ❝♦♥1✐❞/!♦♥1 ❝♦♠♠❡ ♣♦✐♥. ❞❡ ❞/♣❛!. ❞❡ ♥♦.!❡ ❛❧❣♦!✐.❤♠❡ ✭❜♦!♥❡ ✐♥❢/!✐❡✉!❡✮ ❧✬❛!❜!❡ ❞❡

!❡❝♦✉✈!❡♠❡♥. ❞❡ ❝♦F. ♠✐♥✐♠✉♠ ✭❝❡. ❛!❜!❡ ♣❡✉. ♥❡ ♣❛1 !❡1♣❡❝.❡! ❧❛ ❜♦!♥❡ 1✉! ❧❡ ❞❡❣!/✮✳

✷✳ ❉❛♥1 ❧❡ ❝❛1 ♦Q ❧✬❛!❜!❡ ❞❡ ❝♦F. ♠✐♥✐♠✉♠ !❡1♣❡❝.❡ ❧❛ ❜♦!♥❡ 1✉! ❧❡ ❞❡❣!/ B✱ ❝✬❡1. ✉♥❡ 1♦❧✉.✐♦♥

E ♥♦.!❡ ♣!♦❜❧%♠❡✳ ❉❛♥1 ❧❡ ❝❛1 ❝♦♥.!❛✐!❡✱ ♥♦✉1 ❧❡ ❞/❝♦♠♣♦1♦♥1 ❡♥ ✉♥ ❡♥1❡♠❜❧❡ ❞✬/.♦✐❧❡1

❛!K.❡1✲❞✐1❥♦✐♥.❡1✳ ◆♦✉1 ❝♦✉✈!♦♥1 ❝❤❛B✉❡ /.♦✐❧❡ ❡♥ ✉.✐❧✐1❛♥. ✉♥❡ ❤✐/!❛!❝❤✐❡ ❞❡ !❡❝♦✉✈!❡♠❡♥.

❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦F. ❜♦!♥/ ❡. ❡♥ !❡1♣❡❝.❛♥. ❧❛ ❜♦!♥❡ 1✉! ❧❡ ❞❡❣!/ B✳

✸✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉1 ❝♦♥1.!✉✐1♦♥1 ✉♥❡ ❤✐/!❛!❝❤✐❡ ❡♥ ❝♦♥♥❡❝.❛♥. .♦✉.❡1 ❧❡1 ❤✐/!❛!❝❤✐❡1 ❝♦✉✈!❛♥. ❧❡1

/.♦✐❧❡1✳

✷✳✹✳✶ ❘❡❝♦✉✈*❡♠❡♥- ❞✬0-♦✐❧❡3 ♣❛* ❧❡3 ❤✐0*❛*❝❤✐❡3

❙♦✐. Sk ✉♥❡ /.♦✐❧❡ ❛②❛♥. k 1♦♠♠❡.1 ❡. k−1 ❛!K.❡1✳ ◆♦.♦♥1 c ❧❡ 1♦♠♠❡. ❝❡♥.!❛❧ ❡. c(S) ❧❛ 1♦♠♠❡

❞❡1 ❝♦F.1 ❞❡1 ❛!K.❡1 ❧❛ ❝♦♠♣♦1❛♥.✳ ❙✉♣♣♦1♦♥1 B✉❡ B < k− 1✳ ▲❛ ❤✐/!❛!❝❤✐❡ ❞❡ !❡❝♦✉✈!❡♠❡♥. ❞❡

Sk ❞❡ ❝♦F. ♠✐♥✐♠✉♠ !❡1♣❡❝.❛♥. ❧❛ ❜♦!♥❡ 1✉! ❧❡ ❞❡❣!/ ❝♦♥.✐❡♥. ♣❧✉1✐❡✉!1 ❢♦✐1 ❧❡ 1♦♠♠❡. ❝❡♥.!❛❧✳

❈❡!.❛✐♥❡1 ❢❡✉✐❧❧❡1 ♣❡✉✈❡♥. /❣❛❧❡♠❡♥. K.!❡ ❞✉♣❧✐B✉/❡1✳ ❆✜♥ ❞✬❛11✉!❡! ❧❡ !❡❝♦✉✈!❡♠❡♥. ❞❡ .♦✉1 ❧❡1

1♦♠♠❡.1 ❞❡ ❧✬/.♦✐❧❡✱ ❝❤❛B✉❡ 1♦♠♠❡. ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❞♦✐. ❛♣♣❛!❛Y.!❡ ❛✉ ♠♦✐♥1 ✉♥❡ ❢♦✐1 ❞❛♥1 ❧❛ ❤✐/!❛!✲

❝❤✐❡ ❞❡ !❡❝♦✉✈!❡♠❡♥. ❡. ❝❤❛B✉❡ ❛!K.❡ ❡1. ❞♦♥❝ ✉.✐❧✐1/❡ ❛✉ ♠♦✐♥1 ✉♥❡ ❢♦✐1 ❞❛♥1 ❧❛ ❤✐/!❛!❝❤✐❡ ❞❡

!❡❝♦✉✈!❡♠❡♥.✳ ❘/1♦✉❞!❡ ❧❡ ♣!♦❜❧%♠❡ ❉❈▼❙❍ ♣♦✉! ✉♥❡ /.♦✐❧❡ !❡✈✐❡♥. ❞♦♥❝ E ♠✐♥✐♠✐1❡! ❧❡ ❝♦F.

❞❡1 ❛!K.❡1 ❞✉♣❧✐B✉/❡1✳

❉❛♥1 ❝❡ B✉✐ 1✉✐.✱ ♥♦✉1 ♣!♦♣♦1♦♥1 ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ ❤✐/!❛!❝❤✐❡ ❞❡ !❡❝♦✉✈!❡♠❡♥. ❞✬/.♦✐❧❡ ❡♥ !❡1♣❡❝✲

.❛♥. ❧❛ ❜♦!♥❡ 1✉! ❧❡ ❞❡❣!/ B✳ ◆♦.♦♥1 B✉❡ ❧✬❛❧❣♦!✐.❤♠❡ ♣❡!♠❡..❛♥. ❞❡ ❧❡ ❢❛✐!❡ ♥❡ ❣❛!❛♥.✐. ♣❛1

❧✬♦♣.✐♠❛❧✐./ ❞❡ ❧❛ ❤✐/!❛!❝❤✐❡ ❝♦✉✈!❛♥. ❧✬/.♦✐❧❡✱ ♠❛✐1 ♣❡!♠❡. ♥/❛♥♠♦✐♥1 ❞❡ ❣❛!❛♥.✐! ❧❡ !❛.✐♦ ❞✬❛♣✲

♣!♦①✐♠❛.✐♦♥ ❞❡ ♥♦.!❡ ❤❡✉!✐1.✐B✉❡✳

❉❛♥1 ♥♦.!❡ ❛❧❣♦!✐.❤♠❡✱ B✉❛♥❞ ✉♥❡ ❞✉♣❧✐❝❛.✐♦♥ ❞✬❛!K.❡ ❡1. ♥/❝❡11❛✐!❡✱ ❧❡1 ❛!K.❡1 ❞❡ ♠♦✐♥❞!❡

❝♦F. 1♦♥. ✉.✐❧✐1/❡1 ❞❛♥1 ✉♥ ♦!❞!❡ ❝!♦✐11❛♥.✳ ❉❡ ♣❧✉1✱ ❝❤❛B✉❡ ❛!K.❡ 1/❧❡❝.✐♦♥♥/❡ ❡1. ❞✉♣❧✐B✉/❡ ❛✉

♣❧✉1 ✉♥❡ ❢♦✐1✳ [❧✉1 ❢♦!♠❡❧❧❡♠❡♥.✱ ♣❛!.✐.✐♦♥♥♦♥1 ❧❡1 ❛!K.❡1 ❞❡ ❧✬/.♦✐❧❡ ❝♦♠♠❡ 1✉✐.✳ ◆♦✉1 ❝!/♦♥1

⌊k/(B − 1)⌋ + 1 ❡♥1❡♠❜❧❡1 ❞❛♥1 ❧❛ ♣❛!.✐.✐♦♥✳ ❈❤❛B✉❡ ❡♥1❡♠❜❧❡✱ 1❛✉❢ ❧❡ ❞❡!♥✐❡!✱ ❝♦♥.✐❡♥. B − 1

❛!K.❡1 ✭1✐ ❦ ♠♦❞ (B − 1) = 0✱ ❛❧♦!1 ❧❡ ❞❡!♥✐❡! ❡♥1❡♠❜❧❡ ❡1. ✈✐❞❡✮✳ ▲❡1 ⌊k/(B − 1)⌋ ❛!K.❡1

❞❡ ♣❧✉1 ❢❛✐❜❧❡1 ❝♦F.1 1♦♥. ❞✐1.!✐❜✉/❡1 ❞❛♥1 ❧❛ ♣❛!.✐.✐♦♥ ✿ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡1 ❛!K.❡1 ❡1. ♠✐1❡ ❞❛♥1
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✉♥ ❡♥#❡♠❜❧❡ ❞✐✛*+❡♥, ✭#✐ ❧❡ ❞❡+♥✐❡+ ❡♥#❡♠❜❧❡ ❡#, ✈✐❞❡ ❛❧♦+# ❛✉❝✉♥❡ ❛+2,❡ ❞❡ ♣❧✉# ❢❛✐❜❧❡ ❝♦5,

♥✬❡#, ❛❥♦✉,*❡ 8 ❝❡❧✉✐✲❝✐✮✳ ❆✐♥#✐✱ ❝❤❛?✉❡ ❡♥#❡♠❜❧❡ ❞✬❛+2,❡# ❝♦++❡#♣♦♥❞ 8 ✉♥❡ ✧#♦✉#✲*,♦✐❧❡✧ ?✉✐

+❡#♣❡❝,❡ ❧❛ ❜♦+♥❡ #✉+ ❧❡ ❞❡❣+* ✭❝❤❛?✉❡ #♦✉#✲*,♦✐❧❡ ❝♦♥,✐❡♥, ❛✉ ♣❧✉# B − 1 ❛+2,❡#✮✳ B♦✉+ ♦❜,❡♥✐+

❧❛ ❤✐*+❛+❝❤✐❡ HSk
?✉✐ ❝♦✉✈+❡ ,♦✉,❡# ❧❡# ❢❡✉✐❧❧❡# ❞❡ ❧✬*,♦✐❧❡✱ ❧❡# #♦✉#✲*,♦✐❧❡# #♦♥, ❝♦♥♥❡❝,*❡# ❡♥

❞✉♣❧✐?✉❛♥, ❧❡# ❛+2,❡# ❞❡ ♣❧✉# ❢❛✐❜❧❡# ❝♦5,#✳ ▲❡ #♦♠♠❡, ❝❡♥,+❛❧ ❞❡ ❧✬*,♦✐❧❡ Sk ❡#, ❞✉♣❧✐?✉* ❞❛♥#

❧❛ ❤✐*+❛+❝❤✐❡ ❞❡ +❡❝♦✉✈+❡♠❡♥, ✜♥❛❧❡ ❛✉,❛♥, ❞❡ ❢♦✐# ?✉✬✐❧ ❡①✐#,❡ ❞✬❡♥#❡♠❜❧❡# ❞❛♥# ❧❛ ♣❛+,✐,✐♦♥✳

❆✐♥#✐✱ ❝❤❛?✉❡ ♦❝❝✉++❡♥❝❡ ❞✉ #♦♠♠❡, ❝❡♥,+❛❧ +❡#♣❡❝,❡ ❧❛ ❜♦+♥❡ #✉+ ❧❡ ❞❡❣+* B ❡, ❧❛ #,+✉❝,✉+❡

♦❜,❡♥✉❡ ❡#, ✉♥❡ ❤✐*+❛+❝❤✐❡✳ ▲❛ ✜❣✉+❡ ✷✳✶✷ ✐❧❧✉#,+❡ ❧❛ ❤✐*+❛+❝❤✐❡ ❞❡ +❡❝♦✉✈+❡♠❡♥, ♣♦✉+ B = 4 ❛✈❡❝

k/(B − 1) mod (B − 1) = 0 ✭❧✬✐♥,*+2, ❞❡ ❧❛ ❞❡+♥✐H+❡ ♦❝❝✉++❡♥❝❡ ❞✉ #♦♠♠❡, c #❡+❛ ❥✉#,✐✜* ♣❛+ ❧❛

#✉✐,❡✮✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✹✳✶✳ ▲❛ ❤✐$%❛%❝❤✐❡ ❞❡ %❡❝♦✉✈%❡♠❡♥. HSk
❝❛❧❝✉❧$❡ ♣❛% ❧✬❛❧❣♦%✐.❤♠❡ ♣%♦♣♦3$ ❝♦♥.✐❡♥.

Nc = ⌊k/(B − 1)⌋+ 1 ❢♦✐3 ❧❡ 3♦♠♠❡. ❝❡♥.%❛❧ c ❡. ❝❤❛5✉❡ ♦❝❝✉%%❡♥❝❡ %❡3♣❡❝.❡ ❧❛ ❜♦%♥❡ 3✉% ❞❡❣%$

B✳ ❙✐ Nc ≥ 2✱ ❧❛ ♣%❡♠✐:%❡ ❡. ❧❛ ❞❡%♥✐:%❡ ♦❝❝✉%%❡♥❝❡ ♦♥. ✉♥ ❞❡❣%$ 3.%✐❝.❡♠❡♥. ✐♥❢$%✐❡✉% ; B✳ ▲❡

%❛.✐♦ ❞✉ ❝♦<. r = c(HSk
)/c(S) ❡3. ❜♦%♥$ ♣❛% B/(B − 1)✳

❉$♠♦♥3.%❛.✐♦♥✳ B+❡✉✈❡ ♣❛+ ❝♦♥#,+✉❝,✐♦♥✳ ❈❤❛?✉❡ ♦❝❝✉++❡♥❝❡ ❞❡ c ❞❛♥# HSk
❛ ✉♥ ❞❡❣+* ❛✉ ♣❧✉#

B✳ ❉❛♥# ❝❤❛?✉❡ #♦✉#✲*,♦✐❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛+,✐,✐♦♥✱ ♦♥ ,+♦✉✈❡ ✉♥❡ ♦❝❝✉++❡♥❝❡ ❞❡ c ❡, ❧❡ ♥♦♠❜+❡ ❞❡

❢❡✉✐❧❧❡# ❡①❝❧✉#✐✈❡♠❡♥, ❝♦✉✈❡+,❡# ❡#, ❛✉ ♣❧✉# *❣❛❧ 8 B − 1 ✭✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡ ❡#, ❝♦✉✈❡+,❡ ❞❡ ♠❛♥✐H+❡

❡①❝❧✉#✐✈❡ #✬✐❧ ♥✬❡①✐#,❡ ?✉✬✉♥❡ #❡✉❧❡ ♦❝❝✉++❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡,,❡ ❢❡✉✐❧❧❡ ❞❛♥# ✉♥❡ #❡✉❧❡ #♦✉#✲*,♦✐❧❡ ❞❡ ❧❛

♣❛+,✐,✐♦♥✮✳ ❈❡ ♥♦♠❜+❡ ❡#, *❣❛❧ 8 B− 1 ♣♦✉+ ,♦✉,❡# ❧❡# ♦❝❝✉++❡♥❝❡# ❞❡ c ❡①❝❡♣,*❡ *✈❡♥,✉❡❧❧❡♠❡♥,

✉♥❡ ♦❝❝✉++❡♥❝❡ ✭❧❛ ❞❡+♥✐H+❡ ♦❝❝✉++❡♥❝❡ ♥✬❛ ♣❛# ♦❜❧✐❣❛,♦✐+❡♠❡♥, B− 1 #♦♠♠❡,# ❛❞❥❛❝❡♥,#✮✳ ■❧ ② ❛

❛✉ ♣❧✉# ⌊k/(B − 1)⌋ ❛+2,❡# ❞✉♣❧✐?✉*❡#✳ ❙♦✐, D ❧✬❡♥#❡♠❜❧❡ ❞❡# ❛+2,❡# ❞✉♣❧✐?✉*❡#✳ ❊♥ ❝❤♦✐#✐##❛♥,

❞❡ ❞✉♣❧✐?✉❡+ ❧❡# ❛+2,❡# ❞❡ ♣❧✉# ❢❛✐❜❧❡# ❝♦5,#✱ ❧❡ ❝♦5, ,♦,❛❧ ❞❡ ❧✬❡♥#❡♠❜❧❡ ❞❡# ❛+2,❡# ❞❡ ❧✬*,♦✐❧❡

❞✉♣❧✐?✉*❡# c(D) =
∑

e∈D(c(e)) ❡#, ❜♦+♥* ♣❛+ ✿

c(D) ≤
⌊k/(B − 1)⌋

k
c(S) ≤

k/(B − 1)

k
c(S) =

1

B − 1
c(S)

❯♥❡ ❜♦+♥❡ #✉♣*+✐❡✉+❡ #✉+ ❧❡ +❛,✐♦ ❞✉ ❝♦5, ♣❡✉, 2,+❡ ❢♦+♠✉❧*❡ ❛✐♥#✐ ✿

r =
c(HS)

c(S)
=

c(S) + c(D)

c(S)
≤

B

B − 1

❘❡♠❛+?✉❡ ✿ ❙✐ Nc = 1 ✭❧❡ ❝❛# k < B−1✮✱ ❛❧♦+# ❧❡ #♦♠♠❡, ❝❡♥,+❛❧ ❛ ✉♥ ❞❡❣+* #,+✐❝,❡♠❡♥, ✐♥❢*+✐❡✉+

8 B − 1✳

▲❛ ❤✐*+❛+❝❤✐❡ ❞❡ +❡❝♦✉✈+❡♠❡♥, HSk
❝♦++❡#♣♦♥❞ 8 ✉♥ ✓ ❝❛,❡+♣✐❧❧❛+ ✔ ✭✉♥ ❛+❜+❡ ❞♦♥, ,♦✉# ❧❡#

#♦♠♠❡,# #♦♥, 8 ✉♥❡ ❞✐#,❛♥❝❡ 1 ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❝❡♥,+❛❧✮✱ ❝❤❛?✉❡ #♦♠♠❡, ❞❛♥# ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❝❡♥,+❛❧ ❛ ✉♥

❞❡❣+* ❛✉ ♣❧✉# B✳ ❉❡ ♣❧✉#✱ ❧❡# ♦❝❝✉++❡♥❝❡# ❞✉ #♦♠♠❡, ❝❡♥,+❛❧ ❞❛♥# ❧❛ ♣+❡♠✐H+❡ ❡, ❞❛♥# ❧❛ ❞❡+♥✐H+❡

#♦✉#✲*,♦✐❧❡ ♦♥, ✉♥ ❞❡❣+* ✐♥❢*+✐❡✉+ 8 B ✭#✬✐❧ ♥✬② ❛ ?✉✬✉♥❡ #❡✉❧❡ *,♦✐❧❡✱ dHSk
< B−1✱ ❝❢✳ ❘❡♠❛+?✉❡✮✳
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❝

❤ ❞

❛

❢

✐ ❜

❡

❣

c1

❛

❜❞

c2

❡

❢

❣

c3

❤✐

✭❛✮ B = 4, dSk
(c)mod(B − 1) > 0

❝

❤ ❞

❛

❢

✐

❥

❜

❡

❣

c1

❛

❜❞

c2

❡

❢

❣

c3

❤

❥

✐

c4

✭❜✮ B = 4, dSk
(c)mod(B − 1) = 0

❋✐❣✉,❡ ✷✳✶✷ ✕ ❍✐2,❛,❝❤✐❡ ❞❡ ,❡❝♦✉✈,❡♠❡♥7 ❞✬27♦✐❧❡ ❝❛❧❝✉❧2 ❛✈❡❝ ❧✬❤❡✉,✐:7✐;✉❡ ♣,♦♣♦:2❡✳

✷✳✹✳✷ ❯♥ ❛❧❣♦)✐+❤♠❡ ❞✬❛♣♣)♦①✐♠❛+✐♦♥ ♣♦✉) ❧❡ ♣)♦❜❧5♠❡ ❉❈▼❙❍

▲❡ ❝♦>7 ❞❡ ❧✬❛,❜,❡ ❞❡ ❝♦>7 ♠✐♥✐♠✉♠ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❜♦,♥❡ ✐♥❢2,✐❡✉,❡ ♣♦✉, ❧❡ ♣,♦❜❧?♠❡ ❉❈▼❙❍✱ ✉♥❡

❜♦,♥❡ :✉♣2,✐❡✉,❡ ❞✉ ❝♦>7 ❞❡ ❧❛ ❤✐2,❛,❝❤✐❡ ,❡♥✈♦②2❡ ♣❛, ❧✬❛❧❣♦,✐7❤♠❡ ❞✬❛♣♣,♦①✐♠❛7✐♦♥ ♣❡✉7 G7,❡

❝❛❧❝✉❧2❡ H ♣❛,7✐, ❞✉ ❝♦>7 ❞❡ ❧✬❛,❜,❡ ❞❡ ❝♦>7 ♠✐♥✐♠✉♠✳ ❉❛♥: ❝❡ ;✉✐ :✉✐7✱ ♥♦✉: ♣,♦♣♦:♦♥: ✉♥

❛❧❣♦,✐7❤♠❡ ❞✬❛♣♣,♦①✐♠❛7✐♦♥ ❜❛:2 :✉, ❧❛ ❞2❝♦♠♣♦:✐7✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛,❜,❡ ❞❡ ❝♦>7 ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✉ ❣,❛♣❤❡✳

✻✼



✷✳✹✳✷✳✶ ▲❛ ❞'❝♦♠♣♦,✐.✐♦♥ ❡♥ '.♦✐❧❡, ❞❡ ❧✬❛3❜3❡ ❞❡ ❝♦5. ♠✐♥✐♠✉♠

▲✬❛#❜#❡ ❞❡ ❝♦)* ♠✐♥✐♠✉♠ ♣❡✉* 0*#❡ ❞1❝♦♠♣♦21 ❡♥ ✉♥ ❡♥2❡♠❜❧❡ ❞✬1*♦✐❧❡2 ❝♦♠♠❡ 2✉✐*✳ ❙♦✐*

T = (VT , ET ) ✉♥ ❛#❜#❡ ❞❡ ❝♦)* ♠✐♥✐♠✉♠ ✭▼❙❚✮ ❛✈❡❝ |VT | > 2 ❡* v1 ✉♥ 2♦♠♠❡* ❛#❜✐*#❛✐#❡

❞❡ T ✳ ▲❡ 2♦♠♠❡* v1 ♣❡✉* 0*#❡ ❝♦♥2✐❞1#1 ❝♦♠♠❡ ❧❡ 2♦♠♠❡* ❝❡♥*#❛❧ ❞✬✉♥❡ 1*♦✐❧❡ S1✳ ❈❡#*❛✐♥2

✈♦✐2✐♥2 ❞❡ v1 ❞❛♥2 S1 ♣❡✉✈❡♥* ❝♦##❡2♣♦♥❞#❡ < ❞❡2 ❢❡✉✐❧❧❡2 ❞❛♥2 T ✱ ❝❡#*❛✐♥2 ❛✉*#❡2 ✈♦✐2✐♥2 ❞❡

v1 ♣❡✉✈❡♥* ❝♦##❡2♣♦♥❞#❡ < ❞❡2 2♦♠♠❡*2 ❞❡ ❜#❛♥❝❤❡♠❡♥*✳ ▲❡2 2♦♠♠❡*2 ❞❡ ❜#❛♥❝❤❡♠❡♥* ♣❡✉✈❡♥*

0*#❡ ❝♦♥2✐❞1#12 ❝♦♠♠❡ ❞❡2 2♦♠♠❡*2 ❝❡♥*#❛✉① ❞❡2 1*♦✐❧❡2 ❝♦##❡2♣♦♥❞❛♥*❡2✳ ❘1❝✉#2✐✈❡♠❡♥*✱ ❧✬❛#❜#❡

♣❡✉* 0*#❡ ❡♥*✐B#❡♠❡♥* ❝♦✉✈❡#* ♣❛# ❞❡2 1*♦✐❧❡2 ❛#0*❡ ❞✐2❥♦✐♥*❡✳ ▲❛ ❞1❝♦♠♣♦2✐*✐♦♥ ❡2* ✐❧❧✉2*#1❡ ♣❛#

❧❛ ❋✐❣✉#❡ ✷✳✶✸✳ ▲❡2 1*♦✐❧❡2 2♦♥* ❛#0*❡ ❞✐2❥♦✐♥*❡ ❡* ❝♦✉✈#❡♥* *♦✉*❡2 ❧❡2 ❛#0*❡2 ❞❡ T ✱ *#✐✈✐❛❧❡♠❡♥* ✿

c(T ) =
∑k

i=1 c(Si) ♦✉ ❧❡2 Si, i = 1, . . . , k 2♦♥* ❧❡2 1*♦✐❧❡2 ❞❛♥2 ❧❛ ❞1❝♦♠♣♦2✐*✐♦♥✳

✷✳✹✳✷✳✷ ▲✬❤❡✉3✐,.✐8✉❡ ❞✬❛♣♣3♦①✐♠❛.✐♦♥ ❞✉ ♣3♦❜❧:♠❡ ❉❈▼❙❍

❆✜♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡# ✉♥❡ ❛♣♣#♦①✐♠❛*✐♦♥ ♣♦✉# ❧❡ ♣#♦❜❧B♠❡ ❉❈▼❙❍✱ ♦♥ ♣#♦♣♦2❡ ❧✬❛❧❣♦#✐*❤♠❡ 2✉✐✈❛♥*✳
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❆❧❣♦$✐&❤♠ ✶✿ ❆❧❣♦$✐&❤♠❡ ❞✬❛♣♣$♦①✐♠❛&✐♦♥ ❞✉ ♣$♦❜❧2♠❡ ❉❈▼❙❍

❊♥&$-❡✿ ●$❛♣❤❡ G = (VG, EG)✱ ✉♥❡ ❜♦$♥❡ ;✉$ ❧❡ ❞❡❣$< B✳

❙♦$&✐❡ ✿ ❍✐<$❛$❝❤✐❡ ❞❡ $❡❝♦✉✈$❡♠❡♥& HA = (G, h,Q)✳

✶✳ ❈❛❧❝✉❧❡$ ✉♥ ❛$❜$❡ ❞❡ $❡❝♦✉✈$❡♠❡♥& ❞❡ ❝♦A& ♠✐♥✐♠✉♠ T ❞❡ G✳

✷✳ ❉<❝♦♠♣♦;❡$ ❧✬❛$❜$❡ T ❡♥ <&♦✐❧❡; S1, S2, ..., Sk✳

✸✳ D♦✉$ ❝❤❛E✉❡ <&♦✐❧❡ Si✱ ❝❛❧❝✉❧❡$ ✉♥❡ ❤✐<$❛$❝❤✐❡ ❞❡ $❡❝♦✉✈$❡♠❡♥& ❞❡ Si ❝♦♠♠❡ ♣$♦♣♦;<

❞❛♥; ❧❛ ;❡❝&✐♦♥ ♣$<❝<❞❡♥&❡✳

✹✳ ✓ ❘❡❝♦♥♥❡❝&❡$ ✔ ❧❡; ;♦✉;✲❤✐<$❛$❝❤✐❡; Hi ♣♦✉$ ❢♦$♠❡$ ❧❛ ❤✐<$❛$❝❤✐❡ ❞❡ $❡❝♦✉✈$❡♠❡♥&

❝♦♥♥❡①❡ HA ✳ ❯♥❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❡♥&$❡ ❞❡✉① <&♦✐❧❡; ❡;& ♥<❝❡;;❛✐$❡ ;✐ ✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡ ❞❛♥; ✉♥❡

<&♦✐❧❡ Si ❝♦M♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ;♦♠♠❡& ❝❡♥&$❛❧ ❞✬✉♥❡ ❛✉&$❡ <&♦✐❧❡ Sj ✳ ❉❛♥; Hi✱ ❧❡; ❢❡✉✐❧❧❡; ❞❡ Si

♥❡ ;♦♥& ♣❛; ❞✉♣❧✐E✉<❡; ❡& ♦♥& ✉♥ ❞❡❣$< 1 ♦✉ 2✳ ◆♦&♦♥; ♣❛$ li ✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡ ❞❛♥; Si E✉✐

❝♦$$❡;♣♦♥❞ ❛✉ ;♦♠♠❡& ❝❡♥&$❛❧ cj ❞❡ Sj ❡& ❛✉ ;♦♠♠❡& vk ❞❛♥; ❧❡ ❣$❛♣❤❡ ♦$✐❣✐♥❛❧✳

❘❛♣♣❡❧♦♥; E✉❡ cj ♣❡✉& O&$❡ $<♣<&< ❞❛♥; Hj ♠❛✐; ;❛ ♣$❡♠✐2$❡ ♦❝❝✉$$❡♥❝❡ ❛ ✉♥ ❞❡❣$< <❣❛❧ P

B − 1 ❛✉ ♣❧✉;✳

✕ ❙✐ li ❛ ✉♥ ❞❡❣$< 1 ❞❛♥; Hi✱ ❛❧♦$; li ♣❡✉& O&$❡ ❢✉;✐♦♥♥< ❛✈❡❝ ❧❛ ♣$❡♠✐2$❡ ♦❝❝✉$$❡♥❝❡ ❞✉

;♦♠♠❡& cj ❞❛♥; Hj ✱ ❛✐♥;✐✱ ✉♥ ;❡✉❧ ;♦♠♠❡& $❡♣$<;❡♥&❡ ❧❛ ❢✉;✐♦♥ ❞❡; ❞❡✉① ;♦♠♠❡&; ❞❛♥;

❧❛ ❤✐<$❛$❝❤✐❡ ✜♥❛❧❡ ❡& $❡;♣❡❝&❡ ❧❛ ❜♦$♥❡ ;✉$ ❧❡ ❞❡❣$< B✳

✕ ❙✐ li ❛ ✉♥ ❞❡❣$< 2 ❞❛♥; Hi ✭❝❡ ♥✬❡;& ♣❛; ✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡✮✱ ❧❛ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ♣❡✉& O&$❡ $<❛❧✐;<❡

❝♦♠♠❡ ;✉✐&✳

✕ ❙✐ ❧❡ ;♦♠♠❡& ❝❡♥&$❛❧ cj ❝♦$$❡;♣♦♥❞ P ✉♥❡ ;❡✉❧❡ ♦❝❝✉$$❡♥❝❡ ❞❛♥; Hj ✱ ❛❧♦$; ❝❡&&❡

♦❝❝✉$$❡♥❝❡ ❡;& ❞❡ ❞❡❣$< ;&$✐❝&❡♠❡♥& ✐♥❢<$✐❡✉$ P B − 1✳ D❛$ ❝♦♥;<E✉❡♥&✱ li ❡& cj

♣❡✉✈❡♥& O&$❡ ❢✉;✐♦♥♥<; ❞❛♥; ❧❛ ❤✐<$❛$❝❤✐❡ ✜♥❛❧❡ ❡& ❧❡ ;♦♠♠❡& ✐;;✉ ❞❡ ❝❡&&❡ ❢✉;✐♦♥

$❡;♣❡❝&❡ ❧❛ ❜♦$♥❡ ;✉$ ❧❡ ❞❡❣$< B✳

✕ ❙✬✐❧ ❡①✐;&❡ ♣❧✉;✐❡✉$; ♦❝❝✉$$❡♥❝❡; ❞❡ cj ❞❛♥; Hj ✱ ❧❛ ♣$❡♠✐2$❡ ❡& ❧❛ ❞❡$♥✐2$❡ ♦❝❝✉$$❡♥❝❡

♦♥& ✉♥ ❞❡❣$< ❛✉ ♣❧✉; B− 1 ❡& ❧❡; ❞❡✉① ❛$O&❡; ❛❞❥❛❝❡♥&❡; ❞❡ li ♣❡✉✈❡♥& O&$❡ $❛&&❛❝❤<❡;

P ❝❡; ❞❡✉① ♦❝❝✉$$❡♥❝❡; ;❛♥; ✈✐♦❧❛&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜♦$♥❡ ;✉$ ❧❡ ❞❡❣$< ♣❛$ ❝❡; ❞❡✉① ;♦♠♠❡&;✳

✺✳ ▲❛ ❤✐<$❛$❝❤✐❡ HA ♣❡✉& ❝♦♥&❡♥✐$ ❞❡; ❛$O&❡; ✐♥✉&✐❧❡; ✭❞❡; ❛$O&❡; E✉✐ $❡&♦✉$♥❡♥& P ✉♥❡

♦❝❝✉$$❡♥❝❡ ❞✉ ;♦♠♠❡& ❝❡♥&$❛❧ ❞♦♥& ❧❡ ❞❡❣$< ❡;& <❣❛❧ P ✉♥✮✳ ▲❡ ❛$O&❡; ✐♥✉&✐❧❡; ♣❡✉✈❡♥& O&$❡

;✉♣♣$✐♠<❡;✳

✻✾



❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✸ ✕ ❉,❝♦♠♣♦1✐2✐♦♥ ❡♥ ,2♦✐❧❡1 ❞✬✉♥ ❛$❜$❡

❚❤"♦$%♠❡ ✷✳✹✳✷✳ ▲✬❛❧❣♦&✐(❤♠❡ ✶ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ R ≤ B
B−1 ❛♣♣&♦①✐♠❛(✐♦♥ ❞❡ ❧❛ 2♦❧✉(✐♦♥ ♦♣(✐♠❛❧❡✳

❉5♠♦♥2(&❛(✐♦♥✳ ▲✬❛❧❣♦$✐2❤♠❡ ❡12 ❜❛1, 1✉$ ❧❛ ❞,❝♦♠♣♦1✐2✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛$❜$❡ ❞❡ ❝♦;2 ♠✐♥✐♠✉♠ T ∗

❡♥ ✉♥ ❡♥1❡♠❜❧❡ ❞✬,2♦✐❧❡1 ❛$<2❡ ❞✐1❥♦✐♥2❡✳ ❙♦✐2 c(Si) ❧❡ ❝♦;2 ❞❡1 ,2♦✐❧❡1 Si, i = 1, ..., k ❞❛♥1 ❧❛

❞,❝♦♠♣♦1✐2✐♦♥✳ ❚$✐✈✐❛❧❡♠❡♥2 c(T ∗) =
∑k

i=1 c(Si)✳

❊♥ ❝♦♥1✐❞,$❛♥2 ❧❡ $,1✉❧2❛2 ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✷✳✹✳✶✱ ❧❡ ❝♦;2 ❞❡ ❧❛ ❤✐,$❛$❝❤✐❡ ❞❡ $❡❝♦✉✈$❡♠❡♥2 ❡12 ❜♦$♥,

♣❛$ ✿

c(H) =
k

∑

i=1

c(HSi) ≤
k

∑

i=1

B

B − 1
c(Si) =

B

B − 1
c(T ∗)

❆✐♥1✐✱ ❧❡ $❛2✐♦ ❞✬❛♣♣$♦①✐♠❛2✐♦♥ ♣❡✉2 <2$❡ ❢♦$♠✉❧, ♣❛$ ✿

R =
c(H)

c(H∗)
≤

c(H)

c(T ∗)
≤

B

B − 1

❘❡♠❛$I✉❡ ✿ ❙✐ ♣♦✉$ 2♦✉2 1♦♠♠❡2 v ∈ VT ∗
✱ dT ∗(c) < B ❛❧♦$1 ❧✬❛❧❣♦$✐2❤♠❡ $❡2♦✉$♥❡ ❧✬❛$❜$❡ ❞❡

❝♦;2 ♠✐♥✐♠✉♠ I✉✐ ❡12✱ ❞❛♥1 ❝❡ ❝❛1✱ ✉♥❡ 1♦❧✉2✐♦♥ ♦♣2✐♠❛❧❡✳

◆♦✉1 ♣$♦♣♦1♦♥1 ❞❡ ❞✐1❝✉2❡$ ❧❡ ❢❛✐2 I✉❡ ❧❡ $❛2✐♦ ❞✬❛♣♣$♦①✐♠❛2✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤❡✉$✐12✐I✉❡ ♥✬❡12 ♣❛1

♦❜2❡♥✉ ❡♥ ❢♦♥❝2✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❤✐,$❛$❝❤✐❡ ♦♣2✐♠❛❧❡ ♠❛✐1 K ♣❛$2✐$ ❞❡ ❧✬❛$❜$❡ ❞❡ ❝♦;2 ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✉

❣$❛♣❤❡✳

✷✳✹✳✸ ❉✐&❝✉&&✐♦♥ &✉+ ❧❡ +❛/✐♦ ❞✬❛♣♣+♦①✐♠❛/✐♦♥

◆♦2$❡ ❤❡✉$✐12✐I✉❡ ♥✬✉2✐❧✐1❛♥2 I✉❡ ❧❡1 ❛$<2❡1 ❛♣♣❛$2❡♥❛♥2 K ❧✬❛$❜$❡ ❞❡ ❝♦;2 ♠✐♥✐♠✉♠✱ ❧❛ ❤✐,$❛$❝❤✐❡

❞❡ $❡❝♦✉✈$❡♠❡♥2 $,1✉❧2❛♥2❡✱ ♣♦✉$ ❞❡1 ♣❡2✐2❡1 ✈❛❧❡✉$1 ❞❡B✱ ♣❡✉2 ❛✈♦✐$ ✉♥ ❝♦;2 ❧❛$❣❡♠❡♥2 1✉♣,$✐❡✉$

K ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❤✐,$❛$❝❤✐❡ ♦♣2✐♠❛❧❡✳ ▲❡ 2❤,♦$L♠❡ 1✉✐✈❛♥2 ❞,♠♦♥2$❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥2 I✉❡ ❧❡ ❝♦;2 ❞❡ ❧❛

❤✐,$❛$❝❤✐❡ $❡♥✈♦②, ♣❛$ ♥♦2$❡ ❤❡✉$✐12✐I✉❡ ❡12 ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉$ I✉❡ ❧✬♦♥ ♣✉✐11❡ ♦❜2❡♥✐$ ❡♥ 1❡ ❜❛1❛♥2 1✉$

❧✬❛$❜$❡ ❞❡ ❝♦;2 ♠✐♥✐♠✉♠✳

❚❤"♦$%♠❡ ✷✳✹✳✸✳ ■❧ ♥✬❡①✐2(❡ ♣❛2 ❞❡ &❛(✐♦ ❞✬❛♣♣&♦①✐♠❛(✐♦♥ ✐♥❢5&✐❡✉& 8 B/(B − 1) ♣♦✉✈❛♥( :(&❡

♦❜(❡♥✉ ♣❛& ✉♥❡ ❤❡✉&✐2(✐<✉❡ ✉♥✐<✉❡♠❡♥( ❜❛25❡ 2✉& ❧✬❛&❜&❡ ❞❡ ❝♦>( ♠✐♥✐♠✉♠✳

✼✵



❝

xn−1
1

x3
1

x1

1

x5

1

xn

1

1 + ǫ

1 + ǫ

x2

1 1 + ǫ

1 + ǫ

x4

1

1 + ǫ

1 + ǫ

•

•

•

❋✐❣✉%❡ ✷✳✶✹ ✕ ▲❡ ❣%❛♣❤❡ ✉0✐❧✐23 ❞❛♥2 ❧❡ 0❤3♦%7♠❡ ✷✳✹✳✸

❉!♠♦♥%&'❛&✐♦♥✳ ❙♦✐0 G = (V,E) ❧❡ ❣%❛♣❤❡ ❢♦%♠3 ❞✬✉♥❡ 30♦✐❧❡ = n ❜%❛♥❝❤❡2 ❡0 ❞❡2 ❛%?0❡2 %❡❧✐❛♥0

❧❡2 ❡①0%3♠✐032 ❞❡2 ❜%❛♥❝❤❡2 ❝♦♥23❝✉0✐✈❡2 ✭✈♦✐% ❋✐❣✉%❡ ✷✳✶✹✮✳ ❙✉♣♣♦2♦♥2 D✉❡ c(c, xi) = 1 ♣♦✉%

i = 1, ..., n✱ c(xi, xi+1) = 1 + ǫ ♣♦✉% i = 1, ..., n− 1✱ ❡0 c(xn, x1) = 1 + ǫ✳

❚%✐✈✐❛❧❡♠❡♥0✱ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ P = 〈y, x1, x2, x3, ..., xn−1, xn〉 ❡20 ✉♥❡ ❤✐3%❛%❝❤✐❡ ❞❡ %❡❝♦✉✈%❡♠❡♥0 ❞❡ G

D✉✐ %❡2♣❡❝0❡ ❧❛ ❜♦%♥❡ 2✉% ❧❡ ❞❡❣%3 ♣♦✉% 0♦✉0 B > 1 ❡0 ❛②❛♥0 ✉♥ ❝♦H0 c(P ) = 1 + (n− 1)(1 + ǫ)✳

▲✬30♦✐❧❡ S ❛✈❡❝ ✉♥ 2♦♠♠❡0 ❝❡♥0%❛❧ c ❡0 n ❢❡✉✐❧❧❡2 ❡20 ❧✬❛%❜%❡ ❞❡ %❡❝♦✉✈%❡♠❡♥0 ❞❡ ❝♦H0 ♠✐♥✐♠✉♠

❞❡ G✳ ❙♦✐0 H∗ = (T ∗, h, S) ❧❛ ❤✐3%❛%❝❤✐❡ ♦♣0✐♠❛❧❡ ❝♦✉✈%❛♥0 ❧✬30♦✐❧❡ S ❡0 %❡2♣❡❝0❛♥0 ❧❛ ❜♦%♥❡

2✉% ❧❡ ❞❡❣%3✳ ❉❛♥2 ❧✬❛%❜%❡ T ∗
✱ ✐❧ ♥❡ ♣❡✉0 ② ❛✈♦✐% D✉✬✉♥❡ 2❡✉❧❡ ♦❝❝✉%%❡♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛D✉❡ 2♦♠♠❡0 ❝♦%✲

%❡2♣♦♥❞❛♥0 = ✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡ ❞❛♥2 S✳ ❙✐ ✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡ xi ❞❡ S ❛ ❛✉ ♠♦✐♥2 ❞❡✉① ♦❝❝✉%%❡♥❝❡2 ❞❛♥2 T ∗
❛❧♦%2 ✿

✕ ❙✐ ❧✬✉♥❡ ❞❡2 ❞❡✉① ❡20 ✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡ ❞❛♥2 T ∗
✱ ❛❧♦%2 ❡❧❧❡2 ♣❡✉✈❡♥0 ?0%❡ %❡0✐%3❡2 ❞❡ T ∗

✳ ◆♦✉2

♦❜0❡♥♦♥2 ❛✐♥2✐ ✉♥❡ ❤✐3%❛%❝❤✐❡ ❞❡ %❡❝♦✉✈%❡♠❡♥0 ❝♦♥0❡♥❛♥0 ❧❡ ♠?♠❡ ❡♥2❡♠❜❧❡ ❞❡ 2♦♠♠❡02

❡0 ❛②❛♥0 ✉♥ ❝♦H0 20%✐❝0❡♠❡♥0 ✐♥❢3%✐❡✉% ❀

✕ ❙✐♥♦♥✱ ❝❤❛D✉❡ ♦❝❝✉%%❡♥❝❡ ❡20 ✉♥ 2♦♠♠❡0 ✐♥0❡%♥❡ ❞❛♥2 T ∗
✳ ❙♦✐0 x1i ❡0 x2i ❞❡✉① ♦❝❝✉%%❡♥❝❡2

❞❡ xi✳ ❙♦✐0 xj ✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡ ❞❛♥2 T ∗
❡0 2♦✐0 T ∗′

❧✬❛%❜%❡ ❝♦♥20%✉✐0 = ♣❛%0✐% ❞❡ T ∗
❡♥ 2✉♣♣%✐♠❛♥0

❧❛ ❢❡✉✐❧❧❡ xj ❡0 ❡♥ %❡♠♣❧❛N❛♥0 ❧❡ ❧❛❜❡❧ x1i ♣❛% xj ✳ ➱0❛♥0 ❞♦♥♥3 D✉❡ 0♦✉2 ❧❡2 ✈♦✐2✐♥2 ❞❡ x1i ❞❛♥2

T ∗
2♦♥0 ❞❡2 ♦❝❝✉%%❡♥❝❡2 ❞❡ c✱ ✐❧ ❡①✐20❡ 0♦✉❥♦✉%2 ✉♥ ❤♦♠♦♠♦%♣❤✐2♠❡ h∗

′
❡♥0%❡ T ∗′

❛♠❡♥❛♥0

= ❧❛ ♠?♠❡ ❝♦♥0%❛❞✐❝0✐♦♥✳

❉♦♥❝✱ T ∗
❡20 ✉♥ ❣%❛♣❤❡ ❜✐♣❛%0✐ ♣❛%0✐❝✉❧✐❡% ♦Q ❧❛ ♣❛%0✐0✐♦♥ ❞❡2 2♦♠♠❡02 ♣❡✉0 ?0%❡ %3❛❧✐23❡ ❝♦♠♠❡

2✉✐0 ✿ ✉♥ ❡♥2❡♠❜❧❡ ❝♦♥0✐❡♥0 ❧❡2 nc ♦❝❝✉%%❡♥❝❡2 ❞❡ c ❡0 ❧✬❛✉0%❡ ❡♥2❡♠❜❧❡ ❝♦♥0✐❡♥0 ❧❡2 n 2♦♠♠❡02

❝♦%%❡2♣♦♥❞❛♥0 ❛✉① ❢❡✉✐❧❧❡2 ❞❡ S✳ R✉✐2D✉❡ T ∗
❡20 ✉♥ ❛%❜%❡✱ 2♦♥ ♥♦♠❜%❡ ❞✬❛%?0❡2 ❡20 3❣❛❧ = 2♦♥

♥♦♠❜%❡ ❞❡ 2♦♠♠❡02 ♠♦✐♥2 1✳ R❛% ❝♦♥23D✉❡♥0✱ c(H∗) = n + nc − 1✳ ❚♦✉0❡ ♦❝❝✉%%❡♥❝❡ ❞❡ c ❛

❛✉ ♣❧✉2 B ✈♦✐2✐♥2 ❞❛♥2 T ∗
✳ ❉♦♥❝✱ ❧❡ ♥♦♠❜%❡ ❞✬❛%?0❡2 ❞❡ H∗

❡20 ❛✉ ♣❧✉2 3❣❛❧ = nc ∗ B ❡0 ♥♦✉2

❛✈♦♥2 n + nc − 1 ≤ nc ∗ B ❝❡ D✉✐ ✐♠♣❧✐D✉❡

n−1
B−1 ≤ nc✳ ▲❡ ❝♦H0 ❞❡ H∗

❡20 ❛❧♦%2 ❛✉ ♠♦✐♥2

c(H∗) ≥ (n − 1) + n−1
B−1 = B(n−1)

B−1 ✳ ❆✐♥2✐✱ ❧❡ %❛0✐♦ ❞✬❛♣♣%♦①✐♠❛0✐♦♥ ❞❡ 0♦✉0❡ ❤❡✉%✐20✐D✉❡ ❜❛23❡

2✉% ❧✬❛%❜%❡ ❞❡ %❡❝♦✉✈%❡♠❡♥0 ❞❡ ❝♦H0 ♠✐♥✐♠✉♠ ❡20 2✉♣3%✐❡✉% ♦✉ 3❣❛❧ =

c(H∗)
c(P ) =

B(n−1)
B−1

1+(n−1)(1+ǫ) ❡0

(n−1)
1+(n−1)(1+ǫ) ♣❡✉0 ?0%❡ ❛✉22✐ ♣%♦❝❤❡ ❞❡ ✶ D✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉0 ♣♦✉% n ❛22❡③ ❣%❛♥❞ ❡0 ǫ ❛22❡③ ♣❡0✐0✳
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❉❛♥# ❧❡ ❝❛# ♦( ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❤✐-.❛.❝❤✐❡ ❞❡ .❡❝♦✉✈.❡♠❡♥1 ♥✬❡#1 ♣❛# ❜❛#- #✉. ❧✬❛.❜.❡ ❞❡ .❡❝♦✉✈.❡✲

♠❡♥1 ❞❡ ❝♦61 ♠✐♥✐♠✉♠✱ ❞❡# .-#✉❧1❛1# ♣❧✉# ✐♥1-.❡##❛♥1# ♣❡✉✈❡♥1 81.❡ ♦❜1❡♥✉#✳ :❛. ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉.

B = 2✱ ❧❡ .❛1✐♦ ❞✬❛♣♣.♦①✐♠❛1✐♦♥ ♣❡✉1 81.❡ ❛♠-❧✐♦.-✳ ❊♥ ❡✛❡1✱ ❞❛♥# ❝❡ ❝❛#✱ ♥♦1.❡ .❛1✐♦ ❞✬❛♣♣.♦①✐✲

♠❛1✐♦♥ ❡#1 -❣❛❧ ? 2✱ ❝❡ @✉✐ ❡#1 ❧❡ ♣✐.❡ ❝❛#✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥1 ✐❝✐✱ ❧❡ ♣.♦❜❧B♠❡ ❡#1 -@✉✐✈❛❧❡♥1 ? 1.♦✉✈❡.

✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❤❛♠✐❧1♦♥✐❡♥ ❞❡ ❝♦61 ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❛♥# ❧❛ ❢❡.♠❡1✉.❡ ♠-1.✐@✉❡ ❞❡ G✳ ■❧ ♣❡✉1 ❞♦♥❝ 81.❡

❛♣♣.♦①✐♠- ❛✈❡❝ ✉♥ .❛1✐♦ ❞❡ 3/2 ❡♥ ✉1✐❧✐#❛♥1 ♣❛. ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡# 1❡❝❤♥✐@✉❡# ♣.-#❡♥1-❡# ❞❛♥# ❬❍♦♦✾✶❪✳

✷✳✺ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥

❚❛♥1 #✉. ❧❡ ✈♦❧❡1 .-#♦❧✉1✐♦♥ ❡①❛❝1❡ @✉❡ #✉. ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ .-#♦❧✉1✐♦♥ ❛♣♣.♦❝❤-❡✱ ❧❛ ❤✐-.❛.❝❤✐❡ ❞❡ .❡✲

❝♦✉✈.❡♠❡♥1 ❛♣♣♦.1❡ ✉♥❡ ♣❧✉#✲✈❛❧✉❡ ❝♦♥#✐❞-.❛❜❧❡ ❛✉ ♣.♦❜❧B♠❡ ❝❧❛##✐@✉❡ @✉✐ #❡ ❜❛#❡ #✉. ❧✬❛.❜.❡ ❞❡

.❡❝♦✉✈.❡♠❡♥1✳ ◆♦✉# ❛✈♦♥# ❛✐♥#✐ ♠♦♥1.-✱ ❣.L❝❡ ❛✉① ❡①♣-.✐♠❡♥1❛1✐♦♥# ❡✛❡❝1✉-❡# #✉. ❞❡# ❣.❛♣❤❡#

❛❧-❛1♦✐.❡#✱ @✉❡ ❧✬❛♠-❧✐♦.❛1✐♦♥ ❞✉ ❝♦61 ❞❡ ❧❛ #♦❧✉1✐♦♥ ♦♣1✐♠❛❧❡ ❞✉ ♣.♦❜❧B♠❡ ❉❈▼❙❍ ♣❛. .❛♣♣♦.1

? ❝❡❧❧❡ ❞✉ ♣.♦❜❧B♠❡ ❉❈▼❙❚ ♣❡✉1 ❛11❡✐♥❞.❡ 36%✳ ❙✉. ✉♥ ❝❛# .-❡❧✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ .-#❡❛✉ ◆❙❋✱ ❧✬❛♠-✲

❧✐♦.❛1✐♦♥ ❡#1 ♣.-#❡♥1❡ ♠❛✐# ❞❡ ♠❛♥✐B.❡ ♠♦✐♥# ✐♠♣♦.1❛♥1❡✳ ▲❡ 1❛✉① ❞❡ .-❛❧✐#❛❜✐❧✐1- ❞❡# ✐♥#1❛♥❝❡#

❡#1 -❣❛❧❡♠❡♥1 ❡♥ ❢❛✈❡✉. ❞❡ ❧❛ ❤✐-.❛.❝❤✐❡ ❞❡ .❡❝♦✉✈.❡♠❡♥1✳ ❊♥ ❡✛❡1✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❜♦.♥❡ -❣❛❧❡ ? ❞❡✉①✱

❝❡ 1❛✉① ♣❡✉1 81.❡ ✐♥❢-.✐❡✉. ? 5% ♣♦✉. ❧❡ ♣.♦❜❧B♠❡ ❝❧❛##✐@✉❡✳ ❆❧♦.# @✉❡✱ 1♦✉1❡ ✐♥#1❛♥❝❡ ❝♦♥♥❡①❡

❛❞♠❡1 ✉♥❡ ❤✐-.❛.❝❤✐❡ ❞❡ .❡❝♦✉✈.❡♠❡♥1 .❡#♣❡❝1❛♥1 1♦✉1❡ ❜♦.♥❡ B ≥ 2✳ ❆❧♦.# @✉❡ ❧❡ ♣.♦❜❧B♠❡

❉❈▼❙❚ ❡#1 ♥♦♥✲❛♣♣.♦①✐♠❛❜❧❡ ? ❢❛❝1❡✉. ❝♦♥#1❛♥1✱ ♥♦✉# ❛✈♦♥# ♣.-#❡♥1- ✉♥ ❛❧❣♦.✐1❤♠❡ @✉✐ .❡✲

1♦✉.♥❡ ✉♥❡ ❤✐-.❛.❝❤✐❡ ❞✬✉♥ ❝♦61 ❛✉ ♣❧✉# -❣❛❧ ?

B
B−1 ❢♦✐# ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❤✐-.❛.❝❤✐❡ ♦♣1✐♠❛❧❡ ♣♦✉. ❧❡

♣.♦❜❧B♠❡ ❉❈▼❙❍✳ ◆♦✉# ♣.♦✉✈♦♥# -❣❛❧❡♠❡♥1 @✉❡ ❝❡11❡ ❣❛.❛♥1✐❡ ❞❡ ♣❡.❢♦.♠❛♥❝❡ ❡#1 ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉.❡

@✉❡ ❧✬♦♥ ♣✉✐##❡ ♦❜1❡♥✐. ❡♥ ✉1✐❧✐#❛♥1 ✉♥❡ ❤❡✉.✐#1✐@✉❡ @✉✐ #❡ ❜❛#❡ ✉♥✐@✉❡♠❡♥1 #✉. ❧✬❛.❜.❡ ❞❡ ❝♦61

♠✐♥✐♠✉♠✳
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Chapitre 3

❘❡❝♦✉✈&❡♠❡♥) )♦)❛❧ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❜♦&♥❡

-✉♣/&✐❡✉&❡ -✉& ❧❡ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ -♦♠♠❡)- ❞❡

❜&❛♥❝❤❡♠❡♥)

✸✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥

❉❛♥# ❧❡ ❝❤❛♣✐*+❡ ♣+,❝,❞❡♥*✱ ♥♦✉# ❛✈♦♥# ♠♦♥*+, ❧✬✐♥*,+4* ❞❡ ❧❛ #*+✉❝*✉+❡ ❞❡ ❤✐,+❛+❝❤✐❡ ♣❛+ +❛♣♣♦+*

5 ❧✬❛+❜+❡ ❞❡ +❡❝♦✉✈+❡♠❡♥* ❧♦+#7✉✬✉♥❡ ❜♦+♥❡ #✉♣,+✐❡✉+❡ #✉+ ❧❡ ❞❡❣+, ❞❡# #♦♠♠❡*# ❡#* ✐♠♣♦#,❡✳

◆♦✉# ♣+♦♣♦#♦♥# ✐❝✐ ❞❡ ❝♦♥*✐♥✉❡+ ❧❛ ❝♦♠♣❛+❛✐#♦♥ ❡♥*+❡ ❧❛ ❤✐,+❛+❝❤✐❡ ❡* ❧✬❛+❜+❡ ❡♥ ❝♦♥#✐❞,+❛♥* ✉♥

❛✉*+❡ ♣+♦❜❧;♠❡ ✿ ❧❛ +❡❝❤❡+❝❤❡ ❞❡ #*+✉❝*✉+❡ ❞❡ +❡❝♦✉✈+❡♠❡♥* ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❜♦+♥❡ #✉+ ❧❡ ♥♦♠❜+❡ ❞❡

#♦♠♠❡*# ❞❡ ❜+❛♥❝❤❡♠❡♥*✳

▲❛ +❡❝❤❡+❝❤❡ ❞✬❛+❜+❡ ❞❡ +❡❝♦✉✈+❡♠❡♥* ❞✬✉♥ ❣+❛♣❤❡ ❛②❛♥* ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ #♦♠♠❡*# ❞❡ ❜+❛♥✲

❝❤❡♠❡♥* ❡#* ✉♥ ♣+♦❜❧;♠❡ +,❝❡♥* 7✉✐ *✐+❡ #♦♥ ✐♥*,+4* ♣+❛*✐7✉❡ ♣+✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥* ❞✉ +♦✉*❛❣❡ ♠✉❧*✐✲

❝❛#*✴❜+♦❛❞❝❛#* ❞❛♥# ❧❡# +,#❡❛✉① *♦✉* ♦♣*✐7✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡*✱ ❞❛♥# ❝❡ *②♣❡ ❞❡ +,#❡❛✉①✱ #❡✉❧# ❧❡# ♥D✉❞#

,7✉✐♣,# ❞❡ ❝♦♠♠✉*❛*❡✉+# ♦♣*✐7✉❡# ❖❳❈✲▼❈ #♦♥* ❝❛♣❛❜❧❡# ❞❡ ❞✐✈✐#❡+ ❧❡ #✐❣♥❛❧ ❧✉♠✐♥❡✉① ❡♥*+❛♥*✳

I❛+ ❝♦♥#,7✉❡♥*✱ #❡✉❧# ❧❡# #♦♠♠❡*# ❞✉ ❣+❛♣❤❡ ❝♦++❡#♣♦♥❞❛♥* 5 ❝❡ ❣❡♥+❡ ❞❡ ♥D✉❞# #♦♥* ❛✉*♦+✐#,#

5 ❛✈♦✐+ ✉♥ ❞❡❣+, #*+✐❝*❡♠❡♥* #✉♣,+✐❡✉+ 5 ❞❡✉① ❞❛♥# ❧✬❛+❜+❡ ❞❡ +❡❝♦✉✈+❡♠❡♥*✳ ❉❡ ♣❧✉#✱ ♠✐♥✐♠✐#❡+

❧❡# #♦♠♠❡*# ❞❡ ❜+❛♥❝❤❡♠❡♥* ❞❡ ❧✬❛+❜+❡ ❝♦♥*+✐❜✉❡ 5 +,❞✉✐+❡ ❧❡# ❞✐✈✐#✐♦♥# ❞✉ #✐❣♥❛❧ ❧✉♠✐♥❡✉① ❞❛♥#

❧❡ +,#❡❛✉✳ ❈❡❝✐ ♣❡+♠❡* ❞✬❛**,♥✉❡+ ❧❛ ♣❡+*❡ ❞❡ ♣✉✐##❛♥❝❡ ❞✉ #✐❣♥❛❧ ❧✉♠✐♥❡✉① ✭✈♦✐+ ❝❤❛♣✐*+❡ ✶✮✳ ❯♥

❛✉*+❡ ♣+♦❜❧;♠❡ ✈✐#❛♥* 5 +,❞✉✐+❡ ❝❡**❡ ❞✐✈✐#✐♦♥ ❞✉ #✐❣♥❛❧ ❧✉♠✐♥❡✉① ❛ ,*, ✐♥*+♦❞✉✐* +,❝❡♠♠❡♥*✳

❈❡ ♣+♦❜❧;♠❡ ❝♦♥#✐#*❡ 5 ♠✐♥✐♠✐#❡+ ❧❛ #♦♠♠❡ ❞❡# ❞❡❣+,# ❞❡# #♦♠♠❡*# ❞❡ ❜+❛♥❝❤❡♠❡♥* ❞❡ ❧✬❛+❜+❡

❞❡ +❡❝♦✉✈+❡♠❡♥*✳ ■❧ ♣❡+♠❡* ❞♦♥❝ ❞❡ ♣+❡♥❞+❡ ❡♥ ❝♦♠♣*❡ ♥♦♥ #❡✉❧❡♠❡♥* ❧❡ ♥♦♠❜+❡ ❞❡# #♦♠♠❡*#

❞❡ ❜+❛♥❝❤❡♠❡♥* ♠❛✐# ,❣❛❧❡♠❡♥* ❞❡ ♠✐♥✐♠✐#❡+ ❧❡✉+ ❞❡❣+,✳ ❈❡❝✐ ❝♦♥*+✐❜✉❡ 5 +,❞✉✐+❡ ❞❛✈❛♥*❛❣❡ ❧❡#

❞✐✈✐#✐♦♥# ❞✉ #✐❣♥❛❧✳

❉❛♥# ❝❡ ❝❤❛♣✐*+❡✱ ♥♦✉# ❝♦♠♠❡♥O♦♥# ♣❛+ ✐♥*+♦❞✉✐+❡ ❡* ❞✐#❝✉*❡+ ❧❛ +❡❧❛*✐♦♥ ❡♥*+❡ ❝❡# ❞❡✉① ♣+♦✲

❜❧;♠❡#✳ I❛+ ❧❛ #✉✐*❡✱ ♥♦✉# ♣+♦♣♦#♦♥# ❞❡ ❧❡# +❡❝♦♥#✐❞,+❡+ ❡♥ ✉*✐❧✐#❛♥* ❧❛ #*+✉❝*✉+❡ ❞❡ ❤✐,+❛+❝❤✐❡✳
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❚!♦✉✈❡! ✉♥❡ ❤✐)!❛!❝❤✐❡ ❞❡ !❡❝♦✉✈!❡♠❡♥. ❛②❛♥. ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ 0♦♠♠❡.0 ❞❡ ❜!❛♥❝❤❡♠❡♥. ❡0.

.!✐✈✐❛❧ ❝❛! ✐❧ 0✉✣. ❞❡ ❢❛✐!❡ ✉♥ ♣❛!❝♦✉!0 ❞✬✉♥ ❛!❜!❡ ❞❡ !❡❝♦✉✈!❡♠❡♥. 7✉❡❧❝♦♥7✉❡ ❞✉ ❣!❛♣❤❡✳ ◆♦✉0

✐♥.!♦❞✉✐0♦♥0 ❞♦♥❝ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣!♦❜❧;♠❡ 7✉✐ ❝♦♥0✐0.❡ < ❝❤❡!❝❤❡! ✉♥❡ ❤✐)!❛!❝❤✐❡ ❞❡ !❡❝♦✉✈!❡♠❡♥.

❞❡ ❝♦=. ♠✐♥✐♠✉♠ .❡❧❧❡ 7✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜!❡ ❞❡ 0♦♠♠❡.0 ❞❡ ❜!❛♥❝❤❡♠❡♥. ❡0. ❜♦!♥) 0✉♣)!✐❡✉!❡♠❡♥. ♣❛!

✉♥ ❡♥.✐❡! k✳ ▲❡ 0❝❤)♠❛ ❞✬❛♥❛❧②0❡ ❞❡ ❝❡ ♣!♦❜❧;♠❡ ❡0. 0✐♠✐❧❛✐!❡ < ❝❡❧✉✐ ❞✉ ♣!♦❜❧;♠❡ ❉❈▼❙❍✳ ▲❛

❝♦♠♣❧❡①✐.) ❡0. ❞✬❛❜♦!❞ ).✉❞✐)❡✳ E❛! ❧❛ 0✉✐.❡✱ ❧❡0 !)0♦❧✉.✐♦♥0 ❡①❛❝.❡ ❡. ❛♣♣!♦❝❤)❡ 0♦♥. ❛❜♦!❞)❡0✳

❊♥✜♥✱ ✉♥❡ ♣❛!.✐❡ ❡①♣)!✐♠❡♥.❛.✐♦♥ ✈✐❡♥. ❝♦♥❢♦!.❡! ❧❡0 !)0✉❧.❛.0 .❤)♦!✐7✉❡0 ❡♥ ❞♦♥♥❛♥. ✉♥❡ ✈✐0✐♦♥

0✉! ❧✬❛♣♣♦!. ❞❡0 ❤✐)!❛!❝❤✐❡0 ❞❡ !❡❝♦✉✈!❡♠❡♥.✳

✸✳✷ ❆$❜$❡ ❞❡ $❡❝♦✉✈$❡♠❡♥. ✿ ❙.$✉❝.✉$❡ ✉.✐❧✐34❡ ♣♦✉$ ♠✐♥✐♠✐3❡$

❧❡ ♥♦♠❜$❡ ❞❡ 3♦♠♠❡.3 ❞❡ ❜$❛♥❝❤❡♠❡♥. ❞❛♥3 ❧❡3 $43❡❛✉① ♦♣✲

.✐:✉❡3

❉❛♥0 ❧❡ ❝❛❞!❡ ❞✉ !♦✉.❛❣❡ ♠✉❧.✐❝❛0.✴❜!♦❛❞❝❛0. ❞❛♥0 ❧❡0 !)0❡❛✉① .♦✉. ♦♣.✐7✉❡✱ ❧❡ 0✐❣♥❛❧ ❧✉♠✐♥❡✉①

❞♦✐. J.!❡ ❝♦♥.!K❧) ❡♥ !❛✐0♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❡!.❡ ❞❡ ♣✉✐00❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐✳ ❊♥ ❡✛❡.✱ ✉♥ 0✐❣♥❛❧ ❧✉♠✐♥❡✉①

❛!!✐✈❛♥. < ✉♥ ♥N✉❞ )7✉✐♣) ❞❡ ❝♦♠♠✉.❛.❡✉! ❖❳❈✲▼❈ ❡. ❛②❛♥. m ✈♦✐0✐♥0 ❞❛♥0 ❧✬❛!❜!❡ ❞❡ !❡❝♦✉✲

✈!❡♠❡♥. ❡0. ❞✐✈✐0) ❡♥ m− 1 0♦✉0✲0✐❣♥❛✉①✳ ❆✐♥0✐✱ ❧❛ ♣✉✐00❛♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛7✉❡ 0♦✉0✲0✐❣♥❛❧ ❡0. !)❞✉✐.❡

< ✉♥❡ ✈❛❧❡✉! ✐♥❢)!✐❡✉!❡ ♦✉ )❣❛❧❡ < 1/(m − 1) ❞✉ 0✐❣♥❛❧ ♦!✐❣✐♥❛❧ ❬❆❉✵✻❪✳ ▲❛ ✜❣✉!❡ ✸✳✶ ♠♦♥.!❡ ❧❛

♥)❝❡00✐.) ❞❡ ♣!❡♥❞!❡ ❡♥ ❝♦♠♣.❡ ❧❡ ❞❡❣!) ❞❡0 0♦♠♠❡.0 ❞❡ ❜!❛♥❝❤❡♠❡♥.✳ ◗✉❡❧ 7✉❡ 0♦✐. ✉♥ ❛!❜!❡

❞❡ !❡❝♦✉✈!❡♠❡♥. ❞✉ ❣!❛♣❤❡ G✱ ✐❧ ❝♦♥.✐❡♥❞!❛ ♥)❝❡00❛✐!❡♠❡♥. ❧❡ 0♦♠♠❡. ❝❡♥.!❛❧ ❝♦♠♠❡ 0♦♠♠❡.

❞❡ ❜!❛♥❝❤❡♠❡♥. ✭❝❡ 0♦♠♠❡. !❡❧✐❡ .!♦✐0 ❝♦♠♣♦0❛♥.❡0 ❝♦♥♥❡①❡0✮✳ ▲✬❛!❜!❡ T ❛ ❞♦♥❝ ✉♥ ♥♦♠❜!❡

♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ 0♦♠♠❡.0 ❞❡ ❜!❛♥❝❤❡♠❡♥. ✭✉♥ 0❡✉❧ 0♦♠♠❡. ❞❡ ❜!❛♥❝❤❡♠❡♥.✱ ❧❡ 0♦♠♠❡. ❝❡♥.!❛❧✮✳

▲❡ ❞❡❣!) ❞✉ 0♦♠♠❡. ❝❡♥.!❛❧ ❡0. )❣❛❧ < 15✳ ▲❡ 0✐❣♥❛❧ ❧✉♠✐♥❡✉① ❛!!✐✈❛♥. < ❝❡ 0♦♠♠❡. 0❡!❛ ❞✐✈✐0)

♣❛! 14✳ ▲✬❛!❜!❡ T ′
❝♦♥.✐❡♥. )❣❛❧❡♠❡♥. ❧❡ 0♦♠♠❡. ❝❡♥.!❛❧ ❝♦♠♠❡ 0♦♠♠❡. ❞❡ ❜!❛♥❝❤❡♠❡♥. ♠❛✐0 ❧❡

❞❡❣!) ❞❡ ❝❡ ❞❡!♥✐❡! ❡0. ♠✐♥✐♠✐0)✳ ▲❡ 0✐❣♥❛❧ ❧✉♠✐♥❡✉① ❛!!✐✈❛♥. < ❝❡ 0♦♠♠❡. 0❡!❛ ❞✐✈✐0) 0❡✉❧❡♠❡♥.

♣❛! 2✱ ❝❡ 7✉✐ ❣)♥)!❡!❛ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♠♦✐♥0 ❞❡ ♣❡!.❡0✳

✸✳✷✳✶ ▲❡& ♣(♦❜❧,♠❡& ▼❇❱❙❚ ❡3 ▼❉❙❚

▲❡ ♣!♦❜❧;♠❡ ▼❇❱❙❚ ❛ ).) ✐♥.!♦❞✉✐. ♣❛! ●❛!❣❛♥♦ ❡. ❛❧✳ ❞❛♥0 ❬●❍❙❱✵✷❪✳ ▲❡ ♣!♦❜❧;♠❡ ▼❉❙❚

❛ ).) ✐♥.!♦❞✉✐. 7✉❡❧7✉❡0 ❛♥♥)❡0 ♣❧✉0 .❛!❞ ♣❛! ❬❈●■✵✾❪✳ ▲❡ ♣!♦❜❧;♠❡ ▼❇❱❙❚ ❡0. ❞)✜♥✐ ❞❛♥0 ❧❡

❝❤❛♣✐.!❡ ✶✱ 0❡❝.✐♦♥ ✶✳✹✳✶✳✶✱ ♣❛❣❡ ✷✺✳ ▲❛ ❞)✜♥✐.✐♦♥ ❞✉ ♣!♦❜❧;♠❡ ▼❉❙❚ 0❡ ♣!)0❡♥.❡ ❝♦♠♠❡ 0✉✐. ✿

 !♦❜❧%♠❡ ✿ ▼✐♥✐♠✉♠ ❉❡❣!❡❡ ❙✉♠ ❙♣❛♥♥✐♥❣ ❚!❡❡ ✲ ▼❉❙❚

❉♦♥♥+❡, ✿ ●!❛♣❤❡ ❝♦♥♥❡①❡ ♥♦♥✲♦!✐❡♥.) ❛!J.❡0 ♣♦♥❞)!)❡0 G = (VG, EG)✱ c(e) ∀e ∈

EG✳

❘+,✉❧/❛/ ✿ ❆!❜!❡ ❞❡ !❡❝♦✉✈!❡♠❡♥. T ❞✉ ❣!❛♣❤❡ G✳

❖❜❥❡❝/✐❢ ✿ ▼✐♥✐♠✐0❡! ❧❛ 0♦♠♠❡ ❞❡0 ❞❡❣!)0 ❞❡0 0♦♠♠❡.0 ❞❡ ❜!❛♥❝❤❡♠❡♥. ❞❡ T ✳

❚!♦✉✈❡! ✉♥ ❛!❜!❡ ❞❡ !❡❝♦✉✈!❡♠❡♥. ❞✬✉♥ ❣!❛♣❤❡ ❛②❛♥. ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ 0♦♠♠❡.0 ❞❡ ❜!❛♥❝❤❡✲

♠❡♥. ❡0. ◆E✲❞✐✣❝✐❧❡ ❬●❍❙❱✵✷❪✳ ❚!♦✉✈❡! ✉♥ ❛!❜!❡ ❞❡ !❡❝♦✉✈!❡♠❡♥. ❞♦♥. ❧❛ 0♦♠♠❡ ❞❡0 ❞❡❣!)0
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a

✭❛✮ ●!❛♣❤❡ ● ✭❜✮ ❆%❜%❡ ❞❡ %❡❝♦✉✈%❡✲

♠❡♥/ T ❛②❛♥/ ✉♥ ♥♦♠❜%❡

♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ 2♦♠♠❡/2 ❞❡

❜%❛♥❝❤❡♠❡♥/

✭❝✮ ❆%❜%❡ ❞❡ %❡❝♦✉✈%❡♠❡♥/

T ′
❛②❛♥/ ✉♥❡ 2♦♠♠❡ ♠✐♥✐✲

♠✉♠ ❞❡2 ❞❡❣%52 ❞❡2 2♦♠✲

♠❡/2 ❞❡ ❜%❛♥❝❤❡♠❡♥/

a1

a2

✭❞✮ ❍✐5%❛%❝❤✐❡ ❞❡ %❡❝♦✉✈%❡✲

♠❡♥/ H ❛②❛♥/ ✉♥ ♠✐♥✐✲

♠✉♠ ❞❡ 2♦♠♠❡/2 ❞❡ ❜%❛♥✲

❝❤❡♠❡♥/

❋✐❣✉$❡ ✸✳✶ ✕ ❉✐✛,$❡♥❝❡ ❡♥/$❡ ❧❡ ♣$♦❜❧4♠❡ ▼❇❱❙❚ ❡/ ❧❡ ♣$♦❜❧4♠❡ ▼❉❙❚

❞❡< <♦♠♠❡/< ❞❡ ❜$❛♥❝❤❡♠❡♥/ ❡</ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡</ ,❣❛❧❡♠❡♥/ ◆@✲❞✐✣❝✐❧❡ ❬❈●■✵✾❪ ✭❧❡< ♣$❡✉✈❡< <♦♥/

❞♦♥♥,❡< ❞❛♥< ❧❡< ♣❛$/✐❡< ✶✳✹✳✶✳✷ ❡/ ✶✳✹✳✷✳✷✮✳ ■❧ <✉✣/ ♣♦✉$ <✬❡♥ ❝♦♥✈❛✐♥❝$❡ ❞❡ ❝♦♥<✐❞,$❡$ ❧❡ ♣$♦✲

❜❧4♠❡ ❞❡ ❧✬❤❛♠✐❧/♦♥✐❝✐/,✳ ❊♥ ❡✛❡/✱ /$♦✉✈❡$ ✉♥ ❛$❜$❡ ❞❡ $❡❝♦✉✈$❡♠❡♥/ ❞✬✉♥ ❣$❛♣❤❡ ❤❛♠✐❧/♦♥✐❡♥

R✉✐ ♠✐♥✐♠✐<❡ ❧❡ ♥♦♠❜$❡ ❞❡ <♦♠♠❡/< ❞❡ ❜$❛♥❝❤❡♠❡♥/ $❡✈✐❡♥/ S /$♦✉✈❡$ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❤❛♠✐❧/♦♥✐❡♥

❞❛♥< ❝❡ ❣$❛♣❤❡✳ ❈❡❝✐ ❡</ ◆@✲❞✐✣❝✐❧❡✳ ❇✐❡♥ ,✈✐❞❡♠♠❡♥/✱ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❤❛♠✐❧/♦♥✐❡♥ $,♣♦♥❞ ,❣❛❧❡♠❡♥/

S ❧✬♦❜❥❡❝/✐❢ ❞✉ ♣$♦❜❧4♠❡ ▼❉❙❚ ❝❛$ ✉♥ /❡❧ ❝❤❡♠✐♥ ♥❡ ❝♦♥/✐❡♥/ ❛✉❝✉♥ <♦♠♠❡/ ❞❡ ❜$❛♥❝❤❡♠❡♥/ ❡/

♣❛$ ❝♦♥<,R✉❡♥/✱ ❧❛ <♦♠♠❡ ❞❡< ❞❡❣$,< ❞❡ ❝❡✉①✲❝✐ ❡</ ,❣❛❧❡ S ③❡$♦✳

▲❡ ♣$♦❜❧4♠❡ ❞❡ $❡❝❤❡$❝❤❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥ ❤❛♠✐❧/♦♥✐❡♥ ♣❡✉/ ❛❧♦$< Y/$❡ ❝♦♥<✐❞,$, ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝❛< ♣❛$/✐❝✉✲

❧✐❡$ ❞✉ ♣$♦❜❧4♠❡ ▼❇❱❙❚✳ ❊♥ ❡✛❡/✱ ♣♦✉$ ✉♥ ❣$❛♣❤❡ ❝♦♥♥❡①❡ G ❞♦♥♥,✱ <✐ ❧✬❛$❜$❡ ❞❡ $❡❝♦✉✈$❡♠❡♥/

T ∗
❞❡ G ♦♣/✐♠❛❧ ♣♦✉$ ❧❡ ♣$♦❜❧4♠❡ ▼❇❱❙❚ ❝♦♥/✐❡♥/ k <♦♠♠❡/< ❞❡ ❜$❛♥❝❤❡♠❡♥/✱ ❛❧♦$< ♦♥ ❝♦♥<✐✲

❞4$❡ R✉❡ ❧❡ ❣$❛♣❤❡ G <✬,❧♦✐❣♥❡ ❞✬✉♥❡ ✓ ❞✐</❛♥❝❡ ✔ ❞❡ k ❞❡ ❧✬,/❛/ ❞✬❤❛♠✐❧/♦♥✐❝✐/,✳

▲❡ /❤,♦$4♠❡ ❞❡ ❉✐$❛❝ ❬❉✐$✺✷❪✱ R✉✐ ❡</ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉$❡ ❝♦♥❞✐/✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥<✐/, ❡①✐</❛♥/❡ ✐♠♣❧✐R✉❛♥/

❧✬❤❛♠✐❧/♦♥✐❝✐/, ❞✬✉♥ ❣$❛♣❤❡✱ ♣❡✉/ Y/$❡ ❣,♥,$❛❧✐<, ❛✉ ♣$♦❜❧4♠❡ ▼❇❱❙❚✳ ❊♥ ❡✛❡/✱ ❝♦♥<✐❞,$♦♥< ❧❡

/❤,♦$4♠❡ ❞❡ ❉✐$❛❝ ✿

❚❤"♦$%♠❡ ✸✳✷✳✶✳ ❬❉✐#✺✷❪ ❙♦✐) G ✉♥ ❣#❛♣❤❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❡) k ✉♥ ❡♥)✐❡# ♣♦3✐)✐❢✳ ❙✐ )♦✉3 ❧❡3 3♦♠♠❡)3

✼✺



❞❡ G ♦♥$ ✉♥ ❞❡❣'( )✉♣('✐❡✉' ♦✉ (❣❛❧ .

n−1
2 ❛❧♦') ❧❡ ❣'❛♣❤❡ G ❡)$ ❍❛♠✐❧$♦♥✐❡♥✳

❉❛♥# ❬●❍❙❱✵✷❪✱ ❧❡ /❤1♦34♠❡ ❞❡ ❉✐3❛❝ ❛ 1/1 ❣1♥13❛❧✐#1 ❛✉ ♣3♦❜❧4♠❡ ▼❇❱❙❚ ❡♥ ♣♦#❛♥/ ❧❛ ❝♦♥❥❡❝✲

/✉3❡ #✉✐✈❛♥/❡ ✿

❈♦♥❥❡❝&✉(❡ ✸✳✷✳✶✳ ❬●❍❙❱✵✷❪ ❙♦✐$ G ✉♥ ❣'❛♣❤❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❡$ k ✉♥ ❡♥$✐❡' ♣♦)✐$✐❢✳ ❙✐ $♦✉) ❧❡)

)♦♠♠❡$) ❞❡ G ♦♥$ ✉♥ ❞❡❣'( )✉♣('✐❡✉' ♦✉ (❣❛❧ .

n−1
k+2 ❛❧♦') ❧❡ ❣'❛♣❤❡ G ❛❞♠❡$ ✉♥ ❛'❜'❡ ❞❡

'❡❝♦✉✈'❡♠❡♥$ T ❛②❛♥$ ❛✉ ♣❧✉) k )♦♠♠❡$) ❞❡ ❜'❛♥❝❤❡♠❡♥$ ✭s(T ) ≤ k✮ ✳

❈❡//❡ ❝♦♥❥❡❝/✉3❡ ❡#/ ✈13✐✜1❡ ♣❛3 ❧❡ /❤1♦34♠❡ ❞❡ ❉✐3❛❝ ♣♦✉3 k = 0✳ ●❛3❣❛♥♦ ❡/ ❛❧✳ ❧❛ ✈13✐✜❡♥/

♣♦✉3 k = 1✳ ❊❧❧❡ ❡#/ ❝❡♣❡♥❞❛♥/ ♦✉✈❡3/❡ ♣♦✉3 k > 1✳

❈❡//❡ ❣1♥13❛❧✐#❛/✐♦♥ ❞✉ /❤1♦34♠❡ ❞❡ ❉✐3❛❝ ❛✉ ♣3♦❜❧4♠❡ ▼❇❱❙❚ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❜♦3♥❡ ✐♥❢13✐❡✉3❡ #✉3

❧❡ ❞❡❣31 I✉❡ ❞♦✐✈❡♥/ ❛✈♦✐3 ❧❡# #♦♠♠❡/# ❞✬✉♥ ❣3❛♣❤❡ ❛✜♥ I✉❡ ❝❡ ❞❡3♥✐❡3 ❝♦♥/✐❡♥♥❡ ✉♥ ❛3❜3❡ ❞❡

3❡❝♦✉✈3❡♠❡♥/ ❛②❛♥/ ✉♥ ♥♦♠❜3❡ ❧✐♠✐/1 ❞❡ #♦♠♠❡/# ❞❡ ❜3❛♥❝❤❡♠❡♥/✳ ❊❧❧❡ 3❡♣31#❡♥/❡ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐/✐♦♥

❞❡ ❞❡♥#✐/1 ✐♠♣♦3/❛♥/❡ ♣♦✉3 ❧✬❡①✐#/❡♥❝❡ ❞✬✉♥ /❡❧ ❛3❜3❡✳

✸✳✷✳✷ ❘❡❧❛'✐♦♥ ❡♥'+❡ ❧❡ ♣+♦❜❧.♠❡ ▼❇❱❙❚ ❡' ❧❡ ♣+♦❜❧.♠❡ ▼❉❙❚

▲❛ ✜❣✉3❡ ✸✳✶ ✐❧❧✉#/3❡ ❧❛ ❞✐✛13❡♥❝❡ ❡♥/3❡ ❧❡ ♣3♦❜❧4♠❡ ▼❇❱❙❚ ❡/ ❧❡ ♣3♦❜❧4♠❡ ▼❉❙❚✳ ❆✐♥#✐✱ ▲❛

✜❣✉3❡ ✸✳✶❜ 3❡♣31#❡♥/❡ ✉♥ ❛3❜3❡ ❞❡ 3❡❝♦✉✈3❡♠❡♥/ T ♦♣/✐♠❛❧ ♣♦✉3 ❧❡ ♣3♦❜❧4♠❡ ▼❇❱❙❚ ❡/ ❧❛ ✜❣✉3❡

✸✳✶❝ 3❡♣31#❡♥/❡ ✉♥ ❛3❜3❡ ❞❡ 3❡❝♦✉✈3❡♠❡♥/ T ′
♦♣/✐♠❛❧ ♣♦✉3 ❧❡ ♣3♦❜❧4♠❡ ▼❉❙❚ ❞✬✉♥ ♠R♠❡ ❣3❛♣❤❡✳

❈❡# ❞❡✉① ❛3❜3❡# #♦♥/ ❞✐✛13❡♥/#✳ ❖♥ ❡#/ ❛❧♦3# /❡♥/1 ❞❡ ❝3♦✐3❡ I✉❡ ❧❡# ❞❡✉① ♣3♦❜❧4♠❡# ❛❞♠❡//❡♥/

❞❡# #♦❧✉/✐♦♥# ❞✐✛13❡♥/❡#✳ ▲✬❛3❜3❡ ❞❡ 3❡❝♦✉✈3❡♠❡♥/ T ′
❡#/ ♦♣/✐♠❛❧ ♣♦✉3 ❧❡# ❞❡✉① ♣3♦❜❧4♠❡#✳ ❊♥

❡✛❡/✱ ❝❡/ ❛3❜3❡ ❝♦♥/✐❡♥/ ✉♥ #❡✉❧ #♦♠♠❡/ ❞❡ ❜3❛♥❝❤❡♠❡♥/ ❡/ ❝❡ #♦♠♠❡/ ❛ ✉♥ ❞❡❣31 1❣❛❧ T /3♦✐#

✭❧❡ ♠✐❡✉① I✉❡ ❧✬♦♥ ♣✉✐##❡ ❛✈♦✐3 ❞❛♥# ❧❡ ❝❛# ♦V ❧❡ ❣3❛♣❤❡ ❡#/ ♥♦♥ ❤❛♠✐❧/♦♥✐❡♥✮✳

◆♦✉# ❞1✜♥✐##♦♥#✱ ❝♦♠♠❡ #✉✐/✱ ❧❛ ♥♦/✐♦♥ ❞❡ ❧✐❛✐#♦♥ ❡/ ❞❡ ♥♦♥✲❧✐❛✐#♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ♣3♦❜❧4♠❡# ❞✬♦♣/✐✲

♠✐#❛/✐♦♥ ✿

❉.✜♥✐&✐♦♥ ✸✳✷✳✶✳ ❉❡✉① ♣'♦❜❧C♠❡) ❞✬♦♣$✐♠✐)❛$✐♦♥✱ ♣♦'$❛♥$ )✉' ❧❡) ♠F♠❡) ✐♥)$❛♥❝❡) ❡$ ❧❡) ♠F♠❡)

)♦❧✉$✐♦♥) '(❛❧✐)❛❜❧❡)✱ ♥❡ )♦♥$ ♣❛) ❧✐() )✬✐❧ ❡①✐)$❡ ❛✉ ♠♦✐♥) ✉♥❡ ✐♥)$❛♥❝❡ ♦G ❧❡) ❞❡✉① ❡♥)❡♠❜❧❡) ❞❡

)♦❧✉$✐♦♥) ♦♣$✐♠❛❧❡) )♦♥$ ❞✐)❥♦✐♥$)✳ ■❧) )♦♥$ ❧✐() )✐♥♦♥✳

▼❛❧❣31 ❧✬❡①✐#/❡♥❝❡ ❞❡ ♣❧✉#✐❡✉3# ✐♥#/❛♥❝❡# ♣31#❡♥/1❡# ❞❛♥# ❧❛ ❧✐//13❛/✉3❡ ♠♦♥/3❛♥/ I✉❡ ❧❡# ❞❡✉①

♣3♦❜❧4♠❡# ♦♥/ ❞❡# ❡♥#❡♠❜❧❡# ❞❡ #♦❧✉/✐♦♥# ❞✐✛13❡♥/# ✭❛✉ ♠♦✐♥# ✉♥ 1❧1♠❡♥/ ♥♦♥✲❝♦♠♠✉♥✮ ❬❈❈❘✶✹✱

❈●■✵✾❪✱ ❛✉❝✉♥❡ ♥❡ ♠♦♥/3❡ I✉❡ ❧❡# ❞❡✉① ♣3♦❜❧4♠❡# ♥❡ #♦♥/ ♣❛# ❧✐1# ✭❱♦✐3 ❧❛ ♣❛3/✐❡ ✶✳✹✳✷✳✸✮✳

◆♦✉# ♣3♦♣♦#♦♥# ❞❛♥# ❝❡ I✉✐ #✉✐/ ✉♥❡ ✐♥#/❛♥❝❡ I✉✐ ♠♦♥/3❡ I✉❡ ❧❡# ❞❡✉① ♣3♦❜❧4♠❡# ♥❡ #♦♥/ ♣❛#

❧✐1#✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✷✳✷✳ ▲❡ ♣'♦❜❧C♠❡ ▼❉❙❚ ❡$ ❧❡ ♣'♦❜❧C♠❡ ▼❇❱❙❚ ♥❡ )♦♥$ ♣❛) ❧✐() ✿ ■❧ ❡①✐)$❡ ✉♥ ❣'❛♣❤❡

G $❡❧ O✉❡ ✿ O✉❡❧ O✉❡ )♦✐$ T ✉♥ ❛'❜'❡ ❞❡ '❡❝♦✉✈'❡♠❡♥$ ❞❡ G ❛❧♦') ✿

✼✻



✶✳ ❙✐ s(T ) = s∗(G) ❛❧♦'( q(T ) > q∗(G)✱

✷✳ (✐ q(T ) = q∗(G) ❛❧♦'( s(T ) > s∗(G)✳

+'❡✉✈❡✳ ▲❛ ✜❣✉%❡ ✸✳✷ ♣%+,❡♥.❡ ✉♥ ❣%❛♣❤❡ G 0✉✐ %❡,♣❡❝.❡ ❧❡, ❝♦♥❞✐.✐♦♥, ❞❡ ❧❛ ♣%♦♣♦,✐.✐♦♥ ✸✳✷✳✷ ✿

a4 b4 c4 d4d3c3b3a3 a5 b5 c5 d5d2c2b2a2 a6 b6 c6 d6d1c1b1a1

e3 e2

R1

R3R2

❋✐❣✉%❡ ✸✳✷ ✕ ■♥,.❛♥❝❡ ♣%♦✉✈❛♥. ❧❛ ♣%♦♣♦,✐.✐♦♥ ✸✳✷✳✷

➱!❛♣❡ ✶ ✿ ❙✐ ❧❡ ❣%❛♣❤❡ G ❞❡ ❧❛ ✜❣✉%❡ ✸✳✷ ❡,. ❤❛♠✐❧.♦♥✐❡♥✱ ❛❧♦%, ✐❧ ♥❡ ♣❡%♠❡. ♣❛, ❞❡ ❞✐,.✐♥❣✉❡% ❧❡,

❞❡✉① ,♦❧✉.✐♦♥, ✭s∗(G) = q∗(G) = 0✮✳ ❖♥ ❞♦✐. ❞♦♥❝ ❞✬❛❜♦%❞ ♣%♦✉✈❡% 0✉❡ ❧❡ ❣%❛♣❤❡ G ♥❡ ❝♦♥.✐❡♥.

♣❛, ❞❡ ❝❤❛D♥❡ ❤❛♠✐❧.♦♥✐❡♥♥❡✳ E♦✉% ❝❡❧❛✱ ♦♥ ✉.✐❧✐,❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ,✉✐✈❛♥. ✿

▲❡♠♠❡ ✸✳✷✳✸✳ ❙♦✐/ G = (V,E) ✉♥ ❣'❛♣❤❡✳ ❙✐ G ❛ ✉♥❡ ❝❤❛5♥❡ ❤❛♠✐❧/♦♥✐❡♥♥❡✱ ❛❧♦'( ∀S ⊆ V ✱ ❧❡

❣'❛♣❤❡ (G− S) ❛ ❛✉ ♣❧✉( | S | +1 ❝♦♠♣♦(❛♥/❡( ❝♦♥♥❡①❡(✳

❉❛♥, ❧❡ ❣%❛♣❤❡ G✱ ✐❧ ,✉✣. ❞❡ ♣%❡♥❞%❡ S = {R1, R2, R3}✱ ♣♦✉% ❝♦♥❝❧✉%❡ 0✉❡ G ♥✬❡,. ♣❛, ❤❛♠✐❧.♦✲

♥✐❡♥✳

➱!❛♣❡ ✷ ✿ E%♦✉✈♦♥, 0✉❡ s∗(G) = 1✳ ▲❡ ❣%❛♣❤❡ G ♥✬❡,. ♣❛, ❤❛♠✐❧.♦♥✐❡♥✱ ❛❧♦%, s∗(G) ≥ 1✳ ▲✬❛%❜%❡

T1 ❞❡ ❧❛ ✜❣✉%❡ ✸✳✸ ❡,. ✉♥ ❛%❜%❡ ❞❡ %❡❝♦✉✈%❡♠❡♥. ❞✉ ❣%❛♣❤❡ G ❡. s(T1) = 1✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ s∗(G) = 1✳

➱!❛♣❡ ✸ ✿ E%♦✉✈♦♥, 0✉❡ ∀T ✉♥ ❛%❜%❡ ❞❡ %❡❝♦✉✈%❡♠❡♥.✱ ,✐ s(T ) = s∗(G) = 1 ❛❧♦%, R1 ❡,. ❧✬✉♥✐0✉❡

,♦♠♠❡. ❞❡ ❜%❛♥❝❤❡♠❡♥. ❞❛♥, T ✳ ▲❡ ❣%❛♣❤❡ ✐♥❞✉✐. ♣❛% VG−{R1, R2, R3} ❡,. ❝♦♠♣♦,+ ❞❡ 8 ❝♦♠✲

♣♦,❛♥.❡, ❝♦♥♥❡①❡,✳ E❛% ❝♦♥,+0✉❡♥.✱ .♦✉. ❛%❜%❡ ❞❡ %❡❝♦✉✈%❡♠❡♥. ❞❡ G ❞♦✐. ❛✈♦✐% ❛✉ ♠♦✐♥, R1 ♦✉

R2 ♦✉ R3 ❝♦♠♠❡ ,♦♠♠❡. ❞❡ ❜%❛♥❝❤❡♠❡♥.✳

◆♦.♦♥, G′ = (V ′, E′) ❡. G′′ = (V ′′, E′′) ❧❡, ,♦✉,✲❣%❛♣❤❡, ✐♥❞✉✐., ❞❡ G .❡❧, 0✉❡ V ′ = {a1, b1, c1,

d1, a2, b2, c2, d2, a3, b3, c3, d3, e3, R2, R1} ❡. V
′′ = {a4, b4, c4, d4, a5, b5, c5, d5, a6, b6, c6, d6, e2, R3, R1}✳

▲❡ ,♦♠♠❡. R1 ❡,. ❧❡ ,❡✉❧ ,♦♠♠❡. 0✉✐ ❝♦♥♥❡❝.❡ ❧❡, ❞❡✉① ,♦✉,✲❣%❛♣❤❡, ✐♥❞✉✐.,✳ ❙✉♣♣♦,♦♥, 0✉❡

R2 ,♦✐. ❧❡ ,❡✉❧ ,♦♠♠❡. ❞❡ ❜%❛♥❝❤❡♠❡♥. ❞✬✉♥ ❛%❜%❡ ❞❡ %❡❝♦✉✈%❡♠❡♥. ❞❡ G✳ ❉❛♥, ❝❡ ❝❛,✱ ❧❡

✼✼



R1

R2R3

❋✐❣✉$❡ ✸✳✸ ✕ ❆$❜$❡ ❞❡ $❡❝♦✉✈$❡♠❡♥1 T1 ❞✉ ❣$❛♣❤❡ G

5♦✉5✲❣$❛♣❤❡ ✐♥❞✉✐15 G′
❞♦✐1 ❝♦♥1❡♥✐$ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❤❛♠✐❧1♦♥✐❡♥ 5❡ 1❡$♠✐♥❛♥1 ❡♥ R1✳ ❖$✱ ✐❧ 5✉✣1 ❞❡

♣$❡♥❞$❡ S = {R1, R3} ♣♦✉$ ❝♦♥❝❧✉$❡ ❡♥ ❛♣♣❧✐;✉❛♥1 ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✷✳✸ ;✉❡ G
′
♥✬❡51 ♣❛5 ❤❛♠✐❧1♦♥✐❡♥✳

❉❡ ♠❛♥✐?$❡ 5②♠A1$✐;✉❡✱ R3 ♥❡ ♣❡✉1 ♣❛5 B1$❡ ❧❡ 5❡✉❧ 5♦♠♠❡1 ❞❡ ❜$❛♥❝❤❡♠❡♥1 ❞✬✉♥ ❛$❜$❡ ❝♦✉✈$❛♥1

G✳

❉❛♥5 ❧❛ ✜❣✉$❡ ✸✳✸✱ ♥♦✉5 ❛✈♦♥5 ✉♥ ❛$❜$❡ ❛②❛♥1 ✉♥✐;✉❡♠❡♥1 ❧❡ 5♦♠♠❡1 R1 ❝♦♠♠❡ 5♦♠♠❡1 ❞❡

❜$❛♥❝❤❡♠❡♥1✳ ◆♦✉5 ♣♦✉✈♦♥5 ❛❧♦$5 ❛✣$♠❡$ ;✉❡ 5❡✉❧ ❧❡ 5♦♠♠❡1 R1 ♣❡✉1 B1$❡ ✉♥✐;✉❡ 5♦♠♠❡1 ❞❡

❜$❛♥❝❤❡♠❡♥1 ❞✬✉♥ ❛$❜$❡ ❞❡ $❡❝♦✉✈$❡♠❡♥1 ❞❡ G✳

➱!❛♣❡ ✹ ✿ E$♦✉✈♦♥5 ;✉❡ 5✐ R1 ❡51 ❧✬✉♥✐;✉❡ 5♦♠♠❡1 ❞❡ ❜$❛♥❝❤❡♠❡♥1 ❞✬✉♥ ❛$❜$❡ ❞❡ $❡❝♦✉✈$❡♠❡♥1

T ❛❧♦$5 q(T ) ❡51 ❛✉ ♠♦✐♥5 A❣❛❧ F 10✳ ▲❡ ♥♦♠❜$❡ ❞❡ 5♦♠♠❡15 ❞✉ ❣$❛♣❤❡ G ❡51 A❣❛❧ F 29✳ ❚♦✉1

❛$❜$❡ ❞❡ $❡❝♦✉✈$❡♠❡♥1 ❞❡ G ❛ ❞♦♥❝ 28 ❛$B1❡5✳ ❙✉♣♣♦5♦♥5 ;✉✬✐❧ ❡①✐51❡ ✉♥ ❛$❜$❡ ❞❡ $❡❝♦✉✈$❡♠❡♥1 T

❞❡ G ❛②❛♥1 ❧❡ 5♦♠♠❡1 R1 ❝♦♠♠❡ ✉♥✐;✉❡ 5♦♠♠❡1 ❞❡ ❜$❛♥❝❤❡♠❡♥1 ❡1 1❡❧ ;✉❡ dT (R1) = q(T ) ≤ 9✳

▲❡5 40 ❛$B1❡5 ❞❡ EG ♣❡✉✈❡♥1 B1$❡ ♣❛$1✐1✐♦♥♥A❡5 ❡♥ 3 5♦✉5✲❡♥5❡♠❜❧❡5 ✿ ER1 ❧✬❡♥5❡♠❜❧❡ ❞❡5 ❛$B1❡5

❞❡ G ✐♥❝✐❞❡♥1❡5 F R1✱ ER2,R3 ❧✬❡♥5❡♠❜❧❡ ❞❡5 ❛$B1❡5 ✐♥❝✐❞❡♥1❡5 F R2 ♦✉ R3 ❡1 Er ❧✬❡♥5❡♠❜❧❡ ❞❡5

❛$B1❡5 $❡51❛♥1❡5✳ ▲✬❛$❜$❡ T ❛ ❛✉ ♣❧✉5 9 ❛$B1❡5 ❞❛♥5 ER1 ❝❛$ dT (R1) ≤ 9 ❡1 ❛✉ ♣❧✉5 4 ❛$B1❡5 ❞❛♥5

ER2,R3 ✱ ❝❛$ R1 ❡1 R2 ♦♥1 ✉♥ ❞❡❣$A ❛✉ ♣❧✉5 A❣❛❧ F 2 ❞❛♥5 T ✳ ▲✬❛$❜$❡ T ❛ ❞♦♥❝ ❛✉ ♠♦✐♥5 15 ❛$B1❡5

❞❛♥5 Er✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡5 ❛$B1❡5 {ai, bi} 5♦♥1 ♦❜❧✐❣❛1♦✐$❡♠❡♥1 ❞❛♥5 T ✱ ✐❧ ② ❛ ❛✉ ♠♦✐♥5 9 ❛$B1❡5 ❞❡ T

♣❛$♠✐ {{bi, ci}, {ci, di}}✱ i ∈ [1, 6]✳ ■❧ ② ❛ ❞♦♥❝ ❛✉ ♠♦✐♥5 3 ❡♥5❡♠❜❧❡5 {{bi, ci}, {ci, di}} ❞♦♥1 ❧❡5

❞❡✉① ❛$B1❡5 5♦♥1 ❞❛♥5 T ✳ ❙♦✐1 R2✱ 5♦✐1 R3 ❡51 ✐♥❝✐❞❡♥1 F ❞❡✉① ❞✬❡♥1$❡ ❡✉① ✭5✉♣♣♦5♦♥5 5❛♥5 ♣❡$1❡

❞❡ ❣A♥A$❛❧✐1A ;✉❡ ❝❡ 5♦✐1 R2 ❡1 ;✉❡ {b1, c1}, {c1, d1}, {b2, c2} ❡1 {c2, d2} 5♦✐❡♥1 ❞❛♥5 T ✳ ❈♦♠♠❡

bi ❡1 ci ♥❡ 5♦♥1 ♣❛5 ❞❡5 5♦♠♠❡15 ❞❡ ❜$❛♥❝❤❡♠❡♥1✱ {R1, bi} ❡1 {R1, ci} ♥✬❛♣♣❛$1✐❡♥♥❡♥1 ♣❛5 F

T ✱ ❞♦♥❝ {d1, R2} ❡1 {d2, R2} ❛♣♣❛$1✐❡♥♥❡♥1 F T ✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥1✱ ❝❡11❡ ❝♦♠♣♦5❛♥1❡ ❝♦♥♥❡①❡ ♥❡ ♣❡✉1

♣❛5 B1$❡ ❝♦♥♥❡❝1A❡ ❛✉① ❛✉1$❡5 ❝♦♠♣♦5❛♥1❡5 ❞❡ T ❝❛$ ❧❡ ❞❡❣$A ❞❡ R2 ❡51 ❛✉ ♣❧✉5 A❣❛❧ F 2✳ E❛$

❝♦♥5A;✉❡♥1✱ 5✐ s∗(G) = 1✱ ❛❧♦$5 q(G) ≥ 10✳

➱!❛♣❡ ✺ ✿ ❚$♦✉✈♦♥5 ✉♥ ❛$❜$❡ ❞❡ $❡❝♦✉✈$❡♠❡♥1 T 1❡❧ s(T ) > 1 ❡1 q(T < 10)✳ ❉❛♥5 ❧❛ ✜❣✉$❡ ✸✳✹

♥♦✉5 ❛✈♦♥5 ✉♥ ❛$❜$❡ ❞❡ $❡❝♦✉✈$❡♠❡♥1 ❞❡G ❛②❛♥1 ❞❡✉① 5♦♠♠❡15 ❞❡ ❜$❛♥❝❤❡♠❡♥1 1❡❧ ;✉❡ q(T ) = 8✳
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◆♦✉# ♣♦✉✈♦♥# ❛✐♥#✐ ❝♦♥❝❧✉+❡ -✉❡ ✿ -✉❡❧ -✉❡ #♦✐/ T ✉♥ ❛+❜+❡ ❞❡ +❡❝♦✉✈+❡♠❡♥/ ❞❡ G /❡❧ -✉❡

q(T ) = q∗(G) = 8 ♦♥ ❛ s(T ) > 2✱ ❞♦♥❝ s(T ) 6= s∗(G)✳ ◗✉❡❧ -✉❡ #♦✐/ T ✉♥ ❛+❜+❡ ❞❡ +❡❝♦✉✈+❡♠❡♥/

❞❡ G /❡❧ -✉❡ s(T ) = s∗(G) = 1 ♦♥ ❛ q(R1) > 8✱ ❞♦♥❝ q(T ) 6= q∗(G)✳

R1

R2R3

❋✐❣✉+❡ ✸✳✹ ✕ ❆+❜+❡ ❞❡ +❡❝♦✉✈+❡♠❡♥/ T2 ❞✉ ❣+❛♣❤❡ G

✸✳✷✳✸ ❆$❜$❡ ❞❡ $❡❝♦✉✈$❡♠❡♥. ❞❡ ❣$❛♣❤❡ ❛②❛♥. ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❢❡✉✐❧❧❡7

❖♥ +❡♠❛+-✉❡✱ ❡♥ ♦❜#❡+✈❛♥/ ✸✳✶✱ -✉✬✐❧ ❡①✐#/❡ ✉♥❡ ❝♦++A❧❛/✐♦♥ ❡♥/+❡ ❧❛ #♦♠♠❡ ❞❡# ❞❡❣+A# ❞❡# #♦♠✲

♠❡/# ❞❡ ❜+❛♥❝❤❡♠❡♥/ ❡/ ❧❡ ♥♦♠❜+❡ ❞❡ ❢❡✉✐❧❧❡# ❞❡ ❧✬❛+❜+❡ ❞❡ +❡❝♦✉✈+❡♠❡♥/✳ ❊♥ ❡✛❡/✱ ❝❤❛-✉❡ #♦♠♠❡/

❞❡ ❜+❛♥❝❤❡♠❡♥/ v ✈❛ ✓ ❣A♥A+❡+ ✔ dT (v)− 2 ❢❡✉✐❧❧❡# ❞❛♥# ❧✬❛+❜+❡ ❞❡ +❡❝♦✉✈+❡♠❡♥/ T ✳ ▲❡ ♥♦♠❜+❡

❞❡ ❢❡✉✐❧❧❡# ❞✬✉♥ ❛+❜+❡ ❡#/ ❛✐♥#✐ A❣❛❧ I ❧❛ #♦♠♠❡ ❞❡# ❞❡❣+A# ❞❡ #❡# #♦♠♠❡/# ❞❡ ❜+❛♥❝❤❡♠❡♥/ ♠♦✐♥#

❞❡✉① ❢♦✐# ❧❡ ♥♦♠❜+❡ ❞❡ #♦♠♠❡/# ❞❡ ❜+❛♥❝❤❡♠❡♥/ ♣❧✉# ❞❡✉① L(T ) = q(T )− 2 · s(T )+ 2 ❬❈❈❘✶✹❪✳

❙✉♣♣♦#♦♥# -✉✬✉♥ ❛+❜+❡ T ❞❡ +❡❝♦✉✈+❡♠❡♥/ ❞✬✉♥ ❣+❛♣❤❡ G ♠♦❞A❧✐#❛♥/ ✉♥ +A#❡❛✉ ♦♣/✐-✉❡ #♦✐/

✉/✐❧✐#A ♣♦✉+ ✉♥❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛/✐♦♥ ♠✉❧/✐❝❛#/✳ ❙♦✐/ v ✉♥ #♦♠♠❡/ ❞❡ ❧✬❛+❜+❡ /+❛✈❡+#A ♣❛+ ❧❡ #✐❣♥❛❧

❧✉♠✐♥❡✉①✳ ❙✐ dT (v) = 1 ♦✉ dT (v) = 2 ❛❧♦+# ❛✉❝✉♥❡ ❞✐✈✐#✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐O+❡ ♥✬❡#/ ♥A❝❡##❛✐+❡

I ❝❡ ♥✐✈❡❛✉ ✭❧❡ #♦♠♠❡/ v ❡#/ #♦✐/ ✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡ #♦✐/ ✉♥ #♦♠♠❡/ +❡❧❛✐✮✳ ❙✐ v ❡#/ ✉♥ #♦♠♠❡/ ❞❡

❜+❛♥❝❤❡♠❡♥/✱ ❛❧♦+# ❧❛ /+❛♥#♠✐##✐♦♥ ❞✉ #✐❣♥❛❧ ❧✉♠✐♥❡✉① I #❡# ✜❧# ✈❛ ♥A❝❡##✐/❡+ dT (v)− 2 ❞✐✈✐#✐♦♥#

❞✉ #✐❣♥❛❧ ❬❈❈❘✶✹❪✳ ▲❡ ♥♦♠❜+❡ /♦/❛❧ ❞❡ ❞✐✈✐#✐♦♥# ❞✉ #✐❣♥❛❧ ❧✉♠✐♥❡✉① ❞❛♥# ❧❡ +A#❡❛✉ ❡#/ ❛❧♦+#

A❣❛❧ I ❧❛ #♦♠♠❡ ❞❡# ❞❡❣+A# ❞❡# #♦♠♠❡/# ❞❡ ❜+❛♥❝❤❡♠❡♥/ ♠♦✐♥# ❧❡✉+ ♥♦♠❜+❡ q(T ) − s(T )✳ ▲❡

♥♦♠❜+❡ /♦/❛❧ ❞❡ ❞✐✈✐#✐♦♥# ❞✉ #✐❣♥❛❧ ❧✉♠✐♥❡✉① ❞❛♥# ❧❡ +A#❡❛✉ ❡#/ ❛✐♥#✐ A❣❛❧ ❛✉ ♥♦♠❜+❡ ❞❡ ❢❡✉✐❧❧❡#

❞❛♥# ❝❡ +A#❡❛✉ ♠♦✐♥# 2✳ ❖♥ ♣❡✉/ ❛❧♦+# ❝♦♥#✐❞A+❡+ -✉❡ /+♦✉✈❡+ ✉♥ ❛+❜+❡ ❞❡ +❡❝♦✉✈+❡♠❡♥/ ❛✈❡❝

✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❢❡✉✐❧❧❡# ♣❡+♠❡/ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐#❡+ ❧❡ ♥♦♠❜+❡ /♦/❛❧ ❞❡ ❞✐✈✐#✐♦♥# ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐O+❡✱ ❝❡ -✉✐

✐♥❝✐/❡ I ❝♦♥#✐❞A+❡+ ❧❡ ♣+♦❜❧O♠❡ #✉✐✈❛♥/ ✿

✼✾



 !♦❜❧%♠❡ ✿ ▼✐♥✐♠✉♠ ▲❡❛✈❡) ❙♣❛♥♥✐♥❣ ❚.❡❡ ✲ ▼▲❙❚

❉♦♥♥+❡, ✿ ●.❛♣❤❡ ❝♦♥♥❡①❡ ♥♦♥✲♦.✐❡♥56 ❛.75❡) ♣♦♥❞6.6❡) G = (VG, EG)

❘+,✉❧/❛/ ✿ ❆.❜.❡ ❞❡ .❡❝♦✉✈.❡♠❡♥5 T ❞✉ ❣.❛♣❤❡ G✳

❖❜❥❡❝/✐❢ ✿ ▼✐♥✐♠✐)❡. ❧❡ ♥♦♠❜.❡ ❞❡ ❢❡✉✐❧❧❡) ❞❡ ❧✬❛.❜.❡ T

❉❛♥) ❬❈❈❘✶✹❪✱ ✉♥❡ ✐♥)5❛♥❝❡ G ❡)5 ❞♦♥♥6❡ ✭✜❣✉.❡ ✸✳✺✮ ♣♦✉. ❧❛L✉❡❧❧❡✱ L✉❡❧ L✉❡ )♦✐5 ✉♥ ❛.❜.❡ ❞❡

.❡❝♦✉✈.❡♠❡♥5 ❞❡ G ♦♣5✐♠❛❧ ♣♦✉. ❧❡ ♣.♦❜❧M♠❡ ▼▲❙❚✱ ❝❡5 ❛.❜.❡ ♥✬❡)5 ♥✐ ♦♣5✐♠❛❧ ♣♦✉. ❧❡ ♣.♦❜❧M♠❡

▼❇❱❙❚ ♥✐ ♣♦✉. ❧❡ ♣.♦❜❧M♠❡ ▼❉❙❚✳ ❊♥ ❡✛❡5✱ ❧✬❛.❜.❡ ❞❡ .❡❝♦✉✈.❡♠❡♥5 T ❞❡ G ❞❡ ❧❛ ✜❣✉.❡ ✸✳✺❜✱

L✉✐ ❝♦♥5✐❡♥5 ✉♥ )❡✉❧ )♦♠♠❡5 ❞❡ ❜.❛♥❝❤❡♠❡♥5 ❞❡ ❞❡❣.6 5✱ ❡)5 ♦♣5✐♠❛❧ ♣♦✉. ❧❡) ♣.♦❜❧M♠❡) ▼❇❱❙❚

❡5 ▼❉❙❚ ♠❛✐) ♥♦♥ ♦♣5✐♠❛❧ ♣♦✉. ❧❡ ♣.♦❜❧M♠❡ ▼▲❙❚✳ ▲✬❛.❜.❡ ❞❡ .❡❝♦✉✈.❡♠❡♥5 T ′
❞❡ G ❞❡ ❧❛

✜❣✉.❡ ✸✳✺❝ ❡)5✱ L✉❛♥5 R ❧✉✐✱ ♦♣5✐♠❛❧ ♣♦✉. ❧❡ ♣.♦❜❧M♠❡ ▼▲❙❚ ❡5 ♥♦♥ ♦♣5✐♠❛❧ ♣♦✉. ❧❡ ▼❇❱❙❚ ❡5

❧❡ ▼❉❙❚✳

✭❛✮ ●$❛♣❤❡ G ✭❜✮ ❆$❜$❡ T ✱ +♦❧✉/✐♦♥ ♦♣✲

/✐♠❛❧❡ ♣♦✉$ ❧❡+ ♣$♦❜❧4♠❡+

▼❇❱❙❚ ❡/ ▼❉❙❚

✭❝✮ ❆$❜$❡ T ′
✱ +♦❧✉/✐♦♥ ♦♣/✐✲

♠❛❧❡ ♣♦✉$ ❧❡ ♣$♦❜❧4♠❡ ▼▲

❋✐❣✉.❡ ✸✳✺ ✕ ▲❡ ♣.♦❜❧M♠❡ ▼▲ ♥✬❡)5 ♣❛) 6L✉✐✈❛❧❡♥5 ❛✉① ♣.♦❜❧M♠❡) ▼❇❱❙❚ ❡5 ▼❉❙❚

❊♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥5 ❧❡) ✐♥)5❛♥❝❡) ❞❡) ✜❣✉.❡) ✸✳✷ ❡5 ✸✳✺✱ ♥♦✉) ♣♦✉✈♦♥) ❝.6❡. ✉♥❡ ✐♥)5❛♥❝❡ L✉✐ ♠♦♥5.❡

L✉❡ ❧❡) 5.♦✐) ♣.♦❜❧M♠❡) )♦♥5 ❞❡✉① R ❞❡✉① ♥♦♥ ❧✐6)✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✷✳✹✳ ▲❡" ♣$♦❜❧(♠❡" ▼❇❱❙❚✱ ▼❉❙❚ ❡1 ▼▲❙❚ "♦♥1 ❞❡✉① 6 ❞❡✉① ♥♦♥ ❧✐8" ✿ ✐❧ ❡①✐"1❡

❛✉ ♠♦✐♥" ✉♥ ❣$❛♣❤❡ G  ❡❧ #✉❡ ✿ #✉❡❧ #✉❡ &♦✐ T ✉♥ ❛+❜+❡ ❞❡ +❡❝♦✉✈+❡♠❡♥ ❞❡ G ❛❧♦+& ✿

✶✳ ❙✐ s(T ) = s∗(G) ❛❧♦+& q(T ) > q∗(G) ❡ L(T ) > L∗(G)✱

✷✳ &✐ q(T ) = q∗(G) ❛❧♦+& s(T ) > s∗(G) ❡ L(T ) > L∗(G)✱

✸✳ &✐ L(T ) = L∗(G) ❛❧♦+& s(T ) > s∗(G) ❡ q(T ) > q∗(G)✳

▲❛ ♣#❡✉✈❡ ❡'( ♦❜(❡♥✉❡ ❡♥ ❝♦♥'✐❞/#❛♥( ❧❡' ❣#❛♣❤❡' ❝♦♠❜✐♥❛♥( ❝❡✉① ❞❡' ✜❣✉#❡' ✸✳✺❜ ❡( ✸✳✸ ❡( ❝❡✉①

❞❡' ✜❣✉#❡' ✸✳✺❝ ❡( ✸✳✹✳

✽✵



❘✶

❘✷❘✸

❋✐❣✉(❡ ✸✳✻ ✕ ■♥/0❛♥❝❡ ♣(♦✉✈❛♥0 6✉❡ ❧❡/ ♣(♦❜❧9♠❡/ ▼❇❱❙❚✱ ▼❉❙❚ ❡0 ▼▲❙❚ ♥❡ /♦♥0 ♣❛/ ❧✐C/

✸✳✸ ❍✐$%❛%❝❤✐❡ ❞❡ %❡❝♦✉✈%❡♠❡♥0 ✿ ✉♥❡ ❛❧0❡%♥❛0✐✈❡ 3 ❧❛ 40%✉❝0✉%❡

❞✬❛%❜%❡ ♣♦✉% ♠✐♥✐♠✐4❡% ❧❡ ♥♦♠❜%❡ ❞❡ 4♦♠♠❡04 ❞❡ ❜%❛♥❝❤❡✲

♠❡♥0 ❞❛♥4 ❧❡4 %$4❡❛✉① ♦♣0✐:✉❡4

▲✬❛❜/❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥0(❛✐♥0❡/ /✉( ❧❡ ❞❡❣(C ❞❡/ /♦♠♠❡0/ ❞❛♥/ ❧❛ /♦❧✉0✐♦♥ ❞✉ ♣(♦❜❧9♠❡ ▼❇❱❙❚ ✐♥❞✉✐0

❧❛ (C❛❧✐/❛❜✐❧✐0C ❞❡ 0♦✉0❡ ✐♥/0❛♥❝❡ ❝♦♥♥❡①❡✳ ❊♥ ❡✛❡0✱ ✐❧ /✉✣0 6✉❡ ❧❡ ❣(❛♣❤❡ /♦✐0 ❝♦♥♥❡①❡ ♣♦✉( 6✉✬✉♥

❛(❜(❡ ❞❡ (❡❝♦✉✈(❡♠❡♥0 ❛②❛♥0 ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ /♦♠♠❡0/ ❞❡ ❜(❛♥❝❤❡♠❡♥0 ❡①✐/0❡✳ ❈❡00❡ ❛❜/❡♥❝❡ ❞❡

❝♦♥0(❛✐♥0❡/ /✉( ❧❡ ❞❡❣(C ❞❡/ /♦♠♠❡0/ (❡♥❞ 0(✐✈✐❛❧❡ ❧❛ (❡❝❤❡(❝❤❡ ❞✬✉♥❡ ❤✐C(❛(❝❤✐❡ ❞❡ (❡❝♦✉✈(❡♠❡♥0

❛②❛♥0 ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ /♦♠♠❡0/ ❞❡ ❜(❛♥❝❤❡♠❡♥0✳ ■❧ /✉✣0 ❞❡ ❢❛✐(❡ ✉♥ ♣❛(❝♦✉(/ ❞✉ ❣(❛♣❤❡ ♦N

❝❤❛6✉❡ /♦♠♠❡0 ♣❡✉0 O0(❡ ✈✐/✐0C ♣❧✉/✐❡✉(/ ❢♦✐/✳ ❖♥ ♦❜0✐❡♥0 ❛❧♦(/ ✉♥❡ ❤✐C(❛(❝❤✐❡ ❞❡ (❡❝♦✉✈(❡♠❡♥0

♥✬❛②❛♥0 ❛✉❝✉♥ /♦♠♠❡0 ❞❡ ❜(❛♥❝❤❡♠❡♥0✳ ❉❛♥/ ❧❛ ✜❣✉(❡ ✸✳✶❞✱ ♦♥ (❡♠❛(6✉❡ 6✉❡ ❧❛ ❤✐C(❛(❝❤✐❡ ❞❡

(❡❝♦✉✈(❡♠❡♥0 H ❞✉ ❣(❛♣❤❡ G ♥❡ ❝♦♥0✐❡♥0 ❛✉❝✉♥ /♦♠♠❡0 ❞❡ ❜(❛♥❝❤❡♠❡♥0✱ ❝❛( ❧❡ /♦♠♠❡0 ❝❡♥0(❛❧

a ❛ C0C ✓ ✈✐/✐0C ✔ ❞❡✉① ❢♦✐/ ✭❞❡✉① ♦❝❝✉((❡♥❝❡/ ❞❡ a /♦♥0 ♣(C/❡♥0❡/ ❞❛♥/ ❧❛ ❤✐C(❛(❝❤✐❡✮✳

▼✐♥✐♠✐/❡( ❧❡ ♥♦♠❜(❡ ❞❡ /♦♠♠❡0/ ❞❡ ❜(❛♥❝❤❡♠❡♥0 ❞❛♥/ ❧✬❛(❜(❡ ❞❡ (❡❝♦✉✈(❡♠❡♥0 ❞✬✉♥ ❣(❛♣❤❡

♠♦❞C❧✐/❛♥0 ✉♥ (C/❡❛✉ ♦♣0✐6✉❡ ♣❡(♠❡0✱ ❝❡(0❡/✱ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐/❡( ❧❡ ♥♦♠❜(❡ ❞❡ /♣❧✐00❡(/ ♥C❝❡//❛✐(❡/ ❛✉

(♦✉0❛❣❡ ♦♣0✐6✉❡ ❡0 ❞❡ (C❞✉✐(❡ ❧❛ ❞✐✈✐/✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐9(❡✱ ♠❛✐/ ❝❡❝✐ ♥❡ ♣❡(♠❡0 ♣❛/ 0♦✉❥♦✉(/ ❞✬O0(❡ ❡♥

❞❡WX ❞✉ ♥♦♠❜(❡ ❞❡ /♣❧✐00❡(/ 6✉❡ ♣❡✉0 ❡✛❡❝0✐✈❡♠❡♥0 ❝♦♥0❡♥✐( ❧❡ (C/❡❛✉✳ ❊♥ ❡✛❡0✱ /✐ ✉♥ (C/❡❛✉ ♣❡✉0

❝♦♥0❡♥✐( ❛✉ ♣❧✉/ k /♣❧✐00❡(/ ✭♣♦✉( ❞❡/ (❛✐/♦♥/ ❞❡ ❝♦Y0/✮ ❡0 6✉❡ 0♦✉0 ❛(❜(❡ ❞❡ (❡❝♦✉✈(❡♠❡♥0 ❞✉

❣(❛♣❤❡ ♠♦❞C❧✐/❛♥0 ❧❡ (C/❡❛✉ ❝♦♥0✐❡♥0 ❛✉ ♠♦✐♥/ k + 1 /♦♠♠❡0/ ❞❡ ❜(❛♥❝❤❡♠❡♥0✱ ❛❧♦(/ ❧❡ (♦✉0❛❣❡

♠✉❧✐❝❛/0 ♥❡ ♣❡✉0 O0(❡ ♣❧❡✐♥❡♠❡♥0 (C❛❧✐/C /✉( ❝❡ (C/❡❛✉✳

❖♥ ✐♥0(♦❞✉✐0 ❞❡✉① ♥♦✉✈❡❛✉① ♣(♦❜❧9♠❡/ 6✉✐ ♣❡(♠❡00❡♥0 ❞❡ ♣(❡♥❞(❡ ❡♥ ❝♦♥/✐❞C(❛0✐♦♥ ❧❡ ♥♦♠❜(❡ ❞❡

/♣❧✐00❡(/ ♣♦✉✈❛♥0 O0(❡ ♣(C/❡♥0/ ❞❛♥/ ❧❡ (C/❡❛✉ ❡0 6✉✐ ♠✐♥✐♠✐/❡ ❧❡ ❝♦Y0 0♦0❛❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛0✐♦♥✳

▲❡ ♣(❡♠✐❡( /❡ ❜❛/❡ /✉( ❧❛ /0(✉❝0✉(❡ ❞✬❛(❜(❡ ❞❡ (❡❝♦✉✈(❡♠❡♥0 ❡0 ❧❡ ❞❡✉①✐9♠❡ /✉( ❧❛ /0(✉❝0✉(❡ ❞❡

❤✐C(❛(❝❤✐❡ ❞❡ (❡❝♦✉✈(❡♠❡♥0✳

▲❡ ♣(♦❜❧9♠❡ ❇❱❈▼❙❚ ❡/0 ❞C✜♥✐ ❝♦♠♠❡ /✉✐0 ✿
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 !♦❜❧%♠❡ ✿ ❇!❛♥❝❤ ❱❡!(✐❝❡* ❈♦♥*(!❛✐♥❡❞ ▼✐♥✐♠✉♠ ❙♣❛♥♥✐♥❣ ❚!❡❡ ✲ ❇❱❈▼❙❚

❉♦♥♥+❡, ✿ ❯♥ ❣!❛♣❤❡ ❝♦♥♥❡①❡ ♥♦♥✲♦!✐❡♥(8 ❛!9(❡* ♣♦♥❞8!8❡* G = (VG, EG)✱ ✉♥❡

❢♦♥❝(✐♦♥ c : EG → R
+
∗ ❛**♦❝✐❛♥( ✉♥ ❝♦<( c(e) = ❝❤❛>✉❡ ❛!9(❡ e ∈ EG ❡( ✉♥ ❡♥(✐❡!

♣♦*✐(✐❢ k ≥ 0

❘+,✉❧/❛/ ✿ ✉♥ ❛!❜!❡ ❞❡ !❡❝♦✉✈!❡♠❡♥( T ❞✉ ❣!❛♣❤❡ G ❛②❛♥( ❛✉ ♣❧✉* k *♦♠♠❡(* ❞❡

❜!❛♥❝❤❡♠❡♥(✳

❖❜❥❡❝/✐❢ ✿ ▼✐♥✐♠✐*❡! ❧❡ ❝♦<( ❞❡ T ✳

▲❡ ♣!♦❜❧E♠❡ ❇❱❈▼❙❍ ❡*( ❞8✜♥✐ ❝♦♠♠❡ *✉✐( ✿

 !♦❜❧%♠❡ ✿ ❇!❛♥❝❤ ❱❡!(✐❝❡* ❈♦♥*(!❛✐♥❡❞ ▼✐♥✐♠✉♠ ❙♣❛♥♥✐♥❣ ❍✐❡!❛!❝❤② ✲ ❇❱❈▼❙❍

❉♦♥♥+❡, ✿ ❯♥ ❣!❛♣❤❡ ❝♦♥♥❡①❡ ♥♦♥✲♦!✐❡♥(8 ❛!9(❡* ♣♦♥❞8!8❡* G = (VG, EG)✱ ✉♥❡

❢♦♥❝(✐♦♥ c : EG → R
+
∗ ❛**♦❝✐❛♥( ✉♥ ❝♦<( c(e) = ❝❤❛>✉❡ ❛!9(❡ e ∈ EG ❡( ✉♥ ❡♥(✐❡!

♣♦*✐(✐❢ k ≥ 0

❘+,✉❧/❛/ ✿ ❯♥❡ ❤✐8!❛!❝❤✐❡ ❞❡ !❡❝♦✉✈!❡♠❡♥( H ❞✉ ❣!❛♣❤❡ G ❛②❛♥( ❛✉ ♣❧✉* k *♦♠♠❡(*

❞❡ ❜!❛♥❝❤❡♠❡♥(✳

❖❜❥❡❝/✐❢ ✿ ▼✐♥✐♠✐*❡! ❧❡ ❝♦<( ❞❡ H✳

■❧ ❡*( ❝❧❛✐! >✉❡ ❧❡ ♣!♦❜❧E♠❡ ❇❱❈▼❙❚ ❡*( ◆K✲❞✐✣❝✐❧❡✱ ❝❛! *✐ ❧✬♦♥ ✜①❡ ❧❛ ❜♦!♥❡ *✉! ❧❡ ♥♦♠❜!❡

❞❡ *♦♠♠❡(* ❞❡ ❜!❛♥❝❤❡♠❡♥( k = ③❡!♦✱ ❛❧♦!* (!♦✉✈❡! ✉♥❡ *♦❧✉(✐♦♥ !8❛❧✐*❛❜❧❡ !❡✈✐❡♥( = (!♦✉✈❡! ✉♥

❝❤❡♠✐♥ ❤❛♠✐❧(♦♥✐❡♥ ❞❛♥* ❧❡ ❣!❛♣❤❡✳ ▲❡ ♣!♦❜❧E♠❡ ❇❱❈▼❙❚ ❡*( ❡♥ ❢❛✐( ◆K✲❞✐✣❝✐❧❡ ♣♦✉! (♦✉(❡

✈❛❧❡✉! ❞❡ k ✭♣!❡✉✈❡ ✐❞❡♥(✐>✉❡ = ❝❡❧❧❡ ♣!8*❡♥(8❡ ❞❛♥* ❧❛ *❡❝(✐♦♥ ✶✳✹✳✶✳✷✮✳

❚!♦✉✈❡! ✉♥ ❛!❜!❡ ❞❡ !❡❝♦✉✈!❡♠❡♥( ❞❡ ❝♦<( ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✬✉♥ ❣!❛♣❤❡ ❛②❛♥( ❛✉ ♣❧✉* k *♦♠♠❡(* ❞❡

❜!❛♥❝❤❡♠❡♥( ❡*( ❞♦♥❝ ◆K✲❞✐✣❝✐❧❡✳ ❘❡♠❛!>✉♦♥* >✉❡ (!♦✉✈❡! ✉♥ ❛!❜!❡ ❞❡ !❡❝♦✉✈!❡♠❡♥( !8❛❧✐*❛❜❧❡

❧✬❡*( 8❣❛❧❡♠❡♥(✳ ❊♥ ❡✛❡(✱ ❞❛♥* ✉♥ ❣!❛♣❤❡ ❝♦♥(❡♥❛♥( ❞❡* ❛!9(❡* ❞❡ ❝♦<(* ✐❞❡♥(✐>✉❡*✱ ✉♥ ❛!❜!❡ ❞❡

!❡❝♦✉✈!❡♠❡♥( !8❛❧✐*❛❜❧❡ ♣♦✉! ❧❡ ♣!♦❜❧E♠❡ ❇❱❈▼❙❚ ❡*( ❛✉**✐ ♦♣(✐♠❛❧✳ K❛! ❝♦♥*8>✉❡♥(✱ ❧❡ ❢❛✐(

>✉❡ ❝❡ ♣!♦❜❧E♠❡ *♦✐( ◆K✲❞✐✣❝✐❧❡ ♥✬❡*( ♣❛* ❞< = ❧❛ ♠✐♥✐♠✐*❛(✐♦♥ ❞✉ ❝♦<( ♠❛✐* = ❧❛ ❝♦♥(!❛✐♥(❡ *✉!

❧❡ ♥♦♠❜!❡ ❞❡ *♦♠♠❡(* ❞❡ ❜!❛♥❝❤❡♠❡♥(✳ ❯♥❡ >✉❡*(✐♦♥ *❡ ♣♦*❡ ❛❧♦!* ✿ ♣♦✉! ✉♥❡ ✐♥*(❛♥❝❡ ❡( ✉♥

❡♥(✐❡! k ❞♦♥♥8*✱ ❧❛ ❞♦♥♥8❡ ❞❡* k *♦♠♠❡(* ❞❡ ❜!❛♥❝❤❡♠❡♥( ❞❡ ❧❛ *♦❧✉(✐♦♥ ♦♣(✐♠❛❧❡ ♣❡!♠❡(✲❡❧❧❡

❞❡ (!♦✉✈❡! ❝❡((❡ *♦❧✉(✐♦♥ ❡♥ (❡♠♣* ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❄

❈♦♥*✐❞8!♦♥* ❧✬✐♥*(❛♥❝❡ ♣!8*❡♥(8❡ ❞❛♥* ❧❛ ✜❣✉!❡ ✸✳✼ ❡( ✜①♦♥* ❧❛ ❜♦!♥❡ *✉! ❧❡ ♥♦♠❜!❡ ❞❡ *♦♠♠❡(*

❞❡ ❜!❛♥❝❤❡♠❡♥( = k✳ ■❧ ❡*( ✐♥❞✐*♣❡♥*❛❜❧❡ >✉❡ ❧❡* *♦♠♠❡(* a1, a2, ..., ak *♦✐❡♥( ❞❡* *♦♠♠❡(* ❞❡

❜!❛♥❝❤❡♠❡♥(✳ ❙❛❝❤❛♥( >✉❡ ❧❡* k ❝❧✐>✉❡* ❛❞♠❡((❡♥( ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❤❛♠✐❧(♦♥✐❡♥✱ (♦✉(❡* ❧❡* *♦❧✉(✐♦♥*

♦♣(✐♠❛❧❡* ♣♦✉! ❧❡ ♣!♦❜❧E♠❡ ❇❱❈▼❙❚ ❝♦♥(✐❡♥♥❡♥( ❝♦♠♠❡ *❡✉❧* *♦♠♠❡(* ❞❡ ❜!❛♥❝❤❡♠❡♥( ❧❡*

*♦♠♠❡(* a1, a2, ..., ak✳ ❚!♦✉✈❡! ✉♥❡ *♦❧✉(✐♦♥ ♦♣(✐♠❛❧❡ !❡✈✐❡♥( = (!♦✉✈❡! ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❤❛♠✐❧(♦♥✐❡♥

❞❡ ❝♦<( ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❛♥* k ❝❧✐>✉❡* ❡( ❛②❛♥( !❡*♣❡❝(✐✈❡♠❡♥( ♣♦✉! *♦♠♠❡(* ❞❡ ❞8♣❛!(* ❧❡* *♦♠♠❡(*

b1, b2, ..., bk✳ ■❧ ❡*( ❛❧♦!* ◆K✲❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ (!♦✉✈❡! ✉♥❡ *♦❧✉(✐♦♥ ♦♣(✐♠❛❧❡ ❛✉ ♣!♦❜❧E♠❡ ❇❱❈▼❙❚

♠9♠❡ *✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥♥❛✐( ❧❡* *♦♠♠❡(* ❞❡ ❜!❛♥❝❤❡♠❡♥( ❛♣♣❛!(❡♥❛♥( = ❝❡❧❧❡✲❝✐✳

K❛! ❛✐❧❧❡✉!*✱ (!♦✉✈❡! ✉♥❡ ❤✐8!❛!❝❤✐❡ ❞❡ !❡❝♦✉✈!❡♠❡♥( ❞✬✉♥ ❣!❛♣❤❡ ❛②❛♥( ❛✉ ♣❧✉* k *♦♠♠❡(*
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a1 a2 a3 ak−1 ak

b1 b2 b3 bk

❋✐❣✉$❡ ✸✳✼ ✕ ❘+❞✉❝.✐♦♥ ❞✉ ♣$♦❜❧4♠❡ ❇❱❈▼❙❚ ❛✉ ♣$♦❜❧4♠❡ ❝❤❡♠✐♥ ❤❛♠✐❧.♦♥✐❡♥ ❞❡ ❝♦>. ♠✐♥✐✲

♠✉♠

❞❡ ❜$❛♥❝❤❡♠❡♥. ❡@. ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✭✐❧ @✉✣. ❞❡ ❢❛✐$❡ ✉♥ ♣❛$❝♦✉$@ ❞✉ ❣$❛♣❤❡✮✳ F❛$ ❝♦♥.$❡✱ .$♦✉✈❡$

✉♥❡ ❤✐+$❛$❝❤✐❡ ❞❡ $❡❝♦✉✈$❡♠❡♥. ❞✬✉♥ ❣$❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦>. ♠✐♥✐♠✉♠ ❛②❛♥. ❛✉ ♣❧✉@ k @♦♠♠❡.@ ❞❡

❜$❛♥❝❤❡♠❡♥. ❡@. ◆F✲❞✐✣❝✐❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡. ✿

▲❡♠♠❡ ✸✳✸✳✶✳ ▲❡ ♣#♦❜❧'♠❡ ❇❱❈▼❙❍ ❡/0 ◆2✲❞✐✣❝✐❧❡ ♣♦✉# 0♦✉0 k ≥ 0✳

❉;♠♦♥/0#❛0✐♦♥✳ F♦✉$ k = 0 ✿ ❙♦✐. G = (VG, EG) ✉♥ ❣$❛♣❤❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❛$O.❡ ♣♦♥❞+$+✳ ❙✉♣♣♦@♦♥@

P✉❡ ❧❡ ❝♦>. ❞❡@ ❛$O.❡@ @♦✐. ✉♥✐❢♦$♠+♠❡♥. +❣❛❧ Q 1✳ ❚$♦✉✈❡$ ✉♥❡ ❤✐+$❛$❝❤✐❡ ❞❡ $❡❝♦✉✈$❡♠❡♥. ❞❡

G ❞❡ ❝♦>. | VG | −1 ❡. ♥✬❛②❛♥. ❛✉❝✉♥ @♦♠♠❡. ❞❡ ❜$❛♥❝❤❡♠❡♥. +P✉✐✈❛✉. Q .$♦✉✈❡$ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥

❤❛♠✐❧.♦♥✐❡♥ ❞❛♥@ G✳

F♦✉$ k ≥ 1 ✿ ❙♦✐. G = (VG, EG) ✉♥ ❣$❛♣❤❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❛$O.❡ ♣♦♥❞+$+ ❡. ✉♥ @♦♠♠❡. v ∈ VG ❝❤♦✐@✐

❛$❜✐.$❛✐$❡♠❡♥.✳ ◆♦✉@ ❢❛✐@♦♥@ 2 · k ❝♦♣✐❡@ ❞❡ G✱ .♦✉.❡@ ❧❡@ ❛$O.❡@ ♦♥. ✉♥ ❝♦>. ❞❡ 1 ❞❛♥@ ❝❡@ ❝♦♣✐❡@✳

◆♦✉@ ❝♦♥@.$✉✐@♦♥@ ✉♥❡ ❝❤❛R♥❡ ❢♦$♠+❡ ❞❡ k @♦♠♠❡.@ ❝♦♥♥❡❝.+@ ♣❛$ ❞❡@ ❛$O.❡@ ❞❡ ❝♦>. 1✳ ❈❤❛❝✉♥

❞❡ ❝❡@ @♦♠♠❡.@ ❡@. ❝♦♥♥❡❝.+ ❛✉ @♦♠♠❡. v ❞❡ ❞❡✉① ❝♦♣✐❡@ ❞✐@.✐♥❝.❡@ ❞❡ G ❣$S❝❡ Q ❞❡✉① ❛$O.❡@ ❞❡

❝♦>. M ✱ .❡❧ P✉❡ M > (2 · k · |VG|)✳ ◆♦.♦♥@ G
′
❧❡ ❣$❛♣❤❡ ♦❜.❡♥✉✳ ❉❛♥@ .♦✉.❡ ❤✐+$❛$❝❤✐❡ ♦♣.✐♠❛❧❡

♣♦✉$ ❧❡ ♣$♦❜❧4♠❡ ❇❱❈▼❙❍ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❜♦$♥❡ k✱ .♦✉@ ❧❡@ @♦♠♠❡.@ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛R♥❡ @♦♥. ❞❡@ @♦♠♠❡.@ ❞❡

❜$❛♥❝❤❡♠❡♥.✳ ❙✐♥♦♥✱ ❧❡@ ❛$O.❡@ ❞❡ ❝♦>.M ❞♦✐✈❡♥. O.$❡ ✉.✐❧✐@+❡@ ♣❧✉@ ❞✬✉♥❡ ❢♦✐@✳ ❖$✱ ❧❡ ❝♦>. ❞✬✉♥❡

❤✐+$❛$❝❤✐❡ ❛②❛♥. ❛✉ ♠♦✐♥@ k+1 ❛$O.❡@ ❞❡ ❝♦>. c ❡@. @.$✐❝.❡♠❡♥. @✉♣+$✐❡✉$ Q ❝❡❧✉✐ ❞✬✉♥❡ ❤✐+$❛$❝❤✐❡

❛②❛♥. k ❛$O.❡@ ❞❡ ❝♦>. M ✳ ■❧ ❡①✐@.❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ @♦❧✉.✐♦♥ ❞❡ ❝♦>. (k− 1) + 2 · (k ·M + |V | − 1) @✐ ❡.

@❡✉❧❡♠❡♥. @✬✐❧ ❡①✐@.❡ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❤❛♠✐❧.♦♥✐❡♥ ❞❡ G ❛②❛♥. v ❝♦♠♠❡ ❡①.$+♠✐.+✳

✸✳✹ #$♦♣$✐()(* ❞❡* *♦❧✉)✐♦♥* ♦♣)✐♠❛❧❡* ❞✉ ♣$♦❜❧3♠❡ ❇❱❈▼❙❍

◆♦✉@ ♣$♦♣♦@♦♥@ ✐❝✐ ❞❡@ ♣$♦♣$✐+.+@ ❞❡@ @♦❧✉.✐♦♥@ ♦♣.✐♠❛❧❡@ ❞✉ ♣$♦❜❧4♠❡ ❇❱❈▼❙❍ ✿

▲❡♠♠❡ ✸✳✹✳✶✳ ▲❡/ /♦♠♠❡0/ ❞❡ ❜#❛♥❝❤❡♠❡♥0 ❛♣♣❛#0❡♥❛♥0 ? ✉♥❡ ❤✐;#❛#❝❤✐❡ H∗ = (QH∗ , hH∗ , G)

♦♣0✐♠❛❧❡ ♣♦✉# ❧❡ ♣#♦❜❧'♠❡ ❇❱❈▼❙❍ ♥❡ /♦♥0 ❥❛♠❛✐/ ❞✉♣❧✐A✉;/✳
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❉!♠♦♥%&'❛&✐♦♥✳  !♦❝$❞♦♥' ♣❛! ❝♦♥*!❛❞✐❝*✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦'♦♥' /✉✬✐❧ ❡①✐'*❡ ✉♥❡ ❤✐$!❛!❝❤✐❡ ♦♣*✐♠❛❧❡

H∗ = (QH∗ , hH∗ , G) ❛②❛♥* ✉♥ '♦♠♠❡* ❞❡ ❜!❛♥❝❤❡♠❡♥* v ❞✉♣❧✐/✉$ ❞❡✉① ❢♦✐' ✭v1 ❡* v2✮✳ ◆♦✉'

❝❤♦✐'✐''♦♥' ✉♥❡ !❛❝✐♥❡ ❛!❜✐*!❛✐!❡ r ∈ VQH∗ ❡* ♥♦✉' ❡♥!❛❝✐♥♦♥' QH∗
❡♥ r✳ ◆♦✉' ♣♦✉✈♦♥' '✉♣♣!✐♠❡!

v2 ❡* !❡❧✐❡! '❡' '✉❝❝❡''❡✉!' = v1✳ ▲✬❛!❝ /✉✐ !❡❧✐❛✐* v2 = '♦♥ ♣!$❞$❝❡''❡✉! ❡'* '✉♣♣!✐♠$✳ ◆♦✉'

♦❜*❡♥♦♥' ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❤✐$!❛!❝❤✐❡ !$❛❧✐'❛❜❧❡ H∗∗
❛②❛♥* ✉♥ ❝♦?* '*!✐❝*❡♠❡♥* ✐♥❢$!✐❡✉! = ❝❡❧✉✐ ❞❡ H∗

✭H∗∗
❝♦♥*✐❡♥* ✉♥❡ ❛!@*❡ ❞❡ ♠♦✐♥' /✉❡ H∗

✮✳ ❈❡❝✐ ❝♦♥*!❡❞✐* ❧✬♦♣*✐♠❛❧✐*$ ❞❡ H∗
✳

❚❤"♦$%♠❡ ✸✳✹✳✷✳ ❙✐ ✉♥❡ ❤✐!'❛'❝❤✐❡ H∗ = (QH∗ , hH∗ , G) ♦♣&✐♠❛❧❡ ♣♦✉' ❧❡ ♣'♦❜❧3♠❡ ❇❱❈▼❙❍

❡%& &❡❧❧❡ 9✉❡ s(H∗) < k✱ ❛❧♦'% ∀(a, b) ∈ V 2
G✱ ✐❧ ❡①✐%&❡ ❛✉ ♣❧✉% ✉♥❡ ❛'<&❡ ❡♥&'❡ ❧❡% ♦❝❝✉''❡♥❝❡% ❞❡ a

❡& ❧❡% ♦❝❝✉''❡♥❝❡% ❞❡ b ❞❛♥% QH∗
✳

❉!♠♦♥%&'❛&✐♦♥✳  !♦❝$❞♦♥' ♣❛! ❝♦♥*!❛❞✐❝*✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦'♦♥' /✉✬✐❧ ❡①✐'*❡ ✉♥❡ ❤✐$!❛!❝❤✐❡ ♦♣*✐♠❛❧❡

H∗ = (QH∗ , hH∗ , G) *❡❧❧❡ /✉❡ s(H∗) < k ❡* /✉✬✐❧ ❡①✐'*❡ ❞❡✉① '♦♠♠❡*' a ❡* b ❞❡ VG✱ ✐❧ ❡①✐'*❡

❞❡✉① ❛!@*❡' ❡♥*!❡ ❧❡' ♦❝❝✉!!❡♥❝❡' ❞❡ a ❡* ❧❡' ♦❝❝✉!!❡♥❝❡' ❞❡ b ❞❛♥' QH∗
✳

❙✐ a ❡* b $*❛✐❡♥* *♦✉' ❧❡' ❞❡✉① ❞❡' '♦♠♠❡*' ❞❡ ❜!❛♥❝❤❡♠❡♥* ❛❧♦!' ❞✬❛♣!C' ❧❛ ♣!♦♣♦'✐*✐♦♥ ✸✳✹✳✶✱

✐❧' ♥✬♦♥* /✉✬✉♥❡ '❡✉❧❡ ♦❝❝✉!!❡♥❝❡ ❞❛♥' QH∗
❡* ✐❧ ♥❡ ♣❡✉* ❞♦♥❝ ② ❛✈♦✐! /✉✬✉♥❡ '❡✉❧❡ ❛!@*❡ ❡♥*!❡ ❡✉①✳

❙✐ ✉♥ '❡✉❧ ❞❡' ❞❡✉① '♦♠♠❡*' a ♦✉ b ❡'* ✉♥ '♦♠♠❡* ❞❡ ❜!❛♥❝❤❡♠❡♥*✳ ❙✉♣♣♦'♦♥' '❛♥' ♣❡!*❡ ❞❡

❣$♥$!❛❧✐*$ /✉❡ ❧❡ '♦♠♠❡* ❞❡ ❜!❛♥❝❤❡♠❡♥* '♦✐* a✳ ▲❡ '♦♠♠❡* a ♥✬❡'* ♣❛' ❞✉♣❧✐/✉$ ✭♣!♦♣♦'✐*✐♦♥

✸✳✹✳✶✮✳ ❙✉♣♣♦'♦♥' /✉❡ ❧❡' ❞❡✉① ❞✉♣❧✐❝❛*✐♦♥' ❞❡ ❧✬❛!@*❡ {a, b} '♦✐❡♥* {a, b1} ❡* {a, b2}✳ ❙✉♣♣!✐♠♦♥'

❧✬❛!@*❡ {a, b2} ❡* ❧❡ '♦♠♠❡* b2 ❡* !❡❧✐♦♥' '♦♥ ✈♦✐'✐♥ ✭'✬✐❧ ❡♥ ❛✮ ❛✉ '♦♠♠❡* b1✳ ▲❡ '♦♠♠❡* b1 ♣❡✉*

$✈❡♥*✉❡❧❧❡♠❡♥* ❞❡✈❡♥✐! '♦♠♠❡* ❞❡ ❜!❛♥❝❤❡♠❡♥*✳ ◆♦✉' ♦❜*❡♥♦♥' ✉♥❡ ❤✐$!❛!❝❤✐❡ !$❛❧✐'❛❜❧❡ H∗∗

❛②❛♥* ❛✉ ♣❧✉' k '♦♠♠❡*' ❞❡ ❜!❛♥❝❤❡♠❡♥* ❡* ❛②❛♥* ✉♥ ❝♦?* '*!✐❝*❡♠❡♥* ✐♥❢$!✐❡✉! = ❝❡❧✉✐ ❞❡ H∗

✭H∗∗
❝♦♥*✐❡♥* ✉♥❡ ❛!@*❡ ❞❡ ♠♦✐♥' /✉❡ H∗

✮✳ ❈❡❝✐ ❝♦♥*!❡❞✐* ❧✬❛✣!♠❛*✐♦♥ ❞❡ ❞$♣❛!*✳

❙✐ ♥✐ a ♥✐ b ♥❡ '♦♥* ❞❡' '♦♠♠❡*' ❞❡ ❜!❛♥❝❤❡♠❡♥*✳ ❈❤♦✐'✐''♦♥' ❛!❜✐*!❛✐!❡♠❡♥* ✉♥❡ !❛❝✐♥❡ r ∈ EH∗

❡* ♦!✐❡♥*♦♥' QH∗
❞❡ r ✈❡!' ❧❡' ❢❡✉✐❧❧❡'✳ ◆♦✉' ❞✐'*✐♥❣✉♦♥' ❛❧♦!' *!♦✐' ❝❛' ✿

✕ ❯♥❡ ♦❝❝✉!!❡♥❝❡ ❞❡ a ❛ ❝♦♠♠❡ '❡✉❧' ✈♦✐'✐♥' ❞❡✉① ❞✉♣❧✐❝❛*✐♦♥' ❞❡ b✳ ▲❡ ♠@♠❡ !❛✐'♦♥♥❡♠❡♥*

'✬❛♣♣❧✐/✉❡✳

✕ ▲❡' ❞❡✉① ❞✉♣❧✐❝❛*✐♦♥' ❞❡ {a, b} !❡❧✐❡♥* ❞❡✉① ❞✉♣❧✐❝❛*✐♦♥' ❞✐'*✐♥❝*❡' ai ❡* aj ❞❡ a = ❞❡✉①

❞✉♣❧✐❝❛*✐♦♥' bi ❡* bj ❞❡ b ❡* ❝❡' ❞❡✉① ❛!❝' '♦♥* !❡'♣❡❝*✐✈❡♠❡♥* ♦!✐❡♥*$' ❞❡ ai ✈❡!' bi ❡* ❞❡ aj

✈❡!' bj ✳ ▲❡' ❛!❝' (ai, bi) ❡* (aj , bj) ❝♦♥♥❡❝*❡♥* *!♦✐' ❝♦♠♣♦'❛♥*❡' ❝♦♥♥❡①❡' ❞❡ H∗
✳ ◆♦*♦♥'

❧❡' H1, H2 ❡* H3 ✭H1(ai, bi)H2(aj , bj)H3✮✳ ◆♦✉' '✉♣♣!✐♠♦♥' ❧❡' '♦♠♠❡*' aj ❡* bj ❡* ♥♦✉'

!❡❧✐♦♥' H3 = bi✳ ▲❡ '♦♠♠❡* bi ❞❡✈✐❡♥* ❛❧♦!' '♦♠♠❡* ❞❡ ❜!❛♥❝❤❡♠❡♥*✳

✕ ▲❡' ❞❡✉① ❞✉♣❧✐❝❛*✐♦♥' ❞❡ ❧✬❛!@*❡ {a, b} !❡❧✐❡♥* ❞❡✉① ❞✉♣❧✐❝❛*✐♦♥' ai ❡* aj ❞❡ a = ❞❡✉①

❞✉♣❧✐❝❛*✐♦♥' bi ❡* bj ❞❡ b ❡* ❝❡' ❞❡✉① ❛!❝' '♦♥* !❡'♣❡❝*✐✈❡♠❡♥* ♦!✐❡♥*$' ❞❡ ai ✈❡!' bi ❡* ❞❡ bj

✈❡!' aj ✳ ❈❡' ❞❡✉① ❛!❝' ❝♦♥♥❡❝*❡♥* *!♦✐' ❝♦♠♣♦'❛♥*❡' ❝♦♥♥❡①❡' ❞❡ H∗
✳ ◆♦*♦♥' ❧❡' H1, H2

❡* H3 ✭H1(ai, bi)H2(bj , aj)H3✮✳ ◆♦✉' '✉♣♣!✐♠♦♥' aj ❡* bj ❡* ♥♦✉' !❡❧✐♦♥' H3 = ai✳ ▲❡

'♦♠♠❡* ai ❞❡✈✐❡♥* ❛❧♦!' ✉♥ '♦♠♠❡* ❞❡ ❜!❛♥❝❤❡♠❡♥*✳

✽✹



❉❛♥# ❧❡# &'♦✐# ❝❛# ♣',❝,❞❡♥&#✱ ♥♦✉# ❛✈♦♥# ❝♦♥#&'✉✐& ✉♥❡ ❤✐,'❛'❝❤✐❡ ',❛❧✐#❛❜❧❡ H∗∗
✭s(H∗∗) =

s(H∗) + 1 ≤ k✮ ❛②❛♥& ✉♥ ❝♦6& #&'✐❝&❡♠❡♥& ✐♥❢,'✐❡✉' 9 ❝❡❧✉✐ ❞❡ H∗
✭H∗∗

❝♦♥&✐❡♥& ✉♥❡ ❛':&❡ ❞❡

♠♦✐♥# ;✉❡ H∗
✮✳ ❈❡❝✐ ❝♦♥&'❡❞✐& ❧✬❛✣'♠❛&✐♦♥ ❞❡ ❞,♣❛'&✳

◆♦&'❡ ♦❜❥❡❝&✐❢ 9 ❝❡ ♥✐✈❡❛✉ ,&❛✐& ❞❡ &'♦✉✈❡' ✉♥❡ ❜♦'♥❡ #✉♣,'✐❡✉'❡ #✉' ❧❡ ♥♦♠❜'❡ ❞❡ ❞✉♣❧✐❝❛&✐♦♥#

❞❡# #♦♠♠❡&# ❞❛♥# ✉♥❡ #♦❧✉&✐♦♥ ♦♣&✐♠❛❧❡ ♣♦✉' ❧❡ ♣'♦❜❧B♠❡ ❇❱❈▼❙❍ ❛②❛♥& k #♦♠♠❡&# ❞❡ ❜'❛♥✲

❝❤❡♠❡♥& ✭✉♥❡ ❜♦'♥❡ #✉♣,'✐❡✉'❡ ♣❧✉# ✐♥&,'❡##❛♥&❡ ;✉❡ |VG| ♠♦✐♥# ✉♥❡ ❝♦♥#&❛♥&❡✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥&✱

✐❧ ❡①✐#&❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ;✉✐ ♠♦♥&'❡ ;✉❡ ❝❡&&❡ ❜♦'♥❡ ♣❡✉& ♥❡ ❞,♣❡♥❞'❡ ;✉❡ ❞❡ |VG|✳ ❊♥ ❡✛❡&✱ #♦✐&

G = (VG, EG) ✉♥ ❣'❛♣❤❡ ❝♦♠♣♦#, ❞✬✉♥ #♦♠♠❡& v ❛②❛♥& |VG| − 1 ✈♦✐#✐♥# ❞❡ ❞❡❣', 1 ✭✉♥❡ ,&♦✐❧❡✮✳

M♦✉' k = 0✱ ❧❛ ❤✐,'❛'❝❤✐❡ ♦♣&✐♠❛❧❡ ♣♦✉' ❧❡ ♣'♦❜❧B♠❡ ❇❱❈▼❙❍ ❝♦♥&✐❡♥& ♥,❝❡##❛✐'❡♠❡♥& |VG| − 2

♦❝❝✉''❡♥❝❡# ❞✉ #♦♠♠❡& v✳

❈♦♥#✐❞,'♦♥# ❧❡ ❣'❛♣❤❡ ♣',#❡♥&, ❞❛♥# ❧❛ ✜❣✉'❡ ✸✳✽✳ ❙✉♣♣♦#♦♥# ;✉❡ ❧❡ #♦♠♠❡& c ❛✐& ✉♥ ❞❡❣',

dG(c) &'B# ❣'❛♥❞ ❡& ;✉❡ &♦✉&❡# ❧❡# ❛':&❡# '❡❧✐❛♥& ❧❡ #♦♠♠❡& c 9 #❡# ✈♦✐#✐♥# ❛✐❡♥& ✉♥ ❝♦6& ,❣❛❧ 9

1 ✭#❛✉❢ ❧✬❛':&❡ ❧❡ '❡❧✐❛♥& 9 ❧❛ ❝❤❛✐♥❡ ;✉✐ ❛ ✉♥❡ ❝♦6& ❞❡ M✮✳ ▲❡# ❛✉&'❡# ❛':&❡# ❞✉ ❣'❛♣❤❡ ♦♥& ✉♥

❝♦6& M > dG(c)✳ ▲❛ ❤✐,'❛'❝❤✐❡ ❞❡ '❡❝♦✉✈'❡♠❡♥& ♦♣&✐♠❛❧❡ ♣♦✉' ❧❡ ♣'♦❜❧B♠❡ ❇❱❈▼❙❍ ❝♦♥&✐❡♥&

❛❧♦'# k #♦♠♠❡&# ❞❡ ❜'❛♥❝❤❡♠❡♥& ❡& ❧❡ #♦♠♠❡& c ❡#& ❞✉♣❧✐;✉, dG(c)− 2 ❢♦✐#✳ M❛' ❝♦♥#,;✉❡♥&✱ ❧❡

♥♦♠❜'❡ ❞❡ ❞✉♣❧✐❝❛&✐♦♥# ❞✬✉♥ #♦♠♠❡& ❞❛♥# ✉♥❡ ❤✐,'❛'❝❤✐❡ ♦♣&✐♠❛❧❡ ♣♦✉' ❧❡ ♣'♦❜❧B♠❡ ❇❱❈▼❙❍

♣❡✉& &❡♥❞'❡ ✈❡'# ❧❡ ♥♦♠❜'❡ ❞❡ #♦♠♠❡&# ❞✉ ❣'❛♣❤❡ ;✉❡❧❧❡ ;✉❡ #♦✐& ❧❛ ✈❛❧❡✉' ❞❡ ❧❛ ❜♦'♥❡ k✳

▼

▼

▼

▼

▼

▼

▼

k #♦♠♠❡&# ❞❡ ❜'❛♥❝❤❡♠❡♥&

▼

▼

c
▼

✶

✶

✶

✶

✶

✶

❋✐❣✉'❡ ✸✳✽ ✕ ■♥#&❛♥❝❡ ♠♦♥&'❛♥& ;✉❡ ❧❛ ❜♦'♥❡ #✉' ❧❡ ♥♦♠❜'❡ ❞❡ ❞✉♣❧✐❝❛&✐♦♥# ❞❡# #♦♠♠❡&# ♥❡

❞,♣❡♥❞ ♣❛# ✉♥✐;✉❡♠❡♥& ❞❡ k

✸✳✺ ❘$%♦❧✉)✐♦♥ ❡①❛❝)❡ ❞✉ ♣2♦❜❧4♠❡ ❇❱❈▼❙❍

▲❡ ♠♦❞B❧❡ ♣'♦♣♦#, ♣♦✉' ',#♦✉❞'❡ ❧❡ ♣'♦❜❧B♠❡ ❇❱❈▼❙❍ ❡#& ✐❞❡♥&✐;✉❡ ❛✉ ♠♦❞B❧❡ ♣'♦♣♦#, ♣♦✉'

',#♦✉❞'❡ ❧❡ ♣'♦❜❧B♠❡ ❉❈▼❙❍ ❞❛♥# ❧❡ ❝❤❛♣✐&'❡ ✷✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥&✱ ❧❡ ♥♦♠❜'❡ ❞❡ ❞✉♣❧✐❝❛&✐♦♥# ❞❡#

❛':&❡# ✭;✉✐ ✐♥❞✉✐& ❞❛♥# ♥♦&'❡ ♠♦❞B❧❡ ❧❡ ♥♦♠❜'❡ ❞❡ ❞✉♣❧✐❝❛&✐♦♥# ❞❡# #♦♠♠❡&#✮ ♥✬❡#& ❝❡&&❡ ❢♦✐#

❜♦'♥, ;✉❡ ♣❛' β = |VG|−1✳ ❈❡❝✐ ❛ ♣♦✉' ❡✛❡& ❞✬❛✉❣♠❡♥&❡' ❧❡ ♥♦♠❜'❡ ❞❡ ✈❛'✐❛❜❧❡# ❡& ❞❡ ❝♦♥&'❛✐♥&❡#

❞✉ ♣'♦❣'❛♠♠❡ ❧✐♥,❛✐'❡ ❞✉ ♣'♦❜❧B♠❡ ❇❱❈▼❙❍ ♣❛' '❛♣♣♦'& 9 ❝❡❧✉✐ ❞✉ ❉❈▼❙❍ ✭❝❡ ❞❡'♥✐❡' ❛②❛♥&

✉♥❡ ❜♦'♥❡ #✉' ❧❡ ♥♦♠❜'❡ ❞❡ ❞✉♣❧✐❝❛&✐♦♥# ❞❡# #♦♠♠❡&# ❞❡

|VG|−2
B−2 ✳ ◆♦&♦♥# ❝❡♣❡♥❞❛♥& ;✉❡ ❞❡#

✐♥,❣❛❧✐&,# ✈❛❧✐❞❡# #♦♥& ✐♥&'♦❞✉✐&❡# ❛✜♥ ❞❡ ',❞✉✐'❡ ❧❡ &❡♠♣# ❞❡ ',#♦❧✉&✐♦♥✳

✽✺



✸✳✺✳✶ ❋♦&♠✉❧❛+✐♦♥ ■▲0

▲❡" ♣❛%❛♠'(%❡" ❞❡ ❣%❛♣❤❡ ❡( ❧❡" ✈❛%✐❛❜❧❡" ❞✉ ♣%♦❣%❛♠♠❡ ❧✐♥3❛✐%❡ "♦♥( 3❣❛❧❡♠❡♥( ✐❞❡♥(✐4✉❡" 5

❝❡✉① ❞✉ ♣%♦❜❧'♠❡ ❉❈▼❙❍✳ ❯♥❡ ✈❛%✐❛❜❧❡ ❜✐♥❛✐%❡ Y (u) ❡"( ❛❥♦✉(3❡ ♣♦✉% (♦✉( u ∈ VG✳ ❈❡((❡

✈❛%✐❛❜❧❡ ❡"( 3❣❛❧❡ 5 1 "✐ ❧❡ "♦♠♠❡( u ❡"( ✉♥ "♦♠♠❡( ❞❡ ❜%❛♥❝❤❡♠❡♥(✱ 0 "✐♥♦♥✳

▲✬♦❜❥❡❝(✐❢ ❝♦♥"✐"(❡ 3❣❛❧❡♠❡♥( 5 ♠✐♥✐♠✐"❡% ❧❡ ❝♦C( (♦(❛❧ ❞❡" ❛%D(❡" ♣%3"❡♥(❡" ❞❛♥" ❧❛ ❤✐3%❛%❝❤✐❡ ❞❡

%❡❝♦✉✈%❡♠❡♥(✳ ▲❛ ❢♦%♠✉❧❛(✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝(✐♦♥ ♦❜❥❡❝(✐✈❡ ❡"( ❞♦♥❝ ✐❞❡♥(✐4✉❡ 5 ❝❡❧❧❡ ❞✉ ♣%♦❜❧'♠❡

❉❈▼❙❍ ✭✷✳✶✷✮✳ ❆✜♥ ❞❡ ❣❛%❛♥(✐% ❧❛ ❝♦♥♥❡①✐(3 ❞❡ ❧❛ ❤✐3%❛%❝❤✐❡✱ ♦♥ ❛ ✐♥(%♦❞✉✐( ❞❛♥" ✷✳✸✳✷✳✷ ❞❡"

❝♦♥(%❛✐♥(❡" ❞❡ ✢♦(✳ ❈❡" ❝♦♥(%❛✐♥(❡" "♦♥( 3❣❛❧❡♠❡♥( ❛❥♦✉(3❡" 5 ❧✬■▲N✳ ❙❡✉❧❡" ❧❡" ❝♦♥(%❛✐♥(❡" ❞❡

❞❡❣%3 "♦♥( ❞✐✛3%❡♥(❡"✳ ❈❡❧❧❡"✲❝✐ "❡ ♣%3"❡♥(❡♥( ❝♦♠♠❡ "✉✐( ✿

❈♦♥#$❛✐♥#❡( ❞❡ ❞❡❣$+ ✿

∑

v∈Out(s)

β
∑

i=1

Li(s, v)−
∑

v∈In(s)

β
∑

i=1

Li(v, s)− 2 ≤ (|VG| − 1) ∗ Y (s) ✭✸✳✶✮

∑

v∈Out(u)

β
∑

i=1

Li(u, v)−
∑

v∈In(u)

β
∑

i=1

Li(v, u) ≤ (|VG| − 1) ∗ Y (u), ∀u, v ∈ VG \ {s} ✭✸✳✷✮

▲❡" ❝♦♥(%❛✐♥(❡" ✭✸✳✶✮ ❡( ✭✸✳✷✮ ❛""✉%❡♥( 4✉❡ "✐ Y (u) ❡"( 3❣❛❧ 5 0 ❛❧♦%" ♣♦✉% ❝❤❛4✉❡ "♦♠♠❡( ❡①❝❡♣(3❡

❧❛ "♦✉%❝❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜%❡ ❞❡" "✉❝❝❡""❡✉%" ❡"( ❛✉ ♣❧✉" 3❣❛❧ ❛✉ ♥♦♠❜%❡ ❞❡" ♣%3❞3❝❡""❡✉%"✳ ❙✐♥♦♥✱ ❧❡

♥♦♠❜%❡ ❞❡ "✉❝❝❡""❡✉%" ♣❡✉( D(%❡ ❛✉""✐ ❣%❛♥❞ 4✉❡ ♥3❝❡""❛✐%❡ ✭❝❡♣❡♥❞❛♥( ❜♦%♥3 ♣❛% |VG| − 1)✳

∑

u∈VG

Y (u) ≤ k ✭✸✳✸✮

▲❛ ❝♦♥(%❛✐♥(❡ ✭✸✳✸✮ ❛""✉%❡ 4✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜%❡ ❞❡ "♦♠♠❡(" ❞❡ ❜%❛♥❝❤❡♠❡♥( ❡"( ✐♥❢3%✐❡✉% ♦✉ 3❣❛❧ 5 ❧❛

❜♦%♥❡ k✳

■♥+❣❛❧✐#+( ✈❛❧✐❞❡( ✿

Li(u, v) ≤ 1− Y (u), ∀v ∈ VG, ∀v ∈ Out(u), ∀i > 2 ✭✸✳✹✮

▲❛ ❝♦♥(%❛✐♥(❡ ✭✸✳✹✮ ♣❡%♠❡( ❞❡ ♣%❡♥❞%❡ ❡♥ ❝♦♥"✐❞3%❛(✐♦♥ ❧❛ ♣%♦♣♦"✐(✐♦♥ ✸✳✹✳✶✳ ❊♥ ❡✛❡(✱ ❡❧❧❡ ❛""✉%❡

4✉❡ ❝❤❛4✉❡ "♦♠♠❡( ❞❡ ❜%❛♥❝❤❡♠❡♥( ♥❡ "♦✐( ♣❛" ❞✉♣❧✐4✉3✳ ❆✐♥"✐✱ ❧❛ ♣%❡♠✐'%❡ ♦❝❝✉%%❡♥❝❡ ❞❡ u ❡"(

✐♥❞3♣❡♥❞❛♥(❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉% ❞❡ Y (u)✳ N❛% ❝♦♥(%❡✱ ❧❡" ❞✉♣❧✐❝❛(✐♦♥" "✉✐✈❛♥(❡" ♥❡ "♦♥( ❛✉(♦%✐"3❡" 4✉❡

"✐ Y (u) ❡"( 3❣❛❧ 5 0✳

Li(v, u) ≤ 2− Y (v)− Y (u), ∀u ∈ VG, ∀v ∈ In(u), ∀i ≥ 2 ✭✸✳✺✮

▲❛ ❝♦♥(%❛✐♥(❡ ✭✸✳✺✮ ♣❡%♠❡( ❞❡ ♣%❡♥❞%❡ ❡♥ ❝♦♥"✐❞3%❛(✐♦♥ ❧❛ ♣%♦♣♦"✐(✐♦♥ ✷✳✸✳✺✳ ❊❧❧❡ ❛""✉%❡ ❛✐♥"✐ 4✉❡

"✐ ❧❡" "♦♠♠❡(" ∀v, u ∈ VG "♦♥( ❞❡" "♦♠♠❡(" ❞❡ ❜%❛♥❝❤❡♠❡♥(✱ ❛❧♦%" ✐❧ ② ❛✉%❛ ❛✉ ♣❧✉" ✉♥❡ ❛%D(❡

❡♥(%❡ ❧❡" ♦❝❝✉%%❡♥❝❡" ❞❡ v ❡( ❧❡" ♦❝❝✉%%❡♥❝❡" ❞❡ u✳
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✸✳✺✳✷ ❘%&✉❧)❛)& ❡①♣%.✐♠❡♥)❛✉①

❉❛♥# ❝❡&&❡ #❡❝&✐♦♥✱ ♥♦✉# ♠♦♥&,♦♥# -✉❡ ❧❡# ❤✐0,❛,❝❤✐❡# ❞❡ ,❡❝♦✉✈,❡♠❡♥& ♣❡✉✈❡♥& 4&,❡ ✉♥❡ ❛❧&❡,♥❛✲

&✐✈❡ ❛✉① ❛,❜,❡# ❞❡ ,❡❝♦✉✈,❡♠❡♥& ♣♦✉, ❧❡# ♣,♦❜❧8♠❡# ❞❡ ,❡❝❤❡,❝❤❡ ❞❡ #&,✉❝&✉,❡ ❞❡ ,❡❝♦✉✈,❡♠❡♥&

❞❡ ❝♦9& ♠✐♥✐♠✉♠ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❜♦,♥❡ #✉, ❧❡ ♥♦♠❜,❡ ❞❡ #♦♠♠❡&# ❞❡ ❜,❛♥❝❤❡♠❡♥&✳ ;♦✉, ❝❡❧❛✱ ❞❡#

#✐♠✉❧❛&✐♦♥# #♦♥& ,0❛❧✐#0❡# ♣♦✉, ❝♦♠♣❛,❡, ❧❡# ❞❡✉① #&,✉❝&✉,❡#✳ ▲❡# ❢♦,♠✉❧❛&✐♦♥# ❡♥ PLNE ❞❡#

♣,♦❜❧8♠❡# ❇❱❈▼❙❚ ❡& ❇❱❈▼❙❍ #♦♥& ✐♠♣❧0♠❡♥&0❡# ❡♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❈ ❡& ✐❧# #♦♥& ,0#♦❧✉# ❛✈❡❝ ❧❡

#♦❧✈❡✉, ❞❡ ♣,♦❣,❛♠♠❡# ❧✐♥0❛✐,❡# ❈;▲❊❳ #✉, ❞❡# ✐♥#&❛♥❝❡# ❣0♥0,0❡# ❛❧0❛&♦✐,❡♠❡♥& ❡♥ ✉&✐❧✐#❛♥& ❧❡

❣0♥0,❛&❡✉, ◆❡&●❡♥ ❬❑◆❙✼✹❪✳

▲❡ ♣,♦&♦❝♦❧❡ ❡①♣0,✐♠❡♥&❛❧ ❡#& ❧❡ ♠4♠❡ -✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞✉ ❝❤❛♣✐&,❡ 2✳ ▲❡ ♥♦♠❜,❡ ❞❡ ❞✉♣❧✐❝❛&✐♦♥# ❞❡#

❛,4&❡# ✐♠♣❧✐-✉❛♥& ❧❡ ♥♦♠❜,❡ ❞❡ ❞✉♣❧✐❝❛&✐♦♥# ❞❡# #♦♠♠❡&# ❡#& ❜♦,♥0 ♣❛, |VG| − 1|✳ ◆♦✉# ♥♦✉#

❧✐♠✐&♦♥# O ❞❡# ❣,❛♣❤❡# ❞✬❛✉ ♣❧✉# 60 #♦♠♠❡&#✳ ◆♦✉# ❝♦♥#✐❞0,♦♥# ❝✐♥- ✈❛❧❡✉,# ❞❡ ❧❛ ❜♦,♥❡ #✉♣0✲

,✐❡✉,❡ #✉, ❧❡ ♥♦♠❜,❡ ❞❡ #♦♠♠❡&# ❞❡ ❜,❛♥❝❤❡♠❡♥& k ∈ {1, 2, 3, 4, 5}✳

k 1 2 3 4 5

|VG| = 20

❈♦9& ♠♦②❡♥ ❇❱❈▼❙❚ 7711.31 7003.42 6544.86 6280.93 6084.01

❈♦9& ♠♦②❡♥ ❇❱❈▼❙❍ 6787.38 6423.11 6215.03 6120.51 5925.82

❆♠0❧✐♦,❛&✐♦♥ 11.98% 8.28% 5.03% 2.55% 1.26%

|VG| = 30

❈♦9& ♠♦②❡♥ ❇❱❈▼❙❚ 13075.17 11041.47 10045.07 9500.05 9214.98

❈♦9& ♠♦②❡♥ ❇❱❈▼❙❍ 10537.10 9645.13 9005.65 8900.74 8850.68

❆♠0❧✐♦,❛&✐♦♥ 19.41% 12.64% 10.35% 6.31% 3.95%

|VG| = 40

❈♦9& ♠♦②❡♥ ❇❱❈▼❙❚ 19921.41 14703.60 13588.13 12602.45 12079.18

❈♦9& ♠♦②❡♥ ❇❱❈▼❙❍ 15403.22 12306.91 11585.28 11298.09 11168.40

❆♠0❧✐♦,❛&✐♦♥ 22.68% 16.30% 14.74% 10.35% 7.01%

|VG| = 50

❈♦9& ♠♦②❡♥ ❇❱❈▼❙❚ 22501.89 17942.16 15871.91 14833.04 14020.51

❈♦9& ♠♦②❡♥ ❇❱❈▼❙❍ 16811.14 14226.35 13151.46 12897.32 12582.00

❆♠0❧✐♦,❛&✐♦♥ 25.29% 20.71% 17.14% 13.04% 10.30%

|VG| = 60

❈♦9& ♠♦②❡♥ ❇❱❈▼❙❚ 25438.00 20542.36 19032.39 17632.11 16599.78

❈♦9& ♠♦②❡♥ ❇❱❈▼❙❍ 18536.67 15813.50 15262.07 14865.63 14581.24

❆♠0❧✐♦,❛&✐♦♥ 27.13% 23.02% 19.81% 15.69% 12.16%

❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ✕ ▲❡# ❝♦9&# ❞❡# ❤✐0,❛,❝❤✐❡# ❝♦♠♣❛,0# ❛✉① ❝♦9& ❞❡# ❛,❜,❡#

▲❡# ,0#✉❧&❛&# ♥✉♠0,✐-✉❡# #♦♥& ♣,0#❡♥&0# ❞❛♥# ❧❛ &❛❜❧❡❛✉ ✸✳✶✳ ▲✬❛♠0❧✐♦,❛&✐♦♥ ❞✉ ❝♦9& ♣❛, ❧❡# ❤✐0✲

,❛,❝❤✐❡# ❡#& ♣❧✉# ✈✐#✐❜❧❡ ❞❛♥# ❧❡# ✜❣✉,❡# ✸✳✾❛ O ✸✳✾❡✳ ❈❡# ✜❣✉,❡# ,❡♣,0#❡♥&❡♥& ❧❡ ❝♦9& ♠♦②❡♥ ❞❡#

❛,❜,❡# ♦♣&✐♠❛✉① ❡& ❞❡# ❤✐0,❛,❝❤✐❡# ♦♣&✐♠❛❧❡# ♣♦✉, |VG| ∈ {20, 30, 40, 50, 60}✳ ❖♥ ♣❡✉& ❛✐♥#✐ ,❡✲

♠❛,-✉❡, -✉❡ ❧✬❛♠0❧✐♦,❛&✐♦♥ ❛✉❣♠❡♥&❡ ❡♥ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✉❣♠❡♥&❛&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ &❛✐❧❧❡ ❞❡# ✐♥#&❛♥❝❡#

❡& ❞✐♠✐♥✉❡ -✉❛♥❞ ❧❛ ❜♦,♥❡ #✉♣0,✐❡✉,❡ #✉, ❧❡ ♥♦♠❜,❡ ❞❡ #♦♠♠❡&# ❞❡ ❜,❛♥❝❤❡♠❡♥& ❛✉❣♠❡♥&❡✳ ▲❡

♣♦✉,❝❡♥&❛❣❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❧✬❛♠0❧✐♦,❛&✐♦♥ ❞✉ ❝♦9& ❞0♣❛##❡ 25% -✉❛♥❞ k = 1 ❡& |VG| = 60✳ ▲❡ ♣♦✉,✲
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✸✳✻✳✶ $%❡♠✐)%❡ *+❛♣❡ ✿ ❈♦♥2+%✉❝+✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛%❜%❡ ❞❡ %❡❝♦✉✈%❡♠❡♥+ ❞❡ ❝♦9+

♠✐♥✐♠✉♠

>❛2❡✐❧❧❡♠❡♥0 ?✉❡ ♣♦✉2 ❧✬❤❡✉2✐%0✐?✉❡ ?✉❡ ♥♦✉% ♣2♦♣♦%♦♥% ♣♦✉2 2/%♦✉❞2❡ ❧❡ ♣2♦❜❧A♠❡ ❉❈▼❙❍✱

♥♦✉% ♣♦%♦♥% ✐❝✐ ❧❡ ❝♦40 ❞❡ ❧✬❛2❜2❡ ❞❡ 2❡❝♦✉✈2❡♠❡♥0 ❞❡ ❝♦40 ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❜♦2♥❡ ✐♥❢/2✐❡✉2❡

♣♦✉2 ❡%0✐♠❡2 ❧❡ ❝♦40 ❞❡ ♥♦02❡ %♦❧✉0✐♦♥ ❛♣♣2♦❝❤/❡✳ ▲❛ ♣2❡♠✐A2❡ /0❛♣❡ ❞❡ ♥♦02❡ ❛❧❣♦2✐0❤♠❡ ❡%0 ❞♦♥❝

❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡2 ✉♥ 0❡❧ ❛2❜2❡✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡%0 ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❡0 ♣❡✉0 J02❡ 2/❛❧✐%/ ❣2K❝❡ L ❧✬❛❧❣♦2✐0❤♠❡ ❞❡

>2✐♠ ❬>2✐✺✼❪✳

✸✳✻✳✷ ❉❡✉①✐)♠❡ *+❛♣❡ ✿ ❈♦♥+%❛❝+✐♦♥ ❞❡2 ❝❤❛>♥❡2 ?✉✐ ❝♦♠♣♦2❡♥+ ❧❡ ▼❙❚

❉❛♥% ✉♥ ❣2❛♣❤❡ ❞♦♥♥/✱ 0♦✉0❡ ❝❤❛P♥❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉2 ❛✉ ♠♦✐♥% /❣❛❧ L ❞❡✉① ❛②❛♥0 ❞❡% %♦♠♠❡0%

✐♥0❡2♥❡% ❞❡ ❞❡❣2/ ❞❡✉① ❡0 %❡% ❞❡✉① ❡①02/♠✐0/% ❞❡ ❞❡❣2/ ❞✐✛/2❡♥0 ❞❡ ❞❡✉① ❡%0 ❞✐0❡ ❝❤❛P♥❡ ♣❛2❢❛✐0❡✳

❆♣2A% ❧❛ ❝♦♥%02✉❝0✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛2❜2❡ ❞❡ ❝♦40 ♠✐♥✐♠✉♠✱ ♥♦✉% ❝♦♥02❛❝0♦♥% 0♦✉0❡% ❧❡% ❝❤❛P♥❡% ♣❛2❢❛✐0❡% ✿

❝❤❛?✉❡ ❝❤❛P♥❡ ♣❛2❢❛✐0❡ ❡%0 2❡♠♣❧❛❝/❡ ♣❛2 ✉♥❡ ❛2J0❡ ❡♥02❡ %❡% ❞❡✉① ❡①02/♠✐0/% ❞❡ ❝♦40 /❣❛❧ L ❧❛

%♦♠♠❡ ❞❡% ❝♦40% ❞❡% ❛2J0❡% %✉♣♣2✐♠/❡%✳ ◆♦✉% ♦❜0❡♥♦♥% ❛✐♥%✐ ✉♥ ❛2❜2❡ T ′
❛②❛♥0 ✉♥ ❝♦40 /❣❛❧ L

❝❡❧✉✐ ❞✉ ▼❙❚ T ✳ ◆♦0♦♥% ?✉❡ ❝❡00❡ ♦♣/2❛0✐♦♥ ♥❡ ♠♦❞✐✜❡ ♣❛% ❧❡ ❞❡❣2/ ❞❡% %♦♠♠❡0% ?✉✐ %♦♥0 ❞❡%

❡①02/♠✐0/% ❞❛♥% ❧❛ ❝❤❛P♥❡ ♣❛2❢❛✐0❡✳ ▲❛ ✜❣✉2❡ ✸✳✶✵ ✐❧❧✉%02❡ ❝❡00❡ ❝♦♥02❛❝0✐♦♥✳

c1 c2 c3 c4

✭❛✮ ❆$❜$❡ T

c1 + c2 + c3 + c4

✭❜✮ ▲❛ (❡✉❧❡ ❝❤❛-♥❡ ♣❛$❢❛✐2❡ ❞❡ T ❡(2 $❡♠✲

♣❧❛❝6❡ ♣❛$ ✉♥❡ (❡✉❧❡ ❛$72❡ 8✉✐ ❛ ♣♦✉$ ❝♦:2 ❧❛

(♦♠♠❡ ❞❡( ❝♦:2( ❞❡( ❛$72❡( 8✉✐ ❝♦♠♣♦(❡♥2

❧❛ ❝❤❛-♥❡

❋✐❣✉2❡ ✸✳✶✵ ✕ ❈♦♥02❛❝0✐♦♥ ❞❡% ❛2J0❡% ❞✬✉♥❡ ❝❤❛P♥❡
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✸✳✻✳✸ ❚$♦✐'✐(♠❡ +,❛♣❡ ✿ ❉+❝♦♠♣♦'✐,✐♦♥ ❡♥ +,♦✐❧❡' ❞❡ ❧✬❛$❜$❡ ❞❡ $❡❝♦✉✈$❡♠❡♥,

❞❡ ❝♦9, ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦♥,$❛❝,+ T
′

◆♦✉# ♣♦✉✈♦♥# ❞(❝♦♠♣♦#❡, ❧✬❛,❜,❡ ❞❡ ,❡❝♦✉✈,❡♠❡♥1 ❡♥ (1♦✐❧❡# ❡♥ ✉1✐❧✐#❛♥1 ❧✬❛❧❣♦,✐1❤♠❡ ✶ ♣,♦♣♦#(

❞❛♥# ❧❡ ❝❤❛♣✐1,❡ ✷ ❡1 ❡♥ ♣,❡♥❛♥1 ❝♦♠♠❡ #♦♠♠❡1 ❞❡ ❞(♣❛,1 ✉♥ #♦♠♠❡1 ❞❡ ❜,❛♥❝❤❡♠❡♥1 #✬✐❧ ❡①✐#1❡

✭#✐♥♦♥✱ ❧❡ ▼❙❚ ❡#1 ✉♥❡ ❝❤❛✐♥❡ ❡1 ❝✬❡#1 ❞♦♥❝ ✉♥❡ #♦❧✉1✐♦♥ ♦♣1✐♠❛❧❡✮✳ ➚ ❧✬✐##✉❡ ❞❡ ❝❡11❡ (1❛♣❡✱

❧✬❛,❜,❡ ❞❡ ,❡❝♦✉✈,❡♠❡♥1 #❡,❛ ❞(❝♦♠♣♦#( ❡♥ (1♦✐❧❡#✳ ▲❛ #❡✉❧❡ ❞✐✛(,❡♥❝❡ ❞✉❡ B ❧❛ ❝♦♥1,❛❝1✐♦♥ ❡#1

C✉❡ ❝❤❛C✉❡ (1♦✐❧❡ ❛ ♥(❝❡##❛✐,❡♠❡♥1 ❝♦♠♠❡ #♦♠♠❡1 ❝❡♥1,❛❧ ✉♥ #♦♠♠❡1 ❞❡ ❜,❛♥❝❤❡♠❡♥1✳

✸✳✻✳✹ ◗✉❛,$✐(♠❡ +,❛♣❡ ✿ ❘❡❝♦✉✈$❡♠❡♥, ❞❡' +,♦✐❧❡' ♣❛$ ❧❡' ❤✐+$❛$❝❤✐❡'

▲✬❛,❜,❡ T ′
❡#1 ♠❛✐♥1❡♥❛♥1 ❞(❝♦♠♣♦#( ❡♥ (1♦✐❧❡#✳ ❚♦✉1 ❛,❜,❡ T = (VT , ET ) ❝♦♥1✐❡♥1 ❛✉ ♣❧✉#

n
2

#♦♠♠❡1# ❞❡ ❜,❛♥❝❤❡♠❡♥1 ❬❈❈❘✶✹❪✳ ❈❤❛C✉❡ (1♦✐❧❡ ❞❡ ❧✬❛,❜,❡ T ′
❝♦♥1✐❡♥1 ❝♦♠♠❡ #♦♠♠❡1 ❝❡♥1,❛❧

✉♥ #♦♠♠❡1 ❞❡ ❜,❛♥❝❤❡♠❡♥1✳ ▲❡ ♥♦♠❜,❡ ❞✬(1♦✐❧❡# ❞❡ ❧✬❛,❜,❡ T ′
❡#1 ❞♦♥❝ ❜♦,♥( ♣❛,

n
2 ✳ ▲❡# k

(1♦✐❧❡# ❞❡ ♣❧✉# ❣,❛♥❞ ❝♦I1 #♦♥1 ❝♦♥#❡,✈(❡# ❞❛♥# ❧❛ ❤✐(,❛,❝❤✐❡ ❛♣♣,♦❝❤(❡✳ ▲❡# ❛✉1,❡# (1♦✐❧❡# ✭❛✉

♣❧✉#

n
2 − k✮ #♦♥1 ♣❛,❝♦✉,✉❡# ❛✈❡❝ ✉♥ ♣❛,❝♦✉,# ❡♥ ♣,♦❢♦♥❞❡✉,✳

ij c

a

e

h b

df

✭❛✮ ➱$♦✐❧❡ ❞❡ ❧✬❛+❜+❡ T

i3

i4

i1 i9i2

i8

i7

i6i5

j1 c1

a1

e1

h1 b1

d1f1

✭❜✮ ▲❛ ❤✐/+❛+❝❤✐❡ 1✉✐ ❝♦✉✈+❡ ❧✬/$♦✐❧❡

❋✐❣✉,❡ ✸✳✶✶ ✕ ❘❡❝♦✉✈,❡♠❡♥1 ❞✬✉♥❡ (1♦✐❧❡ ♣❛, ✉♥❡ ❤✐(,❛,❝❤✐❡

▲❛ ✜❣✉,❡ ✸✳✶✶ ♠♦♥1,❡ ❧❡ ♣❛,❝♦✉,# ❞✬✉♥❡ (1♦✐❧❡✳ ❆✐♥#✐✱ ❝❤❛C✉❡ ❛,P1❡ ❞❡ ❧✬(1♦✐❧❡ ❡#1 ✉1✐❧✐#(❡ ✭❞✉✲

♣❧✐C✉(❡✮ ❡①❛❝1❡♠❡♥1 ❞❡✉① ❢♦✐# ❞❛♥# ❧❛ ❤✐(,❛,❝❤✐❡✳ ▲❡ ❝♦I1 ❞❡ ❧❛ ❤✐(,❛,❝❤✐❡ ❞❡ ,❡❝♦✉✈,❡♠❡♥1 ❞❡

❧✬(1♦✐❧❡ ❡#1 (❣❛❧ B ❞❡✉① ❢♦✐# ❧❡ ❝♦I1 ❞❡ ❧✬(1♦✐❧❡✳ ◆♦1♦♥# C✉❡ ❧❡# ❞❡✉① ❢❡✉✐❧❧❡# ❞❡ ❧❛ ❤✐(,❛,❝❤✐❡ #♦♥1

❞❡✉① ❞✉♣❧✐❝❛1✐♦♥# ❞✉ #♦♠♠❡1 ❝❡♥1,❛❧ ❞❡ ❧✬❛,❜,❡✱ ❝❡# ❞✉♣❧✐❝❛1✐♦♥# ♥❡ #♦♥1 ♣❛# ♥(❝❡##❛✐,❡# ❝❛, ❧❡

#♦♠♠❡1 ❝❡♥1,❛❧ ❡#1 ❞(❥B ❝♦✉✈❡,1✳ ❊❧❧❡# #♦♥1 ♥(❛♥♠♦✐♥# ✉1✐❧❡# ♣♦✉, ❝♦♥♥❡❝1❡, ❧❡# #♦✉#✲❤✐(,❛,❝❤✐❡#

❝♦✉✈,❛♥1 ❧❡# (1♦✐❧❡# ✭(1❛♣❡ ✺✮✳

❯♥❡ ❢♦✐# ❧❡# (1♦✐❧❡# ❞❡ ♣❧✉# ❢❛✐❜❧❡ ❝♦I1 ♣❛,❝♦✉,✉❡# ♣❛, ❞❡# ❤✐(,❛,❝❤✐❡#✱ ♦♥ ❝♦♥♥❡❝1❡ ❝❡# ❤✐(,❛,❝❤✐❡#

❡1 ❧❡# k (1♦✐❧❡# ❞❡ ♣❧✉# ❢♦,1 ❝♦I1 ❛✜♥ ❞❡ ❢♦,♠❡, ✉♥❡ #❡✉❧❡ ❤✐(,❛,❝❤✐❡ H ❝♦♥1❡♥❛♥1 k #♦♠♠❡1# ❞❡

❜,❛♥❝❤❡♠❡♥1✳ ◆♦1♦♥# C(AD) ❧❡ ❝♦I1 ❞❡ ❧❛ ♣❛,1✐❡ ❞✉♣❧✐C✉(❡ ❞❛♥# H ❡1 ♣♦#♦♥# n = |VT |✳ ❈❡ ❝♦I1

♣❡✉1 P1,❡ ❜♦,♥( ♣❛, C(AD) ≤
n

2
−k
n

2
· C(T )✳ ❆✐♥#✐ ♥♦✉# ♦❜1❡♥♦♥# ✿ C(H)

C(T ) ≤ 2 · (1− k
n
)✳
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✸✳✻✳✺ ❈✐♥'✉✐)♠❡ ,-❛♣❡ ✿ ❈♦♥♥❡①✐♦♥ ❞❡4 ❤✐,6❛6❝❤✐❡4 ❞❡ 6❡❝♦✉✈6❡♠❡♥- ❞❡4

,-♦✐❧❡4

■❧ ❡#$ ♥&❝❡##❛✐*❡ ❞❡ *❡❝♦♥♥❡❝$❡* ❧❡# ❤✐&*❛*❝❤✐❡# ❞❡ *❡❝♦✉✈*❡♠❡♥$ ❞❡# &$♦✐❧❡# ❛✜♥ ❞❡ ❢♦*♠❡* ✉♥❡

#❡✉❧❡ ❤✐&*❛*❝❤✐❡ ❝♦♥♥❡①❡✳ ❯♥❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❡#$ ♥&❝❡##❛✐*❡ #✐ ✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡ ❞❛♥# ✉♥❡ &$♦✐❧❡ ❝♦6♥❝✐❞❡

❛✈❡❝ ❧❡ #♦♠♠❡$ ❝❡♥$*❛❧ ❞❡ ❧✬❛✉$*❡ &$♦✐❧❡✳ ◆♦$♦♥# S ❡$ S′
❞❡✉① &$♦✐❧❡# $❡❧❧❡# 9✉❡ c ❡$ c′ #♦✐❡♥$ ❧❡✉*#

#♦♠♠❡$# ❝❡♥$*❛✉① ❡$ 9✉❡ ❧❡ #♦♠♠❡$ c′ #♦✐$ ✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡ ❞❛♥# ❧✬&$♦✐❧❡ S✳ ◆♦$♦♥# ♣❛* H ❡$ ♣❛* H ′

❧❡# ❤✐&*❛*❝❤✐❡# ❞❡ *❡❝♦✉✈*❡♠❡♥$ ❞❡ S ❡$ ❞❡ S′
✱ *❡#♣❡❝$✐✈❡♠❡♥$✳ <♦✉* ❞❡# *❛✐#♦♥# ❞❡ ❝❧❛*$& ❞❡ ❧❛

♣*❡✉✈❡✱ ❧❡# &$✐9✉❡$$❡# ❞❡# #♦♠♠❡$# ❞❛♥# ❧❡# ❤✐&*❛*❝❤✐❡# ♥❡ ❝♦**❡#♣♦♥❞*♦♥$ ♣❛# = ❝❡❧❧❡# ❞✉ ❣*❛♣❤❡

✐♥✐$✐❛❧✳ ◆♦$♦♥# ♣❛* hi ❧❛ i✲@♠❡ ♦❝❝✉**❡♥❝❡ ❞✉ #♦♠♠❡$ c ❞❛♥# H ❡$ h′i ❧❛ i✲@♠❡ ♦❝❝✉**❡♥❝❡ ❞✉

#♦♠♠❡$ c′ ❞❛♥# H ′
✳ ◆♦$♦♥# ♣❛* f1 ❧❛ #❡✉❧❡ ♦❝❝✉**❡♥❝❡ ❞✉ #♦♠♠❡$ c′ ❞❛♥# ❧❛ ❤✐&*❛*❝❤✐❡ H✳

❘❛♣♣❡❧♦♥# 9✉❡ #✐ ❧❡ #♦♠♠❡$ ❝❡♥$*❛❧ ❞✬✉♥❡ &$♦✐❧❡ ❡#$ ✉♥ #♦♠♠❡$ ❞❡ ❜*❛♥❝❤❡♠❡♥$ ❞❛♥# ❧❛ #♦❧✉$✐♦♥✱

❛❧♦*# ❧❛ ❤✐&*❛*❝❤✐❡ ❞❡ *❡❝♦✉✈*❡♠❡♥$ ❞❡ ❝❡$$❡ &$♦✐❧❡ ❡#$ ✐❞❡♥$✐9✉❡ = ❧✬&$♦✐❧❡✳ <❧✉#✐❡✉*# ❝❛# ♣❡✉✈❡♥$

#❡ ♣*&#❡♥$❡* ✿

✶✳ ▲❡# #♦♠♠❡$# h1 ❡$ h′1 #♦♥$ ❞❡# #♦♠♠❡$# ❞❡ ❜*❛♥❝❤❡♠❡♥$ ✿ ❞❛♥# ❝❡ ❝❛#✱ ❧❡# ❞❡✉① ❤✐&*❛*❝❤✐❡#

H ❡$ H ′
#♦♥$ *❡❧✐&❡# ❞❡ ❧❛ ♠F♠❡ ♠❛♥✐@*❡ 9✉✬&$❛✐❡♥$ *❡❧✐&❡# ❧❡# &$♦✐❧❡# S ❡$ S′

❛✈❛♥$ ❧❛

❞&❝♦♠♣♦#✐$✐♦♥✳ ❆✐♥#✐✱ ♥♦✉# ❢✉#✐♦♥♥♦♥# ❧❡ #♦♠♠❡$ f1 ❡$ ❧❡ #♦♠♠❡$ h1 ✭✜❣✉*❡ ✸✳✶✷✮✳

h1

u1

w1

v1
h′
1

u′1

w′1

v′
1

❋✐❣✉*❡ ✸✳✶✷ ✕ ▲❡# #♦♠♠❡$# h1 ❡$ h′1 #♦♥$ ❞❡# #♦♠♠❡$# ❞❡ ❜*❛♥❝❤❡♠❡♥$

✷✳ ▲❡ #♦♠♠❡$ h1 ❡#$ ✉♥ #♦♠♠❡$ ❞❡ ❜*❛♥❝❤❡♠❡♥$ ❡$ ❧❡ #♦♠♠❡$ h′1 ♥✬❡#$ ♣❛# ✉♥ #♦♠♠❡$

❞❡ ❜*❛♥❝❤❡♠❡♥$ ✿ ❧❡ #♦♠♠❡$ f1 ♣❡✉$ F$*❡ ❢✉#✐♦♥♥& ❛✈❡❝ h′1 #❛♥# ❝*&❡* ❞❡ #♦♠♠❡$# ❞❡

❜*❛♥❝❤❡♠❡♥$✱ ❝❛* h′1 ❡$ f1 ♦♥$ ✉♥ ❞❡❣*& 1✳
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h1

u1

w1

v1

u′1

w′1

v′
1

h′
2h′

1

h′
3h′

4

❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✸ ✕ ❙❡✉❧ h1 ❡,- ✉♥ ,♦♠♠❡- ❞❡ ❜$❛♥❝❤❡♠❡♥-

✸✳ ▲❡ ,♦♠♠❡- h1 ♥✬❡,- ♣❛, ✉♥ ,♦♠♠❡- ❞❡ ❜$❛♥❝❤❡♠❡♥- ❡- ❧❡ ,♦♠♠❡- h′1 ❡,- ✉♥ ,♦♠♠❡-

❞❡ ❜$❛♥❝❤❡♠❡♥- ✿ ❧❡ ,♦♠♠❡- h′1 ❡,- ❛❧♦$, ❢✉,✐♦♥♥; ❛✈❡❝ ❧❡ ,♦♠♠❡- f1✳ ❈❡❝✐ ♥❡ ❝$;❡ ♣❛,

❞❡ ,♦♠♠❡- ❞❡ ❜$❛♥❝❤❡♠❡♥- ,✉♣♣❧;♠❡♥-❛✐$❡ ❝❛$ ❧❡ ,♦♠♠❡- h′1 ❡,- ❞;❥? ✉♥ ,♦♠♠❡- ❞❡

❜$❛♥❝❤❡♠❡♥-✳

u1

w1

v1

h2h5

h3h4

h1

h′
1

u′1

w′1

v′
1

❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✹ ✕ ❙❡✉❧ h′1 ❡,- ✉♥ ,♦♠♠❡- ❞❡ ❜$❛♥❝❤❡♠❡♥-

✹✳ ❆✉❝✉♥ ❞❡, ❞❡✉① ,♦♠♠❡-, h1 ❡- h′1 ♥❡ ,♦♥- ❞❡, ,♦♠♠❡-, ❞❡ ❜$❛♥❝❤❡♠❡♥- ✿ ♥♦-♦♥, hi ❡-

hi+1 ❧❡, ❞❡✉① ♦❝❝✉$$❡♥❝❡, ❞✉ ,♦♠♠❡- ❝❡♥-$❛❧ c $❡❧✐;❡, ❛✉ ,♦♠♠❡- f1✳ ◆♦✉, ,✉♣♣$✐♠♦♥,

❧❡ ,♦♠♠❡- f1 ❛✐♥,✐ D✉❡ ❧❡, ❞❡✉① ❛$E-❡, D✉✐ ❧❡ $❡❧✐❛✐❡♥- $❡,♣❡❝-✐✈❡♠❡♥- ? hi ❡- hi+1✳ ◆♦✉,

❛❥♦✉-♦♥, ❞❡✉① ❛$E-❡, D✉✐ $❡❧✐❡♥- hi ? h
′
1 ❡- h

′
i+1 ? ❧❛ ❞❡$♥✐F$❡ ♦❝❝✉$$❡♥❝❡ ❞✉ ,♦♠♠❡- ci ❞❛♥,

H✱ ❝❡ D✉✐ ♥❡ ♠♦❞✐✜❡ ♣❛, ❧❡ ❝♦I- ❞❡ ❧❛ ,♦❧✉-✐♦♥ ❡- ♥✬❛❥♦✉-❡ ♣❛, ❞❡ ,♦♠♠❡- ❞❡ ❜$❛♥❝❤❡♠❡♥-✳

u1

w1

v1

h2h5

h3h4

h1

u′1

w′1

v′
1

h′
2h′

1

h′
3h′

4

❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✺ ✕ ❆✉❝✉♥ ❞❡, ❞❡✉① ,♦♠♠❡-, h1 ❡- h
′
1 ♥❡ ,♦♥- ❞❡, ,♦♠♠❡-, ❞❡ ❜$❛♥❝❤❡♠❡♥-
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✸✳✼ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥

◆♦✉# ❛✈♦♥# ❝♦♠♠❡♥❝* ♣❛, ♣,♦✉✈❡, -✉❡ ❧❡# ♣,♦❜❧0♠❡# ▼❇❱❙❚✱ ▼❉❙❚ ❡8 ▼▲❙❚ ♥❡ #♦♥8 ♣❛#

❧✐*# ❬▼❉▼✶✸❜❪✳ ◆♦✉# ❛✈♦♥#✱ ♣❛, ❧❛ #✉✐8❡✱ ✐♥8,♦❞✉✐8 ❧❡ ♣,♦❜❧0♠❡ ❞❡ ,❡❝❤❡,❝❤❡ ❞❡ ❤✐*,❛,❝❤✐❡ ❞❡

,❡❝♦✉✈,❡♠❡♥8 ❞❡ ❝♦B8 ♠✐♥✐♠✉♠ 8❡❧ -✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜,❡ ❞❡ #❡# #♦♠♠❡8# ❞❡ ❜,❛♥❝❤❡♠❡♥8 ❡#8 ❜♦,♥*

#✉♣*,✐❡✉,❡♠❡♥8 ♣❛, ✉♥ ❡♥8✐❡, k ❡8 ♥♦✉# ❛✈♦♥# ♣,♦✉✈* -✉❡ ❝❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣,♦❜❧0♠❡ ❡#8 ◆C✲❞✐✣❝✐❧❡✳

❯♥❡ ❢♦,♠✉❧❛8✐♦♥ ❡♥ ♣,♦❣,❛♠♠❡ ❧✐♥*❛✐,❡ ❡♥ ♥♦♠❜,❡# ❡♥8✐❡,# ❛ *8* ❞♦♥♥*❡✳ ❈❡ ♣,♦❜❧0♠❡ ❛ *8* ,*#♦❧✉

❞❡ ♠❛♥✐0,❡ ❡①❛❝8❡ ❡♥ ✉8✐❧✐#❛♥8 ❧❡ #♦❧✈❡, ❈C▲❊❳ #✉, ❞❡# ❥❡✉① ❞❡ ❣,❛♣❤❡# ❛❧*❛8♦✐,❡#✳ ▲❡ ❝♦B8 ❞❡#

#♦❧✉8✐♦♥# ♦♣8✐♠❛❧❡# ❞✉ ♣,♦❜❧0♠❡ ❉❈▼❙❍ ❡8 ❝❡❧✉✐ ❞❡# #♦❧✉8✐♦♥# ♦♣8✐♠❛❧❡# ❞✉ ♣,♦❜❧0♠❡ ❉❈▼❙❚

♦♥8 *8* ❝♦♠♣❛,*#✳ ❉❛♥# ❝❡,8❛✐♥# ❝❛#✱ ❧✬❛♠*❧✐♦,❛8✐♦♥ ❞✉ ❝♦B8 ♣❡✉8 ❛88❡✐♥❞,❡ 27% ❬▼❉▼✶✸❛❪✳

❆❧♦,# -✉❡ ❧❡ ♣,♦❜❧0♠❡ ▼❇❱❙❚ ❡#8 ♥♦♥✲❛♣♣,♦①✐♠❛❜❧❡ Q ❢❛❝8❡✉, ❝♦♥#8❛♥8✱ ♥♦✉# ❛✈♦♥# ♣,*#❡♥8*

✉♥ ❛❧❣♦,✐8❤♠❡ -✉✐ ,❡8♦✉,♥❡ ✉♥❡ ❤✐*,❛,❝❤✐❡ ❞✬✉♥ ❝♦B8 ❛✉ ♣❧✉# 2 · (1− k
n
) ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❤✐*,❛,❝❤✐❡

♦♣8✐♠❛❧❡ ♣♦✉, ❧❡ ♣,♦❜❧0♠❡ ❇❱❈▼❙❍✱ ♦R k ❡#8 ❧❛ ❜♦,♥❡ #✉, ❧❡ ♥♦♠❜,❡ ❞❡ #♦♠♠❡8# ❞❡ ❜,❛♥❝❤❡♠❡♥8

❡8 n ❧❛ 8❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥#8❛♥❝❡✳
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Chapitre 4

❘♦✉#❛❣❡ ♠✉❧#✐❝❛+# ❞❛♥+ ❧❡+ ./+❡❛✉① ❲❉▼

+❛♥+ ❝❛♣❛❝✐#/ ❞❡ ❞✐✈✐+✐♦♥

✹✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥

▲❛ "#❛♥%♠✐%%✐♦♥ ❞❡% ♠❡%%❛❣❡% ❞❛♥% ❧❡% #-%❡❛✉① "♦✉" ♦♣"✐1✉❡ %❡ ❢❛✐" ❣#3❝❡ 5 ❧❛ "❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❞✉ ♠✉❧✲

"✐♣❧❡①❛❣❡ ❡♥ ❧♦♥❣✉❡✉# ❞✬♦♥❞❡ ❝♦♠♠✉♥-♠❡♥" ❛♣♣❡❧-❡ ❲❉▼ ✭❲❛✈❡❧❡♥❣"❤ ❉✐✈✐%✐♦♥ ▼✉❧"✐♣❧❡①✐♥❣✮✳

❈❡""❡ "❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❝♦♥%✐%"❡ 5 ❞✐✈✐%❡# ❧❡ %♣❡❝"#❡ ♦♣"✐1✉❡ ❡♥ ♣❧✉%✐❡✉#% %♦✉%✲❝❛♥❛✉① ❡" 5 ❛%%♦❝✐❡# 5

❝❤❛1✉❡ %♦✉%✲❝❛♥❛❧ ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉# ❞✬♦♥❞❡ %♣-❝✐✜1✉❡ ❬●#❡✾✷❪✳ ❆✐♥%✐✱ ✐❧ ❡%" ♣♦%%✐❜❧❡ ❞❡ ❢❛✐#❡ "#❛♥✲

%✐"❡#✱ ❞❛♥% ✉♥❡ ♠J♠❡ ✜❜#❡✱ ♣❧✉%✐❡✉#% ❧♦♥❣✉❡✉#% ❞✬♦♥❞❡ ❡♥ ♣❛#❛❧❧K❧❡✳ ❉❛♥% ❧❡% #-%❡❛✉① ❲❉▼✱

✉♥❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛"✐♦♥ ❞❡ ❜♦✉" ❡♥ ❜♦✉" ❡♥"#❡ ✉♥❡ ♣❛✐#❡ ❞❡ ♥L✉❞% ❞✬❛❝❝K% ✭%♦✉#❝❡✱ ❞❡%"✐♥❛"✐♦♥✮ ❡%"

♠✐%❡ ❡♥ L✉✈#❡ ♣❛# ✉♥❡ %-1✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✐❡♥% ❧♦❣✐1✉❡%✳ ❈❡""❡ %-1✉❡♥❝❡ ❡%" ❛♣♣❡❧-❡ ❝❤❡♠✐♥ ♦♣"✐1✉❡✳

❯♥ ❝❤❡♠✐♥ ♦♣"✐1✉❡ ❡%" ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❡♥"#❡ ❞❡✉① ♥L✉❞% ❞✬❛❝❝K%✱ ♦N ✉♥❡ %❡✉❧❡ ❧♦♥❣✉❡✉# ❞✬♦♥❞❡ ❡%"

✉"✐❧✐%-❡ ❞❡ ❜♦✉" ❡♥ ❜♦✉"✳ ▲❡% ✜❜#❡% ♦♣"✐1✉❡% ♣♦#"❡♥" ❧❡ ♠J♠❡ ❡♥%❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉#% ❞✬♦♥❞❡ ❡"

❢♦♥❝"✐♦♥♥❡♥" ❡♥ ♠♦❞❡ ❲❉▼ ❛✜♥ ❞❡ ❢♦✉#♥✐# ✉♥❡ "#❛♥%♠✐%%✐♦♥ 5 ❤❛✉" ❞-❜✐"✳

❉❛♥% ❧❡% #-%❡❛✉① "♦✉" ♦♣"✐1✉❡✱ ❧❡% ❢♦♥❝"✐♦♥% ❞❡ ❝♦♠♠✉"❛"✐♦♥ ❡" ❞❡ #♦✉"❛❣❡ %♦♥" ❢♦✉#♥✐❡% ♣❛#

❧❡% ❜#❛%%❡✉#% ♦♣"✐1✉❡% ✭❖❳❈✮ ❡" ♣❡#♠❡""❡♥" ❧❛ ♠✐%❡ ❡♥ L✉✈#❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛"✐♦♥% ❞❡ ❜♦✉" ❡♥

❜♦✉" ❡♥"#❡ ❧❡% ♥L✉❞% ❞✬❛❝❝K%✳ ●#3❝❡ ❛✉ ❞-♠✉❧"✐♣❧❡①❛❣❡ ❞✉ %✐❣♥❛❧ ♦♣"✐1✉❡ ❡♥"#❛♥"✱ ✉♥ ❖❳❈ ♣❡✉"

❝♦♠♠✉"❡# ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡% ❧♦♥❣✉❡✉#% ❞✬♦♥❞❡ ❞✬✉♥ ♣♦#" ❞✬❡♥"#-❡ ✈❡#% ✉♥ ♣♦#" ❞❡ %♦#"✐❡ 1✉❡❧❝♦♥1✉❡✳

❈❡#"❛✐♥% ❖❳❈ ♣❛#"✐❝✉❧✐❡#%✱ -1✉✐♣-% ❞❡ ❝♦✉♣❧❡✉#% ♦♣"✐1✉❡%✱ ♣❡✉✈❡♥" -❣❛❧❡♠❡♥" ❞✐✈✐%❡# ✉♥❡ ❧♦♥✲

❣✉❡✉# ❞✬♦♥❞❡ ❡♥"#❛♥"❡ ✈❡#% ♣❧✉%✐❡✉#% ♣♦#"% ❞❡ %♦#"✐❡ %✐♠✉❧"❛♥-♠❡♥" ❡" ♦✛#✐# ❛✐♥%✐ ✉♥ %❡#✈✐❝❡

♠✉❧"✐❝❛%"✳ ▲❡% %✇✐"❝❤% ❖❳❈ ❛②❛♥" ❧❛ ❝❛♣❛❝✐"- ❞❡ ❞✐✈✐%❡# ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉# ❞✬♦♥❞❡ %♦♥" ❞✐"% ▼✉❧"✐❝❛%"

❈❛♣❛❜❧❡ ✭❖❳❈✲▼❈✮ ❡" ❧❡% ❛✉"#❡% %♦♥" ❞✐"% ▼✉❧"✐❝❛%" ■♥❝❛♣❛❜❧❡ ✭❖❳❈✲▼■✮✳ ▲❡% #-%❡❛✉① "♦✉"

♦♣"✐1✉❡ -1✉✐♣-% ❞❡ ❝❡% ❞❡✉① "②♣❡% ❞❡ %✇✐"❝❤ %♦♥" ❞❡% #-%❡❛✉① ❲❉▼ ❛✈❡❝ ❝❛♣❛❝✐"- ❝❧❛✐#%❡♠-❡

❞❡ ❞✐✈✐%✐♦♥ ✭%♣❛#%❡ %♣❧✐""✐♥❣✮ ❬◗❏●

+
✾✾❪✳ ▲❡% %✇✐"❝❤% ❖❳❈✲▼❈ ♦♥" ✉♥ ❝♦W" -❧❡✈- ❡♥ #❛✐%♦♥ ❞✬✉♥

♣#♦❝-❞- ❞❡ ❢❛❜#✐❝❛"✐♦♥ ❝♦♠♣❧✐1✉- ❡" ❞-❧✐❝❛"✳ ❉❡ ♣❧✉%✱ ❧❛ ❞✐✈✐%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐K#❡ ❞✐♠✐♥✉❡ ❝♦♥%✐❞-✲
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 ❛❜❧❡♠❡♥' (♦♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬/♥❡ ❣✐❡✳ ■❧ ❡(' ❞♦♥❝ ♥/❝❡((❛✐ ❡ ❞❡  /❞✉✐ ❡ ❧❡✉ ♥♦♠❜ ❡ ❞❛♥( ❧❡(  /(❡❛✉①

'♦✉' ♦♣'✐6✉❡✳

❉❛♥( ❝❡ ❝❤❛♣✐' ❡✱ ♥♦✉( ' ❛✐'♦♥( ✉♥ ❝❛( ♣❛ '✐❝✉❧✐❡ ♠❛✐( ✐♠♣♦ '❛♥' ✿ ♥♦✉( (✉♣♣♦(♦♥( 6✉❡ ❧❡  /(❡❛✉

❡(' ❞/♣♦✉ ✈✉ ❞❡ (✇✐'❝❤ ❖❳❈✲▼❈✳ ◆♦✉( (✉♣♣♦(♦♥( /❣❛❧❡♠❡♥' 6✉❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡ (✐♦♥ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉ (

❞✬♦♥❞❡ ♥✬❡(' ♣❛( ♣♦((✐❜❧❡ ❞❛♥( ❧❡  /(❡❛✉✳ ❊♥ ❡✛❡'✱ ❧❡( ❝♦♥✈❡ '✐((❡✉ ( ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉ ❞✬♦♥❞❡ (♦♥'

❞❡( ❞✐(♣♦(✐'✐❢( ✉'✐❧✐(❛♥' ✉♥❡ '❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ' E( ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ■❧( (♦♥' ❞♦♥❝ ❝♦✉'❡✉① ❡' ❞✐✣❝✐❧❡( G ❢❛✲

❜ ✐6✉❡ ❬❙✈❙❘✶✹✱❙❙✶✷❪✳ O❛ ❝♦♥(/6✉❡♥'✱ ♥♦✉( (✉♣♣♦(♦♥( 6✉✬✐❧( ♥❡ (♦♥' ♣❛( ❞✐(♣♦♥✐❜❧❡( ❞❛♥( ❧❡(

 /(❡❛✉① 6✉❡ ♥♦✉( /'✉❞✐♦♥(✳ ❊♥ ❧✬❛❜(❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡ '✐((❡✉ (✱ ✉♥❡ (❡✉❧❡ ❧♦♥❣✉❡✉ ❞✬♦♥❞❡ ❞♦✐' ❛✐♥(✐

P' ❡ ❝♦♥(❡ ✈/❡ (✉ '♦✉'❡( ❧❡( ✜❜ ❡( ♦♣'✐6✉❡( ❞✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❛❧❧❛♥' ❞❡ ❧❛ (♦✉ ❝❡ G ✉♥❡ ❞❡('✐♥❛'✐♦♥✳

❈❡''❡ ❝♦♥' ❛✐♥'❡ ❡(' ❛♣♣❡❧/❡ ❧❛ ❝♦♥' ❛✐♥'❡ ❞❡ ❝♦♥'✐♥✉✐'/ ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉ ❞✬♦♥❞❡✳ ❉❡ ♣❧✉(✱ ❞❡✉① ❝❤❡✲

♠✐♥( ♦♣'✐6✉❡( ♣❛ '❛❣❡❛♥' ❛✉ ♠♦✐♥( ✉♥❡ ✜❜ ❡ ♦♣'✐6✉❡ ❝♦♠♠✉♥❡ ❞♦✐✈❡♥' ✐♠♣/ ❛'✐✈❡♠❡♥' ✉'✐❧✐(❡ 

❞❡✉① ❧♦♥❣✉❡✉ ( ❞✬♦♥❞❡ ❞✐('✐♥❝'❡( ❬▼✉❦✵✵❪✳ ❊♥ ❡✛❡'✱ ✉♥❡ ✜❜ ❡ ♦♣'✐6✉❡ ❝♦♥'✐❡♥' ❝❡ '❡( ♣❧✉(✐❡✉ (

(♦✉(✲❝❛♥❛✉①✱ ♠❛✐( ❝❤❛6✉❡ (♦✉(✲❝❛♥❛❧ ❡(' ❛((♦❝✐/ G ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉ ❞✬♦♥❞❡ (♣/❝✐✜6✉❡✳ ■❧ ♥❡ ♣❡✉'

❞♦♥❝ ② ❛✈♦✐ ❞❡✉① ❝❛♥❛✉① ' ❛♥(♣♦ '❛♥' ❧❛ ♠P♠❡ ❧♦♥❣✉❡✉ ❞✬♦♥❞❡✳

◆♦'♦♥( 6✉❡ ❧❛ ♠❛❥♦ ✐'/ ❞❡( /'✉❞❡( ♠❡♥/❡( (✉ ❧❡  ♦✉'❛❣❡ ♦♣'✐6✉❡ ❝♦♥❝❡ ♥❡♥' ❧❡(  /(❡❛✉① (②✲

♠/' ✐6✉❡( ❞❛♥( ❧❡(6✉❡❧(✱ (✐ ❞❡✉① (♦♠♠❡'( (♦♥'  ❡❧✐/(✱ ✐❧( ❧❡ (♦♥' ❣ V❝❡ G ❞❡✉① ✜❜ ❡( ♦ ✐❡♥'/❡(

❞❛♥( ❧❡( ❞❡✉① (❡♥( ♦♣♣♦(/(✳ ▲❡(  /(❡❛✉① ❛②❛♥' ❝❡''❡ ♣❛ '✐❝✉❧❛ ✐'/ (♦♥' ♠♦❞/❧✐(/( ♣❛ ❞❡( ❣ ❛♣❤❡(

❜✐✲❞✐ ❡❝'✐♦♥♥❡❧( ❬❆❉✵✵❪✳ ❆✜♥ ❞❡ ♣ ❡♥❞ ❡ ❡♥ ❝♦♠♣'❡ ❧❡ ❝❛( ❣/♥/ ❛❧✱ ♥♦✉( ❝♦♥(✐❞/ ♦♥( ❞❛♥( ♥♦' ❡

/'✉❞❡ 6✉❡ ❧❡(  /(❡❛✉① ♥❡ (♦♥' ♣❛( (②♠/' ✐6✉❡(✳ ◆♦✉( ♠♦❞/❧✐(♦♥( ❞♦♥❝ ❧❡(  /(❡❛✉① ♦♣'✐6✉❡( ♣❛ 

❞❡( ❣ ❛♣❤❡( ♦ ✐❡♥'/( ♦Y ❝❤❛6✉❡ ❛ ❝  ❡♣ /(❡♥'❡ ✉♥❡ ✜❜ ❡ ♦ ✐❡♥'/❡  ❡❧✐❛♥' ✉♥❡ ♣❛✐ ❡ ❞❡ (✇✐'❝❤(✳

◆♦' ❡ ♦❜❥❡❝'✐❢ ♣ ❡♠✐❡ ❡(' ❞❡ ♠✐♥✐♠✐(❡ ❧❛ (♦♠♠❡ ❞❡( ❧♦♥❣✉❡✉ ( ❞✬♦♥❞❡ ✉'✐❧✐(/❡( ♣❛ ❧✬❡♥(❡♠❜❧❡

❞❡( ❝❤❡♠✐♥( ♦♣'✐6✉❡( ❛❧❧❛♥' ❞❡ ❧❛ (♦✉ ❝❡ ❡' ❛''❡✐❣♥❛♥' '♦✉'❡( ❧❡( ❞❡('✐♥❛'✐♦♥(✳ ❙❛❝❤❛♥' 6✉✬✉♥

❝♦Z' ❡(' ❛'' ✐❜✉/ G ❝❤❛6✉❡ ✜❜ ❡✱ ✉♥ (❡❝♦♥❞ ♦❜❥❡❝'✐❢ ❝♦♥(✐('❡ G ♠✐♥✐♠✐(❡ ❧❛ (♦♠♠❡ ❞❡( ❝♦Z'( ❞❡(

✜❜ ❡( ❛♣♣❛ '❡♥❛♥' ❛✉① ❝❤❡♠✐♥( ♦♣'✐6✉❡(✳

✹✳✷ ❉$✜♥✐(✐♦♥ ❞❡, ♣.♦❜❧1♠❡,

❯♥  /(❡❛✉ ♦♣'✐6✉❡ ❡(' ❞♦♥❝ ♠♦❞/❧✐(/ ♣❛ ✉♥ ❣ ❛♣❤❡ ♦ ✐❡♥'/ G = (VG, EG) ♦Y ❝❤❛6✉❡ ❛ ❝ e ∈ EG

 ❡♣ /(❡♥'❡ ✉♥❡ ✜❜ ❡ ❡♥' ❡ ❞❡✉① ♥\✉❞( ✭(✇✐'❝❤(✮ ❞❛♥( ❧❡  /(❡❛✉ ✭♥♦✉( (✉♣♣♦(♦♥( 6✉✬✐❧ ❡①✐('❡ ❛✉

♣❧✉( ✉♥❡ ✜❜ ❡ ❞❛♥( ❝❤❛6✉❡ (❡♥( ❡♥' ❡ ✉♥❡ ♣❛✐ ❡ ❞❡ ♥\✉❞(✮✳ ❯♥❡ ❢♦♥❝'✐♦♥ ❞❡ ❝♦Z' c ❛'' ✐❜✉❡ G

❝❤❛6✉❡ ❛ ❝ e ✉♥ ❝♦Z' c(e)✳ ◆♦✉( (✉♣♣♦(♦♥( 6✉❡ ❧❡  /(❡❛✉ ❡(' ❞/♣♦✉ ✈✉ ❞❡ (✇✐'❝❤ ❖❳❈✲▼❈✳ ◆♦✉(

(✉♣♣♦(♦♥( /❣❛❧❡♠❡♥' 6✉❡ '♦✉'❡( ❧❡( ✜❜ ❡( ♣♦ '❡♥' ❧❡ ♠P♠❡ ❡♥(❡♠❜❧❡ W ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉ ( ❞✬♦♥❞❡✳

◆♦✉( ♥♦'♦♥( ♣❛ RM = (s,D) ✉♥❡  ❡6✉P'❡ ♠✉❧'✐❝❛(' ❞❛♥( ❧❛6✉❡❧❧❡ s ∈ EG  ❡♣ /(❡♥'❡ ❧❛ (♦✉ ❝❡

❡' D ⊆ VG \ {s}  ❡♣ /(❡♥'❡ ❧✬❡♥(❡♠❜❧❡ ❞❡( ❞❡('✐♥❛'✐♦♥(✳ ▲❡ ♣ ♦❜❧E♠❡ ❞❡  ♦✉'❛❣❡ ❝♦♥(✐('❡ G

❝❛❧❝✉❧❡ ✉♥❡ (' ✉❝'✉ ❡ ❞❡  ❡❝♦✉✈ ❡♠❡♥' ✭♣❛ ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥ ❡♥(❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥(✱ ✉♥ ❛ ❜ ❡✮ ❛②❛♥'

❧❛ (♦✉ ❝❡ ❝♦♠♠❡  ❛❝✐♥❡ ❡' ❝♦✉✈ ❛♥' '♦✉'❡( ❧❡( ❞❡('✐♥❛'✐♦♥(✳ ❈❡''❡ (' ✉❝'✉ ❡ ❞♦✐'  ❡(♣❡❝'❡ ✉♥

❝❡ '❛✐♥ ♥♦♠❜ ❡ ❞❡ ❝♦♥' ❛✐♥'❡( ♦♣'✐6✉❡( ❬❩O✵✺❪ ✿

✶✳ ❈♦♥#$❛✐♥#❡ (✉$ ❧❛ ❝♦♥✈❡$(✐♦♥ ♦♣#✐.✉❡ ✿ ❊♥ ❧✬❛❜(❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡ '✐((❡✉ ( ♦♣'✐6✉❡(✱ ❝❤❛6✉❡
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❝❤❡♠✐♥ ♦♣(✐)✉❡ ❞❡ ❧❛ .(/✉❝(✉/❡ ❞❡ /❡❝♦✉✈/❡♠❡♥( ❞♦✐( ✉(✐❧✐.❡/ ✉♥❡ ✉♥✐)✉❡ ❧♦♥❣✉❡✉/ ❞✬♦♥❞❡✳

✷✳ ❈♦♥#$❛✐♥#❡ ❞❡ ❞✐)#✐♥❝#✐♦♥ ❞❡) ❧♦♥❣✉❡✉$) ❞✬♦♥❞❡ ✿ 6♦✉/ ❝❤❛)✉❡ ❧♦♥❣✉❡✉/ ❞✬♦♥❞❡✱ ❧❛ ✜❜/❡ ♦♣✲

(✐)✉❡ ♥❡ ❝♦♥(✐❡♥( )✉✬✉♥ .❡✉❧ .♦✉.✲❝❛♥❛❧ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❧✬❛❝❤❡♠✐♥❡/ ❡( ❝❤❛)✉❡ .♦✉.✲❝❛♥❛❧ ♥✬❡.(

❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬❛❝❤❡♠✐♥❡/ )✉✬✉♥❡ .❡✉❧❡ ❧♦♥❣✉❡✉/ ❞✬♦♥❞❡✳ 6❛/ ❝♦♥.;)✉❡♥(✱ ❞❡✉① ❝❤❡♠✐♥. ♦♣(✐)✉❡.

✉(✐❧✐.❛♥( ❛✉ ♠♦✐♥. ✉♥❡ ✜❜/❡ ❝♦♠♠✉♥❡ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥( ❛✈♦✐/ ❧❛ ♠=♠❡ ❧♦♥❣✉❡✉/ ❞✬♦♥❞❡✳

✸✳ ❈♦♥#$❛✐♥#❡ ❞❡ ❞❡❣$/ ✿ ❊♥ ❧✬❛❜.❡♥❝❡ ❞❡ .✇✐(❝❤. ❝❛♣❛❜❧❡. ❞❡ ❞✐✈✐.❡/ ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉/ ❞✬♦♥❞❡

❡♥(/❛♥(❡ ✈❡/. ♣❧✉.✐❡✉/. ♣♦/(. ❞❡ .♦/(✐❡✱ (♦✉. ❧❡. .♦♠♠❡(. ✭.❛✉❢ ❧❛ .♦✉/❝❡✮ ❝♦♠♣♦.❛♥( ✉♥

❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❧❛ .(/✉❝(✉/❡ ❞❡ /❡❝♦✉✈/❡♠❡♥( ❛❧❧❛♥( ❞❡ ❧❛ .♦✉/❝❡ D ✉♥❡ ❞❡.(✐♥❛(✐♦♥ ❞♦✐✈❡♥( ❛✈♦✐/

✉♥ ❞❡❣/; ❛✉ ♣❧✉. ;❣❛❧ D ❞❡✉①✳ ▲❛ .♦✉/❝❡✱ ❡♥ .❛ )✉❛❧✐(; ❞✬;♠❡((❡✉/ ❞✉ .✐❣♥❛❧✱ ♣❡✉( ❛✈♦✐/ ✉♥

❞❡❣/; )✉❡❧❝♦♥)✉❡ ✭(/✐✈✐❛❧❡♠❡♥( ❜♦/♥; ♣❛/ | D |✮✳

❊♥ .❡ ❜❛.❛♥( .✉/ ❧❛ ❞;✜♥✐(✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❤✐;/❛/❝❤✐❡ ❞❡ /❡❝♦✉✈/❡♠❡♥( ♣/;.❡♥(;❡ ❞❛♥. ❧❡ ♣/❡♠✐❡/ ❝❤❛✲

♣✐(/❡✱ ♥♦✉. ♣♦✉✈♦♥. ❞;✜♥✐/ ✉♥❡ ✈❡/.✐♦♥ ✓ ♦/✐❡♥(;❡ ✔ ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐✳ ❊♥ ❡✛❡(✱ .✐ H = (QH , hH , G) ❡.(

✉♥❡ ❤✐;/❛/❝❤✐❡ ❞❡ /❡❝♦✉✈/❡♠❡♥( (❡❧❧❡ )✉❡ G ❡( Q .♦♥( ♦/✐❡♥(;. ❛❧♦/. ❧❛ ❤✐;/❛/❝❤✐❡ H ❡.( ✉♥❡ ❤✐;✲

/❛/❝❤✐❡ ❞❡ /❡❝♦✉✈/❡♠❡♥( ♦/✐❡♥(;❡ ✭❧✬❤♦♠♦♠♦/♣❤✐.♠❡✱ ❡♥ ♣/;.❡/✈❛♥( ❧✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡✱ ♣/❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣(❡

❧✬♦/✐❡♥(❛(✐♦♥ ❞❡. ❛/❝.✮✳ ❯♥❡ ❤✐;/❛/❝❤✐❡ ♦♣(✐)✉❡ ❡.( ✉♥❡ ❤✐;/❛/❝❤✐❡ ♦/✐❡♥(;❡ ♥❡ ❝♦♥(❡♥❛♥( ♣❛. ❞✬❛/❝.

❞✉♣❧✐)✉;.✳ ❙❡✉❧. ❧❡. .♦♠♠❡(. ♣❡✉✈❡♥( ❧✬=(/❡✳ ❊♥ (❡/♠❡ ❞❡ /♦✉(❛❣❡✱ ✉♥❡ (❡❧❧❡ ❤✐;/❛/❝❤✐❡ ♥✬✉(✐❧✐.❡

)✉✬✉♥❡ .❡✉❧❡ ❧♦♥❣✉❡✉/ ❞✬♦♥❞❡✳

❯♥ ❝❤❡♠✐♥ ;❧;♠❡♥(❛✐/❡ ❡.( ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ♥❡ ♣❛..❛♥( ♣❛. ❞❡✉① ❢♦✐. ♣❛/ ✉♥ ♠=♠❡ .♦♠♠❡(✱ ❝✬❡.(✲D✲❞✐/❡

❞♦♥( (♦✉. ❧❡. .♦♠♠❡(. .♦♥( ❞✐.(✐♥❝(.✳ ❯♥ ❝❤❡♠✐♥ .✐♠♣❧❡ ❡.( ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ♥❡ ♣❛..❛♥( ♣❛. ❞❡✉① ❢♦✐.

♣❛/ ✉♥ ♠=♠❡ ❛/❝✱ ❝✬❡.(✲D✲❞✐/❡ ❞♦♥( (♦✉. ❧❡. ❛/❝. .♦♥( ❞✐.(✐♥❝(. ✭♥♦(♦♥. )✉✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ;❧;♠❡♥(❛✐/❡

❡.( ♥;❝❡..❛✐/❡♠❡♥( .✐♠♣❧❡✮✳ ◆♦✉. ❞✐.(✐♥❣✉♦♥. ❞❡✉① (②♣❡. ❞❡ ❤✐;/❛/❝❤✐❡ ♦♣(✐)✉❡ ✿

❉!✜♥✐%✐♦♥ ✹✳✷✳✶✳ ❯♥❡ ❍✐/$❛$❝❤✐❡ ❖♣#✐5✉❡ ➱❧/♠❡♥#❛✐$❡ ✭❍❖❊✮ ❡)# ✉♥❡ ❤✐/$❛$❝❤✐❡ ♦♣#✐5✉❡ ❞♦♥#

❧❡ ❣$❛♣❤❡ Q ✭5✉✐ ❡)# ✉♥❡ ❛$❛✐❣♥/❡ ❡♥$❛❝✐♥/❡ ❡# ♦$✐❡♥#/❡✮ ❡)# ❝♦♠♣♦)/ ❞✬✉♥ ❡♥)❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❤❡✲

♠✐♥) )♦♠♠❡#)✲❞✐)❥♦✐♥#) ❛❧❧❛♥# ❞❡ ❧❛ )♦✉$❝❡ > ❝❤❛5✉❡ ❢❡✉✐❧❧❡✱ ❝❤❛5✉❡ ❝❤❡♠✐♥ ❝♦$$❡)♣♦♥❞❛♥# ✭✈✐❛

❧✬❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ ❤✮ > ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ /❧/♠❡♥#❛✐$❡ ❞❛♥) G✳

❉!✜♥✐%✐♦♥ ✹✳✷✳✷✳ ❯♥❡ ❍✐/$❛$❝❤✐❡ ❖♣#✐5✉❡) ❙✐♠♣❧❡ ✭❍❖❙✮ ❡)# ✉♥❡ ❤✐/$❛$❝❤✐❡ ♦♣#✐5✉❡ ❞♦♥# ❧❡

❣$❛♣❤❡ Q ❡)# ❝♦♠♣♦)/ ❞✬✉♥ ❡♥)❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥) )♦♠♠❡#)✲❞✐)❥♦✐♥#) ❛❧❧❛♥# ❞❡ ❧❛ )♦✉$❝❡ > ❝❤❛5✉❡

❢❡✉✐❧❧❡✱ ❝❤❛5✉❡ ❝❤❡♠✐♥ ❝♦$$❡)♣♦♥❞❛♥# > ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ )✐♠♣❧❡ ❞❛♥) G✳

▲❛ ✜❣✉/❡ ✹✳✶ ♠♦♥(/❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❤✐;/❛/❝❤✐❡ ♦♣(✐)✉❡ ♣♦✉/ ❧❛)✉❡❧❧❡ ❧❡ ❣/❛♣❤❡ ❞❡ ❜❛.❡ Q ❝♦/✲

/❡.♣♦♥❞ D ❞❡✉① ❝❤❡♠✐♥. .✐♠♣❧❡. ❛/❝.✲❞✐.❥♦✐♥(. ❞❛♥. ❧❡ ❣/❛♣❤❡ G ✭❧❡ ♣/❡♠✐❡/ ❛❧❧❛♥( ❞❡ s D e ❡( ❧❡

.❡❝♦♥❞✱ ❞❡ s D h✮✳ ❈❡. ❝❤❡♠✐♥. ♣❡✉✈❡♥( ❞♦♥❝ ❝♦♥(❡♥✐/ ♣❧✉.✐❡✉/. ❢♦✐. ✉♥ .♦♠♠❡( ❞❡ G✳ ❈❤❛)✉❡

.♦♠♠❡( ❞❡ G ♣❡✉( ❛✐♥.✐ ❝♦//❡.♣♦♥❞/❡ D ♣❧✉.✐❡✉/. .♦♠♠❡(. ❞❛♥. Q ❡( ✉♥ .♦♠♠❡( ❞❡ Q ♥❡ ♣❡✉(

❝♦//❡.♣♦♥❞/❡ )✉✬D ✉♥ .❡✉❧ .♦♠♠❡( ❞❛♥. G✳ ❖❜.❡/✈♦♥. ;❣❛❧❡♠❡♥( )✉✬❛✉❝✉♥ ❛/❝ ❞✉ ❣/❛♣❤❡ G ♥✬❡.(

♣/;.❡♥( ♣❧✉. ❞✬✉♥❡ ❢♦✐. ❞❛♥. Q✳

✾✼
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a1 b1

d1a2 c1

e1

s1

f1h1

g1f2

G h Q

❋✐❣✉,❡ ✹✳✶ ✕ ■❧❧✉%3,❛3✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❤✐7,❛,❝❤✐❡ ♦♣3✐9✉❡ %✐♠♣❧❡

◆♦3♦♥% CO(RM) ❧✬❡♥%❡♠❜❧❡ ❞❡% ❝❤❡♠✐♥% ♦♣3✐9✉❡% ❝♦♠♣♦%❛♥3 ❧❛ %3,✉❝3✉,❡ ❞❡ ,❡❝♦✉✈,❡♠❡♥3 ❝♦,✲

,❡%♣♦♥❞❛♥3 > ✉♥❡ ,❡9✉?3❡ ♠✉❧3✐❝❛%3 RM ❡3 ♣❛, COi, i = 1, 2, 3, ..., k ❧❡% ❝❤❡♠✐♥% ❛♣♣❛,3❡♥❛♥3 >

❝❡3 ❡♥%❡♠❜❧❡✳ ❯♥❡ ❤✐7,❛,❝❤✐❡ ♦♣3✐9✉❡✱ 9✉✬❡❧❧❡ %♦✐3 7❧7♠❡♥3❛✐,❡ ♦✉ %✐♠♣❧❡✱ ✉3✐❧✐%❡ ✉♥❡ %❡✉❧❡ ❧♦♥✲

❣✉❡✉, ❞✬♦♥❞❡✳ ❚♦✉3❡❢♦✐%✱ ✐❧ ❡%3 ♣♦%%✐❜❧❡ 9✉✬✉♥❡ %❡✉❧❡ ❤✐7,❛,❝❤✐❡ ✭♠?♠❡ %✐ ❡❧❧❡ ❡%3 %✐♠♣❧❡✮ ♥❡ %✉✣%❡

♣❛% ♣♦✉, ❝♦✉✈,✐, 3♦✉% ❧❡% %♦♠♠❡3% ❞❡%3✐♥❛3✐♦♥%✳ ❈❡✉①✲❝✐ %♦♥3 ❛❧♦,% ❝♦✉✈❡,3% ♣❛, ♣❧✉%✐❡✉,% ❤✐7✲

,❛,❝❤✐❡% ♦♣3✐9✉❡%✳ H❛, ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬✐♥%3❛♥❝❡ ✐❧❧✉%3,7❡ ♣❛, ❧❛ ✜❣✉,❡ ✹✳✷ ❞❛♥% ❧❛9✉❡❧❧❡ D = {b, c}✱ ♥❡

♣❡✉3 ?3,❡ ❝♦✉✈❡,3❡ ♣❛, ✉♥❡ %❡✉❧❡ ❤✐7,❛,❝❤✐❡ ♦♣3✐9✉❡ ❝❛, ♣♦✉, ❛33❡✐♥❞,❡ ❧❡% %♦♠♠❡3% b ❡3 c ✐❧ ❢❛✉3

♣❛%%❡, ❞❡✉① ❢♦✐% ♣❛, ❧✬❛,❝ (s, a)✳

s

a

c b

❋✐❣✉,❡ ✹✳✷ ✕ ■♥%3❛♥❝❡ ❝♦✉✈❡,3❡ ♣❛, ❞❡✉① ❤✐7,❛,❝❤✐❡% ♦♣3✐9✉❡%

▲❡ ♥♦♠❜,❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉,% ❞✬♦♥❞❡ No.Ondes(RM) ♥7❝❡%%❛✐,❡ ♣♦✉, ❧❡ ,♦✉3❛❣❡ ♠✉❧3✐❝❛%3 3❡❧ 9✉❡ ❧❛

%3,✉❝3✉,❡ ❞❡ ,❡❝♦✉✈,❡♠❡♥3 ❝♦♥3✐❡♥3 |CO| = k ❤✐7,❛,❝❤✐❡% ♦♣3✐9✉❡% ❡%3 ✐♥❢7,✐❡✉, ♦✉ 7❣❛❧ > k✳ ❙✬✐❧

❡①✐%3❡ ✉♥ ❛,❝ ❝♦♠♠✉♥ ❛✉① k ❤✐7,❛,❝❤✐❡% ♦♣3✐9✉❡%✱ ❛❧♦,% ❧❡ ♥♦♠❜,❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉,% ❞✬♦♥❞❡ ♥7❝❡%%❛✐,❡

✾✽



❡!" ❛✉ ♠♦✐♥! )❣❛❧ , k✳ ➚ ❧✬♦♣♣♦!)✱ !✐ ❡❧❧❡! ♥❡ ❝♦♥"✐❡♥♥❡♥" ❛✉❝✉♥ ❛3❝ ❡♥ ❝♦♠♠✉♥ ❛❧♦3! ❧❡ ♥♦♠❜3❡

♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉3! ❞✬♦♥❞❡ ❡!" )❣❛❧ , 1✳ ▲❡ ❝♦7" "♦"❛❧ ❞✉ 3♦✉"❛❣❡ ❡!" )❣❛❧ , ❧❛ !♦♠♠❡ ❞❡! ❝♦7"!

❞❡! ❛3❝! ❛♣♣❛3"❡♥❛♥" ❛✉① ❤✐)3❛3❝❤✐❡! ♦♣"✐:✉❡! ✐♠♣❧✐:✉)❡! ❞❛♥! ❝❡ 3♦✉"❛❣❡✳ ❆✐♥!✐✱ ♥♦✉! ❛✈♦♥! ✿

c(CO(RM)) =
k

∑

i=1

c(COi) =
k

∑

i=1

∑

a∈COi

c(a)

◆♦✉! ✐♥"3♦❞✉✐!♦♥! ✉♥ ♣3♦❜❧?♠❡ ❣)♥)3✐:✉❡ ❛✉① ❞❡✉① "②♣❡! ❞❡ !"3✉❝"✉3❡! ♣3)❝)❞❡♠♠❡♥" ❞)✜♥✐! ✿

❉!✜♥✐%✐♦♥ ✹✳✷✳✸✳ ➱!❛♥! ❞♦♥♥& ✉♥ ❣)❛♣❤❡ ❝♦♥♥❡①❡ ♦)✐❡♥!& ❡! ❛)0!❡✲♣♦♥❞&)&❡ G = (VG, EG) ❡! ✉♥❡

)❡2✉0!❡ ♠✉❧!✐❝❛5! RM = (s,D)✱ ❧❡ ♣)♦❜❧8♠❡ ▼✐♥✐♠✉♠ ❲❛✈❡❧❡♥❣❤ ❘♦✉!✐♥❣ ❙!)✉❝!✉)❡ ✭▼❲❘❙✮

❝♦♥5✐5!❡ @ !)♦✉✈❡) ✉♥ ❡♥5❡♠❜❧❡ ❞❡ ❤✐&)❛)❝❤✐❡5 ♦♣!✐2✉❡5 ❝♦✉✈)❛♥! ❧❡5 5♦♠♠❡!5 ❞❡ D ❞❛♥5 G 2✉✐

)❡5♣❡❝!❡ ❧❡5 ❝♦♥!)❛✐♥!❡5 ♦♣!✐2✉❡5 ❞&❝)✐!❡5 ♣)&❝&❞❡♠♠❡♥! ❡! !❡❧ 2✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜)❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉)5 ❞✬♦♥❞❡

5♦✐! ♠✐♥✐♠✉♠✳ ❙✐ ♣❧✉5✐❡✉)5 5♦❧✉!✐♦♥5 ❛❞♠❡!!❡♥! ❧❡ ♠0♠❡ ♥♦♠❜)❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉)5 ❞✬♦♥❞❡✱

❛❧♦)5 ♥♦✉5 5&❧❡❝!✐♦♥♥♦♥5 ❧❛ 5♦❧✉!✐♦♥ ❛②❛♥! ✉♥ ❝♦D! ♠✐♥✐♠✉♠✳

❙♦✐" D = VG − {s} ✉♥❡ 3❡:✉C"❡ ♠✉❧"✐❝❛!"✳ ❙✐ ❧❡ ❣3❛♣❤❡ ❡!" ❤❛♠✐❧"♦♥✐❡♥ , ♣❛3"✐3 ❞❡ s ❛❧♦3! ✐❧ ❡!"

♣♦!!✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦✉✈3✐3 "♦✉! ❧❡! !♦♠♠❡"! ❞❡ G ❡♥ ✉"✐❧✐!❛♥" ✉♥❡ !❡✉❧❡ ❧♦♥❣✉❡✉3 ❞✬♦♥❞❡✳ ❊♥ ❡✛❡"✱ ♣❛3

❞)✜♥✐"✐♦♥✱ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❤❛♠✐❧"♦♥✐❡♥ ♣❛!!❡ ✉♥❡ !❡✉❧❡ ❢♦✐! ♣❛3 "♦✉! ❧❡! !♦♠♠❡"! ❞❡ G✳ ❙✐ ❧❡ ❣3❛♣❤❡

♥✬❡!" ♣❛! ❤❛♠✐❧"♦♥✐❡♥ ❛❧♦3! ✐❧ ❡!" ♣❛3❢♦✐! ♣♦!!✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦✉✈3✐3 ❧❡! !♦♠♠❡"! ❞❡ G ❡♥ ✉"✐❧✐!❛♥" ✉♥❡

❧♦♥❣✉❡✉3 ❞✬♦♥❞❡✳ ❊♥ ❡✛❡"✱ ♦♥ ♣❡✉" ♣❛!!❡3 ♣❧✉!✐❡✉3! ❢♦✐! ♣❛3 ✉♥ !♦♠♠❡" !❛♥! ❡♠♣3✉♥"❡3 ❧❡! ❛3C"❡!

♣❧✉! ❞✬✉♥❡ ❢♦✐!✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥"3❡ ❧❛ ✜❣✉3❡ ✹✳✸❛✳

❉✐✈✐!♦♥! ❧❡ !♦♠♠❡" a ❡♥ !♦♠♠❡"! a1 ❡" a2 "♦✉! ❞❡✉① 3❡❧✐)! ♣❛3 ✉♥ ❛3❝ ❛❧❧❛♥" ❞❡ a1 , a2✳ ▲❡!

!✉❝❝❡!!❡✉3! ❞❡ a ❞❡✈✐❡♥♥❡♥" !✉❝❝❡!!❡✉3! ❞❡ a2 ❡" ❧❡! ♣3)❞)❝❡!!❡✉3! ❞❡ a ❞❡✈✐❡♥♥❡♥" ♣3)❞)❝❡!✲

!❡✉3! ❞❡ a1 ❡" ♦♥ ❛❥♦✉"❡ ✉♥ ❛3❝ ❛❧❧❛♥" ❞✉ !♦♠♠❡" a1 ❛✉ !♦♠♠❡" a2 ✭✜❣✉3❡ ✹✳✸❜✮✳ N❛!!❡3 m ❢♦✐!

♣❛3 ❧❡ !♦♠♠❡" a ❞✉ ❣3❛♣❤❡ G 3❡✈✐❡♥" , ♣❛!!❡3 m ❢♦✐! ♣❛3 ❧✬❛3❝ (a1, a2) ❞❛♥! ❧❡ ❣3❛♣❤❡ G′
✳ N❛3

❝♦♥!):✉❡♥"✱ ❧❡ ❣3❛♣❤❡ G′
♣❡✉" C"3❡ ❝♦✉✈❡3" , ♣❛3"✐3 ❞❡ ❧❛ !♦✉3❝❡ s ❡♥ ✉"✐❧✐!❛♥" ✉♥❡ !❡✉❧❡ ❧♦♥❣✉❡✉3

❞✬♦♥❞❡ !✐ ❡" !❡✉❧❡♠❡♥" !✐ ❧❡ ❣3❛♣❤❡ G ♣❡✉" C"3❡ ❝♦✉✈❡3" ❡♥ ♣❛!!❛♥" ✉♥❡ !❡✉❧❡ ❢♦✐! ♣❛3 ❧❡ !♦♠♠❡" a✳

❈♦♥!"3✉✐!♦♥! ❧❡ ❣3❛♣❤❡ G′′
❡♥ ❛♣♣❧✐:✉❛♥" ❧❛ ♠C♠❡ ♦♣)3❛"✐♦♥ , "♦✉! ❧❡! !♦♠♠❡"! ❞❡ G ♠✐!❡ , ♣❛3"

❧❛ !♦✉3❝❡✳ ▲❡ ❣3❛♣❤❡ G′′
♣❡✉" C"3❡ ❝♦✉✈❡3" ❡♥ ✉"✐❧✐!❛♥" ✉♥❡ !❡✉❧❡ ❧♦♥❣✉❡✉3 ❞✬♦♥❞❡ !✐ ❡" !❡✉❧❡♠❡♥"

!✐ ❧❡ ❣3❛♣❤❡ G ♣❡✉" C"3❡ ❝♦✉✈❡3" ❡♥ ♣❛!!❛♥" ✉♥❡ !❡✉❧❡ ❢♦✐! ♣❛3 !❡! !♦♠♠❡"! ✭!✐ ❝❤❡♠✐♥ ❤❛♠✐❧"♦♥✐❡♥

♦3✐❡♥") ❡①✐!"❡✮✳

❚❤!♦-.♠❡ ✹✳✷✳✶✳ ❙♦✐! k ✉♥ ❡♥!✐❡) 5!)✐❝!❡♠❡♥! ♣♦5✐!✐❢✳ ❙✐ P 6= NP ✱ ❛❧♦)5 ✐❧ ♥✬❡①✐5!❡ ♣❛5 ❞✬❛❧✲

❣♦)✐!❤♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞&❝✐❞❛♥! 5✐ W ∗ ≤ k✱ ♦F W ∗
❡5! ❧❡ ♥♦♠❜)❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉)5 ❞✬♦♥❞❡

♥&❝❡55❛✐)❡ ♣♦✉) ✉♥❡ )❡2✉0!❡ ♠✉❧!✐❝❛5! ❞♦♥♥&❡✳

❉&♠♦♥5!)❛!✐♦♥✳ ◆♦✉! 3)❞✉✐!♦♥! ❧❡ ♣3♦❜❧?♠❡ ❝❤❡♠✐♥ ❤❛♠✐❧"♦♥✐❡♥ ♦3✐❡♥") ❬●❏✼✾❪ ❛✉ ♣3♦❜❧?♠❡

▼❲❘❙✳ ❈♦♥!✐❞)3♦♥! ✉♥ ❣3❛♣❤❡ ❝♦♥♥❡①❡ ♦3✐❡♥")❡ ❡" ❛3C"❡✲♣♦♥❞)3) G = (VG, EG)✳ ◆♦✉! ❝♦♥!"3✉✐✲

!♦♥! ❧❡ ❣3❛♣❤❡ G′ = (VG′ , EG′) "❡❧ :✉❡ ❝❤❛:✉❡ !♦♠♠❡" ❞❡ v ∈ VG ❝♦33❡!♣♦♥❞ , ❞❡✉① !♦♠♠❡"!

v1 ❡" v2 ❞❛♥! VG′
✳ ❈❤❛:✉❡ ♣❛✐3❡ ❞❡ !♦♠♠❡"! ❡!" 3❡❧✐)❡ ♣❛3 ✉♥ ❛3❝ ❛❧❧❛♥" ❞❡ v1 ✈❡3! v2✳ ❈❤❛:✉❡

✾✾



d s

a

c b

✭❛✮ ▲❡ ❣&❛♣❤❡ G ❝♦✉✈❡&- ❛✈❡❝ ✉♥❡

/❡✉❧❡ ❧♦♥❣✉❡✉& ❞✬♦♥❞❡

d s

c b

a2 a1

✭❜✮ ▲❡ ❣&❛♣❤❡ G′
♥❡ ♣❡✉- 4-&❡ ❝♦✉✲

✈❡&- ♣❛& ✉♥❡ /❡✉❧❡ ❧♦♥❣✉❡✉& ❞✬♦♥❞❡

❋✐❣✉$❡ ✹✳✸ ✕ ❘❡❧❛-✐♦♥ ❡♥-$❡ ❧❡ ♣$♦❜❧2♠❡ ▼❲❘❙ ❡- ❧❡ ♣$♦❜❧2♠❡ ❝❤❡♠✐♥ ❤❛♠✐❧-♦♥✐❡♥ ♦$✐❡♥-9✳

♣$9❞9❝❡;;❡✉$ ❞❡ v ❞❡✈✐❡♥- ✉♥ ♣$9❞9❝❡;;❡✉$ ❞❡ v1 ❡- ❝❤❛=✉❡ ;✉❝❝❡;;❡✉$ ❞❡ v ❞❡✈✐❡♥- ✉♥ ;✉❝❝❡;;❡✉$

❞❡ v2✳ ◆♦✉; ❝♦♥;-$✉✐;♦♥; ❧❡ ❣$❛♣❤❡ H ❡♥ $9❛❧✐;❛♥- k ❝♦♣✐❡; ❞✉ ❣$❛♣❤❡ G′
✱ G′

1 = (VG′
1
, EG′

1
)✱

G′
2 = (VG′

2
, EG′

2
)✱ ✳✳✳✱ G′

k = (VG′
k
, EG′

k
) ❡- ❡♥ ❛❥♦✉-❛♥- ❞❡✉① ♥♦✉✈❡❛✉① ;♦♠♠❡-; s ❡- z $❡❧✐9;

♣❛$ ❧✬❛$❝ (s, z)✳ ▲❡ ;♦♠♠❡- s ❡;- ❝♦♥;✐❞9$9 ❝♦♠♠❡ 9-❛♥- ❧❛ ;♦✉$❝❡ ❞✉ $♦✉-❛❣❡ ♠✉❧-✐❝❛;-✳ ◆♦✉;

❛❥♦✉-♦♥; ✉♥❡ ❛$D-❡ ❛❧❧❛♥- ❞❡ z ✈❡$; ❧❡ ;♦♠♠❡- v1 ❞❡ ❝❤❛=✉❡ ❞✉♣❧✐❝❛-✐♦♥ ❞✉ ❣$❛♣❤❡ G′
✭✈♦✐$ ✜❣✉$❡

✹✳✹✮✳ ❊♥✜♥✱ ♣♦;♦♥; D = VG′
1
∪ VG′

2
∪ ... ∪ VG′

k
✳ ◆♦✉; ❝♦♥;-❛-♦♥; ❛❧♦$; =✉❡ H ❛❞♠❡- ✉♥ ❡♥;❡♠❜❧❡

❞❡ ❤✐9$❛$❝❤✐❡; ♦♣-✐=✉❡; ❝♦✉✈$❛♥- ❧❡; ;♦♠♠❡-; ❞❡;-✐♥❛-❛✐$❡; ❡- ✉-✐❧✐;❛♥-W ∗ ≤ k ❧♦♥❣✉❡✉$; ❞✬♦♥❞❡

;✐ ❡- ;❡✉❧❡♠❡♥- ;✐ ❧❡ ❣$❛♣❤❡ G ❝♦♥-✐❡♥- ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❤❛♠✐❧-♦♥✐❡♥ ♦$✐❡♥-9✳

◆♦-♦♥; =✉❡ ❧✬❡♥;❡♠❜❧❡ ❞❡; ;♦❧✉-✐♦♥; ♠✐♥✐♠✐;❛♥- ❧❡ ♥♦♠❜$❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉$; ❞✬♦♥❞❡ ♣❡✉- ❝♦♥-❡♥✐$

✉♥✐=✉❡♠❡♥- ❞❡; ❤✐9$❛$❝❤✐❡; ♦♣-✐=✉❡; ;✐♠♣❧❡; ♥♦♥✲9❧9♠❡♥-❛✐$❡;✳ ❊♥ ❡✛❡-✱ ❝♦♥;✐❞9$♦♥; ❧❛ -♦♣♦❧♦❣✐❡

❞♦♥♥9❡ ❞❛♥; ❧❛ ✜❣✉$❡ ✹✳✶✱ ;✉♣♣♦;♦♥; =✉❡ -♦✉; ❧❡; ❛$❝; ❛✐❡♥- ✉♥ ❝♦L- ❞❡ 1✱ =✉❡ ❧❛ ;♦✉$❝❡ ;♦✐- ❧❡

;♦♠♠❡- s ❡- =✉❡ D = VG \ {s}✳ ▲❡; ✜❣✉$❡; ✹✳✺❛ ❡- ✹✳✺❜ ✐❧❧✉;-$❡♥- $❡;♣❡❝-✐✈❡♠❡♥- ✉♥❡ ;♦❧✉-✐♦♥

♦♣-✐♠❛❧❡ H1 ❛✉ ♣$♦❜❧2♠❡ ▼❲❘❙ ❡♥ ❝♦♥;✐❞9$❛♥- ✉♥✐=✉❡♠❡♥- ❧❡; ❤✐9$❛$❝❤✐❡; ♦♣-✐=✉❡; ;✐♠♣❧❡;

♥♦♥✲9❧9♠❡♥-❛✐$❡; ❡- ✉♥❡ ;♦❧✉-✐♦♥ ♦♣-✐♠❛❧❡H2 ❡♥ ❝♦♥;✐❞9$❛♥- ✉♥✐=✉❡♠❡♥- ❧❡; ❤✐9$❛$❝❤✐❡; ♦♣-✐=✉❡;

;✐♠♣❧❡;✳ ▲❛ ;♦❧✉-✐♦♥ H1 ❡;- ❝♦♠♣♦;9❡ ❞❡ ❞❡✉① ❤✐9$❛$❝❤✐❡; ♦♣-✐=✉❡; ;✐♠♣❧❡; ♥✬❛②❛♥- ❛✉❝✉♥ ❛$❝

❡♥ ❝♦♠♠✉♥✳ ❉❛♥; ❝❡ ❝❛;✱ ✉♥❡ ;❡✉❧❡ ❧♦♥❣✉❡✉$ ❞✬♦♥❞❡ ❡;- ♥9❝❡;;❛✐$❡ ♣♦✉$ ❡✛❡❝-✉❡$ ❧❡ $♦✉-❛❣❡✳ ▲❛

❤✐9$❛$❝❤✐❡H2 ❡;- ❝♦♠♣♦;9❡ ❞❡ ❞❡✉① ❤✐9$❛$❝❤✐❡; 9❧9♠❡♥-❛✐$❡;✱ ❝❤❛❝✉♥❡ ❝♦♠♣♦;9❡ ❞❡ ❞❡✉① ❝❤❡♠✐♥;

9❧9♠❡♥-❛✐$❡;✳ ▲✬❛$❝ (s, a) ❡- ❧✬❛$❝ (s, f) ;♦♥- ❝♦♠♠✉♥; P ❞❡✉① ❞❡ ❝❡; ❝❤❡♠✐♥;✳ ❉❡✉① ❧♦♥❣✉❡✉$;

❞✬♦♥❞❡ ;♦♥- ❞♦♥❝ ♥9❝❡;;❛✐$❡; ♣♦✉$ ❡✛❡❝-✉❡$ ❧❡ $♦✉-❛❣❡✳

❘❡♠❛$=✉♦♥; 9❣❛❧❡♠❡♥- =✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜$❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉$; ❞✬♦♥❞❡ ❞✬✉♥❡ ;♦❧✉-✐♦♥ ♦♣-✐♠❛❧❡ ♣♦✉$ ❧❡ ♣$♦✲

❜❧2♠❡ ▼❲❘❙ ❡;- ❜♦$♥9 ✐♥❢9$✐❡✉$❡♠❡♥- ♣❛$ 1 ❡- ;✉♣9$✐❡✉$❡♠❡♥- ♣❛$ |VG|−2✳ ▲❛ ❜♦$♥❡ ;✉♣9$✐❡✉$❡

❡;- ♦❜-❡♥✉❡ ❞❛♥; ❧❡ ❝❛; ♦R ❧❛ $❡=✉D-❡ ♠✉❧-✐❝❛;- ❡;- ❞❡ ❧❛ ❢♦$♠❡ RM = (s,D = VG − {s, h}) ❡- ❧❡

$9;❡❛✉ ❡;- ✉♥❡ -♦♣♦❧♦❣✐❡ ❡♥ 9-♦✐❧❡ -❡❧❧❡ =✉❡ ❧❛ ;♦✉$❝❡ ❡;- ❧✬✉♥❡ ❞❡ ;❡; ❢❡✉✐❧❧❡; ✭✈♦✐$ ✜❣✉$❡ ✹✳✻❜✮✳

▲❡ ♥♦♠❜$❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉$; ❞✬♦♥❞❡ ♥9❝❡;;❛✐$❡ ♣♦✉$ ❧❡ $♦✉-❛❣❡ ❡;- ❛❧♦$; 9❣❛❧ ❛✉ ♥♦♠❜$❡ ❞❡; ;♦♠♠❡-;

❞❡;-✐♥❛-✐♦♥; ✭|VG| − 2✮✳

✶✵✵
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✭❛✮ ▲❡ ❣&❛♣❤❡ G

d2 d1 e2e1

c2 c1 b1b2

a2 a1

✭❜✮ ▲❡ ❣&❛♣❤❡ G′

d2 d1 e2e1

c2 c1 b1b2

a2 a1

z

d2 d1 e2e1

c2 c1 b1b2

a2 a1

z

d2 d1 e2e1

c2 c1 b1b2

a2 a1

z

s

✭❝✮ ▲❡ ❣&❛♣❤❡ H

❋✐❣✉$❡ ✹✳✹ ✕ ❚$❛♥,❢♦$♠❛0✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❞✉ ❣$❛♣❤❡ G ♣♦✉$ k = 3

▲❡ ♣♦,✐0✐♦♥♥❡♠❡♥0 ❞❡ ❧❛ ,♦✉$❝❡ ❞❛♥, ❧❡ $8,❡❛✉ ♣❡✉0 ❞♦♥❝ ✐♥✢✉❡$ ❢♦$0❡♠❡♥0 ❧❡ ♥♦♠❜$❡ ❞❡ ❧♦♥✲

❣✉❡✉$, ❞✬♦♥❞❡ ♥8❝❡,,❛✐$❡ ♣♦✉$ ❡✛❡❝0✉❡$ ❧❡ $♦✉0❛❣❡✳ ❉❛♥, ✉♥❡ ♠?♠❡ 0♦♣♦❧♦❣✐❡ ❡♥ 80♦✐❧❡ ✭✜❣✉$❡

✹✳✻✮ ❡0 ♣♦✉$ ✉♥❡ $❡D✉?0❡ ♠✉❧✐❝❛,0 ✭RM = (s,D = VG \ {s})✮✱ ❧❡ ♣♦,✐0✐♦♥♥❡♠❡♥0 ❞❡ ❧❛ ,♦✉$❝❡

❝❤❛♥❣❡ $❛❞✐❝❛❧❡♠❡♥0 ❧❡ ♥♦♠❜$❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉$, ❞✬♦♥❞❡✳ ❉❛♥, ❧❡ ❣$❛♣❤❡ ✐❧❧✉,0$8 ♣❛$ ❧❛ ✜❣✉$❡ ✹✳✻❛✱

❝❡ ♥♦♠❜$❡ ❡,0 8❣❛❧ F 1 ❡0 ❞❛♥, ❧❡ ❣$❛♣❤❡ ✐❧❧✉,0$8 ♣❛$ ❧❛ ✜❣✉$❡ ✹✳✻❜✱ ❝❡ ♥♦♠❜$❡ ❛00❡✐♥0 |VG| − 2✳

▲❡ ♣$♦❜❧G♠❡ ▼❲❘❙✱ 0❡❧ D✉❡ ♥♦✉, ❧✬❛✈♦♥, ❞8✜♥✐✱ ,8❧❡❝0✐♦♥♥❡ ♣❛$♠✐ 0♦✉0❡, ❧❡, ,♦❧✉0✐♦♥, ♠✐♥✐♠✐,❛♥0

❧❡ ♥♦♠❜$❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉$, ❞✬♦♥❞❡ ❝❡❧❧❡ ❛②❛♥0 ✉♥ ❝♦M0 ♠✐♥✐♠✉♠✳ ◆♦0♦♥, D✉❡ ❧❡ ❝♦M0 ❞✬✉♥❡ ,♦❧✉0✐♦♥

♦♣0✐♠❛❧❡ ♣♦✉$ ❧❡ ♣$♦❜❧G♠❡ ▼❲❘❙ ♣❡✉0 ?0$❡ ❧❛$❣❡♠❡♥0 ,✉♣8$✐❡✉$ F ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ,♦❧✉0✐♦♥ D✉✐

♠✐♥✐♠✐,❡ ✉♥✐D✉❡♠❡♥0 ❧❡ ❝♦M0✳ O♦✉$ ❧✬✐♥,0❛♥❝❡ G ✐❧❧✉,0$8❡ ♣❛$ ❧❛ ✜❣✉$❡ ✹✳✼ ❡0 ❧❛ $❡D✉?0❡ RM =

(r,D = VG \ r)✱ ❧❛ ,♦❧✉0✐♦♥ H1 ♦♣0✐♠❛❧❡ ♣♦✉$ ❧❡ ♣$♦❜❧G♠❡ ▼❲❘❙ ♥8❝❡,,✐0❡ ✉♥❡ ,❡✉❧❡ ❧♦♥❣✉❡✉$

❞✬♦♥❞❡ ✭✜❣✉$❡ ✹✳✼❛✮ ♠❛✐, ❛ ✉♥ ❝♦M0 ❛$❜✐0$❛✐$❡♠❡♥0 ,✉♣8$✐❡✉$ F ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ,♦❧✉0✐♦♥ H2 ✭D✉✐ ♥✬❡,0

♣❛, ♦♣0✐♠❛❧❡ ♣♦✉$ ❧❡ ♣$♦❜❧G♠❡ ▼❲❘❙✮✱ ,✐ M ❡,0 ❣$❛♥❞✳

✶✵✶
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❜❧/♠❡ ▼❲❘❙ ❡♥ ✉'✐❧✐4❛♥'

❍❖❊✳

❋✐❣✉,❡ ✹✳✺ ✕ ❙♦❧✉4✐♦♥ ♣♦✉, ❧❡ ♣,♦❜❧7♠❡ ▼❲❘❙ ❡♥ ✉4✐❧✐%❛♥4 ❧❡% %4,✉❝4✉,❡% ❍❖❙ ❡4 ❍❖❊✳
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e

h b

df

✭❛✮ ❯♥ +♦✉'❛❣❡ ♥;❝❡44✐'❛♥' ✉♥❡

4❡✉❧❡ ❧♦♥❣✉❡✉+ ❞✬♦♥❞❡✳

f b

s

d

j a

ce

h

✭❜✮ ❯♥ +♦✉'❛❣❡ ♥❡❝❡44✐'❛♥'

|VG| − 2 ❧♦♥❣✉❡✉+4 ❞✬♦♥❞❡✳

❋✐❣✉,❡ ✹✳✻ ✕ ❘❡❝♦✉✈,❡♠❡♥4 ❞✬✉♥❡ B4♦✐❧❡ ♣❛, ✉♥❡ ❤✐B,❛,❝❤✐❡

✹✳✸ ❋♦%♠✉❧❛*✐♦♥ -▲◆❊ ❞✉ ♣%♦❜❧4♠❡ ▼❲❘❙

❉❛♥% ❝❡ D✉✐ %✉✐4✱ ♥♦✉% ❝♦♠♣❛,♦♥% ❧❛ ♣❡,❢♦,♠❛♥❝❡ ❞❡% %♦❧✉4✐♦♥% ❜❛%B❡% %✉, ❧❡% ❝❤❡♠✐♥% B❧B♠❡♥4❛✐,❡%

✭❍❖❊✮ ❡4 ❝❡❧❧❡% ❜❛%B❡% %✉, ❧❡% ❝❤❡♠✐♥% %✐♠♣❧❡% ✭❍❖❙✮✳ H♦✉, ❝❡❧❛✱ ♥♦✉% ❝♦♠♠❡♥I♦♥% ♣❛, ❞✐✈✐%❡,

❧❡ ♣,♦❜❧7♠❡ ▼❲❘❙ ❡♥ ❞❡✉① %♦✉%✲♣,♦❜❧7♠❡% ✿ ❧❡ ♣,♦❜❧7♠❡ ▼❲❘❙✲❍❖❊✱ ❞❛♥% ❧❡D✉❡❧ ❧❡% %♦❧✉4✐♦♥%

%♦♥4 ❞❡% ❤✐B,❛,❝❤✐❡% ♦♣4✐D✉❡% B❧B♠❡♥4❛✐,❡% ❡4 ❧❡ ♣,♦❜❧7♠❡ ▼❲❘❙✲❍❖❙ ❞❛♥% ❧❡D✉❡❧ ❧❡% %♦❧✉4✐♦♥%

%♦♥4 ❞❡% ❤✐B,❛,❝❤✐❡% ♦♣4✐D✉❡% %✐♠♣❧❡%✳ ◆♦✉% ♣,♦♣♦%♦♥% ✉♥❡ ❢♦,♠✉❧❛4✐♦♥ ❡♥ ♣,♦❣,❛♠♠❡ ❧✐♥B❛✐,❡ ❡♥

♥♦♠❜,❡% ❡♥4✐❡,% ❞✉ ♣,♦❜❧7♠❡ ▼❲❘❙✲❍❖❙ ✭❡4 ♥♦✉% ❡♥ ❞B❞✉✐%♦♥% ❝❡❧❧❡ ❞✉ ▼❲❘❙✲❍❖❊✮✳ ❈♦♠♠❡

♣♦✉, ❧❡% ♣,♦❜❧7♠❡% B4✉❞✐B% ❞❛♥% ❧❡% ❞❡✉① ❝❤❛♣✐4,❡% ♣,B❝B❞❡♥4%✱ ❧❛ ❝♦♥♥❡①✐4B ❡%4 ❣❛,❛♥4✐❡ ❣,O❝❡

P ✉♥❡ ❢♦,♠✉❧❛4✐♦♥ ❜❛%B❡ %✉, ❞❡% ✢♦4%✳ ▲❡ H▲◆❊ ❞✉ ♣,♦❜❧7♠❡ ▼❲❘❙✲❍❖❙ %❡ ♣,B%❡♥4❡ ❝♦♠♠❡

%✉✐4 ✿

▲❡" ♣❛%❛♠'(%❡" ✿

✶✵✷
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✭❛✮ ❙♦❧✉'✐♦♥ ♦♣'✐♠❛❧❡ H1 ♣♦✉- ❧❡

♣-♦❜❧/♠❡ ▼❲❘❙

s

a

✶

c

✶

b

✶

M

✭❜✮ ❙♦❧✉'✐♦♥ H2 ♠✐♥✐♠✐3❛♥' ✉♥✐✲

5✉❡♠❡♥' ❧❡ ❝♦7'

❋✐❣✉$❡ ✹✳✼ ✕ ▼✐♥✐♠✐-❡$ ❧❡ ♥♦♠❜$❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉$- ❞✬♦♥❞❡ ♥3❝❡--❛✐$❡ ❛✉ $♦✉6❛❣❡ ♣❡✉6 ❛✉❣♠❡♥6❡$

❝♦♥-✐❞3$❛❜❧❡♠❡♥6 ❧❡ ❝♦86✳

✕ G = (VG, EG) ✿ ▲❡ ❣$❛♣❤❡ ♦$✐❡♥63 ❛$<6❡ ♣♦♥❞3$3❡ ♠♦❞3❧✐-❛♥6 ❧❡ $3-❡❛✉ ♦♣6✐=✉❡✳

✕ W ✿ ▲✬❡♥-❡♠❜❧❡ ❞❡- ❧♦♥❣✉❡✉$- ❞✬♦♥❞❡ =✉✐ ♣❡✉6 6$❛♥-✐6❡$ ❞❛♥- ❝❤❛=✉❡ ❛$❝✳

✕ ∆ ✿ ❯♥ ❡♥6✐❡$ ♣♦-✐6✐❢ 6❡❧ =✉❡ ∆ > |VG| ·
∑

(u,v)∈EG

cu,v✳

✕ In(u) ✿ ▲✬❡♥-❡♠❜❧❡ ❞❡- -♦♠♠❡6- ♣$3❞3❝❡--❡✉$- ❞✉ -♦♠♠❡6 u ∈ VG✳

✕ Out(u) ✿ ▲✬❡♥-❡♠❜❧❡ ❞❡- -♦♠♠❡6- -✉❝❝❡--❡✉$- ❛✉ -♦♠♠❡6 u ∈ VG✳

✕ (s,D) ✿ ❯♥❡ $❡=✉<6❡ ♠✉❧6✐❝❛-6 -♣3❝✐✜❛♥6 ❧❡ -♦♠♠❡6 -♦✉$❝❡ ✭3♠❡66❡✉$✮ ❡6 ❧❡- -♦♠♠❡6-

❞❡-6✐♥❛6✐♦♥-✳

✕ d−(u) ✿ ▲❡ ♥♦♠❜$❡ ❞❡ -♦♠♠❡6- ♣$3❞3❝❡--❡✉$- ❛✉ -♦♠♠❡6 u✳

✕ d+(u) ✿ ▲❡ ♥♦♠❜$❡ ❞❡ -♦♠♠❡6- -✉❝❝❡--❡✉$- ❞✉ -♦♠♠❡6 u✳

✕ a(u, v) ✿ ▲✬❛$❝ ❛❧❧❛♥6 ❞❡ u ✈❡$- ❧❡ -♦♠♠❡6 v✳

✕ c(u, v) ✿ ▲❡ ❝♦86 ❞❡ ❧✬❛$❝ (u, v)✳

❱❛"✐❛❜❧❡' ❞✉ *▲◆❊ ✿

✕ Lγ(u, v) ✿ ❱❛$✐❛❜❧❡ ❜✐♥❛✐$❡✳ ➱❣❛❧❡ F 1 -✐ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉$ ❞✬♦♥❞❡ γ ❡-6 ✉6✐❧✐-3❡ ❞❛♥- ❧✬❛$❝ a(u, v)✱

0 -✐♥♦♥✳

✕ F γ(u, v) ✿ ❱❛$✐❛❜❧❡ ❡♥6✐H$❡ ❞❡ ✢♦6 $❡♣$3-❡♥6❛♥6 ❧❛ =✉❛♥6✐63 ❞❡ ✢♦6 6$❛♥-✐6❛♥6 -✉$ ❧✬❛$❝ (u, v)

❡6 ✉6✐❧✐-❛♥6 ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉$ ❞✬♦♥❞❡ γ✳

✕ w(γ) ✿ ❱❛$✐❛❜❧❡ ❜✐♥❛✐$❡✳ ➱❣❛❧❡ F 1 -✐ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉$ ❞✬♦♥❞❡ γ ❡-6 ✉6✐❧✐-3❡ ❞❛♥- ❛✉ ♠♦✐♥- ✉♥

❝❤❡♠✐♥✱ 0 -✐♥♦♥✳

❋♦"♠✉❧❛2✐♦♥ ❞✉ *▲◆❊

▲✬♦❜❥❡❝6✐❢ ♣$✐♥❝✐♣❛❧ ❡-6 ❞❡ ♠✐♥✐♠✐-❡$ ❧❡ ♥♦♠❜$❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉$- ❞✬♦♥❞❡ ♥3❝❡--❛✐$❡ ❛✜♥ ❞✬❛66❡✐♥❞$❡

6♦✉6❡- ❧❡- ❞❡-6✐♥❛6✐♦♥- F ♣❛$6✐$ ❞❡ ❧❛ -♦✉$❝❡✳ ▲✬♦❜❥❡❝6✐❢ -❡❝♦♥❞ ❡-6 ❞❡ ❝❤♦✐-✐$ ♣❛$♠✐ 6♦✉6❡- ❧❡-

-♦❧✉6✐♦♥- ❛②❛♥6 ✉♥ ♥♦♠❜$❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉$- ❞✬♦♥❞❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❝❡❧❧❡ ❛②❛♥6 ❧❡ ❝♦86 ❧❡ ♣❧✉- ❢❛✐❜❧❡✳ ❆✜♥ ❞❡

$❡-♣❡❝6❡$ ❧✬♦$❞$❡ ❞❡- ♦❜❥❡❝6✐❢-✱ ♥♦✉- ❛66$✐❜✉♦♥- ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥6 ✐♠♣♦$6❛♥6 ∆ F ❧❛ ♠✐♥✐♠✐-❛6✐♦♥ ❞✉

♥♦♠❜$❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉$- ❞✬♦♥❞❡ ♣❛$ $❛♣♣♦$6 F ❧❛ ♠✐♥✐♠✐-❛6✐♦♥ ❞✉ ❝♦86 ❞❛♥- ❧❛ ❢♦♥❝6✐♦♥ ♦❜❥❡❝6✐✈❡✳

❈❡❧❧❡✲❝✐ ❡-6 ❡①♣$✐♠3❡ ❝♦♠♠❡ -✉✐6 ✿

✶✵✸



Minimiser : ∆ ·
∑

γ∈W

w(γ) +
∑

γ∈W

∑

v∈VG

∑

u∈Out(v)

cu,v · L
γ(u, v) ✭✹✳✶✮

▲❡' ❝♦♥+,❛✐♥+❡' ❞✉ 1▲◆❊ '❡ ♣,5'❡♥+❡♥+ ❝♦♠♠❡ '✉✐+ ✿

❈♦♥#$❛✐♥#❡( ❧✐*❡( + ❧❛ (#$✉❝#✉$❡ ❍❖❙ ✿

❈♦♥+,❛✐♥+❡' '✉, ❧❛ '♦✉,❝❡ ✿

∑

γ∈W

∑

u∈In(s)

Lγ(u, s) = 0 ✭✹✳✷✮

1 ≤
∑

γ∈W

∑

v∈Out(s)

Lγ(s, u) ≤ |D| ✭✹✳✸✮

▲❛ ❝♦♥+,❛✐♥+❡ ✭✹✳✷✮ ❛''✉,❡ <✉❡ ❧❡ '♦♠♠❡+ '♦✉,❝❡ s ♥❡ ♣❡✉+ ❛✈♦✐, ❛✉❝✉♥ ♣,5❞5❝❡''❡✉,✳ ❊♥ ❡✛❡+✱

✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ♣❛''❛♥+ ❞❡✉① ❢♦✐' ♣❛, ❧❛ '♦✉,❝❡ ♣❡✉+ C+,❡ ❞✐✈✐'5 ❡♥ ❞❡✉① ❝❤❡♠✐♥' ❡♥ '✉♣♣,✐♠❛♥+ ❧✬❛,❝

,❡❧✐❛♥+ ❧❛ '♦✉,❝❡ E '♦♥ ♣,5❞5❝❡''❡✉, ✭✜❣✉,❡ ✹✳✽✮✳ ▲❛ ❝♦♥+,❛✐♥+❡ ✭✹✳✸✮ ❛''✉,❡ <✉❡ ❧❛ '♦✉,❝❡ ❞♦✐+

❛✈♦✐, ❛✉ ♠♦✐♥' ✉♥ '✉❝❝❡''❡✉,✳ ▲❡ ♥♦♠❜,❡ ❞❡ '❡' '✉❝❝❡''❡✉,' ♥❡ ❞♦✐+ ♥❛+✉,❡❧❧❡♠❡♥+ ♣❛' ❞5♣❛''❡,

❧❡ ♥♦♠❜,❡ ❞❡ '♦♠♠❡+' ❞❡'+✐♥❛+✐♦♥' |D|✳

c

s

b a

✭❛✮ ❙♦❧✉'✐♦♥ ❞❛♥+

❧❛,✉❡❧❧❡ ❧❛ +♦✉.❝❡

❛ ✉♥ ♣.1❞1❝❡++❡✉.

c

s

b a

✭❜✮ ❙♦❧✉'✐♦♥ ❞❛♥+

❧❛,✉❡❧❧❡ ❧❛ +♦✉.❝❡

♥✬❛ ♣❛+ ❞❡ ♣.1❞1✲

❝❡++❡✉.

❋✐❣✉,❡ ✹✳✽ ✕ ❉❛♥' ✉♥❡ '♦❧✉+✐♦♥ ♦♣+✐♠❛❧❡ ♣♦✉, ❧❡ ♣,♦❜❧M♠❡ ▼❲❘❙✲❍❖❙✱ ❧❛ '♦✉,❝❡ ♥✬❛ ♣❛' ❞❡

♣,5❞5❝❡''❡✉,✳

❈♦♥+,❛✐♥+❡' '✉, ❧❡' '♦♠♠❡+' ❞❡'+✐♥❛+✐♦♥' ✿

1 ≤
∑

γ∈W

∑

u∈In(d)

Lγ(u, d) ≤ |D| − 1, ∀d ∈ D ✭✹✳✹✮

▲❛ ❝♦♥+,❛✐♥+❡ ✭✹✳✹✮ ❛''✉,❡ <✉❡ ❝❤❛<✉❡ '♦♠♠❡+ ❞❡'+✐♥❛+✐♦♥ ❡'+ ✈✐'✐+5 ❛✉ ♠♦✐♥' ✉♥❡ ❢♦✐' ❡+ ❛✉ ♣❧✉'

|D| − 1 ❢♦✐' ♣❛, ❧❛ ❤✐5,❛,❝❤✐❡ ♦♣+✐<✉❡ '✐♠♣❧❡ ♦♣+✐♠❛❧❡✳

✶✵✹



∑

v∈Out(u)

Lγ(u, v) ≤
∑

v∈In(u)

Lγ(v, u), ∀γ ∈ W, ∀m ∈ D ✭✹✳✺✮

▲❡' '♦♠♠❡*' ❞❡'*✐♥❛*✐♦♥' ♣❡✉✈❡♥* 2*3❡ ❞❡' ❢❡✉✐❧❧❡' ♠❛✐' 6❣❛❧❡♠❡♥* ❞❡' '♦♠♠❡*' ✐♥*❡3♥❡' *3❛✈❡3'6'

✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉'✐❡✉3' ❢♦✐'✳ ▲❡ 36'❡❛✉ 6*❛♥* ❞6♣♦✉3✈✉ ❞❡ '✇✐*❝❤' ❖❳❈✲▼■✱ ❧❛ ❝♦♥*3❛✐♥*❡ ✭✹✳✺✮ ❛''✉3❡

B✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜3❡ ❞✬❛3❝' '♦3*❛♥*' ❞✬✉♥ '♦♠♠❡* ♥❡ ❞♦✐* ♣❛' ❡①❝6❞❡3 ❧❡ ♥♦♠❜3❡ ❞✬❛3❝' 3❡♥*3❛♥*' ❞❛♥'

❝❡❧✉✐✲❝✐✳

❈♦♥*3❛✐♥*❡' '✉3 ❧❡' '♦♠♠❡*' ♥♦♥✲❞❡'*✐♥❛*✐♦♥' ✿

∑

v∈Out(u)

Lγ(u, v) =
∑

v∈In(u)

Lγ(v, u), ∀γ ∈ W, ∀u ∈ VG \ (s ∪D) ✭✹✳✻✮

▲❛ ❝♦♥*3❛✐♥*❡ ✭✹✳✻✮ ❛''✉3❡ B✉❡ ❧❡' '♦♠♠❡*' ♥✬❛♣♣❛3*❡♥❛♥* ♣❛' H ❧✬❡♥'❡♠❜❧❡ ❞❡' '♦♠♠❡*' ❞❡'*✐✲

♥❛*✐♦♥' ♣❡✉✈❡♥* 2*3❡ ✈✐'✐*6' ♣❧✉'✐❡✉3' ❢♦✐' ♠❛✐' ♥❡ ♣❡✉✈❡♥* '❡3✈✐3 B✉❡ ❞✬✐♥*❡3♠6❞✐❛✐3❡'✳ ❆✐♥'✐✱ ❧❡

♥♦♠❜3❡ ❞✬❛3❝' '♦3*❛♥*' ❞✬✉♥ *❡❧ '♦♠♠❡* ❡'* 6❣❛❧ ❛✉ ♥♦♠❜3❡ ❞❡ '❡' ❛3❝' 3❡♥*3❛♥*'✳

❘❡❧❛*✐♦♥ ❡♥*3❡ Lγ(m,n) ❡* w(γ) ✿

w(γ) ≥ Lγ(u, v), ∀u, v ∈ VG, ∀γ ∈ W ✭✹✳✼✮

w(γ) ≤
∑

u∈VG

∑

v∈VG

Lγ(u, v), ∀γ ∈ W ✭✹✳✽✮

▲❡' ❝♦♥*3❛✐♥*❡' ✭✹✳✼✮ ❡* ✭✹✳✽✮ ❣❛3❛♥*✐''❡♥* B✉✬✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉3 ❞✬♦♥❞❡ γ ❡'* ✉*✐❧✐'6❡ ❞❛♥' ❧❛ ❤✐63❛3❝❤✐❡

♦♣*✐B✉❡ ♦♣*✐♠❛❧❡ '✐ ❡* '❡✉❧❡♠❡♥* '✐ ❝❡**❡ ❧♦♥❣✉❡✉3 ❞✬♦♥❞❡ ❡'* ✉*✐❧✐'6❡ '✉3 ❛✉ ♠♦✐♥' ✉♥ ❛3❝✳

❈♦♥#$❛✐♥#❡( ❞❡ ❝♦♥♥❡①✐#,

❈♦♥*3❛✐♥*❡ ❞❡ ✢♦* ♣♦✉3 ❧❛ '♦✉3❝❡ ✿

∑

γ∈W

∑

v∈Out(s)

F γ(s, v) = |D| ✭✹✳✾✮

▲❛ ❝♦♥*3❛✐♥*❡ ✭✹✳✾✮ ✐♥❞✐B✉❡ B✉❡ ❧❛ B✉❛♥*✐*6 ❞❡ ✢♦* 6♠✐'❡ ♣❛3 ❧❛ '♦✉3❝❡ ❡'* 6❣❛❧❡ ❛✉ ♥♦♠❜3❡ ❞❡

❞❡'*✐♥❛*✐♦♥' ❞❡ ❧❛ 3❡B✉2*❡ ♠✉❧*✐❝❛'*✳

❈♦♥*3❛✐♥*❡ ❞❡ ✢♦* '✉3 ❧❡' '♦♠♠❡*' ❞❡'*✐♥❛*✐♦♥' ✿

∑

γ∈W

∑

v∈In(d)

F γ(n, d) =
∑

γ∈W

∑

v∈Out(d)

F γ(d, v) + 1, ∀d ∈ D ✭✹✳✶✵✮

∑

v∈In(d)

F γ(v, d)− 1 ≤
∑

v∈Out(d)

F γ(d, v) ≤
∑

v∈In(d)

F γ(v, d), ∀γ ∈ W, ∀d ∈ D ✭✹✳✶✶✮

▲❡' ❝♦♥*3❛✐♥*❡' ✭✹✳✶✵✮ ❡* ✭✹✳✶✶✮ ❛''✉3❡♥* B✉✬✉♥❡ ✉♥✐*6 ❞❡ ✢♦* ❞♦✐* 2*3❡ ❝♦♥'♦♠♠6❡ ♣❛3 ❝❤❛B✉❡

'♦♠♠❡* ❞❡'*✐♥❛*✐♦♥✳ ❈❡**❡ ❝♦♥*3❛✐♥*❡ ❣❛3❛♥*✐* B✉❡ ❝❤❛B✉❡ '♦♠♠❡* ❞❡'*✐♥❛*✐♦♥ ❡'* ❜✐❡♥ 3❛**❛❝❤6

❛✉ '♦♠♠❡* '♦✉3❝❡✳

❈♦♥*3❛✐♥*❡' ❞❡ ✢♦* '✉3 ❧❡' '♦♠♠❡*' ♥♦♥✲❞❡'*✐♥❛*✐♦♥' ✿

✶✵✺



∑

v∈In(u)

F γ(v, u) =
∑

v∈Out(u)

F γ(u, v), ∀γ ∈ W, ∀u ∈ VG \ (s ∪D) ✭✹✳✶✷✮

▲✬()✉❛,✐♦♥ ✭✹✳✶✷✮ ❛00✉1❡ )✉✬✉♥ 0♦♠♠❡, ♥♦♥✲❞❡0,✐♥❛,✐♦♥ ♥❡ ❝♦♥0♦♠♠❡ ❛✉❝✉♥❡ ✉♥✐,( ❞❡ ✢♦, ❡, ♥❡

0❡1, )✉❡ ❞❡ 1❡❧❛✐ ❛✉ ✢♦, ❛11✐✈❛♥,✳

❘❡❧❛,✐♦♥ ❡♥,1❡ ❧❡0 ✈❛1✐❛❜❧❡0 Lγ(u, v) ❡, F γ(u, v) ✿

F γ(u, v) ≥ Lγ(u, v), ∀u, v ∈ VG, ∀γ ∈ W ✭✹✳✶✸✮

F γ(u, v) ≤ |D| · Lγ(u, v), ∀u, v ∈ VG, ∀γ ∈ W ✭✹✳✶✹✮

❈♦♠♠❡ ♠❡♥,✐♦♥♥( ❞❛♥0 ❧❡0 ❝❤❛♣✐,1❡0 ♣1(❝(❞❡♥,0✱ ❧❛ 1❡❧❛,✐♦♥ ❞♦✐, B,1❡ ❢❛✐,❡ ❡♥,1❡ ❧❡0 ✈❛1✐❛❜❧❡0

❞✬❛1❝0 ❡, ❧❡0 ✈❛1✐❛❜❧❡0 ❞❡ ✢♦,✳ ❆✐♥0✐✱ ❧❡0 ❝♦♥,1❛✐♥,❡0 ✭✹✳✶✸✮ ❡, ✭✹✳✶✹✮ ✐♥❞✐)✉❡♥, )✉✬✉♥ ❛1❝ ❡0, ♣1(✲

0❡♥, ❞❛♥0 ❧❛ 0♦❧✉,✐♦♥ ♦♣,✐♠❛❧❡ 0✐ ❡, 0❡✉❧❡♠❡♥, 0✬✐❧ 0✉♣♣♦1,❡ ✉♥ ✢♦, ♥♦♥ ♥✉❧✳

❘❡♠❛$%✉❡ ✿ ▲❛ ❢♦1♠✉❧❛,✐♦♥ E▲◆❊ ❞✉ ♣1♦❜❧H♠❡ ▼❲❘❙✲❍❖❊ ❞✐✛H1❡ ❧(❣H1❡♠❡♥, ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉

♣1♦❜❧H♠❡ ▼❲❘❙✲❍❖❙✳ ❊♥ ❡✛❡,✱ ❝❤❛)✉❡ 0♦♠♠❡, ❡①❝❡♣,(❡ ❧❛ 0♦✉1❝❡ ♥❡ ♣❡✉, ❛✈♦✐1 ❛✉ ♣❧✉0 )✉✬✉♥

0❡✉❧ ❛1❝ ❡♥,1❛♥, ♣♦✉1 ❝❤❛)✉❡ ❧♦♥❣✉❡✉1 ❞✬♦♥❞❡✳ ■❧ ❢❛✉, ❞♦♥❝ ❛❥♦✉,❡1 ✉♥❡ ❝♦♥,1❛✐♥,❡ 0✉♣♣❧(♠❡♥,❛✐1❡

❛✉ E▲◆❊✳ ❊❧❧❡ ❡0, ❢♦1♠✉❧(❡ ❝♦♠♠❡ 0✉✐, ✿

∑

v∈In(u)

Lγ(v, u) ≤ 1, ∀γ ∈ W, ∀u ∈ VG \ {s} ✭✹✳✶✺✮

✹✳✹ ❘#$✉❧'❛'$ ❡①♣#,✐♠❡♥'❛✉①

❉❛♥0 ❝❡,,❡ 0❡❝,✐♦♥✱ ♥♦✉0 ♣1(0❡♥,♦♥0 ❧❡0 1(0✉❧,❛,0 ❡①♣(1✐♠❡♥,❛✉① ♣♦✉1 ❧❡0 ❞❡✉① 0♦✉0 ♣1♦❜❧H♠❡0

▼❲❘❙✲❍❖❙ ❡, ▼❲❘❙✲❍❖❊✳ ◆♦✉0 ❝♦♠♣❛1♦♥0 ❧❡ ♥♦♠❜1❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉10 ❞✬♦♥❞❡ ✭❡, ❧❡ ❝♦U,✮ ❞✉

1♦✉,❛❣❡ ♠✉❧,✐❝❛0, ❡♥ ✉,✐❧✐0❛♥, ❞✬✉♥❡ ♣❛1,✱ ✉♥❡ ❤✐(1❛1❝❤✐❡ ❞❡ 1❡❝♦✉✈1❡♠❡♥, 0✐♠♣❧❡ ❡, ❞✬❛✉,1❡ ♣❛1,✱

✉♥❡ ❤✐(1❛1❝❤✐❡ ❞❡ 1❡❝♦✉✈1❡♠❡♥, (❧(♠❡♥,❛✐1❡✳

✹✳✹✳✶ ▲❡% ♣❛(❛♠*+(❡% ❞❡% %✐♠✉❧❛+✐♦♥%

▲❡0 ❞❡✉① ♣1♦❣1❛♠♠❡0 ❧✐♥(❛✐1❡0 ❡♥ ♥♦♠❜1❡0 ❡♥,✐❡10 0♦♥, ✐♠♣❧(♠❡♥,(0 ❡♥ ❈✰✰ ❡♥ ✉,✐❧✐0❛♥, ❧❡

0♦❧✈❡✉1 ❈E▲❊❳✳ ◆♦✉0 ❛✈♦♥0 ❡✛❡❝,✉( ✉♥❡ 0(1✐❡ ❞❡ 0✐♠✉❧❛,✐♦♥0 0✉1 ❞❡0 ❣1❛♣❤❡0 ♦1✐❡♥,(0 ❛❧(❛,♦✐1❡0

❣(♥(1(0 ❛✈❡❝ ❧❛ ❧✐❜1❛✐1✐❡ ▲❊❉❆ ✈✳✻✳✸ ❬▼◆✶✵❪✳ ◆♦✉0 ♣1❡♥♦♥0 ❡♥ ❝♦♠♣,❡ )✉❛,1❡ ,❛✐❧❧❡0 ❞❡ ❣1❛♣❤❡0

❞✐✛(1❡♥,❡0 |VG| = {20, 30, 40, 50}✳ ▲❛ ❞❡♥0✐,( ✭1❛,✐♦ ❡♥,1❡ ❧❡ ♥♦♠❜1❡ ❞✬❛1❝0 ❡, ❧❡ ♥♦♠❜1❡ ❞❡ 0♦♠✲

♠❡,0✮ ❡0, ✜①(❡ ] ❞❡✉① ♣♦✉1 ❧❡0 1❛✐0♦♥0 (✈♦)✉(❡0 ❞❛♥0 ❧❡0 ❝❤❛♣✐,1❡0 ♣1(❝(❞❡♥,0✳

▲❡ ❝♦U, ❞❡ ❝❤❛)✉❡ ❛1❝ ❡0, ❛❧(❛,♦✐1❡♠❡♥, ✜①( ❞❛♥0 ❧✬❡♥0❡♠❜❧❡ {1, 2, .., 20}✳ ▲❛ 0♦✉1❝❡ ❡0, ❝❤♦✐0✐❡

❛❧(❛,♦✐1❡♠❡♥,✳ ▲✬❡♥0❡♠❜❧❡ ❞❡0 ❞❡0,✐♥❛,✐♦♥0 D ❡0, (❣❛❧❡♠❡♥, ❝❤♦✐0✐ ❞❡ ♠❛♥✐H1❡ ❛❧(❛,♦✐1❡✳ E♦✉1

❝❤❛)✉❡ ,❛✐❧❧❡ ❞❡ ❣1❛♣❤❡✱ ♥♦✉0 ❝♦♥0✐❞(1♦♥0 5 ,❛✐❧❧❡0 ❞✐✛(1❡♥,❡0 ♣♦✉1 D ✿ |D| ∈ {0.1 · |VG|, 0.2 ·

|VG|, ..., 0.5 · |VG|}✳ ❆✜♥ ❞❡ 0✬❛00✉1❡1 ❞❡ ❧✬❡①✐0,❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ 0♦❧✉,✐♦♥ 1(❛❧✐0❛❜❧❡✱ ❧❡0 ❣1❛♣❤❡0 0♦♥,

0(❧❡❝,✐♦♥♥(0 ❛❧(❛,♦✐1❡♠❡♥, ♣❛1♠✐ ❧✬❡♥0❡♠❜❧❡ ❞❡0 ❣1❛♣❤❡0 ❝♦♥♥❡①❡0 ❝♦♥,❡♥❛♥, ❛✉ ♠♦✐♥0 ✉♥ ❝❤❡✲

✶✵✻



♠✐♥ ♦$✐❡♥&' ❞❡ ❧❛ +♦✉$❝❡ ✈❡$+ ❝❤❛0✉❡ ❞❡+&✐♥❛&✐♦♥✳ ◆♦✉+ ❡✛❡❝&✉♦♥+ 100 +✐♠✉❧❛&✐♦♥+ ♣♦✉$ ❝❤❛0✉❡

&❛✐❧❧❡ ❞❡ ❣$❛♣❤❡ ❡& ♣♦✉$ ❝❤❛0✉❡ &❛✐❧❧❡ ❞❡ $❡0✉6&❡ ♠✉❧&✐❝❛+&✳ 7♦✉$ ❝❤❛0✉❡ +✐♠✉❧❛&✐♦♥✱ ❧❡ ♥♦♠❜$❡

❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉$+ ❞✬♦♥❞❡ ❡& ❧❡ ❝♦;& ❞✉ $♦✉&❛❣❡ +♦♥& ❧❡+ ❝$✐&<$❡+ ❞✬'✈❛❧✉❛&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❡$❢♦$♠❛♥❝❡ ❞❡+

+&$✉❝&✉$❡+ ❍❖❊ ❡& ❍❖❙✳

❊♥✜♥✱ ♣♦✉$ $'❞✉✐$❡ ❧❡ &❡♠♣+ ❞❡ $'+♦❧✉&✐♦♥✱ ♥♦✉+ ✉&✐❧✐+♦♥+ ❧✬❤❡✉$✐+&✐0✉❡ ❋❛$&❤❡+& ❋✐$+& ♣$♦♣♦+'❡

❞❛♥+ ❬▲▼7✶✸❪ ❛✐♥+✐ 0✉❡ ❧✬❤❡✉$✐+&✐0✉❡ ❋❛$&❤❡+& ●$❡❡❞② ♣$♦♣♦+'❡ ❞❛♥+ ❬❉✐♥✵✾❪✳ ❈❡+ ❤❡✉$✐+&✐0✉❡+

♣❡$♠❡&&❡♥&✱ $❡+♣❡❝&✐✈❡♠❡♥&✱ ❞✬♦❜&❡♥✐$ ✉♥❡ ❜♦$♥❡ +✉♣'$✐❡✉$❡ +✉$ ❧❡ ♥♦♠❜$❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉$+ ❞✬♦♥❞❡

0✉❡ ♣❡✉& ✉&✐❧✐+❡$ ✉♥❡ ❤✐'$❛$❝❤✐❡ ❞❡ $❡❝♦✉✈$❡♠❡♥& ♦♣&✐♠❛❧❡ ♣♦✉$ ❧❡ ♣$♦❜❧<♠❡ ▼❲❘❙✲❍❖❊ ❡&

♣♦✉$ ❧❡ ♣$♦❜❧<♠❡ ▼❲❘❙✲❍❖❙✳ ❆✐♥+✐✱ &♦✉&❡+ ❧❡+ +♦❧✉&✐♦♥+ ❛②❛♥& ✉♥ ♥♦♠❜$❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉$+ ❞✬♦♥❞❡

+✉♣'$✐❡✉$ T ❧❛ ❜♦$♥❡ +❡$♦♥& ❞✐$❡❝&❡♠❡♥& ❡①❝❧✉❡+ ❞❛♥+ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡+ +♦❧✉&✐♦♥+ ♦♣&✐♠❛❧❡+ ❞❡+ ❞❡✉①

♣$♦❜❧<♠❡+✳

✹✳✹✳✷ ▲❡% &'%✉❧*❛*% ❞❡% %✐♠✉❧❛*✐♦♥%

▲❡+ $'+✉❧&❛&+ ❞❡+ +✐♠✉❧❛&✐♦♥+ +♦♥& ♣$'+❡♥&'+ ❞❛♥+ ❧❛ &❛❜❧❡ ✹✳✶ ❡& ❞❛♥+ ❧❛ ✜❣✉$❡ ✹✳✾✳ ❈♦♠♠❡ ♣$'✈✉✱

❧❡+ ❤✐'$❛$❝❤✐❡+ ♦♣&✐0✉❡+ +✐♠♣❧❡+ ❞♦♥♥❡♥& ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉$+ $'+✉❧&❛&+ 0✉❡ ❧❡+ ❤✐'$❛$❝❤✐❡+ ♦♣&✐0✉❡+ '❧'✲

♠❡♥&❛✐$❡+✱ T ❧❛ ❢♦✐+ ❡♥ &❡$♠❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉$+ ❞✬♦♥❞❡ ♠❛✐+ ❛✉++✐ ❡♥ &❡$♠❡ ❞❡ ❝♦;&✳ ❈♦♥❝❡$♥❛♥& ❧❡

♥♦♠❜$❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉$+ ❞✬♦♥❞❡ ✉&✐❧✐+'✱ ❧❛ +♦❧✉&✐♦♥ ♦♣&✐♠❛❧❡ ♣♦✉$ ❧❡ ♣$♦❜❧<♠❡ ▼❲❘❙✲❍❖❙ ✉&✐❧✐+❡

&♦✉❥♦✉$+ ♠♦✐♥+ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉$+ ❞✬♦♥❞❡ 0✉❡ ❧❛ +♦❧✉&✐♦♥ ♦♣&✐♠❛❧❡ ♣♦✉$ ❧❡ ♣$♦❜❧<♠❡ ▼❲❘❙✲❍❘❊✳ ▲❡

$❛&✐♦ ❞✬❛♠'❧✐♦$❛&✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜$❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉$+ ❞✬♦♥❞❡ ✉&✐❧✐+' ♣❛$ ❧❛ +♦❧✉&✐♦♥ ❍❖❙ ♦♣&✐♠❛❧❡ ♣♦✉$ ❧❡

♣$♦❜❧<♠❡ ▼❲❘❙✲❍❖❙ ♣❛$ $❛♣♣♦$& T ❧❛ +♦❧✉&✐♦♥ ❍❖❊ ♦♣&✐♠❛❧❡ ♣♦✉$ ❧❡ ♣$♦❜❧<♠❡ ▼❲❘❙✲❍❖❊

❡+& ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ '❣❛❧ T 12.71%✱ ♣♦✉$ ✉♥❡ &❛✐❧❧❡ ❞❡ ❣$❛♣❤❡+ '❣❛❧❡ T ✺✵✳ ❈❡ $❛&✐♦ ❛&&❡✐♥& 24, 35%

0✉❛♥❞ |V | = 20 ❡& |D| = 10✳ ❈❡&&❡ ❛♠'❧✐♦$❛&✐♦♥ ❡+& ♣$'✈✐+✐❜❧❡ ❝❛$ ❧❛ ♣♦++✐❜✐❧✐&' ❞❡ ✈✐+✐&❡$ ♣❧✉✲

+✐❡✉$+ ❢♦✐+ ✉♥ +♦♠♠❡& ♣❛$ ❧❛ +&$✉❝&✉$❡ ❍❖❙ ♣❡$♠❡& ❞✬❛✉❣♠❡♥&❡$ ❧❡ ♥♦♠❜$❡ ❞❡ +♦♠♠❡&+ ✈✐+✐&'+

♣❛$ ❝❤❛0✉❡ ❝❤❡♠✐♥ ❧❛ ❝♦♠♣♦+❛♥& ♣❛$ $❛♣♣♦$& T ❧❛ +&$✉❝&✉$❡ ❍❖❊✳ ❈❡❝✐ ♣❡$♠❡& ♥❛&✉$❡❧❧❡♠❡♥& ❞❡

$'❞✉✐$❡ ❧❡ ♥♦♠❜$❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉$+ ❞✬♦♥❞❡ ♥'❝❡++❛✐$❡ ♣♦✉$ ❧❡ $♦✉&❛❣❡✳

❈♦♥❝❡$♥❛♥& ❧❡ ❝♦;&✱ ✐❧ ❡①✐+&❡✱ ❝❡$&❡+✱ 0✉❡❧0✉❡+ ✐♥+&❛♥❝❡+ ♣♦✉$ ❧❡+0✉❡❧❧❡+ ❧❡ ❝♦;& ❞❡ ❧❛ +♦❧✉&✐♦♥

♦♣&✐♠❛❧❡ ♣♦✉$ ❧❡ ♣$♦❜❧<♠❡ ▼❲❘❙✲❍❖❊ ❡+& ♠❡✐❧❧❡✉$ 0✉❡ ❧❡ ❝♦;& ❞❡ ❧❛ +♦❧✉&✐♦♥ ♦♣&✐♠❛❧❡ ♣♦✉$ ❧❡

♣$♦❜❧<♠❡ ▼❲❘❙✲❍❖❙✱ ❡♥ ✉&✐❧✐+❛♥& ❝❡♣❡♥❞❛♥& ♣❧✉+ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉$+ ❞✬♦♥❞❡✳ ❚♦✉&❡❢♦✐+✱ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡

❞✬❛♠'❧✐♦$❛&✐♦♥ ❞✉ ❝♦;& ❝❛❧❝✉❧'❡✱ ♣♦✉$ ❝❤❛0✉❡ &❛✐❧❧❡ ❞❡ ❣$❛♣❤❡ ❡& +✉$ ❧❡+ 100 ✐♥+&❛♥❝❡+✱ ❡+& &♦✉❥♦✉$+

♣♦+✐&✐✈❡✳ ❈❡&&❡ ❛♠'❧✐♦$❛&✐♦♥ $❡+&❡ ❢❛✐❜❧❡ ❝❛$ ❧✬♦❜❥❡❝&✐❢ ♣$✐♥❝✐♣❛❧ ❡+& ❞❡ ♠✐♥✐♠✐+❡$ ❧❡ ♥♦♠❜$❡ ❞❡

❧♦♥❣✉❡✉$+ ❞✬♦♥❞❡ ✉&✐❧✐+'✳

✶✵✼



❚❛✐❧❧❡ ◆♦♠❜$❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉$, ❞✬♦♥❞❡ ❈♦/0 0♦0❛❧

|VG| ❂✷✵
|D| ❍❖❊ ❍❖❙ ց ❍❖❊ ❍❖❙ ց

✷ ✶✳✵✻ ✶✳✵✹ ✶✷✱✸✾✪ ✽✼✹✵ ✽✺✽✻ ✶✱✽✪

✹ ✶✳✷✶ ✶✳✵✻ ✶✽✳✶✷✪ ✾✼✻✷ ✾✺✹✸ ✷✳✷✹✪

✻ ✶✳✺✺ ✶✳✷✶ ✷✶✱✾✸✪ ✶✶✹✾✾ ✶✶✷✸✻ ✷✱✸✪

✽ ✶✼✺ ✶✳✸✽ ✷✶✱✶✹✪ ✶✹✶✻✺ ✶✸✼✹✽ ✷✱✾✪

✶✵ ✶✳✾✸ ✶✳✹✻ ✷✹✱✸✺✪ ✶✻✷✷✷ ✶✻✶✻✵ ✵✱✹✪

❆❱● ✶✻✱✸✹✪ ✶✱✽✻✪

|VG|❂✸✵
|D| ❍❖❊ ❍❖❙ ց ❍❖❊ ❍❖❙ ց
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❛✈♦♥' ♣)♦♣♦'- ✉♥ ❛❧❣♦)✐(❤♠❡

B
B−1 ❛♣♣)♦❝❤-✳ ❈❡((❡ ❤❡✉)✐'(✐J✉❡ ❛ ❝♦♠♠❡ ♣♦✐♥( ❞❡ ❞-♣❛)( ❧✬❛)❜)❡

❞❡ ❝♦H( ♠✐♥✐♠✉♠ ✭▼❙❚✮✳ ▲❡ )❛(✐♦ ❞✬❛♣♣)♦①✐♠❛(✐♦♥ ❡'( ❝❛❧❝✉❧- ❡♥ ❝♦♥'✐❞-)❛♥( ❧❡ ❝♦H( ❞✬✉♥ ▼❙❚

❝♦♠♠❡ ❜♦)♥❡ ✐♥❢-)✐❡✉)❡✳ ◆♦✉' ❛✈♦♥' ❞-♠♦♥()- J✉❡ ❝❡ )❛(✐♦ ❡'( ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉) J✉❡ ❧✬♦♥ ♣✉✐''❡ ❡'♣-)❡)

❡♥ ❝♦♥'()✉✐'❛♥( ✉♥❡ ❤❡✉)✐'(✐J✉❡ ✉♥✐J✉❡♠❡♥( ❜❛'-❡ '✉) ❧❡ ▼❙❚✳

❚♦✉❥♦✉)' ♣♦'✐(✐♦♥♥- ❞❛♥' ❝❡((❡ ❞-♠❛)❝❤❡ ❝♦♠♣❛)❛(✐✈❡✱ ♥♦✉' ♥♦✉' '♦♠♠❡' ♣❡♥❝❤-' '✉) ❞❡✉①

❛✉()❡' ♣)♦❜❧I♠❡' ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡' ✈✐'❛♥( @ ❧✐♠✐(❡) ❧❡ ♥♦♠❜)❡ ❞❡ '♦♠♠❡(' ❞❡ ❜)❛♥❝❤❡♠❡♥( ❞❛♥' ❧❛

'()✉❝(✉)❡ ❞❡ )❡❝♦✉✈)❡♠❡♥(✳ ■❧' ()♦✉✈❡♥( ❧❡✉) ✐♥(-)F( ♣)❛(✐J✉❡ ❞❛♥' ❧❛ )-❞✉❝(✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜)❡ ❞❡

'✇✐(❝❤' ❡( ❞❡ ❞✐✈✐'✐♦♥' ❞✉ '✐❣♥❛❧ ❧✉♠✐♥❡✉① ♣♦✉) ❧❡' )♦✉(❛❣❡' ♠✉❧(✐❝❛'(✴❜)♦❛❞❝❛'( ♦♣(✐J✉❡✳ ◆♦✉'

❛✈♦♥' ❞✬❛❜♦)❞ -(✉❞✐- ❧❛ )❡❧❛(✐♦♥ ❡♥()❡ ❧❡ ♣)♦❜❧I♠❡ ▼❇❱❙❚ ✭▼✐♥✐♠✉♠ ❱❡)(✐❝❡' ❙♣❛♥♥✐♥❣ ❚)❡❡✮

❡( ❧❡ ♣)♦❜❧I♠❡ ▼❉❙❚ ✭▼✐♥✐♠✉♠ ❉❡❣)❡❡ ❙✉♠ ❙♣❛♥♥✐♥❣ ❚)❡❡✮✳ ◆♦✉' ❛✈♦♥' ♣)♦✉✈- J✉✬✐❧' ♥✬-(❛✐❡♥(

♣❛' ✓ ❧✐-' ✔ ❡♥ ♠♦♥()❛♥( J✉✬✐❧ ❡①✐'(❡ ❛✉ ♠♦✐♥' ✉♥❡ ✐♥'(❛♥❝❡ ♣♦✉) ❧❛J✉❡❧❧❡ ❧❡' ❞❡✉① ❡♥'❡♠❜❧❡' ❞❡

✶✶✷



 ♦❧✉$✐♦♥ ♦♣$✐♠❛❧❡ ❞❡ ❝❡ ♣-♦❜❧/♠❡  ♦♥$ ❞✐ ❥♦✐♥$ ✳ ■❧ ❡ $ 3✈✐❞❡♥$ 5✉❡ $-♦✉✈❡- ✉♥❡ ❤✐3-❛-❝❤✐❡ ❞❡

-❡❝♦✉✈-❡♠❡♥$ ❞✬✉♥ ❣-❛♣❤❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❛②❛♥$ ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡  ♦♠♠❡$ ❞❡ ❜-❛♥❝❤❡♠❡♥$ ❡ $ $-✐✈✐❛❧✱

♣✉✐ 5✉✬✐❧  ✉✣$ ❞❡ ❧❡ ♣❛-❝♦✉-✐- ♣♦✉- ♦❜$❡♥✐- ✉♥❡ ❤✐3-❛-❝❤✐❡  ❛♥  ♦♠♠❡$ ❞❡ ❜-❛♥❝❤❡♠❡♥$✳ ◆♦✉ 

♥♦✉  ♦♠♠❡ ❛❧♦- ♦-✐❡♥$3 ✈❡- ❧❛ ♠✐♥✐♠✐ ❛$✐♦♥ ❞✉ ❝♦>$ $♦✉$ ❡♥ ❜♦-♥❛♥$ ❧❡ ♥♦♠❜-❡ ❞❡  ♦♠♠❡$ 

❞❡ ❜-❛♥❝❤❡♠❡♥$✳ ◆♦✉ ❛✈♦♥ ❛✐♥ ✐ ✐♥$-♦❞✉✐$ ❧❡ ♣-♦❜❧/♠❡ ❇❱❈▼❙❚ ✭❇-❛♥❝❤ ❱❡-$❡❝❡ ❈♦♥ $-❛✐♥❡❞

▼✐♥✐♠✉♠ ❙♣❛♥♥✐♥❣ ❚-❡❡✮✱ ♣♦✉- ❧❡ ❛-❜-❡ ❡$ ❧❡ ♣-♦❜❧/♠❡ ❇❱❈▼❙❍ ✭❇-❛♥❝❤ ❱❡-$✐❝❡ ❈♦♥ $-❛✐✲

♥❡❞ ▼✐♥✐♠✉♠ ❙♣❛♥♥✐♥❣ ❍✐❡-❛-❝❤②✮✱ ♣♦✉- ❧❡ ❤✐3-❛-❝❤✐❡ ❞❡ -❡❝♦✉✈-❡♠❡♥$✳ ❈❡ ❞❡✉① ♣-♦❜❧/♠❡ 

-❡ $❡♥$ ◆I✲❞✐✣❝✐❧❡ ♠❛✐ ❞❡ ❛❧❣♦-✐$❤♠❡ ❞❡ -3 ♦❧✉$✐♦♥ ❡①❛❝$❡  ♦♥$ ❞♦♥♥3 ✳ ❉❡ ❥❡✉① ❞❡ $❡ $ 

♣❡-♠❡$$❡♥$ ❞❡ ♠♦♥$-❡-✱ $♦✉$ ❛✉  ✐ ❝♦♥❝-/$❡♠❡♥$ 5✉❡ ♣♦✉- ❧❡ ♣-♦❜❧/♠❡ ❉❈▼❙❍✱ ❧❛ ♥❡$$❡ ❛♠3✲

❧✐♦-❛$✐♦♥ ❞✉ ❝♦>$ ❡♥ ✉$✐❧✐ ❛♥$ ❧❛  $-✉❝$✉-❡ ❞❡ ❤✐3-❛-❝❤✐❡ ❞❡ -❡❝♦✉✈-❡♠❡♥$✳ ❊♥✜♥✱ ✉♥❡ ❤❡✉-✐ $✐5✉❡

❛✈❡❝ ❣❛-❛♥$✐❡ ❞❡ ♣❡-❢♦-♠❛♥❝❡ ❡ $ ❞♦♥♥3❡ ♣♦✉- ❧❡ ♣-♦❜❧/♠❡ ▼❇❱▼❙❍✳

❆✜♥ ❞✬✐❧❧✉ $-❡- ❧✬❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐$3 ❞❡ ❤✐3-❛-❝❤✐❡ ❞❡ -❡❝♦✉✈-❡♠❡♥$✱ ♥♦✉ ❛✈♦♥ ❝♦♥ ✐❞3-3 ✉♥ ♣-♦❜❧/♠❡

♣-❡♥❛♥$ ❞❛✈❛♥$❛❣❡ ❡♥ ❝♦♠♣$❡ ❧❛ -3❛❧✐$3 ❞❡ -3 ❡❛✉① ♦♣$✐5✉❡ ✳ ▲❡ ♣-♦❜❧/♠❡ ▼❲❘❙ ✭❲❛✈❡❧❡♥❣❤$

❘♦✉$✐♥❣ ❙$-✉❝$✉-❡✮✱ $-❛✐$❛♥$ ❞✉ -♦✉$❛❣❡ ♠✉❧$✐❝❛ $ ❞❛♥ ❧❡ -3 ❡❛✉① ♦♣$✐5✉❡ ❞3♣♦✉-✈✉ ❞❡  ✇✐$❝❤

❖❳❈✲▼❈✱ ❝♦♥ ✐ $❡ ❡♥ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡  $-✉❝$✉-❡ ❞❡ -❡❝♦✉✈-❡♠❡♥$ $❡❧ 5✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜-❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉- 

❞✬♦♥❞❡ ✉$✐❧✐ 3❡ ❡ $ ♠✐♥✐♠✉♠✳ ❙✐ ♣❧✉ ✐❡✉-  ♦❧✉$✐♦♥ ❛❞♠❡$$❡♥$ ❧❡ ♠U♠❡ ♥♦♠❜-❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉- 

❞✬♦♥❞❡ W ∗
✱ ❛❧♦- ❝❡❧❧❡ ❛②❛♥$ ✉♥ ❝♦>$ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡ $  3❧❡❝$✐♦♥♥3❡✳ ▲❛  $-✉❝$✉-❡ ❞♦✐$ ❝❡♣❡♥❞❛♥$

-❡ ♣❡❝$❡- ♥♦♥  ❡✉❧❡♠❡♥$ ❧❛ ❝♦♥$-❛✐♥$❡  ✉- ❧❡ ❞❡❣-3 ♠❛✐ 3❣❛❧❡♠❡♥$ ❝❡❧❧❡  ✉- ❧❛ ❞✐ $✐♥❝$✐♦♥ ❞❡ 

❧♦♥❣✉❡✉- ❞✬♦♥❞❡✳ ◆♦✉ ❛✈♦♥ ♣-♦✉✈3 5✉✬✐❧ ♥✬❡①✐ $❡ ♣❛ ❞✬❛❧❣♦-✐$❤♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞3❝✐❞❛♥$  ✐ W ∗

❡ $ ✐♥❢3-✐❡✉- ♦✉ 3❣❛❧ V ✉♥ ❡♥$✐❡-  $-✐❝$❡♠❡♥$ ♣♦ ✐$✐❢ k✳ ◆♦✉ ❛✈♦♥ ❞♦♥♥3 ✉♥❡ ❢♦-♠✉❧❛$✐♦♥ I▲◆❊

❞✉ ♣-♦❜❧/♠❡ ▼❲❘❙ ❡$ ♥♦✉ ❛✈♦♥ ♠♦♥$-3 ❣-W❝❡ V ❞❡  ✐♠✉❧❛$✐♦♥  ✉- ❞❡ ❣-❛♣❤❡ ❛❧3❛$♦✐-❡ 

5✉❡ ❧❛  ♦❧✉$✐♦♥ ♦♣$✐♠❛❧❡ V ❝❡ ♣-♦❜❧/♠❡ ❡ $ ♣-❡ 5✉❡ $♦✉❥♦✉- ✉♥❡ ❤✐3-❛-❝❤✐❡ ❞❡ -❡❝♦✉✈-❡♠❡♥$ 5✉✐

♥✬❡ $ ♣❛ ✉♥ ❛-❜-❡✳

▲❡  ❝❤3♠❛ ❞❡ -3 ♦❧✉$✐♦♥ ❡①❛❝$❡ ❡$ ❛♣♣-♦❝❤3❡ 5✉❡ ♥♦✉ ❛✈♦♥ ❞3✈❡❧♦♣♣3 ♣♦✉- ❧❡ ♣-♦❜❧/♠❡

❉❈▼❙❍ ♦♥$ 3$3 -3✉$✐❧✐ 3 ♣♦✉- ❧❛ -3 ♦❧✉$✐♦♥ ❞✉ ♣-♦❜❧/♠❡ ❇❱❈▼❙❍✳ ❆✐♥ ✐✱ ❞❡ ♠♦❞✐✜❝❛$✐♦♥ 

♠✐♥❡✉-❡ ❞❡ ❝❡✉①✲❝✐ ♣❡-♠❡$$-❛✐❡♥$ ❞❡ -3 ♦✉❞-❡ ❞✬❛✉$-❡ ♣-♦❜❧/♠❡ ❞❡ -❡❝♦✉✈-❡♠❡♥$✳ ◆♦✉ ♣❡♥✲

 ♦♥ ❛✉ ♣-♦❜❧/♠❡ ❞❡ -❡❝❤❡-❝❤❡ ❞❡ ❤✐3-❛-❝❤✐❡ ❞❡ -❡❝♦✉✈-❡♠❡♥$ ❞❡ ❝♦>$ ♠✐♥✐♠✉♠ $❡❧ 5✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜-❡

❞❡ ❢❡✉✐❧❧❡ ❡ $ ✐♥❢3-✐❡✉- ♦✉ 3❣❛❧ V ✉♥ ❡♥$✐❡- ✜①3 ❡$ V ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ -❡❝❤❡-❝❤❡ ❞❡ ❤✐3-❛-❝❤✐❡ ❞❡ -❡❝♦✉✲

✈-❡♠❡♥$ ❞❡ ❝♦>$ ♠✐♥✐♠✉♠ $❡❧ 5✉❡ ❧❛  ♦♠♠❡ ❞❡ ❞❡❣-3 ❞❡  ♦♠♠❡$ ❞❡ ❜-❛♥❝❤❡♠❡♥$ ❡ $ ❜♦-♥3❡✳

◆♦✉ ❛✈♦♥ 3❣❛❧❡♠❡♥$ ❧❛ ❝❡-$✐$✉❞❡ 5✉❡ ❝❡ ❛❧❣♦-✐$❤♠❡ ♣❡✉✈❡♥$ U$-❡ ❛❞❛♣$3 ❛✉ -❡❝♦✉✈-❡♠❡♥$

♣❛-$✐❡❧ ✭❙$❡✐♥❡-✮  ♦✉ ❝♦♥$-❛✐♥$❡  ✉- ❧❡ ❞❡❣-3✳ ◆♦✉ ♣-♦❥❡$♦♥ ✱ ♣❛- ❛✐❧❧❡✉- ✱ ❞✬❡①♣❧♦-❡- ❞✬❛✉$-❡ 

♠3$❤♦❞❡ ❞❡ -3 ♦❧✉$✐♦♥ ❡①❛❝$❡ $❡❧❧❡ 5✉❡ ❧❛ ♣-♦❣-❛♠♠❛$✐♦♥ ❞②♥❛♠✐5✉❡✱ ❧❡ ❇-❛♥❝❤ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞✱

❧❛ ❣3♥3-❛$✐♦♥ ❞❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ♦✉ ❡♥❝♦-❡ ❧❡ ♠3$❛✲❤❡✉-✐ $✐5✉❡ ✳

▲❡ ❤❡✉-✐ $✐5✉❡ 5✉❡ ♥♦✉ ❛✈♦♥ 3❧❛❜♦-3❡ ♦♥$ ✉♥ ❛-❜-❡ ❞❡ ❝♦>$ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦♠♠❡ ♣♦✐♥$ ❞❡ ❞3♣❛-$✳

▲❡ ❝♦>$ ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♣♦✉✈❛♥$ U$-❡ ❧❛-❣❡♠❡♥$ ✐♥❢3-✐❡✉- V ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❤✐3-❛-❝❤✐❡ ♦♣$✐♠❛❧❡ ❞✉ ❉❈▼❙❍

❡$ ❞✉ ❇❱❈▼❙❍✱ ♥♦✉ ❡♥✈✐ ❛❣❡♦♥ ❞❡ ❞3✈❡❧♦♣♣❡- ❞❡ ❤❡✉-✐ $✐5✉❡ ❛②❛♥$ ❝♦♠♠❡ ♣♦✐♥$ ❞❡ ❞3♣❛-$

✉♥❡  $-✉❝$✉-❡ ❞♦♥$ ❧❡ ❝♦>$  ✬❛♣♣-♦❝❤❡-❛✐$ ❞❛✈❛♥$❛❣❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❤✐3-❛-❝❤✐❡ ♦♣$✐♠❛❧❡✳ ❈❡$$❡ ❞3✲

♠❛-❝❤❡ ♣❡-♠❡$$-❛✐$ ❞✬❛♠3❧✐♦-❡- ❧❡ -❛$✐♦ ❞✬❛♣♣-♦①✐♠❛$✐♦♥ 5✉❡ ♥♦✉ ❛✈✐♦♥ 3$❛❜❧✐✳ ◆♦✉ ♣♦✉✈♦♥ 

✶✶✸



 ❣❛❧❡♠❡♥' ♦)✐❡♥'❡) ♥♦+ ❡✛♦)'+ ✈❡)+ ❧✬ ❧❛❜♦)❛'✐♦♥ ❞✬❛❧❣♦)✐'❤♠❡+ ❞✬❛♣♣)♦①✐♠❛'✐♦♥ ❜✐✲❝)✐'6)❡+✳ ❊♥

❡✛❡'✱ ❙✐♥❣❤ ❡' ❛❧✳ ♣)♦♣♦+❡♥' ❞❛♥+ ❬❙▲✵✼❪ ✉♥ ❛❧❣♦)✐'❤♠❡ ❞✬❛♣♣)♦①✐♠❛'✐♦♥ (1, B + 1)✲❛♣♣)♦❝❤ ❡

♣♦✉) ❧❡ ♣)♦❜❧6♠❡ ❜✐❝)✐'6)❡ ❝♦♥+✐+'❛♥' A ♠✐♥✐♠✐+❡) ❧❡ ❝♦B' ❡' ❧❡ ❞❡❣) ♠❛①✐♠✉♠ ❞✬✉♥ ❛)❜)❡ ❝♦✉✲

✈)❛♥'✳ ❚)♦✉✈❡) ✉♥ ❛❧❣♦)✐'❤♠❡ ❞✬❛♣♣)♦①✐♠❛'✐♦♥ (1, B + ρ) ❛♣♣)♦❝❤ ❡ ✭'❡❧ E✉❡ ρ +♦✐' ❧❡ ♣❧✉+ ♣❡'✐'

♣♦++✐❜❧❡✮ ♣♦✉) ❧❡ ♣)♦❜❧6♠❡ ❉❈▼❙❍ )❡+'❡ ✉♥ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ A )❡❧❡✈❡)✳

✶✶✹



❇✐❜❧✐♦❣&❛♣❤✐❡

❬❆❉✵✵❪ ▼✳ ❆❧✐ ❛♥❞ ❏✳ ❙✳ ❉❡♦❣✉♥✳ ❈♦34✲❡✛❡❝4✐✈❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥4❛4✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧4✐❝❛34✐♥❣ ✐♥

✇❛✈❡❧❡♥❣4❤✲>♦✉4❡❞ ♥❡4✇♦>❦3✳ ■❊❊❊✴❖❙❆ ❏♦✉)♥❛❧ ♦❢ ▲✐❣❤2✇❛✈❡ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱

✶✽ ✿✶✻✷✽✕✶✻✸✽✱ ✷✵✵✵✳

❬❆❉✵✻❪ ▼✳ ❆❧✐ ❛♥❞ ❏✳ ❙✳ ❉❡♦❣✉♥✳ H♦✇❡>✲❡✣❝✐❡♥4 ❞❡3✐❣♥ ♦❢ ♠✉❧4✐❝❛34 ✇❛✈❡❧❡♥❣4❤✲>♦✉4❡❞

♥❡4✇♦>❦3✳ ■❊❊❊ ❏✳❙❡❧✳ ❆✳ ❈♦♠♠✉♥✳✱ ✶✽✭✶✵✮ ✿✶✽✺✷✕✶✽✻✷✱ ❙❡♣4❡♠❜❡> ✷✵✵✻✳

❬❇❡>✽✺❪ ❈✳ ❇❡>❣❡✳ ●)❛♣❤> ❛♥❞ ❍②♣❡)❣)❛♣❤>✳ ❊❧3❡✈✐❡> ❙❝✐❡♥❝❡ ▲4❞✱ ✶✾✽✺✳

❬❇●H❡❛✾✼❪ ❇✳ ❇❡❛✉T✉✐❡>✱ ▲✳ ●❛>❣❛♥♦✱ ❙✳ H❡>❡♥♥❡3✱ ❛♥❞ ❡4 ❛❧✳ ●>❛♣❤ ♣>♦❜❧❡♠3 ❛>✐3✐♥❣ ❢>♦♠

✇❛✈❡❧❡♥❣4❤✲>♦✉4✐♥❣ ✐♥ ❛❧❧✲♦♣4✐❝❛❧ ♥❡4✇♦>❦3✳ H>♦❝✳ ✷♥❞ ❲♦>❦3❤♦♣ ♦♥ ❖♣4✐❝3 ❛♥❞

❈♦♠♣✉4❡> ❙❝✐❡♥❝❡✱ ●❡♥❡✈❛✱ ✶✾✾✼✳

❬❇❏❙✵✾❪ ❙✳ ▼✳ ❇❛③❛>❛❛✱ ❏✳ ❏✳ ❏❛>✈✐3✱ ❛♥❞ ❍✳ ❉✳ ❙❤❡>❛❧✐✳ ▲✐♥❡❛) A)♦❣)❛♠♠✐♥❣ ❛♥❞ ◆❡2✇♦)❦

❋❧♦✇>✳ ❲✐❧❡②✱ ✷✵✵✾✳

❬❇▼▼◆✾✺❪ ▼✳ ❖✳ ❇❛❧❧✱ ❚✳ ▲✳ ▼❛❣♥❛♥4✐✱ ❈✳ ▲✳ ▼♦♥♠❛✱ ❛♥❞ ●✳ ▲✳ ◆❡♠❤❛✉3❡>✳ ❖♣4✐♠❛❧ 4>❡❡3✳ ■♥

◆❡2✇♦)❦ ▼♦❞❡❧>✱ ✈♦❧✉♠❡ ✼ ♦❢ ❍❛♥❞❜♦♦❦> ✐♥ ❖♣❡)❛2✐♦♥> ❘❡>❡❛)❝❤ ❛♥❞ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥2

❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡3 ✺✵✸ ✕ ✻✶✺✳ ❊❧3❡✈✐❡>✱ ✶✾✾✺✳

❬❇❙❚✾✾❪ ❈✳ ❇❛③❣❛♥✱ ▼✳ ❙❛♥4❤❛✱ ❛♥❞ ❩✳ ❚✉③❛✳ ❖♥ 4❤❡ ❛♣♣>♦①✐♠❛4✐♦♥ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❛✭♥♦4❤❡>✮

❤❛♠✐❧4♦♥✐❛♥ ❝②❝❧❡ ✐♥ ❝✉❜✐❝ ❤❛♠✐❧4♦♥✐❛♥ ❣>❛♣❤3✳ ❏♦✉)♥❛❧ ♦❢ ❆❧❣♦)✐2❤♠>✱ ✸✶✭✶✮ ✿✷✹✾✕

✷✻✽✱ ✶✾✾✾✳

❬❈❈●●✶✸❪ ❋✳ ❈❛>>❛❜3✱ ❘✳ ❈❡>✉❧❧✐✱ ▼✳ ●❛✉❞✐♦3♦✱ ❛♥❞ ▼✳ ●❡♥4✐❧✐✳ ▲♦✇❡> ❛♥❞ ✉♣♣❡> ❜♦✉♥❞3 ❢♦>

4❤❡ 3♣❛♥♥✐♥❣ 4>❡❡ ✇✐4❤ ♠✐♥✐♠✉♠ ❜>❛♥❝❤ ✈❡>4✐❝❡3✳ ❈♦♠♣✉2❛2✐♦♥❛❧ ❖♣2✐♠✐③❛2✐♦♥ ❛♥❞

❆♣♣❧✐❝❛2✐♦♥>✱ ✺✻✭✷✮ ✿✹✵✺✕✹✸✽✱ ✷✵✶✸✳

❬❈❈❘✶✹❪ ❈✳ ❈❡>>♦♥❡✱ ❘✳ ❈❡>✉❧❧✐✱ ❛♥❞ ❆✳ ❘❛✐❝♦♥✐✳ ❘❡❧❛4✐♦♥3✱ ♠♦❞❡❧3 ❛♥❞ ❛ ♠❡♠❡4✐❝ ❛♣♣>♦❛❝❤

❢♦> 4❤>❡❡ ❞❡❣>❡❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥4 3♣❛♥♥✐♥❣ 4>❡❡ ♣>♦❜❧❡♠3✳ ❊✉)♦♣❡❛♥ ❏♦✉)♥❛❧ ♦❢ ❖♣❡)❛2✐♦✲

♥❛❧ ❘❡>❡❛)❝❤✱ ✷✸✷✭✸✮ ✿✹✹✷ ✕ ✹✺✸✱ ✷✵✶✹✳

❬❈●■✵✾❪ ❘✳ ❈❡>✉❧❧✐✱ ▼✳ ●❡♥4✐❧✐✱ ❛♥❞ ❆✳ ■♦33❛✳ ❇♦✉♥❞❡❞✲❞❡❣>❡❡ 3♣❛♥♥✐♥❣ 4>❡❡ ♣>♦❜❧❡♠3 ✿

♠♦❞❡❧3 ❛♥❞ ♥❡✇ ❛❧❣♦>✐4❤♠3✳ ❈♦♠♣✉2✳ ❖♣2✐♠✳ ❆♣♣❧✱ ✹✷ ✿✸✺✸✕✸✼✵✱ ❆♣>✐❧ ✷✵✵✾✳

❬❈✐❡✵✵❪ ❉✳ ❈✐❡3❧✐❦✳ ❚❤❡ ✈❡>4❡① ❞❡❣>❡❡3 ♦❢ ♠✐♥✐♠✉♠ 3♣❛♥♥✐♥❣ 4>❡❡3✳ ❊✉)♦♣❡❛♥ ❏♦✉)♥❛❧ ♦❢

❖♣❡)❛2✐♦♥❛❧ ❘❡>❡❛)❝❤✱ ✶✷✺✭✷✮ ✿✷✼✽ ✕ ✷✽✷✱ ✷✵✵✵✳

✶✶✺



❬❈▲❘❙✵✷❪ ❚✳ ❍✳ ❈♦,♠❡♥✱ ❈✳ ❊✳ ▲❡✐3❡,3♦♥✱ ❘✳ ▲✳ ❘✐✈❡35✱ ❛♥❞ ❈✳ ❙5❡✐♥✳ ■♥"#♦❞✉❝"✐♦♥ ) ❧✬❛❧❣♦✲

#✐"❤♠✐1✉❡✳ ❉✉♥♦❞✱ ✷✵✵✷✳

❬❈✉,✵✼❪ ❲✳ ❈✉,5✳ ❉❛"❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛"✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉"❡# ♥❡"✇♦#❦7✳ ▼❆ ✿ ❚❤♦♠3♦♥ ❈♦✉,3❡

❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ✷✵✵✼✳

❬❉❡❡✾✷❪ ❙✳ ❊✳ ❉❡❡,✐♥❣✳ ▼✉❧"✐❝❛7" ❘♦✉"✐♥❣ ✐♥ ❛ ❉❛"❛❣#❛♠ ■♥"❡#♥❡"✇♦#❦✳ E❤❉ 5❤❡3✐3✱ ❙5❛♥❢♦,❞✱

❈❆✱ ❯❙❆✱ ✶✾✾✷✳ ❯▼■ ❖,❞❡, ◆♦✳ ●❆❳✾✷✲✷✶✻✵✽✳

❬❉❍✻✽❪ ◆✳ ❉❡♦ ❛♥❞ ▲✳ ❍❛❦✐♠✐✳ ❚❤❡ 3❤♦,5❡35 ❣❡♥❡,❛❧✐③❡❞ ❤❛♠✐❧5♦♥✐❛♥ 5,❡❡✳ ■♥ ✻

th
❆♥♥✉❛❧

❆❧❧❡&'♦♥ ❈♦♥❢❡&❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡% ✽✼✾✕✽✽✽✱ ■❧❧✐♥♦✐%✱ ❯❙❆✱ ✶✾✻✽✳

❬❉✐♥✵✾❪ ❉✳ ❉✐♥✳ ❍❡✉;✐%<✐❝ ❆❧❣♦;✐<❤♠% ❢♦; ❋✐♥❞✐♥❣ ▲✐❣❤<✲❋♦;❡%< ♦❢ ▼✉❧<✐❝❛%< ❘♦✉<✐♥❣ ♦♥

❲❉▼ ◆❡<✇♦;❦✳ ■♥❢♦&♠❛'✐♦♥ ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡❡&✐♥❣✱ ✷✺ ✿✽✸✕✶✵✸✱ ✷✵✵✾✳

❬❉✐;✺✷❪ ●✳ ❆✳ ❉✐;❛❝✳ ❙♦♠❡ <❤❡♦;❡♠% ♦♥ ❛❜%<;❛❝< ❣;❛♣❤%✳ 3&♦❝❡❡❞✐♥❣4 ♦❢ '❤❡ ▲♦♥❞♦♥ ▼❛✲

'❤❡♠❛'✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡'②✱ %✸✲✷✭✶✮ ✿✻✾✕✽✶✱ ✶✾✺✷✳

❬❉❑✾✼❪ ◆✳ ❉❡♦ ❛♥❞ ◆✳ ❑✉♠❛;✳ ❈♦♠♣✉<❛<✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥%<;❛✐♥❡❞ %♣❛♥♥✐♥❣ <;❡❡% ✿ ❆ ✉♥✐✜❡❞

❛♣♣;♦❛❝❤✳ ■♥ V✳ V❛;❞❛❧♦%✱ ❉✳ ❍❡❛;♥✱ ❛♥❞ ❲✳ ❍❛❣❡;✱ ❡❞✐<♦;%✱ ◆❡'✇♦&❦ ❖♣'✐♠✐③❛'✐♦♥✱

✈♦❧✉♠❡ ✹✺✵ ♦❢ ▲❡❝'✉&❡ ◆♦'❡4 ✐♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝4 ❛♥❞ ▼❛'❤❡♠❛'✐❝❛❧ ❙②4'❡♠4✱ ♣❛❣❡% ✶✾✻✕

✷✷✵✳ ❙♣;✐♥❣❡; ❇❡;❧✐♥ ❍❡✐❞❡❧❜❡;❣✱ ✶✾✾✼✳

❬❋❑❑

+
✵✽❪ ❊✳ ❋❧❛♥❞;✐♥✱ ❚✳ ❑❛✐%❡;✱ ❘✳ ❑✉➸❡❧✱ ❍✳ ▲✐✱ ❛♥❞ ❩✳ ❘②❥`↔❡❦✳ ◆❡✐❣❤❜♦;❤♦♦❞ ✉♥✐♦♥% ❛♥❞

❡①<;❡♠❛❧ %♣❛♥♥✐♥❣ <;❡❡%✳ ❉✐4❝&❡'❡ ▼❛'❤❡♠❛'✐❝4✱ ✸✵✽✭✶✷✮ ✿✷✸✹✸ ✕ ✷✸✺✵✱ ✷✵✵✽✳
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❝❛❧ +"❡❡C ✇✐+❤ ❝♦♥C+"❛✐♥+C ♦♥ +❤❡ ❞❡❣"❡❡ ♦❢ ♥♦❞❡C✳ ■♥ ❚❤❡ ❊❧❡✈❡♥'❤ ■♥'❡$♥❛'✐♦♥❛❧

❈♦♥❢❡$❡♥❝❡ ♦♥ ◆❡'✇♦$❦- ✲ ■❈◆✱ ♣❛❣❡C ✷✸✺✕✷✹✵✱ ✷✵✶✸✳

❬▼❉▼✶✹❪ ▼✳ ▼♦❧♥d"✱ ❙✳ ❉✉"❛♥❞✱ ❛♥❞ ▼✳ ▼❡"❛❜❡+✳ ❆♣♣"♦①✐♠❛+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ ❞❡❣"❡❡✲❝♦♥C+"❛✐♥❡❞

♠✐♥✐♠✉♠ C♣❛♥♥✐♥❣ ❤✐❡"❛"❝❤✐❡C✳ ■♥ ▼❛❣♥eC ▼✳ ❍❛❧❧❞f"CC♦♥✱ ❡❞✐+♦"✱ ❙'$✉❝'✉$❛❧ ■♥❢♦$✲

♠❛'✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛'✐♦♥ ❈♦♠♣❧❡①✐'②✱ ✈♦❧✉♠❡ ✽✺✼✻ ♦❢ ▲❡❝'✉$❡ ◆♦'❡- ✐♥ ❈♦♠♣✉'❡$

❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡C ✾✻✕✶✵✼✳ ❙♣"✐♥❣❡" ■♥+❡"♥❛+✐♦♥❛❧ '✉❜❧✐C❤✐♥❣✱ ✷✵✶✹✳

✶✶✼



❬▼◆✶✵❪ ❑✳ ▼❡❤❧❤♦,♥ ❛♥❞ ❙✳ ◆❛❡❤❡,✳ ▲❊❉❆✲❛ ▲✐❜,❛,② ♦❢ ❊✣❝✐❡♥< ❉❛<❛ ❚②♣❡? ❛♥❞ ❆❧❣♦✲

,✐<❤♠?✱ ◆♦✈❡♠❜❡, ✷✵✶✵✳

❬▼♦❧✵✽❪ ▼✳ ▼♦❧♥F,✳ ❍✐❡,❛,❝❤✐❡? ❢♦, ❈♦♥?<,❛✐♥❡❞ I❛,<✐❛❧ ❙♣❛♥♥✐♥❣ I,♦❜❧❡♠? ✐♥ ●,❛♣❤?✳

❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ,❡♣♦,< I■✲✶✾✵✵✱ ✷✵✵✽✳

❬▼❖❨✶✹❪ ❍✳ ▼❛<?✉❞❛✱ ❑✳ ❖③❡❦✐✱ ❛♥❞ ❚✳ ❨❛♠❛?❤✐<❛✳ ❙♣❛♥♥✐♥❣ <,❡❡? ✇✐<❤ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ♥✉♠❜❡,

♦❢ ❜,❛♥❝❤ ✈❡,<✐❝❡? ✐♥ ❛ ❝❧❛✇✲❢,❡❡ ❣,❛♣❤✳ ●!❛♣❤% ❛♥❞ ❈♦♠❜✐♥❛-♦!✐❝%✱ ✸✵✭✷✮ ✿✹✷✾✕✹✸✼✱

✷✵✶✹✳

❬▼✉❦✵✵❪ ❇✳ ▼✉❦❤❡,❥❡❡✳ ❲❞♠ ♦♣<✐❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛<✐♦♥ ♥❡<✇♦,❦? ✿ ♣,♦❣,❡?? ❛♥❞ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡?✳

❙❡❧❡❝-❡❞ ❆!❡❛% ✐♥ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛-✐♦♥%✱ ■❊❊❊ ❏♦✉!♥❛❧ ♦♥✱ ✶✽✭✶✵✮ ✿✶✽✶✵✕✶✽✷✹✱ ❖❝< ✷✵✵✵✳

❬◆❈✽✵❪ ❈✳ ❙✉❜❤❛?❤ ◆❛,✉❧❛ ❛♥❞ ❆✳ ❍♦ ❈❡?❛,✳ ❉❡❣,❡❡✲❝♦♥?<,❛✐♥❡❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ?♣❛♥♥✐♥❣ <,❡❡✳

❈♦♠♣✉-❡!% ❛♥❞ ❖♣❡!❛-✐♦♥% ❘❡%❡❛!❝❤✱ ✼✭✹✮ ✿✷✸✾ ✕ ✷✹✾✱ ✶✾✽✵✳

❬❖❜,✻✽❪ ❆✳ ❑✳ ❖❜,✉❝❛✳ ❙♣❛♥♥✐♥❣ <,❡❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛<✐♦♥ ❛♥❞ <❤❡ <,❛✈❡❧❧✐♥❣ ?❛❧❡?♠❛♥ ♣,♦❜❧❡♠✳

❚❤❡ ❈♦♠♣✉-❡! ❏♦✉!♥❛❧✱ ✶✵✭✹✮ ✿✸✼✹✕✸✼✼✱ ✶✾✻✽✳

❬I,✐✺✼❪ ❘✳ ❈✳ I,✐♠✳ ❙❤♦,<❡?< ❝♦♥♥❡❝<✐♦♥ ♥❡<✇♦,❦? ❛♥❞ ?♦♠❡ ❣❡♥❡,❛❧✐③❛<✐♦♥?✳ ❚❤❡ ❇❡❧❧

❙②%-❡♠% ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❏♦✉!♥❛❧✱ ✸✻✭✻✮ ✿✶✸✽✾✕✶✹✵✶✱ ✶✾✺✼✳

❬I,♦✵✶❪ ❏✳ I,♦❛❦✐?✳ ❲✐❧❡② ❡♥❝②❝❧♦❧❡❞✐❛ ♦❢ -❡❧❡❝♦♠♠✉♥✐❝❛-✐♦♥✳ ❏♦❤♥ ❲✐❧❡② ❛♥❞ ❙♦♥?✱ ■♥❝✳✱

✷✵✵✶✳

❬I✉❥✵✽❪ ●✳ I✉❥♦❧❧❡✳ ▲❡% ❘@%❡❛✉①✳ ✺a♠❡ b❞✐<✐♦♥✱ ❊②,♦❧❧❡?✱ ✷✵✵✽✳

❬◗❏●

+
✾✾❪ ❈✳ ◗✐❛♦✱ ▼✳ ❏❡♦♥❣✱ ❆✳ ●✉❤❛✱ ❳✳ ❩❤❛♥❣✱ ❛♥❞ ❏✳ ❲❡✐✳ ❲❞♠ ♠✉❧<✐❝❛?<✐♥❣ ✐♥ ✐♣

♦✈❡, ✇❞♠ ♥❡<✇♦,❦?✳ ■♥ ◆❡-✇♦!❦ E!♦-♦❝♦❧%✱ ✶✾✾✾✳ ✭■❈◆E ✬✾✾✮ E!♦❝❡❡❞✐♥❣%✳ ❙❡✈❡♥-❤

■♥-❡!♥❛-✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡!❡♥❝❡ ♦♥✱ ♣❛❣❡? ✽✾✕✾✻✱ ❖❝<♦❜❡, ✶✾✾✾✳

❬❘▼✾✽❪ ❇✳ ❘❛♠❛♠✉,<❤② ❛♥❞ ❇✳ ▼✉❦❤❡,❥❡❡✳ ❲❛✈❡❧❡♥❣<❤ ❝♦♥✈❡,?✐♦♥ ✐♥ ✇❞♠ ♥❡<✇♦,❦✐♥❣✳

■❊❊❊ ❥♦✉!♥❛❧ ♦♥ %❡❧❡❝-❡❞ ❛!❡❛% ✐♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛-✐♦♥%✱ ✶✻ ✿✶✵✻✶✕✶✵✼✸✱ ✶✾✾✽✳

❬❘▼❘

+
✾✸❛❪ ❘✳ ❘❛✈✐✱ ▼✳ ❱✳ ▼❛,❛<❤❡✱ ❙✳ ❙✳ ❘❛✈✐✱ ❉✳ ❏✳ ❘♦?❡♥❦,❛♥<③✱ ❛♥❞ ❍✳ ❇✳ ❍✉♥<✳ ▼❛♥②

❜✐,❞? ✇✐<❤ ♦♥❡ ?<♦♥❡ ✿ ♠✉❧<✐✲♦❜❥❡❝<✐✈❡ ❛♣♣,♦①✐♠❛<✐♦♥ ❛❧❣♦,✐<❤♠?✳ ■♥ E!♦❝❡❡❞✐♥❣% ♦❢

-❤❡ -✇❡♥-②✲✜❢-❤ ❛♥♥✉❛❧ ❆❈▼ %②♠♣♦%✐✉♠ ♦♥ ❚❤❡♦!② ♦❢ ❝♦♠♣✉-✐♥❣✱ ❙❚❖❈ ✬✾✸✱ ♣❛❣❡?

✹✸✽✕✹✹✼✱ ◆❡✇ ❨♦,❦✱ ◆❨✱ ❯❙❆✱ ✶✾✾✸✳ ❆❈▼✳

❬❘▼❘

+
✾✸❜❪ ❘✳ ❘❛✈✐✱ ▼✳ ❱✳ ▼❛,❛<❤❡✱ ❙✳ ❙✳ ❘❛✈✐✱ ❉✳ ❏✳ ❘♦?❡♥❦,❛♥<③✱ ❛♥❞ ❍✳ ❇✳ ❍✉♥<✳ ▼❛♥②

❜✐,❞? ✇✐<❤ ♦♥❡ ?<♦♥❡ ✿ ♠✉❧<✐✲♦❜❥❡❝<✐✈❡ ❛♣♣,♦①✐♠❛<✐♦♥ ❛❧❣♦,✐<❤♠?✳ ■♥ E!♦❝❡❡❞✐♥❣% ♦❢

-❤❡ -✇❡♥-②✲✜❢-❤ ❛♥♥✉❛❧ ❆❈▼ %②♠♣♦%✐✉♠ ♦♥ ❚❤❡♦!② ♦❢ ❝♦♠♣✉-✐♥❣✱ ❙❚❖❈ ✬✾✸✱ ♣❛❣❡?

✹✸✽✕✹✹✼✱ ◆❡✇ ❨♦,❦✱ ◆❨✱ ❯❙❆✱ ✶✾✾✸✳ ❆❈▼✳

❬❘▼❘

+
✵✶❪ ❘✳ ❘❛✈✐✱ ▼✳ ❱✳ ▼❛,❛<❤❡✱ ❙✳ ❙✳ ❘❛✈✐✱ ❉✳ ❏✳ ❘♦?❡♥❦,❛♥<③✱ ❛♥❞ ❍✳ ❇✳ ❍✉♥< ■■■✳ ❆♣♣,♦①✐✲

♠❛<✐♦♥ ❛❧❣♦,✐<❤♠? ❢♦, ❞❡❣,❡❡✲❝♦♥?<,❛✐♥❡❞ ♠✐♥✐♠✉♠✲❝♦?< ♥❡<✇♦,❦✲❞❡?✐❣♥ ♣,♦❜❧❡♠?✳

❆❧❣♦!✐-❤♠✐❝❛✱ ✸✶✭✶✮ ✿✺✽✕✼✽✱ ✷✵✵✶✳

❬❘❙✵✻❪ ❘✳ ❘❛✈✐ ❛♥❞ ▼✳ ❙✐♥❣❤✳ ❉❡❧❡❣❛<❡ ❛♥❞ ❝♦♥j✉❡, ✿ ❆♥ ❧♣✲❜❛?❡❞ ❛♣♣,♦①✐♠❛<✐♦♥ ❛❧❣♦,✐<❤♠

❢♦, ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡❣,❡❡ ♠?<?✳ ■♥ ▼✳ ❇✉❣❧✐❡?✐✱ ❇✳ I,❡♥❡❡❧✱ ❱✳ ❙❛??♦♥❡✱ ❛♥❞ ■✳ ❲❡❣❡♥❡,✱

❡❞✐<♦,?✱ ❆✉-♦♠❛-❛✱ ▲❛♥❣✉❛❣❡% ❛♥❞ E!♦❣!❛♠♠✐♥❣✱ ✈♦❧✉♠❡ ✹✵✺✶ ♦❢ ▲❡❝-✉!❡ ◆♦-❡% ✐♥

❈♦♠♣✉-❡! ❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡? ✶✻✾✕✶✽✵✳ ❙♣,✐♥❣❡, ❇❡,❧✐♥ ❍❡✐❞❡❧❜❡,❣✱ ✷✵✵✻✳

✶✶✽



❬❙▲✵✼❪ ▼✳ ❙✐♥❣❤ ❛♥❞ ▲✳ ❈✳ ▲❛✉✳ ❆♣♣2♦①✐♠❛6✐♥❣ ♠✐♥✐♠✉♠ ❜♦✉♥❞❡❞ ❞❡❣2❡❡ 9♣❛♥♥✐♥❣ 62❡❡9 6♦

✇✐6❤✐♥ ♦♥❡ ♦❢ ♦♣6✐♠❛❧✳ ■♥  !♦❝❡❡❞✐♥❣) ♦❢ +❤❡ +❤✐!+②✲♥✐♥+❤ ❛♥♥✉❛❧ ❆❈▼ )②♠♣♦)✐✉♠

♦♥ ❚❤❡♦!② ♦❢ ❝♦♠♣✉+✐♥❣✱ ❙❚❖❈ ✬✵✼✱ ♣❛❣❡9 ✻✻✶✕✻✼✵✱ ◆❡✇ ❨♦2❦✱ ◆❨✱ ❯❙❆✱ ✷✵✵✼✳

❆❈▼✳

❬❙❙✶✷❪ ❆✳❆✳▼✳ ❙❛❧❡❤ ❛♥❞ ❏❛♥❡ ▼✳ ❙✐♠♠♦♥9✳ ❆❧❧✲♦♣6✐❝❛❧ ♥❡6✇♦2❦✐♥❣ ①✷✵✶✹ ❀❡✈♦❧✉6✐♦♥✱ ❜❡✲

♥❡✜69✱ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡9✱ ❛♥❞ ❢✉6✉2❡ ✈✐9✐♦♥✳  !♦❝❡❡❞✐♥❣) ♦❢ +❤❡ ■❊❊❊✱ ✶✵✵✭✺✮ ✿✶✶✵✺✕✶✶✶✼✱

▼❛② ✷✵✶✷✳

❬❙❙▼

+
✶✶❪ ❉✳ ❙✐❧✈❛✱ ❘✳ ❙✐❧✈❛✱ ●✳ ▼❛6❡✉9✱ ❏✳ ●♦♥Y❛❧✈❡9✱ ▼✳ ❘❡9❡♥❞❡✱ ❛♥❞ Z✳ ❋❡96❛✳ ❆♥ ✐6❡2❛6✐✈❡

2❡✜♥❡♠❡♥6 ❛❧❣♦2✐6❤♠ ❢♦2 6❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❜2❛♥❝❤ ✈❡26✐❝❡9 ♣2♦❜❧❡♠✳ ■♥ Z✳ Z❛2❞❛❧♦9 ❛♥❞

❙✳ ❘❡❜❡♥♥❛❝❦✱ ❡❞✐6♦29✱ ❊①♣❡!✐♠❡♥+❛❧ ❆❧❣♦!✐+❤♠)✱ ✈♦❧✉♠❡ ✻✻✸✵ ♦❢ ▲❡❝+✉!❡ ◆♦+❡) ✐♥
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