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Résumé

L’étude de la distribution des points rationnels sur les variétés algébriques est un sujet classique de la géométrie
diophantienne. Le programme proposé par V. Batyrev et Y. Manin dans des années 90 donne une prédiction
sur 'ordre de croissance tandis que sa version ultérieure due & E. Peyre conjecture ’existence d’une mesure
décrivant la distribution globale. Dans cette thése nous nous proposons une étude de la distribution locale des
points rationnels de hauteur bornée sur les variétés algébriques. Ceci envisage une description plus fine que celle
globale en dénombrant les points les plus proches d’un point fixé. Nous nous plagons le cadre dans le travail de
D. McKinnon et M. Roth qui met en évidence que la positivité locale des fibré en droites de la variété gouverne
I’approximation diophantienne sur elle et nous reprenons les résultats de S. Pagelot. L’ordre de croissance espéré
et 'existence d’une mesure asymptotique sur certaines surfaces toriques sont démontrés, alors qu’un résultat
négatif pour une autre surface sur laquelle il n’y pas de mesure asymptotique et les meilleurs approximants
génériques s’obtiennent sur des courbes rationnelles nodales est également obtenu. Ces deux phénoménes sont de
nature radicalement différente du point de vu de I'approximation diophantienne classique.

Abstract

The study of the distribution of rational points on algebraic varieties is a classic subject of Diophantine geometry.
The program proposed by V. Batyrev and Y. Manin in the 1990s gives a prediction on the order of growth whereas
its later version due to E. Peyre conjectures the existence of a measure describing the global distribution. In this
thesis we propose a study of the local distribution of rational points of bounded height on algebraic varieties.
This aims at giving a description finer than the global one by counting the points closest to a fixed point. This
is based on the recent framework of the work of D. McKinnon and M. Roth which highlights that the local
positivity of line bundles of the variety governs the Diophantine approximation on it and we take up the results
of S. Pagelot. The expected order of growth and the existence of an asymptotic measure on some toric surfaces
are demonstrated, while a negative result for another surface on which there is no asymptotic measure and the
best generic approximates are obtained on nodal rational curves is also proven. These two phenomena are of
radically different nature from the point of view of classical Diophantine approximation.
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Chapitre 1

INTRODUCTION
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1.1 Points rationnels sur les variétés algébriques et principe de Batyrev-
Manin

L’étude de la distribution des points rationnels sur les variétés algébriques est un sujet classique de la géométrie
diophantienne. Beaucoup de variétés dont le fibré anticanonique est gros vérifient le principe de Batyrev-Manin
[IBM90] avec la constante de Peyre [Pey95|, y compris les variétés toriques lisses projectives (voir [Bro09] pour
des exemples). Plus précisément, soit X une telle variété définie sur un corps de nombres & munie d’une hauteur
de Weil H associée au fibré anticanonique w;(l. On dit que X vérifie le principe de Batyrev-Manin s’il existe un
ouvert dense U de X tel que

tUn<p = t{z € U(k) : H(P) < B} ~ C(X)B(log B)eFic(X)—1, (1.1.1)

ou la constante C(X) a regu une interprétation géométrique (cf. [Pey95],[Pey03]). Citons aussi quelques versions
raffinées de cette conjecture [Pey14], [LTT15], [LS16]. La raison pour laquelle on ne considére pas tous les points
de la variété est que souvent il existe des sous-variétés, que 1'on appelle ici globalement accumulatrice, dont la
croissance du nombre de points rationnels domine celle d’un ouvert dense. On peut définir certaines constantes
(par exemple, la constante S dans [BM90]) pour détecter de telles variétés. Soit U louvert privé de toutes les
sous-variétés globalement accumulatrices (si un tel ouvert existe). Une extension naturelle de ce probléme est de
considérer la convergence au sens faible de la suite de mesures de probabilité

1

ﬁUHgB zeU(k),H(z)<B

HUpgcp = 0. (1.1.2)

Si cette suite de mesures converge, elle refléte un phénoméne d’équidistribution, et en regardant la densité de la
mesure limite on peut obtenir une caractérisation de la « concentration » des points rationnels. E. Peyre [Pey95]|
a conjecturé une mesure limite, appelée mesure de Tamagawa.

1.2 Distribution locale

On se place toujours sur le cadre du principe de Batyrev-Manin. Pour étudier la distribution plus fine, on se
propose d’utiliser une approche plus « locale ». Pour X une « bonne » variété munie d’une hauteur de Weil H,
on s’intéresse a I’ensemble des points rationnels de hauteur bornée

XHgB:{PGX(Q)H(P) <B}

Nous regardons d’abord quelques exemples particuliers.
Cas I. X = P%Q' On choisit la hauteur de Weil définit par

H([w:y: 2]) = max(|zl, [y], [2[), pged(z,y,2) =1.

Un calcul nous dit que les points le plus proches de @ sont & une distance de I'ordre de B~!. Nous observons
aussi que les points se répartissent apparemment de préférence sur les droites rationnelles.

Cas II. X = P! x P!. On choisit la hauteur définie par

H([u:v] x [s:t]) = max(Ju|, |v]) max(|s], |t]), pegcd(u,v) = pged(s,t) = 1.

On peut étendre ce principe & une variété plus générale. Etant donné Q € X (k), on considére les questions
suivantes :

— Quels sont les points rationnels de hauteur bornée sur X « les plus proches » de Q7

— Existe-t-il une distribution asymptotique de ces points, une fois appliqué une opération de grossissement
approprié ?

Dans ce mémoire, on s’intéresse aux variétés toriques lisses et projectives dont le fibré en droites anticanonique
est engendré pas ses sections globales et on utilise une hauteur de Weil associée. Les travaux [BT98| [BT95]
[Sal98] confirment la conjecture de Manin pour les variétés toriques munies d’une hauteur de Weil associée au
fibré anticanonique. Ceci est en faveur de l'existence d’une distribution globale ainsi que de l'existence d’une
distribution locale asymptotique.
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FIGURE 1.1 — Points de hauteur bornée sur P2 FIGURE 1.2 — Points de hauteur bornée sur P! x P!

1.3 Principaux résultats

Dans ce mémoire, on considére les surfaces toriques dont 1’éventail est 'un des suivants (Figures a
avec une hauteur de Weil associée au fibré anticanonique. Pour donner un sens aux notions de points proches et
de facteur de zoom, on se placera dans le cadre de 'approximation diophantienne sur les variétés algébriques a la
D. McKinnon et M. Roth [MRT5]. Ils proposent une définition qui est de nature géométrique et arithmétique en
méme temps pour mesurer la qualité d’approcher un point rationnel par d’autres points rationnels sur la variété
(cf. chapitre [2)).

Le premier résultat concerne la meilleure approximation.

Théoréme 1.3.1 (cf. Théoréme infra). Pour toute variété torique vérifiant une condition géométrique
(cf. , les approzimations optimales peuvent étre choisies sur des courbes rationnelles de degré anticanonique
minimal. Cela est encore vrai pour toutes les variétés étudiés dans ce mémoire (bien que certaines d’entre elles
ne vérifient pas cette condition).

Le second est focalisé sur la distribution locale. Nous nous concentrons sur les surfaces X3 et Yj. Elles
fournissent des phénoménes assez différents.

Théoréme 1.3.2 (cf. Théoréme infra). Pour la surface X3, en dehors d’un fermé de Zariski, les approzi-
mants génériques s’obtiennent sur des courbes rationnelles lisses trés libre de degré anticanonique minimal et
il existe une mesure limite pour le zoom critique décrivant la distribution locale d’un point général sur [’orbite
ouverte. Elle est de dimension de Hausdorff 2.

Théoréme 1.3.3 (cf. Théoréme infra). Pour la surface Yy, en dehors d’un fermé de Zariski, les approxi-
mants génériques se situent sur une famille de courbes rationnelles cubiques nodales et il n’existe pas de mesure
limite pour le zoom critique.

La méthode de paramétrage utilisée dans la démonstration nous permet de redémontrer un résultat que S.
Pagelot avait énoncé :

Théoréme 1.3.4 (Pagelot [Pag08]). — Pour les surfaces P?, Xy et X, en dehors d’un fermé de Zariski, la
mesure limite existe et elle est de dimension de Hausdorff 1.

— Pour la surface P x P, en dehors d’un fermé de Zariski, la mesure limite existe et elle est de dimension
de Hausdorff 2.

Remarque 1.3.5. Dans un travail a venir, nous allons étudier les surfaces Y (Fig. et Y3 (Fig. . 1l
semble que sur Y5 la mesure limite existe et elle est de dimension de Hausdorff 2 comme pour X3 et P! x P!, mais
de densité légérement différente. Alors que pour Y3, contrairement a Yy, les approximants génériques peuvent se
trouver sur des familles de courbes nodales ou celles de courbes cupsidales. Mais ces derniéres en contiennent
beaucoup plus.
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FIGURE 1.9 — L’éventail de Y5 FIGURE 1.10 — L’éventail de Y3



CHAPITRE 1

iy

li /7
/

Wi

Iy ey
Iy

7

A/ Ay i

FIGURE 1.11 — Zoom sur P2 FIGURE 1.12 — Zoom sur P! x P!
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1.4 Interprétation en terme de ’espace de module des courbes ration-
nelles

Les courbes rationnelles sur les variétés donnent naturellement des approximants. L’obtention de la meilleure
approximation et de I'approximation générique nous améne a chercher les courbes rationnelles qui sont de degré
bas et peuvent étre déformées librement. La géométrie de ’espace de modules des courbes rationnelles pourrait
avoir un impact sur 'approximation diophantienne sur la variété. On propose un premier regard sur ’espace
Mor(P?!, X) des morphisme de P* — X pour X une variété torique dans le chapitre

D’aprés nos considérations, il semble qu’il y ait des conditions « nécessaires » pour I'existence de mesure limite
de dimension compléte.

Pour les surfaces P2, X1, X, X3,Y>, considérons le nombre de composantes irréductibles de Morz(P!, X)
caractérisant les courbes rationnelles de degré anticanonique 3, qui sont en fait lisse et trés libres de degré minimal.
Pour X = P2, X, X, il vaut 1 mais pour X = Xs,Y5 il vaut 2. Les transformations birationnelles du type
Cremona dans Bir(P?) préservent la hauteur choisie et échangent les courbes correspondant & ces composantes.
Pour X = P! x P! il n’y a qu'une composante de Mory (P!, X) qui caractérise les courbes rationnelles trés
libres de degré minimal (degré 4 anticanonique ) mais elle est de dimension « grande ». Quant a Y3 et Yy, les
courbes donnant les meilleurs approximants génériques ne sont plus lisses, ce qui semble donner une obstruction
a lexistence de mesure limite.



Chapitre 2

CONSTANTES D’APPROXIMATION ET
OPERATIONS DE GROSSISSEMENT
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2.1 Constantes d’approximation et constante essentielle

On définit plusieurs constantes d’approzimation d’un point rationnel sur une variété algébrique généralisant
la notion de mesure d’irrationalité venant de 'approximation diophantienne classique. Dans ce mémoire, nous
considérons uniquement les distances archimédiennes réelles. Une définition analogue s’applique aux places non-
archimédiennes. Soit X une variété projective définie sur un corps de nombres k. Dans la suite, k désigne une
cloture algébrique de k. Fixons une valuation v archimédienne. La complétion k, est donc R ou C. On peut
choisir la fonction de distance projective d définie par la restriction de la fonction définie sur un plongement
X — P} de maniére suivante. Soient © = [x¢ : -+t zp],y = [yo : -+ : yn] € P*(C),

|2zl >
(Ximo ) (3230 lyil)

ou |- | est la valeur absolue usuelle sur C. Les distances venant de plongements différents sont équivalentes. Plus
précisément, si d,, est une distance induite par un autre plongement X — P™, alors pour toute extension finie
K/k, d, et d,, sont équivalentes sur X (K, ) x X(K,) (cf. [MR15], Proposition 2.4). Localement elles équivalent
aussi a

[y :R]

)

dy(z,y) = <1 -

min(1, max(la; — b1],- -+, |an — bnl))

pour z = (a1, - ,an),y = (b1, -+ ,by) en coordonnées affines. (cf. [MR15], Lemma 2.2-2.6.) -
Soit L un fibré en droites sur X muni d’une hauteur de Weil absolue Hj,. On fixe un point rationnel @ € X (k).
Pour V' une partie constructible de X, on considére les ensembles

AQ.V)={r>0]3(y) € (V(k)={QH.3C > 0,d(Q,y:) — 0 et d(Q,y:) Hr(y;) < C},

B(Q,V)={y>0]3C>0,d(Q,y)"HL(y) > C,Vy € V(k) ={Q}}. (2.1.1)

Chacun est un intervalle : si v9 € B(Q,V), tout 0 < v < =y appartient & B(Q,V); de méme, si v9 € A(Q,V),
tout v > 7o appartient & A(Q,V).

Définition 2.1.1. Soit U un ouvert de X. On dit que L vérifie la propriété de Northcott pour U si pour tout
B >0,
f{zx e U(k): H(x) < B} < .

Proposition-Définition 2.1.2 ([MR15|, Proposition 2.11). Soient Q € X (k) et V une partie constructible de
X. Supposons que L vérifie la propriété de Northcott pour un ouvert de Zariski U contenant Q. Alors on a

inf A(Q,UNV)=supB(Q,UNV).

Cette quantité est appelée constante d’approximation en @ dans V', notée ar(Q,V) = a(Q,V) si le fibré L est
fizé dans la considération. S’il existe une sous-variété fermée Z contenue dans V tel que o(Q,Z) = a(Q,V), on
dit que a(Q,V) peut étre calculée sur Z.

Cette définition ne dépend pas du choix de U. Dans la suite, lorsque ’on parle de la constante d’approximation,
on admet que L vérifie la propriété de Northcott pour un ouvert dense contenant Q.

Définition 2.1.3 (|[Pag08]). On définit la constante essentielle en ) comme la quantité
aessL(Q) = aess(Q) = Sl&p Oé(Q, V) (212)
ou V parcourt tous les ouverts denses de X. S’il existe une sous-variété Z de X de sorte que pour tout ouvert
dense W C Z, a(Q, W) < aess(Q), on dit que Z est localement accumulatrice.
Ces notions ne dépendent ni du choix de la hauteur associée au fibré L, ni du choix de la distance projective.

Remarque 2.1.4. Puisque le probléme que I'on étudie est local, on peut se restreindre & des ouverts de X. Si
le fibré en droites L est gros, c’est-a-dire sa classe est dans 'intérieur du céone pseudo-effectif de X, alors il existe
un entier m tel que 'application rationnelle T,, : X --» P(H?(X, L®™)) est birationnelle vers son image. En
particulier on peut choisir un ouvert U tel que U ~ T1,,(U) C P(H°(X, L®™)) et donc

H{e e U(k) : Hpo(z) < BY = H{y € Tm(U)(k) : Ho1y(y) < B} < o0

grace au théoréme de Northcott. Donc si le point & approcher est dans cet ouvert, alors la constante d’approxi-
mation est bien définie en tout point de I'ouvert.
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Nous présentons des propriétés fondamentales des constantes d’approximation. Pour une démonstration, voir
IMR15] Proposition 2.14].

Proposition 2.1.5. Soient L un fibré en droites sur X et x € X (k).
— Pour tout m € Nx1, on a o (z, X) = map(z, X).
— Pour tout a,b € Qsq et J un fibré en droites sur X, on a agr+ps(x, X) > aarp(x, X) + bay(z, X).
— Pour toute sous-variété Y telle que x € Y (k), on a ar(z,X) < ar, (z,Y).
— Si L est ample, alors ap(x,X) > 0. Si L est trés ample, alors ap(x, X) > 1.

Soient Y une autre variété projective et K un fibré en droites sur'Y ety € Y (k).
— Siz g X(k) ety €Y (k), alors apgg(x x y, X xY) 2 ap(z, X))+ ax(y,Y).
— Size X(k) ety Y(k), alors apgg(x x y, X xY) = ak(y,Y).
— Size X(k), yeY(k), alors apgi(z x y, X xY) = min(ag(z, X), ax(y,Y)).

La constante aegs satisfait, quant a elle, les propriétés suivantes.

Proposition 2.1.6. (i) Soient X une variété projective et x € X (k).

— Soit L un fibré en droites sur X avec une hauteur de Weil Hy, associée. On a
Qoss,on (T) = N Qess 1, (7, X) (Vn € N).

— La fonction cess.(x) est concave. A savoir, pour deux fibrés en droites L, J sur X et pour ni,ny € N,
on a

aessn1L+n2J(x) 2 ni aessL($> + n2 aessJ(‘r)'

(i) Soient X,Y des variétés projectives munies de fibrés en droite amples Ly, Ly respectivement. Soient x €

X (k),y € Y(k). Alors on a
Qless 1K Lo (LU X y) 2 Qless [, (37) + Qless [y (Zl/)

Démonstration. On se place d’abord sur une variété fixée X avec une distance d choisie. Le premier énoncé résulte
des définitions. Pour démontrer le deuxiéme énoncé, on peut supposer que n; = ng = 1. Pour des hauteurs Hy,, H;
associées a L, J, on associe la hauteur Hy,; = Hy, H; au fibré L+ J. Supposons que a1 = Qess1,(T), 2 = Qless 7 ()
sont finis. Alors tout & > 0, il existe un ouvert U(e) dense tel que

ap(z,U(e)) 2 a1 —¢e, ay(z,U(e)) > az —e.
Prenons une suite (z;) — « dans U(e)(k). Alors les suites
d(x, ;)" Hp(x;) et d(x,z)** *Hp(xz;)
sont minorées. On en conclut donc que la suite
d(x, 2;)" T 2722 ]y g () = d(w, )™ Hp (x) x d(z,23)*2  Hy(x;)

est également minorée. Cela montre que a4+ (z,U(g)) = a1+az2—2¢ pour tout € > 0 et donc dessr,4 7 () > a1+axz.
Supposons que a; = o0 et az < 0o . Alors pour tout n € N il existe un ouvert U(n) dense tel que ay(z,U(n)) >
n. On note b = ay(z,U(n)) < az. En reprenant 'argument ci-dessus on obtient que pour tout suite (z;) — =
dans U(n)(k), la suite
A" (2w Hiy g (23)

n’est pas bornée. On en conclut que tessr 1 7(x) = ap+s(z,U(n)) = n+b,Vn € N et donc dessp 4 7(x) = 00. Les
deux cas (a1 < as = 00 et aj,as = 00) qui restent peuvent étre vérifiés de fagon analogue.

Maintenant fixons deux variétés projectives X, Y. On associe des hauteurs de Weil absolues Hy,Hy & Ly, Lo.
On choisie les distances dy,ds pour X,Y. Remarquant que les constantes d’approximation ne dépendent ni du
choix de hauteur ni du choix de distance, on peut prendre la distance

d((sv t)v (.CE, y)) = max(dl(sa I)? dQ(tv y))

sur X x Y. Une hauteur de Weil absolue associée a L1 X Lo sur X x Y est H(s, t) = Hy(s) Ha(¢). Supposons que
€1 = Qessp, (T), €2 = Qess1,, (y) < 00. Pour tout € > 0, on peut prendre U; ouvert de X et Uy ouvert de Y qui sont
denses tels que

ap, (@, U1) >c1 —e, ap,(y,Us) > co —e.
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On considére 'ouvert dense U de X x Y défini par
U= (U1 X UQ)—({J,‘} xYUX x {y})

Alors pour toutes suites (z;) — « dans Uy (k) et (y;) — y dans U (k) avec z; # x,y; # y, la suite (x; X y;) est
dans U(k) et

d((xuyl)? (Ivy))61+6272€HL1|XL2 (zz X yz)
>dy (2, 2) " Hp, (2;) X do(yi,y) “Hr, (yi)

est minorée. On en conclut que pour tout € > 0,
args( Xy, U) =1 + ey — 2e.
et donc

Qess 1, KL, (T X Y) = 1 + ca2.

Supposons que ¢z < ¢; = oo. Par abus de notation, pour tout n € N, il existe U; ouvert dense dans X tel que
ar(x,U;) > n. Avec la méme construction de 'ouvert U comme ci-dessus et le méme raisonnement on conclut
que

Qess 1, KL, (T X Y) = arms(z x y,U) = n,

et d’olt Qress1,,®L, (¢ X ) = 00. Les autres cas se démontrent de facon analogue. O

Toutes ces constantes sont connues en dimension 1.

Théoréme 2.1.7 (Théoréme de Roth, Principe de Dirichlet, [MRI5] Lemma 2.15). Soient x € P'(k) et d € N.
Supposons que k(xz) C k,. On fize une hauteur de Weil absolue associée o O(d). Alors

d si k(z) =

4 si k(z) # ki (2.1.3)

oz, Pt) = {

Théoréme 2.1.8 ([MR15] Theorem 2.16). Soient C' une courbe rationnelle définie sur k et L un faisceau
inversible ample sur C. On fivre Q € C(k). Soit ¢ : P1 — C le morphisme de normalisation. Alors

a(Q.0) = d

= min ,
Pe¢=1(Q) mprp

ot d = deg (L), mp est la multiplicité de la branche de C' passant par Q correspondant & P et

0 si k(P) & ky;
r(P) =<1 s k(P) =k;

2 sinon.

(Ici rp = 0 veut dire que mers = 00, qui arrive par exemple pour k = Q et Q un point imaginaire k(Q) ¢ R =
Qo qu’il est donc impossible d’approcher par des nombres rationnels.)

La constante d’approximation est donc sensible aux singularités.

C’est un fait empirique que les approximants proviennent essentiellement des courbes rationnelles. En effet D.
McKinnon a proposé la conjecture suivante [McKQT7, Conjecture 2.7, qui prédit que o(Q, X) peut étre calculée
sur des courbes rationnelles passant par Q.

Conjecture 2.1.9 (McKinnon). Soient L un fibré ample sur X avec une hauteur de Weil choisie et Q € X (k).
Supposons qu’il y a une courbe rationnelle passant par @ (ceci implique en particulier que (@, X) < co. Alors
il existe une courbe rationnelle C telle que

a(Q,C) = o(Q, X).

On utilise souvent la procédure suivante pour déterminer la constante essentielle. Elle consiste essentiellement
en deux étapes : démontrer une borne inférieure uniforme valide dans un ouvert pour le produit d’une certaine
puissance de la distance avec la hauteur et trouver une famille de courbes rationnelles dont la réunion dans
la variété est dense pour la topologie de Zariski et chacune atteint la constante d’approximation souhaitée. Il
convient de remarquer que cette procédure donne seulement une condition « suffisante » pour trouver egs. En
général, il n’est pas clair que aegs puisse toujours étre atteinte sur une famille de courbes rationnelles.
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2.2 Opération de grossissement

2.2.1 Principe de Batyrev-Manin-Peyre

Dans des années 1990, Batyrev et Manin ont conjecturé une formule qui donne une prédiction pour 'ordre de
croissance du cardinal de ’ensemble des points de hauteur bornée. Concernant la distribution globale des points
rationnels sur X, Peyre a ensuite reformulé et raffiné leur conjecture sous une forme intervenant des mesures, que
nous énongons comme suit. On note k = rg(Pic(X)), X (Ax)5* 'ensemble des points adélique de X pour lesquels
I’obstruction de Brauer-Manin & ’approximation faible est triviale.

Conjecture 2.2.1. Il existe un ouvert U C X tel qu’en notant

Sup= Y Op, (2.2.1)

PeU(Q)
H(P)<B
on ait
L s Box
B(log B)F—1°0:F 77 X

au sens de convergence faible pour certaine mesure

M_]?{r = H Hv
)

veVal(k

comme produit de mesures v-adique, définie sur X (Ay)B".

Remarquons qu’en fait, si v | 0o, la partie v-adique p, est une mesure a densité continue relativement a la
mesure de Lebesgue sur X (k).

2.2.2 Formulation du grossissement

Maintenant nous allons décrire l’opération de grossissement (ou zoom) en détail. On suppose que k C R et
v est une place archimédienne réelle. On identifie localement X (R) avec l'espace tangent ToX en envoyant @
sur 'origine, en utilisant un systéme de coordonnées analytiques. Dans T X, on définit une « contraction » par
une homothétie de rapport une puissance de B (la lettre B désigne ici la borne de la hauteur). Plus précisément,
si on note le difftomorphisme entre X (R) et T X par p, alors l'opérateur de zoom ¥, g avec le facteur r est
défini par )
U, p(P)=DBrp(P), PeX(R).

Remarquons qu’avec cette convention, plus r est grand, plus le grossissement est faible.

Notation 2.2.2. On note Cg (X) Pespace vectoriel des fonctions continues de support compact définie sur T'x Q)
a valeurs réelles.

Fixons U une sous-variété de X. Soit f € Cg (X), on introduit la mesure dy,g p,» définie par

JERTZT D SR ()

z€U(k):Hp (z)<B

Cette définition dépend de la différentielle en 'origine du difféomorphisme choisi. On note B(0, €) la boule centrée
en lorigine de rayon £ > 0 et x(g) la fonction caractéristique associée. S’il existe v > 0,8 > 0 tels que

B(log B)? <. /X(E)d5U,Q,B,r <. B'(log B)?, (2.2.2)

pour une infinité de B — oo, ils décrivent 'ordre de grandeur d’accumulation des points rationnels autour de Q.
Par exemple quand on calcule { [ x(¢) ddy,g,p,r}, on est en train de compter des points rationnels dans la boule
B(0, B_%E) dont le volume est de grandeur B~ 7. Plus petit est le facteur r, moins de points sont dénombrés,
et on dit que le grossissement est plus fort. Nous espérons que pour r suffisamment grand, la distribution des
points rationnels respecte encore le principe de Batyrev-Manin-Peyre, & savoir que la mesure limite devrait étre
proportionnelle & la mesure de Lebesgue. Alors que pour r suffisamment petit, on ne trouve que le point @) dans
un voisinage borné.
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On peut aussi donner une prédiction naive pour les constantes 3, . Soit n = dim X. Supposons que U est un
ouvert pour la suite. Supposons la validité de la conjecture pour louvert U et la validité d’une forme forte
de I’équidistribution, c’est-a-dire pour des voisinages analytiques dont la taille dépendent de B, ce qui donnerait

dans ([2.2.2)),

/X(g)daU,Q,Bm = /X(EB*%)daU,B ~e Vol(B(0,eB~+))B(log B)F

n

~e B~7 x B(log B)*~' = B+ (log B)*~1.

Autrement dit, on devrait avoir

/3:1_% y=k—1. (2.2.3)

En fait, dans les exemples considérés dans ce mémoire, la valeur de 3 est en accord avec cette prédiction, mais
celle de v ne l'est pas. Il arrive parfois que 8 = v = 0, comme pour la surface Y;. On renormalise en considérant

la suite de mesures
1
— r 2.2.4
{B’Y(log B)f V@B } (2:24)

Le comportement de la suite (2.2.4) décrit la distribution locale autour du point @ sur X. On appelle mesure
limite la limite de la suite (2.2.4)) (si elle existe).

Le facteur de grossissement est étroitement lié aux constantes d’approximation. Moralement, le grossissement
d’un certain facteur va mettre en évidence les sous-variétés dont la constante d’approximation atteignent ce
facteur et ignorer celles dont la constante d’approximation est plus grande. Donc celui d’un facteur plus petit
que Qiess va nous ramener a des sous-variétés fermées localement accumulatrices. Cela plus la proposition suivante
explique la raison pour laquelle on s’intéresse & ceux avec un facteur > qregs.

Proposition 2.2.3. Soit U une partie analytique de X pour laquelle L vérifie la propriété de Northcott telle que
a(Q,U) = qess(Q). Alors pour tout 1 < qess €t f € CE(X), on a

1. [ fdouqpr=f(Q)siQeU(k);
2. [ fdéu,qg,B,r =0 sinon,
pour B>y, 1.
Démonstration. On peut supposer que f est une fonction caractéristique x(¢) pour € > 0. On choisit une distance

d sur To X . D’aprés la proposition-définition 2.1.2} pour § > 0 tel que r + f < s, il existe une C' > 0 telle que
pour tout P € U(k) différent de Q, d(o(P), o(Q)) P H(P) > C. Supposons que H(P) < B. Cela implique que

1

d(Q(P)aQ(Q)) P OﬁHL(P)_TJrB > O/B_ﬁ.

1
T

Les points aprés zoom doivent situer dans le support de f, donc d(o(P), o(Q))B*
r(r
Donc un tel P n’existe pas quand B > (¢(C')™1) e

<&, doud(o(P),0(Q)) <eB 7.
O

Définition 2.2.4. On dit que le grossissement est critique (resp. sous-critique) si son facteur r = g (resp.
> less)-

La dimension du support de la famille pour le grossissement critique se révéle étre trés varié. Elle peut
étre n’importe quelle valeur entiére entre 0 et n, ce qui rend ce cas le plus intéressant. D’aprés la proposition ci-
dessus et la définition de a.gg, la répartition des approximants qu’on trouve dans les grossissements sous-critiques
devraient étre plus uniforme. Nous espérons donc que la dimension de Hausdorff du support de la mesure limite
(si elle existe) devrait étre égale a la dimension de la variété. Prenant du recul, une minoration du type

1 ~
W/X(E)déU,Q,B,r >>/x(5)d5m Ve >0

pour une mesure 5; définie sur T X veut dire que la distribution locale est uniformément minorée par une mesure
de dimension de Hausdorff égale aussi & celle de la variété, ce qui assure l’existence de « beaucoup » de points
dans le zoom. C’est ce que nous allons démontrer dans le chapitre [f] pour certains zooms de la surface Yj.

Inspiré par le fait que certaines courbes rationnelles contiennent beaucoup plus de points que les autres
dans une méme variété dans 'opération de zoom, bien qu’elles aient la méme constante d’approximation, nous
proposons la définition suivante pour les distinguer.
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Définition 2.2.5. Supposons que qess(Q) < 0o. On dit qu’une sous-variété fermée stricte W de X est localement
faiblement accumulatrice si qess(Q) = a(Q, W) et qu'il existe Uy ouvert dense de X tel que pour tout € > 0
suffisamment grand et pour tout ouvert Us satisfaisant & a(Q,Us) = auss(@) et Uy N Uz N W dense dans W, on
ait, en notant U = Uy N Uy,

/X(E)d‘sU—W,Q,B,aeSS(Q) =0 (/ X(E)d5UnW,Q,B,aeSS(Q)> .

Autrement dit, les sous-variétés localement faiblement accumulatrices ne sont pas localement accumulatrices
mais dominent leur complémentaire.

Puisque 'opération de grossissement nous permet de ne garder que les points généraux les plus proches d’un
point donné, elle nous fournit aussi une condition suffisante pour que a,s soit additive pour le produit de variétés.

Proposition 2.2.6. On conserve les notations de la proposition (). Supposons que Qess. 1, (T) €t ess, 1, (Y)
sont finies et qu’il existe des ouverts Uy C X,Us C Y tels que pour tout r > 0 suffisamment petit, pour toutes
régions Ry C TrX, Ry C TRY (avec les difféomorphismes 01, 02), on ait

5U1,x,B,aess,L1(m)+7’(X(R1)) >R, Fl(B)7 5U27y,Byaess,L2(37)+7'(X(R2)) >R, FQ(B)v

pour certaines fonctions croissantes Fy ., Fa, : Rso — Rso non-bornées et pour tout B suffisamment grand.
Alors on a

Qless L1 KL, (x X y) = ess, Ly (x) + Qess, Ly (y)-
Démonstration. On note a; = Qess, 1, (), a2 = Qess, 1, (¥). Par définition, on a
0v1 e, Boar+r(X(R1)) = A1 (U1, Ry, a1 + 1, B),
5U2,y,B,a2+T(X(R2)) = ﬂAQ(U27 R27 as + T, B)7
ou

Al(Ul,Rl,al —|—’I”,B) = {Pl € Ul(k)—{ac}

1
B‘Il*TQl(Pl) c Ry
H., (P) <B ’

Bwt o1 (Py) € RQ}

Ao(Us, Ry, as + 1, B) = 4 Py € Up(k) =
2(Us, Ry, ag + 1, B) {2 2(k) {y}HLz(Pg)gB

En notant U = (U x Us) = ({z} x Y UX x {y}), et

1
A3(U, Ry x Ry, ay +as + 2r, B) = {P e U(k) Bmteatr (g1 X 02)(P) € Ry % RQ} ,

H; wp,(P)<B

on a

6U,:6><y,B,a1+a2+2r(X(R1 X RQ)) - ﬂAB(Ua Rl X R27a1 + as + 27", B)

Bawes= g, (Py) € Ry B gy (Py) € Ry
>t P € Uy(k)=—{z} oiir 48 Py € Us(k)={y} o
]‘IL1 (Pl) < Bartaz+ar HL2 (PQ) < BaiFaz+2r
aj+r ag+r
=4A1(U1, R1, a1 +r, Boi¥e2727 )i Ay (Us, Ry, ag + r, Baite2¥27)
=5 ay4r R1))6 ag4r R
Uy,z,B a1+1a-;+2r )a1+r(X( 1)) Us,y,B a1+2:l-;+2r ,a2+r(X( 2))

aj+r ag+r
>g, R» Fl (B @y fagf2r )FZ (B ayfagt2r )

Puisque les voisinages analytiques de la forme R; X R forment une base locale pour le point x X y sous la topologie
réelle, pour tout ouvert dense V' de X x Y, il existe des régions Ry et Ry bornées telle que ((1 % 2)(V) N (Ry x
R5))° # &. Pour n € N suffisamment grand tel que

J ayir (x(F1))d azr (x(R2)) =1,

Uy,x,Be1ta2+2r g4y Us,y,Bae1ta2+2r qo4p

on peut prendre x,, € Ai(7x(V), Ry, a1 —|—7‘,nali27;"‘*"),yn € As(my (V), Ra, a0 + T,n“lﬁi;?r). Alors =, X Yy, €
A3(V, Ry X Ra,a1 + ag + 2r,n). La suite (z, X yn)n — = X y et vérifie argy(z X y, {xn X yn}) < a1 + ag + 27.
On a donc

arms( Xy, V) < apms(@ Xy, (Tn X yn)) < a1 +az + 2r.
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Cela démontre que les approximants ayant la constante d’approximation < a; + as + 2r sont denses dans X x Y
et donc

Qess, [, KL, (T X y) < a1 + az.
L’énoncé (ii) de la proposition nous permet de conclure. O

La proposition suivante implique que la mesure limite est compatible en quelque sorte avec le produit de
variétés.
Proposition 2.2.7. Soit X (resp.Y ) une variété projective de dimension ny (resp. na) munie d’un fibré en
droites Ly (resp. La) nef et gros avec Hy (resp. Ha) une hauteur de Weil associée et dy (resp. d2) une fonction de
distance. Soient Q1 € X (k), Q2 € Y (k) les points a approcher. Supposons qu’il existe des ouwverts Uy C X, Uy CY
tels que

a1 = aessLl(Ql) = OéLl(Ql, U1) <00, Q= aessLl(QQ) = OéLg(Qz7 U2) < Q.

Supposons de plus qu’il existe Cy,Cs > 0 tels que pour tous Py € Uy(k)={Q1}, P, € Ua(k) —{Q2},

di(P)* Hy(Py) 2 Cp, da(P2)**Hy(P) = Cs. (2.2.5)

Si les mesures limite existent dans les zooms critiques de X en Q1 pour Uouvert Uy et de'Y en Q2 pour Uouvert
U, d’ordre de grandeur espéré, i.e. il existe des mesures py (resp. p2) définie sur To, (X1)r (resp. To,(Xo2)r) et
A1, A2 > 0 tels que pour toute f € Cbl(X),g € Cb2(Y), on a

5U1»Q173,a1(f) = B IOgB (/fdlffl +o >

6U27Q2,B,0t2 (g) = Bli?g(l()g B))\Z (/gdul + 0(1)) ’

alors pour ouvert U = Uy x Uy C X XY, le zoom critique pour X XY avec la distance naturelle d = max(dy,ds)
et la hauteur H = Hy1Hy en Q = Q1 X Q2 vérifie que pour h € CE’? (X xY) positive,

ni4+n
00,Q.B.0n o (h) ><p B' w172 (log B) 2 / hd(p ® p).

Démonstration. On peut supposer que h = x (V1 x V3) est une fonction caractéristique du produit des voisinages
Vi € Tg,(X1)r, Vo C Tg,(X2)r bornés de diamétre < e. Tout d’abord comme dans la démonstration de la
proposition précédente, on a

0U,Q,B o1+ (X (V1 X V2))
>0 oy Vi 1) o V-
o M(X( 1)) X oo W(X( 2))

no )

= Bmira 7w (log BYM / (Vi) dpy x Baitas 0= (log B) / X(Va) d piz

ni+ng

= B'"aiaz (log B)M 2 /X(V1 x Vo) d(p1 ® pa).

La condition de zoom implique que si (Py, P») € U(k) vérifie
d((Py, P)) = max(di (P,), da(P3)) < eB™ w1+e2,
on a, compte tenu des hypothéses ,
Hy(Py) > Cidy(Py)™® > Cye 1 Bmitos,

et
HQ(PQ) > CQ€_alB“1fa2 .

D’ott on déduit la majoration
6U;Q;B,011+Ot2 (X(‘/l X Vé))
Baitas o1(P)en

B 01(P2) € Va
Hi(Py) < 02_180‘23”1(11%

<ﬁ{P1€U1(k)_{Q1} Hy(Py) < O Lo B
2(2) < O] €2 Boitaz

} ﬁ{Pz € Uz(k) —{Q2}

<e,c; Balojrlw(l_%)(logB)Al/x(Vl)d,ul X Bal?az(l_%)(logB)AQ/X(Vg)d,ug

1— ni+ng

= B'~aitez (log B)M e /X(V1 x Vo) d(p ® p2).
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O

Remarque 2.2.8. Méme si la mesure limite existe pour le produit X x Y, elle n’est pas forcément la mesure
produit. En général il y a d’autres fonctions arithmétiques qui interviennent.

Si la variété X contient trés peu de courbes rationnelles, dans Uesprit de la conjecture de McKinnon (Conjec-
ture [2.1.9)), il devrait exister peu d’approximants pour les point rationnels.

Proposition 2.2.9 (cf. [McKOQ7|, p. 302). Supposons que la dimension de Kodaira de la variété X est positive,
et que X wérifie la conjecture de Vojta ([Voj&T], cf. [McK([, Conjecture 4.1) alors pour L un fibré en droites
gros et pour tout Q € X (k), qess1,(Q) = +00.

2.3 Minorations générales des constantes d’approximation

Démontrer une borne inférieure pour les constante d’approximation signifie la non-existence d’approximants
de meilleure qualité. A cette fin souvent on démontre une minoration uniforme du produit d’une puissance
convenable de la distance avec la hauteur, ceci étant une condition plus forte. Quand X est munie d’une fibré en
droites ample, la constante d’approximation admet des minorations se déduisant de celles des espaces projectifs.

Soient X une variété algébrique irréductible définie sur un corps de nombres k, v une place de k, L un fibré

en droites ample et Q@ € X (k). On choisit une place w plongeant v sur k(Q) et Pon note d = [k(Q) : k] le degré
du corps de définition de Q et d, = [k(Q). : ko]

Proposition 2.3.1 (McKinnon-Roth [MR15|, Propositions 2.12, 2.14). Pour tout m € N tel que mL définisse
un plongement X — P}, on a

Qopn (1), (Q, PY) S d”aOPm)(l)’“’(Q’Pk(I)) S d,

(@, X) 2 =
L (@, X) m dm

=

md’
Soit 7: X = X k(@) l'éclatement du point @ avec E le diviseur exceptionnel. Pour v > 0 rationnel, on définit
le Q-fibré en droites Ly, = 7*L — vE et la constante
Yetf,, = SUp{y € Qso : Ly est effectif}.

Rappelons que la constante de Seshadri (pour L et Q) est définie par
_ (L,C)
(@) = Qelggx multg C

ot 'infimum est pris sur toutes les courbes intégres C passant par Q. D’aprés [LM09, Proposition 5.1.5], on a

er(Q) = sup{y € Q>0 : L, est nef}.
Donc on a
Yetf,, = €1(Q).

La seule minoration non-triviale valide pour les variétés algébriques générales est due & McKinnon et Roth. Cette
minoration est purement en terme de la constante de Seshadri et indépendante de la place v et du corps de
définition du point & approcher.

Théoréme 2.3.2 (McKinnon-Roth [MR15], Theorem 6.3). On a
1
aL,V(QaX) 2 igL(Q)v

l’égalité étant vérifiée si et seulement s’il existe une courbe C définie sur k telle que

- aL(Q? X) = OCL‘C (Q> 0)7 EL,X(Q) = EL‘C,C'(Q) ;
— C est unibranchée en Q ;
— kCk(Q) Ck,.

Dans [MR16], McKinnon et Roth ont démontré une borne inférieure de la constante d’approximation en
dehors d’un fermé de Zariski. Par conséquent, cela nous fournit une borne inférieure pour la constante essentielle.
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Théoréme 2.3.3 (McKinnon-Roth [MR16], Theorem 3.3). Pour tout v € Qso vérifiant v < Yesr,1, il existe un
fermé strict B, de X, qui est l'image du lieu de base stable du fibré L., et une constante M, > 0 tels que pour
tout y € X (k)= (B, (k) U{Q}), on ait
ol
dl/(Q? y) d HL(y) 2 M’y-

Par conséquent, on a arp,(Q,X=DBy) > 7, et

Veff,L
aessL,V(Q) 2 sup aL,u(QvX _B’y) > ed .
0<y<7etr, L

Remarque 2.3.4. La constante v.¢ ; apparait naturellement dans la définition du corps d’Okounkov infinitési-
mal [LM09, Theorem 6.4], en terme duquel elle admet donc une minoration.



Chapitre 3

VARIETES TORIQUES
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On étudie dans ce chapitre approximation diophantienne sur les variétés toriques générales. La premiére
partie est consacrée a la géométrie des variétés toriques. Dans la seconde partie, on introduit la notion du torseur
universel, qui nous permet de relever les points rationnels et les courbes rationnelles en des données entiéres
combinatoires. Dans la troisiéme partie on est concernée par ’espace de module des courbes rationnelles. Celles
de plus petit degré qui sont libres fournissent une majoration pour la constante d’approximation et une condition
pour qu’elle soit atteinte est donnée. Celles qui sont trés libre fournissent une majoration pour la constante
essentielle et un critére pour caractériser le fait d’étre trés libre est donné. Dans la quatriéme partie, on examine
plus soigneusement les variété toriques particuliéres dont le rang du groupe de Picard est 2 grace a la classification
de Kleinschmidt.

3.1 Préliminaire sur les variétés toriques

Nous adoptons les notations standards des variété toriques. Nous renvoyons le lecteur aux excellents livres
de Fulton [Ful93] et Cox [CLS11] pour leur propriétés basiques. Etant donné un réseau N ~ Z™ C R", on note
M = Homgz(N,Z) le réseau dual et (-,-) 'accouplement canonique.

Définition 3.1.1. Un céne polyédrique o dans Nr = R™ est un ensemble de la forme R>o&; + -+ - + R>0&, o
&,1 < i<k sont des vecteurs de N.

Définition 3.1.2. Un éventail A est un ensemble de cones polyédriques dans Ng = R satisfaisant aux conditions
suivantes :

1. Pour tout céone 0 € A, 0 € 7;

2. Toute face d'un cone o € A est aussi un cone de A ;

3. L’intersection de deux cones de A est une face de chacun de ces deux cones.
L’éventail est dit

— complet si |A] = Ugeno = R";

— régulier si tout cone est engendré par une famille de vecteurs du réseau N qui peut étre complétée en une

base de N.

Définition 3.1.3. Etant donné un cone o, le cone dual oV de o est ensemble des x € Mg tels que pour tout
feo, (x,€ >0

Chaque cone o € A définit un monoide S, = M NV ainsi qu'une variété affine U, = Spec(k[S,]). Si o1, 02
sont deux cones tels que o1 C o9, alors on a 0y C oy et donc S,, C Sy,. Cela induit une immersion ouverte
Spec(k[S,,]) < Spec(k[Sy,]). La variété torique X (A) est construite a partir de ces données combinatoires en
recollant tous les U, suivants les Uy, o, -

On considére une variété torique X = X(A) lisse et projective de dimension n définie par un éventail
A complet et régulier. On note T' = Spec(k[M]) =~ GI. On a donc que l’ensemble des caractéres (resp. co-
caracteéres) X, (T) ~ N (resp. X*(T) =~ M). On pose r = rgy Pic(X), et on note Ap.x 'ensemble des cones
maximaux (c’est-a-dire les cones de dimension n) et A(1) = {1, -+, 0n+r} Pensemble des vecteurs primitifs des
rayons (c’est-a-dire les cones de dimension 1) dans A. Ils correspondent aux diviseurs invariants Dy, -+, D4y
de X. Rappelons que dans Pic(X),

i\

n+r n+r
Ef(X) :ZNDi, wx = —ZDi.
=1 =1

Pour chaque diviseur D = Z?:Jrlr a; D;, le polyédre associé est

Pp={x€M:(x,0) > —ai,Vi}.
La fonction ¢p : Nr — R linéaire par morceau associée est définie par

ép(0) = Xienng<x7 0)

Elle est calculée de la maniére suivante. Pour tout ¢ € Ng, il existe un cone maximal o contenant p. Sur 'ouvert
Us, le fibré Ox (D) est engendré par un élément x(o) € M, alors ¢p(0) = (x(0), 0) ne dépend pas du choix de
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X(0). Donc ¢p est linéaire sur chaque cone maximal. En particulier on a ¢p(g;) = —ay, Vi. La fonction ¢p est
dite conveze (resp. strictement conveze) si pour tout o, 7 € Ng, on a

¢p(o+7) = ¢p(0) + ¢ép(T),

(resp.
¢p(o+7) > dp(0) + én(7),

si 0,7 ne sont pas tous les deux dans un cone maximal.) La fonction ¢p caractérise en effet la positivité du
diviseur D.

Théoréme 3.1.4 (cf. [Ful93| p. 68, p. 70.). Le fibré Ox (D) est engendré pas ses sections globales (resp. ample)
si et seulement si ¢p est convexe (resp. strictement conveze).

Théoréme 3.1.5 (cf. [CLS11] Proposition 6.3.11, Theorem 6.3.12.). Un fibré en droites est engendré pas ses
sections globales si et seulement s’il est nef.

Remarque 3.1.6. Le polytope Pw; associé a w)_(l

P_i={xeM:(x5o0)>—-1Vi}

Wx

est le polytope polaire de X (cf. [Ful93|] §3.4 p. 25), qui contient l'origine. En outre le fibré w)_(l est sans lieu de
base sur l'orbite ouverte, sur lequel la propriété de Northcott est donc vérifiée.

Définition 3.1.7. On appelle relation toute égalité P : Y. a;0; = 0,a; € Z. On note P(1) C A(1) des rayons p;
tels que a; # 0. Elle est dite positive si tous les coefficients a; sont positifs.

Rappelons que l'on a la suite exacte de Z-modules (cf. )

0—— X*(T) 7~ Pic(X) — 0. (3.1.1)

L’équivalence algébrique et I’équivalence rationnelle coincidant sur les variétés torique (cf. [CLS11, Proposition
6.3.15]), on peut identifier Pic(X) avec NS(X). On note N;(X) le groupe des 1-cycles modulo les équivalences
algébriques. Par dualité, on a

00— Ni(X) L7280 9 x (1) — 0. (3.1.2)
Pour une courbe C dans X, I’application f est donnée par
F(C) = (D: - O)); € 22,

Pour (a;); € 7AW
n+r

g((ai);) = Z a;pi.

Ainsi le groupe Ni(X) est en bijection avec les relations centrées. De plus, si une courbe C' correspond & un
élément (a;); € Z°M, alors (D; - C) = a;.

Une premiére observation est qu’a l’aide de ’action du tore 7', on peut faire bouger des objets en un point
de Torbite ouverte sur un autre point. Cela nous permet de ramener tout point de lorbite ouverte au point de
complexité le plus simple Qo = (1,---,1).

Proposition 3.1.8. Les constantes ar(Q, X), dess.(Q) ne dépendent pas du point @ dans 'orbite ouverte.

Démonstration. On fixe un cone maximal o et 'ouvert U, . Il suffit de démontrer que

aL(QaX) = aL(QO,X)7 aessL(Q) = aessL(QO)~

Pour Qo = (1,---,1). Soit A € G, tel que A - Qo = Q. Puisque d, (AP, Q) =~ d, (P, Qo) pour P proche de Qg et
que A - D; = D;, on a I’équivalence des hauteurs Hy.;, ~ Hy. On en conclut que

OZL(QaX) < aL(Q(),X)a OéessL(Q) < OéessL(QO)'

Réciproquement il suffit de noter que Qo = A~1Q. O

+. Dans la suite, il nous arrivera d’identifier un élément de N1 (X) avec la relation correspondante. Quand on parlera de combinaison
linéaire des relations, il s’agira de la combinaison linéaire d’éléments de N (X).
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3.2 Torseur universel

La notion du torseur universel fut introduite en premier par Colliot-Théléne et Sansuc [CS87| pour des variétés
rationnelles. Pour les variétés toriques elle a regu une description explicite grace aux travaux de Cox [Cox95b| et
de Salberger [Sal98]. Par simplicité, on ne considére que les variétés toriques déployées sur le corps de base.

3.2.1 Relévement des points rationnels

Considérons la suite exacte des tores déployés correspondant a la suite exacte de Z-modules (3.1.1)

A(1)

] —Tng —— G/ —— T —— 1. (3.2.1)

On considére I'ouvert de I'espace affine A2 avec les coordonnées (X3)ieaq) :

T=A"= | (ﬂ (X; = 0)> =AY = N I] xi=o0 (3.2.2)

PCA(1) i€P 0E€EAmax \i€o(1)
NiepDi=2

qui contient le tore Gﬁ(l). Alors on a que X est isomorphe au quotient géométrique 7 // Tis. Etant donné un

cone maximal o engendré par {py, -, pn}, les autres éléments de A(1) s’écrivent

Prntj = — Zai,j/)u I<sjsr (3.2.3)
On note {oY, -, 0.} la base duale de M. L’application 7 : T — T J Tns =~ X s’écrit dans les coordonnées de
AAD) .

T U, — U,

n+r
;05 Xl Xn
(X1, Xnar) HX o) ,05) — <HT TR > . (3.2.4)

[
j=1 Xn+j Hj 1 Xn+j

1<i<n
On définit une distance entre le point Qo = (1,---,1) et P = (X, -+ , Xpntr),
Xi
77 v%ig
H] 1 Xn+7j
Supposons que le corps de base est Q. Un point rationnel P sur X est, par définition, un morphisme Spen(Q) —

X. Puisque X est compléte, X(Q) = X (Z). D’aprés la suite exacte on a la suite exacte longue de groupe
de cohomologie

dy(P) = maxd, ,(Qo, P) = max |1 —

1<ign

(3.2.5)

0 — Tns(Z) — T(Z) — X(Z) — HZ,(Spec(Z), Tns),

'obstruction a relever P un en point entier sur 7 est controlé par le groupe H (Spec(Z), Txs) = 0 car le tore Tns
est supposé déployé sur Z. Donc a Tns(Z) prés il existe un relévement de P sur 7(Z). En terme des coordonnées,

un Z-point (Xi,---,X,) satisfait aux conditions équivalentes
(V’P C Al ﬂ D; = @ = pged;ep(X;) = 1) < pgcdyen, . H X | =1 (3.2.6)
i€EP i¢o(1)

3.2.2 Relévement des courbes rationnelles

De maniére équivalente, une courbe rationnelle est un k[T]-point de X, et 'on a aussi
H, (Spec(k[T]), Tns) = 0.

Donc une courbe rationnelle est représentée par une famille de polynémes homogenes (f;(u, v))1gign+r vérifiant
que
VP C A1), (] Di =@ = pgedyep(fi(u,v)) = 1. (3.2.7)
0:€P
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Une autre description, qui est un cas particulier de la fonctorialité des variétés toriques [Cox95al, donne explicite-

ment les relévement des morphismes P* — X. Soit S un k-schéma. Donner un k-morphisme f : S — X équivaut

a donner, & multiplication par un élément de H°(S, O%) preés,

— une famille (L;, si)?;{ ou L; sont des fibrés en droites sur S et s; une section globale de L; vérifiant la
condition de non-nullité (analogue a (3.2.2), (3.2.6), (3.2.7))) :

VPCAQ), (1 Di=2= () (si=0)=2. (3.2.8)
0i€P 0i€P

— une famille d’isomorphismes (d;,)menr :

n+r
QL™ = O3, g @ duy = dypm-
i=1
Dans ce cas on a
L; ~ f*Ox(Dy),
et s; est le tiré en arriére d’une section de Ox (D;). Les sections (s1, - - , Syt ) définissent un morphisme f:S—>T

dépendant du choix d’éléments de H 9(S,0s). En composant avec le morphisme de quotient 7 : 7 — X, on obtient
un morphisme 7o f: § — X.

Quand S = P!, on peut supposer L; = O(d;) avec d; = (D;, f(S)) € Z et, pour d; > 0, s; un polynoéme de
degré d; en deux variables (vérifiant la condition de non-nullité . On choisit une base de rayons {01, -, 0n}

de N et on écrit
n
On+j = — Zai,jQi~
i=1

Alors la deuxiéme condition avec gY,--- , 0y € M dit que

N
N
S

OPI di - Z ai7jdn+j >~ Opl, 1
j=1

qui implique que
T
di - Zai’jdnﬂ- = 0, 1 < ) < n.
j=1

Donc

n+r T

Z dip; = ZdiQi - Zdn+j (Z ai,jQi) = Z d; — Zai,jdnﬂ 0i =0 (3.2.9)
i=1 i=1 j=1 =1 i=1 j=1

et 'image de P! pour les sections s; génériquement choisies, est une courbe rationnelle dont la classe dans NS(X)
correspond & la relation centrée (3.2.9) (pas nécessairement positive) ci-dessus. Si cette relation est positive, alors
la courbe intersecte proprement les diviseurs au bord. En résumé, on a démontré que

Proposition 3.2.1. Les relations positives représentent des morphismes P — X non-constants dont l’image
rencontre l'orbite ouverte.

3.2.3 Hauteur sur les variétés toriques

Désormais on considére les variétés torique déployées définies sur Q. Dans cette section on calcule la hauteur
de Weil associée aux fibré en droites définie de la maniére suivante. Supposons que

n—+r
D= Z aiDZ-, a; 2 0
i=1

dont le fibré associé Ox (D) est engendré par ses sections globales.
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Définition 3.2.2. Une hauteur d’Arakelov est la donnée (Ox (D), (|| - [[o)vevai(q)) ou la famille (|| - [|.)vevai(q)
est une métrique adélique au sens suivant : il existe un ensemble fini S C Val(Q), un modéle projectif X' de X
et un modeéle £ de L sur Og de sorte que pour tout v € Val(Q) — S, pour tout P € X(Q,) qui se reléve en
Py e X(Z,), Py: Spec(Z,) — X, en choisissant un générateur so du O,-fibré inversible E*(ﬁ) de maniére que,
pour tout s € Lp = {0}, il existe e; € k(P)* tel que s = e4s0, la norme || - ||p sur Lp = L ® k(P) soit définie par

la formule
s

Il = lesl, =

v
Soient o € Apax et x° Punique caractére engendrant Ox (D) sur U, qui se reléve aussi une section globale
de OX (D)

Proposition-Définition 3.2.3 ([Sal98|, Proposition 9.8). Fizons v € Val(Q). Soit P € X(Q,). Pour s €
H°(X,0x (D)) définie en P, on pose

s(P = inf
Is(Pllo. = inf

On définit la hauteur d’Arakelov Hp : X(Q) — 0, 00[ associée a D par la formule
Hp(P)= [ ls(P)5,
veVal(Q)

ot s est une section définie en P telle que s(P) # 0. Cette expression ne dépend que la classe de D dans Pic(X)

pour P € T(Q).
Pour x = (X1, , Xpn4r) € Gf;(l)(Z), on utilise la notation
n+r
xP = H X
i=1
Posons pour 0 = R>01 + - + R>00n € Amax, (avec les notations ([3.2.3)) m(c) = Y7, a;0) et
n4r

D(o) =D + Z(*m(a), 2i) Di.

C’est un diviseur effectif linéairement équivalent & D & support dans U;gq(1)D;, de plus toutes les puissances de
xP() sont positives.

Proposition 3.2.4 (Salberger). Soit P € X(Q) qui se reléve en Py € T(Z). Alors

Hp(P)= sup [xP(Py)|o. (3.2.10)

0€EAmax

Démonstration. La preuve suit les lignes de celles des Propositions 10.14 et 11.3 dans [Sal9§|. Le point est que,
si Py = (X1, -, Xnigr), comme

pecdoen,.. | [] X ] =1= pecdoen,,. x"7) =1,

i¢o(1)
on a
sup ‘XD(U)lu =1
0E€Amax
pour toute place v finie. O
Proposition 3.2.5. Localement au un voisinage de Qq, pour la topologie réelle, on a que, pourx = (X1, -+, Xpyr) €
GTA,L(U(Z) et pour tout o € Nmax,
n+r
)XD(") ~ T x -
(2
i=1
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Le symbole ~ signifie que les rapports entre eux sont majoré par une constante dépendant du voisinage. Par
conséquent, soient 1,09 deuxr cones mazrimauz, on a

P P

Toute hauteur de Weil associée a D est donc localement équivalente a

n+r

IT x|

i=1

Hp(n(x)) =

Démonstration. Etant donné o = (01, , 0n) € Amax, On se restreint au voisinage

V(e) ={P € GL(Q) : doo(P, Qo) < ¢}

ou ¢ € ]0,1]. Alors pour P = 7(X1, -+, Xn+r) € V(c), on a que pour tout 1 <1 < n,

(1-c) HX elventi) | < 1X,1 < (14 ¢) Hxnjgﬂgnﬂ

n+j

On obtient donc

n
\
a; —a;0; ;Qn+j>
[11x; H x5 :
1=1

Si l'on choisit la hauteur de Weil absolue (3.2.10)), on obtient que, d’apreés la proposition |3.2.4

s

a;
n
—(e) on+s) _
~ H H s =11

n

| | —a; Ql 7Q,L+J
n+j

=1 = Jj=1

v n+r
D(U _ An+j— L 1ai0; 7Qn+j>
x| = H |y
Or il existe un cone maximal op tel que
— | D(op
Hp(P) = [x"(7r)],
on obtient donc les équivalences annoncées. O

Cette proposition implique la flexibilité du choix du céne maximal dans (3.2.10)) quand on calcule les constantes
d’approximation.

Corollaire 3.2.6. Supposons que w)_(l est nef. Alors il existe une constante c -1 > 0 explicitement calculable
X

telle que

aw;(l,oo(X) > C ;(1
Démonstration. L’algorithme que I'on donnera n’est probablement pas optimal. Par convention on note (¢1, -+ , ¢pyr) 2
(b1, ybptr) pour deux familles de nombres réels si ¢; > b; pour tout i. Pour une collection J de familles
((bi,)i2)jes, on note maxje s(b; ;) comme la famille de nombres réels (¢;)72]" donnée par ¢; = sup;c; b ;. On
note aussi pour un nombre réel z, T = max(0, z). Pour tout cone maximal o = (01, , o), on définit ¢, comme
le maximum des nombres rationnels d, tel que

v +yn+

On voit en particulier que ¢, > 0. Cela implique que d(P)C” H wi! (P) = 1 pour tout P # Qo dans un voisinage
de Qo. Alors il suffit de choisir ¢ o1 = maXgea . O

max

Remarque 3.2.7. L’algorithme ci-dessus fonctionne aussi pour les diviseurs D vérifiant que D +wx est effectif.
En considérant la donnée combinatoire de /A plus soigneusement on peut obtenir de meilleures minorations.
L’avantage de cet algorithme est qu’il est explicite. Alors que la minoration générale du théoréme [2:3:2] ou
intervient la constante de Seshadri est difficile & calculer, méme pour le fibré anticanonique wy' (cf. [[tol4]).

3.3 Courbes rationnelles sur les variétés toriques

On suppose dans cette section que X est définie sur un corps algébriquement clos de caractéristique 0.
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3.3.1 Généralités

On désigne par Mory (P!, X) I'espace des morphismes de P! vers X dont I"image rencontre I'orbite ouverte
T. D’apreés la description dans la section un tel morphisme f : P! — X est déterminé par une famille de
polynémes f;(u,v) de degré d; = deg f*Ox (D) satisfaisant & certaine condition de non-nullité. Il est donc repré-
senté par la relation positive Z?Ilr dio; = 0. On appelle d = (dy,- -+ ,dnyr) € Z2Y) multi-degré du morphisme
f. on a donc la décomposition suivante, ot Morgq(P!, X) désigne la composante dont le multi-degré est d :

Morr(P', X)= | | Mora(P', X).
deNn+r
Considérons une relation positive 374" d;0; = 0 de multi-degré d € N™*". On note Tq = [[1~} (A%+1={0}),
qui paramétre les coefficients des polynémes en deux variables pour des relévements. D’aprés la suite exacte

(13.2.1), le groupe Tng agit sur Tq via le groupe G5W | La condition de non-nullité (3.2.7) induit une condition
ouverte sur les coefficients et donne ainsi un ouvert Uq de Tq. On a en fait

Morg (P!, X) ~ Ug,/Tis. (3.3.1)

Cela nous permet de calculer la dimension de chaque composante.
Soit Mor?™ (P!, X) € Mory (P, X) le sous-schéma ouvert paramétrant les morphismes P! — X qui envoie
P! birationnellement sur son image. Il arrive que

Morg(P!, X) # @ et Mory" (P!, X) = @.

Prenons ’exemple le plus simple
Mor(P',P') =| | Mory(P',P"),
d

otl, pour f € Mor(P!,P!) non-constant, d = deg f*(O(1)). La seule courbe rationnelle dans P! est elle-méme,
mais on a plein de morphismes P! — P! de degré d > 1. Chacun est donné par deux polynémes en deux variables
sans facteur commun, qui est en fait un revétement ramifi¢ de degré d. Donc Mor™™ (P!, P!) = Mor, (P!, P1).

On appelle morphisme ramifié tout morphisme dans le schéma Mory (P!, X)=Mory™ (P!, X). Si f : P! — X
est un morphisme ramifi¢ de multi-degré d, puisque Im(f) est une courbe de genre 0 donc birationnelle & P!,
alors f se décompose en un composé de deux morphismes

f

/\

PlT>P1T>X

avec ¢g ramifié et h birationnel sur son image de multi-degré d;, vérifiant
d; = (degg)dp.

On en conclut que les morphismes ramifiés sont tous des composés de morphismes venant des courbes ration-
nelles de degré plus bas. Etre ramifié est une condition fermée sur les coefficients des polyndémes définissant les
relévements.

Proposition 3.3.1. Une relation positive P : Z;flr d;0; = 0 représente un morphisme ramifié si et seulement

si pged(d;) > 1.

Démonstration. 1l reste & démontrer la suffisance. Notons e = pged(d;) et considérons la relation positive Q :
Z?:f fioi = 0 ou f; = d;/e. On choisit une courbe rationnelle f : P! — X de classe Q avec un relévement
donné par des polynomes {f;(u,v)),1 < i < n + r} vérifiant la condition de non-nullité (3.2.7). Pour tout
revétement ramific P! — P! de degré e défini par deux polynomes g;(u,v),j = 1,2 premiers entre eux, les
polynémes {f;(g1(u,v),g2(u,v)),1 <i < n+r} de multi-degré d et satisfont aussi a et donc définissent

un morphisme g : P! — X qui est ramifié et vérifie que deg g*Ox (D;) = d;, Vi. O

3.3.2 Courbes rationnelles de degré minimal

Dans cette section nous nous intéressons aux composantes de Mory (P!, X) de degré le plus bas relativement
a w)_(l. Nous verrons que la notion de « collection primitive », introduite par Batyrev [Bat91] pour le probléme
de classification des variétés toriques projectives lisses, se révéle important. Géométriquement, ces relations
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caractérisent certaines structures de fibré projectif. Récemment Chen, Fu et Hwang [CEH14| ont montré aussi que,
les collections primitives minimales correspondent aux composantes minimales du schéma de 1’espace normalisé
des courbes rationnelles dans X (cf. [Kol96] IT 2.11). Nous allons démontrer que les courbes rationnelles construites
a partir des collections primitives minimales sont de degré minimal (par rapport a w}l). Avec une hypothese (cf.
hypothéses infra) sur 'éventail de la variété, ces courbes ont la plus petite constante d’approximation
et elles fournissent certains espaces projectifs comme sous-variétés localement accumulatrices.

Définition 3.3.2. Une collection des rayons Z C A(1) est dite primitive si elle n’engendre pas un cone dans A
mais tous ses sous-ensembles le font. Il existe un cone unique o tel que la somme 3 ocz P soit dans I'intérieur
relatif de o, c’est-a-dire qu’on peut écrire de fagon unique

Zpii: Z ckpr, (cp > 0).
J

or€o(l)

La relation associée est la relation

ZP— Z ckpr = 0.

0€T ox€a(1)

Le degré de la collection Z est le degré de la relation associée, a savoir §Z — >, cx. Si 0 = {0}, on dit que cette
relation primitive est centrée. Une collection primitive centrée est dite minimale si elle est de degré minimal
parmi toutes les collections primitives centrées.

Théoréme 3.3.3 ([Bat91], Proposition 3.2). Pour une variété torigue X = X (A) projective lisse, il existe une
collection primitive centrée.

Prenons une collection primitive centrée Z = {p;,;,1 < j < m + 1}. Pour chaque j € {1,---,m}, la collection
T — {0i,} engendre un cone o; € A de dimension m. Le sous-éventail ¥ de A engendré par les faces des
0,1 < j < m définit une sous-variété torique ouverte de X isomorphe a P™ x G};~™. Chacune des droites dans
une fibre de la projection P™ x GJ~™ — GJ~™ est une courbe rationnelle de degré m + 1 dont la classe dans
N;(X) correspond a la relation associée a cette collection.

Notation 3.3.4. Dans la suite on note k € N> lentier tel que k 4+ 1 est le degré minimal des collections
primitives centrées.

Proposition 3.3.5. Supposons que w;l est nef. Alors pour toute relation positive non-nulle des générateurs

n-+r

Py bipi =0, (3.3.2)
=1
on a
degP=> b > k+1. (3.3.3)
J

. —1 -, . P . . . . A N
Si wy est ample, alors linégalité (3.3.3) est une égalité si et seulement si P est une relation associée a une
relation primitive centrée minimale.

Démonstration. Pour un diviseur D et la fonction ¢p linéaire par morceau associée, on note pour toute relation
Q: > a,o =0 positive,
mp(Q) =— Y améple), (D)= inf mp(Q).

IS7ANE) positive centrée

Si D est ample, alors ¢p est strictement convexe (Théoréme(3.1.4). La démonstration de la Proposition 3.2 [BM8G6]
implique que r(D) est pris uniquement sur des collections primitives centrées. (Remarquons que la fonction ¢.
utilisée par Batyrev est Popposé de la notre.) Donc le cas ou w;(l est ample s’en suit directement puisque

r(wy!) = mgin deg Q.

positive centrée

Supposons que w;(l est nef. Comme le cone ample est l'intérieur du coéne nef, pour tout £ € Q petit, il existe
D =Y ¢; . D; un Q-diviseur ample tel que

|Ci’5 — ].| < €.
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Maintenant on fixe une relation positive P (3.3.2)) et une collection primitive centrée Zy (de degré 1+ k) avec la
relation associée Py. On note |P| = max; |b;| et n = dim X. On a donc

n+r n—+r
mw;(l (P) = Z bl 2 Z Ciﬁbi — €7L|,P|
i=1 i=1
=mp,(P) —en|P|
> mp,(Po) — en|P|
> m,,-1(Po) — en(1+|P])

=k+1—en(1+]|P).
D’ou Zj bj = k+ 1. C’est ce qu’il fallait démontrer. O

Corollaire 3.3.6.
mén(w;(l, C)=k+1

ot C parcourt les courbes qui rencontrent ’orbite ouverte.

Démonstration. Une courbe C' intersectant chaque diviseur invariant proprement correspond & une relation po-
sitive. La conclusion suit directement de la proposition ci-dessus. O

Proposition 3.3.7. Soit Q € T(Q). Alors

Oéw;(l(Q,X) <k+1.

Démonstration. Rappelons qu'une relation primitive centrée minimale définit un plongement de P x G™~* de
sorte que les droites passant par @) dans la fibre (contenant Q) de P*¥ x G"~* sont lisses de degré k + 1. Prenons
une telle droite 1, alors on a wy'|; =~ Op1(k + 1) et donc

k+1= a@(k+1)(Qa l) = Oéw;(l (Q7X)
O

Dans la suite nous allons démontrer que pour les variétés toriques vérifiant I’hypothése suivante, ’ap-
proximation optimale d’un point sur orbite ouverte peut en fait s’obtenir sur les droites correspondante aux
collections primitives centrées minimales. On précisera les versions géométrique et combinatoire. Il s’agit d’une
hypothése forte sur la variété.

Hypothése 3.3.8 (H). Le cone effectif Eff(X) est simplicial.

Hypothése 3.3.9 (H'). Il existe un cone maximal g tel que tous les générateurs de A(1) = o (1) soient des
combinaisons négatives des membres de o(1).

Pour voir ’équivalence de ces énoncés, notons que le cone effectif est engendré par des diviseurs invariants et
que

T n
Di =) aijDptj & potj = — Y dijpi-
i=1

j=1

Une fois que a; ; sont positifs, les 0;, 1 <@ < n forment les générateurs d’un céne maximal grace a la complétude
de I’éventail. Dans ce cas

.
00 =Rs001 + -+ Rspon et Ef(X)= ZNDT+j.
j=1

Nous conserverons ces notations pour la suite de cette partie.

Lemme 3.3.10. Soit T une collection primitive centrée. Alors il existe on4; € T tel que

I={pn+i} Coo(1).
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Démonstration. Par définition, une collection primitive ne peut pas étre contenue dans un céne. Soit ¢,,1; € I=0y.

On peut écrire
n
Pntj = = E @ijPi = — E , Pij -
1=1 pi; €I=~{pn41}

Cela nous donne deux combinaisons linéaires positives de —p,4; des générateurs de deux cones. Il existe un
unique cone dont I'intérieur relatif contient —o,4; car A est complet, ces deux expressions doivent se coincider
grace a la régularité de I’éventail. Donc les éléments de Z=—{p,,1;} sont aussi des générateurs de oy. O

Lemme 3.3.11. Soient Z1,Zs deux collections primitives centrées différentes. Alors Ty NIy = &.
Démonstration. S’il existe o € 7y N Iy, alors
0i€T1—{eo} 0;€T={0}

Comme dans la preuve précédente, ces deux expressions doivent coincider, ce qui est absurde. O

Lemme 3.3.12. Rappelons les notations au-dessous de I’hypothése . Supposons en outre que w)_(l est nef.
Alors

n
1+Zai’j0 >ai0,j0(1+k), V1<i0<n7V1<j0<T.
i=1

Supposons de plus que w)}l est ample. S’il existe jo € {1,--- ,r} tel que pnj, nappartienne & aucune collection
primitive centrée minimale. Alors il existe § > 0 tel que

1+ aij, > iy jo(L+k+06), V1 <ig<n. (3.3.4)
i=1

Démonstration. On fixe i, jo et I'on regarde le cone o;, adjacent & ¢ tel que
aip Moo =Rxop1 + -+ Rxopiy + -+ + Rxopn-
On écrit -
Oip = Ryop1 + -+ Ryopip + -+ + Roopn + Ropnts, -

Si j1 = jo, alors |a;, j,| = 1 grace a la régularité de ’éventail et I'inégalité suit de la proposition L’hypothese
@implique que a;, 4, = 1. On suppose dans ce qui va suivre que j; # jo. On écrit p,, 1, en terme des générateurs
du coéne o;,, a savoir

n
Pntjo = — § @i jo Pi
i=1

= i, jo > Qij1 Pi + Pty | — > @i jo Pi
i€{l,-,n}—{io} i€{l,-,n}—{io}
= Qig,joPrtji- — > (@i jo = @igjo @i g )Pi-
i€{l, - ,n}t—{io}

La convexité de la fonction ¢ -1 nous donne que
X

<_m(0i0)7pn+j0> > (bw;(l (QﬂJrjo) =-1L

On obtient que
(@i jo = igjoligy) = Gig,jo = —1.
ie{1, ny—{io}

n n
> i, 12 aig o (Z i g + 1) .
i=1 =1

Supposons pour la suite que w;(l est ample et g, , comme ci-dessus. Si jo = ji; on a d’aprés la proposition
3.3.5(que > | a1 j, > 1+ k puisque la relation o4, + > i, @; j,0; = 0 n’est pas une relation primitive centrée
minimale. Si jy # j1, la convexité stricte entraine que tous les > ci-dessus sont remplacés par >. Donc il suffit
de prendre ¢ > 0 suffisamment petit pour que I'inégalité (3.3.4)) soit valide. O

D’ou
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Théoréme 3.3.13. Supposons que X vérifie l’hypothése et que w)_(l est nef. On a alors

01 (Qo, X) = k+1. (3.3.5)

Supposons de plus que w)_(l est ample, alors cette constante est atteinte sur une sous-variété Y isomorphe a une
réunion finie de Y; ~ P*, chacune étant la fibre P* x {1} d’une sous-variété torique ouverte Z; ~ P* x G~ de
X correspondant a une collection primitive centrée minimale. De plus on a Y; NY; = Q.

Remarque 3.3.14. On verra dans des exemples de variétés toriques auxquelles ce théoréme s’applique.

Démonstration du théoremel[3.3.13. On va se placer sur I'ouvert U,, avec le paramétrage du cone og qui vérifie
0 0

I’hypothése On choisit la distance (3.2.5). Au vu du paramétrage (3.2.4)), on a

T 7T71U0-0 — Uy,

X1 Xn
(Xla"'7X7L+7")'—>(y1a"'7yn) T  vai;’ o T7r vOn,g
H] 1anr] HJ 1X’I’L+j

On prend P = (y1, -+ ,yn) # Qo. Alors il existe z;, = H; 1 XZ;‘_)J’ X; # 0. On obtient donc la minoration
suivante d’apreés le lemme [3.3.12

o 4300 ai 2o [T
H, - (P)d(P, Qo) > ’XD( )| d;, (P, Qo)+ > HXW- P — =
Hj 1Xn+]

)

T
1430 aij—(1+k)ai,;
— |Zio|1+k H ‘Xn—‘er@,l i,J ( ) i0J 2 1

Cela démontre que o, (Qo, X) =1+ k compte tenu de la proposition

Supposons pour la suite que w;l est ample. Soit Y la sous-variété définie comme dans I’énoncé. On démontre
que, pour tout ouvert U de Y, on a o, (Qo, X=Y) > 1+k = 0, (Qo,U). Donc Y est localement accumulatrice.
Pour déduire que « Wt (Qo,U) = 1+k il suffit de choisir une droite [ passant par Q¢ dans Y telle que INU # &. On
fixe une collection primitive centrée minimale Zy, en renumérotant on suppose que Zy = {p1,- - , pr+1} puisque
#(Zo NA(1)) = k (Lemme . On considére la sous-variété torique Z7, ~ P* x G~ ¥ ouverte de X associée
au sous-éventail engendré par les éléments de Zy. On désigne par Yz, = P* x {1} la fibre au-dessus du point
{1} € G de Zz,. On a donc

k coordonnées

UO'OYZ[):( koo ok 717"'71)'

Or toutes les deux collections 7,7, primitives centrées n’ont pas de membre commun (Lemme , les
variétés toriques correspondantes Yz,, Y7z, s’intersectent uniquement en le point . On voit que (Uy,, —Y)(Q)
est 'ensemble des (y1,- -+ ,yn) € Uy, (Q) tels qu’il existe ig,1 < ip < n de sorte que y;, # 1 et que p;, n’est pas
un membre d’une collection centrée minimale. On a donc que pour 1 < jo < 7, ay,,5, = 0 lorsque pp4j, est un
membre d’une collection primitive centrée minimale et qu’il existe § > 0 tel que 14+ > | a; ;o = (L4 k+0)ay, 4o
(Lemme [3.3.12)). Donc pour tout P € (Uy, —Y)(Q) = {Qo}, on a la minoration suivante :

r 14+k+48
14+k+6 4300 aig| |2i |
Ho (P)A(P, Qo) 0 > [T 355 T [y )]
j=1|%n+j
_ |Zi0 |1+k+5 . f[ ’Xiijzl 1 @i —(1+k+0)aig
> 1.
Cela démontre que aw;(QO,X -Y)>14+k+6>1+k. O

On démontre que les variétés vérifiant 'hypothése (3.3.8]) supportent I’heuristique donné par le principe de
Batyrev-Manin.

Proposition 3.3.15. Supposons que X vérifie l’hypothése et que w}l est nef. On a alors Qess, -1 (Qo) >n
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Démonstration. Pour minorer la constante essentielle, on peut se placer sur I'ouvert U = U,, = Z, avec Z =
U (y; = 1). Fixons ig € {1,---,n}. Soit 6 > 0 tel que pour tout j € {1,---,7}, a;,,;0 < 1. Alors pour tout
Pel(Q),

H,, - (P)d(Qo, P)"™** = T Xy |21 x [T dil P, Qo) x diy (P, Q0)°

j=1 i=1
;g Qig,j é
H X[ e H [l Xoh = Xi| | X0 = Xig
n j a; Aig,j
i=1 H] 1 Xn+JJ Xn-s(-)f
i i ) l1—a;,, ;0
H [T — X X0 = X, T X2
=1 j=1 j=1
2
Cela montre que Qless,, 1 (Qo) = o (Qo,U) =n+06. O

3.3.3 Courbes rationnelles trés libres - Calcul du f*T

Le calcul de la constante essentielle nous améne a regarder les courbes rationnelles qui peuvent étre déformées
en fixant le point & approcher.

Définition 3.3.16. Soit f : P! — X un morphisme birationnel sur son image. Il est dit libre (resp. tres libre)
si le fibré vectoriel f*Tx (resp. f*Tx ® Op1(—1)) est en engendré par des sections globales. Si la classe de f
correspond 4 la relation P, on dit que P est libre (resp. trés libre).

La majoration suivante suit du calcul de la constante d’approximation pour les courbes (cf. Théoréme [2.1.8)).

Proposition 3.3.17.
Oéessw;(l(QO) <  min  degP.

P tres libre

Les courbes qui intersectent ’orbite ouverte peuvent étre déformées par ’action du tore. Donc une relation est
libre si et seulement si elle est positive. D’aprés la théorie de déformation, la capacité d’étre déformé est mesurée
par la positivité de la restriction du fibré tangent T'x. En considérant la suite d’Euler généralisée , ,
on propose un algorithme combinatoire pour calculer le tiré en arriére de Tx pour caractériser la propriété d’étre
trés libre.

D’aprés le théoréme de Grothendieck, tous les fibré vectoriels sur P! se décomposent en des sommes directes
de fibrés en droites. Donc

ffTx ~0(a1) @ -+ @ Oay), (3.3.6)

aveC Lmin([*Tx) = a1 < -+ € an = pmax(F*Tx), n = dim X. La condition dans la définition ci-dessus est
équivalente a
a; =0 (resp.a; >1).

Considérons la suite exacte d’Euler généralisée ([BMS86|, [Jac94], [BC94], cf. [CLS11], Theorem 8.1.6)
0—— QY —— @ Ox(~D;) — Pic(X) ®z Ox ——0. (3.3.7)
En la dualisant, on obtient la suite exacte suivante décrivant le fibré tangent de X :
0—— Ni(X)®z Ox —— @ Ox(D;) —— Tx —— 0, (3.3.8)
ot N1(X) est le groupe abélien des 1-cycles modulo I'équivalence rationnelle. On fixe f : P — X non-constant.
On choisit un relevement de f en A2={0} — T donné par des polynémes (f;(u,v))??/. En tirant en arriére la

suite exacte 7 on obtient une suite exacte concernant f*Tx :

0 Og! O Opi(deg f*(Ox (D)) — f*Tx ——0 (3.3.9)

Si f correspond a une relation positive 371" b;0; = 0, on a

[ (Ox(D;)) = Op1(b;) = Op1(deg f;).
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Une relation (pas nécessairement positive) Q : Z?j{ ¢;0; = 0 définit un morphisme
n—+r
iQ : OPI — @ OPl (bz) — @OPI (bl)
i€{1,- ,n+r} i=1
Ci;ﬁo
f= (Ciffi)i:ci;ﬁO'

Lemme 3.3.18. Soient aj,as € N et f; € H'(PY, Opi(a;)) = {0}. Supposons que pged(f1, f2) = 1. Alors on a
la suite exacte

0 — OPI — Opl(al)@Opl(ag) — Opl(a1+a2) — 0

h — (hfl, hfg)
(91,92) — f2g1 — f192.
Démonstration. Cela peut étre vérifié sur les tiges. O

Lemme 3.3.19. Soient 0 < a1 < ---ay, et fi € HY(PY,Opi(a;)) ={0}. Supposons que pged(f1, fo) = 1. Soit G
le fibré quotient de l’immersion

ilOpl ‘—).F:®Op1(ai)

i=1

définie par les (f;). Alors
G~ Op1 (a1 + (12) (&5) @ Op1 (CLZ').

=3

En particulier on a
fmax(G) = max(a1 + a2, an) = pmax(F),  fmin(G) = min(ar + az, as) = pimin(F).
Démonstration. Pour tout 3 < ¢ < n, on choisit g; 1, gi 2 de degré a; — a1, a; — ag respectivement tels que
f19i1 + f29i2 = fi-
On définit un automorphisme du fibré &}, Op1(a;) :

J: ®i210pi(ai) — B, Op1(as)
(hi,-+ ,ha) — (h1,ha, hg — g3, 1h1 — g3.2ha, -+, hy — gnih1 — gn 2he).

On vérifie que, en composant avec I'immersion,

joi : Opl — @?:1(’)1:1 (ai)
h— (f1h7f2h707"' )0)7

et donc
@7, 0p1(a;),/ Tm(i) ~ (Op1(a1) © Opi (az),/ Tm(j 0 i) & ) Opr (a:).
i=3
On est ramené au lemme (3.3.18]). O

Proposition 3.3.20. Les courbes rationnelles génériques correspondant a la relation positive

P Z cioi=0, ¢ >0, Yo € P(1)
01,673(1)

sont tres libres si et seulement si
VeCtQ{P(l)} = NQ.

Par conséquent pour que cette relation soit trés libre, il faut que

fP(1) > dim X + 1.
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Démonstration. En renumérotant, on suppose que P(1) = {o1, -, 0m}-
Suffisance. Supposons que les rayons {0;},1 < i < m engendrent 'espace ambiant. Alors m > n + 1. En
renumérotant encore si nécessaire on suppose que {Ql, SRR ,Qn} est une Q-base de Nq. Donc pour tout n + 1 <

kE < n+r, il existe des entiers by # 0,a,%,1 < j < n tels que

n
Qi : bror — Y _ i k0i = 0. (3.3.10)
i=1
Ces 7 relations sont indépendantes et forment une Q-base de N1(X)q. A un automorphisme de ng pres, elles
définissent le morphisme, pour un morphisme générique f : P! — X correspondant a P,

n+r
ip: Opf — @OPl(deg [ (Ox(Dy))).

i=1
Pour tout n + 1 < k < n+r, on désigne par ig, le k-éme facteur, c’est-a-dire le morphisme donné par la k-éme
relation (3.3.10)). On a

deg f*(Ox(D;)) =¢;, pour 1 <i<m; degf* (Ox(D;))=0, pourm+1<i<n+r

On note
n—+r

7= @ Op: (deg f*(OX(Dz))) = (@ Op: (Cz)> @ 0??”*’”,
i=1

=1

My (resp. M) le sous-fibré de F engendré par les images des morphismes ig,,m + 1 < k < n + r (resp.
n+l<k<n+r)et
G=F /My, H=f"Tx =F,/ Ms.

On va démontrer que

g >~ éOPl(Cl‘). (3311)

Choisissons un relévement de f définis par les polynome (f;(u,v))?%. On a
deg fi = ¢;, pour i € P(1), degfr =0, pour k € A(1)—"P(1),

fr(u,v) = fi sont donc des constantes non-nulles pour m + 1 < k < n + r. Solent g; (u,v) € k[u,v],(1 < i <
n,m+ 1<k <n+ 1) définis par
b frgik(u,v) = ai i fi(u, v).

On définit un automorphisme de F par

v (hl(u7v)7 T 7hn+7‘(uav)) —

n—+r n+r
<I’L1(U, U) - Z hk(uv U)gl,k(% U)7 e 7hn(u7 U) - Z h/k(uv U)gn,k(uv U)7 hn+1(u7 U)v e 7hn+’r'(ua U)) .

k=m+1 k=m+1

Démontrons que
\IJ(MI) = {(07 o aanla e aF’rH»Tfm)a Fi € OPI}) (3312)

d’ott I'isomorphisme (3.3.11). En effet, pour tout m +1 < k < n + r, le morphisme ig, se factorise de maniére

suivante,
n m n+r
’L'Qk : Opl — (@ Opl(Ci)> @Opl — ( Opl(Ci)> ©® < @ OPl) = F.
1

i=1 = k=m+1

La composée ¥ o ig, s’écrit donc

\IIOZ’QIC :f'—>‘l/(a1,kffl(uav),"' ;an,kffn(uav)aov"' 705bkfkfa0,"' 70)
= (07 707bkfkf707"' 70)7
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et donc
Im(\IJOiQk(Opl)) = {(0, ,0,F,0,--- ,0),F€ OP]}.

Cela démontre (|3.3.12)). Désignons par Ms le sous-fibré engendré par 'image de M, par la projection 7 : F — G.
On arrive a l'isomorphisme suivant

H=F/M;~G/ Ms,

d’ot1 on conclut que H est un quotient successif du fibré G par les image des morphismes moig, ,n+1 < k < m.
Puisque la condition de pged dans le lemme [3.3.19| est une condition ouverte en les coefficients de f;(u,v), pour
le morphisme f génériquement choisi, on applique le lemme [3.3.19] et on obtient que

. > . — 3 .
Pmin(H) = tmin(G) 1r<r11_1<nm(cz) >0,

et donc H est un fibré ample.

Nécessité. Fixons un morphisme générique f : P! — X. Si V = Vectq{o,0 € P(1)} # Nq, on choisit
{01, ,0¢},¢ < min(m = §P(1),n — 1) une Q-base de V et 'on la compléte en {o1,--- , 0g; Om+1, "+, Omt+n—q}
une Q-base de Ng. On a donc les r relations indépendantes suivantes : (ou by, # 0, a; , d; 1 sont des entiers)

q n—q
Qi brok = Y _aik0i+ 3 djkOmij, q+1<k<metm+n—qg+1<k<n+r (3.3.13)
i=1 j=1

On note
n+r

F= @Oln(deg [ (Ox(Dy))),

i=1
M; (resp. Mys) le sous-fibré engendré par les images des morphismes ig,,m +n —q¢+1 < k < n+r (resp.
ke{q¢+1,--- ,mm+n—q+1,--- ,n+r}) donnés par les relations (3.3.13)) et
G=F/ /M, H=F,/ M.

La procédure dans la partie de suffisance ci-dessus nous montre que

G~ (@ opl(ci)> YO
=1

On a donc, en notant M3 le sous-fibré de G engendré par les images de ig, ,k € {¢+1,--- ,m} composé avec la
projection F — G,

Cependant, remarquons que 1'on a pour tout ¢ +1 < k < m, d;j, = 0,V1 < j < n — ¢ puisque g, € V. Le
morphisme ig, se factorise donc via

ig, : Op1 — @Opl(ci) — F.

i=1
Par conséquent,
H=G,/ Mz~ (@ Op1 (Cl)/M3> D O;‘:?Il—q.
i=1

n’est pas ample puisque l'on trouve n — ¢ > 1 facteurs triviaux. O

Exemple 3.3.21. On considére 1’éventail de la surface Yy (Fig. [L.8)). Tout d’abord on choisit une base pour
N;7(X). Lorsque 'on fixe un cone maximal, disons 012, un choix naive est la représentation des autres rayons en
termes de ceux engendrant oo :

03 = —01+ 02, 014=—201+ 02,
05 = —01, 0O6 = —02,
07 = 01— 02, 08 =201 — 02.
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On calcule maintenant le tiré en arriére de Ty pour certaines familles de courbes rationnelles.
Cas 1. Soit
P1: o2+ 05 =0. (3314)

En fait P; est 'une des collections primitives centrées (Définition [3.3.2)). Alors (3.3.9) s’écrit

0% —— 0p1(1)22 P OL? f*Tx 0

puisque les coefficients non-zéros dans (3.3.14) sont 1 : le 2-éme et le 6-éme, ce qui signifie qu'une courbe
f : P! = X correspondant & cette relation n’intersecte que les diviseurs Dy et Dg avec multiplicité 1. Compte
tenu du choix de base précédent pour N1 (X) et du lemme [3.3.19

Op1(1) ® Op1(1)/Im(Op1) ~ Op1(2),

on obtient que
f*TX ~ Opl (2) © Opl.

Elle est donc libre, mais pas trés libre. Donc cette famille de courbes est minimale (cf. [Kol96, II. 2.11]).
Remarque. En général pour toutes les variétés toriques X, on peut démontrer que pour une courbe f : P — X
correspondant a une collection primitive centrée Z,

FIx~02e0l)a - a001)e0a---20.
1z -2 n—fZ+1

Comme précédemment, si X # P, elle n’est pas trés libre. En effet, dans ce cas Z < n+ 1. Comme nous ’avons
vu (la discussion au-dessous du théoréme, cette courbe est une droite contenue dans un espace projectif
P#~1 qui est une fibre de la projection P#~1 x G+ 5 G143 restriction a elle du fibré tangent Ty
est isomorphisme & la somme directe de la restriction & elle dans P#~! du fibré Tpsz—1 avec un fibré trivial de
rang égal a celui du fibré normal de P# -1,
Cas 2. Soit

P2 o1+ 03+ 06 =0.

Dans ce cas la suite exacte (3.3.8) s’écrit, en restreignant a une courbe générique f : P' — X de cette classe,
02 —— 0p1 (1) P O —— f*Tx —— 0.

On trouve

[Tx =0(2)20(),

ce qui implique que cette courbe est trés libre. Ceci est en accord avec le critére donné par la proposition [3.3.20
puisque les rayons o1, 03 de cette relation engendrent N = Z2.
Cas 3. Soit

1
Ps : Z 02; = 0. (3.3.15)
i=1

Soit C' un membre général, alors C intersecte les diviseur Dy; avec multiplicité 1. Alors (3.3.9) s’écrit sous la
forme
0 —— Op1 (1) P O —— f*Tx —— 0.

Encore d’apreés le choix de base pour N1 (X) en remplagant ’égalité og — 201 + 02 = 0 par g4 + g = 0, on obtient
que
fTx ~0(2)® O(2).

Ceci implique que C' est trés libre. Le méme raisonnement nous fournit le méme résultat pour la relation

4
Py Z 02i—1 = 0. (3.3.16)
i=1

Remarque. 1l s’avére que les courbes rationnelles correspondant & relation Py sont de degré 3 relativement &
w;: et lisses, alors que celles de P35 sont de degré 4 mais ont toujours un point singulier (nodal). Du point de
vue d’approximation diophantienne par contre, la constante essentielle est atteinte sur des déformations de ces
derniéres courbes rationnelles (cf. chapitre 4).
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3.3.4 Existence de courbes rationnelles nodales

Comme l'on a vu, les singularités des courbes rationnelles contribuent a la diminution des constantes d’ap-
proximation (cf. Remark. Si le point a approcher est un point nodal sur la courbe, un des facteurs a diviser
est le degré du corps de définition des points sur la normalisation au-dessus de ce point. Si les tangentes ne sont
pas définies sur le corps de base, le degré est 2. Comme révélé dans le chapitre 4, la constante essentielle de la
surface Y, est atteinte sur une famille de courbes nodales.

On dit qu’une relation P : Z?i{ b;0; = 0 est primitive si pged(b;) = 1. Rappelons qu’une fois qu’on a une
relation Q; positive dont le pged des coefficients est > 1 (cela revient a dire elle représente des morphismes
ramifiés), en le divisant on obtient une relation Qs positive primitive qui représente moins de morphismes (cf.
(3.3.1])) mais elle est de degré plus bas. Méme s’il existe des courbes nodale de classe Q1, la constante d’approxi-
mation qui en résulte serait deg Q1/2 > deg Qa. C’est la raison pour laquelle on ne considére plus les relations
non-primitives pour calculer la constante essentielle.

On obtient ainsi une majoration plus forte que la proposition

Proposition 3.3.22. Quelque soit une relation positive P, Soit (G) la condition suivante
(G) : P est primitive et la classe d’une courbe rationnelle trés libre nodale en un point dans Uorbite ouverte.

On a alors

deg P
ess < i i d ? i *
s (Qo) < min iy deg P, win 5T
Remarque 3.3.23. (Cf. [Kol96] IT.1 Theorem 1.7). Une courbe nodale f : P! — X peut étre déformée en fixant
le point nodal si et seulement si f*Tx(—2) est nef, ce qui revient a dire que a; > 2 dans le scindage Cela
implique que deg f*Tx > 2n.

On fixe une relation primitive P : 3.7 b;0; = 0, que I'on a supposée étre trés libre. Soit f : P* — X de classe

P. Silimage de f est nodale en un point @ € T, il existe P; = [uy : v1], Po = [uz : v2] tels que f(Py) = f(P) = Q.
En faisant agir le groupe Aut(P!) sur P! et le groupe 7 sur @, on peut supposer que P = [1: 0], P, = [0: 1] et
que @ = (1,---,1). On obtient donc une condition suffisante et nécessaire pour que f soit une courbe nodale :

FL:0) = £(0: 1)) = (1,--- ,1). (3.3.17)

Ceci donne 2dim X équations sur les coefficients des polyndémes définissant f. Si elles ne contredissent pas la
condition de pged (3.2.7)), on trouve une famille de courbes nodales de classe P.

Exemple 3.3.24. On revisite ’exemple et ses deux relations P (3.3.15) et Py (3.3.16). Elles vérifient la
condition dans la remarque[3.3.23] On détermine si elles représentent des courbes rationnelles nodales ou pas. En
utilisant le paramétrage donné par la base {p1, 03} de N, (3.2.4)) s’écrit

(X1, Xg) —

(XleXg X2X3X4> (3.3.18)

X4X5Xe  X6X7X3
Cas I. Pour la relation Ps, on choisit, pour a,b € k*, a # b, les polynomes

fl(uvv):aa f2(u,v):u—v7 f3(u,v):b, f4(u,v):v,
f5(u7v) =1, fG(U, U) = bv — ua, f7(u,v) =1, f8(u7v) =u,

qui vérifient la condition (3.2.7). Alors application f : P! --» T ainsi définie s’écrit avec le paramétrage (3.3.18)),

SR <ua(uv) bu(u — ) > _ (mﬁbv? P +1).

v(bv — ua)’ u(bv — ua) v(bv —ua) T u(bv — ua)

Alors le choix des constantes permet que

Qo) ={h = [\/35 1], P = [—\/E: 1]} ¢ PH(Q(Vab)).

Donc {f;(u,v),1 < i < 8} définit un morphisme P' — X dont I'image est une courbe rationnelle nodale. De plus

d’aprés le théoréme [2.1.8] on a
degP3 4 5

O (@0 Im(f) = o351 = 5
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si ab n’est pas un carré dans Z.
Cas II. Soient
fi(u,v) = a;u+bv,i € {1,3,5,7};  fi(u,v) =c¢;,j € {2,4,6,8},

ol a;, b;, ¢; € k. La condition de non-nullité (3.2.7) se traduit en
pged(fi(u,v), fi(u,v)) € k*,Vi,l € {1,3,5,7},i #1 et ¢; € k*,j € {2,4,6,8}. (3.3.19)

L’application définie par ces polynoémes s’écrit

[u:v}|—><

cacg(aru + b1v) cocq(agu + bav)
cacelasu + bsv)’ cges(aru + brv)

Maintenant on impose la condition (3.3.17) :
[0 : 1] — (1, 1) & cocgby = cycgbs et cocgbs = 066857;

[1:0] — (1,1) & cacgal = cacpas et cacqas = cocgay.

Elles impliquent que
b1a5 = a1b5 et b3a7 = a3b7,

ce qui contredit la condition (3.3.19). Donc il n’y pas de courbes rationnelles nodales dont la classe et Py.

3.4 Variétés toriques avec rgy(Pic(X)) = 2

3.4.1 Préliminaires

Comme exemples typiques, on va étudier plus soigneusement les variétés complétes lisses toriques dont le
rang du groupe de Picard géométrique est 2 grace a la classification de Kleinschmidt [K1e88] (cf. [CLS1I] §7.3
Theorem 7.3.7]). Ce sont des fibrés vectoriels projectifs au-dessus d’un espace projectif.

X =P(Op: ®0p:(a1)®---®Ops(a,) > P° (a2-->a120;r,s=>1,r+s=n).

Toutes ces variétés satisfont a ’hypothése m T. Mignot [Migl6] a réussi a établir la conjecture de Batyrev-
Manin pour des hypersurfaces dans certaines variétés toriques de ce type. On suppose que a, > 1 (sinon X =~
P x P7). Soit (e;); la base usuelle de R”. Les générateurs {o;}// de I’éventail de X peuvent s’écrire comme

suit
oi=¢€; 1<i<retr+1<i<r+s;
I
00 =—Y_ e (3.4.1)
i=1
S T
Ont1 ==Y erij+ D aie;. (3.4.2)
j=1 i=1
Pour 0 < ¢ < r,1 < j < s+ 1, on note le cone maximal o0; ; engendré par tous les generateurs sauf 0;, Orj.

L’ eventall de X est Constltue par les cones o; ; et leur faces. A partir des relations , , on obtient
deux 1-cycles représentés par les relations suivantes :

T
Ci:> 0i=0; (3.4.3)
i=0
s+1 T
Cg : Z Or+j — Z a; 0; = 0. (344)
j=1 i=1
Ces relations C et Cs sont associées aux collections primitives {go, -+, 0.} et {0741, , Ont1} respectivement

(Définition [3.3.2). La premiére C; est positive mais la deuxiéme Cs ne l’est pas.

Proposition 3.4.1. Le cone fermé des 1-cycles effectifs est engendré par Cy et Co :

W(X) = R>001 + Rgocg.
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Démonstration. On note D; (0 < ¢ < n+ 1) le diviseur invariant correspondant a g;. Comme les éléments de
Z>M correspondant a C) et Co sont linéairement indépendants et primitifs, le groupe N1(X) est engendré par
ces éléments :

Ni(X) = ZCy + ZCs.

Soit C' la classes d’'un certain 1-cycle effectif E. Alors
C=pCi+qC2, p,q€Z

Nous allons démontrer que p, g > 0. La relation représentant C' est

T s+1
peo+ Y (p—qai)ei+»_qori; =0, (3.4.5)
i=1 j=1

Si g <0, onaquepourtout 1 <j<s+1, (Dyyj, E) =¢ <0, et donc E C ﬂ;i%DrH = &, ce qui est absurde.
De fagon similaire si p < 0, on a que pour tout 1 < i < r, (D;, E) = p—qa; < (Do, E) = p < 0, qui implique que
le cycle £ C Ni_qD; = @. O

Maintenant on change I’'indice des générateurs p; de sorte que deux d’entre eux sont les combinaisons négatives
des autres. Géométriquement, cela n’est rien d’autre que 'isomorphisme

P(Op« [S2) Ops ((ll) DD OPS (ar))
~P(Op: © Op:(—(ar —a1)) ®---® Ops(—(ar —ar_1)) ®© Ops(—ay)).

Soit
vo=0r vVi=g 1<i<r—letr+1<i<r+s), v.=go.

Alors les relations se réécrivent

’UO = —Z’Ui, (346)
i=1

Un41 = — Zl bi’UZ' — Zl Ur4j, (347)
= Jj=

ou
br=a., bi=a,—a;, (1<i<r—1).
En appliquant la base duale (vy,---,v)) du cone o, ,+1 & la suite exacte (3.1.1) on obtient (avec la convention
bo = ar),
[Di] = [Dr] + bi[Dna] (0<i<r—=1) [Dryj] = [Dnya],

ainsi que

L n+1

Eff(X) = Y  N[D] = Rx0[Dy] + N[Dp1]. (3.4.8)

i=0

D’ou l'on conclut que le cone effectif est simplicial.
La relation (3.4.7) nous fournit une nouvelle relation positive

T s+1 r—1 s+1
Cs: Z biv; + Zerrj = br0o + ZbiQi + Z ortj =0, (3.4.9)
i=1 j=1 i=1 j=1
qui vérifie
C3 =a,C1 + Cs.

Proposition 3.4.2. Le fibré w;(l est engendré par ses sections globales si et seulement si
™
> ai<s+1. (3.4.10)
i=1
La variété X est de Fano (i.e. w;(l est ample) si et seulement si

.
> ai<s+1. (3.4.11)
=1
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Démonstration. pour les variétés toriques, un fibré L est engendré par ses sections globales si et seulement s’il
est nef (Théoréme 3.1.5)), ce qui revient a dire que la forme d’intersection (L, ) est positive sur NE(X). Comme
NE(X)r = R>0C1 + R>0C5 et (w)}l, Cy) =r+ 1> 0, la propriété d’étre nef (resp. ample) revient a

(wih,Co) =s+1 fZaZ— > 0;
i=1

(resp. (wy', Ca) =s+1— Zai > 0).

i=1

Remarquons que la propriété d’étre ample résulte aussi du [KIe88, Theorem 2], ou bien du critére de Nakai-
Moishezon torique (cf. [CLS1I, Theorem 6.3.13]). O

Proposition 3.4.3. — Supposons que w;(l est engendré par ses sections globales. Alors les courbes ration-
nelles tres libres de degré minimal sont, relativement a w;(l, de degré

deg C'3 siby #0,Vie{l,-- 7k
degCy +degCs  si i€ {1,---,r} tel que b; =0.

— Supposons que w)_(l est ample. Alors les courbes rationnelles trés libres de degré minimal sont de classe

C i b; #0,Vi 1,--- ;
3 SZ‘ 1‘7& y Vi € { ) ar}v (3412)
Ci1+Cs sidie{l,---,r} tel queb; =0.
Démonstration. Observons avant tout que la collection primitive {go,--- , o}, dont la relation associée est C,

est centrée. Comme X n’est pas un espace projectif, les courbes rationnelles de classe C1 ne sont pas trés libres.
D’aprés la proposition et comme la relation C n’est pas positive (on a supposé que a, > 0), une relation
positive pCy + qCs, p,q € N qui est différente de Cy doit vérifier p,g > 1. En comparant les coefficients ,
on en déduit que

D> qmaxa; = qa. (3.4.13)

Sib; # 0, Vi, rappelons la relation C's (p=ar,q=1).0nap; € C3(1) pour i # r et donc Vect(C3(1)) = N.
D’aprés la proposition [3.3.20} les courbes rationnelles génériques de classe C3 sont trés libres et de degré minimal.
Si w)}l est ample, toutes les autres relations C = pC; + qC5 représentant des courbes rationnelles trés libres
vérifient la relation C — C3 = (p — a,)C; + qCs € NE(X)={0} & cause de la condition et sont donc de
degré strictement positif. D’ot on déduit que Cjs est la seule classe de degré deg Cs. S’il existe i € {1,--- ,r} tel
que b; =0, comme b, > by > --- > b._1,0n a b,._; = 0. Dans ce cas

VeCtQ 03(1) g VeCtQ{é)Ov 5y 0r—2, 004150, Q7L+1}
= VeCtQ(Qla oty 0r—2,0r—1 + Or, Or+41," " ag’n)a

donc dim Vectq C3(1) < r+s—1=n—1 et les courbes rationnelles de classe C ne sont pas trés libre. Pour
obtenir une relation positive de degré bas dont les rayons engendrent ’espace ambiant, comme la relation C3+ Cs
n’est plus positive, considérons la relation

r—1 s+1

Ci+Cs=(ar+1)C1 +Cy : (b +1)go + Z(bz +1)oi + Z or+5 =0,

i=1 j=1

Cette relation satisfait a I’hypotheése (3.4.13)) souhaitée. De plus elle est la seule classe de degré deg Cy + deg C3
si (3:4.11) (i.e wy' est ample) est vérifice. 0O

3.4.2 Approximation diophantienne

On étudie approximation diophantienne de meilleur niveau et générique avec v = co et L = wy' sur les
variétés X dont w;(l est engendré par ses sections globales. Nous avons vu que X vérifie l’hypothésem Puisque
le collection {go,- - ,0r} associée & C; est la seule collection primitive centrée, on conclut du théoréme [3.3.13
que

Proposition 3.4.4. a(Qo, X) =degCy =1+r.



38 ZHI1ZHONG HuaNG

Dans la suite on cherche la constante essentielle aess(@Qo). On se place sur le 'ouvert U, avec le paramé-

trage donné par le cone o, 1. Le paramétrage est le suivant (cf. (3.2.4))

ron4l

T (Upid) = Usyiy = A"
X X, X, X (3.4.14)
(X0, s Xpi1) — (1, yn) = 1bl e - ’X+1’W’Xn _
X0Xn+1 XoXn+1 n+1 n+1
Les coordonnées vérifient la condition de coprimalité
pged(XiX, 45,0 <i<r1<j<s)=pged(X;,0<i<r)pged(X,yj,1<j<s)=1. (3.4.15)
Autrement-dit,
pged(X;,0 < i <r) =pged(X,4j,1 <j<s)=1. (3.4.16)

On définit une application de T (U,

Or,n+1

)r dans R™ par

(yl,"' 7yn)'—>(217"' 7Zn):(y1_1 7y’l’b_1)?

avec la distance naturelle

d= —1].
12,173}<(n |ym |

Par convention, une droite générale est une droite dans U,, ~ A" avec le paramétrage (3.4.14) passant par Qg
qui n’est pas dans certain fermé de Zariski. Une telle droite [ est 'adhérence dans X du morphisme suivant

Al — U,

Or,n+1

t — (mit+1,-- mpt+1)

ou les m;,1 < i < n sont des paramétres satisfaisant & certaines conditions ouvertes (dépendant du fermé de
Zariski). Elle est de méme classe que celle du caractére A — (A, -+ | \) au paramétre o = Z:;Ol 0; + ijl Ortj-
Si Vi, b; > 0, comme 1’élément

T r—1
—0=vng1+ Y _(bi = v = gni1 4+ »_(bi — 1)oi + (br — 1)oo € 0rppj, V1<j <5,
=1 i=1

appartient a U'intérieur relatif d’un cone de I’éventail, sa classe [I] est C'5. Donc

degl:degC;g:l—i—s—&—Zbi.

i=1
S’il existe i € {1,--- ,r} tel que b; =0, on a b,._; = 0 et donc le méme raisonnement pour I’élément
r—1
—0=0nt1+0r+ ) bios
i=1

nous permet de conclure que [[] = C1 + Cs5 et

degl = deg C + deg Cs :r+s+2+2bi.

i=1

On conclut de la proposition [3.4.3] que dans tous les cas les droites générales sont des courbes rationnelles tres
libres de plus petit degré. Par ailleurs, en utilisant les deux relations (3.4.3), (3.4.4), on peut démontrer que

T B Opl (2) @ OP] (1)693_1 @ (@::1 Opl (bl)) si b; 7é O,Vi;
Xl =1 ops (2)22 D Op: (1)1 P (@;";11 Opi (b + 1)) si 3b; = 0.

Cela est en accord avec le fait qu’on peut varier les paramétres m; pour déformer [ en fixant Q)¢ de sorte qu’elles
couvrent une partie ouverte de X.

Théoréme 3.4.5. — Sib; >0(1<i<r), alors on a

Oess(Q) =1+ s+ Z b;.
i=1
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— S’il existe b; = 0, alors on a

aess(Q) =n+2+ sz
=1

Dans tous les cas, en dehors d’un fermé de Zariski, les approzimations optimales peuvent s’obtenir sur les
droites générales passant par Q. Par conséquent, la constante essentielle est atteinte sur des courbes rationnelles
tres libres de degré minimal.

Démonstration. On note Z le fermé de Zariski définit par

7 — Ui(yl — 1)Zar.

i=1
Rappelons que, d’aprés (3.2.10)),
o o 14s+3770_, bs
H, 1 (n(Xo, -, Xp1)) 2 [xPmms)| = [ XX, 5=,
Soit P = (y1, -+ ,yn) €U =X=2, on fixe 1 < j < s. Comme y,+; # 1, on a alors
R 1+s+>°7 4 by r
14+s+37_, b; |Xr+J Xn+1| 147 yLs+377 bi
d(p)y e M H L (P) 2 X [Xo™ Xt T 2 1
n
Si 3b; = 0, ce qui revient & b,_1; = 0, la (r — 1)-éme coordonnée est de la forme X)"{;l. On a donc
1+7r 1+S+ZT‘7 b;
r Xo— X, Xri — X i=1 5T by
d(P)n+2+Zi:1 b, (P) > 0 r—1 r+J n+l ‘X5+TX71LI‘;+EI=1 b@| > 1.
“x Xo KXnt1

Ces minorations nous fournissent que

1+S+Z;A:1 b; Sib; > 0,Vi;

_ > deg, —1(l) =
st (@) > deg, i (1) {n +2+ 35,0 SiFitel que b =0.

Puisqu’une droite [ générale dans U, , = Z est lisse en Q) et donc

1+
O‘essw;(1 (Q07 l) = aessopl(<w;17l>)(¢71(Q0)7 Pl) = <w)_(1a l>

pour certain paramétrage ¢ : P! — [. Cela démontre les égalités dans les deux cas. O
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4.1 Introduction

4.1.1 Notations et définitions

4.1.1.1 Enoncé du probléme

Une surface de del Pezzo de degré 6 est isomorphe sur C & l’éclatement de P? en trois points non-alignés.
Dans le cas ol ces points sont rationnels, nous pouvons nous ramener a la surface X3 dont les trois points éclatés
sont donnés en coordonnées homogénes par Py = [1:0:0], P, =[0:1:0], P3 =[0:0:1]. On vérifie alors que
X3 est isomorphe & une sous-variété de P! x P! x P! définie par I'équation uiusus = v1v9v3, ol [u;, v;] sont les
coordonnées homogénes du i-éme P'. On note w;(l le fibré en droites anticanonique de X3. Avec ce plongement
w;(l est isomorphe au tiré en arriére du fibré O(1,1,1). On note 7 : X3 — P? le morphisme d’éclatement et
FE4, E5, E5 les diviseurs exceptionnels. Puisque 7 est un isomorphisme en dehors E; U Es U E5, on abrége souvent
7 ([a:B:7]) en [a: B: 4] pour aBy # 0.

Pour tout point P = 7~ !([z : y : z]) qui n’appartient pas aux diviseurs exceptionnels, on utilise la hauteur de
P calculée par la formule suivante :

max(|z], ly|) max(|y|, |2]) max(|z|,|2])
pged(z, y) pged(y, 2) pged(z, 2)

Hya(x ([ y: o)) =

L’application H = H -1 est une hauteur de Weil absolue associée a w;(l. Comme les autres surfaces de del Pezzo

X
de degré > 7, la formule de la hauteur (associée au fibré en droites anticanonique ample) refléte le nombre de
points éclatés.
Le groupe G = G3,/G,,, agit sur X3 de la maniére suivante

A, 0) X [z y: 2] — [Ax: py : 62]

Pour oy # 0, il existe un élément de G qui envoie [a: 8 : 4] sur @ = [1: 1 : 1]. On peut donc se ramener pour
notre étude au point neutre Q.
Il y a trois courbes {l;}?_, passant par (), définies par les transformations strictes des trois droites dans P?
d’équations respectives :
r=y, y=2, T=2.

Nous verrons qu’il s’agit des sous-variétés localement accumulatrices en (). On note Z = U;l;. Sur X3\ Z, les
points rationnels s’approchent plus lentement de () que ceux dans Z, mais ils ne se concentrent pas sur les
sous-variétés strictes. On s’intéresse a la maniére dont ils sont distribués.

On fixe quelques notations pour une utilisation ultérieure. La lettre p désigne un nombre premier. Rappelons
qu’une fonction f: N — C est dite multiplicative si elle vérifie les conditions suivantes :

f(1) =1, f(mn) = f(m)f(n) si pged(m,n) =1.

On note pu la fonction de Mdbius, 7 la fonction donnant le nombre total de diviseurs, w la fonction donnant le
nombre total de facteurs premiers, ¢ la fonction d’indicatrice d’Euler et on définit la fonction ¢ par

o(n) =] (1 - 1) . (4.1.1)

pln P
On a o(n) = ng(n).

4.1.1.2 La distance projective

On introduit une fonction de distance pour X3. Elle est déja définie pour toute place d’un corps de nombre
dans ([MRI5] §2). Pour . = [z : -+ ,xn],y = [yo : -+ - : yn] € P*(R), la distance projective naturelle (associée a
la place infinie) do(z,y) est définie par

ZO<i7£j<n |lziy; — @yl
doo(z,y) = S ST E (4.1.2)
>imo 1TilP/ 200 Wil

Pour une sous-variété projective Y de R™, la distance projective naturelle sur Y est obtenue par restriction. Les
distances induites par des immersions différentes sont équivalentes dans un voisinage compact de @ ([MR15]
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Lemma 2.4). On appelle une fonction d : Y(R) x Y(R) — Rso une distance projective si elle équivaut & une
distance projective naturelle sur Y.

Dans notre cas on définit la fonction d : X5(Q) x X3(Q) — R de la fagon suivante. On plonge X3 dans
P! x P! x Pl Pour W = [sy : t1] X [s2 : ta] X [s3: t3] et V = [m1 : y1] X [@2 : y2] X [23 : y3], on définit

AW, V) =dia(W, V) 4+ doz(W, V') + d13(W, V)
__sipn —tam| [say2 — toxa| |ssys — taxs]
VST EVEt+ul VsSH8BVai+u V83 3Va) + o3

Par un calcul de routine on voit que d équivaut a la distance projective naturelle sur X3 induite par I'immersion
de Segre. Donc d est une distance projective. La raison pour laquelle on choisit cette distance est que I'on peut
déduire une borne inférieure pour le produit de d avec certaine puissance de la hauteur anticanonique (voir la

Section .

4.1.1.3 Les constantes d’approximation

Pour chaque [;, on a
W'l = O ((wx' 1)) = 01, (2).
Par la fonctorialité de la hauteur ([Ser97] 2.3), Hw;{l |1, équivaut a la hauteur associée au fibré en droites O(2) de

I; ~ P'. Le théoréme implique que a(Q, Z) = 2 (rappelons qu’ici Z est la réunion des trois droites I;).
Notre premier résultat, démontré dans le §2, est le suivant.

Théoréme 4.1.1. On a3 € B(Q, X5\ 2) (cf. (2.1.1)) et a(Q, X3\ Z) = 3. En particulier, aess(Q) = 3 et Z est

la variété localement accumulatrice mazimale.
Ainsi, pour trouver une partie ouverte de X3 dont la constante d’approximation atteint la constante essentielle,
it faut supprimer toutes les sous-variétés localement accumulatrice, & savoir les trois droites.

4.1.2 Enoncé du théoréme principal

Comme Z est localement accumulatrice, on la supprime et on étudie la distribution locale des points rationnels
sur X3\ Z. Nous pouvons toujours modifier le voisinage U de @ de sorte que tous les points [z : y : z] de U(Q)
vérifient

>0, y>0, z>0.

Les trois droites définies au début divisent U en six parties (selon les d’ordre induit de {z,y, z}). Les symétries
naturelles nous permettent de nous ramener & ’ensemble RN U ou

R={[z:y:2]:x>y>z>0}
On fixe des coordonnées (s, t) de T X3, le difféomorphisme local p : U(Q) — Tp X3 que 'on va utiliser est donné

sous ces coordonnées par

[m:y:z]n—)(g—L%—l)eRg. (4.1.3)

Ainsi Q est envoyé sur (0,0) et 'image de R dans R? par le difféomorphisme p ci-dessus est la région
R={(s,t) eR?*:5>t>0}.
On introduit la distance euclidienne sur Ty X3 définie par
d((s,t), (w,z)) = max (|s — w|, |t — z|) . (4.1.4)
Cette distance est équivalente a la distance projective définie précédemment.
Théoréme 4.1.2. Pour toute fonction f intégrable a support compact dans la Tégion
R={(s,t) e R?*:5>1>0},
on a pour B — 00,

Blst(s — 1))

/fdaU,Q,B’aOSS = B3 logB/f(s,t)B TP dsdt+ O(B3 loglog B) (4.1.5)
St(S —
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ol
2 (k)3=(k)
_ we) N H
B(s) = = UE ugp(ue)3 kEl 3
U.Be’%S v

et ¢, w, 1 sont des fonctions arithmétiques définies au début. La constante implicite dépend de f.

La mesure asymptotique a une densité, alors que dans les cas de P?, X; et X, (ici X; signifie la surface
obtenue par éclater P2 en i points en position générale), la mesure asymptotique est concentrée sur les droites,
dont la dimension de Hausdorff est 1 (|[Pag08]). De plus, la fonction de densité fait apparaitre les trois droites qui
sont les variétés localement accumulatrices qu’on a retirées. On va discuter de ce phénoméne a la fin du texte.

4.1.3 Les méthodes utilisées pour le comptage

La preuve du Théoréme est élémentaire grice au choix de la distance. Cette preuve est faite au §2. Les
détails du comptage forment le §4. La difficulté significative en comparant ce type de probléme aux problémes
classiques de comptage des points rationnels sur les variétés algébriques est I’apparence de la distance. Puisque
chaque point rationnel est situé sur une droite unique passant par ) (comme précédemment, cela veut dire la
transformation stricte des droites dans P?), on introduit une paramétrisation naturelle pour ces droites. Cela peut,
dans une certaine mesure, simplifier ’expression des pged. Ensuite on va définir quelques parameétres concernant
les pged et décomposer ’ensemble considéré suivant ces paramétres grace a I'observation que dans un voisinage
borné de @), certains de ces paramétres ne prennent qu’un nombre fini de valeurs qui est indépendant de la borne
de la hauteur. Puis en fixant ces paramétres, on compte sur chaque droite et on somme pour obtenir la quantité
totale. Au cours de cette étape la transformation de Cremona joue un réle important. Elle envoie tous les points
ayant une « grande » pente sur ceux dans l'autre région, dont la pente est « petite », si bien que ’on peut les
traiter directement. Enfin pour obtenir une mesure, on va échanger des sommes et des intégrales.

Notre méthode peut étre adaptée facilement aux cas P2, X1, et X».

4.2 Détermination de la constante essentielle

4.2.1 Borne inférieure

On établit d’abord une borne inférieure pour a(Q, X) et qess(Q).
On fixe un point P = 7~ 1([z : y : 2]) € X3 \ Z. Par symétrie on peut supposer que x > y > z. On introduit
les notations :

T Y
U =—"F, Up=——,
pged(z,y) pged(z,y)
y z
v = s Vo= ——F—~
pged(y, 2) pged(y, 2)
X z
w1

- pged(z, 2)’ w2 = pged(z, 2)

Alors on a u; > ug, v1 > v9, wy > ws. Avec ces notations, H(P) = ujv;w;. En utilisant l'inégalité fonda-
mentale
n

(Z a;) =

i=1

S|

on obtient

d(P,Q)H,,+(P)3

N ] N [v1 — vg| n |wi — ws| (urv11)?
— T = 1
V2 \Ved +u3  Voi+d Vwl+

ol

1 ~3, hud LI 5 b,
2 5 ((u1 —uz)uy *vfwi + (01 —v2)ui vy Fwi + (w1 — wa)ui v w, )
3
> 5 Q/(Ul — uQ)(vl — Ug)(wl — U)Q)
>3
2

Cela montre que 3 € B(Q, X3\ Z) et donc on a aess(Q) = a(Q, X3\ 7Z) > 3.
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4.2.2 Borne supérieure
Prenons une droite D différente de I;, on a
wy'lp = Op((wx' - D)) = Op(3).

Et H,_:[p équivaut a la hauteur associée au fibré en droites O(3) de D ~ Pl. D’aprés le théoréme

a(Q, D) = 3. Puisque Up, D est dense dans X3, pour toute partie ouverte V' de X3 de sorte que d(Q,V) =0
on a a(Q,V) < 3, donc aess(Q) < 3.

4.2.3 Une remarque sur un résultat de McKinnon et Roth

Supposons pour le moment que X est une variété projective définie sur corps algébriquement clos et L est un
fibré en droites ample sur X. On note ) un point rationnel de X.

Définition 4.2.1. On dit que «(Q, X) est calculée sur une sous-variété fermée stricte Z de X si Je¢ > 0 tel que
pour toute suite de points rationnels (P;) — @ de X vérifiant a(Q, (P;)) < €0 + a(Q, X), tous sauf un nombre
fini d’entre eux se trouvent dans Z. Autrement dit, a(Q,Z) < a(Q, X — Z). Dans ce cas 1a, Z est localement
accumulatrice.

Il convient de distinguer les deux notions « est calculée » et « peut étre calculée ». La premiére signifie que
toute suite de points ayant la constante d’approximation assez petite se trouve uniquement dans Z (ou bien,
tout sauf un nombre fini d’éléments), alors que la deuxiéme dit simplement que ’on peut choisir une suite qui
atteint la constante d’approximation donnée dans une sous-variété. Le corollaire suivant donne un exemple sur
la différence entre ces notions.

Rappelons un des principaux théorémes dans ([MRI5]). Il nous donne une condition suffisante pour que « soit
calculée sur une sous-variété fermée stricte de X. En d’autres termes, il fournit un critére de I’existence d’une
sous-variété localement accumulatrice.

Théoréme 4.2.2 ([MR15], Théoréme 6.2). On note n = dim X. Alors a(Q, X) est calculée sur une sous-variété
fermée stricte de X pourvu que a(Q,X) < nLHeL(Q).

Maintenant, revenons & notre exemple précédent a savoir X = X3 une surface de del Pezzo de degré 6 et L
le fibré anticanonique de X3.

Corollaire 4.2.3. La constante d’approzimation a(Q, X3), qui est égale & 2, est calculée sur la sous-variété des
trois droites Z. La constante essentielle qess(Q) peut étre calculée sur toute droite passant par Q différente de
celle dans Z.

Démonstration. Cela découle de o(Q, X35\ Z) = 3,a(Q, Z) = 2 et de la discussion dans la Section 2.2. O

Remarque 4.2.4. D’aprés ([Bro06]), Ew)—(l(Q) = 2. Donc o(Q, X3) > %5“}}—(1(@). Cela signifie que 'hypothése
dans Théoreme [£.2.2] ci-dessus n’est pas vérifiée ici, alors qu’il existe des sous-variétés localement accumulatrices.

4.3 Transformation de Cremona et paramétrisation des droites

4.3.1 La transformation de Cremona
On définit une application rationnelle 7 : P? --» P2 par
Yilry:z]=lyz: 2 xyl. (4.3.1)
Cette application v est bien définie sauf en les trois points Py, Py, P3. Elle est d’ordre 2 et induit un morphisme :
U Xy — X
U([ug 2 v1] X [ug @ vo] X [us,vs]) = [v1 : u1] X [vg : us] X [vs, ug).

En dehors des trois diviseurs exceptionnels F;, ¥ est calculé par la formule (4.3.1). Ce morphisme établit une
bijection entre les points rationnels dans la région R et ceux dans la région

S={[z:y:2]:2>y>x>0} (4.3.2)
Par un calcul trés simple que ’on omet, on a
Proposition 4.3.1. La transformation de Cremona préserve la hauteur :

HoVU =H.



46 ZHI1ZHONG HuaNG

4.3.2 La paramétrisation

Tout d’abord on introduit quelques paramétres intrinséques pour les points rationnels dans R.

Définition 4.3.2. Pour V = [z : y : z] € R avec pged(z,y, z) = 1, on note

di =pged(y,z), dp =pged(x,z), dz=pged(z,y), dy=pged(z—2z,y—2), (4.3.3)

dy dy
y—z x—z T—y
= — = — = . 4.3.4
DT dd P ddy T dyd, (454
on voit que
pged(e;, e;) = 1.
La pente est définie par
y—z _m(V)
V) = = . 4.3.5
u(v) = =% = 2 (135)

On va noter u(V) = dy et (V) le triplet (e1, es, e3) pour le point V.

Les nombres correspondants pour les points rationnels dans S sont définies en échangeant x et z. Pour éviter
toute confusion, on les donne en détails. Pour U = [z : y : 2] € S avec pged(z,y, z) = 1, on définit

dy = pged(y,z), dy =pged(z,z), dy=pged(z,y), dj =pged(z—z,y— 2),

y—x z—x
m/(U): dil ) ’I’L/(U): dﬁl ,

’ y—x / Z—T ’ 2=y

u/(U) = dil? e/(V) = (6/176/2761/3)'

On décrit maintenant comment la transformation de Cremona se traduit sur ces paramétres.
Proposition 4.3.3. Soit V =[x :y:z] € R. On note e(V) = (e1,ez,e3) et U =V (V) € S. Alors on a

w(V)=4d'(U), €(U)=(es,ea,e1),

m, U _ €1€2€32 , / U _ €1€2€e3Y .
U=y = i) - mv)
Démonstration. On a
U= yz  xz Ty

dydods * dydyds dldgdgy

Ces coordonnées de U sont premiéres entre elles. On vérifie directement que

o y(x —2) xz(y—2)
w(U) = ngd( didods " dydads

=pged(z — z,y — z) = u(V).

d = < / Yy / T
1=

= -4 d="" g =d,
didy’ 2 dids’ P dedy’ AT TH

, 1 zz—yz z—y

VT Didydy did,  dydy
o — 1 gu“yfyz:xfz:e2
27 dydady  dbd), dody ’
, 1 zy—2xz y—=z

€3 =

" dydayds dyd)  didy -
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m’(U) _ z(x — y) _ _C1e2e32
dydadszdy  m(V)n(V)’

€1€2€3Y
O

_ylz—z)
didadzdy  m(V)(n(V) —m(V))

n'(U)

Maintenant on introduit une paramétrisation pour les droites passant par @ (sauf [;(1 < i < 3)). En termes de
abe # 0.

cette paramétrisation 1’expression des pged est relativement simple. Toutes ces droites sont les transformations

strictes des droites dans ]P%g de la forme
ar+by+cz=0, a+b+c=0,

On peut toujours supposer que pged(a,b) = 1. Pour une telle droite I, on définit le morphisme de paramétrisation

sur la région R par :
Gap: Pt = 1C X3
[w:v] = [ub+v: —ua+v:vl.

Pour la région S, it suffit d’échanger les coordonnées.
Gy PP —1C Xs
[w:v] = [v:—ua+v:ub+ vl

Proposition 4.3.4. [ existe une bijection entre l’ensemble
{(a,b,u,v) € Z* : 0 < —a < b,u > 0,v > 0, pged(a, b) = pged(u,v) = 1}

et l’ensemble des points rationnels dans R (resp. S).
Démonstration. 1l suffit de montrer cela pour R car les deux régions et les paramétrisations sont complétement
symétriques. Une direction est déja donnée par les paramétrisations. Pour 'inverse, on se donne un point rationnel

[x:y:z] € R avec pged(z,y,2) =1, on définit 0 < —a < b et u,v > 0 de sorte que
v_ 1
z

pged(a, b) = pged(u,v) = 1.
O

avec
Cela veut dire que ce point correspond a un quadruplet unique (a, b, u,v) vérifiant la condition souhaitée. Cela

établit la bijection.
z] € RN, on vérifie la relation suivante entre notre paramétrisation et les parameétres
(4.3.6)

Pour V.= [z :y
introduits précédemment.
u=u(V), a=-m(V), b=n(V),
di = pged(—ua + v,v) = pged(a,v), er = d37
1
b
dy = pged(ub + v,v) = pged(b,v), ez = o
2
o — a+b
3T g,

ds = pged(ub + v, —ua + v) = pged(ub + v,a + b) = pged(—ua + v, a + b),
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4.3.3 Lien avec le torseur universel

Le torseur universel C au-dessus de X, (éclaté de PZ en [1:0:0],[0:1:0},[0:0: 1] et [1:1:1]) est
une partie ouverte de la sous-variété de Ag] = SpecQz;,;,1 < i < j < 5] définie par les équations de Pliicker
([Pey98], exemple 4.2.4)

21,2234 — 21,322,4 + 21,4223 = 0,
21,223,5 — 21,3%22,5 + 21,522,3 = 0,
21,3245 — 21,423,5 + 21,5234 = 0,
21,2245 — 21,422,5 + 21,522,4 = 0,
22,3724,5 — 22,4235 + 22,5234 = 0.

Dans la région R, la relation entre {z; ;} satisfaisant aux conditions (on identifie z; ; & z;,; lorsque ¢ > j)
pged(zij, zik) =1, pged(2ik, 2j6) =1

et les coordonnées intrinséques sont les suivantes. On note

x Yy _ z
d2d37 f2_d1d37 f3 dldg.

fi=

Alors
d; = 21,6—i> fi = 22,6—1,

€1 = 23,4, €2 =235, €3 =245

Du point de vue de la Proposition m il existe une bijection entre {z; ;} satisfaisant aux équations de Pliicker
avec les conditions de co-primalité ci-dessus et nos parameétres {a, b, u,v}. Cette bijection est donnée par

(2ij, 1 <0< j<5) = (—234215, 23,5214, 21,2, 21,421 522,3) = (@, b,u,v).
En particulier, la paramétrisation
z=ub+v, y=-uwa+v, a+b+c=0

équivaut aux trois premiéres équations de Pliicker.
Avant de faire le calcul, on remarque qu’une autre paramétrisation, qui est celle d’origine, est de paramétrer
les coordonnées directement :

(2i5,1 <1< j<B) > (21,421,3%2,5, 21,5%1,3%2,4, 21,421,523, 1,5, 21,4, 21,3) = (£, Y, 2,d1, d2, d3).

Elle vient du torseur universel au-dessus de X3. En l'utilisant on peut aussi éliminer les pged dans la formule de
la hauteur. Mais la difficulté viendra du calcul de la distance. Rappelons que dans la formule de la distance sur le
plan de tangent, ’expression “x — 2” apparait. Cela va produire une condition linéaire sur les paramétres. C’est
cette condition qui ajoute certaines difficultés pour contréler les termes d’erreur.

4.4 Calcul global

Pour obtenir une meilleure compréhension sur la distribution des points rationnels, on calcule d’abord la
limite du nombre total des points rationnels dans un voisinage compact de () dans TXs3. Comme indiqué
précédemment, on peut se ramener a la région R. On va calculer la limite de la suite {0y,g, B 0. (X(€))} B 0U X(€)
désigne la fonction caractéristique du domaine {(z,y) € R?* : x > y > 0,d(Q, (z,y)) < e} C TgX3 avec € > 0
quelconque. On va voir que pour € fixé, on obtient la finitude des paramétres u, e;, ce qui nous permet d’écrire
la formule de somme d’une maniére plus facile.

On a
P=[r:y:z] maX(‘f— ,g—ngeB‘%
z z
Pa o (&) =2 020> 2> 0 imax(lal, fy)) max(|e], <) max(yl. |2) (441

<B

peed(z,,2) = 1| ™ pged(z, y) pged(z, 2) pged(z, 2)
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On va sommer d’abord sur chaque droite.

00, B (X() = > #Fp(a,b) (4.4.2)

0<—a<b
pged(a,b)=1

ou en introduisant les paramétres u, v, a, b, dy, d2, d3 comme (4.3.6) (pour (a,b) fixé),

P=lz:y:d ||E-1] <=BHiu(p) = -3
z
Fpla.b)=3o>v>2>0 | max(jal, ly)) max(|al,|2|) max(yl, |2) _ (443)
pged(z,y,2) =1 pged(z,y) pged(x, 2) pged(z, 2)
u J
_ @y eNnqo,0), | <eBTRT O 444
pgcd(u,v) =1 (ub + U)Q(—UCL + ’U) < Bdidads @
On note e = ejeges et A = —¢(1 + ). D’une part, pour tout (u,v) € Fp(a,b), 'inégalité (2) nous donne
v® < (ub+ v)%(—ua + v) < Bdidads.
Compte tenu de l'inégalité (D),
u < gfb < %(dldeg)% - %(|a|b(a rh)ie s = 1)?
3
ce qui entraine que
3
e
)\ > 873’
d’ou 1 1
a
YNelz = o= +Cyl. 445
’b‘€]2 0.5+ Col (4.45)
avec
1 deu?
Co = Co(u,e,) = 51/1 - ig . (4.4.6)
Cela nous donne une borne pour la pente des droites intervenant.
D’autre part, on a
u < 5(/\6_1)% < 4%6_% (4.4.7)
3
d’ou . .
ued < —. (4.4.8)
43

Cela signifie que si l'on fixe £ > 0, il n’y a qu’un nombre fini de choix pour u et e et donc pour (ey, ea,e3) aussi.
En particulier si € < 4%, F(a,b) = @. Donc il y a un « trou » autour de (). En remarquant que cette valeur
est indépendante de B, cela correspond exactement & la « borne inférieure » que ’on a démontré dans la section
précédente (notons que l'on a changé la fonction de distance).

Nous pouvons écrire sous la forme

00.Q.Baw(X(€) =) tF(u,ei,) =Y > #Fuec(a,b) (4.4.9)
u,e; u,e; 0<—a<b
pged(a,b)=1
e1]a,es|b,es|a+b

ol

P=leiyid | [E=1]<eBHu(P) = we(P) = (er.cavea)

Flueie) =q@>y>2>0 | pa((al, |y]) max(|a], |2]) max(ly], |2]) (4.4.10)

<B
pged(z,y,2) =1 pged(z, y) pged(z, z) pged(z, 2)

et Fye,e(a,b) est 'ensemble des v € N\ {0} vérifiant les deux conditions suivantes

(ub 4 v)*(—ua + v) < Bla|b(a +b)e ™ v > e 'Bsub, (4.4.11)
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b b
pged(a,v) = fg,pgcd(b,v) = —,pged(—ua +v,a+b) = i,pgcd(u, v) = 1. (4.4.12)
€1 €9 €3
Maintenant on fixe €, u, e1, ez, e3 avec pged(e;, e;) = 1 pour 1 < ¢ < j < 3. Rappelons que e = ejezes. Nous
analysons les conditions (4.4.11)) et (4.4.12)) séparément.
I. La condition (4.4.11]).
Puisque la condition

(ub+v)* < Bla|b(a + b)e™?
implique la premiére condition de (4.4.11]), qui elle-méme entraine que
v® < Blalb(a + b)e™?,
I’ensemble des solutions v de la condition est 'intersection avec Z de l'intervalle
I=1Inpuee=[c""B3ub,Bse 5 (|alb(a+b))5 — ubCop.u.5] (4.4.13)
ot Cypu,B € 10,1 est une constante qui dépend de a, b, B, u. Pour que l'intervalle I soit non-vide, on doit avoir
e~ 3 B3 (|alb(a +b))5 — ubClpu,B = e 1 Bsub.

Il en découle que

a 1 1
- - —C, -+ Cq]. 4.4.14
’b‘E]Q nyTal ( )
ou
1 4eus 1
Cy =Cla,b,u,e,B) = 3 1— = (14eCup,B73)3 < Cy. (4.4.15)
avec )
Co—C1 =0 4.(B73). (4.4.16)
II. La condition (4.4.12)). La condition (4.4.12)) implique la relation
b b
peed <u a(‘H)) 1. (4.4.17)
e

Nous restreignons donc la somme aux (a,b) vérifiant cette condition. Fixons une paire (p, q) telle que
pa+qb=1.
Lemme 4.4.1. Les v satisfaisant la condition sont les éléments de

I'(a,b) = {u(q — p)ab+ ab(a + ble *n : n € Z,pged(n, ue) = 1}. (4.4.18)
Démonstration. Les v satisfaisant a
a b a+b
*|1}, 7|va |7’UJCL+’U
€1 €9

forment le translaté d’un réseau
['(a,b) = {u(q — p)ab + ab(a + b)e 'n:n € Z}.

Puis les conditions sur les pged impliquent que n doit étre premier a u et e. Réciproquement, puisque ’on a la
condition (4.4.17)), on vérifie sans difficulté que tous les éléments de IV (a, b) vérifient la condition (4.4.12)). O

On va démontrer une version préliminaire de la distribution globale avec quelque paramétres fixés.

Proposition 4.4.2. On fize €, u, ey, es, e3 et on note e = eyeges. Rappelons la définition de F(u,e;,e) (4.4.10).
On a

27
(i) = > EFue(a,b) = 7(5’2“’ ) B log B + Ou.c.c(B? loglog B). (4.4.19)
i

0<—a<b
pged(a,b)=1
e1la,ea|b,ezla+b

ot

w(k)3«®) 1 / de u/ de
Z(e,u,e) = PR - = — 7 ). (4420
(E U 6) </)(ue> Z k €3 Joel—Co,1+Co (0(1 - 0))§ c 6C]L—Co,1+Col (0(1 _ 9)) ( )
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Pour traiter une somme sur un réseau, it faut en déterminer I'indice. On fixe (a1, s, a3) € (NN\{0})? avec
pged(ay, aj) = 1, on considére ’ensemble

H(o) = {(a,b,c) € Z®: a+b+c=0,a1]a,as|b, az|c}. (4.4.21)
C’est un sous-groupe de
G={(a,bc)€Z®:a+b+c=0}~Z%

La projection des deux premiéres variables
(a,b,c) — (a,b)

établit un isomorphisme des réseaux H(«;) et
{(a,b) € Z* : a1|a, az|b, as|a + b}. (4.4.22)
Proposition 4.4.3.
[G: H(w)] =a=ajaas. (4.4.23)

Démonstration. Puisque H = H(«;) est un sous-module de G, c’est un Z-module libre. En tensorisant H (c;)
avec Q, on voit que le rang de H(«;) est 2. Par le théoréme des restes chinois, le morphisme naturel

G/H - &}_G/H ®z Z/o,Z
est un isomorphisme. De plus,
G/H Kz Z/aZZ ~ Z/OéiZ.
Donc
[G : H} = ﬁ(@?:1Z/OéiZ) = a1 a(x3.
O
D’aprés I'analyse précédente, la condition (4.4.11)) nous fournit un intervalle (4.4.13) et la condition (4.4.12)

nous donne un réseau. Quand la longeur de l'intervalle est plus petite que la période du réseau, le cardinal que
I’on cherche est 0 ou 1 et n’est pas équivalent a la longeur de l'intervalle. C’est pourquoi ensuite nous allons
discuter les deux cas séparément.

Pour ¢ > u(4e)3, on définit une constante

D = D(e,u,e) = /(4e) % — us—1)e(4-1 — C3)~1 > 0.
On vérifie qu'on a pour B> Oy . (1) et b > DBé,
-1 _3(|@ _|a -1
lalb(a+b)e™" =b (‘b‘ (1 ‘b‘))e
1 _
o (- cg)en
2pt (1 2\ —1
>boD?BY (1 —CF e
1 1 % u
i((=~) - ¢
> bBe ((46) 5>
> B3 ((\a|b(a+b)e‘1)% - 5_1ub) .

Donc lintervalle I (4.4.13]) ne contient qu’au plus un point du réseau I'(a,b). Nous allons donc décomposer la
somme (4.4.9) en deux termes selon la taille de a et b :

00.Q.Boes (X(E) = Y >+ Y §Fy . c(a,b). (4.4.24)

u,e; pged(a,b)=1 pged(a,b)=1
eila,ez|beszla+b  eila,ez|bes|at+b
1 1
b<DB® b>DB%

Cas L. b< DB5%. La longueur de I est « assez grande ». La contribution de ce cas est la suivante.
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Proposition 4.4.4.

A4
> fFuec(ab) = MB% log B + O(B53 loglog B), (4.4.25)
pged(a,b)=1 T
e1]a,es|b,es|a+b
b<DBE

ot Z(e,u,e) est donné par et Fiye,c(a,b) est défini par (4.4.11) et (4.4.19).

On a besoin du lemme suivant qui nous permet de changer les sommes sur un réseau en intégrales.

Lemme 4.4.5. Pour DBs > M > e et k = (ki1, ko, ks) fizé, on note k = kikoks,a; = kie; et o = ajasas.
Considérons deux régions

m

S' (M) = S"(e,u,e, M,B) = {(m,n) € Z*:1<m <n< M, - ] —Cy, = —1—01[}

T(M) = T(u,e,e, M) = {(z,9) e R*: 1 <y < & < M, % e] — Gy, L 5+ Col},
avec C1 = C1(m,n,u, e, e) dépendant de m,n définie par l’équation 1) et Cy = C’O(u7 e, e) par . Alors

on a

dzd

Z (Imn(m +n)) 7% // Ty ———————5 + Oue,a,c(loglog B),
(m,n)eS'(M)NH (a;) () a(zy(z —y))3

dzd
Z (m(n — // Ty + Oye,a,c(loglog B).
(m.n)€S' (M)NH (or;) r(ar) @Y(z —y)

Démonstration du lemme. 1’idée est qu’on fait une partition sur le domaine de (m,n).
On définit un sous-ensemble de N? auxiliaire

S(M)={(m,n)€Z*:1<m<n<M

N

} Co, + Col}

m 1
"n

La premicére étape est de comparer la somme sur S(M) et S’(M). Pour (m,n) € S(M), onnote Cy = Ca(m, n,u, e, &) =
Cy — C1. Rappelons, d’apreés (4.4.16)), que 'on a Cy = Ou,e@(B*%). La différence entre la somme sur S(M) et
S’ (M) s’écrit

(mn(n —m))~5 — > (mn(n —m))~3

(m,n)eS(M)NH (a;) (m,n)eS'(M)NH (o)
< ) (ma(n-m)73
n<M

el —Co,5—Ch]
U[34+C1,5+Co]

1 m m\\ ~

-Y e X (5 0-3)
n<M (%7C0)n<m<(%fcl)n
ou (L+C1)n<m<(L+Co)n

Or pour (m,n) € S(M),onan< M < DB%. Donc pour B assez grand, d’apres (4.4.16)),

1 1 1 1 1
OQTL = (2 — Cl> n — <2 — 00) n = <2 +00) n — (2 + Cl> n = Owe’E(Big).

Donc pour B suffisamment grand, Con < 1. Cela nous dit qu’ayant fixé n, il y a au plus deux m possibles dans
la somme. On obtient la majoration suivante pour la derniére somme ci-dessus.

1 m m\\ —
> > (5 (=)
n<M 7—Cg)n<m<( —C’l)n

u (3 +C’1)n<m<( +Co)n

= Ou,e,a(l) Z ﬁ = Ou,e,s(1)~

2
3
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Ensuite on fixe une constante

loglog M — loglog «
I =l(a) =logs (log, M) = g (2)
2

l
Alors on a M(%) =a. Pour 0 < k <!1—1, on note

Fro;, = Z (mn(n — m))_%,
(m,m)ES(M)NH ()

G, = > (mn(n —m))”3.
(m,n)eS(M)NH (a;)

n<o

On décompose la somme de la fagon suivante.

(mn(n —m))~3

(m,n)eS(M)NH (a;)

= Z Z (mn(n —m))~% + Z (mn(n —m))~3

0<k<I—1 (m,n)eS(M)NH(a;) (m,n)€S(M)NH(as)
2\ k+1 2\k n<a
m(3) <n<M(§) =
= Z Fkyai(M)—’_Gai(M)'
o<k<i—1

Premiérement on a

Gai (M) = Oa,e,u,e(1)~

Ensuite on compare chaque morceau Fy, (M) avec Uintégrale. Pour cela on va fixer les domaines fondamentaux
du réseau H(«;). On peut choisir une base (e1(e;),ea(e;)) engendrant H(«;) telle que

lej(ai)ll < 2Aj(ai), (1<j<2)

ol A; désigne le j-iéme successif minima par rapport & la norme euclidienne standard || - || (voir, par exemple,
[Cas97], p.135). Les termes d’erreur viennent des bords de notre partition et du passage a I'intégrale sur un do-
maine fondamental. On note B(M, k) la réunion des domaines fondamentaux du réseau H(«a;) dont 'intersection
avec le bord du domaine

2\ k+1 2\ k
DM, k) = {(z,y) e T(M) : M3 <2< M)} (4.4.26)
est non-vide. On a que
_2 y Y\ 3 1
sup (zy(r —y)) % < sup (* (1 - 7>) sup —
T T T
(.y) EB(M,k)ND(M, ) (2.y) EB(M,k)ND(M,k) FON L
1
= Ou7e,6(1) . sup . ﬁ
2\k+1 2
v cacn(3)

k+1

= Opec(M2(3)

k41 K
Maintenant on fixe (m,n) € S(M) N H(w;) avec MG < n< MG on prend un domaine fondamental F
contenant (m,n). Soit (z,y) € F. Alors

(z,y) = (m,n) + sex + tey,

avec s,t € [—1,1]. On note A(a;) = 2(A1(a;) + A2(a;)). D’aprés l'inégalité de Minkowski, on a

| N det(H(a;)) 8 g
Mei) < 4hi(a;) <8 vol(B(0,1)) ~ /~ol(B(0, 1))\/737
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ou vol(B(0,1)) est le volume de la boule unité par rapport a la norme choisie. Donc

|z —m| < flex ()| + [lea (@) | < 2(A1(ai) + Aa(ai)) = M) = Oa, (1),

ly —n| = O, (1).
Comme pour n > A(qy),

m — Aay) y m+ May)
n+ Aa;) <z = n—Mao;)’

on a
_ ) . 1
g_@ < max ﬁ_m )\(al)am+/\(al)_@ :Ouesan — -
x n n nt+AMa) n—Aa) n 0T\ n
Considérons la fonction suivante définie sur |3 — Co, 3 + Col :

A (M1 —X)73.

En reportant les majorations ci-dessus et en utilisant le théoréme de la valeur moyenne, on obtient que

-9 @02 o ()

On a en outre que

1 1

2 n?

G ng; +n) < 2A(ai)(2j AMai)) _ Ou(M—3(3)"

Tout cela nous fournit la majoration suivante.

(zy(z — )3 — (mn(n —m))~5|

1 y\—3 1 m\ 3
203 =07
IQ( X n2 n
1y y\\—3 1 sy Y\ 3 1 /y y\\~3 1 /m my\ 3
e R (e R NG R COR)
2 \z T n? \zx T n? \zx T n2 \n n
1 1 1
:Ou,e,s,a(l) (xQ - ’n2> + Ou,e,e,a <rn3>

:Ou,e,s,a(Mig(%

En remarquant que le périmétre du bord et I’aire du domaine D(M, k) (4.4.26)) sont de grandeur Oy ¢ ¢ o (M(

k
et Oy ec,a(M 2(3) ) respectivement, il suit des estimations ci-dessus que

I // dxdy
R 0TI (T aleta =

@l
~—
S
~

2
.5 3

< ( sup (zy(x — y))_§> Oa7e,u75(M(%)k)

(z,y)€B(M,k)ND(M,k)

k+1
+Ou7e,aa // ET M) d.’IIdy
2 k

(3) (3)
(3)" )+0u,e,5,a<1)

W\N

ol
ol

= Ou,e,57a(M_
= Oa,e,u,€(1)~



CHAPITRE 4 55

En reportant ce que nous avons obtenu,

(mn(n —m))~3

(m,n)eS(M)NH (a;)

Z Fio; (M) + Gy, (M)

0<k<i—1
dxdy
Z // (w,y)€T(M) ——3 t aeus Z 1+anu5 )
0<k<i—1 ’“+1<£<M (2)" a(zy(z —y))3 0<k<!
d d
B TR v—
) a(zy(z —y))3

Wi

= // % + Ou7a7e76(10glog B)
M) e(zy(z —y))

La seconde égalité se démontre exactement de la méme fagon, d’ou le lemme. O

On introduit la fonction arithmétique ¥ donnée par

(n) = Card K (n) (4.4.27)

ol
K(n) = {(e1,e2,e3) € N> : n = ejeqes, Vi # j, pged(e;, ej) = 1}

Proposition 4.4.6. La fonction 1 est multiplicative. On a v)(n) = 3*(™).

Démonstration. On se donne m,n € N avec pged(m,n) = 1. L’application

K(m) x K(n) — K(mn)

(e1,e2,e3) X (f1, f2, f3) = (e1f1,e2f2,e3f3)

est une bijection. Donc

= Hd,@%(")) — H3 — gw(n)

pln pln
O
Démonstration de la proposition [{.4.4} D’aprés (4.4.17)), on suppose que
b b
pged <u a(‘H)) =1 (4.4.28)
e

On utilise la formule classique (voir [Broll], Exercise 5.2) pour l'intervalle (4.4.13), compte tenu des conditions
(4.4.11) et (4.4.12) et du fait que la condition (4.4.12)) équivaut & la condition de I’ensemble I (a,b) (4.4.18)) plus
la condition (4.4.17])),

BY (e Malbla+ ) —ube )
e alb(a + ) oleu) + O + Ouell) (4.4.29)

= Big(eu) (e (lalb(a+ b)) —eus(al(a+5) ") + Oue(1).

Card(Fy.e; (a,b)) =

Le terme d’erreur peut étre controlé par

o1 Y 1=0u..(BY).

1 1
pged(a,b)=1,b<DB% b<DB%
Fueq c(a,b)#2 |$1€]5—Co,5+Col

On réécrit la somme dans la Proposition m pour éliminer la condition de pged (4.4.2§).
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>

pged(a,b)=1,b<DBF
(a,b)E€H (e:),pged (u, 22t )—1
|¢|€lz—C,3+CH]

=> k) D

k|u k1kakz=Fk
pged (ki kj)=1

(lalb(a +

2
3

b))~

2
3

3 (lalb(a + b))~ 3.

1
pged(a,b)=1,<DB®
erk1 \a,egk:2|b,egk3|a+b

|¢]|el3—C1.3+C]

Pour ky, ko, k3 fixés,

(lalb(a+b))~5

>

1
pged(a,b)=1,b<DBE
e1k1|a,eaka|b,esks|a+b

|2 |els-Cr 3 +Ca)

= pu(d)
d|a,d|b,b<DB¥

deN
(a,b)€H (eik;)
|#|€[3—C1,3+C1]

2 2

1 1
d<D(ek)~1B% d>D(ek)~1B%

+

1(d)

(lalb(a+b))~5

(4.4.30)

>

1<a<b<DBEd~!
|2|€[L—C1,i+C]
(b € H (erkr)

- (lalb(a + b))~

La seconde somme est bornée. En écrivant « O » pour « Oy e k. », le Lemme @ nous fournit que la somme

ci-dessus est égale &

2

1
d<D(ek)~1B%

p(d)
d2

dxdy

(//T(DBédl) ek(

ekd2
1

d<D(ek -1B% 0€]3—Co,3+Co[

ekal2
ng(ek) 1B%

ry(r —y))

// dfdzx n
1<z<DBod ! z(0(1 — 0))3

( log B +log D — logd) /
(43

2
3

+ O(loglog B)) +0(1)

O(loglog B)

dé

¥ 4 O(loglog B).
1—Co,3+Co] (9(1 - 9))§

Comme précédemment on peut rajouter une quantité bornée pour obtenir une somme ot d parcourt I’ensemble
des entiers naturels. Puisque 'on a des formules bien connues

logd wu(d) 6
z =% £
deN deN
la somme (4.4.30)) est finalement de la forme
d) 1 do
= Z A g, 0 / ——— + O(loglog B)
ik ekd? 6 0€]3~Co,5+Co[ (B(1 —0))3

dé
= (ek)™! _2/ ——— log B + O(loglog B).
0€]5—Co,5+Col (0(1—0))3
De la méme fagon,
> (lal(a+b))~!
pgcd(a,b):l,béDBé
(a,b)EH (e;ki)
|#]el4-Cr3+C1)
1 / do
= ———log B + O(log log B)
ekm? 0€]L —Co,3+Co] (0(1—10))
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Il en résulte que, en rappelant la définition de la fonction ¢ (4.4.27) et la Proposition m

E 1 Fue; c(a,b)
pecd(a,b)=1,b<DB®
(a,b)€H (e;),pged (u, 2L ) =1
|£|el3—Cr,3+CH]

=Bhoten) | Sutw) 3 (cHabtar ) e (alta+0)7) | +O(BY)
Flu pged(a,b)=1,b<DBE
(a,b)eH (eikq)
|e|elt—C1,i+0)

5 1 de u 10
= BilogB | ¢lew) S pu(k)3°® | — / . / Cdo
( )% “ eskn? Joely—coi+Col (0(1—0))5 k™ Joeii—cy,14cyf (0(1 = 0))

+ O(B3 loglog B)

_ Z(e,u,e)

- B3 log B + O(B5 loglog B),
e

ce qui clot la démonstration. O

On termine en remarquant que le terme principal ne dépend pas de la constante D. Dans la suite, nous
utiliseront le lemme suivant qui montre directement cette indépendance.

Lemme 4.4.7. Fizons deux constantes C1,Cs > 0, on a

1
Z ﬂFuvei1€(a, b) = 001,02-,“76,8(B3 )
pged(a,b)=1
CoBE <b<CLBE

Démonstration. En fait ce lemme découle du calcul précédent dont le terme d’erreur a la grandeur O(B 3 log log B),

qui est acceptable pour la suite. On donne une preuve directe avec la grandeur de controle souhaitée. D’aprés la
2

formule (4.4.29)), il suffit de controler la somme sur les quantités (|a|b(a + b)) 73 et (Ja|(a +b))". On a

> (lalpla+1b)7F
CsBE <b<CLBE
|2]€]4 —Co,3+C0|

< sup  (lalb(a+b))"3 > 1
1 1
CyB6 <b<C1B6

1 1
CyB6 <b<C1B6
[£]€]4—Co,5+Col =

|2]€]4—Co,3+Co

= 0c,,0,(B7%)0¢,,c,(B%) = O, ¢, (1).

De facon similaire,

> (lal(a+ b)) = Oc, ¢, (1).
CyBE <b<Cy BT
|2|€]3—Co,3+Co[

Notons que le nombre de (a, b) possibles est O(B3). On obtient le résultat souhaité. O

Cas IL. b > DBs.

Dans ce cas 1a, le terme principal et le terme d’erreur ont le méme ordre de grandeur (du point de vue de
la démonstration de la Proposition . Mais grace a la symétrie de la transformation de Cremona on peut se
ramener presque totalement au cas précédent. Dans la section 3.2 on a défini les paramétres correspondant aux
points dans S en échangeant = avec z. De facon similaire on peut fixer le difféomorphisme p donné par

[x:y:z]r—>(i—l,g71>€R2,
x x
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comme suit :

qui s’identifie S avec son image dans T Xs. On redéfinit 'ensemble F'(u,e,e) (4.4.10) pour la région S (4.3.2))
P=lz:y:2] ’i — 1’ <eB7 5, u(P) = u,e(P) = (e3, 2, €1);

x
22y >0 >0 max(lal, lyl) max(|al, |2]) max((yl,|2]) _ (4431
pged(z,y, 2) =1 pged(z,y) pged(z, 2) pged(x, 2)
D’aprés les Propositions et la transformation de Cremona ¥ échange les points dans F'(u, e;, &) avec

ceux dans F'(u,e;,¢). Et symétriquement on a des résultats analogues a ceux du début de la Section 4. En
particulier (voir (4.4.5))), pour U € F'(u,e;,€), on a

F'(u,e;,¢) =

/
gm0 11 1
w(U) = ) 6}2 00,2 +Co| .
Lemme 4.4.8. On note
E:E(a,u,e):Ll, G =G(e,eu) = e
(% — 00)24§D

(3 + Co)?D’
Ay ={V € F(u,e;,¢) : n(V

) > DB%},
Ay ={U € F'(u,e;,¢) : n/(U) < EBt},
Al ={U € F'(u,e;,¢) : n'(U) < GBs}.
Alors on a pour B >y . 1,
A CU(A;) C A, (4.4.32)
Démonstration. On note A = —¢(1 4+ ¢). Fixons V' € A; avec ses paramétres a,b,v,u et notons U = ¥(V) €
F'(u,e;,¢e). D’aprés la Proposition (4.3.3)),
e1e9e3v ereses(—ua + v)
"U) = — "U) = 4.4.33
(V) = B () - A (143
La condition (4.4.11)) (4.4.11)) fournit que
B3 B33
Ut 22 (4.4.34)
g b es
d’Oﬁ 1 2 1 1
Bz 5B3\3
Yeor < m'(U) < £224° (4.4.35)
|ale |al
et donc . .
ml(U) < 1 B 1 < ¢ Bt 1 )
(§ — 00)4517 (5 — 00)43D
/ 2 nl
B
n'(U) < :n(U) < = ©2  _EBS
b C’O (§ — 00)24§D
Cela montre que

(A1) C As.
En revanche, pour tout U € A%, on a de la méme fagon que (4.4.35),

1 1
m(U(U)) > ueB3 ueBs

> 5
em/(U) = e(: + Co)G
et donc )
m(¥(U)) ueB?s 1
n(¥(U)) > = DBs.
( ( )) % + CO 8(% + CO)QG
Cela montre que
W(A3) C A
Puisque U2 = Id, on obtient que

AL CU(Ay).
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On peut maintenant prouver notre résultat.

Démonstration de la Proposition[{.4.2 Par symétrie, '’étude de la convergence de la suite de mesures de Di-
rac dans la région S revient au méme probléme dans la région R. Pour u/, e}, a,b fixés, on deﬁnlt I’ensemble

s ©go

F, o, _(a,b) comme un sous-ensemble de F'(u/, ¢}, e) (4.4.31)) de la méme maniére que pour .4.1 . Le

lemme précédent fournit que

Z ﬁFql;’,e,’i,s (a7 b) < Z nFu&i,E (av b) < Z ﬁFz/L/,e,’L.,e ((l, b)

(a,b)€H (e}) (a,b)€H (e:) (a,b)€H (e})
pgcd(mb)l:l pgcd(a,b)lzl pgcd(a,b)lzl
b<GB% b>DB% b<EB®

D’aprés la Proposition (e),¢eh,e5) = (e3,ea,e1), u' = u et donc
_ NN
€ = €1€2€3 = €1€5€3.

D’aprés le Lemme [£.4.7]

ol

Z ﬂFI/L,,e;,E(a7 b) - Z ﬁF’L/Ll 4y ( ) - Ou,e,s(B )

(a,b)€H (e}) (a,b)€H(e})
pgcd(a,b)lzl pgcd(ayb)lzl
b<EBT b<GBE

Il découle de la Proposition f.4.4] que

A
Nt ):MB%logB+Ou,e7€(B%loglogB).
e

(a,b)E€H (e7)
pged(a,b)=1
b<GBE

Ainsi

Z §Fu e c(a,b0) = Z + Z §(Fue,e(a,b))

(a,b)EH (ei) (a,b)EH (e;) (a,b)EH (e;)
0<—a<b pged(a,b)=1 pged(a,b)=1
pged(a,b)=1

1 1
b<DBG ,Fye; c(a,b)#0  b>DB6,Fy., - (a,b)#0

=2 Z 8(Fuei,e(a, b)) + Oyee(1)
(a,b)EH (€;)
pged(a,b)=1

b<DBS Fy.; o (a,b)#0
A
— MBg lOgB + Ou e E(Bs loglogB)
2
O

Enfin pour obtenir la formule de pp g(x(¢)), il ne reste qu’a sommer sur I’ensemble fini des w, e; possibles.

4.5 Obtention de la mesure asymptotique

Pour u, e, eq, e3 fixés, en vertu de ce que nous avons obtenu, asymptotiquement tous les points sont dans
) 3 s €3 ) ’
I’intérieur de la région

1 1 deu? 1 1 deu
_ 2.
TUSE—{(S7t)€RS<2—2 1-— 53><t<8<2+2 1-— 53 )}

= {(s,t) € R? : st(s — t) > u’e}.

Pour déterminer la mesure asymptotique, it suffit de trouver son expression sur un ensemble de domaines simples

qui permettent de tester la convergence de la famille de mesures. Pour cela on commence par considérer les fonc-
. I . . 1

tions caractéristique des domaines de la forme suivante. Pour 2 > €1 > (4e)3u et 72,7 € [%, %—l—C’o(u, e, e1)[, 2 >

71 on considére la région

t
Tsl,sg,ﬁ,q—z = {(S,t) S Tuge < ; < To,e1 <8< 62}.
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Pour calculer le nombre total des points rationnels dans cette région, il suffit de compter ’ensemble suivant. Pour
1 .
e> (de)3u et T €13, 1 + Gy, on définit

1

P=[z:y:] ‘g_l‘ggB_g
Frewe=2>y>2>0 \g(PY< B, u(P)>r o)
pged(z,y,2) =1 w(P) = u,e(P) = (e1,e2,€3)

Alors la distribution locale de ce petit domaine peut étre calculée par la différence de ceux des quatre domaines
suivants :
5U7QaB7aess (XTsl,sz,rl,q—z) = E (ﬁF7'17527u7€i - ﬁF7'2,527u7€i - ﬁFﬁ,EMWEi + ﬂFTmEl,%ei) . (452)

U,€e;

En utilisant notre paramétrisation des droites, on a comme précédemment

ﬂFT,e,u,e = Z Fu,ei,e(a, b)

0<—a<b,—¢>T7
pged(a,b)=1
e1]a,es|b,es|a+b

Proposition 4.5.1. On a pour u, ey, eq, ez fixé,

2 1 1
Z Fue e(a,b) = —Z(1,u,e,6)B3 log B + Oy y.¢.(B* loglog B). (4.5.3)
0<—a<b,— 2> T
pged(a,b)=1

eila,ez|b,ez|a+b

d(ue)u(k)3«® (1 dé u de
Z s Wy Cy = - 3 1 o N2 i1 o\ .
(T u, e 5) Z k es ~/9€]T,é+co[ (0(1 — 6))5 3 /06]7-)§+CO[ (9(1 — 9))

klu

ot

Toutes les méthodes que nous avons développées peuvent étre appliquées. En outre, il faut étudier le compor-
tement de la pente sous la transformation de Cremona.

Lemme 4.5.2. Conservons les notations E = E(u,e,e) et G = G(u,e,e) du Lemme et F(u,e;,¢),
F'(u,e;,e) définis par (4.4.10) et (4.4.31) respectivement. Soient

By ={V € F(u,e;,€) : n(V) > DB, u(V) > 7},
Bé = {U € F’(u,ei,g) :n/(U) < EB%,,U//(U) <1 _T},
By ={U € F'(u,ei,e) : n'(U) < GB%MUI(U) <l—7-— 2537%}.

Alors on a pour B >y . 1,
B, C ¥(By) C B). (4.5.4)

Démonstration. Il suffit de le vérifier pour la pente grace aux Proposition et Prenons V=[z:y:z] €
By et notons ¥(V) =U € S. Puisque >y > z, on a

TZz—Yyz zx—Y Z
W (U) = == ==

1-p(V)<1l-r
i Gl USRS

Cela démontre que ¥(By) C Bj. Maintenant prenons U = [z' : ¢’ : 2] € B et notons U(U) =V € R. Puisque

!/

/
Y <2 <1+eB73,
T T
on a , )
T
—->— > 1—eB7 3.
Y 1+eB™3
Donc

Y — a2y 2 —y o
w(V) = v — 'y = ?Z/ — = ?

(1—p/(U)) > (r+2eB3)(1—eB75) > 7.

Cela démontre que ¥(B%) C B; et d’ou B C ¥(By). O
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On a aussi a répéter le Lemme [£.4.5]

Lemme 4.5.3. Sous l’hypothése du Lemme on suppose B >, .. 1 de sorte que % + C1 > 7 et on définit

el i,

S'(r, M) = S§'(r,e,u,e, M) = {(m,n) € Z2: 1 <m<n <M :

n
1
T(r,M)=T(r,e,u,e, M) = {(z,y) € R*: 1 <y<sc<M,g 6]7,5—1—00[}.
x

Alors on a

Z (‘m‘n(m—F’l’L 7% // dzdy +Ou,e,a,s(10glogB)7
T(r,M)

g
(m,n)eS’ (,M)NH (c;) acy i y))3

Z (m(n—m))~" = //T _dzdy + Oye,a,c(loglog B).

(m,n)eS’(T,M)NH (c;) (m.M) O(y(ﬂf o y)

Démonstration de la Proposition[{.5.1l On écrit « O » pour « Oy ¢ r ». Comme précédemment on considére les

deux cas : b < DB% et b > DB%. Pour le premier cas, la démonstration de la Proposition nous fournit le
résultat

Z 8F, e, c(a,b) = 2 Z(1,u, e, £)B3 log B + Ou,eﬁ,T(B% loglog B).
0<—a<b,—&>7

1
pged(a,b)=1,b<DBE
e1]a,es|b,esla+b

Pour l'autre cas, grace a la transformation de Cremona, on obtient d’aprés le Lemme que

> BFy c;(a,b) < > BF s es,0(05D),

0<—a<b,—¢>T 0<—a<b,—g<l—7

1 1

pged(a,b)=1,b>DB% pged(a,b)=1,b<EB&
e1]a,ez|b,esla+b esla,ez|b,eq]a+b

Z ﬂFu761:,E(a7 b) 2 Z li u,eq,€ ( )

0<—a<b,—2>r

1
pged(a,b)=1,b>DB%
e1]a,es|b,esla+b

O<—a<b,—%<1—7’—26B_§
1
pged(a,b)=1,b<EB®
esla,ea|b,eq1]a+b
Du point de vue du Lemme [£.5.3] le méme raisonnement que la Proposition [£.4.4] nous donne

> 4F, ., (a,b)

0<—a<b,—¢<1l—1

1
pged(a,b)=1,b< EB6
esla,ea|b,eq]a+b

o(ue)pu 3”““) dé U de 1
Z 2 —_— — — ———— | B3logB
w2k e3 0€]3—Co,1—7[ (0(1—0))3 € Joelt—Co,1-7[ (0(1—-9))

+ O( B3 loglog B)

w(k) 1
Zd)ue ( k)3 7/ d6 2_3/ N P
T2k es Jocir1vcol (01— 0))5 € Joepr 110, (0(1—0))

+ O(B§ loglog B)
=7 2Z(1,u,e, E)B% log B + Ou’e,s’T(Bé loglog B).

De l'autre coté, grace a la symétrie de la transformation de Cremona (Lemme , le méme procédé nous
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fournit

Z ﬁFu,ei,E(av b)

1
0<—a<b,—¢$<1-7-2eB 3

1
pged(a,b)=1,b< EB6
esl|a,es|b,eq|a+b

w(k)
*Z(Me ( k)3 / as 273/ LU IV
™ k? 3 Joe1t—Coi—r—2eB-35[ (0(1 —0))5 € Joji —con—r—2e8-51 (0(1 —0))

+ O(Bg loglog B)

w(k) 1
Z¢U€ . k)3 / die_ﬁ/ _d0 Bt log B
T k‘ es oelr,i+co[ (A(1—6)) € Joelr, i +Co[ (0(1—9))

+ O(log B) + O(Bg loglog B)
=1 2Z(1,u,e, E)B% log B + Ou,e,E,T(B% loglog B).

wo

Cela termine la preuve. O

Démonstration du Théoréme[[.1.2. Lorsque e5 — &1 et 7o — 71 sont suffisamment petits, d’aprés la proposition

précédente et (4.5.2)) on a

00,Q.B,0ess (X, ey oy y) 2
B% logg 27— Z 5 Z(Tlvu7€7€2) - Z(TQ,U,@,SQ) - Z(Tlvu767€1) + Z(TQ,U,€,€1))

up(ue k)3w(k) ™ dé

. u,eq k|u 1
71<5+Co(u,e,e1)

_ 2ug(ue)3*(®) o p(k)3«*) / / dsdt
- Z 2 Z k s€e1,e2] st(s _ t) + 0(1)

u.e klu Lelr,m
yr ' <3+Co(u,e,x) °

B 2ugp(ue)3* () (k)3 k) gete) dsdt
B Z 72 Z k //T st(s —t) +o(l).

Cue E|u €1,62,71,72
ude<st(s—t)

Toute fonction continue de support compact est la limite uniforme d’une suite de fonctions intégrables qui sont des
combinaisons linéaires des fonctions caractéristiques des ensembles définies au début. Cela termine la preuve. [

4.6 A la recherche des interprétations

Le résultat réveéle qu’il y a des « seuils »
{(s,t) € R%, : st(s — t) = u’e}

correspondant & des discontinuités de la mesure sur le bord de la région T,s.. Le nombre de possibilités pour
u, e croit avec ,y. On explique maintenant en quoi cela provient d’un phénomeéne similaire pour P'. Rappelons
ce que 'on a fait, on compte sur chaque droite et on somme leurs contributions. Cela équivaut a considérer ce
probléme sur chaque droite avec la hauteur et la distance induite. On rappelle le résultat sur la distribution
asymptotique pour P! (JPag08]). On fixe la distance et la hauteur sur | définies par

Ao o103 1) = | =], Hullu: 0]) = Hopy(fu s o)) = max(lul, ol).  (peed(u,v) = 1),

Il est facile de voir que la constante d’approximation essentielle est 1 et aucune sous-variété n’est localement
accumulatrice. On peut donc considérer le méme probléme d’étudier la distribution locale autour du point O =
[0 : 1]. En identifiant I'espace tangent ToP! de O avec A! canoniquement, on veut calculer la mesure asymptotique
de la suite {A\p} ou Pour toute fonction f intégrable a support compact,

As(f)= > f(lu:v)

[uw]€F(e,B)
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avec

F(e,B)={P=[u:v]:d(P,0)<eB~' H(P) < B}.
Théoréme 4.6.1 (Pagelot). On a
As(f) = B [ fdx+o(u)

0w la mesure asymptotique est donnée par

On voit que les seuils pour la mesure asymptotique sont {x = n} (n € N*).
Revenons & notre cas. On fixe une droite [ : axz + by 4+ ¢ = 0. Le seuil restreint a [ est

{(s,t) e INRZ i st(s —t) =u’e} = {(s,t) € INRZ : s* (1 — ) = ue}
ol ju; est la pente de [ égale & —ab~!. Rappelons que notre paramétrisation est donnée par
fiilu:v]— [ub+v:—ua+wv:vl.
On a f(]0: 1]) = @. Comme asymptotiquement

€1€2€3 3

H 1|~ ——————
il lab(a +0)| L

Wx

dfy = max(lal, [b])d,

les constantes devant d; et H; modifient les seuils si I’on définit la suite de mesures par rapport a Hw}—(l i et dJ;.
D’aprés (4.4.29)), on en déduit que la mesure asymptotique dans ce cadre est donnée par

A;‘_ 1 Uﬂﬂ» d

s (w1 — ) 2 -

ou

or(t) = > p(ue).

wpesuBe i (1— )3

Les seuils de o] correspondent exactement au bord de Tys, restreint a {. Quand B — oo, le seuil discret qui est
formé par les droites qui interviennent tend vers le seuil continu de la mesure asymptotique de la surface Xj.

4.7 Reésultats pour d’autres surfaces toriques

Notre méthode peut étre utilisée pour traiter les surfaces P, X1, Xo (rappelons que X, Xo désignent les
surfaces de del Pezzo en éclatant 1 ou 2 points généraux dans P?). La différence principale entre elles et X3 est
la suivante. Pour X3, pour un voisinage U de Q (de TpX3) et B fixés, le nombre des droites az + by +cz =0
qui intervienne dans le comptage croit linéairement par rapport a B3. Cela explique que la mesure asymptotique
a une densité. Alors que pour les surfaces P1, X1, X5, ce nombre est uniformément borné a posteriori (dépend
seulement de U mais indépendant de B). Nous esquissons la preuve pour Xs.

Soit X 'éclatement de P2 en [1 : 0 : 0] et [0 : 1 : 0]. Par un argument similaire & celui de la section 2,
la constante d’approximation essentielle pour @ = [1 : 1 : 1] est 3. Le fibré anticanonique trés ample donne
un plongement de X, dans P7. Une hauteur de Weil absolue du point P = [z : y : 2] en dehors des diviseurs
exceptionnels est donnée par

max(|yl, |z|) max(|z|, |2|)
pged(y, z) pged(z, 2)

H(P) = H,_1(P) = max(|z], [y],[2])

UJX2
Les variétés localement accumulatrice que ’on doit supprimer sont les droites

Lh={y=2z}, lL={xz=z}

On note U = X; = (U2_,1;). On identifie Pespace tangent T Xs avec (z # 0) ~ A? et on étudie la distribution
locale dans la région

p(U)=R={(s,t) eR:s,t>1}.
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En introduisant la méme paramétrisation pour les droites, on se raméne au probléme de comptage

0008w (Xe) = > #J(a,b)

0<—a,b
pged(a,b)=1
avec (pour 0 < —a < b)
(u,v) € N? ¢ <eBEb!
Tnla,p) =4 N (4.7.1)
pged(u,v) =1 (ub+ 0)2(—ua +v) < Bdids
On note
e = — e—i u=dy =pged(z — 2,y — 2)
1_d17 2_d2a = a4 = Pg Y .

On a pour 0 < —a < b, ) ) ) )
b<eB 3vu! <euHdydo)® <eb3u(eren) 3.

Alors
3

budeies < 3.
On voit que non seulement ey, e2, u sont bornées, mais b (et a fortiori a) le sont aussi.
Etant donnés u,a, b, e;, & une inversion de Mdobius prés, 'ensemble de v dans Jp est l'intersection avec un
réseau de 'intervalle

[u{;‘ilBéy (Bd1d2)% — ubC{Lb,ei,B,s]'

Puisque ’ensemble des paires (a,b) telles que cette intervalle soit non-vide est fini uniformément, le terme
principal va avoir la grandeur B3 et le terme d’erreur peut étre controlé facilement. Donc on retrouve le résultat
que Pagelot avait énoncé dans [Pag08].

Théoréme 4.7.1. Soit Y une surface de del Pezzo de degré > 7. Alors pour toute fonction f intégrable a support
compact, on a

/fd5U,Q,B,aess = B¥ /fd@Y,Q +o(1),

ou la mesure asymptotique est donnée par

ova= Y, A

5Q
(wx'-)=3
ot A est une mesure asymptotique sur la droite | (ayant des seuils et des valeurs différents selon le degré de Y,
voir section 6.1). De plus, les termes A\ (f) sont presque tous nuls.

La grandeur de ces trois exemples est B %, qui est inférieure a celle de X3, ce qui est naturel parce que plus on
éclate des points, plus la hauteur diminue, ainsi plus les points s’accumulent. De plus, la mesure asymptotique,
contrairement & celle de X3, n’a pas une densité continue (par rapport & la mesure de Lebesgue de R? dans
T0Y).
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5.1 Introduction

Dans ce chapitre, on se placera sur une surface torique définie sur Q que 'on notera toujours Y. Elle est
obtenue en éclatant les 4 points invariants de P! x P!, ce qui correspond aux éventails

4 3 2 3
5 1 5 1
6 7 8 7

FIGURE 5.1 — L’éclatement Y, — P! x P!

On choisit le relevé du point @ = [1 : 1] x [1 : 1] de Porbite ouverte que l'on va approcher. Comme conjecturé
par D. McKinnon (Conjecture infra), les courbes rationnelles donnent les meilleurs approximants. En effet,
nous démontrons qu'il existe 4 courbes rationnelles Z;(1 < i < 4) passant par ) de degré anticanonique minimal
qui donnent les meilleures approximations. Alors qu’en dehors des Z;, les approximants optimaux sont peu
nombreux et se situent sur une famille de courbes nodales en @) de degré bas dont la réunion est dense dans Y.
Elles sont obtenues en considérant les courbes nodales dont les tangentes au point ) ont des pentes irrationnelles.
Autrement dit, les points au-dessus de la désingularisation en @ de la courbe ne sont pas définis sur Q (en fait
ils sont définis sur une extension quadratique de Q).

On énonce le théoréme principal du texte.

Théoréme 5.1.1 (cf. Théorémes|5.4.5,[5.4.6| [5.4.7| infra). On a a(Q, Y1) = aess(Q, Ya) = 2. Soit U = Yy=U}_, Z;.
Soit r le facteur de zoom.

1. Si0<r <2, on a que dy,,Q,B,r = 0 pour B suffisamment grand.
2. Sir =2, on a que pour toute f € Cg(X),

8vi.0.8.2(f) = B2 (85(f) + o(1)),

ot 84 est une mesure a support Ur_, Z;. De plus, 6u,q.5,»(f) = O¢(1). Il n'existe pas de mesure limite dans
ce cas.

3. Si2<r< %, alors il existe une constante n € 10, 1] telle que pour toute positive f € Cg(X),

du,Q.B.r(f) > </fd5r> BN (log B)? (5.1.1)

ol §, est une mesure absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue planaire.

Ce résultat implique que le facteur de zoom r = 2 est critique, au sens qu’il y a un saut de dimension du
support de la famille de mesure §y g .. Plus précisément, pour r petit (< 2) on ne compte que le point Q).
Cependant si r est légérement plus grand que 2, le support semble étre de dimension 2. Dans le cas critique
(r = 2), les points se concentrent sur les courbes Z; puisque dy,0,5,2(f) = 0(dz,;,0,8,2(f)). Compte-tenu d’un
résultat de Pagelot (cf. Théoréme7 ceci dit que le nombre d’approximants sur les Z; pour tout r > 2 domine
celui dans le complémentaire bien que leur constantes d’approximation coincident. La variété U, Z; est alors
localement faiblement accumulatrices (cf. Définition [2.2.5).

Remarquons que d’aprés I'heuristique naive du principe de Batyrev-Manin (cf. ), on souhaiterait que la
puissance de B soit 2 — % C’est-a-dire que ’on voudrait pourvoir prendre = 1. Nous démontrons la minoration
uniquement pour 7 < % (cf. Théoréme . Quand on restreint aux courbes nodales, 'approximation
du point @ revient a 'approximation d’un point algébrique quadratique, ce qui nous améne a étudier plus soi-
gneusement la distribution locale des points algébriques sur la droite projective. Notons qu’en dimension 1, il n’y
a pas de sous-variétés localement accumulatrices.

Théoréme 5.1.2 (cf. Théorémes [5.3.1} infra). On munit le fibré O(1) sur P! d’une hauteur de Weil
(cf. (5.3.1)). Soit & un nombre irrationnel algébrigue. On identifie 0 & un point rationnel [0 : 1] de P*. Alors
a@,P) =1

bR
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— Sir= % et 0 et un nombre quadratique, alors pour toute fonction f € C§(P1),
6P1,0,B,%(f) = Oe’f(l)
et il existe certaines fonctions g € C§(P*) telles que
limBinf dp1,9,8,1(9) < limBsup p1,9,8,1(9)-

En d’autres termes, il n’existe pas de mesure limite pour le zoom critique.
— Sir> 1. Alors pour toute f € Cj(P),

1

op1 g, (f)=B"" (ﬂ_zsu;())He')Q /f(x)df + 0(1)> :

En particulier, la mesure limite est proportionnelle & la mesure de Lebesque.

La constante d’approximation de 6 est déduite des théorémes de Dirichlet et Roth (ou de linégalité de
Liouville). Pour les nombres quadratiques, le zoom critique est directement lié aux équations de Pell-Fermat.
Trouver des points dans le zoom équivaut plus ou moins & trouver des solutions primitives (Définition
de ces équations. La théorie algébrique des nombres pour les corps Q(\/T)) ot D est un entier naturel sans
facteur carré nous donne une bonne compréhension de la structure des solution des équations 22 — Dy? = m pour
m € Z. Pour les équations de la forme ax? — by? = ¢, grace a la résolubilité de I'équation az? — by? = a on peut
toujours localiser certaines solutions, qui suffisent pour 'utilisation que nous en faisons. On remarque aussi que
la constante implicite dans le premier énoncé est explicitement calculable. Voir les détails et les énoncés précis
dans la section

Le deuxiéme énoncé nous dit qu’il existe beaucoup d’approximants ayant la constante d’approximation proche
de % Mais il semble difficile de construire des suites de points rationnels ayant cette propriété méme pour un
seul nombre cubique (voir [Chu83|). En fait dans la démonstration, on utilise le théoréme de Roth sous la forme
« ineffective » : pour tout A > 0, il existe une constante C'= C(6, \) > 0 telle que pour tout rationnel ¥, on ait

u C

50> =

Mais la constante C' n’est pas explicite. En terme de I’expansion en fraction continue, on ne sait pas comment
controler la croissance des quotients partiels sauf pour les nombres quadratiques. La conséquence est I'ineffectivité
du terme d’erreur. La difficulté majeure pour le comptage est que (quand on prend une fonction caractéristique
d’un intervalle par exemple) les points que l'on veut dénombrer sont des points entiers primitifs dans une région
trés fine. La formule empirique (le terme principal est le volume et le terme d’erreur est de grandeur de la
longueur du bord) n’est plus applicable. L’idée que l'on va adapter est la théorie d’équirépartition modulo 1.
Nous allons démontrer cet énoncé pour des nombres réels ayant la mesure d’irrationalité 2 (cf. définition ,
et pour certains nombres quadratiques particulier avec la constante implicite précisée (cf. la section .

Comme nous 'avons dit, la démonstration du théoréme [5.1.1] utilise le paramétrage par des courbes nodales.
La premiére partie se déduit de celle du théoréme [5.1.2] en remarquant que dans un voisinage fixé du point @, il
n’y a qu’'un nombre fini de courbes nodales qui interviennent pour le zoom critique. Pour le zoom sous-critique,
sur certaines courbes nodales on trouve une équidistribution au sens du deuxiéme énoncé du Théoréme (cf.
Proposition infra). Chacune de ces courbes donne des points d’ordre de grandeur égale & une puissance de
B. Le probléme est de les sommer. Pour cela on utilise la technique développée par R. de la Bretéche et T. D.
Browning dans [dB10], [dB11], [Broll] pour traiter 'ordre moyen des diviseurs pour des forme binaires, qui nous
entraine une formule asymptotique pour le dénombrement de points sur les courbes dont le paramétre est petit.
La mesure §, qui minore le zoom peut étre vue comme une saturation de ces courbes nodales, chacune étant
équipée d’une mesure uniforme. Ceci est analogue a ’exemple de la surface del Pezzo torique de degré 6 étudiée
dans le chapitre[d] o la mesure limite existe pour le zoom critique, qui est obtenue en utilisant le paramétrage par
des droites. Avec les techniques utilisées dans ce texte, on n’est pas capable de trouver une formule asymptotique
pour le zoom sous-critique de la surface Y, (c’est-a-dire “>>” remplacé par “~"). Toutefois le deuxiéme énoncé
assure que l'ordre de croissance de la distribution locale est minoré par une puissance positive de B avec une
mesure uniforme.

Esquissons l'organisation du chapitre. La section est consacrée aux propriétés fondamentales des corps
quadratiques réels et 'application aux équations de Pell-Fermat. En les utilisant, on démontre le théoréme[5.1.2]en
étudiant la distribution locale critique des nombres algébrique quadratiques dans la premiére partie de la section
et dans la deuxiéme partie on démontre la formule asymptotique pour le zoom sous-critique de certains
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nombres réels basé sur les théorémes classiques sur ’équirépartition modulo 1. L’étude de la distribution locale
de la surface torique Yy (& tout niveau) est faite dans la derniére section ol nous démontrons le théoréme
Nous renvoyons le lecteur aux appendices pour une présentation du résultat de S. Pagelot et ’adaptation
de celui de R. de la Bretéche et T. D. Browning.

Notations : La lettre p désigne un nombre premier. On note v, la fonction d’ordre p-adique, ¢ la fonction
indicatrice d’Euler, 7 le fonction arithmétique donnant le nombre total de diviseurs donnée par :

T(n) = Z 1, pourn >1, (5.1.2)
d|n

et p la fonction de Mébius. On définit, pour n > 1,

¢(n) =] (1 - 1) : (5.1.3)

alors l'indicatrice d’Euler est donné par
¢(n) = ne(n).
Pour un nombre réel x, on note |x| la partie entiére de x qui est le plus grand entier < x, [«] le plus petit entier

>z, et {z} =z — ]| €[0,1] la partie fractionnaire de x. Fixons E un ensemble. Pour A, B C E, on note AAB
le sous-ensemble de E défini par

AAB=A=B|JB=A=(A|JB)=(A[B). (5.1.4)
Pour F un sous-ensemble de Z?, on note
Fprem = {X = (J)l,Ig) € Z2 : ngd(H?th) = 1}

I’ensemble des points primitifs de F'.

5.2 Solutions des équations de Pell-Fermat

5.2.1 Rappels sur la théorie algébrique des corps de nombres quadratiques

On rappelle des faits classiques sur les corps quadratiques réels. Pour les détails, voir par exemple ([Sam03]|
2.5, 4.6, 5.4). On fixe un entier D > 0 sans facteur carré. Soit K = Q(+/D). On note ep 'unité fondamentale de
Ok telle que ep > 1. Alors le groupe d’unités Of; = {£1} x {¢’},n € Z}. On introduit les sous-groupes de O} :

Up ={z€ Ok : N(z) = 1}, (5.2.1)

Uy, ={2€Z+2VD:N(z) =1}. (5.2.2)

On note £f, > 1 (resp. €, > 1) 'élément de U} (resp. U},) dont la classe engendre le groupe Uj)/{+1} (resp.
Up/{£1}).
Lemme 5.2.1 ([Sam03], p. 78).

. ef siep € Z+ZVD; (5.2.3)
Ep = 2.
P (e4)3 siep ¢ Z+ ZVD.
Pour m € Z, on désigne par S7, ,, 'ensemble des solutions entieres de I'équation Pell-Fermat
22 — Dy? = m. (5.2.4)

Spm={z=2+yVD€Z+ZVD:N(z) =m}.

On note aussi
Spm ={2€ Ok : N(z) =m}.

La notation I < A signifie ici que I est un idéal de I'anneau A. On utilise Ng/q(-) pour désigner la norme des
idéaux et N(-) pour désigner la norme des éléments. On définit

I‘m| = {I<IOK : NK/Q(I) = |m|}
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On note In (resp. De, Ra) ’ensemble des nombres premiers qui sont inertes (resp. sont décomposés, se ramifient)
dans l'extension Q(v/D)/Q. Pour tout z = 2 + yv/D € K, sa conjugaison est définie par

z=x—yvD.
On a besoin d’'une estimation explicite du cardinal de I'ensemble Z,,,, ainsi que celui de Z,.
Proposition 5.2.2. On firte m € Z. Soient les entiers mi,mo > 0 définis par la factorisation

|m| _ H pvp(m) — H pvp(m) . H p”P(m) =mq - mo. (5.2.5)

p premier p€De p¢De
plm plm

Alors on a
0 s%l existe p € In,plm et vy(m) impair;

Hpelpe(vp(m) +1) =7(mq) sinon;

ot T désigne la fonction arithmétique de nombre du diviseur (cf. (5.1.2)) ).

1 Zjm| =

On observe que I'ensemble Z,,,| est parfois vide.

Corollaire 5.2.3.
12 < T(m1) < 7(Im).

Démonstration de la proposition. Quelque soit I € Zj,,|, on considére sa décomposition
= I
p premier<O g
Alors comme I"application N /q(-) est multiplicative,
m|=Ngq() = [I  Neow)*= [ v ] 2 ] »-
p premier<Og p&De p€ln pERa
pOK=pp pOK=p pOx=p>

La quantité a droite est en fait la factorisation de m ([5.2.5). On en conclut que

ep + ep sip € De;

vp(m) = ¢ ep sip € Ra;
2ep sip€ln.

En particulier v,(m) est pair pour p € In. Réciproquement, pour tout p € In, on choisit m, pair et pour tout
p € De, donnons-nous un couple (e, ez) € N? tel que e} + €5 = m,,. Le produit

IT w»op I o= I »m

pE€De p€ln pERa
pOK=pp pOK=p pOx=p>
est un idéal de norme |m|. Pour chaque p € De, il y a v,(m) + 1 tels couples d’entiers. D’ot I’énoncé. O

Lemme 5.2.4. Le groupe Z/{ZS (5-2.2) agit sur Spm, librement et I’ensemble des orbites est en bijection avec
I:; = {IQOK :day € OK,N(G,[) = m,I = (CL[)}.

Proposition 5.2.5. Le groupe U, (5.2.1)) agit sur ’ensemble SE,m librement et on a la majoration swivante pour
le cardinal de l’ensemble des orbites :

8(Shm/UD) < 3L}, < 34T} < 37(m).

Démonstration. D’aprés le lemme on a [U;) : U] < 3. Le cardinal des orbites de I'action de U}, sur SDoms
qui est aussi libre, est majoré par

4SDm/Up) < 4(Sp.m/UD) < 34(Spm /UB) = 34T, < 34Ljm-

La conclusion découle du corollaire [5.2.3] O
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Définition 5.2.6. Une solution (z,y) € Z? de I'équation (5.2.4) est dite primitive si pged(x,y) = 1.

Toute solution de (5.2.4) vérifie pged(x,y)?|m. Donc lorsque u(m)? = 1, toutes les solutions sont automati-
quement primitives. Un avantage de la décomposition de S}, ,,, par l'action de U, est le suivant.

Lemme 5.2.7. Supposons que S}, ,,, # @. Alors pged(x,y) ne dépend pas des éléments x + yv' D € Shom qui
sont dans une méme orbite.

Démonstration. Soient a,b € Sp,,, tels que b € ald,. Alors (a) = (b) comme idéaux. Donc pour tout nombre
premier p, on a

(a) C (p) = (b) C (p)-
O

On appelle famille de solutions de I’ensemble des solutions correspondant a une orbite de ’action de
Uy dans S} ,,. S'il existe une solution a = = + yv/D qui est primitive, alors 1’orbite par 'action de Uy, donne
une famille de solutions primitives. Si la solution n’est pas primitive, on note d = pged(z,y) et on a d?|m. Alors
{z/d : z € Uja} est une famille de solutions primitives de 1’équation

m
a2

dont le coefficient est plus petit. On définit Pp comme I’ensemble des familles des solutions primitives des
équations (5.2.4) pour toutes les valeurs de m. Alors #Pp = oo puisque tout couple (g, 1) engendre une famille

de solutions primitives de ([5.2.4)) pour m arbitrairement grand. Cela est suffisant pour 'utilisation ultérieure, et
I'on n’a pas besoin de décrire pour quels m, on a Sp, ,, #+ .

2 — Dy2 =

5.2.2 Equations de Pell-Fermat généralisées
Maintenant on considére les équations diophantiennes
ar’ —by* =¢, a,beN,a<bccZ, pged(a,b)=1.

D’abord on démontre que les solutions sont contenues dans celles des équations de type 2 — Dy? = m, dont la
structure est connue d’aprés la discussion précédente. Deuxiémement on démontre que quand ¢ = a, ’ensemble
des solutions (modulo {£1}) est engendré par une puissance de 1'unité fondamentale . Cela nous permet de
construire une suite de solutions primitives de ’équation

ar® —by? =c (5.2.6)

pour a, b, ¢ fixés & partir de n’importe quelle solution primitive.
On factorise
a=A'(d)? b=DB®)> (5.2.7)

avec A’, B’ sans facteur carré. Ce qui nous raméne aux équations considérées précédemment est 1’observation
simple suivante.

Lemme 5.2.8. On note S, . l'ensemble des solutions (z,y) de (5.2.6). Alors on a une bijection Sj, .

a,b,c
S%i g are- Plus précisément, on a une bijection de S} , . sur

{(z,y) € Shipr are - Ald'|, U]y}

Démonstration.
azr?® —by? = c <= (Ad'z)* — A'B'(V'y)* = Aec.

Maintenant comme toute solution (x,y) de ’équation
az? — by’ =a (5.2.8)
vérifie aly, en écrivant y = az,w = a’b’z et en utilisant les notations , on obtient I’équivalence suivante
I(z,y) € 2%, a2® —by? = a = Iz,2) € Z?,2% —abz? =1 = I(z,w) € Z x d'V'Z,2*> — A B'w* = 1.

Notons qu’ici A’ B’ est un entier sans facteur carré. Ainsi chercher des solutions de ([5.2.8]) revient & résoudre une
équation de Pell sous certaine condition de divisibilité, dont la résolubilité est assurée grace & un théoréme de
Dirichlet. On en donne une preuve courte pour faciliter la lecture.
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Théoréme 5.2.9 (Dirichlet [Lej56]). Soit D en entier positif qui n’est pas un carré. On note
D =ds*, d,s e N,d sans facteur carre.
Alors l’ensemble des solutions A}, de l’équation
22— Dy* =1

est un sous-groupe de Oa(\/ﬁ vérifiant que A%, /{x1} est cyclique engendré par la classe d’une puissance de

)
l'unité fondamentale 4 du corps Q(v/d).

Démonstration. L’ensemble
p={r=u+oVdeZ+ZVd:slv,Ng ja,q(?) =1} (5.2.9)

est un sous-groupe (multiplicatif) de OZZ ) Puisque AJ, est le noyau du morphisme ¢ o j dans le diagramme

)
commutatif suivant,

A, —— B, = {z € Z+ZVd : Ny /g q(2) =1}

| [

ker (7)S (Z + ZVd)* : (Z +ZVd/(s))",

qui part de I'ensemble B}, de cardinal infini vers I'image Z + Z+/d/(s) de cardinal fini. Donc le noyau A, doit
étre un ensemble infini. O

Proposition 5.2.10. Notons 6 = \/g, Le groupe A%, (5.2.9) agit sur Uensemble des solutions de (5.2.6) de la

maniére suivante. Pour u+ vV A'B' € A%, et (z,y) € Z* une solution de (5.2.6), on note
av

Y € aZ.

w =

Alors («',y') défini par
'+ 0y = (x + 0y)(u+ Ow).
est une solution de (5.2.6). De plus, pged(a’,y’) = pged(z,y).

Démonstration. On vérifie que

2
au2 — bw2 =a (u2 — (a’a)l;l()b/y) = a(u2 — A/BI’U2) = aq.
Soit L = Q(6), alors

b b b c
N 1 0/: N2 _ 202 2 Y, 2 2_ 7,2 =
/(@' +0y) = ()" = ~(y) o=y ) (- o
d’ou
a(@')? = bly')? = c.
On a évidemment
pged(z, y)| pged(2’,y/).
Puisque (comme dans la démonstration du lemme [5.2.7)
x+ 0y = (' +0y)(u— w),
on en déduit que
pged(2’,y/) | pged(, y),
d’ot1 I’énoncé. O
Remarque 5.2.11. Soit v+ vV A'B’ € N + NV A'B’ qui engendre le groupe A%, /{£1}. On fixe (z,y) € N?
une solution de (5.2.6) et soient (z,,y,) définis comme précédemment. Comme z,,,y, — 00, on en conclut que

les nombres rationnels (5—") forment une suite d’approximants de \/g . Comme l’on a vu précédemment,

t{ce Z:3(x,y) € Z* pged(z,y) = 1,a2® — by? = ¢} = 0

puisque tout couple de types (1,v) ou (u,1) donnent des éléments de cet ensemble. Ainsi on peut construire une
infinité de suites de solutions primitives a 1’aide de la procédure ci-dessus. Si (z,y) est primitif, on obtient alors
une suite d’approximants primitifs.
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5.3 Zoom sur les nombres algébriques

Dans cette section on étudie la distribution locale d'un point § € P1(R)=P!(Q). On identifie localement P!
avec TyP! via 'application définie pour v # 0,

[u:v]n—}E ([6: 1) — 6).
v
On utilise la hauteur de Weil canonique associée a O(1) :
H([u:v]) = max(|ul,|v]), (u,v) € Z? pged(u,v)=1. (5.3.1)

On utilise la valeur absolue comme distance. Il convient de choisir, pour tout € > n > 0, les fonction caractéris-
tiques x(¢) et x(e,n) définies par

xe)=x{yeR:ly—0<e}), x,n=x{yeR:n<|y—0/<e})

pour tester la répartition asymptotique des rationnels autour du point . On remarque que x(g,7) est en fait la
fonction caractéristique de la réunion des intervalles

10+n,0+¢], [0—e,60—n

On peut faire le méme pour x(e). On fixe dans la suite r > 1 et 'on considére la famille de mesures dp1 ¢ p .

5.3.1 Cas critique pour des nombres quadratiques

On voit que dp1 g p(x(€)) vaut le nombre de point [u : v] € P(Q) qui vérifient les conditions suivantes

’H_g‘ <eBF, (5.3.2)
v
pged(u,v) =1, max(|ul, |v|) < B (5.3.3)

Si [Q(0) : Q] =2, i.e. 6 est quadratique, un tel nombre est en général représenté de fagon unique sous la forme
P b
0= 0 +4/=, pged(a,b) = pged(P,Q) = 1.
a

En vertu de (5.3.2), il suffit de considérer les nombres de la forme 6 = \/g avec pged(a,b) = 1. D’aprés les
théorémes de Roth et Dirichlet, on a aess(f) = a0, P) = % Donc on prend r = % correspondant au zoom
critique. On réécrit I'inéquation (5.3.2) comme

b
22l <eB2 (5.3.4)
v a
On a aussi I'inégalité de Liouville
u =(6)
v 9‘ > =) 5.3.5
» 2 (5.3.5)

ou la constante Z(6) > 0 est calculable (cf. la démonstration de la proposition [5.3.18)). Le résultat principal de
cette partie est le suivant, qui démontre la partie r = % du Théoréme

Théoréme 5.3.1. Pour C,D > 0, il existe e >n > C, e —n < D tels que
0= limBinf 5131,9,13,%()((6, n)) < limBsup 5P1,9,B,%(X(5a n) = Oe,n(1)~

Par conséquent, il n’existe pas de mesure limite pour le zoom critique.

Ce théoréme est une conséquence des propositions [5.3.9} [5.5.4] et [5.3.5]

Remarque 5.3.2. Dans [Lan65| S. Lang a considéré aussi le dénombrement d’approximants de nombres qua-
dratiques mais sans l'opération de zoom (c’est-a-dire seulement la condition de borne de la hauteur est imposé).
Il a obtenu une formule asymptotique du type clog B, ce qui est une conséquence directe des conclusions sur la
structure des solutions des équation de Pell-Fermat.
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5.3.1.1 Lien avec des équations de Pell-Fermat

Nous trouvons d’abord le lien avec des équations de Pell-Fermat. Les équations (|5.3.4)) et (5.3.3]) nous donnent

v oY (e )b
v a v a
< qw? 2\/3+E € (5.3.6)
b a B?2) B2

2
< 2eVab + c;% = 2eVab + o(1).

lau® — bv?| = av®

On en conclut que |au? — bv?| ne prend qu'un nombre fini de valeurs entiéres et ce nombre est indépendant de
B. Cela nous permet de décomposer la quantité dp:1 4 p 1(x(€)) de la fagon suivante

op1g,p,1(x(e) =1 |_| E(,B)m |, (5.3.7)
|m|<2eVab+1
ou
u_ é < 53*27
(u,v) € N? v a
E(,B)y = (5.3.8)
pged(u, v) = 1| max(|ul, |v]) < B;
au?® — bv? = m.
De plus, on a, d’aprés (5.3.5)),
c > 20 E0) (5.3.9)

B27 w2 7 B2
d’ott £ 2 E(f) > 0. Cest-a-dire quand le diamétre du voisinage auquel la fonction caractéristique correspond est
suffisamment petit, il n’y a pas de points rationnels pour tout B. On ne cherche pas & trouver la valeur maximale
possible de Z(6) puisque l'intérét de cette inégalité est qu’il révele, comme dans le cas de la distribution locale
d’un point rationnel, un phénomeéne de « trou ». Voir les appendices pour un analogue du cas ou € est un nombre
rationnel.

5.3.1.2 Suites de bornes évitant les solutions

On suppose comme précédemment que 0 = \/g Le but de cette section est double. S’appuyant sur les

résultats de la section [5.2.1) on donne une borne effective pour (5.3.7) et on construit des suites de bornes telles
que 6p1 9 ,(Xx(€,m)) = 0 pour toute fonction caractéristique x(e,7) suffisamment « petite ». On conserve les

notations dans (5.2.7)).
Proposition 5.3.3. Pour tout € > Z(0) (cf. (5.3.5) ), on a, pour tout B >, 1,

log(e) — log(=(0
op1g,8,1(x(c) <6 Z T(A'm) (\‘ (21)og(5* ( )( ))J + 1) 7
|m|<2evab+1 A'B’
ou A', B' sont définis par (5.2.7) et €%, 5 par (5.2.1).

Proposition 5.3.4. Il existe une fonction d’escalier G(-) : Rso — Rs1 qui est décroissante et semi-continue
inférieurement telle que pour tout € > 0 et tout n € ]%, e[, on puisse choisir une suite de bornes (B,,) qui tend
vers oo de maniére que

6P1,0,Bn,%(X(5377)) =0.

Démonstration. Le lemme nous permet de se ramener aux cas ou § = v D ou D = A’B’ est sans facteur
carré. Plus précisément, pour € > 71 > 0 et pour chaque entier m, on note

, Ald , Ald
€= 75, m= v
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et E'(,1n, B)., I'ensemble des points (u,v) € N? vérifiant les conditions

WB < |2 -VD|<e'B (5.3.10)
v

u? —v2D = A'm. (5.3.11)
Il suffit de démontrer qu'’il existe (B,,) telle que §E (e, n, B, ) = 0 puisque
dp1,9,8,1 (Xx(€,m)) < Z LE (€., B)m.
meZ

On est ramené & un probléme concernant des solutions des équations de Pell-Fermat. On extrait un encadrement
pour v. D’une part,

A'lm|  |u? —v?D| u u e 54
V2 v?2 ‘v vD v +VD B2 VD + B2
d’ou ,
25 A'lm)| B2

Zo@VD+ &)

D’autre part,

A 2 _ 2D ! !
|m|:|u v |>"<2\/55),

v2 v2 B2 B2
d’out ,
2 < A'lm| 2
7 (2VD - )
En résumé, on a
Allml Allm|
- = < vl £ - = (5.3.12)
5(2\/5+ﬁ) 77(2\/5—32)
En reportant dans (5.3.10)), on a
e’vl 1
lu — U\/5| < 7 = Oe¢ .y (B)
Donc
lu+vVD| < |u—vVD| + 2jv|vVD
1
= 2|v|[vVD + Oc.y ()
B
A'lm|D < 1 )
<2 ———"—"B+0.,(=].
(VD — ) "\B
De la méme maniére
lu+vVD| > 2|v|VD — |u — vVD|
1
—oWVD+ 0., ()
B
A’\m|D < 1 >
———B+0 - .
e (2VD + %) T\ B
Il en résulte que
1 D 1 1 1 1
o lu+ f\r| < - ( log(4A'|m|D) — = log(2n' VD) + log B) + Oy (2)
log(e¥,) log(ey,) \ 2 2 B (5.3.13)

log [u + vv/D| S 1

1 , 1 , 1
Pt VBl (5 st miD) - Slog(2:VD) +10g B) + 0., (37
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D’aprés , on a que pour 7 < E(6),
6P1,9,B,%(X(5>n)) = 5P1,0,B,%(X(E))'

Donc (5.3.13)) entraine une borne pour le nombre de solutions dans toute famille de solutions de I’équation
22— Dy? = A'm, |m| < 2eVab+1. (5.3.14)

L’application ®p est définie par
_ log(|lz + yv/D))

Pp(z,y - .
N T
L’image d’une famille de solutions J
log({) _ { 10g|¢1i| Cnne z}
log(ep) log(ep)

est un translaté de Z dans R. Prenons une famille de solutions J = {£a,(¢})",n € Z}, on a (compte-tenu du

signe) pour B >, , 1, _
001550, ) <2 | L IHEO) )

La proposition donne une majoration du nombre d’orbites, on arrive & la borne dans la proposition
Donc pour tout n fixé, 'ensemble des images de toutes les solutions de (5.3.14)), noté P(e), est une réunion finie
de réseaux de méme période dans R par 'application ®p. Donc la fonction F': R~g — R définie par

Fe)=4" Si P(e) = o s
miny geq, (p(e)) A — B]  Sinon.

est évidemment décroissante et continue inférieurement. Elle est constante sur tout intervalle
{n -1 n

W’W{, (n € N).

On note I(e,n) lintervalle

1 1 ) 1 , 1
sty (3 ota10i0) = 82 VD) ) s

1 1
<2 log(4A'|m|D) — 3 log(2s’vD)>} .
Si 'on prend 7, & assez proches tels que

log(e) —log(n) _ log(2¢'v'D) — log(2n'v'D)

0
ST log(e%,) 2log(es,)

< F(e),

A savoir -
@ <n<e, Ge)= (53)2F(8),

on peut choisir (B,,) — oo de sorte qu’il existe une constant H(g) > 0 tel que Uintervalle I,, = I(e,n) 4 28Bx)

log(e}‘))
vérifie
min  dist(A, I,) > H(e) > 0.
AEQp(P(e))
D’apreés (5.3.13)), ceci démontre que $FE(e, n, B, )m = 0 pour tout |m| < 2evab+ 1. La fonction G vérifie les méme
propriétés que celles de F, d’ou la proposition [5.3.4] O

5.3.1.3 Construction de suites de bornes avec des solutions

En imitant cette méthode, quand la fonction caractéristique choisie permet d’avoir une solution d’une équation
Pell-Fermat généralisée, on peut choisir la suite (B,,) de la fagon qu’elle donne au moins une famille de solutions.
Proposition 5.3.5. Soit 0 = \/g > 1 avec pged(a, b) = 1. Pour tout couple (£,m), € > n > 0, tel que Uintervalle

12V ab0=2n, 2v/abd~%¢[ contienne la valeur absolue d’un entier m de sorte que S*, . contienne une solution

50,

primitive (cf. les notations du lemme (5.2.8))). Alors il existe une suite de bornes (B,,) — oo tel que

opig.p,1(x(e,n) =21, Vn>1
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Démonstration. On choisit A € |0, 1] tel que |m| € |2v/abd~2n,2vabd~2eA?[. On suppose dans la suite que m > 0,
la démonstration étant analogue lorsque m < 0. Soit B > 0 tel que

m > 2\227”7 + 9251;727 B> m. (5.3.16)
On définit 'ensemble F(X, B,m) des (u,v) € N? primitifs vérifiant
au? —bw? =m et AB <u < B. (5.3.17)
Pour (u,v) € F(A\, B, m), on a, d’aprés ,
2 _
En revanche, grace a la deuxiéme inégalité de ,
=B

2 4y2p2 M
vE 2 AN BT — — >
b b~ 2Vabe
On note X = % — 6. Alors la positivité de m implique celle de X. Notons que  +6 = X + 26, on obtient, d’apres

I’hypothése sur m,
¥ — m m €

= < < —=.
av?(X +20) ~ 20av? = B?

Cela entraine aussi la majoration
€
X +20 <20+ B2

ainsi que la minoration pour X :

X=— " > m > L
Cav?(X +20) T ab2B2 (204 %) ~ B?

par la premiére inégalité de . Cela montre que
op1,9,8,,1 (X(€,1) = 1F (A, B,m).
On prend (ug, vo) € N? une solution primitive de I'équation
az? — by? =m.

On définit ((un, vn))nen comme dans la remarque (5.2.11). Comme u,, — oo, on peut choisir (B,) — oo de la
maniére que
/\Bn <up < Bna

Donc pour tout n suffisamment grand, on a (uy,,v,) € F(\, B, m), d’ou

§P1,0,B,L,%(X(E7n)) = ﬁF(AaBnam) =z 1.

Démonstration du théoréeme[2.3.1. Pour C, D > 0 fixés, on peut choisir m € N tel que

et que S; , ,,, contienne une solution primitive (Remarque [5.2.11]). Rappelons les propriétés des fonctions F' et G

dans la démonstration de la proposition Il existe alors 99 > 0 tel que

mb? mh?  mo>? [

G —Gg*%Ve{ ,——+6
() <2m) P we [Z I

mo> mo> D
61 = mi G —1),=,00,C ) >0.
' mm<2\/ab( (2\/ab) ) 277" )

On définit
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Maintenant on prend

mb? 01 mo? 01 mo?
E= + =, ne - 130 .
2Wab 2 2vab  2[epl* 2v/ab
Puisque
mo>
€ 2Vab + 01 _ 01
- mo?2 mo?2
G GGrm  20Gyg)
< m92 _ 51
= 2Vab 2G(2)
m92 51
<

= =12 <

2v/ab  2|ep|?

Le couple (g,n) vérifie toutes les hypothéses des propositions Compte tenu de la majoration fournie
par la proposition [5.3.3] il en découle donc que

limBinf op1.g.p,1(x(e;m) =0<1<limsupdp: g 1 (x(e;m)) <limsupdpi g 5 1(x(e)) = O(1).
2 B 2Rt B »&H 555

5.3.2 Zoom sous-critique

On va prouver un résultat sur la distribution locale en un point réel vérifiant des inégalités de type analogue
a celle de Liouville, qui a fortiori s’applique aux nombres algébriques. Pour cela on rappelle des notions standard
d’approximation diophantienne des nombres réels.

Définition 5.3.6. Soit ¢ > 0. On dit qu’un nombre réel @ a un ordre d’irrationalité t s’il existe une constante
C =C(6,1) telle que

m C
_ > — *. Lo,
‘9 n‘/nt Y(m,n) € Z x N (5.3.18)

La mesure d’irrationalité m(0) est la borne inférieure de I’ensemble des ordres d’irrationalité de 6. De maniére
équivalente, elle est égale au maximum des nombres s tels que

liminf ¢*~* min({¢gf},1 — {q0}) = 0.
q

Si 6 est algébrique, m(0) est rien d’autre que la constante d’approximation a(f, P1) associée au fibré O(1).
Résumons les théorémes classiques suivants (voir par exemple [Bug04, Chapiter 1] pour des détails).

Théoréme 5.3.7 (Dirichlet, Liouville, Roth). Le nombre 2 est un ordre d’irrationalité et la mesure d’irrationalité
d’un nombre quadratique. Pour tout € > 0, le nombre 2 + € est un ordre d’irrationalité d’un nombre algébrique
de degré > 3 dont la mesure d’irrationalité est 2.

Le résultat principal de cette section est le suivant, qui est valide pour tout nombre algébrique de degré > 2.
Pour ceux dont le degré est 2, on a une meilleur controéle du terme d’erreur.

Théoréme 5.3.8. Soient a un nombre réel et r > % Alors pour tout e1 >e9 >0 et 7> 0,

— si % < r <1, supposons que m(a) =2, on a

_ p2-1% 3 1—b 47

0p1.a,Br(X(€1,62)) = B TW/X(€1,52)(1$+O%&,T(B 21T, (5.3.19)
Si de plus 2 est un ordre d’irrationalité de «, & savoir I=(a) € 0, 1] tel que pour tout nombre rationnel %

on ait _ _
o— p‘ > “(2‘) & d(ge, Z) > “(O‘), (5.3.20)

q q q
on a, en notant
Z(a)t

Ala) = —— 5.3.21
)= g ) (032

op1 (x(e1,€2)) = 32_%73 x(e1,62)dx
Ty w2 sup(l, a?) ’ (5.3.22)
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—str>1,0na

3

72sup(l, a?) /X(51752) dx + Oy, (Blog B).

op1 o,Br(X(€1,62)) = B* 7

Remarque 5.3.9. La dépendance du terme d’erreur dans (5.3.19)) sur « et 7 est intrinséque en un sens similaire
au théoreme de Roth. En effet, elle dépende des constantes C(a,t) dans (5.3.18) avec ¢ proche de 2 (cf. aussi

(5.3.31)) infra). Alors que le terme d’erreur dans (5.3.22)) ne dépende que de la taille de a.

Tout d’abord on reformule ce probléme de zoom en un probléme de dénombrement. Pour €1 > g5 > 0, B > 0,
on définit S(eq1,eq, B) 'ensemble des point [u : v] vérifiant

peed(u,0) = 1, 2B+ < \3 - oz‘ <eB~F, max(|ul,|v]) < B (5.3.23)
v

ud ’ —
o ufv=a

>

v

Graphiquement, si I’on prend €2 = 0, c’est-a-dire on prend la fonction de test x(e) et on calcule dp1 o g ,(X(€)),
on compte des points entiers primitifs a I'intérieur du triangle dont l’aire est d’ordre de grandeur B2=7 et celle
de la longueur du bord est B. Donc la comparaison classique avec ’aire du triangle n’est utilisable que pour
les cas ot r > 1. Ceux ou r < 1 nécessitent un travail supplémentaire. Notre approche s’appuie sur la théorie
d’équirépartition modulo 1 utilisée dans [Pag08].

Définition 5.3.10. Soit (z,), une suite de nombres réels. Elle est dite équirépartie modulo 1 si pour tout
0<a<b<l,ona

1
lim Nﬂ{l <n<N:{z,}€[a,b[} =b—a.

N—o00

Soit (x,,) une suite de nombres réels équirépartie modulo 1. Soit N > 0. La discrépance (& N) D(,,)(N) de cette
suite est définie par

—Al.

n<N:{x,} €[]0,
Dy () = sup |H (o) € 0.2)
A€0,1]

Si la suite (2,,) = (na) pour un nombre « réel fixé, on notera Do (N) = Dna)(NV).

On rappelle 'inégalité de Koksma-Denjoy pour les suites équiréparties modulo 1. (Voir, par exemple, [KN74|
p. 143)

Théoréme 5.3.11 (Koksma-Denjoy). Soient (z,,) une suite équirépartie modulo 1 et N > 1. Soit ¢ une fonction
mesurable & variation bornée définie sur [0,1] (on note V(¢) la variation totale de ¢). Alors

1 !
v ol - [0

L’inégalité de Erdds-Turdn donne un controle de la discrépance (cf. [KN74] p. 122-123) pour les nombres
irrationnels dont la mesure d’irrationalité est finie.

< V(9)Dis, (N).

Théoréme 5.3.12 (Erdds-Turdn). Soit 0 un nombre irrationnel ayant un ordre d’irrationalité t > 0. Alors pour
tout o >0, on a
1
Dg(N) = Oy gt (N“T=177).

Si les quotients partiels dans I’expansion en fraction continue d’un nombre irrationnel sont bornés, de maniére
équivalente, 'inégalité de Liouville ([5.3.20)) étant vérifiée, alors une meilleure majoration de la discrépance existe
(cf. [KN74, Theorem 3.4], p. 125).
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Théoréme 5.3.13. Soient 9 = [ag; a1, - - | un nombre irrationnel. Supposons que les quotients partiels de ¥ sont
bornés, i.e. il existe M > 0 tel que a; < M, Vi > 1. Alors

1 n M
logé = log(M +1)

NDﬂ(N)<3+< >10gNa

ot & = (1+/5)/2.

Lemme 5.3.14. Soit ¥ un nombre irrationnel. Supposons qu’il existe C(9) € 10,1[ tel que pour tout nombre
rationnel g, on ait

C(9
‘19 - p‘ > (2 ). (5.3.24)
q q
Soit ¥ = [ag; a1, -] son expansion en fraction continue. Alors pour tout i > 1,

a; < (C(ﬁ))_l.
Par conséquent,

NDy(N)=0 (%logN) .

Démonstration. Soient (57:)%0:*1 les convergents principaux de 9. Alors ils vérifient, pour tout k& > 1, la régle de
récurrence (voir [Khi64, Theorem 1])

Dk = QkPk—1 + Pk—2;

Gk = arQr—1 + qr—2,
et (voir [Khi64, Theorem 9]) pour tout k& > 0,

1
'19 _ DR .
dk qkqk+1
Il en découle que gr+1 > ak+1qx et donc
1
‘19 - PRl .
gk Ak+14}

En reportant dans (5.3.24)), on obtient que pour k£ > 0,
ap1 < (C(¥) 7
O

Démonstration du théoréeme[2.3.8. On peut supposer que o > 0. On fixe ¢ > 0, B > 0.

Cas % < r < 1. On suppose que « > 1. La premiére étape est de comparer le cardinal de S(e1,e2, B) (5.3.23)
avec celui de T'(e1, €2, B) qui consiste en les (u,v) € Z x N de sorte que

pged(u,v) =1, B+ < |¥ a) <eB %, v<Bla (5.3.25)
v

On prend (u,v) € S(e1,¢e92, B). Alors implique que
|lu — av| < 51B*%v <eg.
Donc pour un tel v choisi, il n’y a qu'un nombre fini de choix pour u. De plus on a
[v] <a™(e1 + Jul) < B/a+ei/e.

On en conclut que
ﬁ(S(ElaE%B)_T(EhEZaB)) = 061(1)

Réciproquement, si ’on prend (u,v) € T'(e1,e2, B), (5.3.25) implique que
lu| < v|(a +e1B™7) < B+e1 /o
On en conclut de fagon analogue que

ﬁ(T(EME% B) - 5(517527 B)) = 051’(1)7
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et ainsi que
ﬁs(€17€27B) = ﬁT(517827B) +O€1(1) (5326)

On est ramené & calculer le cardinal de I'ensemble T'(¢1, €2, B). A ’aide de I'inversion de Mobius, on définit pour
d e N,

T(e1,62,B) = Y p(d) ({T1(e1,62,d, B) + §T2(e1, €2, d, B)), (5.3.27)
deN*

ou T4 (e1,€2,d, B) consiste en les (u,v) € Z x N tels que

52B_% < % —a< slB_%, v < — (5.3.28)

et Ts(e1,€9,d, B) consiste en les (u,v) € Z x N tels que

—51B_% < v a< _SQB_%, v < — (5.3.29)
v ad
On obtient une borne sur d plus fine que celle naive d < g de la facon suivante. D’une part,
1 Bli%
d(av,Z) < Ju—av| < g1vB7" < &g . (5.3.30)

D’apreés 'hypothése sur «, pour tout A > 0, il existe une constante C(a, A) > 0 telle que pour tout n € Z*,

Cla,A)

Donc
Cla,\) _ Ola, N)drA
AFED) Z Bl

d(av,Z) >

En combinant les deux inégalités on obtient

B —% 1+
> Ol N gy

BltX’
Donc on peut restreindre la somme en d & ceux vérifiant

€1

d< €1 R Bl — D(a,e )\)Blfﬁ (5.3.31)
S\ Cla, N o ' -

Si de plus (5.3.20]) est valide, alors

d Z) > P
(av,2) > =% > =2
Dans ce cas en combinant (5.3.30]) on obtient
1
2 1
d < (fl ) B-%. (5.3.32)
E(a)

On établit maintenant les formules asymptotiques suivantes un peu plus générales faisant intervenir une constante
fixée K, qui permet de I’appliquer & une hauteur équivalente & celle donnée. Pour une utilisation ultérieure, on
précise la dépendance en K du terme d’erreur.

Proposition 5.3.15. Fizonsd € N, K > 0 et ¢ > n > 0. Supposons que

(e —n) KB 7% < %. (5.3.33)

On définit l'ensemble Tk (e,n,d, B) des (u,v) € Z x N satisfaisant o v < £ B ainsi que

1

nB~% < % —a<eBT. (5.3.34)

Alors pour tout o > 0 et pour tout N > max(1, %),

(e—mK? , 1 K2B% 7 K°B°N
ﬁTK(E, n, d, B) = WBQ T + Og,n W + Oo’ T . (5335)
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Si de plus (5.3.20) est vérifiée, on a

K2B2-+

(e —mK?
ﬁTK(Eﬂ%d»B): Nidg

WB%% + 0z < ) + O (A(a)N log (KB)) . (5.3.36)

Les formules ci-dessus restent valides si l’on remplace ((5.3.34) par
BT <Y a< BT (5.3.37)
v

Démonstration. Soit N > 1 fixé dans la suite. On peut supposer que N est un entier (quitte a rajouter des
constantes absolues dans les termes d’erreur). On considére le découpage de l'intervalle ]0, %B] en les intervalles

(k—1)KB kKB

) , (I<EN). 5.3.38
adN adN ( ) ( )
Soit (ug,v9) € Z x N tel que
(k—1)KB kKB _1 g _1
W DRZ < tnB~F < _a<eB,
adN < v adN e < o ase
o (k— 1)K KK
-1 nr — 1— _1 € 1—1
B~ B B < B
%o = adN £ adN
et donc K(k—1) LK
n — 1—1 € 1—1
———=B'"" — < B ™.
adN SU0OT NS N
D’aprés la condition (5.3.33) et le choix de N,
ekK 1 nk—1DK _, 1+ (e—nmkK _, . nKB"% 1
Bl-r -1 o pl-s == UV pl-yp T
adN adN adN * adN 2

On en conclut que pour tout k& < N et pour tout entier v fixé, il existe au plus un entier u tel que (u,v) €
Tk (e,n,d, B). Fixons dans la suite k et considérons 'intervalle

EkK _1 ﬂ(k — 1)K 1
= |- Bl=» 0 T pl=a|,
Tk adN ’ adN

On cherche maintenant une équivalence a I’hypothése suivante :
(H) Pour v € N fix¢, il existe un (unique) u € Z tel que u — av € } %31*%, %Blﬂ% [

La difficulté de la démonstration qui suit vient du cas » = 1, pour lequel 'intervalle J, peut contenir un entier,
y compris pour des grandes valeurs de B. On a les deux possibilités suivantes :
Cas I : 'intervalle J; contient un entier uy. Alors on a

_ ckK 1_1 n(k—l)K -1
Je—(ux —1) = |=—=B —(uk—l),l{U{l,— —y BT - (w—1)|.
Alors (H) revient a dire que
ekK 11
{av}—av—u—(uk—l)elkﬁl_[—adNB v—(uk—l),l{

adN Tk

Réciproquement, si v vérifie I'une des conditions ci-dessus, Uentier u tel que (H) soit vérifiée existe et vaut
av — {av} —ug + 1 ou av — {aw} — uy, selon 'appartenance de {av}. Notons que I 1 N Iy 2 = &. En désignant
I = I1 Uy C 10,1], qui est soit un intervalle (si I'un des Iy ; est vide), soit la réunion disjointe de deux
intervalles, on conclut que la condition (H) est équivalente & {av} € I.

Cas II : U'intervalle Ji ne contient aucun entier. Suppose que Ji C Jux — 1, ug[ ot up € Z. Alors dans ce cas (H)
est équivalente &

kE-—1)K
ou{av} =av—u—u, € Iyo = {07_77()311 [

E-—1)K 1
%Bli? 7(Uk71) C}O,l[

ekK B17 1

{av}=av—u—(up —1) € I = ~odN T —(ug —1),—
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On vérifie que 1'on a une équivalence analogue si 'on suppose ([5.3.37)). Ayant établi cette équivalence, on peut
réduire le comptage en deux variables (u,v) en une seule v. Par abuse de notations, pour une propriété P(x), on
note 1p;) = 1p)(x) la fonction qui vaut 1 si P(x) est vérifiée et vaut 0 sinon. Nous avons la décomposition

suivante

ﬁTK(Ean7d7 B) = Z Z Z 17]UBf%<u7av§8vBi%

1<kEN (k';(li)]\l;fB <v< i};ﬁ ucZ

Z Z 1{0411}6];C + Er,

<k< k—1)KB kKB
ISESN A (L ad>N <V San
= > Tinaks+Er.

I<kSN
ot le terme d’erreur admet la majoration suivante.

Er| <2 E E 1 1 1
‘ ‘ = cvBT T <u—av< EEE BlTw

adN
1<k<N (k—1)KB _, kEKB
SR T adN dN<U<od7\]

— _1 _1
ou ML BT Cu—av<puB T

adN N adN

< 2 1 1 1 1 1 1
= Z Z . VKB cu—av< EE B + 2o BT Cu—av< B BT

1<k<N (k—1)KB kK
ST adN

<U< adN

=2 E Ecarp+EydrB-
1<k<N

(5.3.39)

On traite d’abord le terme principal en appliquant les théorémes [5.3.12] et [5.3.11} On définit la fonction ¢y :

[0,1] = R comme
Ok (u) = 11, (u).

On décompose 1%, 4.1,B cOmme

Ts,n,d,k,B = § ]-{()u)}eI;C - § 1{av}eIk =T —Ts.
v<5ER v s

D’aprés le Théoréme [5.3.11f et le théoréme [5.3.12f (avec t = 1),

Tl,k = Z 1{av}61k

kKB
v adN

kK B ! kK B

= — DCE _—
e (] oo (2 (5x))
kK B kK B kK B

= adN'IkH_O(adNDO‘ (mv))

_ (e—nk*K2 B>  nkK?B*> - (k“K"B")

a2d? N2 + a2d? N? d°N°

ou la constante implicite dépend de o et . De fagon similaire on obtient

T2,k = Z 1{av}€1k

(k—1)KB
VS oaN

(e —nk(k—1)K? B>~ Lotk = 1)K2 B>+ o (K KB
B a2d? N2 2?2 N2 d°N° )°

Donc

T _ (e—-mkK?B** K2 B* 7 k° K B®
e,n,d,k,B = a2d2 N2 oa2d?2 N2 d° N7
On somme sur tous les k. Faisons-le d’abord pour le terme principal de 1% ,, 4,5 (5.3.41) :

XN: ((g —n)kK? B>~ nK? B2—i> _(E-mEIN(NA1) 0 pK? B

P a?d? N2 a?d? NZ a2d? 2N?2 a?d? N

(e—mK? 5 1 K*B* -
=g B O Ty )

(5.3.40)

(5.3.41)
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Ensuite pour le terme d’erreur de T¢ 41,5 (5.3.41)) :

N
kK°B° K°B°N
“oNe  — 0] <d‘7> . (5.3.42)
k=1
On obtient
(e—mK? 5 1 K2B*~~ K°B°N
Z Te ,n,d,k,B = 20242 ———=—20B T+ Oa,n W + Og’ T (5343)

ou la constante impllClte dépend de o et a. Ensuite on estime le terme Er en utilisant la méme méthode. En
imitant la discussion pour 717 ; q4,%,B, on en conclut 'existence des ensembles L , L2 ; qui sont la réunion de au
plus 2 intervalles disjoints de [0, 1] et

eK UK 1—1
L Loy| = —=B
‘ 1 k| adN M) adN
tels que
e(k—1)K {1 1 ekK _;_1
U— Qv e |:oéd]\/vB ad ——B <~ {OC’U} € Ll’k
nk—-—1)K _ 1 nkK _,_1
— — 8B ——B L
u owe[ N AN — {aw} € Loy

On décompose E. g p comme

Es,d,k,B = Z 1{av}€L1,k - Z 1{av}€L1,k = Sl,k - S2,k~

kKB (k—1)KB
VS Gdn VST aaN

On estime les S; ;, (1 <7 < 2) en appliquant une autre fois les Théorémes [5.3.11] et [5.3.12

o _ ckK? B> 7 RETBT\ o e(k-DK’B>r O (kTK7B7
Lk =" 242 N2 d° N° ’ 2,k — a2d2 N2 d°N°

Donc

Eeakn = a2d2 N2 do No

On obtient aussi une formule analogue pour E, gk p. Ainsi

N 1
KQ BQ—; koK B°
Fr = I;OE’" <a2d2 N2 > 0 ( d°N° )

ceK? B2+ (k"K"B")

, (5.3.44)
_0 K?B?>~ % L0 K°B°N
e Na? 7 do ’
En résumé de (5.3.43) et (5.3.44), on a démontré que pour o général ayant la mesure d’irrationalité 2,
e—mK? . 1 K?B*~ K°B°N
ﬁTK({':? n, dv B) = %BQ Os,n (W + Oo <d‘7> . (5345)

Maintenant, supposons la validité de I'inégalité ([5.3.20]). Il suffit de modifier tous les termes d’erreur concernant
la discrépance, & savoir, les termes qui contiennent . Plus précisément, en utilisant le lemme on a

kK B kK B kK B KB
> Sanr(hin) = X o(awes(E3)) =0 (awnie (57))
1<kEN 1<k<N

et donc,

(e K? K2B* 7 KB
ﬁTK(fyTl,daB)—WB + Ocyy NE + O ( A(a)N log —7

e—nK?* , 1 K2B2+
= %BQ "+ O (W + O (A(a)N log (K B))
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Suite de la démonstration du théoréme On décompose T; (€1, €2, d, B) (5.3.27)) en des parties T'(n;—1,1;,d, B)
ou

_1 u _1
(u,v)EZani*lB r<’5—a’<mB "

pged(u,v) =1, B
ad

T(ni—lanivdaB) = (5346)

avec €9 =19 < --- < 1 = &1 choisies de sorte que
ni — Ni—1 < afd.

En appliquant la proposition [5.3.15|a ces ensembles (avec K = 1, = n;,nn = n;—1) on déduit que pour tout o > 0
et N > max(4eq, 1),

1
€1 —€2 9 1 B? = B°N
T 4. B) = B 1o, (22 )+o0, (Z22), 5.3.47
ﬁ 1(517627 ) ) 202d2 + i < Nd2 ) + ( do ( )

ce qui est valide aussi pour Ts(e1,¢e2,d, B). Il reste & sommer sur tous les d. Rappelons d’aprés (5.3.31)) que l'on
a pour tout A > 0,
1
0= Op e (B,

o 1 B1-9(1-35)
)\:2<1_2) etN:T.

On choisit

On vérifie que avec ce choix

et donc

pour B >, . 1. On réécrit (5.3.47) comme

€1 — €2
2022

ﬁTl(€17527d7 B) =

d+3

_1lig(341
BQ_% +O£i7a (Bl o (4+87‘)> .

En utilisant ’estimation élémentaire

M
S5 (1Y,
= on T M

la somme du terme principal de ([5.3.47)) est égale a

€1 —€2 o 1 6B(e1 —e2) 5 1 1- A
Z L M(d) a2d? BT = WB T+ OEi,)\(B 2+ )
d=0(B'~ N7
6(e1 —€2) o1 a1
= SR o (B H)
Et celle du terme d’erreur est d’ordre de grandeur égal a

1 3 1
Bl-ztolits: 1 3,1
_ -t o3+
E: Oawf( d1+3 = 0., o(B' 2 tolitsn)),
1
d=0(B'~ @¥Nr)

Finalement en reportant dans (5.3.27]) on en conclut que

6(61 — 62)

202 BQ_% +OE¢,U(Bl_i+G(%+8%))' (5348)
™

ﬂT(Eh E9, B) =

Il ne reste qu’a prendre, pour 7 > 0 donné, o > 0 tel que a(% + L) < 7. En reportant dans (5.3.26)), cela démontre

8r
finalement que

1 3 €1 —¢2 1
Opia,Br(X(€1,62)) =1S(e1,62,B) = B** (/ +/ ) dx + OEM(BI_?+T). (5.3.49)

242
T2 e
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Maintenant, supposons la validité de ([5.3.20)). Rappelons la borne pour d (5.3.32). Dans ce cas on prend

1

(16¢f +2¢7)=(a) "2 B~

N =
d

> max(4eq, 1).

Comme 'on suppose que 0 < E(a) < 1, on déduit de ([5.3.36))

£1—€ A()Z ()2
€17 €2 9 1 = 1-L
1T (e1,€2,d, B) = o2d2 B + 0O, (dB 2r log(B)> .

On somme sur tous les d dans le terme principal et le terme d’erreur respectivement.

€1 —€2 o1
Z /’(’(d) a2d2 B "

On en conclut que

6(e1 — e 1 — \l.q_ 1 — Nl q_1 — _1
8T (1,9, B) = %32_? +0.,(E(a)2B'"27) + O, (A(a):(a) 2 B!~ 2 log(B) log(E(a) 2 B* 2r))
6(c1 — ¢ _1 NS B T N B T
:%32 P+, (A(a):(a) 5 B % log(B) log(Z(a) "2 B! ))

Cela démontre la formule ((5.3.22)).

Si 0 < a < 1, alors il suffit de modifier la définition de ’ensemble T'(e1,€2, B) en remplacant |v| < B/« par
lv| < B.

Cas r > 1. Une inversion de M6bius nous fournit que

ﬂs(51’5273) = Z ,u(d)(ﬁS(d,€1,B) - ﬁS(d7 627B))

d<B
ou

S(d,e,B) =< (u,v) € Zx N*| lv
On a, par la méthode de comparaison classique avec ’aire du domaine réel,

B  eBl"» 1 5 B
Sd,e,B)=B**—° 10, (2 =B rF———— 10 =1
15(d.e, B) sup(1, a2)d? t Clal d + d sup(1, a2)d? t Clale d

Puis on somme sur tous les d possible (5.3.31]) et 'on obtient

6(e1 —€2) o 1 1—1
15(1e2.B) = g oo B T Olalei(BT7) + Opal (Blog B)
_ Sei—e) por (Blog B)
2 sup(l,oﬁ) lal,eq

B2—l 3 €1 —€2 d O B 5
= 77W</52 +/_El> z+ Oja) e, (Blog B).
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5.3.3 Généralisation a un réseau

Les résultats sur 'approximation d’'un nombre réel qu’on a démontrés précédemment peuvent étre vu comme
le fait d’approcher une droite par des points primitifs de pente donnée. Pour une utilisation ultérieure, nous
allons présenter une version plus générale du Théoréme[5.3.8] C’est-a-dire, on compte des points primitifs sur un
réseau proche d’une droite dont la pente est un nombre quadratique donné. Le but est d’essayer de préciser la
dépendance des constantes implicites, qui fait intervenir le déterminant du réseau. L’idée est qu’a l’aide d’une
transformation linéaire liée au réseau, 'approximation sur le réseau de la droite équivaut I’approximation sur Z2
d’une autre droite de pente égale & un autre nombre quadratique. Comme 1’on a vu, I'un des inconvénients de la
démonstration ci-dessus est que la constante C'(\, a) qui apparait dans est en général difficile a préciser,
a cause de 'absence d’effectivité du théoréme de Roth (ou bien de l'inégalité de Liouville). Cela méne aussi a
une ineffectivité de la discrépance, car dans la démonstration du corollaire [5.3.12, on a utilisé le théoréme de
Roth (voir [KNT4], p 123). Pour les nombres quadratiques, cette difficulté disparait parce que 'on peut préciser
facilement les constantes dans I'inégalité de Liouville et dans la majoration de la discrépance. On remarque
que la technique ci-dessous fonctionne aussi pour les réels dont les quotients partiels dans I’expansion en fraction
continue sont bornés (ceux qui vérifient 'inégalité de Liouville a puissance 2). On ne rentrera pas dans les détails.

Notations et Conventions : On fixe un réseau A C Z? et ¢, K > 0. On suppose que A contient un point
primitif, donc A ¢ (dZ)? pour tout d € N*. Les nombres quadratiques auxquels on s’intéresse sont de la forme

g ¢ Q avec a < b, que I'on notera toujours comme «. En pratique, les constantes e, « sont bornées et ’'on n’a

pas besoin d’indiquer leur roles dans les constante implicites. On note Ag = A N dZ2. et I'on définit
1(d)
O(A) = —. 5.3.50
n=> det(A)) ( )
Il existe fi, fy une base de Z? telle que A = Zf; @& Z det(A)f, puisque A contient un point primitif, donc
p(d)
O(A) = —_—
(A) Z d[d, det(A)]
deN

= ]I <1—p12) 11 <1_]1)>pvp(dlct(/\)) (5.3.51)

pfdet(A) p|det(A)
1 6 H L—p~' 6 Wy(det(A))
- T2 _ 2 2

det(A) 7 ol dot(A) 1—p w2 det(A)

wi(n) =] <1 + ;) - . (5.3.52)

pln

On voudrait estimer le cardinal de I’ensemble suivant

0<2_a<eB ™+
S(e, K,A,B) = (u,v) e ANNZ, | v . (5.3.53)
v< KB

Pour réduire la difficulté technique et pour obtenir une formule asymptotique, nous allons imposer plusieurs
conditions techniques. On ne prétend pas que les coeflicients dans (5.3.54)) et (5.3.55|) soient optimaux mais ils
suffisent pour 'utilisation ultérieure.

1 7
= — .3.54
5 <" <1g (5.3.54)
K2 < U(a,e)B3G=D73270)  U(a,e) = (22! x 16202¢%) 73 (5.3.55)
bdet(A)? < K2B> r. (5.3.56)
En gros, le but d’imposer la condition (5.3.55|) est de réduire le probléme de dénombrement a 1’équidistribution
modulo 1, et celui de la condition ([5.3.56) est d’obtenir un meilleur terme d’erreur.

Théoréme 5.3.16. Avec les hypothéses ci-dessus, on a

O(N)eK? , 1 3,1 15301 3 1 1
£S(e, KA, B) = = BEE + O(K 3% det(A) 2 B3 log B + Kb B % log B). (5.3.57)



CHAPITRE 5 87

Rappelons (5.3.50) que 'on peut aussi interpréter ©(A), dans l'esprit de I’équidistribution, comme

1 1
O = miz iz Ll (1-):

qui correspond & la probabilité pour un point de P*(Q) de provenir d'un élément de A primitif dans Z2.

Remarque 5.3.17. Le deuxiéme terme d’erreur peut facilement dépasser le terme principal quand det(A) est
trop petit et b est trop grand, ce qui perd 'intérét de la formule. Toutefois pour notre utilisation ultérieure il y
aura des relations étroites entre b, K, det(A). Il s’avére qu’en fait ce sera le premier terme d’erreur qui contribuera
plus que le deuxiéme.

L’idée de la démonstration est que les points que ’on veut dénombrer sont dans un triangle. Toute transfor-
mation définie par une matrice ’envoie sur un autre triangle dont l'aire est celle du triangle initial divisé par le
déterminant et la pente de I'une des bords correspond & un nouveau nombre quadratique & approcher, que ’on
notera (), ce qui nous permet de se ramener au cas traité précédemment et d’appliquer la méme technique.

Commencons par quelques préparations. On prend un réseau I' C Z2. On choisit une base

e1 = (A, 1), €= (A2, p2) (5.3.58)
engendrant I" telle que (cf. [Cas97] p. 135)
le]l < 2v2, |[lea < 2u, (5.3.59)
ou v; désigne le i-éme minima successif de I' par rapport & la norme || - || :

I(z, )| = max(|z], [y])-

Le théoréme de Minkowski (cf. [Cas97, Theorem V, VIII 4.3]) dit que

v < v < 4det(D) = 4| o1 — A pal. (5.3.60)

On définit \
0=0(a)=—L—F1 5.3.61
(a) e — iy ( )

Quitte a remplacer e; par son opposé, on peut supposer que
Ao —aps >0 et O(a)>0. (5.3.62)

On établit un théoréme de Liouville « effectif », a savoir, avec des constantes explicites.

Proposition 5.3.18. Pour tout (u,v) € (N=1{0})2, on a

= 0
‘%—a‘ > i‘j) ot )%—9} >%), (5.3.63)
ot on peut prendre
(o) = (4Vab) ™t £(0) = (162bdet(I)) L. (5.3.64)

Démonstration. On va reprendre la démonstration de I'inégalité de Liouville respectivement pour « et 6. On note
f(z) = az? — b le polynome minimal sur Z du nombre quadratique a = \/g . Alors
g(x) = a(Ay + xX2)? — by + 2p2)?

est un polyndme entier qui annule 6. D’une part comme o € Q, on a

()5 b e

D’autre part, d’apres le théoréme de la valeur moyenne, pour z € Ja — l,a+ 1[et y €0 — 1,6 + 1],

If ()< swp [f'(@)]]z—al, [g@)|< sup |g'(z)[|y— 0. (5.3.66)
|[z—al<1 |lz—0|<1
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Or, on a les majorations
sup |f(z)] = sup 2laz| < 4Vab, (5.3.67)

lz—a|<1 |z—a|<1

S g’ ()] = 2|(aX] — bu3)z + (adi A — buapiz)|
r—0|<1

< 2Vab| Aoy — Aapia| + 2]aX3 — bu3| + 4lads Aa — bpapia
D’aprés les théorémes de Minkowski (5.3.60]), en rappelant le choix de e, ez (5.3.59)) et b > a, il en découle que

(a3 — by3] < bllea]? < 16bdet(D),

|&)\1/\2 — b,ulu2| < 2b||elH||egH S 32bdet(F), (5368)
d’ou
sup |¢'(z)| < 162bdet(T). (5.3.69)
|lz—0|<1

Les inégalités (5.3.63)) sont triviales si

g—oz’}l, ou ‘E_9‘>1_
v v
Dans le cas contraire les inégalités (5.3.63) résultent de (5.3.65)),(5.3.66),(5.3.67)),(5.3.69). O

On en déduit I’encadrement suivant qui sera utilisé fréquemment.

Corollaire 5.3.19. On a
(16b/det(T)) ™' < Xa — apg < 8an/det(T).
Démonstration. Premiérement,
A2 — apz < 2ales|| < 8ay/det(T).

Pour la minoration on utilise les inégalités (5.3.63) :

Mo — iy > Z(a) _ E(a) - 1 .
w2l = lle2ll T 16b+/det(T)
O
Corollaire 5.3.20. Pour N > 1, on a
b
ND,(N) = ——logN ) =0O(blogN),
() =0 ([ log N ) = O(b1og )
bdet(T")
NDyg(N) =0 | ——————1og N | =O(bdet(I') log N).
(V) = 0 (ol s ¥ ) = Olbdet(1) g V)
Démonstration. Ceci résulte du Lemme et de la Proposition O

Démonstration du théoréemel5.3.16. Avant de commencer de dénombrer I’ensemble (5.3.53)), on présente deux
conditions supplémentaires qui sont des conséquences des conditions (5.3.54) et (5.3.55) pour B >, . 1,

K2b < (2606)*434*3(2*%)’ (5371)

<4 ()3 2) ()3 o))

Premiérement, comme toujours, on utilise I'inversion de Mébius pour éliminer la coprimalité :

puisque

8S(e, K, A, B) = Y j(d)tS(e, K, Mg, B),

deN
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ol

(5.3.72)
v< KB

Pour déduire une borne précise pour d nous suivons (5.3.31). Pour tout (u,v) € S(e, K, Ag4, B) (5.3.53)), on note
u' =wu/d,v" = v/d. En utilisant la proposition [5.3.18} on a

S(e, K,Aq,B) = { (u,v) € Ay NN?

1
0<U—UQ<EUB_T}

d}E{(g) < Eq(;é) <u —va<eBr < %Bl_%,
d’ou )
d< (iﬁ;) B4 — D(a, K)B' % (5.3.73)
Notons que )
D(a, K) = (iﬁ:) < 2VEKbE < Kbs. (5.3.74)

L’étape suivante consiste a éliminer la condition de réseau sur u, v pour les d petits. Pour controler la contribution
des d grands on peut utiliser la majoration donnée par ([5.3.36]). On utilisera les notations (5.3.58)),(5.3.59)),(5.3.61)
pour le réseau I' = Ay, c’est-a-dire Ay = Ze; @ Ze,. On écrit

U =n1A1 +n2da, U =nip + Napi2,

avec ny,ne € Z. On voudrait se ramener au dénombrement sur (nq,ng) puisqu’il n’y a plus de contraintes sur la
divisibilité de ni,ny. Avec les notations ci-dessus ’ensemble ([5.3.72)) s’écrit

0 < ny — nyf < LHLT N2p2
S(e, K,Agq, B) =< (ny,ny) € Z* A2 — afin
0 <nips +nopue < KB

_1
eB™r

Cas I. d est petit. On va estimer le cardinal de S(e, K, A4, B) quand d vérifie la condition

1
Kz 1(2_1)

d< ———+ (5.3.75)
b7 det(A)z2

La condition ([5.3.56f) assure que tels d existent. D’abord on détermine les signes de n1, ny. En utilisant le corollaire

5.3.19| et en rappelant la condition (5.3.70]), on a
K
Mt ety gt o RE piob Cq6Kehy/det(Ag) Bt
A2 = aps A2 —aps (5.3.76)

: b1
< 16Kebdy/det(A)B' 7 < 2% K3pi B+ +3(—7) e

0<no—mn0 <

Cela implique non seulement que pour n; fixé, il y a au plus un ns tel que (n1,n9) € S(e, K, Ay, B), mais aussi
que, pour un réseau Ay fixé, on a nq,ny = 0 ou ny,ne < 0. On ne peut avoir qu’'une seule possibilité parce que
le signe de ny,no détermine aussi le signe de v, que ’on a supposé étre positif. Donc dans la suite, sans perte de
généralité on suppose que nq,ne sont positifs. En fait on a dans ce cas ny,ne > 0 (sinon on aurait ny = ny =0
et avec v = 0). On définit les ensembles Ry (e, K, Ay, B), Ra(e, K, Ay, B) des couples (ny,ng) € N* x N* vérifiant
respectivement

det(A det(A
detAa)m gt 10522 qet(A) I B2 <y — g0 < SSHBDM _pot L s10 g 2p2 e (a3 B2
(A )? (A )2
2 — Q2 2 — Q2
/\2 — Q2
<2l2” 2 pp
S T et (Ayg)
(5.3.77)
et
A
0< ng — n10 S gm&Bi
2Tk (5.3.78)

Ao — Qlis « Ao — Qi a
—— KB - — < < —FKB+ —
det(Ay) 2 SIS Gat(hg P13
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et I’ensemble

det(Aqg)ny 1

0< ng — n19 < ﬁ&—B_;
-«
T(e, K, Ag, B) = { (n1,n2) € N* x N* 27 Ak (5.3.79)
ny < MKB
P det(Ag)
Lemme 5.3.21. (Rappelons la notation A (5.1.4).)
S(e, K,Aq, B)AT (s, K, Aq, B) C Ri(c, K, Aq, B) U Ro(c, K, Ag, B).
Démonstration. Tout d’abord, rappelons 1’égalité
det(A
|1 + Opa| = )\M~
2 — Q2
Soit (nl, ng) S S(E, K, Ag, B) @] T(E, K, Ay, B) On a
nilpr 4 Opa| = [nipn + nopg — (n2 — n10)pe| < KB + |uz|(ne — n16), (5.3.80)
D’aprés (5.3.76]) et le corollaire [5.3.19} on a, puisque
2] < lleall < 4/det(Ra),
K
ng —n16 < ﬁBI*% < 16Keby/det(Ag) B 7. (5.3.81)
2 — Q2
Donc 0 (X
|p2|(ne —n10)  |pa|(ne —n16) (A2 — aps) < 32a(ns —m) < &
1 + Ops det(Aq) 2
Notons aussi que, d’aprés le corollaire [5.3.19] (5.3.71)), et (5.3.75)),
py— KB KB B-12-3) ¢
> 3 2 3 2 1,1 2 5
det(Aq) 16bdet(Aq)> ~ 16bdet(A)2d® =~ 27K=b3 2
Donc KB 0
< + |p2|(ne — nq )<)\2_a'u2KB+g<2)\2_a'u2KB.
|M1 + 9,LL2| det(Ad) 2 det(Ad)
Si (n1,n2) € T(e, K, Ag, B) est tel que nqpu; + nope > KB, on a comme dans ([5.3.80)),
[n1pn +nape| < nifur + Ops| + |pal(n2 — n1d),
et donc 0 \
> [nipn +nipe|  |pel(ne —ni6) S Ao,
b1 + Oz |11 + Oz det(Aq) 2
Deuxiémement, comme
nip1 + Nafio _ ny(Aapin — Aipie)  po(ne — 0ny)
)\2 — QU2 ()\2 — a,u2)2 )\2 — U ’
On va montrer que pour tout (ny,n2) € S(e, K, Agq, B)UT(e, K, Ay, B),
’ (A2 — )\1M23n1 eBTF > 2 K22 det(Ag) R B R > 2 ‘“2(”2_”19)’ cBr. (5.3.82)
(A2 — apo) A2 — afio

En particulier, comme on a det(Ag) = Aapg — Aj s, cela implique que

M ek g 5t

‘detmml pt st gy
(Ao — apig)? A2 — g

< 20K det(Ag)2 B 7
)\2 — 02

_ ’MQ(”Q —0nq)

et donc le lemme s’en suit. Pour tout (ny,ns) € S(e, K, Ay, B) UT (e, K, A4, B), d’aprés la proposition [5.3.18
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on déduit de (5.3.81) que
Brl¢0)
Y7 16Keby/det(hy) 16 x 162Kb2 det(Ag)?

(5.3.83)

et

p2(ng —ny0)
A2 — apa

1
T

’s:B" < (B(a)) " pd(ng — 0B+

< 22 Kb det(Ag)2 B 7.
Pour que (5.3.82)) soit vraie, il reste & démontrer que

det(Ag)ny
(A2 — apn)?

Il suffit donc de démontrer la premiére inégalité qui suit du corollaire [5.3.19]

eB77 > 2" Ke2b? det(Ag) 2 BY T

ny = 20 Kb? det(Ad)%Bl_% > 2Me(N\g — ppa)’Kb? det(Ad)%Bl_%. (5.3.84)

D’apreés la condition (5.3.55)) et la condition sur d (5.3.75)), on a

221 % 162022 K2b* det(Ag)® < 22 x 162022 K2b* det(A)3d°
< 2% x 162022 K52 B (2~ +
< B2(x-1)

)

ce qui implique que
B!
16 x 162Keb? det(Ag)?
Donc la premiére inégalité dans ([5.3.84]) qui fallait démontrer découle de ([5.3.83]). O

> 2702 Kb det(Ag)? B 7.

Maintenant on découpe l'intervalle
(Ao — aua)K
’ det(Ad)

en N piéces (avec N a déterminer)

<k

N

[(Az — ) (k= 1)K (A2 — apa) kK ] 1 N (5.3.85)

Ndet(Ad) ’ Ndet(Ad)
On applique le Théoréme [5.3.11]

ﬁT(eﬁ K7 Ad’ b)

g E 1-{n0}< det(Ag)n EB_%

2
1<ESN Qo—apg)(k—1HK (Mg —apg)kK (Ag—apg)
SN 2 NdeZt(Ad) B<ng J%'det(/z\d) B

= 1 . 1 —1 det(A _1 _1
2 2 ( 1{n0} < gt BT e BT <1 {nf)} <yt B

2
1<kSN (Qo—apg)(k—1)K (g —aun)kK (Ag—ang)
SES 2 Ndo2t(Ad) B<ng ]%Idct(?\d) B

= Z Z - Z 117{n0}<%317%_ Z Erk.

Ag—a kK Ao —a k—1)K
ISKSN \ng Ogmoihil p - g Qasaia( Dl ISk

Pour 1 < k£ < N, on définit
17%<u<1(u)’

on a
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Donc d’apreés le théoréme [5.3.11f avec le terme d’erreur précis (corollaire [5.3.20)),

n< Rl B L
_ ngz—i +0 (V(q’))bdet(Ad) log (WB)) (5.3.36
- Nfzzﬁzd)gz—i +0 <bdet(Ad)log <WB)) ’

Donc

1
ke K B~ *
N(Ag—pga)

Z 11—{n9}§

Qo—apg)(k—1K B<n< Q2—apg)kK B

N det(Ag) S TN det(Ag)
k‘EK2 1 kK()\Q — OZ/.LQ)
= 732_7‘ A 1 B
Neder(Ag D 7O (bdet( ) °g< N det(Ay) ))

On calcule maintenant le terme d’erreur provenant du changement de n; en les valeurs du bord des intervalles
(5.3.85). En appliquant le théoréme [5.3.11] & la fonction auxiliaire

1 -1 1
-1 (k—1)eK  p1-1
e e verrr EMNEN S B v vy R A
on obtient
Er, = E 1 geva 1 1
7d)”53*;<1_{n9}<¢ -5
(Mg —apg)(k—1)K (Ag—apg)kK (Ag—apg)? SNz —pza)
2Nc‘1e2t(Ad) B<ng J%det}(lr‘;d) B
< E 1 1 1
= SE=DeK plog o] (nf}< kK BTF
N(xg—pga) S N(Ag—pga)
(Ag—apg)(k—1)K (Ao —aug)kK
2Nr‘le2t(Ad) B<ng zsrdet}(ﬁd) B
= - 1 . 1 1
Z Z DK plog ) (gl ok Bl
N(Ag—pga) S N(Ag—pga)
(Ao —aug)kK (Mg —aps)(k—1) K
n< Jsfdct‘(Lzz\d) B n< 2N:02¢:(Ad)
2
eK _1 kK AQ — Q2
= et 0 (bdet(Ag)log (FER2—012) B )
N det(Ad) Ndet(Ad)
On en conclut que
ﬁT(E,K, Adab)
k€K2 1 K2 1 kK /\2 — Q2
= Y (G mt o (i B2 t) 40 (bder(hglog | PER2 —ar2) )Y
N2det(Aq) N2det(Aq) N det(Ay)

1<k<N

Grace a la condition ([5.3.55)),
log(K B) < log(Kb? B) < log B.

En sommant sur tous les k pour le premier terme (le terme principal)

N 2 2 2
Z 2k5K732_% _ R B> 740 (K BQ_’I”) ;
Pt N det(Ad) 2det(Ad) Ndet(Ad)
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puis sur les termes d’erreur

N K2
_1 kK(/\Q - 04,&2)
B> Ag)log (22222 p
2 NTai(hy " +bdet(Aa) Og( N det(A,)
K? kKB
<« -—— _B¥r 4 bdet(Ay) lo ( >
N det(Ag) d 1<;N SN
« K iy bdet(Aq)N log(K B)
N det(Ay) 4/ 108
K2

= B Ag)N log(B
< N det(Ay) + bdet(Ay)N log(B)

On obtient que

eK? 2

T, K, A = 732_% _—
4T(e K Aarb) = 53my +O<Ndet(Ad)

B>+ + bdet(Ad)Nlog(B)> .

Il nous reste & majorer le terme d’erreur venant du cardinal de Ry (g, K, Ag, B) (5.3.77)) et Ra(e, K, Ay, B) (5.3.78)).
Pour cela on utilise encore une fois le théoréme [5.3.111

ﬁRl(EaK7 AdaB)

- Z 1%53 F 210 Ke2p2 det(Ag) 2 B1TF <1 {ne}g%w*%mwl@?bzdet(Ad)%B“%
n<2 dgt(j(z‘;‘KB 2manz .
3 1-2 A2 — pra A2 — a0
=0 (K22 det(Ag)2 B 7 x 2222 KB 1 bdet(Ay) log [ 22—12"KB
< £b" det(Aq)? X det(hy) WB+bdet(Aa)log { 3o
— O(K?b? det(Ag) B> + bdet(Ag) log(K B))
= O(bdet(Aq) log(B)).

grace a la condition (5.3.55). Quant & Ra(e, K, Ay, B), le méme raisonnement que (5.3.76) donne que
ﬁR2(€7K7 Ad7B) = 0(1)

On en conclut que

S(e, K, Ay, B) = K par (K g + bdet(Aq)N log(B)
8BTS det(Ag) N det(Ay) )08
On choisit

_ 2KB'-%

" b3 det(Ag)

Comme det(Ay) < d? det(A), la condition (5.3.75]) assure que N > 1. On conclut que

e K2

S(e, K, Na, B) = 2det(Aq)

B> 7 + O(Kb? B2 log(B)).

Maintenant on somme sur tous les d petits (5.3.75)). D’abord faisons-le pour le terme principal. En rappelant la
constante O(A) (5.3.50) et en remarquant que det(A4) > d2,

eK? L
diBz_;
11 Z 11 1 M< )Qdet(Ad)
1<d<K 277 det(A) "2 BTE77)
@(A)EK2 =5 K? 21
N — B 5.3.87
2 + > 10 - (5387)

1 1 1 1
d>K2b7 4 det(A)"2B1(377)

= %BQ*T +0 ( K3 %det(A)%B%@*%)) )
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Ensuite pour le terme d’erreur

[N

; . K2bi
3 Kb%B=% log(B) = O (4

FBiC P log B | . (5.3.89)
—% det(A)"EBEC—D) det(A)2

1
1<d<K2b
Cas II. d est grand. Pour les d vérifiant
K3
bi det(A)2

on utilise la formule (5.3.36] m ) de la proposition [5.3.15|avec N = 1+ 4EK , notant que la condition ([5.3.55)) implique
I’hypothése ([5.3.33)) de la proposition. On obtient

Bi(?~%) < d < D(a, K)B'" 7"

ﬂS(€7K7Ad7B)<ﬂ (U,'U)ENQ

Donc la contribution totale provenant de ces d est d’ordre de grandeur

> 0([;2 B2—+b< I;)bgB)

K2b™ % det(A)~2 BI®~ %) <d<D(a,K)B'~ 27

= O(K b7 det(A)2 Bi2~%) 4+ bD(a, K)B "2 log B + Kblog(D(a, K)B "2 )log B) (5.3.89)
= O(K?b% det(A)2 Bi?~%) 4 Kb? B'~ % log B + Kb(log B)?)
= O(K?b7 det(A)2 Bi(?~%) + Kb? B'~ 2" log B)

La formule (5.3.57) est déduite de (5.3.87), (5.3.88) et ([5.3.89). O

5.3.4 Perspective

Le théoréme [5.1.2] ne couvre pas le zoom critique des nombres algébriques de degré plus grand que 2. Les
experts semblent penser que ’expansion en fraction continue d’un nombre algébrique o de degré > 3 n’a pas
de quotients partiels bornés. C’est-a-dire que pour tout réel C' > 0, il existe toujours des nombres rationnels %
vérifiant

C
q q
En terme de la distribution locale (critique), on pourrait interpréter cela comme : les nombres rationnels proches
de « seraient « beaucoup plus nombreux » que dans le cas quadratique et on n’aurait plus de phénoméne de
« trou » .

5.4 Distribution locale sur la surface torique Y}

La surface Y est une surface torique qui n’est pas de Fano. Elle est construite comme ’éclatement des 4
points invariants de P! x P!. Elle peut étre aussi obtenue en éclatant plus de points invariants sous I’action du
tore sur la surface torique X3, qui est une surface de del Pezzo torique de degré 6 étudiée dans le chapitre
Dans la suite on prend le premier point de vue.

5.4.1 Géométrie de Y, et courbes rationnelles sur Y,

On considére la surface torique Y, obtenue en éclatant P! x P! en 4 points invariants [1 : 0] x [1 : 0],[0 :
1] x [1:0],[1:0] x [0:1],[0:1] x [0:1]. L’éventail de V est le suivant.
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4 3 2
5 1
6 7 8

FIGURE 5.2 — L’éventail de Yy

On note O(1,0),0(0,1) les tirés en arriére de sections hyperplans dans chaque P!, et E; (1 < i < 4) les
images inverses des points éclatés. En dehors des points éclatés on utilise encore les coordonnées [z : y] X [s: t
de P! x P!, Les générateurs {p;}>_; des rayons de I'éventail de Yy vérifient les relations

pi+pira=0 (1<i<4).

Ce sont toutes les collections primitives (|[Bat91] Definition 2.6, 2.7, Proposition 3.2) minimales centrées pour
Y. Pour les variétés toriques lisses compléte, les collection primitives minimales centrées représentent les courbes
rationnelles de degré anticanonique minimal. Dans notre cas elles correspondent & 4 courbes rationnelles de degré
lisses 2 relativement au fibré anticanonique passant par @ = [1: 1] x[1 : 1], que I'on appellera les courbes spéciales
et 'on notera Z;(1 < ¢ < 4) d’équations respectives

r=y, s=t, xzs=yt, et axt=uys. (5.4.1)
Elles appartiennent, respectivement, aux classes de
O(1,0), 0(0,1), O(1,1)—Ey—E;5, O(1,1)—E; — E4

dans le groupe de Picard. Pour chacun de ces fibrés il existe un unique diviseur irréductible passant par Q. Il y
a 4 familles de courbes rationnelles de degré 3 relativement au fibré anticanonique passant par () qui sont lisses,
dont les classes sont

o) —-E;, (1<i<4).

Le diviseur anticanonique
OJ;/: = 0(2,2) — E1 — E2 — E3 — E4,

dont les sections globales sont des combinaisons linéaires des mon6émes
xzst, y25t, thy, 52:cy, xyst,

est engendré par ses sections globales mais il n’est pas ample. Sur louvert (s # 0) N (z # 0), en utilisant les

coordonnées (w,z) = (£, 1), on identifie localement I'espace tangent de Q a A? par le difféomorphisme

Q:[x:y]x[s:t]»—>(i—l,i—l):(w—l,z—l). (5.4.2)

Avec cette identification, les 4 courbes spéciales s’écrivent comme 3 droites et une hyperbole de degré anticano-
nique 2 :
z=1, w=1, z=w, zw=1.

Maintenant on associe une hauteur de Weil a w;j.Tout d’abord pour un point P = [z : y] X [s : ] avec
pged(z, y) = pged(s, t) = 1
n’appartenant pas aux diviseurs exceptionnels,

pged(x?st, y?st, t*zy, 2wy, vyst)

= pged (st pged(z?, y?), zy pged(t?, %), zyst)
= pged(st, xy, xyst)

= pged(st, zy)

= pged(z, s) pged(z, t) pged(y, s) pged(y, ).



96 ZHI1ZHONG HuaNG

Donc on peut prendre comme hauteur de Weil

H o A(P)— max(|z?st|, [y?st], [t2xyl, |s*zy|, |wyst]) max(|z2st|, |y st], [t2zyl, |s2zy|)
“vy B pged(2?st, y2st, t2xy, s>zy, vyst) B pged(z, s) pged(z, t) pged(y, s) pged(y, t)

La surface Y, posséde un « gros » groupe d’automorphisme, dans lequel les permutations des coordonnées pré-
servent la hauteur. On peut donc se ramener a la région

R={(w,z):z>w>1}. (5.4.3)
On note
V=0YR)CU=Y,—U_,Z. (5.4.4)
Pour P = [z : y] x [s: t] € V, la hauteur se calcule comme
2
H,1(P) = oy .
Y pged(, s) pged(, t) pged(y, s) pged(y, 1)

La distance que 'on va utiliser est

d(P) = d(e(P), 0(Q)) = max(|z — 1|, |w —1]) = z — L.

5.4.2 Détermination des constantes d’approximation
5.4.2.1 Borne inférieure uniforme
Nous allons montrer que la meilleure constante d’approximation est 2 par une estimation directe.

Proposition 5.4.1.

a(Qv Y4) =2.
Démonstration. Pour P = [z : y] X [s : t] # Q satisfaisant & t # s (les cas ou z # y se démontre de fagon
analogue), on a
t2xy <t )2
H, 1 (P)d(P)? > L
o, (P)AE) pged(z, s) pged(z, ) pged(y, s) pged(y, t) \ s
il "
= —(t—s
pged(z, s) pged(, ) pged(y, s) pged(y, t) 52

> 1.

Cela montre que a(Q,Yy) > 2. Mais les courbes spéciales Z; (5.4.1)) donnent des sous-variétés avec a(Q, Z;) = 2
(remarque [2.1.8)). Ceci clot la démonstration. O

Remarque 5.4.2. Cette majoration uniforme indique un phénoméne de « trou » en dimension 2 dans le zoom
critique. C’est-a-dire, il existe g > tel que pour tout € < £g, et pour tout B, on ait (5U)Q)B,% (x(e)) = 0. Ceci peut
aussi s’interpréter comme une inégalité du type Liouville :

1

W, VP € Yy(Q)—{Q}

(—Uy4

d(P) >

N

5.4.2.2 Constante d’approximation essentielle

Considérons les courbes
Cap : azy(t —s)* = bst(y —x)* (a,b) € N3, pged(a,b) = 1.
Avec les coordonnées (w, z) = (%, ﬁ), cette équation s’écrit
aw(z —1)* = bz(w — 1)%,

Elles forment donc une famille de courbes cubiques passant par les 4 points invariants avec un point singulier Q).
La classe de C,, dans le groupe de Picard est la méme que celle de w{,; et on a

degw;; Ca,b =4.
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Si a = b, la courbe
aylt - 5)° = sty — 2)°

a en fait deux composantes irréductibles
yt=xs et xt=ys.

Lemme 5.4.3. Lorsque a # b, la courbe Cq, est une courbe cubique géométriquement intégre qui est nodale.

Démonstration. Si a # b, le polynéme aw(z — 1)? = bz(w — 1)? est irréductible sur C[z, w]. Une courbe cubique
irréductible singuliére ne peut pas avoir qu’un point singulier qui est nodal ou cuspidal. Les tangentes au point

() sont de pente
lim f lim 1/‘2’:i\/3.
(w,2)—(1,1) W — 1 a (w,z)—(1,1) w a

Donc @ est un point nodal de Cj . O

Lemme 5.4.4. Pour tout point rationnel P = (zg,wo) 0% 2o,wo > 0, il existe une unique courbe C,p passant
par ce point.

Démonstration. On écrit (de fagon unique) le quotient en une fraction positive réduite :

2
ZO('UJ(] + ].) ao
—t = —. 5.4.5
wi(zo+1) by ( )

Alors P € Cyy5,(Q)- -

Géomeétriquement, on considére 7 : ﬁ — Y, Iéclatement de Yy en @, et on note 6’;; la transformation stricte

de C,p. Alors C/'avb est une normalisation de Cy et 7 HQ) = {Q1,Q2}. On peut voir :i:\/g comme l'une des
coordonnées de Q);.

Cas I. a,b sont deux carrés de nombres entiers.

Alors \/g €Qet Q1,Q2 € @;,(Q). Approcher @ sur la courbe revient & approcher un nombre rationnel par des
nombres rationnels. Donc

(Q Ca b) - a(Qza ) deg *1 ab = 4. (546)
Cas II. I'un des a, b n’est pas le carré d'un entier, (noté (a,b) ¢ [1?)

Comme a et b sont premiers entre eux, \/g ¢ Q. Aucun des points @1, Q2 n’est défini sur Q. L’approximation
du point @) le long une branche de C,; est équivalente & 'approximation du point érrationnel quadratique Q;
(dépendant de la branche choisie) le long Cy 5. Donc dans ce cas d’aprés le théoréme

— degw*1 a,b
Oé(Q, Ca,b) = a(Qia Ca,b) = Yfél =2. (547)
Cependant, pour les 4 courbes spéciales Z;, 'approximation au point ) est vraiment une approximation d’un
point rationnel défini sur Q sur P!, a savoir a(Q, Z;) = 2. Bien qu’elle aient la méme constante d’approximation,
le nombre des points rationnels que I'on trouve dans 'opération de zoom sont de grandeur trés différente. C’est
cette différence qui explique les phénomeénes radicalement différents entre les deux types de courbes ci-dessus. On
en conclut

Théoréme 5.4.5. On a
Qess(Q) = a(Q,Yy) = 2.

Par conséquent, il n’y a pas de sous-variétés localement accumulatrices (Définition .

Démonstration. Cela résulte du fait que I’ensemble des C, ; vérifiant la condition (H) est dense (méme pour la
topologie analytique) et de la borne inférieure que ’on a établie précédemment (Proposition [5.4.1) O

Donc la famille ((Cyp)a,b)(a,b)gm2 donnent une autre fagon de paramétrer les points rationnels bien adaptée
4 notre probléme car la constante d’approximation sur elles est 2, plus petite que celle donnée par les droites
générales.
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5.4.3 Zoom sur la surface Y

Nous utiliserons les courbes nodales C, ; pour paramétrer les points rationnels autour de ). Nous avons vu
qu’elles n’ont pas la méme constante d’approximation et nous avons constaté que I’approximation essentielle est
prise sur celles vérifiant la condition (a,b) ¢ [J2. Regardons d’abord ce que la prédiction naive nous donne. On
note r le facteur de zoom et B la borne de la hauteur. Alors dans le zoom de facteur r le nombre de points
rationnels dans le voisinage de diameétre ¢ devrait étre

_ dimYy

cx B(log B)&Pi =1 5 (B~ 7+ ") = O(B'~ % (log B)®). (5.4.8)

SiT > 2= qes(Q,Ys), on devrait pouvoir trouver « beaucoup » de points c’est-a-dire de cardinal au moins une
puissance de B. Si r = 2, a priori cette heuristique prédit qu’il existe trés peu de points dans ce voisinage (le
nombre étant d’ordre de grandeur log). Nous allons montrer qu’en fait il y a au plus un nombre fini de points en
dehors des courbes spéciales dans ce dernier cas.

5.4.3.1 Paramétrage par des courbes nodales

Nous nous bornons a la région R (5.4.3)). Puisque les droites

forment le bord du domaine R, il reste & trouver la distribution dans l'intérieur de R. Grace au lemme [5.4.4] les
courbes nodales donnent un paramétrage local des points rationnels. Donc le dénombrement des points rationnels
dans I'intérieur de R peut se décomposer en des sommes des points sur chaque C, . On va calculer la formule de
la hauteur restreinte a C, ; en choisissant un paramétrage rationnel des coordonnes de P! pour la courbe nodale.
Par la formule (5.4.5)), seulement les courbes C, ;, avec a < b intersectent R. On fixe un couple (a,b) € (N*)?
vérifiant la condition a < b. D’abord on change les coordonnées (w, z) en (w', 2’) = (w—1, z—1). Alors ’équation

de C,p devient
Cap:az?(w' +1) = bw?(2' + 1). (5.4.9)

D’aprés le principe de Bézout, une droite générale intersecte C, ; en 3 points (comptant la multiplicité). La droite
Dy : 2/ = M’ passe par (0,0) La multiplicité d’intersection Cy, N D)y en (0, 0) est 2. Donc cette droite intersecte
Clo,p en un autre point rationnel (w}, z3) différent de (0,0) avec z§ > w) > 0. Un calcul nous donne

, o a=b . a\-b %b b
w)\_)\(b—Aa), Z\ = b—Aa’ a<)\<a . (5410)

Revenons aux coordonnées (w, z).

b(A—1 Aa(A—1 b b
wy— BAZD L AaG 1) (<A<a>~

A(b—Xa)’
Donc on obtient un morphisme de paramétrage

wa,b : Pl — Ca,b

] — ( b(% —1) Za(ij—l)) :(bv(u—v) ua(u—v)>.

Lb—2a)” b—ta u(bv —ua)’ v(bv — ua)

On introduit la notation
di = pged(u,b),  dz = pged(v, a);
ds = pged(u —v,b—a), Dy = pged(u?,b), Dy = pged(v?,a). (5.4.11)
Alors comme on a supposé que pged(u,v) = pged(a,b) =1,
pged(bv(u — v), u(bv — ua))
= pged(b, u(bv — ua)) pged(v, bv — ua) pged(u — v, bv — ua)

= pged(u?, b) pged(v, a) pged(u — v, b — a)
=D1dads;
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pged(ua(u — v), v(bv — ua))
= pged(a, v(bv — ua)) pged(u, bv — ua) pged(u — v, bv — ua)
= pged(v?, a) pged(u, b) pged(u — v, b — a)
=dy Dads.
On trouve le paramétrage suivant pour les coordonnées primitives dans P! x P!,

. u(bvfua)’ Y- bv(ufv)’ . v(bv—ua)7 ‘o ua(ufv). (5.4.12)
D1 dads D1 dads dy Dads dy Dads

On a alors, puisque D1|d?, Ds|d3,

u—v bv ua u—v
d(y,t) = —— d = ;
pged(y, t) g, e (D1d2>d1D2> 5

blu—v) (bv—ua)dy\ _ v
Dids ' diDyds ) dy’

v
pged(y, s) = d: pged (

(bv —ua)d; a(u—v) u

d(x,t d - .

pged(w, t) = d1 p8e ( Didod; ° Dods dr
bv — ua udy vds bv — ua

d(z,8) = 210 poed (401 Y92 .
peed(w, 5) = 75 pee (D1 ’ Dg) dydads

Enfin on obtient la formule de la hauteur restreinte a C, 5 induite par I'image inverse sur P! dans la région R :

pour [u: v] € P! satisfaisant a \/g <ucb

t2xy
pged(z, s) pged(z, t) pged(y, s) pged(y, t)
_ b(ua(u —v))?
(D1 Dod3)?

Hpi Wap([u:o])) =

Pour ¢ > 0, B > 0 fixés, on prend la fonction de test x(¢) et 'on regarde la distribution locale dans le voisinage
de diamétre ¢ intersectant la région R, c’est-a-dire la quantité

t
P=[z:y]x[s:1 Bid(P)ZBi(S—1><E
1) r(x(e)) = t
v,Q,B.r(x(€)) =1 x,y,s,t>0;;>£>1 . ay .
Y “vi ) pged(w, s) pged(z, t) pged(y, ) pged(y, £)

(5.4.13)
On le décrit comme un probléme de dénombrement. Pour un couple (a,b) € N2 u # v satisfaisant & a < b,

prem’
considérons 'ensemble E(a,b, e, B, r) des (u,v) € N2, vérifiant (cf. (5.4.10] (5-410))

2

b b , L u 2
S<Z<2, Brd(P)=Br¥_—= e, (5.4.14)

a v a b_u

b(ua(u — v))2
H 2 (g sl : 2quau — 9 < B. 5.4.15
wy41 (1/1 )b [u U]) (D1D2d3) ( )
Alors
dv.o.er(x(€) = Z 8E(a,b,e, B,r). (5.4.16)
a,beN2 a<b

prem?

5.4.3.2 Zoom critique : la finitude

Théoréme 5.4.6. Pour tout € > 0, on a que, pour tout B >, 1

7

Svop2(x(€) = Y #E(abe B,r)=0.(1).
(a,b)€D2
a<bge?

Par conséquent, la sous-variété U}_, Z; est celle localement faiblement accumulatrice (définition . Il n’existe
pas de mesure limite pour le zoom critique.
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Démonstration. On démontre d’abord que, pour € > 0 fixé, en utilisant le paramétrage ci-dessus, dans le cas
critique (r = 2), il n’y a qu’un nombre fini de courbes C, 5 qui interviennent.
En factorisant v, I'inégalité (5.4.15|) s’écrit

2 2
vlba? ((”) (3 - 1) ) < BD?D2d2.
v v
Comme on a supposé que u #* v, on a donc

\___ BDID3  _  BDID33

. 5.4.17)
b2 ()" (2-1)7) g (ﬁ_ 1)
Donc en combinant avec (5.4.14}), on en déduit
b 1
lau? — bv?| < eav? ( — u) B™r
a v
e (b . f) DiDady oy
a a by/a (\/E_ 1>
- 51)11)2ng%7%7
Vb
d’ou )
2_ b’U2| B 2
b (e =P e 4.1
€ ( Dy Dods (5.4.18)

Notons que Dy, D3, ds sont premiers deux & deux. Une observation importante est que
Dy Dslau® — bv?,  ds|a(u® —v?) — (b —a)v? = au® — bv?,
et donc
Dy Dyds|au® — bv?.

Cela nous donne la majoration du paramétre b pour r = 2 :

bh<e? M _2<52
~ D1D2d3 ~ )

ce qui signifie que dans un voisinage fixé aprés zoom, le nombre de courbes nodales est uniformément majoré, a
savoir

Sv.B2(x(€)= > #E(a,b.e B,r).

a<b<e?

Parmi ces courbes C, 5 qui interviennent, si (a,b) € 02, on a a(Q,Cyp) = 4 (5.4.6). Alors la Proposition
nous donne que
0Q,Cu,.2(X(€)) = §E(a, b,e,B,2) =0
pour tout B . 1. Pour tous les (a,b) ¢ 0%, sur P! (I'image inverse de 1, ;) on a une distance et une hauteur
induites de celles sur Yy, la hauteur étant équivalente & la hauteur de Weil canonique Hop1(4) (cf. (5.4.14]),
(5.4.15))). Comme (5.4.7), le zoom induit sur C,; avec le facteur » = 2 est exactement le zoom critique. La
majoration découle donc de la proposition [5.3.3] D’aprés le théoréme [5.3.1) pour tout € > n > 0 suffisamment
proches, on a
limBinf dv,Q,B2(x(,m) = hmBinf 5Q,U(a,b)€2‘]2 Cuv.B2(X(€,1)) =0,
b<e

alors que pour tout (a,b) ¢ (12, il existe certains couples (e,7) tels que
limsup dv,@.5.2(x(€,1)) = limsup dq.c, ,.5.2(x(, 1)) = 1.
B B

Cela démontre la non-existence de mesure limite. Le fait que Z; est localement faiblement accumulatrice découle
du théoréme puisque Hw;: |z ~ Ho,, (2) sur Z; et donc

87,.0.82(x(€) ><. B?.
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5.4.3.3 Zoom sous-critique : une borne inférieure

On va démontrer une borne inférieure du nombre de points rationnels dans le zoom sous-critique (r > 2)
basé sur le fait que sur certaines courbes nodales on trouve « beaucoup » de points avec la hauteur et la distance

induites (théoréme |5.3.16)).

Fixons €1 > €9 > 0,7 > 75 > 1. Nous nous bornons & la région

/
W =W(ey,e9,71,72) = {(w',z') eR?:e9 <2 <e1,m < z < 71} C R. (5.4.19)

w/
L’énoncé précis est le suivant. Rappelons que V = o~ }(R) C Yy = U}, Z,.

Théoréme 5.4.7. Pour

144 1
2 == = 42
<7’<55, 0<’I7<35, (5 0)
on a
5V,Q7B,T(X(W€1,5277'1,7'2))

>B(1+n)(%*%)(lo B)? ( C / (Wi(e1,e2, 71, ))dw’dz’ +0 b

= g 2 X 1,2, 711,72 Z/ i, logB ,
o

=5 (o (-2 T 2) (o2 B )

5.4.3.3.1 Comptage sur les C,

Au vu de (5.4.16)), on va appliquer le théoréme [5.3.16[ pour compter le nombre de points dans le zoom de
facteur r induit sur chaque Cj 3, & savoir le cardinal de chaque E(a,b,e1, €2, B, 1), avec un terme d’erreur précis.
Rappelons la définition de la fonction ¥y (5.3.52)). On définit une fonction arithmétique g : N — N donnée par

g(n) = Hp[%l n €N, (5.4.21)
P

et deux fonctions arithmétiques multiplicatives

U(n) =Y i(d)) @ = Uy (d)¢(d). (5.4.22)
d|n

eld d|n

b(n) = 3 THED) S ) 5 D) o) (5423

dln eld d|n

Proposition 5.4.8. Supposons que

144
2<r < — (5.4.24)

55
Alors pour tout couple (a,b) satisfaisant & (5.4.35)),

1
2<bal <7 et b7 < 02 pi-t. (5.4.25)
T1 — 1
on a que, pour tout § > 0,
ﬁE(a’ab7€1a€27B7r) = ﬁE(a7b7€17Bar) - ﬁE(a,b,EIg,B,T)
3 O(b)P(a)¥(b—a) (5.4.26)

11 23 3(1_1

= o2 ba% (81 *62)32 v +O7'i751‘,,6 <b8+6B4(2 r)logB)
Remarque 5.4.9. Si l'on identifie localement une branche de C,;, avec espace tangent de P! en le point \/g ,
la proposition [5.4.8] indique qu’il existe une équidistribution sur chaque C, 4 ((a,b) ¢ 0?) avec la hauteur et la

distance induites (cf. (5.4.14), (5.4.15))).
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Démonstration. 1l suffit d’estimer le cardinal de E(e,a,b, B,r) pour ¢ fixé. La condition (5.4.15)) correspond a
la restriction de la hauteur Hw;l sur Cg 5, et une inversion de Mobius conduit & une condition de réseau. Dans
4

un premier temps on voudrait réduire la condition ([5.4.14) en un zoom avec une distance induite sur l'image
inverse de P! — C,, ;, pour que 'on puisse appliquer le théoréme 5.3.16} On va approcher le cardinal de ’ensemble
E(g,a,b, B,r) par celui de 'ensemble F'(e,a,b, B,r) des [u : v] satisfaisant & (rappelons les notations (5.4.11]))

b b b b 1
,<E<,’ E_ <E<\/7_]_> B_?7 (5427)
a v a v a 2 a
o< BD%D%CZ?))
B PR
b2a (\/ ba—1 — 1)

On compare maintenant ces deux ensembles. Compte tenu 'encadrement sur 7, la condition (5.4.14) implique

que
. | ) -1 =1 X )
U b - ba uv L ba Vba Jou 1 ( b )537‘.

(5.4.28)

-1
a

v Ve S Ve S et 2
En combinant avec la majoration de v obtenue & partir de la condition (5.4.15)), on conclut que
E(e,a,b,B,r) C F(e,a,b,B,r).
De plus en rappelant ’hypothése sur (a, b), on a d’aprés ,

u\/zgg(ﬁl)B}
v a 2

1 w ' —=vba=1 ba~!=+Vba—l  ba"!—+Vba"! 1
—1)eB v — eB™r

Donc
ba—t — ! 1
————¢¢B7" >

wv—1 4+ vba~1

+ —
wv~1 4+ v/ba~! 2vba—1 wv~1 + v/ba~!

ro| ™
~
ISERS

€ b 1) et uv™! —Vba~! N (™t = Vba=1) (12 — 1) gt
2 a 27‘2 47‘2

() ept St
2 a 87y

Cela implique que
F(e,a,b,B,r)—E(e,a,b, B,r) C G(g,a,b, B,r),

ou

S b 1 2 u b 3 b 1
“(\/==1|B 7 —AE, ) B 7 <——/-<=|4/-—1]|B°~
(’LL,’U) €N12)rem 2 ( a ) (E’T) v a 2 < a )
G(a,b,e,B,r) = ,
( ) \/E - % - g o< BD?D3d3 2
b%a (\/ba_l —1)

2 2
€ — 2 —1 . . . . ey s
avec A(e, ;) = %. Ensuite on va borner le cardinal de G(e, a, b, B, r). Par une inversion de Mgbius,
on a

3
tG(a,b,e, B, 1) = > (H M(e,»)) tG(ei, fi,a,b,, B)
i=1

ei,fi

e1fi|b,ez2 f2la,es f3lb—a

ol

G(ei7 fia a, b757 B)

prem a

— b —1 —1 b —1
Vv oa 2< uv 2< Qa v4 _ Bf12f22f32
e u”,e vee uU— v = 2
Lf1lu”, e fa|v”, e3 f3 b2a( T 1)

€ b _1 _z _ U
(u,v) € N7 2( —1> " —Ale,)B §<;—
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Le points dans cet ensemble se trouvent dans I'intersection d’un triangle, dont 'origine est I'un de ses sommets
. 1 2 1
et l'aire est de grandeur O, (B2~ 7 f1 fafsb"la=2), avec le réseau

Ac,s, = {(2,y) € Z% : e1 fr]2®, ea foly®, es f3ly — x}
= {(z,y) € Z* : gler f1)|z, g(eafa)ly, es fs|y — x}.
Puisque pged(e; fi, ejfj) = 1 pour i # j, on vérifie que
det(Ae,r,) = glerfi)gleafo)esfs < erezesfifafs.

Le lemme suivant nous permet de contréler le nombre des points entiers primitifs dans une région planaire autour
de lorigine. Pour une démonstration, voir [Hea84, Lemma 2].

(5.4.29)

Lemme 5.4.10. Soit A C Z? un réseau. Soit E C R? une partie convexe dont le bord est lisse par morceauz
avec (0,0) € E. Alors

Ho = (w122) € AN B pged(an, 22) = 1} <4 (1 + 221((]3) .

En utilisant ce lemme, on obtient que pour tout 0 < &, < 1, comme 7(n) <, n° ([Ten95] 1.5 Corollary 5.3),
0.(n) <5, n"t% [Ten95, Theorem 5.7],

R D v (R )

3
bzejeqe
e1fi1lb,e2 f2]a,es f3lb—a 15253

<z, Z 7(n1)7(n2)7(n3)

ni|b,nzla,nzlb—a

<617 Z (n1n2n3)61

n1|b,nzla,nzlb—a
L7,,61 06y (ba(b - a’))
<55, b2

i

ou d1, do peuvent étre arbitrairement petits. On en conclut que
#E(e,a,b, B,r) = tF(s,a,b, B,r) + O, 5(b°).

Maintenant on compte le cardinal de F'(a,b,e, B,r). Comme on a fait pour G(e, a,b, B,r), et par une inversion
de Mdbius on obtient

3
tF(a,b,e, B,r) = > (H u(ei)> 4F (e, fi,a,b,e, B, ), (5.4.30)

e1fi1]b,ez2 f2]a,es f3lb—a \i=1
ou

o<t e \/31 B+
c N2 v a 2 a

(U,U) prem
2 2 £2
e1f1lu?, eafolv?, esfalu — v vt < Bfififs

t2a (Vba T - 1)2

F(eivfiaa7b7EaB>r) = (5431)

Nous allons appliquer le théoréme [5.3.16] A cette fin on prend dans (5.4.31))

A/:Aeifi’ K = (flfod)% ’ 5/22 ( b_1> .

Notons qu’ici la signification de B et r sont différentes. On prend

1
B'=B1, =
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Lemme 5.4.11. La condition (5.4.25|) sur r et b implique les condition (5.3.54) - (5.3.56]).

Démonstration. La condition (5.3.56f) se traduit en
[T, J:
bg(erf1)’gleaf2)?e3 f5 < . B
@h) gl S < Pl -1
qui est elle-méme impliquée par la condition

3 3
bH62f2 T Rl | CY R

En utilisant la majoration

d’out la condition (5.3.56). De plus, (5.4.25) sur r entraine que 3 < r’ < 28 < & et pour un tel 7 on a

2 /1 1 < 4 ( 1 1) 3 ( 1 1)

17\2 r 5\b'r 4 5 r’ )’
Donc ([5.4.25) implique la condition suivante vérifiées de la méme facon, qui elleeméme implique (5.3.55)) pour
tout B>, . 1

|

INE

b3 < 72U (1, 6(m2 — 1)/2)B3 G180 —%)

O

Suite de la démonstration de la proposition Donc on peut appliquer le théoréme |5.3.16| avec les quantités
Ae,s, K' €', B', 1" ci-dessus, et on obtient, compte-tenu du calcul (5.3.51)),

li (eivfi7a b g, B T)

B 4ba2 +O(( )b

— i\lh(det( eifi))f1f2f3
272 paz det(A.,r,)

NG
N|=

det(Ae, ;)

<(elezeg)2Sf1f2fs)Z BiGDlog B + b3 (f1fofs) B~ z}T]ogB>.

(5.4.32)

Biz—%) log B + K'b?Bi~2r logB)

B2 v +0

En reportant dans ([5.4.30f), on calcule la somme du coefficient du terme principal

3 det eifi 1J2
Z 1:[ (Ae,p ) frfofs

det(A.. r.
e1f1lb,e2 f2]a,es f3|b—a @ e( ezfz)

_ Z Wy(g(erfi))erfr pler) Z V1(g(eafa))eafz plez) Z ‘111(63]”3)#(623)

sl glerfr) el g(e2f2) )
— (b)D(a)U(b— a).

ez fala esfslb—a

Rappelons la majoration pour la fonction o, [Ten95, Theorem 5.7],

ox(n) < n® (k>1), 0.(n) <sn" (0 <k <1,V6>0).
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On peut majorer le terme d’erreur de la fagon suivante. Pour tout § > 0,

1 5
€1€e2€3)2(J1/2)3)4 _z 1
> ( )bﬁf fofo) g > (ningng)?os(n1)os(n2)os (ns)
e1fi|b,ez f2la,e3 f3lb—a : nilb,nzla,nzlb—a
_z
L5 b7s > 0315(b)osy5(a)os,s(b—a)

ni|b,nzla,nzlb—a

<5 bTTET = pFHD,

Et pour tout g > 6y > 361 >0,

3 1 3
> bi(f1f2f3)7 = b7 > oi(ni)oy(nz)oy(ns)
e1fi|b,ez2 f2la,e3 f3lb—a n1|b,nala,nzlb—a
<<51 b% Z (n1n2n3)%+61

ni|b,nala,nzlb—a
3
<5, bioys (ba(b—a))
<5, b%+62.

Compte tenu le terme d’erreur provenant du cardinal de G(a,b, e, B,r), on en conclut la formule asymptotique
(5.4.26)) sur chaque courbe C . O]

5.4.3.3.2 Obtention de la borne inférieure

Démonstration du théoreme[5.1.7. Tout d’abord rappelons le difféomorphisme local ¢ (5.4.2)) et les notations de
coordonnées de ’espace tangent
(w,2)=(w-1,2z-1).

On déduit un encadrement des (a,b) tels que la courbe C, ; intervienne dans le dénombrement (5.4.13) quand
on prend la fonction caractéristique x(W(e1,¢e,71,72)) de la région W = W(ey,e,71,72) (5.4.19) dans R (5.4.3)).
La condition de zoom dit que

max(w',2) =2 =2 —1< e B 7. (5.4.33)

Prenons un couple (a, b) vérifiant la condition (5.4.35)), d’aprés I’équation (5.4.9) définissant 'image de la courbe
Cap,0n a
_ P+
a (W) +1)
On note )
d(e,B)=1+eB™ .
S’il existe (w',2') € W N B_%Q(Ca’b), alors d’aprés ((5.4.33) on a

2 2
72 3

31, B) 1+ e1B™7

b
<- < +e1B7) = 728(e1, B),
Maintenant prenons un couple (a,b) vérifiant (5.4.35) et
9 b
T750(e1,B) < o <
Puisqu’un point (w’, 2’) € o(Cy ) vérifie

(=) _ b +1)
(w)?  alw +1)’

Sl

la condition de zoom implique que sur la courbe Cjp, si max(w’,2’) < e1B~r,

o 728(e1, B) _ (z')2  12(1+e B 7)

2
= T < =T7.
? T 14eB T (w)? 4(e1, B) '

Donc (w', 2') donne un point de W N B~ 7 o(Cy p).
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On restreint le dénombrement sur les (a,b) tels que (a,b) ¢ 0% car c’est sur de telles C,;, qu’on trouve une
équidistribution de points pour le zoom sous-critique (Proposition [5.4.8)). On en conclut que

0v,0.Br(X(Wer, e2,71,72))

* *

5.4.34
> Z ﬁE<€1;€27aab7B)+O Z ﬁE(€1,€2,a,b,B) ) ( )
B<E<T] b2
a é(el,B)<a<T26(€1’B) ou
2
ﬁ<%<7’125(61,3)
ot le symbole * signifie que la somme est prise sur les (a,b) € N2>1 tels que

pged(a,b) =1, a<b, (a,b)g? (5.4.35)

et les ensembles F(a,b,e1,e9, B, r) sont définis de maniére analogue & E(a,b, e, B,r) en remplacant (5.4.14) par

1 . . . . . .
€9 < B7d(P) < €1. Pour arriver a sommer le cardinal des E(e1,e2,a,b, B), on a besoin du lemme suivant, qui
nous conduit au probléme de diviseurs des formes en deux variables.

Lemme 5.4.12. Rappelons les fonctions arithmétiques 7 (5.1.2), ¥ (5.4.22) et ® (5.4.23). On a pour tout
n e N)l,

U(n)<7(n) et ¥(n)<d(n)<vVn¥(n).

Démonstration. Puisque 7, ¥, ® sont positives et multiplicatives, il suffit de comparer leur valeurs en les puissances
des nombre premiers. Fixons un nombre premier p et £k € N, on a

1— —1
T (ph) :1—1—]4;1_'_]];71 <14k=70p").

Quant & ¢, on a

k
o) =D T (p e Np " le(p!)

alors que

D’ou le lemme. ]

On voit ailleurs que la différence entre ¥ et 7 est « petite ». Le terme principal (5.4.26]) sur chaque courbe
nodale admet donc une minoration de la forme
O(0)P(a)¥(b—a) _ ¥ (b)V(a)V(b—a)

o > ” , (5.4.36)

qui fait disparaitre la fonction ® et laisser la fonction ¥ qui ressemble & la fonction 7 au sens de la convolution,
dont l'ordre moyen de ce type est connu grace & une série de travaux de R. de la Bretéche et T. D. Browning
(|[dB11], [dB10], [Broll]). On donnera les détails dans les appendices, ot nous décrivons ces résultats.
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On est en mesure de sommer sur les courbes Cy , des paramétres (a, b) vérifiant

b< B'177) = o(BFGD)

)

qui correspond & ([5.4.25)). Tout d’abord d’aprés la proposition on obtient, pour chaque tel (a,b) fixé, la
minoration

() P(a)P(b— 1_1 : 31
nE(avb;EhE%BaT) = ig ( ) (a) 1 ( a) (51 _52)B§_; +O7'i»€i15 (b%d—i_éB%(é_%) 1Og B)
27; \IJ(b)\I/(b(ﬁI/(b ) (5.4.37)
> 2 il a (61 —2)B> % + O, oy 5 (b%HB%(%*%) logB)
27T2 baE KEEER

Afin d’appliquer la proposition [6.2.3] sur l'ordre moyen des diviseurs de formes binaires, on étend la somme
(5.4.34) sur les (a,b) vérifiant la condition (5.4.35) en rajoutant les (a,b) vérifiant la condition (a,b) € O0?. Le
terme d’erreur correspondant est de grandeur

Z \IJ(b)\IJ(a)\IJ(b — a)Béfi < Z \11(62)\I/(d2)\11(c2 _ dg)B%—%
2 baz 11 C2d
1<max(a,b)<B"’(l’7) 1<max(c,d)<3"(r:)
a<b,(a,b)€|:|2 c>d
() 7(d*)7(* = d®) L1
B I
< > N e 1
1<max(c,d)<3”(§*7)
c>d
1 11
<o Z 02—51dB2 "

n(;_;
1<max(c,d)<B'\2 T

<5, B+ log B

pour tout §; € |0,1[. D’apres la formule de la proposition la somme des termes principaux dans
(15.4.37)) est

Z 3 Y(b)¥(a)¥(b—a) (er — 82)3%_

272 ba%

Sl

2
a<b<B" )
i<t
pged(a,b)=1

= 0 <n<1 - 2>)3 (1 - 1) (61— e2)BITM =) (1og B)* + O(BUM (37 (log B)?)
T T T2 T1

1 11 11
N CQLE]EQ,El]g*zdedz’ B3 (log B)? + 0(BMM(3-1) (1og B)?)
0€] 12,71
dw/dzl (1_;'_77)(1_;) 3 (1+n)<;_l) 2
=1 Cs X(W(E1,€2,T1,T2)) > B 2 r (logB) —I—O(B 2 r (logB) )

La contribution de la somme des termes d’erreur dans est majorée de la fagon suivante.
S pFHBIGDIgB< Y bEHHBIGTDgB
a<b<B"1— %) b<Bn(1-2)
< BUPnH+200(-1) 1og B
= O(B(1+77)(%*%) log B),

grace a la condition ([5.4.20)) sur r et pour
1
0<8 < ——35.
n

Pour controler la somme du terme d’erreur dans ([5.4.34)), on utilise la majoration pour la fonction & donné par
le lemme [5.4.12} Le terme principal ([5.4.26)) admet donc la majoration de la forme

OB —a) _ LO)W(a)¥(b—a)

bas b

< 7(b)7(a)7(b—a).

=
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Les (a,b) € N> vérifiant la condition

7 b 2 b
ﬁ <-< 130(1,B) ou ﬁ <o < m28(1,B), et a<b< B11-%) (5.4.38)
se trouvent dans deux triangles de 'aire
1 1 1 1
B*0-30. (68(e1,B) — ——— | = O,,(B"G=#)=%).
i (817 ) 5(61,3) 1( )

Rappelons le lemme [5.4.10] et 1la majoration pour la fonction 7, on obtient que, pour tout § > 0,

ﬁE(€13527aabaB)

(a,b) vérifie(5.4.38)),
pged(a,b)=1

Ly s > rBr@rb-a)BiF+ S p¥HBIG DB
(a,b) vériﬁc, a<b<B"(17%)
pged(a,b)=1 X

1

<<61177'i15 Béi%Jré(len(?i%)i% + 1) + B(1+77)(%*%) IOgB
Copriy BEEHO L BUEDG-D4o-d | pU+NG-H) 100 B,

Pour que cette majoration soit satisfaisante, il faut que

1 1 1 1 1 2r
m+n(---)--<q o) esp< .
(77+)(2 r> r ( "‘77)(2 T) K T—2
Cela est valide & cause de la condition (5.4.20). La preuve du théoréme est achevée. O

5.4.3.3.3 Remarque

Nous expliquons une raison pour laquelle nous ne choisissons pas a établir une formule asymptotique pour le
zoom sous-critique. Comme ’on a vu, la prédiction naive affirme que la puissance de B devrait étre 1 — % En
fait on a

b=0.(B'"7)

d’aprés (5.4.18). Le terme principal de la borne inférieure (théoreme deviendrait B~ 7% (log B)® si l'on
pourrait prendre la constante n = 1. Une difficulté se cache sur l'exactitude de la formule pour les
paramétres (a,b) grands (c’est-a-dire a,b > B* pour certain 0 < A < 1 — 2). Dans ce cas le zoom sur la courbe
nodale C, ;, compte au plus un point et la technique utilisée dans ce texte ne permet pas de déterminer s’il est
non-nul ou pas. Dans [4] nous avons surmonté un obstacle similaire a I’aide de la transformation de Cremona.
Mais cette astuce n’est plus applicable ici car la transformation de Cremona préserve les courbes C 4.

5.4.4 Interprétation en terme d’ensemble mince

Le but de cette section est de signaler le fait que les points de Y sont en bijection avec un ensemble mince de
P! x P'. Notons que, outre le morphisme d’implosion utilisé jusqu’a maintenant, la surface Y, posséde un autre
morphisme vers P! x P! comme suit.

Le diviseur w;: définit un morphisme birationnel

f: Y, =»Vcp?

dont 'image V' est une surface torique de del Pezzo de degré 4 singuliére de type 4A; définie comme I'intersection
de deux quadriques dans P* :
ToT, = Tolz = T3, (5.4.39)

et I’éventail est un « croix » qui ressemble & celui de P! x P!,
Le morphisme f est en fait la désingularisation minimale torique de V' puisque les diviseurs Do; 1 (1 < i < 4)
ont le nombre d’auto-intersection —2. L’équation

ToT] = ToXs (5.4.40)
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4 3 2 4 2
5 1
6 7 8 6 8

FIGURE 5.3 — La désingularisation Y, — V

implique (comme pour toute surface de del Pezzo de degré 4 fibrée en conique) que Y, posséde deux projections
vers la droite projective, et donc un morphisme g vers P! x P! qui est fini de degré générique 2. Plus précisément,
g est défini de la facon suivante. D’abord la projection p : P* — P? depuis le point [0 : 0 : 0 : 0 : 1] est bien
définie sur V. La variété de produit s’injecte sur P? comme une surface quadrique :

[w:v] X [s:t] — [us: vt : ut:vs].

Si I'on utilise les coordonnées [z : @1 : @9 : 23] venant de P*, I'image de P! x P! est définie par I'équation
(5.4.40). En rappelons les équations ([5.4.39)), @ induit un morphisme V — P! x P! de degré générique 2 dont
I'image est un ensemble mince de P! x P1(Q) :

{[u:v] x[s:t]:wvst € O}. (5.4.41)

En les composant, on voit que le morphisme A = go f : Y; — P! x P! est un revétement lisse de degré générique
2. De plus, on a

Wyl = fr(wyh) = h*(Opi (1) K Opa (1)).

Le lieu de ramification est sur les diviseur du bord, donc autour du point [1 : 1] X [1 : 1], f est un difféomor-
phisme. Par la fonctorialité de la hauteur on peut se ramener au cas de P* x P! restreinte a 1’ensemble mince
. Ceci pourrait réexpliquer le fait que ’approximation rationnelle des nombres rationnels est équivalente
a lapproximation rationnelle des nombres quadratiques.

5.4.5 Autres variétés toriques

Dans cette section, on produira des variétés toriques de dimension supérieure sur lesquelles en dehors un fermé
de Zariski les meilleures approximants se trouvent dans une famille de courbes nodales, comme pour Yj. Elles
sont construites en fait comme produits de Y, avec d’autres variétés toriques.

Pour tout n € N*, considérons la variété V,, = Y, x Pg. On note 71, 7o les morphismes de projection vers Yy
et P".

Proposition 5.4.13. Pour Q € V,(Q) dans lorbite ouverte, on a

Ozessw‘71 (Q) = Oéessw;; (’/Tl(Q)) + aesswl;ll (7T2 (Q)) =n+3,

n

qui est atteinte sur une famille de courbes nodales couvrant un ouvert dense de V.

Démonstration. On peut supposer que m1(Q) a pour coordonnées [1 : 1] x [1: 1] et m2(Q) = [1 : --- : 1]. Tout
d’abord, comme w;nl =77 (w;j) @75 (wﬁi), on choisit la hauteur de Weil associée a w;ﬂl comme

Hoor (@, [yo - syn]) = Hoor (@) Hoza (lwo - cym)), - Hozp (fwo s+ wn]) = max (Jua)"

Wy, Wpn 0<i<n

et la distance d comme le maximum de celle d; sur Yy et ,dy sur P™ définie par la formule (pour yg # 0),

N _ Y
(@) -+ ) = a2 <1,
Par définition, si [yg : -+ : yn] # Q,
do(m2(Q), [yo : -+ yn))" T H =1 ([yo <+ ym]) = 1.

wpn
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Donc pour un point général P € V,,(Q) tel que di(7m1(Q), 71 (P)), da(m2(Q, m2(P))) # 0, on a, d’aprés la Propo-

sition [5.4.1}

d(Q, P)"**H ;1 (P) 2 di(m1(Q, m1(P))*H o1 (11 (P)) x da(ma(Q, m2(P)" Hu _, (m2(P)) > 1.

-1
Yy “pn
Cela démontre que Qess ot (Q) =n+3.

Ensuite on construit des courbes nodales dans V,, & partir de celles dans Yy. Avec les notations dans la section
pour (a,b) € Ny .,,a < b, on a construit une courbe nodale C, ; dans Yy avec le morphisme de paramétrage

Yap (.4.10). Maintenant on prend une droite [ dans P™ avec un paramétrage ¢; : P! — [ qui envoie [0 : 1] sur
m2(Q). On définit un morphisme de paramétrage comme suit

g;a,b,l : P1 — Vn,

Vapi([w:v]) = (Yap([u:v]), v 0045([u: v])),

o, : P! — P! est défini comme le revétement double
Oup([u : v]) = [au?® — bv? : V7).
On voit que 'image de ¥, ;; est une courbe rationnelle D, ;; nodale en () = Lpawb’l([:t\/g : 1]) avec
deg,,1 (Dabi) = degw;: (m1(Da,p1)) + deg,—1 (m2(Dapi)) = 4+ 2(n+ 1) = 2n + 6,

comme 7y 0 9y o 8, définit une droite double. On en déduit que

degw;l (Da7b7l)

5 =n+3.

aw;i(Q7 Dap) =
O

Plus concrétement, comme ’approximation diophantienne des nombres quadratiques est équivalente a la
structure des équations de Pell-Fermat généralisées (cf. Section [5.2.2)), en choisissant une famille de solutions
primitives (3*) de I'équation

az? —by? = a,

on obtient automatiquement une suite d’approximants P,, = ¥, p1([%y : yn]) du point @ sur V,,. Puisque 'on a
I’équivalence de hauteurs
Hw\;; (Pn) ~ Hopl(2n+6)([$n S Ynl]) ~ yin%,
et ’équivalence de distances
x2 b Tn b
di(m1(Pn), Q) ~ da(m2(Pn), Q) ~ 2 Val~lm Val

on est ramené au probléme de I'approximation diophantienne d’un nombre quadratique particulier et la constante
d’approximation se déduite des théorémes de Dirichlet, Liouville, et Roth.
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6.1 Distribution locale d’un point rationnel sur la droite projective

Dans un souci de complétude, nous redémontrons le résultat de S. Pagelot concernant la distribution locale
d’un Q-point @ sur la droite projective Pé. Pour simplicité on suppose que @ = [0 : 1] ; le résultat pour un point
général différe par une constante.

6.1.1 Enoncé du théoréme

Théoréme 6.1.1 (Pagelot [Pag08]). On a a(Q,Pl) = aess(Q) = 1. On fize la hauteur de Weil absolue associée
au fibré O(1) définie par

H([u:v]) =max(|ul,|v]), (u,v)€Z, pged(u,v)=1,

et l'on note v > 1 le facteur de zoom. Soit f une fonction intégrable a support compact sur ToP*. Alors

— sir =1 alors
d

ol

— st > 1, alors

4
3

1.0, (1) = B+ 5 [ 1(@)da+ 05 (Bllog B} oglog B) ).

On voit que das les deux cas la mesure asymptotique existe. Pour le zoom critique, si Supp(f) C ]-1, 1],

alors ép1 o p1(f) = 0. On observe donc qu’il y a un « trou » autour du point (). Pour un zoom sous-critique
(c’est-a~dire r > 1), la distribution est uniforme.

6.1.2 Démonstration du théoréme

Rien dans cette section n’est nouveau. Le but est de rappeler comment traiter ce type de probléme dans
le cas le plus simple. Une observation basique, qui est aussi celle que 'on va suivre dans la suite, est qu’au
lieu de considérer des fonctions intégrables générales, il suffit de regarder les fonctions « simple », c’est-a-dire
les fonctions caractéristiques d’intervalles, car ces fonctions suffisent pour caractériser la convergence faible de
mesures de probabilité.

On note les coordonnées de P par [u : v]. Sans perte de généralité on peut supposer que u > 0. Puisque le
point & approcher est @ = [0 : 1], on utilise le difféomorphisme local p défini par

u
[u:v]— — €R.
v
Alors @ est envoyé sur Porigine O. Sur ToP! on utilise la distance canonique

d(fu: v, Q) = |2|.

Par symétrie, il suffit d’examiner les fonctions caractéristique des intervalles |n, ] C |0, co[. On désigne par x (7, €)
une telle fonction. Nous remarquons ici que 'usage de cette notation a un sens légérement différent dans les parties
précédentes du texte. L’étude de la convergence de la suite {dp1 o 5 ,(X(7,€))} revient a I'estimation du cardinal
de I’ensemble

P=[u:v]#][0:1] 0< Brd(P,Q) =

B
F(e,B,r) = v
pged(u,v) =1 H(P) =sup(u,v) < B

, (6.1.1)

puisque 5P1,Q,B,T(X(n7€)) = ﬁF(Ev Bvr) - ﬁF(V% B77’).
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6.1.2.1 Cas critique : r =1
Les conditions (6.1.1)) sur (u,v) implique que
elv
u < % <e
Cela implique qu’il n’y a qu’un nombre fini de u dans un voisinage fixé et nous permet de fixer u tout en comptant
v. On peut écrire

F(e,B,1) |_|F (e, B, 1),

u<e
ou
F.(e,B) = {v € N: pged(u,v) = 1,ue !B < v < B}. (6.1.2)
On rappelle la définition de la fonction ¢ (5 et 'on en déduit, en utilisant [Bro09, Exercise 5.2]
tF.(e, B.1) = 6(u) (1= 2) B+ O(r(u). (6.13)
Alors
P08, (X = tFu(e,B) =) tF.(n,B
u<Le usn
= up(u (—)B+ > bu (1——)B+O( )
u<n n<u<ke

=5 [xtn@ 75 + o)

Cela clot la démonstration du cas critique.

6.1.2.2 Casr>1

Comme précédemment on a la décomposition

F(e,B,r) = |_| F.(e,B,r),

ou
Fu(e,B,r)={veN: ue "B < v < B}.
Fixons u dans cette réunion. Pour que F, (g, B,r) soit non-vide, il faut que

1 1
ue !B < Beu<eB .

Avant de calculer le cardinal, citons d’abord quelques formules asymptotique bien connues (voir [Ten95| §3.2,
§3.4) :

Z‘P *l‘ 2+ O(z(log x)? (loglog ) ), (6.1.4)
247 I+0((logz)%(loglogx)§) (6.1.5)

> 7(n) = O(xlog x). (6.1.6)

nLx

En appliquant ces formules, on obtient, encore d’aprés [Bro09, Exercise 5.2]

R B = Y <¢< ) (B - “B) + 0<T<u>>>

11
uLeB T 7T

3
—eB? 7 — 2532—i) + O.(B(log B)# (loglog B)3) + O.(B"~* log B)

I
w/—\
-\-EQ =2}

-(B(log B)* (loglog B) %),

I
|
™
%,
.
_l’_
S
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d’ou
_1(3 2 4
bpr.0.5r(X(,6) = B (7r / x(n,6)(x) dx) +O:(B(log B)? (loglog B)*).
L’expression finale est achevée.

Remarque 6.1.2. Quand r > 1, les points & dénombrer se trouvent dans un triangle dont la longueur du bord
est négligeable par rapport a l'aire. On pourrait adapter la méthode utilisée dans la démonstration du méme
probléme pour les nombres irrationnels (cf. Théoréme ). Le raisonnement décrit ici donne un meilleur terme
d’erreur au niveau de la puissance de log B.

6.1.3 A propos des mesures limites

L’ordre de grandeur des nombres de points dans les zooms pour P! étant en accord avec celui prévu, nous
discutons maintenant & quoi correspondent les mesures limites.

Prenons comme d’habitude la fonction caractéristique x(e,7n). Si 'on identifie P*(Q) avec I'ensemble des
points primitifs dans Z? le comptage de points de hauteur bornée N(B) = {P € P}(Q) : H(P) < B} équivaut
au comptage des points primitifs dans le rectangle R(B) = {(x,y) € R? : max(|z|,|y|) < B}. L'opération de
zoom revient & prendre des points primitifs dans Uintérieur du triangle A(n, e, B,r) dont la taille dépend du
facteur de zoom 7 et de la borne B.

Pour les zooms sous-critiques r > 1, 'ordre de grandeur de ’aire domine celui du bord, donc elle donne le

terme principal. On a que
op1,Q.B,r(X(1,€)) _ EN(B)
Vol(A(n,e,B,1))  Vol(R(B))’
On voit que dans ce cas la les points primitifs sont équidistribués et ’on obtient une mesure proportionnelle a la
mesure de Lebesgue. Cela coincide avec celui du zoom sous-critique pour tous les nombres algébriques.
Pour le zoom critique r = 1, l'aire de A(n, &, B) et son bord ont la méme d’ordre de grandeur B. Comme ’on
a vu dans la démonstration, les points se trouvent en fait dans les droites horizontales dans I'intérieur du triangle

dont la longeur est u (l — l) .
n €
ut €
Ny
"v
Puisque
dp1
P1,Q,B1( Z $I(u
ou
U u
L(u) = {v eN: - est une fraction réduite ,v € |—, }} .
n e

On en conclut que sur chaque droite on compte des nombres rationnels avec le numérateur fixé. Cela explique d’out
viennent la fonction densité =5 et la fonction arithmétique o. On remarque que le phénoméne pour des nombres
algébriques est radicalement dlﬂerent (pour eux dans le zoom de facteur 1 on trouve aussi une équidistribution,

voir la section [5.3.2)).

6.2 Le probléme des diviseurs pour des formes binaires cubiques dé-
ployées

6.2.1 Enoncé du résultat

Dans [Broll], T. D. Browning a étudié I’ordre moyen du nombre de diviseurs pour des formes binaires cubiques
déployées, dont la technique remonte & [dB10], ou les auteurs ont déduit une formule asymptotique de Iordre
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moyen primitif de fonctions arithmétiques « ressemblant » & la fonction donnant le nombres de diviseurs pour
certaines formes binaires quartique. Ils 'utilisent pour démontrer que le nombre de points de hauteur bornée sur
une surface de del Pezzo de degré 4 s’accorde avec la prédiction de Batyrev-Manin-Peyre. En les imitant, nous
allons déduire une telle formule pour une forme binaire cubique particuliére (la méme démonstration marche pour
toutes les formes binaires cubiques déployées, ce dont nous n’aurons pas besoin ici). On considére les fonctions

arithmétiques
wo=T[(1+1) . =L@ - S w@e.
dln

pln eld d|n
et la constante C :
1\° 31 18
C, = <1> <1+). 6.2.1
' 1;[ P p P ppt2) (021

Proposition 6.2.1. Soient 4 > 12 >1,X > 1, ona

Ci (1 1
Z U (1)U (22) U (29 — 21) = — ( — ) X?(log X)® + O(X?(log X)?), (6.2.2)
2 T2 1
max(z1,z2)<X
1<T2<a:2w1_1<7'1
pged(z1,z2)=1
v v U(xy — 1 1 1 1
3 COLICILIC Tl DS ( _ ) X*(log X)? + O(X* (log X)?). (6.2.3)
max(z1,r2)<X I2x12 \/7-72 ﬁ

1<ra<mozy ‘<M
pged(zy,x2)=1
6.2.2 Préliminaires et résultats connus

On fixe trois formes linéaires a coefficients entiers primitives L1, Lo, L3 en deux variables deux a deux li-
néairement indépendantes et R un sous-ensemble convexe fermé borné de R? dont les coordonnées sont notées

x = (x1,z2). Pour X > 0, on note
XR={Xx:x€R}

On suppose que L;(x) > 0 pour x € R. On note
Loo = Loo(Li) = max{|[ Ly ||, [ L2 [, [ L3 [},
ou || L;|| désigne le maximum des valeurs absolues des coefficients de L;. On note aussi

Too = T'oo(R) = sup max(|z1], |z2]),
XER

I T _ )
r'=7"(L;,R) 1127:3%(3 21617% L;(x).

Pour D = (D1, D2, D3) € N;l, on note D = D1DyD3 et
AD) = {x € Z*: D;|Li(x)}, o(D,L;) = §(A(D) N[0, D[*).
La fonction p se calcule comme
D2
D)y=—
D) = G AD))
elle est donc multiplicative en dimension 3 :
Q(glhh g2h27 g3h3) = Q(gla g2, 93)Q(h1, h2a h3)a
pourvu que pged(g1g29s, hihohs) = 1. Pour p un nombre premier, on définit
3
_ 1 o(p”,p"2,p"; Ly)
op(L;) = (1 - p) > Ao (6.2.4)
VEZ;O

On note §(D) le plus grand entier tel que A(D) C 6Z. Pour d,D € N%, tels que d;|D;, on a besoin de I'ordre
moyen de la quantité suivante

S(X,dD)= Y 7 (LlCl(1X)) r (de(:)) r (Lilix)> . (6.2.5)

xeA(D)NXR
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Théoréme 6.2.2 (|[Brolll, Theorem 3). Soient € > 0, % < 0 < 1. Supposons que ' X'=0 > 1. Alors il existe un
polynome P € R[T) de degré 3 tel que
D5L2+e,re

S(X,d,D) = vol(R)X?P(log X) + O. ( 3(D)

(roor’? + Tzo)XZ+E> ,
ot

|P|| = O-(D°LE S (1 + 7'~ 1) det A(D) ™),
et le coefficient du terme principal de P est C(d,D) =[], 0,(d, D, L;) avec

N1 Nz NS .
o(p , Li)
Up(dv Da Ll) = <1 B ) Z N1+N2+N3) ’ (626)
V€Z3
et pour v = (v1,v2,V3) € Z3>O7
N; = max(v,(D;), v; + vp(d;)), (6.2.7)

Pour une utilisation ultérieure, nous voudrions en savoir un peu plus sur la constante o,(d, D, L;) ainsi que
sur la constante C'(d,D). Nous procédons comme dans [Broll] §3. On choisit une base e;, es minimale pour
A(D) au sens suivant

lexflllez]| < det(A(D)),

et on définit les formes linéaires binaires M; via le changement de variables

d;lLi(x) = M;(v), x=wvie1+vees, Vv = (v1,02).
Comme det(A(D))|D1 D2 D3, les formes M; nouvellement construites satisfont a

Loo(M;) = ggé(llMiH) < D1D3D3Loo(Li) = DL (6.2.8)
Soient m; (1 < i < 3) les entiers tels que M;/m; soient des formes primitives. Alors m;| det(A(D)) puisque on
a supposé que les formes L; sont primitives. On note

M, = ppem(mq, ma, m3)| det(A(D)). (6.2.9)
Fixons un nombre premier p et v € Z3. Rappelons la définition de N; et considérons le réseau
AD,,) = {x € 22 pM | Li(x)}.

On a que

P 2(N1+N2+N3)

det(A(Dp,))
Apres ce changement de variables on réécrit le réseau A(D,,,) comme

P M;(v)}.

o™, p™2, p™e L) =

A(D,,) = {x =vie; + v2es, v € Z2:

En méme temps on définit un réseau

N(D,,)={ve VARE L M;(v)}.

Alors on obtient
det(A(D,,,)) = det(A’(DW,)) det(A(D)),

d’ou

— 1 ’ -1
1;[ <1 _ p) Vezgo(det(A(Dp’ ))
3
“[(1-3) % @en((D)) der(am)) (62.10)
p veZL,
B 1 o(p”, p¥?, p"%; M;)
“sanmn 1(13) X e
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On écrit le produit Hp op(M;) en une somme des fonctions multiplicatives en dimension 3 :

[[o(a)= > (nx ) (k) (6.2.11)

W, Fakeks
ou .
d = N d = -
) = [[wta. 1@ = 50

L’avantage de cette représentation est présenté dans le lemme suivant, qui sera utile pour la suite.

Lemme 6.2.3 (|Broll], Lemma 2.4). Pour tout € > 0 et d1,02,03 > 0 telle que Z?:l 0; <1, ona

|(p* ) (k)] S
Z [EETEr R S L Loo(M;)* M=
keNf*21 1 2 3

En particulier, on a
[[or(Mi) <2 Loo(M;)°.
P

6.2.3 Démonstration des formules asymptotiques

On définit une fonction arithmétique multiplicative h = U * p * . Rappelons la formule (5.4.22f). Un calcul
donne

1— 2 sik>1
\I’*u(p’“)Z{ P

1sik=0.
Donc
0sik>2
h(p®) = —1% sik=1;
1sik=0.
On obtient que
1sin=1;
h(n) = < I, —1% sin#1etp?(n)=1;
0si p?(n) =0.
En particulier
2
|h(n)| < — Vn € Nxi. (6.2.12)

Donc h est petite dans le sens de (2.19) dans [dB10] : il existe g petit tel que la série

3 |7 (d)]
deNs d§_50

>

converge. Cette propriété jouera un role important dans le traitement des termes d’erreur. Dans la suite on fixe
nos formes L; comme
Ly =z, Ly=wm, L3z=uwm3— a1,

et la région
R=R(r,m)={x¢€ R?:0< 1,20 < 1,7 < 1;2331_1 <7t

Le but est d’obtenir la formule asymptotique pour la somme des points entiers dont les coordonnées x1, ro sont
premiéres entre elles. Cela consiste en une application directe du théoréme [6.2.2] avec une inversion de Mdbius
comme fait dans [dB10, Corollaire 1] pour certaines formes binaires de degré 4. Malheureusement cela n’est
pas fait dans [Broll]. Nous suivons les techniques venant de [dBI10] pour démontrer les formules asymptotiques
(6.2.3)).

On définit pour d = (dy,ds,d3) € N;U

0*(d) = 0"(d, L;) = #{x € A(d) N [0,d1d2d3[* : pged(z1, 22, didads) = 1}.
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Soient D,d = (di,ds,ds) € N‘;l comme précédemment avec pged(d;,d;) = pged(D;, D;j) = 1. La sommation
dont la formule asymptotique cherchée est

S*(X,dD)= S~ (Ll(x)> T (LQ(X)> T (L?’(X)) . (6.2.13)
d do ds
xEXRNA(D)
pged(zy,z2)=1
Lemme 6.2.4.
S*(X,d,D) = C*(d, D) vol(R) X ?(log X )?

+ O. (Xz(logX)2 (1 + det(ii]))))) +0. ((53;) n 1) X§§+s> 7 (6.2.14)

ot C*(d,D) =[], 0"(d,D) avec

3 «(Ni . Na . N.
1 o (p™,p"2,pN)
(1 - p) Z 2NiINi1Ns) vp(D) > 1

VEZ%O p
74 D) = 3 (6.2.15)
1 1 Q* (pm’pug’pz@) ‘ B
(1_p> et 2 ity | S1op(D) =0
VEZ;O
vitretrz>1l

Démonstration. Par une inversion de Mobius, on a

$*(X,d,D) = eGZN>1 p(e) XGX;A(D) T <L2(1X)> T (LZ(QX)> T (LZ(;),X)> . (6.2.16)
e| pged(z1,z2)

On définit y; = x;/e, et on note
A.(D) = A(D,eL;) = {x € Z* : D;|eL;(x)}.

Comme

x € XRNAD)NeZ? & ye(X/e)RNA(D),

La somme [6.2.13] s’écrit comme

e€EN>,
eL;(x) eLa(x) eLs(x)
- (e) T T T : (6.2.18)
€<ZX 8 xGAc(D)Zﬁ(X/e)R < dy ) ( da ) < ds >

On divise cette somme en deux parties, une pour les e petits et ’autre pour les e grands. On applique le théoréme
a S(X/e,d,D,eL;) en notant que

Loo(el;) =e, 1'(el;)=¢€, 7Too=1,

et on obtient en notant
C(d,D,e) = [[ op(d, D, eLy), (6.2.19)

p

S(X/e,d,D,eL;)

= C(d,D,e)vol(R) C()Q (1og (f))g

= C(d, D, e)vol(R) <)§>2 <1og <)§)>3

D# 7 loge D#
R Xiate . | X?(log X)? - ).
+0 (5(D)e )+O ( (log X) )

e2=¢ det(A(D))
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En outre, on a une majoration ([Broll], (2.5))

2+e X 2+e

S(X/e,d,D,eL;) < ¢e° (f) (6.2.20)

Donc on peut majorer le terme d’erreur comme

:fiﬂthdeavdmaxangﬁ+4k(X%ngﬁ(1+daé§D»>)+fk(<;§)+1)X3+ﬂ.

On note pour k € Nxq,v € Z3,

, o € [0
V1 2 3 ) —
Qk(p D oD 7Ll) - p2(1/1+1/2+1/3)

p”P(k)Li(x)}

on calcule maintenant la constante, avec les notations ((6.2.6]) et (6.2.19)),

o le) 1 1\° ~ ¢ Ny ,N» N
S Ucano= ¥ we(ZII(1-1) T bt

e=1 e€N>, VGZL;O
1\* k0 (PN, p™2, pNe L) 6.2.21
() © X ety o220
P vez  ke{0,1}
=[] e;(d D).
p

Vérifions que les facteurs locaux o7 (d, D) sont donnés par (6.2.15)). Si v,(D) > 1, on définit le réseau

N ={xeZ?:pV

pLi(x),1<i<3}

Alors on a
#(A' N[0, pNiH N2t Na[2) — M = (A N [0, pNrHNatNa—1p2y
’ det(A’) ’ :
3
o (d,D) = (1-1 o™, p™2,p"Ns, L) o(p™,p™2, p™e, pLy)
L B D p2(N1+N2+N3) p2(N1+N>+Ns+1)
V€Z3>o
3 «
_(;_ 1 o(p™', pN2, pNe L) (A N [0, pNi N Na2)
B D p2(N1+N2+Ns) p2(N1+N2+N3+1)
vEeZ?
=0
(1 1 3 Q(levazvavai) B (A N [0’pN1+N2+N371[2)
= » p2(N1+N2+N3) pQ(N1+N2+N3)
veZ3
=0
3 ) q .
(11 b € 0,pM VN L) — By € [0,p™ NP - plye pN i)
B p pz(N1+N2+N3)
I/EZ?’>0
3 * g
(11 0" (PN, p"2, p™e)
B P p2(N1+N2+N3)
1/62;0

(6.2.22)
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Sivp(D) =0, on a dans ce cas pour v € Z‘;O, N; = v; et donc en remarquant que

p p
ke{0,1}
on obtient
1\° 1 o*(p™, p”2, p")
p p < p
veZs,
vi+ro+rz>1
O
Maintenant on est prét & déduire la formule asymptotique pour la fonction .
Démonstration de la Proposition[6.2.3 On voit que, d’aprés h = W p* pet 7=1%1,
U=Usxpyspuxlxl=hx1x1l=~hxrt.
On fixe les trois formes linéaires
L1 (X) =T, LQ(X) = T2, L3(X) =T — X1, (6224)

et la région

Alors

Z ‘11(:101)\11(:62)\1/(:1:2 —$1)

x€EXR
pged(z1,z2)=1

3
- xS e (2) () (2
, dy ds ds
xXEXR deN3 i=1
pged(z1,z2)=1 di|z1,d2|xe,ds|ze—21

Cx () x @)

deN%, xEXRNA(d)
pged(di,dj)=1 pged(w1,22)=1
3
deN¥, i=1

ngd(di,dj):l
la quantité S*(X, d, d) étant nulle s’il existe d; tel que d; > X. D’apres (6.2.14)), on a, en notant C*(d) = C*(d, d),
5*(X,d,d) = C*(d) vol(R) X %(log X)? + O.((dydads)* " X2(log X)?) + O((dydads)* BT27%).

Le terme principal de la sommation est
Cy vol(R)X?(log X)?,
ou d’aprés (6.2.21)),
3
Ci= Y, (H h(di)> c*(d) =[] Cr,p- (6.2.26)
i=1 p

deNg,
pged(d;,d;)=1

Gréace a notre choix des formes linéaires ((6.2.24)), fixons un nombre premier p, on a que pour #{i : v; > 1} > 2,
o (p”,p"”,p")
3 .
= t({x € Z* : p"|w1, p" |22, p"* |w2 — 21, p  pged(z1, 22)} N[0, p>i=1 ¥i[?) = 0.
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On calcule pour v > 1,

0" (p”,1,1) = t({x € Z* : p"|z1,p{ pged(x1,22)} N [0,p"[*)
=1({x=(0,22) : pt 22} N[0,p"[)
= @) =p"—p""".

De fagon analogue on a
0" (1,p",1) = 0" (1,1,p") = p” —p" ™.

On en déduit les valeurs de o, (6.2.15) comme suit.

3
. 1 p’,1,1) 4+ 0*(1,p",1) + 0*(1,1,p")
o3(1,1,1) = (1—) —f+ > ( S

p vEN>,

3
1 1 1 1
—(1-= 1—+3(1—> > —
( p) p? P pv

VEN>1

< 1) Z Q p 7171)+Q*(17pl/71)+Q*(lvlapy)

p21/

Donc le facteur local (6.2.26) se calcule, en rappelant que h(p) = —1%7

Cip= Y. <Hh ”1> (", 0", p"™)

veN?
#{i:r; 21}<1

= h(1)o,(1,1,1) + h(p) ( >0, 1, 1) +05(1,p, 1) +0,(1, l,p))

Donc H <1_ > <1+2_ ;% B p(leSFQ))' (6.2.27)

Or on a aussi une majoration pour S*(X,d,d) (|Broll], (3.1)) :

24¢€
4 X1+€

S(X,d,d
WA D <G gy |

qui découle des majorations standards pour le nombre de diviseurs et pour le dénombrement des points sur un
réseau. Soit 0 > 0 tel que 0 > € et e(1+39) < % Comme précédemment on décompose la somme en deux parties

max (d;) < X° et 3i,d; > X?°

1<i<3

selon la taille de d. Cela nous permet de controler les termes d’erreur, compte-tenu de ((6.2.12]),

3
> T IR (didads) " X?(log X)*

deNg, i=1

< > (didads)T 2 X?(log X)? < X?(log X)?.
deNg,
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3
S T In(d:)|(drdads)= X T+
deNg, =1

max(d;)<X?°

< Z (Clldgdg)s_l)(%—’—‘S

deNy,
max(d;)<X?°

< X 15 +e(1+30)

e+2
S [ I (50 + X

deNy, =l
max(d;)<X
Jird; >X°
Xa+2 X1+8
<D Gdamrt X add
deNg, deN%,
3d;>X° max(d;)<X
< X270 4 XM (log X)3.
D’aprés le Lemme et la majoration (6.2.8]),on a
C*(d,d) < 0(d,d) = det Ha,, i) <e (didads)™,

d’ou

> Hh =Ci+0| ) H|h )|C(d, d)

deNg, deNy, =1
peed(di,d;)=1 Ji:d; >X°
max(d;)<X?°

1
=C1+0
1 ZB (d1dads)?—¢
deN%,
Jird; >X°

On en conclut que (6.2.25)) peut se calculer comme

Z \I’(.Z‘l)\ll(xg)‘ll(xg —.231)

XEXR
pged(zy,z2)=1

oo+ > (Hh )s*de)
deNg, deNg,

pged(di,d;j)=1 pged(d;,d;)=1
max(d;) <X? Ji,d;>X?

= C1 vol(R)X2(log X)? + O(X%(log X )2 + X T2 +(1430)) 4 0(X2-0(1-9)(Jog B)® 4 X2~ (0-9))
= C vol(R)X?(log X)® + O(X?(log X)?).

(6.2.28)

Cela démontre la formule de la Proposition [6.2.1] en remarquant que

1/1 1
vol(R) = 3 (7—2 — Tl) .
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Démonstration de la formule[6.2.3 Tout d’abord on traite la somme

TR)=T(r,m)= 3  Lm)e)¥lr2-n) (6.2.29)

xEXR x5
pged(z1,z2)=1

Comme

X
Trom) = 3 ()W) U(ws — o) (2/ o 13)

xeXR
pged(zy,z2)=1

X
3 dt _s
= /1 3 ST ()W) U(rr —w) 5 XY W) W)U (xn — 1)
xEtR x€XR
pged(z1,z2)=1 pged(z1,z2)=1

X 3 X 2
= 3701 vol(R) / @ dt+0 </ (logf) dt) + C1vol(R)X2(log X )? + O(X 2 (log X)?).
1 1

t2

Comme
(logt)?

T dt= O(X % (log X)?),

X 3 X
/ (lotgf) dt = 2X % (log X)* + O(X % (log X)?), /
1 2 1

I’égalité ci-dessus s’écrit

T(71,72) = 4C1 vol(R) X 2 (log X )® + O(X 7 (log X)?). (6.2.30)

Finalement on arrive & sommer

\I’(l'l)\lf(l'g)\ll(l'g — 1'1) .

On définit f(t) = v/t et on rappelle que

R(t,'rl) :{X€R2ZO<$1,LL‘2 <Lt < @ g’l’l}.
Z1

Alors

Z U(21)U(22)P(xg — 21)

I
XEXR Tox?
pged(z1,22)=1

-y ‘1’(391)‘1’(902)3‘1’(!32 - :E1)f (1‘2)

2 X
XEXR x5 1
pged(z1,z2)=1

Ly M) ¥ o) (fm) + / : f’<f>df>

XEXR 35

pged(z1,z2)=1
=f@)T(r,m)+ Y \Il(xl)\I!(xg);I!(;vg —n) [ f't)dt.

xeEXR IQZ T2
pged(z1,22)=1

Il résulte de ([6.2.30) que

f(m)T (11, 72) = 20, (\/% - \f) X7 (log X)® + O(X % (log X)?).
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Il faut traiter le deuxiéme terme. D’aprés le théoréme de Fubini et (6.2.30) en remplagant 75 par t,

> Mo)¥a) ¥ - o) / P di

xeEXR
pged(z1,22)=1

_ /: 3 (1) ¥ (z2)¥(z2 —21)

3

2

XEXR(t,11) Zg
pged(z1,x2)=1

f(t)dt

On obtient finalement que

v Rl m ) 6, (1 - 1) X% (log X)* + O(X % (log X)?).

XEXR T2y T

pged(zy,z2)=1

(6.2.31)

O
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