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Résumé

Maxim Kontsevich a défini un invariant Z des sphéres d’homologie rationnelle orientées
de dimension 3 en 1992, en poursuivant I’étude initiée par Edward Witten du développe-
ment perturbatif de la théorie de Chern-Simons. L’invariant Z de Kontsevich est gradué.
Il s’écrit Z = (Zn)nen, ou Z, prend ses valeurs dans un espace A, engendré par des
diagrammes trivalents a 2n sommets appelés diagrammes de Feynman-Jacobi de degré
n. L’invariant Z apparait d’abord comme un invariant Z(M,7) des sphéres d’homolo-
gie rationnelle M de dimension 3 munies d’une parallélisation 7. Il est I'exponentielle
d’'un invariant z(M, 1) = (2,(M, 7))nen dont la partie de degré n compte algébriquement
les plongements des diagrammes de Feynman-Jacobi connexes & 2n sommets assujettis a
vérifier certaines conditions. On peut associer un invariant homotopique entier p;(7) aux
parallélisations 7 des variétés orientées de dimension 3, et il existe un élément 8 = (8, )nen
de A,, appelé anomalie tel que

pi(7)
2n (M, T) — 1 Bn

soit indépendant de 7 et noté z,(M).
Z(M) = exp ((2n(M))nen) -

On sait depuis I'introduction de la constante 8 par Greg Kuperberg et Dylan Thurston en
1999 que B, = 0 si n est pair et que 1 # 0. Cette thése porte sur le calcul de la premiére
valeur inconnue (3. Elle en présente des expressions trés simplifiées et implémentables sur
ordinateur.

1 Introduction

Maxim Kontsevich a défini un invariant Z des sphéres d’homologie rationnelle orientées
de dimension 3 dans [Kon94|, en poursuivant 1’étude initiée par Edward Witten [Wit89] du
développement perturbatif de la théorie de Chern-Simons. Greg Kuperberg et Dylan Thurston
ont montré en 1999 que tous les invariants de type fini des sphéres d’homologie entiére se
factorisent par Z dans [KT99|. Ce résultat a été généralisé aux sphéres d’homologie rationnelle
avec la théorie d’invariants de type fini développée par Delphine Moussard [Moul2|. L’invariant
Z de Kontsevich est gradué. 1l s’écrit Z = (Z,)nen, o Z, prend ses valeurs dans un espace
A, engendré par des diagrammes trivalents appelés diagrammes de Feynman-Jacobi, introduit
par Dror Bar-Natan dans |[BN95a| et étudié¢ en profondeur par Pierre Vogel dans |Vogll|.
L’invariant Z apparait d’abord comme un invariant Z (M, 7) des sphéres d’homologie rationnelle
M de dimension 3 munies d’une parallélisation 7. Il est I'exponentielle d’un invariant z(M, 1) =
(20 (M, 7))nen dont la partie de degré n compte algébriquement les plongements des diagrammes
de Feynman-Jacobi connexes & 2n sommets assujettis a vérifier certaines conditions en un sens
défini précisément dans [Les13| et |LesO4al. On peut associer un invariant homotopique entier
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p1(7), défini comme une classe de Pontrjagin relative, aux parallélisations 7 des variétés orientées
de dimension 3, et il existe un élément 5 = de A, appelé anomalie tel que
) n)neN n apPp q

pi(7)
zn(M,T) — 1 B

soit indépendant de 7 et noté z,(M).
Z(M) = exp ((2n(M))nen) -

On sait depuis I'introduction de la constante 3 par Greg Kuperberg et Dylan Thurston en 1999
que [, = 0 si n est pair et que $; # 0. Mais on ne connait pas 3, pour les entiers n impairs
plus grands que 2. Cette thése porte sur le calcul de la premiére valeur inconnue fs. Elle en
présente des expressions trés simplifiées et implémentables sur ordinateur.

La théorie des invariants des variétés de dimension 3 qui “comptent” des plongements de
graphes trivalents dans les sphéres d’homologie rationnelle est paralléle & une théorie similaire
précédemment développée pour les noeuds de R? par beaucoup d’auteurs parmi lesquels Gua-
dagnini, Martellini and Mintchev [GMM90|, Bar-Natan [BN95b]|, Kontsevich [Kon94|, Bott et
Taubes [BT94|, Altschiiler and Freidel [AF97| aussi inspirés par les travaux de Witten sur le
développement perturbatif de la théorie de Chern-Simons.

Comme Dylan Thurston [Thu99| et Sylvain Poirier [Poi02]| I'ont expliqué indépendamment,
on peut penser a la partie Z¢ de degré n de I'invariant de Vassiliev universel Z¢ = (Z¢),en qui
résulte des travaux de ces auteurs comme a un nombre algébrique de plongements de graphes
uni-trivalents 4 2n sommets dans R? dont les sommets univalents sont assujettis & appartenir a
I'image du noeud et I'ensemble des directions des arétes plongées comme des segments linéaires
doit s’injecter dans un ensemble générique fixé de 3n directions. La aussi, I'invariant Z¢ apparait
d’abord comme un invariant de noeuds parallélisés, et on s’affranchit de la parallélisation comme
précédemment & l'aide de Pauto-enlacement associé a une parallélisation de noeuds, qui a le
méme role que p;(7) et d’une constante o = (v, )nen appelée anomalie de Bott et Taubes. Cette
anomalie est aussi nulle en degré pair et non nulle en degré 1. Sylvain Poirier a montré qu’elle
s’annulait en degré 3 et 5, confortant ainsi les physiciens dans leur conjecture toujours ouverte
depuis plus de vingt ans qui stipule que cette anomalie o s’annule en degré impair différent de
1.

L’intégrale de Kontsevich des noeuds et cet autre invariant Z¢ = (Z¢),en que I'on peut aussi
attribuer & Kontsevich s’obtiennent I'un a partir de I'autre par un isomorphisme de 1’algébre
de diagrammes de Feynman-Jacobi dans laquelle ils prennent leurs valeurs. Cet isomorphisme
est explicitement décrit en fonction de I’anomalie « par Christine Lescop dans [Les02]. 11 est
I'identité si et seulement si 'anomalie s’annule en degré impair différent de 1.

[’annulation de (3 simplifierait notablement la définition de z3(AM) comme compte algé-
brique de graphes & 6 sommets dans M. Si 3 était non nulle, il serait intéressant de com-
prendre la différence inattendue entre les théories afférentes aux noeuds et aux variétés ainsi
exhibée. Le but initial de cette thése était de déterminer f3. Nous avons réussi & en simplifier
considérablement le calcul et nous en présentons un algorithme complet implémentable.



2 Reésumé et résultat

Le but de ce chapitre est de présenter les anomalies [5,. On commence par introduire les
espaces de graphes A, avec une description précise de Aj (section 2.1). Puis on donne dans la
section 2.3 une définition discréte de 'anomalie [3,, que 'on détaille dans le cas particulier de (3
dans la section 2.4 ou 'on présente le théoréme 2.15, qui est le résultat principal de cette thése.
On étudiera au chapitre 7 un algorithme implémentable permettant d’appliquer le théoréme
2.15.

2.1 L’espace de graphes A,

Définition 2.1 Une orientation d’un sommet est la donnée d’un ordre cyclique sur 'ensemble
des demi-arétes isssues de ce sommet. Une orientation d'un graphe trivalent connexe est la
donnée d’'une orientation de chacun de ses sommets.

On note A,, 'espace vectoriel sur Q engendré librement par les graphes trivalents connexes a
2n sommets avec toutes les orientations possibles, que I'on quotiente par les relations suivantes

w YV
HX: Y + ¥V + P =0

qui relient des graphes qui peuvent étre immergés de telle sorte qu’ils coincident hors de la
portion représentée ot ils sont comme sur le dessin.

Il est bien connu que

et que

Ay = QI(E)

On va redémontrer la derniére formule, a Paide des deux lemmes suivants. Une boucle interne
est un sous-graphe de la forme O

Lemme 2.2 Il y a exactement 6 types de graphes trivalents conneres sans boucles internes a
6 sommels, a isomorphisme prés possibles :

r@ to: (171 Mt (O




Ce lemme sera démontré dans le paragraphe 3.1.

Lemme 2.3 Dans l’espace vectoriel Az, on a les relations suivantes :

[T1p] = 2[I'7]

[Top] = 4[I'7]

[T3p] = 4[I'7]
Tr]=0
L] =0

et la classe d’un graphe qui contient une boucle interne est nulle. Les graphes sont munis de
Uorientation induite par [’ordre trigonométrique sur les dessins. Ce sont les seules relations
existantes, ce qui fait que l'espace As est de dimension 1, engendré, par exemple, par la classe

de I'r, soit : A3 = Q[I'z].

Ce lemme sera démontré dans la section 3.2.

2.2 Conventions d’orientation

Une variété M topologique de dimension n sans bord est un espace topologique séparé, qui est
une union de sous-ensembles ouverts U; indexés par un ensemble I, ot chaque U; est identifié
a un ouvert V; de R™ par un homéomorphisme ¢; : U; — V; appelé carte. Les variétés sont
considérées & un homéomorphisme prés de telle maniére que toutes les variétés homéomorphes
sont considérées comme identiques.

Pour » = 0,1,...,00, la variété topologique M a une structure C” (ou est une variété
C") si pour toute paire {i,j} C J, Papplication ¢; o ¢; ' définie sur ¢;(U; N U;) est un C"—
diffétomorphisme sur son image.

Une orientation d’un espace vectoriel V' de dimension finie est une base de V' a un chan-
gement de base de déterminant positif prés. Lorsque V' = {0}, une orientation de V est un
élément de {—1,1}. Un diffeomorphisme h d'un ouvert U de R™ sur un ouvert V' de R" pré-
serve l’orientation en un point x si et seulement si le déterminant de son jacobien D,h est
positif. Si R" est orienté et si les changements de cartes ¢; o qﬁ;l préservent Porientation (en
tout point) pour tout {i,j}, alors la variété M est dite orientée. Sauf indication contraire, les
variétés seront lisses (C'™) et orientées. Les variétés produits sont orientées par 'ordre des fac-
teurs. Plus généralement, sauf indications contraires, l'ordre d’apparition des coordonnées ou
des paramétres oriente les variétés.

Le fibré tangent d’une sous-variété orientée A d’une variété M en un point x est noté par
T,A. Pour une structure riemannienne fixée, (T, A) est canoniquement isomorphe a N, A =
T,M/T,A. 1l est orienté de telle maniére que (une base orientée de) (7, A)" suivie de (une base
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orientée de) T, A induise I'orientation de M. Le bord M d’une variété orientée est orienté par
" normale extérieure premier vecteur" : si x € M n’est pas un coin, le vecteur
normal sortant de M en x suivi par une base orientée de T,0M induit I'orientation de M.

la convention

Deux sous-variétés A et B d’une variété M sont dites transverses si en chaque point d’in-
tersection x, T,M = T, A + T, B. L’intersection transverse de deux sous-variétés A et B d’une
variété M en un point x est orientée de telle maniére que le fibré orthogonal de AN B en x est
(T, A)* @ (T,B)*). Si deux sous-variétés ont des dimensions complémentaires, le signe d'un
point d’intersection est 41 si 'orientation de son fibré normal coincide avec l'orientation de
'espace ambiant, c’est & dire si T,M = (T, A)* & (T, B)* (comme espaces vectoriels orientés).
Sinon, son signe est —1. Si A et B sont compactes et ont des dimensions complémentaires,
alors leur intersection algébrique, notée (A, B), est la somme de tous les signes des points
d’intersections. On vérifie facilement le lemme suivant.

Lemme 2.4 Soient A et B deux sous-variétés de M de dimensions complémentaires et trans-
verses. Le signe d’un point d’intersection x est +1 si et seulement si T,M = T, A®T,B (comme
espaces vectoriels orientés).

PREUVE: On sait que
T,M = (T,A)* & T,A

.M = (T,B)* © T, B

et par hypothése, on a
T,M = (T,A)* @ (T,B)*

car les deux variétés sont transverses et de dimensions complémentaires. On note p = dim/(A) et
¢ = dim(B). On choisit une base (ey, ..., e,) de T, A que I'on compléte par une base (by,. .., b,)

de (T, A)*, et une base (¢}, .., e}) de T, B que 'on compléte par une base (b}, ...,b,) de (T, B)".

On veut montrer que (ey,...,e,, €}, ..., e ) est du méme signe que la base (by, ..., g, by, ..., 0).
La matrice de changement de base de (by,...,bg,e1,...,€,) & (€],... €0, e1,...,¢ep) est de la
forme
M1 X
1
0
1
D’autre part, la matrice de changement de base de (by,... b, €}, ... e;) a (by, ..., b, b1,...,by)

est de la forme
1
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Comme par définition, les bases (b, ..., bg,e1,...,¢,) et (by,..., 0, €),... e,) sont directes,
les bases (€,...,ej,e1,...,e,) et (..., b, b1,...,b;) ont donc le méme signe, donc les bases
!/ / / / A s
(€1, ep eyyennyey) et (bry ... by, by, ... b)) ont le méme signe.
U

Soit h une application différentiable d'une variété orientée A sur une variété M orientée. Soit
B une sous-variété orientée de M. Elle est donc co-orientée (son fibré nomal est orienté comme
ci-dessus). En un point régulier = (un point en lequel la différentielle est surjective) de h=1(B),
on co-oriente h™'(B) par (Dh) ™" (Nywm B).

Lorsque M est une variété orientée, (—M) désigne la méme variété, mais munie de I’orien-
tation contraire. Dans une variété M, une k—chaine est une combinaison finie (& coefficients
dans Z) de sous variétés C' lisses orientées de dimension k de M, avec bords et coins, ot 'on
identifie —C' avec (—1)C' et la réunion disjointe de deux variétés est identifiée a leur somme.

Sauf indication contraire, dans toute la thése, les variétés sont orientées.

L’orientation canonique d’un point est le signe +1, et 9[0, 1] = {1} — {0}.
I’ orientation d’un ensemble fini est un ordre sur cet ensemble & une permutation paire prés.
Si X est un ensemble fini, on désigne par |X| son cardinal.

2.3 Définition de ’anomalie (,,.
On décrit dans cette section la définition de 'anomalie (,.

Définition 2.5 Soit X un ensemble fini. On note Cx(R?) 'ensemble des injections ¢ : X <
R3. C’est aussi l'espace des configurations de X dans R3. Une orientation de X induit une
orientation naturelle de C'y(R?), en ordonnant les facteurs de (R3)™ a une permutation paire
prés. On définit ausi le quotient Cx(R?) := Cx(R*)/H de I'espace de configurations par les
translations et les dilatations qui sont les homothéties de rapport strictement positif. Dans ce
quotient, on a les relations suivantes : ¢ = ¢+ v pour v € R? et ((c+v) : x> c(x) +v), et
c=Acpour A > 0et (Ac:z— Ae(x)).

On utilise la compactification étudiée par D. Sinha [Sin04] :

Théoréme 2.6 Il existe une variété lisse a coins, compacte, bien définie Cx dont l'intérieur
est canoniquement difféomorphe a Cx(R3). Cette variété Cx est de dimension 3|X| — 4. De
plus, pour (i,j) € X? avec i # j, Uapplication

5 - Cx(Rg) — §?
o(j)—c(s)
C T el =c@

passe au quotient et s’étend a Cx en une application encore notée ;.
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Compte tenu du théoréme, pour orienter Cl, il suffit d’orienter C’X(R?’) = Cx(R?)/H. On
oriente C'x de sorte que le diffecomorphisme f : Cx(R3) — R3x]0, +oo[xCx défini par

f(e) = (e(xo), lle = e(z0)]],©)

soit un difféomorphisme qui préserve I'orientation. Ceci ne dépend pas du point x( choisi puisque
cela revient a orienter localement le groupe H comme un produit du groupe de translation par
un groupe de dilatation et & orienter le quotient de sorte que localement, Cx(IR?) est orienté
comme le produit de ce groupe par Cx.

Un graphe trivalent conneze I' de degré n est la donnée d’un ensemble H(I") & 6n éléments
muni de deux partitions V(') et E(I") ou V(I') partitionne H(I") en triplets d’éléments, et V (I")
partitionne H(I") en paires d’éléments. Les partitions V (I') et E(I") représentent respectivement
I'ensemble des sommets et des arétes du graphe I', et H(I") est 'ensemble des demi-arétes de
r.

Exemple 2.7 Si on considére le graphe I' suivant :

Le graphe I' est alors la donnée de I'ensemble H(T") = {dy, ds, d3, dy, d5, dg} muni des deux
partitions V(F) = {{dl, dg, d3}, {d4, d5, dﬁ}} et E(F) = {{dl, d4}, {dg, d(;}, {d3, d5}}

Un isomorphisme f d’un graphe I' dans un graphe I est une application f : H(I') — H(I")
qui respecte chacune des deux partitions sur H(I') et H(I") au sens ou, si {ej,eq,e3} € V(T),
alors {f(e1), f(e2), f(e3)} € V(I) et si {e1,ea} € E(I), alors {f(e1), f(e2)} € E(I'). Un
automorphisme est un isomorphisme d’'un graphe dans lui méme et on note Aut(I') le groupe
des automorphismes d’un graphe.

Exemple 2.8 1l n’est pas difficile de montrer que |Aut (@) | = 12. En effet, les automor-

phismes qui fixent les sommets sont les six permutations des trois arétes, et il existe des auto-
morphismes qui échangent les deux sommets.

Dy" désigne 'ensemble des graphes trivalents connexes a 2n sommets sans boucles internes
dont les arétes sont numérotées dans {1,...,3n} (par une bijection de E(T") dans {1,...,3n})
et orientées, a automorphismes qui préservent cette structure pres.
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Exemple 2.9 On peut décrire rapidement D{". Comme les graphes de D{" ne contiennent
pas de boucles internes, il n’existe qu'un graphe possible : @ que 'on doit munir de toutes

les numérotations et orientations possibles. Cela nous donne, a automorphisme prés, les 4
possibilités suivantes, qui représentent les 4 éléments de D{" :

3 3 3

3
/1
237 (3n)!
[Aut(D)|

En général, pour un graphe trivalent abstrait de degré n, il y a éléments de D!

Soit I' € D¢". L'orientation des arétes induit une orientation sur I'ensemble H(I') des demi-
arétes de I' : notons u;} la demi-aréte issue de la source de l'aréte i et u? la demi-aréte issue du
but de Paréte i. Alors I'ordre sur I’ensemble H(T') induit par I'orientation des arétes est, a une
permutation paire prés : (uf,u?, ..., ul,, uZ,). On numérote arbitrairement les sommets de T’
dans V(T') = {M',..., M*"}. Lorsque I est muni d’une orientation or de ses sommets au sens
de la définition 2.1, 'orientation nr de V(I') induite par la numérotation des sommets induit
une seconde orientation sur H(T'). Soit M* € V(I'), on note (M7, M3, M?) les demi-arétes issues
du sommet M?, dans Pordre cyclique. L’ordre sur H(T') induit par Iorientation des sommets
est alors, & une permutation paire pres : (M}, My, M3, ... M", M3", M3"). On note e(nr, or)
le signe de la permutation entre ces deux orientations.

Exemple 2.10 On montre un exemple de calcul de e(np,or) avec n = 3. On considére un
exemple de numérotation des arétes, avec les orientations fixées par définition, et la numérota-
tion (O, B,C, D, E, F') des sommets suivante :

L’orientation de 'ensemble des 1/2 arétes induite par 'ordre sur les sommets :
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L’ordre sur les sommets induit I'ordre

(O1,04,03, By, By, B3, C1,Cy, C3, Dy, Do, D3, By, By, B3, F, Fy, F3)
sur les 1/2 arétes. L’ordre induit par Porientation des arétes est

(O3, By, By, C1,Cy, Oq, Dy, By, B3, F3, Fy, Do, C3, 1, Oy, D3, By, Ey)
La permutation associée entre ces deux ordres est

(01,03, B3, O3, By, Cy, Ey, C3, E3)(By, Cy, Dy, F, Ea, Fy, Dy, Do, Fy)

qui est donc de signature 1.

Soit I' € D?". On note E(I") 'ensemble des arétes de I" et pour & € N*, on note k = {1,...,k}.
Par définition, les arétes de T" sont numérotées, donc il existe une bijection e(T,.) : 3n — E(T").
Cela revient a étiqueter toutes les arétes de I' par un entier ¢ € 3n. Par conséquent, e(T",7)
correspond a l'aréte de I' portant 'indice 2. On note N la source de 'aréte i et M son but :

i

N

M
On définit alors mer ) : Cyry — S? de sorte que
Te(Tyi) = TNM-

Sur Vintérieur Cyry(R?), on a

T F'(C): C(M)_C(N)
T le(M) = (V)]
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Cette application dépend de la numérotation arbitraire choisie. On obtient alors 3n applications
(Ter,i))- On étend ces applications en des applications encore notées ;) :

Vi € Sﬂ, Te(T i) [0, 1] X B3 X Cv(r) — [0, 1] X 33 X SQ

par
Te(Tyi) = 1d[0,1]x B3 X Te(T,i)-

On écrit B3 comme la boule de rayon 27. Tout point m € B? s’écrit sous la forme m = Ou,
avec 0 € [0,27] et u € S?, ou S? désigne la sphére unité de R®. On définit application

p:| B> — SO(3)
m > p(m)=py

ot pg, désigne la rotation d’axe u et d’angle 6. Pour U et V' deux vecteurs non proportionnels
de S?%, la notation [U, V] désigne I’arc géodésique le plus court reliant U et V. Soit V € S2. On
définit Oy C [0,1] x B x S? par

Oy = —{0} x B x {V} —[0,1] x 0B* x {V} + {(1,m, p(V)),m € B*}.

Lemme 2.11 Soit V € §?, il existe une chaine Gv de codimension 2 de [0,1] x B3 x S? telle
que 0Gy = Oy

Ce lemme sera un corollaire de la proposition 4.7, qui montre que les chaines Gy (t) du para-
graphe 2.4 sont de telles chaines, pour tout V de S2. Soient (Vi, ..., Vi) € (S2)* et une famille
(Gv,,...,Gy,,) de chaines associées, Gy, est une chaine de codimension 2 de C [0,1] x B® x §?
et OGy, = 0Oy,. Alors pour tout i € 3n, Wg(%’i)(GVi) est une chaine de codimension 2 dans
[0, 1] x B* x Cy(r), co-orientée par la co-orientation de G\;. Lorsque les chaines 77;(11171,)(le.) sont
transverses, ﬂZjn Wf?(%,i)(GVz') est une chaine de codimension 6n dans un espace de dimension
6n —4+44 = 6n, c’est donc un ensemble de points avec des signes induits par les co-orientations
des W;(%’i)(GVZ.), et lorientation de [0,1] x B* x Cy(r induite par I'orientation nr de V(T'). On
note Ir . (Gv, . . ., Gy, ) la somme de ces signes. Le produit It ,.(Gy,, ..., Gy, )e(nr,or)[L, or]
est indépendant de nr et or. On peut montrer qu’il existe un ensemble ouvert et dense 2, de
(S?)32 tel que pour tout (Vi, ..., Vs,), pour tout graphe T', les chaines W;(%’i) (Gw = Gy, (3n’+1))
construites dans la proposition 4.7 sont transverses. On le montrera au chapitre 5 pour n = 3.
Par conséquent, pour (Vi,...,Vs,) € 2, la somme

_ IFJLF (GVU s 7GV3n)E(nF7 OF)
571 - Z (3”)'2377’ [F7 OF] e ATL

rengr

a un sens.
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Proposition 2.12 La définition ci-dessus de f3, est indépendante du choiz de (Vi,...,V3,)
dans A,,. Les chaines Gy, pourraient aussi étre changées en d’autres chaines Gy, de bord Oy,
avec les mémes propriétés de transversalité.

On montre cette proposition en détails au chapitre 5 dans le cas n = 3 sur lequel on se concentre
dans cette thése.

Cette proposition peut aussi étre vue comme un corollaire de I’étude du logarithme 2z de
I'invariant Z que Kontsevich a défini dans [Kon94|, et qui est un invariant universel de type
fini des sphéres d’homologie entiére de dimension 3, d’aprés des travaux de Greg Kuperberg et
Dylan Thurston [KT99].

Cet invariant z est défini selon le schéma suivant pour les sphéres d’homologie rationnelle
M de dimension 3.

On se fixe un plongement ¢ d’un voisinage N (oo) du point co dans la sphére S = R3U{co}
dans M, on note co = ¢(c0) et M = M \ {oo}. On définit une compactification Cy(M) du

complémentaire de la diagonale dans (M)Q, a partir de M? en y éclatant successivement (0o, 00),

puis les adhérences de {00} x M, (M) x {oc} et de la diagonale de (M)2 dans I'éclatement
obtenu. Ici, les éclatements s’entendent dans le sens de la topologie différentielle, ils consistent
a remplacer une sous-variété par son fibré normal unitaire, comme expliqué dans la partie 4.1
ou dans |Les13, Section 2.1|. Ils créent du bord. Le bord de Cy(M) contient en particulier le
fibré unitaire normal & la diagonale de (M)2 qui est identifié au fibré unitaire tangent de M
par I'application ((z,%) + y — x). A une parallélisation 7 de M qui est induite par ¢ et par la

parallélisation standard
7, R¥x R3 - TR?

de R? sur ¢(N(00)), on associe une application canonique p,: 9Cy(M) — S?. Cette application
associe a une configuration limite de configurations de deux points distincts de M, la limite de
la direction du premier point au deuxiéme lorsque M = R3 et 7 = 7,. Dans le cas général, cette
limite garde un sens naturel sur dCy(M) alors que la direction du premier point au deuxiéme
n’est pas définie sur l'intérieur de Cy(M) |Les13, Proposition 2.3|.

Pour un point W de S?, on définit un propagateur associé a (M, 7, W) comme une chaine
de dimension 4 de la variété lisse compacte a bords et coins Co(M) dont le bord est p7 (W) C
0Cy(M). Texistence de tels propagateurs est justifiée dans [Les13, Section 2.3|.

Pour tout ensemble fini V', il existe une compactification Cy (M) de I'ouvert de MY constitué
des applications injectives ¢ de V dans M, telle que Cy (M) est une variété lisse a coins de
dimension 3n et pour tout couple (7, j) d’éléments distincts de V, Papplication ¢ — (c(i), c(7))
de MV dans M? s'¢tend en une application 7;;: Cy (M) — Cy(M). Cette compactification est
décrite précisément dans |Lesl3, Section 5.1|, sa structure est détaillée dans |LesO4a, Section
3]. En particulier, toute aréte e d'un graphe I' de D¢" induit une application m.: Cy (M) —
Cy(M).

Pour un élément (Wy,..., Ws,) de A, C (S*)22, il existe des propagateurs P; associés a
(M, 7,W) tels que les 7, ' (F;) soient transverses dans Cy (M) pour tout I' de DS". Pour de
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tels propagateurs, z,(M,T) s’écrit comme

_ _ e(nr, or)
Zn(M> T) = Z <7Te(}“,1)(P1)’ s ’7Te(11“,3n)(P3n)>CV(r)(M)W[F’ OF] €A,

repgyr

en utilisant comme précédemment une orientation np de V(I') pour orienter Cy (py(M).

Ainsi, 2z, (M, T) compte algébriquement les plongements des diagrammes de Feynman-Jacobi
connexes a 2n sommets de Dy

L'invariant z,(M,7) est la projection naturelle de I'invariant Z, (), M,7) décrit dans les
théorémes 4.7 et 5.6 de |Les13] sur le sous-espace de A,, engendré par les diagrammes connexes,
comme expliqué dans [Les13, Section 5.3].

On peut associer un invariant homotopique entier p;(7), défini comme une classe de Pontr-
jagin relative, aux parallélisations 7 comme ci-dessus. Cette application est définie précisément
dans la section 6.5 de [Les13|. Elle vérifie pi(75) = 0 et p1(¢r(p) 0 7s) = 4 pour la parallélisation
Yr(p) o 75 de R3 définie a partir de Papplication

Yr(p): | RE*x R — R3xR?
(,y) — (z,p(x)(y)),
oll p est étendue par l'application constante qui envoie tout élément en dehors de B3 sur

l'identité de SO(3), d’aprés |Les13, Proposition 6.13].
D’aprés le théoréme 4.7 de |Les13|, la projection (ou |Les04a, Théoréme 1.9], ou &, = —f,)

pi(7)
Zn(M,T) — 1 B

est indépendant de 7. En particulier,

Bn = Zn(Sga Yr(p) 0 7s) — Zn(ng Ts)-

On peut alors pressentir la formule annoncée pour [, en utilisant des propagateurs P,
associés a (53, 7,, W;) et P! associés a (S?, g (p)o7s, W;) qui coincident en dehors d'un voisinage
0, 1] x B®x S? du fibré unitaire tangent B* x 5% de B? (trivialisé par 7) dans le bord de Cy(B?)
ot les propagateurs P; s’écrivent [0, 1] x B3 x {W;} et les propagateurs P/ s’écrivent Gyy,. Cette
formule vient plus précisément du lemme 5.8 de |Les13|. On peut aussi voir grace a ce lemme
que 3, est indépendante du choix des chaines Gyy, et des vecteurs Wy, ..., Ws,. On sait depuis
Iintroduction de 3, par Greg Kuperberg et Dylan Thurston en 1999 que (5, = 0 si n est pair
et que
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2.4 Le cas f33.

On précise dans cette sous-section la définition de f3 et le théoréme 2.15 qui est le théoréme
principal de cette thése. Pour tout ¢ € [0, 1] et pour tout V € S?, on commence par construire
une chaine Gy (t) C [0,1] x B® x S? de bord 9y avec les notations avant le lemme 2.11. Les
notations suivantes seront détaillées a la sous-section 4.2. On note Dy C B? le disque orthogonal
a V de rayon 7 et on note Cy son bord. On définit :

Goyv(t) = [O,t] X 33 X {V}
Gl,V(t) = {(u,m, pn(V));u € [t, 1], m € Bg}

Gov(t)=—{t} x |J {m}x[V.p(V)]

meB3\CV
Gg,v(t) = {t} X DV X Sz
GH,V t) - G27v(t) - G37v(t)

Enfin, on pose

Gv(t) = GoJ/(t) + GH,V(t) + Gly(t).

On montre alors (proposition 4.7) que pour tout ¢ € [0, 1] on a Gy (t) = Jy. Fixons un 9-uplet
(ti)ico € [0,1]2 tel que 0 < t; < -+ < tg < 1. Pour (V4,...,Vy) € (S*)2, posons Gy, = Gy (t;).
Pour ces chaines particuliéres, on montrera la proposition suivante (section 5.2, proposition
5.2) :

Proposition 2.13 1 existe un ensemble 2 ouvert et dense de (S*)2 tel que pour tout (Vy,...,Vy) €
A, toutes les intersections des W‘;(llﬂvi)(GVi) sont transverses pour tout I de D3". En particulier,
la quantité

It (Gyys ..., Gy Je(nr, 0
o= D> = @ (9)|29V)6( : F)[FaOF] € Az
repg" '

est bien définie pour tout (Vq,...,Vy) € 2.

On démontrera le lemme 5.29 et les propositions 5.22 et 5.27, qui auront pour conséquence la
proposition suivante :

Proposition 2.14 La quantité B33 ne dépend ni du choiz de la numérotation ny des graphes T,
ni du choiz des orientations or des sommets des graphes T', ni de l’élément (Vy,...,Vy) € 2,
ni du choiz des chaines Gy, de bord Oy,.

Ceci démontre d’une maniére indépendante les résultats annoncés dans la sous-section précé-
dente. D’autre part, soit I' € D" muni d’'une numérotation nr de ses sommets. On définit
I’application et les 3 chaines suivantes :

Te(Ti) - 50(3) x C1 — 50(3) X SQ; (p, C) — (p, We(p,i)(c))
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Goy =S0(3) x{V}
Grv = {(p.p(V)).p € SO(3)}
Gv=— U o x Vip(V)]

pESO(3),p(V)#~V

On note D3 (T'r) le sous ensemble de D" constitué des graphes qui sont isomorphes a I'y.

Théoréme 2.15

8 h—1
/63 = 2 9 Z nF70F)<m 7T;(11"77,')(G1’Vi) E(Fh GQ Vh ﬂ ﬂ-e(F ) GOV)>[P30F]
3 (p) h= i=1 i=h+1

On prouve le théoréme 2.15 au chapitre 6 en montrant
— que toutes les intersections arrivent en un temps ¢, d’homotopie (lemme 5.6)
que la contribution des parties {t,} X Dy, x S? est nulle (lemme 6.2)
~ que l'on peut remplacer B? par SO(3) (lemme 6.3)
— que la contribution des graphes non isomorphes a I'r est nulle (lemme 6.6).

Au chapitre 7, on donne un algorithme pour calculer 'expression ainsi simplifiée de fs.

3 Combinatoire sur les graphes

Le but de ce chapitre est de démontrer les lemmes 2.2 et 2.3.

3.1 Démonstration du lemme 2.2

On détermine dans cette section ’ensemble D3 des graphes trivalents connexes & 6 sommets
et sans boucles internes. Une bulle est un sous-graphe de la forme

-0

Notons :
By C Ds3 le sous ensemble de D3 composé des graphes qui ne comportent aucune bulle
— B; C Ds le sous ensemble de D3 composé des graphes qui comportent exactement 1 bulle
— By C Ds le sous ensemble de D3 composé des graphes qui comportent au moins 2 bulles
On a alors D3 = By U By U Bs, donc on détermine successivement By, By et Bs.

Notons D; (resp. Dy ) I'ensemble des graphes trivalents connexes a deux sommets avec
éventuellement des boucles internes (resp. & 4 sommets) et Dy, 'ensemble des graphes trivalents
connexes a 4 sommets et sans boucles internes.
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Lemme 3.1 Les ensembles Dy et Dy se décrivent de la maniére suivante :

2-{O-0O ¢ of
D=1 ) @

PREUVE: Construisons un graphe I" de Dy : Le graphe I' est composé de deux points. Comme
I" est connexe, ces deux points sont reliés par une aréte.

*—o

Pour compléter ce graphe, soit les deux arétes restantes relient les deux points, soit chaque
point est relié & lui méme. On obtient ainsi les deux graphes de D;. Pour construire Dy on
fixe tout d’abord un sommet de I', trois arétes partent de ce sommet, et comme les trois arétes
ne peuvent étre reliées au méme point car I' est connexe, il n’y a que deux alternatives pour

construire ces arétes :

Complétons le graphe de gauche : le sommet univalent ne peut étre relié au sommet bivalent
déja construit, sinon la seule maniére de compléter ce graphe en rajoutant le quatriéme sommet
donne une boucle interne. Par conséquent, le sommet univalent est relié seulement au quatriéme
sommet, ce qui laisse une derniére aréte a rajouter, et on obtient

D

Pour compléter le graphe de droite, il suffit de constater que si un sommet univalent n’est pas
relié aux deux autres, cela force a avoir une boucle interne. On obtient ainsi le dernier graphe
annoncé pour Ds.

]

Lemme 3.2 On a

D Do)

PREUVE: Un élément de By s’obtient en insérant 2 bulles & un graphe de Dy. Insérer deux

bulles dans
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produit deux graphes

Comme T'yp et I'sp sont des graphes qui contiennent respectivement deux et trois bulles, ils
sont bien distincts. Lorsque 1'on insére deux bulles dans

OO

il n’y a qu’une seule possibilité pour placer ces deux bulles, de sorte qu’il n’y ait pas de boucles

internes. Cela nous conduit &

On obtient bien un graphe distinct des deux précédents car on peut disconnecter I'y en enlevant
une aréte, ce qui n’est pas possible pour I'sg et I'sp.

(@)

PREUVE: On définit I'application suivante by : By — Do qui au graphe I' associe le graphe ou
I'unique bulle —_o— est remplacée par . On rappelle que Dy désigne I'ensemble des graphes
trivalents connexes a quatres sommets avec éventuellement des boucles internes. On montre
que

O

Lemme 3.3 On a

Im(bl) C Dg.

En effet, soit I' € Ds et supposons par absurde que by(I) € D,\D,. Par conséquent, ' a
une bulle, qui quand on I’écrase donne une boucle interne. Par conséquent, I' contient un sous

graphe de la forme

Or il n’existe qu’une seule maniére de compléter ce morceau de graphe sans créer de boucle

interne :

Or ce graphe n’appartient clairement pas a Bj et par suite, Im(b;) C Dy. On peut donc écrire
By, = b;'(D,). Déterminer B; revient alors & trouver toutes les facons de rajouter une bulle
aux graphes de D,. Rappelons que

»=\ID + Dy

Comme
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@ _

toutes les arétes de ['y jouent le méme role. 11 y a donc qu’une seule fagon de rajouter une bulle
a
L= @

Ce graphe ne comportant qu’une seule bulle, ¢’est bien un graphe distinct des précédents
trouvés. En insérant une bulle a

on aura un graphe avec au moins deux bulles. Donc

()

qui conduit au graphe

Lemme 3.4 On a

BO@,W“

PREUVE: L’ensemble By est constitué des graphes n’ayant aucune bulle. Un triangle est un

sous-graphe de la forme /A\ On note T} C Djs le sous ensemble de D3 composé des graphes
qui comportent au moins 1 triangle. Pour déterminer By on détermine successivement By N T}
et Bo\(ByNTy). Un graphe de ByNT} s’obtient en rajoutant un triangle & un graphe de Dy de

la maniére suivante : on remplace J; par A Tout triangle inséré dans

D

laisse au moins une bulle intacte, ce qui est interdit dans By. Il reste a insérer un triangle dans
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>

mais comme tous les sommets jouent le méme roéle dans ce graphe, on peut par exemple choisir

de le mettre au centre pour obtenir

Il reste alors a décrire By\(ByNTy) : ce sont les graphes qui ne contiennent ni bulles ni triangles.
Nous allons construire un tel diagramme I'. Fixons A un sommet quelconque. Comme I' n’a
aucune bulle, les trois arétes partant de ce sommet sont reliés a trois sommets distincts.

Py

c D

Comme I ne contient aucun triangle, aucune aréte ne contient deux éléments de {B,C, D}. Les
sommets B, C' et D sont donc tous les trois reliés aux deux autres sommets F et F' qui restent

a placer. Le sommet B (resp. C, D) est donc relié & un des deux autres sommets restant E et F’
et en fait aux deux, puisque I' ne contient aucune bulle. Le graphe est alors fini et I’on obtient

F B
E

Le graphe construit est alors unique.

)

Remarque 3.5 Par construction, les sommets de jouent le méme réle : pour tout

couple de sommets, il existe un automorphisme de I'c qui envoie 'un sur 'autre. Le résultat
persiste sur les arétes : pour tout couple d’arétes, il existe un automorphisme de I'c qui envoie
l'une sur lautre.

La démonstration du lemme 2.2 découle directement des lemmes 3.2, 3.3 et 3.4.



23

3.2 Démonstration du lemme 2.3

Classiquement, pour montrer le lemme 2.3, on montre les relations annoncées et on construit
une forme linéaire sur A3 non nulle sur [I'r] (voir [BN95a, paragraphe 2.4] ou [Vogll]).

On présente dans cette sous-section une seconde méthode qui consiste a faire la liste de
toutes les relations qui définissent Az. Pour chaque graphe numéroté, on dresse les listes de
tous les types d’arétes qu’il contient, et toutes les relations IHX qui interviennent sur chaque
type d’arétes. Toutes les relations qui suivent sont écrites dans As. Soient un graphe I' et e une
aréte de I'. La relation THX associée a (I, e), qui relie 3 graphes identiques hors des disques
représentés, est :

P
N N N
/ \ / ’ \ / \
,/ \ ,/ e \ l/ N
| (& = ;+ 1 = 0
\ / \ / ' / /
\ ’ \ / \ /
N N
SR .
F 1—‘/ 1—‘//

et on la note
(F> 6) - (Flv 61) + (Fﬂa 6”) =0.

Soient I et I les deux autres graphes intervenant dans cette relation et soient ¢’ et ¢” leurs
arétes respectives visibles. Notons que la relation THX associée a (I",¢') (resp. a (I',€”))
coincide avec la relation IHX de (I', €), & antisymétrie prés. Il suffira donc de faire apparaitre une
fois chaque couple (I, e) dans toutes nos relations pour étre certain d’avoir une liste compléte.

Lemme 3.6 Soit un graphe G qui contient une boucle interne, alors [G] = 0.
PREUVE: En effet, en utilisant la relation AS on obtient
—O = — —Cc2
Donc on obtient [G] = —[G].
O

Cela signifie que la classe de tout graphe trivalent contenant une boucle interne est nulle dans
Ajs. On peut donc se restreindre & 'ensemble D3 des graphes trivalents connexes 4 6 sommets
et sans boucles internes, que I'on a décrit au lemme 2.2. De plus :

Lemme 3.7 Soit une bulle
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Alors une relation IHX sur j donne : i
i J
_ _ =0
J i

Une relation I HX sur une aréte j d'une bulle d’un graphe I' s’écrit

Lemme 3.8 Les couples (I',e) a isomorphisme pres, ou I' € Dy et e est une aréte hors d’une
bulle de T" sont décrits par les types d’arétes suivantes, sur chaque graphe I' de Ds.

I'sp = @ I'yp = I'g =

’.X‘ Lo = (—\ T, = Q}@

les graphes ont l'orientation du dessin, et on a les relations suivantes :

@

(T'p,e) + (I'pye) — (I'ig,e) =0

(To,e) + (Tr,e') — (T, e) =0
(Mip,€") + (T'1p, ") — (T2p,€’) =0
(T1p,€¢) + (T, ¢) — (T3p,¢e) =0
(Typ,e) — (Tep,e) — (T',e) =0
(Tp,€)+ (T'p,e') — (T'g,€e) =0.

PREUVE:

Lemme 3.9 Une relation [HX sur une aréte e d’un graphe ' qui se trouve sur un triangle
donne la relation suivante :
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Soit
(T,e)+ (T,e) — (I, €)= 0.

PREUVE: La relation THX appliquée a (T, e) donne

et 'on retrouve I'égalité du lemme en appliquant deux fois une relation AS au dernier graphe.
(|

En appliquant le lemme 3.9 & (I'r,e), & (I'1p,€'), & (T'1p,€”) et & (I'z,€’) on trouve :

(FT,G) =+ (FT, 6) — (FlB,e) = 0
(T, €) + (T, €) — (T'3p,e) =0
(g, €") + (Tip,€") — (Tap,e’) =0

(Tp,e')+ (Tp,e’)— (Tp,e) =0.

Pour une aréte qui se situe sur un carré, on peut ré-écrire la relation I HX de la facon suivante,
en appliquant AS au dernier graphe :

a

C
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ce qui donne, aprés avoir appliqué AS aux deux derniers graphes de 1'égalité précédente :
(Fc, 6) -+ (FT, 6/) — (FT, e') =0.

Appliquons enfin la relation THX a (I'z, e), ou (T'z, e) est identifié au second terme de la relation

ce qui, avec la relation AS, conduit a la relation :
(Fop,e) = (I'z,e) — (Fap,e) =0

et cela termine la démonstration du lemme 2.3.
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4 La chaine Gy

Le but de ce chapitre est de démontrer le lemme 2.11 en détaillant la construction des
chaines Gy et en démontrant la proposition 4.7 .

Ecrivons B? comme la boule de rayon 27. On peut alors écrire un point m € B3 sous la
forme m = Ou ou 6 € [0,27] et u € S®. Pour m = Ou, on définit application p,, : S* — S* ou
pm (V) désigne image du vecteur V par la rotation d’angle 6 et d’axe u. La variété B3 hérite de
lorientation de R?, et S? est orientée comme la variété bord de B? avec la convention "normale
extérieure premier vecteur". Rappelons que toutes les variétés bords sont par ailleurs orientées
par cette convention. Soit V' € S?, dans 'espace [0, 1] x B® x S? on pose

By = —{0} x B x {VY + {(1,m, pm(V)):m € B¥} — [0,1] x S x {V'1.

[0,1] x S?2 x {V}

{0} x B% x {V} e (Lo (V)im € BY)

Nous allons définir dans la proposition 4.7 une 4 chaine Gy dans [0,1] x B3 x §? telle que

0Gy = Oy.

4.1 L’éclaté BI(B? Cy)
Définition 4.1 On définit Dy = {fu; 60 € [0,7],u € S*,u L V} et on pose Cy = dDy.

On oriente Dy de sorte que V' x Dy oriente B? et Cy est orienté comme bord de Dy .

Vv
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Notation 4.2 On note SNgs(Cy) le fibré unitaire normal de Cy dans B3, ce fibré est orienté
comme bord d’un voisinage tubulaire de Cly .

Ce fibré a pour fibre S'. Notons la section u : Cyy — SNpgs(Cy) telle que pour m = v € Cy,
u(m) est égale au vecteur tangent a& Dy rentrant dans Dy. On peut alors écrire SNps(Cy) =
St x Cy o (1,7v) est la section qu’on vient de définir.

Soit ¢y : B* — S m = p,u(V). On a ¢y (=V) := {m € B?; p,(V) = =V} et cet ensemble
hérite de la co-orientation induite par ¢y .

Lemme 4.3 On a Cy = —¢,'(=V).

PREUVE: Ensemblistement, on a bien 1’égalité. Il reste & voir que les orientations sont contraires.
L’ensemble {m € B?;p,,(V) = —V} est co-orienté par le fibré normal de —V qui est I'espace
tangent T_yS?. On sait que Nps(Cy) = D? x Cy ot Dy est la fibre du fibré normal a Cy, qu’on
oriente par une base (uj,us). La base image (w1, ws) par 'application tangente D¢ est dessinée
sur la figure ci-dessous. Alors (N, wy, ws) est indirecte ce qui conclut la preuve du lemme.

O




29

On définit I’éclaté BI(B?, Cy/) comme suit : en tant qu’ensemble, il est obtenu en remplagant Cy
dans B? par son fibré normal unitaire SNps(Cy). Sa structure lisse est obtenue en remplagant
dans le fibré normal Nps(Cy) = D? x Cy = ({0}U]0,1] x S*) x Cy, 'ensemble Cy = {0} x Cy
par SNpgs(Cy) = {0} x S! x Cy.. La projection canonique induit une projection lisse. Une carte
au voisinage de SNps(Cy ) est de la forme [0,1] x S* x Cy.

Lemme 4.4 On a
83[(33, Cv) = SQ — Sl X Cv.

PREUVE: Avec nos orientations, S* x Oy est orienté comme bord d’un voisinage tubulaire, qui
est 'opposé du bord de BI(B?,Cy).

O

Notation 4.5 Pour X et Y deux vecteurs de S*, non proportionnels, on note [X,Y] lunique
géodésique de longueur minimale reliant X a'Y, et orientée de X vers Y.

Lemme 4.6 1] existe une unique application continue Hy : [0,1] x Bl(B3,Cy) — S? telle que
—- Vm € BI(B3,Cy), Hy(0,m) =V
Vm &€ BZ(BS,Cv),Hv(l,m) = pp(m)(V)
- Vm € B\Cv, {Hy(t,m);t € [0,1]} = [V, p(V)] et d(V, Hy(t,m)) = td(V, p (V).

PREUVE: Pour m € B3\Cy, on définit Hy(t,m) € [V,pn(V)] tel que d(V,Hy(t,m)) =
td(V, pm(V)). D’aprés la démonstration du lemme 4.3, application D¢y fournit un isomor-
phisme qui renverse I'orientation entre la fibre S x m de SNpgs(Cy) et ST v(S?). On consi-
dere la carte [0,1] x S* x Cy au voisinage de SNps(Cy) dans Bl(B? Cy). Soit une suite
m, € Np3(Cy) que Pon écrit sous la forme m,, = (uy, 0, ¢,), qui converge dans BI(B?, Cy/) vers
me = (0,0,¢) € SNps(Cy). Soit n € N, alors Hy (t,m,,) € [V, pm, (V)] a un sens. La géodésique
[V, pm,, (V)] converge vers [V, —V]y qui est la géodésique de longueur 7 reliant V' & p,,, (V) = =V,
et dont la tangente sortante en —V est D¢y (—0). On définit alors Hy (¢, m) comme le point de
[V, =V]g tel que d(V, Hy (t,m)) = td(V, p,,(V)) = tr.
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4.2 Construction de Gy

Soit ¢ € [0,1]. On pose
GO’V(t) = [O,t] X 33 X {V}

Giv(t) = {(u,m, pnu(V));u € [t,1],m € B*}.
Gov(t) et G1y(t) sont clairement des 4-chaines. On pose alors :
Gav(t) = {(t.p(m), Hy(u,m));u € [0,1],m € BI(B®,Cy)}
Gy (t) = {t} x Dy x S
Guy(t) =Goy — Gsy.
Enfin, on pose

Gv(t) = Goy(t) -+ GHy(t) + GL\/(t).

Proposition 4.7 Pour tout t € [0,1], la 4-chaine Gy (t) vérifie le probléme posé, ¢’est a dire
0Gy (t) = Oy.

PREUVE: Calculons successivement les bords des morceaux constituant Gy (). On a
OGoy(t) =t x B*xV —0xB*xV —[0,t] xS*xV

0Gy(t) = {(1,m, pnu(V));m € B*} — {(t,m, pn(V));m € B3} — [t,1] x S* x V,

puis

6G3,V(t) =1X CV X Sz,



Donc
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0Gay(t) = —{(t,p(m), Hy(u,m));u € [0,1],m € dBI(B?,Cy)}

+{(t,p(m), Hy(1,m));m € BI(B®,Cy)}
—{(t,p(m), Hy(0,m));m € BI(B? Cy)}.
OGay(t) = —{(t,p(m), Hy(u,m));u € [0,1],m € $*}
+{(t,p(m), Hy(u,m));u € [0,1],m € S* x Cy}
+{(t,m, pm(V));m € B3}
—{(t,m,V);m € B3}.

Lemme 4.8 On a {(t,p(m), Hy(u,m));u € [0,1],m € S* x Cy} = +t x Cy x S%.

PREUVE: Fixons p(m) et m qui s’écrit m = (v, p(m)) pour une direction v € S'. L’ensemble
{H(u,m);u € [0,1]} est un demi grand cercle de V' a —V.

|4

Lorsque I'on tourne autour du cercle S! noté sur la figure précédente, les demis grands cercles
tournent autour de 'axe de —V a V', dans le sens noté sur le dessin d’aprés la démonstration

du lemme 4.3.

On a alors

O

IGay(t)= —txS*xV
+t x Cy x S?
+{(t,m, pu(V)); m € BY}
—tx B3x V.



On peut alors négliger le morceau t x S? x V qui est de codimension 2 et donc
Gy (t) ={(t,;m, pn(V)); me B’} —t x B> x V.
Finalement,

OGy(t) =—-0x B> xV —[0,1] x $* x V +{(1,m, p,u(V)),m € B*}.

32
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5 Définition de [

On détaille dans cette section des arguments de transversalité. On montre aussi que la
définition donnée de 'anomalie est cohérente et que les chaines Gy, choisies pourraient étre
changées en des chaines de méme bord. Les résultats de ce chapitre peuvent étre vus comme
des corollaires de résultats plus généraux comme expliqué dans I'introduction.

5.1 Introduction

On rappelle en introduction les notations et objectifs de la section 2.3. On rappelle que
Cvry(R?) :={c: V(I') < R®} désigne Pespace des configurations de V(T') dans R*. On désigne

par é’v(p)(R3) = Cym)(R?*)/H le quotient de Pespace de configurations par les translations
et les homothéties de rapport positif. On oriente Cy () de sorte que le difféomorphisme f :

Cvr)(R?*) — R3x]0, +oo[><é'v(p) défini par

f(e) = (e(xo), [I(c = e(x0))], €)

soit un diffeomorphisme qui préserve 'orientation.
On rappelle le cas particulier suivant du théoréme 2.6.

Théoréme 5.1 Il existe une variété lisse a coins, compacte, bien définie Cy(ry dont lintérieur
est canoniquement difféomorphe a CV(F)(R3). Cette variété Cy(ry est de dimension 14

On note les éléments de Vintérieur de Cyry par un 6-uplet (O, B,C, D, E, F) de (R?)%. Soit
I' € D". On numérote arbitrairement les sommets de I' dans {O, B,C, D, E, F'}. On note
cette numérotation np et on note Cy = Cy(ry. On note e(I',7) I'aréte de I' portant I'indice 7 :

N

M On définit alors Teryi) - Cla — S? par

Te(yi) = TNM

ou my s est Papplication définie au théoréme 2.6. Cette application dépend de la numérotation
arbitraire choisie des sommets mais on oublie volontairement de le préciser dans la notation pour
ne pas alourdir les notations. On obtient alors 9 applications (7). On étend ces applications
en
Vie{l,...,9} mera ¢ [0,1] x B® x Ciy — [0,1] x B® x §?
par
Te(ryi) = 1d[0,1]xB3 X Te(T,i)-

Fixons (t;)ico € [0,1]2 tel que 0 < t; < -++ < tg < 0. Pour tout (V;);co € (S?)2, on pose Gy, =

G, (t;). Alors pour tout i € 9, ﬂ;(% 5 (Gv;) est une chaine de codimension 2 dans [0, 1] x B? x C'*.
On montre dans cette section la proposition suivante :
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Proposition 5.2 1] existe un ensemble A ouvert et dense de (S*)2 tel que pour tout (V1,...,Vy) €

A —1 N .
A, pour tout qraphe I € D3, les chaines , o )(Gv) sont transverses deuz a deux sur les inter-

sections (Vi—y TI'E(F »(Gv,). Pour (Vi,..., Vo) € A, lintersection N=; 7T6(F i(Gv,) est un ensemble
de points avec des signes induits par les co-orientations des We(r,i)(GVi) et lorientation de C'*
induite par la numérotation nr des sommets. On note alors Ip,.(Gv,,...,Gy,) la somme de
ces signes. De plus, pour tout (Vi,..., Vo) €A, on a

ﬂﬂ—e(f‘z) L:J (ﬂﬂ- i) GV)\t th) :

5.2 Existence

Pour que Ir soit bien défini, il faut que les chaines Gy, soient transverses. Dans cette
partie, nous allons définir plusieurs ensembles 24, ..., 2, qui sont des ouverts denses de (S?)2.
L’intersection 24 = (| 2l; désignera I'ensemble des vecteurs admissibles, et sera donc un ouvert
dense. Ces vecteurs admissibles vérifieront donc plusieurs propriétés de transversalité nécessaires
a la définition de [ et aussi des propriétés de simplification du calcul de 7. On commence par
énoncer et démontrer un lemme générique. Une valeur réguliére d’une application différentiable
est, une valeur en laquelle la différentielle de f est surjective en tout point de la préimage. On
démontre le lemme classique suivant.

Lemme 5.3 Soit f : X — Y une application lisse, avec X compacte. Alors, l’ensemble des
valeurs réqulieres de f, noté Reg(f), forme un ensemble ouvert et dense de Y. De plus, si
dim(X) < dim(Y') alors le complémentaire de f(X) est un ensemble ouvert et dense de Y.

PREUVE: Supposons dim(X) < dim(Y'). D’aprés le théoréme de Sard [Hir94, Chapitre 3 théo-
réme 1.3|, 'ensemble des valeurs réguliéres pour f est un ensemble dense. Comme dim(X) <
dim(Y') aucune valeur de f(X) ne peut étre réguliére car en aucune valeur, la différentielle
ne peut étre surjective. Le complémentaire de f(X), qui est ’ensemble des valeurs réguliéres,
est alors dense. Comme f est supposée lisse, elle est en particulier continue. Comme X est
compacte, I'image f(X) est compacte, et son complémentaire est donc ouvert.

Supposons maintenant dim(X) > dim(Y). Le théoréme de Sard affirme que 'ensemble
Reg(f) des valeurs réguliéres de f forme un ensemble dense dans Y. Il reste & montrer qu’il est
aussi ouvert.

Soit Z une variété. Un ouvert W est dit trivialisé s’il existe un diffeomorphisme ¢ : W —
p(W) C R¥™2)_ Soient f : Z — Z' une application différentiable et deux ouverts W C Z et
W' C Z' trivialisés, tels que f(W) C W’. Alors on peut définir la matrice jacobienne Jyy - de
f relativement aux ouverts trivialisés W et W', comme la matrice jacobienne de I'application
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tangente de f, par rapport aux cartes (W, ¢) et (W' ¢').

Soit (U;)ier un recouvrement ouvert de la variété X tel qu’il existe, pour tout ¢ € I, un
compact V; et un ouvert trivialise W; tels que U; C V; € W; et f(W;) C W/, ouvert trivialisé
de Y. Comme X est compacte, on peut choisir [ fini.

Notons n = dim(Y'). Soit © € V; C W; l'application tangente est surjective s’il existe un
mineur nxn extrait de la matrice jacobienne Jy,(f)(z) non nul. Donc un point est critique si tous
les mineurs n x n extraits de Jy, (f)(z) sont nuls et cela ne dépend pas de la carte W; choisie. Sur
le compact V; trivialisant on peut écrire Ay 1(x), ..., Ay, x(z) tous les mineurs n x n extraits de
Jv,(f)(z). Comme f est supposée lisse, chaque mineur Ay, ;, est continu en x et par conséquent,
A;ﬁlk({O}) est un fermé dans V; compact, donc est compact. L’ensemble (), A(/llk({O}) est donc
une intersection de compacts donc est compact, et correspond a ’ensemble des points critiques
de f surle compact V;. Par conséquent K = (J, ), A(,llk({()}) est un compact de X et correspond
a I’ensemble des points critiques de f. Par conséquent, I'ensemble f(K') des valeurs critiques est
compact car c¢’est 'image continue d’un compact. Finalement, I’ensemble des valeurs réguliéres
étant le complémentaire de I'ensemble des valeurs critiques, cet ensemble est donc ouvert.

O

Etape 1 : Rappel des chaines et définition des applications

Commengons par rappeler que (on oublie volontairment la dépendance en t; fixé dans [0, 1])
Gy, = Goy, + Gay, — Gay, + Gy,
avec :
Gov. = [0,t;] x B* x {Vi}
Gry, = {(t,m, (Vi) t € [t;; 1],m € B’}
Gav, = {(ti, p(m), Hy,(u,m));u € [0,1],m € BI(B®, Cv;)}
Gsy, = {t;} x Dy, x S%.
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Ga,v;, — Gs v,

-8 [ 5

Go,v;

Gy,

Et on a Gy, = Oy, = —0x B3 x V; — [0,1] x S x V; + {(1,m, p,n(Vi)),m € B*}. On rappelle
enfin que
O<t1<t2<"‘<t9<1.

Notons § := {O, B,C, D, E, F} et Ps I’ensemble des paires ordonnées de S. Une aréte e d’un
graphe numeéroté I' peut étre considérée comme un élément de Ps. On note k := {1,... k}.
La donnée des 9 arétes de (I', np) peut étre traduite par une application f : 9 — Ps telle que
f(@) = e(T';i). On alternera dans cette section les deux points de vue. Rappelons qu’une aréte
e fournit une application 7, : C** — S2. On introduit alors les deux applications suivantes :

Tl BPx 01— §? [ B x M 5 §?
(m,c) = py!(me(c)) (m,c) +— me(c)

De maniére générale, pour f : k — Ps on pose

| CM — (SHE
cC +—— (Wf(i)(c))ieﬁ '

Etape 2a : Pas d’intersection au dessus du bord de [0, 1] x B3.

Lemme 5.4 1] existe un ensemble A, ouvert et dense de (S*)2 tel que pour tout (Vy,...,Vy) €
Aoa, pour tout {iy,...,ig} C 9 et pour tout (I',nr), on a

ﬂg(%“,il)(GVil) N---N wéj(;ig)(GViS) N (0(0,1] x B*) x C") = @.
PREUVE: Soit f : 9\1 — Ps, alors m; est une application lisse, avec dim(C) < dim((S?)2\!).

D’apres le lemme 5.3 le complémentaire de I'image de cette application est un ensemble ouvert
et dense, qu’on note L{f‘} On pose ensuite

Uy =8> x (U
I
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On définit ensuite oy; la permutation de (S?)? qui échange le facteur 1 et le facteur 7 dans le
9— uplet (uy, ..., uy). On pose alors UP* := oy, (U) et

Y- (U

Par construction, 2y, est un ensemble ouvert et dense, car c¢’est une intersection finie d’en-
sembles ouverts et denses. On montre qu’il n’ y a pas d’intersection au dessus du bord de [0, 1] x
B3. Supposons par I’absurde que (¢, m, ¢) € 7Te(r i (Gvi, )N ﬂﬂ'e(r i (G )N(([0, 1] x B?) x C1).
Alors pour tout j € 8, m(ri,)(t,m, ¢) € Gy, et (t,m) € 9([0,1] x B?).

Sit=0oumedB?=S§? alors pour tout j € 8 on a

Vz‘j = PpPs2 0 We(r,z‘j)(t, m, C) = We(r,z‘j)(c) = Wf(ij)(c)-

Donc (V;,,..., Vi) € Im(my), ce qui contredit I'hypothése.
Si t = 1 alors pour tout j € 8 on a mr,)(t,m,c) = meru)(c) = pm(Vi,). Donc V;, =
Ter,iy) (P (€). Alors (Vi ..., Vi) € Im(my), ce qui contredit I'hypothese.

O

Etape 2b : Pas d’intersection en dehors des temps d’homotopie.

Soient deux applications f : k — Ps et g : k — {0,1}, on pose

Fy(f,g) | B x C** — (S?)E
(m.c) > (g (m.e)ie = (oo (w0 () s
Le lemme suivant montre que les fonctions Fj(f, g) paramétrent les intersections des chaines

7Te_(11“,i) (Gv,)-

Lemme 5.5 Soient I' € D3 et t €]0,1[\{t1,...,to}. On choisit Uapplication f : 9 — Ps
correspondant a I'. On définit g : k — 2 par g(i) = 1 si t; < t et g(i) = 0 sinon. Alors pour
tout k €9 et (Vy,..., Vo) € (S*)2 on a :

{t} x B (fiwo o) Vi, - Vo) = (7ot (Gv) N {t} x B x ™.
i€k

PREUVE: Soit (m,c) € Fgl(f@gm)(\/l, ..., Vo). Pour tout i € k, si t; < t alors

w?%(m, ¢) = Ty (m, ¢) = pr! (Teray(c)) = Vi

= T, (c) = pn(Vi) <= (t,m,c) € W(:(%yi)(GLVi).
De la méme maniére, si t; > t alors

740 (m, ¢) = 70 (m, ) = Tur(c) = Vi <= (t,m, ¢) € m 1. (Go,)-
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O

On choisit k = 9, alors Fy(f, g) : B3xC" — (S?)2 est une application C* avec dim(B?x C') <
dim((S*)?). D’aprés le lemme 5.3, le complémentaire OF , de 'image de Fy(f, g) est alors ouvert
et dense. Alors 2y, 1= ﬂfg (’)chyg est une intersection finie d’ouverts denses, donc est un ouvert

dense de (S?)°. On a alors le lemme suivant :

Lemme 5.6 Soit (Vi,...,Vy) € Aoy, alors pour tout t ¢ {t;}ico et pour tout graphe I', on a
9 _
Nizt ﬂ-e(%‘,i)(GVi)‘{t} =4a.

PREUVE: En effet, si (t,m,c) € ., W(:(llﬂyi)(GVi) alors, pour tout i € 9 on a m ;) (t,m,c) €
Gy, \(Ga,v; UGsy;). Ce qu'on peut écrire :

Pour t; < t alors e (t,m,c) = pn(V;) & Vi = p,.! (Ter s (t,m, c)).

Pour t; > t alors mer(t,m,c) = V; & V; = 7w (t,m,c). On définit go(i) = 1sit; < tet
go(i) = 0 sinon. Si fj représente I', alors (V4,..., V) € ImFy(fo, go), donc (Vi, ..., Vo) & Ay ce
qui contredit I’hypothése.

]

Etape 3 : au temps de 'homotopie, transversalité sur les sous-graphes.

Soient £ < 8 et t = t,. Soit Ej un sous-ensemble de 9 & k éléments. Pour f : £ — Ps et
g : Ex — {0,1}, on définit I'application

Fp,(f,9) | B x C1 — (8)™
(moe) (w5 (ms ))ier,
et g, (f,9) : B x CM x (S)2\Fk — (S2)Er x (S)2\Ek par Fp, (f, 9) = Fg, (f, g) x id. Les valeurs
regulieres de F, (f, g) forment un ensemble ouvert et dense de (S%)% et 0%, =, Reg(Fg, (f, 9))
est alors un ensemble ouvert et dense de (S*)2. On pose enfin

E,

Lemme 5.7 On fize k < 8. Soient (Vy,..., Vo) €U} et T € D3 .. Pour {iy,... i1} C9 et pour
tout p € 9\{41,...,ix} les chaines Wf_,zl‘l(GVil)7 . ,nyik (Gv,,) s’intersectent transversalement
sur {t,} x B® x C1.

PREUVE: Le lemme découle directement de la construction de U en posant Ej, = {iy,..., i}
et (fo,go) qui correspond au couple (I',¢,) (d’aprés le lemme 5.5).
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Enfin, on pose

9
A = (U
k=1

Lemme 5.8 Soient (Vi,...,Vy) € 3 et T' € D3 . Alors pour tout k < 8, pour tout k—uplet
{i1r,..., 0} C 9 et pour tout p € I\{i1,..., i} les chaines 7TI_‘,11'1(GV~L1)7 . ,ijk(GVik) s’inter-
sectent transversalement sur {t,} x B3 x C*.

(]

Etape 4 : Premiére partie de ’homotopie.

Proposition 5.9 Il existe deur ensembles Ay, et Ay, ouverts et denses de (S?)2 tels que pour
tout (Vi,..., Vo) € Uyy et pour tout j €9

(V7o (Gv) N7y (0Gay,) = 2
it
et pour tout (V1, ..., Vy) € A4a N2y Vintersection (), 4, W;(; i)(GVi)ﬂW;(lp i(Gs,y;) est transverse.

PREUVE: Rappelons que Gy, = {t;} x Dy, x §* et Cy, = 9Dy, = {m € B? p,(V;) = —V;}.
On commence par trouver un ensemble 24, de vecteurs de (S?)2 pour lesquels il n’y a pas
d’intersection avec le bord dGyy, = {t;} x Cy, x S*. Fixons j = 1 et soit V; € S, on note

Fg(\li(ﬂ%vl) 2 Cyy X [GL N (SZ)Q\l
(m,c) — Fyu(f.g)(m,c)

Le complémentaire de I'image est un ouvert dense, noté O*(f, g)(V1). On pose

Ui(f.g) = |J i} x O'(f, 9)(1).

1% €S2

Lemme 5.10 U} (f,g) est un ensemble ouvert et dense de (S*)2.

PREUVE: On commence par montrer la densité : On montre que pour tout (Wi, ..., Wy) € (S?)2
et € > 0 il existe (Vi,..., Vo) € UL f,g) N Bo(Wy,...,Wy). On choisit V; = W;. Comme
OYf,9) (V1) est dense dans (S?)2\L, il existe (Va,...,Vy) € Of,9) (Vi) N B(Ws, ..., W) et
(Vi ..., Vo) € U}(f,g) N B(Wh, ..., Wy). Pour montrer que U (f,g) est ouvert, on va trouver
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un voisinage ouvert de (V4,...,Vy) € UL(f, g). Soient un paramétrage ¢ : St — Cy,; 0 — ©(0)
et Ny, un voisinage compact de V; dans S%. Pour tout V € Ny,, on peut paramétrer Cy, par
I’application suivante :

hv St — CV

0 — P V+yy ((,0(6’))

Vi
[IV+Will

ce qui nous permet de définir I’application :

Jae)

ga(fr9) 0| Ny xSt x O — Ny x (87)1

(V.60 — (V.F(19.V)(hw(0),0))

D’autre part, comme (Vi,...,Vy) € U(f, g) alors (Va, ..., V) € O f,g) (Vi) donc (V4,. .., Vy)
appartient au complémentaire O*(f, g) de I'image de Fg(\?(f,g) qui est ouvert. De plus, on a
I'inclusion

O*(f,9) N Ny, x (S C UL (S, 9) N Ny x (82

en effet, si (Wa,..., W) € Im(FQ(\li(f,g, Wh)) alors (Wh,..., W) € Im(Fg(a(f,g)). En passant

aux complémentaires, on obtient 'inclusion affirmée. Finalement, O4(f, g) NNy, x (S2)2\ fournit
le voisinage ouvert de (Vi,..., Vo) dans U(f, g).
O
On pose alors
9
Q’[40, = ﬂ Ull(muf(fv g))

On a un ensemble 2y, de vecteurs (V3, ..., Vy) pour lesquels pour tout j € 9 on a

(Ve (Gn) Ny (0Gay,) = 2.

i#j
Il reste a trouver un ensemble 2y, ouvert et dense tel que pour tout (Vi,..., Vo) € Ayy N Ay,

Pintersection [, ; 7T;(;i)(GVi) N W(;(%‘J)(Gg’vj) est transverse. Fixons encore j = 1 et posons

Fy)(f,9. V) 1| B> x €1 — (SO xR
(m,c) = (Foulf,g)(m,c),<m, Vi >)

Siona (Va,...,Vy,0) € Reg(Fg(i’i(f, g, V1)) et (Vi,..., Vo) € Uy, alors Vintersection [, ﬂ';&’i)(GVi)ﬂ
ﬂ';& 1y(G,11) est transverse. On pose donc

Ui (f.9) = {(Vi,.... Vo) € Wag; (Va,..... Vo, 0) € Reg(F(f.9,Vi))}-
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Lemme 5.11 [ ’ensemble Uy (f, g) est un ouvert de (S*)2.
PREUVE: Soit (V4,...,Vy) € Us(f,g). On pose

@

oa(fr9) |2 x BPx O — §? x ()™M xR

(Vi.m,e) — (Vi, Fyy)(f.9. V1))

L’application Fé@(f,g) est différentiable, et dans une base adaptée, la matrice jacobienne de
4 92 . -
Fg(\i(fvg) s’écrit :

Par conséquent, comme (Va,...,V,0) € Reg(Fg(i’i(f, g, V1)) alors (Vi, ..., V4,0) € Reg(FQ(@(f, q)).
Or Reg(FQ(@
ouvert U C (S%)2 et un ouvert V C R tels que (V,...,V,0) € U xV C Reg(FQ(@(f, g)). Ainsi

U N2y, est un voisinage de (Vi ..., Vy) dans Uy (f, g).

(f,g)) est un ensemble ouvert de (S*)2 x R d’aprés le lemme 5.3, donc il existe un

O
Pour montrer que Uy (f, g) est dense dans (S?)2, on commence par le lemme suivant :

Lemme 5.12 On note
Yy, ‘B 5 R; m—<m, Vi >.

Pour tout Vi € S?, U'ensemble Reg(iby,) contient 0.

PREUVE: Soit m € 1y, (0). On a dipy, (m).h =< h, Vi > et diby,(m) est clairement surjective.
(]

Lemme 5.13 L’ensemble Uy (f, g) est dense dans (S*)2.

PREUVE: On montre que pour tout (Wi, ..., Wy) € (S?)2 et pour tout € > O il existe (V;, ..., Vy) €
U (f,g9) N B{(Wy, ..., Wy). Notons Fg(i’i(f,g, Vi) = Fou(f, 9)py, xc1a. Alors Fg(fi(f,g, V1) est
une application différentiable, et le lemme de Sard affirme que Reg(FQ(@(ﬁg, V1)) est un en-
semble dense de (S?)2\L. Soient (Wy,...,Wy) € (S?)? et € > 0. On pose V; = W;. Comme
Reg(Fg(a(f, g, V1)) est un ensemble dense de (S?)2\L, on choisit (Va, ..., Vo) € Reg(Fg({’i(f, g9, V1))
avec (Va, ..., Vo) € B{(Wo, ..., Wy). Alors (V4,..., Vo) € Us(f,g). En effet, soit (m,c) un point
régulier associé a (Va,...,Vy). Comme m € Dy,, alors Fg(i’i(f,g,vl)(m, c) = (Va,...,Vy,0). De
plus, en écrivant T}, B3 x T.C* = RV, x T,,Dy, x T.C*, la matrice jacobienne de Féi’i(f, g, V1)
s’écrit dans une base adaptée :
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X
1 0 ... 0

ol M désigne la matrice jacobienne de Fg(a

(m, ¢) est un point régulier pour Féi’i(f,g, V1). Par conséquent, le jacobien de Féi’i(f,g, V1) est
non nul, et le point (m,¢) est régulier pour F®) (£, g, V7). Done (Vi,..., V) € US(f, 9).

(f,g,V1) en (m,c). Son déterminant est non nul car

O
On pose alors
9
g = ﬂfm(ﬂué(f, 9))

i=1 19

qui est un ouvert dense.

On sait depuis le lemme 5.4 que pour tout j € 9 et tout graphe I' € D", on a
() 7o (Gr) N ([0,1] x §* x C*) = @.
i€9\{j}

On n’aura donc jamais de point d’intersection (t,m,c) avec m € S%. On va remplacer, jusqu’a
la fin de cette section, B? par S% := B3/0B3, qui est le revétement double de SO(3).

Etape 5 : deuxiéme partie de I’homotopie.

Proposition 5.14 1] existe un sous-ensemble A5 ouvert et dense de vecteurs de (S*)2 tel que,
pour tout (Vi,...,Vo) € As, pour tout j € 9, pour tout I, Uintersection [, We_(%p)(GVp) N

1 .
Tor.j)(Gayv,) soit transverse.

PREUVE: On rappelle que
Gy, = {(tj,p(m), Hy,(u,m));u € [0,1],m € BI(B?, Cv,)}.
Fixons j = 1. Si (t,m,¢) € ﬂ;(%’l)(Gg,Vl) alors w1y (m, ¢) € [Vi, pm(V4)], donc
< Tery(m, ), Vi A p (V1) >= 0.

On note Cy := {m € S* = B*/dB%; p,,(V) = V}, qu’on co-oriente par 1, comme pré-image
de V par ¢y .
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Lemme 5.15 Soit V, € S%. L’application

p1(V1) | S3\(Cy, UCy,) — S? -
V1/\pm \ %1
M= WViApm (W]

se prolonge différentiablement a BI(S®, Cy, U évl)-

PREUVE: Rappelons la notation : ¢y, : S — S%m +— p,,,(V1), introduite avant le lemme 4.3.
Montrons que V; et —V; sont des valeurs réguliéres de ¢y,. D’aprés la preuve du lemme 4.3,
on sait que —V) est valeur réguliére de ¢y,. Montrons que V) est une valeur réguliere de ¢y, .
Soit m = (8, V1) € Cy, avec 6 €]0,2x[. Soit une base (u;,us) de espace normal a Cy, en m.
L’image de cette base par 'application dey, (m) est notée (wy,ws) et est dessinée sur la figure
ci-dessous.

Par conséquent 'application d¢y, (m) est surjective, donc tout point m = (6,V}) avec 0 €]0, 27|
est régulier pour ¢y,. Le dernier cas a considérer est le cas de l'identité, qui correspond a
¢ = 0 ou @ = 2m. Pour cela, on montre que id est un point régulier de I"application i, :
SO(3) — S*%p — p(V4), cest a dire que Dapplication dvf, : T;4SO(3) — Ty, S* est une
application surjective. Commengons par décrire T;3SO(3). Lorsque M € SO(3), M'M = I3 et
T:aSO(3) = {H; H + "H = 0}, on identifie donc T;4SO(3) avec I'espace vectoriel des matrices
antisymétriques. Soit une base (V;, V% V;?) une base de R?, alors dans cette base les images des
matrices antisymétriques suivantes :

0 -1 0] o 0 —1
1 0 0|,/0 0 0
0 0 0| [1t0 o
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engendrent Ty, S?.

Montrons maintenant que ¢ (V;)(m) = ‘VlApm(Vl) s’étend en une application différentiable

Vinpm (Vi)l|
sur BI(S?, Cy,UCy, ). Pour m € S3\(Cy,UCy,), é1(V1)(m) désigne le vecteur unitaire orthogonal
au plan engendré par V; et p,,(V1) qui compléte (Vi p,, (V1)) en une base directe de R3. Pour que
¢1 (V1) s’étende & SNgs(Cyy,) et SNgs(Cyy,), il suffit que cette définition garde differentiablement
un sens pour m € SNgs(Cy,)USNgs(Cy, ). On traite d’abord le cas Cy, . Une carte de BI(S?, CY, )
au voisinage de SNgs(Cy,) est donnée par [0, €] x S* x Cy; (donnée juste aprés la démonstration
du lemme 4.3). Soit donc m = (t,0,c) € [0,¢] x S' x Cy,. Pour t > 0, ¢;(Vi)(m) est bien
défini et ne dépend que de 'angle 6. On peut donc prolonger différentiablement la définition de
¢1(V1)(m) a t = 0. On procéde de la méme facon pour Cl,.

O

Avec un abus de notation qu’on se permet grace au lemme 5.15, on définit alors I'application

1%} /\pm(V1)

P ViApm (Vi)

¢2(f(1)7‘/1) : BZ(S370V1 UéVl) X 014 — R
(m.c) — <me)

Soit k < 8 et Ej, un sous-ensemble de 9\{1} a k éléments. On pose

FO(f,9, V1) 1 | BI(S?,Cyy UChy) x O x (S2)OMIVED o (§2)Br x (S2)QMIVE) x R
(m,e,(V})) == (Fi(f,9)(m, 0), (V2), 6a(f(1), Vi) (m, €))

Lemme 5.16 On suppose (Vi,..., Vo) € Aoy, N Ay N Ay, alors pour tout j € 9 et tout graphe
I'ona

m 7T GV ﬂwe(rj (anv) .
i€\{j}

PREUVE: On rappelle qu'on a démontré dans la démonstration de la proposition 4.7 que

aGgyvj = t X CV X SQ
+{(tmm pm(V;));m € B}
—t; x B3 x V

Supposons par l'absurde que lintersection du lemme ne soit pas vide et soit (t;,m,c) €
MNicor (5} W(;(%’i)(GVi)m’iTg(;j)(anvj). Sim ¢ Cy,, alors me(r ) (tj, m, c) € {V}, pm(V})}, ce quin’est
pas possible car (V1,...,Vy) € Ay, et & cause de la démonstration du lemme 5.6. Et si m € Cy,,
alors par définition, on a p,,(V;) = =V}, ce qui n’est pas possible car (Vi,...,Vy) € Ay, N Ay
et grace a la proposition 5.9. L’intersection est donc vide.

O
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Lintersection (g, 7 o(r, Z)(GV )ﬁﬁe(r N (Gay,) est transverse si (Va, ..., V,,0) € Reg(Fg(\ﬁg(f, g9, V1)).
On définit : o

UP(f.g. ) = {(Vi.... V&) € (8%)% (Vo ... V6, 0) € Reg(Fyg(f.9.V1))}.
Lemme 5.17 [ ’ensemble U7 (f, g, Es) est un ensemble ouvert de (S?)2.

PREUVE: Soit (V4,...,Vy) € UP(f, g, Es) et montrons qu’il existe un voisinage de (Vy,..., V)
dans UP(f, g, Fg). Soit Ny, un petit voisinage compact de V; dans S?. Pour V' € Ny, on définit
I’application

fv:| B*0B* — B*/0B®

ml = o v (m)]

de telle sorte que fy(Cy,) = Cy et fv(évl) = Cy. Comme fy est un difféeomorphisme de S3, il
induit un difféeomorphisme

fv : BI(S®,Cy, UChv,) — BI(S®,Cy UCY)

Par conséquent, 'application suivante est bien définie :

F]E;?(f,g,%)i Ny, XBZ(5370V1U6V1) x CH — Ny, G(SQ)EB xR .
(Vim,e) — (V.FR(f.9,V)(frr(m),c))

Cette application est différentiable, et dans une base adaptée la matrice jacobienne en (V,m, c)
s’écrit :

ou M est la matrice jacobienne de I'application (m,c) — Féﬁs)(f,g, V)(fv(m),c). On sait que
(Vi,..., Vo) € UP(f, g, Eg) si et seulement si (Va,...,Vy,0) € Reg(Fé?(f,g,Vl)) et en cette
valeur, le déterminant de M est non nul car f;/l est un diffeomorphisme. Ainsi, (Vi,...,Vy) €
UP(f, g, Eg) si et seulement si (Vi ..., Vy,0) € Reg(Fé?(f,g, V1)). D’autre part, si (VV17 e Wg, a) €
Reg(Fé?(f,g,Vl)) alors (Wa,..., Wy, a) € Reg(Fé?(f,g,Wl)). De plus, le lemme 5.3 assure
que Reg(Fé?(f, g,V4)) est un ensemble ouvert, Reg(Fé?(f,g, V1)) contient donc un ouvert de

la forme U x I C (Ny, x (S?)2\) x R. Alors U est un ouvert et fournit un voisinage ouvert de
(Vir...., Vo) dans U3(f, g, Fy).

O
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Pour montrer que U (f, g, Fg) est dense, on commence par le lemme suivant :

Lemme 5.18 On rappelle que

@2(fa‘/i): BZ(S370V1UéV1)XCI4 — R

(m,c) — < mp)(c), e

» ViAo (VT ~

Alors

PREUVE: Comme pour la démonstration du lemme 5.12, comme M(Vl;” # 0 il suffit de

[[ViApm (V1
. . \% /\pm(V ) . . . e, (1 .
bouger mx1)(c) dans la direction de Wi na vy Pour avoir la surjectivité de la différentielle.

O
) 5 2\9
Lemme 5.19 L’ensemble Uy (f, g, Es) est dense dans (S*)2.

PREUVE: On montre que pour tout (Wi, ..., Wy) € (S*)2 et tout € > 0, il existe (Vi,...,Vy) €
UP(f, g, Es) N B(Wh, ..., Wy). Soient (Wy,...,Wy) € (S*)2 et € > 0. On pose V; = W;. D’aprés
le lemme 5.18, ¢o(f, V1)7(0) est une sous-variété de codimension 1 et Tgo(f, V1) induit un
isomorphisme entre les fibres N, od2(f, V1)1 (0) et ToR. On pose

Fl(£,9.V1) 1| 62(£,VA)7H0) x (S)RAD - — (892U {0} = (87)M
(moe, (Vi) — (1,9, Va)(m.c, (V)

Reg(Fé?(f, g, V1)) est un ensemble dense de (S?)2\L : il existe donc (Va, ..., Vy) € Reg(FgZ)(f, g, V1))N
B.(Ws, ..., Wy). On montre enfin que (Vi,...,Vy) € UP(f, g, Eg). Soit (m, ¢, (V;)) un point de la
pré-image de (Va, ..., Vo, 0) par Fé?(f,g,vl). Alors (m, ¢, (V;)) € ¢o(f, V1)71(0) x (52)9\{1UE8}

et on peut écrire :

T(m,c,(Vi)) (BZ(B37 CYV1 U Cf~V1) X 014 X (SQ)Q\{IUES}) = T(m,c)¢2(f7 ‘/'1)—1(0) ¥ N(m,c)¢2(f7 ‘/1)_1(0)
@T(S?)2\1Fs

et dans une base adaptée, la matrice jacobienne de ng)(f,g,vl) au point (m, ¢, (V;)) s’écrit
sous la forme :

JED (f.g. V1) %
0 N

ot N est la matrice de la restriction T'¢o(f, V1) @ Nimeyd2(f, Vi)"1(0) — ToR, qui est un
isomorphisme. Par conséquent, le point (m,c, (V;)) est bien régulier. Donc (Va,...,Vy,0) €
Reg(Fg(f,9,V1)) done (Vi,..., Vo) € US(f, g, Bs).

O
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On pose alors

Ql5 Z:QUU ﬂ ﬂ ﬂ Z/{15(f7g7E8)

E5C9, |Bs|=8 fe((9)2\diag)”8 g€{0,1}78

Etape 6 : hypothéses supplémentaires.

Soit E5 C 9, avec |E5| = 5. On note

or. (§)7 x (0 — R x (S5
(Viv ‘/;7 va VC> V;C)v (V;H)IEQ\Es — <Vk7 (Vb A VC) A ((V; A VJ) A (VE, A VC>)>> (VIJ)IFEQ\Es .

[’ensemble
Ug, = (S*)"\¢p, ({0})

est alors un ensemble ouvert et dense de (S*)2. On pose alors

= () Us,.
E5C9, |Es|=5
Lemme 5.20 Soit (Vi,...,Vy) € s, alors pour tout {i,j,b,c,k} C 9,

Vi, Ve AVE) A (Vi AV A (Vs AVE))) # 0.

PREUVE DE LA PROPOSITION 5.2 : On pose
A = Ao, N Az, NRA3 N Ay, N A N A5 N A

et toutes les conditions pour que les chaines soient transverses sur les intersections sont réunies
dés que (V4,...,Vy) € 2.

O

5.3 Indépendance en G

On présente dans cette section une esquisse de preuve que I(Gy,,...,Gy,) ne dépend pas
des chaines Gy, choisies, mais seulement du bord 0Oy, fixé. On rappelle la définition du bord
introduite au début de la section 4.

Oy = —{0} x B> x {V} +{(1,m, p(V));m € B*} —[0,1] x §* x {V'}
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Définition 5.21 Soit (V1,...,Vy) € /. On dit que des chaines (G, ..., Gy, ) sont admissibles
si pour tout i € 9, on a dG, = Jy, et si pour tout ensemble Ej C 9 a k éléments, pour tout
graphe I' € D, et toute numérotation nr, les intersections (;,cp 7 e(h )(G,) sont transverses.

On a détaillé dans la partie précédente le cas particulier des chaines (Gy,,...,Gy,).
Proposition 5.22 Soient (Vi,...,Vy) € A et deux familles (G, ,...,Gy,) et (GT,,...,GY,)
de chaines admissibles, alors

I(Gy,,....Gy,) = I(GY,,....GY,)

La proposition découle du lemme suivant :

Lemme 5.23 Soient (Vi,...,Vy) € 2 et une famille (Gy,,...,GY,) de chaines admissibles
Soit GY, une autre 4—chaine tel que OGY, = Oy, . Alors il existe une petite déformation de GY, ,

que l'on note Giﬁl, telle que

I(GY,,...,Gy) =1(GY .Gy, ... ,GY)

PREUVE: Par des arguments similaires a ceux détaillés dans la section 5.2, il existe une petite

déformation de GY,, que l'on note "’/-1, telle que la famille (7/(/1, Vyr - - Gy ) soit une famille
de chaines admiss1b1es. Dans ce cas, I(Tl, V> - - G, ) est bien défini.
On a [GY,] — [G7,] = 0 dans Hy([0,1] x B® x §%) = H4(Sz) = 0. Tl existe donc une 5-chaine W

telle que OW = Gy, — GY,. Fixons un graphe I' € D3 un graphe numéroté et notons

Lp = 7Te(r 1) ﬂ” Fz)

Quitte a modifier W, on peut supposer que les intersections sont transverses pour tout graphe
I' € D3. Donc Lr est une variété compacte orientée de dimension 1 de [0,1] x B? x Ciy.
Donc OLr est une succession de points, comptés successivement avec un signe positif et négatif.
Comme

=9
OLr = 71y (Gh,) [ 7oty (Gh) = 7oy (G, ﬂ T (Gy,) + Lr N 0([0,1] x B x Cyy)
=2

si on fait la somme algébrique des points comptés avec leur orientation, on trouve alors :
O:IF( /\/17"'7G ) [F( Vl’ 1‘/2,,G/‘/9)+Lrﬁa([0,1] x B3 x 014)

Lemme 5.24 On a Lr N 9([0,1] x B3) x C1y = @



49

PREUVE: C’est une application directe du lemme 5.4.

O
Ainsi on obtient la relation suivante :
- 1
I(Gly,. o Ghy) = I(GY L Gy Gl == > @LFO[OJ] x B* x C™[I) ()

rebDj,

Lr est une chaine de dimension 1, quitte changer la chaine W, on peut supposer que Lr rencontre
génériquement [0, 1] x B? x 9(C14) sur des faces de Cy4 de codimension 1. D’aprés I'étude faite
par D. Sinha [Sin04, théoréme 3.4|, on sait que les faces '3 de codimension 1 de C'* sont
en bijection avec les sous-ensembles S C V(T') avec 1 < |S| < 9. La face F? correspondant
4 S contient les configurations ot tous les points de S sont confondus a I'échelle de (R3)V(T)
et la restriction & S de cette configuration est une configuration connue a homothétie positive
et translation prés. En notant Cs = {(z;)ics € (R®)®; Vi # j, x; # 2}/ ~, oit ~ désigne la
relation d’équivalence " coincide a homothétie de rapport positif et translation prés", on peut
écrire . 3
F§® = Cyrys x Cs

Lemme 5.25 Si |S| > 1 alors .
dim(Cs) = 3|S| — 4

Notation 5.26 On note I'g le sous graphe extrait de ' constitué des sommets de I qui appar-
tiennent a S et des arétes reliant deux éléments de S.

La relation (E) peut alors se mettre sous la forme suivante :

Gy G) ~ (G Gy == S IS ()

repD3,. . scv(r),1<|S|<6

ou I(I',S) = (Lr, F&?) désigne la somme des intersection algébrique de l'intersection entre Lr
et F$3. On montre que la somme de droite est nulle en distinguant 4 cas :
— Cas 1 : I'g non connexe
—Cas2: I'g=e—o
Cas 3 : I'g est connexe, I'g contient un sommet univalent et #5 > 2.
— Cas 4 : I'g est connexe et ne contient aucun sommet univalent mais contient un sommet
bivalent.
On a bien exhibé tous les cas, puisque si I'g ne contient aucun sommet univalent ou bivalent et
est connexe, alors ['g est un sous graphe trivalent de I" connexe, donc c’est I', ce qui est exclu.

Cas 1 : Supposons par exemple que l'on puisse écrire I's = I'y U {P} avec |H| > 2. Alors
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clairement, on peut factoriser les applications (7er) :

F§ ——Cy(rys x Cs\gpy

(We(r,i))l /

o8

dlm(ép/s X és\p) = dlm(é\/(r‘)/s) + dlm(és\p)
= 36—|S|+1)—4+3(S|—1)—4

= 21-11
= 21-11
= 10

donc si on avait une intersection, en modifiant arbitrairement la position de P, on aurait une
famille & 3 paramétres d’intersection, ce qui contredirait la transversalité. En général, si I'g
s’écrit de la forme I'gs = 'y LU ' alors on peut factoriser cette fois-ci par :

C~'V(F)/S X CS - CV(F)/S X érH X C‘FG

(We(r,i))l /

&

ot Cr,, est un point si |G| = 1. On a alors factorisé par un espace de codimension strictement
plus grande. [’argument du cas précédent s’applique, on a donc montré que si ['g était non
connexe, alors I(I",S) = 0.

Cas 2 : On suppose que

P i Q

Fsi o——0

Donc sur la face Fi3, on a P = (. Notons les graphes I'' et I'? les graphes qui interviennent
dans la relation IHX sur I' sur 'aréte 7 :
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Q
r rt r2

Supponsons qu’on ait un point d’intersection (t,m,O,...,F) € LrN[0,1] x B? x F&3, alors
(t,m,0,...,F) € L;nN[0,1] x B® x F§

(t,m,0,...,F) € Lr>N[0,1] x B* x F&
Ces points sont comptés avec le méme signe [LesO4a, lemme 2.21]. Donc I(T,S) = I(T'!,S) =
I(T2,S) et grace a la relation THX on obtient I(I", S)[['] + I(T'!, S)[TY] + I(T2, S)[I'?] = 0 donc

les contributions s’annulent.

Cas 3 : On suppose que I'g contient un sommet univalent. Notons P ce sommet. Soit ¢ € F&* =
Cr/s x Clg et supposons que (t,m,c) € LrN0,1] x B3 x F&. On note ¢ = (¢, cg) ou ¢ € CF/S
et cg € C’s Comme P est un sommet univalent de I'g, on peut dessiner I'g de la maniére
suivante, ot 7 est 'aréte de I'g contenant P :

i

P
P/
Il existe € € {—1,1} tel que U; = mrgi)(m, cs) = eﬁ. On note cg = (cpry .-, Cpy ..o, CN).

Pour A > 0, on pose cy(N\) = (cpr, ..., cp+AU;, ..., cn), ot on a changé seulement la coordonnée
cp. Alors (t,m, (co, c5(N))) € Lr N[0,1] x B3 x F& pour tout A > 0. Dans ce cas, I'intersection
contiendrait une famille & 1 paramétre (paramétrée par \), ce qui contredirait ’hypothése de
transversalité. Ainsi I(I", S) =

Cas 4 : Supposons que ['s ne contient pas de sommet univalent mais au moins un sommet
bivalent. Parmis tous les sommets bivalents de T'g, choisissons P le plus petit (pour I'ordre
lexicographique. Alors I'g contient un sous graphe de la forme :

kot

i
oY

R
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Notons I le graphe obtenu a partir de I" ott on a échangé les deux arétes de I'g qui contiennent
P et changé leur orientation, sans changer I' sinon. On a donc remplacé le sous graphe précédent

par
|
|
|
kY
| R
j |
A

P

et on n’a rien changé a I'extérieur de cette figure. On note V(I's) I'ensemble des sommets de I's
et on définit I'application s : Cs — Cg par s(cyr) = carsi M € V(I's)\P, et s(cp) = co+cr—cp.

Cette application renverse l'orientation de C's. On note E(I'g) 'ensemble des arétes de I'g. Soit
g:9—{0,1} et, on montre que le diagramme suivant est commutatif :

4
(ﬂ-Z((r}S,g))ZEE(FS)

B3 X és (SZ)E(FS)
| !
B3 % és (SQ)E(F/S)

g(€)
(”e(r/S,Z))leE(F’S>

En effet, soit ¢ € E(I's)\{4,j}, alors Wg((I{L7Z)(S(Cs)) = WZ((I€L7Z)(05). Puis on calcule

i o, Slep) —s(e
(el = o0
gl cg+cgr—cCp—cCp
llco + cr — cp — cg
—g(i)(_CQ " CP_
lleq — cpll

= it (cs)

™

On note abusivement s : [0,1] x B® x F&¥ — [0,1] x B® x F3 l'application définie par
s(t,m, (co, cs)) = (t,m, (co, s(cs))). Cest encore une application qui renverse l'orientation et le
carré suivant est commutatif :

2
(ﬂg((p)S,@h@

[0,1] x B3 x F&3 (S?)2

| Jia

[0,1] x B3 x F3 (S?)2

9(6)
”e(r’s,z))feﬂ
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Par conséquent, si (t,m,c) € LrN[0,1] x B x F& alors s(t,m,c) € Lr»N[0,1] x B* x Fi. De
plus, comme s est une application qui renverse I'orientation, ces points sont comptés avec un
signe différent. Si elles ne sont pas nulles, les contributions I(I", S)[I'] s’annulent dans la somme

de la relation (£). Donc I(GY,,...,GYy,) — I(GY.,GY,, ..., GYy,) = 0.
O
On finit la démonstration de la proposition 5.22. On sait que
I(Gy,, ..., ’Vg) = I1(GY,, Gy, - - - ’Vg) =0.
En itérant ce procédé, on trouve que
I(Gy,, ..., /vg) =1(GY,,...,GY,)
ou pour tout ¢ € {1,...,9}, G—T}Z est une petite perturbation de la chaine G7,. Or si on a

une famille admissible, en bougeant peu les chaines, la famille reste définie et les nombres
d’intersections restent inchangés. Par conséquent on peut écrire que

]( §//17‘~'7 /\//9):‘[(7,\1/1’?79)
et donc que
I(Gy,,....Gy,) =I(GY,,...,GY,).

5.4 Indépendance en (V;)

Proposition 5.27 Soient (Vi,...,Vy) et (V{,...,Vy) deur 9-uplets de vecteurs admissibles.
Alors
I(Gvy,...,Gyw) = 1(Gyy,...,Gy)

Pour montrer cette proposition, il suffit comme dans la section 5.3 de montrer le lemme suivant :

Lemme 5.28 Soient (Vi,..., Vo) et (Vi,..., Vi1, V!, Vigr,..., Vo) deux 9-uplets de vecteurs
admissibles, et 1 € 9. Alors

I(Gy,,...,Gy,...,Gy) = I(le,...,GVi/,...,G%).
PREUVE: Rappelons que l'on a défini les chaines Gy, de telle maniére que 0Gy, = 0y, avec

Oy = {0} x B* x {Vi} + {(Lm.pu(V)): m € B} —[0.1] x S x {Vi}.
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[0,1] x S$? x {V}

{0} x B3 x {V} oo {(1,m, pm(V));m € B3}

On montre le lemme pour ¢ = 1 et la démonstration s’étend a i € 9 quelconque. On définit un
cobordisme C entre dy, et dys de la maniére suivante : on choisit un chemin v de Vi a V{ et on
pose :

C =0x B® x([0,1]) + [0,1] x §* x 4([0,1]) = {(1, m, pu(7([0, 1])); m € B*}
Alors

0C = 0xS*x~([0,1)) —0x B*x V] +0x B*x V}
+1 x §% x 4([0,1]) =0 x §* x ¥([0,1]) — [0,1] x §* x V] +[0,1] x §* x V;
H(Lm, pw(1([0,1]));m € 87} + {(1,m, pu (V)i m € B} — {(1,m, pa(V1);m € B’}
= 0xB*x Vi +1[0,1] x §* x Vi — {(1,m, ppu(V1);m € B*}
—0x B*x V] —[0,1] x §* x V] + {(1,m, p(V{); m € B*}
= Oy -0y,

Par conséquent, 9(Gyy — Gy, — C) = 0 dans Hy([0,1] x B? x §%) = Hy(S*) = 0. 1l existe alors
une 5 chaine W telle que OW = Gy, — Gy, — C. On peut conclure comme dans la section 5.3
que

0=1(Gv,...,Gv) = I(Gyy, ..., Gy,) = I(C,...,Gy,)

Montrons que I(C,...,Gy,) = 0. Il suffit de montrer qu'on a Ir(C,...,Gy,) = 0 pour tout
graphe T" orienté. Supposons qu’il existe un point d’intersection (¢,m,c) € W(;(%’l) () ﬂzg ﬂ&%’i)(GVi).
Or C C 9([0;1] x B® x S§?) = 9([0, 1] x B?) x S? donc (t,m,c) € 9([0,1] x B?) x C™ ce qui est

impossible d’aprés le lemme 5.4.

O
5.5 Numérotation des sommets
On montre dans cette courte sous-section que le lemme suivant :
Lemme 5.29 Le produit Iy ,,.(V1, ..., Vy)e(np, or) est indépendant de la numérotation ny choi-

Ste.

C’est une conséquence du lemme suivant :
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Lemme 5.30 Soit 7 = (MN) la transposition de V(I') qui échange les lettres M et N. On a
Ir s ey V1, - Vo)e(T(nr), or) = Irpng (Vi - Vo)e(nr, or)

PREUVE: Comme 7 est une transposition, on a €(7(nr),or) = —€(np,or). Par un abus de
notation, on note encore 7 : C** — O la transposition des coordonnées de ¢ € C'*. On pose
alors f : [0,1] x SO(3) x C* — [0, 1] x SO(3) x C** définie par f(u, p,c) = (u, p, 7(c)). Comme
7 est une transposition, Papplication f renverse l'orientation de [0,1] x SO(3) x C'. De plus,
le carré suivant est clairement commutatif :

[0,1] x SO(3) x O™ (S2)2

| B

[0,1] x SO(3) x CM4 (S2)2

FF,h,nF

FF,h,T(nF)
Ce qui fait que les points (p,c¢) et (p, 7(c)) sont comptés avec un signe différent dans Ip j, .
et IF,h,T(TLF)'
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6 Simplification

Ce chapitre est consacré a la démonstration du théoréme 2.15. On montre successivement
que l'on peut se restreindre aux points d’intersection qui se trouvent sur la face Gy, (lemme
6.2), puis que ces points d’intersection ne dépendent que de la rotation p,, et non de m (lemme
6.3 ). On montrera ensuite qu’il suffit de déterminer les points d’intersection associés au graphe
I'r (lemme 6.6 ). Enfin, on proposera une décomposition de 3 (lemme 6.8 )

6.1 Réduction a un type d’intersection

Soit I' € D3 un graphe numéroté. On a défini Ir(Gy,, . .., Gy,) comme la somme algébrique
des points d’intersection de 77;(%,1)(GV1) n-- -ﬂwfj(ig)(GVg) C [0,1] x B3 x C™. D’aprés le lemme
5.6, si (t,m,c) est un point d’intersection, alors il existe h € 9 tel que ¢t = t;. Par conséquent,
We(F,h)(t, m, C) € GQ,Vh ou We(p’h)(t, m, C) c Gg’vh.

Définition 6.1 On définit ]él)(le, ..., Gyy) (resp. IISQ)(GVU ..., Gy,)) comme la sous-somme
de It (G, . . ., Gy, ) restreinte aux points d’intersection (¢, m, c) tels que sit = t,, alors mer p) (£, m, ) €
Gov, (resp. mer p)(t,m, c) € Ggy,). On pose ensuite

I(Gy, ..., Gy,
100Gy, Gy) = Y G Gl

rebDg,

I2(Gy, ..., Gy,
1(2)(GV17"'7GV9) = Z L ( V9|2g V)[F]
reps, ’

On a alors

I(GVU S ,GVQ) = ](1)(GV17 .. .,GVQ) +I(2)(GV1,. . .,GVQ)

Lemme 6.2 On a
I@(Gy,,...,Gy) =0

PREUVE: Rappelons que Gsy, = {tn} x Dy, x S% Par conséquent, (t,m,c) € W;(lr,h) (Gsy,) si
et seulement si ¢ = ¢, et m € Dy,. Il n’y a aucune contrainte a vérifier sur 7. (c) car la
condition e p(c) € S? est toujours vérifice. Soit (I',nr) un graphe numéroté et supposons
qu’il existe un point d’intersection (¢, m,c) € [0,1] x B* x C', avec m € Dy,. On note X
le sommet de e(I', h) d’ou part Paréte de plus grand indice, différent de h. On définit, avec la
méme numérotation des sommets nr le graphe (I, nr) obtenu a partir de I' en remplagant le
sous-graphe
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par

et on ne modifie pas le graphe I' en dehors du dessin. Autrement dit, on échange les deux

arétes de issues de X et distinctes de e(I', k) et on change leur direction par rapport & X. Par

convention, l'aréte portant I'indice —j correspond a 'aréte (7 avec 'orientation contraire. Soit
2)

[ € D3, et nr une numérotation de ses sommets. On note I LV, ..., Vy) la sous-somme de
I®)(Vy, ..., Vp) restreinte au graphe I muni de la numérotation np et aux points d’intersection
(tn, m,c). On va montrer que IEQZF a1, V;;)H(?)nr »(Vi,...,Vy) = 0. On définit application

s:C% — C" par

S|{corcnrezieyex crhex = 4d
s(ex) =dy = —ex + oy + ¢z

L’application s est une application qui renverse ’orientation. On définit aussi abusivement
s:[0,1] x Dy, x C'" — [0,1] x Dy, x C' définie par s(t,m,c) = (t,m, s(c)). C’est donc une
application qui renverse orientation. On montre que le carré suivant est commutatif :

[0,1] x Dy, x CM "5 (S2)2\e

l Jia

[0, 1] X DVh X 014 TF’) (SQ)Q\h

On rappelle que E(T") (resp. E(I”)) désigne I'ensemble des arétes de I' (resp. de I"”). Soit
i € E(I')\{j,k}, alors on a clairement v ;)(s(t,m,c)) = mer)(t,m,c). De plus, il existe
e € {—1,1} tel que

s(ex) — s(ey)
[[s(ex) — s(ev)]]

¢ —CX+Cy+Cz—Cy
|| —cx + ey +cz —cyl|
Cz —Cx

|lez — ex|]

= Ter,)(tm,c)

Te(T,5) (S(tv m, C)) =

De la méme maniére, on a 7o k) (s(t,m,c)) = merr)(t,m,c) et le diagramme est bien com-
mutatif. Par conséquent, (t5, m,c) est un point d’intersection pour (I',nr) si et seulement si
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s(tp, m, c) est aussi un point d’intersection pour (I”,nr). De plus, comme s est un difféomor-
phisme qui renverse 'orientation, alors les points d’intersection de (I',nr) et de (I, nr) sont en
bijection et comptés avec des signes différents. On a alors montré que pour tout h € 9 on a

I (Vi Vo) + 110 (Vi Vo) = 0

Ainsi
IV, .. V) =0

6.2 Rotation

On montre dans cette section que tous nos points d’intersection dépendent de la rotation
Pm, et non de m. Plus précisément, on note

Gow, = [0,1] x SO(3) x {Vi}
—{t:} x U {p} x [Vi, p(Vi)]

pESO(3),0(Vi)# Vi

Gy, = [t 1] x {(p, p(Vi)). p € SO(3)}

et avec encore un abus de notation

Tera) : [0,1] x SO(3) x CM* —[0,1] x SO(3) x S

I’application définie par
Te(lyi) = id[o,l]xSO(S) X Te(Ti)-

Lemme 6.3 On a
2 : S S
fBs = T Z e(nr, or )M 7o (Grve)s Tty (G )y N T sy (Goi ) [T, or ).
h:

Ce lemme découle des deux lemmes suivants :
Lemme 6.4 Soit (t,, mo,co) € ﬂl LT FZ (Gv,), alors pm, # id.

PREUVE: C’est une conséquence du lemme 5.4.
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Lemme 6.5 Soit h €9, alors

Ir e (Vi -+, Vo) = 2¢(nr, or {OE T r ) (Gve)s o (G )s Dz Mo iy (Gowa)) -
PREUVE: Soit h € 9. On note

61| BY — SO(3)
m Pm

Le degré de ¢ est égal & 2 sur SO(3)\{id}. On note de fagon abusive

¢:110,1] x B3x$S* — [0,1] x SO(3) x $?
(t,m, V) — (t,pm,V)

et on vérifie que Goy, = ¢(Govy), Gov, = ¢(Gay;) et que Gy, = ¢(Gy;). On note encore de
maniere abusive

¢:][0,1] x B x C" — [0,1] x SO(3) x C*4
(t,m,c) — (t,pm,c) ’
Soit g : 9\h — {0, 1} Alors pour tout i € 9\h, le diagramme suivant est clairement commutatif :
[0,1] x B3 x C* [0,1] x B? x §?
J I

[0,1] x SO(3) x C** — 77 [0,1] x SO(3) x S?

Te(T,3)

On sait que par définition on a
[Fvnnh(‘/l» SRR ‘/9) - e(nﬂ 0F)<ﬂ?;117rtz(%‘,i)(al,%)> Tr;(%"h)(GZVh)? m?:h+17rg(%‘,i)(G0,Vi)>'

D’aprés le dlagramme si (t,m,c) € ﬂl B 7T6(F y(GLv) N h)(Gg v,) ﬂ?:hH ﬂ&%’i)(GOM), alors
o(t,m,c) € ﬂl | ﬂe(r (E V)ﬂﬁe(F,h)(GZVh) ﬂ?:hﬂ WE(FJ.)(GOM). Réciproquement, si (¢, p, c) €
ﬂ? 11 We(r z)(G1 V)ﬂﬂe(r h)(GQ Vh) ﬂ? h+1 Wt;(% Z)(Go v;), comme p # id alors ¢~ (p) = {m1,ms} et
on a clairement (¢,mq,c) € ﬂl B 7T6(F »(GLy;) ﬂwe(r w(G2v,) ﬂ?:hﬂ W(;(%’i)(GO7‘/i) et (t,ma,c) €
ﬂf N 7Te(r »(Gry)N 7re(F w(G2v,) ﬂ?:hﬂ We(r,z')(GOVi)' De plus, comme ¢ préserve Porientation,
les points (t,mq,c) et (t,mg, c) sont comptés avec le méme signe que (¢, p, c). Par conséquent

Ir e (Vi -+, Vo) = 2¢(nr, or {OES mr ) (Gve)s o (G )s D Mo iy (Gowa)) -
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6.3 Réduction & un seul graphe

On montre dans cette section que 'on peut restreindre la somme qui définit 3 au graphe
I'7. On a montré au lemme 2.2 qu’il y a 6 types de graphes trivalents connexes sans boucles
internes & 6 sommets et a isomorphisme prés possible :

FT3@ Le: /_\ FL:®{<>.

On a aussi montré a la proposition 2.3 que

[[r] = [Te] =0.

Notons D2 (T') le sous-ensemble de D?. composé des graphes trivalents connexes a 6 sommets
sans boucles internes muni d’une orientation et isomorphes a I'. On munit désormais chacun
des graphes I' de 'orientation or du dessin, qu’on ne précise plus par la suite. On peut donc
écrire que pour (V4,...,Vy) € A on a

B3 = P3(Isp)(Vi,..., Vo) + B3(Lan)(Vi, ..., Vo) + Bs(Tig)(Vi, ..., Vo) + Bs(T'p) (Vi, ..., V)

ou

Bs(T)Y(Va, ..., V) = Z It o (G, ..., Gy, )e(nr) )

9129
reD3,.(T)

avec

'€ {T3p,I'9p,Ti5, '}

[’objectif de cette sous-section est de montrer le lemme suivant :
Lemme 6.6 Pour tout (V4,..., Vo) €, on a

Bs(Lsp) (V... Vo) = Bs(Lap)(Vi, ..., Vo) = B3(Ti)(Va, ..., Vo) =0

et donc

By = Bs(L'r)(Vi,..., Vo) = Bs(I'r).
On montre pour cela un lemme préliminaire :

Lemme 6.7 Soit un graphe (I',nr) pouvant se représenter sous la forme suivante, ot chaque
aréte de I' non dessinée est dans un des deuz disques délimités par les pointillés :
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N
1
\

/ xe oY .

\ \
| !
| I ; . | I ;
\ / J \ /
N Z® ~eQ ’

On note I'y (resp. T's) le sous-graphe de I qui contient les arétes et les sommets de T contenus
dans le disque de gauche (resp. de droite). On définit le graphe (I',nr) de la fagon suivante :
on échange les arétes i et j ainsi que leur orientation (de T'y vers T's ou vice-versa). On ne
change pas les arétes non représentées de T'.

N _j N
K Xe QY \
\ \
I I
| I't ; X | ) ;
\ / —1 \ /
0 VA oQ .

Alors, pour (Vi,..., V) €2, on a
I Vi, oo, Vo) + I (V1,0 V) = 0.

PREUVE: On note V(I';) (resp. V(I'y)) ensemble des sommets de I'y (resp. I';). On définit
Iinvolution s : C1* — O telle que pour M € V(T'y), s(cyr) = ey et pour M € V(Ty),
s(car) = ey+ex+ez—cg—cy. On note abusivement s : [0, 1]x SO(3)xC'* — [0,1]x SO(3) x C'**
par s(t, p,c) = (t, p, s(c)). On montre que le graphe suivant est commutatif :

[0,1] x SO(3) x M —TeCr) g2y

[0,1] x SO(3) x CM4 (S2)2

Te(r p))

Soit p € 9, on note M et N (resp. M’ et N') la source et le but de e(T',p) (resp. e(I”,p)).
Supposons que p € 9\{i,j}, dans ce cas M = M’ et N’ = N. Alors soit (M, N) € V(I';)? ou
soit (M, N) € V(T';)? et on vérifie facilement que dans les deux cas s(cy) — s(cn) = car — cn-
Donc on a T ) (8(c)) = Terp)(c). De plus, il existe e € {—1,1} tel que

s(cz) — s(cq)
|Is(cz) = s(cQ)ll
Cz—(CQ+Cx+Cz—CQ—Cy)
llez = (cq +cx + ¢z —cq —cv)|
Cy — Cx
€— =
ey — exl]
- W@(FJ)(C).

We(rf,i)(S(C)) =
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Donc le carré est bien commutatif. De plus, s est un difféomorphisme qui renverse I'orientation.
En effet, il suffit de voir qu'on peut écrire la définition de s sous la forme suivante :
Pour M € V(I'y) on a s(cyr) = cur.

— Puis s(ey) = —cg +cx + ¢z et s(cg) = —cy +cx + ¢z

— Enfin, pour M € V(I'2)\{Y,Q} on a s(cy) = ey +cx + ¢z —cg — ¢y
D’aprés le carré commutatif, (¢, p,c) est un point d’intersection pour (I',nr) si et seulement
si ¢’est un point d’intersection pour (I”,nr). De plus, ces points sont comptés avec un signe
différent. Par conséquent, It . (Vi,..., Vo) + I pne (VA4,...,Vy) = 0.

O

PREUVE DU LEMME 6.6 : Soit (V3,...,Vy) € 2 Les graphes I'sg, I'sp et T'1p ont tous la
propriété du lemme 6.7 : il suffit de fixer I'y; comme une bulle de ces graphes. Par conséquent
en regroupant deux par deux les sommes I, ; et It/ ,.p,, on trouve alors que pour tout

(Vi,...,Vh) €2 on a

Bs(Lsp)(Vi,..., Vo) = B3(Lap)(Va, ..., Vo) = Bs(Tp) (W1, ..., Vo) = 0.

6.4 Enumération des intersections a calculer

Le but de cette section est de démontrer le lemme 6.8. On sait désormais qu’il suffit de
calculer les signes de points d’intersections associés aux graphes isomorphes a I['p. Soit h €
{2,...,8}. On définit les graphes (I';, nr, ) et (I'y, nr, ) dont les arétes sont orientées et annotées,
et les sommets sont annotés de la fagon suivante, et ou {D’, E', F'} = {O, B,C} avec le méme
ordre cyclique :

On note n = (', s',t',r,s,t,m,n) 'ensemble ordonné par les dessins ci-dessus des indices diffé-
rents de h des arétes de I'; ou I'y. On notera donc (I'y, h, 1) (resp. (I'y, h,n)) le graphe (T'y, nr,)
(resp. (I's, nr,)) muni de la numérotation (h,7n). On note

h—1

9
IFl,hm(le ) WQ) = <ﬂ W;(h,i)(Gl,Wi)v Wg(%‘l,h)(GZWh)v m 77;(11“172')(G0,Wi)>
i=1

i=h+1
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h—1 9
Iry hy(Wh, ..., W) = <ﬂ 7(;(%‘2,1)(G17Wi)7 77;(%‘27}1)(G2,Wh)> ﬂ W;(%‘Q,i)(GO,Wi»-
=1 i=h+1

On définit la fonction yp, : 9 — {0,1} avec x5 (i) = 1sii < h, xp(h) =1/2 et xp(i) =0sii > h.
Lemme 6.8 Soit (V1,...,Vy) €. On a

B3 = (51,1 + 811+ Pz + B2+ Bé) [I'r]

avec
1 h=5
ﬁ1,1 = 2?9, Z frl,h,n(ﬁvh ceey €9V9)
h=3 neD} | (ep)e{~1,1}2
1 h=5
Bia = g > Ity nylegVa, ... e Vh)
h=3 neDy | (ep)e{—-1,1}2
1 h=6
B2 = 2801 Z I, (Vs .o eVy)
h=4neDy 5 (ep)e{~1,1}2
1 h="7
Ba = 2?912 Z Iry py(e1Vh, ... Vo)
h=2neDl (ep)e{-1,1}2
1 h=7
B = g > Irynn(€Vo, ..., e1Vi)
h

=2 neD} (ep)e{-1,1}2

ol, si on note O ¢y la condition suivante : Uordre total sur r',s',t" induit 'ordre cyclique
/ !l
(T757t);

DYy = {n/ xu()+xa(s)+xa) =1 xn(r) + xals) + xa(t) = 1,
min(r',s', ') < min(r,s,t), Op gy}
D, = {0/ xa()+xu(s) +xnt) =1 xa(r) + xuls) + xa(t) = 2,
®r',s',t’}
Dy = {n/ (") +xuls) +xu) =1, Opop}.

Pour montrer ce lemme, on commence par prouver une série de lemmes préliminaires.

Lemme 6.9 On a
6(77‘F170F1) = E(np2, OFQ) =1
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PREUVE: On considére Pexemple 2.10. On a montré sur cet exemple que €(nr,or) = 1. Or
toutes les numérotations utilisées nr différent par une permutation circulaire de (O, B, C) qui
ne change pas la signature de la permutation.

O

Notation 6.10 On note

5F,h(‘/17--- ﬂﬂe(Fz) le ﬂﬂe(f‘h) GQVh m 7T Gov)

i=h+1

l’ensemble des points d’intersection au temps d’homotopie t), restants a calculer, et

h—1
Ir (Vi Vo) = <ﬂ e(pl)(le) e(ph) GQVh ﬂ 7T Gov)>
i=1 i=h+1

Lemme 6.11 Soit I' un graphe aux sommets orientés dont les arétes sont numérotées et orien-
tées et soit € = (&;) € {£1}2. On définit un nouveau graphe T'. de la fagon suivante : T, est le
méme graphe que I', mais l'orientation de [’aréte 1 est inversée si et seulement si €, = —1. On
a

IF,h(El‘/la sy 69‘/9) - IFE,h(‘/h R %)

PREUVE: On munit I' et I'. d’'une méme numérotation nr de leurs sommets. Changer 1'orien-
tation d’une aréte induit une permutation de deux demi-arétes, on a donc €(nr,) = e(nr) [] €.
On a de plus WZC&(:L)(C) = EZWZ(’}(?)(C) Par conséquent le diagramme suivant est commutatif :

(6)

SO(3) x 14— (§2)0\h ¢ R
| |
SO(3) x CM — (S22 x R

Te,np,h,eVy,

avec

FO) v (p2€) = (15D (0, 0))iconns (e (€), Vi A p(Va)))
et X .
g(‘/lwnuvhw"v‘/gax) - (El%,-.-,Vh,.-.,ﬁg‘/‘g,ﬁhl')

(on utilise Pécriture (V4 ..., Vi Vo)=V1,..., Vi1, Vg1, ..., Vo). De plus, on a

We(r,h)(C) € [enVh, p(enVh)] < GhWe(r,h)(C) € Vi, p(Vin)]
& Teron(€) € [V, p(Va)].

Donc si (p,¢) € Erp(e1Vi, ..., eVy) alors (p,c) € Er n(Vi,...,Vy). Les signes de ces points
different de o(Jac,) = [[ € et le lemme en découle.



65

(]
Lemme 6.12 Soient I' un graphe dont les arétes sont numérotées et orientées et h € {2,...,8}.
On a
Ten(Vi, .o Vo) = Ip(=Va, ..., V).
PREUVE: En effet, on vérifie que le diagramme suivant est commutatif :
(6)
SO(3) x CM "1 (§2)9\Vh » R
fl lg
h
SO(3) x C14 o (SHM x R
Te,np,h,eVy,
ou f(p,c) = (p,—c) et g(Vl,...,Vh,...,Vg,x) = (—Vl,...,Vh,...,—Vg,—x). De plus, on a
7re(p7h)(c) € [Vh,p(Vh)} = _ﬂ'e(F,h)(C) € [—Vh,p(—Vh)] donc si (,0, C) € 5p7h(V1,...,V9) alors
(p,—c) € Erp(=Vi, ..., —Vy). Comme f et g sont des applications qui renversent I’orientation,
ces points sont comptés avec le méme signe.
O

Lemme 6.13 Soit I' € D3, on définit le graphe T' € D3 comme le graphe T ot chaque aréte i
est remplacée par 10 — i en conservant son orientation. Si on munit I' d’une numérotation nr

de ses sommets, alors I' hérite de la méme numérotation nr de ses sommets. On a

Il_‘,h(‘/la sy %) = If‘,l()—h(%a sy ‘/1)

PREUVE: On va montrer que ﬂi‘(lfo‘lg(jio)*i)(pfl,pfl(c)) = wz‘&(?)(p, ¢). On a clairement que

Te(fa0—i) = Te(ryi) €t que x10-n(10 — i) = 1 — x(i). Si I'aréte 7 est orientée du point M au

point N alors par définition on a Wf(’}(?) (p,c) = p*Xh(i)(H%j—]]i”). Donc

Ca(l0—i), 1 =xn(i), —1 -
Tty (07 @) = e o)
s
x| o1 [ _MN
= p e | =
[|MN]|
—
= p_Xh(i) ( MN > .
[|MN]|
Par conséquent, on a W:(}O’;)h(i)(p_l,p_l(c)) = Wf(’f(}l%:?)(p, ¢) et montrons que le diagramme

suivant est commutatif :



(6)
T'np,h,Vp,

SO(3) x O (S22 x R

1| ls

SO(3) x C1* (S22 R

(6)
Te,np,h,eVy,

avec f(p,c) = (p~Lp ) et g(Vi,...,Vo,2) = (Vo,..., Vi, —x). Notons (V{,..., Vy, —

g(Vi,..., Vo, x). Il reste donc a calculer :

(Tewmy (), VA p(Va)) = (Tewmy (0™ (), p~ (Vi) AVh)
(T Te(T 10— h)( l(c))a ( To—n) N 1/0 0
= —(Tera0-n)(p~ He)), Vign A p~ (Vi)

On a donc bien la commutativité du diagramme. On a de plus

ey (€) € Vi p(Vi)] & p7 (e (€)) € p ([Vas p(Vi)])
& mrn(pT(e) € [pH(Va), Vil
S T 10-m) (P~ He) € lp (Vioon), Vo).
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x) =

Par conséquent (p,c) € Erp(Vi, ..., Vo) si et seulement si (p~1, p~(c)) € Epyon(V{,..., Vy) =
Er10-n(Vo, ..., V1). De plus, f et g sont deux applications qui renversent 'orientation donc les

points d’intersections sont comptés avec le méme signe.

PREUVE DU LEMME 6.8 : On consideére les deux graphes suivants :

]

On rappelle que n = (r', s, t',r, s,t,m,n), que D3 désigne I'ensemble des classes d’isotopies des
graphes trivalents dont les arétes sont orientées et numérotées, & 6 sommets. On a montré que

o >, >, Ia(i.. Vy)[rl.

he{z ,,,,, 8} TeD3 (I'r)
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Soit h € {2,...,8}. On décompose D3 .(I'y) = D3, (h) U D}, ,(h) ou D}, (h) désigne le sous-
ensemble de D3 (I'z) composé des graphes dont aréte h n’est pas sur un triangle, et D3, ,(h)
désigne le sous-ensemble de D2 (I'r) composé des graphes dont l'aréte h se trouve sur un
triangle. Soit I' € D2 | (h) , il existe 1 et (¢,) € {—1,1}? tel que T = (T4, (¢p), h,n). On voit

or,1
donc un graphe de D3 ;(h) comme un couple (7, (¢,)). Pour que cette écriture soit unique, il

or,1
faut distinguer le triangle (r’,s',t') du triangle (r, s,t) (que 'on peut a priori interchanger par
une symétrie de I'y) et fixer un ordre cyclique sur les arétes de (17, s, t') (que I'on peut a priori
changer par une symétrie de I'; qui fixe I'aréte h). On distingue les deux triangles soit par une
condition x5, (") +xn(s") +xn(t) < xn(r)+xn(8)+ xn(t) soit, en cas d’égalité, par une condition
du type min(r’, s',t') < min(r,s,t). On note ®, ¢ la condition suivante : I'ordre total sur
', ', t" induit I'ordre cyclique (17, s',7’). En conclusion, on peut écrire la bijection suivante :

(D?J U ,D{L,l U Df? U R) x {1, 1}Q - ng(h)

ou
Diy = {0/ xalr) +xul(s) +xat) =1 xa(r) + xals) +xalt) =1,
min(r', s, ') < min(r,s,t), Op gy}
DYy = {n/ xal) +xu(s) +xu(t) =2 xa(r) + xals) + xa(t) = 2,
max(r', s, t') > max(r,s,t), Opuyg}
Dy = {0/ xal")+xu(s) +xat) =1 xa(r) + xa(s) + xalt) = 2,
®r’,s’,t’}7
et R désigne le complémentaire. Or, on sait que les vecteurs (V,...,Vy) sont admissibles, en

particulier, pour chaque triplet (V,., Vi, Vi), les vecteurs V.., Vi et Vi ne sont pas coplanaires,
donc si xp(r") + xn(s") + xu(t') € {0,3} ou xn(r) + xn(s) + xn(t) € {0,3} il n’y a pas de points
d’intersections, donc R n’intervient pas dans 3. On a une bijection entre Diol_h et 15?71 . Soit
n e @fl, montrons que 10 —n € Dfl. En effet, on a

X10-1(10 =) + X10-2(10 = &) + x10-n(10 = ¥') = 1= xa(r) + 1 = xn(s") + 1 = xa(t))
= 3= () + xa(s) + xa(t)
= 3—-2
= 1.

De la méme maniére on trouve
Xlo,h(lo — 7") + X10,h(10 — S) + Xl(),h(lo — t) =1.

On a aussi facilement que max(10 — 7/,10 — §/,10 — ¢/) > max(10 — r,10 — 5,10 — t) &
man(r’, s, t') < min(r,s,t) et que Pordre cyclique sur (10 —7/,10 — ¢/, 10 — §’) correspond a
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un ordre cyclique sur (r’;s',t'). Par conséquent, on peut écrire, en posant ' = 10 — n puis
h' =10 — h, que

h=8 h=8
Z Z IFlv(Ep)ahm(Vlv S Vg) = Z Z Il‘l,(ep)gofh,m,n(v‘g, R Vl)

h=2 neDf () W22 edp ()

h'=8
- Z Z IFL(Ep)vh’,n’(VQa V)
h

I — /
=2 n,ED{L,lv(GP)

h=8
- Z Z IF17(€p)7h,77(V97 R ‘/1)

h=2 neD{‘,l,(ep)

On a donc
h=8 h=8
Z Z IF,h(Vla ) VE)) = Z Z [rl’(gp)yhm(vl, o ,Vg)
h=2TeD3,  (h) h=2 9D} ,UD} ,UD] 5 (ep)
h=8

- Z (IFL(EP),h,’I](‘/Iv o %) + ]Flv(ﬁp),hﬂ?(%’ tet ‘/1))

h=2 ne'D?,lv(fp)

h=8

+ Z [Flv(ﬁp):hﬂl(‘/l’ ct ‘/;))
h=2 UGD?,gy(fp)

h=8

- Z Z (Irl’hm(el‘/l""’eg‘/g) +IF1,h,77(€9‘/97"‘761‘/1))

h=8
+ Z Z Iv, hn(aVi, ... €Vh).

h=2 UED?Q,(%)

On suit le méme raisonnement pour D3 ,(h). Soit I' € D} ,(h), il existe n et (e,) tel que
(I';h) = ([a, (€5), h,m) et cette écriture est unique si on fixe un ordre cyclique sur les arétes du
triangle (1/,s',¢'). Donc on a une bijection (D} UD; UR') x {—1,1}> — D3 ,(h) avec

or,2

Dy ={n/ x()+x(s)+x{t)=1, Ovou}
Dy ={n/ x(r)+x(s)+x{t')=2, Oups}

et R’ désigne le complémentaire, qui ne comptent pas dans [B3. On a aussi, comme pour le cas
précédent, une bijection DI — ’D%O_h; n +— 10 — n. Et on peut directement (comme pour le cas
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précédent), écrire que

_ -8
Z Z Ir (Vi ..., V) = Z IFth (e1Va,...,eVy) + Iry ny(eoVy, ..., e1VA))
h=2TeD3, ,(h) h=2 neDk (e

= Bz—i-gé'

En conclusion, on a
By = (Bra+ Bly+ B+ B+ By) [Ta]

avec

51,1 = 28,2 Z ]I‘lhn eiVi,. .,69‘/9)

h=1 neD} 1,10 (ep)

Bia = 28,2 Z Ir, hn(€oVy, ... e1Vh)

h=1 WGD{H (ep)

- 1 —
51,2 = QTQIZ Z Irl,h,n(ﬁlen-,ﬁgVé)

h=1 UGD?,Q f(EiD)

h=9
5 1
b = TZ Z IFz,h,n(Elvl,...,eg\/é)

Dh J(ep)

By = ?,Ej Y IranaleV, .. @Vi).

h=1 neDl (ep)

Pour vérifier n € Dfl, il est nécessaire d’avoir 3 < h < 5 : en effet, on doit avoir au moins deux
indices k et a tels que k < h et a < h, donc 3 < h. On doit avoir au moins 4 indices 4, 7, b
et ¢ plus grands que h, donc h < 5. Par des arguments similaires, on trouve que pour vérifier
n e Df@ on doit avoir 4 < h < 6 et pour vérifier n € Dg on doit avoir 2 < h < 7. Ceci nous
donne la formule du lemme, a savoir

By = (Br1 + Bia+ Bra+ fa+ 85) 7

avec



P

Pia

B2

Ba

280 ;Z Z Iy pn(eiVi, ...,

h=3 77€D1 1:(ep)

289 'Z Z [Fh h,n 69‘/9,...,

h=3 neD} ()
h=6

GD?,W(EP)
7

ng(fp)

2L Z > InpalaVa,. .
h=
h=

L
259

= 2 neDh(ep)

2L z_: Z IFlvh,n(Elvl, ces
h=
h=

IF2 h,n 69‘/9,...
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69%)

€1V1)

; 69%)

) 69%)

761‘/1).
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7 Mise en équation des anomalies

Ce chapitre propose un algorithme implémentable pour la détermination de [Ss.

On commence dans la section 7.1 & démontrer que les intersections peuvent étre calculées
comme des degrés d’une application (lemme 7.3), puis on décrit le calcul de f;; dans les sections
7.2 et 7.3. Enfin, on décrit les calculs de ;> dans la section 7.4 et de 3, dans la section 7.5.

7.1 Degré

On montre dans cette sous-section que I'on peut considérer ’anomalie comme un degré. Le
lemme principal est le lemme 7.3.

Lemme 7.1 Soient X € S? et p € SO(3)\{id}. On note 6 = 0(p) 'angle de la rotation qu’on
suppose dans |0, 7. On note ¢x ,(V) = (X,V A p(V)). Supposons p(X) # X, alors il existe
un plongement ¥x, : [0,1] — S? tel que ¥x ,([0,1]) = {V € $*, X € [V,p(V)]}. De plus, on
a Yx,(0) = pHX), ¥x,(1) = X et pour tout t €]0,1], (wa’p(t)qzxvp, S4x,) est une base
orientée de Ty, »S*. Si p(X) =X, alors {V € >, X € [V, p(V)]} = {X}.

PREUVE: Soient X € §? et p € SO(3). On note A(p) axe de la rotation. Le résultat est
évident si p(X) = X. On suppose donc p(X) # X, donc que A(p) € S*\{£X}. On compléte
A(p) en une base orthonormée (A(p), B(p, X),C(p, X)) telle que B(p, X) € Vect(A(p), X)
et (B(p,X),X) > 0. On écrit X = cos(¢)A(p) + sin(¢)B(p, X), avec ¢ = ¢(p, X) €0, 7.
Cherchons les V € §? tels que X € [V, p(V)]. Un tel vecteur V est dans S?\{+A(p)}.

Alp)

On exprime V' et p(V') dans la base (A, B,C) = (A(p), B(p, X),C(p, X)) :
V = cos(a) A + sin(a)(cos(B) B + sin(5)C)

p(V) = cos(a) A + sin(a)(cos(B + 0) B + sin(p + 6)C)

avec o €]0, 7.
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Si X € [V, p(V)], alors modulo 27,

B <0< B+ 0[2n]
& 0< -4 <027
& pe-0,0].
Posons = (t — 1)0 avec t € [0,1]. On doit avoir
cos cos(a) cos(a)
sin(¢) sin(a)cos(f) sin(a)cos(B+0)| | =0
sin(a)sin(B)  sin(a)sin(B + 0)
cos(o) st(a)(cos (B)sin(B + 0) — sin(B)cos(B + 0)) = sin(¢)cos(a)sin(a)(sin(p + 6) — sin(f))
cos(p)sin(a)sin(f) = sin(¢p)cos(a)(sin(f + 0) — sin(f))
sin(0)
sin(B +60) — sin(B)
sin(6) )

sin(td) — sin(t — 1)0

T3

< cot(a) = cot(¢p)

& a = arccot (cot(qb)

cot(¢p)sin(6) >

Par conséquent, on définit 'application «, x : [0, 1] —]0, 7] par o, x (t) = arccot <m

et Papplication v, x : [0,1] — S? par

Upx(t) = cos(a,x () A(p) + sin(a, x (t)cos((t — 1)6) B(p, X)
+sin(a, x(t))sin((t —1)8)C(p, X).

On a montré que
¢97X([07 1]) - {V € SQvX S [V,p(V)]}

Il n’est pas difficile de voir que a,x(0) = a,x(1) = ¢ et donc que ¢, x(0) = p~*(X) et
Upx(1) = X.

Il reste a déterminer une base orientée de Ty, (»HS?. On note
sin(0) )

sin(t0) — sin(t — 1)0

ap = arccot (cot(qS)

En suivant les inégalités dans les calculs de « en fonction de 5, on a det(X,V,p(V)) > 0 si et
seulement si a > ag. Donc V. 1¢x , est donc dirigé vers les a croissants. Et, en suivant le

schéma ci-dessus, on constate bien que (wap(t)¢x7p, %¢X,p) est une base orientée de Ty, p(t)Sz.
O

Soient I' € D7, 7 € 9 et une numérotation np des sommets, on rappelle que si l'aréte 7 est

dirigée de M vers N alors la définition de ﬂf(hr(zl) SO(3) x C'" — S? est donnée par

Xh(l)< _ —Xh(i)< N-M )
sl c)=p
@9 |N — M|
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On définit les applications

(th,p: SQ — R
X — <X7Vh/\p<Vh)>

et
F) v 1| SOB) x 1 — (SQ)Q\(}'L)XR .
(Pa C) — ((Wz(hr;) (,0, C))ieg\{h}, ¢Vh»P(7Tg(F7h) (c)))

Remarque 7.2 On a défini aprés la démonstration du lemme 5.15 Uapplication

1%} /\pm(V1)

ViAom (V) ~

¢2(f(1)7‘/1) : BZ(S37CV1 UéVl) X C14 — R
(m,e) +— <mle),

Avec un abus de notation justifié par les résultats de la section 6.2, si on définit

6a(F(1), )+ | BUSO(3), psory (€ UCw)) x €1 — R
Vinp(Vh
(pie) V— <mpy(c), ||V1/\ZEV1§H =
on a

i (Tewny (€) = b2 (e(T, 1), Vi) (p, Teropy (€) X [V A p(Vi)].

De la méme maniere, on a défini aprés la démonstration du lemme 5.15 application

F(f,9, V1) 1 | BI(S?, Cy UCy,) x O™ —  (S?)% x R
(m,c) — (FEs(fag)(maC)aqb?(f(l)?‘/l)(ma@).

Par un abus de notation justifié par les résultats de la section 6.2, les deuz définitions de F(©)
coincident (en remplacant Vi par Vj, et en choisissant Eg = 9\{h}).

Lemme 7.3 Soient I' € D3 et (Vy,...,Vy) € Q. Avec les notations de 6.10, soit (t,p,c) un

point d’intersection, alors (p,c) € (Flsyﬁ,zmryh)_l(‘/l, oy Vi, Vo, 0) et le signe de (p,c) est

lopposé du signe du jacobien de FF(G,)L ey, €0 (5 C).

On rappelle que 'on a défini

h—1 9
IF,hﬂl(le AR W9) = <m 71—;(11“171‘)(G1,Wi)7 7re_(11—‘1,h)(G27Wh)7 ﬂ ﬂ-e_(}—‘l,i)(GO:Wi)>
i=1 i=h+1

ou

Gov, = [0,1] x SO(3) x {Vi}
Goy, = —{ti} x U {p} x [Vi, p(Vi)]

peSO(3),p(Vi)#=Vi
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Gy, = [ti, 1] x {(p, p(V3)), p € SO(3)}.

On montre que si (p, ¢) est un point d’intersection alors (p, ¢) € (FIE?IZ,nr,Vh)_l(Vl? Vi Ve, 0).
Soit (¢, p, ¢) un point d’intersection. On a vu que nécessairement il existe h € {2,...,8} tel que

t = ty,. De plus, pour i < h, on a (t,p,c) € Gy, et donc Ter,i) (th, ps¢) = Ty (c) = p(Vi).
Donc V; = p~!(mer,iy(c)). D'autre part, si i@ > h alors ¢; > t, et (t,p,¢) € Goy,. Donc
T, (thy ps¢) = Ter(c) = Vi Enfin, (th,p,c) € Gay, donc e (th, p,c) = Tera(c) €
Vi, p(Va)] donce y;, (e ny(c)) = 0.

On calcule maintenant de deux maniéres le signe d’un point d’intersection (t, p,c) = (tn, p,c).
On commence par calculer son signe par la définition. On sait que

(tn, psc) ﬂ We(rl z) (Grw) ﬂ”e(r h) (Gaws,) ﬂ Te( F1 z)(GOW)

i=h+1

Pour i € 9, on note (V;, V', V:?) une base orthonormée directe de R?. Par construction des
chaines, Gy, est co-orientée par (V', V%) et Gy, est aussi co-orientée par (V' V:?). Pour
déterminer la co-orientation de Gy, , on écrit :

Ty pvi) ([0,1] x SO(3) x §*) = T,,[0,1] & T,50(3) @ TVhS2
= T3,[0,1] D T,50(3) DR (=Vi A p(Vi)) © T, [V, p(Vi)]
= —T,00, 1] &R (Vi A p(Va)) & (=Tp50(3) & Tv;, [Vi, p(V2)])
= T(G27Vh) D T(G2 Vh)

et donc la co-orientation de Gay, est donnée par (—2, Vi A p(V},)).

L
Pour tout i < h, on choisit des bases de vecteurs (V;', V?) de Tty p0) <7r;(% i)(GL%)) telles que

dp O Te(T,i) (tha P, C ) V1 ‘/;'1
dp O Te(T,i) (tha P, C ) V2 ‘/;'2

. L
Pour tout ¢ > h, on choisit des bases de vecteurs (V;', V) de T(y, ,.0) <7T;(11-\7i)(G07Vi)> telles que

dﬂ-e (thHO? )‘71 = ‘/il
dmeri (th, p, )V = V?

~ N
Puis on choisit un vecteur V, de Ty, .¢) (”e_(% i)(sz)) tel que (— aw Vh) soit une base directe
N1
de Tt p.0) (W(z(la,i)(Gz,Vh)) et tel que
dﬂ—e(F,h)(th,p, C).Vh = Vh A p(Vh)

Ainsi, par définition, le signe de (¢, p, ¢) est celui de la famille

-0 ~ - -
,Vh,v,jﬂ,...,vg?)

(‘7117‘7127 . '7‘7]12—17 E



qui est le méme que celui de la famille

9 o o
( ETe Vll7 V12, N VA Vth, U Vo Vh) .
On exprime maintenant le signe de (p, ) comme signe du jacobien de I'application Fp hone Vi,
On a ©
6)
dFF Jhonr, Vh(

¢): T,50(3) o T.C" = Ty, v vyS*® TR
SV2 LV

D’autre part, (f/ll, V2, .. Vs ,Vh) est aussi une base de T,50(3) ® T.C*. Par
construction de I'application F1£6,)L np vy ON A

6)
AF) v, = ((d%@ Diconiny: d (v, © T h)))

On exprime plus simplement : pour i > h, on a x (i) = 0, donc

A — qn0

eT) — @Te(ri) = = dme(r,i)
et
{ anip (o) = V2
dﬂf(hr( z))( V= V2
Pour i < h, on a x;(i) = 1, donc
d,]TXh

e(lyi) — = dﬂ-e(l" i) d( Yo Tre(T, z))

dﬁf&i (p.c)Vi = V!
dwi‘&l( o). V2= V2

On a donc encore

Enfin, on sait que ¢y, ,(X) = (X, Vi A p(V4)), done Vo, , = Vi, A p(V},). Ainsi
d ((z)Vh,p o We(F,h)) (p7 C) Vh =d ((Z)Vh p) (7Te(F 7) (pv ))'dﬂe(F,i) (:07 C) Vh

= (Vi A p(Va), dmrer iy (p, €). Vi)
= (Va Ap(Vi), Vi A p(Vi))

= [[Va A p(Vi)][?
>0

Par conséquent, le signe de la famille

1 2
(& vt v,

VR LV
que celui du ja(‘obien de F%

Vg, Vh) est donc le méme
I,hnr,Vy
jacobien de FF honp Vi -

donc le signe de (¢, p,c) est égale a 'opposé du signe du

O
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7.2 Recherche des points d’intersection de 3, ;

L’ensemble des points d’intersection contribuant a (3, est décrit au lemme 7.6. Leur signe
est, obtenu dans la proposition 7.14. On rappelle les notations des sections précédentes. On
désigne par 2 Uensemble des 9—uplets de vecteurs admissibles (Vi ..., Vo) € (S?)2, c’est-a-dire
I’ensemble des vecteurs pour lesquels I’anomalie (3 est définie par la formule du théoréme 2.15.
Pour h € {3,4,5} on note

D?,l = {77 = (Tlv S,, t/, r, s, t,m, n)/ Xh(rl) + Xh(sl) + Xh(t/) =1,
Xh(?") + Xh(s) + Xh(t) = 17 min(r’, 5/7 t/) < min(r, S, t)7 ®T/,s/,t/}

Pour n € Dfl, on désigne par (I'y, h,n) le graphe dont les arétes sont orientées et numérotées
de la facon suivante :

Fixons (Vi,...,Vy) € A Pour (&)icg € {—1,1}2, on rappelle enfin que Er, j,(€1Vi,. .., V)
désigne I'ensemble des points d’intersections correspondant au graphe (I'y,h,n) et a (€);eo,
c’est-a-dire I'ensemble des couples (p, c) € SO(3) x C' tels que

{ Vi e 0B}, merya(c) = prO (V)
Tery,n) (€) € [enVh, p(enVi)]-

Comme 7 € Dfl, il existe une permutation cyclique des arétes du triangle

telle que les arétes correspondant a une configuration aient les directions indiquées suivantes :

pleeVi) /7 N\ &Y

€iVi

De la méme maniére il existe une permutation cyclique des arétes du triangle
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r

telle que les arétes correspondant & une configuration aient les directions indiquées suivantes :

p(E@Va) j i eVe

Vs

Remarque 7.4 Selon les circonstances, on utilise les indices (r, s, t) (resp. (', s',t")) ou (a, b, c)
(resp. (i, 7], k)) pour numéroter les arétes de ce triangle.

Lemme 7.5 Soient (Vi,...,Vy) € A, h € {3,4,5}, n € Dfl. On pose

(Vi AVI) AN (Ve AVE) Vinv; Vo A Ve
W = Vi=—"TJ AW Y=t AW
(Vi AV A (Ve AV NITANTA] S ANTA]
On a VAV, VAV
(Vijs Yie) = (ol ey,
’ (Vi AVEIT IV A V|
On définit
A:|R/21Z — R
o s 5@ (ViYoo) tsin? (@) = (Vi Va)? _ 1=(VeuVa)® o2

1_<Yij7ch>2 1_<Yij7ch>2

et on pose, pour (g, &) € R/27Z x {—1,1},

(Vie,Va)cos(ap)+€(Yij, Yoc)sin(an )y / (1= (Yij,Yoe) D) Aa,)

COSQa(ak, g) = (Yij,Ype) 2 sin? (o) +cos? (o)
. (Vie,Va) (Vi Yoe) sin(ou) —§cos(ag )4/ (1—(Yij, Yoe)*) Aag)
sinog (o, §) = — : b(Yi]-,chk)QsinQ(ak;C—l—gﬂ(ak)] : -

Pour tout (p,c) € SO(3) x C™ compatible avec les deuz triangles extérieur et intérieur du
graphe (I't, h,n), il existe un unique couple (o, &) € R/2nZ x {—1,1} tel que

A(Oék) Z 0
p(Vi) = cos(ag)W + sin(ay)Y;;
p(Va) = cosag (o, )W + sinag (g, §) Y

On note alors
p = plag,§)

la rotation ainsi définie (d’apres la remarque 7.12).
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Le lemme suivant donne des conditions nécessaires et suffisantes sur (g, ) pour qu’il existe
une configuration c(ag, €) telle que

(c(ak7§)7p(ak7§)) € U gr17h777(61‘/17"'769%)'

(€1)ico€{-1,1}2

o
La longueur algébrique d’une aréte e(I',7) = M N est définie comme le nombre réel \; tel que
MN = \pr@(V;) oit M et N désignent respectivement la source et le but de I'aréte i ( cf la
notation avant la proposition 5.2) et on notera ¢; son signe (¢; = o(\;)).

Lemme 7.6 Soient (V1,...,Vy) € A, h € {3,4,5}, n € Diy. Pour (ay, &) € R/2wZ x {—1,1}.
On pose

Ai = Ailow, §) = (Y, Vi)cos(aw) — (W, Vj)sin(ou)
Aj = Ajlow, §) = sin(ouw) (W, Vi) — cos(ap)(Yy, Vi)
Ak = Mg, §) = (V) 7VQ><W7 Vi) = (W, Vi)(Yi;, Vi)
fa = fta(tg, §) = (Yoe, Vi) (W, Vo) — (W Vo) (Yoe, Ve)

(
o = (0, &) = (Ye, %)cosoza(ak, §) — (W, Ve)sin(aa(ou, §))
:uc(alm é) = Sinaa(alw €)<W7 ‘/b> - COS(OCCL(OUM é))(%w V;;>

On consideére la rotation p = p(ay, &) définie au lemme 7.5. Pour {x,y,z} C 9, on note

=
o
I

Ouye = Ouye (i, &) = det (P (V,), p @ (V,), p (V).

On note Uapplication o : R — {—1,0,1} qui associe & x € R son signe, éventuellement nul si
x = 0. On pose alors

& = i(ar, §) = o(N) ej = €j(o, &) = o)) ex = ex(ax, &) = a(Ay)
Em = 6m(ak7 g) = U(AT'(ST’TH(SWTH) €n = En(alwg) - _O(Ar’ér’rmfsnrm) €r = Er(ak?f) = a()‘r’ér’mn(srmn>
€s = Es(aka g) - U(Ms/\r,ur) € = et(akvé-) = O—(:ut)\rﬂr)
Enfin, on pose
Y = Y(Oék, 5) = )\t'(smrnﬂrpx}l(tl)(vt’) + )\r/ér’rnﬂrth(m)(Vm> + NtAr’dr’manh(t)(V;f)-
On définit Q1 (n) C [0,2n] x {—1,1} par
A(Oék) 2 0
(o, €) € Q7 1(n) & det(Y (o, &), Vi, p(V3)) = 0

) = O.((gmm)o.(ur)U(<Vh/\Y(ak75)7Vh/\P(Vh)>)+;’(<P(Vh)/\Y(Oélc75)7ﬂ(Vh)/\Vh>) 0
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Alors on a une bijection entre Qf | (n) et U Erinn(aVi, ... egVy) ot les (&) sont définis
(ei)ico€{-1,1}2
par les formules ci-dessus.

On commence par prouver le lemme 7.5. On démontrera ensuite une série de lemmes intermé-
diaires. Le lemme 7.9 montre que A;, A\j, A\, tha, i, e sONt les longueurs relatives des triangles
extérieur et intérieur, & une homotéthie globale prés. Enfin, le lemme 7.11 montre que les co-
efficients €, sont les signes des longueurs algébriques des arétes d'une configuration compatible
avec le couple (p, c) et montre que Y (ay, §) est, a un coefficient prés, la direction F'F de I'aréte
étiquetée h.

PREUVE DU LEMME 7.5 : Soit (p,c) € SO(3) x C'* et supposons que le couple est compatible
avec les deux triangles intérieur et extérieur. Alors les deux triplets de vecteurs (p(Vj),V;,V;)
et (p(Va,), Vi, Vi) sont coplanaires :

p(Vi) € S(Vi, Vi) p(Va) € S(V3, V)

Vinv; .
Comme (Vi,..., Vo) € A, (Vi AVi)) A (VE A VL) # 0 et (W, Y5, uvﬁvju) et (W, Yie, qeayey) sont
des bases orthonormées directes de R? telles qu’il existe (ay, o) € R/27Z? tel que

{ p(Vi) = cos(ag)W + sin(ay)Y;;
p(Va) = cos(ag)W + sin(ag)Ype

On pose
u = sin(ay)(Yij, Yoc) v = cos(ay,) w = (Vi, Vo).

(p(Vi), p(Va)) = (Vi, Va)
(cos(ag)W + sin(ay)Yij, cos(aq)W + sin(aq)Yee) = (Vi, Vo)
(cos(a)W + sin(ak)Yij, Wcos(ag) + (cos(ou)W + sin(ay,)Yij, Yoe)sin(ag) = (Vi, Va)

tdie e

usin(ag) + veos(ag) =
v*(1 — sin(ag)?) = (w — usm(oza))2
(u? + v?)sin(aq)? — 2wusin(a,) +w? — v? = 0. (1)

L’équation (1) en sin(c,) admet des solutions si et seulement si
v (ur + 0P —w?) >0
donc si et seulement si v = 0 ou

w02 —w? > 04 (Y, Yie)2sin® (o) + cos®(ag) — (Vi, Va)? > 0
o (2110 Aa) > 0
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Montrons que si v = 0 alors A(ay) > 0. En effet, si v = 0 alors cos(ax) = 0 et

usin(ag) + veos(a,) = w < usin(a,) = w
& £V Yi)sin(an) = (Vi Va)
& sin(a,) = <

Donc (Vi, Va)? < Yy, Yie)?. Or dans ce cas A(ay) = % —-1>0.
Lorsque A(ag) > 0 il existe £ € {—1,1} tel que

uw — Evvu? 4+ v2 — w?

sin(ag) = —
u= 4+ v
_ (Vi Va) (¥, Vi sin(ean) — Ecos(on) /(T = (Vi Yi) Al
(Yij, Yoe)2stn? (o) + cos?(ay) :
Posons
cos(ag) = (Vie, Vayeos(ay) + &(Yij, Yie) sin(au) /(1 — <)/ij7Y};c>2)A(ak).

(Yij, Yoe)2sin?(ay) + cos?(ay)
On vérifie alors facilement que

sin®(ag) + cos?(ag) = 1

et
usin(ay) + veos(ay,) = w.

U
Lemme 7.7 Si (Yy;, Yie)2 > (Vi, Va)? alors pour tout o, on a A(a) > 0. Sinon
; 1—(Vi,Va)? . 1—(Vj,Va)?
Alo) 2 06 o € [—arcsin ( 1_<<Y;7ch>>2) ,arcsin ( 71_&’;%3)2)] mod(2m)
v ' [T — arcsin ( M) T+ arcsin < M)] mod(27)
1—(Yij,Ype)? ) 7 1—(Yi5,Ype)?
O

Remarque 7.8 On peut interpréter géométriquement le lemme précédent. Ce lemme donne
une condition pour que p(Vy) (resp. p(Va)) soit sur le cercle S(Vi,V;) (resp. S(V,,Ve)). Si
Vangle entre les cercles S(Vi, V;) et S(Vy, Vo) est plus petit que langle entre Vi et V,, alors
pour tout p(Vy) € S(Vi, V;) il existe deuz images p(V,) possibles sur S(V,, V) (éventuellement
confondues). Sinon, cela reste vrai localement autour de l'intersection des deuz cercles.

On paramétre désormais p par (ay, &). On pose alors p = p(ay, €) et on va déterminer les autres
paramétres de la configuration en fonction du couple (o, §).



81
Lemme 7.9 Sous les hypothéses du lemme 7.6 on a
AiVi+ AV + Xep(Vi) = 0

et
:U’ap“/a) + :ub% =+ Mc‘/c = 0.

PREUVE: Par définition, on a
Vi = (Vi, W)W + (V;, Y3;) Yy
Vi = (V;, W)W + (V. Y)Y
p(Vi) = cos(au)W + sin(oy,)Y;;.
Avec les notations de I'énoncé on a alors :
AiVi = ((V}, Yig)cos(aw) — (W, Vy)sin(ay)) ((Vi, W)W +(V;, Vi) Yy)
AV = (W, Viysin(aw) — (Yij, Vi)eos(aw,)) ((V;, W)W +(V}, Y35)Yi5)
Aep(Vie) = ((Yig, Vi) (W, V) — (W, Vi) (Yiy, Vi) (cos(an )W + sin(ax)Yij)

et la relation \;V; + \;V; + App(Vi) = 0 se vérifie facilement. On procéde de la méme maniére
pour montrer la seconde relation.

U
Remarque 7.10 On peut définir (o, o, ap, o) € (R/27Z)" par
Vi = cos(a;))W + sin(c,)Y;; V; = cos(a;)W + sin(a;)Y;;

V, = cos(ap)W + sin(ap)Ye V. = cos(a)W + sin(ae)Ye

cosan) = (Vi) sin(ay) = (Y Vi) coslay) = (W,V)  sin(ay) = (¥, V)

cos(ap) = (W, V) sin(ap) = (Yoe, Vi) cos(a.) = (W, V) sin(ae) = (Yoe, Vo).

On a alors
i = sin(o — o) A = sin(oy, — ;) g = sin(a; — a;)
Ao = sin(op — ) Ao = sin(a. — ay) Ae = sin(ag, — ap).

Les lemmes 7.5 et 7.9 déterminent les triangles intérieur et extérieur de I'y a une homothétie
globale prés.
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Lemme 7.11 On reprend les notations du lemme 7.6. Soient (Vi,...,Vy) € A, h € {3,4,5},
n e Diy et () € {—1,1} et soit (p,c) un point d’intersection. On note A, la longueur
algébrique de l'aréte x de la configuration c. On suppose p,. # 0 et Sppn # 0. On a alors

M:N%M M:—Mﬁﬂ N:M%m

5mrn 57”"’"1 5rmn

Ar Ar
>\s = HUs— )\t = W—

T T

En particulier, on a bien, pour tout p € 9\{h}, €, = o(N,). De plus, on a

—
Y(Clk,f) - ,U/r(smrnF/F-

PREUVE: On rappelle le graphe T’y :

Les relations définissant A, A\, et A, viennent de I'égalité vectorielle suivante :
A (V) = A (Vi) + A (1) = Ao (V)
On sait en outre (lemme 7.9) que
pep (V) psp (V) 4 oD (Vi) = 0
Donc, comme g, # 0, on a

)\Tth(r)(VT) + )\T&th(S)(VS) =+ )\T&th(t)(V;) =0
for et

d’ou les longueurs
Nl =0
Hr M
On montre alors que pour p # h, on a €, = o(\,). Par définition, on le sait déja pour p € {3, 7, k}.
Puis, on exprime
6r’7‘n

() = 0 ()\r/ :

mrn

) = O—()\r’dr’rnémrn) = €m

auaz—aQ#M”):ﬂﬂmwm%m>

5m“m
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o(As) =0 (u) = 0 (fsArfir)
)

De plus, on calcule

H f
- Mr5mm()\t'/)Xh(t)(Vi') +Ameh(m)(Vm) _ )\thh(t)(Vt))

- Mrémrn)\t’th(t/) (‘/t’) + ,U/’r)\r’(sr’ranh(m)(vm) + ,Uft)\r’(sr’manh(t)(V;f)
- Y(ak7 5)

MT(ST)’LT’I’L

PREUVE DU LEMME 7.6 : Soit (o, §) € Q' 1(n). On pose

o (Vi ANY (o, §), Vi A p(Vi))) + o ({p(Vi) A Y (a; €), (Vi) A Vi)

€p = O-(dmrn)o-(ur)

2

On rappelle le graphe :

telle que les arétes correspondant a une configuration aient les directions indiquées suivantes :

plerVi) i i € Vj

€iVi

On note les sommets du triangle précédent par
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C
pler Vi) i i Vi
o] B
€Vi

et on définit
cg = ANV co = NiVi + AV

que l'on compléte pour définir la configuration suivante :
cp = cpr + App ™ (V) cg = cg + A (V,) cr = cp — MO (V).
Cette configuration vérifie

W e 0k}, w00 = &V
En effet, comme (Vi,...,Vy) € A, des conditions dégénérées comme g, = 0 ou Oy, = 0

n’arrivent pas et ainsi le lemme 7.11 affirme que ¢, = o(),) pour p # h.
I
De plus, on a H%T?W € [enVh, enp(V3)] si et seulement si

det (ﬁ: Vi p(Vh)> _0

Ay
eh<Vh N Fﬁ‘:, Vh VAN p(Vh)> Z 0
€h<,0(vh) A\ F/F, p(Vh) A Vh> 2 0
Or N
e )0 G )
= O\Hr )0 Omrn ) T ii77 it
|F'F|| 1Y (e, O

Donc % € [enVh, enp(V3)] si et seulement si
det (Y(ak7£)7vh7p(vh)) =0
EhU(MT)O'(émTTL)<Vh A Y(Oék, 5)7 Vi A p(Vh)> >0
€n0 (k)0 (Omrn ) (P (Vi) AY (o, &), p(Vi) A Vi) =0

Or ¢ 1= T Gmrn)o (pr) (@ (Vi AY (05,6), Vi Ae(Vi))) +0 ({p(Vi) AY (0 ,£) 0 (Vi) A Vi) £ 0, donc e, est du signe com-
: 5 :

mun de o (8yn)o () (VR AY (g, €), Vi Ap(Vi)) et de o (dpmrn ) o () (p(Vi) AY (e, &), p(Vi) A V).

Par conséquent, comme (ay, &) € Qf(n) alors H%%;T € [enVh, enp(Vh)]. Donc, si on note

plag, &) et clayg,€) la rotation et la configuration ainsi construite, on a (p(ay, &), c(ou,§)) €

Erynn(€eVi, ... enVi). Réciproquement, si (p,c) € Ep, ny(€e1Vi, ..., eVy), il vérifie la construc-

tion établie dans cette preuve.

O
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Remarque 7.12 Une rotation est entierement déterminée par l'image de deux vecteurs non
colinéaires. Dans notre probléme, une rotation est donc entierement déterminée par l'image des
vecteurs Vi, et V,, (qui ne sont pas colinéaires car (Vi,...,Vy) € A). En effet, pour W, € S*, on
décompose W, = a, Vi + BV + 7 Vie A Vg avec

o det(Wy, Vi, Vi A VL) det(W,, Vi, Vi A V)  det(W,, Vi, Vi)
P det(Vi, Vo, Vie A V) det(Va, Vi, Vie A Vo) = det(Vie N Vo, Vie, Va)

5}7:

et dans ce cas
pWp) = app(Vi) + Bpp(Va) + (Vi) A p(Va).

Remarque 7.13 Awvec les notations et sous les hypothéses du lemme 7.5, on peut exprimer en
fonction du couple (ay, &) la rotation p = p(ag, ). Si on reprend les notations de la remarque
7.12, on a alors

p(Wp) = (apcos(ag) + Bpcos(aa(ar, §)))W + apsin(ag)Yij + Bpsin(aa(a, §))Yae
+ypcos(ag)sin(ag(ag, )W A Yoo + ypsin(ou)cos(o (o, €)Y AW
+ypsin(ay)sin(aq(ar, §))Yi; A Yie.

7.3 Signe d’un point d’intersection

Proposition 7.14 Soient h € {3,4,5} et n € Dfl. On reprend les notations des lemmes 7.5
et 7.6. Soit (a,, &) € QU1 (n). On pose
() =x4(®)
X]_ = (Xh(r) - Xh(t))lu,sth Xh o (‘/k) A th(T) Xn (1) (V)
()= x4 ()
+Ounls) = xn(O)prp™ 2 (Vi) A O (1)
On note pry la projection de QI | (n) sur oy et on convient de la notation, pour oy, € pri(Q1(n)),
que (o) désigne Uélément de pri(Qf (1)) U 0,,7,(0) U 1,71 (0) U A™H(0) qui lui succede, dans
Uordre sur R/2nZ. On a alors

5
fin = 2;;'2 Z Z H ep)o (det(Vy, pr&=a 0 (V) X))

h=3 neDl | (ar,§)€Q | (n) PF#hr

ViV )

ag + (o)

o (det(Y( ;

ot %(a’“) désigne le milieu de larc orienté de oy, a (ay) sur le cercle R/27Z.

Pour démontrer cette proposition, rappelons du lemme 7.3 que le signe d’un point d’intersection
est égal a I'opposé du signe du jacobien de I'application

SO@3) x C1 — (SH)2\h x R

Xn (%)

(pc) — ((m e(Fz)(p’ ))’ieg\{h}’QSVMP(WS(FJL)(C)))

(6)
FF h sy Vh
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ou
¢Vh,p : SQ — R
X — <X, Vh VAN p(Vh)>

d’aprés le lemme 7.3. Le schéma suivant montre alors les étapes de la factorisation de I'inverse lo-
cal de Papplication FF(?})L,nDVh au point d’'image (Wi, ..., Vj, ..., Wy,0) = (,V1, ..., Vi,...,€Vp,0),
avec un court commentaire et la référence du lemme ot 'on détermine le signe du jacobien du

facteur. On rappelle aussi le graphe I' étudié :

Le schéma récapitulatif est alors le suivant :
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SO(3) x C™

Fop, paramétrage d’une rotation et d’une configuration
2 3\{C,D,E,F

S% x [0, 7] x (R3)! )

F, construction de B et C, lemme 7.16

S% x [0, 7] x 7 x §7 x R* x (R3){D:EF}

F>, paramétrage de ’axe et ’angle de la rotation, lemme 7.19
—_T T 2 2 + 2 3\{D,E,F
[55, 5] x S x §2 x RT x §F x (R¥){P-EF)
F3, construction des points D et E, lemme 7.21
[55, 5] x S7x S2x R x §F x 2, x 2 x R, x R x (R*)1F}
Fi, paramétrage des longueurs \,, et A,, lemme 7.22
- 2 2 + 2 2 2 2 3\ {F
[55, 5] X S? x S2 x RT x §7 x S2, x S2 x S2 x (R3)1}
F5, construction du point F', lemme 7.24
- T 2 2 + 2 2 2 2 2 +
(55, 5] X S x §F x R* x §} x §;, x §;, X §7 x S5 x R}
Fs, paramétrage de ’aréte ¢, lemme 7.26
2 2 + 2 2 2 2 2 2
Si x S§ X R™ X § X §;, X §;, X §7 X 85 x §;

F7, paramétrage de ’aréte h, lemme 7.29

S7 X S§ x §; x S, xS x SE x S2x §F xR

On rappelle que pour distinguer chaque facteur S?, on note en indice I'aréte qui lui est
affectée. On commence par un lemme préliminaire, qui permet d’introduire une notation utile

pour la suite :

Lemme 7.15 Soit ' : M x Ny — M X Ny une application différentiable. On note F),
Ny — No; Fl(n) = F(m,n). On suppose de plus que la fonction F est de la forme F(m,n) =
(m, F7 (n)). Alors

Jacp(m,n) = Jacgy (n)

PREUVE: La matrice jacobienne Jg(m,n) de F' au point (m,n) s’écrit sous la forme

M Ny

M ([ Iy 0
N2 X JF%(H)
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Rappelons que I'on paramétre SO(3) par I'application suivante : S x [0, 7] — SO(3); (V,0) —
pve, qui a (V,0) associe la rotation d’axe V et d’angle 6 et ot S% est une copie de S%. On rappelle
aussi que l'on choisit de paramétrer 'espace C''* par S% x (Rg’){C’D’E’F} ot S% est une copie de
S? qui contient la direction de l'aréte ”g 1 et R := (R®)1X} est une copie de R? contenant les

coordonnées de X. On définit alors I'application suivante, qui préserve I'orientation :

Fy | $4 x [0,7] x §2 x (RBEDEFY s §0(3) x C*
(A,H,c) — (PA,Q,C)

Commencons par déterminer les signes associés a la construction des points B et C' :

p(Wi) C/ i W
o B

W;

On définit application

FT | Sf xS xRY — SE xR
(VVZ',WJ‘,.T) — (VVzaWz"i_xVV])

Qui parametre la construction de B = W; et de C' = B + aW;.

C

x Wi
(@]

Wi B

On définit alors Fy de
S% x [0, 7] x (S? X S? x RT) x (RB){DE,F}

dans
S x [0,7] x (S§ x RE) x (R?){P-FF
par
Fi(w, Wi, Wi,z w) = (wr, FY (W, Wy, x), wo).

Lemme 7.16 On a :
J(J,CF1 >0

PREUVE: On applique le lemme 7.15: Ona M = $?x [0, 7] x (R¥)1PEFY ot T S2xSEXRY —
S x RE: (W, Wy, ) = (W, Wi + 2W;). On a alors Jacp, = Jacgr > 0.

O



89

On fixe U(x) = H:"V[[;ixW]H et on note C(Wy,U(zx)) := {p € SO(3),p(Wy) = U(z)}. Comme
(Vi,...,Vy) € A, on sait qu'en particulier les vecteurs du triplet (V;, V}, V}) ne sont pas copla-

naires donc Wy, # £U(z). Le lemme suivant caractérise I'axe A et Pangle 6 de ces rotations.

Lemme 7.17 On pose P, = 200 op g — WetlUW) - 6oit € C(Wy, U(x)). On paramétre

[WiAU ()] [Wi+U ()]
la rotation par un couple (A,0), ou 0 désigne l’angle de la rotation avec 6 € [0, 7|, et A € S?
est un azxe correspondant. Il existe v € [—57 5] tel que l'aze A de p s’écrit

A(v, W) = cos(v) P, + sin(v)S,.

w))

Posons 0, = . L’angle 0 de la rotation vérifie les équations suivantes

_ cos*(0,)cos*(v) — sin*(0,) sin(0) =
cos(f) = cos?(0;)cos? (v) + sin?(0,) v

sin(20,)cos(v)
c0s?(0,)cos?(v) + sin?(0,)

PREUVE: On sait que 'axe A de la rotation p € C(Wy, U(x)) est équidistant de Wy, et U(x),
par conséquent A se trouve sur le cercle médiateur de [Wy, U(x)] et s’exprime par A(v, Wy) =

cos(V) P, + sin(v)S,, o v € [5F, §] car 0 € [0, 7].

Py

Soit B(v, W},) € S? tel que (A(v, Wy), B(v, Wy), P, A S,) soit une base orthonormée directe de
R3. On note plus simplement B = B(v, W) et A = A(v, W},). On écrit

U(z) = cos(0;)Sy + sin(0,) Py A S,
0.)(cos(v)B + sin(v)A) + sin(6,) P, N S,
= +cos(0,)sin(v)A + cos(0,)cos(v)B + sin(0,) Py A\ S,

= cos(

D’autre part

We = cos(0

o) Sz — sin(0,) Py NS,
= +cos(0,)si

n(v)A + cos(0,)cos(v)B — sin(0,) P, A S,.
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Donc

p(Wy) = cos(8,)sin(v)A + (cos(b,)cos(v)cos(8) + sin(0)sin(b,)) B
+ (cos(0;)cos(v)sin(0) — sin(8,)cos(0)) Py A Sy.

La condition p(W},) = U(z) équivaut a

{ cos(0;)cos(0)cos(v) + sin(f,)sin(0) = cos(0,)cos(v)
sin(f)cos(v)cos(0,) — sin(0,)cos(0) = sin(6,).

En multipliant la premiére ligne par sin(6,) et la seconde par cos(v)cos(6,) et en les addition-
nant, on trouve

2cos(0,,)sin(0,.)cos(v)
cos(0;)%cos?(v) + sin?(6,)
En multipliant la premiére ligne par cos(6,)cos(v) et la seconde par —sin(6,) et en les addi-
tionnant on trouve

sin(f) =

cos(0,)*cos*(v) — sin?(0,)
c0s(0,)2cos?(v) + sin?(0,)

cos(f) =

On définit alors

Fy | [=5, 51 x (S\{#U(2)}) — (SH\{£U(2)}) x [0, 7]
(v, W) — (A(v,Wy),0(v, Wy))

et I'application F; de
7 2 X 87 x 87 x BT x 8} x (R?)(PP)

dans
8?4 x [0, 7] x S? X S? % Rt % (R3){D,E,F}

par
Fy(v,wo, Wi, ws) = (A(v, Wy), 0(v, Wy), wa, w3).

Remarque 7.18 L’application Fy n’est bien définie que sur [—5, 5] < (S;\{£U(x)}). On oublie

volontairement d’enlever +U(x) dans 'écriture de Fy car on travaille localement au voisinage
de points génériques.

Lemme 7.19 Partout ot la fonction Fy est bien définie (cf remarque précédente), on a

Jacg, > 0.
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PREUVE: L’application
. T
By [ 5, 2] x (S\EU@)) -

est un diffsomorphisme global. L’application inverse est donnée par (F5)~*(A,0) = (v, p;}o(U(x)))

(SEMFU(2)})x]0, H\(U (@) x {m})

—1
. ; Pao(U(@)AU(x) .
ou v est 'angle entre A et Toa L T@N @]’ sur le cercle de base directe

PasU@) AU(x)  Ux)+ pap(U(x)
1026(U (@) AU@)||" [|U(2) + pap(U))Il )

Par conséquent le signe du jacobien de Fj est constant. On le détermine au voisinage de
()2, Wy). Bien que (7/2, W},) appartienne au bord du domaine de définition de F;, on peut le
calculer en restant dans le domaine de définition (cf dessin ci-dessous). Comme le jacobien est
de signe constant, le signe trouvé correspond au signe de Jacgy.

Py

Wi !
W

On choisit comme base de Ty, S7 le couple (W}, W?) dessiné sur la figure, de telle maniére que
W soit tangent au cercle centré en U(x) passant par Wj. Alors les images (A', A?) des vecteurs
tangents par dFj sont dessinés sur la figure et forment une base directe de T4S%. La matrice

jacobienne au point (7/2, W) s’écrit alors

v Wl W2
A [ x 1 0
A2l x 0 1
0 1 0 0

et par conséquent Jpy(7/2, W) > 0.
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On construit ensuite les points D et E. On définit la fonction

Fro|$2, xS2xRE xR — (R})IDED
(Wons Wi, u X)) = (D' + A, (W), B 4 X, pXe () (W)

On illustre la démonstration en dessinant le graphe de la maniére suivante : les arétes en
pointillés ne sont pas encore traitées, on a dessiné en gras celles qui nous intéressent et en trait
normal celles qu’on a déja traitées. On définit la fonction F3 de

[_gag] XS? XS? x Rt xSi XS;XSiXREXR: v (RS){F}
dans o
[_*, 5} X Slz X S? x RT x Sz X (R3){D,E,F}
par

F3(w1a Wm» Wm /\:na )‘;w WQ) = (wla Fg(Wma Wn> )‘:na /\In)> WQ)-

Remarque 7.20 Awvec les notations du lemme 7.11, on a
)\;n = ’)‘m’ )\;1 = p‘n‘

Lemme 7.21 On a
Jacp, > 0.

PREUVE: 1l s’agit de la méme preuve que pour montrer que Jacp > 0.

On pose alors

Fr:| § — R:xRY
(We) = (AL (W), XL (W)
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La fonction F) détermine les longueurs X/ et X pour que lﬁ soit porté par la direction
P (W,). On définit Fy de

[—g,g]xSfofo*xSixanxSixSfx(R?’){F}

dans
[_g,g] x 87 x §2 x R* x §7 x SZ, x S x R, x R} x (R}
par
F4(CU1,WT,W2) = (thZ(WT)?wQ)'

Lemme 7.22 On a
Jacg, = det(p""(W,), p O (W), ™) (W)
= Erenemdet(p)(h('r“)(%)7th('fL)(V) th(m)( ))
€n€m€r0 (det(th(T)(Vr), P (V) g (v )

= €m€r0(Opnm)-

o(Jacg,)

PREUVE: Il suffit d’étudier le jacobien de I’application inverse restreinte : (Fj)~': (X, \)) —
W.. Cette application est en fait construite sur le schéma suivant :

N, pXh Xm) (W)
A () (W)

D E
On note W! (respectivement W?2) le vecteur tangent a Ty, S? image par Papplication tangente

du vecteur A (respectivement \)). Ces vecteurs tangents sont dessinés sur la figure précédente.
Le signe du jacobien est alors celui de

det (th(T)(Wr), _)\;anh( (W), N th (Wn)) = det (th(r)(WT), A’anh(”)(Wn)’ )\;ﬁbpx;h(m)(wm)) )
U
On pose A, = ||5§|| et on définit



94

S2xRf — R%
(We, X)) +— (B + XA pe O (W)

D/

E/
La fonction FY détermine la position de F' = E + N \.pX»()(IW,). Les points O, ..., E sont
considérés comme fixes.

E \)‘%‘)‘LPX’T'(S)(Wi)

F

Remarque 7.23 Le paramétre N, ne désigne pas la longueur de laréte s. Il ne doit pas étre
confondu avec le parameétre Ay de la sous-section précédente. On a en fait N, =| % |=| % |
T T

On définit la fonction Fj de

[— 72T g]xS2><S2><R+><S2><S2 x 2 x §? x §? x R
dans
T T 2.,Q2 o R o §2 o Q2 2., Q2 3\{F}
[_§’§]XS"XSjXR x Sg x 8%, x S; x S; x (R?)
par
F5(w17WS))‘;) = (w17Fg(WS))\;))'
Lemme 7.24

Jacp, > 0.
O

Avant de définir les deux derniéres fonctions, on prouve un lemme préliminaire. On fixe les
vecteurs U(z) = Vi ot W, € S2\{£U(z)}. On pose 0, (W’“’ @) p, = WerlUle) o

[[WitaWj]| T WeAU ()]
Se = mpagiar. Rappelons que C(Wy, U(x)) = {p € SO(3), p(Wy,) = U(x )} D’aprés le lemme
7.17, on parametre C(Wj, U(z)) par I'application [—3, 3]/ z—x — SO(3);v = pa@)ep) 01

A(v, W) = cos(v) P, + sin(v)S,

_ cos*(0,)cos*(v) — sin*(0,) sin(0) =
COS(G) = 0052(939)0052(7/) 4 San(QI) ((9)

sin(20,)cos(v)
cos?(0,)cos*(v) + sin?(0,)
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Lemme 7.25 Soient V € S? et p € {—1,0,1}. On note la fonction évaluation

™ T
Vot =551/ -5=5 = 8% v = Pl (V)

Alors 5
o P = k™ (We) A g7 (V)

2sin(0z) De plus’ 01_ 6]0, g[ donc wk:@ > 0.

c082(0z)cos? (v)+sin?(0z)

0l Wy 5 =

PREUVE: On rappelle le schéma de construction de la rotation pa(,)e) :
Py

</' W

Le cas p = 0 est évident. On commence par prouver le lemme pour le cas p = 1. On note pour
plus de souplesse o = cos(0,) et 8 = sin(d,), et donc

a’cos?(v) — B2 232 _ 2afcos(v)
cos() = ——"—>=1—-———— sin(f) = ————.
a?cos®(v) + B2 a?cos(v)? + B2 a?cos?(v) + B2
On calcule :
Ocos(0)  —2B%x2a2cos(v)sin(v)
ov (a2cos?(v)+B2)2
—sin(v) 43%a2cos?(v)
cos(v) (a2cos?(v)+32)2
= —tan(v)sin*(0)
ot Odsin(0) —sin(v)(a?cos® (v)+52)+2a2cos? (v)sin(v)
v QOéﬁ ) (a22cos2(1/)2+62)2
= 2afsin(v) 7(;0232(%);52)2
_ sin(v) 200 a?cos?(v)—p?
 cos(v) a?cos?(v)+p2 a?cos?(v)+p2
= tan(v)cos(0)sin(6).

On définit B = W, A A de telle sorte que (A, B,W,) soit une base orthonormée directe de
R3. Partant d'une décomposition de V dans la base (P, S;, W,), on écrit ses coordonnées dans
(A, B,W,), plus adaptée pour écrire la rotation p(V) :
V = aP, +bS, + cW,
= a(cos(v)A — sin(v)B) + b(sin(v)A + cos(v)B) + cW,,
= (acos(v) + bsin(v))A + (bcos(v) — asin(v)) B + cW,.
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Donc

p(V) = (acos(v) + bsin(v))A + ((bcos(v) — asin(v))cos(8) — csin(0)) B
+((bcos(v) — asin(v))sin(0) + ccos(0))W,.

Comme A = cos(v)P, + sin(v)S, alors g—f = —sin(v)P, + cos(v)S, = B = W, A A. De méme
B = —sin(v) P, +cos(v)S, donc 28 = —cos(v) P, — sin(v)S, = —A = W, A B. On calcule donc

ov
en regroupant les membres (les matrices sont écrites dans la base (A, B,W,)) :
op(V) , : .
5 = (acos(v) + bsin(v))B — ((bcos(v) — asin(v))cos(0) — csin(f))A
v

+(—asin(v) + beos(v))A — (bsin(v) + acos(v))cos(0) B — (bsin(v) + acos(v))sin(0)W,

+(beos(v) — asin() 22O _ 20U, g | (beos(v) — asino) 201 200)

asin(v) — bcos(v) ]

)Wx

= WoAp(V)— |(bsin(v) + acos(v))cos(0)
(bsin(v) + acos(v))sin(0)
0
—tan(v)sin(6) |: (bcos(v) — asin(v))sin(0) + ccos(0)
(—bcos(v) + asin(v))cos(0) + csin(6)

0
= W,Ap(V)+ Sm(?g) A p(V) + tan(v)sin(0)A A p(V)
tan(v)sin(0)
= sin(6) A p(V).
1 — cos(0)

tan(v)sin(0) asin(v)

On montre alors facilement que |: sin () ] = #ﬁ)% ozcos(y)] . Mais comme p(Wy) =
1 — cos(0) g

U, = aS, + W, = asin(v)A + acos(v) B + fW,, on obtient I'égalité voulue.

Traitons le cas p = —1. On se raméne au cas précédent car pg}g = pa—g. Cela revient a
changer 6 en —6. Donc
Dby 93 asin(v) |
v a2cos(v) + B2 oacasﬁ(y) ne (V).

Comme W, = oS, — W, le résultat en découle.
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On définit

E/

L’application F{ associe & W le couple (v, ) tel que pA(,E) e(y)(Wr), pﬁ’ét))ﬂ(y)(wt) et pﬁ’(ﬁ?@(,})(Ws)
soient coplanaires, et que ﬁ soit dirigé par ,oA(V) a(y)(Wt)

On définit ensuite la fonction Fy de
S?x ST x RY x SF x 2 x S2 x S2 x SZ xS}
dans -
[—5,5]xSfxSfx]R*xSixanxSixSfoﬁij
par
Fo(wi,wa, W) = (wi, (W), wa, Ny (Wy)).
Lemme 7.26 On pose
Xi= () = ()™ (V) A ey

Xp(8)—xp(t)+1

+ () = xa)sp™ 2 (Vi) A prOmxe (1),

Alors
o(Jacg,) = e€ser€ o, )o (det (V pX"(s) Xh t)(V) Xl))

PREUVE: La définition de Fg fait intervenir une permutation de facteurs telle que Jacp, et
Jacgy ont des jacobiens opposés. On a donc

o(Jacr,) = —o (det (Wt,sy((Fg)‘) 8‘1 (FD)- )))

On a d’aprés le schéma
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X () (W)

que

0

o (F)! = =p 00,

Donc o) — o <det <Wt, 88 (FD)™), th<s>—><h(t>(Ws))>.

On peut écrire
=N pXn (M (W) — NN pxn(®) ()

Xh(t) —
) = T e ) — W e (W)

donc
—pXn MO (W) — N pXn(&)=xn®) (/)

[ (W) 4 Xpxn @ (W )|
car A, > 0. On poqe X = —pam=2a® ) — N pxe&)=xa® (W), Alors W, = Ié—ll et
1 2X+X2 Comme det(W,, X, —p»&)=x2® (1)) = 0 alors

m:

X
(111

0 _
v -
X1 ov | |X||

o(Jacp,) = <d€t(Wt, ZX th(S)_Xh(t)(Ws))> '

On applique le lemme 7.25

0X () —xp (0)+1 .
S = —wrala(r) —xa®)p 2 (W) A pe e
w0 (xa(3) — X (D)X (W) A pa e (i)
Xp(r)—=xp(H)+1
= —wy ek (Xn(r) — Xh(t))p%(vk)/\pm(r) Xt (V)
Xh(8)—xp (D41
—Wg IGkﬁs(Xh(S) Xh(t)))\;p% (Vk) /\th(s —Xn(t) (Vs)
Or e\, = € | L |: € (“S> donc
0X
Pr—— = —Wg zekeer-
ov ’

Donc
o(Jack,) = epero(py)o (det(Wy, pr O (W), X))
= eperereso(py)o (det(Vy, pn&x (V) X)) .
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O

A ce stade, le couple (p,c) est paramétré par € RT tel que p(W},) = ~WitaWy) " O définit

[|Wi+aW;|| -

localement la fonction

comme l'inverse local de la fonction (FF)~! telle que

(F2)~Y(x) = (F'E Vi A p(Vi) = det(F'E Vi, p(V).

On définit la derniére fonction F; par
S? x §¥ x Sp x S7, xS xS x SF xS7 xR

dans
S?x ST xRY x SF x S% x S2 x ST xS xS}

par Fr(wy,wa, u) = (wi, z(u), ws)
Lemme 7.27 Jacp, est du signe de o(f1,)0 (8en) 2det(Y (x), Wi, p(Wh)).

PREUVE: Par définition, Jacg, est du signe de Jacpr)-1 on

(F)™ @) = det(F'E, Vi, p(Vi)).

D’autre part, on sait par le lemme 7.11 que
—
Y(.I) = ,ur(;m’rn 'F

donc le signe du Jacg, au point d’image 0 est donné par

0

o (Jacg,) = o ()0 (Omrn )0 <8xdet(Y(3:), Vh,p(Vh))> :

Lemme 7.28 Jacp; est du signe de eieja(ur)o(émm)%det(Y(ak), Wh, p(Wh)).
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PREUVE: On revient sur le paramétrage initial, défini dans la sous-section consacrée a la re-
cherche des points d’intersection. Rappelons que oy, paramétre S(V;, V;) de la maniére suivante :

p(Vi,) = cos(ay)W + sin(oy,)Y;; et que x paramétre l’arc [ €;Vi, —€;V;]. La co-orientation de
(par construction des vecteurs W

S(V;,V;) par le paramétre «y, est donnée par le vecteur ||V/\V T

et Y;;), alors que la co-orientation de [—¢; Vi, —¢; V] est donnée par (—¢; Vi) A(—¢€;V;) = €e;ViNV;.
Par conséquent

o(Jacgr) = €i€;o ()0 (Smrn)0 <£€det(Y(ak), Wh,p(Wh))> :

(]

Lemme 7.29 Soit (o, &) € QF () un point d’intersection. On note () U'élément de QF ; (n)U
Sl (0) U 1 (0) qui succede a oy dans Uordre sur R/2xZ. Alors

mrn

ag + t(ag)

oJacr) = o ir)a ) ety (1 0).vi, o).

PREUVE: Comme (o4, &) € QF(n), la fonction o — det(Y(a,§), Vi, p(Vi)) s’annule en a.
Le signe de sa dérivée en « est celui de la fonction sur un voisinage a droite de «y. De
plus, 6.1 (0) U u1(0) désigne I'ensemble des points de discontinuité de det(Y (a, &), Vi, p(Vi))
en lesquels elle change éventuellement de signe. On peut supposer que le choix des vecteurs
(Vi) est fait de telle sorte qu’en chaque point de QF(n), la fonction det(Y (a,£), Vi, p(Vi))
(s’annule et) change de signe. Par conséquent, la fonction det(Y (o, ), Vi, p(V3)) est de signe
constant sur chaque intervalle de la forme [ag,t(ag)], et son signe est par exemple celui de

det(Y (2 €) Vip(Vh)).

O
On a alors, par construction de ces fonctions :
Lemme 7.30 L’application
FooFio---0F;: S} x ST x §§ x S2x 2 x § x §7, x §% x S; — [0,1] x SO(3) x C**
fournit une section locale de l’application Frp ..
(]

FIN DE LA PREUVE DE LA PROPOSITION 7.14 : Soient h € {3,4,5} et n € D}'}. Soit (o, ) €
Q1 (n). On note (ty, pax, &), c(on, §)) € [0,1] x SO(3) x C'* le point d’intersection défini au
lemme 7.6. D’aprés le lemme 7.3, on sait que le signe du point d’intersection est égal a 'opposé
du signe du jacobien de I'application FF(?Z,nr,Vh' On rappelle le schéma récapitulatif donnant une
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factorisation de l'inverse local de Flg?f)z,nr,Vh :
SO(3) x C
Fo
S% x [0, 7] x (R3){C’D7E’F}
F1, Jacp, >0, lemme 7.16
S? x [0, 7] x 8 x §7 x Rt x (R3){P-EL
F3, Jacg, >0, lemme 7.19
[55, 5] x S7 x §2 x RT x §F x (R3){P-EF)
F3, JacF3 >0, lemme 7.21
[55, 53] x S? x ST x RT x §7 x S2, x S2 x R} x R} x (R¥){F?
Fy, U(JaCF4):€n€m€ro'((5rnm), lemme 7.22

[55, 2] x S? x S2 x RT x S x S2, x S2 x S2 x (R?)1}

Fs, Jacpy >0, lemme 7.24

[, 2] x S x S x R* x § x S2, x 2 x §2 x §2 x Rf

Fo, o(Jackg)=creserero(pr)o(det(Ve,pXh ()= Xn®(V;),X1)), lemme 7.26
S; X SF X RT x §E x S2, x S% x 87 x §7 x §

Fr, a(JacF7):eiEja(ur)a(amrn)a(det(y(%w,g),vh,p(vh))), lemme 7.29

S?x 82 x SExSE xSExSIxS2xS; xR

Ainsi, le signe d’un point d’intersection, noté o (ty, p(ag, &), c(a,§)) est donné par

ot plon ), o €)= — (] ep)or (det(Vi, OO (V,), X))
p#h,r
X a(det(Y(

ap + (o)

A9 6.0 )



102

Ainsi on peut écrire

5
Pia = 2819|Z Z Z [Fl,h,n(El‘ﬁ,--~a€9‘/§)

" h=3 yeD}, (ep)e{~1,1}2

Sk DIDVEDY > oltupo

h=3 ne'Dl 1 (Ep)E{ 1 1}9 (th,p,C)Ggpl,h,n(elvl,u.,eg‘/g)

- 2L S> ol plan©), clan,€)

E'D{l 1 (s 5)691 1("7)

- YT X (] ol O, )

h=3 neD} | (ax,£)eQ), (n) pPFhT

o ((detr S .04 04

ag + (o)

X

7.4 Calcul de §;»

Le but de cette sous-section est de démontrer les lemmes 7.31 et 7.32 et la proposition 7.33.
La démarche est identique a celle du calcul de ;. Soit h € {4,5,6}, on rappelle que

ng = {n/ xu(r")+xu(s) +xu) =1 xn(r) + xauls) + xalt) = 2,
min(r', s, ') < min(r,s,t), Op gy}

Soitn € DfQ, on rappelle que I'on désigne par (I'y, h,n) le graphe dont les arétes sont numérotées
et orientées de la maniére suivante :
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telle que les arétes correspondant a une configuration aient les directions indiquées suivantes :
pleeVi) /N €V

Vi
De la méme maniére il existe une permutation cyclique des arétes du triangle
t j i s
T
telle que les arétes correspondant a une configuration aient les directions indiquées suivantes :
€aVa ecp(Ve)

erp(V)

Lemme 7.31 Soient (V1,...,Vy) € A, h € {4,5,6} et n € D},. On pose

(Vin Vi) N (Ve A VL) Vi NV Vi AV,
(Vi AV)) A (G AV AT TV AV

On suppose que (Yo, Vi) # 0. On définit Uapplication

A:|R/21Z — R
a — (W, Va)cos(a) + (Y5, Vo) sin(a)

On pose o1

(W Vi) A () HE(Vne, Vi) v/ (Voo Vi) 2H (W, VE)2 = A ()2

cosag(ay, &) = S PRAEERTAGSE
, (Ve Vi) A(a) —EW Vi) y/ (Voo Vi) 2H (W, V)2 — A (o)
SINA, (ak7 5) - (Yoo, Vi) 2+(W,Vk)?

Pour tout (p,c) € SO(3) x C* compatible avec les deuz triangles extérieur et intérieur du
graphe (I'1, h,n), il existe un unique couple (o, &) € R/2xZ x {—1,1} tel que

Alag)? < (W, Vi)? + (Yo, Vi)
p(Vi) = cos(agp)W + sin(ay)Y;;
p_l(‘/a) = COSOéa(O[k, f)W + Sinaa(aka g)}/bc

On note alors
p = play,§)

la rotation ainsi définie.
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Le lemme suivant donne des conditions nécessaires et suffisantes sur (g, ) pour qu’il existe
une configuration c(ag, €) telle que

(C(ak7 5)7 p(ak7 5)) € U gFLh,n(Elelv ceey 69‘/9)
(€i)ico€{—1,1}2

oil les signes ¢; sont les signes des longueurs algébriques \; des arétes de la configuration
compatible ¢(ay, ).

Lemme 7.32 Soient (V1,...,Vy) € A, h € {4,5,6} et n € D},. On pose
i = Ni(ag, &) = (Y35, Vj)eos(ay) — (W, V) sin(oy,)

A= Nj(ag, &) = sin(oy) (W, V;) — cos(ay)(Yij, Vi)

j> Vi
A = (Vi Vi) (W, Vi) = (W, Vi) (Y35, V)
fa = (Yoe, Vo) (W, Vo) — (W, Vi) (Yo, Vo)
po = py(ck, &) = (Yoe, V) cosaa (o, &) — (W, Vo) sinawa(ou, €)
pe = pe(an, §) = sinag(ag, §)(W, Vi) — cosaq(ak, §) (Yee, V3)-
Pour (ag, &) € R/27Z x {—1,1}, on considére la rotation p = p(ay, &) définie au lemme 7.31.
On pose ensuite

6 = e, §) = a(\) ej = €j(ar, &) = a())) ex = ex(ax, &) = o (A)
€m = 6m(aka 5) = ET‘/O—((ST,T‘TL)O—((ST)’LT‘TL) €n = Gn(Oélmf) = _er’o—(dr’rm)a(arnm)
€ = Er(akag) = er’g(ér’mn>a(6rmn) €s = es(akzg) = U(,us)ero—(ﬂr)
e = eran, &) = o(p)ero(pr)
ot les § sont définis au lemme 7.6. Enfin, on pose
Y = Y(Oék, 5) = At’émrnﬂrth(t/) (‘/t’) + )\r’ér/rnurth(m)(vm) + ///t)\rémrnpx}z(t)(vzrf)
et on définit Qf ,(n) C [0,2n] x {—1,1} par

Alag)? < (W, Vi)? + (Yo, Vi)®

(akvg) € Q?,Q(n) ~ det(y(aka g)v Vha p(Vh)) =0
€, 1= U((smrn)a(ﬂr)(g(<V}L/\Y(04k75)7Vh/\/7(‘2/h)>)+U(<9(Vh)/\y(ak7§)79(vh)/\Vh>)) £ 0.

Alors on a une bijection entre Q' ,(n) et U ErynnlerVi, ..o eVy).
(ei)ico€{—-1,1}2

La proposition suivante donne le calcul de 3, :
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Proposition 7.33 Soient (V1,..., Vo) € A, h € {3,4,5} et n € D,. On reprend les notations
du lemme 7.32. Soit (a, &) € Qf 5(n). On pose,
Xp(r)—xp (t)+1
Xi= () = )™ 3 (V) A g0 (1)

Xxp(s)— Xh(f)+1

(xn(s) = xn(t))psp (Vie) A pXr ) (1)

On note pry la projection de QU ,(n) sur ay, et on convient de la notation, pour oy € pri(€f ),
que (o) désigne Uélément de pri(Q,) U 6,.1,(0) U ' (0) qui lui succede, dans lordre sur
R/27Z. On a alors

B = g > o 3 (T @l (det(Vi, p 000 (v;), X))

h=4 neDt , (. )EQt 4, (n) PF#hT
ag + (o)

o (et (1 0 v i)

PREUVE DU LEMME 7.31 : Soit (p,c) € SO(3) x C* et supposons que ce couple est compatible
avec les deux triangles intérieur et extérieur. Alors les deux triplets de vecteurs (V;,V;, p(V)) et

(Va, p(Vy), p(V,.)) sont coplanaires. Donc les deux triplets de vecteurs (Vi, Vi, p(Vi)) et (p~1(Vo), Vi, Vi)

sont coplanaires. Par construction de W,Y;; et Y, il existe (ax, a,) € (R/27Z)?* tel que

{ p(Vi,) = cos(ag)W + sin(ay)Y;;
p Y (Vo) = cos(ag)W + sin(ag)Yse

On sait de plus que

(07! (Va), Vie) = (p(V&), Va)

(W, Viycos(ag) + (Yoo, Viysin(a,) = (W, Va)cos(ay) + (Y, Vi) sin(ay)

(Yoo, Vi) sin(ay) = — (W, Viyeos(ay,) + A(ag)

(Yie, Vi) 2(1 — cos*(ag)) = (W, Vi)?cos* () — 2(W, Vi) A(ag)cos(a,) + Alay,)?

& (Yoo, Vi) + (W, Vi) cos* (aq) — 2(W, Vid Aag)cos(ag) + Aar)? — (Yie, Vi)? = 0. (1)

<~
<~
=

L’équation (1) admet des solutions en cos(a,) si et seulement si

(W, Vi Aew)? = ((Yoe, Vi) + (W, Vi) ) (A(oy)* — <ch,vk>>_0
& (Yoo, Vi)' 4 (Yoo, Vi) 2(W, Vi)? = (Yie, Vi) 2 Ao)? >
& Alw)? < Yie, Vi)2 + (W, Vi)? ou (Yie, Vi) = 0.

Comme (Vi,...,Vy) € 2, alors (Yi,, Vi) # 0 d’aprés le lemme 5.20. Ainsi, lorsque A(ag)? <
(Yoo, Vi)? + (W, Vi)? il existe £ € {—1,1} tel que

(W, Vi) Alaw) + EYoe, Vi) v/ Yoo, Vi) 2 + (W, Vi)? — Ar)®

Cosaa(akv 5) <}/bc> Vk>2 + <W, Vk>2
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Si 'on pose

(Yoe, Vi) Alag) — EW, Vid/ Yoo, Vi)? + (W, Vie)2 — Aow)?
(Yoo, Vie)? + (W, Vi)?

sinog (o, &) =

on vérifie facilement que
cos*ag(ay, £) + sin®ag,(ay, £) = 1

et
(W, Viycosag (g, &) + (Yie, Viehsinag (ag, §) = (W, Va)cos(au) + (Yij, Va)sin(ayg).

Lemme 7.34 Si M% > 1 alors pour tout oy, € R/27Z,
ijsVa

Alo)? < (Yoo, Vi) + (W, Vi)*.

Sinon
Alag)? < (Yae, Vi)® + (W, i)?
. Yie,Vie) 2+ (W, Vi) 2 : e Vie)2+
o e [—arcsm( —Eigj,vl;gingsg ) - gp,arcsm( EQ’JKZ? é%“ﬁs ) @] mod(2)
k . P .
[r — arcsin ( %) — @, T+ arcsin ( m—§%> — | mod(2m)
ou

o= atn (4 ) + 50— o0, Vo))

PREUVE: Par définition,
Alay) = (W, Va)cos(ay) + (Yij, Vo) sin(ay)
= V(Y Va)2 + (W, V,)? < e cos(ay) + mj,va)WV >25i”(04k))

(Vg oVa) 2 + (W, V)2 (Vi Va) 2+
= V(Y5 Va)? + (W Vo) 2sin(an + ¢)

car @ est défini de telle sorte que cos(p) ait le méme signe que (Y;;, V). Donc

Alar)? < (Yoe, Vi) + (W, Vi)
(Yie, Vi)? + (W, Vi)
(Yo Va)® + (W, Va)*

& sin*(ag + ) <
g Yee, Vie) 2 +(W, V>

Ve VO (WVE 1 'inéquation est toujours vérifiée. Sinon on obtient I’équivalence annoncée.
ijsVa

]
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Lemme 7.35 Awvec les hypothéses du lemme 7.32, on a :
AiVi+ AV + Aep(Vi) = 0

et
1aVa + top(Vs) + pep(Ve) = 0.

PREUVE: La formule
AiVi+ AV + Xep(Vi) = 0

se démontre exactement de la méme facon que celle du lemme 7.9. On raisonne de la méme
maniére pour démontrer que

pap” (Vo) 4+ 1V + pcVe = 0
et donc que

1aVa + pop(Ve) + pep(Ve) = 0.

O

Lemme 7.36 Soient (Vi,...,Vy) € A, h € {3,4,5}, n € D}, et (&) € {—1,1}2 et soit (p,c)

un point d’intersection. On note A\, la longueur algébrique de ’aréte x de la configuration c.
On suppose de plus que N\, # 0 et Opyn # 0. Alors on a :

)\m _ )\r’ 57"’7% )\n _ _)\T, (ST'/TTVL )\r _ )\T, 6r’mn

57)7,7‘17, 5nrm 5rmn

A A,
)\s = Ms— )\t = Mt—-

En particulier, on a bien, pour tout p € 9\{h}, €, = o(N,). De plus, on a
—
Y(akug) - ,U/r(smrnF/F-

PrREUVE: 1l s’agit de la méme preuve que pour le lemme 7.11.

O

PREUVE DU LEMME 7.32 : La encore, il s’agit de la méme fin de preuve que pour le lemme
7.6. En effet, le reste de la construction des points d’intersection est identique au cas ;. On
a donc le résultat annoncé.

O
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PREUVE DE LA PROPOSITION 7.33 : Il s’agit de la méme démonstration que pour la proposition
7.14. En effet, dans cette démonstration, on a montré que le signe d’un point d’intersection,
noté o(tp, p(ag, &), c(ag, £)) est donné par

o (th, plan,€), clar, §)) = = (] e)o (det(Vi, pr@ O (V), X7))

p#h,r
< o <det(y(ak+b(ak)

5 ;5)7Vh7P(Vh))>

et la démonstration ne dépend pas des valeurs des indices des arétes, mais seulement de la
localisation de I'aréte h. Ainsi, le signe d’un point d’intersection est alors donné par la méme
formule, et donc le résultat annoncé s’ensuit.

O

Remarque 7.37 On calcule p(W,) de la fagon suivante : on décompose W, = a, Vi+Bop~ (Vi) +
Vi A p (V) avec
L det(Wy g (V) Vi A ™ (V)
T det(Vi p (Vo) Vi At (Va))
 det(W,, Vi, Vie A p (V)
det(pH(Va), Vi, Vi A p~ (Va))

B det(Wy, Vi, p~1(V2))
= et (Vi A p (Vi) Vi p 1 (V)

Pr

ot
p H(Va) = cos(ag)W + sin(ag)Yie.

Dans ce cas

p(Wp) = ap(cos(a)W + sin(on)Yi;) + BpVa
Yp(cos(ap)W + sin(ag)Yij) A V.

7.5 Calcul de (3

On raisonne de maniére analogue aux trois sous-sections précédentes. Soient (Vi,...,Vy) € A
et h € {2,...,7}. On rappelle que

Dy ={n/ x()+x(s)+x{t)=1, Owou}

Soit n € DI, on désigne par (I'y, h,n) le graphe dont les arétes sont numérotées et orientées de
la fagon suivante :



109

Comme 7 € D, il existe une permutation cyclique des arétes du triangle

t s’

telle que les arétes correspondant a une configuration aient les directions indiquées suivantes :

pler Vi) i i Vi

€iVi

On a alors :

Lemme 7.38 Soient (Vi,...,Vo) € A, h € {2,...,7} et n € Dh. On note Y;; = %/\Vi.

Fizons Yy € S* un vecteur orthogonal a V.. Pour tout (p,c) € SO(3) x C compatible avec le
graphe (Ty, h,n), il existe un unique couple (oy, ) € (R/27Z)* tel que

p(Vi) = cos(a)Vi + sin(ou,)Ys;
p(Ye) = —cos(By)sin(ay)V; + cos(Br)cos(au)Yi; + sm(ﬁk)%

On note
p = p(ax, Br)

la rotation obtenue (cf remarque 7.48).

Le lemme suivant donne des conditions nécessaires et suffisantes sur (ay, f;) pour qu’il existe
une configuration c(ay, 8;) € C' telle que

(C(alﬁ ﬁk)v p(aka 5k)) € U ng,n,h(el‘/h - ,69‘/9).

(€1)ico€{~1,1}2

La configuration c¢(ay, Ox) est représentée par un plongement de I' ou le vecteur correspondant
a laréte e(T, 1) est Ni(ag, Bi)p»@ (V).
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Lemme 7.39 Soient (Vi,..., Vo) € A, h € {2,...,7} et n € D} Pour (oy, B) € (R/27Z)°,
on note p = p(ay, Br) la rotation définie au lemme 7.38 et on définit
Ai = Ailow, Bi) = (Y, Vi)cos(ag) — Vi, Vj) sin(ox)
Aj = Ajlaw, Br) = sin(ax) Ae = A(an, Br) = —(Y35, Vi)
€& = €i(ax, Br) = a(\) €; = ¢j(an, Br) = 0(/\j) ex = er(an, Br) = o (M)
€s = €s(an, Br) = —€w0 (0 ) 0 (Osrn) = en(ar, Br) = €r(0prs)o(Onrs)
€ = Gt(ak,ﬁk) = 65'0(5s'mr)0(5tmr) €m = €m(04k:, 51@) = 65'0(5 ’tr)o-((smtr)
€ = € (g, Bi) = €00 (Sms)0 (Orns)
ot les § sont définis au lemme 7.6. On pose enfin
Y =Y (ar, B) = = AeGursOmrep™ ™ (Vi) = XoGrirs X (Vi)
On définit Q4 (n) C (R/27Z)* par : (aw, Br) € Qb(n) &
At 0trnsOrtm + As'OstmOrns = 0

det(Y (o, Br), Vi, p(Vi)) = 0
€p = O'(érm«s)O'(&,m«t) (U((Vh A Y(Oék, 61€), Vh A p(Vh)>) + a((p(Vh) A Y(Oék, Bk), p(Vh) A Vh>)) 7é 0

Alors on a une bijection entre QR (n) et U Erynn(€eVi, ... eVy), ot les (€;) sont dé-
(ei)ico€{-1,1}2
terminés par les formules ci-dessus.

Puis on a la proposition principale de cette section :

Proposition 7.40 Soit (Vi,...,Vy) € . On conserve les mémes notations que celles du lemme
7.89. On pose

Xp(t)— Xh(m)+1

(V) A pos0-2m (1))
(Vi) A (1)
M(w) /\pxh(T Xh(m)(v)

Xm: _Etésmr(Xh(t) (m))
+0rim(Xn(s") — xn(m))p
_Grés’tm(xh() Xh(m))
+LPXIL(T) Xn(m) (\/ ( )

rtm

xp(s") =xp (m)+1
2

avec

Xh( N+1

(Vi) A pnt )(V,)’px;b(t)(v;)’th(m)(vm)>

Xh(f)+1

o= SrtmXn(s)det <
+ Sumxn(t)det (P Vo), o5 (Vi) A O (V7). g (1))
Xp(m)+1

- Smxn(m)det (V) 0O (), 0™ (Vi) A p (V)

( Xh(t)+1

Xh(T)+

det

SsromXn (T Vk) /\th(T)(V) th(t)(‘/;)’th(m)(VmD

(
POV, p T (Vi) A prO(Ve), pr (V)

Xh(m)+1

Sermxn(m)det (PO (V,), 02O (V) ™5 (Vi) A9 (V).

(r)
- 5s’thh (t)det
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P2 = g Zh 2 Zneph E(ak Br)eQl (n) H#h o Ep0 (det (Vm, X, th(t)—Xh(m)(Vt)))
xo (Edet( (@kaﬁk(ak)),Vh,p(Vh))>

ot (c(ag, Br(a)), plaw, Be(ak))) est un couple tel que, pour tout i différent de h, la direction de
Varéte e(T, i) de la configuration c(ou, Br(aw)) est eip(an, Be(aw))»@(V;).

ViAY;
IVinVil|
(p,c) € SO(3) x C™ compatible avec le triangle extérieur, les vecteurs p(Vj), V; et V; sont
coplanaires, donc p(V;) € S(V;,V;). Donc il existe un unique oy, € R/277Z tel que

PREUVE DU LEMME 7.38 : (V;,Y};, ) est une base orthonormée directe de R?. Pour tout

p(Vi) = cos(au,)V; + sin(ou)Yi;.

Comme Y} est orthogonal a Vi, alors p(Yj) est orthogonal a p(Vi), par conséquent p(Yy) €

ViAV; ViRV, ViV : )
S(HVAVH p(Vie) A W) Or (HVAVH p(Vi), HVAVH A p(Vi)) est aussi une base orthonormée

directe de R?, donc il existe 8 € R/277Z tel que

p(Ye) = cos(Br) ||¥25 I A p(Vi) + sin(B) |{‘;ﬁ\‘; I

= cos(B) II“;QV 7 A (cos(ax)V; + sinay)Yi;) + szn(ﬂvk)w‘;ﬁ; I
PN

= cos(By)cos(ou,)Y;; — cos(Bi)sin(o)Vi + sin(B) oo ||vmw||
O

Lemme 7.41 Soient (Vy,..., Vo) € A, h € {2,...,7} et n € D}. Soit (a, Br) € (R/27Z)°. On
suppose que Oypr 7 0 et dgp # 0. On pose

Ai = Ni(au, Br) = (Y35, Vi)cos(aw) — (V;, V) sin(ay)

Aj = Ajlaw, Br) = sin(ax) Ae = A(aw, Br) = —(Yi;, Vi)

1) 'rm J "rs
)\s - /\S(akaﬁk) = _At’ 6t )\n = An(akvﬁk) = At’ 6t
5s’m1“ 6s’tr
At = Mo, Br) = Ao 5 Am = Am(au, Br) = /\5'67
tmr mir
(1) (1) Ov/ns (2) (2) Ostm
)\r = )\7" (ak)ﬁk) = )‘t’ S )‘r = )\r (akvﬁk) = _)\s’ S
™ms rtm

Alors on a
AVi+ NV + Aep(Vi) =0
— X O (V) + Xp ™ (V) + MV pxn (V) = @) (V)
AP D (Vy) + Ay pXn M) (V) — )\9)th&)(‘4) — )\S,th(s/)(vs/)_
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Par conséquent, on a :
Vp € O\{h,7}, o(N\,) =€,

et
& =o(AD) = o(A?),

O

PREUVE DU LEMME 7.39 : Soit (ay, Br) € Q4(n). Comme (Vi,...,Vy) € 2, on peut supposer
que dymr 7# 0 et dgn # 0. On reprend les notations du lemme 7.41. On a

)\t’ét’ns(srtm + A5’55’7f7n(57’7zs =0

6 ! 5 /
PN )\t’ t'ns _ _)\5/ s’'tm
5rns 5rtm

o AW =)\?,

Par conséquent, la configuration ¢ = (co, cp, cc, ¢p, Cg, Cp) suivante :
co=0  cg=\Vi cc=ANVit NV  cp=cp+Apr(V)

cp=cp +APMIV) ep = e+ A O(V)
vérifie :
p 7 ey (€) = 607 (V)
d’aprés le lemme 7.41. Etudions la condition 7., u)(c) € [enVh, p(€xV3)]. On a

6nr55mrtﬁ = (5m“55m7‘t <_Aanh(n) (Vn) - ATerXh(m)(V;n))

= (5n7“55m7’t (—)\t’%PXh(n)(Vn) - )‘s/%th(m)(Vm)>
_)\t’(st’rsémrthh(n)(Vn) - )\s’(ss’rténrsth(m) (Vm)
— Y(Oék;, Bk) .

Donc

_BE o V(B
Te(Ty,h)(€) = B (6rs) (5mrt)Hy(ak”3k)||‘

det(Y(ozk, Bk), Vh, p(Vh)) =0
Done me(rym(c) € [V, plenVi)] < en(Vi A Tera,ny (€), Vi A p(Vi)) >0
en(p(Vi) A Terany(€), p(Vi) A Vi) > 0.

det(Y(oz;ﬁ Bk), Vh, p(Vh)) = 0
== eha'((snrs)o'((smrtxvh A Y(Oék, Bk), Vh A\ p(Vh)> > 0
€n0 (Onrs )0 (Omrt) (P(Vi) N Y (a, Bi), p(Vi) A Vi) = 0.

Par construction de €, les deux derniéres conditions sont vérifiées. Réciproquement, un point
d’intersection vérifie ces conditions.
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O

On commence par déterminer le signe d’un point d’intersection, puis on prouvera la proposition
7.40. On rappelle le graphe (I'y, h, ) :

Lemme 7.42 Soient (Vy,...,Vy) € A, h € {2,...,8} et n € Dh. Soit (o, Br) € Q%(n). On
note p(ay, Br) la rotation définie par le lemme 7.38 et c(ou, Br) la configuration compatible avec
le graphe (Ty, h,n) d’apres le lemme 7.39. Le signe du point d’intersection est donné par

o (th, plaw, Br)s claw, Br)) = — [ puna ()0 (det (Vin, X, pr 07X 00 (1)) )
<o (2det(Y (o, felow)). Vi (Vi)

ot X, est défini au lemme 7.45 et (c(ou., Br(ar)), p(a, Br(aw))) est un couple tel que, pour tout i
différent de h, la direction de Uaréte e(T,7) de la configuration c(ou, Bi(a)) est eip(au, Bi(aw) PO (V).

Rappelons que le signe d’un point d’intersection est égal & 'opposé du signe du jacobien de
I’application

(6) .
Lhne,Vp, -

SO(3) x C* — (S22 x R

(p¢) > (T4 (0. ) ieoriny BV (T (€))

ou
(th,p : SQ — R
X — <_X7 Vh A p(Vh)>
d’aprés le lemme 7.3. Pour prouver ce lemme, on construit pas a pas la factorisation de I'in-

verse local de Flgﬁli npv;,- L construction est analogue a celle de la proposition 7.14. Le schéma
récapitulatif de la démonstration de ce lemme est le suivant :
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SO(3) x C™
Fp, paramétrage d’une rotation et d’une configuration
2 3\{C,D,E.F
% % [0,7] x (R?)IGDELY
F1, construction de B et C, lemme 7.16
2 2 2 + 3\{D,E,F
S4 x [0,7] x SZ x §% x RT x (R}){P-EF}
F>, paramétrage de ’axe et I’angle de la rotation, lemme 7.19
- 2 2 + 2 3\{D,E,F
[55, 5] x S7 x §2 x RT x §F x (R¥){P-EF)
G3, construction des points D, E et F, lemme 7.43
T m 2 2 + 2 2 + 2 + 2 +
(=35 5] X §7 X §5 x R x §; x §7 x RF x 85 x Rf x §§ x R}
G4, paramétrage de la longueur \,, lemme 7.44
T 2 2 + 2 2 2 2 2 +
(=55 5] X7 X S5 x R x §; x §7 x §; x §; x §§ x R}
G5, parametrage de la longueur \,,, lemme 7.45
2 2 2 + 2 2 2 2 2
S;, X S7 x 87 x RT x §§ x §; x S5 X §;, x §j

G, paramétrage de ’aréte h, lemme 7.47

So, X S7 x §F x S x §? x S2 x §% x §F xR

La construction du triangle extérieur reste inchangée, donc on conserve les applications Fy, F}
et Fy définies dans la démonstration de la proposition 7.14 et de jacobien positif (lemmes 7.16
et 7.19). Les points D', E’ et F’ sont donc construits, et on s’occupe maintenant des points D,

—
E et F. On pose X, = ||D'F'|| et on suppose que A, # 0. On définit :

Gy | S2xRE xS2 xR xS xRS —  (RHIPEFD
(Wr, por, W, prs; We, i)+ (cpr + )‘/5/ HTth(T)(WT)v cpr + )\;/ USPXh(S) (Ws),cpr + )\;/l"tPXh(t)(Wt))

E/

Puis on définit la fonction G5 de

VISvIY
[—5,5] SfxS?xR*xSixSﬁfoxS?xRixSﬁxR;’
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dans o
[—5, 5} x S2 x S? x Rt x SF x (RB){D,E,F}
par
Ga(wi, W e, We, piss Wi, pur) = (w1, Gy (Wa, o We, s, Wi, i)
Lemme 7.43

o(Jacg,) = 1.

PrEUVE: 1l s’agit de la méme preuve que celle du lemme 7.21.

O
On définit :
D/
Gy | 2 — RfxRE
Wno = (e (Wh), us(Wh))
E/ ; FI
Puis on définit 'application G4 de
[—g,g]xS?xS?xR*xSﬁxS?xSixSixSﬁij
dans S
[——,5]xSfxS?xR*xSixSiijxS?xRﬁxS?ij
par
G4(W1, W, Wn7 W3) = ((Ul, M’I‘(W’n)7 w2, /’LS(Wn)a Cdg).
Lemme 7.44 On a
o(Jacg,) = €n€r€s0mms.
PREUVE:
Il s’agit de la méme preuve que celle du lemme 7.22.
O

On définit
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Et on définit Iapplication G5 de

S2, x §7 x §Tx R* x §f x S2x 87 x S x §}
dans -

[—5,5]XS?xS?xR*xSixS?xSixSixSfoj
par
Gs(wi, Wi, wa) = (w1, v(Wh), wa, ite(Wn)).

Lemme 7.45 On pose

Xp (t)— X}L(mH—l

X = =€0ymr (xa(t) = xa(m))p (Vi) A per®@=xnm (V)
+5rtm(Xh( ) = xa(m))p” (Vi) A praDmalm (1)

Xp(r)=xp(m)+1
Ot (Xn(r) — xa(m)p™ 2 (Vi) A pXr@=xlm (V)
+ th (T —Xh (m) (V )

xp(s)— xh(m)+1

avec

Xh(s )+1

o= SrtmXn(s")det (

+ Sumxa(t)det (P (Vy), p

(Vi) /\pm(S)(V,) th(t)(%)’th(m)(vmo

Xh(f)+1

(Vi) A g O (V2), p 4 (V) )
(Vi) A P+ (V)
Vi) /\th(T)(V) th(t)(W),th(m)(Vm)>
(Vi) A 90 (V). p (V)

X}L(m)+1

Sammxn(m)det (P4 (V;), g O V), p™ 5 (V) A p (1))

Xh(m)+

+  GrtmXn(m)det (px’l(s/)(vs,) xn® (1), p

Xh( )+1

—  OgemXn(r)det

(r)det (™
Somxn(t)det (p

Xh(t)+1

(
Xh(r)(Vr)’ p

alors
o(Jacp,) = €m€€r0(0pm)eso(det( Vi, X, th(t)_Xh(m) (Vi))-

PREUVE: La définition de G35 fait intervenir une permutation de facteurs telle que G5 et G%
ont des jacobiens opposés. On a donc

o(Jacg,) = —o(Jacgr)
= —U(J&C(Gg)q)

= o (dtm, LG 6
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Or on a

— N1 O (W) + Ny pX D (W) + Ny pX O (W)
| = Xy pap O (W) + Ny o O (W) o Ny 0 (W)
— e X O (W) + th(S/)(WS/) + ppXn O (W)
| = O (We) + pxe ) (W) o gy pxe® (W )|
_Mthh(t) Xn(m )(Wt) + th(S')*Xh(m)(WS,) + NTth(T)*Xh(m)(WT)
|| = pepr O (W) 4 pn D (W) + g pr (W) ]

pXn (m) (Wm)

Wn =

Donc en posant
X, = _'uthh(t)*Xh(m)(Wt) + th(Sl)*Xh(m)(Ws,) + MTth(T')7Xh(m)(WT)

on a (comme pour le lemme 7.26)

o(Jacg,) = —0 (det(Wm, 2Xl, aX1)> .
t

v o
Or 5
X, = — pxn()=xn(m) Wwo).
Op ' g (W)
Grace au lemme 7.25, on peut exprimer
9 X0 (m 41 o
aXl — aerwiae(Xn(t) — xa(m))p S (Vi) A pXr@=xn(m) (v
M s m
+ es/ekwk,x(xh(sl) — xn(m))p } ‘ (Vi) A th( —xn( )(V )
M , m
+  erexwiaptr(Xn(r) — xn(m))p B (Vi) A pXr)=xntm) (17
Ot () =xcn (m)
— r m V; )
+ € % p (V)
Comme
53/tm
€y = €g/
THT S 5Ttm
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alors

r 57‘ m s /
emes/%" = wk,mr; Xn(s')det (p“(fl(vk)Apms>(vs/>,th“)(w,th(m)(Vm))
1%

rtm

5rm / Xp(O)+1
s a(t)det (P4 (Vo) p 5 (V) A O (W), o) (1))
rtm
57‘tm (s") (t) Xp(m) 1 (m)
s n(m)det (P4 V), g O (V) 0 ET () A g (V)
rtm
Xp(r)+1

58/ m r m
— war)det (75 (V) A1), 00 (1), (1))

rtm

Os'tm . xp ()41 m
= W a(b)det (O (V;), 05T (Vi) A 9O 1), 9 (V) )

rtm
58't Xp(m)+1

— W xa(m)det (px;l(r)(vr),th(t)(V;)’pf(Vk) A th(m)(Vm)>

rtm

aﬂr o €L€s' ErWE 2P

o 02

rtm

On rappelle que (lemme 7.41)

At _ )\S, 5s/mr Ar _ /\(2) _ _)\S/ 5s/tm

5tmr

et que
)\;,ut =N )\;,ur =\ Ay = €g N,

/.

Donc
()=xp (m)+1
NoGrtm e X1 = —€€5Wha Ny Orpmpte (X0 (t) — Xn(m)p™ % (Vi) A pxr®=xn(m) (1)
AL 0pimes €xwi o (Xn(s") — Xh(m))p“i“ Lt (Vi) A th(s’)—Xh(m)(V;/)

Xp(r)=xp (m)+1

Ferexwr w Ny Ortmpte (Xn (1) — xn(m))p™ 2 (Vi) A prr)=xalm)(1)
e N EL R k)0 (1)
M

= —€6kWraAs Ogmr (Xa(t) — Xn(m))p (Vi) A pr=xntm) ()
xp (s ) —xp (m)+1

F A Ortm€rwi s (Xn () — xn(m))p™ 2 (Vi) A th(s/)_Xh(m)(‘/s,)
(r)—=xp(m)+1
—rekha A Ot (0n () = X (m))p™ 2 (Vi) A peexelm (1)
+epy ‘:’sk,iw%@pxn(r)th(m) (V)
rtm

Donc

/
s

51"tm 2ale = EkAs’wk,me
v

et
o(Jacg,) = €mer€r€s 0 (Oppm)o(det(Vin, Xom, th(t)_Xh(m) (Vi)).
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O

A ce stade, le couple (p,c) est paramétré par x > 0 tel que p(W) = M On définit
i J

localement, I'application suivante :

F/

ou Gg est application qui, localement, associe & u le réel x > 0 tel que
Py
<F F, Vh N p(Vh)> = U.
On définit alors application Gg de
Sz, X S7 x ST x S x S2xS2xS; xSf xR

dans
Sz, X ST x 87 x RY x S; x S} x SZ x S x S}

par
Ge(wr,wa, 1) = (w1, x(u), ws).

On rappelle que
Y = _At’ét’rsémrthh(n)(Vn) - )\s’és/rténrsth(m)(Vm)

et que 'on a démontré dans la preuve du lemme 7.39 que

Y = 5nrs(smrtﬁ-

Lemme 7.46 On a

o(Jacgy) = 0(0prs)0 (dpmrt)o <§xdet(Y(x), Vh,p(Vh))> .

PrREUVE: 1l s’agit de la méme preuve que celle du lemme 7.27.

(]

Le lemme suivant permet de déterminer le jacobien de I’application G en fonction du parameé-
trage initial. On a paramétré au lemme 7.39 le couple (p, ¢) par un couple (ag, 8i) € (R/27Z)%.
La condition A" = \? permet d’écrire localement [, = fj(ax). Elle permet donc générique-
ment de paramétrer localement (p, c) par oy € R/27Z.
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Lemme 7.47 On a

o(Jacg) = €:€;0(0nrs)0 (Ot )0 <;deet(Y(ock,b’k(ozk))7 Vh,p(Vh))) )

PrREUVE: 1l s’agit de la méme preuve que celle du lemme 7.28.

PREUVE DU LEMME 7.42 : On reprend le schéma récapitulatif suivant :
SO(3) x C'4
Fo, o(Jacp,)>0
S% x [0, 7] x (REDEFY
Fi, o(Jacp, )>0 lemme 7.16
S x [0,7] x §7 x §2 x RT x (R3){P-E:F)
Fy, JacF2 >0 lemme 7.19
- 2 2 + 2 3\{D,E,F
[55, 5] x S? x $7 x RT x §} x (R¥){PELY
G3, Jacgy;>0 lemme 7.43
T T 2 2 + 2 2 + 2 + 2 +
(=55 5] X S7 x §7 x RY x §; x § x Rf x §7 x Rf x §f x R}
Gy, J(Jacg4):eneresa(§rns) lemme 7.44
T T 2 2 + 2 2 2 2 2 +
[—5: 5] X S7 x §7 x R* x §; x §7 x § x S} x §f x R}
Gs, J(Jacg5):emeteko'(&«tm)es/a(det(Vm,Xm,th(t)*xh(m)(V}))) lemme 7.45
2 2 2 + 2 2 2 2 2
S, X S7 x 87 x RT x S x S; X § X §, x S

Gg, U(Jaccﬁ):eieja(&ws)o(ﬁmm)cr(%det(Y(ak,ﬂk(ak)),Vh,p(Vh))) lemme 7.47

2 2 2 2 2 2 2 2
R X S5, x S7 X §§ X S X §7 X 85 X §;, X 57
Par conséquent, on obtient bien que

7 (tn, pla, Br), clan, i) = = Tlpsn.e (€))7 (Viny X, pXr07X00M (V7))
%0 (Gdet(Y (an, Brl(e)), Vi (V1)) )
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Remarque 7.48 Rappelons que Y, € S? est un vecteur orthogonal a V. Une rotation p est
alors complétement déterminée par le couple (ay, Br) € (R/27Z)? par

{ p(Vi) = cos(ay)V; + sin(ay)Yi;

p(Yy) = —cos(Br)sin(ay)V; + cos(Bi)cos(ay)Yi; + Sm(ﬁk)%

En effet, pour W, € S* que l'on décompose

W, = a,Vi + B,Ye + Vi A Vi

avec
a, = det(W,, Yy, Vie NYy) By = det(Vi,, W, Vi, N Yy) Y = det(Vi, Yi,, W)
on a
p(Wp) = app(Vi) + Bpp(Yi) + 1p(Vi) A p(Yr)
= (oycos(ay) — Bpcos(Br)sin(au) + ypsin(oy)sin(Bi)) Vi
+(apsin(a) + chos(ak)c%s(gk) — ypcos(au,)sin(By) Y,
. PAV
+(ﬁp52n(ﬁk) + ’YPCOS(ﬁk)) AR
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