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❧♦✇ ❝♦.$ ❛♥❞ ❤✐❣❤❧② ❜✐♦✲❝♦♠♣❛$✐❜❧❡ ❝♦♥❞✉❝$✐♥❣ 1❊❉❖❚ ❝♦♠♣❧❡①❡.✱ ✇❤❡#❡❛.

1❊❉❖❚✿1❙❚❋❙■ ✜❧♠. ❞✐.♣❧❛②❡❞ $❤❡ ❤✐❣❤❡.$ $#❛♥.♣❛#❡♥❝✐❡.✳
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■♥"#♦❞✉❝"✐♦♥ ●*♥*#❛❧❡

❉❡ ♥♦$ ❥♦✉'$✱ ❧❡$ ❛♣♣❛'❡✐❧$ -❧❡❝/'♦♥✐0✉❡$ $♦♥/ ♦♠♥✐♣'-$❡♥/$ ❡/ ✐❧$ ♣❡'♠❡//❡♥/ ❞❡ ❢❛❝✐❧✐/❡'

♥♦/'❡ ✈✐❡ 0✉♦/✐❞✐❡♥♥❡ ❞❛♥$ ❞❡ ♥♦♠❜'❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡$✱ /❡❧ 0✉❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛/✐♦♥✱ ❧❡$ ❧♦✐$✐'$✱

❧❛ $❛♥/- ❡/ ❧❛ $-❝✉'✐/-✳ ◆-❛♥♠♦✐♥$✱ ❧❛ ❢❛❜'✐❝❛/✐♦♥ ❡/ ❧✬✉$❛❣❡ ❞❡ ❝❡$ ❞✐$♣♦$✐/✐❢$ ❛ ♣♦✉'

❝♦♥$-0✉❡♥❝❡ ✉♥❡ ❝♦♥$♦♠♠❛/✐♦♥ ♣❧✉$ ♦✉ ♠♦✐♥$ ✐♠♣♦'/❛♥/❡ ❞✬-♥❡'❣✐❡ ❡/ ❞❡ '❡$$♦✉'❝❡$

♣'✐♠❛✐'❡$✳ ❙✐ ♦♥ ❝♦♥$✐❞<'❡ 0✉❡ ❧❡$ '-$❡'✈❡$ ❞❡ ♣-/'♦❧❡ ❛✐♥$✐ 0✉❡ ❞❡ ❝❡'/❛✐♥❡$ ♠❛/✐<'❡$

♣'❡♠✐<'❡$ '✐$0✉❡♥/ ❞❡ $✬-♣✉✐$❡' ❡/ ❧❡ ❢❛✐/ 0✉❡ ❧❛ ♣♦❧❧✉/✐♦♥ ❛//❡✐♥/ ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❛♥❣❡'❡✉①

❞❛♥$ ❝❡'/❛✐♥❡$ '-❣✐♦♥$✱ ❧❡ ❞-✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥/ ❞❡ /❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡$ ❞✉'❛❜❧❡$ ❡/ ❞✬❛♣♣❛'❡✐❧$ > ❜❛$$❡

❝♦♥$♦♠♠❛/✐♦♥ ❞✬-♥❡'❣✐❡ ❞❡✈✐❡♥/ ♣'-♣♦♥❞-'❛♥/✳ ❉❡ ♣❧✉$✱ ❝❡'/❛✐♥❡$ /❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡$

-♠❡'❣❡❛♥/❡$ 0✉✐ ♥❡ $♦♥/ ♣❛$ ❛❝❝❡$$✐❜❧❡$ ❛✈❡❝ ❞❡$ ❞✐$♣♦$✐/✐❢$ -❧❡❝/'♦♥✐0✉❡$ ❝❧❛$$✐0✉❡$✱

❝'-❡♥/ ✉♥❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞❡ ♠❛/-'✐❛✉① ✐♥♥♦✈❛♥/$ ❝♦♠♠❡ ❞❡$ -❧-♠❡♥/$ ✢❡①✐❜❧❡$ ❣'❛♥❞❡$

$✉'❢❛❝❡$ ♦♣/♦-❧❡❝/'♦♥✐0✉❡$✳

❉❛♥$ ❝❡ ❝♦♥/❡①/❡ ❡/ ❞❡♣✉✐$ ❧❡✉' ❞-❝♦✉✈❡'/❡ ♣❛' ▼❛❝❉✐❛'♠✐❞✱ ❙❤✐'❛❦❛✇❛ ❡/ ❍❡❡❣❡' ❡♥

✶✾✼✼✱ ❧❡$ ♣♦❧②♠<'❡$ ❝♦♥❞✉❝/❡✉'$ $♦♥/ ❛✉ ❝❡♥/'❡ ❞❡ ❧✬❛//❡♥/✐♦♥ ♣♦✉' ❧❡ ❞-✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥/

❞✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝❧❛$$❡ ❞❡ ♠❛/-'✐❛✉① ♣♦✉' ❧✬♦♣/♦-❧❡❝/'♦♥✐0✉❡✳ ▲❡$ ♣♦❧②♠<'❡$ ❝♦♥❞✉❝/❡✉'$

❝♦♠❜✐♥❡♥/ ❧❛ ❝♦♥❞✉❝/✐✈✐/- -❧❡❝/'♦♥✐0✉❡ ❞❡$ ♠❛/-'✐❛✉① ✐♥♦'❣❛♥✐0✉❡$ ❛✈❡❝ ❧❛ ✢-①✐❜✐❧✐/-✱ ❧❛

$/❛❜✐❧✐/- ❝❤✐♠✐0✉❡ ❛✐♥$✐ 0✉❡ ❧❛ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡♥$✐/- ❞❡$ ♣♦❧②♠<'❡$ ♣❡'♠❡//❛♥/ ❧❛ ❢❛❜'✐❝❛/✐♦♥ ❞❡

❞✐$♣♦$✐/✐❢$ ❜❛$ ❝♦I/✱ ✢❡①✐❜❧❡$ ❡/ ❧-❣❡'$✳ ❊♥/'❡ ❛✉/'❡$✱ ❧❡ ❞-✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥/ ❞❡ ❞✐$♣❡'$✐♦♥$

❛0✉❡✉$❡$ ❞❡ ♣♦❧②♠<'❡$ ❝♦♥❞✉❝/❡✉'$ /❡❧ 0✉❡ ❧❡ ♣♦❧②✭✸✱✹

-/❤②❧<♥❡❞✐♦①②/❤✐♦♣❤<♥❡✮✿♣♦❧②✭$/②'<♥❡ $✉❧❢♦♥❛/❡✮ ✭P❊❉❖❚✿P❙❙✮ '❡♥❞ ♣♦$$✐❜❧❡ ❧✬✐♠♣'❡$$✐♦♥

❞❡ ✜❧♠$ ♠✐♥❝❡$ ✢❡①✐❜❧❡$✱ /'❛♥$♣❛'❡♥/$ ❡/ ❜✐♦❝♦♠♣❛/✐❜❧❡$ ❛②❛♥/ ✉♥ ❣'❛♥❞ ♥♦♠❜'❡

❞✬❛♣♣❧✐❝❛/✐♦♥$ ❞❛♥$ ❧❡$ ❞✐$♣♦$✐/✐❢$ ♣♦✉' ❧✬-♥❡'❣✐❡ ❬✶✱ ✷✱ ✸✱ ✹✱ ✺✱ ✻✱ ✼❪✱ /❡❧$ 0✉❡ ❧❡

♣❤♦/♦✈♦❧/❛Y0✉❡✱ ❧❡$ -❝'❛♥$ ❞✬❛✣❝❤❛❣❡ ❬✽✱ ✾✱ ✶✵✱ ✶✶✱ ✶✷❪ ❡/ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♠-❞✐❝❛❧

❬✶✸✱ ✶✹✱ ✶✺❪✳ ❈❡$ ❞✐$♣♦$✐/✐❢$ ♦'❣❛♥✐0✉❡$ ♠♦♥/'❡♥/ ❞❡$ ♣❡'❢♦'♠❛♥❝❡$ /'<$ ♣'♦♠❡//❡✉$❡$ ❡/

❝❡'/❛✐♥$ ❞✬❡♥/'❡ ❡✉①✱ /❡❧$ 0✉❡ ❧❡$ ❖▲❊❉$ ✭❞✐♦❞❡$ -❧❡❝/'♦❧✉♠✐♥❡$❝❡♥/❡$ ♦'❣❛♥✐0✉❡$✮✱ ♦♥/

❞-❥> -/- ❝♦♠♠❡'❝✐❛❧✐$-$✳ ◆-❛♥♠♦✐♥$✱ ❧❡ ❞-✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥/ ❞✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❣-♥-'❛/✐♦♥ ❞❡

❞✐$♣♦$✐/✐❢$ -❧❡❝/'♦♥✐0✉❡$ ♦'❣❛♥✐0✉❡$ ♣❧✉$ $/❛❜❧❡$ ❡/ ♣❧✉$ ❡✣❝❛❝❡$ ♥-❝❡$$✐/❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉①

♠❛/-'✐❛✉①✳
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 ❛"♠✐ ❧❡' ❝♦♠♣♦'❛♥,' ✐♥❞✐'♣❡♥'❛❜❧❡' ♣♦✉" ❧❛ ❢❛❜"✐❝❛,✐♦♥ ❞❡ ❞✐'♣♦'✐,✐❢'

♦♣,♦✲2❧❡❝,"♦♥✐3✉❡' ❧✬2❧❡❝,"♦❞❡ ,"❛♥'♣❛"❡♥,❡ 3✉✐ ♣❡"♠❡, ♥♦,❛♠♠❡♥, ❧✬2♠✐''✐♦♥ ♦✉

❧✬❛❜'♦"♣,✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐5"❡ '❡"❛ ,"❛✐,2❡ ❞❛♥' ❧❡ ❝❤❛♣✐%&❡ ✶✳ ❈❡ ❞❡"♥✐❡" ❢❛✐, ❛✐♥'✐ ✉♥ 2,❛,

❞❡ ❧✬❛", ❞❡' 2❧❡❝,"♦❞❡' ,"❛♥'♣❛"❡♥,❡' ♦"❣❛♥✐3✉❡' ❡, ✐♥♦"❣❛♥✐3✉❡' ❛✜♥ ❞❡ ❧❡' 2✈❛❧✉❡" '❡❧♦♥

❧❡✉"' ❛✈❛♥,❛❣❡' ❡, ✐♥❝♦♥✈2♥✐❡♥,' ❡♥ ❢♦♥❝,✐♦♥ ❞❡' ,❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡' ❡, ❛♣♣❧✐❝❛,✐♦♥' ❡♥✈✐'❛❣2❡'✳

 ❛"♠✐ ❧❡' ♠❛,2"✐❛✉① ❞❡ ❝❤♦✐① ♣♦✉" ❝❡' ,❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡'✱ ❧❡  ❊❉❖❚✿ ❙❙ 3✉✐ '❡ ,"♦✉✈❡ '♦✉'

❢♦"♠❡ ❞✬✉♥❡ ❞✐'♣❡"'✐♦♥ ❛3✉❡✉'❡ ♣❡"♠❡, ❧❛ ❢❛❜"✐❝❛,✐♦♥ ❞❡ ✜❧♠' ,"❛♥'♣❛"❡♥,' ❝♦♥❞✉❝,❡✉"'

✈✐❛ ❞❡' ,❡❝❤♥✐3✉❡' ❞✬✐♠♣"❡''✐♦♥ ❛❞❛♣,2❡' ❛✉① ❣"❛♥❞❡' '✉"❢❛❝❡' ✬♣❧❛',✐3✉❡'✬✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥,✱

♣♦✉" ❝❡",❛✐♥❡' ❛♣♣❧✐❝❛,✐♦♥' ❡, ❡♥ ❢♦♥❝,✐♦♥ ❞❡' ❝♦♥❞✐,✐♦♥' ❧❡  ❊❉❖❚✿ ❙❙ ♥✬❡', ♣❛' ❧❛

♣❛♥❛❝2❡✳ ❆✐♥'✐✱ ❛✉ ❝♦✉"' ❞✉ ❝❤❛♣✐%&❡ ✷✱ ❥❡ ♣"2'❡♥,❡"❛✐ ✉♥❡ ❛❧,❡"♥❛,✐✈❡ ❝♦♥'✐',❛♥,

♣"✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥, F "❡♠♣❧❛❝❡" ❧❡  ❙❙ ♣❛" ❧❡ ♣♦❧②♠5"❡ ❛♥✐♦♥✐3✉❡

♣♦❧②✭✹✲',②"❡♥❡,"✐✢✉♦"♦♠❡,❤②❧ ✭❜✐''✉❧❢♦♥②❧✐♠✐❞❡✮✮ ✭ ❙❚❋❙■✮ ❛✉,"❡♠❡♥, ❝♦♥♥✉ ❝♦♠♠❡

♣♦❧②❡❧❡❝,"♦❧②,❡ ❞❛♥' ❞❡' ❛❝❝✉♠✉❧❛,❡✉"' ❧✐,❤✐✉♠✳ ❉❡ ❜♦♥♥❡' ❝❛"❛❝,2"✐',✐3✉❡'

♦♣,♦2❧❡❝,"♦♥✐3✉❡' ♦♥, 2,2 ♦❜,❡♥✉❡' ♣♦✉" ❞❡' ✜❧♠' ♠✐♥❝❡' F ❜❛'❡ ❞❡ ❞✐'♣❡"'✐♦♥' ❛3✉❡✉'❡'

❞❡  ❊❉❖❚✿ ❙❚❋❙■ ❡♥ ❢❛✐'❛♥, ❛✐♥'✐ ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛, ❞❡ ❝❤♦✐① ♣♦✉" ❞❡' ❛♣♣❧✐❝❛,✐♦♥' 2❧❡❝,"♦❞❡

,"❛♥'♣❛"❡♥,❡ ❞❛♥' ❞❡' ❞✐'♣♦'✐,✐❢' 2❧❡❝,"♦♥✐3✉❡'✳ ❆✜♥ ❞❡ ♠✐❡✉① ❝♦♠♣"❡♥❞"❡ ❝❡ '②',5♠❡

❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡  ❊❉❖❚✿ ❙❚❋❙■✱ ❧❡' ❝❛"❛❝,2"✐',✐3✉❡' ❞✉ ♣♦❧②2❧❡❝,"♦❧②,❡  ❙❚❋❙■ ❡♥ '♦❧✉,✐♦♥

❡, ❧❛ ❢♦"♠❛,✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣❧❡①❡  ❊❉❖❚✿ ❙❚❋❙■ ♦♥, 2,2 2,✉❞✐2❡'✳ ❯♥❡ ❛,,❡♥,✐♦♥

♣❛",✐❝✉❧✐5"❡ ❛ 2,2 ❛❝❝♦"❞2❡ ❛✉ ❝♦♠♣♦",❡♠❡♥, ❛❝✐❞♦✲❜❛'✐3✉❡ ❞✉  ❙❚❋❙■ ❡, ❛✉ ♣❍ ❞✉

♠✐❧✐❡✉ ❞❡ '②♥,❤5'❡✱ 3✉✐ ✐♥✢✉❡♥❝❡♥, ❞❡ ♠❛♥✐5"❡ ✐♠♣♦",❛♥,❡ ❧❡' ♣"♦♣"✐2,2'

♦♣,♦✲2❧❡❝,"♦♥✐3✉❡' ❞✉  ❊❉❖❚✿ ❙❚❋❙■✳ ❊♥✜♥✱ ❧✬✐♠♣❛❝, ❞❡ ❞✐✛2"❡♥,' ♣❛"❛♠5,"❡' ❞❡

'②♥,❤5'❡✱ ,❡❧' 3✉❡ ❧❛ ,❡♠♣2"❛,✉"❡✱ ❧❛ ❞✉"2❡ ❞❡ ❧❛ '②♥,❤5'❡ ❡, ❧❡' ♦①②❞❛♥,'✱ '✉" ❧❡'

♣"♦♣"✐2,2' ♦♣,♦✲2❧❡❝,"♦♥✐3✉❡' ♦♥, 2,2 ❡①❛♠✐♥2'✳

❡' ❞✐'♣❡"'✐♦♥' ❛3✉❡✉'❡' ❞❡  ❊❉❖❚✿ ❙❚❋❙■ ♦♥, ♣❡"♠✐' ❧❛ ❢❛❜"✐❝❛,✐♦♥ ❞❡ ✜❧♠'

❝♦♥❞✉❝,❡✉"' ❡, ,"❛♥'♣❛"❡♥,' ✈✐❛ ❞❡' ,❡❝❤♥✐3✉❡' ❞✬❡♥❞✉❝,✐♦♥ ❞✐✛2"❡♥,❡'✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ✬'♣✐♥

❝♦❛,✐♥❣✬✱ ❧❡ ✬'♣"❛② ❝♦❛,✐♥❣✬ ♦✉ ❧❡ ✬❞♦❝,♦" ❜❧❛❞✐♥❣✬✳ ❉❛♥' ❧❡ ❝❤❛♣✐%&❡ ✸ ❧✬❡✛❡, ❞❡ ❧❛

,❡❝❤♥✐3✉❡ ❞✬❡♥❞✉❝,✐♦♥ '✉" ❧❡' ♣"♦♣"✐2,2' ♦♣,♦✲2❧❡❝,"♦♥✐3✉❡' ❞❡' ✜❧♠'  ❊❉❖❚✿ ❙❚❋❙■ ❛

2,2 2,✉❞✐2✳ ❉❡ ♣❧✉'✱ ✐❧ ❛ 2,2 ♠♦♥,"2 3✉❡ ❧❡' ♣"♦♣"✐2,2' ♦♣,♦✲2❧❡❝,"♦♥✐3✉❡' ❞❡' ✜❧♠'

 ❊❉❖❚✿ ❙❚❋❙■ ♣❡✉✈❡♥, Q,"❡ ♠♦❞✐✜2❡' ♣❛" ❢♦"♠✉❧❛,✐♦♥ ❞❡' ❡♥❝"❡'✱ F ♣❛",✐" ❞❡'3✉❡❧❧❡'

✐❧' '♦♥, 2❧❛❜♦"2'✳
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◆♦✉# ❛✈♦♥# ♥♦'❛♠♠❡♥' '*♦✉✈+ ,✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✉❝'✐✈✐'+ ♣❡✉' 2'*❡ ❛♠+❧✐♦*+❡ ❞❡ ♣❧✉#✐❡✉*#

♦*❞*❡# ❞❡ ❣*❛♥❞❡✉* ❣*4❝❡ 5 ❧❛ ❢♦*♠✉❧❛'✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥❝*❡ ❛✈❡❝ ❝❡*'❛✐♥# #♦❧✈❛♥'# ♦✉ #❡❧#✱

'❛♥❞✐# ,✉❡ ❧❛ '*❛♥#♠✐''❛♥❝❡ ❡' ❧✬+♣❛✐##❡✉* ❞❡# ✜❧♠# ♦♥' ♣❛* ❡①❡♠♣❧❡ ♣✉ 2'*❡ ❛✉❣♠❡♥'+❡#

♣❛* ❧❛ ❢♦*♠✉❧❛'✐♦♥ ❛✈❡❝ ❞✉ ;❙❚❋❙■ ✉'✐❧✐#+ ❝♦♠♠❡ ❛❞❞✐'✐❢✳

❉❛♥# ❧✬♦❜❥❡❝'✐❢ ❞✬✉♥❡ ✈❛❧♦*✐#❛'✐♦♥ ♣♦'❡♥'✐❡❧❧❡ ❞❡ '❡❧❧❡# ❡♥❝*❡# ♣♦❧②♠E*❡# ❛,✉❡✉#❡# ❞❡

;❊❉❖❚✿;❙❚❋❙■✱ ♥♦✉# ❛✈♦♥# ❝♦♥#❛❝*+ ❧❡ ❝❤❛♣✐'*❡ ✹ 5 ❧✬+'✉❞❡ ❧❡✉*# #'❛❜✐❧✐'+# ❝♦❧❧♦K❞❛❧❡ ❡'

❝❤✐♠✐,✉❡✳ ;♦✉* ❝❡ ❢❛✐*❡✱ ♥♦✉# ❛✈♦♥# ✉'✐❧✐#+ ❞❡ ♥♦♠❜*❡✉#❡# '❡❝❤♥✐,✉❡# ❞❡ ❝❛*❛❝'+*✐#❛'✐♦♥

❞❡ #♣❡❝'*♦#❝♦♣✐❡ ❯❱✴❱✐#✱ ❘❛♠❛♥ ❡' ❳;❙✱ ❛✐♥#✐ ,✉❡ ❞❡# ❛♥❛❧②#❡# *❤+♦❧♦❣✐,✉❡#✳ ;❛*

❡①❡♠♣❧❡✱ ✐❧ ❛ +'+ ♠♦♥'*+ ,✉❡ ❧❡# ✜❧♠# ❞❡ ;❊❉❖❚✿;❙❚❋❙■ +'❛✐❡♥' #'❛❜❧❡# #♦✉#

❛'♠♦#♣❤E*❡ ❛♠❜✐❛♥'❡ ❡' 5 '❡♠♣+*❛'✉*❡ +❧❡✈+❡ ❥✉#,✉✬5 ✶✾✵

◦
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❉❛♥# ❧❡ ❝❤❛♣✐%&❡ ✺✱ ❝♦♥#❛❝*+ 5 ❧✬✐♥'+❣*❛'✐♦♥ ❞❡ ❝❡# ♠❛'+*✐❛✉① ❞❛♥# ❞❡# ❞✐#♣♦#✐'✐❢#

♦♣'♦✲+❧❡❝'*♦♥✐,✉❡#✱ ♥♦✉# ❛✈♦♥# ♠♦♥'*+ ,✉❡ ❧❡# ✜❧♠# ❞❡ ;❊❉❖❚✿;❙❚❋❙■ ♣♦✉✈❛✐❡♥' ❥♦✉❡*

❧❡ *V❧❡ ❞✬+❧❡❝'*♦❞❡# '*❛♥#♣❛*❡♥'❡# ❞❛♥# ❞❡# ❝❡❧❧✉❧❡# #♦❧❛✐*❡# ♦*❣❛♥✐,✉❡# ♦✉ ❞❡# ❞✐♦❞❡#

+❧❡❝'*♦❧✉♠✐♥❡#❝❡♥'❡# ♦*❣❛♥✐,✉❡# ♠♦♥'*❛♥' ❞❡# ♣❡*❢♦*♠❛♥❝❡# +❣❛❧❡# ♦✉ #✉♣+*✐❡✉*❡# 5 ❝❡❧❧❡#

❞❡# ❞✐#♣♦#✐'✐❢# ❞❡ *+❢+*❡♥❝❡ ❞✐#♣♦#❛♥' ❞✬✉♥❡ +❧❡❝'*♦❞❡ ❡♥ ;❊❉❖❚✿;❙❙ ♦✉ ❡♥ ■❚❖ ❞❛♥# ❧❡

❝❛# ❞❡# ❞✐#♣♦#✐'✐❢# ✢❡①✐❜❧❡#✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡# +❧❡❝'*♦❞❡# ❞❡ ;❊❉❖❚✿;❙❚❋❙■ ♦♥' ♠♦♥'*+ ❞❡ ❜♦♥#

*+#✉❧'❛'# ❞❛♥# ❞❡# '*❛♥#✐#'♦*# +❧❡❝'*♦❝❤✐♠✐,✉❡# ♦*❣❛♥✐,✉❡# ❧♦*#,✉✬✐❧# +'❛✐❡♥' ✉'✐❧✐#+#

❝♦♠♠❡ ❝♦♥❞✉❝'❡✉*# ❛♠❜✐✈❛❧❡♥'# ❞❡ '*♦✉# ❡' ❞✬✐♦♥#✳

❉❛♥# ❧✬♦❜❥❡❝'✐❢ ❞❡ ♠♦❞✉❧❡* ❧❡# ❝❛*❛❝'+*✐#'✐,✉❡# ♦♣'♦✲+❧❡❝'*♦♥✐,✉❡# ❞❡# ✜❧♠# 5 ❜❛#❡ ❞❡

❞✐#♣❡*#✐♦♥# ❛,✉❡✉#❡# ❞❡ ;❊❉❖❚✿♣♦❧②+❧❡❝'*♦❧②'❡ ♥♦✉# ❛✈♦♥# +'✉❞✐+ '♦✉'❡ ✉♥❡ #+*✐❡ ❞❡

♣♦❧②+❧❡❝'*♦❧②'❡# ❞❡ '②♣❡# ♣♦❧②#❛❝❝❤❛*✐❞❡# ❡' ♣♦❧②#'②*❡♥❡# #✉❜#'✐'✉+# ♣❛* ❞❡# ❣*♦✉♣❡♠❡♥'#

❜✐##✉❧❢♦♥②❧✐♠✐❞❡#✳ ▲✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ❣*♦✉♣❡♠❡♥' ❛♥✐♦♥✐,✉❡ ❛✐♥#✐ ,✉❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛

#'*✉❝'✉*❡#✴*✐❣✐❞✐'+ ❞❡# ♣♦❧②+❧❡❝'*♦❧②'❡# #✉* ❧❡# ❝♦♠♣❧❡①❡# ;❊❉❖❚✿♣♦❧②+❧❡❝'*♦❧②'❡ ❡' ❞♦♥❝

#✉* ❧❡# ❝❛*❛❝'+*✐#'✐,✉❡# ✜♥❛❧❡# ❞❡ ❧❡✉*# ✜❧♠# ♠✐♥❝❡# ♦♥' +'+ +'✉❞✐+❡# ❞❛♥# ❧❡ ❝❤❛♣✐%&❡ ✻✳

■❧ *❡##♦*' ♥♦'❛♠♠❡♥' ,✉❡ ❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ '②♣❡ ;❊❉❖❚✿;♦❧②✭✹✲#'②*❡♥❡ ❜✐##✉❧❢♦♥②❧✐♠✐❞❡✮

❞♦♥♥❡ ❧❡# ♠❡✐❧❧❡✉*# *+#✉❧'❛'# ❡♥ '❡*♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣*♦♠✐# '*❛♥#♠✐''❛♥❝❡✴❝♦♥❞✉❝'✐✈✐'+

+❧❡❝'*♦♥✐,✉❡ ♠❛✐# ❛✉##✐ ,✉❡ ❧❡# ❝♦♠♣❧❡①❡# ❜✐♦✲#♦✉*❝+# 5 ❜❛#❡ ❞❡ #✉❧❢❛'❡ ❞❡ ❞❡①'*❛♥❡ #♦♥'

'*E# ♣*♦♠❡''❡✉*# ♣♦✉* ❧❡ ❞+✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥' ❞❡# ❞✐#♣❡*#✐♦♥# ;❊❉❖❚✿♣♦❧②❡❧❡❝'*♦❧②'❡

❜✐♦❝♦♠♣❛'✐❜❧❡# ❡' 5 ❜❛# ❝♦['✳
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❞✐1♣❧❛②❡❞ ✐♥ ✜❣✉6❡ ✶✳✷❛✱ 5❤❡ ❣6❛♣❤✐❝❛❧ ♣❧♦5 ♦❢ 5❤❡ 56❛♥1♠✐55❛♥❝❡ ❚ ❛1 ❛ ❢✉♥❝5✐♦♥ ♦❢ 5❤❡ 1❤❡❡5

6❡1✐15❛♥❝❡ RS ❢♦6 ❞✐✛❡6❡♥5 ✜❧♠ 5❤✐❝❦♥❡11❡1 ❛❧❧♦✇1 5❤❡ ❝♦♠♣❛6✐1♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡6❡♥5 56❛♥1♣❛6❡♥5

❡❧❡❝56♦❞❡ ♠❛5❡6✐❛❧1✳ ▼❛5❡6✐❛❧1 ✇✐5❤ 5❤❡ ✧❜❡15✧ ♦♣5♦✲❡❧❡❝56♦♥✐❝ ♣❡6❢♦6♠❛♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞

✐♥ 5❤❡ 5♦♣ ❧❡❢5 ♦❢ 5❤❡ ❣6❛♣❤✱ ❛1 ✐♥❞✐❝❛5❡❞ ❜② 5❤❡ ❣6❡❡♥ ❜♦①✳ ❋♦6 5❤✐♥ ❝♦♥❞✉❝5✐♥❣ ✜❧♠1 5❤❡

1❤❡❡5 6❡1✐15❛♥❝❡ RS ❛♥❞ 5❤❡ 56❛♥1♠✐55❛♥❝❡ ❚ ❝❛♥ ❜❡ 6❡❧❛5❡❞ ✈✐❛ ❬✷❪

T (λ) = (1 +
188.5σopt(λ)

RSσDC

)−2
✭✶✳✶✮

✇✐5❤ σopt(λ) ❜❡✐♥❣ 5❤❡ ♦♣5✐❝❛❧ ❝♦♥❞✉❝5✐✈✐5② ❛5 ✇❛✈❡❧❡♥❣5❤ λ ❛♥❞ σDC ❜❡✐♥❣ 5❤❡ ❞✐6❡❝5

❝✉66❡♥5 ✭❉❈✮ ❝♦♥❞✉❝5✐✈✐5②✳ ❚❤❡ ❉❈ ❝♦♥❞✉❝5✐✈✐5② ✐1 ❢6❡V✉❡♥❝② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥5 ❛♥❞ 6❡❧❛5❡1

5❤❡ ❝✉66❡♥5 ❞❡♥1✐5②

−→
j ✇✐5❤ 5❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ 15❛5✐❝ ❡❧❡❝56✐❝❛❧ ✜❡❧❞

−→
E (ω = 0) ✈✐❛ 5❤❡ ❖❤♠✬1 ❧❛✇



✶✳ ❋❯◆❉❆▼❊◆❚❆▲❙ ❖❋ ❚❘❆◆❙.❆❘❊◆❚ ❊▲❊❈❚❘❖❉❊❙ ✶✾

❋✐❣✳ ✶✳✷✿ ❛✮❚*❛♥,♠✐..❛♥❝❡ ✈❡*,✉, ,❤❡❡. *❡,✐,.❛♥❝❡ ❢♦* .*❛♥,♣❛*❡♥. ❝♦♥❞✉❝.✐♥❣

✜❧♠, ♠❛❞❡ ♦❢ ❞✐✛❡*❡♥. ♠❛.❡*✐❛❧, ❬✷❪ ❛♥❞ ❜✮♣❧♦. ♦❢ .❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡, ♦❢ .❤❡ ❋♦▼

♦♥ .❤❡ .*❛,♠✐..❛♥❝❡ ❚ ❛♥❞ ♦♥ .❤❡ ,❤❡❡. *❡,✐,.❛♥❝❡ ❘S

−→
j = σDC

−→
E . ✭✶✳✷✮

❚❤❡ ♦♣8✐❝❛❧ ❝♦♥❞✉❝8✐✈✐8② ✐B 8❤❡ ❢D❡E✉❡♥❝② ❞❡♣❡♥❞❡♥8 ❝♦♥❞✉❝8✐✈✐8② σ(ω) ✉♥❞❡D 8❤❡

✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡①8❡D♥❛❧ ❛❧8❡D♥❛8✐♥❣ ❡❧❡❝8D♦♠❛❣♥❡8✐❝ ✜❡❧❞

−→
E (ω 6= 0)✱ ✇✐8❤ ω ✐♥ 8❤❡

♦♣8✐❝❛❧ ❢D❡E✉❡♥❝② D❛♥❣❡✳ ❯B✐♥❣ 8❤❡ ▲❛♠❜❡D8✲❇❡❡D✬B ❧❛✇ σ(ω) ❝❛♥ ❜❡ D❡❧❛8❡❞ 8♦ 8❤❡ ✜❧♠

8D❛♥B♠✐BB✐♦♥✳

■♥ ♦D❞❡D 8♦ ❢❛❝✐❧✐8❛8❡ 8❤❡ ❝♦♠♣❛D✐B♦♥ ♦❢ 8❤❡ ♦♣8♦✲❡❧❡❝8D♦♥✐❝ ♣D♦♣❡D8✐❡B ♦❢ ❞✐✛❡D❡♥8

♠❛8❡D✐❛❧B ✇✐8❤ ❞✐✛❡D❡♥8 ✜❧♠ 8❤✐❝❦♥❡BB❡B 8❤❡ σDC/σopt D❛8✐♦ ❝❛♥ ❜❡ ✉B❡❞ ❛B ✜❣✉D❡ ♦❢ ♠❡D✐8

✭❋♦▼✮ ❢♦D 8D❛♥B♣❛D❡♥8 ❝♦♥❞✉❝8✐♥❣ ✜❧♠B✳ ❱✐❛ 8D❛♥B❢♦D♠❛8✐♦♥ ♦❢ ❡E✉❛8✐♦♥ ✶✳✶ ✇❡ ♦❜8❛✐♥

FoM =
σDC

σopt

=
188.5

( 1√
T
− 1)RS

✭✶✳✸✮

✇❤✐❝❤ B❤♦✇B 8❤❛8 8❤❡ ❋♦▼ ✐B ♠❛①✐♠✐③❡❞ ❢♦D ❤✐❣❤ 8D❛♥B♠✐88❛♥❝❡ ❛8 ❧♦✇ B❤❡❡8 D❡B✐B8❛♥❝❡✳

❚❤❡ B♦❧✐❞ ❧✐♥❡B ✐♥ ✜❣✉D❡ ✶✳✷❛ D❡♣D❡B❡♥8 8❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛8❡❞ RS − T ✈❛❧✉❡B ❢♦D ❛ ❝♦♥B8❛♥8 ❋♦▼✳

❍♦✇❡✈❡D✱ ✐8 ❤❛B 8♦ ❜❡ 8❛❦❡♥ ✐♥8♦ ❛❝❝♦✉♥8✱ 8❤❛8 8❤❡ D❡❧❛8✐♦♥ ✭✶✳✶✮ ✇❛B ❡B8❛❜❧✐B❤❡❞ ❢♦D ❢D❡❡

B8❛♥❞✐♥❣ ✜❧♠B ❬✷❪✱ ✇❤❡D❡❛B ✐♥ ❡①♣❡D✐♠❡♥8❛❧ ♣D❛❝8✐❝❡ ♠♦B8 8D❛♥B♣❛D❡♥8 ✜❧♠ ❛D❡ ♠❡❛B✉D❡❞

♦♥ ❣❧❛BB ♦D ♣❧❛B8✐❝ B✉❜B8D❛8❡B✳ ❋✉D8❤❡D♠♦D❡✱ 8❤❡ ❋♦▼ ❞✐✈❡D❣❡B ♣❡D ❞❡✜♥✐8✐♦♥ ❢♦D ✈❡D② ❤✐❣❤

8D❛♥B♠✐88❛♥❝❡ ✈❛❧✉❡B >✾✺✪ ❛♥❞ ❡①8D❡♠❡❧② ❧♦✇ B❤❡❡8 D❡B✐B8❛♥❝❡ ✈❛❧✉❡B✱ ❛B ✐8 ✐B ✐❧❧✉B8D❛8❡❞

✐♥ ✜❣✉D❡ ✶✳✷✱ ✇❤✐❝❤ B❤♦✇B ♣❧♦8B ♦❢ 8❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡B ♦❢ 8❤❡ ❋♦▼ ♦♥ RS ✭♣✐♥❦ ❝✉D✈❡✮ ❛♥❞

♦♥ ❚ ✭❜❧❛❝❦ ❝✉D✈❡✮✳



✷✵ ✶✳ ❋❯◆❉❆▼❊◆❚❆▲❙ ❖❋ ❚❘❆◆❙0❆❘❊◆❚ ❊▲❊❈❚❘❖❉❊❙

❚✇♦ ♦4❤❡7 4❤✐❝❦♥❡<< ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥4 ♠❡❛<✉7❡<✱ ✇❤✐❝❤ ❛7❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉<❡❞ 4♦ ❝❤❛7❛❝4❡7✐③❡

47❛♥<♣❛7❡♥4 ❡❧❡❝47♦❞❡< ❛7❡ 4❤❡ ❝♦♥❞✉❝4✐✈✐4② σ ❛♥❞ 4❤❡ ❛❜<♦7♣4✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥4 ❛✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥

❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛4❡❞ ✉<✐♥❣

σ =
1

RSd
✭✶✳✹✮

a =
A

d
=

−log10(T )

d
✭✶✳✺✮

✇✐4❤ RS ❜❡✐♥❣ 4❤❡ <❤❡❡4 7❡<✐<4❛♥❝❡✱ ❚ 4❤❡ 47❛♥<♠✐44❛♥❝❡✱ ❞ 4❤❡ ✜❧♠ 4❤✐❝❦♥❡<< ❛♥❞ ❆

4❤❡ ❛❜<♦7❜❛♥❝❡✳

●❡♥❡7❛❧❧② <♣❡❛❦✐♥❣✱ 4❤❡ ❞❡✈✐❝❡ ♣❡7❢♦7♠❛♥❝❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♠♣7♦✈❡❞ ❢♦7 ❛ 47❛♥<♣❛7❡♥4 ❡❧❡❝47♦❞❡

✇✐4❤ ♠❛①✐♠✉♠ ❝♦♥❞✉❝4✐✈✐4② ❛4 ♠✐♥✐♠✉♠ ❛❜<♦7♣4✐♦♥✳ ■♥ ♦7❞❡7 4♦ ❜❡ ❝♦♥<✐❞❡7❡❞ ❢♦7

✐♥❞✉<47✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛4✐♦♥✱ ❛ 47❛♥<♣❛7❡♥4 ❡❧❡❝47♦❞❡ ♠❛4❡7✐❛❧ <❤♦✉❧❞ <❤♦✇ ❛ <❤❡❡4 7❡<✐<4❛♥❝❡ ♦❢

❧❡<< 4❤❛♥ ✶✵✵Ω✳<S−1
❛4 ♠♦7❡ 4❤❛♥ ✾✵✪ 47❛♥<♠✐44❛♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦77❡<♣♦♥❞< 4♦ ❛ ❋♦▼ ♦❢

❤✐❣❤❡7 4❤❛♥ ✸✹ ❬✸❪✳ ❍♦✇❡✈❡7✱ 4❤❡ <♣❡❝✐✜❝ 7❡S✉✐7❡♠❡♥4< ♦♥ 4❤❡ ❡❧❡❝47♦❞❡ ♣❡7❢♦7♠❛♥❝❡

❞❡♣❡♥❞ <47♦♥❣❧② ♦♥ 4❤❡ 4❛7❣❡4 ❛♣♣❧✐❝❛4✐♦♥ ❬✹✱ ✺❪✳ ❋♦7 4❤❡ ❢❛❜7✐❝❛4✐♦♥ ♦❢ ❖▲❊❉<✱ ❢♦7

✐♥<4❛♥❝❡✱ 4❤❡ ❞❡❝✐<✐✈❡ ❝7✐4❡7✐♦♥ ✐< ❛ ❤✐❣❤ ❝♦♥❞✉❝4✐✈✐4② ❬✹❪✱ ✇❤❡7❡❛< 4❤❡ ✐♥4❡❣7❛4✐♦♥ ✐♥

❖0❱ ❞❡✈✐❝❡< ♥❡❝❡<<✐4❛4❡< ❛ ✈❡7② ❤✐❣❤ 47❛♥<♣❛7❡♥❝② ❬✺❪✳

❇❡<✐❞❡< ❣♦♦❞ ♦♣4♦✲❡❧❡❝47♦♥✐❝ ♣7♦♣❡74✐❡<✱ ❛♥♦4❤❡7 ❝7✉❝✐❛❧ ❝7✐4❡7✐♦♥ ❢♦7 4❤❡ ✐♥4❡❣7❛4✐♦♥ ✐♥

❞❡✈✐❝❡< ✐< 4❤❡ ✇♦7❦ ❢✉♥❝4✐♦♥ ♦❢ 4❤❡ ❡❧❡❝47♦❞❡ ♠❛4❡7✐❛❧✱ ✇❤✐❝❤ <❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❧♦<❡ 4♦ 4❤❡

❍❖▼❖ ❧❡✈❡❧ ♦❢ 4❤❡ ❛❝4✐✈❡ ❧❛②❡7 ♠❛4❡7✐❛❧✱ ✐♥ ♦7❞❡7 4♦ ❡♥<✉7❡ ❡✣❝✐❡♥4 ❤♦❧❡ ❡①47❛❝4✐♦♥

✭❖0❱✮ ♦7 ✐♥❥❡❝4✐♦♥ ✭❖▲❊❉✮✱ ❛< ❡①❡♠♣❧❛7② ✐❧❧✉<47❛4❡❞ ✐♥ ✜❣✉7❡ ✶✳✸✳

❋✉74❤❡7 ❝7✐4❡7✐❛ ❛7❡ ❛ <♠♦♦4❤ ❡❧❡❝47♦❞❡ <✉7❢❛❝❡✱ 4♦ ❛✈♦✐❞ <❤♦74 ❝✐7❝✉✐4< ❛♥❞ ❤✐❣❤ ❧❡❛❦❛❣❡

❝✉77❡♥4<✱ ❣♦♦❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧ <4❛❜✐❧✐4② ❢♦7 ❧♦♥❣ ❞❡✈✐❝❡ ❧✐❢❡4✐♠❡<✱ ❡❛<② ❛♥❞ ❝♦<4 ❡✣❝✐❡♥4 ♣7♦❝❡<<✐♥❣

❛< ✇❡❧❧ ❛< ✢❡①✐❜✐❧✐4②✱ ❢♦7 4❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛4✐♦♥ ✐♥ ✢❡①✐❜❧❡ ❞❡✈✐❝❡<✳ ❚❤❡ ❝✉77❡♥4 ✐♥♦7❣❛♥✐❝ ❜❡♥❝❤

♠❛7❦ ♠❛4❡7✐❛❧ ❢♦7 47❛♥<♣❛7❡♥4 ❡❧❡❝47♦❞❡< ✐< 4❤❡ ✐♥♦7❣❛♥✐❝ ♦①✐❞❡ ✐♥❞✐✉♠ 4✐♥ ♦①✐❞❡ ✭■❚❖✮✱

✇❤✐❝❤ <❤♦✇< ❡①❝❡❧❧❡♥4 ♦♣4♦✲❡❧❡❝47♦♥✐❝ ♣7♦♣❡74✐❡< ❛♥❞ ❛ <✉✐4❛❜❧❡ ✇♦7❦ ❢✉♥❝4✐♦♥✱ ❜✉4 ✐< ❝♦<4❧②
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❚❛♥1❛❧✉♠ ✭❚❛✮ ♦4 ❚✉♥❣?1❡♥ ✭❲✮ ?❤♦✇ 4❡?✐?1✐✈✐1✐❡? ✐♥ 1❤❡ 4❛♥❣❡ ♦❢ ✶✵

−5
1♦ ✶✵

−3 Ω❝♠ ❛1

14❛♥?♣❛4❡♥❝✐❡? ♦❢ ❛❜♦✉1 ✾✺✪✳ ❍♦✇❡✈❡4✱ 1❤❡?❡ ✜❧♠? ❤❛✈❡ 1♦ ❜❡ ♣4♦❞✉❝❡❞ ❜② ❡♣✐1❛①✐❛❧

❣4♦✇1❤✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡? 1❤❡♠ 1♦♦ ❡①♣❡♥?✐✈❡ ❢♦4 ❜4♦❛❞ ❜❛?❡ ❛♣♣❧✐❝❛1✐♦♥ ❬✷✵✱ ✷✶✱ ✷✷✱ ✷✸❪✳

❆❧?♦ ♠✉❧1✐✲❝♦♠♣♦♥❡♥1 ♦①✐❞❡? ❜❛?❡❞ ♦♥ ❩♥✲■♥✲❙♥✲❖ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥✈❡?1✐❣❛1❡❞ ❬✷✹❪✳ ❙②?1❡♠?
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✸

✲❙♥❖

✷

❛♥❞ ❩♥
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■♥

✷

❖

✺

✕ ■♥

✹

❙♥

✸

❖

✶✷

❞✐2♣❧❛②❡❞ ✜❧♠ E❡2✐2F✐✈✐F✐❡2 ✐♥

F❤❡ E❛♥❣❡ ♦❢ ✶✵

−4 Ω❝♠ ❛♥❞ ✢❡①✐❜❧❡✱ ❛♠♦E♣❤♦✉2 ❩♥✲■♥✲❙♥✲❖ ✜❧♠2 2❤♦✇❡❞ ❛ 2❤❡❡F

E❡2✐2F❛♥❝❡ ❧♦✇❡E ✷✵ Ω✳2P−1
❛F ✽✵✪ FE❛♥2♠✐FF❛♥❝❡ ✭❋♦▼≈✽✵✮ ❬✷✹❪✳ ❍♦✇❡✈❡E✱ ❜② ✈❛E②✐♥❣

F❤❡ ■♥ ❝♦♥F❡♥F ✐F ✇❛2 2❤♦✇♥ F❤❛F F❤❡ ❝♦♥❞✉❝F✐✈✐F② ♦❢ ❩♥✲■♥✲❙♥✲❖ 2②2F❡♠2 ✐♥❝E❡❛2❡ ✇✐F❤

✐♥❝E❡❛2✐♥❣ ■♥

✷

❖

✸

❝♦♥F❡♥F✱ ❧❡❛❞✐♥❣ F♦ F❤❡ ❝♦♥❝❧✉2✐♦♥ F❤❛F ■❚❖ 2❤♦✇2 F❤❡ ❤✐❣❤❡2F

❝♦♥❞✉❝F✐✈✐F② ❬✷✺❪✳

❚E❛♥2♣❛E❡♥F ❡❧❡❝FE♦❞❡2 ❜❛2❡❞ ♦♥ ♥♦♥✲F♦①✐❝ ❩♥❖ ❞✐2♣❧❛② ❣♦♦❞ ♦♣F♦✲❡❧❡❝FE♦♥✐❝ ♣E♦♣❡EF✐❡2

❛♥❞ ❩♥❖✱ ✇❤✐❝❤ ✐2 ❤❡❛✈✐❧② ❞♦♣❡❞ ✇✐F❤ ●❛ ♦E ❆❧✱ ❝❛♥ ❡✈❡♥ ♦✉F♣❡E❢♦E♠ ■❚❖ ❬✶✶❪✳ ❚❤❡

F❤✐♥ FE❛♥2♣❛E❡♥F ❩♥❖ ✜❧♠2 ❝❛♥ ❜❡ ❢❛❜E✐❝❛F❡❞ ❜② ✈❛E✐♦✉2 ♠❡F❤♦❞2✱ E❛♥❣✐♥❣ ❢E♦♠ ✈❛♣♦E

❞❡♣♦2✐F✐♦♥ F♦ 2♦❧✲❣❡❧ ♣E♦❝❡22❡2 ❬✷✻✱ ✷✼❪✳ ❍♦✇❡✈❡E✱ F❤❡ ✇♦E❦ ❢✉♥❝F✐♦♥ ♦❢ ✉♥FE❡❛F❡❞ ❩♥❖ ✐2

❛❜♦✉F ✹✳✸❡❱✱ ✇❤✐❝❤ ❝E❡❛F❡2 ✐♥❥❡❝F✐♦♥ ❜❛EE✐❡E2 F♦ ♠♦2F ♠❛F❡E✐❛❧2 ✐♥ ♦E❣❛♥✐❝ ❡❧❡❝FE♦♥✐❝

❞❡✈✐❝❡2✳ ❚❤❡E❡❢♦E❡ F❤❡ ❩♥❖ ✇♦E❦ ❢✉♥❝F✐♦♥ ❤❛2 F♦ ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❜② 2✉E❢❛❝❡ FE❡❛F♠❡♥F2 ❢♦E

F❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛F✐♦♥ ♦❢ ❩♥❖ ❡❧❡❝FE♦❞❡2 ✐♥ ❞❡✈✐❝❡2 ❬✷✼❪✳ ■♥ ❛❞❞✐F✐♦♥✱ ❩♥❖ ✐2 ✈❡E② 2❡♥2✐F✐✈❡ F♦

❤❡❛F ❛♥❞ ❤✉♠✐❞✐F②✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✉❝❡ E❛♣✐❞ ❞❡❣E❛❞❛F✐♦♥ ♦❢ F❤❡ ♦♣F♦✲❡❧❡❝FE♦♥✐❝ ♣E♦♣❡EF✐❡2

❬✶✶✱ ✷✽✱ ✷✺❪✳

❋✉EF❤❡E♠♦E❡✱ ❛❧2♦ ♠❡F❛❧✲♠❡F❛❧ ♦①✐❞❡ ❝♦♠♣♦2✐F❡ 2FE✉❝F✉E❡2 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥✈❡2F✐❣❛F❡❞✳ ❋♦E

❡❧❡❝FE♦❞❡2 ❜❛2❡❞ ♦♥ ♠❡F❛❧ ♦①✐❞❡✲2✐❧✈❡E 2❛♥❞✇✐❝❤ 2FE✉❝F✉E❡2 ❛ 2❤❡❡F E❡2✐2F❛♥❝❡ ❛2 ❧♦✇ ❛2

✸Ω✳2P−1
❛F ✾✵✪ FE❛♥2♠✐FF❛♥❝❡ ✇❡E❡ E❡♣♦EF❡❞ ✭❋♦▼≈✶✶✵✵✮ ❬✷✾✱ ✸✵✱ ✸✶✱ ✸✷❪ ❛♥❞ 2♦❧✉F✐♦♥

♣E♦❝❡22❡❞ FE❛♥2♣❛E❡♥F ✜❧♠2 ♠❛❞❡ ♦❢ ❆❧ ❞♦♣❡❞ ❩♥❖ ❛♥❞ 2✐❧✈❡E ♥❛♥♦✇✐E❡2 2❤♦✇❡❞ ❛ 2❤❡❡F

E❡2✐2F❛♥❝❡ ♦❢ ✶✶Ω✳2P−1
❢♦E ❛ FE❛♥2♣❛E❡♥❝② ❤✐❣❤❡E F❤❛♥ ✾✸✪ ✭❋♦▼≈✹✻✵✮ ❬✸✸✱ ✸✹❪✳

■♥ 2✉♠♠❛E②✱ ♠❡F❛❧ ♦①✐❞❡ F❤✐♥ ✜❧♠2 ❞✐2♣❧❛② ❡①FE❡♠❡❧② ❤✐❣❤ ❝♦♥❞✉❝F✐✈✐F✐❡2 ❛♥❞

FE❛♥2♣❛E❡♥❝✐❡2✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡2 F❤❡♠ ❛FFE❛❝F✐✈❡ ❛2 FE❛♥2♣❛E❡♥F ❡❧❡❝FE♦❞❡ ♠❛F❡E✐❛❧✳

❍♦✇❡✈❡E✱ F❤❡② ❛E❡ ♥♦F 2✉✐F❛❜❧❡ ❢♦E ✢❡①✐❜❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛F✐♦♥2✱ ♦✇✐♥❣ F♦ F❤❡✐E ❜E✐FF❧❡ ♥❛F✉E❡✳ ■♥

❛❞❞✐F✐♦♥✱ ❝♦♠♣❧❡① ♣E♦❝❡22✐♥❣ E❡♥❞❡E2 F❤❡ ♣E♦❞✉❝F✐♦♥ ♦❢ F❤❡2❡ ❡❧❡❝FE♦❞❡2 ❡①♣❡♥2✐✈❡✳ ❚❤❡

♥♦♥✲F♦①✐❝ ❛♥❞ 2♦❧✉F✐♦♥ ♣E♦❝❡22❛❜❧❡ ❩♥❖✱ 2❤♦✇2 ❛ F♦♦ ❤✐❣❤ ✇♦E❦ ❢✉♥❝F✐♦♥ ❛♥❞ ✉♥❞❡E❣♦❡2

E❛♣✐❞ ❞❡❣E❛❞❛F✐♦♥✳

▼❡"❛❧ ❣&✐❞) ❛♥❞ ♥❛♥♦✇✐&❡)

▼❡F❛❧2 ❛E❡ ❦♥♦✇♥ ❢♦E F❤❡✐E ❤✐❣❤ ❝♦♥❞✉❝F✐✈✐F②✱ ✇❤✐❝❤ E❡2✉❧F2 ❢E♦♠ F❤❡ ❢E❡❡ ❡❧❡❝FE♦♥

❝❤❛E❛❝F❡E ♦❢ F❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❡❧❡❝FE♦♥2✳ ❋✉EF❤❡E♠♦E❡✱ ❜✉❧❦ ♠❡F❛❧2 ❛E❡ ❢❛♠♦✉2 ❢♦E F❤❡✐E

❝♦❧♦✉E❡❞ ❛♥❞ 2❤✐♥② ❛♣♣❡❛E❛♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✐❝❛F❡2 F❤❛F ♠❡F❛❧2 ❛❜2♦E❜ ✐♥ F❤❡ ✈✐2✐❜❧❡ E❛♥❣❡

❛♥❞ ❛E❡ F❤❡E❡❢♦E❡ ♥♦F FE❛♥2♣❛E❡♥F✳ ❚❤❡E❡❢♦E❡ ♦♥❧② ✉❧FE❛ F❤✐♥ ♠❡F❛❧ ✜❧♠2 ✇✐F❤ ❛ F❤✐❝❦♥❡22



✷✹ ✶✳ ❋❯◆❉❆▼❊◆❚❆▲❙ ❖❋ ❚❘❆◆❙0❆❘❊◆❚ ❊▲❊❈❚❘❖❉❊❙

❋✐❣✳ ✶✳✺✿ ❙❤❡❡* +❡,✐,*❛♥❝❡ ✈❡+,✉, ✜❧♠ *❤✐❝❦♥❡,, ❢♦+ *❤✐♥ ❆❣✱ ❆❧ ❛♥❞

❆✉ ✜❧♠, ❝♦♠♣❛+❡❞ *♦ *❤❡ ,❤❡❡* +❡,✐,*❛♥❝❡ ♦❢ ■❚❖ ✭❧❡❢*✮ ❛♥❞ ■❱

❝❤❛+❛❝*❡+✐,*✐❝, ♦❢ ❖B❱ ❞❡✈✐❝❡, ✉♥❞❡+ ✶✵✻♠❲✳❝♠

−1
✐❧❧✉♠✐♥❛*✐♦♥ ✇✐*❤

✾♥♠ ❆❣ ❛♥❞ ✶✺✵♥♠ ■❚❖ ❛♥♦❞❡, ❬✸✾❪

❜❡❧♦✇ ✶✵♥♠ ❜❡❝♦♠❡ ;<❛♥>♣❛<❡♥;✳ ❍♦✇❡✈❡<✱ ✇✐;❤ ❞❡❝<❡❛>✐♥❣ ;❤✐❝❦♥❡>> ;❤❡ <❡>✐>;✐✈✐;② ♦❢

♠❡;❛❧ ✜❧♠> ✐♥❝<❡❛>❡> ❞✉❡ ;♦ ❡❧❡❝;<♦♥ >❝❛;;❡<✐♥❣ ❛; ;❤❡ >✉<❢❛❝❡ ❛♥❞ ❣<❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛<✐❡> ❬✸✺❪✳

❚❤❡<❡❢♦<❡ ❛ ❝♦♠♣<♦♠✐>❡ ❜❡;✇❡❡♥ >✉✣❝✐❡♥; ;<❛♥>♣❛<❡♥❝② ❛♥❞ ❝♦♥❞✉❝;✐✈✐;② ♠✉>; ❜❡ ❢♦✉♥❞

✐♥ ♦<❞❡< ;♦ ❢❛❜<✐❝❛;❡ ;<❛♥>♣❛<❡♥; ♠❡;❛❧ ❡❧❡❝;<♦❞❡>✳

●♦❧❞ ✭❆✉✮✱ ❈❤<♦♠✐✉♠ ✭❈<✮✱ ◆✐❝❦❡❧ ✭◆✐✮ ❛♥❞ 0❧❛;✐♥✉♠ ✭0;✮ ✜❧♠> ✇✐;❤ ;❤❡ ;❤✐❝❦♥❡>> ♦❢

>♦♠❡ ♥❛♥♦♠❡;❡<> ❡①♣♦>❡ ❜♦;❤ ❛ ❤✐❣❤ ❝♦♥❞✉❝;✐✈✐;② ❛♥❞ ❛ ❤✐❣❤ ;<❛♥>♣❛<❡♥❝② ❛♥❞ ❝❛♥

❝♦♠♣❡;❡ ✇✐;❤ ■❚❖ ✜❧♠> ❬✸✻✱ ✸✼✱ ✸✽❪✳ ❖✬❈♦♥♥♦< ❡! ❛❧✳ ❬✸✾❪ <❡♣♦<;❡❞✱ ;❤❛; ❛ ♣❤♦;♦✈♦❧;❛✐❝

❝❡❧❧ ✇✐;❤ ❛ ✾♥♠ >✐❧✈❡< ✭❆❣✮ ❡❧❡❝;<♦❞❡ ❞✐>♣❧❛②❡❞ ❡✈❡♥ ❛ >❧✐❣❤;❧② ❤✐❣❤❡< ❡✣❝✐❡♥❝② ;❤❛♥ ;❤❡

■❚❖ <❡❢❡<❡♥❝❡ ❝❡❧❧ ✭>❡❡ ✜❣✉<❡ ✶✳✺✮✳ ❙❝❤✉❜❡<; ❡! ❛❧✳ ❬✹✵❪ <❡♣♦<;❡❞✱ ;❤❛; ;❤✐♥ ✜❧♠>

❡✈❛♣♦<❛;❡❞ ❢<♦♠ ❛ ❈❛✿❆❣ ❜❧❡♥❞ ❞✐>♣❧❛②❡❞ ❛ >❤❡❡; <❡>✐>;❛♥❝❡ ♦❢ ✷✼Ω✳>\−1
❛; ✾✸✪

;<❛♥>♠✐;;❛♥❝❡ ✭❋♦▼≈✶✾✵✮✳ ❖0❱ ❞❡✈✐❝❡> ❜❛>❡❞ ♦♥ ;❤❡>❡ ❈❛✿❆❣ ❡❧❡❝;<♦❞❡ >❤♦✇❡❞ ❛

❤✐❣❤❡< ❡✣❝✐❡♥❝② ;❤❛♥ ;❤❡ ■❚❖ <❡❢❡<❡♥❝❡ ❞❡✈✐❝❡✱ ❜✉; ✉♥❞❡<✇❡♥; <❛♣✐❞ ❞❡❣<❛❞❛;✐♦♥✳

❉❡>♣✐;❡ ;❤❡ ❣♦♦❞ ♣❡<❢♦<♠❛♥❝❡ ✐♥ ❞❡✈✐❝❡>✱ ;❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛;✐♦♥ ♦❢ ✉❧;<❛✲;❤✐♥ ♠❡;❛❧ ✜❧♠> ❛>

❡❧❡❝;<♦❞❡> ❢❛❝❡> ♣<♦❜❧❡♠> ❞✉❡ ;❤❡ ❢<❛❣✐❧✐;②✱ ❝♦>;❧② ♣<♦❞✉❝;✐♦♥ ❛♥❞ ;❤❡ <❡❧❛;✐✈❡❧② ❤✐❣❤

>✉<❢❛❝❡ <♦✉❣❤♥❡>> ♦❢ ;❤❡ ;❤✐♥ ♠❡;❛❧❧✐❝ ✜❧♠>✳

❆ >✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ❝❤❡❛♣ ✇❛② ;♦ ♣<♦❞✉❝❡ ;<❛♥>♣❛<❡♥; ❝♦♥❞✉❝;✐♥❣ ❡❧❡❝;<♦❞❡> ❢<♦♠ ♠❡;❛❧> ✐>

;❤❡ ❢❛❜<✐❝❛;✐♦♥ ♦❢ ♠❡;❛❧ ♥❛♥♦>✐③❡ ❣<✐❞> ❜② ♥❛♥♦✐♠♣<✐♥; ❧✐;❤♦❣<❛♣❤② ✭>❡❡ ✜❣✉<❡ ✶✳✻✮✳ ❇②

✈❛<②✐♥❣ ;❤❡ ;❤✐❝❦♥❡>> ❛♥❞ ;❤❡ ♣❛;;❡<♥ >✐③❡ ♦❢ ;❤❡ ❣<✐❞ ;❤❡ ❝♦♥❞✉❝;✐✈✐;② ❛♥❞ ;<❛♥>♠✐;;❛♥❝❡

♦❢ ;❤❡ ❡❧❡❝;<♦❞❡ ❝❛♥ ❜❡ ;✉♥❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡<✱ ❢♦< ♣❛;;❡<♥ ❞✐♠❡♥>✐♦♥> ✐♥ ;❤❡ <❛♥❣❡ ♦❢ ;❤❡

✇❛✈❡❧❡♥❣;❤ ♦❢ ✈✐>✐❜❧❡ ❧✐❣❤;✱ ✐♥;❡<❢❡<❡♥❝❡ ❡✛❡❝;> ❤❛✈❡ ❜❡ ❝♦♥>✐❞❡<❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❛✛❡❝; ;❤❡



✶✳ ❋❯◆❉❆▼❊◆❚❆▲❙ ❖❋ ❚❘❆◆❙.❆❘❊◆❚ ❊▲❊❈❚❘❖❉❊❙ ✷✺

❋✐❣✳ ✶✳✻✿ ❙❝❤❡♠❡ ♦❢ .❤❡ ❢❛❜1✐❝❛.✐♦♥ ♦❢ ♥❛♥♦ ♣❛..❡1♥❡❞ ❈✉ ❜② ♥❛♥♦ ✐♠♣1✐♥.✐♥❣ ✉8✐♥❣ ❛ 9❉▼❙

8.❛♠♣ ❛♥❞ ❙❊▼ ✐♠❛❣❡ ♦❢ .❤❡ ❈✉ ❡❧❡❝.1♦❞❡ ♦♥ ❛ 9❊❉❖❚✿9❙❙ ❝♦❛.❡❞ ❣❧❛88 8✉❜8.1❛.❡ ❬✹✸❪

❋✐❣✳ ✶✳✼✿ ❛✮❙❝❤❡♠❡ ❢♦1 .❤❡ ❢❛❜1✐❝❛.✐♦♥ ♦❢ 8♦❧✉.✐♦♥ ❣1♦✇♥ ❆❣ ♥❛♥♦ 8.1✉❝.✉1❡8

❛♥❞ ❜✮❙❊▼ ✐♠❛❣❡ ♦❢ .❤❡ 8♦❧✉.✐♦♥ ❣1♦✇♥ ❆❣ ♥❡.✇♦1❦ ❜❡❢♦1❡ 1❛♣✐❞ .❤❡1♠❛❧

❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ✭❘❚❆✮❬✹✺❪

23❛♥6♠✐22❛♥❝❡ ♦❢ 2❤❡ ❡❧❡❝23♦❞❡ ❬✹✶❪✳ ❇② ♦♣2✐♠✐③❛2✐♦♥ ♦❢ 2❤❡ ♣❛22❡3♥ ❞✐♠❡♥6✐♦♥6✱ ✈❛❧✉❡6 ♦❢

✼✵✪ ♦3 ✽✹✪ 23❛♥6♠✐22❛♥❝❡ ✐♥ 2❤❡ ✈✐6✐❜❧❡ 3❛♥❣❡ ✇✐2❤ ❛ 3❡6✐62❛♥❝❡ ♦❢ ✹✳✼✾Ω✳6R−1
♦3 ✷✹Ω✳6R−1

✱

3❡6♣❡❝2✐✈❡❧②✱ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜2❛✐♥❡❞ ❬✹✷✱ ✹✸✱ ✹✹❪✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦33❡6♣♦♥❞6 2♦ ❛ ❋♦▼ ♦❢ ❛♣♣3♦①✐♠❛2❡❧②

✶✺✵✳ ❯♣♦♥ ✐♥2❡❣3❛2✐♦♥ ✐♥ ♣❤♦2♦✈♦❧2❛✐❝ ❝❡❧❧6✱ 2❤❡ ♠❡2❛❧ ❣3✐❞ ❜❛6❡❞ ❞❡✈✐❝❡6 ❡①❤✐❜✐2❡❞ 2❤❡

6❛♠❡ ♣❡3❢♦3♠❛♥❝❡ ❛6 ■❚❖ 3❡❢❡3❡♥❝❡ ❝❡❧❧6 ❬✹✷✱ ✹✸✱ ✹✹❪✳

▼♦3❡ 3❡❝❡♥2❧② ❙❝✐❛❝❝❛ ❡! ❛❧✳ ❬✹✺❪ 3❡♣♦32❡❞ 2❤❡ ❢❛❜3✐❝❛2✐♦♥ ♦❢ ♣❛22❡3♥❡❞ ❆❣ ❡❧❡❝23♦❞❡6✱

3❡❛❧✐③❡❞ ❜② ❛ ❝♦♠❜✐♥❛2✐♦♥ ♦❢ 6♦❢2 ✐♠♣3✐♥2 ❧✐2❤♦❣3❛♣❤② ❛♥❞ 6♦❧✉2✐♦♥ ♣3♦❝❡66✐♥❣ ✭6❡❡ ✜❣✉3❡

✶✳✼✮✱ ✇❤✐❝❤ 6❤♦✇❡❞ ❛ ❤✐❣❤❡3 ❝♦♥❞✉❝2✐✈✐2② 2❤❛♥ 2❤❡3♠❛❧❧② ❡✈❛♣♦3❛2❡❞ ♥❡2✇♦3❦6✳ ❆ 2♦♣

❞♦✇♥ ♠❡2❤♦❞ ❢♦3 2❤❡ ❢❛❜3✐❝❛2✐♦♥ ♦❢ ♠✐❝3♦ 623✉❝2✉3❡❞ ♠❡2❛❧ ❡❧❡❝23♦❞❡6 ❝♦♥6✐626 ✐♥ 2❤❡

♣❛22❡3♥✐♥❣ ♦❢ 2❤✐♥ ♠❡2❛❧ ✜❧♠6 ✉6✐♥❣ 2❤3❡❡ ❜❡❛♠ ❞✐3❡❝2 ❧❛6❡3 ✐♥2❡3❢❡3❡♥❝❡ ♣❛22❡3♥✐♥❣ ❬✹✻❪✳

❲✐2❤ 2❤✐6 2❡❝❤♥✐R✉❡ ❆❧ ❡❧❡❝23♦❞❡6 ✇✐2❤ ✷✺Ω✳6R−1
2♦ ✺✵Ω✳6R−1

❛2 ✽✶✪ 23❛♥6♠✐22❛♥❝❡ ✇❡3❡

❜❡ ♦❜2❛✐♥❡❞ ❬✹✼❪ ✭6❡❡ ✜❣✉3❡ ✶✳✽✮✳

❉✉❡ 2♦ 2❤❡ ❣♦♦❞ ♦♣2♦✲❡❧❡❝23♦♥✐❝ ♣❡3❢♦3♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ❝♦62 ❡✣❝✐❡♥2 ♣3♦❝❡66✐♥❣ ♠❡2❤♦❞6✱ 2❤❡

♠❛✐♥ ♣3♦❜❧❡♠ ❢♦3 2❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛2✐♦♥ ♦❢ ♣❛22❡3♥❡❞ ♠❡2❛❧ ❡❧❡❝23♦❞❡6 ✐6 2❤❡✐3 ❡①23❡♠❡❧② ❤✐❣❤

6✉3❢❛❝❡ 3♦✉❣❤♥❡66✳



✷✻ ✶✳ ❋❯◆❉❆▼❊◆❚❆▲❙ ❖❋ ❚❘❆◆❙0❆❘❊◆❚ ❊▲❊❈❚❘❖❉❊❙

❋✐❣✳ ✶✳✽✿ ❛✮❚*❛♥,♠✐..❛♥❝❡ ✐♥ .❤❡ ♦♣.✐❝❛❧ *❛♥❣❡✱ ❜✮,❤❡❡. *❡,✐,.❛♥❝❡ ❛, ❛ ❢✉♥❝.✐♦♥ ♦❢ .❤❡ ✜❧♠

.❤✐❝❦♥❡,, ❛♥❞ ❝✮❙❊▼ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❛ ❧❛,❡* ♣❛..❡*♥❡❞ ❆❧ ✜❧♠ ✇✐.❤ ❛ ,♣❛.✐❛❧ ♣❛..❡*♥ ♣❡*✐♦❞ ♦❢ Λ❂✶✳✼µ♠
❬✹✼❪

❆♥♦4❤❡7 ❛♣♣7♦❛❝❤ 4♦ 47❛♥;♣❛7❡♥4✱ ♠❡4❛❧❧✐❝ ❡❧❡❝47♦❞❡; ✐; 4❤❡ ❢❛❜7✐❝❛4✐♦♥ ♦❢ 4❤✐♥ ✜❧♠;

❢7♦♠ ♠❡4❛❧ ♥❛♥♦✇✐7❡; ❬✺❪✳ ❚❤❡ ♠❡4❛❧ ♥❛♥♦✇✐7❡; ✉;❡❞ ❢♦7 4❤✐; ♣✉7♣♦;❡ ;❤♦✇ ❤✐❣❤ ❛;♣❡❝4

7❛4✐♦; ✇✐4❤ 4②♣✐❝❛❧ ❞✐❛♠❡4❡7; ;♠❛❧❧❡7 4❤❛♥ ✶✵✵♥♠ ❛♥❞ ;❡✈❡7❛❧ ♠✐❝7♦♠❡4❡7; ✐♥ ❧❡♥❣4❤✳ ▼♦;4

♦❢ 4❤❡ 4❤❡♠ ❛7❡ ♠❛❞❡ ♦❢ ;✐❧✈❡7 ♦7 ❝♦♣♣❡7✱ ❛; 4❤❡;❡ ♥❛♥♦✇✐7❡; ❝❛♥ ❜❡ ❡❛;✐❧② ;②♥4❤❡;✐③❡❞

✐♥ ;♦❧✉4✐♦♥ ✈✐❛ 4❤❡ 7❡❞✉❝4✐♦♥ ♦❢ ;✐❧✈❡7 ♥✐47❛4❡ ♦7 ♦❢ ❝♦♣♣❡7 ✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡;✱ 7❡;♣❡❝4✐✈❡❧②

❬✹✽✱ ✹✾✱ ✺✵✱ ✺✶✱ ✺✷✱ ✺✸✱ ✺✹❪✳ ❚❤❡ ♦❜4❛✐♥❡❞ ❞✐;♣❡7;✐♦♥ ❝❛♥ 4❤❡♥ ❜❡ ❞✐7❡❝4❧② ❝♦❛4❡❞ ♦♥ ❛

;✉❜;47❛4❡ ❜② 7♦❧❧✲4♦✲7♦❧❧ 4❡❝❤♥✐T✉❡;✱ 7❡;✉❧4✐♥❣ ✐♥ ✢❡①✐❜❧❡ ✜❧♠; ✇✐4❤ ♣7♦♠✐;✐♥❣ ❡❧❡❝47✐❝❛❧

❛♥❞ ♦♣4✐❝❛❧ ♣7♦♣❡74✐❡;✱ ;✉❝❤ ❛; ❛ ;❤❡❡4 7❡;✐;4❛♥❝❡ ♦❢ ❛❜♦✉4 ✶✵Ω✳;T−1
✲ ✶✸Ω✳;T−1

❛4 ✽✺✪ 4♦

✾✵✪ 47❛♥;♠✐44❛♥❝❡ ✱ ❝♦77❡;♣♦♥❞✐♥❣ 4♦ ❛ ❋♦▼ ♦❢ ✶✾✵ 4♦ ✷✽✵ ❬✺✺✱ ✺✻✱ ✺✼❪✳ ❖0❱ ❞❡✈✐❝❡; ❜❛;❡❞

♦♥ ;✉❝❤ ❆❣ ♥❛♥♦✇✐7❡ ❡❧❡❝47♦❞❡; ;❤♦✇❡❞ ✈❡7② ;✐♠✐❧❛7 ♣❡7❢♦7♠❛♥❝❡ 4♦ 4❤❡ ■❚❖ 7❡❢❡7❡♥❝❡

❞❡✈✐❝❡; ❬✺✻❪✳ ❖✇✐♥❣ 4♦ 4❤❡✐7 ♠❡4❛❧❧✐❝ ❝❤❛7❛❝4❡7✱ 4❤❡ ♠❡4❛❧ ✇✐7❡; ❞✐;♣❧❛② ❤✐❣❤ ❝♦♥❞✉❝4✐✈✐4✐❡;✱

;♦ 4❤❛4 4❤❡ ♠❛✐♥ 7❡;✐;4✐✈✐4② ♦❢ 4❤❡ ♥❛♥♦✇✐7❡ ✜❧♠; ✐; ❝❛✉;❡❞ ❜② 4❤❡ 7❡;✐;4✐✈✐4② ♦❢ 4❤❡ ✐♥4❡7✲

✇✐7❡ ❥✉♥❝4✐♦♥; ❬✺✽❪✳ ❚❤❡7❡❢♦7❡✱ ;❡✈❡7❛❧ ❛♣♣7♦❛❝❤❡; ✇❡7❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ 4♦ ✐♥❝7❡❛;❡ 4❤❡ ✜❧♠

❝♦♥❞✉❝4❛♥❝❡ ❜② ✐♠♣7♦✈✐♥❣ 4❤❡ ✇✐7❡ 4♦ ✇✐7❡ ❥✉♥❝4✐♦♥ ❝♦♥4❛❝4✳ ❚❤❡ ♠♦;4 ❝♦♠♠♦♥ ♠❡4❤♦❞

✐; 4❤❡ 4❤❡7♠❛❧ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ♦❢ 4❤❡ ✜❧♠; ❬✺✻❪✳ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣7❡;;✐♥❣ ♦❢ 4❤❡ ♠❡4❛❧ ♥❛♥♦✇✐7❡ ✜❧♠;

7❡;✉❧4; ✐♥ ❛ ❞❡❝7❡❛;❡ ✐♥ 4❤❡ ;❤❡❡4 7❡;✐;4❛♥❝❡ ❬✺✽❪✱ ❜✉4 ✐; ❞❡47✐♠❡♥4❛❧ 4♦ 4❤❡ 47❛♥;♣❛7❡♥❝②

♦❢ 4❤❡ ✜❧♠;✳ ❍✉ ❡! ❛❧✳ 7❡♣♦74❡❞ 4❤❛4 4❤❡ ❥✉♥❝4✐♦♥ 7❡;✐;4❛♥❝❡ ✐♥ ❆❣ ♥❛♥♦✇✐7❡ ✜❧♠; ✇❛;

❞7❛;4✐❝❛❧❧② ❞❡❝7❡❛;❡❞ ❢7♦♠ > 10●Ω 4♦ 450Ω ✉♣♦♥ ❞❡♣♦;✐4✐♦♥ ♦❢ ❛ 4❤✐♥ ❣♦❧❞ ❧❛②❡7 ♦♥ 4❤❡

✇✐7❡ ♥❡4✇♦7❦ ✭;❡❡ ✜❣✉7❡ ✶✳✾✮✳

❋✉74❤❡7♠♦7❡✱ ✐4 ✇❛; ;❤♦✇♥ 4❤❛4 4❤❡ 7❡;✐;4✐✈✐4② ♦❢ ❆❣ ♥❛♥♦✇✐7❡ ✜❧♠; ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝7❡❛;❡❞

❜② ✐♠♠❡7;✐♦♥ ✐♥ ❣7❛♣❤❡♥❡ ♦①✐❞❡ ❞✐;♣❡7;✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ;✉♣♣♦;❡❞❧② ❞❡❝7❡❛;❡❞ 4❤❡ ❝♦♥4❛❝4

7❡;✐;4❛♥❝❡ ❜❡4✇❡❡♥ 4❤❡ ;✐♥❣❧❡ ❆❣ ✇✐7❡; ❬✺✾❪ ✭;❡❡ ✜❣✉7❡ ✶✳✶✵✮✳ ❆ ;✐♠✐❧❛7 ❛♣♣7♦❛❝❤ ✇❛;

♣7❡;❡♥4❡❞ ❜② ❙4❛♣❧❡4♦♥ ❡! ❛❧✳ ❬✻✵❪✱ ✇❤♦ ❢♦✉♥❞✱ 4❤❛4 ;♦❧✉4✐♦♥ ♣7♦❝❡;;❡❞ ✜❧♠; ♦❢



✶✳ ❋❯◆❉❆▼❊◆❚❆▲❙ ❖❋ ❚❘❆◆❙.❆❘❊◆❚ ❊▲❊❈❚❘❖❉❊❙ ✷✼

❋✐❣✳ ✶✳✾✿ ❙❝❤❡♠❡ ❢♦. /❤❡ ❣❛❧✈❛♥♦4/❛/✐❝ ❞❡♣♦4✐/✐♦♥ ♦❢ ❆✉ ♦♥ ❛ ❆❣ ♥❛♥♦✇✐.❡

♥❡/✇♦.❦ ❛♥❞ ❚❊▼ ✐♠❛❣❡4 ♦❢ /❤❡ ♦❜/❛✐♥❡❞ ❆❣◆❲✲❆✉ ✜❧♠

✐♥4❡6✲✇♦✈❡♥ ❆❣ ♥❛♥♦✜❜6❡? ❛♥❞ ❝❛6❜♦♥ ♥❛♥♦4✉❜❡? ❞✐?♣❧❛②❡❞ ❛ ?❤❡❡4 6❡?✐?4❛♥❝❡ ❜❡4✇❡❡♥

✹Ω✳?H−1
4♦ ✷✹Ω✳?H−1

❛4 ✽✷✪ 46❛♥?♣❛6❡♥❝②✳ ■♥ 4❤❡?❡ ✜❧♠? 4❤❡ ❝❛6❜♦♥ ♥❛♥♦4✉❜❡? ✇❡6❡

❢♦✉♥❞ 4♦ ✇6❛♣ ❛6♦✉♥❞ 4❤❡ ?✐❧✈❡6 ✇✐6❡? ✭?❡❡ ✜❣✉6❡ ✶✳✶✵✮✱ ✇❤✐❝❤ ❝6❡❛4❡❞ ❝♦♥❞✉❝4✐✈❡

✐♥4❡6❝♦♥♥❡❝4✐♦♥? ❛♥❞ ✐♥❝6❡❛?❡❞✱ ✐♥ ❛❞❞✐4✐♦♥✱ 4❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ?4❛❜✐❧✐4② ♦❢ 4❤❡ ✜❧♠✳

❆♥♦4❤❡6 4❡❝❤♥✐H✉❡ ❢♦6 4❤❡ ♣6♦❞✉❝4✐♦♥ ♦❢ ♠❡4❛❧ ♥❛♥♦✇✐6❡? ✐? ❡❧❡❝46♦?♣✐♥♥✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤

❛❧❧♦✇? 4♦ ♣6♦❞✉❝❡ ♥❛♥♦✇✐6❡? ♦❢ ❞✐✛❡6❡♥4 ♠❡4❛❧? ✇✐4❤ ❡①46❡♠❡❧② ❤✐❣❤ ❛?♣❡❝4 6❛4✐♦?✳ ❇②

✉?✐♥❣ ❛ 4❡♠♣❧❛4❡ ♥❡4✇♦6❦ ♦❢ ?♦❧✉❜❧❡ ♣♦❧②♠❡6 ✜❜❡6?✱ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ❈✉ ✐? ❡✈❛♣♦6❛4❡❞✱

46❛♥?♣❛6❡♥4 ❈✉ ✜❧♠? ✇✐4❤ ❛ ?❤❡❡4 6❡?✐?4❛♥❝❡ ♦❢ ✾Ω✳?H−1
❛4 ✾✵✪ 46❛♥?♠✐44❛♥❝❡

✭❋♦▼❂✸✽✼✮ ✇❡6❡ ♦❜4❛✐♥❡❞ ❬✻✶❪✳ .❤♦4♦✈♦❧4❛✐❝ ❝❡❧❧? ✇✐4❤ ❝♦♣♣❡6 ♥❛♥♦ ♥❡4✇♦6❦ ❡❧❡❝46♦❞❡?

♦❢ ✺✵Ω✳?H−1
❛4 ✾✵✪ 46❛♥?♠✐44❛♥❝❡ ✭❋♦▼❂✼✵✮✱ ♣6♦❞✉❝❡❞ ✈✐❛ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ♦❢ ❡❧❡❝46♦✲?♣✉♥

♣♦❧②♠❡6✴❈✉✲♣6❡❝✉6?♦6 ✜❜❡6?✱ 6❡❛❝❤ ❡✣❝✐❡♥❝✐❡? ♦❢ ✸✪✱ ✇❤✐❝❤ ✐? ❝♦♠♣❛6❛❜❧❡ 4♦ ❝❡❧❧? ✇✐4❤

■❚❖ ❡❧❡❝46♦❞❡ ❬✻✷❪✳ ❋✉64❤❡6♠♦6❡✱ ❍?✉ ❡! ❛❧✳ ❬✻✸❪ 6❡♣♦64❡❞ 4❤❛4✱ ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❆❣

♥❛♥♦✇✐6❡ ♥❡4✇♦6❦? ✇✐4❤ ♠❡?♦ ?❝❛❧❡ ❈✉ ✇✐6❡? ♦❢ ✶ 4♦ ✺✵µ♠✱ 4❤❡ ?❤❡❡4 6❡?✐?4❛♥❝❡ ♦❢ ❆❣

♥❛♥♦✇✐6❡ ✜❧♠? ✇❛? ❞6❛?4✐❝❛❧❧② ❞❡❝6❡❛?❡❞ ❞♦✇♥ 4♦ ✵✳✸✻Ω✳?H−1
✱ ✇❤✐❧❡ ❛ ❤✐❣❤ 46❛♥?♠✐44❛♥❝❡

♦❢ ✾✷✪ ✇❛? ♠❛✐♥4❛✐♥❡❞✳

■♥ ❛♥❛❧♦❣② 4♦ 4❤❡ ♣❛44❡6♥❡❞ ♠❡4❛❧ ❡❧❡❝46♦❞❡?✱ 4❤❡ ♠❛✐♥ ❞6❛✇❜❛❝❦ ❢♦6 4❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛4✐♦♥ ♦❢

4❤❡?❡ ❤✐❣❤❧② ❝♦♥❞✉❝4✐♥❣ ❛♥❞ 46❛♥?♣❛6❡♥4 ♠❡4❛❧ ♥❛♥♦✇✐6❡ ✜❧♠? ✐? 4❤❡✐6 ❤✐❣❤ ?✉6❢❛❝❡

6♦✉❣❤♥❡??✱ ✇❤✐❝❤ ❤✐♥❞❡6? ❣♦♦❞ ❝♦♥4❛❝4 ♦❢ 4❤❡ ✜❧♠ 4♦ 4❤❡ ❛❝4✐✈❡ ❧❛②❡6✳

❚❤❡6❡❢♦6❡ ?❡✈❡6❛❧ ❛♣♣6♦❛❝❤❡? ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ?4✉❞✐❡❞✱ ❤♦✇ 4❤❡ ?✉6❢❛❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ✢❛44❡♥❡❞ ❛♥❞

4❤❡ ✜❧♠ ❛❞❤❡?✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❝6❡❛?❡❞✳ ❇② ❝♦❛4✐♥❣ ♦❢ 4❤❡ ♥❛♥♦ ✇✐6❡? ✇✐4❤ ❩♥❖ ❬✻✹❪ ♦6 ■❚❖

♥❛♥♦✲♣❛64✐❝❧❡? ❬✻✺❪✱ 4❤❡ ❝♦♥❞✉❝4✐✈✐4② ❛? ✇❡❧❧ ❛? 4❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❛♥❞ 4❤❡6♠❛❧ ?4❛❜✐❧✐4② ♦❢

4❤❡ ✜❧♠? ❝❛♥ ❜❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ✭❆❣◆❲✲■❚❖ ❝♦♠♣♦?✐4❡ ❡❧❡❝46♦❞❡✿ ✸✵Ω✳?H−1
❛4 ✽✼✪

46❛♥?♠✐44❛♥❝❡✱ ❋♦▼❂✽✼✮✳ ❆♥♦4❤❡6 ❝♦♠♠♦♥ ❛♣♣6♦❛❝❤ ✐? 4❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♦❢ 4❤❡ 6♦✉❣❤

♥❛♥♦✲✇✐6❡ ♥❡4✇♦6❦? ✐♥ ♣♦❧②♠❡6?✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐?❝✉??❡❞ ✐♥ ?❡❝4✐♦♥ ✶✳✷✳✸✳



✷✽ ✶✳ ❋❯◆❉❆▼❊◆❚❆▲❙ ❖❋ ❚❘❆◆❙0❆❘❊◆❚ ❊▲❊❈❚❘❖❉❊❙

❋✐❣✳ ✶✳✶✵✿ ❙❊▼ ✐♠❛❣❡ ♦❢ /❤❡ ❆❣ ♥❛♥♦✇✐4❡ ✲ ❣4❛♣❤❡♥❡ ♦①✐❞❡ ✜❧♠ ❬✺✾❪ ✭❧❡❢/✮

❛♥❞ ❆❋▼ ✐♠❛❣❡ ♦❢ /❤❡ ❆❣ ♥❛♥♦✇✐4❡ ✲ ❝❛4❜♦♥ ♥❛♥♦/✉❜❡ ❝♦♠♣♦D✐/❡ ✜❧♠ ❬✻✵❪

✶✳✷✳✷ ❖$❣❛♥✐❝ ❆❧,❡$♥❛,✐✈❡/

●$❛♣❤❡♥❡ ❛♥❞ ❈❛$❜♦♥ ◆❛♥♦,✉❜❡/

●3❛♣❤❡♥❡ ✐: ❛ ♠♦♥♦❧❛②❡3 ♦❢ ❣3❛♣❤✐A❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ :♣

2
❤②❜3✐❞✐③❡❞ ❝❛3❜♦♥ ❛A♦♠: ❢♦3♠ ❛ ✷❉

❤♦♥❡②❝♦♠❜ :A3✉❝A✉3❡✳ ❚❤✐: ❜♦♥❞✐♥❣ :✐A✉❛A✐♦♥ ❧❡❛❞: A♦ ✷❉ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❡❧❡❝A3♦♥: ✇❤✐❝❤

❡♥❛❜❧❡ :❝❛AA❡3✐♥❣ ❢3❡❡ ✐♥ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛3❣❡ ❝❛33✐❡3 A3❛♥:♣♦3A ❬✶✷❪✱ 3❡:✉❧A✐♥❣ ✐♥ ❛♥ ❡①A3❡♠❡❧②

❤✐❣❤ ❝❤❛3❣❡ ❝❛33✐❡3 ♠♦❜✐❧✐A② ♦❢ ❛❜♦✉A 2 · 105 ❝♠

2
✳❱: ❬✻✻❪✳ ❚❤❡3❡❢♦3❡ A❤❡ A❤❡♦3❡A✐❝❛❧ :❤❡❡A

3❡:✐:A❛♥❝❡ ♦❢ ❛ :✐♥❣❧❡ ❣3❛♣❤❡♥❡ :❤❡❡A ✐: ❛❜♦✉A ✸✵Ω✳:P−1
❬✻✻❪✱ ✇❤✐❝❤ 3❡♥❞❡3: ❣3❛♣❤❡♥❡

✐♥A❡3❡:A✐♥❣ ❢♦3 A3❛♥:♣❛3❡♥A ❡❧❡❝A3♦❞❡ ❛♣♣❧✐❝❛A✐♦♥:✳ ❍♦✇❡✈❡3✱ A❤❡ ❡①♣❡3✐♠❡♥A❛❧❧②

♠❡❛:✉3❡❞ :❤❡❡A 3❡:✐:A❛♥❝❡ ♦❢ ❣3❛♣❤❡♥❡ ✐: ❝♦♠♠♦♥❧② :♦♠❡ ❤✉♥❞3❡❞: ♦❢ ❖❤♠: ♣❡3 ❧❛②❡3✱

✇❤✐❝❤ ✐: 3❡❧❛A❡❞ A♦ ❞❡❢❡❝A: ❛♥❞ ❣3❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛3✐❡: ✐♥ A❤❡ :✐♥❣❧❡ :❤❡❡A:✳ ■♥ ❣3❛♣❤❡♥❡ ✜❧♠:

❝♦♠♣♦:❡❞ ♦❢ :❡✈❡3❛❧ :❤❡❡A:✱ A❤❡ ♠❛✐♥ 3❡:✐:A✐✈✐A② ❛3✐:❡: ❢3♦♠ A❤❡ :❤❡❡A A♦ :❤❡❡A ❝♦♥A❛❝A:

❬✶✷❪✳ ❚❤❡ ❢❛❜3✐❝❛A✐♦♥ ♦❢ ❣3❛♣❤❡♥❡ ✉:✐♥❣ A❤❡ ❢❛♠♦✉: ❛♥❞ :✐♠♣❧❡ :❝♦A❝❤ ♣❡❡❧ ♠❡A❤♦❞ ✐: ♥♦A

:✉✐A❛❜❧❡ ❢♦3 A❤❡ ♣3♦❞✉❝A✐♦♥ ♦❢ ❣3❛♣❤❡♥❡ ♦♥ ❧❛3❣❡ :❝❛❧❡:✳ ❚❤❡3❡❢♦3❡✱ A❤❡ ❣3❛♣❤❡♥❡ :❤❡❡A:

✉:❡❞ ❢♦3 A❤❡ ❢❛❜3✐❝❛A✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❞✉❝A✐♥❣ ❡❧❡❝A3♦❞❡: ❛3❡ ❡✐A❤❡3 :②♥A❤❡:✐③❡❞ ❜② ❝❤❡♠✐❝❛❧

✈❛♣♦3 ❞❡♣♦:✐A✐♦♥ ✭❈❱❉✮ ♦3 ❢3♦♠ ♦3❣❛♥✐❝ ♣3❡❝✉3:♦3 ♠♦❧❡❝✉❧❡:✱ ✇❤✐❝❤ :❤♦✇ ❧❛3❣❡

❤❡①❛❣♦♥❛❧ ❝❛3❜♦♥ :A3✉❝A✉3❡:✳

❈❱❉ ❣3♦✇♥ ❣3❛♣❤❡♥❡ :❤♦✇: ❛ :❤❡❡A 3❡:✐:A❛♥❝❡ ♦❢ ✷✸✵Ω✳:P−1
♦3 ❤✐❣❤❡3✱ ❛ ♠❛①✐♠✉♠

A3❛♥:♠✐AA❛♥❝❡ ♦❢ ✾✶✪ ❛♥❞ ✐: ❤✐❣❤❧② A3❛♥:♣❛3❡♥A ✐♥ A❤❡ ✐♥❢3❛✲3❡❞ 3❡❣✐♠❡ ❬✻✻❪✳ ❚❤❡ :♣❡❝✐✜❝

❡❧❡❝A3✐❝❛❧ ❛♥❞ ♦♣A✐❝❛❧ ♣3♦♣❡3A✐❡:✱ ❤♦✇❡✈❡3✱ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ A❤❡ :②♥A❤❡:✐: ❝♦♥❞✐A✐♦♥: ❞✉3✐♥❣ A❤❡

❈❱❉ ♣3♦❝❡::✳ ■A ✇❛: ❢♦✉♥❞✱ A❤❛A✱ ❢♦3 ✐♥:A❛♥❝❡✱ A❤❡ A❤✐❝❦♥❡:: ♦❢ A❤❡ ❣3❛♣❤❡♥❡ ✜❧♠:

✐♥❝3❡❛:❡❞ ✇✐A❤ ✐♥❝3❡❛:✐♥❣ ♣3♦❝❡:: A❡♠♣❡3❛A✉3❡✳ ❈❤♦❡ ❡! ❛❧✳ ❬✻✼❪ 3❡♣♦3A❡❞✱ A❤❛A ❣3❛♣❤❡♥❡



✶✳ ❋❯◆❉❆▼❊◆❚❆▲❙ ❖❋ ❚❘❆◆❙.❆❘❊◆❚ ❊▲❊❈❚❘❖❉❊❙ ✷✾

❋✐❣✳ ✶✳✶✶✿ ❈❤❡♠✐❝❛❧ -./✉❝.✉/❡ ♦❢ ❤❡①❛❞♦❞❡❝②❧✲

-✉❜-.✐.✉.❡❞ -✉♣❡/♣❤❡♥❛❧❡♥❡ ❬✼✷❪

✜❧♠5 ❣7♦✇♥ ❛< ✶✵✵✵

◦
❈ ❞✐5♣❧❛②❡❞ ❛ 5❤❡❡< 7❡5✐5<❛♥❝❡ ♦❢ ✻✵✵Ω✳5G−1

❛< ❛ <7❛♥5♠✐<<❛♥❝❡ ♦❢

✽✼✪ ✭❋♦▼❂✹✮✱ ✇❤❡7❡❛5 ✜❧♠5 ❣7♦✇♥ ❛< ✽✵✵

◦
❈ ✇❡7❡ <❤✐♥♥❡7 ❛♥❞ 5❤♦✇❡❞ ❛ 5❤❡❡< 7❡5✐5<❛♥❝❡

♦❢ ✶✼✵✵Ω✳5G−1
❛< ✾✶✪ <7❛♥5♠✐<<❛♥❝❡ ✭❋♦▼❂✷✮✳ ❚❤❡ 5❤❡❡< 7❡5✐5<❛♥❝❡ ♦❢ ❈❱❉ ❣7❛♣❤❡♥❡

5❤❡❡<5 ❝❛♥ ❜❡ ❢✉7<❤❡7 7❡❞✉❝❡❞ ❜② ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❞♦♣✐♥❣ ✇✐<❤ ❆✉❈❧

✸

✱ ❍◆❖

✸

♦7 ❙❖❈❧

✷

❬✻✽✱ ✻✾✱ ✼✵❪✳ ❑✐♠ ❡! ❛❧✳ ❬✼✵❪ ♦❜5❡7✈❡❞ ❛ ❞7♦♣ ✐♥ <❤❡ 5❤❡❡< 7❡5✐5<❛♥❝❡ ♦❢ ❣7❛♣❤❡♥❡ ♦❢ ✼✼✪

✉♣♦♥ ❞♦♣✐♥❣ ✇✐<❤ ❆✉❈❧

✸

<♦ ✶✺✵Ω✳5G−1
❛< ✽✼✪ <7❛♥5♠✐<<❛♥❝❡ ✭❋♦▼❂✶✼✮✳ ❚❤✐5 <7❡♥❞ ✇❛5

❝♦♥✜7♠❡❞ ❜② .❛7❦ ❡! ❛❧✳ ❬✻✾❪ ✇❤♦ ❢♦✉♥❞✱ <❤❛< <❤❡ ❞♦♣✐♥❣ ♦❢ ❣7❛♣❤❡♥❡ ❡❧❡❝<7♦❞❡5 ✇✐<❤

❆✉❈❧

✸

7❡5✉❧<❡❞ ✐♥ ❛ 5✐❣♥✐✜❝❛♥< ✐♥❝7❡❛5❡ ✐♥ <❤❡ ♣♦✇❡7 ❝♦♥✈❡75✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❖.❱

❞❡✈✐❝❡5✳ ▼♦7❡ 7❡❝❡♥<❧②✱ ❈❤❡♥ ❡! ❛❧✳ ❬✼✶❪ ♣7❡5❡♥<❡❞ ❝❛7❜♦♥ ❡♥❝❧♦5❡❞ ❈❱❉ ❛5 ♥♦✈❡❧ ♠❡<❤♦❞

❢♦7 <❤❡ 5②♥<❤❡5✐5 ♦❢ ❣7❛♣❤❡♥❡✱ ❜② ✇❤✐❝❤ ❣7❛♣❤❡♥❡ 5❤❡❡<5 ✇✐<❤ ❛ 5❤❡❡< 7❡5✐5<❛♥❝❡ ♦❢

✺Ω✳5G−1
❛< ✾✸✪ <7❛♥5♠✐<<❛♥❝❡ ✭❋♦▼❂✶✵✷✵✮ ✇❡7❡ ♦❜<❛✐♥❡❞✳

❚7❛♥5♣❛7❡♥< ❣7❛♣❤❡♥❡ ✜❧♠5 ❝❛♥ ❛❧5♦ ❜❡ ♦❜<❛✐♥❡❞ ❢7♦♠ ❧❛7❣❡ ♦7❣❛♥✐❝ ♣7❡❝✉75♦7

♠♦❧❡❝✉❧❡5✱ ❛5 7❡♣♦7<❡❞ ❜② ❲❛♥❣ ❡! ❛❧✳ ❬✼✷❪✳ ❇② <❤❡7♠❛❧ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ♦❢

❤❡①❛❞♦❞❡❝②❧✲5✉❜5<✐<✉<❡❞ 5✉♣❡7♣❤❡♥❛❧❡♥❡ ✭5❡❡ ✜❣✉7❡ ✶✳✶✶✮ ❛< ✶✶✵✵

◦
❈ ♦♥ ❛ G✉❛7<③

5✉❜5<7❛<❡ ✉♥❞❡7 ❛7❣♦♥ ❛<♠♦5♣❤❡7❡✱ ❣7❛♣❤❡♥❡ ✜❧♠5 ♦❢ ✹♥♠ ❛♥❞ ✸✵♥♠ <❤✐❝❦♥❡55 ✇❡7❡

♦❜<❛✐♥❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❞✐5♣❧❛②❡❞ ❛ ❝♦♥❞✉❝<✐✈✐<② ♦❢ ✷✵✻❙✳❝♠

−1
✭❘S✭✹♥♠✮❂✶✷✵✵✵Ω✳5G−1

✱

❘S✭✸✵♥♠✮❂✶✻✵✵Ω✳5G−1
✮ ❛♥❞ ❛ <7❛♥5♠✐<<❛♥❝❡ ♦❢ ✾✵✪ ❛♥❞ ✺✺✪ ✭❛< ✺✵✵♥♠✮✱ 7❡5♣❡❝<✐✈❡❧②✱

✇❤✐❝❤ ❝♦77❡5♣♦♥❞5 <♦ ❛ ❋♦▼ ♦❢ 5♠❛❧❧❡7 <❤❛♥ ✶✳ ❋✉7<❤❡7♠♦7❡✱ ✐< ✇❛5 5❤♦✇♥ <❤❛< <❤❡

❝♦♥❞✉❝<✐✈✐<② ♦❢ <❤❡ ♦❜<❛✐♥❡❞ ❣7❛♣❤❡♥❡ ✇❛5 5<7♦♥❣❧② ❛✛❡❝<❡❞ ❜② <❤❡ ♥❛<✉7❡ ♦❢ <❤❡

5✉❜5<7❛<❡✱ 5♦ <❤❛< <❤❡ 5❛♠❡ ♣7♦❝❡55 ♦♥ ❙✐❖

✷

✴❙✐ 7❡5✉❧<❡❞ ✐♥ ❣7❛♣❤❡♥❡ ✇✐<❤ ❛ ❝♦♥❞✉❝<✐✈✐<②

♦❢ ✷✵✵✵❙✳❝♠

−1
✳

❙♦❧✉<✐♦♥ ♣7♦❝❡55✐♥❣ ♦❢ ❣7❛♣❤❡♥❡ ❤❛5 ❜❡❡♥ ♣7♦✈❡♥ <♦ ❜❡ ❞✐✣❝✉❧<✱ ♦✇✐♥❣ <♦ ✐<5 ✈❡7②

5<❛❜❧❡ π✲❜♦♥❞ 5②5<❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞5 <♦ 5<7♦♥❣ ✐♥<❡7✲♣❧❛♥❡ ✐♥<❡7❛❝<✐♦♥5 ❛♥❞ 7❡♥❞❡75



✸✵ ✶✳ ❋❯◆❉❆▼❊◆❚❆▲❙ ❖❋ ❚❘❆◆❙0❆❘❊◆❚ ❊▲❊❈❚❘❖❉❊❙

❋✐❣✳ ✶✳✶✷✿ ❙❝❤❡♠❡ ♦❢ ❛ ❝❛/❜♦♥ ♥❛♥♦2✉❜❡4 ✇✐2❤ ❞✐✛❡/❡♥2 ❝❤✐/❛❧✐2✐❡4 ❬✼✽❪

❣3❛♣❤❡♥❡ ✐♥❞✐;♣❡3;✐❜❧❡✳ ❖♥❡ ♣♦;;✐❜✐❧✐?② ?♦ ❡①❢♦❧✐❛?❡ ❛♥❞ ❞✐;♣❡3;❡ ❣3❛♣❤❡♥❡ ✐♥ ❛ ;♦❧✈❡♥? ✐;

❜② ❢✉♥❝?✐♦♥❛❧✐③❛?✐♦♥✱ ;✉❝❤ ❛; ♦①✐❞❛?✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡3✱ ❣3❛♣❤❡♥❡ ♦①✐❞❡ ;❤♦✇; ❛ ❤✐❣❤

3❡;✐;?✐✈✐?②✱ ❛; ?❤❡ ❧❛3❣❡ ;?3✉❝?✉3❡ ♦❢ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❡❧❡❝?3♦♥; ✐; ❞❡;?3♦②❡❞✳ ❚❤❡3❡❢♦3❡✱

♦①✐❞✐③❡❞ ❣3❛♣❤❡♥❡ ✜❧♠; ❤❛✈❡ ?♦ ❜❡ 3❡❞✉❝❡❞ ❛❣❛✐♥ ❜❡❢♦3❡ ❜❡✐♥❣ ✉;❡❞ ❛; ❡❧❡❝?3♦❞❡;✳ ❋✐❧♠;

♣3♦❞✉❝❡❞ ❢3♦♠ ❢✉♥❝?✐♦♥❛❧✐③❡❞ ❣3❛♣❤❡♥❡ ❝❛♥ ;❤♦✇ ❤✐❣❤ ?3❛♥;♣❛3❡♥❝✐❡;✱ ❜✉? ❞✉❡ ?♦

✐♥❝♦♠♣❧❡?❡ 3❡❞✉❝?✐♦♥ ❛❧;♦ ?❤❡ ♣♦;? ?3❡❛?❡❞ ✜❧♠; ❞✐;♣❧❛② ✈❡3② ❤✐❣❤ 3❡;✐;?✐✈✐?✐❡; ♦❢

✽✵✵Ω✳;M−1
✲ ✺❦Ω✳;M−1

♦3 ♠♦3❡ ❬✼✸✱ ✼✹✱ ✼✺❪✳ ❚❤✉;✱ ❖0❱ ❞❡✈✐❝❡; ✇✐?❤ ❡❧❡❝?3♦❞❡; ❢❛❜3✐❝❛?❡❞

❜② ;♦❧✉?✐♦♥ ♣3♦❝❡;;✐♥❣ ♦❢ ❣3❛♣❤❡♥❡ ♦①✐❞❡ ❞✐;♣❧❛②❡❞ ♣♦♦3❡3 ♣❡3❢♦3♠❛♥❝❡ ?❤❛♥ ■❚❖

3❡❢❡3❡♥❝❡ ❞❡✈✐❝❡; ❬✼✹✱ ✼✺❪✳

■♥❞❡♣❡♥❞❡♥?❧② ♦❢ ?❤❡ ;②♥?❤❡;✐; ♠❡?❤♦❞ ❛♥❞ ♣3♦♣❡3?✐❡; ♦❢ ?❤❡ ❣3❛♣❤❡♥❡✱ ♠♦;? ❞❡✈✐❝❡;

✇✐?❤ ?3❛♥;♣❛3❡♥? ❣3❛♣❤❡♥❡ ❡❧❡❝?3♦❞❡; ❝❛♥ ❤❛3❞❧② ❝♦♠♣❡?❡ ✇✐?❤ ■❚❖ 3❡❢❡3❡♥❝❡ ❞❡✈✐❝❡;✳

❚❤✐; ✐; ♥♦? ♦♥❧② 3❡❧❛?❡❞ ?♦ ?❤❡ ♦♣?♦✲❡❧❡❝?3♦♥✐❝ ♣❡3❢♦3♠❛♥❝❡ ♦❢ ?❤❡ ❣3❛♣❤❡♥❡ ;❤❡❡?;✱ ❜✉?

❛❧;♦ ?♦ ?❤❡ ♣3♦♣❡3?✐❡; ♦❢ ?❤❡ ❡❧❡❝?3♦❞❡ ✲ ❛❝?✐✈❡ ❧❛②❡3 ✐♥?❡3❢❛❝❡ ❬✼✻✱ ✼✼✱ ✻✾❪✳ ❖♥ ?❤❡ ♦♥❡

❤❛♥❞✱ ?❤❡ ❣3❛♣❤❡♥❡ ❧❛②❡3; ❛3❡ 3♦✉❣❤ ❛♥❞ ✈❡3② ❤②❞3♦♣❤♦❜✐❝✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞; ?♦

✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐?✐❡; ✇✐?❤ ?❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥? ❤♦❧❡ ✐♥❥❡❝?✐♥❣ ❧❛②❡3✱ ;✉❝❤ ❛; 0❊❉❖❚✿0❙❙✳ ❖♥ ?❤❡

♦?❤❡3 ❤❛♥❞✱ ❣3❛♣❤❡♥❡ ❤❛; ❛ ✈❡3② ❧♦✇ ✇♦3❦ ❢✉♥❝?✐♦♥ ✇✐?❤ 3❡;♣❡❝? ?♦ ?❤❡ ❛❝?✐✈❡ ❧❛②❡3

♠❛?❡3✐❛❧;✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞; ?♦ ♣♦♦3 ❝❤❛3❣❡ ❝♦❧❧❡❝?✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❤✐❣❤ ❡❧❡❝?3♦❞❡ 3❡;✐;?❛♥❝❡✳ ❚❤✉;✱

?❤❡ ;✉3❢❛❝❡ ♦❢ ❣3❛♣❤❡♥❡ ❡❧❡❝?3♦❞❡; ❤❛; ?♦ ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞✱ ❢♦3 ✐♥;?❛♥❝❡ ❜② ?❤❡ ❞❡♣♦;✐?✐♦♥ ♦❢

▼♦❖

✸

❧❛②❡3; ❬✼✻✱ ✼✼❪✱ ✐♥ ♦3❞❡3 ?♦ ✐♥❝3❡❛;❡ ?❤❡ ❞❡✈✐❝❡ ♣❡3❢♦3♠❛♥❝❡✳

❆♥♦?❤❡3 ❢♦3♠ ♦❢ ;♣

2
❤②❜3✐❞✐③❡❞ ❝❛3❜♦♥ ;✐♠✐❧❛3 ?♦ ❣3❛♣❤❡♥❡✱ ❛3❡ ❝❛3❜♦♥ ♥❛♥♦?✉❜❡;

✭❈◆❚;✮✳ ❈◆❚; ❛3❡ ❛3?✐✜❝✐❛❧ ❛❧❧♦?3♦♣❡; ♦❢ ❝❛3❜♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥;✐;? ♦❢ ❣3❛♣❤❡♥❡ ;❤❡❡?;✱ ✇❤✐❝❤

❛3❡ 3♦❧❧❡❞ ✉♣ ?♦ ❝②❧✐♥❞❡3; ✇✐?❤ ❛♥ ❛♣♣3♦①✐♠❛?❡ ❞✐❛♠❡?❡3 ♦❢ ♦♥❡ ♥❛♥♦♠❡?❡3 ❛♥❞ ✇❤♦;❡

❡♥❞; ❛3❡ ♣❛3?❧② ❝❧♦;❡❞ ❜② ❢✉❧❧❡3❡♥❡ ❧✐❦❡ ;?3✉❝?✉3❡; ✭;❡❡ ✜❣✉3❡ ✶✳✶✷✮✳ ❲✐?❤ ❛♥ ❡①?3❡♠❡❧②

❤✐❣❤ ❛;♣❡❝? 3❛?✐♦ ✉♣ ?♦ ✶✵✵✵✱ ❈◆❚; ❛3❡ ?❤♦✉❣❤? ♦❢ ❛; ♦♥❡ ❞✐♠❡♥;✐♦♥❛❧ ♠❛?❡3✐❛❧✳



✶✳ ❋❯◆❉❆▼❊◆❚❆▲❙ ❖❋ ❚❘❆◆❙.❆❘❊◆❚ ❊▲❊❈❚❘❖❉❊❙ ✸✶

❋✐❣✳ ✶✳✶✸✿ ❘❡)✐)*✐✈✐*② ✈)✳ *-❛♥)♠✐**❛♥❝❡ ♦❢

❞✐✛❡-❡♥* )♣-❛② ❝♦❛*❡❞ ▼❲❈◆❚ ❛♥❞ ❙❲❈◆❚

✜❧♠) ❛♥❞ ■❚❖ ❬✽✵❪

❍♦✇❡✈❡6✱ ❈◆❚8 ❛6❡ ❤❡;❡6♦❣❡♥❡♦✉8 ♠❛;❡6✐❛❧8✱ ✇❤✐❝❤ 8❤♦✇ ❞✐✛❡6❡♥❝❡8 ✐♥ 8;6✉❝;✉6❡ ❛♥❞

♦♣;♦✲❡❧❡❝;6♦♥✐❝ ♣6♦♣❡6;✐❡8 ✭8❡❡ ✜❣✉6❡ ✶✳✶✸✮ ❬✼✽✱ ✼✾✱ ✽✵❪✳ ❖♥❡ ♦❢ ;❤❡ ♠❛✐♥ 8;6✉❝;✉6❛❧

❞✐✛❡6❡♥❝❡ ❢♦6 ❈◆❚8 ✐8 ;❤❡ ♥✉♠❜❡6 ♦❢ 8♣

2
❝❛6❜♦♥ 8❤❡❡;8✱ ✇❤✐❝❤ ❢♦6♠ ;❤❡ 8✐♥❣❧❡ ;✉❜❡✳

❚❤❡6❡ ❛6❡ ❈◆❚8✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥8✐8; ♦❢ ♦♥❧② ♦♥❡ 6♦❧❧❡❞ ✉♣ ❣6❛♣❤❡♥❡ ❧❛②❡6✱ ❝❛❧❧❡❞ 8✐♥❣❧❡ ✇❛❧❧❡❞

❝❛6❜♦♥ ♥❛♥♦;✉❜❡8 ✭❙❲❈◆❚8✮✱ ❛♥❞ ❈◆❚8 ✇✐;❤ 8❡✈❡6❛❧ ❣6❛♣❤❡♥❡ ❧❛②❡68✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥;❡6❛❝;

✈✐❛ ✈❛♥ ❞❡6 ❲❛❛❧8 ❢♦6❝❡8✱ ❝❛❧❧❡❞ ♠✉❧;✐ ✇❛❧❧❡❞ ❝❛6❜♦♥ ♥❛♥♦;✉❜❡8 ✭▼❲❈◆❚8✮✳

❋✉6;❤❡6♠♦6❡✱ ;❤❡ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ♥❡;✇♦6❦ ♦❢ ;❤❡ 8♣

2
❝❛6❜♦♥ 8❤❡❡;8 ❝❛♥ ❜❡ ❛66❛♥❣❡❞ ✐♥

❞✐✛❡6❡♥; ✇❛②8 ❛6♦✉♥❞ ;❤❡ ;✉❜❡ ❛①✐8✱ ✇❤✐❝❤ ✐8 ❞❡8❝6✐❜❡❞ ❜② ;❤❡ 8♦ ❝❛❧❧❡❞ ;✉❜❡ ❝❤✐6❛❧✐;②

❬✼✽✱ ✼✾❪ ✭8❡❡ ✜❣✉6❡ ✶✳✶✷✮✳

❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ;❤❡✐6 ❝❤✐6❛❧✐;② ❈◆❚8 ❞✐8♣❧❛② ❡✐;❤❡6 8❡♠✐❝♦♥❞✉❝;✐♥❣ ♦6 ♠❡;❛❧❧✐❝

❜❡❤❛✈✐♦6✳ ▼❡;❛❧❧✐❝ ❈◆❚8 8❤♦✇ 8✐♠✐❧❛6 ❜❛♥❞ 8;6✉❝;✉6❡8 ❛8 ♠❡;❛❧8 ❛♥❞ ✈❡6② ❤✐❣❤

❝♦♥❞✉❝;✐✈✐;✐❡8 ✉♣ ;♦ ✶✵

5
❙✳❝♠

−1
✳ ❍♦✇❡✈❡6✱ ♠❡;❛❧❧✐❝ ❈◆❚8 8❤♦✇✱ ✐♥ ❛♥❛❧♦❣② ;♦ ❜✉❧❦

♠❡;❛❧8✱ ❤✐❣❤ ❛❜8♦6❜❛♥❝❡ ✐♥ ;❤❡ ♦♣;✐❝❛❧ 6❛♥❣❡✱ ✇❤❡6❡❛8 8❡♠✐❝♦♥❞✉❝;✐♥❣ ;✉❜❡8 ❛6❡

;6❛♥8♣❛6❡♥;✳ ❋✉6;❤❡6♠♦6❡✱ ;❤❡ ♦♣;✐❝❛❧ ;6❛♥8✐;✐♦♥8 ✈❛6② ✇✐;❤ ;❤❡ ;✉❜❡ ❞✐❛♠❡;❡6✱ ❛8 ;❤❡

;✉❜❡ ❞✐❛♠❡;❡6 ✐8 ✐♥✈❡68❡❧② ♣6♦♣♦6;✐♦♥❛❧ ;♦ ;❤❡ ❜❛♥❞ ❣❛♣ ♦❢ ❈◆❚8 ❬✽✶❪✳ ❆8 ✐♥ ♠♦8;

♣6♦❞✉❝;✐♦♥ ♣6♦❝❡88❡8 ;❤❡6❡ ✐8 ♥♦ 8♣❡❝✐✜❝ ❝❤✐6❛❧✐;②✱ ✇❤✐❝❤ ✐8 ♣6❡❢❡6❡♥;✐❛❧❧② ❢♦6♠❡❞✱

❝✉8;♦♠❛6② ❈◆❚ 8❛♠♣❧❡8 ❝♦♥;❛✐♥ 8❡♠✐❝♦♥❞✉❝;✐♥❣ ❛♥❞ ♠❡;❛❧❧✐❝ ❈◆❚8 ✐♥ ;❤❡ 6❛;✐♦ ✷✿✶✳

❍♦✇❡✈❡6✱ ♦♥❧② ;❤❡ ✉8❡ ♦❢ ❈◆❚8✱ ✇❤✐❝❤ ❛6❡ ♠♦♥♦❞✐8♣❡68❡ ✐♥ ❡❧❡❝;6♦♥✐❝ ;②♣❡ ❛♥❞ ❞✐❛♠❡;❡6✱

❛❧❧♦✇8 ;❤❡ ❢❛❜6✐❝❛;✐♦♥ ♦❢ ✜❧♠8 ✇✐;❤ ✉♥✐❢♦6♠ ❡❧❡❝;6✐❝❛❧ ❛♥❞ ♦♣;✐❝❛❧ ♣6♦♣❡6;✐❡8✱ ✇❤✐❝❤ ❛6❡

❡88❡♥;✐❛❧ ❢♦6 ;❤❡ 8✉❝❝❡88❢✉❧ ❛♣♣❧✐❝❛;✐♦♥ ✐♥ ♦♣;♦✲❡❧❡❝;6♦♥✐❝ ❞❡✈✐❝❡8✳ ❈♦♥8❡X✉❡♥;❧②✱ ♠✉❝❤

❡✛♦6; ✐8 ♠❛❞❡ ;♦ ❡✣❝✐❡♥;❧② 8❡♣❛6❛;❡ ❈◆❚8 6❡❣❛6❞✐♥❣ ;♦ ;❤❡✐6 ❡❧❡❝;6✐❝❛❧ ♣6♦♣❡6;✐❡8 ❛♥❞



✸✷ ✶✳ ❋❯◆❉❆▼❊◆❚❆▲❙ ❖❋ ❚❘❆◆❙0❆❘❊◆❚ ❊▲❊❈❚❘❖❉❊❙

2❤❡✐6 ❞✐❛♠❡2❡6 ❬✽✷✱ ✽✸✱ ✼✽✱ ✽✶✱ ✽✹✱ ✽✺❪✳

❆♥♦2❤❡6 ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✇♦6❦✐♥❣ ✇✐2❤ ❈◆❚H ✐H 2❤❡✐6 ❧✐♠✐2❡❞ ❞✐H♣❡6H❛❜✐❧✐2②✱ ❝❛✉H❡❞ ❜② H26♦♥❣

✈❛♥ ❞❡6 ❲❛❛❧H ❢♦6❝❡H ❜❡2✇❡❡♥ 2❤❡ 2✉❜❡H✱ ✇❤✐❝❤ 6❡♥❞❡6H 2❤❡ ❢❛❜6✐❝❛2✐♦♥ ♦❢ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉H

2❤✐♥ ✜❧♠H ❞✐✣❝✉❧2✳ ❆22❡♠♣2H 2♦ ❞✐H♣❡6H❡ ❈◆❚H ❜② H♦♥✐❝❛2✐♦♥ H❤♦✇❡❞✱ 2❤❛2 ✉♣♦♥

H♦♥✐❝❛2✐♦♥ 2❤❡ ♥❛♥♦2✉❜❡H 2❡♥❞ 2♦ ❜6❡❛❦ ✐♥2♦ H❤♦62❡6 ♣✐❡❝❡H✱ ✇❤✐❝❤ ❧♦✇❡6H 2❤❡

❝♦♥❞✉❝2✐✈✐2② ♦❢ 2❤❡ ♦❜2❛✐♥❡❞ ✜❧♠H ❬✽✻❪✳ ❆♥♦2❤❡6 ❛♣♣6♦❛❝❤ ✐H 2♦ ❞✐H♣❡6H❡ ❈◆❚H ❜②

♥♦♥✲❝♦✈❛❧❡♥2 ❢✉♥❝2✐♦♥❛❧✐③❛2✐♦♥ ♦❢ 2❤❡ ❈◆❚ H✉6❢❛❝❡ ✇✐2❤ H✉6❢❛❝2❛♥2H✱ H✉❝❤ ❛H H♦❞✐✉♠

❞♦❞❡❝②❧H✉❧❢♦♥❛2❡✱ ♦6 ♣♦❧②♠❡6H✱ H✉❝❤ ❛H ♣♦❧②✭✸✲❤❡①②❧2❤✐♦♣❤❡♥❡✮ ✭0✸❍❚✮ ♦6 H♦❞✐✉♠

❝❛6❜♦①②♠❡2❤②❧ ❝❡❧❧✉❧♦H❡ ✭❈▼❈✮ ❬✽✼✱ ✽✻❪✳ ❍♦✇❡✈❡6✱ ❛❢2❡6 ✜❧♠ ❞❡♣♦H✐2✐♦♥ 2❤❡H❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡H

❛6❡ ♦❢2❡♥ ❞✐✣❝✉❧2 2♦ 6❡♠♦✈❡✳

❉❡H♣✐2❡ 2❤❡ ❞✐✣❝✉❧2 ♣6♦❝❡HH✐♥❣✱ ❈◆❚H ❛6❡ ♦❢ ✐♥2❡6❡H2 ❢♦6 2❤❡ ❢❛❜6✐❝❛2✐♦♥ ♦❢

26❛♥H♣❛6❡♥2 ❡❧❡❝26♦❞❡H✱ ♦✇✐♥❣ 2♦ 2❤❡✐6 ❡①26❡♠❡❧② ❤✐❣❤ ❝♦♥❞✉❝2✐✈✐2② ❛♥❞ ❛ H✉✐2❛❜❧❡ ✇♦6❦

❢✉♥❝2✐♦♥ ✐♥ 2❤❡ 6❛♥❣❡ ♦❢ ✹✳✽❡❱ 2♦ ✺✳✶❡❱ ❬✽✽✱ ✽✾❪✳

❚❤❡ ❢❛❜6✐❝❛2✐♦♥ ♦❢ 26❛♥H♣❛6❡♥2 ❡❧❡❝26♦❞❡H ❢6♦♠ ❞♦✉❜❧❡ ✇❛❧❧❡❞ ❈◆❚H ✭❉❲❈◆❚H✮ ✈✐❛

H♦❧✉2✐♦♥ ♣6♦❝❡HH✐♥❣ ✇❛H 6❡♣♦62❡❞ ❜② ❏❡♦♥ ❡! ❛❧✳ ❬✾✵❪✳ ❇② ♦♣2✐♠✐③❛2✐♦♥ ♦❢ 2❤❡ ❦❡② ❢❛❝2♦6H

♦❢ 2❤❡ H②H2❡♠✱ H✉❝❤ ❛H 2❤❡ ❉❲❈◆❚ ❧❡♥❣2❤✱ 2❤❡✐6 ❞✐H♣❡6H✐♦♥ ❛♥❞ 2❤❡ ❝♦♥❝❡♥26❛2✐♦♥ ♦❢ 2❤❡

❞✐H♣❡6H❛♥2 ❈▼❈✱ ✜❧♠H ✇✐2❤ ❛ H❤❡❡2 6❡H✐H2❛♥❝❡ ♦❢ ✸✺✵Ω✳H^−1
❛2 ✾✹✪ 26❛♥H♠✐22❛♥❝❡

✭❋♦▼❂✶✼✮ ❛♥❞ ❛ H✉6❢❛❝❡ 6♦✉❣❤♥❡HH Rq ♦❢ ✽ 2♦ ✶✵♥♠ ✇❡6❡ ♦❜2❛✐♥❡❞✳ ❊❧❡❝26♦❞❡H ♠❛❞❡

❢6♦♠ ❙❲❈◆❚H ✈✐❛ H♦❧✉2✐♦♥ ♣6♦❝❡HH✐♥❣ ✇✐2❤ ❈▼❈ ❛♥❞ ❞♦♣❡❞ ❜② ♣♦H2✲26❡❛2♠❡♥2 ✇✐2❤

♥✐26✐❝ ❛❝✐❞✱ ❞✐H♣❧❛②❡❞ ❛ H❤❡❡2 6❡H✐H2❛♥❝❡ ♦❢ ✺✵Ω✳H^−1
❛♥❞ ✶✺✵Ω✳H^−1

❛2 ✼✼✪ ❛♥❞ ✽✺✪

❛✈❡6❛❣❡ 26❛♥H♠✐22❛♥❝❡ ✭✹✵✵♥♠ ✲ ✶✽✵✵♥♠✮ ❛♥❞ ❛ ❋♦▼ ♦❢ ✷✼ ❛♥❞ ✶✺✱ 6❡H♣❡❝2✐✈❡❧②✳ ❚❤❡

♣❡6❝♦❧❛2✐♦♥ 2❤6❡H❤♦❧❞ ✐♥ 2❤❡H❡ ✜❧♠H ✇❛H ❝❛❧❝✉❧❛2❡❞ 2♦ ❜❡ ❡①26❡♠❡❧② ❧♦✇ ✇✐2❤

✵✳✵✶✶µ❣✳❝♠−2
✳ ❖0❱ ❞❡✈✐❝❡H ❜❛H❡❞ ♦♥ ❛ ✻✵Ω✳H^−1

❙❲❈◆❚ 26❛♥H♣❛6❡♥2 ❡❧❡❝26♦❞❡ ❛♥❞ ❛

0✸❍❚✿0❈❇▼ ❛❝2✐✈❡ ❧❛②❡6 ❞✐H♣❧❛②❡❞ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ✸✳✶✪ ❬✽✻❪✳

❑❛H❦❡❧❛ ❡! ❛❧✳ ❬✾✶❪ 6❡♣♦62❡❞ 2❤❡ ❢❛❜6✐❝❛2✐♦♥ ♦❢ 26❛♥H♣❛6❡♥2 ❙❲❈◆❚ ✜❧♠H ❜② ❛❡6♦H♦❧

❝❤❡♠✐❝❛❧ ✈❛♣♦6 ❞❡♣♦H✐2✐♦♥✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❙❲❈◆❚ ❛6❡ ❢♦6♠❡❞ ✉♣♦♥ 2❤❡ 2❤❡6♠❛❧

❞❡❝♦♠♣♦H✐2✐♦♥ ♦❢ ❢❡66♦❝❡♥❡ ✈❛♣♦6 ✐♥ ❝❛6❜♦♥ ♠♦♥♦①✐❞❡ ❛2♠♦H♣❤❡6❡✳ ❆❢2❡6 ❝❤❡♠✐❝❛❧

❞♦♣✐♥❣ ✇✐2❤ ❍◆❖

✸

2❤❡ 26❛♥H♣❛6❡♥2 ❡❧❡❝26♦❞❡H H❤♦✇❡❞ ❛ H❤❡❡2 6❡H✐H2❛♥❝❡ ♦❢ ✶✶✵Ω✳H^−1
❛2

✾✵✪ 26❛♥H♠✐22❛♥❝❡ ✭❋♦▼❂✸✷✮✳ ❙✐♠✐❧❛6 26❛♥H♣❛6❡♥2 ❡❧❡❝26♦❞❡H ❢❛❜6✐❝❛2❡❞ ❜② ❛❡6♦H♦❧

❝❤❡♠✐❝❛❧ ✈❛♣♦6 ❞❡♣♦H✐2✐♦♥ ✇❡6❡ H✉❝❝❡HH❢✉❧❧② ✐♥2❡❣6❛2❡❞ ✐♥ ❖0❱H ❛♥❞ ♣❡6♦✈H❦✐2❡ H♦❧❛6

❝❡❧❧H ❬✾✵✱ ✾✷❪✳ ❍♦✇❡✈❡6✱ 2❤❡ ❖0❱ ❞❡✈✐❝❡H H❤♦✇❡❞ ♦♥❧② ❧♦✇ ❡✣❝✐❡♥❝✐❡H ♦❢ ✶✳✾✪ ❬✾✵❪✳



✶✳ ❋❯◆❉❆▼❊◆❚❆▲❙ ❖❋ ❚❘❆◆❙.❆❘❊◆❚ ❊▲❊❈❚❘❖❉❊❙ ✸✸

❋✐❣✳ ✶✳✶✹✿ ❆❋▼ ✐♠❛❣❡, ♦❢ ❛ ❙❲❈◆❚ ✜❧♠ ♣7❡♣❛7❡❞ ❜② ❛✮,♣7❛② ❝♦❛=✐♥❣ ❢7♦♠ ❙❉❙ ❞✐,♣❡7,✐♦♥ ❬✽✾❪✱

❜✮✉❧=7❛,♦♥✐❝ ,♣7❛② ❝♦❛=✐♥❣ ❢7♦♠ ❈▼❈ ❞✐,♣❡7,✐♦♥ ❛♥❞ =7❡❛=♠❡♥= ✇✐=❤ ❍◆❖

✸

❬✽✻❪ ❛♥❞ ❝✮ ✈❛❝✉✉♠

✜❧=7❛=✐♦♥ ❛♥❞ ♠❡♠❜7❛♥❡ =7❛♥,❢❡7 ❢7♦♠ ❈▼❈ ❞✐,♣❡7,✐♦♥ ❛♥❞ =7❡❛=♠❡♥= ✇✐=❤ ❍◆❖

✸

❬✽✻❪

❚❤❡ ❧♦✇ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❞❡✈✐❝❡> ✇✐?❤ ♣✉B❡ ❈◆❚ ❡❧❡❝?B♦❞❡> ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ?❤❡ ❤✐❣❤

>✉B❢❛❝❡ B♦✉❣❤♥❡>> ❛♥❞ ♣♦B♦>✐?② ♦❢ ❈◆❚ ❡❧❡❝?B♦❞❡> ✭>❡❡ ✜❣✉B❡ ✶✳✶✹✮✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛✉>❡> ❜❛❞

❝♦♥?❛❝? ❜❡?✇❡❡♥ ?❤❡ ❡❧❡❝?B♦❞❡ ❛♥❞ ?❤❡ ❛❝?✐✈❡ ❧❛②❡B✱ ❛> ✇❡❧❧ ❛> ❞✐✛✉>✐♦♥ ♦❢ ?❤❡ ❛❝?✐✈❡ ❧❛②❡B

❝♦♠♣♦♥❡♥?> >✉❝❤ ❛> .✸❍❚✿.❈❇▼ ✐♥?♦ ?❤❡ ❈◆❚ ✜❧♠ ❬✽✾✱ ✶✷❪✳ ❆ ❝♦♠♠♦♥ ❛♣♣B♦❛❝❤ ?♦

❛❞❞B❡>> ?❤✐> ♣B♦❜❧❡♠ ✐> ?❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♦❢ ❈◆❚> ✜❧♠> ✐♥ ❝♦♥❞✉❝?✐♥❣ ♣♦❧②♠❡B>✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧

❜❡ ❞✐>❝✉>>❡❞ ✐♥ ❞❡?❛✐❧ ✐♥ >❡❝?✐♦♥ ✶✳✷✳✸✳

❋✉B?❤❡B♠♦B❡✱ ❛❧>♦ ❝❛B❜♦♥ ♥❛♥♦?✉❜❡ ✲ ❣B❛♣❤❡♥❡ ❤②❜B✐❞ ❡❧❡❝?B♦❞❡> ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ >?✉❞✐❡❞✳

❚✉♥❣ ❡! ❛❧✳ ❬✾✸❪✱ ❢♦B ✐♥>?❛♥❝❡✱ ❢❛❜B✐❝❛?❡❞ ?B❛♥>♣❛B❡♥? ❤②❜B✐❞ ✜❧♠> ❢B♦♠ ❈◆❚> ❛♥❞

❝❤❡♠✐❝❛❧❧② ❝♦♥✈❡B?❡❞ ❣B❛♣❤❡♥❡ ❜② >♦❧✉?✐♦♥ ♣B♦❝❡>>✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ >❤♦✇❡❞ ❛ B❡>✐>?❛♥❝❡ ♦❢

✷✹✵Ω✳>X−1
❛? ✽✻✪ ?B❛♥>♠✐??❛♥❝❡ ✭❋♦▼❂✶✵✮✳ ❋✐❧♠> ♠❛❞❡ ❢B♦♠ ❙❲❈◆❚ ❛♥❞ ❈❱❉

❞❡♣♦>✐?❡❞ ❣B❛♣❤❡♥❡ ❞✐>♣❧❛②❡❞ ❛ >✐♠✐❧❛B >❤❡❡? B❡>✐>?❛♥❝❡ ♦❢ ✸✵✵Ω✳>X−1
✱ ❜✉? ❛ ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡B

?B❛♥>♠✐??❛♥❝❡ ♦❢ ✾✻✪✱ B❡>✉❧?✐♥❣ ✐♥ ❛ ❋♦▼ ♦❢ ✸✵ ❬✾✹❪✳ ❙✐♠✐❧❛B ❤②❜B✐❞ ✜❧♠> ♠❛❞❡ ♦❢

▼❲❈◆❚ ❛♥❞ ❈❱❉ ❣B❛♣❤❡♥❡ ✇❡B❡ >?✉❞✐❡❞ ❜② ❑❤♦❧♠❛♥♦✈ ❡! ❛❧✳ ❬✾✺❪✱ ✇❤♦ >❤♦✇❡❞ ?❤❛?

?❤❡ ♦♣?♦✲❡❧❡❝?B♦♥✐❝ ♣B♦♣❡B?✐❡> ♦❢ ?❤❡ ❤②❜B✐❞ ❡❧❡❝?B♦❞❡> ❞❡♣❡♥❞❡❞ >?B♦♥❣❧② ♦♥ ?❤❡ ♣B♦❝❡>>

♣B♦?♦❝♦❧✱ >✉❝❤ ❛> ♦♥ ?❤❡ ♦B❞❡B ✐♥ ✇❤✐❝❤ ?❤❡ ❣B❛♣❤❡♥❡ ❛♥❞ ❈◆❚ ❧❛②❡B> ❛B❡ ❞❡♣♦>✐?❡❞✳ ❚❤❡

✐♥?❡❣B❛?✐♦♥ ♦❢ ❛ ❙❲❈◆❚ ✲ ❣B❛♣❤❡♥❡ ♦①✐❞❡ ❤②❜B✐❞ >②>?❡♠ ✐♥ ❛♥ ❖.❱ ❞❡✈✐❝❡ ✇✐?❤

.✸❍❚✴.❈❇▼ ❛❝?✐✈❡ ❧❛②❡B ✇❛> B❡♣♦B?❡❞ ❜② ❚✉ ❡! ❛❧✳ ❬✾✻❪✳ ❚❤✐> ❖.❱ ❞❡✈✐❝❡✱ ❝♦♠♣B✐>✐♥❣

❛ ❙❲❈◆❚ ❡❧❡❝?B♦❞❡ ❛♥❞ >❡♣❛B❛?❡ ❤♦❧❡ ?B❛♥>♣♦B?✐♥❣ ✐♥?❡B❢❛❝✐❛❧ ❧❛②❡B ♦❢ ❣B❛♣❤❡♥❡ ♦①✐❞❡✱

>❤♦✇❡❞ ♣♦✇❡B ❝♦♥✈❡B>✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ✸✳✶✪✳

❚♦ >✉♠♠❛B✐③❡ ✐? ❝❛♥ ❜❡ >?❛?❡❞✱ ?❤❛?✱ ❞❡>♣✐?❡ ?❤❡ ❡①?B❡♠❡❧② ❤✐❣❤ ❝♦♥❞✉❝?✐✈✐?② ♦❢ ❈◆❚>

❛♥❞ ❣B❛♣❤❡♥❡✱ ?❤❡ ♦♣?♦✲❡❧❡❝?B♦♥✐❝ ♣B♦♣❡B?✐❡> ♦❢ ?❤✐♥ ❣B❛♣❤❡♥❡ ❛♥❞ ❈◆❚ ✜❧♠> ❝❛♥ ♥♦?



✸✹ ✶✳ ❋❯◆❉❆▼❊◆❚❆▲❙ ❖❋ ❚❘❆◆❙0❆❘❊◆❚ ❊▲❊❈❚❘❖❉❊❙

❝♦♠♣❡7❡ ✇✐7❤ 7❤♦;❡ ♦❢ ♠❡7❛❧ ♦? ♠❡7❛❧ ♦①✐❞❡ ❜❛;❡❞ 7?❛♥;♣❛?❡♥7 ❡❧❡❝7?♦❞❡;✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡

❛77?✐❜✉7❡❞ 7♦ ;7?✉❝7✉?❛❧ ❞❡❢❡❝7; ❛♥❞ ❤✐❣❤ ❥✉♥❝7✐♦♥ ?❡;✐;7❛♥❝❡;✳ ■♥ ❛❞❞✐7✐♦♥✱ 7❤❡ ;♦❧✉7✐♦♥

♣?♦❝❡;;✐♥❣ ♦❢ ❣?❛♣❤❡♥❡ ❛♥❞ ❈◆❚ ✇❛; ♣?♦✈❡♥ 7♦ ❜❡ ❞✐✣❝✉❧7✱ ♦✇✐♥❣ 7♦ 7❤❡ ♣♦♦?

❞✐;♣❡?;❛❜✐❧✐7② ♦❢ 7❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧❧② ✐♥❡?7 ❝❛?❜♦♥ ;7?✉❝7✉?❡✳ ❋✉?7❤❡?♠♦?❡✱ 7❤❡ ♦❜7❛✐♥❡❞

❣?❛♣❤❡♥❡ ❛♥❞ ❈◆❚ ✜❧♠; ;❤♦✇ ❛ ❤✐❣❤ ;✉?❢❛❝❡ ?♦✉❣❤♥❡;;✱ ✇❤✐❝❤ ✐; ❞❡7?✐♠❡♥7❛❧ ❢♦? 7❤❡

✐♥7❡❣?❛7✐♦♥ ✐♥ ❞❡✈✐❝❡;✳

❈♦♥❞✉❝&✐♥❣ ♣♦❧②♠❡./

0♦❧②♠❡?; ❛?❡ 7?❛❞✐7✐♦♥❛❧❧② ❦♥♦✇♥ ❛; ❣♦♦❞ ✐♥;✉❧❛7✐♥❣ ♠❛7❡?✐❛❧;✳ ❚❤❡?❡❢♦?❡✱

✭;❡♠✐✮❝♦♥❞✉❝7✐♥❣ ♣♦❧②♠❡?; ❤❛✈❡ ❛77?❛❝7❡❞ ❛ ❣?❡❛7 ❞❡❛❧ ♦❢ ❛77❡♥7✐♦♥ ❛; ♥❡✇ ❝❧❛;; ♦❢

♠❛7❡?✐❛❧; ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①7❡♥;✐✈❡❧② ;7✉❞✐❡❞ ;✐♥❝❡ 7❤❡✐? ❞✐;❝♦✈❡?② ✐♥ 7❤❡ ✶✾✼✵;✳ ❚❤❡
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♥❡7✇♦9❦ ✇✐7❤ .❊❉❖❚✿.❙❙✱ ❝♦♠♣♦3✐7❡ ❡❧❡❝79♦❞❡3 ✇✐7❤ RS❂✶✹Ω✳3L−1
✲ ✷✺ Ω✳3L−1

❛♥❞

❚> 80✪ ✇❡9❡ ♦❜7❛✐♥❡❞ ❬✶✼✼✱ ✶✼✽❪✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡9❡ 3✉❝❝❡33❢✉❧❧② ✐♥7❡❣9❛7❡❞ ✐♥ ❛♥ ❆✹✲3✐③❡ 7♦✉❝❤

3❝9❡❡♥ ♣❛♥❡❧ ❬✶✼✼❪ ❛♥❞ ❖.❱ ❞❡✈✐❝❡3 ✇✐7❤ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ✸✳✶✪ ✭■❚❖ 9❡❢❡9❡♥❝❡✿ ✸✳✺✪✮

❬✶✼✽❪✳ ❙✐♠✐❧❛9 9❡3✉❧73 ✇❡9❡ ♦❜7❛✐♥❡❞ ❢♦9 ❤②❞9♦7❤❡9♠❛❧❧② 3②♥7❤❡3✐③❡❞ ❈✉ ♥❛♥♦✇✐9❡3

❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ .❊❉❖❚✿.❙❙✱ ✇❤✐❝❤ ❞✐3♣❧❛②❡❞ ❛ 3❤❡❡7 9❡3✐37❛♥❝❡ ♦❢ ✹✻Ω✳3L−1
❛7 ✾✸✪

79❛♥3♠✐77❛♥❝❡✱ ❋♦▼❂✶✶✶ ❬✶✼✾❪✳ ❆♣❛97 ❢9♦♠ ♥❛♥♦✇✐9❡ ♥❡7✇♦9❦3 ❛❧3♦ ♠❡7❛❧ ♥❛♥♦✲❣9✐❞3

✇❡9❡ 3✉❝❝❡33❢✉❧❧② ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐7❤ .❊❉❖❚✿.❙❙ ✜❧♠3✳ ❑❛♥❣ ❡! ❛❧✳ ❬✶✽✵❪✱ ❢♦9 ✐♥37❛♥❝❡✱

❢❛❜9✐❝❛7❡❞ ❛ 79❛♥3♣❛9❡♥7 ❝♦♠♣♦3✐7❡ ❡❧❡❝79♦❞❡ ✇✐7❤ RS❂✷✷Ω✳3L−1
❛7 ✼✽✪ 79❛♥3♠✐77❛♥❝❡

✭❋♦▼❂✻✺✮ ❜② 9♦❧❧✲7♦✲9♦❧❧ ♣9♦❝❡33✐♥❣ ♦❢ ❛ ♥❛♥♦✲✐♠♣9✐♥7❡❞ ❈✉ ♠❡3❤ ♦♥ ❛ .❊❉❖❚✿.❙❙

✜❧♠✱ ✇❤✐❝❤ 3❤♦✇❡❞ ❝♦♠♣❛9❛❜❧❡ ♣❡9❢♦9♠❛♥❝❡ 7♦ ■❚❖ ❡❧❡❝79♦❞❡3 ✐♥ ❖.❱ ❞❡✈✐❝❡3✳

■7 ❤❛3 7♦ ❜❡ 7❛❦❡♥ ✐♥7♦ ❛❝❝♦✉♥7✱ 7❤❛7 79❛♥3♣❛9❡♥7 ♠❡7❛❧ ♥❛♥♦✇✐9❡ ❡❧❡❝79♦❞❡3 ❛9❡

❛❧♠♦37 ❛❧✇❛②3 ❝♦❛7❡❞ ✇✐7❤ .❊❉❖❚✿.❙❙ ✉♣♦♥ ✐♥7❡❣9❛7✐♦♥ ✐♥7♦ ❞❡✈✐❝❡3✱ ❛3 .❊❉❖❚✿.❙❙



✹✷ ✶✳ ❋❯◆❉❆▼❊◆❚❆▲❙ ❖❋ ❚❘❆◆❙0❆❘❊◆❚ ❊▲❊❈❚❘❖❉❊❙

❋✐❣✳ ✶✳✶✽✿ ❚(❛♥+♠✐--❛♥❝❡ ♦❢ -❤❡ ❆❣◆❲✴7❯❯✴7❉▼❙ ✜❧♠✿ ✭❛✮ ❝♦♠♣❛(✐+♦♥ ♦❢

-(❛♥+♠✐--❛♥❝❡ ❢♦( ❆❣◆❲✴7❯❯✴7❉▼❙✱ ❆❣◆❲✴7❯❯✱ ❛♥❞ ❆❣◆❲ ❧❛②❡(+ ✭❘S ❂

✸✵Ω.sq−1
✮ ❛♥❞ ✭❜✮ ❡✛❡❝, ♦❢ ♥❛♥♦✇✐1❡ ❞❡♥2✐,② ♦♥ ,1❛♥2♠✐,,❛♥❝❡ ♦❢ ❆❣◆❲ ❧❛②❡1

❬✶✼✻❪✮

❋✐❣✳ ✶✳✶✾✿ ❙❊▼ ✐♠❛❣❡2 ♦❢ ❛ ❆❣ ♥❛♥♦✇✐1❡ ♥❡,✇♦1❦ ❧❛♠✐♥❛,❡❞ ♦♥ G❊❉❖❚✿G❙❙ ✜❧♠2 ♦❢ ❞✐✛❡1❡♥,

,❤✐❝❦♥❡22 ✭,♦♣✮✱ ,1❛♥2♠✐22✐♦♥ ✐♥ ,❤❡ ✈✐2✐❜❧❡ 2♣❡❝,1✉♠ ♦❢ ■❚❖✱ G❊❉❖❚✿G❙❙ ❛♥❞ ❆❣ ♥❛♥♦✇✐1❡✲

G❊❉❖❚✿G❙❙ ✜❧♠2 ❛♥❞ 2❤❡❡, 1❡2✐2,❛♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ■❚❖ ❛♥❞ ❛ ❆❣ ♥❛♥♦✇✐1❡✲G❊❉❖❚✿G❙❙ ✜❧♠ ❛2 ❛

❢✉♥❝,✐♦♥ ♦❢ ❜❡♥❞✐♥❣ 1❛❞✐✉2❬✶✼✸❪



✶✳ ❋❯◆❉❆▼❊◆❚❆▲❙ ❖❋ ❚❘❆◆❙.❆❘❊◆❚ ❊▲❊❈❚❘❖❉❊❙ ✹✸

✐3 ✉3❡❞ ❛3 38❛♥❞❛:❞ ❤♦❧❡ 8:❛♥3♣♦:8 ❧❛②❡:✳ ■♥ ❛❞❞✐8✐♦♥✱ ✐8 3♠♦♦8❤❡♥3 8❤❡ 3✉:❢❛❝❡ ♦❢ 8❤❡

♠❡8❛❧ ✜❧♠✱ ✇❤✐❝❤ :❡❞✉❝❡3 8❤❡ ❧❡❛❦❛❣❡ ❝✉::❡♥8 ❬✶✼✷❪✳ ❚❤❡:❡❢♦:❡ ❛❧♠♦38 ❛❧❧ ❡❧❡❝8:♦❞❡3

♣:❡3❡♥8❡❞ ✐♥ ❧✐8❡:❛8✉:❡ ❛3 ♠❡8❛❧ ♥❛♥♦✇✐:❡ ❡❧❡❝8:♦❞❡3 ❝❛♥ ❜❡ ❛❝8✉❛❧❧② 3❡❡♥ ❛3 ♠❡8❛❧ ✲

❝♦♥❞✉❝8✐♥❣ ♣♦❧②♠❡: ❝♦♠♣♦3✐8❡ 3②38❡♠3 ❬✺✼❪✳

❆♥♦8❤❡: ❡①8❡♥3✐✈❡❧② 38✉❞✐❡❞ ❝♦♠♣♦3✐8❡ ♠❛8❡:✐❛❧ ❛:❡ ❝❛:❜♦♥ ♥❛♥♦8✉❜❡ ✭❈◆❚✮ ✲

❝♦♥❞✉❝8✐♥❣ ♣♦❧②♠❡: ❝♦♠♣♦3✐8❡3✳ ■♥ 8❤❡3❡ 3②38❡♠3 8❤❡ ❈◆❚3 :❡♣:❡3❡♥8 8❤❡ ❤✐❣❤❧②

❝♦♥❞✉❝8✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥8✱ ✇❤❡:❡❛3 8❤❡ ♣♦❧②♠❡: ❛❝❝♦✉♥83 ❢♦: 8❤❡ ♣:♦❝❡33❛❜✐❧✐8②✱

8:❛♥3♣❛:❡♥❝② ❛♥❞ ✢❡①✐❜✐❧✐8② ♦❢ 8❤❡ ♠❛8❡:✐❛❧✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ :❡3✐38❛♥❝❡ ♦❢ 8❤❡ ♠❛❝:♦3❝♦♣✐❝

❈◆❚ ✜❧♠3 ✐3 ❝❛✉3❡❞ ❜② 8❤❡ ❥✉♥❝8✐♦♥3 ❜❡8✇❡❡♥ 8❤❡ ❈◆❚3✱ ✇❤✐❝❤ :❡♣:❡3❡♥8 ❛♥ ❡♥❡:❣②

❜❛::✐❡: 8♦ 8❤❡ ❝❤❛:❣❡ 8:❛♥3♣♦:8✳ ❚❤❡:❡❢♦:❡ 8❤❡ ❡❧❡❝8:♦♥✐❝ ♣:♦♣❡:8✐❡3 ♦❢ 3✉❝❤ ❈◆❚ ✲

♣♦❧②♠❡: ❝♦♠♣♦3✐8❡3 ❛:❡ 38:♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥8 ♦♥ 8❤❡ ❝♦♥❝❡♥8:❛8✐♦♥ ♦❢ 8❤❡ ❈◆❚3 ✐♥ 8❤❡

♣♦❧②♠❡: ♠❛8:✐①✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② 8❤❡ ♣❡:❝♦❧❛8✐♦♥ 8❤❡♦:② ❬✼✽❪✳ ❆8 ❧♦✇ ❈◆❚

❝♦♥❝❡♥8:❛8✐♦♥3 8❤❡:❡ ❛:❡ ♥♦ ❝♦♥8✐♥✉♦✉3 ❤✐❣❤❧② ❝♦♥❞✉❝8✐♥❣ ♣❛8❤3 8❤:♦✉❣❤ 8❤❡ ✜❧♠ ❛♥❞ 8❤❡

❝♦♥❞✉❝8✐✈✐8② ✐3 ❞♦♠✐♥❛8❡❞ ❜② 8❤❡ ❡❧❡❝8:✐❝❛❧ ♣:♦♣❡:8✐❡3 ♦❢ 8❤❡ ♣♦❧②♠❡: ♠❛8:✐①✳ ❆8 ❛

❝:✐8✐❝❛❧ ❈◆❚ ❝♦♥❝❡♥8:❛8✐♦♥✱ ❝❛❧❧❡❞ 8❤❡ ♣❡:❝♦❧❛8✐♦♥ 8❤:❡3❤♦❧❞✱ ❛ ❝♦♥8✐♥✉♦✉3 ♥❡8✇♦:❦ ♦❢

8❤❡ ❤✐❣❤❧② ❝♦♥❞✉❝8✐♥❣ ❈◆❚3 ✐3 ❢♦:♠❡❞ ❛♥❞ 8❤❡:❡❢♦:❡ 8❤❡ ❡❧❡❝8:✐❝❛❧ ❝♦♥❞✉❝8✐✈✐8② ♦❢ 8❤❡

❝♦♠♣♦3✐8❡ ❥✉♠♣3 ✉♣✳ ❋♦: ❤✐❣❤❡: ❈◆❚ ❝♦♥❝❡♥8:❛8✐♦♥3 8❤❡ ❝♦♥❞✉❝8✐✈✐8② 3❛8✉:❛8❡3✱ ❛3

♠✉❧8✐♣❧❡ ❝♦♥❞✉❝8✐♥❣ ♣❛8❤3 ❤❛✈❡ ❛❧:❡❛❞② ❜❡❡♥ ❢♦:♠❡❞✳ ❇② ✉3✐♥❣ ♥❛♥♦✲38:✉❝8✉:❡3 ✇✐8❤

❤✐❣❤ ❛3♣❡❝8 :❛8✐♦3 8❤❡ ♣❡:❝♦❧❛8✐♦♥ 8❤:❡3❤♦❧❞ ❝❛♥ ❜❡ ❧♦✇❡:❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐3 ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ❢♦: 8❤❡

❢❛❜:✐❝❛8✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤❧② 8:❛♥3♣❛:❡♥8 ✜❧♠3✳

❆ 38:❛✐❣❤8 ❢♦:✇❛:❞ ❛♣♣:♦❛❝❤ 8♦ 8❤❡ ❢❛❜:✐❝❛8✐♦♥ ♦❢ ❈◆❚✲♣♦❧②♠❡: ❝♦♠♣♦3✐8❡ ✜❧♠3 ✐3

8❤❡ ♠✐①✐♥❣ ♦❢ 8❤❡ 8✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥83 ✐♥ ❞✐3♣❡:3✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇3 8❤❡ ✜❧♠ ❢❛❜:✐❝❛8✐♦♥ ✐♥ ♦♥❡

❝♦❛8✐♥❣ 38❡♣✳ ❇② ✉3✐♥❣ 8❤✐3 ❛♣♣:♦❛❝❤ ✢❡①✐❜❧❡ ❙❲❈◆❚✲.❊❉❖❚✿.❙❙ ❡❧❡❝8:♦❞❡3 ✇✐8❤

8②♣✐❝❛❧ 3❤❡❡8 :❡3✐38❛♥❝❡3 ♦❢ ✽✵Ω✳3[−1
8♦ ✶✸✵Ω✳3[−1

❛8 ✼✺✪ 8:❛♥3♠✐88❛♥❝❡ ✭❋♦▼❂✶✺✮ ✇❡:❡

♦❜8❛✐♥❡❞ ❬✸✱ ✶✽✶✱ ✶✽✷❪✳ ❉❡ ❡! ❛❧✳ ❬✸❪ :❡♣♦:8❡❞ 8❤❛8 8❤❡ ♦♣8♦✲❡❧❡❝8:♦♥✐❝ ♣❡:❢♦:♠❛♥❝❡ ✇❛3

♠❛①✐♠✐③❡❞ ❢♦: ❛ ❙❲❈◆❚ ❝♦♥8❡♥8 ♦❢ ✻✵✪✱ ❛8 ✇❤✐❝❤ 8❤❡ ❝♦♠♣♦3✐8❡ ✜❧♠ ❡✈❡♥

♦✉8♣❡:❢♦:♠❡❞ 8❤❡ ♣✉:❡ ❙❲❈◆❚ ✐♥ 8❡:♠3 ♦❢ 8❤❡ ❋♦▼ ✭3❡❡ ✜❣✉:❡ ✶✳✷✵✮✳

❙❲❈◆❚✲.❊❉❖❚✿.❙❙ ❡❧❡❝8:♦❞❡3 ❢❛❜:✐❝❛8❡❞ ❜② ❧❛②❡:✲❜②✲❧❛②❡: ❝♦❛8✐♥❣ ♦❢ ❙❲❈◆❚ ❛♥❞

♣:✐38✐♥❡ .❊❉❖❚✿.❙❙ ❞✐3♣❧❛②❡❞ ❛ ✈❡:② 3✐♠✐❧❛: ♣❡:❢♦:♠❛♥❝❡ ❬✽✾✱ ✶✽✸❪✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛3 38:♦♥❣❧②

❞❡♣❡♥❞❡♥8 ♦♥ 8❤❡ [✉❛❧✐8② ♦❢ 8❤❡ ❙❲❈◆❚ ❞✐3♣❡:3✐♦♥ ❬✶✽✸❪✳ ❉❡3♣✐8❡ 8❤❡✐: ❤✐❣❤❡: 3❤❡❡8

:❡3✐38❛♥❝❡✱ 8❤❡ ❙❲❈◆❚✲.❊❉❖❚✿.❙❙ ❝♦♠♣♦3✐8❡ ❡❧❡❝8:♦❞❡3 ♦✉8♣❡:❢♦:♠❡❞ 8❤❡ ❙❲❈◆❚



✹✹ ✶✳ ❋❯◆❉❆▼❊◆❚❆▲❙ ❖❋ ❚❘❆◆❙/❆❘❊◆❚ ❊▲❊❈❚❘❖❉❊❙

❋✐❣✉$❡ ✶✳✷✵✿ ❖♣-♦✲❡❧❡❝-$♦♥✐❝

♣$♦♣❡$-✐❡3 ♦❢ ❙❲❈◆❚✲

:❊❉❖❚✿:❙❙ ❝♦♠♣♦3✐-❡ ✜❧♠3 ❛3

❛ ❢✉♥❝-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ❙❲❈◆❚ ♠❛33

❢$❛❝-✐♦♥ ❬✸❪

❡❧❡❝45♦❞❡8 ✐♥ ❖/❱ ❞❡✈✐❝❡8✱ 8❤♦✇✐♥❣ ❛ ♣♦✇❡5 ❝♦♥✈❡58✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ✶✳✺✪ ❛♥❞ ✵✳✺✪✱

5❡8♣❡❝4✐✈❡❧② ❬✽✾❪✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛8 ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❛ 8♠♦♦4❤❡5 ❡❧❡❝45♦❞❡✲❛❝4✐✈❡ ❧❛②❡5 ✐♥4❡5❢❛❝❡✳

❋❧❡①✐❜❧❡ ❖▲❊❉8 ❝♦♠♣5✐8✐♥❣ ❙❲❈◆❚✲/❊❉❖❚✿/❙❙ ❡❧❡❝45♦❞❡ 8❤♦✇❡❞ ❛ ❤✐❣❤❡5 ❧✉♠✐♥❛♥❝❡

4❤❛♥ 4❤❡ ■❚❖ 5❡❢❡5❡♥❝❡ ❞❡✈✐❝❡ ❢♦5 ❧♦✇ ❞5✐✈✐♥❣ ✈♦❧4❛❣❡8 < 15V ✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ 5❡❧❛4❡❞ 4♦

4❤❡ ❤✐❣❤❡5 ✇♦5❦ ❢✉♥❝4✐♦♥ ♦❢ /❊❉❖❚✿/❙❙ ❝♦♠♣❛5❡❞ 4♦ ■❚❖✳ ❆4 ❤✐❣❤❡5 ❞5✐✈✐♥❣ ✈♦❧4❛❣❡

4❤❡ ❝♦♠♣♦8✐4❡ ❞❡✈✐❝❡ ❞✐8♣❧❛②❡❞ ❧♦✇❡5 ❧✉♠✐♥❛♥❝❡ 4❤❛♥ 4❤❡ ■❚❖ ❞❡✈✐❝❡✱ ♦✇✐♥❣ 4♦ 4❤❡

❤✐❣❤❡5 8❤❡❡4 5❡8✐84❛♥❝❡ ♦❢ 4❤❡ ❙❲❈◆❚✲/❊❉❖❚✿/❙❙ ❡❧❡❝45♦❞❡ ❬✶✽✷❪✳

❏♦ ❡! ❛❧✳ 5❡♣♦54❡❞ 4❤❛4 4❤❡ 8❤❡❡4 5❡8✐84❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ❙❲❈◆❚ ✜❧♠ ✇❛8 8✐❣♥✐✜❝❛♥4❧② ❞❡❝5❡❛8❡❞

❢5♦♠ ✶✷✺✵Ω.sq−1
4♦ ✷✽✵Ω.sq−1

✉♣♦♥ ✈❛♣♦5 ❞❡♣♦8✐4✐♦♥ ♦❢ /❊❉❖❚✿❚♦8 ♦♥ 4❤❡ ❙❲❈◆❚

♥❡4✇♦5❦✳ ❚❤❡ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ❡✛❡❝4 ♦❢ /❊❉❖❚✿❚♦8 ♦♥ 4❤❡ ✜❧♠ ❝♦♥❞✉❝4✐✈✐4② ✇❛8 ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜②

4❤❡ ❢♦5♠❛4✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❞✉❝4✐♥❣ /❊❉❖❚✿❚♦8 ❜5✐❞❣❡8 ❜❡4✇❡❡♥ 4❤❡ ❙❲❈◆❚8✳ ❱✐❛ 4❤❡8❡

❜5✐❞❣❡8✱ 4❤❡ ❝❤❛5❣❡ 45❛♥8❢❡5 ❢5♦♠ ❈◆❚ 4♦ /❊❉❖❚ 4♦ ❈◆❚ ❛❧❧♦✇❡❞ ❡✛❡❝4✐✈❡ ♣❡5❝♦❧❛4✐♦♥✱

❧❡❛❞✐♥❣ 4♦ ❛ 5❡❞✉❝4✐♦♥ ♦❢ 4❤❡ 8❤❡❡4 5❡8✐84❛♥❝❡ ❬✶✽✹❪ ✭8❡❡ ✜❣✉5❡ ✶✳✷✶✮✳

▼♦5❡ 5❡❝❡♥4❧② ❈❤♦ ❡! ❛❧✳ ♣5❡8❡♥4❡❞ ❛ ♠♦5❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♠♣♦8✐4❡ 8②84❡♠✱ ❝♦♠♣♦8❡❞ ♦❢

▼❲❈◆❚✱ ❣♦❧❞ ❛♥❞ /❊❉❖❚✿/❙❙✱ ✇❤✐❝❤ 8❤♦✇❡❞ ❛ ❢❛5 ❜❡44❡5 ♦♣4♦✲❡❧❡❝45♦♥✐❝

♣❡5❢♦5♠❛♥❝❡ 4❤❛♥ 4❤❡ ❛♣♣5♦❛❝❤❡8 ♣5❡8❡♥4❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ✇✐4❤ ❛ 8❤❡❡4 5❡8✐84❛♥❝❡ ♦❢ ✺✶Ω.sq−1

❛4 ✽✻✪ 45❛♥8♠✐44❛♥❝❡✱ 5❡8✉❧4✐♥❣ ✐♥ ❛ ❋♦▼ ♦❢ ✹✼✳ ❋♦5 4❤❡ ❢❛❜5✐❝❛4✐♦♥ ♦❢ 4❤❡8❡ ❡❧❡❝45♦❞❡8✱

❣♦❧❞ ♥❛♥♦✲♣❛54✐❝❧❡8 ✭❆✉◆/✮ ✇❡5❡ 8②♥4❤❡8✐③❡❞ ♦♥ ▼❲❈◆❚ ✉8✐♥❣ ❛ ♣♦❧②♦❧ ♣5♦❝❡88✳ ❚❤❡

❆✉◆/ ❝♦✈❡5❡❞ ▼❲❈◆❚ ✇❡5❡ 8✉❜8❡_✉❡♥4❧② ❞✐8♣❡58❡❞ ✐♥ /❊❉❖❚✿/❙❙ ❝♦♥4❛✐♥✐♥❣

✺✪❉▼❙❖✳ ❆❢4❡5 4❤❡ ✜❧♠ ❞❡♣♦8✐4✐♦♥ ❜② 8♣✐♥ ❝♦❛4✐♥❣ 4❤❡ ✜❧♠8 ✇❡5❡ 45❡❛4❡❞ ✇✐4❤ ♣❧❛8♠❛



✶✳ ❋❯◆❉❆▼❊◆❚❆▲❙ ❖❋ ❚❘❆◆❙.❆❘❊◆❚ ❊▲❊❈❚❘❖❉❊❙ ✹✺

❋✐❣✳ ✶✳✷✶✿ ❛✮❙❊▼ ✐♠❛❣❡✱ ❜✮❚❊▼ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ❝✮4❝❤❡♠❛6✐❝ 467✉❝6✉7❡ ♦❢ ❛ ❙❲❈◆❚✲?❊❉❖❚✿❚♦4

❝♦♠♣♦4✐6❡ ✜❧♠ ❛♥❞ ❞✮ ❙❊▼ ✐♠❛❣❡✱ ❡✮ ❚❊▼ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ♣✉7❡ ❙❲❈◆❚ ✜❧♠ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛7✐4♦♥ ♦❢ 6❤❡

♦♣6♦✲❡❧❡❝67♦♥✐❝ ♣7♦♣❡76✐❡4 ♦❢ ❜♦6❤ 4②46❡♠4 ✭❜♦66♦♠✮ ❬✶✽✹❪

❋✐❣✳ ✶✳✷✷✿ ❛✮❚❊▼ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❆✉◆? ❝♦✈❡7❡❞ ▼❲❈◆❚✱ ❜✮❙❊▼ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❛ ❆✉◆? ✲ ▼❲❈◆❚ ✜❧♠

❛❢6❡7 ♣❧❛4♠❛ 67❡❛6♠❡♥6 ❛♥❞ ❝✮ ■❱ ❝❤❛7❛❝6❡7✐46✐❝4 ❛♥❞ 4❝❤❡♠❛6✐❝ 467✉❝6✉7❡ ♦❢ ❖?❱ ❞❡✈✐❝❡4 ✇✐6❤

▼❲❈◆❚✲❆✉✲?❊❉❖❚✿?❙❙ ♦7 ■❚❖ ❡❧❡❝67♦❞❡ ❬✶✽✺❪

✐33❛❞✐❛6✐♦♥ ❧❡❛❞✐♥❣ 6♦ 6❤❡ ❢✉?✐♦♥ ♦❢ 6❤❡ ❆✉◆.✱ ✇❤✐❝❤ ❢♦3♠❡❞ ❝♦♥❞✉❝6✐♥❣ ❜3✐❞❣❡? ❜❡6✇❡❡♥

6❤❡ ▼❲❈◆❚? ✭?❡❡ ✜❣✉3❡ ✶✳✷✷✮✳

❆♣❛36 ❢3♦♠ .❊❉❖❚✿.❙❙✱ ♦6❤❡3 ❝♦♥❞✉❝6✐♥❣ ♣♦❧②♠❡3? ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥✈❡?6✐❣❛6❡❞ ❛?

♠❛63✐① ♠❛6❡3✐❛❧ ❢♦3 ❈◆❚ ❝♦♠♣♦?✐6❡ ❡❧❡❝63♦❞❡?✳ ❇♦6❤✱ .♦❧②❛♥✐❧✐♥❡ ✭.❆◆■✮ ❛♥❞

♣♦❧②♣②33♦❧❡ ✭..②✮✱ ❢♦3 ✐♥?6❛♥❝❡✱ ❛3❡ ❝❤❡❛♣✱ ✢❡①✐❜❧❡ ❛♥❞ ?❤♦✇ ❛ ❤✐❣❤ ❝♦♥❞✉❝6✐✈✐6② ❛♥❞ ❛3❡

6❤❡3❡❢♦3❡ ✐♥6❡3❡?6✐♥❣ ❝❛♥❞✐❞❛6❡? ❢♦3 6❤❡ ❢❛❜3✐❝❛6✐♦♥ ♦❢ ❈◆❚✲♣♦❧②♠❡3 ❝♦♠♣♦?✐6❡

❡❧❡❝63♦❞❡?✳ ❋❡33❡3✲ ❆♥❣❧❛❞❛ ❡! ❛❧✳ ❬✶✽✻❪ ❢❛❜3✐❝❛6❡❞ 63❛♥?♣❛3❡♥6 ❈◆❚✲.❆◆■ ❛♥❞

❈◆❚✲..② ❡❧❡❝63♦❞❡? ❜② ❡❧❡❝63♦✲♣♦❧②♠❡3✐③❛6✐♦♥ ♦❢ .❆◆■ ♦3 ..② ♦♥ ❈◆❚ ✜❧♠?✳ ❯♣♦♥

6❤❡ ❞❡♣♦?✐6✐♦♥ ♦❢ 6❤❡ ❝♦♥❞✉❝6✐♥❣ ♣♦❧②♠❡3 ❧❛②❡3 ♦♥ 6❤❡ ❈◆❚ ♥❡6✇♦3❦✱ 6❤❡ ❝♦♥❞✉❝6✐✈✐6② ♦❢

6❤❡ ✜❧♠? ✐♥❝3❡❛?❡❞ ❢3♦♠ ✸✲✷✵❙✳❝♠

−1
6♦ ✉♣ 6♦ ✻✵❙✳❝♠

−1
❢♦3 ✜❧♠ 63❛♥?♠✐66❛♥❝❡ ❜❡6✇❡❡♥

✼✺✪ ❛♥❞ ✾✵✪✳ ❚❛❦✐♥❣ ✐♥6♦ ❛❝❝♦✉♥6 6❤❛6 6❤❡ ❝♦♥❞✉❝6✐✈✐6② ♦❢ 6❤❡ ♣✉3❡ ♣♦❧②♠❡3? ✐? ♠✉❝❤



✹✻ ✶✳ ❋❯◆❉❆▼❊◆❚❆▲❙ ❖❋ ❚❘❆◆❙0❆❘❊◆❚ ❊▲❊❈❚❘❖❉❊❙

❋✐❣✳ ✶✳✷✸✿ ❆❋▼ ✐♠❛❣❡- ♦❢ ❛✮❛ ♣2✐-3✐♥❡ ❈◆❚ ✜❧♠✱ ❜✮ ❛ ❈◆❚✲=✸❍❚ ✜❧♠ ✇✐3❤ =✸❍❚✿❈◆❚❂✶✺✿✶

❛♥❞ ❝✮3❤❡ 32❛♥-♠✐33❛♥❝❡ ♦❢ ❈◆❚✲=✸❍❚ ✜❧♠- ✐♥ 3❤❡ ✈✐-✐❜❧❡ 2❛♥❣❡ ❬✶✽✼❪

♣♦♦4❡4 6❤❛♥ 6❤❡ ❝♦♥❞✉❝6✐✈✐6② ♦❢ 6❤❡ ♣✉4❡ ♥❛♥♦6✉❜❡B✱ 6❤❡ ✐♥❝4❡❛B✐♥❣ ❝♦♥❞✉❝6✐✈✐6② ♦❢ 6❤❡

❝♦♠♣♦B✐6❡ ✇❛B ❛664✐❜✉6❡❞ 6♦ ❛ ❞❡❝4❡❛B✐♥❣ ❝♦♥6❛❝6 4❡B✐B6❛♥❝❡ ❜❡6✇❡❡♥ 6❤❡ ♥❛♥♦6✉❜❡B✳

❚❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛6❡❞ ♣♦❧②♠❡4 ♣♦❧②✭✸✲❤❡①②❧6❤✐♦♣❤❡♥❡✲✷✱✺✲❞✐②❧✮✭0✸❍❚✮✱ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❛B ❛❝6✐✈❡

❧❛②❡4 ❝♦♠♣♦♥❡♥6 ✐♥ ♦4❣❛♥✐❝ B♦❧❛4 ❝❡❧❧B✱ ✇❛B ❢♦✉♥❞ 6♦ ❞✐B♣❡4B❡ ❈◆❚B ✐♥ ❝❤❧♦4✐♥❛6❡❞

B♦❧✈❡♥6B✳ ❚❤✐B ❛❧❧♦✇B 6❤❡ B♦❧✉6✐♦♥ ♣4♦❝❡BB✐♥❣ ♦❢ 6❤✐♥✱ 64❛♥B♣❛4❡♥6 ❝♦♥❞✉❝6✐♥❣ ❈◆❚✲0✸❍❚

❝♦♠♣♦B✐6❡ ✜❧♠B✱ ❛B ✐6 ✇❛B B❤♦✇♥ ❜② ❍❡❧❧B64♦♠ ❡! ❛❧ ❬✶✽✼❪ ✭B❡❡ ✜❣✉4❡ ✶✳✷✸✮✳ ❆❢6❡4 ❛ ♣♦B6

64❡❛6♠❡♥6 ✇✐6❤ ❙❖❈❧

✷

✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦♣❡B 6❤❡ ❈◆❚B ❛♥❞ 4❡♠♦✈❡B ❡①❝❡BB ♣♦❧②♠❡4✱ 6❤❡

❝♦♠♣♦B✐6❡ ✜❧♠B ❞✐B♣❧❛②❡❞ ❛ B❤❡❡6 4❡B✐B6❛♥❝❡ ♦❢ ✶✼✵Ω✳BX−1
❛6 ✽✶✪ 64❛♥B♠✐66❛♥❝❡

✭❋♦▼❂✶✵✮ ❛♥❞ ♦❢ ✽✵ Ω✳BX−1
❛6 ✼✷✪ 64❛♥B♠✐66❛♥❝❡ ✭❋♦▼❂✶✸✮ ❢♦4 0✸❍❚ 6♦ ❈◆❚ 4❛6✐♦B

♦❢ ✶✺✿✶ ❛♥❞ ✺✿✶✱ 4❡B♣❡❝6✐✈❡❧②✳

✶✳✷✳✹ ❙✉♠♠❛(② ❛♥❞ ❈♦♥❝❧✉0✐♦♥

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣4❡B❡♥6❡❞ ♠❛6❡4✐❛❧B B❤♦✇ ♣4♦♠✐B✐♥❣ ❝❤❛4❛❝6❡4✐B6✐❝B ❢♦4 6❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛6✐♦♥ ❛B

64❛♥B♣❛4❡♥6 ❝♦♥❞✉❝6✐♥❣ ❡❧❡❝64♦❞❡ ✐♥ ♦4❣❛♥✐❝ ❞❡✈✐❝❡B✳ ◆❡✈❡46❤❡❧❡BB✱ ❛ ❜4❡❛❦6❤4♦✉❣❤

♠❛6❡4✐❛❧ ❤❛B ♥♦6 ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ ②❡6✳ ▼❡6❛❧ ♦①✐❞❡B ❞✐B♣❧❛② ❡①❝❡❧❧❡♥6 ♦♣6♦✲❡❧❡❝64♦♥✐❝

♣4♦♣❡46✐❡B✱ ❜✉6 6❤❡✐4 ❜4✐66❧❡♥❡BB ♠❛❦❡B 6❤❡♠ ✉♥B✉✐6❛❜❧❡ ❢♦4 6❤❡ ✐♥6❡❣4❛6✐♦♥ ✐♥ ✢❡①✐❜❧❡

❞❡✈✐❝❡B✳ ❋✉46❤❡4♠♦4❡✱ 6❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦4 ❧♦✇ ❝♦B6 B♦❧✉6✐♦♥B ❛♥❞ B✐♠♣❧❡ ♣4♦❝❡BB✐♥❣ ✇✐6❤ ❤✐❣❤

X✉❛❧✐6② ✐B ❛♥♦6❤❡4 ❧✐♠✐6✐♥❣ ❢❛❝6♦4 ❢♦4 6❤❡ ❜4♦❛❞ ❜❛B❡ ❛♣♣❧✐❝❛6✐♦♥ ♦❢ ♠❡6❛❧ ♦①✐❞❡B✳ ▼❡6❛❧❧✐❝

♥❛♥♦✲B64✉❝6✉4❡B✱ B✉❝❤ ❛B ♠❡6❛❧ ❣4✐❞B ♦4 ♠❡6❛❧ ♥❛♥♦✲✇✐4❡B✱ ❛❧❧♦✇ 6❤❡ ❢❛❜4✐❝❛6✐♦♥ ♦❢ 6❤✐♥

❛♥❞ ✢❡①✐❜❧❡ ✜❧♠B ✇✐6❤ ❛♥ ❡①64❡♠❡❧② ❧♦✇ B❤❡❡6 4❡B✐B6❛♥❝❡ ❛♥❞ ❣♦♦❞ 64❛♥B♣❛4❡♥❝②✳

❍♦✇❡✈❡4✱ 6❤❡✐4 ❤✐❣❤ B✉4❢❛❝❡ 4♦✉❣❤♥❡BB ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❢4❛❣✐❧✐6② 4❡♥❞❡4B 6❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛6✐♦♥

❞✐✣❝✉❧6✳ ❙✐♠✐❧❛4 ♣4♦❜❧❡♠B ❛4❡ ❡♥❝♦✉♥6❡4❡❞ ❢♦4 ❝❛4❜♦♥ ♥❛♥♦6✉❜❡ ❛♥❞ ❣4❛♣❤❡♥❡ ✜❧♠B✳ ■♥

❛❞❞✐6✐♦♥✱ 6❤❡✐4 ♦♣6♦✲❡❧❡❝64♦♥✐❝ ❛4❡ ♣♦♦4❡4✱ ❞❡B♣✐6❡ 6❤❡ ❡①64❡♠❡❧② ❤✐❣❤ ❝♦♥❞✉❝6✐✈✐6② ♦❢ 6❤❡



✶✳ ❋❯◆❉❆▼❊◆❚❆▲❙ ❖❋ ❚❘❆◆❙.❆❘❊◆❚ ❊▲❊❈❚❘❖❉❊❙ ✹✼

2✐♥❣❧❡ ❝❛:❜♦♥ ♥❛♥♦✲2>:✉❝>✉:❡2✱ ❝❛✉2❡❞ ❤✐❣❤ ❥✉♥❝>✐♦♥ :❡2✐2>❛♥❝❡2 ❜❡>✇❡❡♥ >❤❡

♥❛♥♦✲2>:✉❝>✉:❡2✳ ❚❤❡ ❜✐❣ ❛❞✈❛♥>❛❣❡ ♦❢ ❝♦♥❞✉❝>✐♥❣ ♣♦❧②♠❡: ❡❧❡❝>:♦❞❡2✱ ♠❛✐♥❧② ❜❛2❡❞ ♦♥

.❊❉❖❚✱ ❛:❡ >❤❡✐: 2♦❧✉>✐♦♥ ♣:♦❝❡22❛❜✐❧✐>②✱ ❡①>:❡♠❡❧② ❤✐❣❤ ✢❡①✐❜✐❧✐>② ❛♥❞ 2♠♦♦>❤ 2✉:❢❛❝❡

:♦✉❣❤♥❡22✳ ❋♦: ❛ ❧♦♥❣ >✐♠❡ >❤❡✐: ❛♣♣❧✐❝❛>✐♦♥ ✇❛2 ❧✐♠✐>❡❞ ❞✉❡ >♦ >❤❡✐: ✐♥2✉✣❝✐❡♥>

♦♣>♦✲❡❧❡❝>:♦♥✐❝ ♣:♦♣❡:>✐❡2✳ ❘❡❝❡♥> ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥>2✱ ❤♦✇❡✈❡:✱ ❛❧❧♦✇ >❤❡ ❢❛❜:✐❝❛>✐♦♥ ♦❢

>:❛♥2♣❛:❡♥> ♣♦❧②♠❡: ❡❧❡❝>:♦❞❡2 ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❝♦♠♣❡>❡ ✇✐>❤ ❈◆❚ ❛♥❞ ♠❡>❛❧ ♥❛♥♦✇✐:❡

❡❧❡❝>:♦❞❡2 ✐♥ >❡:♠2 ♦❢ >❤❡ ✜❣✉:❡ ♦❢ ♠❡:✐>✳ ❇② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ♠❡>❛❧❧✐❝ ♥❛♥♦✲2>:✉❝>✉:❡2 ✇✐>❤

❝♦♥❞✉❝>✐♥❣ ♣♦❧②♠❡:2 ✐♥ ❤②❜:✐❞ ✜❧♠2✱ >❤❡ ♦✉>2>❛♥❞✐♥❣ ❝♦♥❞✉❝>✐✈✐>② ♦❢ >❤❡ ♠❡>❛❧

2>:✉❝>✉:❡ ❛♥❞ >❤❡ ❤✐❣❤ >:❛♥2♣❛:❡♥❝② ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ 2>❛❜✐❧✐>② ♦❢ ♣♦❧②♠❡: :❡2✉❧> ✐♥ >❤✐♥

✜❧♠2 ✇✐>❤ ❡①❝❡❧❧❡♥> ♦♣>♦✲❡❧❡❝>:♦♥✐❝ ♣❡:❢♦:♠❛♥❝❡✳

■♥2♣✐:❡❞ ❜② >❤❡ ♣:♦♠✐2✐♥❣ :❡2✉❧>2 ❢♦: >❤❡ ❝♦♥❞✉❝>✐♥❣ ♣♦❧②♠❡: .❊❉❖❚✿.❙❙ ❛♥❞ ❜② >❤❡

2✐♠♣❧✐❝✐>② ♦❢ ✐>2 ♣:♦❝❡22✐♥❣✱ >❤✐2 ✇♦:❦ ❢♦❝✉2❡2 ♦♥ >❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥> ♦❢ ❛R✉❡♦✉2 ❝♦♥❞✉❝>✐♥❣

.❊❉❖❚✿♣♦❧②❡❧❡❝>:♦❧②>❡ ❞✐2♣❡:2✐♦♥2✳ ❆ ❢✉♥❞❛♠❡♥>❛❧ 2>✉❞② ♦❢ ❞✐✛❡:❡♥> >❤❡ ♦❜>❛✐♥❡❞

.❊❉❖❚✿♣♦❧②❡❧❡❝>:♦❧②>❡ ❞✐2♣❡:2✐♦♥2 ❛♥❞ ✜❧♠2 ❛❧❧♦✇❡❞ >♦ ❣❛✐♥ ❛ ❞❡❡♣❡: ✉♥❞❡:2>❛♥❞✐♥❣ ♦❢

>❤❡2❡ ❝♦♠♣❧❡① 2②2>❡♠2 ❛♥❞ >♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ♣♦♠✐2✐♥❣ ❛❧>❡:♥❛>✐✈❡ ♠❛>❡:✐❛❧ >♦ .❊❉❖❚✿.❙❙✳
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❜② ❡♠✉❧7✐♦♥ ♣♦❧②♠❡B✐③❛<✐♦♥✱✑ 4♦❧②♠❡#✱ ✈♦❧✳ ✺✷✱ ♣♣✳ ✶✸✼✺✕✶✸✽✹✱ ▼❛B✳ ✷✵✶✶✳
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)❡❧% ,✉❡ ❧❛ )❡♠♣*(❛)✉(❡✱ ❧❛ ❞✉(*❡ ❞❡ ❧❛ %②♥)❤B%❡ ❡) ❧❡% ♦①②❞❛♥)%✱ %✉( ❧❡% ♣(♦♣(✐*)*% ♦♣)♦✲*❧❡❝)(♦♥✐,✉❡% ♦♥)

*)* ❡①❛♠✐♥*%✳
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✇❤✐❝❤ ✐♥❞✐❝❛7❡C 7❤❛7 ❛♥ ❡_✉✐❧✐❜G✐✉♠ C7❛7❡ ✇❛C G❡❛❝❤❡❞✳



✻✷ ✷✳ ❈❖▼&❘❊❍❊◆❙■❱❊ ❙❚❯❉❨ ❖❋ &❊❉❖❚✿&❙❚❋❙■

❋✐❣✳ ✷✳✸✿ ❳(❙ ◆✶, ,♣❡❝01❛ ❛♥❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ,01✉❝0✉1❡, ♦❢ (❙❚❋❙■❑✱ (❙❚❋❙■❍ ❛♥❞ ❛

♣♦❧②✈✐♥②❧✐♠✐❞❛③♦❧✐✉♠✿(❙❚❋❙■ ❝♦♠♣❧❡①



Λ = Λ0 −KC0.5
S

Λ Λ0

CS

Λ0

Λ0 =
∑

νiλi

νi λi



✻✹ ✷✳ ❈❖▼'❘❊❍❊◆❙■❱❊ ❙❚❯❉❨ ❖❋ '❊❉❖❚✿'❙❚❋❙■

❋✐❣✳ ✷✳✺✿ ❊①♣❡+✐♠❡♥.❛❧ ■❘ 3♣❡❝.+❛ ♦❢ 7❙❚❋❙■❑ ❛♥❞ 7❙❚❋❙■❍ ❛♥❞ 3✐♠✉❧❛.❡❞ ■❘ 3♣❡❝.+❛ ❛♥❞

3❝❤❡♠❛.✐❝ 3.+✉❝.✉+❡ ♦❢ ❙❚❋❙■ .+✐♠❡+3✱ ✇✐.❤ ✵✱ ✶ ❛♥❞ ✷ ♣+♦.♦♥❛.❡❞ ❙❚❋❙■ ✉♥✐.3



✷✳ ❈❖▼%❘❊❍❊◆❙■❱❊ ❙❚❯❉❨ ❖❋ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■ ✻✺

❋✐❣✳ ✷✳✻✿ ■♦♥✐❝ ❝♦♥❞✉❝-✐✈✐-② ♦❢ 1❙❚❋❙■❑✱ 1❙❚❋❙■❍ ✸✺✵❦❉❛ ❛♥❞ 1❙❙◆❛ ✼✵❦❉❛ ❛?✉❡♦✉A A♦❧✉-✐♦♥A

❛A ❛ ❢✉♥❝-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ❝♦♥❝❡♥-D❛-✐♦♥ ♦❢ ❛♥✐♦♥✐❝ ❢✉♥❝-✐♦♥❛❧ ✉♥✐-A ❛♥❞ ♠♦❧❛D ✐♦♥✐❝ ❝♦♥❞✉❝-✐✈✐-② ♦❢

1❙❚❋❙■❑ A♦❧✉-✐♦♥A ❛A ❛ ❢✉♥❝-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ♠♦❧❛D ♠❛AA ♦❢ 1❙❚❋❙■❑ ❢♦D ❝♦♥A-❛♥- ♠♦❧❛D ❝♦♥❝❡♥-D❛-✐♦♥

♦❢ ❙❚❋❙■❑ ✉♥✐-A

❆6 ❡①♣❡❝;❡❞✱ %❙❚❋❙■❍ 6❤♦✇6 ❛ ❤✐❣❤❡D ✐♦♥ ❝♦♥❞✉❝;✐✈✐;② ❞✉❡ ;♦ ;❤❡ ❤✐❣❤❡D ❧✐♠✐;✐♥❣ ♠♦❧❛D

❝♦♥❞✉❝;✐✈✐;② ♦❢ ❍

+
✭λi✭❍

+
✮❂ ✸✺✵❙✳❝♠

2
♠♦❧

−1
✱ λi✭❑

+
✮❂ ✼✹❙✳❝♠

2
♠♦❧

−1
✮ ✐♥ ❛T✉❡♦✉6

6♦❧✉;✐♦♥✳ ❯6✐♥❣ ;❤❡ ✈❛❧✉❡6 ♦❜;❛✐♥❡❞ ❜② ✜;;✐♥❣ ♦❢ ;❤❡ ❳%❙ ◆✶6 6♣❡❝;D❛ ✭%❙❚❋❙■❑ ✾✹✪

◆

−
❑

+
✱ ✻✪ ◆✲❍❀ %❙❚❋❙■❍ ✸✻✪ ◆

−
❑

+
✱ ✻✹✪ ◆✲❍✮ ;❤❡ Λ0 ✭%❙❚❋❙■❑✮ ❛♥❞ Λ0

✭%❙❚❋❙■❍✮ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡6;✐♠❛;❡❞ ❜②

Λ0(PSTFSIK) = 0.94×74S.cm2mol−1+0.06×350S.cm2mol−1 = 91S.cm2mol−1
✭✷✳✸✮

Λ0(PSTFSIH) = 0.36×74S.cm2mol−1+0.64×350S.cm2mol−1 = 251S.cm2mol−1
✭✷✳✹✮

❛66✉♠✐♥❣ ;❤❛; ;❤❡ ❝♦♥;D✐❜✉;✐♦♥ ♦❢ %❙❚❋❙■

−
;♦ ;❤❡ ✐♦♥✐❝ ❝♦♥❞✉❝;✐✈✐;② ✐6 ❧♦✇ ❛♥❞ ❝❛♥

❜❡ ;❤❡D❡❢♦D❡ ♥❡❣❧❡❝;❡❞✳

❯6✐♥❣ ;❤❡ ♠❡;❤♦❞ ♣D♦♣♦6❡❞ ❜② ❍❛♥✐❜❛❤ ❡! ❛❧✳ ❬✽❪ ❢♦D ;❤❡ ❞❡;❡D♠✐♥❛;✐♦♥ ♦❢ ;❤❡ ❧✐♠✐;✐♥❣

♠♦❧❛D ❝♦♥❞✉❝;✐✈✐;② ❢D♦♠ ❡①♣❡D✐♠❡♥;❛❧ ❞❛;❛✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞ Λ0 ✭%❙❚❋❙■❑✮❂ ✺✶❙✳❝♠

2
♠♦❧

−1

❛♥❞ Λ0✭%❙❚❋❙■❍✮❂ ✶✹✶❙✳❝♠

2
♠♦❧

−1
✭♣❧♦;6 ❛♥❞ ✜;;✐♥❣ 6❡❡ ✜❣✉D❡ ❆✳✷ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐①✱ ♣❛❣❡

✷✶✻✮✳ ■♥;❡D❡6;✐♥❣❧②✱ ❜♦;❤ ❡①♣❡D✐♠❡♥;❛❧❧② ❞❡;❡D♠✐♥❡❞ ✈❛❧✉❡6 ♦❢ Λ0 ❛D❡ ❡T✉✐✈❛❧❡♥; ;♦ ✺✻✪

♦❢ ;❤❡ ;❤❡♦D❡;✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡✳ ❙✉❝❤ ❞❡✈✐❛;✐♦♥6 ♦D✐❣✐♥❛;❡ ❢D♦♠ ;❤❡ ❞✐✛❡D❡♥❝❡6 ✐♥ ❞✐66♦❝✐❛;✐♦♥

❜❡❤❛✈✐♦D ❜❡;✇❡❡♥ ♠♦♥♦♠❡D✐❝ ❡❧❡❝;D♦❧②;❡6 ❛♥❞ ♣♦❧②❡❧❡❝;D♦❧②;❡6✳ ■♥ ❝❛6❡ ♦❢ ♠♦♥♦♠❡D✐❝

♣♦❧②❡❧❡❝;D♦❧②;❡6 ;❤❡ ❢✉♥❝;✐♦♥❛❧ ✉♥✐;6 ❝❛♥ ❜❡ D❡❣❛D❞❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥;❧②✳ ■♥ ❝♦♥;D❛6;✱ ;❤❡

❞✐66♦❝✐❛;✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦D ♦❢ ♣♦❧②❡❧❡❝;D♦❧②;❡6 ✐6 6;D♦♥❣❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② ;❤❡ 6;❛;❡ ♦❢ ;❤❡



✻✻ ✷✳ ❈❖▼&❘❊❍❊◆❙■❱❊ ❙❚❯❉❨ ❖❋ &❊❉❖❚✿&❙❚❋❙■

♥❡✐❣❤❜♦✉<✐♥❣ ❣<♦✉♣> ❛♥❞ >❝<❡❡♥✐♥❣ ❡✛❡❝C> ❬✹✱ ✾✱ ✺❪✳

❋♦< ♠♦♥♦♠❡<✐❝ ❡❧❡❝C<♦❧②C❡ >♦❧✉C✐♦♥> C❤❡ ❞❡❣<❡❡ ♦❢ ❞✐>>♦❝✐❛C✐♦♥ α ❝❛♥ ❜❡ ❡>C✐♠❛C❡❞ ✉>✐♥❣

α =
Λ

Λ0experimental

✳ ■♥ C❤❡ ❝❛>❡ ♦❢ &❙❚❋❙■❑ C❤✐> ❧❡❛❞> C♦ ❛♥ ❡>C✐♠❛C❡ ❞✐>>♦❝✐❛C✐♦♥ ♦❢

❛<♦✉♥❞ ✻✺✪ ❛♥❞ ✾✹✪ ❢♦< &❙❚❋❙■❑ ❛♥❞ &❙❚❋❙■❍ ❛C ✵✳✵✷✻♠♦❧✳❧

−1
✭❝♦♥❝❡♥C<❛C✐♦♥ ✉>❡❞

❢♦< &❊❉❖❚✿&❙❚❋❙■ >②♥C❤❡>✐>✮✱ <❡>♣❡❝C✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡< >♦❧✉❜✐❧✐C② ♦❢ C❤❡ ❛❝✐❞ &❙❚❋❙■❍

♠✐❣❤C ❜❡ <❡❧❛C❡❞ C♦ ❛♥ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ✐♥C❡<❛❝C✐♦♥ ✇✐C❤ C❤❡ >♦❧✈❡♥C ❞✉❡ C♦ C❤❡ ❢♦<♠❛C✐♦♥ ♦❢

❤②❞<♦❣❡♥ ❜♦♥❞✐♥❣✳

❋♦< C❤❡ >❛❦❡ ♦❢ ❝♦♠♣❛<✐>♦♥ C❤❡ >❛♠❡ ♠❡❛>✉<❡♠❡♥C> ✇❡<❡ ♣❡<❢♦<♠❡❞ ✐♥ ❛V✉❡♦✉> &❙❙◆❛

>♦❧✉C✐♦♥>✱ ✇❤✐❝❤ <❡✈❡❛❧❡❞ C❤❛C &❙❙◆❛ >❤♦✇> ❛ ❧❡>> >C<♦♥❣ ❞❡✈✐❛C✐♦♥ ❢<♦♠ C❤❡

❑♦❤❧<❛✉>❝❤✬> ❧❛✇✳ ❚❤❡ ♠❡❛>✉<❡❞ ♠♦❧❛< ❝♦♥❞✉❝C✐✈✐C② ✐> ❛♣♣<♦①✐♠❛C❡❧② ✺✺❙✳❝♠

2
♠♦❧

−1
✳ ■♥

❝❛>❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡C❡ ❞✐>>♦❝✐❛C✐♦♥ ♦❢ C❤❡ &❙❙◆❛ >❛❧C ❛♥❞ C❛❦✐♥❣ ✐♥C♦ ❛❝❝♦✉♥C C❤❡

❡①♣❡<✐♠❡♥C❛❧ ❡<<♦< ❜❛<✱ C❤✐> ✐> ✐♥ ❝♦❤❡<❡♥❝❡ ✇✐C❤ C❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦< C❤❡ ❧✐♠✐C✐♥❣ ♠♦❧❛<

❝♦♥❞✉❝C✐✈✐C② ♦❢ ◆❛

+
❝❛C✐♦♥> ♦❢ ✺✵❙✳❝♠

2
♠♦❧

−1
✳

❋<♦♠ ✜❣✉<❡ ✷✳✻ ✐C ❝❛♥ ❜❡ >❡❡♥ C❤❛C C❤❡ ✐♦♥✐❝ ❝♦♥❞✉❝C✐✈✐C② ♦❢ &❙❚❋❙■❑ >♦❧✉C✐♦♥>

❞❡❝<❡❛>❡> ❢♦< ❤✐❣❤❡< ♠♦❧❛< ♠❛>>❡>✳ ❚❤✐> ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❛ ❧♦✇❡< >♦❧✉❜✐❧✐C② ♦❢

♣♦❧②♠❡<> ✇✐C❤ ❤✐❣❤ ♠♦❧❛< ♠❛>>✱ ❛> ✇❡❧❧ ❛> ❜② ❛ ❢✉<C❤❡< ❞❡❝<❡❛>❡ ✐♥ ♠♦❜✐❧✐C② ♦❢ ❧♦♥❣

♣♦❧②♠❡< ❝❤❛✐♥> ✐♥ >♦❧✉C✐♦♥✳ ❚❤❡ >❛♠❡ C<❡♥❞ ✇❛> ♦❜>❡<✈❡❞ ❢♦< &❙❙◆❛ >♦❧✉C✐♦♥> ✭>❡❡

✜❣✉<❡ ✷✳✻✮✳

❚❤❡ ❧✐♠✐C❡❞ >♦❧✉❜✐❧✐C② ♦❢ &❙❚❋❙■❑ ✇✐C❤ ♠♦❧❛< ♠❛>>❡> ❤✐❣❤❡< C❤❛♥ ✷✵✵❦❉❛ ✇❡<❡

❝♦♥✜<♠❡❞ ❜② ♦♣C✐❝❛❧ ✐♥>♣❡❝C✐♦♥ ♦❢ C❤❡ >♦❧✉C✐♦♥✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ C✐♥② ✜❜<✐❧> ✇❡<❡ ❞✐>❝❡<♥✐❜❧❡ ❜②

❡②❡✳ ■♠❛❣✐♥❣ ♦❢ C❤❡>❡ >♦❧✉C✐♦♥> ❜② ❧✐V✉✐❞ ❆❋▼ ❝♦♥✜<♠❡❞ C❤❡ ♣<❡>❡♥❝❡ ♦❢ ♥❡❡❞❧❡ ❧✐❦❡

>C<✉❝C✉<❡> ✐♥ C❤❡ >♦❧✉C✐♦♥> ✭>❡❡ ✜❣✉<❡ ✷✳✼✮✳ ❚❤❡ <❡❣✉❧❛< >❤❛♣❡ ✐♥❞✐❝❛C❡>✱ C❤❛C C❤❡>❡

♠✐❝<♦♠❡C❡< >✐③❡❞ ♦❜❥❡❝C> ✇❡<❡ ♥♦C <❛♥❞♦♠❧② ❢♦<♠❡❞ ❛❣❣❧♦♠❡<❛C❡>✱ ❜✉C >❡❧❢ ❛>>❡♠❜❧❡❞

>C<✉❝C✉<❡>✳

❉▲❙ ♠❡❛>✉<❡♠❡♥C> ♦♥ C❤❡ &❙❚❋❙■ >♦❧✉C✐♦♥> ❝♦♥✜<♠❡❞ C❤❡ ♣<❡>❡♥❝❡ ♦❢ ♦❜❥❡❝C> ♦❢

>♦♠❡ ♥❛♥♦♠❡C❡<> ❛♥❞ ♦❢ ♦❜❥❡❝C> ♦❢ >♦♠❡ ❤✉♥❞<❡❞> ♦❢ ♥❛♥♦♠❡C❡<>✳ ❚❛❜❧❡ ✷✳✷ >❤♦✇> C❤❡

❤②❞<♦❞②♥❛♠✐❝ <❛❞✐✐ ♦❢ &❙❚❋❙■❑ ❛♥❞ ♦❢ &❙❚❋❙■❍ ✇✐C❤ ▼W ≈✸✺✵❦❉❛ ✐♥ ❛V✉❡♦✉> >♦❧✉C✐♦♥

✭❝♦<<❡❧❛C✐♦♥ ❢✉♥❝C✐♦♥ ❛♥❞ ✜CC✐♥❣ >❡❡ ✜❣✉<❡ ✷✳✽✮✳ ❚❤❡ ❞❡❝<❡❛>✐♥❣ ♣❛<C✐❝❧❡ >✐③❡ ❢♦< &❙❚❋❙■❍

❝❛♥ ❜❡ ❡✐C❤❡< ❛ >✐❣♥ ❢♦< ❛ ❜❡CC❡< >♦❧✉❜✐❧✐C② ♦❢ &❙❚❋❙■❍ ♦< ❢♦< C❤❡ ❝♦❧❧❛♣>❡ ♦❢ C❤❡ &❙❚❋❙■

❝❤❛✐♥> ✐♥ ❛❝✐❞✐❝ >♦❧✉C✐♦♥✳

❍♦✇❡✈❡<✱ C❛❦✐♥❣ ✐♥C♦ ❛❝❝♦✉♥C C❤❡ ♣♦❧②❞✐>♣❡<>✐C② ♦❢ C❤❡ >❝❛CC❡<❡<> ✐♥ &❙❚❋❙■

>♦❧✉C✐♦♥>✱ C❤❡ ❛❝❝✉<❛❝② ♦❢ ❉▲❙ ♠❡❛>✉<❡♠❡♥C> ✐> ❧✐♠✐C❡❞✱ ❛> C❤❡ ❙C♦❦❡> ❊✐♥>C❡✐♥ ♠♦❞❡❧✱



✷✳ ❈❖▼%❘❊❍❊◆❙■❱❊ ❙❚❯❉❨ ❖❋ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■ ✻✼

❋✐❣✳ ✷✳✼✿ ▲✐(✉✐❞ ❆❋▼ ✐♠❛❣❡0 ♦❢ 3❙❚❋❙■❑ ✸✺✵❦❉❛ ✐♥ ❛(✉❡♦✉0 0♦❧✉?✐♦♥ ❛? ?✇♦ ❞✐✛❡B❡♥?

♠❛❣♥✐✜❝❛?✐♦♥0

 ♦❧②❡❧❡❝&'♦❧②&❡ ❘❛❞✐✉- ✶ ✭♥♠✮ ❘❛❞✐✉- ✷ ✭♥♠✮

 ❙❚❋❙■❑ ✼± ✶✵ ✸✵✻± ✶✵✵

 ❙❚❋❙■❍ ✵✳✼± ✵✳✹ ✶✺✵± ✹✵

❚❛❜✳ ✷✳✷✿ ❖❜❥❡❝? 0✐③❡ ❞❡?❡B♠✐♥❡❞ ❜② ❉▲❙ ❢♦B

3❙❚❋❙■❑ ❛♥❞ 3❙❚❋❙■❍ ≈✸✺✵❦❉❛ ✐♥ ❛(✉❡♦✉0

0♦❧✉?✐♦♥

❋✐❣✳ ✷✳✽✿ ❉▲❙ ❝♦BB❡❧❛?✐♦♥ ❢✉♥?✐♦♥ ♦❢ ❛(✉❡♦✉0 3❙❚❋❙■❑ ❛♥❞

3❙❚❋❙■❍ 0♦❧✉?✐♦♥0✱ ▼W ≈✸✺✵❦❉❛



✻✽ ✷✳ ❈❖▼'❘❊❍❊◆❙■❱❊ ❙❚❯❉❨ ❖❋ '❊❉❖❚✿'❙❚❋❙■

♣♦❧②❡❧❡❝&'♦❧②&❡ ♠❡❞✐✉♠ ❘❛❞✐✉. ✶ ✭♥♠✮ ❘❛❞✐✉. ✷ ✭♥♠✮

4❙❚❋❙■ ✷✵❦❉❛ ❉■ ✻± ✶ ✾✸± ✶✾

✵✳✶▼ ❍❈❧ ✺± ✶ ✽✹±✶✻

✵✳✵✺▼ ❑❖❍ ✶✶±✷ ✻✸±✶✷

4❙❚❋❙■ ✸✺✵❦❉❛ ❉■ ✾± ✵✳✺ ✹✺✵± ✷✵✵

✵✳✶▼ ❍❈❧ ✻± ✶ ✶✵✵±✸✵

✵✳✵✺▼ ❑❖❍ ✻±✷ ✷✺✵±✻✵

❚❛❜✳ ✷✳✸✿ ❖❜❥❡❝+ ,✐③❡ ❞❡+❡0♠✐♥❡❞ ❜② ❉▲❙ ❢♦0 9❙❚❋❙■ ✷✵❦❉❛ ❛♥❞

✸✺✵❦❉❛ ✐♥ ❉■ ✇❛+❡0✱ ✵✳✶▼ ❍❈❧ ❛♥❞ ✵✳✵✺▼ ❑❖❍

✇❤✐❝❤ ✐9 ✉9❡❞ ❢♦? ❛♥❛❧②9✐9✱ ✇❛9 ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦? ♠♦♥♦❞✐9♣❡?9❡ 9♦❧✉H✐♦♥9 ♦❢ 9♣❤❡?✐❝❛❧

♣❛?H✐❝❧❡9✳

❆9 H❤❡ ✐♦♥✐❝ 9H?❡♥❣H❤ ❛♥❞ ❛❝✐❞✐H② ♦❢ H❤❡ 9♦❧✉H✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡ ❞✉?✐♥❣ H❤❡ ❊❉❖❚

♣♦❧②♠❡?✐③❛H✐♦♥✱ H❤❡ ❝♦♥❢♦?♠❛H✐♦♥❛❧ ❝❤❛♥❣❡9 ♦❢ '❙❚❋❙■❑ ✉♣♦♥ H❤❡ ❛❞❞✐H✐♦♥ ♦❢ ❜❛9❡9 ❛♥❞

❛❝✐❞9 ✇❛9 ✐♥✈❡9H✐❣❛H❡❞✳ ❋?♦♠ H❛❜❧❡ ✷✳✸ ✐H ❝❛♥ ❜❡ 9❡❡♥ H❤❛H H❤❡ ♠❡❛9✉?❡❞ ?❛❞✐✉9 ♦❢

'❙❚❋❙■❑ 9❤?❛♥❦ ❞✉❡ H♦ H❤❡ ♣?❡9❡♥❝❡ ♦❢ ✐♦♥9 ✐♥ H❤❡ 9♦❧✉H✐♦♥✳ ❚❤✐9 ✐9 ❛ H②♣✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦?

❢♦? ♣♦❧②❡❧❡❝H?♦❧②H❡9 ✐♥ 9♦❧✉H✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♠♦♥❧② ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❛ ❝♦❧❧❛♣9❡ ♦❢ H❤❡

♣♦❧②❡❧❡❝H?♦❧②H❡ ❝❤❛✐♥9 ❞✉❡ H♦ 9❤✐❡❧❞✐♥❣ ❡✛❡❝H9 ❬✶✵✱ ✶✶❪✳ ❚❤❡?❡❢♦?❡ ✐H ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❡❝H❡❞✱ H❤❛H

H❤❡ ❞❡❝?❡❛9❡ ♦❢ H❤❡ ♣❍ ❞✉?✐♥❣ H❤❡ ❊❉❖❚ ♣♦❧②♠❡?✐③❛H✐♦♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡9 H❤❡ ❝♦♥❢♦?♠❛H✐♦♥ ♦❢

H❤❡ '❙❚❋❙■❑ H❡♠♣❧❛H❡ ♣♦❧②♠❡?✳

■♥ ❝♦♥❝❧✉9✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ 9H❛H❡✱ H❤❛H H❤❡ ✐♦♥✐❝ 9H?❡♥❣H❤ ❛♥❞ H❤❡ ♣❍ ♦❢ H❤❡ 9♦❧✉H✐♦♥9

❛✛❡❝H9 9H?♦♥❣❧② H❤❡ ♣?♦♣❡?H✐❡9 ♦❢ H❤❡ '❙❚❋❙■ ♣♦❧②❡❧❡❝H?♦❧②H❡✳ ❆9 ?❡♣♦?H❡❞ ❢♦? ♦H❤❡?

♣♦❧②❡❧❡❝H?♦❧②H❡9✱ H❤❡ '❙❚❋❙■❑ ❝❤❛✐♥9 ❝♦❧❧❛♣9❡ ✐♥ 9♦❧✉H✐♦♥9 ✇✐H❤ ❤✐❣❤ ✐♦♥✐❝ 9H?❡♥❣H❤✳ ■♥

❤✐❣❤❧② ❛❝✐❞✐❝ ❝♦♥❞✐H✐♦♥9 H❤❡ '❙❚❋❙■❑ 9❛❧H ?❡❛❝H9 ❛9 ❛ ❜❛9❡ ❛♥❞ ✐9 H?❛♥9❢♦?♠❡❞ ✐♥H♦ ❛

♣❛?H✐❛❧❧② ♣?♦H♦♥❛H❡❞ ❢♦?♠✱ ❜❡❛?✐♥❣ ✸✵✪ H♦ ✹✵✪ ?❡9✐❞✉❛❧✱ ♥❡❣❛H✐✈❡❧② ❝❤❛?❣❡❞ ❢✉♥❝H✐♦♥❛❧

❣?♦✉♣9✳ ■H ✇❛9 9❤♦✇♥ H❤❛H H❤❡ ♣?♦H♦♥❛H❡❞ ❢♦?♠ ♦❢ '❙❚❋❙■ ✐9 9H❛❜✐❧✐③❡❞ ❜② ❤②❞?♦❣❡♥

❜♦♥❞✐♥❣ ❜❡H✇❡❡♥ H❤❡ ❙❚❋❙■❍ ❢✉♥❝H✐♦♥❛❧ ❣?♦✉♣9✱ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧❛✐♥9 H❤❡ ?❛H❤❡? ❤✐❣❤ ♣❑ a ♦❢

✷✳✸ ❛♥❞ H❤❡ 9♠❛❧❧❡? ❤②❞?♦❞②♥❛♠✐❝ ?❛❞✐✉9 ♦❢ '❙❚❋❙■❍✳ ❆9 H❤❡ ✐♦♥✐❝ 9H?❡♥❣H❤ ♦❢ H❤❡

'❙❚❋❙■ 9②♥H❤❡9✐9 ♠❡❞✐✉♠ ❝❤❛♥❣❡9 ❞✉?✐♥❣ H❤❡ ❊❉❖❚ ♣♦❧②♠❡?✐③❛H✐♦♥✱ H❤❡ ❡✛❡❝H ♦♥ H❤❡

❝❤❛?❣❡ ❞✐9H?✐❜✉H✐♦♥ ♦♥ '❙❚❋❙■ ❛♥❞ ♦♥ ✐H9 ❝♦♥❢♦?♠❛H✐♦♥ ❤❛9 H♦ ❜❡ H❛❦❡♥ ✐♥H♦ ❛❝❝♦✉♥H✳

✷✳✸ ❙$✉❞② ♦❢ $❤❡ ,❊❉❖❚✿,❙❚❋❙■ ❈♦♠♣❧❡① ❋♦9♠❛$✐♦♥

❚❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ♠❡H❤♦❞ H♦ 9②♥H❤❡9✐③❡ ❛Y✉❡♦✉9 '❊❉❖❚✿♣♦❧②❡❧❡❝H?♦❧②H❡ ❞✐9♣❡?9✐♦♥9✱ 9✉❝❤ ❛9

'❊❉❖❚✿'❙❙✱ ✐9 H❤❡ ♦①✐❞❛H✐✈❡ ♣♦❧②♠❡?✐③❛H✐♦♥ ♦❢ ❊❉❖❚ ✐♥ ❛Y✉❡♦✉9 ♣♦❧②❡❧❡❝H?♦❧②H❡

9♦❧✉H✐♦♥ ❛H ✷✵

◦
❈ H♦ ✻✵

◦
❈✱ ✉9✐♥❣ ❋❡❈❧

✸

✱ ❋❡✭❚♦9✮

✸

✱ ❞✐✛❡?❡♥H ♣❡?9✉❧❢❛H❡ 9❛❧H9 ♦? ❛



✷✳ ❈❖▼%❘❊❍❊◆❙■❱❊ ❙❚❯❉❨ ❖❋ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■ ✻✾

❋✐❣✳ ✷✳✾✿ ❙❝❤❡♠❛-✐❝ ♦❢ -❤❡ ♦①✐❞❛-✐✈❡ ❞✐3♣❡53✐♦♥ ♣♦❧②♠❡5✐③❛-✐♦♥ ♦❢ ❊❉❖❚ ✐♥ ❛>✉❡♦✉3 @❙❚❋❙■❑

3♦❧✉-✐♦♥

❝♦♠❜✐♥❛<✐♦♥ ♦❢ <❤❡♠ ❛@ ♦①✐❞❛♥<@ ❬✶✷✱ ✶✸✱ ✶✹❪✳ ❉✉J✐♥❣ <❤❡ ♣♦❧②♠❡J✐③❛<✐♦♥ J❡❛❝<✐♦♥ <❤❡

❊❉❖❚ ♠♦♥♦♠❡J ✐@ ♣♦❧②♠❡J✐③❡❞ <♦ ♥❡✉<J❛❧ %❊❉❖❚✱ ✇❤✐❝❤ ✐@ <❤❡♥ ❢✉J<❤❡J ♦①✐❞✐③❡❞ ✐♥<♦

<❤❡ ♣♦@✐<✐✈❡❧② ❝❤❛J❣❡❞✱ @♦ ❝❛❧❧❡❞ ✧❞♦♣❡❞✧ ❝♦♥❞✉❝<✐♥❣ ❢♦J♠ ♦❢ %❊❉❖❚ ❬✶✺✱ ✶✻❪✳ ■♥ ♦J❞❡J

<♦ @<❛❜✐❧✐③❡ <❤❡ ♣♦@✐<✐✈❡ ❝❤❛J❣❡@✱ <❤❡ ❞♦♣❡❞ %❊❉❖❚ ❢♦J♠@ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ✇✐<❤ ♥❡❣❛<✐✈❡❧②

❝❤❛J❣❡❞ ❝♦✉♥<❡J ✐♦♥@✳ ❚❤✐@ ✐@ ✇❤❡J❡ <❤❡ @♦❧✉❜✐❧✐③❡❞ ❛♥✐♦♥✐❝ ♣♦❧②❡❧❡❝<J♦❧②<❡ ❝♦♠❡@ ✐♥<♦

♣❧❛②✳ ■< ❛❝<@ ❛@ ❝♦✉♥<❡J ✐♦♥ ❛♥❞ <❡♠♣❧❛<❡ ❢♦J <❤❡ ♣♦@✐<✐✈❡❧② ❝❤❛J❣❡❞ %❊❉❖❚

♦❧✐❣♦♠❡J@✴♣♦❧②♠❡J@ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇@ <❤❡ ❢♦J♠❛<✐♦♥ ♦❢ @<❛❜❧❡✱ ✇❛<❡J ❞✐@♣❡J@❛❜❧❡

%❊❉❖❚✿♣♦❧②❡❧❡❝<J♦❧②<❡ ❝♦♠♣❧❡①❡@ ✭@❡❡ @❝❤❡♠❡ ✐♥ ✜❣✉J❡ ✷✳✾✮ ❬✶✼✱ ✶✽✱ ✶✺❪✳ ❆@ <❤❡ ❊❉❖❚

♣♦❧②♠❡J✐③❛<✐♦♥✱ <❤❡ ❞♦♣✐♥❣ ♦❢ %❊❉❖❚ ❛♥❞ <❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❢♦J♠❛<✐♦♥ ✇✐<❤ %❙❚❋❙■ ♦❝❝✉J

✐♥ <❤❡ @❛♠❡ <✐♠❡✱ <❤❡ ♣♦❧②♠❡J✐③❛<✐♦♥ ❝♦♥❞✐<✐♦♥@ @<J♦♥❣❧② ❛✛❡❝< <❤❡ ❞♦♣✐♥❣ ❛♥❞ <❤❡

♠♦J♣❤♦❧♦❣② ❛♥❞ ❝♦♥@❡\✉❡♥<❧② <❤❡ ❝♦♥❞✉❝<✐✈✐<② ♦❢ <❤❡ ♦❜<❛✐♥❡❞ %❊❉❖❚✿♣♦❧②❡❧❡❝<J♦❧②<❡

❝♦♠♣❧❡①✳ ❚❤❡J❡❢♦J❡✱ <❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❞✐✛❡J❡♥< @②♥<❤❡@✐@ ♣❛J❛♠❡<❡J@✱ @✉❝❤ ❛@ <❤❡

<❡♠♣❡J❛<✉J❡✱ <❤❡ J❛<✐♦ ♦❢ <❤❡ J❡❛❝<❛♥<@ ❛♥❞ <❤❡ ❞✐@♣❡J@✐♦♥ ♦❢ ❊❉❖❚ ♦♥ <❤❡ ♣J♦♣❡J<✐❡@ ♦❢

%❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■ ✇❛@ ✐♥✈❡@<✐❣❛<❡❞✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝<✐✈❡ ♦❢ <❤✐@ ❢✉♥❞❛♠❡♥<❛❧ @<✉❞② ✇❛@ <♦ ❣❛✐♥

❛ ❜❡<<❡J ✐♥@✐❣❤< ✐♥ <❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐@♠ ♦❢ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■ ❛♥❞ <♦ ❞❡✜♥❡ ❛♥

♦♣<✐♠✐③❡❞ @②♥<❤❡@✐@ ♣J♦<♦❝♦❧✳

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣J❡@❡♥<❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ <❤❡ %❊❉❖❚✿♣♦❧②❡❧❡❝<J♦❧②<❡ ❝♦♠♣❧❡① ✇❛@ ❝♦♥✜J♠❡❞

❢♦J %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■ ❜② ❧✐\✉✐❞ ❆❋▼ ✐♠❛❣✐♥❣ ✭@❡❡ ✜❣✉J❡ ✷✳✶✵✮✱ ✇❤✐❝❤ ❞✐@♣❧❛②❡❞ ❛ <❤J❡❡

❞✐♠❡♥@✐♦♥❛❧ ♥❡<✇♦J❦ ♦❢ ❝♦✐❧❡❞ ❝❤❛✐♥@ ✇✐<❤ <❤✐❝❦ ♥♦❞❛❧ ♣♦✐♥<@✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥<❡J♣J❡<❡❞ ❛@

%❊❉❖❚ J✐❝❤ ❞♦♠❛✐♥@ ✐♥ ❛ ♥❡<✇♦J❦ ♦❢ %❙❚❋❙■ ❝❤❛✐♥@✳ ❆ ♠♦J❡ ❞❡<❛✐❧❡❞ ❞✐@❝✉@@✐♦♥ ♦❢ <❤❡



✼✵ ✷✳ ❈❖▼'❘❊❍❊◆❙■❱❊ ❙❚❯❉❨ ❖❋ '❊❉❖❚✿'❙❚❋❙■

❋✐❣✳ ✷✳✶✵✿ (❊❉❖❚✿(❙❚❋❙■ ✐♠❛❣❡❞ ✐♥ ❞✐4♣❡64✐♦♥ ❜② ❧✐;✉✐❞ ❆❋▼ ❛♥❞ ❛4 ❞6② ♠♦♥♦❧❛②❡6 ❜② ❚❊▼

567✉❝6✉7❡ ♦❢ 6❤❡ '❊❉❖❚✿'❙❚❋❙■ ❝♦♠♣❧❡① ✐♥ ❞✐5♣❡75✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❝♦♠♣❛7✐5♦♥ 6♦ '❊❉❖❚✿'❙❙

✐5 ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❝❤❛♣6❡7 ✻✱ ♣❛❣❡ ✶✼✾✳

❚❤❡ 567❡♥❣6❤ ♦❢ 6❤❡ ✐♥6❡7❛❝6✐♦♥5 ❜❡6✇❡❡♥ '❊❉❖❚ ❛♥❞ '❙❚❋❙■ ✐♥ 6❤❡ '❊❉❖❚✿'❙❚❋❙■

❝♦♠♣❧❡① ✇❡7❡ N✉❛❧✐6❛6✐✈❡❧② 6❡56❡❞ ✉5✐♥❣ ❝❛♣✐❧❧❛7② ❡❧❡❝67♦♣❤♦7❡5✐5✳ ❋✐❣✉7❡ ✷✳✶✶ ❞✐5♣❧❛②5 6❤❡

♦❜6❛✐♥❡❞ ❝❤7♦♠❛6♦❣7❛♠5✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡7❡ 7❡❝♦7❞❡❞ ❛6 ❞✐✛❡7❡♥6 ❞❡6❡❝6✐♦♥ ✇❛✈❡❧❡♥❣6❤5✱ ✐♥ ♦7❞❡7

6♦ 5❡❧❡❝6✐✈❡❧② ❞❡6❡❝6 ❡✐6❤❡7 '❙❚❋❙■ ✭✷✸✵♥♠✮ ♦7 '❊❉❖❚ ✭✺✺✵♥♠✮✳ ■6 ❝❛♥ ❜❡ 5❡❡♥✱ 6❤❛6 6❤❡

♠❛✐♥ '❙❚❋❙■ ❛♥❞ '❊❉❖❚ ❝♦♥67✐❜✉6✐♦♥5 ✇❡7❡ ❞❡6❡❝6❡❞ ❛6 6❤❡ 5❛♠❡ 6✐♠❡✱ ✇❤✐❝❤ ♣7♦✈❡5

6❤❛6 6❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ✇❛5 ♥♦6 5❡♣❛7❛6❡❞ ✐♥ 6❤❡ ❡❧❡❝67✐❝ ✜❡❧❞ ♦❢ 6❤❡ ❝❛♣✐❧❧❛7② ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ✐5 ❛

5✐❣♥ ♦❢ 567♦♥❣ ✐♥6❡7❛❝6✐♦♥5 ❜❡6✇❡❡♥ '❊❉❖❚ ❛♥❞ '❙❚❋❙■✳ ❚❤❡ 5❡❝♦♥❞ ♣❡❛❦✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛5

❞❡6❡❝6❡❞ ❛6 ✷✸✵♥♠ ❛6 ❤✐❣❤❡7 7❡6❡♥6✐♦♥ 6✐♠❡5✱ ❝❛♥ ❜❡ ❛667✐❜✉6❡❞ 6♦ ❛♥ ❡①❝❡55 ♦❢ ♥❡❣❛6✐✈❡❧②

❝❤❛7❣❡❞ '❙❚❋❙■✳ ❚❤✐5 ✐5 ❝♦❤❡7❡♥6 6♦ 6❤❡ 7❡5✉❧65 ♣7❡5❡♥6❡❞ ❜② ❉✐❛❤ ❡! ❛❧✳ ❬✶✾✱ ✷✵❪✱ ✇❤♦

❢♦✉♥❞ 6❤❛6 ❡①❝❡55 '❙❙ ❝❛♥ ❜❡ 5❡♣❛7❛6❡❞ ❢7♦♠ 6❤❡ '❊❉❖❚✿'❙❙ ❝♦♠♣❧❡① ❜② ❡❧❡❝67♦♣❤♦7❡5✐5✳

❚❤❡ ♣7❡5❡♥❝❡ ♦❢ ❡①❝❡55 ♣♦❧②❡❧❡❝67♦❧②6❡ ✐♥ 6❤❡ ❞✐5♣❡75✐♦♥ 5✉❣❣❡565✱ 6❤❛6 6❤❡

❝♦♥❝❡♥67❛6✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❞✉❝6✐♥❣ '❊❉❖❚ ✐♥ 6❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❝7❡❛5❡❞✱ ✇✐6❤ 6❤❡

♦❜❥❡❝6✐✈❡ 6♦ ♦❜6❛✐♥ ❤✐❣❤❡7 ❝♦♥❞✉❝6✐✈✐6✐❡5✳ ■♥ ♦7❞❡7 6♦ ♦♣6✐♠✐③❡ 6❤❡ ✐♥❦ ❝♦♠♣♦5✐6✐♦♥✱

'❊❉❖❚✿'❙❚❋❙■ ✇✐6❤ ❞✐✛❡7❡♥6 7❛6✐♦5 ♦❢ ❊❉❖❚ 6♦ '❙❚❋❙■ ✇❡7❡ 5②♥6❤❡5✐③❡❞ ❛♥❞

❝❤❛7❛❝6❡7✐③❡❞ 7❡❣❛7❞✐♥❣ 6❤❡✐7 ❝♦♠♣❧❡① ♠♦7♣❤♦❧♦❣②✱ ♦♣6♦✲❡❧❡❝67♦♥✐❝ ♣7♦♣❡76✐❡5✱ ❞♦♣✐♥❣

❛♥❞ 7❤❡♦❧♦❣②✳

❋✐❣✉7❡ ✷✳✶✷ 5❤♦✇5 6❤❡ ❛❜5♦7♣6✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥6✱ ❝♦♥❞✉❝6✐✈✐6② ❛♥❞ ❋♦▼ ❛5 ❛ ❢✉♥❝6✐♦♥ ♦❢

6❤❡ 7❛6✐♦ ♦❢ ❊❉❖❚ 6♦ ❙❚❋❙■ ✉♥✐6✳ ❆ 5❝❤❡♠❛6✐❝ ✐❧❧✉567❛6✐♦♥ ♦❢ '❊❉❖❚✿'❙❚❋❙■ ❝♦♠♣❧❡①❡5

✇✐6❤ ❞✐✛❡7❡♥6 ❊❉❖❚ 6♦ ❙❚❋❙■ 7❛6✐♦5 ✐5 ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✜❣✉7❡ ✷✳✶✸✳



✷✳ ❈❖▼%❘❊❍❊◆❙■❱❊ ❙❚❯❉❨ ❖❋ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■ ✼✶

❋✐❣✳ ✷✳✶✶✿ ❈❤)♦♠❛-♦❣)❛♠ ♦❢ /❊❉❖❚✿/❙❚❋❙■ ❢♦) -❤❡ ❞❡-❡❝-✐♦♥

✇❛✈❡❧❡♥❣-❤= ✷✸✵♥♠ ✭-♦♣✮ ❛♥❞ ✺✺✵♥♠

❋✐❣✳ ✷✳✶✷✿ ❈♦♥❞✉❝-✐✈✐-②✱ ❛❜=♦)♣-✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥- ❛♥❞ ❋♦▼ ♦❢

/❊❉❖❚✿/❙❚❋❙■ ✇✐-❤ ❞✐✛❡)❡♥- ♠♦❧❛) ❊❉❖❚ -♦ ❙❚❋❙■ )❛-✐♦=✱

=②♥-❤❡=✐= ❛- ✶✵

◦
❈ ✺✺)♣♠ ✉♥❞❡) ◆

✷

✱ ▼W ✭/❙❚❋❙■❑✮≈✷✺✵❦❉❛



✼✷ ✷✳ ❈❖▼&❘❊❍❊◆❙■❱❊ ❙❚❯❉❨ ❖❋ &❊❉❖❚✿&❙❚❋❙■

❋✐❣✳ ✷✳✶✸✿ ❙❝❤❡♠❛.✐❝ ✐❧❧✉1.2❛.✐♦♥ ♦❢ .❤❡ ♠♦❧❛2 ❊❉❖❚ .♦ ❙❚❋❙■ 2❛.✐♦ ❛♥❞ ♦❢ .❤❡

♣❡2❝♦❧❛.✐♦♥ ♦❢ =❊❉❖❚ 2✐❝❤ ❞♦♠❛✐♥1 ✐♥ =❊❉❖❚✿=❙❚❋❙■ ✜❧♠1 ❢♦2 ❞✐✛❡2❡♥. ❊❉❖❚ .♦

❙❚❋❙■ 2❛.✐♦1

❚❤❡ ❛❜8♦:♣<✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥<✱ ♠❡❛8✉:❡❞ ❛< ✺✺✵♥♠✱ ✐♥❝:❡❛8❡❞ ❛❧♠♦8< ❧✐♥❡❛:❧② ✇✐<❤ ❛♥

✐♥❝:❡❛8✐♥❣ :❛<✐♦ ♦❢ ❊❉❖❚ ✉♥✐< <♦ ❙❚❋❙■ :❡♣❡❛<✐♥❣ ✉♥✐<✳ ❚❤✐8 ✐♥❞✐❝❛<❡8 <❤❛< <❤❡

❝♦♥✈❡:8✐♦♥ ♦❢ ❊❉❖❚ ✇❛8 ♥♦< 8✐❣♥✐✜❝❛♥<❧② ❛✛❡❝<❡❞ ❜② ❝❤❛♥❣❡8 ✐♥ <❤❡ ❝♦♠♣♦8✐<✐♦♥ ♦❢ <❤❡

:❡❛❝<❛♥<8✳ ❚❤❡:❡❢♦:❡ ✇❡ ❝❛♥ 8<❛<❡✱ <❤❛< ❛♥ ✐♥❝:❡❛8✐♥❣ ❊❉❖❚ <♦ ❙❚❋❙■ :❛<✐♦ ✐♥ <❤❡

8②♥<❤❡8✐8 ❜:✐♥❣8 ❛❜♦✉< ❛ ❤✐❣❤❡: &❊❉❖❚ ❝♦♥❝❡♥<:❛<✐♦♥ ✐♥ <❤❡ ✜♥❛❧ &❊❉❖❚✿&❙❚❋❙■

❝♦♠♣❧❡①✳

❘❡❣❛:❞✐♥❣ <❤❡ ❡✈♦❧✉<✐♦♥ ♦❢ <❤❡ ❝♦♥❞✉❝<✐✈✐<②✱ <✇♦ :❡❣✐♠❡8 ❝❛♥ ❜❡ ❞✐8<✐♥❣✉✐8❤❡❞✳ ❯♣ <♦ ❛

❝❡:<❛✐♥ ❝♦♥❝❡♥<:❛<✐♦♥ ♦❢ ❊❉❖❚ ❛ ❣❛✐♥ ✐♥ ❝♦♥❞✉❝<✐✈✐<② ✇❛8 ♦❜8❡:✈❡❞✱ ✇❤❡:❡❛8 ❢♦: ❛

❢✉:<❤❡: ✐♥❝:❡❛8❡ ♦❢ <❤❡ ❊❉❖❚ ❝♦♥❝❡♥<:❛<✐♦♥ <❤❡ ❝♦♥❞✉❝<✐✈✐<② ❞❡❝❧✐♥❡❞✳
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5❡✈❡❛❧❡❞✱ <❤❛< <❤❡ >❤❛♣❡ ♦❢ <❤❡ ❛❜>♦5♣<✐♦♥ >♣❡❝<5❛ ✇❛> ✉♥❛✛❡❝<❡❞ ❢♦5 ❧♦✇ ❊❉❖❚

❝♦♥❝❡♥<5❛<✐♦♥>✱ ✇❤❡5❡❛> ❢♦5 ❊❉❖❚ <♦ ❙❚❋❙■ 5❛<✐♦> ❤✐❣❤❡5 <❤❛♥ ✵✳✾✱ <❤❡ ❛❜>♦5♣<✐♦♥

>♣❡❝<5❛ ✇❡5❡ ><5♦♥❣❧② ✢❛<<❡♥❡❞ ✐♥ <❤❡ ❜✐♣♦❧❛5♦♥✐❝ ❛❜>♦5♣<✐♦♥ 5❡❣✐♠❡ ✭λ >✶✶✵✵♥♠✮✳ ❚❤✐>

✐♥❞✐❝❛<❡>✱ <❤❛< <❤❡ ❞♦♣✐♥❣ ❧❡✈❡❧ ✇❛> ❝♦♥><❛♥< ❢♦5 ❧♦✇ ❊❉❖❚ ❝♦♥❝❡♥<5❛<✐♦♥> ❛♥❞ <❤❛< <❤❡

✐♥✐<✐❛❧ ❣❛✐♥ ✐♥ ❝♦♥❞✉❝<✐✈✐<② ✇✐<❤ ✐♥❝5❡❛>✐♥❣ ❊❉❖❚ ❝♦♥❝❡♥<5❛<✐♦♥> ❝❛♥ ❜❡ ❛<<5✐❜✉<❡❞ <♦ ❛

❜❡<<❡5 ♣❡5❝♦❧❛<✐♦♥ ♦❢ <❤❡ %❊❉❖❚ 5✐❝❤ ❞♦♠❛✐♥>✱ ❛> ✐❧❧✉><5❛<❡❞ ✐♥ ✜❣✉5❡ ✷✳✶✸✳ ❋♦5 ❛

❢✉5<❤❡5 ✐♥❝5❡❛>❡ ♦❢ <❤❡ ❊❉❖❚ ❝♦♥❝❡♥<5❛<✐♦♥ <❤❡ ❞♦♣✐♥❣ ❧❡✈❡❧ ❞❡❝5❡❛>❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧❛✐♥>
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❢♦8 ?❤❡ J②J?❡♠✱ ❞✉❡ ?♦ ?❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛?✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝?8♦J?❛?✐❝ 8❡♣✉❧J✐♦♥ ❛♥❞ ?❤❡ ❢♦8♠❛?✐♦♥ ♦❢

❤②❞8♦❣❡♥ ❜♦♥❞✐♥❣ ❜❡?✇❡❡♥ ?❤❡ ❢✉♥❝?✐♦♥❛❧ ✉♥✐?J✳ ❚❤❡8❡❢♦8❡ %❙❚❋❙■ ✉♥❞❡8❣♦❡J ❛♥ ❛❝✐❞

❜❛J❡ 8❡❛❝?✐♦♥ ✉♥❞❡8 ?❤❡ ❛❝✐❞✐❝ ❝♦♥❞✐?✐♦♥J ♦❢ ?❤❡ ❊❉❖❚ ♣♦❧②♠❡8✐③❛?✐♦♥ ❛♥❞ ?❤❡ ♣❛8?✐❛❧❧②

❝❤❛8❣❡❞ ❢♦8♠ ♦❢ %❙❚❋❙■ ✐J ❢♦8♠❡❞✳

❋8♦♠ ✜❣✉8❡ ✷✳✶✺ ✐? ❝❛♥ ❜❡ J❡❡♥✱ ?❤❛? ❢♦8 ❤✐❣❤❡8 %❊❉❖❚ ❝♦♥❝❡♥?8❛?✐♦♥J ?❤❡ ♣❡8❝❡♥?❛❣❡

♦❢ ♣8♦?♦♥❛?❡❞ ❙❚❋❙■✲❍ ✉♥✐?J ✭♣❡❛❦ ❛? ✹✵✵✳✷❡❱✮ ❞❡❝8❡❛J❡❞ ✇✐?❤ 8❡J♣❡❝? ?♦ ?❤❡ ♥❡❣❛?✐✈❡❧②

❝❤❛8❣❡❞ ❢✉♥❝?✐♦♥❛❧✐?② ✭♣❡❛❦ ❛? ✸✾✽✳✺❡❱✮✳ ❚❤✐J ✐J ❛ J✐❣♥ ❢♦8 ?❤❡ ❞❡❝8❡❛J❡ ♦❢ ❡①❝❡JJ %❙❚❋❙■

✭♥❛♠❡❧② ❙❚❋❙■✲❍✮ ❛♥❞ ❛ ❤✐❣❤❡8 ♣❡8❝❡♥?❛❣❡ ♦❢ ♥❡❣❛?✐✈❡❧② ❝❤❛8❣❡❞ %❙❚❋❙■ ✉♥✐?J

✐♥?❡8❛❝?✐♥❣ ✇✐?❤ %❊❉❖❚ ✭❙❚❋❙■

−
✲%❊❉❖❚

+
✮ ✭J❡❡ J❝❤❡♠❛?✐❝ ✐♥ ✜❣✉8❡ ✷✳✶✻✮✳ ❍♦✇❡✈❡8✱

?❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ?❤❡ ❝❤❛8❣❡ ❞✐J?8✐❜✉?✐♦♥ ♦❢ %❙❚❋❙■ ✇❛J ♠✉❝❤ ❧❡JJ ♣8♦♥♦✉♥❝❡❞ ?❤❛♥ ?❤❡

❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ?❤❡ ❝♦♠♣♦J✐?✐♦♥ ♦❢ ?❤❡ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■ ❝♦♠♣❧❡①✳ ❚❤✐J J✉❣❣❡J?J ?❤❛? ?❤❡

♥✉♠❜❡8 ♦❢ ♥❡❣❛?✐✈❡❧② ❝❤❛8❣❡❞ ❙❚❋❙■ ✉♥✐?J ♣❡8 ❊❉❖❚ ✉♥✐? ❞❡❝8❡❛J❡❞ ❢♦8 ❤✐❣❤❡8 %❊❉❖❚

❝♦♥❝❡♥?8❛?✐♦♥J✳

■♥ ♦8❞❡8 ?♦ ❡①❝❧✉❞❡✱ ?❤❛? ?❤✐J ♦❜J❡8✈❛?✐♦♥ ✇❛J ❜❛J❡❞ ♦♥ ❛ J✉8❢❛❝❡ ❡✛❡❝?✱ ♣8♦✈♦❦❡❞ ❜②

?❤❡ J❡❣8❡❣❛?✐♦♥ ♦❢ ❡①❝❡JJ %❙❚❋❙■ ?♦ ?❤❡ ✜❧♠ J✉8❢❛❝❡✱ ❳%❙ ♠❡❛J✉8❡♠❡♥?J ✇❡8❡

♣❡8❢♦8♠❡❞ ♦♥ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■ ♣♦✇❞❡8✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②J✐J ♦❢ ❞✐✛❡8❡♥? ♣8♦❜✐♥❣ J♣♦?J ♦♥ ?❤❡

J❛♠❡ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■ J❛♠♣❧❡ ❝♦♥✜8♠❡❞ ?❤❡ ❤❡?❡8♦❣❡♥❡✐?② ♦❢ ?❤❡ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■

J②J?❡♠ ✭J❡❡ ✜❣✉8❡ ✷✳✶✼ ❛♥❞ J❝❤❡♠❡ ✐♥ ✜❣✉8❡ ✷✳✶✽✮✳ ❚❤❡8❡❢♦8❡✱ ?❤❡ ♠❡❛J✉8❡❞ ❝♦♠♣♦J✐?✐♦♥

♦❢ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■ ❞✐✛❡8❡❞ J?8♦♥❣❧② ❢8♦♠ ♠❡❛J✉8✐♥❣ ♣♦✐♥? ?♦ ♠❡❛J✉8✐♥❣ ♣♦✐♥? ❛♥❞ ?❤❡

❛✈❡8❛❣❡ ❝♦♠♣♦J✐?✐♦♥ ♦✈❡8 ?❤8❡❡ ♣8♦❜✐♥❣ J♣♦?J ❞✐❞ ♥♦? 8❡✢❡❝? ?❤❡ ♦✈❡8❛❧❧ ❝♦♠♣♦J✐?✐♦♥✳

❍♦✇❡✈❡8✱ ❜② ❝♦88❡❧❛?✐♥❣ ?❤❡ ❙✷♣ ❛♥❞ ◆✶J J♣❡❝?8❛ ♦❢ ❞✐✛❡8❡♥? ♣8♦❜✐♥❣ J♣♦?J✱ ✐? ✇❛J

❝♦♥✜8♠❡❞✱ ?❤❛? ❛? ?❤❡ ❣✐✈❡♥ ♣❍ ?❤❡ ❡①❝❡JJ %❙❚❋❙■ ❛❞♦♣?J ❛ ❝❤❛8❣❡ ❝♦♥✜❣✉8❛?✐♦♥ ✇✐?❤

❛❜♦✉? ✸✼✪ ♥❡❣❛?✐✈❡❧② ❝❤❛8❣❡❞ ❙❚❋❙■ ✉♥✐?J ✭J❡❡ ✜❣✉8❡ ✷✳✶✼ ❛♥❞ ✜❣✉8❡ ✷✳✶✽✱ ✧♣♦✐♥?✶✧✮✳



✼✻ ✷✳ ❈❖▼'❘❊❍❊◆❙■❱❊ ❙❚❯❉❨ ❖❋ '❊❉❖❚✿'❙❚❋❙■

❋✐❣✳ ✷✳✶✼✿ ❳)❙ ❙✷♣ ❛♥❞ ◆✶0 0♣❡❝34❛ ♦❢ )❊❉❖❚✿❙❚❋❙■✱ 0②♥3❤❡0✐③❡❞ ✇✐3❤ ❊❉❖❚ 3♦ ❙❚❋❙■ 4❛3✐♦

✵✳✾ ❛3 ✻✷✺4♣♠✱ ♠❡❛0✉4❡❞ ♦♥ ♣♦✇❞❡4

❆❧7❤♦✉❣❤ 7❤❡ ♣❡>❝❡♥7❛❣❡ ♦❢ ♥❡❣❛7✐✈❡ ❝❤❛>❣❡E ♦♥ '❙❚❋❙■ ✐♥❝>❡❛E❡❞ ✇✐7❤ ❤✐❣❤❡> '❊❉❖❚

❝♦♥❝❡♥7>❛7✐♦♥E ✭E❡❡ ✜❣✉>❡ ✷✳✶✼ ❛♥❞ ✜❣✉>❡ ✷✳✶✽✱ ✧♣♦✐♥7✷✧ ❛♥❞ ✧♣♦✐♥7✸✧✮✱ ♣❡❛❦ ✜77✐♥❣ ♦❢

7❤❡ ◆✶E E♣❡❝7>❛ >❡✈❡❛❧❡❞✱ 7❤❛7 ❢>♦♠ ❛ ❝❡>7❛✐♥ '❊❉❖❚ ❝♦♥❝❡♥7>❛7✐♦♥ ♦♥ 7❤❡ ♣❡>❝❡♥7❛❣❡

♦❢ 7❤❡ ♥❡❣❛7✐✈❡❧② ❝❤❛>❣❡❞ ❙❚❋❙■ ✉♥✐7E E7❛②❡❞ ❝♦♥E7❛♥7 ❛7 ✹✽✪ 7♦ ✹✾✪✳ ❚❤✐E ♦❜E❡>✈❛7✐♦♥

E✉❣❣❡E7E✱ 7❤❛7 7❤❡ ♣>❡E❡♥❝❡ ♦❢ ❞♦♣❡❞ '❊❉❖❚ ♣>♦♠♦7❡E✱ 7❤❡ E7❛❜✐❧✐③❛7✐♦♥ ♦❢ ♥❡❣❛7✐✈❡

❝❤❛>❣❡E ♦♥ '❙❚❋❙■✳ ❚❤✐E ✐E ✐♥ ♣❡>❢❡❝7 ❝♦❤❡>❡♥❝❡ ✇✐7❤ 7❤❡ >❡E✉❧7E ♣>❡E❡♥7❡❞ ❜② ❙7♦❧❧ ❛♥❞

❝♦✲✇♦>❦❡>E ❬✸✵✱ ✸✶✱ ✸✷❪✱ ✇❤♦ >❡♣♦>7❡❞✱ 7❤❛7 7❤❡ ♣❡>❝❡♥7❛❣❡ ♦❢ 7❤❡ ❝❤❛>❣❡❞ ♣♦❧②❡❧❡❝7>♦❧②7❡

✉♥✐7E ✐♥❝>❡❛E❡E ✉♣♦♥ 7❤❡ ♣>❡E❡♥❝❡ ♦❢ ♦♣♣♦E✐7❡❧② ❝❤❛>❣❡❞ ♠❛❝>♦✲✐♦♥E ♦> ♥❛♥♦✲♣❛>7✐❝❧❡E✳

❲❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡✱ 7❤❛7 ✐♥ 7❤❡ '❊❉❖❚✿'❙❚❋❙■ ❝♦♠♣❧❡① '❙❚❋❙■ ❜❡❛>E ♥❡❣❛7✐✈❡❧②

❝❤❛>❣❡❞ ❢✉♥❝7✐♦♥❛❧ ❣>♦✉♣E✱ ✇❤✐❝❤ ❛❝7 ❛E ❝♦✉♥7❡> ✐♦♥ ❢♦> 7❤❡ ❞♦♣❡❞ '❊❉❖❚✱ ✇❤✐❧❡ 7❤❡

❡①❝❡EE '❙❚❋❙■ ✐E ♣>♦7♦♥❛7❡❞✳ ❲✐7❤ ✐♥❝>❡❛E✐♥❣ '❊❉❖❚ ❝♦♥❝❡♥7>❛7✐♦♥ 7❤❡ ♣❡>❝❡♥7❛❣❡ ♦❢

♥❡❣❛7✐✈❡❧② ❝❤❛>❣❡❞ ❙❚❋❙■ ❣>♦✉♣E ✐♥❝>❡❛E❡❞ ✉♥7✐❧ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ ♥❡❣❛7✐✈❡ ❝❤❛>❣❡E ✇❛E

>❡❛❝❤❡❞ ❢♦> ❛❜♦✉7 ✺✵✪ ❙❚❋❙■

−
❛♥❞ ✺✵✪ ❙❚❋❙■❍ ✉♥✐7E✳

❚❤❡>❡❢♦>❡ ✐7 ❝❛♥ ❜❡ ❛EE✉♠❡❞✱ 7❤❛7 7❤❡ ❞❡❣>❡❡ ♦❢ ✐♦♥✐③❛7✐♦♥ ♦❢ '❙❚❋❙■ ❛7 7❤❡ ❣✐✈❡♥ ♣❍

❛♥❞ ❝♦✉♥7❡> ✐♦♥ ❝♦♥❝❡♥7>❛7✐♦♥ ✐E ❛♥ ✐♥❤❡>❡♥7 ❝❤❛>❛❝7❡>✐E7✐❝ ♦❢ 7❤❡ '❊❉❖❚✿'❙❚❋❙■

E②E7❡♠✳

❯E✐♥❣ 7❤❡ ♣❡>❝❡♥7❛❣❡ ♦❢ ♥❡❣❛7✐✈❡❧② ❝❤❛>❣❡❞ ❣>♦✉♣E ♦♥ '❙❚❋❙■ ❛♥❞ 7❤❡ 7❤❡♦>❡7✐❝❛❧

❊❉❖❚ 7♦ ❙❚❋❙■ >❛7✐♦✱ 7❤❡ ❛♣♣>♦①✐♠❛7❡ ♥✉♠❜❡> ♦❢ ♥❡❣❛7✐✈❡❧② ❝❤❛>❣❡❞ ❙❚❋❙■ ✉♥✐7E

✭❞❡♥♦7❡❞ ❜② ❙❚❋❙■

−
✮ ♣❡> ❊❉❖❚ >❡♣❡❛7 ✉♥✐7 ❝❛♥ ❜❡ ❡E7✐♠❛7❡❞ ❜②



✷✳ ❈❖▼%❘❊❍❊◆❙■❱❊ ❙❚❯❉❨ ❖❋ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■ ✼✼

❋✐❣✳ ✷✳✶✽✿ ❙❝❤❡♠❛.✐❝ ✐❧❧✉1.2❛.✐♦♥ ♦❢ .❤❡ ❞✐✛❡2❡♥❝❡ ❢♦2 ❳9❙ ♠❡❛1✉2❡♠❡♥.1 ♦♥ ✜❧♠ ❛♥❞ ♦♥ ♣♦✇❞❡2

STFSI−

EDOT
≈

(STFSI−/STFSI)N1s

(EDOT/STFSIX)theo
✭✷✳✺✮

✇❤✐❝❤ ;❡=✉❧@= ✐♥

0.37
0.9

= 0.41 < STFSI−

EDOT
< 0.48

0.9
= 0.53 ❢♦; ❛♥ ❊❉❖❚ @♦ ❙❚❋❙■ ;❛@✐♦ ♦❢

✵✳✾ ❛♥❞

0.37
1.1

= 0.34 < STFSI−

EDOT
< 0.48

1.1
= 0.44 ❢♦; ❛♥ ❊❉❖❚ @♦ ❙❚❋❙■ ;❛@✐♦ ♦❢ ✶✳✶✱ ✉♥❞❡;

@❤❡ ❛==✉♠♣@✐♦♥ @❤❛@ ✸✼✪ @♦ ✹✽✪ ♦❢ @❤❡ ❙❚❋❙■ ✉♥✐@= ❛;❡ ♥❡❣❛@✐✈❡❧② ❝❤❛;❣❡❞ ✭❛= ♦❜@❛✐♥❡❞

❢;♦♠ ❳%❙ ✜@@✐♥❣✱ =❡❡ ✜❣✉;❡ ✷✳✶✼✮✳ ❆==✉♠✐♥❣ @❤❛@ ❢♦; ❛♥ ♦♣@✐♠✐③❡❞ ❞♦♣✐♥❣ ♦❢ %❊❉❖❚

❛❜♦✉@ ✸✺✪ ♦❢ @❤❡ ❊❉❖❚ ✉♥✐@= ❛;❡ ♣♦=✐@✐✈❡❧② ❝❤❛;❣❡❞ ❬✷✽✱ ✸✸✱ ✸✹❪✱ @❤❡ ❙❚❋❙■

−
@♦ ❊❉❖❚

;❛@✐♦ =❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛@ ❧❡❛=@ ✵✳✸✺ ✐♥ ♦;❞❡; @♦ ❛==✉;❡ =✉✣❝✐❡♥@ ❝❤❛;❣❡ ❝♦♠♣❡♥=❛@✐♦♥✳ ❚❤✐=
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❋✉;@❤❡;♠♦;❡✱ ✐@ ❤❛= ❜❡❡♥ ;❡♣♦;@❡❞ ❢♦; ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ =②=@❡♠= ♦❢ ♣♦❧②❡❧❡❝@;♦❧②@❡= ❛♥❞
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❜❡❤❛✈✐♦; ♦❜<❡;✈❡❞ ❢♦; &❊❉❖❚✿&❙❚❋❙■✳ ❍♦✇❡✈❡;✱ A❤❡ ❛❜<♦❧✉A❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ A❤❡ ❛❜<♦;♣A✐♦♥
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✐♥✢✉❡♥❝❡ A❤❡ ♦♣A♦✲❡❧❡❝A;♦♥✐❝ ♣;♦♣❡;A✐❡< ♦❢ A❤❡ ;❡<✉❧A✐♥❣ &❊❉❖❚✿&❙❚❋❙■ ❝♦♠♣❧❡①✳ ❖♥

♦♥❡ ❤❛♥❞✱ A❤❡ &❊❉❖❚ ❝♦♥❝❡♥A;❛A✐♦♥ ❤❛< A♦ ❜❡ ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤ A♦ ❛❧❧♦✇ A❤❡ ❢♦;♠❛A✐♦♥ ♦❢ ❛

♣❡;❝♦❧❛A❡❞ ❝♦♥❞✉❝A✐♥❣ ♥❡A✇♦;❦ ✐♥ A❤❡ &❊❉❖❚✿&❙❚❋❙■ ✜❧♠✳ ❖♥ A❤❡ ♦A❤❡; ❤❛♥❞✱ ❛A ❛ A♦♦

❤✐❣❤ &❊❉❖❚ ❝♦♥❝❡♥A;❛A✐♦♥ ❛ <❛A✉;❛A✐♦♥ ♦❢ &❙❚❋❙■ ✇✐A❤ &❊❉❖❚ ✐< ;❡❛❝❤❡❞✳ ❚❤✐< ❧❡❛❞<

A♦ ❛ ❞❡❝;❡❛<❡ ♦❢ A❤❡ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ <A❛❜✐❧✐A② ♦❢ A❤❡ ❞✐<♣❡;<✐♦♥✱ ❛ ❞❡❝;❡❛<❡ ♦❢ A❤❡ ❞♦♣✐♥❣ ❧❡✈❡❧ ♦❢

&❊❉❖❚ ❛♥❞ ❛ ❞;♦♣ ♦❢ A❤❡ ❝♦♥❞✉❝A✐✈✐A②✳ ❚❤❡ <A❛❜✐❧✐③❛A✐♦♥ ❝❛♣❛❝✐A② ♦❢ A❤❡ &❙❚❋❙■

♣♦❧②❡❧❡❝A;♦❧②A❡ ✇❛< ❢♦✉♥❞ A♦ ❜❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② ✐A< ❛❝✐❞✲❜❛<❡ ❜❡❤❛✈✐♦; ❛♥❞ A❤❡ ❝❤❛;❣❡

❞✐<A;✐❜✉A✐♦♥ ♦♥ A❤❡ ❙❚❋❙■ ✉♥✐A< ✐♥ A❤❡ ❛❝✐❞✐❝ ♠❡❞✐✉♠ ❞✉;✐♥❣ A❤❡ ❊❉❖❚ ♣♦❧②♠❡;✐③❛A✐♦♥✳

❚❤❡ ❤✐❣❤❡<A ❋♦▼ ❢♦; &❊❉❖❚✿&❙❚❋❙■ ✇❛< ❢♦✉♥❞ ❢♦; ❛ ❊❉❖❚ A♦ ❙❚❋❙■ ;❛A✐♦ ♦❢ ✵✳✻✳

❚❤❡ ❝♦♠♣❛;✐<♦♥ A♦ &❊❉❖❚✿&❙❙ ;❡✈❡❛❧❡❞✱ A❤❛A A❤❡ ❡✈♦❧✉A✐♦♥ ♦❢ A❤❡ ♦♣A♦✲❡❧❡❝A;♦♥✐❝

♣;♦♣❡;A✐❡< ❛< ❛ ❢✉♥❝A✐♦♥ ♦❢ A❤❡ &❊❉❖❚ ❝♦♥❝❡♥A;❛A✐♦♥ ✐< ✈❡;② <✐♠✐❧❛; ✐♥ ❜♦A❤ <②<A❡♠<✳



✷✳ ❈❖▼%❘❊❍❊◆❙■❱❊ ❙❚❯❉❨ ❖❋ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■ ✽✸

❋✐❣✳ ✷✳✷✷✿ ❈♦♥❞✉❝,✐✈✐,②✱ ❛❜2♦3♣,✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥, ❛♥❞ ❋❖▼

♦❢ :❊❉❖❚✿:❙❙ ✭▼W (PSS) ≈✷✵✵❦❉❛✮ ❛♥❞ :❊❉❖❚✿:❙❚❋❙■

✭▼W (PSTFSIK) ≈✸✵✵❦❉❛✮ ❛2 ❛ ❢✉♥❝,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ ♠♦❧❛3 3❛,✐♦

❊❉❖❚✴♣♦❧②❡❧❡❝,3♦❧②,❡ 3❡♣❡❛,✐♥❣ ✉♥✐,✱ 2②♥,❤❡2✐③❡❞ ❛, ✶✵

◦
❈ ❛♥❞

♠❛❣♥❡,✐❝ 2,✐33✐♥❣ ❛, ✻✷✺3♣♠

✷✳✹ ❚❤❡ ❘♦❧❡ ♦❢ *❤❡ ♣❍ ❉✉/✐♥❣ *❤❡ 3❊❉❖❚✿3❙❚❋❙■

❙②♥*❤❡;✐;

■5 ❤❛8 ❜❡❡♥ <❡♣♦<5❡❞ ✐♥ ❧✐5❡<❛5✉<❡✱ 5❤❛5 5❤❡ <❡❛❝5✐♦♥ ❦✐♥❡5✐❝8 ♦❢ 5❤❡ ♦①✐❞❛5✐✈❡

♣♦❧②♠❡<✐③❛5✐♦♥ ♦❢ ❊❉❖❚ ❛♥❞ 5❤❡ ♦♣5♦✲❡❧❡❝5<♦♥✐❝ ♣<♦♣❡<5✐❡8 ♦❢ 5❤❡ <❡8✉❧5✐♥❣ %❊❉❖❚

❝♦♠♣❧❡①❡8 ❛<❡ 8✉8❝❡♣5✐❜❧❡ 5♦ ❝❤❛♥❣❡8 ✐♥ 5❤❡ ♣❍✳ ❋♦< 5❤❡ ✐♥ 8✐5✉ ♣♦❧②♠❡<✐③❛5✐♦♥ ♦❢

%❊❉❖❚✱ ❢♦< ❡①❛♠♣❧❡✱ ❜❛8❡8 8✉❝❤ ❛8 ♣②<✐❞✐♥❡ ♦< ✐♠✐❞❛③♦❧❡ ❛<❡ ✇✐❞❡❧② ✉8❡❞ 5♦ 8❧♦✇ ❞♦✇♥

5❤❡ <❡❛❝5✐♦♥ ❦✐♥❡5✐❝8✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞8 5♦ ❛ ❞<❛85✐❝ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥5 ♦❢ 5❤❡ ✜❧♠ ❝♦♥❞✉❝5✐✈✐5②

❬✹✶✱ ✹✷✱ ✹✸❪✳ ■♥ ❝♦♥5<❛85✱ 5❤❡ ♣<❡8❡♥❝❡ ♦❢ ❛❝✐❞8 ✐♥ 5❤❡ 8②♥5❤❡8✐8 ♠❡❞✐✉♠ ✇❛8 <❡♣♦<5❡❞ 5♦

❛❝❝❡❧❡<❛5❡ 5❤❡ ♣♦❧②♠❡<✐③❛5✐♦♥ ❦✐♥❡5✐❝8 ♦❢ %❊❉❖❚ ❛♥❞ 5♦ ❢❛✈♦< 5❤❡ ❢♦<♠❛5✐♦♥ ♦❢ ❊❉❖❚

❞✐♠❡<8 ❛♥❞ 5<✐♠❡<8 ❬✶✺❪✳ ❆8 5❤❡8❡ ♦❜8❡<✈❛5✐♦♥8 ❝♦♥❝❡<♥ 5❤❡ 8②♥5❤❡8✐8 ♦❢ %❊❉❖❚ ✐♥ ♥♦♥

❛V✉❡♦✉8 ♠❡❞✐✉♠✱ ♦✉< ♦❜❥❡❝5✐✈❡ ✇❛8 5♦ ✐♥✈❡85✐❣❛5❡ ✇❤❡5❤❡< 5❤❡ ♣❍ ♦❢ 5❤❡ ❛V✉❡♦✉8

%❙❚❋❙■ 8②♥5❤❡8✐8 ♠❡❞✐✉♠ ✐♥✢✉❡♥❝❡8 5❤❡ <❡❛❝5✐♦♥ ❦✐♥❡5✐❝8 ♦❢ 5❤❡ ❊❉❖❚ ♣♦❧②♠❡<✐③❛5✐♦♥

❛♥❞ ♦♣5♦✲❡❧❡❝5<♦♥✐❝ ♣<♦♣❡<5✐❡8 ♦❢ 5❤❡ <❡8✉❧5✐♥❣ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■✳



✽✹ ✷✳ ❈❖▼'❘❊❍❊◆❙■❱❊ ❙❚❯❉❨ ❖❋ '❊❉❖❚✿'❙❚❋❙■

✷✳✹✳✶ ❙②♥'❤❡*✐* ♦❢ .❊❉❖❚✿.❙❚❋❙■ ✐♥ ❇❛*✐❝ ❈♦♥❞✐'✐♦♥*

■♥ ♦7❞❡7 :♦ ✐♥✈❡=:✐❣❛:❡ ✐❢ :❤❡ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ❡✛❡❝: ♦❢ ♦7❣❛♥✐❝ ❜❛=❡= ♦♥ :❤❡ ❝♦♥❞✉❝:✐✈✐:② ♦❢

✐♥✲=✐:✉ '❊❉❖❚✿❚♦= ❝❛♥ ❜❡ :7❛♥=❢❡77❡❞ :♦ :❤❡ ❛J✉❡♦✉= ❞✐=♣❡7=✐♦♥ ♣♦❧②♠❡7✐③❛:✐♦♥ ♦❢

❊❉❖❚✱ '❊❉❖❚✿'❙❚❋❙■ ✇❛= =②♥:❤❡=✐③❡❞ ✐♥ :❤❡ ♣7❡=❡♥❝❡ ♦❢ ✐♠✐❞❛③♦❧❡✳ ❚❛❜❧❡ ✷✳✻

❞✐=♣❧❛②= :❤❡ ♦♣:♦✲❡❧❡❝:7♦♥✐❝ ♣7♦♣❡7:✐❡= ♦❢ '❊❉❖❚✿'❙❚❋❙■✱ =②♥:❤❡=✐③❡❞ ✇✐:❤ ❞✐✛❡7❡♥:

❝♦♥❝❡♥:7❛:✐♦♥= ♦❢ ✐♠✐❞❛③♦❧❡ ✐♥ :❤❡ ❛J✉❡♦✉= =②♥:❤❡=✐= ♠❡❞✐✉♠✳ ■: ❝❛♥ ❜❡ =❡❡♥ :❤❛: :❤❡

❝♦♥❞✉❝:✐✈✐:② ✇❛= =✉♣♣7❡==❡❞ ❞✉❡ :♦ :❤❡ ♣7❡=❡♥❝❡ ♦❢ :❤❡ ❜❛=❡✳ ❯♣♦♥ :❤❡ ❛❞❞✐:✐♦♥ ♦❢

✐♠✐❞❛③♦❧❡ ✐♥ ❛ ♠♦❧❛7 7❛:✐♦ ♦❢ ✐♠✐❞❛③♦❧❡✴❋❡

✸✰

❤✐❣❤❡7 :❤❛♥ ✶✸ :❤❡ ♣♦❧②♠❡7✐③❛:✐♦♥ ✇❛=

❝♦♠♣❧❡:❡❧② ✐♥❤✐❜✐:❡❞✳

❚❤❡ ❝♦77❡=♣♦♥❞✐♥❣ ❯❱✴❱✐= =♣❡❝:7❛ ✭=❡❡ ✜❣✉7❡ ✷✳✷✸✮ =❤♦✇ :❤❛: :❤❡ ♣7❡=❡♥❝❡ ♦❢ ✐♠✐❞❛③♦❧❡

7❡=✉❧:❡❞ ✐♥ ❛ ❞❡❝7❡❛=❡ ♦❢ :❤❡ ❜✐♣♦❧❛7♦♥✐❝ ❛❜=♦7♣:✐♦♥ ✐♥ '❊❉❖❚✿'❙❚❋❙■✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡

✐♥:❡7♣7❡:❡❞ ❛= ❛ ❧♦✇❡7 ❞❡❣7❡❡ ♦❢ ❞♦♣✐♥❣✳ ❆ ❝❧♦=❡7 ❧♦♦❦ ♦♥ :❤❡ =♣❡❝:7✉♠ ♦❢

'❊❉❖❚✿'❙❚❋❙■ =②♥:❤❡=✐③❡❞ ✇✐:❤ ❛ ❤✐❣❤ ✐♠✐❞❛③♦❧❡ ❝♦♥❝❡♥:7❛:✐♦♥ 7❡✈❡❛❧= :❤❡ ♣7❡=❡♥❝❡ ♦❢

:✇♦ ❛:②♣✐❝❛❧ ❦✐♥❦=✱ ❛: ✾✺✵♥♠ ❛♥❞ ❛: ✶✶✷✵♥♠✱ ❢♦7 ✇❤✐❝❤ ♥♦ ❡①♣❧❛♥❛:✐♦♥ ✇❛= ❢♦✉♥❞✳

■: ✐= ❦♥♦✇♥ :❤❛: ✉♥❞❡7 ❜❛=✐❝ ❝♦♥❞✐:✐♦♥= ✐7♦♥ ❤②❞7♦①✐❞❡ ❝♦♠♣❧❡①❡=✱ ❡✳❣✳ ❋❡❖❍

✸

♦7

❬❋❡✭❖❍✮

✷

✭❍

✷

❖✮

✹

❪

✰

✱ ❛7❡ ❢♦7♠❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❛7❡ ✐♥=♦❧✉❜❧❡ ❛♥❞ ❢♦7♠ ❛ ❜7♦✇♥✐=❤ ♣7❡❝✐♣✐:❛:❡ ✐♥

:❤❡ =♦❧✉:✐♦♥✳ ❚❤❡7❡❢♦7❡✱ :❤❡ ❛❞❞✐:✐♦♥ ♦❢ ❛ ❜❛=❡ :♦ :❤❡ =②♥:❤❡=✐= ♠❡❞✐✉♠ ❧❡❛❞= :♦ :❤❡

♣7❡❝✐♣✐:❛:✐♦♥ ♦❢ ❋❡

✸✰

❝♦♠♣❧❡①❡=✱ ✇❤✐❝❤ 7❡♥❞❡7❡❞ :❤❡ =②♥:❤❡=✐= ♠❡❞✐✉♠ =❧✐❣❤:❧②

②❡❧❧♦✇✐=❤✲❜7♦✇♥✳ ❚❤✐= ♣7❡❝✐♣✐:❛:✐♦♥ =✐♠♣❧② ❝♦77❡=♣♦♥❞= :♦ ❛ ❞❡❝7❡❛=✐♥❣ ❝♦♥❝❡♥:7❛:✐♦♥ ♦❢

:❤❡ ♦①✐❞✐③✐♥❣ =♣❡❝✐❡ ❛♥❞ 7❡=✉❧:= ✐♥ ❧♦✇❡7 ❞♦♣✐♥❣ ♦❢ '❊❉❖❚ ♦7✱ ✐♥ :❤❡ ❡①:7❡♠❡ ❝❛=❡✱ ✐♥

:❤❡ J✉❡♥❝❤✐♥❣ ♦❢ :❤❡ 7❡❛❝:✐♦♥✳ ❆♥ ✐♥❤✐❜✐:❡❞ 7❡❛❝:✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ 7❡✲✐♥✐:✐❛:❡❞ ✉♣♦♥ :❤❡

❛❞❞✐:✐♦♥ ♦❢ ❡①❝❡== ❋❡❈❧

✸

♦7 ✉♣♦♥ :❤❡ ♥❡✉:7❛❧✐③❛:✐♦♥ ♦❢ :❤❡ =♦❧✉:✐♦♥ ✇✐:❤ ❛❝✐❞✳ ❚❤✐=

7❡✈❡7=✐❜❧❡ ✐♥❤✐❜✐:✐♦♥ ♦❢ :❤❡ ♣♦❧②♠❡7✐③❛:✐♦♥ ✇❛= ❛❧=♦ ♦❜=❡7✈❡❞ ✉♣♦♥ :❤❡ ❛❞❞✐:✐♦♥ ♦❢ ♦:❤❡7

✐♥♦7❣❛♥✐❝ ❜❛=❡=✱ =✉❝❤ ❛= ◆❛❖❍✱ ♦7 ✐♦♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ 7❡=✐♥= ✇✐:❤ ♣7♦:♦♥ ❛❝❝❡♣:✐♥❣

❢✉♥❝:✐♦♥❛❧✐:✐❡=✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥✜7♠= :❤❛: :❤✐= ❡✛❡❝: ✐= ❝❛✉=❡❞ ❜② :❤❡ =:7♦♥❣ ♣7❡=❡♥❝❡ ♦❢

❤②❞7♦①✐❞❡ ✐♦♥= ❛♥❞ ✇❛= ♥♦: =♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❧✐♥❦❡❞ :♦ :❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✐♠✐❞❛③♦❧❡✳

❚❤❡7❡❢♦7❡ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ :❤❛: :❤❡ ♣7❡=❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❜❛=❡ =❤♦✇= ❛ ❞❡:7✐♠❡♥:❛❧ ❡✛❡❝: ♦♥ :❤❡

❞♦♣✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥❞✉❝:✐✈✐:② ♦❢ ❞✐=♣❡7=✐♦♥ ♣♦❧②♠❡7✐③❡❞ '❊❉❖❚✿'❙❚❋❙■✳
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▼♦❧❛8 ❘❛9✐♦ ▼♦❧❛8 ❘❛9✐♦

❈♦♥❞✉❝9✐✈✐9②

a,b ❆❜C♦8♣9✐♦♥

❋♦▼

a

■♠✐❞❛③♦❧❡✴❊❉❖❚ ■♠✐❞❛③♦❧❡✴❋❡❈❧

✸

❈♦❡✣❝✐❡♥9

a

✭❙✳❝♠

−1
✮ ✭✶✵

3
❝♠

−1
✮

✵ ✵ ✺✺±✺ ✶✳✼±✵✳✹ ✺±✵✳✺

✶ ✸✳✻ ✶±✵✳✺ ✷✳✶±✵✳✹ ✵✳✼ ±✵✳✷

✷ ✼✳✶ ✵ ✷✳✼±✵✳✺ ✵

✹ ✶✹✳✷ ✲ ✲ ✲

a
❛✈❡#❛❣❡ ♦♥ ✽ ♠❡❛)✉#❡♠❡♥+) ♦# ♠♦#❡

b
❞❡+❡#♠✐♥❡❞ ❜② ✹✲♣♦✐♥+ ♠❡❛)✉#❡♠❡♥+)

❚❛❜✳ ✷✳✻✿ ❖♣)♦✲❡❧❡❝)/♦♥✐❝ ♣❡/❢♦/♠❛♥❝❡ ♦❢ 4❊❉❖❚✿4❙❚❋❙■ :②♥)❤❡:✐③❡❞ ✇✐)❤ ❞✐✛❡/❡♥)

❝♦♥❝❡♥)/❛)✐♦♥: ♦❢ ■♠✐❞❛③♦❧❡✱ ❛) ✶✵

◦
❈✱ ▼W ✭4❙❚❋❙■❑✮≈✷✵❦❉❛✱ :)✐//✐♥❣ ✶✵✵/♣♠

❋✐❣✳ ✷✳✷✸✿ ❯❱✴❱✐: :♣❡❝)/❛ ♦❢ 4❊❉❖❚✿4❙❚❋❙■ ✜❧♠:✱

:②♥)❤❡:✐③❡❞ ✇✐)❤ ❞✐✛❡/❡♥) ❝♦♥❝❡♥)/❛)✐♦♥: ♦❢ ■♠✐❞❛③♦❧❡ ❛)

✶✵

◦
❈✱ 4❙❚❋❙■❑ ✷✵❦❉❛✱ :)✐//✐♥❣ ✶✵✵/♣♠
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✷✳✹✳✷ ❙②♥&❤❡)✐) ♦❢ -❊❉❖❚✿-❙❚❋❙■ ✐♥ ❆❝✐❞✐✜❡❞ ❙♦❧✉&✐♦♥

❯♥❧✐❦❡ :❤❡ ❞❡❝❡❧❡>❛:✐♥❣ ❡✛❡❝: ♦❢ ❜❛E❡E ♦♥ :❤❡ '❊❉❖❚ >❡❛❝:✐♦♥ ❦✐♥❡:✐❝E✱ :❤❡ ♣>❡E❡♥❝❡

♦❢ ❛❝✐❞E ✇❛E >❡♣♦>:❡❞ :♦ ❛❝❝❡❧❡>❛:❡ :❤❡ ❊❉❖❚ ♣♦❧②♠❡>✐③❛:✐♦♥ ❛♥❞ :♦ E:❛❜✐❧✐③❡ '❊❉❖❚

✐♥ :❤❡ ❞✐♠❡>✐❝ ❛♥❞ :>✐♠❡>✐❝ ❢♦>♠ ❬✶✺❪✳ ❚♦ ✐♥✈❡E:✐❣❛:❡ ✐❢ :❤✐E ❛♣♣❧✐❡E :♦ :❤❡ E②♥:❤❡E✐E ♦❢

'❊❉❖❚✿'❙❚❋❙■✱ ❊❉❖❚ ✇❛E ♣♦❧②♠❡>✐③❡❞ ✐♥ ❛❝✐❞✐✜❡❞ '❙❚❋❙■ E♦❧✉:✐♦♥E ❛♥❞ :❤❡ >❡❛❝:✐♦♥

❦✐♥❡:✐❝E ✇❡>❡ E:✉❞✐❡❞ ❜② ♠♦♥✐:♦>✐♥❣ ♦❢ :❤❡ ❯❱✴❱✐E ❛❜E♦>♣:✐♦♥✳

❋>♦♠ ✜❣✉>❡ ✷✳✷✹ ✐: ❝❛♥ ❜❡ E❡❡♥✱ :❤❛: :❤❡ ❝♦♥❞✉❝:✐✈✐:② ♦❢ '❊❉❖❚✿'❙❚❋❙■

E②♥:❤❡E✐③❡❞ ✐♥ ❛❝✐❞✐✜❡❞ E♦❧✉:✐♦♥ ✭✐♥ ✵✳✵✶▼ ❍❈❧✿ '❊❉❖❚✿'❙❚❋❙■HCl0.01M ❛♥❞ ✐♥ ✵✳✶♠▼

❍❈❧✿ '❊❉❖❚✿'❙❚❋❙■HCl0.1mM ✱ >❡E♣❡❝:✐✈❡❧②✮ ✇❛E ❛❜♦✉: ✺✵✪ ❧♦✇❡> :❤❛♥ :❤❡ ♦♥❡ ♦❢ :❤❡

>❡❢❡>❡♥❝❡ E❛♠♣❧❡✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥:❧② ♦❢ :❤❡ ❛❝✐❞ ❝♦♥❝❡♥:>❛:✐♦♥✳ ■♥ ❝♦♥:>❛E:✱ :❤❡ ❛❜E♦>♣:✐♦♥

❝♦❡✣❝✐❡♥: ♦❢ '❊❉❖❚✿'❙❚❋❙■HCl0.1mM ✇❛E ❡Z✉❛❧ :♦ :❤❡ ❛❜E♦>♣:✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥: ♦❢

'❊❉❖❚✿'❙❚❋❙■reference✱ ✇❤❡>❡❛E :❤❡ E②♥:❤❡E✐E ✐♥ ✵✳✵✶▼ ❍❈❧ '❙❚❋❙■ E♦❧✉:✐♦♥ ❣❛✈❡ >✐E❡

:♦ ❛ ✶✳✺ ❢♦❧❞ ✐♥❝>❡❛E❡ ✐♥ :❤❡ ❛❜E♦>♣:✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥:✳ ❘❡E✉❧:✐♥❣ ❢>♦♠ :❤❡ ❧♦EE ✐♥

❝♦♥❞✉❝:✐✈✐:② ❛♥❞ :❤❡ >✐E❡ ♦❢ :❤❡ ❛❜E♦>♣:✐♦♥✱ :❤❡ ❋♦▼ ❞❡❝>❡❛E❡❞ ❞>❛E:✐❝❛❧❧② ❛E ❛ ❢✉♥❝:✐♦♥

♦❢ :❤❡ ❛❝✐❞ ❝♦♥❝❡♥:>❛:✐♦♥ ✭❋♦▼∼ σ ❛♥❞ ❋♦▼∼ 1
a
✮✳

■♥ ♦>❞❡> :♦ E:✉❞② :❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ :❤❡ ♣❍ ♦♥ :❤❡ >❡❛❝:✐♦♥ ❦✐♥❡:✐❝E✱ :❤❡ ❛❜E♦>♣:✐♦♥ ♦❢

'❊❉❖❚✿'❙❚❋❙■ ✇❛E ♠♦♥✐:♦>❡❞ ❞✉>✐♥❣ :❤❡ ❊❉❖❚ ♣♦❧②♠❡>✐③❛:✐♦♥✳ ❋✐❣✉>❡ ✷✳✷✺ ❞✐E♣❧❛②E

:❤❡ :❡♠♣♦>❛❧ ❡✈♦❧✉:✐♦♥ ♦❢ :❤❡ ❛❜E♦>♣:✐♦♥ ❛: ✺✺✵♥♠✱ ✼✷✵♥♠ ❛♥❞ ✶✸✵✵♥♠ ♦❢

'❊❉❖❚✿'❙❚❋❙■ ❞✉>✐♥❣ :❤❡ ❊❉❖❚ ♣♦❧②♠❡>✐③❛:✐♦♥ ✐♥ ♥❡✉:>❛❧ ❛♥❞ ✐♥ ❛❝✐❞✐✜❡❞ '❙❚❋❙■

E♦❧✉:✐♦♥✳ ❆E :❤❡ ❯❱✴❱✐E ♠♦♥✐:♦>✐♥❣ ✇❛E ♣❡>❢♦>♠❡❞ ✉♥❞❡> :❤❡ E:❛♥❞❛>❞ ❝♦♥❞✐:✐♦♥E✱ ❛♥❞

♥♦: ✐♥ ❞✐❧✉:❡ ♠❡❞✐✉♠✱ :❤❡ ❛❜E♦>♣:✐♦♥ ♦❢ :❤❡ ❞❛>❦ ❜❧✉❡ ❞✐E♣❡>E✐♦♥ >❡❛❝❤❡❞ :❤❡ E❛:✉>❛:✐♦♥

♦❢ :❤❡ ✐♥E:>✉♠❡♥: ❛❢:❡> ✶✺ ♠✐♥✉:❡E ♦❢ E②♥:❤❡E✐E✳

■♥ ❝♦♥:>❛E: :♦ :❤❡ ❡①♣❡❝:❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦>✱ :❤❡ ♣♦❧②♠❡>✐③❛:✐♦♥ ❦✐♥❡:✐❝E ✇❡>❡ ♥♦: E✐❣♥✐✜❝❛♥:❧②

❛✛❡❝:❡❞ ❜② :❤❡ ♣>❡E❡♥❝❡ ♦❢ :❤❡ ❛❝✐❞✳ ❚❤✉E✱ :❤❡ ❞>❛E:✐❝ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ♦♣:♦✲❡❧❡❝:>♦♥✐❝

♣❡>❢♦>♠❛♥❝❡ ❝❛♥ ♥♦: ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ >❡❛❝:✐♦♥ ❦✐♥❡:✐❝E✳

❚❤❡ ❝♦♠♣❛>✐E♦♥ ♦❢ :❤❡ ❝♦>>❡E♣♦♥❞✐♥❣ ❯❱✴❱✐E E♣❡❝:>❛ ✭E❡❡ ✜❣✉>❡ ✷✳✷✻✮ ♣♦✐♥:E ♦✉:✱

:❤❛: :❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ :❤❡ ♦♣:♦✲❡❧❡❝:>♦♥✐❝ ♣❡>❢♦>♠❛♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥

❞♦♣✐♥❣✳ ❲✐:❤ ❛♥ ✐♥❝>❡❛E✐♥❣ ❛❝✐❞ ❝♦♥❝❡♥:>❛:✐♦♥ ✐♥ :❤❡ E②♥:❤❡E✐E ♠❡❞✐✉♠ :❤❡ :②♣✐❝❛❧

❢❡❛:✉>❡E ❝♦>>❡❧❛:❡❞ :♦ ♣♦♦> ❞♦♣✐♥❣ ✇❡>❡ ♦❜E❡>✈❡❞✱ ♥❛♠❡❧② ❛ ❞❡❝>❡❛E❡ ✐♥ :❤❡ ❜✐♣♦❧❛>♦♥✐❝

❛❜E♦>♣:✐♦♥ ❛♥❞ ❛ >✐E❡ ♦❢ :❤❡ ♣♦❧❛>♦♥✐❝ ❛❜E♦>♣:✐♦♥ ♦❢ '❊❉❖❚✿'❙❚❋❙■✳ ■♥ ❛❞❞✐:✐♦♥✱

'❊❉❖❚✿'❙❚❋❙■HCl0.01M E❤♦✇❡❞ ❛ ♥♦♥ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❛❜E♦>♣:✐♦♥ ✐♥ :❤❡ ❤✐❣❤ ❡♥❡>❣② >❡❣✐♠❡

♦❢ :❤❡ E♣❡❝:>✉♠✳ ❚❤✐E ❝♦✉❧❞ ❝♦♥✜>♠ :❤❡ ✜♥❞✐♥❣E ♦❢ ❑✐>❝❤♠❡②❡> ❡! ❛❧✳ ❬✶✺❪✱ ✇❤♦ ❝❧❛✐♠❡❞
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✱
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 ❤❛ ❛❝✐❞& & ❛❜✐❧✐③❡ &❤♦, ♦❧✐❣♦♠❡,✐❝ ❢♦,♠& ♦❢ 0❊❉❖❚✱ ✇❤✐❝❤ &❤♦✇& ❛ ❝❤❛,❛❝ ❡,✐& ✐❝
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✽✽ ✷✳ ❈❖▼&❘❊❍❊◆❙■❱❊ ❙❚❯❉❨ ❖❋ &❊❉❖❚✿&❙❚❋❙■

❋✐❣✳ ✷✳✷✺✿ ❆❜)♦+♣-✐♦♥ ❛- ✺✺✵♥♠✱ ✼✷✵♥♠ ❛♥❞ ✶✸✵✵♥♠ ♦❢ 8❊❉❖❚✿8❙❚❋❙■

)②♥-❤❡)✐)❡❞ ✐♥ ♣+✐)-✐♥❡ 8❙❚❋❙■ )♦❧✉-✐♦♥ ❛- ♣❍✻ ❛♥❞ ✐♥ ❛❝✐❞✐✜❡❞ 8❙❚❋❙■

)♦❧✉-✐♦♥ ❛- ♣❍✷ ❛) ❛ ❢✉♥-✐♦♥ ♦❢ -✐♠❡✱ ▼W (PSTFSIK) ≈✷✺✵❦❉❛



✷✳ ❈❖▼%❘❊❍❊◆❙■❱❊ ❙❚❯❉❨ ❖❋ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■ ✽✾

❋✐❣✳ ✷✳✷✻✿ ❯❱✴❱✐* *♣❡❝./❛ ♦❢ 3❊❉❖❚✿3❙❚❋❙■ ✜❧♠*

*②♥.❤❡*✐③❡❞ ❢/♦♠ 3❙❚❋❙■❑ *♦❧✉.✐♦♥* ✇✐.❤ ❞✐✛❡/❡♥.

❝♦♥❝❡♥./❛.✐♦♥* ♦❢ ❍❈❧❀ ▼W (PSTFSIK) ≈✷✺✵❦❉❛✱

3❙❚❋❙■❑ *♦❧✉.✐♦♥ ❛. ✾❣✳❧

−1
✱ ❡O✉✐✈❛❧❡♥. .♦ ✵✳✵✷✺♠♦❧✳❧

−1

❙❚❋❙■❑ ✉♥✐.*
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❚❤❡ ♣I♦❜✐♥❣ ♦❢ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■NaCl ❜② ❯❱✴❱✐C C♣❡❝@I♦♠❡@I② ✭C❡❡ ✜❣✉I❡ ✷✳✷✽✮
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5>❛>❡ ✇✐>❤ ❛♣♣<♦①✐♠❛>✐✈❡❧② ✸✽✪ ❙❚❋❙■

−
✉♥✐>5✳ ❚❤❡<❡❢♦<❡ >❤❡ ❞✐✛❡<❡♥❝❡ ✐♥ ❝♦✉♥>❡< ✐♦♥5

♦❢ >❤❡ &❙❚❋❙■ >❡♠♣❧❛>❡ ♣♦❧②♠❡< ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥5✐❞❡<❡❞ ❛5 ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✐♥ >❤❡ &❊❉❖❚✿&❙❚❋❙■

❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❡①❝❧✉❞❡❞ ❛5 <❡❛5♦♥ ❢♦< >❤❡ ❝❤❛♥❣✐♥❣ ♦♣>♦✲❡❧❡❝><♦♥✐❝ ♣<♦♣❡<>✐❡5✳



✷✳ ❈❖▼%❘❊❍❊◆❙■❱❊ ❙❚❯❉❨ ❖❋ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■ ✾✸

❋✐❣✳ ✷✳✷✾✿ ❳(❙ ❈✶,✴❑✷♣✶✴✷ ,♣❡❝23❛ ♦❢ (❙❚❋❙■❑✱ (❙❚❋❙■❍✱

(❊❉❖❚✿(❙❚❋❙■❑ ❛♥❞ (❊❉❖❚✿(❙❚❋❙■❍ ✭❧❡❢2✮ ❛♥❞ ❳(❙ ◆✶,

,♣❡❝23❛ ♦❢ (❊❉❖❚✿(❙❚❋❙■❑ ❛♥❞ (❊❉❖❚✿(❙❚❋❙■❍ ✇✐2❤ ♣❡❛❦

✜22✐♥❣

%❡❛❦ %♦9✐;✐♦♥ ❋❲▼❍ ❆?❡❛

%❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■❑ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■❍ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■❑ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■❍ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■❑ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■❍

✸✾✽✳✻ ✸✾✽✳✹ ✶✳✸ ✶✳✹ ✸✽✪ ✸✻✪

✹✵✵✳✵ ✹✵✵✳✶ ✶✳✻ ✶✳✼ ✺✶✪ ✺✸✪

✹✵✶✳✾ ✹✵✶✳✾ ✶✳✹ ✶✳✸ ✶✶✪ ✶✶✪

❚❛❜✳ ✷✳✽✿ (❡❛❦ ♣♦,✐2✐♦♥,✱ ❋✉❧❧ ❲✐❞2❤ ❛2 ▼❛①✐♠✉♠ ❍❡✐❣❤2 ✭❋❲▼❍✮ ❛♥❞ ✐♥2❡❣3❛2❡❞ ❛3❡❛ ♦❢ 2❤❡

❳(❙ ◆✶, ♣❡❛❦ ✜2 ♦❢ (❊❉❖❚✿(❙❚❋❙■❑ ❛♥❞ (❊❉❖❚✿(❙❚❋❙■❍



✾✹ ✷✳ ❈❖▼'❘❊❍❊◆❙■❱❊ ❙❚❯❉❨ ❖❋ '❊❉❖❚✿'❙❚❋❙■

❖♥❡ ♣♦99✐❜✐❧✐=② =♦ 9=✉❞② =❤❡ B❡❛❝=✐♦♥ ❦✐♥❡=✐❝9 ♦❢ ❊❉❖❚ ✐♥ =❤❡ '❙❚❋❙■ 9♦❧✉=✐♦♥ ✐9 =❤❡

♠♦♥✐=♦B✐♥❣ ♦❢ =❤❡ ♣❍ ♦❢ =❤❡ 9②♥=❤❡9✐9 ♠❡❞✐✉♠✳ ❆9 =❤❡ ♣♦❧②♠❡B✐③❛=✐♦♥ ♦❢ ❊❉❖❚ ✐♠♣❧✐❡9

=❤❡ ❣❡♥❡B❛=✐♦♥ ♦❢ ❛❝✐❞✐=②✱ =❤❡ ♣❍ ✐9 ❡①♣❡❝=❡❞ =♦ ❞❡❝B❡❛9❡ ❞✉B✐♥❣ =❤❡ '❊❉❖❚ 9②♥=❤❡9✐9✳

■♥ ❛ ✜B9= 9=❡♣ =❤❡ ♦①✐❞❛♥=9 ✇❡B❡ ❛❞❞❡❞ =♦ =❤❡ '❙❚❋❙■ 9♦❧✉=✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛✉9❡❞ ❛ ❞B♦♣ ✐♥

=❤❡ ♣❍ ❢B♦♠ ✺✳✺✸ =♦ ✷✳✹✻ ❢♦B =❤❡ '❙❚❋❙■❑ 9♦❧✉=✐♦♥ ❛♥❞ ❢B♦♠ ✷✳✵✸ =♦ ✶✳✾✶ ❢♦B =❤❡

'❙❚❋❙■❍ 9♦❧✉=✐♦♥✳ ❆❢=❡B =❤❡ 9=❛❜✐❧✐③❛=✐♦♥ ♦❢ =❤❡ ♣❍ =❤❡ ❊❉❖❚ ♠♦♥♦♠❡B ✇❛9 ❛❞❞❡❞

❛♥❞ =❤❡ ♣❍ ✇❛9 ♠♦♥✐=♦B❡❞ ❞✉B✐♥❣ =❤❡ ♣♦❧②♠❡B✐③❛=✐♦♥✳ ❋✐❣✉B❡ ✷✳✸✵ ❞✐9♣❧❛②9 =❤❡ ❡✈♦❧✉=✐♦♥

♦❢ =❤❡ ♣❍ ❞✉B✐♥❣ =❤❡ ❊❉❖❚ ♣♦❧②♠❡B✐③❛=✐♦♥ ✐♥ =❤❡ ❛V✉❡♦✉9 9♦❧✉=✐♦♥ ♦❢ '❙❚❋❙■❑ ❛♥❞

'❙❚❋❙■❍✳ ❯♣♦♥ =❤❡ ❛❞❞✐=✐♦♥ ♦❢ =❤❡ ❊❉❖❚ ♠♦♥♦♠❡B =❤❡ ♣❍ ❞❡❝B❡❛9❡❞ 9=❡❛❞✐❧② ❞✉B✐♥❣

✷✵✵♠✐♥ ✐♥ ❜♦=❤ 9②9=❡♠9✳ ❆❢=❡B✇❛B❞9 =❤❡ ♣❍ 9=❛②❡❞ ❝♦♥9=❛♥= ❛= ❛B♦✉♥❞ ✷✳✵✼ ✐♥ =❤❡

'❊❉❖❚✿'❙❚❋❙■❑ 9♦❧✉=✐♦♥9✱ ❛♣❛B= ❢B♦♠ 9♠❛❧❧ ✢✉❝=✉❛=✐♦♥9 ✇✐=❤✐♥ =❤❡ ♠❡❛9✉B✐♥❣

♣B❡❝✐9✐♦♥✳ ■♥ =❤❡ ❝❛9❡ ♦❢ '❊❉❖❚✿'❙❚❋❙■❍ =❤❡ ♣❍ 9=❛❜✐❧✐③❡❞ ✜B9= ❛= ♣❍ ✶✳✼✷ ❛♥❞ ❛= ✽✵✵

♠✐♥ ♦❢ ♣♦❧②♠❡B✐③❛=✐♦♥ =✐♠❡ =❤❡ ♣❍ ❞❡❝B❡❛9❡❞ ❛❣❛✐♥ ✉♥=✐❧ ✐= 9=❛❜✐❧✐③❡❞ ❛= ✶✳✻✺✳

■♥ ♦B❞❡B =♦ ❡①♣❧❛✐♥ =❤✐9 ❜❡❤❛✈✐♦B =❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤②♣♦=❤❡9✐9 ✇❛9 ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✉9✐♥❣ =❤❡

❛99✉♠♣=✐♦♥ =❤❛= =❤❡ ❊❉❖❚ ❝♦♥✈❡B9✐♦♥ ✇❛9 ❛❜♦✉= ✽✵✪ ✉♥❞❡B =❤❡ ✉9❡❞ ♣♦❧②♠❡B✐③❛=✐♦♥

❝♦♥❞✐=✐♦♥9 ❬✹✺✱ ✹✻❪✳ ❋B♦♠ ❛ ❊❉❖❚ ❝♦♥❝❡♥=B❛=✐♦♥ ♦❢ ✵✳✵✶✹ ♠♦❧✳❧

−1

0.014mol.l−1 · 2 · 0.08 = 0.022mol.l−1
✭✷✳✻✮

♦❢ ❢B❡❡ ❍

+
✇✐❧❧ ❜❡ ❣❡♥❡B❛=❡❞✳ ❚❤❡ '❙❚❋❙■❑ ♣B❡9❡♥= ✐♥ =❤❡ 9♦❧✉=✐♦♥ ✇✐❧❧ ❛❝= ❛9 ❜❛9❡ ❢♦B

❛ ♣❍ 9♠❛❧❧❡B =❤❛♥ ✐=9 ♣❑a✱ ✇❤✐❝❤ ✐9 ✷✳✸✳ ❋B♦♠ =❤❡ B❡9✉❧=9 ♣B❡9❡♥=❡❞ ✐♥ 9❡❝=✐♦♥ ✷✳✷ ✐= ✐9

❦♥♦✇♥ =❤❛= '❙❚❋❙■ =❡♥❞9 =♦ 9=❛❜✐❧✐③❡ ✐♥ ❛ ♣❛B=❧② ♣B♦=♦♥❛=❡❞ 9=❛=❡ ❝♦♠♣B✐9✐♥❣ ❛❜♦✉= ✸✽✪

❙❚❋❙■

−
✉♥✐=9 ❛♥❞ ✻✷✪ ❙❚❋❙■✲❍ ✉♥✐=9✳ ❆= =❤❡ ❣✐✈❡♥ ❝♦♥❝❡♥=B❛=✐♦♥ ♦❢ ✵✳✵✷✸ ♠♦❧✳❧

−1
❙❚❋❙■

❢✉♥❝=✐♦♥❛❧ ✉♥✐=9 ✐♥ =❤❡ B❡❛❝=✐♦♥ ♠❡❞✐✉♠✱ =❤✐9 B❡9✉❧=9 ✐♥

0.023mol.l−1 · 0.62 = 0.014mol.l−1
✭✷✳✼✮

♣♦=❡♥=✐❛❧❧② ❜❛9✐❝ ❙❚❋❙■

−
✉♥✐=9✳ ❯♣♦♥ =❤❡ ♥❡✉=B❛❧✐③❛=✐♦♥ ♦❢ =❤❡9❡ ✉♥✐=9 ✇✐=❤ =❤❡ ❣❡♥❡B❛=❡❞

♣B♦=♦♥9 ❛♥ ❡①❝❡99 ♦❢

0.022mol.l−1 − 0.014mol.l−1 = 0.008mol.l−1
✭✷✳✽✮



✷✳ ❈❖▼%❘❊❍❊◆❙■❱❊ ❙❚❯❉❨ ❖❋ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■ ✾✺

♣6♦8♦♥: ✇✐❧❧ ❜❡ ♣6❡:❡♥8 ✐♥ :♦❧✉8✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣❍ ♦❢ :✉❝❤ :♦❧✉8✐♦♥ ❛♠♦✉♥8: 8♦

pH = −log(cH+) = −log(0.008) = 2.10 ✭✷✳✾✮

❚❤✐: ❡:8✐♠❛8❡❞ ♣❍ ❝♦66❡❧❛8❡: ✈❡6② ✇❡❧❧ ✇✐8❤ 8❤❡ ❡①♣❡6✐♠❡♥8❛❧❧② ♠❡❛:✉6❡❞ ✈❛❧✉❡✳

■♥ 8❤❡ ❝❛:❡ ♦❢ %❙❚❋❙■❍ 8❤❡ ♣♦❧②❡❧❡❝86♦❧②8❡ ✐: ❛❧6❡❛❞② ✐♥ 8❤❡ :8❛❜❧❡✱ ♣❛68✐❛❧❧② ♣6♦8♦♥❛8❡❞

:8❛8❡✱ ❝♦♠♣6✐:✐♥❣ ❛❜♦✉8 ✸✽✪ ♦❢ ♥❡❣❛8✐✈❡❧② ❝❤❛6❣❡❞ ❙❚❋❙■

−
✉♥✐8: ❛♥❞ ✻✷✪ ♣6♦8♦♥❛8❡❞

❙❚❋❙■✲❍ ✉♥✐8:✱ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❛♣♣6♦①✐♠❛8✐✈❡❧② ✶✶✪ ❛6❡ :8❛❜✐❧✐③❡❞ ❜② :86♦♥❣ ✐♥8❡6✲❢✉♥❝8✐♦♥❛❧

❤②❞6♦❣❡♥ ❜♦♥❞✐♥❣✳ ❆: ♠❡♥8✐♦♥❡❞ ❡❛6❧✐❡6 ✐♥ 8❤✐: ❝❤❛♣8❡6✱ 8❤❡ ❝❤❛6❣❡ ❞✐:86✐❜✉8✐♦♥ ♦♥

%❙❚❋❙■ ✇❛: ♥♦8 ❛❧8❡6❡❞ ✉♣♦♥ 8❤❡ :②♥8❤❡:✐: ♦❢ 8❤❡ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■ ❝♦♠♣❧❡①✳ ❚❤❡6❡❢♦6❡

✇❡ ❛::✉♠❡❞ 8❤❛8 ♥♦ ❢✉68❤❡6 ❛❝✐❞ ❜❛:❡ 6❡❛❝8✐♦♥ 8❛❦❡: ♣❧❛❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛✈❡: 8❤❡ ❛❞❞✐8✐♦♥❛❧

✵✳✵✷✷♠♦❧✳❧

−1
♦❢ ❍

+
✱ ❣❡♥❡6❛8❡❞ ❞✉6✐♥❣ 8❤❡ ♣♦❧②♠❡6✐③❛8✐♦♥ ♦❢ ❊❉❖❚✱ ✉♥✲♥❡✉86❛❧✐③❡❞✳ ❚❤❡

♣❍ ♦❢ 8❤❡ :♦❧✉8✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡:8✐♠❛8❡❞ ❜②

pH = −log(cH+) = −log(0.022) = 1.66 ✭✷✳✶✵✮

✇❤✐❝❤ ✐: ❝♦❤❡6❡♥8 ✇✐8❤ 8❤❡ ❡①♣❡6✐♠❡♥8❛❧❧② ♠❡❛:✉6❡❞ ✜♥❛❧ ♣❍ ♦❢ ✶✳✻✺✳ ❍♦✇❡✈❡6✱ 8❤✐: ❞♦❡:

♥♦8 ❡①♣❧❛✐♥ 8❤❡ :8❡♣✇✐:❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ 8❤❡ ♣❍ ❜❡8✇❡❡♥ ✼✵✵♠✐♥ ❛♥❞ ✶✷✵✵♠✐♥✳

■♥ ♦6❞❡6 8♦ ❣❡8 ❛ ❞❡❡♣❡6 ✐♥:✐❣❤8 ✐♥ 8❤❡ 6❡❛❝8✐♦♥ ❦✐♥❡8✐❝:✱ 8❤❡ ❯❱✴❱✐: ❛❜:♦6♣8✐♦♥ ♦❢

8❤❡ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■❑ ❛♥❞ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■❍ ❞✐:♣❡6:✐♦♥: ✇❛: ♠♦♥✐8♦6❡❞ ❞✉6✐♥❣ 8❤❡

❊❉❖❚ ♣♦❧②♠❡6✐③❛8✐♦♥✳ ❚❤❡ ✜❣✉6❡ ✷✳✸✶ :❤♦✇: 8❤❡ 8❡♠♣♦6❛❧ ❡✈♦❧✉8✐♦♥ ♦❢ 8❤❡ ❛❜:♦6♣8✐♦♥

:♣❡❝86❛ ♦❢ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■❑ ❛♥❞ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■❍✳ ❚♦ ❢❛❝✐❧✐8❛8❡ 8❤❡ ❛♥❛❧②:✐:✱ 8❤❡

❛❜:♦6♣8✐♦♥ ♦❢ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■❑ ❛♥❞ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■❍ ❛8 ✜①❡❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣8❤: ✇❡6❡

♣❧♦88❡❞ ❛: ❛ ❢✉♥❝8✐♦♥ ♦❢ 8✐♠❡ ✭:❡❡ ✜❣✉6❡ ✷✳✸✷✮✳ ❚❤✐: ❛❧❧♦✇: ❛ ❞✐6❡❝8 ❝♦♠♣❛6✐:♦♥ ♦❢ 8❤❡

❛❜:♦❧✉8❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛❜:♦6♣8✐♦♥✱ ❛: ✇❡❧❧ ❛: ♦❢ 8❤❡ 6❛8❡ ♦❢ 8❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❛❜:♦6♣8✐♦♥

✭∂(absorption)/∂t✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐: 6❡❧❛8❡❞ 8♦ 8❤❡ ♣♦❧②♠❡6✐③❛8✐♦♥ ❦✐♥❡8✐❝:✳

❆❢8❡6 ❛♥ ✐♥✐8✐❛❧❧② ✈❡6② :❧♦✇ ✐♥❝6❡❛:❡ ♦❢ 8❤❡ ❛❜:♦6♣8✐♦♥✱ ❝♦66❡❧❛8❡❞ 8♦ 8❤❡ :❧♦✇ ❦✐♥❡8✐❝:

♦❢ 8❤❡ ❊❉❖❚ 6❛❞✐❝❛❧ ❝❛8✐♦♥ ❢♦6♠❛8✐♦♥ ❛♥❞ 8❤❡ :✉❜:❡\✉❡♥8 ❞✐♠❡6✐:❛8✐♦♥ ❬✶✺❪✱ 8❤❡

❛❜:♦6♣8✐♦♥ ✐♥❝6❡❛:❡❞ ❢❛:8❡6 ❞✉6✐♥❣ ❢❛:8 ❝❤❛✐♥ ❣6♦✇8❤✳ ❋♦6 %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■❑ ❛♥❞

%❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■❍ 8❤❡ ❡✈♦❧✉8✐♦♥ ♦❢ 8❤❡ ❛❜:♦6♣8✐♦♥ ✇❛: 8❤❡ :❛♠❡ ✉♣ 8♦ ❛♣♣6♦①✐♠❛8❡❧②

✷✵✵♠✐♥ ♦❢ :②♥8❤❡:✐:✱ ✇❤✐❝❤ :❤♦✇: 8❤❛8 8❤❡ ✐♥✐8✐❛❧ 6❡❛❝8✐♦♥ ❦✐♥❡8✐❝: ✇❡6❡ ♥♦8 ❛✛❡❝8❡❞✳ ❆8

:②♥8❤❡:✐: 8✐♠❡: ❧♦♥❣❡6 8❤❛♥ ✷✺✵♠✐♥ ✭≈ ❢♦✉6 ❤♦✉6:✮ 8❤❡ ❛❜:♦6♣8✐♦♥ ♦❢ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■❍

❞❡✈✐❛8❡❞ ❢6♦♠ 8❤❡ ❛❜:♦6♣8✐♦♥ ♦❢ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■❑✳ ❉✉6✐♥❣ 8❤❡ ❊❉❖❚ ♣♦❧②♠❡6✐③❛8✐♦♥



✾✻ ✷✳ ❈❖▼'❘❊❍❊◆❙■❱❊ ❙❚❯❉❨ ❖❋ '❊❉❖❚✿'❙❚❋❙■

❋✐❣✳ ✷✳✸✵✿ ❊✈♦❧✉-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ♣❍ ❞✉5✐♥❣ -❤❡ ❊❉❖❚

♣♦❧②♠❡5✐③❛-✐♦♥ ✐♥ ❛=✉❡♦✉> ?❙❚❋❙■❑ ❛♥❞ ?❙❚❋❙■❍

>♦❧✉-✐♦♥❀ -=✵♠✐♥✿ ❊❉❖❚ ♠♦♥♦♠❡5 ✐> ❛❞❞❡❞ -♦ -❤❡

?❙❚❋❙■✲♦①✐❞❛♥-> >♦❧✉-✐♦♥

❋✐❣✳ ✷✳✸✶✿ ❯❱✴❱✐> ❛❜>♦5♣-✐♦♥ ❞✉5✐♥❣ -❤❡ ❊❉❖❚ ♣♦❧②♠❡5✐③❛-✐♦♥ ✐♥ ?❊❉❖❚✿?❙❚❋❙■❑ ✭❧❡❢-✮ ❛♥❞

?❊❉❖❚✿?❙❚❋❙■❍ ✭5✐❣❤-✮ ✐♥ ❞✐❧✉-❡ ❞✐>♣❡5>✐♦♥ ❛- ✶✵

◦
❈



✷✳ ❈❖▼%❘❊❍❊◆❙■❱❊ ❙❚❯❉❨ ❖❋ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■ ✾✼

✐♥ %❙❚❋❙■❑ 8❤❡ ❛❜=♦?♣8✐♦♥ =❛8✉?❛8❡❞ ❛❢8❡? ❛♣♣?♦①✐♠❛8❡❧② ✼✵✵♠✐♥ ✭≈ ✶✷ ❤♦✉?=✮ ♦❢

=②♥8❤❡=✐=✱ ✇❤❡?❡❛= ❢♦? %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■❍ 8❤❡ ?❡❛❝8✐♦♥ ♣?♦❝❡❡❞❡❞ ❛8 8❤❡ =❛♠❡ ?❛8❡ ❛♥❞

=❤♦✇ ❛ =❛8✉?❛8✐♦♥ ♦♥❧② ❛❢8❡? ❛❜♦✉8 ✶✷✵✵♠✐♥ ✭≈ ✷✵ ❤♦✉?=✮✭=❡❡ ✜❣✉?❡ ✷✳✸✶ ❛♥❞ ✜❣✉?❡

✷✳✸✷✮✳ ❚❤✉=✱ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■❍ =❤♦✇❡❞ ❛ ❤✐❣❤❡? ❛❜=♦❧✉8❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛❜=♦?♣8✐♦♥ 8❤❛♥

%❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■❑✳ ❚❤✐= ❞✐✛❡?❡♥❝❡ ✐♥ ❛❜=♦?♣8✐♦♥ ✇❛= ♣❛?8✐❝✉❧❛?❧② ♣?♦♥♦✉♥❝❡❞ ✐♥ 8❤❡

❜✐♣♦❧❛?♦♥✐❝ ❛❜=♦?♣8✐♦♥ ?❡❣✐♠❡ ✭λ > ✶✶✵✵ ♥♠✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✐❝❛8❡= 8❤❛8 ✐8 ✇❛= 8❤❡ ❞♦♣✐♥❣✱

8❤❛8 ✇❛= ❢✉?8❤❡? ✐♥❝?❡❛=❡❞ ✐♥ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■❍✱ ✇❤❡?❡❛= 8❤❡ ❝♦♥✈❡?=✐♦♥ ♦❢ ❊❉❖❚ ✇❛=

♥♦8 =✐❣♥✐✜❝❛♥8❧② ❛✛❡❝8❡❞✳

❚❤✐= ✇❛= =✉♣♣♦?8❡❞ ❜② 8❤❡ ❳%❙ ❙✷♣ =♣❡❝8?❛✱ ✇❤✐❝❤ ❞✐❞ ♥♦8 ❞✐=♣❧❛② ❛♥② ❞✐✛❡?❡♥❝❡ ✐♥

8❤❡ ❝♦♠♣♦=✐8✐♦♥ ♦❢ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■❑ ❛♥❞ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■❍ ✭=❡❡ ✜❣✉?❡ ✷✳✸✸✮✳ ❚❤❡?❡❢♦?❡

8❤❡ ❤✐❣❤❡? ❝♦♥❞✉❝8✐✈✐8② ♦❢ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■❍ ❝❛♥ ❜❡ ❛88?✐❜✉8❡❞ 8♦ ❛ =✐❣♥✐✜❝❛♥8 ✐♠♣?♦✈❡ ♦❢

❞♦♣✐♥❣✳ ■8 ✐= ♥♦8❡✇♦?8❤②✱ 8❤❛8 8❤✐= ✐♥❝?❡❛=❡ ✐♥ ❜✐♣♦❧❛?♦♥✐❝ ❛❜=♦?♣8✐♦♥ ✐♥ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■❍

✐= ♦❜=❡?✈❡❞ =✐♠✉❧8❛♥❡♦✉=❧② 8♦ 8❤❡ =8❡♣✇✐=❡ ❞?♦♣ ✐♥ 8❤❡ ♣❍ ✭❝♦♠♣❛?❡ ✜❣✉?❡ ✷✳✸✵✮✳ ❍♦✇❡✈❡?✱

❛8 8❤✐= ♣♦✐♥8 ♥♦ ♣❡?8✐♥❡♥8 ❡①♣❧❛♥❛8✐♦♥ ❢♦? 8❤✐= ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✇❛= ❢♦✉♥❞✳

■♥ %❊❉❖❚✿%❙❙ 8❤❡ =❛♠❡ 8?❡♥❞= ✇❡?❡ ♦❜=❡?✈❡❞ ✭=❡❡ ✜❣✉?❡ ✷✳✸✷ ❛♥❞ ✜❣✉?❡ ❆✳✽✱

❛♣♣❡♥❞✐① ♣❛❣❡ ✷✷✶✮✳ ❚❤❡ ✐♥✐8✐❛❧ ?❡❛❝8✐♦♥ ❦✐♥❡8✐❝= ✇❡?❡ ♥♦8 ❛✛❡❝8❡❞ ❜② 8❤❡ ❝♦✉♥8❡? ✐♦♥ ♦❢

%❙❙✱ ♦♥ 8❤❡ ❧♦♥❣ 8❡?♠✱ ❤♦✇❡✈❡?✱ 8❤❡ ❛❜=♦?♣8✐♦♥ ♦❢ %❊❉❖❚✿%❙❙◆❛ =❛8✉?❛8❡❞ ❡❛?❧✐❡? ❛8 ❛

❧♦✇❡? ❛❜=♦❧✉8❡ ✈❛❧✉❡ 8❤❛♥ ❢♦? %❊❉❖❚✿%❙❙❍✳ ❍♦✇❡✈❡?✱ 8❤❡ ❝♦♠♣❛?✐=♦♥ ♦❢ 8❤❡

%❊❉❖❚✿%❙❙ =②=8❡♠= 8♦ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■ ?❡✈❡❛❧❡❞✱ 8❤❛8 8❤❡ ?❡❛❝8✐♦♥ ❦✐♥❡8✐❝= ♦❢ 8❤❡

%❊❉❖❚ =②♥8❤❡=✐= ✇❡?❡ ❜② ❢❛? =❧♦✇❡? ✐♥ %❙❙ 8❤❛♥ ✐♥ %❙❚❋❙■ =♦❧✉8✐♦♥= ❛♥❞ 8❤❛8 8❤❡

=❛8✉?❛8✐♦♥ ✇❛= ❛88❛✐♥❡❞ ♠✉❝❤ ❧❛8❡?✱ ❛8 ♠♦?❡ 8❤❛♥ ✹✵✵✵♠✐♥ ♦❢ =②♥8❤❡=✐=✳

■♥ ♦?❞❡? 8♦ ❝♦♥✜?♠ 8❤❡ ❞✐✛❡?❡♥❝❡= ✐♥ ❞♦♣✐♥❣✱ ❘❛♠❛♥ =♣❡❝8?♦=❝♦♣② ✇✐8❤ ❞✐✛❡?❡♥8

❡①❝✐8❛8✐♦♥ ✇❛✈❡❧❡♥❣8❤= ✇❛= ♣❡?❢♦?♠❡❞✳ ●❛??❡❛✉ ❡! ❛❧✳ ❬✹✼❪ ?❡♣♦?8❡❞✱ 8❤❛8 ❞✉❡ 8♦

?❡=♦♥❛♥❝❡ ❡✛❡❝8=✱ 8❤❡ =✐❣♥❛8✉?❡= ♦❢ ✉♥❞♦♣❡❞ %❊❉❖❚ ❛♣♣❡❛? =8?♦♥❣❡? ✐♥ ❘❛♠❛♥ =♣❡❝8?❛

?❡❝♦?❞❡❞ ❛8 ❛♥ ❡①❝✐8❛8✐♦♥ ✇❛✈❡❧❡♥❣8❤ ❛?♦✉♥❞ ✺✵✵♥♠✱ ❛8 ✇❤✐❝❤ ♥❡✉8?❛❧ %❊❉❖❚ ❛❜=♦?❜=✱

✇❤❡?❡❛= 8❤❡ =✐❣♥❛8✉?❡ ♦❢ ❞♦♣❡❞ %❊❉❖❚ ❛?❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ✉♣♦♥ ♣?♦❜✐♥❣ ❛8 ❤✐❣❤❡?

✇❛✈❡❧❡♥❣8❤= ✐♥ 8❤❡ ?❡❣✐♠❡ ♦❢ ♣♦❧❛?♦♥✐❝ ❛♥❞ ❜✐♣♦❧❛?♦♥✐❝ ❛❜=♦?♣8✐♦♥✳ ❚❤❡?❡❢♦?❡ ❘❛♠❛♥

=♣❡❝8?❛ ♦❢ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■ ❛♥❞ %❊❉❖❚✿%❙❙ ✇❡?❡ ?❡❝♦?❞❡❞ ❛8 ✺✸✷♥♠ ❛♥❞ ❛8 ✼✽✺♥♠✳

❚❤❡ ❘❛♠❛♥ =♣❡❝8?❛ ?❡❝♦?❞❡❞ ❛8 ✺✸✷♥♠ ❡①❝✐8❛8✐♦♥ ✇❛✈❡❧❡♥❣8❤ ♦❢ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■❑ ❛♥❞

♦❢ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■❍ ✭=❡❡ ✜❣✉?❡ ✷✳✸✹❛✮ ❞✐=♣❧❛② 8❤❡ =❛♠❡ ♠❛✐♥ ❜❛♥❞ ❛8 ✶✹✷✵❝♠

−1
❛♥❞ ❛8

✶✷✺✵❝♠

−1
✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛88?✐❜✉8❡❞ 8♦ 8❤❡ =②♠♠❡8?✐❝ ❈α❂❈β =8?❡8❝❤✐♥❣ ♠♦❞❡ ❛♥❞ 8❤❡



✾✽ ✷✳ ❈❖▼'❘❊❍❊◆❙■❱❊ ❙❚❯❉❨ ❖❋ '❊❉❖❚✿'❙❚❋❙■

❋✐❣✳ ✷✳✸✷✿ ❆❜)♦+♣-✐♦♥ ♦❢ 0❊❉❖❚✿0❙❚❋❙■❑✱ 0❊❉❖❚✿0❙❚❋❙■❍✱ 0❊❉❖❚✿0❙❙◆❛

❛♥❞ 0❊❉❖❚✿0❙❙❍ ❛) ❛ ❢✉♥❝-✐♦♥ ♦❢ -✐♠❡ ❛- ✽✵✵♥♠✱ ✶✶✵✵♥♠ ❛♥❞ ✶✸✵✵♥♠



✷✳ ❈❖▼%❘❊❍❊◆❙■❱❊ ❙❚❯❉❨ ❖❋ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■ ✾✾

❋✐❣✳ ✷✳✸✸✿ ❳(❙ ❙✷♣ +♣❡❝./✉♠ ♦❢ (❊❉❖❚✿(❙❚❋❙■❑ ❛♥❞

(❊❉❖❚✿(❙❚❋❙■❍

❈α✲❈α 567❡6❝❤✐♥❣ ♠♦❞❡✱ 7❡5♣❡❝6✐✈❡❧②✳ ❍♦✇❡✈❡7✱ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■❍ 5❤♦✇❡❞ ❧♦✇❡7 ❜❛♥❞5

✐♥ 6❤❡ 7❡❣✐♠❡ ♦❢ 6❤❡ ❛5②♠♠❡67✐❝ ❈α❂❈β 567❡6❝❤✐♥❣ ❛6 ✶✺✹✵❝♠

−1
❛♥❞ ❛6 ✶✺✼✺❝♠

−1
✭5❡❡

✜❣✉7❡ ✷✳✸✹❜✮✳ ❙6✉❞✐❡5 ♦❢ ❡❧❡❝67♦✲♣♦❧②♠❡7✐③❡❞ %❊❉❖❚ ✐♥ ❧✐6❡7❛6✉7❡ 5❤♦✇❡❞ 6❤❛6 ❧♦✇

❛55②♠♠❡67✐❝ ❈α❂❈β ❜❛♥❞5 ❝❛♥ ❜❡ ❝♦77❡❧❛6❡❞ 6♦ ❤✐❣❤ ❞♦♣✐♥❣ ❬✹✼✱ ✹✽❪✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥✜7♠5 ❛

❤✐❣❤❡7 ❞❡❣7❡❡ ♦❢ ❞♦♣✐♥❣ ✐♥ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■❍ ❝♦♠♣❛7❡❞ 6♦ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■❑✳ ❚❤❡

5❛♠❡ 67❡♥❞ ❝❛♥ ❜❡ 5❡❡♥ ✐♥ 6❤❡ ❘❛♠❛♥ 5♣❡❝67❛ 7❡❝♦7❞❡❞ ✇✐6❤ ❛♥ ❡①❝✐6❛6✐♦♥ ✇❛✈❡❧❡♥❣6❤ ♦❢

✼✽✺♥♠✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■❍ ❞✐5♣❧❛②❡❞ ❛ ❧❡55 ♣7♦♥♦✉♥❝❡❞ 5❤♦✉❧❞❡7 ❛6 ❛7♦✉♥❞

✶✺✷✾❝♠

−1
6❤❛♥ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■❑ ✭5❡❡ ✜❣✉7❡5 ✷✳✸✹❜✮✳ ❚❤❡ ❢❛❝6 6❤❛6 6❤❡ ❜❛♥❞5 ❜❡6✇❡❡♥

✶✺✵✵❝♠

−1
❛♥❞ ✶✻✵✵❝♠

−1
✇❡7❡ ♠♦7❡ ♣7♦♥♦✉♥❝❡❞ ✉♣♦♥ ♣7♦❜✐♥❣ ❛6 ✺✸✷♥♠✱ ❝♦♥✜7♠5 6❤❛6

6❤❡5❡ ❜❛♥❞5 ❛7❡ 7❡❧❛6❡❞ 6♦ 6❤❡ ✉♥❞♦♣❡❞ ❢♦7♠ ♦❢ %❊❉❖❚✳ ❚❤❡7❡❢♦7❡ 6❤❡ ❧❡55 ✐♥6❡♥5❡

❘❛♠❛♥ ❜❛♥❞5 ♦❢ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■❍ ✐♥ 6❤✐5 7❡❣✐♠❡ ❛7❡ ❛ 5✐❣♥ ❢♦7 ❛ ❤✐❣❤❡7 ❞❡❣7❡❡ ♦❢

❞♦♣✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ✐5 ♣❡7❢❡❝6❧② ✐♥ ❝♦❤❡7❡♥❝❡ ✇✐6❤ 6❤❡ ❝♦♥❝❧✉5✐♦♥5 ❞7❛✇♥ ❢♦7 ❯❱✴❱✐5

5♣❡❝67♦5❝♦♣②✳

❚❤❡ ❘❛♠❛♥ 5♣❡❝67✉♠ ✭λexcitation❂✼✽✺♥♠✮ ♦❢ %❊❉❖❚✿%❙❙❍ ✐5 ✈❡7② 5✐♠✐❧❛7 6♦ 6❤❡

5♣❡❝67✉♠ ♦❢ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■❍✱ ✐♥❞✐❝❛6✐♥❣ ❛ 5✐♠✐❧❛7 ❞♦♣✐♥❣ ❛5 ✐♥ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■❍✳ ❆6

✺✸✷♥♠ ❡①❝✐6❛6✐♦♥ ✇❛✈❡❧❡♥❣6❤ 6❤❡ ❘❛♠❛♥ 5♣❡❝67❛ ♦❢ %❊❉❖❚✿%❙❙ 5❤♦✇❡❞ ❞✐✛❡7❡♥6

❝❤❛7❛❝6❡7✐56✐❝5 ✐♥ 6❤❡ ❛5②♠♠❡67✐❝ ❈α❂❈β 567❡6❝❤✐♥❣ 7❡❣✐♠❡ 6❤❛♥ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■✱

♥❛♠❡❧② ❛ ♠♦7❡ ✐♠♣♦76❛♥6 ♣❡❛❦ ❛6 ✶✺✵✵❝♠

−1
❛♥❞ ❧♦✇❡7 ❜❛♥❞5 ❛6 ✶✺✹✵❝♠

−1
❛♥❞



✶✵✵ ✷✳ ❈❖▼'❘❊❍❊◆❙■❱❊ ❙❚❯❉❨ ❖❋ '❊❉❖❚✿'❙❚❋❙■

❙❛♠♣❧❡ ❘❛❞✐✉= ✶ ✭♥♠✮ ❘❛❞✐✉= ✷ ✭♥♠✮

'❊❉❖❚✿'❙❚❋❙■❑ ✾✻ ± ✶✺ ✺✽✷ ± ✷✼

'❊❉❖❚✿'❙❚❋❙■❍ ✺✸ ± ✶✵ ✻✵✼ ± ✽✾

❚❛❜✳ ✷✳✾✿ '❛()✐❝❧❡ .✐③❡. ✐♥ '❊❉❖❚✿'❙❚❋❙■❑ ❛♥❞

'❊❉❖❚✿'❙❚❋❙■❍ ❞✐.♣❡(.✐♦♥.✱ ❞❡)❡(♠✐♥❡❞ ❜② ❞②♥❛♠✐❝

❧✐❣❤) .❝❛))❡(✐♥❣

✶✺✼✺❝♠

−1
✭=❡❡ ✜❣✉K❡ ❆✳✾✱ ❛♣♣❡♥❞✐① ♣❛❣❡ ✷✷✷✮✳ ■♥ ❛❞❞✐O✐♦♥✱ O❤❡ ♠❛✐♥ ❛❜=♦K♣O✐♦♥ ❜❛♥❞ ♦❢

'❊❉❖❚✿'❙❚❋❙■❍ ✇❛= =❤✐❢O❡❞ O♦ ❤✐❣❤❡K ✇❛✈❡♥✉♠❜❡K=✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛= ❛OOK✐❜✉O❡❞ O♦ ❛♥

✐♥❝K❡❛=✐♥❣ ❞❡❣K❡❡ ♦❢ ❞♦♣✐♥❣ ♦❢ '❊❉❖❚ ✐♥ ❧✐O❡K❛O✉K❡ ❬✹✼❪✳

❚❤✐= ♣K♦✈❡= O❤❛O O❤❡ ✉=❡ ♦❢ O❤❡ ❛❝✐❞✐❝ ♣♦❧②❡❧❡❝OK♦❧②O❡ K❡=✉❧O= ✐♥ ❛ ❤✐❣❤❡K ❞❡❣K❡❡ ♦❢ ❞♦♣✐♥❣

♦❢ '❊❉❖❚✿'❙❚❋❙■❍✱ ✇❤✐❝❤ ✐= ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛❢O❡K ♠♦K❡ O❤❛♥ ✶✵ ❤♦✉K= ♦❢ ♣♦❧②♠❡K✐③❛O✐♦♥✳

❇❡=✐❞❡= ❛ ❣♦♦❞ ❞♦♣✐♥❣✱ ❛❧=♦ O❤❡ ♠♦K♣❤♦❧♦❣② ♦❢ O❤❡ '❊❉❖❚✿'❙❚❋❙■❑ ❛♥❞

'❊❉❖❚✿'❙❚❋❙■❍ ❝♦♠♣❧❡①❡= ❛♥❞ ✜❧♠= ✇❛= =O✉❞✐❡❞✳ ❆= O❤❡ ❝♦♥❢♦K♠❛O✐♦♥ ♦❢ O❤❡

♣♦❧②❡❧❡❝OK♦❧②O❡ ✐= ❛✛❡❝O❡❞ ❜② O❤❡ ♣❍ ❛♥❞ ✐O= ❝♦✉♥O❡K ✐♦♥✱ =✉❝❤ O❤❛O '❙❚❋❙■❍ =❤♦✇= ❛

=♠❛❧❧❡K ❤②❞K♦❞②♥❛♠✐❝ K❛❞✐✉= ✐♥ =♦❧✉O✐♦♥ O❤❛♥ '❙❚❋❙■❑ ✭=❡❡ =❡❝O✐♦♥ ✷✳✷✮✱ ✐O ✇❛=

✐♥✈❡=O✐❣❛O❡❞ ✐❢ O❤❡ ❞✐✛❡K❡♥O ❝♦♥❢♦K♠❛O✐♦♥= ♦❢ O❤❡ ♣♦❧②❡❧❡❝OK♦❧②O❡ O❡♠♣❧❛O❡ ♣❡K=✐=O❡❞ ✐♥

O❤❡ ♠♦K♣❤♦❧♦❣② ♦❢ O❤❡ '❊❉❖❚✿'❙❚❋❙■ ❝♦♠♣❧❡①✳ ■♥ ❉▲❙ ❡①♣❡K✐♠❡♥O= =❝❛OO❡K✐♥❣ ❢K♦♠

♦❜❥❡❝O= ✇✐O❤ ❛ ❞✐❛♠❡O❡K ♦❢ =❡✈❡K❛❧ ❤✉♥❞K❡❞= ♦❢ ♥❛♥♦♠❡O❡K= ❛♥❞ ❢K♦♠ =♠❛❧❧❡K =❝❛OO❡K❡K=

✇✐O❤ ❛ ❞✐❛♠❡O❡K ♦❢ ✺✵♥♠ O♦ ✶✵✵♥♠ ✇❛= ♦❜=❡K✈❡❞ ❢♦K ❜♦O❤ '❊❉❖❚✿'❙❚❋❙■❑ ❛♥❞

'❊❉❖❚✿'❙❚❋❙■❍ ❞✐=♣❡K=✐♦♥= ✭=❡❡ O❛❜❧❡ ✷✳✾✮✳ ❲❤✐❧❡ O❤❡ =✐③❡ ♦❢ O❤❡ ❜✐❣❣❡K =❝❛OO❡K❡K=

✇❛= ❛❜♦✉O ✻✵✵♥♠ ✐♥ ❜♦O❤ =②=O❡♠=✱ O❤❡ =♠❛❧❧❡K ♣❛KO✐❝❧❡= ✐♥ '❊❉❖❚✿'❙❚❋❙■❍ ✇❡K❡

❛♣♣K♦①✐♠❛O❡❧② ❤❛❧❢ ♦❢ O❤❡ =✐③❡ ♦❢ O❤❡ ♦♥❡= ✐♥ '❊❉❖❚✿'❙❚❋❙■❑✳

▲✐`✉✐❞ ❆❋▼ ✐♠❛❣✐♥❣ ♦♥ O❤❡ ❞✐=♣❡K=❡❞ ❝♦♠♣❧❡①❡= ✭=❡❡ ✜❣✉K❡ ✷✳✸✺✮ K❡✈❡❛❧❡❞✱ O❤❛O ❜♦O❤✱

'❊❉❖❚✿'❙❚❋❙■❑ ❛♥❞ '❊❉❖❚✿'❙❚❋❙■❍✱ ❝♦♠♣❧❡①❡= ✇❡K❡ ❝♦♠♣♦=❡❞ ♦❢ ❧♦♥❣ ❡♥O❛♥❣❧❡❞

♣♦❧②♠❡K ❝❤❛✐♥= ✇✐O❤ O❤✐❝❦ ♥♦❞❛❧ ♣♦✐♥O=✳ ❚❤❡ ❞✐❛♠❡O❡K ♦❢ O❤❡ ❡♥O❛♥❣❧❡❞ ❝♦♠♣❧❡①❡= ✇❛= ✐♥

O❤❡ =✉❜✲♠✐❝K♦♠❡O❡K K❛♥❣❡ ❛♥❞ ❝♦KK❡❧❛O❡❞ ✇❡❧❧ O♦ O❤❡ =✐③❡ ♦❢ O❤❡ ❜✐❣❣❡K ♦❜❥❡❝O= ♦❜=❡K✈❡❞

❜② ❉▲❙✳ ❆ ❝❧♦=❡K ❧♦♦❦ ♦♥ O❤❡ =❤❛♣❡ ♦❢ O❤❡ ♣♦❧②♠❡K ❝❤❛✐♥= ❣❛✈❡ O❤❡ ✐♠♣K❡==✐♦♥ O❤❛O O❤❡

❝❤❛✐♥ =❡❣♠❡♥O= ✐♥ '❊❉❖❚✿'❙❚❋❙■❑ ✇❡K❡ ❧❡== =OK❛✐❣❤O ❛♥❞ ♠♦K❡ K❛♥❞♦♠❧② ♦K✐❡♥O❡❞ O❤❛♥

O❤♦=❡ ♦❢ '❊❉❖❚✿'❙❚❋❙■❍✳ ❍♦✇❡✈❡K✱ ♥♦ ❡①♣❡K✐♠❡♥O❛❧ ♠❡O❤♦❞ ✇❛= ❢♦✉♥❞ O♦ ❝♦♥✜K♠ O❤✐=

✐♠♣K❡==✐♦♥ `✉❛♥O✐O❛O✐✈❡❧②✳

■♥ ♦K❞❡K O♦ ❣❛✐♥ ♠♦K❡ ✐♥❢♦K♠❛O✐♦♥ ♦♥ O❤❡ ♣♦O❡♥O✐❛❧ ♠♦K♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞✐✛❡K❡♥❝❡= ♦❢

'❊❉❖❚✿'❙❚❋❙■❑ ❛♥❞ '❊❉❖❚✿'❙❚❋❙■❍ ✜❧♠=✱ O❤❡ ❝❤❛K❣❡ OK❛♥=♣♦KO ❜❡❤❛✈✐♦K ✇❛=
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❋✐❣✳ ✷✳✸✹✿ ❘❛♠❛♥ ,♣❡❝01✉♠ ♦❢ 5❊❉❖❚✿5❙❚❋❙■❑ ❛♥❞

5❊❉❖❚✿5❙❚❋❙■❍✱ ✇✐0❤ ❘❛♠❛♥ ❡①❝✐0❛0✐♦♥ ✇❛✈❡❧❡♥❣0❤

❛✮✺✸✷♥♠ ❛♥❞ ❜✮✼✽✺♥♠



✶✵✷ ✷✳ ❈❖▼'❘❊❍❊◆❙■❱❊ ❙❚❯❉❨ ❖❋ '❊❉❖❚✿'❙❚❋❙■

❛✮ ❜✮

❋✐❣✳ ✷✳✸✺✿ ❛✮*❊❉❖❚✿*❙❚❋❙■❑ ❛♥❞ ❜✮*❊❉❖❚✿*❙❚❋❙■❍✱ ✐♠❛❣❡❞ ✐♥ ❛9✉❡♦✉<

❞✐<♣❡><✐♦♥ ❜② ❧✐9✉✐❞ ❆❋▼

89✉❞✐❡❞ ✇✐9❤ 9❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ 9❡♠♣❡E❛9✉E❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥9 E❡8✐89❛♥❝❡ ♠❡❛8✉E❡♠❡♥98✳ ■♥ ❜♦9❤

'❊❉❖❚✿'❙❚❋❙■ 8②89❡♠8 ❛ ❞❡❝E❡❛8❡ ♦❢ 9❤❡ E❡8✐89❛♥❝❡ ✇✐9❤ ✐♥❝E❡❛8✐♥❣ 9❡♠♣❡E❛9✉E❡ ✇❛8

♦❜8❡E✈❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛8 ✈❡E② ♣E♦♥♦✉♥❝❡❞ ✐♥ 9❤❡ ❧♦✇ 9❡♠♣❡E❛9✉E❡ E❡❣✐♠❡ ✭8❡❡ ✜❣✉E❡ ✷✳✸✻✮✳

❚❤✐8 ❝♦EE❡8♣♦♥❞8 9♦ 9❤❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ♦❜8❡E✈❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦E ♦❢ ❝♦♥❞✉❝9✐♥❣ ♣♦❧②♠❡E8✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤

9❤❡ ❝❤❛E❣❡ 9E❛♥8♣♦E9 ♦❝❝✉E8 ❜② ❤♦♣♣✐♥❣ ❜❡9✇❡❡♥ 9❤❡ ❤✐❣❤❧② ❝♦♥❞✉❝9✐♥❣ 8✐9❡8✳

❚❤❡ ♣❧♦9 ♦❢ 9❤❡ E❡❞✉❝❡❞ ❛❝9✐✈❛9✐♦♥ ❡♥❡E❣② ❲✱

W =
∂ln(σ(T ))

∂ln(T )
, ✭✷✳✶✶✮

♦✈❡E 9❤❡ 9❡♠♣❡E❛9✉E❡ ❚ ✐♥ ✜❣✉E❡ ✷✳✸✻✱ 8❤♦✇8 9❤❛9 ❲ ❞❡❝E❡❛8❡8 ✇✐9❤ ✐♥❝E❡❛8✐♥❣

9❡♠♣❡E❛9✉E❡ ✭∂W/∂T < 0✮✳ ❚❤❡E❡❢♦E❡ 9❤❡ ❝❤❛E❣❡ 9E❛♥8♣♦E9 ✐♥ ❜♦9❤ '❊❉❖❚✿'❙❚❋❙■

8②89❡♠8 ✇❛8 ✐♥ 9❤❡ ✐♥8✉❧❛9✐♥❣ E❡❣✐♠❡✱ ❛8 ✐9 ✇❛8 ❛❧8♦ E❡♣♦E9❡❞ ❢♦E '❊❉❖❚✿'❙❙ ✐♥

❧✐9❡E❛9✉E❡ ❬✷✺❪✳ ❚❤❡ ♣❧♦9 ♦❢ ❘✭❚✮ ✇❛8 ✜99❡❞ ✇✐9❤ 9❤❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥8✐♦♥❛❧ ✈❛E✐❛❜❧❡ E❛♥❣❡

❤♦♣♣✐♥❣ ♠♦❞❡❧

R = R0exp(
T0

T
)
α

✭✷✳✶✷✮

✇✐9❤ α = 0.5 ❛♥❞ ❘ ❜❡✐♥❣ 9❤❡ E❡8✐89❛♥❝❡✱ ❚ ❜❡✐♥❣ 9❤❡ 9❡♠♣❡E❛9✉E❡✱

T0 =
16

kBN(EF )L‖L
2
⊥

❜❡✐♥❣ 9❤❡ ❡♥❡E❣② ❜❛EE✐❡E ❜❡9✇❡❡♥ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ 89❛9❡8✱ N(EF ) 9❤❡

❞❡♥8✐9② ♦❢ 89❛9❡8 ❛9 9❤❡ ❋❡E♠✐ ❧❡✈❡❧✱ ❛♥❞ L‖ ✭L⊥✮ 9❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛9✐♦♥ ❧❡♥❣9❤ ♦❢ 9❤❡ ❝❤❛E❣❡

❝❛EE✐❡E8 ✐♥ 9❤❡ ♣❛E❛❧❧❡❧ ✭♣❡E♣❡♥❞✐❝✉❧❛E✮ ❞✐E❡❝9✐♦♥ ✇✐9❤ E❡8♣❡❝9 9♦ 9❤❡ ♠❡❛8✉E❡♠❡♥9

❞✐E❡❝9✐♦♥✳
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❚❤✐8 ❛❧❧♦✇❡❞ ?❤❡ ❡①?A❛❝?✐♦♥ ♦❢ ?❤❡ T0✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦AA❡8♣♦♥❞8 ?♦ ?❤❡ ❡✛❡❝?✐✈❡ ❡♥❡A❣② ❜❛AA✐❡A

❜❡?✇❡❡♥ ?✇♦ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ 8?❛?❡8 ❬✷✺✱ ✹✾❪✳ ❋♦A %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■❑ ❛♥❞ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■❍ ❛

T0 ♦❢ ✸✺✾❑ ❛♥❞ ♦❢ ✼✵❑ ✇❛8 ❢♦✉♥❞✱ A❡8♣❡❝?✐✈❡❧②✳ ❚❤✐8 ✐♥❞✐❝❛?❡8✱ ?❤❛? ?❤❡ ❤♦♣♣✐♥❣ ❜❛AA✐❡A

✐♥ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■❍ ✇❛8 ❞A❛8?✐❝❛❧❧② ❧♦✇❡A✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦AA❡❧❛?❡8 ?♦ ?❤❡ ❤✐❣❤❡A ❝♦♥❞✉❝?✐✈✐?②

✐♥ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■❍✳ ❲✐?❤ ?❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ?❤❡ ❱❘❍ ♠♦❞❡❧ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❙❤❦❧♦✈8❦✐✐ ❛♥❞

❊❢A♦8 ❬✺✵❪✱ ?❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛?✐♦♥ ❧❡♥❣?❤ ❛ ✇❛8 ❝❛❧❝✉❧❛?❡❞ ❢A♦♠ ❚0 ?♦ ❜❡ ✶✽✵♥♠ ❢♦A

%❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■❍ ❛♥❞ ✸✺♥♠ ❢♦A %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■❑✱ ✉8✐♥❣

T0 =
2.8e2

4πǫ0ǫkBa
. ✭✷✳✶✸✮

❚❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛?✐♦♥ ❧❡♥❣?❤ ♦❢ ✸✺♥♠ ♦❜?❛✐♥❡❞ ❢♦A %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■❑ ❝♦AA❡8♣♦♥❞8 ✇❡❧❧ ?♦

?❤❡ ❣A❛✐♥ 8✐③❡ ♦❢ ✹✵♥♠✱ ✈✐8✉❛❧✐③❡❞ ❜② ❆❋▼ ✐♠❛❣✐♥❣ ♦❢ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■❑ ✜❧♠8✱ ♦♥ ✇❤✐❝❤

?❤❡ ♣❤❛8❡ 8❡❣A❡❣❛?❡❞ %❙❚❋❙■ ❧❛②❡A ✇❛8 A❡♠♦✈❡❞ ❜② ♦♥❡ ♠✐♥✉?❡ ♦❢ ❈❋

✹

♣❧❛8♠❛ ❡?❝❤✐♥❣

✭8❡❡ ✜❣✉A❡ ✷✳✸✼✮✳ ❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛?❡❞ ❧♦❝❛❧✐③❛?✐♦♥ ❧❡♥❣?❤ ♦❢ ✶✽✵♥♠ ❢♦A %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■❍

✐♥❞✐❝❛?❡8✱ ?❤❛? ?❤❡ ♣❡A❝♦❧❛?✐♦♥ ♦❢ ?❤❡ %❊❉❖❚ A✐❝❤ ❞♦♠❛✐♥8 ✇❛8 ✐♠♣A♦✈❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡A✱ ?❤❡

❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❧♦❝❛❧✐③❛?✐♦♥ ❧❡♥❣?❤ ❝❛♥ ♥♦? ❜❡ ❝♦AA❡❧❛?❡❞ ?♦ ?❤❡ ❛♣♣❛A❡♥? ❣A❛✐♥ 8✐③❡ ♦❢

%❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■❍✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛8 ✐❞❡♥?✐❝❛❧ ?♦ ?❤❡ ❣A❛✐♥ 8✐③❡ ♦❜8❡A✈❡❞ ✐♥ ?❤❡ ?♦♣♦❣A❛♣❤✐❝

❆❋▼ ✐♠❛❣❡8 ♦❢ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■❑✳

■♥ ♦A❞❡A ?♦ ✐♥✈❡8?✐❣❛?❡ ?❤❡ ❝A②8?❛❧❧✐♥✐?② ♦❢ ?❤❡ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■ 8②8?❡♠8 ❞✐✛❡A❡♥?✐❛❧

8❝❛♥♥✐♥❣ ❝❛❧♦♠❡?A② ✇❛8 ♣❡A❢♦A♠❡❞✳ ❋A♦♠ ?❤❡ ❉❙❈ ❞❛?❛ ✭8❡❡ ✜❣✉A❡ ❆✳✶✵✱ ❛♣❡❡♥❞✐① ♣❛❣❡

✷✷✷✮ ♥♦ ♠❡❧?✐♥❣ ✇✐?❤ ❝♦AA❡8♣♦♥❞✐♥❣ A❡✲❝A②8?❛❧❧✐③❛?✐♦♥ ♣❡❛❦ ✇❛8 ♦❜8❡A✈❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐8 ❛ 8✐❣♥

❢♦A ?❤❡ ❛❜8❡♥❝❡ ♦❢ ❝A②8?❛❧❧✐♥✐?②✳ ❚❤✐8 ✇❛8 ❝♦♥✜A♠❡❞ ❜② ●■❲❆❳❙ ❛♥❛❧②8✐8 ♦♥

%❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■❑ ?❤✐♥ ✜❧♠8✱ ✇❤✐❝❤ 8❤♦✇❡❞ ?❤❡ ❝❤❛A❛❝?❡A✐8✐❝ 8❝❛??❡A✐♥❣ ❢♦A ❛♠♦A♣❤♦✉8

♠❛?❡A✐❛❧8 ✐♥ ❢♦A♠ ♦❢ ❛ ❜A♦❛❞ ❤❛❧♦ ✭8❡❡ ✜❣✉A❡ ❉✳✼✱ ❛♣♣❡♥❞✐① ♣❛❣❡ ✷✸✷✮✳ ❍♦✇❡✈❡A✱

●■❲❆❳❙ ❛♥❛❧②8✐8 ❤❛8 ♥♦? ❜❡❡♥ ♣❡A❢♦A♠❡❞ ♦♥ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■❍✱ ❜✉? 8❤♦✉❧❞ ❡❧✉❝✐❞❛?❡ ✐❢

✐?8 ❤✐❣❤❡A ❝♦♥❞✉❝?✐✈✐?② ✐8 A❡❧❛?❡❞ ?♦ ❛ ❤✐❣❤❡A ❞❡❣A❡❡ ♦❢ ❝A②8?❛❧❧✐♥✐?②✳

■♥ 8✉♠♠❛A②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛88✉♠❡ ?❤❡ ♣A❡8❡♥❝❡ ♠♦A♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞✐✛❡A❡♥❝❡8 ❜❡?✇❡❡♥

%❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■❑ ❛♥❞ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■❍✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞ ?♦ ❞✐✛❡A❡♥? ❝❤❛A❣❡ ?A❛♥8♣♦A?

❝❤❛A❛❝?❡A✐8?✐❝8 ✐♥ ?❤❡ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■ ✜❧♠8✳ ❚❤✐8 ✐8 8✉♣♣♦A?❡❞ ❜② ?❤❡ ❞✐✛❡A❡♥❝❡8 ✐♥ ?❤❡

♦❜❥❡❝? 8✐③❡ ♦❜8❡A✈❡❞ ❜② ❉▲❙ ❛♥❞ ?❤❡ b✉❛❧✐?❛?✐✈❡ ❞✐✛❡A❡♥❝❡8 ✐♥ ?❤❡ ♠♦A♣❤♦❧♦❣② ♦❜8❡A✈❡❞

❜② ❧✐b✉✐❞ ❆❋▼ ✐♠❛❣✐♥❣✳

■♥ ❝♦♥❝❧✉8✐♦♥✱ ✐? ✇❛8 8❤♦✇♥ ?❤❛? ?❤❡ ❝♦✉♥?❡A ✐♦♥ ♦❢ ?❤❡ %❙❚❋❙■ ♣♦❧②❡❧❡❝?A♦❧②?❡
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(❊❉❖❚✿(❙❚❋❙■ C❤❡ ♦①✐❞❛♥C ❝♦♠♣♦9✐C✐♦♥ ✇❛9 ✈❛?✐❡❞✱ ✇❤✐❧❡ C❤❡ ♠♦❧❛? ?❛C✐♦ ❜❡C✇❡❡♥

♦①✐❞❛♥C9 ❛♥❞ ❊❉❖❚ ♠♦♥♦♠❡? ✇❛9 ❦❡♣C ❝♦♥9C❛♥C ❛C ✷✳✸✳ ❚❤✐9 ♦①✐❞❛♥C ❝♦♥❝❡♥C?❛C✐♦♥ ✇❛9

❝❤♦9❡♥ ❢♦? C✇♦ ?❡❛9♦♥9✳ ❋✐?9C✱ ✐C ❛❧❧♦✇9✱ C❤❛C ❡✈❡?② ❊❉❖❚ ♠♦♥♦♠❡? ✐9 ♦①✐❞✐③❡❞ C✇♦

C✐♠❡9✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞9 ✐♥ C❤❡♦?② C♦ ❛ ❝♦♥C✐♥✉♦✉9 ❣?♦✇C❤ ♦❢ C❤❡ (❊❉❖❚ ❝❤❛✐♥9 ❛♥❞ ❢✉❧❧

❝♦♥✈❡?9✐♦♥✳ ❙❡❝♦♥❞✱ C❤❡ ❡①❝❡99 ♦①✐❞❛♥C ❛❧❧♦✇9 C❤❡ ♦①✐❞❛C✐♦♥ ♦❢ ❛❜♦✉C ♦♥❡ C❤✐?❞ ♦❢ C❤❡

(❊❉❖❚ ?❡♣❡❛C ✉♥✐C9✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦??❡9♣♦♥❞9 C♦ C❤❡ ♦♣C✐♠❛❧ ❞♦♣✐♥❣ ❧❡✈❡❧ ♦❢ (❊❉❖❚

❬✷✽✱ ✸✸✱ ✸✹❪✳



✷✳ ❈❖▼%❘❊❍❊◆❙■❱❊ ❙❚❯❉❨ ❖❋ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■ ✶✵✾

▼♦❧❛9 ❘❛:✐♦ ▼♦❧❛9 ❘❛:✐♦ ❈♦♥❞✉❝:✐✈✐:②

a,b,c
❆❜D♦9♣:✐♦♥ ❈♦❡✣❝✐❡♥:

a,c
❋♦▼

a,c

❙2❖
2−
8 ✴❋❡

3+
❋❡

✸

✰

✴❊❉❖❚ ✭❙✳❝♠

−1
✮ ✭✶✵

3
❝♠

−1
✮

✇♦ ❉▼❙❖✴✇✐(❤ ❉▼❙❖ ✇♦ ❉▼❙❖✴✇✐(❤ ❉▼❙❖

✶✻✳✵ ✵✳✵✼ ✵✳✺✴✶✺✽ ✷✳✺ ✵✳✵✸✴✶✵

✹✳✾ ✵✳✷✶ ✶✳✷✴✷✺✷ ✷✳✺ ✵✳✵✼✴✶✻

✷✳✼ ✵✳✸✺ ✷✳✻✴✷✹✵ ✷✳✺ ✵✳✶✹✴✶✺

✶✳✽ ✵✳✹✾ ✹✳✵✴✷✻✸ ✷✳✻ ✵✳✷✶✴✶✼

a
❛✈❡#❛❣❡ ♦♥ ✽ ♠❡❛)✉#❡♠❡♥+) ♦# ♠♦#❡

b
❞❡+❡#♠✐♥❡❞ ❜② ✹✲♣♦✐♥+ ♠❡❛)✉#❡♠❡♥+)

c
)+❛♥❞❛#❞ ❞❡✈✐❛+✐♦♥ ♦❢ ✈❛❧✉❡ ≈✶✵✪

❚❛❜✳ ✷✳✶✵✿ ❖♣*♦✲❡❧❡❝*0♦♥✐❝ ♣❡0❢♦0♠❛♥❝❡ ♦❢ 5❊❉❖❚✿5❙❚❋❙■ ;②;*❡♠;✱ ;②♥*❤❡;✐③❡❞ ✇✐*❤ ❞✐✛❡0❡♥*

♠♦❧❛0 0❛*✐♦; ♦❢ ❛♠♠♦♥✐✉♠ ♣❡0;✉❧❢❛*❡ *♦ ✐0♦♥✭■■■✮❝❤❧♦0✐❞❡ ❛* ✶✵

◦
❈✱ 5❙❚❋❙■❑ ✷✺✵❦❉❛

❚❤❡ ♦♣:♦ ❡❧❡❝:9♦♥✐❝ ♣9♦♣❡9:✐❡D ♦❢ :❤❡ ♦❜:❛✐♥❡❞ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■ ❝♦♠♣❧❡①❡D ❛9❡

D✉♠♠❛9✐③❡❞ ✐♥ :❛❜❧❡ ✷✳✶✵✳ ❋♦9 ♣9✐D:✐♥❡ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■ ✜❧♠D :❤❡ ❝♦♥❞✉❝:✐✈✐:② ✐♥❝9❡❛D❡❞

✇✐:❤ ❤✐❣❤❡9 ❋❡❈❧3 ❝♦♥❝❡♥:9❛:✐♦♥D✳ ❯♣♦♥ :❤❡ ❛❞❞✐:✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦✲D♦❧✈❡♥:✱ D✉❝❤ ❛D ❉▼❙❖✱ :❤❡

❞✐✛❡9❡♥❝❡D ✐♥ ❝♦♥❞✉❝:✐✈✐:② ✇❡9❡ ❝❛♥❝❡❧❧❡❞ ♦✉:✱ ❡①❝❡♣: ❢♦9 %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■ D②♥:❤❡D✐③❡❞

✇✐:❤ :❤❡ D♠❛❧❧❡D: ❛♠♦✉♥: ♦❢ ❋❡❈❧3✱ ✇❤✐❝❤ D❤♦✇❡❞ ❧♦✇❡9 ❝♦♥❞✉❝:✐✈✐:②✳ ❚❛❦✐♥❣ ✐♥:♦

❛❝❝♦✉♥: :❤❛: ❤✐❣❤ ❜♦✐❧✐♥❣ ♣♦✐♥: D♦❧✈❡♥:D ❛9❡ ❦♥♦✇♥ :♦ ✐♥❞✉❝❡ ♠♦9♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡D ✐♥

:❤❡ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■ ✜❧♠D✱ :❤✐D ✐♥❞✐❝❛:❡D :❤❛: :❤❡ ❞✐✛❡9❡♥❝❡D ✐♥ ❝♦♥❞✉❝:✐✈✐:② ✇❡9❡

❝❛✉D❡❞ ❜② ❞✐✛❡9❡♥: ♠♦9♣❤♦❧♦❣✐❡D ♦❢ :❤❡ ♣9✐D:✐♥❡ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■ ❝♦♠♣❧❡①❡D✳ ❆ ♣♦DD✐❜❧❡

D❝❡♥❛9✐♦ ✐D✱ :❤❛: :❤❡ ❤✐❣❤❡9 ✐9♦♥ ❝♦♥❝❡♥:9❛:✐♦♥ 9❡D✉❧:❡❞ ✐♥ :❤❡ ❢♦9♠❛:✐♦♥ ♦❢ ❜✐❣❣❡9 ♦9

❛❣❣❧♦♠❡9❛:❡❞ ♣❛9:✐❝❧❡D ❞✉❡ :♦ :❤❡ ❛::9❛❝:✐✈❡ ❡❧❡❝:9♦D:❛:✐❝ ✐♥:❡9❛❝:✐♦♥D ❛♥❞ ❝❤❛9❣❡

D❝9❡❡♥✐♥❣ ❡✛❡❝:D ❜❡:✇❡❡♥ ❋❡

✸✰

❛♥❞ %❙❚❋❙■

−
✳ ❲✐:❤ ✐♥❝9❡❛D✐♥❣ D✐③❡ ♦❢ :❤❡ %❊❉❖❚

♣❛9:✐❝❧❡D ✐♥ :❤❡ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■ ✜❧♠ :❤❡ ❤♦♣♣✐♥❣ ❜❛99✐❡9D ❛9❡ 9❡❞✉❝❡❞ ❛♥❞ :❤❡9❡❢♦9❡ :❤❡

♠❛❝9♦D❝♦♣✐❝ ❝♦♥❞✉❝:✐✈✐:② D❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❝9❡❛D❡❞✳ ❯♣♦♥ :❤❡ ❛❞❞✐:✐♦♥ ♦❢ ❉▼❙❖ :❤✐D ❡✛❡❝: ✐D

✇✐♣❡❞ ♦✉: ❜② :❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠♦9♣❤♦❧♦❣② ❝❤❛♥❣❡D✳ ❍♦✇❡✈❡9✱ ✐♠❛❣✐♥❣ :❡❝❤♥✐^✉❡D ❛♥❞ ❉▲❙

♠❡❛D✉9❡♠❡♥:D ❞✐❞ ♥♦: ♣9♦✈✐❞❡ ❛♥② ❝♦♥❝❧✉D✐✈❡ ✐♥❢♦9♠❛:✐♦♥ ♦♥ :❤✐D ♣♦✐♥:✳

❋9♦♠ :❤❡ ❯❱✴❱✐D ❛❜D♦9♣:✐♦♥ D♣❡❝:9❛ ✭D❡❡ ✜❣✉9❡ ✷✳✹✵✮ ❛♥❞ :❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛:❡❞ ❛❜D♦9♣:✐♦♥

❝♦❡✣❝✐❡♥:D ✐: ❝❛♥ ❜❡ D❡❡♥✱ :❤❛: :❤❡ ❞♦♣✐♥❣ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ :❤❡ ❞❡❣9❡❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡9D✐♦♥ ♦❢ ❊❉❖❚

✇❡9❡ D❝❛9❝❡❧② ❛✛❡❝:❡❞ ❜② :❤❡ ❝❤❛♥❣✐♥❣ ♦①✐❞❛♥:D 9❛:✐♦✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥✜9♠D :❤❛: :❤❡

❞✐✛❡9❡♥❝❡D ✐♥ ❝♦♥❞✉❝:✐✈✐:② ✇❡9❡ ♥♦: 9❡❧❛:❡❞ :♦ :❤❡ ❞❡❣9❡❡ ♦❢ ❞♦♣✐♥❣✳

❋✉9:❤❡9♠♦9❡✱ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛:✐♦♥ ♦❢ ✭◆❍4✮2❙2❖8 ❛♥❞ ❋❡✭❚♦D✮3 ✇❛D :❡D:❡❞ ❛D ♦①✐❞❛♥:✳

❋❡✭❚♦D✮3 ✇❛D ❝❤♦D❡♥✱ ❛D ✐: ✐D ✇✐❞❡❧② ✉D❡❞ ❛D ♦①✐❞❛♥: ❢♦9 :❤❡ ♣9❡♣❛9❛:✐♦♥ ♦❢ ✐♥✲D✐:✉

♣♦❧②♠❡9✐③❡❞ %❊❉❖❚✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ :❤❡ :♦D②❧❛:❡ ❛♥✐♦♥D ❛❝: ❛D ❝♦✉♥:❡9 ✐♦♥ ❢♦9 :❤❡ ❞♦♣❡❞

%❊❉❖❚✳ ❚❤❡9❡❢♦9❡ ✐: ✇❛D ✐♥✈❡D:✐❣❛:❡❞✱ ✐❢ :❤❡ ✉D❡ ♦❢ ❋❡✭❚♦D✮3 ✇❛D ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ❢♦9 :❤❡

❞♦♣✐♥❣ ♦❢ %❊❉❖❚ ✐♥ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■✳ ❍♦✇❡✈❡9✱ :❤❡ ♦❜:❛✐♥❡❞ ❝♦♥❞✉❝:✐✈✐:✐❡D ✇❡9❡ ❛❜♦✉:

✻✵✪ ♦❢ :❤❡ ❝♦♥❞✉❝:✐✈✐:✐❡D ♦❜:❛✐♥❡❞ ✇✐:❤ ✭◆❍4✮2❙2❖8 ❛♥❞ ❋❡❈❧3 ❢♦9 :❤❡ D❛♠❡



✶✶✵ ✷✳ ❈❖▼'❘❊❍❊◆❙■❱❊ ❙❚❯❉❨ ❖❋ '❊❉❖❚✿'❙❚❋❙■

❋✐❣✳ ✷✳✹✵✿ ❯❱✴❱✐+ ❛❜+♦/♣1✐♦♥ +♣❡❝1/❛ ♦❢ 6❊❉❖❚✿6❙❚❋❙■

❞✐+♣❡/+✐♦♥ +②♥1❤❡+✐③❡❞ ✇✐1❤ ❞✐✛❡/❡♥1 ♦①✐❞❛♥1 /❛1✐♦+

♣♦❧②❡❧❡❝;<♦❧②;❡ ❛♥❞ ✉♥❞❡< ;❤❡ B❛♠❡ B②♥;❤❡B✐B ❝♦♥❞✐;✐♦♥B ✭B❡❡ ;❛❜❧❡ ✷✳✶✶✮✳

❋❡

✸✰

✴❊❉❖❚ ❈♦♥❞✉❝;✐✈✐;②

a,b
❆❜B♦<♣;✐♦♥ ❈♦❡✣❝✐❡♥;

a
❋♦▼

a

✭❙✳❝♠

−1
✮ ✭✶✵

3
❝♠

−1
✮

✵✳✻ ✺✼ ± ✺ ✷✳✵ ± ✵✳✸ ✹✳✼ ± ✵✳✹

✵✳✽ ✻✹ ± ✻ ✷✳✷ ± ✵✳✸ ✹✳✼ ± ✵✳✹

✵✳✾ ✺✹ ± ✺ ✷✳✵ ± ✵✳✸ ✹✳✷ ± ✵✳✹

✶✳✶ ✸✺ ± ✹ ✷✳✵ ± ✵✳✸ ✸✳✶ ± ✵✳✸

a
❛✈❡#❛❣❡ ♦♥ ✽ ♠❡❛)✉#❡♠❡♥+) ♦# ♠♦#❡

b
❞❡+❡#♠✐♥❡❞ ❜② ✹✲♣♦✐♥+ ♠❡❛)✉#❡♠❡♥+)

❚❛❜✳ ✷✳✶✶✿ ❖♣1♦✲❡❧❡❝1/♦♥✐❝ ♣/♦♣❡/1✐❡+ ♦❢ 6❊❉❖❚✿6❙❚❋❙■ +②♥1❤❡+✐③❡❞ ✇✐1❤

✭◆❍4✮2❙2❖8 ❛♥❞ ❋❡✭1♦+②❧❛1❡✮3 ✇✐1❤ ❋❡
3+

1♦ ❊❉❖❚ /❛1✐♦+ ♦❢ ✵✳✻ 1♦ ✶✳✶✱ ❛1

✶✵

◦
❈✱ 6❙❚❋❙■❑ ✶✵✵❦❉❛

❚❤❡ ❘❛♠❛♥ B♣❡❝;<❛ ♦❢ '❊❉❖❚✿'❙❚❋❙■ B②♥;❤❡B✐③❡❞ ✇✐;❤ ❋❡✭❚♦B✮3 ✭B❡❡ ✜❣✉<❡ ✷✳✹✶✮

B❤♦✇❡❞ ♠♦<❡ ✐♠♣♦<;❛♥; ❜❛♥❞B ❛; ✶✺✺✵❝♠

−1
❛♥❞ ✶✺✼✺❝♠

−1
✱ ✇❤✐❝❤ ❛<❡ ❛BB✐❣♥❡❞ ;♦ ;❤❡

❛B②♠♠❡;<✐❝ ❈α❂❈β B;<❡;❝❤✐♥❣ ✐♥ '❊❉❖❚✳ ■; ❤❛B ❜❡❡♥ B❤♦✇♥ ✐♥ ❧✐;❡<❛;✉<❡✱ ;❤❛; ;❤❡B❡
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@❤❡ ❞♦♣✐♥❣✱ ❦✐♥❡@✐❝> ❛♥❞ ♦♣@♦✲❡❧❡❝@:♦♥✐❝ ♣:♦♣❡:@✐❡> ♦❢ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■ ✇❛> ✐♥✈❡>@✐❣❛@❡❞✳

❋:♦♠ ✜❣✉:❡ ✷✳✹✾ ✐@ ❝❛♥ ❜❡ >❡❡♥✱ @❤❛@ @❤❡ ❋♦▼ ❞❡❝:❡❛>❡❞ ❡①♣♦♥❡♥@✐❛❧❧② ✇✐@❤

✐♥❝:❡❛>✐♥❣ >②♥@❤❡>✐> @❡♠♣❡:❛@✉:❡✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛:✐>♦♥ ♦❢ @❤❡ ♦♣@♦✲❡❧❡❝@:♦♥✐❝ ♣:♦♣❡:@✐❡> ♦❢

%❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■ ❞✐>♣❡:>✐♦♥> >②♥@❤❡>✐③❡❞ ❛@ ✶✸

◦
❈ ❛♥❞ ❛@ ✷✸

◦
❈ >❤♦✇>✱ @❤❛@ @❤❡ ❞:♦♣ ♦❢

@❤❡ ❋♦▼ ✇✐@❤ ✐♥❝:❡❛>✐♥❣ @❡♠♣❡:❛@✉:❡ ✐> ❝❛✉>❡❞ ❜② ❛ ❧♦>> ♦❢ ❝♦♥❞✉❝@✐✈✐@② ❛♥❞ ❛

❝♦♥❝✉::❡♥@ :✐>❡ ♦❢ @❤❡ ❛❜>♦:♣@✐♦♥ ✭>❡❡ @❛❜❧❡ ✷✳✶✷✮✳ ❋♦: @❡♠♣❡:❛@✉:❡> ❜❡❧♦✇ ✶✸

◦
❈ ✭❧♦✇❡>@

@❡♠♣❡:❛@✉:❡ >@✉❞✐❡❞✿ ✾

◦
❈✮ ♥♦ ❢✉:@❤❡: ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ @❤❡ ♦♣@♦✲❡❧❡❝@:♦♥✐❝ ♣:♦♣❡:@✐❡> ✇❛>

♦❜>❡:✈❡❞✳

❚❤❡ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ❡✛❡❝@ ♦❢ ❧♦✇ >②♥@❤❡>✐> @❡♠♣❡:❛@✉:❡> ♦♥ @❤❡ ❝♦♥❞✉❝@✐✈✐@② ♦❢

%❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■ ❝❛♥ ❜❡ :❡❧❛@❡❞ @♦ @❤❡ >❧♦✇❡: :❡❛❝@✐♦♥ ❦✐♥❡@✐❝> ❛♥❞ @❤❡ ❢♦:♠❛@✐♦♥ ♦❢

❧♦♥❣❡: %❊❉❖❚ ❝❤❛✐♥>✱ ✇❤✐❝❤ ❛:❡ ❝:✉❝✐❛❧ ❢♦: ❣♦♦❞ ❞♦♣✐♥❣ ❛♥❞ ❝❤❛:❣❡ @:❛♥>♣♦:@✳ ❚❤✐> ✐>

❝♦♥✜:♠❡❞ ❜② @❤❡ ❝♦♠♣❛:✐>♦♥ ♦❢ @❤❡ ❯❱✴❱✐> >♣❡❝@:❛ ♦❢ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■ >②♥@❤❡>✐③❡❞ ❛@

✶✸

◦
❈ ❛♥❞ ❛@ ✷✸

◦
❈ ✐♥ ✜❣✉:❡ ✷✳✹✾❜✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ @❤❡ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■ >②♥@❤❡>✐③❡❞ ❛@ ❧♦✇❡:

@❡♠♣❡:❛@✉:❡> ❝❧❡❛:❧② >❤♦✇> ❛ >@:♦♥❣❡: ❜✐♣♦❧❛:♦♥✐❝ ❛❜>♦:♣@✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐> ❛ >✐❣♥ ❢♦: ❛ ❤✐❣❤



✶✷✵ ✷✳ ❈❖▼'❘❊❍❊◆❙■❱❊ ❙❚❯❉❨ ❖❋ '❊❉❖❚✿'❙❚❋❙■

❋✐❣✳ ✷✳✹✾✿ ❛✮❉❡♣❡♥❞❛♥❝② ♦❢ 3❤❡ ❋♦▼ ♦♥ 3❤❡ ♣♦❧②♠❡8✐③❛3✐♦♥ 3❡♠♣❡8❛3✉8❡ ❛♥❞ ❜✮❯❱✴❱✐? ?♣❡❝38❛

♦❢ @❊❉❖❚✿@❙❚❋❙■ ?②♥3❤❡?✐③❡❞ ❛3 ✶✸

◦
❈ ❛♥❞ ❛3 ✷✸

◦
❈

❙5✐77✐♥❣ ❙♣❡❡❞ ❚❡♠♣❡7❛5✉7❡ ❈♦♥❞✉❝5✐✈✐5②

a,b
❆❜F♦7♣5✐♦♥ ❈♦❡✣❝✐❡♥5

a
❋♦▼

a
'❛75✐❝❧❡ ❙✐③❡

c

✭7♣♠✮ ✭

◦
❈✮ ✭❙✳❝♠

−1
✮ ✭❝♠

✲✶

✮ ✭♥♠✮

✺✺ ✶✸ ✸✾±✹ ✷✳✺±✵✳✹ ✷✳✺±✵✳✸ ✷✾✼ ± ✸✼

✷✵✵ ✶✸ ✺✺±✻ ✷✳✺±✵✳✸ ✸✳✹±✵✳✸ ✷✽✽ ± ✶✻

✻✷✺ ✶✸ ✶✸✶±✶✵ ✷✳✽±✵✳✹ ✼✳✶±✵✳✹ ✷✾✹ ± ✾✵

✶✵✵ ✷✸ ✶✶±✸ ✹±✵✳✹ ✵✳✺±✵✳✶ ✸✽✵ ± ✾✵

✸✼✺ ✷✸ ✸✸±✺ ✼±✵✳✻ ✵✳✼±✵✳✷ ✸✵✹ ± ✶✶

✼✺✵ ✷✸ ✹✻±✺ ✼±✵✳✺ ✶✳✵±✵✳✷ ✸✻✵ ± ✶✸

a
❛✈❡#❛❣❡ ♦♥ ✽ ♠❡❛)✉#❡♠❡♥+) ♦# ♠♦#❡

b
❞❡+❡#♠✐♥❡❞ ❜② ✹✲♣♦✐♥+ ♠❡❛)✉#❡♠❡♥+)

c
❜✐❣❣❡# ❞✐❛♠❡+❡# ♦❢ ❜✐♠♦❞❛❧ )❝❛++❡#✐♥❣ ❞❡+❡#♠✐♥❡❞ ❜② ❉▲❙✱ ❝♦##❡❧❛+✐♦♥ ❢✉♥❝+✐♦♥ )❡❡ ✜❣✉#❡ ❆✳✶✸ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ♣❛❣❡ ✷✷✺

❚❛❜✳ ✷✳✶✷✿ ❖♣3♦✲❡❧❡❝38♦♥✐❝ ♣8♦♣❡83✐❡? ♦❢ @❊❉❖❚✿@❙❚❋❙■ ?②♥3❤❡?✐③❡❞ ❛3 ✶✸

◦
❈ ❛♥❞ ❛3 ✷✸

◦
❈ ❛♥❞

❛3 ❞✐✛❡8❡♥3 ?3✐88✐♥❣ ?♣❡❡❞?
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❞❡❣7❡❡ ♦❢ ❞♦♣✐♥❣ ❛♥❞ ❛ ❣♦♦❞ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❛A✐♦♥ ♦❢ A❤❡ ❝❤❛7❣❡C✳ ❍♦✇❡✈❡7✱ ♥♦ ❡①♣❡7✐♠❡♥A❛❧

♠❡A❤♦❞ ✇❛C ❢♦✉♥❞✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇❡❞ A❤❡ ❞❡A❡7♠✐♥❛A✐♦♥ ♦❢ A❤❡ ❝❤❛✐♥ ❧❡♥❣A❤ ♦❢ %❊❉❖❚ ✐♥

A❤❡ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■✳

❚❤❡ ✐♥❝7❡❛C❡❞ ❛❜C♦7♣A✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥A ❢♦7 ❤✐❣❤❡7 C②♥A❤❡C✐C A❡♠♣❡7❛A✉7❡C ❝♦✉❧❞ ❜❡

❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥❝7❡❛C❡ ✐♥ A❤❡ ❊❉❖❚ ❝♦♥✈❡7C✐♦♥ ❬✺✾✱ ✹✺❪✳ ❆❧C♦ A❤❡ ❢♦7♠❛A✐♦♥ ♦❢ ❜✐❣✱

❛❣❣❧♦♠❡7❛A❡❞ ❝♦♠♣❧❡①❡C✱ ❝❛✉C❡❞ ❜② ❢❛CA 7❡❛❝A✐♦♥ ❦✐♥❡A✐❝C✱ ❝♦✉❧❞ ❧❡❛❞ A♦ ❛ ❞❡❝7❡❛C✐♥❣

A7❛♥C♣❛7❡♥❝② ♦❢ A❤❡ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■ ✜❧♠C ❞✉❡ A♦ ✐♥❝7❡❛C❡❞ C❝❛AA❡7✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡7✱ ✐A ❝❛♥

❜❡ C❡❡♥ ❢7♦♠ A❛❜❧❡ ✷✳✶✷✱ A❤❡ ♣❛7A✐❝❧❡ C✐③❡ ♦❢ A❤❡ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■ ❝♦♠♣❧❡①❡C ✇❛C ♥♦A

❞7❛CA✐❝❛❧❧② ❛✛❡❝A❡❞ ❜② A❤❡ ✐♥❝7❡❛C❡ ✐♥ A❡♠♣❡7❛A✉7❡✳

❋✉7A❤❡7♠♦7❡✱ ❛♥ ✐♥❝7❡❛C❡ ✐♥ A❤❡ ❞✐C♣❡7C✐A② ♦❢ A❤❡ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■ ❝♦♠♣❧❡①❡C ❝♦✉❧❞ ❜❡

❡①♣❡❝A❡❞ ✇✐A❤ ✐♥❝7❡❛C✐♥❣ C②♥A❤❡C✐C A❡♠♣❡7❛A✉7❡✳ ❍♦✇❡✈❡7✱ A❤✐C ❝♦✉❧❞ ♥♦A ❜❡ ❝♦♥✜7♠❡❞

❜② ❉▲❙ ❛♥❛❧②C✐C ♦7 ✐♠❛❣✐♥❣✳

■♥ ♦7❞❡7 A♦ ❝♦♥✜7♠ A❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ A❤❡ C②♥A❤❡C✐C A❡♠♣❡7❛A✉7❡ ♦♥ A❤❡ ❦✐♥❡A✐❝C ♦❢ A❤❡

❊❉❖❚ ♣♦❧②♠❡7✐③❛A✐♦♥✱ A❤❡ ❯❱✴❱✐C ❛❜C♦7♣A✐♦♥ ♦❢ A❤❡ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■ ❞✐C♣❡7C✐♦♥ ✇❛C

♠♦♥✐A♦7❡❞ ❞✉7✐♥❣ A❤❡ ❊❉❖❚ ♣♦❧②♠❡7✐③❛A✐♦♥ ❛A ❞✐✛❡7❡♥A C②♥A❤❡C✐C A❡♠♣❡7❛A✉7❡C ✭C❡❡

✜❣✉7❡ ❆✳✶✷✱ ❛♣♣❡♥❞✐① ♣❛❣❡ ✷✷✹✮✳ ❚♦ ❢❛❝✐❧✐A❛A❡ A❤❡ ❛♥❛❧②C✐C✱ A❤❡ ❛❜C♦7♣A✐♦♥ ❛A ❛ ✜①❡❞

✇❛✈❡❧❡♥❣A❤ ✭✽✵✵ ♥♠✱ ✶✶✵✵ ♥♠ ❛♥❞ ✶✸✵✵ ♥♠✱ 7❡C♣❡❝A✐✈❡❧②✮ ❛♥❞ ❢♦7 ❛ ❝♦♥CA❛♥A

A❡♠♣❡7❛A✉7❡ ✭✶✵

◦
❈✱ ✷✺

◦
❈ ❛♥❞ ✺✵

◦
❈✱ 7❡C♣❡❝A✐✈❡❧②✮ ✇❛C A7❛❝❡❞ ❛C ❛ ❢✉♥❝A✐♦♥ ♦❢ A✐♠❡ ✭C❡❡

✜❣✉7❡ ✷✳✺✵❛✲❝✮✳

❋7♦♠ A❤❡C❡ ♣❧♦AC ✐A ❝❛♥ ❜❡ C❡❡♥ A❤❛A✱ ❛A ✜7CA✱ A❤❡ ❛❜C♦7♣A✐♦♥ ✐♥❝7❡❛C❡❞ ❢❛CA ❛♥❞

❧✐♥❡❛7❧② ✇✐A❤ A✐♠❡✱ ✉♥A✐❧ ❛❢A❡7 ❛ ❝❡7A❛✐♥ A✐♠❡ ❛ C❛A✉7❛A✐♦♥ ♦❢ A❤❡ ❛❜C♦7♣A✐♦♥ ✇❛C 7❡❛❝❤❡❞✳

❚❤❡ 7❛A❡ ♦❢ A❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❛❜C♦7♣A✐♦♥ ✭❡_✉❛❧ A♦ A❤❡ C❧♦♣❡ ∂✭❛❜C♦7♣A✐♦♥✮✴∂A ♦❢ A❤❡ ♣❧♦AC

✷✳✺✵❛✲❝✮ ✇❛C ✉C❡❞ A♦ ❝♦♠♣❛7❡ A❤❡ 7❡❛❝A✐♦♥ ❦✐♥❡A✐❝C ♦❢ A❤❡ %❊❉❖❚ ❢♦7♠❛A✐♦♥✳ ❆C ✐A ❝❛♥

❜❡ C❡❡♥ ❢7♦♠ ✜❣✉7❡ ✷✳✺✵❞✱ A❤❡ ❛❜C♦7♣A✐♦♥ 7❛A❡ ✐♥❝7❡❛C❡❞ ❛❧♠♦CA ❧✐♥❡❛7❧② ✇✐A❤

A❡♠♣❡7❛A✉7❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥✜7♠C A❤❡ ❛❝❝❡❧❡7❛A✐♦♥ ♦❢ A❤❡ 7❡❛❝A✐♦♥ ❦✐♥❡A✐❝C ✇✐A❤ ✐♥❝7❡❛C✐♥❣

A❡♠♣❡7❛A✉7❡C✳

❍♦✇❡✈❡7✱ A❤❡ ❛❜C♦7♣A✐♦♥ C♣❡❝A7❛ ♦❜A❛✐♥❡❞ ❞✉7✐♥❣ A❤❡ ♠♦♥✐A♦7✐♥❣ ♦❢ A❤❡ C②♥A❤❡C✐C ✭C❡❡

✜❣✉7❡ ❆✳✶✷✱ ❛♣♣❡♥❞✐① ♣❛❣❡ ✷✷✹✮ ❛♥❞ A❤❡ C♣❡❝A7❛ ♦❢ A❤❡ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■ C②CA❡♠C✱

C②♥A❤❡C✐③❡❞ ✉♥❞❡7 CA❛♥❞❛7❞ ❝♦♥❞✐A✐♦♥C ✭C❡❡ ✜❣✉7❡ ✷✳✹✾ ❢♦7 ✐♥CA❛♥❝❡✮✱ C❤♦✇ ❝♦♠♣❧❡A❡❧②

❞✐✛❡7❡♥A ❢❡❛A✉7❡C✳ ❚❤✐C ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② A❤❡ C♣❡❝✐❛❧ ❡①♣❡7✐♠❡♥A❛❧ ❝♦♥❞✐A✐♦♥C ♦❢ A❤❡

❯❱✴❱✐C ♠♦♥✐A♦7✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛❞ A♦ ❜❡ ♣❡7❢♦7♠❡❞ ✐♥ ❛ A❡♥ A✐♠❡C ❞✐❧✉A❡❞ C②CA❡♠ ❝♦♠♣❛7❡❞

A♦ A❤❡ CA❛♥❞❛7❞ ❛♥❞ ✇✐A❤♦✉A CA✐77✐♥❣✳ ❚❤❡7❡❢♦7❡ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡✱ A❤❛A A❤❡ ❞♦♣✐♥❣ ♦❢



✶✷✷ ✷✳ ❈❖▼&❘❊❍❊◆❙■❱❊ ❙❚❯❉❨ ❖❋ &❊❉❖❚✿&❙❚❋❙■

❋✐❣✳ ✷✳✺✵✿ ❆❜*♦,♣.✐♦♥ ♦❢ 1❊❉❖❚✿1❙❚❋❙■ ❛. ❛✮✽✵✵♥♠✱ ❜✮✶✶✵✵♥♠ ❛♥❞ ❝✮✶✸✵✵♥♠ ❛* ❛ ❢✉♥❝.✐♦♥

♦❢ ♣♦❧②♠❡,✐③❛.✐♦♥ .✐♠❡ ❢♦, ❚❂ ✶✵

◦
❈✱ ✷✺

◦
❈ ❛♥❞ ✺✵

◦
❈ ❛♥❞ ❞✮,❛.❡ ♦❢ ✐♥❝,❡❛*✐♥❣ ❛❜*♦♣,.✐♦♥ ❛* ❛

❢✉♥❝.✐♦♥ ♦❢ *②♥.❤❡*✐* .✐♠❡



✷✳ ❈❖▼%❘❊❍❊◆❙■❱❊ ❙❚❯❉❨ ❖❋ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■ ✶✷✸

%❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■ ✐6 ✐♥❞❡❡❞ ❛✛❡❝=❡❞ ❜② =❤❡ =❡♠♣❡C❛=✉C❡✱ ❜✉= ❞❡♣❡♥❞6 ✐♥ ❡F✉❛❧ ♠❡❛6✉C❡

♦♥ ♦=❤❡C 6②♥=❤❡6✐6 ♣❛C❛♠❡=❡C6✳

■♥ ❝♦♥❝❧✉6✐♦♥ ✐= ✇❛6 6❤♦✇♥ =❤❛= =❤❡ 6②♥=❤❡6✐6 =❡♠♣❡C❛=✉C❡ ❤❛6 ❛ ❞C❛6=✐❝ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ =❤❡

♦♣=♦✲❡❧❡❝=C♦♥✐❝ ♣❡C❢♦C♠❛♥❝❡ ♦❢ =❤❡ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■ ❝♦♠♣❧❡①❡6✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡6=

❝♦♥❞✉❝=✐✈✐=✐❡6 ✇❡C❡ ♦❜=❛✐♥❡❞ ❢♦C ❛ 6②♥=❤❡6✐6 =❡♠♣❡C❛=✉C❡6 ❜❡=✇❡❡♥ ✶✵

◦
❈ ❛♥❞ ✶✸

◦
❈✳ ❆

♣♦66✐❜❧❡ ❡①♣❧❛♥❛=✐♦♥ ✐6✱ =❤❛= =❤❡ 6❧♦✇❡C C❡❛❝=✐♦♥ ❦✐♥❡=✐❝6 ❛= ❧♦✇ 6②♥=❤❡6✐6 =❡♠♣❡C❛=✉C❡6

❧❡❛❞ =♦ =❤❡ ❢♦C♠❛=✐♦♥ ♦❢ ❧♦♥❣❡C %❊❉❖❚ ❝❤❛✐♥6✱ ✇❤✐❝❤ ❛C❡ ❢❛✈♦✉C❛❜❧❡ ❢♦C ❣♦♦❞ ❞♦♣✐♥❣

❛♥❞ ❝❤❛C❣❡ =C❛♥6♣♦C=✳ ❍♦✇❡✈❡C✱ =❤✐6 ❛66✉♠♣=✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ♥♦= ❜❡ ♣C♦✈❡♥ ❜② ❡①♣❡C✐♠❡♥=❛❧

❞❛=❛✳

✷✳✺✳✹ ❙②♥'❤❡*✐* ❚✐♠❡

❖♥❝❡ =❤❡ ♦①✐❞❛♥=6 ❛♥❞ =❤❡ 6②♥=❤❡6✐6 =❡♠♣❡C❛=✉C❡ ❢♦C =❤❡ 6=❛♥❞❛C❞ 6②♥=❤❡6✐6 ♣C♦=♦❝♦❧ ♦❢

%❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■ ✇❡C❡ ❞❡✜♥❡❞✱ =❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ =❤❡ 6②♥=❤❡6✐6 =✐♠❡ ♦♥ =❤❡ ♦♣=♦✲❡❧❡❝=C♦♥✐❝

♣C♦♣❡C=✐❡6 ✇❛6 ✐♥✈❡6=✐❣❛=❡❞✳ ❚❤❡ C✐❣❤= ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ =❤❡ 6②♥=❤❡6✐6 =✐♠❡ ✐6 ❝C✉❝✐❛❧ =♦ ❡♥6✉C❡ =❤❛=

❛ 6✉✣❝✐❡♥=❧② ❤✐❣❤ ❞❡❣C❡❡ ♦❢ ❊❉❖❚ ❝♦♥✈❡C6✐♦♥ ❤❛6 ❜❡❡♥ C❡❛❝❤❡❞✳ ■♥ ♦C❞❡C =♦ 6=✉❞② =❤❡

=❡♠♣♦C❛❧ ❡✈♦❧✉=✐♦♥ ♦❢ =❤❡ ♦♣=♦✲❡❧❡❝=C♦♥✐❝ ♣C♦♣❡C=✐❡6 ❛♥❞ =❤❡ ❞♦♣✐♥❣ ♦❢ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■✱

6❛♠♣❧❡6 ✇❡C❡ =❛❦❡♥ ❢C♦♠ =❤❡ 6❛♠❡ ❜❛=❝❤ ♦❢ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■ ❛= ❞✐✛❡C❡♥= =✐♠❡6 ♦❢ =❤❡

6②♥=❤❡6✐6✳

❋✐❣✉C❡ ✷✳✺✶ ❞✐6♣❧❛②6 =❤❡ ♦♣=♦✲❡❧❡❝=C♦♥✐❝ ♣C♦♣❡C=✐❡6 ♦❢ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■ ❞✐6♣❡C6✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤

✇❡C❡ ♣✉C✐✜❡❞ ❛♥❞ ❝❤❛C❛❝=❡C✐③❡❞ ❛❢=❡C ✶✼ ❤♦✉C6 =♦ ♠❛①✐♠✉♠ ✷✸✹ ❤♦✉C6 ♦❢ C❡❛❝=✐♦♥ =✐♠❡✳

❋♦C =❤❡ ❢✉C=❤❡C ❞✐6❝✉66✐♦♥ ✐= ✐6 ✐♠♣♦C=❛♥= =♦ C❡♠❡♠❜❡C✱ =❤❛= =❤❡ ❛❜6♦C♣=✐♦♥

❝♦❡✣❝✐❡♥= =❛❦❡6 ♦♥❧② ✐♥=♦ ❛❝❝♦✉♥= =❤❡ ❛❜6♦C♣=✐♦♥ ❛= ✺✺✵♥♠✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦CC❡6♣♦♥❞6 =♦ =❤❡

❛❜6♦C♣=✐♦♥ ♦❢ ♥❡✉=C❛❧ %❊❉❖❚✱ ❛♥❞ ✐6 ♥♦= ❛✛❡❝=❡❞ ❜② ❝❤❛♥❣❡6 ✐♥ =❤❡ ♣♦❧❛C♦♥✐❝ ❛♥❞

❜✐♣♦❧❛C♦♥✐❝ ❛❜6♦C♣=✐♦♥ C❡❣✐♠❡✳

❆6 ✐= ❝❛♥ ❜❡ 6❡❡♥ ❢C♦♠ ✜❣✉C❡ ✷✳✺✶ =❤❡ ❋♦▼ ✐♥❝C❡❛6❡❞ ✉♥=✐❧ C♦✉❣❤❧② ✼✵ ❤♦✉C6 ♦❢ 6②♥=❤❡6✐6

❛♥❞ ❞❡❝C❡❛6❡❞ =❤❡♥ ❢♦C 6②♥=❤❡6✐6 =✐♠❡6 ❧♦♥❣❡C =❤❛♥ ✷✵✵ ❤♦✉C6✳ ❚❤❡ ✐♥✐=✐❛❧ ✐♥❝C❡❛6❡ ✐♥ =❤❡

❋♦▼ ✇❛6 ❝❛✉6❡❞ ❜② ❛ 6✐♠✉❧=❛♥❡♦✉6 ❣❛✐♥ ✐♥ ❝♦♥❞✉❝=✐✈✐=② ❛♥❞ ❛ ❞C♦♣ ✐♥ =❤❡ ❛❜6♦C♣=✐♦♥ ❛=

✺✺✵♥♠✳ ❚❤✐6 ✐6 C❡❧❛=❡❞ =♦ ❛♥ ✐♥❝C❡❛6✐♥❣ ❞❡❣C❡❡ ♦❢ ♣♦❧②♠❡C✐③❛=✐♦♥ ♦❢ ❊❉❖❚ ❛♥❞ ❛

✐♥❝C❡❛6✐♥❣ ❞❡❣C❡❡ ♦❢ ❞♦♣✐♥❣✱ ❛6 ✐= ❝❛♥ ❜❡ 6❡❡♥ ❢C♦♠ =❤❡ ❯❱✴❱✐6 6♣❡❝=C❛ ✐♥ ✜❣✉C❡ ✷✳✺✶✳

❋♦C ❧♦♥❣❡C 6②♥=❤❡6✐6 =✐♠❡6 =❤❡ ❛❜6♦C♣=✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥= 6=❛②❡❞ ❝♦♥6=❛♥=✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✐❝❛=❡6

=❤❛= =❤❡ ♣♦❧②♠❡C✐③❛=✐♦♥ ♦❢ ❊❉❖❚ ❞✐❞ ♥♦= ♣C♦❝❡❡❞ ❢✉C=❤❡C✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✉❝=✐✈✐=②✱ ❤♦✇❡✈❡C✱

❞❡❝C❡❛6❡❞ ❢♦C 6②♥=❤❡6✐6 =✐♠❡6 ❧♦♥❣❡C =❤❛♥ ✶✺✵ ❤♦✉C6✳ ❋C♦♠ =❤❡ ❯❱✴❱✐6 6♣❡❝=C✉♠ ✭6❡❡



✶✷✹ ✷✳ ❈❖▼'❘❊❍❊◆❙■❱❊ ❙❚❯❉❨ ❖❋ '❊❉❖❚✿'❙❚❋❙■

❋✐❣✳ ✷✳✺✶✿ ❈♦♥❞✉❝.✐✈✐.②✱ ❛❜4♦5♣.✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥. ✭❛. ✺✺✵♥♠✮✱ ❋♦▼ ❛♥❞ ❯❱✴❱✐4 4♣❡❝.5❛ ♦❢

B❊❉❖❚✿B❙❚❙❋■ ❛. ❞✐✛❡5❡♥. .✐♠❡4 ♦❢ .❤❡ 4②♥.❤❡4✐4 ❛. ❚❂✶✵

◦
❈



✷✳ ❈❖▼%❘❊❍❊◆❙■❱❊ ❙❚❯❉❨ ❖❋ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■ ✶✷✺

✜❣✉8❡ ✷✳✺✶✮ ✐< ❝❛♥ ❜❡ A❡❡♥✱ <❤❛< <❤❡ ♣♦❧❛8♦♥✐❝ ❛❜A♦8♣<✐♦♥ ❛< ✽✵✵♥♠ ✐♥❝8❡❛A❡❞ ❞8❛A<✐❝❛❧❧②

❢♦8 ❧♦♥❣ A②♥<❤❡A✐A <✐♠❡A✱ ✇❤❡8❡❛A <❤❡ ❛❜A♦8♣<✐♦♥ ✐♥ <❤❡ ❜✐♣♦❧❛8♦♥✐❝ 8❡❣✐♠❡ ❞❡❝8❡❛A❡❞

A❧✐❣❤<❧②✳ ❚❤❡8❡❢♦8❡✱ <❤❡ ❞❡❝8❡❛A❡ ✐♥ ❝♦♥❞✉❝<✐✈✐<② ❢♦8 8❡❛❝<✐♦♥ <✐♠❡A ❧♦♥❣❡8 <❤❛♥ ✶✺✵ ❤♦✉8A

✇❛A ❛<<8✐❜✉<❡❞ <♦ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❞♦♣✐♥❣✳ ❚❤✐A ❝❤❛♥❣❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡✐<❤❡8 ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❛♥

♦✈❡8✲❞♦♣✐♥❣ ♦❢ %❊❉❖❚✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ 8❡A✉❧< ✐♥ ❛ ❤✐❣❤ ❞❡♥A✐<② ♦❢ ♠♦8❡ ❛♥❞ ♠♦8❡ ❧♦❝❛❧✐③❡❞

❝❤❛8❣❡A✱ ♦8 ❜② <❤❡ ❢♦8♠❛<✐♦♥ ♦❢ A✉❧❢❛<❡ ❢✉♥❝<✐♦♥❛❧✐<✐❡A ♦♥ <❤❡ %❊❉❖❚ ❞✉❡ <♦ A✐❞❡

8❡❛❝<✐♦♥A ✇✐<❤ ♣❡8A✉❧❢❛<❡ 8❛❞✐❝❛❧A✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ <♦ ❛ ❜8❡❛❦ ♦❢ <❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛<✐♦♥ ❛♥❞
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❬✶✼❪ ❏✳ ❘✐✈♥❛②✱ ❙✳ ■♥❛❧✱ ❇✳ ❆✳ ❈♦❧❧✐♥C✱ ▼✳ ❙❡CC♦❧♦✱ ❊✳ ❙1❛✈4✐♥✐❞♦✉✱ ❳✳ ❙14❛❦♦C❛C✱ ❈✳ ❚❛CC♦♥❡✱ ❉✳ ▼✳ ❉❡❧♦♥❣❝❤❛♠♣✱ ❛♥❞ ●✳ ●✳ ▼❛❧❧✐❛4❛C✱
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❬✷✵❪ ❆✳ ❲✳ ❉✐❛❤✱ ❏✳ -✳ ◗✉✐0✐♥♦✱ ❲✳ ❇❡❧❝❤❡0✱ ❛♥❞ ❈✳ ■✳ ❍♦❧❞;✇♦0=❤✱ ✏❆♥ ✐♥✈❡;=✐❣❛=✐♦♥ ♦❢ =❤❡ ❞♦♣✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ♣♦❧②✭;=②0❡♥❡ ;✉❧❢♦♥✐❝ ❛❝✐❞✮ ✐♥

♣♦❧②✭✸✱✹✲❡=❤②❧❡♥❡❞✐♦①②=❤✐♦♣❤❡♥❡✮✴ ♣♦❧②✭;=②0❡♥❡ ;✉❧❢♦♥✐❝ ❛❝✐❞✮ ❞✐;♣❡0;✐♦♥; ❜② ❝❛♣✐❧❧❛0② ❡❧❡❝=0♦♣❤♦0❡;✐;✱✑ ❊▲❊❈❚❘❖&❍❖❘❊❙■❙✱ ♣♣✳ ♥✴❛✕
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❬✷✶❪ ●✳ ❩♦==✐✱ ❙✳ ❩❡❝❝❤✐♥✱ ●✳ ❙❝❤✐❛✈♦♥✱ ❋✳ ▲♦✉✇❡=✱ ▲✳ ●0♦❡♥❡♥❞❛❛❧✱ ❳✳ ❈0✐;♣✐♥✱ ❲✳ ❖;✐❦♦✇✐❝③✱ ❲✳ ❙❛❧❛♥❡❝❦✱ ❛♥❞ ▼✳ ❋❛❤❧♠❛♥✱ ✏❊❧❡❝=0♦❝❤❡♠✐❝❛❧

❛♥❞ ❳-❙ ❙=✉❞✐❡; =♦✇❛0❞ =❤❡ ❘♦❧❡ ♦❢ ▼♦♥♦♠❡0✐❝ ❛♥❞ -♦❧②♠❡0✐❝ ❙✉❧❢♦♥❛=❡ ❈♦✉♥=❡0✐♦♥; ✐♥ =❤❡ ❙②♥=❤❡;✐;✱ ❈♦♠♣♦;✐=✐♦♥✱ ❛♥❞ -0♦♣❡0=✐❡; ♦❢

-♦❧②✭✸✱✹✲❡=❤②❧❡♥❡❞✐♦①②=❤✐♦♣❤❡♥❡✮✱✑ ▼❛❝-♦♠♦❧❡❝✉❧❡3✱ ✈♦❧✳ ✸✻✱ ♣♣✳ ✸✸✸✼✕✸✸✹✹✱ ▼❛② ✷✵✵✸✳

❬✷✷❪ ❑✳ ❩✳ ❳✐♥❣✱ ▼✳ ❋❛❤❧♠❛♥✱ ❳✳ ❲✳ ❈❤❡♥✱ ❖✳ ■♥❣❛♥`;✱ ❛♥❞ ❲✳ ❘✳ ❙❛❧❛♥❡❝❦✱ ✏❚❤❡ ❡❧❡❝=0♦♥✐❝ ;=0✉❝=✉0❡ ♦❢ ♣♦❧②✭✸✱✹✲❡=❤②❧❡♥❡✲❞✐♦①②=❤✐♦♣❤❡♥❡✮✿
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❬✷✸❪ ❍✳ ❨❛♥ ❛♥❞ ❍✳ ❖❦✉③❛❦✐✱ ✏❊✛❡❝= ♦❢ ;♦❧✈❡♥= ♦♥ -❊❉❖❚✴-❙❙ ♥❛♥♦♠❡=❡0✲;❝❛❧❡❞ =❤✐♥ ✜❧♠;✿ ❳-❙ ❛♥❞ ❙❚❊▼✴❆❋▼ ;=✉❞✐❡;✱✑ ❙②♥6❤❡6✐❝
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❬✷✹❪ ●✳ ●0❡❝③②♥;❦✐✱ ❚✳ ❑✉❣❧❡0✱ ❛♥❞ ❲✳ ❘✳ ❙❛❧❛♥❡❝❦✱ ✏❈❤❛0❛❝=❡0✐③❛=✐♦♥ ♦❢ =❤❡ -❊❉❖❚✲-❙❙ ;②;=❡♠ ❜② ♠❡❛♥; ♦❢ ❳✲0❛② ❛♥❞ ✉❧=0❛✈✐♦❧❡=
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❬✷✺❪ ❏✳ ❨✳ ❑✐♠✱ ❏✳ ❍✳ ❏✉♥❣✱ ❉✳ ❊✳ ▲❡❡✱ ❛♥❞ ❏✳ ❏♦♦✱ ✏❊♥❤❛♥❝❡♠❡♥= ♦❢ ❡❧❡❝=0✐❝❛❧ ❝♦♥❞✉❝=✐✈✐=② ♦❢ ♣♦❧②✭✸✱✹✲❡=❤②❧❡♥❡❞✐♦①②=❤✐♦♣❤❡♥❡✮✴♣♦❧②✭✹✲

;=②0❡♥❡;✉❧❢♦♥❛=❡✮ ❜② ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ;♦❧✈❡♥=;✱✑ ❙②♥6❤❡6✐❝ ▼❡6❛❧3✱ ✈♦❧✳ ✶✷✻✱ ♣♣✳ ✸✶✶✕✸✶✻✱ ❋❡❜✳ ✷✵✵✷✳

❬✷✻❪ ❙✳ ❏k♥;;♦♥✱ ❏✳ ❇✐0❣❡0;♦♥✱ ❳✳ ❈0✐;♣✐♥✱ ●✳ ●0❡❝③②♥;❦✐✱ ❲✳ ❖;✐❦♦✇✐❝③✱ ❆✳ ❉❡♥✐❡0 ✈❛♥ ❞❡0 ●♦♥✱ ❲✳ ❙❛❧❛♥❡❝❦✱ ❛♥❞ ▼✳ ❋❛❤❧♠❛♥✱ ✏❚❤❡ ❡✛❡❝=;

♦❢ ;♦❧✈❡♥=; ♦♥ =❤❡ ♠♦0♣❤♦❧♦❣② ❛♥❞ ;❤❡❡= 0❡;✐;=❛♥❝❡ ✐♥ ♣♦❧②✭✸✱✹✲❡=❤②❧❡♥❡❞✐♦①②=❤✐♦♣❤❡♥❡✮✕♣♦❧②;=②0❡♥❡;✉❧❢♦♥✐❝ ❛❝✐❞ ✭-❊❉❖❚✕-❙❙✮ ✜❧♠;✱✑
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❬✷✼❪ ❙✳ ▼❛0❝✐♥✐❛❦✱ ❳✳ ❈0✐;♣✐♥✱ ❑✳ ❯✈❞❛❧✱ ▼✳ ❚0③❝✐♥;❦✐✱ ❏✳ ❇✐0❣❡0;♦♥✱ ▲✳ ●0♦❡♥❡♥❞❛❛❧✱ ❋✳ ▲♦✉✇❡=✱ ❛♥❞ ❲✳ ❙❛❧❛♥❡❝❦✱ ✏▲✐❣❤= ✐♥❞✉❝❡❞ ❞❛♠❛❣❡

✐♥ ♣♦❧②✭✸✱✹✲❡=❤②❧❡♥❡❞✐♦①②=❤✐♦♣❤❡♥❡✮ ❛♥❞ ✐=; ❞❡0✐✈❛=✐✈❡; ;=✉❞✐❡❞ ❜② ♣❤♦=♦❡❧❡❝=0♦♥ ;♣❡❝=0♦;❝♦♣②✱✑ ❙②♥6❤❡6✐❝ ▼❡6❛❧3✱ ✈♦❧✳ ✶✹✶✱ ♣♣✳ ✻✼✕✼✸✱
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❬✷✽❪ ❳✳ ❈0✐;♣✐♥✱ ❙✳ ▼❛0❝✐♥✐❛❦✱ ❲✳ ❖;✐❦♦✇✐❝③✱ ●✳ ❩♦==✐✱ ❆✳ ❲✳ ❉✳ ✈❛♥ ❞❡0 ●♦♥✱ ❋✳ ▲♦✉✇❡=✱ ▼✳ ❋❛❤❧♠❛♥✱ ▲✳ ●0♦❡♥❡♥❞❛❛❧✱ ❋✳ ❉❡ ❙❝❤0②✈❡0✱

❛♥❞ ❲✳ ❘✳ ❙❛❧❛♥❡❝❦✱ ✏❈♦♥❞✉❝=✐✈✐=②✱ ♠♦0♣❤♦❧♦❣②✱ ✐♥=❡0❢❛❝✐❛❧ ❝❤❡♠✐;=0②✱ ❛♥❞ ;=❛❜✐❧✐=② ♦❢ ♣♦❧②✭✸✱✹✲❡=❤②❧❡♥❡ ❞✐♦①②=❤✐♦♣❤❡♥❡✮✕♣♦❧②✭;=②0❡♥❡

;✉❧❢♦♥❛=❡✮✿ ❆ ♣❤♦=♦❡❧❡❝=0♦♥ ;♣❡❝=0♦;❝♦♣② ;=✉❞②✱✑ ❏♦✉-♥❛❧ ♦❢ &♦❧②♠❡- ❙❝✐❡♥❝❡ &❛-6 ❇✿ &♦❧②♠❡- &❤②3✐❝3✱ ✈♦❧✳ ✹✶✱ ♣♣✳ ✷✺✻✶✕✷✺✽✸✱ ◆♦✈✳
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❬✷✾❪ ❚✳✲❲✳ ▲❡❡ ❛♥❞ ❨✳ ❈❤✉♥❣✱ ✏❈♦♥=0♦❧ ♦❢ =❤❡ ❙✉0❢❛❝❡ ❈♦♠♣♦;✐=✐♦♥ ♦❢ ❛ ❈♦♥❞✉❝=✐♥❣✲-♦❧②♠❡0 ❈♦♠♣❧❡① ❋✐❧♠ =♦ ❚✉♥❡ =❤❡ ❲♦0❦ ❋✉♥❝=✐♦♥✱✑

❆❞✈❛♥❝❡❞ ❋✉♥❝6✐♦♥❛❧ ▼❛6❡-✐❛❧3✱ ✈♦❧✳ ✶✽✱ ♥♦✳ ✶✺✱ ♣♣✳ ✷✷✹✻✕✷✷✺✷✱ ✷✵✵✽✳

❬✸✵❪ ❙✳ ❯❧0✐❝❤✱ ❆✳ ▲❛❣✉❡❝✐0✱ ❛♥❞ ❙✳ ❙=♦❧❧✱ ✏❈♦♠♣❧❡①❛=✐♦♥ ♦❢ ❛ ❲❡❛❦ -♦❧②❡❧❡❝=0♦❧②=❡ ✇✐=❤ ❛ ❈❤❛0❣❡❞ ◆❛♥♦♣❛0=✐❝❧❡✳ ❙♦❧✉=✐♦♥ -0♦♣❡0=✐❡; ❛♥❞

-♦❧②❡❧❡❝=0♦❧②=❡ ❙=✐✛♥❡;; ■♥✢✉❡♥❝❡;✱✑ ▼❛❝-♦♠♦❧❡❝✉❧❡3✱ ✈♦❧✳ ✸✽✱ ♣♣✳ ✽✾✸✾✕✽✾✹✾✱ ❖❝=✳ ✷✵✵✺✳

❬✸✶❪ ❙✳ ❯❧0✐❝❤✱ ▼✳ ❙❡✐❥♦✱ ❛♥❞ ❙✳ ❙=♦❧❧✱ ✏❚❤❡ ♠❛♥② ❢❛❝❡=; ♦❢ ♣♦❧②❡❧❡❝=0♦❧②=❡; ❛♥❞ ♦♣♣♦;✐=❡❧② ❝❤❛0❣❡❞ ♠❛❝0♦✐♦♥; ❝♦♠♣❧❡① ❢♦0♠❛=✐♦♥✱✑ ❈✉--❡♥6

❖♣✐♥✐♦♥ ✐♥ ❈♦❧❧♦✐❞ ✫ ■♥6❡-❢❛❝❡ ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✈♦❧✳ ✶✶✱ ♣♣✳ ✷✻✽✕✷✼✷✱ ◆♦✈✳ ✷✵✵✻✳

❬✸✷❪ ❆✳ ▲❛❣✉❡❝✐0 ❛♥❞ ❙✳ ❙=♦❧❧✱ ✏❆❞;♦0♣=✐♦♥ ♦❢ ❛ ✇❡❛❦❧② ❝❤❛0❣❡❞ ♣♦❧②♠❡0 ♦♥ ❛♥ ♦♣♣♦;✐=❡❧② ❝❤❛0❣❡❞ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ♣❛0=✐❝❧❡✿ ▼♦♥=❡ ❈❛0❧♦ ;✐♠✉❧❛=✐♦♥;

✐♥✈❡;=✐❣❛=✐♦♥✱✑ &♦❧②♠❡-✱ ✈♦❧✳ ✹✻✱ ♣♣✳ ✶✸✺✾✕✶✸✼✷✱ ❋❡❜✳ ✷✵✵✺✳

❬✸✸❪ ❲✳ ❲✳ ❈❤✐✉✱ ❏✳ ❚0❛✈❛➨✲❙❡❥❞✐➣✱ ❘✳ -✳ ❈♦♦♥❡②✱ ❛♥❞ ●✳ ❆✳ ❇♦✇♠❛❦❡0✱ ✏❙♣❡❝=0♦;❝♦♣✐❝ ❛♥❞ ❝♦♥❞✉❝=✐✈✐=② ;=✉❞✐❡; ♦❢ ❞♦♣✐♥❣ ✐♥ ❝❤❡♠✐❝❛❧❧②

;②♥=❤❡;✐③❡❞ ♣♦❧②✭✸✱✹✲❡=❤②❧❡♥❡❞✐♦①②=❤✐♦♣❤❡♥❡✮✱✑ ❙②♥6❤❡6✐❝ ▼❡6❛❧3✱ ✈♦❧✳ ✶✺✺✱ ♣♣✳ ✽✵✕✽✽✱ ❖❝=✳ ✷✵✵✺✳

❬✸✹❪ ❚✳ ❆✳ ❙❦♦=❤❡✐♠ ❛♥❞ ❏✳ ❘❡②♥♦❧❞;✱ ❈♦♥❥✉❣❛6❡❞ &♦❧②♠❡-3✿ &-♦❝❡33✐♥❣ ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛6✐♦♥3✳ ❈❘❈ -0❡;;✱ ❉❡❝✳ ✷✵✵✻✳

❬✸✺❪ ❆✳ ❊❧;❝❤♥❡0✱ ❙✳ ❑✐0❝❤♠❡②❡0✱ ❲✳ ▲♦✈❡♥✐❝❤✱ ❯✳ ▼❡0❦❡0✱ ❛♥❞ ❑✳ ❘❡✉=❡0✱ &❊❉❖❚✿ &-✐♥❝✐♣❧❡3 ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛6✐♦♥3 ♦❢ ❛♥ ■♥6-✐♥3✐❝❛❧❧②

❈♦♥❞✉❝6✐✈❡ &♦❧②♠❡-✳ ❈❘❈ -0❡;;✱ ◆♦✈✳ ✷✵✶✵✳

❬✸✻❪ ●✳✲❍✳ ❑✐♠✱ ▲✳ ❙❤❛♦✱ ❑✳ ❩❤❛♥❣✱ ❛♥❞ ❑✳ -✳ -✐♣❡✱ ✏❊♥❣✐♥❡❡0❡❞ ❞♦♣✐♥❣ ♦❢ ♦0❣❛♥✐❝ ;❡♠✐❝♦♥❞✉❝=♦0; ❢♦0 ❡♥❤❛♥❝❡❞ =❤❡0♠♦❡❧❡❝=0✐❝ ❡✣❝✐❡♥❝②✱✑

◆❛6✉-❡ ▼❛6❡-✐❛❧3✱ ✈♦❧✳ ✶✷✱ ♣♣✳ ✼✶✾✕✼✷✸✱ ▼❛② ✷✵✶✸✳

❬✸✼❪ ❏✳ ❖✉②❛♥❣✱ ✏✏❙❡❝♦♥❞❛0② ❞♦♣✐♥❣✑ ♠❡=❤♦❞; =♦ ;✐❣♥✐✜❝❛♥=❧② ❡♥❤❛♥❝❡ =❤❡ ❝♦♥❞✉❝=✐✈✐=② ♦❢ -❊❉❖❚✿-❙❙ ❢♦0 ✐=; ❛♣♣❧✐❝❛=✐♦♥ ❛; =0❛♥;♣❛0❡♥=

❡❧❡❝=0♦❞❡ ♦❢ ♦♣=♦❡❧❡❝=0♦♥✐❝ ❞❡✈✐❝❡;✱✑ ❉✐3♣❧❛②3✱ ✈♦❧✳ ✸✹✱ ♣♣✳ ✹✷✸✕✹✸✻✱ ❉❡❝✳ ✷✵✶✸✳

❬✸✽❪ ❨✳ ❳✐❛ ❛♥❞ ❏✳ ❖✉②❛♥❣✱ ✏❙✐❣♥✐✜❝❛♥= ❈♦♥❞✉❝=✐✈✐=② ❊♥❤❛♥❝❡♠❡♥= ♦❢ ❈♦♥❞✉❝=✐✈❡ -♦❧②✭✸✱✹✲❡=❤②❧❡♥❡❞✐♦①②=❤✐♦♣❤❡♥❡✮✿ -♦❧②✭;=②0❡♥❡;✉❧❢♦♥❛=❡✮

❋✐❧♠; =❤0♦✉❣❤ ❛ ❚0❡❛=♠❡♥= ✇✐=❤ ❖0❣❛♥✐❝ ❈❛0❜♦①②❧✐❝ ❆❝✐❞; ❛♥❞ ■♥♦0❣❛♥✐❝ ❆❝✐❞;✱✑ ❆❈❙ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❛6❡-✐❛❧3 ✫ ■♥6❡-❢❛❝❡3✱ ✈♦❧✳ ✷✱ ♣♣✳ ✹✼✹✕

✹✽✸✱ ❋❡❜✳ ✷✵✶✵✳

❬✸✾❪ ❯✳ ▲❛♥❣✱ ❊✳ ▼p❧❧❡0✱ ◆✳ ◆❛✉❥♦❦;✱ ❛♥❞ ❏✳ ❉✉❛❧✱ ✏▼✐❝0♦;❝♦♣✐❝❛❧ ■♥✈❡;=✐❣❛=✐♦♥; ♦❢ -❊❉❖❚✿-❙❙ ❚❤✐♥ ❋✐❧♠;✱✑ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ❋✉♥❝6✐♦♥❛❧ ▼❛6❡-✐❛❧3✱

✈♦❧✳ ✶✾✱ ♣♣✳ ✶✷✶✺✕✶✷✷✵✱ ❆♣0✳ ✷✵✵✾✳

❬✹✵❪ ❊✳ ❱✐=♦0❛=♦;✱ ❙✳ ❙❛❦❦♦♣♦✉❧♦;✱ ❊✳ ❉❛❧❛;✱ ◆✳ -❛❧✐❛=;❛;✱ ❉✳ ❑❛0❛❣❡♦0❣♦♣♦✉❧♦;✱ ❋✳ -❡=0❛❦✐✱ ❙✳ ❑❡♥♥♦✉✱ ❛♥❞ ❙✳ ❆✳ ❈❤♦✉❧✐;✱ ✏❚❤❡0♠❛❧

❞❡❣0❛❞❛=✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐;♠; ♦❢ -❊❉❖❚✿-❙❙✱✑ ❖-❣❛♥✐❝ ❊❧❡❝6-♦♥✐❝3✱ ✈♦❧✳ ✶✵✱ ♣♣✳ ✻✶✕✻✻✱ ❋❡❜✳ ✷✵✵✾✳



❇■❇▲■❖●❘❆'❍❨ ✶✷✾

❬✹✶❪ ❏✳ ❙✳ ❈❤♦✐✱ ❏✳✲❍✳ ❨✐♠✱ ❉✳✲❲✳ ❑✐♠✱ ❏✳✲❑✳ ❏❡♦♥✱ ❨✳ ❙✳ ❑♦✱ ❛♥❞ ❨✳ ❑✐♠✱ ✏❊✛❡❝;< ♦❢ ✈❛?✐♦✉< ✐♠✐❞❛③♦❧❡✲❜❛<❡❞ ✇❡❛❦ ❜❛<❡< ❛♥❞ <✉?❢❛❝;❛♥; ♦♥

;❤❡ ❝♦♥❞✉❝;✐✈✐;② ❛♥❞ ;?❛♥<♣❛?❡♥❝② ♦❢ ♣♦❧②✭✸✱✹✲❡;❤②❧❡♥❡❞✐♦①②;❤✐♦♣❤❡♥❡✮ ✜❧♠<✱✑ ❙②♥#❤❡#✐❝ ▼❡#❛❧+✱ ✈♦❧✳ ✶✺✾✱ ♣♣✳ ✷✺✵✻✕✷✺✶✶✱ ❉❡❝✳ ✷✵✵✾✳

❬✹✷❪ ❏✳ ❍✳ ❈❤❡♥✱ ❈✳✲❆✳ ❉❛✐✱ ❛♥❞ ❲✳✲❨✳ ❈❤✐✉✱ ✏❙②♥;❤❡<✐< ♦❢ ❤✐❣❤❧② ❝♦♥❞✉❝;✐✈❡ ❊❉❖❚ ❝♦♣♦❧②♠❡? ✜❧♠< ✈✐❛ ♦①✐❞❛;✐✈❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧✐♥ <✐;✉

♣♦❧②♠❡?✐③❛;✐♦♥✱✑ ❏♦✉/♥❛❧ ♦❢ 1♦❧②♠❡/ ❙❝✐❡♥❝❡ 1❛/# ❆✿ 1♦❧②♠❡/ ❈❤❡♠✐+#/②✱ ✈♦❧✳ ✹✻✱ ♣♣✳ ✶✻✻✷✕✶✻✼✸✱ ▼❛?✳ ✷✵✵✽✳

❬✹✸❪ ❨✳✲❍✳ ❍❛✱ ◆✳ ◆✐❦♦❧♦✈✱ ❙✳ \♦❧❧❛❝❦✱ ❏✳ ▼❛<;?❛♥❣❡❧♦✱ ❇✳ ▼❛?;✐♥✱ ❛♥❞ ❘✳ ❙❤❛<❤✐❞❤❛?✱ ✏❚♦✇❛?❞< ❛ ❚?❛♥<♣❛?❡♥;✱ ❍✐❣❤❧② ❈♦♥❞✉❝;✐✈❡ \♦❧②✭✸✱✹✲

❡;❤②❧❡♥❡❞✐♦①②;❤✐♦♣❤❡♥❡✮✱✑ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ❋✉♥❝#✐♦♥❛❧ ▼❛#❡/✐❛❧+✱ ✈♦❧✳ ✶✹✱ ♣♣✳ ✻✶✺✕✻✷✷✱ ❏✉♥❡ ✷✵✵✹✳

❬✹✹❪ ●✳ ●?❡❝③②♥<❦✐✱ ❚✳ ❑✉❣❧❡?✱ ▼✳ ❑❡✐❧✱ ❲✳ ❖<✐❦♦✇✐❝③✱ ▼✳ ❋❛❤❧♠❛♥✱ ❛♥❞ ❲✳ ❘✳ ❙❛❧❛♥❡❝❦✱ ✏\❤♦;♦❡❧❡❝;?♦♥ <♣❡❝;?♦<❝♦♣② ♦❢ ;❤✐♥ ✜❧♠<

♦❢ \❊❉❖❚✕\❙❙ ❝♦♥❥✉❣❛;❡❞ ♣♦❧②♠❡? ❜❧❡♥❞✿ ❛ ♠✐♥✐✲?❡✈✐❡✇ ❛♥❞ <♦♠❡ ♥❡✇ ?❡<✉❧;<✱✑ ❏♦✉/♥❛❧ ♦❢ ❊❧❡❝#/♦♥ ❙♣❡❝#/♦+❝♦♣② ❛♥❞ ❘❡❧❛#❡❞

1❤❡♥♦♠❡♥❛✱ ✈♦❧✳ ✶✷✶✱ ♥♦✳ ✶✱ ♣♣✳ ✶✕✶✼✱ ✷✵✵✶✳

❬✹✺❪ ❈✳ ❏✐❛♥❣✱ ●✳ ❈❤❡♥✱ ❛♥❞ ❳✳ ❲❛♥❣✱ ✏❍✐❣❤✲❝♦♥✈❡?<✐♦♥ <②♥;❤❡<✐< ♦❢ ♣♦❧②✭✸✱✹✲❡;❤②❧❡♥❡❞✐♦①②;❤✐♦♣❤❡♥❡✮ ❜② ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♦①✐❞❛;✐✈❡ ♣♦❧②♠❡?✐③❛;✐♦♥✱✑
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❙❛❧7

❉▼❙❖ ❈♦♥❞✉❝7✐✈✐7②

a,b
❆❜A♦B♣7✐♦♥ ❈♦❡✣❝✐❡♥7

a

❋♦▼

a

✭✈♦❧✪✮ ✭❙✳❝♠

−1
✮ ✭✶✵

3
❝♠

−1
✮

✲

✵ ✶±✵✳✸ ✸✳✼±✵✳✺ < 1
✺ ✶✺✶±✶✽ ✸✳✽±✵✳✹ ✻✳✹±✵✳✻

▲✐❚❋❙■

✵ ✶✶✵±✶✷ ✷✳✻±✵✳✵ ✻✳✹±✵✳✺

✺ ✶✸✸±✶✶ ✸✳✽±✶✳✵ ✻✳✸±✶✳✷

♣❚❙❆

✵ ✶✾✶±✷✸ ✸✳✽±✵✳✻ ✼✳✼±✵✳✸

✺ ✷✸✵±✹✷ ✹✳✸±✵✳✾ ✽✳✶±✵✳✻

a
❛✈❡#❛❣❡ ♦♥ ✽ ♠❡❛)✉#❡♠❡♥+) ♦# ♠♦#❡

b
❞❡+❡#♠✐♥❡❞ ❜② ✹✲♣♦✐♥+ ♠❡❛)✉#❡♠❡♥+)

❚❛❜✳ ✸✳✷✿ ❖♣)♦✲❡❧❡❝)/♦♥✐❝ ♣/♦♣❡/)✐❡2 ♦❢ 4❊❉❖❚✿4❙❚❋❙■ ❢♦/♠✉❧❛)❡❞ ✇✐)❤ ❉▼❙❖

❛♥❞✴♦/ ✇✐)❤ ✻❣✳❧

−1
▲✐❚❋❙■ ♦/ ✶✹❣✳❧

−1
♣❚❙❆

❋♦▼ ♦❢ ♣❚❙❆ ❢♦B♠✉❧❛7❡❞ ✜❧♠A ✇❛A ♥♦7 ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡B 7❤❛♥ 7❤❡ ❋♦▼ ♦❢ ❉▼❙❖ ❢♦B♠✉❧❛7❡❞

✜❧♠A✱ ❞❡A♣✐7❡ 7❤❡✐B ❤✐❣❤❡B ❝♦♥❞✉❝7✐✈✐7②✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡A7 ❋♦▼ ✇❛A ♦❜7❛✐♥❡❞ ❢♦B ❛❜♦✉7 ✶✳✼❣

♣❚❙❆ ❢♦B ✶❣ ❞B② /❊❉❖❚✿/❙❚❋❙■ ♣♦❧②♠❡B✱ ✇❤✐❝❤ ✐A ❡X✉✐✈❛❧❡♥7 7♦ ✷✳✹✇7✪ ♣❚❙❆ ✐♥

/❊❉❖❚✿/❙❚❋❙■ ❞✐A♣❡BA✐♦♥ ♦❢ ✶✳✹✪ A♦❧✐❞ ❝♦♥7❡♥7 ✭A❡❡ ✜❣✉B❡ ✸✳✸✮✳ ❆7 7❤✐A ♣❚❙❆

❝♦♥❝❡♥7B❛7✐♦♥ ❛ ♣❛B7✐❛❧ ♣B❡❝✐♣✐7❛7✐♦♥ ♦❢ 7❤❡ /❊❉❖❚✿/❙❚❋❙■ ❝♦♠♣❧❡①❡A ✇❛A ♦❜A❡B✈❡❞✳

❚❤✐A ❞❡❝B❡❛A❡ ✐♥ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ A7❛❜✐❧✐7② ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② 7❤❡ B❡♣❧❛❝❡♠❡♥7 ♦❢ 7❤❡

♣♦❧②♠❡B✐❝ ❝♦✉♥7❡B ✐♦♥ /❙❚❋❙■ ❜② 7❤❡ A♠❛❧❧ ❛♥✐♦♥ ♣❚❙❆✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❛❝7 ❛A ❝♦✉♥7❡B ✐♦♥

❢♦B /❊❉❖❚✱ ❜✉7 ❝❛♥ ♥♦7 A7❛❜✐❧✐③❡❞ /❊❉❖❚ ♣❛B7✐❝❧❡A ✐♥ ❞✐A♣❡BA✐♦♥✳ ❆ A✐♠✐❧❛B ✐♦♥

❡①❝❤❛♥❣❡ ❜❡❤❛✈✐♦B ✐♥ /❊❉❖❚✿/❙❙ ❞✐A♣❡BA✐♦♥✱ ❢B♦♠ /❙❙❍ 7♦ /❙❙

−
❈❛"✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡,✱

❤❛, ❜❡❡♥ 0❡♣♦0"❡❞ ❜② ▼❡❝❡00❡②❡, ❛♥❞ ❝♦✲✇♦0❦❡0, ❬✶✻❪✳ ❯❱✴❱✐, ,♣❡❝"0♦,❝♦♣② 0❡✈❡❛❧❡❞✱

"❤❛" @❊❉❖❚✿@❙❚❋❙■ ✜❧♠, ❝♦♥"❛✐♥✐♥❣ ♣❚❙❆ ,❤♦✇❡❞ ❤✐❣❤❡0 ❜✐♣♦❧❛0♦♥✐❝ ❛❜,♦0♣"✐♦♥ "❤❛♥

♣0✐,"✐♥❡ ♦0 ❉▼❙❖ "0❡❛"❡❞ ✜❧♠,✱ "❤❡ ❧❛""❡0 ,❤♦✇✐♥❣ ❡①❛❝"❧② "❤❡ ,❛♠❡ ❛❜,♦0♣"✐♦♥

,♣❡❝"0✉♠ ✭,❡❡ ✜❣✉0❡ ✸✳✸✮✳ ❚❤✐, ❝♦♥✜0♠,✱ "❤❛" ♣❚❙❆ ❛✛❡❝", "❤❡ ❞♦♣✐♥❣✱ ✇❤❡0❡❛, ❉▼❙❖

♦♥❧② ❛✛❡❝", "❤❡ ♠♦0♣❤♦❧♦❣② ♦❢ @❊❉❖❚✿@❙❚❋❙■ ✜❧♠,✳ ■♥ ❛❞❞✐"✐♦♥✱ "❤❡ ❆❋▼ ❤❡✐❣❤" ❛♥❞

♣❤❛,❡ ✐♠❛❣❡, ♦❢ @❊❉❖❚✿@❙❚❋❙■ ✜❧♠, ✇✐"❤ ♣❚❙❆ ❞✐❞ ♥♦" ❞✐,♣❧❛② ❝❧❡❛0 ❞✐✛❡0❡♥❝❡, "♦

"❤❡ ,✉0❢❛❝❡ ♦❢ ♣0✐,"✐♥❡ @❊❉❖❚✿@❙❚❋❙■ ✜❧♠, ✭,❡❡ ✜❣✉0❡ ✸✳✹✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐, ♦♣♣♦,❡❞ "♦ "❤❡

♦❜,❡0✈❛"✐♦♥ ♠❛❞❡ ✉♣♦♥ "❤❡ "0❡❛"♠❡♥" ♦❢ @❊❉❖❚✿@❙❚❋❙■ ✇✐"❤ ❉▼❙❖ ✭,❡❡ ✜❣✉0❡ ✸✳✷✮✳

❯♣♦♥ ❛❞❞✐"✐♦♥ ♦❢ ❜♦"❤ ♣❚❙❆ ❛♥❞ ❉▼❙❖ "♦ "❤❡ @❊❉❖❚✿@❙❚❋❙■ ❞✐,♣❡0,✐♦♥,✱ ❛

,♠❛❧❧ ,②♥❡0❣✐,"✐❝ ❡✛❡❝" ✇❛, ♦❜,❡0✈❡❞ 0❡❣❛0❞✐♥❣ "❤❡ ❝♦♥❞✉❝"✐✈✐"② ♦❢ "❤❡ @❊❉❖❚✿@❙❚❋❙■

✜❧♠,✳ ❍♦✇❡✈❡0✱ "❤❡,❡ ✜❧♠, ,❤♦✇❡❞ ❛♥ ✐♥❝0❡❛,❡❞ ,✉0❢❛❝❡ 0♦✉❣❤♥❡,, ❛♥❞ ❛ ♠✉❝❤ ❧♦✇❡0

"0❛♥,♣❛0❡♥❝②✳

❆, "❤❡ ❋♦▼ ♦❜"❛✐♥❡❞ ❜② "❤❡ ❛❞❞✐"✐♦♥ ♦❢ ♣❚❙❆✱ ❉▼❙❖ ❝♦✲,♦❧✈❡♥" ♦0 ♣❚❙❆ ❛♥❞ ❉▼❙❖

✇❛, ✈❡0② ,✐♠✐❧❛0✱ "❤❡ ✉,❡ ♦❢ ♦♥❧② ❉▼❙❖ ✇❛, ♣0❡❢❡00❡❞ ❢♦0 "✇♦ 0❡❛,♦♥,✳ ❋✐0,"✱ ♣❚❙❆
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❋✐❣✳ ✸✳✸✿ ❋✐❣✉'❡ ♦❢ ▼❡'✐, ♦❢ -❊❉❖❚✿-❙❚❋❙■ ❞✐5♣❡'5✐♦♥5 ✇✐,❤ ❞✐✛❡'❡♥, 5♦❧✐❞ ❝♦♥,❡♥,5 ❛5 ❛

❢✉♥❝,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ ,♦❧✉❡♥❡ 5✉❧❢♦♥✐❝ ❛❝✐❞ ❝♦♥❝❡♥,'❛,✐♦♥ ✭❧❡❢,✮ ❛♥❞ ❯❱✴❱✐5 5♣❡❝,'❛ ♦❢ -❊❉❖❚✿-❙❚❋❙■

✜❧♠5 ❝❛5, ❢'♦♠ ♣'✐5,✐♥❡ ✐♥❦✱ ✐♥❦ ✇✐,❤ ✺✪❉▼❙❖ ❝♦✲5♦❧✈❡♥, ❛♥❞ ✐♥❦ ✇✐,❤ ✺✪❉▼❙❖ ❝♦5♦❧✈❡♥, ❛♥❞

✶✳✹✇,✪♣❚❙❆

❢♦7♠❡❞ ❛ ✇❤✐?✐@❤ ❧❛②❡7 ♦♥ ?♦♣ ♦❢ ?❤❡ -❊❉❖❚✿-❙❚❋❙■ ✜❧♠@ ✇❤✐❝❤ ❤❛❞ ?♦ ❜❡ 7❡♠♦✈❡❞ ❜②

✇❛@❤✐♥❣✱ ✇❤❡7❡❛@ ❉▼❙❖ ❝♦✉❧❞ ❜❡ 7❡♠♦✈❡❞ ❜② @✐♠♣❧❡ ❤❡❛?✐♥❣ ♦❢ ?❤❡ ✜❧♠@✳ ❙❡❝♦♥❞✱

-❊❉❖❚✿-❙❚❋❙■ ✜❧♠@ ❝♦♥?❛✐♥✐♥❣ ♣❚❙❆ ✇❡7❡ @❧✐❣❤?❧② ❤②❣7♦@❝♦♣✐❝✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞ ?♦

✐♥@?❛❜✐❧✐?✐❡@ ♦❢ ?❤❡ ♦♣?♦✲❡❧❡❝?7♦♥✐❝ ♣7♦♣❡7?✐❡@ ♦♥ ❛ ?✐♠❡ @❝❛❧❡ ♦❢ @❡✈❡7❛❧ ♠♦♥?❤@✳

❆@ ❛❧7❡❛❞② ♠❡♥?✐♦♥❡❞✱ ❛♥♦?❤❡7 @❛❧?✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛@ ?❡@?❡❞ ❛@ ❛❞❞✐?✐✈❡ ❢♦7

-❊❉❖❚✿-❙❚❋❙■ ✐♥ ?❤✐@ ✇♦7❦✱ ✐@ ▲✐❚❋❙■✳ ❚❤❡ ❛❞❞✐?✐♦♥ ♦❢ @♠❛❧❧ N✉❛♥?✐?✐❡@ ♦❢ ▲✐❚❋❙■ ?♦

-❊❉❖❚✿-❙❚❋❙■ ❞✐❞ ♥♦? ❛✛❡❝? ?❤❡ ♦♣?♦✲❡❧❡❝?7♦♥✐❝ ♣7♦♣❡7?✐❡@ ♦❢ ?❤❡ -❊❉❖❚✿-❙❚❋❙■

✜❧♠@✳ ❖♥❧② ✉♣♦♥ ?❤❡ ❛❞❞✐?✐♦♥ ♦❢ ❛❜♦✉? ✻❣✳❧

−1
▲✐❚❋❙■✱ ❛ ❝♦♥@✐❞❡7❛❜❧❡ ✐♥❝7❡❛@❡ ♦❢ ?❤❡

❝♦♥❞✉❝?✐✈✐?② ✇❛@ ♦❜@❡7✈❡❞ ✭@❡❡ ✜❣✉7❡ ✸✳✺✮✳ ❍♦✇❡✈❡7✱ ?❤❡ ❛❜@♦❧✉?❡ ❝♦♥❞✉❝?✐✈✐?② ♦❜?❛✐♥❡❞

?❤7♦✉❣❤ ?❤❡ ❢♦7♠✉❧❛?✐♦♥ ✇✐?❤ ▲✐❚❋❙■ ✇❛@ ❧♦✇❡7 ?❤❛♥ ✈✐❛ ?❤❡ ❢♦7♠✉❧❛?✐♦♥ ✇✐?❤ ❉▼❙❖ ♦7

♣❚❙❆ ✭@❡❡ ?❛❜❧❡ ✸✳✷✮✳ ■? ✐@ ♥♦?❡✇♦7?❤②✱ ?❤❛? ?❤❡ -❊❉❖❚✿-❙❚❋❙■✲▲✐❚❋❙■ ✜❧♠@ ✇❡7❡

✈❡7② ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉@ ♦♥ ?❤❡ ♠❛❝7♦@❝♦♣✐❝ @❝❛❧❡ ❛♥❞ @❤♦✇❡❞ ❛ @❤✐♥② ❛@♣❡❝?✱ ✇❤✐❝❤ ✐@ ✐♥

❝♦❤❡7❡♥❝❡ ✇✐?❤ ?❤❡ ❧♦✇ ❛❜@♦7♣?✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥? ♦❢ ?❤❡@❡ ✜❧♠@ ✭@❡❡ ?❛❜❧❡ ✸✳✷✮✳

■♥ ?❤❡ ♣7❡@❡♥❝❡ ♦❢ ❉▼❙❖✱ ?❤❡ ❡✛❡❝? ♦❢ ▲✐❚❋❙■ ✇❛@ 7✉❧❡❞ ♦✉? ❛♥❞ ?❤❡ ♦♣?♦✲❡❧❡❝?7♦♥✐❝

♣7♦♣❡7?✐❡@ ♦❢ -❊❉❖❚✿-❙❚❋❙■ ✇❡7❡ ❞❡?❡7♠✐♥❡❞ ❜② ?❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ?❤❡ ❉▼❙❖ ❝♦✲@♦❧✈❡♥?

✭@❡❡ ?❛❜❧❡ ✸✳✷ ❛♥❞ ✜❣✉7❡ ✸✳✺✮✳

❯❱✴❱✐@ @♣❡❝?7♦@❝♦♣② 7❡✈❡❛❧❡❞✱ ?❤❛? ?❤❡ ♣7❡@❡♥❝❡ ♦❢ ▲✐❚❋❙■ ❛✛❡❝?❡❞ ?❤❡ ❛❜@♦7♣?✐♦♥ ♦❢
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❞✐6♣❡;6✐♦♥✳

■: ✇❛6 ❢♦✉♥❞✱ :❤❛: 0❊❉❖❚✿0❙❚❋❙■ ❞✐6♣❡;6✐♦♥6 ✇✐:❤ ❛ 6♦❧✐❞ ❝♦♥:❡♥: ❤✐❣❤❡; :❤❛♥ ✵✳✽✇:✪

;❡6✉❧:❡❞ ✐♥ ♠♦;❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉6 ✜❧♠6 :❤❛♥ :❤❡ 6❛♠❡ ❞✐6♣❡;6✐♦♥6 ✇✐:❤ ❧♦✇❡; 6♦❧✐❞ ❝♦♥:❡♥:✳

❚❤✐6 ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② :❤❡ ✐♥❝;❡❛6❡ ✐♥ ✈✐6❝♦6✐:② ♦❢ :❤❡ ❞✐6♣❡;6✐♦♥ ❢♦; ❤✐❣❤❡; 6♦❧✐❞

❝♦♥:❡♥:6 ✭6❡❡ ✜❣✉;❡ ✸✳✶✸✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐6 ❢❛✈♦;❛❜❧❡ ❢♦; :❤❡ ♣;♦❝❡66✐♥❣ ❜② 6♣✐♥ ❝♦❛:✐♥❣ ❛♥❞

❞♦❝:♦; ❜❧❛❞✐♥❣✳ ❉✐6♣❡;6✐♦♥6 ✇✐:❤ ❛ 6♦❧✐❞ ❝♦♥:❡♥: ♦❢ ✶✳✹✇:✪ ✇❡;❡ ❤✐❣❤❧② ✈✐6❝♦✉6✱

❝♦♠♣❛;❛❜❧❡ :♦ ♣❛6:❡6✳ ❆ ❝❧❡❛; ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ :❤❡ 6♦❧✐❞ ❝♦♥:❡♥: ♦♥ :❤❡ ♦♣:♦✲❡❧❡❝:;♦♥✐❝

♣;♦♣❡;:✐❡6 ✐♥ :❤❡ ;❛♥❣❡ ♦❢ ✵✳✽ ✇:✪ :♦ ✶✳✹✪ ✇❛6 ♥♦: ♦❜6❡;✈❡❞✳

❆6 ❞❡6❝;✐❜❡❞ ✐♥ ❧✐:❡;❛:✉;❡ ❬✶✽❪✱ :❤❡ ✐♥❝;❡❛6❡ ✐♥ ✈✐6❝♦6✐:② ✇✐:❤ ✐♥❝;❡❛6✐♥❣ ❞✐6♣❡;6✐♦♥

❝♦♥❝❡♥:;❛:✐♦♥ ✐6 ♥♦: ❧✐♥❡❛;✳ ❚❤✐6 ✐6 ;❡❧❛:❡❞ :♦ :❤❡ ❤②❞;♦❞②♥❛♠✐❝ ✐♥:❡;❛❝:✐♦♥ ❜❡:✇❡❡♥ :❤❡

♣❛;:✐❝❧❡6 ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞6 ♦♥ ♠✉❧:✐♣❧❡ ❢❛❝:♦;6✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ :❤❡ ♣❛;:✐❝❧❡ 6✐③❡ ❞✐6:;✐❜✉:✐♦♥ ❛♥❞

❣❡♦♠❡:;②✳ ❚❤❡ ❢❛❝:✱ :❤❛: :❤❡ ✢♦✇ ❝✉;✈❡ ✇❛6 ♥♦: ✐❞❡♥:✐❝❛❧ ❢♦; ✐♥❝;❡❛6✐♥❣ ❛♥❞ ❞❡❝;❡❛6✐♥❣

6❤❡❛; ;❛:❡6 ✭6❡❡ ✜❣✉;❡ ✸✳✶✸✮✱ ✐♥❞✐❝❛:❡6 :❤❛: :❤❡ 6:;✉❝:✉;❡ ♦❢ :❤❡ ♣♦❧②♠❡; ❝♦♠♣❧❡① ✐6

❛❧:❡;❡❞ ❜② :❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ 6❤❡❛;✳ ❚♦ ✐♥✈❡6:✐❣❛:❡ :❤❡ 6:;✉❝:✉;❡ ❜;❡❛❦❞♦✇♥ ❢✉;:❤❡; ❛♠♣❧✐:✉❞❡

6✇❡❡♣6 ✇❡;❡ ♣❡;❢♦;♠❡❞✳ ❋;♦♠ ✜❣✉;❡ ✸✳✶✹ ✐: ❝❛♥ ❜❡ 6❡❡♥✱ :❤❛: ❢♦; ❛❧❧ ❞✐6♣❡;6✐♦♥

❝♦♥❝❡♥:;❛:✐♦♥6 :❤❡ 6:♦;❛❣❡ ♠♦❞✉❧✉6 ●✬ ✇❛6 ❤✐❣❤❡; :❤❛♥ :❤❡ ❧♦66 ♠♦❞✉❧✉6 ●✑✱ ✇❤✐❝❤

✐♥❞✐❝❛:❡6 ❤✐❣❤ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ❢♦;❝❡6 ❜❡:✇❡❡♥ :❤❡ ♣♦❧②♠❡; ♣❛;:✐❝❧❡6✳ ❚❤❡ ❝;✐:✐❝❛❧ 6:;❛✐♥✱ ✇❤✐❝❤

✐6 ❞❡✜♥❡❞ ❛6 :❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ 6:;❛✐♥ ❜❡❢♦;❡ :❤❡ ♣♦❧②♠❡; 6:;✉❝:✉;❡ ✐6 ❞✐6;✉♣:❡❞✱ ✇❛6

❞❡:❡;♠✐♥❡❞ :♦ ❜❡ ❜❡:✇❡❡♥ ✷ ❛♥❞ ✸✪ ❢♦; ❛❧❧ ❞✐6♣❡;6✐♦♥6✳ ❚❤❡ ♠❡❛6✉;❡♠❡♥: ♦❢ :❤❡ 6:♦;❛❣❡

❛♥❞ ❧♦66 ♠♦❞✉❧✐ ♦✈❡; ❛ ✇✐❞❡ ;❛♥❣❡ ♦❢ ❢;❡\✉❡♥❝✐❡6 ✭6❡❡ ✜❣✉;❡ ✸✳✶✺✮ ❝♦♥✜;♠❡❞ :❤❡ ❣❡❧

❝❤❛;❛❝:❡; ♦❢ :❤❡ ❞✐6♣❡;6✐♦♥6✳ ■♥:❡;❡6:✐♥❣❧②✱ :❤❡ ❣❡❧ ❝❤❛;❛❝:❡;✐6:✐❝6 ❝❛♥ ❜❡ ❛❧;❡❛❞② ❢♦✉♥❞

❢♦; ♠❛66 ❝♦♥:❡♥:6 ❧♦✇ ❛6 ✵✳✻✸✇:✪ ✐♥ ✇❛:❡;✳ ❚❤❡;❡❢♦;❡ ✇❡ ❝❛♥ 6:❛:❡✱ :❤❛: ❛♥ ✐♥❝;❡❛6❡ ✐♥

:❤❡ :♦:❛❧ ❝♦♥❝❡♥:;❛:✐♦♥ ♦❢ 0❊❉❖❚✿0❙❚❋❙■ ❧❡❛❞ :♦ ❤✐❣❤❡; ✈✐6❝♦6✐:②✱ ❜✉: ❞✐❞ ♥♦:

❞;❛6:✐❝❛❧❧② ❛❧:❡; :❤❡ ❣❡❧ ❜❡❤❛✈✐♦;✳

■♥ ♦;❞❡; :♦ ♦❜:❛✐♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉6 ✜❧♠6✱ ✐: ✐6 ❝;✉❝✐❛❧✱ :❤❛: :❤❡ ❝;✐:✐❝❛❧ 6❤❡❛; ;❛:❡ ❛♥❞

:❤❡ ❝;✐:✐❝❛❧ 6:;❛✐♥ ❛;❡ ♥♦: ❡①❝❡❡❞❡❞ ❞✉;✐♥❣ :❤❡ ❝♦❛:✐♥❣ ♣;♦❝❡66✳ ❋♦; 0❊❉❖❚✿0❙❚❋❙■

❞✐6♣❡;6✐♦♥6 ❝♦❛:✐♥❣ 6♣❡❡❞6 ❜❡:✇❡❡♥ ✹♠♠✳6

−1
:♦ ✷✹♠♠✳6

−1
✇❡;❡ ✉6❡❞✳ ❋;♦♠ ✜❣✉;❡ ✸✳✶✻ ✐:

❝❛♥ ❜❡ 6❡❡♥✱ :❤❛: :❤❡ ♦♣:♦✲❡❧❡❝:;♦♥✐❝ ♣;♦♣❡;:✐❡6 ✇❡;❡ ♥♦: ❞❡♣❡♥❞❛♥: ♦♥ :❤❡ ❜❧❛❞❡ 6♣❡❡❞

✐♥ :❤❡ 6:✉❞✐❡❞ ;❡❣✐♠❡✳ ❚❤❡;❡❢♦;❡ ✇❡ ❝❛♥ 6:❛:❡ :❤❛: :❤❡ ;❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣;♦♣❡;:✐❡6 ♦❢



✸✳ ❋❖❘▼❯▲❆❚■❖◆ ❆◆❉ -❘❖❈❊❙❙■◆● ❖❋ -❊❉❖❚✿-❙❚❋❙■ ✶✹✼

-❊❉❖❚✿-❙❚❋❙■ ❛❧❧♦✇ ❛ ✇✐❞❡ =❛♥❣❡ ♦❢ ❝♦❛B✐♥❣ ❝♦♥❞✐B✐♦♥C✳ ❍♦✇❡✈❡=✱ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧

✐♥CB❛❜✐❧✐B✐❡C ♦❢ -❊❉❖❚✿-❙❚❋❙■ ❞✐C♣❡=C✐♦♥C ✇✐B❤ ❤✐❣❤ ❊❉❖❚ ❝♦♥❝❡♥B=❛B✐♦♥C✱ ❜❡❝❛♠❡

❛♣♣❛=❡♥B ❞✉=✐♥❣ ♣=♦❝❡CC✐♥❣ ✭C❡❡ ✜❣✉=❡ ✸✳✶✼✮✳ ❲✐B❤ ✐♥❝=❡❛C✐♥❣ ❜❧❛❞✐♥❣ C♣❡❡❞ ✭❢=♦♠ =✐❣❤B

B♦ ❧❡❢B ✐♥ ✜❣✉=❡ ✸✳✶✼✮ B❤❡ C❤❡❛= =❛B❡ ✐♥❝=❡❛C❡C ❛♥❞ B❤❡ ❞✐C♣❡=C✐♦♥C ❜❡❝❛♠❡ ✐♥CB❛❜❧❡✳

❋♦= -❊❉❖❚✿-❙❚❋❙■ ✐♥❦C ✇✐B❤ ❞✐✛❡=❡♥B ❝♦♥❝❡♥B=❛B✐♦♥C ❛♥❞ ❞✐✛❡=❡♥B ❢♦=♠✉❧❛B✐♦♥C ♦=

✐♥ ♦=❞❡= B♦ ❝♦♥B=♦❧ ❞=②✐♥❣ ✐B ♠✐❣❤B ❜❡ ❞❡C✐=❛❜❧❡ B♦ ❛❞❛♣B B❤❡ B❡♠♣❡=❛B✉=❡ ♦❢ B❤❡

C✉❜CB=❛B❡ ❞✉=✐♥❣ ❝♦❛B✐♥❣✳ ❆C ✐B ❝❛♥ ❜❡ C❡❡♥ ❢=♦♠ ✜❣✉=❡ ✸✳✶✽ B❤❡ ♦♣B♦✲❡❧❡❝B=♦♥✐❝

♣=♦♣❡=B✐❡C ♦❢ -❊❉❖❚✿-❙❚❋❙■ ✜❧♠C ✇❡=❡ ♥♦B ❛✛❡❝B❡❞ ❜② B❤❡ ❝♦❛B✐♥❣ B❡♠♣❡=❛B✉=❡ ✐♥ B❤❡

=❛♥❣❡ ♦❢ ✹✵

◦
❈ B♦ ✽✵

◦
❈✳

■♥ ❝♦♥❝❧✉C✐♦♥ ✇❡ ❝❛♥ CB❛B❡ B❤❛B B❤❡ =❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣=♦♣❡=B✐❡C ♦❢ -❊❉❖❚✿-❙❚❋❙■ ❛❧❧♦✇

B❤❡ ❝♦❛B✐♥❣ ♦❢ -❊❉❖❚✿❙-❚❋❙■ ❞✐C♣❡=C✐♦♥C ✇✐B❤ ❛ C♦❧✐❞ ❝♦♥B❡♥B ♦❢ ❤✐❣❤❡= B❤❛♥ ❛❜♦✉B

✵✳✽✇B✪ ✐♥ ❛ ✇✐❞❡ =❛♥❣❡ ♦❢ ❝♦❛B✐♥❣ C♣❡❡❞C ❛♥❞ B❡♠♣❡=❛B✉=❡C✳ ❚❤❡=❡❢♦=❡ B❤❡ ♣=♦❝❡CC✐♥❣

♣❛=❛♠❡B❡=C ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❛♣B❡❞ B♦ B❤❡ ✈✐C❝♦C✐B② ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♥❦ ❛♥❞ B♦ B❤❡ B❛=❣❡B ✜❧♠ B❤✐❝❦♥❡CC✱

✇✐B❤♦✉B ❛✛❡❝B✐♥❣ B❤❡ ♦♣B♦✲❡❧❡❝B=♦♥✐❝ ♣=♦♣❡=B✐❡C ♦❢ B❤❡ ❞=② ✜❧♠✳



✶✹✽ ✸✳ ❋❖❘▼❯▲❆❚■❖◆ ❆◆❉ 0❘❖❈❊❙❙■◆● ❖❋ 0❊❉❖❚✿0❙❚❋❙■

❋✐❣✳ ✸✳✶✷✿ ✸❉ )❡♣)❡,❡♥.❛.✐♦♥ ♦❢ ❆❋▼ ❤❡✐❣❤. ✐♠❛❣❡, ♦❢ ❛✮,♣)❛② ❝♦❛.❡❞ :❊❉❖❚✿:❙❚❋❙■✱

❘q❂✷✳✼♥♠✱ ❜✮♦❢ ❞♦❝.♦) ❜❧❛❞❡❞ :❊❉❖❚✿:❙❚❋❙■ ❘q❂✶✳✸♥♠ ❛♥❞ ❝✮♦❢ ,♣✐♥ ❝♦❛.❡❞

:❊❉❖❚✿:❙❚❋❙■✱ ❘q❂✶✳✵♥♠



✸✳ ❋❖❘▼❯▲❆❚■❖◆ ❆◆❉ -❘❖❈❊❙❙■◆● ❖❋ -❊❉❖❚✿-❙❚❋❙■ ✶✹✾

❋✐❣✳ ✸✳✶✸✿ ❋❧♦✇ ❝✉,✈❡/ ❛/ ❛ ❢✉♥❝3✐♦♥ ♦❢ ❛♣♣❧✐❡❞ /3,❛✐♥ ❢♦, 6❊❉❖❚✿6❙❚❋❙■ ❞✐/♣❡,/✐♦♥/ ✇✐3❤

❞✐✛❡,❡♥3 /♦❧✐❞ ❝♦♥3❡♥3/ ❢,♦♠ ✵✳✻✹✇3✪ 3♦ ✶✳✹✼✇3✪

❋✐❣✳ ✸✳✶✹✿ ❊❧❛/3✐❝ ♠♦❞✉❧✐ ❛/ ❛ ❢✉♥❝3✐♦♥ ♦❢ ❛♣♣❧✐❡❞ /3,❛✐♥ ❢♦,
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✭❙✳❝♠

−1
✮ ✭❝♠

−1
✮

✶ ✷ ✶✹✵ ± ✶✷ ✸✳✵±✵✳✹

✾✻ ✶✹✵ ± ✶✵ ✸✳✵±✵✳✸

✷ ✷ ✾✸ ± ✾ ✷✳✷±✵✳✷

✶✶✶ ✶✷✽ ± ✶✸ ✷✳✷±✵✳✷

✸ ✸✵ ✷✻✸ ± ✷✼ ✸✳✶±✵✳✻

✶✽✾ ✷✻✵ ± ✷✻ ✷✳✺±✵✳✺

✹ ✷ ✷✷✾ ± ✶✽ ✶✳✽±✵✳✻

✸✹✹ ✷✶✶ ± ✷✵ ✷✳✵±✵✳✺
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❞✐/❡❝)❧② ❛❢)❡/ 2②♥)❤❡2✐2 ♦❢ )❤❡ ✐♥❦2 ❛♥❞ ❛❢)❡/ 2❡✈❡/❛❧ ♠♦♥)❤2
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✐♥ 8❤❡ 3✉❧❢✉G ❙✷♣ 3♣❡❝8G✉♠ ♦❢ +❊❉❖❚ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛88G✐❜✉8❡❞ 8♦ 8❤❡ ❢♦G♠❛8✐♦♥ ♦❢ 3✉❧❢♦♥❡

❣G♦✉♣3✱ ✇❤❡G❡❛3 8❤❡ ❢♦G♠❛8✐♦♥ ♦❢ ❝❛G❜♦①②❧ ❣G♦✉♣3 ❞✉❡ 8♦ ❝❤❛✐♥ 3❝✐33✐♦♥ G❡❛❝8✐♦♥3 G❡3✉❧83

✐♥ ❝❤❛♥❣❡3 ♦❢ 8❤❡ ❝❛G❜♦♥ ❈✶3 3♣❡❝8G✉♠ ❬✶✱ ✷❪✳ ❋✐❣✉G❡ ✹✳✷ ❞✐3♣❧❛②3 8❤❡ ❈✶3✱ ❙✷♣✱ ◆✶3✱ ❛♥❞
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❋✐❣✳ ✹✳✷✿ ❳(❙ ❈✶,✱ ❙✷♣✱ ◆✶, ❛♥❞ ❋✶, ,♣❡❝56❛ ♦❢ ❛ ♥❡✇ ❛♥❞ ❛♥ ❛❣❡❞ (❊❉❖❚✿(❙❚❋❙■ ,②,5❡♠

❋✶2 ❳.❙ 2♣❡❝78❛ ♦❢ ❛ .❊❉❖❚✿.❙❚❋❙■ ✜❧♠✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛2 ❝❛27 ❞✐8❡❝7❧② ❛❢7❡8 2②♥7❤❡2✐2✱ ❛♥❞

7❤❡ 2♣❡❝78❛ ♦❢ ❛ ✜❧♠ ❝❛27 ❢8♦♠ 7❤❡ 2❛♠❡ .❊❉❖❚✿.❙❚❋❙■ ✐♥❦✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛2 ❜❡❡♥ 27♦8❡❞

✉♥❞❡8 ❛♠❜✐❡♥7 ❝♦♥❞✐7✐♦♥2 ✐♥ ❛ ❜8♦✇♥ 7✐♥7❡❞ ❣❧❛22 ✈✐❛❧ ❢♦8 2✐① ♠♦♥7❤2✳ ❚❤❡ ❝❛8❜♦♥✱ 2✉❧❢✉8✱

♥✐78♦❣❡♥ ❛♥❞ ✢✉♦8✐♥❡ 2♣❡❝78❛ ❛8❡ ✐❞❡♥7✐❝❛❧ ❢♦8 ❜♦7❤ 2❛♠♣❧❡2✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✐❝❛7❡2 7❤❛7 7❤❡

❝❤❡♠✐❝❛❧ 278✉❝7✉8❡ ♦❢ 7❤❡ .❊❉❖❚✿.❙❚❋❙■ ❝♦♠♣❧❡① ✇❛2 ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳ ❚❤❡8❡❢♦8❡ ✇❡ ❝❛♥

27❛7❡ 7❤❛7 7❤❡ .❊❉❖❚✿.❙❚❋❙■ ❞✐2♣❡82✐♦♥ ✐2 ❝❤❡♠✐❝❛❧❧② 27❛❜❧❡ ❢♦8 ❛7 ❧❡❛27 2✐① ♠♦♥7❤2

✉♥❞❡8 ❛♠❜✐❡♥7 ❝♦♥❞✐7✐♦♥2 ❛♥❞ ✇❤❡♥ ♣8♦7❡❝7❡❞ ❛❣❛✐♥27 ❯❱ ❧✐❣❤7✳

■♥ ♦8❞❡8 7♦ 27✉❞② 7❤❡ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ 27❛❜✐❧✐7② ♦❢ .❊❉❖❚✿.❙❚❋❙■✱ ❝♦♠♣❛8❛7✐✈❡ 8❤❡♦❧♦❣②

♠❡❛2✉8❡♠❡♥72 ♦♥ ❛ .❊❉❖❚✿.❙❚❋❙■ ❞✐2♣❡82✐♦♥ 2❤♦87❧② ❛❢7❡8 2②♥7❤❡2✐2 ❛♥❞ 2❡✈❡8❛❧ ♠♦♥7❤2

❧❛7❡8 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡8❢♦8♠❡❞✳ ❋♦8 .❊❉❖❚✿.❙❚❋❙■ ❞✐2♣❡82✐♦♥2 ✇✐7❤ ❛ ✈✐2❝♦❡❧❛27✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦8
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❋✐❣✳ ✹✳✸✿ ❋❧♦✇ ❝✉,✈❡ ✭❧❡❢1✮ ❛♥❞ 61♦,❛❣❡ ♠♦❞✉❧✉6✱ ❧♦66 ♠♦❞✉❧✉6 ❛♥❞ ❧♦66 ❢❛❝1♦, ♦❢ 9❊❉❖❚✿9❙❚❋❙■

✭❊❉❖❚ 1♦ ❙❚❋❙■ ,❛1✐♦ ✵✳✼✷✱ 61✐,,✐♥❣ ✺✺,♣♠✮ 6❤♦,1❧② ❛❢1❡, 6②♥1❤❡6✐6 ❛♥❞ ✽ ♠♦♥1❤6 ❧❛1❡,

❝❧♦5❡ 7♦ 7❤❡ ❣❡❧ ♣♦✐♥7 ✭tanδ =
G′′

G′ ≈ 1✮✱ ❛ 5❧✐❣❤7 ❞❡❝B❡❛5❡ ✐♥ ✈✐5❝♦5✐7② ❛♥❞ ❛ 5♠❛❧❧ ✐♥❝B❡❛5❡

♦❢ 7❤❡ ❧♦55 ❢❛❝7♦B tanδ✱ B❡❧❛7❡❞ 7♦ ❛ ❞❡❝B❡❛5✐♥❣ 57♦B❛❣❡ ♠♦❞✉❧✉5 ●✬✱ ✇❛5 ♦❜5❡B✈❡❞ ❛❢7❡B

5❡✈❡B❛❧ ♠♦♥7❤5 ♦❢ ❛❣✐♥❣ ✭5❡❡ ✜❣✉B❡ ✹✳✸✮✳ ❚❤✐5 5✐❣♥✐✜❡5 ❛ B❡❞✉❝7✐♦♥ ♦❢ 7❤❡ ✐♥7❡B♥❛❧ 57B✉❝7✉B❡

♦❢ 7❤❡ ❞✐5♣❡B5✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐5 ❝♦❤❡B❡♥7 ✇✐7❤ ♠♦❞❡B❛7❡ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ✐♥7❡B❛❝7✐♦♥5✳ ❍♦✇❡✈❡B✱ 7❤❡

♦❜5❡B✈❡❞ ❝❤❛♥❣❡5 ✇❡B❡ ♠❛B❣✐♥❛❧ ❛♥❞ 7❤❡ ❞✐5♣❡B5✐♦♥5 ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥5✐❞❡B❡❞ ❛5 57❛❜❧❡✳ ❊✈❡♥

❧❡55 ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ 7❤❡ B❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣B♦♣❡B7✐❡5 ✇❛5 ♦❜5❡B✈❡❞ ❢♦B +❊❉❖❚✿+❙❚❋❙■ 5②57❡♠5 ✇✐7❤

♣B♦♥♦✉♥❝❡❞ ❣❡❧ ❝❤❛B❛❝7❡B✱ ♦❜7❛✐♥❡❞ ❡✳❣✳ ✈✐❛ ❜❡77❡B ❞✐5♣❡B5✐♦♥ ♦❢ 7❤❡ ❊❉❖❚ ♠♦♥♦♠❡B ♦B

✐♥ +❊❉❖❚✿+❙❚❋❙■❍✱ ✇❤✐❝❤ B❡7❛✐♥❡❞ 7❤❡✐B ❣❡❧ ❝❤❛B❛❝7❡B ❢♦B ♠♦B❡ 7❤❛♥ ♦♥❡ ②❡❛B ❛❢7❡B 7❤❡

5②♥7❤❡5✐5✳

❚❤❡ ❡①❝❡❧❧❡♥7 57❛❜✐❧✐7② ✇❛5 ❝♦♥✜B♠❡❞ ❜② 7❤❡ ❛♥❛❧②5✐5 ♦❢ +❊❉❖❚✿+❙❚❋❙■ ✉5✐♥❣ ❛

7✉B❜✐5❝❛♥✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇❡❞ 7❤❡ ♠♦♥✐7♦B✐♥❣ ♦❢ 7❤❡ 5❛♠♣❧❡ 7B❛♥5♠✐77❛♥❝❡ ♦✈❡B 7❤❡ ✇❤♦❧❡

5❛♠♣❧❡ ❧❡♥❣7❤ ❛7 ✸✵

◦
❈ ❢♦B ❢♦✉B ✇❡❡❦5✳ ❚❤❡ ♠❡❛5✉B❡❞ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ 7B❛♥5♠✐77❛♥❝❡ ✭5❡❡ ✜❣✉B❡

❈✳✶✱ ❛♣♣❡♥❞✐① ♣❛❣❡ ✷✷✼✮ ✇❛5 ♠❛B❣✐♥❛❧ ❛♥❞ ❝♦♥57❛♥7 7❤B♦✉❣❤♦✉7 7❤❡ 5❛♠♣❧❡✱ ❡①❝❡♣7 ❢♦B ❛

❤✐❣❤❡B ✐♥❝B❡❛5❡ ♦❢ 7B❛♥5♠✐77❛♥❝❡ ❝❧♦5❡ 7♦ 7❤❡ ♠❡♥✐5❝✉5 ♦❢ 7❤❡ 5❛♠♣❧❡✳ ❚❤✐5 ✐♥❞✐❝❛7❡5 ❛

5❧✐❣❤7 ✐♥❝B❡❛5❡ ♦❢ 7❤❡ ♣❛B7✐❝❧❡ 5✐③❡ ✐♥ 7❤❡ ❞✐5♣❡B5✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥ ✐♥5✐❣♥✐✜❝❛♥7 ❝❧❛B✐✜❝❛7✐♦♥ ❝❧♦5❡

7♦ 7❤❡ 5❛♠♣❧❡ ♠❡♥✐5❝✉5 ♦✈❡B 7✐♠❡✳ ❍♦✇❡✈❡B✱ 7❤❡5❡ ❝❤❛♥❣❡5 ❛B❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❛♥❞ 7❤❡

❞✐5♣❡B5✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥5✐❞❡B❡❞ ❛5 57❛❜❧❡✳

■♥ ♦B❞❡B 7♦ ✐♥✈❡57✐❣❛7❡ 7❤❡ 57❛❜✐❧✐7② ♦❢ +❊❉❖❚✿+❙❚❋❙■ ❝♦♥❞✉❝7✐♥❣ ✜❧♠5✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡B❡

57♦B❡❞ ✉♥❞❡B ❛♠❜✐❡♥7 ❝♦♥❞✐7✐♦♥5 ❛7 B♦♦♠ 7❡♠♣❡B❛7✉B❡ ❛♥❞ ♣B♦7❡❝7❡❞ ❢B♦♠ 5✉♥ ❧✐❣❤7✱ 7❤❡
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❋✐❣✳ ✹✳✹✿ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥. ✐♥ .✐♠❡ ♦❢ .❤❡ 1❤❡❡.

2❡1✐1.❛♥❝❡ ♦❢ .✇♦ 6❊❉❖❚✿6❙❚❋❙■ ✜❧♠1

2❤❡❡5 6❡2✐25❛♥❝❡ ♦❢ 2❡✈❡6❛❧ ✜❧♠2 ✇❛2 ♠♦♥✐5♦6❡❞ ❢♦6 ♠♦6❡ 5❤❛♥ 5✇♦ ②❡❛62✳ ❋6♦♠ ❋✐❣✉6❡ ✹✳✹

✐5 ❝❛♥ ❜❡ 2❡❡♥✱ 5❤❛5 5❤❡ ♠❡❛2✉6❡❞ 2❤❡❡5 6❡2✐25❛♥❝❡ ✇❛2 25❛❜❧❡ ❢♦6 ❛❜♦✉5 ✸ ②❡❛62 ✇✐5❤✐♥

5❤❡ ❡66♦6 ❜❛62 ♦❢ 5❤❡ ♠❡❛2✉6❡♠❡♥5✳ ■♥5❡6❡25✐♥❣❧②✱ 5❤❡ 5❡♥❞❡♥❝✐❡2 ♦❢ 5❤❡ ✢✉❝5✉❛5✐♦♥2 ♦❢ 5❤❡

♠❡❛2✉6❡❞ 2❤❡❡5 6❡2✐25❛♥❝❡ ✇❡6❡ 5❤❡ 2❛♠❡ ❢♦6 ❞✐✛❡6❡♥5 2❛♠♣❧❡2 ❛♥❞ ✜❧♠2✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✐❝❛5❡2

5❤❛5 5❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ 5❤❡ ♠❡❛2✉6❡♠❡♥5 ❝♦♥❞✐5✐♦♥2 2✉❝❤ ❛2 5❤❡ ❛♠❜✐❡♥5 5❡♠♣❡6❛5✉6❡ ❛♥❞

❤✉♠✐❞✐5② ✇❛2 ♥♦5 ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳

❚♦ 2✉♠♠❛6✐③❡✱ .❊❉❖❚✿.❙❚❋❙■ ❞✐2♣❡62✐♦♥2 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ 2❤♦✇♥ 5♦ ❜❡ 25❛❜❧❡ ❢♦6 ❛❜♦✉5

♦♥❡ ②❡❛6✱ ✇❤❡♥ 25♦6❡❞ ✉♥❞❡6 ❛♠❜✐❡♥5 ❝♦♥❞✐5✐♦♥2 ❛♥❞ ♣6♦5❡❝5❡❞ ❢6♦♠ 2✉♥ ❧✐❣❤5✳ ❉6②

.❊❉❖❚✿.❙❚❋❙■ ✜❧♠2✱ 25♦6❡❞ ✉♥❞❡6 ❛♠❜✐❡♥5 ❝♦♥❞✐5✐♦♥2 ❛5 6♦♦♠ 5❡♠♣❡6❛5✉6❡ ❛♥❞

♣6♦5❡❝5❡❞ ❢6♦♠ 2✉♥ ❧✐❣❤5✱ ✇❡6❡ ❞❡♠♦♥256❛5❡❞ 5♦ 6❡5❛✐♥ 5❤❡✐6 ❝♦♥❞✉❝5✐✈✐5② ❢♦6

❛♣♣6♦①✐♠❛5❡❧② 5❤6❡❡ ②❡❛62✳

✹✳✸ ❚❤❡&♠❛❧ ❙+❛❜✐❧✐+②

❆2 ♠❡♥5✐♦♥❡❞ ❡❛6❧✐❡6✱ 5❤❡ 5❤❡6♠❛❧ 25❛❜✐❧✐5② ♦❢ .❊❉❖❚✿.❙❚❋❙■ ✐2 ♥♦5 ♦♥❧② ♦❢ ✐♥5❡6❡25

5♦ ❡♥2✉6❡ ❛ ❧♦♥❣ ❧✐❢❡ 5✐♠❡ ♦❢ 5❤❡ ❡❧❡❝56♦❞❡ ♦♥❝❡ 5❤❡ ♠❛5❡6✐❛❧ ✐2 ✐♥5❡❣6❛5❡❞ ✐♥ ❞❡✈✐❝❡2✱

❜✉5 ❛❧2♦ ❢♦6 5❤❡ ❞❡✈✐❝❡ ♣6♦❝❡22✐♥❣✱ ❞✉6✐♥❣ ✇❤✐❝❤ 5❤❡ ❡❧❡❝56♦❞❡ ❝❛♥ ❜❡ 2✉❜❥❡❝5❡❞ 5♦ ❤✐❣❤

5❡♠♣❡6❛5✉6❡2 ❞✉❡ 5♦ 5❤❡ ♣6♦❝❡22✐♥❣ ♦❢ ♦5❤❡6 ❧❛②❡62 ♦❢ 5❤❡ ❞❡✈✐❝❡✳

❚❤❡6♠❛❧ ❣6❛✈✐♠❡56✐❝ ❛♥❛❧②2✐2 2❤♦✇2 5❤❛5 .❊❉❖❚✿.❙❚❋❙■ ✐2 25❛❜❧❡ ✉♣ 5♦ ✷✵✵

◦
❈ ✉♥❞❡6
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❋✐❣✳ ✹✳✺✿ ❚❤❡*♠♦✲❣*❛✈✐♠❡0*✐❝ ❛♥❛❧②5✐5 ♦❢ 7❊❉❖❚✿7❙❚❋❙■ ✉♥❞❡* ❛✮◆2 ❛♥❞ ❜✮✐♥ ❛✐*

♥✐34♦❣❡♥ ❛3♠♦:♣❤❡4❡ ❛♥❞ ✐♥ ❛✐4 ✭:❡❡ ✜❣✉4❡ ✹✳✺✮✳ ❙✐♠✐❧❛4 ✈❛❧✉❡: ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ 4❡♣♦43❡❞ ❢♦4

+❊❉❖❚✿+❙❙ ✐♥ ❧✐3❡4❛3✉4❡ ❬✸✱ ✹❪✳

❚❤❡ ♠❡❛:✉4❡♠❡♥3 ♦❢ 3❤❡ :❤❡❡3 4❡:✐:3❛♥❝❡ ♦❢ +❊❉❖❚✿+❙❚❋❙■ ✜❧♠: ❛ ❢✉♥❝3✐♦♥ ♦❢ 3❤❡

❛♥♥❡❛❧✐♥❣ 3❡♠♣❡4❛3✉4❡ :❤♦✇❡❞✱ 3❤❛3 3❤❡ ❡❧❡❝34♦♥✐❝ ♣4♦♣❡43✐❡: ♦❢ 3❤❡ +❊❉❖❚✿+❙❚❋❙■

✜❧♠: ✇❡4❡ ✉♥❛✛❡❝3❡❞ ✉♣ 3♦ ✶✸✵

◦
❈ ❛♥❞ ❞4♦♣♣❡❞ :✐❣♥✐✜❝❛♥3❧② ♦♥❧② ✉♣♦♥ ❞❡❣4❛❞❛3✐♦♥ ♦❢ 3❤❡

♣♦❧②♠❡4 ❛3 3❡♠♣❡4❛3✉4❡: ❤✐❣❤❡4 3❤❛♥ ✷✵✵

◦
❈ ✭:❡❡ ✜❣✉4❡ ✹✳✻✮✳

■♥ 3❤❡ ❝❛:❡ ♦❢ +❊❉❖❚✿+❙❙ ✐3 ❤❛: ❜❡❡♥ 4❡♣♦43❡❞✱ 3❤❛3 3❤❡ ✜❧♠: ❝❛♥ ❜❡ ❛♥♥❡❛❧❡❞ ❛3 ✉♣ 3♦

✶✵✵

◦
❈ ❢♦4 ✉♣ 3♦ ✶✵✵✵❤ ✇✐3❤ ♥♦ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❝♦♥❞✉❝3✐✈✐3② ❬✺❪ ❛♥❞ 3❤❛3 ❢♦4 ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ❛3 ✶✷✵

◦
❈

3❤❡ ❝♦♥❞✉❝3✐✈✐3② ♦❢ +❊❉❖❚✿+❙❙ ❞❡❝4❡❛:❡: ✇✐3❤ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ 3✐♠❡ ❬✻❪✳ ❋♦4 +❊❉❖❚✿+❙❚❋❙■

✜❧♠: ❛♥♥❡❛❧❡❞ ❛3 ✶✷✵

◦
❈ ❢♦4 ✸✹✵❤✱ ♥♦ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ 3❤❡ :❤❡❡3 4❡:✐:3❛♥❝❡ ✇❛: ♦❜:❡4✈❡❞ ♦✈❡4

3✐♠❡✳
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❋✐❣✳ ✹✳✻✿ ◆♦)♠❛❧✐③❡❞ 0❤❡❡2 )❡0✐02❛♥❝❡ ♦❢

6❊❉❖❚✿6❙❚❋❙■✱ ❛✈❡)❛❣❡❞ ♦✈❡) 2❤)❡❡ 0❛♠♣❧❡0✱ ❛0

❛ ❢✉♥❝2✐♦♥ ♦❢ 2❤❡ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ 2❡♠♣❡)❛2✉)❡

✹✳✹ ❈♦♥❝❧✉(✐♦♥

■♥ 3✉♠♠❛7②✱ ✐; ✇❛3 3❤♦✇♥ ;❤❛; .❊❉❖❚✿.❙❚❋❙■ ❞✐3♣❡73✐♦♥3 ❛7❡ 3;❛❜❧❡ ❢♦7 ♠♦7❡ ;❤❛♥

♦♥❡ ②❡❛7 ✇✐;❤ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ 7❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧✱ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❛♥❞ ♦♣;♦✲❡❧❡❝;7♦♥✐❝ ♣7♦♣❡7;✐❡3✳ ❚❤❡7♠❛❧

❛♥❛❧②3✐3 ♣7♦✈❡❞ ;❤❛; .❊❉❖❚✿.❙❚❋❙■ ✐3 3;❛❜❧❡ ✉♣ ;♦ ✷✵✵

◦
❈ ❛♥❞ 3❤♦✇3 3;❛❜❧❡

❝♦♥❞✉❝;✐✈✐;✐❡3 ✉♣ ;♦ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ;❡♠♣❡7❛;✉7❡3 ♦❢ ✶✾✵

◦
❈ ❛♥❞ ✐3 ;❤❡7❡❢♦7❡ ❛ ♣7♦♠✐3✐♥❣

❝❛♥❞✐❞❛;❡ ❢♦7 ;❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛;✐♦♥ ✐♥ ♣7✐♥;❡❞ ♦7❣❛♥✐❝ ❡❧❡❝;7♦♥✐❝3✳
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❇✐❜❧✐♦❣&❛♣❤②

❬✶❪ ❳✳ ❈&✐(♣✐♥✱ ❙✳ ▼❛&❝✐♥✐❛❦✱ ❲✳ ❖(✐❦♦✇✐❝③✱ ●✳ ❩♦88✐✱ ❆✳ ❲✳ ❉✳ ✈❛♥ ❞❡& ●♦♥✱ ❋✳ ▲♦✉✇❡8✱ ▼✳ ❋❛❤❧♠❛♥✱ ▲✳ ●&♦❡♥❡♥❞❛❛❧✱ ❋✳ ❉❡ ❙❝❤&②✈❡&✱

❛♥❞ ❲✳ ❘✳ ❙❛❧❛♥❡❝❦✱ ✏❈♦♥❞✉❝8✐✈✐8②✱ ♠♦&♣❤♦❧♦❣②✱ ✐♥8❡&❢❛❝✐❛❧ ❝❤❡♠✐(8&②✱ ❛♥❞ (8❛❜✐❧✐8② ♦❢ ♣♦❧②✭✸✱✹✲❡8❤②❧❡♥❡ ❞✐♦①②8❤✐♦♣❤❡♥❡✮✕♣♦❧②✭(8②&❡♥❡

(✉❧❢♦♥❛8❡✮✿ ❆ ♣❤♦8♦❡❧❡❝8&♦♥ (♣❡❝8&♦(❝♦♣② (8✉❞②✱✑ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ (♦❧②♠❡# ❙❝✐❡♥❝❡ (❛#/ ❇✿ (♦❧②♠❡# (❤②3✐❝3✱ ✈♦❧✳ ✹✶✱ ♣♣✳ ✷✺✻✶✕✷✺✽✸✱ ◆♦✈✳

✷✵✵✸✳

❬✷❪ ❙✳ ▼❛&❝✐♥✐❛❦✱ ❳✳ ❈&✐(♣✐♥✱ ❑✳ ❯✈❞❛❧✱ ▼✳ ❚&③❝✐♥(❦✐✱ ❏✳ ❇✐&❣❡&(♦♥✱ ▲✳ ●&♦❡♥❡♥❞❛❛❧✱ ❋✳ ▲♦✉✇❡8✱ ❛♥❞ ❲✳ ❙❛❧❛♥❡❝❦✱ ✏▲✐❣❤8 ✐♥❞✉❝❡❞ ❞❛♠❛❣❡ ✐♥

♣♦❧②✭✸✱✹✲❡8❤②❧❡♥❡❞✐♦①②8❤✐♦♣❤❡♥❡✮ ❛♥❞ ✐8( ❞❡&✐✈❛8✐✈❡( (8✉❞✐❡❞ ❜② ♣❤♦8♦❡❧❡❝8&♦♥ (♣❡❝8&♦(❝♦♣②✱✑ ❙②♥/❤❡/✐❝ ▼❡/❛❧3✱ ✈♦❧✳ ✶✹✶✱ ♣♣✳ ✻✼✕✼✸✱ ▼❛&✳

✷✵✵✹✳

❬✸❪ ❆✳ ◆❛&❞❡(✱ ▼✳ ❑❡♠❡&✐♥❦✱ ▼✳ ❞❡ ❑♦❦✱ ❊✳ ❱✐♥❦❡♥✱ ❑✳ ▼❛8✉&♦✈❛✱ ❛♥❞ ❘✳ ❏❛♥((❡♥✱ ✏❈♦♥❞✉❝8✐✈✐8②✱ ✇♦&❦ ❢✉♥❝8✐♦♥✱ ❛♥❞ ❡♥✈✐&♦♥♠❡♥8❛❧ (8❛❜✐❧✐8②

♦❢ a❊❉❖❚✿a❙❙ 8❤✐♥ ✜❧♠( 8&❡❛8❡❞ ✇✐8❤ (♦&❜✐8♦❧✱✑ ❖#❣❛♥✐❝ ❊❧❡❝/#♦♥✐❝3✱ ✈♦❧✳ ✾✱ ♣♣✳ ✼✷✼✕✼✸✹✱ ❖❝8✳ ✷✵✵✽✳

❬✹❪ ❏✳ ❨✳ ❑✐♠✱ ❏✳ ❍✳ ❏✉♥❣✱ ❉✳ ❊✳ ▲❡❡✱ ❛♥❞ ❏✳ ❏♦♦✱ ✏❊♥❤❛♥❝❡♠❡♥8 ♦❢ ❡❧❡❝8&✐❝❛❧ ❝♦♥❞✉❝8✐✈✐8② ♦❢ ♣♦❧②✭✸✱✹✲❡8❤②❧❡♥❡❞✐♦①②8❤✐♦♣❤❡♥❡✮✴♣♦❧②✭✹✲

(8②&❡♥❡(✉❧❢♦♥❛8❡✮ ❜② ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ (♦❧✈❡♥8(✱✑ ❙②♥/❤❡/✐❝ ▼❡/❛❧3✱ ✈♦❧✳ ✶✷✻✱ ♣♣✳ ✸✶✶✕✸✶✻✱ ❋❡❜✳ ✷✵✵✷✳

❬✺❪ ▲✳ ●&♦❡♥❡♥❞❛❛❧✱ ❋✳ ❏♦♥❛(✱ ❉✳ ❋&❡✐8❛❣✱ ❍✳ a✐❡❧❛&8③✐❦✱ ❛♥❞ ❏✳ ❘✳ ❘❡②♥♦❧❞(✱ ✏a♦❧②✭✸✱✹✲❡8❤②❧❡♥❡❞✐♦①②8❤✐♦♣❤❡♥❡✮ ❛♥❞ ■8( ❉❡&✐✈❛8✐✈❡(✿ a❛(8✱

a&❡(❡♥8✱ ❛♥❞ ❋✉8✉&❡✱✑ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ▼❛/❡#✐❛❧3✱ ✈♦❧✳ ✶✷✱ ♣♣✳ ✹✽✶✕✹✾✹✱ ❆♣&✳ ✷✵✵✵✳

❬✻❪ ❊✳ ❱✐8♦&❛8♦(✱ ❙✳ ❙❛❦❦♦♣♦✉❧♦(✱ ❊✳ ❉❛❧❛(✱ ◆✳ a❛❧✐❛8(❛(✱ ❉✳ ❑❛&❛❣❡♦&❣♦♣♦✉❧♦(✱ ❋✳ a❡8&❛❦✐✱ ❙✳ ❑❡♥♥♦✉✱ ❛♥❞ ❙✳ ❆✳ ❈❤♦✉❧✐(✱ ✏❚❤❡&♠❛❧ ❞❡❣&❛❞❛8✐♦♥

♠❡❝❤❛♥✐(♠( ♦❢ a❊❉❖❚✿a❙❙✱✑ ❖#❣❛♥✐❝ ❊❧❡❝/#♦♥✐❝3✱ ✈♦❧✳ ✶✵✱ ♣♣✳ ✻✶✕✻✻✱ ❋❡❜✳ ✷✵✵✾✳
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❊❧❡❝'5♦❞❡7 ✐♥ ❉❡✈✐❝❡7

▲✬✉#✐❧✐&❛#✐♦♥ ❞❡ #❡❝❤♥✐.✉❡& ❞❡ &♣❡❝#0♦&❝♦♣✐❡ ❯❱✴❱✐&✱ ❘❛♠❛♥ ❡# ❳8❙✱ ❛✐♥&✐ .✉❡ ❞❡& ❛♥❛❧②&❡& 0❤;♦❧♦❣✐.✉❡&

♦♥# ♣❡0♠✐& ❞❡ ♠❡##0❡ ❡♥ ;✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡ ❜♦♥♥❡& &#❛❜✐❧✐#;& ❝❤✐♠✐.✉❡ ❡# ❝♦❧❧♦?❞❛❧❡ ❞❡& ❡♥❝0❡& ❞❡

8❊❉❖❚✿8❙❚❋❙■✳ ❉❡ ♣❧✉&✱ ❧❡& ✜❧♠& ❞❡ 8❊❉❖❚✿8❙❚❋❙■ ♦♥# ♠♦♥#0; ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ &#❛❜✐❧✐#; ✭❝♦♥&❡0✈❛#✐♦♥

❞❡& ❝❛0❛❝#;0✐&#✐.✉❡& ♦♣#♦✲;❧❡❝#0♦♥✐.✉❡&✮ &♦✉& ❛#♠♦&♣❤L0❡ ❛♠❜✐❛♥#❡ ❡# M #❡♠♣;0❛#✉0❡ ;❧❡✈;❡ ❥✉&.✉✬M

✶✾✵

◦
❈✳

❉❡" ✜❧♠" ❞❡ '❊❉❖❚✿'❙❚❋❙■ ♦♥1 212 ✐♥12❣52" ❛✈❡❝ "✉❝❝:" ❡♥ 1❛♥1 ;✉✬2❧❡❝15♦❞❡" 15❛♥"♣❛5❡♥1❡" ❞❛♥"

❞❡" ❞✐"♣♦"✐1✐❢" 2❧❡❝15♦♥✐;✉❡" ❝♦♠♠❡ ❞❡" ❝❡❧❧✉❧❡" "♦❧❛✐5❡" ♦5❣❛♥✐;✉❡" ❡1 ❞❡" ❞✐♦❞❡" 2❧❡❝15♦❧✉♠✐♥❡"❝❡♥1❡"

♦5❣❛♥✐;✉❡" ♠♦♥15❛♥1 ❞❡" ♣❡5❢♦5♠❛♥❝❡" 2❣❛❧❡" ♦✉ "✉♣25✐❡✉5❡" ? ❝❡❧❧❡" ❞❡" ❞✐"♣♦"✐1✐❢" ❞❡ 52❢25❡♥❝❡

❞✐"♣♦"❛♥1 ❞✬✉♥❡ 2❧❡❝15♦❞❡ ❡♥ '❊❉❖❚✿'❙❙ ♦✉ ❡♥ ■❚❖ ❞❛♥" ❧❡ ❝❛" ❞❡" ❞✐"♣♦"✐1✐❢" ✢❡①✐❜❧❡"✳ ❊♥✜♥✱ ❞❡"

2❧❡❝15♦❞❡" ❞❡ '❊❉❖❚✿'❙❚❋❙■ ♦♥1 ♠♦♥152 ❞❡ ❜♦♥" 52"✉❧1❛1" ❞❛♥" ❞❡" 15❛♥"✐"1♦5" 2❧❡❝15♦❝❤✐♠✐;✉❡"

♦5❣❛♥✐;✉❡" ❧♦5";✉✬✐❧" 21❛✐❡♥1 ✉1✐❧✐"2" ❝♦♠♠❡ ❝♦♥❞✉❝1❡✉5" ❛♠❜✐✈❛❧❡♥1" ❞❡ 15♦✉" ❡1 ❞✬✐♦♥"✳



✶✻✻ ✺✳ ❆%%▲■❈❆❚■❖◆ ❖❋ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■ ❊▲❊❈❚❘❖❉❊❙ ■◆ ❉❊❱■❈❊❙

✺✳✶ ❚$❛♥'♣❛$❡♥* ❊❧❡❝*$♦❞❡' ✐♥ ❖▲❊❉' ❛♥❞ ❖4❱'

❊❧❡❝67♦♥✐❝ ❞❡✈✐❝❡= ❜❡❝♦♠❡ ♠♦7❡ ❛♥❞ ♠♦7❡ ♣7❡=❡♥6 ✐♥ ❛❧♠♦=6 ❡✈❡7② ❛=♣❡❝6 ♦❢ ♦✉7 ❞❛✐❧②

❧✐✈❡=✱ =✉❝❤ ❛= ❡♥6❡76❛✐♥♠❡♥6✱ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛6✐♦♥✱ ❡♥❡7❣② =✉♣♣❧② ❛♥❞ ❤❡❛❧6❤✳ ❍♦✇❡✈❡7✱

J✉❡=6✐♦♥= ❛❜♦✉6 6❤❡ ❡♥✈✐7♦♥♠❡♥6❛❧ ✐♠♣❛❝6✱ ❝♦=6= ❛♥❞ =✉=6❛✐♥❛❜✐❧✐6② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ 7❛✐=❡❞

7❡❣❛7❞✐♥❣ 6❤❡ ♣7♦❞✉❝6✐♦♥ ♣7♦❝❡==❡= ❛♥❞ 6❤❡ 7❛✇ ♠❛6❡7✐❛❧= ✉=❡❞ ❢♦7 6❤❡=❡ ❡❧❡❝67♦♥✐❝

❞❡✈✐❝❡=✳ ❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥6 ♦❢ ♦7❣❛♥✐❝ ❡❧❡❝67♦♥✐❝= ♠✐❣❤6 ♥♦6 ♦♥❧② ❜❡ ❛ ✇❛② ❢♦7 ❛ ♠♦7❡ ❝♦=6

❡✣❝✐❡♥6 ❛♥❞ ❡❝♦✲❢7✐❡♥❞❧② ♣7♦❞✉❝6✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝67♦♥✐❝ ❞❡✈✐❝❡= ♦♥ ❛ ❧❛7❣❡ =❝❛❧❡✱ ❜✉6 ❛❧❧♦✇= ❛❧=♦

6❤❡ ❞❡=✐❣♥ ♦❢ ✢❡①✐❜❧❡ ❛♥❞ ❧✐❣❤6 ✇❡✐❣❤6 ❞❡✈✐❝❡=✳ ❙✐♥❝❡ 6❤❡✐7 ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥6 ✐♥ 6❤❡ ✶✾✽✵=

♦7❣❛♥✐❝ ❡❧❡❝67♦♥✐❝ ❧✐❣❤6 ❡♠✐66✐♥❣ ❞✐♦❞❡= ✭❖▲❊❉=✮ ❤❛✈❡ ❛667❛❝6❡❞ ❛ ❣7❡❛6 ❞❡❛❧ ♦❢

❛66❡♥6✐♦♥ ❛♥❞ ❖▲❊❉ ❞✐=♣❧❛②= ❛♥❞ ❧✐❣❤6✐♥❣ =②=6❡♠= ❤❛✈❡ 7❡❝❡♥6❧② ❜❡❡♥ ❝♦♠♠❡7❝✐❛❧✐③❡❞✳

❖7❣❛♥✐❝ ♣❤♦6♦✈♦❧6❛✐❝= ❛7❡ ❧❡== ✇✐❞❡❧② ✉=❡❞✱ ♠❛✐♥❧② ❞✉❡ 6♦ 6❤❡✐7 ❧✐♠✐6❡❞ =6❛❜✐❧✐6② ❛♥❞

♣♦✇❡7 ❝♦♥✈❡7=✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝✐❡=✳ ❍♦✇❡✈❡7✱ ❖%❱= =❤♦✇ ❛ ❜✐❣ ♣♦6❡♥6✐❛❧ ❢♦7 ❛♣♣❧✐❝❛6✐♦♥=

✇❤❡7❡ 67❛❞✐6✐♦♥❛❧ =♦❧❛7 ♣❛♥❡❧= ❝❛♥ ♥♦6 ❜❡ ✉=❡❞ ❜❡❝❛✉=❡ ♦❢ 6❤❡✐7 ✇❡✐❣❤6✱ ❜7✐66❧❡♥❡== ❛♥❞

❤✐❣❤ ♣7♦❞✉❝6✐♦♥ ❝♦=6=✳ ❆ ❝7✉❝✐❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥6 ♦❢ ❖▲❊❉= ❛♥❞ ❖%❱= ❞❡✈✐❝❡= ✐= 6❤❡

67❛♥=♣❛7❡♥6 ❡❧❡❝67♦❞❡✳ ❉✉❡ 6♦ ✐6= ❣♦♦❞ ♦♣6♦✲❡❧❡❝67♦♥✐❝ ♣7♦♣❡76✐❡=✱ ❜✉6 ❛❧=♦ ❞✉❡ 6♦ 6❤❡

❧❛❝❦ ♦❢ ❛❧6❡7♥❛6✐✈❡=✱ 6❤❡ ♠♦=6 ✉=❡❞ ♠❛6❡7✐❛❧ ❢♦7 ✢❡①✐❜❧❡ ❛♥❞ ♣7✐♥6❛❜❧❡ 67❛♥=♣❛7❡♥6

❡❧❡❝67♦❞❡= ✐= 6❤❡ ❝♦♥❞✉❝6✐♥❣ ♣♦❧②♠❡7 %❊❉❖❚✿%❙❙✳ ❍♦✇❡✈❡7✱ %❊❉❖❚✿%❙❙ ✐= ❦♥♦✇♥ 6♦

❜❡ ❛❝✐❞✐❝ ❛♥❞ ❤②❣7♦=❝♦♣✐❝✱ ✇❤✐❝❤ ❛✛❡❝6= 6❤❡ ❞❡✈✐❝❡ =6❛❜✐❧✐6②✳ ❚❤❡7❡❢♦7❡✱ ♥❡✇ ❝♦♥❞✉❝6✐♥❣

♣♦❧②♠❡7= =✉❝❤ ❛= %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■ ❛7❡ ♦❢ ✐♥6❡7❡=6 ❢♦7 6❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛6✐♦♥ ❛= 67❛♥=♣❛7❡♥6

❡❧❡❝67♦❞❡ ✐♥ ♦7❞❡7 6♦ ❢✉76❤❡7 ✐♠♣7♦✈❡ ❞❡✈✐❝❡ ♣❡7❢♦7♠❛♥❝❡ ❛♥❞ =6❛❜✐❧✐6②✳

■♥ ♦7❞❡7 6♦ ❡✈❛❧✉❛6❡ 6❤❡ ♣♦6❡♥6✐❛❧ ♦❢ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■ ❢♦7 67❛♥=♣❛7❡♥6 ❡❧❡❝67♦❞❡=✱

❖▲❊❉ ❛♥❞ ❖%❱ ❞❡✈✐❝❡= ✇✐6❤ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■ ❡❧❡❝67♦❞❡= ✇❡7❡ ❢❛❜7✐❝❛6❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛7❡❞

6♦ ❞❡✈✐❝❡= ✇✐6❤ ❜❡♥❝❤♠❛7❦ %❊❉❖❚✿%❙❙ ❛♥❞ ■❚❖ ❡❧❡❝67♦❞❡=✳ ❚❤✐= ✇♦7❦ ✇❛= ❞♦♥❡ ✐♥

❝♦❧❧❛❜♦7❛6✐♦♥ ✇✐6❤ 6❤❡ ❋7❛✉♥❤♦❢❡7 ■♥=6✐6✉6❡ ❢♦7 ❖7❣❛♥✐❝ ❊❧❡❝67♦♥✐❝= ✐♥ ❉7❡=❞❡♥✱

●❡7♠❛♥②✳

❚❤❡ ❛✈❡7❛❣❡ ♦♣6♦✲❡❧❡❝67♦♥✐❝ ♣7♦♣❡76✐❡= ♦❢ 6❤❡ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■✱ %❊❉❖❚✿%❙❙ ❛♥❞ ■❚❖

❡❧❡❝67♦❞❡ ♠❛6❡7✐❛❧= ❛7❡ ❞✐=♣❧❛②❡❞ ✐♥ 6❛❜❧❡ ✺✳✶✳

❋✐❣✉7❡ ✺✳✶ ❞✐=♣❧❛②= 6❤❡ =67✉❝6✉7❡ ♦❢ ❛ ♠♦♥♦❝❤7♦♠❡ ♦7❛♥❣❡ ❖▲❊❉ =6❛❝❦✱ ♦❢ ❛♥ ♦7❣❛♥✐❝

=♦❧❛7 ❝❡❧❧ ❞❡✈✐❝❡✱ ❜♦6❤ ❢❛❜7✐❝❛6❡❞ ✇✐6❤ ❡✐6❤❡7 %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■ ♦7 ■❚❖ ❡❧❡❝67♦❞❡=✱ ❛♥❞

♦❢ ❛ ✸✲❝♦❧♦7✲✇❤✐6❡ ❖▲❊❉ =6❛❝❦✱ ❢❛❜7✐❝❛6❡❞ ✇✐6❤ ❡✐6❤❡7 %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■ ♦7 %❊❉❖❚✿%❙❙

❡❧❡❝67♦❞❡=✳ ❚❤❡ ❞❡6❛✐❧= ♦❢ 6❤❡ ❞❡✈✐❝❡ ❢❛❜7✐❝❛6✐♦♥ ❛7❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ 6❤❡ ❡①♣❡7✐♠❡♥6❛❧ =❡❝6✐♦♥

♣❛❣❡ ✷✵✾✳



✺✳ ❆##▲■❈❆❚■❖◆ ❖❋ #❊❉❖❚✿#❙❚❋❙■ ❊▲❊❈❚❘❖❉❊❙ ■◆ ❉❊❱■❈❊❙ ✶✻✼

❊❧❡❝78♦❞❡ ❙❤❡❡7 ❘❡<✐<7❛♥❝❡

a
❚8❛♥<♠✐77❛♥❝❡ ❋♦▼

b

✭❖❤♠✳<C

−1
✮ ✭✪✮

#❊❉❖❚✿#❙❚❋❙■ ✾✵✲✶✽✵ ✼✵✲✽✺ ✶✶✳✺±✷✳✺

#❊❉❖❚✿#❙❙ ✸✷✲✽✵ ✼✵✲✽✺ ✸✵±✶

■❚❖ ✶✷ >✾✺ >✻✵✵

a
❞❡"❡#♠✐♥❡❞ ❜② ✹✲♣♦✐♥" ♠❡❛.✉#❡♠❡♥".

b
❛✈❡#❛❣❡ ✈❛❧✉❡ ♦♥ ✶✵ ✜❧♠. ♦# ♠♦#❡

❚❛❜✳ ✺✳✶✿ ❙❤❡❡* +❡,✐,*❛♥❝❡✱ *+❛♥,♠✐**❛♥❝❡ ❛♥❞ ❋♦▼ ♦❢ 7❊❉❖❚✿7❙❚❋❙■✱

❝♦♠♠❡+❝✐❛❧ 7❊❉❖❚✿7❙❙ ✭❈❧❡✈✐♦, 7❍✶✵✵✵✮ ❛♥❞ ■❚❖ ❡❧❡❝*+♦❞❡ ♠❛*❡+✐❛❧,

❋✐❣✳ ✺✳✶✿ ❙*+✉❝*✉+❡ ♦❢ ♦+❛♥❣❡ ♠♦♥♦❝❤+♦♠❡ ❛♥❞ ✸✲❝♦❧♦+✲✇❤✐*❡ ❖▲❊❉ ,*❛❝❦, ❛♥❞ *❤❡ ♦+❣❛♥✐❝ ,♦❧❛+

❝❡❧❧ ❞❡✈✐❝❡✳ ❊❚▲✿ ❡❧❡❝*+♦♥ *+❛♥,♣♦+*✐♥❣ ❧❛②❡+✱ ❍❚▲✿ ❤♦❧❡ *+❛♥,♣♦+* ❧❛②❡+✱ ❊❇▲✿ ❡❧❡❝*+♦♥ ❜❧♦❝❦✐♥❣

❧❛②❡+✱ ❍❇▲✿ ❤♦❧❡ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❧❛②❡+✱ ❊▼▲✿ ❡♠✐**✐♥❣ ❧❛②❡+

❋♦8 7❤❡ ❝❤❛8❛❝7❡8✐③❛7✐♦♥ ♦❢ 7❤❡ ❖▲❊❉< 7❤❡ ❝✉88❡♥7 ❞❡♥<✐7② J ❛♥❞ 7❤❡ ❧✉♠✐♥❛♥❝❡ L ✇❡8❡
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❝♦♥❞✉❝9✐♥❣ ♣=♦♣❡=9✐❡? ✳ ❖♥❡ ♦❢ 9❤❡ ❜✐♦✲❡❧❡❝9=♦♥✐❝ ❞❡✈✐❝❡?✱ ✇❤✐❝❤ ❧❛9❡❧② ❤❛? ❛99=❛❝9❡❞ ❛

❧♦9 ♦❢ ❛99❡♥9✐♦♥ ❢♦= ✐♥ ✈✐#$♦ ❛♥❞ ✐♥ ✈✐✈♦ ❞✐❛❣♥♦?9✐❝? ❛♥❞ ❡❧❡❝9=♦♣❤②?✐♦❧♦❣✐❝❛❧ =❡❝♦=❞✐♥❣?✱

✐? 9❤❡ ♦=❣❛♥✐❝ ❡❧❡❝9=♦❝❤❡♠✐❝❛❧ 9=❛♥?✐?9♦= ✭❖❊❈❚✮ ❬✽✱ ✶✵✱ ✶✶✱ ✶✷✱ ✶✸❪✳ ❖❊❈❚? ❛=❡ ✐♦♥ 9♦

❡❧❡❝9=♦♥ 9=❛♥?❞✉❝❡=?✱ ✇❤✐❝❤ =❡❧② ♦♥ ❛❝9✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠❛9❡=✐❛❧?✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠❜✐♥❡ ✐♦♥✐❝ ❛♥❞

❡❧❡❝9=♦♥✐❝ ❝♦♥❞✉❝9✐✈✐9②✱ ?✉❝❤ ❛? &❊❉❖❚✿&❙❙ ❬✶✵✱ ✶✹❪✳ ❚❤❡ ♠✐①❡❞ ❝♦♥❞✉❝9✐✈✐9② ♦❢ 9❤❡

&❊❉❖❚✿&❙❙ ♦=✐❣✐♥❛9❡? ❢=♦♠ 9❤❡ ❤♦❧❡ ❝♦♥❞✉❝9✐♥❣ ♣=♦♣❡=9✐❡? ♦❢ &❊❉❖❚ ❛♥❞ 9❤❡ &❙❙

♣♦❧②❡❧❡❝9=♦❧②9❡ ♣❤❛?❡✱ ✇❤✐❝❤ ♣=♦✈✐❞❡? ❝❤❛♥♥❡❧? ❢♦= ✐♦♥ ♠✐❣=❛9✐♦♥✳ ❋✐❣✉=❡ ✺✳✻ ❞✐?♣❧❛②? 9❤❡

?❝❤❡♠❛9✐❝ ?9=✉❝9✉=❡ ♦❢ ❛♥ ❖❊❈❚ ❞❡✈✐❝❡ ❢❛❜=✐❝❛9❡❞ ✇✐9❤ &❊❉❖❚✿&❙❙✳ ❚❤❡ &❊❉❖❚✿&❙❙

✜❧♠ ✐? ❞❡♣♦?✐9❡❞ ❜❡9✇❡❡♥ 9❤❡ ?♦✉=❝❡ ❛♥❞ 9❤❡ ❞=❛✐♥ ❡❧❡❝9=♦❞❡ ❛♥❞ ✐? ✐♥ ❞✐=❡❝9 ❝♦♥9❛❝9 ✇✐9❤

9❤❡ ❡❧❡❝9=♦❧②9❡ ?♦❧✉9✐♦♥✱ ✐♥9♦ ✇❤✐❝❤ 9❤❡ ❣❛9❡ ❡❧❡❝9=♦❞❡ ✐? ✐♠♠❡=?❡❞✳ ❯♣♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛9✐♦♥

♦❢ ❛ ♣♦?✐9✐✈❡ ❣❛9❡ ✈♦❧9❛❣❡✱ 9❤❡ ❝❛9✐♦♥? ♦❢ 9❤❡ ❡❧❡❝9=♦❧②9❡ ?♦❧✉9✐♦♥ ❛=❡ ✐♥❥❡❝9❡❞ ✐♥9♦ 9❤❡

&❊❉❖❚✿&❙❙ ❧❛②❡=✳ ❚❤✐? =❡?✉❧9? ✐♥ ❛ ❞❡❝=❡❛?❡ ♦❢ 9❤❡ ❤♦❧❡ ❞❡♥?✐9② ♦❢ 9❤❡ &❊❉❖❚✱ ❧❡❛❞✐♥❣

9♦ ❛ ❞=❛?9✐❝ ❞❡❝=❡❛?❡ ♦❢ ✐9? ❝♦♥❞✉❝9✐✈✐9② ❛♥❞ ♦❢ 9❤❡ ❞=❛✐♥ ❝✉==❡♥9 ✐♥ 9❤❡ ❞❡✈✐❝❡✳ ❚❤❡

❞❡✲❞♦♣✐♥❣ ♣=♦❝❡?? ✐? ❢✉❧❧② =❡✈❡=?✐❜❧❡ ♦♥❝❡ 9❤❡ ❣❛9❡ ✈♦❧9❛❣❡ ✐? ?✇✐9❝❤❡❞ ♦✛✳

❋♦= 9❤✐? ✇♦=❦ 9❤❡ &❊❉❖❚✿&❙❚❋❙■✱ ?②♥9❤❡?✐③❡❞ ✇✐9❤ &❙❚❋❙■▲✐ ❛♥❞ &❙❚❋❙■❑ ?❛❧9

✭▼W ✭&❙❚❋❙■✮❂ ✶✵✵❦❉❛ ♦= ✷✺✵❦❉❛✮✱ ❛♥❞ &❊❉❖❚✿&▼❛❚❋❙■ ✭▼W ✭&▼❛❚❋❙■✮❂ ✽✵❦❉❛✮

✇❡=❡ 9❡?9❡❞ ❛? ❛❝9✐✈❡ ♠❛9❡=✐❛❧ ✐♥ ❖❊❈❚ ❞❡✈✐❝❡? ❛♥❞ ❝♦♠♣❛=❡❞ 9♦ ❛ =❡❢❡=❡♥❝❡ ❞❡✈✐❝❡

❢❛❜=✐❝❛9❡❞ ✇✐9❤ &❊❉❖❚✿&❙❙ ✭?9=✉❝9✉=❡ ❛♥❞ ♣=♦♣❡=9✐❡? ♦❢ &❊❉❖❚✿&❙❚❋❙■ ❛♥❞

&❊❉❖❚✿&▼❛❚❋❙■ ?❡❡ ❝❤❛♣9❡= ✻✱ ♣❛❣❡ ✶✼✾✮✳ ❋♦= 9❤❡ ❝❤❛=❛❝9❡=✐③❛9✐♦♥ ♦❢ 9❤❡ ❖❊❈❚

❞❡✈✐❝❡? 9❤❡ ❞=❛✐♥ ❝✉==❡♥9 ID ✇❛? ♠❡❛?✉=❡❞ ✉♣♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛9✐♦♥ ♦❢ ❛ ?❡=✐❡? ♦❢ ❞=❛✐♥ ✈♦❧9❛❣❡

VD ❛♥❞ ❣❛9❡ ✈♦❧9❛❣❡ VG ?✇❡❡♣?✳ ■♥ ♦=❞❡= 9♦ ❞❡✜♥❡ 9❤❡ ♣❡=❢♦=♠❛♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❖❊❈❚✱ 9✇♦

❦❡② ♣❛=❛♠❡9❡=? ✇❡=❡ ✉?❡❞✳ ❋✐=?9✱ 9❤❡ 9=❛♥?❝♦♥❞✉❝9❛♥❝❡ gm✱ ✇❤✐❝❤ ✐? ❞❡✜♥❡❞ ❛? 9❤❡
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♣♦❧②❡❧❡❝:;♦❧②:❡ gm τ σ ❙✇❡❧❧✐♥❣

✭♠❙✮ ✭µs✮ ✭S.cm−1
✮ ✭✪✮

#❙❙ ✸✳✺✶ ± ✵✳✶✼ ✹✾ ± ✷✹ ✷✼✵ ✶✻✵

#❙❚❋❙■ ❑ ✷✵❦❉❛ ✸✳✵✺ ± ✵✳✶✻ ✹✺ ± ✺ ✹✺ ✾✵

#❙❚❋❙■ ❑ ✷✺✵❦❉❛ ✷✳✺✽ ± ✵✳✷✶ ✸✹ ± ✹ ✾✺ ✻✵

#❙❚❋❙■ ▲✐ ✶✵✵❦❉❛ ✸✳✹✶ ± ✵✳✸✷ ✾✵ ± ✷✺ ✹✵ ✶✶✵

#▼❛❚❋❙■ ▲✐ ✽✵❦❉❛ ✶✳✻✺ ± ✵✳✷✸ ✶✼✽ ± ✸ ✽ ✺✵

❚❛❜✳ ✺✳✹✿ ❚'❛♥)❝♦♥❞✉❝.❛♥❝❡ gm ❛♥❞ '❡)♣♦♥)❡ .✐♠❡ τ ♦❢ ❖❊❈❚) ✇✐.❤

❞✐✛❡'❡♥. :❊❉❖❚✿♣♦❧②❡❧❡❝.'♦❧②.❡ ❛❝.✐✈❡ ❧❛②❡') ❛♥❞ ❤♦❧❡ ❝♦♥❞✉❝.✐✈✐.② σ ❛♥❞

)✇❡❧❧✐♥❣ ♦❢ .❤❡ ❞✐✛❡'❡♥. :❊❉❖❚✿♣♦❧②❡❧❡❝.'♦❧②.❡ )②).❡♠)
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❛♣♣❧✐❝❛:✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣✉❧R❡❞ ❣❛:❡ ❜✐❛R ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ✇❛R ❞❡:❡;♠✐♥❡❞ ❜② ✜::✐♥❣ :❤❡ ❡①♣♦♥❡♥:✐❛❧
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❞❡❝;❡❛R❡R ❛R ❛ ;❡R✉❧: ♦❢ :❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛:✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣♦R✐:✐✈❡ ❣❛:❡ ✈♦❧:❛❣❡✳ ❋✐❣✉;❡ ✺✳✼ ❞✐R♣❧❛②R :❤❡
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✇✐:❤ ▼W ✭#❙❚❋❙■ ▲✐✮❂ ✶✵✵❦❉❛✱ ✇❤✐❝❤ R❤♦✇❡❞ ❛ :;❛♥R❝♦♥❞✉❝:❛♥❝❡ ♦❢ ✸✳✹✶♠❙ ❛♥❞ ❛
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❝❤❛✐♥✱ ❞✐✛❡7❡♥8 ❛❝✐❞ ❢✉♥❝8✐♦♥❛❧✐8✐❡< ❛♥❞ 8❤❡ ❞❡♥<✐8② ♦❢ 8❤❡ ❝❤❛7❣❡< ♦♥ 8❤❡ ♦♣8♦✲❡❧❡❝87♦♥✐❝

♣7♦♣❡78✐❡< ♦❢ 8❤❡ %❊❉❖❚✿♣♦❧②❡❧❡❝87♦❧②8❡ ❝♦♠♣❧❡①✳ ❚❤❡ ♣❛❧❡88❡ ♦❢ 8❤❡ <8✉❞✐❡❞

♣♦❧②❡❧❡❝87♦❧②8❡< ❢♦7 8❤❡ <②♥8❤❡<✐< ♦❢ %❊❉❖❚ ❝♦♠♣❧❡①❡< ❝♦♠♣7✐<❡❞ <②♥8❤❡8✐❝ ♣♦❧②❛♥✐♦♥<

❜❡❛7✐♥❣ ❜✐<✉❧❢♦♥②❧✐♠✐❞❡ ❣7♦✉♣<✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞ 8♦ ❤✐❣❤❧② 87❛♥<♣❛7❡♥8 ✜❧♠<✱ ❛< ✇❡❧❧ ❛<

♣♦❧②❛♥✐♦♥✐❝ ♣♦❧②<❛❝❝❤❛7✐❞❡<✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ 8❤❡ ❝♦<8 ❡✣❝✐❡♥8 ♣7♦❞✉❝8✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤❧②

❜✐♦✲❝♦♠♣❛8✐❜❧❡ ❝♦♥❞✉❝8✐♥❣ %❊❉❖❚✿♣♦❧②❡❧❡❝87♦❧②8❡ ✜❧♠<✳

■♥ 8❤❡ %❊❉❖❚✿♣♦❧②❡❧❡❝87♦❧②8❡ ❝♦♠♣❧❡① 8❤❡ ❛♥✐♦♥✐❝ ♣♦❧②❡❧❡❝87♦❧②8❡ ❛❝8< ❛< ❝♦✉♥8❡7

✐♦♥ ❢♦7 8❤❡ ♣♦<✐8✐✈❡❧② ❝❤❛7❣❡❞✱ ❞♦♣❡❞ %❊❉❖❚ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇< 8❤❡ ❞✐<♣❡7<✐♦♥ ♦❢ 8❤❡ ✐♥<♦❧✉❜❧❡

%❊❉❖❚ ✐♥ ✇❛8❡7✳ ❚❤❡7❡❢♦7❡ 8❤❡ ♥❛8✉7❡ ♦❢ 8❤❡ ❛♥✐♦♥✐❝ ❣7♦✉♣<✱ 8❤❡ ❝❤❛7❣❡ ❞❡♥<✐8② ❛♥❞ 8❤❡

♠♦7♣❤♦❧♦❣② ♦❢ 8❤❡ ♣♦❧②❡❧❡❝87♦❧②8❡ ♣❧❛② ❛ ❝7✉❝✐❛❧ 7♦❧❡ ❢♦7 8❤❡ ❞♦♣✐♥❣ ❛♥❞ <8❛❜✐❧✐③❛8✐♦♥ ♦❢

%❊❉❖❚✳ ■♥ ♥❛8✉7❡ ❛ ❤✉❣❡ ✈❛7✐❡8② ♦❢ ♣♦❧②❛♥✐♦♥✐❝ ❜✐♦♣♦❧②♠❡7<✱ <✉❝❤ ❛< ♣♦❧②<❛❝❝❤❛7✐❞❡<✱

❜❡❛7✐♥❣ ❛ ❞✐✛❡7❡♥8 ❛♠♦✉♥8 ♦❢ ❝❛7❜♦①②❧✐❝ ♦7 <✉❧❢❛8❡ ❣7♦✉♣< ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞✳ ❋✐❣✉7❡ ✻✳✶

❞✐<♣❧❛②< 8❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ <87✉❝8✉7❡ ♦❢ 8❤❡ ❞✐✛❡7❡♥8 ❛♥✐♦♥✐❝ ♣♦❧②<❛❝❝❤❛7✐❞❡< ✇❤✐❝❤ ✇❡7❡ ❝❤♦<❡♥

❢♦7 8❤✐< ✇♦7❦✳ %❡❝8✐♥ ✭<❡❡ ✜❣✉7❡ ✻✳✶✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐< ❝♦♠♠❡7❝✐❛❧❧② ✉<❡❞ ❛< ❣❡❧❧✐♥❣ ❛❣❡♥8 ❛♥❞ ❢♦♦❞

<8❛❜✐❧✐③❡7✱ ❝♦♥<✐<8< ♦❢ ❧✐♥❡❛7 ❝❤❛✐♥< ♦❢ α✲✭✶✕✹✮✲❧✐♥❦❡❞ ❉✲❣❛❧❛❝8✉7♦♥✐❝ ❛❝✐❞ ✉♥✐8< ❛♥❞ ♦❢ ✈❡7②

❝♦♠♣❧❡① ❜7❛♥❝❤❡❞ ❞❡7✐✈❛8✐✈❡< ❬✶✼❪✳ ■8 ❜❡❛7< ♦♥❡ ❝❛7❜♦①②❧✐❝ ❣7♦✉♣ ♦♥ ❡✈❡7② 7❡♣❡❛8 ✉♥✐8✱

♦❢ ✇❤✐❝❤ ✻✵✲✼✵✪ ❛7❡ ❡<8❡7✐✜❡❞ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❤②❞7♦❧②③❡❞ ✐♥ ❛❝✐❞✐❝ ♠❡❞✐✉♠✳ ❙♦❞✐✉♠



β β

◦



✶✽✷ ✻✳ %❖▲❨❊▲❊❈❚❘❖▲❨❚❊❙ ❋❖❘ ❆◗❯❊❖❯❙ %❊❉❖❚ ❈❖▼%▲❊❳❊❙

✉6✐♥❣ ❛ ❜✐♥❛<② ♦①✐❞❛♥A 6②6A❡♠ ♦❢ ❋❡❈❧

✸

❛♥❞ ✭❍◆

✹

✮

✷

❙

✷

❖

✽

✮ ✭❞❡A❛✐❧6 6❡❡ ❡①♣❡<✐♠❡♥A❛❧ 6❡❝A✐♦♥✱

♣❛❣❡ ✷✵✸✮✳

✻✳✷ ❖♣%♦✲❊❧❡❝%,♦♥✐❝ /,♦♣❡,%✐❡0

❚❛❜❧❡ ✻✳✶ ❞✐6♣❧❛②6 A❤❡ ♦♣A♦✲❡❧❡❝A<♦♥✐❝ ♣<♦♣❡<A✐❡6 ♦❢ A❤❡ ❞✐✛❡<❡♥A %❊❉❖❚✿♣♦❧②❡❧❡❝A<♦❧②A❡

✜❧♠6✱ ❞❡♣♦6✐A❡❞ ✇✐A❤ ✺✪ ❉▼❙❖ ❝♦✲6♦❧✈❡♥A✳ ❆❧❧ A❤<❡❡ ♣♦❧②6❛❝❝❤❛<✐❞❡6 A❡6A❡❞ ✇❡<❡ ❛❜❧❡

A♦ 6A❛❜✐❧✐③❡ %❊❉❖❚ ✐♥ ❛Y✉❡♦✉6 ♠❡❞✐✉♠ ❛♥❞ ❞❛<❦ ❜❧✉❡ ❞✐6♣❡<6✐♦♥6 ✇❡<❡ ♦❜A❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡

%❊❉❖❚✿❉❡①A<❛♥ 6✉❧❢❛A❡ ✭%❊❉❖❚✿❉❙✮ ❝♦♠♣❧❡① 6❤♦✇❡❞ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❝♦♥❞✉❝A✐✈✐A② ♦❢

✶✺❙✳❝♠

−1
❢♦< ❛ ♠♦❧❛< <❛A✐♦ ♦❢ ❞❡①A<❛♥ 6✉❧❢❛A❡ A♦ ❊❉❖❚ ♦❢ ✷✳✷✱ ✇❤✐❝❤ ✐6 6✐♠✐❧❛< A♦ A❤❡

❝♦♥❞✉❝A✐✈✐A② ❢♦< ❛ %❊❉❖❚✿❉❙ <❡♣♦<A❡❞ ❜② ❍❛<♠❛♥ ❡! ❛❧✳❬✷✶❪✳ ❍♦✇❡✈❡<✱ ♥❡✐A❤❡< A❤❡

%❊❉❖❚✿❍②❛❧✉<♦♥❛A❡ ✭%❊❉❖❚✿❍▲❆✮ ♥♦< A❤❡ %❊❉❖❚✿%❡❝A✐♥ ✜❧♠6 ✇❡<❡ ❝♦♥❞✉❝A✐♥❣✳

❲✐A❤ ❛♥ ❛❜6♦<♣A✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥A ❛ ❛A ✺✺✵♥♠ ♦❢ ❛❜♦✉A ✷✵✵✵❝♠

−1
%❊❉❖❚✿❉❙ 6❤♦✇❡❞ ❛

❣♦♦❞ A<❛♥6♣❛<❡♥❝② ✐♥ A❤❡ ✈✐6✐❜❧❡ <❛♥❣❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛6 ❤✐❣❤❡< A❤❛♥ A❤❡ ♦♥❡ ♦❢ %❊❉❖❚✿%❙❙✳

❆6 <❡♣♦<A❡❞ ❜❡❢♦<❡ ❬✷✵❪✱ A❤❡ 6②♥A❤❡6✐③❡❞ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■ ❛♥❞ ❤♦♠❡ ♠❛❞❡ %❊❉❖❚✿%❙❙

6❤♦✇❡❞ ❣♦♦❞ ❝♦♥❞✉❝A✐✈✐A✐❡6 ✉♣ A♦ ✸✵✵❙✳❝♠

−1
✇✐A❤ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■ ❜❡✐♥❣ ❝♦♥6✐❞❡<❛❜❧②

♠♦<❡ A<❛♥6♣❛<❡♥A ✭❛≈✷✮ A❤❛♥ %❊❉❖❚✿%❙❙ ✭❛≈✸✳✺✮✳ ❋♦< ❜♦A❤✱ %❊❉❖❚✿%❙❙ ❛♥❞

%❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■✱ A❤❡ ✉6❡ ♦❢ ❤✐❣❤❡< ♠♦❧❛< ♠❛66 ♣♦❧②❡❧❡❝A<♦❧②A❡6 <❡6✉❧A❡❞ ✐♥ ❛ ❤✐❣❤❡<

A<❛♥6♣❛<❡♥❝② ❛♥❞ ❝♦♥❞✉❝A✐✈✐A②✱ ❜✉A ❞✐❞ ♥♦A ❢✉♥❞❛♠❡♥A❛❧❧② ❝❤❛♥❣❡ A❤❡ ❝❤❛<❛❝A❡<✐6✐A❝6 ♦❢

A❤❡ %❊❉❖❚✿♣♦❧②❡❧❡❝A<♦❧②A❡ ❝♦♠♣❧❡①❡6 ✭6❡❡ ✜❣✉<❡ ✻✳✸✮✳ ■♥A❡<❡6A✐♥❣❧②✱ A❤❡ ❝♦♥❞✉❝A✐✈✐A② ♦❢

A❤❡ %❊❉❖❚✿♣♦❧②❡❧❡❝A<♦❧②A❡ ❝♦♠♣❧❡① ❞✐❞ ♥♦A ✐♥❝<❡❛6❡ ❣<❛❞✉❛❧❧② ✇✐A❤ ✐♥❝<❡❛6✐♥❣ ♠♦❧❛<

♠❛66 ♦❢ A❤❡ ♣♦❧②❡❧❡❝A<♦❧②A❡✱ ❜✉A ✇❛6 ❝♦♥6A❛♥A ♦✈❡< ❛ <❛♥❣❡ ♦❢ ♠♦❧❛< ♠❛66❡6 ❛♥❞ ♦♥❧②

❥✉♠♣❡❞ ✉♣ ✇❤❡♥ ❛ ❝❡<A❛✐♥ ✧A❤<❡6❤♦❧❞✧ ♠♦❧❛< ♠❛66 ✇❛6 <❡❛❝❤❡❞✳

%❊❉❖❚✿%❙▼❙■ ❛♥❞ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■✲❝♦✲❆❆ 6❤♦✇❡❞ ❛ ❝♦♥6✐❞❡<❛❜❧② ❧♦✇❡< ❝♦♥❞✉❝A✐✈✐A②

♦❢ ✶✷❙✳❝♠

−1
❛♥❞ ✺❙✳❝♠

−1
✱ <❡6♣❡❝A✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ ❜♦A❤ %❊❉❖❚✿%▼❛❚❋❙■ ❛♥❞ %❊❉❖❚✿%❙%❙■

6❤♦✇❡❞ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❝♦♥❞✉❝A✐✈✐A②✳ ❚❤❡ ❛❜6♦<♣A✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥A6 ❛ ♦❢ A❤♦6❡ ♣♦❧②♠❡<6 <❛♥❣❡❞

❜❡A✇❡❡♥ ✷✷✵✵❝♠

−1
❛♥❞ ✸✵✵✵❝♠

−1
✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✐❝❛A❡6 A❤❛A ✇❡<❡ ❧❡66 A<❛♥6♣❛<❡♥A ✐♥ A❤❡

❣<❡❡♥ <❡❣✐♠❡ A❤❛♥ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■✱ ❜✉A ♠♦<❡ A<❛♥6♣❛<❡♥A A❤❛♥ %❊❉❖❚✿%❙❙✳

✻✳✸ ❉♦♣✐♥❣ ♦❢ %❤❡ /❊❉❖❚✿♣♦❧②❡❧❡❝%,♦❧②%❡ ❝♦♠♣❧❡①❡0

■♥ ♦<❞❡< A♦ ♦❜A❛✐♥ ✐♥❢♦<♠❛A✐♦♥ ♦♥ A❤❡ ❞♦♣✐♥❣ ♦❢ %❊❉❖❚✱ ❯❱✴❱✐6 6♣❡❝A<❛ ♦❢ ❛❧❧

%❊❉❖❚✿♣♦❧②❡❧❡❝A<♦❧②A❡ ❝♦♠♣❧❡①❡6 ✇❡<❡ <❡❝♦<❞❡❞✳ ■A ✐6 ❦♥♦✇♥ ❢<♦♠ ❧✐A❡<❛A✉<❡ A❤❛A

♥❡✉A<❛❧ %❊❉❖❚ ❛❜6♦<❜6 ❛A ❛<♦✉♥❞ ✺✵✵♥♠✱ ✇❤❡<❡❛6 A❤❡ ♣♦❧❛<♦♥✐❝ ❛♥❞ ❜✐♣♦❧❛<♦♥✐❝



✻✳ "❖▲❨❊▲❊❈❚❘❖▲❨❚❊❙ ❋❖❘ ❆◗❯❊❖❯❙ "❊❉❖❚ ❈❖▼"▲❊❳❊❙ ✶✽✸

❙②67❡♠ ▼♦❧❛= ▼❛66 ▼♦❧❛= ❘❛7✐♦ ▼♦❧❛= ❘❛7✐♦ ❈♦♥❞✉❝7✐✈✐7②

b,c
❆❜6♦=♣7✐♦♥ ❲♦=❦ ❚g

"♦❧②❡❧❡❝7=♦❧②7❡ "♦❧②❡❧❡❝7=♦❧②7❡ ◆❡❣❛7✐✈❡ ✭❙✳❝♠

−1
✮ ❈♦❡✣❝✐❡♥7

b
❋✉♥❝7✐♦♥

d
"♦❧②❡❧❡❝7=♦❧②7❡

✭❦❉❛✮ ❘❡♣❡❛7✐♥❣ ❯♥✐7 ❈❤❛=❣❡ ❛7 ✺✺✵♥♠ ✭❡❱✮ ✭

◦
❈✮

✴❊❉❖❚

a
✴❊❉❖❚

a
✭✶✵

3
❝♠

−1
✮

"❊❉❖❚✿❍▲❆ ✲

✷✳✺ ✶✳✵ < ✵✳✵✶ ✶✳✹±✵✳✷

✺✳✷ ✶✹

❬✶✽❪

✷✳✵ ✶✳✷✺ < ✵✳✵✶ ✶✳✵±✵✳✷

"❊❉❖❚✿"❡❝ ✲

✷✳✹ < ✷✳✹ < ✵✳✵✶ ✷✳✾±✵✳✸

✺✳✵ ✸✺

❬✷✷❪

✶✳✽ < ✶✳✽ < ✵✳✵✶ ✺✳✾±✵✳✽

"❊❉❖❚✿❉❙ ✲

✸✳✸ ✻✳✻ ✽±✷ ✲ ✲

✲

✸✳✵ ✻✳✵ ✽±✷ ✷✳✷±✵✳✸ ✺✳✶

✷✳✹ ✹✳✽ ✼±✷ ✶✳✾±✵✳✷ ✲

✷✳✷ ✹✳✹ ✶✺±✹ ✶✳✾±✵✳✷ ✺✳✶

✷✳✵ ✹✳✵ ✽±✸ ✲ ✲

✶✳✼ ✸✳✹ ① ① ①

"❊❉❖❚✿"❙❙

✶✵✵✵ ✶✳✼ ✶✳✼ ✷✵✺±✶✻ ✸✳✷±✵✳✷

✺✳✷

✲

✼✵ ✶✳✼ ✶✳✼ ✶✷✼±✶✸ ✸✳✼±✵✳✸ ✲

"❊❉❖❚✿"❙❚❋❙■

✸✺✵

a
✶✳✼ ✶✳✼ ✷✶✵±✷✵ ✶✳✽±✵✳✷

✺✳✸

✲

✷✵

a
✶✳✼ ✶✳✼ ✶✶✷±✶✷ ✸✳✶±✵✳✸ ✺✾

e

"❊❉❖❚✿"▼❛❚❋❙■ ✽✵

a
✶✳✼ ✶✳✼ < ✵✳✵✶ ✸✳✵±✵✳✺ ✺✳✸ ✹✹

e

"❊❉❖❚✿"❙"❙■ ✶✵✵

a
✶✳✼ ✶✳✼ < ✵✳✵✶ ✷✳✼±✵✳✸ ✹✳✾ ✲

"❊❉❖❚✿"❙▼❙■ ✷✵

a
✶✳✼ ✶✳✼ ✶✷±✷ ✷✳✷±✵✳✷ ✺✳✷ ✲

"❊❉❖❚✿"❙❚❋❙■✲❝♦✲❆❆ ✹✵

a ✸✳✹ ✸✳✹ ✸±✶ ✶✳✻±✵✳✷

✺✳✷ ✻✵

e

✶✳✼ ✶✳✼ ✺±✷ ✸✳✵±✵✳✹

a
 ❤❡♦$❡ ✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡

b
❛✈❡$❛❣❡ ♦♥ ✽ ♠❡❛/✉$❡♠❡♥ / ♦$ ♠♦$❡

c
❞❡ ❡$♠✐♥❡❞ ❜② ✹✲♣♦✐♥ ♠❡❛/✉$❡♠❡♥ /

d
❞❡ ❡$♠✐♥❡❞ ❜② ❑❡❧✈✐♥ 7$♦❜❡ ❆❋▼

e
❞❡ ❡$♠✐♥❡❞ ❜② ❉❙❈✱ ✷♥❞ ❝②❝❧❡✱ ❤❡❛ ✐♥❣✴❝♦♦❧✐♥❣ $❛ ❡ ✶✵

◦
❈✴♠✐♥

❚❛❜✳ ✻✳✶✿ ❖♣)♦✲❡❧❡❝)/♦♥✐❝ ♣/♦♣❡/)✐❡2 ♦❢ 4❊❉❖❚✿♣♦❧②❡❧❡❝)/♦❧②)❡2

❋✐❣✳ ✻✳✸✿ ❖♣)♦✲❡❧❡❝)/♦♥✐❝ ♣/♦♣❡/)✐❡2 ♦❢ 4❊❉❖❚✿4❙❚❋❙■ ❛♥❞ 4❊❉❖❚✿4❙❙ ❛2 ❛ ❢✉♥❝)✐♦♥

♦❢ )❤❡ ♠♦❧❛/ ♠❛22 ♦❢ )❤❡ ♣♦❧②❡❧❡❝)/♦❧②)❡



✶✽✹ ✻✳ %❖▲❨❊▲❊❈❚❘❖▲❨❚❊❙ ❋❖❘ ❆◗❯❊❖❯❙ %❊❉❖❚ ❈❖▼%▲❊❳❊❙

❋✐❣✳ ✻✳✹✿ ❯❱ ❱✐) )♣❡❝-.❛ ♦❢ 2❊❉❖❚✿♣♦❧②❡❧❡❝-.♦❧②-❡ ✜❧♠)

❛❜7♦9♣;✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❛; ✽✵✵♥♠ ❛♥❞ ❛; ✇❛✈❡❧❡♥❣;❤7 ❧♦♥❣❡9 ;❤❛♥ ✶✸✵✵♥♠✱ 9❡7♣❡❝;✐✈❡❧②

❬✷✸✱ ✷✹✱ ✷✺✱ ✷✻❪✳ ❍✐❣❤❧② ❞♦♣❡❞ %❊❉❖❚ ;②♣✐❝❛❧❧② 7❤♦✇7 ❛ ♠♦♥♦;♦♥✐❝❛❧❧② ✐♥❝9❡❛7✐♥❣

❛❜7♦9♣;✐♦♥ ;♦✇❛9❞7 ❤✐❣❤❡9 ✇❛✈❡❧❡♥❣;❤7✱ ❛7 ✐; ❝❛♥ ❜❡ 7❡❡♥ ❢♦9 %❊❉❖❚✿%❙❙ ✐♥ ✜❣✉9❡ ✻✳✹✳

❆ ✈❡9② 7✐♠✐❧❛9 7♣❡❝;9✉♠ ✇❛7 ♦❜7❡9✈❡❞ ❢♦9 %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■✱ ✇✐;❤ ;❤❡ ❡①❝❡♣;✐♦♥ ♦❢ ❛

❧♦✇❡9 ❜✐♣♦❧❛9♦♥✐❝ ❝♦♥;9✐❜✉;✐♦♥ ❛; ❤✐❣❤ ✇❛✈❡❧❡♥❣;❤7✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛9✐7♦♥ ♦❢ ;❤❡ ❛❜7♦9♣;✐♦♥

7♣❡❝;9❛ ♦❢ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■ 7②7;❡♠7 ♠❛❞❡ ❢9♦♠ %❙❚❋❙■❑ ✇✐;❤ ❞✐✛❡9❡♥; ♠♦❧❛9 ♠❛77❡7

9❡✈❡❛❧❡❞ ♥♦ ❝❧❡❛9 ❞✐✛❡9❡♥❝❡7 ❛7 ❢✉♥❝;✐♦♥ ♦❢ ;❤❡ ♠♦❧❛9 ♠❛77 ♦❢ ;❤❡ %❙❚❋❙■

♣♦❧②❡❧❡❝;9♦❧②;❡✳ ❚❤❡9❡❢♦9❡ ✐; ✇❛7 ❛77✉♠❡❞✱ ;❤❛; ;❤❡ ❛❜7♦9♣;✐♦♥ 7♣❡❝;9❛ ✇❡9❡

❝❤❛9❛❝;❡9✐7;✐❝ ❢♦9 ❡❛❝❤ %❊❉❖❚✿♣♦❧②❡❧❡❝;9♦❧②;❡ 7②7;❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ❥✉7;✐✜❡7 ;❤❡ ❝♦♠♣❛9✐7♦♥ ♦❢

;❤❡ 7♣❡❝;9❛ ♦❢ ;❤❡ ❞✐✛❡9❡♥; %❊❉❖❚✿♣♦❧②❡❧❡❝;9♦❧②;❡ 7②7;❡♠7✳

❚❤❡ ❛❜7♦9♣;✐♦♥ ❝❤❛9❛❝;❡9✐7;✐❝7 ♦❢ %❊❉❖❚✿%❙▼❙■✱ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■✲❝♦✲❆❆✱

%❊❉❖❚✿%▼❛❚❋❙■ ❛♥❞ %❊❉❖❚✿❉❙ 9❡7❡♠❜❧❡ ;❤❡7❡ ♦❢ %❊❉❖❚✿%❙❙✱ ❜✉; ❞✐7♣❧❛② ❛

7;9♦♥❣❧② ✢❛;;❡♥❡❞ ❛♥❞ ❝✉9✈❡❞ 7❧♦♣❡ ✐♥ ;❤❡ ❜✐♣♦❧❛9♦♥✐❝ ❛❜7♦9♣;✐♦♥ 9❡❣✐♠❡✳ ❙;✉❞✐❡7 ♦❢

%❊❉❖❚ ✐♥ ❧✐;❡9❛;✉9❡ 7❤♦✇✱ ;❤❛; ❧♦✇❡9 ❜✐♣♦❧❛9♦♥✐❝ ❛❜7♦9♣;✐♦♥ ✐7 ❛ 7✐❣♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥❢❡9✐♦9

❞❡❣9❡❡ ♦❢ ❞♦♣✐♥❣ ❬✷✸✱ ✷✹✱ ✷✺❪✳ ❋9♦♠ ;❤❡ 7❤❛♣❡ ♦❢ ;❤❡ ❯❱✴❱✐7 7♣❡❝;9❛ ♦❢ %❊❉❖❚✿%❙%❙■✱

%❊❉❖❚✿❍②❛❧✉9♦♥✐❝ ❛❝✐❞ ❛♥❞ %❊❉❖❚✿%❡❝;✐♥ ✐; ✐7 ❡✈✐❞❡♥; ;❤❛; ;❤❡7❡ %❊❉❖❚ ❝♦♠♣❧❡①❡7

❛9❡ ✈❡9② ♣♦♦9❧② ❞♦♣❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧❛✐♥7 ;❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❝♦♥❞✉❝;✐✈✐;② ♦❢ ;❤❡7❡ ♣♦❧②♠❡97✳

❚❤❡ ❞✐✛❡9❡♥❝❡ ✐♥ ❞♦♣✐♥❣ ✇❛7 ❝♦♥✜9♠❡❞ ❜② ❘❛♠❛♥ 7♣❡❝;9♦7❝♦♣② ✭7❡❡ ✜❣✉9❡ ✻✳✺✮✳ ❚❤❡

7♣❡❝;9❛ ♦❢ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■✱ %❊❉❖❚✿%❙❙ ❛♥❞ %❊❉❖❚✿%❙▼❙■ ❛9❡ ✈❡9② 7✐♠✐❧❛9 ❛♥❞

7❤♦✇ ❛ ❜9♦❛❞ ❜❛♥❞ ❝❡♥;❡9❡❞ ❛; ✶✹✷✺❝♠

−1
✱ ✶✹✷✼❝♠

−1
❛♥❞ ✶✹✹✶❝♠

−1
✱ 9❡7♣❡❝;✐✈❡❧②✱ ✇❤✐❝❤

❝❛♥ ❜❡ ❛77✐❣♥❡❞ ;♦ ;❤❡ 7②♠♠❡;9✐❝ cα = cβ 7;9❡;❝❤✐♥❣ ❬✷✺✱ ✷✼❪ ✭❛77✐❣♥♠❡♥; ♦❢ cα ❛♥❞ cβ

7❡❡ ✜❣✉9❡ ✻✳✻✮✳ %❊❉❖❚✿❉❙✱ %❊❉❖❚✿%▼❛❚❋❙■ ❛♥❞ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■✲❝♦✲❆❆ 7❤♦✇ ❛



✻✳ "❖▲❨❊▲❊❈❚❘❖▲❨❚❊❙ ❋❖❘ ❆◗❯❊❖❯❙ "❊❉❖❚ ❈❖▼"▲❊❳❊❙ ✶✽✺

❋✐❣✳ ✻✳✺✿ ❘❛♠❛♥ +♣❡❝/0❛ ♦❢ 3❊❉❖❚✿♣♦❧②❡❧❡❝/0♦❧②/❡ ❞✐+♣❡0+✐♦♥+✱ ❡①❝✐/❛/✐♦♥ ✇❛✈❡❧❡♥❣/❤ ✺✸✷♥♠

5❧✐❣❤:❧② ❧❡55 ❜>♦❛❞ ❜❛♥❞✱ ❝❡♥:❡>❡❞ ❛: ✶✹✸✵❝♠

−1
✱ ✶✹✸✻❝♠

−1
❛♥❞ ✶✹✸✾❝♠

−1
✱ >❡5♣❡❝:✐✈❡❧②✳

■♥ :❤❡ ❝❛5❡ ♦❢ "❊❉❖❚✿"❡❝:✐♥✱ "❊❉❖❚✿❍▲❆ ❛♥❞ "❊❉❖❚✿"❙"❙■✱ ❤♦✇❡✈❡>✱ :❤❡

❝♦>>❡5♣♦♥❞✐♥❣ ❜❛♥❞ ✐5 ♥❛>>♦✇ ❛♥❞ ❧♦❝❛:❡❞ ❛: ✶✹✷✼❝♠

−1
✱ ✶✹✸✸❝♠

−1
❛♥❞ ✶✹✸✾❝♠

−1
✱

>❡5♣❡❝:✐✈❡❧②✳ ■: ❤❛5 ❜❡❡♥ 5❤♦✇♥✱ :❤❛: ❢♦> ❤✐❣❤❧② ❞♦♣❡❞ "❊❉❖❚ :❤❡ cα = cβ ❜❛♥❞ ✐5 ✈❡>②

❜>♦❛❞✱ >❡5✉❧:✐♥❣ ❢>♦♠ :❤❡ 5✉♣❡>♣♦5✐:✐♦♥ ♦❢ :❤❡ ❞✐✛❡>❡♥: ❝♦♥:>✐❜✉:✐♦♥5 ♦❢ "❊❉❖❚ ✐♥ :❤❡

❜❡♥③♦✐❞✐❝ ❛♥❞ V✉✐♥♦✐❞✐❝ ❝♦♥❢♦>♠❛:✐♦♥ ❬✷✺✱ ✷✽❪✳ ❚❤✐5 ❝♦♥✜>♠5 :❤❡ ❤✐❣❤ ❞♦♣✐♥❣ ✐♥

"❊❉❖❚✿"❙❙✱ "❊❉❖❚✿"❙❚❋❙■ ❛♥❞ "❊❉❖❚✿"❙▼❙■✱ 5❧✐❣❤:❧② ❧♦✇❡> ❞♦♣✐♥❣ ✐♥

"❊❉❖❚✿❉❙✱ "❊❉❖❚✿"▼❛❙❚❋❙■ ❛♥❞ "❊❉❖❚✿"❙❚❋❙■✲❝♦✲❆❆ ❛♥❞ ✈❡>② ❧♦✇ ❞♦♣✐♥❣ ❢♦>

"❊❉❖❚✿"❡❝:✐♥✱ "❊❉❖❚✿❍▲❆ ❛♥❞ "❊❉❖❚✿"❙"❙■✳ ■♠ ❛♥❞ ●❧❡❛5♦♥ ❬✷✻❪ ♦❜5❡>✈❡❞ ❛

5❤✐❢: ♦❢ :❤❡ cα = cβ ❜❛♥❞ ❢>♦♠ ✶✹✹✹❝♠

−1
:♦ ✶✹✷✽❝♠

−1
✇✐:❤ ✐♥❝>❡❛5✐♥❣ ❞♦♣✐♥❣ ❛♥❞

❝♦♥❞✉❝:✐✈✐:② ♦❢ ❈❱❉ ❞❡♣♦5✐:❡❞ "❊❉❖❚✳ ❚❤✐5 ✐5 ❝♦❤❡>❡♥: ✇✐:❤ ♦✉> ✜♥❞✐♥❣5 ❢♦> :❤❡

"❊❉❖❚✿♣♦❧②❡❧❡❝:>♦❧②:❡ 5②5:❡♠5✱ ❢♦> ✇❤✐❝❤ ❜>♦❛❞ cα = cβ ❜❛♥❞5 ❛>❡ ♦❜5❡>✈❡❞✳ ❚❤❡

cα = cβ ❜❛♥❞5 ♦❢ "❊❉❖❚✿"❙❙ ❛♥❞ "❊❉❖❚✿"❙❚❋❙■✱ ✇❤✐❝❤ 5❤♦✇ :❤❡ ❤✐❣❤❡5:

❜✐♣♦❧❛>♦♥✐❝ ❛❜5♦>♣:✐♦♥ ✐♥ ❯❱✴❱✐5 ❛♥❞ :❤❡ ❤✐❣❤❡5: ❝♦♥❞✉❝:✐✈✐:②✱ ❛>❡ ❧♦❝❛:❡❞ ❛: ❧♦✇❡>

❢>❡V✉❡♥❝✐❡5 :❤❛♥ ✶✹✸✵❝♠

−1
✱ ✇❤❡>❡❛5 :❤❡ cα = cβ ❜❛♥❞5 ♦❢ :❤❡ "❊❉❖❚✿♣♦❧②❡❧❡❝:>♦❧②:❡5✱

✇❤✐❝❤ 5❤♦✇ ✢❛::❡♥❡❞ ❛❜5♦>♣:✐♦♥ ✐♥ :❤❡ ❜✐♣♦❧❛>♦♥✐❝ >❡❣✐♠❡ ✐♥ :❤❡ ❯❱✴❱✐5 ❛♥❞ ❧♦✇

❝♦♥❞✉❝:✐✈✐:②✱ ❛>❡ ❧♦❝❛:❡❞ ❛: ❢>❡V✉❡♥❝✐❡5 ❛❜♦✈❡ ✶✹✸✵❝♠

−1
✳ ❍♦✇❡✈❡>✱ ✐♥ ❧✐:❡>❛:✉>❡ :❤❡

✐♥✈❡>5❡ 5❤✐❢: ❤❛5 ❛❧5♦ ❜❡❡♥ ♦❜5❡>✈❡❞ ❬✷✺✱ ✷✽❪✳ ❚❤❡>❡❢♦>❡ :❤❡ ❝♦>>❡❧❛:✐♦♥ ♦❢ :❤❡ ♣❡❛❦

♣♦5✐:✐♦♥ ♦❢ :❤❡ cα = cβ ❜❛♥❞ :♦ :❤❡ ❞♦♣✐♥❣ ♦❢ "❊❉❖❚ ✐♥ :❤❡ "❊❉❖❚✿♣♦❧②❡❧❡❝:>♦❧②:❡

❝♦♠♣❧❡①❡5 ❝❛♥♥♦: ❜❡ ❝♦♥❝❧✉5✐✈❡ ❡♥♦✉❣❤✳

❇♦:❤ "❊❉❖❚✿"❙❚❋❙■ ❛♥❞ "❊❉❖❚✿"❙❙ 5❤♦✇ ❛ ❤✐❣❤ ❜❛♥❞ ❛: ✶✷✺✺❝♠

−1
✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥

❜❡ ❛55✐❣♥❡❞ :♦ :❤❡ cα − cα ✐♥:❡> >✐♥❣ 5:>❡:❝❤✐♥❣✱ ❛5 ✇❡❧❧ ❛5 ❛ ❤✐❣❤ cβ − cβ 5:>❡:❝❤✐♥❣ ❜❛♥❞

❛: ✶✸✻✺❝♠

−1
✳ ❚❤❡5❡ ❜❛♥❞5 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜5❡>✈❡❞ ✐♥ ❤✐❣❤❧② ❞♦♣❡❞ "❊❉❖❚ ❬✷✺✱ ✷✼❪ ❛♥❞ :❤❡



cα − cα

−1 −1

−1

cα − cα

λ > 1300nm >



✻✳ "❖▲❨❊▲❊❈❚❘❖▲❨❚❊❙ ❋❖❘ ❆◗❯❊❖❯❙ "❊❉❖❚ ❈❖▼"▲❊❳❊❙ ✶✽✼

❋✐❣✳ ✻✳✼✿ ❯❱✴❱✐* ❛❜*♦.♣0✐♦♥ *♣❡❝0.❛ ♦❢ 5❊❉❖❚✿❉❙

*②*0❡♠* ✇✐0❤ ❞✐✛❡.❡♥0 ♠♦❧❛. .❛0✐♦ ♦❢ ❊❉❖❚ 0♦ ❉❙

.❡♣❡❛0✐♥❣ ✉♥✐0

♣❛78✐❛❧ ♣7❡❝✐♣✐8❛8✐♦♥ ♦❢ 8❤❡ ♣♦❧②♠❡7 ❝♦♠♣❧❡① ❢7♦♠ 8❤❡ ❞✐E♣❡7E✐♦♥ ❛♥❞ 7❡♥❞❡7❡❞ 8❤❡

❢❛❜7✐❝❛8✐♦♥ ♦❢ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉E ✜❧♠E ✐♠♣♦EE✐❜❧❡✳

❆E ❜♦8❤ "❊❉❖❚✿❍▲❆ ❛♥❞ "❊❉❖❚✿"❡❝8✐♥ 7❡E✉❧8❡❞ ✐♥ ✐♥E✉❧❛8✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡①❡E ❞✉❡ 8♦

✐♥E✉✣❝✐❡♥8 ❞♦♣✐♥❣ ❛♥❞ ❝❤❛7❣❡ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❛8✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ E8❛8❡ 8❤❛8 ❝❛7❜♦①②❧❛8❡ ❣7♦✉♣E ❞♦ ♥♦8

E8❛❜✐❧✐③❡ "❊❉❖❚ ♣7♦♣❡7❧②✳ ❉✉❡ 8♦ 8❤❡✐7 7❡❧❛8✐✈❡❧② ✇❡❛❦ ❛❝✐❞✐8② 8❤❡ ❝❛7❜♦①②❧❛8❡ ❣7♦✉♣E

❝❛♥ ❜❡ ♣7♦8♦♥❛8❡❞ ✐♥ 8❤❡ ❛❝✐❞✐❝ ❡♥✈✐7♦♥♠❡♥8 ♦❢ 8❤❡ ❊❉❖❚ ♣♦❧②♠❡7✐③❛8✐♦♥ ❛♥❞ 8❤❡ ♥❡✉87❛❧

❝❛7❜♦①②❧✐❝ ❛❝✐❞ ❣7♦✉♣E ❝❛♥♥♦8 E8❛❜✐❧✐③❡ 8❤❡ ♣♦E✐8✐✈❡ ❝❤❛7❣❡E ♦♥ 8❤❡ ❣7♦✇✐♥❣ "❊❉❖❚ ❝❤❛✐♥✳

■♥ ❛❞❞✐8✐♦♥✱ ♣❡❝8✐♥ ✐E ❦♥♦✇♥ 8♦ ❜❡ ❤②❞7♦❧✐③❡❞ ✐♥ ❛❝✐❞✐❝ ❝♦♥❞✐8✐♦♥E ♦✈❡7 8✐♠❡ ❬✶✼❪✱ 7❡E✉❧8✐♥❣

✐♥ ❧❡EE ❜7❛♥❝❤❡❞ ❛♥❞ E❤♦78❡7 ♣♦❧②♠❡7✐❝ ❝❤❛✐♥E✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❛❧E♦ ❞❡❝7❡❛E❡ 8❤❡ ❛❜✐❧✐8② 8♦

E8❛❜✐❧✐③❡ "❊❉❖❚ ✐♥ ❛U✉❡♦✉E ❞✐E♣❡7E✐♦♥✳ ❚❤✐E 87❡♥❞ ✐E ❝♦♥✜7♠❡❞ ❜② 8❤❡ ❢❛❝8 8❤❛8 "❊❉❖❚

E8❛❜✐❧✐③❡❞ ❜② 8❤❡ "❙❚❋❙■✲❛❝7②❧✐❝ ❛❝✐❞ ❝♦✲♣♦❧②♠❡7 E❤♦✇E ❛ ❧♦✇❡7 ❞❡❣7❡❡ ♦❢ ❞♦♣✐♥❣ 8❤❛♥

"❊❉❖❚ ✐♥ 8❤❡ "❊❉❖❚✿"❙❚❋❙■ ❝♦♠♣❧❡①✳ ❆ E✐♠✐❧❛7 7❡❛E♦♥✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❢♦7 "❙"❙■ ❛♥❞

"❙▼❙■✳ ❇② 7❡♣❧❛❝✐♥❣ 8❤❡ ❤✐❣❤❧② ❡❧❡❝87♦♥ ✇✐8❤❞7❛✇✐♥❣ 87✐✢✉♦7♦♠❡8❤②❧ ❣7♦✉♣ ♦❢ "❙❚❋❙■ ❜②

❛ ♣❤❡♥②❧ ✭"❙"❙■✮ ♦7 ♠❡8❤②❧ ✭"❙▼❙■✮ ❣7♦✉♣ 8❤❡ ❛❝✐❞✐8② ♦❢ 8❤❡ ❢✉♥❝8✐♦♥❛❧ ❣7♦✉♣ ✐E E❧✐❣❤8❧②

❧♦✇❡7❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❧❡❛❞ 8♦ ❧♦✇❡7 ❞♦♣✐♥❣ ♦❢ 8❤❡ "❊❉❖❚✿"❙"❙■ ❛♥❞ "❊❉❖❚✿"❙▼❙■

❝♦♠♣❧❡①❡E✳ ❚❤❡7❡❢♦7❡ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ 8❤❛8 ❛ ❤✐❣❤❧② ❛❝✐❞✐❝ ❢✉♥❝8✐♦♥❛❧✐8② ♦♥ 8❤❡ ♣♦❧②❛♥✐♦♥✐❝

E8❛❜✐❧✐③❡7 ✐E ✐♥❞✐E♣❡♥E❛❜❧❡ ❢♦7 ❛♥ ❡✣❝✐❡♥8 ❞♦♣✐♥❣ ♦❢ "❊❉❖❚✳

❚❤❡ ❞✐✛❡7❡♥❝❡ ✐♥ ❞♦♣✐♥❣ ❜❡8✇❡❡♥ "❊❉❖❚✿❉❙ ❛♥❞ "❊❉❖❚✿"▼❛❚❋❙■ ❝❛♥♥♦8 ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞



✶✽✽ ✻✳ $❖▲❨❊▲❊❈❚❘❖▲❨❚❊❙ ❋❖❘ ❆◗❯❊❖❯❙ $❊❉❖❚ ❈❖▼$▲❊❳❊❙

❜② 6❤❡ ♥❛6✉<❡ ♦❢ 6❤❡ ❛❝✐❞ ❣<♦✉♣D✱ ❛D ❉❙ ❛♥❞ $▼❛❚❋❙■ ❜❡❛< ❛❧♠♦D6 6❤❡ D❛♠❡ ❛❝✐❞ ❣<♦✉♣D

❛D $❙❙ ❛♥❞ $❙❚❋❙■✱ <❡D♣❡❝6✐✈❡❧②✳ ❚❤❡<❡❢♦<❡ ✐6 ❤❛D 6♦ ❜❡ <❡❧❛6❡❞ 6♦ 6❤❡ ❞✐✛❡<❡♥❝❡D ✐♥ 6❤❡

♣♦❧②♠❡< ❜❛❝❦❜♦♥❡ ❛♥❞ 6♦ 6❤❡ ❞✐✛❡<❡♥6 ♣♦D✐6✐♦♥ ♦❢ 6❤❡ ❢✉♥❝6✐♦♥❛❧ ❣<♦✉♣D ♦♥ 6❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡✳

❚❤❡D❡ ❞✐✛❡<❡♥❝❡D ✇✐❧❧ ❧❡❛❞ 6♦ ❛ ❞✐✛❡<❡♥6 ❝♦♥❢♦<♠❛6✐♦♥ ♦❢ 6❤❡ ♣♦❧②❡❧❡❝6<♦❧②6❡ ❝❤❛✐♥D ✐♥

D♦❧✉6✐♦♥✱ ❛✛❡❝6✐♥❣ 6❤❡ ✸❉ ❞✐D6<✐❜✉6✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛<❣❡D✳ ❍❛<6<❡❡✲❋♦❝❦ D✐♠✉❧❛6✐♦♥D ♦♥ $❊❉❖❚

♦❧✐❣♦♠❡<D ❞♦♥❡ ❜② ❇<❡❞❛D ❛♥❞ ❝♦✲✇♦<❦❡<D ❬✸✵❪ ✐♥❞✐❝❛6❡✱ 6❤❛6 6❤❡ ♣♦D✐6✐♦♥ ♦❢ 6❤❡ ❝♦✉♥6❡<

✐♦♥D ❞♦❡D ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ 6❤❡ ❝❤❛<❣❡ ❞✐D6<✐❜✉6✐♦♥ ♦♥ $❊❉❖❚ ❛♥❞ 6❤❡ D6❛❜✐❧✐6② ♦❢ 6❤❡

$❊❉❖❚✿❝♦✉♥6❡< ✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①✳ $♦❧②♠❡<D ✇✐6❤ ❛ D6②<❡♥✐❝ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ❛<❡ ❦♥♦✇♥ 6♦ ❜❡ D6✐✛ ❛♥❞

❞✐D♣❧❛② ❛ ❣❧❛DD 6<❛♥D✐6✐♦♥ 6❡♠♣❡<❛6✉<❡ ❢❛< ❛❜♦✈❡ <♦♦♠ 6❡♠♣❡<❛6✉<❡ ❬✸✶❪✳ ❉✉❡ 6♦ 6❤❡ ❜✉❧❦②

D✐❞❡ ❝❤❛✐♥D ♦❢ $❙❙ ❛♥❞ $❙❚❋❙■ 6❤❡ ❜❛<<✐❡< ❢♦< D❡❣♠❡♥6❛❧ ♠♦6✐♦♥ ✐D ❢✉<6❤❡< ✐♥❝<❡❛D❡❞✳ ■6 ✐D

❦♥♦✇♥✱ 6❤❛6 $❙❙◆❛ ❞♦❡D ♥♦6 D❤♦✇ ❛ ❣❧❛DD 6<❛♥D✐6✐♦♥ ❛♥❞ ❛❧D♦ ❢♦< $❙❚❋❙■❑ ✇✐6❤ ❛ ♠♦❧❛<

♠❛DD ❤✐❣❤❡< 6❤❛♥ ✷✵❦❉❛ ♥♦ ❣❧❛DD 6<❛♥D✐6✐♦♥ ✇❛D ♦❜D❡<✈❡❞ ❜❡6✇❡❡♥ ✲✽✵

◦
❈ ❛♥❞ ✷✵✵

◦
❈ ✭D❡❡

❉❙❈ ❞❛6❛ ✐♥ ✜❣✉<❡ ❉✳✶✱ ❛♣♣❡♥❞✐① ♣❛❣❡ ✷✷✼✮✳ ■6 ✐D ❦♥♦✇♥ ❢<♦♠ ❧✐6❡<❛6✉<❡ ❬✸✷✱ ✸✸✱ ✸✹✱ ✸✺❪✱

6❤❛6 ❛6 ❧♦✇ ✐♦♥✐❝ D6<❡♥❣6❤ $❙❙ ❛❞♦♣6D ❛♥ ❡①6❡♥❞❡❞ ❝♦✐❧ ❝♦♥❢♦<♠❛6✐♦♥ ✐♥ ❛`✉❡♦✉D D♦❧✉6✐♦♥✳

❋<♦♠ ❉▲❙ ♠❡❛D✉<❡♠❡♥6D ♦♥ $❙❚❋❙■ D♦❧✉6✐♦♥D ✇✐6❤ ❞✐✛❡<❡♥6 ♠♦❧❛< ♠❛DD❡D✱ ❤②❞<♦❞②♥❛♠✐❝

<❛❞✐✐ ♦❢ ✻✵♥♠ ✭$❙❚❋❙■❑ ✶✵❦❉❛✮ 6♦ ♠♦<❡ 6❤❛♥ ✸✵✵♥♠ ✭$❙❚❋❙■❑ ✸✺✵❦❉❛✮ ✇❡<❡ ♦❜6❛✐♥❡❞✱

✇❤✐❝❤ ❡①❝❡❡❞ 6❤❡ D✐③❡ ♦❢ 6❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ 6❤❡♦<❡6✐❝❛❧ ❝❤❛✐♥ ❧❡♥❣6❤✳ ❚❤✐D ✐♥❞✐❝❛6❡D 6❤❛6 $❙❚❋❙■

✇❛D ♥♦6 ❢✉❧❧② D♦❧✉❜✐❧✐③❡❞ ❛♥❞ 6❤✉D✱ ♥♦ ✐♥❢♦<♠❛6✐♦♥ ♦♥ 6❤❡ ❝❤❛✐♥ ❝♦♥✜❣✉<❛6✐♦♥ ♦❢ $❙❚❋❙■❑

❝❛♥ ❜❡ <❡6<✐❡✈❡❞ ❢<♦♠ 6❤❡ ❉▲❙ ❞❛6❛✳ ❍♦✇❡✈❡<✱ $❙❚❋❙■❑ ❝❤❛✐♥D ❞❡♣✐❝6❡❞ ❜② ❆6♦♠✐❝

❋♦<❝❡ ▼✐❝<♦D❝♦♣② ✭❆❋▼✮ ✭D❡❡ ✜❣✉<❡ ✻✳✽✮ ♦♥ ❛ ♠✐❝❛ D✉<❢❛❝❡ ❝❧❡❛<❧② D❤♦✇❡❞ ❛ ✇♦<♠❧✐❦❡

❝❤❛✐♥ ❝♦♥❢♦<♠❛6✐♦♥✳ ■♥ ❝♦♥6<❛D6✱ 6❤❡ ❚g ♦❢ $▼❛❚❋❙■ ✇❛D ♠❡❛D✉<❡❞ 6♦ ❜❡ ✹✹

◦
❈ ✭D❡❡ ✜❣✉<❡

❉✳✶✮✱ D✉❣❣❡D6✐♥❣ ❛ ♠✉❝❤ ♠♦<❡ ✢❡①✐❜❧❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐D ✐♥ ❝♦❤❡<❡♥❝❡ ✇✐6❤ <❡D✉❧6D ❢<♦♠

❧✐6❡<❛6✉<❡ ❢♦< ♣♦❧②❛❝<②❧❛6❡D ❛♥❞ ♣♦❧②♠❡6❤❛❝<②❧❛6❡D ❬✸✶✱ ✸✹❪ ❛♥❞ 6❤❡ ❝♦✐❧❡❞ $▼❛❚❋❙■ ❝❤❛✐♥D

❞❡♣✐❝6❡❞ ❜② ❆❋▼ ✐♠❛❣✐♥❣ ✭D❡❡ ✜❣✉<❡ ✻✳✽✮✳ ❉❙ ❞♦❡D ♥♦6 D❤♦✇ ❛ ❚g✱ ❤♦✇❡✈❡<✱ 6❤❡ D❧♦♣❡

♦❢ ✵✳✺ ✐♥ 6❤❡ ❝♦♥❢♦<♠❛6✐♦♥ ♣❧♦6✱ ❞❡6❡<♠✐♥❡❞ ❜② D✐③❡ ❡①❝❧✉D✐♦♥ ❝❤<♦♠❛6♦❣<❛♣❤② ✭D❡❡ ✜❣✉<❡

❉✳✷✱ ❛♣♣❡♥❞✐① ♣❛❣❡ ✷✷✽✮✱ ♣♦✐♥6D ♦✉6 6❤❛6 ❉❙ ❛❞♦♣6D ❛ <❛♥❞♦♠ ❝♦✐❧ ❝♦♥❢♦<♠❛6✐♦♥ ✐♥ ✇❛6❡<✳

❆D ❜♦6❤ ✢❡①✐❜❧❡ ♣♦❧②❡❧❡❝6<♦❧②6❡D <❡D✉❧6❡❞ ✐♥ $❊❉❖❚ ❝♦♠♣❧❡①❡D ✇✐6❤ ❧♦✇❡< ❞♦♣✐♥❣ ❛♥❞

❝♦♥❞✉❝6✐✈✐6②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛DD✉♠❡ 6❤❛6 <✐❣✐❞ ♣♦❧②❡❧❡❝6<♦❧②6❡D ❢❛❝✐❧✐6❛6❡ 6❤❡ ❢♦<♠❛6✐♦♥ ♦❢ ❧♦♥❣

❛♥❞ ✇❡❧❧ ❞♦♣❡❞ $❊❉❖❚ ❝❤❛✐♥D✱ D❡<✈✐♥❣ ❛D ❜❡66❡< 6❡♠♣❧❛6❡D ❢♦< 6❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛6❡❞ ❛♥❞ ❧✐♥❡❛<

$❊❉❖❚✳
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❋✐❣✳ ✻✳✽✿ ❆❋▼ ♣❤❛,❡ ✐♠❛❣❡, ♦❢ 1❙❚❋❙■✱ ▼W ≈✸✵✵❦❉❛ ✭❧❡❢<✮ ❛♥❞ 1▼❛❚❋❙■✱ ▼W ≈✽✵❦❉❛

✭@✐❣❤<✮ ♦♥ ❛ ♠✐❝❛ ,✉@❢❛❝❡

✻✳✹ ▼♦%♣❤♦❧♦❣② ♦❢ ,❤❡ .❊❉❖❚✿♣♦❧②❡❧❡❝,%♦❧②,❡

❝♦♠♣❧❡①❡7

❇❡7✐❞❡7 :❤❡ ❞♦♣✐♥❣✱ :❤❡ ♠♦B♣❤♦❧♦❣② ♦❢ :❤❡ "❊❉❖❚✿♣♦❧②❛♥✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡① ❛❧7♦ ♣❧❛②7 ❛

❝B✉❝✐❛❧ B♦❧❡ ❢♦B ✐:7 ❝♦♥❞✉❝:✐✈✐:②✳ ❋♦B "❊❉❖❚✿"❙❙ ✐: ❤❛7 ❜❡❡♥ 7❤♦✇♥ :❤❛: :❤❡

♠❛❝B♦7❝♦♣✐❝ ❝♦♥❞✉❝:✐✈✐:② ❞❡♣❡♥❞7 ♥♦: ♦♥❧② ♦♥ :❤❡ 7✐③❡ ❬✸✻✱ ✸✼❪ ❛♥❞ ❝B②7:❛❧❧✐♥✐:② ❬✸✽✱ ✸✾❪

♦❢ :❤❡ "❊❉❖❚ B✐❝❤ ❞♦♠❛✐♥7✱ ❜✉: ❛❧7♦ ♦♥ :❤❡ ♣❡B❝♦❧❛:✐♦♥ ♦❢ :❤❡ ❝♦♥❞✉❝:✐♥❣ ♥❡:✇♦B❦

❬✸✾✱ ✹✵✱ ✹✶✱ ✹✷❪ ❛♥❞ :❤❡ ❡♥❡B❣② ❜❛BB✐❡B ❢♦B ✐♥:❡B ❝❤❛✐♥ ❛♥❞ ✐♥:❡B ❞♦♠❛✐♥ ❝❤❛B❣❡ ❤♦♣♣✐♥❣

❬✼❪✳ ❈♦♥7✐❞❡B✐♥❣ :❤❛: :❤❡ ♣♦❧②❛♥✐♦♥7 ❛❝: ❛7 :❡♠♣❧❛:❡7 ❢♦B :❤❡ "❊❉❖❚

♦❧✐❣♦♠❡B7✴♣♦❧②♠❡B7 ✇❡ ❝❛♥ ❡①♣❡❝: :❤❛: :❤❡ ✢❡①✐❜✐❧✐:② ♦❢ :❤❡ ♣♦❧②❛♥✐♦♥ ❝❤❛✐♥7 ✐♥✢✉❡♥❝❡7

:❤❡ ♠♦B♣❤♦❧♦❣② ♦❢ :❤❡ ✜♥❛❧ "❊❉❖❚✿♣♦❧②❛♥✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①✳

■♥ ♦B❞❡B :♦ ❣❡: ♠♦B❡ ✐♥7✐❣❤: ✐♥ :❤❡ ♠❡7♦✲7❝❛❧❡ ♠♦B♣❤♦❧♦❣② ♦❢ :❤❡ "❊❉❖❚ ❝♦♠♣❧❡①❡7✱

❆❋▼ ♦♥ 7♦❧✐❞ ✜❧♠7 ❛♥❞ ♦♥ :❤❡ ❝♦♠♣❧❡①❡7 ✐♥ ❛\✉❡♦✉7 ❞✐7♣❡B7✐♦♥ ✇❛7 ♣❡B❢♦B♠❡❞✳ ❆7 ✐:

❝❛♥ ❜❡ 7❡❡♥ ❢B♦♠ ✜❣✉B❡ ✻✳✾✱ :❤❡ ❞✐7♣❡B7❡❞ "❊❉❖❚✿"❙❙✱ "❊❉❖❚✿"❙❚❋❙■ ❛♥❞

"❊❉❖❚✿"❙▼❙■ ❝♦♠♣❧❡①❡7 ❢♦B♠ ❛ :❤B❡❡ ❞✐♠❡♥7✐♦♥❛❧ ♥❡:✇♦B❦ ✇✐:❤ :❤✐❝❦ ♥♦❞❛❧ ♣♦✐♥:7✱

♣B♦❜❛❜❧② ❝♦BB❡7♣♦♥❞✐♥❣ :♦ "❊❉❖❚ B✐❝❤ ❞♦♠❛✐♥7✱ ✇✐:❤ ❛♥ ❛✈❡B❛❣❡ ❤❡✐❣❤: ♦❢ ✻♥♠✱ ✸♥♠

❛♥❞ ✸♥♠✱ B❡7♣❡❝:✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❝❤❛✐♥7 ❛B♦✉♥❞ :❤❡ ♥♦❞❡7 ✐♥ "❊❉❖❚✿"❙❙ ❛B❡ ✈❡B② :❤✐♥ ❛♥❞

❛❞♦♣: ❛ B❛♥❞♦♠ ❝♦✐❧ 7❤❛♣❡ ✇❤❡B❡❛7 :❤❡ ❢B❡❡ ❝❤❛✐♥7 ❛B♦✉♥❞ :❤❡ ♥♦❞❡7 ✐♥ "❊❉❖❚✿"❙❚❋❙■

❛♥❞ "❊❉❖❚✿"❙▼❙■ ❛♣♣❡❛B :❤✐❝❦❡B ❛♥❞ ♠♦B❡ ❧✐♥❡❛B✳ ❉✉B✐♥❣ ❞B②✐♥❣ :❤❡ :❤B❡❡

❞✐♠❡♥7✐♦♥❛❧ ♥❡:✇♦B❦ ❝♦❧❧❛♣7❡7 ❛♥❞ ❢♦B♠7 ❛ ✜❧♠ ❝♦♠♣♦7❡❞ ♦❢ ♣❛B:✐❝❧❡ ❧✐❦❡ ♦❜❥❡❝:7✱ ✇❤✐❝❤



✶✾✵ ✻✳ %❖▲❨❊▲❊❈❚❘❖▲❨❚❊❙ ❋❖❘ ❆◗❯❊❖❯❙ %❊❉❖❚ ❈❖▼%▲❊❳❊❙

❛✮ ❜✮

❝✮ ❞✮

❋✐❣✳ ✻✳✾✿ ▲✐(✉✐❞ ❆❋▼ ✐♠❛❣❡0 ♦❢ ❛✮4❊❉❖❚✿4❙❙✱ ❜✮4❊❉❖❚✿4❙❚❋❙■✱ ❝✮4❊❉❖❚✿❉❙ ❛♥❞
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❝❛♥ ❜❡ ✈✐;✉❛❧✐③❡❞ ❜② ❆❋▼ ✐♠❛❣✐♥❣ ✭;❡❡ ✜❣✉E❡ ✻✳✶✵ ❛♥❞ ✜❣✉E❡; ❉✳✹ ❛♥❞ ❉✳✻✮✳ ❚❤❡

❛✈❡E❛❣❡ ;✐③❡ ♦❢ L❤❡ ❞♦♠❛✐♥; ✐♥ "❊❉❖❚✿"❙❚❋❙■ ❝♦♥L❛✐♥✐♥❣ ❉▼❙❖ ❝♦✲;♦❧✈❡♥L ✐; ✹✵♥♠✱

✇❤✐❝❤ ✐; ;✐♠✐❧❛E L♦ L❤❡ ✜♥❞✐♥❣; ❢♦E "❊❉❖❚✿"❙❙ ✐♥ ❧✐L❡E❛L✉E❡ ❬✸✻❪❬✸✼❪❬✹✸❪✳ ❋♦E L❤❡ ❆❋▼

✐♠❛❣❡ ;❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉E❡ ✻✳✶✵❝ L❤❡ ;✉E❢❛❝❡ ❧❛②❡E✱ ✇❤✐❝❤ ✐; ❦♥♦✇♥ L♦ ❜❡ E✐❝❤ ✐♥ ❡①❝❡;;

♣♦❧②❛♥✐♦♥❬✹✸✱ ✹✹❪✱ ✇❛; E❡♠♦✈❡❞ ❜② ❈❋

✹

♣❧❛;♠❛ ❡L❝❤✐♥❣ ✐♥ ♦E❞❡E L♦ ♣✐❝L✉E❡ L❤❡ ❜✉❧❦

♠♦E♣❤♦❧♦❣②✳ ■L ✐; ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❢E♦♠ ❧✐L❡E❛L✉E❡ L❤❛L L❤❡ LE❡❛L♠❡♥L ♦❢ "❊❉❖❚✿"❙❙ ✜❧♠;

✇✐L❤ ❤✐❣❤ ❜♦✐❧✐♥❣ ♣♦✐♥L ;♦❧✈❡♥L; ❧❡❛❞; L♦ ❛♥ ✐♠♣♦EL❛♥L ✐♥❝E❡❛;❡ ♦❢ L❤❡ ♠❛❝E♦;❝♦♣✐❝

❝♦♥❞✉❝L✐✈✐L②✳ ❚❤❡ ;❛♠❡ ❡✛❡❝L ♦❢ ;♦❧✈❡♥L LE❡❛L♠❡♥L ♦♥ L❤❡ ❝♦♥❞✉❝L✐✈✐L② ❝❛♥ ❜❡ ♦❜;❡E✈❡❞

❢♦E "❊❉❖❚✿"❙❚❋❙■ ❛♥❞ "❊❉❖❚✿"❙▼❙■ ✭;❡❡ ❝❤❛♣L❡E ✸✳✷✱ ♣❛❣❡ ✶✸✷✮✳ ❈♦♠♠♦♥❧②✱ L❤✐;

♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐; ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❛ ❣E♦✇L❤ ♦❢ "❊❉❖❚ E✐❝❤ ❞♦♠❛✐♥; ❬✸✻❪❬✸✼❪ ❛♥❞ ❛♥ ✐♥❝E❡❛;❡

✐♥ L❤❡✐E ❝E②;L❛❧❧✐♥✐L② ❬✸✾❪❬✹✺❪❬✹✻❪❬✹✼❪✳ ■♥ L❤❡ ❝❛;❡ ♦❢ "❊❉❖❚✿"❙❚❋❙■✱ ❤♦✇❡✈❡E✱ ♥♦

❝E②;L❛❧❧✐♥✐L② ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜;❡E✈❡❞ ❜② ❣E❛③✐♥❣ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ✇✐❞❡ ❛♥❣❧❡ ①✲E❛② ;❝❛LL❡E✐♥❣

✭●■❲❆❳❙✮ ✭;❡❡ ✜❣✉E❡ ❉✳✼✱ ❛♣♣❡♥❞✐① ♣❛❣❡ ✷✸✷✮ ♦E ❜② ❞✐✛❡E❡♥L✐❛❧ ;❝❛♥♥✐♥❣ ❝❛❧♦E✐♠❡LE②

✭;❡❡ ✜❣✉E❡ ❇✳✶ ✐♥ ;❡❝L✐♦♥ ✸✳✷✱ ♣❛❣❡ ✷✷✻✮✳ ■♥L❡E❡;L✐♥❣❧②✱ L❤❡ ❝♦♥❞✉❝L✐✈✐L② ♦❢ L❤❡ ♦L❤❡E

"❊❉❖❚✿♣♦❧②❛♥✐♦♥ ;②;L❡♠; ♣E❡;❡♥L❡❞ ✐♥ L❤✐; ✇♦E❦ ✇❛; ♥♦L ❛✛❡❝L❡❞ ❜② L❤❡ ❛❞❞✐L✐♦♥ ♦❢

❝♦✲;♦❧✈❡♥L; ;✉❝❤ ❛; ❉▼❙❖ ♦E ❡L❤②❧❡♥❡❣❧②❝♦❧✳ ❚❤✐; ;✉❣❣❡;L; L❤❛L L❤❡ ❛❜✐❧✐L② ❢♦E ♣❤❛;❡

;❡♣❛E❛L✐♦♥ ✐♥ L❤❡ ✜❧♠ ✐; ❧✐♥❦❡❞ L♦ L❤❡ L❤E❡❡ ❞✐♠❡♥;✐♦♥❛❧ ❝♦E♦♥❛ ♦❢ ❝❤❛✐♥; ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡

❢♦✉♥❞ ❛E♦✉♥❞ ♥❛♥♦♠❡L❡E ;✐③❡❞ ♣❛EL✐❝❧❡; ✐♥ "❊❉❖❚✿"❙❙✱ "❊❉❖❚✿"❙❚❋❙■ ❛♥❞

"❊❉❖❚✿"❙▼❙■✳ ❆♠♦♥❣;L L❤❡ ❝♦♥❞✉❝L✐✈✐L✐❡; ♦❢ L❤❡ ♣E✐;L✐♥❡ ✜❧♠;✱ "❊❉❖❚✿❞❡①LE❛♥

;✉❧❢❛L❡ ;❤♦✇; L❤❡ ❤✐❣❤❡;L ♦♥❡✳ ❖♥❧② ❛❢L❡E ❛ LE❡❛L♠❡♥L ✇✐L❤ ❡L❤②❧❡♥❡ ❣❧②❝♦❧ ♦E ❉▼❙❖ L❤❡

❝♦♥❞✉❝L✐✈✐L✐❡; ♦❢ "❊❉❖❚✿"❙❙ ❛♥❞ "❊❉❖❚✿"❙❚❋❙■ ;❤♦✇ ❛♥ ✐♥❝E❡❛;❡ ♦❢ L✇♦ ♦E❞❡E; ♦❢

♠❛❣♥✐L✉❞❡ ❛♥❞ L❤❡E❡❢♦E❡ L❤❡ LE❡❛L❡❞ "❊❉❖❚✿"❙❙ ❛♥❞ "❊❉❖❚✿"❙❚❋❙■ ♦✉L♣❡E❢♦E♠

"❊❉❖❚✿❞❡①LE❛♥ ;✉❧❢❛L❡✳

■♥ ❝♦♠♣❛E✐;♦♥ L♦ "❊❉❖❚✿"❙❙ ❛♥❞ "❊❉❖❚✿"❙❚❋❙■✱ "❊❉❖❚✿❉❙ ❝♦♠♣❧❡①❡; ✐♥

❞✐;♣❡E;✐♦♥ ;❤♦✇ ❜✐❣❣❡E ♥♦❞❛❧ ♣♦✐♥L; ♦❢ ✉♣ L♦ ✸✵♥♠ ❛♥❞ ❢❡✇❡E ;✉EE♦✉♥❞✐♥❣ ❝❤❛✐♥; ❛♥❞

❢♦E♠ ❛ ❧❡;; ❞❡♥;❡ ♥❡L✇♦E❦ ✭;❡❡ ✜❣✉E❡ ✻✳✾✮✳ ❚❤❡ ♠♦E♣❤♦❧♦❣② ♦❢ L❤❡ E❡;✉❧L✐♥❣ "❊❉❖❚✿❉❙

✜❧♠; ✐; ;✐♠✐❧❛E L♦ L❤❡ ♦♥❡ ♦❢ "❊❉❖❚✿"❙❚❋❙■✳ ❍♦✇❡✈❡E✱ L❤❡ ❣E❛✐♥ ;✐③❡ ✐♥❝E❡❛;❡; L♦

❛❜♦✉L ✻✺♥♠ ❛♥❞ L❤❡ ;✉E❢❛❝❡ E♦✉❣❤♥❡;; ✐; ❞E❛;L✐❝❛❧❧② ✐♥❝E❡❛;❡❞ L♦ Rq❂✶✷♥♠ ✭;❡❡ ✜❣✉E❡

✻✳✶✵ ❛♥❞ ✜❣✉E❡ ❉✳✹ ✐♥ L❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ♣❛❣❡ ✷✸✵✮✳ ■L ❤❛; ❜❡❡♥ E❡♣♦EL❡❞ L❤❛L L❤❡

❝♦♥❞✉❝L✐✈✐L② ♦❢ "❊❉❖❚✿"❙❙ ✐♥❝E❡❛;❡; ✇✐L❤ ✐♥❝E❡❛;✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥ ;✐③❡ ❬✸✻❪❬✸✼❪❬✹✸❪✱ ❜❡❝❛✉;❡

L❤✐; ✐♠♣❧✐❡; ❛♥ ✐♠♣E♦✈❡❞ ♣❡E❝♦❧❛L✐♦♥ ♦❢ L❤❡ "❊❉❖❚ E✐❝❤ ❞♦♠❛✐♥; ❛♥❞ L❤❡ E❡❞✉❝L✐♦♥ ♦❢

❤♦♣♣✐♥❣ ❜❛EE✐❡E;❬✸✻❪✳ ■♥ ♦E❞❡E L♦ ✐♥✈❡;L✐❣❛L❡ L❤❡ ❡✛❡❝L ♦❢ L❤❡ ;LE✉❝L✉E❡ ♦❢ "❊❉❖❚✿❉❙





✻✳ "❖▲❨❊▲❊❈❚❘❖▲❨❚❊❙ ❋❖❘ ❆◗❯❊❖❯❙ "❊❉❖❚ ❈❖▼"▲❊❳❊❙ ✶✾✸

❋✐❣✳ ✻✳✶✶✿ ❚❡♠♣❡+❛-✉+❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦❢ -❤❡ +❡6✐6-✐✈✐-② ♦❢ 8❊❉❖❚✿8❙❚❋❙■ ❛♥❞ 8❊❉❖❚✿❉❙ ✜❧♠6

❛♥❞ ❜✮ +❡❞✉❝❡❞ ❛❝-✐✈❛-✐♦♥ ❡♥❡+❣② ❲ ✈❡+6✉6 -❡♠♣❡+❛-✉+❡ ❢♦+ 8❊❉❖❚✿8❙❚❋❙■ ❛♥❞ 8❊❉❖❚✿❉❙

❛♥❞ "❊❉❖❚✿"❙❚❋❙■ ♦♥ ;❤❡✐? ❝♦♥❞✉❝;✐✈✐;✐❡C✱ ;❤❡ ❝❤❛?❣❡ ;?❛♥C♣♦?; ♠❡❝❤❛♥✐C♠ ✇❛C

C;✉❞✐❡❞✳ ❋♦? ;❤✐C ♣✉?♣♦C❡ ;❤❡ ?❡C✐C;❛♥❝❡ ♦❢ ;❤❡ ♣♦❧②♠❡? ✜❧♠C ✇❛C ♠❡❛C✉?❡❞ ❛C ❛ ❢✉♥❝;✐♦♥

♦❢ ;❡♠♣❡?❛;✉?❡ ✐♥ ;❤❡ ?❛♥❣❡ ♦❢ ✸✵✵❑ ;♦ ✶✵❑ ❛♥❞ ✜;;❡❞ ✇✐;❤ ;❤❡ ✈❛?✐❛❜❧❡ ?❛♥❣❡ ❤♦♣♣✐♥❣

♠♦❞❡❧❬✹✽❪❬✹✾❪

R(T ) = R0exp[(
T0

T
)α] ✭✻✳✶✮

✇✐;❤ ❘ ❜❡✐♥❣ ;❤❡ ?❡C✐C;❛♥❝❡✱ ❚ ❜❡✐♥❣ ;❤❡ ;❡♠♣❡?❛;✉?❡✱ T0 =
16

kBN(EF )L‖L2
⊥

❜❡✐♥❣ ;❤❡

❡♥❡?❣② ❜❛??✐❡? ❜❡;✇❡❡♥ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ C;❛;❡C✱ N(EF ) ;❤❡ ❞❡♥C✐;② ♦❢ C;❛;❡C ❛; ;❤❡ ❋❡?♠✐ ❧❡✈❡❧✱

❛♥❞ L‖ ✭L⊥✮ ;❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛;✐♦♥ ❧❡♥❣;❤ ♦❢ ;❤❡ ❝❤❛?❣❡ ❝❛??✐❡?C ✐♥ ;❤❡ ♣❛?❛❧❧❡❧ ✭♣❡?♣❡♥❞✐❝✉❧❛?✮

❞✐?❡❝;✐♦♥ ✇✐;❤ ?❡C♣❡❝; ;♦ ;❤❡ ♠❡❛C✉?❡♠❡♥; ❞✐?❡❝;✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡①♣♦♥❡♥; α ✐C ?❡❧❛;❡❞ ;♦ ;❤❡

;?❛♥C♣♦?; ♣?♦❝❡CC ❛♥❞ ✐C ❡X✉❛❧ ;♦ ✶✴✭✶✰❞✮✱ ✇❤❡?❡ ❞ ✐C ;❤❡ ❞✐♠❡♥C✐♦♥❛❧✐;② ♦❢ ;❤❡ ❤♦♣♣✐♥❣

;?❛♥C♣♦?; ✐♥ ;❤❡ C②C;❡♠✳

❆C ✐; ❝❛♥ ❜❡ C❡❡♥ ✐♥ ✜❣✉?❡ ✻✳✶✶❛ ;❤❡ ?❡C✐C;✐✈✐;② ❞❡❝?❡❛C❡❞ ❞?❛C;✐❝❛❧❧② ✇✐;❤ ✐♥❝?❡❛C✐♥❣

;❡♠♣❡?❛;✉?❡✳ ❚❤❡ ♣❧♦; ♦❢ ;❤❡ ?❡❞✉❝❡❞ ❛❝;✐✈❛;✐♦♥ ❡♥❡?❣② W =
∂lnσ

∂lnT
❛C ❢✉♥❝;✐♦♥ ♦❢ ;❤❡

;❡♠♣❡?❛;✉?❡ ❚ C❤♦✇❡❞ ♥❡❣❛;✐✈❡ C❧♦♣❡C ❢♦? ❜♦;❤ "❊❉❖❚ ❝♦♠♣❧❡①❡C ✭C❡❡ ✜❣✉?❡ ✻✳✶✶❜✮✳

❚❤✐C C✐❣♥✐✜❡C ;❤❛; ❜♦;❤ C②C;❡♠C ✇❡?❡ ✐♥ ;❤❡ ✐♥C✉❧❛;✐♥❣ ?❡❣✐♠❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐C ✐♥ ❛❝❝♦?❞❛♥❝❡

✇✐;❤ ;❤❡ ❝❤❛?❣❡ ;?❛♥C♣♦?; ❝❤❛?❛❝;❡?✐C;✐❝C ♦❢ "❊❉❖❚✿"❙❙ ?❡♣♦?;❡❞ ✐♥ ❧✐;❡?❛;✉?❡ ❬✺✵✱ ✺✶❪✳

❇② ✜;;✐♥❣ ♦❢ ;❤❡ ?❡C✐C;✐✈✐;② ✇✐;❤ ;❤❡ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥C✐♦♥❛❧ ❱❘❍ ♠♦❞❡❧ ✭α = 0.5✮✱ ;❤❡ ❡♥❡?❣②

❜❛??✐❡? T0 ❢♦? "❊❉❖❚✿"❙❚❋❙■ ✭✇✐;❤ ❉▼❙❖✮ ❛♥❞ ❢♦? "❊❉❖❚✿❉❙ ✭✇✐;❤ ❉▼❙❖✮ ✇❛C



✶✾✹ ✻✳ %❖▲❨❊▲❊❈❚❘❖▲❨❚❊❙ ❋❖❘ ❆◗❯❊❖❯❙ %❊❉❖❚ ❈❖▼%▲❊❳❊❙

❞❡7❡8♠✐♥❡❞ ❛= ✸✺✹❑ ❛♥❞ ✶✸✽❑✱ 8❡=♣❡❝7✐✈❡❧②✳ ❚❤❡=❡ ✈❛❧✉❡= ❛8❡ ❝♦❤❡8❡♥7 ✇✐7❤ T0 ✈❛❧✉❡= ♦❢

✶✼✵✵❑ ❬✺✵❪ 7♦ ✶✾✵✵❑ ❬✼❪✱ 8❡♣♦87❡❞ ❢♦8 ♣8✐=7✐♥❡ %❊❉❖❚✿%❙❙✱ ❛♥❞ ♦❢ ✷✵❑ 7♦ ✽✵❑ ❬✼✱ ✺✷❪

8❡♣♦87❡❞ ❢♦8 ❤✐❣❤❧② ❝♦♥❞✉❝7✐♥❣ %❊❉❖❚✿%❙❙✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡8 ❡♥❡8❣② ❜❛88✐❡8 ❢♦8 %❊❉❖❚✿❉❙

❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❛ ❧♦♥❣❡8 ❧♦❝❛❧✐③❛7✐♦♥ ❧❡♥❣7❤✱ ✇❤✐❝❤ ✐= ❝♦❤❡8❡♥7 ✇✐7❤ 7❤❡ ✐♥❝8❡❛=❡❞

❣8❛✐♥ =✐③❡ ♦❢ 7❤❡ %❊❉❖❚ 8✐❝❤ ❞♦♠❛✐♥= ❬✸✻❪ ♦❜=❡8✈❡❞ ❜② ❆❋▼ ✐♠❛❣✐♥❣✳ ❯=✐♥❣ 7❤❡ ❊❢8♦=✲

❙❤❦❧♦✈=❦✐ ❱❘❍ ♠♦❞❡❧ ❬✹✾✱ ✺✸❪ 7❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛7✐♦♥ ❧❡♥❣7❤ ❛ ✇❛= ❡=7✐♠❛7❡❞ ❢8♦♠

T0 =
2.8e2

4πǫǫ0kBa
✭✻✳✷✮

✇✐7❤ ǫ ❜❡✐♥❣ 7❤❡ ❞✐❡❧❡❝78✐❝ ❝♦♥=7❛♥7✳ ❲✐7❤ ❛♥ ❛♣♣8♦①✐♠❛7❡❞ ❞✐❡❧❡❝78✐❝ ❝♦♥=7❛♥7 ❢♦8 7❤❡

%❊❉❖❚ ❝♦♠♣❧❡①❡= ♦❢ ✸✳✺ ❬✺✹❪✱ ❧♦❝❛❧✐③❛7✐♦♥ ❧❡♥❣7❤= ♦❢ ✸✺♥♠ ❛♥❞ ♦❢ ✾✵♥♠ ✇❡8❡ ❢♦✉♥❞ ❢♦8

%❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■ ❛♥❞ %❊❉❖❚✿❉❙✱ 8❡=♣❡❝7✐✈❡❧②✳ ❚❤❡=❡ ❝❛❧❝✉❧❛7❡❞ ❧♦❝❛❧✐③❛7✐♦♥ ❧❡♥❣7❤ ❛8❡

✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣8❡❡♠❡♥7 ✇✐7❤ 7❤❡ ❣8❛✐♥ =✐③❡= ♦❜=❡8✈❡❞ ♦♥ 7❤❡ %❊❉❖❚✿%❙❚❋❙■ ❛♥❞

%❊❉❖❚✿❉❙ ✜❧♠ =✉8❢❛❝❡ ❜② ❆❋▼ ✐♠❛❣✐♥❣ ✭=❡❡ ✜❣✉8❡ ✻✳✶✵ ❛♥❞ ✜❣✉8❡ ❉✳✺✱ ❛♣♣❡♥❞✐①✱

♣❛❣❡ ✷✸✵✮✱ ❛♥❞ ✇✐7❤ 7❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛7✐♦♥ ❧❡♥❣7❤= ❜❡7✇❡❡♥ ✸✸♥♠ ❛♥❞ ✹✹♥♠ ✐♥ =♦8❜✐7♦❧ 78❡❛7❡❞

%❊❉❖❚✿%❙❙ 8❡♣♦87❡❞ ❜② ◆❛8❞❡= ❡" ❛❧✳ ❬✸✻❪✳ ❍♦✇❡✈❡8✱ 7❤❡ ❜✐❣❣❡8 ❞♦♠❛✐♥ =✐③❡ ✐♥

%❊❉❖❚✿❉❙ =❤♦✉❧❞ ❡♥❤❛♥❝❡ 7❤❡ ♠❛❝8♦=❝♦♣✐❝ ❝♦♥❞✉❝7✐✈✐7②✱ ❛= ✐7 ❤❛= ❜❡❡♥ ♦❜=❡8✈❡❞✱ 7❤❛7

❜✐❣ %❊❉❖❚ 8✐❝❤ ❞♦♠❛✐♥= ✇❡8❡ ❢❛✈♦8❛❜❧❡ ❢♦8 7❤❡ ❝❤❛8❣❡ 78❛♥=♣♦87 ✐♥ ❤❡7❡8♦❣❡♥❡♦✉=

%❊❉❖❚ =②=7❡♠= ❬✸✻✱ ✸✼❪✳ ❚❤❡8❡❢♦8❡ 7❤❡ ❧♦✇❡8 ❝♦♥❞✉❝7✐✈✐7② ♦❢ %❊❉❖❚✿❉❙ ❝❛♥♥♦7 ❜❡

❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❛ =78✉❝7✉8❛❧ ❛=♣❡❝7✱ ✇❤✐❝❤ ❧✐♠✐7= 7❤❡ ❝❤❛8❣❡ 78❛♥=♣♦87✱ ❜✉7 ✐= 8❡❧❛7❡❞ 7♦

✐♥=✉✣❝✐❡♥7 ❞♦♣✐♥❣✳ ■♥ ❝♦♥78❛=7✱ 7❤❡ ❞8❛=7✐❝ ❞✐✛❡8❡♥❝❡ ✐♥ ♠♦8♣❤♦❧♦❣② ✐= ❛ ♣❧❛✉=✐❜❧❡

❡①♣❧❛♥❛7✐♦♥ ❢♦8 7❤❡ ❛❜=❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥❞✉❝7✐✈✐7② ✐♥ 7❤❡ ❝❛=❡ ♦❢ %❊❉❖❚✿%▼❛❚❋❙■✳ ❋8♦♠

✜❣✉8❡ ✻✳✾ ❛♥❞ ✜❣✉8❡ ✻✳✶✵ ✐7 ❝❛♥ ❜❡ =❡❡♥✱ 7❤❛7 7❤❡ %❊❉❖❚✿%▼❛❚❋❙■ ❝♦♠♣❧❡① ❢♦8♠❡❞
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❞❡♣♦&✐'❡❞ ♦♥ ❢(❡&❤❧② ❝❧❡❛✈❡❞ ❤✐❣❤❧② ♦(✐❡♥'❡❞ ♣②(♦❧②'✐❝ ❣(❛♣❤✐'❡ ✭❍❖V●✱ ❚❡❞ V❡❧❧❛✱ ❣(❛❞❡

❩❨❇✮ ❛♥❞ '❤❡ ♠♦(♣❤♦❧♦❣② ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡& ❛❞&♦(❜❡❞ ♦♥ ❍❖V● &✉(❢❛❝❡ ✉♥❞❡( ❛6✉❡♦✉&

♠❡❞✐✉♠ ✇❡(❡ ♦❜&❡(✈❡❞✳



✷✵✻

❈❛♣✐❧❧❛%② ❊❧❡❝*%♦♣❤♦%❡-✐- ✭❈❊✮ ❈❛♣✐❧❧❛(② ❡❧❡❝,(♦♣❤♦(❡/✐/ ♠❡❛/✉(❡♠❡♥,/ ✇❡(❡

♣❡(❢♦(♠❡❞ ♦♥ ❛ ❲②♥✲❈❊ ✭❲②♥❙❡♣✮ ✐♥/,(✉♠❡♥, ❛, ❛ /❡♣❛(❛,✐♦♥ ✈♦❧,❛❣❡ ♦❢ ✶✺❦❱ ❛♥❞ ❛,

✷✵

◦
❈ ✭/❡❡ /❝❤❡♠❛,✐❝ /❡,✉♣ ✐♥ ✜❣✉(❡ ❊✳✷✮✳ ❋✉/❡❞ /✐❧✐❝❛ ❝❛♣✐❧❧❛(✐❡/ ✭E♦❧②♠✐❝(♦

❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡/✮ ✇✐,❤ ❛♥ ✐♥,❡(✐♦( (❛❞✐✉/ ♦❢ ✺✵µ♠✱ ❛ ,♦,❛❧ ❧❡♥❣,❤ ♦❢ ✹✺❝♠ ,♦ ✺✵❝♠ ❞✐/,❛♥❝❡

,♦ ,❤❡ ❞❡,❡❝,✐♦♥ ✇✐♥❞♦✇ ✇❡(❡ ✉/❡❞✳ ❚❤❡ ❞❡,❡❝,✐♦♥ ✇✐♥❞♦✇ ✇❛/ ❣❡♥❡(❛,❡❞ ❜② (❡♠♦✈✐♥❣ ♦❢

,❤❡ ♣♦❧②✐♠✐❞❡ ❝♦❛,✐♥❣✳ ❋♦( ,❤❡ ❝♦♥❞✐,✐♦♥✐♥❣ ,❤❡ ♥❡✇ ❝❛♣✐❧❧❛(✐❡/ ✇❡(❡ ✇❛/❤❡❞ ✇✐,❤ ✵✳✺▼

◆❛❖❍ ❢♦( ✷✵♠✐♥✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ✇❛/❤✐♥❣ /,❡♣ ✇✐,❤ ❉■ ✇❛,❡( ❢♦( ✶✵ ♠✐♥✳ ❇❡,✇❡❡♥ ❡✈❡(②

♠❡❛/✉(❡♠❡♥, ,❤❡ ❝❛♣✐❧❧❛(② ✇❛/ ✢✉/❤❡❞ ✇✐,❤ ✵✳✺▼ ◆❛❖❍✱ ❉■ ✇❛,❡( ❛♥❞ /❡♣❛(❛,✐♦♥ ❜✉✛❡(

✭✷✵♠▼ ❜♦(❛,❡ ❜✉✛❡( ❛, ♣❍✾✳✷✮ ❢♦( ✶♠✐♥ ❡❛❝❤✳ ❚❤❡ ♦♣,✐❝❛❧ ❞❡,❡❝,♦( ✇❛/ /❡, ❛, ✷✸✵♥♠ ♦(

✺✺✵♥♠✱ (❡/♣❡❝,✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ E❊❉❖❚✿E❙❚❋❙■ ❞✐/♣❡(/✐♦♥/ ✇❡(❡ ❞✐❧✉,❡❞ ❜② ❛ ❢❛❝,♦( ✷✵ ✐♥

▼✐❧✐◗ ✇❛,❡(✱ /♦♥✐❝❛,❡❞ ❛, ✇✐,❤ ♣✉❧/❡/ ♦❢ ✸ ,✐♠❡/ ✺ /❡❝♦♥❞/ ❛♥❞ ,❤❡♥ ✜❧,❡(❡❞ ✇✐,❤ ❛ ✶µ

E❚❋❊ ✜❧,❡(✳

❆❧❧ ❝❛♣✐❧❧❛&② ❡❧❡❝)&♦♣❤♦&❡,✐, ♠❡❛,✉&❡♠❡♥), ✇❡&❡ ♣❡&❢♦&♠❡❞ ✐♥ ❝♦❧❧❛❜♦&❛)✐♦♥ ✇✐)❤

4&♦❢❡,,♦& ❆✳ ❑✉❤♥ ❛) )❤❡ ■❙▼✱ ❯♥✐✈❡&,✐)= ❇♦&❞❡❛✉①✳

❋✐❣✳ ❊✳✷✿ ❙❝❤❡♠❡ ♦❢ ❝❛♣✐❧❧❛1② ❡❧❡❝31♦♣❤♦1❡4✐4 4❡3✉♣

❉❋❚ -✐♠✉❧❛*✐♦♥- ❙✐♠✉❧❛,✐♦♥/ ♦♥ ,❤❡ ❝❤❛(❣❡ ❞✐/,(✐❜✉,✐♦♥ ♦♥ E❙❚❋❙■ ✇❡(❡

♣❡(❢♦(♠❡❞ ✉/✐♥❣ ❛ ❉❋❚ ✕ ❇✸▲❨E✴✻✸✶✲●

∗
✴❊❉✸ ❞❛,❛ /❡, ❛♥❞ ✐♠♣❧✐❝✐, ✇❛,❡( ❛/

/♦❧✈❡♥,✭❈E❈▼✱ ❣✵✾✮✱ ∆❘❚ ≈ ✵✳✺❦❝❛❧✴♠♦❧✳

❆❧❧ ,✐♠✉❧❛)✐♦♥, ✇❡&❡ ♣❡&❢♦&♠❡❞ ❜② ●❛❧✐ ❙✳ ▼❛♥♦❥✱ 4❤❉ ,)✉❞❡♥) ❛) ▲❈4❖✱ ❯♥✐✈❡&,✐,)=

❇♦&❞❡❛✉①✳

❉✐✛❡%❡♥*✐❛❧ ❙❝❛♥♥✐♥❣ ❈❛❧♦%✐♠❡*%② ✭❉❙❈✮ ❉❙❈ ♠❡❛/✉(❡♠❡♥,/ ✇❡(❡ ♣❡(❢♦(♠❡❞

✉♥❞❡( ♥✐,(♦❣❡♥ ✉/✐♥❣ ❛ ◗✶✵✵ ❢(♦♠ ❚❆ ■♥/,(✉♠❡♥,/ ✇✐,❤ ❛ ❤❡❛,✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♦❧✐♥❣ (❛,❡/ ♦❢

✶✵

◦
❈✳♠✐♥

−1
✳ ❚❤❡ ✇❡✐❣❤, ♦❢ ❛❧❧ /❛♠♣❧❡/ ✇❛/ /✉♣❡(✐♦( ,♦ ✺♠❣✳
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❉②♥❛♠✐❝ ▲✐❣❤* ❙❝❛**❡-✐♥❣ ✭❉▲❙✮ ❉▲❙ ♠❡❛)✉+❡♠❡♥-) ✇❡+❡ ♣❡+❢♦+♠❡❞ ✉)✐♥❣ ❛

❉▲❙ )❡-✉♣ ✇✐-❤ ❛ ❧❛)❡+ ❛- λ❂✻✸✸♥♠✱ ❛♥ ❆❱▲✴❈●❙✲✸ ❣♦♥✐♦♠❡-❡+ ❛♥❞ ❛♥ ❆❱▲✴

▲❙❊✲✺✵✵✹ ❞❡-❡❝-♦+✳ ❚❤❡ )❝❛--❡+✐♥❣ ✐♥-❡♥)✐-② ✇❛) ♠❡❛)✉+❡❞ ❛- θ❂✾✵

◦
❢♦+ ❢♦✉+ -✐♠❡) ✶✺)✳

❇② ✜--✐♥❣ ♦❢ -❤❡ ♠❡❛)✉+❡❞ ❝♦++❡❧❛-✐♦♥ ❢✉♥❝-✐♦♥ ✇✐-❤ g(t) = B +A(1)e
(−Θ1t) +A(2)e

(−Θ2t)

-❤❡ ❤②❞+♦❞②♥❛♠✐❝ +❛❞✐✐ ❘h ✇❡+❡ ♦❜-❛✐♥❡❞ ✉)✐♥❣ -❤❡ ❙-♦❦❡)✲❊✐♥)-❡✐♥ +❡❧❛-✐♦♥

Rh = kT/6πηD ✇✐-❤ -❤❡ ✈✐)❝♦)✐-② ηH2O❂ ✶✳✵♠P❛✳) ❛♥❞ -❤❡ ❞✐✛✉)✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥- ❉❂Θ/q2

✱ ✇✐-❤ Θ ❜❡✐♥❣ -❤❡ ❞❡❝❛② +❛-❡ ❛♥❞ -❤❡ )❝❛--❡+✐♥❣ ✈❡❝-♦+ q = 4πn
λ
sin( θ

2
)✳

●-❛③✐♥❣ ■♥❝✐❞❡♥❝❡ ❲✐❞❡ ❆♥❣❧❡ ❳✲❘❛② ❙❝❛**❡-✐♥❣ ✭●■❲❆❳❙✮ ●■❲❆❳❙

♠❡❛)✉+❡♠❡♥-) ✇❡+❡ ♣❡+❢♦+♠❡❞ ♦♥ -❤❡ ❉✉-❝❤✲❇❡❧❣✐❛♥ ❇❡❛♠❧✐♥❡ ✭❉❯❇❇▲❊ ❈❘●✮✱ )-❛-✐♦♥

❇▼✷✻❇✱ ❛- -❤❡ ❊✉+♦♣❡❛♥ ❙②♥❝❤+♦-+♦♥ ❘❛❞✐❛-✐♦♥ ❋❛❝✐❧✐-② ✭❊❙❘❋✮✱ ●+❡♥♦❜❧❡✱ ❋+❛♥❝❡✳

❚❤❡ ❡♥❡+❣② ♦❢ -❤❡ ❳✲+❛②) ✇❛) ✶✵❦❡❱✱ -❤❡ )❛♠♣❧❡✲-♦✲❞❡-❡❝-♦+ ❞✐)-❛♥❝❡ ❛♥❞ -❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢

✐♥❝✐❞❡♥❝❡✱ αi✱ ✇❡+❡ )❡- ❛- ✷✵❝♠ ❛♥❞ ✵✳✶

◦
✱ +❡)♣❡❝-✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❞✐✛+❛❝-❡❞ ✐♥-❡♥)✐-② ✇❛)

+❡❝♦+❞❡❞ ❜② ❛ ❋+❡❧♦♥ ❈❈❉ ❝❛♠❡+❛ ❛♥❞ ✇❛) ♥♦+♠❛❧✐③❡❞ ❜② -❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥- ♣❤♦-♦♥ ✢✉① ❛♥❞

-❤❡ ❛❝^✉✐)✐-✐♦♥ -✐♠❡ ✭✸✵)✮✳ ❋❧❛- ✜❡❧❞✱ ♣♦❧❛+✐③❛-✐♦♥✱ )♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡ ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥❝② ❝♦++❡❝-✐♦♥)

✇❡+❡ )✉❜)❡^✉❡♥-❧② ❛♣♣❧✐❡❞ -♦ -❤❡ ✷❉ ●■❲❆❳❙ ✐♠❛❣❡)✳ ◆♦ ♠♦❞✐✜❝❛-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ )❝❛--❡+✐♥❣

♣❛--❡+♥) ✇❡+❡ ♦❜)❡+✈❡❞ ❢♦+ ✜✈❡ ❝♦♥)❡❝✉-✐✈❡ ❛❝^✉✐)✐-✐♦♥) ❛❧❧♦✇✐♥❣ ✉) -♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ -❤❛- -❤❡

)❛♠♣❧❡) ❛+❡ )-❛❜❧❡ -♦ +❛❞✐❛-✐♦♥ ❞❛♠❛❣❡ ❞✉+✐♥❣ ♠❡❛)✉+❡♠❡♥-)✳ ❚❤❡ )❝❛--❡+✐♥❣ ✈❡❝-♦+  

✇❛) ❞❡✜♥❡❞ ✇✐-❤ +❡)♣❡❝- -♦ -❤❡ ❝❡♥-❡+ ♦❢ -❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥- ❜❡❛♠ ❛♥❞ ❤❛) ❛ ♠❛❣♥✐-✉❞❡ ♦❢

q = (4π/λ)sin(θ)✱ ✇❤❡+❡ 2θ ✐) -❤❡ )❝❛--❡+✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ❛♥❞ λ ✐) -❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣-❤ ♦❢ -❤❡ ❳✲+❛②

❜❡❛♠✳

❚-❛♥;♠✐;;✐♦♥ ❊❧❡❝*-♦♥ ▼✐❝-♦;❝♦♣② ✭❚❊▼✮ ❚❤❡ ✺✵ -✐♠❡) ❞✐❧✉-❡❞

P❊❉❖❚✿♣♦❧②❡❧❡❝-+♦❧②-❡ ❞✐)♣❡+)✐♦♥) ✇❡+❡ ❛❧❧♦✇❡❞ -♦ ❞+② ❛- +♦♦♠ -❡♠♣❡+❛-✉+❡ ♦♥

❋♦+♠✈❛+ ❝♦❛-❡❞ ❚❊▼ ❣+✐❞)✳ ■♠❛❣✐♥❣ ✇❛) ♣❡+❢♦+♠❡❞ ♦♥ ❛ ❍✐-❛❝❤✐ ❍✼✻✺✵ ❡❧❡❝-+♦♥

-+❛♥)♠✐))✐♦♥ ♠✐❝+♦)❝♦♣❡ ♦♣❡+❛-✐♥❣ ❛- ✽✵❦❱✳

❚❊▼ ✐♠❛❣✐♥❣ ✇❛* ♣❡-❢♦-♠❡❞ ❛1 1❤❡ ❇♦-❞❡❛✉① ■♠❛❣✐♥❣ ❈❡♥1❡- ✭❯▼❙ ✸✹✷✵ ❈◆❘❙ ✲

❯♥✐✈❡-*✐1② ♦❢ ❇♦-❞❡❛✉① ✴ ■♥*❡-♠ ❯❙✹✮ ✇✐1❤ 1❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❙✳ ▲❛❝♦♠♠❡✳

❯❱✴❱✐; ❛♥❞ ❘❛♠❛♥ ❙♣❡❝*-♦;❝♦♣② ❯❱✴❱✐) )♣❡❝-+❛ ✇❡+❡ +❡❝♦+❞❡❞ ❢+♦♠ -❤❡ ❞+②

P❊❉❖❚✿♣♦❧②❡❧❡❝-+♦❧②-❡ ✜❧♠) ♦♥ ❣❧❛)) ✇✐-❤ ❛ ❣❧❛)) +❡❢❡+❡♥❝❡ )❛♠♣❧❡ ❢♦+ ❜❛❝❦❣+♦✉♥❞
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