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Résumé

La dualité et la robustesse sont des outils essentiels dans les processus d’aide & la
décision. Cette thése porte sur trois thémes : dualité et régularisation en convexité
généralisée, dualité en optimisation convexe conique a données incertaines, et la

maximisation du rayon de robustesse en optimisation continue.

Concernant la dualité et la régularisation de fonctions numériques a valeurs réelles
étendues, deux points de vue sont considérés : 'approche par les niveaux et ’ap-
proche par les épigraphes. On étend ainsi a la convexité généralisée des résultats
récents concernant le passage de la dualité quasi-convexe a la dualité convexe. On
applique cette théorie & un probléme d’optimisation pour déduire un résultat de

dualité forte.

Concernant la dualité en optimisation convexe conique & données incertaines, on
consideére les notions de pire valeur et de valeur robuste d’un probléme d’optimisation
conique & données incertaines. On donne une condition nécessaire et suffisante pour
I’égalité entre la pire valeur et la valeur robuste de ce probléme avec exactitude de
la pire valeur. On déduit une condition suffisante permettant d’obtenir la propriété
de dualité robuste forte pour ce probléme.

La derniére partie de ce travail porte sur une étude du probléme de maximisation du
rayon de stabilité. On définit le rayon de robustesse pour un probléme de décision
en milieu incertain, et on établi certaines de ces propriétés analytiques (concavité et
semi-continuité). La contrepartie robuste d’un probléme d’optimisation & données
incertaines au sens du rayon de robustesse est introduite. On montre le lien en termes
d’ensemble de solutions optimales entre la contrepartie robuste au sens du rayon
de robustesse et celle au sens de 'optimisation robuste d’'un probléme incertain
d’optimisation continue. Un modéle générique du probléme de maximisation du
rayon de robustesse regroupant une large classe de cas pratiques est proposé. On
examine ce modeéle dans un cas polyédral, dans le cas de la régression linéaire puis
dans un cas quadratique. Notre stratégie dans ces différents cas, consiste a expliciter
le rayon de robustesse et /ou a transformer le probléme de maximisation du rayon de
stabilité en un programme tractable. Une application a un probléme de conception
d’antenne circulaire est proposée dans le cas de la régression et une application au

calcul d’un estimateur robuste est proposée dans le cas quadratique.
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Abstract

Duality and robustness are two important tools in decision making process. This
thesis deals with tree topics : duality and regularity in generalized convexity, duality
for an uncertain convex conical optimization problem, maximization of the stability

radius.

Concerning the duality and regularity of the extended real-valued functions, two
points of view are considered : the sub-level set approach and the epigraphical ap-
proach. We then extend some recent results concerning the passage from the quasi-
convex duality to convex duality to the generalized convexity. We apply this theory
to an optimization problem to derive a strong duality property for this problem.

Concerning the duality for an uncertain convex conical optimization problem, we
consider the notions of worst value and robust value of an uncertain convex conical
optimization problem. We give a necessary and sufficient condition to obtain the
equality between the robust value and the worst value with exactness for the worst
value. We derive a sufficient condition to obtain a robust strong duality property for

this problem.

The last part of this work is devoted to the study of the problem of maximization
of the stability radius. We define the stability radius for a decision problem under
data uncertainty, and prove some of its analytical properties (e.g concavity and up-
per semi-continuity). The robust counterpart of an uncertain optimization problem
according to the stability radius is introduced. We study the relation between the
solution set of this counterpart and the solution set of the robust counterpart ac-
cording to the robust optimization approach. We propose a generic model of the
maximization of stability radius which covers a large class of applications. We study
this problem in a polyhedral case, in the case of regression and in quadratic case.
In each case, we compute the stability radius and/ or transform the problem of
maximization of the stability radius to a tractable problem. An application to a
circular antenna design problem is given in the regression case, and an application

to compute a robust estimator is provided in the quadratic case.
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v(2)
Argmin(2?)
Argmax(2)
s.l.c

Glossaire

ensemble (¢, P)-élémentaire

opérateur de fermeture associé a la famille d’ensembles (¢, P)-élémentaires
I'.-régularisée de la fonction h

(¢, P)-régularisée par niveaux de la fonction h

(¢, P)-régularisée épigraphique de la fonction h

ensemble des fonctions c-réguliéres de U a valeurs dans R

ensemble des fonctions convexes propres s.c.i de U & valeurs dans R
ensemble des sous-ensembles (¢, P)-réguliers de U

ensemble des fonctions (c, P)-réguliéres par niveaux définies sur U dans R
ensemble des fonctions (¢, P)-épi-réguliéres définies sur U a valeurs dans R
ensemble des fonctions linéaires continues de F dans H

ensemble des fonctions continues de U dans R

polarité associée a l'opérateur de fermeture (). p

polarité duale de la polarité A, p

c-conjuguée de la fonction h par rapport au couplage ¢
c-biconjuguée de la fonction A par rapport au couplage ¢

domaine effective de la fonction A

épigraphe de la fonction h

graphe de la fonction h

S-épigraphe de la fonction vectorielle g

S-tranche inférieure de niveau y de la fonction vectorielle g

tranche inférieure de niveau ¢ de la fonction h

tranche supérieure de niveau ¢ de la fonction h

tranche de niveau t de la fonction h

tranche inférieure stricte de niveau ¢ de la fonction A

tranche supérieure stricte de niveau t de la fonction h

fonction indicatrice de I’ensemble A

fonction support de I’ensemble A

fonction vallée de I’ensemble A

polaire de I'ensemble A

enveloppe convexe de ’ensemble A

ensemble des points extrémaux de A

boule unité fermée

sphére unité fermée

projection canonique de X x Y sur X

identité de X

ensemble des sous-ensembles de X

valeur du probléme d’optimisation (&)

ensemble des solutions optimales du probléme de minimisation (42)
ensemble des solutions optimales du probléme de maximisation (£2)
sous les contraintes
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Introduction générale

La dualité et la robustesse sont des outils dont I'importance n’est plus a démontrer
en optimisation, en économie, en mécanique, en théorie des jeux, en conception,
en controle, etc. Ce travail apporte une contribution en trois points sur ces deux
notions : dualité et régularisation en convexité généralisée, dualité en optimisation
convexe conique a données incertaines, maximisation du rayon de robustesse en

optimisation continue.

0.1. Dualité et régularisation en convexité généralisée : des niveaux aux
épigraphes

Dans larticle |73], M. Volle et ces collaborateurs ont explicité le passage de la dualité
quasi-convexe a la dualité convexe dans le cas des fonctions evenly quasi-convexes
et evenly convexes. On propose ici une approche générale de la méthodologie déve-
loppée par ces auteurs.

Etant donné une fonction ¢ : U x V - R dite de couplage oit U et V sont deux
ensembles non vide, une partie non vide P de R, principalement P = R,, P» = Rz,
P; =R*, P, = {0}, la notion clé est celle d’ensemble (¢, P)-élémentaire :

(0.1) El ={ueU | r—c(u,v) e P},

et la notion d’ensemble (¢, P)-régulier qui en découle, & savoir les intersections d’en-
sembles (¢, P)-élémentaires. La (¢, P)-enveloppe d’une partie A de U est l'inter-
section des ensembles (¢, P)-élémentaires (ou réguliers) contenant A, notée (A). p,
généralisant notamment ’enveloppe evenly convexe et 1’enveloppe coaffine dans un
espace vectoriel topologique, 'enveloppe convexe fermée et I'enveloppe affine fer-
mée dans un espace vectoriel topologique localement convexe, la fermeture topo-
logique ('adhérence) dans un espace métrique, ... On décrit et compare (A). p,,
i=1,2,3,4 (Proposition 2.2.6, Corollaire 2.2.1, Proposition 2.2.8). Le lien entre la
(¢, P)-enveloppe des ensembles et la I'-régularisée des fonctions par rapport a un
couplage ¢ (ou associé a c¢) est précisé par I'intermédiaire des fonctions indicatrices
(Proposition 2.2.9, Théoréme 2.2.2 , Corollaire 2.2.2).

On s’intéresse a la classe des fonctions dont les tranches inférieures larges sont fer-
mées pour opérateur (). p. On définit alors la (¢, P)-régularisée hiler par niveaux

ix



d’une fonction h: U - R. On donne plusieurs expressions de hi'er (Théoréme 2.3.1,
Corollaire 2.3.1, Proposition 2.3.6) que I'on caractérise aussi comme la biconjuguée
de h par rapport a un couple de polarités duales (A, A*) associé¢ a Uopérateur (). p.
S’agissant de définir la régularisée épigraphique d’une fonction h: U - R, on travaille
naturellement avec le couplage ¢: (U xR) x (V xR) - R,

(0.2) é((u,r), (v,8)) = c(u,v) +rs,

et les ensembles élémentaires (resp. réguliers) correspondants. On définit ainsi les
fonctions (¢, P)-épi-réguliéres comme celles dont I’épigraphe est (¢, P)-régulier, et la
(¢, P)-épi-régularisée de h, notée hl'aP. On obtient des formules explicites de hiep;
pour i = 1,2,3,4 (Théoréme 2.4.1, Théoréme 2.4.2, Théoréme 2.4.3 ). On montre
(Théoréeme 2.4.5) que la (¢, P;)-épi-régularisée de h coincide avec la biconjuguée de

h relative & un couplage v; approprié :
(0.3) hOer: = pyvi - =1,2,3,

généralisant ainsi des résultats obtenus dans [73], Théorémes 3.1 et 6.1, et dans [70]
Théorémes 4.2 et 5.2.

Concernant le passage de la régularisation par niveaux a la régularisation épigra-
phique, on associe & chaque fonction h: U — R, la fonction H : U x R - R définie
par H(u,t) = h(u) —t. On établit (Théoréme 2.5.1) que h est (¢, P)-épi-réguliére si
et seulement si H est (¢, P)-réguliére par niveaux, si et seulement si H est (¢, P)-
épi-réguliére, ou

c:(UxRxR)x(VxRxR)—R est le couplage défini par :

(0.4) ‘c((u,t,t"), (v,s,8)) =é((u,t),(v,8)) +t's" = c(u,v) +ts +t's’.

Des formules sont établies entre la biconjuguée par niveaux de H et la (¢, P;)-épi-
régularisée de h pour i = 1,2,3,4 (Théoréme 2.5.2).

On exploite les résultats ci-dessus pour obtenir un théoréme de dualité forte (Théo-
réme 2.6.1) dans le cas des problémes d’optimisation paramétrés (approche per-

turbationnelle par niveaux). On termine par une application au cas spécifique des

problémes d’optimisation evenly quasi-convexe (Corollaire 2.6.1 et Corollaire 2.6.2).
0.2. Dualité en optimisation convexe conique & données incertaines
On considére le probléme d’optimisation convexe conique incertain suivant
(P) inf f(x) sle.  gu(x)e-S,
x

ol u désigne le paramétre incertain appartenant a U 'ensemble des incertitudes,
X et Y sont deux espaces vectoriels topologiques localement convexes et séparés,
f + X = R une fonction convexe propre semi-continue inférieurement, S c Y, un

X



cone convexe fermé non vide, et pour tout u € U, la fonction ¢, : dom g, c X - Y
est S-convexe fermée par niveaux ou par épigraphe.

On associe au probléme (P) d’une part sa contrepartie robuste (|7],[8],[10]) définie

par :
(RP) irxlff(x) s.l.c. gu(x) €=S |, Yuel,
et d’autre part, son dual optimiste ([5], [14],[47],[49]) défini par
(ODP) (s% inf {f(@)+ Agu(2)}  sle (u,A)eUxS*.

On introduit le probléme d’optimisation

(Q) sup igf{f(x) sle.  gu(z)e-S} slec wuel.
On montre que

(0.5) sup(ODP) <sup(Q) < inf(RP).

Lorsque le sup (respectivement l'inf) est atteint, on dit qu’il est exact et on note
max (respectivement min).
A T'aide d’exemples, on montre que les inégalités dans (0.5) peuvent étre strictes.

On donne une condition nécessaire et suffisante permettant d’obtenir
(0.6) max(Q) = inf(RP),
puis on déduit de ce résultat, une condition suffisante pour obtenir

(0.7) max(ODP) = inf(RP).

0.3. Maximisation du rayon de stabilité en optimisation continue

Dans la plupart des modeéles intervenant dans les domaines tels que la recherche
opérationnelle, 'optimisation, la conception, la fiabilité, etc, les données peuvent étre
incertaines (incertitude due & des erreurs de mesure ou de modélisation par exemple).
Dans un travail ([21]), M. Ciligot-Travain présente une notion de robustesse pouvant
servir a 1’étude de ces modéles incertains. Dans cette partie, on s’intéresse a cette
notion de robustesse dans le cas de 'optimisation continue. Cette partie est organisée
comme suit.

Dans le chapitre 4, section 4.1, on décrit de facon un peu abstraite un modéle de
prise de décision en environnement incertain. On montre qu’en enrichissant un peu ce
modeéle, on se raméne & un probléme de maximisation d’un indicateur de robustesse
appelé rayon de stabilité ou de robustesse. En utilisant cette notion d’indicateur
de robustesse, on définit la contrepartie robuste au sens du rayon de stabilité d’'un
probléme d’optimisation a données incertaines.
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Dans la section 4.2, on considére le rayon de robustesse défini a la section 4.1 comme
fonction d’une variable de décision et d'une variable incertaine. On met un peu
de structures sur I'ensemble de décision et / ou d’incertitude, afin d’étudier des
propriétés de concavité et de semi-continuité supérieure de I'indicateur de robustesse.
Dans la section 4.3, on considére un probléme d’optimisation continue a données in-
certaines, on lui associe sa contrepartie robuste définie a la section 4.1 (Optimisation
de la robustesse). On rappelle qu’a un probléme d’optimisation & donnée incertaines
est associé une contrepartie robuste basée sur la méthode du pire des cas (Optimi-
sation robuste). On se pose la question de savoir s’il y a égalité entre I’ensemble
des solutions robustes au sens du rayon de robustesse et I’ensemble des solutions
robustes au sens du pire des cas. On donne une réponse a cette question en utilisant
la notion d’inverse généralisée d’une fonction croissante.

Dans le chapitre 5, section 5.1, on propose un modéle générique du probléme de
maximisation du rayon de robustesse qui couvre un grand nombre de cas pratiques
dont la contrepartie robuste au sens du rayon de robustesse d’un probléme d’opti-
misation a données incertaines. On établie la quasi-concavité et la semi-continuité
supérieure du rayon de robustesse pour ce modéle générique.

La section 5.2 porte sur ’étude du modele générique dans un cadre polyédral. On
détermine dans ce cas une formule explicite du rayon de stabilité qui montre que le
modéle générique est un programme fractionnaire généralisé. On utilise ces résultats,
pour expliciter la contrepartie robuste au sens du rayon de stabilité d’'un programme
linéaire & données incertaines.

La section 5.3 est consacré a 1’étude du modéle générique dans un cadre quadratique.
Dans ce cas, nous n’avons pas de formule explicite du rayon de stabilité. Cependant,
en utilisant d’une part le S-lemma, et d’autre part des techniques de minimisa-
tion de fonctionnelle quadratique, on transforme le modéle qui était un probléme
d’optimisation semi-infinie (une infinité de contraintes) en probléme d’optimisation
"tractable". Par un changement de variables de type Charnes-Cooper, on transforme
ce programme "tractable" en un probléme de programmation semi-définie positive.
On montre qu'une seconde réduction de la taille des matrices apparaissant dans
des contraintes de ce dernier programme est possible et peut avoir une importance
d’un point de vue numérique. On termine cette section par une illustration de nos
résultats sur un probléme de calcul d’estimateurs robustes.

Dans le chapitre 6, on applique la méthode du rayon de stabilité pour étudier un
probléme de régression a données incertaines. On montre que la contrepartie robuste
au sens du rayon de stabilité de ce probléme est un programme fractionnaire en dé-
terminant une formule explicite du rayon de stabilité. On transforme ce programme

fractionnaire en un probléme d’optimisation convexe en utilisant les techniques de

xii



changement de variables de Charnes-Cooper. On note également que dans certains
cas, ce probléme convexe se raméne a un programme linéaire par ’ajout de nou-
velles variables. On illustre nos résultats sur un probléme de conception d’antenne

circulaire.
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Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre nous faisons un rappel de quelques notions utiles pour la suite de
ce meémoire.

1.1. Notations ensemblistes

Si X et Y sont deux ensembles, on note Ilx,y_x et I[lx,y_y les projections cano-
niques :
XxY - X, XxY =Y,
HXxY—»Y =
(z,y) —z, (z,y) > v.
On note Iy l'identité de X, 2X I’ensemble des parties de X.
Si A est une partie d'un ensemble X indiqué par le contexte, A¢ = {x € X |z ¢ A}
est le complémentaire de A dans X.

HXxY—»X = {

On note
R=[-00;+c0]; R*=R~{0}; R, =[0;+00[; R_=]-00;0];
R =[0;+00];  R-=[-00;0]; R} =]0;+00[; R =]-00;0[.
Etant donné une fonction h: U — R, ot U est un ensemble, on utilisera les notations
et définitions classiques ci-dessous :
dom h:={ueU | h(u) < +o0}, le domaine effectif de h,
epih:={(u,t) e U xR | h(u) < t}, épigraphe de h,
gr h:={(u,h(u)) | ue U}, le graphe de h
[h<t]:=={uelU | h(u) <t}, la tranche inférieure de niveau t de h,
h>t]:={ueU | h(u) > t}, la tranche supérieure de niveau t de h,
h=t]:={ueU | h(u) =t}, la tranche de niveau ¢ de h,
h<t]:={ueU | h(u) <t}, la tranche inférieure stricte de niveau t de h,
h>t]:={ueU | h(u) >t}, la tranche supérieure stricte de niveau t de h.
Soit f: X — R (resp. f: X — R,) une fonction .

Si on considére le probléme de minimisation

— e

[
[
[
[

(Pmin) Minimiser f(z), x¢€X,

on note v(Puw) = infr{f(z)|z € X} [resp. v(Pun) := infg {f(x) |z e X}] la
valeur du probléme (P, ) et
Argmin( Py ) = {z e X|Vze X, f(2) < f(2)}
1



I’ensemble des solutions de (Pyin)-

Si on considére le probléme de maximisation
(Prax) Maximiser f(z), =z €X,

on note v(Pax) = supg{f(z) |z € X} [resp. v(Piax) = supg, {f(x) |z e X} la
valeur du probléme (Ppax) et

Argmax( Pax) = {j e X | Vee X, f(z) < f(f)}

I'ensemble des solutions de (Ppax).

1.2. Schéma de dualité perturbationnelle

En mathématique, la dualité regroupe I’ensemble des techniques permettant d’ex-
primer de fagon équivalente un concept. Elle est par exemple utilisée en optimisation
pour associer & un probléme d’optimisation un autre probléme d’optimisation appelé
son dual dont la valeur est une minorante de celle du primal. En général, la ques-
tion est de savoir quand avons nous 1’égalité entre les valeurs des deux problémes
et comment passer de ’ensemble des solutions optimales de I'un a celui de I'autre.
Une méthode de construction du dual est la dualité perturbationnelle qui utilise la
conjugaison de Legendre-Fenchel.

1.2.1. Conjugaison de Legendre-Fenchel

Dans cette sous—section, on note X et Y deux R-espaces vectoriels mis en dualité
par une forme bilinéaire (.,.); selon la terminologie de Bourbaki ([53]), cela signifie
que les axiomes de séparation suivants sont vérifiés :

pour tout z non nul dans X, il existe y € Y tel que (x,y) #0

(1.1) pour tout y non nul dans Y, il existe x € X tel que (x,y) # 0.

Une topologie localement convexe sur X (resp. sur Y') est dite compatible avec la
dualité si, pour cette topologie, ’ensemble des formes linéaires continues est constitué
par les fonctions (.,y), y € Y (resp. les fonctions (z,.), z € X). Les axiomes de
séparation (1.1) impliquent, d’une part qu'une telle topologie est séparée, d’autre
part que chaque forme linéaire continue est représentable de la sorte d’une seule

maniere.

Exemple 1.2.1. L’exemple le plus usuel d’espaces vectoriels en dualité est obtenu
en prenant pour X un espace vectoriel muni a priori d'une topologie localement
convexe séparée et pour Y son dual topologique (ensemble des formes linéaires conti-

nue sur X).



Définition 1.2.1 (fonction affine continue).

Les fonctions affines continues par exemple sur X, s’écrivent sous la forme
(1.2) e (x,y)-r, ouyeY etrelR.

Soit A : X — R une fonction numérique réelle a valeurs étendues, la fonction affine
continue écrite en (1.2) est une minorante de h si et seulement si

(1.3) r>sup{(z,y) - h(zx)}.

zeX
Cela conduit & s’intéresser a la fonction définie sur ’espace Y par le second membre
de (1.3) :
Définition 1.2.2 (Legendre-Fenchel-Moreau).
Pour toute fonction h : X - R, on appelle fonction conjuguée de h, la fonction
h*:Y = R définie pour tout y €Y par

(1.4) B () = sup{(. ) - ().
I1 résulte immédiatement de (1.4), que pour toute fonction h: X — R, on a
(15) V.Z’EX, VyE}/a h*(y)2<$,y>—h($),

appelée inégalité de Young-Fenchel.
Par un raisonnement analogue sur Y, on définit la conjuguée d’une fonction £ : Y —
R, par la fonction k* : X - R définie en tout z € X par :

(1.6 b (@) = sup{(a. ) = k(y)
ye
Cela montre que 'on peut définir la conjuguée de la fonction h*, notée h** par
(1.7) h*: X >R, x»sug{(x,y)—h*(y)}.
ye

La fonction h** s’appelle la biconjuguée de la fonction h.
Notons que ce schéma montre clairement que pour toute fonction h: X - R, on a :

(1) hx—x—* — h*,
(2) h** <h (d’apres (1.7) ),
(3) si dom h # @ alors h*(y) > —o0, Vy e Y (d’aprés (1.4)).

1.2.2. Méthode de construction du dual perturbationnel [13, 62]

Considérons le probléme de minimisation suivant
(2) Minimiser f(z), slc zelX,

ott X est un R-espace vectoriel topologique et f: X — R est une fonction.

3



On se donne un autre R—espace vectoriel topologique Y (appelé espace des pertur-

bations) et une fonction F: X xY — R vérifiant
(1.8) F(z,0y) = f(z), VzeX.

La fonction F' s’appelle fonction de perturbation associée au probléme (£2).
Il résulte immédiatement de (1.8) que le probléme (&) s’écrit aussi

(2) Minimiser F'(z,0y), slc zeX.
On appelle dual perturbationnel du probléme (&), le programme suivant
(2) Maximiser — F*(0x«,y*), s.lc y*eY™,

ot F*: X* xY* > R est la conjuguée de Legendre-Fenchel de F.
D’aprés 'inégalité de Young-Fenchel (1.5), pour tout z € X et pour tout y* € Y*, on

a

F(J],Oy) + F*(Ox*,y*) > (J/’,Ox*) + (Oy,y*> =0 < F(ZL’,OY) > —F*(Ox*,y*).
D’ou
(1.9) —00 <V(Z) <v(P) < +00.

La propriété (1.9) s’appelle la dualité faible. 11 existe dans la littérature plusieurs
types de conditions de qualification pour obtenir 1'égalité v(2) = v(Z?) avec le dual
admettant au moins une solution optimale.

Exemple 1.2.2 (dual d’'un probléme conique). Supposons que le probléme (&?)

prenne la forme suivante
(Z.) Minimiser f(z), slc zeCet g(z)e-K,

ou f: X - R est convexe, C' c X est un convexe, K est un céone convexe fermé
non vide de Y un R-espace vectoriel topologique et g : X — Y est une fonction
K-convexe dans le sens que

(1.10) g Az +(1-XN)z")=Ag(x) - (1-Ng(z') e K, Va,z' e X, VA€]0;1][.

Le probléme (Z2.) est un probléme d’optimisation convexe conique.
On associe au probléme (Z,), la fonction de perturbation F : X x Y — R, définie
par
f(x) sizeCety-g(x)eK
F(z,y) =
+oo  sinon.

4



Par un calcul élémentaire, on obtient pour y* € Y*,

inf{f () +(g(x),y")} siy*eK*
~F*(0x+,y") =
—00 sinon ,
ou
K*={y"eY" | (y,y7) 20, Vye K},

désigne le cone polaire du cone K. Le dual perturbationnel correspondant est alors

défini par
(2.) Maximiser 1n£{f(x) +{g(x),y*)}, slc y*eK™.

1.3. Changement de variables de Charnes—Cooper

Le changement de variables de Charnes-Cooper a été introduit initialement en 1962
par A. Charnes et W.W. Cooper dans [20] pour transformer un programme de
maximisation d’un quotient de fonctions affines sous des contraintes affines en un
programme linéaire. Il a été généralisé au cas non affine en 1973 par S. Schaible dans

[64]. Nous rappelons cette technique en reprenant les démonstrations.

1.3.1. Notations

Soient X un R-espace vectoriel, S c X et h: S — R une fonction. On pose
S = {(y,t) eXxR|t>O,% € S} - {t(y,l)’t>0,y65}.
et on définit 2: S > R par
V(y,t)eS, h(y,t)=th (%) .
La fonction h est appelée perspective (en anglais) de h dans [45] et [46].

1.3.2. Changement de variables de Charnes-Cooper

Soient .S un sous-ensemble non vide d’un R-espace vectoriel X, f: S >R, ¢g: 5 >R
deux fonctions. On suppose que

VeeS, g(x)>0.

On considére le probléme de programmation fractionnaire suivant :

(2) Maximiser ;Ei;, res.

On pose

S.=S5n[g=1].
5



et on considére le probléme d’optimisation

(2.) Maximiser f(y,t), (y,t)e€S-.

L’application T': S — S_ définie par

T 1
(C.C.T) T(x)= (—, —)
9(z) g(x)
s’apparente au changement de variables de Charnes-Cooper. C’est une bijection et
sa bijection réciproque est définie par

- Y
T (o) — 2,

On a pour tout z € S et tout (y,t) € S-

_f(=)
g(z)’

On déduit de ce qui précede le résultat suivant :

(T (x)) LF(T 7 (y: ) = [y, 1).

Lemme 1.3.1. Les problemes () et (2-) ont la méme valeur optimal et
T (Argmax(2)) = Argmax(2.).
Puisqu’il n’y a pas de restriction de signe sur la fonction f, alors le Lemme 1.3.1

reste vrai pour un probléme de minimisation.

1.3.3. Compléments

Soient E un R-espace vectoriel, C'c E et F,G : C' > R deux fonctions telles que
G(z) >0, VzeC. On suppose que

Vr>0,VzeC, 712€C, F(12)=7F(2)et G(12)=7G(z).

On pose
C.=Cn[G=1], C.=Cn[G<1],

et on considere les problémes d’optimisation

(2.) Maximiser F(z), zeC.,
et
(2.) Maximiser F'(z), zeC..

Lemme 1.3.2. Si la fonction F' est positive sur C' alors les problemes (P-) et (P<)

ont la méme valeur optimale. De plus, st F' n’est pas la fonction nulle,

Argmax(Z.) = Argmax(Zs).
6



Preuve. D’abord, C. c C< donc v(£.) <v(Zs).
Soit z € C, alors 0 < G(z) <1 et, en posant 7 =1/G(z), G(7z) =1, donc 7z € C_ et,
comme 7> 1 et F'(z) >0,

F(z)<7F(z)=F(rz2).
On a donc F(z) <v(Z-) pour tout z € Cc d'on v( ) <v(L2).

Si z € Argmax(Z2.) c C< et z € C¢ alors, en reprenant ce que I'on a fait ci-dessus, en
posant 7 = 1/G(z), Tz € C- et

F(z)< F(rz) < F(2).
On en déduit que z € Argmax(Z). Ceci montre que
Argmax(Z2.) c Argmax(Zs).
Si z € Argmax(Z.). Soit T =1/G(z). On a 7 > 1. D’autre part, 7z € C_ c C donc
TF(z)=F(72) < F(%).

Comme F' est positive et n’est pas la fonction nulle, alors F'(z) > 0, donc 7 < 1.
Finalement 7 =1, zZ € C_ et z € Argmax(Z2.), d’on

Argmax(Z.) c Argmax(Z.).

On reprend les notations de la sous-section précédente. On note
S.=Sn[g<1].

On considére le probléme

(2.) Maximiser f(y,t), (y,t)e€S-.

On en déduit directement de ce qui précéde le lemme suivant :

Lemme 1.3.3. On a toujours v(22.) = v(2.). De plus, si f est positive et n'est
pas la fonction nulle alors

Argmax(2.) = Argmax(2.).

1.4. Autour du S-lemma

1.4.1. Notations
Si (Hy,(.,-)1), (Ha,(.,.)2) sont deux espaces de Hilbert, on munit H; x Hy du produit
scalaire (7 )1’2 : (Hl X HQ) X (Hl X HQ) -R:

<(Ul, Uz)a (Ub U2)>1,2 = (U1, U1)1 + (U2,U2)2-

7



Etant donnés A; : H; - H; linéaire auto-adjoint, A, : Hy - H, linéaire auto—adjoint,

A, B*
B A, |’

la forme quadratique définie sur H; x Hy par

B : H, - H, linéaire, on notera

(v,u) = (Ayv,v)1 + 2(Bv,u)s + (Asu, u)s,
ou B* désigne I'adjoint de B.
Soit une fonctionnelle quadratique f: v — (Av,v)+2(b, v)+c sur un espace de Hilbert

(H,{(.,.)), alors la forme quadratique associée a cette fonctionnelle quadratique est

la forme quadratique définie sur H x R par

(1.11) f(v,5) = (Av,v) +2s(b,v) + cs”
On a:
(1.12) >0« f>0.

Preuve. Si f >0, il est immédiat en prenant s =1 que ’on obtient f > 0.
Réciproquement, supposons que f > 0. Soit s # 0 et v quelconque, on a

sgf(g) = (Av,v) +25(b,v) + cs* = f(v,5s) >0

Maintenant quand s — 0, s # 0, s2f(v/s) - f(v,0) avec s2f(v/s) >0 donc f(v,0) >
0. U

1.4.2. Minimisation d’une fonctionnelle quadratique

Soit une fonctionnelle quadratique v — (Av,v) + 2(b, v) + ¢ sur un espace de Hilbert
(H,(.,.)). L'opérateur A est supposé linéaire, auto-adjoint et continu. On sait que
(voir par exemple [17] Corollaire I1.17 ) :

H=ker A®TmA.
Donc l'opérateur Alj—:Im A - Im A est une bijection, on note
Al = A :Tm A —Tm A

I'opérateur inverse. On suppose que Im A est fermé (opérateur AT : Im A - Im A

est alors continu, auto—adjoint). On a :

—00 si A}O0,
in}fl(Av,v)+2(b,v)+c: —00 siA>0etb¢ImA,
—(ATh,b) +¢ si A>0 et belmA.

Le résultat suivant est alors immeédiat.



Proposition 1.4.1. Soit (H,(.,.)), un espace de Hilbert. Soient A : H - H un

opérateur linéaire continu, auto—adjoint, be H et ce R. Alors

A>0,belmA
VEEH, (AEE)+2(b€)+c20 =
c—(A7b,b) > 0.
1.4.3. Schur Complement Lemma

Proposition 1.4.2. Soient (Hy,(.,.)1), (Hs,(.,.)2) deuzx espaces de Hilbert de di-
mension finie, P: Hy — Hy linéaire auto—adjoint, R: Hy — Hy linéaire auto—adjoint,
Q : H, — Hy linéaire. Alors
* R>0,1 ImR
(1.13) PO,y |20 Im@cin
Q R P-Q*R'Q>0.

Preuve. En effet

lg %*]ZO@V(%U)EHlXHL (Pu,u) +2{Qu, v) + (Rv,v) 2 0,

—=VYueH;, R>0,QuelmR et (Pu,u)- (R Qu,Qu)>0,
— R>0, ImnQcImRet P-Q*R'Q >0.
[
Soient (H,(.,.)) un espace de Hilbert et |.| la norme associée a (.,.). Soient ¢ € R,
y € H. On utilise le (1.13) avec H; =R, Hy = H, P =tIr (que l'on désignera par t),
Q : s > sy (que 'on désignera par y et on a alors Q* : v - (y,v) que l'on désignera
par y*), R =1tIg. Alors on obtient

t oy tly >0,yetH
>0 <=
y tly t—{y, (t1g)y) > 0,

1
< [t=0et y=0] ou [t>Oett—¥||y||220].

Finalement, pour tout te R, y € H,
y tly

Soient t € R, y € H. On utilise le (1.13) avec H; = R, Hy = H, P = tIg (que 'on

désignera par t), @ : s - sy (que l'on désignera par y et on a alors Q* : v - (y,v)

(1.14) ||y|£t<=>lt Y ]zo.

que l'on désignera par y*), R =1y. Alors on obtient

t y*
1.15 Z<t > 0.
(115) e

Soient t € R, y € H. On vérifie sans peine que

( t—l)H<t+1
Y, 5 ST

9
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1.4.4. S-lemma
Soit (H,{.,;)) un espace de Hilbert.

Théoréme 1.4.1 (S-lemma, [39], Theorem 2.1). Soit s; : H - R, i = 1,2, deux
fonctionnelles quadratiques de la forme s; : & - 5(S:&,&) +(di, &) + e, S;: H > H
linéaire continu et auto—adjoint, d; € H et e; € R, i = 1,2. Supposons qu’il existe
&, € H tel que s9(&,) > 0. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) V§EH7 52(5)20251(5)207
(2) 3AN20: VEe H, s1(&)—As2(€) 0.
De plus, s’il existe £ tel que s1(£-) <0, alors A > 0.

1.5. Formule d’Ascoli

Soit (U, d) un espace métrique. Rappelons que pour tout A c U, la distance a A est
I'application d(.,A) : U - [0, +o0] définie par

(1.17) d(u, A) = inffld(u, a), Yuel.

Pour u e U et p >0, on note By(u, p) la boule fermée de centre u et de rayon p pour

la distance d définie par

(1.18) Ba(u,p) ={veU | d(u,v) < p}.
Lemme 1.5.1. Pour toutaeU et AcU, on a

(1.19) d(a,A¢) =sup{p>0 | By(a,p)c A},

ot A¢ désigne le complémentaire de A dans U.

Preuve. Notons Ay :={p>0 | By(u,p) c A}. Si d(a, A¢) = +o0 alors A =U et

sup A4 = +00. Supposons que d(a, A¢) < +o0. Pour tout p >0, on a
d(a, A®) < p <= By(a,p) N A° + @,

ce qui est équivalent a

(%) d(a, A°) > p <= By(a, p) c A.

Par conséquent, d(a, A¢) est un majorant de A 4. Donc si d(a, A¢) =0 alors Ay =@
et par convention sup Ay = 0. Il reste donc le cas ot 0 < d(a, A°) < +oo. Dans ce
cas, pour tout € > 0 tel que d(a, A°) —€>0, on a d(a, A¢) —e € A4 d’aprés (x). D’ou
sup Ay =d(a, A°). O

Notons que ce résultat reste vrai si on remplace la boule fermée par la boule ouverte.
On suppose que (U, ||.|) est un espace vectoriel normé de dual topologique U* et ()

10



la forme bilinéaire standard entre U et U*. On note |.|* : U* - R, la norme duale
de |.| définie par

Jw*||* = max{u,u*).
luf<1

Soit u* € U* une forme linéaire continue non nulle et o € R. On note
[u')<al={ueU | (wu)<al.

Soit d)| la distance associée & la norme |.||. D’apreés le lemme 1.5.1 , pour tout a € A,
on a

dpy(a,[(-,u") > a]) =sup{p>0 | By (a,p)c[{, u")<a]}.
Par ailleurs, pour tout p >0, on a :
Bay,(a,p) c [(.,u*) <a] <=(a+u,u’) <a, YueU: |ul<p
a,u) +plu,u*) <o, VuelU: |uf <1

a,u*) + pmax{u,u*) <«
Juf<1

{
—(
—(
= (a,u") +plu*]" <o
Il en résulte que

4@, [y > al) =sup{p>0 | {a,u’)+plu|* <}

a—{a,u’)
]

si = {(a,u*)>0

0 si a—(a,u*) <0.
On a ainsi montré le résultat suivant connu sous le nom de la formule d’Ascoli.

Lemme 1.5.2 (formule d’Ascoli). Pour toute forme linéaire continue non nulle

u* € U*, pour tout réel a € R et pour tout a e U, on a :

dyy(a, [(-w) > a]) = %
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I. Contribution a la dualité



Chapitre 2

Dualité et régularisation en convexité généralisée : des
niveaux aux épigraphes

2.1. Introduction

L’article 73] explicite le passage de la dualité quasi-convexe a la dualité convexe
dans le cas des fonctions evenly quasi-convexes et evenly convexes. Ce travail est
consacré a une approche générale de la méthodologie développée dans cet article.

Etant donné une fonction ¢: U x V - R dite de couplage, et une partie non vide P
de R, principalement P; = R,, P, = R%, P; = R*, P; = {0}, la notion clé est celle

d’ensemble (¢, P)-élémentaire :
(2.1) EF ={ueU | r-c(u,v) e P},

et la notion d’ensemble (¢, P)-régulier qui en découle, a savoir les intersections d’en-
sembles (¢, P)-élémentaires. La (¢, P)-enveloppe d’une partie A de U est l'inter-
section des ensembles (¢, P)-élémentaires (ou réguliers) contenant A, notée (A). p,
généralisant notamment ’enveloppe evenly convexe et ’enveloppe coaffine dans un
espace vectoriel topologique, 'enveloppe convexe fermée et l'enveloppe affine fer-
mée dans un espace vectoriel topologique localement convexe, la fermeture topo-
logique (l'adhérence) dans un espace métrique, ... On décrit et compare (A). p,,
i=1,2,3,4 (Proposition 2.2.6, Corollaire 2.2.1, Proposition 2.2.8). Le lien entre la
(¢, P)-enveloppe des ensembles et la I'-régularisée des fonctions par rapport a un
couplage ¢ (ou associé a c¢) est précisé par l'intermédiaire des fonctions indicatrices
(Proposition 2.2.9, Théoréme 2.2.2 , Corollaire 2.2.2).

On s’intéresse a la classe des fonctions dont les tranches inférieures larges sont fer-
mées pour l'opérateur (). p. On définit alors la (¢, P)-régularisée hl)er par niveaux
d’une fonction h: U - R. On donne plusieurs expressions de hilr (Théoréeme 2.3.1,
Corollaire 2.3.1, Proposition 2.3.6) que I'on caractérise aussi comme la biconjuguée
de h par rapport a un couple de polarités duales (A, A*) associé¢ a opérateur (). p.
S’agissant de définir la régularisée épigraphique d’une fonction k : U - R, on travaille
naturellement avec le couplage

¢:(UxR)x(VxR)->R,

(2.2) é((u,r), (v,8)) = c(u,v) +rs,
13



et les ensembles élémentaires (resp. réguliers) correspondants. On définit ainsi les
fonctions (¢, P)-épi-réguliéres comme celles dont 1’épigraphe est (¢, P)-régulier, et la
(¢, P)-épi-régularisée de h, notée h'=r. On obtient des formules explicites de hler:
pour i = 1,2,3,4 (Théoréme 2.4.1, Théoréme 2.4.2, Théoréme 2.4.3 ). On montre
(Théoréme 2.4.5) que la (¢, P;)-épi-régularisée de h coincide avec la biconjuguée de
h relative & un couplage v; approprié :

(2.3) pler = privi =12 3,

généralisant ainsi des résultats obtenus dans [73], Théorémes 3.1 et 6.1, et dans [70]
Théorémes 4.2 et 5.2.

Concernant le passage de la régularisation par niveaux a la régularisation épigra-
phique, on associe a chaque fonction h: U - R, la fonction H : U x R - R définie
par H(u,t) = h(u)—t. On établit (Proposition 2.5.1) que h est (¢, P)-épi-réguliére si
et seulement si H est (¢, P)-réguliére par niveaux, si et seulement si H est (¢, P)-
épi-réguliére, ou ¢ : (UxRxR) x (VxR xR) - R est le couplage défini par :
(2.4) ‘c((u,t,t'), (v,s,8)) =é((u,t),(v,8)) +t's" =c(u,v) +ts +t's’.

Des formules sont établies entre la biconjuguée par niveaux de H et la (¢, P;)-épi-
régularisée de h pour i = 1,2,3,4 (Théoréme 2.5.2).

On exploite les résultats ci-dessus pour obtenir un théoréme de dualité forte (Théo-
réme 2.6.1) dans le cas des problémes d’optimisation paramétrés (approche per-

turbationnelle par niveaux). On termine par une application au cas spécifique des

problémes d’optimisation evenly quasi-convexe (Corollaire 2.6.1 et Corollaire 2.6.2).

2.2. T'-régularisation de fonctions et enveloppe d’ensembles

On commence cette section par un rappel sur la conjugaison au sens de Moreau
([54]). Soient U, V' deux ensembles non vides et ¢: U x V — R une fonction dite de
couplage. Pour toute fonction h: U - R := Ru {—00, +00}, on définit sa c-conjuguée,

notée h¢ par :
(2.5) he(v) :=sup{c(u,v) = h(u)}, VveV.
uelU

De fagon analogue, en échangeant le role de U et V', on définit la c-conjuguée d’'une
fonction k:V - R par :

(2.6) k¢(w) :=sup{c(u,v) — k(v)}, Vuel.
veV
La c-biconjuguée d’une fonction h: U — R est alors donnée par :
(2.7) h(u) = sup{c(u,v) - h°(v)}, VueU.
veV

14



Exemple 2.2.1. Le cas le plus classique est celui ou U est un espace vectoriel
topologique de dual topologique V' et ¢ est la forme bilinéaire standard. On retrouve
dans ce cas la conjugaison de Legendre-Fenchel.

Exemple 2.2.2. Citons quelques autres exemples de fonctions de couplages qui ont

été considérés dans la littérature :
(1) U=V ={(z1,...,xn) e R |21 >0,...,2, >0} et c(u,v) = {HQISI}LUZUJ“ (163]),
(2) (U,d) un espace métrique, >0, V =U et c(u,v) = —ad(u,v), ([41]),
(3) (U,d) un espace métrique, V =U x R* et c¢(u, (v,a)) = —ad(u,v), ([41]),
4 U=V=Rr,0<a<l,>0etc(u,v)=-F|u-v| ([51]),
(5) U un espace topologique, V = € (U, R), 'espace des fonctions réelles continues
sur U et c(u,v) =v(u), ([38],[56]).
Etant donné A c U, la fonction indicatrice de A, notée i, : U - R, est définie par :

0 siueA,
+oo siueU~A.

i) - |

La fonction vallée ([55]) de A, notée ¥4 : U — IR, est définie par :

oo siueA,
oo siueUNA.

Valu) = {;

2.2.1. I'-régularisation des fonctions
La notion de fonction affine continue conduit a la définition suivante :

Définition 2.2.1. On appelle fonction c-élémentaire définie sur U (resp. sur V'),
toute fonction de la forme c(.,v)—r (resp. c(u,.)—r) ovveV (resp. ueU) etreR.
Définition 2.2.2. On appelle fonction c-réguliére toute enveloppe supérieure de

fonctions c-élémentaires.

Il s’agit donc des fonctions de la forme sup{c(.,v;) —7;}, ot J est un ensemble
jed
d’indices, v; € V, r; € R pour tout j € J. Si J = &, on obtient la fonction {-oco}Y.
Par ailleurs, pour tout v fixé dans V', on a
sup{c(.,v) +n} = {+o0}V.

n>1
Ce qui montre que la fonction {+00}V est c-réguliére. Toute fonction c-élémentaire est
évidemment c-réguliére. On note I'.(U) I’ensemble des fonctions c-réguliéres définies
sur U & valeurs dans R.

Définition 2.2.3 ([54]). On appelle c-enveloppe ou I'.-régularisée d’une fonction
h:U - R, Uenveloppe supérieure des minorantes c-élémentaires de h.
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On note hle, la T'.-régularisée de h. Il résulte de la définition 2.2.2 que toute enve-
loppe supérieure de fonctions c-réguliéres est encore une fonction c-réguliére. De ce
fait, hle est 'enveloppe supérieure des minorantes c-régulicres de h, autrement dit
la plus grande fonction c-réguliére qui minore h, et on a h = h'e si et seulement si h
est c-réguliére. On a aussi :
Théoréme 2.2.1 ([54]). La c-enveloppe ou T.-régularisée d’une fonction h:U - R
coincide avec la c-biconjuguée de h : hVe = hee.
Preuve. Pour tout a € U, d’aprés la définition 2.2.3, on a :
h'e(a) =sup{c(a,v) -7 | c(u,v) —r < h(u), Yue U}
vk
=sup{c(a,v) —r | h(v) <r }
vk
=i§5{0(a,v) —inf{r | h*(v) <7}}

=§)161§{C(a,v) - h(v)}
=h(a).
O

Remarque 2.2.1. On sait ([54]) que le théoreme 2.2.1 reste vrai si la fonction c
est & valeurs dans R. Il faut alors interpréter les conjuguées comme suit :

(2.8) he(v) = = inf{h(u) - c(u, v)}
avec les conventions usuelles
(2.9) (+00) = (+00) = (—00) — (=00) = +00.

Nous aurons d’ailleurs a considérer des fonctions de couplage & valeurs dans R dans
les sections 2.3, 2.4 et 2.5.
Il existe une approche équivalente de la dualité convexe généralisée en termes de P-
convexité [30], qui consiste & travailler avec un ensemble U et une classe de fonctions
dc ]P_{U.

2.2.2. Enveloppes d’ensembles

Soit P un sous-ensemble non vide de R. La définition suivante généralise la notion
de demi-espaces.

Définition 2.2.4. On appelle sous-ensemble (¢, P)-élémentaire de U, tout ensemble
de la forme {ueU | r—c(u,v) € P}, ouveV etreR. On le note EL,.

Si P = R alors £, = U pour tout (v,r) € V x R. Dans ce cas, U est le seul
sous-ensemble (¢, P)-élémentaire de U. Les sous-ensembles (¢, P)-élémentaires per-
mettent de définir une notion d’enveloppe d’ensembles de la maniére suivante :
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Définition 2.2.5. On appelle (¢, P)-enveloppe de A c U, lintersection de tous les
sous-ensembles (c, P)-élémentaires de U contenant A. La (¢, P)-enveloppe de A est
notée (A)c.p.

Remarque 2.2.2. Par définition, tout sous-ensemble (c, P)-élémentaire coincide
avec sa (¢, P)-enveloppe.

Remarque 2.2.3. S’il n’existe pas de sous-ensemble (c, P)-élémentaire qui contient
A alors (A)ep=U.

Proposition 2.2.1. Si P# R alors (3).p = 2.

Preuve. Soit s € R\ P. Supposons que (&).p # @. Soit a € (&), p. Notons que a
appartient a tous les ensembles (¢, P)-élémentaires. On a donc

r—c(a,v)e P V(v,r)eV xR,

et en particulier, s = (s + c(a,v)) —c(a,v) € P ce qui est absurde. O
Notons la caractérisation fort utile suivante du complémentaire de la (¢, P)-enveloppe
d’un ensemble.

Proposition 2.2.2. Pour tout Ac U, et pour tout ue U, on a
u¢(A)p<—=3I(v,r)eVxR : AcE}, etr-c(u,v)¢P.

Preuve. Par définition de (A).p, on a : u ¢ (A).p si et seulement s’il existe un
ensemble (¢, P)-élémentaire de U qui contient A et ne contient par u. U
La proposition suivante montre que 'opérateur (.). p est un opérateur de fermeture

(au sens algébrique du terme).

Proposition 2.2.3. L’opérateur (.).p vérifie les propriétés suivantes :
(1) Ac(A)ep, VAU,
(2) Ac BcU = (A)ep c(B)ep,
(3) {{Abep)op = (A)p, VACU.

Preuve. (1) est une conséquence immédiate de la définition 2.2.5.

(2). Soit A ¢ B c U. Tout sous-ensemble (¢, P)-élémentaire de U contenant B
contient aussi A. Alors 'intersection de tous les sous-ensembles (¢, P)-élémentaires
contenant B contient l'intersection de tous les sous-ensembles (¢, P)-élémentaires
contenant A.

(3). L résulte de (1) que ((A)cp)er 2 (A)cp. Inversement, Soit a ¢ (A). p. Il existe un
sous-ensemble (¢, P)-élémentaire ' de U contenant A et ne contenant pas a. On en
déduit que a ¢ E et (A).p c E. D’aprés la proposition 2.2.2,ona: a ¢ ((A)ep)er. U

Définition 2.2.6. Un ensemble A est dit (c, P)-régulier si A = (A).p. On note
Rep(U), Uensemble des sous-ensembles (¢, P)-réguliers de U.

17



Notons que les ensembles (¢, P)-élémentaires sont (¢, P)-réguliers (Remarque 2.2.2).

Plus généralement, on a la proposition suivante :

Proposition 2.2.4. Toute intersection d’ensembles (¢, P)-réguliers est un ensemble
(¢, P)-régulier.

Preuve. Soient (A;);c;, une famille d’ensembles (¢, P)-réguliers et A := (1) A;. Soit
jeJ

a¢ A Il existe j € J tel que a ¢ A;j. Puisque A; est (¢, P)-régulier alors a ¢ (A4;).p

et a fortiori a ¢ (A). p. D’ott A > (A).p, et finalement A = (A),. p. O

Proposition 2.2.5. La (¢, P)-enveloppe de A c U est lintersection de tous les

ensembles (¢, P)-réguliers contenant A.

Preuve. Soit B l'intersection de tous les ensembles (¢, P)-réguliers contenant A. Par
définition de (A).p , on a (A).p o B. D’autre part Ac B, d’ou (A).pc(B).p =B
d’apreés la proposition 2.2.4. O
Dans la suite, nous allons considérer les cas suivants pour P : P, = R,, P, = R?,
P; = R* et Py = {0}. Pour simplifier les notations, on notera (.).; au lieu de (.).p,
pour i € {1,2,3,4} . Pour i € {1,2,3}, il est possible d’expliciter (A).; comme suit :
Proposition 2.2.6. Pour tout AcU, on a :

(2.10) (A)er ={ueU | c(u,v) < salelg c(a,v), YveV},
(2.11) (A)ea ={ueU | YveV,Jac A | c(u,v) <c(a,v)},
(2.12) (A)es={ueU | VveV,daec A| c(u,v) =c(a,v)}.

Preuve. D’apreés la proposition 2.2.2 , on a :
a¢(A)er <= I(v,r) e VxR:Ac[e(,v)<r]etr<c(a,v)
<~ J(v,r) e VxR :supe(u,v) <r<ca,v)
ueA

<~ JveV: supc(u,v) < c(a,v).
ueA

Donc a € (A).; <= Vv eV, c(a,v) <supc(u,v), d'ou (2.10).

ueA
a¢ (Ao <= 3I(v,r) eV xR:Ac[c(.,v)<r]etr<c(a,v)
<~ I(v,r) e VxR:c(u,v) <r<e(a,v), Yue A
— JveV: c(u,v)<c(a,v), Yue A.
Donc a € (A)ep <= VYveV,Jue A: c¢(a,v) <c(u,v), dou (2.11).
a¢(A)es <= I(v,r) e VxR:Ac[e(.,v)#r]etr=c(a,v)
«— JveV: c(u,v) #c(a,v), Yue A.
Donc ae(A).3 <= VveV, Jue A: c(a,v) =c(u,v), dou (2.12). O
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Remarque 2.2.4. Notons qu’on ne peut pas se débarrasser du parametre réel r

dans la définition de (A).4.

Examinons la situation dans le cas vectoriel : Soit U un espace vectoriel topologique
de dual topologique V' et ¢ la forme bilinéaire standard. Les fonctions c-élémentaires

sont alors les fonctions affines continues, et on a :

(1) cas de P; : les ensembles (c, P)-élémentaires sont ’ensemble vide, U, et
les demi-espaces fermés. Si, de plus, U est localement convexe, alors, d’apreés
le théoréme de séparation de Hahn-Banach et (2.10), (A).; n’est autre que

I’enveloppe convexe fermée convA de A.

(2) cas de P, : les ensembles (¢, P»)-¢lémentaires sont ’ensemble vide, U, et les
demi-espaces ouverts. La (¢, P,)-enveloppe d’un sous-ensemble de U est son

enveloppe evenly convexe ([36], [51], ...).

(3) cas de P; : les ensembles (¢, P3)-élémentaires sont 'ensemble vide, U, et les
complémentaires d’hyperplans affines fermés. La (¢, P3)-enveloppe d’un sous-
ensemble de U coincide avec son enveloppe evenly coaffine, selon la terminolo-
gie introduite dans [65]. Ainsi, un sous-ensemble A c U est (¢, P3)-régulier si et
seulement si son complémentaire dans U est une réunion d’hyperplans affines
fermés. Notons que (|65], Corollaire 2.2) A est evenly convexe (c’est-a-dire
(¢, Py)-régulier) si et seulement si A est coaffine (c’est-a-dire (¢, P3)-régulier)

et convexe ou encore si et seulement si A est (¢, P3)-régulier et connexe.

(4) cas de Pj : les ensembles (¢, Py)-élémentaires sont I'ensemble vide, U et les
hyperplans affines fermés. Si, de plus, U est localement convexe, il résulte
de la proposition 2.2.2 et du théoréme de séparation de Hahn-Banach que
la (¢, Py)-enveloppe de A c U est son enveloppe affine fermée si A # @ et
I’ensemble vide si A = @.

Revenons au cas général.

Proposition 2.2.7. Soient P et () deux sous-ensembles non vides de R . On sup-
pose que tout ensemble (c, P)-€élémentaire est (¢, Q)-régulier. On a alors

<A>C,Q C (A)ap y VA C U

Preuve. Soit a ¢ (A).p. Par définition, il existe un ensemble (¢, P)-élémentaire
E tel que A c E et a ¢ E. Par hypothése, FE est (c¢,Q)-régulier. Il résulte de la
proposition 2.2.5 que a ¢ (A).q. O

Corollaire 2.2.1. Pour tout AcU, on a :

)

(2.13) (A)er 2 (A)oz 3 (A)es et (A)os o (A)es.
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Preuve. Soit veV et r e R. Il est clair que :
{ueU|c(uv)<ry=NHuelU]|c(u,v)<s}.
S>r
Par conséquent les ensembles (¢, P;)-élémentaires sont (¢, Py)-réguliers et d’aprés la
proposition 2.2.7, on a (A).1 2 (A)c2.
On vérifie sans peine que :

{ueU|cluw)<r}=(NuelU]|c(u,v) # s},

s2r

{uelU | c(u,v):r}:o{ueU | c(u,v) # s},

d’ou il résulte que (A)eo 2 (A)es € (A)ca. O
On déduit du corolaire 2.2.1 la comparaison suivante entre les ensembles R p,(U) :
(214> RC,Pl (U) c RQPQ(U) c RC,P3(U) et RC,P4(U) c 7zc,l;%(l’])'

Remarque 2.2.5. Notons qu’on a :
e PPoPyet Rep (U)cRep,(U).
e PsoPyet Rep, (U)o Rep,(U).
e Rep,(U) cR.p,(U) alors que P, et P3 ne sont pas comparables au sens de
I'inclusion.

En particulier,

e Dans le cas des espaces topologiques localement convexes, on retrouve ainsi

le fait que tout ensemble convexe fermé est evenly convexe.

e Il a été observé dans [65] (Proposition 2.10) que dans le cas des espaces topo-
logiques localement convexes, tout ensemble evenly convexe est evenly coaf-
fine. Notons que ce résultat reste vrai méme si ’espace n’est pas localement

convexe.

Proposition 2.2.8. Supposons que le couplage ¢ vérifie la condition suivante :

(2.15) VoeV, JweV | -c(.,v)=c(.,w).
Alors on a :
(216) Rc’pzl(U)Cchpl(U)CRC’pZ(U)CRC’PS(U).

Preuve. Notons que d’aprés (2.14), il suffit de montrer que R, p,(U) c R.p, (U).
Soit (v,7) € V xR. On a

[e(.,v) =r] =[c(.,v) <r]([-c(.,v) < -7]
Par hypothése, il existe w € V' tel que —¢(.,v) = ¢(.,w). Par conséquent

[c(.,v) =7] =[e(,v) <r][e(.,w) < -r].
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Donc tout ensemble (¢, Py)-élémentaire est (c, P)-régulier. Il résulte donc de la

proposition 2.2.7 que
(A)er1c(A)eu, YACU.
Par conséquent, si A est (¢, Py)-régulier alors il est (¢, Pp)-régulier. |

Exemple 2.2.3. On suppose que U =V = R", et ¢ est défini par c(u,v) = |u—v|| avec
|.| la norme euclidienne de R™. Les ensembles (¢, Py)-¢lémentaires non triviaux sont
les sphéres (non convexes) tandis que les ensembles (¢, P;)-élémentaires non triviaux
sont les boules fermées (convexes fermées). Dans ce cas, les ensembles R, p, (U) et
R..p, (U) ne sont pas comparables. Notons que I'hypothése (2.15) n’est pas satisfaite.

Proposition 2.2.9. Pour tout AcU, on a :
(A)eq = [iy <0].
Preuve. D’apres (2.10), on a :
a¢(A)s<=TJveV : %) <c(a,v)
<0 < sup{c(a,v) —i%(v)}
=0<iy(a)
—0¢[i'y <0].
D'ott (A).1 = [iy <0]. O
Soient W un ensemble non vide et d : U x W — R une fonction de couplage. On
rappelle que d’aprés (2.10), 'opérateur de fermeture (.)41 : 2V — 2V est défini par :
(2.17) (A)a1 ={ueU | d(u,w) <supd(a,w) , Ywe W}.
acA

Le résultat suivant fait le lien entre ’enveloppe des ensembles et celle des fonctions

par l'intermédiaire de fonction indicatrice.

Théoréme 2.2.2. Supposons que le couplage d vérifie la condition
(2.18) V(w,)e WxRY, JweW | Bd(.,w)=d(., o).

Alors pour tout Ac U tel que dom % # @, on a ii‘l =AYy, -

Preuve. Soit be U.
(1) Supposons que b ¢ (A)g;. D’'apres (2.17), il existe (w,e) e W x R tel que :
d(b,w) —supd(a,w) > €.
acA
D’apres (2.18), on a

Vn>1, 3w, eW : nd(.,w)=d(.,w,).
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Par conséquent,

ne < d(b,w,) —supd(a,w,) = d(b,w,) - i%(w,) <iy?(b), VYn>1.
acA

Dot i’y (b) = +oo.
(2) Supposons b€ (A)y1. D’apres (2.17), on a
d(b,w) —supd(a,w) <0, VYweW.
acA

Donc

i (b) = sup {d(b, w) — sup d(a,w)} <0.
weW acA

Soit w € dom 4%. D’apres (2.18), on a
Vn>1, 3w, eW : %d(.,w) =d(.,wy).
Par conséquent,
% (d(b, w) - sup d(a,w)) =d(b,w,) - sup d(a,w,) <i*(b), VYn>1.

Donc 1
0= lim — (d(b,w) —supd(a,w)) < iy (b),
acA

n—+oo n,
d’out finalement 7, (b) = 0.
U

Remarque 2.2.6. L’hypothése (2.18) est vérifiée par les couplages (1), (3) et (5)
de 'exemple 2.2.2. Elle est également vérifiée par le couplage bilinéaire standard.
Elle ne l'est pas pour les couplages (2) et (4) de 'exemple 2.2.2.

On définit maintenant le couplage ©: U x (V x R*) - R associé a ¢ comme suit :

(2.19) Au, (v,a)) = ac(u,v).
Notons que € vérifie 'hypothése (2.18).

Lemme 2.2.1. La classe des ensembles (c, P;)-€élémentaires coincide avec la classe
des ensembles (T, P;)-élémentaires pour i =1,2,3,4.

Preuve. Soit i€ {1,2,3,4}. Soit F:={ueU | r-c(u,v) € P;} un ensemble (¢, P;)-
¢lémentaire. On a E = {u e U | r —¢(u,(v,1)) € P;} ce qui montre que E est un
ensemble (T, P;)-élémentaire. Inversement, soit F:={ueU | r —¢(u, (v,a)) € P;} un
ensemble (¢, P;)-élémentaire. On a

E={ueU|r-ac(u,v)e P}
={ueU]|rla- c(u,v)e P}, caraP;=F, Ya>0.

Ce qui montre que E est un ensemble (¢, P;)-élémentaire. O
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Proposition 2.2.10. Pour tout i€ {1,2,3,4}, on a :
(A)aZ = <A>c,i> VAcU.

Preuve. Conséquence immédiate du lemme 2.2.1. 0

Corollaire 2.2.2. Pour tout Ac U tel que dom i # @, on a :
(2.20) i =y,
Preuve. Observons que

dom i = {(v,a) e V xR} : supac(u,v) < +oo} = dom i x R.
ueA

Donc dom ¢ # @. Puisque € vérifie (2.18), alors d’aprés le théoréme 2.2.2, on a
il;f = i(A),,1- La conclusion résulte donc la proposition 2.2.10. 0

On associe a ¢ un autre couplage ¢: U x (V x R*) - R défini par :
(2.21) é(u, (v, @) = ac(u,v).

Notons que ¢ vérifie 'hypothése (2.18) .

Proposition 2.2.11. L’opérateur de fermeture (.)z1 est donné par :

(2.22) (A)zq = {u eU | inﬁc(a,v) <c(u,v) <supc(a,v) , Yue V}.
ae acA

Preuve. D’aprés (2.10), on a :

a e (Asy —=c(a, (v,0)) < supé(u, (v,a)), ¥(v,a) €V x R*
ueA

—ac(u,v) <supac(u,v), V(v,a) e VxR*
Uue

ac(u,v) <asupc(u,v), Y(v,a) e VxR
ueA
= et
ac(u,v) <« inf‘c(u, v), Y(v,a) e VxR*

<~ inf c(u,v) < c¢(a,v) <supc(u,v), YoeV.
ueA ueA

[l
Notons que si pour tout (v,a) € V x R*, il existe w € V' tel que ac(.,v) = c(.,w) (ce

qui est le cas du couplage bilinéaire standard) alors pour tout Ac U, on a :

(2.23) (Aep = (A)e.p,

puisque dans ce cas, un ensemble est (¢, P)-élémentaire si et seulement si il est
(¢, P)-élémentaire.
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2.3. Régularisations et conjugaisons par niveaux

On introduit dans cette section la notion de (¢, P)-régularisée par niveaux pour
les fonctions. On montre que cette régularisée s’interpréte comme une biconjuguée
relative & un couple de polarités duales. On donne enfin d’autres expressions de cette
régularisée.

2.3.1. Régularisation par niveaux d’une fonction

Définition 2.3.1. Une fonction h: U — R est dite (c, P)-régulicre par niveauz si ses
tranches inférieures larges sont des sous-ensembles (¢, P)-réguliers de U. Autrement
dit :

([h<r]),p=[h<r], VreR.
On note N, p(U), 'ensemble des fonctions (¢, P)-réguliéres par niveaux définies sur
U a valeurs dans R. Notons que N, p(U) contient la fonction {-oo}V.
Proposition 2.3.1. Soit (h;)r © R une famille de fonctions (c, P)-régquliéres par

niveaux. La fonction h :=sup h; est (¢, P)-réguliére par niveausr.
1el
Preuve. Soit 7€ R. On a [h<r]=(\[h; < r]. Il résulte de la proposition 2.2.5 que
i€l
I'ensemble [h < r] est (¢, P)-régulier. O

On définit la (¢, P)-régularisée par niveaux d’une fonction comme suit.
b

Définition 2.3.2. La (c, P)-régularisée par niveaux d’une fonction h: U - R, est
Penveloppe supérieure des minorantes (c, P)-réguliéres par niveaux de h. On la note
h()c,P‘

D’aprés la proposition 2.3.1, hller est la plus grande fonction (¢, P)-réguliére par
niveaux qui minore h.

Exemple 2.3.1. Si U est un espace vectoriel topologique de dual topologique V' et
¢ la forme bilinéaire standard, les fonctions (¢, P)-réguliéres par niveaux sont les
fonctions evenly quasiconvexes. Si, de plus, U est localement convexe alors les fonc-
tions (¢, P;)-réguliéres par niveaux sont les fonctions quasi-convexes semi-continues
inférieurement.

Exemple 2.3.2. Soit U un espace métrique, V = € (U,R) I'espace des fonctions
continues de U & valeur dans R, ¢ : U x V - R défini par ¢(u,v) = v(u). Une
fonction h: U - Ru{+o0} est (¢, P)-réguliére par niveaux si et seulement si h est
semi-continue inférieurement (32|, Corollaire 2).

Proposition 2.3.2. Toute fonction c-élémentaire est une fonction (c, P;)-réguliére

par nweaur pour 1 =1,2,3. Plus précisément, on a

FC(U) c NC,Pl(U) c C,Pz(U) c 'N’C,P3(U) et NC,P4(U) c C,PS(U)'
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Preuve. Soit h:=c¢(.,v) -7, une fonction c-élémentaire. Pour tout t € R, on a
[h<t]={ueU|t+r-c(u,v) >0},

qui est évidemment un ensemble (¢, P;)-élémentaire, et donc (¢, P;)-régulier. Ce qui
montre que I'.(U) c N.p (U). Les autres inclusions sont des conséquences immé-
diates de (2.14). O

Remarque 2.3.1. Les fonctions c-élémentaires ne sont pas nécessairement (¢, Py)-
réguliéres par niveaux. Par exemple si U est un espace vectoriel topologique de dual
topologique V' et c¢ la forme bilinéaire standard, on ne peut écrire un demi-espace

fermé comme intersection d’hyperplans affines fermés.

Exemple 2.3.3. Soit n > 1 un entier naturel. On suppose que U = R" =V et ¢ est

le produit scalaire standard de R™. Considérons les fonctions h; et hy définies par
hy:R™ - [0,n] :={0,1,...,n}

0 sixz=0
hi(z) = . .
max{i € [1,n] | x; #0} sixz=+0,
hy : R™ - [0,n]

0 six; #0, Vie[l,n]

max{i € [1,n] | z; =0} sinon .

ha () :{

Pour tout r € R, on a :

%) si r<0

[hi<r]={ {xeR" | zjy1=...=2,=0} si i<r<i+1, i=0,1,...,n-1
R"” si n<r,
%] si r<0

[ho<r] =% {xeR™ |21 #0,...,2,#0} si i<r<i+1, i=0,1,...,n-1
R™ si n<r.

Il apparait clairement que :

(1) hy est une fonction (¢, Py)-réguliére par niveaux (les tranches non triviales de
hy sont des sous-espaces vectoriels de R"™). Donc hy € N p,(U), i =1,2,3,4
d’aprés (2.16).

(2) Le complémentaire d’une tranche non triviale de hy est une réunion d’hy-
perplans. Cela prouve que hs est une fonction (¢, Py)-réguliére par niveaux.
Notons que hy n’est pas (¢, P»)-réguliére par niveaux (& fortiori elle n’est
pas (c, Py)-réguliére par niveaux ni a fortiori (¢, Py)-réguliére par niveaux)
puisque

[he<n—-1]={zeR" |z, # 0}
n’est pas convexe.
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Exemple 2.3.4. On prend U =V =R, ¢ le produit standard de R. Soit la fonction
h:U - R définie par
h(m):{O 31.x¢0
+oo  siz=0.
Pour tout t € R, on a :
(h<t] = %) Sl't<0
R* sit>0.

Donc h est (¢, P3)-réguliére par niveaux mais n’est pas quasi-convexe.

2.3.2. Décomposition de ’opérateur de fermeture (.). p
On consideére lapplication A, p: 2V — 2V>*R définie par
(2.24) Acp(A)={(v,;r)e VxR |AcE]},

que I'on notera simplement A s’il n’y a pas d’ambiguité. L’application A est une

polarité au sens qu’elle transforme toute réunion en intersection.

Proposition 2.3.3. Pour toute famille (A;);e; de sous-ensembles de U. On a :

i€l iel
Preuve. Par définition de 'opérateur A, on a :

AlJA; :z{(v,r) eVxR| UAicEf:r}

iel iel

={(v,r)eV xR |4 cEL, Viel}

ﬂ{(v,r) eVxR | AiCEf,,«}
iel

iel

A la polarité A, est associée la polarité duale A* : 2V*R - 2U définie par :

(2.25) A*(B) = J{Ae2V | Bc A(A)}.

Lorsque A (resp. B) est un singleton {u} (resp. {(v,7)}), on note A(a) (resp.
A*(v,r)) au lieu de A({a}) (resp. A*({(v,r)})).

Notons que pour tout (v,7) €V x R, pour tout u € U on a
(2.26) ue A*(v,r) <= (v,1) e A(u) <= ue E},,
et donc A*(v,r) = EF.

Puisque A* est une polarité, on a pour tout BcV xR,

(2.27) A*(B) = A*(( L)JB{(U,T)}) = ( QBA*(U,T) = ( QBE;E:T.

L’ opérateur (.). p se décompose comme suit.
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Proposition 2.3.4. Pour tout AcU, on a :
(A% 0 A)(A) = (A)ep.
Preuve. Soit AcU.On a:
(Ao A)(A) =A"({(v,;r) e VxR |AcE]}) = () B, =(A)r.

AcEl,

2.3.3. Conjugaisons associées aux polarités A et A* (|71, 72])
La conjuguée d'une fonction h: U - R par rapport a la polarité A est la fonction

hA:V xR - R définie par

(2.28) h2(v,r) = sup -h(u)= sup —h(u).
ugA*(v,r) u¢Ep,

De méme la conjuguée par rapport 4 A* d’une fonction k: V xR — R est la fonction
kA" : U - R définie par

(2.29) k2 (u) = sup —k(v,7)= sup —k(v,r).
(v,r)¢A(u) u¢ELl,

Ainsi, la biconjuguée par rapport aux polarités A, A* d’une fonction h: U - R est
la fonction RAA™ : U - R définie par

2.30 hA% (a) = su inf  h(uw)= sup inf A(u).
(2:30) (@)= sl b= st A

On sait (|71]) que cette biconjuguée s’interpréte au moyen de la fonction de couplage
§:Ux(V xR) - R défini par

5(u, (v,7)) = {

Pour tout h: U — R, on a ainsi h2 = h9 et hA2" = b9 De plus

si u¢E5,,

0
-0 sl wueEL.

Théoréme 2.3.1 ([71]). La (c, P)-régularisée par niveauz d’une fonction h:U - R

coincide avec la biconjuguée de h par rapport aux polarités A, A* : hler = ALY,

Corollaire 2.3.1. Pour tout sous-ensemble A de U, on a :
iXC’P = 7:(A)C,P et 1926’13 = 19<A>C,P‘
Preuve. Soit A cU. Soit a € A. Il résulte du théoreme 2.3.1 que

(ep e
147" (a) = sup inf dig(u).
A" (a) awgr WREP, a(w)
On distingue deux cas :
o a¢(A)p. llexiste (v,7) € VxR tel que a ¢ El', et Ac EI' . Par conséquent,

inf ¢ = +00.
u;gﬁTzA(U) 00
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e a € (A).p. Pour tout (v,7) € VxR tel que a ¢ £, il existe u € A tel que

u ¢ B Par conséquent

On en déduit que

Depr \ f i
iy (a) ;ggruég&m(w

3 0 sl ae <A>C,p
400 si a¢(A)ep
=i(a),,p(@).

De méme, on a

ﬁX“’P(a) = sup inf Ya(u)

a¢EP u¢EL,
—00 sl ace (A>C7p
+00 si a¢(A).p
=0a), » (@)

Proposition 2.3.5. Pour toute fonction h:U - R, pour tout t e R on a :

(AP <t]= ([P < 5])e.p-

s>t

Preuve. Soit s>t et a¢ ([h<s]).p. Il existe (0,7) e V xR tel que
aéEgjf et [h<s] cEéDj.
On en déduit que

Wer(q) = sup inf h(u)> inf h(u)>s>t.
(@)= s il HC) 2 inf K

Réciproquement, soit a ¢ [h)er < t]. 1l existe s € R tel que hllr(a) > s > t. D’apreés
le théoréeme 2.3.1, il existe (v,7) € V x R tel que

a¢EL, et inf h(u)>s,

d’ou [h < s] c EF | et finalement a ¢ ([h < s]).p. O

v,r)

2.3.4. Autres expressions de la (¢, P)-régularisée par niveaux d’une
fonction
Soit h:U — R et a € U. Définissons les ensembles Z,,(a) et Jj,(a) par :

231)  Tp(a)={teR|ag¢{[h<t])er} et Ju(a)={teR |ac{[h<t])er}.
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Les ensembles Z,(a) et J,(a) sont deux intervalles (dont I'un peut étre vide) disjoints
de R tel que Zp,(a) u Jn(a) = R et pour tout (r,s) € Zp(A) x Tp(a), on ar<s. Il en
résulte que
(2.32) supZy(a) = inf Jp(a).
Proposition 2.3.6. Pour toute fonction h:U - R, etacU, on a :

her(a) =sup{teR:a¢([h< t])gp} =inf{teR:ae([h< t])qp} :
Preuve. Soit ¢ € Z,(a). Il existe (v,7) € V xR tel que a ¢ EF, et [h<t]c EF. On
en déduit que

inf h(u)>t, et donc sup inf h(u)>t.

u¢E5T aéEir ’u,éE,LI)::T

D’aprés le théoréme 2.3.1, on a hiler(a) > t. D’out hile.r (a) > supZj,(a). Inversement,
soit t < hiler(a). Alors a ¢ [h{eP < t] et d’aprés la proposition 2.3.5, il existe s > t tel
que a ¢ ([h < s]).p. Par conséquent, supZy,(a) > s > t. D’ou supZy,(a) > hier(a). O

2.4. Régularisations et conjugaisons épigraphiques

2.4.1. Généralités

Pour définir la régularisée épigraphique d’une fonction h: U — R, il nous faut une
notion d’ensemble régulier dans I'espace produit U x R contenant 1'épigraphe de h.
Cela nous ameéne a considérer le couplage ¢: (U x R) x (V xR) - R défini par :

(2.33) é((u,r), (v,8)) = c(u,v) +rs.

Les sous-ensembles élémentaires de U x R sont définis en utilisant le couplage ¢.

Nous noterons
(2.34) Ef ={(u,r) eUxR : t=&((u,r),(v,5)) € P},

I’ensemble (¢, P)-élémentaire associé au triplet (v,s,t) € V x R x R. L’opérateur de
fermeture associé a cette famille d’ensembles élémentaires est noté par (.):; p. On a

la formule suivante pour les ensembles de la forme A x R.

Lemme 2.4.1. Pour tout sous-ensemble A de U, on a :
(A X ]R)@p = <A>c’p x R.

Preuve. Soit (a,7) ¢ (AxR):p. Il existe (v,s,t) e VxR xR tel que

AxRc Ef,s,t et (a,r)¢ Ef,s,t'
En particulier
Ac E{)D,t—rs et a ¢ qut—rs‘
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Il en résulte que, a ¢ (A).p, et donc (A).p x R c (A x R); p. Réciproquement, soit
(a,7) ¢ (A).p x R. Il est clair que a ¢ (A). p. Il existe (v,t) € V xR tel que

AcEl, et a¢E},
On en déduit que AxRcEl, et (a,7) ¢ El,. Donc (a,7) ¢ (Ax R)zp. O

Remarque 2.4.1. Il résulte du lemme 2.4.1 qu’un sous-ensemble A c U est (¢, P)-
régulier si et seulement si A x R est un sous-ensemble (¢, P)-régulier de U x R.

2.4.2. Régularisation épigraphique
Définition 2.4.1. Une fonction h: U — R est dite (¢, P)-épi-régulicre si son épi-
graphe est un sous-ensemble (¢, P)-régulier de U x R.
On note Z; p(U) le sous-ensemble de R’ constitué des fonctions (¢, P)-épi-réguliéres.
Cet ensemble contient la fonction {-oo}V.
Proposition 2.4.1. Soit (h; ) © R” une famille de fonctions (¢, P)-épi-réguliéres.
La fonction h:=sup h; est (¢, P)-épi-réquliére.
Preuve. Obser\;(e);s que

epih =()epih;.
Il en résulte que epih est (¢, P)-régulier (Zie’laprés la proposition 2.2.4 . O
La proposition suivant donne un lien entre les ensembles N, p(U) et E:,(U).
Proposition 2.4.2. Toute fonction (¢, P)-épi-réguliére est une fonction (¢, P)-réquliére
par niveaus.
Preuve. Soit h e E:p(U) et r € R. Soit a ¢ [h <r]. Alors (a,r) ¢ epih = (epih): p.
Il existe (v,s,t) € VxR xR tel que

epithP

- p
v,8,t et (a7 T) ¢ Ev,s,t'
En particulier,
P
v,t-rs et a ¢ Ev,t—rs'

r])e.p, et finalement [h <r]=([h<7])p. O

)

[h<r]c EF
Par conséquent [h <r] o ([h<

Proposition 2.4.3. On a :
Le(U) cT'(U) € Eep (U) € Eep,(U) € Eepy (U) 2 B p, (U).
Preuve. Par définition de @ on a T'.(U) c I'5(U). Soit (v,7, ) € V x R x Rx.
epi{a(., (v,a)) -r} ={(u,t) e U xR | ac(u,v) —r <t} :Efli -

On déduit que toute fonction ¢-élémentaire est une fonction (¢, Py )-épi-réguliére. Par
conséquent I'z(U) c E: p, (U). Les autres inclusions sont des conséquences directes
de (2.14). O
On définit la régularisée d’une fonction au sens des épigraphes comme suit.
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Définition 2.4.2. La (¢, P)-épi-réqularisée d’une fonction h: U — R est l’enveloppe
supérieure de ses minorantes (¢, P)-épi-réqulicres. On la note hi)er.

Remarque 2.4.2. 1l résulte de la proposition 2.4.1 que hl%ar est la plus grande
fonction (¢, P)-épi-réguliére qui minore h.

Proposition 2.4.4. Pour toute fonction h:U - R, on a :
(2.35) (epih)sp c epi hier.

Preuve. Par définition AP < h. On en déduit que epih c epihlzr qui est un

ensemble (¢, P)-régulier par définition, d’on (2.35) en prenant la (¢, P)-enveloppe.
O

L’inclusion (2.35) peut étre stricte. En effet, soit h: R - R u {+00} définie par

VT o osiz>0

W) = {+oo sinon.
On a (epih):2 = R: x Rx qui n’est pas un épigraphe .
Notons cependant que si (epi h); p est un épigraphe, c’est nécessairement 1'épigraphe
de hlaP .
Proposition 2.4.5. Pour toute fonction h: U — R telle que {epih)sp est un épi-
graphe, on a

(epih)sp = epi hler.
Preuve. Soit k la fonction définie par epik = (epih): p. Par définition k est (¢, P)-
épi-réguliére et plus petite que h. Il en résulte que k < hlaP. Soit g une minorante
(¢, P)-épi-réguliére de h. Donc epig > epih et en passant a la (¢, P)-enveloppe, on
obtient epig > (epih): p = epik. D’ou g <k, et finalement k = hler. O
Corollaire 2.4.1. Pour tout AcU, on a : 1926"3 = V(). p-

Preuve. En effet,
(epida)ep =(AxR):zp (par définition de J4)
=(A).p xR (d’apres le lemme 2.4.1)
=epidiay, p-

Théoréme 2.4.1. Soit i € {1,2}. Pour toute fonction h:U - R, on a

hi%i = max {hr?, U(dom h)c,i} = hie s U(dom h)

Preuve. Soit i € {1,2}. D’aprés la proposition 2.4.3, I'e(U) c E: p,(U). Donc pour
toute fonction h: U — R, hle est une fonction (¢, P)-épi-réguliére. Par ailleurs,
epi V(dom n)., = (dom h).; x R
31



qui est un ensemble (¢, P;)-régulier d’aprés le lemme 2.4.1. D’aprés la proposition

2.4.1, la fonction max{hrﬁ,ﬁ‘(dom hM} est (¢, P;)-épi-réguliére. Il en résulte que
max {hra’ ﬁ(dom h)c,i} < h<>“,
d’ou
epi h% c (epi AT®) n ((dom h).; x R).
Notons que si dom h = & alors I'inclusion
(epih®) n ({dom h).; x R) c epi hle
est immédiate. On suppose donc que dom h # & . Soit (a,7) ¢ epi h{)2i. On distingue
deux cas :
1* cas : ¢ = 1. Il existe (v,s,t) € VxR xR tel que
t-rs—c(a,v)<0 et epihc{(u,r) : t-rs—c(u,v)>0}.
Puisque dom h # @, alors s < 0.
e Sis=0,ona
t—c(a,v) <0 et epihc{(u,r) : t—c(u,v)>0},
et en particulier a ¢ (dom h).1, d’ott (a,7) ¢ epi¥dom n).., -

e Sis<0,ona

Lor-1lc(a,v)>0 et epihc{(u,r) : Lt—r-1Llc(u,v)<0}.

On en déduit que
h(u) >t -1c(u,v), VYuel.

s

Par conséquent

Ae(u) > L - Le(u,v), Vuel.
et en particulier
he(a) > L -Lc(a,v) > 7+ Le(a,v) - Le(a,v) =T,

d’ou (a,7) ¢ epi hl=.

2¢ cas : i =2. Il existe (v,s,t) e VxR xR tel que
t-rs—c(a,v) <0 et epihc{(u,r) : t—rs-c(u,v)>0}.

Puisque dom h + @, s <0.

e Sis=0,ona
t—c(a,v) <0 et epihc{(u,r) : t—c(u,v)>0},

et en particulier a ¢ (dom h).2, d’ott (a,7) ¢ epividom h)..,-
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e Sis<0,ona
Lor-Lc(a,v) 20 et epihc{(u,r) : L-r-21c(u,v)<0}.
On en déduit que
h(u) > % -1c(u,v), Vuel.
Par conséquent
Ae(u) > £ = Le(u,v), Vuel.
et en particulier
he(a) > L -1c(a,v) > 7+ 2c(a,v) - te(a,v) =7,
d’ott (a,T) ¢ epi hl=.
En résumé nous avons établi que

epl h()c,z - (ep1 hF?) n ((dOm h)c,z X R) :

O
Corollaire 2.4.2. Soitie{1,2} et h:U — R. Ona:
h%i(a) = h%(a), Vae(dom ).
Preuve. D’apreés le théoréme 2.4.1, pour tout a € U, on a :
BO% (a) = W) + iggom ). (a).
En particulier,
h%i(a) = h'=(a), VYae(dom ).
OJ

Proposition 2.4.6. Toute fonction ¢-élémentaire est une fonction (¢, Ps)-épi-réguliére.
On a donc I'z(U) c £ p,(U).
Preuve. Pour tout (v,r,a) e VxR xR* on a:

{(u,t) eUxR|L+Z-c(u,0)>0} sia>0

r
«a

epi{e(.,(v,a)) —r}=
{(u,t)eUxR | L

{(u,t)eUXIR | g—é((u,t),(v,—%))z()} sia>0

+ —c(u,v)s()} sia<0

r
ot

{(u,t) eUxR | Z-¢((uyt), (v,-1)) <0} sia<0

a

N {(Uat)EUX]R | 8—5((16,15),(1),—%))#0} sia>0

s>
«

N{(w,t) eUxR |s—é((u,t),(v,-2)) #0} sia<o.

s< L
[e%
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Par conséquent les fonctions ¢-élémentaires sont (¢, Py)-épi-réguliéres. On a donc
I':(U) c £ p,(U) d’apres la proposition 2.4.1. O

Théoréme 2.4.2. Pour toute fonction h:U - R on a

h<>é’3 = max {hréa ﬂ(dom h) } - hFE + i<d°m h)

c,3 c,3 :
Preuve. D’aprés la proposition 2.4.6 la fonction hl'e est (¢, Py)-épi-réguliére. D’aprés

le lemme 2.4.1 la fonction ¥(gom 1), , est (¢, P3)-épi-réguliere car

c,

epi U(dom n), , = (dom h>c,3 x R.

On en déduit que la fonction max{hF 2,9 (dom h)cs} est (¢, P3)-épi-réguliére d’apres
la proposition 2.4.1. Il en résulte que
max {hré, ¥ (dom h)cs} < h<)573,
d’ou
s ()3 i I's - i pla
epi hVé3 c epi max{h ;¥ (dom h>63} = (epih"?) n ({dom h>c,3 x R).

Notons que si dom h = @&, 'inclusion
(epif") n ({dom h), 5 xR) c epi hles
est immédiate. Supposons donc que dom h # @ . Soit (a,7) ¢ epihles. Il existe
(v,s,t) e VxR xR tel que
t-rs-c(a,v)=0 et epihcepihles c{(u,r)eUxR : t-rs-c(u,v)#0}.
Si s =0 alors a ¢ (dom h).3 et on a terminé. Supposons que s #0. On a :
L_le(a,v)=7 et epihc{(ur) : L-1Lc(u,v)=r}.
Ainsi, on a :

L=r+1lc(a,v) et epihc (UxR)~Ngr f

s
ou f:=L-¢(, (v, %)) Donc le graphe de f est inclus dans I’hypographe stricte de h .
Comme la fonction f est a valeurs réelles alors on en déduit que (u, f(u)) appartient
a I'hypographe stricte de h pour tout u € U ce qui montre que h > f. Donc hlz > f
et en particulier

hre(a) > f(a) =L -c(a, (v,2)) =7+ Lc(a,v) - te(a,v) =7

D’ou (a,7) ¢ epi ht, et finalement

(epih"®) N ((dom h), 4 x R) = epi ht)es,

Corollaire 2.4.3. Pour toute fonction h:U - R, on a :

re3(a) = h%(a), Va e (dom ).
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Preuve. D’apreés le théoréme 2.4.2, pour tout a € U, on a :
V%3 (a) = B'(a) +igaom )., (a)-

En particulier,

hes(a) = h'e(a), Va e (dom ).s.

Corollaire 2.4.4. Soit i€ {1,2,3}. Pour tout Ac U tel que dom i # @ on a :

Preuve. D’apreés le théoréme 2.2.2, on a @'ZE = 1(A), €t izé = i(4),, - D’apres le lemme
2.2.1,on a (A)z1 = (A).1 pour tout A c U. Il résulte des théorémes 2.4.1 et 2.4.2 que

()e1 _Te , .
iy =)+ A

'()é,Z _Ff . _ .
t Sly * UA)eo = YA)en + L(A)e,2

¢ ’ =ty B Z(A)c,s = 7’<A>E,l + Z<A)c,3 = Z(A)E,N(A)cs‘

= U(A)or T UAYen

de1 = UA)es

= U A)e,1n( Ao

= UA) 2o

Par ailleurs, d’aprés (2.12), u € (A).3 si et seulement si pour tout v € V, il existe
a € A tel que ¢(u,v) = c(a,v). Par conséquent,
u € (A).3 = 1inf c¢(a,v) < c(u,v) <supc(a,v)
’ acA ae

==u € (A);; d’aprés la proposition 2.2.11.

Donc (A).3 c (A)z1, d’ou 22” = U(A)eg- O
Remarque 2.4.3. Dans le cas bilinéaire, il résulte du corollaire 2./.4 que la fonction
ir- est (¢, Py)-épi-réguliere mais n’est pas quasi-convexe.

Théoréme 2.4.3. Pour toute fonction h:U - R, on a :

h<>5’4 = ﬁ(dom h)ey*

Preuve. Si dom h = @, le résultat est évident. Supposons que dom h # @. Il est
facile de voir que

epi k%t c (dom h) ey xR
Réciproquement, soit (a,7) ¢ epi hi)e4. Tl existe (v,s,t) € V x R x R tel que
t-rs—c(a,v)#0 et epihcepihletc{(u,r)eUxR : t-rs—c(u,v)=0}.
On en déduit que s =0 car dom h # @. Par conséquent,
t-cla,v)#0 et epihc{(u,r)eUxR : t-c(u,v) =0},

et particulier dom hc{ueU : t—c(u,v)=0}. Donc a ¢ (dom h) 4. O
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2.4.3. Dualité épigraphique
On montre dans cette sous-section que la (¢, P;)-épi-régularisée d’'une fonction s’in-

terpréte comme une biconjugaison pour ¢ = 1,2, 3.
Soit le couplage &, : U x (V x R) - R défini par

@0 | 20
On introduit le couplage vp : U x (V x R x {0,1}) - R défini par
c(u,v) sij=0
&, (0.7)) sij=1,

que 'on notera simplement ~; si P = P; pour ¢ = 1,2, 3,4. Par définition de 7p, toute

(2.37) s (0,1 5)) = {

fonction yp-élémentaire est soit c-¢lémentaire, soit §,-¢lémentaire.

Théoréme 2.4.4. Pour toute fonction h:U - R, on a :
(238) hYPP = maX{hFC, ﬁ(dom h)c,P} = hFc + i(dom R)ep

Preuve. D’aprés le théoréme de biconjugaison de Moreau (Remarque 2.2.1), pour

toute fonction h: U — R, on a
RP7P = hle = max {ATe hTer} = max (AT, hérér ).
Par ailleurs, pour tout (v,7) € VxR, on a
hr (0,1) = nf () = €, (0,7))
=inf {(u) = Vg, ()}
_{ —co sidom h¢ El,

+oo sidom hc EP .

Donc
+oo sidom h¢ EF,

—oo sidom hc EF

v,r

heP (v, 1) = {
et par conséquent, pour tout v € U, on a
_hépeP = inf hép -

(U) (v,rl)rele]R{ (U,’f’) é-P(u? (U7T))}

= inf {hép(v,r)—ﬁEir(u)}

(v,r)eV xR
[ oo st A(v,r)eV xR ug¢ BF et dom hc EP,
| +00 sinon

+00  sinon .

{ —oco siu¢(dom h).p

D’ou hérér = 79(dom hYe.p ]
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Théoréme 2.4.5. Soit U est un espace vectoriel topologique de dual topologique V

et ¢ la forme bilinéaire standard. Pour tout h:U - R, on a
(2.39) Rl = v pouri=1,2,3.

Preuve. Rappelons que si U est un espace vectoriel topologique de dual topologique
V et ¢ la forme bilinéaire standard, on a ke = hl= = hTe pour tout h: U - R. La

conclusion résulte donc des théorémes 2.4.1, 2.4.2 et 2.4.4. ([l

2.5. De la dualité par niveaux a la dualité épigraphique

A toute fonction h: U — R, on associe la fonction H : U x R - R définie par
H(u,t) =h(u)-t, V(u,t)eUxR.

Observons que pour tout 7 € R, on a :

(2.40) [H<r]={(u,t) eUxR | h(u)-t<r}=epi(h-r).

On associe a ¢, le couplage ¢ : (U xR xR) x (VxR xR) - R défini par

(2.41) c((u,t,t'),(v,s,8")) =é((u,t),(v,8)) +t's" = c(u,v) +ts +t's’,

et on note () p I'opérateur de fermeture associé.

Théoréme 2.5.1. Pour toute fonction h : U — R, les assertions suivantes sont

équivalentes :

(1) h est (¢, P)-épi-réguliere,

(2) H est (¢, P)-épi-réguliére,

(3) H est (¢, P)-réguliére par niveaux.
Preuve. (1) = (2). Observons que pour tout (u,t,7) e U xR xR, on a :
(2.42) (u,t,r) eepi H <= (u,r +t) € epih.
Soit (u,t,7) ¢ epi H. Alors (u,7 +1t) ¢ epih qui est (¢, P)-réguliere d’apres (1). Il
existe (7,5,8') e VxR xR tel que

§-5(r+t)—c(u,v)¢ P et epihc{(u,t)eUxR : §-5t-c(u,v)eP}.
Par conséquent,
§-¢((u,t,7),(0,5,5)) ¢ P et epi H c {(u,t,r) e UxRxR : §-¢((u,t,7),(7,5,5)) € P},
et finalement, (u,t,7) ¢ (epi H)-c p.
(2) = (3) résulte immédiatement de la proposition 2.4.2.
(3) = (1). D’apres (2.40), on a
epih =[H <0],
qui est un ensemble (&, P)-régulier d’apreés (3). O
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Le théoréeme 2.5.1 généralise la proposition 4.1 de 73] qui donne le résultat dans le

cas evenly convexe.

2.5.1. Conjugaison associée a I'opérateur de fermeture (.); p

En suivant le schéma de décomposition d’un opérateur de fermeture (|71]), on associe
a lopérateur de fermeture (.)s p, le couplage wp : (U xR) x (V x R x R) » R défini
par :

0 si s—¢é((u,t), (v,7)) ¢ P
(2.43) wp((u,t), (v,r,8)) =

-0 si s—¢((u,t), (v,r)) € P.
On notera simplement w; au lieu de wp, pour i € [1;4]. D’apres le théoréeme 2.3.1,
pour toute fonction k : U x R — R, la régularisée par niveaux de k par rapport a
l'opérateur (.): p coincide avec la biconjuguée de k par rapport au couplage wp. Le
théoréme suivant exprime la (¢, P)-régularisée par niveaux de H en fonction de la
(¢, P)-épi-régularisée de h pour i = 1,2, 3,4.
Théoréme 2.5.2. Pour toute fonction h:U — R, pour tout (u,t) e U xR, on a :

(2.44) H (u, t) = h'e(w) =t +iaom ny., (u) = A1 (u) -,
(2.45) H*2 (u,t) = h'=(u) =t + i(aom ny.., (1) = AV2(u) - ¢,
(2.46) H“ (u, t) = B (w) =t + idom hy,, (1) = hOes (u) - t,
(247 H444 (0, 8) =0 g 1. (1) = H0%5 ).

Preuve. On procéde par un calcul explicite de Hvi pour i € [1;4]. Le résultat est
immédiat si dom h = @. On suppose donc que dom h # &.

Cas de i =1. Soit (v,r,s) € V xR x R. Par définition, on a :

-H* (v,r,s) = in[g {h(u) -t |s—tr-c(u,v) <0}
te R

“B ) gt r>0 el

Par ailleurs,

s-clwv) sir<0
T .
sup{t | tr >s-c(u,v)} ={ t* si r>0
e +00 sio r=0 et c(u,v)>s
—00 sio =0 et c(u,v)<s.

On en déduit que :
e Sir <0 alors —-H“'(v,r,s) = in£ {h(u) -2+ de(u, v)} =-2_ hg(v, —%)
e Sir>0alors —-H* (v,r,s) = in[g{h(u) — o0} =—o0 car dom h # @.
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+oo  si dom hc[e(.,v)<s]

_ w1 =
® (U,O, S) { —00 si dom h ¢ [C(.,’U) < S]'

Par conséquent,

§+h'5(v,—%) si r<0

e ) +00 si r>0
v,T,8) = .
—00 si =0 et dom hc[e(.,v)<s]
+00 si. r=0 et dom h¢[c(.,v)<s].

Ainsi, pour tout (u,t) €U xR, on a :
-H“'* (u,t) = in‘ﬁ {H“" (v,r,s) | c(u,v) +tr>s}
(7",I;€)€]R2

= min (k(u,t),g(u)),

ou

- 1
k(u,t) == inf {f +h¢ (v, ——) | c(u,v) +tr> s}
veV | r r
reRX
seR

— 3 ! T ot / !
= 11)&; {s"+ 1% (v,=r") | r'e(u,v)+t<s'}

r'eR*
s'eR
= inf {hg(v, -’y +r'c(u,v) + t}
veV
r'eR*

- qu%{ﬁ {h (v,7) —TC(U,U)} +1

=1- h’c‘b\(u)a

et

g(u) :=inf {H*' (v,0,5) | c(u,v) > s}
seR

[ -0 s I(v,8) eV xR : u¢ B et dom hc BlL
+00 sinon

| —oo si ¢ (dom h)cy
| 400 si we(dom h),

=—- 19(dom h)e1 (u)
Il en résulte que
Hr (u, ) =maoe {B(10) =1, D gom 1., ()}
= hF?(u) -+ Z‘(dom hYe (u)

=hUa1(u) -t d’aprés le théoréme 2.4.1.
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Cas de i =2. Soit (v,r,s) € V xR x R. Par définition, on a :

-H“2(v,r,s) = iné {h(u) -t | s—tr-c(u,v) <0}
te R

B -gp 2 o-clu )

Par ailleurs,

s—c(u,v)

si r<0
70 .
sup{t | tr>s-c(u,v)} =1 *° st >0
teR +00 sio r=0 et c(u,v)>s
—00 sio r=0 et c(u,v)<s.

On en déduit que :
e Sir<0alors —H*?(v,r,s) = in[g {h(u) -2+ Le(u,v)} = -2 - b (v,-1).
e Sir>0alors —H*?(v,r,s) = ing{h(u) — o0} =—o0 car dom h # @.

+o0  si dom hc[c(.,v)<s]

— Hw2 =
[ ] ('U,O,S) { —00 Si dom h ¢ [C(.,'U) < S]'

Par conséquent,

S+ h%(v,-1) st <0

He (0.1, 5) = +00 si r>0
]~ si. r=0 et dom hclc(.,v)<s]
+00 si r=0 et dom h¢[c(.,v)<s].

Ainsi, pour tout (u,t) eU xR, on a :

—H“2(y,t) = in‘ﬁ {H“" (v,r,s) | c(u,v) +tr>s}
ve
(r,5)eR?

= min (k(u,t),g(u))

ou

- 1
k(u,t) == inf {f +h¢ (v, ——) | c(u,v) +tr> s}
veV | r r
reRX
seR

— 3 / < ot ! !

= 11)12% {s"+ 1% (v,~r") | r'e(u,v)+t<s'}
r’eR*
s'eR

_ < ot !

= 11)1;1& {h® (v, =) +r'c(u,v) +1}

r’eR*

qugé {h (v,r)—rc(u,v)}+t

*
seRY

t- hﬁg(u)v

et
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9(u) = inf {H(0,0,5) | e(u,0) 2 5}
seR

+00 sinon

| —oo si wu¢(dom h)co
| 400 si we{dom Ay

== 79(dom h)c,2 (u)

Il en résulte que

_{—oo si I(v,s) e VxR :u%Effsetdomthf;i

H“**?(u,t) =max {h@(u) —t,%(dom h)c,z(u)}
= hFE(U) -t+ i(dom h)e,2 (U)

=hUe2(u) -t  d’aprés le théoréme 2.4.1.

Cas de i = 3. Soit (v,7r,s) € V xR x R. Par définition, on a :

-H*(v,r,s) = iné {h(u)-t|s—tr-c(u,v) =0}

te R

- (R0 s =0 clu})

Par ailleurs,

s—c(u,v) "
r

sup{t |tr=s-c(u,v)} =1 | i

teR
—00 si

On en déduit que :

e Sir+0 alors —-H“*(v,r,s) = in£ {h(u) - 24 1e(u, v)} = -2 —h® (v, -1

o —Hw(v,0,s) = {
Par conséquent,

§+h5(v,—%) si r+0

r+0

r=0 et c(u,v)=s
r=0 et c(u,v)#s.

+oo  si dom hc[e(.,v) % s]
si dom h ¢ [c(.,v) # s].

H*(v,r,s)={ -o0 si. r=0 et dom hclc(.,v)+s]
+00 si. r=0 et dom h¢[c(.,v)#s].

Ainsi, pour tout (u,t) eU xR, on a :

SHEs () = inE {0, s) | 6 ), (0,7) = 5}

(r,5)eR?
= min (k(u,t),g(u)),
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ou

S . 1
= 1 f — c _— =
k(u,t) inf {r +h (v, 7’) | c(u,v)+tr s}

reR*
seR

_ / c ol ! — o
= 11)13 {s"+ 0 (v,~r") | r'e(u,v) +t=5"}
r'eR*
s'eR
— 3 ¢ ! I
= 11}2% {h (v, r)+rc(u,v)+t}
r'eR*
= 71)1%}’ {h (v,7) —rc(u,v)}+t

=t - h%(u),
et

9(u) = inf (5 (0,0.5) | e(u,v) = )
seR

{—oo si I(v,8) eV xR : u¢ES et dom hc B/

+00  sinon

_{ —oo si  wu¢(dom h).3

+oo si we(dom h).3
= = Vidom hye,s ().

Il en résulte que

H*3%3(u,t) =max {héé(u) —1,9(dom h>5(u)}
= B (u) =t + ifdom ..o (1)

=h0e3(u) =t d’aprés le théoréme 2.4.2.

Cas de i =4. Soit (v,7,s) € V xR x R. Par définition, on a :

-H*(v,r,s) = iné {h(u)-t|s—tr-c(u,v)+0}
te R

=inf {h(u) —sup{t | tr + s - c(u, v)}} :
uell teR
Par ailleurs,

+oo si r=#0
sup{t |tr+s—-c(u,v)} =4 -0 si r=0 et c(u,v)=s
reR +oo si r=0 et c(u,v)#s.
Donc
—oo si r=#0
-H“(v,r,s) =4 400 si r=0 et dom hclc(.,v)=s]
-0 si r=0 et dom h¢c(.,v)=s],
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+o0 st r=#0
H“(v,r,s)={ —o0 si r=0 etdom hc[c(.,v)=s]
+oo si r=0 et dom h¢[c(.,v)=s].
Ainsi, pour tout (u,t) €U xR, on a :
—H“*(u,t) =inf{ H**(v,0,s) | s # c(u,v)}
sk
{—oo si I(v,s) e VxR:dom hc[e(.,v) =s] et c(u,v) s

+00  sinon

_{ —o00  si u ¢ (dom h).4

+00  sinon

== ﬁ(dom h)e,a+
Il en résulte que

H*4 (u,t) = U(dom hjos = hOe1(y)  d’aprés le théoréme 2.4.3.

2.5.2. Autres expressions de h{)i, pour i=1,2,3,4
Proposition 2.5.1. Soit i € {1,2,3,4}. Pour tout h:U — R et pour tout a € U, on
a

hO%i(a) =sup{t e R | (a,t) ¢ (epih)s;}.
Preuve. Soit ¢ < hl)#i(a). Alors (a,t) ¢ (epih);; d’aprés la proposition 2.4.4 . Par
conséquent
t<sup{teR | (a,t) ¢ {epih)zs;},
donc
hOzi(a) <sup{teR | (a,t) ¢ {epih)s;}.
Par ailleurs, d’aprés le théoréme 2.5.2, on a

(2.48) H@®i(u,t) = V% (u) —t, V(a,t) e UxR.

Soit t € {t e R | (a,t) ¢ (epih)z;}. Alors (a,t) ¢ (epih)s; . Donc, d’apres la
proposition 2.2.2 | il existe (v,s,7) € V xR xR tel que

(a,t) ¢ Effs’t et epihc E

v,8,t°
Par conséquent,

sup inf ~ h(u)-t>0.
(ab)eBli , (WhEE, |,
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sup inf  h(u)-t>0= H““(a,t)>0
(a,f)¢E5¢S’t (u,t)$E5iS’t

= hV%i(a) > 1, d’aprés (2.48).
D’ou hl%i(a) > sup{t e R | (a,t) ¢ (epih)s;}. O

Remarque 2.5.1. On peut vérifier sans peine que pour tout i € {1,2,3,4}, pour
toute fonction h:U - R, on a

(2.49) hO%i(a) =inf{t e R | (a,t)e(epih)s;}, VYael.

2.6. Application & un probléme d’optimisation : dualité par niveaux
Considérons le probléme de minimisation suivant :
(2) Minimiser f(z), x¢€X,
ou X est un ensemble non vide et f: X - RuU{+oco} est une fonction numérique.

2.6.1. Dualité perturbationnelle par niveaux
On se donne une fonction F: X x U - R vérifiant
(2.50) JaeU : F(.,a)=f(.).
On associe & la fonction F la fonction valeur h: U — R définie par
(2.51) h(u) = 916161)1; F(x,u).
On note « la valeur optimale du probléme (&), c’est-a-dire o = i&f f,ona
(2.52) h(a) = .
Considérons le couplage ¢ : U x V - R, I'ensemble P c R et la polarité¢ A.p co-
respondant que I’on notera simplement A. Le probléme dual (2) du probléme (&)
associé a la perturbation F et a la polarité A est donné par ([71]) :
(2) Maximiser - h*(v,r), a¢ E},.
Notons f3, la valeur optimale du dual. On a par définition
(2.53) —00 < B:=sup(2) = k2% (a) < h(a) =t a = inf (L) < +oo.

Ainsi, la dualité faible est vérifiée, c’est-a-dire que la valeur optimale du dual est
inférieure ou égale a celle du primal. Le théoréme suivant donne une condition
nécessaire et suffisante qui garantit la dualité forte c’est-dire 'égalité entre « et

[ et le dual admet au moins une solution.
Théoréme 2.6.1. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) inf(2) = max(2),
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(2) a ¢ ([h < a])c,P'
Preuve. (1)== (2). D’aprés (1), il existe (v,7) € V x R tel que
F—c(a,0) ¢ P et a=h(a)=-h?(0,7):= inf h(u).

uéE%iF

On en déduit que [h < a]c Bl Dot a ¢ ([h < a]), p d’aprés la proposition 2.2.2.
(2) = (1). D’aprés (1) et la proposition 2.2.2, il existe (v,7) € V x R tel que

a¢ B et [h<a]cELL

Il en résulte que
inf h(u)>a>p.

ugéEéDi
Or
B:= sup —h?(v,r) = sup inf h(u).
atEf, a¢EP, uEL,
Donc
B> inf h(u)=-h%(v,7)>a>p.
u¢E5F
D’ou 8 =-h”(0,T) = a. O

2.6.2. Application a la dualité evenly
quasi-convexe([23],[51],[58],[59],[72])

On suppose que X et U sont deux espaces vectoriels topologiques, V = U* le dual
topologique de U, ¢ = (,) le couplage bilinéaire standard entre U et U*.

Corollaire 2.6.1. On suppose que la fonction F: X xU — R est quasi-conveze et
pour tout x € X, F(x,.): U = R est semi-continue supérieurement. On a
inf(Z) =max inf F(z,u).
u*eU* (z,u)eXxU
(u—a,u*)>0
Preuve. La fonction h est quasi-convexe et semi-continue supérieurement puisque F'
est quasi-convexe et pour tout x € X, F'(z,.) est semi-continue supérieurement. Par
conséquent [h < a] est un convexe ouvert donc evenly convexe. Comme a ¢ [h < a],
il résulte du théoréme 2.6.1 (avec P = Rx) que
inf(#) =max(Z) = max inf  Ah(u) = max inf  h(u),

r—(a,u*)<0  r—(u,u*)<0 u*eU*  (u,u*)>(a,u*)

ot la derniére égalité résulte du fait que pour tout u* € U*, la fonction k- : R - R
définie par
ky-(r)=inf  h(u)
r— *)<0

(u,u
est croissante. O
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Corollaire 2.6.2. On suppose que la fonction F: X xU —» R est quasi-conveze et
pour tout x € X, F(z,.):U — R est semi-continue supérieurement. On a

inf(#) =max inf F(z,u)
u*eU* (z,u)eXxU
(u—a,u*)=0

Preuve. Avec ses hypothéses, on sait que [h < «] est un convexe ouvert donc
((), R*)-régulier. Puisque a ¢ [h < ], il résulte du théoréme 2.6.1 que

inf(2) =max(2)

=  max inf  h(u)
(u*,r)eU xR = uel
ey i

=max max inf h(u)
u*eU*  relR uelU
(a,u*)=r (u,u”)=r

=max inf h(u)
u*eU* uel
(u—a,u*)=0

=max inf F(x,u) par définition de h.
u*eU* (z,u)eXxU
(u—a,u*)=0
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Chapitre 3

Dualité en optimisation convexe conique & données
incertaines

Notons que ce chapitre fait 'objet d’un papier accepté pour publication dans pacific
journal of optimization ([3]).

3.1. Introduction

Considérons le probléme de programmation convexe conique incertain suivant :
(P) inf f(x) sle.  gu(z)e-S,
x

ol u désigne le parameétre incertain appartenant a U 'ensemble des incertitudes,
X et Y sont deux espaces vectoriels topologiques localement convexes et séparés,
f: X - R une fonction convexe propre semi-continue inférieurement, S c Y, un
cone convexe fermé non vide, et pour tout u € U, la fonction ¢, : dom g, c X - Y
est S-convexe fermée par niveaux ou par épigraphe.

Au probléme (P) est associée sa contrepartie robuste (|7],[8],[10],...) définie par :
(RP) inf f(x) s.l.c. gu(x) €e=S |, Yuel.

On appelle valeur robuste, la valeur du probléme (RP) c’est-a-dire inf(RP).
Etant donnée u € U, (P,) désigne 'occurrence correspondante du probléme (P) :

(Pu) ir%ff(x) s.l.c. gu(x) € =S.

On considére le probléme qui consiste & maximiser sur U, la fonction valeur des

problémes (P,) :
(Q) sup inf{f(z) slc.  gu(z)e-S} slec. wel,

et on appelle pire valeur du probléme incertain (P), la valeur du probléme (Q),
c’est-a-dire sup(Q).

Nous allons montrer que sup(Q) < inf(RP) puis donner un exemple dans lequel
I'inégalité est stricte (Proposition 3.3.1 et Exemple 3.3.1).

L’objectif de ce travail est d’établir une condition nécessaire et suffisante afin d’obte-
nir I’égalité entre la valeur robuste et la pire valeur du probléme incertain (P) avec
exactitude de la pire valeur. Le chapitre est organisé comme suit. La section 3.2 pré-
sente quelques éléments d’analyse convexe que nous allons utiliser par la suite. Dans
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la section 3.3, on formule une condition nécessaire et suffisante pour obtenir ’égalité
entre la valeur robuste et la pire valeur avec exactitude de la pire valeur (Théoréme
3.3.1, Corollaire 3.3.1, Corollaire 3.3.2, Corollaire 3.3.3). Dans la section 3.4 on s’in-
teresse au dual optimiste (ODP) de (P). On montre que sup(ODP) < sup(Q) (Pro-
position 3.4.1) et on donne une condition permettant d’obtenir sup(ODP) = sup(Q)
(Proposition 3.4.3). Dans le cas ou la dualité robuste forte est vérifiée, on obtient
inf(RP) = max(Q) (Proposition 3.4.2). Inversement, on établit la dualité robuste
forte (Théoréme 3.4.1) a partir de nos résultats précédents en utilisant un principe
de dualité en optimisation convexe. Finalement, on compare notre corollaire 3.4.1
au corollaire 3.1 de [49] (Remarque 3.4.4 et Proposition 3.4.4).

3.2. Rappels d’analyse convexe

Dans cette section, on rappelle quelques éléments d’analyse convexe qui nous se-
ront utiles dans la suite de ce chapitre. Soient X un R-espace vectoriel topolo-
gique localement convexe et séparé de dual topologique X* et (,) la forme bili-
néaire standard de dualité entre X et X*. Etant donné une fonction h : X - R,
on note par dom h := {x € X | h(xz) < +oo} le domaine effectif de h. On dira
que h est propre si dom h # @ et —oo ¢ h(X). L’épigraphe de h est 'ensemble
epih = {(z,t) € X xR | h(x) < t}. Rappelons que h est convexe si et seulement
si epih est convexe, h est semi-continue inférieurement si et seulement si epih est
fermé. L’ensemble de toutes les fonctions convexes propres semi-continues inférieu-
rement & valeurs réelles étendues définies sur X est noté I'( X).

La conjuguée de Legendre-Fenchel de h: X — R est la fonction h* : X* - R définie
par

h*(x7) == sup{(z, ") - h(z)},

reX

qui est convexe et semi-continue inférieurement pour la topologie faible—x. La bi-
conjuguée de h est définie sur X & valeurs dans R par

h(x) = sup {(z,2") - h*(z")}.

rreX*
Il est clair que h > h**, et que h** est une fonction convexe semi-continue inférieu-
rement. Si h est convexe propre semi-continue inférieurement alors h = h**.

Propriété 3.2.1. Pour toute famille de fonctions (h;)ier, définies de X a valeurs
dans R, on a
(inf hi) =suph;.
iel iel
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Etant donné un sous-ensemble A de X, on note par i, : X — R la fonction indicatrice

de A définie par :

. 0 sizeA

ZA(x):{ +o0 sixe X \NA,
o =% la fonction support de A, convA I'enveloppe convexe de A, A la fermeture
de A et convA l'enveloppe convexe fermée de A. Sur 'espace X*, on considére
uniquement la topologie faible-*, et pour tout B ¢ X*, on note simplement B la
fermeture de B pour la topologie faible—x.
Etant donné A et B deux sous-ensembles de X, on dit que A est fermé par rapport
A Bsi AnB = An B ([13]). De maniére analogue, on dit que A est convexe fermé
par rapport a B si convAn B = An B ([34)).
Etant donné £ c R, on écrit min A (resp. max A) au lieu de inf A (resp. sup A)
lorsque que l'infimum (resp. le supremum) est atteint, dans ce cas, on dit qu’il est

exact.

Lemme 3.2.1 ([15]). Pour toutes hy, hy € T'(X) telles que dom hyndom hy # &, on
a:

(3.1) epi (hy + h2)* = (epi hi +epihj).

Lemme 3.2.2 ([13]). Soit (h;)ir ¢ T(X), avec I un ensemble quelconque d’indices.
Supposons qu’il existe x € X tel que Squ hi(x) < +oo0 . Alors
(3.2) epi(suphi)* :W(Uepihi*).

iel iel
Les fermetures dans (3.1) et (3.2) sont prises par rapport a la topologie produit de
la topologie faible—* sur X* et de la topologie usuelle de R. De plus, si, hy est finie
et continue en un point de dom hs, alors la fermeture n’est pas nécessaire dans (3.1)
d’aprés le théoréme de Moreau-Rockafellar (|60] Théoréme 3).

Soit Y un autre espace vectoriel topologique localement convexe séparé et S cY un
cone convexe fermé non vide. Le S-épigraphe d'une fonction g:dom gc X — Y est
I’ensemble

epigg = {(z,y) edom gxY : y-g(z)eS},
et la S—tranche de niveau y € Y est ’ensemble
[g<sy]={redomg : y-g(x)eS}.
En particulier,
[g<sOy]={wedomg : g(x)e-S}=g'(-5).
Il existe dans la littérature plusieurs notions de semi-continuité inférieure des fonc-

tions de type ¢ ([1], [22],[27],[50], [57], -..). Nous utilisons ici celles qui dépendent
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du S-épigraphe ou des S-tranches. On dira que g est S-épi-convexe fermée (ou S-
convexe fermée par épigraphe) si epigg est convexe et fermé, et g est S-convexe
fermée par niveaux si [g <g y] est convexe et fermé pour tout y € Y. Il est clair que
toute fonction S-épi-convexe fermée est S-convexe fermée par niveaux.
On note
St={AeY* : (y,\)>0, VyeS},
le cone polaire positif de S. Etant donné X\ € S*, on note A\g : X - R la fonction
définie par :
(9(x),A) si xedomyg
Ag(x) =
+00 si x ¢ dom g.
Si g est définie sur tout l'espace X alors Ag est la composée de A\ par g notée
habituellement par Ao g.
Considérons 'ensemble K, défini par
Ky:= U epi(Ag)”,
AeS*
que l'on peut voir comme le cone caractéristique du systéme d’inéquations

(3.3) {redomg : (g(x),\)<0, YAeS*},

selon la terminologie utilisée dans [40]. Notons que sans aucune hypothése de convexité
sur g, 'ensemble K, est toujours un cone convexe. Plus précisément, on a la propriété

suivante :
Propriété 3.2.2. Pour toute fonction g :dom g c X - Y tel que g-'(-S) + @, on
a:
(1) ig-1(-s) = sup(Ag),
AeS+
(2) K, est un cone conveze.

Preuve. Montrons (1). Soit z € X. Si x € g71(-5) alors (g(x),A\) < 0 pour tout

A e St et comme Oy« € S*, on en déduit que
sup(Ag(x)) = 0.
AeS*

Six ¢ g1(-9) alors g(x) ¢ =S qui est un convexe fermé. D’aprés le théoréme de
séparation de Hahn-Banach, il existe (y*,r) € Y* x R tel que (y,y*) <r < (g(x),y*)
pour tout y € —S. Puisque Oy € S, il en résulte que r > 0 et donc y* € S*. Donc

sup(Ag(z)) 2< (g(x),ny*) >0,Yn > 1.
AeS+

Par conséquent

sup(Ag(z)) > lim (g(x),ny") = +oo,
AeS+ n—+oo
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d’ot sup(Ag(z)) = +o0.

AeS+
Montrons (2). Montrons d’abord que K, est un cone. Soit (z*,7) € K, et t > 0. Il
existe A € S* tel que (Ag)*(z*) <r et on a

(tAg)*(tx™) = sup{(x, tx") — tAg(x)} = tsup{(x, x*) - Ag(x)} = t(Ag)"(x") < tr.

reX reX

Donc t(z*,r) € epi (tAg)* ¢ K,. Montrons maintenant que K, est convexe.
Soit (z},7;) € Ky, i =1,2. On doit montrer que (z] +x3,7m1 +72) € K. Il existe A; € S*

tel que (z},7;) € epi(A;g)*. Pour tout = € dom g, on a

(I,ZEI +Z‘;) - <g(l’),)\1 + >‘2> =<ZE,I>{) - (g(x)7>‘1> + <Z‘,JZ§> - (g(ZE),/\2>
<(A1g)*(21) + (Aag)* (23)

<7ry+ro.
En passant au sup sur dom g, on obtient ((A; + A2)g)* (27 + x3) <ry + 19, et donc
(21 +a5 , ri+72) €epi (A1 + A2)g)" € K.

O
En présence d’hypothése de convexité sur g, on a :

Proposition 3.2.1. Pour toute fonction S-épi-convexe fermée g:dom gc X - Y
tel que g1 (-S) # @, on a

(3.4) epi Og-1(-5) = Kg.
Preuve. Introduisons la fonction H : X x Y - R u {+o00} définie par

H(m, 3/) = Z'61t>isg(37a _y)-

Soit (z*,A\) e X*xY*. On a :

H (%, 0) =sup{({°) 4 (5:3) = iy (. 9)
yeY

=sup {(x, z*)+ sup (y, A)}

zeX —y—g(z)eS

—sup {(2.27) = {9(). \) - inf(y: V)

reX
(Ag)*(z*) siAeS*
H*(z*,\) =

+00 sinon .
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Puisque g est S-épi-convexe fermée et g71(-S5) # @ alors H e I'(X x Y'). En particu-

lier, pour tout z € X, on a

H(x,0y)=H**(x,0y)
= sup {(z,z*) = (Oy,\) - H*(x*,\)}

r¥eX*
AeY'™

= sup {{x,z*) = (A\g)*(z*)}

AeSt | z*eX*
=sup(Ag)** ().
AeSH

=sup{ sup {(z,z") - ()‘g)*(x*)}}

D’autre part, pour tout x € X, on a
H(ZL’, OY) = iepisg('T? OY) = Z‘g‘l(—S)(x)‘

Donc ig-1(_gy = iusp()\g)**, et comme g~1(-95) # @, d’aprés (3.2), on a
eSS+

epl og1(_g) = conv( J epi ()\g)***) =m( U epi ()\g)*) =K,
AeS* AeSt

ou la derniére égalité résulte de la propriété 3.2.2 (2) et de la définition de K,. [
Remarque 3.2.1. Malgré le fait que ig1(_gy = sup(Ag), on ne peut pas appliquer
AeS*

directement le lemme 3.2 a la fonction i,1(_g) pour obtenir (8.4). La raison est
que A\g n’est pas nécessairement semi-continue inférieurement méme si g est S-
épi-convexe fermée. En effet, si g est une fonction S-épi-convexe fermée dont le
domaine effectif n'est pas fermé, alors pour A = Oy+, on a Ag = idom 4 qui n’est pas

semi-continue inférieurement.

3.3. Pire valeur versus valeur robuste

Dans cette section, nous donnons une condition nécessaire et suffisante permettant
d’obtenir I’égalité entre la pire valeur et la valeur robuste du probléme incertain (P)

avec exactitude de la pire valeur :
(3.5) inf(RP) = %gjxinf(Pu).
Pour tout uw € U, on désigne par F,, I'ensemble des solutions réalisables de (P,) :
F,={xedom g, : g,(z)e-5}.
On note F' 'ensemble des solutions réalisables de (RP) :
Fi={zeX : zedomg, et g,(x)e-S, VueU}=()F,,

uelU
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et on définit la fonction p: X — R par
(o) = sup(F(2) + ir, () = £ (2) + supi (&) = f(2) + i (2).
On a
dom p=Fndom f et g}f{p(x) = inf(RP).
Proposition 3.3.1. On a toujours
(3.6) sup(Q) <inf(RP).
Preuve.
sup(Q) = sup inf(F,) = sup inf(f+ip,)(x) < inf igg(f +ip,)(x) = inf(RP).

OJ
L’exemple suivant montre que 'inégalité (3.6) peut étre stricte méme si f est linéaire,
I’ensemble U est fini et inf( RP) est atteint.

Exemple 3.3.1. Considérons le probléme convezre conique incertain suivant :
(P) Minimiser 1 + x5 sle  [(2-u)a?+ (1 +ug)ad] <1,
ot (ur,us) = (1,2) ou (u1,u2) = (3,1). Dans cet exzemple, on a :

X=R2, f(zi,m)=a1+x2, Y =R, S=R., U={(1,2),(11)},

gu(x1,29) = % [(2-up)2? + (1 +ug)a3] - 1.
Pour tout uw € U, (P,) est un programme convexe vérifiant la condition de qua-
lification de Slater. En résolvant le systéeme d’optimalité de Karush-Kuhn-Tucker
correspondant, on obtient

min(P,) = - 2( ! + L ):
2—U1 1+UQ - ) 1
-\/5 siu=(3,1).

max(Q) = —\/g.

D’autre part, la contrepartie robuste de (P) est donnée par

wloo

stu=(1,2)

Donc

22+ 322 <2
(RP) Minimiser =y +zo  s.l.c.
322+ 422 < 4.
(RP) est un programme convezxe vérifiant la condition de qualification de Slater. En

résolvant le systeme d’optimalité de Karush-Kuhn-Tucker correspondant, on obtient

, 2+2 7
min(RP) = - 7 > —\/; = max(Q).

53




Considérons « l'opposé » du probléme (Q) :
(-Q) inf sup{-f(z) slc g,(x)e-S} sle wel.

Une perturbation de la fonction objective de (-Q)) par I’addition d’une forme linéaire

continue permet de définir une fonction ¢: X* - R par

() = inf sup{{z, 2°) - f(2)) = inf (f +ir,)" (2°).

xelFy,

D’apres la propriété 3.2.1, on a

¢ =sup (f+ip,)" <sup(f +ig,) =p,
uelU uelU

donc
(3.7) p" < ¢ <q.
Introduisons la condition de qualification suivante :
fel(X)
(CQ) Fndom f#@ (c'est-a-dire inf(RP) < +o0)

gu est S-convexe fermée par niveaux, Vu € U.

Lemme 3.3.1. Supposons que (CQ) est vérifiée. Alors
(3.8) epip* = conv( Jepi(f+ z'Fu)*).
uelU
Preuve. Si la condition (CQ) est vérifiée alors f +ip, € ['(X) pour tout ue U, et

on a
q" =sup(f+ip,)"" =sup(f+ir,) = p.
uelU uelU

donc ¢** = p* et dom ¢* = FFndom f # @. On applique le lemme 3.2 & la fonction
q* = p pour terminer. 0

Théoréme 3.3.1. Supposons que (CQ) est vérifiée. Alors pour tout x* € X*, les
affirmations suivantes sont équivalentes :

(1) p*(z*) = I}Ligling{(x,I*) - f(2)},

(2) UJepi (f+ig,)" est convexe fermé par rapport a {z*} x R.
uelU

Preuve. Puisque dom p # @, la fonction p* ne prend pas la valeur —oo. Soit x* € X*.
On considére d’abord le cas ot p*(z*) = +00. Comme p* < ¢, on a g(z*) = +oo0 et (1)
est vérifiée. D’autre part, d’apres le lemme 3.3.1, on a
conv ( Jepi (f+ iFu)*) N ({x*} X ]R) =epip*) ({x*} X ]R) =g, dou (2).
uelU
Par conséquent, si p*(z*) = +o0 alors (1) et (2) sont toutes les deux vérifiées.
On suppose maintenant que p*(x*) € R.
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Montrons que (2) = (1). D’aprés le lemme 3.3.1,

(2%, p*(z*)) € epip* ({g;*} x ]R) :m(u epi (f +iFu)*)m({x*} x ]R).

uelU

Donc, d’aprés (2),

o e(UYem (7+im)) O (1) <),

uelU
Par conséquent, il existe u € U tel que

nf(f +ir,)"(27) = (") < (f +ir,)"(a") <p™(z7).
Comme p*(2*) < g(x*), on obtient (1).
Montrons que (1) = (2). Soit (z*,r) e conv | |_J epi (f+zFu)*) Alors p*(z*) <r

ueU
d’aprés le lemme 3.3.1. D’aprés (1), il existe u € U tel que

p (@) = (f+ip,)"(z")
et finalement (z*,7) €epi (f +ip,)". O

Corollaire 3.3.1. Supposons que (CQ) est vérifiée. Alors, les affirmations suivantes

sont équivalentes :
(1) —o0 < m%xinf(Pu) =inf(RP) < +o0,

(2) Uepi (f+ig,)" est convexe fermé par rapport a {0x-} x R.
uelU

Preuve. Notons que —p*(0x+) = inf(RP). La conclusion résulte immédiatement
du théoréme 3.3.1 appliqué au point 0x-+. 0

Corollaire 3.3.2. Supposons que (CQ) est vérifiée. Alors, les affirmations suivantes
sont équivalentes :

(1) —o0 < p*(z*) = mlgl(f +ip,) (") < 400, Va*re X",

(2) Uensemble A := | Jepi (f +ir,)" est conveze fermé.
uelU

Preuve. Notons que 'ensemble A est convexe fermé si et seulement si A est
convexe fermé par rapport a {z*} x R pour tout z* € X*. La conclusion résulte donc
du théoréme 3.3.1. 0

On renforce maintenant la condition (CQ), en supposant que pour tout u € U, la
fonction g, est S-épi-convexe fermée. On considére la nouvelle condition (CQ’) :
feT(X)
(CQ) Fndom f#@ (c’est-a-dire inf(RP) < +00)
gu est S-épi-convexe fermée , Yu e U.
Corollaire 3.3.3. Supposons que (CQ’) est vérifiée. Les assertions suivantes sont
équivalentes :
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(1) inf(RP) = max(Q),

2 epi f*+ K, ) est convexe fermé par rapport a {Ox+} x R.
Ju
uelU

Preuve. Puisque F est non vide alors pour tout u € U, g;'(-S) = F, + @. En
appliquant la proposition 3.2.1 a la fonction g,, on obtient

o % T
epiip =Ky, , Vuel.

D’aprés le lemme 3.2.1, on a, pour tout u € U,

epi (f +ip,)* :(epif* +epiz’}u)
=(epi f* + K,,)
=(epi [ + K,,).

Par conséquent,

Uepi (f +ip,)" = U (epi f* + Ky,)

uelU uelU
et la conclusion résulte du corollaire 3.3.1. [l

3.4. Lien avec la dualité robuste forte

Pour tout u € U, on associe & (P,), son dual Lagrangien classique (D, ) défini par :

(D) sup in}f( {f(2) + Agu(x)} slec. AesS™
by xe
Le dual optimiste du probléme (P) est défini (|5], [14],[47],[49]) par
(ODP) sup in)f( {f(@) +Agu(2)}  sle (u,A\)eUxS*.
('U,,)\) ZTE

Proposition 3.4.1. La valeur de (ODP) est inférieure ot égale a celle de (Q) :
(3.9) sup(ODP) <sup(Q).
Preuve. Par la dualité faible entre les problémes (P,) et (D, ), u€ U, on a
sup inf {f(z) + Agu(z)} < inf(P,).
AeS+ TEX
En passant au sup sur U, on obtient

sup(ODP) = 81615) ;ﬁl}f{ {f(:c) + )\gu(x)} < 8161(1]) inf(P,) =sup(Q).
AeS*
0
Remarque 3.4.1. I est intéressant de noter que, méme dans le cas certain c’est-
a-dire U = {u}, il peut arriver que (voir le lemme 3.4.2 ci-dessous) :

sup 1I€1)f({f(x) + Aga(z)} = sup(ODP) < sup(Q) = inf(FPy).

AeS+ T
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Remarque 3.4.2. En juxtaposant les propositions 3.3.1 et 3.4.1 , on obtient
(3.10) sup(ODP) <sup(Q) < inf(RP).

On dit que la dualité robuste forte est satisfaite pour le probléme convexe conique
incertain (P) si les valeurs de sa contrepartie robuste et de son dual optimiste

coincident avec exactitude de la valeur du dual optimiste :
(3.11) inf(RP) = max(ODP).

La terminologie de dualité robuste forte a été introduite dans [49]. Cette propriété
se trouve dans [5] et [47] sous I'expression « primal worst equals dual best.

Proposition 3.4.2. Si la dualité robuste forte est satisfaite pour (P) alors on a :
inf(RP) = max(Q).
Preuve. En juxtaposant les propositions 3.3.1 et 3.4.1, on obtient
max(ODP) =sup(Q) = inf(RP), d’aprés (3.11) .
Par conséquent, il existe (u, \) € U x S* tel que
igf( {£(x) + Aga(x)} = inf(RP) = sup(Q) > inf(P;) > igf( {£(x) + Aga(2)},

ou la derniére inégalité résulte de la dualité faible entre les problémes (P;) et (D).

Donc inf(RP) = inf(P;) ce qui achéve la preuve. O

Afin d’obtenir la dualité robuste forte & partir de nos résultats précédents, nous
rappelons deux résultats de dualité épigraphique en optimisation convexe.

Lemme 3.4.1 (|13] Théoréme 8.3). Soit f e '(X), g:dom g c X =Y une fonction
S-épi-convexe fermée telles que g~ (=S) ndom f # @. Alors les assertions suivantes

sont équivalentes :

(1) inf {f(z)-(z,2*)} =maxinf{f(x) - (z,z*) + A\g(x)}, Va*eX",

g(z)e-S eSSt xeX
(2) | epi(f+Ag)* est fermé.
AeST

Lemme 3.4.2 (|27] Corollaire 5). Soit f eI'(X), g:dom g c X - Y une fonction
S-épi-convexe fermée telles que g~ (=S) ndom f # @. Alors les assertions suivantes

sont équivalentes :

(1) g(glef_sf(fc) =max inf {f(x) + Ag(2)},

(2) | epi(f+Ag)* est fermé par rapport a {0x-} x R.
AeS+

Revenons aux probléemes (ODP) et (Q).
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Proposition 3.4.3. Supposons que la condition (CQ’) est satisfaite et pour tout

we U, Uensemble | ) epi(f+Agu)* est fermé par rapport a {Ox+} x R. Alors
AeS*

sup(ODP) = sup(Q).
Preuve. FEn appliquant le lemme 3.4.2, on obtient

inf f(x)=maxinf{f(z)+ Ag.(z)}, VYuel.

zeFy, AeSt xeX

En passant au sup sur U, on obtient
sup(Q) =sup(ODP).
O

Remarque 3.4.3. Considérons l'ezemple 3.5.1. Comme la condition de qualifica-

tion de Slater est satisfaite alors l'ensemble | ) epi (f + \g,)* est fermé pour tout
A>0
welU ( [18], Remarque 4.3), et d’apres la proposition 3.4.3, on a :

sup(Q) =sup(ODP) < inf(RP).

On note Argmax(Q), 'ensemble des solutions optimales du probléme (@) :

Argmax(Q)={ueU : inf(P,)=sup(Q)}.
Théoréme 3.4.1. Supposons que (CQ) est satisfaite et que

(3.12) U epi(f +ip,)* est convexe fermé par rapport a {Ox+} x R,
uelU

gu est S-epi-convexe fermée,
(3.13) Ju € Argmax(Q) : )\E_bi epi (f +Aga)” est fermé

par rapport a {Ox-} x R.
Alors la propriété de dualité robuste forte a lieu.

Preuve. On a

inf(RP) =max(Q) (résulte du corollaire 3.3.1 et de (3.12))
=inf(P;) (pour un certain u € Argmax(Q)) vérifiant (3.13))
=max(Dz) (d’aprés (3.13) et le lemme 3.4.2)
<sup(ODP) (par définition du dual optimiste).

D’apres la proposition 3.4.1, on a
sup(ODP) <sup(Q) =inf(RP) = max(Dz) < sup(ODP).
Il existe donc (i, \) € U x S* tel que
sup(ODP) = inf {f(x) + Aga() } = nf(RP),
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d’ou le résultat. O

On dit que la dualité robuste forte a lieu au point x* € X* si

(14 nf(f(@) - () = maxing (£(2) - (.07) + Agu(2)

Pour z* = 0x+, on retrouve la propriété de dualité robuste forte. Si la propriété de
dualité a lieu en tout z* € X* alors, on dit que (P) satisfait la propriété de dualité
robuste forte stable.

Corollaire 3.4.1. Supposons que la condition (CQ’) est satisfaite et

(3.15) J epi f* + K,, est conveze fermé,
uelU
(3.16) VueU, [Jepi(f+Agu)* est fermé.
AeST

Alors le probleme (P) satisfait la propriété de dualité robuste forte stable.

Preuve. D’aprés le lemme 3.1 et la proposition 3.2.1, on a :

A:=Jepi(f+igr)* = Jepif*+K,,.
uelU uelU

D’aprés (3.15), 'ensemble A est convexe fermé. Donc pour tout x* € X* on a
glgrelff;{f(l') —(z,2*)} :Te%xjg{f(x) —(z,2*)} (d’aprés le corollaire 3.3.2)
zég{f(x) —(z,xz*)} ( pour un certain u € U)
:IQ%§;?)£{f(I) —(z, 2"y + Aga(z)} ( d’apres le lemme 3.4.2 et (3.16))

= m)f({f(x) —(z,2*) + Aga(z)} (pour un certain \ € S*)

<sup inf{f(z) - (z,2*) + Agu(2)}.
>\€51+ zreX
uelU
Ainsi, par la dualité faible (appliquer les propositions 3.3.1 et 3.4.1 & f —x*), on a
sup inf {() - (,2%) + Agu ()} < inf{f (2) - (2, 2°)},
)\EESU+ reX zeF

et nous pouvons conclure. [l

Remarque 3.4.4. Supposons que pour tout w € U, la fonction g, : X - Y est
continue et S-épi-convexe. Pour tout A € S*, la fonction Ag, = Ao g, est conveze et

continue, et par le théoréeme de Moreau-Rockafellar, on a
epi (f +Agu)* =epi f* +epi(Agy)”.
Dans ce cas, la condition (3.16) devient

(3.17) VuelU, epif*+K,, estfermé.
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La propriété de dualité robuste forte a été établie dans [49] (Corollaire 3.1) pour des
fonctions g, : X = Y continues et S-épi-convexes sous la condition

(3.18) epi f* + | J K, est fermé
uelU

sans supposer (3.16) ( qui est (3.17) dans ce cas ) comme nous 'avons fait dans le
corollaire 3.4.1. Cependant, notons que (3.15) est plus faible que (3.18).
Proposition 3.4.4. La condition (3.15) est plus faible que la condition (3.18).
Preuve. On a

epi f*+ | J Ky, c | (epi f*+ K,,) c (epif* + Kgu) cm(epif* + Kgu).

uelU uelU uelU uelU

Donc si (3.18) est satisfaite, alors les inclusions ci-dessus sont des égalités et en

particulier
U (epi f* + K,,) = conv (epif* + U K, u),
uelU uelU
qui est un ensemble convexe et fermé. O
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II. Contribution a I’étude de la robustesse



Chapitre 4

Rayon de stabilité en optimisation continue & données
incertaines

4.1. Un modéle de prise de décision en environnement incertain

4.1.1. Formulation du probléme

Considérons le modeéle d’événements incertains suivant : tout ce que 'on sait c’est
qu'un événement incertain w appartient & un ensemble W. A priori, on ne posséde
aucune information supplémentaire (on ne connait pas de probabilité associée a cette

incertitude) sur cet événement incertain.

On se donne un sous-ensemble S ¢ W (S € 2W) qui est fixé avant que 1'événement

incertain w ne se produise.

Une fois que I’'événement incertain w s’est produit, deux situations se présentent :
e si w e S la situation est jugée «bonne» ou «satisfaisante» ;
e si w ¢ S la situation est considérée comme «moins bonney ou «insatisfai-

santey.

On appellera S 'ensemble de satisfaction et 5S¢ le complémentaire de S dans W
I’ensemble d’insatisfaction.

Imaginons maintenant que l'on posséde un certain pouvoir de décision, un
certain degré de liberté sur le choix de I’ensemble de satisfaction S (qui
reste a préciser), que 1'on puisse le choisir dans § ¢ 2. Un probléme naturel est

alors :
(Pinie)  Quel est un/le «meilleury choix pour l’ensemble de satisfaction S €S ¢
Naturellement, si S; et Sy sont deux ensembles de satisfaction,

S1 2.8y = 5] «est préférable a» .S,.

Malheureusement, la relation d’inclusion a peu de chance d’étre une relation d’ordre
totale sur S, cette propriété ne permettra pas, sauf cas trés particulier, de répondre
au probléme (Zinit)-
La situation telle que décrite ci—dessus est incompléte et ne permet pas d’aborder le
probléme (Zinit)-
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4.1.2. Paramétrisation du modéle

On reprend la situation décrite ci—dessus et on suppose qu’elle dépend d’une décision
a prendre x appartenant & un ensemble D. On peut donc voir les choses de la facon
suivante : suite a une décision z € D, se produit un événement incertain w, € W,
(W, peut donc dépendre de x). A tout x € D, on associe un ensemble de satisfaction
S, ¢ W,. On définit ainsi une multi-application
S:D=3W=JW,,
xeD

qui a z associe son ensemble de satisfaction S, et on pose
S={S, : xeD}=5(D).
Le probléme (%) devient
(Pinit) Quelle est une/la «meilleurey décision x € D a prendre ?

On remarquera que, & priori, si les ensembles W, sont disjoints alors il n’y a pas
de comparaison possible au sens de l'inclusion entre un ensemble de satisfaction
Sy, € Wy, correspondant a une décision x; et un ensemble de satisfaction S,, c W,
correspondant a une décision x,. Dans ce cas, on modélise le probléme de la fagon
suivante. Soit W = (D, W, m) un fibré «ensemblistes, c’est-a-dire que D et W sont
deux ensembles et m: W — D est une surjection. D est la base du fibré, W I’espace
total.

Pour tout x € D, W, := 1= ({z}) = {w e W | m(w) =z} est la fibre au dessus de x.
On se donne également S : D = W une multi-section de W (c’est-a-dire pour tout
reD, S, cW,).

Notons que dans cette construction, la famille (W, ).cp est une partition de .
Notre modéle de prise de décision en environnement incertain devient : on prend
une décision x € D, ensuite un événement w, € W, se produit et la décision est plus

ou moins bonne suivant que w, € S, ou non.

4.1.3. Mesure ou indicateur de robustesse
4.1.3.1. Modéle non paramétré (simple)

Une maniére de commencer a préciser les choses est d’associer, tout en le justifiant,
a chaque ensemble de satisfaction S € & ¢ 2 un nombre positif 7(S) € [0;+00]
tel quun ensemble S soit d’autant plus souhaitable que r(.S) est grand. Anticipant
un peu ce qui suit, on pourra qualifier  : § — [0, +00] de mesure ou indicateur de
robustesse. C’est en fait, pour le moment, un simple indicateur de préférence.

Il est naturel d’'imposer a r au minimum la propriété suivante :

(4.1) pour S1, S5, quelconques dans S, Sy c Sy = r(S1) <r(S2).
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On peut maintenant aborder le probléme (%) & travers le probléme d’optimisation

naturel suivant :
(%) Maximiser r(S), Se€S.

I faut noter que le choix d’un indicateur r et le passage du probléme (Zi;) au
probléme (Z) reviennent a enrichir (de fagon plus ou moins explicite) le modéle et

le probléme initial.

4.1.3.2. Modéle paramétré

On se place dans le cadre de la sous-section 4.1.2. On sait que dans ce cas, a chaque
décision x € D, correspond un ensemble de satisfaction S, c W,. On associe & cet
ensemble de satisfaction un nombre positif r(S,) € [0;+00] et on suppose que r

vérifie la propriété suivante

(4.2) pour z,y quelconques dans D, S, c S, = 1(S;) <r(Sy).
Le probléme (Z) s’écrit

(%) Maximiser r(S;), ze€D.

4.1.4. Rayon de stabilité ou de robustesse
4.1.4.1. Le rayon de stabilité «classique»

On se donne un événement incertain nominal w dans W que 'on peut voir comme
I’événement «auquel on s’attend le plusy. On se donne également une distance d
sur W puis on définit alors I'indicateur de robustesse d’un ensemble de satisfaction
S ¢ W (relativement a w et d) comme étant la plus petite distance entre w et

I’ensemble d’insatisfaction S¢. Ceci donne la définition suivante :
(4.3) r(8,w,d) = d(w, 5°) = infg; {d(w,w) | we s,

avec la convention classique infz @ = +oo.

On remarquera que r(.S) = +oo si et seulement si S = W.

Il est assez facile de voir que cet indicateur est compatible avec la relation d’inclusion
(4.1). On l'appelle rayon de stabilité ou de robustesse.

Si pour p > 0, on note B(w, p) la boule fermée de centre w et de rayon p pour la

distance d (on autorise p = 0),
B(w,p) ={weW | d(w,w)<p},
alors on peut écrire (d’apres le lemme 1.5.1)
(4.4) r(S,w,d) = supﬁ+{p >0 | B(w,p)c S} = Supﬁ+{p >0 | B(w,p)c S},
avec la convention supg, @ = 0.

Notons que (4.4) reste vraie si on remplace la boule fermée par la boule ouverte.
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D’aprés (4.4), on voit que (en abusant un peu) r(S,w,d) est le rayon de la plus
grosse boule centrée en w et contenue dans S.

Définition 4.1.1 (Rayon de stabilité). On appelle rayon de stabilité ou de ro-
bustesse de S c W (relativement a w et d), I’élément de R, défini par :

r(S,w,d) :=d(w, S°).

On notera éventuellement (S, w, d) par r(S,w), r(.5), etc, sous-entendant éventuel-
lement des éléments définis par le contexte.
Le probléme (Z) devient

(%) Maximiser r(S,w,d), SeS.
On lui associe de fagon naturelle (grace a (4.4)) le probléme

Maximiser p,

(%) B(w,p) c S,

s.l.c.

(p,S) e R xS.
Il est facile de voir que v(Z') = v(%£”), et §'il existe S € S tel que w appartienne a
Iintérieur de S, alors

(4.5) Argmax(%') = g+ xs-s(Argmax(Z”)).

Un bref historique. A notre connaissance, la notion du rayon de stabilité est
apparue dans les travaux scientifiques a partir des années 1960 (|21],[52],[74], ...).
Deux décennies plus tard, dans les années 1980, elle est utilisée dans la théorie du
controle ([44]) puis en optimisation (|76]). Une grande partie de l'approche d’un
probléme de décision & données incertaines par la méthode du rayon de stabilité
a été valorisée par Yakov Ben-Haim sous 'appellation "info-gap decision theory"
dans les années 1990 début 2000 ([6]). Il faut noter cependant que ce dernier n’a pas
suffisamment fait de connexion avec les travaux antérieurs concernant le rayon de
stabilité. La connexion entre les travaux de Yakov Ben-Haim et les travaux antérieurs
a été établie partiellement par M. Sneidovich dans ([66] ) et repris dans un cadre

beaucoup plus large par M. Ciligot-Travain (|21]).

4.1.4.2. Une généralisation du rayon de stabilité

Considérons maintenant que 1'on se donne U :]0,+o0[= T, alors on étend de fagon

naturelle la définition du rayon de stabilité de la facon suivante :
Définition 4.1.2 (Rayon de stabilité généralisé). On appelle rayon de stabilité
de Sc'W (relativement o U), lélément de R, défini par :
r(S,w,d) =sup{p>0 [ U(p)c S}
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Le cas classique correspond au choix U(p) = B(w, p).

4.1.4.3. Paramétrisation

On reprend le modéle paramétré. Pour tout x € D, on se donne une distance d, :
W, - R, et une incertitude nominale w, € W,. Le rayon de robustesse de x est donc
défini par

7(Spy Wy, dy) = dp(Wy, Wy N Sy).
On peut étendre sans peine cette paramétrisation au modéle général de la section
4.1.4.2.

4.1.5. Rayon de robustesse signé

Soit (W,d) un espace métrique. Etant donnée A c W, on appelle distance signée
a A et on note A(.,A): W - R, la fonction définie par :

d(w,A) siw¢A,
—d(w, A¢) siwe A.

Définition 4.1.3 (Rayon de robustesse signé). On appelle rayon de robustesse

A(w, A) :=d(w, A) = d(w, A°) := {

signé de S c W, élément de R défini, pour w e W, par
o(S,w,d) := A(w, S°) = -A(w, 5).

On notera éventuellement o(S,w,d) par o(S,w), o(S), etc, sous-entendant éven-
tuellement des éléments définis par le contexte.
Dans le cas du modéle paramétré, le rayon de robustesse signé se définit naturelle-
ment par

0( Sz, Wz, di) = Ay (W, Wi N S) = =Ag(wy, Se),
ou A,(.,A) est la distance signée a A c W, relativement a la métrique d,.

Remarque 4.1.1. Le rayon de robustesse de S est la partie positive du rayon de
robustesse signé de S : r(S) = o(S)* := max(0, o(5)).

La remarque 4.1.1 fournit une connexion non négligeable entre le rayon de stabilité
et le rayon de stabilité signé. Par exemple s’il existe S € S tel que o(S) > 0 alors la
maximisation de 7 sur S est équivalente (méme valeur et méme ensemble de solutions

optimales) & la maximisation de p sur S.

4.1.6. Contrepartie robuste au sens du rayon de stabilité
4.1.6.1. Probléme d’optimisation paramétré par un parameétre incertain
On considére le probléme d’optimisation paramétré suivant :

() Minimiser f(z,w), z¢€X,
ol w € W est un parameétre «incertain», X est ’ensemble des décisions et f : X xW —

R est une fonction.
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Rappelons que dans le cas qui nous intéresse, le paramétre incertain w n’est observé
qu’apres une prise de décision x et, & priori, on ne connait aucune loi de probabilité
régissant cette incertitude.
Il est assez naturel d’autoriser W & dépendre de x, ainsi que w. Ceci nous conduit
a la généralisation qui suit.

(2) Minimiser f(z,w,), z€X,

ol le paramétre incertain w, € W,. Pour ce modéle, a I'image du modéle paramétré,

on pose

W= W,

xeX

4.1.6.2. Optimisation robuste

Dans la méthode du «pire des cas», on suppose que l'on a quand méme une infor-
mation sur I'incertitude. Information du type w e U ou U c W et I'on est amené a
associer au probléme (), le probléme
(%) Minimiser sup f(z,w), x¢€D,
well

appelé contrepartie robuste du probléme d’optimisation & données incertaines ().
Les origines de cette approche remontent au travaux de A. L. Soyster (|67]). Une
solution «intéressante» de (%) vérifie

sup f(z,w) < +o0

well
et donc, en particulier, Yw e U,z € [ f(.,w) < +o0].
En général, dans les applications, soit on suppose que U est ’enveloppe convexe d’un
nombre fini de points, soit on se donne une incertitude nominale w et on suppose que
I’ensemble U est une boule de centre w et de rayon p de 'espace métrique (W, d).
Cette approche a été mise en valeur par A. Ben- Tal et ses collaborateurs. Ces auteurs

ont résumé une grande partie de leurs travaux dans le livre "robust optimization"

[7]-

4.1.6.3. Optimisation de la robustesse

Nous présentons une autre fagon peu connue d’approcher le probléme (&£2). On
suppose que W est muni d’une métrique d. Pour ce faire, on se donne une incertitude

nominale w € W et un seuil de tolérance a € R tels que
inf f(x,w) < a.
reX

Définition 4.1.4. On appelle contrepartie robuste du probleme d’optimisation pa-
ramétré par un paramétre incertain, (), w e W, au sens du rayon de stabilité, le

67



probleme de maximisation suivant :
(%) Maximiser r([f(x,.) > a],w,d) :=d(w, [ f(z,.) >a]), xeX.

Dans la suite on parlera simplement de contrepartie robuste en omettant le terme
«au sens du rayon de stabilité» s’il n’y a pas d’ambiguité avec la contrepartie robuste
au sens du «pire des casy.

Nous allons établir au chapitre 4.3 qu’il existe des relations entres les deux contre-

parties.

4.2. Premiéres propriétés du rayon de stabilité

Dans cette section, on étudie certaines propriétés du rayon de stabilité et du rayon
de stabilité signé pouvant servir a l'utilisation des arguments d’analyse convexe
dans le probléme de maximisation du rayon de robustesse. On reprend le modéle
paramétrique avec un parameétre x appartenant a un ensemble X.
On suppose ici que I’ensemble d’incertitude W, la distance définie sur cet
ensemble, d, et la valeur nominale w ne dépendent pas du paramétre ou
variable de décision x.
Soit S un sous—ensemble de X x . On souhaite que le couple (z,w) appartienne
a S ou w est l'incertitude observée suite a la décision x. On peut voir S comme
définissant une contrainte ou un ensemble de satisfaction. Pour chaque décision
x € X, on définit alors I'ensemble des incertitudes w € W pour lesquelles les couples
(z,w) sont jugés satisfaisants c’est-a-dire (x,w) € S. Cet ensemble est noté S(zx) et
défini par

S(x)={weW | (x,w) e S}.
De méme pour chaque incertitude w € W, on note S~(w), ’ensemble des décisions
x € X pour lesquelles les couples (z,w) sont jugés satisfaisants :

ST (w)={xeX | (z,w)eS}.

Le rayon de stabilité défini a partir de S, noté ici rg, est la fonction de X x W a
valeurs dans R, donnée, pour z € X, w € W, par :

d(w, S(x)°),
(4.6) rs(xz,w) =r(S(x),w,d) =< ou

sup{p >0 | B(w,p) ¢ §(x)}.

4.2.1. Semi-continuité supérieure

On rappelle que la fonction indicatrice d’'un sous ensemble A c W est la fonction
is: W - R définie par :

0 siwe A,

+00  sinon.

iA(w) = {
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Proposition 4.2.1. Si X est un espace topologique et si pour tout we W, S~(w)
est fermé alors la fonction rg(.,w) : X — [0,+00] est semi-continue supérieurement

pour tout w e W.

Preuve. Soit w e W. Pour tout x € X, on a

(4.7) re(x,w) = vlgwf/ {d(@,v) + ig-(v)c(a:)}.
Par ailleurs, pour tout ve W,

S=(v) sit>0,
[iS‘(v)C > t] =
X sit<0.

On en déduit alors que la fonction d(w,v) + ig-(»)c(.) est semi-continue supérieure-
ment. Done, d’apreés (4.7), la fonction rg(.,w) est semi-continue supérieurement en

tant que borne inférieure d’une famille de telles fonctions. O

4.2.2. Quasi-concavité
On suppose ici que X est une partie d’un espace vectoriel.
Proposition 4.2.2. Pour tout (z,w) € X xW, on a rg(x,w) >0 si et seulement si
w est un point intérieur de S(x).
Preuve. w est un point intérieur de S(z) si et seulement sl existe p,, > 0 tel que
B(w, py) c S(x). Ce qui est équivalent a
rs(@,w) =sup{p>0| B(w,p) c 5(x)} 2 pu > 0.

[
Proposition 4.2.3. Si X est convexe et si S~(w) est convexe pour tout w € W
alors lapplication rs(.,w) : X - [0, +00] est quasi-concave pour tout w e W .

Preuve. Soit w e W. Pour tout x € X, on a :
rs(z,w) = gglvlf/ {d(w,v) + isf(v)c(x)}.
Par ailleurs, pour tout ve W, on a

S=(v) sit>0,
[Z-S*(v)c > t] =
X sit<O.

Les tranches supérieures de la fonction ig-(,). sont donc convexes. Par conséquent,
la fonction d(w,v) + ig-(v)e(.) est quasi-concave sur X pour tout v dans W. On en
déduit que la fonction rg(.,w) : X — [0,+00] est quasi-concave en tant que borne
inférieure d’une famille de fonctions quasi-concaves. 0

69



Corollaire 4.2.1. On reprend les hypotheses de la proposition 4.2.3. On suppose en
plus que X est un sous-ensemble d’un espace vectoriel normé D. Alors tout maximum
local strict de rg(.,w) sur X est un mazimum global de rg(.,w) sur X.

Preuve. Soit Z un maximum local strict de de rg(.,w) sur X. Il existe 2 un

voisinage de x dans D tel que
re(z,w) >rg(x,w), VreQnX, z+x.
Supposons que Z n’est pas un maximum global de rg(.,w) sur X. Il existe donc

r € X tel que rg(z,w) > rg(z,w). Puisque rg(.,w) est quasi-concave d’aprés la

proposition 4.2.3, alors on a :
rs(Ax + (1 -X)Z,w) > min {rg(a:,w), rg(f,w)} =rg(z,w), VYAe]0,1].

En particulier, pour A\ assez petit, on a Az + (1 -\)T € Qn X et Az + (1 -\)T # 7,
d’ou la contradiction. O

4.2.3. Concavité

Soit (V.|| ||) un espace vectoriel normé de dual topologique V*. On note (, ) le crochet
de dualité entre V' et V*. Pour tout (v,v*) € V x V*, on note (v,v*) := v*(v).
Rappelons que la conjuguée de Legendre-Fenchel d’'une fonction f:V — R est la
fonction f*:V* - R définie par :
(@) =sup {{v,0*) - F(0)}.
veV’
Si C cV, la fonction support de C, notée o¢: V* - R, est définie par :

00(v") 1= :(0") = sup(v.v”).

La norme duale de la norme || |, notée | |[*, est définie sur V* par :
[l = sup (v, v"),

lvll<1
autrement dit |.|* = op = if;.
Théoréme 4.2.1. Soit d la distance associée a la norme | | et C un sous-ensemble
conveze fermé. Alors pour toutveV, on a :
(4.8) A@w,C) = sup {{v,07) - oc(v)}

lo* =1

Preuve. Remarquons tout d’abord que si C' est vide alors 1’égalité est évidente.
En effet, si C' = @ alors on a d'une part

A(v,C) =d(v,@) =400, YveV,
et d’autre part, ic(v) = ig(v) = +00 pour tout v € V. Par conséquent o (v*) = —oo

pour tout v* e V'*.
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On suppose donc C non vide, alors par le théoréme de séparation de Hahn-Banach,

on a .

C= N (o) <iz()].

lo* =1

En effet, par définition de o, pour tout v* € V* et v € C, on a (v,v*) < o (v*). D’on

Cc () [(,v*)<oc(v)].

Jlo* =1
Réciproquement, soit v ¢ C. D’aprés une version du théoréme de séparation de
Hahn-Banach (voir par exemple [16], II-§5 proposition 4) il existe v* € V*, tel que

[o[*=1 et (v,0)>0c(v*).

Par conséquent, v¢ () [(.,v*) <oc(v*)]. D’ou I'égalite.
lo* =1

Soit v € V. On distingue deux cas :
(a) On suppose que v € C. Dans ce cas, A(v,C) = —-d(v,C*) et on a :

d(v,C*) zd(v, U [(,v*)> GC(U*)])

lo* =1
o i*rHl*f—ld(U’ [(.,0*)>0c(v)])
ol 1ﬂf_1 (oc(v*) = (v,v*))"  (formule d’Ascoli : Lemme 1.5.2)
o 1*1“1;_1{00(1}*) —(v,v*)} carwveC.
Donc —d(v,C¢) = sup {{v,v*)-o0c(v*)} = A(v,C).
Jlo*f*=1

(b) On suppose que v ¢ C. Dans ce cas, A(v,C) =d(v,C) et on a :

A(v,C) =d(v,C) :incf7 [v-z|

=inf sup (v-2z,0*)
70 Jox|*=1

2” s*liyl{(v,v*) —ac(v*)}.
Puisque C' est un fermé non vide et v ¢ C' alors d(v,C') €]0, +oo[. Ainsi, pour
tout € €]0,d(v,C)[, la boule ouverte de centre v et de rayon d(v,C) — € ,
Bo(v,d(v,C) - €) ne rencontre pas C. Par conséquent, d’aprés une version
du théoréme de séparation de Hahn-Banach (voir par exemple [16], II-§5
proposition 1), il existe z* € V* tel que ||z*[|* = 1 et B,(v,d(v,C) - €) c
[{.,2*) 2 0c(2*)]. On a

sup {(v,v*)—oc(v*)} > (v,2*) - oc(z*) 2 0.

lo* =1
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Dong, la formule d’Ascoli (lemme 1.5.2) donne

<U,Z*> —0’0(2*) _ ((U,Z*> _O'C(Z*)) _ d(U,[(.,Zyr) < 0'0(2*)]).

B
Comme B,(v,d(v,C) —¢€)n[{.,2*) < oc(2*)] = @ alors
d(v,[(.,z*) <oc(z)]) 2d(v,C) - e.
Il en résulte que :
sup {(v,v*)—oc(v*)} 2d(v,C)-¢, Veel0,d(v,C)[.
[o*]*=1
En faisant tendre e vers 0, on obtient I'inégalité inverse
A(v,C) < sup {(U,v*) - crc(v*)}.
lo*[*=1
O

Corollaire 4.2.2. Supposons que X est un convexe d’un espace vectoriel topologique
D, W est un convexe de V' et S est un sous-ensemble convexe fermé de D xV tel que

S(x) soit fermé pour tout x € X. Alors og: X x W - R est une fonction concave.

Preuve. Soit (z,w)e X xW. On a :

os(z,w) :==d(w, S(x)°) - d(w, S(z))
=-A(w,S(x))

== Sup {{w,v") = 090 (v*) }
v¥|*=1

= sup {(w,v*) = sup (v,0")}
Jo*|*=1 veS(z)

=— su inf (w-wv,v"
||v*\|P:1 { veS(:r)< >}
=— sup {igé{(w—v,v >+25(1,)(v)}}.

[o* =1

Finalement

os(z,w)=- sup {inf{(w—v,v*)Jris(:z:,v)}}.

Jo*]*=1 veV

Pour tout v* € V*, la fonction (z,w,v) » (w — v,v*) + ig(x,v) est convexe. Donc
sa fonction marginale (z,w) ~ glé{(w—v,v*) +ig(x,v)} est aussi convexe. Il en
résulte que (z,w) ~ pg(x,w) est concave. O
Corollaire 4.2.3. Sous les hypothéses du corolaire 4.2.2, rg: X x W — [0, +00] est
une fonction quasi-concave.
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Preuve. Puisque rg = g§ alors pour tout € R, on a :

[os>t] sit>0
[re >t]=[0§>1] =
X sinon.

D’ou rg est quasi-concave car pg est concave. O

4.3. Optimisation robuste et Optimisation de la robustesse

Dans cette section, on établit une relation entre I’ensemble des solutions optimales
de la contrepartie robuste (méthode du pire des cas) d’un probléme d’optimisation
a données incertaines et I’ensemble des solutions de sa contrepartie robuste au sens
du rayon de robustesse (méthode du rayon de stabilité).

On considére le probléme d’optimisation paramétré par un paramétre « incertain »

suivant

(Zw) Minimiser f(z,w), wz€X,

ou X est un ensemble non vide, w désigne le paramétre incertain et appartient a W
un ensemble non vide, et f: X x W - R ou R,, est une fonction.

Pour tout x € X, on se donne une métrique d, sur W et une incertitude nominale

wy € W.

Méthode de ’optimisation robuste : On définit la fonction "pire des cas", notée
we: X xR, - R ou R, par

(4.9) V(z,a) e X xRy, we(z,a):= Sup{f(x,w) | we[d(.,w;) < a]}.

La contrepartie robuste du probléme paramétré incertain (£2,,), w € W, au sens de
I’ optimisation robuste est définie par :

() Minimiser we(z, o), € X.
Moyennant une hypothése assez faible, on a
(4.10) V(z,a) e X xR, we(z,a):= sup{f(:v,w) | we[d(.,w,) < a]}.

ce qui correspond mieux & ce qui est considéré habituellement en optimisation ro-
buste.

Les origines de cette approche remontent dans les années 1970 suite aux travaux de
A. L. Soyster ([67]). Elle a ét¢ mise en valeur par A. Ben-Tal et ses collaborateurs

(7D

Méthode de I'optimisation de la robustesse : On définit le rayon de stabilité
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r: X xR ouR; - R, par
(4.11)
V(z,8) e XxR ouR,, 1(x,0) = inf {du(@y,w) | f(z,0) > B} = do (0, [ (2, ) > B]).

La contrepartie robuste du probléme paramétré incertain (%,), w € W, au sens
de l'optimisation de la robustesse est le probléme de la maximisation du rayon de
stabilité :

(Z%5) Maximiser r(z,5), z€X.

L’objectif de cette section est de chercher des relations entre I’ensemble des solutions
optimales de (#,) et celui de (%) pour des valeurs de o et [ convenablement
choisies et fixées.

On note vy.(e) la valeur optimale du probléme (#,) et v,.(8) celle du probléme
(%3). On obtient donc deux fonctions croissantes vy : [ - J et v, : JJ - I, avec
I =R, et J =R ou R, définies comme suit :

Vye() = in)f( we(z, ) et v.(B):=supr(x, ).
ze zeX

Ce qui permet d’obtenir des relations entre ’ensemble des solutions optimales de
(#,,) et celui de (#3) tient pour l'essentiel dans la propriété suivante

(4.12) V(a,B,2) eI x Ix X, we(z,a) <<= a<r(z,p).

On détaille un peu plus ci-dessous suivant ’adoption de la définition (4.10) ou (4.9).
En effet, pour tout (o, 5,x) € [ x Jx X, on a:

(4.13a) we(r,a) < <= sup{f(z,w) | we[d(0,,.) <al} <P,
(4.13b) = [d,(10,,.) <a]c[f(x,.)<p],

(4.13c) —[f(z,.)> ] c[de(g,.) > al,

(4.13d) —a < inf{d, (w0, w) |we[f(x,.)>pB]},

(4.13e) —=a<r(z,pf),

et également

(4.14a) we(z,a) < f <= sup{f(z,w) | we[dy(W,,.) <al} <P,
(4.14b) = [d:(ws,.) <a]c[f(z,) <],

(4.14c) = [f(z,.)> ] c[d.(w,,.) > a],

(4.14d) = a < inf{d, (0, w) | we[f(z,.)> 5]}

(4.14e) —=a<r(z,pf).
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Donc la propriété ci—dessous est toujours vraie, que 1'on adopte la définition (4.10)
ou (4.9).

(4.15) V(a,B,2) e I x Jx X, we(x,a) <f = a<r(z,p).

Si on adopte la définition (4.9), les équivalences (4.13) montrent directement 1’équi-

valence (4.12). Si on adopte la définition (4.10), les implications (4.14) montrent
seulement une implication (4.12). Si on suppose :

(4.16) VreX, f(z,.)est semicontinue inférieurement
alors

(4.17a) a<r(x,fB) <=« <inf{d, (0, w) | we[f(x,.)> ]},
(4.17b) =[f(x,)> Pl clde(s,.) 2 a],
(4.17¢) =lds(w;,.) <a]c[f(z,.) <B],

(4.17d) —[d.(w,,.) <a] e [f(x,) <],

(4.17e) —wc(r,a) < B,

et on obtient I’équivalence (4.12).

Cette section est organisée comme suit : Dans la sous—section 4.3.1, on établit
quelques propriétés des inverses généralisées inférieure et supérieure d’une fonction
croissante. Ces propriétés sont appliquées a un couple de problémes paramétrés dans
la sous—section 4.3.2. La sous—section 4.3.3 termine la section en proposant des com-
paraisons entre I’ensemble des solutions de (#,,) et celui de (#3) pour des valeurs

de « et [ bien choisies.

4.3.1. Inverses généralisées d’une fonction croissante
La notion d’inverse généralisée se rencontre dans divers travaux ([33], [35], [37],|48],
[69], ... ). B
Soient I et J deux intervalles fermés de R. On note inf 7 (resp. sup/) la borne

inférieure (resp. supérieure) de I, puis on définit les intervalles 1<, I> et I par

(4.18) [S:=I~{infI} |, I":=I~{supl} et I=I~{infl supl}.
On a
(4.19) inf ;@ =supl et sup;&=infl.

Soit h: I — J une fonction croissante.
Définition 4.3.1 ( [35],[37]). On appelle inverse généralisée supérieure de h, la
fonction h* : J — I définie par :
VsedJ, h*(s):=sup[h<s]=inf[s<h].
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Montrons la deuxiéme égalité.
SiselJ, ty,ty el tels que ty € [h < s], ta € [s < h], h(t1) < h(t2), et comme h est
croissante, t; < to. Ceci montre que sup [h < s] <inf[s<h].
Si sup [h < s] = sup I, nécessairement inf [s < h] = sup I =sup [h < s].
Sisup[h<s]<supl,sisup[h<s]<inf[s<h], il existe t’ € I tel que
sup [h < s] <t <inf[s < h].

On a donc h(t') > s d’ou inf[s < h] < ' et une contradiction. D’ou sup[h < s] >
inf [s < h] et on a I'égalité cherchée.
Définition 4.3.2 ([33],[35], [37]). On appelle inverse généralisée inférieure de h, la
fonction h™: J - I définie par :

h™(s):=inf[s <h] =sup[h < s].

Par définition, les fonctions h~ et h* sont croissantes et pour tout (¢,s) € I x.J, on a

(4.20) h(t)<s=t<h*(s), s<h(t)= h*(s)<t,

(4.21) s<h(t)y=h"(s)<t, h(t)<s=1t<h (s).

Les propriétés (4.20) et (4.21) caractérisent h*(s) et h™(s) dans le sens suivant : si
ael, sel

(4.22) [Vte], h(t)<s=t<aet s<h(t) =>0z§t] — a = h"(s).

(4.23) [Vtel, s<h(t)=—a<teth(t)<s=t<a|=—a=h(s).

En prenant s = h(t) dans (4.21) et (4.20), on obtient

(4.24) h=(h(t)) <t <h*(h(t)), Vtel.

Par ailleurs, on a toujours

(4.25) Vsed, Jh (s),h"(s)[c[h=s]c[h (s),h*(s)].

Proposition 4.3.1. h* est continue a droite et h™ est continue a gauche.
Preuve. Montrons la continuité a droite de h*. Soit sg € J, sg <supJ. Si h*(sg) =
sup I alors h* est constante sur [sg; +o0|nJ>, donc continue & droite en sy. Supposons
que h*(sg) <supI. Alors pour tout t € I tel que t > h*(sg), on a h(t) > sg et il existe
s e J tel que h(t) > s> sp donc t > h*(s) > h*(s{). Ceci implique h*(sg) > h*(s) >
h*(sp) (prendre t = h*(sg) + € avec € assez petit puis faire tendre € vers 0). D’ou la
continuité de A* a droite. La continuité a gauche de h~ s’obtient par un raisonnement
analogue. O
Proposition 4.3.2. Soit ¢ : [ - J et ¢y : J - I deux fonctions croissantes. Les

assertions sutvantes sont équivalentes :
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(1) gt =1 ety =p.
(2) V(t,s)eIxJ, ¢(t)<s<=t<P(s).
Preuve.
Montrons (1) = (2). Soit (t,s) eI xJ. On a :
o(t) <s==t<p*(s) dapres (4.20)
= t<Y(s) car o' =1 d'aprés (1)
— ¢ (t)<s d'apres (4.21)
= p(t)<s car ™ =p daprés (1).
Donc p(t) < s =t <(s) = p(t) < s, d'ou (2).
Montrons (2) == (1). Soit se J. On a :
p*(s) =sup{tel | o(t)<s}
=sup{tel | t<y(s)} d’aprés (2)
=1(s) car ¢(s) € l.
Soit tel. On a:
Y (t) =inf{seJ | t<Y(s)}
=inf{seJ | ¢(t)<s} daprés (2)
=p(t) car p(t) e J.

En appliquant la proposition 4.3.2 avec ¢ = h, on obtient
(4.26) h=(h")" < [VY(t,s) eI xJ, h(t)<s<t<h*(s)].
Proposition 4.3.3. Soit h: 1 — J une fonction croissante et s € J.

(1) Si h=(s) € I< et h est continue a gauche en h=(s) alors h(h=(s)) < s,

(2) Si h*(s) € I> et h est continue & droite en h*(s) alors h(h*(s)) > s.
Preuve. Si h=(s) € I< alors il existe une suite (¢,),en croissante d’éléments de 1,
convergente vers h=(s) et telle que ¢, < h=(s) pour tout n € N. On déduit donc de la
relation (4.21), que h(t,) < s pour tout n € N. La continuité a gauche de h en h=(s)
donne

h(h=(s)) = n1_1>r+noo h(t,) <s, dou (1).
Si h*(s) € I> alors il existe une suite (¢, )nen décroissante d’éléments de I, conver-
gente vers h*(s) et telle que h*(s) < t, pour tout n € N. On déduit donc de la
relation (4.20), que s < h(t,) pour tout n € N. Ainsi la continuité a droite de h en
h*(s) nous donne

h(h*(s)) = im h(t,) >s, dou (2).
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4.3.2. Application a4 un probléme d’optimisation paramétreé

On suppose maintenant que la fonction h dépend d’un paramétre de décision x
appartenant a un ensemble non vide X mais que les intervalles I et J ne dépendent
pas de ce parameétre. La fonction A est alors définie sur X x I a valeurs dans J et pour
tout z € X, la fonction h(z,.) est croissante. Pour tout z € X, on note h=(z,.) : J - [
(resp. h*(z,.) : J — I), I'inverse généralisée inférieure (resp. supérieure) de h(z,.),
et (h*)~(x,.) : I - J linverse généralisée inférieure de h*(x,.). On considére les
problémes d’optimisations (#;) et (%) définis respectivement par :

(H) Minimiser h(z,t), x¢€ X,

(%s) Maximiser h*(z,s), wz€X,

avectel et seJ.
On note respectivement par v(t) et v, (s) les valeurs optimales des problémes (%)
et (%) c’est-a-dire

(4.27) v(t) := in}f( h(z,t) et wv.(s):=suph’(x,s).
ze zeX

On définit ainsi deux fonctions croissantes v: [ - J et v, : J — I données par (4.27).
On a

Argmin(%#;) = {x e X | h(x,t) <v(t)} =[h(.,t) <v(t)],
Argmax(2,) = {2 € X [u(s) < h*(2,5)} = [04(5) <h*(,5)]
Proposition 4.3.4. On a les implications suivantes :
(1) Pour tout t € I, v, (v(t)) <t == Argmin(#;) c Argmax(Z,))-
(2) Pour tout t € I, vy (v(t)) >t == Argmin(%#;) > Argmax(Z,))-
(3) Pour tout s € J, v(v,(s)) < s = Argmin(%#,, (s)) c Argmax(Z).
(4) Pour tout s € J, v(v.(s)) > s = Argmin(%#,, 5)) > Argmax(%;).
Preuve. Soit t €I tel que v, (v(t)) <t. On a
Argmin(#;) = [h(.,t) <v(t)], d’aprés la définition de Argmin(#;)
[t<h*(.,v(t))], dapres la relation (4.20)

[vy(v(t)) <h™(,v(t))], car v, (v(t)) <t
Argmax(Z,u)), d’aprés la définition de Argmax(Zy ), d’ou (1).
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Soit ¢ € I tel que vy (v(t)) >t. On a
Argmin(#;)¢ = [h(.,t) >v(t)],
[h*(.,v(t)) <t], d’apres la relation (4.20)

[ (o)) <ve(o(t))],
Argmax(Zy))¢, d’ou (2).

al

n

On procédera de méme dans les autres cas. 0
Considérons I’hypothése suivante :
(H) VeeX, (h") (z,.)="h(z,.).
Il résulte de I'équivalence (4.26) que si '’hypothése (H) est vérifiée alors
(4.28) V(t,s)elxJ, [h(.,t)<s]=[t<h*(.,s)].
Proposition 4.3.5. On suppose que (H) est vérifiée.

(1) Pour tout t e I, v,(v(t)) >t = Argmin(#;) > Argmax(Z,q))-

(2) Pour tout s € J, v(v.(s)) > s == Argmin(%#,, (s)) > Argmax(Z;).
Preuve. Soit t € I tel que v, (v(t)) >t. D’apreés (4.28),

[h(.,t) <v(®)]=[t<h(L,v(t))] 2 [vi(v(t)) <h*(,v(t))], dou (1)

Soit s € J tel que v(v.(s)) > s. D’apres (4.28),

[h(.,v:(8)) <v(vi(8))] 2 [h(.,v4(8)) < 5] =[vi(s) <h*(.,s)], dou (2).

Lemme 4.3.1. Soienttel,se J. Alors
Argmin(#;) + 2 — [U(t) <s==1t< U+(8):|,
donc, en particulier,
Argmin(%#;) + @ =t < v, (v(t)).
Si on suppose de plus que (H) est vérifiée alors
Argmax(%;) + @ — [t <v,(s) = v(t) < s],
donc, en particulier,
Argmax(%;) + @ = v(v:(s)) < s.

Preuve. Soit Z € Argmin(%#;), alors v(t) < s = h(z,t) <s=1t<h*(Z,s) <v.(s).
Soit T € Argmax(Zs), alors t <v,(s) =t <h™(Z,s) = v(t) < h(z,t) < s. O
Lemme 4.3.2. Soienttel,seJ.
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(1) On a
s<v(t)=v,(s) <t et v(t)<s=1t<v,(s).
(2) On en déduit

t<vi(s)=0v(t)<s et vi(s)<t=s<o(t).

Preuve.
s<v(t) <= Vre X, s<h(x,t),
= VxeX,h*(z,s) <t
<~ v,(s) <t
v(t) < s <= Jr e X, h(x,t)<s,
= Jr e X, t <h"(z,s),

=t <v,(5).

Remarque 4.3.1. Il résulte du lemme 4.3.2 que
[t >0, et v <wy] et [v] 20 et vl <v].
Autrement dit
(4.29) vT<v, <0t et v <v<ol.
Lemme 4.3.3. Soienttel,seJ.
(1) Si v, est continue a droite en s alors v(t) < s =t <v.(s) et on a v, (s) =
v*(s). En particulier, si v, est continue a droite en v(t) alors t <wv,(v(t)).

(2) Suppose que (H ) est vérifiée. Si la fonction v est continue a gauche en t alors
t<v,(s)=wv(t)<s et on av(t)=v(t). En particulier, si v est continue a
gauche en v, (s) alors v(v,(s)) < s.

Preuve. v(t) <s=1t<wv,(s). Si s=supJ alors pour tout z € X, on a h(x,t)<s
, donc t < h*(x,s) <v,(s). Supposons que s € J>. Pour tout s’ € J tel que s’ > s, il
existe 2/ € X tel que h(z',t) < s’. Donct < h*(2',s") < v, (s"). Puisque v, est continue
a droite en s, on en déduit que
i< l}nﬁm(s’) =v,(s).
s'>s
Par ailleurs, par définition de v*, on a

[v(t) <s =t < v (s)] = v"(s) <v.(s).

Par conséquent, v*(s) = v,(s) d’aprés (4.29).

t <wv,(s) = v(t) <s.Sit=infl alors pour tout z € X, on a ¢ < h*(z,s). Donc

(h*)(z,t) < s, et daprés (H), h(x,t) = (h*)~(z,t) < s, d’ott v(t) < s. Supposons
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que t € I<. Alors pour tout ¢’ € I tel que ' < ¢ il existe x’ € X tel que t' < h*(2/,s).
Donc (h*)=(a2/,t') < s, et d’apres (H), h(x',t") = (h*)~(2/,t") < s, dou v(t') < s.
Puisque v est continue a gauche en ¢, on en déduit que
v(t) =limu(t') < s.
o4
De méme, par définition de v7, on a
[t <vi(s) = v(t) < s] = v(t) <vi(t).

Par conséquent, v(t) = v;(t) d’aprés (4.29). O
Proposition 4.3.6. Soienttel,se J. On suppose que (H) est vérifiée.

(1) Si Argmin(#;) + @ ou si v, est continue & droite en v(t) alors

Argmin(%#;) > Argmax(Z,())-
(2) Si Argmax(Zs) + @ ou si v est continue & gauche en v,(s) alors

Argmax(Z%;) > Argmin(#,, (s))-

Preuve. Montrons (1). Si Argmin(%;) # @ alors t < v, (v(t)) d’aprés le lemme
4.3.1. Si v, est continue a droite en v(t) alors ¢ < v, (v(t)) d’aprés le lemme 4.3.3.
On conclut donc avec la proposition 4.3.5.

Montrons (2). Si Argmax(%s) # @ alors v(v,(s)) < s d’aprés le lemme 4.3.1. Si v est
continue a gauche en v, (s) alors v(v,(s)) < s d’aprés le lemme 4.3.3. La conclusion
résulte de la proposition 4.3.5. O

Lemme 4.3.4. Soienttel,seJ.
(1) Si v, est continue a gauche en s € J< alors
s<v(t) = v,(s) <t et on avy(s)=v(s).
En particulier, si v, est continue & gauche en v(t) € J<, vy (v(t)) <t.
(2) Siv est continue a droite en t € I> alors
vi(s) <t=s<v(t) et on av(t)=vi(t).
En particulier, si v est continue a droite en v,(s) € I, alors v(v,(s)) > s.

Preuve. Montrons (1). Soit s € J<. Si s <wv(t) alors pour tout s’ € J tel que s’ < s
on a v, (s’) <t d’apres le lemme 4.3.2. Comme v, est continue & gauche en s, on en
déduit que
v, (s) = limv,(s") <.
§'—s

s'<s

Par conséquent,
v7(s) =inf[s <v] >v,(s) > v (s),
ou la derniére inégalité résulte de (4.29).
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Montrons maintenant (2). Soit t € I>. Si v, (s) <t alors pour tout ¢’ € I tel que t’/ > ¢
on a s < v(t') d’apres le lemme 4.3.2. Comme v est continue a droite en ¢, on en
déduit que

5< EH%U(tI) =v(t).

t'>t
Do,
vi(t) =sup[v, <t] <w(t) <vi(t),
ou la derniére inégalité résulte de (4.29). O

Proposition 4.3.7. Soienttel,se J.
(1) Si v, est continue 4 gauche en v(t) >minJ alors
Argmin(#;) c Argmax(Zyq))-

(2) Si on suppose que (H) est vérifiée alors si v est continue a droite en v, (s)

avec

vy (s) <max I alors
Argmax(Z;) c Argmin(#,, (s)).

Preuve. (1) est une conséquence du lemme 4.3.4 et de la proposition 4.3.4. (2)
résulte du lemme 4.3.4 et de la proposition 4.3.5. ([l

Corollaire 4.3.1. On suppose que (H) est vérifiée.

(1) Soit t € I tel que v(t) > minJ. Si Argmin(#;) + @ et si v, est continue &
gauche en v(t) alors

Argmin(#;) = Argmax(Zy))-
(2) Soit s € J tel que v.(s) < maxI. Si Argmax(%;) + @ et si v est continue a
droite en v,(s) alors
Argmax(Z%s) = Argmin(#,, (s))-
Preuve. Conséquence immédiate des propositions 4.3.6 et 4.3.7. 0
Corollaire 4.3.2. On suppose que (H) est vérifiée.
(1) Pour tout t € I tel que v, soit continue en v(t), on a
Argmin(#;) = Argmax(Zyq))-
De plus dans ce cas [v=v(t)] = {t}.
(2) Pour tout s € J tel que v soit continue en v, (s), on a
Argmax(Z;) = Argmin(#,, (s)).

De plus, dans ce cas [vy = vi(s)] = {s}.
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Preuve. En juxtaposant les propositions 4.3.6 et 4.3.7, on obtient
Argmin(#;) = Argmax(Z,)) et Argmax(%;) = Argmin(#,, (s))-

Par ailleurs, d’aprés les lemmes 4.3.3 et 4.3.4, si v, est continue en wv(t) alors

vy(v(t)) = t. Donc si t’ € [v = v(t)] alors v, est continue en v(t') et on a t' =

vi(v(t) = v (v(t)) =t. D’ou [v=0v(t)] = {t}.

De méme, comme (H) est vérifiée, il résulte des lemmes 4.3.3 et 4.3.4 que si v est

continue en v, (s) alors v(v,(s)) = s. Donc si s’ € [vy = v,(s)] alors v est continue

en v,(s’) et on a s’ =v(v,(s")) =v(vi(s)) =s. Do [vy =v,(s)] = {s}. O
4.3.3. Optimisation robuste versus Optimisation de la robustesse

On s’intéresse maintenant au probléme posé en introduction de cette section a savoir
faire le lien moyennant des conditions entre les solutions optimales de (#,) et de

celles de (#3) pour des valeurs de « et  convenablement choisies et fixées.
Proposition 4.3.8. Pour tout x € X, on a wct(x,.) =r(x,.) et r(z,.) = we(x,.).

En particulier la fonction we vérifie (H), c’est-a-dire
(we*) (z,.) =we(x,.), YreX.
Preuve. Soit z € X, d’aprés (4.12), on a
V(a,B) el xJ, we(r,a)<f— a<r(x,f).

Il résulte alors de la proposition 4.3.2 que wet (x,.) =r(x,.) et r~(z,.) = we(zx,.). O
Proposition 4.3.9. Soit ael et feJ.

(1) Si Argmin(#,,) #+ @ alors Argmin(#,) > Argmax(Zy,.(a))-

(2) Si Argmax(Z#g) + @ alors Argmax(Z#g) > Argmin(#,, (s)).

(3) Si vp(vwe(@)) = a alors Argmin(#,,) = Argmax(Z,,.(a))-

(4) Si vue(vr(B)) = B alors Argmax(Zs) = Argmin(#,, (s))-

Preuve. (1) et (2) résulte d'une application directe de la proposition 4.3.6. Par
ailleurs, comme (H) est vérifiée par la fonction we, il résulte de (4.28) que

(4.30) V(a,B) el xJ, [we(,a)<B]l=[agr(,p)]

Donc si v, (vye(@)) = a alors en prenant 5 = v,.(«) dans (4.30), on obtient

[we(., ) < vpe(@)] = [vr(Vwe(@)) < 7(v0e(a))], d’ou (3).

De méme, si vy,.(v,(5)) = B, alors en prenant « = v,(/3) dans (4.30), on obtient

[wel., v (B)) < vue(vr(B))] = [0:(8) <7(, B)], dou (4).

Théoréme 4.3.1. On suppose que les fonctions vy, et v, sont continues.
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(1) Pour tout a € I tel que vye() € J, on a Argmin(#,) = Argmax(Z#,,.(a))-

(2) Pour tout B¢ J tel que v, (B) €1, on a Argmax(Zg) = Argmin(#,, (s))-
Preuve. Puisque I'hypothése (H) est vérifiée par la fonction we, la conclusion
résulte du corollaire 4.3.2. U

Remarque 4.3.2. Si we(z,.) est concave et r(x,.) est convexe pour tout x € X
alors la fonction v,. est concave et la fonction v, est convezre. Ces fonctions sont

donc continues sur Uintérieur de leurs domaines.

Proposition 4.3.10. Pour tout x € X, la fonction we(z,.) : I - J est continue a
gauche et la fonction r(z,.): J - I est continue a droite.

Preuve. D’aprés la proposition 4.3.8, we(z,.) = r~(z,.) qui est continue a gauche
d’aprés la proposition 4.3.1. De méme, d’aprés la proposition 4.3.8, r(z,.) = wc(z, .)

qui est continue a droite d’apreés la proposition 4.3.1. 0
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Chapitre 5
Un modéle générique de maximisation du rayon de stabilité

Dans ce chapitre, nous proposons un modéle générique du probléme de maximisation
du rayon de stabilité qui prend en compte une large classe de cas pratiques. On
suppose en faite que I’ensemble de satisfaction est I'image réciproque d’un ensemble
par une application. Ce qui est le cas pour la contrepartie robuste au sens du rayon
de stabilité d’un probléme d’optimisation a données incertaines. On montre que dans
un cadre polyédral, ce modéle se raméne & un programme fractionnaire généralisé
et que dans un cadre quadratique, il se raméne a un probléme de programmation

semi-définie positive.

5.1. Définition du modéle

Soient (W, |.]), un espace vectoriel normé, F' un espace vectoriel, X un ensemble
non vide.

Soit £ € N*. On considére des applications T;, ¢ = 1,...,¢, de X dans I'’ensemble des
applications affines de W dans F', définies par

Ti(x)(w) = a;(z) + Tiy(x)w, VreX, YweW.

ona: X->FetT;: X —>2(W,F).
On considére également des multi-applications C;: X =2 F,i=1,..., (.
On définit alors, pour i € [1,£], S; : X = W par

Si(z) =T (z) (Ci(x)) := {w eW ‘ a;(z) +T;(x)w e C’Z(x)}

Cette formulation permet de se ramener au cas ou la valeur nominale du paramétre
incertain est le vecteur nul. On s’intéresse au probléme de maximisation du rayon

de robustesse
(%) Maximiser r(z) :=d(0,55), xeX,
avec, pour tout x € X,
‘
We=W, d,= d”-H =d, w,=0, et S,= QSl(x)
Par définition, on a

r(z) = d(0,5°) = d(O,stm)ﬂ - min d(0, 5,(x)").
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En posant r;(x) := d(0, S;(x)¢), pour i = 1,...,¢, on obtient
r(z) = minr(z)
Le probléme (%,) s’écrit aussi

(%) Maximiser 'minéri(x), reX.

=1

Par ailleurs, d’aprés le lemme 1.5.1, on a
d(O,Sg) :sup{p>() | p]BH” CSI},
:Sup{p>0 | p]BH” CSZ'(.TJ), Vi=1,...,€},
=sup{p>0 | a;(z)+T;(z)weCi(x), VwepBy, Vi=1,... (}.
On en déduit que résoudre (%) revient a résoudre

Maximiser p,
(%) sle. ai(x) +Ti(z)we Ci(z), Vie[l,l], Vw e pBy,

(p,x) e Ry x X,
dans le sens ou (moyennant I'hypothése « il existe z € X tel que 0 soit & l'intérieur
de S,»)
V(%) =v(%y) et Argmax(Zg) = Hgre.xx Argmax(Zy).
Remarque 5.1.1. Si pour tout i € [1,{], v € X, Ci(x) = C; c F, le probleme (%))
peut s’écrire

Mazimiser  p,
(2%!) sde. ai(z)+pTi(x)weCy, Vie[l,l],Vw e By,

(p,x) e Ry x X,

qui est un probléme d’optimisation robuste classique. Cependant, d’une part, cette
approche n’est pas forcément naturelle, et, d’autre part, le probleme (%;) n’entre
pas (au moins directement) dans le cadre des problemes classiquement étudiés en

Optimisation robuste.

5.1.1. Réduction partielle ou compléte a des espaces de type R”

Pour simplifier un peu les écritures, on suppose ici que ¢ = 1.

Tres souvent, W et F' sont des espaces vectoriels de dimensions finies et on a ex-
plicitement des bijections linéaires Ly : R® - W et Lp : R™ — F pour certains
n,m € N*. Le probléme (%,) est alors équivalent au probléme
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Maximiser p,
(%) sle. a(x)+T(x)y e C(x), VYyepB) oLy,

(p,z) e Ri x X,

avec

X - L(R",R™),
C(z) =L (C(x))cR™, a:=Lioa: X ->R™ T:=

x— L oT(x)o Ly.
On notera que la norme dont on munit R”, ||.| o Ly, n’est pas forcément la norme
euclidienne.
Si on suppose de plus que X c D, R—espace vectoriel de dimension finie et que 'on
se donne explicitement une bijection linéaire Lp : R? - D, p € N*, alors Le probléme

(%) est équivalent au probléme

Maximiser p,
(%) sle. a(r)+T(2)yeC(z), YyepBjory,

(p,2) e Ry x X,

avec
C(z) =Ly (C)cR™, ,X:=Lj(X)cR,

X - L(R",R™),

= Lt Lp: X->R" T:=
g F Qo Lp :—> = {Z*L;;IOT(LDZ)OLW.

Tout ceci montre que I'on peut se ramener, en toute généralité, a ne considérer que
le cas d’espace W, F ou D de type R*, k € N*. Mais cette approche n’apporte
pas forcément grand chose et n’est pas forcément naturelle, sauf, éventuellement,
au moment de résoudre effectivement (sur machine) le probléme, une fois qu’il aura
été correctement réduit (et c’est donc d’ailleurs plutot ce dernier probléme que 'on

rameénera & un probléme ou les espaces sont de type RF).

5.1.2. Propriétés du rayon de stabilité du modéle générique

On suppose dans cette section que X c D est un R—espace vectoriel topologique
(localement convexe) séparé, et que les multi-applications Cj;, i = 1,... ¢, sont

constantes et on note C; leurs valeurs.
Proposition 5.1.1. On suppose que :

(1) X est fermé et C; est fermé pouri=1,... ¢;
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(2) Pour tout w e W, les applications (., w): X - F,i=1,... (, définies par

i(z,w) = a;(x) + T;(x)w, sont continues.

Alors le rayon de stabilité r : X — [0;+oo] défini par r(x) = d(0,S(x)¢) est semi-
continu supérieurement.

Preuve. Pour tout w e W, I’ensemble S~(w) défini par
¢
S (w)={zreX | d(z,w)eC;, i=1,....0} = (., w) " (C;)
i=1

est fermé. Il résulte alors de la proposition 4.2.1 que le rayon de stabilité est semi-

continue supérieurement. 0

Proposition 5.1.2. On suppose que :
(1) X est conveze et les ensembles C;, i =1,...,¢ sont converes;
(2) Pour tout w e W, les applications (., w): D - F ,i=1,... { définies par
i(z,w) = a;(x) + T;(x)w sont affines pouri=1,... L.
Alors le rayon de stabilité r : X — [0;+00] défini par r(x) = d(0,S(z)¢) est quasi-

concave.

Preuve. Pour tout w e W, 'ensemble S~(w) défini par
¢
S (w)={rveX | H(z,w)eCy, i=1,....0} =(F(.,w) " (C;)
i=1

est convexe. Il résulte de la proposition 4.2.3 que le rayon de stabilité est quasi-

concave. ]
Proposition 5.1.3. On suppose que :
(1) X est compact et les ensembles C;, 1 =1,..., ¢ sont fermés;
(2) Pour tout w e W, les applications (., w): X - F,i=1,...,(, définies par
i(x,w) = a;(x) + T;(x)w, sont continues.

Alors Argmax(Z%,) + @.

Preuve. D étant séparé et X un compacte de D alors X est fermé ([11], § 6,
Théoréme 1). Il résulte alors de la proposition 5.1.1 que 'application r : X — [0; +00]
défini par r(z) = d(0,S(z)¢) est semi-continue supérieurement. X étant compact et
r: X — [0; +00] semi-continue supérieurement alors il existe xg € X tel que

r(xg) =supr(x) ([29], Théoréme 7.4.14).
reX
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5.2. Etude du modéle générique dans un cadre polyédral

Dans cette section, on étudie le modéle (%,) dans un cas polyédrique c’est-a-dire
qu’on suppose que pour tout x € X, C(x) est un polyédre (une intersection finie de
demi-espaces fermés). On détermine une formule explicite du rayon de stabilité qui
montre que (%) est un probléme de programmation fractionnaire généralisé avec
un nombre fini de quotients. On utilise ces résultats pour expliciter la contrepartie

robuste au sens du rayon de stabilité d’un programme linéaire a données incertaines.

5.2.1. Modéle polyédrique

On reprend les notations de la section précédente.

5.2.1.1. Description des données du modéle

On suppose ici que W et F' sont deux espaces vectoriels normés de dual topologique
respectif W* et F*. On note (,) la forme bilinéaire standard de dualité. Pour tout
i € [[1,/], pour tout x € X, on suppose que ’ensemble C;(z) est un demi-espace
fermé : c’est-a-dire qu'il existe z;(z) € F'* et a;(z) € R tel que

(5.1) Ci(w) = [(-,z:(2)) < ai()] ={y e F' | (y, 2i(2)) < ovi()}.
Cette hypothése implique que S, est un polyédre pour tout z € X.

5.2.1.2. Calcul du rayon de stabilité du modéle
Dans le cadre décrit ci-dessus, pour tout i € [1,£], par définition de S;(z), on a
Si(x) ={weW | ai(x)+Ti(x)weCiy(x)}

~HweW | (ai(z)+Ti(x)w,z(2)) < i)}

=[{., Ti(x)"(zi(2))) < ai(x) = (ai(x), zi(2))].
ou T;(x)* est I'adjoint de T;(z).
Soit |.|| une norme sur W, d la distance associée et |.|* sa norme duale.
Pour tout x € X, le rayon de stabilité de x est donc défini par

(5.2) r(z) = mind(0, [(, Ti(2)" (2i(2))) > ai(2) ~ {ai(@), z1(x))])-

D’apres la formule d’Ascoli (lemme 1.5.2), si T;(2)*(2;(z)) est non nul alors on a

(53) d(0.[( Ti(o)* ((2)) > (o) = (). o)) ]) = ()RS

On en déduit que si pour tout i € [1,£], T;(z)*(z;(x)) # 0, on a
. — . . +
(54) 7"(:13) - min (CYZ(JZ) <aj(x)’ ZZ(:E*») )
2T T )]
Par conséquent, si les applications Ty, i € [1,¢] vérifient
(5.5) Ti(z)* (zi(x)) #0, Vz e X,
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alors le modeéle (%) s’écrit

i aximiser min (ai(x) ~{ai(2), zi(2)))*
(gghn> M T<ict H Tl(ﬁ)*(zz(l‘))H* )

relX,

qui est un programme fractionnaire généralisé que 'on sait résoudre efficacement
dans certains cas selon la structure de X ( [|24],25],|26], [42],[68],...). Par exemple
si X est un compact, on peut résoudre ce probléme avec ’algorithme de Crouzeix-

Ferland-Schaible ([25]).

5.2.2. Contrepartie robuste d’un programme linéaire a donnée

incertaines

Considérons le programme linéaire paramétrique incertain suivant :

Minimiser (¢ +c(w),z) +d + d(w)
(in) o [Ars AQw)r <+ bw)
o reXcRn,

ol le parameétre incertain w € W un R-espace vectoriel normé, X est un polyédre,
ce ZWRY), d e Z(W,R), A ¢ L(W,R™), b e L(W,R) et (¢,d,A,D) e
R™ x R x R™™ x R™ est la donnée nominale.

Soit f: X x W - R u{+00} la fonction définie par

(e+c(w),z) +d+d(w) si Az + A(w)z < b+ b(w)
[z w) =

+00 sinon.
Il est facile de voir que le probléeme (Z2lin) se réécrit comme suit
(Plin) Minimiser f(z,w), x¢€X.
On se donne a € R tel que
(5.6) a> ig)f(f(x, 0).
Soit .|| une norme sur W et d; | la distance associée.

La contrepartie robuste du programme (Z2in) au sens du rayon de stabilité (défini-

tion 4.1.4) est le programme

(") Maximiser dj (0, [f(x,.)>a]), zeX.
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Par définition de I'application f, pour tout x € X, on a :

[f(z,)<a]l={weW | f(x,w)<a}
(+c(w),z) +d+d(w)
=qweW
Ax + A(w)x <b+b(w)

On note a; (resp. @;) la ™ ligne de A (resp. A), b; (resp. b;) la i®™¢ coordonnée de
b (resp. b) pour i€ [1,m], @y =¢, ag=c, by =a —d et by = d.
Pour i € [0,m], on définit T; : W - R" x R par T;(w) = (a;(w),b;(w)). Avec ces

notations, pour tout z € R", on a
[f(2.) <al=(Yw e W | (Tu(w), (2,-1)) <b; - (@ 2)}
[, T5 (2, -1)) < b = (@i, x)].

I
DL

~
Il
[e=]

Supposons que pour tout ¢ € [0, m], 'application linéaire T; est surjective. Ce qui

implique que T} est injective. Dans ce cas, il résulte de ce qui précede que

(5.7) diy (0, [f(z,.)>a]) = Orgirﬁlﬁéré%l;ﬁ Vo eR™

Le programme (Z'") est donc un programme fractionnaire généralisé avec des
contraintes affines :

(%#"™) Maximiser rggln M reX.

5.3. Etude du modéle générique dans le cas quadratique

Dans cette section, on étudie le modéle générique du probléme de maximisation du
rayon de stabilité décrit a la section 5.1 en se plagant dans des espaces de Hilbert.
On suppose que £ =1 et on étudiera le modéle dans deux cas particuliers de C' : cas
d’une boule et cas d’un paraboloide. On terminera ce chapitre par une application
au calcul d’estimateur robuste au sens du rayon de stabilité avec une illustration

numérique.

On suppose ici que les espaces W et F sont des espaces de Hilbert dont
on note indistinctement (.,.) le produit scalaire et |.|| la norme associée.
On rappelle que l'on se donne a: X - F et T:X - Z(W,F) tels que

T(z)(w) =a(z) + T(zx)w, V(z,w)eX xW.
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Notations. Dans cette section, on utilisera les notations complémentaires suivantes :
— Etant donné (H,{.,.)) un espace de Hilbert on définit 4 : H - Z(R, H)
I'application qui & a € H associe ¥, : R — H définie par ¢,(t) = ta. Il est clair

que pour tout a € H, ¥, est linéaire continue et

VeeHaeH, (9(t),z)=/(ta,x)=1t{a,z)=t9"(x),

ot ¥ est 'adjoint de ¢,. On a donc ¥ = (a,.). Ainsi, on notera souvent ¥,
par a et ¥* par a*.
— Sia,f,yeR,aeF  beW et Ae Z(W,F), on note

a a* b*
‘7:(057a757b7A77) =la BIF A* )

la fonctionnelle quadratique F(«,a,3,b, A,y) : F x W — R définie par
F(a,a,B,0,4,7)(y,w) = a+ Bly[* +v|w|? + 2{a, y) + 2(b,w) + 2(Aw, y).

Ainsi, on note simplement F(«,a, 5,b, A,7) >0 pour dire que

a+ Blyl? +y|w|? +2{a,y) + 2(b,w) + 2{Aw,y) 20, V(y,w)e F xW.

— Si U et V sont deux espaces vectoriels et f : U — V une application affine
alors on notera fy la partie constante de f et Ly sa partie linéaire.

5.3.1. Etude du modéle dans le cas d’une boule

Dans cette sous—section, on se donne une application o : X - R et on définit
C:X 3 F par

(5-8) Cla)={yeF | |y|<alr)}.
La contrainte semi-infinie (en la variable (p, x))
(5.9) a(z) + T(x)weC(z), YwepBy

se transforme en
(5.10) la(z) + T(z)w| < a(z) , VYwepBy.
Le probléme (%,) dévient
Maximiser p,
(%) sle. Ja(z)+T(x)w| <a(x), YwepBy,
(p,x) e R: x X.
Ou de maniére condensée

(%) Maximiser p, (p,z) € X,
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si on définit ’ensemble des contraintes X’ par

(5.11) X:={(p.2) e R} x X|a(2) + T(2)w] <a(z) , YwepB .

5.3.1.1. Une premiére réduction du probléme (%))

On se propose de remplacer la contrainte semi-infinie (5.10) en la variable (p, z) par

une contrainte en ajoutant une nouvelle variable.

Proposition 5.3.1. Pour tout ae F', Ae Z(W,F), pe R, acR on a

la+ Aw| < a, Yw e pBy <= IA20 : Fla-N* a,a,0,A,))>0.
Si de plus A est non nulle, alors X € Rx.
Preuve. D’aprés (1.14), on a

Yw € pBy, |a+ Awl|| < «

= a+2y,a+Aw)+aly|*20, VwepBw,VyeF
= [0 - [w]® 20 = a+2(a,y) + 2(A"y,w) +afy[* 20], VweW,VyeF.
On déduit alors du Théoréme 1.4.1 que
la+ Aw| < o, Yw € pBy
—=3IN20 : a+2a+Aw,y)+aly|® - Np* - |w|?] 20], V(y,w)eFxW
—=F(a-Mp*a,a,0,A,))>0.
Si A #0, alors il existe (yo,wp) € F'x W tel que (Awy,yo) # 0.
— Si (Awo, yo) <0, on a nl_i,IPoo<A(”w0)7yO> = —00.

— Si {(Awo, o) >0, on a_lim (A(-nwp), yo) = —oo.
Il existe wy € W tel que

a+2(a+ Awy, yo) + a|yol?* < 0.

Par conséquent \ > 0. 0

On introduit le probléme d’optimisation suivant :
Maximiser p,
a(x)-Ap  a(x)” 0
(%) s.lc. a(x) a(x)lp T(x)*|>0,
0 T(x) Ay
(p2,2) € Ry x X x Ry,
autrement dit
(5?73) Maximiser p, (p,z,)\) € X,
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si on définit X par

X = e, \) e R x X xR}
p + +

F(a(x) - Ap,a(x),a(x),0,T(x),\) > O} :

Théoréme 5.3.1. On suppose que pour tout x € X, T(x) e Z(W,F)~{0}. On a

(5.12) v (%) = v (%)
et
(5.13) Argmax(%y) = {(v/5,) | (p,) € Tix Argmax (7).

On rappelle que Mgyx : (p,z,A) e Rx X xR > (p,x) e R x X.
Preuve. D’aprés la proposition 5.3.1, pour tout (7,2) € R* x X, on a
(5.14) (1,2) € X < IA>0,(%,2,)) e X.
Montrons d’abord (5.12). On a
v (%) =sup{p | (p,x) € X}
=sup{p | (p*,x,\) € /?}
= (sup {p2 | (p?,z,)\) € /?}
7

)1/2

Montrons maintenant (5.13). On procéde par double inclusion. Soit (g, Z) € Argmax(%y,).
D’aprés (5.14), il existe A > 0 tel que (52, %, ) € X. Il résulte donc de (5.12) que

VN e®, psu(Th)=0( ) =7

Donc (p2, %, \) € Argmax(Z,), et par suite (7, ) € {(\/,5,33) | (p,x) € lIryx Argmax(%)}.
Inversement, soit (1/p,T) € {(\/ﬁ,x) | (p, ) € TIgxx Argmax(%)}. Alors il existe

A e R tel que (p,z,\) € X. Il résulte donc de (5.14) que (v/p,x) € X. D’apres (5.12),

on a

V(pa) X, peu@) —\Jo () =i
Donc (\/p, ) € Argmax(Z),), d’ou I'inclusion inverse. O
Remarque 5.3.1. Supposons que X c D un espace de Hilbert ;| les applications
a:D->R,a:D—-FetT:D-Z(W,F) sont affines. Dans ce cas, si X = D ou la
contrainte x € X est conique, c¢’est-a-dire de la forme

G(z) e K,
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ot K est un cone convexe (fermé) de H un espace de Hilbert et G : D - H une appli-
cation affine (continue) alors le programme (%) est « proche » d'un probléme de pro-
grammation convexe conique dans les espaces de Hilbert. La structure de convexité

étant détruite par le terme Ap dans expression de F(a(x)-Ap,a(x), a(z), T(z),\).

Nous allons a présent effectuer un changement de variables qui nous permettra de
se ramener dans certains cas (par exemple les cas de la Remarque 5.3.1) a la réso-
lution d'un probléme de programmation convexe conique. Pour cela, on suppose
que X c D un espace de Hilbert, les applications a: D - R, a:D > F et
T:D > 2(W,F) sont affines.

5.3.1.2. Application d’un changement de variables direct
On définit 'application ¢ : R} x D x Ry - R x D x R} par
(5.15) e(p,x,\) = (p, § %)
Notons que I'application ¢ est une involution (i.e. bijection telle que ¢! = ¢).
On pose

X :=p(X)={(1,y,t) e R x D xR* | o(7,y,t) € X}.

On a donc
% e X,
F(tag+ Lo(y) — 7,tag + La(y), tag + La(y),0,t To+Lr(y),1) > O}.

X={(ry.t) e R x DxR;

On introduit le probléme
(%) Maximiser 7, (7,y,t) € X,

ou, plus explicitement,

Maximiser T,

tag+ Lo(y) -7 [tag+ La(y)]* 0
(%) s.l.c. tag+ Lo(y)  (tao+ La(y))p [tTo+Lr(y)] |20
0 tTo+Lr(y) L
Y

; €X7 (T7y7t) € ]R‘: x D X]R‘:
On déduit immédiatement du fait que ¢ est une involution la proposition suivante.
Proposition 5.3.2. Les problemes (%) et (%) sont liés par

v (%) = (9?;,) et Argmax (5371,) = (Argmax (@b)) .
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5.3.1.3. Application d’un changement de variables de Charnes-Cooper
En opérant le changement de variables
_JRixDxR; - R xDxRj,
{<p,x,A> > (Ap ),
on transforme le probléme (Z,) en le probléme
(2) Maximiser 2, (1,2,8) €S,

ou '’ensemble § est défini par

S = {(T,x,s) e RI x D xR}

re X, Fla(z) - 1,a(x),a(x),0,T(x),s) > O}.
On définit les fonctions f et g sur S par

V(r,2,8) €S, f(r,z,8)=7et g(r,z,5) =s.
Conformément aux notations de la section 1.3, on a

3::{(7,x,5,t)e]RxDx]Rx]R‘t>O,(%,%,§)€S},

:{(Tax>sat)€RixD><R:><R:

% € X, F(tag+ Lo(z)—T7,tag+ Lo(x),tag + Lo(x),0,t To+Lr(x),s) > O} )
Pour tout (7,z,s,t) €8S,
f(T,.T,S,t) =7 et g(r,zs,t)=s,

ou f et ¢ sont respectivement les fonctions perspectives de f et g (section 1.3).
Il en résulte que

Sﬁ[gzl]={(7’,x,s,t)elRfrxD><]Rjrx]Rjr

s=1,
% € X, F(taw+ Lo(x) - 7, Lo(2) + tag, taw + La(),0,t To+Lr(z), s) > 0} .
Si on considére le probléme
(2.) Maximiser 7, (7,z,s,t) eSn[§=1],
il est immédiat que 1'on peut 1’écrire
(2.) Maximiser 7, (7,z,t)eX, s=1

qui est trivialement relié au probléme (@b).

Plus exactement, d’apreés le lemme 1.3.1, on a
V(%) = 0(P) =v(P-) = v(%y).
De plus
Argmax(2) = 7! (Argmax(géz))
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avec 71 (T1,x,8,t) = (T/t,z[t,s[t), et
Argmax(2) = 7! (Argmax(@b))
avec F1: (1,1,t) > (7/t,x/t,1/t), puis, comme L : (1,2,5) - (7/s,2,5),
Argmax(Z,) = ¢~ (Argmax(2)) =" o g1 (Argmax(,@b)) = p(Argmax(%y)).
5.3.2. Etude du modéle dans le cas d’un « paraboloide »

Dans cette sous—section, on suppose que :

(1) a=(a,a) : X - F xR définie par a(z) = (a(x),a(x)) pour tout x € X,

(2) T =(T,2b): X - Z(W, F)xZ(W,R) définie par T(z)w = (T(x)w, 2(b(x), w))

pour tout (z,w) e X x W,

(3) C est le « paraboloide» défini par C:={(z,t) e F xR | |z|? < t}.
Pour tout (z,w) € X x W, on a I’équivalence
(5.16) a(z) + T(2)w e C <= |a(z) + T(z)w|? < a(z) + 2(b(x), w).

Dans la suite de cette sous—section, par soucis de simplification, on fait un abus en

notant & par a et A par A. Le probléme (%) devient dans ce cas

Maximiser p,
(%) sle. Jla(z) + T(x)w|? < alx) +2(b(x),w), Vw e pBy

(p,z) e Rr x X.
5.3.2.1. Une premiére réduction du probléme (%)
Proposition 5.3.3. Pour toutae F,be W, Ae Z(W,F), peR; et aeR on a
la+ Aw|? < a+2(b,w), Yw e pBy <= 3IA>0: F(a-Ap? a,1,b,A,\)>0.
St de plus A est non nulle, alors X e Rx.
Preuve. On a
la+ Aw|]? < a+2(b,w), VYw e pBy
—=a+2(bw) - a+Aw|* >0, VYwepBy
=+ 2(b,w) + I?egl{zm +Aw,€) +[€]*} 20, Vw e pBy
—=a+2(bw)+2a+ Aw, &) +[£]* 20, YwepBy,VEe F
=[P - |w|?*20= a+2(b,w) +2{a+ Aw, &) + [£|* 2 0],V (&, w) € F x W.
On déduit alors du théoréme 1.4.1 que
la+ Aw|? < a+2(b,w), Yw e pBy <
IN>0 : a+2(a+ Aw,€) +2(b,w) + [E|* = A\[p* - |w[?*] 20, V(&w)eF xW,
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d’out le résultat. Si de plus A # 0, alors il existe £ € F' tel que A*¢ +0b # 0. 1l existe
wo € W tel que (A*E + b, wg) # 0.

— Si (A*€ +b,wp) < 0 alors nE@m(A*f +b,nwyg) = -

— Si (A*€ +b,wp) > 0 alors nliIPW(A*f +b,—nwy) = —oo.
Il existe wy € W tel que o+ 2(a, &) + 2(A*E + b, wy) + [£]? < 0. Donc A > 0. O

On introduit le probléme

Maximiser p,

a(x)=Ap a(x)* blx)*
(%) s.lc. a(z) I T(x)*
b(z) T(z) MNw

(p,z,A) e R x X xRz

Les problémes (Z%,) et (Z,) sont reliés par le résultat suivant.

Théoréme 5.3.2. Supposons que Vx € X, A(x) e L(W,F)~{0}. On a

v (%) = v (@Z,) et Argmax(%,) = {(\/ﬁ, z) | (p,x) € llpxx Argmax(@)}.

Preuve. Analogue a celle du théoréme 5.3.1. 0

5.3.2.2. Changement de variables

On suppose que X c D un espace de Hilbert, les applications a: D - R, a: D - F,
b:D—>Z(W,R)et T:D—_Z(W,F) sont affines, puis on considére le probléme

Maximiser T,
tag+ La(y) =7 [tao+ La(y)]* [tho + Lu(y)]*
(%%p) s.l.c. tag + La( tlp [tTo+Lr(y)]*
tho + Ly(y) t To+Lr(y) LIy
% eX, (r,y,t)eR:x D xR

Les problémes (%,) et (%,) sont liés par le résultat suivant.

Proposition 5.3.4. On a
(%) = v (%71,) et Argmax(Z,) = ¢ (Argmax(%:’p)) :
Preuve. Résulte immédiatement du faite que ¢ est une involution. UJ
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5.3.3. Un exemple en dimension finie : une deuxiéme réduction de (%)
et (Zp)
On suppose que tous les espaces de Hilbert apparaissant dans cette sous—section

sont de dimension finie.

Généralité. Soit W := Z(E,H), ou E et H sont deux espaces de Hilbert. On muni
W du produit scalaire (.,.) définit par

(u,v) ==Tr(u*ov), Vu,veL(E, H),

ou Tr(.) est I'opérateur trace défini sur 'espace des endomorphismes de E. On
rappelle que si u: £ - E est un endomorphisme alors la trace de u est le réel défini
par
dim E
Tr(u) = Z (u(e;),e;), ot (€)ici<aime est une base hilbertienne de E.
i=1
Rappelons les deux propriétés élémentaires (mais utiles dans les calculs qui vont

suivre) du produit scalaire (.,.) :

(5.17) (h{e,.),w) = (we,h), V(h,e,w)eHxExW,

(5.18) (hile1,.), halea, )) = {e1, e2){h1, ha), VY(e1,e2) € E%, V(hy, hy) € H?.

On suppose dans ce paragraphe que les applications T ¢ Z(W,F) et b ¢
Z(W.,R) sont définies par :

Tw=Li(wR) et {(bw)=(Ly,wR), Ywe L(E,H),
(5.19)
ou (Li,Ly,R)e LX(H,F)x Hx(E~0) est donné.

Proposition 5.3.5. Soit («,,p,a) € R3 x F'. Pour tout (\,p) € R} x Rx tel que
A=p|R]? on a

a-Xp a* b a-up|R|* o L
a B[F T [ >0 == a ﬁIF LI > 0.
b T MMy Lo Ly ply

Preuve. Par définition de I'inégalité fonctionnelle quadratique, on a
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a-Ap a* b
a ﬁIF T >0
b T My
=a-Ap+2a,y)+Bly|* +2(Tw,y) + 2(b,w) + N|w|* >0, V(y,w)eF =xW
{a,y) + Blyl? + 2(Li(wR),y) + 2{Ly, wR) + AMw[? 20, V(y,w) e Fx W
(a,y) + Blyl? + 2 (w, (Liy + Lo){R, ) + AJw]? 20, V(y,w) e FxW
- )\p+2(a,y)+ﬁ“y”2+m1vxvl{2 (w,(Liy + La)(R, )) + Mw[?} >0, VyeF

Soit y fixé dans F'. La fonctionnelle (strictement convexe car A > 0) quadratique
Jy:WoR, we 2w, (Liy + La)(R, ) + AMwl?,

atteint son minimum sur W en @ = -(Ljy + L2 )(R, .)/\.
Soit V :={z(R,.) : ze H}. Il est clair que w € V c W. Par conséquent,

wmelv%r/l Jy(w) = rggp Jy(v) = min Jy (2(R,.)).

Il en résulte que
a-Ap a* b*
a Bl T >0
b T My

—a-M\p+2(a y)+ﬁ||y||2+m1nJ (w)>0, VyeF

—=a-Ap+2(a,y)+ B>+ J,(2(R,.)) 20, V(y,z)e FxH

=a - p+2(a,y) + Byl + 2| RI*(z, Liy + Lo) + M|R?|2]* 20, V¥(y,z) e FxH
==a - up|R|*+2(a,y) + Bly|* + 2| R|*(z, Liy + La) + p| R[*]2]|* 20, V(y,2) e FxH
==a—pp|R|*+2(a,y) + Bly|? +2(§, Liy + La) + u[€]* 20, V¥(y,&) e Fx H.

(

—>a-\p+2(a, )+B||y||2+m1nJ (#(R,.)) >0, VyeF
(
{

Notons que la derniére équivalence résulte du fait que R # 0 qui nous permet d’ef-
fectuer le changement de variable £ = | R|?z. O

Corollaire 5.3.1. Soit («, 8, p,a) € R3 x F'. On a l’équivalence suivante :

a-Ap a* b* a-Mp|R|? a* L3
AA>0 : a Bl A* [>0<=3IN>0: a Blp Lj |>0.
b T My Ly Ly Ay

Proposition 5.3.6. Soit (o, 8,a) € R2x F. Pour tout (\, i, p) € R*? tel que \up =

| R[?, on a

a-Ap ar b a-pp|La|*  (a-ppLilo)* R
a plrp T" |20« |a-ppLliLy plp—pupl; L7 0 [>0.
b T My R 0 ulg
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Preuve. On sait que

a-Ap a* b
a Bl T |20
b T My

<a=Ap+2(a,y)+ Bly|* +minJ, (2(R,.)) 20, VyeF
1 *
@a—Ap+2<a,y>+Blly||2—X|\R||2||L1y+L2H220, VyeF
1
@oa—;||R||2+2<a,y>+ﬁ||y|\2—upHLIy+Lzll220, Vyel
—1R22 2_ Liy|? + 2(Loy, L* Ly|?) >0, VyeF
< MH 12+ 2(a,y) + Blyl* = po (ILyl® + 2(La, Liy) + | L2]?) 20, Vye

<o —pp| Lo|® +2{(a,y) + Blyl* = upl| Liy|? = 2up{Ls, Ly)+
min {2(R,€) + ul¢|*} 20, VyeF

<o —pp| La|® + 2{a,y) + Blyl* - upl| Liy|? = 2up{La, Ly)+
2(R, &)+ plE]* >0, V(y,§) e FxE.

D’ou le résultat. U

Corollaire 5.3.2. Soit («, 8,a) € R2x F'. Pour tout p>0, on a

a-\p a* b a-Ap|L2|?  (a-ApLiLy)* R*
IA>0 : a Blp T |20« 3IXN>0: [a-ApLliLy plp-ApL L7 0 |>0.
b T MMw R 0 Mg

Modéle de la boule. On reprend le modéle de la boule puis on suppose que
W= Z(FE, H) muni du produit scalaire {.,.) avec E et H deux espaces de Hilbert.
On suppose en plus que I'application T est telle que

(5.20) I(L,R) e L(H,F)x (E~{0}) : Tw=L(wR) YweW.

Cette structuration est I'une des plus utilisée en optimisation robuste . Elle a été ex-
plicitement considérée dans |7] (chapitre 6). En pratique, on prend L: D - £ (H, F)
et R: D — FE des applications affines non nulles dont I’'une au moins est constante.
Dans ce cas, on redéfinit le probléme (Z%,) comme suit.
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— Cas de R constante :

Maximiser  p,
a(z) = Ap|R[> az)* 0
(%) s.l.c. a(x) a(x)Ip L(z)* |20,
0 L(z) Mg

(p,z,A) e Ry x X xR,
— Cas de L constante :

Maximiser p

a(z) a(z)* R(z)*
(%) sle. |a(z) a(x)lp-XpLL* 0 |>0,
R(z) 0 Mg

(px,0) € Ry x X xR1.

— Si L et R sont constantes on prend un des deux problémes.

Il résulte des propositions 5.3.5 et 5.3.6 que le théoréme 5.3.1 reste vrai. Par ailleurs,
le probléme (%) devient
— Cas de R constante :

Maximiser T,

tag + La(y) - 7| R[> [tao+ La(y)]" 0
(%) s.l.c. tag + Lo(y) (toag + La(y))Ip [tLo+Lp(y)]*| >0,
0 tLO + LL(y) IH

YeX, (ry,t) eR; x Dx Ry,
— Cas de L constante :

Maximiser T,

tag + La(y) [tao + La(y)]" [tRo+ Lr(y)]*
(%) sle. | tag+ La(y) (tog+ La(y))Ip —TLL* 0 >0,
tRO + LR(y) 0 IE

YeX, (r,y,) eRix DxR;.
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La proposition 5.3.2 reste vraie.

Modéle du paraboloide. On se place dans le cas du paraboloide et on suppose
que W = Z(FE, H) est muni du produit scalaire (.,.)), les applications T € £ (W, F)
et be Z(W,R) sont définies par

Tw=Li(wR) et (byw)=(Ly,wR), YweZL(E,H).
avec (Lq1,L9,R) e L(H,F)x H x (E~0) donné

On redéfinit dans ce cas le probléme (%,) comme suit.
— Cas de R constante :

Maximiser p,
a(z) - Mp|R|*  a(z)* La(x)*
(%)) s.l.c. a(x) a(x)lp Li(z)* |20,
Ly(x) Li(x) My
(p,x,\) e R x X xRz,
— Cas de L = (Ly, Ly) constante
Maximiser p,
a(z) = Ap[La|? (a(x) - ApLiLa)* R(x)*
(%)) sle. |a(z)-ApLliLy  a(x)lp - ApLiL] 0 [>0,
R(z) 0 Mg

(pz,0) € R; x X xR;.

Il résulte des propositions 5.3.5 et 5.3.6 que le théoréme 5.3.2 reste vrai. Le probléme

(%) devient :
— Cas de R constante :
(%5)
Maximiser T,
tag + La(y) - 7| R|?  (tao+ La(y))*  (Loy+ L,(y))*
s.l.c. tag + La(y) (tag + Lo(y))Ip (tLy, + Lz, (y))* |20,

L20 +LL2(y) tLlo +LL1 (y) [H

YeX, (r,y,) eRix DxR;.
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— Cas de L =(Ly, Ly) constante :

Maximiser T,
tag + La(y) = 7| La2|*  (tao + La(y) - TL1L2)*  (tRo+ Lr(y))*
sle. |tag+ Lo(y) —7L1Lo) (tag+ Lo(y))Ip—TLy LY 0 >0,
tRy+ Lr(y) 0 Ig

LeX, (r.y,t) e R x Dx Ry,

et la proposition 5.3.4 reste vraie.

Commentaire : Importance de la seconde réduction. On sait que si £ et H
sont de dimension finie alors Z(E, H) est de dimension finie et on a

dim Z(F,H) =dim F x dim H.
Par conséquent,
(5.21) F(tag+ Lo(y) — 7 tag + Lo(y), tag + La(y),t To+Lr(y),1) >0

est une «linear matrix inequality» dans laquelle les matrices symétriques sont de
taille 1 + dim F' + dim F x dim H. Les redéfinitions ci-dessus montrent qu’on peut
réduire la taille des matrices de (5.21) & 1+ dim F' + dim H si R est constante et a
1+dim F'+dim E si L est constante. Ce qui peut avoir un intérét non négligeable du
point de vue numérique. Par exemple si dim F est assez petit devant dim E x dim H
dans le cas de R constante.

5.3.4. Application : Calcul d’un estimateur robuste

On reprend ici un exemple de probléme d’estimation a données incertaines de [7]
que nous approchons par la méthode du rayon de stabilité.

5.3.4.1. Description du probléme

Considérons la situation suivante : On dispose d’une observation bruitée
(5.22) u=(I,+w)z+¢&,

d’un signal z qui est le résultat du passage d’un signal inconnu v a travers un filtre
linéaire :
z = Av.
Ot A € RP*9 est connue. Les observations contiennent deux types d’erreurs :
— le biais wz dépendant linéairement de z ou la matrice de biais w € RP*P est
incertaine,
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— le bruit aléatoire £ € RP, de moyenne nulle et de matrice de covariance
connue.
L’objectif est d’estimer une fonction linéaire f du signal d’entrée v : c’est-a-dire la
quantité (f,v) := fTv. On se restreint aux estimateurs linéaires en u : f = 27u, ou
x € RP est le vecteur poids a déterminer. En clair on cherche x solution du probléme

d’approximation suivant :

(5.23) ffoe F=a"u=aT[(I, +w)z +£] = 2T[(I, + w) Av + £].

Par ailleurs, on sait que le signal d’entrée v appartient a une ellipse de R4. On
suppose donc qu’il existe une matrice symétrique définie positive () € R9%? et un réel
r > 0 tel que tout signal d’entrée v vérifie v7Quv < 7.

5.3.4.2. Gestion du paramétre aléatoire

On élimine le paramétre aléatoire £ en considérant la moyenne quadratique du résidu
fTv - f. On défini ainsi une fonction M par

(5.24) M(z,w,v) = \/E([xT[(]p+w)Av+§] —fTv]z),

ou E(.) désigne l'espérance mathématique. Comme la moyenne de £ est nulle et
E(&€T) = X est connue, alors on a

M(x,w,v) = \/([AT(]p +wT)xr - f]TU)2 + T3,

Le probléme revient a trouver x tel que M (z,w,v) soit la plus petite possible pour
tout v e Vg :={veRY : vTQu <r}. Ce qui est équivalent au probléme d’optimisation

incertain suivant

(Pw) Minimiser max M (z,w,v), x€RP.
’UEVQ
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Observons que

2
max M (z,w,v) =max \/([AT(Ip +wh)x - f]Tv) + 2T
vevQ

veVg

veVg

:\/max([AT(]p +wT)z - f]Tv

)
=\/max ([AT(Ip +wh)x - f]Tv)2 + 2T

’L)GVQ

veVg

:\/( max[AT([p + wT)x - f]T’U)2 +2T¥x

=\ QAT (L, + wT)e — QU2 f |2 + 2T
7<@lﬂATu;+uﬁyr—Qlﬂf)‘

Y12

Ainsi, le programme (&2,) dévient

r(Q1PAT(L, +wh)x - Q712 )
(Zw) Minimiser , xeRP.

Y12y

5.3.4.3. Gestion du paramétre incertain : contrepartie robuste

Pour approcher le probléme incertain (£2,), on utilise la technique du rayon de

stabilité. On se donne a € R tel que

H(Q AT - Q1)
(5.25) a> inf ,
zeRP 21/21'
et on muni RP*¢ de la norme de Frobenius notée |||.|||. La contrepartie robuste au

sens du rayon de stabilité est donc définie par

(%) Maximiser p, (p,z) € X,

ou l'ensemble des solutions réalisables X est donné par
r(Q7PAT (L, +w)z - Q72 f)

Y12

X={(p,x)eRxRP|p>0et <a, YwepBy

Observons que

r(Q-12AT (I + w)x — Q-V2f) rQ- V2 ATy —rQ-12f] [rQ-12AT
- + w.
Y12y Y12 0

On en déduit que (#£°) est un cas particulier du modéle (%) en dimension finie
(cas structuré avec L constante ). Il résulte donc de ce qui précéde que résoudre
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(%) revient a résoudre le programme suivant :

Maximiser T,
(Rex) sle. A(r,y,t) >0,

(T7y7t) e R, xRP x Ry,

ou
[ ta —tTfTQ‘1/2 + ryTAQ‘1/2 yTzl/Q yT'
—trQ V2 f+rQ 2 ATy tal, - r2Q 12AT AQ-1/? 0 0
A(7,y,t) =
Y12y 0 tal, 0
y 0 0o I,

Le programme (%) est un probléme d’optimisation convexe conique classique (pro-
gramme semi-défini positif). Notons que nous avons remplacé les contraintes 7 > 0 et
t > 0 par les contraintes 7 > 0 et t > 0, ce qui n’est pas génant d’aprés [72], Corollaire

2 ou [2], Proposition 11.3.4 dans le cas de la dimension finie.

5.3.4.4. Illustration numeérique : un probléme de chaleur

Une mince plaque métallique homogéne occupe le carré D = [0;1] x [0;1] dans le
plan. Au temps t = 0, on la chauffe jusqu’a une température 7°(0,.) : D - R telle

que
f T%(0,2,y)dwdy < TZ,
D

avec Tp > 0 une constante donnée, puis on la laisse se refroidir en maintenant a 0°
la température le long du périmétre de la plaque.
A un instant 27 donné, on mesure la température 7'(27,,y) & chaque point de la

grille

2k -1
5.26 I'={(w;,u;) | 1<2, <N}, avecu,=———, pour tout ke |l, N]|.
! 2N

Le vecteur u des mesures est obtenu a partir du vecteur z = {T'(27,w;,u;) | 1 <4,5 <
N} selon I'équation (5.22), ot les variables aléatoire &;; suivent la loi normale centrée
d’écart-type o donné (&;; ~ A4 (0,0)) et sont indépendantes.

Etant données les mesures, on cherche & estimer la température au centre de la
11

y 959/

Il est bien connue en physique que I’évolution dans le temps de la température T’

plaque au temps 7 c’est-a-dire qu’on cherche une estimation de 7'(7

d’une plaque métallique homogéne occupant un domaine €2 du plan, sans source de
chaleur dans le domaine et échangeant faiblement la température a travers le bord
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du domaine est gouvernée par 1’équation de la chaleur :

0 0? 0?

Dans le cas, ou {2 = D avec la condition au bord de Dirichlet homogéne, la solution
de I’équation (5.27) est donnée par

(5.28) T(t,z,y) = Y. awexp(—m(k* +1*)t) sin(mkz) sin(xly),

k=1
ou les coefficients ay; peuvent étre obtenus en utilisant la température initiale et la
base orthogonale ¢y (z,y) = sin(rkx) sin(nly) de L?(D) :

(5.29) akl:4/1;T(0,x,y)gz§kl(x,y)da:dy.

En posant vy = ay exp(—m2(k% +12)7), le probléme revient & trouver une estimation
de

+00

(530) T(Ta %a% = Z Uqubk’l(%a %)a
k,l=1

étant donné une observation u = (I +w)z + ¢ avec z = {T'(27,u;,u;) | 1 <i,5 < N},
E={&; ~ A (0,0) | 1<i,j <N} et les §; sont indépendantes.
Observons que ay; = exp(m2(k? + 12)7)vy et

+00 +too
(5.31) Y v exp2ri(k2 +12)r) = 3 :4/ T2(0, 2, y)dady < AT?.
k=1 k=1 D

Il en résulte que |vg| < 2Th exp(—m2 (k2 +12)71).
Etant donné € > 0, on détermine un entier naturel non nul L tel que
(5.32) Y exp(-m(k*+1°)7) < %

kl:k2+12> L2 0
Ainsi, en remplagant par 0 les coefficients vy pour k2 +12 > L2, on change la tempé-
rature au temps 7 d’au plus €. Par conséquent, en choisissant € assez petit, on peut
supposer pour des raisons pratiques que vy = 0 pour k2 +12 > L?. Ce qui rend finie la
dimension de notre probléme. Plus précisément, on a : étant donnés les parameétres
N,0,T), L et une observation u = (I +w)z + & avec z = {T'(27,u;,u;) | 1 <i,j < N},
E={&; ~A(0,0)|1<i,j <N} et les &; sont indépendantes, trouver une estima-
tion de la quantité

11

(5.33) k,l:k2;2<L2 vafri(3:3) |

On doit donc trouver les coefficients z;; € R tel que
11\ o7 —
(5.34) T(r,3,3)~T = meum
Z?]
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On retrouve bien un cas particulier du modeéle d’estimateur robuste proposé ci-dessus
avec
Q = diag((exp(2m2(k? + 12)7) ) ksiazviz<r2)s f = (o (3 2k isinzazare)
A= (exp(-m*(K* + )T o (uiywy))  1<ijen  , S=0%1, 1=2T.
kI>1:k2+12<L?
On peut résoudre le programme (Z.y) avec cvxopt. Par exemple, si on suppose que
7 est la moitié du temps au bout duquel tous les coefficients de Fourier de T'(¢,.,.)
sont multipliés par un facteur inférieur a 10~ alors on a
In10
e
et si Ty = 1000, N =4, ¢ = 107'°, on obtient L = 8. Dans ce cas, pour « = 63,9 et
0 =0,1 on obtient v(Zex) =0,1 et le vecteur poids z est
0,11566261 0,2793136  0,2793136 0,11566261
0,2793136  0,67451424 0,67451424 0,2793136

0,2793136 0,67451424 0,67451424 0,2793136
0,11566261 0,2793136 0,2793136 0,11566261

T

~ (,0583,

xr =
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Chapitre 6

Régression linéaire & données incertaines : méthode du rayon
de stabilité

6.1. Introduction

L’équation basique Ax =b ou A € R™" et b e R™ sont donnés et xz € X c R" est
I'inconnue, n’a pas toujours de solution. C’est le cas par exemple si b n’est pas dans
I'image de A.

En général, on se contente de trouver x € X tel que Ax soit « le plus proche possible
» de b. C'est-a-dire qu’on se donne une norme |.| sur R™ et on cherche x € X tel
que | Az - b|| soit la plus petite possible. En clair, on cherche a résoudre le probléme

d’optimisation suivant :
() Minimiser |Az -b|, zeX.

Le programme (&) est un probléme classique connu sous le nom de probléme de
régression linéaire sous contraintes. Dans les applications, il arrive trés souvent que
la donnée (A,b) de () soit incertaine. On sait simplement qu’elle appartient a
un sous—ensemble de R™" x R™. Le programme (Z2;) est alors un probléme d’op-
timisation a données incertaines. Dans la suite, (£2;) désigne sa version incertaine.
L’approche du probléme (Z2,) par la méthodologie de I'optimisation robuste a fait
I'objet de nombreux travaux (|7],[31],[43],|75], ...). On propose dans ce chapitre une
nouvelle approche «robuste» du probléme (42,) basée sur la méthodologie du rayon
de stabilité.

Le chapitre est organisé comme suit. La section 6.2 formule la contrepartie robuste
de (Z,) au sens du rayon de stabilité. Dans la section 6.3, on détermine une for-
mule plus «explicite» du rayon de robustesse moyennant des hypothéses que nous
préciserons. La section 6.4 étudie la contrepartie robuste du probléme (&) qui
est un programme fractionnaire. On transforme ce programme fractionnaire en un
programme convexe et, on montre que dans certains cas, ce programme convexe se
ramene a un programme linéaire. Dans la section 6.5, on fait une petite comparaison
entre la contrepartie robuste de (%) au sens de 'optimisation robuste et celle au
sens du rayon de stabilité. La section 6.6 termine le chapitre par une application a
un probléme de conception d’antenne circulaire.
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6.2. Contrepartie robuste au sens du rayon de stabilité

Notations. On rappelle que R™" désigne l'espace des matrices a m lignes et n
colonnes. On munit R™" (resp. R™) du produit scalaire de Frobenius (resp. cano-
nique) noté {.,.) (resp. (.,.)). Pour tout ¢t € R, on note t* := max(t,0). Pour tout
reR™ et yeR", (x;y) est le vecteur de R™*" obtenu en concaténant les vecteurs
z et y. Pour tout A = (a;;) € R™™, a;. est la 1™ ligne de A , a; sa j*™° colonne, et
vect(A) est le vecteur de R™" défini par

vect(A) = (ay;...; an).

Pour tout (A,b) e R™" xR™, [A b] est la matrice de R™*("*1) obtenue en plagant
b a la suite de la derniére colonne de A.

Contrepartie robuste. On suppose que les données A et b du probléme (%))
dépendent d’un paramétre incertain w € W un espace vectoriel normé de

dimension finie dont on note ||.||| sa norme. On considére ainsi des applications
A:W - R™", b: W - R™

qui sont supposées linéaires, puis pour tout w € W, on obtient le programme

paramétré suivant

(2v) Minimiser |A(w)z - b(w)|, = €X.

Soit w l'incertitude nominale. On note A = A(w) et b= b(w). Soit a € R tel que
(6.1) a > inf | Az —b].

D’aprés la définition 4.1.4, la contrepartie robuste au sens du rayon de stabilité du
probléme (%), w e W, est le programme

(%) Maximiser 7o (z,w) = dy (w0, [ f(z,.) > a]), zeX,
ot la fonction f: X x W — R est définie par
(6.2) f(z,w) = [A(w)z - b(w)].

Lien avec le modéle (#,). On a, pour z € X,

dy(w, [f(2,.) > a]) =dy(0,[f(z,.) > a] -w)
et

[f(x,.)Sa]—w:{wEW‘HAx—EJrA(w):L'—b(w)H <al,

= {w e W[[[Ab](2;-1) + [A(w) b(w)](w; -1)] < a}.
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Si on pose, pour z € R"*1,

{W — RmX(n+l),
w — [A(w) b(w)],

alors, pour we W, x e X,

LA B)(as-1) + [Aw) b(w))(a: -1)] < @ = [[AB)(;-1) + (Viery o L) (w)] < v

mx(n+l) _y, RmM
v B R™,
B - Bz,

Puis, en posant, pour z € Rn+!
a(z) =[Ab]z, T(z)=V,olL,
LA 8] -1) + [AQw) b(w))(5-1)] € o= Ja((z:-1)) + T((z 1) )] <.
Finalement
[f(z,)<a]l-w-= {w € W‘a((x; ~1))+T((x;-1)we a]B”.H},

ce qui montre clairement que (#Z¢) est bien un cas particulier du modéle générique

(%) proposé au chapitre 5.

6.3. Calcul du rayon de stabilité

Le but de cette section est de «calculer» le rayon de stabilité de I’ensemble [ f(z,.) <
a] apparaissant dans la contrepartie robuste (au sens du rayon de stabilité) du
probléme de régression robuste considéré dans la section précédente.
Pour la clarté du raisonnement et pour faciliter le lien avec les autres parties de
notre travail, nous nous plagons dans un cadre légérement plus général.
Soit T : W — F un opérateur linéaire non nul d’adjoint 7%, o € R} et a € F. On
définit S, par

S, = {we W‘a+TweozIB”,H}.

Il s’agit donc d’établir une formule pour d (0, SS).

6.3.1. Une premiére réduction

Quelques outils d’Analyse convexe. Soient (W,]||.|[|) et (F,|.|) deux espaces
vectoriels normeés de dimension finie avec F' # {0}, de dual topologique respectif
(W= lI-1]7) et (£, |.]*). On note (.,.) la forme bilinéaire standard de dualité entre
W et W= et (.,.) celle entre F' et F'*. En clair, pour tout (w,w*) e W x W* (resp.
((y,y*) € F'x F’*)), on note (w,w*) :=w*(w) (resp. (y,y*):=vy*(y)). Notons que
si 'espaces est de Hilbert, on I'identifie & son dual par le théoréme de représentation
de Riesz-Fréchet (|17], Théoréme V.5). Dans ce cas, le crochet de dualité standard
coincide avec le produit scalaire de ’espace et on utilise la méme notation pour le
produit scalaire et le crochet de dualité.
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Soit S un sous—ensemble de F. On appelle enveloppe convexe de S, notée convs, le

plus petit convexe contenant S. On appelle polaire de S, noté S°, le sous—ensemble
de F'* défini par

(6.3) Soi={y* e F*

(y.y") <1, VyeSt=[y,.) <1].

yeS

Le bipolaire de S, noté S°°, est défini par S°° = (S5°)°. On vérifie que :

(6.4) S° = (convS)°.

Théoréme 6.3.1 ([61], §14). Si C est un conveze fermé contenant l’origine alors
ce=C.

Par ailleurs, par définition (norme duale et polaire), on a (lB”.H )o = B+ . On obtient,
d’apres le Théoréme 6.3.1 et (6.4) que

(6.5) By =Bf = Bj . = (conv(8),-))" =],

o Sy - = {y* e F*||y*|* =1}
On peut vérifier que pour tout S c F', pour tout a > 0, on a («S)° = éS", et donc
(aS)°° = aS°° . Par conséquent, pour tout « € R%, on a, d’aprés (6.3) et (6.5)

(6.6) aBpy=aSi;. = (3S)" = N [y <al

yreSy«

Une premiére formule pour le rayon de stabilité.

Théoréme 6.3.2. Supposons que l'opérateur T est surjectif. Alors on a

. (Oé_<a7y*>)+
dy(0,5) = nf o S
H' ”l y*ESH'"* |||T*y*|||*

Preuve. On a, d’aprés (6.6),

S, = {w € W‘a+Twea]B”.H} = N [Ty <a={a,y*)],

yreSy. -
dyy (0, 5) = dyyy (0, Y Ty >an (a.5)]).
YrES| ) *
=t dyy O[T > o= {ay))).

On conclut en utilisant la formule d’Ascoli et le fait que, comme T est surjectif, T*
est injectif et, comme y* # 0 (puisque |y|* =1), T*y* #0. O
Considérons 'hypothése suivante :

(Hy) Il existe N(T) tel que : Vy* e F*, ||T*y*|[|* = N(T)|y*|".
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Théoréme 6.3.3. Supposons que (Hj) est vérifiée et que T € L (W, F) est surjectif.

Alors on a

(6.7) d)pi(0,5%) = %

Preuve. A l'aide de I'hypothése (Hy), il résulte du théoréme 6.3.2 que

ey 1 1 A (a=Jal)t
djpi(0,5%) = N(T)yigf”*(a (a,y))" = N(T)(O‘_yf;%?fa’y)) =N

6.3.2. Retour a la regression robuste dans le cas non structuré

Dans le cas de la régression robuste considérée plus haut, on a
F=R™ a=AzeR™, T=V,oL:W ->R"

ou AeR™4 (avec ¢ =n+1), z€ R9, z# 0. Dans un premier cas qui nous intéresse,
le cas non structuré, on suppose que

W =R", L =Igmx et doncT =V,.

So={AeR™1

AZ +Az € Oz]B”_”}.
Si Ae Rm*4, yeR™,

m q
(VoA y) = (Az,y) = > azys = (A, yz").

i=1j=1

Ceci montre que V* : R™ — R™*? est donné par
VyeR™, Ty =Vy=yz".
On peut noter que 'on a donc

Tyl = VZyll™ = sup (y, Az).

lIlAllI<1

Dans le cas qui nous intéresse, la propriété (Hy) devient :
(H)) T existe N:R?7— R, tel que: VzeRY VyeR™, |lyz"|||* = N(2)|y|*

En fait, par abus, on emploie la méme notation N dans N(z) et N(V, o L).

Nous allons voir que dans deux cas «classiques» de définitions «liées» des normes
Il et |.| respectivement sur R™*7 et R™, la propriété (Hj) est vérifiée et donc la
formule (6.7) permettant le calcul du rayon de stabilité est vraie.
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Norme subordonnée. Soit N, une norme sur R?. On suppose que |||.||| est su-

bordonnée aux normes |.| et N, c’est-a-dire qu’elle est définie, pour A e R™4,
par

: Alll = Az||.
(6.8) A= max Az
Lemme 6.3.1. Supposons que ||.||| est donnée par (6.8). On a
(6.9) Yy e R™ VzeRY,  [y2"[" = No(2)y[".
Preuve. Soit y € R? et z € R9. Observons que

T — T _ _ *
lly="1 = max fy2"ul = max |z ullly] = Ng()lyl

On en déduit que

{y, wz) {y,vu'z) {y,v) {u,2)
ly2"[l]* = max > max ~— = = No(2)ly[™
w0 [lwll " ke flouTll - Cete o No(u)
Par ailleurs, on a
I = 2222 e Bzl Tl Wl NG
who lwlll T wro [lwll] T wso [lwll ! '

Dans ce cas, on voit que (Hy) est vérifiée avec N = N,.

Normes composées. On rappelle qu'une norme 6 sur R? est dite absolue si et

seulement si 0(z1,...,x,) = 0(|lz1|, ..., |zp]), Yo = (21,...,2,) € RP. Par ailleurs, si ¢
est une norme absolue alors 6* est une norme absolue ([4]). On utilisera le lemme
sulvant.

Lemme 6.3.2 ([19]). Soient 6,,...,0) des normes sur R™, ... R et 0 une norme

absolue sur RF. Si 0 est la norme sur R™ x ... x R™ définie par
V(ug,...up) € R™ x . x R™, O(uy, ..., u) = 0001 (u),. .., 0k(uz))
alors sa norme duale, 0*, est donnée par
V(ug, . up) € R™ x . xR™, 0% (uq,...,up) = 0% (07 (ug),... 05 (ug)).

Soit N, une norme sur R?. On définit la norme |||.||| sur R™*¢ de deux maniéres

différentes comme suit.

(1) Ligne-colonne : On suppose que N, est absolue et on définit |||.||| par
(6.10) llwllf = Ny (Jwall, - wgl) - Vo e R™.

(2) Colonne-ligne : On suppose que ||.| est absolue et on définit |||.||| par
(6.11) llwllf = [ (Ng(wr), ..., Ng(wp)) |, Vw e R™9.
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Lemme 6.3.3. Supposons que ||.||| est donnée par (6.10) ou (6.11). On a
(6.12) YyeR™, Ve R, ly2" I = Ny (2)[y]".

Preuve. Dans ces deux cas, ceci résulte immédiatement du lemme 6.3.2. 0

Dans ce cas, on voit que (Hj) est vérifiée avec N = Ny.

6.3.3. Une seconde réduction

Compléments d’Analyse convexe. On compléte légérement ce qui a été rappelé
au paragraphe 6.3.1 de la sous—section 6.3.1.
Soit, C' un sous—ensemble convexe de F'. On dit que y € C' est un point extrémal de C

si C'~{y} est encore un convexe. On notera Ext(C') 'ensemble des points extrémaux
de I’ensemble C'.

Nous allons nous servir du résultat suivant

Théoréme 6.3.4 ([61], Cor. 18.5.1). Si C est un conveze fermé borné alors
C' = conv(Ext(C)).

On reprend le raisonnement qui a été fait dans le paragraphe 6.3.1 de la sous—section
précédente mais en utilisant cette fois ci que

By = conv(Ext(B-)).

On en déduit que

aByy= ) [y)<al.

y*eEXt(IBHAH*)

Une seconde formule pour le rayon de stabilité.

Théoréme 6.3.5. Supposons que lopérateur T est surjectif. Alors on a

c . (O-/_<a'7y*>)+
dy(0,50) = | inf o
y*eExt(B) +) |H Yy |||

Considérons ’hypothése
(Hp) Il existe N(T') tel que : Vy* € Ext(By-), |[[|[T7y*[[|" = N(T).

qui est impliquée (donc plus faible) par I'hypothése (H;). On a

Théoréme 6.3.6. Supposons que (Hy) est vérifiée et que T € L (W, F) est surjectif.
Alors on a

(6.13) djp1(0,55) = %
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6.3.4. Retour a la régression robuste dans le cas non structuré

On se replace dans le cadre de la sous—section 6.3.2. Nous supposons que R™ est
muni d’'une d-norme (d € [1,m], voir la définition ci-dessous).
Comme précédemment, dans le cas qui nous intéresse, la propriété (Hyp) devient :

(Hj;) Dexiste N:R?— R, tel que: VzeRY, Vy e Ext(By+), |lyz"||I* = N(2).
L’hypothése (Hj;) reste impliquée par I'hypothese (Hj) .
Lemme 6.3.4. Si (H);) est vérifiée alors N est une norme sur R4.
Preuve. Par définition de N, on a
N(z)=0<«=yz" =0, VyeExt(By),
, VyeBy,
, VyeR™,

S

!

0
0

==yz
—=yz

=z =0.
Pour tout Ae R, z€¢ R4, on a
N(Az) = Ayz" ||*  pour touty € Ext(By ),
=L w21l
=AIN(2).
Pour tout v € R4, v € R4, on a

N(u+v)=||y(u+v)" |||* pour tout y e Ext(By ),

= [l yu® + "I,
<l [ + T yo I
=N(u) + N(v).
O
Nous allons voir que dans deux cas de définition de la norme [||.||| sur R™*4, la

propriété (Hy;) est vérifice et donc la formule (6.13) permettant le calcul du rayon

de stabilité est vraie.

d-norme. Soit d € [1,n]. La d-norme, notée |.||(q), et introduite en Optimisation

robuste dans [12|, est une norme sur R”, définie, pour = = (x4, ...,x,) € R", par

|d]
Yo lzel+ (d=dD)|zqa] si de[l,n],
=1
(6.14) |z (a) =

Z |z (] si d=n,
i1
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ol |z(;)| est la 7®me plus grande coordonnée de |z| = (|z1],...,|z,|) et [d]| désigne la
partie entiere de d. Il est clair que |.[q) = [.]c €t || ) = |-]1-
La norme duale de la d-norme a été explicitée dans [12] (Proposition 2 ). Plus

exactement, pour tout d € [1,n], on a

(6.15) VaeR", ol = max{ o, loli/d}
Lemme 6.3.5. Pour tout de€[1,n], x€R", on a

(6.16) v e Ext By, = [2]o =1 =|2]1/d.

Preuve. Posons A ={1;-1}"et Q={ey,...,e,,—€1,...,—€,} avec ¢; le i*™¢ vecteur
de la base canonique de R™. D’aprés (6.15), on a

By, = (QHG, ) <d)N(Nles ) < 1]),

eef)

qui est un ensemble polyédral. Par conséquent, x € Ext B\I-H(*d) si et seulement s’il

existe k vecteurs el,... e € A et n -k vecteurs ef*1, ... em € Q) tels que : la famille

{el,...,em} est libre, (e, z) = d pour i € [1,k] et (e, z) =1 pour i € [k + 1,n]. On

distingue trois cas possibles pour & :

— k=0.0OnaxeAetd>(x,x) =n. Par conséquent, d=n et |z]|w =1=|z|i/d.

— k=n.0naxeExt(dB),) =dExtBj,. Comme x € Bj_ et de[1;n] alors
d=1et zeExtB),. Dot |2|e =1=|z|;/d.

— 1<k<n.Ona(el,z)=det (e”, x) = 1. En appliquant I'inégalité de Holder, on

obtient d < |z]1]e! o = [z]1 et 1 < fle?[1[2]o = [2]co- D00 |2]o0 = 1 =[] 1/d.

O

Soit N,, une norme absolue sur R™ et N, une norme sur R9. On définit la norme

]Il sur R™*¢ par

(6.17) Vw e R™|||lw]l| = Ny (Ng(w1.), ..., Ny(wp.)).
On sait que pour tout y € R™, z € R4, on a

(6.18) lyz"11" = No (y) Ny (2).

Soit d’ € [1,m]. On suppose que N, = |.|(a). Dans ce cas, d’aprés le lemme 6.3.5,
pour tout y € Ext IBH~\|Zd>’ zeRY on a

(6.19) =TI = NN (o) = s {1, S8 ).

L’hypothése (Hj;) est donc vérifiée.
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Soit d’ € [1,mq], on définit la d’-norme |||.[[|(4y sur R™? comme suit :
(6.20) Vw e R™ llwlll @y = || vect(w) | )-
On déduit immeédiatement de (6.15) que
621)  VyeR™VzeR, [yl - max {lylelloes Iyl /e )

En particulier, d’aprés le lemme 6.3.5, on a
q T\ * d
(6.22) Vy e Bxt By ¥z e R, ly2T iy, = max{] 2], ?Hzﬂl}.

L’hypothése (Hj;) est donc vérifiée.

Ces deux derniers exemples montrent que I'hypothése (HJ;) peut étre vérifiée sans

que la norme |||.||| soit directement fonction de |.|.

6.3.5. Application au calcul du rayon de stabilité dans le cas de la

régression robuste

On applique maintenant les résultats précédents pour déterminer une formule expli-
cite du rayon de stabilité dans le cas de la régression robuste vu dans la section 6.2.
On suppose dans la suite que '’hypothése (Hf;) est vérifiée. On obtient donc

_lAr—plN+
(6.23) ro (,7) = & N”(f_lg)n ,  VzeR"
ou N(x,-1) = N((z;-1)). Dans ce cas, le programme (%) dévient
— Az =blD*
(%2) Maximiser (a N”(x,x—ll))D , relX,

qui est un programme fractionnaire.

6.4. Etude de la contrepartie robuste : résolution de (%%)

Notons tout d’abord que si X est un compacte, alors I'algorithme de Dinkelbach
permet de résoudre le probléme (Z2) ([26], [28]). Cependant, dans les applications
il arrive trés souvent que X soit ’espace tout entier (régression sans contrainte par
exemple), un polyédre (régression sous contraintes affines) ou plus généralement

I'image réciproque d’un céne convexe par une application affine.

6.4.1. Transformation du programme (,@?) €en un programine convexe
On considére le programme (@) et on suppose que X est I'image réciproque d’un
cone convexe par une application affine. Plus précisément, on suppose que
(6.24) X:=G(K)={zxeR" | G(x) e K},
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ou G : R® - RP est une fonction affine, et K c R? est un cone convexe fermé. On
réécrit alors le probléme (Z%) comme suit
(a—[Az-0b])"

(%°) Maximiser NG

G(r) e K.

Notons f (resp. ¢ ) le numérateur (resp. dénominateur) de la fonction objectif de
(%) o
VeeR" f(x)=(a-|Az-b])" et g(x)=N(z,-1).

On définit X par

X:={(y,t)eR"xR | t>0, G(y/t) e K}.
On note f (resp. §) la perspective de f (resp. g) (voir annexe 1.3 pour la définition
de la perspective d’une fonction), puis on considére le probléme
(%) Maximiser f(y,t), (y,t) € X,
ou I'ensemble X. des solutions admissibles de (£2) est défini par

X.=Xn[g<1].

D’aprés (6.1), a > in)f( |Az - b|. 11 existe donc = € X tel que o — | Az - b|| > 0.
xTe
Par conséquent, la fonction f est positive et non identiquement nulle. On déduit

immédiate du lemme 1.3.3, la proposition suivante.

Proposition 6.4.1. Les problemes ( Z°) et (Z) sont liés par
v(,@?) = v(@'?f‘) et Argmax (537;’) = w( Argmax(,@?)),
o Y: X > X_:=Xn [ =1] est la transformation de Charnes-Cooper définie par

T 1
VeeX, ¢(x)= (N(a:,—l)’ N(:c,—l))'

Observons que par définition des perspectives f et g, on a
= ~ = - + - =i\t
Yy, eX, fly.t)=t(a-[Ay-tb]/t)" = (ta—|Ay-t0])
V(y,t) e X, §(y,t)=tN (y/t,-1)=N(y,—t), car N est une norme.
Le probléme (92?‘) s’écrit alors de maniére explicite comme suit

Maximiser (toz — || Ay - tb] )+
G(y/t) € K,

slc {N(y,-t) <1,

(y,t) e R* x Rz.
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Puisque G : R™ - RP? est affine, il existe G € RP*" et G € R? tels que
G(x)=Gxr+Gy, VYreR™
Par conséquent, pour tout (y,t) e R" x R}, on a
G(y/t) e K < Gy+tGye K, car K est un cone.

Par ailleurs, d’aprés (6.1), il existe € X tel que f(t(x)) > 0. On peut donc réécrire
le programme (%) comme suit

Maximiser ta — | Ay - tb|

Gy+tGye K,

sle {N(y,-t)<1,

(y:1) e R" xRy,
ou encore, en reportant le critére dans les contraintes, on obtient
Maximiser 7

T —ta+ | Ay —tb] <0,

(%) Gy +1Gp e K,
s.l.c
N(ya _t) < 17

(1,y,t) e R x R" x R,

qui est évidement un programme d’optimisation convexe.

Remarque 6.4.1. On sait que maximiser une fonction convexe sur un sous-ensemble
d’un espace vectoriel topologique localement convexe revient a mazimiser la méme
fonction sur l’enveloppe convexe fermée de ce sous—ensemble ([72], Corollaire 2 ou
[2], Proposition 11.5.4 dans le cas de la dimension finie). On peut donc (sans perdre

de généralité) remplacer la contrainte t >0 part > 0.

Rappelons qu'une fonction h: R™ — R est dite polyédrique si son épigraphe est un
polyeédre. Il en résulte que si les normes |.| et N sont polyédriques et K un cone
polyédral alors (92‘?“) se rameéne sans peine a un programme linéaire. Les d-normes
sont des exemples de normes polyédriques.

121



6.4.2. Un exemple o (#Z%) se raméne a4 un programme linéaire

Soit d € [1,m] et d’ € [1,m(n +1)]. On suppose que |||.||| = ||.[[|a) et |.]| = -] I
résulte de (6.22) que la norme N définie par (Hj;) est donnée par

d
N(z) = max {|z]e, 721}, VzeR™

Dans ce cas, le programme (9?5‘) dévient

Maximiser 7

T—ta+|Ay—tb]wa) <0
Gy+tGoe K,

sle 1y, -] <1,

df(y, =) < d',

(1,y,t) e RxR"x R,.

On suppose que K = R% puis on introduit le programme linéaire suivant

(gzlin)

Maximiser T

T—ta+rd+ (1,,u) <0
—tb+ Ay —rl,, —u <0
th— Ay —rl,, —u <0
-Gy - tGy <0
y-1n <0
sle Jy+1, <0
t-1 <0
td + snd + d(1,,,v) - d' <0
-y—-sl,,—v <0
y—-sl,,-v <0
(1,y,t,r,u,8,v) e RxR*x Ry x Ry x R™ x R, x R™.

ou 1, désigne le vecteur de IR? dont toutes les coordonnées sont égales a 1.
Rappelons la propriété suivante de la d-norme sur IR?.

Lemme 6.4.1 ([12] ). Soit d€[1,p]. Pour tout A€ R, z€RP, on a :
rd+ (L, u) <A

(6.25) 12|y sAe=3FreR;, ueRY : {z-71,-u<0
—z-rl,-u<0.
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On déduit de (6.25) que (7,y,t) est une solution admissible de (%2) si et seulement
sl existe (r,u,s,v) € Ry x R™ x R, x R™ tel que (7,y,t,7,u,s,v) est une solution
admissible de (). La proposition suivante est alors immédiate.

Proposition 6.4.2. Les programmes (Z2) et (Py) sont liés par
0(Pn) =0(Z*) et Argmax(Z°) = Hpugrrxr, Argmax(Py,).

6.5. Lien avec ’approche de ’optimisation robuste

Dans cette section, on compare I'ensemble solution de la contrepartie robuste de
(Z;) au sens de 'optimisation robuste et celui au sens du rayon de robustesse. On
reprend les données et les hypothéses de la section 6.4.

6.5.1. Contrepartie robuste au sens de 'optimisation robuste de (%))
On se donne (3 € R,. On associe & (Z,) «the worst case lost function» weg : R xW —
R définie par

(6.26) weg(z,w) = sup | Az —b+w(z;-1)].
lllw]|[<8

La contrepartie robuste de (Z,) au sens de 'optimisation robuste est définie par
(2F) Minimiser weg(z,w), € X.
Par définition de wcg, on a

weg(x,w) = sup || Az —b+w(z;-1)]
lIlwll<s

= sup Ssup (Al‘—l_)-i-w(x;_l)ay)

llwlll<B lyl*<1

= sup {(Av=b,y)+ 6 sup (w,y(x;-1)7))
[yll*<1 w1

= swp {(Az=by)+ B Iy -1 I}
YlI*<

= sup {(Az =Dy} + B [y -1)" I }
YER

Il résulte donc de (Hj;) que

weg(x,w) = |Az - b + BN (z,-1), VweR"
Le probleme (27) s’écrit alors
(2F) Minimiser |Az - b| + BN (z,-1), z¢€X.

Rappelons que dans ce cas, la contrepartie robuste de (£2;) au sens du rayon de
stabilité est donnée par

— Az =blD*
(%2) Maximiser (a N”(If_ll))’) :
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6.5.2. Comparaison de (Z2) et (2))

A priori, s’il n’y a pas de relation entre a et 3, il en est de méme pour les problémes
(%) et (2). La question est de savoir comment choisir a et 3 afin de pouvoir
comparer les ensembles des solutions optimales des deux problémes? Pour répondre

a cette question, posons

ap = inf |Az -b| , I=[ag,+o0] et J=[0;+00],
puis définissons les fonctions v, : I — J et vy :J — I par
a- Az -]
T = RN Vae [>
=2 N ) ’

vuc() = inf | Ax =B| + BN(z,-1),  VBeR:.
Proposition 6.5.1. Les fonctions v, et v, vérifient les propriétés suivantes :
(1) v(ap) =0, v.(+00) =400, vu,e(0) =0y et vye(+00)=+00,
(2) les fonctions v, et vy, sont croissantes,
(3) la fonction v, est convezxe et la fonction vy, est concave,
(4) les fonctions v, et vy, sont continues.

Preuve. Par définition de agp, on a v,.(ap) < 0. Si cette inégalité était stricte alors
il existerait n < 0 tel que o — |Az —b| <n, Vz e X, et donc o <+ ap. Par
conséquent 0 <7< 0 ce qui est absurde. D’out v,.(ap) = 0.
Il est clair que v, (+00) = 400, Vype(+00) = +00 et v,(0) = ag. D’ou (1).
Soient aq, an € I tel que aq < ap. Comme N est une norme, on a
o1 = Az - b] g [ Az - b|
N(z,-1) =~ N(x,-1) ’

En passant au sup sur X, on obtient v,.(a;) < v,.(az2). D'ou la croissance de la

VrelX.

fonction v,. Par un raisonnement analogue, on montre que v, est croissante. D’ou
La fonction v, est convexe en tant que borne supérieure de fonctions convexes et la
fonction v, est concave en tant que borne inférieure de fonctions concaves. D’ou (3).
D’aprés (3), les fonctions v, et v, sont continues sur l'intérieur de leurs domaines.
D’ou (4). O
Notons que pour tout e € I, v, () est la valeur du probléme (Z%). De méme, pour

tout B € J, vye(B) est la valeur du probleme (7).

Proposition 6.5.2. Les fonction v, et v, vérifient les relations suivantes :
(1) Vael,  vye(v.(a)) =a,
(2) VB el U (Vwe(B)) = B.
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Preuve. (1).Soit e . Si o= apoua = +oo alors le résultat est évident. Supposons
que g < a < +oo. Par définition de v,, on a
a-—|Az - b

—— . VzelX.
N(l‘,—l) ’ e

ve(a) >

Par conséquent,
|Az - b| +v,(a)N(z,-1) >, VrelX.
Donc

Ve(vr(@)) = in)lg |Az -] + v, (a)N(z,-1) > a.
Si v,.(a) =0 alors vye(vr-()) = vue(0) = ap < @ absurde. Donc v,.(«) > 0.
Pour tout 5 €]0, v, (a)[, il existe x5 € X tel que
a-|Azs -0

A< N(:U/J”_l) .

o - [Azs - b]

Bs N(xg,—l)

= BN(z5,-1) + || Azs - b < @
= vue(f) < .

Par conséquent, pour tout 3 €]0,v,(@)[, on a v,.(5) < @ . Comme v, est continue
a gauche en v,(«), il en résulte que
Vwe(Vp(@)) = lim v,.(6) < a.
B-vr(ar)
B<vr(a)

(2). Soit B e J. Si =0 ou 3 =+oo alors le résultat est immédiat. On suppose donc
que 0 < 3 < +00. Par définition de v,,, on a

Vwe(B) < |Az = b| + BN (z,-1), VreX.

Donc o
Vwe(B) — [ Az - b
N(zx,-1)

Si Upe(B) = +00 alors v, (Vye(B)) = v,.(+00) = +00 > 3 absurde. Donc v,,.(5) < +0o0.

<B, VreX, douuv.(ve(B))<p.

Pour tout a €]vy,.(f), +oo, il existe x, € X tel que

| Ao — b] + BN (2, -1) < a.

o - ||/_lxa—l_)|\
N(zq,-1)
— B <v.(a).

|Aza = b + BN (za,-1) <a == f <
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Donc pour tout « €|vy.(3),+oo[, on a 5 < v,.(«). Comme v, est continue a droite en
Vwe(B), on en déduit que
< lim v.(a)=v-(ve(B)).
A—=>Vye /6)

a>vye(B)
]

Remarque 6.5.1. La proposition 6.5.2 montre que les fonctions vy, et v, sont des

bijections réciproques 'une de [’autre.

Proposition 6.5.3. On a :
(1) VBeJ, Argmin(2])= Argmax(w)) ;
(2) Vael, Argmax(Z®) = Argmin(22" ™).
Preuve. Juxtaposer les propositions 6.5.2 et 4.3.9. 0

Remarque 6.5.2. On peut déduire de la proposition 6.5.2 une preuve directe de la

proposition 6.5.3 sans utiliser la proposition 4.3.9.

6.6. Application a un probléme de conception d’un réseau d’antennes

6.6.1. Description du probléme

Une antenne est un dispositif électromagnétique permettant de recevoir et / ou
d’émettre une onde électromagnétique. Une caractéristique importante d’'une an-
tenne monochromatique est son diagramme Z(d) qui est une fonction complexe de
la direction §. Par exemple le module de Z(0), |Z(0)| est responsable de la densité
directionnelle de ’énergie envoyée par I'antenne dans la direction 9, 'argument de
Z(9), arg Z(9) correspond a la phase initiale de I'onde propagée dans la direction 6.
On peut amplifier le signal et décaler la phase initiale en multipliant le diagramme
par un nombre complexe contant ([9]).

Le diagramme d’une antenne complexe (antenne composée de plusieurs antennes
¢lémentaires) est la somme des digrammes des antennes élémentaires qui la com-
posent.

Un probléme type en conception de réseau d’antennes est le suivant : étant données
n antennes de diagrammes Z(.), ..., Z,, trouver des nombres complexes z1, ..., z,

tels que le diagramme du réseau
Z(.)=),%2;(.)
j=1
soit le plus proche possible d'un diagramme cible Z,(.) donné. Autrement dit,

(AD) trouver (z1,...,2,) € C" tel que

Y2 Z;(.) - Z*(.)| soit minimum.
j=1
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Considérons un réseau d’antennes composé d’anneaux centrés a l'origine dans le plan
XY. Le diagramme d’un tel anneau est une fonction réelle qui dépend uniquement
que de l'angle d’altitude @ (angle entre la direction de l'onde et le plan XY) dont
une expression analytique est

Z(0) = %[ﬂ% cos(2mk cos(0) cos(¢))do,

ou k est le quotient du rayon de I’anneau par la longueur d’onde A ([10]). On suppose
qu’il y a n anneaux de rayons respectifs 1,...,n dans notre réseau. Notre objectif
est de déterminer (x1,...,x,) € R tel que

2(9) = Y a,2,(9) = 2.(6), Vo< (07, 90°).

En utilisant ’approximation de Tschebyshev (approximation uniforme), on obtient
le probléme d’optimisation suivant :

(AT) Minimiser sup | Y. x;Z,(0) - Z*(0)|, reR"™

6€[0°,90°] " j=1

Une approximation tractable de (AT) est

(ATT) Minimiser max w2, (0;) - Z.(0;)|, xeR",
<is<m j=1

ou (01,...,0,,) est une subdivision de 'intervalle [0° , 90°].

Posons

A= (aij)llgigm avec a;; = ij(ez), (Z,j) € [[1,m]] X [[]_,TL]],
<J<n

b= (bz’)lgiSm avec bi:Z*(Hi), 1€ [[1,m]]
Le probléme (ATT) s’écrit alors comme suit :
(ATT) Minimiser|Az = b|o, x€R",
qui est un probléme de régression linéaire en norme infinie que I’'on peut transformer
sans peine en un programme linéaire.

6.6.2. Illustration numérique

Pour résoudre numérique le probléme (ATT), on suppose que n =40, A = 10 et on
définit la fonction cible Z, : [0°,90°] — R par

0 si0° <6 <70°
Z.(0) =1 2B & 700 <9 < 770
0,95 si 77° <6 < 90°.

Avec ses données, une résolution numérique de (ATT) donne le diagramme nominal

de la figure 1.
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m =100

- - Fonction cible
— Diagramme nominal

08

06+

04+

Diagram

02

00N>

-0.2

theta

FIGURE 1. Diagramme nominal

Notons que les poids x;, 7 = 1,...,n , correspondent a certaines caractéristiques
physiques du dispositif et en tant que telles ne peuvent pas étre utilisés avec leurs
valeurs exactes. Il est donc important de savoir ce qui se passe si ces poids sont
affectés par une erreur d’utilisation. Par exemple, si on remplace z; par (1+¢;)z; ou
les &; sont indépendantes et suivent la loi uniforme sur [-¢, €] avec € un réel positif

donné.

m=100 et e =0.001 m =100 et e =0.0025

20

- - Fonction cible - - Fonction cible
— Diagram nominal perturbe 6| — Diagram nominal perturbe

—40 i H H H H H H H _8
0
theta theta

FIGURE 2. Diagramme nominal perturbé

On observe numériquement que méme une petite erreur d’utilisation de ces coeffi-

cients peut avoir une conséquence désastreuse sur le diagramme du réseau.

6.6.3. Approche par la méthode du rayon de robustesse
Soit v € R tel que

zeR™ 1<i<m

(6.27) a> inf max \ S 27, (6:) - Z..(6)
j=1
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et ||| ||l la norme définie sur R™*(*1) par

111 = mas byl
1<j<n+1
D’apres le lemme 6.3.2, on a
(6.28) ly="1" = Iylulzl,  ¥(y,2) e R™ x R™.
En particulier 'hypothése (Hf;) est vérifiée et la norme N = | |;. Par conséquent,

de ce qui précede, on sait que résoudre la contrepartie robuste au sens du rayon de
robustesse du probléme (AT), revient a résoudre le probléme suivant :

Maximiser T

T —ta + max | > Ui Zk; (0:) = tZ.(6:)] <0,
7=1

1<ism | £

(o7

(AT})

s.l.c
H(y> _t)Hl < 17

(1,t,y) e R xR, x R™.

Par ailleurs, on a d’une part

<0

T —to + max
1<i<sm

>y Z, (0;) — tZ.(6;)
=1
si et seulement si

T—(a+Z.(0:)t+ > y;Z,(0;) <0, i=1,....m

=1

T—(a—=Z.(0:)t-> y;Z;(0;) <0, i=1,...,m.
=1

D’autre part, d’aprés (6.25), on a

Iy, ~t)[1 <1 ett>0
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si et seulement s’il existe r € R et u € R™ tels que

n
t+nr+2uj£1

j=1
r+y;+u; 20, j=1,....n
r—y;j+u; 20, j=1,....n
u; 20, g=1,...,n

t>0

r>0

Par conséquent, le programme (A~Tra ) est équivalent au programme linéaire (AT},

) dans le sens que

(6.29) v(AT, )=v(ATy, ) et  Argmax(AT, ) = [gg,«re (Argmax(ATy, )),

ou le programme (AT}, ) est défini par

(ATlin)

Maximiser

s.l.c

T—(a+Z*(0i))t+Zijkj(0i)SO, ’izl,...

J=1

T—(Q—Z*(ei))t—zy]’Z]@j(ei)SO, izl,...

J=1

n
t+nr+ Y u;<1
J=1

r+y;j+u; 20, j=1,....n
r-yi+u; 20, j=1,....n
u; 20, j=1,...,n

(1, t,y,ru) e R xR, x R" x R, x R™.

En résolvant numériquement le programme (AT}, ), on obtient le diagramme robuste

suivant :
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alpha =0.05 et m = 100

1.0 - T T
- - Fonction cible :
— Diagramme robuste
0.8 — Dpiagramme nominal 1

0.6

Diagram

0.2

0.0

04 bt

—0.2 I i I
0

920

FIGURE 3. Diagramme Robuste

Notons que par construction de la contrepartie robuste au sens du rayon de stabilité,

le diagramme robuste reste stable pour toute perturbation de taille € € [0, 7yay[ OU

rmax désigne la valeur optimale de la contrepartie robuste. Par exemple, pour m = 100
et o = 0,05, on trouve rya, = 0,005254. Dans ce cas, pour tout € € [0,0.00525], le

diagramme robuste reste stable.

Diagram

1.0

0.8

alpha=0.05, m=100 et ¢=0.001

- - Fonction cible o

— Diagramme robuste
— Diagramme robuste perturbe |-

Diagram

0.8

alpha=0.05, m=100 et ¢=0.0025

- - Fonction cible y
— Diagramme robuste
— Diagramme robuste perturbe

FIGURE 4. Diagramme robuste perturbé
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Conclusion et perspectives

Dans cette thése, nous avons abordé deux questions essentielles dans les processus
d’aide a la décision : la dualité et la robustesse.

Dans la dualité, nous avons d’une part établi ’égalité entre la pire valeur et la
valeur robuste d’un probléme d’optimisation convexe conique & données incertaines
et, d’autre part, nous avons proposé un schéma général permettant le passage de la
dualité par niveaux a la dualité par épigraphe. Le point de vu considéré est celui de
fonction ¢: U x V — R dite de couplage et d’ensembles élémentaires associés

El ={ueU | r—c(u,v) e P},

ol P est un sous-ensemble non vide de R, v eV et r € R.

En optimisation de la robustesse, en s’inspirant d’un travail fait par Marc Ciligot-
Travian (|21]), nous avons introduit l'utilisation du rayon de stabilité dans 1'é¢tude
des problémes de décision en milieu incertain. Nous avons prouvé certaines proprié-
tés (quasi-concavité, s.c.s,...) de cet indicateur de robustesse et établi des expressions
explicites du rayon de stabilité dans certains cas. Nous avons également proposé un
modele générique regroupant une large classe de cas pratiques. Nous avons ensuite
établi des résultats intéressants dans un cadre polyédral, dans le cas de la régression
et dans un cadre quadratique pour ce modéle. Une connexion entre les solutions de
la contrepartie robuste au sens de ’optimisation robuste et les solutions de la contre-
partie robuste au sens du rayon de stabilité d'un probléme d’optimisation & données
incertaines est établie. Deux applications, une sur un probléme de conception d’an-

tennes et 'autre sur un probléme de calcul d’estimateur robuste sont données.

En perspective pour la premiére partie, on projette utiliser cette théorie dans 1’étude
d’un probléme d’optimisation a données incertaines d'une part et d’autre part on
aimerait examiner une approche qui consiste a fixer le parameétre r € {-1,0,1} dans
la définition d’ensemble élémentaire. Notons que cette approche nous permettra de

récupérer entre autre le théoréme du bi-polaire.

Comme perspective pour la deuxiéme partie, nous souhaitons travailler en collabo-
ration avec des ingénieurs mécaniciens sur 'utilisation du rayon de stabilité dans la
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conception de certaines pieces métalliques. Nous envisageons également utiliser la
méthode du rayon de robustesse sur des problémes de controle optimal & données

incertaines.
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