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Résumé

La dualité et la robustesse sont des outils essentiels dans les processus d’aide à la

décision. Cette thèse porte sur trois thèmes : dualité et régularisation en convexité

généralisée, dualité en optimisation convexe conique à données incertaines, et la

maximisation du rayon de robustesse en optimisation continue.

Concernant la dualité et la régularisation de fonctions numériques à valeurs réelles

étendues, deux points de vue sont considérés : l’approche par les niveaux et l’ap-

proche par les épigraphes. On étend ainsi à la convexité généralisée des résultats

récents concernant le passage de la dualité quasi-convexe à la dualité convexe. On

applique cette théorie à un problème d’optimisation pour déduire un résultat de

dualité forte.

Concernant la dualité en optimisation convexe conique à données incertaines, on

considère les notions de pire valeur et de valeur robuste d’un problème d’optimisation

conique à données incertaines. On donne une condition nécessaire et suffisante pour

l’égalité entre la pire valeur et la valeur robuste de ce problème avec exactitude de

la pire valeur. On déduit une condition suffisante permettant d’obtenir la propriété

de dualité robuste forte pour ce problème.

La dernière partie de ce travail porte sur une étude du problème de maximisation du

rayon de stabilité. On définit le rayon de robustesse pour un problème de décision

en milieu incertain, et on établi certaines de ces propriétés analytiques (concavité et

semi-continuité). La contrepartie robuste d’un problème d’optimisation à données

incertaines au sens du rayon de robustesse est introduite. On montre le lien en termes

d’ensemble de solutions optimales entre la contrepartie robuste au sens du rayon

de robustesse et celle au sens de l’optimisation robuste d’un problème incertain

d’optimisation continue. Un modèle générique du problème de maximisation du

rayon de robustesse regroupant une large classe de cas pratiques est proposé. On

examine ce modèle dans un cas polyédral, dans le cas de la régression linéaire puis

dans un cas quadratique. Notre stratégie dans ces différents cas, consiste à expliciter

le rayon de robustesse et/ou à transformer le problème de maximisation du rayon de

stabilité en un programme tractable. Une application à un problème de conception

d’antenne circulaire est proposée dans le cas de la régression et une application au

calcul d’un estimateur robuste est proposée dans le cas quadratique.
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Abstract

Duality and robustness are two important tools in decision making process. This

thesis deals with tree topics : duality and regularity in generalized convexity, duality

for an uncertain convex conical optimization problem, maximization of the stability

radius.

Concerning the duality and regularity of the extended real-valued functions, two

points of view are considered : the sub-level set approach and the epigraphical ap-

proach. We then extend some recent results concerning the passage from the quasi-

convex duality to convex duality to the generalized convexity. We apply this theory

to an optimization problem to derive a strong duality property for this problem.

Concerning the duality for an uncertain convex conical optimization problem, we

consider the notions of worst value and robust value of an uncertain convex conical

optimization problem. We give a necessary and sufficient condition to obtain the

equality between the robust value and the worst value with exactness for the worst

value. We derive a sufficient condition to obtain a robust strong duality property for

this problem.

The last part of this work is devoted to the study of the problem of maximization

of the stability radius. We define the stability radius for a decision problem under

data uncertainty, and prove some of its analytical properties (e.g concavity and up-

per semi-continuity). The robust counterpart of an uncertain optimization problem

according to the stability radius is introduced. We study the relation between the

solution set of this counterpart and the solution set of the robust counterpart ac-

cording to the robust optimization approach. We propose a generic model of the

maximization of stability radius which covers a large class of applications. We study

this problem in a polyhedral case, in the case of regression and in quadratic case.

In each case, we compute the stability radius and/ or transform the problem of

maximization of the stability radius to a tractable problem. An application to a

circular antenna design problem is given in the regression case, and an application

to compute a robust estimator is provided in the quadratic case.
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Glossaire

EP
v,r ensemble (c,P )-élémentaire⟨⟩c,P opérateur de fermeture associé à la famille d’ensembles (c,P )-élémentaires

hΓc Γc-régularisée de la fonction h
h⟨⟩c,P (c,P )-régularisée par niveaux de la fonction h
h⟨⟩c̈,P (c̈, P )-régularisée épigraphique de la fonction h
Γc(U) ensemble des fonctions c-régulières de U à valeurs dans ❘
Γ(U) ensemble des fonctions convexes propres s.c.i de U à valeurs dans ❘Rc,P (U) ensemble des sous-ensembles (c,P )-réguliers de UNc,P (U) ensemble des fonctions (c,P )-régulières par niveaux définies sur U dans ❘
Ec̈,P (U) ensemble des fonctions (c̈, P )-épi-régulières définies sur U à valeurs dans ❘
L (E,H) ensemble des fonctions linéaires continues de E dans H
C (U,❘) ensemble des fonctions continues de U dans ❘
∆c,P polarité associée à l’opérateur de fermeture ⟨⟩c,P
∆∗c,P polarité duale de la polarité ∆c,P

hc c-conjuguée de la fonction h par rapport au couplage c
hcc c-biconjuguée de la fonction h par rapport au couplage c
dom h domaine effective de la fonction h
epih épigraphe de la fonction h
gr h graphe de la fonction h
epiSg S-épigraphe de la fonction vectorielle g[g ≤S y] S-tranche inférieure de niveau y de la fonction vectorielle g[h ≤ t] tranche inférieure de niveau t de la fonction h[h ≥ t] tranche supérieure de niveau t de la fonction h[h = t] tranche de niveau t de la fonction h[h < t] tranche inférieure stricte de niveau t de la fonction h[h > t] tranche supérieure stricte de niveau t de la fonction h
iA fonction indicatrice de l’ensemble A
σA fonction support de l’ensemble A
ϑA fonction vallée de l’ensemble A
A○ polaire de l’ensemble A
convA enveloppe convexe de l’ensemble A
ExtA ensemble des points extrémaux de A
❇∥.∥ boule unité fermée
S∥.∥ sphère unité fermée
ΠX×Y→Y projection canonique de X × Y sur X
IX identité de X
2X ensemble des sous-ensembles de X
v(P) valeur du problème d’optimisation (P)
Argmin(P) ensemble des solutions optimales du problème de minimisation (P)
Argmax(P) ensemble des solutions optimales du problème de maximisation (P)
s.l.c sous les contraintes
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Introduction générale

La dualité et la robustesse sont des outils dont l’importance n’est plus à démontrer

en optimisation, en économie, en mécanique, en théorie des jeux, en conception,

en contrôle, etc. Ce travail apporte une contribution en trois points sur ces deux

notions : dualité et régularisation en convexité généralisée, dualité en optimisation

convexe conique à données incertaines, maximisation du rayon de robustesse en

optimisation continue.

0.1. Dualité et régularisation en convexité généralisée : des niveaux aux

épigraphes

Dans l’article [73], M.Volle et ces collaborateurs ont explicité le passage de la dualité

quasi-convexe à la dualité convexe dans le cas des fonctions evenly quasi-convexes

et evenly convexes. On propose ici une approche générale de la méthodologie déve-

loppée par ces auteurs.

Étant donné une fonction c ∶ U × V → ❘ dite de couplage où U et V sont deux

ensembles non vide, une partie non vide P de ❘, principalement P1 = ❘+, P2 = ❘⋆+,
P3 =❘⋆, P4 = {0}, la notion clé est celle d’ensemble (c,P )-élémentaire :

(0.1) EP
v,r = {u ∈ U ∣ r − c(u, v) ∈ P},

et la notion d’ensemble (c,P )-régulier qui en découle, à savoir les intersections d’en-

sembles (c,P )-élémentaires. La (c,P )-enveloppe d’une partie A de U est l’inter-

section des ensembles (c,P )-élémentaires (ou réguliers) contenant A, notée ⟨A⟩c,P ,

généralisant notamment l’enveloppe evenly convexe et l’enveloppe coaffine dans un

espace vectoriel topologique, l’enveloppe convexe fermée et l’enveloppe affine fer-

mée dans un espace vectoriel topologique localement convexe, la fermeture topo-

logique (l’adhérence) dans un espace métrique, . . . On décrit et compare ⟨A⟩c,Pi
,

i = 1,2,3,4 (Proposition 2.2.6, Corollaire 2.2.1, Proposition 2.2.8). Le lien entre la(c,P )-enveloppe des ensembles et la Γ-régularisée des fonctions par rapport à un

couplage c (ou associé à c) est précisé par l’intermédiaire des fonctions indicatrices

(Proposition 2.2.9, Théorème 2.2.2 , Corollaire 2.2.2).

On s’intéresse à la classe des fonctions dont les tranches inférieures larges sont fer-

mées pour l’opérateur ⟨⟩c,P . On définit alors la (c,P )-régularisée h⟨⟩c,P par niveaux
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d’une fonction h ∶ U →❘. On donne plusieurs expressions de h⟨⟩c,P (Théorème 2.3.1,

Corollaire 2.3.1, Proposition 2.3.6) que l’on caractérise aussi comme la biconjuguée

de h par rapport à un couple de polarités duales (∆,∆∗) associé à l’opérateur ⟨⟩c,P .

S’agissant de définir la régularisée épigraphique d’une fonction h ∶ U →❘, on travaille

naturellement avec le couplage c̈ ∶ (U ×❘) × (V ×❘)→❘,

(0.2) c̈((u, r), (v, s)) = c(u, v) + rs,
et les ensembles élémentaires (resp. réguliers) correspondants. On définit ainsi les

fonctions (c̈, P )-épi-régulières comme celles dont l’épigraphe est (c̈, P )-régulier, et la(c̈, P )-épi-régularisée de h, notée h⟨⟩c̈,P . On obtient des formules explicites de h⟨⟩c̈,Pi

pour i = 1,2,3,4 (Théorème 2.4.1, Théorème 2.4.2, Théorème 2.4.3 ). On montre

(Théorème 2.4.5) que la (c̈, Pi)-épi-régularisée de h coïncide avec la biconjuguée de

h relative à un couplage γi approprié :

(0.3) h⟨⟩c̈,Pi = hγiγi , i = 1,2,3,
généralisant ainsi des résultats obtenus dans [73], Théorèmes 3.1 et 6.1, et dans [70]

Théorèmes 4.2 et 5.2.

Concernant le passage de la régularisation par niveaux à la régularisation épigra-

phique, on associe à chaque fonction h ∶ U → ❘, la fonction H ∶ U ×❘ → ❘ définie

par H(u, t) = h(u) − t. On établit (Théorème 2.5.1) que h est (c̈, P )-épi-régulière si

et seulement si H est (c̈, P )-régulière par niveaux, si et seulement si H est (...c ,P )-
épi-régulière, où
...
c ∶ (U ×❘ ×❘) × (V ×❘ ×❘)→❘ est le couplage défini par :

(0.4)
...
c ((u, t, t′), (v, s, s′)) ∶= c̈((u, t), (v, s)) + t′s′ = c(u, v) + ts + t′s′.

Des formules sont établies entre la biconjuguée par niveaux de H et la (c̈, Pi)-épi-

régularisée de h pour i = 1,2,3,4 (Théorème 2.5.2).

On exploite les résultats ci-dessus pour obtenir un théorème de dualité forte (Théo-

rème 2.6.1) dans le cas des problèmes d’optimisation paramétrés (approche per-

turbationnelle par niveaux). On termine par une application au cas spécifique des

problèmes d’optimisation evenly quasi-convexe (Corollaire 2.6.1 et Corollaire 2.6.2).

0.2. Dualité en optimisation convexe conique à données incertaines

On considère le problème d’optimisation convexe conique incertain suivant

(P ) inf
x
f(x) s.l.c. gu(x) ∈ −S,

où u désigne le paramètre incertain appartenant à U l’ensemble des incertitudes,

X et Y sont deux espaces vectoriels topologiques localement convexes et séparés,

f ∶ X → ❘ une fonction convexe propre semi-continue inférieurement, S ⊂ Y , un
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cône convexe fermé non vide, et pour tout u ∈ U , la fonction gu ∶ dom gu ⊂ X → Y

est S-convexe fermée par niveaux ou par épigraphe.

On associe au problème (P ) d’une part sa contrepartie robuste ([7],[8],[10]) définie

par :

(RP ) inf
x
f(x) s.l.c. gu(x) ∈ −S , ∀u ∈ U,

et d’autre part, son dual optimiste ([5], [14],[47],[49]) défini par

(ODP) sup
(u,λ)

inf
x∈X
{f(x) + λgu(x)} s.l.c. (u,λ) ∈ U × S+.

On introduit le problème d’optimisation

(Q) sup
u

inf
x
{f(x) s.l.c. gu(x) ∈ −S} s.l.c. u ∈ U.

On montre que

(0.5) sup(ODP ) ≤ sup(Q) ≤ inf(RP ).
Lorsque le sup (respectivement l’inf) est atteint, on dit qu’il est exact et on note

max (respectivement min).

Á l’aide d’exemples, on montre que les inégalités dans (0.5) peuvent être strictes.

On donne une condition nécessaire et suffisante permettant d’obtenir

(0.6) max(Q) = inf(RP ),
puis on déduit de ce résultat, une condition suffisante pour obtenir

(0.7) max(ODP ) = inf(RP ).
0.3. Maximisation du rayon de stabilité en optimisation continue

Dans la plupart des modèles intervenant dans les domaines tels que la recherche

opérationnelle, l’optimisation, la conception, la fiabilité, etc, les données peuvent être

incertaines (incertitude due à des erreurs de mesure ou de modélisation par exemple).

Dans un travail ([21]), M. Ciligot-Travain présente une notion de robustesse pouvant

servir à l’étude de ces modèles incertains. Dans cette partie, on s’intéresse à cette

notion de robustesse dans le cas de l’optimisation continue. Cette partie est organisée

comme suit.

Dans le chapitre 4, section 4.1, on décrit de façon un peu abstraite un modèle de

prise de décision en environnement incertain. On montre qu’en enrichissant un peu ce

modèle, on se ramène à un problème de maximisation d’un indicateur de robustesse

appelé rayon de stabilité ou de robustesse. En utilisant cette notion d’indicateur

de robustesse, on définit la contrepartie robuste au sens du rayon de stabilité d’un

problème d’optimisation à données incertaines.

xi



Dans la section 4.2, on considère le rayon de robustesse défini à la section 4.1 comme

fonction d’une variable de décision et d’une variable incertaine. On met un peu

de structures sur l’ensemble de décision et / ou d’incertitude, afin d’étudier des

propriétés de concavité et de semi-continuité supérieure de l’indicateur de robustesse.

Dans la section 4.3, on considère un problème d’optimisation continue à données in-

certaines, on lui associe sa contrepartie robuste définie à la section 4.1 (Optimisation

de la robustesse). On rappelle qu’à un problème d’optimisation à donnée incertaines

est associé une contrepartie robuste basée sur la méthode du pire des cas (Optimi-

sation robuste). On se pose la question de savoir s’il y a égalité entre l’ensemble

des solutions robustes au sens du rayon de robustesse et l’ensemble des solutions

robustes au sens du pire des cas. On donne une réponse à cette question en utilisant

la notion d’inverse généralisée d’une fonction croissante.

Dans le chapitre 5, section 5.1, on propose un modèle générique du problème de

maximisation du rayon de robustesse qui couvre un grand nombre de cas pratiques

dont la contrepartie robuste au sens du rayon de robustesse d’un problème d’opti-

misation à données incertaines. On établie la quasi-concavité et la semi-continuité

supérieure du rayon de robustesse pour ce modèle générique.

La section 5.2 porte sur l’étude du modèle générique dans un cadre polyédral. On

détermine dans ce cas une formule explicite du rayon de stabilité qui montre que le

modèle générique est un programme fractionnaire généralisé. On utilise ces résultats,

pour expliciter la contrepartie robuste au sens du rayon de stabilité d’un programme

linéaire à données incertaines.

La section 5.3 est consacré à l’étude du modèle générique dans un cadre quadratique.

Dans ce cas, nous n’avons pas de formule explicite du rayon de stabilité. Cependant,

en utilisant d’une part le S-lemma, et d’autre part des techniques de minimisa-

tion de fonctionnelle quadratique, on transforme le modèle qui était un problème

d’optimisation semi-infinie (une infinité de contraintes) en problème d’optimisation

"tractable". Par un changement de variables de type Charnes-Cooper, on transforme

ce programme "tractable" en un problème de programmation semi-définie positive.

On montre qu’une seconde réduction de la taille des matrices apparaissant dans

des contraintes de ce dernier programme est possible et peut avoir une importance

d’un point de vue numérique. On termine cette section par une illustration de nos

résultats sur un problème de calcul d’estimateurs robustes.

Dans le chapitre 6, on applique la méthode du rayon de stabilité pour étudier un

problème de régression à données incertaines. On montre que la contrepartie robuste

au sens du rayon de stabilité de ce problème est un programme fractionnaire en dé-

terminant une formule explicite du rayon de stabilité. On transforme ce programme

fractionnaire en un problème d’optimisation convexe en utilisant les techniques de
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changement de variables de Charnes-Cooper. On note également que dans certains

cas, ce problème convexe se ramène à un programme linéaire par l’ajout de nou-

velles variables. On illustre nos résultats sur un problème de conception d’antenne

circulaire.
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Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre nous faisons un rappel de quelques notions utiles pour la suite de

ce mémoire.

1.1. Notations ensemblistes

Si X et Y sont deux ensembles, on note ΠX×Y→X et ΠX×Y→Y les projections cano-

niques :

ΠX×Y→X = {X × Y →X,(x, y)→ x,
ΠX×Y→Y = {X × Y → Y,(x, y)→ y.

On note IX l’identité de X, 2X l’ensemble des parties de X.

Si A est une partie d’un ensemble X indiqué par le contexte, Ac = {x ∈ X ∣x ∉ A}
est le complémentaire de A dans X.

On note
❘ = [−∞;+∞] ; ❘⋆ =❘ ∖ {0} ; ❘+ = [0;+∞[ ; ❘− =] −∞; 0] ;
❘+ = [0;+∞] ; ❘− = [−∞; 0] ; ❘⋆+ =]0;+∞[ ; ❘⋆− =] −∞; 0[.

Étant donné une fonction h ∶ U →❘, où U est un ensemble, on utilisera les notations

et définitions classiques ci-dessous :

dom h ∶= {u ∈ U ∣ h(u) < +∞}, le domaine effectif de h,

epih ∶= {(u, t) ∈ U ×❘ ∣ h(u) ≤ t}, l’épigraphe de h,

gr h ∶= {(u,h(u)) ∣ u ∈ U}, le graphe de h[h ≤ t] ∶= {u ∈ U ∣ h(u) ≤ t}, la tranche inférieure de niveau t de h,[h ≥ t] ∶= {u ∈ U ∣ h(u) ≥ t}, la tranche supérieure de niveau t de h,[h = t] ∶= {u ∈ U ∣ h(u) = t}, la tranche de niveau t de h,[h < t] ∶= {u ∈ U ∣ h(u) < t}, la tranche inférieure stricte de niveau t de h,[h > t] ∶= {u ∈ U ∣ h(u) > t}, la tranche supérieure stricte de niveau t de h.

Soit f ∶X →❘ (resp. f ∶X →❘+) une fonction .

Si on considère le problème de minimisation

(Pmin) Minimiser f(x), x ∈X,
on note v(Pmin) ∶= inf

❘
{f(x) ∣x ∈ X} [resp. v(Pmin) ∶= inf

❘+
{f(x) ∣x ∈ X}] la

valeur du problème (Pmin) et

Argmin(Pmin) ∶= {x̄ ∈X ∣ ∀x ∈X,f(x̄) ≤ f(x)}
1



l’ensemble des solutions de (Pmin).

Si on considère le problème de maximisation

(Pmax) Maximiser f(x), x ∈X,
on note v(Pmax) ∶= sup

❘
{f(x) ∣x ∈ X} [resp. v(Pmax) ∶= sup

❘+
{f(x) ∣x ∈ X}] la

valeur du problème (Pmax) et

Argmax(Pmax) ∶= {x̄ ∈X ∣ ∀x ∈X,f(x) ≤ f(x̄)}
l’ensemble des solutions de (Pmax).

1.2. Schéma de dualité perturbationnelle

En mathématique, la dualité regroupe l’ensemble des techniques permettant d’ex-

primer de façon équivalente un concept. Elle est par exemple utilisée en optimisation

pour associer à un problème d’optimisation un autre problème d’optimisation appelé

son dual dont la valeur est une minorante de celle du primal. En général, la ques-

tion est de savoir quand avons nous l’égalité entre les valeurs des deux problèmes

et comment passer de l’ensemble des solutions optimales de l’un à celui de l’autre.

Une méthode de construction du dual est la dualité perturbationnelle qui utilise la

conjugaison de Legendre-Fenchel.

1.2.1. Conjugaison de Legendre-Fenchel

Dans cette sous–section, on note X et Y deux ❘–espaces vectoriels mis en dualité

par une forme bilinéaire ⟨., .⟩ ; selon la terminologie de Bourbaki ([53]), cela signifie

que les axiomes de séparation suivants sont vérifiés :

(1.1)
pour tout x non nul dans X, il existe y ∈ Y tel que ⟨x, y⟩ ≠ 0
pour tout y non nul dans Y, il existe x ∈X tel que ⟨x, y⟩ ≠ 0.

Une topologie localement convexe sur X (resp. sur Y ) est dite compatible avec la

dualité si, pour cette topologie, l’ensemble des formes linéaires continues est constitué

par les fonctions ⟨., y⟩, y ∈ Y (resp. les fonctions ⟨x, .⟩, x ∈ X). Les axiomes de

séparation (1.1) impliquent, d’une part qu’une telle topologie est séparée, d’autre

part que chaque forme linéaire continue est représentable de la sorte d’une seule

manière.

Exemple 1.2.1. L’exemple le plus usuel d’espaces vectoriels en dualité est obtenu

en prenant pour X un espace vectoriel muni a priori d’une topologie localement

convexe séparée et pour Y son dual topologique (ensemble des formes linéaires conti-

nue sur X).
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Définition 1.2.1 (fonction affine continue).

Les fonctions affines continues par exemple sur X, s’écrivent sous la forme

(1.2) x↦ ⟨x, y⟩ − r, où y ∈ Y et r ∈❘.

Soit h ∶ X → ❘ une fonction numérique réelle à valeurs étendues, la fonction affine

continue écrite en (1.2) est une minorante de h si et seulement si

(1.3) r ≥ sup
x∈X
{⟨x, y⟩ − h(x)}.

Cela conduit à s’intéresser à la fonction définie sur l’espace Y par le second membre

de (1.3) :

Définition 1.2.2 (Legendre-Fenchel-Moreau).

Pour toute fonction h ∶ X → ❘, on appelle fonction conjuguée de h, la fonction

h∗ ∶ Y →❘ définie pour tout y ∈ Y par

(1.4) h∗(y) ∶= sup
x∈X
{⟨x, y⟩ − h(x)}.

Il résulte immédiatement de (1.4), que pour toute fonction h ∶X →❘, on a

(1.5) ∀x ∈X, ∀y ∈ Y, h∗(y) ≥ ⟨x, y⟩ − h(x),
appelée inégalité de Young-Fenchel.

Par un raisonnement analogue sur Y , on définit la conjuguée d’une fonction k ∶ Y →
❘, par la fonction k∗ ∶X →❘ définie en tout x ∈X par :

(1.6) k∗(x) ∶= sup
y∈Y
{⟨x, y⟩ − k(y)}.

Cela montre que l’on peut définir la conjuguée de la fonction h∗, notée h∗∗ par

(1.7) h∗∗ ∶X →❘, x↦ sup
y∈Y
{⟨x, y⟩ − h∗(y)}.

La fonction h∗∗ s’appelle la biconjuguée de la fonction h.

Notons que ce schéma montre clairement que pour toute fonction h ∶X →❘, on a :

(1) h∗∗∗ = h∗,
(2) h∗∗ ≤ h (d’après (1.7) ),

(3) si dom h ≠ ∅ alors h∗(y) > −∞, ∀y ∈ Y (d’après (1.4)).

1.2.2. Méthode de construction du dual perturbationnel [13, 62]

Considérons le problème de minimisation suivant

(P) Minimiser f(x), s.l.c x ∈X,
où X est un ❘–espace vectoriel topologique et f ∶X →❘ est une fonction.
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On se donne un autre ❘–espace vectoriel topologique Y (appelé espace des pertur-

bations) et une fonction F ∶X × Y →❘ vérifiant

(1.8) F (x,0Y ) = f(x), ∀x ∈X.
La fonction F s’appelle fonction de perturbation associée au problème (P).

Il résulte immédiatement de (1.8) que le problème (P) s’écrit aussi

(P) Minimiser F (x,0Y ), s.l.c x ∈X.
On appelle dual perturbationnel du problème (P), le programme suivant

(D) Maximiser − F ∗(0X∗ , y∗), s.l.c y∗ ∈ Y ∗,
où F ∗ ∶X∗ × Y ∗ →❘ est la conjuguée de Legendre-Fenchel de F .

D’après l’inégalité de Young-Fenchel (1.5), pour tout x ∈X et pour tout y∗ ∈ Y ∗, on

a

F (x,0Y ) + F ∗(0X∗ , y∗) ≥ ⟨x,0X∗⟩ + ⟨0Y , y∗⟩ = 0⇐⇒ F (x,0Y ) ≥ −F ∗(0X∗ , y∗).
D’où

(1.9) −∞ ≤ v(D) ≤ v(P) ≤ +∞.
La propriété (1.9) s’appelle la dualité faible. Il existe dans la littérature plusieurs

types de conditions de qualification pour obtenir l’égalité v(D) = v(P) avec le dual

admettant au moins une solution optimale.

Exemple 1.2.2 (dual d’un problème conique). Supposons que le problème (P)

prenne la forme suivante

(Pc) Minimiser f(x), s.l.c x ∈ C et g(x) ∈ −K,
où f ∶ X → ❘ est convexe, C ⊂ X est un convexe, K est un cône convexe fermé

non vide de Y un ❘–espace vectoriel topologique et g ∶ X → Y est une fonction

K-convexe dans le sens que

(1.10) g(λx + (1 − λ)x′) − λg(x) − (1 − λ)g(x′) ∈K, ∀x, x′ ∈X,∀λ ∈]0; 1[.
Le problème (Pc) est un problème d’optimisation convexe conique.

On associe au problème (Pc), la fonction de perturbation F ∶ X × Y → ❘, définie

par

F (x, y) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
f(x) si x ∈ C et y − g(x) ∈K
+∞ sinon.

4



Par un calcul élémentaire, on obtient pour y∗ ∈ Y ∗,
−F ∗(0X∗ , y∗) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
inf
x∈C
{f(x) + ⟨g(x), y∗⟩} si y∗ ∈K+

−∞ sinon ,

où

K+ ∶= {y∗ ∈ Y ∗ ∣ ⟨y, y∗⟩ ≥ 0, ∀y ∈K},
désigne le cône polaire du cône K. Le dual perturbationnel correspondant est alors

défini par

(Dc) Maximiser inf
x∈C
{f(x) + ⟨g(x), y∗⟩}, s.l.c y∗ ∈K+.

1.3. Changement de variables de Charnes–Cooper

Le changement de variables de Charnes-Cooper a été introduit initialement en 1962

par A. Charnes et W.W. Cooper dans [20] pour transformer un programme de

maximisation d’un quotient de fonctions affines sous des contraintes affines en un

programme linéaire. Il a été généralisé au cas non affine en 1973 par S. Schaible dans

[64]. Nous rappelons cette technique en reprenant les démonstrations.

1.3.1. Notations

Soient X un ❘-espace vectoriel, S ⊂X et h ∶ S →❘ une fonction. On pose

S̃ = {(y, t) ∈X ×R ∣ t > 0, y
t
∈ S} = {t(y,1) ∣ t > 0, y ∈ S}.

et on définit h̃ ∶ S̃ →❘ par

∀(y, t) ∈ S̃, h̃(y, t) = th(y
t
) .

La fonction h̃ est appelée perspective (en anglais) de h dans [45] et [46].

1.3.2. Changement de variables de Charnes-Cooper

Soient S un sous-ensemble non vide d’un ❘-espace vectoriel X, f ∶ S →❘, g ∶ S →❘
deux fonctions. On suppose que

∀x ∈ S, g(x) > 0.
On considère le problème de programmation fractionnaire suivant :

(P) Maximiser
f(x)
g(x) , x ∈ S.

On pose

S̃= = S̃ ∩ [g̃ = 1].
5



et on considère le problème d’optimisation

(P̃=) Maximiser f̃(y, t) , (y, t) ∈ S̃=.
L’application T ∶ S Ð→ S̃= définie par

(C.C.T) T (x) = ( x

g(x) , 1

g(x)) .
s’apparente au changement de variables de Charnes-Cooper. C’est une bijection et

sa bijection réciproque est définie par

T −1 ∶ (y, t)z→ y

t
.

On a pour tout x ∈ S et tout (y, t) ∈ S̃=
f̃(T (x)) = f(x)

g(x) , tf(T −1(y, t)) = f̃(y, t).
On déduit de ce qui précède le résultat suivant :

Lemme 1.3.1. Les problèmes (P) et (P̃=) ont la même valeur optimal et

T (Argmax(P)) = Argmax(P̃=).
Puisqu’il n’y a pas de restriction de signe sur la fonction f , alors le Lemme 1.3.1

reste vrai pour un problème de minimisation.

1.3.3. Compléments

Soient E un ❘-espace vectoriel, C ⊂ E et F,G ∶ C → ❘ deux fonctions telles que

G(z) > 0, ∀z ∈ C. On suppose que

∀τ > 0,∀z ∈ C, τz ∈ C, F (τz) = τF (z) et G(τz) = τG(z).
On pose

C= = C ∩ [G = 1], C≤ = C ∩ [G ≤ 1],
et on considère les problèmes d’optimisation

(P=) Maximiser F (z), z ∈ C=,
et

(P≤) Maximiser F (z), z ∈ C≤.
Lemme 1.3.2. Si la fonction F est positive sur C alors les problèmes (P=) et (P≤)

ont la même valeur optimale. De plus, si F n’est pas la fonction nulle,

Argmax(P=) = Argmax(P≤).
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Preuve. D’abord, C= ⊂ C≤ donc v(P=) ≤ v(P≤).
Soit z ∈ C≤, alors 0 < G(z) ≤ 1 et, en posant τ = 1/G(z), G(τz) = 1, donc τz ∈ C= et,

comme τ ≥ 1 et F (z) ≥ 0,
F (z) ≤ τF (z) = F (τz).

On a donc F (z) ≤ v(P=) pour tout z ∈ C≤ d’où v(P≤) ≤ v(P=).
Si z̄ ∈ Argmax(P=) ⊂ C≤ et z ∈ C≤ alors, en reprenant ce que l’on a fait ci-dessus, en

posant τ = 1/G(z), τz ∈ C= et

F (z) ≤ F (τz) ≤ F (z̄).
On en déduit que z̄ ∈ Argmax(P≤). Ceci montre que

Argmax(P=) ⊂ Argmax(P≤).
Si z̄ ∈ Argmax(P≤). Soit τ̄ = 1/G(z̄). On a τ̄ ≥ 1. D’autre part, τ̄ z̄ ∈ C= ⊂ C≤ donc

τ̄F (z̄) = F (τ̄ z̄) ≤ F (z̄).
Comme F est positive et n’est pas la fonction nulle, alors F (z̄) > 0, donc τ̄ ≤ 1.

Finalement τ̄ = 1, z̄ ∈ C= et z̄ ∈ Argmax(P=), d’où

Argmax(P≤) ⊂ Argmax(P=).
�

On reprend les notations de la sous-section précédente. On note

S̃≤ = S̃ ∩ [g̃ ≤ 1].
On considère le problème

(P̃≤) Maximiser f̃(y, t) , (y, t) ∈ S̃≤.
On en déduit directement de ce qui précède le lemme suivant :

Lemme 1.3.3. On a toujours v(P̃=) = v(P̃≤). De plus, si f est positive et n’est

pas la fonction nulle alors

Argmax(P̃=) = Argmax(P̃≤).

1.4. Autour du S-lemma

1.4.1. Notations

Si (H1, ⟨., .⟩1), (H2, ⟨., .⟩2) sont deux espaces de Hilbert, on munit H1×H2 du produit

scalaire ⟨, ⟩1,2 ∶ (H1 ×H2) × (H1 ×H2)→❘ :

⟨(v1, v2), (u1, u2)⟩1,2 = ⟨v1, u1⟩1 + ⟨v2, u2⟩2.
7



Étant donnés A1 ∶H1 →H1 linéaire auto–adjoint, A2 ∶H2 →H2 linéaire auto–adjoint,

B ∶H1 →H2 linéaire, on notera

[ A1 B∗

B A2
] ,

la forme quadratique définie sur H1 ×H2 par

(v, u)→ ⟨A1v, v⟩1 + 2⟨Bv,u⟩2 + ⟨A2u, u⟩2,
où B∗ désigne l’adjoint de B.

Soit une fonctionnelle quadratique f ∶ v → ⟨Av, v⟩+2⟨b, v⟩+c sur un espace de Hilbert(H, ⟨., .⟩), alors la forme quadratique associée à cette fonctionnelle quadratique est

la forme quadratique définie sur H ×❘ par

(1.11) f̃(v, s) = ⟨Av, v⟩ + 2s⟨b, v⟩ + cs2
On a :

(1.12) f ≥ 0⇐⇒ f̃ ≥ 0.
Preuve. Si f̃ ≥ 0, il est immédiat en prenant s = 1 que l’on obtient f ≥ 0.
Réciproquement, supposons que f ≥ 0. Soit s ≠ 0 et v quelconque, on a

s2f (v
s
) = ⟨Av, v⟩ + 2s⟨b, v⟩ + cs2 = f̃(v, s) ≥ 0

Maintenant quand s → 0, s ≠ 0, s2f(v/s)→ f̃(v,0) avec s2f(v/s) ≥ 0 donc f̃(v,0) ≥
0. �

1.4.2. Minimisation d’une fonctionnelle quadratique

Soit une fonctionnelle quadratique v → ⟨Av, v⟩ + 2⟨b, v⟩ + c sur un espace de Hilbert(H, ⟨., .⟩). L’opérateur A est supposé linéaire, auto–adjoint et continu. On sait que

(voir par exemple [17] Corollaire II.17 ) :

H = kerA ⊥
⊕ ImA.

Donc l’opérateur A∣ImA ∶ ImA→ ImA est une bijection, on note

A† ∶= A∣−1
ImA
∶ ImA→ ImA

l’opérateur inverse. On suppose que ImA est fermé (l’opérateur A† ∶ ImA → ImA

est alors continu, auto–adjoint). On a :

inf
v∈H
⟨Av, v⟩ + 2⟨b, v⟩ + c =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
−∞ si A /≥ 0,
−∞ si A ≥ 0 et b ∉ ImA,

−⟨A†b, b⟩ + c si A ≥ 0 et b ∈ ImA.

Le résultat suivant est alors immédiat.
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Proposition 1.4.1. Soit (H, ⟨., .⟩), un espace de Hilbert. Soient A ∶ H → H un

opérateur linéaire continu, auto–adjoint, b ∈H et c ∈❘. Alors

∀ξ ∈H, ⟨Aξ, ξ⟩ + 2⟨b, ξ⟩ + c ≥ 0⇐⇒
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
A ≥ 0, b ∈ ImA

c − ⟨A†b, b⟩ ≥ 0.
1.4.3. Schur Complement Lemma

Proposition 1.4.2. Soient (H1, ⟨., .⟩1), (H2, ⟨., .⟩2) deux espaces de Hilbert de di-

mension finie, P ∶H1 →H1 linéaire auto–adjoint, R ∶H2 →H2 linéaire auto–adjoint,

Q ∶H1 →H2 linéaire. Alors

(1.13) [ P Q∗

Q R
] ≥ 0⇐⇒ {R ≥ 0, ImQ ⊂ ImR

P −Q∗R†Q ≥ 0.
Preuve. En effet

[ P Q∗

Q R
] ≥ 0⇐⇒ ∀(u, v) ∈H1 ×H2, ⟨Pu,u⟩ + 2⟨Qu, v⟩ + ⟨Rv, v⟩ ≥ 0,

⇐⇒ ∀u ∈H1, R ≥ 0,Qu ∈ ImR et ⟨Pu,u⟩ − ⟨R†Qu,Qu⟩ ≥ 0,
⇐⇒ R ≥ 0, ImQ ⊂ ImR et P −Q∗R†Q ≥ 0.

�

Soient (H, ⟨., .⟩) un espace de Hilbert et ∥.∥ la norme associée à ⟨., .⟩. Soient t ∈ ❘,

y ∈H. On utilise le (1.13) avec H1 =❘, H2 =H, P = t I❘ (que l’on désignera par t),

Q ∶ s → sy (que l’on désignera par y et on a alors Q∗ ∶ v → ⟨y, v⟩ que l’on désignera

par y∗), R = t IH . Alors on obtient

[ t y∗

y t IH
] ≥ 0⇐⇒ {t IH ≥ 0, y ∈ tH

t − ⟨y, (t IH)†y⟩ ≥ 0,
⇐⇒ [t = 0 et y = 0] ou [t > 0 et t − 1

t
∥y∥2 ≥ 0] .

Finalement, pour tout t ∈❘, y ∈H,

(1.14) ∥y∥ ≤ t⇐⇒ [ t y∗

y t IH
] ≥ 0.

Soient t ∈ ❘, y ∈ H. On utilise le (1.13) avec H1 = ❘, H2 = H, P = t I❘ (que l’on

désignera par t), Q ∶ s → sy (que l’on désignera par y et on a alors Q∗ ∶ v → ⟨y, v⟩
que l’on désignera par y∗), R = IH . Alors on obtient

(1.15) ∥y∥2 ≤ t⇐⇒ [ t y∗

y IH
] ≥ 0.

Soient t ∈❘, y ∈H. On vérifie sans peine que

(1.16) ∥y∥2 ≤ t⇐⇒ ∥(y, t − 1
2
)∥ ≤ t + 1

4
.
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1.4.4. S-lemma

Soit (H, ⟨., ; ⟩) un espace de Hilbert.

Théorème 1.4.1 (S–lemma, [39], Theorem 2.1). Soit si ∶ H → ❘, i = 1,2, deux

fonctionnelles quadratiques de la forme si ∶ ξ → 1
2
⟨Siξ, ξ⟩ + ⟨di, ξ⟩ + ei, Si ∶ H → H

linéaire continu et auto–adjoint, di ∈ H et ei ∈ ❘, i = 1,2. Supposons qu’il existe

ξ+ ∈H tel que s2(ξ+) > 0. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) ∀ξ ∈H, s2(ξ) ≥ 0Ô⇒ s1(ξ) ≥ 0,
(2) ∃ λ ≥ 0 ∶ ∀ξ ∈H, s1(ξ) − λs2(ξ) ≥ 0.

De plus, s’il existe ξ− tel que s1(ξ−) < 0, alors λ > 0.

1.5. Formule d’Ascoli

Soit (U,d) un espace métrique. Rappelons que pour tout A ⊂ U , la distance à A est

l’application d(.,A) ∶ U → [0,+∞] définie par

(1.17) d(u,A) = inf
a∈A

d(u, a), ∀u ∈ U.
Pour u ∈ U et ρ > 0, on note ❇d(u, ρ) la boule fermée de centre u et de rayon ρ pour

la distance d définie par

(1.18) ❇d(u, ρ) = {v ∈ U ∣ d(u, v) ≤ ρ}.
Lemme 1.5.1. Pour tout a ∈ U et A ⊂ U , on a

(1.19) d(a,Ac) = sup{ρ > 0 ∣ ❇d(a, ρ) ⊂ A},
où Ac désigne le complémentaire de A dans U .

Preuve. Notons ΛA ∶= {ρ > 0 ∣ ❇d(u, ρ) ⊂ A}. Si d(a,Ac) = +∞ alors A = U et

supΛA = +∞. Supposons que d(a,Ac) < +∞. Pour tout ρ > 0, on a

d(a,Ac) ≤ ρ⇐⇒ ❇d(a, ρ) ∩Ac ≠ ∅,
ce qui est équivalent à

(⋆) d(a,Ac) > ρ⇐⇒ ❇d(a, ρ) ⊂ A.
Par conséquent, d(a,Ac) est un majorant de ΛA. Donc si d(a,Ac) = 0 alors ΛA = ∅
et par convention supΛA = 0. Il reste donc le cas où 0 < d(a,Ac) < +∞. Dans ce

cas, pour tout ǫ > 0 tel que d(a,Ac) − ǫ > 0, on a d(a,Ac) − ǫ ∈ ΛA d’après (⋆). D’où

supΛA = d(a,Ac). �

Notons que ce résultat reste vrai si on remplace la boule fermée par la boule ouverte.

On suppose que (U, ∥.∥) est un espace vectoriel normé de dual topologique U∗ et ⟨, ⟩
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la forme bilinéaire standard entre U et U∗. On note ∥.∥∗ ∶ U∗ → ❘+ la norme duale

de ∥.∥ définie par ∥u∗∥∗ =max
∥u∥≤1
⟨u, u∗⟩.

Soit u∗ ∈ U∗ une forme linéaire continue non nulle et α ∈❘. On note

[⟨., u∗⟩ ≤ α] ∶= {u ∈ U ∣ ⟨u, u∗⟩ ≤ α}.
Soit d∥.∥ la distance associée à la norme ∥.∥. D’après le lemme 1.5.1 , pour tout a ∈ A,

on a

d∥.∥(a, [⟨., u∗⟩ > α]) = sup{ρ > 0 ∣ ❇d∥.∥(a, ρ) ⊂ [⟨., u∗⟩ ≤ α]}.
Par ailleurs, pour tout ρ > 0, on a :

❇d∥.∥(a, ρ) ⊂ [⟨., u∗⟩ ≤ α]⇐⇒⟨a + u, u∗⟩ ≤ α, ∀u ∈ U ∶ ∥u∥ ≤ ρ⇐⇒⟨a, u∗⟩ + ρ⟨u, u∗⟩ ≤ α, ∀u ∈ U ∶ ∥u∥ ≤ 1
⇐⇒⟨a, u∗⟩ + ρmax

∥u∥≤1
⟨u, u∗⟩ ≤ α

⇐⇒⟨a, u∗⟩ + ρ∥u∗∥∗ ≤ α.
Il en résulte que

d∥.∥(a, [⟨., u∗⟩ > α]) = sup{ρ > 0 ∣ ⟨a, u∗⟩ + ρ∥u∗∥∗ ≤ α}
=

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
α−⟨a,u∗⟩
∥u∗∥∗ si α − ⟨a, u∗⟩ > 0

0 si α − ⟨a, u∗⟩ ≤ 0.
On a ainsi montré le résultat suivant connu sous le nom de la formule d’Ascoli.

Lemme 1.5.2 (formule d’Ascoli). Pour toute forme linéaire continue non nulle

u∗ ∈ U∗, pour tout réel α ∈❘ et pour tout a ∈ U , on a :

d∥.∥(a, [⟨., u∗⟩ > α]) = (α − ⟨a, u∗⟩)+∥u∗∥∗ .
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I. Contribution à la dualité



Chapitre 2

Dualité et régularisation en convexité généralisée : des

niveaux aux épigraphes

2.1. Introduction

L’article [73] explicite le passage de la dualité quasi-convexe à la dualité convexe

dans le cas des fonctions evenly quasi-convexes et evenly convexes. Ce travail est

consacré à une approche générale de la méthodologie développée dans cet article.

Étant donné une fonction c ∶ U × V →❘ dite de couplage, et une partie non vide P

de ❘, principalement P1 = ❘+, P2 = ❘
⋆
+, P3 = ❘

⋆, P4 = {0}, la notion clé est celle

d’ensemble (c,P )-élémentaire :

(2.1) EP
v,r = {u ∈ U ∣ r − c(u, v) ∈ P},

et la notion d’ensemble (c,P )-régulier qui en découle, à savoir les intersections d’en-

sembles (c,P )-élémentaires. La (c,P )-enveloppe d’une partie A de U est l’inter-

section des ensembles (c,P )-élémentaires (ou réguliers) contenant A, notée ⟨A⟩c,P ,

généralisant notamment l’enveloppe evenly convexe et l’enveloppe coaffine dans un

espace vectoriel topologique, l’enveloppe convexe fermée et l’enveloppe affine fer-

mée dans un espace vectoriel topologique localement convexe, la fermeture topo-

logique (l’adhérence) dans un espace métrique, . . . On décrit et compare ⟨A⟩c,Pi
,

i = 1,2,3,4 (Proposition 2.2.6, Corollaire 2.2.1, Proposition 2.2.8). Le lien entre la(c,P )-enveloppe des ensembles et la Γ-régularisée des fonctions par rapport à un

couplage c (ou associé à c) est précisé par l’intermédiaire des fonctions indicatrices

(Proposition 2.2.9, Théorème 2.2.2 , Corollaire 2.2.2).

On s’intéresse à la classe des fonctions dont les tranches inférieures larges sont fer-

mées pour l’opérateur ⟨⟩c,P . On définit alors la (c,P )-régularisée h⟨⟩c,P par niveaux

d’une fonction h ∶ U →❘. On donne plusieurs expressions de h⟨⟩c,P (Théorème 2.3.1,

Corollaire 2.3.1, Proposition 2.3.6) que l’on caractérise aussi comme la biconjuguée

de h par rapport à un couple de polarités duales (∆,∆∗) associé à l’opérateur ⟨⟩c,P .

S’agissant de définir la régularisée épigraphique d’une fonction h ∶ U →❘, on travaille

naturellement avec le couplage

c̈ ∶ (U ×❘) × (V ×❘)→❘,

(2.2) c̈((u, r), (v, s)) = c(u, v) + rs,
13



et les ensembles élémentaires (resp. réguliers) correspondants. On définit ainsi les

fonctions (c̈, P )-épi-régulières comme celles dont l’épigraphe est (c̈, P )-régulier, et la(c̈, P )-épi-régularisée de h, notée h⟨⟩c̈,P . On obtient des formules explicites de h⟨⟩c̈,Pi

pour i = 1,2,3,4 (Théorème 2.4.1, Théorème 2.4.2, Théorème 2.4.3 ). On montre

(Théorème 2.4.5) que la (c̈, Pi)-épi-régularisée de h coïncide avec la biconjuguée de

h relative à un couplage γi approprié :

(2.3) h⟨⟩c̈,Pi = hγiγi , i = 1,2,3,

généralisant ainsi des résultats obtenus dans [73], Théorèmes 3.1 et 6.1, et dans [70]

Théorèmes 4.2 et 5.2.

Concernant le passage de la régularisation par niveaux à la régularisation épigra-

phique, on associe à chaque fonction h ∶ U → ❘, la fonction H ∶ U ×❘ → ❘ définie

par H(u, t) = h(u)− t. On établit (Proposition 2.5.1) que h est (c̈, P )-épi-régulière si

et seulement si H est (c̈, P )-régulière par niveaux, si et seulement si H est (...c ,P )-
épi-régulière, où

...
c ∶ (U ×❘ ×❘) × (V ×❘ ×❘)→❘ est le couplage défini par :

(2.4)
...
c ((u, t, t′), (v, s, s′)) ∶= c̈((u, t), (v, s)) + t′s′ = c(u, v) + ts + t′s′.

Des formules sont établies entre la biconjuguée par niveaux de H et la (c̈, Pi)-épi-

régularisée de h pour i = 1,2,3,4 (Théorème 2.5.2).

On exploite les résultats ci-dessus pour obtenir un théorème de dualité forte (Théo-

rème 2.6.1) dans le cas des problèmes d’optimisation paramétrés (approche per-

turbationnelle par niveaux). On termine par une application au cas spécifique des

problèmes d’optimisation evenly quasi-convexe (Corollaire 2.6.1 et Corollaire 2.6.2).

2.2. Γ-régularisation de fonctions et enveloppe d’ensembles

On commence cette section par un rappel sur la conjugaison au sens de Moreau

([54]). Soient U , V deux ensembles non vides et c ∶ U × V → ❘ une fonction dite de

couplage. Pour toute fonction h ∶ U →❘ ∶=❘∪{−∞,+∞}, on définit sa c-conjuguée,

notée hc par :

(2.5) hc(v) ∶= sup
u∈U
{c(u, v) − h(u)}, ∀v ∈ V.

De façon analogue, en échangeant le rôle de U et V , on définit la c-conjuguée d’une

fonction k ∶ V →❘ par :

(2.6) kc(u) ∶= sup
v∈V
{c(u, v) − k(v)}, ∀u ∈ U.

La c-biconjuguée d’une fonction h ∶ U →❘ est alors donnée par :

(2.7) hcc(u) = sup
v∈V
{c(u, v) − hc(v)}, ∀u ∈ U.
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Exemple 2.2.1. Le cas le plus classique est celui où U est un espace vectoriel

topologique de dual topologique V et c est la forme bilinéaire standard. On retrouve

dans ce cas la conjugaison de Legendre-Fenchel.

Exemple 2.2.2. Citons quelques autres exemples de fonctions de couplages qui ont

été considérés dans la littérature :

(1) U = V = {(x1, . . . , xn) ∈❘n ∣ x1 > 0, . . . , xn > 0} et c(u, v) = min
1≤i≤n

viui, ([63]),

(2) (U,d) un espace métrique, α > 0, V = U et c(u, v) = −αd(u, v), ([41]),

(3) (U,d) un espace métrique, V = U ×❘∗+ et c(u, (v,α)) = −αd(u, v), ([41]),

(4) U = V =❘n, 0 < α ≤ 1, β > 0 et c(u, v) = −β∥u − v∥α, ([51]),

(5) U un espace topologique, V = C (U,❘), l’espace des fonctions réelles continues

sur U et c(u, v) = v(u), ([38],[56]).

Étant donné A ⊂ U , la fonction indicatrice de A, notée iA ∶ U →❘, est définie par :

iA(u) = {0 si u ∈ A,+∞ si u ∈ U ∖A.
La fonction vallée ([55]) de A, notée ϑA ∶ U →❘, est définie par :

ϑA(u) = {−∞ si u ∈ A,+∞ si u ∈ U ∖A .

2.2.1. Γ-régularisation des fonctions

La notion de fonction affine continue conduit à la définition suivante :

Définition 2.2.1. On appelle fonction c-élémentaire définie sur U (resp. sur V ),

toute fonction de la forme c(., v)−r (resp. c(u, .)−r) où v ∈ V (resp. u ∈ U) et r ∈❘.

Définition 2.2.2. On appelle fonction c-régulière toute enveloppe supérieure de

fonctions c-élémentaires.

Il s’agit donc des fonctions de la forme sup
j∈J
{c(., vj) − rj}, où J est un ensemble

d’indices, vj ∈ V , rj ∈ ❘ pour tout j ∈ J . Si J = ∅, on obtient la fonction {−∞}U .

Par ailleurs, pour tout v̄ fixé dans V , on a

sup
n≥1
{c(., v̄) + n} = {+∞}U .

Ce qui montre que la fonction {+∞}U est c-régulière. Toute fonction c-élémentaire est

évidemment c-régulière. On note Γc(U) l’ensemble des fonctions c-régulières définies

sur U à valeurs dans ❘.

Définition 2.2.3 ([54]). On appelle c-enveloppe ou Γc-régularisée d’une fonction

h ∶ U →❘, l’enveloppe supérieure des minorantes c-élémentaires de h.
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On note hΓc , la Γc-régularisée de h. Il résulte de la définition 2.2.2 que toute enve-

loppe supérieure de fonctions c-régulières est encore une fonction c-régulière. De ce

fait, hΓc est l’enveloppe supérieure des minorantes c-régulières de h, autrement dit

la plus grande fonction c-régulière qui minore h, et on a h = hΓc si et seulement si h

est c-régulière. On a aussi :

Théorème 2.2.1 ([54]). La c-enveloppe ou Γc-régularisée d’une fonction h ∶ U →❘
coïncide avec la c-biconjuguée de h : hΓc = hcc.

Preuve. Pour tout a ∈ U , d’après la définition 2.2.3, on a :

hΓc(a) = sup
v∈V
r∈❘

{c(a, v) − r ∣ c(u, v) − r ≤ h(u), ∀u ∈ U}
= sup

v∈V
r∈❘

{c(a, v) − r ∣ hc(v) ≤ r }
= sup

v∈V
{c(a, v) − inf

r∈❘
{r ∣ hc(v) ≤ r}}

= sup
v∈V
{c(a, v) − hc(v)}

=hcc(a).
�

Remarque 2.2.1. On sait ([54]) que le théorème 2.2.1 reste vrai si la fonction c

est à valeurs dans ❘. Il faut alors interpréter les conjuguées comme suit :

(2.8) hc(v) = − inf
u∈U
{h(u) − c(u, v)}

avec les conventions usuelles

(2.9) (+∞) − (+∞) = (−∞) − (−∞) = +∞.
Nous aurons d’ailleurs à considérer des fonctions de couplage à valeurs dans ❘ dans

les sections 2.3, 2.4 et 2.5.

Il existe une approche équivalente de la dualité convexe généralisée en termes de Φ-

convexité [30], qui consiste à travailler avec un ensemble U et une classe de fonctions

Φ ⊂❘U
.

2.2.2. Enveloppes d’ensembles

Soit P un sous-ensemble non vide de ❘. La définition suivante généralise la notion

de demi-espaces.

Définition 2.2.4. On appelle sous-ensemble (c,P )-élémentaire de U , tout ensemble

de la forme {u ∈ U ∣ r − c(u, v) ∈ P}, où v ∈ V et r ∈❘. On le note EP
v,r.

Si P = ❘ alors EP
v,r = U pour tout (v, r) ∈ V × ❘. Dans ce cas, U est le seul

sous-ensemble (c,P )-élémentaire de U . Les sous-ensembles (c,P )-élémentaires per-

mettent de définir une notion d’enveloppe d’ensembles de la manière suivante :
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Définition 2.2.5. On appelle (c,P )-enveloppe de A ⊂ U , l’intersection de tous les

sous-ensembles (c,P )-élémentaires de U contenant A. La (c,P )-enveloppe de A est

notée ⟨A⟩c,P .

Remarque 2.2.2. Par définition, tout sous-ensemble (c,P )-élémentaire coïncide

avec sa (c,P )-enveloppe.

Remarque 2.2.3. S’il n’existe pas de sous-ensemble (c,P )-élémentaire qui contient

A alors ⟨A⟩c,P = U .

Proposition 2.2.1. Si P /=❘ alors ⟨∅⟩c,P = ∅.
Preuve. Soit s ∈ ❘ ∖ P . Supposons que ⟨∅⟩c,P /= ∅. Soit a ∈ ⟨∅⟩c,P . Notons que a

appartient à tous les ensembles (c,P )-élémentaires. On a donc

r − c(a, v) ∈ P ∀(v, r) ∈ V ×❘,
et en particulier, s = (s + c(a, v)) − c(a, v) ∈ P ce qui est absurde. �

Notons la caractérisation fort utile suivante du complémentaire de la (c,P )-enveloppe

d’un ensemble.

Proposition 2.2.2. Pour tout A ⊂ U , et pour tout u ∈ U , on a

u ∉ ⟨A⟩c,P ⇐⇒ ∃(v, r) ∈ V ×❘ ∶ A ⊂ EP
v,r et r − c(u, v) ∉ P.

Preuve. Par définition de ⟨A⟩c,P , on a : u ∉ ⟨A⟩c,P si et seulement s’il existe un

ensemble (c,P )-élémentaire de U qui contient A et ne contient par u. �

La proposition suivante montre que l’opérateur ⟨.⟩c,P est un opérateur de fermeture

(au sens algébrique du terme).

Proposition 2.2.3. L’opérateur ⟨.⟩c,P vérifie les propriétés suivantes :

(1) A ⊂ ⟨A⟩c,P , ∀A ⊂ U ,

(2) A ⊂ B ⊂ U Ô⇒ ⟨A⟩c,P ⊂ ⟨B⟩c,P ,

(3) ⟨⟨A⟩c,P ⟩c,P = ⟨A⟩c,P , ∀A ⊂ U .

Preuve. (1) est une conséquence immédiate de la définition 2.2.5.

(2). Soit A ⊂ B ⊂ U . Tout sous-ensemble (c,P )-élémentaire de U contenant B

contient aussi A. Alors l’intersection de tous les sous-ensembles (c,P )-élémentaires

contenant B contient l’intersection de tous les sous-ensembles (c,P )-élémentaires

contenant A.

(3). Il résulte de (1) que ⟨⟨A⟩c,P ⟩c,P ⊃ ⟨A⟩c,P . Inversement, Soit a ∉ ⟨A⟩c,P . Il existe un

sous-ensemble (c,P )-élémentaire E de U contenant A et ne contenant pas a. On en

déduit que a ∉ E et ⟨A⟩c,P ⊂ E. D’après la proposition 2.2.2, on a : a ∉ ⟨⟨A⟩c,P ⟩c,P . �

Définition 2.2.6. Un ensemble A est dit (c,P )-régulier si A = ⟨A⟩c,P . On noteRc,P (U), l’ensemble des sous-ensembles (c,P )-réguliers de U .
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Notons que les ensembles (c,P )-élémentaires sont (c,P )-réguliers (Remarque 2.2.2).

Plus généralement, on a la proposition suivante :

Proposition 2.2.4. Toute intersection d’ensembles (c,P )-réguliers est un ensemble(c,P )-régulier.

Preuve. Soient (Aj)j∈J , une famille d’ensembles (c,P )-réguliers et A ∶= ⋂
j∈J

Aj. Soit

a ∉ A. Il existe j ∈ J tel que a ∉ Aj. Puisque Aj est (c,P )-régulier alors a ∉ ⟨Aj⟩c,P
et à fortiori a ∉ ⟨A⟩c,P . D’où A ⊃ ⟨A⟩c,P , et finalement A = ⟨A⟩c,P . �

Proposition 2.2.5. La (c,P )-enveloppe de A ⊂ U est l’intersection de tous les

ensembles (c,P )-réguliers contenant A.

Preuve. SoitB l’intersection de tous les ensembles (c,P )-réguliers contenantA. Par

définition de ⟨A⟩c,P , on a ⟨A⟩c,P ⊃ B. D’autre part A ⊂ B, d’où ⟨A⟩c,P ⊂ ⟨B⟩c,P = B
d’après la proposition 2.2.4. �

Dans la suite, nous allons considérer les cas suivants pour P : P1 = ❘+, P2 = ❘
∗
+,

P3 = ❘
∗ et P4 = {0}. Pour simplifier les notations, on notera ⟨.⟩c,i au lieu de ⟨.⟩c,Pi

pour i ∈ {1,2,3,4} . Pour i ∈ {1,2,3}, il est possible d’expliciter ⟨A⟩c,i comme suit :

Proposition 2.2.6. Pour tout A ⊂ U , on a :

(2.10) ⟨A⟩c,1 = {u ∈ U ∣ c(u, v) ≤ sup
a∈A

c(a, v), ∀v ∈ V },
(2.11) ⟨A⟩c,2 = {u ∈ U ∣ ∀v ∈ V,∃a ∈ A ∣ c(u, v) ≤ c(a, v)},
(2.12) ⟨A⟩c,3 = {u ∈ U ∣ ∀v ∈ V,∃a ∈ A ∣ c(u, v) = c(a, v)}.
Preuve. D’après la proposition 2.2.2 , on a :

a ∉ ⟨A⟩c,1⇐⇒ ∃(v, r) ∈ V ×❘ ∶ A ⊂ [c(., v) ≤ r] et r < c(a, v)
⇐⇒ ∃(v, r) ∈ V ×❘ ∶ sup

u∈A
c(u, v) ≤ r < c(a, v)

⇐⇒ ∃v ∈ V ∶ sup
u∈A

c(u, v) < c(a, v).
Donc a ∈ ⟨A⟩c,1⇐⇒ ∀v ∈ V, c(a, v) ≤ sup

u∈A
c(u, v), d’où (2.10).

a ∉ ⟨A⟩c,2⇐⇒ ∃(v, r) ∈ V ×❘ ∶ A ⊂ [c(., v) < r] et r ≤ c(a, v)
⇐⇒ ∃(v, r) ∈ V ×❘ ∶ c(u, v) < r ≤ c(a, v), ∀u ∈ A
⇐⇒ ∃v ∈ V ∶ c(u, v) < c(a, v), ∀u ∈ A.

Donc a ∈ ⟨A⟩c,2⇐⇒ ∀v ∈ V,∃u ∈ A ∶ c(a, v) ≤ c(u, v), d’où (2.11).

a ∉ ⟨A⟩c,3⇐⇒ ∃(v, r) ∈ V ×❘ ∶ A ⊂ [c(., v) /= r] et r = c(a, v)
⇐⇒ ∃v ∈ V ∶ c(u, v) /= c(a, v), ∀u ∈ A.

Donc a ∈ ⟨A⟩c,3⇐⇒ ∀v ∈ V, ∃u ∈ A ∶ c(a, v) = c(u, v), d’où (2.12). �
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Remarque 2.2.4. Notons qu’on ne peut pas se débarrasser du paramètre réel r

dans la définition de ⟨A⟩c,4.
Examinons la situation dans le cas vectoriel : Soit U un espace vectoriel topologique

de dual topologique V et c la forme bilinéaire standard. Les fonctions c-élémentaires

sont alors les fonctions affines continues, et on a :

(1) cas de P1 : les ensembles (c,P1)-élémentaires sont l’ensemble vide, U , et

les demi-espaces fermés. Si, de plus, U est localement convexe, alors, d’après

le théorème de séparation de Hahn-Banach et (2.10), ⟨A⟩c,1 n’est autre que

l’enveloppe convexe fermée convA de A.

(2) cas de P2 : les ensembles (c,P2)-élémentaires sont l’ensemble vide, U , et les

demi-espaces ouverts. La (c,P2)-enveloppe d’un sous-ensemble de U est son

enveloppe evenly convexe ([36], [51], ...).

(3) cas de P3 : les ensembles (c,P3)-élémentaires sont l’ensemble vide, U , et les

complémentaires d’hyperplans affines fermés. La (c,P3)-enveloppe d’un sous-

ensemble de U coïncide avec son enveloppe evenly coaffine, selon la terminolo-

gie introduite dans [65]. Ainsi, un sous-ensemble A ⊂ U est (c,P3)-régulier si et

seulement si son complémentaire dans U est une réunion d’hyperplans affines

fermés. Notons que ([65], Corollaire 2.2) A est evenly convexe (c’est-à-dire(c,P2)-régulier) si et seulement si A est coaffine (c’est-à-dire (c,P3)-régulier)

et convexe ou encore si et seulement si A est (c,P3)-régulier et connexe.

(4) cas de P4 : les ensembles (c,P4)-élémentaires sont l’ensemble vide, U et les

hyperplans affines fermés. Si, de plus, U est localement convexe, il résulte

de la proposition 2.2.2 et du théorème de séparation de Hahn-Banach que

la (c,P4)-enveloppe de A ⊂ U est son enveloppe affine fermée si A ≠ ∅ et

l’ensemble vide si A = ∅.

Revenons au cas général.

Proposition 2.2.7. Soient P et Q deux sous-ensembles non vides de ❘ . On sup-

pose que tout ensemble (c,P )-élémentaire est (c,Q)-régulier. On a alors

⟨A⟩c,Q ⊂ ⟨A⟩c,P , ∀A ⊂ U.
Preuve. Soit a ∉ ⟨A⟩c,P . Par définition, il existe un ensemble (c,P )-élémentaire

E tel que A ⊂ E et a ∉ E. Par hypothèse, E est (c,Q)-régulier. Il résulte de la

proposition 2.2.5 que a ∉ ⟨A⟩c,Q. �

Corollaire 2.2.1. Pour tout A ⊂ U , on a :

(2.13) ⟨A⟩c,1 ⊃ ⟨A⟩c,2 ⊃ ⟨A⟩c,3 et ⟨A⟩c,4 ⊃ ⟨A⟩c,3.
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Preuve. Soit v ∈ V et r ∈❘. Il est clair que :

{u ∈ U ∣ c(u, v) ≤ r} =⋂
s>r
{u ∈ U ∣ c(u, v) < s}.

Par conséquent les ensembles (c,P1)-élémentaires sont (c,P2)-réguliers et d’après la

proposition 2.2.7, on a ⟨A⟩c,1 ⊃ ⟨A⟩c,2.
On vérifie sans peine que :

{u ∈ U ∣ c(u, v) < r} =⋂
s≥r
{u ∈ U ∣ c(u, v) /= s},

{u ∈ U ∣ c(u, v) = r} =⋂
s/=r

{u ∈ U ∣ c(u, v) /= s},
d’où il résulte que ⟨A⟩c,2 ⊃ ⟨A⟩c,3 ⊂ ⟨A⟩c,4. �

On déduit du corolaire 2.2.1 la comparaison suivante entre les ensembles Rc,Pi
(U) :

(2.14) Rc,P1
(U) ⊂Rc,P2

(U) ⊂Rc,P3
(U) et Rc,P4

(U) ⊂Rc,P3
(U).

Remarque 2.2.5. Notons qu’on a :

• P1 ⊃ P2 et Rc,P1
(U) ⊂Rc,P2

(U).
• P3 ⊃ P2 et Rc,P3

(U) ⊃Rc,P2
(U).

• Rc,P1
(U) ⊂ Rc,P3

(U) alors que P1 et P3 ne sont pas comparables au sens de

l’inclusion.

En particulier,

• Dans le cas des espaces topologiques localement convexes, on retrouve ainsi

le fait que tout ensemble convexe fermé est evenly convexe.

• Il a été observé dans [65] (Proposition 2.10) que dans le cas des espaces topo-

logiques localement convexes, tout ensemble evenly convexe est evenly coaf-

fine. Notons que ce résultat reste vrai même si l’espace n’est pas localement

convexe.

Proposition 2.2.8. Supposons que le couplage c vérifie la condition suivante :

(2.15) ∀v ∈ V, ∃w ∈ V ∣ − c(., v) = c(., w).
Alors on a :

(2.16) Rc,P4
(U) ⊂Rc,P1

(U) ⊂Rc,P2
(U) ⊂Rc,P3

(U).
Preuve. Notons que d’après (2.14), il suffit de montrer que Rc,P4

(U) ⊂ Rc,P1
(U).

Soit (v, r) ∈ V ×❘. On a

[c(., v) = r] = [c(., v) ≤ r]⋂[−c(., v) ≤ −r]
Par hypothèse, il existe w ∈ V tel que −c(., v) = c(., w). Par conséquent

[c(., v) = r] = [c(., v) ≤ r]⋂[c(., w) ≤ −r].
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Donc tout ensemble (c,P4)-élémentaire est (c,P1)-régulier. Il résulte donc de la

proposition 2.2.7 que

⟨A⟩c,1 ⊂ ⟨A⟩c,4, ∀A ⊂ U.
Par conséquent, si A est (c,P4)-régulier alors il est (c,P1)-régulier. �

Exemple 2.2.3. On suppose que U = V =❘n, et c est défini par c(u, v) = ∥u−v∥ avec∥.∥ la norme euclidienne de ❘n. Les ensembles (c,P4)-élémentaires non triviaux sont

les sphères (non convexes) tandis que les ensembles (c,P1)-élémentaires non triviaux

sont les boules fermées (convexes fermées). Dans ce cas, les ensembles Rc,P4
(U) etRc,P1

(U) ne sont pas comparables. Notons que l’hypothèse (2.15) n’est pas satisfaite.

Proposition 2.2.9. Pour tout A ⊂ U , on a :

⟨A⟩c,1 = [iΓc

A ≤ 0] .
Preuve. D’après (2.10), on a :

a ∉ ⟨A⟩c,1⇐⇒∃v ∈ V ∶ icA(v) < c(a, v)⇐⇒0 < sup
v∈V
{c(a, v) − icA(v)}

⇐⇒0 < iΓc

A (a)⇐⇒0 ∉ [iΓc

A ≤ 0] .
D’où ⟨A⟩c,1 = [iΓc

A ≤ 0]. �

Soient W un ensemble non vide et d ∶ U ×W → ❘ une fonction de couplage. On

rappelle que d’après (2.10), l’opérateur de fermeture ⟨.⟩d,1 ∶ 2U → 2U est défini par :

(2.17) ⟨A⟩d,1 = {u ∈ U ∣ d(u,w) ≤ sup
a∈A

d(a,w) , ∀w ∈W}.
Le résultat suivant fait le lien entre l’enveloppe des ensembles et celle des fonctions

par l’intermédiaire de fonction indicatrice.

Théorème 2.2.2. Supposons que le couplage d vérifie la condition

(2.18) ∀ (w,β) ∈W ×❘∗+, ∃w̄ ∈W ∣ βd(., w) = d(., w̄).
Alors pour tout A ⊂ U tel que dom idA /= ∅, on a iΓd

A = i⟨A⟩d,1.

Preuve. Soit b ∈ U .

(1) Supposons que b ∉ ⟨A⟩d,1. D’après (2.17), il existe (w, ǫ) ∈W ×❘∗+ tel que :

d(b,w) − sup
a∈A

d(a,w) ≥ ǫ.
D’après (2.18), on a

∀n ≥ 1, ∃ wn ∈W ∶ nd(., w) = d(., wn).
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Par conséquent,

nǫ ≤ d(b,wn) − sup
a∈A

d(a,wn) = d(b,wn) − idA(wn) ≤ iΓd

A (b), ∀n ≥ 1.
D’où iΓd

A (b) = +∞.

(2) Supposons b ∈ ⟨A⟩d,1. D’après (2.17), on a

d(b,w) − sup
a∈A

d(a,w) ≤ 0, ∀w ∈W.
Donc

iΓd

A (b) = sup
w∈W
{d(b,w) − sup

a∈A
d(a,w)} ≤ 0.

Soit w ∈ dom idA. D’après (2.18), on a

∀n ≥ 1, ∃ wn ∈W ∶ 1

n
d(., w) = d(., wn).

Par conséquent,

1

n
(d(b,w) − sup

a∈A
d(a,w)) = d(b,wn) − sup

a∈A
d(a,wn) ≤ iΓd

A (b), ∀n ≥ 1.
Donc

0 = lim
n→+∞

1

n
(d(b,w) − sup

a∈A
d(a,w)) ≤ iΓd

A (b),
d’où finalement iΓd

A (b) = 0.
�

Remarque 2.2.6. L’hypothèse (2.18) est vérifiée par les couplages (1), (3) et (5)

de l’exemple 2.2.2. Elle est également vérifiée par le couplage bilinéaire standard.

Elle ne l’est pas pour les couplages (2) et (4) de l’exemple 2.2.2.

On définit maintenant le couplage ĉ ∶ U × (V ×❘∗+)→❘ associé à c comme suit :

(2.19) ĉ(u, (v,α)) = αc(u, v).
Notons que ĉ vérifie l’hypothèse (2.18).
Lemme 2.2.1. La classe des ensembles (c,Pi)-élémentaires coïncide avec la classe

des ensembles (ĉ, Pi)-élémentaires pour i = 1,2,3,4.

Preuve. Soit i ∈ {1,2,3,4}. Soit E ∶= {u ∈ U ∣ r − c(u, v) ∈ Pi} un ensemble (c,Pi)-
élémentaire. On a E = {u ∈ U ∣ r − ĉ(u, (v,1)) ∈ Pi} ce qui montre que E est un

ensemble (ĉ, Pi)-élémentaire. Inversement, soit E ∶= {u ∈ U ∣ r − ĉ(u, (v,α)) ∈ Pi} un

ensemble (ĉ, Pi)-élémentaire. On a

E ={u ∈ U ∣ r − αc(u, v) ∈ Pi}
={u ∈ U ∣ r/α − c(u, v) ∈ Pi} , car αPi = Pi, ∀α > 0.

Ce qui montre que E est un ensemble (c,Pi)-élémentaire. �
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Proposition 2.2.10. Pour tout i ∈ {1,2,3,4}, on a :

⟨A⟩ĉ,i = ⟨A⟩c,i, ∀A ⊂ U.
Preuve. Conséquence immédiate du lemme 2.2.1. �

Corollaire 2.2.2. Pour tout A ⊂ U tel que dom icA /= ∅, on a :

(2.20) iΓĉ

A = i⟨A⟩c,1 .

Preuve. Observons que

dom iĉA = {(v,α) ∈ V ×❘⋆+ ∶ sup
u∈A

αc(u, v) < +∞} = dom icA ×❘⋆+.
Donc dom iĉA /= ∅. Puisque ĉ vérifie (2.18), alors d’après le théorème 2.2.2, on a

iΓĉ

A = i⟨A⟩ĉ,1. La conclusion résulte donc la proposition 2.2.10. �

On associe à c un autre couplage c̃ ∶ U × (V ×❘∗)→❘ défini par :

(2.21) c̃(u, (v,α)) = αc(u, v).
Notons que c̃ vérifie l’hypothèse (2.18) .

Proposition 2.2.11. L’opérateur de fermeture ⟨.⟩c̃,1 est donné par :

(2.22) ⟨A⟩c̃,1 = {u ∈ U ∣ inf
a∈A

c(a, v) ≤ c(u, v) ≤ sup
a∈A

c(a, v) , ∀v ∈ V } .
Preuve. D’après (2.10), on a :

a ∈ ⟨A⟩c̃,1⇐⇒c̃(a, (v,α)) ≤ sup
u∈A

c̃(u, (v,α)), ∀(v,α) ∈ V ×❘∗
⇐⇒αc(u, v) ≤ sup

u∈A
αc(u, v), ∀(v,α) ∈ V ×❘∗

⇐⇒
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
αc(u, v) ≤ α sup

u∈A
c(u, v), ∀(v,α) ∈ V ×❘∗+

et

αc(u, v) ≤ α inf
u∈A

c(u, v), ∀(v,α) ∈ V ×❘∗−
⇐⇒ inf

u∈A
c(u, v) ≤ c(a, v) ≤ sup

u∈A
c(u, v), ∀v ∈ V.

�

Notons que si pour tout (v,α) ∈ V ×❘⋆, il existe w ∈ V tel que αc(., v) = c(., w) (ce

qui est le cas du couplage bilinéaire standard) alors pour tout A ⊂ U , on a :

(2.23) ⟨A⟩c̃,P = ⟨A⟩c,P ,
puisque dans ce cas, un ensemble est (c,P )-élémentaire si et seulement si il est(c̃, P )-élémentaire.
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2.3. Régularisations et conjugaisons par niveaux

On introduit dans cette section la notion de (c,P )-régularisée par niveaux pour

les fonctions. On montre que cette régularisée s’interprète comme une biconjuguée

relative à un couple de polarités duales. On donne enfin d’autres expressions de cette

régularisée.

2.3.1. Régularisation par niveaux d’une fonction

Définition 2.3.1. Une fonction h ∶ U →❘ est dite (c,P )-régulière par niveaux si ses

tranches inférieures larges sont des sous-ensembles (c,P )-réguliers de U . Autrement

dit :

⟨[h ≤ r]⟩c,P = [h ≤ r], ∀r ∈❘.
On note Nc,P (U), l’ensemble des fonctions (c,P )-régulières par niveaux définies sur

U à valeurs dans ❘. Notons que Nc,P (U) contient la fonction {−∞}U .

Proposition 2.3.1. Soit (hi)i∈I ⊂❘U
une famille de fonctions (c,P )-régulières par

niveaux. La fonction h ∶= sup
i∈I

hi est (c,P )-régulière par niveaux.

Preuve. Soit r ∈❘. On a [h ≤ r] =⋂
i∈I

[hi ≤ r]. Il résulte de la proposition 2.2.5 que

l’ensemble [h ≤ r] est (c,P )-régulier. �

On définit la (c,P )-régularisée par niveaux d’une fonction comme suit.

Définition 2.3.2. La (c,P )-régularisée par niveaux d’une fonction h ∶ U → ❘, est

l’enveloppe supérieure des minorantes (c,P )-régulières par niveaux de h. On la note

h⟨⟩c,P .

D’après la proposition 2.3.1, h⟨⟩c,P est la plus grande fonction (c,P )-régulière par

niveaux qui minore h.

Exemple 2.3.1. Si U est un espace vectoriel topologique de dual topologique V et

c la forme bilinéaire standard, les fonctions (c,P2)-régulières par niveaux sont les

fonctions evenly quasiconvexes. Si, de plus, U est localement convexe alors les fonc-

tions (c,P1)-régulières par niveaux sont les fonctions quasi-convexes semi-continues

inférieurement.

Exemple 2.3.2. Soit U un espace métrique, V = C (U,❘) l’espace des fonctions

continues de U à valeur dans ❘, c ∶ U × V → ❘ défini par c(u, v) = v(u). Une

fonction h ∶ U → ❘ ∪ {+∞} est (c,P1)-régulière par niveaux si et seulement si h est

semi-continue inférieurement ([32], Corollaire 2).

Proposition 2.3.2. Toute fonction c-élémentaire est une fonction (c,Pi)-régulière

par niveaux pour i = 1,2,3. Plus précisément, on a

Γc(U) ⊂ Nc,P1
(U) ⊂ Nc,P2

(U) ⊂ Nc,P3
(U) et Nc,P4

(U) ⊂ Nc,P3
(U).
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Preuve. Soit h ∶= c(., v) − r, une fonction c-élémentaire. Pour tout t ∈❘, on a

[h ≤ t] = {u ∈ U ∣ t + r − c(u, v) ≥ 0},
qui est évidemment un ensemble (c,P1)-élémentaire, et donc (c,P1)-régulier. Ce qui

montre que Γc(U) ⊂ Nc,P1
(U). Les autres inclusions sont des conséquences immé-

diates de (2.14). �

Remarque 2.3.1. Les fonctions c-élémentaires ne sont pas nécessairement (c,P4)-
régulières par niveaux. Par exemple si U est un espace vectoriel topologique de dual

topologique V et c la forme bilinéaire standard, on ne peut écrire un demi-espace

fermé comme intersection d’hyperplans affines fermés.

Exemple 2.3.3. Soit n ≥ 1 un entier naturel. On suppose que U = ❘n = V et c est

le produit scalaire standard de ❘n. Considérons les fonctions h1 et h2 définies par

h1 ∶❘n → J0, nK ∶= {0,1, . . . , n}
h1(x) = { 0 si x = 0

max{i ∈ J1, nK ∣ xi ≠ 0} si x ≠ 0,

h2 ∶❘n → J0, nK

h2(x) = { 0 si xi ≠ 0, ∀i ∈ J1, nK

max{i ∈ J1, nK ∣ xi = 0} sinon .

Pour tout r ∈❘, on a :

[h1 ≤ r] =
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
∅ si r < 0{x ∈❘n ∣ xi+1 = . . . = xn = 0} si i ≤ r < i + 1, i = 0,1, . . . , n − 1
❘n si n ≤ r,

[h2 ≤ r] =
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
∅ si r < 0{x ∈❘n ∣ xi+1 ≠ 0, . . . , xn ≠ 0} si i ≤ r < i + 1, i = 0,1, . . . , n − 1
❘n si n ≤ r.

Il apparaît clairement que :

(1) h1 est une fonction (c,P4)-régulière par niveaux (les tranches non triviales de

h1 sont des sous-espaces vectoriels de ❘n). Donc h1 ∈ Nc,Pi
(U), i = 1,2,3,4

d’après (2.16).

(2) Le complémentaire d’une tranche non triviale de h2 est une réunion d’hy-

perplans. Cela prouve que h2 est une fonction (c,P3)-régulière par niveaux.

Notons que h2 n’est pas (c,P2)-régulière par niveaux (à fortiori elle n’est

pas (c,P1)-régulière par niveaux ni à fortiori (c,P4)-régulière par niveaux)

puisque [h2 ≤ n − 1] = {x ∈❘n ∣ xn ≠ 0}
n’est pas convexe.
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Exemple 2.3.4. On prend U = V =❘, c le produit standard de ❘. Soit la fonction

h ∶ U →❘ définie par :

h(x) = { 0 si x ≠ 0+∞ si x = 0.

Pour tout t ∈❘, on a :

[h ≤ t] = { ∅ si t < 0

❘⋆ si t ≥ 0.

Donc h est (c,P3)-régulière par niveaux mais n’est pas quasi-convexe.

2.3.2. Décomposition de l’opérateur de fermeture ⟨.⟩c,P
On considère l’application ∆c,P ∶ 2U → 2V ×❘ définie par

(2.24) ∆c,P (A) = {(v, r) ∈ V ×❘ ∣ A ⊂ EP
v,r},

que l’on notera simplement ∆ s’il n’y a pas d’ambiguïté. L’application ∆ est une

polarité au sens qu’elle transforme toute réunion en intersection.

Proposition 2.3.3. Pour toute famille (Ai)i∈I de sous-ensembles de U . On a :

∆⋃
i∈I

Ai =⋂
i∈I

∆Ai.

Preuve. Par définition de l’opérateur ∆, on a :

∆⋃
i∈I

Ai ∶={(v, r) ∈ V ×❘ ∣ ⋃
i∈I

Ai ⊂ EP
v,r}

={(v, r) ∈ V ×❘ ∣ Ai ⊂ EP
v,r, ∀i ∈ I}

=⋂
i∈I

{(v, r) ∈ V ×❘ ∣ Ai ⊂ EP
v,r}

=⋂
i∈I

∆Ai.

�

Á la polarité ∆, est associée la polarité duale ∆∗ ∶ 2V ×❘ → 2U définie par :

(2.25) ∆∗(B) =⋃{A ∈ 2U ∣ B ⊂∆(A)}.
Lorsque A (resp. B) est un singleton {u} (resp. {(v, r)}), on note ∆(a) (resp.

∆∗(v, r)) au lieu de ∆({a}) (resp. ∆∗({(v, r)})).
Notons que pour tout (v, r) ∈ V ×❘, pour tout u ∈ U on a

(2.26) u ∈∆∗(v, r)⇐⇒ (v, r) ∈∆(u)⇐⇒ u ∈ EP
v,r,

et donc ∆∗(v, r) = EP
v,r.

Puisque ∆∗ est une polarité, on a pour tout B ⊂ V ×❘,

(2.27) ∆∗(B) =∆∗( ⋃
(v,r)∈B

{(v, r)}) = ⋂
(v,r)∈B

∆∗(v, r) = ⋂
(v,r)∈B

EP
v,r.

L’ opérateur ⟨.⟩c,P se décompose comme suit.
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Proposition 2.3.4. Pour tout A ⊂ U , on a :

(∆∗ ○∆)(A) = ⟨A⟩c,P .
Preuve. Soit A ⊂ U . On a :

(∆∗ ○∆)(A) =∆∗({(v, r) ∈ V ×❘ ∣ A ⊂ EP
v,r}) = ⋂

A⊂EP
v,r

EP
v,r = ⟨A⟩c,P .

�

2.3.3. Conjugaisons associées aux polarités ∆ et ∆∗ ([71, 72])

La conjuguée d’une fonction h ∶ U → ❘ par rapport à la polarité ∆ est la fonction

h∆ ∶ V ×❘→❘ définie par

(2.28) h∆(v, r) ∶= sup
u∉∆∗(v,r)

−h(u) = sup
u∉EP

v,r

−h(u).
De même la conjuguée par rapport à ∆∗ d’une fonction k ∶ V ×❘→❘ est la fonction

k∆
∗ ∶ U →❘ définie par

(2.29) k∆
∗(u) ∶= sup

(v,r)∉∆(u)

−k(v, r) = sup
u∉EP

v,r

−k(v, r).
Ainsi, la biconjuguée par rapport aux polarités ∆ , ∆∗ d’une fonction h ∶ U →❘ est

la fonction h∆∆∗ ∶ U →❘ définie par

(2.30) h∆∆∗(a) ∶= sup
(v,r)∉∆(a)

inf
u∉∆∗(v,r)

h(u) = sup
a∉EP

v,r

inf
u∉EP

v,r

h(u).
On sait ([71]) que cette biconjuguée s’interprète au moyen de la fonction de couplage

δ ∶ U × (V ×❘)→❘ défini par

δ(u, (v, r)) = { 0 si u ∉ EP
v,r−∞ si u ∈ EP
v,r.

Pour tout h ∶ U →❘, on a ainsi h∆ = hδ et h∆∆∗ = hδδ. De plus

Théorème 2.3.1 ([71]). La (c,P )-régularisée par niveaux d’une fonction h ∶ U →❘
coïncide avec la biconjuguée de h par rapport aux polarités ∆, ∆∗ : h⟨⟩c,P = h∆∆∗ .

Corollaire 2.3.1. Pour tout sous-ensemble A de U , on a :

i
⟨⟩c,P
A = i⟨A⟩c,P et ϑ

⟨⟩c,P
A = ϑ⟨A⟩c,P .

Preuve. Soit A ⊂ U . Soit a ∈ A. Il résulte du théorème 2.3.1 que

i
⟨⟩c,P
A (a) = sup

a∉EP
v,r

inf
u∉EP

v,r

iA(u).
On distingue deux cas :

• a ∉ ⟨A⟩c,P . Il existe (v, r) ∈ V ×❘ tel que a ∉ EP
v,r et A ⊂ EP

v,r. Par conséquent,

inf
u∉EP

v,r

iA(u) = +∞.
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• a ∈ ⟨A⟩c,P . Pour tout (v, r) ∈ V ×❘ tel que a ∉ EP
v,r il existe u ∈ A tel que

u ∉ EP
v,r. Par conséquent

inf
u∉EP

v,r

iA(u) = 0.
On en déduit que

i
⟨⟩c,P
A (a) = sup

a∉EP
v,r

inf
u∉EP

v,r

iA(u)
={0 si a ∈ ⟨A⟩c,P+∞ si a ∉ ⟨A⟩c,P
=i⟨A⟩c,P (a).

De même, on a

ϑ
⟨⟩c,P
A (a) = sup

a∉EP
v,r

inf
u∉EP

v,r

ϑA(u)
={−∞ si a ∈ ⟨A⟩c,P+∞ si a ∉ ⟨A⟩c,P
=ϑ⟨A⟩c,P (a).

�

Proposition 2.3.5. Pour toute fonction h ∶ U →❘, pour tout t ∈❘ on a :

[h⟨⟩c,P ≤ t] =⋂
s>t
⟨[h ≤ s]⟩c,P .

Preuve. Soit s > t et a ∉ ⟨[h ≤ s]⟩c,P . Il existe (v̄, r̄) ∈ V ×❘ tel que

a ∉ EP
v̄,r̄ et [h ≤ s] ⊂ EP

v̄,r̄.

On en déduit que

h⟨⟩c,P (a) = sup
a∉EP

v,r

inf
u∉EP

v,r

h(u) ≥ inf
u∉EP

v̄,r̄

h(u) ≥ s > t.
Réciproquement, soit a ∉ [h⟨⟩c,P ≤ t]. Il existe s ∈ ❘ tel que h⟨⟩c,P (a) > s > t. D’après

le théorème 2.3.1, il existe (v, r) ∈ V ×❘ tel que

a ∉ EP
v,r et inf

u∉EP
v,r

h(u) > s,
d’où [h ≤ s] ⊂ EP

v,r, et finalement a ∉ ⟨[h ≤ s]⟩c,P . �

2.3.4. Autres expressions de la (c,P )-régularisée par niveaux d’une

fonction

Soit h ∶ U →❘ et a ∈ U . Définissons les ensembles Ih(a) et Jh(a) par :

(2.31) Ih(a) = {t ∈❘ ∣ a ∉ ⟨[h ≤ t]⟩c,P} et Jh(a) = {t ∈❘ ∣ a ∈ ⟨[h ≤ t]⟩c,P}.
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Les ensembles Ih(a) et Jh(a) sont deux intervalles (dont l’un peut être vide) disjoints

de ❘ tel que Ih(a) ∪ Jh(a) =❘ et pour tout (r, s) ∈ Ih(A) × Jh(a), on a r ≤ s. Il en

résulte que

(2.32) supIh(a) = inf Jh(a).
Proposition 2.3.6. Pour toute fonction h ∶ U →❘, et a ∈ U , on a :

h⟨⟩c,P (a) = sup{t ∈❘ ∶ a ∉ ⟨[h ≤ t]⟩c,P} = inf {t ∈❘ ∶ a ∈ ⟨[h ≤ t]⟩c,P} .
Preuve. Soit t ∈ Ih(a). Il existe (v, r) ∈ V ×❘ tel que a ∉ EP

v,r et [h ≤ t] ⊂ EP
v,r. On

en déduit que

inf
u∉EP

v,r

h(u) ≥ t, et donc sup
a∉EP

v,r

inf
u∉EP

v,r

h(u) ≥ t.
D’après le théorème 2.3.1, on a h⟨⟩c,P (a) ≥ t. D’où h⟨⟩c,P (a) ≥ supIh(a). Inversement,

soit t < h⟨⟩c,P (a). Alors a ∉ [h⟨⟩c,P ≤ t] et d’après la proposition 2.3.5, il existe s > t tel

que a ∉ ⟨[h ≤ s]⟩c,P . Par conséquent, supIh(a) ≥ s > t. D’où supIh(a) ≥ h⟨⟩c,P (a). �

2.4. Régularisations et conjugaisons épigraphiques

2.4.1. Généralités

Pour définir la régularisée épigraphique d’une fonction h ∶ U → ❘, il nous faut une

notion d’ensemble régulier dans l’espace produit U ×❘ contenant l’épigraphe de h.

Cela nous amène à considérer le couplage c̈ ∶ (U ×❘) × (V ×❘)→❘ défini par :

(2.33) c̈((u, r), (v, s)) = c(u, v) + rs.
Les sous-ensembles élémentaires de U × ❘ sont définis en utilisant le couplage c̈.

Nous noterons

(2.34) ËP
v,s,t ∶= {(u, r) ∈ U ×❘ ∶ t − c̈((u, r), (v, s)) ∈ P},

l’ensemble (c̈, P )-élémentaire associé au triplet (v, s, t) ∈ V ×❘ ×❘. L’opérateur de

fermeture associé à cette famille d’ensembles élémentaires est noté par ⟨.⟩c̈,P . On a

la formule suivante pour les ensembles de la forme A ×❘.

Lemme 2.4.1. Pour tout sous-ensemble A de U , on a :

⟨A ×❘⟩c̈,P = ⟨A⟩c,P ×❘.
Preuve. Soit (a, r) ∉ ⟨A ×❘⟩c̈,P . Il existe (v, s, t) ∈ V ×❘ ×❘ tel que

A ×❘ ⊂ ËP
v,s,t et (a, r) ∉ ËP

v,s,t.

En particulier

A ⊂ EP
v,t−rs et a ∉ EP

v,t−rs.
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Il en résulte que, a ∉ ⟨A⟩c,P , et donc ⟨A⟩c,P ×❘ ⊂ ⟨A ×❘⟩c̈,P . Réciproquement, soit(a, r) ∉ ⟨A⟩c,P ×❘. Il est clair que a ∉ ⟨A⟩c,P . Il existe (v, t) ∈ V ×❘ tel que

A ⊂ EP
v,t et a ∉ EP

v,t.

On en déduit que A ×❘ ⊂ ❊P
v,0,t et (a, r) ∉ ❊P

v,0,t. Donc (a, r) ∉ ⟨A ×❘⟩c̈,P . �

Remarque 2.4.1. Il résulte du lemme 2.4.1 qu’un sous-ensemble A ⊂ U est (c,P )-
régulier si et seulement si A ×❘ est un sous-ensemble (c̈, P )-régulier de U ×❘.

2.4.2. Régularisation épigraphique

Définition 2.4.1. Une fonction h ∶ U → ❘ est dite (c̈, P )-épi-régulière si son épi-

graphe est un sous-ensemble (c̈, P )-régulier de U ×❘.

On note Ec̈,P (U) le sous-ensemble de❘
U

constitué des fonctions (c̈, P )-épi-régulières.

Cet ensemble contient la fonction {−∞}U .

Proposition 2.4.1. Soit (hi)i∈I ⊂❘U
une famille de fonctions (c̈, P )-épi-régulières.

La fonction h ∶= sup
i∈I

hi est (c̈, P )-épi-régulière.

Preuve. Observons que

epih =⋂
i∈I

epihi.

Il en résulte que epih est (c̈, P )-régulier d’après la proposition 2.2.4 . �

La proposition suivant donne un lien entre les ensembles Nc,P (U) et Ec̈,p(U).
Proposition 2.4.2. Toute fonction (c̈, P )-épi-régulière est une fonction (c,P )-régulière

par niveaux.

Preuve. Soit h ∈ Ec̈,P (U) et r ∈ ❘. Soit a ∉ [h ≤ r]. Alors (a, r) ∉ epih = ⟨epih⟩c̈,P .

Il existe (v, s, t) ∈ V ×❘ ×❘ tel que

epih ⊂ ËP
v,s,t et (a, r) ∉ ËP

v,s,t.

En particulier, [h ≤ r] ⊂ EP
v,t−rs et a ∉ EP

v,t−rs.

Par conséquent [h ≤ r] ⊃ ⟨[h ≤ r]⟩c,P , et finalement [h ≤ r] = ⟨[h ≤ r]⟩c,P . �

Proposition 2.4.3. On a :

Γc(U) ⊂ Γĉ(U) ⊂ Ec̈,P1
(U) ⊂ Ec̈,P2

(U) ⊂ Ec̈,P3
(U) ⊃ Ec̈,P4

(U).
Preuve. Par définition de ĉ, on a Γc(U) ⊂ Γĉ(U). Soit (v, r, α) ∈ V ×❘ ×❘⋆+.

epi {ĉ(., (v,α)) − r} = {(u, t) ∈ U ×❘ ∣ αc(u, v) − r ≤ t} = ËP1

v,− 1

α
, r
α

.

On déduit que toute fonction ĉ-élémentaire est une fonction (c̈, P1)-épi-régulière. Par

conséquent Γĉ(U) ⊂ Ec̈,P1
(U). Les autres inclusions sont des conséquences directes

de (2.14). �

On définit la régularisée d’une fonction au sens des épigraphes comme suit.
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Définition 2.4.2. La (c̈, P )-épi-régularisée d’une fonction h ∶ U →❘ est l’enveloppe

supérieure de ses minorantes (c̈, P )-épi-régulières. On la note h⟨⟩c̈,P .

Remarque 2.4.2. Il résulte de la proposition 2.4.1 que h⟨⟩c̈,P est la plus grande

fonction (c̈, P )-épi-régulière qui minore h.

Proposition 2.4.4. Pour toute fonction h ∶ U →❘, on a :

(2.35) ⟨epih⟩c̈,P ⊂ epih⟨⟩c̈,P .

Preuve. Par définition h⟨⟩c̈,P ≤ h. On en déduit que epih ⊂ epih⟨⟩c̈,P qui est un

ensemble (c̈, P )-régulier par définition, d’où (2.35) en prenant la (c̈, P )-enveloppe.

�

L’inclusion (2.35) peut être stricte. En effet, soit h ∶❘→❘ ∪ {+∞} définie par

h(x) = {√x si x > 0+∞ sinon.

On a ⟨epih⟩c̈,2 =❘⋆+ ×❘⋆+ qui n’est pas un épigraphe .

Notons cependant que si ⟨epih⟩c̈,P est un épigraphe, c’est nécessairement l’épigraphe

de h⟨⟩c̈,P :

Proposition 2.4.5. Pour toute fonction h ∶ U → ❘ telle que ⟨epih⟩c̈,P est un épi-

graphe, on a

⟨epih⟩c̈,P = epih⟨⟩c̈,P .

Preuve. Soit k la fonction définie par epi k = ⟨epih⟩c̈,P . Par définition k est (c̈, P )-
épi-régulière et plus petite que h. Il en résulte que k ≤ h⟨⟩c̈,P . Soit g une minorante(c̈, P )-épi-régulière de h. Donc epi g ⊃ epih et en passant à la (c̈, P )-enveloppe, on

obtient epi g ⊃ ⟨epih⟩c̈,P = epi k. D’où g ≤ k, et finalement k = h⟨⟩c̈,P . �

Corollaire 2.4.1. Pour tout A ⊂ U , on a : ϑ
⟨⟩c̈,P
A = ϑ⟨A⟩c,P .

Preuve. En effet,

⟨epiϑA⟩c̈,P =⟨A ×❘⟩c̈,P (par définition de ϑA)
=⟨A⟩c,P ×❘ (d’après le lemme 2.4.1)

=epiϑ⟨A⟩c,P .

�

Théorème 2.4.1. Soit i ∈ {1,2}. Pour toute fonction h ∶ U →❘, on a

h⟨⟩c̈,i =max{hΓĉ , ϑ⟨dom h⟩c,i} = hΓĉ + i⟨dom h⟩c,i .

Preuve. Soit i ∈ {1,2}. D’après la proposition 2.4.3, Γĉ(U) ⊂ Ec̈,Pi
(U). Donc pour

toute fonction h ∶ U →❘, hΓĉ est une fonction (c̈, Pi)-épi-régulière. Par ailleurs,

epiϑ⟨dom h⟩c,i = ⟨dom h⟩c,i ×❘
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qui est un ensemble (c̈, Pi)-régulier d’après le lemme 2.4.1. D’après la proposition

2.4.1, la fonction max{hΓĉ , ϑ⟨dom h⟩c,i} est (c̈, Pi)-épi-régulière. Il en résulte que

max{hΓĉ , ϑ⟨dom h⟩c,i} ≤ h⟨⟩c̈,i ,
d’où

epih⟨⟩c̈,i ⊂ (epihΓĉ) ∩ (⟨dom h⟩c,i ×❘) .
Notons que si dom h = ∅ alors l’inclusion

(epihΓĉ) ∩ (⟨dom h⟩c,i ×❘) ⊂ epih⟨⟩c̈,i

est immédiate. On suppose donc que dom h ≠ ∅ . Soit (a, r̄) ∉ epih⟨⟩c̈,i . On distingue

deux cas :

1er cas : i = 1. Il existe (v, s, t) ∈ V ×❘ ×❘ tel que

t − r̄s − c(a, v) < 0 et epih ⊂ {(u, r) ∶ t − rs − c(u, v) ≥ 0}.
Puisque dom h ≠ ∅, alors s ≤ 0.
• Si s = 0, on a

t − c(a, v) < 0 et epih ⊂ {(u, r) ∶ t − c(u, v) ≥ 0},
et en particulier a ∉ ⟨dom h⟩c,1, d’où (a, r̄) ∉ epiϑ⟨dom h⟩c,1 .

• Si s < 0, on a

t
s
− r̄ − 1

s
c(a, v) > 0 et epih ⊂ {(u, r) ∶ t

s
− r − 1

s
c(u, v) ≤ 0}.

On en déduit que

h(u) ≥ t
s
− 1

s
c(u, v), ∀u ∈ U.

Par conséquent

hΓĉ(u) ≥ t
s
− 1

s
c(u, v), ∀u ∈ U.

et en particulier

hΓĉ(a) ≥ t
s
− 1

s
c(a, v) > r̄ + 1

s
c(a, v) − 1

s
c(a, v) = r̄ ,

d’où (a, r̄) ∉ epihΓĉ .

2e cas : i = 2. Il existe (v, s, t) ∈ V ×❘ ×❘ tel que

t − r̄s − c(a, v) ≤ 0 et epih ⊂ {(u, r) ∶ t − rs − c(u, v) > 0}.
Puisque dom h ≠ ∅, s ≤ 0.
• Si s = 0, on a

t − c(a, v) ≤ 0 et epih ⊂ {(u, r) ∶ t − c(u, v) > 0},
et en particulier a ∉ ⟨dom h⟩c,2, d’où (a, r̄) ∉ epiϑ⟨dom h⟩c,2 .
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• Si s < 0, on a

t
s
− r̄ − 1

s
c(a, v) ≥ 0 et epih ⊂ {(u, r) ∶ t

s
− r − 1

s
c(u, v) < 0}.

On en déduit que

h(u) > t
s
− 1

s
c(u, v), ∀u ∈ U.

Par conséquent

hΓĉ(u) > t
s
− 1

s
c(u, v), ∀u ∈ U.

et en particulier

hΓĉ(a) > t
s
− 1

s
c(a, v) ≥ r̄ + 1

s
c(a, v) − 1

s
c(a, v) = r̄ ,

d’où (a, r̄) ∉ epihΓĉ .

En résumé nous avons établi que

epih⟨⟩c̈,i = (epihΓĉ) ∩ (⟨dom h⟩c,i ×❘) .
�

Corollaire 2.4.2. Soit i ∈ {1,2} et h ∶ U →❘. On a :

h⟨⟩c̈,i(a) = hĉĉ(a), ∀a ∈ ⟨dom ⟩c,i.
Preuve. D’après le théorème 2.4.1, pour tout a ∈ U , on a :

h⟨⟩c̈,i(a) = hΓĉ(a) + i⟨dom ⟩c,i(a).
En particulier,

h⟨⟩c̈,i(a) = hΓĉ(a), ∀a ∈ ⟨dom ⟩c,i.
�

Proposition 2.4.6. Toute fonction c̃-élémentaire est une fonction (c̈, P3)-épi-régulière.

On a donc Γc̃(U) ⊂ Ec̈,P3
(U).

Preuve. Pour tout (v, r, α) ∈ V ×❘ ×❘⋆, on a :

epi {c̃(., (v,α)) − r} =
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
{(u, t) ∈ U ×❘ ∣ t

α
+ r

α
− c(u, v) ≥ 0} si α > 0

{(u, t) ∈ U ×❘ ∣ t
α
+ r

α
− c(u, v) ≤ 0} si α < 0

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
{(u, t) ∈ U ×❘ ∣ r

α
− c̈((u, t), (v,− 1

α
)) ≥ 0} si α > 0

{(u, t) ∈ U ×❘ ∣ r
α
− c̈((u, t), (v,− 1

α
)) ≤ 0} si α < 0

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⋂
s> r

α

{(u, t) ∈ U ×❘ ∣ s − c̈ ((u, t), (v,− 1
α
)) /= 0} si α > 0

⋂
s< r

α

{(u, t) ∈ U ×❘ ∣ s − c̈ ((u, t), (v,− 1
α
)) /= 0} si α < 0.
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Par conséquent les fonctions c̃-élémentaires sont (c̈, P3)-épi-régulières. On a donc

Γc̃(U) ⊂ Ec̈,P3
(U) d’après la proposition 2.4.1. �

Théorème 2.4.2. Pour toute fonction h ∶ U →❘ on a

h⟨⟩c̈,3 =max{hΓc̃ , ϑ⟨dom h⟩c,3
} = hΓc̃ + i⟨dom h⟩c,3

.

Preuve. D’après la proposition 2.4.6 la fonction hΓc̃ est (c̈, P3)-épi-régulière. D’après

le lemme 2.4.1 la fonction ϑ⟨dom h⟩c,3
est (c̈, P3)-épi-régulière car

epiϑ⟨dom h⟩c,3
= ⟨dom h⟩c,3 ×❘.

On en déduit que la fonction max{hΓc̃ , ϑ⟨dom h⟩c,3
} est (c̈, P3)-épi-régulière d’après

la proposition 2.4.1. Il en résulte que

max{hΓc̃ , ϑ⟨dom h⟩c,3
} ≤ h⟨⟩c̈,3 ,

d’où

epih⟨⟩c̈,3 ⊂ epi max{hΓc̃ , ϑ⟨dom h⟩c,3
} = (epihΓc̃) ∩ (⟨dom h⟩c,3 ×❘).

Notons que si dom h = ∅, l’inclusion

(epihΓc̃) ∩ (⟨dom h⟩c,3 ×❘) ⊂ epih⟨⟩c̈,3

est immédiate. Supposons donc que dom h ≠ ∅ . Soit (a, r̄) ∉ epih⟨⟩c̈,3 . Il existe(v, s, t) ∈ V ×❘ ×❘ tel que

t − r̄s − c(a, v) = 0 et epih ⊂ epih⟨⟩c̈,3 ⊂ {(u, r) ∈ U ×❘ ∶ t − rs − c(u, v) ≠ 0}.
Si s = 0 alors a ∉ ⟨dom h⟩c,3 et on a terminé. Supposons que s ≠ 0. On a :

t
s
− 1

s
c(a, v) = r̄ et epih ⊂ {(u, r) ∶ t

s
− 1

s
c(u, v) ≠ r}.

Ainsi, on a :
t
s
= r̄ + 1

s
c(a, v) et epih ⊂ (U ×❘) ∖ gr f

où f ∶= t
s
− c̃(., (v, 1

s
)). Donc le graphe de f est inclus dans l’hypographe stricte de h .

Comme la fonction f est à valeurs réelles alors on en déduit que (u, f(u)) appartient

à l’hypographe stricte de h pour tout u ∈ U ce qui montre que h > f . Donc hΓc̃ > f

et en particulier

hΓc̃(a) > f(a) = t
s
− c̃(a, (v, 1

s
)) = r̄ + 1

s
c(a, v) − 1

s
c(a, v) = r̄.

D’où (a, r̄) ∉ epihΓc̃ , et finalement

(epihΓc̃) ∩ (⟨dom h⟩c,3 ×❘) = epih⟨⟩c̈,3 .

�

Corollaire 2.4.3. Pour toute fonction h ∶ U →❘, on a :

h⟨⟩c̈,3(a) = hc̃c̃(a), ∀a ∈ ⟨dom ⟩c,3.
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Preuve. D’après le théorème 2.4.2, pour tout a ∈ U , on a :

h⟨⟩c̈,3(a) = hΓc̃(a) + i⟨dom ⟩c,3(a).
En particulier,

h⟨⟩c̈,3(a) = hΓc̃(a), ∀a ∈ ⟨dom ⟩c,3.
�

Corollaire 2.4.4. Soit i ∈ {1,2,3}. Pour tout A ⊂ U tel que dom icA ≠ ∅ on a :

i
⟨⟩c̈,i
A = i⟨A⟩c,i .

Preuve. D’après le théorème 2.2.2, on a iΓĉ

A = i⟨A⟩ĉ,1 et iΓc̃

A = i⟨A⟩c̃,1 . D’après le lemme

2.2.1, on a ⟨A⟩ĉ,1 = ⟨A⟩c,1 pour tout A ⊂ U . Il résulte des théorèmes 2.4.1 et 2.4.2 que

i
⟨⟩c̈,1
A =iΓĉ

A + i⟨A⟩c,1 = i⟨A⟩c,1 + i⟨A⟩c,1 = i⟨A⟩c,1 ,
i
⟨⟩c̈,2
A =iΓĉ

A + i⟨A⟩c,2 = i⟨A⟩c,1 + i⟨A⟩c,2 = i⟨A⟩c,1∩⟨A⟩c,2 = i⟨A⟩c,2 ,
i
⟨⟩c̈,3
A =iΓc̃

A + i⟨A⟩c,3 = i⟨A⟩c̃,1 + i⟨A⟩c,3 = i⟨A⟩c̃,1∩⟨A⟩c,3 .
Par ailleurs, d’après (2.12), u ∈ ⟨A⟩c,3 si et seulement si pour tout v ∈ V , il existe

a ∈ A tel que c(u, v) = c(a, v). Par conséquent,

u ∈ ⟨A⟩c,3Ô⇒ inf
a∈A

c(a, v) ≤ c(u, v) ≤ sup
a∈A

c(a, v)
Ô⇒u ∈ ⟨A⟩c̃,1 d’après la proposition 2.2.11.

Donc ⟨A⟩c,3 ⊂ ⟨A⟩c̃,1, d’où i⟨⟩c̈,3A = i⟨A⟩c,3 . �

Remarque 2.4.3. Dans le cas bilinéaire, il résulte du corollaire 2.4.4 que la fonction

i❘⋆ est (c,P3)-épi-régulière mais n’est pas quasi-convexe.

Théorème 2.4.3. Pour toute fonction h ∶ U →❘, on a :

h⟨⟩c̈,4 = ϑ⟨dom h⟩c,4
.

Preuve. Si dom h = ∅, le résultat est évident. Supposons que dom h ≠ ∅. Il est

facile de voir que

epih⟨⟩c̈,4 ⊂ ⟨dom h⟩c,4 ×❘.
Réciproquement, soit (a, r̄) ∉ epih⟨⟩c̈,4 . Il existe (v, s, t) ∈ V ×❘ ×❘ tel que

t − r̄s − c(a, v) ≠ 0 et epih ⊂ epih⟨⟩c̈,4 ⊂ {(u, r) ∈ U ×❘ ∶ t − rs − c(u, v) = 0}.
On en déduit que s = 0 car dom h ≠ ∅. Par conséquent,

t − c(a, v) ≠ 0 et epih ⊂ {(u, r) ∈ U ×❘ ∶ t − c(u, v) = 0},
et particulier dom h ⊂ {u ∈ U ∶ t − c(u, v) = 0}. Donc a ∉ ⟨dom h⟩c,4. �
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2.4.3. Dualité épigraphique

On montre dans cette sous-section que la (c̈, Pi)-épi-régularisée d’une fonction s’in-

terprète comme une biconjugaison pour i = 1,2,3.

Soit le couplage ξp ∶ U × (V ×❘)→❘ défini par

(2.36) ξP (u, (v, r)) ∶= ϑEP
v,r
(u) = { −∞ si r − c(u, v) ∈ P+∞ si r − c(u, v) ∉ P.

On introduit le couplage γP ∶ U × (V ×❘ × {0,1})→❘ défini par

(2.37) γP (u, (v, r, j)) = { c(u, v) si j = 0

ξp(u, (v, r)) si j = 1,

que l’on notera simplement γi si P = Pi pour i = 1,2,3,4. Par définition de γP , toute

fonction γP -élémentaire est soit c-élémentaire, soit ξp-élémentaire.

Théorème 2.4.4. Pour toute fonction h ∶ U →❘, on a :

(2.38) hγP γP =max{hΓc , ϑ⟨dom h⟩c,P } = hΓc + i⟨dom h⟩c,P .

Preuve. D’après le théorème de biconjugaison de Moreau (Remarque 2.2.1), pour

toute fonction h ∶ U →❘, on a

hγP γP = hΓγP =max{hΓc , hΓξP } =max{hΓc , hξP ξP } .
Par ailleurs, pour tout (v, r) ∈ V ×❘, on a

−hξP (v, r) ∶= inf
u∈U
{h(u) − ξP (u, (v, r))}

= inf
u∈U
{h(u) − ϑEP

v,r
(u)}

={ −∞ si dom h ⊄ EP
v,r+∞ si dom h ⊂ EP
v,r.

Donc

hξP (v, r) = { +∞ si dom h ⊄ EP
v,r−∞ si dom h ⊂ EP
v,r,

et par conséquent, pour tout u ∈ U , on a

−hξP ξP (u) = inf
(v,r)∈V ×❘

{hξP (v, r) − ξP (u, (v, r))}
= inf
(v,r)∈V ×❘

{hξP (v, r) − ϑEP
v,r
(u)}

={ −∞ si ∃(v, r) ∈ V ×❘ ∶ u ∉ EP
v,r et dom h ⊂ EP

v,r+∞ sinon

={ −∞ si u ∉ ⟨dom h⟩c,P+∞ sinon .

D’où hξP ξP = ϑ⟨dom h⟩c,P . �
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Théorème 2.4.5. Soit U est un espace vectoriel topologique de dual topologique V

et c la forme bilinéaire standard. Pour tout h ∶ U →❘, on a

(2.39) h⟨⟩c̈,i = hγiγi , pour i = 1,2,3.

Preuve. Rappelons que si U est un espace vectoriel topologique de dual topologique

V et c la forme bilinéaire standard, on a hΓc = hΓĉ = hΓc̃ pour tout h ∶ U → ❘. La

conclusion résulte donc des théorèmes 2.4.1, 2.4.2 et 2.4.4. �

2.5. De la dualité par niveaux à la dualité épigraphique

Á toute fonction h ∶ U →❘, on associe la fonction H ∶ U ×❘→❘ définie par

H(u, t) = h(u) − t, ∀(u, t) ∈ U ×❘.
Observons que pour tout r ∈❘, on a :

(2.40) [H ≤ r] = {(u, t) ∈ U ×❘ ∣ h(u) − t ≤ r} = epi (h − r).
On associe à c̈, le couplage

...
c ∶ (U ×❘ ×❘) × (V ×❘ ×❘)→❘ défini par

(2.41)
...
c ((u, t, t′), (v, s, s′)) ∶= c̈((u, t), (v, s)) + t′s′ = c(u, v) + ts + t′s′,

et on note ⟨⟩...c ,P l’opérateur de fermeture associé.

Théorème 2.5.1. Pour toute fonction h ∶ U → ❘, les assertions suivantes sont

équivalentes :

(1) h est (c̈, P )-épi-régulière,

(2) H est (...c ,P )-épi-régulière,

(3) H est (c̈, P )-régulière par niveaux.

Preuve. (1)Ô⇒ (2). Observons que pour tout (u, t, r) ∈ U ×❘ ×❘, on a :

(2.42) (u, t, r) ∈ epiH ⇐⇒ (u, r + t) ∈ epih.

Soit (ū, t̄, r̄) ∉ epiH. Alors (ū, r̄ + t̄) ∉ epih qui est (c̈, P )-régulière d’après (1). Il

existe (v̄, s̄, s̄′) ∈ V ×❘ ×❘ tel que

s̄′ − s̄(r̄ + t̄) − c(ū, v̄) ∉ P et epih ⊂ {(u, t) ∈ U ×❘ ∶ s̄′ − s̄t − c(u, v̄) ∈ P}.
Par conséquent,

s̄′−...c ((ū, t̄, r̄), (v̄, s̄, s̄)) ∉ P et epiH ⊂ {(u, t, r) ∈ U×❘×❘ ∶ s̄′−...c ((u, t, r), (v̄, s̄, s̄)) ∈ P},
et finalement, (ū, t̄, r̄) ∉ ⟨epiH⟩...c ,P .(2)Ô⇒ (3) résulte immédiatement de la proposition 2.4.2.(3)Ô⇒ (1). D’après (2.40), on a

epih = [H ≤ 0],
qui est un ensemble (c̈, P )-régulier d’après (3). �
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Le théorème 2.5.1 généralise la proposition 4.1 de [73] qui donne le résultat dans le

cas evenly convexe.

2.5.1. Conjugaison associée à l’opérateur de fermeture ⟨.⟩c̈,P
En suivant le schéma de décomposition d’un opérateur de fermeture ([71]), on associe

à l’opérateur de fermeture ⟨.⟩c̈,P , le couplage ωP ∶ (U ×❘) × (V ×❘ ×❘)→❘ défini

par :

(2.43) ωP ((u, t), (v, r, s)) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

0 si s − c̈((u, t), (v, r)) ∉ P
−∞ si s − c̈((u, t), (v, r)) ∈ P.

On notera simplement ωi au lieu de ωPi
pour i ∈ J1; 4K. D’après le théorème 2.3.1,

pour toute fonction k ∶ U ×❘ → ❘, la régularisée par niveaux de k par rapport à

l’opérateur ⟨.⟩c̈,P coïncide avec la biconjuguée de k par rapport au couplage ωP . Le

théorème suivant exprime la (c̈, P )-régularisée par niveaux de H en fonction de la(c̈, P )-épi-régularisée de h pour i = 1,2,3,4.

Théorème 2.5.2. Pour toute fonction h ∶ U →❘, pour tout (u, t) ∈ U ×❘, on a :

Hω1ω1(u, t) = hΓĉ(u) − t + i⟨dom h⟩c,1(u) = h⟨⟩c̈,1(u) − t,(2.44)

Hω2ω2(u, t) = hΓĉ(u) − t + i⟨dom h⟩c,2(u) = h⟨⟩c̈,2(u) − t,(2.45)

Hω3ω3(u, t) = hΓc̃(u) − t + i⟨dom h⟩c,3(u) = h⟨⟩c̈,3(u) − t,(2.46)

Hω4ω4(u, t) =ϑ⟨dom h⟩c,4(u) = h⟨⟩c̈,4(u).(2.47)

Preuve. On procède par un calcul explicite de Hωiωi pour i ∈ J1; 4K. Le résultat est

immédiat si dom h = ∅. On suppose donc que dom h ≠ ∅.

Cas de i = 1. Soit (v, r, s) ∈ V ×❘ ×❘. Par définition, on a :

−Hω1(v, r, s) = inf
u∈U
t∈ ❘

{h(u) − t ∣ s − tr − c(u, v) < 0}
= inf

u∈U
{h(u) − sup

t∈❘
{t ∣ tr > s − c(u, v)}} .

Par ailleurs,

sup
t∈❘
{t ∣ tr > s − c(u, v)} =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

s − c(u, v)
r

si r < 0

+∞ si r > 0+∞ si r = 0 et c(u, v) > s−∞ si r = 0 et c(u, v) ≤ s.
On en déduit que :

• Si r < 0 alors −Hω1(v, r, s) = inf
u∈U
{h(u) − s

r
+ 1

r
c(u, v)} = − s

r
− hĉ (v,−1

r
).

• Si r > 0 alors −Hω1(v, r, s) = inf
u∈U
{h(u) −∞} = −∞ car dom h ≠ ∅.
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• −Hω1(v,0, s) = { +∞ si dom h ⊂ [c(., v) ≤ s]−∞ si dom h ⊄ [c(., v) ≤ s].
Par conséquent,

Hω1(v, r, s) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

s
r
+ hĉ(v,−1

r
) si r < 0+∞ si r > 0−∞ si r = 0 et dom h ⊂ [c(., v) ≤ s]+∞ si r = 0 et dom h ⊄ [c(., v) ≤ s].

Ainsi, pour tout (u, t) ∈ U ×❘, on a :

−Hω1ω1(u, t) = inf
v∈V

(r,s)∈❘2

{Hω1(v, r, s) ∣ c(u, v) + tr > s}
= min (k(u, t), g(u)) ,

où

k(u, t) ∶= inf
v∈V
r∈❘⋆−
s∈❘

{s
r
+ hĉ (v,−1

r
) ∣ c(u, v) + tr > s}

= inf
v∈V
r′∈❘⋆−
s′∈❘

{s′ + hĉ (v,−r′) ∣ r′c(u, v) + t < s′}
= inf

v∈V
r′∈❘⋆−

{hĉ (v,−r′) + r′c(u, v) + t}
= inf

v∈V
s∈❘⋆+

{hĉ (v, r) − rc(u, v)} + t
= t − hĉĉ(u),

et

g(u) ∶= inf
v∈V
s∈❘

{Hω1(v,0, s) ∣ c(u, v) > s}
={ −∞ si ∃(v, s) ∈ V ×❘ ∶ u ∉ EP1

v,s et dom h ⊂ EP1

v,s+∞ sinon

={ −∞ si u ∉ ⟨dom h⟩c,1+∞ si u ∈ ⟨dom h⟩c,1
= − ϑ⟨dom h⟩c,1(u).

Il en résulte que

Hω1ω1(u, t) =max{hĉĉ(u) − t, ϑ⟨dom h⟩c,1(u)}
= hΓĉ(u) − t + i⟨dom h⟩c,1(u)
=h⟨⟩c̈,1(u) − t d’après le théorème 2.4.1.
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Cas de i = 2. Soit (v, r, s) ∈ V ×❘ ×❘. Par définition, on a :

−Hω2(v, r, s) = inf
u∈U
t∈ ❘

{h(u) − t ∣ s − tr − c(u, v) ≤ 0}
= inf

u∈U
{h(u) − sup

t∈❘
{t ∣ tr ≥ s − c(u, v)}} .

Par ailleurs,

sup
t∈❘
{t ∣ tr ≥ s − c(u, v)} =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

s − c(u, v)
r

si r < 0

+∞ si r > 0+∞ si r = 0 et c(u, v) ≥ s−∞ si r = 0 et c(u, v) < s.
On en déduit que :

• Si r < 0 alors −Hω2(v, r, s) = inf
u∈U
{h(u) − s

r
+ 1

r
c(u, v)} = − s

r
− hĉ (v,−1

r
).

• Si r > 0 alors −Hω2(v, r, s) = inf
u∈U
{h(u) −∞} = −∞ car dom h ≠ ∅.

• −Hω2(v,0, s) = { +∞ si dom h ⊂ [c(., v) < s]−∞ si dom h ⊄ [c(., v) < s].
Par conséquent,

Hω2(v, r, s) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

s
r
+ hĉ(v,−1

r
) si r < 0+∞ si r > 0−∞ si r = 0 et dom h ⊂ [c(., v) < s]+∞ si r = 0 et dom h ⊄ [c(., v) < s].

Ainsi, pour tout (u, t) ∈ U ×❘, on a :

−Hω2ω2(u, t) = inf
v∈V

(r,s)∈❘2

{Hω1(v, r, s) ∣ c(u, v) + tr ≥ s}
= min (k(u, t), g(u))

où

k(u, t) ∶= inf
v∈V
r∈❘⋆−
s∈❘

{s
r
+ hĉ (v,−1

r
) ∣ c(u, v) + tr ≥ s}

= inf
v∈V
r′∈❘⋆−
s′∈❘

{s′ + hĉ (v,−r′) ∣ r′c(u, v) + t ≤ s′}
= inf

v∈V
r′∈❘⋆−

{hĉ (v,−r′) + r′c(u, v) + t}
= inf

v∈V
s∈❘⋆+

{hĉ (v, r) − rc(u, v)} + t
= t − hĉĉ(u),

et

40



g(u) ∶= inf
v∈V
s∈❘

{Hω2(v,0, s) ∣ c(u, v) ≥ s}
={ −∞ si ∃(v, s) ∈ V ×❘ ∶ u ∉ EP2

v,s et dom h ⊂ EP2

v,s+∞ sinon

={ −∞ si u ∉ ⟨dom h⟩c,2+∞ si u ∈ ⟨dom h⟩c,2
= − ϑ⟨dom h⟩c,2(u).

Il en résulte que

Hω2ω2(u, t) =max{hĉĉ(u) − t, ϑ⟨dom h⟩c,2(u)}
= hΓĉ(u) − t + i⟨dom h⟩c,2(u)
=h⟨⟩c̈,2(u) − t d’après le théorème 2.4.1.

Cas de i = 3. Soit (v, r, s) ∈ V ×❘ ×❘. Par définition, on a :

−Hω3(v, r, s) = inf
u∈U
t∈ ❘

{h(u) − t ∣ s − tr − c(u, v) = 0}
= inf

u∈U
{h(u) − sup

t∈❘
{t ∣ tr = s − c(u, v)}} .

Par ailleurs,

sup
t∈❘
{t ∣ tr = s − c(u, v)} =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

s − c(u, v)
r

si r ≠ 0

+∞ si r = 0 et c(u, v) = s−∞ si r = 0 et c(u, v) /= s.
On en déduit que :

• Si r ≠ 0 alors −Hω3(v, r, s) = inf
u∈U
{h(u) − s

r
+ 1

r
c(u, v)} = − s

r
− hc̃ (v,−1

r
).

• −Hω3(v,0, s) = { +∞ si dom h ⊂ [c(., v) ≠ s]−∞ si dom h ⊄ [c(., v) ≠ s].
Par conséquent,

Hω3(v, r, s) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

s
r
+ hc̃(v,−1

r
) si r ≠ 0−∞ si r = 0 et dom h ⊂ [c(., v) ≠ s]+∞ si r = 0 et dom h ⊄ [c(., v) ≠ s].

Ainsi, pour tout (u, t) ∈ U ×❘, on a :

−Hω3ω3(u, t) = inf
v∈V

(r,s)∈❘2

{Hω3(v, r, s) ∣ c̈((u, t), (v, r)) = s}
= min (k(u, t), g(u)) ,
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où

k(u, t) ∶= inf
v∈V
r∈❘⋆
s∈❘

{s
r
+ hc̃ (v,−1

r
) ∣ c(u, v) + tr = s}

= inf
v∈V
r′∈❘⋆

s′∈❘

{s′ + hc̃ (v,−r′) ∣ r′c(u, v) + t = s′}
= inf

v∈V
r′∈❘⋆

{hc̃ (v,−r′) + r′c(u, v) + t}
= inf

v∈V
s∈❘⋆

{hc̃ (v, r) − rc(u, v)} + t
= t − hc̃c̃(u),

et

g(u) ∶= inf
v∈V
s∈❘

{Hω3(v,0, s) ∣ c(u, v) = s}
={ −∞ si ∃(v, s) ∈ V ×❘ ∶ u ∉ EP3

v,s et dom h ⊂ EP3

v,s+∞ sinon

={ −∞ si u ∉ ⟨dom h⟩c,3+∞ si u ∈ ⟨dom h⟩c,3
= − ϑ⟨dom h⟩c,3(u).

Il en résulte que

Hω3ω3(u, t) =max{hc̃c̃(u) − t, ϑ⟨dom h⟩c,3(u)}
= hΓc̃(u) − t + i⟨dom h⟩c,3(u)
=h⟨⟩c̈,3(u) − t d’après le théorème 2.4.2.

Cas de i = 4. Soit (v, r, s) ∈ V ×❘ ×❘. Par définition, on a :

−Hω4(v, r, s) = inf
u∈U
t∈ ❘

{h(u) − t ∣ s − tr − c(u, v) ≠ 0}
= inf

u∈U
{h(u) − sup

t∈❘
{t ∣ tr ≠ s − c(u, v)}} .

Par ailleurs,

sup
t∈❘
{t ∣ tr ≠ s − c(u, v)} =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
+∞ si r ≠ 0−∞ si r = 0 et c(u, v) = s+∞ si r = 0 et c(u, v) /= s.

Donc

−Hω4(v, r, s) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
−∞ si r ≠ 0+∞ si r = 0 et dom h ⊂ [c(., v) = s]−∞ si r = 0 et dom h ⊄ [c(., v) = s],
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Hω4(v, r, s) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
+∞ si r ≠ 0−∞ si r = 0 et dom h ⊂ [c(., v) = s]+∞ si r = 0 et dom h ⊄ [c(., v) = s].

Ainsi, pour tout (u, t) ∈ U ×❘, on a :

−Hω4ω4(u, t) = inf
v∈V
s∈❘

{Hω4(v,0, s) ∣ s ≠ c(u, v)}
={ −∞ si ∃(v, s) ∈ V ×❘ ∶ dom h ⊂ [c(., v) = s] et c(u, v) ≠ s+∞ sinon

={ −∞ si u ∉ ⟨dom h⟩c,4+∞ sinon

= − ϑ⟨dom h⟩c,4 .

Il en résulte que

Hω4ω4(u, t) = ϑ⟨dom h⟩c,4 = h
⟨⟩c̈,4(u) d’après le théorème 2.4.3.

�

2.5.2. Autres expressions de h⟨⟩c̈,i, pour i = 1,2,3,4

Proposition 2.5.1. Soit i ∈ {1,2,3,4}. Pour tout h ∶ U →❘ et pour tout a ∈ U , on

a

h⟨⟩c̈,i(a) = sup{t ∈❘ ∣ (a, t) ∉ ⟨epih⟩c̈,i}.
Preuve. Soit t̄ < h⟨⟩c̈,i(a). Alors (a, t̄) ∉ ⟨epih⟩c̈,i d’après la proposition 2.4.4 . Par

conséquent

t̄ ≤ sup{t ∈❘ ∣ (a, t) ∉ ⟨epih⟩c̈,i},
donc

h⟨⟩c̈,i(a) ≤ sup{t ∈❘ ∣ (a, t) ∉ ⟨epih⟩c̈,i}.
Par ailleurs, d’après le théorème 2.5.2, on a

(2.48) Hωiωi(u, t) = h⟨⟩c̈,i(u) − t, ∀(a, t̄) ∈ U ×❘.
Soit t̄ ∈ {t ∈ ❘ ∣ (a, t) ∉ ⟨epih⟩c̈,i}. Alors (a, t̄) ∉ ⟨epih⟩c̈,i . Donc, d’après la

proposition 2.2.2 , il existe (v, s, r) ∈ V ×❘ ×❘ tel que

(a, t̄) ∉ ËPi

v,s,t et epih ⊂ ËPi

v,s,t.

Par conséquent,

sup
(a,t̄)∉Ë

Pi
v,s,t

inf
(u,t)∉Ë

Pi
v,s,t

h(u) − t ≥ 0.
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Or

sup
(a,t̄)∉Ë

Pi
v,s,t

inf
(u,t)∉Ë

Pi
v,s,t

h(u) − t ≥ 0Ô⇒Hωiωi(a, t̄) ≥ 0
Ô⇒ h⟨⟩c̈,i(a) ≥ t̄, d’après (2.48).

D’où h⟨⟩c̈,i(a) ≥ sup{t ∈❘ ∣ (a, t) ∉ ⟨epih⟩c̈,i}. �

Remarque 2.5.1. On peut vérifier sans peine que pour tout i ∈ {1,2,3,4}, pour

toute fonction h ∶ U →❘, on a

(2.49) h⟨⟩c̈,i(a) = inf{t ∈❘ ∣ (a, t) ∈ ⟨epih⟩c̈,i}, ∀a ∈ U.
2.6. Application à un problème d’optimisation : dualité par niveaux

Considérons le problème de minimisation suivant :

(P) Minimiser f(x), x ∈X,

où X est un ensemble non vide et f ∶X →❘ ∪ {+∞} est une fonction numérique.

2.6.1. Dualité perturbationnelle par niveaux

On se donne une fonction F ∶X ×U →❘ vérifiant

(2.50) ∃ a ∈ U ∶ F (., a) = f(.).
On associe à la fonction F la fonction valeur h ∶ U →❘ définie par

(2.51) h(u) = inf
x∈X

F (x, u).
On note α la valeur optimale du problème (P), c’est-à-dire α = inf

X
f , on a

(2.52) h(a) = α.
Considérons le couplage c ∶ U × V → ❘, l’ensemble P ⊂ ❘ et la polarité ∆c,P co-

respondant que l’on notera simplement ∆. Le problème dual (D) du problème (P)

associé à la perturbation F et à la polarité ∆ est donné par ([71]) :

(D) Maximiser − h∆(v, r), a ∉ EP
v,r.

Notons β, la valeur optimale du dual. On a par définition

(2.53) −∞ ≤ β ∶= sup(D) = h∆∆∗(a) ≤ h(a) =∶ α = inf(P) ≤ +∞.
Ainsi, la dualité faible est vérifiée, c’est-à-dire que la valeur optimale du dual est

inférieure ou égale à celle du primal. Le théorème suivant donne une condition

nécessaire et suffisante qui garantit la dualité forte c’est-dire l’égalité entre α et

β et le dual admet au moins une solution.

Théorème 2.6.1. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) inf(P) =max(D),
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(2) a ∉ ⟨[h < α]⟩c,P .

Preuve. (1)Ô⇒ (2). D’après (1), il existe (v̄, r̄) ∈ V ×❘ tel que

r̄ − c(a, v̄) ∉ P et α = h(a) = −h∆(v̄, r̄) ∶= inf
u∉EP

v̄,r̄

h(u).
On en déduit que [h < α] ⊂ EP

v̄,r̄. D’où a ∉ ⟨[h < α]⟩c,P d’après la proposition 2.2.2.

(2)Ô⇒ (1). D’après (1) et la proposition 2.2.2, il existe (v̄, r̄) ∈ V ×❘ tel que

a ∉ EP
v̄,r̄ et [h < α] ⊂ EP

v̄,r̄.

Il en résulte que

inf
u∉EP

v̄,r̄

h(u) ≥ α ≥ β.
Or

β ∶= sup
a∉EP

v,r

−h∆(v, r) = sup
a∉EP

v,r

inf
u∉EP

v,r

h(u).
Donc

β ≥ inf
u∉EP

v̄,r̄

h(u) = −h∆(v̄, r̄) ≥ α ≥ β.
D’où β = −h∆(v̄, r̄) = α. �

2.6.2. Application à la dualité evenly

quasi-convexe([23],[51],[58],[59],[72])

On suppose que X et U sont deux espaces vectoriels topologiques, V = U∗ le dual

topologique de U , c = ⟨, ⟩ le couplage bilinéaire standard entre U et U∗.

Corollaire 2.6.1. On suppose que la fonction F ∶ X × U → ❘ est quasi-convexe et

pour tout x ∈X, F (x, .) ∶ U →❘ est semi-continue supérieurement. On a

inf(P) = max
u∗∈U∗

inf
(x,u)∈X×U
⟨u−a,u∗⟩≥0

F (x, u).
Preuve. La fonction h est quasi-convexe et semi-continue supérieurement puisque F

est quasi-convexe et pour tout x ∈X, F (x, .) est semi-continue supérieurement. Par

conséquent [h < α] est un convexe ouvert donc evenly convexe. Comme a ∉ [h < α],
il résulte du théorème 2.6.1 (avec P =❘⋆+) que

inf(P) =max(D) = max
r−⟨a,u∗⟩≤0

inf
r−⟨u,u∗⟩≤0

h(u) = max
u∗∈U∗

inf
⟨u,u∗⟩≥⟨a,u∗⟩

h(u),
où la dernière égalité résulte du fait que pour tout u∗ ∈ U∗, la fonction ku∗ ∶ ❘ → ❘
définie par

ku∗(r) = inf
r−⟨u,u∗⟩≤0

h(u)
est croissante. �
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Corollaire 2.6.2. On suppose que la fonction F ∶ X × U → ❘ est quasi-convexe et

pour tout x ∈X, F (x, .) ∶ U →❘ est semi-continue supérieurement. On a

inf(P) = max
u∗∈U∗

inf
(x,u)∈X×U
⟨u−a,u∗⟩=0

F (x, u)
Preuve. Avec ses hypothèses, on sait que [h < α] est un convexe ouvert donc(⟨⟩,❘⋆)-régulier. Puisque a ∉ [h < α], il résulte du théorème 2.6.1 que

inf(P) =max(D)
= max
(u∗,r)∈U∗×❘
⟨a,u∗⟩ = r

inf
u∈U

⟨u,u∗⟩=r

h(u)
=max

u∗∈U∗
max
r∈❘

⟨a,u∗⟩=r

inf
u∈U

⟨u,u∗⟩=r

h(u)
=max

u∗∈U∗
inf
u∈U

⟨u−a,u∗⟩=0

h(u)
=max

u∗∈U∗
inf

(x,u)∈X×U
⟨u−a,u∗⟩=0

F (x, u) par définition de h.

�
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Chapitre 3

Dualité en optimisation convexe conique à données

incertaines

Notons que ce chapitre fait l’objet d’un papier accepté pour publication dans pacific

journal of optimization ([3]).

3.1. Introduction

Considérons le problème de programmation convexe conique incertain suivant :

(P ) inf
x
f(x) s.l.c. gu(x) ∈ −S,

où u désigne le paramètre incertain appartenant à U l’ensemble des incertitudes,

X et Y sont deux espaces vectoriels topologiques localement convexes et séparés,

f ∶ X → ❘ une fonction convexe propre semi-continue inférieurement, S ⊂ Y , un

cône convexe fermé non vide, et pour tout u ∈ U , la fonction gu ∶ dom gu ⊂ X → Y

est S-convexe fermée par niveaux ou par épigraphe.

Au problème (P ) est associée sa contrepartie robuste ([7],[8],[10],...) définie par :

(RP ) inf
x
f(x) s.l.c. gu(x) ∈ −S , ∀u ∈ U.

On appelle valeur robuste, la valeur du problème (RP ) c’est-à-dire inf(RP ).
Étant donnée u ∈ U , (Pu) désigne l’occurrence correspondante du problème (P ) :

(Pu) inf
x
f(x) s.l.c. gu(x) ∈ −S.

On considère le problème qui consiste à maximiser sur U , la fonction valeur des

problèmes (Pu) :

(Q) sup
u

inf
x
{f(x) s.l.c. gu(x) ∈ −S} s.l.c. u ∈ U,

et on appelle pire valeur du problème incertain (P ), la valeur du problème (Q),
c’est-à-dire sup(Q).
Nous allons montrer que sup(Q) ≤ inf(RP ) puis donner un exemple dans lequel

l’inégalité est stricte (Proposition 3.3.1 et Exemple 3.3.1).

L’objectif de ce travail est d’établir une condition nécessaire et suffisante afin d’obte-

nir l’égalité entre la valeur robuste et la pire valeur du problème incertain (P ) avec

exactitude de la pire valeur. Le chapitre est organisé comme suit. La section 3.2 pré-

sente quelques éléments d’analyse convexe que nous allons utiliser par la suite. Dans
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la section 3.3, on formule une condition nécessaire et suffisante pour obtenir l’égalité

entre la valeur robuste et la pire valeur avec exactitude de la pire valeur (Théorème

3.3.1, Corollaire 3.3.1, Corollaire 3.3.2, Corollaire 3.3.3). Dans la section 3.4 on s’in-

teresse au dual optimiste (ODP ) de (P ). On montre que sup(ODP ) ≤ sup(Q) (Pro-

position 3.4.1) et on donne une condition permettant d’obtenir sup(ODP ) = sup(Q)
(Proposition 3.4.3). Dans le cas où la dualité robuste forte est vérifiée, on obtient

inf(RP ) = max(Q) (Proposition 3.4.2). Inversement, on établit la dualité robuste

forte (Théorème 3.4.1) à partir de nos résultats précédents en utilisant un principe

de dualité en optimisation convexe. Finalement, on compare notre corollaire 3.4.1

au corollaire 3.1 de [49] (Remarque 3.4.4 et Proposition 3.4.4).

3.2. Rappels d’analyse convexe

Dans cette section, on rappelle quelques éléments d’analyse convexe qui nous se-

ront utiles dans la suite de ce chapitre. Soient X un ❘–espace vectoriel topolo-

gique localement convexe et séparé de dual topologique X∗ et ⟨, ⟩ la forme bili-

néaire standard de dualité entre X et X∗. Étant donné une fonction h ∶ X → ❘,

on note par dom h ∶= {x ∈ X ∣ h(x) < +∞} le domaine effectif de h. On dira

que h est propre si dom h /= ∅ et −∞ ∉ h(X). L’épigraphe de h est l’ensemble

epih ∶= {(x, t) ∈ X ×❘ ∣ h(x) ≤ t}. Rappelons que h est convexe si et seulement

si epih est convexe, h est semi-continue inférieurement si et seulement si epih est

fermé. L’ensemble de toutes les fonctions convexes propres semi-continues inférieu-

rement à valeurs réelles étendues définies sur X est noté Γ(X).
La conjuguée de Legendre-Fenchel de h ∶X →❘ est la fonction h∗ ∶X∗ →❘ définie

par

h∗(x∗) ∶= sup
x∈X
{⟨x, x∗⟩ − h(x)},

qui est convexe et semi-continue inférieurement pour la topologie faible–∗. La bi-

conjuguée de h est définie sur X à valeurs dans ❘ par

h∗∗(x) ∶= sup
x∗∈X∗

{⟨x, x∗⟩ − h∗(x∗)}.
Il est clair que h ≥ h∗∗, et que h∗∗ est une fonction convexe semi-continue inférieu-

rement. Si h est convexe propre semi-continue inférieurement alors h = h∗∗.

Propriété 3.2.1. Pour toute famille de fonctions (hi)i∈I , définies de X à valeurs

dans ❘, on a

(inf
i∈I
hi)∗ = sup

i∈I
h∗i .
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Étant donné un sous-ensemble A deX, on note par iA ∶X →❘ la fonction indicatrice

de A définie par :

iA(x) = { 0 si x ∈ A+∞ si x ∈X ∖A,
σA = i

∗
A la fonction support de A, convA l’enveloppe convexe de A, A la fermeture

de A et convA l’enveloppe convexe fermée de A. Sur l’espace X∗, on considère

uniquement la topologie faible–∗, et pour tout B ⊂ X∗, on note simplement B la

fermeture de B pour la topologie faible–∗.
Étant donné A et B deux sous-ensembles de X, on dit que A est fermé par rapport

à B si A ∩B = A ∩B ([13]). De manière analogue, on dit que A est convexe fermé

par rapport à B si convA ∩B = A ∩B ([34]).

Étant donné E ⊂ ❘, on écrit minA (resp. maxA) au lieu de infA (resp. supA)

lorsque que l’infimum (resp. le supremum) est atteint, dans ce cas, on dit qu’il est

exact.

Lemme 3.2.1 ([15]). Pour toutes h1, h2 ∈ Γ(X) telles que dom h1∩dom h2 ≠ ∅, on

a :

(3.1) epi (h1 + h2)∗ = (epih∗1 + epih∗2).
Lemme 3.2.2 ([13]). Soit (hi)i∈I ⊂ Γ(X), avec I un ensemble quelconque d’indices.

Supposons qu’il existe x ∈X tel que sup
i∈I

hi(x) < +∞ . Alors

(3.2) epi ( sup
i∈I

hi)∗ = conv(⋃
i∈I

epih∗i ).
Les fermetures dans (3.1) et (3.2) sont prises par rapport à la topologie produit de

la topologie faible–∗ sur X∗ et de la topologie usuelle de ❘. De plus, si, h1 est finie

et continue en un point de dom h2, alors la fermeture n’est pas nécessaire dans (3.1)

d’après le théorème de Moreau-Rockafellar ([60] Théorème 3).

Soit Y un autre espace vectoriel topologique localement convexe séparé et S ⊂ Y un

cône convexe fermé non vide. Le S-épigraphe d’une fonction g ∶ dom g ⊂ X → Y est

l’ensemble

epiSg ∶= {(x, y) ∈ dom g × Y ∶ y − g(x) ∈ S},
et la S−tranche de niveau y ∈ Y est l’ensemble

[g ≤S y] ∶= {x ∈ dom g ∶ y − g(x) ∈ S}.
En particulier,

[g ≤S 0Y ] = {x ∈ dom g ∶ g(x) ∈ −S} =∶ g−1(−S).
Il existe dans la littérature plusieurs notions de semi-continuité inférieure des fonc-

tions de type g ([1], [22],[27],[50], [57], ...). Nous utilisons ici celles qui dépendent
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du S-épigraphe ou des S-tranches. On dira que g est S-épi-convexe fermée (ou S-

convexe fermée par épigraphe) si epiSg est convexe et fermé, et g est S-convexe

fermée par niveaux si [g ≤S y] est convexe et fermé pour tout y ∈ Y . Il est clair que

toute fonction S-épi-convexe fermée est S-convexe fermée par niveaux.

On note

S+ ∶= {λ ∈ Y ∗ ∶ ⟨y, λ⟩ ≥ 0 , ∀y ∈ S},
le cône polaire positif de S. Étant donné λ ∈ S+, on note λg ∶ X → ❘ la fonction

définie par :

λg(x) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
⟨g(x), λ⟩ si x ∈ dom g

+∞ si x ∉ dom g.

Si g est définie sur tout l’espace X alors λg est la composée de λ par g notée

habituellement par λ ○ g.
Considérons l’ensemble Kg défini par

Kg ∶= ⋃
λ∈S+

epi (λg)∗,
que l’on peut voir comme le cône caractéristique du système d’inéquations

(3.3) {x ∈ dom g ∶ ⟨g(x), λ⟩ ≤ 0, ∀λ ∈ S+},
selon la terminologie utilisée dans [40]. Notons que sans aucune hypothèse de convexité

sur g, l’ensembleKg est toujours un cône convexe. Plus précisément, on a la propriété

suivante :

Propriété 3.2.2. Pour toute fonction g ∶ dom g ⊂ X → Y tel que g−1(−S) ≠ ∅, on

a :

(1) ig−1(−S) = sup
λ∈S+
(λg),

(2) Kg est un cône convexe.

Preuve. Montrons (1). Soit x ∈ X. Si x ∈ g−1(−S) alors ⟨g(x), λ⟩ ≤ 0 pour tout

λ ∈ S+, et comme 0Y ∗ ∈ S+, on en déduit que

sup
λ∈S+
(λg(x)) = 0.

Si x ∉ g−1(−S) alors g(x) ∉ −S qui est un convexe fermé. D’après le théorème de

séparation de Hahn-Banach, il existe (y∗, r) ∈ Y ∗ ×❘ tel que ⟨y, y∗⟩ < r < ⟨g(x), y∗⟩
pour tout y ∈ −S. Puisque 0Y ∈ S, il en résulte que r > 0 et donc y∗ ∈ S+. Donc

sup
λ∈S+
(λg(x)) ≥< ⟨g(x), ny∗⟩ > 0,∀n ≥ 1.

Par conséquent

sup
λ∈S+
(λg(x)) ≥ lim

n→+∞
⟨g(x), ny∗⟩ = +∞,
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d’où sup
λ∈S+
(λg(x)) = +∞.

Montrons (2). Montrons d’abord que Kg est un cône. Soit (x∗, r) ∈ Kg et t > 0. Il

existe λ ∈ S+ tel que (λg)∗(x∗) ≤ r et on a

(tλg)∗(tx∗) = sup
x∈X
{⟨x, tx∗⟩ − tλg(x)} = t sup

x∈X
{⟨x, x∗⟩ − λg(x)} = t(λg)∗(x∗) ≤ tr.

Donc t(x∗, r) ∈ epi (tλg)∗ ⊂Kg. Montrons maintenant que Kg est convexe.

Soit (x∗i , ri) ∈Kg, i = 1,2. On doit montrer que (x∗1+x∗2, r1+r2) ∈Kg. Il existe λi ∈ S+

tel que (x∗i , ri) ∈ epi (λig)∗. Pour tout x ∈ dom g, on a

⟨x, x∗1 + x∗2⟩ − ⟨g(x), λ1 + λ2⟩ =⟨x, x∗1⟩ − ⟨g(x), λ1⟩ + ⟨x, x∗2⟩ − ⟨g(x), λ2⟩
≤(λ1g)∗(x∗1) + (λ2g)∗(x∗2)
≤ r1 + r2.

En passant au sup sur dom g, on obtient ((λ1 + λ2)g)∗(x∗1 + x∗2) ≤ r1 + r2, et donc

(x∗1 + x∗2 , r1 + r2) ∈ epi ((λ1 + λ2)g)∗ ⊂Kg.

�

En présence d’hypothèse de convexité sur g, on a :

Proposition 3.2.1. Pour toute fonction S-épi-convexe fermée g ∶ dom g ⊂ X → Y

tel que g−1(−S) ≠ ∅, on a

(3.4) epiσg−1(−S) =Kg.

Preuve. Introduisons la fonction H ∶X × Y →❘ ∪ {+∞} définie par

H(x, y) = iepiSg
(x,−y).

Soit (x∗, λ) ∈X∗ × Y ∗. On a :

H∗(x∗, λ) = sup
x∈X
y∈Y

{⟨x, x∗⟩ + ⟨y, λ⟩ − iepiSg
(x,−y)}

= sup
x∈X
{⟨x, x∗⟩ + sup

−y−g(x)∈S

⟨y, λ⟩}
= sup

x∈X
{⟨x, x∗⟩ − ⟨g(x), λ⟩ − inf

y∈S
⟨y, λ⟩}

H∗(x∗, λ) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
(λg)∗(x∗) si λ ∈ S+

+∞ sinon .
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Puisque g est S-épi-convexe fermée et g−1(−S) ≠ ∅ alors H ∈ Γ(X ×Y ). En particu-

lier, pour tout x ∈X, on a

H(x,0Y ) =H∗∗(x,0Y )
= sup

x∗∈X∗

λ∈Y ∗

{⟨x, x∗⟩ − ⟨0Y , λ⟩ −H∗(x∗, λ)}
= sup

x∗∈X∗

λ∈S+

{⟨x, x∗⟩ − (λg)∗(x∗)}
= sup

λ∈S+
{ sup

x∗∈X∗
{⟨x, x∗⟩ − (λg)∗(x∗)}}

= sup
λ∈S+
(λg)∗∗(x).

D’autre part, pour tout x ∈X, on a

H(x,0Y ) = iepi Sg
(x,0Y ) = ig−1(−S)(x).

Donc ig−1(−S) = sup
λ∈S+
(λg)∗∗, et comme g−1(−S) ≠ ∅, d’après (3.2), on a

epi σg−1(−S) = conv( ⋃
λ∈S+

epi (λg)∗∗∗) = conv( ⋃
λ∈S+

epi (λg)∗) =Kg,

où la dernière égalité résulte de la propriété 3.2.2 (2) et de la définition de Kg. �

Remarque 3.2.1. Malgré le fait que ig−1(−S) = sup
λ∈S+
(λg), on ne peut pas appliquer

directement le lemme 3.2 à la fonction ig−1(−S) pour obtenir (3.4). La raison est

que λg n’est pas nécessairement semi-continue inférieurement même si g est S-

épi-convexe fermée. En effet, si g est une fonction S-épi-convexe fermée dont le

domaine effectif n’est pas fermé, alors pour λ = 0Y ∗, on a λg = idom g qui n’est pas

semi-continue inférieurement.

3.3. Pire valeur versus valeur robuste

Dans cette section, nous donnons une condition nécessaire et suffisante permettant

d’obtenir l’égalité entre la pire valeur et la valeur robuste du problème incertain (P )
avec exactitude de la pire valeur :

(3.5) inf(RP ) =max
u∈U

inf(Pu).
Pour tout u ∈ U , on désigne par Fu, l’ensemble des solutions réalisables de (Pu) :

Fu ∶= {x ∈ dom gu ∶ gu(x) ∈ −S}.
On note F l’ensemble des solutions réalisables de (RP ) :

F ∶= {x ∈X ∶ x ∈ dom gu et gu(x) ∈ −S , ∀u ∈ U} = ⋂
u∈U

Fu,
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et on définit la fonction p ∶X →❘ par

p(x) ∶= sup
u∈U
(f(x) + iFu

(x)) = f(x) + sup
u∈U

iFu
(x) = f(x) + iF (x).

On a

dom p = F ∩ dom f et inf
x∈X

p(x) = inf(RP ).
Proposition 3.3.1. On a toujours

(3.6) sup(Q) ≤ inf(RP ).
Preuve.

sup(Q) = sup
u∈U

inf(Pu) = sup
u∈U

inf
x∈X
(f + iFu

)(x) ≤ inf
x∈X

sup
u∈U
(f + iFu

)(x) = inf(RP ).
�

L’exemple suivant montre que l’inégalité (3.6) peut être stricte même si f est linéaire,

l’ensemble U est fini et inf(RP ) est atteint.

Exemple 3.3.1. Considérons le problème convexe conique incertain suivant :

(P) Minimiser x1 + x2 s.l.c. 1
2
[(2 − u1)x21 + (1 + u2)x22] ≤ 1,

où (u1, u2) = (1,2) ou (u1, u2) = (12 ,1). Dans cet exemple, on a :

X =❘2, f(x1, x2) = x1 + x2, Y =❘, S =❘+, U = {(1,2), (1
2
,1)} ,

gu(x1, x2) = 1
2
[(2 − u1)x21 + (1 + u2)x22] − 1.

Pour tout u ∈ U , (Pu) est un programme convexe vérifiant la condition de qua-

lification de Slater. En résolvant le système d’optimalité de Karush-Kuhn-Tucker

correspondant, on obtient

min(Pu) = −
√

2( 1

2 − u1 + 1

1 + u2) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
−√8

3
si u = (1,2)

−√7
3

si u = (1
2
,1).

Donc

max(Q) = −
√

7

3
.

D’autre part, la contrepartie robuste de (P ) est donnée par

(RP) Minimiser x1 + x2 s.l.c.

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
x21 + 3x22 ≤ 2
3x21 + 4x22 ≤ 4.(RP ) est un programme convexe vérifiant la condition de qualification de Slater. En

résolvant le système d’optimalité de Karush-Kuhn-Tucker correspondant, on obtient

min(RP ) = −2 +√2√
5
> −
√

7

3
=max(Q).
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Considérons « l’opposé » du problème (Q) :

(-Q) inf
u

sup{−f(x) s.l.c gu(x) ∈ −S} s.l.c u ∈ U.
Une perturbation de la fonction objective de (−Q) par l’addition d’une forme linéaire

continue permet de définir une fonction q ∶X∗ →❘ par

q(x∗) ∶= inf
u∈U

sup
x∈Fu

{⟨x, x∗⟩ − f(x)} = inf
u∈U
(f + iFu

)∗ (x∗).
D’après la propriété 3.2.1, on a

q∗ = sup
u∈U
(f + iFu

)∗∗ ≤ sup
u∈U
(f + iFu

) = p,
donc

(3.7) p∗ ≤ q∗∗ ≤ q.

Introduisons la condition de qualification suivante :

(CQ)

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
f ∈ Γ(X)
F ∩ dom f /= ∅ (c’est-à-dire inf(RP ) < +∞)
gu est S-convexe fermée par niveaux, ∀u ∈ U.

Lemme 3.3.1. Supposons que (CQ) est vérifiée. Alors

(3.8) epi p∗ = conv( ⋃
u∈U

epi (f + iFu
)∗).

Preuve. Si la condition (CQ) est vérifiée alors f + iFu
∈ Γ(X) pour tout u ∈ U , et

on a

q∗ = sup
u∈U
(f + iFu

)∗∗ = sup
u∈U
(f + iFu

) = p.
donc q∗∗ = p∗ et dom q∗ = F ∩ dom f ≠ ∅. On applique le lemme 3.2 à la fonction

q∗ = p pour terminer. �

Théorème 3.3.1. Supposons que (CQ) est vérifiée. Alors pour tout x∗ ∈ X∗, les

affirmations suivantes sont équivalentes :

(1) p∗(x∗) =min
u∈U

sup
x∈Fu

{⟨x, x∗⟩ − f(x)},
(2) ⋃

u∈U

epi (f + iFu
)∗ est convexe fermé par rapport à {x∗} ×❘.

Preuve. Puisque dom p ≠ ∅, la fonction p∗ ne prend pas la valeur −∞. Soit x∗ ∈X∗.

On considère d’abord le cas où p∗(x∗) = +∞. Comme p∗ ≤ q, on a q(x∗) = +∞ et (1)

est vérifiée. D’autre part, d’après le lemme 3.3.1, on a

conv(⋃
u∈U

epi (f + iFu
)∗)⋂({x∗} ×❘) = epi p∗⋂({x∗} ×❘) = ∅, d’où (2).

Par conséquent, si p∗(x∗) = +∞ alors (1) et (2) sont toutes les deux vérifiées.

On suppose maintenant que p∗(x∗) ∈❘.
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Montrons que (2)Ô⇒ (1). D’après le lemme 3.3.1,

(x∗, p∗(x∗)) ∈ epi p∗⋂({x∗} ×❘) = conv(⋃
u∈U

epi (f + iFu
)∗)⋂({x∗} ×❘).

Donc, d’après (2),

(x∗, p∗(x∗)) ∈ (⋃
u∈U

epi (f + iFu
)∗)⋂({x∗} ×❘).

Par conséquent, il existe ū ∈ U tel que

inf
u∈U
(f + iFu

)∗(x∗) = q(x∗) ≤ (f + iFū
)∗(x∗) ≤ p∗(x∗).

Comme p∗(x∗) ≤ q(x∗), on obtient (1).

Montrons que (1)Ô⇒ (2). Soit (x∗, r) ∈ conv(⋃
u∈U

epi (f + iFu
)∗) . Alors p∗(x∗) ≤ r

d’après le lemme 3.3.1. D’après (1) , il existe ū ∈ U tel que

p∗(x∗) = (f + iFū
)∗(x∗)

et finalement (x∗, r) ∈ epi (f + iFū
)∗. �

Corollaire 3.3.1. Supposons que (CQ) est vérifiée. Alors, les affirmations suivantes

sont équivalentes :

(1) −∞ ≤max
u∈U

inf(Pu) = inf(RP ) < +∞,

(2) ⋃
u∈U

epi (f + iFu
)∗ est convexe fermé par rapport à {0X∗} ×❘.

Preuve. Notons que −p∗(0X∗) = inf(RP ). La conclusion résulte immédiatement

du théorème 3.3.1 appliqué au point 0X∗ . �

Corollaire 3.3.2. Supposons que (CQ) est vérifiée. Alors, les affirmations suivantes

sont équivalentes :

(1) −∞ < p∗(x∗) =min
u∈U
(f + iFu

)∗(x∗) ≤ +∞, ∀x∗ ∈X∗,
(2) l’ensemble ❆ ∶= ⋃

u∈U

epi (f + iFu
)∗ est convexe fermé.

Preuve. Notons que l’ensemble ❆ est convexe fermé si et seulement si ❆ est

convexe fermé par rapport à {x∗}×❘ pour tout x∗ ∈X∗. La conclusion résulte donc

du théorème 3.3.1. �

On renforce maintenant la condition (CQ), en supposant que pour tout u ∈ U , la

fonction gu est S-épi-convexe fermée. On considère la nouvelle condition (CQ’) :

(CQ’)

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
f ∈ Γ(X)
F ∩ dom f /= ∅ (c’est-à-dire inf(RP ) < +∞)
gu est S-épi-convexe fermée , ∀u ∈ U.

Corollaire 3.3.3. Supposons que (CQ’) est vérifiée. Les assertions suivantes sont

équivalentes :
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(1) inf(RP ) =max(Q),
(2) ⋃

u∈U

(epi f∗ +Kgu) est convexe fermé par rapport à {0X∗} ×❘.

Preuve. Puisque F est non vide alors pour tout u ∈ U , g−1u (−S) = Fu ≠ ∅. En

appliquant la proposition 3.2.1 à la fonction gu, on obtient

epi i∗Fu
=Kgu , ∀u ∈ U.

D’après le lemme 3.2.1, on a, pour tout u ∈ U ,

epi (f + iFu
)∗ =(epi f∗ + epi i∗Fu

)
=(epi f∗ +Kgu)
=(epi f∗ +Kgu).

Par conséquent,

⋃
u∈U

epi (f + iFu
)∗ = ⋃

u∈U

(epi f∗ +Kgu)
et la conclusion résulte du corollaire 3.3.1. �

3.4. Lien avec la dualité robuste forte

Pour tout u ∈ U , on associe à (Pu), son dual Lagrangien classique (Du) défini par :

(Du) sup
λ

inf
x∈X
{f(x) + λgu(x)} s.l.c. λ ∈ S+.

Le dual optimiste du problème (P ) est défini ([5], [14],[47],[49]) par

(ODP) sup
(u,λ)

inf
x∈X
{f(x) + λgu(x)} s.l.c. (u,λ) ∈ U × S+.

Proposition 3.4.1. La valeur de (ODP ) est inférieure où égale à celle de (Q) :

(3.9) sup(ODP ) ≤ sup(Q).
Preuve. Par la dualité faible entre les problèmes (Pu) et (Du), u ∈ U , on a

sup
λ∈S+

inf
x∈X
{f(x) + λgu(x)} ≤ inf(Pu).

En passant au sup sur U , on obtient

sup(ODP ) = sup
u∈U
λ∈S+

inf
x∈X
{f(x) + λgu(x)} ≤ sup

u∈U
inf(Pu) = sup(Q).

�

Remarque 3.4.1. Il est intéressant de noter que, même dans le cas certain c’est-

à-dire U = {ū}, il peut arriver que (voir le lemme 3.4.2 ci-dessous) :

sup
λ∈S+

inf
x∈X
{f(x) + λgū(x)} = sup(ODP ) < sup(Q) = inf(Pū).
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Remarque 3.4.2. En juxtaposant les propositions 3.3.1 et 3.4.1 , on obtient

(3.10) sup(ODP ) ≤ sup(Q) ≤ inf(RP ).
On dit que la dualité robuste forte est satisfaite pour le problème convexe conique

incertain (P ) si les valeurs de sa contrepartie robuste et de son dual optimiste

coïncident avec exactitude de la valeur du dual optimiste :

(3.11) inf(RP ) =max(ODP ).
La terminologie de dualité robuste forte a été introduite dans [49]. Cette propriété

se trouve dans [5] et [47] sous l’expression « primal worst equals dual best».

Proposition 3.4.2. Si la dualité robuste forte est satisfaite pour (P ) alors on a :

inf(RP ) =max(Q).
Preuve. En juxtaposant les propositions 3.3.1 et 3.4.1, on obtient

max(ODP ) = sup(Q) = inf(RP ), d’après (3.11) .

Par conséquent, il existe (ū, λ̄) ∈ U × S+ tel que

inf
x∈X
{f(x) + λ̄gū(x)} = inf(RP ) = sup(Q) ≥ inf(Pū) ≥ inf

x∈X
{f(x) + λ̄gū(x)},

où la dernière inégalité résulte de la dualité faible entre les problèmes (Pū) et (Dū).
Donc inf(RP ) = inf(Pū) ce qui achève la preuve. �

Afin d’obtenir la dualité robuste forte à partir de nos résultats précédents, nous

rappelons deux résultats de dualité épigraphique en optimisation convexe.

Lemme 3.4.1 ([13] Théorème 8.3). Soit f ∈ Γ(X), g ∶ dom g ⊂X → Y une fonction

S-épi-convexe fermée telles que g−1(−S) ∩dom f ≠ ∅. Alors les assertions suivantes

sont équivalentes :

(1) inf
g(x)∈−S

{f(x) − ⟨x, x∗⟩} =max
λ∈S+

inf
x∈X
{f(x) − ⟨x, x∗⟩ + λg(x)}, ∀x∗ ∈X∗,

(2) ⋃
λ∈S+

epi (f + λg)∗ est fermé.

Lemme 3.4.2 ([27] Corollaire 5). Soit f ∈ Γ(X), g ∶ dom g ⊂ X → Y une fonction

S-épi-convexe fermée telles que g−1(−S) ∩dom f ≠ ∅. Alors les assertions suivantes

sont équivalentes :

(1) inf
g(x)∈−S

f(x) =max
λ∈S+

inf
x∈X
{f(x) + λg(x)},

(2) ⋃
λ∈S+

epi (f + λg)∗ est fermé par rapport à {0X∗} ×❘.

Revenons aux problèmes (ODP ) et (Q).
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Proposition 3.4.3. Supposons que la condition (CQ’) est satisfaite et pour tout

u ∈ U , l’ensemble ⋃
λ∈S+

epi (f + λgu)∗ est fermé par rapport à {0X∗} ×❘. Alors

sup(ODP ) = sup(Q).
Preuve. En appliquant le lemme 3.4.2, on obtient

inf
x∈Fu

f(x) =max
λ∈S+

inf
x∈X
{f(x) + λgu(x)}, ∀u ∈ U.

En passant au sup sur U , on obtient

sup(Q) = sup(ODP ).
�

Remarque 3.4.3. Considérons l’exemple 3.3.1. Comme la condition de qualifica-

tion de Slater est satisfaite alors l’ensemble ⋃
λ≥0

epi (f + λgu)∗ est fermé pour tout

u ∈ U ( [18], Remarque 4.3), et d’après la proposition 3.4.3, on a :

sup(Q) = sup(ODP ) < inf(RP ).
On note Argmax(Q), l’ensemble des solutions optimales du problème (Q) :

Argmax(Q) = {u ∈ U ∶ inf(Pu) = sup(Q)}.
Théorème 3.4.1. Supposons que (CQ) est satisfaite et que

(3.12) ⋃
u∈U

epi (f + iFu
)∗ est convexe fermé par rapport à {0X∗} ×❘,

(3.13) ∃ū ∈ Argmax(Q) ∶
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
gū est S-epi-convexe fermée,⋃

λ∈S+
epi (f + λgū)∗ est fermé

par rapport à {0X∗} ×❘.
Alors la propriété de dualité robuste forte a lieu.

Preuve. On a

inf(RP ) =max(Q) (résulte du corollaire 3.3.1 et de (3.12))

= inf(Pū) (pour un certain ū ∈ Argmax(Q) vérifiant (3.13))
=max(Dū) (d’après (3.13) et le lemme 3.4.2)

≤ sup(ODP ) (par définition du dual optimiste).

D’après la proposition 3.4.1, on a

sup(ODP ) ≤ sup(Q) = inf(RP ) =max(Dū) ≤ sup(ODP ).
Il existe donc (ū, λ̄) ∈ U × S+ tel que

sup(ODP ) = inf
x∈X
{f(x) + λ̄gū(x)} = inf(RP ),
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d’où le résultat. �

On dit que la dualité robuste forte a lieu au point x∗ ∈X∗ si

(3.14) inf
x∈F
{f(x) − ⟨x, x∗⟩} =max

λ∈S+
u∈U

inf
x∈X
{f(x) − ⟨x, x∗⟩ + λgu(x)}.

Pour x∗ = 0X∗ , on retrouve la propriété de dualité robuste forte. Si la propriété de

dualité a lieu en tout x∗ ∈X∗ alors, on dit que (P ) satisfait la propriété de dualité

robuste forte stable.

Corollaire 3.4.1. Supposons que la condition (CQ’) est satisfaite et

(3.15) ⋃
u∈U

epi f∗ +Kgu est convexe fermé,

(3.16) ∀u ∈ U , ⋃
λ∈S+

epi (f + λgu)∗ est fermé.

Alors le problème (P ) satisfait la propriété de dualité robuste forte stable.

Preuve. D’après le lemme 3.1 et la proposition 3.2.1, on a :

❆ ∶= ⋃
u∈U

epi (f + iFu
)∗ = ⋃

u∈U

epi f∗ +Kgu .

D’après (3.15), l’ensemble ❆ est convexe fermé. Donc pour tout x∗ ∈X∗ on a

inf
x∈F
{f(x) − ⟨x, x∗⟩} =max

u∈U
inf
x∈Fu

{f(x) − ⟨x, x∗⟩} (d’après le corollaire 3.3.2)
= inf

x∈Fū

{f(x) − ⟨x, x∗⟩} ( pour un certain ū ∈ U)
=max

λ∈S+
inf
x∈X
{f(x) − ⟨x, x∗⟩ + λgū(x)} ( d’après le lemme 3.4.2 et (3.16))

= inf
x∈X
{f(x) − ⟨x, x∗⟩ + λ̄gū(x)} (pour un certain λ̄ ∈ S+)

≤ sup
λ∈S+
u∈U

inf
x∈X
{f(x) − ⟨x, x∗⟩ + λgu(x)}.

Ainsi, par la dualité faible (appliquer les propositions 3.3.1 et 3.4.1 à f − x∗), on a

sup
λ∈S+
u∈U

inf
x∈X
{f(x) − ⟨x, x∗⟩ + λgu(x)} ≤ inf

x∈F
{f(x) − ⟨x, x∗⟩},

et nous pouvons conclure. �

Remarque 3.4.4. Supposons que pour tout u ∈ U , la fonction gu ∶ X → Y est

continue et S-épi-convexe. Pour tout λ ∈ S+, la fonction λgu = λ ○ gu est convexe et

continue, et par le théorème de Moreau-Rockafellar, on a

epi (f + λgu)∗ = epi f∗ + epi (λgu)∗.
Dans ce cas, la condition (3.16) devient

(3.17) ∀u ∈ U, epi f∗ +Kgu est fermé.

59



La propriété de dualité robuste forte a été établie dans [49] (Corollaire 3.1) pour des

fonctions gu ∶X → Y continues et S-épi-convexes sous la condition

(3.18) epi f∗ + ⋃
u∈U

Kgu est fermé

sans supposer (3.16) ( qui est (3.17) dans ce cas ) comme nous l’avons fait dans le

corollaire 3.4.1. Cependant, notons que (3.15) est plus faible que (3.18).

Proposition 3.4.4. La condition (3.15) est plus faible que la condition (3.18).

Preuve. On a

epi f∗ + ⋃
u∈U

Kgu ⊂ ⋃
u∈U

(epi f∗ +Kgu) ⊂ (epi f∗ + ⋃
u∈U

Kgu) ⊂ conv(epi f∗ + ⋃
u∈U

Kgu) .
Donc si (3.18) est satisfaite, alors les inclusions ci-dessus sont des égalités et en

particulier

⋃
u∈U

(epi f∗ +Kgu) = conv(epi f∗ + ⋃
u∈U

Kgu) ,
qui est un ensemble convexe et fermé. �
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II. Contribution à l’étude de la robustesse



Chapitre 4

Rayon de stabilité en optimisation continue à données

incertaines

4.1. Un modèle de prise de décision en environnement incertain

4.1.1. Formulation du problème

Considérons le modèle d’événements incertains suivant : tout ce que l’on sait c’est

qu’un événement incertain w appartient à un ensemble W . A priori, on ne possède

aucune information supplémentaire (on ne connaît pas de probabilité associée à cette

incertitude) sur cet événement incertain.

On se donne un sous-ensemble S ⊂ W (S ∈ 2W ) qui est fixé avant que l’événement

incertain w ne se produise.

Une fois que l’événement incertain w s’est produit, deux situations se présentent :● si w ∈ S la situation est jugée «bonne» ou «satisfaisante» ;● si w ∉ S la situation est considérée comme «moins bonne» ou «insatisfai-

sante».

On appellera S l’ensemble de satisfaction et Sc, le complémentaire de S dans W

l’ensemble d’insatisfaction.

Imaginons maintenant que l’on possède un certain pouvoir de décision, un

certain degré de liberté sur le choix de l’ensemble de satisfaction S (qui

reste à préciser), que l’on puisse le choisir dans S ⊂ 2W . Un problème naturel est

alors :

(Rinit) Quel est un/le «meilleur» choix pour l’ensemble de satisfaction S ∈ S ?

Naturellement, si S1 et S2 sont deux ensembles de satisfaction,

S1 ⊃ S2Ô⇒ S1 «est préférable à» S2.

Malheureusement, la relation d’inclusion a peu de chance d’être une relation d’ordre

totale sur S, cette propriété ne permettra pas, sauf cas très particulier, de répondre

au problème (Rinit).

La situation telle que décrite ci–dessus est incomplète et ne permet pas d’aborder le

problème (Rinit).
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4.1.2. Paramétrisation du modèle

On reprend la situation décrite ci–dessus et on suppose qu’elle dépend d’une décision

à prendre x appartenant à un ensemble D. On peut donc voir les choses de la façon

suivante : suite à une décision x ∈ D, se produit un évènement incertain wx ∈ Wx

(Wx peut donc dépendre de x). A tout x ∈D, on associe un ensemble de satisfaction

Sx ⊂Wx. On définit ainsi une multi-application

S ∶D ⇉W = ⋃
x∈D

Wx,

qui à x associe son ensemble de satisfaction Sx, et on pose

S = {Sx ∶ x ∈D} = S(D).
Le problème (Rinit) devient

(Rinit) Quelle est une/la «meilleure» décision x ∈D à prendre ?

On remarquera que, à priori, si les ensembles Wx sont disjoints alors il n’y a pas

de comparaison possible au sens de l’inclusion entre un ensemble de satisfaction

Sx1
⊂Wx1

correspondant à une décision x1 et un ensemble de satisfaction Sx2
⊂Wx2

correspondant à une décision x2. Dans ce cas, on modélise le problème de la façon

suivante. Soit W = (D,W,π) un fibré «ensembliste», c’est-à-dire que D et W sont

deux ensembles et π ∶W → D est une surjection. D est la base du fibré, W l’espace

total.

Pour tout x ∈ D, Wx ∶= π−({x}) = {w ∈ W ∣ π(w) = x} est la fibre au dessus de x.

On se donne également S ∶ D ⇉W une multi–section de W (c’est-à-dire pour tout

x ∈D, Sx ⊂Wx).

Notons que dans cette construction, la famille (Wx)x∈D est une partition de W .

Notre modèle de prise de décision en environnement incertain devient : on prend

une décision x ∈D, ensuite un événement wx ∈Wx se produit et la décision est plus

ou moins bonne suivant que wx ∈ Sx ou non.

4.1.3. Mesure ou indicateur de robustesse

4.1.3.1. Modèle non paramétré (simple)

Une manière de commencer à préciser les choses est d’associer, tout en le justifiant,

à chaque ensemble de satisfaction S ∈ S ⊂ 2W , un nombre positif r(S) ∈ [0;+∞]
tel qu’un ensemble S soit d’autant plus souhaitable que r(S) est grand. Anticipant

un peu ce qui suit, on pourra qualifier r ∶ S → [0,+∞] de mesure ou indicateur de

robustesse. C’est en fait, pour le moment, un simple indicateur de préférence.

Il est naturel d’imposer à r au minimum la propriété suivante :

(4.1) pour S1, S2 quelconques dans S, S1 ⊂ S2Ô⇒ r(S1) ≤ r(S2).
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On peut maintenant aborder le problème (Rinit) à travers le problème d’optimisation

naturel suivant :

(R) Maximiser r(S), S ∈ S.
Il faut noter que le choix d’un indicateur r et le passage du problème (Rinit) au

problème (R) reviennent à enrichir (de façon plus ou moins explicite) le modèle et

le problème initial.

4.1.3.2. Modèle paramétré

On se place dans le cadre de la sous-section 4.1.2. On sait que dans ce cas, à chaque

décision x ∈ D, correspond un ensemble de satisfaction Sx ⊂ Wx. On associe à cet

ensemble de satisfaction un nombre positif r(Sx) ∈ [0;+∞] et on suppose que r

vérifie la propriété suivante

(4.2) pour x, y quelconques dans D, Sx ⊂ Sy Ô⇒ r(Sx) ≤ r(Sy).
Le problème (R) s’écrit

(R) Maximiser r(Sx), x ∈D.
4.1.4. Rayon de stabilité ou de robustesse

4.1.4.1. Le rayon de stabilité «classique»

On se donne un événement incertain nominal w̄ dans W que l’on peut voir comme

l’événement «auquel on s’attend le plus». On se donne également une distance d

sur W puis on définit alors l’indicateur de robustesse d’un ensemble de satisfaction

S ⊂ W (relativement à w̄ et d) comme étant la plus petite distance entre w̄ et

l’ensemble d’insatisfaction Sc. Ceci donne la définition suivante :

(4.3) r(S, w̄, d) ∶= d(w̄, Sc) ∶= inf
❘+
{d(w̄,w) ∣ w ∈ Sc},

avec la convention classique inf
❘+
∅ = +∞.

On remarquera que r(S) = +∞ si et seulement si S =W .

Il est assez facile de voir que cet indicateur est compatible avec la relation d’inclusion

(4.1). On l’appelle rayon de stabilité ou de robustesse.

Si pour ρ ≥ 0, on note ❇(w̄, ρ) la boule fermée de centre w̄ et de rayon ρ pour la

distance d (on autorise ρ = 0),

❇(w̄, ρ) = {w ∈W ∣ d(w̄,w) ≤ ρ},
alors on peut écrire (d’après le lemme 1.5.1)

(4.4) r(S, w̄, d) = sup
❘+
{ρ ≥ 0 ∣ ❇(w̄, ρ) ⊂ S} = sup

❘+
{ρ > 0 ∣ ❇(w̄, ρ) ⊂ S},

avec la convention sup
❘+
∅ = 0.

Notons que (4.4) reste vraie si on remplace la boule fermée par la boule ouverte.
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D’après (4.4), on voit que (en abusant un peu) r(S, w̄, d) est le rayon de la plus

grosse boule centrée en w̄ et contenue dans S.

Définition 4.1.1 (Rayon de stabilité). On appelle rayon de stabilité ou de ro-

bustesse de S ⊂W (relativement à w et d), l’élément de ❘+ défini par :

r(S,w, d) ∶= d(w,Sc).
On notera éventuellement r(S, w̄, d) par r(S, w̄), r(S), etc, sous-entendant éventuel-

lement des éléments définis par le contexte.

Le problème (R) devient

(R′) Maximiser r(S, w̄, d), S ∈ S.

On lui associe de façon naturelle (grâce à (4.4)) le problème

(R”)

Maximiser ρ,
❇(w̄, ρ) ⊂ S,

s.l.c. (ρ,S) ∈❘⋆+ × S.
Il est facile de voir que v(R′) = v(R”), et s’il existe S ∈ S tel que w̄ appartienne à

l’intérieur de S, alors

(4.5) Argmax(R′) = Π❘⋆+×S→S(Argmax(R”)).
Un bref historique. A notre connaissance, la notion du rayon de stabilité est

apparue dans les travaux scientifiques à partir des années 1960 ([21],[52],[74], ...).

Deux décennies plus tard, dans les années 1980, elle est utilisée dans la théorie du

contrôle ([44]) puis en optimisation ([76]). Une grande partie de l’approche d’un

problème de décision à données incertaines par la méthode du rayon de stabilité

a été valorisée par Yakov Ben-Haïm sous l’appellation "info-gap decision theory"

dans les années 1990 début 2000 ([6]). Il faut noter cependant que ce dernier n’a pas

suffisamment fait de connexion avec les travaux antérieurs concernant le rayon de

stabilité. La connexion entre les travaux de Yakov Ben-Haïm et les travaux antérieurs

a été établie partiellement par M. Sneidovich dans ([66] ) et repris dans un cadre

beaucoup plus large par M. Ciligot-Travain ([21]).

4.1.4.2. Une généralisation du rayon de stabilité

Considérons maintenant que l’on se donne U ∶]0,+∞[⇉W , alors on étend de façon

naturelle la définition du rayon de stabilité de la façon suivante :

Définition 4.1.2 (Rayon de stabilité généralisé). On appelle rayon de stabilité

de S ⊂W (relativement à U), l’élément de ❘+ défini par :

r(S,w, d) ∶= sup{ρ > 0 ∣ U(ρ) ⊂ S}.
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Le cas classique correspond au choix U(ρ) = ❇(w̄, ρ).
4.1.4.3. Paramétrisation

On reprend le modèle paramétré. Pour tout x ∈ D, on se donne une distance dx ∶
Wx →❘+ et une incertitude nominale w̄x ∈Wx. Le rayon de robustesse de x est donc

défini par

r(Sx, w̄x, dx) = dx(w̄x,Wx ∖ Sx).
On peut étendre sans peine cette paramétrisation au modèle général de la section

4.1.4.2.

4.1.5. Rayon de robustesse signé

Soit (W,d) un espace métrique. Étant donnée A ⊂W , on appelle distance signée

à A et on note ∆(.,A) ∶W →❘, la fonction définie par :

∆(w,A) ∶= d(w,A) − d(w,Ac) ∶= { d(w,A) si w ∉ A,−d(w,Ac) si w ∈ A.

Définition 4.1.3 (Rayon de robustesse signé). On appelle rayon de robustesse

signé de S ⊂W, l’élément de ❘ défini, pour w ∈W , par

̺(S,w, d) ∶=∆(w,Sc) = −∆(w,S).
On notera éventuellement ̺(S, w̄, d) par ̺(S, w̄), ̺(S), etc, sous-entendant éven-

tuellement des éléments définis par le contexte.

Dans le cas du modèle paramétré, le rayon de robustesse signé se définit naturelle-

ment par

̺(Sx, wx, dx) ∶=∆x(wx,Wx ∖ Sx) = −∆x(wx, Sx),
où ∆x(.,A) est la distance signée à A ⊂Wx relativement à la métrique dx.

Remarque 4.1.1. Le rayon de robustesse de S est la partie positive du rayon de

robustesse signé de S : r(S) = ̺(S)+ ∶=max(0, ̺(S)).
La remarque 4.1.1 fournit une connexion non négligeable entre le rayon de stabilité

et le rayon de stabilité signé. Par exemple s’il existe S ∈ S tel que ̺(S) > 0 alors la

maximisation de r sur S est équivalente (même valeur et même ensemble de solutions

optimales) à la maximisation de ̺ sur S.

4.1.6. Contrepartie robuste au sens du rayon de stabilité

4.1.6.1. Problème d’optimisation paramétré par un paramètre incertain

On considère le problème d’optimisation paramétré suivant :

(P) Minimiser f(x,w), x ∈X,

où w ∈W est un paramètre «incertain»,X est l’ensemble des décisions et f ∶X×W →
❘ est une fonction.
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Rappelons que dans le cas qui nous intéresse, le paramètre incertain w n’est observé

qu’après une prise de décision x et, à priori, on ne connaît aucune loi de probabilité

régissant cette incertitude.

Il est assez naturel d’autoriser W à dépendre de x, ainsi que w. Ceci nous conduit

à la généralisation qui suit.

(P) Minimiser f(x,wx), x ∈X,
où le paramètre incertain wx ∈Wx. Pour ce modèle, à l’image du modèle paramétré,

on pose

W = ⋃
x∈X

Wx.

4.1.6.2. Optimisation robuste

Dans la méthode du «pire des cas», on suppose que l’on a quand même une infor-

mation sur l’incertitude. Information du type w ∈ U où U ⊂ W et l’on est amené à

associer au problème (P), le problème

(RU) Minimiser sup
w∈U

f(x,w), x ∈D,
appelé contrepartie robuste du problème d’optimisation à données incertaines (P).

Les origines de cette approche remontent au travaux de A. L. Soyster ([67]). Une

solution «intéressante» de (RU) vérifie

sup
w∈U

f(x,w) < +∞
et donc, en particulier, ∀w ∈ U,x ∈ [f(., w) < +∞].
En général, dans les applications, soit on suppose que U est l’enveloppe convexe d’un

nombre fini de points, soit on se donne une incertitude nominale w̄ et on suppose que

l’ensemble U est une boule de centre w̄ et de rayon ρ de l’espace métrique (W,d).
Cette approche a été mise en valeur par A. Ben- Tal et ses collaborateurs. Ces auteurs

ont résumé une grande partie de leurs travaux dans le livre "robust optimization"

[7].

4.1.6.3. Optimisation de la robustesse

Nous présentons une autre façon peu connue d’approcher le problème (P). On

suppose que W est muni d’une métrique d. Pour ce faire, on se donne une incertitude

nominale w̄ ∈W et un seuil de tolérance α ∈❘ tels que

inf
x∈X

f(x, w̄) < α.
Définition 4.1.4. On appelle contrepartie robuste du problème d’optimisation pa-

ramétré par un paramètre incertain, (P), w ∈W , au sens du rayon de stabilité, le
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problème de maximisation suivant :

(Rα) Maximiser r([f(x, .) > α], w̄, d) ∶= d(w̄, [f(x, .) > α]), x ∈X.

Dans la suite on parlera simplement de contrepartie robuste en omettant le terme

«au sens du rayon de stabilité» s’il n’y a pas d’ambiguïté avec la contrepartie robuste

au sens du «pire des cas».

Nous allons établir au chapitre 4.3 qu’il existe des relations entres les deux contre-

parties.

4.2. Premières propriétés du rayon de stabilité

Dans cette section, on étudie certaines propriétés du rayon de stabilité et du rayon

de stabilité signé pouvant servir à l’utilisation des arguments d’analyse convexe

dans le problème de maximisation du rayon de robustesse. On reprend le modèle

paramétrique avec un paramètre x appartenant à un ensemble X.

On suppose ici que l’ensemble d’incertitude W, la distance définie sur cet

ensemble, d, et la valeur nominale w̄ ne dépendent pas du paramètre ou

variable de décision x.

Soit S un sous–ensemble de X ×W . On souhaite que le couple (x,w) appartienne

à S où w est l’incertitude observée suite à la décision x. On peut voir S comme

définissant une contrainte ou un ensemble de satisfaction. Pour chaque décision

x ∈X, on définit alors l’ensemble des incertitudes w ∈W pour lesquelles les couples(x,w) sont jugés satisfaisants c’est-à-dire (x,w) ∈ S. Cet ensemble est noté S(x) et

défini par

S(x) = {w ∈W ∣ (x,w) ∈ S}.
De même pour chaque incertitude w ∈ W , on note S−(w), l’ensemble des décisions

x ∈X pour lesquelles les couples (x,w) sont jugés satisfaisants :

S−(w) = {x ∈X ∣ (x,w) ∈ S}.
Le rayon de stabilité défini à partir de S, noté ici rS, est la fonction de X ×W à

valeurs dans ❘+ donnée, pour x ∈X, w̄ ∈W , par :

(4.6) rS(x, w̄) ∶= r(S(x), w̄, d) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
d(w̄, S(x)c),
ou

sup{ρ > 0 ∣ ❇(w̄, ρ) ⊂ S(x)}.
4.2.1. Semi-continuité supérieure

On rappelle que la fonction indicatrice d’un sous ensemble A ⊂ W est la fonction

iA ∶W →❘ définie par :

iA(w) = {0 si w ∈ A,+∞ sinon.
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Proposition 4.2.1. Si X est un espace topologique et si pour tout w ∈ W , S−(w)
est fermé alors la fonction rS(., w̄) ∶ X → [0,+∞] est semi-continue supérieurement

pour tout w̄ ∈W .

Preuve. Soit w̄ ∈W . Pour tout x ∈X, on a

(4.7) rS(x, w̄) = inf
v∈W
{d(w̄, v) + iS−(v)c(x)}.

Par ailleurs, pour tout v ∈W ,

[iS−(v)c ≥ t] =
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
S−(v) si t > 0,

X si t ≤ 0.

On en déduit alors que la fonction d(w̄, v) + iS−(v)c(.) est semi-continue supérieure-

ment. Donc, d’après (4.7), la fonction rS(., w̄) est semi-continue supérieurement en

tant que borne inférieure d’une famille de telles fonctions. �

4.2.2. Quasi-concavité

On suppose ici que X est une partie d’un espace vectoriel.

Proposition 4.2.2. Pour tout (x, w̄) ∈X ×W , on a rS(x, w̄) > 0 si et seulement si

w̄ est un point intérieur de S(x).
Preuve. w est un point intérieur de S(x) si et seulement s’il existe ρw > 0 tel que

❇(w,ρw) ⊂ S(x). Ce qui est équivalent à

rS(x,w) = sup{ρ > 0 ∣ ❇(w,ρ) ⊂ S(x)} ≥ ρw > 0.
�

Proposition 4.2.3. Si X est convexe et si S−(w) est convexe pour tout w ∈ W
alors l’application rS(., w̄) ∶X → [0,+∞] est quasi-concave pour tout w̄ ∈W .

Preuve. Soit w̄ ∈W . Pour tout x ∈X, on a :

rS(x, w̄) = inf
v∈W
{d(w̄, v) + iS−(v)c(x)}.

Par ailleurs, pour tout v ∈W , on a

[iS−(v)c ≥ t] =
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
S−(v) si t > 0,

X si t ≤ 0.

Les tranches supérieures de la fonction iS−(v)c sont donc convexes. Par conséquent,

la fonction d(w̄, v) + iS−(v)c(.) est quasi-concave sur X pour tout v dans W . On en

déduit que la fonction rS(., w̄) ∶ X → [0,+∞] est quasi-concave en tant que borne

inférieure d’une famille de fonctions quasi-concaves. �
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Corollaire 4.2.1. On reprend les hypothèses de la proposition 4.2.3. On suppose en

plus que X est un sous-ensemble d’un espace vectoriel normé D. Alors tout maximum

local strict de rS(., w̄) sur X est un maximum global de rS(., w̄) sur X.

Preuve. Soit x̄ un maximum local strict de de rS(., w̄) sur X. Il existe Ω un

voisinage de x̄ dans D tel que

rS(x̄, w̄) > rS(x, w̄), ∀x ∈ Ω ∩X, x ≠ x̄.
Supposons que x̄ n’est pas un maximum global de rS(., w̄) sur X. Il existe donc

x ∈ X tel que rS(x, w̄) > rS(x̄, w̄). Puisque rS(., w̄) est quasi-concave d’après la

proposition 4.2.3, alors on a :

rS(λx + (1 − λ)x̄, w̄) ≥min{rS(x, w̄), rS(x̄, w̄)} = rS(x̄, w̄), ∀λ ∈]0,1[.
En particulier, pour λ assez petit, on a λx + (1 − λ)x̄ ∈ Ω ∩X et λx + (1 − λ)x̄ ≠ x̄,
d’où la contradiction. �

4.2.3. Concavité

Soit (V, ∥ ∥) un espace vectoriel normé de dual topologique V ∗. On note ⟨, ⟩ le crochet

de dualité entre V et V ∗. Pour tout (v, v∗) ∈ V × V ∗, on note ⟨v, v∗⟩ ∶= v∗(v).
Rappelons que la conjuguée de Legendre-Fenchel d’une fonction f ∶ V → ❘ est la

fonction f∗ ∶ V ∗ →❘ définie par :

f∗(v∗) = sup
v∈V
{⟨v, v∗⟩ − f(v)}.

Si C ⊂ V , la fonction support de C, notée σC ∶ V ∗ →❘, est définie par :

σC(v∗) ∶= i∗C(v∗) = sup
v∈C
⟨v, v∗⟩.

La norme duale de la norme ∥ ∥, notée ∥ ∥∗, est définie sur V ∗ par :

∥v∗∥∗ = sup
∥v∥≤1

⟨v, v∗⟩,
autrement dit ∥.∥∗ = σ❇ = i∗❇.

Théorème 4.2.1. Soit d la distance associée à la norme ∥ ∥ et C un sous-ensemble

convexe fermé. Alors pour tout v ∈ V , on a :

(4.8) ∆(v,C) = sup
∥v∗∥∗=1

{⟨v, v∗⟩ − σC(v∗)}
Preuve. Remarquons tout d’abord que si C est vide alors l’égalité est évidente.

En effet, si C = ∅ alors on a d’une part

∆(v,C) = d(v,∅) = +∞, ∀v ∈ V,
et d’autre part, iC(v) = i∅(v) = +∞ pour tout v ∈ V . Par conséquent σC(v∗) = −∞
pour tout v∗ ∈ V ∗.
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On suppose donc C non vide, alors par le théorème de séparation de Hahn-Banach,

on a :

C = ⋂
∥v∗∥∗=1

[⟨., v∗⟩ ≤ i∗C(v∗)] .
En effet, par définition de σC , pour tout v∗ ∈ V ∗ et v ∈ C, on a ⟨v, v∗⟩ ≤ σC(v∗). D’où

C ⊂ ⋂
∥v∗∥∗=1

[⟨., v∗⟩ ≤ σC(v∗)] .
Réciproquement, soit v ∉ C. D’après une version du théorème de séparation de

Hahn-Banach (voir par exemple [16], II-§5 proposition 4) il existe v∗ ∈ V ∗, tel que

∥v∗∥∗ = 1 et ⟨v, v∗⟩ > σC(v∗).
Par conséquent, v ∉ ⋂

∥v∗∥∗=1

[⟨., v∗⟩ ≤ σC(v∗)]. D’où l’égalité.

Soit v ∈ V . On distingue deux cas :

(a) On suppose que v ∈ C. Dans ce cas, ∆(v,C) = −d(v,Cc) et on a :

d(v,Cc) =d(v, ⋃
∥v∗∥∗=1

[⟨., v∗⟩ > σC(v∗)] )
= inf
∥v∗∥∗=1

d (v, [⟨., v∗⟩ > σC(v∗)])
= inf
∥v∗∥∗=1

(σC(v∗) − ⟨v, v∗⟩)+ (formule d’Ascoli : Lemme 1.5.2)

= inf
∥v∗∥∗=1

{σC(v∗) − ⟨v, v∗⟩} car v ∈ C.

Donc −d(v,Cc) = sup
∥v∗∥∗=1

{⟨v, v∗⟩ − σC(v∗)} =∆(v,C).
(b) On suppose que v ∉ C. Dans ce cas, ∆(v,C) = d(v,C) et on a :

∆(v,C) = d(v,C) = inf
z∈C
∥v − z∥

= inf
z∈C

sup
∥v∗∥∗=1

⟨v − z, v∗⟩
≥ sup
∥v∗∥∗=1

{⟨v, v∗⟩ − σC(v∗)}.
Puisque C est un fermé non vide et v ∉ C alors d(v,C) ∈]0,+∞[. Ainsi, pour

tout ǫ ∈]0, d(v,C)[, la boule ouverte de centre v et de rayon d(v,C) − ǫ ,

❇o(v, d(v,C) − ǫ) ne rencontre pas C. Par conséquent, d’après une version

du théorème de séparation de Hahn-Banach (voir par exemple [16], II-§5

proposition 1), il existe z∗ ∈ V ∗ tel que ∥z∗∥∗ = 1 et ❇o(v, d(v,C) − ǫ) ⊂[⟨., z∗⟩ ≥ σC(z∗)]. On a

sup
∥v∗∥∗=1

{⟨v, v∗⟩ − σC(v∗)} ≥ ⟨v, z∗⟩ − σC(z∗) ≥ 0.
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Donc, la formule d’Ascoli (lemme 1.5.2) donne

⟨v, z∗⟩ − σC(z∗) = (⟨v, z∗⟩ − σC(z∗)∥z∗∥∗ )+ = d (v, [⟨., z∗⟩ < σC(z∗)]) .
Comme ❇o(v, d(v,C) − ǫ) ∩ [⟨., z∗⟩ < σC(z∗)] = ∅ alors

d (v, [⟨., z∗⟩ < σC(z∗)]) ≥ d(v,C) − ǫ.
Il en résulte que :

sup
∥v∗∥∗=1

{⟨v, v∗⟩ − σC(v∗)} ≥ d(v,C) − ǫ, ∀ǫ ∈]0, d(v,C)[.
En faisant tendre ǫ vers 0, on obtient l’inégalité inverse

∆(v,C) ≤ sup
∥v∗∥∗=1

{⟨v, v∗⟩ − σC(v∗)}.
�

Corollaire 4.2.2. Supposons que X est un convexe d’un espace vectoriel topologique

D, W est un convexe de V et S est un sous-ensemble convexe fermé de D×V tel que

S(x) soit fermé pour tout x ∈X. Alors ̺S ∶X ×W →❘ est une fonction concave.

Preuve. Soit (x,w) ∈X ×W . On a :

̺S(x,w) ∶=d(w,S(x)c) − d(w,S(x))
= −∆(w,S(x))
= − sup

∥v∗∥∗=1

{⟨w, v∗⟩ − σS(x)(v∗)}
= − sup

∥v∗∥∗=1

{⟨w, v∗⟩ − sup
v∈S(x)

⟨v, v∗⟩}
= − sup

∥v∗∥∗=1

{ inf
v∈S(x)

⟨w − v, v∗⟩}
= − sup

∥v∗∥∗=1

{inf
v∈V
{⟨w − v, v∗⟩ + iS(x)(v)}} .

Finalement

̺S(x,w) = − sup
∥v∗∥∗=1

{ inf
v∈V
{⟨w − v, v∗⟩ + iS(x, v)}}.

Pour tout v∗ ∈ V ∗, la fonction (x,w, v) ↦ ⟨w − v, v∗⟩ + iS(x, v) est convexe. Donc

sa fonction marginale (x,w) ↦ inf
v∈V
{⟨w − v, v∗⟩ + iS(x, v)} est aussi convexe. Il en

résulte que (x,w)↦ ̺S(x,w) est concave. �

Corollaire 4.2.3. Sous les hypothèses du corolaire 4.2.2, rS ∶X ×W → [0,+∞] est

une fonction quasi-concave.
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Preuve. Puisque rS = ̺+S alors pour tout t ∈❘, on a :

[rS ≥ t] = [̺+S ≥ t] =
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
[̺S ≥ t] si t ≥ 0

X sinon.

D’où rS est quasi-concave car ̺S est concave. �

4.3. Optimisation robuste et Optimisation de la robustesse

Dans cette section, on établit une relation entre l’ensemble des solutions optimales

de la contrepartie robuste (méthode du pire des cas) d’un problème d’optimisation

à données incertaines et l’ensemble des solutions de sa contrepartie robuste au sens

du rayon de robustesse (méthode du rayon de stabilité).

On considère le problème d’optimisation paramétré par un paramètre « incertain »

suivant

(Pw) Minimiser f(x,w), x ∈X,

où X est un ensemble non vide, w désigne le paramètre incertain et appartient à W

un ensemble non vide, et f ∶X ×W →❘ ou ❘+, est une fonction.

Pour tout x ∈ X, on se donne une métrique dx sur W et une incertitude nominale

w̄x ∈W .

Méthode de l’optimisation robuste : On définit la fonction "pire des cas", notée

wc ∶X ×❘+ →❘ ou ❘+, par

(4.9) ∀(x,α) ∈X ×❘+, wc(x,α) ∶= sup{f(x,w) ∣ w ∈ [dx(., w̄x) < α]}.
La contrepartie robuste du problème paramétré incertain (Pw), w ∈W , au sens de

l’ optimisation robuste est définie par :

(Wα) Minimiser wc(x,α), x ∈X.

Moyennant une hypothèse assez faible, on a

(4.10) ∀(x,α) ∈X ×❘+, wc(x,α) ∶= sup{f(x,w) ∣ w ∈ [dx(., w̄x) ≤ α]}.
ce qui correspond mieux à ce qui est considéré habituellement en optimisation ro-

buste.

Les origines de cette approche remontent dans les années 1970 suite aux travaux de

A. L. Soyster ([67]). Elle a été mise en valeur par A. Ben-Tal et ses collaborateurs

([7]).

Méthode de l’optimisation de la robustesse : On définit le rayon de stabilité
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r ∶X ×❘ ou ❘+ →❘+ par

(4.11)∀(x, β) ∈X×❘ ou ❘+, r(x, β) ∶= inf {dx(w̄x, w) ∣ f(x,w) > β} = dx(w̄x, [f(x, .) > β]).
La contrepartie robuste du problème paramétré incertain (Pw), w ∈ W , au sens

de l’optimisation de la robustesse est le problème de la maximisation du rayon de

stabilité :

(Rβ) Maximiser r(x, β), x ∈X.

L’objectif de cette section est de chercher des relations entre l’ensemble des solutions

optimales de (Wα) et celui de (Rβ) pour des valeurs de α et β convenablement

choisies et fixées.

On note vwc(α) la valeur optimale du problème (Wα) et vr(β) celle du problème

(Rβ). On obtient donc deux fonctions croissantes vwc ∶ I → J et vr ∶ J → I, avec

I =❘+ et J =❘ ou ❘+ définies comme suit :

vwc(α) ∶= inf
x∈X

wc(x,α) et vr(β) ∶= sup
x∈X

r(x, β).
Ce qui permet d’obtenir des relations entre l’ensemble des solutions optimales de

(Wα) et celui de (Rβ) tient pour l’essentiel dans la propriété suivante

(4.12) ∀(α,β, x) ∈ I × J ×X, wc(x,α) ≤ β ⇐⇒ α ≤ r(x, β).
On détaille un peu plus ci–dessous suivant l’adoption de la définition (4.10) ou (4.9).

En effet, pour tout (α,β, x) ∈ I × J ×X, on a :

wc(x,α) ≤ β ⇐⇒ sup{f(x,w) ∣ w ∈ [dx(w̄x, .) < α]} ≤ β,(4.13a)

⇐⇒[dx(w̄x, .) < α] ⊂ [f(x, .) ≤ β],(4.13b)

⇐⇒[f(x, .) > β] ⊂ [dx(w̄x, .) ≥ α],(4.13c)

⇐⇒α ≤ inf{dx(w̄x, w) ∣ w ∈ [f(x, .) > β]},(4.13d)

⇐⇒α ≤ r(x, β),(4.13e)

et également

wc(x,α) ≤ β ⇐⇒ sup{f(x,w) ∣ w ∈ [dx(w̄x, .) ≤ α]} ≤ β,(4.14a)

⇐⇒[dx(w̄x, .) ≤ α] ⊂ [f(x, .) ≤ β],(4.14b)

⇐⇒[f(x, .) > β] ⊂ [dx(w̄x, .) > α],(4.14c)

Ô⇒α ≤ inf{dx(w̄x, w) ∣ w ∈ [f(x, .) > β]}.(4.14d)

⇐⇒α ≤ r(x, β).(4.14e)
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Donc la propriété ci–dessous est toujours vraie, que l’on adopte la définition (4.10)

ou (4.9).

(4.15) ∀(α,β, x) ∈ I × J ×X, wc(x,α) ≤ β Ô⇒ α ≤ r(x, β).
Si on adopte la définition (4.9), les équivalences (4.13) montrent directement l’équi-

valence (4.12). Si on adopte la définition (4.10), les implications (4.14) montrent

seulement une implication (4.12). Si on suppose :

(4.16) ∀x ∈X, f(x, .) est semicontinue inférieurement

alors

α ≤ r(x, β)⇐⇒α ≤ inf{dx(w̄x, w) ∣ w ∈ [f(x, .) > β]},(4.17a)

⇐⇒[f(x, .) > β] ⊂ [dx(w̄x, .) ≥ α],(4.17b)

⇐⇒[dx(w̄x, .) < α] ⊂ [f(x, .) ≤ β],(4.17c)

Ô⇒[dx(w̄x, .) ≤ α] ⊂ [f(x, .) ≤ β],(4.17d)

⇐⇒wc(x,α) ≤ β,(4.17e)

et on obtient l’équivalence (4.12).

Cette section est organisée comme suit : Dans la sous–section 4.3.1, on établit

quelques propriétés des inverses généralisées inférieure et supérieure d’une fonction

croissante. Ces propriétés sont appliquées à un couple de problèmes paramétrés dans

la sous–section 4.3.2. La sous–section 4.3.3 termine la section en proposant des com-

paraisons entre l’ensemble des solutions de (Wα) et celui de (Rβ) pour des valeurs

de α et β bien choisies.

4.3.1. Inverses généralisées d’une fonction croissante

La notion d’inverse généralisée se rencontre dans divers travaux ([33], [35], [37],[48],

[69], . . . ).

Soient I et J deux intervalles fermés de ❘. On note inf I (resp. sup I) la borne

inférieure (resp. supérieure) de I, puis on définit les intervalles I<, I> et I̊ par

(4.18) I< ∶= I ∖ {inf I} , I> ∶= I ∖ {sup I} et I̊ = I ∖ {inf I, sup I}.
On a

(4.19) inf I∅ = sup I et sup I∅ = inf I.
Soit h ∶ I → J une fonction croissante.

Définition 4.3.1 ( [35],[37]). On appelle inverse généralisée supérieure de h, la

fonction h+ ∶ J → I définie par :

∀s ∈ J, h+(s) ∶= sup [h ≤ s] = inf [s < h].
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Montrons la deuxième égalité.

Si s ∈ J , t1, t2 ∈ I tels que t1 ∈ [h ≤ s], t2 ∈ [s < h], h(t1) < h(t2), et comme h est

croissante, t1 < t2. Ceci montre que sup [h ≤ s] ≤ inf [s < h].
Si sup [h ≤ s] = sup I, nécessairement inf [s < h] = sup I = sup [h ≤ s].
Si sup [h ≤ s] < sup I, si sup [h ≤ s] < inf [s < h], il existe t′ ∈ I tel que

sup [h ≤ s] < t′ < inf [s < h].
On a donc h(t′) > s d’où inf [s < h] < t′ et une contradiction. D’où sup [h ≤ s] ≥
inf [s < h] et on a l’égalité cherchée.

Définition 4.3.2 ([33],[35], [37]). On appelle inverse généralisée inférieure de h, la

fonction h− ∶ J → I définie par :

h−(s) ∶= inf [s ≤ h] = sup [h < s].
Par définition, les fonctions h− et h+ sont croissantes et pour tout (t, s) ∈ I ×J , on a

(4.20) h(t) ≤ sÔ⇒ t ≤ h+(s), s < h(t)Ô⇒ h+(s) ≤ t,
(4.21) s ≤ h(t)Ô⇒ h−(s) ≤ t, h(t) < sÔ⇒ t ≤ h−(s).
Les propriétés (4.20) et (4.21) caractérisent h+(s) et h−(s) dans le sens suivant : si

α ∈ I, s ∈ J

(4.22) [∀t ∈ I, h(t) ≤ sÔ⇒ t ≤ α et s < h(t) Ô⇒ α ≤ t] Ô⇒ α = h+(s).
(4.23) [∀t ∈ I, s ≤ h(t) Ô⇒ α ≤ t et h(t) < sÔ⇒ t ≤ α] Ô⇒ α = h−(s).
En prenant s = h(t) dans (4.21) et (4.20), on obtient

(4.24) h−(h(t)) ≤ t ≤ h+(h(t)), ∀t ∈ I.
Par ailleurs, on a toujours

(4.25) ∀s ∈ J, ]h−(s), h+(s)[⊂ [h = s] ⊂ [h−(s), h+(s)].
Proposition 4.3.1. h+ est continue à droite et h− est continue à gauche.

Preuve. Montrons la continuité à droite de h+. Soit s0 ∈ J , s0 < supJ . Si h+(s0) =
sup I alors h+ est constante sur [s0;+∞]∩J>, donc continue à droite en s0. Supposons

que h+(s0) < sup I. Alors pour tout t ∈ I tel que t > h+(s0), on a h(t) > s0 et il existe

s ∈ J tel que h(t) > s > s0 donc t ≥ h+(s) ≥ h+(s+0). Ceci implique h+(s0) ≥ h+(s+0) ≥
h+(s0) (prendre t = h+(s0) + ǫ avec ǫ assez petit puis faire tendre ǫ vers 0). D’où la

continuité de h+ à droite. La continuité à gauche de h− s’obtient par un raisonnement

analogue. �

Proposition 4.3.2. Soit ϕ ∶ I → J et ψ ∶ J → I deux fonctions croissantes. Les

assertions suivantes sont équivalentes :
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(1) ϕ+ = ψ et ψ− = ϕ.

(2) ∀(t, s) ∈ I × J , ϕ(t) ≤ s⇐⇒ t ≤ ψ(s).
Preuve.

Montrons (1)Ô⇒ (2). Soit (t, s) ∈ I × J . On a :

ϕ(t) ≤ sÔ⇒ t ≤ ϕ+(s) d’après (4.20)

Ô⇒ t ≤ ψ(s) car ϕ+ = ψ d’après (1)

Ô⇒ ψ−(t) ≤ s d’après (4.21)

Ô⇒ ϕ(t) ≤ s car ψ− = ϕ d’après (1).

Donc ϕ(t) ≤ sÔ⇒ t ≤ ψ(s)Ô⇒ ϕ(t) ≤ s, d’où (2).

Montrons (2)Ô⇒ (1). Soit s ∈ J . On a :

ϕ+(s) ∶= sup{t ∈ I ∣ ϕ(t) ≤ s}
= sup{t ∈ I ∣ t ≤ ψ(s)} d’après (2)

=ψ(s) car ψ(s) ∈ I.
Soit t ∈ I. On a :

ψ−(t) ∶= inf{s ∈ J ∣ t ≤ ψ(s)}
= inf{s ∈ J ∣ ϕ(t) ≤ s} d’après (2)

=ϕ(t) car ϕ(t) ∈ J.
�

En appliquant la proposition 4.3.2 avec ϕ = h, on obtient

(4.26) h = (h+)−⇐⇒ [∀(t, s) ∈ I × J, h(t) ≤ s⇐⇒ t ≤ h+(s)].
Proposition 4.3.3. Soit h ∶ I → J une fonction croissante et s ∈ J .

(1) Si h−(s) ∈ I< et h est continue à gauche en h−(s) alors h(h−(s)) ≤ s,
(2) Si h+(s) ∈ I> et h est continue à droite en h+(s) alors h(h+(s)) ≥ s.

Preuve. Si h−(s) ∈ I< alors il existe une suite (tn)n∈◆ croissante d’éléments de I,

convergente vers h−(s) et telle que tn < h−(s) pour tout n ∈◆. On déduit donc de la

relation (4.21), que h(tn) < s pour tout n ∈◆. La continuité à gauche de h en h−(s)
donne

h(h−(s)) = lim
n→+∞

h(tn) ≤ s, d’où (1).

Si h+(s) ∈ I> alors il existe une suite (tn)n∈◆ décroissante d’éléments de I, conver-

gente vers h+(s) et telle que h+(s) < tn pour tout n ∈ ◆. On déduit donc de la

relation (4.20), que s < h(tn) pour tout n ∈ ◆. Ainsi la continuité à droite de h en

h+(s) nous donne

h(h+(s)) = lim
n→+∞

h(tn) ≥ s, d’où (2).
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�

4.3.2. Application à un problème d’optimisation paramétré

On suppose maintenant que la fonction h dépend d’un paramètre de décision x

appartenant à un ensemble non vide X mais que les intervalles I et J ne dépendent

pas de ce paramètre. La fonction h est alors définie sur X×I à valeurs dans J et pour

tout x ∈X, la fonction h(x, .) est croissante. Pour tout x ∈X, on note h−(x, .) ∶ J → I

(resp. h+(x, .) ∶ J → I), l’inverse généralisée inférieure (resp. supérieure) de h(x, .),
et (h+)−(x, .) ∶ I → J l’inverse généralisée inférieure de h+(x, .). On considère les

problèmes d’optimisations (Wt) et (Rs) définis respectivement par :

(Wt) Minimiser h(x, t), x ∈X,
(Rs) Maximiser h+(x, s), x ∈X,
avec t ∈ I et s ∈ J .

On note respectivement par v(t) et v+(s) les valeurs optimales des problèmes (Wt)

et (Rs) c’est-à-dire

(4.27) v(t) ∶= inf
x∈X

h(x, t) et v+(s) ∶= sup
x∈X

h+(x, s).
On définit ainsi deux fonctions croissantes v ∶ I → J et v+ ∶ J → I données par (4.27).

On a

Argmin(Wt) ∶= {x ∈X ∣ h(x, t) ≤ v(t)} = [h(., t) ≤ v(t)],
Argmax(Rs) ∶= {x ∈X ∣v+(s) ≤ h+(x, s)} = [v+(s) ≤ h+(., s)].

Proposition 4.3.4. On a les implications suivantes :

(1) Pour tout t ∈ I, v+(v(t)) ≤ tÔ⇒ Argmin(Wt) ⊂ Argmax(Rv(t)).
(2) Pour tout t ∈ I, v+(v(t)) > tÔ⇒ Argmin(Wt) ⊃ Argmax(Rv(t)).
(3) Pour tout s ∈ J , v(v+(s)) ≤ sÔ⇒ Argmin(Wv+(s)) ⊂ Argmax(Rs).
(4) Pour tout s ∈ J , v(v+(s)) > sÔ⇒ Argmin(Wv+(s)) ⊃ Argmax(Rs).

Preuve. Soit t ∈ I tel que v+(v(t)) ≤ t. On a

Argmin(Wt) = [h(., t) ≤ v(t)], d’après la définition de Argmin(Wt)
⊂ [t ≤ h+(., v(t))], d’après la relation (4.20)

⊂ [v+(v(t)) ≤ h+(., v(t))], car v+(v(t)) ≤ t
= Argmax(Rv(t)), d’après la définition de Argmax(Rv(t)), d’où (1).

78



Soit t ∈ I tel que v+(v(t)) > t. On a

Argmin(Wt)c = [h(., t) > v(t)],
⊂ [h+(., v(t)) ≤ t], d’après la relation (4.20)

⊂ [h+(., v(t)) < v+(v(t))],
= Argmax(Rv(t))c, d’où (2).

On procédera de même dans les autres cas. �

Considérons l’hypothèse suivante :

(H) ∀x ∈X, (h+)−(x, .) = h(x, .).
Il résulte de l’équivalence (4.26) que si l’hypothèse (H) est vérifiée alors

(4.28) ∀(t, s) ∈ I × J, [h(., t) ≤ s] = [t ≤ h+(., s)].
Proposition 4.3.5. On suppose que (H) est vérifiée.

(1) Pour tout t ∈ I, v+(v(t)) ≥ tÔ⇒ Argmin(Wt) ⊃ Argmax(Rv(t)).
(2) Pour tout s ∈ J , v(v+(s)) ≥ sÔ⇒ Argmin(Wv+(s)) ⊃ Argmax(Rs).

Preuve. Soit t ∈ I tel que v+(v(t)) ≥ t. D’après (4.28),

[h(., t) ≤ v(t)] = [t ≤ h+(., v(t))] ⊃ [v+(v(t)) ≤ h+(., v(t))], d’où (1).

Soit s ∈ J tel que v(v+(s)) ≥ s. D’après (4.28),

[h(., v+(s)) ≤ v(v+(s))] ⊃ [h(., v+(s)) ≤ s] = [v+(s) ≤ h+(., s)], d’où (2).

�

Lemme 4.3.1. Soient t ∈ I, s ∈ J . Alors

Argmin(Wt) ≠ ∅Ô⇒ [v(t) ≤ sÔ⇒ t ≤ v+(s)],
donc, en particulier,

Argmin(Wt) ≠ ∅Ô⇒ t ≤ v+(v(t)).
Si on suppose de plus que (H) est vérifiée alors

Argmax(Rs) ≠ ∅Ô⇒ [t ≤ v+(s) Ô⇒ v(t) ≤ s],
donc, en particulier,

Argmax(Rs) ≠ ∅Ô⇒ v(v+(s)) ≤ s.
Preuve. Soit x̄ ∈ Argmin(Wt), alors v(t) ≤ s⇒ h(x̄, t) ≤ s⇒ t ≤ h+(x̄, s) ≤ v+(s).
Soit x̄ ∈ Argmax(Rs), alors t ≤ v+(s) ⇒ t ≤ h+(x̄, s) ⇒ v(t) ≤ h(x̄, t) ≤ s. �

Lemme 4.3.2. Soient t ∈ I, s ∈ J .
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(1) On a

s < v(t) Ô⇒ v+(s) ≤ t et v(t) < sÔ⇒ t ≤ v+(s).
(2) On en déduit

t < v+(s)Ô⇒ v(t) ≤ s et v+(s) < tÔ⇒ s ≤ v(t).
Preuve.

s < v(t)⇐⇒ ∀x ∈X,s < h(x, t),
Ô⇒ ∀x ∈X,h+(x, s) ≤ t,
⇐⇒ v+(s) ≤ t.

v(t) < s⇐⇒ ∃x ∈X,h(x, t) < s,
Ô⇒ ∃x ∈X, t ≤ h+(x, s),
Ô⇒ t ≤ v+(s).

�

Remarque 4.3.1. Il résulte du lemme 4.3.2 que

[v+ ≥ v+ et v− ≤ v+] et [v++ ≥ v et v−+ ≤ v].
Autrement dit

(4.29) v− ≤ v+ ≤ v+ et v−+ ≤ v ≤ v++.
Lemme 4.3.3. Soient t ∈ I, s ∈ J .

(1) Si v+ est continue à droite en s alors v(t) ≤ s Ô⇒ t ≤ v+(s) et on a v+(s) =
v+(s). En particulier, si v+ est continue à droite en v(t) alors t ≤ v+(v(t)).

(2) Suppose que (H) est vérifiée. Si la fonction v est continue à gauche en t alors

t ≤ v+(s)Ô⇒ v(t) ≤ s et on a v(t) = v−+(t). En particulier, si v est continue à

gauche en v+(s) alors v(v+(s)) ≤ s.
Preuve. v(t) ≤ sÔ⇒ t ≤ v+(s). Si s = supJ alors pour tout x ∈ X, on a h(x, t) ≤ s
, donc t ≤ h+(x, s) ≤ v+(s). Supposons que s ∈ J>. Pour tout s′ ∈ J tel que s′ > s, il

existe x′ ∈X tel que h(x′, t) ≤ s′. Donc t ≤ h+(x′, s′) ≤ v+(s′). Puisque v+ est continue

à droite en s, on en déduit que

t ≤ lim
s′→s
s′>s

v+(s′) = v+(s).
Par ailleurs, par définition de v+, on a

[v(t) ≤ sÔ⇒ t ≤ v+(s)]Ô⇒ v+(s) ≤ v+(s).
Par conséquent, v+(s) = v+(s) d’après (4.29).

t ≤ v+(s) Ô⇒ v(t) ≤ s. Si t = inf I alors pour tout x ∈ X, on a t ≤ h+(x, s). Donc(h+)−(x, t) ≤ s, et d’après (H), h(x, t) = (h+)−(x, t) ≤ s, d’où v(t) ≤ s. Supposons
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que t ∈ I<. Alors pour tout t′ ∈ I tel que t′ < t il existe x′ ∈ X tel que t′ ≤ h+(x′, s).
Donc (h+)−(x′, t′) ≤ s, et d’après (H), h(x′, t′) = (h+)−(x′, t′) ≤ s, d’où v(t′) ≤ s.
Puisque v est continue à gauche en t, on en déduit que

v(t) = lim
t′→t
t′<t

v(t′) ≤ s.
De même, par définition de v−+, on a

[t ≤ v+(s) Ô⇒ v(t) ≤ s]Ô⇒ v(t) ≤ v−+(t).
Par conséquent, v(t) = v−+(t) d’après (4.29). �

Proposition 4.3.6. Soient t ∈ I, s ∈ J . On suppose que (H) est vérifiée.

(1) Si Argmin(Wt) ≠ ∅ ou si v+ est continue à droite en v(t) alors

Argmin(Wt) ⊃ Argmax(Rv(t)).
(2) Si Argmax(Rs) ≠ ∅ ou si v est continue à gauche en v+(s) alors

Argmax(Rs) ⊃ Argmin(Wv+(s)).
Preuve. Montrons (1). Si Argmin(Wt) ≠ ∅ alors t ≤ v+(v(t)) d’après le lemme

4.3.1. Si v+ est continue à droite en v(t) alors t ≤ v+(v(t)) d’après le lemme 4.3.3.

On conclut donc avec la proposition 4.3.5.

Montrons (2). Si Argmax(Rs) ≠ ∅ alors v(v+(s)) ≤ s d’après le lemme 4.3.1. Si v est

continue à gauche en v+(s) alors v(v+(s)) ≤ s d’après le lemme 4.3.3. La conclusion

résulte de la proposition 4.3.5. �

Lemme 4.3.4. Soient t ∈ I, s ∈ J .

(1) Si v+ est continue à gauche en s ∈ J< alors

s ≤ v(t)Ô⇒ v+(s) ≤ t et on a v+(s) = v−(s).
En particulier, si v+ est continue à gauche en v(t) ∈ J<, v+(v(t)) ≤ t.

(2) Si v est continue à droite en t ∈ I> alors

v+(s) ≤ tÔ⇒ s ≤ v(t) et on a v(t) = v++(t).
En particulier, si v est continue à droite en v+(s) ∈ I>, alors v(v+(s)) ≥ s.

Preuve. Montrons (1). Soit s ∈ J<. Si s ≤ v(t) alors pour tout s′ ∈ J tel que s′ < s

on a v+(s′) ≤ t d’après le lemme 4.3.2. Comme v+ est continue à gauche en s, on en

déduit que

v+(s) = lim
s′→s
s′<s

v+(s′) ≤ t.
Par conséquent,

v−(s) = inf[s ≤ v] ≥ v+(s) ≥ v−(s),
où la dernière inégalité résulte de (4.29).
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Montrons maintenant (2). Soit t ∈ I>. Si v+(s) ≤ t alors pour tout t′ ∈ I tel que t′ > t
on a s ≤ v(t′) d’après le lemme 4.3.2. Comme v est continue à droite en t, on en

déduit que

s ≤ lim
t′→t
t′>t

v(t′) = v(t).
D’où,

v++(t) = sup[v+ ≤ t] ≤ v(t) ≤ v++(t),
où la dernière inégalité résulte de (4.29). �

Proposition 4.3.7. Soient t ∈ I, s ∈ J .

(1) Si v+ est continue à gauche en v(t) >minJ alors

Argmin(Wt) ⊂ Argmax(Rv(t)).
(2) Si on suppose que (H) est vérifiée alors si v est continue à droite en v+(s)

avec

v+(s) <max I alors

Argmax(Rs) ⊂ Argmin(Wv+(s)).
Preuve. (1) est une conséquence du lemme 4.3.4 et de la proposition 4.3.4. (2)

résulte du lemme 4.3.4 et de la proposition 4.3.5. �

Corollaire 4.3.1. On suppose que (H) est vérifiée.

(1) Soit t ∈ I tel que v(t) > minJ . Si Argmin(Wt) ≠ ∅ et si v+ est continue à

gauche en v(t) alors

Argmin(Wt) = Argmax(Rv(t)).
(2) Soit s ∈ J tel que v+(s) < max I. Si Argmax(Rs) ≠ ∅ et si v est continue à

droite en v+(s) alors

Argmax(Rs) = Argmin(Wv+(s)).
Preuve. Conséquence immédiate des propositions 4.3.6 et 4.3.7. �

Corollaire 4.3.2. On suppose que (H) est vérifiée.

(1) Pour tout t ∈ I tel que v+ soit continue en v(t), on a

Argmin(Wt) = Argmax(Rv(t)).
De plus dans ce cas [v = v(t)] = {t}.

(2) Pour tout s ∈ J tel que v soit continue en v+(s), on a

Argmax(Rs) = Argmin(Wv+(s)).
De plus, dans ce cas [v+ = v+(s)] = {s}.
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Preuve. En juxtaposant les propositions 4.3.6 et 4.3.7, on obtient

Argmin(Wt) = Argmax(Rv(t)) et Argmax(Rs) = Argmin(Wv+(s)).
Par ailleurs, d’après les lemmes 4.3.3 et 4.3.4, si v+ est continue en v(t) alors

v+(v(t)) = t. Donc si t′ ∈ [v = v(t)] alors v+ est continue en v(t′) et on a t′ =

v+(v(t′)) = v+(v(t)) = t. D’où [v = v(t)] = {t}.
De même, comme (H) est vérifiée, il résulte des lemmes 4.3.3 et 4.3.4 que si v est

continue en v+(s) alors v(v+(s)) = s. Donc si s′ ∈ [v+ = v+(s)] alors v est continue

en v+(s′) et on a s′ = v(v+(s′)) = v(v+(s)) = s. D’où [v+ = v+(s)] = {s}. �

4.3.3. Optimisation robuste versus Optimisation de la robustesse

On s’intéresse maintenant au problème posé en introduction de cette section à savoir

faire le lien moyennant des conditions entre les solutions optimales de (Wα) et de

celles de (Rβ) pour des valeurs de α et β convenablement choisies et fixées.

Proposition 4.3.8. Pour tout x ∈ X, on a wc+(x, .) = r(x, .) et r−(x, .) = wc(x, .).
En particulier la fonction wc vérifie (H), c’est-à-dire

(wc+)−(x, .) = wc(x, .), ∀x ∈X.
Preuve. Soit x ∈X, d’après (4.12), on a

∀(α,β) ∈ I × J, wc(x,α) ≤ β ⇐⇒ α ≤ r(x, β).
Il résulte alors de la proposition 4.3.2 que wc+(x, .) = r(x, .) et r−(x, .) = wc(x, .). �

Proposition 4.3.9. Soit α ∈ I et β ∈ J .

(1) Si Argmin(Wα) ≠ ∅ alors Argmin(Wα) ⊃ Argmax(Rvwc(α)).
(2) Si Argmax(Rβ) ≠ ∅ alors Argmax(Rβ) ⊃ Argmin(Wvr(β)).
(3) Si vr(vwc(α)) = α alors Argmin(Wα) = Argmax(Rvwc(α)).
(4) Si vwc(vr(β)) = β alors Argmax(Rβ) = Argmin(Wvr(β)).

Preuve. (1) et (2) résulte d’une application directe de la proposition 4.3.6. Par

ailleurs, comme (H) est vérifiée par la fonction wc, il résulte de (4.28) que

(4.30) ∀(α,β) ∈ I × J, [wc(., α) ≤ β] = [α ≤ r(., β)].
Donc si vr(vwc(α)) = α alors en prenant β = vwc(α) dans (4.30), on obtient

[wc(., α) ≤ vwc(α)] = [vr(vwc(α)) ≤ r(., vwc(α))], d’où (3).
De même, si vwc(vr(β)) = β, alors en prenant α = vr(β) dans (4.30), on obtient

[wc(., vr(β)) ≤ vwc(vr(β))] = [vr(β) ≤ r(., β)], d’où (4).
�

Théorème 4.3.1. On suppose que les fonctions vwc et vr sont continues.
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(1) Pour tout α ∈ I tel que vwc(α) ∈ J̊ , on a Argmin(Wα) = Argmax(Rvwc(α)).
(2) Pour tout β ∈ J tel que vr(β) ∈ I̊, on a Argmax(Rβ) = Argmin(Wvr(β)).

Preuve. Puisque l’hypothèse (H) est vérifiée par la fonction wc, la conclusion

résulte du corollaire 4.3.2. �

Remarque 4.3.2. Si wc(x, .) est concave et r(x, .) est convexe pour tout x ∈ X

alors la fonction vwc est concave et la fonction vr est convexe. Ces fonctions sont

donc continues sur l’intérieur de leurs domaines.

Proposition 4.3.10. Pour tout x ∈ X, la fonction wc(x, .) ∶ I → J est continue à

gauche et la fonction r(x, .) ∶ J → I est continue à droite.

Preuve. D’après la proposition 4.3.8, wc(x, .) = r−(x, .) qui est continue à gauche

d’après la proposition 4.3.1. De même, d’après la proposition 4.3.8, r(x, .) = wc+(x, .)
qui est continue à droite d’après la proposition 4.3.1. �
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Chapitre 5

Un modèle générique de maximisation du rayon de stabilité

Dans ce chapitre, nous proposons un modèle générique du problème de maximisation

du rayon de stabilité qui prend en compte une large classe de cas pratiques. On

suppose en faite que l’ensemble de satisfaction est l’image réciproque d’un ensemble

par une application. Ce qui est le cas pour la contrepartie robuste au sens du rayon

de stabilité d’un problème d’optimisation à données incertaines. On montre que dans

un cadre polyédral, ce modèle se ramène à un programme fractionnaire généralisé

et que dans un cadre quadratique, il se ramène à un problème de programmation

semi-définie positive.

5.1. Définition du modèle

Soient (W, ∥.∥), un espace vectoriel normé, F un espace vectoriel, X un ensemble

non vide.

Soit ℓ ∈ ◆⋆. On considère des applications ❚i, i = 1, ..., ℓ, de X dans l’ensemble des

applications affines de W dans F , définies par

❚i(x)(w) = ai(x) +Ti(x)w, ∀x ∈X, ∀w ∈W.
où ai ∶X → F et Ti ∶X →L (W,F ) .

On considère également des multi-applications Ci ∶X ⇉ F , i = 1, ..., ℓ.

On définit alors, pour i ∈ J1, ℓK, Si ∶X ⇉W par

Si(x) =❚i(x)−(Ci(x)) ∶= {w ∈W ∣ai(x) +Ti(x)w ∈ Ci(x)} .
Cette formulation permet de se ramener au cas où la valeur nominale du paramètre

incertain est le vecteur nul. On s’intéresse au problème de maximisation du rayon

de robustesse

(Rg) Maximiser r(x) ∶= d(0, Sc
x), x ∈X,

avec, pour tout x ∈X,

Wx =W, dx = d∥.∥ = d, w̄x = 0, et Sx =
ℓ⋂

i=1

Si(x).
Par définition, on a

r(x) = d(0, Sc
x) = d(0, ℓ⋃

i=1

Si(x)c) = min
1≤i≤ℓ

d(0, Si(x)c).
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En posant ri(x) ∶= d(0, Si(x)c), pour i = 1, . . . , ℓ, on obtient

r(x) = min
1≤i≤ℓ

ri(x)
Le problème (Rg) s’écrit aussi

(Rg) Maximiser min
i=1,...,ℓ

ri(x), x ∈X.

Par ailleurs, d’après le lemme 1.5.1, on a

d(0, Sc
x) = sup{ρ > 0 ∣ ρ❇∥.∥ ⊂ Sx},
= sup{ρ > 0 ∣ ρ❇∥.∥ ⊂ Si(x), ∀i = 1, . . . , ℓ},
= sup{ρ > 0 ∣ ai(x) +Ti(x)w ∈ Ci(x), ∀w ∈ ρ❇∥.∥, ∀i = 1, . . . , ℓ}.

On en déduit que résoudre (Rg) revient à résoudre

(R′g)

Maximiser ρ,

s.l.c. ai(x) +Ti(x)w ∈ Ci(x), ∀i ∈ J1, ℓK, ∀w ∈ ρ❇W ,

(ρ, x) ∈❘⋆+ ×X,
dans le sens où (moyennant l’hypothèse « il existe x ∈ X tel que 0 soit à l’intérieur

de Sx»)

v(Rg) = v(R′g) et Argmax(Rg) = Π❘⋆+×X→X Argmax(R′g).
Remarque 5.1.1. Si pour tout i ∈ J1, ℓK, x ∈ X, Ci(x) = Ci ⊂ F , le problème (R′g)

peut s’écrire

(R′g)

Maximiser ρ,

s.l.c. ai(x) + ρTi(x)w ∈ Ci, ∀i ∈ J1, ℓK,∀w ∈ ❇W ,

(ρ, x) ∈❘⋆+ ×X,
qui est un problème d’optimisation robuste classique. Cependant, d’une part, cette

approche n’est pas forcément naturelle, et, d’autre part, le problème (R′g) n’entre

pas (au moins directement) dans le cadre des problèmes classiquement étudiés en

Optimisation robuste.

5.1.1. Réduction partielle ou complète à des espaces de type ❘n

Pour simplifier un peu les écritures, on suppose ici que ℓ = 1.

Très souvent, W et F sont des espaces vectoriels de dimensions finies et on a ex-

plicitement des bijections linéaires LW ∶ ❘n → W et LF ∶ ❘m → F pour certains

n,m ∈◆⋆. Le problème (Rg) est alors équivalent au problème
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(R′g)

Maximiser ρ,

s.l.c. a(x) +T(x)y ∈ C(x), ∀y ∈ ρ❇∥.∥○LW
,

(ρ, x) ∈❘⋆+ ×X,
avec

C(x) ∶= L−1F (C(x)) ⊂❘m, a ∶= L−1F ○ a ∶X →❘m, T ∶=
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
X → L(❘n,❘m),
x→ L−1F ○T(x) ○LW .

On notera que la norme dont on munit ❘n, ∥.∥ ○ LW , n’est pas forcément la norme

euclidienne.

Si on suppose de plus que X ⊂D, ❘–espace vectoriel de dimension finie et que l’on

se donne explicitement une bijection linéaire LD ∶❘p →D, p ∈◆⋆, alors Le problème

(Rg) est équivalent au problème

(R′g)

Maximiser ρ,

s.l.c. a(x) + T(z)y ∈ C(x), ∀y ∈ ρ❇∥.∥○LW
,

(ρ, z) ∈❘⋆+ ×X,
avec

C(x) ∶= L−1F (C) ⊂❘m, ,X ∶= L−1D (X) ⊂❘p,

a ∶= L−1F ○ a ○LD ∶X →❘m T ∶= {X → L(❘n,❘m),
z → L−1F ○T(LDz) ○LW .

Tout ceci montre que l’on peut se ramener, en toute généralité, à ne considérer que

le cas d’espace W , F ou D de type ❘k, k ∈ ◆⋆. Mais cette approche n’apporte

pas forcément grand chose et n’est pas forcément naturelle, sauf, éventuellement,

au moment de résoudre effectivement (sur machine) le problème, une fois qu’il aura

été correctement réduit (et c’est donc d’ailleurs plutôt ce dernier problème que l’on

ramènera à un problème où les espaces sont de type ❘k).

5.1.2. Propriétés du rayon de stabilité du modèle générique

On suppose dans cette section que X ⊂ D est un ❘–espace vectoriel topologique

(localement convexe) séparé, et que les multi-applications Ci, i = 1, . . . , ℓ, sont

constantes et on note Ci leurs valeurs.

Proposition 5.1.1. On suppose que :

(1) X est fermé et Ci est fermé pour i = 1, . . . , ℓ ;
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(2) Pour tout w ∈W , les applications Ai(., w) ∶ X → F , i = 1, . . . , ℓ, définies par

Ai(x,w) = ai(x) +Ti(x)w, sont continues.

Alors le rayon de stabilité r ∶ X → [0;+∞] défini par r(x) = d(0, S(x)c) est semi-

continu supérieurement.

Preuve. Pour tout w ∈W , l’ensemble S−(w) défini par

S−(w) ∶= {x ∈X ∣ Ai(x,w) ∈ Ci, i = 1, . . . , ℓ} = ℓ⋂
i=1

Ai(., w)−1(Ci)
est fermé. Il résulte alors de la proposition 4.2.1 que le rayon de stabilité est semi-

continue supérieurement. �

Proposition 5.1.2. On suppose que :

(1) X est convexe et les ensembles Ci, i = 1, . . . , ℓ sont convexes ;

(2) Pour tout w ∈W , les applications Ai(., w) ∶ D → F , i = 1, . . . , ℓ définies par

Ai(x,w) = ai(x) +Ti(x)w sont affines pour i = 1, . . . , ℓ.

Alors le rayon de stabilité r ∶ X → [0;+∞] défini par r(x) = d(0, S(x)c) est quasi-

concave.

Preuve. Pour tout w ∈W , l’ensemble S−(w) défini par

S−(w) ∶= {x ∈X ∣ Ai(x,w) ∈ Ci, i = 1, . . . , ℓ} = ℓ⋂
i=1

Ai(., w)−1(Ci)
est convexe. Il résulte de la proposition 4.2.3 que le rayon de stabilité est quasi-

concave. �

Proposition 5.1.3. On suppose que :

(1) X est compact et les ensembles Ci, i = 1, . . . , ℓ sont fermés ;

(2) Pour tout w ∈W , les applications Ai(., w) ∶ X → F , i = 1, . . . , ℓ, définies par

Ai(x,w) = ai(x) +Ti(x)w, sont continues.

Alors Argmax(Rg) /= ∅.
Preuve. D étant séparé et X un compacte de D alors X est fermé ([11], § 6,

Théorème 1). Il résulte alors de la proposition 5.1.1 que l’application r ∶X → [0;+∞]
défini par r(x) = d(0, S(x)c) est semi-continue supérieurement. X étant compact et

r ∶X → [0;+∞] semi-continue supérieurement alors il existe x0 ∈X tel que

r(x0) = sup
x∈X

r(x) ([29], Théorème 7.4.14).

�
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5.2. Étude du modèle générique dans un cadre polyédral

Dans cette section, on étudie le modèle (Rg) dans un cas polyédrique c’est-à-dire

qu’on suppose que pour tout x ∈X, C(x) est un polyèdre (une intersection finie de

demi-espaces fermés). On détermine une formule explicite du rayon de stabilité qui

montre que (Rg) est un problème de programmation fractionnaire généralisé avec

un nombre fini de quotients. On utilise ces résultats pour expliciter la contrepartie

robuste au sens du rayon de stabilité d’un programme linéaire à données incertaines.

5.2.1. Modèle polyédrique

On reprend les notations de la section précédente.

5.2.1.1. Description des données du modèle

On suppose ici que W et F sont deux espaces vectoriels normés de dual topologique

respectif W ∗ et F ∗. On note ⟨, ⟩ la forme bilinéaire standard de dualité. Pour tout

i ∈ J1, ℓK, pour tout x ∈ X, on suppose que l’ensemble Ci(x) est un demi-espace

fermé : c’est-à-dire qu’il existe zi(x) ∈ F ∗ et αi(x) ∈❘ tel que

(5.1) Ci(x) = [⟨., zi(x)⟩ ≤ αi(x)] = {y ∈ F ∣ ⟨y, zi(x)⟩ ≤ αi(x)}.
Cette hypothèse implique que Sx est un polyèdre pour tout x ∈X.

5.2.1.2. Calcul du rayon de stabilité du modèle

Dans le cadre décrit ci-dessus, pour tout i ∈ J1, ℓK, par définition de Si(x), on a

Si(x) ∶={w ∈W ∣ ai(x) +Ti(x)w ∈ Ci(x)}
={w ∈W ∣ ⟨ai(x) +Ti(x)w, zi(x)⟩ ≤ αi(x)}
=[⟨.,Ti(x)∗(zi(x))⟩ ≤ αi(x) − ⟨ai(x), zi(x)⟩].

où Ti(x)∗ est l’adjoint de Ti(x).
Soit ∥.∥ une norme sur W , d la distance associée et ∥.∥∗ sa norme duale.

Pour tout x ∈X, le rayon de stabilité de x est donc défini par

(5.2) r(x) = min
1≤i≤ℓ

d(0, [⟨.,Ti(x)∗(zi(x))⟩ > αi(x) − ⟨ai(x), zi(x)⟩]).
D’après la formule d’Ascoli (lemme 1.5.2), si Ti(x)∗(zi(x)) est non nul alors on a

(5.3) d(0, [⟨.,Ti(x)∗(zi(x))⟩ > αi(x) − ⟨ai(x), zi(x)⟩]) = (αi(x) − ⟨ai(x), zi(x)⟩)+∥Ti(x)∗(zi(x))∥∗ .

On en déduit que si pour tout i ∈ J1, ℓK, Ti(x)∗(zi(x)) ≠ 0, on a

(5.4) r(x) = min
1≤i≤ℓ

(αi(x) − ⟨ai(x), zi(x)⟩)+∥Ti(x)∗(zi(x))∥∗ .

Par conséquent, si les applications Ti, i ∈ J1, ℓK vérifient

(5.5) Ti(x)∗(zi(x)) ≠ 0, ∀x ∈X,
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alors le modèle (Rg) s’écrit

(Rlin) Maximiser min
1≤i≤ℓ

(αi(x) − ⟨ai(x), zi(x)⟩)+∥Ti(x)∗(zi(x))∥∗ , x ∈X,
qui est un programme fractionnaire généralisé que l’on sait résoudre efficacement

dans certains cas selon la structure de X ( [24],[25],[26], [42],[68],...). Par exemple

si X est un compact, on peut résoudre ce problème avec l’algorithme de Crouzeix-

Ferland-Schaible ([25]).

5.2.2. Contrepartie robuste d’un programme linéaire à donnée

incertaines

Considérons le programme linéaire paramétrique incertain suivant :

(P lin
w )

Minimiser ⟨c̄ + c(w), x⟩ + d̄ + d(w)
s.l.c {Āx +A(w)x ≤ b̄ + b(w)

x ∈X ⊂❘n,

où le paramètre incertain w ∈ W un ❘–espace vectoriel normé, X est un polyèdre,

c ∈ L (W,❘n), d ∈ L (W,❘), A ∈ L (W,❘m×n), b ∈ L (W,❘m) et (c̄, d̄, Ā, b̄) ∈
❘n ×❘ ×❘m×n ×❘m est la donnée nominale.

Soit f ∶X ×W →❘ ∪ {+∞} la fonction définie par

f(x,w) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
⟨c̄ + c(w), x⟩ + d̄ + d(w) si Āx +A(w)x ≤ b̄ + b(w)
+∞ sinon.

Il est facile de voir que le problème (P lin
w ) se réécrit comme suit

(P lin
w ) Minimiser f(x,w) , x ∈X.

On se donne α ∈❘ tel que

(5.6) α > inf
x∈X

f(x,0).
Soit ∥.∥ une norme sur W et d∥.∥ la distance associée.

La contrepartie robuste du programme (P lin
w ) au sens du rayon de stabilité (défini-

tion 4.1.4) est le programme

(R lin) Maximiser d∥.∥ (0, [f(x, .) > α]) , x ∈X.
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Par définition de l’application f , pour tout x ∈X, on a :

[f(x, .) ≤ α] ∶={w ∈W ∣ f(x,w) ≤ α}
=

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
w ∈W ∣

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
⟨c̄ + c(w), x⟩ + d̄ + d(w) ≤ α
Āx +A(w)x ≤ b̄ + b(w)

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭
.

On note ai (resp. āi) la ième ligne de A (resp. Ā), bi (resp. b̄i) la ième coordonnée de

b (resp. b̄) pour i ∈ J1,mK, ā0 = c̄, a0 = c, b̄0 = α − d̄ et b0 = d.

Pour i ∈ J0,mK, on définit Ti ∶ W → ❘n ×❘ par Ti(w) = (ai(w), bi(w)). Avec ces

notations, pour tout x ∈❘n, on a

[f(x, .) ≤ α] = m⋂
i=0

{w ∈W ∣ ⟨Ti(w), (x,−1)⟩ ≤ b̄i − ⟨āi, x⟩}
=

m⋂
i=0

[⟨.,T∗i (x,−1)⟩ ≤ b̄i − ⟨āi, x⟩].
Supposons que pour tout i ∈ J0,mK, l’application linéaire Ti est surjective. Ce qui

implique que T∗i est injective. Dans ce cas, il résulte de ce qui précède que

(5.7) d∥.∥ (0, [f(x, .) > α]) = min
0≤i≤m

(b̄i − ⟨āi, x⟩)+∥T∗i (x,−1)∥∗ , ∀x ∈❘n.

Le programme (R lin) est donc un programme fractionnaire généralisé avec des

contraintes affines :

(R lin) Maximiser min
0≤i≤m

(b̄i − ⟨āi, x⟩)+∥T∗i (x,−1)∥∗ , x ∈X.

5.3. Étude du modèle générique dans le cas quadratique

Dans cette section, on étudie le modèle générique du problème de maximisation du

rayon de stabilité décrit à la section 5.1 en se plaçant dans des espaces de Hilbert.

On suppose que ℓ = 1 et on étudiera le modèle dans deux cas particuliers de C : cas

d’une boule et cas d’un paraboloïde. On terminera ce chapitre par une application

au calcul d’estimateur robuste au sens du rayon de stabilité avec une illustration

numérique.

On suppose ici que les espaces W et F sont des espaces de Hilbert dont

on note indistinctement ⟨., .⟩ le produit scalaire et ∥.∥ la norme associée.

On rappelle que l’on se donne a ∶X → F et T ∶X →L (W,F ) tels que

❚(x)(w) = a(x) +T(x)w, ∀(x,w) ∈X ×W.
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Notations. Dans cette section, on utilisera les notations complémentaires suivantes :

— Étant donné (H, ⟨., .⟩) un espace de Hilbert on définit G ∶ H → L (❘,H)
l’application qui à a ∈H associe Ga ∶❘→H définie par Ga(t) = ta. Il est clair

que pour tout a ∈H, Ga est linéaire continue et

∀x ∈H,a ∈H, ⟨Ga(t), x⟩ = ⟨ta, x⟩ = t⟨a, x⟩ = tG ∗a (x),
où G ∗a est l’adjoint de Ga. On a donc G ∗a = ⟨a, .⟩. Ainsi, on notera souvent Ga

par a et G ∗a par a∗.

— Si α,β, γ ∈❘, a ∈ F , b ∈W et A ∈L (W,F ), on note

F(α, a, β, b,A, γ) ∶=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
α a∗ b∗

a βIF A∗

b A γIW

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

la fonctionnelle quadratique F(α, a, β, b,A, γ) ∶ F ×W →❘ définie par

F(α, a, β, b,A, γ)(y,w) = α + β∥y∥2 + γ∥w∥2 + 2⟨a, y⟩ + 2⟨b,w⟩ + 2⟨Aw, y⟩.
Ainsi, on note simplement F(α, a, β, b,A, γ) ≥ 0 pour dire que

α + β∥y∥2 + γ∥w∥2 + 2⟨a, y⟩ + 2⟨b,w⟩ + 2⟨Aw, y⟩ ≥ 0, ∀(y,w) ∈ F ×W.
— Si U et V sont deux espaces vectoriels et f ∶ U → V une application affine

alors on notera f0 la partie constante de f et Lf sa partie linéaire.

5.3.1. Étude du modèle dans le cas d’une boule

Dans cette sous–section, on se donne une application α ∶ X → ❘ et on définit

C ∶X ⇉ F par

(5.8) C(x) ∶= {y ∈ F ∣ ∥y∥ ≤ α(x)}.
La contrainte semi-infinie (en la variable (ρ, x))

(5.9) a(x) +T(x)w ∈ C(x) , ∀w ∈ ρ❇W

se transforme en

(5.10) ∥a(x) +T(x)w∥ ≤ α(x) , ∀w ∈ ρ❇W .

Le problème (Rg) dévient

(Rb)

Maximiser ρ,

s.l.c. ∥a(x) +T(x)w∥ ≤ α(x) , ∀w ∈ ρ❇W ,

(ρ, x) ∈❘⋆+ ×X.
Ou de manière condensée

(Rb) Maximiser ρ, (ρ, x) ∈ X ,
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si on définit l’ensemble des contraintes X par

(5.11) X ∶= {(ρ, x) ∈❘⋆+ ×X ∣ ∥a(x) +T(x)w∥ ≤ α(x) , ∀w ∈ ρ❇W} .
5.3.1.1. Une première réduction du problème (Rb)

On se propose de remplacer la contrainte semi-infinie (5.10) en la variable (ρ, x) par

une contrainte en ajoutant une nouvelle variable.

Proposition 5.3.1. Pour tout a ∈ F , A ∈L (W,F ), ρ ∈❘⋆+, α ∈❘ on a

∥a +Aw∥ ≤ α, ∀w ∈ ρ❇W ⇐⇒ ∃λ ≥ 0 ∶ F(α − λρ2, a, α,0,A, λ) ≥ 0.
Si de plus A est non nulle, alors λ ∈❘⋆+.
Preuve. D’après (1.14), on a

∀w ∈ ρ❇W , ∥a +Aw∥ ≤ α
⇐⇒ α + 2⟨y, a +Aw⟩ + α∥y∥2 ≥ 0, ∀w ∈ ρ❇W ,∀y ∈ F
⇐⇒ [ρ2 − ∥w∥2 ≥ 0⇒ α + 2⟨a, y⟩ + 2⟨A∗y,w⟩ + α∥y∥2 ≥ 0], ∀w ∈W,∀y ∈ F.

On déduit alors du Théorème 1.4.1 que

∥a +Aw∥ ≤ α, ∀w ∈ ρ❇W

⇐⇒∃λ ≥ 0 ∶ α + 2⟨a +Aw, y⟩ + α∥y∥2 − λ[ρ2 − ∥w∥2] ≥ 0], ∀(y,w) ∈ F ×W
⇐⇒F(α − λρ2, a, α,0,A, λ) ≥ 0.

Si A ≠ 0, alors il existe (y0, w0) ∈ F ×W tel que ⟨Aw0, y0⟩ ≠ 0.
— Si ⟨Aw0, y0⟩ < 0, on a lim

n→+∞
⟨A(nw0), y0⟩ = −∞.

— Si ⟨Aw0, y0⟩ > 0, on a lim
n→+∞

⟨A(−nw0), y0⟩ = −∞.

Il existe w1 ∈W tel que

α + 2⟨a +Aw1, y0⟩ + α∥y0∥2 < 0.
Par conséquent λ > 0. �

On introduit le problème d’optimisation suivant :

(R̂b)

Maximiser ρ,

s.l.c.

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
α(x) − λρ a(x)∗ 0

a(x) α(x)IF T(x)∗
0 T(x) λIW

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
≥ 0,

(ρ, x, λ) ∈❘⋆+ ×X ×❘⋆+,
autrement dit

(R̂b) Maximiser ρ, (ρ, x, λ) ∈ X̂ ,
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si on définit X̂ par

X̂ = {(ρ, x, λ) ∈❘⋆+ ×X ×❘⋆+ ∣F(α(x) − λρ, a(x), α(x),0,T(x), λ) ≥ 0} .

Théorème 5.3.1. On suppose que pour tout x ∈X, T(x) ∈L (W,F ) ∖ {0}. On a

(5.12) v (Rb)2 = v (R̂b)
et

(5.13) Argmax(Rb) = {(√ρ, x) ∣ (ρ, x) ∈ Π❘×X Argmax(R̂b)}.
On rappelle que Π❘×X ∶ (ρ, x, λ) ∈❘ ×X ×❘→ (ρ, x) ∈❘ ×X.

Preuve. D’après la proposition 5.3.1, pour tout (τ, x) ∈❘⋆+ ×X, on a

(5.14) (τ, x) ∈ X ⇐⇒ ∃λ > 0, (τ 2, x, λ) ∈ X̂ .
Montrons d’abord (5.12). On a

v (Rb) = sup{ρ ∣ (ρ, x) ∈ X}
= sup{ρ ∣ (ρ2, x, λ) ∈ X̂}
= (sup{ρ2 ∣ (ρ2, x, λ) ∈ X̂})1/2
=v (R̂b)1/2 .

Montrons maintenant (5.13). On procède par double inclusion. Soit (ρ̄, x̄) ∈ Argmax(Rb).
D’après (5.14), il existe λ̄ > 0 tel que (ρ̄2, x̄, λ̄) ∈ X̂ . Il résulte donc de (5.12) que

∀(ρ, x, λ) ∈ X̂ , ρ ≤ v (R̂b) = v (Rb)2 = ρ̄2.
Donc (ρ̄2, x̄, λ̄) ∈ Argmax(R̂b), et par suite (ρ̄, x̄) ∈ {(√ρ, x) ∣ (ρ, x) ∈ Π❘×X Argmax(R̂b)}.
Inversement, soit (√ρ̄, x̄) ∈ {(√ρ, x) ∣ (ρ, x) ∈ Π❘×X Argmax(R̂b)}. Alors il existe

λ̄ ∈❘ tel que (ρ̄, x̄, λ̄) ∈ X̂ . Il résulte donc de (5.14) que (√ρ̄, x̄) ∈ X . D’après (5.12),

on a

∀(ρ, x) ∈ X , ρ ≤ v (Rb) =√v (R̂b) =√ρ̄.
Donc (√ρ̄, x̄) ∈ Argmax(Rb), d’où l’inclusion inverse. �

Remarque 5.3.1. Supposons que X ⊂ D un espace de Hilbert , les applications

α ∶D →❘, a ∶D → F et T ∶D →L (W,F ) sont affines. Dans ce cas, si X =D ou la

contrainte x ∈X est conique, c’est-à-dire de la forme

G(x) ∈K,
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où K est un cône convexe (fermé) de H un espace de Hilbert et G ∶D →H une appli-

cation affine (continue) alors le programme (R̂b) est « proche » d’un problème de pro-

grammation convexe conique dans les espaces de Hilbert. La structure de convexité

étant détruite par le terme λρ dans l’expression de F(α(x)−λρ, a(x), α(x),T(x), λ).
Nous allons à présent effectuer un changement de variables qui nous permettra de

se ramener dans certains cas (par exemple les cas de la Remarque 5.3.1) à la réso-

lution d’un problème de programmation convexe conique. Pour cela, on suppose

que X ⊂D un espace de Hilbert, les applications α ∶ D → ❘, a ∶D→ F et

T ∶D→L (W,F) sont affines.

5.3.1.2. Application d’un changement de variables direct

On définit l’application ϕ ∶❘⋆+ ×D ×❘⋆+ →❘⋆+ ×D ×❘⋆+ par

(5.15) ϕ(ρ, x, λ) = (ρ, x
λ
,
1

λ
) .

Notons que l’application ϕ est une involution (i.e. bijection telle que ϕ−1 = ϕ).

On pose X̃ ∶= ϕ(X̂ ) = {(τ, y, t) ∈❘⋆+ ×D ×❘⋆+ ∣ϕ(τ, y, t) ∈ X̂ }.
On a donc

X̃ = {(τ, y, t) ∈❘⋆+ ×D ×❘⋆+ ∣ yt ∈X,
F(tα0 +Lα(y) − τ, ta0 +La(y), tα0 +Lα(y),0, tT0 +LT(y),1) ≥ 0}.

On introduit le problème

(R̃b) Maximiser τ, (τ, y, t) ∈ X̃ ,
ou, plus explicitement,

(R̃b)

Maximiser τ,

s.l.c.

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

tα0 +Lα(y) − τ [ta0 +La(y)]∗ 0

ta0 +La(y) (tα0 +Lα(y))IF [tT0 +LT(y)]∗
0 tT0 +LT(y) IW

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
≥ 0

y

t
∈X, (τ, y, t) ∈❘⋆+ ×D ×❘⋆+.

On déduit immédiatement du fait que ϕ est une involution la proposition suivante.

Proposition 5.3.2. Les problèmes (R̂b) et (R̃b) sont liés par

v (R̂b) = v (R̃b) et Argmax (R̂b) = ϕ (Argmax (R̃b)) .
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5.3.1.3. Application d’un changement de variables de Charnes-Cooper

En opérant le changement de variables

ψ ∶= {❘⋆+ ×D ×❘⋆+ →❘⋆+ ×D ×❘⋆+,(ρ, x, λ)→ (λρ, x, λ),
on transforme le problème (R̂b) en le problème

(P) Maximiser
τ

s
, (τ, x, s) ∈ S,

où l’ensemble S est défini par

S = {(τ, x, s) ∈ ❘⋆+ × D × ❘⋆+ ∣x ∈ X, F(α(x) − τ, a(x), α(x),0,T(x), s) ≥ 0}.
On définit les fonctions f et g sur S par

∀(τ, x, s) ∈ S, f(τ, x, s) = τ et g(τ, x, s) = s.
Conformément aux notations de la section 1.3, on a

S̃ ∶= {(τ, x, s, t) ∈❘ ×D ×❘ ×❘ ∣ t > 0,(τ
t
,
x

t
,
s

t
) ∈ S} ,

= {(τ, x, s, t) ∈❘⋆+ ×D ×❘⋆+ ×❘⋆+ ∣
x

t
∈X, F(tα0 +Lα(x) − τ, ta0 +La(x), tα0 +Lα(x),0, tT0 +LT(x), s) ≥ 0} .

Pour tout (τ, x, s, t) ∈ S̃,
f̃(τ, x, s, t) = τ et g̃(τ, x, s, t) = s,

où f̃ et g̃ sont respectivement les fonctions perspectives de f et g (section 1.3).

Il en résulte que

S̃ ∩ [g̃ = 1] = {(τ, x, s, t) ∈❘⋆+ ×D ×❘⋆+ ×❘⋆+ ∣ s = 1,
x

t
∈X, F(tα0 +Lα(x) − τ,La(x) + ta0, tα0 +Lα(x),0, tT0 +LT(x), s) ≥ 0} .

Si on considère le problème

(P̃=) Maximiser τ, (τ, x, s, t) ∈ S̃ ∩ [g̃ = 1],
il est immédiat que l’on peut l’écrire

(P̃=) Maximiser τ, (τ, x, t) ∈ X̃ , s = 1
qui est trivialement relié au problème (R̃b).

Plus exactement, d’après le lemme 1.3.1, on a

v(R̂b) = v(P) = v(P̃=) = v(R̃b).
De plus

Argmax(P) = T
−1 (Argmax(P̃=))
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avec T −1 ∶ (τ, x, s, t)→ (τ/t, x/t, s/t), et

Argmax(P) = T̂
−1 (Argmax(R̃b))

avec T̂ −1 ∶ (τ, x, t)→ (τ/t, x/t,1/t), puis, comme ψ−1 ∶ (τ, x, s)→ (τ/s, x, s),
Argmax(R̂b) = ψ−1(Argmax(P)) = ψ−1 ○ T̂ −1 (Argmax(R̃b)) = ϕ(Argmax(R̃b)).

5.3.2. Étude du modèle dans le cas d’un « paraboloïde »

Dans cette sous–section, on suppose que :

(1) a = (ã, α) ∶X → F ×❘ définie par a(x) = (ã(x), α(x)) pour tout x ∈X,

(2) T = (T̃,2b) ∶X →L (W,F )×L (W,❘) définie par T(x)w = (T̃(x)w,2⟨b(x), w⟩)
pour tout (x,w) ∈X ×W ,

(3) C est le « paraboloïde» défini par C ∶= {(z, t) ∈ F ×❘ ∣ ∥z∥2 ≤ t}.
Pour tout (x,w) ∈X ×W , on a l’équivalence

(5.16) a(x) +T(x)w ∈ C ⇐⇒ ∥ã(x) + T̃(x)w∥2 ≤ α(x) + 2⟨b(x), w⟩.
Dans la suite de cette sous–section, par soucis de simplification, on fait un abus en

notant ã par a et Ã par A. Le problème (Rg) devient dans ce cas

(Rp)

Maximiser ρ,

s.l.c. ∥a(x) +T(x)w∥2 ≤ α(x) + 2⟨b(x), w⟩, ∀w ∈ ρ❇W

(ρ, x) ∈❘⋆+ ×X.
5.3.2.1. Une première réduction du problème (Rp)

Proposition 5.3.3. Pour tout a ∈ F , b ∈W , A ∈L (W,F ), ρ ∈❘⋆+ et α ∈❘ on a

∥a +Aw∥2 ≤ α + 2⟨b,w⟩, ∀w ∈ ρ❇W ⇐⇒ ∃λ ≥ 0 ∶ F(α − λρ2, a,1, b,A, λ) ≥ 0.
Si de plus A est non nulle, alors λ ∈❘⋆+.
Preuve. On a

∥a +Aw∥2 ≤ α + 2⟨b,w⟩, ∀w ∈ ρ❇W

⇐⇒α + 2⟨b,w⟩ − ∥a +Aw∥2 ≥ 0, ∀w ∈ ρ❇W

⇐⇒α + 2⟨b,w⟩ +min
ξ∈F
{2⟨a +Aw, ξ⟩ + ∥ξ∥2} ≥ 0, ∀w ∈ ρ❇W

⇐⇒α + 2⟨b,w⟩ + 2⟨a +Aw, ξ⟩ + ∥ξ∥2 ≥ 0, ∀w ∈ ρ❇W ,∀ξ ∈ F
⇐⇒[ρ2 − ∥w∥2 ≥ 0⇒ α + 2⟨b,w⟩ + 2⟨a +Aw, ξ⟩ + ∥ξ∥2 ≥ 0],∀(ξ,w) ∈ F ×W.

On déduit alors du théorème 1.4.1 que

∥a +Aw∥2 ≤ α + 2⟨b,w⟩, ∀w ∈ ρ❇W ⇐⇒
∃λ ≥ 0 ∶ α + 2⟨a +Aw, ξ⟩ + 2⟨b,w⟩ + ∥ξ∥2 − λ[ρ2 − ∥w∥2] ≥ 0, ∀(ξ,w) ∈ F ×W,
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d’où le résultat. Si de plus A ≠ 0, alors il existe ξ ∈ F tel que A∗ξ + b ≠ 0. Il existe

w0 ∈W tel que ⟨A∗ξ + b,w0⟩ ≠ 0.
— Si ⟨A∗ξ + b,w0⟩ < 0 alors lim

n→+∞
⟨A∗ξ + b, nw0⟩ = −∞.

— Si ⟨A∗ξ + b,w0⟩ > 0 alors lim
n→+∞

⟨A∗ξ + b,−nw0⟩ = −∞.

Il existe w1 ∈W tel que α + 2⟨a, ξ⟩ + 2⟨A∗ξ + b,w1⟩ + ∥ξ∥2 < 0. Donc λ > 0. �

On introduit le problème

(R̂p)

Maximiser ρ,

s.l.c.

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
α(x) − λρ a(x)∗ b(x)∗
a(x) IF T(x)∗
b(x) T(x) λIW

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
≥ 0,

(ρ, x, λ) ∈❘⋆+ ×X ×❘⋆+.
Les problèmes (Rp) et (R̂p) sont reliés par le résultat suivant.

Théorème 5.3.2. Supposons que ∀x ∈X,A(x) ∈L (W,F ) ∖ {0}. On a

v (Rp)2 = v (R̂p) et Argmax(Rp) = {(√ρ, x) ∣ (ρ, x) ∈ Π❘×X Argmax(R̂p)}.
Preuve. Analogue à celle du théorème 5.3.1. �

5.3.2.2. Changement de variables

On suppose que X ⊂D un espace de Hilbert, les applications α ∶D →❘, a ∶D → F ,

b ∶D →L (W,❘) et T ∶D →L (W,F ) sont affines, puis on considère le problème

(R̃p)

Maximiser τ,

s.l.c.

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

tα0 +Lα(y) − τ [ta0 +La(y)]∗ [tb0 +Lb(y)]∗
ta0 +La(y) tIF [tT0 +LT(y)]∗
tb0 +Lb(y) tT0 +LT(y) IW

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
≥ 0,

y

t
∈X, (τ, y, t) ∈❘⋆+ ×D ×❘⋆+.

Les problèmes (R̂p) et (R̃p) sont liés par le résultat suivant.

Proposition 5.3.4. On a

v(R̂p) = v (R̃p) et Argmax(R̂p) = ϕ (Argmax(R̃p)) .
Preuve. Résulte immédiatement du faite que ϕ est une involution. �
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5.3.3. Un exemple en dimension finie : une deuxième réduction de (Rb)

et (Rp)

On suppose que tous les espaces de Hilbert apparaissant dans cette sous–section

sont de dimension finie.

Généralité. Soit W ∶=L (E,H), où E et H sont deux espaces de Hilbert. On muni

W du produit scalaire ⟪., .⟫ définit par

⟪u, v⟫ ∶= Tr(u∗ ○ v), ∀u, v ∈ L(E,H),
où Tr(.) est l’opérateur trace défini sur l’espace des endomorphismes de E. On

rappelle que si u ∶ E → E est un endomorphisme alors la trace de u est le réel défini

par

Tr(u) = dimE∑
i=1

⟨u(ei), ei⟩, où (ei)1≤i≤dimE est une base hilbertienne de E.

Rappelons les deux propriétés élémentaires (mais utiles dans les calculs qui vont

suivre) du produit scalaire ⟪., .⟫ :

(5.17) ⟪h⟨e, .⟩, w⟫ = ⟨we,h⟩, ∀(h, e,w) ∈H ×E ×W,
(5.18) ⟪h1⟨e1, .⟩, h2⟨e2, .⟩⟫ = ⟨e1, e2⟩⟨h1, h2⟩, ∀(e1, e2) ∈ E2, ∀(h1, h2) ∈H2.

On suppose dans ce paragraphe que les applications T ∈ L (W,F ) et b ∈
L (W,❘) sont définies par :

(5.19)
Tw = L1(wR) et ⟪b,w⟫ = ⟨L2, wR⟩, ∀w ∈L (E,H),
où (L1, L2,R) ∈L (H,F ) ×H × (E ∖ 0) est donné.

Proposition 5.3.5. Soit (α,β, ρ, a) ∈ ❘3 × F . Pour tout (λ,µ) ∈ ❘⋆+ ×❘⋆+ tel que

λ = µ∥R∥2 on a

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
α − λρ a∗ b∗

a βIF T∗

b T λIW

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
≥ 0⇐⇒

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

α − µρ∥R∥2 a∗ L∗2
a βIF L∗1
L2 L1 µIH

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
≥ 0.

Preuve. Par définition de l’inégalité fonctionnelle quadratique, on a
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⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
α − λρ a∗ b∗

a βIF T∗

b T λIW

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
≥ 0

⇐⇒α − λρ + 2⟨a, y⟩ + β∥y∥2 + 2⟨Tw, y⟩ + 2⟪b,w⟫ + λ∥w∥2 ≥ 0, ∀(y,w) ∈ F ×W
⇐⇒α − λρ + 2⟨a, y⟩ + β∥y∥2 + 2⟨L1(wR), y⟩ + 2⟨L2, wR⟩ + λ∥w∥2 ≥ 0, ∀(y,w) ∈ F ×W
⇐⇒α − λρ + 2⟨a, y⟩ + β∥y∥2 + 2⟪w, (L∗1y +L2)⟨R, .⟩⟫ + λ∥w∥2 ≥ 0, ∀(y,w) ∈ F ×W
⇐⇒α − λρ + 2⟨a, y⟩ + β∥y∥2 +min

w∈W
{2⟪w, (L∗1y +L2)⟨R, .⟩⟫ + λ∥w∥2} ≥ 0, ∀y ∈ F.

Soit y fixé dans F . La fonctionnelle (strictement convexe car λ > 0) quadratique

Jy ∶W →❘, w ↦ 2⟪w, (L∗1y +L2)⟨R, .⟩⟫ + λ∥w∥2,
atteint son minimum sur W en w̄ = −(L∗1y +L2)⟨R, .⟩/λ.

Soit V ∶= {z⟨R, .⟩ ∶ z ∈H}. Il est clair que w̄ ∈ V ⊂W . Par conséquent,

min
w∈W

Jy(w) =min
v∈V

Jy(v) =min
z∈H

Jy (z⟨R, .⟩) .
Il en résulte que⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

α − λρ a∗ b∗

a βIF T∗

b T λIW

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
≥ 0

⇐⇒α − λρ + 2⟨a, y⟩ + β∥y∥2 +min
w∈W

Jy(w) ≥ 0, ∀y ∈ F
⇐⇒α − λρ + 2⟨a, y⟩ + β∥y∥2 +min

z∈H
Jy (z⟨R, .⟩) ≥ 0, ∀y ∈ F

⇐⇒α − λρ + 2⟨a, y⟩ + β∥y∥2 + Jy(z⟨R, .⟩) ≥ 0, ∀(y, z) ∈ F ×H
⇐⇒α − λρ + 2⟨a, y⟩ + β∥y∥2 + 2∥R∥2⟨z,L∗1y +L2⟩ + λ∥R∥2∥z∥2 ≥ 0, ∀(y, z) ∈ F ×H
⇐⇒α − µρ∥R∥2 + 2⟨a, y⟩ + β∥y∥2 + 2∥R∥2⟨z,L∗1y +L2⟩ + µ∥R∥4∥z∥2 ≥ 0, ∀(y, z) ∈ F ×H
⇐⇒α − µρ∥R∥2 + 2⟨a, y⟩ + β∥y∥2 + 2⟨ξ,L∗1y +L2⟩ + µ∥ξ∥2 ≥ 0, ∀(y, ξ) ∈ F ×H.
Notons que la dernière équivalence résulte du fait que R /= 0 qui nous permet d’ef-

fectuer le changement de variable ξ = ∥R∥2z. �

Corollaire 5.3.1. Soit (α,β, ρ, a) ∈❘3 × F . On a l’équivalence suivante :

∃λ > 0 ∶
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

α − λρ a∗ b∗

a βIF A∗

b T λIW

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
≥ 0⇐⇒ ∃λ > 0 ∶

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

α − λρ∥R∥2 a∗ L∗2
a βIF L∗1
L2 L1 λIH

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
≥ 0.

Proposition 5.3.6. Soit (α,β, a) ∈❘2 × F . Pour tout (λ,µ, ρ) ∈❘⋆+3 tel que λµρ =
∥R∥2, on a

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

α − λρ a∗ b∗

a βIF T∗

b T λIW

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
≥ 0⇐⇒

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

α − µρ∥L2∥2 (a − µρL1L2)∗ R∗

a − µρL1L2 βIF − µρL1L
∗
1 0

R 0 µIE

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
≥ 0.
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Preuve. On sait que

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
α − λρ a∗ b∗

a βIF T∗

b T λIW

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
≥ 0

⇔α − λρ + 2⟨a, y⟩ + β∥y∥2 +min
z∈H

Jy (z⟨R, .⟩) ≥ 0, ∀y ∈ F
⇔α − λρ + 2⟨a, y⟩ + β∥y∥2 − 1

λ
∥R∥2∥L∗1y +L2∥2 ≥ 0, ∀y ∈ F

⇔α − 1

µ
∥R∥2 + 2⟨a, y⟩ + β∥y∥2 − µρ∥L∗1y +L2∥2 ≥ 0, ∀y ∈ F

⇔α − 1

µ
∥R∥2 + 2⟨a, y⟩ + β∥y∥2 − µρ (∥L∗1y∥2 + 2⟨L2, L

∗
1y⟩ + ∥L2∥2) ≥ 0, ∀y ∈ F

⇔α − µρ∥L2∥2 + 2⟨a, y⟩ + β∥y∥2 − µρ∥L∗1y∥2 − 2µρ⟨L2, L
∗
1y⟩+

min
ξ∈E
{2⟨R, ξ⟩ + µ∥ξ∥2} ≥ 0, ∀y ∈ F

⇔α − µρ∥L2∥2 + 2⟨a, y⟩ + β∥y∥2 − µρ∥L∗1y∥2 − 2µρ⟨L2, L
∗
1y⟩+

2⟨R, ξ⟩ + µ∥ξ∥2 ≥ 0, ∀(y, ξ) ∈ F ×E.
D’où le résultat. �

Corollaire 5.3.2. Soit (α,β, a) ∈❘2 × F . Pour tout ρ > 0, on a

∃λ > 0 ∶
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

α − λρ a∗ b∗

a βIF T∗

b T λIW

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
≥ 0⇔ ∃λ > 0 ∶

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

α − λρ∥L2∥2 (a − λρL1L2)∗ R∗

a − λρL1L2 βIF − λρL1L
∗
1 0

R 0 λIE

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
≥ 0.

Modèle de la boule. On reprend le modèle de la boule puis on suppose que

W ∶=L (E,H) muni du produit scalaire ⟪., .⟫ avec E et H deux espaces de Hilbert.

On suppose en plus que l’application T est telle que

(5.20) ∃(L,R) ∈L (H,F ) × (E ∖ {0}) ∶ Tw = L(wR) ∀w ∈W.
Cette structuration est l’une des plus utilisée en optimisation robuste . Elle a été ex-

plicitement considérée dans [7] (chapitre 6). En pratique, on prend L ∶D →L (H,F )
et R ∶ D → E des applications affines non nulles dont l’une au moins est constante.

Dans ce cas, on redéfinit le problème (R̂b) comme suit.
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— Cas de R constante :

(R̂b)

Maximiser ρ,

s.l.c.

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

α(x) − λρ∥R∥2 a(x)∗ 0

a(x) α(x)IF L(x)∗

0 L(x) λIH

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

≥ 0,

(ρ, x, λ) ∈❘⋆+ ×X ×❘⋆+,
— Cas de L constante :

(R̂b)

Maximiser ρ ,

s.l.c.

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

α(x) a(x)∗ R(x)∗

a(x) α(x)IF − λρLL∗ 0

R(x) 0 λIE

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

≥ 0,

(ρ, x, λ) ∈❘⋆+ ×X ×❘⋆+.
— Si L et R sont constantes on prend un des deux problèmes.

Il résulte des propositions 5.3.5 et 5.3.6 que le théorème 5.3.1 reste vrai. Par ailleurs,

le problème (R̃b) devient

— Cas de R constante :

(R̃b)

Maximiser τ,

s.l.c.

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

tα0 +Lα(y) − τ∥R∥2 [ta0 +La(y)]∗ 0

ta0 +La(y) (tα0 +Lα(y))IF [tL0 +LL(y)]∗
0 tL0 +LL(y) IH

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
≥ 0,

y

t
∈X, (τ, y, t) ∈❘⋆+ ×D ×❘⋆+,

— Cas de L constante :

(R̃b)

Maximiser τ,

s.l.c.

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

tα0 +Lα(y) [ta0 +La(y)]T [tR0 +LR(y)]∗
ta0 +La(y) (tα0 +Lα(y))IF − τLL∗ 0

tR0 +LR(y) 0 IE

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
≥ 0,

y

t
∈X, (τ, y, t) ∈❘⋆+ ×D ×❘⋆+.
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La proposition 5.3.2 reste vraie.

Modèle du paraboloïde. On se place dans le cas du paraboloïde et on suppose

que W =L (E,H) est muni du produit scalaire ⟪., .⟫, les applications T ∈L (W,F )
et b ∈L (W,❘) sont définies par

Tw = L1(wR) et ⟨b,w⟩ = ⟨L2, wR⟩, ∀w ∈L (E,H).
avec (L1, L2,R) ∈L (H,F ) ×H × (E ∖ 0) donné

On redéfinit dans ce cas le problème (R̂p) comme suit.

— Cas de R constante :

(R̂p)

Maximiser ρ,

s.l.c.

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

α(x) − λρ∥R∥2 a(x)∗ L2(x)∗

a(x) α(x)IF L1(x)∗

L2(x) L1(x) λIH

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

≥ 0,

(ρ, x, λ) ∈❘⋆+ ×X ×❘⋆+,
— Cas de L = (L1, L2) constante

(R̂p)

Maximiser ρ,

s.l.c.

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

α(x) − λρ∥L2∥2 (a(x) − λρL1L2)∗ R(x)∗

a(x) − λρL1L2 α(x)IF − λρL1L
∗
1 0

R(x) 0 λIE

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

≥ 0,

(ρ, x, λ) ∈❘⋆+ ×X ×❘⋆+.
Il résulte des propositions 5.3.5 et 5.3.6 que le théorème 5.3.2 reste vrai. Le problème

(R̃p) devient :

— Cas de R constante :

(R̃p)
Maximiser τ,

s.l.c.

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

tα0 +Lα(y) − τ∥R∥2 (ta0 +La(y))∗ (L20 +LL2
(y))∗

ta0 +La(y) (tα0 +Lα(y))IF (tL10 +LL1
(y))∗

L20 +LL2
(y) tL10 +LL1

(y) IH

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

≥ 0,

y

t
∈X, (τ, y, t) ∈❘⋆+ ×D ×❘⋆+.
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— Cas de L = (L1, L2) constante :

Maximiser τ,

s.l.c.

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

tα0 +Lα(y) − τ∥L2∥2 (ta0 +La(y) − τL1L2)∗ (tR0 +LR(y))∗

ta0 +La(y) − τL1L2) (tα0 +Lα(y))IF − τL1L
∗
1 0

tR0 +LR(y) 0 IE

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

≥ 0,

y

t
∈X, (τ, y, t) ∈❘⋆+ ×D ×❘⋆+,

et la proposition 5.3.4 reste vraie.

Commentaire : Importance de la seconde réduction. On sait que si E et H

sont de dimension finie alors L (E,H) est de dimension finie et on a

dimL (E,H) = dimE × dimH.

Par conséquent,

(5.21) F(tα0 +Lα(y) − τ, ta0 +La(y), tα0 +Lα(y), tT0 +LT(y),1) ≥ 0
est une «linear matrix inequality» dans laquelle les matrices symétriques sont de

taille 1 + dimF + dimE × dimH. Les redéfinitions ci-dessus montrent qu’on peut

réduire la taille des matrices de (5.21) à 1 + dimF + dimH si R est constante et à

1+dimF +dimE si L est constante. Ce qui peut avoir un intérêt non négligeable du

point de vue numérique. Par exemple si dimE est assez petit devant dimE ×dimH

dans le cas de R constante.

5.3.4. Application : Calcul d’un estimateur robuste

On reprend ici un exemple de problème d’estimation à données incertaines de [7]

que nous approchons par la méthode du rayon de stabilité.

5.3.4.1. Description du problème

Considérons la situation suivante : On dispose d’une observation bruitée

(5.22) u = (Ip +w)z + ξ,
d’un signal z qui est le résultat du passage d’un signal inconnu v à travers un filtre

linéaire :

z = Av.
Où A ∈❘p×q est connue. Les observations contiennent deux types d’erreurs :

— le biais wz dépendant linéairement de z où la matrice de biais w ∈ ❘p×p est

incertaine,
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— le bruit aléatoire ξ ∈ ❘p, de moyenne nulle et de matrice de covariance Σ

connue.

L’objectif est d’estimer une fonction linéaire f du signal d’entrée v : c’est-à-dire la

quantité ⟨f, v⟩ ∶= fTv. On se restreint aux estimateurs linéaires en u : f̂ = xTu, où

x ∈❘p est le vecteur poids à déterminer. En clair on cherche x solution du problème

d’approximation suivant :

(5.23) fTv ≊ f̂ = xTu = xT [(Ip +w)z + ξ] = xT [(Ip +w)Av + ξ].

Par ailleurs, on sait que le signal d’entrée v appartient à une ellipse de ❘q. On

suppose donc qu’il existe une matrice symétrique définie positive Q ∈❘q×q et un réel

r > 0 tel que tout signal d’entrée v vérifie vTQv ≤ r.

5.3.4.2. Gestion du paramètre aléatoire

On élimine le paramètre aléatoire ξ en considérant la moyenne quadratique du résidu

fTv − f̂ . On défini ainsi une fonction M par

(5.24) M(x,w, v) =√E([xT [(Ip +w)Av + ξ] − fTv]2),

où E(.) désigne l’espérance mathématique. Comme la moyenne de ξ est nulle et

E(ξξT ) = Σ est connue, alors on a

M(x,w, v) =
√
([AT (Ip +wT )x − f]Tv)2 + xTΣx.

Le problème revient à trouver x tel que M(x,w, v) soit la plus petite possible pour

tout v ∈ VQ ∶= {v ∈❘q ∶ vTQv ≤ r}. Ce qui est équivalent au problème d’optimisation

incertain suivant

(Pw) Minimiser max
v∈VQ

M(x,w, v), x ∈❘p.
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Observons que

max
v∈VQ

M(x,w, v) =max
v∈VQ

√
([AT (Ip +wT )x − f]Tv)2 + xTΣx

=
√

max
v∈VQ

([AT (Ip +wT )x − f]Tv)2 + xTΣx
=
√

max
v∈VQ

([AT (Ip +wT )x − f]Tv)2 + xTΣx
=
√
(max

v∈VQ

[AT (Ip +wT )x − f]Tv)2 + xTΣx
=
√
r2∥Q−1/2AT (Ip +wT )x −Q−1/2f∥2 + xTΣx

=
XXXXXXXXXXXXX

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

r(Q−1/2AT (Ip +wT )x −Q−1/2f)
Σ1/2x

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

XXXXXXXXXXXXX
.

Ainsi, le programme (Pw) dévient

(Pw) Minimiser

XXXXXXXXXXXXX

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

r(Q−1/2AT (Ip +wT )x −Q−1/2f)
Σ1/2x

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

XXXXXXXXXXXXX
, x ∈❘p.

5.3.4.3. Gestion du paramètre incertain : contrepartie robuste

Pour approcher le problème incertain (Pw), on utilise la technique du rayon de

stabilité. On se donne α ∈❘ tel que

(5.25) α > inf
x∈❘p

XXXXXXXXXXXXX

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

r(Q−1/2ATx −Q−1/2f)
Σ1/2x

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

XXXXXXXXXXXXX
,

et on muni ❘p×q de la norme de Frobenius notée 9.9. La contrepartie robuste au

sens du rayon de stabilité est donc définie par

(Rα) Maximiser ρ, (ρ, x) ∈ X ,
où l’ensemble des solutions réalisables X est donné par

X = ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩(ρ, x) ∈❘ ×❘
p ∣ ρ > 0 et

XXXXXXXXXXXXX

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

r(Q−1/2AT (Ip +w)x −Q−1/2f)
Σ1/2x

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

XXXXXXXXXXXXX
≤ α, ∀w ∈ ρ❇9.9

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
.

Observons que
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

r(Q−1/2AT (Ip +w)x −Q−1/2f)
Σ1/2x

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

rQ−1/2ATx − rQ−1/2f
Σ1/2x

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
+
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

rQ−1/2AT

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
wx.

On en déduit que (Rα) est un cas particulier du modèle (Rb) en dimension finie

(cas structuré avec L constante ). Il résulte donc de ce qui précède que résoudre
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(Rα) revient à résoudre le programme suivant :

(Rex)

Maximiser τ,

s.l.c. Λ(τ, y, t) ≥ 0,
(τ, y, t) ∈❘+ ×❘p ×❘+,

où

Λ(τ, y, t) ∶=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

tα −trfTQ−1/2 + ryTAQ−1/2 yTΣ1/2 yT

−trQ−1/2f + rQ−1/2ATy tαIq − τr2Q−1/2ATAQ−1/2 0 0

Σ1/2y 0 tαIp 0

y 0 0 Ip

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

Le programme (Rex) est un problème d’optimisation convexe conique classique (pro-

gramme semi-défini positif). Notons que nous avons remplacé les contraintes τ > 0 et

t > 0 par les contraintes τ ≥ 0 et t ≥ 0, ce qui n’est pas gênant d’après [72], Corollaire

2 ou [2], Proposition 11.3.4 dans le cas de la dimension finie.

5.3.4.4. Illustration numérique : un problème de chaleur

Une mince plaque métallique homogène occupe le carré D = [0; 1] × [0; 1] dans le

plan. Au temps t = 0, on la chauffe jusqu’à une température T (0, .) ∶ D → ❘ telle

que

∫
D
T 2(0, x, y)dxdy ≤ T 2

0 ,

avec T0 > 0 une constante donnée, puis on la laisse se refroidir en maintenant à 0○

la température le long du périmètre de la plaque.

Á un instant 2τ donné, on mesure la température T (2τ, x, y) à chaque point de la

grille

(5.26) Γ = {(ui, uj) ∣ 1 ≤ i, j ≤ N}, avec uk = 2k − 1
2N

, pour tout k ∈ J1,NK.

Le vecteur u des mesures est obtenu à partir du vecteur z = {T (2τ, ui, uj) ∣ 1 ≤ i, j ≤
N} selon l’équation (5.22), où les variables aléatoire ξij suivent la loi normale centrée

d’écart-type σ donné (ξij ↝N (0, σ)) et sont indépendantes.

Étant données les mesures, on cherche à estimer la température au centre de la

plaque au temps τ c’est-à-dire qu’on cherche une estimation de T (τ, 1
2
, 1
2
).

Il est bien connue en physique que l’évolution dans le temps de la température T

d’une plaque métallique homogène occupant un domaine Ω du plan, sans source de

chaleur dans le domaine et échangeant faiblement la température à travers le bord
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du domaine est gouvernée par l’équation de la chaleur :

(5.27)
∂

∂t
T = ∂2

∂x2
T + ∂2

∂y2
T.

Dans le cas, où Ω =D avec la condition au bord de Dirichlet homogène, la solution

de l’équation (5.27) est donnée par

(5.28) T (t, x, y) = +∞∑
k,l=1

akl exp(−π2(k2 + l2)t) sin(πkx) sin(πly),
où les coefficients akl peuvent être obtenus en utilisant la température initiale et la

base orthogonale φkl(x, y) = sin(πkx) sin(πly) de L2(D) :

(5.29) akl = 4∫
D
T (0, x, y)φkl(x, y)dxdy.

En posant vkl = akl exp(−π2(k2 + l2)τ), le problème revient à trouver une estimation

de

(5.30) T (τ, 1
2
, 1
2
) = +∞∑

k,l=1

vklφkl(12 , 12),
étant donné une observation u = (I +w)z + ξ avec z = {T (2τ, ui, uj) ∣ 1 ≤ i, j ≤ N},
ξ = {ξij ↝N (0, σ) ∣ 1 ≤ i, j ≤ N} et les ξij sont indépendantes.

Observons que akl = exp(π2(k2 + l2)τ)vkl et

(5.31)
+∞

∑
k,l=1

v2kl exp(2π2(k2 + l2)τ) = +∞∑
k,l=1

a2kl = 4∫
D
T 2(0, x, y)dxdy ≤ 4T 2

0 .

Il en résulte que ∣vkl∣ ≤ 2T0 exp(−π2(k2 + l2)τ).
Étant donné ǫ > 0, on détermine un entier naturel non nul L tel que

(5.32) ∑
k,l∶k2+l2>L2

exp(−π2(k2 + l2)τ) ≤ ǫ

2T0
.

Ainsi, en remplaçant par 0 les coefficients vkl pour k2 + l2 > L2, on change la tempé-

rature au temps τ d’au plus ǫ. Par conséquent, en choisissant ǫ assez petit, on peut

supposer pour des raisons pratiques que vkl = 0 pour k2+ l2 > L2. Ce qui rend finie la

dimension de notre problème. Plus précisément, on a : étant donnés les paramètres

N,σ,T0, L et une observation u = (I +w)z + ξ avec z = {T (2τ, ui, uj) ∣ 1 ≤ i, j ≤ N},
ξ = {ξij ↝N (0, σ) ∣ 1 ≤ i, j ≤ N} et les ξij sont indépendantes, trouver une estima-

tion de la quantité

(5.33) ∑
k,l∶k2+l2≤L2

vklφkl(12 , 12) .
On doit donc trouver les coefficients xij ∈❘ tel que

(5.34) T (τ, 1
2
, 1
2
) ≈ T̂ =∑

i,j

xijuij.
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On retrouve bien un cas particulier du modèle d’estimateur robuste proposé ci-dessus

avec

Q = diag((exp(2π2(k2 + l2)τ))k,l≥1∶k2+l2≤L2), f = (φkl(12 , 12)k,l≥1∶k2+l2≤L2)
A = (exp(−π2(k2 + l2)τ)φkl(ui, uj)) 1≤i,j≤N

k,l≥1∶k2+l2≤L2

, Σ = σ2Iq, r = 2T0.
On peut résoudre le programme (Rex) avec cvxopt. Par exemple, si on suppose que

τ est la moitié du temps au bout duquel tous les coefficients de Fourier de T (t, ., .)
sont multipliés par un facteur inférieur à 10−1 alors on a

τ = ln 10

4π2
≈ 0,0583,

et si T0 = 1000, N = 4, ǫ = 10−15, on obtient L = 8. Dans ce cas, pour α = 63,9 et

σ = 0,1 on obtient v(Rex) = 0,1 et le vecteur poids x est

x =
⎛⎜⎜⎜⎝
0,11566261 0,2793136 0,2793136 0,11566261

0,2793136 0,67451424 0,67451424 0,2793136

0,2793136 0,67451424 0,67451424 0,2793136

0,11566261 0,2793136 0,2793136 0,11566261

⎞⎟⎟⎟⎠ .
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Chapitre 6

Régression linéaire à données incertaines : méthode du rayon

de stabilité

6.1. Introduction

L’équation basique Ax = b où A ∈ ❘m×n et b ∈ ❘m sont donnés et x ∈ X ⊂ ❘n est

l’inconnue, n’a pas toujours de solution. C’est le cas par exemple si b n’est pas dans

l’image de A.

En général, on se contente de trouver x ∈X tel que Ax soit « le plus proche possible

» de b. C’est-à-dire qu’on se donne une norme ∥.∥ sur ❘m et on cherche x ∈ X tel

que ∥Ax− b∥ soit la plus petite possible. En clair, on cherche à résoudre le problème

d’optimisation suivant :

(Pr) Minimiser ∥Ax − b∥, x ∈X.
Le programme (Pr) est un problème classique connu sous le nom de problème de

régression linéaire sous contraintes. Dans les applications, il arrive très souvent que

la donnée (A, b) de (Pr) soit incertaine. On sait simplement qu’elle appartient à

un sous–ensemble de ❘m×n ×❘m. Le programme (Pr) est alors un problème d’op-

timisation à données incertaines. Dans la suite, (Pr) désigne sa version incertaine.

L’approche du problème (Pr) par la méthodologie de l’optimisation robuste à fait

l’objet de nombreux travaux ([7],[31],[43],[75], . . .). On propose dans ce chapitre une

nouvelle approche «robuste» du problème (Pr) basée sur la méthodologie du rayon

de stabilité.

Le chapitre est organisé comme suit. La section 6.2 formule la contrepartie robuste

de (Pr) au sens du rayon de stabilité. Dans la section 6.3, on détermine une for-

mule plus «explicite» du rayon de robustesse moyennant des hypothèses que nous

préciserons. La section 6.4 étudie la contrepartie robuste du problème (Pr) qui

est un programme fractionnaire. On transforme ce programme fractionnaire en un

programme convexe et, on montre que dans certains cas, ce programme convexe se

ramène à un programme linéaire. Dans la section 6.5, on fait une petite comparaison

entre la contrepartie robuste de (Pr) au sens de l’optimisation robuste et celle au

sens du rayon de stabilité. La section 6.6 termine le chapitre par une application à

un problème de conception d’antenne circulaire.
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6.2. Contrepartie robuste au sens du rayon de stabilité

Notations. On rappelle que ❘m×n désigne l’espace des matrices à m lignes et n

colonnes. On munit ❘m×n (resp. ❘m) du produit scalaire de Frobenius (resp. cano-

nique) noté ⟪., .⟫ (resp. ⟨., .⟩). Pour tout t ∈ ❘, on note t+ ∶= max(t,0). Pour tout

x ∈ ❘m et y ∈ ❘n, (x; y) est le vecteur de ❘m+n obtenu en concaténant les vecteurs

x et y. Pour tout A = (aij) ∈❘m×n, ai. est la ième ligne de A , a.j sa jème colonne, et

vect(A) est le vecteur de ❘mn défini par

vect(A) ∶= (a.1; . . . ; a.n).
Pour tout (A, b) ∈❘m×n ×❘m, [A b] est la matrice de ❘m×(n+1) obtenue en plaçant

b à la suite de la dernière colonne de A.

Contrepartie robuste. On suppose que les données A et b du problème (Pr)

dépendent d’un paramètre incertain w ∈W un espace vectoriel normé de

dimension finie dont on note 9.9 sa norme. On considère ainsi des applications

A ∶W →❘m×n, b ∶W →❘m

qui sont supposées linéaires, puis pour tout w ∈ W , on obtient le programme

paramétré suivant

(Pw
r ) Minimiser ∥A(w)x − b(w)∥, x ∈X.

Soit w̄ l’incertitude nominale. On note Ā = A(w̄) et b̄ = b(w̄). Soit α ∈❘ tel que

(6.1) α > inf
x∈X
∥Āx − b̄∥.

D’après la définition 4.1.4, la contrepartie robuste au sens du rayon de stabilité du

problème (Pw
r ), w ∈W , est le programme

(Rα
r ) Maximiser rα (x, w̄) ∶= d9.9(w̄, [f(x, .) > α]), x ∈X,

où la fonction f ∶X ×W →❘ est définie par

(6.2) f(x,w) = ∥A(w)x − b(w)∥.
Lien avec le modèle (Rg). On a, pour x ∈X,

d9.9(w̄, [f(x, .) > α]) = d9.9(0, [f(x, .) > α] − w̄)
et

[f(x, .) ≤ α] − w̄ = {w ∈W ∣ ∥Āx − b̄ +A(w)x − b(w)∥ ≤ α},
= {w ∈W ∣ ∥[Ā b̄](x;−1) + [A(w) b(w)](x;−1)∥ ≤ α}.
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Si on pose, pour z ∈❘n+1,

L ∶= {W →❘m×(n+1),

w → [A(w) b(w)], Vz ∶= {❘m×(n+1) →❘m,

B → Bz,

alors, pour w ∈W , x ∈X,

∥[Ā b̄](x;−1) + [A(w) b(w)](x;−1)∥ ≤ α⇐⇒ ∥[Ā b̄](x;−1) + (V(x;−1) ○L)(w)∥ ≤ α.
Puis, en posant, pour z ∈❘n+1

a(z) = [Ā b̄]z, T (z) = Vz ○L,
on a

∥[Ā b̄](x;−1) + [A(w) b(w)](x;−1)∥ ≤ α⇐⇒ ∥a((x;−1)) + T ((x;−1))w∥ ≤ α.
Finalement

[f(x, .) ≤ α] − w̄ = {w ∈W ∣a((x;−1)) + T ((x;−1))w ∈ α❇∥.∥} ,
ce qui montre clairement que (Rα

r ) est bien un cas particulier du modèle générique

(Rg) proposé au chapitre 5.

6.3. Calcul du rayon de stabilité

Le but de cette section est de «calculer» le rayon de stabilité de l’ensemble [f(x, .) ≤
α] apparaissant dans la contrepartie robuste (au sens du rayon de stabilité) du

problème de régression robuste considéré dans la section précédente.

Pour la clarté du raisonnement et pour faciliter le lien avec les autres parties de

notre travail, nous nous plaçons dans un cadre légèrement plus général.

Soit T ∶ W → F un opérateur linéaire non nul d’adjoint T ∗, α ∈ ❘⋆+ et a ∈ F . On

définit Sα par

Sα ∶= {w ∈W ∣a + Tw ∈ α❇∥.∥} .
Il s’agit donc d’établir une formule pour d9.9(0, Sc

α).
6.3.1. Une première réduction

Quelques outils d’Analyse convexe. Soient (W,9.9) et (F, ∥.∥) deux espaces

vectoriels normés de dimension finie avec F ≠ {0}, de dual topologique respectif(W ∗,9.9∗) et (F ∗, ∥.∥∗). On note ⟪., .⟫ la forme bilinéaire standard de dualité entre

W et W ∗ et ⟨., .⟩ celle entre F et F ∗. En clair, pour tout (w,w∗) ∈ W ×W ∗ (resp.

((y, y∗) ∈ F × F ∗)), on note ⟪w,w∗⟫ ∶= w∗(w) ( resp. ⟨y, y∗⟩ ∶= y∗(y)). Notons que

si l’espaces est de Hilbert, on l’identifie à son dual par le théorème de représentation

de Riesz-Fréchet ([17], Théorème V.5). Dans ce cas, le crochet de dualité standard

coïncide avec le produit scalaire de l’espace et on utilise la même notation pour le

produit scalaire et le crochet de dualité.
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Soit S un sous–ensemble de F . On appelle enveloppe convexe de S, notée convS, le

plus petit convexe contenant S. On appelle polaire de S, noté S○, le sous–ensemble

de F ∗ défini par

(6.3) S○ ∶= {y∗ ∈ F ∗ ∣ ⟨y, y∗⟩ ≤ 1, ∀y ∈ S} = ⋂
y∈S

[⟨y, .⟩ ≤ 1].
Le bipolaire de S, noté S○○, est défini par S○○ = (S○)○. On vérifie que :

(6.4) S○ = (convS)○.
Théorème 6.3.1 ([61], §14). Si C est un convexe fermé contenant l’origine alors

C○○ = C.
Par ailleurs, par définition (norme duale et polaire), on a (❇∥.∥)○ = ❇∥.∥∗ . On obtient,

d’après le Théorème 6.3.1 et (6.4) que

(6.5) ❇∥.∥ = ❇○○∥.∥ = ❇○∥.∥∗ = (conv(S∥.∥∗))○ = S○∥.∥∗ ,
où S∥.∥∗ = {y∗ ∈ F ∗∣ ∥y∗∥∗ = 1}.
On peut vérifier que pour tout S ⊂ F , pour tout α > 0, on a (αS)○ = 1

α
S○, et donc(αS)○○ = αS○○ . Par conséquent, pour tout α ∈❘⋆+, on a, d’après (6.3) et (6.5)

(6.6) α❇∥.∥ = αS○∥.∥∗ = ( 1α S∥.∥∗)○ = ⋂
y∗∈S∥.∥∗

[⟨., y∗⟩ ≤ α].
Une première formule pour le rayon de stabilité.

Théorème 6.3.2. Supposons que l’opérateur T est surjectif. Alors on a

d9.9(0, Sc
α) = inf

y∗∈S∥.∥∗

(α − ⟨a, y∗⟩)+
9T ∗y∗9∗

.

Preuve. On a, d’après (6.6),

Sα = {w ∈W ∣a + Tw ∈ α❇∥.∥} = ⋂
y∗∈S∥.∥∗

[⟨., T ∗y∗⟩ ≤ α − ⟨a, y∗⟩],
d9.9(0, Sc

α) = d9.9(0, ⋃
y∗∈S∥.∥∗

[⟨., T ∗y∗⟩ > α − ⟨a, y∗⟩]),
= inf

y∗∈S∥.∥∗
d9.9 (0, [⟨., T ∗y∗⟩ > α − ⟨a, y∗⟩]) .

On conclut en utilisant la formule d’Ascoli et le fait que, comme T est surjectif, T ∗

est injectif et, comme y∗ ≠ 0 (puisque ∥y∥∗ = 1), T ∗y∗ ≠ 0. �

Considérons l’hypothèse suivante :

(HI) Il existe N(T ) tel que : ∀y∗ ∈ F ∗, 9T ∗y∗9∗ = N(T )∥y∗∥∗.
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Théorème 6.3.3. Supposons que (HI) est vérifiée et que T ∈L (W,F ) est surjectif.

Alors on a

(6.7) d9.9(0, Sc
α) = (α − ∥a∥)+N(T ) .

Preuve. À l’aide de l’hypothèse (HI), il résulte du théorème 6.3.2 que

d9.9(0, Sc
α) = 1

N(T ) inf
y∗∈S∥.∥∗

(α − ⟨a, y∗⟩)+ = 1

N(T )(α − sup
y∗∈S∥.∥∗

⟨a, y∗⟩)+ = (α − ∥a∥)+
N(T ) .

�

6.3.2. Retour à la regression robuste dans le cas non structuré

Dans le cas de la régression robuste considérée plus haut, on a

F =❘m, a = Āz ∈❘m, T = Vz ○L ∶W →❘m

où Ā ∈ ❘m×q (avec q = n + 1), z ∈ ❘q, z ≠ 0. Dans un premier cas qui nous intéresse,

le cas non structuré, on suppose que

W =❘m×q, L = I❘m×q et donc T = Vz.
On a

Sα = {A ∈❘m×q ∣ Āz +Az ∈ α❇∥.∥} .
Si A ∈❘m×q, y ∈❘m,

⟨VzA,y⟩ = ⟨Az, y⟩ = m∑
i=1

q∑
j=1

aijzjyi = ⟪A,yzT⟫.
Ceci montre que V ∗z ∶❘m →❘m×q est donné par

∀y ∈❘m, T ∗y = V ∗z y = yzT .
On peut noter que l’on a donc

9T ∗y9∗ = 9V ∗z y9
∗ = sup

9A9≤1

⟨y,Az⟩.
Dans le cas qui nous intéresse, la propriété (HI) devient :

(H′I) Il existe N ∶❘q →❘+ tel que : ∀z ∈❘q,∀y ∈❘m, 9yzT9∗ = N(z)∥y∥∗.
En fait, par abus, on emploie la même notation N dans N(z) et N(Vz ○L).
Nous allons voir que dans deux cas «classiques» de définitions «liées» des normes

9.9 et ∥.∥ respectivement sur ❘m×q et ❘m, la propriété (H′I) est vérifiée et donc la

formule (6.7) permettant le calcul du rayon de stabilité est vraie.
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Norme subordonnée. Soit Nq une norme sur ❘q. On suppose que 9.9 est su-

bordonnée aux normes ∥.∥ et Nq, c’est-à-dire qu’elle est définie, pour A ∈ ❘m×q,

par

(6.8) 9A9 = max
Nq(z)≤1

∥Az∥.
Lemme 6.3.1. Supposons que 9.9 est donnée par (6.8). On a

(6.9) ∀y ∈❘m,∀z ∈❘q, 9yzT9∗ = Nq(z)∥y∥∗.
Preuve. Soit y ∈❘p et z ∈❘q. Observons que

9yzT9 = max
Nq(u)≤1

∥yzTu∥ = max
Nq(u)≤1

∣⟨z, u⟩∣∥y∥ = N∗q (z)∥y∥.
On en déduit que

9yzT9∗ ∶=max
w/=0

⟨y,wz⟩
9w9

≥max
v/=0
u/=0

⟨y, vuT z⟩
9vuT9

=max
v/=0
u/=0

⟨y, v⟩∥v∥ ⟨u, z⟩N∗q (u) = Nq(z)∥y∥∗.
Par ailleurs, on a

9yzT9∗ =max
w/=0

⟨y,wz⟩
9w9

≤max
w/=0

∥y∥∗∥wz∥
9w9

≤max
w/=0

∥y∥∗ 9w 9Nq(z)
9w9

= Nq(z)∥y∥∗.
�

Dans ce cas, on voit que (H′I) est vérifiée avec N = Nq.

Normes composées. On rappelle qu’une norme θ sur ❘p est dite absolue si et

seulement si θ(x1, . . . , xp) = θ(∣x1∣, . . . , ∣xp∣), ∀x = (x1, ..., xp) ∈ ❘p. Par ailleurs, si θ

est une norme absolue alors θ∗ est une norme absolue ([4]). On utilisera le lemme

suivant.

Lemme 6.3.2 ([19]). Soient θ1, . . . , θk des normes sur ❘n1 , . . . ,❘nk et θ̃ une norme

absolue sur ❘k. Si θ est la norme sur ❘n1 × . . . ×❘nk définie par

∀(u1, ..., uk) ∈❘n1 × . . . ×❘nk , θ(u1, . . . , uk) = θ̃(θ1(u1), . . . , θk(uk))
alors sa norme duale, θ∗, est donnée par

∀(u1, ..., uk) ∈❘n1 × . . . ×❘nk , θ∗(u1, . . . , uk) = θ̃∗(θ∗1(u1), . . . , θ∗k(uk)).
Soit Nq une norme sur ❘q. On définit la norme 9.9 sur ❘m×q de deux manières

différentes comme suit.

(1) Ligne-colonne : On suppose que Nq est absolue et on définit 9.9 par

(6.10) 9w9 = Nq (∥w.1∥, . . . , ∥w.q∥) , ∀w ∈❘m×q.

(2) Colonne-ligne : On suppose que ∥.∥ est absolue et on définit 9.9 par

(6.11) 9w9 = ∥ (Nq(w1.), . . . ,Nq(wp.)) ∥, ∀w ∈❘m×q.
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Lemme 6.3.3. Supposons que 9.9 est donnée par (6.10) ou (6.11). On a

(6.12) ∀y ∈❘m,∀z ∈❘q, 9yzT9∗ = N∗q (z)∥y∥∗.
Preuve. Dans ces deux cas, ceci résulte immédiatement du lemme 6.3.2. �

Dans ce cas, on voit que (H′I) est vérifiée avec N = N∗q .

6.3.3. Une seconde réduction

Compléments d’Analyse convexe. On complète légèrement ce qui a été rappelé

au paragraphe 6.3.1 de la sous–section 6.3.1.

Soit C un sous–ensemble convexe de F . On dit que y ∈ C est un point extrémal de C

si C∖{y} est encore un convexe. On notera Ext(C) l’ensemble des points extrémaux

de l’ensemble C.

Nous allons nous servir du résultat suivant

Théorème 6.3.4 ([61], Cor. 18.5.1). Si C est un convexe fermé borné alors

C = conv(Ext(C)).
On reprend le raisonnement qui a été fait dans le paragraphe 6.3.1 de la sous–section

précédente mais en utilisant cette fois ci que

❇∥.∥∗ = conv(Ext(B∥.∥∗)).
On en déduit que

α❇∥.∥ = ⋂
y∗∈Ext(❇∥.∥∗)

[⟨., y∗⟩ ≤ α].
Une seconde formule pour le rayon de stabilité.

Théorème 6.3.5. Supposons que l’opérateur T est surjectif. Alors on a

d9.9(0, Sc
α) = inf

y∗∈Ext(❇∥.∥∗)

(α − ⟨a, y∗⟩)+
9T ∗y∗9∗

.

Considérons l’hypothèse

(HII) Il existe N(T ) tel que : ∀y∗ ∈ Ext(❇∥.∥∗), 9T ∗y∗9∗ = N(T ).
qui est impliquée (donc plus faible) par l’hypothèse (HI). On a

Théorème 6.3.6. Supposons que (HII) est vérifiée et que T ∈L (W,F ) est surjectif.

Alors on a

(6.13) d9.9(0, Sc
α) = (α − ∥a∥)+N(T ) .
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6.3.4. Retour à la régression robuste dans le cas non structuré

On se replace dans le cadre de la sous–section 6.3.2. Nous supposons que ❘m est

muni d’une d–norme (d ∈ [1,m], voir la définition ci–dessous).

Comme précédemment, dans le cas qui nous intéresse, la propriété (HII) devient :

(H′II) Il existe N ∶❘q →❘+ tel que : ∀z ∈❘q,∀y ∈ Ext(❇∥.∥∗), 9yzT9∗ = N(z).
L’hypothèse (H′II) reste impliquée par l’hypothèse (H′I) .

Lemme 6.3.4. Si (H′II) est vérifiée alors N est une norme sur ❘q.

Preuve. Par définition de N , on a

N(z) = 0⇐⇒yzT = 0, ∀y ∈ Ext(❇∥.∥∗),
⇐⇒yzT = 0, ∀y ∈ ❇∥.∥∗ ,
⇐⇒yzT = 0, ∀y ∈❘m,

⇐⇒z = 0.
Pour tout λ ∈❘, z ∈❘q, on a

N(λz) =9 λyzT 9∗ pour touty ∈ Ext(❇∥.∥∗),
=∣λ∣9 yzT9∗,

=∣λ∣N(z).
Pour tout u ∈❘q, v ∈❘q, on a

N(u + v) =9 y(u + v)T 9∗ pour tout y ∈ Ext(❇∥.∥∗),
=9 yuT + yvT9∗,

≤9 yuT 9 +9 yvT9

=N(u) +N(v).
�

Nous allons voir que dans deux cas de définition de la norme 9.9 sur ❘m×q, la

propriété (H′II) est vérifiée et donc la formule (6.13) permettant le calcul du rayon

de stabilité est vraie.

d-norme. Soit d ∈ [1, n]. La d–norme, notée ∥.∥(d), et introduite en Optimisation

robuste dans [12], est une norme sur ❘n, définie, pour x = (x1, ..., xn) ∈❘n, par

(6.14) ∥x∥(d) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⌊d⌋∑
i=1

∣x(i)∣ + (d − ⌊d⌋)∣x(⌊d⌋+1)∣ si d ∈ [1, n[,
n∑
i=1

∣x(i)∣ si d = n,
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où ∣x(i)∣ est la ième plus grande coordonnée de ∣x∣ ∶= (∣x1∣, . . . , ∣xn∣) et ⌊d⌋ désigne la

partie entière de d. Il est clair que ∥.∥(1) = ∥.∥∞ et ∥.∥(n) = ∥.∥1.
La norme duale de la d-norme a été explicitée dans [12] (Proposition 2 ). Plus

exactement, pour tout d ∈ [1, n], on a

(6.15) ∀x ∈❘n, ∥x∥∗(d) =max{∥x∥∞, ∥x∥1/d}.
Lemme 6.3.5. Pour tout d ∈ [1, n], x ∈❘n, on a

(6.16) x ∈ Ext❇∥.∥∗
(d)
Ô⇒ ∥x∥∞ = 1 = ∥x∥1/d.

Preuve. Posons Λ = {1;−1}n et Ω = {e1, . . . , en,−e1, . . . ,−en} avec ei le ième vecteur

de la base canonique de ❘n. D’après (6.15), on a

❇∥.∥∗
(d)
= ( ⋂

e∈Λ

[⟨e, .⟩ ≤ d])⋂( ⋂
e∈Ω

[⟨e, .⟩ ≤ 1]),
qui est un ensemble polyédral. Par conséquent, x ∈ Ext❇∥.∥∗

(d)
si et seulement s’il

existe k vecteurs e1, . . . , ek ∈ Λ et n − k vecteurs ek+1, . . . , en ∈ Ω tels que : la famille{e1, . . . , en} est libre, ⟨ei, x⟩ = d pour i ∈ J1, kK et ⟨ei, x⟩ = 1 pour i ∈ Jk + 1, nK. On

distingue trois cas possibles pour k :

— k = 0. On a x ∈ Λ et d ≥ ⟨x, x⟩ = n. Par conséquent, d = n et ∥x∥∞ = 1 = ∥x∥1/d.
— k = n. On a x ∈ Ext(d❇∥.∥1) = dExt❇∥.∥1 . Comme x ∈ ❇∥.∥∞ et d ∈ [1;n] alors

d = 1 et x ∈ Ext❇∥.∥1 . D’où ∥x∥∞ = 1 = ∥x∥1/d.
— 1 ≤ k < n. On a ⟨e1, x⟩ = d et ⟨en, x⟩ = 1. En appliquant l’inégalité de Hölder, on

obtient d ≤ ∥x∥1∥e1∥∞ = ∥x∥1 et 1 ≤ ∥en∥1∥x∥∞ = ∥x∥∞. D’où ∥x∥∞ = 1 = ∥x∥1/d.
�

Soit Nm une norme absolue sur ❘m et Nq une norme sur ❘q. On définit la norme

9.9 sur ❘m×q par

(6.17) ∀w ∈❘m×q, 9w9 = Nm (Nq(w1.), . . . ,Nq(wm.)) .
On sait que pour tout y ∈❘m, z ∈❘q, on a

(6.18) 9yzT9∗ = N∗m(y)N∗q (z).
Soit d′ ∈ [1,m]. On suppose que Nm = ∥.∥(d′). Dans ce cas, d’après le lemme 6.3.5,

pour tout y ∈ Ext❇∥.∥∗
(d)

, z ∈❘q, on a

(6.19) 9yzT9∗ = N∗m(y)N∗q (z) =max{1, d
d′
}N∗q (z).

L’hypothèse (H′II) est donc vérifiée.
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Soit d′ ∈ [1,mq], on définit la d′-norme 9.9(d′) sur ❘m×q comme suit :

(6.20) ∀w ∈❘m×q, 9w9(d′) = ∥vect(w)∥(d′).
On déduit immédiatement de (6.15) que

(6.21) ∀y ∈❘m,∀z ∈❘q, 9yzT9∗(d′) =max{∥y∥∞∥z∥∞, ∥y∥1∥z∥1/d′}, .

En particulier, d’après le lemme 6.3.5, on a

(6.22) ∀y ∈ Ext❇∥.∥∗
(d)
,∀z ∈❘q, 9yzT9∗(d′) =max{∥z∥∞, d

d′
∥z∥1}.

L’hypothèse (H′II) est donc vérifiée.

Ces deux derniers exemples montrent que l’hypothèse (H′II) peut être vérifiée sans

que la norme 9.9 soit directement fonction de ∥.∥.
6.3.5. Application au calcul du rayon de stabilité dans le cas de la

régression robuste

On applique maintenant les résultats précédents pour déterminer une formule expli-

cite du rayon de stabilité dans le cas de la régression robuste vu dans la section 6.2.

On suppose dans la suite que l’hypothèse (H′II) est vérifiée. On obtient donc

(6.23) rα (x, w̄) = (α − ∥Āx − b̄∥)+
N(x,−1) , ∀x ∈❘n,

où N(x,−1) = N((x;−1)). Dans ce cas, le programme (Rα
r ) dévient

(R̂α
r ) Maximiser

(α − ∥Āx − b̄∥)+
N(x,−1) , x ∈X,

qui est un programme fractionnaire.

6.4. Étude de la contrepartie robuste : résolution de (R̂α
r )

Notons tout d’abord que si X est un compacte, alors l’algorithme de Dinkelbach

permet de résoudre le problème (R̂α
r ) ([26], [28]). Cependant, dans les applications

il arrive très souvent que X soit l’espace tout entier (régression sans contrainte par

exemple), un polyèdre (régression sous contraintes affines) ou plus généralement

l’image réciproque d’un cône convexe par une application affine.

6.4.1. Transformation du programme (R̂α
r ) en un programme convexe

On considère le programme (R̂α
r ) et on suppose que X est l’image réciproque d’un

cône convexe par une application affine. Plus précisément, on suppose que

(6.24) X ∶= G−(K) = {x ∈❘n ∣ G(x) ∈K},
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où G ∶ ❘n → ❘p est une fonction affine, et K ⊂ ❘p est un cône convexe fermé. On

réécrit alors le problème (R̂α
r ) comme suit

(R̂α
r ) Maximiser

(α − ∥Āx − b̄∥)+
N(x,−1) , G(x) ∈K.

Notons f (resp. g ) le numérateur (resp. dénominateur) de la fonction objectif de

(R̂α
r ) : ∀x ∈❘n, f(x) = (α − ∥Āx − b̄∥)+ et g(x) = N(x,−1).

On définit X̃ par

X̃ ∶= {(y, t) ∈❘n ×❘ ∣ t > 0, G(y/t) ∈K}.
On note f̃ (resp. g̃) la perspective de f (resp. g) (voir l’annexe 1.3 pour la définition

de la perspective d’une fonction), puis on considère le problème

(R̃α
r ) Maximiser f̃(y, t), (y, t) ∈ X̃≤,

où l’ensemble X̃≤ des solutions admissibles de (R̃α
r ) est défini par

X̃≤ ∶= X̃ ∩ [g̃ ≤ 1].
D’après (6.1), α > inf

x∈X
∥Āx − b̄∥. Il existe donc x ∈ X tel que α − ∥Āx − b̄∥ > 0.

Par conséquent, la fonction f est positive et non identiquement nulle. On déduit

immédiate du lemme 1.3.3, la proposition suivante.

Proposition 6.4.1. Les problèmes ( R̂α
r ) et (R̃α

r ) sont liés par

v(R̂α
r ) = v(R̃α

r ) et Argmax (R̃α
r ) = ψ(Argmax(R̂α

r )),
où ψ ∶X → X̃= ∶= X̃ ∩ [g̃ = 1] est la transformation de Charnes-Cooper définie par

∀x ∈X, ψ(x) = ( x

N(x,−1) , 1

N(x,−1)) .
Observons que par définition des perspectives f̃ et g̃, on a

∀(y, t) ∈ X̃, f̃(y, t) = t (α − ∥Āy − tb̄∥/t)+ = (tα − ∥Āy − tb̄∥)+ ,
∀(y, t) ∈ X̃, g̃(y, t) = tN (y/t,−1) = N(y,−t), car N est une norme.

Le problème (R̃α
r ) s’écrit alors de manière explicite comme suit

(R̃α
r )

Maximiser (tα − ∥Āy − tb̄∥)+

s.l.c

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

G(y/t) ∈K,
N(y,−t) ≤ 1,
(y, t) ∈❘n ×❘⋆+.
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Puisque G ∶❘n →❘p est affine, il existe G ∈❘p×n et G0 ∈❘p tels que

G(x) = Gx +G0, ∀x ∈❘n.

Par conséquent, pour tout (y, t) ∈❘n ×❘⋆+, on a

G(y/t) ∈K ⇐⇒ Gy + tG0 ∈K, car K est un cône.

Par ailleurs, d’après (6.1), il existe x ∈X tel que f̃(ψ(x)) > 0. On peut donc réécrire

le programme (R̃α
r ) comme suit

(R̃α
r )

Maximiser tα − ∥Āy − tb̄∥

s.l.c

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Gy + tG0 ∈K,
N(y,−t) ≤ 1,
(y, t) ∈❘n ×❘⋆+,

ou encore, en reportant le critère dans les contraintes, on obtient

(R̃α
r )

Maximiser τ

s.l.c

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

τ − tα + ∥Āy − tb̄∥ ≤ 0,
Gy + tG0 ∈K,
N(y,−t) ≤ 1,
(τ, y, t) ∈❘ ×❘n ×❘⋆+,

qui est évidement un programme d’optimisation convexe.

Remarque 6.4.1. On sait que maximiser une fonction convexe sur un sous-ensemble

d’un espace vectoriel topologique localement convexe revient à maximiser la même

fonction sur l’enveloppe convexe fermée de ce sous–ensemble ([72], Corollaire 2 ou

[2], Proposition 11.3.4 dans le cas de la dimension finie). On peut donc (sans perdre

de généralité) remplacer la contrainte t > 0 par t ≥ 0.
Rappelons qu’une fonction h ∶ ❘n → ❘ est dite polyédrique si son épigraphe est un

polyèdre. Il en résulte que si les normes ∥.∥ et N sont polyédriques et K un cône

polyédral alors (R̃α
r ) se ramène sans peine à un programme linéaire. Les d-normes

sont des exemples de normes polyédriques.
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6.4.2. Un exemple où (R̃α
r ) se ramène à un programme linéaire

Soit d ∈ [1,m] et d′ ∈ [1,m(n + 1)]. On suppose que 9.9 = 9.9(d′) et ∥.∥ = ∥.∥(d). Il

résulte de (6.22) que la norme N définie par (H′II) est donnée par

N(z) =max{∥z∥∞, d
d′
∥z∥1}, ∀z ∈❘n+1.

Dans ce cas, le programme (R̃α
r ) dévient

(R̃α
r )

Maximiser τ

s.l.c

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

τ − tα + ∥Āy − tb̄∥(d) ≤ 0
Gy + tG0 ∈K,
∥(y,−t)∥∞ ≤ 1,
d∥(y,−t)∥1 ≤ d′,
(τ, y, t) ∈❘ ×❘n ×❘+.

On suppose que K =❘p
+ puis on introduit le programme linéaire suivant

(Plin)
Maximiser τ

s.l.c

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

τ − tα + rd + ⟨✶m, u⟩ ≤ 0−tb̄ + Āy − r✶m − u ≤ 0
tb̄ − Āy − r✶m − u ≤ 0−Gy − tG0 ≤ 0

y − ✶n ≤ 0
y + ✶n ≤ 0
t − 1 ≤ 0
td + snd + d⟨✶m, v⟩ − d′ ≤ 0−y − s✶m − v ≤ 0
y − s✶m − v ≤ 0(τ, y, t, r, u, s, v) ∈❘ ×❘n ×❘+ ×❘+ ×❘m ×❘+ ×❘m.

où ✶p désigne le vecteur de ❘p dont toutes les coordonnées sont égales à 1.

Rappelons la propriété suivante de la d-norme sur ❘p.

Lemme 6.4.1 ([12] ). Soit d ∈ [1, p]. Pour tout λ ∈❘, z ∈❘p, on a :

(6.25) ∥z∥(d) ≤ λ⇐⇒ ∃r ∈❘+, u ∈❘p
+ ∶
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
rd + ⟨✶p, u⟩ ≤ λ
z − r✶p − u ≤ 0−z − r✶p − u ≤ 0.
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On déduit de (6.25) que (τ, y, t) est une solution admissible de (R̃α
r ) si et seulement

s’il existe (r, u, s, v) ∈ ❘+ ×❘m ×❘+ ×❘m tel que (τ, y, t, r, u, s, v) est une solution

admissible de (Plin). La proposition suivante est alors immédiate.

Proposition 6.4.2. Les programmes (R̃α
r ) et (Plin) sont liés par

v(Plin) = v(R̃α
r ) et Argmax(R̃α

r ) = Π❘×❘n×❘+ Argmax(Plin).
6.5. Lien avec l’approche de l’optimisation robuste

Dans cette section, on compare l’ensemble solution de la contrepartie robuste de

(Pr) au sens de l’optimisation robuste et celui au sens du rayon de robustesse. On

reprend les données et les hypothèses de la section 6.4.

6.5.1. Contrepartie robuste au sens de l’optimisation robuste de (Pr)

On se donne β ∈❘+. On associe à (Pr) «the worst case lost function» wcβ ∶❘n×W →
❘ définie par

(6.26) wcβ(x, w̄) ∶= sup
9w9≤β

∥Āx − b̄ +w(x;−1)∥.
La contrepartie robuste de (Pr) au sens de l’optimisation robuste est définie par

(Pβ
r ) Minimiser wcβ(x, w̄), x ∈X.

Par définition de wcβ, on a

wcβ(x, w̄) = sup
9w9≤β

∥Āx − b̄ +w(x;−1)∥
= sup

9w9≤β

sup
∥y∥∗≤1

⟨Āx − b̄ +w(x;−1), y⟩
= sup
∥y∥∗≤1

{⟨Āx − b̄, y⟩ + β sup
9w9≤1

⟪w, y(x;−1)T⟫}
= sup
∥y∥∗≤1

{⟨Āx − b̄, y⟩ + β 9 y(x;−1)T 9∗ }
= sup

y∈❇∥∥∗
{⟨Āx − b̄, y⟩ + β 9 y(x;−1)T 9∗ }.

Il résulte donc de (H′II) que

wcβ(x, w̄) = ∥Āx − b̄∥ + βN(x,−1), ∀x ∈❘n.

Le problème (Pβ
r ) s’écrit alors

(Pβ
r ) Minimiser ∥Āx − b̄∥ + βN(x,−1), x ∈X.

Rappelons que dans ce cas, la contrepartie robuste de (Pr) au sens du rayon de

stabilité est donnée par

(R̂α
r ) Maximiser

(α − ∥Āx − b̄∥)+
N(x,−1) , x ∈X.
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6.5.2. Comparaison de (R̂α
r ) et (Pβ

r )

Á priori, s’il n’y a pas de relation entre α et β, il en est de même pour les problèmes

(R̂α
r ) et (Pβ

r ). La question est de savoir comment choisir α et β afin de pouvoir

comparer les ensembles des solutions optimales des deux problèmes ? Pour répondre

à cette question, posons

α0 = inf
x∈X
∥Āx − b̄∥ , I = [α0,+∞] et J = [0;+∞],

puis définissons les fonctions vr ∶ I → J et vwc ∶ J → I par

vr(α) = sup
x∈X

α − ∥Āx − b̄∥
N(x,−1) , ∀α ∈ I,

vwc(β) = inf
x∈X
∥Āx − b̄∥ + βN(x,−1), ∀β ∈❘⋆+.

Proposition 6.5.1. Les fonctions vr et vwc vérifient les propriétés suivantes :

(1) vr(α0) = 0, vr(+∞) = +∞, vwc(0) = α0 et vwc(+∞) = +∞,

(2) les fonctions vr et vwc sont croissantes,

(3) la fonction vr est convexe et la fonction vwc est concave,

(4) les fonctions vr et vwc sont continues.

Preuve. Par définition de α0, on a vr(α0) ≤ 0. Si cette inégalité était stricte alors

il existerait η < 0 tel que α0 − ∥Āx − b̄∥ < η, ∀x ∈ X, et donc α0 ≤ η + α0. Par

conséquent 0 ≤ η < 0 ce qui est absurde. D’où vr(α0) = 0.
Il est clair que vr(+∞) = +∞, vwc(+∞) = +∞ et vwc(0) = α0. D’où (1).

Soient α1, α2 ∈ I tel que α1 ≤ α2. Comme N est une norme, on a

α1 − ∥Āx − b̄∥
N(x,−1) ≤ α2 − ∥Āx − b̄∥

N(x,−1) , ∀x ∈X.
En passant au sup sur X, on obtient vr(α1) ≤ vr(α2). D’où la croissance de la

fonction vr. Par un raisonnement analogue, on montre que vwc est croissante. D’où

(2).

La fonction vr est convexe en tant que borne supérieure de fonctions convexes et la

fonction vwc est concave en tant que borne inférieure de fonctions concaves. D’où (3).

D’après (3), les fonctions vr et vwc sont continues sur l’intérieur de leurs domaines.

D’où (4). �

Notons que pour tout α ∈ I, vr(α) est la valeur du problème (R̂α
r ). De même, pour

tout β ∈ J , vwc(β) est la valeur du problème (Pβ
r ).

Proposition 6.5.2. Les fonction vr et vwc vérifient les relations suivantes :

(1) ∀α ∈ I, vwc(vr(α)) = α,

(2) ∀β ∈ J, vr(vwc(β)) = β.
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Preuve. (1). Soit α ∈ I. Si α = α0 ou α = +∞ alors le résultat est évident. Supposons

que α0 < α < +∞. Par définition de vr, on a

vr(α) ≥ α − ∥Āx − b̄∥
N(x,−1) , ∀x ∈X.

Par conséquent,

∥Āx − b̄∥ + vr(α)N(x,−1) ≥ α, ∀x ∈X.
Donc

vwc(vr(α)) = inf
x∈X
∥Āx − b̄∥ + vr(α)N(x,−1) ≥ α.

Si vr(α) = 0 alors vwc(vr(α)) = vwc(0) = α0 < α absurde. Donc vr(α) > 0.
Pour tout β ∈]0, vr(α)[, il existe xβ ∈X tel que

β < α − ∥Āxβ − b̄∥
N(xβ,−1) .

Or,

β < α − ∥Āxβ − b̄∥
N(xβ,−1) Ô⇒ βN(xβ,−1) + ∥Āxβ − b̄∥ < α

Ô⇒ vwc(β) < α.
Par conséquent, pour tout β ∈]0, vr(α)[, on a vwc(β) < α . Comme vwc est continue

à gauche en vr(α), il en résulte que

vwc(vr(α)) = lim
β→vr(α)
β<vr(α)

vwc(β) ≤ α.
(2). Soit β ∈ J . Si β = 0 ou β = +∞ alors le résultat est immédiat. On suppose donc

que 0 < β < +∞. Par définition de vwc, on a

vwc(β) ≤ ∥Āx − b̄∥ + βN(x,−1), ∀x ∈X.
Donc

vwc(β) − ∥Āx − b̄∥
N(x,−1) ≤ β, ∀x ∈X, d’où vr(vwc(β)) ≤ β.

Si vwc(β) = +∞ alors vr(vwc(β)) = vr(+∞) = +∞ > β absurde. Donc vwc(β) < +∞.

Pour tout α ∈]vwc(β),+∞[, il existe xα ∈X tel que

∥Āxα − b̄∥ + βN(xα,−1) < α.
Or

∥Āxα − b̄∥ + βN(xα,−1) ≤ αÔ⇒ β < α − ∥Āxα − b̄∥
N(xα,−1)Ô⇒ β < vr(α).
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Donc pour tout α ∈]vwc(β),+∞[, on a β < vr(α). Comme vr est continue à droite en

vwc(β), on en déduit que

β ≤ lim
α→vwc(β)
α>vwc(β)

vr(α) = vr(vwc(β)).
�

Remarque 6.5.1. La proposition 6.5.2 montre que les fonctions vwc et vr sont des

bijections réciproques l’une de l’autre.

Proposition 6.5.3. On a :

(1) ∀β ∈ J, Argmin(Pβ
r ) = Argmax(R̂vwc(β)

r ) ;
(2) ∀α ∈ I, Argmax(R̂α

r ) = Argmin(Pvr(α)
r ).

Preuve. Juxtaposer les propositions 6.5.2 et 4.3.9. �

Remarque 6.5.2. On peut déduire de la proposition 6.5.2 une preuve directe de la

proposition 6.5.3 sans utiliser la proposition 4.3.9.

6.6. Application à un problème de conception d’un réseau d’antennes

6.6.1. Description du problème

Une antenne est un dispositif électromagnétique permettant de recevoir et / ou

d’émettre une onde électromagnétique. Une caractéristique importante d’une an-

tenne monochromatique est son diagramme Z(δ) qui est une fonction complexe de

la direction δ. Par exemple le module de Z(δ), ∣Z(δ)∣ est responsable de la densité

directionnelle de l’énergie envoyée par l’antenne dans la direction δ, l’argument de

Z(δ), argZ(δ) correspond à la phase initiale de l’onde propagée dans la direction δ.

On peut amplifier le signal et décaler la phase initiale en multipliant le diagramme

par un nombre complexe contant ([9]).

Le diagramme d’une antenne complexe (antenne composée de plusieurs antennes

élémentaires) est la somme des digrammes des antennes élémentaires qui la com-

posent.

Un problème type en conception de réseau d’antennes est le suivant : étant données

n antennes de diagrammes Z1(.), . . . , Zn, trouver des nombres complexes z1, . . . , zn
tels que le diagramme du réseau

Z(.) = n∑
j=1

zjZj(.)
soit le plus proche possible d’un diagramme cible Z∗(.) donné. Autrement dit,

(AD) trouver (z1, . . . , zn) ∈❈n tel que ∣ n∑
j=1

zjZj(.) −Z∗(.)∣ soit minimum.
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Considérons un réseau d’antennes composé d’anneaux centrés à l’origine dans le plan

XY. Le diagramme d’un tel anneau est une fonction réelle qui dépend uniquement

que de l’angle d’altitude θ (angle entre la direction de l’onde et le plan XY) dont

une expression analytique est

Zk(θ) = 1

2
∫

2π

0
cos(2πk cos(θ) cos(φ))dφ,

où k est le quotient du rayon de l’anneau par la longueur d’onde λ ([10]). On suppose

qu’il y a n anneaux de rayons respectifs 1, . . . , n dans notre réseau. Notre objectif

est de déterminer (x1, . . . , xn) ∈❘n tel que

Z(θ) = n

∑
j=1

xjZkj(θ) ≅ Z∗(θ), ∀θ ∈ [0○ , 90○].
En utilisant l’approximation de Tschebyshev (approximation uniforme), on obtient

le problème d’optimisation suivant :

(AT) Minimiser sup
θ∈[0○,90○]

∣ n

∑
j=1

xjZkj(θ) −Z∗(θ)∣, x ∈❘n.

Une approximation tractable de (AT) est

(ATT) Minimiser max
1≤i≤m

∣ n

∑
j=1

xjZkj(θi) −Z∗(θi)∣, x ∈❘n,

où (θ1, . . . , θm) est une subdivision de l’intervalle [0○ , 90○].
Posons

A = (aij)1≤i≤m
1≤j≤n

avec aij = Zkj(θi), (i, j) ∈ J1,mK × J1, nK,

b = (bi)1≤i≤m avec bi = Z∗(θi), i ∈ J1,mK.

Le problème (ATT) s’écrit alors comme suit :

(ATT) Minimiser∥Ax − b∥∞, x ∈❘n,

qui est un problème de régression linéaire en norme infinie que l’on peut transformer

sans peine en un programme linéaire.

6.6.2. Illustration numérique

Pour résoudre numérique le problème (ATT), on suppose que n = 40, λ = 10 et on

définit la fonction cible Z∗ ∶ [0○,90○]→❘ par

Z∗(θ) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

0 si 0○ ≤ θ ≤ 70○
0,95θ−66,5

7
si 70○ ≤ θ ≤ 77○

0,95 si 77○ ≤ θ ≤ 90○.
Avec ses données, une résolution numérique de (ATT) donne le diagramme nominal

de la figure 1.
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Figure 1. Diagramme nominal

Notons que les poids xj, j = 1, . . . , n , correspondent à certaines caractéristiques

physiques du dispositif et en tant que telles ne peuvent pas être utilisés avec leurs

valeurs exactes. Il est donc important de savoir ce qui se passe si ces poids sont

affectés par une erreur d’utilisation. Par exemple, si on remplace xj par (1+ξj)xj où

les ξj sont indépendantes et suivent la loi uniforme sur [−ǫ, ǫ] avec ǫ un réel positif

donné.

Figure 2. Diagramme nominal perturbé

On observe numériquement que même une petite erreur d’utilisation de ces coeffi-

cients peut avoir une conséquence désastreuse sur le diagramme du réseau.

6.6.3. Approche par la méthode du rayon de robustesse

Soit α ∈❘ tel que

(6.27) α > inf
x∈❘n

max
1≤i≤m

∣ n∑
j=1

xjZkj(θi) −Z∗(θi)∣
128



et 9 9 la norme définie sur ❘m×(n+1) par

9B9 = max
1≤i≤m
1≤j≤n+1

∣bij ∣.

D’après le lemme 6.3.2, on a

(6.28) 9yzT9∗ = ∥y∥1∥z∥1, ∀(y, z) ∈❘m ×❘n+1.

En particulier l’hypothèse (H′II) est vérifiée et la norme N = ∥ ∥1. Par conséquent,

de ce qui précède, on sait que résoudre la contrepartie robuste au sens du rayon de

robustesse du problème (AT), revient à résoudre le problème suivant :

(ÃT
α

r )

Maximiser τ

s.l.c

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

τ − tα + max
1≤i≤m

∣ n∑
j=1

yjZkj(θi) − tZ∗(θi)∣ ≤ 0,
∥(y,−t)∥1 ≤ 1,
(τ, t, y) ∈❘ ×❘+ ×❘n.

Par ailleurs, on a d’une part

τ − tα + max
1≤i≤m

∣ n∑
j=1

yjZkj(θi) − tZ∗(θi)∣ ≤ 0
si et seulement si

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

τ − (α +Z∗(θi))t + n∑
j=1

yjZkj(θi) ≤ 0, i = 1, . . . ,m

τ − (α −Z∗(θi))t − n∑
j=1

yjZkj(θi) ≤ 0, i = 1, . . . ,m.

D’autre part, d’après (6.25), on a

∥(y,−t)∥1 ≤ 1 et t ≥ 0
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si et seulement s’il existe r ∈❘ et u ∈❘n tels que⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

t + nr + n∑
j=1

uj ≤ 1
r + yj + uj ≥ 0, j = 1, . . . , n

r − yj + uj ≥ 0, j = 1, . . . , n

uj ≥ 0, j = 1, . . . , n

t ≥ 0

r ≥ 0.
Par conséquent, le programme (ÃT

α

r ) est équivalent au programme linéaire (ATlin

) dans le sens que

(6.29) v(ÃTα

r ) = v(ATlin ) et Argmax(ÃTα

r ) = Π❘×❘+×❘n(Argmax(ATlin )),
où le programme (ATlin ) est défini par

(ATlin)

Maximiser τ

s.l.c

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

τ − (α +Z∗(θi))t + n∑
j=1

yjZkj(θi) ≤ 0, i = 1, . . . ,m

τ − (α −Z∗(θi))t − n∑
j=1

yjZkj(θi) ≤ 0, i = 1, . . . ,m
t + nr + n∑

j=1

uj ≤ 1

r + yj + uj ≥ 0, j = 1, . . . , n

r − yj + uj ≥ 0, j = 1, . . . , n

uj ≥ 0, j = 1, . . . , n

(τ, t, y, r, u) ∈❘ ×❘+ ×❘n ×❘+ ×❘n.

En résolvant numériquement le programme (ATlin ), on obtient le diagramme robuste

suivant :
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Figure 3. Diagramme Robuste

Notons que par construction de la contrepartie robuste au sens du rayon de stabilité,

le diagramme robuste reste stable pour toute perturbation de taille ǫ ∈ [0, rmax[ où

rmax désigne la valeur optimale de la contrepartie robuste. Par exemple, pourm = 100
et α = 0,05, on trouve rmax = 0,005254. Dans ce cas, pour tout ǫ ∈ [0,0.00525[, le

diagramme robuste reste stable.

Figure 4. Diagramme robuste perturbé
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Conclusion et perspectives

Dans cette thèse, nous avons abordé deux questions essentielles dans les processus

d’aide à la décision : la dualité et la robustesse.

Dans la dualité, nous avons d’une part établi l’égalité entre la pire valeur et la

valeur robuste d’un problème d’optimisation convexe conique à données incertaines

et, d’autre part, nous avons proposé un schéma général permettant le passage de la

dualité par niveaux à la dualité par épigraphe. Le point de vu considéré est celui de

fonction c ∶ U × V →❘ dite de couplage et d’ensembles élémentaires associés

EP
v,r = {u ∈ U ∣ r − c(u, v) ∈ P},

où P est un sous-ensemble non vide de ❘, v ∈ V et r ∈❘.

En optimisation de la robustesse, en s’inspirant d’un travail fait par Marc Ciligot-

Travian ([21]), nous avons introduit l’utilisation du rayon de stabilité dans l’étude

des problèmes de décision en milieu incertain. Nous avons prouvé certaines proprié-

tés (quasi-concavité, s.c.s,...) de cet indicateur de robustesse et établi des expressions

explicites du rayon de stabilité dans certains cas. Nous avons également proposé un

modèle générique regroupant une large classe de cas pratiques. Nous avons ensuite

établi des résultats intéressants dans un cadre polyédral, dans le cas de la régression

et dans un cadre quadratique pour ce modèle. Une connexion entre les solutions de

la contrepartie robuste au sens de l’optimisation robuste et les solutions de la contre-

partie robuste au sens du rayon de stabilité d’un problème d’optimisation à données

incertaines est établie. Deux applications, une sur un problème de conception d’an-

tennes et l’autre sur un problème de calcul d’estimateur robuste sont données.

En perspective pour la première partie, on projette utiliser cette théorie dans l’étude

d’un problème d’optimisation à données incertaines d’une part et d’autre part on

aimerait examiner une approche qui consiste à fixer le paramètre r ∈ {−1,0,1} dans

la définition d’ensemble élémentaire. Notons que cette approche nous permettra de

récupérer entre autre le théorème du bi-polaire.

Comme perspective pour la deuxième partie, nous souhaitons travailler en collabo-

ration avec des ingénieurs mécaniciens sur l’utilisation du rayon de stabilité dans la
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conception de certaines pièces métalliques. Nous envisageons également utiliser la

méthode du rayon de robustesse sur des problèmes de contrôle optimal à données

incertaines.
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