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Notations mathématiques

M nombre de porteuses dans un système multiporteuses

T période symbole d’un système multiporteuses

Te fréquence d’échantillonnage

P nombre d’échantillons dans une période symbole

∆F espacement inter-porteuses dans un système multiporteuses

x(t) signal à temps continu

x[k] signal à temps discret

h(t) réponse impulsionnelle d’un canal

H(f) réponse fréquentielle d’un canal

tx moment temporel d’ordre 1 de la fonction x

∆tx moment temporel d’ordre 2 de la fonction x

ωx moment fréquentiel d’ordre 1 de la fonction x

∆ωx moment fréquentiel d’ordre 2 de la fonction x

ζ localisation temps-fréquence d’une fonction x

L2(I) espace des fonctions de carré intégrable définies sur I

L∞(I) espace des fonctions essentiellement bornées définies sur I

L∞
I espace des fonctions appartenant à L∞(I) et qui s’annulent en dehors de I

‖x‖ =
(∫ +∞

−∞ |x(t)|2dt
) 1

2 norme dans L2

〈., .〉 produit scalaire dans L2

Cm,n symboles d’entrée à valeurs complexes, issus d’une technique de mappage

σ2C variance du symbole Cm,n
(gm)m∈[[0,M−1]] famille de fonctions représentant conjointement la base de modulation

et le filtre de mise en forme

ΠT fonction porte égale à 1 quand t ∈ [0, T ] et égale à 0 sinon

PAPRN
c PAPR pour un signal à temps continu et une durée d’observation NT

PAPRN
d PAPR pour un signal à temps discret pour NP échantillons

PAPRc,sup supremum du PAPR

Pc,moy puissance moyenne à temps continue

Pd,moy puissance moyenne à temps discret

ψ ondelette mère

φ fonction d’échelle mère
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8 Notations mathématiques

ψj,k ondelette de l’échelle j à la position k

φj,k fonction d’échelle j à la position k

J nombre maximale de décomposition idwt(j)

J0 première échelle considérée

L nombre de niveau de décomposition considéré

f b filtre passe-bas

fh filtre passe-haut

K longueur des filtres f b et fh

aj,k coefficient de détail positionné à la k-ième position de l’échelle j

wj,k coefficient d’approximation positionné à la k-ième position de l’échelle j

Pm
j nœud d’un arbre en paquets d’ondelettes

Bm
j sous-bande d’un arbre en paquets d’ondelettes

fk fréquence élémentaire de largeur ∆F

α seuil d’atténuation

β0 seuil de variations pour les sous-bandes atténuées

β1 seuil de variations pour les sous-bandes non atténuées

Θα,0 l’ensemble des sous-bandes ne contenant que des fréquences non atténuées

Θα,1 l’ensemble des sous-bandes ne contenant que des fréquences non atténuées

|x| valeur absolue (resp module) de la fonction réelle (resp complexe) x

E(.) espérance mathématique

TF(.) transformée de Fourier



Introduction Générale

Contexte et problématiques

Depuis plusieurs décennies, le domaine des télécommunications est en plein essor. Les
technologies de l’Information et de la Communication (TIC) ont connu l’arrivée de nouveaux
services et de nouvelles générations de transmission numérique sans fil. Depuis quelques
années, avec l’apparition d’Internet et l’émergence de nouvelles technologies, le taux de pé-
nétration de la téléphonie mobile connaît une évolution croissante. Ainsi, la croissance de la
demande sur les débits de transmission et le nombre d’abonnés se poursuit, la quantité d’in-
formation transmise augmente rapidement et les canaux radio-mobiles deviennent de plus en
plus saturés. Cependant, cette croissance entraîne une consommation électrique inquiétante.
En effet, l’industrie des TIC représente entre 2% à 10% des émissions CO2 [1, 2]. Les diffé-
rentes études sur cette évaluation complexe ne donnent pas un nombre exact pour mesurer
l’impact des TIC sur l’environnement. A titre de comparaison, les émissions de l’aviation ci-
vile représente 2% des émissions CO2, ce qui représente aussi un quart des émissions des
automobiles [3, 4]. En particulier, l’amplificateur de puissance représente plus de 60% de la
consommation énergétique de l’émetteur [5]. Améliorer le rendement de l’amplificateur, contri-
bue à réduire la consommation énergétique au niveau des équipements mobiles (avec des
batteries qui se déchargent moins vite) et au niveau des stations de bases (avec des écono-
mies d’énergie et une baisse de la facture d’électricité pour les opérateurs téléphoniques). Par
conséquent, cela peut contribuer à la réduction des émissions CO2 ainsi que de la pollution
environnementale. Pour contribuer à la tendance actuelle de l’éco-radio (Green Radio) qui vise
à réduire l’impact des TIC sur l’environnement, nous pouvons agir sur les différentes étapes de
la chaîne de transmission.

Figure 1 – Chaîne de transmission numérique.
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Chaîne de transmission numérique Une communication que nous effectuons par un
téléphone portable ou un ordinateur par exemple suit un mécanisme particulier. Les modules
d’une chaîne de communication dite point-à-point, c’est-à-dire entre une seule source et un
seul destinataire, sont décrits dans la Figure 1. Ce modèle présente la base des autres types
de communications comme la communication multi-utilisateurs (plusieurs sources et un des-
tinataire), la communication broadcast (une source et plusieurs destinataires) ou les réseaux
adhoc (plusieurs sources et plusieurs destinataires). Les différents modules d’une chaîne de
transmission numérique sont ainsi détaillés :

• Source : une source numérique génère des messages appartenant à un alphabet dis-
cret et fini. Elle peut être engendrée à partir d’une source analogique par un processus
de conversion analogique/numérique (CAN) qui se réalise par des étapes successives
d’échantillonnage et de quantification et de codage binaire. Souvent on suppose que la
source délivre des symboles indépendants et identiquement distribuées (i.i.d).

• Codage de source : afin d’augmenter le débit de transmission et optimiser l’utilisation
des ressources du système, le codeur de source compresse les données en éliminant les
éléments binaires non significatifs. En d’autres termes, le codeur de source sert à four-
nir une représentation efficace des données tout en préservant l’information essentielle
qu’elles portent.

• Codage de canal : le codeur de canal introduit une redondance pour protéger le signal
contre les erreurs introduites par un canal de communication bruité. En connaissant la
méthode du codage de canal utilisée, le récepteur est en mesure de détecter le signal et
corriger les données binaires erronées. La fiabilité du système de transmission est ainsi
améliorée.

• Modulation : c’est la partie de la chaîne que nous allons étudier le plus en
détail. Le rôle de la modulation est de convertir une séquence, en un signal qui soit
suffisamment robuste pour lutter contre les perturbations (évanouissements, réflexions,
bruit . . . ) du canal de communication. La mise en forme du signal est réalisée par des
formes d’ondes appropriées à un type de modulation.

• Canal de propagation : ce module décrit le support physique pour transmettre de
l’information. Il représente les signaux extérieurs et le bruit qui affectent la transmission.
Chaque système de communication ou application a un modèle de canal approprié. Nous
nous intéressons dans ce rapport aux canaux de transmissions radio-mobiles, qui se
basent sur la propagation des ondes électromagnétiques dans l’espace libre. Les canaux
radio-mobiles qui seront particulièrement utilisés dans ces travaux sont :

– Canal additif à bruit blanc Gaussien AWGN (additive white Gaussian noise) :
représente une modélisation du bruit radio-électrique qui s’ajoute dans le récepteur.
Sa densité spectrale de puissance est la même pour toutes les fréquences de la
bande passante, et il suit une loi normal de moyenne et variance données.

– Canal plat (flat fading channel ) est un canal pour lequel toutes les composantes
fréquentielles subissent le même niveau d’évanouissement.

– Canal sélectif en fréquence : le signal subit différentes réflexions et atténuations
dans le canal de propagation, il arrive alors déformé à la réception. Selon les obs-
tacles rencontrés, des fréquences sont plus atténuées que d’autres. Le canal ne se
comporte pas alors de la même façon suivant la fréquence du signal, on dit alors
que le canal est sélectif en fréquence.

• Démodulation du signal et égalisation : en se basant sur l’observation bruitée du
signal, le démodulateur traite le signal reçu et décide quel message a été émis. Le si-
gnal est ensuite décodé par des mécanismes inverses de ceux réalisés à l’émission.
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L’égalisation vise à compenser les distorsions dues au canal afin d’éliminer les interfé-
rences subies par le signal. Dans nos simulations nous allons considérer deux méthodes
d’égalisation : le ZF (zero forcing) qui consiste à diviser le signal reçu par la réponse
fréquentielle du canal, et le MMSE (minimum mean squared error ) qui a pour objectif de
minimiser la variance de l’erreur du signal. Le MMSE permet de limiter l’augmentation du
bruit par rapport au ZF.

Nous nous intéressons dans ces travaux particulièrement au processus de modulation.
Plusieurs évolutions sont possibles pour envisager l’amélioration de la modulation du signal
afin d’atteindre de bonnes performances et satisfaire les besoins des utilisateurs.

Modulations OFDM Les modulations multiporteuses sont les technologies les plus uti-
lisées et les plus prometteuses. Elles consistent à diviser la bande allouée à plusieurs sous-
bandes étroites, et envoyer les données parallèlement sur chacune de ces sous-porteuses.
En particulier, l’OFDM (orthogonal frequency division multiplexing) est une modulation multipor-
teuses dite “orthogonale” largement utilisée dans des applications de communication filaires et
sans fils, car elle garantit de très bonnes performances et permet une complexité relativement
réduite. L’utilisation d’un intervalle de garde contenant un préfixe cyclique, et son implémen-
tation à base de transformée de Fourier, permettent une grande efficacité en présence des
canaux sélectifs en fréquence ainsi qu’une simple égalisation au récepteur. Grâce à l’utilisation
de la transformée de Fourier et le préfixe cyclique qui réduit les interférences entres symboles
OFDM, le processus d’égalisation consiste à simplement filtrer le signal reçu par la fonction de
transfert. Il suffit de multiplier chaque signal reçu par le gain correspondant. De plus, l’applica-
tion d’un codage avec entrelacement fréquentiel et temporel permet de contourner la sélectivité
temporelle et fréquentielle des canaux, faisant ainsi du système résultant, le COFDM (Coded
OFDM), un système de référence dans de nombreux standards de communications tels que
les systèmes de radio numérique DAB, la télévision numérique terrestre DVB-T, le Wi-fi, et la
quatrième génération de la téléphonie mobile LTE (long term evolution) et ses évolutions.

Problème du PAPR et consommation énergétique Certes, l’OFDM présente de
nombreux avantages par rapport à la modulation monoporteuse, qui ne divise pas la bande
spectrale, mais envoie à chaque instant un seul symbole occupant toute la bande. L’OFDM est
ainsi plus robuste aux canaux sélectifs en fréquence et se caractérise par une simple égalisa-
tion. Cependant, l’OFDM subit quelques sérieuses limitations. En effet, le signal OFDM résulte
de l’addition de plusieurs signaux, chacun modulé par une porteuse différente, cette addition
peut être cohérente sur certains intervalles et engendre alors de grandes amplitudes ou pics de
puissances. Ces fluctuations mesurées par le PAPR (peak-to-average power ratio) causent des
distorsions non-linéaires quand on introduit le signal OFDM dans un équipement non-linéaire
comme l’amplificateur de puissance. En effet, la caractéristique d’un amplificateur de puissance
devient non-linéaire pour de grandes puissances d’entrée. Si l’enveloppe d’un signal présente
une forte dynamique, elle sera déformée à la sortie de l’amplificateur. Pour s’éloigner de la
zone non-linéaire de l’amplificateur et amplifier le signal dans la zone linéaire, on effectue typi-
quement un recul à l’entrée (input back-off ). Or, l’amplificateur offre un faible rendement pour
les faibles puissances d’entrée. Ainsi, plus le PAPR est élevé, plus le recul à l’entrée nécessaire
est large, et donc plus le rendement énergétique est mauvais. Un PAPR élevé se traduit alors
par une grande consommation d’énergie. Réduire le PAPR, et donc améliorer le rendement de
l’amplificateur, contribue à réduire la consommation énergétique

Techniques de réduction du PAPR et techniques de pré-distorsion La réduc-
tion du PAPR pour un signal multiporteuses permet d’améliorer le rendement énergétique de
l’amplificateur de puissance et de minimiser les distorsions induites par cet équipement non-
linéaire. Plusieurs méthodes pour réduire le PAPR sont présentes dans la littérature. Dans [6],



12 Introduction

une classification regroupant trois grandes familles de techniques de réduction du PAPR a été
proposée :

• Les techniques dites d’ajouts de signal.

• Les techniques probabilistes.

• Les techniques de codage.

Il est important de savoir qu’en plus des méthodes de réduction du PAPR, il existe d’autres
méthodes qui permettent de concilier rendement énergétique et linéarité : les techniques de
pré-distorsion numérique [7, 8]. L’objectif est d’atténuer les distorsions induites par l’amplifica-
teur en linéarisant les caractéristiques de l’amplificateur par insertion d’une fonction inverse.

Nouvelle approche pour réduire le PAPR Comme nous venons de souligner, il existe
une multitude de techniques de réduction du PAPR dans la littérature, certaines agissent sur
les données avant la modulation, comme les techniques de codage par exemple. D’autres
agissent après la modulation comme les techniques de clipping. L’approche que nous étu-
dions dans cette thèse est différente. L’objectif est de proposer une nouvelle structure de
modulation qui génère un signal à PAPR réduit par construction. La solution évidente de
modulation à faible PAPR est la monoporteuse, mais elle est très sensible à la sélectivité du
canal. Cependant, notre besoin est certes de réduire le PAPR mais en maintenant, en même
temps, une bonne robustesse aux canaux sélectifs en fréquence, l’avantage le plus important
des modulations multiporteuses.

Dans tout ce rapport, on confond base de modulation, fonctions de modulations et forme
d’onde.

Objectifs de la thèse et contributions

Le premier objectif de la thèse est de proposer un système de modulation qui améliore le
PAPR par rapport à l’OFDM classique, tout en permettant une bonne résistance à la sélectivité
des canaux de transmission et en ne dégradant pas l’efficacité spectrale du système. C’est
ainsi que nous nous sommes focalisés sur les axes suivants :

• Caractériser le comportement du PAPR vis-à-vis de la forme d’onde de modulation. En
d’autres termes, définir une relation entre le PAPR et la base de modulation.

• Formuler le problème de réduction du PAPR en un problème d’optimisation sur les formes
d’ondes. Une fois que le PAPR sera exprimé en fonction de la base de modulation, le
problème de réduction du PAPR peut être réduit à une optimisation de cette expression
sur les formes d’ondes.

• À travers la résolution du problème d’optimisation, tracer le cadre d’optimalité de l’OFDM
en termes de PAPR. Plus généralement, une classification des formes d’ondes en termes
de performances en PAPR peut être étudiée.

• Établir une condition nécessaire satisfaite par toute forme d’onde à performance en PAPR
meilleure que l’OFDM.

• Étude d’une famille de modulations particulières satisfaisant cette condition nécessaire
et définir les compromis résultants.

• Proposer une nouvelle structure de modulation qui répond aux compromis entre PAPR
et taux d’erreur binaire, en d’autres termes, efficacité énergétique et efficacité spectrale.
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Organisation de la thèse

Cette thèse se compose de deux parties principales : la première partie sur l’état de l’art,
répartie en quatre chapitres, rappelle des notions d’analyse temps-fréquence importantes pour
la compréhension des enjeux de nos contributions et expose différents travaux sur les mo-
dulations multiporteuses, les techniques de réduction du PAPR et les techniques adaptatives.
Cette partie est nécessaire pour situer la nouveauté de nos travaux. La deuxième partie sur les
contributions, également composée de quatre chapitres, présente d’abord une étude détaillée
de l’expression du PAPR en fonction de la base de modulation et la formulation du problème
de réduction du PAPR en un problème d’optimisation. Ensuite, cette partie détaille la preuve du
théorème qui développe une condition nécessaire sur les formes d’ondes pour avoir un meilleur
PAPR que l’OFDM. Les performances de la modulation en ondelettes seront étudiées par la
suite, et finalement la modulation adaptative en paquets d’ondelettes est proposée comme une
structure de modulation répondant aux objectifs de la thèse.

Ci-après une vue d’ensemble de chacun des huit chapitres dont se constitue principalement
ce rapport :

• Première partie : État de l’art

– Le chapitre 1 rappelle quelques notions d’analyse temps-fréquence comme la lo-
calisation temps-fréquence d’une fonction représentant un signal et le principe d’in-
certitude qui établit le compromis entre la localisation temporelle et la localisation
fréquentielle. Dans ce chapitre, la transformée de Gabor et ses caractéristiques
temporelles et fréquentielles sont présentées afin d’introduire la section 2.1 des
modulations multiporteuses basées sur la transformée de Gabor. Un rappel de la
transformée en ondelettes est exposé, en détaillant les principaux notions d’analyse
multirésolutions, les filtres miroirs conjugués associés aux ondelettes, ainsi que le
théorème de Mallat qui définit une transformée rapide en ondelettes. Cette partie
est nécessaire pour comprendre la modulation en ondelettes introduite dans la sec-
tion 2.2.2 et développée dans le chapitre 7. Finalement, la transformée en paquets
d’ondelettes, qui généralise la transformée en ondelettes, et dont l’utilité sera dé-
montrée dans le section 2.2.3 et le chapitre 8, est expliquée dans la dernière partie
du chapitre.

– Le chapitre 2 propose une classification des modulations multiporteuses étudiées
dans la littérature. Tout système de modulation est caractérisé par une base de
modulation et de démodulation. La distinction présentée sur ce chapitre se base
sur la manière dont le plan temps-fréquence est représenté par le signal trans-
mis. Ainsi, une décomposition uniforme du plan temps-fréquence nous conduit vers
des systèmes de modulation basés sur la transformée de Gabor, tandis qu’une
décomposition non uniforme ou non nécessairement régulière se réfère à des sys-
tèmes de modulation basés sur la transformée en ondelettes. La première classe
comprend l’OFDM classique, le NOFDM (non-orthogonal frequency division multi-
plexing), les systèmes FBMC (filter bank based multicarrier ) qui se réfèrent notam-
ment à l’OFDM/OQAM (offset quadrature amplitude modulation), l’UFMC (universal
filtered multicarrier ) entre autres. La deuxième classe contient toute modulation à
base de transformée discrète en ondelettes ou de transformée en paquets d’onde-
lettes, comme le Wavelet-OFDM ou le Wavelet Packet OFDM.

– Le chapitre 3 définit le problème du PAPR lors de l’amplification de puissance et
retrace l’évolution de l’état de l’art de ce problème. Il situe notamment le problème
du PAPR dans la littérature et la progression de l’intérêt que suscite cette problé-
matique dans la communauté scientifique. Nous rappelons dans ce chapitre les
différents termes associés au PAPR, et nous comparons les différentes études qui
ont tenté de caractériser la distribution de cette variable aléatoire. Un résumé des
principales techniques de réduction du PAPR est présenté dans ce chapitre afin
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d’observer la différence entre les techniques classiques de réduction du PAPR et
notre approche qui consiste à agir sur la modulation pour définir un signal à PAPR
réduit par construction.

– Le chapitre 4, dont l’utilité sera justifiée par la structure adaptative proposée dans le
chapitre 8, rapporte différents systèmes de transmission adaptatifs et explique les
paramètres adaptés. Ce chapitre discute d’abord les hypothèses générales d’un
système adaptatif. Ensuite, l’adaptation de quelques paramètres présents dans la
littérature comme la puissance allouée, la modulation et le codage, la largeur de
bande et l’intervalle de garde est présentée. Enfin, les différentes limitations que
subissent les systèmes multiporteuses adaptatifs sont soulignées.

• Deuxième partie : Contributions

– Le chapitre 5 est consacré à une analyse du problème de PAPR. Après avoir in-
troduit cette problématique dans le chapitre 3, ce chapitre vient détailler une étude
analytique du comportement du PAPR pour les systèmes multiporteuses à forme
d’onde généralisée GWMC (generalized waveforms for multicarrier modulation). Une
première approche déterministe consiste à dériver une borne supérieure du PAPR.
Dans la mesure où le supremum du PAPR n’est que rarement atteint, une étude
statistique de cette variable aléatoire s’impose. En supposant que le PAPR prend
des valeurs suffisamment petites devant son supremum, et que les formes d’ondes
ont un support temporel au moins égal au temps symbole, nous dérivons une ap-
proximation générale de la distribution du PAPR pour les systèmes GWMC. Dans ce
chapitre, nous présentons une preuve détaillée illustrée par plusieurs exemples de
systèmes multiporteuses. L’analyse conduite dans ce chapitre permet de confirmer
que le PAPR dépend effectivement de la forme d’onde utilisée dans la modulation,
ce qui n’était pas explicitement prédit par les approximations de la distribution du
PAPR pour des formes d’ondes particulières comme l’OFDM.

– Le chapitre 6 aborde le problème de réduction du PAPR sous un nouvel angle. Suite
aux résultats du chapitre 5 qui prouvent que les performances en PAPR dépendent
de la forme d’onde, le problème de réduction du PAPR est ainsi formulé comme un
problème d’optimisation sur la famille de fonctions de modulation. La solution de
ce problème nous mène à une condition nécessaire que doit satisfaire toute forme
d’onde à PAPR meilleur que l’OFDM. En effet, nous prouvons analytiquement dans
ce chapitre que pour toutes les formes d’ondes à support temporel au moins égal à
la période symbole, l’OFDM ainsi qu’une large famille de systèmes multiporteuses
réalisent les meilleures performances en termes de PAPR. Tout système présentant
un meilleur PAPR que l’OFDM ne rentre nécessairement pas dans cette catégorie.
Les bases en ondelettes ont font partie, et c’est la raison pour laquelle nous choi-
sissons de les étudier dans le chapitre 7.

– Le chapitre 7 se consacre à l’étude et à l’évaluation des performances de la mo-
dulation en ondelettes basée sur la transformée en ondelettes discrète. Certes,
l’ondelette de Haar atteint de meilleures performances en PAPR que les autres
ondelettes, mais elle est soumise à une sérieuse limitation en termes de densité
spectrale de puissance qui souffre d’un large lobe principal et de larges lobes se-
condaires. Nous présentons ainsi l’ondelette discrète de Meyer comme une alterna-
tive et nous comparons ses performances avec l’OFDM. En plus d’avoir un meilleur
PAPR que l’OFDM, l’ondelette de Meyer atteint également un gain considérable en
taux d’erreur binaire pour un égaliseur MMSE par rapport à l’OFDM non codé, sans
dégradation de la densité spectrale de puissance, contrairement à Haar. Le prix à
payer pour ces gains en performance se traduit par une plus grande complexité.
Contrairement à l’OFDM, les porteuses de la modulation en ondelettes ne sont pas
toutes autant localisées en fréquence. Par ailleurs, quand une connaissance de
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l’état du canal est disponible à l’émetteur, l’OFDM a la possibilité de supprimer les
porteuses atténuées par le canal et améliorer ainsi son taux d’erreur binaire. C’est
dans ce contexte que nous étudions dans le chapitre 8 une nouvelle modulation
adaptative en ondelettes, qui permet de contourner ce problème de la modulation
en ondelettes classique.

– Le chapitre 8 est dédié à l’étude d’une modulation adaptative en paquets d’onde-
lettes. L’enjeu est de construire une modulation à faible PAPR par rapport à l’OFDM
tout en maintenant de bonnes performances en taux d’erreur binaire et en effica-
cité spectrale. L’OFDM divise la bande allouée en des sous-bandes étroites pour
lutter contre la sélectivité fréquentielle du canal, c’est ainsi qu’il devient efficace
face aux environnements sélectifs en fréquence. Cependant, cette décomposition
entière de la bande n’est pas tout le temps nécessaire. Souvent la réponse du ca-
nal n’est atténuée qu’aux alentours de certaines fréquences. Si l’émetteur dispose
d’une connaissance de l’état du canal par un retour du récepteur, il peut adapter le
découpage de la bande allouée aux caractéristiques du canal. La transformée en
paquets d’ondelettes permet cette répartition non uniforme, et peut offrir une bonne
localisation fréquentielle autour des évanouissements profonds du canal. Dans les
parties de la bande où le canal ne connaît pas d’évanouissements, des ondelettes
à court support temporel, et donc occupant de larges sous-bandes, sont utilisées
pour permettre la réduction du PAPR. Ce chapitre développe ce concept, et éva-
lue les performances du système résultant pour différents canaux et scénarios de
transmission, et montre ainsi que la modulation en ondelettes offre un bon compro-
mis entre la modulation monoporteuse et la modulation multipoteuses.

Nous avons rapporté en annexe A, un complément du chapitre 5, qui rappelle le théorème
central limite de Lyapunov, et explique les conditions de Lyapunov pour un système GWMC
ainsi que l’application de ce théorème pour dériver la distribution du PAPR d’un signal GWMC.
Le théorème de Berry-Esseen qui donne une borne de l’erreur maximale de l’approximation
résultante du théorème central limite est rappelé dans cette annexe. Les principales lignes de
dérivation de la puissance moyenne d’un signal GWMC figurent également dans cette annexe.
Ces éléments sont regroupés en annexe afin d’omettre quelques développements du chapitre
principal et rendre sa lecture plus fluide.

L’annexe B est dédiée à la méthode de tone reservation adaptative, une méthode de réduc-
tion du PAPR à ajout de signal. L’objectif de cette méthode est d’adapter le choix de l’ensemble
des porteuses réservées pour réduire le PAPR, à la sélectivité fréquentielle du canal. Les por-
teuses réservées sont celles les plus atténuées par l’évanouissement du canal, le taux d’erreur
binaire est alors amélioré par rapport à une méthode classique de réservation de porteuses.
J’ai choisi de placer cette étude en annexe, puisqu’elle ne s’inscrit pas explicitement dans les
objectifs de ma thèse, mais elle représente le fruit d’une collaboration avec un autre doctorant
de mon équipe de recherche.

Ces travaux ont également bénéficié de différents échanges et collaborations académiques
avec des équipes de recherches à l’étranger, notamment à travers des séjours de mobilités
effectués à l’université de technologie de Poznan (Pologne) en Mai-Juin 2014, à l’université
de York (Royaume-Uni) en Juin-Juillet 2015, à l’université nationale de Yokohama (Japon) en
Juillet-Août 2015 et à l’université d’Oxford (Royaume-Uni) en Juillet-Août 2016. Un bilan de ces
mobilités sortantes est rapporté dans l’annexe C.

La réalisation de ce travail a demandé la consultation de plusieurs articles et thèses de ré-
férence dans le domaine, qui sont répertoriés dans la partie "Bibliographie" en dernière section
du rapport.
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Cette thèse a été réalisée dans le cadre du projet TEPN 1 (Toward Energy Proportional
Networks) du Laboratoire d’Excellence CominLabs. Ce manuscrit tend à expliquer de manière
plus détaillée les résultats que nous avons publiées dans des articles de conférence et des
articles de revues énumérés dans la “liste des publications” en fin de ce rapport.

1. Plus de détails sur le projet TEPN sont disponibles dans ce lien :
http ://www.tepn.cominlabs.ueb.eu/fr.
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Nous rappelons dans ce chapitre quelques propriétés et outils d’analyse temps-fréquence
fondamentaux pour la compréhension des enjeux et des compromis des systèmes de modu-
lations multiporteuses étudiés dans ce rapport. Les signaux multiporteuses traités dans cette
thèse se construisent à partir de la transformée de Gabor et les transformées en ondelettes. Il
semble nécessaire alors d’introduire ces transformées et décrire leurs caractéristiques tempo-
relles et fréquentielles.

Dans notre analyse, nous nous sommes inspirés de l’étude entreprise par Stéphane Mal-
lat dans son livre “Une exploration des signaux en ondelettes” [9]. Nous n’abordons que les
éléments que nous avons jugés essentiels pour la compréhension de la suite du rapport.

1.1 Notions temps-fréquence

Les représentations temporelles et fréquentielles d’une fonction permettent d’exprimer son
contenu dans chaque instant et pour chaque fréquence respectivement. Afin de mesurer la ré-
solution temporelle ou fréquentielle de cette fonction, nous définissons la notion de localisation
temps-fréquence et ses propriétés. Nous rappelons particulièrement le principe d’incertitude,
une propriété importante qui exprime le compromis entre la localisation temporelle et fréquen-
tielle.

1.1.1 Représentation en temps et en fréquence

Une fonction x peut être représentée dans le plan temps-fréquence par deux méthodes
extrêmes :

• Représentation dans le graphe de R dans R, cela consiste en une décomposition sur la
base continue des distributions de Dirac

x(t) =

∫

R

x(u)δ(t− u) du.

• Représentation dans la base de Fourier

X(ω) =

∫

R

x(t)e−jωt dt.

La première représentation donne une information sur la fonction x(t) à l’instant t, la valeur de
x(t) indique l’intensité associée au temps t. En revanche, x(t) ne donne aucune information sur
le comportement de la fonction en fréquence. À l’inverse, la représentation de Fourier donne
une information sur le contenu fréquentiel de la fonction X(ω) à la fréquence f = ω

2π , mais
n’indique aucune information sur le comportement de la fonction en temps.

Naturellement, chacune de ces représentations contient les informations de l’autre. En effet,
si la fonctionX est intégrable, alors on peut exprimer x à partir deX par transformée de Fourier
inverse :

x(t) =
1

2π

∫

R

X(ω)e−jωt dω.

Néanmoins, chaque représentation explicite un seul type d’information sur la fonction, à
savoir temporel ou fréquentiel.

1.1.2 Localisation temps-fréquence

Les observations de la section 1.1.1 peuvent être reformulées en disant que les distributions
de Dirac sont très localisées en temps et très peu en fréquence, et qu’à l’inverse les fonctions
de Fourier sont très localisées en fréquence et ne sont pas localisées en temps.
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Afin de mesurer la localisation en temps et en fréquence d’une fonction x ∈ L2(R), on se
réfère souvent au moment d’ordre 1 et au moment d’ordre 2 dans ces deux dimensions. Au pre-
mier ordre, les moments sont interprétés comme une moyenne temporelle tx et une moyenne
fréquentielle ωx, et au second ordre, on parle de localisation temporelle ∆tx et localisation
fréquentielle ∆ωx. Ils sont définis comme suit :

tx =
1

‖x‖2
∫ ∞

−∞
t|x(t)|2 dt, (1.1)

∆tx =
1

‖x‖2
∫ ∞

−∞
(t− tx)2|x(t)|2 dt, (1.2)

ωx =
1

‖x‖2
∫ ∞

−∞
ω|X(ω)|2 dω, (1.3)

∆ωx =
1

‖x‖2
∫ ∞

−∞
(ω − ωx)2|X(ω)|2 dω. (1.4)

Les moyennes tx et ωx peuvent être interprétées par le centre temporel (fréquentiel resp.)
moyen normalisé de la fonction x. On peut aussi dire que le spectre X est localisé autour de la
fréquence ωx. Les paramètres ∆tx et ∆ωx indiquent l’étalement ou la résolution temporelle et
fréquentielle respectivement de la fonction x.

Les moments en fréquence peuvent être calculés à partir des moments en temps et vice
versa en utilisant les formules de Parseval et Plancherel.

Théorème 1.1.1. (Formules de Parseval et Plancherel)
Soient x et y deux fonctions dans L2(R) et soient X et Y leur transformée de Fourier, alors

∫ +∞

−∞
x(t)y∗(t) dt =

1

2π

∫ +∞

−∞
X(ω)Y ∗(ω) dω.

En particulier, pour x = y :

∫ +∞

−∞
|x(t)|2 dt =

1

2π

∫ +∞

−∞
|X(ω)|2 dω. (1.5)

La localisation temps-fréquence s’exprime en fonction des moments d’ordre 2 et caractérise
la localisation à la fois en temps et en fréquence d’une fonction x.

Définition 1.1.1. (Localisation temps-fréquence)
On définit la localisation temps-fréquence d’une fonction x dans L2(R), la quantité ξ(x) exprimée
par :

ξ(x) =
1

4π
√
∆tx∆ωx

. (1.6)

La localisation temps-fréquence ξ(x) d’une fonction x est inversement proportionnelle au
produit des moments temporel et fréquentiel d’ordre 2.

1.1.3 Principe d’incertitude

Le principe d’incertitude (ou inégalité de de Heisenberg-Gabor) [10] nous indique l’intervalle
de variations de la localisation temps-fréquence ξ.

Théorème 1.1.2. (Inégalité de Heisenberg-Gabor)
Si x ∈ L2(R) alors 0 ≤ ξ(x) ≤ 1.
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Les fonctions pour lesquelles le paramètre ξ(x) atteint la valeur 1 sont les fonctions gaus-
siennes translatées et modulées. Cependant, cette famille de fonctions n’est pas orthogonale,
ce qui limite son utilité dans certains systèmes de communications. Il faut comprendre que plus
le paramètre ξ(x) associé à une fonction x est proche de 1, meilleure est la localisation de la
fonction dans le plan temps-fréquence.

L’inégalité de Heisenberg-Gabor peut s’écrire autrement, en explicitant les moments d’ordre
2 en temps et en fréquence. De (1.6), il vient

∆tx∆ωx ≥ 1

16π2
. (1.7)

Cette inégalité interdit d’avoir une fonction aussi localisée, à la fois en temps et en fréquence,
que l’on veut. En d’autres termes, si on associe la largeur d’une fonction à sa localisation,
la contrainte (1.7) ne nous permet pas d’avoir une fonction avec des largeurs temporelle et
fréquentielle toutes deux aussi petites que l’on veut.

L’inégalité (1.7) devient une égalité pour les fonctions gaussiennes, qui sont autant locali-
sées en temps qu’en fréquence.

1.1.4 Pavage temps-fréquence

Figure 1.1 – Rectangles de Heisenberg ou pavé temps-fréquence représentant la locali-
sation temps-fréquence d’une fonction x.

Le contenu temporel et fréquentiel d’une fonction x peut être représenté dans le plan temps-
fréquence (t, ω) par une région dont la position et la taille dépendent de l’étalement de x en
temps et en fréquence.

Une fonction x contient une énergie |x(t)|2, qui peut être interprétée comme une densité
de probabilité centrée en tx. Son étalement autour de tx est mesuré par la variance ∆tx. La
fréquence médiane de X est définie par ωx et son étalement autour de ωx est mesuré par
∆ωx. La résolution temps-fréquence de la fonction x peut être représentée alors dans le plan
temps-fréquence (t, ω) par une boîte de Heisenberg comme illustré dans la Figure 1.1. Cette
boîte est centrée en (tx, ωx), de largeur temporelle ∆tx et dont la largeur fréquentielle vaut ∆ωx.

Le rectangle de Heisenberg ou pavé temps-fréquence est une représentation intuitive de la
couverture en temps et en fréquence d’une fonction. On associe également à une base dans
L2(R) un pavage du plan temps-fréquence, qui est un recouvrement du plan (t, ω) par des rec-
tangles de couverture des fonctions de la base. Les dimensions des boîtes de Heisenberg sont



Transformée de Gabor 23

généralement choisies de telle manière que les boîtes forment une partition 1 du plan temps-
fréquence.

Cette représentation a un aspect arbitraire, d’autant qu’aucun résultat ne lie le fait qu’une
famille soit une base au fait que les pavés temps-fréquence de la famille recouvrent le plan.
Néanmoins, le pavage temps-fréquence donne une idée sur les propriétés de localisation
temps-fréquence des fonctions de la base.

Bases de Dirac et de Fourier Les pavages temps-fréquence correspondant aux bases
de fonctions de Dirac et de fonctions de Fourier sont représentés par des rectangles allongés en
fréquence ou en temps respectivement, et sont donc bien localisés en temps ou en fréquence
comme illustré dans la Figure 1.2 et la Figure 1.3 respectivement. Comme expliqué dans la
section 1.1.1, la première représentation permet une information précise dans le temps. Par
contre, la transformée de Fourier est très précise en fréquence mais ne donne pas d’information
sur le contenu temporel de la fonction puisque l’intégration sur le temps se fait de −∞ à +∞.

Figure 1.2 – Pavage temps-fréquence
associé à la représentation de Dirac.

Figure 1.3 – Pavage temps-fréquence
associé à la représentation de Fourier.

1.2 Transformée de Gabor

La transformée de Fourier est un outil important pour une grande variété d’applications,
en particulier l’analyse des signaux stationnaires. Néanmoins, pour des phénomènes à carac-
tères transitoires tels que le traitement des signaux non-stationnaires, la transformée de Fourier
s’avère inadéquate puisqu’elle n’offre pas de détails sur l’évolution temporelle du signal. Or, la
plupart des signaux ne sont pas stationnaires et c’est justement dans l’évolution de leurs ca-
ractéristiques que résident les informations. Une méthode intuitive pour analyser un signal non
stationnaire est que l’analyse fréquentielle dépende du temps. Un signal non-stationnaire peut
alors être divisé en des segments temporels durant lesquels il est considéré comme quasi-
stationnaire. La transformée de Fourier est alors appliquée à chacun de ces segments. Ainsi,
le domaine d’intégration temporelle est limité par une fenêtre, qu’on pourra faire glisser pour
explorer le signal. Ce processus est appelé la transformée de Fourier à court terme, à fenêtre
glissante de largeur fixe, ou la transformée de Gabor.

1. Une partition d’un ensemble A est un ensemble de parties non vides de A deux à deux disjointes
et qui recouvrent l’ensemble A.
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1.2.1 Pavage temps-fréquence

Afin de fournir un premier aperçu des caractéristiques d’une base de Gabor dans le plan
temps-fréquence, nous illustrons dans la Figure 1.4 le pavage temps-fréquence correspon-
dant. On peut observer que le plan temps-fréquence est représenté par des boîtes translatées
uniformément en temps et en fréquence.

Figure 1.4 – Pavage temps-fréquence associé à la transformée de Fourier à court terme.

1.2.2 Famille de Gabor

Définition 1.2.1. (Famille de Gabor)
On définit une famille de Gabor de L2(R), toute famille de fonctions (gm,n)(m,n)∈Z2 de L2(R) qui
vérifie :

(∀t ∈ R) gm,n(t) = g(t− nT )ej2πmFt,
où g est une fonction prototype ou fenêtre, T est la période symbole et F est l’espacement

entre porteuses. On appelle ρ = 1
TF la densité de la famille de Gabor.

Dans un système de Gabor, on considère d’abord une fenêtre g, et ensuite on dérive les
fonctions gm,n par translation en temps et modulation en fréquence de la fonction prototype g.
Les caractéristiques de la fenêtre g définissent les propriétés d’orthogonalité éventuelles du
système de Gabor ainsi que ses propriétés temporelles et fréquentielles.

1.2.3 Exemples de fenêtres

Il existe différents types de fonctions de fenêtrage, chacun présentant des avantages et
étant adapté à certaines applications. Une fenêtre idéale est une fenêtre dont la largeur du
lobe principal est nulle et n’a pas de lobe secondaire. Mais il n’existe pas de solution miracle,
le choix est fait en fonction des caractéristiques du signal. La fenêtre la plus usuelles est la
fenêtre rectangulaire. Cette fenêtre peut être remplacée par d’autres fenêtre comme la fenêtre
de Hamming, la fenêtre de Hanning et la fenêtre de Blackman entre autres.

Alors qu’avec la fenêtre rectangulaire chaque échantillon a le même poids, par exemple
dans le calcul d’une transformée de Gabor, les autres fenêtres attribuent des poids différents
aux échantillons selon leur position. Les échantillons centraux ayant plus de poids que ceux
des bords. On parle de fenêtres de pondération ou de fonctions d’apodisation.

1.3 Transformée en ondelettes

Le pavage du plan temps-fréquence des systèmes de Gabor est régulier. Cependant,
d’après le compromis entre les résolutions temporelle et fréquentielle exprimées dans le théo-
rème 1.1.2, une résolution temporelle faible est liée à la détection des basses fréquences et
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la détection des composantes hautes fréquences est associée à une résolution temporelle
supérieure. Pour un pavage de l’espace temps-fréquence, il est plus judicieux que les deux ré-
solutions varient en sens inverse en conservant un produit constant pour une énergie uniforme.
Ainsi, l’espace temps-fréquence sera utilisé plus rationnellement en tenant en compte le com-
promis entre les deux résolutions. C’est ainsi que la transformée en ondelettes a été définie,
en se caractérisant par un pavage non nécessairement régulier de l’espace temps-fréquence.

Dans cette section, nous proposons d’abord un premier aperçu du pavage temps-fréquence
associé à une base en ondelettes et nous définissons la transformée en ondelettes continue
ainsi que la transformée en ondelettes discrète. Ensuite, nous rappelons comment on peut
construire à partir d’une fonction d’échelle φ et une fonction d’ondelette ψ des bases dans L2(R)
pour une approximation multirésolution d’un signal. Nous expliquons comment la projection
d’une fonction sur ces bases peut être implémentée par des filtres discrets. Finalement, on
conclut que l’approximation d’un signal dans une base en ondelettes est une transformée en
ondelettes et son calcul se fait par un algorithme rapide à base de filtres miroirs conjugués.

1.3.1 Pavage temps-fréquence

La Figure 1.5 propose un pavage temps-fréquence d’une transformée en ondelette discrète
à un niveau maximal de décomposition. Il est simple d’interpréter qu’aux basses fréquences, la
largeur (resp. la hauteur) des fenêtres est longue (resp. courte), donnant une bonne résolution
fréquentielle (resp. une faible résolution temporelle). Dans les hautes fréquences, la largeur et
la hauteur des fenêtres est courte et longue respectivement, permettant une bonne résolution
temporelle et une faible résolution fréquentielle.

Figure 1.5 – Pavage temps-fréquence d’une transformée en ondelettes.

1.3.2 Transformée en ondelettes continue

Une ondelette ψ est une fonction dans L2(R) de moyenne nulle :

∫ +∞

−∞
ψ(t) dt = 0.

L’ondelette ψ est normalisée à ‖ψ‖2 = 1. Une famille d’ondelettes ψk,s s’obtient par une dilata-
tion par un paramètre d’échelle s, et par une translation de k de l’ondelette mère :

ψk,s =
1√
s
ψ(
t− k
s

).
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Les fonctions ψk,s restent de norme ‖ψ‖2k,s = 1. La transformée en ondelettes d’une fonction x
à l’échelle s et à la position k se calcule par la projection de x sur l’ondelette correspondante :

Wx(k, s) =

∫ +∞

−∞
x(t)ψ∗

k,s(t) dt

=

∫ +∞

−∞
x(t)

1√
s
ψ∗(

t− k
s

) dt,

où ψ∗ est la fonction complexe conjuguée de ψ.

La fonction x peut être reconstruite par la transformée inverse

x(t) =
1

Cψ

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
Wx(k, s)ψ

∗(
t− k
s

)
dk

|k|2ds,

où l’on suppose

Cψ =

∫ +∞

−∞

|Ψ(ω)|2
|ω| dω < +∞.

Avec Ψ est la transformée de Fourier de ψ. La condition Cψ < +∞ s’appelle la condition
d’admissibilité. Si Ψ(0) = 0, et Ψ est continûment différentiable, alors la condition d’admissibilité
est satisfaite.

1.3.3 Transformée en ondelettes discrète

Morlet a proposé de construire des bases de fonctions satisfaisant

ψj,k(t) = b
− j/2ψ(b−jt− k).

avec b un paramètre d’échelle et k un paramètre de translation. Une gamme d’échelles cou-
ramment utilisée est la gamme des échelles dyadiques b = 2, on obtient alors

ψj,k(t) = 2
− j/2ψ(2−jt− k).

En posant j → −j on obtient

ψj,k(t) = 2
j/2ψ(2jt− k). (1.8)

De la même façon, on définit les fonctions d’échelles

φj,k(t) = 2
j/2φ(2jt− k). (1.9)

La transformée en ondelette discrète (DWT) décompose un signal en des coefficients de détails
qui correspondent à sa projection sur les fonctions en ondelettes, et des coefficients d’approxi-
mation qui correspondent à sa projection sur les fonctions d’échelle de la première échelle
considérée.

Dans [11], Mallat a étudié la relation entre les fonctions de représentation temps-échelle
et les filtres miroirs conjugués. C’est ainsi qu’il a défini une transformée en ondelettes rapide.
Comme nous allons le présenter dans la section 1.3.5, les ondelettes et les fonctions d’échelles
sont associées à des filtres passe-haut et passe-bas respectivement. Nous allons rappeler
que la décomposition du signal (DWT) est obtenue en filtrant successivement le signal par un
filtre passe-bas et un filtre passe-haut suivi par un sous-échantillonnage. Nous commençons
d’abord par l’étude des approximations multirésolution.
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1.3.4 Analyse multirésolutions

Les approximations multirésolution calculent l’approximation d’un signal à plusieurs résolu-
tions par projection orthogonale sur une famille d’espaces (Vj)j∈Z.

Définition 1.3.1. (Approximation multirésolution) Une approximation multirésolution est
une famille de sous-espaces fermés (Vj)j∈Z de L2(R) qui vérifie les propriétés suivantes :

∀(j, k) ∈ Z2, x(t) ∈ Vj ⇔ x(t− 2−jk) ∈ Vj , (1.10)

∀j ∈ Z, Vj ⊂ Vj+1, (1.11)

∀j ∈ Z, x(t) ∈ Vj ⇔ x(2t) ∈ Vj+1, (1.12)
⋂

j∈Z
Vj = {0} , (1.13)

⋃

j∈Z
Vj = L2(R). (1.14)

⋃

j∈Z
Vj représente l’adhérence de l’espace

⋃

j∈Z
Vj . Nous pouvons faire les remarques sui-

vantes :

– D’après la propriété (1.10), Vj est invariant par toute translation de longueur proportion-
nelle à l’échelle 2−j .

– L’inclusion (1.11) est une propriété de causalité qui signifie qu’une approximation à la
résolution 2j+1 dans l’espace Vj+1 contient toute l’information nécessaire au calcul d’une
approximation à une résolution plus grossière 2j dans l’espace Vj .

– La contraction par 2 des fonctions de Vj agrandit les détails d’un facteur de 2 et la condi-
tion (1.12) garantit que l’on a alors une approximation à une résolution plus fine 2j+1.

– Selon (1.13), lorsque la résolution 2j tend vers 0, on perd tous les détails du signal, et la
norme de sa projection est égale à 0.

– Quand la résolution 2j tend vers l’infini, l’approximation converge vers le signal comme
exprimé dans (1.14).

Une approximation multirésolution de x à la résolution 2j est définie comme sa projection
orthogonale sur un espace Vj ⊂ L2. Or, on peut montrer [11] qu’il existe une fonction dite
fonction d’échelle φ(t) ∈ L2(R) qui, par contractions et translations, engendre une base or-
thonormée de Vj : φj,k(t) = 2j/2φ(2jt − k). Alors, la projection orthogonale de x sur Vj est la
décomposition de x sur la base des fonctions d’échelle et les coefficients de cette décomposi-
tion constituent l’approximation à l’échelle −j de x.

On définit maintenant pour chaque Vj son complément orthogonal Wj dans Vj+1 appelé
espace des détails tel que

Vj+1 = Vj ⊕Wj et L2(R) =
⊕

j∈Z
Wj . (1.15)

Les sous espaces Wj sont orthogonaux entre eux et ne forment pas une famille d’espaces
emboîtés comme Vj , mais les propriétés d’échelle et d’invariance par translation sont conser-
vées. On peut montrer [11] qu’il existe une fonction ψ appelée ondelette, qui par contractions
et translations engendre une base orthonormée des Wj : ψj,k(t) = 2j/2ψ(2jt− k).

La décomposition en ondelettes discrète peut être représentée par un arbre binaire illustré
dans la Figure 1.6. Les nœuds de l’arbre représentent des sous-espaces vectoriels. VJ repré-
sente la racine de l’arbre et correspond au plus grand espace vectoriel (au sens de l’inclusion).
Chaque nœud Vj est décomposé en deux nœud fils Vj−1 et Wj−1 en somme directe selon
l’équation (1.15).
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Figure 1.6 – Arbre binaire associé à une décomposition en ondelettess.

1.3.5 Filtres miroirs conjugués

En se basant sur la propriété (1.11), nous avons en particulier 2− 1/2φ(t/2) ∈ V−1 ⊂ V0.
Comme {φ(t− n)}n∈Z est une base orthonormée de V0, on a

1√
2
φ(
t

2
) =

+∞∑

−∞
f b[n]φ(t− n),

avec

f b[n] = 〈 1√
2
φ(
t

2
)|φ(t− n)〉.

La suite f b[n] peut être considérée comme un filtre discret. Par ailleurs, toute fonction d’échelle
est caractérisée par un filtre discret appelé filtre miroir conjugué.

Théorème 1.3.1. (Mallat, Meyer) Soit φ ∈ L2(R) une fonction d’échelle intégrable. Alors la
série de Fourier de f b[n] = 〈 1√

2
φ( t2)|φ(t− n)〉 vérifie

∀ω ∈ R, |F b(ω)|2 + |F b(ω + π)|2 = 2, (1.16)

et F b(0) =
√
2. (1.17)

Les filtres discrets dont la fonction de transfert vérifie (1.16) et (1.17) s’appellent des filtres
miroirs conjugués.

Similairement, d’après la propriété (1.15), on a V0 = V−1⊕W−1. Sachant que 1√
2
ψ( t2) ∈W−1,

alors 1√
2
ψ( t2) ∈ V0, d’où

1√
2
ψ(
t

2
) =

+∞∑

n=−∞
fh[n]φ(t− n),

avec

fh[n] = 〈 1√
2
ψ(
t

2
)|φ(t− n)〉.

fh[n] étant un filtre miroir conjugué. On peut montrer [11] que f b[n] et fh[n] sont liés par la
relation suivante

fh[n] = (−1)1−nf b[1− n].
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Nous pouvons conclure que la fonction d’échelle φ et l’ondelette ψ sont entièrement définies
par des filtres discrets f b et fh. Les formules sont

Φ(ω) =
+∞∏

n=1

F b(2−nω)√
2

,

Ψ(ω) =
1√
2
F h(

ω

2
)Φ(

ω

2
).

Ces filtres fournissent une procédure simple pour construire des bases orthogonales d’onde-
lettes. Ainsi, la décomposition d’un signal sur une base orthonormée d’ondelettes s’effectue à
l’aide des filtres miroirs conjugués associés à la fonction d’échelle et l’ondelette associée.

1.3.6 Transformée en ondelettes rapide

Une transformée en ondelettes rapide calcule les coefficients de la projection d’un signal
sur Vj et les coefficients d’ondelettes correspondant dans Wj , à partir de son approximation
dans l’espace Vj+1. À la reconstruction, la projection du signal sur Vj+1 est calculée à partir
des coefficients de sa projection sur Vj et Wj . La décomposition et la reconstruction se font à
l’aide d’un algorithme rapide qui cascade des convolutions discrètes avec les filtres f b et fh

comme annoncé dans le théorème 1.3.2.

Théorème 1.3.2. (Mallat) Lors de la décomposition, on a

aj [k] =
+∞∑

n=−∞
f b[n− 2k]aj+1[n] = aj+1 ⋆ f

b[−2k], (1.18)

wj [k] =

+∞∑

n=−∞
fh[n− 2k]aj+1[n] = aj+1 ⋆ f

h[−2k]. (1.19)

Lors de la reconstruction on a

aj+1[k] =
+∞∑

n=−∞
f b[k − 2n]aj [n] +

+∞∑

n=−∞
fh[k − 2n]wj [n] (1.20)

= aj ⋆ f
b[k] + wj ⋆ f

h[k]. (1.21)

Le théorème 1.3.2 décrit un algorithme rapide pour implémenter la transformée en onde-
lettes. Une représentation schématique de cet algorithme est illustrée dans la Figure 1.7. Pour
calculer les coefficients aj et wj , on prend un échantillon sur deux de la convolution de aj+1

avec un filtre passe-bas f b et un filtre passe-haut fh respectivement. Le filtre f b enlève les
hautes fréquences de la suite aj+1, alors que fh récupère les hautes fréquences supprimées.
La reconstruction procède à un suréchantillonnage de la suite des symboles aj et wj doublant
ainsi leur longueur, puis à un filtrage. Ce processus correspond à un seul niveau de décompo-
sition d’une transformée en ondelettes, et ce qui représente une division d’un nœud père en
deux nœuds fils dans l’arbre binaire (Figure 1.6).

1.3.7 Analyse des moments d’ordre 1 et 2

Afin de mettre en évidence les relations entre les ondelettes constituant une base d’onde-
lettes, en temps et en fréquence, nous allons nous référer aux moments d’ordre un et deux en
temps et en fréquence définis dans (1.1), (1.2), (1.3) et (1.4).

Soit ψ une ondelette dans L2(R) et Ψ sa transformée de Fourier. Sans perte de généralité,
nous considérons que le moment d’ordre 1 en temps est nul (tψ = 0). Les moments d’ordre un
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Figure 1.7 – Niveau de décomposition et reconstruction d’une transformée en ondelettes
discrètes.

et deux des fonctions (ψj,k)j∈[[J0,J−1],k∈[[0,2j−1]] dans les domaines temporel et fréquentiel, sont
déduit des moments d’ordre un et deux de la fonction d’ondelette mère ψ comme suivant :

tψj,k
= 2−j(tψ + k) = 2−j(k), (1.22)

fΨj
= 2jfΨ, (1.23)

∆tψj,k
= 2−j∆tψ, (1.24)

∆fΨj
= 2j∆fΨ. (1.25)

Nous pouvons observer que, dans le domaine temporel, les ondelettes de chaque échelle sont
translatées dans le temps, et ont la même localisation temporelle. Dans le domaine fréquentiel,
les ondelettes de chaque échelle ont la même localisation fréquentielle, et occupent ainsi la
même bande passante. En passant d’un niveau au suivant, la localisation temporelle est divisée
par 2, et la localisation fréquentielle est multipliée par un facteur de 2.

Les fonctions d’échelle (φJ0,k)k∈[[0,2J0−1]] vérifient des relations similaires avec la fonction
d’échelle mère.

1.3.8 Exemples d’ondelettes

On étudie dans cette section quelques classes importantes d’ondelettes : les ondelettes
de Shannon et de Meyer qui ont un support fréquentiel fini et les ondelettes de Daubechies à
support temporel fini.

Ondelette de Shannon Dans le domaine fréquentiel, l’ondelette de Shannon ainsi que la
fonction d’échelle associée sont définies par

Φ(ω) = 1[−π,π],

Ψ(ω) =

{

exp(−iω/2), si ω ∈ [−2π,−π] ∪ [π, 2π]

0, sinon.

Dans le domaine temporel, l’ondelette de Shannon est exprimée par

ψ(t) =
sin 2π(t− 1/2)

2π(t− 1/2)
− sinπ(t− 1/2)

π(t− 1/2)
.

Cette ondelette est de classe C∞ et décroît lentement à l’infini. Ceci vient du fait que Ψ(ω)
est à support compact mais a des discontinuités en ±π et ±2π. L’ondelette de Shannon est à
support temporel infini.
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Ondelettes de Meyer La transformée de Fourier d’une ondelette de Meyer [12] a un sup-
port compact, comme l’ondelette de Shannon, tout en étant régulière, contrairement à l’onde-
lette de Shannon. Cette régularité conduit à une décroissance en temps plus rapide à l’infini.
Dans le domaine fréquentiel, la fonction d’échelle est donnée par

Φ(ω) =

{

2− 1/2F b(ω/2), si |ω| ≤ 4π/3

0, sinon.
(1.26)

Avec F b(ω) le filtre miroir conjugué associé à Φ et qui est défini par

F b(ω) =

{√
2, si ω ∈ [− π/3, π/3]

0, si ω ∈ [−π, − 2π/3] ∪ [− 2π/3, π].

Sur les bandes intermédiaires [− 2π/3, − π/3] ∪ [π/3, 2π/3], le choix du F b(ω) doit vérifier la condi-
tion de quadrature suivante

|F b(ω)|2 + |F b(ω + π)|2 = 2.

L’ondelette correspondante à la fonction d’échelle définie dans (1.26) vaut

Ψ(ω) =







0, si |ω| ≤ 2π/3

2− 1/2F h(ω/2), si 2π/3 ≤ |ω| ≤ 4π/3

2− 1/2exp(− iω/2)F b(ω/4), si 4π/3 ≤ |ω| ≤ 8π/3

0, si |ω| > 8π/3.

Avec F h(ω) le filtre miroir conjugué associé à Ψ et qui est défini par

F h(ω) = e−iωF b
∗
(ω + π).

Les fonctions ψ et φ sont de classe C∞ car leur transformée de Fourier est à support compact.

La Figure 1.8 représente une ondelette de Meyer discrète (Dmey) 2 et sa fonction d’échelle
associée. Dmey est une approximation de l’ondelette de Meyer à base d’un filtre à réponse
impulsionnelle finie. L’ondelette de Dmey est orthogonale et compatible avec la transformée en
ondelettes discrète.

−1 −0.5 0 0.5 1

−0.5

0

0.5

1
Dmey: ψ

−1 −0.5 0 0.5 1
−0.5

0

0.5

1
Dmey: φ

Figure 1.8 – Ondelette de Meyer ψ et sa fonction d’échelle associée φ.

2. Les fonctions d’ondelettes et d’échelle sont générées en utilisant la commande Matlab wave-
fun(’dmey’) du Wavelet Toolbox.
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Ondelette de Haar L’ondelette de Haar est l’ondelette orthogonale dont le support tempo-
rel est le plus petit. Elle correspond à une multirésolution de fonctions constantes par morceaux.
La fonction d’échelle ainsi que la fonction d’ondelette sont illustrées dans la Figure 1.9. Elles
sont définies par

φ(t) = 1[0,1],

ψ(t) =







−1, pour 0 ≤ t < 1/2

1, pour 1/2 ≤ t < 1

0, sinon.

0 0.5 1 1.5
0

0.5

1

1.4

Haar : φ

0 0.5 1 1.5
−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5
Haar : ψ

Figure 1.9 – Ondelette de Haar ψ et sa fonction d’échelle associée φ.

Ondelettes de Daubechies Les ondelettes de Daubechies sont caractérisées par le nombre
p des moments nuls. Elles sont à support compact et se calculent donc à partir de filtres miroirs
conjugués f b de réponse impulsionnelle finie. Pour que ψ ait p moments nuls, il faut que F b(ω),
la transformée de Fourier de f b, ait un zéro d’ordre p en ω = π. Ainsi, F b(ω) est exprimé par

F b(ω) =
√
2

(
1 + e−iω

2

)p

R(e−iω), (1.27)

avec R(e−iω) un polynôme de degré minimum p− 1 et satisfaisant la condition

|F b(ω)|2 + |F b(ω + π)|2 = 2.

Quand p vaut 1, on obtient l’ondelette de Haar définie précédemment. la Figure 1.10 montre
les graphes de φ et ψ pour p = 2, 3, 4, 5.

Ils existent d’autres familles d’ondelettes dans la littérature, que nous avons choisi de ne
pas aborder ici, comme les Symlettes, les Coiflettes ou les ondelettes biorthogonales. Ces
ondelettes ont été construites pour être utilisées dans différentes applications.

1.4 Transformée en paquets d’ondelettes

Bien que la transformée en ondelettes soit flexible par rapport à la transformée de Ga-
bor, elle est contrainte par un découpage à croissance dyadique du plan temps-fréquence. La
transformée en paquets d’ondelettes, comme nous allons le voir dans cette section, permet
plus de flexibilité dans la découpe du plan temps-fréquence. La transformée en ondelettes ne
représente ainsi qu’un cas particulier de la transformée en paquets d’ondelettes. Nous allons
voir les différentes décompositions possibles qu’offre la transformée en paquets d’ondelettes et
donc les différentes bases possibles en paquets d’ondelettes. Nous introduisons la notion d’une
“meilleure” base en paquets d’ondelettes, qui nous sera d’une grande utilité dans la chapitre 8.



Transformée en paquets d’ondelettes 33

0 2 4
−0.5

0

0.5

1

1.5
db2 : φ

0 2 4
−2

−1

0

1

2
db2 : ψ

0 5 10

−0

0.5

1

db3 : φ

0 5 10

−1
−0,5

0
0,5

1
1.5

db3 : ψ

0 5 10
−0.5

0

0.5

1

1.5
db4 : φ

0 5 10
−1

−0.5

0

0.5

1

1.5
db4 : ψ

0 5 10
−0.5

0

0.5

1

1.5
db5 : φ

0 5 10
−2

−1

0

1

2
db5 : ψ

Figure 1.10 – Fonctions d’échelles ψ et ondelettes φ de Daubechies avec p = 2, 3, 4, 5
moments nuls.

1.4.1 Pavage temps-fréquence

Une transformée en ondelettes découpe l’axe temporel en des intervalles dyadiques dont
les largeurs ont une croissance exponentielle, comme le montre la Figure 1.11. Les paquets
d’ondelettes généralisent cette construction dyadique en découpant les fréquences en plu-
sieurs intervalles dont les largeurs peuvent varier d’une manière plus flexible. La division de
l’axe fréquentiel par les paquets d’ondelettes est effectuée par des ondelettes translatées uni-
formément dans le temps.

Figure 1.11 – Pavage temps-fréquence d’une transformée en paquets d’ondelettes.

1.4.2 Bases de paquets d’ondelettes

Les paquets d’ondelettes ont été définis par Coifman, Meyer et Wickerhauser [13]. Au lieu
de diviser seulement les espaces d’approximation Vj pour construire des bases d’ondelettes,
on peut également diviser les espaces de détails Wj pour en déduire de nouvelles bases. L’en-
semble des bases en paquets d’ondelettes peut être illustré par un arbre binaire comme décrit
dans la Figure 1.12. L’espace vectoriel P0

J = VJ dénote la racine de l’arbre binaire correspon-
dante à cette décomposition en paquets d’ondelettes. On repère chaque nœud de cet arbre par
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l’indice (j,m) où J− j est la profondeur de l’arbre et m est le nombre de nœuds qui se trouvent
à gauche à la même profondeur. À chaque nœud est associé un espace Pmj = P2m

j−1 ⊕ P2m+1
j−1

qui admet une base orthonormale Bmj = {Pmj (2jt− k)}. On a alors P0
J = φJ .

Figure 1.12 – Arbre binaire associé à une décomposition en paquets d’ondelettes.

Arbre admissible À partir d’un arbre binaire (Figure 1.12), nous pouvons identifier plu-
sieurs arbres admissibles. Un arbre est dit admissible si chaque nœud de l’arbre a 0 ou 2 nœud
fils, comme dans la Figure 1.13. Les nœuds au long des branches de cet arbre représentent
des espaces vectoriels deux à deux orthogonaux. La réunion des bases de paquets d’onde-
lettes correspondant définit une base orthogonale de la racine de l’arbre P0

J = VJ .

Figure 1.13 – Arbre binaire admissible de paquets d’ondelettes.

Filtres en paquets d’ondelettes Une base orthonormale à paquets d’ondelettes {Pmj (t)}
est dérivée en appliquant récursivement un filtre passe-haut fh et un filtre passe-bas f b :

P2m
j−1(t) =

∑

k

f b(k)Pmj (2−jt− k) (1.28)

P2m+1
j−1 (t) =

∑

k

fh(k)Pmj (2−jt− k). (1.29)
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Les filtres miroirs f b et fh sont reliés par la relation suivante

fh[k] = (−1)kf b[1− k].

Leurs réponses impulsionnelles satisfont les conditions
∑

k

f b(k − 2n)f b(k − 2l) = δnl, et
∑

k

f b(k) =
√
2

∑

k

fh(k − 2n)fh(k − 2l) = δnl, et
∑

k

fh(k) =
√
2.

Algorithme de décomposition en paquets d’ondelettes On note x̃ le signal obtenu
en insérant un zéro entre chaque échantillon de x. La proposition suivante permet de calculer
itérativement les coefficients en paquets d’ondelettes.

Proposition 1.4.1. (Transformée rapide en paquets d’ondelettes)
Lors de la décomposition, on a

w2m
j−1[k] = wmj ⋆ f b[−2k], (1.30)

w2m+1
j−1 [k] = wmj ⋆ fh[−2k]. (1.31)

Lors de la reconstruction on a

wmj [k] = ˜w2m
j−1 ⋆ f

b[k] + ˜w2m+1
j−1 ⋆ fh[k]. (1.32)

L’algorithme exprimé dans la proposition 1.4.1 peut être illustré dans le schéma de la Fi-
gure 1.14. Notons x−[k] = x[−k]. Les coefficients des paquets d’ondelettes fils w2m

j−1 et w2m+1
j−1

s’obtiennent en sous-échantillonnant les convolutions de wmj par f b[−k] et fh[−k]. En itérant
les relations (1.30),(1.31) et (1.32), nous pouvons calculer tous les coefficients des paquets
d’ondelettes.

Figure 1.14 – Niveau de décomposition et reconstruction d’une transformée en paquets
d’ondelettes.

1.4.3 Paquets d’ondelettes de Walsh

Dans les sections 5.6 et 6.4, nous étudions des systèmes de communications à base de
fonctions de Walsh. Ces fonctions correspondent à des paquets d’ondelettes de Walsh engen-
drés par le filtre miroir conjugué de Haar.

f bhaar[k] =

{
1√
2

pour k = 0, 1

0 sinon
.
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Les fonctions de Walsh Pmj sont constantes par morceaux et ont un support de taille 2j . Les
relations (1.28) et (1.29) deviennent

P2m
j−1(t) =

1√
2
Pmj (2−jt) +

1√
2
Pmj (2−jt− 1)

P2m+1
j−1 (t) =

∑

k

Pmj (2−jt)− 1√
2
Pmj (2−jt− 1).

Le support temporel des paquets d’ondelettes de Walsh est de longueur 2j . Sur son support,
l’ondelette Pmj prend deux valeurs possibles 2− j/2 ou −2− j/2. Soit 0 ≤ p ≤ 2j , le nombre de
changement de signe Np est défini par la relation de permutation suivante

N2p =

{

2Np, pourNp pair

2Np + 1, pourNp impair
.

N2p+1 =

{

2Np + 1, pourNp pair

2Np, pourNp impair
.

Un paquet d’ondelettes de Walsh est donc un signal àNp oscillations sur un support de taille 2j .

Par ailleurs, les colonnes d’une matrice de Hadamard de dimension M = 2Q, définissent
une base {Wq} de fonctions de Walsh (voir la Figure 1.15 pourQ = 3). La matrice de Hadamard
est définie par la formule récursive suivante

Hw(2
1) =

(

1 1

1 −1

)

,

et pour 2 ≤ q ≤ Q :

Hw(2
q) =

(

Hw(2
q−1) Hw(2

q−1)

Hw(2
q−1) −Hw(2q−1)

)

= Hw(2)⊗Hw(2
q−1),

où ⊗ désigne le produit de Kronecker.

L’implémentation de la transformée de Walsh-Hadamard basée sur les paquets d’ondelettes
de Walsh ou la matrice de Hadamard a une simple structure basée sur des soustractions et des
additions seulement. En effet, on constate que la matrice de Hadamard se compose seulement
des entrées +1 et −1, et la transformée de Walsh-Hadamard peut être implémentée en utilisant
l’algorithme de radix-2, ce qui rend le nombre d’additions complexes nécessaires limité à l’ordre
O(M log2M) [14].

1.4.4 Nombre de bases de paquets d’ondelettes

La proposition suivante montre qu’il y a au moins 22
J−1

bases orthogonales de paquets
d’ondelettes contenues dans un arbre de profondeur J .

Proposition 1.4.2. Le nombre BJ de bases orthogonales de paquets d’ondelettes dans un arbre
de profondeur J vérifie

22
J−1 ≤ BJ ≤ 2

5
4
2J−1

.

La preuve de cette proposition se fait par récurrence [11].
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Figure 1.15 – Fonctions de Walsh-Hadamard.

1.4.5 Sélection d’une “meilleure” base selon un critère prédéfini

Comme donné par la proposition 1.4.2, le nombre de bases de paquets d’ondelettes pos-
sibles pour un signal de taille M = 2J dépasse 2M/2 bases. Si à chaque base on associe
un coût, la recherche de la meilleure base nécessiterait M2M/2 opérations, ce qui n’est pas
pratiquement abordable. L’algorithme de programmation dynamique rapide proposé par Coif-
man et Wickerhauser [15] sélectionne la meilleure base en réduisant le nombre d’opérations
nécessaires à l’ordre de O(M log2M).

Principe de la programmation dynamique Un arbre de paquets d’ondelettes contient
plusieurs nœuds (voir la Figure 1.12), et chaque nœud d’un arbre représente un espace vec-
toriel Pmj . Celui-ci est divisé en deux sous-espaces orthogonaux P2m

j−1 et P2m+1
j−1 représentant

les nœuds fils. L’espace orthogonal Pmj admet une base Bmj . Nous pouvons construire une
nouvelle base de Pmj par réunion des bases orthogonales B2mj−1 et B2m+1

j−1 de P2m
j−1 et P2m+1

j−1

respectivement.
En attribuant à chaque base Bmj du nœud Pmj un coût C(Bmj ) additif, la meilleure base de

ce nœud est celle qui minimise ce coût parmi toutes les bases pouvant être construites avec
les vecteurs de l’arbre.

Conclusion

Nous avons rappelé dans ce chapitre quelques propriétés importantes d’analyse temps-
fréquence. Nous avons vu que, selon la transformée appliquée, le signal résultant est repré-
senté différemment dans le plan temps-fréquence. Pour évaluer le contenu informatif du signal
autour d’un certain instant ou une certaine fréquence, nous utilisons une mesure de localisa-
tion temps-fréquence basée sur les moments d’ordre 2 de ce signal. Par ailleurs, les résolutions
temporelles et fréquentielles sont contraintes au compromis du principe d’incertitude. Ensuite,
nous avons traité deux représentations du signal : la transformée de Gabor qui se caractérise
par un pavage temps-fréquence rigide et régulier, et les transformées en ondelettes et en pa-
quets d’ondelettes qui permettent un pavage temps-fréquence plus flexible et offrent ainsi un
degré de liberté supplémentaire. Comme nous allons le voir dans le chapitre suivant, les dif-
férentes façons de représenter un signal engendrent différents systèmes de communications,
chacun se caractérise par des propriétés et des performances distinctes.
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Modulations multiporteuses
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La manière dont les données sont multiplexées et modulées définit l’occupation temporelle
et fréquentielle du signal résultant. Par exemple, les symboles peuvent être transmis successi-
vement dans le temps, tels que pour chaque période donnée, le symbole occupe toute la bande
disponible. Ou bien, les symboles peuvent être transmis simultanément dans le temps, occu-
pant des bandes parallèles. La durée temporelle ainsi que la largeur de bande peuvent être
allouées uniformément ou non-uniformément à chaque symbole. En fonction de la méthode de
multiplexage et de modulation choisie, la représentation du signal dans le plan temps-fréquence
diffère. Dans ce chapitre, nous proposons une classification des modulations multiporteuses en
fonction des caractéristiques temporelles et fréquentielles du signal transmis. Cette classifica-
tion est résumée brièvement dans la Figure 2.1.

Dans le contexte de la transmission des données, les modulations multiporteuses se ré-
fèrent à une structure dans laquelle plusieurs symboles sont envoyés en même temps en oc-
cupant des sous-bandes différentes. La décomposition de la bande peut être uniforme ce qui
conduit à des modulations basées sur les systèmes de Gabor, ou non-uniforme ce qui génère
des systèmes de modulation en ondelettes ou en paquets d’ondelettes.

2.1 Multiporteuses basées sur la transformée de Gabor

Dans une famille de Gabor, on considère une fonction de mise en forme g comme une
fonction prototype, et les autres fonctions gm,n sont dérivées du premier filtre prototype g par
translation en temps et modulation en fréquence. Les caractéristiques du filtre prototype ainsi
que la base de modulation et de démodulation définissent si le système multiporteuses (base
de modulation et base de démodulation) est orthogonal ou non-orthogonal.

39
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Figure 2.1 – Classification des modulations multiporteuses.

2.1.1 Notions d’orthogonalité et de biorthogonalité

Soit {gm}m∈I et {g̃m}m∈I deux familles de fonctions dans L2(R). L’analyse d’un signal dans
la base {g̃m} est la décomposition du signal en plusieurs composantes à travers sa projec-
tion sur cette base. La synthèse consiste à combiner plusieurs coefficients en un seul signal
exprimé dans la base {gm}.

Dans le contexte des modulations multiporteuses, la famille d’analyse du signal représente
la base de démodulation au récepteur, et la famille de synthèse représente la base de modu-
lation à l’émetteur.

Définition 2.1.1. (Biorthogonalité) Soit {g̃m} une famille d’analyse et {gm} une famille de
synthèse. On dit que le système ({g̃m}, {gm}) est biorthogonal si et seulement si

∀(m,n) ∈ I2, 〈gm, g̃n〉 = δ(m,n), (2.1)

avec δ(m,n) est le delta de Kronecker qui prend la valeur 1 si m = n, et la valeur 0 sinon. On
peut aussi dire que le système ({gm}m∈I , {g̃m}m∈I) est à reconstruction parfaite. Le préfixe “bi”
est censée rappeler que deux bases sont utilisées, une pour l’analyse (démodulation) et l’autre
pour la synthèse (modulation).

En particulier, si {g̃m}m∈I = {gm}m∈I et la condition (2.1) est satisfaite, le système est dit
orthogonal.

Définition 2.1.2. (Biorthogonalité dans R) Le système ({g̃m}, {gm}) est dit biorthogonal
dans R si et seulement si

∀(m,n) ∈ I2, R{〈gm, g̃n〉} = δ(m,n). (2.2)

R(.) désigne la partie réelle.
En particulier, si {g̃m}m∈I = {gm}m∈I et la condition (2.2) est satisfaite, le système est dit

orthogonal dans R.

Tout système ({gm}m∈I , {g̃m}m∈I) qui ne satisfait pas la condition de biorthogonalité dans
R (2.2) est dit non-orthogonal.

On se positionne maintenant à l’émission ou à la réception. Pour analyser les propriétés
d’orthogonalité de la base de modulation ou de la base de démodulation, nous rappelons les
définitions suivantes.
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Définition 2.1.3. (Orthogonalité d’une famille {gm}m∈I)
Une famille de fonctions {gm}m∈I est orthogonale si et seulement si

∀(m,n) ∈ I2, 〈gm, gn〉 = δ(m,n). (2.3)

Définition 2.1.4. (Orthogonalité dans R d’une famille {gm}m∈I)
Une famille de fonctions {gm}m∈I est orthogonale dans R si et seulement si

∀(m,n) ∈ I2, R{〈gm, gn〉} = δ(m,n).

Il est important de préciser que pour un système biorthogonal, la famille d’analyse ou la fa-
mille de synthèse n’est pas nécessairement orthogonale c-à-d ne satisfait pas nécessairement
la condition (2.3). Pour un système non-orthogonal, la famille d’analyse {g̃m}m∈I ou la famille
de synthèse {gm}m∈I peut être orthogonale (2.3), mais le système ({g̃m}m∈I , {gm}m∈I) ne doit
pas satisfaire la condition de biorthogonalité dans R (2.2).

2.1.2 Systèmes orthogonaux

Les modulations multiporteuses orthogonales sont basées sur une unique famille de modu-
lation et démodulation {gm}m∈Z orthogonal. Nous définissons d’abord dans cette partie l’OFDM
et le FMT (filtered multitone), des exemples de modulations multiporteuses orthogonales dans
C. Ensuite nous introduisons l’OFDM/OQAM, un exemple de modulation multiporteuses ortho-
gonale dans R. Les notions d’orthogonalité sont détaillées dans la section 2.1.1.

2.1.2.1 OFDM

L’OFDM et ses variantes que nous étudions dans cette section, sont les systèmes mul-
tiporteuses les plus populaires et qui ont été adoptés par plusieurs standards tels que l’Hi-
perlan2 [16], le DAB (digital audio broadcasting) [17], le DVB-T2 (digital video broadcasting-
terrestrial ) [18], le WiMax (worldwide interoperability for microwave access) [19, 20, 21] basé
sur le standard IEEE 802.16, le Wifi (IEEE 802.11) et plus récemment dans le LTE (long term
evolution) et ses évolutions [22].

L’OFDM classique basé sur la fonction rectangulaire et la transformée rapide inverse de
Fourier (IFFT) est un système multiporteuses orthogonal. Le principe de cette modulation
consiste à multiplexer le flux de données de haut débit R à M flux de débit R

M en modulant
parallèlement M porteuses orthogonales à bande étroite, augmentant ainsi la durée totale du
symbole par un facteur M .

Génération des porteuses en utilisant la IFFT L’OFDM se caractérise par une simple
implémentation au niveau de la transmission et la réception, ceci grâce à l’utilisation de la TFD
(transformée de Fourier discrète) : la TFDI (transformée inverse) à l’émission et la TFDD (trans-
formée directe) à la réception. Pour implémenter efficacement la TFD, un algorithme moins
complexe et plus simple est utilisé : la IFFT.

En effet, Le signal OFDM transmis est exprimé en bande de base par :

x(t) =
∑

n∈Z

M−1∑

m=0

Cm,ne
j2πmt

T ΠT (t− nT ), (2.4)

avec :

• ΠT : fonction porte définie par :

{

1, si 0 ≤ t ≤ T
0, sinon.

.
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Considérons une observation limitée à un seul bloc de symbole n′ : t appartient alors à [[n′T, (n′+
1)T ]], l’expression du signal devient :

xn′(t) =
M−1∑

m=0

Cm,n′e
j2πmt

T ΠT (t− n′T )

=
M−1∑

m=0

Cm,n′e
j2πmt

T (2.5)

Considérons maintenant le signal (2.5) à temps discret, en considérant M échantillons par
bloc de symbole, on a : t = n′T + kT

M , 0 ≤ k ≤M . On définit xn′ [k] := x(n′T + kT
M ), on obtient

xn′ [k] =
M−1∑

m=0

Cm,n′e
j2πmk

M , (2.6)

= TFDI[Cn′ ][k].

avec k ∈ [[0,M − 1]].
La modulation OFDM n’est alors que la transformée de Fourier discrète inverse du vecteur

des symboles d’entrée Cn′ .

Pour calculer la TFDI exprimée dans (2.6), il faut effectuer M2 multiplications complexes, et
M(M − 1) additions complexes. Mais si on suit un algorithme efficace, comme l’algorithme de
FFT de Cooley-Tukey, on réduit le nombre de multiplication à M

2 log2(M) [23]. On utilise alors
pour l’implémentation la IFFT car elle permet de réduire le nombre d’opérations arithmétiques
à effectuer, en particulier le nombre de multiplications.

Intervalle de garde Afin de réduire les interférences entres symboles OFDM (ISI), un
intervalle de garde est introduit entre chaque deux symboles OFDM. Cet intervalle de garde
doit être de durée supérieure au retard de propagation dû aux multitrajets. Ainsi on ne permet
pas aux symboles d’un bloc d’interférer avec les symboles du prochain bloc, les ISI seront alors
éliminées. Cependant, l’ajout d’un intervalle de garde entraîne une perte de débit. Différentes
variantes de l’OFDM classique ajoutant un intervalle de garde pour chaque symbole ont été
définies.

• Le CP-OFDM (cyclic prefix ) [24] est la variante la plus utilisée. Dans le CP-OFDM, on
reproduit, au début de chaque symbole OFDM, une copie de ses derniers échantillons.
C’est ce qu’on appelle un préfixe cyclique (CP). Le signal qu’on met dans l’intervalle de
garde est alors une partie qu’on copie de la fin du bloc de symbole, et on la rajoute à son
début. Ce préfixe cyclique a deux propriétés :

– Éliminer ISI comme illustré dans la Figure 2.2.

– Simplifier l’égalisation : le préfixe cyclique et l’utilisation de la transformée de Fourier
permettent de transformer le produit de convolution linéaire dans l’équation d’éga-
lisation, à un produit de convolution circulaire facile à égaliser. L’égalisation devient
alors simplifiée, il suffit d’effectuer des inversions scalaires au lieu des inversions
matricielles pour extraire le signal [25].

• Le ZP-OFDM (zero-padded ) ajoute u temps de garde à l’OFDM classique pour combattre
les ISI [26, 27, 28, 29]. Pour chaque bloc d’une transmission ZP-OFDM, des zéros sont
ajoutés aux symboles après la IFFT. Contrairement au CP-OFDM, dans le ZP-OFDM,
aucun signal n’est transmis, et donc l’intervalle de garde n’engendre pas de perte en
puissance. À la réception, au lieu d’utiliser une seule FFT comme pour le cas du CP-
OFDM, un filtrage FIR ou zero forcing est utilisé, ce qui augmente la complexité du ré-
cepteur. Parmi les solutions développées pour remédier à ce problème, des égaliseurs
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Figure 2.2 – Élimination des ISI par l’intervalle de garde.

basés sur des combinaisons des techniques OLA/FAST/MMSE (overlap-add ) ont été éva-
lués et étudiés dans le contexte d’Hiperlan2 en utilisant un codage de Viterbi [29]. Ces
techniques promettent une réduction de la complexité à la réception, mais restent moins
simples que le CP-OFDM.

Il est également important de rappeler que le fait d’ajouter un intervalle de garde, réduit l’effica-
cité spectrale du système, puisque aucune donnée utile n’est transmise durant toute la durée
de l’intervalle de garde.

COFDM La modulation OFDM divise le canal en plusieurs sous-canaux, et émet les don-
nées dans chaque sous canal. Si l’information émise sur un sous canal subit une forte atténua-
tion, elle sera perdue. Pour remédier à ce problème, on introduit un codage correcteur d’erreur
associé à un entrelacement dans la chaîne de transmission OFDM, ce qui nous a conduit à un
système COFDM (coded orthogonal frequency division multiplexing).

On peut par exemple considérer un codage convolutif qui consiste à lier chaque bit à un ou
plusieurs bits précédents ce qui permet de le retrouver en cas d’erreurs. À la sortie du codage,
on peut considérer un entrelaceur fréquentiel qui consiste à distribuer les bits d’une longue suite
binaire sur différentes porteuses, ainsi, si quelques porteuses subissent des atténuations, on
peut tout de même reconstituer le signal, parce qu’on évite d’avoir une longue séquence de bits
erronés. Cette méthode est employée par la norme DVB-T utilisée en France pour la télévision
numérique terrestre. Les systèmes DAB et Hiperlan2 utilisent également ce procédé de codage
de canal COFDM.

Dans nos travaux (chapitres 7, 8), nous n’avons pas considéré les techniques de codage
d’erreur et d’entrelacement dans le calcul du taux d’erreur binaire, puisque notre objectif est
d’évaluer l’effet de la forme d’onde “seule” sur le taux d’erreur binaire.

Choix des paramètres OFDM Pour faire le bon choix des paramètres OFDM, il faut
penser à définir d’abord les contraintes à respecter pour satisfaire les performances exigées
dans notre application. Généralement, on commence par déterminer la bande passante BW,
le débit de transmission et le retard de propagation toléré Tretard [30]. Ensuite, pour le système
OFDM avec intervalle de garde qui est utilisé en pratique, on peut fixer la durée de l’intervalle
de garde Tgarde et la durée T du symbole OFDM. En effet, Tgarde doit être supérieur à Tretard

pour pouvoir éliminer les interférences entre symboles (ISI). T doit être supérieur à Tgarde pour
avoir une bonne efficacité spectrale, mais ne doit pas être très grand pour ne pas réduire l’es-
pacement entre les porteuses et augmenter ainsi la sensibilité aux erreurs de synchronisation.
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On peut prendre alors T > 5 Tgarde. Le nombre de porteuses peut ensuite être calculé par la
relation : M = BW

∆F , avec ∆F = T−1 l’espacement entre chaque deux porteuses adjacentes.

Avantages de l’OFDM classique L’OFDM et ses variantes présentent plusieurs avan-
tages :

• Utilisation optimale de la bande passante, en comparaison avec le multiplexage fréquen-
tiel classique. Ceci est du à l’orthogonalité entre les porteuses qui leur permet de se
chevaucher sans interférer entre elles.

• L’OFDM diminue l’ISI du au retard de propagation multitrajets en augmentant la durée du
symbole.

• Égalisation simple grâce au préfixe cyclique.

• Les canaux deviennent non sélectifs en fréquence, car on divise la bande passante du
signal OFDM en plusieurs sous-bandes de largeur petite et donc la réponse du canal est
considérée plate sur chaque sous-bande.

Limitations de l’OFDM classique Toutefois, plusieurs problèmes limitent la simplicité
et l’efficacité de la technique de modulation OFDM :

• Problèmes du facteur de crête : l’enveloppe du signal OFDM présente de grands pics ce
qui sature rapidement l’amplificateur de puissance. Ce problème sera développé dans le
chapitre 3.

• Problèmes de synchronisation : le processus de démodulation, et en particulier l’opéra-
tion de décodage, nécessite une synchronisation très précise. On doit être capable de
trouver l’instant du début et la fin de chaque symbole OFDM, et la fréquence du récepteur
doit être synchronisée avec celle de l’émetteur. Les systèmes OFDM sont sensibles aux
erreurs de synchronisation. Les sources et les conséquences de ces erreurs peuvent
être classées comme suit [31] :

– Décalage entre l’instant et la période d’échantillonnage considérés par l’horloge du
récepteur et ceux du signal reçu. Ceci engendre des ISI.

– Décalage en phase et en fréquence entre la porteuse générée par l’oscillateur local
et celle du signal reçu. Ceci cause des interférences entre porteuses (ICI), des
atténuations et des déphasages du signal utile.

2.1.2.2 FMT

La modulation filtered multitone (FMT) [32, 33, 34] est une modulation multiporteuses qui
ne permet pas le chevauchement spectral entre les porteuses contrairement à l’OFDM. Les
ICI deviennent ainsi négligeables. Le système FMT n’utilise pas d’intervalle de garde, il a alors
besoin d’un égaliseur pour combattre les ISI. Le FMT a l’avantage d’être moins sensible au
décalage fréquentiel en comparaison avec l’OFDM. La technique FMT a été proposée pour la
transmission des données dans le standard VDSL (very-high-speed digital subscriber lines) [35]
pour assurer des transmission à haut débit et une simplicité dans la gestion spectrale [36].

Le signal FMT peut être défini par

x(t) =
∑

n∈Z

∑

m∈[[0,M−1]]

Cm,ng(t− nT )exp(
j2πmt(1 + α)

T
).

La variable α est un paramètre de modulation et g(t) est le filtre prototype. Les filtres de mise en
forme sont construits de telle sorte que les interférences entre les porteuses adjacentes sont
les plus faibles possibles. Les porteuses ne doivent pas alors se chevaucher en fréquence mais



Multiporteuses basées sur la transformée de Gabor 45

par contre, dans le domaine temporel, elles peuvent se chevaucher. Le signal FMT peut utiliser
différents filtres prototypes, mais le plus utilisé est le filtre de Nyquist en racine de cosinus
surélevé SRRC à un facteur de roll-off α.

2.1.2.3 FBMC : systèmes orthogonaux dans R

L’OFDM se caractérise par sa robustesse aux canaux sélectifs en fréquence et une simple
égalisation, grâce à l’utilisation d’un préfixe cyclique. Cependant, l’utilisation de cet intervalle
de garde réduit l’efficacité spectrale de l’OFDM, puisqu’on ne transmet pas de données utiles
durant la période de transmission du CP. En plus, l’OFDM classique utilise le filtre rectangulaire
et ne peut donc pas être localisé en temps et en fréquence, il souffre ainsi des lobes secon-
daires qui génèrent des interférences. Les systèmes FBMC (filter bank based multicarrier ) ont
été proposés afin d’augmenter l’efficacité spectrale de l’OFDM en n’utilisant pas d’intervalle
de garde, et en filtrant séparément chaque porteuse par un filtre bien localisé en temps et en
fréquence.

Nous étudions dans cette section l’OFDM-OQAM (offset QAM), la technique FBMC la plus
populaire et qui présente les meilleures performances en termes d’atténuations hors bande
[37]. L’OFDM/OQAM est implémenté à base de bancs de filtres. Pour permettre une bonne
localisation en temps et en fréquence, chaque porteuse est filtrée séparément par un filtre bien
choisi. Le choix adéquat du filtre permet aussi la réduction des interférences sans l’utilisation
du préfixe cyclique, ce qui augmente l’efficacité spectrale du système.

Problème de localisation temps-fréquence Dans cette partie nous expliquons com-
ment l’OFDM/OQAM a été introduit comme une alternative à l’OFDM/QAM (l’OFDM utilisant
une constellation QAM) et qui remplace la forme d’onde rectangulaire par d’autres filtres dont
nous présentons quelques exemples.

Théorème 2.1.1. Balian-Low
Soit T la période symbole d’une famille de Gabor et F l’espacement entre les porteuses. On définit
ρ = 1

TF la densité de cette famille.
Soit (gm,n)(m,n)∈Z une famille de Gabor de densité ρ = 1 dans L2(R), formant une base ortho-
gonale, alors :

||∆tg|| ||∆fg|| = +∞.

La localisation temps-fréquence ξ du filtre prototype g va tendre alors vers zéro. Suite à
cela, nous avons la propriété suivante :

Propriété 2.1.1. On ne peut avoir que deux de ces caractéristiques simultanément :

1. ρ = 1.

2. Système orthogonal.

3. Forme d’onde bien localisée en temps et en fréquence.

Le signal OFDM satisfait les conditions de la famille de Gabor, sa fonction prototype est
exponentiellement modulée. Ce signal a une densité égale à 1, et à la réception, la recons-
truction est assurée grâce à l’orthogonalité complexe. Suivant la propriété 2.1.1, pour trouver
une alternative à l’OFDM qui a une bonne localisation, il faut appliquer l’une des solutions
suivantes :

• Alléger la contrainte de l’orthogonalité complexe de l’OFDM.

• Diminuer la densité ρ = 1
FT .

La première solution a conduit à l’OFDM/OQAM [38] qui satisfait l’orthogonalité réelle mais ne
satisfait pas l’orthogonalité complexe.
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Table 2.1 – Stratégie de transmission des symboles en OFDM/OQAM
❳
❳
❳

❳
❳
❳

❳
❳
❳
❳

❳
❳

Fréquence
Temps

nT − T
2

nT

(2m+ 1)∆F CR
2m+1,n−1 jCI

2m+1,n

2m∆F jCI
2m,n−1 CR

2m,n

Principe de l’OFDM/OQAM Au lieu d’envoyer des symboles complexes comme dans
l’OFDM/QAM, l’OFDM/OQAM envoie la partie réelle du symbole suivi de sa partie imaginaire,
en introduisant un décalage (Offset) de T

2 entre les deux, n’émettant ainsi que des symboles
réels. L’orthogonalité est donc allégée dans le sens qu’elle se vérifie dans l’ensemble des réels
R et non plus dans l’ensemble des complexes C. En plus, on n’introduit pas de préfixe cyclique
dans l’OFDM/OQAM et donc on ne perd pas en termes d’efficacité spectrale.

Stratégie de transmission des symboles Soit Cm,n = CRm,n + jCIm,n le symbole com-
plexe d’entrée. Au lieu d’envoyer Cm,n porté par la fréquence m∆F et à l’instant nT , on envoie
d’abord CRm,n, et après une période de T

2 , on envoie CIm,n et ainsi de suite. Cela peut être
résumé dans la Table 2.1.

Expression du signal OFDM/OQAM à temps continu On suppose que le nombre
de porteuses est pair M = 2M ′. Soit g le filtre prototype à l’émission. En appliquant la stratégie
de transmission exprimée dans la Table 2.1, on peut exprimer le signal OFDM/OQAM par [39] :

x(t) =
M ′−1∑

m=0

∑

n∈Z

(
CR2m,ng(t− nT ) + jCI2m,ng(t− nT − T

2 )
)
ej2π(2m)∆Ft

+
(
CR2m+1,ng(t− nT − T

2 ) + jCI2m+1,ng(t− nT )
)
ej2π(2m+1)∆Ft.

En faisant le changement de notation suivant :

g2m,2n(t) = g(t− nT )ej2π(2m)∆FT , a2m,2n = CR2m,n

g2m,2n+1(t) = jg(t− nT − T
2 )e

j2π(2m)∆FT , a2m,2n+1 = CI2m,n

g2m+1,2n(t) = jg(t− nT )ej2π(2m+1)∆FT , a2m+1,2n = CI2m+1,n

g2m+1,2n+1(t) = g(t− nT − T
2 )e

j2π(2m+1)∆FT , a2m+1,2n+1 = CR2m+1,n.

On obtient une expression du signal plus condensée :

x(t) =
M ′−1∑

m=0

∑

n∈Z
am,ngm,n(t).

La base de modulation est la famille des fonctions (gm,n)(m∈[[0,M−1]],n∈Z) exprimées par :

gm,n(t) = g(t− nT
2
)ej2πm∆Ftejφm,n .

avec φm,n = π
2 (m+n). Elle représente alors une famille de Gabor, de fenêtre g, période symbole

T
2 , et espacement entre porteuses de ∆F .

Fonctions et filtres prototypes Le choix des fonctions et des filtres prototypes dépend
de certaines propriétés [40]. D’abord, l’énergie hors bande doit être minimale pour diminuer les
interférences. Cette contrainte peut être abordée différemment, en maximisant l’énergie dans
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la bande utile ou en minimisant le maximum des lobes hors bande. Une deuxième condition
consiste à maximiser la localisation en temps en et fréquence.

De nombreuses fonctions peuvent être utilisées comme filtres prototypes :

• La fonction rectangulaire ou fenêtre : elle satisfait la contrainte d’orthogonalité réelle,
elle n’est pas bien localisée et c’est la fonction prototype utilisée dans l’OFDM.

• La forme d’onde en racine de cosinus surélevé ou "square root raised cosinus"
(SRRC) : Cette forme d’onde est très utilisée dans les communications numériques. Le
SRRC est mieux localisé en fréquence qu’un filtre rectangulaire, mais au prix d’une perte
de localisation en temps.

• La fonction gaussienne se caractérise par une bonne localisation en temps et en fré-
quence, mais elle n’est pas orthogonale, et donc ne peut pas être considérée comme
une fonction prototype pour différentes applications.

• Le filtre IOTA (isotropic orthogonal transform algorithm) : pour tirer profit de l’avan-
tage de la fonction gaussienne, on a pensé à lui appliquer une double orthogonalisation,
et cela nous a conduit à la fonction IOTA [41]. Elle se caractérise par une localisation
quasi optimale, la mesure de sa localisation temps-fréquence est : ξ = 0, 977, et donc
∆tg ≈ ∆fg.

• Le filtre EGF (extended gaussien function) : cette forme d’onde se base sur la fonction
gaussienne par un procédé d’orthogonalisation [38]. Le filtre EGF est différent du filtre
IOTA, car il permet une pondération de la localisation en temps et de la localisation en
fréquence.

• Filtre prototype PHYDYAS (physical layer for dynamic spectrum access and cognitive
radio 1) [42] ce filtre a été proposé dans [43], suite au projet européen PHYDYAS. Les
coefficients du filtre peuvent être calculés suivant les paramètres suivants : nombre de
porteuses, facteur de chevauchement et le paramètre du roll-off. Le filtre PHYDYAS est
plus localisé en fréquence et moins localisé en temps que le filtre IOTA.

2.1.2.4 Systèmes UFMC

La modulation UFMC (universal filtered multicarrier ) [44, 45, 46] a été introduite comme
une généralisation des modulations FBMC et OFDM. Au lieu d’appliquer un filtre sur chaque
porteuse comme c’est le cas pour le FBMC ou bien appliquer un filtre sur l’ensemble des por-
teuses comme c’est le cas pour l’OFDM, l’UFMC applique un filtrage par bloc de porteuses
de telle sorte que chaque bloc ait des émissions hors bandes réduites. La modulation UFMC
a la flexibilité du choix du filtre ainsi que le nombre des sous-blocs considérés souvent appe-
lés blocs de ressources (ressource block ). L’UFMC offre l’avantage d’avoir un niveau de lobes
secondaires moins élevé que l’OFDM.

Le vecteur x du signal UFMC émis est exprimé par :

x
(Nfft+L−1,1)

=

Nb∑

b=1

Fb
(Nfft+L−1,Nfft)

Vb
(Nfft,nb)

Cb
(nb,1)

,

avec Nfft la taille de la FFT, Nb le nombre des blocs de ressources et nb le nombre des sym-
boles numériques dans chaque bloc de ressources b. Le vecteur Cb rassemble les symboles
numériques de chaque bloc de ressources b, et la matrice IDFT (transformée de Fourier dis-
crète) Vb est appliquée sur chaque vecteur Cb. Fb est une matrice de Toeplitz construite à partir
de la réponse impulsionnelle du filtre utilisé, dont la taille est notée L. La Figure 2.3 illustre le
schéma d’une modulation UFMC.

1. Plus de détails sur http ://www.ict-phydyas.org/
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Figure 2.3 – Modulation UFMC.

2.1.3 Systèmes non-orthogonaux

On appelle des systèmes multiporteuses non-orthogonaux, les systèmes dont la base de
modulation et la base de démodulation ne satisfont pas la condition de biorthogonalité (2.2).
Ces systèmes nécessitent un traitement supplémentaire à la démodulation afin de récupérer
les données. subsectionSystèmes non-orthogonaux

2.1.3.1 NOFDM

Le système NOFDM (non-orthogonal frequency division multiplexing) [47] n’impose pas de
règle d’orthogonalité aux porteuses, ce qui donne plus de liberté dans le choix des filtres.
Contrairement à l’OFDM classique, les filtres peuvent être créés de telle sorte que les lobes
secondaires de la fenêtre rectangulaire soient réduits, mais ainsi on perd l’orthogonalité entre
porteuses. La relaxation de la restriction d’orthogonalité permet de construire des filtres se che-
vauchant en temps et en fréquence, ce qui améliore l’efficacité spectrale. Ce chevauchement
associé à la non-orthogonalité génère de l’interférence self-interference, mais ces interférences
peuvent être contrôlées par un choix adéquat du filtre prototype. En particulier, on peut aussi
construire des filtres à faibles niveaux de lobes secondaires réduisant ainsi les émissions hors
bandes. NOFDM souffre d’un autre problème, celui du PAPR. Le filtrage réalisé par les filtres
polyphases peut augmenter instantanément l’amplitude du signal, causant de larges pics de
puissance. Une méthode de réduction du PAPR nommée active constellation expansion a été
proposée pour les systèmes NOFDM. Il a été montré dans [48] que cette méthode réduit le
PAPR aussi efficacement que dans le cas de l’OFDM.

Lorsque la démodulation du NOFDM est basée sur une famille de fonctions qui satisfait la
condition de biorthogonalité définie dans la section 2.1.1 avec la famille de modulation, alors le
système NOFDM est dit biorthogonal.

2.1.3.2 GFDM

Le système GFDM (generalized frequency division multiplexing) [49] [50] est une modulation
non orthogonale qui offre plus de degrés de liberté grâce à l’utilisation d’un large choix de filtres.
Les radiations hors bandes du signal GFDM transmis sont contrôlées par un filtre de mise en
forme ajustable, qui est appliqué à chacune des porteuses. Dans le GFDM, la structure des
données est ajustable à deux dimensions : on regroupe les symboles des données dans un
bloc pour lequel le nombre de porteuses et les durées temporelles sont ajustables. La taille
des blocs est variable, ce qui permet de pouvoir implémenter de longs filtres ou de réduire le



Multiporteuses basées sur la transformée en ondelettes 49

nombre total des sous-porteuses. Similairement à l’OFDM, le GFDM utilise aussi un préfixe
cyclique pour combattre les ISI, sauf que le préfixe cyclique est utilisé pour chaque bloc, et la
durée de chaque bloc peut être plusieurs fois la durée de la période symbole, et donc le préfixe
cyclique est utilisé moins fréquemment que dans l’OFDM.

2.2 Multiporteuses basées sur la transformée en onde-

lettes

La propriété principale de la transformée en ondelettes réside dans sa flexibilité dans la
mesure où le choix des ondelettes est très larges et les fonctions d’une base d’ondelette se
caractérisent par une flexibilité dans la localisation temps-fréquence, la résolution des deux
domaines peut ainsi être non uniforme. Les ondelettes ont été largement utilisées dans plu-
sieurs applications du traitement du signal, comme un outil de représentation du signal en
mettant en valeur ses propriétés. Parmi ces applications, on distingue notamment l’approxima-
tion d’un signal dans une base en ondelettes, l’estimation de signaux bruités et la compression
de signaux et d’images.

Dans la section suivante, nous présentons les applications des ondelettes particulièrement
dans le domaine des communications sans fils.

2.2.1 Les ondelettes dans les communications sans fils

La base de Fourier a longtemps servi comme une base unique pour représenter le signal
dans les applications de communications sans fils avant que les ondelettes ne soient introduites
comme une base alternative proposant plusieurs avantages.

– La transformé en ondelettes a la flexibilité de construire des porteuses à largeur de bande
et à durée temporelle différentes. Cette propriété peut être utilisée par exemple dans les
systèmes de communications qui exigent un délai de transmission différent pour chaque
bloc de données.

– La flexibilité de la localisation temps-fréquence du signal. Selon l’ondelette choisie et
le nombre d’échelle sélectionné, la localisation temps-fréquence du signal change, et
permet de s’adapter aux perturbations du canal.

– Flexibilité du nombre de porteuses : la transformée en ondelettes représente plusieurs
variantes. Pour la même période symbole et l’espacement entre porteuses, le nombre
de porteuses “effectif” ainsi que la durée utile de chaque porteuse sont configurables.
L’émetteur devient alors reconfigurable selon le protocole de communication utilisé.

Les applications des ondelettes dans les communications sans fil qui ont été rapportées dans
la littérature sont nombreuses, nous en exposons ci-après quelques unes :

Modélisation des canaux de propagation Grâce à ses propriétés de localisation
conjointe en temps et en fréquence, la base d’ondelettes permet de bien modéliser la nature
variante des canaux de propagation sans fils. La sélectivité en temps et en fréquence peut être
précisément représentée par des bases d’ondelettes [51, 52, 53]. Dans [54], l’auteur a étudié
comment choisir la meilleure base d’ondelettes pour représenter les dispersions fréquentielles
et temporelles et les évanouissements des canaux.

Les ondelettes dans l’ingénierie électromagnétique Plusieurs algorithmes à bases
d’ondelettes ont été développés pour résoudre des problèmes liés aux applications électroma-
gnétiques et la conception des antennes et l’amélioration du coût de la complexité d’implémen-
tation [55].
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Reconstruction du signal à partir des données bruitées Différentes techniques
de séparation du signal utile du bruit ont été rapportées dans la littérature [56, 57, 58, 59].
En général, une transformée en ondelettes est appliquée sur le signal bruité, ensuite un seuil
adaptatif est considéré. Les coefficients en ondelettes sous le seuil contiennent du bruit et sont
donc éliminés. Le reste des coefficients est complété par des zéros et une transformée en
ondelettes inverse est appliquée pour retourner le signal estimé.

Réduction des interférences ISI et ICI Les interférences sont affectées par la dis-
persion temporelle (due au phénomène multitrajets) et la dispersion fréquentielle (due à l’effet
Doppler) des canaux radio-mobiles. La nature de la forme d’onde affecte également la réponse
du signal aux interférences. La flexibilité de la transformée en ondelettes permet de conce-
voir des formes d’ondes mieux adaptées à contourner l’impact du canal sur le signal. Dans
[60, 61, 62], il a été prouvé que pour un choix adéquat de la transformée en ondelettes, la
suppression des ISI et ICI est meilleure que dans le cas de l’utilisation de la base de Fourier.

Radio intelligente Les ondelettes peuvent être utilisées pour l’accès opportuniste au spectre
dans le contexte de la radio intelligente. L’estimation du spectre afin d’identifier un spectre libre
sans interférences peut être faite à base d’ondelettes comme proposé dans [63, 64, 65].

Communications Ultra-Wideband (UWB) Les systèmes UWB fonctionnent dans
de large bandes, et le spectre est partagé par plusieurs utilisateurs. Des interférences peuvent
ainsi se produire. En remplaçant les porteuses sinusoïdales de Fourier, la transformée en onde-
lettes peut choisir des formes d’ondes causant de faibles interférences. Dans [66], les auteurs
montrent que les ondelettes permettent une réduction des interférences et permettent ainsi la
coexistence des utilisateurs dans des systèmes UWB.

Modulation et multiplexage Dans le contexte des modulations multiporteuses, au lieu
de moduler les symboles d’entrée par les fonctions exponentielles de Fourier, les fonctions
d’ondelettes peuvent être utilisées pour la transmission des données. Pour surmonter les limi-
tations de l’OFDM classique, plusieurs systèmes alternatifs ont été proposés dont le Wavelet-
OFDM. Le large choix de la nature des ondelettes ainsi que la flexibilité de la transformée en
ondelettes rend cette alternative prometteuse [67, 68].

Nous nous intéressons dans la suite à l’application des ondelettes dans le domaine des
modulations multiporteuses.

2.2.2 Wavelet-OFDM

La base d’ondelettes a été proposée comme base de modulation pour les systèmes multi-
porteuses. Le système résultant s’appelle le Wavelet-OFDM [69], [70], ou le OWDM (orthogo-
nal wavelet division multiplexing) [71]. Dans ce rapport, nous allons utilisé le terme “Wavelet-
OFDM” pour la modulation en ondelettes parce que le nom “Wavelet-OFDM” est celui le plus
utilisé dans la littérature quoique l’appellation “OWDM” semble plus correcte, puisque la mo-
dulation en ondelettes n’est pas une variante de l’OFDM et ne fait pas explicitement un multi-
plexage fréquentiel. La modulation en ondelettes est une représentation temps-échelle, et il en
résulte une décomposition du domaine fréquentiel due à la relation inversement proportionnelle
entre l’échelle et la fréquence [72]. Les ondelettes ainsi que les fonctions d’échelles associées
peuvent être considérées comme des formes d’ondes pour la transmission des données [73],
de la même façon que la base de Fourier est utilisée pour l’OFDM conventionnel. Le système
de modulation (gm)m∈[[0,M−1]] est représenté par des ondelettes (ψj,k)j∈[[J0,J−1],k∈[[0,2j−1]] et des
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fonctions d’échelles (φJ0,k)k∈[[0,2J0−1]] de la première échelle. Les formes d’ondes (gm)m∈[[0,M−1]]

correspondent alors à

{gm}m∈[[0,2J0+1−1]] := {ψJ0,k}k∈[[0,2J0−1]] ∪ {φJ0,k}k∈[[0,2J0−1]],

{gm}m∈[[2J0+1,2J−1]] := {ψj,k}j∈[[J0,J−1]],k∈[[0,2j−1]].

– M : nombre des porteuses,

– J − 1 : dernière échelle considérée, avec M = 2J ,

– J0 : première échelle considérée, avec (J0 ≤ j ≤ J − 1),

– ψj,k = 2j/2ψ(2jt− kT ) : les fonctions d’ondelettes, avec T la durée de l’ondelette mère,

– φJ0,k = 2J0/2φ(2J0t−kT ) : les fonctions d’échelle à la première échelle J0,avec T la durée
de la fonction d’échelle mère.

Par conséquent, le signal Wavelet-OFDM est exprimé par

x(t) =
∑

n

J−1∑

j=J0

2j−1∑

k=0

wj,kψj,k(t− nT ) +
∑

n

2J0−1∑

q=0

aJ0,qφJ0,q(t− nT ). (2.7)

– wj,k : coefficient de détail positionné à la k-ième position de l’échelle j,

– aJ0,k : coefficient d’approximation positionné à la k-ième position de la première échelle
J0.

L’ondelette mère et la fonction d’échelle correspondent aux indices (j, k) = (J0, k) = (0, 0). À
chaque niveau j correspondent 2j ondelettes translatées. D’un niveau j au suivant, le nombre
des ondelettes est alors multiplié par deux et leur durée est divisée par deux. Le premier ni-
veau J0 est couvert par 2J0 fonctions d’échelle. D’après l’expression (2.7), on remarque que
le système Wavelet-OFDM a plusieurs variantes selon la première échelle considérée J0. Une
étude plus détaillée sur ces variantes sera développée dans le chapitre 7.

2.2.3 Wavelet Packet OFDM

Les premiers travaux sur la modulation en paquets d’ondelettes reviennent à Lindsey [74],
qui a étudié les applications des bases en paquets d’ondelettes dans le multiplexage orthogonal
des systèmes de communications. Au lieu de décomposer seulement les basses fréquences
du signal comme dans le cas de la transformée en ondelettes, la transformée en paquets
d’ondelettes divise également les hautes fréquences.

La modulation Wavelet Packet OFDM ou WPM (wavelet packet modulation) [75, 76, 77] est
basée sur la transformée en paquets d’ondelettes (WPT) dont certaines propriétés ont été rap-
pelées dans la section 1.4. Grâce aux caractéristiques de la WPT, ce système présente plus
d’avantages que le Wavelet-OFDM en termes de flexibilité du choix des caractéristiques tem-
porelles et fréquentielles du signal. D’ailleurs, le système Wavelet-OFDM peut être considéré
comme un cas particulier du Wavelet Packet OFDM.
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Conclusion

Plusieurs tentatives de classer les systèmes de modulation multiporteuses ont été propo-
sées dans la littérature. Dans ce chapitre, nous avons présenté une classification des multipor-
teuses suivant les propriétés temporelles et fréquentielles de la base de modulation. D’abord,
nous avons présenté les systèmes à bases de la famille de Gabor qui correspondent à une
translation uniforme en temps et en fréquence d’une fonction prototype. Cette fonction asso-
ciée à un filtre définit l’orthogonalité de la structure de modulation. Nous avons distingué des
systèmes orthogonaux comme l’OFDM et le FMT, des systèmes orthogonaux seulement dans
R comme l’OFDM/OQAM, ou des systèmes non orthogonaux comme le NOFDM qui peut sa-
tisfaire dans certains cas la condition de biorthogonalité, et le GFDM. Ensuite, nous avons
introduit les bases d’ondelettes, qui résultent des translations en temps et en échelle des fonc-
tions mères. Cette translation n’est pas nécessairement uniforme ce qui rend le pavage temps-
fréquence correspondant non obligatoirement régulier. Les ondelettes ont plusieurs applica-
tions grâce à leur flexibilité dans le choix d’une base d’ondelettes adéquate. La modulation en
ondelettes et la modulation en paquets d’ondelettes sont des exemples d’application de cette
transformée dans le contexte de modulation et de multiplexage.

Les performances des systèmes multiporteuses basés sur des familles de Gabor ou des
familles d’ondelettes dépendent du choix de la transformée et du filtre ou de l’ondelette consi-
dérés ainsi que de leurs propriétés. Comme nous allons le voir dans les chapitres qui suivent,
nous serons amenés à des compromis dans le choix de la “meilleure” base multiporteuses. Ce
compromis est souvent associé aux contraintes liées au pavage temps-fréquence.



Chapitre 3
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Bien qu’elle soit une technique de modulation de référence dans plusieurs standards de
communications, la modulation multiporteuses souffre de grandes variations de puissance du
signal transmis. La nature de son signal limite l’efficacité énergétique au niveau de l’amplifica-
teur de puissance et engendre des déformations non-linéaires du signal. C’est pour cette raison
que la modulation multiporteuses n’a pas été choisie dans le standard LTE uplink. Une grande
consommation d’énergie au niveau des équipements mobiles n’est plus tolérable, surtout que
l’utilisateur exige une grande autonomie de son téléphone portable. Cependant, dans le LTE
downlink, la modulation multiporteuses est toujours utilisée pour ses différents avantages.

Nous retraçons dans ce chapitre, les différentes mesures qui ont été introduites dans la
littérature pour étudier le problème des fluctuations du signal multiporteuses. Ensuite, nous
exposons des approximations qui ont été développées afin d’étudier le PAPR (peak-to-average
power ratio), une mesure des variations du signal. Finalement, quelques méthodes de réduction
du PAPR sont présentées et classifiées.

3.1 Problème du PAPR lors de l’amplification de puis-

sance

Dans la modulation monoporteuse, les données sont modulées par une porteuse occupant
toute la bande de fréquence. C’est pour cette raison que les variations de l’enveloppe du signal
modulé ne dépendent que de la constellation [78] et du filtre de mise en forme : par exemple,
une modulation numérique 16-QAM génère un signal plus variant qu’une modulation QPSK,
un filtre RRC (root raised cosinus) engendre plus de variations qu’un filtre rectangulaire, les
fluctuations dépendent également du facteur roll-off considéré du filtre RRC [79]. En général,
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ces variations ne sont pas très importantes.

Contrairement à la modulation monoporteuse, dans la modulation multiporteuses, la bande
allouée est divisée en plusieurs sous-bandes, et les données sont modulées parallèlement sur
plusieurs fréquences porteuses. L’addition de ces porteuses engendre une forte dynamique de
l’enveloppe du signal. La puissance instantanée varie considérablement par rapport à la puis-
sance moyenne.

Afin d’avoir suffisamment de puissance pour lutter contre les évanouissements du canal et
être détecté par le récepteur, le signal émis est introduit dans un amplificateur de puissance
(PA), un dispositif dont la caractéristique de la tension de sortie en fonction de la tension d’en-
trée est non-linéaire.

Caractéristique AM/AM La caractéristique de l’amplificateur AM/AM (pour Amplitude/
Amplitude), appelée également courbe de transfert ou compression AM/AM, traduit la variation
de l’amplitude (ou la puissance) de la tension de sortie en fonction de celle de l’entrée. Trois
zones peuvent être distinguées sur la courbe AM/AM illustrée dans la Figure 3.1. D’abord nous
avons la zone linéaire (zone 1), la puissance de sortie Ps est proportionnelle à la puissance
d’entrée Pe, leur rapport est constant et appelé le gain de l’amplificateur. En général, cette
zone ne représente pas de distorsions. Ensuite, la zone de compression (zone 2) présente une
courbe non-linéaire, et la puissance de sortie n’est alors plus proportionnelle à la puissance
d’entrée. Cette zone est caractérisée par un point particulier, dit le point de compression à
1 dB, c’est le point où l’écart entre le gain linéaire idéal et la caractéristique AM/AM vaut 1 dB.
Finalement, dans la zone de saturation (zone 3), la puissance de sortie reste quasi-constante
et égale à la puissance de saturation, quelle que soit la puissance d’entrée. Les distorsions
dans cette zone sont très importantes.

Figure 3.1 – Caractéristique AM/AM d’un amplificateur de puissance.

Rendement en puissance de l’amplificateur Afin d’amplifier le signal et assurer cor-
rectement l’acheminement des informations, l’amplificateur consomme une puissance de son
alimentation pour injecter une puissance au signal de sortie. Le transfert de l’énergie vers le
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signal se fait avec une perte. D’où la notion du rendement qui exprime le rapport entre la
puissance de sortie et la puissance fournie par l’alimentation (la puissance consommée Pc). La
courbe de rendement en puissance d’un amplificateur est représentée dans la Figure 3.1. Nous
pouvons constater que plus on s’approche de la zone linéaire, plus le rendement est faible.

Influence de la non-linéarité de l’amplificateur Si le signal à l’entrée présente des
pics de puissance au delà du point de compression à 1 dB, le signal à la sortie connaît des
distorsions significatives. Ces distorsions sont de plus en plus importantes, quand on s’ap-
proche du point de saturation. Les distorsions en bande et hors bande générées par les larges
variations du signal d’entrée, causent des interférences et dégradent le taux d’erreur binaire.

Pour modéliser le problème de le non-linéarité, on peut approximer la partie non-linéaire de
la caractéristique AM/AM l’amplificateur par un polynôme du nème degré :

s(t) = K1e(t) +K2e
2(t) + . . .+Kne

n(t),

avec e(t) le signal d’entrée et s(t) le signal de sortie.

• Pour un signal d’entrée : e(t) = A cos(ωt), on obtient en sortie :

s(t) = K1 cos(ωt) +K2A
2 cos2(ωt) + . . .+KnA

n cosn(ωt).

En linéarisant les puissances du cosinus on trouve :

s(t) = K1A cos(ωt) + (K2
A2

2
)(cos(2ωt) + 1) + (K3

A3

4
)(3 cos(ωt) + cos(3ωt)) . . .

En développant, on fait apparaître des termes de la forme Qpcos(pωt), avec p ∈ N, ces
termes représentent les harmoniques du signal d’entrée. Nous pouvons les voir dans la
représentation schématique du spectre du signal de sortie sur la Figure 3.2. On conclut

Figure 3.2 – Comparaison du spectre du signal d’entrée avec celui du signal de sortie.

alors que la non-linéarité engendre des distorsions harmoniques dans le signal de sortie.
Et donc il ne sera plus sinusoïdal, mais déformé.

• Prenons maintenant un signal d’entrée de la forme : e(t) = A cos(ω1t) +B cos(ω2t). Le
signal de sortie s’écrit alors :

s(t) = K1A cos(ω1t) +K1B cos(ω2t)

+[K2A
2 cos2(ω1t) + 2K2AB cos(ω1t) cos(ω2t) +K2B

2 cos2(ω2t)]

+[K3A
3 cos3(ω1t) + 3K3A

2B cos2(ω1t) cos(ω2t) +K3B
3 cos3(ω2t)

+3K3AB
2 cos2(ω1t) cos

2(ω2t)] + . . .
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En développant, on fait apparaître des termes de la forme Qp,q cos(pω1t ± qω2t), avec
p, q ∈ N. C’est un produit d’intermodulation qui engendre des distorsions d’intermodula-
tion dans le signal de sortie.

Recul à l’entrée Afin d’éviter ces distorsions non-linéaires, un recul à l’entrée (input back-
off ) est effectué par rapport au point de compression à 1 dB ou par rapport au point de sa-
turation, pour faire fonctionner l’amplificateur dans la zone linéaire. Comme illustré dans la
Figure 3.3, la zone linéaire correspond à un faible rendement. Plus larges sont les variations
du signal, plus grand est le recul à l’entrée nécessaire, plus faible est le rendement de l’ampli-
ficateur.

Par contre, si le signal ne présente pas de grandes fluctuations de puissance comme celui
illustré dans la Figure 3.3, le recul à l’entrée est moins important, et le rendement est ainsi
meilleur. Un mauvais rendement de l’amplificateur se traduit par une consommation énergé-
tique élevée. Réduire la dynamique du signal contribue à améliorer la consommation d’énergie
au niveau des équipements mobiles et au niveau des stations de base. Finalement, cela peut
contribuer à la réduction des émissions de CO2 ainsi que de la pollution environnementale. Il
paraît nécessaire alors d’étudier les variations du signal, dans le but de réduire ces fluctuations
et par conséquent réduire la consommation énergétique.

Figure 3.3 – Comparaison du recul à l’entrée pour deux signaux à variations d’enveloppe
différentes.

3.2 Mesures des variations du signal

De nombreuses mesures ont été introduites dans la littérature pour analyser les variations
du signal. Dans [80], le facteur pic (peak factor ) a été défini par la différence de la valeur
maximale du signal et sa valeur minimale, divisée par la norme L2([0, T ]) du signal, T étant la
période symbole. Le facteur pic d’un signal x(t) sur un intervalle [0, T ] est exprimé par

PF1 =
maxt∈[0,T ] x(t)−mint∈[0,T ] x(t)

√
∫ T
0 |x(t)|2 dt

.
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Plus tard, une deuxième définition du facteur pic a été introduite dans [81], elle mesure le
rapport entre le maximum de la puissance instantanée du signal et la puissance moyenne

PF2 =
maxt∈[0,T ] |x(t)|2

‖x(t)‖22
.

Plusieurs appellations sont apparues dans la littérature par la suite : le PMEPR (peak-to-mean
envelope power ratio) [82], le rapport PAP (peak-to-average power ) [83], le PAR (peak-to-average
power ratio) [84] ou le PAPR (peak-to-average power ratio). En même temps, d’autres définitions
ont été également utilisées, notamment le facteur crête (crest factor ) [85] ou le PEP (peak
enveloppe power ) [86] définis par

CF =
‖x(t)‖∞
‖x(t)‖2

=
maxt∈[0,T ] |x(t)|
√

1
T

∫ T
0 x(t)2

PEP = max
t∈[0,T ]

|x(t)|2.

Afin d’unifier ces différentes définitions et notations, le terme PR (power ratio) a été proposé
dans [87]. Le PR est défini pour différents états du signal (signal continu ou discret), et diffé-
rents temps d’intégration (intervalle fini ou infini). Même si le terme PR semble être plus général,
c’est le terme PAPR qui est largement répandu dans la communauté scientifique. Dans la suite,
nous utilisons le PAPR comme mesure de la dynamique en puissance du signal modulé.

À temps continu, pour un signal complexe en bande de base, le PAPR peut être défini
comme suivant

PAPRBB =
maxt∈[0,T ] |x(t)|2

limT→+∞
1
T

∫ T
0 |x(t)|2

.

Quand le signal est transporté en radio fréquence telle que la fréquence porteuse est f0 = ω0
2π ,

le PAPR est exprimé par

PAPRRF =
maxt |Re(x(t)ejω0t)|2

limT→+∞
1
T

∫ T
0 |Re(x(t)ejω0t)|2

.

La relation entre PAPRBB et PAPRRF est donnée dans [88] par

PAPRRF ≈ PAPRBB + 3dB.

Pour raisons de simplicité, nous étudions dans la suite le PAPR en bande de base.

3.3 Fonction de répartition du PAPR pour l’OFDM

Le PAPR est une variable aléatoire qui mesure les variations de l’enveloppe d’un signal
multiporteuses comme l’OFDM. Le caractère aléatoire de cette variable vient du fait que les
symboles d’entrée arrivent aléatoirement à l’entrée de la modulation. Chaque symbole est
porté par une fonction porteuse, et l’addition de ces porteuses peut être cohérente sur cer-
tains instants, engendrant ainsi des pics d’amplitude. L’analyse du PAPR peut être conduite par
une étude déterministe qui consiste à calculer sa valeur maximale ou une borne supérieure,
ou une étude statistique souvent réalisée à l’aide de la fonction de répartition CDF (Cumulative
distribution function) ou sa fonction complémentaire CCDF (Complementary Cumulative distri-
bution function).
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Pour un système OFDM à M porteuses, la valeur maximale du PAPR est prouvée dans
[89] être égale à

PAPRmax = M.

Cette valeur n’est pas très significative, puisqu’elle n’est atteinte que dans le cas particulier de
symboles d’entrée (1,1,. . . ,1). En effet, pour 64 porteuses par exemple, la probabilité d’avoir un
PAPR égal au nombre de porteuses est d’environ 2−64 ≈ 10−19. L’étude déterministe ne donne
pas alors suffisamment d’informations sur les variations du signal.

Dès lors, il est plus judicieux d’étudier le caractère aléatoire du PAPR à travers l’analyse
de sa CCDF qui est définie par la probabilité qu’une variable aléatoire dépasse une certaine
valeur qu’on note γ.

CCDF(PAPR) = Pr(PAPR ≥ γ).

Plusieurs tentatives de dériver une expression ou une approximation de la CCDF du PAPR
sont présentes dans la littérature. Van Nee et De Wild [90] ont développé une approximation
de la CCDF pour un signal discret, en se basant sur le théorème central limite. Le signal
OFDM est la somme de plusieurs variables aléatoires, sa loi tend vers une loi gaussienne, son
amplitude suit une loi de Rayleigh et sa puissance suit une loi de Chi-deux. C’est ainsi qu’on
peut arriver à l’approximation suivante

Pr(PAPR ≥ γ) ≈ 1− (1− e−γ)M . (3.1)

Cependant, quand on procède à un suréchantillonnage pour modéliser un signal OFDM
dans le cas continu, la courbe de la CCDF du PAPR est légèrement décalée. Si on ne fait
pas de suréchantillonnage, il est possible de rater l’échantillon présentant le plus grand pic de
puissance. Une approximation empirique correspondant au cas continu du signal OFDM a éga-
lement été donnée par Van Nee et De Wild, en modélisant le processus de suréchatillonnage
comme la considération d’un nombre plus grand d’échantillons indépendants entre eux. Cette
approximation est donnée par

Pr(PAPR ≥ γ) ≈ 1− (1− e−γ)αM , avec α = 2.8. (3.2)

Un facteur de suréchantillonnage de 4 suffit pour représenter le signal OFDM dans le cas
continu, puisque pour un facteur plus élevé, on retrouve la même courbe de la CCDF du PAPR.

Une autre approche est proposée par Ochiai et Imai [91]. Elle consiste à compter le
nombre de fois que l’amplitude du signal continu atteint une valeur seuil

√
γ fixée. En augmen-

tant la valeur de
√
γ , le décompte résultant se traduit par le nombre de pics dépassant la valeur

du seuil. Pour
√
γ = π, l’approximation dérivée donne une courbe assez proche de la courbe

du PAPR pour un signal continu. Cette approximation est exprimée par

Pr(PAPR ≥ γ) ≈
{

1 si γ ≤ γ,
1− (1−

√
γe−γ

√
γe−γ )

√
π
3
M

√
γe−γ

sinon.
(3.3)

Plus tard, Zhou et Caffery [92] dérivent une borne supérieure de la CCDF du PAPR pour
un signal OFDM continu, en supposant que la probabilité que le PAPR dépasse une certaine
valeur γ est équivalente à ce que l’amplitude du signal coupe la valeur

√
γ au moins une fois

durant une période symbole OFDM. La borne dérivée qui donne de bons résultats à partir d’un
nombre de porteuses égal à M = 64 est exprimée par

Pr(PAPR ≥ γ) ≤
√
π

3
M
√
γe−γ . (3.4)
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Avec l’apparition d’autres variantes de l’OFDM, comme l’OFDM/OQAM (offset QAM ) ou
l’OFDM suréchantillonnée, Skrzypczak et al. [93, 94] proposent une approximation du signal
discret des modulations multiporteuses à forme d’onde, exprimée par

Pr(PAPR ≥ γ) ≈
K−1∏

k=0

1− (1− e−αkγ), avec αk =
1

P
∑

n∈Z h
2[k − nP ] .

Avec P le nombre d’échantillons par période symbole et h le filtre de mise en forme utilisé.

En se basant sur la borne supérieure de Zhou et Caffery, Hussain et Louët [95] dérivent
une approximation de la CCDF du PAPR pour un signal OFDM continu, en utilisant le moment
d’ordre 1 de la CCDF du PAPR. Cette approximation est donnée par

Pr(PAPRRF ≥ γ)L>>1 ≈ 1− (1− e− γ
2 )τMµ, (3.5)

où τ = (
5.12√
e
)1.07e−ζ et µ = 1.07. (3.6)

ζ = 0.577 étant la constante d’Euler et L le facteur de suréchantillonnage.

Plus récemment, Jiang et al. [96] ont dérivé une approximation de la distribution du PAPR
basée sur la théorie de la valeur extrême du processus Chi-deux du signal OFDM. Cette dé-
marche ne prend pas comme hypothèse l’uniformité de l’allocation de la puissance, mais consi-
dère que la puissance n’est pas allouée de la même manière aux différentes porteuses. Soit
Mtot le nombre total de porteuses, M le nombre de porteuses actives, Pm la puissance allouée
à la mième porteuse et Pmoy la puissance moyenne du signal OFDM. Une approximation de la
distribution du PAPR pour un signal OFDM est exprimée par

Pr(PAPR > γ) ≈ 1− exp




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−2e−γ

√
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Figure 3.4 – Comparaison des approximations de la CCDF du PAPR pour un système
OFDM à M = 256 porteuses.

Comparaison des approximations des CCDF du PAPR Un signal OFDM à temps
discret correspond à un échantillonnage critique. Pour un signal à temps continu, on applique
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un suréchantillonnage d’un facteur de 4. Afin de simuler la CCDF du PAPR d’un signal OFDM
(continu ou discret) de M porteuses, nous générons d’abord M symboles numériques à partir
d’une constellation et nous effectuons une IFFT de taille M pour le cas discret, et de taille
4M pour le cas continu. Ensuite, nous calculons le PAPR du symbole OFDM résultant en
faisant le rapport entre son maximum et sa moyenne. Pour une CCDF de 10−n, nous effectuons
niter = 10n+2 itérations (génération d’un symbole OFDM et calcul de son PAPR). Pour calculer
CCDF = Pr(PAPR ≥ γ), nous calculons pour chaque valeur de γ le rapport suivant : nombre
de fois où la valeur du PAPR dépasse la valeur γ durant niter itérations sur le nombre total
d’itérations niter. Les simulations effectuées dans cette thèse considèrent des valeurs de CCDF
dans [0, 10−4] pour évaluer et mesurer les performances en PAPR, et elles se limitent à des
valeurs de CCDF dans [0, 10−2] pour des illustrations ou des comparaisons.

La Figure 3.4 indique que l’équation (3.4) est effectivement une borne supérieure du PAPR,
mais pour de grandes valeurs de PAPR, l’approximation devient proche de la simulation. L’ap-
proximation (3.3) donne des résultats en phase avec la simulation d’un signal OFDM continu.
Les approximations (3.2) et (3.6) sont les plus proches des simulations de l’OFDM en cas
continu, même si l’approximation (3.2) n’est qu’empirique. Pour un signal OFDM discret (sans
suréchantillonnage), l’approximation (3.1) correspond bien à la simulation.

Nous remarquons sur cette même figure, qu’il y a un certain décalage entre la CCDF du
signal OFDM continu et celle du signal OFDM discret. En effet, dans le cas discret, à échan-
tillonnage critique, si l’instant d’échantillonnage ne correspond pas à l’instant ou la puissance
est maximale, le pic à échantillonnage critique sera différent du pic à suréchantillonnage, et
donc le PAPR dans le cas discret sera différent du PAPR dans le cas continu, ce qui explique
le décalage entre les deux CCDF.

Une dernière remarque concernant les approximations des CCDF, c’est qu’elles ne dé-
pendent pas des symboles d’entrée ou de la constellation, pourvu que les symboles restent
indépendants et identiquement distribués. Le nombre de porteuses M semble être le seul fac-
teur qui agit explicitement sur la valeur du PAPR. Plus M est grand, plus la somme résultante
des porteuses est grande, plus la dynamique du signal OFDM est importante. Par contre, au-
cune dépendance explicite de la forme d’onde n’est visible dans les approximations dérivées.
Nous allons dériver dans le chapitre 5 une approximation de la CCDF du PAPR qui montre
explicitement cette dépendance.

3.4 Méthodes de réduction du PAPR

La réduction du PAPR a pour objectif d’atténuer les fluctuations de l’enveloppe du signal,
afin de pouvoir amplifier le signal le plus près possible de la zone de saturation, permettant
ainsi un meilleur rendement énergétique. Ce problème a été soulevé à peu près en même
temps que les problèmes d’analyse de sa distribution vers la fin des années 50 [97, 98] et au
début des années 70 [80]. Cependant, ce n’est qu’avec l’utilisation de la modulation OFDM
dans certains standards de télécommunications (DVB-T, DAB), que l’intérêt pour la réduction
du PAPR s’est développé. C’est ainsi que plusieurs méthodes de réduction du PAPR ont été
proposées dans la littérature à partir des années 90.

Différentes manières de classer les méthodes de réduction du PAPR sont envisageables.
On trouve principalement trois catégories de méthodes de réduction du PAPR dans la littéra-
ture, à savoir les techniques d’ajout de signal, les techniques probabilistes et les techniques de
codage. Comme l’objectif de la thèse ne porte pas sur les techniques de réduction du PAPR
mais sur une nouvelle modulation à PAPR réduit, l’état de l’art sur les méthodes de réduction
du PAPR sera brièvement présenté dans ce chapitre.
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3.4.1 Critères d’évaluation des techniques de réduction du PAPR

Outre la réduction effective du PAPR, la performance des techniques de réduction du PAPR
est évaluée suivant plusieurs critères.

• Compatibilité descendante : dans une méthode à compatibilité descendante, l’émet-
teur n’a pas besoin de communiquer au récepteur de l’information concernant le trai-
tement appliqué à l’émission pour la réduction du PAPR. Ainsi, le récepteur n’est pas
modifié et n’opère pas de traitement supplémentaire.

• Dégradation du taux d’erreurs binaire (TEB) : certaines méthodes de réduction
du PAPR modifient la structure du signal, en introduisant des distorsions. Le signal reçu
est alors modifié et souvent sa courbe de TEB est dégradée.

• Modification de la densité spectrale de puissance à l’émission : les distorsions
apportées au signal émis peuvent augmenter ses lobes secondaires et bruiter la bande
utile du signal.

• Variation de la puissance moyenne : avec l’ajout d’un signal correcteur ou l’écrêtage
des pics, la puissance moyenne du signal peut augmenter ou diminuer, ce qui représente
un impact fort sur la qualité de transmission [99].

• Diminution du débit utile : l’émetteur peut être amené à envoyer de l’information sur
son traitement de réduction du PAPR au récepteur, afin que celui-ci puisse démoduler
correctement le signal. Cette information réduit le débit utile du système.

• Complexité : si l’algorithme de réduction du PAPR est très complexe et lent à être exé-
cuté, cela limitera son utilisation, même si la réduction du PAPR est considérable.

3.4.2 Techniques d’ajout de signal

Les Techniques d’ajout de signal consistent à ajouter un signal correcteur en temps ou en
fréquence au signal d’origine de telle sorte que le signal résultant ait un PAPR plus faible que
le signal d’origine. Nous introduisons brièvement quelques exemples.

• Le clipping et filtrage est considéré comme une technique d’ajout de signal [100]. Il
consiste à écrêter les pics qui dépassent un certain seuil prédéterminé, avant d’introduire
le signal dans un amplificateur de puissance. Cet effet réduit la puissance maximale et
également la puissance moyenne du signal. Le clipping, étant une opération non linéaire,
engendre des distorsions dans la bande utile qui dégradent le TEB, et des distorsions
hors bandes qui causent des interférences. Un bon codage canal et un filtrage sont donc
nécessaires pour améliorer le TEB et atténuer les interférences. De nombreuses mé-
thodes ont été développées pour lutter contre les inconvénients du clipping, notamment
le deep clipping [101, 102], le smooth clipping [103], le clipping inversible [104, 105] et
plus récemment le clipping adaptatif [106].

• La TR (tone reservation) consiste à réserver des porteuses afin de les utiliser pour la
réduction du PAPR. Cette technique a été introduite d’abord par Tellado [107], l’émetteur
et le récepteur se mettent d’accord sur le nombre et la position des porteuses réservées.
Plus tard, d’autres travaux [108, 109] ont proposé la tone reservation à compatibilité
descendante, en utilisant les porteuses nulles par exemple pour la réduction du PAPR.
Par ailleurs, la performance en réduction du PAPR dépend du nombre et de la position
des porteuses réservées.
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3.4.3 Techniques probabilistes

L’idée de base des techniques probabilistes est de représenter le signal OFDM d’origine
sous plusieurs versions, en modifiant soit la phase, l’amplitude et/ou la position des porteuses,
et sélectionner par la suite la copie qui présente le PAPR le plus faible. Ces techniques ont
l’inconvénient de ne pas être à compatibilité descendante puisqu’il faut informer le récepteur
de la copie sélectionnée afin qu’il puisse récupérer le signal. Le débit utile est également réduit
pour la même raison. Parmi les techniques probabilistes populaires, on distingue :

• La technique SLM (selective mapping) [83] : le principe est de multiplier les sym-
boles d’entrée issus d’une modulation numérique par une série de différents vecteurs
générant plusieurs versions du signal OFDM à différentes phases après le passage IFFT.
La version du signal qui représente la meilleure performance en PAPR est retenue. Cet
algorithme est complexe, surtout qu’il requiert d’effectuer la IFFT autant de fois qu’il y a
de versions.

• La technique PTS (partial transmit sequence) [110, 111] : l’idée de cette méthode
est de diviser les M porteuses en plusieurs blocs de porteuses. Toute porteuse utilisée
dans un bloc est rendue inactive (remise à zéro) dans les autres blocs. Ensuite, la mé-
thode SLM est appliquée après la IFFT en effectuant plusieurs pondérations de chaque
bloc, et générant ainsi plusieurs versions du signal OFDM. Naturellement, la version
ayant la meilleure performance en PAPR est transmise.

• La technique RP (random phasor) [112] : cette technique est plus simple que la
technique SLM classique. Elle consiste à vérifier d’abord si le PAPR d’un symbole OFDM
est supérieur à un certain seuil. Si c’est le cas, une pondération est effectuée sur les
symboles fréquentiels afin de réduire le PAPR.

3.4.4 Techniques de codage

Les techniques de codage consistent à exploiter la redondance introduite par un choix
adéquat du code, afin d’éviter de transmettre les symboles OFDM à fort PAPR. Le code va
servir également à sa fonction primaire, la correction d’erreurs. Ces techniques ne sont pas à
compatibilité descendante puisqu’il faut informer le récepteur du codage choisi pour permettre
le décodage correspondant. Les méthodes de réduction du PAPR basées sur les techniques de
codage ont généralement des gains très importants en PAPR, mais elles ne sont réalisables en
pratique que pour un faible nombre de porteuses. Leur utilisation n’est donc pas envisageable
pour des applications de transmissions à grand nombre de porteuses.

• Les codes en blocs : pour un nombre de porteuses et une longueur de mots don-
nés, il est possible de générer la liste complète des séquences possibles. Ensuite, les
séquences à faible PAPR sont sélectionnées [113, 86]. Il existe plusieurs méthodes de
sélection de séquences à faible PAPR pour la réduction du PAPR par des « codes en
blocs », comme la sélection issus de séquences complémentaires de Golay proposée
dans [114, 115] par exemple. Cette méthode est d’autant plus complexe que le nombre
de porteuses est grand, puisqu’il faut calculer le PAPR de chaque séquence générée.

• Les codes de Reed Muller : l’objectif de cette méthode est d’insérer un code cor-
recteur basé sur les codes de Reed Muller, générant des séquences complémentaires
avant la IFFT. L’avantage de ce code est qu’il apporte un PAPR constant de 3 dB, et qu’il
conduit en même temps à un bon gain de codage [116, 117]. L’inconvénient de cette
technique est qu’elle n’est applicable qu’aux modulations numériques de phases, ce qui
réduit considérablement son champs d’application. Par ailleurs, cette méthode n’est ap-
plicable en pratique que pour un nombre faible de porteuses.
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Conclusion

Nous avons rapporté dans ce chapitre un état de l’art du problème du PAPR. Plusieurs
mesures et appellations ont été introduites dans la littérature pour désigner les variations du
signal multiporteuses. Le PAPR reste le terme le plus utilisé par les auteurs. La distribution du
PAPR pour le système OFDM a été étudiée pour les deux contextes discret et continu, nous
avons rappelé ces différentes approximations. Nous avons introduit et analysé brièvement les
trois grandes classes des techniques de réduction du PAPR ; les techniques d’ajout de signal,
les techniques probabilistes et les techniques de codage.
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Ce court chapitre est consacré aux techniques d’adaptation dans la modulation multipor-
teuses. Il est utile de rappeler les hypothèses générales d’un système adaptatif et quelques
techniques d’adaptation, pour se positionner par rapport à la nouvelle technique d’adaptation
qu’on propose au chapitre 8.

Plusieurs techniques adaptatives de transmission ont été présentées dans la littérature.
La modulation adaptative appliquée à l’OFDM a été proposée en 1989 par Kalet [118] et a
été développée plus tard par Chow et al. [119] et Czylwik et al. [120]. Elle consiste à adapter
des paramètres de transmission pour chaque porteuse aux caractéristiques du canal sélectif
en fréquence. Différents paramètres peuvent être adaptés : la puissance allouée à chaque
porteuse, le schéma de modulation ou la constellation qui représente le nombre de bits alloués
à chaque porteuse, le codage, l’espacement entre les porteuses ou la largeur de bande de la
porteuse, et la longueur de l’intervalle de garde du symbole OFDM. Le but de ces adaptations
est d’améliorer les performances du système en termes d’efficacité spectrale, débit binaire, et
taux d’erreur binaire (TEB) dans les communications sans fils à haut débit.

4.1 Contexte de la radio intelligente

Même si les modulations adaptatives existent depuis très longtemps, bien avant la forma-
lisation du concept de Radio Intelligente cognitive radio, comme ce dernier est à la base des
études du laboratoire d’accueil SCEE 1 [121], nous replaçons ces techniques dans le contexte
plus général de la radio intelligente. Un système adaptatif peut alors être décrit par un cycle
intelligent classique comprenant trois étapes : Apprentissage et estimation, Prise de décision,

1. Signal, Communication et Électronique Embarquée
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Figure 4.1 – Cycle simplifié d’un scénario de radio intelligente.

Adaptation. Durant la période d’apprentissage et d’estimation, le récepteur estime le canal de
transmission. Ensuite, le paramètre d’adaptation est calculé durant l’étape de prise de décision
et sera enfin transmis à l’émetteur afin d’être utilisé dans l’étape d’adaptation. La Figure 4.1
représente ce cycle de radio intelligente.

Nos travaux au chapitre 8 entrent aussi dans le contexte radio intelligente, et plus parti-
culièrement dans le contexte de l’éco-radio intelligente green cognitive radio [122]. L’éco-radio
intelligente considère des contraintes écologiques comme la diminution de la consommation
énergétique, l’objectif principal de notre travail.

4.2 Hypothèses générales d’un système adaptatif

Les techniques adaptatives conviennent seulement aux communications “duplex” entre
deux stations, car les paramètres de transmissions doivent être adaptés en utilisant une trans-
mission dans les deux sens permettant l’estimation du canal et la signalisation. Toute technique
d’adaptation doit en général passer par les étapes suivantes :

• Estimation du canal et retour à l’émetteur : La connaissance de l’état du canal ou
channel state information (CSI) ne peut être disponible que par prédiction des estimations
de la qualité du canal précédent, ce qui ne serait efficace que dans des conditions d’un
canal peu variant. En général, le récepteur doit faire une estimation fiable du canal et
transmettre l’information à l’émetteur. Celui-ci a besoin de savoir les caractéristiques du
canal durant la prochaine trame émise. Cette information est prédite à partir de la CSI
de la dernière transmission, et donc cela suppose que le canal n’a pas beaucoup varié
durant cette période là. Le délai entre l’estimation de l’état du canal et la transmission
actuelle du symbole OFDM est crucial dans une technique d’adaptation. Si la CSI est
obsolète au moment de l’émission, les performances du système seront dégradées.

• Choix d’un paramètre approprié pour la prochaine transmission : en se basant
sur la réponse fréquentielle estimée du canal, une pré-égalisation spectrale est effectuée
à l’émetteur afin d’éviter complètement ou partiellement la sélectivité en fréquence du
canal. Il existe plusieurs façons de sélectionner les paramètres appropriés au canal, cela
sera présenté dans la suite du chapitre.

• Signalisation ou détection aveugle par le récepteur du paramètre utilisé : Le pa-
ramètre d’adaptation choisi à l’émetteur doit être communiqué au récepteur pour pouvoir
démoduler et décoder le symbole OFDM. Si la signalisation de l’information est corrom-
pue, alors le récepteur est généralement incapable de décoder correctement le symbole
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OFDM. Une méthode alternative est la détection aveugle [123], qui requiert peu ou pas
de signalisation, mais qui souffre d’une augmentation de la complexité.

4.3 Adaptation de la puissance allouée

La puissance d’émission est d’habitude allouée uniformément à toutes les porteuses. Pour-
tant, les porteuses ne s’évanouissent pas de la même manière dans un canal sélectif en fré-
quence, et subissent différemment l’impact du bruit. Une adaptation de la puissance permet
une allocation de puissance variable aux porteuses selon l’évanouissement du canal subi par
chaque porteuse.

Soit hm le gain du canal pour chaque porteusem. On note Pm la puissance de transmission
de chaque porteuse m, et Ptotale la puissance totale. Le débit maximal pour une transmission
fiable est :

R =
M−1∑

m=0

log (1 +
Pm|hm|2
N0

), (4.1)

avec N0 la densité de puissance du bruit. L’allocation de puissance a pour objectif de maxi-
miser le débit exprimé dans (4.1). Elle représente alors la solution du problème d’optimisation
suivant :

maximiser
{Pm}m∈[[0,M−1]]

M−1∑

m=0

log (1 +
Pm|hm|2
N0

)

sous la contrainte
M−1∑

m=0

Pm = Ptotale Pm ≥ 0,m ∈ [[0,M − 1]].

Il existe différents algorithmes adaptatifs dans la littérature pour atteindre une puissance
optimale ou proche de la distribution de la puissance optimale [124, 125, 126]. L’algorithme le
plus populaire de l’allocation de puissance est l’algorithme du waterfilling. Dans le contexte de
la radio intelligente, les auteurs proposent dans [127] un algorithme d’allocation de puissance
qui a une capacité de transmission meilleure que le waterfilling sous des contraintes sur les
interférences et le budget de puissance.

4.4 Adaptation de la modulation et du codage

L’OFDM utilise une modulation numérique (constellation) fixe et uniforme pour les diffé-
rentes porteuses. Dans la présence d’un canal multitrajets, certaines porteuses sont plus af-
fectées que d’autres, et ont un faible SNR. Pour lutter contre cet évanouissement des por-
teuses, plusieurs techniques de codage et d’entrelacement peuvent être employées. Une autre
solution est l’utilisation de l’OFDM adaptatif qui permet un schéma variable de modulation des
porteuses ; envoyer moins de bits dans les porteuses les plus affectées par le canal, et envoyer
plus de bits dans les porteuses non affectées par l’évanouissement du canal. Les porteuses
très corrompues peuvent être laissées vides, ou utilisées par exemple pour la réduction du
PAPR. Ainsi, la constellation utilisée pour chaque porteuse peut être adaptée au SNR corres-
pondant [128]. Le SNR instantané SNRm pour chaque porteuse m est estimé par le récepteur.
Il peut être exprimé par :

SNRm = |Hm|2SNRtot.

Hm est la réponse du canal pour la porteuse d’indice m. SNRtot est le SNR global. La sélection
du mode de la modulation pour chaque porteuse dépend de la valeur du SNR correspondante.
Si le canal est très mauvais sur une porteuse m, une modulation robuste (QPSK par exemple)
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est utilisée sur cette porteuse, et si le canal est de bonne qualité, une modulation à bonne ef-
ficacité spectrale (64-QAM par exemple) est utilisée. Pour réduire la complexité de la sélection
de la modulation adéquate, nous pouvons diviser la bande passante en plusieurs sous-bandes,
et allouer aux porteuses de chaque sous-bandes le même mode de modulation. Dans ce cas
là, nous pouvons considérer la plus petite valeur du SNR pour chaque sous-bande, ou une
valeur moyenne du SNR sur toutes les porteuses de la sous-bande. La division de la bande en
sous-bandes dépend des contraintes de l’application, chaque sous-bande peut correspondre
par exemple à un utilisateur.

Ainsi, pour un système non adaptatif, soit nous utilisons une grande constellation (telle que
64-QAM) pour améliorer le débit, mais qui dégrade les performances en TEB, soit nous utili-
sons une constellation robuste (telle que 4-QAM) en TEB, mais avec un débit plus limité. La
modulation adaptative permet d’augmenter le débit en évitant de dégrader les performances en
TEB. Conjointement avec l’adaptation de la modulation, le codage canal peut également être
adapté en adaptant le taux de code, l’entrelacement, la perforation pour les codes convolution-
nels et le turbo code, ainsi que la longueur des blocs pour les blocs de codes [129] [130] [131].
L’objectif est d’améliorer le débit global de transmission sans dégrader le TEB. Il est vrai que
l’information envoyée à l’émetteur constitue une perte de débit utile, mais cette perte potentielle
en débit peut être compensée en utilisant des modes de modulation à un ordre élevé pour les
porteuses à grandes valeurs de SNR.

L’adaptation de modulation et de codage a été proposée pour des systèmes de communi-
cations filaires comme l’ADSL [132], ainsi que pour des systèmes de communications sans-fils
comme le LTE [133]. Dans le standard LTE, l’adaptation de modulation et du codage permet
un taux d’erreur par bloc inférieur à 10%. Le taux d’erreur par bloc pour un utilisateur, est défini
comme le rapport entre le nombre des ressources erronées dans un bloc sur le nombre to-
tal des ressources du bloc. Dans l’OFDM adaptatif du LTE descendant (downlink ), l’utilisateur
(récepteur) estime l’état du canal, et envoie un indicateur de cet état à la station de base (émet-
teur). Cet indicateur peut être une mesure du SINR (signal to interference plus noise ratio), en
tant que valeur moyenne des SINR sur toutes les porteuses allouées à cet utilisateur, ou sa plus
petite valeur sur ces porteuses. Quand la station de base reçoit l’indicateur du canal, elle iden-
tifie la modulation et le codage correspondant, dans une base de données de correspondance
préalablement implémentée. Des recherches ont été menées pour améliorer l’adaptation de la
modulation et du codage en LTE. Dans [134] [135] [136], les auteurs montrent qu’au lieu d’utili-
ser une correspondance statique pour déterminer la modulation et le codage appropriés, nous
pouvons implémenter un agent de prise de décision en se basant sur les techniques d’appren-
tissage par renforcement. Cela permettra de sélectionner un facteur de correction que nous
pouvons appliquer à l’indicateur du canal reçu en considérant les précédentes valeurs de ces
indicateurs. Le choix de la modulation et du codage sera alors plus efficace. Dans ce même but,
au lieu de considérer un seul schéma de modulation et codage par utilisateur, nous pouvons
effectuer une adaptation sur chaque porteuse en considérant le SINR de chaque porteuse au
lieu de la seule valeur du SINR moyen.

4.5 Adaptation de la largeur de bande

La largeur de bande est généralement pré-définie et reste fixe pour la durée de la transmis-
sion. Elle est choisie suffisamment grande pour lutter contre l’étalement de Doppler introduit
par le canal. En supposant une connaissance de l’étalement de Doppler à l’émetteur, celui ci
peut adapter dynamiquement la largeur de bande allouée à chaque porteuse, afin de combattre
les ICI puisqu’ils sont inversement proportionnels à la bande passante de la porteuse. Dans
[137], la méthode d’adaptation de la largeur de bande est étudiée conjointement avec l’alloca-
tion des bits par porteuse. D’abord une première valeur de largeur de bande est sélectionnée
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dans un ensemble de valeurs possibles. Le SINR est ensuite évalué pour chaque porteuse,
après avoir estimé au préalable la valeur de l’étalement de Doppler [138]. La modulation pour
chaque porteuse peut ensuite être choisie en fonction du SINR, et le TEB associé peut être
calculé. Ainsi, le débit pour chaque porteuse peut être estimé. Cette opération est répétée pour
chaque valeur possible de largeur de bande. Finalement, la largeur de bande sélectionnée est
celle qui donne le plus grand débit estimé. Notons que le nombre de porteuses peut changer
d’un symbole à l’autre, pour permettre des largeurs de bande différentes pour les porteuses. Le
débit est alors amélioré sans dégrader les performances de robustesse contre les ICI. La com-
plexité au récepteur est aussi réduite du fait qu’on ait plus besoin d’implémenter les méthodes
d’annulation d’interférences ICI.

4.6 Adaptation de l’intervalle de garde

Pour lutter contre les interférences inter-symboles, l’OFDM utilise un préfixe cyclique (CP).
La longueur du CP est fixe et peut arriver jusqu’à 25% du signal utile. Cette longueur est gé-
néralement calculée en se basant sur la moyenne des retards de propagation (retard RMS ou
root mean square), ou le RMS maximal que le terminal mobile peut connaître. Le CP doit être
de longueur quatre ou cinq fois plus grande que le RMS moyen introduit par le canal. Pourtant,
Le RMS n’est pas constant dans un environnement de communication sans-fils. D’après plu-
sieurs mesures du canal effectuées sur différents environnements [139, 30], il est constaté que
le retard RMS varie à partir de quelques dizaines de nano-secondes à quelques centaines de
nano-secondes. Sous ces conditions d’environnement, le CP utilisé est plus grand que le RMS
maximal, ce qui va sanctionner les dispositifs à faible RMS par un long CP non nécessaire.
Dans [69] et [140], les auteurs proposent une adaptation du CP en fonction du RMS introduit
par le canal. A partir de l’estimation du RMS du retard de propagation, la longueur du pré-
fixe cyclique est adaptée dynamiquement. La longueur du CP choisie doit être communiquée
entre l’émetteur et le récepteur, mais elle peut être présentée dans quelques bits seulement,
cela ne représente pas une grande perte pour le système. En plus, il est montré dans [69]
que l’estimation du RMS n’est pas biaisée, et la variance de l’estimation est faible, et donc les
erreurs d’estimation n’influencent pas beaucoup sur la valeur sélectionnée de la longueur du
CP. Ainsi, l’efficacité spectrale est améliorée sans dégrader la puissance consommée ou les
performances en TEB.

4.7 Limitations des modulations adaptatives

Même si les techniques de l’OFDM adaptatif présentent de nombreux avantages, elles
sont soumises à plusieurs limitations. En effet, les systèmes adaptatifs conviennent en géné-
ral seulement à une communication duplex entre deux terminaux pour permettre le retour du
récepteur à l’émetteur. L’adaptation se base sur la disponibilité de la CSI à l’émission par re-
tour du récepteur et suppose alors un canal peu variant dans le temps. Cependant, le canal
varie dans le temps, et donc un retard entre l’estimation du canal et le résultat d’estimation
utilisé dans la transmission est inévitable en pratique, ce qui rend l’information du canal reçue
à l’émetteur obsolète pour un long retard. En plus, les estimateurs du canal introduisent des
erreurs d’estimation, et donc l’information du canal reçue par l’émetteur est imparfaite. Ceci
introduit des erreurs d’adaptation. Plusieurs études ont été menées dans ce contexte là. Dans
[141], les auteurs étudient l’impact d’une connaissance imparfaite du canal à l’émetteur, due
à une vraie estimation (non parfaite) et un canal variant dans le temps (effet Doppler), sur
les performances de l’OFDM adaptatif. Comme solution, ils proposent la prédiction du canal
qui donne de meilleures performances en termes de TEB. Au lieu de calculer l’allocation des
bits basée sur l’estimation courante du canal, l’allocation peut être basée sur l’état prédite du
canal par un FIR de Wiener. Dans le même contexte, une solution basée sur plusieurs esti-
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mateurs sur différentes fréquences a été proposée dans [142]. Comme dans le cas du IEEE
802.11a par exemple, les symboles d’apprentissage sont envoyés avant les données utiles, ce
qui permet une estimation du canal sur toutes les fréquences. Dans d’autres cas, l’estimation
sur quelques fréquences adjacentes suffit pour avoir de meilleures performances en termes de
densité spectrale de puissance.

Conclusion

Les modulations adaptatives sont des techniques prometteuses puisqu’elles permettent
de réaliser des gains importants en termes de débit, taux d’erreur binaire, efficacité spectrale
entre autres. L’adaptation de plusieurs paramètres a été traitée dans ce chapitre à savoir l’al-
location de puissance, la modulation et le codage, la largeur de bande et l’intervalle de garde.
Cependant, les techniques adaptatives ne sont pas efficaces dans tout type d’environnements
de transmission, puisqu’elles supposent une faible mobilité du canal et une connaissance suffi-
sante de l’état du canal à l’émetteur. Dans ce rapport (chapitre 8), nous proposons une nouvelle
méthode d’adaptation des formes d’ondes à la sélectivité fréquentielle du canal qui, certes,
souffrent de quelques limitations, mais apportera de nouvelles solutions pour l’éco-radio intel-
ligente.



Deuxième partie

Contributions

71





Chapitre 5

Analyse théorique du PAPR pour les
systèmes GWMC
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L’objectif de ma thèse est de générer un signal multiporteuses à PAPR réduit par construc-
tion. Cette approche diffère des méthodes classiques de réduction du PAPR où on génère
un signal à PAPR élevé et on lui applique une des techniques de réduction de PAPR comme
celles présentées dans le chapitre 3. Or, les approximations de la distribution du PAPR de
l’OFDM présentes dans la littérature, et que nous avons rappelées dans le chapitre 3, ne font
pas sortir explicitement la dépendance du PAPR de la forme d’onde de modulation. Dès lors,
il faut d’abord vérifier si le PAPR dépend effectivement de la base de modulation. C’est ainsi
que dans ce chapitre, nous dérivons une approximation générale de la distribution du PAPR
qui dévoile explicitement cette dépendance. Pour cela, nous considérons un système multi-
porteuses à forme d’onde généralisée GWMC (generalized waveforms for multicarrier systems)
que nous définissons ci-après. Ensuite, nous exposons le cadre des hypothèses considérées
dans notre analyse, et finalement nous dérivons une approximation de la distribution du PAPR
pour le système GWMC. Le comportement du PAPR pour différents scénarios et conditions de
transmissions est également étudié.

Les travaux présentés dans ce chapitre ont fait l’objet de deux articles de conférence inter-
nationale [143, 144] et de leur extension en un article de revue [145].
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5.1 Expression du signal GWMC

Nous considérons un scénario de transmission général : une transmission infinie de don-
nées et une durée d’observation variable, finie ou infinie. Les symboles numériques d’entrée,
représentant les données à transmettre et issus d’une constellation de modulation numérique,
sont décomposés en plusieurs blocs. Chaque bloc de symboles numériques est inséré en
parallèle dans la modulation du système multiporteuses, générant à la sortie un symbole mul-
tiporteuses temporel comme montré dans la Figure 5.1. Après la modulation, un signal GWMC
peut être exprimé par [144] :

Définition 5.1.1. (Signal GWMC)

x(t) =
∑

n∈Z

M−1∑

m=0

Cm,n gm(t− nT )
︸ ︷︷ ︸

gm,n(t)

. (5.1)

– M : nombre de porteuses qu’on suppose plus grand que 8. Cette hypothèse est néces-
saire pour la validité du théorème central limite que nous allons utiliser pour dériver une
approximation de la distribution du PAPR dans la section 5.5. Pour plus de détails, le
lecteur peut se référer au théorème de Berry-Essen rapporté dans l’annexe A.2.

– Cm,n = CRm,n + jCIm,n : symboles d’entrée à valeurs complexes, issus d’une constellation
(modulation numérique).

– T : période d’un symbole GWMC, correspondant à la durée de M symboles numériques
complexes Cm,n.

– (gm)m∈[[0,M−1]] : ∈ L2(R), famille de fonctions représentant conjointement la base de
modulation et le filtre de mise en forme, avec gm,n(t) = gRm,n(t) + jgIm,n(t), avec gRm,n(t)
la partie réelle de gm,n(t) et gIm,n(t) sa partie imaginaire.

– x(t) = xR(t) + jxI(t) : le signal GWMC émis, avec xR(t) la partie réelle de x(t) et xI(t)
sa partie imaginaire.

Figure 5.1 – Modulation GWMC.
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5.2 Hypothèses

Comme nous allons voir dans la section 5.5, pour satisfaire les conditions du théorème cen-
tral limite de Lyapunov (L-CLT), une version généralisée du théorème central limite, le système
GWMC doit satisfaire les deux hypothèses suivantes.

Hypothèse 5.2.1. (Indépendance des symboles d’entrée)

– (CRm,n)(m∈[[0,M−1]], n∈Z) sont deux à deux indépendants, chacun est de moyenne nulle et de

variance σ2
C

2 .

– (CIm,n)(m∈[[0,M−1]], n∈Z) sont deux à deux indépendants, chacun est de moyenne nulle et de

variance σ2
C

2 .

– (∀m, p ∈ [[0,M − 1]]), (∀n, q ∈ Z) CRm,n et CIp,q sont indépendants.

Par conséquent,

E(CRm,nC
R
p,q) =

σ2C
2
δm,pδn,q, (5.2)

E(CIm,nC
I
p,q) =

σ2C
2
δm,pδn,q, (5.3)

E(CRm,n) = E(CIm,n) = 0, (5.4)

E(CRm,nC
I
p,q) = E(CRm,n)E(CIp,q) = 0. (5.5)

Les symboles issus des constellations des modulations numériques usuelles comme QAM, ou
QPSK satisfont ces conditions [78].

Hypothèse 5.2.2. (Hypothèses sur la base de modulation)

1. On suppose que les formes d’ondes {gm}m∈[[0,M−1]] appartiennent à L∞
I , où L∞

I est l’espace
des fonctions essentiellement bornées et qui s’annulent en dehors d’un intervalle fini I.
Ainsi on a

∀m ∈ [[0,M − 1]] ∀t /∈ I gm(t) = 0. (5.6)

2. On suppose également que

A := min
m,t

∑

n∈Z
|gm,n(t)|2 > 0. (5.7)

La propriété (5.6) est toujours satisfaite en pratique, et elle implique que

B := max
m,t

∑

n∈Z
|gm(t− nT )| < +∞. (5.8)

Interprétation de l’équation (5.7) De façon générale, (5.7) signifie que les versions
translatées de chaque porteuse gm se chevauchent dans le temps, et la forme d’onde gm ne
s’annule pas durant la période symbole T .

En d’autres termes, s’il existe au moins un indice m0 ∈ [[0,M − 1]] tel que gm0 s’annule
dans un intervalle de temps dans la période symbole T , et que la longueur de son support
ne dépasse pas T , alors la famille de fonctions {gm}m∈[[0,M−1]] ne satisfait pas (5.7). Dans ce
cas, nous pouvons également dire que gm0 a un support temporel strictement plus petit que la
période symbole T .
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Une conséquence particulière est que la porteuse gm0 pourrait probablement avoir un sup-
port plus large en fréquence, et donc une mauvaise localisation fréquentielle. Cela est du à
la mesure de localisation temps-fréquence limitée par le principe d’incertitude de Heisenberg,
qui indique que la fonction ne peut pas être limitée à la fois en temps et en fréquence (voir
section 1.1.3).

Comme présenté dans l’annexe A.1.2, l’hypothèse 5.2.2 est une condition suffisante pour
satisfaire la condition de Lyapunov, nécessaire pour appliquer le L-CLT qui traite des variables
aléatoires non nécessairement identiquement distribuées [146]. Le lecteur peut se référer à
l’annexe A.1.1 pour de plus amples détails sur la relation entre l’hypothèse 5.2.2 et la condition
de Lyapunov.

5.3 Définition générale du PAPR

Dans cette partie nous proposons une définition du PAPR dans le cas continu et le cas dis-
cret. Le scénario de transmission suppose une durée de transmission infinie et une observation
du signal de durée finie.

5.3.1 Cas continu

Pour une durée d’observation finie NT , on définit le PAPR d’un signal GWMC exprimé dans
(5.1) comme suit

PAPRN
c =

maxt∈[0,NT ] |x(t)|2
Pc,moy

. (5.9)

L’indice c correspond au contexte continu, l’exposant N représente le nombre des symboles
GWMC observé et Pc,moy est la puissance moyenne du signal GWMC définie dans le Lemme
suivant.

Lemme 5.3.1. (Puissance moyenne du signal GWMC à temps continu)

Pc,moy = lim
t0→+∞

1

2t0

∫ t0

−t0
E(|x(t)|2) dt

=
σ2C
T

M−1∑

m=0

‖gm‖2. (5.10)

L’opérateur E(.) désigne l’espérance statistique. La puissance moyenne Pc,moy est définie
sur un temps d’intégration infini, car notre scénario suppose une durée de transmission infinie.
Les détails de la dérivation de son expression (5.10), sont expliqués dans l’annexe A.3.

5.3.2 Cas discret

Soit Te = T
P la période d’échantillonnage du signal x(t) défini dans (5.1), avec P le nombre

d’échantillons considéré dans une période T . On a alors

x(kTe) =
∑

n∈Z

M−1∑

m=0

Cm,ngm(kTe − nPTe). (5.11)

Notons x[k] := x(kTe), on obtient

x[k] =
∑

n∈Z

M−1∑

m=0

Cm,n gm[k − nP ]
︸ ︷︷ ︸

gm,n[k]

. (5.12)

Par conséquent, le PAPR à temps discret peut être défini par :
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Définition 5.3.1. (PAPR à temps discret d’un signal GWMC à durée d’observation finie)

PAPRN
d =

maxk∈[[0,NP−1]] |x[k]|2
Pd,moy

.

L’indice d correspond au contexte discret et Pd,moy à la puissance moyenne à temps discret.

Lemme 5.3.2. (Puissance moyenne du signal GWMC à temps discret)

Pd,moy = lim
K→+∞

1

2K + 1

K∑

k=−K
E(|x[k]|2) (5.13)

=
σ2C
P

M−1∑

m=0

‖gm‖2, (5.14)

tel que ‖gm‖2 =

+∞∑

k=−∞
|gm[k]|2.

En effet, C. Siclet a dérivé dans sa thèse [147], la puissance moyenne discrète du signal
BFDM/QAM (biorthogonal frequency division multiplexing) qui est exprimée par :

x[k] =
M−1∑

m=0

+∞∑

n=−∞
fm[k − nP ],

tel que fm[k] est le filtre d’analyse. Les différentes étapes du développement de cette expres-
sion n’utilisent pas les propriétés exponentielles de fm[k]. Nous pouvons ainsi suivre la même
démarche pour obtenir (5.14).

La définition du PAPR à temps discret sera considérée dans la section 5.5 afin de simplifier
les dérivations d’une approximation de la distribution du PAPR.

5.4 Borne supérieure du PAPR

Soient M un nombre fini de porteuses et (gm)m∈[[0,M−1]] une famille de modulation qui
satisfait l’Hypothèse 5.2.2. Pour un intervalle d’observation I et des symboles d’entrées, on a

PAPRc(I) =
maxt∈I |x(t)|2

Pc,moy
, (5.15)

d’une part on a

max
t∈I
|x(t)| = max

t∈I
|
∑

n∈Z

M−1∑

m=0

Cm,ngm(t− nT )|

≤ max
t∈I

M−1∑

m=0

|
∑

n∈Z
Cm,ngm(t− nT )|

≤ max
m,n

M−1∑

m=0

|Cm,n|
∑

n∈Z
|gm(t− nT )|

≤ M max
m,n
|Cm,n|B, (5.16)

et d’autre part on a

Pc,moy =
σ2C
T

M−1∑

m=0

∫ T
2

−T
2

∑

n∈Z
|gm(t− nT )|2 dt, (5.17)

d’où MAσ2C ≤ Pc,moy ≤MB2σ2C . (5.18)
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Ainsi,

PAPRc(I) ≤
maxm,n |Cm,n|2B2

σ2CA
M. (5.19)

Lemme 5.4.1. (Borne supérieure du PAPR)
Pour un nombre fini de porteuse M , et une famille de fonctions (gm)m∈[[0,M−1]] qui satisfait
l’Hypothèse 5.2.2, on a pour toute durée d’observation I, et des symboles d’entrée {Cm,n},

PAPRc(I) ≤ CM := PAPRc,borne,

avec C =
maxm,n |Cm,n|2B2

σ2CA
.

Remarquons que PAPRc,sup = sup
I

PAPRc(I) ≤ PAPRc,borne.

En se basant sur le Lemme 5.4.1, il existe un supremum fini PAPRc,sup tel que, pour tout
γ > PAPRc,sup et pour toute observation finie de durée I, on a Pr(PAPRc(I) ≤ γ) = 1. La
CCDF est alors égale à zéro au delà de PAPRc,sup (voir la Figure 5.2). On peut également
mentionner que cette borne tend vers l’infini quand le nombre de porteuses M tend vers l’infini,
la CCDF est alors égale à 1 pour toute valeur de γ. Dans la suite, nous considérons des valeurs
de γ suffisamment petites devant PAPRc,sup.
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Figure 5.2 – Comportement du PAPR au delà de son supremum.

5.5 Approximation de la CCDF du PAPR

Dans ce qui suit, nous dérivons une approximation de la CDF du PAPR pour un γ suffisam-
ment petit devant PAPRc,sup.

5.5.1 Durée d’observation finie

En considérant une durée d’observation limitée à N symboles GWMC de P échantillons
chacun, et en approchant les échantillons x[0], x[1], x[2],. . ., x[NP − 1] comme étant indépen-
dants (cette approximation simplificatrice a été également considérée dans [30] dans le cas de
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l’absence d’un échantillonnage critique), la CDF du PAPR pour un système GWMC peut être
exprimée par

Pr(PAPRN
d ≤ γ) = Pr[ max

k∈[[0,NP−1]]
|x[k]|2 ≤ γPd,moy]

= Pr(∀k ∈ [[0, NP − 1]] |x[k]|2 ≤ γPd,moy)
≈

∏

k∈[[0,NP−1]]

Pr(|x[k]|2 ≤ γPd,moy). (5.20)

Nous devons maintenant chercher la distribution de |x[k]|2. D’abord nous allons trouver la distri-
bution de sa partie réelle xR[k], et ensuite suivre la même démarche pour sa partie imaginaire
xI [k]. Notons

xRm[k] =
∑

n∈Z
CRm,ng

R
m,n[k]− CIm,ngIm,n[k]

xIm[k] =
∑

n∈Z
CRm,ng

I
m,n[k] + CIm,ng

R
m,n[k],

tel que xR[k] =

M−1∑

m=0

xRm[k]

xI [k] =
M−1∑

m=0

xIm[k].

Les variables aléatoires xR0 [k], x
R
1 [k], x

R
2 [k],. . ., x

R
M−1[k] sont indépendantes, à moyenne nulle

et satisfont la condition de Lyapunov d’après l’Hypothèse 5.2.2 1. Ainsi, pour un large M , nous
pouvons appliquer le L-CLT (voir Annexe A.1.3) et obtenir

M−1∑

m=0

xRm[k] ∼ N (0,
σ2C
2

∑

n∈Z

M−1∑

m=0

|gm,n[k]|2)
︸ ︷︷ ︸

σ2
x[k]
2

,

d’où xR[k] ∼ N (0,
σ2x[k]

2
).

En procédant de la même manière, on trouve

xI [k] ∼ N (0,
σ2x[k]

2
).

La signal x[k] suit alors un processus Gaussien complexe de moyenne nulle et de variance
σ2x[k] = σ2C

∑

n∈Z
∑M−1

m=0 |gm[k − nP ]|2. D’où,

|x[k]|2 ∼ χ2 à deux degrés de liberté. (5.21)

Désignant y[k] =
Pd,moy
σ2x[k]

,

il découle de (5.20) et (5.21) les résultats suivants.

1. L’Hypothèse 5.2.2 est utilisée uniquement dans cette étape. Afin de généraliser notre analyse, en
considérant une famille plus large de formes d’ondes, il ne faut pas passer par le L-CLT.
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Théorème 5.5.1. (Distribution du PAPR d’un signal GWMC de durée d’observation finie)
Pour un grand M et en considérant les hypothèses simplificatrices, on a

Pr(PAPRN
d ≤ γ) ≈

∏

k∈[[0,NP−1]]

[1− e−y[k]γ ], (5.22)

avec y[k] =

∑M−1
m=0 ‖gm‖2

P
∑

n∈Z
∑M−1

m=0 |gm[k − nP ]|2
.

Remarquons que l’approximation de la distribution du PAPR dépend de la famille des fonc-
tions de modulation (gm)m∈[[0,M−1]] mais également du nombre de porteuses M utilisé. De plus,
elle dépend du paramètre N , le nombre des symboles GWMC observés.

En prenant en compte les hypothèses simplificatrices de nos dérivations, nous pouvons
facilement étudier les performances du PAPR de tout système multiporteuses. L’expression
d’approximation de la CDF du PAPR est comparée à la CDF empirique dans la section 5.6
pour différentes modulations multiporteuses.

5.5.2 Durée d’observation infinie

Dans cette section, on étudie le comportement de la distribution du PAPR pour une période
d’observation infinie. En considérant un nombre infini de symboles GWMC observés, on a

Pr(PAPR∞
d ≤ γ) = Pr[

maxk∈N |x[k]|2
Pd,moy

≤ γ]. (5.23)

Afin de formuler la distribution du PAPR dans ce cas, on fait tendre N vers l’infini dans (5.22),
on obtient alors l’expression suivante.

Corollaire 5.5.1. (Distribution du PAPR d’un signal GWMC pour une durée d’observation
infinie)
Pour un large M et en considérant les hypothèses simplificatrices, on a

Pr(PAPR∞
d ≤ γ) = 0. (5.24)

En effet, on a

Pr(PAPR∞
d ≤ γ) =

∏

k∈N
[1− e−y[k]γ ], (5.25)

avec y[k] =

∑M−1
m=0 ‖gm‖2

P
∑

n∈Z
∑M−1

m=0 |gm[k − nP ]|2
.

Et on a
M−1∑

m=0

‖gm‖2 =

M−1∑

m=0

∑

n∈Z

P−1∑

k=0

|gm[k − nP ]|2,

alors AMP <
M−1∑

m=0

‖gm‖2 < B2MP, (5.26)

et
1

B2MP
<

1

M
∑

n∈Z
∑M−1

m=0 |gm,n[k]|2
<

1

AMP
. (5.27)

À partir de (5.26) et (5.27), on trouve

A

B2
< y[k] <

B2

A
, (5.28)
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d’où

(1− e−y[k])γ) < 1− e−
B2

A
γ < 1. (5.29)

Ainsi, pour une durée d’observation infinie, et pour un γ suffisamment petit devant PAPRc,sup,
il vient

Pr(PAPR∞
d ≤ γ) = 0. (5.30)

La CCDF est alors égale à 1 pour tout γ appartenant à notre intervalle d’intérêt (voir la Fi-
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Figure 5.3 – CCDF du PAPR pour une durée d’observation infinie.

gure 5.3). L’équation (5.30) peut être interprétée par le fait qu’on ne peut pas contrôler le PAPR
d’un nombre infini de symboles GWMC, parce qu’on obtiendra inévitablement des symboles
GWMC à larges pics. Ainsi, pour M ≥ 8 et γ suffisamment petit devant PAPRc,sup et pour une
durée d’observation finie, il n’y a pas de famille de fonctions de modulation (gm)m∈[[0,M−1]] qui
peut nous éviter les larges pics. En se basant sur cette conclusion, nous comptons optimiser
les performances en PAPR pour un nombre fini de symboles GWMC.

5.6 Application de l’approximation pour différents sys-

tèmes

Le PAPR est une variable aléatoire, la dérivation de sa distribution peut être complexe,
notamment si on doit répéter ces dérivations à chaque fois que les fonctions de modulation
changent. L’équation (5.22) est une approximation à forme fermée (closed-form), elle permet
alors de trouver directement une approximation de la CDF du PAPR sans opérations com-
plexes. Pour illustrer cela, nous considérons les exemples suivants.

L’OFDM conventionnel Afin de retrouver l’expression du PAPR dérivée par Van Nee [30]
de l’OFDM conventionnel dans le cas discret, on considère

– La base de Fourier est utilisée dans la modulation avec un filtre rectangulaire.

gm[k] = e
j2πmk

P Π[0,P ][k],

avec Π[0,P ][k] =

{

1 si 0 ≤ k ≤ P,
0 sinon

.
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– L’observation est limitée à un seul symbole OFDM et un nombre d’échantillons de M ,
alors P =M .

L’expression du signal GWMC dans (5.12) devient

x[k] =
∑

n∈Z

M−1∑

m=0

Cm,ne
j2πm[k−nP ]

P Π[0,P ][k − nP ]. (5.31)

On applique (5.22), l’approximation de la CDF du PAPR pour N = 1. On obtient

y[k] =
MP

P
∑

n∈Z
∑M−1

m=0 |e
j2πm[k−nP ]

P Π[0,P ][k − nP ]|2
= 1,

alors,

Pr(PAPR1
d ≤ γ) = [1− e−γ ]M . (5.32)

On retrouve la même expression dérivée par Van Nee dans le cas discret.

Systèmes FBMC On choisit l’OFDM/OQAM comme un exemple des systèmes FBMC (voir
section 2.1.2.3 pour plus de détails), et on vérifie l’expression dérivée par A.Skrzypczak [148].
On considère dans ce cas

– Les fonctions de modulation sont

gm[k − nP ] = hOQAM [k − nP ]ej2π m
M [k − D/2]ejθm,n ,

alors |gm[k − nP ]|2 = h2OQAM [k − nP ],
où hOQAM est un filtre prototype (IOTA, SRRC, PHYDYAS. . . ).

– La durée d’observation est limitée à un bloc par symbole et le nombre d’échantillons
considéré est M , alors P =M .

– ‖gm‖2 = 1.

L’expression du signal GWMC dans (5.12) devient

x[k] =
∑

n∈Z

M−1∑

m=0

Cm,nhOQAM (k − nP )ej2π m
M (k − D/2)ejθm,n .

En appliquant (5.22) pour un seul symbole N = 1, on trouve

x[k] =
1

M
∑

n∈Z h
2
OQAM [k − nP ] ,

d’où

Pr(PAPR1
d ≤ γ) =

M−1∏

k=0

[1− e

−γ

M
∑

n∈Z
h2
OQAM

(k−nP )
].

Le résultat est identique à celui dérivé par A. Skrzypczak.

Systèmes UFMC Afin d’appliquer notre approximation pour le cas de l’UFMC, nous avons
considéré différents nombres de porteuses dans nos simulations : M = 64, M = 256, M =
1024. Le nombre de porteuses par blocs de ressources est fixé à 16. La fenêtre du filtrage
considéré est celle de Chebyshev. La Figure 5.4 illustre la CCDF théorique du PAPR basée sur
la formule (5.1), avec P = M et N = 1, et la CCDF expérimentale simulée en générant 104

réalisations des symboles UFMC, pour différents nombres de porteuses.
On observe que, plus grand est le nombre de porteuses, plus précise est la courbe théo-

rique obtenue. Cela est dû au fait que nos dérivations sont basées sur le L-CLT qui suppose
un nombre élevé de porteuses, en plus nous avons considéré l’hypothèse de l’indépendance
des échantillons.
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Figure 5.4 – CCDF du PAPR simulée et théorique pour une modulation UFMC utilisant
la fenêtre de Chebychev pour différents nombres de porteuses : (a) M = 64, (b) M = 256,
(c) M = 1024.

Systèmes NOFDM On considère un exemple du système NOFDM, basé sur la fenêtre
non orthogonale de Hamming w(t). Les fonctions de modulation sont formulées comme suit

gm(t) = e
j2πmt

T g(t),

g(t) =

{

0.54− 0.46 cos(2π t
T ) si 0 ≤ t ≤ T

0 sinon
.

La Figure 5.5 présente la CCDF théorique du PAPR basée sur la formule (5.1), avec P =M et
N = 1, et la CCDF expérimentale simulée en générant 104 réalisations des symboles NOFDM,
pour différents nombres de porteuses. Même remarque que précédemment, plus grand est le
nombre de porteuses, plus précise est la courbe théorique obtenue.

Systèmes de Walsh-Hadamard La Figure 5.6 montre la CCDF théorique du PAPR ba-
sée sur (5.22) avec P = M et N = 1, et la CCDF expérimentale générée par 104 réalisations
des symboles, pour différents nombres de porteuses. On observe qu’on a une bonne approxi-
mation dès M ≥ 64.

5.7 CCDF du PAPR pour l’OFDM classique pour dif-

férents paramètres

La CCDF du PAPR dépend du nombre de porteuses M , de la durée d’observation NT et
du paramètre γ avec lequel le PAPR est comparé. Pour un nombre infini de porteuses, le PAPR
est toujours large et la CCDF est ainsi égale à 1 pour tout γ. Si le nombre de porteuses M est
fini, la CCDF du PAPR est égale à 0 pour γ plus grand que PAPRc,sup. Et pour un γ plus petit
que PAPRc,sup, la CCDF dépend de la durée d’observation : si on considère une observation
de durée infinie, la CCDF est alors égale à 1, mais si on se limite à une durée d’observation
sur un nombre fini de symboles, la CCDF est alors définie par la formule (5.22) appliquée à
l’OFDM classique. La Figure 5.7 illustre ces différents cas possibles.
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Figure 5.5 – CCDF du PAPR simulée et théorique pour une modulation NOFDM uti-
lisant la fenêtre de Hamming pour différents nombres de porteuses : (a) M = 64, (b)
M = 256, (c) M = 1024.

0 2 4 6 8 10 12
10

−2

10
−1

10
0

γ en dB

C
C

D
F

(γ
) 

=
 P

ro
b[

P
A

P
R

≥γ
])

 

 

(c)

(a)
(b)

Trait plein: CCDF(simu.)
Trait en pointillés: CCDF(approx.)

Figure 5.6 – CCDF du PAPR expérimentale et théorique pour un système de Walsh-
Hadamard pour différents nombres de porteuses : (a)M = 64, (b)M = 256, (c)M = 1024.
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Figure 5.7 – Distribution du PAPR pour différents scénarios de transmission.

Conclusion

Réduire le PAPR en agissant sur la modulation est une nouvelle approche, différente des
techniques de réduction du PAPR exposées au chapitre 3. Nous venons de prouver que le
comportement du PAPR dépend effectivement des fonctions de modulation, et qu’en agissant
sur la modulation, nous pouvons changer la CCDF du PAPR. Une suite naturelle de ces conclu-
sions est de chercher les fonctions de modulation qui optimisent les performances en PAPR du
signal modulé. C’est ce que nous développons dans le chapitre suivant.
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Chapitre 6

Problème de réduction du PAPR

Sommaire
6.1 Simplification de la CCDF du PAPR . . . . . . . . . . . . . . . 88

6.2 Problème d’optimisation du PAPR . . . . . . . . . . . . . . . . 89

6.3 Résolution du problème d’optimisation . . . . . . . . . . . . . 89

6.3.1 Aperçu des principaux résultats . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

6.3.2 Discussion sur γcrit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

6.3.3 Preuve des principaux résultats . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

6.4 Applications . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98

6.5 Classification des formes d’ondes vis-à-vis du PAPR . . . . . 101

Après avoir montré dans le chapitre 5 que le PAPR dépend de la forme d’onde utilisée
dans la modulation, nous proposons dans ce chapitre, une classification des formes d’ondes
vis-à-vis des performances en PAPR. En se basant sur l’approximation de la CCDF du PAPR
que nous avons dérivée dans le chapitre 5, nous formulons un problème d’optimisation associé
au problème de réduction du PAPR. La résolution de ce problème d’optimisation nous permet-
tra d’établir une condition nécessaire qui doit être satisfaite par toute forme d’onde multipor-
teuses à PAPR meilleure que l’OFDM. Par conséquent, nous montrons que l’OFDM atteint les
meilleures performances en PAPR parmi tous les systèmes multiporteuses ne satisfaisant pas
cette condition nécessaire. Nous identifions également une famille infinie de multiporteuses qui
a les mêmes performances en PAPR que l’OFDM. Pour illustrer ces résultats théoriques, des
résultats de simulations du comportement du PAPR sont présentées pour différents systèmes
multiporteuses, y compris certains qui ont de meilleures performances en PAPR que l’OFDM.

Les principaux résultats que nous prouvons dans ce chapitre et qui ont fait l’objet d’un
article de conférence nationale [149] et son extension en un article de revue [150], sont :

1. Pour les systèmes multiporteuses à base de formes d’ondes de support égal ou plus
grand que la période symbole, on prouve que

– La distribution du PAPR est optimale seulement quand la somme du module au
carré des formes d’ondes multiporteuses reste constante dans le temps.

– Il y a une infinité de systèmes multiporteuses optimaux en termes de performance
en PAPR.

– L’OFDM appartient à cette classe de systèmes multiporteuses.
– Une meilleure performance en PAPR n’est pas possible sans réduire le support

temporel des formes d’ondes.
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2. Les systèmes multiporteuses peuvent atteindre une meilleure performance en PAPR en
réduisant le support temporel des formes d’ondes (e.g. Wavelet-OFDM).

Ainsi, l’objectif de ce chapitre est de proposer une étude théorique du comportement du
PAPR vis-à-vis des formes d’ondes. La section 6.2 présente une formulation du problème de
réduction du PAPR comme un problème d’optimisation sur les formes d’ondes. La section 6.3
expose ensuite une résolution de ce problème d’optimisation et prouve les principaux résul-
tats mentionnés plus haut. Enfin, la section 6.4 vient illustrer les résultats théoriques par des
simulations de différents systèmes multiporteuses.

6.1 Simplification de la CCDF du PAPR

Soit x[k] un signal GWMC défini dans (5.12). Chercher les fonctions {gm[k]} qui donnent
les meilleurs performances en PAPR revient à maximiser sur les {gm[k]}, l’approximation de
Pr(PAPR ≤ γ) exprimée dans (5.22). Nous avons fait le choix de faire cette analyse dans le
domaine continu car non seulement il nous semble intéressant et plus judicieux d’optimiser sur
des fonctions {gm(t)} à temps continu, mais nous disposons aussi d’outils d’analyse mathé-
matique plus simples à utiliser dans le domaine continu. Pour cela, nous allons faire quelques
approximations sur la Pr(PAPR ≤ γ). En appliquant une somme de Riemann, nous allons
d’abord approximer la puissance moyenne à temps discret P dmoy, par la puissance moyenne à
temps continu P cmoy et ensuite nous allons approximer le dénominateur de y[k] dans (5.22).

D’une part on a

Lemme 6.1.1.

P dmoy ≈ σ2C
T

M−1∑

m=0

∑

n∈Z

∫ T

0
|gm,n(t)|2

=: P cmoy.

En effet, on a

P dmoy =
σ2C
P

M−1∑

m=0

‖gm[k]‖2

=
σ2C
P

M−1∑

m=0

∑

n∈Z

P−1∑

k=0

|gm[k − nP ]|2

=
σ2C
P

M−1∑

m=0

∑

n∈Z

P−1∑

k=0

|gm(k
T

P
− nT )|2

=
σ2C
P

M−1∑

m=0

∑

n∈Z

P−1∑

k=0

|gm,n(k
T

P
)|2.

Par somme de Riemann, on obtient

P dmoy ≈ σ2C
T

M−1∑

m=0

∑

n∈Z

∫ T

0
|gm,n(t)|2

=: P cmoy.

D’après (5.22) et pour N = 1, il vient

Pr(PAPR ≤ γ) ≈
∏

k∈[[0,P−1]]

[1− e
−γ Pc

moy

σ2
C

∑
n∈Z

∑M−1
m=0 |gm[k−nP ]|2 ].
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D’autre part, on définit

ln(Pr(PAPR ≤ γ)) ≈
P−1∑

k=0

ln(1− e
− Pc

moy

σ2
C

∑
n∈Z

∑M−1
m=0 |gm,n(k T

P
)|2
γ
)

=: SP

et on pose

Rγ [k] = ln(1− e
− Pc

moy

σ2
C

∑
n∈Z

∑M−1
m=0 |gm,n[k]|2

γ
).

On a Rγ : [0, T ]→ R est une fonction continue par morceaux sur l’intervalle [0, T ], et on a

T

P
SP =

T

P

P−1∑

k=0

Rγ(k
T

P
) est une somme de Riemann, alors

T

P
SP ≈

∫ T

0
Rγ(t) dt

⇒ SP =
P

T

∫ T

0
Rγ(t) dt+ o(P )

⇒ Pr(PAPR ≤ γ) ≈ e
P
T

∫ T
0 Rγ(t) dt.

Maximiser Pr(PAPR ≤ γ) revient à maximiser
∫ T
0 Rγ(t) dt. Ainsi,

maximiser
{gm}

Pr(PAPR ≤ γ)revient à maximiser
{gm}

∫ T

0
ln(1− e

−
∑M−1

m=0 ‖gm(t)‖2

T
∑

n∈Z

∑M−1
m=0 |gm,n(t)|2

γ
) dt. (6.1)

6.2 Problème d’optimisation du PAPR

Soit {gm} une famille de fonctions appartenant à l’espace L∞
I . D’après la section 6.1, le

problème de réduction du PAPR peut être formulé comme un problème d’optimisation sous
contraintes.

Problème d’optimisation (PO).

maximiser
{gm}m∈[[0,M−1]]

∫ T

0
ln(1− e

− γ
∑M−1

m=0 ‖gm‖2

T
∑

n∈Z

∑M−1
m=0 |gm,n(t)|2 ) dt,

sous la contrainte A := min
m,t

∑

n∈Z
|gm,n(t)|2 > 0.

La quantité maximisée dans le PO est équivalente à minimiser l’approximation de la CCDF
du PAPR, sous la contrainte (5.7) sur les formes d’onde {gm} (voir Hypothèse 5.2.2).

6.3 Résolution du problème d’optimisation

Dans cette section, une résolution du PO est développée. Le cadre de l’optimalité de
l’OFDM classique est également prouvé et discuté. Les premiers travaux dans ce contexte re-
viennent à l’étude entreprise par A. Skrzypczak et al. dans [151] pour les systèmes OFDM/OQAM
et l’OFDM sur-échantillonné, où il a été montré analytiquement que les performances en PAPR
de ces deux systèmes multiporteuses basés sur différents filtres de mise en forme ne sont pas
meilleures que l’OFDM conventionnel à filtre rectangulaire.

En se basant sur des résultats de simulation, A. Kliks [152] a constaté que, quand on évalue
par simulation la CCDF du PAPR des systèmes OFDM et NOFDM pour différents filtres, les
plus petites valeurs sont obtenues pour le filtre rectangulaire. Concernant l’analyse menée
dans nos travaux, nous considérons le système GWMC, qui représente une généralisation des
systèmes multiporteuses classiques, basé sur un large choix des structures de modulation.
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6.3.1 Aperçu des principaux résultats

SoitH0 ≈ 0.63 la solution unique de l’équation 1− 2H0 + 2H0e
−1
H0 = 0 (voir la section 6.3.3).

Pour un système GWMC donné {gm}, on définit la valeur critique de γ pour ce système comme
suivant

γcrit({gm}) := sup
t∈[0,T ]

T
∑M−1

m=0

∑

n∈Z |gm,n(t)|2

H0
∑M−1

m=0 ‖gm‖2
. (6.2)

Le principal résultat issu de la résolution du PO est exposé dans la proposition suivante,
dont la preuve sera présentée dans la section 6.3.3.

Propriété 6.3.1. (Condition suffisante d’optimalité)
On suppose que γ ≥ 1/H0 et on considère tout système GWMC {g∗m} satisfaisant la condi-
tion (5.7) et

M−1∑

m=0

∑

n∈Z
|g∗m,n(t)|2 est constant dans le temps. (6.3)

Pour ce système, γcrit({g∗m}) = 1/H0 prend la plus petite valeur possible. La CCDF du PAPR
pour le système {g∗m} est inférieure (correspondant à une meilleure performance en PAPR) à
celle de tout autre système {gm} satisfaisant la condition (5.7) tel que γ ≥ γcrit({gm}).

En d’autres termes, le système GWMC {g∗m} réalise globalement une performance optimale
en PAPR, parmi tous les systèmes GWMC satisfaisant (5.7) et γ ≥ γcrit({gm}).

La condition dans (6.3) signifie que la moyenne statistique de la puissance instantanée du
signal transmis E(|x(t)|2) est constante dans le temps.

Corollaire 6.3.1. (Optimalité de l’OFDM conventionnel)
Soit {gm} un système GWMC qui satisfait (5.7). Pour tout γ ≥ γcrit({gm}), la performance en
PAPR réalisée par ce système, n’est pas meilleure que celle de l’OFDM, le système de Walsh
Hadamard et tout autre système GWMC satisfaisant (6.3).

Ces résultats seront illustrés dans les sections 6.4 et 6.4. Ainsi, la contraposition logique
du Corollaire 6.3.1 donne le théorème suivant.

Théorème 6.3.1. (Condition nécessaire pour améliorer les performances en PAPR)
Soit {gm} un système GWMC et γ ≥ γcrit({gm}). Si ce système GWMC atteint une performance
en PAPR meilleure que l’OFDM, alors le système {gm} viole la condition (5.7).

Comme expliqué dans la section 5.2, le fait qu’un système GWMC viole la condition (5.7)
signifie que le support temporel d’au moins une fonction de modulation doit être strictement plus
petit que la période symbole. Ainsi, nous sommes menés à un compromis entre la localisation
fréquentielle des formes d’ondes et la performance en PAPR.

Ce phénomène va être illustré dans la section 6.4.

6.3.2 Discussion sur γcrit

Pour l’ensemble de l’analyse, la condition γ ≥ γcrit({gm}) doit être satisfaite par les sys-
tèmes GWMC étudiés. En d’autres termes, cela signifie que nos résultats sont valides pour les
valeurs de γ plus grandes que la valeur seuil γcrit({gm}) correspondant au système GWMC.

Pour tout système GWMC remplissant la condition (5.7) comme l’OFDM ou le système de
Walsh-Hadamard, on obtient γcrit ≈ 2dB. Par ailleurs, concernant le système WCP-OFDM qui
va être traité dans la section 6.4, on trouve γcrit ≈ 1.2

H0
= 2.7dB.

Notre analyse ne couvre pas les valeurs de γ plus petites que γcrit. En pratique, le PAPR
des modulations multiporteuses est plus grand que γcrit. Ainsi, cet intervalle ne représente pas
un intervalle d’intérêt.
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Table 6.1 – Étude de la positivité de la fonction s.

H

s′′(H)

s′(H)

s(H)

0 +∞

+

−2

0

1

−1

H0

0

6.3.3 Preuve des principaux résultats

Nous allons prouvé dans cette section la propriété 6.3.1. Le corollaire 6.3.1 et le théo-
rème 6.3.1 en découlent directement comme expliqué précédemment.

Calcul de H0 On étudie les variations de l’équation s(H) = 1− 2H+ 2He−1
H , on a

s′(H) = −2 + 2e
−1
H +

2

He
−1
H

s′′(H) =
2

H2
e

−1
H + 2(− 1

H2
e

−1
H +

1

H
1

H2
e

−1
H )

=
2

H3
e

−1
H ≥ 0.

Comme nous pouvons constater sur la Table 6.1, la fonction s est positive lorsque 0 < H ≤ H0.
Une approximation numérique donne H0 ≈ 0.63.

Remplacer le PO par un problème plus simple Afin de caractériser les optimaux du
PO, nous montrons d’abord qu’il peut être réecrit dans une forme plus simple. On commence
d’abord par remarquer que les fonctions {gm}m∈[[0,M−1]] jouent le même rôle, et que seule la
somme

∑

n∈Z
∑M−1

m=0 |gm,n(t)|2 est impliquée dans la quantité maximisée. La maximisation peut
ainsi être effectuée sur une fonction positive G(t), telle que

G(t) =
M−1∑

m=0

∑

n∈Z
|gm,n(t)|2. (6.4)
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Notons que la condition (5.7) implique que a := inft G(t) > 0. Similairement, G ∈ L∞([0, T ]),
avec L∞ est l’espace des fonctions essentiellement bornées. En plus,

∫ T

0
G(τ)dτ =

∫ T

0

M−1∑

m=0

∑

n∈Z
|gm,n(t)|2 dt

=
M−1∑

m=0

∑

n∈Z

∫ nT+T

nT
|gm(t)|2 dt

=
M−1∑

m=0

∫ +∞

−∞
|gm(t)|2 dt

=
M−1∑

m=0

‖gm‖2.

Le PO peut alors être exprimé par

maximiser
G∈L∞([0,T ])

β(G) =
∫ T

0
ln(1− e

−γ
∫T
0 G(τ)dτ

TG(t) ) dt, (6.5)

sous la contrainte ∃ a tel que

G(t) ≥ a > 0.

Finalement, la condition γ ≥ γcrit({gm}) est équivalente à

sup
t∈[0,T ]

G(t) ≤ γH0

∫ T

0
G(τ)dτ.

Remarque 6.3.1. En définissant H(t) := G(Tt), on obtient

β(G) = T

∫ 1

0
ln(1− e

−γ
∫ 1
0 H(τ)dτ

H(t) ) dt

=: T β̃(H), (6.6)

et H ≥ a > 0. (6.7)

Maximiser β sur la fonction G ∈ L∞([0, T ]) est alors équivalent à maximiser β̃ sur la fonction
H ∈ L∞([0, 1]).

En outre, l’expression de β̃(H) ne change pas quand on multiplie la fonction H(t) par un
scalaire : pour tout λ ∈ R∗+, on a

β̃(λH) = β̃(H).

Il s’ensuit que si le problème dans (6.5) a une solution optimale, alors il existe un ensemble infini
de solutions optimales obtenues en multipliant la première solution par un scalaire.

Suite à la remarque 6.3.1, on peut chercher le maximisant de β̃ sous, en plus, la contrainte
de normalisation suivante

γ

∫ 1

0
H(τ)dτ = 1. (6.8)

Si G est un optimum du problème (6.5), alors H(t) := TG(tT )
γ
∫ T
0 G(τ)dτ est un optimum du problème

d’optimisation suivant

maximiser
H∈L∞([0,1])

β̃(H) :=
∫ 1

0
ln(1− e

−1
H(t) ) dt. (6.9)

sous les contraintes H satisfait (6.8) et ∃ a tel que

H(t) ≥ a > 0.
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Vice-versa, si H est un optimum du problème ci-dessus, alors G(t) = H(t/T ) est un optimum
du problème (6.5). Par conséquent, le reste de l’étude se focalise sur la caractérisation des
optimaux du problème (6.9).

Remarquons que la condition γ ≥ γcrit({gm}) se lit maintenant

sup
t∈[0,T ]

H(t) ≤ H0.

Analyse théorique On définit les sous ensembles convexes de L∞ suivants :

• F :=
{

H : [0, 1]→ R∗+ tel que
∫ 1
0 H(τ)dτ = 1

γ

}

,

• Fa := F ∩ {H : [0, 1]→ R∗+ tel que H ≥ a},

• F+ := ∪
a>0
Fa.

On considère ici le problème d’optimisation exprimé dans (6.9). Afin de caractériser ses opti-
maux, nous rappelons d’abord la définition de ses points stationnaires.

Définition 6.3.1. On dit qu’une fonction H∗ ∈ Fa est un point stationnaire de β̃ définie
dans (6.9) si et seulement si : pour tout ϕ ∈ L∞([0, 1]) tel que

∫ 1

0
ϕ(t) dt = 0, (6.10)

on a

dβ̃(H∗ + ǫϕ)

dǫ

∣
∣
∣
∣
∣
ǫ=0

= 0. (6.11)

Notons que pour tout ϕ satisfaisant (6.10), la fonction H = H∗ + ǫϕ satisfait (6.8). Pour un ǫ
assez petit, H = H∗ + ǫϕ satisfait également (6.7).

La solution du PO est organisée comme suivant

Lemme 6.3.1.
Soit H0 la solution unique de l’équation 1− 2H0 + 2H0e

−1
H0 = 0. Pour tout ϕ ∈ L∞([0, 1]) satis-

faisant (6.10),on a : pour tout H ∈ F+,

si sup
t
H(t) ≤ H0, alors d2β̃(H∗+ǫϕ)

dǫ2

∣
∣
∣
ǫ=0
≤ 0.

Lemme 6.3.2.
La fonction constante H∗ = 1

γ est l’unique point stationnaire du problème d’optimisation (6.9)
sur l’ensemble F+.

Corollaire 6.3.2. Si γ ≥ 1
H0

, alors la fonction constante H∗ = 1
γ est un maximum local du

problème (6.9). De plus, elle représente un maximum global de (6.9) parmi tous les fonctions H
telles que suptH(t) ≤ H0.

Ci-après, les preuves sont développées.
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Preuve du lemme 6.3.1 Soit H0 la solution unique de l’équation 1− 2H0 + 2H0e
−1
H0 = 0,

et H ∈ F+.
Puisque H ∈ F+ et ϕ est bornée, il existe un ǫ0 > 0 tel que pour tout ǫ vérifiant |ǫ| ≤ ǫ0,

la condition dans (6.7) est remplie. Nous allons maintenant expliciter les dérivées impliquées
dans (6.11). On a

β̃(H+ ǫϕ) =

∫ 1

0
ln(1− e

−1
H(t)+ǫϕ(t) ) dt

dβ̃(H+ ǫϕ)

dǫ
=

∫ 1

0

−ϕ(t)
(H(t)+ǫϕ(t))2

e
−1

(H(t)+ǫϕ(t))

1− e
−1

(H(t)+ǫϕ(t))

dt (6.12)

d2β̃(H+ ǫϕ)

dǫ2
=

∫ 1

0

d

dǫ
(

−ϕ(t)
(H(t)+ǫϕ(t))2

e
−1

(H(t)+ǫϕ(t))

1− e
−1

(H(t)+ǫϕ(t))

)dt

=

∫ 1

0

( 2ϕ(t)2

(H(t)−ǫϕ(t))3 + ϕ(t)2

(H(t)+ǫϕ(t))4
)e

−1
H(t)+ǫϕ(t) (1− e

−1
H(t)+ǫϕ(t) )

(1− e
−1

H(t)+ǫϕ(t) )2
dt

+

∫ 1

0

( ϕ(t)
(H(t)+ǫϕ(t))2

e
−1

H(t)+ǫϕ(t) )( −ϕ(t)
(H(t)+ǫϕ(t))2

e
−1

H(t)+ǫϕ(t) )

(1− e
−1

H(t)+ǫϕ(t) )2
dt

d2β̃(H(t) + ǫϕ(t))

dǫ2

∣
∣
∣
∣
∣
ǫ=0

= −
∫ 1

0

(−2ϕ(t)2

H(t)3
+ ϕ(t)2

H4 )e
−1
H(t) (1− e

−1
H(t) )

(1− e
−1
H(t) )2

dt

−
∫ 1

0

ϕ(t)2

H(t)4
e

−2
H(t)

(1− e
−1
H(t) )2

dt.

d2β̃(H+ ǫϕ)

dǫ2

∣
∣
∣
∣
∣
ǫ=0

= −
∫ 1

0

ϕ2

H4 e
−1
H

(1− e
−1
H )2

︸ ︷︷ ︸

≥0

(1− 2H+ 2He−1
H )

︸ ︷︷ ︸

s(H)

dt.

Nous avons montré précédemment que s(H) ≥ 0 pour tout H ≤ H0. On conclue que, si
suptH(t) ≤ H0 alors

d2β̃(H∗ + ǫϕ)

dǫ2
≤ 0.

Preuve du lemme 6.3.2 Soit H∗ ∈ F+. Soit ϕ ∈ L∞([0, 1]) tel que la condition (6.10) est
remplie. De l’équation (6.12), il vient

dβ̃(H+ ǫϕ)

dǫ

∣
∣
∣
∣
∣
ǫ=0

=

∫ 1

0

−ϕ(t)
H2(t)

e
−1
H(t)

1− e
−1
H(t)

dt.

En définissant

ζ(t) =
e

−1
H∗(t)

[1− e
−1

H∗(t) ]H∗2(t)
, (6.13)
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il en découle que (6.11) est équivalente à

∫ 1

0
ϕ(t)ζ(t)dt = 0. (6.14)

A ce stade, on peut vérifier que si H∗ = 1
γ alors ζ(t) = c0 ne dépend pas du t, ainsi nous avons

établit que pour tout ϕ(t) satisfaisant (6.10), on doit avoir :
∫ 1
0 ζ(t)ϕ(t)dt = c0

∫ 1
0 ϕ(t)dt = 0, i.e.

l’équation (6.11) est vérifiée. Ceci montre que, comme affirmé,H∗ = 1
γ est un point stationnaire

de (6.9) sous les contraintes (6.7) et (6.8). Nous allons prouver maintenant la réciproque.
Supposons que H∗ ∈ F+ est un point stationnaire de (6.9) sous les contraintes (6.7) et

(6.8). Ce que nous venons juste d’établir est que la condition (6.14) doit être vérifiée pour tout
ϕ satisfaisant (6.10). La fonction ζ est alors orthogonale sur toutes les fonctions ϕ ∈ L∞ de
moyenne nulle. Il en découle que ζ est une constante c0, i.e.

e
−1

H∗(t)

[1− e
−1

H∗(t) ]H∗2(t)
= c0. (6.15)

D’où, ∃ c0 ∈ R telle que ∀t ∈ [0, 1], H∗(t) appartient à l’ensemble des solutions de l’équation
J(H) = c0 avec

J(H) =
e

−1
H

[1− e
−1
H ]H2

.

Pour conclure que la fonction H∗ est elle même constante, nous analysons maintenant les
variations de la fonction J(H).

H

J
(H

)

cmax

H
−
(c0)

c0

H+(c0)

Figure 6.1 – Courbe de la fonction J(H).

La représentation de J(H) dans la Figure 6.1, montre que pour une certaine valeur c0,
l’équation J(H) = c0 et la courbe de la fonction J se croisent dans un unique point qui coïncide
avec la valeur maximale de J qu’on note cmax, et se croisent dans deux points distincts lorsque
c0 est inférieure à cmax. Dès que c0 devient supérieure à cmax, la ligne ne coupe plus la courbe
de J .

Ainsi, l’ensemble SJ des solutions de (6.15) est

SJ =

{

H+(c0),H−(c0) if 0 < c0 ≤ cmax,

∅ if c0 > cmax.
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Table 6.2 – Solutions de l’équation (6.15) pour différentes valeurs de c0.

c0 H−(c0) H+(c0)

0.64 0.720 00.72

0.62 0.510 00.83

0.60 0.450 00.90

0.50 0.360 01.34

0.40 0.300 01.90

0.30 0.250 02.76

0.20 0.210 04.46

0.10 0.170 09.48

0.05 0.145 19.50

0.02 0.091 49.49

0.01 0.085 99.49

Notons que lorsque c0 = cmax, on obtient H+(c0) = H−(c0). La fonction H+(c0) est associée
à la plus grande solution, et la fonction H−(c0) correspond à la plus petite solution (H−(c0) ≤
H+(c0)).

Les propriétés suivantes synthétisent ce que nous venons de prouver

Propriété 6.3.2. Soit H∗ ∈ F+ un point stationnaire de β̃, sous les contraintes (6.7) et (6.8).
Il existe une constante c0 ∈ [0, cmax], un ensemble A+ et un ensemble A− = [0, 1] \ A+ tels que

H|A+
= H+(c0), et H|A−

= H−(c0).

H|A+
(H|A−

respectivement) est la restriction de la fonction H sur l’ensemble A+ ⊂ [0, 1]
(A− ⊂ [0, 1] respectivement).

Corollaire 6.3.3. La mesure de Lebesgue d’un intervalle A+ peut être exprimée par

L̃A+(c0) =

1
γ −H−(c0)

H+(c0)−H−(c0)
∈ [0, 1].

En effet, de (6.8) et de la propriété 6.3.1, il vient

L̃A+(c0)H+(c0) + (1− L̃A+)H−(c0) =
1

γ

L̃A+(c0)(H+(c0)−H−(c0)) =
1

γ
−H−(c0).

Propriété 6.3.3. Soit H∗ ∈ F+ un point stationnaire de β̃, sous les contraintes (6.7) et (6.8).
Alors, la valeur de c0 résout le problème d’optimisation suivant

maximiser
c0

β̃(c0) = L̃A+(c0) ln(1− e
− 1

H+(c0) )

+(1− L̃A+(c0)) ln(1− e
− 1

H−(c0) ),

sous la contrainte L̃A+(c0) ∈ [0, 1].
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Table 6.3 – Variations de H+, H− et 1
H+−H−

comme une fonction de c0.

c0

H+

H−

1
H+−H−

0 cmax

+∞+∞ HmaxHmax

00
HmaxHmax

00
+∞+∞

Résultats numériques La Table 6.2 présente l’ensemble des solutions SJ de (6.15) pour
chaque valeur de c0. À partir de cette table nous pouvons observer queH−(c0) est une fonction
décroissante en fonction de c0, et H+(c0) est une fonction décroissante en fonction de c0, ces
conclusions peuvent être résumées dans la Table 6.3.

Nous devons étudier maintenant les variations de β̃(c0), qui dépendent de la monotonie
de L̃A+ . On a 1

γ ≥ H− puisque L̃A+ est positive. On ne peut pas alors décider directe-

ment de la monotonie de L̃A+ , puisqu’elle est le produit d’une fonction décroissante positive
c0 7→ 1

γ −H−(c0) et une fonction croissante positive c0 7→ 1
H+(c0)−H−(c0)

. Nous avons alors si-

mulé les variations de L̃A+ et β̃(c0) comme illustré dans la Figure 6.2 et la Figure 6.3 respecti-
vement.

L̃
A

+
(c

0
)

c0

Figure 6.2 – Courbe de la fonction L̃A+(c0).

c0

β̃
(c

0
)

Figure 6.3 – Courbe de la fonction β̃(c0).

Afin de maximiser β̃, nous devons minimiser L̃A+ sous la contrainte 0 ≤ L̃A+ ≤ 1. Pour
L̃A+ = 0, on a H− = 1

γ et β̃∗ = ln(1− e−γ). Ainsi, H∗ prend une unique valeur H− et H∗ = 1
γ .

Pour conclure, pour un point stationnaire H∗ ∈ F+ de β̃ sous la contrainte (6.8), on a H∗ = 1
γ .

Ceci achève la preuve du lemme 6.3.2.

Preuve du corollaire 6.3.2 L’ensemble F+ ∩ {H : suptH(t) ≤ H0} est convexe. On
déduit du lemme 6.3.1 que β̃ est une fonction concave sur cet ensemble convexe. Donc, son
maximum local est un maximum global sur cet ensemble [153]. Du lemme 6.3.2 il vient que
H∗ = 1

γ est l’unique point stationnaire de β̃ sur F+, il représente ainsi un maximum global de β̃
sur F+ ∩ {H : suptH(t) ≤ H0}.

Preuve de la propriété 6.3.1 La propriété 6.3.1 découle du corollaire 6.3.2 en se basant
sur deux simples observations que nous avons déjà soulignées, et que nous rappelons ci-
dessous :

• La propriété (6.3) est équivalente à la condition H(t) = H∗(t) = P
γT .



98 Problème de réduction du PAPR

• La propriété γ ≥ γcrit({gm}) est équivalente à la condition suptH(t) ≤ H0.

6.4 Applications

Afin d’illustrer les résultats théoriques de la section 6.3.1, on considère trois différents sys-
tèmes de modulation multiporteuses, basés sur différentes familles de formes d’ondes, et nous
analysons la CCDF de leur PAPR. Une comparaison de la performance en PAPR entre chaque
système multiporteuses et l’OFDM classique est présentée.

Walsh-Hadamard-MC (WH-MC) La Figure 1.15 illustre les fonctions de Walsh pour
Q = 3. Comme on peut constater, toutes les fonctions ont le même module et ce module est
constant dans le temps. Du corollaire 6.3.1, le système WH-MC atteint la même performance
en PAPR que l’OFDM conventionnel.

Afin de vérifier cette déduction par simulation, nous générons 10000 réalisations du symbole
WH-MC en utilisant la constellation QPSK, et un nombre de porteuse égal à M = 64 carriers.
Les CCDF du PAPR du WH-MC et l’OFDM sont comparées dans la Figure 6.4.
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Figure 6.4 – CCDF du PAPR pour l’OFDM classique et le système WH-MC.

Nous pouvons observer que l’OFDM et le WH-MC ont la même performance en PAPR.
Cette observation est en effet cohérente avec les prédictions théoriques annoncées dans le
corollaire 6.3.1 .

WCP-OFDM Le système Weighted cyclic prefix-OFDM (WCP-OFDM) [154] est un sys-
tème de modulation multiporteuses qui propose une version pondérée du système OFDM à
préfixe cyclique, en utilisant des filtres de mise en forme non nécessairement rectangulaires.

Le filtre prototype OBE (out-of-band energy) défini dans [155] est un exemple des filtres
utilisés dans la structure WCP-OFDM. Dans ce cas, la famille de modulation est exprimée par
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gm[k] = g[k]ej2π
m
M
k telle que g[k] est défini par 1

g[k]ej2π
m
M
k =







1√
M ′

cos(a+ b2k+1
2∆ )ej2π

m
M

[k]

si 0 ≤ k ≤ ∆− 1,
1√
M ′

ej2π
m
M

[k]

si ∆ ≤ k ≤M ′ − 1,
1√
M ′
cos(a+ b2(M−k)+1

2∆ )ej2π
m
M

[k]

si M ′ ≤ k ≤M − 1,

0, sinon.

avec g[k] est le filtre OBE.
Nous pouvons facilement vérifier que g[k] satisfait la condition (5.7). Par ailleurs, on constate

que ∀m ∈ [[0,M − 1]] le module |gm[k]|2 = |g[k]ej2π
m
M
k|2 = |g[k]|2dépend du temps. Du corol-

laire 6.3.1, la performance en PAPR du système WCP-OFDM ne peut pas être meilleure que
l’OFDM conventionnel.

Afin de confirmer cette conclusion, nous simulons la CCDF du PAPR en considérant le filtre
OBE précédemment défini.
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Figure 6.5 – CCDF du PAPR pour l’OFDM classique et le WCP-OFDM.

La Figure 6.5 représente une comparaison entre l’OFDM classique et le WCP-OFDM. La
CCDF du WCP-OFDM est décalée vers la droite en comparaison avec l’OFDM. Ainsi, l’OFDM
a une meilleure performance en PAPR que le WCP-OFDM, ce qui est bien cohérent avec notre
résultat théorique.

UFMC La Figure 6.6 compare les performances en PAPR de l’UFMC utilisant un filtre de
Chebychev et l’OFDM classique pourM = 64 porteuses et un facteur de suréchantillonnage de
4. L’UFMC étudié ici ne satisfait pas la condition d’optimalité (6.3), ses performances en PAPR
sont alors plus mauvaises que l’OFDM. La Figure 6.6 confirme ce résultat.

Wavelet-OFDM Le choix de l’ondelette utilisée dans le Wavelet-OFDM est très large (e.g.
ondelettes de Daubechies, les Coiflettes, les Symlettes) et dépend de l’application. Nous al-
lons traiter dans cette section l’exemple de l’ondelette de Haar qui appartient à la famille des
Daubechies.

1. M = 80, M ′ = 4/5M , ∆ =M ′ −M , M0 = M
∆

, b = 1

α+βM0

, a = π
4
− 1

2
b, α = −0.1714430594740783,

β = −0.5852184808129936.
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Figure 6.6 – CCDF du PAPR pour l’OFDM classique et l’UFMC.

L’ondelette mère de Haar ψhaar(t) est exprimée par :

ψhaar(t) =







1√
T

si 0 ≤ t ≤ T
2 ,

− 1√
T
, si T2 ≤ t ≤ T,

0, sinon.

La fonction d’échelle φhaar(t) vaut :

φhaar(t) =

{
1√
T

si 0 ≤ t ≤ T,
0, sinon.

Figure 6.7 – Base d’ondelettes de Haar.

La Figure 6.7 décrit les ondelettes de Haar ψhaar
j,k et la fonction d’échelle associée à la

première échelle φhaar, pour J0 = 0 etM = 8. Comme observé sur la figure, le support temporel
des versions contractées de l’ondelette mère ψhaar est plus court que la période symbole T ,
cette famille de fonctions ne satisfait pas alors la contrainte (5.7). Suivant la propriété 6.3.1,
nous pouvons réaliser des performances en PAPR meilleures que celle de l’OFDM. Afin de
vérifier cette conclusion par simulation, on considère la transformée en ondelettes de Haar et
on extrait les coefficients d’approximation et de détails au niveau maximal 6 (J0 = 0) pour un
nombre de porteuses M = 64.
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Figure 6.8 – CCDF du PAPR pour l’OFDM classique et le Haar Wavelet-OFDM.

Selon la Figure 6.8, la courbe associée à Haar Wavelet-OFDM est décalée vers la gauche
par rapport à celle de l’OFDM. Haar Wavelet-OFDM a de meilleure performance en PAPR que
l’OFDM.

Il est important de mentionner que le PAPR est réduit pour cet exemple en changeant
uniquement la forme d’onde de modulation. Cela confirme que, sans utiliser les techniques
classiques de réduction de PAPR, le PAPR peut être réduit en choisissant une forme d’onde
appropriée.

D’autres exemples de systèmes de modulation multiporteuses dans la littérature peuvent
également être discutés

• Le PAPR du NOFDM est évalué expérimentalement en utilisant la fenêtre de Hamming
et Kaiser dans [156] où il a été montré que la performance en PAPR du NOFDM n’est
pas meilleure que celle de l’OFDM. Le corollaire 6.3.1 fournit une explication théorique
de ces résultats de simulation.

• D’après le théorème de la condition nécessaire, nous comprenons maintenant pourquoi
les systèmes FBMC basés sur le filtre IOTA ou SRRC par exemple, ainsi que les sys-
tèmes UFMC n’ont pas de meilleure performance en PAPR que l’OFDM, puisqu’ils ne
remplissent pas la condition nécessaire établit dans le théorème 6.3.1.

6.5 Classification des formes d’ondes vis-à-vis du PAPR

L’analyse entreprise dans ce chapitre nous conduit à une classification des formes d’ondes
en termes de performances en PAPR des systèmes multiporteuses associés. La Figure 6.9 ex-
pose un résumé des conclusions de cette étude. Le rectangle présente l’ensemble des formes
d’ondes GWMC appartenant à L∞

I . Le problème d’optimisation analysé dans ces travaux
concerne les formes d’ondes appartenant à l’ensemble A, i.e. satisfaisant la condition (5.7).
Les systèmes appartenant à A∩B (y compris OFDM, WH-MC) ont la meilleure performance en
PAPR possible parmi tous les systèmes dans A. Tout système à performance en PAPR meilleure
que l’OFDM doit être dans C. Il existe effectivement des systèmes (Daubechies 20, Symlet 3,
Coiflet 2) dans C à performance en PAPR meilleure que l’OFDM. Certains appartiennent même
à l’ensemble B (ondelettes de Haar), mais pas à l’ensemble A.



102 Problème de réduction du PAPR

Figure 6.9 – Taxonomie des formes d’ondes multiporteuses vis-à-vis des performances
en PAPR.

Conclusion

L’analyse du problème de PAPR dans ce chapitre concerne les systèmes multiporteuses
à forme d’onde généralisée GWMC. Nous avons montré analytiquement que : tout système
multiporteuses dont les formes d’ondes (transformée de modulation et filtre de mise en forme)
ne s’annulent pas durant la période symbole, est optimal en termes de performance en PAPR
si et seulement si la moyenne statistique de la puissance instantanée du signal transmis est
constante dans le temps. Nous avons conclu alors qu’il existe une infinité de systèmes GWMC
optimaux en termes de performance en PAPR. L’OFDM classique basé sur la transformée de
Fourier et le filtre rectangulaire appartient à cette famille. Par ailleurs, nous avons déduit que la
performance en PAPR d’un système GWMC ne peut être meilleure que celle de l’OFDM que
si et seulement si le support temporel d’au moins une fonction de modulation est inférieur à la
période symbole.

Nous avons traité plusieurs exemples pour appuyer nos résultats théoriques :

• La modulation de Walsh-Hadamard satisfait la condition nécessaire et suffisante d’op-
timalité, on a montré théoriquement et expérimentalement qu’elle a les mêmes perfor-
mances en PAPR que l’OFDM.

• Les modulations WCP-OFDM et UFMC ne satisfont pas la condition nécessaire d’opti-
malité. On retrouve par simulation qu’elles sont caractérisées par des performances en
PAPR moins bonnes que celles de l’OFDM.

• Les modulations NOFDM et FBMC ont été étudiées dans la littérature, et leur perfor-
mances en PAPR ont été montrées par simulations pas meilleures que celles de l’OFDM.
L’étude analytique exposée dans ce chapitre donne une explication théorique de ces per-
formances.

• Le Wavelet-OFDM satisfait la condition nécessaire pour avoir un meilleur PAPR que
l’OFDM.

Dès lors, il semble intéressant d’étudier le Wavelet-OFDM, qui a la propriété de générer un
signal à PAPR réduit. Le chapitre suivant analyse les performances du système Wavelet-OFDM
et les compare avec celles de l’OFDM.
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Nous nous intéressons dans ce chapitre au système Wavelet-OFDM, une modulation mul-
tiporteuses basée sur une transformée en ondelettes, et qui satisfait la condition nécessaire
pour avoir de meilleures performances en PAPR que l’OFDM.

Suite à la comparaison des performances en PAPR et en densité spectrale de puissance
(DSP) de plusieurs ondelettes et variantes, nous montrons que l’ondelette de Meyer atteint un
bon compromis. Quoique l’ondelette de Haar présente les meilleurs performances en PAPR,
l’étude détaillée de sa densité spectrale de puissance montre que son utilité est limitée. C’est
ainsi que nous proposons une modulation en ondelettes basée sur l’ondelette discrète de
Meyer, et nous évaluons ses performances en PAPR, en taux d’erreur binaire (TEB) dans dif-
férents modèles de canaux de communications et en termes de complexité d’implémentation.
Ces performances seront comparées à l’OFDM.
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Les différents résultats obtenus dans ce chapitre ont été publiés dans deux articles de
conférences [157, 158] et leur extension en un article de revue [159].

7.1 Variantes du Wavelet-OFDM

Dans la section 2.2.2, nous avons introduit le système Wavelet-OFDM et nous avons donné
l’expression du signal modulé en ondelettes (2.7). Nous remarquons que différentes variantes
du Wavelet-OFDM peuvent être construites, selon le premier niveau de décomposition J0 sé-
lectionné, qui détermine le nombre de niveaux fréquentiels résultants. La Figure 7.1 fournit
les différentes variantes du Wavelet-OFDM pour un nombre de porteuses M = 8 et donc un
nombre total de niveaux J = log2(M) = 3. Par convention, J0 = J correspond à une base de
2J fonctions d’échelle φj,k, aucune ondelette n’est considérée dans ce cas. Ce système cor-
respond alors à une modulation monoporteuse.

La position des fonctions dans la Figure 7.1 représente le pavage du plan temps-fréquence
et donne alors une idée sur la localisation temps-fréquence des porteuses. Nous pouvons
observer que ces propriétés changent d’une variante à l’autre et la sélection de la variante
va dépendre de l’application pour laquelle la base d’ondelettes est envisagée. En général, les
ondelettes du même niveau occupent la même bande de fréquence et sont translatées dans le
temps. Elles ont les mêmes résolutions temps-fréquence. En passant d’un niveau au suivant,
la largeur de la bande passante des porteuses est multipliée par un facteur de deux, et leur
durée temporelle est divisée par deux.

Figure 7.1 – Variantes du Wavelet-OFDM.

7.2 Performances en PAPR

Une comparaison en termes de CCDF du PAPR est présentée dans la Figure 7.2 pour un
nombre de porteuses M = 64, J0 = 0 et une constellation 4-QAM. Différentes ondelettes sont
considérées : l’ondelette de Haar, les ondelettes de Daubechies 3 et 20, ainsi que l’ondelette
discrète de Meyer (Dmey). Les courbes de CCDF des différentes ondelettes sont décalées vers
la gauche par rapport à celle de l’OFDM, et donc les différentes ondelettes sont meilleures que
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l’OFDM en termes de PAPR. En particulier, l’ondelette de Haar donne les meilleures perfor-
mances. Le Wavelet-OFDM est caractérisé par un PAPR plus faible devant l’OFDM. Intuitive-
ment, cela peut être expliqué par le fait que dans le Wavelet-OFDM, seulement L = J − J0
porteuses s’ajoutent à chaque instant dans le temps, ce qui ne favorise pas la construction des
larges pics de puissance. Le paramètre L indique aussi le nombre d’échelles considérées ou
le nombre de niveaux de décomposition (voir section 7.6).
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Figure 7.2 – Performances en PAPR du Wavelet-OFDM.

7.3 Limitations de la DSP

Comme constaté dans la section 7.2, Haar offre la meilleure performance en PAPR, ce
qui a aussi été affirmé dans [160, 161]. Les performances de l’ondelette de Haar ont été lar-
gement étudiées dans la littérature. Dans [69], les auteurs affirment que l’ondelette de Haar
réduit mieux les interférences inter-symboles et inter-porteuses en comparant avec l’OFDM,
dans le contexte des communications courants porteurs en ligne (PLC ou power line communi-
cations). Selon [162] et [161], l’ondelette de Haar atteint des performances en TEB meilleures
que l’OFDM et les autres ondelettes. Il a été également montré que Haar est l’ondelette qui
requiert la plus faible complexité de calcul grâce au nombre de coefficients de ses filtres limité
à deux [163].

Cependant, l’efficacité spectrale du Wavelet-OFDM a été rarement traitée dans la littéra-
ture. La pensée la plus répandue est que le Wavelet-OFDM améliore l’efficacité spectrale par
rapport à l’OFDM, puisqu’il n’utilise pas de préfixe cyclique comme précisé dans plusieurs ré-
férences [161, 163, 164, 165, 166]. Pourtant, il existe d’autres facteurs qui peuvent avoir un
effet plus significatif sur l’efficacité spectrale, ce qui nous a motivé à mener une étude plus
rigoureuse de la densité spectrale de puissance (DSP) du Wavelet-OFDM qui met en évidence
le prix à payer pour les avantages que nous venons d’énumérer, notamment dans le cas de
l’ondelette de Haar. Ainsi, d’autres ondelettes alternatives peuvent être considérées pour rem-
placer l’ondelette de Haar.

7.3.1 Analyse de la DSP pour un signal GWMC

Nous étudions d’abord l’expression de la DSP pour tout signal GWMC, et ensuite nous
appliquons la formule dérivée pour exprimer la DSP du Wavelet-OFDM et évaluer le cas parti-
culier de l’ondelette de Haar. Nous considérons alors un signal GWMC que nous rappelons ici
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son expression :

x(t) =
∑

n∈Z

M−1∑

m=0

Cm,n gm(t− nT )
︸ ︷︷ ︸

gm,n(t)

. (7.1)

La transformée de Fourier du signal GWMC est définie par

X(ω) =
∑

n

M−1∑

m=0

Cm,nGm(ω)e
−iωnT . (7.2)

Gm(ω) est la transformée de Fourier de gm(t), et ω = 2πf .

Définition 7.3.1. Fonction d’auto-corrélation

Γx(t, τ) := E(x(t)x̄(t− τ)).
où x̄ est le conjugué de x, et E(.) l’espérance.

Un signal x est dit stationnaire à l’ordre 2 si sa fonction d’auto-corrélation ne dépend que
du retard τ , soit

Γx(t, τ) = Γx(τ). (7.3)

Pour un signal stationnaire, la DSP peut être calculée en appliquant la transformée de Fourier
de la fonction d’auto-corrélation. Vérifions la condition de stationnarité pour le signal GWMC
(7.1). On a

Γx(t, τ) =
∑

n,n
′

∑

m,m
′

E(Cm,nC̄m′
,n

′ )gm,n(t)ḡm′
,n

′ (t− τ)

Γx(t, τ) =
∑

n

M−1∑

m=0

gm(t− nT )ḡm(t− nT − τ).

Nous observons alors que la condition (7.3) n’est pas satisfaite. Cependant, remarquons que
la fonction d’auto-corrélation du signal GWMC satisfait la propriété suivante :

Γx(t+ T, τ) = Γx(t, τ). (7.4)

En plus, comme les symboles {Cm,n} sont centrés, nous avons :

E(x(t)) = 0. (7.5)

D’après (7.4) et (7.5), le signal GWMC satisfait la propriété de cyclostationnarité, et sa DSP
peut être calculée en appliquant la transformée de Fourier sur sa fonction d’auto-corrélation
moyenne, qu’on définit ci-après.

Définition 7.3.2. Fonction d’auto-corrélation moyenne

Γ̄x(τ) :=
1

T

∫ T

0
Γx(t, τ) dt.

Pour calculer la fonction d’auto-corrélation moyenne du signal GWMC, on note g̃m(t) = ḡm(−t),
et on a

Γ̄x(τ) =
1

T

M−1∑

m=0

∑

n

∫ T

0
gm(t− nT )ḡm(t− nT − τ)

=
1

T

M−1∑

m=0

∑

n

∫ −(n−1)T

−nT
gm(t)ḡm(t− τ)

=
1

T

M−1∑

m=0

∫ +∞

−∞
gm(t)ḡm(t− τ)

=
1

T

M−1∑

m=0

(gm ⋆ g̃m)(τ),
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où ⋆ représente le produit de convolution.

Définition 7.3.3. Densité spectrale de puissance
Soit x un signal cylostationnaire, la DSP de x est exprimée par :

γx(ω) = TF(Γ̄x(τ)),

où TF désigne la transformée de Fourier.

On calcule la DSP du signal GWMC :

γx(ω) = TF(
1

T

M−1∑

m=0

(gm ⋆ g̃m)(τ))

=
1

T

M−1∑

m=0

TF(gm(τ))TF(g̃m(τ))

=
1

T

M−1∑

m=0

Gm(ω)Ḡm(ω)

En conclusion, la DSP d’un signal GWMC est exprimée par la relation suivante :

γx(ω) = 1
T

∑M−1
m=0 |Gm(ω)|2. (7.6)

7.3.2 DSP du Wavelet-OFDM

Dans le cas d’un système Wavelet-OFDM, soient Ψ(ω) et Φ(ω) les transformées de Fourier
de ψ(t) et φ(t) respectivement. D’après (7.6) on obtient

γxwavelet
(ω) =

1

T

J−1∑

j=J0

2j−1∑

k=0

|Ψj,k(ω)|2 +
1

T

2J0−1∑

q=0

|ΦJ0,q(ω)|2.

Par ailleurs, on a TF(ψj,k) = 2
j
2 TF(ψ(2jt− kT ))

TF(ψ(2jt)) =
1

2j
Ψ(

ω

2j
)

TF(ψ(2jt− kT )) =
1

2j
e
−i ω

2j
kT

Ψ(
ω

2j
).

En procédant similairement pour la fonction d’échelle, on trouve

TF(φ(2J0t− kT )) =
1

2J0
e
−i ω

2J0
kT

Φ(
ω

2J0
),

d’où

γxwavelet
(ω) =

1

T

J−1∑

j=J0

2j−1∑

k=0

2−j |Ψ(
ω

2j
)|2 + 1

T

2J0−1∑

q=0

2−J0 |Φ( ω
2q

)|2

=
1

T

J−1∑

j=J0

|Ψj(ω)|2 +
1

T
|ΦJ0(ω)|2. (7.7)
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7.3.3 DSP de la modulation en ondelettes de Haar

Considérons maintenant l’ondelette de Haar, qui est l’ondelette la plus simple et qui admet
une expression exacte dans le domaine temporel et fréquentiel. L’ondelette mère de Haar et
l’ondelette d’échelle mère s’écrivent pour une période [0,T] :

ψ(t) =







1√
T

si 0 ≤ t ≤ T
2

− 1√
T

si T
2 ≤ t ≤ T

0 sinon

, (7.8)

φ(t) =

{
1√
T

si 0 ≤ t ≤ T
0 sinon

. (7.9)

Afin de calculer la DSP de Haar Wavelet-OFDM, on exprime d’abord |Ψ(ω)| et |Φ(ω)|.

Ψ(ω) =

∫ +∞

−∞
ψ(t)e−iωtdt

=
1√
T

∫ T
2

0
e−iωtdt− 1√

T

∫ T

T
2

e−iωtdt

=
1√
T

1− e−iωT
2

iω
+

1√
T

e−iωT − e−iωT
2

iω

=
√
Te−i

ωT
4
ei

ωT
4 − e−iωT

4

4iωT4
+
√
Te−i

ωT
2 e−i

ωT
4
e−i

ωT
4 − eiωT

4

4iωT4

=
√
T
e−i

ωT
4

2

sin ωT
4

ωT
4

−
√
T
e−i

3ωT
4

2

sin ωT
4

ωT
4

=
√
T
sin ωT

4
ωT
4

e−i
ωT
4 − e−i 3ωT

4

2

=
√
T
sin ωT

4
ωT
4

ie−i
ωT
2
ei

ωT
4 − e−iωT

4

2i

= i
√
Te−i

ωT
2
sin2 ωT4

ωT
4

,

d’où |Ψ(ω)| =
√
T |sin

2 ωT
4

ωT
4

|. (7.10)

On en déduit que Ψj,k(ω) = i2
j
2
1

2j

√
Te

−i ω

2j
kT
e
−i ωT

2j+1
sin2 ωT

2j4
ωT
2j4

, (7.11)

d’où |Ψj,k(ω)| = 2
−j
2

√
T |sin

2 ωT
2j+2

ωT
2j+2

|. (7.12)

De même Φ(ω) =
1√
T

∫ +∞

−∞
φ(t)e−iωtdt

=
√
Te−i

ωT
2
sin ωT

2
ωT
2

,

d’où |Φ(ω)| =
√
T |sin

ωT
2

ωT
2

|,
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donc ΦJ0,k = 2
J0
2

1

2J0

√
Te

−i ω

2J0
kT
e
−i ωT

2J0+1
sin ωT

2J0+1

ωT
2J0+1

, (7.13)

d’où |ΦJ0,k| = 2
−J0
2

√
T |

sin ωT
2J0+1

ωT
2J0+1

|. (7.14)

À partir de (7.7), (7.12), et (7.14), on obtient l’expression suivante de la DSP de Haar
Wavelet-OFDM

γxhaar
(ω) =

J−1∑

j=J0

2j |2−j
2
sin2 ωT

2j+2

ωT
2j+2

|2 + 2J0 |2
−J0
2

sin ωT
2J0+1

ωT
2J0+1

|2.

La DSP du signal Haar Wavelet-OFDM est ainsi exprimée par la formule suivante :

γxhaar
(ω) =

∑J−1
j=J0
| sin

2 πfT

2j+1
πfT

2j+1

|2 + |sinc(πfT
2J0

)|2. (7.15)

La fonction sinc(.) représente le sinus cardinal défini par sinc(x) := sin(x)
x .

7.3.4 Largeur du lobe principal

La largeur du lobe principal de la DSP représente une mesure de l’efficacité spectrale du
signal. Nous calculons dans cette partie la largeur du lobe principal ∆fhaar de la DSP du Haar
Wavelet-OFDM exprimée dans (7.15).

γxhaar
(f) = 0

⇔







∀j ∈ [J0, J − 1] | sin
2 πfT

2j+1
πfT

2j+1

|2 = 0

et |sinc(πfT/2J0)|2 = 0

⇔
{

∀j ∈ [J0, J − 1] fT
2j+1 = kj , kj ∈ Z∗

et fT
2J0

= kL, kL ∈ Z∗

⇔
{

∀j ∈ [J0 − 1, J − 1] fT = 2j+1kj , kj ∈ Z∗

⇔ fT = 2Jk, k ∈ Z∗.

La largeur du lobe principal est ∆fhaar = f1 − f−1, telle que f1 =
2J

T et f−1 =
−2J

T . On a
alors

∆fhaar =
2J+1

T

=
2M

T
.

Notons ici que la largeur du lobe principale est la même pour toutes les variantes, puisqu’elle
ne dépend pas de la première échelle J0.

7.3.5 Validation par simulation de la DSP de Haar Wavelet-OFDM

La Figure 7.3 montre la DSP simulée et théorique du Haar Wavelet-OFDM en fonction
de la fréquence normalisée (7.15). La DSP expérimentale est simulée sur Matlab, et estimée
via la méthode de périodograme à fenêtre rectangulaire. Avant d’appliquer la modulation en
ondelettes basée sur la IDWT, un zero padding de facteur 4 est effectué sur le signal d’entrée
dans le domaine fréquentiel. Le nombre de porteuses considéré est de M = 16. La courbe
expérimentale est cohérente avec la courbe théorique.
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Figure 7.3 – DSP théorique et expérimentale de Haar Wavelet-OFDM.

7.3.6 Comparaison avec l’OFDM

En se basant sur les mêmes paramètres de simulation que précédemment, les DSP de
Haar Wavelet-OFDM et de l’OFDM sans préfixe cyclique sont comparées dans la Figure 7.4. La
largeur du lobe principal de la DSP de Haar Wavelet-OFDM est le double de celui de l’OFDM.
En plus, Haar possède de larges lobes secondaires. Plusieurs applications ne peuvent pas
tolérer ces mauvaises propriétés du spectre. Il est vrai que le signal basé sur l’ondelette de
Haar peut être filtré pour réduire les effets des lobes secondaires, mais cela va changer les
performances du système.
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Figure 7.4 – DSP du Haar Wavelet-OFDM.

7.3.7 Discussions

Comme expliqué dans la section 1.3.7, la localisation fréquentielle des ondelettes est dou-
blée d’une échelle à l’autre. La largeur du lobe principal de la DSP dépend alors de l’ondelette
correspondant à la plus petite échelle. La Figure 7.5 (à voir en couleur) montre la somme du
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carré de l’amplitude des ondelettes de chaque échelle en fréquence, et la somme sur toutes
les échelles donne la DSP exprimée dans (7.6). Comme nous pouvons le voir, les ondelettes
de la petite échelle ont le plus large lobe principal, ce qui définit la largeur du lobe principal
de la DSP. Parmi les ondelettes usuelles, l’ondelette de Shannon offre la meilleure localisation
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Figure 7.5 – Ondelettes en fréquence pour chaque échelle.

fréquentielle, mais elle n’est pas orthogonale et décroît lentement en temps. En plus, l’étude
de ce chapitre se focalise sur la DWT, tandis que l’ondelette de Shannon n’est pas compatible
avec l’algorithme rapide de DWT [9].

7.3.8 DSP de Dmey Wavelet-OFDM

L’ondelette de Meyer est une ondelette plus attractive que celle de Shannon dans la me-
sure où elle se caractérise par une décroissance plus rapide et satisfait les conditions d’ortho-
gonalité. Une approximation discrète de l’ondelette de Meyer appelée Dmey est possible, elle
représente l’ondelette de Meyer en se basant sur un filtre à réponse impulsionnelle finie (FIR)
[167] comme illustré dans la Figure 1.8. Par conséquent, la DWT peut être appliquée sur Dmey.

Comme présenté dans la Figure 7.6, Dmey Wavelet-OFDM a une meilleure efficacité spec-
trale que Haar Wavelet-OFDM, et elle est comparable à l’OFDM. Les paramètres de simulations
sont : M = 128, L = 1, suréchantillonnage d’un facteur de 4 et constellation 4-QAM.

7.3.9 Effet de l’amplificateur de puissance sur la DSP

Nous évaluons dans cette section l’effet d’un amplificateur de puissance sur les propriétés
de la DSP. Un amplificateur est un dispositif électronique utilisé pour augmenter la puissance
du signal d’entrée. Il est conçu pour offrir au signal la puissance de transmission nécessaire
pour atteindre le récepteur.

On introduit le signal OFDM et le signal de Dmey Wavelet-OFDM dans un amplificateur de
puissance sans mémoire suivant le modèle de Saleh [168]. Un facteur de suréchantillonnage
de 4 est appliqué dans le domaine fréquentiel au signal d’entrée. Le nombre de porteuses
considéré est M = 128 (J = 7) et la variante sélectionné est J0 = 6.

Comme observé dans la Figure 7.7, l’OFDM connaît une remontée de lobes secondaires
plus grande que Dmey, à cause de son grand PAPR. La remontée des lobes secondaires est
causée par la non-linéarité de l’amplificateur. Quand un signal à grande variation d’enveloppe
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Figure 7.6 – DSP de Dmey Wavelet-OFDM.

est introduit dans un amplificateur non-linéaire, sa bande spectrale s’élargit à cause des non-
linéarités qui génèrent des produits d’intermodulation entre les composantes fréquentielles in-
dividuelles du spectre. La remontée des lobes secondaires conduit à des interférences avec
les canaux adjacents.
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Figure 7.7 – Comparaison de la DSP de Dmey et de l’OFDM à la sortie d’un amplificateur
de puissance.

7.4 PAPR de Dmey pour différentes variantes et constel-

lations

Les performances en PAPR de plusieurs variantes de Dmey Wavelet-OFDM sont com-
parées aux performances de l’OFDM. Les simulations sont réalisées pour les constellations
4-QAM et 16-QAM, un nombre de porteuses M = 128 et pour 106 itérations. Le facteur de sur-
échantillonnage est fixé à 4.
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Figure 7.9 – Comparaison des performances en PAPR de Dmey pour une constellation
16-QAM.

La première conclusion à tirer de la Figure 7.8 est que la performance en PAPR de Dmey
dépend du nombre des niveaux de décomposition L. Quand L augmente, la CCDF est décalée
vers la droite, les performances en PAPR sont alors dégradées. Cela peut être interprété par
le fait que pour chaque niveau de décomposition j, les ondelettes occupent la même bande et
sont seulement translatées dans le temps : c’est le principe de la modulation monoporteuse.
Le nombre de porteuses qui s’additionnent “effectivement” en temps est en général égal au
nombre des niveau de décomposition. Comme la monoporteuse ne souffre pas d’un grand
PAPR, plus petit est L, plus petit est l’effet observé du PAPR. Par ailleurs, le PAPR des diffé-
rentes variantes de Dmey Wavelet-OFDM est meilleure que celui de l’OFDM. La variante L = 1
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Table 7.1 – Paramètres de simulation.

Paramètres Définition Valeurs

M Nombre de porteuses 128

S Nombre de symboles 100

SNR Rapport signal sur bruit en dB 0 : 5 : 25 and 0 : 5 : 35

niter Nombre d’itérations 100000

∆F Espacement inter-porteuses 15 KHz

L nombre de niveaux de décomposition considéré L = 1

Table 7.2 – Délais et gains de puissance du canal ETU du standard LTE.

Délais (ns) 0 50 120 200 230 500 1600 2300 5000
Gains moyens
de puissance

(dB)
-1.0 –1.0 -1.0 0.0 0.0 0.0 -3.0 -5.0 -7.0

atteint les meilleures performances en PAPR.

Dans la Figure 7.9, la variante L = 1 de Dmey est comparée à l’OFDM en termes de
performances en PAPR. Comme illustré dans cette figure, pour une CCDF de 10−3, pour une
constellation 4-QAM (16-QAM respectivement), le PAPR de Dmey est réduit de 4.5 dB (3 dB
respectivement) par rapport à l’OFDM. Dmey offre un PAPR plus petit que l’OFDM grâce à la
bonne localisation temporelle de ses formes d’ondes, puisque le Wavelet-OFDM a des onde-
lettes à support plus court, notamment pour les petites échelles (j est grand). Nous pouvons
également remarquer que, contrairement à l’OFDM, les performances en PAPR de Dmey dé-
pendent de la constellation utilisée. En effet, pour chaque instant le nombre de porteuses qui
s’ajoutent dans le temps est réduit à log2(M) tandis qu’il arrive jusqu’à M pour l’OFDM. Donc
l’influence de la constellation sur la valeur du PAPR n’est pas absorbée par le nombre effectif
des porteuses, contrairement à l’OFDM.

7.5 Performances en TEB

Les performances en TEB de Dmey Wavelet-OFDM et l’OFDM sont évaluées en utilisant
les paramètres exposés dans la Table 7.1. Les constellations 4-QAM et 16-QAM sont choisies
pour les simulations dans cette section.

7.5.1 Canal AWGN et Flat Fading

Dans cette partie, nous comparons le TEB de Dmey Wavelet-OFDM avec l’OFDM dans un
canal AWGN et un canal à brouilleur à bande étroite ou flat fading. Puisque les formes d’ondes
de ces systèmes sont orthogonales, on ne peut que s’attendre à ce que leurs performances
en TEB soient les mêmes. Les simulations de la Figure 7.10 confirment que Dmey offre les
mêmes performances que l’OFDM dans les canaux AWGN et les canaux plats.
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Figure 7.10 – Comparaison du TEB dans des canaux AWGN et flat fading.

7.5.2 Canal sélectif en fréquence

Figure 7.11 – Chaîne de transmission de la modulation en ondelettes dans un canal
sélectif en fréquence.

Dans un canal sélectif en fréquence, un préfixe cyclique est ajouté en temps au signal
Wavelet-OFDM émis, et une égalisation fréquentielle est effectuée à la réception. Une éga-
lisation ZF (zero forcing) ou MMSE (minimum mean-square error ) peut être utilisée comme
présenté dans la Figure 7.11. L’égalisation ZF consiste à une simple multiplication par l’inverse
du canal : 1

H(f) , tandis que la multiplication en MMSE prend en compte le SNR : H(f)∗

|H(f)|2+ 1
SNR

.

Le modèle ETU (extended typical urban) pour le standard canal LTE multi-trajets [169], défini
par les délais et les gains donnés dans la Table 7.2, est utilisé dans cette section. Comme
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montré dans la Figure 7.12, l’OFDM réalise plus de gain que Dmey en termes de TEB sous
les conditions d’un canal sélectif en fréquence lorsque l’égaliseur ZF est utilisé. Les porteuses
de l’OFDM sont plus localisées en fréquence que celles du Wavelet-OFDM, puisque ce dernier
utilise des ondelettes de support temporel plus court pour les petites échelles. Cependant,
quand l’égaliseur MMSE est utilisé comme présenté dans la Figure 7.13, Dmey réalise un
gain de 6.5 dB en termes de SNR pour un TEB de 10−3 pour une constellation 4-QAM en
comparaison avec l’OFDM. Pour des constellations supérieures à 16-QAM, et pour de larges
valeurs de SNR, la performance de l’OFDM est comparable à celle de Dmey. À partir de SNR =
25 dB, Dmey devient meilleure que l’OFDM. Notons que, contrairement au Wavelet-OFDM, le
récepteur MMSE ne change pas le SNR dans le cas de l’OFDM, et donc ne change pas le TEB
du système OFDM.
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Figure 7.12 – Performances en TEB dans un canal sélectif en fréquence pour une égali-
sation ZF.

Remarque 7.5.1. Nous sommes conscients que lorsque les techniques de codage canal sont utili-
sées, le gain en termes de SNR sera vraisemblablement moins significatif et pourra aussi dépendre
de l’efficacité de la technique de codage utilisée. Similairement, si on utilise une technique à pos-
teriori de réduction de PAPR, les deux systèmes peuvent ne pas réagir de la même façon. Nous
avons décidé de ne pas utiliser de codage ni de technique a posteriori de réduction de PAPR
pour évaluer uniquement l’effet de la structure de modulation sur les performances en TEB et en
PAPR.

7.6 Complexité d’implémentation

Implémentation de la modulation en ondelettes Le signal Wavelet-OFDM trans-
mis, dont l’expression est donnée par (2.7), peut être implémenté en appliquant l’algorithme
de Mallat comme montré dans le théorème 1.3.2. Soit L = J − J0 le nombre d’échelles sélec-
tionné correspondant au nombre des niveaux de décomposition. L’implémentation d’un niveau
de décomposition j, suivant l’algorithme de Mallat, s’effectue suivant la boucle (1.21). Nous
rappelons qu’une boucle consiste à suréchantillonner par un facteur de deux et filtrer les coeffi-
cients d’échelle et les coefficients d’ondelettes par un filtre passe-bas f b et un filtre passe-haut
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Figure 7.13 – Performances en TEB dans un canal sélectif en fréquence pour une égali-
sation MMSE.

fh, dont les réponses sont dérivées de l’ondelette considérée. Pour implémenter un signal à L
niveaux de décomposition, la boucle (1.21) doit être répétée L fois.

Soit Cn un vecteur de M symboles complexes d’entrée Cm,n. Les 2J0 premiers symboles
Cm,n correspondent aux 2J0 coefficients d’échelle (aJ0,q)q∈[[0,2J0−1]]. Les deuxièmes 2J0 sym-
boles correspondent aux coefficients d’ondelettes (wJ0,k)k∈[[0,2J0−1]] du niveau J0. En premier
lieu, une opération (1.21) est effectuée, et retourne 2J0+1 coefficients d’échelle. En deuxième
lieu, on extrait les 2J0+1 coefficients suivants du vecteur Cn et on les considère comme des co-
efficients d’ondelettes, puis on applique une deuxième opération (1.21). Les symboles suivants
sont traités de la même manière jusqu’à ce que le niveau j = J −1 soit atteint. Ainsi, le vecteur
Cn peut être exprimé par :

Cn = (aJ0,0, aJ0,1, . . . , aJ0,2J0−1).(wJ0,0, wJ0,1, . . . , wJ0,2J0−1).(wJ0+1,0, wJ0+1,1, . . . , wJ0+1,2J0+1−1). . . ..(wj,0, wj,1, . . . , wj,2j−1)

. . . ..(wJ−1,0, wJ−1,1, . . . , wJ−1,2J−1−1). (7.16)

Le symbole . dans (7.16) représente l’opérateur de concaténation.

Exemple Soit Cn un vecteur de M = 8 symboles d’entrée de la nième période T , on consi-
dère deux variantes :

• J0 = 0, le nombre des niveaux de décomposition est égal alors à L = 3. Le vecteur Cn

est exprimé par

Cn = {C1, C2, C3, C4, C5, C6, C7, C8}
= {a0,0, w0,0, w1,0, w1,1, w2,0, w2,1, w2,2, w2,3} .

• J0 = 1, le nombre des niveaux de décomposition est égal alors à L = 2. Le vecteur Cn

est exprimé par

Cn = {C1, C2, C3, C4, C5, C6, C7, C8}
= {a1,0, a1,1, w1,0, w1,1, w2,0, w2,1, w2,2, w2,3} .
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Évaluation de la complexité Dans un environnement caractérisé par la sélectivité en fré-
quence, la chaîne du Wavelet-OFDM a besoin de deux blocs supplémentaires (IDWT, DWT) en
comparaison avec l’OFDM comme illustré dans la Figure 7.11. La complexité d’implémentation
correspondante est donc plus importante que celle de l’OFDM. Afin de calculer la complexité
de la modulation en ondelettes (IDWT) et la démodulation en ondelettes (DWT), on se réfère
au théorème 1.3.2 de Mallat.

Soit K la longueur des filtres f b et fh. Soit M = 2J le nombre de porteuses qui est égal au
nombre des symboles d’entrée. Les équations (1.18) et (1.19) calculent aj et wj à partir de aj+1

par 2jK additions et multiplications (aj et wj ont 2j échantillons). La transformée en ondelettes
rapide (démodulation en ondelettes) est calculée avec un nombre d’opérations borné par

J∑

j=J0+1

2jK ≤
J∑

j=1

2jK

= 2MK.

L’ordre de complexité en termes de nombre d’additions et multiplications est estimé alors à
O(MK). Sachant que l’ordre de la complexité de la FFT et IFFT est O(Mlog2(M)), le surcoût
en termes de complexité est estimé à O( K

log2(M)), ce qui est abordable puisque K est borné, et
le nombre de porteuses M est souvent large.

Notons que Dmey a un long filtre (K = 47) par rapport aux autres ondelettes (par exemple
dans le cas de Haar K = 2), en utilisant des ondelettes plus courtes, il est possible de diminuer
la complexité. Toutefois, l’ondelette sélectionnée doit maintenir un bon compromis avec les
autres performances.

Conclusion

Nous avons étudié la modulation en ondelettes pour ses performances en PAPR, c’est
une modulation qui génère un signal à PAPR réduit par construction. L’ondelette de Dmey est
proposée pour le Wavelet-OFDM pour ses caractéristiques spectrales comparables à l’OFDM
contrairement à l’ondelette de Haar. À la sortie de l’amplificateur de puissance, Dmey Wavelet-
OFDM souffre moins de la remontée des lobes secondaires que l’OFDM. La variante L = 1 du
Dmey Wavelet-OFDM est comparée à l’OFDM en termes de performances en PAPR et en TEB.
Aucune technique de codage ni de réduction de PAPR n’est utilisée dans ces comparaisons.
Dmey Wavelet-OFDM permet d’atteindre jusqu’à 4.5 dB de gain en PAPR pour une CCDF de
10−3 et jusqu’à 6.5 dB de gain en SNR pour un TEB de 10−3 dans un canal ETU du standard
LTE. Ces performances sont réalisées pour une constellation 4-QAM, et deviennent moins im-
portantes pour les grandes constellations. Pour combattre la sélectivité en fréquence du canal,
on ajoute un préfixe cyclique au Wavelet-OFDM et on effectue une égalisation fréquentielle à
la réception. Ainsi, la croissance de la complexité du Wavelet-OFDM par rapport à l’OFDM est
de l’ordre de O( K

log2(M)).
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L’évanouissement sélectif en fréquence des canaux de transmission sans fils dégrade cer-
taines parties de la bande fréquentielle. La modulation multiporteuses, grâce à ses porteuses
à bande étroite, résiste à ces atténuations dans la mesure où la dégradation d’une partie de la
bande n’affecte pas tous les symboles transmis sur cette bande. Dans le chapitre précédent,
nous avons étudié la modulation en ondelettes basée sur l’ondelette de Meyer et nous avons
montré que même si cette modulation ne divise pas toute la bande en des bandes étroites, le
taux d’erreur binaire (TEB) moyen calculé dans le cas d’une égalisation MMSE reste inférieure
à celui de l’OFDM non codé. Cependant, dans le cas d’une connaissance du canal à l’émis-
sion, l’OFDM permet “d’éviter” les porteuses atténuées par les évanouissements profonds du
canal, ce qui ne peut pas être effectué efficacement avec le Wavelet-OFDM. Dans ce chapitre,
nous nous plaçons dans ce contexte de connaissance du canal à l’émission, et nous propo-
sons une nouvelle structure de modulation adaptative, qui offre un bon compromis PAPR/TEB,
en permettant de bien “isoler” les porteuses affectées par les perturbations du canal.
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La modulation adaptative en paquets d’ondelettes AWPM 1 (adaptive wavelet packet modu-
lation) est proposée et analysée dans ce chapitre. Nous commençons d’abord par décrire le
principe de cette nouvelle modulation, ensuite nous détaillons le processus d’adaptation, et
finalement nous étudions les performances de la modulation AWPM dans des canaux sélectifs
en fréquence et nous la comparons avec l’OFDM. Le choix de l’ondelette qui peut être utilisée
dans une modulation AWPM est flexible. Cependant, nous considérons dans les simulations
de ce chapitre, l’exemple de l’ondelette de Dmey pour ses bonnes caractéristiques de densité
spectrale de puissance comme étudié dans le chapitre 7.

8.1 Motivations

Les modulations multiporteuses classiques, et en particulier l’OFDM, divisent la bande al-
louée en des sous-bandes étroites, permettant ainsi une bonne localisation des porteuses en
fréquence. La localisation fréquentielle des porteuses offre une bonne robustesse contre les
canaux sélectifs en fréquence. Ainsi, si la réponse du canal est atténuée autour d’une certaine
fréquence, seule la porteuse correspondante à cette fréquence sera affectée. Cette propriété
n’est pas remplie pour la modulation monoporteuse, puisqu’elle ne divise pas la bande spec-
trale, mais envoie un seul symbole en même temps, occupant toute la bande.

Cependant, l’OFDM, ainsi que les systèmes multiporteuses en général, souffrent d’un grand
PAPR, résultant de la somme de plusieurs porteuses. Comme la monoporteuse n’envoie qu’un
seul symbole à chaque instant, elle ne souffre pas d’un large PAPR.

Nous pouvons constater que, d’une part, la division uniforme de la bande favorise la ré-
sistance aux dégradations des canaux sélectifs en fréquence mais engendre une mauvaise
performance en PAPR. D’autre part, la non décomposition de la bande favorise une bonne
performance en PAPR mais ne résiste pas à la sélectivité du canal. D’où l’intérêt d’étudier la
possibilité d’une répartition non uniforme de la bande spectrale, qui s’adapte aux évanouisse-
ments profonds du canal.

8.2 Principe de la modulation AWPM

Nous avons vu dans le chapitre 1 que la transformée de Gabor se caractérise par une
division uniforme du plan temps-fréquence, et que la transformée en ondelettes permet une di-
vision plus flexible. Pour générer un signal multiporteuses pour lequel les porteuses occupent
des sous-bandes de largeurs différentes, nous devons moduler les symboles d’entrée par une
transformée qui découpe l’axe fréquentiel (i.e la bande allouée) d’une manière plus flexible. La
transformée en paquets d’ondelettes que nous avons décrite dans la section 1.4 peut être par-
ticulièrement utilisée dans ce contexte, puisqu’elle permet une décomposition flexible de l’axe
fréquentiel.

Il est vrai que la division complète de la bande en des sous-bandes étroites augmente la
résistance du signal à la sélectivité du canal, mais est-il vraiment nécessaire de diviser toute
la bande ? En effet, les évanouissements du canal affectent seulement quelques fréquences
et n’affectent pas toute la bande. Il serait alors plus judicieux de diviser la bande seulement là
ou les porteuses sont atténuées. Comme les parties de la bande non atténuées par le canal
ne seront pas divisées, le nombre de porteuses qui s’ajoutent en temps à chaque instant est
réduit, et par conséquent le PAPR sera plus faible.

1. La modulation AWPM a fait l’objet d’un brevet qui a été déposé le 15 Juillet 2016, et fait l’objet
d’une revue à soumettre dans les prochaines semaines.
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Ainsi, afin d’avoir un bon compromis entre la consommation énergétique et l’efficacité spec-
trale, les systèmes de modulation et démodulation peuvent être adaptés aux caractéristiques
de sélectivité du canal, permettant un découpage adaptatif de la bande allouée. En outre, le
compromis entre les larges variations du signal (mesurées par le PAPR), et les interférences
et les erreurs introduites par la sélectivité du canal (mesurées par le TEB) s’améliorent en
adaptant l’occupation spectrale de la forme d’onde aux caractéristiques du canal, en favorisant
une bonne localisation fréquentielle pour les porteuses atténuées par les évanouissements du
canal, et en favorisant une bonne localisation temporelle pour le reste des porteuses.

8.2.1 Définitions et notations

Fréquence élémentaire fk On suppose que la totalité de la bande spectrale peut être divi-
sée en M sous-bandes élémentaires {Bm

0 }m∈[[0,M−1]], associées à M fréquences élémentaires
{fk}k∈[[0,M−1]] représentées par les feuilles {Pm0 }m∈[[0,M−1]] de l’arbre.

Sous-bande Bm
j Chaque nœud Pm

j d’un arbre en paquets d’ondelettes représente une
sous-bande Bm

j . Bm
j est un ensemble de fréquences élémentaires.

f ∈ Bm
j ⇐⇒ f ∈ {fk}k∈[[m2j ,(m+1)2j−1]].

Mesure de l’état du canal Pour évaluer l’évanouissement d’un canal de transmission,
plusieurs paramètres peuvent être envisagés. Par exemple, on considère la réponse fréquen-
tielle H(f) d’un canal h. On peut dire que plus l’amplitude |H(f)| est faible, plus la fréquence
associée est atténuée par l’évanouissement du canal. D’autres mesures peuvent être utilisées
comme la puissance |H(f)|2 ou le SNR (signal-to-noise ratio).

Afin d’évaluer la sélectivité d’un canal dans une sous-bande spectrale Bm
j , nous pouvons

évaluer la variation du canal dans cette sous-bande. Cette variation du canal peut être mesurée
en comparant le rapport ou la différence entre les indicateurs de l’état du canal associés aux
fréquences élémentaires fk de cette sous-bande Bm

j .
Dans ce qui suit, nous allons considérer l’amplitude en fréquence du canal |H(f)| comme

indicateur sur l’état du canal. La différence entre les |H(fk)| des fréquences élémentaires ap-
partenant à une sous-bande Bm

j sera considérée comme un indicateur de la sélectivité du
canal dans cette sous-bande.

Seuil d’atténuations α Soit α un nombre réel appartenant à l’intervalle [0, 1]. Pour chaque
fréquence élémentaire fk, on associe un paramètre θα(fk) ∈ {0, 1} défini comme suit

θα(fk) =

{

1 si |H(fk)| ≥ α
0 sinon

. (8.1)

Lorsque θα(fk) = 1, on dit que la fréquence fk est non atténuée par l’évanouissement du canal.
Sinon elle est dite atténuée. Rappelons qu’on peut remplacer |H(fk)| dans (8.1) par une autre
mesure du canal telle que log(|H(fk)|) ou |H(fk)|2 ou SNR(fk) entre autres.

On définit Θα,1 l’ensemble des sous-bandes Bm
j ne contenant que des fréquences non

atténuées, et similairement on définit Θα,0 l’ensemble des sous-bandes Bm
j ne contenant que

des fréquences atténuées, i.e

Bm
j ∈ Θα,1 ⇐⇒ ∀fk ∈ Bm

j θα(fk) = 1, (8.2)

Bm
j ∈ Θα,0 ⇐⇒ ∀fk ∈ Bm

j θα(fk) = 0. (8.3)
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Seuil de variations β0 Soit β0 un nombre réel appartenant à l’intervalle [0, 1]. Pour chaque
sous-bande “atténuée” Bm

j ∈ Θα,0, on associe un paramètre δβ0(Bm
j ) ∈ {0, 1} défini comme

suit :

δβ0(Bm
j ) =







1 si max
fk∈Bm

j

|H(fk)| − min
fk∈Bm

j

|H(fk)| ≤ β0

0 sinon
.

Lorsque δβ0(Bm
j ) = 1, la différence des réponses fréquentielles du canal ne dépasse par le

seuil β0 pour chaque paire de fréquences élémentaires fk appartenant à la sous-bande Bm
j .

En d’autres termes, le canal h ne varie pas beaucoup par rapport au seuil β0 pour cette sous-
bande.

Seuil de variations β1 Soit β1 un nombre réel appartenant à l’intervalle [0, 1]. Pour chaque
sous-bande “non-atténuée” Bm

j ∈ Θα,1, on associe un paramètre δβ1(Bm
j ) ∈ {0, 1} défini

comme suit

δβ1(Bm
j ) =







1 si max
fk∈Bm

j

|H(fk)| − min
fk∈Bm

j

|H(fk)| ≤ β1

0 sinon
.

Similairement au seuil β0, lorsque δβ1(Bm
j ) = 1, on peut dire que le canal h ne varie pas beau-

coup par rapport au seuil β1 pour cette sous-bande.

Il est utile d’évoquer que les seuils β0 et β1 peuvent être comparés au rapport
min

fk∈Bm
j

|H(fk)|

max
fk∈Bm

j

|H(fk)| au

lieu de la différence, ou bien le rapport
min

fk∈Bm
j

SNR(fk)

max
fk∈Bm

j

SNR(fk)
ou tout autre mesure reflétant la sélectivité

du canal.

8.2.2 Vue d’ensemble

Figure 8.1 – Schéma d’une modulation AWPM.

Supposons que l’émetteur dispose d’une connaissance parfaite de l’état du canal et que
les hypothèses générales d’un système adaptatif traitées dans la section 4.2 sont satisfaites.
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Notre objectif est de sélectionner la forme d’onde qui donne le meilleure compromis PAPR/TEB
correspondant à cet état du canal.

Afin de sélectionner une forme d’onde adéquate, nous nous basons sur la transformée
en paquets d’ondelettes. Ce choix est justifié par la flexibilité de la transformée en paquets
d’ondelettes dans la représentation du plan temps-fréquence que nous avons décrite dans la
section 1.4.1. Notre objectif se traduit alors par la recherche d’une “meilleure” base en paquets
d’ondelettes suivant le critère du compromis PAPR/TEB.

Nous avons vu dans la section 1.4 que les bases possibles en paquets d’ondelettes peuvent
être représentées par un ensemble de nœuds formant un arbre binaire (voir Figure 1.12).
Chaque arbre admissible est associé à une base en paquets d’ondelettes.

En d’autres termes, la transformée en ondelettes permet de diviser la bande d’une ma-
nière flexible. L’ensemble des possibilités de découpage de la bande représente l’ensemble
des arbres admissibles et donc l’ensemble des bases possibles en paquets d’ondelettes. Par
exemple, un découpage complet de la bande (le cas de l’OFDM par exemple) correspond à
sélectionner les nœuds profonds (les feuilles) de l’arbre. Ne pas diviser la bande revient à
sélectionner seulement la racine de l’arbre (le cas de la monoporteuse par exemple). Ainsi, sé-
lectionner la meilleure division de la bande passante suivant un critère défini, revient à choisir
le meilleur arbre parmi tous les arbres admissibles possibles.

Le schéma donné par la Figure 8.1 représente une vue d’ensemble de la technique de
modulation adaptative qu’on propose. Lorsqu’une caractérisation du canal est disponible, nous
évaluons les fréquences élémentaires par rapport à un certain seuil α, si |H(fk)| < α alors fk
est dite atténuée, sinon, elle est dite non-atténuée. ces informations sur les atténuations des fk
seront nécessaire pour évaluer les variations des sous-bandes. Les sous-bandes “atténuées”
sont évaluées par rapport au seuil β0, et les sous-bandes “non-atténuées” sont évaluées par
rapport au seuil β1. Ensuite, l’arbre binaire correspondant aux bases de paquets d’ondelettes
est parcouru afin de sélectionner le meilleur arbre correspondant à nos critères. La sélection
de cet arbre sera expliquée dans la section 8.2.3. L’arbre sélectionné correspond à une base
en paquets d’ondelettes avec laquelle les données seront modulées et multiplexées.

8.2.3 Sélection d’une meilleure base

Afin de sélectionner la meilleure division de la bande suivant nos critères et donc sélection-
ner le meilleure arbre admissible en paquets d’ondelettes nous suivons les étapes suivantes :

1. On suppose qu’on connaît la réponse du canal h. On sélectionne un nombre M de
fréquences élémentaires ainsi que les seuils α, β0 et β1.

2. On analyse toutes les fréquences élémentaires de l’ensemble {fk}k∈[[0,M−1]] pour décider
si elles sont atténuées par les évanouissements du canal h par rapport à un seuil α. Ainsi
l’ensemble des paramètres θα(fk) ∈ {0, 1} pour chaque fréquence fk est mis à jour.

3. Par la suite, nous parcourons l’ensemble des nœuds de l’arbre du haut vers le bas (de
la racine de l’arbre vers les feuilles de l’arbre) pour décider si on garde le nœud Bm

j ou
bien on le divise. Pour prendre cette décision, nous évaluons la sous-bande Bm

j

• Si Bm
j ∈ Θα,1 (Bm

j est non atténuée par rapport à α), alors

– Si δβ1(Bm
j ) = 1 (le canal est très variant dans Bm

j par rapport à β1) alors on
divise la sous-bande Bm

j .

– Sinon, on ne divise pas la sous-bande Bm
j .
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• Si Bm
j ∈ Θα,0 (Bm

j est atténuée par rapport à α), alors

– Si δβ0(Bm
j ) = 1 (le canal est très variant dans Bm

j par rapport à β0) alors on
divise la sous-bande Bm

j .

– Sinon, on ne divise pas la sous-bande Bm
j .

• Si Bm
j /∈ Θα,1 ∪ Θα,0 (Bm

j contient un mélange de fréquences atténuées et non-
atténuées) alors on divise la sous-bande Bm

j .

Figure 8.2 – Organigramme représentant la sélection d’une meilleure base en paquets
d’ondelettes.

Ces étapes sont décrites brièvement dans l’organigramme 8.2. En parcourant l’arbre en pa-
quets d’ondelettes, on récupère un arbre admissible correspondant à un découpage de la
bande. La base en paquets d’ondelettes correspondante est immédiatement déterminée.

8.3 Méthodes d’échanges entre l’émetteur et le récep-

teur

L’estimation du canal est importante dans le contexte des systèmes AWPM, puisqu’on a
besoin de connaître les caractéristiques du canal pour pouvoir sélectionner les fréquences
atténuées, et définir par la suite une base de modulation adaptée à ce canal. Généralement,
le récepteur estime le canal et une communication est établie entre l’émetteur et le récepteur
pour échanger les informations sur l’état du canal CSI (channel state information). Plusieurs
modes d’échanges entre l’émetteur et le récepteur sont possibles. Le choix de la méthode
d’échange doit tenir compte, selon l’application, des contraintes de débit, de complexité et de
fiabilité. Nous présentons quelques exemples des modes d’échanges :

• Le récepteur réalise l’estimation du canal, calcule une caractéristique du canal et envoie
cette information à l’émetteur.

– Si la caractéristique du canal calculée par le récepteur représente la base de mo-
dulation AWPM, l’émetteur se base sur cette nouvelle base de modulation lors de
sa prochaine transmission. À la réception, la démodulation s’effectue proprement
puisque le récepteur connaît déjà la base utilisée.
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Table 8.1 – Coefficients d’un exemple de canal à évanouissement sélectif en fréquence.
h0 h1 h2 h3

−0.3699− i0.5782 −0.4053− i0.5750 −0.0834− i0.0406 0.1587− i0.0156

– Si la caractéristique du canal n’est pas la base de modulation AWPM, on a deux
cas : soit l’émetteur va calculer la base de modulation et envoyer l’information au ré-
cepteur, soit le récepteur va aussi calculer la base de modulation et donc l’émetteur
n’a pas besoin de transmettre cette information au récepteur.

Le calcul de la base de modulation est effectué en temps réel. Il est aussi possible de calcu-
ler préalablement la base de modulation pour tous les cas possibles, et stocker les résultats
dans une base de données. La correspondance se fera alors sur cette base de données pré-
calculée.

8.4 Application dans un canal spécifique

Dans cette partie, nous appliquons la modulation AWPM à un canal déterministe. L’objectif
est de mettre en évidence la répartition de la bande spectrale pour différentes valeurs de seuils,
et évaluer les performances en TEB et en PAPR correspondant à ces modulations AWPM.

8.4.1 Exemple d’un canal sélectif en fréquence h

Soit M = 64 le nombre de fréquences élémentaires et considérons un canal de réponse
impulsionnelle h donnée par la Table 8.1, les retards associés sont [0, 1, 2, 3]. La Figure 8.3
décrit la réponse fréquentielle |H(fk)| correspondante, avec {fk}k∈[[0,M−1]] l’ensemble des fré-
quences élémentaires. Nous pouvons observer que ce canal est à évanouissements sélectifs
en fréquence. Un évanouissement spectral profond est présent autour de la fréquence f35, les
coefficients du canal autour d’elle ont une très petite valeur, et le bruit sera donc très élevé lors
de l’inversion du canal pour égalisation à la réception.
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Figure 8.3 – Réponse fréquentielle |H(f)| du canal h.
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8.4.2 Modulation AWPM pour le canal h

Soit BWtotale =M∆F = 64∆F la bande totale allouée, telle que ∆F est la largeur de
chaque sous-bande élémentaire fk. On considère l’ensemble des seuils suivants (α = 0.3,
β1 = 1, β0 = 1). Les seuils β1 et β0 sont remis à 1 pour favoriser le PAPR. On remarque que les
fréquences fk à indices k ∈ [[23, 40]] sont affectées par un grand évanouissement par rapport au
seuil α (|H(fk)| < α). En appliquant la modulation AWPM, la bande spectrale BWm occupée
par chaque fonction gm de la base de modulation {gm}m∈[[0,M−1]] est exprimée par

BWm =







4∆F sim ∈ [[17, 20]]

2∆F sim ∈ [[21, 24]]

8∆F sim ∈ [[25, 48]]

16∆F sinon

. (8.4)

En considérant deux autres exemples de seuils, on donne le découpage de la bande spectrale
associé :

• (α = 0.3, β1 = 1, β0 = 0.06) :

BWm =







4∆F sim ∈ [[17, 20]]

2∆F sim ∈ [[21, 24]]

4∆F sim ∈ [[25, 32]]

2∆F sim ∈ [[33, 36]]

∆F sim ∈ [[37, 40]]

8∆F sim ∈ [[41, 48]]

16∆F sinon

. (8.5)

• (α = 0.3, β1 = 1, β0 = 0) :

BWm =







4∆F sim ∈ [[17, 20]]

2∆F sim ∈ [[21, 22]]

∆F sim ∈ [[23, 40]]

8∆F sim ∈ [[41, 48]]

16∆F sinon

. (8.6)

Les répartitions de la bande correspondantes aux seuils (α = 0.3, β1 = 1, β0 = 1),
(α = 0.3, β1 = 1, β0 = 0.06) et (α = 0.3, β1 = 1, β0 = 0) peuvent être illustrées dans la Figure 8.4.

8.4.3 Comportement en PAPR et en TEB pour différents seuils
sur le canal h

Nous comparons dans cette section les performances en PAPR et en TEB pour différents
seuils, (α = 0.3, β1 = 1, β0 = 1), (α = 0.3, β1 = 1, β0 = 0.06) et (α = 0.3, β1 = 1, β0 = 0), dont la
répartition de la bande spectrale est illustrée dans la Figure 8.4. Les simulations, pour tous les
schémas de modulation, ont été effectuées en considérant le canal déterministe décrit dans la
Table 8.1, un nombre de porteuses égal à M = 64, une constellation 4-QAM et une égalisation
ZF (Zero Forcing). Un filtrage en racine de cosinus surélevé (SRRC) d’un facteur de retombée
de 0.2 (roll-off ) est considéré pour la modulation SC-FDE [170, 171] (single carrier-frequency
division equalization).



Application dans un canal spécifique 127

Figure 8.4 – Répartition de la bande spectrale associée à un canal h dans une modulation
AWPM pour différents seuils (α, β1, β0).
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Figure 8.6 – Comparaison des perfor-
mances en PAPR pour différents seuils
(α, β1, β0).

La Figure 8.5 et la Figure 8.6 montrent que la modulation AWPMα=0.3,β1=1,β0=1 atteint les
meilleures performances en PAPR et les plus faibles performances en TEB. En comparaison
avec AWPMα=0.3,β1=1,β0=0.06 et AWPMα=0.3,β1=1,β0=0, cette modulation est celle qui divise le
moins la bande spectrale, favorisant ainsi le non-chevauchement des porteuses (et donc un
meilleur PAPR), mais ne permettant pas de suffisamment isoler en des sous-bandes étroites
les porteuses atténuées par un évanouissement profond du canal (et donc un mauvais TEB).
Les modulations AWPMα=0.3,β1=1,β0=0.06 et AWPMα=0.3,β1=1,β0=0 présentent les mêmes perfor-
mances en TEB, avec un léger gain en PAPR pour la première. Nous pouvons ainsi réaliser un
gain en PAPR (quoique léger dans cet exemple) tout en gardant les mêmes performances en
TEB. Les modulations SC-FDE et OFDM représentent les cas “extrêmes” d’une répartition de
la bande spectrale. Le SC-FDE est une modulation monoporteuse qui ne divise pas la bande,
tandis que l’OFDM la divise entièrement. Le SC-FDE, dont la répartition de la bande peut être
comparée à une modulation AWPMα=0,β1=1,β0=1, ne souffre pas d’un large PAPR (pour une
constellation 4-QAM) mais a un très mauvais TEB. L’OFDM, dont la répartition de la bande
peut être comparée à une modulation AWPMα=1,β1=0,β0=0, a le plus mauvais PAPR, mais offre
les meilleures performances en TEB.
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Table 8.2 – Paramètres de simulation

Paramètres Définition Valeurs

M Nombre des porteuses 128

S Nombre de symboles 100

SNR Rapport signal sur bruit 0 : 5 : 35

niter Nombre d’itérations 106

∆F Espacement entre porteuses 15 kHz

N Constellation N-QAM 4 ou 16

β1 Seuil sur les fréquences non atténuées 1

β0 Seuil sur les fréquences atténuées 1

roll-off Facteur de retombée du filtre SRRC 0.2

Le système AWPM permet une modulation reconfigurable s’adaptant à l’application et à ses
contraintes de performances souhaitées. Les seuils (α, β1, β0) peuvent ainsi être fixés selon
l’application envisagée ou définis adaptativement comme proposé dans les perspectives de ce
travail au dernier chapitre.

8.5 Performances de la modulation AWPM dans un ca-

nal ETU

Dans cette section, on utilise le canal ETU du standard LTE, dont les délais et les gains
sont définis dans la Table 7.2.

Les performances du TEB et du PAPR sont évaluées en utilisant les paramètres définies
dans la Table 8.2. L’objectif étant d’évaluer l’impact de la forme d’onde multiporteuses sur les
performances en PAPR et en TEB, les techniques de codages et les techniques de réduction
du PAPR ne sont pas considérées dans ces simulations. Nous supposons que le récepteur
estime parfaitement le canal et envoie la CSI à l’émetteur. Le canal est supposé stationnaire
durant cette période. Un préfixe cyclique de 25% est ajouté aux symboles OFDM, AWPM et
SC-FDE. Une égalisation ZF dans le domaine fréquentiel est réalisée au niveau du récepteur
AWPM et SC-FDE. Les trois modulations sont comparées pour le même nombre de porteuses
et la même efficacité spectrale.

8.5.1 Performances en PAPR et en TEB

La Figure 8.8 présente les performances en TEB du système AWPM pour α = 0.2. La
Figure 8.7 donne les performances en PAPR associées. Les deux seuils β0 et β1 sont fixés à 1
afin de favoriser le PAPR. Les paramètres de simulations sont résumés dans la Table 8.2.

La modulation AWPMα=0.2 atteint jusqu’à 1 dB (pour 16-QAM) et 1.2 dB (pour 4-QAM) de
gain en termes de PAPR pour une CCDF = 10−3 par rapport à l’OFDM, avec une perte de 2 dB
et (pour 16-QAM) et 1.5 dB (pour 4-QAM) en termes de SNR pour un TEB= 10−2. Remarquons
que la CCDF de l’OFDM ne change pas avec la constellation, l’influence du nombre des por-
teuses “effectif” sur la CCDF ‘cache” l’effet de la constellation. Par contre, la CCDF du SC-FDE
varie considérablement avec la constellation utilisée. Ces variations sont moins intéressantes
pour l’AWPM. Rappelons que, d’une part, les performances en PAPR vont s’améliorer si on
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utilise une des techniques classiques de réduction du PAPR (section 3.4). D’autre part, les
performances en TEB vont également changer en utilisant un codage canal, et vont dépendre
du type du codage utilisé. Ces performances dépendront aussi des méthodes d’estimations
considérées. L’introduction des méthodes de réduction du PAPR, de codage et d’estimations
dans les systèmes AWPM fait partie de notre futur travail.

3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
10

−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

C
C

D
F

(γ
) 

=
 P

ro
b[

P
A

P
R

≥γ
])

 

 

γ en dB

OFDM−4QAM
OFDM−16QAM
SC−FDE−4QAM
SC−FDE−16QAM
AWPMα=0.2

−4QAM

AWPMα=0.2
−16QAM

Figure 8.7 – Comparaison du PAPR de l’AWPMα=0.2, l’OFDM et le SC-FDE dans un
canal ETU.
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Figure 8.8 – Comparaison du TEB de l’AWPMα=0.2, l’OFDM et le SC-FDE dans un
canal ETU pour une égalisation ZF.

8.5.2 Compromis monoporteuse/multiporteuses

Dans cette section, nous souhaitons mettre en évidence le compromis TEB/PAPR qu’offre
la modulation AWPM, représenté aussi par un compromis entre la modulation monoporteuse
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(SC-FDE) et la modulation multiporteuses (OFDM). Dans cette partie, le canal ETU est consi-
déré, le seuil β0 est fixé à 0 i.e on isole chaque fréquence atténuée par le canal et le seuil β1
est fixé à 1 i.e on regroupe les fréquences contiguës non atténuées dans la même sous-bande.

La Figure 8.9 représente les valeurs de PAPR et de SNR pour une CCDF de 10−3 et un TEB
de 10−2 pour la modulation SC-FDE, l’OFDM et la modulation AWPM, pour différents seuils
α ∈ {0.2, 0.4, 0.6, 0.8}. La constellation 16-QAM est utilisée pour cette comparaison. Nous ob-
servons que les points (PAPR,SNR) des différentes modulations AWPM se situent entre le
SC-FDE et l’OFDM et représentent ainsi un compromis entre les bonnes performances en
PAPR du SC-FDE et les bonnes performances en SNR de l’OFDM. Nous pouvons affirmer,
encore une fois, que la modulation AWPM est une modulation intermédiaire entre la monopor-
teuse (SC-FDE) et la multiporteuses (OFDM).

Rappelons que le choix des seuils (α, β1, β0) est très flexible, et dépendra des contraintes
de l’application pour laquelle la modulation AMPM est envisagée.

Avantages de l’AWPM par rapport à la monoporteuse La modulation SC-FDE,
quoiqu’elle atteint de meilleures performances en PAPR, ne permet pas d’appliquer plusieurs
techniques d’adaptations comme l’allocation de puissance par porteuse. En plus, si on connaît
les caractéristiques du canal à l’émission, on peut éviter de transmettre des données utiles
sur certaines fréquences atténuées, et utiliser ces porteuses pour la réduction du PAPR par
exemple (voir Annexe B). La réalisation de ces techniques n’est pas possible pour la modulation
SC-FDE.

Avantages de l’AWPM par rapport à la multiporteuses En comparaison avec
l’OFDM, la modulation AWPM permet d’avoir un meilleur PAPR en choisissant une répartition
adéquate de la bande spectrale. La flexibilité du découpage de la bande offre à la modulation
AWPM la possibilité d’utiliser d’une manière plus flexible certaines techniques d’adaptation.
En particulier, une adaptation par sous-bandes de largeurs variables, peut être appliquée aux
techniques AMC (section 4.4). Par ailleurs, la modulation AWPM permet un large choix de fa-
milles d’ondelettes.
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Finalement, nous pouvons conclure que la modulation AWPM permet de dépasser cer-
taines limitations de la modulation monoporteuse, en remplissant plusieurs avantages des
modulations multiporteuses classiques, et en permettant d’autres possibilités d’adaptation qui
n’étaient pas compatibles avec les schémas de modulation actuels.

Conclusion

La modulation AWPM proposée dans ce chapitre est une modulation qui adapte la forme
d’onde en paquets d’ondelettes en fonction de l’état du canal. La flexibilité et les caractéris-
tiques temps-fréquence de la transformée en paquets d’ondelettes permettent à la modulation
AWPM de répartir non uniformément la bande spectrale l’adaptant ainsi aux évanouissements
sélectifs du canal de transmission. Nous avons proposé une méthode d’adaptation pour la mo-
dulation AWPM, basée sur un ensemble de seuils (α, β1, β0). Le seuil α permet de sélectionner
les fréquences atténuées par un évanouissement du canal, le seuil β1 permet de rassembler
en une seule sous-bande les fréquences non atténuées et non affectées par la sélectivité du
canal et enfin le seuil β0 qui permet de rassembler en une seule sous-bande les fréquences at-
ténuées et non affectées par la sélectivité du canal. Pour procéder à cette répartition, et trouver
la base de modulation associée à ce découpage de bande spectrale, nous avons proposé une
méthode d’adaptation, qui permet de choisir la meilleure base en paquets d’ondelettes satis-
faisant nos contraintes de seuils. Nous avons appliqué d’abord l’algorithme d’adaptation de la
modulation AWPM à un canal spécifique pour mieux comprendre l’effet des seuils, et ensuite
nous avons évalué les performances de la modulation AWPM dans un canal du standard LTE.
La modulation AWPM permet d’atteindre un bon compromis entre les performances en PAPR
et les performances en TEB.
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Conclusion Générale et Perspectives

Conclusion Générale

L’objectif de cette thèse était de proposer une nouvelle forme d’onde multiporteuses à PAPR
réduit par construction. Notre première contrainte était d’abord d’atteindre de meilleures perfor-
mances en PAPR que le schéma classique de l’OFDM. La condition “multiporteuses” suggère
une bonne résistance envers les canaux sélectifs en fréquence. L’objectif se traduit alors par
la proposition d’une nouvelle structure de modulation satisfaisant de bonnes performances en
PAPR sans dégrader les performances en taux d’erreur binaire (TEB).

Problématique Les modulation multiporteuses, en particulier l’OFDM, sont largement utili-
sées dans différents standards de communications. Les caractéristiques de l’OFDM en termes
de résistance aux canaux sélectifs en fréquence en font une technique de modulation très
privilégiée. Cependant, les variations de son enveloppe, mesurées par le PAPR, causent des
distorsions non-linéaires au niveau de l’amplificateur de puissance. Ce phénomène engendre
une grande consommation énergétique. L’objectif alors était de proposer une nouvelle modu-
lation à faible PAPR, sans perdre les avantages de la modulation multiporteuses, à savoir la
robustesse aux canaux sélectifs en fréquence.

Résumé des contributions Pour répondre à cette problématique, nous nous sommes
penchés en premier lieu à décrire le comportement du PAPR en fonction de la forme d’onde
multiporteuses. En d’autres termes, nous avons cherché à trouver une formule reliant le PAPR
et la forme d’onde de modulation. C’est ainsi que nous avons défini un modèle théorique appelé
modulation multiporteuses à forme d’onde généralisée (GWMC) qui modélise tout système
multiporteuses. Afin de dériver une expression de la fonction de répartition (CDF)
du PAPR pour un signal GWMC, nous avions besoin de considérer une hypothèse de
départ sur les formes d’ondes : les fonctions de la base de modulation ne s’annulent
pas durant la période symbole GWMC. Nous avons ainsi caractérisé le comportement
du PAPR de tout signal GWMC dont la base de modulation satisfait notre hypothèse. L’approxi-
mation dérivée prouve que le PAPR dépend de la base de modulation, ce qui n’était pas
explicitement prévisible par les approximations des fonctions de répartition du PAPR dérivées
dans la littérature. Il s’est avéré alors qu’en agissant sur la forme d’onde, nous pouvons effec-
tivement changer le comportement du PAPR. L’approximation de la CDF du PAPR ne permet
pas seulement de faire ce constat, mais elle permet également de retrouver des approxi-
mations de la CDF du PAPR déjà présentes dans la littérature (OFDM, FBMC) et
permet aussi d’obtenir des approximations de la CCDF du PAPR pour de nouveaux
systèmes GWMC satisfaisant notre hypothèse de départ, comme les schémas de mo-
dulation NOFDM, UFMC et GFDM.

Suite à la caractérisation de la distribution du PAPR pour un signal GWMC satisfaisant
l’hypothèse de départ, nous avons formulé le problème de réduction du PAPR en un
problème d’optimisation. La réduction du PAPR d’un signal GWMC revient à maximiser sur
la base de modulation, la CDF du PAPR dérivée, sous notre hypothèse de départ sur les formes
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d’ondes. La résolution de ce problème d’optimisation nous a permis de définir une grande fa-
mille de formes d’ondes optimales, dont l’OFDM fait partie. Nous avons ainsi classifié les formes
d’ondes par rapport à leurs performances en PAPR. D’abord on trouve les formes d’ondes qui
entrent dans notre cadre d’analyse (satisfont notre hypothèse sur les formes d’ondes) et qui ne
satisfont pas la condition nécessaire et suffisante d’optimalité, ces signaux GWMC ont néces-
sairement un PAPR plus mauvais que l’OFDM. Toute base de modulation, satisfaisant notre
hypothèse sur les formes d’ondes et la condition d’optimalité, a des performances optimales
en termes de PAPR. L’OFDM et le Walsh-Hadamard en font partie. En résolvant ce problème
d’optimisation, nous espérions trouver une base de modulation optimale différente de l’OFDM,
nous avons prouvé néanmoins un autre résultat intéressant. Afin d’espérer trouver une base de
modulation meilleure que la base de Fourier utilisée par l’OFDM, il faut sortir du cadre de notre
analyse et il faut donc que cette base de modulation ne satisfasse pas notre hypothèse sur
les formes d’ondes. C’est ainsi que nous avons prouvé le théorème d’une condition nécessaire
satisfaite par toute forme d’onde à PAPR plus faible que l’OFDM. Cette condition nécessaire
veut dire, globalement parlant, qu’au moins une fonction de la base de modulation s’an-
nule durant la période symbole. Si cette condition nécessaire n’est pas satisfaite, on ne
peut pas obtenir de meilleures performances en PAPR que l’OFDM.

La base d’ondelettes est une famille de fonctions satisfaisant la condition nécessaire que
nous avons développée. En plus, certaines bases d’ondelettes qui satisfont les conditions d’or-
thogonalité, admettent un algorithme rapide d’implémentation et permettent une grande flexi-
bilité dans le choix des ondelettes. Les ondelettes peuvent ainsi être utilisées comme formes
d’ondes pour la transmission des données. Pour ces raisons, nous nous sommes intéressés
à la modulation en ondelettes. Dans le chapitre 7, nous avons proposé une modulation en
ondelettes basée sur l’ondelette de Dmey (approximation discrète de l’ondelette de Meyer).
Cette modulation atteint de bonnes performances en PAPR en comparaison avec l’OFDM, et a
des propriétés comparables en termes de densité spectrale de puissance. L’ondelette de Dmey
souffre moins des remontés des lobes secondaires par rapport à l’OFDM à la sortie d’un
amplificateur de puissance. Quand un préfixe cyclique est ajouté dans le domaine temporel au
signal émis, et en effectuant une égalisation fréquentielle à la réception basée sur un égaliseur
MMSE, la modulation en ondelettes basée sur l’ondelette de Dmey permet un meilleur taux
d’erreur binaire par rapport à l’OFDM dans un canal sélectif en fréquence sans codage canal.
Or, ces gains réalisés en termes de TEB subissent deux limitations. D’une part, l’utilisation
d’un codage canal va certainement changer les performances en TEB. Afin de mesurer le gain
de performances en TEB, il faut réaliser un codage canal adéquat pour la modulation en onde-
lettes, c’est ce qu’on va souligner dans les perspectives de notre futur travail. D’autre part, si
l’émetteur dispose d’une connaissance de l’état du canal, l’OFDM peut éviter de transmettre
des données utiles dans les porteuses atténuées par des évanouissements profonds du canal,
ou bien utiliser des techniques d’allocation de puissance pour améliorer le TEB, cette technique
ne sera pas efficace dans le cas du schéma classique de la modulation en ondelettes. C’est
pour cela que nous avons considéré cette hypothèse de connaissance du canal et nous avons
proposé par la suite une nouvelle structure de modulation permettant de garder les avantages
de l’OFDM.

La modulation adaptative en paquets d’ondelettes (AWPM) est la nouvelle struc-
ture de modulation proposée dans ces travaux. On suppose que l’état du canal est connu à
l’émetteur, qu’il y a un échange entre l’émetteur et le récepteur et que le canal ne varie pas
beaucoup durant cette période d’échange. Ce sont des hypothèses classiques de tout système
adaptatif. L’idée que nous avons proposée est d’adapter la base de modulation aux carac-
téristiques du canal afin d’atteindre un bon compromis entre le PAPR et le TEB.
Grâce à la flexibilité de la transformée en paquets d’ondelettes et sa répartition flexible de l’axe
fréquentiel, la division de la bande spectrale est adaptée à la sélectivité et aux évanouisse-
ments du canal. En effet, la bande spectrale est entièrement divisée dans le cas de l’OFDM,
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le nombre de porteuses se chevauchant dans le temps est alors élevé, ce qui se traduit par
un PAPR élevé. Pour la modulation monoporteuse, la bande spectrale est entièrement occu-
pée par un seul symbole à la fois, la robustesse aux canaux sélectifs en fréquence est faible
dans ce cas. Par contre, dans l’AWPM, la bande spectrale est divisée seulement autour des
fréquences atténuées par des évanouissements profonds ou une grande sélectivité du canal.
Pour le reste des fréquences, la bande spectrale n’est pas répartie afin de favoriser le PAPR.
C’est ainsi qu’on arrive à atteindre un bon compromis entre le PAPR et le TEB, en
permettant un système adaptatif entre la monoporteuse et la multiporteuses.

Cette thèse tend à montrer que la modulation en paquets d’ondelettes est une tech-
nique prometteuse dans les communications sans fils. Nous avons souligné et prouvé que
la flexibilité de la transformée en paquets d’ondelettes permet de construire des systèmes de
modulations reconfigurables et adaptatifs. Cette technique de modulation, qui n’a pas encore
reçu toute l’attention de la communauté scientifique, semble être très intéressante dans la me-
sure où elle répond au compromis monoporteuse/multiporteuses, puisqu’elle permet une
structure entre les deux schémas classiques de modulation. Particulièrement, quand l’applica-
tion permet de disposer d’une connaissance de canal à l’émission, la transformée en paquets
d’ondelettes adaptatives permet alors de répondre au mieux au compromis PAPR/TEB.
En plus, l’ondelette de Dmey offre de meilleures propriétés spectrales que l’OFDM qui
lui souffre d’une plus grande remontée des lobes secondaires à la sortie de l’amplificateur de
puissance.

Perspectives

Nous avons proposé dans cette thèse, pour la première fois, une modulation adaptative
dont les performances satisfont un compromis entre celles des modulations monoporteuse et
multiporteuses. Comme toute nouvelle idée, celle-ci génère un grand nombre de questions et
d’études complémentaires pour la qualifier complètement. Pour cette raison, ci-après est cité
un grand nombre de perspectives relatives à cette nouvelle modulation.

• Sélection automatique des seuils d’atténuations et de variations : dans nos simu-
lations, les seuils sont fixés au préalable, et l’adaptation est effectuée en fonction de ces
seuils. Une amélioration de ce processus consiste à sélectionner plus intelligemment les
seuils d’adaptation en utilisant par exemple des outils d’apprentissage.

• Définition d’une fonction de coût pour trouver la meilleure base selon ce coût :
La recherche d’une meilleure base en paquets d’ondelettes selon un critère prédéfini
parmi toutes les bases en paquets d’ondelettes possibles est un problème classique qui
a été appliqué dans différents contextes dans la littérature. La méthodologie classique
est de définir d’abord un coût pour chaque nœud de l’arbre, et ensuite parcourir l’arbre
récursivement en décidant pour chaque nœud père et deux nœuds fils, s’il faut fusionner
les deux nœuds fils pour garder le nœud père ou le contraire. La décision est prise en
comparant le coût du nœud père avec la somme des coûts des deux nœuds fils. Il serait
intéressant alors de définir, dans notre cas, un coût qui représente notre contrainte, et
trouver la meilleure base suivant cette contrainte.

• Codage canal et entrelacement temporel et fréquentiel pour la transformée
en ondelettes : dans nos travaux, aucune technique de codage canal ou d’entrelace-
ment n’a été utilisée pour les modulations étudiées. Nous savons que les techniques
de codage canal et d’entrelacement sont efficaces pour l’OFDM et permettent d’amélio-
rer considérablement ses performances en TEB. Qu’en est il alors pour la modulation
en paquets d’ondelettes ? Une perspective intéressante de notre travail serait d’étudier
une technique de codage et d’entrelacement adéquate pour la modulation en paquets
d’ondelettes, et évaluer comment va-t-elle réagir à ces techniques.
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• Comparaison pour plusieurs égaliseurs et méthodes d’estimations : dans nos
simulations, nous avons supposé qu’on a estimé parfaitement le canal et nous avons
utilisé un égaliseur ZF. Un scénario plus réaliste peut être étudié, en considérant des
méthodes d’estimations du canal qui offrent une connaissance non parfaite de celui-ci.
D’autres égaliseurs peuvent aussi être testés comme le MMSE. Les modulations mono-
porteuse, l’OFDM et l’AWPM vont réagir différemment en fonction de la méthode d’égali-
sation considérée et à la qualité du canal estimé. Comme les techniques d’égalisation et
d’estimation sort du champ d’étude de cette thèse, nous avons choisi de mettre cela en
perspective.

• Application des techniques de réduction du PAPR pour la modulation AWPM :
outre la réduction du PAPR par construction du signal, des méthodes de réduction du
PAPR peuvent être appliquées pour atteindre un meilleur gain en PAPR.

• Allocation de puissance adaptative pour l’AWPM : puisque le schéma AWPM
suppose une connaissance de l’état du canal à l’émission, l’allocation de puissance peut
être utilisée en même temps que l’adaptation de la forme d’onde, ce qui permettrait de
meilleures performances en TEB.

• Application de la technique adaptive tone reservation à la modulation AWPM :
la modulation AWPM suppose une connaissance de l’état du canal à l’émission. Nous
pouvons ainsi isoler les porteuses atténuées par la sélectivité du canal et ne pas les
utiliser pour transmettre des données utiles. Ces porteuses peuvent être utilisées pour
réduire le PAPR, en appliquant la méthode ATR qu’on propose dans l’Annexe B.

• Techniques adaptatives de modulation et de codage (AMC) pour l’AWPM :
en se basant sur une valeur estimée du SNR, les techniques AMC permettent de choisir
le type de codage et la modulation numérique adéquate pour la transmission. Puisque
l’AWPM découpe la bande spectrale en plusieurs sous-bandes de largeurs non uni-
formes, l’adaptation du codage et de la modulation numérique peuvent être appliquées
pour chaque sous-bande, permettant ainsi l’utilisation des constellations 64-QAM dans
les sous-bandes non atténuées, et des 4-QAM dans les sous-bandes atténuées par
exemple.

• Relation entre PAPR et SNR : un gain en PAPR peut il se traduire par un gain en
SNR ? Cette idée suggère d’étudier la relation entre un gain en PAPR et un gain en SNR.
Si on atteint un gain significatif en PAPR, nous pouvons avoir une plus grande puissance
d’entrée et donc une meilleure résistance au bruit qui se traduit par un gain en SNR.
Cette relation dépend des caractéristiques de l’amplificateur et du canal de transmission.
Dans de futurs travaux, il est envisageable de modifier la figure 8.9 en tenant compte des
caractéristiques de l’amplificateur. Mentionnons que dans cette thèse, le gain en PAPR
est volontairement utilisé pour diminuer la consommation énergétique de l’amplificateur
de puissance.

• Égalisation pour la modulation en paquets d’ondelettes : la chaîne de transmission
d’un système de modulation en paquets d’ondelettes ajoute un préfixe cyclique au signal
émis, et applique une égalisation fréquentielle à la réception. Cette opération rend la
modulation en paquets d’ondelettes plus complexe que l’OFDM en termes d’opérations
de calcul. Une égalisation plus simple, basée simplement sur une opération d’inversion
de matrice par exemple, pourrait contribuer à diminuer la complexité de la modulation en
ondelettes.

• Nouvelle ondelette adaptée à la transmission des données : dans nos simulations,
nous avons utilisé quelques ondelettes classiques comme l’ondelette de Haar, les on-
delettes de Meyer ou les ondelettes de Daubechies. Cependant, ces ondelettes n’ont
pas été construites spécialement pour la transmission des données et pour répondre
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aux contraintes d’efficacité spectrale et d’efficacité énergétique. Puisque la modulation
en ondelettes a prouvé son utilité dans le domaine de transmission des données, il serait
judicieux de construire une ondelette adaptée à ce contexte.

• Modulation adaptative basée sur des fonctions de Fourier : en nous inspirant
de la manière dont sont construites les bases en paquets d’ondelettes, nous pouvons
construire à partir de la base de Fourier, des familles de fonctions qui découpent l’axe
fréquentiel d’une manière encore plus flexible (sans contrainte de division binaire) que
la transformée en paquets d’ondelettes. Nous avons introduit cette nouvelle base adap-
tative dans notre brevet déposé (voir liste des publications). Cette base adaptative de
Fourier ne représente ni une famille de Gabor ni une base en paquets d’ondelettes.
L’avantage de cette modulation par rapport à la modulation en paquets d’ondelettes c’est
qu’elle peut s’ajouter “facilement” dans les modulations déjà existantes (OFDM) par une
simple opération de précodage. En plus, son découpage de la bande n’est pas binaire et
donc beaucoup plus flexible que la modulation en paquets d’ondelettes. Par contre, cette
dernière a l’avantage d’avoir plus de choix dans la sélection de l’ondelette utilisée. Nous
sommes actuellement entrain d’évaluer les performances de cette nouvelle modulation,
et donc elle fait partie des perspectives de nos travaux.
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A.1 Distribution de la partie réelle xR(t) du signal GWMC

transmis

A.1.1 Théorème central limite de Lyapunov (L-CLT)

Soient (xm)m∈[[1,M ]] une suite de variables aléatoires indépendantes, chacune de moyenne
finie µm et de variance σ2m. On définit

s2M =
M∑

m=1

σ2m,

et le moment centré d’ordre 3

r3M =
M∑

m=1

E(|xm − µm|3).

La condition de Lyapunov est exprimée par

lim
M→+∞

rM
sM

= 0.

On pose SM = x1 + x2 + · · · + xM . L’espérance de SM vaut mM =
∑M

m=1 µm et sa déviation
standard est sM .

Si la condition de Lyapunov est satisfaite, alors SM−mM

sM
converge en distribution vers une

variable aléatoire normale standard, quand M tend vers l’infini.

SM −mM

sM
∼ N (0, 1).

139
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A.1.2 Condition de Lyapunov pour un système GWMC

Propriété A.1.1. (Condition de Lyapunov)
Quand l’Hypothèse 5.2.2 est vérifiée, ils existent A > 0, A′ > 0, B < +∞ et B′ < +∞ tels que
pour tout m, t on a

0 < A′ ≤
∑

n∈Z
|gm(t− nT )| ≤ B < +∞ (A.1)

et 0 < A ≤
∑

n∈Z
|gm(t− nT )|2 ≤ B′ < +∞, (A.2)

en plus

3

√
∑M−1

m=0 E|
∑

n∈ZC
R
m,ng

R
m,n(t)− CIm,ngIm,n(t)|3

√
σ2
c

2

∑M−1
m=0

∑

n∈Z |gm(t− nT )|2
< ǫM ≪ 1, (A.3)

et

3

√
∑M−1

m=0 E|
∑

n∈ZC
R
m,ng

I
m,n(t) + CIm,ng

R
m,n(t)|3

√
σ2
c

2

∑M−1
m=0

∑

n∈Z |gm(t− nT )|2
< ǫ

′

M ≪ 1. (A.4)

Preuve : SoientB = maxm,t
∑

n∈Z |gm(t− nT )| < +∞ etA = minm,t
∑

n∈Z |gm(t− nT )|2 > 0,
on a

∑

n∈Z
|gm(t− nT )| ≤ B < +∞ (A.5)

⇒
∑

n∈Z
|gm(t− nT )|2 ≤ B2 < +∞

⇒ max
m,t

∑

n∈Z
|gm(t− nT )|2 = B′ ≤ B2 < +∞, (A.6)

et on a
∑

n∈Z
|gm(t− nT )|2 ≥ A > 0 (A.7)

⇒
∑

n∈Z
|gm(t− nT )| ≥

√
∑

n∈Z
|gm(t− nT )|2 ≥

√
A

⇒ min
m,t

∑

n∈Z
|gm(t− nT )| = A′ ≥

√
A > 0. (A.8)

On cherche à prouver la validité de la condition de Lyapunov. On a

1
√

B′M σ2
c

2

≤ 1
√

σ2
c

2

∑M−1
m=0

∑

n∈Z |gm(t− nT )|2
≤ 1
√

AM σ2
c

2

(A.9)

et on a

|CRm,ngRm,n(t)| ≤ max
m,n

CRm,n
︸ ︷︷ ︸

CR

|gRm,n(t)| et |CIm,ngIm,n(t)| ≤ max
m,n

CIm,n
︸ ︷︷ ︸

CI

|gIm,n(t)|

∑

n∈Z
|CRm,ngRm,n(t)| ≤ CRB et

∑

n∈Z
|CIm,ngIm,n(t)| ≤ CIB,

alors |
∑

n∈Z
CRm,ng

R
m,n(t)− CIm,ngIm,n(t)| ≤ |

∑

n∈Z
CRm,ng

R
m,n(t)|+ |

∑

n∈Z
CIm,ng

I
m,n(t)|

≤
∑

n∈Z
|CRm,ngRm,n(t)|+

∑

n∈Z
|CIm,ngIm,n(t)|

≤ CRB + CIB,
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et donc

|
∑

n∈Z
CRm,ng

R
m,n(t)− CIm,ngIm,n(t)|3 ≤ (CRB + CI)

3

d’où E(|
∑

n∈Z
CRm,ng

R
m,n(t)− CIm,ngIm,n(t)|3) ≤ (CRB + CIB)3. (A.10)

À partir de (A.9) et (A.10), on a

3

√
∑M−1

m=0 E|
∑

n∈ZC
R
m,ng

R
m,n(t)− CIm,ngIm,n(t)|3

√
σ2
c

2

∑M−1
m=0

∑

n∈Z |gm(t− nT )|2
≤

3
√

M(CRB + CIB)3
√

AM σ2
c

2

. (A.11)

Pour un M très grand, on a

3

√
∑M−1

m=0 E|
∑

n∈ZC
R
m,ng

R
m,n(t)− CIm,ngIm,n(t)|3

√
σ2
c

2

∑M−1
m=0

∑

n∈Z |gm(t− nT )|2
< ǫM = O(M−1/6)≪ 1.

On peut prouver la deuxième partie de la condition de Lyapunov (A.4) en procédant de la même
manière. L’Hypothèse 5.2.2 est alors une condition suffisante pour la condition de Lyapunov.

A.1.3 Application du L-CLT

On pose xRm(t) =
∑

n∈ZC
R
m,ng

R
m,n(t)− CIm,ngIm,n(t) tel que xR(t) =

∑M−1
m=0 x

R
m(t). Dans notre

cas, on a xR0 (t), x
R
1 (t), x

R
2 (t),. . ., x

R
M−1(t) une suite de variables aléatoires indépendantes (Hy-

pothèse 5.2.1). Et on a

• En appliquant (5.4), ∀m ∈ [[0,M − 1]] E(xRm(t)) = 0,

• Variance(xRm(t)) =
∑

n∈Z
σ2
c

2 |gm,n(t)|2.
En effet

Variance(xRm(t)) = E(xRm(t)
2)

= E(
∑

n,p∈Z
[CRm,ng

R
m,n(t)− CIm,ngIm,n(t)]× [CRm,pg

R
m,p(t)− CIm,pgIm,p(t)])

= E(
∑

n,p∈Z
[CRm,nC

R
m,pg

R
m,n(t)g

R
m,p(t)− CRm,nCIm,pgRm,n(t)gIm,p(t)

−CIm,nCRm,pgIm,n(t)gRm,p(t) + CIm,nC
I
m,pg

I
m,n(t)g

I
m,p(t)])

=
∑

n∈Z

σ2c
2
[(gRm,n(t))

2 + (gIm,n(t))
2] ((5.2), (5.3), (5.4), (5.5))

=
∑

n∈Z

σ2c
2
|gm,n(t)|2.

• rM = 3

√
∑M−1

m=0 E|
∑

n∈ZC
R
m,ng

R
m,n(t)− CIm,ngIm,n(t)|3,

• sM =
√
∑M−1

m=0 Variance(xRm) =

√
σ2
c

2

∑M−1
m=0

∑

n∈Z |gm,n(t)|2.
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De l’Hypothèse 5.2.2 et la Propriété A.1.1, il vient limM→+∞
rM
sM

= 0. La condition de Lyapunov
est ainsi satisfaite. En appliquant le L-CLT, on trouve pour un grand M

∑M−1
m=0 x

R
m(t)

σ2
c

2

∑

n∈Z
∑M−1

m=0 |gm,n(t)|2
∼ N (0, 1)

M−1∑

m=0

xRm(t) ∼ N (0,
σ2c
2

∑

n∈Z

M−1∑

m=0

|gm,n(t)|2).

A.2 Théorème du Berry-Esseen

Dans la théorie de probabilité, le théorème central limite indique que, sous certaines cir-
constances, la distribution de probabilité de la moyenne d’un échantillon aléatoire converge
vers une distribution normale quand la taille de l’échantillon tend vers l’infini. Sous des hypo-
thèses plus fortes, le théorème de Berry-Esseen, ou l’inégalité de Berry-Esseen, spécifie la
vitesse avec laquelle cette convergence a lieu, en donnant une borne de l’erreur maximale
d’approximation, entre la distribution normale et la vraie distribution de la moyenne d’échan-

tillons. Dans le cas où les échantillons sont indépendants, la vitesse de convergence est
√

1
M .

En général, nous obtenons une bonne approximation d’une courbe gaussienne pour M > 8.
Dans notre cas, nous effectuons des simulations en considérons un nombre de porteuses

égal à M = 64 > 8. Sous cette hypothèse, les conditions de Lyapunov suivantes

lim
M→+∞
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et lim
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3

√
∑M−1

m=0 E|
∑

n∈ZC
R
m,ng

I
m,n(t) + CIm,ng

R
m,n(t)|3

√
σ2
c

2

∑M−1
m=0

∑

n∈Z |gm(t− nT )|2
= 0.

deviennent
3
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∑
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et
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∑

n∈Z |gm(t− nT )|2
< ǫ

′

M ≪ 1.

A.3 Expression de la puissance moyenne d’un signal

GWMC

La puissance moyenne est calculée par la formule suivante

Pc,moy = lim
t0→+∞

1

2t0

∫ t0

−t0
E(|x(t)|2) dt

= lim
t0→+∞

1

2t0

∫ t0

−t0
E(

M−1∑

m,m′=0

∑

n,n′∈Z
Cm,nC

∗
m′,n′gm,n(t)g

∗
m′,n′(t)) dt

Hypothèse 5.2.1
= lim

t0→+∞
1

2t0

∫ t0

−t0

M−1∑

m=0

∑

n∈Z
σ2c |gm,n(t)|2 dt

= σ2c lim
t0→+∞

1

2t0

M−1∑

m=0

∫ t0

−t0

∑

n∈Z
|gm,n(t)|2 dt.
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On pose t0 = KT
2 ,K ∈ N

Pc,moy =
σ2c
T

lim
K→+∞

1

K

M−1∑

m=0

∫ KT
2

−KT
2

∑

n∈Z
|gm,n(t)|2 dt.

On remarque que t 7→∑

n∈Z
∑M−1

m=0 |gm(t− nT )|2 est périodique de période T , alors

Pc,moy =
σ2c
T

M−1∑

m=0

∫ T
2

−T
2

∑

n∈Z
|gm(t− nT )|2 dt

(par périodicité)
=

σ2c
T

M−1∑

m=0

∑

n∈Z

∫ nT+T
2

nT−T
2

|gm(t− nT )|2 dt

=
σ2c
T

M−1∑

m=0

∫ +∞

−∞
|gm(t)|2 dt

Pc,moy =
σ2c
T

M−1∑

m=0

‖gm‖2.
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Cette annexe est consacrée à la technique ATR, une nouvelle approche de la technique
TR (tone reservation), qui propose de choisir les porteuses réservées en fonction de la qualité
du canal de transmission. Cette technique, contrairement à toutes les études conduites sur les
choix des porteuses réservées, ne vise pas à améliorer les performances en PAPR. L’objectif
de l’ATR est d’améliorer le taux d’erreur binaire (TEB) du système en adaptant le choix des
porteuses réservées à la qualité du canal.

Ce travail représente le fruit d’une collaboration avec Mamadou Lamarana Diallo, un
doctorant au sein de l’équipe SCEE 1 et qui travaille sur les méthodes d’ajout de signal pour la
réduction du PAPR, sous l’encadrement de Jacques Palicot et Faouzi Bader. Ce travail a
fait l’objet d’une publication [172].

B.1 Principe de la technique Tone Reservation (TR)

Nous avons décrit dans la section 3.4, différentes méthodes de réduction du PAPR qui ont
été développées dans la littérature. Cette annexe porte sur la technique TR, une des méthodes
les plus utilisées, et qui consiste à réserver des porteuses pour porter un signal correcteur

1. Signal, Communication et Électronique Embarquée, IETR, CentraleSupélec, campus de Rennes.
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c(t) afin d’obtenir un signal x(t) + c(t) à PAPR réduit, comme présenté dans la Figure B.1. La
méthode TR réduit le PAPR en agissant sur les porteuses réservées, le récepteur n’effectue
pas de traitement supplémentaire sur le signal pour extraire les données. En plus, le calcul du
signal correcteur peut être réalisé grâce à des algorithmes d’optimisation efficaces comme la
programmation de cône de second ordre [108] ou l’algorithme de gradient projeté (GP) [107].
Ces implémentations pratiques ont rendu la TR, une technique prometteuse pour les standards
commerciaux comme le DVB-T2 (digital video broadcasting-terrestrial ). Nous définissons dans
ce qui suit l’algorithme GP, qui sera utilisé dans les simulations de la section B.3.

Figure B.1 – Schéma général d’une méthode d’ajout de signal pour la réduction du
PAPR.

B.1.1 Algorithme du gradient projeté (GP)

Notations On note FR
ML,MR

la sous-matrice de la matrice de la transformée de Fourier in-
verse discrète, contenant seulement les colonnes indexées dans l’ensemble des porteuses
réservées. Le paramètre L représente le coefficient de suréchantillonnage. Ql correspond à

la l-ème ligne de la matrice Q = FR
ML,MR

(

FR
ML,MR

)H
. C est le vecteur des composantes du

signal correcteur.

L’algorithme GP a pour objectif de calculer le signal de correction de telle sorte que le signal
résultant (la somme du signal original et le signal de correction) se rapproche le plus possible
de la fonction du clipping définie par :

f(r) =

{

Aej arg(r), if |r| ≥ A
r sinon

. (B.1)

La constante A représente un seuil prédéfini. Ajouter des porteuses à un signal OFDM x(t)
correspond à remplacer ce signal par un nouveau signal x+ FR

ML,MR
C.

La GP a pour objectif de maximiser le rapport de la puissance du signal et la puissance du
bruit du clipping (signal to clipping noise ratio, SCR). Ce dernier est défini comme suit

SCR =
‖x‖22

∥
∥
∥x+ FR

ML,MR
C− f

(

x+ FR
ML,MR

C
)∥
∥
∥

2

2

. (B.2)
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Maximiser (B.2) est équivalent à minimiser son dénominateur en résolvant le problème d’opti-
misation suivant

min
C

(
‖x+ FR

ML,MR
C− f(x+ FR

ML,MR
C)‖22

)
. (B.3)

En commençant par une condition initiale c(0) = 0MR
, le signal de correction peut être calculé

itérativement grâce à l’algorithme GP suivant l’équation suivante [107]

c(i+1) = c(i) − µ
∑

|x(i)
l

|>A

(

xl + c
(i)
l −Aej arg(xl+c

(i)
l

)
)

Ql. (B.4)

Ainsi, en ajoutant le signal utile x dans les deux termes de (B.4), on obtient un signal à PAPR
réduit après les (i+ 1) itérations comme suit

x(i+1) = x(i) − µ
∑

|x(i)
l

|>A

(

xl + c
(i)
l −Aej arg(xl+c

(i)
l

)
)

Ql, (B.5)

où x(i+1) = x+ c(i+1).
On définit Nmax le nombre maximal d’itérations, au delà duquel l’algorithme s’arrête.

B.2 Principe de la méthode Adaptive Tone Reserva-

tion (ATR)

Au lieu de réserver aléatoirement les porteuses, ou suivant un ensemble d’indices prédéfini
et connu à l’émetteur et au récepteur comme dans le DVB-T2, elles peuvent être sélectionnées
différemment dans le but d’améliorer les performances en TEB du système. La méthode qu’on
propose consiste à sélectionner les porteuses les plus atténuées par l’évanouissement sélectif
du canal, et les utiliser pour porter le signal de correction, au lieu de porter des informations
utiles. Puisque ces porteuses vont être supprimées à la réception, l’information utile va être
émise dans les porteuses les moins affectées, ce qui contribue à améliorer les performances
en TEB.

Ainsi, pour un canal h à évanouissement sélectif en fréquence, les MR porteuses qui cor-
respondent aux plus petites valeurs de |H(f)| sont réservées pour le processus de réduction
du PAPR, selon un algorithme qu’on définit dans la section B.2.1. Comme tout système adap-
tatif, nous supposons que la connaissance de l’état du canal CSI (channel state information)
est disponible à l’émission par un retour du récepteur, et que les variations du canal sont négli-
geables durant cette période de temps.

B.2.1 Algorithme

Soit R l’ensemble qui contient les indices des MR porteuses réservées. Dans l’ATR, cet
ensemble est défini suivant l’Algorithme 1.

B.2.2 Exemple

Afin de comprendre cette nouvelle méthode de sélection, on considère en premier lieu
un canal déterministe. La Table B.1 définit le canal sélectif en fréquence de Proakis C [78],
pour un nombre de porteuses égal à M = 1024. Cette figure nous indique que le canal a un
évanouissement spectral profond autour des porteuses indices 396 et 630. Les coefficients en
fréquence autour de ces indices sont très petits, le bruit relatif autour d’eux est alors très élevé.
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Algorithm 1 Sélection des porteuses réservées
Require: H,MR
positions← [ ]
Ordonner les éléments du canal H dans un ordre ascendant et retourner leurs indices
[−, indices]← sort(H)
Sélectionner les premiers MR indices qui correspondent aux MR plus petites valeurs de
H

for i← 1 :MR do
Retourner les positions des porteuses réservées correspondant aux porteuses les plus
affectées par la sélectivité du canal
positions← [positions, indices(i)]

end for

Table B.1 – Coefficients du canal Proakis C.
h0 h1 h2 h3 h4

0.027 0.460 0.688 0.460 0.027

En appliquant la méthode de sélection proposée, les MR porteuses réservées (MR est
égal à 12 dans ce cas) sont sélectionnées comme décrit l’Algorithme 1, elles correspondent à
l’ensemble des indices suivant :

Porteuses réservées = [397, 629, 396, 630, 398, 628, 395, 631, 399, 627, 394, 632].
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Figure B.2 – Réponse en amplitude du canal Proakis C.

B.2.3 Complexité

Dans l’approche TR, l’ensemble des positions des porteuses réservées est prédéfini (c’est

le même pour chaque x), la matrice Q = FR
ML,MR

(

FR
ML,MR

)H
peut être pré-calculée et sto-

ckée. La complexité de cette méthode TR est de l’ordre de O(ML).
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A la différence de la méthode TR, la matrice de projection dans le cadre de la méthode ATR
ne peut pas être pré-calculée et stockée du fait que les porteuses réservées sont définies en
fonction du canal de transmission et donc peuvent changer d’une trame à l’autre. Ainsi, le calcul
de la matrice de projection est à tenir en compte concernant la complexité de la méthode ATR.
Cependant, dans [107], l’auteur a montré que la matrice Q = FR

ML,MR
(FR
ML,MR

)H peut être
entièrement déterminée à partir de sa première colonne QCol

0 via un shift circulaire, autrement
dit on a :

Q =










QCol
0 [0] QCol

0 [ML − 1] QCol
0 [ML − 2] . . . Q0[1]

QCol
0 [1] QCol

0 [0] QCol
0 [ML − 1] . . . Q0[2]

...
...

...
...

...

QCol
0 [ML − 1] QCol

0 [ML − 2] QCol
0 [ML − 3] . . . QCol

0 [0]










. (B.6)

Avec QCol
0 [p] désignant la p-iéme composante de QCol

0 . En exploitant cette propriété, on re-
marque alors que le coût de calcul de la matrice de projection Q est de O(MLMR). Il vient
alors que la complexité numérique de la méthode ATR-GP est de O(MLNmax)+O(MLMR) =
O(ML(MR +Nmax)) contre O(MLNmax) pour la méthode TR-GP classique. Cette croissance
de complexité est due au fait que les porteuses réservées dans la méthode ATR-GP changent
en fonction du canal de transmission.

B.3 Résultats de simulation

Les simulations dans cette section ont été effectuées pour un système OFDM à M = 1024
porteuses. Le nombre de porteuses réservées est MR = 12. Les constellations 4-QAM, 16-
QAM et 64-QAM sont utilisées pour évaluer les performances en TEB, et la constellation 4-
QAM est utilisée dans la comparaison des performances en PAPR. L’espacement entre por-
teuse est fixé à ∆F = 15 kHz. Le TEB et les simulations du PAPR sont réalisées pour n1 = 108

et n2 = 106 boucles d’itérations respectivement.

B.3.1 Performances en TEB

Nous évaluons les performances en TEB dans un canal de Rayleigh sélectif en fréquence
pour un système OFDM qui utilise la méthode ATR. Ces performances seront comparées avec
l’OFDM utilisant une méthode de sélection classique qui consiste à réserver les MR premières
porteuses.

Le canal ETU dont le délai τ et le gain moyen du trajet Gav ont été définis dans la Table 7.2,
est choisi dans nos simulations. L’algorithme du gradient projeté est utilisé pour calculer le
signal de correction pour un nombre d’itération de Nmax = 20, un pas de µ = 0.25, et un seuil
de A correspondant à 6.5 dB.

La Figure B.3 donne les performances en TEB du système OFDM, basé sur la méthode
de sélection adaptative et les compare avec une sélection des porteuses spécifique. Comme
observé dans la Figure B.3, pour un TEB de 10−3, la méthode proposée permet de réaliser un
gain de 5 dB en termes de SNR pour différentes constellations (4-QAM, 16-QAM, 64-QAM).
Ceci peut être expliqué par le fait que les porteuses atténuées par un évanouissement profond
du canal ne portent pas d’informations utiles, et elles sont supprimées au récepteur. Ces éva-
nouissement n’engendrent pas alors des erreurs à la réception, ce qui améliore le TEB utile du
système.

B.3.2 Performances en PAPR

La technique de sélection qu’on propose améliore le TEB dans un canal sélectif en fré-
quence, sans réduire les performances en PAPR en comparaison avec une méthode classique
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de sélection des porteuses réservées. Afin de confirmer ce constat, nous évaluons les perfor-
mances en PAPR en utilisant la méthode TR basée sur la sélection adaptative (ATR) et on la
compare avec une sélection spécifique qui consiste à réserver les MR premières porteuses.
Les performances en PAPR sont comparées à travers l’évaluation de leur CCDF. La Figure B.4
confirme qu’il n y a pas de dégradation du PAPR quand la nouvelle méthode de sélection
adaptative est utilisée.

B.4 Conclusion

Dans cette annexe, nous avons proposé une nouvelle méthode de sélection des porteuses
pour la méthode tone reservation (TR). Nous avons montré à travers des simulations, que la
technique de sélection proposée permet d’atteindre 5 dB de gain en termes de SNR pour un
TEB de 10−3, pour différentes constellations, dans un canal Rayleigh sélectif en fréquence
pour un système OFDM sans codage, sans aucune dégradation des performances en PAPR
en comparaison avec une méthode de sélection classique des porteuses réservées.
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Durant mes trois années de thèse, j’ai eu l’opportunité de visiter plusieurs équipes de re-
cherche à l’étranger. Ce fut une expérience très enrichissante. D’une part, j’étais exposée à de
nouveaux environnements et méthodes de travail et j’ai travaillé avec des chercheurs qui ont
différentes perspectives de recherche. D’autre part, mes séjours à l’étranger m’ont permis de
découvrir d’autres pays et de nouvelles cultures et d’ accroître mon développement personnel.
En plus, les mobilités à l’étranger sont un moyen très efficace pour développer son réseau aca-
démique. Dans ce qui suit, je donne un résumé des collaborations internationales durant mes
trois années de thèse.

C.1 Université d’Oxford, Royaume-Uni

Période de mobilité Juillet-Août 2016

Collaborateur Dr. Justin P. Coon

Équipe de recherche J.P. Research Group, Department of Engineering Science,
Oriel College

Sujet de recherche Analyse des performance des schémas de modulation
“Non-orthogonal Multi-tone FSK ”

Objectifs Ils existent différents schémas de modulation multi-tone FSK. Certains sont
proches de la modulation F-QAM (proposée pour des systèmes cellulaires de la 5G par Sam-
sung). La variante multi-tone FSK non orthogonale sera étudiée. L’effet de la forme d’onde sur
les interférences entre symboles, le taux d’erreur binaire et l’efficacité spectrale sera analysé.
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C.2 Université nationale de Yokohama, Japon

Période de mobilité Juillet-Août 2015

Collaborateur Prof. Hideki Ochiai

Équipe de recherche Ochiai Research Group, Communication Theory Labora-
tory, Department of Electrical and Computer Engineering

Sujet de recherche Étude du compromis : Localisation fréquentielle des por-
teuses et le PAPR

Résumé : Il a été prouvé que le PAPR dans les modulations multiporteuses dépend de la
forme d’onde utilisée dans la modulation. Il est possible alors d’agir sur la forme d’onde pour
réduire le PAPR. En se basant sur ce résultat, le problème de réduction du PAPR est formulé
en un problème d’optimisation. La solution du problème d’optimisation montre que parmi toutes
les modulations multiporteuses basées sur des fonctions de modulation qui ont un support tem-
porel plus large que la période symbole, l’OFDM (orthogonal frequency division multiplexing) est
optimal en termes des performances en PAPR. Ainsi, pour avoir une modulation multiporteuses
meilleure que l’OFDM en termes de performance en PAPR, le support temporel de cette forme
d’onde doit être strictement inférieur que la période symbole. Cette nouvelle considération de
la forme d’onde a un impact sur la localisation fréquentielle de la forme d’onde. Un compromis
peut être caractérisé entre l’amélioration des performances en PAPR et l’amélioration de la
localisation fréquentielle des porteuses.

C.3 Université de York, Royaume-Uni

Période de mobilité Juin-Juillet 2015

Collaborateur Prof. Alister G. Burr

Équipe de recherche Department of Electronics

Sujet de recherche Étude des performances de la transformée en onde-
lettes : PAPR, efficacité spectrale, taux d’erreur binaire
pour différents canaux

Résumé : Le Wavelet-OFDM basé sur la transformée en ondelettes discrète a reçu une
attention considérable dans la communauté scientifique, grâce à certaines caractéristiques
prometteuses. Nous comparons les performances du Wavelet-OFDM basé sur l’ondelette de
Meyer avec l’OFDM, en termes de PAPR, de taux d’erreur binaire pour différents canaux et dif-
férents égaliseurs, de la complexité d’implémentation et de la densité spectrale de puissance.
Nos résultats de simulations montre que, sans réduire l’efficacité spectrale, la structure pro-
posée basée sur l’ondelette de Meyer, atteint jusqu’à 4.5 dB de gain en termes de PAPR par
rapport à l’OFDM et jusqu’à 6.5 dB de gain en termes de SNR, quand on utilise l’égaliseur
MMSE sans codage canal, au prix d’une augmentation de la complexité.

Cette collaboration a donné deux articles de conférences internationales [158, 157].
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C.4 Université de technologie de Poznan, Pologne

Période de mobilité Juin-Juillet 2014

Collaborateur Dr. Adrian Kliks

Équipe de recherche Chair of Wireless Communications

Sujet de recherche Analyses temps-fréquence pour différentes transformée
orthogonales pour des modulations multiporteuses

Résumé :

• Analyses temps-fréquence des systèmes multiporteuses.

• Exploration de nouvelles formes d’onde à PAPR réduit.

• Étude de l’impact d’un canal multitrajets et de l’effet Doppler sur un système multipor-
teuses pour différentes formes d’onde.

• Discussions des aspects clés de la transformée de Gabor et des méthodes de calcul des
bases duales (utilisées au récepteur).
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Résumé

L’OFDM est une technique de modulation multiporteuses largement utilisée dans des ap-
plications de communications filaires et sans-fils comme le DVB-T/T2, le Wifi, et la 4G, grâce
à sa robustesse contre les canaux sélectifs en fréquence en comparaison avec la modula-
tion monoporteuse. Cependant, le signal OFDM souffre de grandes variations d’amplitude. Les
fluctuations de l’enveloppe du signal OFDM génèrent des distorsions non-linéaires quand on
introduit le signal dans un équipement non-linéaire comme l’amplificateur de puissance. Ré-
duire les variations du signal améliore le rendement de l’amplificateur, réduit la consommation
énergétique et diminue les émissions de CO2 des transmissions numériques.

Le PAPR (rapport de la puissance crête sur la puissance moyenne) est une variable aléa-
toire qui a été introduite pour mesurer les variations du signal. Il existe plusieurs systèmes
multiporteuses basés sur différentes bases de modulation et filtres de mise en forme. Nous
prouvons d’abord dans ces travaux que le PAPR dépend de cette structure de modulation. En-
suite, nous étudions le comportement du PAPR vis-à-vis des formes d’ondes utilisées dans la
modulation. Le problème de réduction du PAPR est ainsi formulé en un problème d’optimisa-
tion. Par ailleurs, une condition nécessaire pour construire des formes d’ondes avec un meilleur
PAPR que l’OFDM est développée. Cette condition est notamment satisfaite par des bases en
ondelettes. Enfin, une nouvelle forme d’onde en paquets d’ondelettes adaptative est proposée,
permettant des gains significatifs en PAPR, tout en maintenant les avantages des modulations
multiporteuses.

Mots clés : Facteur de crête, OFDM, Modulations en ondelettes, Modulations adaptatives.

Abstract

OFDM is a multicarrier modulation system widely used in wireline and wireless applications
such as DVB-T/T2, Wifi, and 4G, due to its resilience against frequency selective channels com-
pared with the single carrier modulation systems. However, the OFDM signal suffers from large
amplitude variations. The fluctuations of the OFDM envelope generate non-linear distortions
when we introduce the signal into a non-linear device like the power amplifier. Reducing the va-
riations of the signal improves the power amplifier efficiency, reduces the energy consumption
and decreases CO2 emissions.

The peak-to-average power ratio (PAPR) has been introduced as a random variable that
measures the power variations of the signal. There exist several multicarrier modulation sys-
tems based on different modulation basis and shaping filters. We first prove in this work that the
PAPR depends on this modulation structure. Moreover, the behaviour of the PAPR regarding
to the modulation waveforms is analysed and the PAPR reduction problem is formulated as an
optimization problem. Furthermore, a necessary condition for designing waveforms with better
PAPR than OFDM is developed. This necessary condition is particularly satisfied by wavelet
basis. Finally, a new adaptive wavelet packet waveform is proposed, allowing significant gain in
terms of PAPR, while keeping the advantages of multicarrier modulations.

Keywords : PAPR, OFDM, Wavelet modulation, Adaptive modulation.


	Table des matières
	Listes des acronymes et abréviations
	Notations mathématiques
	Introduction
	I État de l'art
	Rappel d'Analyse temps-fréquence
	Notions temps-fréquence
	Représentation en temps et en fréquence
	Localisation temps-fréquence
	Principe d'incertitude
	Pavage temps-fréquence

	Transformée de Gabor
	Pavage temps-fréquence
	Famille de Gabor
	Exemples de fenêtres

	Transformée en ondelettes
	Pavage temps-fréquence
	Transformée en ondelettes continue
	Transformée en ondelettes discrète
	Analyse multirésolutions
	Filtres miroirs conjugués
	Transformée en ondelettes rapide
	Analyse des moments d'ordre 1 et 2
	Exemples d'ondelettes

	Transformée en paquets d'ondelettes
	Pavage temps-fréquence
	Bases de paquets d'ondelettes
	Paquets d'ondelettes de Walsh
	Nombre de bases de paquets d'ondelettes
	Sélection d'une ``meilleure'' base selon un critère prédéfini


	Modulations multiporteuses
	Multiporteuses basées sur la transformée de Gabor
	Notions d'orthogonalité et de biorthogonalité
	Systèmes orthogonaux
	OFDM
	FMT
	FBMC: systèmes orthogonaux dans R
	Systèmes UFMC

	Systèmes non-orthogonaux
	NOFDM
	GFDM


	Multiporteuses basées sur la transformée en ondelettes
	Les ondelettes dans les communications sans fils
	Wavelet-OFDM
	Wavelet Packet OFDM


	État de l'art sur le problème du PAPR
	Problème du PAPR lors de l'amplification de puissance
	Mesures des variations du signal
	Fonction de répartition du PAPR pour l'OFDM
	Méthodes de réduction du PAPR
	Critères d'évaluation des techniques de réduction du PAPR
	Techniques d'ajout de signal
	Techniques probabilistes
	Techniques de codage


	Modulations adaptatives
	Contexte de la radio intelligente
	Hypothèses générales d'un système adaptatif
	Adaptation de la puissance allouée
	Adaptation de la modulation et du codage
	Adaptation de la largeur de bande
	Adaptation de l'intervalle de garde
	Limitations des modulations adaptatives


	II Contributions
	Analyse théorique du PAPR pour les systèmes GWMC
	Expression du signal GWMC
	Hypothèses
	Définition générale du PAPR
	Cas continu
	Cas discret

	Borne supérieure du PAPR
	Approximation de la CCDF du PAPR
	Durée d'observation finie
	Durée d'observation infinie

	Application de l'approximation pour différents systèmes
	CCDF du PAPR pour l'OFDM classique pour différents paramètres

	Problème de réduction du PAPR
	Simplification de la CCDF du PAPR
	Problème d'optimisation du PAPR
	Résolution du problème d'optimisation
	Aperçu des principaux résultats
	Discussion sur crit
	Preuve des principaux résultats

	Applications
	Classification des formes d'ondes vis-à-vis du PAPR

	La modulation en ondelettes
	Variantes du Wavelet-OFDM
	Performances en PAPR
	Limitations de la DSP
	Analyse de la DSP pour un signal GWMC
	DSP du Wavelet-OFDM
	DSP de la modulation en ondelettes de Haar
	Largeur du lobe principal
	Validation par simulation de la DSP de Haar Wavelet-OFDM
	Comparaison avec l'OFDM
	Discussions
	DSP de Dmey Wavelet-OFDM
	Effet de l'amplificateur de puissance sur la DSP

	PAPR de Dmey pour différentes variantes et constellations
	Performances en TEB
	Canal AWGN et Flat Fading
	Canal sélectif en fréquence

	Complexité d'implémentation

	Étude d'une nouvelle modulation à forme d'onde adaptative
	Motivations
	Principe de la modulation AWPM
	Définitions et notations
	Vue d'ensemble
	Sélection d'une meilleure base

	Méthodes d'échanges entre l'émetteur et le récepteur
	Application dans un canal spécifique
	Exemple d'un canal sélectif en fréquence h
	Modulation AWPM pour le canal h
	Comportement en PAPR et en TEB pour différents seuils sur le canal h

	Performances de la modulation AWPM dans un canal ETU
	Performances en PAPR et en TEB
	Compromis monoporteuse/multiporteuses


	Conclusion Générale et Perspectives
	Complément du Chapitre 5
	Distribution de la partie réelle xR(t) du signal GWMC transmis
	Théorème central limite de Lyapunov (L-CLT)
	Condition de Lyapunov pour un système GWMC
	Application du L-CLT

	Théorème du Berry-Esseen
	Expression de la puissance moyenne d'un signal GWMC

	La méthode Adaptive Tone Reservation (ATR)
	Principe de la technique Tone Reservation (TR)
	Algorithme du gradient projeté (GP)

	Principe de la méthode Adaptive Tone Reservation (ATR)
	Algorithme
	Exemple
	Complexité

	Résultats de simulation
	Performances en TEB
	Performances en PAPR

	Conclusion

	Bilan des mobilités sortantes
	Université d'Oxford, Royaume-Uni
	Université nationale de Yokohama, Japon
	Université de York, Royaume-Uni
	Université de technologie de Poznan, Pologne

	Table des figures
	Liste des tableaux
	Liste des publications
	Bibliographie


