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Introduction

Virus Un programme est une séquence finie de commandes a exécuter dans un ordre
précis. Un programme définit un comportement, c’est a dire un moyen de passer d’un état
a un autre.

Lorsque I'on parle d’'un programme, on peut considérer deux objets : soit le compor-
tement qu’il définit, soit de I'objet représentant la séquence finie de ses commandes. Dans
le premier cas, on parle de la sémantique extensionnelle du programme (elle répond a la
question “Que fait le programme ?”), et dans le second cas de sa sémantique intentionnelle
(elle répond a la question “Comment fonctionne le programme ?”).

Dans certaines situations la sémantique intentionnelle n’a que peu d’importance. Par
exemple, lorsque 1'on lance un programme sur son ordinateur, sa forme ou sa taille ne
comptent pas. On souhaite juste que le programme fasse ce qu’on lui demande. Dans
le cas des virus informatiques, le comportement du virus est ce qui est responsable du
“désagrément” (keylogger, cheval de Troie, ransomware,. ..). Mais dans d’autre cas, la
maniere de s’exécuter du programme compte. Par exemple, les programmes antivirus
reconnaissent les programmes malveillants a partir de leur syntaxe (donc de maniere
intentionnelle).

Pour ne pas étre détectés tout en conservant le méme comportement, les virus infor-
matiques doivent alors subir une transformation changeant leur sémantique intentionnelle
sans toucher a leur sémantique extensionnelle. On appelle obfuscation cette transforma-
tion. Différentes solutions d’obfuscation existent : codes morts, prédicats opaques [CTLIS],
chevauchements de code [Thil5], etc.

Une autre de ces méthode est ’auto-modification. Un programme auto-modifiant est
capable de lire et modifier son propre code pendant son exécution. Il est difficile d’ana-
lyser le comportement de ces programmes car les parties qui décrivent ce comportement
(charge) sont justement celles qui sont inaccessibles avant ’exécution. En pratique, le pro-
gramme est composé avant exécution d’un partie chiffrée, et 'exécution de ce programme
déchiffre cette partie avant de I’exécuter. La charge est donc cachée sous plusieurs couches
de chiffrements successives.

Le terme académique de I'auto-modification est la réflexion.

Réflexion Ce concept désigne la capacité d’un programme a “se voir” et “agir” direc-
tement sur lui-méme.

D’une part, la réflexion “en lecture” donne acces a un programme a une version réifiée
de lui méme. Cette particularité de la réflexion est étudiée depuis KLEENE et son Second
Théoreme de Récursion [Kle38]. Il montre que pour toute fonction calculable, il existe
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X Introduction

un programme calculant cette fonction appliquée a son propre code. Un application tres
connue de ce théoreme est l'existence de quines dans tout langage de programmation
acceptable, c¢’est a dire de programmes produisant leurs propres codes. Cette idée d’auto
reproduction est reprise par VON NEUMANN et ses automates auto-réplicateurs [Neu66]
et plus tard CONWAY dans son jeu de la vie [Gar70]. Dans le langage C, un programme
est capable d’accéder a son propre code grace aux pointeurs de fonction.

D’autre part, la réflexion en “écriture” permet de modifier son propre code. Par
exemple, en Python il est possible de demander 1’exécution d’une chaine de caracteres.
Cette notion est directement liée a celle de 1'interprétation qui permet d’exécuter une
donnée.

Que ce soit en “lecture” ou en écriture, la réflexion peut-étre résumée comme la possibi-
lité de voir un programme comme une donnée, et réciproquement. Pour étudier la réflexion,
un point capital sera donc 1'utilisation de cette dualité, notamment en explicitant ce que
sont les données et les programmes dans les langages utilisés, et comment on passe d’un
état a 'autre.

Interprétation logique du calcul La correspondance de CURRY-HOWARD assure
qu'un calcul correspond a une preuve logique. Le A-calcul est ainsi associé a la Logique
Intuitionniste [How80]. Etendu par Popérateur de capture de continuation callce, il est
associé a la logique classique [Gri90]. On est donc en droit de se demander ce que si-
gnifie un calcul réflexif logiguement. En particulier, a quoi correspond la dualité don-
nées/programmes, l'exécution d’une donnée, la réification d’'un programme.

On soutiendra que la Logique Linéaire est un bon cadre pour I’étude des langages
réflexifs.

Résumé de la thése

Partie 1 : Cinématique de la réflexion

La dualité programmes/données, et le passage d’un état a l’autre suscite une vision tres
“physique” de la réflexion. La premiere partie sera consacrée a I'étude des “mouvements”
produits par la réflexion.

Chapitre 1 Les notions élémentaires de cette these sont définies (outils mathématiques).
On rappelle également la définition d’un langage de programmation (langages acceptables)
suivant le modele de JONES [Jon97; JGS93]. Cette définition se base sur deux notions :
les programmes (ce qui est peut exécuté) et les données (ce qui peut-étre lu et modifié,
les entrées/sorties des programmes). Cette distinction entre ces deux mondes est la pierre
angulaire de notre travail, qui consistera a étudier le rapport entre eux, comment il est
possible de passer d'un monde a l'autre. Le chapitre présente également des résultats
génériques sur les langages de programmations acceptables, notamment le Théoreme de
Récursion de KLEENE, point fondamental de notre étude de la réflexion car liant les
entrées (données) d'un programme avec sa sémantique.
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Chapitre 2 Un programme réflexif est capable de donner a une donnée une sémantique
extensionnelle (on ne regarde que les entrées et les sorties du programme qu’encode cette
donnée), ou de donner & un programme une sémantique intentionnelle (on s’intéresse
a comment fonctionne le programme). Pour la premiere, on transforme une donnée en
un programme (réflexion) et dans Iautre on transforme un programme en une donnée
(réification). On utilise ces deux principes dans ’élaboration d’une représentation des
langages réflexifs dans laquelle un programme peut interpréter un autre, qui lui méme en
interprete un autre, ete. (tour de réflexions). Cette représentation a plusieurs applications
dans la conception de programmes réflexifs.

Chapitre 3 On présente un modele de machine abstraite explicitant les phénomenes
réflexifs. Cette machine donne une représentation des réflexions et des réifications comme
des mouvements de blocs de codes (registres) entre une zone ou les registres sont exécutés
et une zone ou les registres sont lisibles et modifiables. On montre que cette machine
est un modele de calcul correct en donnant divers exemples de programmes. On exhibe
notamment les programmes fondamentaux (interpréteurs, spécialiseurs) décrits dans le
Chapitre 1. Enfin, on donne une mesure des mouvements des registres dans la machine,
et on donne une définition d’une réflexion et d’une réification dans cette machine.

Chapitre 4 En s’intéressant plus particulierement aux phénomeénes des réflexions (exé-
cution de données), on établit une sémantique abstraite d’'un programme réflexif. L’abs-
traction se base sur le découpage de l'exécution réflexive en plusieurs exécutions sans
réflexion.

Partie 2 : Interprétation logique

Chapitre 5 En guise d’introduction, on donne la définition du A-calcul, et de ses prin-
cipales propriétés (confluence, typage, ...). Ce chapitre répond a deux besoins : dans un
premier temps, il nous sert de modele de rédaction pour les autres parties ou des langages
proches du A-calcul seront définis. D’autre part, il introduit les notions essentielles des
langages fonctionnels que 1’on retrouvera a chaque fois qu’on définira un nouveau langage.

Chapitre 6 On rappelle quelques bases sur la logique linéaire. Cette logique introduit les
notions de gestion des ressources (que nous n’utiliserons pas ici) et 'opérateur exponentiel
A, ainsi que les deux regles DERELICTION et PROMOTION pour l'introduction a gauche
et a droite de l’exponentielle. Nous verrons les problemes qui apparaissent lorsque 1'on
souhaite associer une syntaxe a la logique linéaire, qui conserve les propriétés de réduction
du sujet et de cohérence. On montre ce que ces propriétés impliquent sur la sémantique
opérationnelle de la syntaxe, et notamment sur ’élimination des coupures sur les types
A : seules les preuves se terminant par PROMOTION peuvent étre “poussées” lors de la
suppression des coupures. On abordera également la Soft Linear Logic, un sous-systéme
de la logique linéaire, remplacant la regle PROMOTION par une regle dérivée, la regle
SOFTPROMOTION.
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Chapitre 7 On présente une version étendue du lambda calcul ayant des capacités ré-
flexives. Pour cela notre calcul défini des termes dont I’exécution est suspendue. L’idée est
que ces termes correspondent & des données. A partir de cette supposition, on construit
le langage en vérifiant qu’il conserve les propriétés usuelles comme I’a-renommage, la
confluence, ... On montrera comment ce langage s’inscrit dans le modele des langages de
programmation du Chapitre 1. Enfin on détaillera aussi ses capacités réflexives, en mon-
trant ses lacunes au niveau de la réification. On met également ce langage en perspective
avec d’autres langages de la littérature, ces langages étant connus dans le domaine de la
stage computation, c’est a dire le domaine ou le calcul est découpé en plusieurs étapes.

Chapitres 8 et 9 On donne deux systeémes de types a Ag, I'un s’appuyant sur la Logique
Linéaire (PIL, Chapitre 9), et 'autre sur la Soft Linear Logic (SIL, Chapitre 8). Les termes
gelés sont associés au type A en utilisant une regle PROMOTION (ou SOFTPROMOTION).
Les deux systemes de types sont corrects, c’est a dire qu’ils ont la propriété de réduction
du sujet. On lie ici deux problémes distincts dans leur méthode de résolution : celui de la
cohérence d’une syntaxe de la logique linéaire (Chapitre 6) et celui de la confluence de Ag
(Chapitre 7). Ces deux probleémes se résolvent de la méme maniere : en n’éliminant les
coupures sur !A (autorisant les substitutions dans les termes gelés) que lorsque la preuve
de A se termine par PROMOTION (lorsque le terme a substituer est un terme gelé).

Chapitre 10 Le systeme SIL est inclus dans PIL, c’est a dire que tous les termes
typables dans SIL le sont dans PIL. De plus, il existe des termes non typables dans PIL
qui ne le sont pas dans SIL. La fonction de digging dig : !A — !!A en est un exemple.
On montre méme que le systeme SIL avec une fonction de digging permet de typer tous
les termes de PIL, & la maniere de LAFONT [Laf02]. On montre que l'utilisation de la
déréliction dans SIL correspond a une exécution de terme gelé.

Chapitre 11 Ce chapitre apporte une solution au probleme de la réification. On in-
troduit ici une stratégie d’évaluation dans Ag afin de n’autoriser la réduction que de
termes clos. Dans ce cadre, on peut parler d'un opérateur de réification. On présente alors
un opérateur C capturant la continuation courante, et la passant, sous forme réifiée, au
programme, s’'inspirant ainsi du travail de [MF93]. On exprime ce calcul dans une ma-
chine construite a partir d’'une machine de KRIVINE. On donne également un systéme de
types construit a partir de PIL. Ce systeme de types est correct au regard des regles de
réduction, c’est a dire qu’il est stable par réduction.
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Chapitre 1

Eléments de théorie de la
programmation

On présente dans ce chapitre introductif les outils mathématiques utilisés tout le long
de la these. D’autre part, on définit les notions de base des langages de programmation,
dans un cadre général. Ces notions accompagneront toute la theése (données, programmes,
interpréteurs, ...). Finalement on donne quelques résultats de la théorie des langages de
programmation, dont le principal est le Théoreme de Récursion de KLEENE.

1.1 Outils mathématiques

1.1.1 Fonctions partielles

Soit A et B deux ensembles. On dit que f est une fonction partielle de A vers B, et
on note f : A —, B, si f est une fonction totale de A vers B U {L}. Le support de f,
noté supp(f), est défini par supp(f) = {a € A| f(a) # L}. On dira que f est incluse dans
g (noté f C g) lorsque Va € supp(f), f(a) = g(a). Si f et g sont deux fonctions partielles
de A vers B a supports disjoints, alors f U g est la fonction partielle

fUg - A -, B
a €supp(f) — f(a)

a € supp(g) +— g(a)
a — 1 sinon

Sibe BU{L}eta€ A, onnote fla — b] la fonction partielle telle que Va' # a, fla —
bl(a) = f(a') et fla — b](a) = b.

1.1.2 Listes

Soit A un ensemble, on note A* ’ensemble des listes sur A, c¢’est a dire ’ensemble des
suites finies d’éléments de A. On note € la liste vide et si a appartient a A, on note a.u
I’ajout de a en début de u et si u et v sont des listes sur A, alors u e v est la concaténation

3



4 Chapitre 1. Eléments de théorie de la programmation

de u et de v, c’est a dire 'opération définie inductivement par
def

{(a.u)ov E a(uev) acA

La liste (aj.(as.(---.(an.€)--+))) pourra étre notée |ay,as, -+ ,a,]. Si ¢ : A — B, on
note ¢* : A* — B* l'extension “point & point” de ¢, c’est & dire que ¢*([ar, - ,an]) =

[¢(a’1)7 T ¢(an)]

Définition 1.1.1 (Préfixe). Une liste v est préfire d’'une liste u s’il existe une liste w
telle que u = v e w. On note pref(u) 'ensemble des préfixes de u.

Définition 1.1.2 (Ensemble préfixe). Un ensemble de listes E est un ensemble préfize
si Vu € E,pref(u) C E

1.1.3 Relations

Une relation sur un ensemble F x F' est un élément de p(E X F'). Si R est une relation de
E x E, on note R* sa cloture réflexive transitive. On dit qu’une relation R est déterministe
lorsque, pour tout a,b,c, si a Rbet a R c alors b = c.

1.2 Langages de programmation

1.2.1 Définition

Dans cette section et les suivantes, on s’inspire de [Jon97] pour la présentation des
définitions d'un langage de programmation, et des concepts qui lui sont associés.

Définition 1.2.1 (Langage de programmation). Un langage de programmation £ est le
triplet (P¢, De, [],) out

— P et Dy sont les ensembles énumérables des programmes p et des données d,

— La fonction partielle [], : P — D; — Dy est la fonction sémantique, ot D} est
I’ensemble des listes de D;.

On notera le fait que les fonctions calculées par les programmes prennent comme para-
metre une liste de données (ce sont des fonctions d’arité variable). Ce choix est purement
esthétique car il simplifie I’écriture des programmes en général.

Définition 1.2.2 (Fonction calculable). On dira qu'une fonction partielle f : D} —, D;
est L-semi-calculable s’il existe un programme py € Py tel que [ps], = f. Si en plus f
est totale, alors on dira que f est L-calculable.

Définition 1.2.3 (Langage complet). Soient deux langages £, = (P1, Dy, [];) et Lo =
(P2, Do, [,) et soit une bijection® ¢ : Dy — Dy. La fonction ¢ est une fonction de codage.

1. II existe toujours une bijection entre deux domaines D; et Dy de deux langages, car ces ensembles
sont énumérables



1.3. Langage acceptable )

On dit que £ est ¢-Lo-complet si pour tout programme p, € Py, il existe un pro-
gramme p; € P tel que ¢* o [po]l, = [p1], 0 ¢*, c’est a dire tel que le diagramme suivant
commute (on rappelle que ¢* est l'extension “point a point” de ¢ sur les listes).

[[p2]]2

D; —— Dj

dfﬂ J N

Dy —— Di

[pil,
On dira que £, est Lo-complet si il est id-Lo-complet.

Définition 1.2.4 (Langages équivalents). Soient £1 = (Py, Dy, []) et Lo = (P2, Do, [],)
deux langages et ¢ : Dy — D; une bijection. Le langage £ est ¢-Lo-équivalent lorsque
L est ¢-Lo-complet et Ly est ¢~ 1-L-complet.

Le langage £ est Lo-équivalent lorsqu’il est id-Lo-équivalent.

Propriété 1.2.5 (Symétrie). Le langage Ly est ¢-Lo-équivalent si et seulement si le
langage Ly est ¢~ 1-L1-équivalent.

On pourra donc dire de deux langages qu’ils sont équivalents.

Propriété 1.2.6 (Transitivité). Si Lo est ¢-Ls-complet (resp. équivalent) et Ly est ¢'-
Lo-complet (resp. équivalent), alors Ly est (¢ o ¢)-Lz-complet (resp. équivalent).

Démonstration. Posons £; = (P;, D;, [[];) pour i € {1,2,3}. Soit p3 € Ps. Il existe p, € Py
tel que ¢ o ¢* o [p3]l; = @™ o [pa], 0 ¢*. Il existe aussi p; € Py tel que ¢ o [po], 0 ¢* =
[[p1]]1 0 ¢ og". [

Dans la suite on va parler des relations que 'on peut trouver entre les langages. Si on
étudie les langages £, et L5, on adoptera couramment la notation P; et P, au lieu de P,
et Pr,. De méme pour les autres composantes des langages.

1.2.2 Notation

On sera amené a manier différents objets. Les fonctions (objets mathématiques) seront
notées en gras, les programmes en police sans serif, et les instructions en police teletype.

1.3 Langage acceptable

Suivant la définition donnée dans [Rog87], un langage est dit acceptable lorsqu’il est
TURING-complet (Définition 1.2.4 et Section 1.3.1) et qu’il dispose d’une machine uni-
verselle (Section 1.3.3) et d’'une fonction de spécialisation (Section 1.3.4). La définition
complete sera donnée dans la Section 1.3.3.
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1.3.1 Turing-complétude

Onnote T = (Pg, Dy, []+) le langage ot Py désigne I'ensemble des machines de TURING
a plusieurs rubans, Dy 'ensemble des rubans et si p € Py, alors [p]; (d) = d’ lorsque la
machine dont l'entrée sont les rubans de la liste d s’arréte sur les rubans de la liste d’.

Définition 1.3.1 (TURING-complétude). Soient £ = (P, D, []) un langage et une fonc-
tion d’encodage ¢ : Dy — D. Le langage £ est ¢-TURING-complet lorsque £ est ¢-T-
complet. Le langage £ est TURING-complet lorsqu’il est id-TURING-complet.

Propriété 1.3.2. Si L = (P,D,[]) est ¢-TURING-complet, alors il existe id € P et
dupl € P tel que
[id](d) = d

[dupl] (d.d) = d.d.d
[pop] (dd) = d
Démonstration. Dans un premier temps, on note qu’il existe des machines de TURING idy
et duply telles que [ids]; = id et [dupls]; (dy.dy) = dy.dy.d et [popg] (dr.dy) = d.
Il existe une bijection ¢ : Dy — D telle que £ est ¢-T-complet. Donc il existe id, dupl €
P tels que [ids]y = (¢*)7" o [id] o ¢*, [duply]; = (¢*)7" o [dupl] o ¢* et [pops]s =
(¢*)~" o [pop] o ¢*. Donc

[id] ¢* o [ids]y o (¢*)~"
[dupl] = ¢* o [dupls]s o (¢*)~
[pop] = ¢* o [pops]y o (¢*)~"

HII

Et donc
[dupl] (d.d) = ¢*([[dup|cr]]¢r(( (d)).((¢")"1(d)))
3*((¢ Hd))-(¢71(d)).((¢")~1(d)))

d.d

De méme

[pop] (d.d) =d

1.3.2 Domaines de calcul

Ce travail va nécessiter de passer fréquemment d’un programme a une donnée et vice
versa. On suppose donc que dans chaque langage £ il existe une fonction d’encodage
Prz — Dy. Si p est un programme, on notera p son encodage.

De plus, afin de simplifier I’écriture, sauf mention explicite du contraire, on considerera
que tous les langages partagent le méme ensemble de données D.

1.3.3 Interprétation

Soient deux langages £; = (P;,D,[],) pour ¢ € {1,2}. Un interpréteur de Lo écrit
dans £, est un programme intff € P, (noté int? dans la suite pour plus de facilités) tel
que

Vpy € Po,Vd € D,Yd € D*  [int]], (p2.d.d) = [ps], (d.d).
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Un interpréteur d’un langage £ est un programme de £, capable de reproduire le compor-
tement de n’importe quel programme de £, au niveau du langage £1. Le cas le plus simple
est quand £, = L, : dans cette situation, un interpréteur est appelé auto-interpréteur ou
machine universelle. On le notera univy.

1.3.3.1 Domaines distincts

Si L; = (P;, Dy, [1,) ou Dy # Do, on peut utiliser bijection ¢ : D — D;. Le programme
int] € P; est un interpréteur lorsque

Vps € Py, Vdy € Dy, ¥d € D ([int2], 0 ¢")(P3.da.d) = (6" o [ps],)(ds.d).

1.3.4 Spécialisation

def

Soit le langage Lo = (P2, D, [],). On dit que la fonction spec*? : Py — D — Py (notée
dans la suite spec?) est une fonction de spécialisation si

Vp € Pp,Vd,d € D,vd € D*  [spec®(p,d)], (d'.d) = [p], (d.d".d)

On dira que spec? est implémentée dans le langage £, s’il existe specﬁf € P; (noté spec?
dans la suite) tel que

Vpy € Py, d € D,d € D" [speci], (p.d.d) = spec?(ps, d).d

La fonction de spécialisation est la base théorique de ’évaluation partielle, c’est a dire
pré-calculer la fonction calculée par un programme p dont tous les arguments ne sont
pas tous fournis. Le programme spec(p, d) est I’évaluation partielle de p sur son premier
parametre. On pourra se reporter a [JGS93| ou [Jon97]| pour plus de détails sur le sujet.

1.3.4.1 Domaines distincts

De la méme maniere que dans la définition de l'interpréteur, on peut étendre la dé-
finition d’un spécialiseur dans le cas ou D; # D, et qu’il existe une fonction injective
¢ : Dy — Dy. Un programme spec; € P; est un spécialiseur lorsque

Vpy € Pa,dy € Dy, d € Dy ([speci], o ¢*)(Pz.d2.d) = ¢*(spec?(ps, da).d)

1.3.5 Langage acceptable

Définition 1.3.3 (Langage acceptable). Un langage £ est acceptable lorsque
— L est TURING-complet,
— il existe dans les machines de TURING un interpréteur int5 de £,
— il existe dans les machines de TURING un spécialiseur specs de £, calculant la

fonction de spécialisation spec®.

Propriété 1.3.4. Tout langage acceptable £ contient une machine universelle et un spé-
cialiseur.
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Démonstration. Le langage £ est T-complet, et int5 et spec} sont des machines de TU-
RING. Donc il existe univg et specf tels que

[unive], = [[intﬂ]ﬁ

[speci], = [spect

Donc
[unive], (p.d) = [intz ], (p.d) = [p], (d)

[spect] . (p.d.d) = [spec], (p.d.d) = spec*(p,d).d

Propriété 1.3.5. Si £ est acceptable, alors il est TURING-équivalent.

Démonstration. On sait déja que £ est TURING-complet. Montrons que le langage T est
L-complet. Soit p un programme de £. Soit p’ = spec’ (int%, 7). Alors on a

[Py (d) = [spec’(ints,p)]; (d)
[int5] . (p.4)
= [pl(d)

Donc T est L-complet. O

Propriété 1.3.6. Deux langages acceptables L = (P1,D,[],) et L2 = (P2, D,[],) sont
équivalents et s’interprétent 'un Uautre, c’est a dire qu’il existe des interpréteurs int € Py
et inty € Py. De méme il existe des spécialiseurs spec? € Py et specs € Ps.

Démonstration. Ces deux langages sont équivalents avec le langage des machines de
TURING. Done, par transitivité (Propriété 1.2.6), ils sont équivalents. De plus, chacun
contient une programme universel et un spécialiseur (Propriété 1.3.4) univ; € Py et
univy, € P, spec; € P; et speci € P,. Comme ces deux langages sont équivalents, il
existe int? et (resp. int), spec?, specl) calculant la méme chose que univy (resp. univy,
spec3, speci). O

Propriété 1.3.7 (Composition). Soit L = (P, D,[]) un langage acceptable. Il existe un
programme compo € P tel que [compo] (p.g.d) =poq.d.

Démonstration. D’une part, la composition existe dans les machines de TURING : si p et
q sont deux programmes de T, il existe p o g tel que

[poqly = [ply o [al;

Il existe aussi un programme compog tel que [compos]; (p.g.d) = (pog.d).

D’autre part, on sait qu'’il existe une fonction de spécialisation spec” et un spécialiseur
specy dans les machines de TURING.

Comme £ est T-complet, il existe int un interpréteur de T dans £. En effet, ce
programme existe par ’existence d'un programme dans £ calculant la méme chose que
univy.
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Soient p et ¢ deux programmes de £. Notons p’ &< spec’ (int}, p), de méme pour ¢'.
On a alors évidemment [p'], = [p], et [¢'ly = [¢l.-

def . .
Posons comps~7 = spec” (specy, int5) et compd % = spec” (spect,int?). On a donc

[comps™7] . (p.D) = p.D
lcomps™7] (@D) = ¢.D

2 def . .
Posons comp$ ™7~ = switchy o comp§ ™7 o switchy o comp$™7. On a alors

|comps ™™ pa.d) = (')

Et enfin, posons compo, = spec®(int?, comp]* o compoy o comp§_>72). On a donc
[compo,], (p.gd) = [{compfﬁ‘ © compog o compéﬁﬂﬂ ] (p.q.d)
= [comp]~* o compog] .. (¢.¢'.d)
= [ecompT*]. (P o ¢ .d)
= spect(int],p o ¢).d

[spect(intz,poq)], = [ odls
= [P]soldls
= [pl; o lal,

Le programme spec®(int],p’ oq) € P est donc un programme composé de p et ¢ et
compo, est un programme calculant la composition dans L. O]

1.3.6 Compilation

Soient deux langages £1 = (Py, D, [[,) et Ly = (P3, D, [],). Une fonction comp*>~*1
Py — Py (notée comp?~! dans la suite) est une fonction de compilation si

Vd € D,Vp; € Po,¥d € D*  [comp® ' (ps)] ,(d.d) = [pa], (d.d)

On dira que comp? ™! est implémentée dans le langage Lo = (Po, D, [],,) par le programme
comp> 7t € Py (noté compg~! dans la suite) si

[[compgﬁl]]o (p2.d) = comp?~1(py).d

1.4 Théorie de la programmation

Dans cette section nous allons présenter les éléments de calculabilité dont nous allons
avoir besoin dans le reste de cette these.
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1.4.1 Projections de Futamura

Les notions de spécialisation et d’interprétation peuvent étre mises en relation avec
celle de compilation ([Fut83; JGS93; Jon97]). Soient quatre langages L1, Lo, L3 et Ly
tous acceptables (£; = (P;, D, [],), pour i € [1,4]). Pour des raisons de lisibilité, on a
fixé un domaine de calcul identique D pour tous les langages. Par la Propriété 1.3.6 qu’il
existe un interpréteur et un spécialiseur int{ , specg € Pide £; dans £;.

On va montrer qu’il est possible de construire une fonction de compilation et un
compilateur a partir des interpréteurs et des spécialiseurs.

1.4.1.1 Fonction de compilation

On va construire une fonction de compilation a partir d’un interpréteur et d’une fonc-
tion de spécialisation. On dispose d'une fonction de spécialisation spec®. Soit un pro-
gramme py € Py. Alors py = spec®(int3, p1) € Pz a la méme sémantique que py, c’est a
dire

VdeD,deD* [ps], (d.d) = [pi], (d.d).

En effet,
[[spec3(int§,174)]]3 (dd) = [[inté]]3 (Pa.d.d) = [pa], (d.d)

On a donc défini une fonction de compilation

comp’™? = p, s spec’(int3, 7).

1.4.1.2 Compilateur et fonction de génération de compilateurs

On va construire un compilateur et une fonction de génération de compilateurs para-

métrés par un interpréteur. Posons compi™? = spec?(spec, int:). Le programme compi
est bien une implémentation de comp*~3 dans £, car, pour tout ps € Py,
[comp3™3], (p2.d) = [{specQ(specg, int§)ﬂ , (pa.d)

= [speci], (int;.ps.d)
= spec?(int3,ps).d
= comp*~3(ps).d

On a donc défini une fonction de génération de compilateurs du langage £, dans L3 écrit
dans le langage £, a partir d’un interpréteur de £, écrit en L3

2 .
334 def . 4 2 374
gen” " = int; — spec”(spec,, int;)

1.4.1.3 Génération de compilateurs

La fonction de génération de compilateur est calculable. En continuant le principe
d’enchainement des spécialiseurs, on peut écrire dans le langage £, une implémentation

2 2
geni~4 de gen®~* telle que

, o -
[[gen?ﬁ‘lﬂ ) (int3.d) = gen3i4(int§).d
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On pose
gen? " spec’ (spec?, spec))
En effet,
gent™] Ginch.d) = [spec!(spect, spec)] (inti.)

— [spec?], (specd.inti.d)

— spec?(specd, intd).d
= gen3i4(int§).d
3354

2
Le programme gen$—* est donc une implémentation de gen®~* dans le langage £;.

1.4.2 Théoréme de récursion de Kleene

Pour simplifier les notations, dans cette partie on ne travaillera que dans un seul
langage, mais les résultats sont exprimables dans un cadre plus général ou p et e sont
dans des langages différents.

Théoréme 1.4.1 (KLEENE). Soit £L = (P, D,[]) un langage acceptable. Soit p € P un
programme. 1l existe un programme e € P satisfaisant [’équation de KLEENE associée a p

vde D" [e](d) = [p] (ed)

Intuitivement, ce théoréme affirme que I'on peut construire un programme (réflexif) e
a partir d'une spécification p a priori non réflexive.

Démonstration. On s’inspirera de la preuve de JONES dans [Jon97]. On dispose d’un
programme dupl dupliquant son entrée (Propriété 1.3.2),

[dupl] (d.d) = d.d.d.
Posons omega < spec o dupl. On a donc

[omega] (p.d) = [spec] (p.p.d) = spec(p,p).d

Enfin, posons
e = spec(p o omega, p o 0mega).
Alors
[](d) = [spec(poomega, poomega)] (d)
= [p o omega] (poomega.d)
[p] ([omega] (poomega.d))
[p] (spec(p o omega, poomega).d)

= [p] (ed)

O

On notera que la solution e est calculable?, c’est a dire qu’il existe un programme
calculant e a partir de p.

2. grace notamment a 'hypothese 1.3.7 qui dit que la composition est calculable
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Théoreme 1.4.2. Il existe une infinité de programmes e satisfaisant [’équation de
KLEENE associée a p.

La preuve de ce théoréme est inspirée de celles de ROGERS [Rog87] ou de ODIFREDDI
[Odi89] pour 'existence d'une fonction de padding.

Démonstration. Soit p € P. Posons K, C P I’ensemble des solutions e de ’équation de
KLEENE
vd € D, [p] (ed) = [e] (d)

Supposons que cet ensemble soit fini. Il existe donc une fonction partielle semi-calculable
f : D —, D* telle que Ve € K,,, f # [e]. De plus on peut construire un programme
q € P tel que
[q(zd) = [p](zd) siz¢K,
= f(d) sinon

Posons h une solution de I’équation de KLEENE associée a ¢
vde D", [q] (hd)=[r](d)

— Si h ¢ K, alors [q] (h.d) = [p] (h.d) = [A] (d). Donc h € K,.
— Si h € K,, alors [¢] (h.d) = f(d) = [h] (d). Donc f = [A].

Dans les deux cas, on tombe sur une contradiction. Donc ’ensemble K, est infini. O

1.4.3 Utilisation pratique du Second Théoreme de Récursion

Le second théoreme de récursion de KLEENE (Section 1.4.2) peut étre interprété en
terme de comportements réflexifs. L’article [Mos10] présente différentes applications du
théoreme de récursion. Un premier exemple d’utilisation est la preuve d’existence de
quines dans tout langage acceptable, c’est a dire de programmes renvoyant leur propre
code. Si on prend p = id, alors [p] (e.d) =e.d, et le second théoreme de récursion fournit
un programme e tel que

[e] (d) =ed

Dans [Mar12], le théoréeme est utilisé comme compilateur de programmes auto-répliquants.
Par exemple, on cherche a construire un programme v respectant la spécification &, c’est
a dire un programme construisant le programme B(p, v) a partir du code du programme
initial p et du code de v. Par exemple, si v est un virus informatique, B(p,v) est le code
du programme p infecté par v.

La spécification & construit le code B(p, v) a partir de p et v :

[&] (v, p) = B(p, v).

D’autre part, le programme v répond a cette spécification, c’est a dire que

[] (p) = [&] (v,D).

Le programme v peut donc étre construit a partir du Second Théoreme de Récursion.
Dans le cas de virus informatique, on a donc construit un programme qui infecte le code
d’un autre programme a partir de son propre code.
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1.5 Conclusion

Nous avons défini une premiere partie des notions omniprésentes dans cette these,
notamment ce qu’était un langage de programmation et quel était le sens des objets
utilisés. On a présenté deux programmes essentiels dans un langage de programmation :
I'interpréteur et le spécialiseur.

D’autre part, notre définition d’un langage de programmation met en exergue la dis-
tinction programmes/données. Cette différence est fondamentale dans la compréhension
de la réflexion, comme on le verra dans la suite. Mais ce chapitre a déja commencé a intro-
duire des phénomenes de conversion entre programmes et données, grace aux interpréteurs
notamment.

Un autre moyen a été présenté, il s’agit du Théoreme de Récursion de KLEENE. En
effet, ce théoreme démontre 'existence de programmes dont 'exécution dépend de leur
propre code, c’est a dire, voyant leur code comme une donnée.
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Chapitre 1. Eléments de théorie de la programmation



Chapitre 2

Réflexion

Les deux premieres parties de ce chapitre sont des parties introductives, mettant en
évidence les éléments en jeu dans notre sujet. La troisieme partie donne un début de
formalisation des concepts abordés dans les parties précédentes.

2.1 Auto-référence

Dans cette partie on va s’intéresser plus particulierement a 1’auto-référencement, c¢’est
a dire la capacité d’un programme de s’observer lui-méme (ce qu’'on appellera dans la
suite réification). La présentation est inspirée par SMULLYAN [Smu84].

On souhaite comprendre 'expressivité d’un langage possédant des capacités réflexives.
Dans un premier temps, on va simplement s’intéresser aux manieres qu’a un langage de
faire référence a lui-méme. Dans tout ce qui suit, les notions seront illustrées dans la
langue francgaise.

2.1.1 Dualité phrase/lecteur

Deux entités sont d’emblée mises en avant. D’une part, la phrase, ou encore 1’instruction,
suivant une syntaxe donnée. Une phrase peut étre par exemple

Ecrire (Bonjour) (2.1)

La deuxieme entité est ce qui donne du sens a la premiere. En francais, il s’agit du lec-
teur. On parlera aussi d’interpréteur dans le cas général d'un langage de programmation.
Cette entité est responsable de I’exécution de la phrase.

En frangais, le lecteur lisant la phrase (2.1) va écrire “Bonjour”. Il est a noter ici
I'usage de la syntaxe ( et ) servant a délimiter une partie non interprétée (appelons ga
les citations) par le lecteur de la phrase. Lorsque qu’'une syntaxe est comprise entre deux
chevrons, elle désigne un objet figé, syntaxique. Dans le cas contraire, la syntaxe désigne
un objet exécutable, fonctionnel.

15
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Dans la suite, on utilisera ( et ) comme éléments de syntaxe, et “ et ” comme méta-
syntaxe délimitant les phrases du langage.

Ici, la sémantique de la phrase ne pose pas de probléeme, a partir du moment ou ’'on
sait ce que veulent dire “Eecrire” et “(Bonjour)”. Elle est compositionnelle.

On note qu’étant donné qu’une syntaxe peut apparaitre soit comme une instruction
A exécuter (comme “Eerire”) ou soit comme un objet syntaxique (comme “Bonjour”),
selon qu’elle est entourée ou non par les chevrons ( et ), deux sémantiques sont possibles :
(i) une sémantique extensionnelle (notée [|°) donnant la signification d’une syntaxe vue
comme objet fonctionnel, c’est a dire comme une fonction dont on ne s’intéresse qu’au
rapport entre ses entrées et ses sorties, (i) un sémantique intentionnelle (notée [[J') don-
nant la signification d’une syntaxe vue comme un objet syntaxique, c’est a dire comme
une structure de données. Par exemple, la sémantique intentionnelle d’une phrase peut

étre son numéro de GODEL. La sémantique extensionnelle de “(Bonjour)” est donnée par
[{ Bonjour)]® = [Bonjour]".

2.1.2 Exécution

Dans l'exemple précédent, on a vu que le lecteur se chargeait d’exécuter ce que la
phrase lui indiquait. Parmi ces indications, on peut imaginer une phrase demandant d’exé-
cuter une autre phrase. Par exemple la phrase

Faire (Ecrire (Bonjour)) (2.2)

a la méme sémantique que le premier exemple. Cependant, 1’exécution se fait en deux
fois, 'exécution de la phrase initiale, puis celle de la citation. Ici, la sémantique est tou-
jours compositionnelle, mais elle demande de passer de l'interprétation syntaxique []" de
“Eerire (Bonjour)” & son interprétation fonctionnelle []°, car linstruction “Faire” de-
mande d’exécuter la citation “(Ecrire ( Bonjour))”.

2.1.3 Quines/auto-référence

A présent on souhaite introduire un moyen pour un programme d’inspecter son propre
code. Pour cela, on va chercher les programmes capables d’écrire leur propre code. De
tels programmes s’appellent des quines. Par exemple, la phrase suivante est un quine en
francais

FEcrire puis écrire entre chevrons (Fcrire puis écrire entre chevrons) (2.3)

L’intérét de tels programmes pour les phénomenes réflexifs est évident : pouvant lire tout
ce qu’il écrit, il peut ainsi accéder a sa syntaxe et I’analyser selon ses besoins.

2.1.4 Sémantique contextuelle

Considérons maintenant la phrase

Ecrire cette phrase (2.4)
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L’exécution de cette phrase va écrire “Ecrire cette phrase”. On a introduit un nouvel
élément de syntaxe : “cette phrase”. Il permet la réflexivité en faisant référence a la
phrase lue par le lecteur. C’est un moyen simple de créer des quines, comme dans la
Section 2.1.3. Une phrase utilisant la syntaxe “cette phrase” en dehors d’une citation sera
dite indezicale. Dans le cas contraire, elle sera dite normale.

Contrairement a ’exemple précédent, la sémantique de la phrase n’est pas définie a
partir des sémantiques de ses éléments (elle n’est pas compositionnelle) car la sémantique
de I’élément “cette phrase” n’est méme pas définie en dehors de tout contexte. Au contraire,
plongée dans un contexte, cette syntaxe le capture et le met a disposition du lecteur
(interpréteur). On appellera réification ce phénomeéne. On va voir dans la section suivante
comment donner un sens a cette syntaxe réflexive.

Il est a noter que si “cette phrase” apparait dans une citation, le sens de la phrase reste
bien défini, car on utilise sa signification syntaxique. Ainsi, la variable “cette phrase” ne fait
référence a la phrase compleéte que lorsqu’elle apparait hors d’une citation. Dit autrement,
la portée d’'une référence “cette phrase” ne dépasse pas les chevrons. Par exemple, les deux
références de la phrase suivante ne représentent pas la méme chose

Ecrire cette phrase et faire (Ecrire cette phrase). (2.5)

La premiére fait référence & “Ecrire cette phrase et faire <Ecrz’r@ cette phrase)” et la
deuxiéme & “Eecrire cette phrase”. Si o est une abréviation pour “cette phrase”, la phrase
“Eerire 0” peut étre vue comme une notation implicite de “phrase . Ecrire o, otl phrase o
est un lieur. La phrase (2.5) est donc une version implicite de

phrase 0. Ecrire o et faire (phraseo’. Ecrire o'). (2.6)

2.1.5 Diagonalisation

Dans un premier temps, on transforme une phrase indexicale en phrase normale. Par
exemple, reprenons la phrase (2.4). Cette phrase est équivalente a la phrase (qui n’est
plus un quine)

Ecrire (Ecrire cette phrase) (2.7)

obtenue en replagant “cette phrase” par “(E’cm're cette phrase)”. Cette phrase est normale,
car la référence “cette phrase” n’apparait plus en dehors d’une citation. La sémantique de
la phrase obtenue par diagonalisation est bien définie (compositionnelle) car les éléments
“Eerire” et “(Ecm're cette phrase)” sont définissables dans n’importe quel contexte. Si on
reprend le formalisme avec phrase o, le lieur phrase apparait comme un lieur de point fixe :
si p est une phrase, phrase o.p est équivalente a p[o/( phrase o.p)]. On abordera cette idée
dans la Section 7.4.5.1.

2.2 Concepts

Dans cette partie on se propose d’établir une liste des concepts introduits par la
réflexion dans un langage de programmation.
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2.2.1 But de la réflexion : passage de la sémantique extension-
nelle a la sémantique intentionnelle

Lors de I’analyse de programmes, deux points peuvent intéresser. La premiere question
est “Que fait ce programme ?”, “Etant donnée une entrée, que va til renvoyer ?”. L’intérét
porte ici uniquement sur les entrés et les sorties du programme, on le voit d’'un point
de vue extérieur. Le point de vue est extensionnel. La définition de la sémantique d’un
langage de programmation donnée dans la partie précédente est un exemple de sémantique
extensionnelle, car elle associe a tout programme une fonction partielle des données vers
les données. C’est a dire que I'on ne s’intéresse qu’a l'action qu’a le programme sur les
données en fonction de son entrée.

Dans la majorité des langages de programmation, un programme n’a acces qu’a la
sémantique extensionnelle des autres programmes : il peut demander d’exécuter d’autres
programmes sur des parametres qu’il choisit, et récupérer le résultat produit par ces
programmes. En revanche, il ne sait pas comment s’est déroulé le calcul. Par exemple,
deux programmes différents calculant la méme fonction lui seront indistinguables.

La deuxieme facon d’étudier un programme est de répondre a la question “Comment
fonctionne ce programme ?”. La question n’est plus de savoir “Que fait un programme ?”
mais “Comment le fait il17”. On parle de sémantique intentionnelle. Par exemple, des
considérations de complexité, de taille du programme sont des arguments intentionnels.

L’intérét de la réflexion est de donner au langage de programmation la possibilité
d’accéder a la sémantique intentionnelle des programmes. Une facon simple est de donner
acces a la syntaxe des programmes, de les faire apparaitre comme une donnée habituelle.

2.2.2 Vocabulaire de la réflexion

Les notions abordées par les problemes de réflexion sont décrites en partie par SMITH
dans [Smi83], ou dans [WF; DMMS8] qui sont des réécritures du travail de SMITH. On
donne ici une explication des termes que I'on va utiliser dans la suite.

2.2.2.1 Réflexion structurelle et procédurale

La réflexion structurelle permet de traiter les programmes comme des données (et vice
versa), pour en changer la structure ou, au contraire, vérifier qu’elle n’a pas été corrompue.

La réflexion procédurale est la capacité accéder au processus de calcul permettant
d’exécuter le programme. Par exemple, elle peut donner acces au contexte d’exécution du
programme, qui peut étre lu et modifié pour influencer le déroulement du calcul.

2.2.2.2 Réflexion et réification

Un langage réflexif met en jeu deux comportements. Le premier consiste a transformer
un programme en donnée lisible et éditable. Ce phénomene s’appelle la réification. On
passe d’un programme, c’est a dire un objet extensionnel (un programme est connu a partir
du moment ol on connait sa sémantique [p]) & une donnée, un objet syntaxique, dont
la sémantique est intentionnelle (syntaxique) (on voit une donnée comme une structure).
Par exemple la numérotation de GODEL est une fagon de réifier un programme.
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Le deuxieme phénomene est le processus inverse, c’est a dire qu’il consiste en la trans-
formation d'une donnée en un programme. C’est la réflexion.

2.2.2.3 Tour de réflexions

On peut envisager un programme lancant I’exécution d’une donnée (réflexion), qui elle
méme lancera ’exécution d’une autre donnée, etc. Cette idée est la base de la tour de
réflexions de SMITH. Un programme p,, demande I’exécution d’une donnée d,, représentant
le programme p,,,; s’exécutant sur la donnée d,, ;.

2.3 Interpréteur récursif

2.3.1 Définition

Définition 2.3.1 (Interpréteur récursif). Soient deux langages acceptables £1 = (P1, D, [],)
et Lo = (P2, D, [],). Un programme intw; € P; est un interpréteur récursif de £y dans £;
si

Vpy € Py, d € D* [intwi], (p2.d) = [p2], (intw?.d)

L’existence de tels programmes est fournie par le théoreme de récursion. En effet,
posons switch € P; un programme tel que

[switch], (a.b.d) = (b.a.d)
Et posons e le point fixe de int? o switch obtenu par le Théoréme de Récursion. On a alors

[e], (p2.d) = [int] o switch], (e.pz.d)
[int?], (pze.d)
= [p2], (e.d)

2.3.2 Exemple

Un interpréteur récursif réifie son propre code et le passe a I’exécution d’une donnée.
Il en existe une infinité (Théoreme 1.4.2). La donnée exécutée peut donc en extraire une
information non triviale. Par exemple, elle peut en extraire un nouveau code a exécuter.
Nous allons présenter cette application dans la suite. Ce n’est qu'un exemple présentant
le genre d’information qu'un interpréteur récursif peut contenir.

2.3.2.1 Scénario

Soient deux langages £1 = (P1,D,[],) et L2 = (P2, D,[],). On va s’intéresser au
passage du langage £, au langage £, grace a un interpréteur récursif. On a p; = intw? et
on veut exécuter la donnée py, ou py est un programme de L.

Le programme p,, une fois lancé, a acceés au code de p;. On utilise cette capacité pour
passer a po le programme p} de £; qu’il devra exécuter apres sa propre exécution.
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On utilise pour cela l'infinité de programmes p; possibles. On encode “dans cette
infinité” la continuation pj. On note p; = pushi(p}) I'interpréteur récursif encodant avec

lui sa continuation p.

Lorsque py sera exécuté, il disposera du code p; = pushi(p’). Pour pouvoir lancer
I'exécution de p), il doit en premier lieu 'extraire de py. Il utilise pour cela le programme
nexts € P,. Il obtient alors le code p) qui peut & loisir exécuter (grace a un autre inter-
préteur, récursif ou non).

2.3.2.2 Interpréteur récursif paramétré

Soient deux langages acceptables £ et Ls.

Définition 2.3.2 (Interpréteur récursif avec continuation). Une fonction injective pushj :
P1 — Py est une fonction de génération d’interpréteurs récursifs avec continuation lorsque

Vp € P1,p2 € Py, d € D* [[pushf(p'l)]]1 (p2.d) = [p2], (push?(p}).d)

Pour tout py, pushf (p1) est un interpréteur récursif. Le programme p; est la continuation
de linterpréteur récursif.

Définition 2.3.3 (Extracteur). Un programme nexty € Py est un extracteur associé a
la fonction push? si

[next;] ) (push?(p,).d) = pr.d

La fonction de génération et I'extracteur permettent de tirer profit de la réification
autorisée par les interpréteurs récursifs. La donnée Py exécutée par I'interpréteur récursif
peut extraire de l'information a partir du code de l'interpréteur : par exemple, elle peut
exécuter un programme encodé dans l'interpréteur. Posons p, = intionext} ; ce programme
extrait la continuation p} (grice a nextl) avant de exécuter (grace a int}). Le programme
p1 < spec! (push?(p}), int o next}) s’exécute de la maniére suivante

[[specl(pushf (p}),int} o next%)ﬂ ) (d) = [pushi(p})], (int} o nexti.d)

= [int} o next}], (push?(p}).d)
— [[int%]b(p’l.d)
=[], (d)

2.3.2.3 Preuves d’existence

On montre a présent que la fonction pushf et le programme next} existent.
Propriété 2.3.4. Il existe une fonction de génération d’interpréteur récursif

Démonstration. Ce résultat est une conséquence directe du Théoreme 1.4.2 d’une part,
et de l'infinité dénombrable de P. m

Propriété 2.3.5. [l existe une fonction push? calculable
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Démonstration. On rappelle qu'un interpréteur récursif est solution de I’équation de
KLEENE associée a int%oswitch. On note K C P; I’ensemble des solutions de cette équation.

L’ensemble P; est effectivement dénombrable, c’est a dire qu’il existe une bijection
totale calculable N — Py, ou, ce qui revient au méme, qu’il existe une bijection totale
calculable de f : P; — N. Donc il suffit de montrer qu’il existe une fonction g : N — K
calculable, car alors on pose pushf = go f, que l'on sait étre calculable par la Pro-
priété 1.3.7.

Montrons qu’il existe une telle fonction g. Pour cela, on va montrer qu’il existe un
programme trouvant un n -+ 1-éme interpréteur récursif a partir d’'un ensemble K" C K
de n interpréteurs récursifs.

Notons dans une premier temps que la fonction semi-calculable id n’est calculée par
aucun programme solution de cette équation. L’ensemble K" nous permet de construire
(de manieére calculable) un programme g, € P; tel que

[¢.], (m.d) = [int] oswitch] (z.d) siz ¢ K"
= id(d) sinon

Posons h,, .1 € P, une solution de I’équation de KLEENE associée a ¢,.

Vd € D, IIQR]]l (hn+1d) = th—l—l]]l <d>

Etant donné que la construction du point fixe de KLEENE est calculable, h, 1 a été
construit de maniere calculable.

D’une part, h,11 ¢ K" car sinon, pour toute liste de données d, [¢,], (hni1.d) =
id(d) = [hn+41], (d) et donc id = [hy41];, impossible car h,+1 € K". De plus, h,+1 € K
car [gn]; (hng1.d) = [int] o r] | (hpi1.d) = [hnsa]; (d).

On a donc construit de maniere calculable h,,; qui est un n 4+ 1-eme interpréteur
récursif. O]

Propriété 2.3.6. Il existe un programme nexti € Py tel que
Vp1 € P, [nexty], (pushi(p,).d) = p7.d

Démonstration. La fonction pushf est calculable et injective, donc sa réciproque est une
fonction semi-calculable et injective. O]

2.4 Tour de réflexions

SMITH introduit le concept de tour de réflerions, qui est un moyen de décrire la
dynamique réflexive d’un programme. Ce travail va utiliser cette représentation lui aussi.
Les articles [WF ; DMMS88] donnent des exemples d’utilisation de cette représentation.

2.4.1 Définition

Définition 2.4.1 (Tour de réflexions). Soient deux langages acceptables £ et Lo. Le
programme p; € Py est une tour de réflexions de fils po € Py lorsqu’il existe un interpréteur
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récursif intw] € P, et une fonction de spécialisation spec! tels que
p1 = spec’ (intw?, 77)
On notera p; ~» ps et se lit py réfiéchit po.
Propriété 2.4.2. Si p; ~ po, alors [p1], (d) = [pa], (intw?.d)
On peut concevoir un programme en terme de tour de réflexions :

P1 ~> Pa v Dy

Dans ce cas, Vi < n, [p1]; (d) = [pis1];,, (intw}intw! ;. - - - intw?.d). Le programme p;

a donc acces a toute la pile des réifications des interpréteurs récursifs s’étant exécutés avant
lui.

Di+1 Réflexion
, . . i1
Exécution intw! ™
intw;_, Réification

Les sections suivantes donnent différentes utilisations de cette vue en tour de réflexion.

2.4.2 Controle de ’exécution

Dans la Section 2.3.2 on a donné un exemple d’utilisation des interpréteurs récursifs
comme moyen de passer a la donnée exécutée une version réifiée de la continuation du
programme complet. Cet exemple passe dans les tours de réflexion : le programme p;q
a acces aux versions réifiées de tous les interpréteurs récursifs des programmes pq, ...,
pi- 11 peut donc potentiellement en extraire toutes les continuations p; encodées dans

ces interpréteurs mtw?r = pushfr (1) La liste intw?, - -+, intw!! introduit une meta-
continuation py,--- ,p. a laquelle a acces p;11. Cette idée sera mise en pratique dans le

Chapitre 11.

2.4.3 Mesure de la réflexion

La décomposition d’un programme réflexif en tour de réflexions permet de donner un
sens au programme au niveau de ses comportements réflexifs, c’est a dire de mettre en
valeur “comment” ce programme est réflexif.
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2.4.3.1 Segmenter I’exécution en programmes non réflexifs

Entre p; et p;11 se trouve une spécialisation dun interpréteur récursif. Dans la spé-
cialisation se cache la charge ¢; de p;, c’est a dire le calcul effectué par p; avant de passer
la main a p;;,. Pour faire apparaitre cette charge, on peut écrire p; avec un spécialiseur

/ -
spec!'’ que I'on peut supposer “de charge vide”

p1 = spec’ (intw? o ¢y, dy)

avec [c1], (di.d) = pz.d. L’idée est de faire porter a ¢; les calculs non réflexifs, puis d’ap-
peler py en utilisant l'interpréteur récursif. La décomposition de p; en une charge suivie
d’une réflexion segmente I’exécution en calculs successifs de plusieurs charges, séparés par
des réflexions.

2.4.3.2 Quantifier la réflexion

L’itération charge/réflexion donne au programme une vue nivelée, comme dans une
tour. Cette interprétation “graphique” de l'exécution permet d’extraire de 'exécution
uniquement les informations relevant de la réflexion. Une exécution peut étre abstraite
en ne gardant que cette information. On verra une mise en ceuvre de cette idée dans le
Chapitre 4.

2.4.3.3 Simplification de la tour
Dans le cas ou on ne s’intéresse qu’aux réflexions, on peut remplacer I'interpréteur
récursif par un interpréteur simple
p1 = spec (intf, p)

Dans ce cas, une fois exécuté, p, n’a pas acces au code de int2. Il n’y a donc pas de
réification.

2.4.4 Obfuscation de programmes

2.4.4.1 Définition de ’obfuscation

L’obfuscation de programme consiste a modifier le code d'un programme pour en
cacher la sémantique sans toutefois la modifier. Plusieurs méthodes sont possibles (ajout
de codes morts, modification du flot d’exécution, ... ).

Définition 2.4.3 (Obfuscation). On dit que la fonction obf : P — P est une fonction
d’obfuscation lorsque

Vp, obf(p) #p A [obf(p)] = [p]

L’existence de telles fonctions (et de leur infinité) peut étre prouvée par le théoréme
de récursion (voir[Rog87] ou [Odi89]). Plus simplement, dans une machine de TURING
par exemple, on peut construire cette fonction en ajoutant des états non accessibles.
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On peut espérer construire une fonction d’obfuscation a partir d’une machine univer-
selle et d’une fonction de spécialisation : posons

obf : p — spec(univ, p)

Alors on a bien [obf(p)] = [p]. En pratique, obf(p) est différent de p et il est méme
difficile de retrouver p a partir de obf p.

GIACOBAZZI, JONES et MASTROENI [GJM12] proposent d’utiliser cette décomposition
en une fonction de spécialisation et d’'une machine universelle pour construire des fonctions
d’obfuscation. Ils utilisent pour cela des machines universelles “tordues” dans leur fagon
d’interpréter un programme. Ils montrent que cette méthode produit effectivement des
programmes différents et difficiles & comprendre (la notion de “difficile & comprendre” est
définie & partir d’interprétation abstraite)

Une autre facon de faire est d’utiliser une fonction de spécialisation “tordue”. Suppo-
sons que l'on dispose d’une fonction de chiffrement enc : D — D et d'un programme dec
tel que [dec] (enc(d).d) = d.d. Si 'on dispose d'une fonction de spécialisation spec, on
peut en construire une nouvelle spec’ : (p, d) — spec(p o dec, enc(d)).

[spec’(p,d)] (d) = [spec (po dec,enc(d))] (d)
= [podec] (enc(d).d)

= [pl(d.d)

On obtient alors une fonction d’obfuscation avec p — spec’(univ,p). Cette méthode est,
en pratique, souvent utilisée pour masquer le code d’'un programme.

2.4.4.2 Obfuscation et réflexion

Au lieu d’utiliser une machine universelle, on peut se ramener a notre modele de
réflexion en utilisant un interpréteur récursif :

obf : p — spec(intw,p o pop)

La composée de ces fonctions d’obfuscations (dépendant de spec et de intw) peut donc
étre vue comme une tour de réflexions.

[intw] (p2opop.d)
= [p2 o pop] (intw.d)

= [p=l(d)

[spec(intw, pa o pop)] (d)

Si on pose p; = spec(intw, ps 0 pop), selon les notations de la Section 2.4.1, on a

pP1 ~> P2 © pop

Le point de vue est donc ici de voir les couches d’obfuscations comme les différents niveaux
d’une tour de réflexions.
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2.5 Conclusion

La réflexion est la capacité d’un programme d’accéder a la sémantique intentionnelle
d’autres programmes (c’est a dire, comment ils calculent). Deux phénomenes sont pos-
sibles : soit le programme réfléchit une donnée, c’est a dire la transforme en programme,
soit il réifie un programme, c’est a dire le transforme en donnée.

On a donné une formalisation possible de la réflexion dans n’importe quel langage de
programmation, en utilisant les notions élémentaires de la programmation (spécialiseur,
interpréteur, Théoreme de Récursion). Dans ce cadre, on a défini une tour de réflexions
qui est l'itération de réflexions successives.

On a donné plusieurs applications de cette tour. Elle permet un contrdle de 1'exé-
cution, a la maniere des continuations. D’autre part elle donne une vision abstraite des
programmes en se focalisant uniquement sur les phénomenes récursifs. Enfin, elle permet
d’exprimer un moyen d’obfusquer les programmes.
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Chapitre 3

Machine réflexive

Dans ce chapitre on va présenter une machine ot les comportements réflexifs sont mis
en avant.

Dans les machines de TURING ou les RAM (Random Access Machines) [CR73], le pro-
gramme, isolé des données, peut lire et modifier des données. Mais lui méme ne peut étre
lu ou modifié. Les RASP [ER64 ; Har71] (Random Access Stored Program), au contraire,
confondent programme et données : le programme est logé en mémoire et peut a loisir
étre modifié. Si A est un ensemble d’adresses, la mémoire d’'une machine RASP est une
fonction h : A — N. Un état s de la machine est donné par le couple (h,a,n) ou h est
une mémoire, a est une adresse et n un entier. L’ensemble des entiers N est utilisé pour
encoder les instructions de la machine. L’ensemble de ces instructions est noté Z. On
dispose donc d'une fonction d’encodage de T — N. Si © € Z est une instruction, on note
1 € N cet encodage. La sémantique opérationnelle de la machine est donnée par les régles
s1 —% 89, ol si 81 = (hy,a1,n1), 7 = hi(a;). Ces régles sont données dans la Figure 3.1. La
machine s’arréte quand h(a) ne correspond a I'encodage d’aucune instruction. Cependant,
ces machines manquent de structures pour parler de réflexion, c’est a dire le rapport qu’il
y a entre données et programmes. En effet, la machine ne fait pas de distinction entre les
données et les programmes.

Les TRM (Text Register Machines) [Mos06] apportent une structure plus simple & ma-
nipuler et les SRM (Self-modifying Register Machine) de [Mar12] ajoutent le coté reflexif.
Cependant, la distinction donnée/programme n’est toujours pas mis en avant, contraire-
ment a notre modele de machine : alors que données et programmes sont indistinguables
dans les SRM, on insiste sur cette distinction en séparant clairement les programmes
des données d'une part, mais on permet le passage d'un état a un autre en le spécifiant
explicitement.

3.1 Machines auto-modifiantes a piles de registres

3.1.1 Présentation

Les SRM sont composées d’une pile de registres, avec a son sommet le registre conte-
nant le programme a exécuter. On propose une variation de ce modele avec les SSRM

27
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FIGURE 3.1 — Sémantique opérationnelle de la RASP
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(Stack Self-modifying Register Machine), qui, elles, comportent deux piles, appelées zones,
une pour les données (d), et une autre pour les programmes (x).

Le registre 7 en téte de x (on note x = r.x’) contient le programme qui s’exécute a
I'instant courant. Un pointeur d’instruction a indique quelle instruction exécuter dans ce
registre. Lorsque I'exécution de ce registre est finie, ce registre est détruit, et on exécute
le registre suivant dans la pile x. La zone x ressemble, en ce sens, a une pile d’exécution.

La zone d est la pile des données. De la méme maniere que pour x, seul le registre en
téte de d peut étre lu ou modifié. Cependant, on peut effectuer une permutation circulaire
sur d, a gauche et a droite, ce qui permet d’accéder a n'importe quel registre de d.

Chaque registre est un mot sur I'alphabet {1,#} (a la maniere de [Mos06; Mar12]).
On y accede a la maniére d’une file d’attente (FIFO) : I'acces en lecture consomme le
premier caractere du mot, et ’ajout d’une lettre se fait a la fin du mot.

La particularité intéressante de notre machine est que les registres des zones x et d
peuvent bouger d’une zone a 'autre. On désactive un registre lorsqu’on le fait passer de
la zone x a la zone d, on I'active lorsqu’on fait 'inverse. Il est a noter que les échanges se
font entre le sommet de d et le registre juste apres le sommet de x. En effet, le sommet
de x est le programme en train de s’exécuter, il est intouchable.

Pour simplifier, étant donné le rdle a part de la téte de la zone x (ce registre n’est pas
désactivable et les activations se font juste apres lui), on peut la considérer comme séparée
de x. De cette maniere, les désactivations et les activations se font aussi au sommet de x.

Six =[ro,r1, - ,m) et d = [r},---,7,], on peut représenter la machine de la maniere
suivante.
reTTT T T T TA
!
[ To :
|
Lo J
Réfl.
/
r1 T
N
Réif.
T'n T’;n
X d

Le passage d’'un registre d’'une zone & une autre est explicite (une instruction pour
chaque sens), contrairement aux SRM ou aux RASP. On change de paradigme : alors que
la réflexion est toujours permise, elle est encadrée.

3.1.2 Structure de la machine

Un état s = (x,a,d) de la machine est composée de deux zones x et d. Chacune de
ces zones est une pile de registres. Un registre est un mot sur lalphabet {1,#}. L’état
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contient aussi un entier a, le pointeur d’instruction.

a € AZN (pointeur d’instruction)
rpd € RE{1,#} (registres)
x,d € Z=R (zones)
s € SEZxAxZ (états)

Dans la suite, la lettre r désignera un registre quelconque (dans x ou d). Lorsqu’on
voudra plus spécifiquement parler d'un registre dans x, on notera plutot p, et d lorsqu’on
voudra parler d'un registre de d.

La machine est controlée par des instructions encodées dans les mots de ’alphabet
{1,#7}. L’encodage choisi est donné dans la Figure 3.2. Si i est une instruction, on notera
17 son codage. On pourra définir un registre a partir des instructions qu’il contient. Par
exemple, le registre inact e act = 1#%14® pourra étre noté

inact
act

On peut incorporer le code d'un autre programme p dans cette représentation. L’appari-
tion d’'un programme aux cotés des instructions est notée p. Par exemple, le programme
14 @ p @ 14® pourra étre noté

inact

p

act
Enfin, pour plus de concision, on pourra utiliser des sauts sur des labels plutdt que de
donner le nombre d’instructions a passer. Par exemple

@, inact inact
p _JPr
jump @ jump —(|p| +1)
act act

On utilisera également le label spécial @.,;. désignant la sortie du programme. C’est a
dire que 'instruction jump @Q,;, saute juste apres la derniere instruction du bloc courant.
Dans la suite on utilisera les notations suivantes
— La longueur d’une zone z (x ou d) sera notée |z|.
— On note r.z la zone obtenue en ajoutant r au somment de z. De méme, si e € {1, #},
on note e.r le registre obtenu en ajoutant e au début de r et r.e 'ajoute de e a la
fin de r. Le registre vide sera noté e.

— Si ry et ro sont deux registres, on note r, ® ry le registre obtenu en les concaténant.

— Sid = [r, -+ ,7,] est une zone, on nge 3 le shift droit de d, c’est a dire E £
[Fp, 71, ,7n_1]. De méme, on note d le shift gauche de d, cest a dire d =
[T27 T, 7"1].

— On notera r[a] la a-éme instruction du registre r. On insistera sur le fait qu'’il ne
s’agit pas du a-eme caractere de r. Ici, on compte en nombre d’instructions, et pas
en nombre de caracteres.

— Si x = r.x/, on note x[a] I'instruction r[a).
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Instruction Codage Explication

put # 141 ajoute # a la fin du premier registre de d

put1 142 ajoute 1 a la fin du premier registre de d

new 143 ajoute un registre vide au sommet de d

right 144 effectue une permutation circulaire des registres de d vers la droite
left 145 effectue une permutation circulaire des registres de d vers la gauche
case 146 branche en fonction de la premiere lettre du premier registre de d
pop 147 supprime le premier registre de d

act 148 active le premier registre de d

inact 149 désactive le deuxiéme registre de x

jump +n 1" H1410 saute de n instructions en avant dans le registre

jump —n 17141 saute de n instructions en arriere dans le registre

FIGURE 3.2 — Encodage des instructions

3.1.3 Opérations de la machine
3.1.3.1 Explication des instructions

Chaque registre est vu comme une file, c’est a dire qu’il est possible d’ajouter une
lettre # ou 1 a fin de la file (put), et que son premier élément peut étre supprimé lors
de sa lecture (case). Les deux instructions ne peuvent accéder qu’au premier registre de
la pile d. Cependant, il est possible de faire tourner la pile avec les instructions right et
left, ce qui permet d’accéder a n’importe quel registre de la pile.

A un niveau supérieur, la zone d est une pile. Il est possible d’ajouter un registre vide
a son sommet (new) ou de supprimer le registre au sommet (pop).

Le registre r contenant le programme a exécuter se trouve au sommet de x = r.x'.
L’instruction a exécuter dans ce registre est donnée par le pointer d’instruction a. On
rappelle ici que a ne désigne pas le a-éme caractere du registre, mais bien la a-éme ins-
truction, c’est a dire r[a|. Le controle de 'exécution est permis grace aux instructions de
saut (jump). Les sauts s’effectuent relativement au pointeur a, et donnent également le
nombre d’instructions a sauter, et pas le nombre de caracteres. Lorsque le pointeur d’ins-
truction est égal a la taille du registre (c’est a dire qu’il pointe sur le “vide” juste apres
le registre), on supprime le registre au sommet de x et on passe a la premiere instruction
du registre suivant, s’il existe. Dans le cas contraire, le calcul s’arréte.

Il est enfin possible de faire passer le registre au sommet de d sous le sommet de x (le
sommet de x étant le registre exécuté, on introduit le nouveau registre juste en dessous
de lui) avec l'instruction act. L’instruction inact fait exactement l'inverse, c’est a dire
qu’elle fait passer le registre sous le sommet de x au sommet de d.

3.1.3.2 Localité du calcul

La machine est concue de maniere a ce que les opérations sur les registres se passent
“pres du sommet” de d et x. Ces zones disposent des opérations usuelles sur les piles
(on peut ajouter et supprimer des éléments a leur sommet). De plus, les opérations de
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x[a] = put # (x,a,r.d) — (x,a+1,(r.#).d)
x[a] = put 1 (x,a,rd) — (x,a+1,(r.1).d)
x[a] = right (x,a,d) — (x,a+1, >

x[a] = left (x,a,d) — (x,a+1, d>

x[a] = jump +n (x,a,d) — (x a+n,d)

x[a] = jump —n (x,a,d) — (x, ,d)

x[a] = case (x,a,(#.1r)d) — (x,a —|— 1 r.d)
x[a] = case (x,a,(1r)d) — (x,a+2,rd)
x[a] = case (x,a,ed) — (x,a+ 3,ed)
x|a] = pop (x,a,rd) — (x,a+1,d)

x|a] = new (x,a,d) — (x,a+1,ed)
rxla] = act (re.x,a,rg.d) — (ry.rq.x,a+1,d)
rla] = inact = (ry.rl.x,a,d) — (ryx,a+ 1,7 .d)

(rx,|rl,d) — (x,0,d)

FIGURE 3.3 — Transitions entre les états

modification des registres de d (put et case) ne peuvent modifier que les registres en
sommet, de pile. De méme les instructions de rotation de d sont limitées a une seule
rotation.

3.1.3.3 Transitions entre états

La sémantique opérationnelle de la machine est donnée par la relation de transition
—€ p(8?). Ona (x,a,d) — (x',a’,d’) lorsque la transformation correspond & I'instruction
pointée par a dans le registre au sommet de x. On rappelle que cette instruction est notée
x[a]. La relation est donnée dans la Figure 3.3. On notera que la derniere transition ne
correspond pas a une instruction. Elle est déclenchée automatiquement lorsque le pointeur
d’instruction désigne le “vide” juste apres le mot du registre. On note = la cloture réflexive
transitive de —. On notera s /4 lorsque s ne se réduit par —. Plusieurs cas d’arrét sont
possibles.

— La zone x est vide et a = 0.
— Le pointeur a est strictement supérieur a |[x[0]|.
— Le mot pointé pas a ne correspond par a une instruction.

— Les acces (put, pop, case, act, inact) a la téte de d ou au deuxieme élément de x
échouent.

Seul le premier cas est un arrét normal de la machine. Tous les autres sont considérés
comme des erreurs a l’exécution.

3.1.3.4 Représentation des calculs

On donne une autre représentation des opérations dans notre machine. On note

/ / / ~ :
(Tpyeo+ 11| 70 o ol 7o ) Vétat ([ro @ rg,ry, -+ 1), a, [, -+ ,rh]), et ou a in-
dique la premiere instruction de r{. Cette notation permet de mettre en évidence les
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mouvements de registre lors du calcul de la machine. Par exemple,

rna"' 7’1‘|7’1,"', ;n _><7nn7"' 7r1771,1’ﬁ.|r;7"' 7T;71>

la donnée | dans d devient exécutable en passant dans la zone des programmes x et la
machine continue avec 1’exécution de ry. De méme,

(Ppye e 7"1]|7"1,---, Trn) = Ty oo+ 72 | inact e [ro]|ry,ry, -+, 7),)

le registre exécutable r; dans x devient une donnée en passant dans la zone des données
d. On notera la symétrie de ces opérations.

(rn’... ,7"1] inact ery|| 7], - ’r;n>

On note
N S N EA TR v

lorsque a = |ry|. Dans ce cas

<rn’...7T1|7=0|7’/17...’7*;n>_> TTL:"' 7"2||7’17...7 m

3.1.3.5 Fonction calculée par la machine

La fonction calculée par un programme p € {1, #}*, notée [p] : D* — D* est définie
par
[p] (d) = d lorsque ([p], 0,d) = (¢,0,d’)

def , . .
= non défini sinon

Les programmes et les données sont représentés par des mots dans les registres. La diffé-
rence entre programmes et données est donc uniquement structurelle : elle dépend de la
position du registre (x ou d) dans la machine.

3.2 Utilisation

3.2.1 Programmes de base
3.2.1.1 Machine universelle
On dispose d'une machine universelle univ
B+ oo | [aniv] [ dr, o o) > (a1 |[dn] [ oy o)
On peut écrire cette machine universelle de la maniére suivante
univ = act

On a donc

[univ] (p.d) = [p] (d)
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3.2.1.2 Acces a distance

Grace aux instructions de rotation right et left, on peut accéder au registre a dis-
tance n du sommet dans d. Pour cela on peut déja définir I'opération right(i) et left(7)
qui iterent ¢ fois les instructions right et left.

right(i) & right'
left(i) = Teft'
On peut alors définir les programmes
put(i,1) = left(i) e put 1 e right(i)
put(i,#) = left(i) e put # e right(i)

De méme on peut définir le programme

left () accés au i-éme registre de d

case

jump @

jump Qo

jump @;

case(i) = { @ right(i) restauration de d

jump @y saute sur la 1-ére instruction apres le programme
@, right(7) restauration de d

jump Qg +1 saute sur la 2-eme instruction apres le programme
Q3 right(7) restauration de d

jump Q¢ +2 saute sur la 3-eme instruction apres le programme

3.2.1.3 Déplacement de registre

On peut écrire le programme move(i, j) déplacant le registre i a la place j

<pn> 7p1’ mOV@@J)'PO ‘d07"' 7di7"' 7dj>"' 7dm>
i> <pn7 ap1|move(i7j).|d07'” y €yttt 7dj.di7"' 7dm>

On peut I’écrire

@, case(7) lecture du premier caractére du i-éme registre
jump @ sid; = #.d;
jump @, sid; = 1.d,
. def jump Qg+ Si d; = € (on s’arréte
move(i,j) = | @ i)utlzj, #) d; = #.d;( )
Jjump @
Q, put(j,1) d;=1.d]
Jjump @

On a donc

[[move(i’j)]] ([dl’ 7di’... 7dj,“' 7dm]) = [dl’... L€, adj.di;"' ,dm]
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3.2.1.4 Duplication

Le programme dupl duplique son entrée

<pn7 ap1||d1a"' 7dm>i><pn7 7p1|dUP|°|d17dla"'

Il peut étre écrit de la maniere suivante

new création de deux nouveaux registres
new
Q, case(2) lecture de d
jump @, sid=+#.d
jump @, sid=1.d
jump Qg sid=c¢e
Q; put(0,#) d=+#.d
dupl & put(1, #)
Jjump @
@, put(0,1) d=1.d
put(1,1)
Jjump @
@; move(l,2) décalage des deux registres en téte
move(0, 1)
pop suppression du registre (vide) en téte

On a donc
[dupl] (d.d) = d.dd

3.2.1.5 Commutateur

Le programme switch défini par

<pn7 y P1 ||d17d2>"' adm> _*> <pn7 » P1 |SWitCh.|d2>d17"'

peut étre défini par

new création d’un nouveau registre
move(2,0)
move(l,2)
move(0, 1)

. def
switch =

On a donc
[[SWitCh]] (dldgd) = dg.dl.d

3.2.2 Reproduction

3.2.2.1 Fonction d’écriture

35

La fonction d’écriture put (on utilise la méme notation que la généralisation de put)

vérifie

<pn7 7p1| pUt(d).pO ’dla"' 7dm> i> <pn> » D1 ’WFite(d)°’d1'd>'“ adm>
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Sid=leg, - ,ey], ot ¢; € {0,1}, alors on peut écrire put(d) de la maniére suivante :
put €
put(d) =
pute,

3.2.2.2 Fonction de reproduction

La fonction de reproduction write génére un programme write(d) qui écrit la donnée
d. 1 vérifie

write(d) e po || dy, -+ ,dp) = (Dn, -, p1 | write(d) o|d,d1,'-- s )

<pn7 » D1

On peut définir write de la maniére suivante

write & new o put(d)

3.2.2.3 Reproducteur

Le programme write implémentant la fonction write vérifie

(Dny -+ sp1 || write @ po || dy, -+ di) =5 (pn, -+ 1 | write o [pg] | write(dy), -+, din)

et on a

[write] (d.d) = write(d).d

et peut étre donné par

new
put(mew)  écrit le code de new
Q, case(1)
jump @ sid=#.d
jump @y sid=1.d
.. def ju-mp@S sid=e
write = @Q; put(put#) écrit le code de put #
Jump @
@, put(putl) écrit le code de put 1
Jjump @
@; move(0,1)
pop

3.2.3 Spécialisation
3.2.3.1 Fonction de spécialisation

La fonction de spécialisation spec est donnée par

[spec(p,d)] (d) = [p] (d.d)
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Elle peut étre définie par
spec(p,d) = write(d) e write(p) e act

On a en effet

(P)'aCt | dy, - dim)
(p) |d7d17"' 7dm>

-, p1 | write(d) e write(p) e |act || p, d, dl, )
PP | Write( ) b erte<p) act | d d17 ’ ’m>

. 7p1"d7d17"'7 m)

3.2.3.2 Spécialiseur

-, p1 || write(d) e write

=
S

Pny -+ D1 | write(d) e |write

Ll s
seT TS

=
S

Le programme spec implémente spec, c’est a dire que
[spec] (p.d.d) = spec(p,d).d
On peut écrire
spec = write o switch e write e move(1,0)  put(act) e switch e pop

On a en effet

(pny-++ ,p1 | ‘ write @ switch @ write e move(1,0) e put(act) e switchepop e po || p.di, - ,dm)
% (pn,--- ,p1 | write o| switch e write e move(1,0) e put(act) e switch e pop e po || write(p), d1,- - - , dm)
5 (pn,--- ,p1 | write @ switch | write e move(1,0) e put(act) e switch e pop e po || d1, write(p), - - - , dum)
5 (pn,--- ,p1 | write @ switch e write o| move(1, 0) ® put(act) e switch e 5op ® po || write(d1), wrlte( ), s dm)
5 (pn,--- ,p1 | write @ switch e write e move(1,0) | put(act) e switch e pop e po || write(d;)  write(p), ¢, - - , dm)
5 (pn,--- ,p1 | write @ switch e write » move(1,0) ® put(act) e | switch e 5op e po || write(d;) @ write(p) ® act, €, - - , dum,)
5 A{pn,--- ,p1 | write @ switch ® write e move(1,0) e put(act) e W | €, write(d;) e write(p) eact, - ,dm)
5 (pn,--- ,p1 | write ® switch e write e move(1,0) @ put(act) e switch  pop e - | write(d;) e write(p) eact, -+ ,dm)

3.2.4 Point fixe
3.2.4.1 Auto-application

On pose omega le programme tel que

pna" y P1 ||d1> 7 <pn7 y P1 |omegaO|Spec(d1,d1),--- 7dm>

c’est a dire
[omega] (d;.d) = spec(dy, d;).d

que 'on peut écrire de la maniere suivante

def
omega = dupl e spec
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3.2.4.2 Point fixe

On cherche le programme fix(p) tel que
[fix(p)] (d) = [p] (fix(p).d)
Il peut étre donné par
fix(p) = spec(omega e write(p) @ act, omega e write(p)  act)
On a en effet

<pn7"'ap1| ﬁX( ) |d1a 7dm>

( (p) e act || omega @ write(p) @ act,d;, - ,d,,)
< (p) | ﬁx(p)adla 7dm>

<pn7 Y % | omega e Write(p b | b, ﬁX(p), d17 dm>
(

(

Py, D1 ||omega e write

.-+ ,p1 | omega o | write

=
3

)
Py ,pl,plomega°wrlte(p act|ﬁx( )y A

) e
pna"'aply‘ﬁx d17 7dm>

A

3.3 Sémantique concrete

Dans cette section, on va introduire la notion intentionnelle de ¢race, qui donne une
) )
information sur le “chemin” pris par le calcul.

Définition 3.3.1 (Chemin). Un chemin o est un élément de S*, ou on rappelle que S
est I'ensemble des états s de la machine. Si o est le chemin [sg, - ,s,]| et s un état, on
notera s.0 le chemin [s, sg, -+ , $,] et 0.5 le chemin [sq,- - , sy, 5].

Un chemin est une liste d’états s € S par lesquels passe le calcul. Si o est un chemin,
on rappelle la notation
pref(o) = {0’ | 30", 0 =" e 0"

L’ensemble pref(o) contient tous les sous-chemins commengant o.

Un chemin est une séquence finie des étapes d'un calcul. L’ensemble des chemins
possibles défini donc le comportement d'un programme. On appelle trace cet ensemble.
On notera que si le chemin o est dans la trace d'un programme, pref(o) est inclus dans
cette trace : en effet, si un programme passe par toutes les étapes de o, il passe aussi par
les étapes de o’ si o/ est un préfixe de o.

Une trace 6 peut étre infinie : dans le cas ou le programme ne termine pas, il existe
une suite de chemins g, 01, - - - telle que Vi € N, ds; € §, 0,11 = 0;.5;. Et tous ces chemins
sont dans 6.

Définition 3.3.2 (Trace). Une trace 0 est un élément de T = o(S*) tel que 6 est préfixe
(Définition 1.1.2).

A chaque zone exécutable x, on peut associer sa trace de la maniere suivante.
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Définition 3.3.3 (Trace d’une zone). Si x € Z est une zone, alors sa trace O(x) est
définie par

def

O(x) = {so.-+ .sp | 3d, s0 = (x,0,d) AVi € [1,n] , si-1 — si}.
Si d € Z est une zone, on notera O(x,d) la trace de d limitée a la donnée d :
O(x,d) = {(x,0,d).0 € O(x)}

A partir d'une trace on va étudier les mouvements des registres pendant ’exécution

3.4 Cinématique des registres

3.4.1 Positions des registres

Définition 3.4.1 (Position). Une position r est le couple r = (z,n) € {X,D} x N.
La position (X,n) désigne le n-éme registre de x et (D, n) le n-éme registre de d. Par
exemple, la position (X, 0) désigne le registre étant exécuté.

Etant donné que le registre en téte de la zone exécutable x n’est pas désactivable, on
lui attribue la position (X, 0). La position de la téte de d est notés (D, 1). Cette notation
permet de commencer la numérotation des registres désactivables de x et des registres
activables de d par l'indice 1.

On appelle (X, 0) la position d’exécution et (D, 1) la position d’édition.

3.4.2 Description des mouvements

On définit alors le résiduel v’ d’une position r par un état s comme une position
vérifiant r [s] . La relation [s] est donnée dans la Figure 3.4. Par exemple, si s est un
état de la forme

<pna 7P1|7‘0° E.T() |d17"' 7dm>

(c’est a dire la prochaine instruction a exécuter est act), alors la position (D, 1) va passer
en position (X, 1) par la relation [s], car la donnée d; va passer juste devant p;. De plus,
comme d; est partie de d, les autres positions dans d sont décrémentées (comme pour un
pop). Donc les positions (D,i + 1) passent en position (D, i) par [s]. Enfin, comme on a
ajouté d; juste avant pi, tous les programmes p; de x sont décalés d’'un rang vers le bas.
Donc les positions (X, 7) passent en position (X,i+ 1) par [s].

On définit également une relation [s] telle que

[s1= {((m,n), (m,n")) |m € {X,D} n,n' € N} [s]

L’idée est que r [s] 7’ lorsque r [s] " et que r ne subit pas de comportement réflexif (il
ne change pas de zone).
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FIGURE 3.4 — Résiduel d’une position par un état



3.4. Cinématique des registres 41

3.4.3 Déplacements pendant I’exécution

On étend les relations [s] et [s] sur les chemins : si o est le chemin [s1,--- ,s,] on a
ro 0] r (resp. ro [o] ) quand il existe des positions ry,--- ,7,_; telles que, pour tout
i€ [1,n], ri—1 [si] ri (vesp. mi—1 [si] ri). On a également, pour tout r, r [e] r et r [€] 7.

Finalement, on définit 1'image et I’image non réflexive d’une liste d’états par

(o)) = {37 o]}

3([o]) = {7 |3 [o] 7'}
Exemple 3.4.2 (Exemple d’application). Si (X,0) € S([o]) et que o0 = [sg,- -, S,) et que
so = (Xg, ag,dp) et s, = (X, a,,d,), alors, le registre en téte de x,, (registre exécutable)

“provient” de Xy, dans le sens ou ce registre n’a fait que des mouvements dans la zone
exécutable (il n’est pas passé dans la zone des données d) pendant I’exécution o. [ |

3.4.4 Comportements réflexifs

Définition 3.4.3 (Chemin sans réflexion). Un chemin o est un chemin sans réflexion,
noté norefl(o), lorsque

Vo' € pref(o) (X,0) € S([o])
Dit autrement, o est sans réflexion lorsque tous les registres en position d’exécution dans
o sont déja dans la zone x avant o. Sachant que seul le registre en position (X, 0) peut
étre exécuté, un chemin est sans réflexion lorsqu’on exécute aucun registre provenant des
données.

Définition 3.4.4 (Chemin sans réification). Un chemin o est un chemin sans réification,
noté noreif (o), lorsque

Vo' € pref(o) (D,1) € 3([o'])
Dit autrement, ¢ ne comporte pas de réification lorsque tous les registres en position
d’édition dans o sont déja dans la zone d avant o. Sachant que seul le registre en position
(D, 1) peut étre lu et édité, un chemin ne comporte pas de réification lorsqu’on ne lit ou
ne modifie aucun registre provenant des programmes.

Définition 3.4.5 (Programme sans réflexion). Une zone x est sans réflexzion lorsque
Vo € 9(x) norefl(o)
ST : i
c’est a dire lorsque tous les chemins de ses traces sont sans réflexion.
Définition 3.4.6 (Programme sans réification). Une zone x est sans réification lorsque
Vo € ©(x) noreif(o)
SN A : . :
c’est a dire lorsque tous les chemins de ses traces sont sans réification.
La propriété suivante est trivialement vraie.

Propriété 3.4.7. Si linstruction act (resp. inact) n'est exécutée par aucun état d’un
chemin de la trace de x, alors x est sans réflexion (resp. sans réification).

Par définition, un programme est avec réflexion lorsqu’il existe un chemin dans sa trace
qui ezécute un registre provenant des données, et il est avec réification lorsqu’il existe un
chemin dans sa trace qui lit ou modifie un registre provenant des programmes.
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3.5 Conclusion

On a détaillé un modele de machine présentant de maniere explicite les phénomenes
réflexifs : la différence entre I’état de donnée et celle de programme est structurellement
marquée dans la machine. Ainsi les changements d’états (qui correspondent I'un & une
réflexion, autre & une réification) sont eux aussi structurels.

Profitant de cette approche “visuelle” de la réflexion, on a défini une mesure des
mouvements réflexifs effectués dans cette machine, et a partir d’elle, on a pu définir ce
qu’étaient une réflexion et une réification dans un programme. Dans le chapitre suivant,
on va montrer une méthode extrayant les informations des réflexions d’un programme.



Chapitre 4

Abstraction sur la réflexion

On souhaite abstraire notre modele de machine afin de ne garder que les informations
des réflexions. Dans le chapitre précédent on a donné une définition des programmes
sans réflexion (Définition 3.4.5) : il s’agit des programmes n’exécutant pas de registre
provenant des données. Dans ce chapitre, on va justement s’intéresser aux programmes
avec réflexions. Elles auront lieu lorsqu'un registre initialement dans les données sera
exécuté.

Afin de “mesurer” le degré de réflexion d’un programme, on va décomposer sa trace en
mettant en valeur chaque réflexion. C’est a dire que ’on va oublier toutes les informations
non reliées a une réflexion. Concrétement, on va ne retenir que les moments de 'exécution
ou s’operent des réflexions. Cette abstraction est issue de la these de REYNAUD [Rey10].
Elle a trouvé des applications pratiques dans 1’étude de programmes auto-modifiants
comme les virus informatiques [Bon+13; Bon+12].

La premieére section donne le principe de ’abstraction, et I'idée permettant d’abstraire
une trace. Dans la seconde section on verra comment abstraire la sémantique concrete des
traces pour ne garder que les informations des réflexions. Cette abstraction sera effectuée
simplement en observant la structure de la machine, sans avoir besoin de connaire la
sémantique de la machine. Puis on construira dans la derniere section des abstractions
des regles de calcul de la machine, complétes pour la sémantique abstraite.

4.1 Principe

4.1.1 Stratégie

Dans cette section on donne un apercu des notions que nous allons définir a partir
de la section suivante. D'un coté on met au point une abstraction o faisant ressortir les
réflexions des traces d’exécution. L’abstraction «a est “réduction agnostique”, c’est a dire
qu’elle n’utilise pas les reégles de réduction de la machine s — s’ (Figure 3.3) pour abstraire

une trace. D’autre part, on définit une sémantique abstraite # nous permettant de définir
une trace abstraite ©%(x) a partir d'une zone exécutable x. La correction de 'abstraction
est vérifiée si

a(0(x)) € 0% (x)
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4.1.2 Idées
4.1.2.1 Abstraction de trace

Un chemin o = sg, -+, s, est une séquence d’états. Il décrit ’ensemble des informa-
tions portées par le calcul. Dans ce qui suit, on ne souhaite garder que les informations
propres aux réflexions dans le calcul. Un chemin est découpé en m chemins oq,--- , 0,
(Equation (4.1)) tels que, pour tout i,0; soit avec réflexions (Equation (4.3)), mais que
tous ses sous-chemins stricts ne le soient pas (Equation (4.2)).

o=010..00, (4.1)
Vi e [1,m] o; = 0,.s= norefl(c]) (4.2)
Vi e [1,m] —norefl(o;) (4.3)

Pour chaque segment o; on retient le programme responsable de ce chemin. C’est x;, ou
o; = (x;,0,d;).0.. On appelle x; le témoin du chemin o;. L’abstraction a(o) est définie
par

def [

alo) = X1, X

Dans une trace abstraite, on cherche a isoler tous les différents codes qui ont été exé-
cutés pendant le calcul. Comme on étudie les programmes réflexifs, ’ensemble du code
exécutable n’est pas connu avant ’exécution. La trace abstraite nous donne la cinéma-
tique d’apparition des codes exécutables. L’idée est que, dans le cas d'un programme non
réflexif dont le code est x, sa trace abstraite se limite au singleton {[x]}.

4.1.2.2 Sémantique abstraite

Chaque témoin x; d’'un chemin o; produit en s’exécutant le chemin o;, c’est a dire
encore
o; € @(Xz)
A partir de x;, en utilisant O(x;), on peut alors calculer x;,;. En effet 0; ® 0,11 € O(x;).
On sait que o; est le plus petit chemin avec réflexions du chemin o; ® g;;1. On connait

donc “ou commence” o;,1, et on en déduit x;,1. On notera x; # X;+1.- On a alors
a(o) C 0% (x1)

ou
07 (x) = {[%0, "+ Xn| | Xo =xAVi € [1,n],%x;_1 # x; }

La suite de ce chapitre va définir chacune de ses notions (o et ﬁ) et montrer la

correction de « par rapport a #

4.1.3 Tour de réflexions

Dans la Section 2.4, on notait p; ~» py lorsque le programme p; lancait 'exécution du
programme po, sous forme d’une tour de réflexions. L’idée était de dire que p; s’exécutait
sans réflexion, puis passait la main a p».
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ABSTRINIT ABSTRNOREFL

s = (x,0,d) ocdbko: X norefl(c”)

[s] F [s] : [x] o.skos: ¥
ABSTRREFL

oto:X  —norefl(o) 5= (x,0,d)
[s] Fo.s:Xx

FIGURE 4.1 — Abstraction de trace

Dans ce chapitre, la régle ~ peut étre comparée a la regle i, dans le cas ou on ne

s'intéresse pas a la réification. En effet, x; = x5 dénote qu'une exécution sans réflexion
de x; conduit a I'exécution de x5, qui n’est pas issu de x1. Et p; ~» py exprime le fait que
p1 lance I'exécution de ps.

4.2 Abstraction

4.2.1 Chemin abstrait

L’abstraction d’un chemin, c’est a dire une liste d’états, est une liste de zones.

Définition 4.2.1 (Chemin abstrait). Un chemin abstrait est un élément de Z*, ot on
rappelle que Z est 'ensemble des listes de registres.

4.2.2 Trace abstraite

Définition 4.2.2 (trace abtraite). Une trace abstraite 6% est un élément de T# = o(Z*)
tel que 6% est préfixe (Définition 1.1.2).

4.2.3 Abstraction de trace
4.2.3.1 Définition de ’abstraction

On va construire une abstraction o : §* — Z* associant a o son abstraction a(o). Si
0 est une trace, alors sa trace abstraite associée sera

a(0) = {a(o) |0 € 6}

Dans la Section 4.1, on a donné les propriété de I’abstraction . On donne ici une maniere
algorithmique de construire un o répondant a ces propriétés. On utilise les regles d’infé-
rences de la Figure 4.1. Les regles sont de la forme o' - o : ¥, ot 0,0' € S* et ¥ € Z*.
La liste X est ’abstraction de o, et on pose

alo) =X
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La regle ABSTRINIT initialise 1'abstraction a la premiere zone exécutable de o. La
regle ABSTRNOREFL vérifie que le registre en position d’étre exécuté (position (X, 0))
n’a jamais fait partie des données (il est tout le temps resté dans la zone exécutable x). Si
c’est effectivement le cas, alors 'abstraction de o.s est la méme que celle de o. Dans le cas
contraire (regle ABSTRREFL) la zone exécutable courante x est ajoutée a 'abstraction X
de 0.

Le chemin ¢’ correspond au début d’un des o; de la Section 4.1.

Propriété 4.2.3. Si o' b o : X est dérivable, il existe 0" tel que 0 = 0" @ o’.

Démonstration. Par induction sur la dérivation. O]
Tout sous-chemin strict de ¢’ est sans réflexion.

Propriété 4.2.4. Sio'.st 0.5 : X est dérivable, alors norefl(c”).

Démonstration. Par induction sur la dérivation. O

Propriété 4.2.5. Si o = (x,a,d).0’ et norefl(o), alors a(o) = [x]

Démonstration. On montre par induction que Vo' € pref(o),o’ F o’ : [x]. O

4.2.3.2 Exemple d’abstraction

Supposons que I'on dispose des codes suivants (x = [ry, 75, 73] et d = [ry, 75, 76]) :

X d
def ——— _— def ———
rL = acteact ry;= act
def
T2 T's = €
T3 Te

Lors de I'exécution, le code r; commence et active les codes r4 et rs.

(13,72 ! | 74,75, 76) — (r3,72,74 |ﬁ° | 75,76) — (r3,72,74,75 | act e act | rg)
S0

S1 52

Puis on change de registre d’exécution : le dernier code a avoir été activé est exécuté.

(r3,r2,74,75 | act @act | re) — (rs, o, 74 |[15]| 76)

52 s3

Il lance I'exécution du code suivant sur la pile x.

(7“377’2,7“4||7’6> — (r3, Ty ‘|7’6>
S4

S3

Ce dernier active le dernier code rg et lance son exécution.

(rs,ra |[ra]| 76) = (rs,ra,s [ 74| ) = (rs,r2 |[16]])

54 S5 s6

Posons o = [sg, - , Sg] et calculons (o). Posons o; = [sg, - , ;] pour i € [0, 6].
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1. Le premier élément de (o) est la premiere zone exécutable de o, c’est a dire xg £
[r1,79,73]. Donc
o) H op - [Xo]
(regle ABSTRINIT).

2. L’état sy ne change pas le registre exécutable (r1). Donc (X, 0) € S([og]). De méme,
(X,0) € &([o1]) car s; ne change pas non plus de registre exécutable. Donc

o9 0y 1 [X0]

(regle ABSTRNOREFL).

def

3. L’état s3 a pour registre exécutable r; qui n’est pas issu de xq. Donc, si x; =
[T57 T4, T2, T3]
[53] H o3 : [X07X1]

(regle ABSTRREFL).
4. Les états sy et s5 ont pour registre exécutable r4 qui provient de x;. Donc c’est la
regle ABSTRNOREFL qui s’applique.

[85,54,83] o5 [X07X1]

5. L’état sg exécute le registre rg qui n’est pas dans x;. C’est donc la regle ABSTRREFL
qui s’applique. Si xy = [ry, 73], alors

[s¢] F 06 : [%0, X1, X2]

On a donc
a(o) = [xo, X1, X2]

4.3 Sémantique abstraite

4.3.1 Transition abstraite

On définit a présent une sémantique abstraite = ne faisant ressortir que les réflexions.
Elle est définie de la maniére suivante : soit s’ = (x',a’,d’)

o.s.s €0(x) (1)
x 2 x &L norefl (o) (2)
—norefl(a.s)  (3)

L’idée est la suivante
1. La zone exécutable x’ est atteignable depuis x.

2. Toutes les zones atteignables avant x’ a partir de x exécutent des registres qui
proviennent de x.

3. La zone x’ exécute un registre qui ne provient pas de x.
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4.3.2 Correction de la sémantique abstraite

On va maintenant montrer que cette relation est une bonne exécution abstraite de —
par rapport a I’abstraction o.

Théoréme 4.3.1. Pour toute zone x
a(6(x)) C 07 (x)

Démonstration. On va montrer que pour tout o € (%), a(c) € 6% (xp). Par induction
sur o’.s b 0.5 : X.x on montre le résultat plus général

oo es) € 07 (xg) (4.4)
noreif (o) (4.5)
o'.s € O(x) (4.6)

— Si la derni¢re reégle utilisée est la régle ABSTRINIT, alors ¥ € ©%(xg) car si [s] €
O(xo) alors il existe d tel que s = (xg,0,d). Donc ¥ = [x¢] € T#(xg). De plus,
o' =€, donc Vo' € pref(c’), (X,0) € I([¢”]). Enfin, comme x = X, [s] € O(x).

— Si la derniere regle est la regle ABSTRNOREFL, alors on a directement que ¥.x €
©%(x¢). De plus, on sait que si o’ = 0”.5', alors Yo® € pref(c”), (X,0) € S([¢®]).
De plus on sait que (X,0) € ¥([0']). Donc Vo™ € pref(o’), (X,0) € I([e@]).
Enfin, comme ¢’ € O(x), et 0.5 € O(Xg) et 0 = o e u, alors ¢’.s € O(x).

— Sila derniére régle est ABSTRREFL, alors on sait que X € O (xp). Posons ¥ = ¥/ .x".
De plus, on sait que si o/ = ¢”.5, alors Yo® € pref(a”), (X,0) € 3([¢®]). On sait
aussi que ¢”.s' € O(x’), et donc 0”.5'.s € O(x'). Enfin (X,0) ¢ I([¢".5']). Or
s = (x,0,d). Donc x’ % x. Donc S.x € ©%(xo). Les deux autres conditions sont
facilement vérifiées.

]

4.4 Conclusion

On a donné une vue abstraite d'une exécution en partant des traces (concretes) d’'une
zone exécutable x en ne retenant que les informations des réflexions : si o est un chemin
dans la trace, on découpe o en sections o’ sans réflexion, c’est a dire que le registre exécuté
de chaque étape de ¢’ provient de la zone exécutable initiale x" de o' = (x/,0,d’).

De plus, 'abstraction des traces est correcte : chaque chemin o’ est représenté par son
témoin x’ et o’ est issu de X', c’est & dire que o’ € O(X').

Les témoins x’ récapitulent I’ensemble des codes exécutés par la machine, et chacun
correspond a une partie sans réflexion de I'exécution complete.

La succession entre les témoins x; ﬁ) X5 est comparable celle des programmes dans
une tour de réflexions p; ~~ ps, lorsque 'on considere que p; et py sont des programmes
non réflexifs.

L’idée est la méme que dans [Rey10] ou la trace d’un programme est décomposée en
sections sans réflexions appelées vagues.
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Interprétation logique
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Chapitre 5

Introduction : \-calcul

On introduit notre cadre de travail pour la suite. On va s’intéresser au rapport entre
calcul et logique. On va donner une interprétation logique de comportements réflexifs.
Notre cadre de travail est donc centré autour de la correspondance de CURRY-HOWARD :
d’une part on décrit un langage ayant les capacités calculatoires que I'on souhaite, de
I’autre on associe un systeme logique ou les preuves sont encodées dans les termes de
notre langage.

Ce chapitre a donc pour vocation de donner le minimum vital pour comprendre cette
correspondance. Il présente le A-calcul, ses principales propriétés (localité des variables,
confluence, ... ), puis montre comment il peut interpréter un systeme logique.

Ce chapitre sera aussi notre “modele de rédaction”. Il est un apergu en miniature de la
méthode des prochains chapitres dans lesquels on définira un langage réflexif exprimant un
systéme logique. Il réintroduit les notions bien établies (renommage, substitution, types,
...) que l'on va utiliser dans cette these. Il est aussi 'occasion de donner les notations
pour la suite.

Dans les chapitres suivants (notamment dans les Sections 9.5 et 11.4.3) on montrera
que le systeme logique de ce calcul (la Logique Intuitionniste) peut étre encodé dans les
langages Ag et A décrits dans les Chapitres 7 et 11.

5.1 Lambda-calcul pur

Le A-calcul est un langage de programmation inventé par Alonso CHURCH dans les
années 1930.

5.1.1 Syntaxe
Soit ¥ un ensemble de variables. La syntaxe du langage est définie par

Ast=Ea|tt| ot
ouzx € V.
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5.1.2 Contextes de structure

On définit aussi les contextes de structure S qui permettent d’exprimer la position
d’un sous-terme dans un autre.

SE(|St|tS| .S

Si t est un terme, on note S[t] le terme construit a partir de S en remplagant [| par . On
note également Sy o .Sy la composition de deux contextes de structure :

los = &
(St)oS = (SoS')t
(tS)oS" = t(SoS)
(M.8) oS = Ar.(SoS)

5.1.3 Liaison des variables

On note FV(t) I'ensemble des variables libres de ¢. Formellement, FV(¢) se définit de
la maniere suivante :
FV(z) = {z}

FV(t t2) = FV(t) UFV(t)
FV(\et) = FV(t))\ {2}

Par exemple y est libre dans Az.x y mais x ne l’est pas.

5.1.4 «a-renommage

On considere a présent les termes modulo a-renommage, c’est a dire qu’on peut sub-
stituer a loisir les variables liées des termes.

FExemple 5.1.1. Le terme Ax.\z.x est a-équivalent a Ax.\y.y. [

5.1.5 Substitution

La relation de réécriture du A-calcul utilise la substitution des variables libres d'un
terme. On note t[z/t'] la substitution de = par ¢ dans t. On la définit de la manieére

suivante
def

xlz/t'] = 1

yle/t] =y T#y
A\zt)[z/t] = Aat
My)[z/t] = dyt[z/t] z#Fy Ny ¢ FV(Y)
(t1ta)[2/t] = talw/t] tofu/t]

On note que la substitution ne s’effectue, par définition, que sur les variables libres des
termes. La condition y ¢ FV(¢') évite le phénomene de capture de variable : par exemple,
la substitution (Ay.z)[z/y] = Ay.y (ne correspond pas a la définition précédente) n’est pas
correcte car elle capture la variable libre x par le lieur A\y. La condition peut toujours étre
vérifiée en réécrivant \y.t par a-renommage.
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5.1.6 Contextes de réduction

Les contextes de réduction décrivent les positions des sous-termes qu’il est autorisé de
réduire. Dans le cas du A-calcul, on peut réduire n’importe quel sous-terme. Donc, un
contexte de réduction E est un contexte de structure.

5.1.7 [-réduction

La f-réduction est définie de la maniere suivante : si to = E[(Az.t) t'] et t; = E[t[z/t']],
alors t se réduit a ¢1, ce qu’on note ¢y — t;. On note = la cloture réflexive et transitive de
—. Lorsqu’il n’existe pas de terme t; tel que ty — t;, on dit que ty est en forme normale.
On note =4 la plus petite relation d’équivalence issue de —.

5.1.8 Confluence

Beaucoup de termes du systeme ont plusieurs chemins de réduction. Par exemple, le
terme (Az.x) ((Ay.y) t) peut se réduire de (au moins) deux maniéres.

(Ax.2+ ) (A\y.y) t)

\

2+ ((M\y.y) ) (Az2+2z)t

T,

Malgré cette différence, les deux chemins finissent par converger sur 2 + t. Le systeme
de réécriture est confluent, c’est a dire que si t = t; et t = to, il existe ¢’ tel que t; — ¢/
et to — t'. L’intérét de cette propriété est que la sémantique d’un terme ne dépend pas
de la facon dont on le réduit.

<
~—

\

5.1.9 Stratégies de réduction

Le fait qu’il soit possible de passer par plusieurs chemins de réécriture pour réduire
un terme n’est pas une propriété souhaitée pour un langage de programmation. En effet,
en particulier, un terme peut a la fois se réduire sur une forme normale, et se réduire
infiniment. Par exemple, le terme ((Ax.\y.z)\x.z)((Ax.zz)A\x.zx) peut se réduire en deux
coups :

(AxAy.z) e.z)((Ae.zx) e.xx) — (AyAz.x)(Az.xx)\e.xx) — Ao

alors qu'il se réduit infiniment si on commence par (Azx.zz)\r.xx.

On donne alors au langage une stratégie de réduction, ¢’est a dire on définit une relation
de réduction —’ telle que —-'C— et sit —' t; et t —=' ty, alors t; = ts.

On définit une stratégie en choisissant au plus un redex dans chaque terme du langage.
Pour cela, on peut utiliser des contextes d’exécution ®, qui, a la maniere des contextes
de réduction E sont des termes a trou, mais définis de telle maniere que pour un terme ¢
donné, il existe au plus un couple (®,t') tel que t = ®[t'] et ¢’ est un redex.
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Il existe plusieurs facons de définir une stratégie. PLOTKIN utilise la sémantique opé-
rationnelle structurelle (ou sémantique & petits pas) dans [Plo81]. On rappellera pour
mémoire la sémantique naturelle (ou sémantique a grands pas) de KAHN dans [Kah87].

Dans ce travail, on utilise la méthode de FELLEISEN et WRIGHT dans [WF94] pour
définir la stratégie de réduction en appel par nom a partir des contextes d’exécution
suivant :

=[]t

On notera 2 1a relation de réécriture en stratégie d’appel par nom. On remarquera que
cette fois ci, il n’est pas possible de réduire sous les A. L’intérét est que si I'on part de la
réduction de termes clos, tous les redexes de la réduction sont eux méme clos. On ne risque
donc pas de devoir réduire des termes de la forme x ¢t qui bloqueraient la réduction. Par
contre, une conséquence est que ’ensemble des formes normales pour — est strictement

inclus dans celui des formes normales pour = : Az.((Ay.y)Az.z) est une forme normale
pour BN mais pas pour —.

Pour mémoire, il est aussi possible de définir la stratégie de réduction en appel par
valeur, a partir des contextes d’exécution suivants

O =[]Dt|(N\et) D
et en réduisant la contraction du redex aux cas de la forme

o[(Az.t) My.t')] B ®[t[x/\y.t']

5.2 Interprétation logique : lambda-calcul simplement
typé

5.2.1 Logique Intuitionniste

Le A-calcul peut encoder un systeme de preuves. C’est la correspondance de CURRY-
HowARD. Ce systeme de preuves est la Logique Intuitionniste, ou plus précisément la
Logique Implicative Minimale [Joh37]. Les formules sont données par

A B=a|A—B

On la rappelle dans la Figure 5.1 en déduction naturelle. Les jugements sont de la forme
I' H, A, ou I' est un ensemble de formules. Ce systeme de preuves capture les formules
de la Logique Intuitionniste (sans les opérateurs A et V). Ce systéme est équivalent a la
version en calcul des séquents donnée dans la Figure 5.2 [GTLS89].

Théoréme 5.2.1. Le jugement I' F, A est dérivable si et seulement si le jugement
', A lest.
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T Ab, B

T AF,A TF,A>B

I+, A—-B Tk, A
TF, B

FI1GURE 5.1 — Logique Implicative Minimale en déduction naturelle
N, A AAF, B
AR, A ARy B
' A ABF,C T,AF:B
AJA— B+, C ', A— B
A AFsB TI'H,B
AR, B Ak, B

FI1GURE 5.2 — Logique Implicative Minimale en calcul des séquents

5.2.2 Syntaxe pour la Logique Intuitionniste

Le A-calcul fait un bon terme de preuve pour la Logique Intuitionniste. Chaque formule
A devient un type d’'un terme, et chaque formule de 'environnement I' est associée a une
variable libre de ce terme. On note I' =z : A,--- ,z, : A, cette association, ou toutes
les variables \x; sont distinctes (on pourra s’en assurer par a-renommage). Un jugement
est de la forme I' F,, ¢ : A (resp. I' ¢ t : A), le systeme de types en déduction naturelle
(resp. calcul des séquents) est donné par la Figure 5.3 (resp. 5.4). Ces deux systémes sont
encore équivalents

Théoréme 5.2.2. Le jugement I' b, t : A est dérivable si et seulement si le jugement
I'gt: A lest.

Par exemple, la dérivation

Fl_ntlA—>B F}_ntgA
Fl_ntthZB

devient

oty A r:AFsx: A

't :A— B I'f:A—- Bk, fty: B
'k tt: B
F"StthIB

On a donc associé a chaque preuve en Logique Intuitionniste un terme en A-calcul, dont
la preuve est sa dérivation de typage. L’ensemble des termes bien typés (ceux ayant une
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Nx:AF,t: B
Nz: Ak, 2:A Tk, Xet:A— B
'H,t,: A— B 'tH,t: A
F"ntltgiB

FIGURE 5.3 — Typage du A-calcul en déduction naturelle
't A Ax: A t: B
r:Absx: A AR t[z/t'] B
Lt A Ax:Bkgt:C Nx: Ak t: B
DA f: A= Bbgtla/ft']:C Thsdat:A— B
My:Az:AFt: B 'kst: B
e Abgtly/z][z/z] B T,z:Abgt: B

FI1GURE 5.4 — Typage du A-calcul en calcul des séquents

dérivation de typage) est un sous-ensemble strict de ’ensemble des termes du A-calcul.
Par exemple, le terme A\z.zx n’est pas bien typé.
Cet ensemble est stable par réduction.

Théoréeme 5.2.3 (Réduction du sujet). Sit -t et I'Ht: A, alors' ¢ : A.

5.3 Conclusion

Dans ce chapitre introductif, on a montré I’exemple original d’association d’un systeme
logique avec un langage de programmation. A partir de cet exemple, on a donné les
notations communes que nous utiliserons dans tous les langages de cette partie.



Chapitre 6
Logique linéaire

L’utilisation du cadre de la Logique Linéaire avec le langage Ar donne une nouvelle
interprétation de la modalité !, qui ne sera plus utilsée pour le controle des ressources, mais
pour la séparation des données et des programmes. D’autre part, certains phénomenes
observables en Logique Linéaire trouveront echo dans notre travail dans un contexte tout
autre. Le probleme de la cohérence, par exemple, est lié aux problemes de confluence dans
un langage avec des programmes gelés (sous forme de données) (voir Section 7.3.2).

6.1 Introduction

6.1.1 Gestion des ressources

L’idée de la Logique Linéaire est de comptabiliser les ressources consommées dans la
preuve. Par consommé on entend utilisé dans la régle de l'axiome :

AxXIiOM

AFA

Par exemple, le séquent A, B+ A n’est a priori pas dérivable, car '’hypothese B ne serait
pas utilisée. C’est pourquoi, les regles de contraction et d’affaiblissement sont interdites
dans le cas général.

D’autre part, le partage des ressources dans la dérivation d'une preuve est elle aussi
controlée : en logique classique, le connecteur A peut donner lieu a deux regles de dériva-
tion

A AFB A I'tB
T.AFAAB " T TFAAB

Dans la premiere version (dite multiplicative), les ressources sont partagées entre les deux
branches de la preuve, il n’y a donc pas de création de ressources, alors que dans la
deuxieme (dite additive), on garde les mémes ressources dans les deux branches : cha-
cune des ressources est donc dupliquée. Cette distinction donne lieu a deux connecteurs
conjonctifs : ® (multiplicatif) et & (additif). De méme la disjonction V est également
découpée en deux connecteurs % (multiplicatif) et @ (additif).

o7
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Cutr CONTRACTION WEAKENING
AxioM Tk B A BFA T,JA'A-B -8B
AF A ATFA IIAFB T,/AFB
—o-RIGHT —o-LEFT DERELICTION PROMOTION
I''A+FB ' A ABFC T,ARB "+ A
I'FA—oB I''A\,A—oBFC I''AFB "+14

FIGURE 6.1 — Logique Linéaire Intuitionniste

6.1.2 Exponentielles

Afin d’encadrer les duplications structurelles des ressources (c’est a dire les duplica-
tions non liées a des connecteurs logiques), on utilise les ezponentielles ! et 7. La premiere
décrit une ressource que l'on peut utiliser & volonté (les duplications (contractions) sont
autorisées) ou supprimer (affaiblissement), et la deuxieme est son dual : =!A = 7-A et
—-7A =1-A.

6.1.3 Logique Linéaire Intuitionniste

Nous nous limiterons dans ce travail a I’étude de la logique linéaire intuitionniste (ILL).
D’autre part nous n’étudierons pas le comportement calculatoire des opérateurs ®, @, &
et %. Nous ne nous intéresserons qu’a ’exponentielle ! de la logique linéaire, et aux types
fonctions (A — B). L’ensemble des formules est donné inductivement par

A B=a|A—-B|A

ou « désigne une formule atomique. On présente dans la Figure 6.1 les regles de la Logique
Linéaire Intuitionniste en calcul des séquents. Les regles AxioMm, CUT, —o-RIGHT et —o-
LEFT sont les regles habituelles de la Logique Intuitionniste. Les regles WEAKENING et
CONTRACTION sont adaptées a la logique linéaire, c’est a dire qu’on ne peut supprimer ou
dupliquer que les termes de la forme !A. Enfin, les regles DERELICTION et PROMOTION
sont les regles d’introduction a gauche et a droite de I’exponentielle !.

6.1.4 Syntaxe pour la Logique Linéaire Intuitionniste

On souhaite associer a chaque preuve en Logique Linéaire Intuitionniste un terme
encodant ’arbre de la preuve. On utilise une version étendue du A-calcul. On cherche a
établir une correspondance, a la CURRY - HOWARD. Par rapport a sa syntaxe, on ajoute
les termes !t correspondant au type !A. On ajoute aussi le destructeur let!lx =tint

def

t=ax|dxt|tt|!t|letlr=tint

On utilise ici le systeme dont WADLER [Wad93] se sert pour résoudre les problemes de
cohérence de la Logique Linéaire (voir Section 6.3). L’ensemble des regles est donné dans
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Cutr
AXIOM r-t:B Ax:BkFt:A
r:AbFx: A AT Htz/t]: A
CONTRACTION WEAKENING
Oy : 1Az 1A+t B I'Ft:B
[x 1A F ty/x]|z/z] - B Mlz:1AFt: B
—o-RIGHT —o-LEFT
z:AFt: B 'Fa:A Ab:BrFt:C
I'FXxt:A—oB F,A,f:A—oBl—t[b/fa]:C
DERELICTION ProOMOTION
x:AFt: B TkHt: A
x:'A-t: B TEIt: 1A
LET
x:'A-t: B

Iy:!'Akletlz=yint: B
FIGURE 6.2 — Termes de preuves de la Logique Linéaire Intuitionniste

la Figure 6.2. Un contexte I' contient des hypotheses usuelles de la forme = : A et des
hypotheses lx : | A.
P=z:Allz: A

On notera !T" lorsque toutes les hypotheses sont de la seconde forme.

6.2 Elimination des coupures

GENTZEN [Gen35] introduit le calcul des séquents et 1’élimination des coupures ( Haupt-
satz). La démonstration de ce résultat établit des régles de réécriture des preuves, abou-
tissant & une preuve sans coupure.

De méme, tout séquent I' F A dérivable dans ILL peut I’étre sans utiliser la coupure
([Gir87]).

On va montrer ce que les regles de réécriture données dans la démonstration de 1’élimi-
nation des coupures impliquent sur les régles de réécriture des termes associés aux preuves
(Section 6.1.4).

Théoréme 6.2.1 (Suppression des coupures). SiT'F ¢ : A est dérivable dans le systéme
avec coupures, alors il existe t' tel que I' =t . A est dérivable sans coupure. On obtient
les équations suitvantes
(Ax.t) t' = tlx/t]
letlz =1t'int = tlx/t]

La démonstration (par induction sur le nombre de régles dans la dérivation) de ce
théoreme utilise le Lemme 6.2.2 :
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Lemme 6.2.2. Si'/I'1 Et: AetDylx : VA FEt : B sont dérivables, alors 'I';,I'y F
t'[x/t] : B Uest aussi. Autrement dit, la régle suivante est admissible.

MCuTt
i+t A Iy lz AR : B

!Fl,FQ F t/[ﬂf/t] - B

Démonstration. La démonstration se fait par induction sur le nombre de régles d’inférence
de la preuve de 'T'y, !z : 1A F ¢/ . B faisant apparaitre la variable de coupure (ici !z : !A)
du coté gauche de la conclusion (Si une régle (comme la contraction) substitue x par des
autres variables, on compte aussi les regles d’inférence faisant apparaitre les nouvelles
variables que x remplace). Par ailleurs, on notera a chaque fois que si la variable !z : IC'
apparait dans I'y, et apparait n fois dans la preuve de I'y, !z : !A - ¢/ : B, elle apparait
encore n fois dans la preuve de 'T'y, T's F ¢'[z/t] : B.

— La regle AXIOM n’est pas permise.

— Lesregles CUT, —o-RIGHT et —o-LEFT, ainsi que les régles CONTRACTION, WEAKENING,
DERELICTION et PROMOTION lorsque la coupure ne porte pas sur la variable de la
partie gauche du séquent sont de simples appels aux hypotheses d’induction. Par
exemple, pour la regle —-RIGHT, si on a

Dole: 1Ay CHt:D
Iy le 1A Ayt" : C — D

—o-RIGHT

alors, par hypothese d’induction, !I'\,I'y,y : C' F t"[z/t] : C. Donc II'l,T'y +
My.t"[z/t] : C — D.

— Dans le cas de la regle CONTRACTION sur !z : A

[o)ly 1Az VAR . B
Lol VAFt"[y/x][z/x] : B

CONTRACTION

on appelle deux fois I’hypothese d’induction :

MCUT Tyt A Oy ly 1Az AR B
T Ft: A Ty, Ty, lz 1A [y/t] - B
Ty, 10, Ty = [y/t)[2/t] - B
Ty, Ty = t"[y/t][2/t] : B

MCut
CONTRACTION

On notera que les deux appels aux hypotheses d’induction sont bien fondés car si
lz : |A apparait n fois dans la preuve de I'y, !z : 1A - t"[y/z][2/z] : B, et que ly : 1A
et !z : 1A apparaissent respectivement m fois et p fois, alors m +p = n — 1. Donc
m < n et alors le premier appel a MCuUT

M Ft: A Do ly 1Az 1A . B
!Fl,FQ,!z 1A E t”[y/t] - B

MCutT
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est bien fondé. D’autre part, cette preuve ne change pas le nombre d’apparitions de
Iz : 1A (c’est a dire p < n). Le second appel a MCUT est donc bien fondé également.

— Dans le cas de la regle WEAKENING sur 'z : 1A

FQ'_t/:B
Iy, lz: 1At : B

WEAKENING

la regle d’affaiblissement appliquée a !I'y conclut.

— Dans le cas de la regle PROMOTION,

e 1A C
Iyl TAE I 1O

ProMOTION

Par hypothese d’induction, on a 'I'y), 'y - t"[z/t] : C, donc 'y, T’y = 1t"[z/t] : IC.
— Dans le cas de la regle DERELICTION sur !z : 4]

Iy,z: AFY B
Iy lz: 1At : B

DERELICTION

Par la regle CuT, on a

T+t A Iy,z: At : B
!Fl,rg l—t’[x/t] - B

Cutr

[]

La démonstration de la suppression des coupures est habituelle. On va cependant
détailler la démonstration dans le cas ou la regle a droite de la coupure est la regle LET
car la suppression de cette coupure va nous donner la sémantique opérationnelle du let.
On s’intéresse donc ici a la coupure

Iyl 1At . B
et 1A Iy,y:!Abletlr=yint' : B
Fl,FQI—Iet!:U:tint’:B

LET
Cur

On raisonne selon la derniere regle de la dérivation de I'; ¢ : A. On va voir que seul le
cas ou cette régle est une promotion a sens calculatoire.

— La regle —-RIGHT n’est pas possible.
— Si DERELICTION est la derniere regle, la preuve

D I,z:CkHt:1A Iyl 1AV B L
ERELICT(;?JI; Iyl 10t 1A Iy,y: 1Ak letlr =yint : B BT

[, T, lz:!1CFletlz=tint : B

se réécrit en
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Iy lz: 1At . B
[y,z:CkHt:1A [y,y: 1Ak letlr=yint' : B
I',Iy,z:Chtletlz=tint : B
[, Doz 1CFletlz=tint : B

LET

Cutr
DERELICTION

ce qui ne correspond pas a une régle de réécriture des termes de preuve.

— Si —o-LEFT est la derniere regle, la preuve

L I'ike:C Iy,d: DET:!A Iy lx: 1At B L
" C‘?FT [0, 0o,f:C —oDFid/fd:1A Tsy:'Arletle=yint':B ~°F
uT

[, To, T3, f:C—o DFletlx=t[d/f c]int : B

se réécrit en

s,z 1At B
Iy,d:DFt:1A I3,y !AFletlr=yint' : B
ke C cur I, I'5,d: DFletlzr=tint : B
[, [, I3, f: C—o DFletlx=t[d/f c]int : B

LET

—o-LEFT

ce qui ne correspond pas a une regle de réécriture des termes de preuve.

— Si CONTRACTION est la derniere regle, la preuve

Dilzg 10O ICHTE A Dylx: 1At B
[y, 12010 F tlz/2][20/2]) < 1A Fo,y:!Akletlx =yint' : B
[, Do, 12 1C F letle = t[z/2][22/2] int' : B

LET

CONTRACTION
Cut

se réécrit en

Iyl 1At : B

o Lilzg 10Oz ICHTE: A Iy,y:!AFletlr=yint' : B LET
. uT T, Ta,021: 10,1z : IO F letlz = tint : B
ONTRACTION [y, T2 IC Fletle = t[z1/2][22/2] int' : B
ce qui ne correspond pas a une régle de réécriture des termes de preuve.
— Si WEAKENING est la derniere regle, la preuve
iEt: 1A Iyl 1At : B
WEAKENING L 2 LET

Iylz: 10t 1A o,y :!AFletlz=yint' : B
Fl,Fg,!z:!C’l—Iet!x:tin t':B

Cut
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se réécrit en

Iy)le 1At B
MEt: 1A Iy,y:!AFletlz=yint' : B
I',IyFletlx=tint': B
I,z ICHletlx=tint : B

LET
Cut
WEAKENING

ce qui ne correspond pas a une reégle de réécriture des termes de preuve.

— Si CuT est la derniere regle, la preuve

o MkFce:C [g,z:CHt:1A I3,z 1At B L
uT O I, ToFt[z/c] 1A [3,y:!Abletlz=yint' : B BT
Ut [y, [y, s letle =t[z/c]int' : B
se réécrit en
I3,z 1At . B
LET

o [y,z:CHt:1A I3,y : Ak letlzr=yint : B
N Fe:c 9T To,Ts,2:CHletle=tint: B
[',T9, T3k letle =t[z/c]int': B

Cutr

ce qui ne correspond pas a une regle de réécriture des termes de preuve.

— Si AXIOM est la derniere regle, la preuve

A Iy)le 1At B L
XIOM© " TAF 2 14 o,y :!Abletlz=yint' : B .
Cur

I',ITy,z:!Akletlzr =z2int': B

se réécrit en

Iy, lz: 1At . B
Iy,y:!Akletlz=yint' : B

LET

ce qui ne correspond pas a une regle de réécriture des termes de preuve (a-renommage).

— Si PROMOTION est la derniere regle, la preuve

P T+t A Iyl 1At : B LT
ROMOTS?J]; Ty FI: 1A o,y :!AFletlz=yint' : B

!Fhl—‘g Fletlx =!tint' : B




64 Chapitre 6. Logique linéaire

se réécrit en une preuve de 'I'y, I'y = ¢'[z/t] : B, comme le montre le Lemme 6.2.2. On
fera attention de noter que le lemme repousse la regle CUT aux cas ou 'y, !z : 1A+
t' . B est prouvé par une déréliction. Dans ces cas, le nombre de régles d’inférence est
toujours strictement inférieur a celui de la preuve initiale. On peut donc supprimer
ces nouvelles regles CUT par hypothese d’induction.

On a donc la regle
(letlz =t int') = t'[z/t].

Remarque 6.2.3. La structure let!x = ¢ in ¢’ bloque la substitution de ¢ dans t’ jusqu’a ce
que t ait la forme !t”. Cette caractéristique sera essentielle dans notre langage réflexif car
elle empéchera de substituer autre chose qu'une donnée dans autre donnée. [ |

6.3 Cohérence

6.3.1 Sémantique des preuves

Les modeles usuels de la Logique Linéaire Intuitionniste ont été décrits par SEELY
dans [See89], corrigés par BIERMAN [Bie95]. Cette axiomatisation subsume les modeles
précédents comme les espaces de cohérences [Gir87] ou la sémantique des jeux [LS91].

D’autres axiomatisations ont été proposées, notamment les des catégories de LAFONT
[Laf88], les catégories linéaires de BENTON, BIERMAN, DE PAIVA et HYLAND [Ben+92],
ou les catégories linéaires-non-linéaires de BENTON [Ben95], mais des liens sont possibles
entre chacune [Mel03] :

— Une catégorie de SEELY est une catégorie linéaire, et une catégorie linéaire avec un
produit fini est une catégorie de SEELY ([Bie95]).

— Une catégorie linaire induit une catégorie linéaire-non-linéaire ([Ben95]).

— Une catégorie linéaire-non-linéaire définit une catégorie linéaire ([Ben95]).

— Une catégorie de LAFONT est une catégorie linéaire ([Bie94]).

Ces axiomatisations sont tous des modeles de la Logique Linéaire Intuitionniste, c¢’est

a dire que pour toute preuve w de I' B A, il existe un morphisme [r] : T — A, et si la
preuve 7 se réécrit en la preuve 7' par suppression des coupures, alors [7] = [7].

On donne ici les seuls éléments nécessaires a notre propos, sans rappeler la définition
complete d'une catégorie de SEELY :

— Une catégorie C de SEELY est symétrique monoidale : on dispose d’un tenseur ®,
d’une exponentiation —o, d’une unité 1.

— (C, —o,app, A()) est close : app : (A —- B)® A — Betsi f: A® B — B, alors
AMf):A— (B— ().

— (C, &, 1) est cartésienne. On dispose notamment des morphismes (naturels) de du-
plication §4 : A — A & A et d’affaiblissement discardy : A — 1.

— (!, €,v) est une comonade : €4 : !A —o A est le morphisme co-unité et v4 : |A — IlA
est le morphisme de digging. Les diagrammes suivants commutent
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Cur
Axom T B AeB-%A

AMA 4 AT AR 24

CONTRACTION WEAKENING
relAe!Ad LB r-L.n

PIAMSdapoiggia fy B Delgidredisadap 1o p

PROMOTION DERELICTION
AN red-LB

T2 54 Tea 4 rea B

—o-LEFT —o-RIGHT
r-+4 AeB-%C reAd--B

A@A—=B el *PYAgU B oA SPAgR L e T2 A—op

FIGURE 6.3 — Sémantique de ILL

1A <My Ly 4 —A5 1A
1A 1A > 1A
Ty

— On dispose des isomorphismes naturels 11 ~ [ et (A& B) ~!A® !B.

La sémantique d’'une preuve de Ay, - -+ , A, = B est un morphisme de A;®---®A,, - B
de C. Ce morphisme est construit inductivement a partir de I’arbre de la preuve. Les regles
de construction sont données dans la Figure 6.3.

6.3.2 Probléme de la cohérence

On ne demande pas qu'un séquent I' - ¢ : A ne soit associé qu’a une seule preuve, afin
d’alléger la syntaxe (par exemple, on ne souhaite pas encoder la régle de coupure dans les
termes de preuve). Par contre, on souhaite que toutes les preuves d'un séquent aient la
méme sémantique. Cette propriété de cohérence a été décrite dans [BT+91].
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6.3.2.1 Exemple de systéme non cohérent

Supposons par exemple que le systéme ne comporte pas d’hypothese de la forme lx : A,
en ayant par exemple les deux regles

PrROMOTION DERELICTION
Tkt A Iy:Art: B

MTHEIt:TA T z:!'Akletly=2xint: B

Dans ce cas, le systéme n’est pas cohérent. Posons prom( f) | fov. La régle sémantique
de la promotion de la Figure 6.3 peut donc se réécrire sous la forme

PROMOTION
AN

i Py »

Comme noté par WADLER dans [Wad92], le séquent = : !AFlletly =2 iny: 1A ala
dérivation

AXIioM
DERELICTION
PROMOTION

y:!1AFy: 1A
x:MAFletly=xziny:!A
x:NAFetly=xiny: 1A

qui a la sémantique prom(id;4 o €4) = !(idj4 0 €4) 0 14 = idya ou encore la dérivation

AXIOM
DERELICTION
Cut

: : AXxiom
y:lAby: A z:1AF 2z 1A

v AR letly—ziny: 1A 2:IAF 15114 DROMOTION
x:MAF!etly=xziny: 1A

qui a la sémantique prom(id;4) o €4 = lidjgov 064 = V4064 qui n'est pas égale a
idy 4 dans le cas général.

6.3.2.2 Analyse du probleme de cohérence

Le probleme de la cohérence vient du fait que prom(f) o g = prom(f o g) n’est pas
vraie dans le cas général. Or, cette égalité est nécessaire lors de 'utilisation de la regle de
coupure.

Les solutions adoptées ([Ben+92; Wad93]) utilisent la méme technique qui est d’inter-
dire toute coupure sur une variable libre d'un terme issu d’une promotion (de la forme !¢
dans notre syntaxe). Chez WADLER, cette solution prend la forme d'un séquent modifié

Ty, Iy +t: B
ou 'I'y est de la forme !xy : 1Ay, --- !z, : 1A, et I'5 est de la forme y; : By, ,Ym : B €t
d’une regle CuT de la forme

Cur
'-¢:B Azr:BFt: A

AT FHtz/t]: A
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L’ensemble de variables I'y désigne donc 'ensemble des formules pouvant étre branchées
a un CUT. Les formules de 'T'y, elles, ne le peuvent pas. La promotion devient alors
PROMOTION
mTrHt:B
TF1t:B

afin d’empécher les branchements a des regles CuT. La déréliction se décompose a présent

en deux regles
LET DERELICTION

MlylA; -t B e:A;-t:B
FoxdAFletly=xint: B T,la:!A;+t: B

La regle LET n’a pas de sens logique. Elle sert uniquement a faire passer une formule !A
de son état z : !A a son état !z : 1 A. Cette syntaxe de la logique linéaire intuitionniste est
cohérente [Wad93].

Si I’égalité prom(f o g) = prom(f) o g est fausse en générale, elle est valide lorsque
g est de la forme prom(g’). Il serait donc possible de couper sur une variable libre d'un
terme !t si le terme branché dans la coupure était lui méme de la forme !#'. C’est I'intérét
de 'admissibilité de la coupure du Lemme 6.2.2 : si un jugement !A F !t : 1A est dérivable
et que I',!z : 1A+ ¢ : B l'est aussi, on peut couper sur z, méme si, dans ce cas, x peut
étre une variable libre dans un terme !(-- ).

6.4 Soft Linear Logic

6.4.1 Preuves en SLL

La Soft Linear Logic est un sous-systeme strict de la Logique Linéaire Intuition-
niste. Elle a été introduite par LAFONT [Laf02] pour caractériser les fonctions dans
PTIME. Nous ne I'utiliserons ici que comme un sous-systeme strict de la logique linéaire,
pour mettre en évidence les différentes interprétations que peuvent avoir les regles ex-
ponentielles (DERELICTION et PROMOTION/SOFTPROMOTION). Elle est définie par les
regles de la Logique Linéaire Intuitionniste ou les regles CONTRACTION, WEAKENING,
DERELICTION et PROMOTION on été remplacées par les regles suivantes.

SOFTPROMOTION MULTIPLEXING
T A LA™ B
THIA IV'AF B

La regle MULTIPLEXING est valable pour tout entier naturel n. Pour n = 0, n = 1, on
retrouve notamment les regles WEAKENING, DERELICTION. On peut retrouver cette regle
avec ces deux regles additionnées de la regle CONTRACTION. En effet, on peut retrouver
la regle MULTIPLEXING pour n > 1 par composition successive de la regle CONTRACTION
et de regle DERELICTION. Par exemple, le cas n = 2 peut se traiter de la maniere suivante

I A A+ B
T AIAF B
TIATAF B
T IAF B

DERELICTION
DERELICTION
CONTRACTION
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La regle SOFTPROMOTION peut elle étre retrouvée a partir des regles PROMOTION et
DERELICTION. Par exemple, si II' = A, !B, !C alors on a

D A B,CHD
ERELICTION ABICED
DERELICTION

5 AIBICF D
ERELICTION 'A, !B, ICF D

PROMOTION 4517 1p

Toutes les formules prouvables en Logique Linéaire sont donc prouvables en Soft Linear
Logic.

6.4.2 De SLL a LL
On retrouve toute 'expressivité de la logique linéaire en ajoutant aux regles SOFTPROMOTION
et MULTIPLEXING la regle DIGGING

DIGGING
[IAF B

T IAF B

En effet, les regles PROMOTION et CONTRACTION peuvent étre écrites de la maniere
suivante

'A,!B,\C+ D

SOFTPROMOTION 1 =15 - 1D
DicaGING NANB,ICFID
DIGGING NA\B,\IC'F1D
DiGGING A, 'B,IC+ 1D

I''A'A-B
MULTIPLEXING

s T,UAF B
IGGING 7F, AF B

Et le systeme avec les regles SOFTPROMOTION, DIGGING et MULTIPLEXING est com-
pris dans Logique Linéaire Intuitionniste car la regle DIGGING peut étre retrouvée de la
maniere suivante.

AXIOM ——+
I I
PROMOTION ,2“'__ "él

INMAFB
Cutr

TIAF B

Une formule est prouvable en Logique Linéaire si et seulement si elle est prouvable
dans SLL + DIGGING.
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6.4.3 Assignation de termes

La question d'une syntaxe en A-calcul correcte (au sens de la réduction du sujet) pour
SLL a été traitée par [BM04 ; GRRO7]. Dans le deuxieme article il est rappelé I'importance
de ne faire porter les coupures que sur des types linéaires (qui ne vont pas étre dupliqués
ou effacés). Pour cela, le systéme de types explicite que la coupure ne peut se faire que
sur des types qui ne sont pas de la forme !A. Le systéme de WADLER utilise une autre
stratégie, qui est de faire porter les coupures uniquement sur les variables de la forme
x : A, cest a dire sur les variables linéaires (les seules variables que 'on peut dupliquer
ou supprimer sont celles de la forme !z : 1A).

6.5 Conclusion

La Logique Linéaire introduit la modalité exponentielle. Dans le cadre de la gestion
des ressources, elle décrit les formules que 'on peut utiliser & loisir. Elle pose le probleme
de la cohérence de la syntaxe associée a cette logique. En effet, la promotion ne commute
pas avec la coupure en général. Cependant, elle commute avec la coupure dans le cas ou
la preuve branchée est elle méme terminée par une promotion.

Une solution au probleme de cohérence est donc d’interdire les coupures sur les va-
riables libres des termes de promotion en général, et de permettre la coupure lorsque 'on
peut vérifier que la preuve branchée est elle méme une promotion.

Ce probleme sémantique ressemble de maniere surprenante au probleme de confluence
du Chapitre 7, aussi bien dans sa formulation que dans sa résolution.
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Chapitre 7

Un langage réflexif

On présente Ag, un langage de programmation fonctionnelle inspiré par le A-calcul,
qui a la capacité de geler 'exécution d’un terme. Il correspond a l'idée que 1'on se fait
d’une donnée, car il ne peut étre réduit (comme une donnée ne peut étre exécutée). De
plus, ce terme gelé n’est pas clos et on peut substituer ses variables libres par d’autres
termes gelés. On montre que notre langage est confluent, grace a une gestion fine des
variables libres permettant la substitution dans les termes gelés uniquement avec d’autres
termes gelés.

7.1 Définition du langage

7.1.1 Principe

Notre langage est une extension du A-calcul qui permet de stopper la réduction d’un
terme. On note ces termes (t). On dira que le terme ¢ est gelé. Les termes de notre langage
sont les éléments ¢ de I'ensemble A défini inductivement :

def

Aot o tt|Aet] (t)]let(x) =tint

Ici, la structure () reste syntaxique. Elle ne correspond pas & un un encodage parti-
culier, ou dit autrement, I'encodage est laissé indéfini. Le processus de réflexion (au sens
de la section 2.3) (qui passe de (t) a t) est implicitement en charge du désencodage. Un
exemple historique d’un tel encodage est donné par la numérotation de GODEL. Mais on
peut aussi le définir sur un ensemble D plus expressif, comme par exemple dans [Jon97] :
I'encodage de t peut étre arbre de la syntaxe (AST) de ¢ dans le domaine des listes, ou
une chaine de caracteres contenant un chiffré de cet AST.

Il est possible d’effectuer certaines substitutions dans les termes gelés : on peut substi-
tuer des termes gelés dans d’autres termes gelés. Mais tout autre substitution est interdite.
En effet, si n’importe quelle substitution était permise, la confluence pourrait étre perdue.
Par exemple, supposons que 1'on puisse substituer n’importe quelle terme dans (x). Dans
ce cas, (Ar.(x))((Ar.x)\z.x) se réduirait a la fois en ((Az.x)Az.x) et en (Azx.x), qui sont
deux formes normales différentes. Notre solution consiste a ne permettre la substitution
a travers les chevrons () que de termes eux mémes gelés.

71
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Il est intéressant de noter que le probleme de substitution dans les termes gelés est
tres similaire a celui rencontré par WADLER essayant de donner une syntaxe a la logique
linéaire, comme décrit dans la Section 6.3. Le probléme de cohérence de la syntaxe de la
Logique Linéaire trouve ici une interprétation en terme de confluence dans un systeme
utilisant la notion de donnée.

7.1.2 Contextes

De la méme maniere que dans la Section 5.1.2, on définit les contextes de structure
SE|St|tS| e.S|(S)]|let{z)=Sint|let{z)=tin$

Un contexte de donnée D est un contexte de structure de la forme Sj 0 (Ss). On peut donc
écrire

D= (S)|Dt|tD| e.D|let{z)=Dint|let(z)=tinD
Un contexte de réduction E est un contexte de structure qui n’est pas un contexte de
donnée.

Propriété 7.1.1. L’ensemble des contextes de réduction peut étre défini inductivement
par ‘
EZ[|Et|tE|\e.E|let{z)=Fint|let(z)=tinE

Démonstration. Posons A 1'’ensemble des contextes de réduction (c’est a dire les contextes
de structure qui ne sont pas des contextes de donnée) et B I'ensemble défini inductivement
dans la propriété. Montrons que A = B.
D’une part, si S € A, alors, on peut montrer par induction sur S que S € B.
D’autre part, si S € B, alors S n’est pas un contexte de données (car, pour tout S,
(S) ne fait pas parti des contextes de B). O

On dira qu’'un terme t' est gelé dans t ’il existe une contexte de donnée D tel que
t = D[t']. Le terme t' est donc gelé s’il est entouré par (---) dans ¢.

7.1.3 Liaison des variables

La sémantique opérationnelle du langage est un peu délicate du fait du risque de
captures de variables non souhaitées. Comme on 'a dit dans I'introduction de la section,
les substitutions a travers les chevrons () ne peuvent pas étre faites dans n’importe quelle
situation. La solution choisie reprend celle de WADLER dans [Wad93], qui consiste a ne
permettre la liaison les variables libres de (t) qu’avec un lieur spécial, différent de A, afin
de n’autoriser les substitutions dans (t) que de termes de la forme (). Par exemple, la
variable x devrait étre libre dans le terme Ax.A\z.z (Ay.xy) alors que y et z sont liés (en
fait, il est a-équivalent a A\a’.Az.z (A\y.zy)). Le terme (Az.(x))t se réduit donc en (x) car
l'occurrence de x dans (z) est libre dans Az.(x). Le lieur spécial qui permet de lier une
variable a travers () est let.

La notion de variable libre est donc un peu différente de celle en A-calcul. Il est a
noter que le lieur let (contrairement au lieur A) peut lier une variable libre partout dans
le terme, que cette variable soit ou non entourée par ().
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Exemple 7.1.2. La variable libre z de (x) n’est pas liée & Az dans le terme Az.(x). Elle
'est par contre par let (x) dans le terme let (x) =t in (x). A contrario, la variable libre x
dans \y.z est liée & let (x) dans le terme let (x) =t in \y.x. |

On pose donc FV*(t) I'ensemble des variables libres pouvant étre liées par A (c’est
a dire les variables libres qui ne sont pas entourées par ()) et FV'®*(¢) I'ensemble des
variables libres ne pouvant étre liées que par let (c’est a dire les variables libres des termes
entourées par ()).

FVA(2) = {z}
FV*Az.t) = FVMi)\x
FVAMt t) = FVMt) UFVA(ty)
FVA((t)) < 0
FV et (z) = tint)) = FVA(t) U (FVAY)\ )
FVet(z) & 0
FVet(A\z.t) = FV*()
Vlet(t t2) def Vlet<t1)qu|et( )
FVe((t)) = FVt) UFVe(t)
FVt(let (z) = tint)) = FV () U (FV'(@)\ z)

L’ensemble des variables libres FV de ¢ est Punion de FVA(t) et FV'*(¢). On notera que
FVA((t)) = 0 et FVt({t)) = FV(#), car aucune variable libre de ¢ ne peut étre liée par un
lieur A\, mais elles le sont toutes par un lieur let. De plus, un lieur let peut lier toutes les

variables, gelées ou pas. Donc on doit retirer z de FVA(#') (resp. FV'®{(¢')) dans le calcul
de FVA(let (x) =t int') (resp. FV'(let (x) =t in t')).

FExemple 7.1.3. On a les résultats suivants :
— FVAAz.(z)) = 0 et FV'*(\z.(x)) = {z}
— FV(let(z) = (Ay.y) in (z)) =0

— PV O Fa ) = F} et FVS O f (e () = {2}
— FVXlet (z) = tinx) = FVA(t) et FV'*(let (z) =t in z) = FV'*(¢)

7.1.4 oa-renommage

A partir de maintenant, on considére les termes modulo a-renommage : les variables
liées seront renommeées de sorte a ce qu’elles soient toujours différentes des variables libres.

Ezxemple 7.1.4. let(x) = z in Ax.z(x) est a-équivalent a let (y) = z in Az.z(y). |



74 Chapitre 7. Un langage réflexif

7.1.5 Substitution

Les régles de substitution sont données par

(t

(let( > = tl in t2

x/t
x/t

(tfz /1)
= let(y) = ti[z/t'] into]x/t'] x#yandy ¢ FV(Y)

xlz/t'] = t
ylz/t] (Y x#y
Ay t)[z/t'] = Ny.t[z/t] x#yandy ¢ FV()
Fc/t} = t]x/t]ta]x/t]
[z/t']

)
(t1t2)
)
)

7.1.6 Redexes et S-réduction

Les regles de réduction s’appuient sur les contractions des A\-redexes et des let-redexes.

E[Mat)t] 2 E[t'[z/t])
Ellet (z) = (t)int] = E[t'[z/t]
ou F est un contexte de réduction. Finalement, on définit S B a clsture réflexive
transitive de — est notée —. On note également —peaq la restriction de — lorsque F = I
Il est important de noter que (E) n’est jamais un contexte de réduction. Il n’est donc
pas possible de réduire un terme entouré par (). Ce comportement est attendu pour une
donnée. Lorsqu’un redex peut étre atteint par un contexte E, on dit que ce redex est
actif. Autrement, c’est un redez inactif.
Le lieur let permet de substituer des termes gelés dans d’autres termes gelés. Par
exemple, observons une réduction possible faisant intervenir ce lieur :

let (z) = (Az.x)(s) in (Azy.y) (Ay.y)x) (x)
= let(z) = (s) in (A\ry.y) (\y-y)z) (2)
= (Azy.y) {(Ay-y)s) (s)
= (s)

Le calcul s’arréte ici car (s) est gelé. Il est a noter que la réduction du let est bloquée
jusqu’a ce que (Az.x)(s) se réduise en (s).

Il est aussi possible de supprimer les parentheéses () autour d'un terme gelé pour
permettre son exécution. Le terme run = (Az.let (y) = x in y) en est un exemple typique.
Par exemple,

run (t)
—  (Az.let(y) =z in y)(t)

— let(y) =(t)iny
— t

Le terme run a donc permis de supprimer les parenthéses (---) autour du terme ¢, lui
permettant alors de se réduire. On a donc transformé un calcul suspendu (une donnée)
en un calcul actif (programme). On a donc réflechi une donnée.

Remarque 7.1.5. Pour plus de concision, on pourra noter \(x).t le terme AX. let (z) =
X in t. Par exemple, le terme run peut donc s’écrire A(z).x. [ |
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7.2 Confluence

On va maintenant prouver que le systeme (Ag,—) est confluent. Le point clé pour
comprendre ce résultat est que les variables libres de (t) ne sont pas capturées par les
lieurs \. Le terme (Az.let (y) = x in (y))((Az.(a)) Az.x) se réduit a (a) car la construction
let force I’évaluation de son premier argument (Az.({a))\z.z, et seulement ensuite contracte
le let-redex.

Théoréme 7.2.1. (Ag,—) est confluent, c’est a dire, sit > t' ett = t" alors il existe
un terme s tel que t' = s et t" 5 s.

Pour montrer la confluence de (Ag,—), on le décompose en deux systémes (Ag, 2
) et (Ag, Ig) On prouve ensuite, de maniere séparée que ces deux sous-systemes sont
confluents et que les deux systemes commutent, ¢’est a dire que si t =3 tyett et to, alors
il existe s tel que t; & s et £y 23 5. Par le Lemme de HINDLEY-ROSEN [Ros73; Hin64],
on conclut que (Ag, —) = (Ag, &N Iit>) est confluent.

Propriété 7.2.2. Le systéeme (Ag, 4) est confluent.

Démonstration. Le lieur A ne peut pas lier de variables libres de (---). Donc, sans reégle

' Jes termes entourés par () ne sont pas modifiables. Le systeme (Ag, i>) hérite donc de
la confluence du A-calcul avec constantes (chaque terme (t) est une constante) et produit
cartésien (chaque terme let (x) =t in ¢’ est encodé par (¢, \z.t")). O

Propriété 7.2.3. Sit Y4 et t X7 alors il existe un terme s tel que t' s ettt g

(confluence forte). On en déduit que (ARg, |it>) est confluent.

Démonstration. Soit le terme P contenant deux let-redexes R et .S. Supposons que R =
let (x) = (¢) in ¢’ et qu’on contracte R. S a un unique redex résiduel par la contraction de
R. En effet, supposons que S soit un sous-terme de R. S ne peut étre un sous terme de
(t). Donc S est un sous terme de ¢’. On en déduit que S n’est pas dupliqué. De méme,
si S n’est pas un sous-terme de R, alors S a toujours un unique redex résiduel par la
contraction de R.

Comme il n’y a pas de duplication de S par R (et par symétrie, de R par S), on peut
contracter indifféremment S et R. O]

Propriété 7.2.4. Les régles A et 2 commutent.

Démonstration. Soient R et S un A-redex et un let-redex. On suppose que les deux redexes
sont actifs, c’est a dire qu’il ne sont pas dans des termes gelés. La contraction de S ne
duplique pas de R. En effet, si S est de la forme let (x) = (t) int’, alors R ne peut se

trouver dans (t), car R est un redex actif. D’autre part, la contraction de R peut créer
différentes copies de S. Donc, pour tout t,ty,to tel que t N tyett e t9, il existe s tel que
t1 *—|e>tset t2i>s.
On en déduit que si t N ty et t et to, alors il existe s tel que o A set ty i (par
induction sur la longueur de ¢ =5 ts).
On en déduit que si t Y ti et t wlet to, alors il existe s tel que t; et o et to s (par

induction sur la longueur de ¢ = t1). ]
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7.3 Réflexion

Des deux notions de réflexion et de réification, seule la premiere trouve une implé-
mentation facile dans ce langage : il est facile de construire une terme run prenant une
donnée (t) et lui associant le programme ¢. Le probleme de la réification est plus difficile
a résoudre. Des solutions seront présentées dans le Chapitres 11.

7.3.1 Réflexion

Les termes gelés (t) correspondent aux données. On a vu qu’il était possible de sup-
primer les chevrons () en utilisant le terme run. Cet terme agit donc & la maniere d’un
interpréteur (Section 1.3.3).

Une tour de réflexion est, par définition, la spécialisation d’un interpréteur récursif a
une donnée (un programme réifié). Si on utilise simplement un interpréteur a la place,
comme dans le cas d'une tour de réflexions sans réification (Section 2.4.3.3), on peut écrire
une tour de taille n dans Ar de la maniére suivante

Vi € [[O,TL - 1]] p; = run <pi+1>

7.3.2 Probléeme de la réification

Comme on I'a vu dans la Partie 2.4, le cadre d’étude de SMITH décompose les phéno-
menes réflexifs en deux comportements : la réflexion (c’est a dire la capacité d’exécuter
une donnée) et la réification (transformer un programme en donnée). Le langage que nous
avons présenté ici répond bien a la question de la réflexion. Les données étant de la forme
(t), il existe un terme du langage, le terme run = Az. let (y) = x in y, qui permet de passer
du terme gelé (t) au terme exécutable t.

Par contre, la question de la réification est plus difficile a résoudre. Le résultat suivant
montre qu’il n’existe pas de terme de notre langage permettant d’associer a un terme ¢
son terme gelé (t)

Propriété 7.3.1. Sachant que (Ag,—) est confluent, il n’existe pas de terme box € Ag
tel que, pour tout terme t € Ag, box t = (t).

Démonstration. Par Pabsurde. Si box existait, alors box (Az.x) A\zv.z = ((Ar.x) M\z.z) et
box (A\z.z) Az.z — box Az.z = (Ar.7), ce qui est impossible car les deux sont en formes
normales différentes alors que le langage est confluent. n

7.4 Adhésion au modele des langages de programma-
tion
7.4.1 Définition du langage

Dans cette partie, on décrit le langage Ar dans le cadre des langages de programmation
décrit dans la Section 1.2. On pose P & D = Ap.
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Données On note D* I'ensemble des listes de données. Si d = [dy, -+ ,d,] € D*, on
note |d] le terme A\x.z (dy) --- (d,). On note que pour tout d, [d| est en forme normale.

Programmes Sip € P, la sémantique [p] (d) = d’ lorsque Az.|d](p z) a comme forme
normale |d’|, ou alors, ce qui est équivalent, lorsque A\z.|d|(p =) =5 |d'].

Ezemple 7.4.1. Le terme id = \z.x vérifie[id] (d.d) = d.d
Ezemple 7.4.2. Le terme dupl = \z.\a.z a a vérifie [dupl] (d.d) = d.d.d

n
n
Ezemple 7.4.3. Le terme pop = Az.\a.x vérifie [pop] (d.d) = d [ |
n

Ezemple 7.4.4. Le terme switch = \z.A\a.\b.z b a vérifie [switch] (dy.de.d) = ds.d;.d

7.4.2 Composition

Si p et ¢ sont deux termes, on note p o ¢ le terme Az.q(p =) (et pas A\zx.p(q x)). Donc

Az.|d] ((poq) z) =5 Az.[d] (¢ (p 7))
=5 Az.(\y.|d] (¢ y)) (p )

Donc, si [¢q] (d) est défini, [[p o q] (d) = [p] ([¢] (d)) On peut écrire le programme calculant
la composition

compo = Az \P.let (p) = Pin AQ.let (¢) = Q inz (poq)

car
Az.[[p,q,di,- -+ dn]](compo x) =5 Az.compo z (p) (d) (d1) -~ (dn)
=5 Ar.x (pogq) (di) -+ (dy)
=B L[pOQ7d17"' 7d7’LH
7.4.3 Machine universelle

On peut donner une machine universelle & Agz. On pose
univ = Az \p.(runp) z
Ce programme vérifie

Ae.|[p,dy, -+ dy]] (univz) =g Ax.|[p,di,--- ,dy]] (Ap.(runp) x)
=5 Az.(run(p)) z (d1) -+ (dn)
=5 Ar.px (di) - (dn)
=B )‘x'udlﬁ T 7dn” (p [B)

Donc [univ] [p,dy, -+ ,d,] = [p] [d1,- -, dy]
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7.4.4 Spécialisation

Si p et d sont un programme et une donnée, on peut donner la spécialisation de p a d
de la maniere suivante
spec(p,d) = Mz.p x (d)

car

Ax.|[dy, -+ ,dy]|(spec(p,d) x) =z Az.spec(p,d) z (dy) --- (dn)
=5 Azr.px (d) (di) - (dn)
=B )‘x'udv dy, -+ ’dnH (p IE)

Donc [spec(p,d)] [di,--- ,d,] = [p] [d,dy,- - ,d,]. On peut aussi écrire le spécialiseur

spec = Az \P.let (p) = Pin AD.let (d) = D in z (A\z.p = (d))
(p,d)
spec(p,

car

At |[p,d,dy, -+ ,dy]|(spec ) =5 Ax.spec x (p) (d) (d1) --- (dn)
=5 Azr.x (spec(p,d)) (dy) --- (dn)
=5 |[spec(p,d).dy,--- ,dn]]

7.4.5 Théoréeme de récursion

On rappelle le Théoréeme du point fixe de KLEENE de la Section 1.4.2. Pour tout
programme p, il existe une donnée e qui encode un programme ¢ telle que, pour toute
donnée d, le résultat du calcul de p sur 'entrée e d est le méme que le résultat du calcul
de g sur 'entrée d.

7.4.5.1 Point fixe réflexif

Définition 7.4.5. Un terme Z est un combinateur de point fize réflexif lorsque pour
tout terme t € A

Z(t) =pt (Z(t))
L’opérateur Z est exprimable dans A : si on pose w = Af.AX. let (z) = X in f (x (x)),
alors on peut noter
ZENFlet(f)=Fin(w f) {w f)

Alors
Z(t) =5 (wt)(wt)
=5 t((wi) (wi))
=5 t(Z(1))

7.4.5.2 Autre point fixe

Ce point fixe Z permet d’encoder le combinateur de point fixe habituel Y tel que

Yt=5t(Yt)
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Posons
y £ g p.p ((run q) p)
OnakFy:!((A— A = A) = ((A— A) — A). Enfin, posons Y = Z (). On a alors
Yp =5 y(Zy)p
=5 p ((run (Z(y))) p)
=5 p ((Z(y) p)
=5 p (YD)

7.4.5.3 Théoréme de récursion de Kleene

Soit p € P. On cherche a construire un programme e tel que
vd e D* [p](e.d) =[] (d)
Posons
e = Z (A Arp x q)
On a en effet, sid = [dy, - ,d,]
Ar.|d] (ex) =5 Av.ex (dy) --- <dn>
=5 Az.px (e) (d1) - (dn)
(p @)

On a donc le résultat voulu.

7.4.5.4 Equivalence entre 7 et le théoréme de récursion

On a montré (Section 7.4.5.3) que I'on pouvait utiliser un combinateur de point fixe
récursif Z pour exhiber une solution au théoréme de récursion de KLEENE. En fait, on
peut construire un combinateur Z a partir d’'une solution de KLEENE.

On sait que pour tout programme p, il existe une solution e satisfaisant 1’équation
de KLEENE. Posons F' : P — P une fonction produisant une une solution e pour tout
programme p

VpeP,deD" [F(p)(d)=[p] (F(p).d)
En partlcuher [E£(p)] () = [p] [F(p)]. Donc, pour tout terme ¢, F(p) t =3 p t (F(p)).
Posons Z < F(A(p).MN¢q).p (g (p))). En effet, on a

Z({p) =5 FNp)Mg)p (g (p)) )
=5 p(Z(p))

7.4.5.5 Interpréteur récursif

On cherche & exprimer un interpréteur récursif intw dans Ag. Posons § = Ae. Az AD. let (d) =
Dindxeet h= Z(5). Le terme h est un interpréteur récursif car
[P]ldy, -~ dn] =5 Az|[dy, - ,d IRGED
=5 Ar.|di,--- dy]] ( {n
=5 Az.(0 (h) x){d1) -
= Av.dia (h) (do) -
=B [[dl]] [h d27 7dn]

) )
+ (dn)
+ (dn)
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7.5 Staged computation

Notre calcul exprime un paradigme connu depuis [JS86], le calcul par niveaux, ou
staged computation. L’idée est de séparer les temps d’exécution des termes. La maniere la
plus simple est de séparer les termes a exécuter maintenant (compile-time) des termes a
exécuter plus tard (run-time) [GJ91; JGS93]. L’analyse des liaisons des variables (binding
time analysis) (comme dans [NN92]) montre qu’il est possible d’établir un systeme de
types permettant de spécifier I’état d’évaluation d’un terme (compile-time ou run-time)

Cette section a pour but de rappeler deux grandes méthodes présentes dans la littéra-
ture, que I'on souhaite mettre en avant car elle se fondent avant tout sur une vue logique
et non algorithmique.

On se borne ici a transposer les notations des auteurs dans les noétres et on réexprime
la définition des langages dans notre cadre d’étude (langages confluents sans stratégie).
On prouve que ces langages sont confluents dans leur nouvelle description.

La premiere permet de définir des termes dont l'exécution est retardée. La seconde
permet de répartir le calcul sur plusieurs niveaux.

7.5.1 Premiere approche : retardement de termes

Cette méthode s’attache a retarder la réduction de termes, plutét que forcer la réduc-
tion de certains sous-termes. Cette méthode est due en partie & DAVIS et PFENNING dans
[DP96]. Ici, on s’intéresse moins aux capacités du langage pour I’évaluation partielle qu’a
I’étude d’un langage dans lequel une partie des termes est retardée. Cette méthode est
en tout point semblable a la notre, bien qu’établie dans un cadre logique différent. Nous
verrons dans la Section 9.6.2 qu’il existe un lien entre le travail en logique modale et le
notre.

La sémantique de ce langage A, est exactement la méme que notre langage, seule sa
syntaxe change. C’est pourquoi, on va juste faire un rappel de sa syntaxe et montrer la
correspondance entre Ay; et Ag.

7.5.1.1 Syntaxe

La syntaxe de Ay, est donnée par

def

Ay dt=x|Av.t|tt]|box(t)|letbox(t) =tint

On passe d'un terme de Ay & un terme de Ag en remplagant tous les box(t) par ().

7.5.2 Deuxiéme approche : nivellement du calcul

Cette méthode permet de forcer la réduction de sous-termes. Cette fagon de faire est
théorisée dans les travaux de DAVIES [Dav96] , ou encore dans ceux de TAHA et SHEARD
[TS97]. On va adapter le travail de ces auteurs au ndtre, notamment en donnant une
version non typée et sans stratégie de réduction (on pourra ainsi parler a nouveau de
confluence par exemple). Cette approche se base sur la logique temporelle, comme on le
verra dans la Section 9.6.1.
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7.5.2.1 Syntaxe

En reprenant les notations de TAHA et SHEARD, la syntaxe du A-calcul est étendue
avec les termes retardés (t)3 et échappés ~ t.

def

Ar >t e |tt]dat] ()] ~t

7.5.2.2 Contextes de structure

Les contextes de structure sont définis de la méme maniere qu’en A-calcul

SENISt[tS[ . S[(S)|~S

7.5.2.3 Niveaux

Le niveau A(S) d'un contexte de structure est défini par induction de la maniere

suivante.
Al) = 0
A(St) = A(S)
At S) = A(S)
AAz.S) = A(S)
A((S)) = A(S)+
Al~S) = A(S) -1
Remarque 7.5.1. Le niveau d'un contexte de structure peut étre négatif. Par exemple
A~ ) =-1 [ |

Le niveau d’'un sous-terme t' de ¢ est le niveau du contexte de structure S tel que
t = S[t']. C'est le degré d’imbrication des (---) (positif) et des ~ (négatif).

7.5.2.4 Contextes de réduction

Les contextes de réduction sont définis de la méme maniere qu’en A-calcul, sauf qu’on
y ajoute une notion de niveau, c’est a dire qu’ils sont indexés par les entiers naturels n.
De plus, comme on le verra, deux redexes sont possibles, et ils sont contractables dans
des contextes de réduction différents : on définit donc deux contextes de réduction E et
Er.
E} = []|)\xEA\E’\t|tEA|<EA)
E;)H = Az En+1 | E +1 t)t En+1 K n+2>‘ ~ E;
Ey = Me.EJ|Ej t|t ES | (EY)
EY = [[[Az.EY | EY t]t BT [(Ey)| ~ Ef
By, = MEF,|EY |t By, <E;+2>| B
Propriété 7.5.2. Pour tout contexte de structure de la forme E) (resp. Ev ), A(E}) =
—n (resp. A(EY)=1—n).

Démonstration. Par induction sur le contexte de structure. O

3. On prend volontairement la méme notation que dans Ag, car les termes (t) de Ar et Ar sont
retardés dans les deux cas
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7.5.2.5 Liaison des variables et a-renommage

L’ensemble des variables libres FV(t) d'un terme ¢ est I'union des ensembles de va-
riables libres FV;(t) des sous-termes de niveau ¢ de t.

FVo(z) = {a}
) =0 §#0
) = FV5(t1) U FVé(tQ)
) = FVo(t)\ {z}
FVs(\z.t) = FVs(t) §#0
) £ FVs.(?)
) = FVsp(t)
On pose
FV(t) = | FVs(t)
0EZ
FExemple 7.5.3. On a les résultats suivants
1. FVi(Az.(z)) = {x}
2. FVo({(z)) =0 et FV ((z)) = {x}
3. FVo(z (x)) = FVi(z (z)) = {x}
L’Exemple 1 montre qu'un lieur A ne peut lier que des variables libres de méme niveau que
lui : il est de niveau 0 et x est de niveau 1, donc pas de liaison possible. L’Exemple 2 lie le
niveau d’'une variable avec sa définition de liberté. Il est généralisé par la Propriété 7.5.4.
L’Exemple 3 donne un cas ou un méme nom de variable est utilisé pour deux choses
différentes : le point 1 a montré qu'un lieur ne pouvait étre lié qu’a une variable de méme
niveau que lui. Donc les deux occurrences de x dans x (x) ne pourront étre liées par le
méme lieur. Ce terme est équivalent a = (y). |

Propriété 7.5.4. Soit x € FV(t).
r € FV4(t) <= 35, S[z] =t ANA(S)=0
Démonstration. Par induction sur ¢. O

On consideére a présent les termes modulo a-renommage, afin d’éviter le point 3.

7.5.2.6 Substitution

Les régles de substitution sont les mémes qu’en A-calcul
zlz/t] =t

yle/t] =y Ty
Ayt)a/t] = Ny.tle/t)] T £y
(tr to)[w/t'] = tafa/t] tala/t)]
Ofx/t) = (tla/t])
(~O)[z/t] =~ ta/t)]

Propriété 7.5.5. Si x ¢ FV(t), alors tjz/t'] =t.

Démonstration. Par induction sur . O
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7.5.2.7 Réduction
Par rapport au A-calcul, on ajoute un nouveau redex

El(Axt) ¢] Eltlx/t]
Er~ (0] Bt

n

A
=
R
=
n

of \ ~
On pose DA U,
n n

Remarque 7.5.6. On notera qu’il n’existe pas de contexte Ej de la forme ~ S. Pour des
raisons de typage que 1’on verra plus loin, on ne peut pas réduire au niveau 0 derriere un ~.
On notera aussi qu'il n’y a pas de “trou” dans les contextes de réduction E), ;. On ne réduit
donc pas les redexes (Az.t) ¢ des niveaux non nuls. Par exemple, les termes (Az.x) (Ay.y)
et ( ~ ((Ar.x) (Ay.y))) se réduisent a A\y.y et ( ~ (Ay.y)) mais ((Az.x) (Ay.y)) ne se réduit
pas.

De méme, on ne réduit pas de redexes ~ (t) de niveaux différents de 1. Par exemple,
le terme ( ~ (\x.z)) se réduit a (Az.x), mais les termes ({ ~ (Az.x))) et ~ (Az.x) ne se
réduisent pas. [

7.5.2.8 Confluence

Théoréme 7.5.7. Les systéemes (Ap, ) sont confluents.

On prouve ce résultat en se ramenant a la confluence du A-calcul avec les constantes

5 N .
Coars Cxs Capps Cbows Cros Cerry Apog €6 le nouvean redex dpoy (Cpox t) — t, c’est a dire que si £
est un contexte de réduction du A-calcul (voir Section 5.1.6), on a

E[(A\xt) ] > E[tlz/t]]
Eldys (chor )] > Elt]

Le systeme (A, &Ny i) est confluent, comme le montre la Propriété 7.5.11.
Pour n € N, on introduit alors une transformation F,, : Ay — A vérifiant les propriétés
suivantes.

Propriété 7.5.8. Sit 5 t', alors F,(t) = Fn(t)
Propriété 7.5.9. Si F,(t) — T, alors il existe t' € A tel que F,(t') =T et t =t

Par ces deux propriétés, Ar hérite de la confluence de A. Posons

JT"()(JI) d:ef X
FnJrl(x) d:ef Cyar
Fott) = Fo(t) Fo(t)
Fn-&-l (t t/) ::Cf Capp Fn-&-l (t> Fn+1(t/)
Fohzt) = . Fo(t
fn+(1)§)‘i't; = ij:—i(—l)(w
F def
2((8)) = Chon Fryr(t)
-FO(N t) = Cerr
Fil~t) = dyor Folt)
Jrn+2(N t) = Fri1 (t)
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La Propriété 7.5.8 se montre par cas selon le contexte de réduction (E)} ou E7) utilisé
pour —%, puis par induction sur le contexte. On utilise pour cela le lemme suivant

Lemme 7.5.10. SiV # —n,x ¢ FVs(t) alors F,(t[x/t']) = Fn(t)[z/Fo(t')]

Démonstration. Par induction sur .

— Sit =z, alors € FV(t). D’autre part t[z/t'] =t et Fo(t) = x

— Si Vo # —n,x ¢ FVs((t)) = FVs_1(t), alors F,,({t)[x/t']) = Cbox Fnr1(tlx/t]) =
Chow Fua(O]r/ Folt)] = Fu((0)) [/ Fo()]

L SiVe# —(n+2),z ¢ FV5( t) =
cnFnia ()] Fo(t')] = Fu(~ )]/ Fo(t)].

(e O /H]) = o = Fol~ D/ Fo(t)].

— A~ D)[2/t]) = dyor Fo(t[x/t']) = dbox Fo(t)[x/Fo(t')] = Fi~ t)[z/t'].

— On a Fo((t1 to)[z/t']) = Foltrx/t']) Fo(tax/t']). Or on sait que VYo # 0,z ¢
FVy(ty ta) = FVo(t1) U FVy(ta). Donc x ¢ FV(t1) et € FVq(ty). Par induc-
tion, Fo((t1 t2)[z/t']) = Fol(tr)[x/Fo(t)] Fo(ta)|x/Fo(t')] = Fo(ts t2)[x/Fo(t')]. De
méme pour F,,1((t; t2)[z/t']).

— Si Vo # 0,2 ¢ FVs(A\y.t) = FVy(t), alors Fo((Ay.t)[z/t']) = Ny.Fo(t[z/t]) =
Ay Fo(t)[x/Fo(t')] = Fo(Ay.t)[z/Fo(t')].

— SiVd # —(n+1),x ¢ FVs(Ay.t), alors Vo ¢ {—(n + 1),0},z ¢ FV;(t). De plus
xz ¢ FVy(t) ou x = y, or on peut renommer y et y # x. Donc x ¢ FV(¢). Donc
Fuir(Qy ) /) = ex Fuia(tle/t]) = exFopa(O)[z/Fo(t)] = Faa (hyt) 2/ Fo(t)].

[

La preuve de la Propriété 7.5.8 se fait par induction sur les contextes. Par exemple,

— Si (zt) ¢ D tlz/t'], on sait que z ¢ FVg(t), pour tout 6 # 0. Donc, par le
Lemme 7.5.10, Fo(t[z/t']) = Fo(t)[z/Fo(t')]-

Donc Fo((Ax.t) t') = Fo(Ax.t) Fo(t') = (Ax.Fo(t)) Fot') — Fo(t)[z/Fo(t')] =
Fo(tle/t])

— ~ () St et Fi(~ (1) = dbor (Coor Fi(t)) = Fu(t).

— Si {t) 5 (). Ce cas sera traité dans les détails, les autres le seront plus rapide-
ment. On sait que (t) = (En ((Ax.t1) t2)) et que (t') = (E), (t1[z/t2])), ou alors
que (t) = (Ey.(~ (t1)) et que (') = (Ey,1(t1)). Donc, comme (t) = (¢), alors
E) o (Azty) ta) ™5 X (h]x/t]) ou By (~ (1) "5 EX (t). Dans les deux cas
t "5 Done chop Frs1(t) = Coop Fnir(t') et finalement F ((£)) — Fu(()))

— Si~t B~ talorsn #Oett "= #. Donc Fna1(t) = Fooa(t). Sin =1, dpoe Folt) —
dpor Fo(t) et donc Fi(~t) = Fi(~t'). Sin # 1, alors ¢ F_1(t) = co Froa1(t) et
donc F,(~t) = Fn(~1t).

— Si Azt 5 Az.t', alors t - /. Donc F,(t) — Fn(t'). Si n # 0, on a directement

que F,(Azx.t) — F,(Az.t’). Sinon, on a que Az.Fy(t) — Ax.Fo(t'), et donc que

FVsi(t), alors Fo((~ t)[z/t']) = co Fuga(tlz/t]) =
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— Sity ty 5 ) ty, alors t; = th. Done F,,(t1) — Fn(t)). Sin # 0, alors 1 F,(t1) Fn(t2) —
1 fn(tll) fn(t2> et donc fn(tl t2> — fn(tll tg) De phlS7 fo(tl) fo(tz) — fo(tll) f(] to
donc F()(Zfl tg) — ]:()(tll tg)

La preuve de la Propriété 7.5.9 se fait par induction sur le contexte de réduction de

Fal(t).

— Si F,(t) se réduit “a son sommet” par 2, alors, n = 0 et t = (Az.t;) ts et Fo(t) =
)\.Z'.;Eo(tl) fo(tg) qu1 se réduit en fo(tl)[l’/fo(tQ)] = fo(tl [Zﬁ/tQD (Lemme 7510)

— Si F,(t) se réduit “a son sommet” par la regle de destruction, alors, n = 1 et
t =~ (t1) et Fi(t) = dpor (Coor F1(t1)) qui se réduit en Fi(ty).

— Les autres cas sont de simples appels a I’hypothese d’induction.

Propriété 7.5.11. Le systéme (A, AU £>) est confluent.

Démonstration. La preuve de cette confluence utilise & nouveau le lemme de HINDLEY-

ROSEN [Ros73; Hin64] : il suffit de montrer que (A, A et (A, —6>) sont confluents, et que
ces deux systemes commutent.

— La confluence de (A, ) est abordée dans la Section 5.1.8.

— Le systeme (A, —6>) est fortement confluent : si ? et S sont deux redexes et R est un
redex dyo, (Cpoz ), alors, soit S est un sous-terme de ¢, et dans ce cas la réduction
de R ne change pas S, soit S n’est pas dans ¢, et dans ce cas non plus S n’est
pas changé. Si S est lui aussi un d-redex, on peut donc réduire S et R de maniere
indépendante.

— Les systemes (A, ) et (A,-%) commutent. En effet, soient R et S un A-redex et
un J-redex. La contraction de S ne duplique pas de R, comme on I'a vu dans le
point précédent. D’autre part, la contraction de R peut créer différentes copies de

S. Donc, pour tout t,tq,ts tel que t N ty et t N to, alors il existe s tel que t; s
et to i> S.

On en déduit que si t EN ti et t = to, alors il existe s tel que ¢y A set tq s (par
induction sur la longueur de ¢ = to).

On en déduit que si t 3 ty et t = to, alors il existe s tel que ¢ " s et ty s (par

induction sur la longueur de ¢ =3 ;).

]

7.5.2.9 Application : évaluation partielle

On étend la syntaxe du langage A a AT avec un point fixe, les entiers et la condi-
tionnelle if.

AN st =n x| t|tt]{t)] ~t|fixat|ift thent elset
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Les nouveaux redexes sont les suivants
if 1 then t; else t, LN t
if O then t; else t, LN ty
fixat 3 tlz/ fix x.t]

Dans la suite on fixe une stratégie d’évaluation de A¥L. On choisit la stratégie CBV
en fixant les contextes d’évaluation ® et les termes v non évaluables en CBV (on nomme
ces termes valeurs).

Cet ensemble de valeurs est donné récursivement par

def

vo = n|Axt|(v)
v & on | Ax.vy | @ | vg vy | fixx.vg | if vy then vy else vy | (vg)
Upio = n | AT Va0 | @ | Vpao Vo | fix xvp40 | if U0 then v, o else v,1 | (Vna2)| ~ Vg

Les contextes d’évaluations sont également de deux formes ®) et &

D) = D) t|ve )| (P} |if ®) then t else t
N = h iyt vy @y | (Pria)| ~ @) [ A @)y | fixa. @,
| if @), then t else t | if v,41 then @), else t | if v, then v, else D),
by = Dy t|vg O | (OY) | if By then t else t
oy = |07t O [(95)] ~ F | Aa. @ | fixz. DY
if ®7" then ¢ else ¢ | if vy then @7 else t | if v; then v; else &7
Do = O yo b Unga O o [ (PFya)| ~ 4y [ Az BT, | fix 2. @7,

if &>, thentelset|if v,ys then &7, else t | if v,12 then v, 9 else 7,

Les regles d’évaluations sont données par

Srl(Aat) ] 2 dtlx/t]
Ohffixz.t] 5 N[t/ fix .t]]
A[if 1 then ¢, else t5] % PA[t4]
PA[if 0 then t1 else ] % DA [ts]
O~ ()] — OF[t]

Considérons le programme calculant la puissance n-eme d’un entier a. On peut écrire
ce programme en A-calcul avec la fonction suivante :

pow = fix p.An.if n then Aa.a x p (n — 1) a else \a.1

Etant donnée la stratégie de réduction en appel par valeur, pow 2 se réduit en

pow 2 “BY* \a.a x pow 1 a

ce qui n’est pas la forme optimale que 'on attendrait : Aa.a X a. Dans cet exemple on

aimerait que le terme a X pow1 a BN 4 x a soit évalué (toujours dans la stratégie de
départ, ici en appel par nom) avant le terme global, ou, ce qui revient au méme, que
I'exécution du terme global soit retardée.
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7.5.2.10 Solution possible

Le terme pow est exprimable dans AY d’une maniére plus optimale

pow = An.

| (fix A\p.An’.if n’ = 0 then (1) else (ax ~ (p (n —1)))) n
)

Par optimal, on I'entend dans le sens de la spécialisation de pow. En effet, pow 2 se réduit
a (Aa.a x (a x 1)).

Il existe des langages de programmation ou cette notion de retardement est implé-
mentée. Par exemple, en LISP, une expression peut étre gelée en utilisant la syntaxe
(équivalent de ()). Par exemple, I'expression ‘(+ 1 2) se réduit a (+ 1 2) et non a 3. Il est
également possible de spécifier qu'une partie du code retardé est a exécuter de maniere
anticipée, grace a la syntaxe , (équivalent de ~). Par exemple, le terme ‘(+ 1 ,(+ 1 1))
se réduit a (+ 1 2).

On peut alors définir une fonction pow en LISP qui se réduit de maniere optimale
(c’est & dire completement) :

(defun pow(n)
‘(lambda a
, (((fix (lambda p
(lambda n' (if (eq n’ 0)
‘1
‘(xa,(p(n—1)))
) (n))
)

En effet, pow 2 se réduit dans ce cas a ‘(lambda (a) (x a (x a 1))).

7.5.2.11 Comparaison avec Ar

Le langage Ar (et Aj/) est uniquement un A-calcul dans lequel certaines réduction
sont interdites. En effet, supposons que si t € Ag, |t| désigne le terme de A obtenu de la
maniere suivante

2| =
Azt = Azt
L] =t [
o =
llet () =tint'| = (Ax.|t'|) |{]

alors on a les propriétés suivantes

Propriété 7.5.12. Sit,t' € Ag, alors |t[z/t']| = |t| [z/ |']].
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Démonstration. Par induction sur ¢. O
Propriété 7.5.13. Soit t,t' € Ag. Sit — t' alors |t| — |t'].

Démonstration. Par induction sur les contextes de réduction. Les cas intéressants sont
ceux pour E = ||

— Si (Az.t) ' — t[z/t], alors, par la Propriété 7.5.12, |(Az.t) t'| = (Az.|t]) || —
[t [/ [¢']] = [t[x/]].

— Si let(x) = (t') int — t[xz/t], alors, par la Propriété 7.5.12, |let (z) = (') int| =
Az [t]) ] = [t [/ [¢'] = [tl/V]].

]

Les regles de réduction de Ar forment donc un sous-ensemble des regles de réduction
du A-calcul.

Contrairement a Ay, Ar (et Ayr) n'est pas adapté a 1’évaluation partielle. En effet,
par rapport au A-calcul, il nous est juste permis de retarder ’évaluation d’un terme
(Propriété 7.5.13). Donc I'exemple donné dans la Section 7.5.2.9 ne peut-étre que “pire”
dans Ag, ou “pire” signifie que le nombre de réductions dans Ar est inférieur a celui en
A-calcul.

7.5.2.12 Précaution

Le danger de cette méthode est que 'on demande de réduire un terme qui n’est pas
clos. En effet, le terme (fix A\p.An’.if n’ = 0 then (1) else (ax ~ (p (n —1)))) n n’est pas
clos (a est libre). Le probléme de la réduction des termes non clos réside dans le fait que
I'on risque donc de provoquer une erreur lors de I'exécution (en s’arrétant sur un terme
de la forme x ¢ par exemple ou x est une variable).

Dans cette exemple, I'exécution ne rencontre pas d’erreur car la variable libre a est dans
un “environnement” retardé : pour faire simple, a est entouré par (- --) sans échappement
~ et donc sa réduction est retardée. De maniere plus générale, chaque variable n’est valable
que dans un seul niveau : le systéme de types (Section 9.6.1) devra en tenir compte.

Par contre, le terme ~ (x t) ne doit pas étre accepté, car il se réduit en = t qu'on ne
sait pas réduire si t est une forme normale.

7.6 Conclusion

On a donné une version du calcul permettant de stopper I’exécution de terme. Chacun
de ces termes gelés peut donc correspondre a l'idée générale d’'une donnée, comme un
terme ne pouvant se réduire.

On a vu que cette suspension du calcul pouvait aboutir a des problémes de confluences.
On a résolu ces problemes en interdisant la substitution dans les termes gelés de termes
non gelés. Cette restriction est similaire & celles de WADLER dans [Wad93] ou de BENTON,
BIERMAN, PAIvA et HYLAND dans [Ben+92] ou les substitutions dans les termes avec
promotion ne sont permises qu’avec d’autres termes avec promotion.
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Le langage a les propriétés usuelles des extensions du A-calcul (a-renommage, confluence,
...). De plus, le langage permet d’exprimer naturellement les réflexions, mais la réification
est impossible.
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Chapitre 7. Un langage réflexif



Chapitre 8

Typage en Soft Linear Logic

On présente un systeme de déduction qu’on appelle logique intuitionniste avec soft-
promotion (SIL), qui assigne un type a un sous-ensemble de termes de Ag. Il est construit
a partir de la logique intuitionniste a laquelle on a ajouté la modalité ! issue de la modalité
exponentielle de la logique linéaire. Dans ce chapitre, on utilise une version “soft” de la
Logique Linéaire (Section 6.4).

Les contextes de typage sont découpés en deux : d'un coté les variables x et de I'autre
les variables gelées (notées (x)) dont on sait qu’elles sont liées & un terme gelé. On notera,
p:Apour z:Aou (x): A

On donnera deux systémes de types, qu’on montrera équivalents : le premier (SIL,,
Section 8.1) est en pseudo déduction naturelle et est inversible (chaque jugement est
prouvable par au plus une dérivation). Le second (SIL, Section 8.3) est en calcul des
séquents.

8.1 Systeme SIL en pseudo déduction naturelle
L’ensemble des types A est donné par
A0 A= B |1A

ol « désigne n’importe quel type de base.

Un contexte de typage I' = py : Ay, ,p, : A, est un ensemble d’hypotheses ou toutes
les variables p; sont différentes. Le domaine de I' est défini par dom(I") = {z | (x : A) €
Ftu{z|((z):A) eI}

Le systeme de types est donné par les regles de la Figure 8.1. On dira qu’'un terme
t € AR est bien typé dans SIL, s’il existe une type A et un environnement I' tels qu’il
existe une dérivation dans ce systéme telle que I' 5T ¢ A,

8.1.1 Exemple de typage

Le terme run = \z. let (y) = x in y peut étre typé dans SIL, par la dérivation suivante.

91
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ABSTRACTION
VAR F,x:AI—fLILt:B

Do ARz A TH"™\t:A—- B

APPLICATION
reteA—-pB  THEYY A

rest et : B

SOFTPROMOTION
1Ay x, s Ay O DERELICTION

(z1) VAL - ) 1A,y By Y B O () 210 T (x) 1A 0 A

LET
DESIL 1A T (a) 1At B

I et (z) =t'int: B

FIGURE 8.1 — Systéme SIL en pseudo déduction naturelle

VAR DERELICTION
v ARSI 1A x:!A,(y):!AI—EILy:AL
ET
z: AR let (y) =z iny: A
ABSTRACTION

FSIL Az let (y) =z in \y 1A — A

Ce systeme a bien la propriété d’effectivité annoncée en début de section, comme
I’énonce la propriété suivante.

Propriété 8.1.1 (Inversibilité). Chaque séquent est la conclusion d’au plus une régle de
dérivation

Démonstration. Le systeme est presque dirigé par la syntaxe. La seule exception est
lorsque ¢ est une variable. Dans ce cas, deux regles de typage sont possibles : DERELICTION
et VAR. Le choix d'une des deux régles est dirigé par le type de la variable x (normale ou
gelée) dans I'. Si = est normal (c’est a dire de la forme x : A), alors la bonne regle est la
régle VAR. Sinon, c’est la régle DERELICTION. Comme il n'y a qu'un seul % dans I', ce
choix est unique. O

8.1.2 Regles admissibles

Dans ce systeme, les regles d’affaiblissement sont implicites.
Propriété 8.1.2 (Affaiblissement). Les régles

WEAKENING MWEAKENING
TS g A TS g A

Dox:BFMt:A T (z):!'BF"¢t: A

4. par a-renommage
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sont admissibles dans SIL,,.
Démonstration. Par une simple induction sur ’arbre de preuve. O]

Le Lemme de Substitution est valide :

Lemme 8.1.3 (Substitution). Si T F5% ¢, : A et T,z : A FSI ty : B, alors T' F5I
tolz/t1] : B. Autrement dit, la régle

Cut
PESe g . A Doo: AR, B

Stz /ty] - B

est admissible.

Démonstration. Les preuves se font par induction sur ¢, et sont tres semblables entre elles.

— Si ty = z, alors la derniére régle de la preuve de I,z : A F5I ¢, : B est VAR. De
plus, to[z/t1] = t; et, par hypothése, I' ok ¢, A,

— Si ty = g, alors tyx/t;] = y. De plus, Iz : A FSIL 4 © B et par la propriété
d’inversibilité, (8.1.1), y : B (resp. (y) : !B) est dans I' et la derniere regle de la
preuve de I,z : A F5™ ¢, : B est VAR (resp. DERELICTION), et donc = : A est
inutile. Donc I' F5™ ¢,[x /1] est dérivable par VAR (resp. DERELICTION).

— Les cas ty = A\x.t et to = let (x) =t int ne sont pas possibles étant donné que x
n’est pas lié dans ts.

— Sity = A\y.t, alors toz/t;] = \y.tlx/t;]. De plus, comme I',x : A FSIE Myt : B, par la
propriété d’inversibilité (8.1.1), la derniére régle de la preuve de I',z : AF ¢, : B
est ABSTRACTION. Donc B=C — Det o : A,y : C F™ ¢ : D . Par hypothése
d’induction, T,y : C FSIU t[z/t;] : D, et donc T' F5I \y.t[x/ti] = tox/t1] : B en
utilisant la regle ABSTRACTION.

— Sity = let(y) =t int, alors ta]x/t1] = let (y) = t'[x/t1] in t[x/t1]. De plus, comme
Dyx: AR Jet (y) =t int : B, par la propriété d’inversibilité (8.1.1), la derniere
régle de la preuve de I',z : A F5I& ¢, © B est LET. donc il existe C tel que I,z :
Ay 1CHFT ¢t Bet 'z : AT ¢ 1 1C. Par hypothése d’induction T, (y) :
IC Stz /th] - B et T ES [z/tq] : 1C, et done T' 5™ let (y) = t'[x/t1] in t[z/t1] :
B en utilisant la regle LET.

— Sity =t t' alors ty[w/t1] = t[z/t] [z/ts]. De plus T,z : AR ¢t ¢ : B . Par la
propriété d’inversibilité (8.1.1), la derniére régle de la preuve de I',z : AFL ¢, : B
est APPLICATION. Donc Iz : AFSIL ¢t - O — Bet o : A Y ¢ C. Par
hypotheése d’induction, I' F5IU t[z/t;] : C — B et I' F ¢[z/t] : C et donc
[ SN t[x /] t'[x/ts) = to[z/t1] : B en utilisant le régle APPLICATION.

— Sity = (t), to[z/t1] = (t[z/t1]). De plus ',z : A FSIL (t) . B. Donc par la propriété
d’inversibilité (8.1.1), la derni¢re régle de la preuve de I,z : A FSIL ¢, : B est
SOFTPROMOTION. Donc B = !B/, I' = I" (z;) : 'A; et z; : A; F51X ¢ . B’ . Donc
par affaiblissement (Propriété 8.1.2), x; : A;,x : A FO' + © B’. Par hypothése
d’induction, x; : A; FSI t[x/t] : B, donce I, () : 1A; FSIU () [x/t] : | B en utilisant
la regle SOFTPROMOTION.
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]

Remarque 8.1.4. On remarque que les preuves des propriétés d’admissibilité ne changent
pas la forme des preuves originales (c’est & dire qu’on ajoute pas de régles qui ne soient
pas déja la dans les preuves originales) :

— Dans 'admissibilité de I'affaiblissement, le seul changement de la preuve est d’ajou-
ter x : B ou () : !B tout le long de la dérivation, mais l’enchainement des regles
n’est pas modifié.

— Dans le lemme de substitution, la preuve compose les regles de I' - ¢, : A avec la
nouvelle preuve produite par hypothese d’induction, qui a les méme regles que celles
deT',x: Al ts.

Les résultats restent donc valides dans n’importe quel sous-systeme de SIL,,. [ |

Lemme 8.1.5 (Méta Substitution). Si I' F5I& () 1 1A et T, (z) : 1A FSIU ¢, © B alors
[ 8N tyx/ty] : B. Autrement dit, la régle

MCut
D ESIE () 1A L, (x): 1A ¢, . B

T }_,,SLIL tz[l’/tl] . B

est admissible.

Démonstration. La preuve est semblable a celle du lemme de substitution, par induction
sur t9. Les seuls cas différents sont pour o = = et to = (t). Dans ces cas on notera que
' F (t;) : A implique, par inversibilité qu'il existe A = x; : Ay,--- 2, : A, tel que
AFty:Aet ' =1, (A) et [ ne contient pas (y).

— Si ty = =, alors, par inversibilité, la derniére régle de la preuve de I, (z) : |A F5IE
z : A est DERELICTION. De plus, on doit prouver que I' F5I ¢, : A. On sait que
A FSI ¢ 0 A dans le systéme SIL,. Posons A’ = y; : Ay, -+ ,y, : A,. Donc par
affaiblissement, A, A’ F3IU ¢, © A. De plus, par déréliction, (A") FIL 4, = A;. Pour,
par admissibilité de la coupure sur les variables x; de A, on a (A") 5™ [z, /y] : A.
Donc, comme A’ = Alx; /y;], alors (A) F5™ ¢, A 11 s’en suit que I, (A) FSIL ¢ @ A,

— Si ty = (t), alors par propriété d’inversibilité la derniére régle de la preuve de I, (z) :
TA FSIE (¢) 1 |B est SOFTPROMOTION. On doit prouver que I' F5™& (¢[x/t,]) : |B.
On sait que x; : A; F5I ¢, : A par inversion de SOFTPROMOTION. De plus, on sait
que T, (z) : 1A FSI (#) : 1B ce qui implique que ; : A;,z : A FSL ¢ : B. Donc, par
le lemme de substitution, x; : A; 5 t[z/t;] : B. Donc, par SOFTPROMOTION et
WEAKENING, I' F5I (t[z/t1]) : | B.

m
Remarque 8.1.6. Dans le méme esprit que la Remarque 8.1.4, la preuve d’admissibilité

n’introduit pas de nouvelle régle dans la dérivation. Donc ce résultat reste lui aussi valide
dans n’importe quel sous-systeme de SIL,,. |
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8.2 Correction du systeme de types

Le systeme de types est cohérent avec la définition de variables libres.

Propriété 8.2.1. SiT' F3 ¢ : A, alors
— sixz € FV*(t) alors (z) : !B €T
— FV(t) C dom(T')

Démonstration. Par induction sur t. O

On notera que si z € FVA(t), alors = : B n’est pas nécessairement dans I' a cause de
la régle DERELICTION : (z) : !B 5L 7@ B.

Lemme 8.2.2 (Réduction en téte). Sit —peaq t’ et Tt A alors T HSI /1 A

Démonstration. Par analyse des cas de t.

— Sit = (\w.ty)ty, alors ¥ = to[w/ty]. Si [ FSIL (\w.ty)ty : A, par inversibilité, T,z :
BFSIty: Aet T L ¢ B. Par le Lemme de Substitution 8.1.3, T F5IL ¢/ A,

— Sit = let{x) = (t;) inty, alors ¢’ = ty[x/t;]. Si T L let (z) = (t;) inty : A, par
inversibilité, alors T, (x) : 1B W ¢ 0 A et T 511 (¢1) : 1B, Par le deuxi¢éme Lemme
de Substitution 8.1.5, I F5 ¢/ : A

]

Lemme 8.2.3 (Compositionalité). Si I F5I& E[t] : A, il existe I D T et B tels que
— I'HSh e B
— pour tout t', si ' FSL ' : B alors T FS E[t] : A

Démonstration. Par induction sur E.

— Si E =1, alors I" =T et B= A fonctionne.

— Si E = E' t; (resp. E = t; E'), alors par inversibilité, I' F5 F'[t] : C — A
et T FL ¢ o C (vesp. I' FSIX E/[t] : C et T FSI ¢, © C — A). Par hypothese
d’induction, il existe I" D T et B tels que I'" F5IU ¢ : B. De plus, pour tout #' tel que
[VESIL ¢ B T FSIE B[] 0 C — A (vesp. T FSI EY[¢] - C). Donc T FSIL E[t'] : A
par la regle APPLICATION.

— Si E = \z.F’, alors, par inversibilité, A = C — D et ',z : C F5™ E'[t] : D. Par
hypotheése d’induction, il existe B et I” D T tels que I,z : C F5I ¢ : B. De plus,
pour tout t' tel que IV, z : C F3 ¢/ . B T,z : CHFS E'[¢'] : D. Donc T FSI B[] : A
par la regle ABSTRACTION.

— Si E = let(z) = t; in E' (vesp. E = let(x) = E’ inty), alors, par inversibilité, il
existe C' tel que T, (z) : [C FSIX EY[t] - Aet T O ¢y 2 1C (vesp. T, (x) : IC F5I ¢, - A
et I' FSIL EY[t] : 1C). Par hypothese d’induction, il existe B et IV D T tels que I”, (z) :
IC FSIE ¢ B (resp. IV F5IL ¢ : B). De plus, pour tout ' tel que IV, z : C FL ¢/ . B
(resp. TV FSIL ¢/« B), T,z : C S E'[¢'] © A (vesp. T' FSIU E/[¢'] : 1C). Alors
I 5 B¢] : A par la régle LET.
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]

Remarque 8.2.4. De la méme maniere que les Remarques 8.1.4 et 8.1.6, les arbres de
preuves construits ici utilisent les mémes regles que les arbres originaux. Donc, a nouveau,
le Lemme de Composition est toujours dans n’importe quel sous-systéme de SIL,,. [ |

Finalement, on obtient le résultat de correction du systéme.
Théoréme 8.2.5 (Réduction du sujet). SiT It A ett — ' alors T FSIL ¢/ ¢ A,

Démonstration. Si t — t', il existe E,s,s tel que t = E[s], $ —pneaa § €t t' = E[¢].
Par le Lemme de Composition, IV F5™ s : B. Par le Lemme 8.2.2, T 51 &' . B. Par
compositionnalité a nouveau, I' F5IU E[s'] =t : A. O

Remarque 8.2.6. Notre systeme évite un probleme courant du Théoreme de Réduction
du Sujet pour les syntaxes de la Logique Linéaire (par exemple dans [RR97; GRRO7]). Ce
probléme vient de la gestion linaire des ressourses : on ne peut pas dupliquer de terme qui
ne sont pas de la forme (¢), car sinon, on risque de perdre le bon typage. Notre systéme
échappe a ce probleme cas nous n’avons pas une gestion linéaire des variables (les regles
d’affaiblissement et de contraction peuvent étre appliquées a des variables de n’importe
quel type). [ |

Remarque 8.2.7. Selon la Remarque 8.2.4 for pour le Lemme de Compositionnalité et les
Remarques 8.1.4 et 8.1.6 pour les Lemmes de Substitution, le résultat du Théoreme de
Réduction du Sujet est toujours valide dans tout sous-systeme de SIL,,. |

Théoréme 8.2.8 (Normalisation forte). Si T' F5I ¢ © A alors tout chemin de réduction
de t est fini.

Démonstration. En oubliant les notations nouvelles (modalité !, termes gelés (t) et lieurs
let) on obtient le A-calcul simplement typé, et toute réduction dans notre langage cor-
respond & au moins une réduction en A-calcul (Propriété 7.5.13). Comme le A-calcul
simplement typé est fortement normalisable, il en va de méme pour notre langage. O]

8.3 Typage en calcul des séquents

Dans cette section on donne une présentation sous forme de calcul des séquents de
notre systeme de types. Ce systeme est appelé SIL;. Il s’inspire de la logique linéaire pour
la gestion de la modalité, mais ne traite pas de la gestion des ressources. Les regles de
SIL, sont présentées dans la Figure 8.2. La regle d’élimination de la modalité ! est la regle
DERELICTION. Elle correspond au processus reflexif transformant un terme gelé (c’est a
dire une donnée) en terme réductible (c’est a dire un programme). Les variables gelées ne
sont jamais liées par le lieur A mais par le lieur let. Ce lieur permet d'un coté d’utiliser
une variable gelée et d’un autre coté d’introduire une nouvelle variable y qui elle pourra
étre liée par un A. Le programme run donné plus tot en est une illustration.

La régle LET est la méme que celle utilisée par WADLER dans [Wad93] lorsqu’il cherche
a donner une syntaxe cohérente a la logique linéaire, c’est a dire que toutes les preuves
du typage d'un méme terme aient la méme sémantique. En effet, la regle CUT combinée
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LET
L, (z):1AFY ¢ B

F,y:!AI—EIL let(x) =yint: B

WEAKENING
restt: B

Dz:AFY ¢ B

CONTRACTION
F,y:A,z:AI—EILt:C

97

AXIoM
z: AR 2 A

MWEAKENING
rest: B

L, (z):1AFY ¢ B

MCONTRACTION
T, (y) 1A, (z) 1AL ¢ O

D,z AT ty/z)[z/x] : C

—LEFT
Dz:BFY . C ARSI A

DA f: A= BHS tz/ft]:C

SOFTPROMOTION
r1: AL, T Ay I—EILt:B

L, (z) : TAFS™E ¢y /z][z/x] : C

—RIGHT
Dz: AR ¢ B

Y et A— B

DERELICTION
Dz:AFT¢: B

(z1) VAL, - () 1A, FOIN (1) 1 1B

Cut

L, (z):1AFY ¢ B

THE YA A ARt B

DAY ¢[2/t] - B

FIGURE 8.2 — regles de SIL;
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a la regle PROMOTION introduit une incohérence si 1’élimination des coupures est faite
sans précaution. La solution adoptée par WADLER est la méme que la notre, c’est a dire
éliminer la coupure uniquement lorsque les termes a substituer sont eux méme issus d’une
regle PROMOTION.

La situation est similaire dans le systeme SIL;. La régle LET controle les substitutions
des termes ¢ de type !A. Elles ne peuvent s’effectuer que lorsque t est de la forme (t').

8.4 Equivalence des deux systemes
Le théoreme suivant énonce 1’équivalence de SIL,, et SIL,.

Théoréme 8.4.1. Le jugement I' F5I ¢ © A est dérivable si et seulement si T FS2 ¢ 1 A
est dérivable.

Démonstration. Ce résultat est montré en donnant les traductions A et S, passant de
la version en calcul des séquents a celle en déduction naturelle, et réciproquement. Ces
traductions sont données dans les deux sections suivantes. O

8.4.1 Du calcul des séquents a la déduction naturelle

On définit une traduction vers les preuves en déduction naturelle, notée A/. Une preuve
en calcul des séquents est notée 7.

— La preuve de I'axiome n’est pas changée

— la preuve
s
R Do: AFL ¢t B
— RIGHT
=% \zt: A— B
est changée en
N(m)
Do: ARt B
ABSTRACTION

P \zt: A— B
— La regle
T

[ (z) 1AL ¢ B
* Ly lAFY let (x) =yint: B

LE

est changée en
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N ()
L, (z) 1AL ¢ B
VAR
Iy JAFSE 404 Ly :A (z) 1A ¢ B
LET — = ’ : =
Dy MAFY let (x) =y int: B

WEAKENING

en utilisant l'admissibilité de la regle WEAKENING en déduction naturelle (Pro-
priété 8.1.2).

— La regle

1 9
C FI—EILt’:A A,x:Al—flLt:B

vT DA ¢z /t] . B

est changée en
N (1) N (ma)
Fl-,SLILt’:A A,a::AI—EILt:B
WEAKENING WEAKENING

ARSI A A z: ARt B
LAY tz/] : B

Cutr

en utilisant I'admissibilité de la regle CUT en déduction naturelle (Lemme 8.1.3)

— La regle
T o
- PSR A Ajz:BFY¢t:C
. SIL .
Ay A— BE -tz /yt]: B
est changée en
N (71)
v DrSIL . A W
AR EAKENING
APPLICATION Ny:A—-BFHLy. A B Dy:A— B¢ . A N(m2)
- Iy:A—= Byt B Az:BFSIL . O -
EAKENING EAKENING
o IAy:A— BRIyt . B I,Az:BFIL ¢t C
uT

A y: A— B tz/yt']: B

en utilisant les admissibilités des régles CuT (Lemme 8.1.3) WEAKENING (Pro-
priété 8.1.2) en déduction naturelle.

— La regle

T
xi:AiI—EILt:B

SOFTPROMOTION
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est changée en
N(m)
JIiZAil_TSlILtZB

SOFTPROMOTION

La regle

T
Do: ARt B
[ (z) 1AFY ¢ B

DERELICTION

est changée en

N(m)
r: ARt B

DERELICTION

[ (y) JAFSIL g A L, (y) 1A,z AR ¢ B

Cur D, (y) JA S tle/y] =t : B

MWEAKENING

en utilisant les admissibilités des regles CuT (Lemme 8.1.3) MWEAKENING (Pro-

priété 8.1.2) en déduction naturelle.
La regle
7r
Dy:Az: ARt B
Do ARSIty /x][2/2] - B

CONTRACTION

est changée en

N ()
F,z:A,y:A)—EILt:B
VAR WEAKENING
F,m:A,z:AF%ILz:A F,x:A,z:A,y:AFEILt:B
VAR Cur
e:AFSTh . A Dox:Az: ARSI t[y/z] : B

Cur

T,x: ARSI ty/x][z/x] : B

La regle

™

L, (y) 1A, (z) 1A ¢ B

MCONTRACTION L, (z) LAYty /x][z/x] : B

est changée en

N ()
T, A, JARSIL ¢ . B .
MWEAKENING {2) ) z -
c L, (z) 1A, (2) 1A (y) JASTE ¢ . B T, (z) 1A, (z) JAFSE (2) 1A
uT

T, (z) 1A, (z) JAFSIE tly /2] : B

T, (z) 1A ST (2) 1A

MCuT

T, (z) A FSTE tly/z][z/x] : B
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8.4.2 De la déduction naturelle au calcul des séquents

On note S une traduction vers les calculs des séquents. Dans cette section une preuve
en déduction naturelle est notée .

— La preuve

Va

& Doz: ARSIz A

est changée en

AXIOM

v AR 2 A
WEAKENING

Doz: AR A

— La preuve

T
Dooz:AFE ¢t B
LSS A\zt: A— B

ABSTRACTION

est changée en

S(m)
R r: ARt B
TIGHT S \et: A— B
— La preuve
T Uy’
LS aA ) ARt B
LET SIL =
L let(x) =t'int: B
est changée en
S(m2)
S(m) [, (z) 1AFT ¢t B

L
DEM ¢4 Ty dArSTlet(s) —yint: B

Cur
c [T et (z) =t int: B
ONTRACTION
% et (x) =t int: B
— La preuve
™ T2
PRt A B THEIE¢:A
APPLICATION

LR td: B
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est changée en

S(m2)

S(m) SR A r:BFY 2B
r=%+. A4+ B Iy:A— BF™ g[z/yt]: B
DT (yt)[y/t]: B

TE™ (yt)ly/t]: B

VAR
—LEFT

Cut

CONTRACTION

ou y n’est pas liée dans I' ou t’ et x # y n’apparait pas dans I'.

— La preuve

T
JJZ‘ZAil_TSlILtZB
,<.TZ> 'Az l_,iIL <t> !B

SOFTPROMOTION T

est changée en

S(m)
xi APt B
F, <3§'2> 'AZ l_SIL <t> B

SOFTPROMOTION
WEAKENING

— La preuve

D LICTION
BRELICTION TR VA ST 4 A

est changée en

AXIOM v ARSIz A

Doz ARz A
D (z) 1A 2. A

Dans ce qui suit, on dira que I' M5 ¢ : A dans SIL lorsque T' 5™ ¢ : A SIL,, (ou, de
maniére équivalente, lorsque I' F5IU ¢ : A in SIL,).

WEAKENING
DERELICTION

8.5 Conclusion

On a donné un premier systeme de types a Az. On utilise deux systemes équivalents :
I'un en pseudo déduction naturelle, et ’autre en calcul des séquents. Ce systeme est inspiré
de la Soft Linear Logic. Il est correct en regarde de la sémantique opérationnelle de Ag
(on terme bien typé le reste malgré ses réductions).

Encore une fois, le probleme de la cohérence de la syntaxe de la logique linéaire reste
présent dans notre langage, car notre systeme de types subit les méme contraintes que
celui de WADLER, BENTON, ...

Dans le chapitre suivant on va exprimer notre langage dans une systeme de type stric-
tement plus large en utilisant toute la puissance de 'exponentiel de la Logique Linéaire.



Chapitre 9

Typage avec promotion

Dans ce chapitre on propose un autre systeme de types aux termes de Ay, inspiré lui
de la logique linéaire (avec PROMOTION). Le principal changement qu’il introduit est la
possibilité de typer le digging AX. let (z) = X in ((x)). Il est aussi similaire aux systémes
de types inspirés de la logique modale [DP96], comme on le verra plus tard.

De la méme maniere que dans le Chapitre 8, on va donner deux systemes, un en
pseudo déduction naturelle (PIL,, Section 9.1) et 'autre en calcul des séquents (PILs,
Section 9.3).

On montrera entre autres que I’ensemble des termes de Ag typés par PIL est stricte-
ment plus grand que celui des termes typés par SIL (Chapitre 10).

9.1 Systeme PIL en pseudo déduction naturelle
L’ensemble des types est le méme que pour SIL :

AZa|A—=B | A

ou « désigne n'importe quel type de base. Le systeme en pseudo déduction naturelle
est donné par les regles suivantes de la Figure 9.1. Ce systeme utilise également des
environnements de typage contenant des hypotheses de la forme x : A ou (z) : !A. Les
jugements sont de la forme I' P ¢ A,

9.1.1 Exemple de typage
Le terme dig < \z.let (y) = x in ((y)) peut étre typé dans PIL,,.

(y) 1A |_7121L y: A DERELICTION

% (y) 1A R () 1A PRO;fOTION
AR 1A }_EIL Tz 1A T 'A, <y> 1A I_ZIL <<y>> 1A LROMOTION
ET
MAFPIL et () = 2 in 1A
; . ) =2 in (i) ABSTRACTION

FPIE Az let (y) = zin ((y)) : 1A = 11A

103
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ABSTRACTION
VAR Dx: ARt B

DoAYz A TH™M\t:A— B

APPLICATION
PH™t:A—-B  THMY: A

reet B

PromMoOTION
(1) VA - () 1A, FP . DERELICTION

(z1) VAL - () Ay s By, Y B PR 10 T () AR 2 A

LET
DEPE Y 1A To(x) AR . B

I et (2) =t'int: B

FIGURE 9.1 — Systéme PIL en pseudo déduction naturelle

Ce systeme a la méme propriété d’effectivité que SIL,,, comme 1’énonce la propriété
suivante.

Propriété 9.1.1 (Inversibilité). Chaque séquent est la conclusion d’au plus une régle de
dérivation.

Démonstration. Méme démonstration que pour la Propriété 8.1.1 (exactement). Le sys-
teme est presque dirigé par la syntaxe. La seule exception est lorsque ¢ est une variable.
Dans ce cas, deux regles de typage sont possibles : DERELICTION et VAR. Le choix d'une
des deux regles est dirigé par le type de la variable z (normale ou gelée) dans I'. Si x est
normal (c’est a dire de la forme x : A), alors la bonne regle est la regle VAR. Sinon, c’est
la régle DERELICTION. Comme il n’y a qu'un seul 2° dans I, ce choix est unique. O

9.1.2 Regles admissibles
Les propriétés d’affaiblissement sont toujours vérifiée.
Propriété 9.1.2 (Affaiblissement). Les régles

WEAKENING MWEAKENING
T A D A

Doz:BFM™t:A T {z):!IBF™t: A

sont admissibles dans PIL,,.

Démonstration. Méme démonstration que pour la Propriété 8.1.2 O]

5. par a-renommage



9.1. Systeme PIL en pseudo déduction naturelle 105
Propriété 9.1.3. Si T F2 (8) 2 1A, alors T FEM ((#)) : NA et T HET ¢ 2 Al

Démonstration. SiT = (I';), Ty et que I'y ne comporte pas de variables (z), alors (I';) FPTE
t : A (par inversibilité). Donc, par affaiblissement, I' P& ¢+ A. De plus, (I';) FPT= (¢) -
lA. Donc (I'y) FPIE ((t)) : 1A (régle PROMOTION), puis par affaiblissement & nouveau,
D EPIL () : 1A .

Le Lemme de Substitution est toujours valide :

Lemme 9.1.4 (Substitution). Si I' FP ¢ 0 A et Tz 0 A Pty 0 B, alors T HPIE
tolz/t1] : B. Autrement dit, la régle

Cur
PEMN A DoAY B

T l_EIL tg[l’/tl] : B

est admissible.

Démonstration. La preuve est tres similaire a celle de SIL,,. Le seul cas différent est celui
ol ty = (t). Dans ce cas, to]x/t;] = (t[x/t1]). De plus T,z : A FPIL () © B. Donc par
la propriété d’inversibilité (9.1.1), la derniére régle de la preuve de ',z : A F'' ¢y @ B
est PROMOTION. Donc B = IB', T' = 1" (1) : 1Ay, -+, {x,) : !A,, T” ne comporte pas
de variables (y) et (x;) : 'A; FP' ¢ B’. Donc par affaiblissement (Propriété 9.1.2),
(m;) :VA;,: AFPIL ¢ B’ Par hypothese d’induction, (z;) : 'A4; FP™ ¢[z/t1] © B’, donc
[V (z;) : VA; FPIY (#)[z/t] - | B’ en utilisant la régle PROMOTION. O

Lemme 9.1.5 (Méta Substitution). Si T' Y™ (#,) 1 1A et T, (z) : 1A FPY ¢y B alors
[ P ty[x/t1] « B. Autrement dit, la régle

MCut
D EPIE () 1A L, (x): 1AM ¢, . B

T '_EIL tg[[[‘/tl] ' B

est admissible.

Démonstration. On fait uniquement le cas ol £, = (t). On sait que I' FP™ (4;) : 14
implique, par inversibilité qu’il existe A =z : Ay, -+, 2, : A, tel que (A) FPI ¢, 0 A et
I'=T",(A) et I ne contient pas (y).

Si ty = (t), alors par propriété d’inversibilité la derniere régle de la preuve de T', (z) :
A FPIL () . I B est PROMOTION. On doit prouver que I' FPI& (¢[z/t1]) : IB. On sait que
(A) FPIL ¢+ A Donc (A) FPIL (1)) : 1A par application de PROMOTION. De plus, on
sait que T, (z) : A FPI () |B implique que (A),(z) : A F' ¢ . B. Par hypothese
d’induction, (A) FP™™ t[z/t;] : B. Donc, par PROMOTION puis WEAKENING ' FPIE
(tlz/t1]) : | B. O
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9.2 Correction du systeme de types

Le systeme de types est toujours cohérent avec la définition de variables libres de Ag.

Propriété 9.2.1. If T FPIL ¢ 0 A then
— zeFV*(t)= (z):|\BeTl
— FV(t) € dom(I")

Démonstration. Par induction sur . O
Lemme 9.2.2 (Réduction en téte). Sit —peaq t' et TPt A alors T FPH ¢ 0 A

Démonstration. Méme démonstration que pour le Lemme 8.2.2. Par analyse des cas de t.

— Sit = (Az.ty)ty, alors t' = ty[x/ty]. Si T FEW (Az.ty)ty © A, par inversibilité, T,z :
BFPE ¢y o Aet T FPIL ¢ ¢ B. Par le Lemme de Substitution 9.1.4, T FPIH ¢/ A

— Sit = let{x) = (1) inty, alors ¢ = tylx/ty]. Si T P let (z) = (1) inty : A, par
inversibilité, alors T, (x) : !B FFL ¢y - A et T FPIL (1)) - | B. Par le deuxiéme Lemme
de Substitution 9.1.5, T FP: ¢+ A

]

Lemme 9.2.3 (Compositionalité). Si ' FPN E[t] : A, il existe I D T tel que
— T'HPIL ¢ B
— pour tout t', TV FPL ¢/ . B =T FPL Bl] . A

Démonstration. Méme démonstration que pour le Lemme 8.2.3. Par induction sur F.

— Si E=1]),alors I" =T et B= A fonctionne.

— Si E = E' t; (resp. E = t; E'), alors par inversibilit¢, I' F'U E'[t] : ¢ — A
et T FPIL ¢ 2 C (resp. T FP E'[t] - C et T FPIL t) © C — A). Par hypothese
d’induction, il existe I" D T et B tel que I" FP™ ¢ : B. De plus, pour tout ¢’ tel que
EPL g B, T RPN B O — A (resp. T FPIE B[] C). Done T FP B[] @ A
par la regle APPLICATION.

— Si E = A\x.F’, alors, par inversibilité, A = C — D et I',z : C F'™ F'[t] : D. Par
hypothése d’induction, il existe B et IV D T tel que IV, z : C F''U' ¢ : B. De plus, pour
tout ¢’ tel que I,z : C ™' . B, T,z : C FP E'[¢'] . D. Done T' FY™ E[t'] : A par
la régle ABSTRACTION.

— SiE =let(xz) =ty in E' (resp. E = let (x) = E’ in t,), alors, par inversibilité, il existe
C tel que T, {x) : 1C FPL E'[t] : Aet T FP ¢y 2 1C (vesp. [, (z) : 1C FP ¢y 0 A
et ' FPIL E'[t] - 1C). Par hypothése d’induction, il existe B et IV 2 T tels que
[V {(x) : |C FF'& ¢+ B (resp. IV FPU ¢ © B). De plus, pour tout # tel que I,z :
CHPIL o B (vesp. IV FP ¢/ - B), Tz : C P B[]+ A (vesp. T FPI2 B[]« 10).
Alors T FPI2 EI[#] © A par la regle LET.

]

Finalement, on obtient le résultat de correction du systéme.
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Théoréme 9.2.4 (Réduction du sujet). Si T FP ¢ A et t —t alors T F ¢ 2 A,

Démonstration. Méme démonstration que pour le Théoreme 8.2.5. Si t — ¢/, il existe
E, s, tel quet = E[s], 8 —heaq 8’ et ¢/ = E[s']. Par le Lemme de Composition, I FP1E s
B. Par le Lemme 9.2.2, T” -0 ¢’ B. Par compositionnalité & nouveau, I' F2™ E[s/] =
t': A O

Remarque 9.2.5. De la méme maniere que pour SIL les résultats de compositionnalité
(Lemme 9.2.3), d’affaiblissement (Propriété 9.1.2), de substitution (Lemmes 9.1.4 et 9.1.5)
et de réduction du sujet (Théoreme 9.2.4) sont toujours valides dans tout sous-systéme de
PIL,. [ |

Théoréme 9.2.6 (Normalisation forte). Si I' FPN ¢ 2 A alors tout chemin de réduction
de t est fini.

Démonstration. Méme démonstration que pour le Théoreme 8.2.8 (exactement). En ou-
bliant les notations nouvelles (modalité !, termes gelés (t) et lieurs let) on obtient le A-calcul
simplement typé, et toute réduction dans notre langage correspond a au moins une ré-
duction en A-calcul (Propriété 7.5.13). Comme le A-calcul simplement typé est fortement
normalisable, il en va de méme pour notre langage. O]

9.3 Typage en calcul des séquents

Dans cette section on donne une présentation sous forme de calcul des séquents de
notre systeme de types. Ce systeme est appelé PIL;. Les regles de PIL; sont présentées
dans la Figure 9.2.

9.4 Equivalence des deux systémes

Comme pour SIL,, et SIL,, PIL,, et PIL, sont équivalents.

Théoréme 9.4.1. Le jugement T' FX™ ¢ 2 A est dérivable si et seulement si T FE ¢ A
est dérivable.

Démonstration. De la méme maniere que la preuve du Théoreme 8.4.1, on définit des
traductions A/ et S passant de PIL; a PIL,, et inversement. Dans cette partie, on ne
donne les traductions que pour la regle de promotion.

La preuve en calcul des séquents

T
<$Z> : 'Al l_SPIL t: B
(wg) VA P () - 1B

PRrROMOTION

est changée en pseudo déduction naturelle en
N(m)
(wg) VA FPM ¢ B

ProMOTION
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LET
D, (z):1AF ¢ . B

T,y:1AF et (z) = yint: B

WEAK
rettte. B

Laz: AR+ B

CONT
F,y:A,z:A}—EILt:C

Doz AFP by /2] [z/x) : C

—LEFT
I,z:BHMY . C

AR A

DA f:A— BFYtg/ft):C

ProMOTION

(z1) 1Ay, (x) 1A, Tt B

(z1) 1AL, - () 1A, FEIE (1) - 1B

Cutr

Chapitre 9. Typage avec promotion

AXIOM
z: AR g A

METAWEAK
rette. B
L(z):1AFY ¢ B

METACONT
T, (y) 1A, (z) 1A ¢

L, (z) VA FPY [y /2][z/2] : C

—RIGHT
De: ARt B

T Azt A— B

DERELICTION
Lz:AFM ¢ B

Lz 1AFY ¢ B

PHE oA Az A . B

DAY 42/t - B

FiGURE 9.2 — PIL; rules
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La preuve en pseudo déduction naturelle

T
<.CCZ> : 'Al l_EIL t: B
[, (x;) VA FPI () - 1B

PrRoOMOTION

est changée en calcul des séquents en

S(m)
p (wg) VA FPM ¢ B
ROMOTION T V1A, FPIL (1) © 1B
WEAKENING

F, <.’Ez> : 'Al l_SPIL <t> 1B
[

Dans ce qui suit, on dira que I' FF™ ¢ : A dans PIL lorsque I' 2 ¢ . A PIL,, (ou, de
maniére équivalente, lorsque T' P ¢ A in PIL,).

9.5 Encodage de la Logique Intuitionniste

Il est connu depuis [Gir87] et la traduction de GIRARD qu'il est possible d’encoder
la Logique Intuitionniste dans la Logique Linéaire. On utilise 1’implication intuitionniste
A= B=1A — B. La traduction A9 est donnée par

ol = «
(A= B)Y = A= DBI

De méme un terme en A-calcul peut étre traduit en terme de Ag

9 = «x
Artd = AX.let(z) =X int9 X ¢FV(t)
(t1 1) = ] {t3)

On a alors le théoréme suivant

Théoréeme 9.5.1. Le jugement x1 : Ay,--- ,x, : A, b t : A est valide (en Logique
Intuitionniste) si et seulement si (w1) : VAY, -+ (x,) : VA9 FPIL 49 2 A9 est valide dans
PIL.

Démonstration. On effectue la preuve dans les versions en pseudo déduction naturelle de la
Logique Intuitionniste et de PIL pour profiter de I'inversibilité. La preuve de I’équivalence
peut se faire par induction sur t.

Sil=uwm: Ay, 2y 0 Ay, posons (1) = (x) 1A, -+ (z,) : A9,
— Sit =z, alors
'H,z: A
<~ x:A€el
= (r) 149 € ()
— (I9)FM g A9
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— Sit =t tg, alors

r l_n 751 t2 A

F"ntlBﬁA/\Fknth

(D9) FPIL 4 - B9 = A9 A (T'9) 1-PIL ¢4 . Bo

(09) FPIL 490 B9 = A9 A (T9) FPIL (#3) - 1B9 (%)
(L) Bt 1] (85) = A9

reey

(%) L’existence de B (dans le sens de bas en haut) est due au Lemme 9.5.2.

— Sit = Ax.t/, alors

'+, Aet’ :A— B

e:AFH,t': B

(T9), (x) : A9 FPIL ¢ . B9

(T9), (x) : A9, X : 1A9 HPIL 9 . BY (%)
(T9) FPIEAX let (x) = X in "9 : A9 = BY

rrue

(*) Le sens de bas en haut est assuré par le fait que X ¢ FV(#').
[l

Lemme 9.5.2. SiT FPN 90 A alors (T*9) FPIL 19 0 A*9 o0 A* est obtenu en supprimant
tous les | de A, et ou T'* est obtenu en changeant tous les x : A en x : A* et les (x) : 1A
enx: A*.

Démonstration. Par induction sur ¢. On suppose que I' = Ay, (Ay) ou Ay et Ay ne
contiennent pas de variables de la forme (z).

— Sit=u=x,alorsxz: AT ou(z):!A T Dans les deux cas, (z) : 1A* € (I'*). Donc
(D*9) FPIL 0 A9,
— Sit=Ma.t’,alors T, (x) : 1A R 9 . B. Donc (I'*Y), (z) : 1A*9 FPIL 9 . B*9. Donc
(D*9) FPIL (€. /)9 : A*9 = B*9,
— Sit =ty ty, alors T F ¢ : 1A — B et (Ay) FP 5+ A Done (T*9) FPIL ¢
IA*9 — B*9 et (A7) B)M 5 - A*9. Done (I*9) BRI ¢ ¢« B*9.
[

Ce théoreme n’est pas vrai dans SIL : la preuve échoue au moment ou elle utilise la
regle PROMOTION. L’impossibilité est méme plus forte que cela : le jugement a,a —
B, — v F v (sans terme de preuve) est dérivable en Logique Intuitionniste (les types «,
[ et v sont atomiques), mais il n’existe pas de terme t tel que le jugement (a) : lo, (f) :
o= B),(b) : /(B = v) FO™ t : 4 soit dérivable.

Remarque 9.5.3. On a montré qu'une formule A de la Logique Intuitionniste était prou-
vable en Logique Intuitionniste si et seulement si A9 était prouvable dans PIL. On notera
toutefois que PIL contient déja la Logique Intuitionniste : la formule A est aussi prouvable
dans PIL.

Le point intéressant de notre théoreme est qu’il utilise un encodage qui met en évidence
le role de programme et de donnée des termes dans le calcul. En effet, un terme de type
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A — B en Logique Intuitionniste est traduit en un terme de type A = B =14 — B. Le
terme est donc un programme (type —) prenant en parametre une donnée (type !). Cette
traduction est également en lien avec la construction de KLEISLI sur la comonade !. W

Plus tard dans cette these (Section 11.4.3) on montrera qu’il est possible d’encoder la
Logique Classique dans un langage dérivé de Ag avec cette méme traduction.

9.6 Staged computation

Dans cette section on donne les interprétations logiques des systeémes de calcul pré-
sentés dans la Section 7.5.

9.6.1 Logique temporelle

DAvis dans [Dav96] et TAHA et SHEARD dans [T'S97] donnent une implémentation de
staged computation dans le cadre de la logique temporelle. Si (t) est un terme de type
(OA s’exécutant au niveau n dans 'environnement [, alors ¢ est de type A et s’exécute
au niveau n + 1 dans I'environnement I'™*! ot I'™ et ™! n’ayant rien & voir 1'un avec
I'autre.

On peut typer un sous-ensemble de termes de Ap en utilisant la logique modale.
L’ensemble des types A est donné par

AZa|A— B|OA

Le type (OA est le type des termes de type A s’exécutant au niveau suivant.

Un contexte de typage T' = x1 @ AV, -+ x, : AP est un ensemble d’hypotheéses ol
toutes les variables x; sont différentes et ou chaque p; € N. Ces entiers correspondent aux
niveaux des variables x; dans le terme a typer. Comme on I’a noté dans la Section 7.5.2.12,
a chaque variable z; libre d'un terme est associé un unique niveau p;.

Le systeme de types est donné par les regles suivantes. On dira qu'un terme ¢t € Ap
est typable s’il existe un type A et un environnement I' tels qu’il existe une dérivation
dans ce systeme telle que I' F" ¢ : A. L’entier n désigne le niveau d’exécution du terme.

9.6.1.1 Fragment simplement typé

Chaque niveau n a son propre environnement de typage, ce qui est vérifié par la regle
de 'axiome et de ’abstraction.

v ABSTRACTION APPLICATION
AR Lx:A"F"t:B TH't:A— B | R A |
Lx:A"F'z: A T'H' X et A— B r="tt:B
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9.6.1.2 Fragment temporel

Le terme (t) est bien typé au niveau n si t I'est au niveau n + 1 Un niveau peut faire
référence au niveau inférieur en utilisant I’échappement ~

NEXT PREV
| N R r="t:0OA

LE"({): QA TFE"~t: A

Théoréme 9.6.1 (Correction du systeme de types [Dav96]). Sit DY et THt: A,
alorsT'Ht : A

On a vu dans la Section 7.5 que la réduction des termes imposait une gestion rigoureuse
des niveaux d’exécution, car les sous-termes dont on forcgait la réduction (avec le caracteére
d’échappement ~) pouvaient ne pas étre clos. Il faut donc s’assurer que les variables
libres des sous-termes que 1’on souhaite réduire soient d’'un niveau supérieur afin que leur
exécution soit retardée.

Cette gestion tres fine des niveaux impose l'indexation des jugements de typage par
le niveau d’exécution du terme. Il est par conséquent impossible en 1’état de partager un
méme terme retardé entre plusieurs niveaux, ce qui risquerait de casser la correction du
systeme de types. Par exemple, il n’existe pas d’opérateur permettant 'exécution d’un
terme, c’est a dire son passage du niveau 1 au niveau 0. Une autre fagon de le voir est le
fait qu’il n’existe pas de terme de type (OA — A.

9.6.2 Logique modale

Comme décrit dans [BP01; DP96], les types sont de la forme
A= a|A—-B | DA

ol « désigne n’importe quel type de base.

Un contexte de typage I’ = 21 : Ay, -+ ,x, : A, est un ensemble d’hypotheses ou toutes
les variables x; sont différentes. Le domaine de I' est I'ensemble {z | 3A,x : A € I'}.

Le systeme de types est donné par les regles suivantes. On dira qu’un terme t € Ay,
est typable s’il existe une type A et deux environnements I', A de domaines disjoints tels
qu’il existe une dérivation dans ce systeme telle que A;T" Fo ¢ @ A.

Fragment simplement typé

v ABSTRACTION APPLICATION
AR AT,z:Abqt: B A;TFot:A— B kot : A

AT x:Abpxr: A A T'bFglxt:A— B A:Tkqtt : B
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Fragment modal

Box LET
A;bpt: B AT,z :OAbFqt 1A Ax:ATFgt: B
AT A, o () - 1B AT kglet{(z)=¢int: B
MVAR

Ax:ATkFgx: A

Contrairement au cas de la logique temporelle, le systeme en logique modale s’attache
a retarder I'exécution de termes clos. Il est ainsi plus facile de faire passer un niveau
retardé a un autre niveau. Si [JA est le type des termes dont ’exécution est retardée, on
dispose par exemple de la regle [JA — A qui fait passer une terme retardé du niveau n-+ 1
au niveau n, et de la regle JA — [OCJA qui fait passer un terme retardé du niveau n + 1
au niveau n + 2.

9.6.2.1 Logique modale et logique linéaire

L’implémentation en logique modale utilise la modalité [J de la méme maniére qu’on
utilise !.

Propriété 9.6.2. Le jugement A;T' ot A est dérivable en logique modale si et seule-
ment si le jugement A,T FPE ¢+ A ’est en dans PIL, ou A et I sont obtenus a partir de
A et T en remplagant tous les signes O par | et ot A = {(z) 1A | z: A € A},

Démonstration. Par induction sur la dérivation de A;T' ot : A. O]

Ce résultat n’est pas surprenant, étant donné qu’il est connu au moins depuis le travail
de SCHELLINX dans [Sch96] et celui de MARTINI et MASINI dans [MM94] que la logique
modale S4 peut étre traduite en logique linéaire en oubliant la gestion des ressources.

9.7 Conclusion

On a donné un nouveau systeme logique pour Ag. Celui ci s’inspire plus fortement de
la Logique Linéaire. La aussi on a donné une version en calcul des séquents et une version
en pseudo déduction naturelle. Il a les mémes propriétés de correction que SIL (réduction
du sujet, normalisation forte, ...).

C’est un systeme strictement plus grand que SIL. Contrairement a SIL, il permet
d’encoder toute la Logique Intuitionniste. De plus, la traduction utilisée, fait apparaitre
clairement le role de programme et de donnée dans un terme.

On va détailler un peu plus dans le chapitre suivant les différences entre SIL et PIL.
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Chapitre 10

Comparaison entre PIL et SIL

10.1 Usage de la déréliction

La regle DERELICTION peut avoir deux roles : d'une part permettre la substitution
dans les termes gelés (t), et d’autre part exécuter des termes gelés. Pour montrer ces
résultats, on va observer ce qui se passe dans les systemes PIL et SIL lorsque la regle
DERELICTION est supprimée. Les systémes obtenus sont notés PIL’ et SIL'.

Remarque 10.1.1. Les systéme PIL’ et SIL' peuvent étre obtenus en supprimant la régle
DERELICTION des systemes en déduction naturelle ou en calcul des séquents. Ces deux so-
lutions sont équivalentes : en effet, les preuves d’équivalence de PIL,, /PIL; et de SIL,, /SIL;
utilisent les transformations A/ et S qui font apparaitre la régle DERELICTION uniquement
quand la preuve initiale utilise déja la regle DERELICTION. [

10.1.1 Substitution dans les termes gelés

Dans PIL, le résultat principal est le suivant
Propriété 10.1.2. Si ', (z) : A FPY ¢ . B dans PIL, alors v ¢ FV(t).

Démonstration. Par induction sur ¢. Etant donné que la régle DERELICTION est interdite,
le cas T, (x) : 1A FPIY 2 A est impossible. O

Dans SIL, le résultat est plus faible, car le (z) : !A F (x) : |A est typable dans SIL’
mais pas dans PIL’.

Propriété 10.1.3. Si T, (z) : A" t . B dans SIL', alors x ¢ FV(t).
Démonstration. Par induction sur ¢. O

Remarque 10.1.4. 1l reste possible dans SIL' d’effectuer des substitutions dans les termes
gelés. Par exemple, le terme let (x) = (Ay.y) in (z) est bien typé dans SIL' et se réduit en

(Ay.y). u
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10.1.2 Relation entre les deux systemes de types

La seule différence entre PIL et SIL est la regle SOFTPROMOTION. Il est clair que
chaque dérivation dans SIL est encore valide dans PIL. Le systeme SIL est méme stricte-
ment plus petit que PIL : le jugement y : !A F let (x) =y in ((x)) : ! A est dérivable dans
PIL alors qu’il ne I'est pas dans SILS.

SIL C PIL

On détaillera dans la Section 10.2 les preuves manquantes de SIL.
L’intérét du systeme SIL est dans I'utilisation de sa régle DERELICTION.

Propriété 10.1.5. Le systéme SIL' contient le systéme PIL'.
PIL' C SIL/

Démonstration. Par induction sur la forme de la preuve dans PIL. Le seul cas non trivial
concerne la régle PROMOTION. Si (I') FPI (¢) : |A dans PIL’, alors la Propriété 10.1.2
affirme que t est clos. Alors FP (t) : 1A dans PIL' (la forme de la preuve n’est pas
changée, on a juste supprimé 'environnement de typage) et donc F*' ¢ : A. Par hypothese
d’induction, F3™ ¢ : A est dérivable dans SIL/, puis T' 5% ¢ : A (par affaiblissement) et
finalement, (I') FSIV () : 1A. O

La regle SOFTPROMOTION embarque avec elle tout ce qui est nécessaire pour per-
mettre la substitution dans les termes gelés. Par exemple, le terme Az.let (y) = z in (y)
est bien typé dans SIL' alors qu’il ne I'est pas dans PIL'.

10.1.3 Exécution de termes gelés

Les deux systemes jouissent de la propriété suivante

Propriété 10.1.6 (Non Interference). SiT, (z) : 1A F ¢ : A est dérivable sans déréliction
(dans PIL, /PIL,, ou SIL,/SIL,, ) et sity est la forme normale de t1, alors, pour tout terme
t, to|x/t] est la forme normale de ti[x/t].

Démonstration. En fonction du systeme PIL ou SIL :
— Dans PIL, = ¢ FV(t1), donc Az ¢ FV(t2). Donc t1]x/t] = t1 et to[z/t] = to.

— Dans SIL,, comme t; — ¢, et que I, (z) : 1A FS ¢, . B, alors T', (z) : A FSV
ty : B (le Théoréme de Réduction du Sujet est toujours valable dans SIL', par la
Remarque 8.2.7). Par la Propriété 10.1.3, x ¢ FV*(ty). Donc soit  n’est pas libre
dans ¢, or x est environnée par () dans ty. Dans les deux cas, to[z/t] est en forme
normale car t5 1'est et qu’on ne réduit pas dans les (---).

]

Remarque 10.1.7. Cette propriété utilise le fait que terme ¢ dans let (x) = (t) in (t') n’est
jamais réduit. [ ]

6. La preuve de ce résultat est facilement exprimable en utilisant la version inversible de SIL.
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Dans le systeme SIL, la déréliction correspond ezactement a I'exécution d’un terme.

Propriété 10.1.8. Si T, (x) : !A FS: ¢ : B est dérivable dans SIL avec une déréliction
DERELICTION sur z, alors x € FVA(t).

Démonstration. Par induction sur £. Les cas intéressants sont lorsque ¢ est une variable
et t est gelé.

— Sit:x,alors t est typable par une déréliction et z € FVA(¢).

— Le cas t = (t) est impossible, alors, si I' = (z1) : 1Ay, -+ 2, VAp,y1 - By, oo U
By, alors @y @ Ay, 2, 2 Ayyrr ARSI 0 B (ot B = !B’). Donc on ne peut
avoir de déréliction sur z.

]

Remarque 10.1.9. Cette propriété est fausse dans PIL car la dérivation du jugement
[, (z) : 1A FPIL (7) : 1A dans PIL utilise la déréliction sur x alors que x ¢ FVA(#). ]

10.2 Digging

Comme on I'a vu dans la Section 6.4, la régle de promotion (et donc toute ’expressi-
vité de la Logique Linéaire) peut étre retrouvée a partir des regles SOFTPROMOTION et
DIGGING [Laf02]. On va montrer comment modifier SIL en lui ajoutant la regle DIGGING
pour retrouver l'expressivité de PIL.

Dans cette partie on utilise des motifs p définis inductivement par p = x| (p), et les
environnements de typage sont de la forme p; : Ay,--- ,p, : A,. Le systeme de types
SIL,; est donné dans la Figure 10.1 Les regles SOFTPROMOTION et DERELICTION sont
modifiées pour I'utilisation des motifs p. On a le résultat suivant :

Théoréme 10.2.1 (Correction). Si T' k4t : A alors TV FP ¢+ A ou TV est construit
a partir de I' o tous les motifs sont aplatis : (z), : ™A devient (x) : 1A et x : A est
inchangé.

Démonstration. Par induction sur la preuve de I' 4 ¢ : A. Les cas intéressants sont pour
les régles DIGGING, DERELICTION et SOFTPROMOTION.
— DIGGING est juste I'identité dans PIL.

— DERELICTION dans SIL4, ou p = z, ne change pas dans PIL. Autrement, c’est
I'identité dans PIL.

— SOFTPROMOTION dans SILy; ot p = x est la regle PROMOTION composée avec la
regle de DERELICTION dans PIL. Sinon, c’est juste la regle PROMOTION.

m
La réciproque est également vraie.
Théoréme 10.2.2 (Complétude). Si T MYt A alors T gt 0 A.

Démonstration. Ce résultat est prouvé en dérivant la regle PROMOTION de PIL dans
SILd .
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LET
I(x):!1Ak4t: B AXI0M
Dy:1Akglet(z) =yint: B T:AFgx: A
WEAK METAWEAK
Thyt:B Thyt:B
Ie:Aby4t: B I (z):1AF4t: B
CoNT METACONT
Fy:Az:Abgt:C Iy(y) 1A, (2) : 1Akt : C
Ix: Abgtly/z]lz/z] : C I, (z) : 1A k4 tly/z][z/x] : C
—LEFT —RIGHT
Iz:Bbkgt:C Abgt A I'x:AF4t: B
LA f: A= Bbgtlz/ft]:C FkyAzt: A— B
SOFTPROMOTION DERELICTION
pr:A, s pn i Ay bgt: B Ip:Ab4t: B
(p1) 1Ay, -+ (pp) : 1Ap B4 (t) 1 |B I, (p):1At4t: B
DicagIiNG Cur
I {(p):"Ak4t: B Tyt A Ax:Abyt:B
I, (p):1At4t: B I Abgt[z/t]: B

F1GURE 10.1 — regles de SIL,
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SoRTP (x1) VA, - (z) 1A gt - B
OFT R(]))“fzgﬁz (1)) : AL, -, () : MA, Fq (1) 1B
(x1) AL - () 1AL Fa (t) 0 1B

]

L’intérét des motifs p est d’imbriquer les chevrons (). Un motifs ((x)) peut alors
passer deux fois la regles SOFTPROMOTION, alors qu’auparavant, un variable ne pouvait
en traverser qu’une.

La nouvelle régle DIGGING augmente le niveau d’imbrication des chevrons d’une va-
riable de de I', en prévision du passage de plusieurs regles SOFTPROMOTION. La regle
DIGGING n’a semble t’il pas de contenu calculatoire. La regle DERELICTION quant a elle
décroit le nombre d’imbrications.

10.3 Conclusion

La restriction du systeme PIL au systeme SIL permet de mettre en évidence un usage
de la déréliction dans le cadre des langages réflexifs. On y voit au moins deux intérét :
(i) la réflexion (la transformation d’une donnée en un programme) (ii) I'insertion d’une
donnée dans une autre. Le systeme SIL est une restriction de I'usage de la déréliction au
point (ii)

D’autre part, on a vu comment retrouver la puissance de PIL & partir de SIL. Comme
remarqué par LAFONT [Laf02], il suffit d’ajouter au systeme 'opérateur de digging.
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Chapitre 11
Réification

Dans la Section 7.3.2, on a montré qu’il était impossible d’ajouter un opérateur de
réification sans mettre a mal la confluence du systeme. Si on fixe une stratégie de d’éva-
luation, on peut a nouveau considérer le probleme. De plus, on va restraindre I’évaluation
aux termes clos. En effet, grace a cette restriction on pourra a loisir transformer un terme
t en terme (t) : la régle PROMOTION s’appliquera en effet toujours.

En introduction, on va considérer le langage Ar étendu par un opérateur de réification
ad-hoc . On montrera que dans le cadre d'une évaluation de terme clos, on peut ajouter
le type A — 1A a PIL,.

La majorité du chapitre sera consacrée a I'extension de Ag en utilisant un opérateur
de contrdle réifiant tout le contexte d’evaluation, a la facon de FELLEISEN.

Enfin, on montrera que l'opérateur de controle peux s’exprimer dans une machine de
KRIVINE adaptée. On montrera que, la aussi, on peut typer les expressions dans le cas ou
les termes sont clos.

11.1 Introduction : réification ad-hoc
Syntaxe On définit une extension A% de Ag
Apdt=a|tt|daet|(t)]let{z)=tint|box

On fixe une stratégie d’évaluation pour les deux raisons évoquées plus haut :
— On va parler de réification, donc on se place dans un langage avec stratégie.

— On veut limiter les réductions aux termes clos.

Liaison et substitutions On a juste ajouté une constante a Ag. La liaison des variables
et les substitutions ne sont donc pas différentes de Ag.

Contextes Les contextes d’évaluation en stratégie CBN sont données par
=1 |Dt|let{z)=Dint

121
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ABSTRACTION
VAR Do:Abpt: B

INax:Abpxz: A I'rpox Azt : A — B

APPLICATION
Fl—boxtiA—)B F"boxt/ZA
Iy tt' : B
PROMOTION
(1) 1AL, -+ () A Fpx t: C DERELICTION

(1) 1AL - (@) 1A, y1 t Byt s Ym B Foox () 2 1IC Do(z) i 1A bpox v A

LET
Dhpx t' 1A [, (z) : !Abpox t: B Box
=t

[ Fpox let (x) int: B [ Fpox box: A — 1A

FIGURE 11.1 — Systéme de types de A2

On remarquera les contextes usuels [| et ® ¢, d’usage normal pour une stratégie CBN. Par
contre, la forme let (z) = ® in t est nouvelle. En effet, elle oblige la réduction de ¢ dans le
terme let (z) =t in t/, ce qui est inabituel en stratégie CBN. Notre stratégie de réduction
est un hybride entre CBN et CBV. La regle de réduction sera notée —.

Les regles de réduction sont données par

O[(A\x.t) ] D B[tx/t]]
Dllet () = (') int] =L ®[t[z/t]]
dlboxt] X B[(t)]
On pose BN RGP P —head la restriction de — lorsque ® = [|. La cloture transitive

réflexive de — est notée —. Par exemple, on a (A\x.boxz) t = (t)

Typage La langage peut-étre typé en ajoutant a PIL,, le type A — A de la constante
box, c’est a dire qu’on ajoute la regle

Box

['Fpox box : A — 1A

Le systeme complet est donné dans la Figure 11.1. On peut montrer qu’il est toujours
correct, ¢’est a dire qu’il continue de vérifier la propriété de Réduction du Sujet.

Lemme 11.1.1 (Substitution). Si ' Fpox 1 0 A et T,z 1 A Fpox o 0 B, alors T Fpox
to[z/t1] : B. Autrement dit, la régle

Cur
IMNpox t1: A Iex: Abpx to: B

F |_box tg[l‘/tl] . B
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est admissible.

Démonstration. Par induction sur 5. Le seul cas nouveau est lorsque 5 = box, et dans
ce cas, B=B" — !B et donc I' Fpoy box : B' — | B'. O
Lemme 11.1.2 (Méta Substitution). Si I' by (1) : 1A et T, (z) : 1A bpox to : B alors
[ Fpox ta|x/t1] : B. Autrement dit, la régle

MCut
r l_box <t1> 1A F, <[L’> 1A |_box tQ - B

F l_box tQ[I/tl] . B

est admissible.

Démonstration. La preuve est la méme que celle du Lemme 11.1.1 O
Lemme 11.1.3 (Compositionalité). Si Fpex @[] : A
— l_box t: B,

— pour tout t', sitbpox t' 1 B alors Fpex P[] 1 A
Démonstration. Méme démonstration que pour le Lemme 9.2.3. Par induction sur .

— Si & =[], alors B = A fonctionne.

— Si ® = &' ¢y, alors par inversibilité, Fpo, @'[t] : C'— A et Fpox t1 @ C'. Par hypothese
d’induction, il existe B tel que o ¢ : B. De plus, pour tout ¢’ tel que Fpoy ' : B,
Fpox ®'[t'] : C' — A . Donc Fpe @[] : A par la régle APPLICATION.

— Si® = let (x) = ¥’ in t; , alors, par inversibilité, il existe C tel que (z) : IC' byt 1 A
et Fpox P'[t] : !C . Par hypotheése d’induction, il existe B tels que Fpoy ¢ @ B . De
plus, pour tout t' tel que Fpox t' 1 B, Fpox ®'[t'] : IC . Alors Fpox @[t'] : A par la
regle LET.

]
Lemme 11.1.4 (Réduction en téte). Sit —peaq U €t Fpox t: A, alors Fpox t' 1 A

Démonstration. Méme démonstration que pour le Lemme 9.2.2. Par analyse des cas de
t. Le seul cas nouveau est pour t = boxt" — (). Dans ce cas, Fpox t 1 1A et Fpox t' 1 A.
Donc, par PROMOTION, Fpo (') : A, C’est ici qu’il est important de ne réduire que des
termes clos. O

Théoréme 11.1.5 (Réduction du sujet). Silbpex t: A et t — t' alors Fpox t' = A.

Démonstration. Méme démonstration que pour le Théoreme 8.2.5. Si t — t/, il existe
®, 5,5 tel que t = P[s], s —peaq 8’ et ' = P[s']. Par le Lemme de Composition, Fpe s : B.
Par le Lemme 11.1.4, by s’ : B. Par compositionnalité a nouveau, Fyox Fls'] =t : A. O

On a donné un premier exemple d’introduction de la réification dans Ag, dans cadre
d’un langage avec stratégie d’évaluation. En cela I'opérateur box est semblable a I'opé-
rateur quote de LISP, ou l'utilisation de la stratégie CBN permet au langage de geler
I'exécution d’un terme avant de le réduire.

D’autre part, le typage de box est possible car les termes que 1'on réifie sont toujours
clos, comme I'impose la stratégie CBN. Or tout terme clos peut étre réifié par la regle
PROMOTION.



124 Chapitre 11. Réification

11.2 Reéification des contextes d’évaluation

11.2.1 Motivations

Une continuation est une facon explicite de spécifier ou doit étre retourné le résultat
d’un calcul. Lorsqu’on réduit le terme ¢ = (Azx.x+x)2 au terme 4, on suppose implicitement
que le résultat de ce calcul sera utilisé par le contexte “autour” de t. Par exemple, on
suppose que dans le terme ¢ + 5, le terme ¢ va retourner son résultat dans le contexte
]+ 5.

Une continuation permet de s’affranchir de ce retour implicite dans le contexte courant,
en spécifiant explicitement ou sera retournée la valeur du résultat. Par exemple, si kg est
une continuation vers un contexte d’exécution @, le terme (kg t) + 5 ne va pas se réduire
a 44 5 mais en ®[4]. Le contexte [| + 5 est écrasé par P.

Dans sa these [Fel87], FELLEISEN décrit un opérateur F permettant de capturer le
contexte d’exécution ® ou a lieu la réduction

O[F ()] — t (\x.®[x])

Des travaux sur la valeur logique d’un tel opérateur ont été faits par GRIFFIN dans
[Gri90] ou PARIGOT dans [Par92]. Ils notent la possibilité d’associer un calcul & la logique
classique en utilisant des continuations.

D’autre part, SELINGER, dans [Sel03] montre une implémentation du calcul de PARI-
GOT dans une machine de KRIVINE ([Kri07]). Les continuations apparaissent comme des
objets de premiere classe.

Notre idée est d’utiliser cet acces aux continuations pour offrir a notre systeme une
sorte de réification, jusqu’alors impossible. On ajoute un opérateur C renvoyant une version
réifiée du contexte d’évaluation.

Notre approche ressemble a celle de [MF93]. Le langage décrit dans larticle a deux
opérateurs, le premier (I’opérateur de réification) capturant une version réifiée du contexte
d’évaluation courant, et un second (l'opérateur de réflexion) déclenchant l'exécution d'un
contexte d’exécution réifié.

11.2.2 Définition du langage A%
11.2.2.1 Syntaxe

L’ensemble de termes A% est une extension de A selon la syntaxe suivante : on définit
en méme temps les termes ¢ de A% et les contextes d’évaluation ®, les mémes que dans
la Section 11.1.

AR St = z|dzt|tt| @) ]|let{z)=tint|ks|C
O = [[|Dt|let(r)=dint

Les deux nouveaux termes C et kg sont deux termes (clos) permettant de manipuler
les contextes d’évaluation. L’opérateur C renvoie une version réifiée du contexte courant.
Le terme kg désigne un contexte ® et permet de continuer le calcul dans ce contexte.
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O[(Aw.t) ] — Dlt[x/t']

Oflet (z) = (') int] — ®[ifz/t]]
ofct] — t (ko)
Ok 1] — @[]

FIGURE 11.2 — Regles de réduction de A%

Introduire un opérateur C capturant le contexte de réduction E rend le systeme non
confluent. Par exemple, en utilisant 'opérateur de FELLEISEN, le terme F(A\k.(k 1) (k 2))
peut se réduire a la fois a 1 et a 2.

11.2.2.2 Liaison des variables

Elle est tout a fait semblable a celle du langage Ay, sachant que C, et kg sont clos.
Or, cette derniere condition impose également la fermeture des contextes . Donc on doit
définir FV'®t et FV* sur les contextes ®.

FVA(D) = 0
FVMN® t) = FVM®)UFVA(¢)
FV (et (z) = ®int) = FVN®)U (FV¢)\ 2)
FVMc ®) = FVNO)
FVMke @) = FVN®)

FVE(]) =
FV(® t) = FVe{(®) UFV'™(t)
FVet(let (z) = ®int) = FV(d) U (FV'(t) \ 2)
FV"“(C (I)) def VIet(q))

FVe(ky @) = FV'(®)

Dans la suite on considérera que les contextes ® sont tous clos, c’est & dire que FVA(®) U
FV'et(d) = 0.

11.2.2.3 Regles de réduction

On définit la relation de transition — dans la Figure 11.2. Les termes k¢ dénotent les
continuations. Ce sont des constantes indexées par des contextes d’évaluation. Le terme
C est I'opérateur de controle. Notre opérateur correspond a l'opérateur F dans le travail
de FELLEISEN [Fel87; Gri90] (excepté le coté gele de calculs).

La regle

dlct] =t (ks)

donne le comportement de 'opérateur C. Il capture I’environnement courant ® et demande
I'exécution du terme en parametre ¢ en lui passant une version réifiée de ce contexte (kg ).
C’est donc un opérateur de réification. D’autre part, la regle

Olkg t] — D'[t]
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montre qu’on peut restaurer un contexte d’évaluation @ en appelant kj sur le prochain
terme t a évaluer dans ce contexte.

Définition 11.2.1 (Valeurs). Les valeurs v de A% sont définies par la syntaxe suivante
v E Nzt | ()| C ko
Propriété 11.2.2. Les valeurs ne se réduisent pas par —.

Démonstration. Aucun contexte d’évaluation ® n’est de la forme d’une valeur. OJ

11.2.2.4 Discussion sur les regles d’évaluation

L’opérateur de FELLEISEN vérifie
O[F t] =t ke
alors que notre opérateur de controle C vérifie
O[C t] —t (ko)

L’opérateur C est donc différents de F car il retourne une version réifiée du contexte .
C’est pourquoi on a t (kg) a la place de t kg.
La regle de la continuation reste elle inchangée.

O'[ky 1] — D[

On peut retrouver 'opérateur l'expressivité de F a partir de C. On pose pour cela
FEX.C(Mk.t (runk)). En effet

O[C(Ak.t (runk))]
(et (runk)) (ko)
t (run (ko))

t ko

O[F

S

11.2.2.5 Rdéification

Grace a l'opérateur C on peut réifier tout terme t clos, a la maniere du box de la
Section 11.1. Posons
box' = M\t.C (Ak.(C (runk) t))

On a alors

®[box’ ] ®[Cc (Mk.(C (runk) t))]
(Ak.(C (runk) t)) (ka)
C (run (ko)) t
(run (ko)) (Kpe)
ko (kge)

(I)Kk'[]tﬂ

Le terme box't a donc 7éifié t en I'insérant dans un contexte.

L A A A A A
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tt * P — t x Do([]t) (Pusn)
Azt x ®o([]t) — tz/t] * @ (Popr)
let (z) =t int x @ -t * Po(let(xr) =1 int) (LETWAIT)
(t") * Po(let(zy=1[int) — tla/t'] x @ (LETRED)
C * Po([]t) — * [] (ko) (CRULE)
kg x Do([]t) — * P (KRULE)

FIGURE 11.3 — Transition de la machine de KRIVINE

11.3 Expression dans une machine de Krivine

11.3.1 Sémantique de la machine

La stratégie CBN est bien connue ([Kri07; Sel03]) pour étre interprétée par la Machine
de KRIVINE. Un état de la machine est donné par le couple t x ®, ou t et ® sont clos. On
rappelle que 'on peut composer deux contextes d’évaluation ® et &’ en le contexte ® o ¢’
en remplacant le “trou” [| de ® par ' (Section 5.1.2).

Propriété 11.3.1. 5i ®; 0 d = &y 0 & alors ; = O,.

Démonstration. On sait déja que @1 et ®5 sont de méme taille [. Par induction sur [,
— Sil =0, alors &; = Py = [].

— Sil=n+1, alors ®; et &y sont de la méme forme @] t et P, ¢ (resp. let () = &) int
et let (x) = @, int, ). Donc )0 ® = &, 0d. Par induction ®| = P}, et donc &; = Ps.

[]

L’exécution de la machine (adaptée pour manipuler les expressions gelées) est donnée
dans la Figure 11.3. Une réduction t x ® — ¢’ x &' simule une réduction ®[t| — &'[t']. Les
regles PUSH et POP sont les regles usuelles de la machine de KrRIVINE ([Kri07]). On notera
cependant qu’au lieu d’utiliser une pile 7, on utilise un contexte d’évaluation ®. Cette
modification mineure est justifiée dans notre travail par notre volonté de cohérence avec
les autres sections définissant des extensions du A-calcul. Par exemple, ’environnement
®o([] t) correspond a la pile t., ot 7 est la pile correspondant a ®. Par la Propriété 11.3.1,
on sait que la notation utilisant la composition o est bien définie, c’est a dire qu’il n’existe
pas deux contextes ®; # P, tels que ;0 & = Py 0 .

Quatre nouvelles regles sont utilisées. La regle LETWAIT impose que t soit totalement
réduit (si possible en un terme de la forme (---)). On force donc cette réduction en
stockant dans le contexte I'information de qui a forcé cette réduction. La regle LETRED
opere la réduction du redex let (z) = (t) in (t).

La regle CRULE capture le contexte courant, le réifie et le passe a son premier argu-
ment. La regle KRULE rétablit un contexte.

L’état initial de la machine évaluant le terme clos t est t x [|. Les états finauz de la
machines sont les états de la forme : v  [|. Ils correspondent & la fin d’une exécution
normale. Tous les autres états d’arrét sont des états d’erreur. Par exemple, Az.t x ® o
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(let (x) =[] int) est un état d’erreur. Les états d’erreur correspondent & des erreurs a
I'exécution.

11.3.2 Exemple de calcul
On observe I'exécution du terme box’ t dans la machine dans le contexte ®

box' tx® — box*(I)o(] t)
(

C (Mk.(C (runk) t)) %
0*4)0([]( (C (run ) t)))
Ak.(C (runk) t) * [] (k)

C (run (kp)) t * |
C (run(ke)) *[]
C«[] (run (ke)) t
(run (ka)) = [] (kpe)
runx[] (ka) (kpe)
let (z) = (ko) in z  [[(k)
(ko) = (let (z) =[] in z){kpe)
k(b*<k[]t>
<kﬂt>*q)

iiiiiiiiiiii

On obtient le méme résultat que dans la Section 11.2.2.5.

11.3.3 Correction du modeéle de machine

Théoréme 11.3.2. Sila machine commence d l'état t x ]
1. et s’arréte sur un état d’arrét t'x @' alors t = ®'[t'] et ®'[t'] ne se réduit pas par —.

2. et se réduit infiniment alors t se réduit infiniment par —.

La preuve utilise les lemmes suivants.
Lemme 11.3.3. Sitx® — t' x ¥, alors ®[t] = ¥'[t'] ou P[] — P'[t'].

Démonstration. Par analyse de cas sur les regles de réduction de la machine. Les regles
telles que ®[t] = P'[t'] sont les régles PUSH et LETWAIT. Les regles Popr, LETRED,
CRULE et KRULE vérifient ®[t] — &'[t]. O

Lemme 11.3.4. Sitx® ne se réduit pas, alors ®[t] ne se réduit pas pour —.

Démonstration. Par analyse de cas sur les états d’arrét qui sont
— v [] ne se réduit pas et v non plus,
— v*xPo(let(x) =[] int') pour v # (t) ne se réduit pas et ®[let (x) = v in '] non plus,
— (t)y * @ o ([] t') ne se réduit pas et ®[(t) ¢'] non plus.
O

Lemme 11.3.5. [l n’eziste pas de suite infinie (t;, ;)ien telle que pour tout i, t; x ®; —
tiv1 *x igy et Oufts] = iy [tiga].
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Démonstration. Les seules régles telles que ¢; * ®; — t; 11 * ®iq et Ouft;] = Pipq[ti]
sont les regles PUSH et LETWAIT. Or ces deux regles augmentent strictement la taille
du contexte : si |®| désigne la taille de @, alors |®;41| = |P;| + 1. Or la suite (P;[t;]); est
constante et la constante est de taille finie. Donc la suite ne peux étre infinie. O

On peut maintenant prouver le théoréme

Démonstration. On démontre chaque point.

1. Sitx[] = t/x®' alors t = ®'[t'] (Lemme 11.3.3). De plus, si ¢’ x ®' ne se réduit pas,
alors ®'[t'] non plus (Lemme 11.3.4).

2. Si t*[] se réduit infiniment, alors la réduction utilise une infinité de regles ¢, x ®; —
to x Py telles que @q[t1] — Pyfts] (Lemme 11.3.5). Donc ¢ se réduit infiniment.

]

11.4 Systeme de types

11.4.1 Typage du A-calcul avec continuations

GRIFFIN dans [Gri90] montre comment 'opérateur de FELLEISEN ([Fel87]) permet de
donner une interprétation de la Logique Classique dans le cadre de la correspondance
de CURRY-HOWARD. En effet, I'opérateur de FELLEISEN peut-étre typé par la loi de la
double négation

(A=-1)—1)—= A

Or ajouter cette loi a la Logique Intuitionniste permet de retrouver 'expressivité de la
Logique Classique. Dit autrement, une formule est prouvable en Logique Classique si et
seulement si elle I'est en Logique Intuitionniste avec loi de la double négation [Joh37].

11.4.2 Reéflexion et controle

On définit un nouveau systeme de types, PILfL, inspiré par PIL,. La syntaxe des types
est le méme que PIL mais on ajoute une constante 1 aux constantes de type a.

A=a|A— A|lA

Le type L désigne “le type vide”, c’est a dire le type des termes qui ne retournent rien
dans leur environnement immédiat. Par exemple, k¢ (t) doit étre de type L car il ne
retourne rien localement, mais demande l'exécution de ¢ dans le contexte ®. On pourra
noter ~A le type A = L.

Le systeme de type, PILfL, est donné dans la Figure 11.4 et est adapté de PIL,. Il
utilise trois sortes de jugements (i) les jugements sur les termes, de la forme I' -, ¢ : A
(ii) les jugements sur les contextes, de la forme ® : A by (iii) les jugements sur les états,
de la forme Fj t x ®. Les environnements de typage I' sont de la méme forme que dans les
Chapitres 8 et 9, c’est a dire qu’ils sont composés d’hypotheses de la forme z : A et de la

forme (x) : lA.
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ABSTRACTION
VAR Dx: Ak, t: B

Ix:Abpx: A 'k det: A— B

APPLICATION
Fl—ktiA—)B F"kt/ZA
I'Hytt : B

PROMOTION
(1) AL - () At C

(1) VA - () VA1 2 Bl oo s Ym : B b () 2 1C

LET
et :1A T(x): 1Ay t: B DERELICTION
Lhylet{z)=t"int: B I(x) : 1Ak A
C
CaLL/cc ONE):A_kk

'FeC:((A=>1)—=1)—= A Fhpke: A— L

BorCTX TopCTX

AprrCTX LETCTX
Fot: A d:BHFy, () 1Ay t: B d: Bty

o ([t): A— By ®o(let(z) =[int): A,

Proc

l_kt‘k(b

FIGURE 11.4 — Systeme de types PILfL

Réification
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Comme dans 'opérateur F de FELLEISEN, notre opérateur C est typé par la regle de
la double négation (regle CALL/CC) a ceci pres que notre négation utilise I'exponentielle :
C est de type ((A— 1) — 1) — A.

Les regles sur les contextes sont les jugements de la forme @ : A ;. On notera que 1’on
n’a pas besoin de contexte de typage I' car les contextes sont clos. On notera également
la regle TOPCTX ou A est le type de tout le programme et BOTCTX donnant le type
(L) de [] dans le cas général (par exemple lorsque la machine se retrouve avec un contexte
vide apres l'utilisation de C).

Finalement, on définit un jugement sur le bon typage d’un état de la machine : c¢’est
la regle PROC. Pendant tout le déroulement du calcul, un état de la machine est un terme
de type A faisant face a un contexte de type A (le type d'un contexte est le type de son
“trou”.)

Théoréeme 11.4.1. Sit est clos et bien typé, alors t x [| ne s’arréte pas sur un état
d’erreur.

Afin de prouver ce théoréme, on utilise une version modifiée de la propriété de Réduc-
tion du Sujet qui affirme que la propriété de bon typage est conservée le long du calcul
(Lemme 11.4.4). De plus, les états initiaux sont bien typés (Lemme 11.4.2). Et finalement,
tous les états d’erreur sont mal typés (Lemme 11.4.3).

Lemme 11.4.2. Sit est clos et s’il existe A tel que by t: A, alors -y t %]
Démonstration. Trivial car Fpt: Aet || : Aby. O
Lemme 11.4.3. Aucun état d’erreur n’est bien typé.

Démonstration. Les états d’erreur sont

— vx®Po(let (z) =[] int') pour v # (t) qui est mal typé car b v: v oubrv: A— B
et Po(let(x)=1[int"):1C Fy,

— (ty * Do ([] t') qui est mal typé car b (t) : 1A et Po([] ) : B — C hy.

Le langage typé par PILE conserve la propriété de réduction du sujet.

Lemme 11.4.4 (Réduction du sujet). Sitx ® est bien typé et sit x P — t' x O alors
t'x @ est bien typé.

Démonstration. On a les Lemmes de Substitution 11.4.5 et 11.4.6. Le lemme est donc
prouvé par analyse de cas sur la regle d’évaluation.

— Supposons que F t ¢/ *D. Alors b, t: A — B, Ft': Aet & : B. Donc ®o (]| ') :
A — B. Donc ki tx®o ([ ).

— Supposons que b Ax.txPo ([| /). Alorsz: Ay t: B, Ft' - Aet @ : By Donc,
par le Lemme de Substitution 11.4.5, k- t[x/t'] : B. Donc Fy, t[x/t'] x ®.

— Supposons que let (x) =t in t' x ® soit bien typé. Alors (x) :!Abyt': Bet b, t:1A
et @ : B Fy. Alors ®o(let (z) =[] in t') : A . Finalement b tx®o(let (x) =[] in t').
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— Supposons que F; (t) x Do (let (z) =[] int’). Alors b, (t) : 1A, (x) : At/ : B
et ® : B Fy. Alors, par le Lemme de Substitution 11.4.6, &k '[x/t] : B. Alors
by ¢z /t] = .

— Supposons que by CxP o ([] t). Alors k¢t : (A — L) - L et & : Aty Donc
|_k /{qu : A — 1 et donc H <l€q>> : '(A — _L) — 1 "k. Donc }_k t % (H <l€q>>)

— Supposons que b ke x P o ([] t). Alors &' @ Al et by ¢ A. Donc by t % .

On démontre a présent les lemmes de substitution

Lemme 11.4.5 (Substitution). Si 'kt : A et T x: Ay to: B, alors T by, tofz/ty] :
B. Autrement dit, la régle

Cur
bt A x:Abpty: B

r I—k tg[fb/tl] - B

est admissible.

Démonstration. On a deux nouvelles constructions par rapport a PIL : t, = C et t5 = ko.
Ces deux termes sont clos (donc to[z/t;] = t3). Donc by to © B, et donc I' by tofz/t] :
B. H

Lemme 11.4.6 (Méta Substitution). Si I' by (t1) : 1A et ', (z) : !A by ¢y : B alors
[ by to|x/t] « B. Autrement dit, la régle

MCut
[Fg (t) 1A [ (z) : 1Aty B

r l_k tg[ﬂ?/tl] - B

est admissible.
Démonstration. La démonstration est la méme que pour le Lemme 11.4.5. O]

Ezemple 11.4.7. Le terme box’ = At.C (M\k.(C (runk) t)) est de type A — !(==A). En
effet

E:l(((A=-L1)—=L1)—=» L) Ferunk:(A—-1)—>1)— 1L
E:1((=—A) = L) Fe C (runk) : A— L t: Akt A
t: Ak I(I(-—A) — L) e C (runk) t: L
t: A Ak(C (runk) t) : 1(I(m—A) = 1) = L
t:AF C (AK.(C (runk) t)) : I(——A)
Fr AL.C (Ak.(C (runk) t)) : A — I(—=—A)

(On laisse implicites les affaiblissements) [
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Ezxemple 11.4.8. L’opérateur F = At.C(Ak.t (runk)) a bien le type de la double négation
Fp F:mmA— A

En effet

t:——Abgt:—A— L kE:YA— L)Frunk:—-A
t:——Ak:(A— L)Fgt (runk) :— L
t:=—Ab, Akt (runk) /(A — 1) — L
t:——Akby C()\/{,‘t (run k‘)) A
Fe At.C(A\k.t (runk)): —A — A

(On laisse implicites les affaiblissements) ]

11.4.3 Encodage de la Logique Classique

Il était possible d’encoder la Logique Intuitionniste dans le systeme de types PIL
(Section 9.5). Maintenant on va montrer de la méme manieére qu’il est possible d’encoder
la Logique Classique dans A% en utilisant la méme traduction (celle de GTIRARD [Gir87]).

On rappelle dans un premier temps que 'ajout de la régle de double négation ((A —
1) - 1) - A (ou L est un type atomique) a la Logique Intuitionniste permet de
retrouver 'expressivité de la Logique Classique ([Joh37]). Par “ajouter”, on veut dire
ajouter la regle

e, —A— A

au systéme de la Logique Intuitionniste en déduction naturelle ” en ayant posé =4 &= A —
1. L’opérateur de FELLEISEN F vérifie ([Gri90])

Fl—n‘F:—\—!A—)A

On pose F9 = M. C(AK. let (k) = K in (runt) (Az.k (runz))).
Propriété 11.4.9. Le jugement b F9 : ~~A = A est dérivable.

Démonstration. Voici un dérivation
(k) : W A—- L) k:A—1  z:'Abgrunz: A

(k) :W(A— L),x: 1Ak k (runz) : L
(k) : /(A — L) g Ak (runz) : ~A

tol~wAbprunt i InA — L (k) : /(A — L) (Azk (runz)) : I~A

til~A (k) (A — L) by (runt) (Axk (runx)) @ L
til~nAVK (A — L) by let (k) = Kin (runt) (Ax.k (runx)) @ L
t:l~onAFg AK et (k) = K in (runt) (Az.k (runz)) : (A — 1) — L
t:l~ow AR C(AK let (k) = K in (runt) (Ax.k (runz))) : A
Fr M.C(AK.let (k) = K in (runt) (\z.k (runx))) : ~~vA = A

7. Il est aussi possible de le faire en calcul des séquents en ajoutant 'axiome g =—A4 — A
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[
Théoréme 11.4.10. Le jugement xy : Ay,--- ,x, : A, b, t : A est valide en Logique
Intuitionniste avec double négation si et seulement si (xq1) : A, -+ (x,) : 1A by t9 . A9
est valide.

Démonstration. 11 suffit de compléter la preuve du Théoreme 9.5.1 par le cas de la double
négation. Comme les deux séquents T' -, F: =—=A — Aet (I'Y) FPIL 79 . ~vnv A = A sont
tous les deux valides (Propriété 11.4.9 pour le deuxiéme jugement), 1’équivalence tient
toujours. O

11.4.4 Cas de SIL

On peut se demander ce que vaut le systeme PILZ en remplagant la regle de promotion
par la régle de soft-promotion. Le Théoreme 11.4.1 et La propriété de réduction du sujet
sont encore vraie. Finalement, le Théoreme 11.4.10 n’est plus valable, pour la méme raison
que le Théoreme 9.5.1 ne I'était pas dans SIL.

11.5 Conclusion

On a donné une extension du langage Ar permettant la réification du contexte d’exé-
cution du programme. L’opération s’inspire du travail de FELLEISEN sur le lambda calcul
avec captures de continuations.

De plus, on a donné une machine s’inspirant des machines de KRIVINE exprimant les
réductions de notre langage. Cette machine est correcte et complete.

Notre langage est a nouveau typé. On montre que cette extension permet d’encoder
la Logique Classique dans notre systéme de types.

On a étudié plus en détail le probleme de la réification. La solution abordée ici consiste
a choisir une stratégie d’exécution n’évaluant que les termes clos (par exemple CBN ou
CBYV). Cette contrainte permet de réifier n'importe quelle terme en utilisant la regle
PROMOTION. Les deux solutions présentées utilisent cette simplification.
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Contributions

Formalisation de phénomeénes réflexifs La premiere contribution de cette these a
été la formalisation de certains concepts des langages réflexifs (Chapitre 2). Certains ont
été évoqués dans le travail de SMITH [Smi83] (réflexion, réification, réflexion structurelle
et procédurale), d’autres (vagues), plus récemment dans le travail de REYNAUD [Rey10].
On a pour cela utilisé le formalisme des langages de programmation a la JONES.

L’idée d’un langage réflexif repose sur deux notions importantes : la notion d’inter-
préteur et le Théoreme de Récursion de KLEENE. Un interpréteur permet d’exécuter
un programme vu comme une donnée, tandis que le Théoreme de Récursion fourni des
programmes ayant acces a leur propre code. On a combiné ces deux notions en une en
définissant les interpréteurs récursifs, exécutant une donnée tout en fournissant le code
de linterpréteur récursif a la donnée.

On a implémenté ces différents concepts dans une machine abstraite (Chapitre 3). La
particularité de cette machine est qu’elle est centrée sur la dualité programmes/données.
Les opérations réflexives correspondent a des mouvements “physiques” de portions de
codes de la zone des programmes a la zone des données. Cette “réflexion structurelle”
nous a permis d’établir un exécution abstraite (inspirée de [Rey10]) segmentant le calcul
en fonction des réflexions (Chapitre 4).

Réflexion dans un langage fonctionnel On a cherché a exprimer la réflexion dans un
langage fonctionnel (A-calcul) (Chapitre 7). La distinction entre programmes et données
se fait au niveau de la capacité d'un terme a se réduire. On dira qu'un terme est une
donnée s’il ne se réduit pas. L’idée est donc d’ajouter dans la syntaxe du A-calcul un
moyen de dire que la réduction d’un terme est gelée. A partir de cela, tous les termes
gelés sont considérés comme des données, les autres comme des programmes. Cette idée
n’est pas neuve est a déja été utilisée dans les travaux sur la staged computation [Dav96;
DP96]. Elle est historiquement basée sur les logiques temporelles et modales.

Le gel de I'exécution des termes pose néanmoins des difficultés, notamment pour garan-
tir la confluence du langage. Des précautions sont a prendre lors de liaisons des variables
d’un terme gelé. On obtient alors un langage confluent, comme espéré dans un langage
fonctionnel. Cependant, la propriété de confluence interdit le principe de réification (trans-
formation d’'un programme en une donnée, ou encore, dans le cas de notre langage, d'un
terme & un terme gelé).

On a donc étudié le probleme de la réification en mettant de coté la propriété de
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confluence (Chapitre 11). On a choisi une stratégie de réduction CBN. Il est alors possible
de parler de réification (c’est ce que font des langages comme LISP ot il existe une fonction
quote stoppant la réduction d’un terme). On s’est alors intéressé la réification de toute le
contexte d’évaluation, en s’inspirant des travaux de FELLEISEN [Fel87] sur le controle.

Interprétation logique Au niveau logique, un langage réflexif peut étre exprimé dans
le cadre de la logique linéaire. On utilise I'exponentielle | comme type des termes gelé.
Deux systemes sont présentés : I'un utilisant la toute les capacités de la Logique Linéaire
(Chapitre 9) et l'autre un sous-systeme strict, la Soft Linear Logic (Chapitre 8). On
montre en quoi SIL est strictement inclus dans PIL, et comment retrouver les capacités
de PIL a partir de SIL.

La distinction des deux systemes permet d’interpréter le role des regles de la Logique
Linéaire dans le cadre des programmes réflexifs (Chapitre 10). D’autre part, on peut
comparer des problemes typiquement sémantiques comme la cohérence d’une syntaxe
de la Logique Linéaire [Wad92; Wad93] aux problémes de confluence de notre langage.
Enfin, notre systéme peux encoder les calculs intuitionnistes (A-calcul simplement typé)
et classique (avec l'opérateur de FELLEISEN typé par GRIFFIN [Gri90]) en utilisant la
traduction de GIRARD qui met en évidence la distinction programmes/données dans un
terme (les parametres sont des données (termes gelés), le reste est un programme).

On a montré quelques liens entre deux mondes apparemment éloignés, la Logique Li-
néaire et les langages réflexifs. Nous pensons que ces liens peuvent encore étre approfondis.

Perspectives

Il reste des choses a faire a partir de Ar. Notamment, au niveau de ’expression dans
le langage d’une sémantique intentionnelle. Dans le modele actuel, seule la sémantique
extensionnelle (comment se comporte le programme) des données est étudiée, c’est a dire
que les résultats obtenus placent la donnée en position d’exécution. On vérifie par exemple
que lors de son exécution, elle ne produira pas d’erreur, restera du méme type, etc. Au
contraire, la sémantique intentionnelle (comment a été écrit le programme), c’est a dire
I'utilisation de la donnée en tant qu’objet syntaxique, n’a pas du tout été abordée. On
aurait par exemple souhaité avoir un langage assez expressif pour écrire des programmes
capables de changer leurs comportements en fonction de la forme syntaxique des données
passées en parametre.

Au niveau logique, on a montré que le A-calcul simplement typé suffisait a typer les
termes de Ag si on lui ajoutait 'exponentiel !. Cette modalité est une comonade. Nous
pensons qu’il peut étre intéressant de replacer cette comonade dans le contexte de la théo-
rie des catégories, et d’essayer d’interpréter les résultats de cette théorie dans le domaine
des langages réflexifs. L'une des idées est d’utiliser la décomposition de la modalité ! en
deux foncteurs adjoints [Mel06]. Par exemple, la négation — est un foncteur auto-adjoint :
que se passerait il si on remplacait !A par =—A 7 Aurait-on alors une interprétation de (t)
de type == A comme une continuation attendant une continuation ? Pour répondre a ces
questions, on pourrait s’inspirer du travail de MELLIES et TABAREAU [MT10].
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Résumé

Le but de cette thése est de trouver des modeles de haut niveau dans lesquelles I'auto-
modification s’exprime facilement.

Une donné est lisible et modifiable, alors qu’un programme est exécutable. On décrit une
machine abstraite ou cette dualité est structurellement mise en valeur. D’une part une zone de
programmes contient tous les registres exécutables, et d’autre part une zone de données contient
les registres lisibles et exécutables. L’auto-modification est permise par le passage d’un registre
d’une zone a 'autre. Dans ce cadre, on donne une abstraction de I’exécution de la machine qui
extrait seulement les informations d’auto-modification.

Logiquement, on essaye de trouver une correspondance de Curry-Howard entre un langage
avec auto-modification et un systéeme logique. Dans ce but on construit une extension de lambda-
calcul avec termes gelés, c’est a dire des termes qui ne peuvent se réduire. Ces termes sont alors
considérés comme des données, et les autres sont les programmes. Notre langage a les propriétés
usuelles du lambda-calcul (confluence). D’autre part, on donne un systéme de types dans lequel
un sous ensemble des termes du langage peuvent s’exprimer. Ce systéme est inspiré de la Logique
Linéaire, sans gestion des ressources. On prouve que ce systéme de types a de bonnes propriétés,
comme celle de la réduction du sujet. Finalement, on étant le systeme avec les continuations et
la double négation, dans un style a la Krivine.

Mots clefs : virologie, auto-modification, obfuscation, sémantique des langages, réflexion,
logique linéaire

Abstract

The goal of my Ph.D. is to finds high level models in which self-modification can be expressed.

What is readable and changeable is a data, and a program is executable. We propose an
abstract machine where this duality is structurally emphasized. On one hand the program zone
beholds registers which can be executed, and on the other hand data zone contains readable
and changeable registers. Self-modification is enabled by passing a data register into program
zone, or a program register into data zone. In this case, we give an abstraction of executions
which only extracts information about self-modifications : execution is cut into paths without
self-modification.

For the logical part, we tried to find a CURRY-HOWARD correspondence between a language
with self-modifications and logical world. For that we built an extension of A-calculus with frozen
terms, noted (t), that is, terms which cannot reduce. This terms are considered as data. Other
terms are programs. We first prove that this language as expected properties like confluence.
On the other hand, we found a type system where a subset of terms of this language can be
expressed. Our type system is inspired by Linear Logic, without resources management. We
prove that this system has good properties like subject reduction. We finally have extended the
system with continuation and double negation. This extension can be expressed in a KRIVINE
style, using a machine inspired by KRIVINE machine.

Keywords : malwares, self-modification, obfuscation, semantics, reflexion, linear logic
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