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et mon petit frère Léonard LOUZOLO BIMOUAKA
Que la terre vous soient légère.



Remerciements
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Travailler avec messieurs MARIGO et FRELAT à été pour moi une chance exception-
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Mention particulière à Can SELCUK (Selçuk Djan), un de mes meilleurs collègues et
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1.12.1 Déplacement contrôlé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
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3.11 Application à la fissure centrale dans une plaque en présence des forces
cohésives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100
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DST du maillage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127
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4.5.4 Énergie de flexion de la plaque . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130
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1.12 Fissure elliptique soumise à une contrainte uniforme . . . . . . . . . . . . . 28
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fibres d’un composite à fibres de carbone ; (c) Rupture par fissuration lon-
gitudinale d’une éprouvette de béton comprimée . . . . . . . . . . . . . . . 42

2.2 Le Schenectady, un cargo des liberty ships de la seconde guerre mondiale
en structure métallique, rompus brutalement sous l’effet de gel . . . . . . . 43

2.3 Rupture brutale du pont de Sully-sur-Loire, 16 janvier 1985 . . . . . . . . 43

2.4 Rupture fragile d’un rail sur la ligne D du RER, Octobre 2003 . . . . . . . 44
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Introduction générale

Au cours de ces dernières années, la mécanique de la rupture a connu un important
essor, accompagné du développement de divers outils mathématiques dont certains sont
devenus classiques. Historiquement, l’impulsion initiale a été donné par la recherche du
taux d’énergie restituée de Griffith. C’est le succès d’introduction des forces cohésives,
due au théorème de Dugdal-Barenblatt, et la méthode des intégrale de contour, qui a
suscité l’intérêt des utilisateurs pour ce genre de problèmes. On a donc cherché à obtenir
les résultats du même type pour le calcul analytique. A cette motivation initiale de l’-
analyse de la fissure, d’autres sont venues s’adjoindre, allant de la mécanique, en pas-
sant par des problèmes plus strictement mathématiques comme l’étude des équations
variationnelles du type éléments finis. Il en est résulté une connaissance approfondie de
la méthode aux éléments finis, avec l’introduction des concepts nouveaux de l’intégrale
modifiée. L’intégrale modifiée, généralise la notion de propagation de fissure, et a fourni
ses premiers exemples à la théorie de la rupture fragile, si fructueuse pour les équations
intégrales. Le concept de l’intégrale de contour s’est imposé comme une formalisation
élégante et générale de la notion de discrétisation en éléments finis.

Il ne nous semble pas cependant qu’on ait tiré de ces méthodes de toute la partie pos-
sible pour l’étude des problèmes de mécanique de rupture fragile. L’objet de cette étude
est de combler cette lacune, et cela dans deux directions principales. L’objet de cette
étude est aussi d’étudier du point de vue mathématique le problème de l’équilibre, dans
certaines conditions, d’un corps parfaitement élastique. Bien que la présente étude soit
consacrée à ce problème précis qui est décris en détails ci-après. Il parâıt très probable
que les méthodes et les outils utilisés ici devraient dans d’autres domaines en particulier
pour des problèmes d’évolution en élasticité.

Le problème d’élasticité qui est considéré ici est celui de l’équilibre d’un corps tridi-
mensionnel qui occupe un volume ΩP ⊂ R3, et qui est en équilibre sous l’effet de certaines
forces de volume (de densité fv) et de certaines forces surfaciques (de densité fs) appliquées
sur la partie de contour de frontière ∂ΩP . Les inconnues du problème sont le champ des
déplacements par rapport à la position d’équilibre non contraint du corps, u = u(x), et,
d’autre par le champ des contraintes σ = σ(x) (champ de tenseur symétriques d’ordre 2
sur ΩP ) ; en fin le champ des déplacements u est donné, égal à u0, sur une partie de la
frontière, complémentaire de ∂ΩP . Sous certaines hypothèses et en particulier celle d’un
comportement parfaitement élastique du matériau, les champs u et σ sont respectivement
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solutions de deux problèmes variationnels bien connus, que nous appellerons le problème
en déplacement et problème en contraintes.

Nous passons maintenant à une description chronologique du contenu de cette étude.
Elle est divisée en quatre chapitres. Le chapitre I contient d’abord les rappels nécessaires
de différents modes d’ouvertures des fissures, de la théorie énergétique de la rupture frag-
ile, de la théorie de forces de cohésions et de la théorie des intégrales de contours. Il
donne une description précise des problèmes des propagations des fissures en mode mixe
2D et des différents modèles des forces cohésives. Le reste du chapitre contient une étude
systématiques des problèmes des fissuration ainsi que la loi de propagation des fissures.
L’application de cet exemple analytique est mise en évidence ; en introduisant un essai
Double Cantilever Beam (DCB).

Le chapitre II a pour objet la présentation du problème de référence et l’étude du
problème en déplacement puis la rupture qui généralise le problème initial. Il contient une
étude assez complète du problème de plaque avec cavité circulaire sollicité sous charge
de traction à l’infinie. Il contient les différentes phases de résolution abordées pendant
l’étude analytique. Une fois ces différentes phases définies, nous donnons au chapitre II la
définition du problème de plaque.

Le chapitre III donne des développements complémentaire de deux types. D’une part
nous considérons les modèles parfaitement élastique et nous étudions la rupture avec force
cohésives par le modèle de Dugdale. Il s’agit d’étudier le problème variationnel perturbé,
au niveau de déplacement que des contraintes, et d’étudier leur limite, lorsqu’un paramètre
de perturbation tends vers zéro. D’autre part nous donnons une étude analogue à celle
faite aux chapitre I et II, pour un modèle de plaques parfaitement élastique. L’étude que
nous présentons, est basée sur l’introduction d’un espace Ωp que nous supposons un ouvert
borné connexe de Rn, n ≥ 2. Nous rappelons que si (u = u1, · · · , un) est une fonction de
Rn dans Rn, alors le tenseur des déformations ε(u) (avec u = (u1, u2, u3) ∈ L1(ΩP )3) est
le tenseur d’ordre 2 dont les composantes, pour la base canonique de Rn s’écrivent :

εij(u) =
1

2
(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

) i, j = 1, 2, 3 (1)

Cette étude permet de rendre compte par exemple de la déformation de plaque qui se
déforme en provoquant une fissure suivant l’axe Ox1 sous l’effort de traction à l’infinie.
Il semble que l’introduction de l’intégrale de contour et le modèle de Dugdale offrent un
cadre naturelle pour les problèmes de mécanique de rupture.

Le chapitre IV décrit une théorie, basée sur la formulation variationnelle de l’équilibre
de la plaque et l’utilisation des éléments finis. Outre la formulation variationnelle, un rap-
pel sur les problèmes des plaques est donné. On aborde le problème de plaque, en étudiant
le cas où l’on peut affirmer l’existence d’une solution. On définit alors, par éléments finis
les équations d’équilibres et la formulation variationnelle. Le but est de ne pas faire un
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exposé systématique des sujets abordés, nous allons seulement tenté de décrire quelques
méthodes liées à l’étude de propagation de fissure dans la plaque en présence des forces
cohésives. Dans ce chapitre, on d’écrit aussi la stratégie de modification de l’intégrale J
de Rice pour la modélisation numérique. Des exemples de résolutions ont été donnés dans
le cas des forces cohésives et non-cohésives.
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Chapitre 1

État des connaissances

L’objectif de cette première partie est de rassembler un ensemble des notions et d’in-
formations concernant la mécanique de la rupture fragile. Notamment, la propagation
de fissure dans une plaque et la présence des forces cohésives. Après quelques rappels
sur les différents modèles d’ouverture des fissures, nous abordons la synthèse bibli-
ographique des problèmes mécanique de la rupture fragile, de forces de cohésion de
Dugdale, de Barenblatt et de Needlemann et la propagation de fissure dans la struc-
ture en fonction du chargement auquel la structure est soumise. On présente sur une
série des modèles assez variés des différentes modélisation.
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1.7.1 Intégrale J de Rice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
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1.8 Les modèles des forces cohésives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
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forme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

1.10 Propagation des fissures en mode mixte (2D) . . . . . . . . . . . 29

1.10.1 Critère de la contrainte d’ouverture maximale . . . . . . . . . . . . 29
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1.1 Quelques généralités sur la rupture fragile

1.1.1 Notions sur les modes de rupture fragile

La théorie ou l’étude de la fissuration décrit le comportement des structures présentant
des discontinuités linéiques dans les milieux considérés comme en 2D (plaques et coques
par exemples), des discontinuités surfaciques dans le milieux 3D et permet de prévoir son
évolution jusqu’à la rupture complète de la structure.

Localement, la rupture est caractérisée, par la séparation irréversible d’un milieu con-
tinu en deux parties de part et d’autre d’une surface géométrique S. La coupure nou-
vellement créée est appelée fissure. C’est une surface de discontinuité pour le champ de
déplacement. La discontinuité est appelée déplacement d’ouverture de la fissure elle s’ex-
prime par la relation établit par [Bui, 1978] sous la forme :

[[ui]](x) = u+
i (x)− u−i (x) (1.1)

La discontinuité normale [[un]] est l’ouverture de la fissure proprement dite et la dis-
continuité tangentielle [[ut]] est appelée glissement relatif des deux lèvres de la fissure.
La séparation du milieu continu étant supposée effective, les tractions surfaciques sur les

lèvres S+ et S− s’annulent, le vecteur contraintes
−→
T représentant au point M la densité

surfacique de force sur la facette d’orientation −→n liée à cette séparation s’écrit :

Ti(M,nj) = σijnj i, j = 1, 2, 3 (1.2)

σij désigne le tenseur de contraintes et nj la normale unitaire extérieure à l’une ou à

l’autre face de la fissure. La relation de Cauchy
−→
T (M,−−→n ) = −

−→
T (M,−→n ), devant être

satisfaite pour toute surface Σ entourant le point M . Les conditions aux limites ci-dessus
sont généralement admises sur la fissure.

1.1.2 Les différents modes d’ouverture des fissures : Rappels

Il existe en générale trois façons d’appliquer une force pour permettre à une fis-
sure de se propager. Ainsi, trois modes de déplacements des bords d’une fissure peuvent
se combiner en un mode mixte, ([Bui, 1978], [Labbens, 1980], [Bazant et Cedolin, 1991],
[Leblond, 2003], [Pluvinage, 1989], [Bonnet et Frangi, 2007]). Considérons une fissure plane
dans la direction x : (u) ; y : (v) ; et z : (w), soit u = u(x, y) ; v = v(x, y) ; et z = z(x, y).
Ces trois modes sont successivement définis à partir des déplacements ui, vi, wi où l’indice
i = I, IIouIII indique le mode élémentaire de rupture.

Le Mode I, encore appelé mode d’ouverture de fissure, il est considéré comme étant le
plus important en mécanique de la rupture pour beaucoup des matériaux. La rupture est
caractérisée par un déplacement unique suivant l’axe Ox2 correspondant à un problème
plan particulier. Les surfaces de fissure se déplacent perpendiculairement l’une à l’autre.
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Figure 1.1: Les différents modes de sollicitations d’une fis-
sure : I Ouverture ; II Cisaillement ; III Cisaillement anti-plan

Par définition on a : UI(x, y) = UI(x,−y) ; VI(x, y) = −VI(x,−y), ce qui permet décrire
UI = 1

2
[u(x, y) + u(x,−y)] ; VI = 1

2
[v(x, y)− v(x,−y)] ; WI = 0. Le Facteur d’Intensité de

Contrainte (FIC) est défini par KI = limr→0+ [
√

2πrσ22(r, θ = 0)].

Le Mode II, est engendré par un cisaillement dans le plan des lèvres de la fissure
et parallèle à l’axe Ox1. Les surfaces de la fissure dans ce mode se déplacent dans le
même plan et dans une direction perpendiculaire au front de fissure. Par définition on a :
UII(x, y) = −UII(x,−y) ; VII(x, y) = VII(x,−y), d’où UII = 1

2
[u(x, y)− u(x,−y)] ; VII =

1
2
[v(x, y) + v(x,−y)] ; WII = 0. Le FIC est défini par KII = limr→0+ [

√
2πrσ12(r, θ = 0)].

Le Mode III, est produit par un cisaillement anti-plan (hors plan) situé dans le
plan de fissure Ox1x3 et parallèle à l’axe Ox3. Par définition : UIII = 0 ; VIII = 0 ;
WIII = W (x, y). Le FIC est défini par KIII = limr→0+ [

√
2πrσ23(r, θ = 0)].

Lorsque les trois modes, dont le mode I, sont simultanément présent on dit qu’il s’agit
du mode mixte. Dans ce cas, on procède par additivité des déplacements. Par exem-
ple dans le cas du mode I et II, on a les additivités suivantes : U(x, y) = UI + UII ;
V (x, y) = VI + VII . Selon [Bui, 1978], la superposition de ces trois modes reste suffisante
pour décrire le cas général de déplacement des lèvres de la fissure.

Dans le cas de déformation plane, la contraction latérale est empêchée, une condition
supplémentaire est introduite : W = 0. Cette condition entrâıne que la déformation εzz,
les cisaillements τxz et τxz sont nuls : εzz = ∂w

∂z
= 0, τxz = ∂u

∂z
+ ∂w

∂x
= 0 et τyz = ∂v

∂z
+ ∂w

∂y
= 0.

Par application de la loi de Hooke, les scissions γxz et γyz sont elles aussi nulles.
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1.1.3 Énergie de séparation en mécanique de la rupture

Le phénomène de séparation est de nature essentiellement irréversible [Bui, 1978]. Les
nouvelles surfaces créées peuvent reprendre contact (problème de mécanique de contact
unilatéral), mais ne se recollent pas, c’est à dire qu’il n’y a pas d’adhésion au sens de la
mécanique des surfaces. Le processus de séparation à partir du milieu continu exige une
énergie qui est fonction de la surface créée. [Griffith, 1920] à formuler une hypothèse en
disant que cette énergie est proportionnelle à la surface créée et s’écrit :

dWs = 2γds (1.3)

γ étant l’énergie superficielle caractéristique du matériau, ds étant l’aire géométrique
de la nouvelle fissure. L’aire totale étant celle des deux faces, soit le double. L’énergie
pour séparer le milieu continu a été interprétée comme une énergie superficielle, comme
en mécanique des surfaces.

1.2 Critère de rupture fragile KIC

En générale, les théories de la rupture fragile conduisent à la notion d’un seuil critique
surtout dans le cas de mode d’ouverture symétrique, non pas pour la contrainte qui est
infinie en fond de fissure, mais pour le facteur KI . On a un critère de rupture de la forme :

KI −KIC = 0 (1.4)

KIC , caractéristique physique du matériau appelée ténacité. Dans les problèmes plans,
le facteur KI est une fonction de la géométrie de la structure, dépendant de la longueur
lf de la fissure et des paramètres du chargement Qi.

KI = f(lf , Qi) (1.5)

La fonction f(lf , Qi) est souvent déterminée dans les problèmes de mécanique de la
rupture, par exemple dans les problèmes de poutre à fissure latérale soumis à la flexion
trois points.

1.3 Critère de Mandel

L’état critique de la fissure est atteint lorsque les contraintes σij sur le cercle de
rayon r = r0 vérifient certaines relations caractéristiques du matériau. Dans la théorie
de [Mandel, 1966], il y a une relation critique entre les contraintes sur le cercle r0. Cela
revient à considérer les facteurs KI et KII comme paramètres caractéristiques. Si r0 est
suffisamment petit pour que la singularité élastique soit dominante au voisinage extérieure
de cette zone, le critère de la rupture contiendra les propriétés de la ténacité du matériau,
[Labbens, 1980].
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f(KI , KII) = 0 (1.6)

avec KI > 0. Pour préciser la forme de la relation ci-dessus, [Mandel, 1966] fait l’hy-
pothèse que la fissure se propage dans la direction θ avec la fissure existante lorsque dans
le plan des contraintes (σθθ, σθr), le vecteur tension

−→
T = (σθθ, σθr) (1.7)

s’exerçant sur la facette portée par le rayon issu de la pointe de la fissure a son
extrémité sur une courbe appelée courbe intrinsèque de la résistance moléculaire. Comme
on se place sur le cercle de rayon r0, on peut porter dans le plan le vecteur de composantes
(σθθ, σθr) sous la forme :

σθθ = 1
4
√

2πr0
KI(3 cos θ

2
+ cos 3θ

2
)− 1

4
√

2πr0
3KII(sin

θ
2

+ sin 3θ
2

)

σrθ = 1
4
√

2πr0
KI(sin

θ
2

+ sin 3θ
2

) + 1
4
√

2πr0
KII(cos θ

2
+ 3 cos 3θ

2
) (1.8)

En transformant les expressions des contraintes définies ci-dessus, [Bui, 1978] leur
donne une forme simple sur laquelle on voit qu’un maximum de KN(θ) entrâıné la nullité
de KT (θ).

KN(θ) = σθθ
√

2πr0 = 1
4
KI(3 cos θ

2
+ cos 3θ

2
)− 1

4
KII(sin

θ
2

+ sin 3θ
2

)

KT (θ) = σrθ
√

2πr0 = 1
4
KI(3 sin θ

2
+ sin 3θ

2
) + 1

4
KII(cos θ

2
+ 3 cos 3θ

2
) (1.9)

Les KN(θ) et KT (θ) ne sont pas les facteurs d’intensité de contrainte à l’extrémité
de la fissure, mais une combinaison de KI et KII avant l’extension. L’hypothèse de
[Mandel, 1966] postule que pour certains matériaux et pour KN > 0, correspondant à
une ouverture de la fissure, la courbe intrinsèque de résistance moléculaire est symétrique
par rapport à l’axe KN et largement ouverte sur cet axe.

1.4 Singularités en mécanique des milieux fissurés

Il est connu que certaines géométries comme les coins, les arrêtes ou les entailles et
les nœuds sont des zones de concentrations des contraintes qui peuvent être néfaste à
la résistance de la structure qui les subit. Ces cas sont souvent rencontrés dans les as-
semblages constitués de plusieurs matériaux et aux interfaces des éléments constitués des
matériaux de nature différentes. L’application de la mécanique des milieux continus dans
les structures constructives contenant des fissures se heurte à une singularité des champs
de déformation et de contrainte dues à l’interprétation de la continuité géométrique. Ceux
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ci dit que, la mécanique de la rupture est l’application de la mécanique des milieux con-
tinus à l’étude du comportement des éléments constructifs fissurés prenant en compte les
conditions aux limites relatives à la présence géométrique des fissures.

1.4.1 Analyse asymptotique en mode I et II

Soit ΩP un solide composé de matériau homogène et isotrope dont le comportement
est élastique linéaire. On note E le module d’Young et ν le coefficient de Poisson.

x

y

o

z

M

x

y

r

o

θ

Figure 1.2: Définition du repère local au voisinage de la pointe de la
fissure

Le problème est plan et définit dans le repère orthonormé R(O, x1, x2). Le centre O
du repère est confondu avec la pointe de la fissure. L’axe des coordonnées cartésiennes
Ox1 est tangent au plan de la fissure i.e. situé dans le prolongement de la fissure et l’axe
Ox2 perpendiculaire à la fissure. On définit également les coordonnées polaire (r, θ) cor-
respondantes.

Le problème revient à trouver au voisinage de r = 0, le champ de déplacement du
solide élastique Ωp définit sous la forme :

ui(r) = rαgi(θ) (1.10)

En élasticité plane, la solution fournie par [Westergaard, 1939], exprimée en coor-
données polaires et reprise dans des ouvrages spécialisés ([Labbens, 1980], [Bui, 1978],
[Leblond, 2003], [Bonnet et Frangi, 2007]), permet d’obtenir, à l’aide des fonctions d’Airy,
les déplacements et les contraintes au voisinage de la pointe de la fissure.

σrr = 1√
2πr
KI cos θ

2
(1− sin θ

2
sin 3θ

2
)− 1√

2πr
KII sin θ

2
(2 + cos θ

2
cos 3θ

2
)

σθθ = 1√
2πr
KI cos θ

2
(1 + sin θ

2
sin 3θ

2
) + 1√

2πr
KII sin θ

2
cos θ

2
cos 3θ

2

σrθ = 1√
2πr
KI cos θ

2
sin θ

2
cos 3θ

2
+ 1√

2πr
KII cos θ

2
(1− sin θ

2
sin 3θ

2
)

(1.11)

A partir des contraintes en coordonnées polaires σrr, σθθ, σrθ, il est possible de calculer
les déplacements urr, uθθ sous la forme :
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urr = 1
2µ

√
r

2π
KI cos θ

2
(k − cos θ) + 1

2µ

√
r

2π
KII sin θ

2
(k + cos θ + 2)

uθθ = 1
2µ

√
r

2π
KI sin θ

2
(k − cos θ)− 1

2µ

√
r

2π
KII cos θ

2
(k + cos θ − 2) (1.12)

avec µ le module de cisaillement, ν le coefficient de Poisson et k, la constante de
Kolosov ([Parton et Perline, 1977], [Muskhelishvili, 1963]) définie dans les deux cas par :

k =
3− ν
1 + ν

en contrainte plane

k = 3− 4ν en déformation plane

Les constantes KI et KII s’appellent facteurs d’intensité de contraintes, ils mesurent la
force de singularité des contraintes. D’après les formules donnant les champs de déplacement,
les facteurs KI et KII correspondant aux deux modes I et II sont directement proportion-
nels aux discontinuités des composantes u2 et u1 respectivement.

[[u2]](r) = u2(r,+π)− u2(r,−π) = KI
µ

(k + 1)
√

r
2π

[[u1]](r) = u1(r,+π)− u1(r,−π) = KII
µ

(k + 1)
√

r
2π

(1.13)

Le cas de chargement antiplan, donne une seule composante du déplacement u3(x1, x2).
u3 est indépendante de l’axe Ox3. Les expressions du déplacement et des contraintes dans
le voisinage de la pointe de la fissure sont :

[[u3]] =
2

µ
KIII

√
r

2π
sin

θ

2
(1.14)

et

σ13 = −KIII√
2πr

sin θ
2

σ23 = −KIII√
2πr

cos θ
2 (1.15)

Le facteur d’intensité des contraintes KIII est lui aussi proportionnel à la disconti-
nuité du déplacement tangentiel apparaissent comme des facteurs de discontinuités des
déplacements :

[[u3]](r) =
4

µ
KIII

√
r

2π
(1.16)

Les facteurs d’intensité des contraintes sont ici les facteurs de discontinuités des
déplacements. L’interprétation cinématique appliquée au facteur KI , implique que KI >
0.[Bui, 1978] affirme qu’avant la fissure du matériau, la contrainte normale σ22(r, θ = 0) >
0.
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1.4.2 Relation entre singularité et description énergétique

La relation est établie dans le cadre de l’élasticité linéaire quasi-statique et les petites
perturbations. Le taux de restitution d’énergie par unité de surface de propagation d’une
fissure G et les facteurs d’intensités de contraintes associés à une pointe de fissure sont
reliés en contrainte planes par la formule d’Irwin.

σθθ

σθr

σrθ

σrr

σθθ

σθrσrr

σrθr

y

xO

Fissure
θ

Figure 1.3: Champ de contraintes au voisinage d’une pointe de fissure

G =
K2
I −K2

II

E
(1.17)

1.5 Théorie énergétique de la rupture fragile

Une fissure est définie comme la surface S séparant localement un solide en deux
parties. Le champ de déplacement est alors discontinu à travers cette surface et les trois
composantes vectorielles de cette discontinuité définissent les trois modes de rupture.
L’objet de la mécanique de la rupture est l’étude des évolutions de propagation de cette
surface en fonction des chargements appliqués et des caractéristiques du matériau étudié.

1.5.1 Approche de Griffith

Dans le cadre de la mécanique de la rupture, en quasi-statique, l’étude des fissures
planes dans un milieu homogène a été approchée initialement par Griffith (1921) dans
[Bui, 1978]. Ce dernier à étudier la rupture de point de vue énergétique. Il suppose l’exis-
tence d’une énergie de liaison positive par unité de surface γ. Cette énergie de liaison dans
le matériau est supposée être plus basse lorsque les lèvres de la fissure sont en contact que
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lorsqu’elles sont séparées. Le problème abordé est le suivant.

Soit Ω un solide élastique avec une fissure S. Pendant la propagation de la fissure,
la géométrie de Ω change, la surface augmente de dS. Le changement de la longueur
de fissure s’accompagne à des variations de certaines quantités d’énergies. Le taux de
variation correspondant est pris comme un paramètre caractéristique de la fissure. Le
bilan de conservation de l’énergie totale du solide fissuré après accroissement dS de la
fissure est défini sous la forme :

dWtot = dWelas + dWext + dWdis + dWcin = 0 (1.18)

Les paramètres sont définis tels que dWelas est la variation de l’énergie élastique, dWext

le travail des forces extérieures ou variation de l’énergie potentielle, dWdis = 2γdS l’énergie
dissipée dans la surface pendant la procédure de séparation et dWcin la variation de
l’énergie cinétique. Pour Griffith, la variation d’énergie liée à la rupture est proportionnelle
à l’augmentation de l’aire de la fissure et s’écrit sous la forme :

dWdis = 2γdS (1.19)

γ est le taux de dissipation par unité d’accroissement de la fissure qui dépend de la
propriété des matériaux considérés. Avant propagation, le solide est en état d’équilibre
dWcin = 0, la propagation étant en cours, la fissure se propage de façon instable si l’énergie
cinétique dWcin > 0 augmente d’où :

∂

∂S
(Welas +Wext) + 2γ < 0 (1.20)

Le paramètre G définissons le taux de restitution de l’énergie est de la forme :

G = − ∂

∂S
(Welas +Wext) (1.21)

Le critère de propagation de Griffith se traduit donc par l’énergie de séparation de la
forme :

G > 2γ (1.22)

En tenant compte de dWdis = 2γdS, le bilan d’énergie dWtot se réécrit de la façon
suivante en évolution quasi-statique :

(G− γ)dS = 0 (1.23)

G apparâıt comme une grandeur caractéristique de la propagation de la fissure. En
effet, si G > 2γ présence de l’énergie disponible qui sert à rompre les liaisons, c’est
l’énergie de séparation ; si G = 2γ l’initiation de la propagation est possible, il n’y a pas
d’accroissement de l’énergie cinétique, la rupture est contrôlée. Dans ce cas la croissance
de la fissure est stable ; si G < 2γ la fissure ne se propage pas dS = 0. Ce cas défini le
critère d’arrêt de la propagation d’une fissure.
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1.5.2 Approche d’Irwin

L’idée d’[Irwin, 1958] est de porter le critère sur le facteur d’intensité KI qui caractérise
l’intensité de la singularité en mode I. Il postule l’existence d’une grandeur KIC appelée
ténacité, telle que :

KI ≤ KIC ,

{
si KI ≤ KIC pas de propagation
si KI = KIC propagation possible

(1.24)

[Irwin, 1958] considère les fissures comme les surfaces de discontinuités de déplacement
puisque chacune des trois composantes de déplacement peut être affectée. Il a observé et
définit trois modes indépendants possibles pour les mouvements respectifs des surfaces
d’une fissure. [Irwin, 1957], en s’appuyant sur les travaux de [Griffith, 1920] à montrer
que les contraintes au voisinage du front de fissure on la forme :

σij =
KI√
2πr

f Iij(θ) +
KII√
2πr

f IIij (θ) +
KIII√

2πr
f IIIij (θ) + σ0

ij + 0(
√
r) (1.25)

où r et θ sont les coordonnées polaires locales ; x = r cos θ, y = r sin θ, −π ≤ θ ≤ π.
Les fonctions fij sont des fonctions connues et σij sont des contraintes finies aux fronts de
fissure. Les trois grandeurs importantes KI , KII et KIII sont des facteurs d’intensité de
contraintes qui correspondent aux trois modes de base de déplacement relatif des lèvres
de la fissure. Ils dépendent de la longueur de la fissure, de la géométrie et des charges
appliquées. La formule d’Irwin est donnée en théorie pour une situation où coexistent les
modes I, II et III. Elle relie le taux de restitution d’énergie G aux facteurs d’intensités de
contraintes KI , KII , KIII et s’écrit sous la forme :

G =
1− ν2

E
(K2

I +K2
II) +

K2
III

2µ
=

1− ν2

E
(K2

I +K2
II) +

1 + ν

E
K2
III (1.26)

Cette formule montre que G dépend seulement uniquement de la valeur actuelle des
champs mécaniques, mais aussi de leurs formes asymptotiques au voisinage de la pointe de
la fissure. Cependant elle suppose que la propagation de la fissure se fait dans le prolonge-
ment de la direction initiale, elle suppose de plus les champs mécaniques indépendants de
x3. En présence de mode mixte (mode I + mode II), la fissure ne se propage pas en ligne
droite. La tangente est discontinue, il y a branchement de la fissure. Cette situation pose
de nombreux problèmes spécifiques. Le taux de restitution d’énergie prend la valeur :

G =
1− ν2

E
(K2

I +K2
II) (1.27)

Si KIII 6= 0, existence d’un déversement du front de fissure. La formule d’Irwin n’a
donc véritablement d’intérêt pratique qu’en mode I pur i.e., KII = KIII = 0, mais elle
reste rigoureusement exacte pour KII 6= 0 et/ou pour KIII 6= 0, mais dans le cas purement
virtuel d’une extension colinéaire et de champs mécanique constamment indépendant de
l’axe Ox3. En présence de contraintes planes, G prend la valeur de
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G =
1

E
(K2

I +K2
II) (1.28)

Nous restreignons donc au cas du mode I pur sous la formule :

G =
1− ν2

E
K2
I (1.29)

Selon [Leblond, 2003], cette formule établit l’équivalence des critères de propagation
dans la théorie d’Irwin KI = KIc et de Griffith G = Gc. La correspondance entre grandeur
critique est donnée par :

G =
1− ν2

E
K2
IC (1.30)

De nombreuses tentatives de recherches ont été menées pour évaluer le taux de resti-
tution d’énergie en présence de branchement, l’une d’entre elle consiste à reprendre le
raisonnement qui conduit à la formule d’Irwin en utilisant la forme asymptotique faisant
intervenir les facteurs d’intensités avant branchement et après branchement. En conclu-
sion, le calcul d’Irwin est applicable pour toutes longueurs lf de l’extension.

1.5.3 Autres expressions de G

Le raisonnement est rapporté à un problème plan dans le cas de l’élasticité linéaire.
Nous rapportons également toutes les grandeurs mécaniques à une unité d’épaisseur.

Soit Ω un solide élastique linéaire avec une fissure de longueur initiale lf et dlf l’ac-
croissement virtuel de la fissure.

Ti
d

Su

ST

A

Ui
d

Ti
d

Su

ST

A B

n

Ui
d

Figure 1.4: Croissance virtuelle de fissure

Le solide Ω est soumis à des sollicitations suivantes : sur la partie ∂ΩT = ST de la
frontière, on impose la force surfacique T di et sur la partie complémentaire ∂Ωu = Su, les
déplacements udi . ∂Ω = ∂ΩT ∪ ∂Ωu et ∂ΩT ∩ ∂Ωu = ∅. On cherche à évaluer le problème
du taux de restitution de l’énergie G à l’aide d’une intégrale curviligne. Le terme de
dWext défini précédemment est déjà curviligne, il suffit de transformer le terme dWelas

de variation d’énergie élastique en intégrale curviligne. L’énergie cinétique est négligée



Théorie énergétique de la rupture fragile 17

(dWcin = 0) dans les calculs.

Le problème revient à considérer les champs élastique solution du problème aux limites
dépendant de la longueur de la fissure. On écrit G sous la forme :

G = − ∂

∂lf

∫
Ω

W (εij) dw +

∫
∂ΩT

T di
∂ui
∂lf

ds = − ∂

∂lf

∫
Ω

W (εij) dw +

∫
∂Ω

Ti
∂ui
∂lf

ds (1.31)

En remplaçant ∂ΩT par la surface ∂Ω, de telle sorte que ∂−→u
∂lf

= 0 sur ∂Ωu et en utilisant

le principe des puissances virtuelles ou travaux virtuels, nous pouvons écrire le premier
terme du dernier membre de G sous la forme :

∂

∂lf

∫
∂ΩT

1

2
σijεij dw =

1

2

∫
∂Ω

Ti
∂ui
∂lf

ds (1.32)

Les tractions Ti et ∂Ti
∂lf

sont nulles sur la fissure, il est possible de remplacer ∂Ω par Ω.

G =
1

2

∫
∂Ω

(Ti
∂ui
∂lf
− ui

∂Ti
∂lf

) ds (1.33)

Sachant que ∂Ω = ∂ΩT ∪ ∂Ωu, l’expression de G peut être écrit sous la forme :

G =
1

2

∫
∂ΩT

T di
∂ui
∂lf

ds− 1

2

∫
∂Ωu

udi
∂Ti
∂lf

ds (1.34)

Une application à cette formule donne le cas d’un chargement à un paramètre. Soit
Q, un effort général appliqué et q, la grandeur cinématique conjuguée de telle sorte que
la grandeur des efforts extérieurs soit égale à Qq̇. (Q est une force ponctuelle exercée sur
un point de Ω et q le déplacement de ce point dans la direction de la force). L’intégrale∫
∂Ω
Ti

∂ui
∂lf

ds est le travail des efforts extérieurs dans le déplacement ∂ui
∂lf

, donc décrit un

comportement de la forme :Q ∂q
∂lf

. De même pour l’intégrale
∫
∂Ω

∂Ti
∂lf
ui ds = q ∂Q

∂lf
. La relation

de G devient :

G =
1

2
(Q

∂q

∂lf
− ∂Q

∂lf
q) (1.35)

On introduisons la raideur R(lf ) et la complaisance C(lf ) en fonction de la longueur
lf de la fissure, on peut écrire respectivement pour la raideur Q = R(lf )q et pour la
complaisance q = C(lf )Q. On écrit G en fonction de la raideur

G = −1

2
q2dR

dlf
(1.36)

et en fonction de la complaisance sous la forme :

G =
1

2
Q2dC

dlf
(1.37)
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D’après [Leblond, 2003], les formules de la raideur et de complaisance possèdent une
interprétation graphique sur la courbe effort-déplacement

1.6 Théorie des forces de cohésion de Barenblatt

Ce sont des forces attractives F s’exerçant entre les particules de part et d’autres du
plan de séparation AB, situées dans une très petite zone de largeur d << lf . D’après
[Bui, 1978], les forces de cohésion ont la particularité de dépendre de l’écartement des
particules. Pour les faibles écartements v, on a une réponse quasi-élastique. Pour les
écartements importants dépassant certaines valeurs vm, les forces disparaissent. La force
F est donc une fonction non linéaire de l’écartement v des particules.

A
F

F

Vm

B

d Vm V

F

0

Forces de cohésion

Figure 1.5: Forces de cohésions en fonction de l’écartement F (v)

On considérons une fissure immobile AB (voir figure 1.5) qui s’ouvre sous l’action des
forces extérieures. On peut écrire :

K ′(A)−KI(A) = 0 (1.38)

avec K ′(A), le facteur d’intensité donné par la relation :

K ′(A) =

∫ d

0

kp(x1, A)F [v(x1)] dx1 (1.39)

kp(x1, A) est la fonction poids de Bueckner, c’est le Facteur d’Intensité des Contraintes
en mode I, à la pointe A. [Barenblatt, 1962] fait l’hypothèse qu’au moment de la rupture,
la forme de l’ouverture de la fissure dans la petite zone de largeur d est toujours la
même quelque soit le chargement ou la géométrie de la structure. La valeur critique KIC

rattachée aux forces de cohésion est donnée par

KIC =

∫ d

0

kp(x1, A)FC(x1) dx1 (1.40)

FC(x1) est une force qui remplace les forces de cohésion F [v(x1)]. Lorsque d est très
petit devant lf , et lorsque les forces de cohésion sont importantes, la forme de l’ouverture
de la fissure v(x1) dans la zone critique est entièrement déterminée par la courbe F (v)
entre la force de cohésion et l’écartement. Lorsque la fissure se propage d’une longueur
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unité, ([Willis, 1975a], [Willis, 1975b]) le travail effectué par les forces de cohésion est égal
à l’aire sous la courbe F (v) est précisément :

τ =
1− ν2

E
K2
IC (1.41)

Cette formule est également obtenue en déformation plane dans laquelle KIC est
donné par l’expression ci-dessus et qui se trouve en parfaite accord avec la théorie de
[Griffith, 1920] en identifiant τ à 2γ.

En conclusion, les théories de [Griffith, 1920], d’[Irwin, 1957] et de [Barenblatt, 1962]
se rejoignent, bien qu’elles soient basées sur les considérations différentes. [Griffith, 1920],
fait une interprétation énergétique plus globale, mais sans précisé la nature des forces
qui entre en jeux dans la séparation. [Irwin, 1957], ne prend pas en compte les forces de
cohésions, sont point de vue conduit à une résolution du problème en mécanique linéaire.
Par contre [Barenblatt, 1962] attribue aux forces de cohésion un rôle important dans la
rupture, il considère les champs mécaniques finis dans tout le solide.

1.7 Théorie des intégrales de contour

Le milieu pris en compte est supposé homogène, isotrope élastique linéaire, sauf dans
la région D où il peut exister certains défauts tels que : l’inclusion, cavités, dislocations ou
fissures. L’analyse élastique linéaire d’une structure fissurée conduit souvent à introduire
les coefficientsK. Une autre façon de caractériser la singularité du champ de contraintes au
voisinage de la pointe des fissures est d’étudier certaines intégrales de contour qu’on peut
déduire de la loi de conservation de l’énergie. Parmi les intégrales de contour, l’intégrale
J de Rice et l’intégrale I de Bui sont sans doute les plus connues.

1.7.1 Intégrale J de Rice

Considérons le problème définit par la figure ci-dessous.

Soit C un contour entourant la pointe de la fissure et −→n sa normale sortante. Soit
Pi(σ, ε(u)), la densité volumique de déformation élastique. L’intégrale de [Rice, 1968] est
alors définie par l’expression

J =

∫
C

(Pini − σijnj
∂ui
∂xi

)dC (1.42)

Cette intégrale J est indépendante du contour ouvert d’intégration C. Pour le démontrer,
il suffit de supposer un contour fermé constitué de deux contours ouverts C1 et C2 et deux
segments sur les lèvres de la fissure AA1 et BB1 (voir figure). Par application de la for-
mule de Green, l’intégrale est nulle sur le contour fermé et nulles également sur les deux
segments où ni = 0 et σij = 0 d’après les conditions aux limites des contraintes nulles sur
les lèvres de la fissure. On peut donc appliquer l’intégrale J sur le contour voisin de la
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Figure 1.6: Fissure en mode I et II
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Figure 1.7: Contour d’intégration de l’intégrale J
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pointe de la fissure avec les champs de contraintes définit par l’expression 2 ci-dessus et
de déplacements définit par les expressions 3. Cela revient à trouver :

J =

{
1
E

(K2
I +K2

II) en contrainte plane

(1−ν2)
E

(K2
I +K2

II) en déformation plane
(1.43)

1.7.2 Intégrale I de Bui

C’est une intégrale curviligne définie le long du contour C.

I =

∫
C

(uinj
∂σij
∂xi
− P ?

i ni)dC (1.44)

avec P ?
i , l’énergie volumique complémentaire de déformation élastique. On démontre

que l’intégrale I est exactement identique à l’intégrale J en faisant les mêmes hypothèses
que celle de l’intégrale J . I est aussi indépendant du contour C et s’écrit :

I = J =

{
1
E

(K2
I +K2

II) en contrainte plane

(1−ν2)
E

(K2
I +K2

II) en déformation plane
(1.45)

Il est important de noté que les champs mécaniques dans la région singulière sont
mal connus. Seuls les champs lointains peuvent être connus avec plus de précision. Les
propriétés d’invariance de J ou de I par rapport au contour d’intégration fournit un
moyen numérique de transfert d’information de la zone extérieur vers la région singulière
et réciproquement.

1.8 Les modèles des forces cohésives

Les modèles pour les forces cohésives considèrent souvent la présence d’une zone
d’élaboration en tête de fissure dans laquelle les forces de cohésions attractives normale
σn et ou tangentielle σt résistent à la séparation des lèvres de la fissure, caractérisée par
le saut de déplacement [[u]](x) = u+(x)− u−(x).

Interaction 
(Forces Cohésives FC) 

Zone saine
Lzs

Zone libre
 Lzl

Zone Cohésive
 Lzc

Pointe de fissure

Pf

Figure 1.8: Représentation schématique de la zone cohésive située de-
vant la fissure macroscopique en mode I
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Pour décrire le comportement de la figure, on se donne la loi d’interaction qui lie les
forces cohésives Fc aux saut de déplacements [[u]] en sachant que les forces de cohésions ont
la particularité de dépendre du saut de déplacement [Jaubert, 2006]. Le taux de restitution
de l’énergie critique Gc est :

Gc =

∫ lc

0

Fc([u])d[[u]] (1.46)

1.8.1 Modèle de Dugdale

Ce modèle décrit l’évolution des forces de traction σn en fonction du saut de déplacement
normale [[un]]. Le saut reste nul tant que la force n’atteint pas la valeur critique σc, on
utilise le comportement d’un solide rigide parfait jusqu’à un seuil d’ouverture au-delà
duquel l’interaction des lèvres devient nulle (voir figure de Dugdale).

Les forces s’opposant à l’ouverture de la fissure sont constantes dans toute la zone
d’élaboration. La densité d’énergie de surface s’écrit :

φ([[un]]) =

{
Gc
δc

[[un]] si 0 ≤ [[un]] ≤ δc
Gc si [[un]] ≥ δc

(1.47)

La fonction φ([[un]]) dénotant le saut de déplacement est bilinéaire : elle est linéaire
croissante jusqu’à ce que le saut de déplacement [[un]] atteint le saut critique δc puis est
constante et égale à Gc pour [[un]] ≥ δc. De ce faite, l’énergie de surface de Dugdale est
un cas particulier de l’énergie de surface de type Baranblatt, et reste une énergie cohésive
initialement rigide.

o δC δN

σC

σN

Figure 1.9: Loi d’interaction de Dugdale dans la direction
normale
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1.8.2 Modèle de Barenblatt

Modèle introduit courant les années 1960, la théorie de ce modèle est rapprochée a
celle de Griffith. [Barenblatt, 1962] et [Goodier, 1975] admettent l’existence d’une zone
dans laquelle les molécules peuvent être écartés de δ, cet écart résulte des contraintes
de cohésion qui s’opposent à la séparation franche. Les contraintes de cohésion δ = 0
sont nulles à l’extrémité de la zone de cohésion et varient en fonction de l’écartement
δ suivant la loi du matériau. En exprimant la variation d’énergie potentielle dans une
intégrale de contour, [Rice, 1968] a montré que, tant que la zone de cohésion est petite, la
variation d’énergie potentielle dans une extension dlf de la fissure est liée aux contraintes
de cohésion par l’expression :

dP

dlf
= −ep

∫ δt

0

σ(δ)dδ (1.48)

Cette expression traduit l’équivalence entre l’énergie de surface de Griffith et les forces
de cohésion de Barenblatt. Avec ep l’épaisseur du matériau. L’énergie de Griffith ou
les forces de cohésion de Baranblatt absorbent dans la zone de l’extrémité de la fissure
l’énergie potentielle libérée en conservant l’énergie sous forme mécanique, et en considérant
le phénomène réversible [Labbens, 1980].

1.8.3 Modèle de Needleman

Ce modèle décrit l’évolution des forces de cohésion normale σn et tangentielle σt en
fonction des composantes δn et δt du saut de déplacement [Needleman, 1987]. La figure
ci-dessous présente l’évolution de force normale en fonction du saut normal lorsque le saut
tangentiel est nul.

FC

F

lCO [u]

Figure 1.10: Loi d’interaction de Needleman dans la direction normale

Le saut critique δc au delà du quel l’interaction entre les lèvres de fissure deviennent
nulles ainsi que la résistance au glissement par rapport à la résistance normale. Lorsque
δn < 0, la valeur de la contrainte σn intervienne dans le rôle de pénalisation afin de tenir
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compte de la condition de non pénétration des lèvres de la fissure. Ce modèle ne fait
intervenir le paramètre δc.

1.9 Fissure traversant une plaque

La théorie de la rupture fragile, en quasi-statique, a été généralisée au cas des plaques
[Labbens, 1980]. On élasticité plane, on montre que les solutions du problème s’applique
à une plaque dans le cas d’une charge de traction normale exercée sur la face de la plaque
et le cisaillements nuls sont appliqués en tout point même dans le cas d’une épaisseur
quelconque.

σzz = ν(σxx + σyy) (1.49)

Il a été démontré par [Sih et al., 1966] que lorsque la plaque est traversée par une
fissure, et si la plaque est suffisamment épaisse, la déformation plane s’établit partout
sauf au voisinage des faces de la plaque. Dans ce cas le front de fissure s’oppose à la
contraction transversale. La déformation plane ne subsiste plus lorsqu’on s’éloigne du
front de fissure. La solution plane n’est plus valable puisque les contraintes varient dans
l’épaisseur de la plaque. Dans le cas d’une plaque épaisse dont les faces sont libres, la
solution du problème est tridimensionnel, seule la zone singulière admette une solution
de déformation plane [Bui, 1978].

1.9.1 Fissure transversale dans une plaque infinie 2D

Soit une plaque de longueur infinie et de largeur 2L. Une fissure de longueur 2lf se
trouve centrée dans le sens de la largeur de la plaque. La fissure est définie en mode I.

Sur la plaque, on exerce une traction uni-axiale σ > 0 à l’infini. En déformation plane,
les facteurs d’intensités de contraintes à chacune des deux pointes sont donnés :

KI = σ

√
πlf

cos
πlf
2L

, KII = 0 (1.50)

Lorsque la longueur de la fissure lf augmente et tende vers la largeur L de la plaque,
i.e. si lf → L, le facteur KI → ∞ et si L → ∞ pour une longueur lf fixée, on retrouve
l’expression d’Irwan dans le cas d’une ellipse très plate. Le facteur KI est égal à KI =
σ
√
πlf . Pour le cas d’un effort de compression uni-axiale σ < 0 appliqué à l’infini, la

fissure reste en contacte et devient invisible. On a KI = KII = 0 pour σ < 0.

1.9.2 Fissure centrale dans un milieu élastique cas de Dugdale-
Baremblatt

Il s’agit d’un modèle de fissure de longueur finie dans un massif soumis aux efforts de
tractions uniformes σ22 = σ∞. La solution de ce problème à une importante application
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dans la théorie de la rupture, [Bui, 1978]. Le modèle est caractérisé par l’existence des
forces de cohésions particulières constante égale à la limite d’élasticité en traction σ0, sur
la largeur R.

x2

x1

a c

R

σinf

σinf

Figure 1.11: Modèle de fissure de longueur finie dans un massif infinie
soumis à la traction σ22 = σ∞ : Dugdale-Barenblatt

Dans la figure ci-dessus, 2c est la longueur totale de la coupure, 2a la longueur de la
fissure proprement dite, c’est aussi l’intervalle où la traction est identiquement nulle. Les
conditions aux limites sur la longueur de la fissure s’écrit :

σ0
22(x1, 0) =

∣∣∣∣ −σ∞ |x1| < a
−σ∞ + σ0 a < |x1| < c

à l’infinie, on a :

σij = 0(| x1 |2)

La fonction Φ
′
(x) du problème est de la forme :

Φ
′
(x) =

(z2 − c2)
−1
2

2iπ

∫ +c

−c

σ0
22(t, 0)

−i(c2 − t2)
−1
2 (t− z)

dt (1.51)

Dans ce modèle caractérisé par des forces de cohésion, on demande que les contraintes
soient finies aux points z = ±c, et les facteurs d’intensités nuls en ces points. Φ

′
(z) est

une fonction régulière au point z = c, ce qui introduit la nullité de l’intégrale ci-dessus au
point z = c. ∫ +c

−c

σ0
22(t, 0)

−i(c2 − t2)
−1
2 (t− z)

dt = 0 (1.52)
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En explicitant la relation ci-dessus et en tenant compte des conditions aux limites, on
peut écrire la relation permettant d’obtenir la largeur de la zone des forces de cohésion :

R = c− a = a

[
1

cos(πσ
∞

2σ0
)
− 1

]
(1.53)

Il est aussi important de noter que R est plus petit que la force de cohésion δ est
grande. La discontinuité normale δ est par définition la discontinuité de u2(a) calculée au
point a. Cette discontinuité a été calculée par [Burdekin et Stone, 1966] et donnée par la
relation :

δ = u+
2 (a)− u−2 (a) =

k + 1

πµ
σ0a log

∣∣∣∣∣ 1

cos(πσ
∞

2σ0
)

∣∣∣∣∣ (1.54)

Dans l’hypothèse de contrainte plane et pour le cas de chargements faibles, un développement
limité autour du terme σ∞ donne la relation de discontinuité sous la forme :

δ =
πσ2
∞a

Eσ0

(1.55)

Si l’on considère que la fissure a pour longueur 2a correspondant à l’intervalle où la
traction est nulle, on peut alors introduire le facteur d’intensité KI = σ∞

√
πa et obtenir

le paramètre δ sous la forme δ =
K2
I

Eσ0
. Cette dernière relation établie l’équivalence entre

la théorie du KIC et certaine théorie de la rupture basée sur l’ouverture critique de la
fissure δc. Le modèle de Dugdale-Baremblatt est un modèle de force de cohésion, et de
forces attractives entre les particules de deux faces de la fissure d’intensité constante. Il est
surtout utilisé pour introduire la plasticité en fond de fissure. On suppose que la plasticité
se trouve localisée sur le ligament de largeur R. Dans la zone plastique de largeur R,

lorsque le chargement est faible (déformation plastique confinée) on a R =
ΠK2

I

2σ2
0

.

1.9.3 Fissure circulaire dans un solide infini : solution de Sned-
don du problème plan de Griffith

Dès les années 1945, Sneddon à résolu le problème plan de Griffith à partir de la
solution de Wetersgaard. Pour le problème d’un plan fissuré soumis à l’infini à une traction,
les expressions des premiers termes des contraintes sont obtenues par [Sneddon, 1946] à
partir d’un développement limité au voisinage de front de fissure sous la forme :

σxx = σ
√

a
2r

cos θ
2
(1− sin θ

2
sin 3θ

2
) + 0(

√
r
a
)

σyy = σ
√

a
2r

cos θ
2
(1 + sin θ

2
sin 3θ

2
) + 0(

√
r
a
)

τxy = σ
√

a
2r

cos θ
2

sin θ
2

sin 3θ
2

+ 0(
√

r
a
)

(1.56)
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La fissure s’ouvre en forme d’une petite ellipse. Dans sa résolution, l’auteur donne
les éléments pour le calcul des premiers termes des déplacements au voisinage du front
de fissure. Pour une fissure circulaire, l’auteur utilise les équations de l’élasticité par la
transformation de Fourrier, et donne les expressions des premiers termes des contraintes
dans un trièdre lié à la normale −→n et à la tangente

−→
t sous la forme :

σnn = 2
π
σ
√

a
2r

cos θ
2
(1− sin θ

2
sin 3θ

2
) + 0(

√√
r
a
)

σzz = 2
π
σ
√

a
2r

cos θ
2
(1 + sin θ

2
sin 3θ

2
) + 0(

√
r
a
)

σtt = 2ν 2
π
σ
√

a
2r

cos θ
2
− 0(

√
r
a
) = ν(σnn + σzz)

τzn = 2
π
σ
√

a
2r

cos θ
2

sin θ
2

sin 3θ
2

+ 0(
√

r
a
)

(1.57)

Il y a des similitudes entre les expressions (1.56) et (1.57). Pour les fissures circulaires,
il est nécessaire de noté l’existence de la déformation plane dans le plan normal sous la
forme σtt = ν(σnn + σzz). Le même problème pour une fissure elliptique a été résolu par
[Green et Sneddon, 1950], les expressions générales ont été obtenues sans développement
limités en isolant les termes singuliers.

1.9.4 Fissure elliptique dans un solide soumis à une traction
normale uniforme

La solution de Sneddon du problème de fissure circulaire soumise à une certaine con-
trainte d’ouverture normale avait montré l’existence d’un facteur des contraintes. Dès les
années 1961, [Irwin, 1962] généralise la fissure elliptique soumise à une contrainte uni-
forme d’ouverture les résultats de Sneddon sur la fissure circulaire.

[Green et Sneddon, 1950] avaient montré au par avant que la fissure elliptique s’ouvrait
en petit ellipsöıde. [Irwin, 1956], [Irwin, 1957], [Irwin, 1962], montre que dans un plan
normal au voisinage du front de fissure, r petit et θ = π. donne le premier terme de
l’ouverture de la fissure sous la forme :

η =
2(1− ν2)

E

σ

ζ(k)

√
2ar

c
(a2 cos2 φ+ c2 sin2 φ)

1
4 (1.58)

avec ζ(k) une fonction d’intégration elliptique de seconde espèce, donnée par :

ζ(k) =

∫ 2
π

0

√
1− k2 cos2 φdφ (1.59)

avec k2 = 1− a2

c2
égale à 1 pour le segment de droite (k = 1) et π

2
pour une circonférence

(k = 0).
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Φ

A

B t

x

y

η

x=a sinΦ
y=a cosΦ

Figure 1.12: Fissure elliptique soumise à une contrainte uniforme

Irwin montre aussi que sur un arc d’ellipse ds petit devant les dimensions de l’ellipse
cette ouverture varie très peu, et peut être identifiée à une ouverture en déformation
plane.

η =
2(1− ν2)

E
KI(φ)

√
2r

π
(1.60)

avec

KI(φ) =
σ
√
πa

ζ(k)
(sin2 φ+

a2

c2
cos2 φ)

1
4 (1.61)

Au sommet du petit axe de l’ellipse, KI est maximal pour φ = π
2

KImax =
σ
√
πa

ζ(k)

Pour une circonférence, a = c, ζ(k) = π
2
, on retrouve le résultat de Sneddon :

KI =
2

π
σ
√
πa

Pour une ellipse très plate, le rapport a
c
→ 0 (a

c
= 0) ce qui donne la fonction d’intégrale

elliptique ζ(k) = 1, d’où :

KI = σ
√
πa

[Kassir et Sih, 1966] ont montré que pour un chargement plus complexe comprenant
les tractions et les cisaillements appliqué à ellipse en tout point du contour, il existe un
champ de contrainte singulier complexe contenant les modes I et II en déformation plane.
La technique n’est limitée aux chargements uniformes.
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1.10 Propagation des fissures en mode mixte (2D)

Lorsqu’une fissure est soumise simultanément à plusieurs modes de chargement, on
cherche souvent à trouver l’intensité de sollicitation à laquelle la rupture se produit, et
aussi la direction dans laquelle la fissure se propage. Dans pareil cas, on utilise souvent
dans la littérature les critères de rupture. [Griffith, 1920] dans [Labbens, 1980] à étudier
une plaque plane soumise aux efforts de tractions Q suivants l’axe Ox1 et Pc suivant l’axe
Ox2, évidée d’une ellipse aplatie dont le petit rayon b et le grand rayon a sont tels que
b << a. Le grand axe de l’ellipse fait l’angle θ avec l’axe Ox1.

Le cas θ = 0, l’auteur montre que l’instabilité de la fissure, est une ellipse très plate
avec b→ 0 et une charge de traction égale :

P 2
c =

2Eγ

aπ(1− ν2)
(1.62)

La contrainte σyy créée par le chargement au sommet du grand axe pour le rayon de
courbure ρc de l’ellipse est égale à :

σyy = 2Pc

√
a

ρc
= 2Pc

a

b
avec ρc =

b2

a
(1.63)

1.10.1 Critère de la contrainte d’ouverture maximale

Critère important dans le cas de propagation des fissures en mode mixte. Pour simpli-
fier les calcules, [Erdogan et Sih, 1963] ont fait les hypothèses suivantes : au moment de
la rupture, la fissure se propage dans la direction pour laquelle la contrainte tangentielle
est maximale, et la fissure est instable lorsque :

KIC = σθθmax
√

2πr (1.64)

En partant de l’idée que l’ouverture d’une fissure est provoquée par la contrainte
σθθ normale. La direction de l’extension s’obtienne par dérivation, on dérive l’expression
asymptotique σθθ définit en coordonnées polaires en mode mixte (KI et KII) par rapport
à θ.

∂σθθ
∂θ

= − 1
2
√

2πr
sin θ

2
(KI cos2 θ

2
− 3

2
KII sin θ)− 1√

2πr
cos θ

2
(KI cos θ

2
sin θ

2
+ 3

2
KII cos θ)

= −3
4

cos θ
2
[KI sin θ +KII(cos θ − 1)]

(1.65)
La contrainte σθθ est maximale lorsque la contrainte de cisaillement s’annule. En util-

isant l’expression asymptotique définie en coordonnées polaires en mode mixte, on a :

KI(−
3

2
sin

θ

2
− 3

2
sin

3θ

2
) +KII(−

3

2
cos

θ

2
− 9

2
cos

3θ

2
) = 0 (1.66)
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Sachant que sin θ
2

+sin 3θ
2

= 2 sin θ cos θ
2

et cos θ
2

+cos 3θ
2

= 2 cos θ cos θ
2
. L’utilisation de

ces expressions trigonométriques permette de simplifier l’équation de contraintes définie
en coordonnées polaires sous la forme :

KI sin θ +KII(3 cos θ − 1) = 0 (1.67)

La direction θ0 de l’extension est celle pour laquelle σrθ(θ0) = 0, ce qui permet d’écrire :

KI sin θ0 +KII(3 cos θ0 − 1) = 0 (1.68)

La relation entre KI , KII et KIC définie le critère de propagation en mode mixte.

cos
θ0

2
[KI cos2 θ0

2
− 3

2
KII sin θ0] = KIC (1.69)

θ0 ∈] − π; π[ est l’angle de la propagation de la fissure. Pour le mode I pur KII = 0,
θ0 = 0 tandis que pour le mode II pur KI = 0, θ0 = − arccos 1

3
= −70.5◦.

Mandel dans [Labbens, 1980] et [Bui, 1978] précise que la direction θ de propagation

de la fissure est celle pour laquelle le vecteur contrainte
−→
T = (σθθ, σrθ) est définit dans le

plan (σθθ, σrθ). [Bui, 1978] réécrit les contraintes en leur donnant une forme simple :

σθθ(r, θ) = Kθθ(θ)√
2πr

σrθ(r, θ) = Krθ(θ)√
2πr

(1.70)

en définissant des facteurs d’intensités effectifs :

Kθθ(θ) = 1
4
KI(3 cos θ

2
+ cos 3θ

2
)− 1

4
KII(sin

θ
2

+ sin 3θ
2

)

Krθ(θ) = 1
4
KI(3 sin θ

2
+ sin 3θ

2
) + 1

4
KII(cos θ

2
+ 3 cos 3θ

2
)

(1.71)

La fissure se propage donc selon la direction où la valeur Krθ(θ) = KT (θ) est nulle, et
lorsque Kθθ(θ) = KN(θ) atteint la valeur de la ténacité du matériau KIC (Krθ(θ0) = KIC

et Krθ(θ0) = 0).

L’avantage de ce critère est la facilité de sa mise en œuvre, basée uniquement sur la
notion de facteur d’intensité de contraintes. Il peut cependant parâıtre discutable dans
la mesure où le champ de contraintes locales en fond de fissure est seulement un champ
approché [Bouchard, 2000]. De plus, l’existence d’une zone non élastique en fond de fissure
modifie également la répartition de contraintes.

1.10.2 Critère de densité d’énergie minimale de déformation

Au voisinage de la pointe de fissure où l’on calcule la densité de l’énergie de déformation
w(ε) =

∫
σijdεij = 1

2
σijεij, le champ des contraintes est singulier avec les valeurs r

−1
2 .

Pour la déformation plane des modes I et II, la partie singulière du tenseur des con-
traintes ne dépend que des coordonnées polaires (r, θ). [Sih, 1974] propose un critère de
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densité d’énergie minimale de déformation, le critère stipule qu’au cours de la fissuration
l’amorçage de la propagation se produit dans la direction radiale le long de laquelle la
densité d’énergie de déformation est minimale et atteint sa valeur critique. L’énergie de
déformation peut s’écrire :

W =
S(θ)

r
(1.72)

avec S(θ), la densité d’énergie de déformation s’écrivant :

S(θ) =
1

π
(c11K

2
I + 2c12KIKII + c22K

2
II) (1.73)

où les coefficients cij(i, j = 1, 2, 3) sont donnés par :

c11 = 1
16µ

(1 + cos θ)
[

2
3
(1− 2ν)2 + 1− cos θ

]
c22 = 1

16µ

[
2
3

(
1− 2ν)2(1− cos θ + 4− 3 sin2 θ

)]
c12 = 1

16µ

[
2 sin θ

(
cos θ − 1

3
(1− 2ν)2

)]
c33 = 1

4µ

(1.74)

avec µ : le module de Coulomb. Le critère de propagation s’écrit :

∂S(θ)
∂θ

= 0

∂2S(θ)
∂θ2
≥ 0

(1.75)

Pour θ = θ0, la valeur critique de la densité d’énergie de déformation vaut :

Scr(θ0) =
(1− 2ν)

4πµ
K2
Ic (1.76)

Pour le mode I pur on a θ0 = 0 et pour le mode II pur on a θ0 = 79.2◦.

1.11 Loi de propagation des fissures

On s’intéresse ici à la loi de propagation de Griffith qui repose sur l’hypothèse de
l’absence des forces cohésives i.e. pour les matériaux fragiles, on introduit le concept
de l’absence des forces cohésives. On prend en compte, la ténacité et la densité sur-
facique d’énergie de fissuration. La fissure reste irréversible, par contre la stabilité intro-
duit l’énergie potentielle et l’énergie de fissuration pendant la phase de propagation. Cette
stabilité conduit au critère de propagation qui consiste à faire une comparaison entre le
taux de restitution d’énergie potentielle et le taux de création d’énergie de fissuration.
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Table 1.1: Exemple des valeurs de module d’Young, de ténacité et de densité d’énergie
de surface des matériaux ([Lawn, 1993]).

Matériaux E (MPa) KIC (MPa.m
1
2 ) Gc (J m−2)

Diamant 1000 4 15
Silice 70 0.75 8
Acier 200 20-200 50-50000
Béton 30 1-1.5 30-80
Pâte de ciment 20 0.5 10

1.11.1 Critère de propagation des fissures

1.11.1.1 Ténacité du matériau - critère d’Irwin

La description de propagation de fissure en mécanique de la rupture est l’œuvre d’Ir-
win. Ce dernier, courant les années (1957), à étudier la propagation de la fissure au point
singulier du front de la fissure. Au cours de cette même décennie, [Muskhelishvili, 1963]
dans [Marigo, 2010] introduit les solutions analytiques en 2D basées sur la théorie des po-
tentiels complexes, [Irwin, 1957] introduit la loi d’évolution des fissures basée sur les fac-
teurs d’intensités des contraintes. Ce dernier introduit la notion de ténacité d’un matériau
isotrope en postulant qu’il existe une valeur critique K1c du facteur d’intensité des con-
traintes KI en mode I en deçà de la quelle la fissure ne peut pas se propager. [Marigo, 2010]
affirme que la ténacitéK1c est une caractéristique du matériau, indépendant de la géométrie,
du comportement et du chargement de la structure. La loi reste insuffisante puisqu’il ne
prend en compte que le cas des matériaux isotropes de plus elle est facile d’application
que pour le mode I d’ouverture de fissures. On élasticité plane, la loi d’Irwin s’écrit :

KI ≤ K1c,

{
si KI ≤ K1c pas de propagation

si KI = K1c propagation possible
(1.77)

Dans le cas de chargement en mode II pur i.e., KI = 0, la loi considère que la fissure
ne se propage pas quelque soit l’intensité du chargement. Dans le tableau ci-dessous, on
trouvera les ordres de grandeurs de ténacité, les modules d’Young et les densités d’énergie
de surface pour différents matériaux.

1.11.1.2 Énergie de fissuration : Hypothèse de Griffith

L’énergie potentielle représente l’énergie emmagasinée par la structure essentiellement
sous forme élastique, en réponse aux différentes sollicitations. Cette énergie n’est toujours
pas permanente puisqu’elle disparâıt dès qu’on relâche les efforts. Par contre l’énergie de
fissuration est liée à l’hypothèse faite sur la cohésion ou la non cohésion des fissures. Pour
les différenciées, [Marigo, 2010] précise que l’énergie potentielle est globale, dépende à la



Loi de propagation des fissures 33

fois de la géométrie du chargement et du comportement et l’énergie de fissuration reste
locale donc possible de la mesurée. Dans le cadre de la théorie de Graffith, l’énergie de
fissuration d’une structure dans un état de fissuration Γ s’écrie :

D(Γ) =

∫
Γ

GC(x, n(x))dS (1.78)

GC étant la densité surfacique d’énergie de fissuration effective. La formule d’Irwan
qui relie KIC à GC en mode I d’ouverture des fissures et en déformations planes :

GC =
1− ν2

E
KIC (1.79)

1.11.1.3 Loi de propagation de Griffith

Soit P (t, lf ), l’énergie potentielle de la structure à l’équilibre à l’instant t dans un état
de fissuration (réel ou virtuel) Γ dépend à la fois de t et de Γ. Le paramètre temps t
serve à décrire le trajet de chargement et l’évolution de l’état du milieu considéré. Sous le
chargement, la fissuration va évoluer, l’état de fissuration réel à l’instant t est noté Γ(t). Si
on se donne l’état de fissuration initial Γ0, le trajet de chargement et l’état de fissuration
seront décrit par la loi qui régit t 7→ Γ(t).

1.11.1.4 Critère de stabilité de Griffith

Critère énergétique qui consiste à comparer le taux de restitution d’énergie potentielle
P (t, lf ) au taux de création d’énergie de fissuration. La fissure évolue tant que la structure
continue a emmagasinée l’énergie potentielle pour créer de nouvelles surfaces fissurée i.e
si G > GC . Si G ≤ GC , la structure fissurée ne peut être d’équilibre stable. Pour une
fissuration ne dépendant que d’un seul paramètre lf est décrit par des expressions ci-
dessous. Connaissant l’état initial lf (0) = lf0, en considérant que l’énergie potentiel est
une fonction dérivable de la longueur de la fissure lf , le problème décrivant l’évolution de
cette longueur en fonction du temps t revient a écrire suivant la loi de Griffith. Trouver
t 7→ lf (t) pour t > 0 tel que :

∂lf
∂t

(t) ≥ 0 ∀t

− ∂P
∂lf

(t, lf (t)) ≤ dD
dlf

(lf (t)) ∀t
(1.80)

L’énergie potentielle est fonction de variable P (t, lf (t)) et l’énergie de fissuration est
fonction de la variable D(lf ). Le bilan énergétique conduit a écrire :[

∂P

∂lf
(t, lf (t)) +

dD

dlf
(lf (t))

]
∂lf
∂t

(t) = 0 ∀t (1.81)

Pendant l’évolution de la fissure, la structure restitue de l’énergie potentielle et crée
l’énergie de fissuration. On suppose que l’évolution de la fissuration est continue en temps.
On doit avoir G = Gc lorsque la fissure se propage.
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1.11.1.5 Fissuration dépendant de n paramètres

Cette situation se rencontre en 2D dans le cas où il y a n pointes de fissures susceptibles
de se propager suivant un trajet prédéfinit. Ce cas peut aussi se rencontrer en 3D si l’on
restreint la forme de la fissure en supposant par exemple qu’elle est elliptique en prenant la
longueur des deux axes pour paramètres. Soit lf = (lf1, ..., lfn) les n paramètres, l’énergie
potentielle est une fonction P (t, lf ) et l’énergie de fissuration est la fonction D(lf ). La
condition d’irréversibilité se traduise par :

∂lfi
∂lf

(t) ≥ 0 ∀i (1.82)

Le taux de restitution d’énergie par :

G = −
n∑
i=1

∂P

∂lfi
(t, lf (t))vi (1.83)

Le taux de création d’énergie par :

δD =
∑ ∂D

∂lfi
(lf (t))vi (1.84)

Le critère de stabilité revient à écrire G ≤ δD ce qui s’écrit :

− ∂P

∂lfi
(t, lf (t)) ≤

∂D

∂lfi
(lf (t)) ∀i (1.85)

En tenant compte de l’irréversibilité et du critère de stabilité, le bilant d’énergie :[
∂P

∂lfi
(t, lf (t)) +

∂D

∂lfi
(lf (t)

]
∂lfi
∂t

(t) = 0 ∀i (1.86)

1.12 Exemple d’application analytique : Essai Dou-

ble Cantilever Beam (DCB)

Pour illustrer le modèle théorique présenté dans la partie précédente, nous allons voir
comment résoudre analytiquement le problème de propagation de fissure suivant la loi
de Griffith à partir d’un essai Double Cantilever Beam (DCB). Rappelons que dans la
théorie de Griffith, la propagation des fissures est régie : par le principe d’irréversibilité en
sachant que la fissure ne peut que crôıtre, par le principe de stabilité, en sachant que la
fissure se propagera s’il existe une direction de propagation suivant laquelle la restitution
d’énergie potentielle sera suffisante pour fournir l’énergie de fissuration correspondante, et
en fin par un bilan d’énergie en sachant que lors de la propagation la restitution d’énergie
potentielle est égale à la création d’énergie de surface.
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La démarche de cet exemple d’application consiste à traiter le cas simple de propaga-
tion de fissure suivant la loi de Griffith. La principale difficulté dans la mise en œuvre de
la loi de Griffith réside dans le calcul de l’énergie potentielle en fonction du paramètre de
fissuration lf . En général, ce calcul n’est pas exacte. Vu la complexité du problème, on fait
recours à des approximations des calculs numériques et des hypothèses simplificatrices sur
la forme des champs de contraintes.

L’essai consiste à écarter progressivement les lèvres de fissure pré-usinée dans une
poutre. On pilote en déplacement contrôlé, i.e. au delà d’un certain seuil du déplacement
contrôlé, la fissure se propage.

1.12.0.6 Position du problème

Géométrie.

Considérons une poutre Ω de section rectangulaire, de longueur L, d’épaisseur d et de
demi-hauteur h. On note lf la longueur de la fissure mesurée en fonction du paramètre de
contrôle, x la coordonnée longitudinale liée au front de la fissure. L’origine de la fissure
étant prise à l’extrémité gauche de la poutre (voir figure).

Figure 1.13: Fissure pré-usinée dans une poutre (essai, Double Can-
tilever Beam DCB)

On désigne parQ ∈ L2(Ω), la force extérieure exercée à l’extrémité gauche de la poutre.

Energie de surface de la poutre.

Au point 0 ≤ x ≤ lf de la poutre, le moment fléchissant Mf (x) sur une branche
supérieure est égale à Mf (x) = Q×x. L’énergie élastique dans chacune des deux branches
déformées est l’énergie de flexion de la forme :

Wf =

∫ lf

0

M2
f (x)

2EI
dx =

Q2l3f
6EI

(1.87)

E, le module d’Young et I = h3d
12

, l’inertie de la demie-section de la poutre. Dans la
partie non fissurée de la poutre, l’énergie de flexion est négligeable Wf = 0. La déflexion
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ou déplacement transversal q de l’extrémité gauche de la branche supérieure de la poutre
est reliée à la force Q par l’expression :

Q = 3EI

∫ lf

0

q

lf
dx =

Eh3e

4l2f
dx (1.88)

1.12.1 Déplacement contrôlé

Le déplacement transversal q est pris comme un paramètre de chargement croissant.
L’énergie potentielle est égale à l’énergie élastique. Pour les deux branches de la poutre
on à : pour q = t,

P (t, lf ) = Eh3dt
2

4l2f
(1.89)

Le taux de restitution de l’énergie potentielle :

G(t, lf ) = −3EI
1

d

∂P

∂lf
(t, lf ) =

3Eh3t2

4l4f
(1.90)

L’énergie de fissuration D(lf ) = Gcdlf , la loi de Griffith devient :
∂lf
∂t

(t) ≥ 0 irréversibilité,

4GC l
4
f (t) ≥ 3Eh3t2 stabilité[

4GC l
4
f (t)− 3Eh3t2

] ∂lf
∂t

(t) = 0 bilan d’énergie

(1.91)

avec la condition initiale lf (0) = lf0 > 0, la solution qc du problème est de la forme :

qc =

√
4Gcl4f0

3Eh3
(1.92)

Pour t < qc, on à par rapport à la condition de l’irréversibilité : 4Gcl
4
f (t) ≥ 4Gcl

4
f0 =

3Eh3q2
c > 3Eh3t2. Pour lf (t) = lf0, pour t ∈ [0; qc], le critère de stabilité est vérifié. La

solution est telle que t > qc

lf (t) = lf0

√
t

qC
(1.93)

1.12.2 Force contrôlée

La force Q est supposée comme un paramètre croissant depuis 0 i.e. Q = t. Les énergies
sont :

P (t, lf ) = −
4t2l3f
Eh3d

, G(t, lf ) = −1

d

∂P

∂lf
(t, lf ) =

12t2l2f
Eh3d2

(1.94)
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La loi de Griffith devient :
∂lf
∂t

(t) ≥ 0 irréversibilité

12t2l2f (t) ≤ GcEh
3d2 stabilité[

12t2l2f (t)−GcEh
3d2
] ∂lf
∂t

(t) = 0 bilan d’énergie

(1.95)

soit

Qc =

√
GcEh3d2

12l2f0

(1.96)

Si t < Qc, la fissure ne se propage pas, cette solution est la seule pour t assez petit, on
à condition de 12t2l2f (t) < GcEh

3d2 donc
∂lf
∂t

(t) = 0. Si t > Qc, il n’existe plus de solution
à la loi d’évolution de Griffith. D’après la condition d’irréversibilité on à lf (t) ≥ lf0, on a
12t2l2f (t) > GcEh

3d2 qui ne satisfait plus le critère de stabilité.

Sous la force contrôlée, la fissure ne se propage pas tant que la force reste inférieure à
la valeur critique Qc, et se propage de façon instable au delà. Avec Qc la charge maximale
que peut supporter la poutre DCB.

Q =


Qc

q
qc

si q ≤ qc

Qc

√
qc
q

si q > qc
(1.97)

1.13 Conclusion

Ce chapitre a permis de présenter les différents modèles utilisant les forces cohésives. La
modélisation essentielle dans l’établissement de cette bibliographie est de disposer d’une
représentation du modèle de Dugdale que nous utilisons par la suite dans cette étude. Au
vu de cet examen bibliographique, les problèmes à résoudre sont nombreux à savoir le
saut de déplacement, la singularité en pointe de fissure, la présence des forces cohésives,
la création et la propagation de la fissure...Les résultats de l’étude bibliographique montre
pour plusieurs auteurs que la présence des forces cohésives dans un processus de fissuration
est souvent modélisée par la loi de Griffith ou de Dugdale-Barenblatt. Le modèle de Griffith
reste insuffisant puisqu’il est formulé en terme énergétiquement (hypothèses fondamentales
de la densité d’énergie de surface) et ne prend pas on compte. Pour la modélisation de la
rupture avec forces cohésives, c’est plutôt le modèle de Dugadle qui sera prise en compte.
Ce modèle à l’avantage de calculer dans un matériau élastoplastique, la distribution des
contraintes en fond de fissure, la taille de la zone plastique et l’écartement en pointe de la
fissure. On suppose dans ce modèle qu’à la pointe de la fissure sur une longueur Lzc des
forces de cohésions agissent pour s’opposer aux efforts extérieurs.
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Chapitre 2

Études analytiques : Présentation du
problème de référence

Après quelques rappels historiques sur le comportement macroscopique des matériaux,
le chapitre II aborde les grandes lignes du problème de référence selon les travaux
de [Ferdjani et al., 2007]. On présente l’étude analytique d’une plaque carrée ΩP =
(−L,L) × (−L,L) avec une cavité circulaire au centre. Le modèle est formulée
énergétiquement par des hypothèses fondamentales de la densité d’énergie de surface
ou de Griffith. L’étude est subdivisée en trois phase : la phase élastique, la phase de
rupture cohésive et la phase au delà du seuil de rupture. Dans la phase de rupture, il
y a la présence des forces cohésives, la résolution est basée sur le modèle de Dugdale.
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2.5.2 Étude analytique de la phases élastique 0 ≤ σ∞ ≤ σe . . . . . . . . 45



2.5.3 Étude analytique de la phase de rupture cohésive σc < σ∞ < σr . . 46
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2.1 Introduction

Depuis des décennies, la mécanique de la rupture connâıt un grand nombre de succès
scientifique, avec notamment l’apparition de la mécanique linéaire de rupture qui à per-
mis de mieux prendre en compte le comportement plastique des matériaux. De nombreux
travaux sont publiés ; on peut citer par exemple [Bui, 1978], [Rice, 1968] qui introduisent
la notion d’intégrales indépendantes de contour telles que l’intégrale J , dont les propriétés
ont permis de caractériser la ténacité d’un matériau lorsque la plasticité n’est plus confinée
à la pointe de la fissure. Les développements théorique réalisés à cette époque ont permis
de déterminer la forme exacte de la singularité, et des champs asymptotiques en pointes de
fissures nécessaires à l’analyse et à l’interprétation des résultats expérimentaux. De plus,
ils représentent une solution précise à des nombreux problèmes de géométries simples et
peuvent donc être utilisés comme solutions approchées pour des problèmes complexes.

Le domaine d’application de cette théorie ne se limite pas aux structure métalliques,
elle s’applique également aux bétons, aux céramiques et aux polymères. Les échelles d’ap-
plications sont également très diverses puisqu’elles vont des microstructures à la géo-
mécanique des l’écorce terrestre.

2.2 Notions fondamentales de la mécanique de rup-

ture : Comportement macroscopiques des matériaux

Tous les matériaux contiennent des défauts. Certains de ces défauts perturbes le champ
de contraintes et créent des concentrations des contraintes qui favorisent la formation des
fissures. Les matériaux fragiles sont particulièrement sensibles à la présence des défauts.

Du point de vu macroscopique, le comportement d’un matériau est souvent identifié
en réalisant les essais uni-axiaux sur les éprouvettes, i.e. on réalise sur une éprouvette
cylindrique par exemple, les essais de traction ou de compression suivant une direction
donnée (e1 par exemple). Pour une éprouvette cylindrique le tenseur de contraintes s’écrit
sous la forme σ = σe1 ⊗ e1. Ce tenseur de déformation ε n’est pas uni-axial et ε11 est la
composante suivant la direction principale e1.

Pour un composite constitué d’une matrice polymère renforcée par de fibres de car-
bone dans une direction, la rupture est caractérisée par dé-cohésion des fibres. Par contre
pour un béton sollicité en compression, la rupture se traduit par l’apparition de fissures
longitudinales comme le montre la figure ci-dessous. La mécanique de la rupture est donc
l’étude des fissures macroscopiques, elle permet de déterminer les champs de contraintes
et de déformations et aussi d’exprimer les conditions de propagations des fissures.

La mécanique linéaire de la rupture par fissuration est fondée sur une analyse élastique
du champ des contraintes en petites déformations. L’analyse des contraintes et des déformations
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Figure 2.1: Différentes éprouvettes à l’état final après essai uni-axial :
(a) Rupture par striction d’une éprouvette métallique ; (b) Rupture par
décohésion des fibres d’un composite à fibres de carbone ; (c) Rupture

par fissuration longitudinale d’une éprouvette de béton comprimée

au voisinage des pointes de fissures constitue une base nécessaire pour étudier le comporte-
ment des fissures.

2.3 La fissuration et la rupture des structures

La fissuration est un défaut qui touche tous les matériaux et toutes les structures
à toutes les échelles de temps et de l’espace. Elle touche aussi les structures en service
conduisant parfois à des ruptures brutales sans préavis. Le phénomène est difficile à éviter,
mais possible à contrôler ([Marigo, 2010]), aux moyens des essais insitu et aux moyens
des outils informatique, en développant des modèles de plus en plus sophistiqués qui
permettent de faire des simulations numériques plus précisent. Domaine de recherche de
la Mécanique des Solides, il est plus orienté dans la branche de Mécanique de Rupture.
Parmi les figures ci-dessous, nous présentons quelques exemples de rupture brutale ou
fragile :

Le Schenectady, faisant partie des cargos, appelés Liberty ships, construit durant la
seconde guerre mondiale et dont 200 sur 5000 ont subi des dommages important sous
l’effet de la température plus froide de l’eau de la mer du nord. La baisse de température
à favoriser la ténacité du métal qui est passée de l’état ductile à l’état fragile. A cet
effet, les conséquences liées aux cargos de la liberty ships ont fait nâıtre une importante
découverte sur la notion de la température de transition fragile-ductile grâce aux travaux
d’Irwin.

Le pont suspendu de Sully-sur-Loire (France 1985) est un exemple de rupture brutale
d’une structure en acier, pour une baisse de température jusqu’à environ -20◦C qui fragilise
les aciers au niveau des suspentes et qui provoque une chute de ténacité et plus récemment,
en octobre 2003 sur la ligne D du RER, une autre rupture fragile due aux conditions
climatique. La baisse de température, à pousser le rail de ce contracter (un phénomène
de couplage thermo-mécanique caractérisé par le coefficient de dilatation empêché par la
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Figure 2.2: Le Schenectady, un cargo des liberty ships de la seconde
guerre mondiale en structure métallique, rompus brutalement sous l’effet

de gel

Figure 2.3: Rupture brutale du pont de Sully-sur-Loire, 16
janvier 1985
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flexion du rail sur le ballast).

Figure 2.4: Rupture fragile d’un rail sur la ligne D du RER,
Octobre 2003

Le rail à engendré des contraintes thermiques de traction proportionnelles à la baise
de température, et comme ce dernier possède de peux un petit défaut, cela à suffit pour
provoquer la rupture brutale du rail. Les géo-matériaux comme le béton qui supportent
mal les contraintes de traction sont également concernés par la fissuration.

2.4 Présentation générale du problème de référence

2.5 Études analytiques

Une plaque carrée ΩP = (−L,+L)2 a été choisie et étudiée analytiquement par
[Ferdjani et al., 2007]. L’étude a été effectuée en plusieurs phases après application de
la charge statique σ∞ à l’infinie. A l’état d’équilibre, le solide est d’écrit par la phase
élastique. Après application de la charge, la plaque fissure. On parles alors de la phase
de rupture et de propagation de la fissure. Le modèle analytique que nous étudions
numériquement est donc constitué des équations de la phase élastique, de la phase de
rupture et de la phase de rupture cohésive. La plaque de référence possède un défaut
D = {(x, y);x2 + y2 < R2} supposé symétrique suivant les axes x1 = 0 et x2 = 0 et l’effort
appliqué est maximal aux points (±d, 0) de la frontière du défaut.

2.5.1 Les différentes phases de résolution du problème analy-
tique : Rappels

Rappelons les ingrédients principaux du modèle analytique. Ce modèle, formulé en
termes énergétiques est basée sur l’hypothèse fondamentale que la densité d’énergie sur-
facique φ([[un]]) de fissure dépend d’une façon non trivial au saut de déplacement à la
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différence du modèle de [Griffith, 1920] dans lequel on assure que la densité φ([[un]]) est
constante. Ainsi dans le modèle de [Dugdale, 1960a], en supposant que l’ouverture de
la fissure est en mode I, i.e. le déplacement normale est discontinu. La densité φ([[un]])
d’énergie en fonction de déplacement est donnée par l’expression :

φ([[un]]) =

{
Gc
lc

[[un]] si [[un]] ≤ lc
Gc si [[un]] ≥ lc

(2.1)

où [[un]], dénote le saut de déplacement, Gc le taux de l’énergie critique restituée venant
de la théorie de [Griffith, 1920] et lc la longueur interne caractéristique des modèles des
forces cohésives. Le rapport Gc

lc
décrit la contrainte de cohésion sous la forme :

σc =
Gc

lc
(2.2)

En terme de force cohésives, l’effort normal σnn se trouvant à l’interaction entre les
lèvres de la fissure sera égale à [[un]] ≤ lc et disparâıt dès que [[un]] ≥ lc. Par conséquent,
les lèvres de la fissure sont divisée en deux zones : une zone cohésive dans laquelle les
forces cohésives sont égale à σc et une zone non cohésive ou il y a aucune force cohésive.

Trois phases décrie ce modèle : la phase élastique, la phase de rupture cohésive et la
phase au delà du seuil de rupture.

2.5.2 Étude analytique de la phases élastique 0 ≤ σ∞ ≤ σe

État supposé élastique, le corps ΩP = (−L,+L)2 ([Ferdjani et al., 2007]) à l’état
d’équilibre est relier par des équations :

divσij = 0 dans ΩP/D

σij = Aijklεij(u) dans ΩP/D

σijnj = 0 sur ∂ΩP

σije1 = 0 sur {±L} × (−L,+L)

σije2 = σ∞e2 sur (−L,+L)× {±L}

(2.3)

avec εij(u), le tenseur de déformation linéaire, nj la normale extérieure du corps ΩP/D
et e2 un vecteur de base. Le défaut est supposé symétrique pour les axes x1 = 0 et x2 = 0
et l’effort est maximal aux points d’intersection (±d, 0) de la frontière du défaut. Par
symétrie, on à les contraintes en x sous la forme :

supx∈ΩP /D max{σ1(x), σ2(x), σ3(x)} = σ22(±d, 0) (2.4)

où {σi(x)}1≤i≤3 : sont des contraintes principale en x

σc = sup{σ∞ : σ22(±d, 0) ≤ σc} (2.5)
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fs (x1, x2)

fs (x1, x2)

D

d

Figure 2.5: Géométrie et chargement de ΩP/D à l’état initial

Cette phase élastique s’arrête lorsque l’effort maximal de traction dans le corps ΩP/D
atteint la valeur critique σc, correspondant au début d’une fissure dans le modèle de
Dugdale-Barenblatt.

2.5.3 Étude analytique de la phase de rupture cohésive σc <
σ∞ < σr

Dans le cas où σ∞ ≥ σr, la réponse n’est plus élastique, la rupture apparâıt de telle
sorte que la traction maximale dans le corps fissuré reste plus petite que la valeur critique
σc. Pour des raisons de symétrie, la fissure apparâıt aux points (±d, 0) ou il y a des fortes
concentrations des contraintes. La propagation de la fissure est symétrique le long de l’axe
x2 = 0, aux niveaux des points (±d, 0).

Ω0
c = ΩP/(D ∪ Γ); Γ = (−L,−d]× {0} ∪ [+d,+l)× {0} (2.6)



Études analytiques 47

Ω/D

D
σC

d

X2

X1

+λ

σC

-d-λ

σinf=fsy(x1, x2)

σinf=fsy(x1, x2)

LfLzc

Figure 2.6: Le corps Ω0
c pendant la phase de rupture cohésive
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divσij = 0 dans ΩP/(D ∪ Γ)

σij = Aijklεij(u) dand ΩP/(D ∪ Γ)

σijnj = 0 sur ∂ΩP

σije1 = 0 sur {±L} × (−L,+L)

σije2 = σ∞e2 sur (−L,+L)× {±L}

σije2 = σce2 sur Γ

(2.7)

Le problème (Équations (2.7)) admet une solution unique pour le couple (σ∞, l). u
est solution unique de déplacement en bout de la fissure. La loi gouvernant l’évolution
de la fissure en bout en tenant compte du chargement est d’écrit par l’énergie totale à
l’équilibre du corps fissuré en fonction de la charge σ∞ et de la longueur lf en bout de la
fissure. L’énergie totale de surface due aux forces cohésives s’écrit :

εs(σ∞, lf ) =
1

2

∫
ΩP /(D∪Γ)

Aijklεij(u).εij(u)dx+

∫
Γ

σc[[u2]]dx1 −
∫
∂ΩP

σ∞u2n2ds (2.8)

On cherche l’énergie minimale locale dans l’intervalle ouvert ]d, l[ où l est supposé être
un point stationnaire de la déformation εs(σ∞, .) et satisfaisant l’équation :

− ∂εs
∂l

(σ∞, l) = 0 (2.9)

Le taux d’énergie restituée dû à la croissance de la fissure doit être nulle.

u(x) =
KI

2µ

√
r

2π
u(θ) + u(x) (2.10)

avec u(θ) = (3− 4ν − cos θ) cos θ
2
e1 + sin θ

2
e2), (r, θ) dénote les coordonnées polaire et

u(x) est le champ de déplacement singulier correspondant au mode I.

− ∂εs
∂lf

(σ∞, lf ) = 2
1− ν2

E
K2
I (2.11)

Le seuil de rupture est défini par :

σr = {σ∞ > σe : lf (σ∞) < L et [[u2]](d) < lc} (2.12)

Si l = L, on peut déduire de l’équation d’équilibre et des condition aux limites que la
charge doit être égale à (1− d

L
)σc. Ce qui donne une limite supérieure de seuil de fissure

par l’expression :

σr ≤ (1− d

L
)σc (2.13)
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2.5.4 Analyse au delà du seuil de rupture

On se trouve dans le cas où la charge augmente au delà du seuil de rupture σr. Dans
ce cas, les auteurs considèrent deux parties : une partie décrivant l’initiation de la fissure
Γ0 et une autre pour la propagation de la partie non cohésive Γc des lèvres de la fissure.
On dénote, λ et l les bouts respectives du corps fissuré Ω0

c :

Ω0
c = ΩP/(D ∪ Γ), Γ = Γ0 ∪ Γc

Γ0 = (−λ,−d]× {0} ∪ [d, λ)× {0}

Γc = (−l,−λ]× {0} ∪ [λ, l)× {0}
(2.14)

D

+λ

σinf=fsy(x1, x2)

σinf=fsy(x1, x2)

Ω/D

σC

-d
-λ

X2

d

σC

X1

+l
Γ0

+

-l
Γc

Γ0
+

Γ0
-Γ0

-

σC

Γc

Lzc LfLzl

Figure 2.7: Géométrie et chargement du corps Ω0
c . Ligne de fissure

séparée en partie cohésive Γc et non cohésive Γ0

Le champ de déplacement u et des contraintes σ doivent satisfaire l’ensemble des
équations suivantes :
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divσij = 0 dans Ω0
c

σij = Aijklεij(u) dans Ω0
c

σijnj = 0 sur ∂ΩP ∪ Γ0

σije1 = 0 sur {±L} × (−L,+L)

σije2 = σ∞e2 sur (−L,+L)× {±L}

σije2 = σce2 sur Γc

(2.15)

Pour un ensemble des paramètres σ∞, λ, l donnés, tels que d ≤ λ ≤ l < L, le
problème linéaire élastostatique admet une solution unique u. Le cas d = λ correspond
à la phase élastique et le cas d = λ < l correspond à la phase cohésive. Le champ des
contraintes satisfait l’équation variationnelle suivante (Théorème des Travaux Virtuels,
voir [Gurtin, 1981]), pour tout champ de vecteur v sur le corps fissuré Ω0

c .

∫
Ω0
c

Aijklεij(v).εij(v)dx−
∫
∂ΩP

σ∞v2n2ds+

∫
Γc

σc[[v2]]dx1 = 0 (2.16)

L’énergie de surface du corps à l’équilibre est donnée par l’expression :

εs(σ∞, λ, lf ) =

∫
Γ

φ([[u2]])dx1 =

∫
Γc

σc[[u2]]dx1 + 2Gc(λ− d) (2.17)

Le coefficient 2 désigne la présence de deux bouts de fissures. L’énergie totale du corps
à l’équilibre devient :

εsT (σ∞, λ, lf ) =
1

2

∫
Ω0
c

Aijklεij(u).εij(u)dx−
∫
∂ΩP

σ∞u2n2ds+

∫
Γc

σc[[u2]]dx1 + 2Gc(λ− d)

(2.18)
A fin d’obtenir le minimum local d’énergie aux points λ et l, on minimise l’énergie

totale de déformation εsT (σ∞, λ, l) par dérivation on ces points sous la forme :

− ∂εsT
∂lf

(σ∞, lf , λ) = 0 ; −∂εsT
∂λ

(σ∞, lf , λ) = 0 (2.19)

Le champ de déplacement est singulier aux bouts x1 = ±l, la forme de singularité et
celle définie à l’équation (1.10). Pour les points x1 = ±λ, le champ de déplacements est
discontinu, la contrainte normale se déplace de σc à 0. Le taux d’énergie totale restituée
dû à la propagation de ces bouts est de la forme :

− ∂εsT
∂λ

(σ∞, λ, lf ) = 2σc[[u2]](λ)− 2Gc (2.20)

Le critère de propagation −∂εsT
∂λ

(σ∞, lf , λ) = 0, est équivalent au critère d’ouverture

[[u2]](λ) = lc, finalement, les équations (Équations (2.19)) sont identiques à
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KI = 0 ; [[u2]](λ) = lc (2.21)

L’objectif est ici d’étudier la dépendance de σr du rapport entre la taille du défaut et
la longueur critique d

lc
.

2.5.5 Les paramètres de modélisation prisent en compte

Les paramètres décrivons le défaut sont des fonctions sans dimensions, ils sont listés
tels que : e, d, L,E, ν, σc, lf , λ. La forme de défaut est décrit par le paramètre e. D’autre
paramètres sont :

η =
d

lc
, λc =

π

8(1− ν2)

E

σc
lc, δ =

d

λc
(2.22)

σ(x) = S(e, η, ν,
σ∞
σc
,
l

d
,
x

d
)σc (2.23)

La charge élastique dans cette :

σr = Sr(σ, η, ν, )σc (2.24)

Le champ de déplacement u s’écrit comme suite :

u(x) = u(e, η, ν,
σ∞
σc
,
l

d
,
x

d
)
σc
E
d (2.25)

2.6 Définition et calcul du taux de l’énergie libérée

aux points Gλ et Gl

Soit Ω0
c le corps fissuré dans lequel la fissure Γ est subdivisée en deux parties : la

partie cohésive Γc et la partie non cohésive Γ0. Les lèvres de la fissure sont soumises aux
contraintes cohésives σc suivant la normale. A l’équilibre sous chargement externe σ∞, le
champ de déplacement u dépend de σ∞, λ et l. L’énergie totale du corps est donnée par
l’expression :

εsT (σ∞, λ, lf ) =
1

2

∫
Ω0
c

Aijklεij(u)εij(u)dx+

∫
Γc

σc[[u2]]dx1 −
∫
∂ΩP

σ∞u2n2ds+ 2Gc(λ− d)

(2.26)
Le taux de l’énergie restituée Gl et Gλ en bout des parties cohésives et non cohésive

s’opposent à la dérivée partielle de déformation εsT en respectant l et λ respectivement
sous la forme :

Gl = −∂εsT
∂l

(σ∞, l, λ) ; Gλ = −∂εsT
∂λ

(σ∞, l, λ) (2.27)
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2.6.1 Calcul de l’énergie totale libérée au point Gλ

Le champ de déplacement u n’étant pas singulier aux points ±λ, une dérivée formelle
sous le signe d’intégration de εsT (σ∞, λ, l), conduit à écrire, tout en respectant λ :

Gλ =

∫
Ω0
c

Aijklεij(u).εij(
∂u

∂λ
)dx+

∫
∂ΩP

σ∞
∂u

∂λ
n2ds−

∫
Γc

σc[[
∂u

∂λ
]]dx1 + 2σc[[u2]](x)− 2Gc

(2.28)
∂u
∂λ

représente le taux du champ de déplacement à l’équilibre sous la charge σ∞ due à
l’accroissement virtuelle de la zone non cohésive. En vertu de l’équation (22), les termes
contenant ∂u

∂λ
disparaissent, et finalement l’énergie libérée au point λ devient :

Gλ = 2σc[[u2]](x)− 2Gc (2.29)

2.6.2 Calcul de l’énergie totale libérée au point Gl

Le champ de déplacement étant singulier aux points ±l, le calcul de Gl reste spéciale
pour cette zone. D’un point de vu mathématiques il est nécessaire d’utiliser le théorème de
transport. En raison de singularité de la fonction à intégrer voir [Marsden et Hughes, 1983].
On utilise la procédure générale établie par [Destuynder et Djaoua, 1981] basée sur le
changement de variables et qui transforme le domaine variable fissurée à un domaine fixé
fissuré.

Soient l et λ deux valeurs en bouts de fissures tels que : d ≤ λ < l < L. Ω0
c un domaine

fixe fissuré et Γ = Γ0 ∪ Γc, la fissure fixe voir équation (18). v, une fonction définie sur
[−l,+l] tels que :

v = 0 dans [−λ, λ] ; v(±l) = ±1 ; v(±L) = 0 (2.30)

Si h > 0 est petit, la variable Γh et la variable de rupture correspondant à Ωh
c , définie

par :

Γh = Γ0 ∪ Γhc ; Ωh
c = Ω/(D ∪ Γh) (2.31)

avec

Γhc = (−l − h,−λ]× {0} ∪ [λ, l + h)× {0} (2.32)

xh ≡ θh(x) = (x1 + hv(x1), x2) (2.33)

ε(σ∞, λ, l + h) = 1
2

∫
Ωhc
Aijklεij(u

h)(xh)εij(u
h)(xh)dxh −

∫
∂Ω
σ∞u

h
2(xh)n2dx

h
1

+
∫

Γhc
σc[[u

h
2 ]](xh1)dxh1 + 2Gc(λ− d)

(2.34)
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En effectuant un changement de variable, on a :

ε(σ∞, λ, l + h) = 1
2

∫
Ω0
c
Aijkl(F

h)−1
αi εij(u

h)(xh)εij(u
h)(xh)dxh −

∫
∂Ω
σ∞u

h
2(xh)n2dx

h
1

+
∫

Γhc
σc[[u

h
2 ]](xh1)dxh1 + 2Gc(λ− d)

(2.35)

ε(σ∞, λ, l + h) = 1
2

∫
Ω0
c
Aijkl(F

h)−1
αi û

h
j,α(F h)−1

βk û
h
l,βdetF

hdx−
∫
∂Ω
ûh2n2(1 + hv́)dx1

+
∫

Γc
σc[[û

h
2 ]](1 + hv́)dx1 + 2Gc(λ− d)

(2.36)
Dans l’équation ci-dessus, nous utilisons la sommation conventionnelle en répétant

l’indice. Notons F h = ∇θh, et les conditions aux limites û0 = u0 = u

dθh

dh
|h=0= ve1 ;

d(F h)−1

dh
|h=0= v́e1 ⊗ e1 ;

d(detF h)

dh
|h=0= v́ (2.37)

Gl = − dε
dh

(σ∞, λ, l + h) |h=0= −
∫

Ω0
c
σij ˙̂ui,jdx+

∫
∂Ω

˙̂u2n2dx1 −
∫

Γc
σc[[ ˙̂u2]]n2dx1

−
∫

Γc
σc[[û2]]v́dx1 +

∫
Ω0
c
(σ1juj,1 − 1

2
σijui,j)v́)dx1

+
∫
∂Ω
σ∞u2n2v́dx1

(2.38)

Les termes contenant ˙̂u disparaissent en vertu de l’équation (22), l’énergie totale
restituée Gl devient :

Gl = −
∫

Ω0
c
(σ1juj,1 − 1

2
σijui,j)v́dx+

∫
∂Ω
σ∞u2n2v́dx1 −

∫
Γc
σc[[u2]]v́dx1 (2.39)

2.7 Conclusion

L’étude analytique d’une plaque avec cavité circulaire, sollicitée aux efforts de trac-
tions à l’infinie a été résolue en présence des forces cohésives de Dugdale. A travers cette
résolution, les équations formulées et les conditions aux limites prisent en compte servira
d’orientation pour le modèle numérique. Ainsi, rappelons que les méthodes énergétiques
et les forces cohésives utilisées permettent de s’affranchir de la connaissance du champ
des contrainte et de déformations à la pointe de la fissure. L’approche d’ensemble de
l’étude a été repartie en trois phases : la phase élastique où la plaque est supposée être
à l’équilibre, la phase de rupture cohésive, dans laquelle la fissure apparâıt aux points
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(±d, 0) où les efforts sont maximaux pendant la propagation élastique et enfin, la phase
au delà du seuil de rupture où la charge augmente au delà de la contrainte de rupture. Les
deux phases de résolution énergétique précédemment décrits sont pris en compte dans
la résolution numérique. Par rapport à l’étude analytique, la loi de comportement du
matériau définie sera modifiée pour être introduit dans le code de calcul Cast3M qui fait
partie des chapitres suivants.



Chapitre 3

Initiation et propagation de fissure
dans une plaque en présence des

forces cohésives

Nous décrivons ici le problème de mécanique constituant le problème de référence.
Nous rappelons les différentes relations et conditions aux limites que doivent vérifier
le champ des déplacements et le champ des contraintes. Nous donnons ensuite la loi de
comportement qui donnent des relations entre le champ des déformations et de champ
de contraintes. Finalement nous en déduisons de manière formelle les principes vari-
ationnelles dont sont respectivement solutions le champ des déplacements et le champ
des contraintes.
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3.8.1 Étude de la phases élastique 0 ≤ σ∞ ≤ σe . . . . . . . . . . . . . . 80

3.8.2 Étude de la phase purement cohésive . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

3.8.3 Étude de la phase partiellement cohésive . . . . . . . . . . . . . . . 82
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3.1 Introduction

La mécanique linéaire de la rupture ou mécanique de la rupture fragile, repose sur les
lois globales de conservation de l’énergie. Elle concerne l’étude de l’effet de la présence
de fissure dans un solide sur les champs mécaniques, notamment dans le but d’évaluer
la nocivité des fissures. Les fissures sont susceptible de se propager, i.e. de s’agrandir de
façon progressive ou brutale selon les matériaux en présence et le type de chargement.
Elle est développée sous les hypothèses de déformations planes HDP et de petites pertur-
bations HPP, on se restreint de plus à des évolutions quasi-statiques, les effets d’inertie
sont négligés.

D’autre part, on utilise les zones cohésives : ce sont des zones où sont appliquées les
forces de cohésion Fc qui s’exercent entre les lèvres de la fissure, fonction du saut de
déplacement [[u]]. Les modèles de forces cohésives supposent qu’à la pointe de fissure sur
une longueur lzc, les forces de cohésion agissent pour s’opposer aux charges extérieurs.
L’intensité des forces de cohésion présente une distribution σcoh(x) qui varie selon les
modèles. Dans le modèle de Dugdale, les forces de cohésion ont une amplitude constante
et égale à Re la limite d’élasticité.

Ce chapitre commence par des préliminaires et des notations géométriques, de la
déformation d’un solide de la configuration de référence à la configuration déformée. On
définit les équations d’équilibres de la configuration de référence ainsi que celles de la
configuration déformée. Le but est de présenter, et comparer, des méthodes de calcul
numérique fondées sur les éléments finis qui permettent d’évaluer, pour une plaque avec
fissure centrale, la propension de la fissure à se propager. Ces méthodes reposent soit sur
l’exploitation des déplacements nodaux au voisinage de la pointe de fissure, soit sur le
calcul numérique du taux de restitution de l’énergie.

3.2 Notations et préliminaires géométriques

3.2.1 Déformations dans R3

Soit ΩP un ouvert borné connexe de R3 de frontière Γ = ∂ΩP suffisamment régulier
et soit ΩP l’adhérence de ΩP dans R3. ΩP représente le volume occupé par le solide non
déformé dans la configuration de référence. Soit x, un point de ΩP de composante xi
dans la base orthogonale directe B = (O, e1, e2, e3) ou canonique {ei} de R3 et ∂i = ∂

∂xi
la dérivée partielle par rapport à la variable xi. La déformation de la configuration de
référence est une application ϕ : ΩP → R3, suffisamment régulière, injective, et préservant
l’orientation, i.e. vérifiant :

det∇ϕ(x) > 0 ∀x ∈ ΩP (3.1)

∇ϕ : matrice gradient de déformation définie par ∇ϕ = (∂jϕi). avec ϕi, les com-
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posantes de ϕ dans la base {ei}. Pour chaque déformation ϕ, il est associé un déplacement
u, qui est le champ de vecteurs u : ΩP → R3 définie par : ϕ(x) = Id + u(x). Le gradient
de déplacement ∇u = (∂jui) satisfait la relation matricielle ∇ϕ = Id +∇u. ΩP étant la
configuration de référence et ϕ la déformation, l’ensemble ϕ(ΩP ) sera appeler la configu-
ration déformée. En chaque point Mϕ(xϕ) = ϕ(x) de la configuration déformée, on définit
les vecteurs ∂jϕ = ∂jϕiei. Ce qui veut dire que chaque vecteur ∂iϕ mesure la déformation
locale dans la direction ej, en ce sens que le vecteur det(ej) est transformé en le vecteur
det(∂jϕ) au premier ordre en det.

3.2.2 Configuration déformée arbitraire

Dans cette section nous calculons arbitrairement à titre formel les éléments de surface
et de volume dans la configuration déformée en fonction des quantités correspondantes
exprimées dans la configuration de référence.

Supposons que ϕ soit une déformation, si dv est l’élément de volume au point x de la
configuration de référence. dvϕ, l’élément de volume au point xϕ = ϕ(x) de la configuration
déformée, donnée par la formule classique en élasticité :

dvϕ = (det∇ϕ(x))dv (3.2)

Cette expression traduit le comportement d’un élément de volume dans la configura-
tion déformée. Étant donné un champ de tenseurs σ : ΩP → M3 suffisamment régulier,

nous définissons en chaque point de ΩP sa divergence divσij
def
= σij,j comme étant le

vecteurs dont les composantes sont les divergences des vecteurs lignes de la matrice σij :

divσij
def
= ∂jσijei (3.3)

De la même manière, dans la configuration déformée, on définit la divergence divϕσϕij

d’un champ de tenseurs σϕ : Ω
ϕ

P → M3 en chaque point de Ω
ϕ

P par : divϕσϕij
def
= ∂ϕj σ

ϕ
ijei,

avec la notation ∂ϕi = ∂
∂xϕi

. Une simple application de la formule de Green pour un champ

de tenseur conduit à l’expression :∫
ΩP

divσdv =

(∫
ΩP

∂jσijdv

)
ei =

(∫
∂ΩP

σijnjds

)
ei (3.4)

ou par le théorème de la divergence :∫
ΩP

divσdv =

∫
∂ΩP

σnds (3.5)

Dans la configuration déformée, on obtiendrait la même relation :∫
ΩϕP

divϕσϕdvϕ =

∫
∂ΩϕP

σϕnϕdsϕ (3.6)
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où ds et dsϕ, les éléments de surface, n et nϕ les normales extérieures le long de ∂ΩP

et ∂Ωϕ
P , respectivement. Ce qui signifie que pour tout tenseur σϕ(xϕ) défini en un point

xϕ = ϕ(x) de la configuration déformée, nous associons le tenseur σ(x) défini au point x
de la configuration de référence par la relation :

σ(x) = (det∇ϕ(x))σϕ(xϕ)∇ϕ(x)−T , xϕ = ϕ(x) (3.7)

Si σϕ : Ω
ϕ

P → M3 est un champ de tenseur, l’application {σϕ : Ω
ϕ

P → M3} → {σ =
(det∇ϕ)σϕ∇ϕ−T : ΩP → M3}. L’expression ainsi définie est la transformation de Piola.
La relation entre les éléments de surface ds et dsϕ est décrit par le théorème suivant :

3.2.2.1 Théorème

Soit σ = (det∇ϕ)σϕ∇ϕ−T : ΩP → M3 la transformation de Piola d’un champ de
tenseur σϕ : Ω

ϕ

P →M3. Alors :

divσ(x) = (det∇ϕ(x)) divϕσϕ(xϕ) ∀xϕ = ϕ(x), x ∈ ΩP (3.8)

σ(x)nds = σϕ(xϕ)nϕdsϕ ∀xϕ = ϕ(x), x ∈ ∂ΩP (3.9)

où ds et dsϕ désignent les éléments de surface aux points x ∈ ∂ΩP et xϕ = ϕ(x) ∈ ∂Ωϕ
P ,

de normales extérieures unitaire respectives n et nϕ. on peut donc écrire :

(det∇ϕ(x))∇ϕ(x)−Tnds = nϕdsϕ et det∇ϕ(x) | ∇ϕ(x)−Tn | ds = dsϕ (3.10)

Pour calculer l’élément de longueur dans la configuration déformée, ϕ est supposé
comme une déformation dérivable au point x ∈ ΩP . On a pour tout point x+ δx ∈ ΩP :

ϕ(x+ δx) = ϕ(x) +∇ϕ(x)δx+ 0(| δx |) (3.11)

Le tenseur des déformations de Cauchy-Green, noté C = ∇ϕT∇ϕ, apparâıt en for-
mant :

|ϕ(x+ δx)− ϕ(x)|2 = δxT∇ϕ(x)T∇ϕ(x)δx+ 0(| δx |2) ∀x ∈ ΩP , x+ δx ∈ ΩP (3.12)

Comme le montre le développement limité, ce tenseur symétrique C = ∇ϕT∇ϕ, joue
un rôle important en théorie de l’élasticité [Ciarlet, 1986]. Ce tenseur est aussi utilisé dans
le calcul des longueurs dans la configuration déformée, en supposant cλ une courbe tracée
dans la configuration de référence et définie comme une intervalle compacte de R par :
cλ = f(I), f : I → ΩP , I : intervalle compacte de R. Les composantes de l’application
f sont notées fi, la longueur de la courbe cλ dans la configuration de référence est donnée
par :

l(cλ) =

∫
I

| (f ′(q) | dq =

∫
I

(f ′i(q)f
′
i(q))

1
2 dq (3.13)
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et la longueur de la courbe déformée cϕλ = ϕ(cλ) est donnée par :

l(cϕλ) =

∫
I

| (ϕ ◦ f)′(q) | dq =

∫
I

(
Cij(f(q))f ′i(q)f

′
j(q)

) 1
2 dq (3.14)

Ces deux expressions montrent que les éléments de longueur dl et dlϕ dans la config-
uration de référence et déformée s’écrivent respectivement :

dl =
√
dxTdx et dlϕ =

√
dxTCdx (3.15)

3.2.2.2 Remarque

Nous venons de montrer que les changements de formes géométriques (volume, sur-
face, longueur) dépend respectivement du scalaire det∇ϕ, de la matrice (cof∇ϕ) et de
la matrice ∇ϕT∇ϕ. Ces quantités sont souvent retrouvées dans les expressions générales
d’une densité d’énergie.

Introduisons maintenant le tenseur E des déformations de Green-Saint Venant qui
mesure l’écart entre une déformation donnée et une déformation rigide. Elle s’exprime en
fonction du gradient de déplacement ∇u on rappelons que ϕ = Id + u :

E = E(u) =
1

2
(C − I) =

1

2

(
∇uT +∇u+∇uT∇u

)
(3.16)

Soit en composante :

Eij =
1

2
(∂iuj + ∂jui + ∂iuk∂juk) (3.17)

Le tenseur symétrique E admet trois valeurs propres réelles associées à trois directions
propres. Lorsque la plus grande de ces trois valeurs est suffisamment petite, alors on rentre
dans le cadre des petites déformations. On peut donc associé aux grandeurs cinématiques
C et E les grandeurs mécaniques traduisant la notion d’efforts, et menant au principe des
travaux virtuels.

3.3 Équation d’équilibre et principe des travaux virtuels

dans la configuration déformée

Soit Ω
ϕ

P , un corps occupant la configuration déformée. Ω
ϕ

P est soumis aux efforts de
volume, correspondant à un champ de vecteurs fϕ : Ωϕ

P → R3 ou aux forces appliquées
de surface gϕ : Γϕ1 → R3 définis sur une portion Γϕ1 = ∂NΩϕ

P de la frontière Γϕ = ∂Ωϕ
P ,

et appelé densité de forces appliquées de surface de la configuration déformée. Ces forces
résultent de l’action d’une force élémentaire fϕ(xϕ)dvϕ, exercée sur l’élément de volume
dvϕ en tout point xϕ de Ωϕ

P et au force élémentaire de surface gϕ(xϕ)dsϕ, exercée sur

l’élément de surface dsϕ en tout point de xϕ de la portion de frontière Γϕ1 . Étant donné
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un sous-domaine Aϕ de la configuration déformée Ω
ϕ

P et xϕ un point de la frontière ∂Aϕ

où la normale extérieure unitaire nϕ est bien définie.

x
Ω

b)

Cλ
φu(x)

a)
n

ds dv

Cλ

Ωφ

dvφ

dsφ

nφ

xφ

d1φ

d3φ

d2φ

e1

e2 

e3

Figure 3.1: Configuration initiale et état déformée

Une force de surface élémentaire Tϕ(xϕ, nϕ)dsϕ est exercée sur dsϕ dans toute config-
uration déformée Ω

ϕ

P dans laquelle le corps est en équilibre statique, il existe un système
de forces fϕ : Ω

ϕ

P → R3 et Tϕ : Ω
ϕ

P × Σ1 → R3 qui définie l’équilibre statique. En chaque
point xϕ ∈ Ω

ϕ

P , il existe un tenseur σϕ(xϕ) ∈ M3 tel que Tϕ(xϕ, n) = σϕ(xϕ)n ∀n ∈ Σ1.
Ce tenseur est symétrique et vérifie les équations aux dérivées partielles.

3.3.1 Théorème (théorème de Cauchy)

Supposons que le champ de densité de force appliquée de volume fϕ : Ω
ϕ

P → R3 soit
continu et que la champ des vecteurs des contraintes de Cauchy Tϕ : (xϕ, n) ∈ Ω

ϕ

P ×Σ1 →
Tϕ : (xϕ, n) ∈ R3 soit continûment dérivable par rapport à la variable xϕ pour tout
n ∈ Σ1, et continu par rapport à n pour tout xϕ ∈ Ω

ϕ

P . Alors l’équilibre statique entrâıne
l’existence d’un champ de tenseur continûment dérivable σϕ : Ω

ϕ

P →M3 tel que :

Tϕ(xϕ, n) = σϕ(xϕ)n ∀xϕ ∈ Ω
ϕ

P ; ∀n ∈ Σ1

−divϕσϕ(xϕ) = fϕ(xϕ) ∀xϕ ∈ Ωϕ
P

σϕ(xϕ) = σϕ(xϕ)T ∀xϕ ∈ Ω
ϕ

P

(3.18)

D’après le théorème de Cauchy, le champ de tenseurs de contraintes est solution du
problème aux limites écrit formellement :
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−divϕσϕ(xϕ) = fϕ(xϕ) dans Ωϕ
P

σϕ = σϕ(xϕ)T dans Ωϕ
P

σϕnϕ = gϕ sur Γϕ1
(3.19)

Rappelons que Tϕ(xϕ, nϕ) = gϕ(xϕ) pour xϕ ∈ Γϕ1 et nϕ la normale extérieure unitaire.
La forme en divergence de ces équations permet de donner une formulation variationnelle :∫

ΩϕP

σϕ : ∇ϕuϕdvϕ =

∫
ΩϕP

fϕdvϕ +

∫
Γϕ1

gϕ·uϕdsϕ (3.20)

avec uϕ un champ de vecteur suffisamment régulier uϕ : Ω
ϕ

P → R3 vérifiant la condition
uϕ = 0 sur Γϕ0 = Γϕ−Γϕ1 (les lecteurs intéressés peuvent voir les détailles de démonstration
dans [Ciarlet, 1986]), ∇ϕuϕ ∈ L2(Ω;MN) où MN désigne l’espace des matrice N ×N . On
appelle u le déplacement et on définit le tenseur des déformations linéarisé associé à u
comme étant la partie symétrique du gradient de u.

3.4 Le cadre de la modélisation

Dans cette section, on introduit quelques bases de la modélisation avec le respect
des concepts de la mécanique de rupture fragile. Pour la modélisation géométrique et
mécanique des fissures, le concept utilisant le point de vue de Griffith n’est pas pris en
compte. Ce dernier idéalisées géométriquement les fissures comme des coupures dans le
milieu sain, qui deviennent des surfaces de discontinuité des déplacements du point de
vue cinématique. En termes d’interaction entre les lèvres, le point de vue de Griffith reste
insuffisant puis qu’il consiste à négliger les forces de cohésion en bout de fissure. Ainsi un
modèle plus réaliste, de Dugdale qui prend en compte les forces de cohésions fonction de
saut des déplacements est considéré.

On se place au niveau macroscopique et on idéalise la fissure comme une coupure dans
la plaque. En 2D, cette coupure récemment créée est supposée comme une droite où les
déplacements sont discontinus. La plaque ΩP est carrée et possède à l’état initial un défaut
D = {(x, y);x2 + y2 < R2} privé du segment Γ = (±R, 0)× {0}, i.e. ΩP/D. Le défaut est
un cercle de centre (0, 0) de rayon R. L’étude est réalisée dans le cadre des hypothèses
HPP et HDP.

3.4.1 Description géométrique de la plaque

3.4.1.1 Configuration initiale : phase élastique 0 ≤ σ∞ ≤ σe

L’espace euclidien R3 habituel rapporté à un repère orthonormé fixe (e1, e2, e3) et le
système cartésien (x1, x2, x3) sont utilisés. La configuration de référence de la structure
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est un ensemble ouvert ΩP de R2 borné du plan (−→x 1,
−→x 2) dont la frontière est notée

Γ. La structure est constituée de matériau isotrope dont le comportement élastique est
caractérisé par les coefficients de Lamé µ et λ avec un module de Young E et de coefficient
de Poisson ν. La structure s’adapte à la loi de la zone cohésive de type Dugdale et elle
est soumise à un chargement de traction croissant sur les deux bords latéraux, les deux
autres bords sont libres.

X2

X1

Ω/D

fs (x1, x2)

fs (x1, x2)

D

d

Figure 3.2: Géométrie et chargement de la plaque ΩP/D à
l’état initial ou phase élastique

La structure élastique ΩP = (−L,+L)2 voir [Ferdjani et al., 2007] est définie dans la
configuration de référence par les équations d’équilibre et la loi de comportement :

divσij = 0 sur ΩP/D

σij = 2µεij(u) + λtrεij(u)δij dans ΩP/D

σijnj = 0 sur ∂NΩP

σije1 = 0 (±L)× (−L,+L)

σije2 = σ∞e2 sur (−L,+L)× (±L)

(3.21)

avec εij(u) = 1
2
(∇u +∇uT ) dans ΩP/D, le champ de déformation linéaire est associé

au champ de déplacement u. nj, la normale extérieure du corps ΩP/D et e2 un vecteur de
base. La force volumique est négligée, ∂NΩP représente la partie de la borne du domaine
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soumise à la force imposée.

Le défaut D = {(x, y);x2 + y2 < R2} est supposé symétrique pour les axes x1 = 0 et
x2 = 0 et l’effort est maximal aux points d’intersections (±d, 0) de la frontière de D. En
absence de fissure, et lorsque la solution est purement élastique, le champ de déplacement
u et de contrainte σ sont solutions du problème linéaire.

3.4.1.2 Symétrie et hypothèse de régularité de la structure

Les hypothèses de symétrie et de régularité son celles utilisées dans [Pham, 2016] pour
la résolution d’un problème de plaque sollicité en traction-compression. La géométrique
de la structure ΩP/D étant symétrique ainsi que le chargement, plusieurs hypothèses peu-
vent être formulées pour l’obtention de la solution dans la base (e1, e2).

Toute la charge se trouve dans le plan parallèle au plan (−→x 1,
−→x 2) et, la plaque à une

épaisseur faible selon −→x 3, il en résulte que nous pouvons considérer le problème en état
plan de contrainte. Il nous faut chercher à définir l’état de charge appliqué au défaut D
de rayon R. Le principe de Saint-Venant permet d’affirmer que, loin du trou, nous somme
en présence d’un tenseur de traction uni-axiale.

Le champ de tenseur des contraintes étant plan, les composantes de cisaillement σ12

symétrique, s’annulent sur les axes x1 = 0 et x2 = 0. En conséquence le tenseur de
contrainte reste principale sur la base (e1, e2), en tous points du domaine. Les valeurs
propres on sont : σ1 et σ2. Le champ des contraintes en tout point x peuvent s’écrire sous
la forme :

supx∈ΩP /D max{σ1(x), σ2(x), σ3(x)} = σ22(±d, 0) (3.22)

où {σi(x)}1≤i≤3 : sont des contraintes principale en x. Donc le champ de contrainte
élastique σi(x) est une fonction régulière de x. Sa composante normale σnn(x) atteint la
valeur maximale pour les points (±d, 0) dans la direction normale e2. En fin, la phase
élastique s’arrête lorsque l’effort maximal de traction dans le corps ΩP/D atteint la valeur
critique σc, correspondant au début d’une fissure dans le modèle de Dugdale-Baremblatt.

σe = sup{σ∞ : σ22(±d, 0) ≤ σc} (3.23)

Conséquences sur les hypothèses

Après les hypothèses prisent on compte, les contraintes sont répartie le long de l’axe
x2 = 0 selon les conditions suivantes :

1- le vecteur contrainte σ0
2i(x1, 0) (avec i = 1, 2) suivant e2 est normale et s’exprime

par : σ0
22(x1, 0)e2 = Σ(x1, 0)e2. La distribution de contrainte normale σnn(x1, 0) parallèle

à l’axe x2 est une fonction paire régulière de x1, elle admet x1 comme axe de symétrie
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et la valeur maximale est atteinte pour x1 = 0. En développant cette contrainte normale
σ22(x1, 0) à l’ordre 2 par rapport à x1, on a la distribution :

Σ(x1, 0) = σ22(x1, 0) +
x1

1!

∂σ22

∂x1

(x1, 0) +
x2

1

2!

∂2σ22

∂x2
1

(x1, 0) + 0(x2
1) (3.24)

La distribution des contraintes étant une fonction paire, on peut écrire :

Σ(x1, 0) = σ22(0, 0) +
x2

1

2
σ22,11(0, 0) + 0(x2

1) (3.25)

2- On introduit la longueur caractéristique du gradient de déplacement des contraintes

suivant x1 = 0 sous la forme : lc = 2
√

σ22(x1,0)
σ22,11(x1,0)

. Le développement de distribution de

contrainte normale se réécrit comme suit.

Σ(x1, 0) = σ22(0, 0)

(
1 +

2x2
1

l2c

)
+ 0(x2

1) (3.26)

Cette expression traduit la bonne approximation de Σ(x1, 0) lorsque x1 est très petit
devant lc (x1 � lc). La formulation plus générale de cette expression est décrit dans le cas
de problème d’évolution de rupture par [Pham et al., 2016]. Les hypothèses de symétrie
et de régularité supposent que la fissure s’initie au point 0 = (0, 0) à l’instant critique
tc = σc

σ22(0,0)
, lorsque la contrainte normale maximale du problème élastique atteint la

valeur critique σc. La distribution plus générale de contraintes normale devient

Σ(x1, 0) =
σc
tc

(
1− 2x2

1

l2c

)
t+ 0t(x2

1) (3.27)

A travers cette relation, la fissure est supposée toujours droite et se situe sur l’axe
x2 = 0. Après l’instant t, il est possible de définir la fissure comme un ensemble des points
de discontinuité du champ de déplacement u(t) noté Su(t) ∈ Γ de l’axe x2 = 0 compris
dans la structure ΩP/D.

Su(t) = {x ∈ ΩP/D; [[u(t)]](x) 6= 0} ⊂ Γ = ΩP/D ∩ {x2 = 0} (3.28)

Le champ de déplacement a travers la ligne de discontinuité est normale. La fissure
est toujours en mode d’ouverture suivant l’axe x1 avec un saut normale de déplacement
[[u2(t)]](x) au point (x1, 0) ∈ Su(t).

3.4.2 Compléments

3.4.2.1 Conditions de stabilité locale de la fissure

La géométrie du solide fissuré est décrit par un domaine plan Ω0
c ⊂ R2 de frontière

∂ΩP . On suppose pour simplifier l’absence de force de volume. L’équilibre du solide dans
les conditions ainsi définies (sollicité par la contrainte σ∞), les déplacements ud imposés
sur une partie ∂DΩP de la frontière ∂ΩP et une densité d’efforts surfacique T d sur une
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partie complémentaire ∂NΩP de ∂ΩP , est décrit par des déplacements u et de contrainte
σ, gouverné par les équations locales. Les surfaces ∂DΩP et ∂NΩP forment une partition
de ∂ΩP .

3.4.2.2 Proposition

Le champ de déplacement u(t) et le champ de contrainte σ associé sont solutions du
problème de la phase élastique s’ils satisfont les conditions locales suivantes :

Équations d’équilibre :

divσij = 0 dans ΩP/(D ∪ Γ) (3.29)

Conditions aux limites et de symétries :∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

σ(x) · n(x) = T d x ∈ ∂NΩP

u(x) = ud(x) x ∈ ∂DΩP

u(x) · n(x = 0 x ∈ Ssym.
σ(x) · n(x)− σnn(x) = 0 x ∈ Ssym.

(3.30)

Chemin de fissure :∣∣∣∣∣ [[u2]] = 0, σ12 = 0, σ12 ≤ σc sur Γ/Su(t)

[[u2]] ≥ 0, σ12 = 0, σ22 = φ([[u2]]) sur Su(t)

(3.31)

où σn = n · σ · n, la contrainte normale. Les surfaces ∂DΩP et ∂NΩP supportent les
valeurs imposées du déplacement ou du vecteur contrainte, tandis que sur le long de
la surface de symétrie Ssym, en expriment le glissement sans frottement. L’utilité pra-
tique des conditions de symétrie vient de ce qu’il représente le comportement attendu des
déplacements et des contraintes sur le plan de symétrie géométrique lorsque les conditions
de chargement sont elles-mêmes symétriques. En conséquence, les conditions de symétries
permettent ainsi de poser le problème d’équilibre sur un domaine réduit par utilisation
de symétries planes.

3.5 Modèle cohésive en pointe de fissure

3.5.1 Rappels bibliographiques

Les modèles cohésives sont souvent introduits pour tenir compte de la relaxation plas-
tique qui se produit en tête de fissure [Labbens, 1980]. Initialement, c’est [Barenblatt, 1959]
qui à présenter le premier modèle cohésive, suivit par celui de [Dugdale, 1960b] sous
une forme légèrement différente. D’autres modèles ont suivis : ([Vitviski et Leonov, 1960],
[Bilby et al., 1963]). Dans ces modèles, on considère les forces de cohésions qui agissent à
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la pointe d’une fissure, ces forces dépendent fortement de la distance y entre deux plans
atomiques. L’intensité de contrainte de cohésion est supposée nulle lorsque la distance
inter-atomique est égale à la distance au repos b0. L’intensité de contrainte de cohésion
passe par un maximum lorsque la distance y s’accrôıt d’environ une fois et demi la valeur

de b0. La contrainte de cohésion maximale est définie telle que : max σc ∼
√

EGs
b0

, cette in-

tensité diminue lorsque la distance y augmente. L’énergie de surface est reliée à l’intensité
des contraintes de cohésion par l’expression : Gs = 1

2

∫∞
b0
σc(y)dy.

3.5.1.1 Principe

On se propose d’appliquer la méthode des forces cohésives à la résolution de problèmes
faisant intervenir la rupture avec propagation de fissure. Avant d’aborder certaines ques-
tions concernant les forces cohésives, nous commençons le problème par la présentation
d’une figure limitant les différentes zones d’un solide élastique en rupture fragile.

Zone saine
Lzs

Zone Cohésive
 Lzc

Fissure Réelle
 Lzl

-nc

+nc
Interaction 

(Forces Cohésives FC) 

Lc

Zone de rupture

Pointe de fissure

Pf

δc

Figure 3.3: Modèle des zones cohésives

Le problème est d’autant plus intéressant que dans bien de nombre, le problème de
Barenblatt s’y ramène approximativement. L’énergie potentiel de surface φ([[un]]) = 0 est
donnée par :

- une zone saine : Lzs,

- une zone cohésive : Lzc, les lèvres de fissure sont soumissent aux forces cohésives,
avec la longueur caractéristique Lzc et un de déplacement δc.

- une zone libre : Lzl, la rupture au début de fissure est définie par les conditions aux
limites avec la zone cohésive.
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Figure 3.4: Notation du problème
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3.5.2 Équilibre de la plaque fissurée en présence des forces cohésives

3.5.2.1 Configuration déformée : phase de rupture cohésive σe < σ∞ < σr

3.5.3 Loi cohésive de type Dugdale

La propagation et la nucléation de fissures dans la structure à lieu dans la configura-
tion déformée, elles sont gérées par la loi cohésive de type Dugdale ([Ferdjani et al., 2007],
[Pham et al., 2016] et [Pham, 2016]). Modèle formulé en termes énergétiques, la den-
sité d’énergie surfacique φ([[un]]) de fissure dépend d’une façon non trivial au saut de
déplacement à la différence du modèle de [Griffith, 1920] dans lequel on assure que la
densité φ([[un]]) est constante. Ainsi dans le modèle de [Dugdale, 1960a], en supposant
que l’ouverture de la fissure est en mode I, i.e. le déplacement normale est discontinu. La
densité φ([[un]]) d’énergie en fonction de déplacement est donnée par l’expression :

φ([[un]]) =


+∞ si [[un]] < 0

Gc
lc

[[un]] si 0 ≤ [[un]] < lc

Gc si [[un]] ≥ lc

(3.32)

où [[un]], dénote le saut de déplacement suivant l’axe x2 = 0, on a :

[[un]](x) = lim
x2→0+

u(x1, x2)− lim
x2→0−

u(x1, x2),

Gc le taux de l’énergie critique restituée venant du modèle de [Griffith, 1920] et lc la
longueur interne caractéristique des modèles des forces cohésives. Le rapport Gc

lc
décrit la

contrainte critique de cohésion sous la forme :

σc =
Gc

lc
(3.33)

En terme de forces cohésives, la contrainte normal σnn correspondant à l’interaction
entre les lèvres de fissure est égale à σc lorsque 0 < [[un]] < lc et s’annule dès que [[un]] > lc.

σnn =


≤ σc si [[un]] = 0

= σc si 0 < [[un]] < lc

= 0 si [[un]] > lc

(3.34)

Dans ce modèle, les lèvres de la fissure sont divisée en deux zones : une zone cohésive
dans laquelle les forces cohésives sont égale à σc et une zone non cohésive ou il y a aucune
force cohésive, comme le montre les figures ci-dessous.

L’ouverture critique est atteinte lorsque la contrainte σ∞ = σr, elle est définie par l’ex-
pression lc = Gc

σc
. La taille limitant la zone cohésive ([Laverne, 2004], [Pham et al., 2016],

[Pham, 2016], [Rice, 1980] et [Rice et Wang, 1989]) est définie par l’expression :

Tzc =
π

8(1− ν2)

EGc

σ2
c

(3.35)
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σC

Φ

GC

δC [Un]

σC

σnn

δC [Un]

Figure 3.5: Modèle de Dugdale

3.6 Formulation mécanique du problème

La plaque élastique occupe dans la configuration initiale ΩP un domaine (ΩP/D) ⊂ R2

borné régulier, à frontière Γ suffisamment régulière et constituée des parties ∂DΩP et ∂NΩP

de mesure non nulle.

Soit Γ, la fissure dans ΩP/D. Dans la configuration déformée Ω
ϕ

P , on a : ΩP/(D ∪ Γ).
La plaque est soumise à des forces surfaciques orthogonales à son plan de densité superfi-
cielle f ∈ L2(ΩP ;R3). La frontière Γ de ΩP/D comprend deux parties ouvertes disjointes
Γ0,Γc, dont le complémentaire Γ est supposé formé d’un nombre fini de points. La plaque
est supposée soumise sur Γc à des forces de densité linéique g ∈ L2(ΩP ;R3). L’état des
contraintes de la plaque est entièrement déterminé par un champ de tenseurs σ d’ordre
2 dans ΩP . Les déplacements de la plaque sont entièrement déterminé par une fonction
scalaire u : ΩP → R, u(x) représente le déplacement du point x de ΩP dans la direction
orthogonale à la plaque.

3.6.1 Cadre fonctionnel de résolution du problème

Dans la configuration déformée, le problème revient à trouver ũ ∈ Cad(ũd) et σ ∈
Sad(T d), satisfaisons respectivement les équations d’équilibres et de comportement. Afin
de résoudre le problème et fixé les idées, nous commençons par rappeler les espaces utilisés
dans le cadre fonctionnel où le problème d’élasticité linéaire est résolut. Ces ensembles
dépend à la fois au chargement et à l’état de fissuration de la structure.

3.6.1.1 Ensembles des champs admissibles

Le cadre fonctionnelle approprié à la résolution du problème consiste à travailler dans
un sous-espace H1

0,Γ(ΩP ) de H1(ΩP ) défini par :

H1
0,Γ(ΩP ) = {ũ = (ũ1, ũ2) ũ ∈ H1(ΩP ); ũ = 0 sur Γ, i = 1, 2} (3.36)
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On introduit aussi le convexe fermé des champs de déplacements cinématiquement
admissibles Cad avec les déplacements imposés ũd.

Cad(ũd) = {ũ | ũ ∈ H1(ΩP ), ũ = ũd sur ∂DΩP ; [[ũ]] · n ≥ 0 sur Γ} (3.37)

L’espace H1(ΩP ;R2) = {σ ∈ L2(ΩP ;R), divσ ∈ L2(ΩP )}, est un espace de Hilbert
pour la norme || · ||1. Pour les contraintes, d’après la loi fondamentale de la mécanique
([Duvaut et Lions, 1972] dans [Temam, 1983]), le champ de tenseur σ doit vérifier les
conditions aux limites et les équations d’équilibres dans ΩP . Cela nous ramène à définir
l’ensemble Sad(T d) des contraintes statiquement admissible avec les efforts imposés (T d)
défini par :

Sad(T d) = {σ | divσ = 0 dans ΩP , σ · n = T d sur Γd, σ · n = σnnn sur Γ}
(3.38)

Il est utile d’introduire au point 0 = (0, 0) (centre de symétrie où s’initie la fis-
sure cohésive), l’ensemble Cad(0) des déplacements cinématiquement admissible à zéro
et l’ensemble Sad(0) statiquement admissible à zéro définis respectivement par :

Cad(0) = {ũ | ũ ∈ H1(ΩP ) ũ = 0 sur ∂DΩP , u · n = 0 sur Γ}
Sad(0) = {σ | σ ∈ L2(ΩP ;R), divσ = 0, σ · n = 0 sur ∂TΩP}

(3.39)

Le vecteur ũ ∈ Cad associe à l’énergie totale de la structure ε(σ, lf ) comme une somme
de l’énergie élastique. A l’équilibre du corps fissuré, l’énergie totale est fonction de la
charge σ ∈ C2(ΩP ;R) et de la position de u ∈ C2(ΩP ) en tête de fissure.

Dans le domaine Ω0
c = ΩP/(D ∪ Γ), le problème d’élasticité linéaire avec condition de

type unilatérale sur la fissure consiste à trouver le champ de déplacement ũ = (ũ1, ũ2) ∈ R2

et le champ de contrainte σ ∈ R2 = {τ ∈ R2 : τ = τT} satisfaisant les équations suivantes :

Ω0
c = ΩP/(D ∪ Γ); Γ = (−l,−d]× {0} ∪ [+d,+l)× {0} (3.40)

divσij = 0 dans Ω0
c

σij = 2µεij(u) + λtrεij(u)δij dans ΩP/D

σijnj = 0 sur ∂ΩP

σije1 = 0 sur (±L)× (−L,+L)

σije2 = σ∞e2 sur (−L,+L)× (±L)

σije2 = σce2 sur Γ

(3.41)
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La loi gouvernant l’évolution de fissure en tenant compte du chargement est d’écrit
par l’énergie totale en fonction de la charge σ et la longueur lf de fissure. L’énergie totale
de surface due aux forces cohésives s’écrit :

εsT (σ, lf ) =
1

2

∫
ΩP /(D∪Γ)

σijεij(ũ)dx+

∫
Γ

φ([[ũ2]])dx1 −
∫
∂ΩP

σũ2n2ds (3.42)

Le champ de déplacement dans l’intervalle [d, L) minimise l’énergie locale et lf est
supposé être un point stationnaire de la déformation ε(σ, .). Le problème variationnel
sous la forme d’une minimisation locale est introduite, on considère aussi la condition de
stabilité locale déduite des propriétés du champ de contrainte.

3.6.2 Définition

Le champ ũ, parmi l’ensemble des champs de déplacements cinématiquement admis-
sible Cad, minimise localement l’énergie totale de la structure ε. Formellement, ũ satisfait
les conditions suivantes :

1. - ũ ∈ Cad,

2. - ∃h > 0, ∀ũ ∈ Cad : ũ ∈ [d, L), ||ũ− u||1 ≤ h tel que εsT (σ∞, u) ≤ εsT (σ∞, ũ).

Le champ des contraintes se calcule grâce à la loi de comportement élastique σij =
2µεij(u) + λtrεijδij et la fissure correspond à l’ensemble des points de discontinuités du
champ de déplacement u.

3.7 Évolution de la fissure et méthodologie de résolution

du problème

3.7.1 Orientation

Pour la structure, on considère une plaque avec fissure de longueur 2a située au centre.
La plaque est chargée uniformément en traction sur les deux bords latéraux, les deux
autres bords sont libre. Dans la phase élastique (i), la plaque possède un défaut D au
centre et la dans la phase de rupture (ii), une fissure suivant la direction x1. La situation
est présentée dans les figures 3.5 suivantes :

L’ensemble de la phase élastique (i) à la phase de rupture (ii) s’accompagne des
hypothèses de symétrie et de chargement.

3.7.1.1 Hypothèse de régularité

A l’instant t, l’ensemble des points de discontinuités Su(t) du champ de déplacement
u(t) est supposé vide, donc qu’il existe au centre 0 = (0, 0), une longueur q(t) telle que
Su(t) = (−q(t), q(t))× {0}.
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X2

X1

ΩP/D

fs (x1, x2)

fs (x1, x2)

D

d

Etat (1)

(i)

lf σc

X2

X1d-d 

σc

σ22=σinf

ΩP/(DUΓ)Etat (2)

σ22=σinf

(ii)

Figure 3.6: État de fissure : (i) phase élastique, (ii) phase de rupture
purement cohésive

3.7.1.2 Hypothèse de symétrie et d’uniformité

Pour Su(t) non vide, l’ouverture de fissure [[u2(t)]] est une fonction continue de x1,
maximale à x1 = 0 et décroissante à 0 lorsque |x1| 7→ q(t).

3.7.1.3 Résolution de la phase purement cohésive

Soit Lzc = [−q,−d] ∪ [+d,+q] × {0}, la longueur de la zone cohésive (voir figure ci-
dessus) et Γc = Γ+

c ∪ Γ−c , sa surface. Sur cette phase de rupture purement cohésive, l’axe
Ox1 est soumis à la contrainte cohésive σc uniforme. Sur la surface Γ+

c où la contrainte
est appliquée, on a : −q ≤ t ≤ +q et P = σc. La surface Γ+

c de la zone cohésive est
définie par les conditions aux limites σ22 = N(t) et σ21 = T (t) où N(t) et T (t) sont
des fonctions continues de l’abscisse t lesquelles représente les contraintes normale et
tangentielle. En introduisant deux fonctions analytiques de z, Φ(z) et Ψ(z), où la variable
complexe s’exprime par z = x1 + ix2, les contraintes et les déplacements sont donnés par
les formules bien connues de Muskhelishvili ([Muskhelishvili, 1954]).

σ22(x, y)− iσ12(x, y) = Φ(z) + Φ(z) + zΦ′(z) + Ψ(z)] (3.43)

Les conditions aux limites sont celles utilisées dans [Muskhelishvili, 1954] :

Φ(t) + Φ(t) + tΦ′(t) + Ψ(t) = N − iT (3.44)

ou

Φ(t) + Φ(t) + tΦ′(t) + Ψ(t) = N + iT (3.45)

Dans le cas de forces cohésives, N = −P

Φ(z) =
1

2πi

∫ +q

−q

N − iT
t− z

dt (3.46)
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Ψ(z) = − zP
2πi

∫ +q

−q

dt

(t− z)2
(3.47)

Après développement on :

Φ(z) =
1

2πi

∫ +q

−q

dt

t− z
= − P

2πi

∫ +d

−q

dt

t− z
− P

2πi

∫ +q

−d

dt

t− z
(3.48)

Φ(z) = − P

2πi
[ln(z − t)]t=+d

t=−q −
P

2πi
[ln(z − t)]t=+q

t=+d (3.49)

d’où

Φ(z) = − P

2πi
ln
z − q
z + q

(3.50)

Ψ(z) = − Pqz

πi(z2 − q2)
(3.51)

Dans l’équation ci-dessus, le terme ln z−q
z+q

signifie, l’accroissement de la fonction ln(z−t)
pour un chargement continue de t à −q et +q. Plus clairement z− t = ρeiθ avec ρ = |z− t|
et θ l’angle mesuré entre les vecteurs à partir de t jusqu’à z dans l’axe Ox qui se
trouve entre 0 et π mesuré dans l’axe Ox dans le sens horaire. ln(z − t) = ln ρ − iθ,
ln z−q

z+q
= ln ρ1

ρ2
− i(θ1 − θ2). où (θ1 − θ2) est l’angle substitué de z par le chargement du

segment Γ+
c suivant l’axe Ox1.

Les composantes des contraintes serons calculées à partir des relations :

σ11(x, y) + σ22(x, y) = 2[Φ(z) + Φ(z)] = 4RΦ(z) = −2P

π
(θ1 − θ2) (3.52)

σ22(x, y)−σ11(x, y)+2iσ12(x, y) = 2[zΦ
′
(z)+Ψ(z)] =

2Pq

πi

z − z
z2 − q2

= − 4Pqy

π(z2 − q2)
(3.53)

finalement on a :

σ11(x, y) = −P
π

(θ1 − θ2) + 2Pqy(x2−y2−q2)
π[(x2+y2−q2)2+4q2y2]

σ22(x, y) = −P
π

(θ1 − θ2)− 2Pqy(x2−y2−q2)
π[(x2+y2−q2)2+4q2y2]

σ21(x, y) = 4Pqxy2

π[(x2+y2−q2)2+4q2y2]

(3.54)

La loi de distribution des contraintes plus simple devient, si on écrit le terme (z2− q2)
sous la forme :

z2 − q2 = ρ1ρ2e
−i(θ1−θ2) (3.55)
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puis

σ22(x, y)− σ11(x, y) + 2iσ12(x, y) = −4Pqy

ρ1ρ2

ei(θ1−θ2) (3.56)

ce qui donne

σ11(x, y) = −P
π

(θ1 − θ2) + 2Pq y(cos(θ1−θ2)
ρ1ρ2

σ22(x, y) = −P
π

(θ1 − θ2)− 2Pq y cos(θ1−θ2)
ρ1ρ2

σ21(x, y) = −2Pq y sin(θ1−θ2)
ρ1ρ2

(3.57)

Les formules montrent que les composantes sont continus jusqu’à la frontière, si les
points t = ±q sont exclus. A ces points, la fissure cesse d’être continues mais reste
liée, les conditions aux limites sur la frontière sont satisfaisantes. Les composantes du
déplacements sont également calculés, il demeurent continu jusqu’à la frontière des points
t = ±q.

3.7.2 Scénario de fissuration et méthodologie de résolution

Il s’agit d’un modèle de fissure de longueur finie dans une plaque soumise aux efforts
de tractions uniforme σ22 = σ∞. Le modèle est caractérisé par la présence des forces de
cohésions d’intensité constante en pointe de fissure, voir dans [Bui, 1978] où une solution
détaillée du problème est donnée.

3.7.2.1 Configuration initiale : phase élastique (étape : 1)

(i) A l’état initial ou phase élastique, la structure (étape (1)) présente un défaut D.
La fissure Γ est absente i.e., q(t) = 0 et Su(t) = 0. La réponse de la structure est purement
élastique, donc l’ensemble de l’état de fissuration de cette phase satisfaisant à la condition
de stabilité locale qui définie la branche élastique.

3.7.2.2 Configuration déformée : phase de rupture (étape : 2)

(ii) La déformation de la structure après fissuration, est la phase de rupture pro-
prement dite. La réponse de la structure n’est plus élastique, la rupture apparâıt aux
points (±d, 0) où il y a des fortes concentrations des contraintes. La fissure se propage
symétriquement suivant la direction de l’axe x1. Cette phase de rupture possède des so-
lutions. La méthodologie amenant à l’obtention de ses différentes solutions est expliquée
à partir des cas particuliers.
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3.7.3 Cas particuliers importants

3.7.3.1 Orientation

Dans la phase de rupture avec cohésion étape (2), Il convient de particulariser ce qui
précède en distinguant deux cas importants :

(ii)1 un premier cadre où l’étape (2) avec fissure est maintenant notée étape (2.1).
Cet étape (2.1) se subdivise en deux sous-phases non-cohésive (2.1a) où la contrainte
de cohésion est nulle et en sous-phase purement cohésive (2.1b) où il y a la présence
des forces cohésives, voir les figures ci-dessous. La superposition de ces deux sous-phases
donne l’étape principal de rupture (2.1).

lf σc

X2

X1d-d 

σc

σ22=σinf

ΩP/(DUΓ)Etat (2.1)

σ22=σinf

(ii)1

 lc

(iv)1

σc

X2

X1d-d 

σc

ΩP/(DUΓ)
Etat (2.1b)

-q
q= -

X2

X1d-d 

lf

ΩP/(DUΓ)
Etat (2.1a)

σinf

1

(iii)1

1

-q

q

Figure 3.7: (ii)1 Évolution et répartition des forces cohésives : (iii)1

fissure non-cohésive, (iv)1 fissure purement cohésive

(ii)2 un deuxième cadre où l’étape (2) avec fissure est maintenant notée étape (2.2).
Cet étape (2.2) se subdivise également en deux sous-phases non-cohésive (2.2a) avec une
contrainte de cohésion nulle sur toute la longueur de la fissure, comme dans la première
phase (2.1a) et une autre sous-phase (2.2b) constituée de l’addition de la partie cohésive et
de la partie non-cohésive. En conséquence, la sous-phase (2.2b) est partiellement cohésive.
On distingue pour cette sous-phase, la zone partiellement cohésive et la zone non-cohésive.
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=
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Figure 3.8: (ii)2 Évolution et répartition des forces cohésives : (iii)2

fissure non-cohésive, (iv)2 fissure partiellement cohésive
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3.7.4 Remarque

La phase de rupture de l’étape (2.1) est bien sûr identique à la phase de rupture de
l’étape (2.2).

(iii)1 Dans la sous-phase (2.1a), on impose la valeur de contrainte à l’unité, la fissure
est libre sans forces de cohésion en pointe p(t). Le Facteur d’Intensité des Contraintes
FIC est fonction de la longueur de la fissure Kf

I (lf ).

(iv)1 Dans cette sous-phase (2.1b), la plaque présente une fissure que nous définissons
de purement cohésive. Toute la lèvre de la fissure est supposée être soumise à la contrainte
de cohésion σc. L’ouverture de la fissure à lieu a x1 = ±d est inférieure à la valeur critique
δc du modèle de Dugdale i.e., q(t) > 0 et [[u2(t)]](d) ≤ δc

(iii)2 La sous-phase (2.2a) est identique à la sous-phase (2.1a) vu à la section (iii)1.
Les caractéristiques et les hypothèses sont partout les mêmes.

(iv)2 Dans la sous-phase notée (2.2b), il existe dans la plaque une fissure dont l’ouver-
ture à x1 = ±d est supérieure à δc, i.e. q(t) > 0 et [[u2(t)]](d) ≥ δc. Dans ce cas, l’ouverture
de fissure est une fonction constante de |x1| et décroissante à (±d). Le chargement et la
géométrie de la plaque étant tous deux symétriques, il existe deux points (−p(t), 0) et
(p(t), 0) pour 0 < p(t) < q(t) aux quels [[u2(t)]](−p(t)) = δc et [[u2(t)]](p(t)) = δc respec-
tivement. En conséquence, la longueur de fissure se divise en deux parties que son la
zone cohésive où la contrainte de cohésion est égale à la contrainte critique cohésive du
modèle de Dugdale σc et la zone non-cohésive où la contrainte de cohésion s’annule. La
formulation mathématique synthétisant la sous-phase (2.2b) partiellement cohésive est la
suivante : ∣∣∣∣∣ [[u2]](x1) > δc, σ22(x1, 0) = 0, si |x1| < p(t)

0 < [[u2]](x1) < δc, σ22(x1, 0) = σc, si p(t) < |x1| < q(t)
(3.58)

Les forces de cohésion ont une amplitude constante égale à la limite élastique du modèle
de Dugdale. L’évolution des pointes de la zone cohésive q(t) et de la zone non cohésive p(t)
font l’objet d’une identification particulière dans cette étude. La propagation (symétrique)
des 2 fissures cohésives, leur longueur est telle qu’il n’y ait pas de singularité aux pointes
p(t) et q(t).

3.7.5 Proposition en pointes de la zone cohésive lc ∈ [−q(t); q(t)]
3.7.5.1 Facteur d’Intensité de Contraintes FIC

On se situe dans le cas de l’élasticité plane, où la déformation est caractérisée par le fait
que l’une des composantes cartésiennes du déplacement u1 = u1(x1, x2), u2 = u2(x1, x2)
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et u3 = 0 est nulle et que les deux autres ne dépendent pas de la variable d’espace corre-
spondant à la composante nulle.

En pointe de fissure de la zone cohésive aux points (±q(t), 0), la continuité des déplacements
impose en mode I que le FICKI = 0, i.e., la singularité n’est pas autorisé en pointe. Le FIC
s’obtient par application du principe de superposition associant le chargement extérieure
on fonction de la longueur de la fissure Kf

I (lf ) à la distribution des forces de cohésions on
fonction de la longueur cohésive Kc

I(lc), avec lc ∼ lf .

KI = Kf
I (lf ) +Kc

I(lc ∼ lf ) (3.59)

3.7.5.2 Démonstration

Désignons par σ2i(x1, 0) avec i = 1, 2, la contrainte sur la ligne droite occupée par la
fissure. Au voisinage des pointes de la fissure cohésive (±q(t), 0), le champ de déplacement
u(t) et le champ de contrainte σ2i(x1, 0) doit satisfaire la relation de comportement et
les conditions aux limites σ2i(x1, 0) = σ0

2i(x1, 0)e2 sur les lèvres de la fissure et σij 7→ 0 à
l’infinie. Les détails de la solution sont donnés dans [Bui, 1978]. Le taux d’énergie restituée
dû à la croissance de la fissure doit être nul. Ce critère énergétique fait disparâıtre la
singularité en pointe. La singularité est alors semblable à celle d’une fissure non-cohésive
ou le champ de déplacement u(t) au voisinage de la pointe (q(t), 0) est de la forme :

u(x) =
KI

2µ

√
r

2π
u(θ) + u(x) (3.60)

avec u(θ) = (3 − 4ν − cos θ)(cos θ
2
e1 + sin θ

2
e2), (r, θ) dénote les coordonnées polaires

et u(x), la partie régulière du champ de déplacement singulier correspondant au mode I.
Le saut normale de déplacement on pointe de la zone cohésive (q(t), 0) est de la forme :

[[u2(t)]](x1) =
8(1− ν2)KI

E

√
q(t)− x1

2π
(3.61)

Le saut [[u2(t)]](x1) ≥ 0 ainsi que le FIC KI ≥ 0, ce qui veut dire que la contrainte
normale σ22(t, 0) sur θ = 0 au point (q(t), 0) devient :

σ22(t)(x1, 0) =
KI√

2π(x1 − q(t))
(3.62)

Si σ22(t)(x1, 0) ≤ σc, le FIC KI non positif, on a par conséquent KI = 0.

3.7.6 Ouverture de la fissure en pointes de la zone non-cohésive

3.7.6.1 Proposition

La position p(t) de la pointe de la zone non-cohésion, devrait satisfaire à la condition
suivante concernant l’ouverture de la fissure [[u2(t)]](±p(t)) = δc.
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3.7.6.2 Démonstration

Soit qϕ, la position arbitraire de la pointe de fissure de la zone cohésive et pϕ, la position
arbitraire de la pointe de fissure de la zone non-cohésive. Le couple (pϕ, qϕ) respecte les
conditions : 0 < pϕ < qϕ, avec (qϕ, 0) ∈ Γ et (pϕ, 0) ∈ Γ. Soit uϕ ∈ Cad un champ de
déplacement cinématiquement admissible. Les zones cohésive et non-cohésive de la fissure
sont respectivement définies :

∣∣∣∣∣ Γϕzc = {x ∈ ΩP/D 0 < [[uϕ]](x1) < δc} = (−qϕ,−pϕ) ∪ (pϕ, qϕ)× {0}
Γϕznc = Suϕ/Γzc = (−pϕ, pϕ) ∪ {0}

(3.63)

Sur la zone cohésive ; σcoh est la contrainte de cohésion qui s’annule sur la zone
non-cohésive. L’énergie totale de la structure a près déformation fonction du champ de
déplacement uϕ et de longueurs cohésive (−qϕ, qϕ) et non-cohésive (pϕ, pϕ) s’exprime par
la relation.

εto(u
ϕ, pϕ, qϕ) =

1

2

∫
ΩP /(D∪Suϕ )

σijεij(u
ϕ)dx+

∫
Γϕzc

σcoh[[u
ϕ
2 ]]dx1 +

∫
Γϕznc

Gcdx1−
∫
∂NΩP

Fuϕds

(3.64)

Dans cette expression, Gc est la valeur critique du taux de restitution d’énergie de
Griffith. L’évolution de la fissure en pointe de la zone cohésive qϕ et non-cohésive pϕ doit
être tels qu’un minimum local de déformation εto(u

ϕ, pϕ, qϕ) est donné sous la forme :

∣∣∣∣∣∣
∃h(t) > 0, uϕ ∈ Cad, ∀(uϕ, pϕ, qϕ), d ≤ pϕ ≤ qϕ ≤ L, ||uϕ − u(t)|| ≤ h(t)

|qϕ − q(t)|+ |pϕ − p(t)| ≤ h(t), εto(u(t), q(t), p(t)) ≤ εto(u
ϕ, qϕ, pϕ)

(3.65)

Les déplacements uϕ et les points arbitraires qϕ et pϕ respectivement dans la zone
cohésive et non-cohésive sont choisit tels que uϕ = u(t), qϕ = q(t) et pϕ = p(t) +hζ : avec
h > 0, pouvant être arbitrairement petit. Dans ce cas, la condition de stabilité d’énergie
de déformation totale devient égale à : εto(u

ϕ, qϕ, p(t) + hζ) − εto(u(t), p(t), q(t)) ≥ 0.
Au point x1 = ±p(t), le champ de déplacement n’est pas singulier et le chargement est
discontinu. Le taux d’énergie totale restituée dû à la propagation est de la forme :

− ∂εto
∂p(t)

(uϕ, q(t), p(t)) = 2σc[[u2(t)]](p(t))− 2Gc (3.66)

comme ∂εto
∂p(t)

(uϕ, q(t), p(t)) = 0,  2σc[[u2(t)]](p(t)) − 2Gc = 0. En tenant compte de

l’état d’équilibre de déformation on peut écrire : 2σc[[u2(t)]](p(t))ζ − 2Gcζ ≥ 0. Le critère
de propagation de la fissure est donc équivalent au critère d’ouverture [[u2(t)]](p(t)) = δc
avec δc = Gc

σc
. La proposition est démontrée.
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Table 3.1: Paramètres géométriques de la plaque
Matériau Acier

Module d’Young E (GPa) 210
Coefficient de Poisson ν 0.30
Longueur = Largeur L (m) 0.20

Épaisseur ep (mm) 0.04

3.8 Évolution de la fissuration : effet d’échelle

Selon [Marigo, 2010], les effets d’échelles sont automatiquement présent dans un système
quelconque subissant une procédure d’évolution de la fissuration. En sachant que le critère
de propagation de Griffith est basé sur la comparaison entre l’énergie potentielle d’une
structure qui est volumique et l’énergie de fissuration qui elle est surfacique. De ces deux
considérations énergétiques nâıt la longueur interne.

Soit lf la longueur de la fissure définie telle que lf = f(I), f : I → ΩP/D, I :
intervalle compacte de R, une fissure droite dans la configuration initiale. Dans la config-
uration déformée, lϕf = ϕ(lf ) avec lϕf = Tzc écrit ultérieurement. La longueur caractérisant
la taille de la zone cohésive Tzc est autant plus petite que la longueur de la fissure lf et
est aussi beaucoup plus petite que la taille L de la structure. On peut écrire : Tzc � L
et lf � L. Dans la suite de cette étude, l’effet d’échelle est pris en compte pendant la
procédure d’évolution de la fissuration.

3.8.1 Étude de la phases élastique 0 ≤ σ∞ ≤ σe

L’exploitation des symétries du problème suivant les axes permet de réduire le mail-
lage éléments finis au quart de la plaque. Des éléments triangulaire fins sont utilisés au
droit de la fissure et en point de celle-ci. Les calculs sont effectués pour une fissure au
centre. La plaque est carrée avec une cavité circulaire D et une charge σ∞ uniformément
répartie. Les paramètres géométriques définis dans le tableau 3.1 sont ceux utilisés dans
le problème analytique par [Ferdjani et al., 2007].

Les conditions aux limites suivantes sont appliquées à la plaque : une face latérale est
bloqué dans la direction x1, le ligament non fissurée est bloqué suivant la direction x2 et
la plan de symétrie vertical de l’éprouvette est bloqué suivant x1. Les lois de comporte-
ment utilisées sont celles qui ont été identifiées analytiquement. Cette phase élastique est
caractérisée par la concentration des contraintes aux points (±d, 0). Le problème revient
de trouver le champ de déplacement u et de contraintes σ vérifiant les relations :
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∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

divσij = 0 dans ΩP/D

σij = 2µεij(u) + λtrεij(u)δij dans ΩP/D

σijnj = 0 sur ∂NΩP

u = ud sur ∂DΩP

εij(u) = 1
2
(∇u+∇uT ) dans ΩP

(3.67)

La distribution de contrainte normale le long de la fissure Γ est donnée par l’expression
σ22(x1, 0).

3.8.2 Étude de la phase purement cohésive

La fissure de longueur lf = 2a est supposée purement cohésive avec lf > 0 à l’instant
t > 0. Soient (−q(t), 0) et (+q(t), 0), les points définissants les pointes de la longueur
cohésive à l’instant t. Les équations d’équilibres de la structure fissurée soumise à la
contrainte de cohésion uniforme sur les lèvres de la fissure sont :

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

divσij[t, q(t)] = 0 dans ΩP/(D ∪ ([−q(t), q(t)])× {0})

σij[t, q(t)] = 2µεij(u[t, q(t)]) + λtrεij(u[t, q(t)])δij dans ΩP/(D ∪ ([−q(t), q(t)]× {0}))

u[t, q(t)] = tud sur ∂DΩP

σij[t, q(t)]nj = tT sur ∂NΩP

σij[t, q(t)]e2 = σce2 sur [−q(t), q(t)]× {0}
(3.68)

Le champ associé de déplacement u[t, q(t)] et de contrainte σij[t, q(t)] sont solution du
système. Il est important de noté que les hypothèses de symétries utilisées dans la partie
élastique restent aussi valable pour la phase de fissuration avec cohésion. La longueur de la
fissure étant beaucoup plus petite par rapport aux dimensions de la structure lf � L voir
[Pham et al., 2016], la perturbation se situe seulement au niveau du champ élastique au
voisinage du point (±d, 0) du début de la fissure. La différence entre la solution cohésive
et la solution non-cohésive donne :∣∣∣∣∣∣∣∣

∆σ[t, q(t)] = σ[t, q(t)]− σ(t) = σ[t, q(t)]− tσ

∆u[t, q(t)] = u[t, q(t)]− u(t) = u[t, q(t)]− tu

∆σ22[t, q(t)] = σc − Σ(x1) = σc − tΣ(x1, 0)

(3.69)

La fonction ∆σ[t, q(t)](x) 7→ 0 lors que |x| > q(t). Sur la fissure, la différence de
contrainte normale vérifie la condition ∆σ22[t, q(t)](x1) = σc − tΣ(x1, 0) donnée par l’ex-
pression :
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∆σ22[t, q(t)](x1) = σc

(
1− t

te
+ 2

t

te

x2
1

l2

)
e2 + 0(x2

1) pour |x1| < q(t) (3.70)

Dans le cas où q(t) = L ou q(t)� L, le terme 0(x2
1) définissant le reste dans l’équation

de développement limité devient négligeable. En conséquence, le problème revient a écrire
le champ des différences (∆u[t, q(t)],∆σ[t, q(t)]) solution du système dans un voisinage
proche du point où démarre la fissuration sous la forme :

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

div∆σij[t, q(t)] = 0 dans R2/([−q(t), q(t)]× {0})

∆σ[t, q(t)] = 2µεij(u[t, q(t)]) + λtrεij(u[t, q(t)])δij dans R2/([−q(t), q(t)]× {0})

∆σ[t, q(t)](x)→ 0 pour |x| → ∞

∆σ22[t, q(t)](x1, 0)e2 = σc

(
1− t

te
+ 2 t

te

x21
l2

)
e2 pour x1 ∈ [−q(t),+q(t)]

(3.71)
Pour résoudre le système analytiquement, des simplifications ont été prisent en compte.

La contrainte normale associée à la résolution du système est donnée par la relation :

σ22[t, q(t)](x1, 0) = σc

(
1− t

te
+ 2

t

te

x2
1

l2

)
(3.72)

Il est important d’insister sur le fait que les équations ne sont seulement valable que
dans le cadre des hypothèses suivantes : élasticité linéaire, milieu plan, chargement quasi-
statique et mode I de fissuration. On se place dans la zone proche de la fissuration r → 0.
La zone cohésive est définie comme un milieu bidimensionnel finie sollicité en mode I. Le
FIC est proportionnel à la différence des charges ∆σ22[t, q(t)](x1, 0) et à la racine carrée
de la longueur de la fissure KI = ∆σ22[t, q(t)](x1)

√
πq(t). En sachant que, ∆σ22[t, q(t)] =

σc

(
1− t

te
+ 2 t

te

x21
l2

)
. On pointe de la zone cohésive, le FIC se calcul comme suivant :

KI [t, q(t)] = σc
√
πq(t)

(
1− t

te
+ 2

t

te

x2
1

l2

)
(3.73)

Aux points (−q(t), 0) et (+q(t), 0), la longueur de la zone cohésive s’ajuste pour que
les contraintes en ces pointes ne soient pas singulières. En conséquence KI(±q(t)) = 0.

q(t) = l

(
1− te

t

) 1
2

(3.74)

Les figures ci-dessous donnent les courbes d’évolutions des zones cohésives :

3.8.3 Étude de la phase partiellement cohésive

Dans cette phase, marquée par la présence des forces de cohésion particulières, d’inten-
sité constante comme dans le modèle de Dugdale (voir dans [Bui, 1978]). Nous désignons
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Figure 3.9: Courbe d’évolution de la zone cohésive
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Figure 3.10: Courbe d’évolution de la zone cohésive
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Figure 3.11: Courbe d’évolution de la zone cohésive
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Figure 3.12: Courbe de chargement : cas purement cohésif
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Figure 3.13: Courbe de chargement : cas purement cohésif

 5

 10

 15

 20

 25

 30

 35

 40

 45

 50

 0.5  0.55  0.6  0.65  0.7  0.75  0.8  0.85

L
o
n
g
u
e
u
r 

d
e
 f
is

s
u
re

 L
f

Pression Prs0

Longueur de fissure Lf

Figure 3.14: Courbe de chargement : cas purement cohésif
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par 2q, la longueur totale de la fissure et par 2p l’intervalle non-cohésive où les trac-
tions sont identiquement nulles. La fissure réelle se limite à l’intervalle 2p. A l’instant
t > 0 partiellement non-cohésive, les pointes cohésives se situent à (±q(t), 0) et celles
non-cohésives aux points (±p(t), 0). On a : 0 < p(t) < q(t). On défini les champs de
déplacement u[t, q(t), p(t)] ∈ H1(ΩP )3 et de contrainte σ[t, q(t), p(t)] ∈ L2(ΩP ,R) associés
comme solution unique du problème élastique linéaire. La contrainte cohésive sollicitant
la structure est non-uniforme sur toutes les lèvres de fissure.

Ω0
c = ΩP/(D ∪ Γ); Γ = Γ0 ∪ Γc (3.75)

avec : ∣∣∣∣∣∣
Γc = [−q(t),−p(t)]× {0} ∪ [+p(t),+q(t)]× {0}

Γ0 = [−p(t),−d]× {0} ∪ [+d,+p(t)]× {0} (3.76)

Γ0, partie non-cohésive décrivant l’initiation de la fissure et Γc, la partie cohésive.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

divσij[t, q(t), p(t)] = 0 dans Ω0
c

σij[t, q(t), p(t)] = 2µεij(u[t, q(t), p(t)]) + λtrεij(u[t, q(t), p(t)])δij dans Ω0
c

u[t, q(t), p(t)] = tud sur ∂DΩP

σij[t, q(t), p(t)]nj = tT sur ∂NΩP

σij[t, q(t), p(t)]e2 = 0 sur [−p(t),−d] ∪ [+d,+p(t)]× {0}

σij[t, q(t), p(t)]e2 = σce2 sur [−q(t),−p(t)] ∪ [+p(t),+q(t)]× {0}

(3.77)

Les champ u et σ solutions du problème considéré doivent appartenir respectivement
à Ca et Sa. Le problème est symétrique ainsi que la solution, les hypothèses de symétrie
sont les mêmes que celles du problème de référence i.e. celle de la phase élastique.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

div∆σij[t, q(t), p(t)] = 0 dans Ω0
c

∆σij[t, q(t), p(t)] = 2µεij(u[t, q(t), p(t)]) + λtrεij(u[t, q(t), p(t)])δij dans Ω0
c

∆σij[t, q(t), p(t)](x)→ 0 pour |x| → ∞

∆σij[t, q(t), p(t)]e2 = σ22(x1)e2 sur [−q(t),+q(t)]× {0}

(3.78)

La différence des deux solutions, entre la phase partiellement cohésive et la phase
élastique s’exprime telle que :∣∣∣∣∣∣

∆u[t, q(t), p(t)] = u[t, q(t), p(t)]− tu

∆σij[t, q(t), p(t)] = σij[t, q(t), p(t)]− tσ
(3.79)
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En tenant compte des conditions aux limites, la contrainte uniforme normale sur la
ligne de fissure s’écrivent :

σ22[t, q(t), p(t)](x1, 0) =

∣∣∣∣∣∣∣
− t
te
σc + 2 t

te

x21
te
σc |x1| < p(t)

σc − t
te
σc + 2 t

te

x21
te
σc p(t) < |x1| < q(t)

(3.80)

tandis que au loin σ22[t, q(t), p(t)](x1, 0) = 0(|−→x |−2).
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Figure 3.15: Courbe de chargement : cas partiellement cohésif
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Figure 3.16: Courbe de chargement : cas partiellement cohésif

Pendant la propagation de la fissure, une partie d’énergie stockée dans la structure est
libérée et absorbé dans le processus de fissuration. Dans la configuration déformé Ω

ϕ

P , le
taux d’énergie restituée est défini comme l’opposé de la dérivé de l’énergie potentielle de
la structure ([Marigo, 2010],[Destuynder et al., 1983]).
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Figure 3.17: Courbe de chargement : cas partiellement cohésif

W (u(Ω
ϕ

P ),Ω
ϕ

P ) =

∫
Ω
ϕ
P

1

2
σϕ(u) : ε(u)dΩ

ϕ

P −
∫

Ω
ϕ
P

fϕuϕdΩ
ϕ

P −
∫

ΓϕP

gϕudΓϕ (3.81)

L’énergie de GriffithG est donnée par la relationG = − dW
dΩ

ϕ
P

([Marigo, 2010],[Destuynder et al., 1983]).

D’après Griffith, cette énergie doit être fournie pour provoquer la rupture par unité de
surface de la nouvelle fissure avec le critère de propagation :

G < Gc pas de propagation

G = Gc propagation (3.82)

Pour la rupture de la structure, la propagation de la fissure est stable si l’augmentation
de la longueur lf tend à diminuer l’énergie G, la charge étant maintenue constante. Ceci
est traduit par :

∂G
∂lf

< 0 propagation possible

∂G
∂lf

> 0 propagation instable (3.83)

La loi de comportement est :

σij = 2µεij(u) + λtrεij(u)δij (3.84)
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Figure 3.18: Courbe de superposition de chargement : cas purement
et partiellement cohésive
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Figure 3.19: Courbe de superposition de chargement : cas purement
et partiellement cohésive
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Figure 3.20: Courbe de superposition de chargement : cas purement
et partiellement cohésive
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3.9 Écartement de fissure

De nombreux problèmes ont été rencontrés pour la définition exacte du lieu où s’ap-
plique la définition de ce concept. Pendant le chargement, la fissure s’émousse et avance
d’une quantité équivalente à environ la moitie de l’ouverture [Labbens, 1980]. L’évolution
de la géométrie de fond fissure a été mise en évidence par des nombreux travaux de
recherches : méthodes expérimentales [Kassir et Riedel, 1981]. [Wells, 1963] a considéré
que le lieu de définition de l’écartement de fissure est l’intersection de la fissure réelle avec
la zone plastique supposée circulaire [Pluvinage, 1989]. [Burdekin et Stone, 1966] ont pro-
posés de prendre le sommet de la fissure réelle du faite que dans le modèle de Dugdale,
les déplacements en ce point sont finis. [Tracey, 1976] suggère de définir l’écartement
de fissure à l’intersection de deux lignes à 45◦ de l’axe de fissure et issue de sa pointe.
[Hayes et Turner, 1974] ont considéré que la pointe de la fissure quitte d’une zone sig-
nificative de profil. [Kassir et Riedel, 1981], partent des considération expérimentales et
indique qu’il est préférable de prendre une ligne à 30◦ de l’axe de la fissure. En 1963,
Wells suggère d’utiliser l’écartement comme un critère de rupture en posant la condition :
δ = δc. Le lieu géographique de l’écartement est défini de la zone plastique par :

δ = 2[[u]](x = ry) (3.85)

[[u]] es le déplacement dans la direction y et ty, le rayon de la zone plastique supposée
circulaire. L’écartement critique de fissure s’écrit :

δc =
4

π

Gc

Re

(3.86)

Par des considérations énergétiques [Wells, 1963] remplace le rapport 4
π

par une valeur
unitaire, ce qui revient à écrire :

Gc = Reδc (3.87)

[Burdekin et Stone, 1966], en utilisant le modèle de Dugdale et de Westergaard défini
la pointe de fissure réelle par l’expression :

δ = (8
Relf
πE

)ln

[
sec

(
π
σg

2Re

)]
(3.88)

Le développement au premier ordre de cette expression permet d’écrire :

δc =

[
π(σcg)

2lf
]

ReE
(3.89)

Le modèle de Dugdale ne s’applique qu’au matériau parfaitement plastique. Pour les
matériaux écrouissable, [Shih, 1981] demande d’exprimer l’écartement de la fissure en
fonction de l’intégrale J sous la forme :

δ = µ
J

Re

avec µ ∈ [0.4; 0.8] (3.90)
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La fonction permettant la prévision de la taille de défaut admissible en fonction en
fonction de la déformation globale normalisée est donnée par [Burdekin et Stone, 1966]
f(εg/εg,y) = δ

2πεylf
: εg,y, est la déformation globale à la perte de la linéarité.

En se basant sur la mécanique linéaire de la rupture, Wells a calculé le déplacement
des lèvres de la fissure à la distance ry par l’expression :

ry =
K2

1c

2πR2
e

(3.91)

Le déplacement normale dans le plan de la fissure est égale à :

[[u]] = 2σg

√
(l2f − x2) (3.92)

avec les considérations suivantes : pour x � lf , on a [[u]] = 2σg
√

2lfx, avec δ = 2[[u]]
par définition, on a

σg = 2σg

√
EG

πlf
et δ =

4

E

√
2rEG

π
(3.93)

pour r = ry :

δ =
4

E

√
EGK2

1c

π2R2
e

=
4

π

GE

ERe

(3.94)

ce qui peut se mettre sous la forme :

G =
π

4
Re (3.95)

Pour des considérations énergétiques, on a :

G = Reδ (3.96)

3.10 Solution élémentaire des problèmes de fissure

3.10.1 Résolution du problème par l’analyse complexe

3.10.2 Problème de Hilbert

Soit f(t) une fonction à valeur complexe, continue par morceau sur Lf . Le problème
revient de trouver une fonction analytique F (z) nulle à l’infinie et satisfaisant sur la ligne
Lf de fissure à l’équation :

F+(t) = G(t)F−(t) + f(t) sur Lf (3.97)
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Figure 3.21: Fissure partiellement cohésive

Lf , est une ligne droite avec des points (−q(t), 0) et (+q(t), 0) aux l’extrémité .

Soit U le champ de déplacement satisfaisant l’équation de l’espace ΩP/(D ∪ Γ).

∆U = 0 dans ΩP/(D ∪ Γ) (3.98)

Sur la ligne de fissure Γ+
0 ∪ Γ−0 , on a la condition de Neumann qui est une fonction de

x1.

∂U

∂x2

= 0 sur Γ+
0 ∪ Γ−0 ,

∂U

∂x2

= f(x1) Γc (3.99)

A l’infinie, la condition du champ de déplacement est : U 7→ C
√

sin θ
2

à l’infinie. Dans

le plan complexe z = x1 + ix2, la fonction f(z) = U(x1, x2) + iV (x1, x2), avec V (x1, x2)
la partie imaginaire de la onction holomorphe.

3.10.3 Rappels mathématiques

3.10.3.1 Intégrales de Cauchy : Formule de Plemelj

Si Lf est une ligne de fissure orientée, l’intégrale de Cauchy sera définie à partir d’une
densité complexe f(t) = f1(t) + if2(t) continu par morceau sur Lf et satisfaisant à la
relation :

F (z) =
1

2πi

∫
Lf

f(t)dt

t− z
(3.100)

Sur la ligne d’intégration, une distinction est faite entre les valeurs limites, i.e., entre
les limites de F (z) 7→ 0 sur Lf à gauche et droite de t. Les valeurs limites de F (z) quand
z 7→ 0 à gauche ou à droite s’écrie respectivement F+(t) et F−(t).
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A BLf t2t1 t0
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Figure 3.22: Ligne de fissure orientée

Dans cette expression, t dénote le point de coordonnées : t = x+ iy, f1(t) et f2(t) sont
des fonctions réelles de t sur Lf . La fonction f(t) satisfait sur Lf la condition de Hölder :

|f(t2) + if(t1)| ≤ A|t2 − t1|µ, 0 < µ ≤ 1 (3.101)

où A est une constante positive de Hölder et µ l’indexe de Hölder.

3.10.3.2 Proposition

Si f(t), une fonction donnée sur Lf satisfait la condition de Hölder à proximité d’un
point t0 de Lf , autre qu’une de ses extrémités, l’intégrale F (z) est continue sur Lf à
gauche ou à droite, i.e., les valeurs limites F+(t0) et F−(t0) existent.

La condition de Hölder est seulement satisfaisant pour les points de ligne de fissure Lf
proche de t0. La formule de Plemelj ([Muskhelishvili, 1963]) est donnée par l’expression :

F+(t0)− F−(t0) = f(t0) (3.102)

F+(t0) + F−(t0) =
1

πi

∫
Lf

f(t)dt

t− t0
(3.103)

Sur la face Γ+
0 , les valeurs limites sont obtenues par addition autour du point (t0, 0)

sous la forme :

F+(t0) =
1

2
f(t0) +

1

2πi

∫
Lf

f(t)dt

t− t0
(3.104)

et sur la face Γ−0 , on :

F−(t0) = −1

2
f(t0) +

1

2πi

∫
Lf

f(t)dt

t− t0
(3.105)

La proposition suivante est vraie :
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3.10.3.3 Proposition

Si la fonction f(t), satisfait la condition de Hölder sur une certaine partie L
′

f de Lf ,
les valeurs limites de F+(t0) et F−(t0) remplissent également la condition de Hölder sur
L
′

f , excepté dans les voisinages arbitrairement proche de L
′

f .

Le problème suivant sera considérer : soit Lf ∈ Γ une ligne orientée décrivant la fissure
et G(t) une fonction à valeur complexe continue par morceau sur Lf .

F+(t) = G(t)F−(t) + f(t) sur Lf (3.106)

où G(t) et f(t) des fonctions données sur la ligne de fissure et G(t) 6= 0 partout sur
Lf . On suppose que les fonctions G(t) et f(t) remplissent la condition de Hölder, i.e.
F+(t0) = F−(t0) = 0, si t0 est une extrémité, alors la disparition de F (z) à t0 implique
que F (z) 7→ 0 quand z 7→ 0. Le cas le plus simple se produit quand G(t) = 1. Alors le
problème se réduit à la détermination de la fonction holomorphe F (z) pour la discontinuité
f(t) donnée.

F+(t)− F−(t) = f(t) sur Lf (3.107)

La solution de ce problème peut être obtenue immédiatement en considérant l’intégrale
de Cauchy :

F0(z) =
1

2πi

∫
Lf

f(t)dt

t− z
(3.108)

F0(z) est une fonction holomorphe qui disparâıt à l’infini et pour laquelle :

F+
0 (t)− F−0 (t) = f(t) sur Lf (3.109)

F0(z) satisfait à la condition : |F (z)| < A
|z−c|µ ; 0 ≤ µ < 1 et A une constante positive

(A > 0). Par conséquent F0(z) est une des solution du problème considérer après la
différence F (z)− F0(z) = F∗(z), où F (z) est une solution inconnue :

F+
∗ (t)− F−∗ (t) = 0 sur Lf (3.110)

Ainsi, sur la base de propriétés connues des fonctions d’une variable complexe, les
valeurs de F+

∗ (z) à gauche et à droite de Lf sont continue analytiquement. Donc, si
on prescrit pour la fonction F+

∗ (z) les valeur appropriées sur Lf , cette fonction serons
holomorphe dans toute la surface entière, excepté aux points (−q(t), 0) et (+q(t), 0) de
Lf . En conséquence, par le théorème de Liouville F∗(z) = const. La solution générale du
problème est donnée par : F (z) = F0(z) + C avec :

F (z) =
1

2πi

∫
Lf

f(t)dt

t− z
+ C (3.111)

où C est une constante arbitraire et f(t) dénote la discontinuité de F (z) sur la ligne
Lf , i.e., f(t) = F+(t)− F−(t).
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3.10.4 Solution du problème F+(t) = G(t)F−(t) + f(t)

Considérons les données suivantes : G(t) = g avec g 6= 1 un complexe. Les conditions
aux limites s’écrient :

F+(t)− gF−(t) = f(t) sur Lf (3.112)

Cette équation est valable sauf aux points (−q(t), 0) et (−q(t), 0) de Lf de la fissure.
Le problème homogène s’écrit

F+(t)− gF−(t) = 0 pour t ∈ Γ+
0 ∪ Γ−0 (3.113)

La solution particulière X0(z) du problème est de la forme :

X0(z) =
n∏
j=1

(z − aj)−γ(z − bj)γ−1 (3.114)

où γ = α + iβ est une constante. X0(z) est holomorphe dans Sf i.e., dans la section
de la fissure le long de Lf . Au point singulier (p(t), 0) on a :

(z − p(t))−γ = e−γln(z−p(t)) = e−γ[ln|z−p(t)|+iθ] = e−γln|z−p(t)|eiγθ (3.115)

|z − p(t)| est vraie de sorte que (z − p(t))−γ = |z − p(t)|−γe−iγθ

où θ = arg(z− p(t)) et |z− p(t)|−γ. A gauche de Lf autour du point (p(t), 0), quand z
varie, θ crois de (+2π), et par conséquent (−iγθ) pour (−2πiγθ). A droite de Lf autour
du point (q(t), 0), θ = arg(z − q(t)) crois de (−2π) et (z − p(t))γ−1 = |z − q(t)|γ−1ei(γ−1)θ

peut être multiplier par e−2πi(γ−1) = e−2πiγ, comme dans le premier cas, e−2πi = 1.

X0(z) satisfait aux conditions limites :

γ = α + iβ =
ln(−1)

2πi
=

1

2
(3.116)

Soit X0(z) la solution du problème homogène satisfaisant la relation X+
0 (t) = gX−0 (t)

sur Lf :

g =
X+

0 (t)

X−0 (t)
sur Lf (3.117)

En remplaçant g dans le problème homogène on obtient l’expression :

F+(t)

X+
0 (t)

− F−(t)

X−0 (t)
= 0 sur Lf (3.118)

ou

F+
∗ (t)− F−∗ (t) = 0 sur Lf (3.119)
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F+
∗ (z) dénote une fonction holomorphe de la section de F (z)

X0(z)
. Suivant la relation

précédente, F+
∗ (z) est holomorphe sur toute la surface excepté au point z = ∞. Le

théorème généralisé de Liouville : F (z) = X0(z)P (z), ou P (z) est un polynôme arbi-
traire.

Le problème non-homogène, s’écrit :

F+(t)

X+
0 (t)

− F−(t)

X−0 (t)
=

f(t)

X+
0 (t)

(3.120)

ou

F+
∗ (t)− F−∗ (t) = f∗(t) (3.121)

où F∗(z) = F (z)
X0(z)

; f∗(t) = f(t)

X+
0 (t)

. En utilisant les résultats précédent, on trouve :

F (z) =
X0(z)

2πi

∫
Lf

f(t)dt

X+
0 (t)(t− z)

+X0(z)P (z) (3.122)

C’est la solution générale du problème, admettant un point à l’infini. En utilisant
X0(z) = 1

X(z)
, la solution générale revient à écrire :

F (z) =
1

2πiX(z)

∫
Lf

X+(t)f(t)dt

t− z
+
P (z)

X(z)
(3.123)

Dans cette relation, X(z) est déterminer par l’expression : X(z) =
√

(z − a)(z − b) et
P (z), est un polynôme arbitraire. Aux extrémités, la solution est obtenue à partir de la
formule générale 110.20 pour p = 2n et Xp(z) déterminer par 110.31.

F (z) =
X(z)

2πi

∫
Lf

f(t)dt

X+(t)(t− z)
+X(z)P (z) (3.124)

X+(t), est la valeur de la fonction X(z) à prendre sur la face supérieure de la fissure
Lf .

3.10.5 Problème auxiliaire

On considère une fonction à variables complexes z = x1 + ix2 et z = x1 − ix2 sont
conjugué. Soit f(x1, x2) une fonction analytique à valeurs complexes. P (x1, x2), la partie
réelle et Q(x1, x2) la partie imaginaire. f(x1, x2) est dite analytique si dans le changement
de variable x1, x2 en z z, la fonction f(z, z) ne dépend pas explicitement de z, i.e., ∂f

∂z
= 0

avec ∂
∂z

= 1
2
( ∂
∂x1

+ i ∂
∂x2

). P et Q sont harmonique dans le cas où elles satisfont aux
conditions de Cauchy-Riemann i.e.,

∂P

∂x1

=
∂Q

∂x2

,
∂P

∂x2

=
∂Q

∂x1

(3.125)
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La fonction f(z) = P (x1, x2)+ iQ(x1, x2) représente la variable complexe, holomorphe
à Γ, la région occupée par la fissure. En outre, φ(z) = p + iq = 1

4

∫
f(z)dz et φ

′
(z) =

∂p
∂x1

+ i ∂q
∂x1

= 1
4
(P + iQ)

3.10.6 Représentation complexe des contraintes et de déplacements

Soit U(x1, x2), une fonction biharmonique à deux variables x1, x2, représentée à l’aide
de deux fonctions de la variable complexe z = x1 + ix2.

f((x1, x2) =
∂U

∂x1

+ i
∂U

∂x2

= φ(z) + φ′(z) + ψ(z) (3.126)

Les déplacements sont donnés par les expressions :

2µu = − ∂U
∂x1

+
2(λ+ 2µ)

λ+ µ
p, 2µv = − ∂U

∂x2

+
2(λ+ 2µ)

λ+ µ
q (3.127)

Multipliant par i la seconde équation et additionnant avec la première équation, nous
obtenons la formule donnons les déplacements sous la forme :

2µ[u1(x1, x2) + iu2(x1, x2)] = kφ(z)− zφ′(z)− ψ(z) (3.128)

avec k la constance de Kolosov [Kolosov et Muskhelishvili, 1915] Kolosov, Muskhel-
ishvili

Trouver l’expression de forces agissantes sur le segment de droite de fissure situé dans
le plan Oxy. Soit AB le segment de droite de fissure. Elle est positive dans la direction
A vers B, de normale −→n et de tangente

−→
t positive orientée dans le sens de AB.

La force (Xnds, Ynds) agissant sur l’élément ds de la droite AB, est une force normale
exercée du côté de la normale positive, on a :

Xn = Xx cos(n, x1) +Xy cos(n, x2) = ∂2U
∂x22

cos(n, x1)− ∂2U
∂x1∂x2

cos(n, x2)

Yn = Yx cos(n, x1) +Xy cos(n, x1) = − ∂2U
∂x1∂x2

cos(n, x2) + ∂2U
∂x22

cos(n, x1)
(3.129)

avec

cos(n, x1) = cos(t, x2) = dx2
ds

cos(n, x2) = − cos(t, x1) = −dx1
ds

(3.130)

où
−→
t est la direction positive de la tangente prie sur la ligne de fissure Lf . Introduisons

ces valeurs dans les formules précédentes, on trouve :

Xn =
d

ds

(
∂U

∂x2

)
, Yn = − d

ds

(
∂U

∂x1

)
(3.131)
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Figure 3.23: Ligne de fissure entre les points (−q(t), 0) et (+q(t))

sous forme complexe :

Xn + iYn =
d

ds

(
∂U

∂x2

− i ∂U
∂x1

)
= −i d

ds

(
∂U

∂x1

+ i
∂U

∂x2

)
(3.132)

ou

(Xn − iYn)ds = −id
(
∂U

∂x1

+ i
∂U

∂x2

)
(3.133)

après substitution, on a :

(Xn + iYn)ds = −id{φ(z) + zφ′(z) + ψ(z)} (3.134)

Dans la direction Oy, l’élément ds devient : ds = dy, dz = idy, dz = −idy et Xn = σ11,
Yn = σ12

σ11(x1, x2) + iσ12(x1, x2) = φ
′
(z) + φ′(z)− zφ′′(z)− ψ′(z) (3.135)

Dans la direction ox, l’élément ds = dx devient : dz = dz = dx et Xn = −σ12,
Yn = −σ22 après multiplication par i, on a :

σ22(x1, x2)− iσ12(x1, x2) = φ
′
(z) + φ′(z) + zφ′′(z) + ψ′(z)] (3.136)

Introduisons deux fonctions analytiques de z, φ(z) et ψ(z), où la variable complexe
s’exprime par z = x1 + ix2. Les contraintes et déplacements sont donnés par les formules
bien connues de Kolosov, Muskhelishvili ([Muskhelishvili, 1963], [Bui, 1978]).
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σ11(x1, x2) + σ22(x1, x2) = 2[φ

′
(z) + φ′(z)] = 2[Φ(z) + Φ(z)]

σ22(x1, x2)− σ11(x1, x2) + 2iσ12(x1, x2) = 2[zφ
′′
(z) + ψ′(z)] = 2[zΦ

′
(z) + Ψ(z)]

u1(x1, x2) + iu2(x1, x2) = 1
2µ

[kφ(z)− zφ′(z)− ψ(z)]

(3.137)
où Φ(z) = φ

′
(z) et Ψ(z) = ψ

′
(z)

Soit F (z) = u(x, y) + iv(x, y) la fonction complexe et F (z) = u(x, y) − iv(x, y) sont
conjuguée que nous représentons par F (z) = F (z) ou par F (z) = F (z). La fonction F (z)
est définie sur la ligne de fissure Lf à la surface Γ+ et Γ−, dans laquelle le plan z est
divisée par l’axe réel. De plus la fonction F (z) sera définie par F (z) dans la région Γ−

et il existe une valeur limite F+(t) pour cette région où t est un point de l’axe réel de la

fissure. Il suit immédiatement que la valeur limite F (z) = F (z) et que F
−

(z) = F+(t),
quand z → t dans Γ− et quand z → t dans Γ+, le rôle de Γ+ et Γ− peux changer, dans ce

cas on a : F
+

(z) = F−(t).

F−(t) = F
+

(t), F+(t) = F
−

(t) (3.138)

Γ+ et Γ− sont respectivement continues dans Lf , de plus F1(z) = F2(z) sur Lf . La
fonction F (z), est définie par :

F (z) =

∣∣∣∣∣∣
F1(z) pour z dans Γ+ sur Lf

F1(z) pour z dans Γ− sur Lf
(3.139)

Les composantes σ11, σ22 et σ12 sont non nulles et k = 3−ν
1+ν

la constante de Kolosov.

3.10.7 Problème aux limites sur la ligne de fissure

3.10.7.1 Problème I de Muskhelishvili

Considérons la solution du problème fondamental, i.e., les valeurs des contraintes sur
Lf à donner du côté positif (+) et négatif (−).

Les composants d’efforts sont exprimées en termes de fonctions Φ(z),Ψ(z), on peut les
exprimées en termes de Φ(z) et Ω(z). En particulier, on a par :

σ22(x1, x2)− iσ12(x1, x2) = Φ(z) + Ω(z) + (z − z)Φ′(z) (3.140)

De même, on peut exprimer les composants du déplacement par l’introduction de la
fonction ψ(z).

ω(z) =

∫
Ω(z)dz = zΦ(z) + ψ(z) + Const (3.141)
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Comme les fonctions φ(z), ψ(z), sont est déterminées par Φ(z), Ψ(z), indépendamment
de la constante. Ainsi f(x1, x2) prend la forme :

u1(x1, x2) + iu2(x1, x2) =
1

2µ
[kφ(z)− ω(z)− (z − z)Φ(z)] (3.142)

On suppose que Φ(z) et Ω(z) sont holomorphe. La fonction est continue sur toute la
section Γ de la fissure, elle est continue à gauche et à droite du point t de la ligne de fissure
Lf entre les ponts extrémités et respecte la condition de Hölder près des extrémités de
Lf .

Φ(z) =
A

|z − c|α
, |Ω(z)| = A

|z − c|α
, 0 ≤ α < 1 (3.143)

où A > 0 et c dénote la correspondance avec l’extrémité de la fissure. Pour la notation
usuelle, introduisant les fonctions Ω(z) et Ψ(z)

avec ∣∣∣∣∣∣
Ω(z) = Φ(z) + zΦ′(z) + Ψ(z)

Ψ(z) = Ω(z)− Φ(z)− zΦ
′ (3.144)

Les conditions aux limites prennent la forme sur la fissure Lf

Φ+(t) + Ω−(t) = σ+
22(t)− iσ+

12(t)

Φ−(t) + Ω+(t) = σ−22(t)− iσ−12(t)
(3.145)

Sur la ligne de fissure Lf , après addition et soustraction, on obtient :

[Φ+(t) + Ω+(t)] + [Φ−(t) + Ω−(t)] = 2p(t)

[Φ+(t)− Ω+(t)] + [Φ−(t)− Ω−(t)] = 2q(t)
(3.146)

où p(t) et q(t) sont des fonctions données sur la longueur de fissure Lf .

p(t) = 1
2
[σ+

22(t) + σ−22(t)]− i
2
[σ+

21(t) + σ−21(t)]

q(t) = 1
2
[σ+

22(t)− σ+
22(t)]− i

2
[σ−21(t)− σ−21(t)]

(3.147)

Les fonction p(t) et q(t) remplissent les conditions de Hölder sur la ligne Lf .

Φ(∞)− Ω(∞) = Γ′ , la solution générale du problème aux limites est donnée par

Φ(z)− Ω(z) =
1

πi

∫
Lf

q(t)dt

t− z
− Γ′ (3.148)

De plus :
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X(z) =
n∏
k=1

(z − ak)
1
2 (z − bk)

1
2 (3.149)

et après quelques arrangement, on obtient la solution générale de la frontière, à l’infinie.

Φ(z) + Ω(z) =
1

πiX(z)

∫
Lf

X(t)p(t)dt

t− z
+

2Pn(z)

X(z)
(3.150)

où Pn(z) est un polynôme de degré supérieure à n, donné par l’expression : Pn(z) =
C0z

n + C1z
n−1 + ...+ Cn. X(t), la valeur prise à gauche de Lf . On a :

Φ(z) = Φ0(z) + Pn(z)
X(z)
− 1

2
Γ′

Ω(z) = Ω0(z) + Pn(z)
X(z)

+ 1
2
Γ′

(3.151)

où

Φ0(z) =
1

2πiX(z)

∫
Lf

X(t)p(t)dt

t− z
+

1

2πi

∫
Lf

q(t)dt

t− z
(3.152)

Ω0(z) =
1

2πiX(z)

∫
Lf

X(t)p(t)dt

t− z
− 1

2πi

∫
Lf

q(t)dt

t− z
(3.153)

φ(z) =
X(z)

2πi

∫
Lf

(−σ+
22(t, 0)− iσ+

12(t, 0))dt

X+(t)(t− z)
+ CX(z) (3.154)

C’est la solution générale du problème, admettant un point à l’infini. En utilisant
X0(z) = 1

X(z)
, la solution générale revient à écrire :

F (z) =
1

2πiX(z)

∫
Lf

X(z)f(t)dt

X+
0 (t)(t− z)

+
P (z)

X(z)
(3.155)

Dans cette relation, X(z) est déterminer par l’expression : X(z) =
√

(z − a)(z − b) et
P (z), un polynôme arbitraire.

3.11 Application à la fissure centrale dans une plaque

en présence des forces cohésives

Désignons par σ2i(x1, 0), i = 1, 2 la contrainte sur la ligne droite Lf = pq. Trouver la
solution du problème mécanique dans lequel les conditions aux limites sont σ2i(x1, 0) =
−σ0

2i(x1, 0) sur Lf .

En tout point de la fissure Lf , la solution du problème de Hilbert est régulière, donc
les facteurs d’intensité correspondants sont nuls. D’après l’addition de deux premières
équations en contraintes on a :
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Figure 3.24: Plaque fissurée partiellement cohésives
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∣∣∣∣∣∣
σ11(x1, x2) + σ22(x1, x2) = 2[φ

′
(z) + φ′(z)]

σ22(x1, x2)− σ11(x1, x2) + 2iσ12(x1, x2) = 2[zφ
′′
(z) + ψ′(z)]

(3.156)

σ22(x1, x2)− iσ12(x1, x2) = φ
′
(z) + φ′(z) + zφ

′′
(z) + ψ′(z)] (3.157)

posons Ω(z) = zφ
′
(z) +ψ(z). A toute fonction analytique corresponde la fonction que

nous notons F (z) telle que : F (z) = F (z). On remplace dans F (z), z par z. F (z) est une
fonction analytique dans le plan de la fissure. Sur l’axe réel de la fissure on a : z = z.

u1(x1, x2) + iu2(x1, x2) =
1

2µ
[kφ(z)− zφ′(z)− ψ(z)] (3.158)

Soient t+ et t− les points de fissure, faces supérieure et inférieure, d’abscisse t, plus

précisément : F−(t) = F
+

(t) et F+(t) = F
−

(t). Les conditions aux limites s’écrivent
d’après [Bui, 1978] :

[Φ+(t) + Ω−(t)] = −σ0
22(t, 0)− iσ0

12(t, 0)

[Φ−(t) + Ω+(t)] = −σ0
22(t, 0)− iσ0

12(t, 0)
(3.159)

Par soustraction :

[Φ+(t) + Ω−(t)]− [Φ−(t) + Ω+(t)] = 0 sur Lf (3.160)

la fonction Φ−(t) + Ω+(t) est continue sur Lf , elle est uniforme sur toute la longueur
de coupure, ainsi que les déplacements, donc holomorphe dans tout le plan. En posant :

Φ+(z) = Ω+(z), Φ−(z) = Ω−(z) (3.161)

Les conditions aux limite C L sur la fissure devient

[Φ+(t)− Φ−(t)] = −σ0
22(t, 0) + iσ0

12(t, 0) sur Lf (3.162)

Il s’agit de trouver Φ+(z) nulle à l’infinie et satisfaisant à l’équation 1.45 sur la fissure,
Lf . C’est le problème de Hilbert dont la solution est de la forme :

φ+(z) =
X(z)

2πi

∫
Lf

(−σ+
22(t, 0)− iσ+

12(t, 0))dt

X+(t)(t− z)
+ CX(z) (3.163)

X(z) =
n∏
j=1

(z − aj)−γ(z − bj)γ−1 (3.164)

avec

γ = α + iβ =
ln(−1)

2πi
=

1

2
(3.165)

Dans l’équation ci-dessus, la constante (C = 0) est nulle.
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ψ
′
(z) = φ′(z)− φ′(z)− zφ′(z)− zφ′′(z) (3.166)

Les conditions aux limites sont tels que Γ0 = X = Y = 0.

3.11.1 Le Facteur d’Intensité des Contraintes FIC

Formellement le facteur d’intensité des contraintes KI et KII à l’extrémité z0 d’une
fissure, portée par l’axe réel, est défini dans [Bui, 1978] par l’expression :

KI(z0)− iKII(z0) = 2
√

2π lim
z→z0

(z − z0)
1
2φ+(z) (3.167)

Cette expression est valable que si l’axe Ox1 est tourné vers le ligament et si l’origine
est à la pointe de la fissure.

A droite, le FIC s’écrit :

KI(q)− iKII(q) =

[
2

π(q − p)

] 1
2
∫ q

p

(
σ0

22(t, 0)− iσ0
12(t, 0)

) [t− p
q − t

] 1
2

dt (3.168)

Pour les FIC à gauche, il convient de faire la rotation d’angle π des axes afin que le
sommet de la fissure soit orienté vers le point z = p(t). Pour obtenir les facteurs d’intensité
au point p(t), nous remplaçons la distribution de contraintes σ0

12(t, 0) par σ0
2i(−t, 0) d’où :

KI(p)− iKII(p) =

[
2

π(q − p)

] 1
2
∫ q

p

(
σ0

22(−t, 0)− iσ0
12(−t, 0)

) [q − t
t− p

] 1
2

dt (3.169)

Le facteur KI , ne dépend que de la contrainte normale du mode I, tandis que KII

dépend de la contrainte de cisaillement.

3.11.2 Condition d’ouverture de fissure

Les équations (Équation (3.168)) et (Équation (3.169)) ne sont valables que si le facteur
d’intensité est positif (KI > 0). C’est la condition cinématique de l’ouverture de la fissure.
Sur l’intervalle (−p(t),+p(t)) de la zone non cohésive, la contrainte normale σ22(x1, 0) est
telle que, les deux équations permettent décrire : KI(−p(t)) < 0 et KI(+p(t)) > 0.

Dans le voisinage de z = −p(t), il y a pénétration des deux lèvres de la fissure. Soit
(p(t), 0), l’abscisse du point où la fissure s’ouvre. La fissure se referme partiellement sur
une certaine largeur (−p(t), q(t)) mais, ne se recolle pas, il y a simplement contact entre
les deux faces, qui se traduit cinématiquement par la continuité de la dérivée ∂u2

∂x1
(x1, 0)

au point (q(t), 0), ou statiquement par l’absence de singularités des contraintes au point
(q(t), 0). On ce point (q(t), 0), la condition KI(q(t)) = 0 permette décrire :



104

Initiation et propagation de fissure dans une plaque en présence des forces

cohésives

−
[

2

π(p− q)

] 1
2
∫ p

q

σ0
22(−t, 0)

[
p− t
t− q

] 1
2

dt = 0 (3.170)

Le FIC au point p

KI(p) =

[
2

π(p− q)

] 1
2
∫ q

p

σ0
22(t, 0)

[
t− q
p− t

] 1
2

dt (3.171)

K1(q) = 0, traduit la discontinuité normale au point (q(t), 0) de l’ordre de 0(r
3
2 ). La

dérivée ∂u2
∂x1

(x1, 0) est continue en ce point (q(t), 0).

3.12 Conclusion

Ce chapitre a permis de présenter la construction des solutions en quasi-statique du
problème de propagation de fissure en présence des forces cohésives dans une plaque en
acier. On étudie la nucléation et la propagation de fissure cohésive de type Dugdale en
prenant en compte le champ de déplacement et de contrainte au voisinage du point où la
fissure est initiée. Dans la première partie de la phase purement élastique, les équations
d’équilibres sont celles déjà utilisées dans l’étude analytique par [Ferdjani et al., 2007],
sauf le changement au niveau de la loi de comportement de la plaque. Dans la phase pure-
ment cohésive où toute la fissure est supposée soumise seulement à des forces cohésives,
sous charge statique, la fissure évolue progréssivement suivant la direction de l’axe Ox1

en mode I. Ainsi sur toute la ligne de la fissure la fonction σ2i est continue. Le saut de
déplacement [[un]](x2) atteint la valeur critique δc, l’évolution de la fissure est discontinue
vu la présence de la taille de la zone cohésive Tzc. Dans la phase partiellement cohésive,
deux considération ont été pris en compte : la partie libre de toute les forces de cohésions
et la partie additionnant les forces cohésives en bout de la pointe de fissure avec la partie
non-cohésive i.e., partie libre. Pour les deux différents cas traités (trou circulaire + liga-
ment) les résultats ont été présentés à partir des graphiques et comparés avec les résultats
analytiques.

La méthode de calcul avec les forces cohésives reste intéressante au vu des avantages
qu’elle présente. La liste des avantages étant exhaustive, nous nous limiterons à quelques
uns plus connu, tels que dans ce modèle, le chemin ou la direction de la fissure est connue
au préalable et la fissure est toujours définie en mode I d’ouverture.



Chapitre 4

Modélisation numérique de la plaque
soumise aux efforts de tractions

Ce chapitre est utilisé dans le cadre de la théorie linéaire classique de l’élasticité et
orienté vers la présentation des principes variationnels. Il nécessite un minimum de
connaissances de base sur la méthode des éléments finis. Nous rappelons d’ailleurs
quelques points fondamentaux de cette théorie qui seront d’usage constant dans la
suite. Ces rappels ne sont nullement systématiques et sont concentrés sur la notion
de formulation variationnelle. Nous avons voulus rassembler les relations et les in-
formations jugées utiles dans le contexte de résolution des problèmes par la méthode
des éléments finis, en donnant le minimum de démonstration. Les relations établis
seront utilisées pour définir les caractéristiques matérielles des éléments finis de type
déplacements et de type mixtes.
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4.1 Introduction

Les plaques sont définies dans la littérature comme étant des solides dont au moins une
dimension appelée épaisseur, ep(x1, x2) est plus petite par rapport aux autres dimensions
géométriques. Dans [Batoz et Dhatt, 1990], une plaque est définie comme un solide ayant
une surface de référence plane (longueur L, largeur b) et une épaisseur ep(x1, x2) telle que
ep(x1, x2) < L, b. Deux familles sont souvent distinguées dans la théorie des éléments finis
pour la modélisation des problèmes des plaques.

La théorie des plaques épaisses de Reissner-Mindlin ou Naghdi, basée sur les hy-
pothèses cinématiques des sections droites ou planes. Elle prend en compte les effets des
déformations de Cisaillement Transverse CT. Pour plus de détails, voir dans [Naghdi, 1963],
[Naghdi, 1972] et [Wempner, 1981]. Nous utilisons dans cette étude, la formulation sim-
plifiée de [Batoz et Geoffroy, 1983] qui respectent les hypothèses de contraintes planes et
de déformations de CT dans l’épaisseur. La prise en compte des effets de CT revient à
supposer que les particules situées sur la normale −→a 3 avant déformation, restent alignées
au cours de la déformation [Bernadou, 1994]. Le vecteur unitaire −→a 3 est transformé en
un vecteur non unitaire −→a χ

3 tel que :

−→a χ
3 = −→a 3 + βγ

−→a γ (4.1)

où βγ sont les paramètres des composantes de rotation de la normale −→a 3. L’hypothèse
de conservation des normales unitaires entrâıne une approximation de la forme :

−→a 3 = −→a 3 − ϕγ−→a γ avec ϕγ(
−→u ) = u3,γ + bλγuλ (4.2)

Une seconde famille est très connue de la théorie des éléments finis des plaques, elle
est basée sur la notion de plaque mince de Kirchhoff ou Koiter et revient à ne pas prendre
en compte les effets des déformations de Cisaillement Transverse CT, i.e. pour le vecteur
unitaire −→a 3, on a −→a 3 ≡ −→a 3. Il est important de noter que ce modèle peut être obtenue à
partir du modèle de Naghdi en négligeant les effets des déformations de CT. Ainsi, un bon
modèle élément fini basé sur la théorie de Reissner-Mindlin devra donner des résultats en
accord avec la théorie de Kirchhoff si l’influence de CT est faible [Batoz et Dhatt, 1990].
Les détailles du modèle sont décrit dans [Koiter, 1966], [Koiter, 1970] et [Love, 1934]. La
condition −→a 3 ≡ −→a 3 respecte la relation des paramètres βγ des composantes de rotation
de la normale −→a 3 écrit sous la forme :

βγ = −ϕγ(−→u ) = u3,γ + bλγuλ (4.3)

La théorie de ces plaques est applicable lorsque L/ep > 20 avec L une dimension
caractéristique dans le plan x1x2. Pour déterminer la loi de comportement en cisaille-
ment, i.e. les relations entre efforts tranchants et cisaillements moyens, on peut faire des
calculs à partir des différentes hypothèses à caractère statique ([Bollé, 1947], [Chow, 1971],
[Hinton et Owen, 1984], [Ladeveze, 1988], [Lardeur, 1990], [Mindlin, 1951], [Mindlin et al., ],
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[Noor et Burton, 1989], [Noor et al., 1989], [Owen et Figueras, 1983], [Reissner, 1945], [Reissner, ],
[Whitney, 1972], [Whitney, 1973] et [Whitney, 1987]). Les analyses numériques pour ces
deux théories restent très proches malgré quelques différences sur les idées de bases de
chacun d’eux.

La plaque ΩP que nous modélisons numériquement est en acier et est supposée ho-
mogène isotrope. On admet pour ces plaques, les hypothèses de Mindlin si 4 ≤ L/ep ≤ 20
et celles de Kirchhoff si L/ep > 20.

4.2 Rappels sur les problèmes de plaques

Nous faisons quelques rappels élémentaires de la géométrie des plaques nécessaire pour
la suite de l’étude. Une description complète est à voir dans [Bernadou, 1994]. L’espace
euclidien E3 est munie d’une base orthogonale directe B = (−→e1 ,

−→e2 ,
−→e3 ), de norme eucli-

dienne usuelle (notée | · |) et équipé d’un produit scalaire habituel (−→a ,
−→
b ) → −→a ·

−→
b en

faisant un espace vectoriel normé. Soit O l’origine de la base B, un point de l’espace affine
associé. Tout point de cet espace affine est repéré par ses coordonnées (x1, x2, x3).

4.2.1 Définition géométrique de la plaque

ep

Ly

Lx

x

z
y

o

P
x,y
ep

Sp

P
u,v
Nx,Ny,Nxy
w,  
Tx,Ty

 βx,  βy

Plan de référence 

x,u

y,v

z,w

o

a)- Géométrie de la plaque
b)- Variables cinématiques 
         et mécaniques

Figure 4.1: Description de la plaque

La géométrie de la plaque est décrite à l’aide de la surface moyenne Sp et de l’épaisseur
ep(x1, x2). Nous désignons par Ωp un domaine borné du plan euclidien E2 de frontière
∂Ωp = Γp. Soit x1 et x2 deux coordonnées qui permettent de définir la surface de plaque,
nous ajoutons une troisième coordonnée, x3, qui est mesurée le long de la normale −→a 3

à la surface Sp au point
−→
φ λ(x1, x2). La surface moyenne de la plaque Sp est l’image de

l’ensemble Ωp (Ωp étant le domaine de référence) par une application bijective
−→
φ λ, i.e.,−→

φ λ(x1, x2) ∈ Ωp ⊂ E2 →
−→
φ λ(x1, x2) ∈ Sp =

−→
φ λ(Ωp) ⊂ E2 où E2 est l’espace euclidien

rapporté à un repère orthonormé fixe (O,−→e 1,
−→e 2,
−→e 3). L’épaisseur ep(x1, x2) de la plaque

est définie comme une application : ep : (x1, x2) ∈ Ωp ⊂ E2 → ep(x1, x2) ∈ {x ∈ R;x > 0}
qui est supposé régulier (ep ∈ C0(Ωp,R)). Alors la plaque P est l’ensemble fermé de E3

défini par :

P =

{
M ∈ E3 :

−−→
OM =

−→
φ λ(x1, x2) + x3

−→a 3 (x1, x2) ∈ Ωp

−1
2
ep(x1, x2) ≤ x3 ≤ 1

2
ep(x1, x2)

(4.4)
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Notons ∂Sp =
−→
φ λ(Γp), de telle sorte que Sp = Sp ∪ ∂Sp avec

−→
φ λ et Γp suffisamment

régulières. Tous les points de la surface moyenne Sp =
−→
φ λ(Ωp) sont régulier, de telles

sorte que les vecteurs

−→a α =
−→
φ p,α =

∂
−→
φ p

∂ξα
, α = 1, 2 (4.5)

sont linéairement indépendant pour tous points x = (x1, x2) ∈ Ωp. Les vecteurs −→a α

définissent le plan tangent à la surface Sp en tout point
−→
φ λ(x). Le vecteur normal au plan

tangent est donné par :

−→a 3 =
−→a 1 ×−→a 2

‖ −→a 1 ×−→a 2 ‖
(4.6)

Le point
−→
φ λ(x) et les trois vecteurs −→ai définissent une base orthogonale de l’espace

euclidien E3, dite base covariante associée à la surface Sp au point
−→
φ λ(x). L’approxima-

tion dans le plan (cas 2D) permet d’introduire les vecteurs −→aα de base locale covariante
et associée aux autres vecteurs −→a β du plan tangent définis par :

−→a α · −→a β = δβα (4.7)

(δβα = 1 : si α = β, δβα = 0 : si α 6= β). On associe aux vecteurs covariantes −→a α, les
vecteurs de la base contravariante −→a β sont reliés à −→a α par des expressions −→a α = aαβ

−→a β

−→a α = aαβ
−→a β; −→a α = aαβ−→a β; aαβ = −→a α · −→a β = −→a βα (4.8)

où (aαβ = aαβ) : est la première forme fondamentale de la surface moyenne Sp de la
plaque, c’est un tenseur de changement de métrique qui est l’inverse du tenseur symétrique
défini positif aαβ = −→a α · −→a β.

La seconde forme fondamentale de la surface moyenne Sp de la plaque (bαβ), est ap-
pelée tenseur de courbure, non symétrique, apparâıt comme le tenseur mixte du tenseur
symétrique bαβ = −−→a α

−→a 3,β = −→a 3
−→a αβ

−→
b βα = −→a βλ−→b λβ (4.9)

Une fois la géométrie définie, l’étape suivante consiste à transformer celle-ci on un
modèle éléments finis.

4.2.2 Coordonnées paramétriques de la plaque

Soit Sp la surface de la plaque caractérisée par deux paramètres ξ et η. Le vecteur
position d’un point P ∈ Sp de cette surface est définie par :
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−→x = {x} = {x(ξ, η); y(ξ, η); z(ξ, η)}T (4.10)

ξ

η

Sp

y

x

z

O

P

a1

a2

dx

dη

dξ

n

C(t)

x

Figure 4.2: Coordonnées paramétriques de la plaque

d−→x est le vecteur dans le plans tangent en P , donnée par l’expression

d−→x = −→a 1dξ +−→a 2dη (4.11)

où −→a 1 et −→a 2 sont deux vecteurs forment une base paramétrique et tangents à la
surface Sp et aux lignes ξ = cst et η = cst.

〈a1〉 = 〈x,ξ y,ξ z,ξ〉; 〈a2〉 = 〈x,η y,η z,η〉 (4.12)

Le vecteur unitaire −→n normal à Sp en P est :

−→n =
−→a 1 ×−→a 2

‖ −→a 1 ×−→a 2 ‖
(4.13)

L’élément de surface est orientée de sorte que

d
−→
S p = (−→a 1 ∧ −→a 2)dξdη = −→n dSp (4.14)

et la matrice de transformation [F0] de l’espace paramétrique à l’espace cartésien
supposé continu dans −→x → −→x (ξ) s’écrit :

[F0] = [−→a 1
...−→a 2

...−→n ] (4.15)

Les coordonnées paramétriques utilisés permettent de décrire la géométrie des éléments
par les applications x(ξ, η) et y(ξ, η).
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4.2.3 Formulation variationnelle de l’équilibre de la plaque

La formulation utilisée est issue du Principe des Travaux Virtuels (PTV). Le PTV
constitue souvent en mécanique de solide, le support de construction du problème ap-
proché par éléments finis. Nous considérons une plaque carrée ΩP = (−L,+L)2 en état de
contrainte plane tel que σxz, σyz, σzz = 0. Pour la modélisation numérique, la méthode des
éléments finis semble le mieux adapté pour obtenir les valeurs numériques représentatives
des quantités cinématiques tels que les déplacements, les déformations et des quantités
mécaniques (contraintes), tous liées à l’équilibre d’un corps solide soumis à des sollicita-
tions statiques.

Au voisinage d’un point P (x, y, 0) de la plaque en rotation dans le plan (x, y) autour
de l’axe y s’écrit par l’expression :

−→
δup = δu(x, y)

−→
i + δv(x, y)

−→
j + δw(x, y)

−→
k (4.16)

où
−→
i ,
−→
j ,
−→
k sont des vecteurs unitaires suivant les axes x, y, z. Le champ de déplacement

virtuels du point q(x, y, z) est défini en admettant l’hypothèse des sections planes, i.e. :

−→
δuq =

−→
δu+ z

−→
δβ avec

−→
β ·
−→
k = 0 (4.17)

soit la forme 
δu(x, y, z)
δv(x, y, z)
δw(x, y, z)

 =


δu(x, y)
δv(x, y)
δw(x, y)

+ z


δβx(x, y)
δβy(x, y)

0

 (4.18)

où les δβx(x, y), δβy(x, y) sont des rotations et les déformations virtuelles.

δεx = δu,x + zδβx,x ; δεy = δv,y + zδβy,y

δεxy = 1
2
(δu,y + δv,x + z(δβx,y + δβy,x))

δεxy = δγxz = 1
2
(δβx + δw,x) ; δεyz = δγyz = 1

2
(δβy + δw,y)

(4.19)

sous forme matricielle

{δε} = {δe}+ z{δχ} (4.20)

avec 〈δε〉 = 〈δεx δεy 2δεxy〉 : les déformations, 〈δe〉 = 〈δu,x δu,y δu,y + δv,x〉 :
les déformations virtuelles de la plaque, 〈δχ〉 = 〈δβx,x δβy,y δβx,y + δβy,x〉 : la courbure
virtuelle, z〈δχ〉 : les déformations virtuelles de flexion et 〈δγ〉 = 〈δβx+δw,x δβy +δw,y〉 :
les déformations virtuelles de CT.

Le PTV (voir dans [Batoz et Dhatt, 1990]) s’écrit en utilisant l’équation d’équilibre et
les conditions de chargement à l’infinie :
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W = Wint −Wext = 0 (4.21)

Wint =

∫
V

(〈δε〉{σ}+ 〈δγ〉{τ})dv (4.22)

avec 〈σ〉 = 〈σx σy σxy〉 et 〈τ〉 = 〈σxz σyz〉

Wext =

∫
Sp

(〈δu〉{f}+ 〈δβ〉{m})dSp +

∫
∂ΩT

(〈δu〉{fsp}+ 〈δβ〉{msp})dSp (4.23)

avec 〈f〉 = 〈fx fy fz〉 : les efforts par unité de surface moyenne, 〈m〉 = 〈mx my〉 :
le moment surfacique, 〈fs〉 = 〈Fx Fy Fz〉, 〈ms〉 = 〈Mx My〉 : le moment sur le contour
Sf où les efforts sont appliqués, 〈δu〉 = 〈δu δv δw〉 ; 〈δβ〉 = 〈δβx δβy〉. ∂ΩT = Sf :
est la partie du contour de Sp où les efforts sont imposés et ∂Ωu = Su : partie du contour
de Sp où les déplacements et les rotations sont imposés, i.e. δu = δβ = 0. En utilisant

l’expression (Équation (4.20), l’équation W devient :

W = Wint −Wext = 0 ∀{δu}{δβ} (4.24)

avec

Wext =

∫
Sp

(〈δu〉{f}+ 〈δβ〉{m})dSp +

∫
∂ΩT

(〈δu〉{fsp}+ 〈δβ〉{msp})dSp (4.25)

et

Wint =

∫
Sp

(〈δe〉{N}+ 〈δχ〉{M}+ 〈δγ〉{T})dSp (4.26)

Les efforts résultants de la plaque {N} , {M} et {T} sont définis tels que :

{N} =


Nx

Ny

Nz

 =

∫ −h/2
−h/2


σx
σy
σz

 dz (4.27)

{M} =


Mx

My

Mz

 =

∫ −h/2
−h/2


σx
σy
σz

 zdz (4.28)

{T} =

{
Tx
Ty

}
=

∫ −h/2
−h/2

{
σxz
σyz

}
dz (4.29)

Au sens variationnel, la relation W = Wint −Wext, permette d’obtenir les réactions
équivalentes le long du contour de la plaque. En tout point P (x, y, z) du contour de la
plaque, les efforts Nxn, Nyn, Tn s’écrivent :
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
Nxn

Nyn

Tn

 =

 Nx Nxy Tx
Nxy Ny Ty
Tx Ty 0


nx
ny
0

 ds (4.30)

Après multiplication, nous obtenons :

Nxy = Nxnx +Nxyny
Nyn = Nxynx +Nyny sur Sp
Tn = Txnx + Tyny

(4.31)

Mxn = Mxnx +Mxyny
sur Sp

Nyn = Mxynx +Myny

(4.32)

où nx et ny sont les cosinus directeurs de la normale en Sp dirigée vers l’extérieur.
Sur ∂ΩT = Sf , les quantités Nxn, Nyn, Tn,Mxn,Myn représente les efforts imposés (forces
linéiques sur le contour Fx, Fy, Fz) et les moments repartis sur le contour Mx,My. Sur
∂Ωu = Su, les mêmes quantités représentent les réactions d’appuis. Les équations d’équilibres
statique de la plaque associée à l’expression W = Wint −Wext sont de la forme :

Nx,x +Nxy,y + fx = 0
Nxy,x +Ny,y + fy = 0 sur Sp
Tx,x + Ty,y + fz = 0

(4.33)

Mx,x +Mxy,y − Tx +mx = 0
sur Sp

Mxy,x +My,y + Ty +my = 0
(4.34)

et doit vérifier les conditions aux limites sur le contour ∂Sp de la plaque :

Nxn = Fx ou u = u
Nyn = Fy ou v = v
Tn = Fz ou w = w

(4.35)

Mxn = Mz ou βx = βx
Myn = My ou βy = βy

(4.36)

4.2.4 Loi de comportement élastique de la plaque

La loi de comportement est écrit dans le cadre des petits déplacements entre la config-
uration de référence C0 et actuelle C(t). L’hypothèse de Mandlin (la section droite reste
droite) nous permet de définir les composantes de déplacement du point M0(x0, y0, z0)
confondues avec le point M de coordonnées x, y, z.

−→u q = −→u + z
−→
β avec

−→
β ·
−→
k = 0 (4.37)

soit
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{uq} = {u}+ z{β} (4.38)

avec

〈uq〉 = 〈u(x, y, z) v(x, y, z) w(x, y, z)〉
〈u〉 = 〈u(x, y, z) v(x, y, z) w(x, y, z)〉
〈β〉 = 〈βx(x, y) βy(x, y) 0〉

(4.39)

Le champ de déplacements réels est identique aux champs de déplacements virtuels.
Les déformations {ε} linéaires en z s’écrivent :

{ε} = {e}+ z{χ} (4.40)

avec

〈ε〉 = 〈εx εy 2εxy〉
〈e〉 = 〈u,x v,y u,y + v,x〉
〈χ〉 = 〈βx,x βy,y βx,y + βy,x〉
〈γ〉 = 〈βx + w,x βy + w,y〉

(4.41)

Les déformations de cisaillements transversales {γ} sont constant sur l’épaisseur de la
plaque, {e} : les déformations de la plaque, {χ} : la courbure et {ε} : les déformations
linéaires.

4.2.5 Modèle variationnel en déplacements

La formulation variationnelle W du problème d’équilibre statique de la plaque est
écrite via les équations de PTV. Nous cherchons à trouver les efforts généralisés {N},
{M}, {T} et les variables cinématiques {u}, {β} telles que :

W = Wint −Wext = 0 ∀{δu}, {δβ} (4.42)

avec

Wint =

∫
Sp

(〈δe〉{N}+ 〈δχ〉{M}+ 〈δγ〉{T})dSp (4.43)

Wext =

∫
Sp

(〈δu〉{f}+ 〈δβ〉{m})dSp +

∫
∂ΩT=Sf

(〈δu〉{fsp}+ 〈δβ〉{msp})dSp (4.44)

On utilise aussi, l’expression {uq} = {u} + z{β} et les équations de courbure {χ}.
Au sens variationnelle, cette relation est utilisée pour obtenir les réactions équivalentes
le long du contour ∂Sp de la plaque. En tout point du contour ∂Sp, les efforts résultants
s’écrivent :
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{N} = [Hm]{e}+ [Hmf ]{χ}+ [N0]
{M} = [Hmf ]{e}+ [Hf ]{χ}+ [M0]
{T} = [Hc]{γ}+ [T0]

(4.45)

avec

〈e〉 = 〈u,x v,y u,y + v,x〉
〈χ〉 = 〈βx,x βy,y βx,y + βy,x〉
〈γ〉 = 〈βx + w,x βy + w,y〉

(4.46)

4.2.5.1 Conditions aux Limites (CL)

Dans la plaque, les CL sont :

{u} = {u}, {δu} = {0}
sur Su

{β} = {β}, {δβ} = {0}
(4.47)

Les relations (Équations (4.45)) entre les efforts résultants et les déformations étant
satisfaites en tout point, nous obtenons la forme variationnelle en déplacements où :

Wint =
∫
Sp

(〈δe〉([Hm]{em}+ [Hmf ]{χ}) + 〈δχ〉([Hmf ]{e}+ [Hf ]{χ})
+〈δγ〉[Hc]{γ})dSp +

∫
Sp

(〈δe〉{N0}+ 〈δχ〉{M0}+ 〈δγ〉{T0})dSp (4.48)

Le cas où [Hm] = [0] (pas de couplage plaque-flexion), la relation en flexion cisaillement
devient :

Wf =
∫
Sp

(〈δχ〉[Hf ]{χ}+ 〈δγ〉[Hc]{γ})dSp +
∫
Sp

(〈δχ〉{M0}+ 〈δγ〉{T0})dSp
−
∫
Sp

(〈δw〉{fz}〈δβ〉{m})dSp −
∫
Sf

(〈δw〉{fz}+ 〈δβ〉{ms})dSp = 0

∀{δw}, {δβx}, {δβy}
(4.49)

avec les conditions aux limites pour l’appui simple du type Mandlin w = 0 ; Mn = 0 ;
Mnζ = 0 et du type Kirchhoff w = 0 ; Mn = 0 et βζ = 0. Pour les bords libres on a :
Fz = Tn = 0 ; Mζ = Mnζ = 0. Le modèle de déplacement est interprété comme un cas
particulier du modèle mixte.

4.2.6 Modèle variationnelle mixte

La formulation mixte permette de définir des modèles éléments finis très performants.
Différentes classes des modèles mixtes associés aux problèmes de plaques sont présentées
dans ([Dhatt et Touzot, 1984], [Shames et Dym, 1985], [Valid, 1977], [Washizu, 1982]). La
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plaque est d’écrite par un ensemble de relations aux dérivées partielles faisant intervenir
les contraintes {σ}, les déformations {ε} et les déplacements {u}. Avec ce modèle, nous
traduisons sous forme variationnelle les équations d’équilibres et les conditions aux limites
en efforts appliqués sur la partie du contour Sf = ∂ΩT de la plaque. On construit ainsi
l’équation de W issue du PTV et les déformations linéaires telles que :

W = Wint −Wext = 0 ∀δu?(x, y) (4.50)

avec

Wint =

∫
Sp

(〈δe〉{N}+ 〈δχ〉{M}+ 〈δγ〉{T})dSp (4.51)

Wext =

∫
Sp

(〈δu〉{f}+ 〈δβ〉{m})dSp +

∫
∂ΩT=Sf

(〈δu〉{fsp}+ 〈δβ〉{msp})dSp (4.52)

et les déformations par l’expression :

{ε} = {e}+ z{χ} (4.53)

avec

〈ε〉 = 〈εx εy 2εxy〉 ; 〈e〉 = 〈u,x v,y u,y + v,x〉
〈χ〉 = 〈βx,x βy,y βx,y + βy,x〉 ; 〈γ〉 = 〈βx + w,x βy + w,y〉

(4.54)

Cependant les relations de comportement (relations efforts résultants-déformations)
et les conditions aux limites cinématiques sont satisfaites explicitement. Pour construire
la forme W , les relations (Équations (4.45)) sont écrient sous la forme inverse :

{e} − [Cm]{N}+ [Cmf ]{M}+ [e0] = {0}
{χ} − [Cmf ]{N} − [Cf ]{M}+ [χ0] = {0}
{γ} − [Hc]

−1{T}+ [γ0] = {0}
(4.55)

avec

{e0} = [Cm]{N0}+ [Cmf ][M0]
{χ0} = [Cmf ]{N0}+ [Cf ][M0]
{γ0} = [Hc]

−1{T0}
(4.56)

où {e}, {χ} et {γ} sont définis telles que :

[Hm] =
∫ t
−t[H]dz ; [Hmf ] =

∫ t
−t[H]zdz

[Hf ] =
∫ t
−t[H]z2dz ; [N0] =

∫ t
−t{σ0}dz

{M0} =
∫ t
−t{σ0}zdz ; [T0] =

∫ t
−t{τ0}dz

(4.57)
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W =
∫
Sp

(〈δe〉{N}+ 〈δχ〉{M}+ 〈δγ〉{T}+ 〈δN〉{e}+ 〈δM〉{χ}+ 〈δT 〉{γ}
−〈δN〉([Cm]{N}+ [Cmf ]{M} − {e0})

−〈δM〉([Cmf ]{N}+ [Cf ]{M} − {χ0})

−〈δT 〉([Hc]
−1{T} − {γ0}))dSp −

∫
Sp

(〈δu〉{f}+ 〈δβ〉{m}dSp

−
∫
Sf

(〈δu〉{fs}+ 〈δβ〉{ms})ds = 0 ∀{δu}, {δβ}, {δN}, {δM}, {δT}

(4.58)

La forme W générale est une expression additionnelle obtenue par addition de l’expres-
sion du PTV (équation (4.42) ou (4.50)), les relations (Équations (4.55)) sont multipliées
par les champs test {δN}, {δM}, {δT}, en ajoutant les conditions aux limites CL de la
plaque :

{u} = {u}, {δu} = {0}
sur ∂Ωu = Su

{β} = {β}, {δβ} = {0}
(4.59)

La fonctionnelle mixte associée à l’équation W ci-dessus est telle que δ
∏
≡ W pour

les déplacements {u} ≡ {δu}, les rotations {β} ≡ {δβ} et les champs test {N} ≡ {δN} ;
{M} ≡ {δM} et {T} ≡ δT} est la suivante :

∏
=
∫
Sp

(〈e〉{N}+ 〈χ〉{M}+ 〈γ〉{T} − 1
2
〈N〉[Cm]{N}

−〈N〉[Cmf ]{M} − 1
2
〈M〉[Cf ]{M} − 1

2
〈N〉[Cmf ]{M}

−1
2
〈T 〉([Hc]

−1{T}+ 〈N〉{e0}+ 〈M〉{χ0}+ 〈T 〉{γ0})dSp∫
Sp

(〈u〉{f}+ 〈β〉{m}dSp −
∫
Sf

(〈u〉{fs}+ 〈β〉{ms})ds
(4.60)

avec

{u} = {u} et {β} = {β} sur Su (4.61)

La forme W contient des inconnues mixtes qui sont des variables cinématiques {u}
et {β} et des variable mécaniques {N}, {T} et {M}. Elle fait intervenir les dérivées
premières des déplacements et de rotations. Les efforts résultants apparaissent sans leurs
dérivées ce qui définies un espace des fonctions admissibles de type C0 pour {u} et {β}
et C−1 pour {N}, {T} et {M}.

4.2.7 Modèle contraintes

Pour ce modèle, la forme W est représentée par une fonctionnelle
∏

f faible en variables
cinématiques i.e. pas de dérivées, et forte en variables mécaniques avec la présence des
dérivées premières. On intègre par partie sur les termes {χ}, w,x et w,y pour obtenir :
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∏
f = −

∫
Sp

(βx(Mx,x +Mxy,y − Tx +mx) + βy(Mxy,x +My,y − Ty +my)dSp
+w(Tx,x + Ty,y + fz) + 1

2
〈M〉([Hf ]

−1{M}

+1
2
〈T 〉([Hc]

−1{T} − 〈T 〉{γ0}+ 〈M〉{χ0}

+
∫
∂Sp

(wTn + βxMxn + βyMyn)ds−
∫
Sf

(wFz + βxMx + βyMy)ds
(4.62)

avec les conditions limites CL :

{w} = {w} ; {βx} = {βx} ; {βy} = {βy} δw = δβx = δβy = 0 sur Su (4.63)

Les fonctions {M} et {T} vérifient les équations d’équilibre sur Sp et sur le contour Sf
de la plaque (Équations : (4.33), (4.34), (4.35) et (4.36)), l’expression de

∏
f (Équation

(4.62)) devient :

∏
c({M}, {T}) = −

∫
Sp

(1
2
〈M〉[Hf ]

−1{M} − 〈M〉{χ0}+ 1
2
〈T 〉[Hc]

−1{T}
−〈T 〉{γ0})dSp +

∫
Su

(Tnw +Mxnβx +Mynβy)ds

(4.64)

Cette forme corresponde à l’expression de l’énergie potentielle complémentaire d’une
plaque en CT. Les conditions cinématiques sur Su sont représentées sous forme variation-
nelle, par contre les conditions mécaniques sont satisfaites explicitement.

4.2.8 Formulation variationnelle étendue au Modèle de Kirch-
hoff

Dans son aspect théorique, le modèle de Kirchhoff pour la plaques ΩP est basées sur les
hypothèses de conservation des normales. Les déformations de Cisaillements Transversal
CT sont négligeables par rapport aux autres composantes.

γxz = w,x + βx = 0 ; δγxz = 0
γyz = w,y + βy = 0 ; δγxz = 0 sur Sp

(4.65)

où les déplacements réels sur Sp sont notés βx = −w,x, βy = −w,y et virtuels δβx =
−δw,x, δβy = −δw,y. Sur la plaque, le champ de déplacement d’un point quelconque de
Sp est définit :



Rappels sur les problèmes de plaques 119

u(x, y, z) = u(x, y)− z ∂w(x,y)
∂x

v(x, y, z) = v(x, y)− z ∂w(x,y)
∂y

w(x, y, z) = w(x, y)

(4.66)

Comme pour les modèles précédents, le PTV s’écrit :

W = Wint −Wext ∀δw (4.67)

avec

w = w ; w,x = w,x ; w,y = w,y
δw = 0 ; δw,x = 0 ; δw,y = 0 sur Su

(4.68)

Wint =

∫
Sp

〈δχ〉{M}dSp =

∫
Sp

(−δw,xxMx − δw,yyMy − 2δw,xyMxy)dSp (4.69)

et

Wext =

∫
Sp

(δwfz − δw,xmx − δw,ymy)dSp +

∫
Sf

(δwFz − δw,xMx − δw,yMy)dSp (4.70)

En utilisant :

δw,x = δw,nnx − δw,sny ; δw,y = δw,nny + δw,snx
Mn = Mxnnx +Mynny ; Mns = −Mxnny +Mynnx

(4.71)

on a :

WSp =

∫
Sp

(δwTn− δw,xMxn− δw,yMyn)dSp =

∫
Sp

(δwTn− δw,sMns− δw,nMn)dSp (4.72)

L’intégration par partie de δw,sMns conduit à l’écriture variationnelle suivante :

WSp =

∫
Sp

(δwVn − δw,nMn)dSp −
∑
coins

δw[[Mns]] (4.73)

avec Vn = Vn(s) = Tn + Mns,s, l’effort tranchant effectif et Mns = M+
ns − M−

ns, la
réaction en un point de discontinuité du contour de la plaque.

L’expression du travail virtuel externe s’écrit :

Wext =

∫
Sp

(δwfz − δw,xmx − δw,ymy)dSp +

∫
Sf

(δwV n − δw,nMn)dSp +
∑
coins

δwR (4.74)

avec Vn = Fz +Ms,s et R = [[Mns]] = M+
ns −M−

ns, une force concentrée en un point de
discontinuité du contour de la plaque. Deux intégrations parties sur la plaque Sp permet
d’obtenir l’équation d’équilibre associée à W .
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Figure 4.3: Points de discontinuité sur le contour extérieur de la plaque

4.3 Mise en œuvre numérique

4.3.1 Notations et préliminaires

Pour les matrices [Hf ] et [Hc], on définit une plaque constituée d’un matériau isotrope
tels que :

[Hc] = Gkh

[
1 0
0 1

]
(4.75)

4.3.1.1 Contrainte plane - Matériau isotrope

En contrainte plane, pour un matériau isotrope, on a par définition la matrice d’élasticité
[Hf ] sous la forme :

[Hf ] =
Eh3

12(1− ν2)

 1 ν 0
ν 1 0

0 0 1−ν2
2

 (4.76)

où E est le module de Young et ν le coefficient de Poisson. [Hf ] et [Hc] relient les
déformations aux efforts résultants :

[N ] = [Hm]{e}+ {N0}
[M ] = [Hf ]{χ}+ {M0}
[T ] = [Hc]{γ}+ {T0}

(4.77)

Les efforts {N0}, {M0} et {T0} sont définis tels que : {N0} =
∫ t
−t[σ0]dz, [M0] =∫ t

−t[σ0]zdz et [T0] =
∫ t
−t[τ0]dz. La matrice de cisaillement [Hc] tient compte des com-

posantes de [Hτ ] et des coefficients k = 5
6
, dits facteurs de correction de Cisaillement

Transverse CT. Les matrices [Hm], [Hmf ] et [Hf ] sont définies respectivement :

[Hm] =
∑
i=1

hi[H]i ; [Hmf ] =
∑
i=1

hiηi[H]i ; [Hf ] =
∑
i=1

1

3
(z3
i+1 − z3

i )[H]i (4.78)



Formulation de l’élément DST 121

hi = zi+1 − zi et ηi =
1

2
(zi+1 − zi) (4.79)

avec [H], la matrice définissant l’état de la plaque. La symétrie matérielle par rapport
au plan z = 0 implique [Hm] = 0. L’homogénéité et l’isotropie de la plaque permet d’écrire
les efforts résultants tels que :

[N ] = h[H]{e}+ {N0}
[M ] = h3

12
[H]{χ}+ {M0}

[T ] = khG{γ}+ {T0} avec G = E
2(1+ν)

et [H] = [Hf ]
(4.80)

Explicitement on a :

Nx = Eh
1−ν2 (u,x + vu,y) +N0x

Ny = Eh
1−ν2 (vu,x + v,y) +N0y

Nxy = Eh
2(1−ν)

(u,y + v,x) +N0xy

Mx = D(βx,x + vβy,y) +M0x

My = D(vβx,x + βy,y) +M0y

Mxy = D
2

(1− ν)(βx,y + βy,x) +M0xy

Tx = 5
6
Gh(w,x + βx) + T0x

Ty = 5
6
Gh(w,y + βy) + T0y avec D = Eh3

12(1+ν2)

(4.81)

4.4 Formulation de l’élément DST

On s’intéresse ici à la formulation de l’élément triangulaire DST (Discrete Sheart
Triangle) à côtés droits utilisé pour le maillage. Cet élément généralise des plaques minces
en prenant en compte les effets de CT.

21 4

5
6

ξ

3

η

Elément de référence 

x

y

1

2

3

6 4

5

βx
βy

w

α

Elément réel

Figure 4.4: Élément triangulaire à cotés droits

Les énergies internes de déformation de flexion et de cisaillement sont définies par la
fonctionnelle :

e∏
int

= U e
f + U e

c (4.82)

avec
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U e
f =

1

2

∫
Sp

(〈χ〉[Hf ]{χ})dSp (4.83)

〈χ〉 = 〈βx,x βy,y βx,y + βy,x〉 (4.84)

U e
c =

1

2

∫
Sp

(〈γ〉[Hc]{γ}dSp avec 〈γ〉 = 〈γxz γyz〉 (4.85)

Ainsi γxz et γyz sont des déformations définies ici en fonction de βx et βy par l’in-
termédiaire de deux équations d’équilibre et de la loi de comportement en flexion.

γxz ≡ γxz et γyz ≡ γyz avec γxz = w,x + βx et γyz = w,y + βy. Pour l’énergie interne de
cisaillement transverse CT, nous considérons pour l’élément DST.

U e
c =

1

2

∫
Sep

〈γ〉[Hc]{γ}dSp =
1

2

∫
Sep

〈T 〉[Hc]
−1{T}dSp (4.86)

avec

〈γ〉 = 〈γxz γyz〉 ; 〈T 〉 = 〈Tx Ty〉 ; {T} = [Hc]{γc} (4.87)

Les efforts tranchants sont obtenus en utilisant les équations d’équilibres Tx et Ty.

Tx = Mx,x +Mxy,y ; Ty = Mxy,x +My,y (4.88)

A partir des variables nodales {un}, nous pouvons calculer les moments {M} et les
contraintes planes :

{M} = [Hf ]{χ} ; {χ} = [B]{un} et {σ(ξ, η, z = ±h
2

)} = z[H]{χ} (4.89)

Sur chaque côté de l’élément, les relations de contraintes de cisaillement transverse
CT sont prise en compte sous la forme :∫ Lk

0

(γζ − γζ)dζ = 0 avec k = 1, 2, 3. (4.90)

avec

γs = w,ζ + βζ = Ckγxz + Skγyz

γζ = γζ(βx, βy) = 〈Ck Sk〉[H]−1{T (βx, βy)}
(4.91)

L’expression γζ fait intervenir les variables nodales de rotation de tous les côtés. La
prise en compte des effets de CT se fait par l’expression :

wj − wi =

∫ Lk

0

(γζ(βx, βy)− βζ)dζ (4.92)
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avec Ck et Sk les cosinus directeurs du côté ζ de nœuds i et j du triangle défini tels
que :

lkCk = xij ; LkSk = yij ; Lk = (x2
ij + y2

ij)
1
2 (4.93)

4.5 Élément DST sous forme discrète

Pour obtenir les solutions numériques des plaques minces, plusieurs éléments finis de
plaques ont été proposés ([Dhatt, 1969], [Stricklin et al., 1969], [Wempner et al., 1968]).
Ces éléments ont les caractéristiques de posséder une énergie interne de flexion proche de
celle de Reissner-Mindlin, l’énergie de CT est négligée U e

c = 0 et les hypothèses de Kirch-
hoff sont introduite sous forme particulière sur le contour, ou éventuellement à l’intérieure
de l’élément [Batoz et Dhatt, 1990]. La continuité C0 de βx et βy est en générale main-
tenue après l’introduction des relations de Kirchhoff sous forme discrète.

4.5.1 Approximation par l’élément DKT

L’élément triangulaire DST (Discrète Sheart Triangle) ([Batoz et Lardeur, 1989], [Lardeur et Batoz, 1989],
[Lardeur, 1990]) possède 3 nœuds et 3 degrés de libertés (ddl) par nœud. Il généralise
les éléments de plaques minces connus sous le nom DKT (Discrete Kirchhoff Trian-
gle) en prenant en compte les effets de CT ([Batoz et al., 1980], [Batoz et Dhatt, 1981],
[Batoz, 1982], [Batoz et Dhatt, 1988], [Dhatt, 1969], [Dhatt, 1970], [Stricklin et al., 1969]).
Les approximations C0 de rotations βx(ξ, η) et βy(ξ, η) sont telles que la rotation βζ dans
le plan (ζz) est quadratique en ζ et la rotation βn dans le plan (nz) est linéaire en ζ :
avec ζ la coordonnée le long des côtés et n la normale dirigée vers l’extérieure de l’élément.

βx = 〈N〉{βxn}+ 〈Px〉{α} ; βy = 〈N〉{βyn}+ 〈Py〉{α} (4.94)

avec

〈N〉 = 〈Ni i = 1, n〉 ; 〈α〉 = 〈αk k = n+ 1, 2n〉

〈βxn〉 = 〈βxi i = 1, n〉 ; 〈βyn〉 = 〈βyi i = 1, n〉
(4.95)

et

〈Px〉 = 〈(PkCk) k = n+ 1, 2n〉 ; 〈Py〉 = 〈(PkSk) k = n+ 1, 2n〉
(4.96)

avec Ck et Sk les cosinus directeurs du côtés k de nœuds i et j du triangle défini tels
que :

Ck =
xij
Lk

=
xj − xi
Lk

; Sk =
yij
Lk

=
yj − yi
Lk

; Lk = (x2
ij + y2

ij)
1
2 (4.97)
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Figure 4.5: Élément DKT à 3 nœuds et 3 degrés de libertés (ddl)par
nœud

Table 4.1: Fonctions Ni et Pk pour DKT
Ni (i = 1, n) Pk (k = n+ 1, 2n)

(i = 1 à 3) (k = 4 à 6)
N1 = λ = 1− ξ − η P4 = 4ξλ

N2 = ξ P5 = 4ξη
N3 = η P6 = 4ηλ

k est une indice relative définissant le milieu du côté ij du triangle et 〈un〉 = 〈wi βxi βyi〉
(i = 1, n n = 3) défini les variables nodales. Dans le tableau 4.1, on trouve les valeurs
des fonctions Ni et Pk.

αk, sont des variables associées à la variation quadratique de βζ sur les côtés de
l’élément de triangle :

βζ = (1− ζ̃)βζi + ζ̃βζj + 4ζ̃(1− ζ̃)αk

βn = (1− ζ̃)βni + ζ̃βnj

(4.98)

où 0 ≤ ζ̃ = ζ
Lk
≤ 1, est la variable sur les côtés droits du triangles. On a la formulation

approchée des quadriques :

βζk = βζk(ζ̃) =
1

2
(βζi + βζj) + αk avec ζ̃ =

1

2
(4.99)
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Figure 4.6: Variation quadratique de βζ sur les côtés

Les rotations βζ et βn où les directions ζ et n sont relatives au côté k sont reliées à βx
et βy telles que :

{
βζ
βn

}
=

[
Ck Sk
Sk −Ck

]{
βx
βy

}
(4.100)

D’autres techniques peuvent être utilisées pour obtenir les expressions de βx(ξ, η) et
βy(ξ, η) en fonction des variables nodales {un} et pour obtenir la matrice de rigidité, voir
([Batoz et Dhatt, 1981], [Batoz et Dhatt, 1988]). On introduit les hypothèses de Kirchhoff
sous forme intégrale sur le contour ou sur les côtés ij de l’élément tels que :

∫ j

i

γζzdζ =

∫ j

i

(w,ζ + βζ)dζ = 0 (4.101)

avec γζ = w,ζ + βζ = Ckγxz + Skγyz. En utilisant les expressions (Équations (4.98) et
(4.100)), on obtient :

wj − wi +
Lk
2

(Ckβxi + Skβyi + Ckβxj + Skβyj) +
2

3
Lkαk = 0 (4.102)

d’où l’on peut calculer l’expression αk en fonction des variables nodales des nœuds i
et j :

αk =
3

2Lk
(wj − wi)−

3

4
(Ckβxi + Skβyi + Ckβxj + Skβyj) k = n+ 1, 2n (4.103)

La substitution de la relation αk dans les équations de rotation (Équations (4.94))
définies plus haut, nous donne les rotations explicites βx et βy en fonctions des variables
nodales {un} pour tout i = 1, n, on a :
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Table 4.2: Indices i, k, ψ pour DKT
Nœud sommet i Côté k (i− j) Côté ψ (i− j)

1 4 (1-2) 6 (3-1)
2 5 (2-3) 4 (1-2)
3 6 (3-1) 5 (2-3)

Nx
i1 = 3

2Lk
PkCk − 3

2Lψ
PψCψ

Nx
i2 = Ni − 3

4
PkC

2
k − 3

4
PψC

2
ψ

Nx
i3 = −3

4
PkSkCk − 3

4
PψCψSψ

Ny
i1 = 3

2Lk
PkSk − 3

2Lψ
PψSψ

Ny
i2 = −3

4
PkSkCk − 3

4
PψSψCψ

Ny
i3 = Ni − 3

4
PkS

2
k − 3

4
PψS

2
ψ

(4.104)

Les fonctions Ni, Pk et Pψ sont données dans le tableaux 4.1. La matrice des rotations
devient : {

βx
βy

}
=

[
Nx
i1 Nx

i2 Nx
i3

Ny
i1 Ny

i2 Ny
i3

]
{un} (4.105)

Dans le tableau 4.2 , on a les indices de k et de ψ relatifs aux deux côtés ayant le
sommet i comme point commun.

L’énergie interne de déformation de flexion de l’élément DKT s’exprime par l’expres-
sion :

U e
f =

1

2

∫
Sp

(〈χ〉[Hf ]{χ})dSp =
1

2
〈un〉[k]{un} (4.106)

avec

〈χ〉 = 〈βx,x βy,y βx,y + βy,x〉 ; {χ} = [B]{un} (4.107)

[B] =
1

J

 J22〈Nx
,ξ〉 − J12〈Nx

,η〉
− J21〈Ny

,ξ〉+ J11〈Ny
,η〉

−J21〈Nx
,ξ〉+ J11〈Nx

,ξ〉+ J22〈Ny
,ξ〉+ J12〈Ny

,η〉

 (4.108)

Les Jij sont les termes du jacobien de la transformation géométrique définie par des
expressions :
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x =
∑
i=1,n

Nixi ; y =
∑
i=1,n

Niyi (4.109)

Les termes de [J ] et J = det[J ] = J11J22 − J12J21. La matrice de rigidité [k] est de la
forme :

[k] =

∫
Sp

[B]T [H][B]jdξdη (4.110)

La matrice [k] est obtenue avec 3 points d’intégration de Hammer [Batoz et Dhatt, 1995]
pour les [H] constantes, puisque la matrice [B] est linéaire en ξ et η ou peut également être
définie explicitement [Batoz, 1982]. Connaissons les variables nodales {un}, il est possible
d’évaluer les courbures {χ}, les moments {M} et les contraintes planes {σ(ξ, η, z)} par
des expressions :

{M} = [Hf ]{χ}) ; {χ} = [B]{un}) ; {σ(ξ, η, z = ±1

2
)} = [H]{χ}) (4.111)

Les efforts tranchants sont obtenus à partir des équations d’équilibre Tx et Ty (valeurs
supposées constantes pour l’élément DKT).

Tx = Mx,x +Mxy,y ; Ty = Mxy,x +My,y (4.112)

A partir des variables nodales {un}, nous pouvons calculer les contraintes planes :

σxz = −
∫ z

t

(σx,x + σxy,x)dz ; σxz = −
∫ z

t

(σxy,x + σy,y)dz (4.113)

La matrice [k] est de rang 6, en ayant négligé l’énergie interne de déformation de CT
et ayant introduit les hypothèses de Kirchhoff sur le contour de la plaque, la solution de
la plaque converge vers celle de la théorie continue de Kirchhoff. Les paramètres αk étant
éliminés uniquement en fonction des variables nodales du côté k, ce qui laisse maintenir
la continuité C0 de βζ

4.5.2 Exemple d’application d’une approximation sur un côté
de l’élément DST du maillage

On considère les approximations βx(ξ, η) et βy(ξ, η) du triangle DST à côté droit.
La forme

∏e
int permet de choisir les approximations quadratiques de type C0 pour

βx(ξ, η) et βy(ξ, η). On a sur le côté 1-2 :

βx(ξ, η) = 〈N〉{βxn}+ 〈Px〉{α} ; βy(ξ, η) = 〈N〉{βyn}+ 〈Py〉{α} (4.114)

avec
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Figure 4.7: Élément triangulaire à cotés droits

〈N〉 = 〈1− ξ − η ξ η〉 ; 〈α〉 = 〈α4 α5 α6〉

〈βxn〉 = 〈βx1 βx2 βx3〉 ; 〈βyn〉 = 〈βy1 βy2 βy3〉
(4.115)

et

〈Px〉 = 〈(PkCk) k = 4, 6〉 ; 〈Py〉 = 〈(PkSk) k = 4, 6〉

P4 = 4ξ(1− ξ − η) ; P5 = 4ξη ; P6 = 4η(1− ξ − η)
(4.116)

Les variables nodales 〈un〉 = 〈wi βxi βyi〉 (i = 1, n n = 3) pour le triangle DST.
Dans le tableau 4.1, on trouve les valeurs des fonctions Ni et Pk.

avec Ck et Sk les cosinus directeurs du côtés k de nœuds i et j du triangle défini tels
que :

Ck =
xij
Lk

=
xj − xi
Lk

; Sk =
yij
Lk

=
yj − yi
Lk

; Lk = (x2
ij + y2

ij)
1
2 (4.117)

α1, α2 et α3, sont des variables associées à la représentation quadratique de βx(ξ, η)
et βy(ξ, η) sur chacun des côtés de l’élément de triangle. On définit cette représentation
quadratique sous la forme :

βx|1−2 = (1− ξ)βx1 + ξβx2 + 4ξ(1− ξ)C4α4

βy|1−2 = (1− ξ)βy1 + ξβy2 + 4ξ(1− ξ)S4α4

(4.118)

Les rotations βζ et βn sont reliées à βx(ξ, η) et βy(ξ, η) telles que :{
βζ
βn

}
=

[
C S
S −C

]{
βx
βy

}
(4.119)

la matrice de rotation est quadriques pour βζ et linéaires pour βn :

βζ = (1− ζ̃)βζ1 + ζ̃βζ2 + 4ζ̃(1− ζ̃)α4

βn = (1− s̃)βn1 + s̃βn2

(4.120)
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où 0 ≤ ζ̃ = ζ
Lk
≤ 1 est la variable sur le côté droit du triangles. On a la formulation

approchée des quadriques :

βζk = βζk(ζ̃) =
1

2
(βζi + βζj)βζ1 + αk avec ζ̃ =

1

2
(4.121)

4.5.3 Énergie interne de CT de la plaque

Soit [Hf ] une matrice complète, les relations (Équations (4.112)) s’écrivent :{
Tx
Ty

}
=
[
Hf

]
{β,xx} (4.122)

avec

[
Hf

]
2×6

=

 H11 H33 2H13 H13 H23 H12 +H33

H13 H23 H12 +H33 H33 H22 2H23

 (4.123)

et

〈β,xx〉 = 〈βx,xx βx,yy βx,xy βy,xx βy,yy βy,xy〉 (4.124)

où [Hij] sont les termes de [Hf ]. Pour les triangles, la matrice jacobienne [j] est con-
stante, on a :

{β,xx} = [T2]{β,ξξ} ; {β,ξξ} = [Tα]{α}

〈β,ξξ〉 = 〈βx,ξξ βx,ηη βx,ξη βy,ξξ βy,ηη βy,ξη〉
(4.125)

[T2] =

[
[t̃2] [0]

[t̃2]

]
(4.126)

[t̃2] est une matrices carrée de la forme :

[
t̃2
]

=

 j2
11 j2

12 2j11j12

j2
21 j2

22 2j21j22

j11j21 j12j22 j11j22 + j12j21

 (4.127)

Il suffit donc de calculer les matrices [t̃2] sur chaque triangle et d’en déduire la ma-
trice [Tα] par assemblage. [Tα] est une matrice rectangulaire d’ordre 6 × 3 ordonnée par
l’expression :

[Tα]6×3 =


−8C4 0 0

0 0 −8C6

−4C4 −4C5 −4C6

−8S4 0 0
0 0 −8S6

−4S4 −4S5 −4S6

 (4.128)
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Les expressions (Équation (4.122)) et (Équation (4.125)) donnent :

{T (βx, βy)} = [Bcα]{α} avec [Bcα] = [Hf ][T2][Tα] (4.129)

L’expression de l’énergie U e
c permet de définir la matrice rigidité de CT [kcα] sous la

forme :

U e
c =

1

2
〈α〉[kcα]{α} (4.130)

[kcα] = A[Bcα]T [Hc]
−1[Bcα] (4.131)

Dans cette dernière expression, la matrice [Bcα] reliant les déformations de CT aux
variables nodales reste constante.

4.5.4 Énergie de flexion de la plaque

A partir des relations (Équations : (4.84), (4.89) et (4.94)) :

{χ} = [βf ]{un : α}T ; [Bf ] = [Bfβ : Bfα] (4.132)

avec 〈un〉 = 〈· · · wi βxi βyi · · · i = 1, 2, 3〉 et 〈α〉 = 〈α4 α5 β6〉
et la matrice [Bfβ] sous la forme :

[Bfβ] =

 0 −(j11 + j12) 0
0 0 −(j21 + j22)
0 −(j21 + j22) −(j11 + j12)

0 j11 0
0 0 j21

0 j21 j11

0 j12 0
0 0 j22

0 j22 j12

 (4.133)

j11 = 1
2A
y31 ; j12 = − 1

2A
y21 ; j21 = − 1

2A
y31

j22 = 1
2A
x21 ; avec A = 1

2
(x21y31 − x31y21)

(4.134)

[Bfα] =

 j11Pxk,ξ + j12Pxk,η
· · · j11Pxk,ξ + j12Pxk,η . . . k = 4, 5, 6
(j21Pxk,ξ + j22Pxk,η + j11Pyk,ξ + j12Pyk,η)

 (4.135)

〈Px,ξ〉 = 4〈C4(1− 2ξ − η) C5ξ − C6η〉

〈Px,η〉 = 4〈−C4ξ C5η C6(1− ξ − 2η)〉

〈Py,ξ〉 = 4〈S4(1− 2ξ − η) S5ξ − S6η

〈PY,η〉 = 4〈−S4ξ S5η S6(1− ξ − 2η)〉

(4.136)

La relation (Équations (4.84) U e
f s’écrit :
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U e
f =

1

2
〈un : α〉[kfα]{un : α}T (4.137)

avec

[kfα] =

[
[k11] [k12]
[k12]T [k22]

]
=

∫
Sp

[Bf ]T [Hf ][Bf ]dSp (4.138)

4.5.5 Relations cinématiques de CT de la plaque

Élimination des variables {α} associées aux variations quadratiques de βx et βy pour
l’élément triangulaire DST. Sur chaque côté de l’élément on a :

γζk(βx, βy) = 〈Ck Sk〉[Hc]
−1[Bcα]{α} (4.139)

Dans cette expression, [Bcα]{α} remplace les {T (βx, βy} définis précédemment. Pour

chaque côtés i− j de l’élément, les relations (Équations (4.92), (4.98) et (4.100)) donnent
pour αk.

Lkγζk = wj − wi +
Lk
2

(Ckβxi + Skβyi + Ckβxj + Skβyj) +
2

3
Lkαk (4.140)

Soit, sous forme matricielle :

[Aα]{α} = [Aw]{un} (4.141)

avec

[Aα] =
2

3

 L4 0 0
0 L5 0
0 0 L6

−
 L4C4 L4S4

L5C5 L5S5

L6C6 L6S6

 [Hc]
−1[Bcα] (4.142)

soient LkCk = xj − xi = xji, LkSk = yj − yi = yji et L2
k = x2

ji − y2
ji, on a :

[Aw] = −1

2

 −2 L4C4 L4S4 2 L4C4 L4S4 0 0 0
0 0 0 − 2 L5C5 L5S5 2 L5C5 L5S5

2 L6C6 L6S6 0 0 0 − 2 L6C6 L6S6


(4.143)

La relation (Équation (4.141)) conduit à :

{α} = [An]{un} avec [An]3×9 = [Aα]−1[Aw] (4.144)
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4.5.6 Construction de la matrice de rigidité [k]9×9

La matrice de rigidité est la somme de matrices obtenue en flexion-cisaillement CT de
la plaque. Il suffit donc de calculer les matrices U e

f et U e
c en flexion et en cisaillement CT

sur chaque élément de triangle DST et d’en déduire la matrice par assemblage de U e par
l’expression :

U e = U e
f + U e

c =
1

2
〈un : α〉

[
[k11] [k12]k12 > k12
T [k22] + kcα

]{
un
α

}
(4.145)

En remplace {α} en fonction de {un}, on obtient la matrice de rigidité [k] :

U e = U e
f + U e

c =
1

2
〈un〉[k]{un} (4.146)

avec

[k] = [k11] + [An]T ([k22] + [kcα])[An] + [k12][An] + [An]T [k12]T (4.147)

[k] est une matrice de rang 6.

4.6 Résultats numériques

4.6.1 Exemple d’une plaque carrée trouée sollicitée aux efforts
de tractions

Pour simplifier la résolution numérique, nous avons choisis le cas d’une plaque carrée
ΩP = (−L,+L)2 symétrique, sollicitée en traction. La plaque est divisée en quatre parties
égales, la résolution se fait sur une partie dont le volume Vp = ABCDEA ne représente que
le quart de la plaque. En chaque point de la frontière Sp, le vecteur contrainte Ti(P, nj)

représente soit les forces imposées
−→
fs i, soit les réactions associées aux liaisons où les

déplacements sont imposés. ∂ΩT = Sf , la partie du contour où les forces sont imposés et
∂Ωu = Su, celle où les déplacements sont imposés.

∂ΩP = ∂ΩT ∪ ∂ΩU (4.148)

fsx, fsy, fsz sont des sollicitations surfaciques suivant x, y, z. Ainsi sur ∂ΩT .

Ti(P, nj) = σijnj (4.149)

Les conditions aux limites sur le contour Sp pour les contraintes sont :
Sur AB (frontière ∂ΩT = Sf ) : agisse la force fy = fy(x, y) suivant y uniforme en

projection horizontale avec la normale 〈n〉 = 〈nx ny〉 et fx = fz = 0 :
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Vp= ABCDEA 

A

E

x

D

C

B

n

fsy (x,y)

y

0

Figure 4.8: Contour d’un quart de plaque après prise en compte des
symétries

σxn = σxy = 0; σyn = σyy = fsy(x, y)

Sur AE (frontière ∂ΩT = Sf ) : bord libre le long de AE, le vecteur force est nul, i.e.
fx = fy = fz = 0

σxn = σxx = 0; σyn = σxy = 0

Sur CD (frontière ∂ΩT = Sf ) : le vecteur normal 〈n〉 = 〈nx ny〉 de cosinus directeur
nx et ny et la force nulle le long de CD telle que, fx = fy = fz = 0 on a :

σyn = σxynx + σyyny = 0 ; σyn = σxynx + σyyny = 0

Sur CB (frontière ∂ΩU = Su) : la plaque est simplement appuyée le long de CB,
〈n〉 = 〈−1 0〉

σyn = −σxy = 0

Sur DE (frontière ∂ΩU = Su) : la plaque est simplement appuyée le long de DE,
〈n〉 = 〈0 − 1〉

σxn = −σxy = 0
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La forme variationnelle W incluant les réactions sur le contour ∂ΩU = Su où les
déplacements sont imposés s’écrit :

W = Wint −Wext = 0 ∀δu?(x, y) (4.150)

Le contour complet AB, BC, CD, DE, EA est décrit par la frontière ∂Ω = S. ∂ΩT =
Sf est la partie du contour de la plaque où les forces sont imposées et ∂ΩU = Su celle où les
déplacements sont imposés. Sur les faces BC et DE de la frontière ∂ΩU , les déplacements
u = 0 sont nuls suivant x et v = 0, suivant l’axe des y. La forme forte W associée aux
conditions d’équilibre est :

W = −
∫
V

(δu?(σxx,x + σxy,y) + δv?(σxy,x + σyy,y))dv = 0 (4.151)

avec les conditions aux limites Ti(P, nj) = [σij]{nj}. où [σij] est le tenseur des con-
traintes de Cauchy au point P de la plaque et {n} = {nx, ny, nz}T , le vecteur normale
des cosinus directeurs nx, ny, nz. Après intégration par partie et en admettant δu? et δv?

continues, nous obtenons :

W = −
∫
V

(δu?,xσxx + δv?,yσyy + (δu?,x + δv?,y)σxx)dv −
∫
S

(δu?σxn + δv?σyn)ds = 0 (4.152)

L’introduction des conditions aux limites sous forme variationnelle donne la forme
faible :

W = Wint −Wext = 0 ∀δu?(x, y) (4.153)

Associée aux conditions d’équilibre, cette équation revient sous la forme, ∀δu?(x, y) et
∀δv?(x, y) :

W = −
∫
V

〈D?〉{σij}dv −
∫ A

B

〈δu?〉{fs}dx−
∫ B

C

δu?σxndy −
∫ E

D

δv?σyndx = 0 (4.154)

avec

〈D?〉 = 〈δu?,x δv?,y δu?,y + δv?,x〉

〈σij〉 = 〈σxx σyy σxy〉

〈δu?〉 = 〈δu? δv?〉

〈fs〉 = 〈0 fy〉 sur (AB); 〈δu?〉 = 〈δu?(x, yB) δv?(x, yB)〉 sur (AB)

σxn = −σxx sur (CB) 〈n〉 = 〈−1 0〉

σyn = −σyy sur (DE) 〈n〉 = 〈0 − 1〉

(4.155)
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En considérant un champ virtuel cinématiquement admissible tels que δu? = 0 sur
(CB) et δv? = 0 sur (DE), la forme faible revient à écrire :

W = −
∫
V
〈D?〉{σij}dV −

∫ A
B
〈δu?〉{fs}dx = 0 ∀δu? et δv?(x, y)

avec δu? = 0 sur (CB) et δv? = 0 sur (DE)
(4.156)

Les déplacements virtuels δu?(x1, x2) et δv?(x1, x2), représentent les fonctions de pondération
ou fonction tests.

4.6.2 Stratégie de modification de l’intégrale J pour la modélisation
numérique

Le problème résolu en premier est celui de la modification de l’intégrale J de Rice
appelée ici, intégrale numérique et noté Jnum. Un programme de calcul Cast3M bidimen-
sionnel par éléments finis a été mise en place. Ce programme, utilise l’intégrale numérique,
les conditions aux limites et les éléments triangulaires DST sur toute la plaque. Le taux
d’énergie restituée ne dépend pas de la contrainte cohésive. Le maillage ainsi définit est
plus serré dans la zone fissurée. On montre tout d’abord que la discrétisation par la
méthode des éléments finis est correcte et pour être en accord avec les résultats analy-
tiques, une comparaison est faite afin de valider le modèle numérique.

4.6.2.1 Exemple de résolution de la zone sans forces cohésives σc = 0

La résolution du problème pour la zone sans force cohésives s’effectue selon le pro-
gramme Cast3M mise en place. On applique sur la plaque une charge de traction variable
à l’infinie σ∞ et on fait l’hypothèse qu’il n y a pas la présence des forces cohésives, i.e.
σc = 0 sur toute la longueur de la fissure lf . L’estimation numérique de cette intégrale
(Jnum) modifiée exige de calculer pour les éléments non cohésifs, les déplacements u0 et
les contraintes σ0.

4.6.2.2 Exemple de résolution de la zone avec forces cohésives σc 6= 0

En présence des forces cohésives, l’expression de l’énergie totale restituée et le facteur
d’intensité des contraintes décrient dans la partie analytique par la formule de Rice est
ici restreinte aux déformations planes en mode I par :

Jana(σ∞, σc, lc) = 2
(1− ν2)

E
K2
I (4.157)

avec

KI = σ∞
√
πl − 2σc

√
l

π
Arccos

d

l
(4.158)
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Comme dans la zone non cohésive, cette expression est modifiée dans le programme
Cast3M sous la forme de l’intégrale Jnum. Cette intégrale Jnum modifiée est déterminée
en faisant l’hypothèse que les forces cohésives restent constante (σc = cste) sur toute
la longueur de la fissure. Le programme Cast3M prend en compte la contrainte σc et
la contrainte σ∞. Faire la même opération pour la partie cohésive en multipliant les
déplacements u1 par un coefficient λ1 tels que λ1u1. La superposition de ces deux zones
de déplacements s’écrit sous la forme additionnelle :

uT = λ0·u0 + λ1·u1 (4.159)

avec λ0 et λ1 : les coefficients multiplicateurs des déplacements dans le cas de la rupture
non cohésive et cohésive respectivement.

4.6.3 Modélisation de la zone cohésive de la plaque

La technique de modélisation de la zone cohésive est identique à celle développée par
[Laverne, 2004]. La fissure est subdivisée en trois zones (voir figure ci-dessous) : une zone
libre de contrainte (sans cohésion), notée Lzl ; une seconde zone, appelée zone cohésive,
notée Lzc : les forces cohésives sont non nulles, et en fin une troisième zone saine, appelée
aussi zone continue où la contrainte d’amorçage n’a pas été atteinte.

σinf=fsy(x1, x2)

σinf=fsy(x1, x2)

Ω/D

σC

-d
-λ

-l

X2

D

d

σC

X1+λ

+l

x2

x1

Pf0 Pf1

P1 P2

Zone non cohésive Zone saineZone cohésive 

P0(0,0)

R

Figure 4.9: Longueur de fissure : répartition des différentes zones

La superposition de ces deux premières zones donne la longueur totale de la fissure,
notée L0. Celle-ci dans la zone cohésive et non cohésive varie de telle sorte que la somme
peu s’écrire sous la forme :

L0 = Lzl + Lzc (4.160)

Toute fois, l’estimation de la taille de la zone cohésive Tzc est décrit dans [Laverne, 2004],
[Pham, 2016], [Pham et al., 2016] et [Rice, 1980] pour une fissure dans un matériau élastique
sous l’expression :

Tzc =
E

1− ν2

Gc

σ2
c

(4.161)
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avec E le module d’Young, ν le coefficient de Poisson du matériau, σc la contrainte
critique d’amorçage et Gc le taux de restitution d’énergie critique.

4.7 Validation des calculs de l’intégrale Jnum modifiée

Afin de valider les résultats de l’intégrale Jnum modifiée, plusieurs tests numériques
ont été effectués, notamment sur la variation de la longueur de fissure lf , la variation de
la contrainte normale KN de la plaque et la variation du rayon R de trou existant dans
la plaque.

4.7.1 Évolution de l’intégrale Jnum modifiée par rapport à la
longueur de la fissure

Pour tester le programme éléments finis Cast3M et valider le calcul numérique de
l’intégrale modifiée, une analyse sur l’évolution de l’intégrale Jnum par rapport à la
longueur de la fissure à été étudier. La technique consiste à faire variée la longueur de la
zone cohésive Lzc en même temps que la longueur de la zone non cohésive Lzl, de sorte
que la superposition de deux zones donne la longueur totale de la fissure L0.
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Figure 4.10: Courbe de l’intégrale J analytique Jana et numérique
Jnum : Pression Prs0 variable

4.7.2 Évolution de l’intégrale Jnum modifiée en fonction de σ∞ et
σc

Dans le but de construire la courbe d’évolution de l’intégrale Jnum modifiée. Les calculs
sont effectués dans les conditions où la force de traction σ∞ à l’infinie est supposée variable
de 1.108Nm−2 à 12.108Nm−2. Dans la zone fissurée elle est maintenue constante sur toute
la longueur de la fissure σc = 1.108Nm−2.
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Figure 4.11: Courbe de l’intégrale Jnum en fonction de la longueur de
la fissure lf et de la pression Prs0
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Figure 4.12: Courbe de l’intégrale Jnum en fonction la pression Prs0.
comparaison entre numérique cohésive et numérique non-cohésive
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Figure 4.13: Courbe de comparaison de l’intégrale J numérique Jnum
non-cohésive et analytique Jana en fonction la pression Prs0.



Validation des calculs de l’intégrale Jnum modifiée 139
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cohésive et analytique Jana en fonction la pression Prs0. Cas d’un liga-

ment

La solution numérique obtenue par la méthode de l’intégrale modifiée est comparée à
la solution analytique. On à présenter les résultats de simulations numériques utilisant le
modèle de zone cohésive pour les problèmes d’évolutions de fissures dans une plaque carrée.
Les résultats obtenus sont très proches de ceux analytiques, dans certains cas trouvé, la
présence des forces cohésives ne sont pas très significative. Pour la discrétisation de la
ligne de fissure, on utilise le même élément fini entre la zone cohésive et non-cohésive, ce
qui est un avantage.

4.8 Conclusion

Le chapitre IV est l’œuvre de la modélisation numérique de la plaque ΩP carrée
avec trou circulaire par éléments finis. Après quelques rappels bibliographiques sur les
problèmes des plaques, nous avons pour le calcul de la plaque considérée la symétrie. La
plaque a été divisée en quatre parties égales. Tous les calculs ont été effectués sur un quart
du solide. Une application numérique avec conditions aux limites est pris en compte. La
résolution numérique est basée par une formulation faible du problème. En admettant une
discrétisation parfaite de la plaque par l’utilisation des éléments triangulaires, le calcul de
l’intégrale J à été introduit dans le programme numérique via le code de calcul Cast3M
en 2D.

Des difficultés ont été rencontrées dans l’établissement du programme, des difficultés
liées à la programmation proprement dite et la difficulté d’utilisation du code Cast3M.

L’estimation de la formulation faible W = Wint −Wext = 0 est vérifiée, les valeur de
l’intégrale numérique Jnum modifiée ont été comparée avec les résultats analytiques de
[Ferdjani et al., 2007]. La comparaison des résultats numérique et analytique est correct,
les courbes des valeurs numériques sont très proche de celles analytiques. Le bon accord des
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résultats avec la partie analytique, permet de valider le modèle numérique et le programme
Cast3m 2D.
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Conclusion générale et perspectives

Ce mémoire a porté sur la modélisation de la rupture d’une plaque contenant une
cavité circulaire au centre et sur la modélisation par des forces cohésives.

A l’exception des quelques études effectuées sur les problèmes des forces cohésives
([Dugdale, 1960a], [Pham, 2016], [Labbens, 1980], [Pham, 2016], [Ferdjani et al., 2007] et
[Dang, 2013]), l’étude bibliographique sur la propagation des fissures en présence des forces
de cohésion suscite beaucoup d’enthousiasme. Dans nos travaux, plusieurs parties ont été
abordées pour enfin présenter un modèle numérique basé sur l’utilisation des éléments finis,
l’introduction des forces cohésives et la formulation variationnelle. Le modèle numérique
présenté, étudie le mode de propagation de fissure et défini le champ de contraintes σij et
de déplacement ui. Ensuite, des simulations numériques sont exécutées pour analyser la
propagation de la fissure sous la loi de Dugdale.

Dans le chapitre I, à caractère bibliographique, nous avons mis l’action sur les différents
modes d’ouvertures des fissures, le critère de rupture fragile, l’analyse asymptotique en
mode I et II, ainsi que la théorie énergétique de la rupture fragile laquelle utilise l’approche
de Griffith et d’Irwin ont été pris en compte. L’intégrale de contour et les différents modèles
sur les forces cohésives ont été cités. La partie bibliographique termine par un exemple
d’application de type essai cantilever sur poutre nommée DCB.

Dans une évolution en quasi-statique, la propagation d’une fissure en mode I est
simulée grâce aux calculs numériques. La mise en œuvre de cette méthode numérique
est illustrée par des exemples simples de plaque mince avec cavité circulaire au centre.
Les modèles simples étudiés sont constitués par la propagation de fissure en mode I et
l’introduction des forces cohésives en pointe de fissure. La modélisation numérique est
réalisée par la mise en œuvre d’un programme de calcul par élément finis (Cast3M).

La notion de force cohésive en tête d’une ligne de fissure est introduite en modifiant
l’intégrale de contour de Rice. Le modèle de propagation de fissure est choisi en adop-
tant une loi de propagation appropriée selon le type de chargement et le matériau fragile
(plaque). En accord avec le calcul analytique, montre que le mode de propagation est celui
d’ouverture de fissure i.e., le mode I.

Dans la seconde partie (chapitre II), nous avons présentés le problème de référence
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ainsi que les différentes phases études analytique. Ce chapitre à servit de modèle et d’ori-
entation pour la suite de l’étude. Les équations d’équilibres et les conditions aux limites
utilisées dans la partie numérique (chapitre II et IV) sont identique avec celles utilisée
dans l’étude analytique, seule la loi de comportement et les conditions de symétries qui
sont différentes. L’étude de la phase élastique et de la phase de rupture on demeurée
inchangées. L’étude de rupture dans la phase de rupture a été divisée en deux phases à
savoir : la phase libre sans force de cohésion et la phase purement cohésive qui se subdi-
vise en partie libre et en partie partiellement cohésive, le tout sous une charge de traction
uniforme. Deux cas de figure ont été pris en compte, le cas d’une plaque avec trou circu-
laire et le cas d’un ligament. Les conditions de chargement et les conditions aux limites
pour ces deux cas sont identique. Les courbes des contraintes sur longueur la longueur de
fissure obtenue ont données des résultats satisfaisant, mais n’ont pas été comparées avec
les courbes analytiques.

Le cas partiellement cohésif dans l’objectif était d’introduire les forces de cohésions
seulement sur une partie située en pointe de la fissure, et laissée la fissure libre sur une
autre partie. Les courbes ont été tracées en fonction de la partie cohésive et la partie
libre. Les valeurs obtenues n’ont pas été comparées, mais l’allure semble correcte. Ainsi
plusieurs cas ont été testé, dans le cas de la plaque avec trou circulaire.

D’autre part, lors de la modélisation numérique avec le logiciel Cast3M, nous avons
calculer l’énergie de fissuration à partir de l’intégrale J . Un recours à la modification de
l’intégrale à eu lieu. Dans la ligne de fissure lf on à introduit dans la zone libre la longueur
notée Lzl et dans la zone cohésive la longueur Lzc de telle sorte que la somme des deux
donne la longueur totale L0 ou lf . Avec une charge de traction variable ou constante, nous
avons également effectués des comparaisons entre l’étude numérique et analytique. Les
résultats sont on accord avec ceux obtenus à l’étude analytique par [Ferdjani et al., 2007].
La bonne concordance des ces résultats s’explique par le bon programme de calcul éléments
finis effectué et le bon choix des paramètres de modélisation géométrique et mécanique de
la plaque. Dans cette confrontation des résultats entre les intégrales numériques et analy-
tiques, les courbes obtenues numériquement à montrées une bonne concordance quelque
soit le chargement. Cette étude sur la modélisation de la rupture par des forces cohésives
à permis de dégager plusieurs résultats : d’abord sur le choix de type de plaque ainsi que
la loi de comportement.

Il sera utile de poursuivre cette étude pour les applications aux problèmes réels (fissures
planes avec configurations arbitraires). L’étude devrait être complété par la programma-
tion d’un code pour simulation numérique de propagation de la fissure en présence des
forces cohésives en liaison avec les calculs analytiques. Il serais intéressant également
d’étudier le problème dans le cas de plusieurs fissures (simultanées ou parallèles).
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Théorique et Appliquée., 2, No 1:113–135.

[Dhatt, 1969] Dhatt, G. (1969). Numerical analysis of thin shells by cuverd triangular
elements based on discrete kirchhoff hypothesis. Proc. ASCE Symp. On applications of
FEM in Civil engineering, Vanderbilt Univ. Nashville, Tenn., :255–278.

[Dhatt, 1970] Dhatt, G. (1970). An efficient triangular shell element. AIAA, 8, No
11:2100–2102.

[Dhatt et Touzot, 1984] Dhatt, G. S. et Touzot, G. (1984). Une présentation de la
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using a new discrète shear triangular finite element. IJNME., 27, No 2:343–360.

[Laverne, 2004] Laverne, J. (2004). Formulation enérgétique de la rupture par des modèles
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Résumé :

Dans le contexte industriel actuel, l’utilisation du modèle de forces cohésives en milieu
solide revêt d’une importance capitale dans des nombreux domaines d’applications dont
en particulier le domaine du transport, du nucléaire ou du génie-civil. En conséquence, la
présente étude propose une modélisation numérique de la rupture fragile d’une plaque en
acier en présence des forces cohésives. Le logiciel Cast3M est utilisé pour la mise en œuvre
numérique. Le modèle de type Dugdale est utilisé et permet de calculer dans le cas d’une
plaque élasto-plastique la distribution de contraintes à la pointe de fissure. Le modèles
suppose, qu’à la pointe de fissure sur une longueur cohésive Lzc, les contraintes cohésives
σc(x1), suivant l’axe Ox1 restent constante avec une amplitude égale à σc. Le domaine de
rupture élastique et le domaine de ruine plastique a été prisent en compte. L’approche peut
être considéré comme une extension de la mécanique linéaire de la ruptures dans laquelle
est introduite la notion de contrainte critique, ce qui permet en particulier de mieux rendre
compte des effets d’échelle. A partir du principe de superposition des contraintes en mode
I de rupture, les calcules dans la configuration déformée de la plaque fissurée a été étendue
à d’autres géométries plus simples : une plaque avec fissure sans force cohésive, mais avec
charge extérieure appliquée, une plaque avec une fissure purement cohésive et une plaque
avec une fissure partiellement cohésive et sans charge extérieure. Ces différentes formes
géométriques ont été prises en compte dans la modélisation numérique ainsi que la création
de la fissure et le démarrage de la propagation. Le paramètre énergétique calculé selon la
formule de l’intégrale J de [Rice, 1968] est également prise en compte et est comparé avec
les résultats analytiques de [Ferdjani et al., 2007].

Mots clés : Forces cohésives, rupture fragile, méthode variationnelle, éléments finis,
propagation de fissure, modèle de Dugdale, théorie des plaques.

Abstract :

In the context of industrial applications, the linear fracture mechanics theory is not
sufficient to account for various aspects of the crack propagation and it becomes necessary
to use more sophisticated models like cohesive force models. The goal of the present thesis
is to develop such a model in order to account for all the process of the crack propagation,
from the nucleation in a sound structure to the final failure of that structure. Specifically,
we use Dugdale model which contains both the concept of critical stress and of internal
length. The presence of a critical stress allows us to account for the nuckeation of a crack
even if the body is initially sound, in contrast with Griffith theory which require the ex-
istence of preexisting cracks. The presence of an internal length allows us to account for
pertinent scale effects, once again in contrast with Griffith theory in which the predicted
scale effects are only correct for large specimen, not for small specimen. This approach is
used to describe the full process of cracking in several cases, either by purely analytical
methods when the geometry is simple enough, or by the finite element method with the
code Cast3M in the case of complex geometry.
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