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Lettres romanes

A aire d’une section droite du pipe [m?]

Ayg aire occupée par la phase k dans une section droite du pipe [m?]
C parametre de distribution des écoulements intermittent et dispersé
Ck coefficient de la phase k dans I’équation de Blasius (3.12)
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e rugosité pariétale [m]
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f coefficient de frottement
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g accélération gravitationnelle [m.s~?]
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H fonction de Heaviside
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lp longueur de pipe additionnelle [m]

m densité intégrée [kg.m~2] ou nombre de variables algébriques
n nombre de pipes (riser inclus) ou nombre de variables différentielles
P nombre de parametres

P pression [Pa]

P espace des parametres

q débit massique [kg.m=2.571]

Q débit massique intégré [kg.m=1.s71]

R constante des gaz parfaits [m2.s 2. K !

R, nombre de Reynolds

Ry fraction surfacique de la phase k dans une section droite du pipe, Ry = Ai/A
S périmetre d’'une section droite du pipe [m]
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longueur de l'interface gaz-liquide d’un écoulement séparé [m]
périmetre mouillé par la phase k dans une section droite du pipe [m]
temps [s]

température du mélange diphasique [K]

vitesse [m.s™!]

vitesse superficielle ou flux volumétrique [m.s~!]

vitesse [m.s!]

coordonnée axiale d'un pipe [m]

coordonnée axiale du riser [m]

Lettres grecques

Ok

CDQ’DGGQ*@*{O’; - <>

exposant de la phase k dans I’équation de Blasius (3.12)
épaisseur du film liquide d’un écoulement annulaire [m]
vitesse du niveau liquide dans le riser [m.s™!]

viscosité dynamique [kg.m~1.s7!]

angle mouillé d'un écoulement séparé

fonction (3.19)

vitesse Ug synthétique [m.s™!]

loi synthétique de glissement [m.s™!]

densité [kg.m ™3]

tension superficielle entre le gaz et le liquide [N.m™!]

angle d’inclinaison du pipe par rapport a 'horizontale

Indices inférieurs

ann
C

d
disp
G
GO

i

k
int
L
lam
LG
lig

mG

annulaire

noyau (core en anglais)

dérive

dispersé

gaz

gaz a la pression atmosphérique

interface gaz-liquide ou numéro d’un pipe
phase liquide (k = L) ou gazeuse (k = G)
intermaittent

liquide

laminaire

liquide et gaz

niveau liquide dans le riser

mélange ou nombre de variables algébriques

mélange avec viscosité ug
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mL

mélange avec viscosité pur,

nombre de pipes (riser inclus) ou nombre de variables différentielles
pipe ou pariétal

riser

mélange gaz-liquide ou séparateur

stratifié

translationnelle

turbulent

entrée du pipe d’un systeéme pipe-riser

sortie du pipe d’un systéme pipe-riser

entrée du riser d’un systeme pipe-riser

niveau liquide dans le riser d’un systeme pipe-riser

surface libre du niveau liquide dans le riser d’un systéme pipe-riser
connection pipe-riser d’un systéme pipe-riser

discontinuité du niveau liquide dans le riser d’'un systéme pipe-riser

Indices supérieurs

ann
crit
disp
int
m

n

p
strat

I R

annulaire

critique

dispersé

intermittent

nombre de variables algébriques

nombre de pipes (riser inclus) ou nombre de variables différentielles
nombre de parametres

stratifié

entrée du pipe d’un systeme pipe-riser

sortie du pipe d’un systéme pipe-riser

entrée du riser d’un systeme pipe-riser

niveau liquide dans le riser d’un systeme pipe-riser

surface libre du niveau liquide dans le riser d’un systéme pipe-riser
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Introduction

On estime depuis quelques années que plus de la moitié des réserves sous-marines (ou offshore)
en hydrocarbures est située en eaux profondes ou dans des champs marginaux [70]. Pour que
de tels gisements soient suffisamment rentables, les compagnies pétrolieres ont diu développer
de nouvelles méthodes d’exploitation. Malheureusement, ces innovations ont engendré de
nouveaux problemes dont la solution dépend en grande partie d’'une meilleure compréhension
du comportement des écoulements polyphasiques.

De maniere traditionnelle, le mélange d’huile, d’eau et de gaz extrait des réservoirs offshore
est transporté jusqu’a la surface de la mer vers une plate-forme de production ou le processus de
séparation est effectué. Les couits d’opération et de maintenance de ces plate-formes sont hélas
trés importants, voire exorbitants pour des réserves situées en eaux profondes ou le cout d’une
plate-forme fixe est grossierement proportionnel au carré de la profondeur de ’eau [70]. A cela
s’ajoutent les dépenses dues a l'installation de deux pipelines monophasiques pour transporter
séparément 'huile et le gaz jusqu’a terre.

Une approche plus économique consiste a transporter directement le mélange diphasique
dans un seul et méme pipeline vers une plate-forme de traitement construite en eaux peu
profondes ou vers une installation terrestre. L’huile et le gaz sont ainsi séparés a moindre cott.
Malheureusement, la présence de gaz et de liquide s’écoulant simultanément dans une méme
conduite peut, dans certaines conditions, engendrer des écoulements fortement instables et
entrainer de graves problemes d’exploitation.

Ainsi, lorsque les débits de gaz et de liquide a 'entrée de la conduite sont faibles, la phase
liquide s’accumule dans les points-bas du pipeline et bloque le passage du gaz. La pression en
amont augmente et finit par expulser le bouchon de liquide vers un autre point-bas ou dans le
séparateur de phase [135] installé en sortie du pipeline.

Ces phénomenes sont évidemment trés néfastes car ils produisent de longs bouchons de
liquide qui peuvent, dans certains cas, remplir le séparateur gaz-liquide de fagon imprévue :
le liquide déborde et s’écoule dans les conduites prévues a l’origine pour ne recevoir que du
gaz [144]. Dans d’autres cas, les fluctuations de pression peuvent entrainer une diminution de
productivité des puits [173].

Pour supprimer de telles nuisances, les ingénieurs ont concu des procédures opérationnelles
qui ont I'inconvénient de réduire la production de fagon drastique [144]. Dans le méme temps,
des dispositifs de capture des bouchons de liquide (slug catchers en anglais) doivent compléter
les installations de séparation [121]. Des solutions ont été proposées pour éliminer le phénomene
de slugging (bouchonnage en francais) comme par exemple l'installation d’une valve pres de la
sortie du pipeline [90, 96, 142] ou encore 'injection de gaz a forts débits au dernier point-bas
de la conduite avant la séparation des phases [85, 84, 127, 142]. Ces procédures sont néanmoins
trés contraignantes dans la pratique et surtout tres cotuiteuses.

xvii
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Il est donc primordial de bien comprendre le phénomeéne de slugging si on veut prévoir
I’émergence des bouchons de liquide, controler leur longueur et concevoir les installations de
séparation de fagon optimale.

Le terrain slugging et le severe slugging sont les termes communément employés pour
désigner ces phénomenes instables dont I’étude a mobilisé de nombreux chercheurs durant
les deux derniéres décennies. Quelques travaux sont uniquement expérimentaux [43, 44, 45, 85,
96, 108, 121, 142]. D’autres sont a la fois théoriques et pratiques : certains auteurs ont construit
des modeles simplifiés spécialement adaptés a 1’étude de ces phénomenes [19, 61, 115, 140, 143,
144, 160, 162, 163, 173, 182]. D’autres ont préféré étudier le phénomene de slugging a 'aide de
modeles diphasiques beaucoup plus généraux et par la méme occasion valider leurs codes de
calcul [18, 50, 51, 118, 153].

Les possibilités de simulation de ces derniers dépassent largement le cadre de I’étude tres
particuliere des écoulements du type terrain ou severe slugging. Leurs modeles, construits
a partir d’équations aux dérivées partielles, tiennent compte de la plupart des phénomenes
physiques liés au transport des hydrocarbures dans les pipelines : transitions des écoulements,
lois de glissement, frottements pariétaux, compressibilité des phases, transferts de masse,
transferts thermiques, etc. Les formulations peuvent étre par contre différentes, a savoir bi-
fluides [18, 50] ou & fluz de dérive [58].

Néanmoins, la complexité de ces modeles limite le nombre d’études car la simulation du
slugging exige en principe beaucoup de temps de calcul : le terrain slugging et le severe slugging
sont des phénomenes violents ol les variations peuvent étre soudaines et importantes (chute
de pression, explosion de poches de gaz, etc). La simulation exige donc de treés petits pas de
temps afin de fournir une bonne approximation des solutions réelles. Une étude de stabilité du
severe slugging ou du terrain slugging en fonction des parametres physiques du probleme est
donc extrémement difficile a réaliser pour un modele complet.

Les autres résultats numériques disponibles dans la littérature sont fournis en majorité
par des modeles simplifiés construits spécialement pour ’étude du phénomene de slugging
[61, 66, 110, 140, 143, 144, 163, 162, 173, 182]. Leurs équations résultent en général de
I'intégration en espace des équations de conservation de la masse et de la quantité de
mouvement, voire de 1’énergie lorsque ’écoulement n’est pas supposé isotherme. Elles sont
donc différentielles ou algébriques. Les variables physiques (pression, densité, vitesse, etc.)
sont calculées aux extrémités de chaque troncon du pipeline ou sont représentées par leur
valeur moyenne en espace dans un troncon, un bouchon de liquide, une poche de gaz, etc.
Les comparaisons faites entre la simulation et ’expérience sont plus ou moins satisfaisantes, la
qualité des résultats dépendant des simplifications adoptées pour chaque type de modélisation.

La simplicité de tels modeles a incité certains auteurs a étudier la stabilité du phénomene
de slugging de fagon théorique [24, 63, 69, 154]. Ils en ont déduit des critéres qui permettent, en
fonction de certains parameétres, de calculer la région ou des instabilités sont susceptibles de se
produire. D’autres chercheurs ont aussi étudié 'influence des parameétres tels que 'inclinaison
ou la longueur de la conduite [61, 127, 163, 173], la pression dans le séparateur [96, 163, 173]
ou encore la viscosité du liquide [127]. Cependant, aucune étude systématique de stabilité
du phénomene de slugging en fonction des parametres physiques du probleme n’a jamais été
entreprise.

Cette these propose une nouvelle modélisation des écoulements transitoires dans les
systemes pipeline-riser. Les équations présentées sont algébriques et différentielles. Leur
régularité dépend des lois de glissement et de frottement de I’écoulement. Une forme réguliere de
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celles-ci est établie pour premiére fois dans cette these. Ainsi 'analyse mathématique du modele
s’integre dans un cadre classique : une analyse linéaire débouche sur ’expression analytique de
la frontiére séparant les écoulements stables (ou permanents) des écoulements instables (quasi-
stationnaires, transition vers le severe slugging, severe slugging) dans I'espace des parametres
du probleme. Une analyse non linéaire fournit pour la premiere fois les courbes de bifurcation
des écoulements gaz-liquide dans les systemes pipe-riser, au voisinage de leur frontiere de leur
stabilité.
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Chapitre 1

Probleme physique et modélisation

Ce chapitre est consacré dans un premier temps a la description et la modélisation du
phénomene de slugging (bouchonnage en frangais) dans les systeémes pipe-riser. Il présente
ensuite les différents types d’écoulements gaz-liquide que ’on peut observer dans une conduite
pétroliere en précisant leur classification, leurs lois constitutives et leurs transitions.

1.1 Le probleme physique

Dans certaines configurations géométriques, il est parfois impossible d’observer un écoulement
diphasique stationnaire dans un pipeline, a savoir un flot ou les débits massiques de gaz et de
liquide sont constants le long de la ligne de transport [154] (cf. figure 1.1). Un premier exemple
est celui d’un pipeline dont 'extrémité finale est une conduite descendante reliée a un pipe
vertical (riser). Un second exemple est celui d’un pipeline posé sur un terrain dont la géométrie
est tres accidentée (fond marin, région montagneuse, etc).

Dans les deux cas, un écoulement stationnaire est impossible a obtenir lorsque les débits
liquide et gazeux sont faibles comme par exemple au cours d’une procédure de dépressurisation
d’un pipeline [118] ou encore lorsque le rapport du débit massique du liquide sur celui du gaz est
faible. On pense en particulier a des écoulements de gaz naturel avec condensation [115, 121].

Le liquide s’accumule dans les points bas de la conduite et tend & bloquer le passage du
gaz. Celui-ci est compressé jusqu’au moment ou la pression en amont dépasse la pression due
au poids du liquide accumulé en aval. Un long bouchon de liquide est alors poussé par le gaz en
expansion. Sous de telles conditions, on observe un phénomene alternatif ou le liquide bloque
la phase gazeuse, puis s’évacue sous la pression du gaz et finalement s’accumule pour bloquer
a nouveau le gaz.

Dans le premier exemple cité plus haut, on désigne ce phénomene dans sa forme la plus
sévere, comme du severe slugging tandis que dans le second cas, on emploie plutot ’expression
terrain slugging. Ces deux types d’écoulement sont tres instables dans le sens ou ils sont
généralement associés a de fortes variations de pression et des débits.

Entre un écoulement stationnaire et du severe slugging, on parle parfois d’écoulement quasi-
stationnaire et de transition vers le severe slugging [127, 143, 144, 163]. Ce sont des flots
instables dans le sens ou les débits de gaz et de liquide oscillent au cours du temps. Cependant,
leurs fluctuations sont beaucoup moins accentuées que celles d'un écoulement du type severe
slugging.
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Le severe slugging peut étre observé de fagon tres simple en introduisant un mélange
diphasique gaz-liquide a faible débit dans un pipe descendant d’inclinaison constante dont
I'extrémité inférieure débouche sur un riser. Le processus périodique qui le caractérise est
généralement décrit en quatre étapes [154] :

- La premiere est celle de la formation du bouchon de liquide dans le riser. Le liquide
introduit a l'entrée du pipe s’accumule au pied du riser et bloque le passage du gaz.
Celui-ci est compressé a 'intérieur du pipe descendant (cf. figure 1.2).

- Lorsque le niveau supérieur du bouchon de liquide atteint le sommet du riser, la deuxieme
étape du severe slugging commence : la phase liquide se déverse dans le séparateur (cf.
figure 1.3).

- Vient ensuite la troisieme étape ou la poche de gaz atteint le pied du riser et pénetre a
I'intérieur de la colonne liquide (cf. figure 1.4). Le bouchon continue de se déverser dans le
séparateur mais avec une vitesse beaucoup plus importante que dans la deuxieme étape.
Cette étape est tres courte par rapport aux autres comme on peut le visualiser sur la
figure 1.6. C’est pourquoi on désigne parfois cette étape comme ’explosion de la poche
de gaz dans le riser.

- Lorsque le gaz atteint finalement le sommet du riser, la pression au pied de la colonne est
minimale. Le liquide n’est plus soulevé par le gaz et s’écoule le long de la paroi du riser.
Il vient s’accumuler & son pied pour générer un nouveau bouchon. On est donc revenu a
la premiere étape (cf. figure 1.5).

La longueur des bouchons de liquide dans un écoulement du type severe slugging est
donc supérieure ou égale a la hauteur du riser. Lorsque I'écoulement est quasi-stationnaire
ou représente une transition vers le severe slugging, cette longueur est inférieure a la hauteur
du riser mais reste supérieure a celle des bouchons d’un écoulement intermittent normal (voir
section 1.4). Le sommet du riser est périodiquement asséché par le passage des bulles. Ce qui
entraine des fluctuations de pression au pied de la conduite et 'apparition d’un niveau liquide.
Ce dernier oscille avec une amplitude d’autant plus grande que l'instabilité est importante.
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Figure 1.1 : Ecoulement stationnaire avec pénétration continue du gaz [15]].
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Figure 1.4 : Pénétration de la poche de gaz.
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Figure 1.6 : Cycle du severe slugging [61].
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1.2 Modélisation du severe slugging

Cette section décrit tout d’abord les conditions nécessaires pour qu’une approximation mono-
dimensionnelle d’'un écoulement diphasique dans un pipe ait un sens. Il résume ensuite les
différents types de modeles diphasiques transitoires disponibles dans la littérature.

1.2.1 Approximation mono-dimensionnelle

Les équations de mouvement d’un fluide newtonien visqueux sont données par les équations de
Navier-Stokes. De fagon générale, ces équations dépendent des trois dimensions de ’espace et
du temps. Pour simplifier leur intégration, des méthodes de moyennisation peuvent étre dans
certains cas employées pour diminuer la dimension du probleme [55].

Lorsque le fluide s’écoule dans un pipeline, le probleme est généralement formulé en une
seule dimension, suivant ’axe de la conduite [23]. Elle sera symbolisée par la coordonnée x. Les
variables caractéristiques de ’écoulement telles que sa densité, sa vitesse, son enthalpie ou sa
température sont moyennées sur une section transversale (droite) du pipe. Nous supposerons
que celle-ci est circulaire. L’intersection d’une section droite avec I'intérieur du pipe est donc
un disque dont 'aire dépend de z. Nous la noterons A(x).

L’approximation mono-dimensionnelle a un sens si A(x) varie lentement avec x et si ses
dimensions sont faibles vis-a-vis du rayon de courbure de la conduite [148]. La premiére
condition est évidemment vérifiée lorsque le diametre du pipe est constant. La seconde est
satisfaite de facon triviale si le pipe est droit.

Dans le cas d’un écoulement diphasique, ’approximation mono-dimensionnelle est valide
sous ces mémes conditions.

1.2.2 Modeles diphasiques transitoires

Les écoulements diphasiques transitoires sont en général modélisés suivant deux formulations
dites de mélange ou bi-fluide.

1.2.2.1 Modeles de mélange

Le plus simple est le modele homogeéne [178] qui traite le mélange diphasique comme un pseudo-
fluide ayant des propriétés déterminées par la quantité relative de chaque phase. Il est construit
a ’aide des équations de conservation de la masse, de la quantité de mouvement et de I’énergie
(si le flot n’est pas supposé isotherme) du mélange. Une équation supplémentaire, donnée en
principe par ’équation de conservation de la masse du gaz ou du liquide, compléte le systeme.

La formulation homogéne est uniquement valide dans les cas ou les phases, liquide et gazeuse,
ont la méme vitesse et la méme température. Cette hypothese est raisonnable si I’écoulement
est par exemple tres dispersé, i.e. lorsque le gaz (respectivement le liquide) se déplace sous la
forme de petites bulles (resp. gouttelettes) dans la phase liquide (resp. gazeuse). Ce type de
modele n’est donc pas adapté a notre probléeme ou la vitesse de glissement entre les deux phases
est parfois tres importante.
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Pour tenir compte de la vitesse relative du gaz par rapport au liquide, il est nécessaire de
construire un modele ou les vitesses des deux phases sont distinctes. L’approche la plus simple
est donnée par le modele a flur de dérive [94, 178]. Il est construit a I’aide des mémes équations
de conservation que la formulation homogéne mais I’équation de fermeture est fournie cette fois
- ci par une loi de glissement entre les deux phases.

Une autre forme de ce type de modele traite séparément les équations de conservation de la
masse de chaque phase mais conserve 1’équation de conservation de la quantité de mouvement
du mélange. L’équation de fermeture differe suivant les auteurs : elle peut étre une corrélation
de la fraction liquide [150], une relation empirique sur la vitesse du gaz [32] ou encore une loi
de glissement entre les deux phases [58]. Ces relations de fermeture sont construites dans tous
les cas sous I’hypothese (approximative) que 1’écoulement est stationnaire.

Notons qu’un des avantages majeurs des modeles a flux de dérive est d’éluder la modélisation
des phénomenes d’interaction a 'interface entre les deux phases tels que le transfert de quantité
de mouvement ou encore les effets dus aux forces de pression agissant sur 'interface [49].

1.2.2.2 Modéeles bi-fluides

Une approche plus rigoureuse est donnée par les modeles bi-fluides ol les vitesses et les pressions
de chaque phase sont distinctes. Ils sont construits a ’aide des équations de conservation de
la masse, de la quantité de mouvement et de I’énergie (si le flot n’est pas supposé isotherme)
de chaque phase. De nombreuses formulations de ce type de modele sont disponibles dans la
littérature mais la fermeture du systeme par des équations constitutives s’avere tres complexe
[18, 49, 50, 60, 95]. La principale difficulté réside dans la modélisation des phénomenes
d’interaction a l'interface, en particulier dans les cas ou le flot est intermittent ou annulaire
(voir I'explication de ces termes dans la section 1.4).

1.2.3 Choix du modéle

Comme dans la plupart des modeles simplifiés dédiés a I’étude du severe slugging [61, 140, 163],
nous choisissons une formulation du type flux de dérive plutét qu’une modélisation bi-fluide : les
équations de conservation des quantités de mouvement du liquide et du gaz sont additionnées
en une seule et unique équation dite équation de conservation de la quantité de mouvement du
mélange. Notre relation de fermeture sera donnée sous la forme d’une loi de glissement entre
les deux phases.

Ces choix sont évidemment arbitraires mais ils constituent selon nous, le meilleur compromis
entre la simplicité d’un modele homogéne et la complexité d’'une formulation bi-fluide.

Les hypotheses suivantes sont communément admises pour 1’élaboration de modeles sim-
plifiés d’écoulements diphasiques dans les pipelines :

- diametre interne du pipeline constant,
- écoulement isotherme,
- aucun transfert de masse entre les deux phases.

Nous supposerons aussi que les deux phases se comportent comme des fluides newtoniens [71].

Taitel et al. [159, 161] ont proposé un modele simplifié pour ’étude plus générale des
écoulement diphasiques dans les conduites pétrolieres. Selon eux, les phénomenes transitoires
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de ces écoulements sont suffisamment lents pour que I'on puisse admettre un équilibre local des
forces. Les termes d’inertie de I’équation de conservation de la quantité de mouvement peuvent
donc étre négligés. D’autres auteurs ont aussi admis cette méme hypotheése pour la construction
de leur modele simplifié de severe slugging [61, 140, 143]. Néanmoins, leur approximation n’est
accompagnée d’aucune justification théorique.

Plus rigoureusement, lorsque le nombre de Mach du mélange diphasique est petit, les termes
d’inertie de I’équation de conservation de la quantité de mouvement peuvent étre négligés
[175, 176]. Cette hypotheése simplifie énormément le modele (voir section 2.3). Une justification
théorique est détaillée dans [175]. Elle s’inspire des études aérodynamiques ot lair est souvent
considéré comme incompressible lorsque le nombre de Mach est faible. En conséquence, les
ondes de pression se propagent avec une vitesse infinie au lieu d’une vitesse proche de la vitesse
du son dans le mélange. Les phénomenes a hautes fréquences sont supprimés mais les ondes de
taux de vide [113] continuent de se propager avec une vitesse proche de celle du mélange.

Dans le cas d’un écoulement du type severe slugging, les termes d’accélération ne sont pas
forcément négligeables [140]. Nous pensons notamment a la troisieme étape (cf. figure 1.4) on
des pics de production liquide peuvent étre parfois soixante-dix fois supérieurs a la production
liquide moyenne [127]. Lorsque I’écoulement est instable mais moins sévere (quasi-stationnaire,
transition vers le severe slugging), les accélérations sont beaucoup moins importantes. De plus,
les vitesses du liquide et du gaz sont toujours tres faibles, de 'ordre du metre par seconde
[18, 61, 163, 173].

Par conséquent, lorsque 1’écoulement est légerement instable, les termes d’inertie de
I’équation de conservation de la quantité de mouvement peuvent étre négligés. Le modele
présenté dans la section suivante est construit sous cette hypothese. Il s’inspire de travaux
récemment menés a I'Institut Frangais du Pétrole [21, 124, 165].

1.3 Le probléeme mathématique

Dans le cas d'une formulation du type flur de dérive, les équations de mouvement d’un
écoulement diphasique isotherme sont données par les lois de conservation de la masse de
chaque phase et par la loi de conservation de la quantité de mouvement du mélange; les termes
d’accélération sont négligés dans cette derniere équation (voir section 1.2.3).

Localement dans chaque trongon d’un pipeline (i.e. dans chaque pipe d’inclinaison cons-
tante), 'approximation mono-dimensionnelle de ces équations est valide. Nous en déduisons le
systeme d’équations suivant ou les variables physiques sont des valeurs instantanées, moyennées
en espace sur la section droite du pipe [22] :

V(z,t) €]0, L[x]0,T7,

0 0

¢ PLiLl+ o [P RLVL] =0, (1.1)

g[ R]+_8[ RaVe] =0 (1.2)

5; [PcBal + - lpaRaVe] = 0, '
oP :

PL, PG, R, Ra, Vi, Vi désignent respectivement les densités, les fractions surfaciques et
les vitesses de phase du liquide et du gaz. P est la pression moyenne du mélange (contrairement,
& une formulation bi-fluide, on ne distingue pas les pressions du gaz et du liquide [50]).



8 CHAPITRE 1. PROBLEME PHYSIQUE ET MODELISATION

Toutes ces quantités dépendent de la variable spatiale x et du temps ¢ ; nous avons omis ces
dépendances pour alléger les notations. x varie de 0 a L ou L représente la longueur du pipe.
g désigne l'accélération gravitationnelle tandis que 6 symbolise I'inclinaison de la conduite par
rapport a I’horizontale (cf. figure 1.7).

Remarque : P'aire A(x) du pipe n’intervient pas explicitement dans les équations car nous
avons supposé que son diametre est constant. A(x) est donc une constante que 1’on supprime
aisément des équations en les multipliant par A~!(x).

Les effets de viscosités sont représentés par le frottement F, du flot contre la paroi du pipe;
nous parlerons dans la suite de frottement pariétal. Ce terme dépend des variables P, Rqa, V7,
Ve mais aussi du diametre du pipe, de sa rugosité pariétale et des viscosités du liquide et du
gaz. Ces quatre derniéres quantités seront aussi supposées constantes [58, 155] :

F, = F,(Rg, P, Vg, V). (1.4)

Les études expérimentales sur le severe slugging sont toujours pratiquées a température
ambiante et a une pression de l’ordre de quelques bars [18, 43, 44, 45, 61, 140, 143, 144, 163, 173].
Dans de telles conditions, le coefficient de compressibilité du gaz est tres proche de un [174].
Nous pouvons donc admettre qu’il se comporte comme un gaz idéal dont la loi est donnée par
[71, 100] :

P =pRT (1.5)

R est la constante des gaz parfaits et T la température absolue du mélange diphasique.

Puisque le flot est supposé isotherme, T est une constante. Nous en déduisons 1’équation
d’état du gaz :
P
P)=—.
re(P) = ==

En ce qui concerne le liquide, nous le supposerons légerement compressible. Plus précisément
puisque sa température est constante, la variation de sa densité peut s’exprimer en fonction
d’une compressibilité [71, 81] :

(1.6)

1 3PL) 1 dpr
K = - = 1.7
pL (313 r prdP .7

En admettant que K soit constante autour d’une pression de référence Py, l'intégration de (1.7)
nous donne :

pr(P) = pl exp [K(P — Ry)] (1.8)
ot p% est la densité du liquide & la pression Pp.

Remarque : puisque les pressions relevées au cours des études expérimentales du severe
slugging sont de 'ordre du bar, nous imposerons Py = 1 bar. Le coefficient de compressibilité
K est quant a lui évalué de facon empirique pour une pression proche de Fy. On consultera les
tables physiques de la littérature [34, 71].

Etant donné (1.4), (1.6) et (1.8), les variables P, Rg, Vi et Vi sont les seules inconnues
du probleme. Pour compléter le systeme d’équations (1.1) - (1.3), nous ajoutons une loi de
glissement écrite sous la forme d’une relation entre ces variables. Cette loi dépend du type
d’écoulement que nous déterminons en fonction de criteres de transition :

V(Rg, P, Vg, V) = 0. (1.9)
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riser

Figure 1.7 : Systéme pipe-riser.

Dans la suite, nous décrirons les différents types d’écoulement diphasique gaz-liquide que
I’on peut observer dans un pipeline et nous exprimerons leurs lois de glissement. Nous donnerons
ensuite I’expression du frottement pariétal et nous décrirons finalement les critéres de transition
entre ces écoulements.

1.4 Classification des écoulements diphasiques gaz-liquide

En général, les écoulements diphasiques dans les pipelines sont classés suivant quatre principaux
types de configurations dont la forme et parfois I’existence dépend de 'inclinaison de la conduite
: a bulles, a bouchons ou a poches, stratifié et annulaire. Tout d’abord, nous décrirons les cas
ou le pipe est horizontal ou vertical. Nous verrons ensuite qu’il existe peu de situations ou les
écoulements sont tres différents de ces deux cas extrémes [10, 15].

1.4.1 Ecoulements dans un pipe horizontal

Ecoulement stratifié. Les deux phases sont séparées par une interface dont la forme moyenne est
plus ou moins incurvée (concavité vers le gaz) dans une section droite du pipe. Le frottement
du gaz sur le liquide provoque la formation de vagues lorsque la différence des vitesses des deux
phases est grande. On parle dans ce cas d’écoulement stratifié a vagues. Dans la cas contraire
ou l'interface gaz-liquide est réguliere, on parle plutét d’écoulement stratifié¢ régulier.

Ecoulement annulaire. Cette configuration peut étre considérée comme un cas particulier
de la précédente ou l'interface moyenne a une forme cylindrique, sans contact avec la paroi du
pipe. Le gaz se déplace au centre de la conduite, entouré par la phase liquide qui s’écoule sur la
paroi du pipe sous la forme d’un film. Celui-ci peut dans certains cas contenir des bulles de gaz.
Inversement, la phase gazeuse peut aussi transporter des gouttelettes, voire des amas liquides
beaucoup plus gros. Certains chercheurs font la distinction entre I’écoulement annulaire ou la
phase gazeuse ne contient pas de liquide et ’écoulement annulaire a gouttelettes dans le cas
contraire.
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Ecoulement dispersé a bulles. Le gaz est dispersé dans la phase liquide, dite continue,
sous la forme de bulles. La plupart d’entre elles s’accumule dans la partie supérieure du pipe.
Néanmoins, elles se répartissent de facon plus uniforme dans toute la section droite du pipe
lorsque le débit du liquide augmente.

Ecoulement intermittent. On observe des poches de gaz séparées par des bouchons de
liquide. Dans certains cas, ces derniers contiennent des bulles qui se concentrent a ’arriere des
poches et dans la partie supérieure du pipe. On parle alors d’écoulement & bouchons. Parfois,
le terme plug (bouchon en francgais) est employé pour désigner la configuration intermédiaire
entre 1’écoulement dispersé et I’écoulement a bouchons. L’écoulement a longues poches ou a
bulles allongées est désigné comme le cas limite de ’écoulement a bouchons lorsque ceux-ci ne
contiennent pas de bulles et que les poches de gaz sont grandes.

1.4.2 Ecoulements dans un pipe vertical

Ecoulement  bulles. La phase gazeuse se présente sous la forme de petites bulles, distribuées de
fagon presque uniforme dans la phase continue (liquide). L’écoulement est dit a bulles lorsque
le débit liquide est faible. Si au contraire celui-ci est grand, on parle plutot de dispersé a bulles.
On observe dans ce cas un ensemble de bulles plus fines et aucune grosse bulle. Notons aussi
que ’écoulement dispersé a bulles est observable quelle que soit 1'inclinaison du pipe tandis
que 'écoulement & bulles existe uniquement pour des flots verticaux (ou presque) dans des
conduites de large diametre [11].

Ecoulement intermittent. Un tel flot se produit a partir d'un écoulement a bulles. Lorsque
le débit de gaz augmente, les bulles se regroupent et entrent en coalescence. De grandes bulles,
dont la forme ressemble a celle d’un obus, apparaissent. Ce sont des bulles de Taylor dont le
diametre est proche de celui du pipe [41]. Elles sont séparées par des bouchons de liquide qui en
général contiennent de petites bulles de gaz. On parle alors d’écoulement ¢ bouchons. Lorsque
le flot est relativement lent, présente des interfaces gaz-liquide bien définies et que les bouchons
de liquide ne contiennent pas de bulles, on emploie plutot le terme plug.

Ecoulement bouillonnant. Lorsque le débit de gaz est plus grand que celui observé dans
le cas d’écoulements a bouchons, le flot devient plus chaotique, agité et désordonné. Ce type
d’écoulement est souvent appelé churn ou froth (bouillonnant ou mousseur en frangais) et
représente la transition entre les configurations a bouchons et annulaires.

Ecoulement annulaire. 11 est caractérisé par une phase gazeuse continue répartie le long du
pipe, autour de son axe de révolution. La phase liquide se déplace en partie sous la forme d’un
film irrégulier le long de la paroi de la conduite et pour le reste sous la forme de gouttelettes,
entrainées par le noyau de gaz. I’écoulement est dit annulaire a brins (wispy en anglais) lorsque
la phase liquide est entrainée sous la forme de brins.

Remarque : par simplicité, nous ne ferons pas la distinction entre I’écoulement a poches et les
configurations plug ou a longues poches dans le cas horizontal. Lorsque la conduite est verticale,
nous ne distinguerons pas les écoulements plug et mizrte des écoulements a bouchons. Idem entre
les flots a bulles et dispersés a bulles ou entre les configurations annulaires et annulaires a brins.
En d’autres termes, nous ne modéliserons que quatre principaux types d’écoulements : dispersé,
intermittent, stratifié et annulaire.
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Figure 1.8 : Ecoulements gaz-liquide dans un pipe horizontal (e.g. [15, 29, 83]) .
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A4
Ecoulement Ecoulement Ecoulement Ecoulement Ecoulement
abulles intermittent bouillonnant annulaire annulaire abrins

. Liquide |:| Gaz
Figure 1.9 : Ecoulements gaz-liquide dans un pipe vertical (e.g. [15, 29, 83]).

1.4.3 Ecoulements dans un pipe incliné

Si l'inclinaison du pipe par rapport a I’horizontale est petite (de ordre de quelques degrés),
les écoulements sont similaires & ceux décrits dans le cas horizontal. Pour des pipes proches
de la verticale ou fortement inclinés, les configurations sont aussi similaires au cas vertical.
Néanmoins, le stratifié n’existe pas pour des flots ascendants fortement inclinés. Il est par
contre observable pour des flots descendants treés inclinés, voire presque verticaux [11].

1.5 Lois de glissement

Nous décrivons dans cette section les lois de glissement des quatre principaux types d’écoule-
ments précédemment décrits. Ces lois dépendent entre autres de la pente de la conduite, de
son diametre, de sa rugosité et de quelques coefficients que ’on calcule & 'aide de corrélations
empiriques.

1.5.1 Ecoulement intermittent

De nombreuses lois ont été proposées dans la littérature pour modéliser ce type de flot
[5, 20, 50, 117, 116, 183]. Nicklin D. J. et al. ont établi en 1962 une corrélation tres simple,
devenue depuis un grand classique de la littérature diphasique, qui donne la vitesse de
translation Vr des poches de gaz dans un écoulement a bouchons :

{ Vp = CintUs—i-uilnt, (1 10)

Us Ua+ U =RaVa+ RiVr.

Ug = RagVg et Ur, = RV, sont les vitesses superficielles du gaz et du liquide. Ug est la vitesse
instantanée superficielle du mélange [22]. Cjy,; est un parametre de distribution et uil”t la vitesse

de dérive des bulles de Taylor.
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Remarque : Ug et Up, sont aussi appelés flur volumétriques du gaz et du liquide tandis que
Ug est parfois désigné par le flux volumétrique moyen [178].

Dans la suite, nous supposerons que la vitesse du gaz Vi est donnée par la vitesse Vp
[61, 140]. C’est exact pour un écoulement a longues poches ou plus généralement pour les
poches de gaz d’'un écoulement intermittent. C’est par contre approximatif pour des bulles
éventuellement présentes dans les bouchons de liquide. Pour simplifier le probléme, nous
supposerons que l’erreur commise en remplacant Vp par Vi n’aura pas une influence trop
importante sur nos résultats. Nous aurons donc :

{ Vo = CinUs+uit

(1.11)
Us = RpVi+ RaVg.

uil”t représente la vitesse locale relative d’une particule de gaz par rapport a la vitesse

superficielle locale du mélange. Par définition, elle vaut [178, 183] :

ul™ = Vg — Us. (1.12)
Pour des écoulements verticaux, une bonne approximation de ufim est donnée par la vitesse
ascensionnelle ¢ [’infini d’'une bulle dans un milieu liquide stagnant. Ainsi pour de grosses

int

bulles, u)** est donnée par [183] :

wiPt(P) = 0.35 ¢ 9D U’Li)(;)po(ﬂ] (1.13)

ou D est le diametre de la conduite.

Dans le cas horizontal, la vitesse de dérive d’une bulle allongée n’est pas forcément nulle
[7, 17, 20, 27, 117, 179, 184]. Elle est induite par la différence de pression hydrostatique entre
le haut et le bas de la section du pipe. Son expression est la suivante [20, 179] :

pL(P)

Notons que si la vitesse du liquide est grande, la vitesse de dérive d’une bulle allongée
est approximativement égale a zéro dans une conduite horizontale. Plus précisément, selon
Bendiksen K. et al. [20], u" est nulle si le nombre de Froude :

gD [pr(P) — de)]}W
pr(P)

est approximativement supérieur a 3.5. Ce n’est pas le cas en général lorsque I’écoulement est
du type severe slugging. Aussi nous admettrons dans la suite que (1.14) reste toujours vraie.

ﬂzw[ (1.15)

On proceéde ensuite par interpolation, a I’aide de fonctions trigonométriques, pour en déduire
le cas général ou la conduite est inclinée avec un angle positif # compris entre 0 (pipe horizontal)
et 7/2 (pipe vertical) [17, 125] :

(P) = pc(P)]
pL(P) .

Lorsque le pipe a une pente négative, Bendiksen K. a démontré que la vitesse de dérive
d’une bulle allongée vaut approximativement —[u’" (P, —6)| si —30° < 6 < 0 et si la vitesse

u(P,0) = (0.35sin 0 + 0.54 cos §) \/gD oL (1.16)
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du liquide n’est pas trop grande. La pointe de la bulle est alors orientée dans le sens contraire
du courant [18]. Si on augmente progressivement la vitesse du liquide, la bulle se désagrege en
petites bulles au passage d’une valeur critique puis retrouve sa forme allongée avec cette fois -
ci une pointe orientée dans le sens du courant (phénomene du bubble turning en anglais). Dans
le méme temps, uil"t devient positive pour finalement tendre vers zéro lorsque V7, devient tres
grand.

Nous supposerons que ces résultats restent vrais si 8 est compris entre —30° et —90°. En
particulier dans le cas du severe slugging, la vitesse liquide est suffisamment petite pour qu’on
puisse admettre :

(P) — pa(P)]
pL(P)

. D
u™(P,6) = —| — 0.35sin 6 + 0.54 cos 9|\/g oL (1.17)

lorsque 6 est négatif.

En ce qui concerne la valeur du parametre de distribution Cjy,; qui apparait dans (1.11),
la valeur 1.2 est parfois choisie au lieu de 1.0 (en contradiction avec (1.12)) car les bulles
se déplaceraient dans les régions ou la vitesse du liquide est la plus grande et seraient donc
transportées plus vite que la vitesse moyenne du mélange (symbolisée par Ugs dans (1.11))
116, 183).

En réalité, comme le soulignent Schmidt Z. et al. dans un de leurs articles sur le severe
slugging [144], Ciny peut varier entre 0.95 et 2. Plus précisément, Cjy; est proche de 1.2 pour
des écoulements turbulents, tend vers deux dans le cas laminaire et est inférieur & un pour des
écoulements descendants intermittents [20].

De nombreuses corrélations empiriques ont été proposées dans la littérature pour évaluer ce
parametre [18, 50, 58, 71, 125]. Celles-ci dépendent d’un nombre de Froude ou de Reynolds (au
choix!) mais aussi de la tension superficielle et de I'inclinaison de la conduite. A titre d’exemple,
Petalas N. & Khalid A. recommandent la corrélation suivante [125] :

Cint(P,Us, 0) = (1.64 + 0.12sin 0) Re, S (P, Us) (1.18)
ou Re,,; est un nombre de Reynolds du mélange donné par :

_ p(P)|Us|D

Repp(P,Ug)
mr

(1.19)

Lorsqu’un écoulement est du type severe slugging, le nombre de Froude (1.15) est en général
inférieur & 3.5. Dans ce cas, une bonne corrélation est donnée par [20] :

Cint(0) = 1.05 4 0.15 (sin 0)? (1.20)
lorsque I'angle d’inclinaison 6 est positif ou nul.
On en déduit la loi de glissement (1.9) lorsque 6 > 0 :
0= Un(Re, P,Va, V) = Vg-— [1.05 +0.15 (sin 9)2} (1 - Re)Vi + RaVel]

gD [pL(P) — pc(P)]
pL(P) ‘

Lorsque 6 est négatif, Cj,¢ est inférieur a un si la vitesse liquide est située en dessous d’ une valeur
critique correspondant au changement d’orientation de la bulle. Si on augmente progressivement

— (0.35sin6 4 0.54 cos 0)

(1.21)
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la vitesse liquide au dela de cette valeur, le parametre de distribution devient supérieur a un
pour finalement tendre vers 1.2.

Peu d’articles évoquent ce probleme de la modélisation de ’écoulement intermittent dans
une conduite descendante. Peut-étre parce que ’écoulement stratifié est celui le plus souvent
observé dans ce genre de situation. Notons tout de méme que Bendiksen K. a proposé un critere
de prédiction du bubble turning. Il I'a ensuite validé par des expériences ou ’angle 6 pouvait
varier entre 0 et —30°. Malheureusement, sa formule dépend d’une variable que nous avons
évité de modéliser par simplicité dans notre loi de glissement (1.11), & savoir 1’épaisseur du film
liquide s’écoulant sous les poches de gaz.

On pourrait éluder ce probléeme en supposant simplement que dans le cas du severe slugging,
I’écoulement doit étre stratifié si —90° < 0 < 0 et annulaire si § = —90° puisque les débits
liquides sont en principe assez petits (voir section 1.7.4). Ce qui nous éviterait de modéliser
le cas intermittent dans une conduite descendante. Néanmoins, nous verrons au cours de nos
comparaisons avec l’expérience, I'importance de cette modélisation que nous détaillerons dans
le chapitre 4.

1.5.2 Ecoulement dispersé

Une loi identique a celle des écoulements intermittents est choisie pour modéliser les écoulements

dispersés [178, 183] :
i
Vo = CdispUS + udwp, (1 22)
Us = Ug+Up=RgVg+ RLVL.
Comme dans le cas précédent, une bonne approximation de ugiw est donnée dans le cas vertical
par la vitesse ascensionnelle a !’infini d’une bulle dans un milieu liquide stagnant [80] :

1/4

o est la tension superficielle du gaz dans le liquide.

Pour des écoulements horizontaux, la vitesse de dérive d’'une petite bulle est nulle. D’ou la
corrélation donnant ujwp en fonction de 'angle d’inclinaison de la conduite :

1/4
; P)— P
(P, 9) = 1.53 lg pL(P) — pc(P)] U] sin 6. (1.24)
p1(P)
En ce qui concerne le parametre de distribution, la valeur
Caisp =1 (1.25)

est souvent employée [158, 161] car mis a part les effets de flottabilités représentés par la
vitesse de dérive ugis” , les bulles d’un écoulement dispersé se déplacent avec la vitesse moyenne
du mélange diphasique : Ug = R VL + RgVg. Cette valeur de Cy;q), sera supposée la méme,
quelque soit l'inclinaison de la conduite.

Nous en déduisons la loi de glissement (1.9), valide pour tout 6 :

0 = VYasp(Ra P, Ve, Vi)
1/4

9lee(P) = pa(Pllo| o p (1.26)

= Vog—|(1—-Ra)VL, + RgVg| — 1.53
(.- RelVi + Ao A
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1.5.3 Ecoulement stratifié

Pour ce type d’écoulement, les lois de glissement et de frottement dépendent tout naturellement
de I'angle mouillé 2 (¢f. figure 1.10) dont la valeur est calculée en fonction du taux de vide Rg
grace a une relation géométrique [71] :

Q —sin(2) — 27(1 — Rg) = 0. (1.27)

27(1 — Rg) est le périmetre mouillé.

Figure 1.10 : Angle mouillé d’un écoulement stratifié.

La loi de glissement (1.9) est construite d’apres les hypotheses suivantes [122] :

- écoulement isotherme & 1’état d’équilibre (stationnaire),
- aucun transfert de masse entre les deux phases,

- termes d’accélération négligeables,

- gradient du niveau liquide (1.39) constant,

- gradient de pression identique dans les deux phases,

- propriétés physiques constantes.

Notons que la plupart de ces hypotheéses ont déja été admises (voir sections 1.2 et 1.3).

Nous en déduisons la loi de glissement suivante, donnée par la différence des équations de
conservation des quantités de mouvement du liquide et du gaz [155] :

Sa(Re) St(Ra)
= \PS ra 7P, ) — 7P, A P N 7P7 A I N\
0 trat(Ra, P, Va, Vi) 7¢(Ra VG)AG(RG) Avite VL)AL(RG’)
1 1
+ 2R7P7Vava‘/;SzR +
7i(Ra Ve, Vi)Si(Ra) AR T AaRo)
— [pL(P) — pc(P)] gsind. (1.28)

T et 71, sont les tenseurs de frottement pariétal du gaz et du liquide. Leurs expressions sont
données par les formules suivantes :

VeVl

1¢(Ra, P,Va) = fa(Ra, P,Va)pa(P) 5

(1.29)
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V|V
—g

fr et fo sont les coefficients de frottement du liquide et du gaz. Ay, et Ag désignent les
surfaces occupées par le liquide et le gaz dans une section transversale du pipe. St,, Sg, 5; sont
les périmetres ou agissent les frottements liquide, gazeux et interfacial (cf. figure 1.11).

TL(Rg,P, VL) = fL(Rg,P, VL)pL(P) (1.30)

Les coefficients f1, et fg sont évalués pour un écoulement laminaire ou turbulent. Entre ces
deux cas extrémes, nous raccordons les expressions de facon continue en fonction du nombre
de Reynolds pour en déduire leurs formules dans le cas transitoire. Par exemple [50, 71] :

16
Rey(Ra, P, Vi)
fiu(Ra, P,Vi) = % an(Re) + bi(Re) [Rex(Ra, P, Vi) ") i Rey > 3000,

) (fturb - flam) + flam si 2000 < Reg < 3000.
(1.31)

k = L ou G. Rej est le nombre de Reynolds de la phase k donné en fonction du diametre
hydraulique Dy, (i.e. le diametre équivalent occupé par la phase k [2, 71]) par la relation [155] :

Pr(P)Di(Re)|Vie|

si Rey, < 2000,

" Rex(Rg, P, V)

Rek(R(;,P, Vk) = h (1.32)
Dr(Rg) = %, (1.33)
Da(Rg) = ——Aalfe) (1:34)

Sc(Ra) + Si(Rg) ’

i est la viscosité dynamique de la phase k. fium vaut fr lorsque le nombre de Reynolds
Rep, = 2000 et fi-p est donné par fi lorsque Rej, = 3000.

Les coefficients ai(Rq), bx(Ra) et ck(Rg) sont donnés par les formules suivantes [71] :

e 0.225 e
ax(Rg) = 0.026 <7> +0.133 (—)

Dy(Rg) Dy(Rg)
. 0.44
b(Ro) = 22 (Tuza)) ,
. 0.134

ou e désigne la rugosité pariétale du pipe.

Remarque : les formules (1.33), (1.34) sont construites suivant ’hypothese que l'interface
agit comme une surface libre par rapport a la phase liquide et comme une surface stationnaire,
ou frontiere solide, par rapport au gaz [2]. Dy, et D¢ ont la forme d’un diametre puisque qu’ils
représentent un rapport entre une aire et un périmetre (rappelons qu'un disque d’aire A et de
périmetre S a un diametre de longueur 4A4/S). Néanmoins Dy, et D ne sont pas exactement
les diametres géométriques des disques dont l'aire vaut exactement Ay, ou Ag. C’est pourquoi
on parle plutot de diametres hydrauliques.

7; désigne le tenseur de frottement interfacial. Son expression differe suivant les auteurs et
peut aussi bien dépendre de Viz ou de Vi, que de la vitesse de l'interface gaz-liquide que nous
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avons noté V;. En admettant que la phase liquide agit comme une surface solide par rapport
au gaz, la formule suivante semble étre la plus réaliste [156] :

Vo —Vi|Ve — Vi

'Ti(RG,P, VGaVLa‘/i) = fi(RGapa VG)PG(P) 2

(1.36)

fi est un coefficient de frottement dont la formule est donnée de fagon empirique. De
nombreuses corrélations ont été proposées dans la littérature pour le calculer. De récentes
études comparatives [122, 123] recommandent plusieurs d’entre elles dont celle de Andristos &
Hanratty [6] :

fG(RGapa VG) si RGVG < UGOv
) = hr(R Ra Ve
iR, PVG) =3 1 (g pve) |1+ 15 EUG) ( c’e _ 1) si RV > Ugo  (137)
D Uco
qui ont choisi d’exprimer 7; sous la forme suivante :
Ve Ve
Ti(Re, P, Ve, Vi, Vi) = fi(Ra, P, Va)pa(P) G|2 ol (1.38)

Dans (1.37), Ug est une vitesse de transition égale & 51/pco/pg m.s~! oll pgo désigne la masse
volumique du gaz a la pression atmosphérique. hy, est la hauteur (ou niveau) liquide (cf. figure
1.11) dans une section droite du pipe [71] :

hr(Ra) = g {1 — cos (@)] . (1.39)

Cette seconde expression (1.38) du tenseur de frottement interfacial est tirée des travaux de
Taitel Y. & Dukler A. E. sur I’écoulement stratifié [155, 156]. Elle provient de la formule (1.36)
ou V7, est remplacé par la vitesse de l'interface gaz-liquide V;. Elle suppose ensuite que cette
vitesse est négligeable devant la vitesse du gaz. Ces approximations sont discutables, surtout
lorsque les deux phases se déplacent a la méme vitesse.

Néanmoins, 'expression (1.38) a un sens si Rg tend vers un car dans ce cas, la vitesse du
liquide tend vers zéro et (1.38) est une bonne approximation de (1.36). Nous en déduisons que
T; ~ 74 lorsque Rg est proche de un et f; ~ f;. Nous verrons dans le chapitre 3 I'intérét de ces
dernieres approximations.

Pour finir nous avons les formules suivantes [71] :

Ac(Rg) = Rem(D/2), (1.40)
AL(Rg) = (1-Rg)m(D/2)?, (1.41)
So(Ra) = 3 (21— 0(Ra). (1.42)
Su(Re) = 0(Ra), (1.43)
Si(Rg) = Dsin<@>. (1.44)

Les diametres hydrauliques seront donc formulés de la fagon suivante :

_ 2RpmD 2RamD

D Dqg = .
L Q 79T 2r—Q+2sin (Q)2)

(1.45)
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Comme nous le soulignions précédemment, les diametres géométriques D7 et Dy, des disques
dont Daire vaut exactement Ay ou Ag sont différents des diametres hydrauliques puisque :

5 =2\/Ar/m = /RLD, D§ = 2,/ Ag/7 = \/RaD. (1.46)

Remarque : d’une fagon générale, 1’égalité (1.44) n’est pas vraie dans le cas ou I’ écoulement
stratifié n’est pas a 1’état d’équilibre car l'interface gaz-liquide n’est plus forcément rectiligne
(dans une section droite du pipe). Il en de méme pour (1.27) qui devient une relation approchée.
Pour finir, des termes d’accélération (ou d’inertie) et un terme dépendant du gradient du niveau
liquide devraient compléter (1.28) [15].

LIQUIDE

S

Figure 1.11 : Ecoulement stratifié a l’état d’équilibre.

1.5.4 Ecoulement annulaire
La loi de glissement est construite d’apres les hypothéeses suivantes [122] :

- écoulement isotherme & 1’état d’équilibre (stationnaire),

aucun transfert de masse entre les deux phases,

termes d’accélération négligeables,

gradient de pression identique dans les deux phases,

- film liquide d’épaisseur constante (cf. figure 1.12),

glissement nul entre les gouttelettes et la phase gazeuse dans le noyau,

- propriétés physiques constantes.
Notons que la plupart de ces hypotheéses ont déja été admises (voir sections 1.2 et 1.3).

Nous en déduisons la loi de glissement suivante, donnée par la différence des équations de
conservation des quantités de mouvement du liquide et du gaz :

= Re. P. V.V, Sr(R
0 \Pann( G, 145 VG, L) = _TL(HG, P7 ‘/L)%
1 1

+ 7B, P Ve, Vi, V)Si(RG) | gops + 4o

— [pL(P) — pc(P)] gsind. (1.47)
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ou pc représente la densité moyenne du noyau (core en anglais) gaz-gouttelettes. Par simplicité,
nous admettrons 1’égalité suivante :

pc(P) = pa(P). (1.48)
Elle est exacte lorsque le noyau de gaz ne transporte pas de gouttelette.

Les hypotheses précédentes impliquent :
S, =7nD (1.49)

et Si(Rg) = mDc(Rg) ou Do(Rg) est le diameétre du noyau de gaz. Puisque Ag(Rg) =
Rgm(D/2)? = n(Dc(Rg)/2)? on a Do(Rg) = Dy/Rg et

Si(Rg) = nD\/Rg. (1.50)

Les diametres hydrauliques sont finalement donnés par :

Dg(Rg) = Dc(Ra) = Dv/Ra, (1.51)
Dr(Rg) = 4AL(Rq)/SL(Re) = RLD. (1.52)

Remarque : dans le cas annulaire, le diametre hydraulique du gaz Dg vaut exactement le
diametre géométrique D, (voir (1.46)).

En ce qui concerne le coefficient de frottement liquide fr,, (1.31) reste valide. Il est cependant
recommandé pour la calcul de la rugosité pariétale relative e/Dy de prendre le diametre du
pipe D au lieu de Dy,. Nous évitons ainsi des résultats irréalistes dans le cas limite de films
liquides tres fins [119]. L’expression de 77, est donnée par (1.30).

De nombreuses corrélations ont été proposées pour déterminer le coefficient de frottement
interfacial f; [122]. La formule suivante est particulierement recommandée [82] :

P)\'? s
iR, PV, Vi) = folRa, P.Ve) [1+24 (L2001} 24Te) (153
pc(P) D
lorsque 7; est formulé de la fagon suivante [82] :
Va| Vel

Ti(Rvaa VGavLa‘/i) = fi(Rvaa VG):OG(P) (154)

2

fo(Rg, P, V) est un coefficient de frottement. Il joue le méme role que fg dans (1.37).
Nous le calculons a 'aide de la formule (1.31) ot Rey, est remplacé par

pc(P)Dc(Be)|Va|

Rec(Rg, P, Vi) = e

(1.55)

J est 'épaisseur du film liquide (cf. figure 1.12) que nous calculons grace a la relation :
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Figure 1.12 : Ecoulement annulaire.

1.6 Frottements pariétaux

Nous décrivons maintenant les expressions du frottement pariétal (1.4) en fonction du type
d’écoulement. Ces formules dépendent de coefficients qui sont calculés grace a des corrélations
empiriques.

1.6.1 Ecoulement stratifié

D’apres les hypotheses formulées pour ’élaboration de la loi de glissement (1.28), les équations
de conservation des quantités de mouvement des deux phases sont [155] :

0 - —AL(RG)% — 11(Re, PV1)SL(RG) + 7i(Res P, Ver, Vi, Vi) Si(Res)
—pL(P)AL(Rg)gsinb, (1.57)

0 - —AG(RG)% — 16(Ra PVe)Se(Re) — mi(Rer, P Vs, Vi, Vi) Si( Res)
—pc(P)Ag(Rg)gsin 6. (1.58)

T, 71 et 7; sont donnés par les formules (1.29), (1.30) et (1.36). Ag, AL, S et Sr, sont définis
par (1.40)-(1.43).

La somme de ces équations entraine :

dp Sp(R Sa(R
P = ik V) (e, p ) )
—[pL(P)RL + pc(P)R¢] gsin. (1.59)

ou A= AL(Rg) + Ag(Rg) = (1 - Rg)A + RgA; A= 7T(D/2)2.
En identifiant (1.59) avec (1.3) (les termes d’accélération sont négligés, voir page 16), nous
en déduisons ’expression du frottement pariétal stratifié :

SLfG)PL(P)

Sa(Ra)
A

VLIVL]
2
Va|Val|
2

F3""Rq,P,Va, VL) = fu(Ra, P, VL)

+ fa(Ra, P,Vg) pa(P) (1.60)

ou nous avons remplacé 7g et 77, par leurs expressions respectives (1.29) et (1.30) .
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1.6.2 Ecoulement annulaire

Nous procédons de la méme fagon que dans le cas stratifié : en tenant compte des hypotheses
admises pour ’élaboration de la loi de glissement (1.47), les équations de conservation des
quantités de mouvement des deux phases sont données par (1.57) et (1.58) ou S¢ est pris égal
a zéro et pg(P) remplacé par pc(P) (voir (1.47)).

Nous en déduisons le frottement pariétal annulaire :

Sr(Ra)
A

VLIVL]
2

F;nn(Rg,P, Ve, Vi) = fu(Ra, P, V1) pL(P) (1.61)

ou Sy, est donné par (1.49).

1.6.3 Ecoulement dispersé

Dans le cas dispersé, le frottement pariétal est donné en fonction de la vitesse superficielle du
mélange Us(Rg, Va, VL) = RaVo + (1 - Rg)VL [71] :

fm(RGa P7 VG7 VL)
D

F;l“p(Rg,P, Ve, V) =2 p(Ra, P)Us(Ra, Ve, Vi)|Us(Ra, Ve, V)| (1.62)
ou p(Rg, P) = pr(P)(1 — Rg) + pa(P)R¢ représente la densité moyenne du mélange. f, est
un coefficient de frottement du mélange donné par (1.31) ot Dy = D et Rep = Rey,r (voir
(1.19)). Ce dernier ne dépend que de la viscosité de la phase continue car c’est le liquide qui
est en contact avec la paroi du pipe.

1.6.4 Ecoulement intermittent

Lorsque le flot est intermittent, des bouchons de liquide contenant des bulles dispersées,
alternent avec des poches de gaz ou le flot est essentiellement stratifié. Pour déterminer le
frottement pariétal, il est donc nécessaire de résoudre un probléme a deux domaines ou le
premier est occupé par un bouchon de liquide et le second par une poche de gaz [58].

L’écoulement est principalement dispersé dans le premier et stratifié dans le second : on
peut introduire par exemple, un parametre § qui représente la fraction de poche de gaz a
I'intérieur d’une maille intermittente (cf. figure 1.13). On calcule 3 grace aux relations de saut
des équations de conservation de la masse que I'on évalue sur le front des bouchons de liquide.
La vitesse de cette interface séparant les bulles des poches de gaz est donnée par (1.10).

Le frottement pariétal d’un écoulement intermittent est donc calculé grace a la formule
suivante [58] :

FI'"(Re, P, Vg, Vi) = BFS™(Re, P, Vg, Vi) + (1 — B)FY**(Rg, P, Vg, Vi). (1.63)

1.7 Transitions des écoulements diphasiques

Les criteres de transition que nous avons choisis sont décrits dans [10, 15, 101, 125]. Ils
dépendent par exemple, du critere de Kelvin-Helmhotz [155], du niveau liquide (1.39) ou encore
d’une vitesse critique du liquide ou du gaz. Dans ’exposé qui suit, nous classons I’ensemble de
ces criteres en fonction de I'inclinaison du pipe.
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Maille intermittente

Front du bouchon

! o o i |
4 © ® I Poche de gaz “5
1O O .. ! |
B(?gclgo% dequu?(,Tj o
© 1 o i o lo
1-B B

Figure 1.13 : Une maille intermittente.

1.7.1 Pipes horizontaux et légerement inclinés

Les transitions possibles sont les suivantes [11] :

stratifié «—— annulaire,
stratifié —— intermittent,
intermittent «— dispersé,
annulaire «—— ntermaittent.

Lorsque les débits de gaz ou de liquide augmentent, on observe une transition de I’écoulement
stratifié vers un autre type de flot. Cette transition est donnée par le critere suivant [155] :

1/2
Ve > (1 - %L) (P = chg;Los bFc (1.64)
PGM
ol
dRj, _ 1—cosQ) ‘ (1.65)
I
D D

(1.65) se déduit a partir de (1.27) et (1.39).

Lorsque (1.64) est satisfaite, on observe une transition du stratifié vers 'intermittent si
hr > 0.35D ou un changement vers 'annulaire si Ay, < 0.35D.

Une alternative est donnée par un critére fondé sur le concept du glissement minimal [18, 58].
On calcule la vitesse de glissement |V — V7| dans les cas stratifié, annulaire et intermittent.
La plus petite vitesse de glissement détermine alors le type de I’écoulement.

Notons aussi que (1.64) est une corrélation correcte lorsque les phases liquide et gazeuse
sont respectivement de ’eau et de l'air. Autrement des modifications sont nécessaires [107, 138].
En ce qui nous concerne, le critere (1.64) est suffisant car les résultats expérimentaux a notre
disposition ne font intervenir que des mélanges eau-air [43, 44, 45].

Remarque : le critere (1.64) est aussi employé pour une transition de Uintermittent vers le
stratifié. Mais comme le remarque si justement De Henau V. dans sa theése [49], le niveau liquide
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hr n’a plus de sens physique si I’écoulement est intermittent [49]. Pour éluder ce probléme,
on peut supposer que le stratifié est I’écoulement de base et vérifier ensuite si 'inégalité est
satisfaite (1.64). On peut aussi construire des conditions nécessaires d’existence de bouchons
stables [139].

Comme nous 'avons remarqué précédemment, le type stratifié peut étre divisé en deux sous-
catégories qui sont les écoulements stratifiés régulier et ceux a vagues (ou irréguliers). Des vagues
peuvent en effet apparaitre lorsque la vitesse de gaz augmente sans pour autant provoquer
la croissance rapide de celles-ci et mener a une transition du stratifié vers 'intermittent ou
P’annulaire. Cette transition du stratifié régulier vers le stratifié a vagues est donnée par le
critére suivant :
4pr(pr — pc)gcos 0]/

Va >
spLpcVL

(1.66)

ou s est un coefficient égal a 0.01 [15].

Cependant, une condition remplace (1.66) pour des flots descendants ot des vagues peuvent
se développer si la vitesse liquide augmente. Ce critere peut s’exprimer en fonction d’un nombre

critique de Froude [125] :
F. = s > 1.4. (1.67)
ghr,

Remarque : le stratifié est rarement observé pour des flots ascendants 1égerement inclinés
et n’existe pas pour des flots ascendants fortement inclinés [11, 12, 14]. Ainsi certains modeles
industriels limitent le stratifié & des écoulements horizontaux et descendants (e.g. [125]).
Néanmoins, nous ne ferons pas cette hypothése dans notre exposé.

La transition de I'intermittent vers le dispersé a bulles se produit pour de tres grands débits
liquides, lorsque les forces turbulentes dispersent la phase gazeuse en de petites bulles tandis
que les forces de flottabilités attirent le gaz vers la partie supérieure du pipe et que les forces
de tension superficielle tendent a maintenir les bulles dans leur taille maximale.

Le diametre maximal de stabilité d’une bulle est donné par [87] :

o 3/5 fm 5 —2/5
dma:): — kma:p <pL> (2D|US| > (168)

ou fn, est un coefficient de frottement du mélange (voir (1.62)).

En ce qui concerne le coefficient k4., il existe une corrélation simple [10] :

[RaV,
Fomas = 0.725 + 4.15, [ —57C (1.69)
Us

Cependant, la valeur k., = 1.14 est une bonne approximation si la densité de la phase
dispersée est treés petite par rapport a celle de la phase continue [145, 157]. Ce qui est vrai
dans notre cas puisque le gaz est la phase dispersée et le liquide est la phase continue. Nous
imposerons donc : ke, = 1.14.

Ainsi lorsque le diametre de la bulle est inférieur au diametre maximal de stabilité d,q.,
I’écoulement reste dispersé. Dans le cas contraire, celui-ci devient intermittent.

Il nous faut maintenant évaluer le diametre d’une bulle. Pour cela, nous utilisons deux
criteres. Premierement, si la bulle produite par le fractionnement turbulent est suffisamment
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grande pour étre tres déformable, de grandes bulles de Taylor se formeront & nouveau par
coalescence. En d’autres termes, le processus de fractionnement de la phase gazeuse par les
forces turbulentes peut empécher la coalescence seulement lorsque la taille des bulles produites
est assez petite pour que celles-ci restent sphériques. La taille critique au dessus de laquelle la
bulle est déformable est donnée par [26] :

- 1/2
04)9} . (1.70)

dcp = [
(pL — pc

Deuxiemement, la taille de bulle critique en dessous de laquelle la migration des bulles vers
la partie supérieure du pipe est improbable peut s’estimer en écrivant une équation d’équilibre
entre les forces de flottabilité et les forces turbulentes [10] :

3 PL fmU25
dep == .
pL — pcl gcos

g (1.71)

Ainsi lorsque le diametre de la bulle sur la frontiere de transition, disons d¢, est pris comme
la valeur minimale entre dop et dop, la transition de I’écoulement intermittent vers le dispersé
a bulles a lieu lorsque :

do = Min(doB,dCD) < dmaz- (1.72)

Notons que ce critere est vrai seulement si la densité volumétrique maximale d’empilement des
bulles dispersées (ou empilement compact [62]) n’est pas atteinte (i.e. Rg < 0.52 [11]).

Nous pouvons aussi écrire (1.72) de fagon plus simple :

Us > Max(USB,USP) (1.73)

ou
UgB — 5.824 [g COSﬁ(pL _ pG)]O.342 0'0'206D0'232020'452M20'Og5 (1‘74)

et
Ug’D — 3.967D0'428 [Q(PL _ pG)]O.446 00'089p20'464,u20’071 (1'75)

en supposant que f,, est donné, dans le cas turbulent, par la formule de Blasius [15, 157] :
fm = 0.046(Re,,1) 2. (1.76)

Rey, 1, est un nombre de Reynolds du mélange (voir (1.19)).

Pour finir, la transition de I’écoulement annulaire vers l'intermittent se produit lorsque
la quantité de liquide contenue dans le film liquide est suffisante pour bloquer le passage du
noyau de gaz en formant un “pont” liquide dans le pipe. Plus précisément, la transition se
produit lorsque Ry, > 0.24 [10]. Néanmoins, pour des pipes horizontaux et légérement inclinés,
Pécoulement annulaire a lieu pour de tres forts débits de gaz [12, 14]. Nous supposerons donc
que la transition de l'intermittent vers ’annulaire ne se produit que lorsque le critére (1.64) est
vérifié, a condition que R;, < 0.24.

1.7.2 Ecoulements ascendants, verticaux et fortement inclinés

Les transitions possibles sont les suivantes [11] :

intermittent <«—— dispersé,
annulaire «—— intermittent.
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A faibles débits liquides, 1’écoulement & bulles peut exister sous deux conditions [11]. La
premiere est liée au diametre du pipe. Celui-ci doit étre assez large pour que la vitesse de
dérive d’une bulle de Taylor soit plus grande que celle d’une petite bulle (sphérique) :

— o

D > (4.36)2 M . (1.77)
PL9

Deuxiemement, 'inclinaison du pipe par rapport a I'horizontale doit étre assez grande pour

empécher la migration des bulles vers la partie supérieure du pipe. L’angle critique est

généralement évalué entre 55° et 70°. Nous supposerons dans la suite que cette condition est

toujours vérifiée.

Ainsi lorsque (1.77) est satisfaite, la transition de I'intermittent vers I’écoulement & bulles
a lieu si [11] :

p?

ou Up, = RLVy et Ug = Rg Vg sont les vitesses instantanées superficielles du liquide et du gaz
[22].

(1.78) suppose que le taux de vide sur la frontiere de transition est égale a la valeur critique
Rgit = 0.25 car au dessus de cette valeur, la coalescence entre les bulles a toujours lieu a faibles
débits liquides.

1/4
UL > 3Uq — 1.15 lg(pL—pG)a] sin 0 (1.78)

Lorsque les débits liquides sont grands, ’écoulement dispersé a bulles existe méme lorsque
Rg > 0.25 car le processus de fractionnement de la phase gazeuse par les forces turbulentes
empéchent la coalescence des bulles. La transition de I'intermittent vers le dispersé a bulles est
donné par (1.73) qui est aussi valide pour des flots ascendants tres inclinés.

L’écoulement annulaire peut exister sous deux conditions. Premierement, la vitesse du noyau
de gaz doit étre suffisamment grande pour entrainer les gouttelettes de liquide. Dans le cas
contraire, celles-ci retombent, s’accumulent, forment un bouchon et donnent naissance & un
écoulement intermittent. Deuxiemement, la fraction liquide doit étre petite. Autrement, un
bouchon peut apparaitre si la quantité de liquide dans le film est assez grande pour maintenir
un pont liquide dans une section du pipe.

Plus précisément, la fraction liquide Ry doit étre inférieure a 0.24. Cette valeur suppose
que la fraction liquide minimale & 'intérieur d’un pont liquide est égale approximativement a
0.48 et vaut deux fois celle de I’écoulement annulaire [13]. La valeur 0.48 est liée a la densité
volumétrique maximale d’empilement des bulles dispersées, a savoir 0.52.

Finalement, la transition de I’écoulement intermittent vers I’annulaire se produit si Ry <
0.24 et si la vitesse du gaz dépasse la vitesse critique [15] :

2

1/4
Vo =3.1 [Masin 91 . (1.79)
PG

1.7.3 Ecoulements descendants, verticaux et fortement inclinés

Les transitions possibles sont les suivantes [11] :

annulaire «—— intermittent,
intermittent <«— dispersé,
stratifié — annulaire.



1.7. TRANSITIONS DES ECOULEMENTS DIPHASIQUES 27

De fagon similaire, la transition de annulaire vers l'intermittent exige que la fraction liquide
R}, soit plus grande que 0.24. La transition de 'intermittent vers le dispersé a bulles est donnée
par (1.73), valable aussi pour de fortes inclinaisons descendantes.

Pour finir, si ’écoulement stratifié n’existe pas pour des flots verticaux, il peut néanmoins
apparaitre pour de fortes inclinaisons descendantes. La transition vers I’écoulement annulaire
exige que le niveau liquide hj, soit petit et que la vitesse liquide soit grande. Dans ce cas, des
gouttelettes se détachent de l'interface pour venir sur la paroi supérieure du pipe et créer un
film annulaire. La condition pour que cette transition vers I’annulaire se produise est donnée
par [11] :

- gD(1 — hy,/D)cos§]"/?

Vi
r /1

(1.80)

1.7.4 Ecoulements a faibles débits

Nous rappelons que le severe slugging apparait lorsque les débits de gaz et de liquide sont
faibles. Dans une telle situation et en accord avec tous les critéres de transition que nous
venons d’énoncer, nous prévoyons les configurations suivantes lorsque :

Ecoulement descendant vertical ou tres incliné : annulaire,

Ecoulement horizontal ou descendant légerement incliné : stratifié ou intermittent,

Ecoulement ascendant légerement incliné : intermittent,

Ecoulement ascendant vertical ou treés incliné : a bulles ou intermittent.
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Chapitre 2

Modele algébro-différentiel

Ce chapitre est consacré a la modélisation simplifiée des écoulements gaz-liquide dans les
conduites pétrolieres du type pipeline-riser. Le modele est présenté sous la forme d’un systeme
d’équations algébriques et différentielles.

2.1 Introduction

Le severe slugging est un phénomene ou alternent au cours du temps, la production de longs
bouchons de liquide et I’explosion de poches de gaz. On trouve dans la littérature de nombreuses
études expérimentales de cet écoulement diphasique tres particulier [43, 44, 45, 61, 85, 96, 142,
163, 173]. Les courbes relevées (pressions, débits, vitesses, etc) indiquent clairement que le severe
slugging est un phénomene périodique. Or la littérature mathématique est remplie d’exemples
ou la théorie des systemes dynamiques s’est appliquée avec succes a ’analyse de phénomenes
oscillatoires périodiques, quasi-périodiques ou encore chaotiques (e.g. [35, 72, 73, 77, 88]). C’est
ce que nous allons tenter de prouver a nouveau dans le cas du severe slugging.

Les modeles diphasiques disponibles dans la littérature sont en général écrits sous la forme
d’équations aux dérivées partielles [71, 125, 152, 178]. Plusieurs codes numériques industriels
sont construits a partir de ces modeles [18, 58]. Comme nous ’avions souligné précédemment
(voir chapitre Introduction, p. xviii), le severe slugging est un phénomene difficile & simuler.
C’est pourquoi d’autres modeles ont été récemment proposés pour simplifier la prédiction et
Panalyse du phénomene [61, 140, 144, 163, 162, 173]. Certains auteurs en ont alors déduit
quelques résultats d’analyse de stabilité et des critéres de prédiction [24, 127, 154].

Cependant, aucune étude systématique du phénomene en fonction des parametres physiques
du probleme n’est disponible dans la littérature. Plusieurs points restent encore a éclaircir :
- Etude locale des bifurcations d'un écoulement gaz-liquide dans un systeme pipeline-riser.

- Nature mathématique de I'instabilité du type severe slugging.

- Controéle optimal de 1’écoulement d’un systeme pipe-riser en fonction des parametres
opérationnels du systeme.

Pour résoudre tous ces problemes, il est beaucoup plus simple d’étudier un systeme
d’équations différentielles plutot qu’'un ensemble d’équations aux dérivées partielles. En ce qui
concerne le severe slugging, des modeles différentiels ont déja été présentés dans la littérature
[61, 140, 144, 163]. L’'une des approches souvent proposées consiste a intégrer en espace les
équations de conservation de I’écoulement dans chaque troncon du pipeline.

29
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Dans le cas d’un systéme a deux trongons du type pipe-riser (cf. figure 1.7), 'intégration
dans le pipe se fait naturellement entre ses deux extrémités, en ’occurence entre 0 et L pour le
systéme (1.1) - (1.3). Dans le riser, il est par contre plus judicieux d’intégrer les équations entre
son pied et le niveau liquide (c¢f. figure 1.2) [61, 140]. L’explication est simple : lorsque le niveau
liquide est situé en dessous du sommet du riser (étapes 1 et 4 du severe slugging, section 1.1),
la pression au dessus de la surface libre est approximativement celle du séparateur et le taux de
vide est environ égal a 1. Il est donc inutile de modéliser le flot au dessus du niveau liquide car
cela n’apporte rien a I’analyse du probleme. Remarquons aussi que la hauteur liquide est une
discontinuité mobile a travers laquelle le taux de vide change de valeur de maniére discontinue.

Avant d’intégrer les équations, nous rappelons que notre but est de construire un modele
différentiel simple & analyser. Il est donc primordial de chercher si il existe un ensemble de
variables & partir desquelles on puisse calculer de maniere simple, 'ensemble des quantités
caractéristiques d’un écoulement diphasique : pression, vitesse, taux de vide, débits, densités,
etc.

2.2 Variables fondamentales du modéle

Lorsque Rg, P et Ug sont connus, Vi est évaluée directement a partir de (1.11) si I’écoulement
est intermittent et grace a (1.22) dans le cas dispersé. Vi, est ensuite calculée grace aux relations
Us = RV + RgVe et Rp+ Rg = 1. Quant aux densités pr, et pg, elles sont déterminées grace
aux équations (1.6) - (1.8).

Lorsque le flot est stratifié, nous remplagons Vi par (Us — RrV%)/Re dans (1.28) pour
obtenir une équation implicite par rapport a la variable Vz. Nous la résolvons a I’aide d’une
méthode itérative et nous en déduisons Vg grace a la relation Vi = (Us — RLVy)/Rg. Pour
I’écoulement annulaire, nous procédons de la méme fagon avec (1.47).

En conclusion, si les variables Rg, P et Ug sont connues, il est possible de calculer les
vitesses, les densités volumétriques et les débits massiques de chaque phase pour tous les types
d’écoulements que nous avons décrits dans la section 1.5. Nous les choisirons comme variables
fondamentales de notre modele :

VG = VG(RG7P7 US), VL — VL(RG)Pa US)7
pG = pc(P), pr = pL(P),

déf
ar = q.(Re, P,Us) = pr(P)(1 — Rg)Vi(Rg, P, Us),

aéf
q¢ = qc¢(Rg, P,Us) = pa(P)RcVa(Rg, P, Us).

2.3 Relations de saut

Nos variables étant définies, voyons maintenant si elles sont continues a travers des disconti-
nuités. Nous pensons évidemment a la discontinuité du niveau liquide dans le riser ou encore a
celle située au point de raccordement entre le pipe et le riser car le changement de pente induit
probablement une variation brutale des vitesses de phase.

Tout d’abord, nous remarquons que la pression est continue a travers toute discontinuité,
statique ou mobile. Cette propriété résulte de la relation de saut associée a ’équation de
conservation de la quantité de mouvement du mélange [57] :

[P] = 0. (2.5)
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La notation [P] représente le saut des valeurs de P au point de discontinuité [57].

Puisque le flot est supposé barotropique (cf. (2.2)), nous avons :

[2] =0 and [pc] = 0. (2.6)

Si on note o la vitesse d’'une discontinuité, les relations de saut des équations de conservation
des masses liquide et gazeuse donnent les relations de Rankine-Hugoniot (e.g. [68]) suivantes :

[pLUL] = olpLRL] et [pcUc] = o[paRc] (2.7)

ou Ur, = RLVy et Ug = RgVea sont les vitesses superficielles du liquide et du gaz. Nous
déduisons de (2.6) que :
[[UL]] = U[[RL]] et [[Ug]] = O'[[Rg]] (2.8)

ou encore

[(1 = Re)VL] = o1 — Rg] et [RaVe] = o[ Ra]- (2.9)

Finalement, si nous additionnons ces relations de saut, nous trouvons :
[UL+ U] = [Us] =0 (2.10)

car Rg+ Ry = 1.

En conclusion, les variables P et Ug sont continues en tout point de la conduite, notamment
aux points de discontinuité géométriques. Par contre, la variable Rg n’est pas forcément
continue en tout point car elle doit vérifier les relations de saut (2.9).

Remarque : toutes ces relations sont fausses si des termes d’accélération sont ajoutés a
Péquation simplifiée (1.3) de la conservation de la quantité de mouvement du mélange :

0 0 .
= [PLRLVL + paRaVa] + == {PLRLV% + pcRcVE + P] = —F, — (pLRL + pcRc) gsinb.

ot Ox
(2.11)
Dans ce cas, la relation de saut (2.5) devient :
lpLRLVL (VL — o) + pacRcVe (Ve — o) + P] = 0. (2.12)

(2.12) est évidemment beaucoup plus complexe. Nous comprenons mieux maintenant
I'intérét de la simplification de I’équation de conservation de la quantité de mouvement du
mélange que nous avions évoquée dans la section 1.2.3.

2.4 Notations

Les indices 0, 1, 2, 3, 4 désigneront respectivement ’entrée du pipe, sa sortie, 'entrée du riser,
son niveau liquide et sa surface libre (cf. figure 2.1). Ces notations sont similaires a celles
employées par Fabre, J. et al. dans [61]. Ainsi H3 désignera la hauteur liquide dans le riser.

Puisque la pression P et la vitesse superficielle du mélange Ug sont des variables continues
(voir (2.5) et (2.10)), nous avons au point de connection pipe-riser 1-2,

P=p%¥p, (2.13)

Ul =z ¥y, (2.14)
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Au point de discontinuité niveau liquide-surface libre 3-4, ces relations deviennent :

p=pr,%p, (2.15)
Us =t ¥y, (2.16)

La connection pipe-riser est une discontinuité statique, de nature géométrique : ¢ = 0. Les
relations (2.8) impliquent donc :
Uk =V Uk et UL = U LU (2.17)
Les conditions aux limites & I’entrée du pipe sont données par les débits massiques du liquide
et du gaz :

a7, = pr(Po)(1 = RG)VL(RE, P, UY), (2.18)
a6 = pc(Po)REVa(Re, Po,US). (2.19)

Une seule condition est imposée en sortie, a savoir la pression Pg dans le séparateur. Lorsque
le niveau liquide Hs est inférieur a la hauteur du riser H, la relation suivante est toujours vraie
(cf. figure 2.1) :

P34 = Ps. (2.20)

(2.20) devient approximative lorsque le liquide se déverse dans le séparateur (étapes 2 et 3
du severe slugging, section 1.1) car le niveau liquide est par définition situé au sommet du
riser (Hs = H) alors que la surface libre, symbolisée par le point 4, se trouve a l'intérieur du
séparateur, loin du point 3 (cf. figure 2.2).

Néanmoins, si le riser débouche sur un séparateur horizontal, les pertes de charge sont tres
faibles et la pression dans le séparateur vaut approximativement celle mesurée au sommet du
riser [163]. Si le riser évacue le mélange diphasique dans un séparateur vertical, il suffit de relier
les deux par un pipe de diamétre beaucoup plus important (disons deux fois plus grand) pour
que (2.20) soit toujours vraie (voir section 4.2.1) [43].

En ce qui concerne la relation (2.16), elle n’a pas trop de sens au cours des étapes 2 et 3
du severe slugging car la vitesse Ug au sommet du riser, i.e. U3, n’est pas forcément égale a la
vitesse U ‘fq de la surface libre du mélange dans le séparateur. Aussi nous oublierons la relation
(2.16) ; nous ne parlerons que de la vitesse U % du niveau liquide dans le riser.

2.5 Un modele pipe-riser

Suite & notre discussion de la section 2.1, nous intégrons séparément le systéme (1.1) - (1.3)
dans le pipe et le riser. La variable x varie entre 0 et L pour le premier trongon et entre 0 et
Hs pour le second. Pour éviter toute confusion, nous la noterons z dans le riser (cf. figure 2.1).

Nous introduisons les notations suivantes :

L L
mY! :/0 prRrdx; md :/0 pcRadx. (2.21)

93 Hs(t) 03 Hs(t)
my :/0 prRrdz; mg :/0 paRadz, (2.22)
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Figure 2.1 : Systéme pipe-riser (8, <0, 6, =m/2).

il
=

liquide

riser

liquide

Figure 2.2 : Ecoulement d’un bouchon de liquide dans le séparateur.
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L’équation de conservation de la masse liquide dans le pipe intégrée entre 0 et L donne
I’équation suivante :

01
dmj

o = PrFo)(d - RE)VL(RE, Po, US) — pr(Pri2)(1 — RG)VL(RG, Pia, U). (2.23)

De I’équation de conservation de la masse gazeuse, nous déduisons :

01
dmg;

1S~ po(Po) REVa (R, Po, US) = pa(Pia) REVa (R, Pia, U). (2.24)

L’intégration entre 0 et H3 des équations de conservation de la masse dans le riser nous
donne :

dm? 2 2 12
o = pu(P)(1— RYVL(RE, P2, UY)
+p1(Ps)(1 = RE) [As(Hs, Vi (RS, P, UY)) — Vi(RE, Ps, U] (2.25)
et
dm23
dtG = pa(Pi2)REVa(RE, Pio, U

+pc(Ps) R, [AS(H& Vi(RE, Ps,U3)) — Va(RE. Ps, U?é)} : (2.26)

Puisque le niveau liquide Hs dépend du temps (c’est une discontinuité mobile), un terme
additionnel, noté A3, apparait dans les deux derniéres équations différentielles (2.25) et (2.26).
C’est la dérivée par rapport au temps de Hs [61, 140, 144] :

dH.
= As(Hs, Vi(RY, P, UY))
_ {VL(R3 ,Ps,U%) si(Hs < H) ou (H3 = H et V(R Ps,U%) < 0),

0 si Hy = H et V(RS Ps,U%) > 0. (2.27)

L’expression de As est donné par la relation de saut de I’équation de conservation de la
masse liquide dans le riser a travers une discontinuité ot Ry, est strictement positif d’'un c6té et
vaut zéro de l'autre [57]. Dans (2.27), nous avons admis par simplicité que le niveau liquide Hj
ne descend jamais jusqu’au pied du riser. En d’autres termes, nous admettrons que I’hypothese
suivante est toujours vérifiée :

H3(t) >0Vvte R™. (2.28)

Il nous reste a intégrer les équations de conservation de la quantité de mouvement du
mélange dans le pipe et le riser. L’intégration le long du pipe nous donne :

L
0= Pia— P+ / Fy(2)dz + gsin (6,)(m% + m%) (2.29)
0
et dans le riser :
Hs(®) - 23 23
0=Ps— P2+ /0 Fy(z)dz + gsin (0,)(m7° + mg’) (2.30)

ou Fj, est donné en fonction du type d’écoulement par (1.60) - (1.63).

Dans la pratique, 'influence du frottement sur la perte de charge dans le riser dépend
de l'amplitude des oscillations de I’écoulement. Elle est importante si le severe slugging est
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tres prononcé car, au cours de la troisieme étape (cf. figure 1.4), I’écoulement dans le riser
est annulaire sous le bouchon de liquide. Elle est par contre tres faible si I’écoulement est
dispersé ou intermittent car les forces de gravité dépassent largement les forces de frottement.
En particulier, lorsque le pipe est horizontal, la phase gazeuse n’est jamais entierement bloquée
au pied du riser et I’écoulement dans celui-ci est proche d’un écoulement intermittent [61]. C’est
aussi vrai lorsque le severe slugging n’est pas trop violent : écoulements quasi-stationnaires (voir
section 4.2.6), transition vers le severe slugging.

Tout comme les termes d’accélération (voir section 1.2.3), nous négligerons les termes de
frottement dans le riser. Ce qui sous-entend que notre modeéle n’est congu que pour décrire des
écoulements légerement instables et surtout pas du severe slugging tel que nous ’avons défini
dans la section 1.1. Nous verrons plus loin que ces approximations suffiront pour atteindre les
objectifs fixés dans la section 2.1.

En ce qui concerne le frottement pariétal dans le pipe, nous approchons son intégrale par
une interpolation linéaire (formule des trapezes [28]) car les seules informations que nous ayons
sur le flot dans le pipe sont des valeurs a ses extrémités :

L 1
~ 0 1
/0 Fy(a)de = 3 L (Fo+ Py, (2.31)

Fg et F 11, désignent respectivement les valeurs de I}, a I'entrée et la sortie du pipe.

Si les variables Rg, P et Ug sont connues, nous avons vu qu’il est possible de déterminer
I’ensemble des variables caractéristiques d’un écoulement grace aux relations (2.1) -(2.4). Il en
est de méme pour le frottement pariétal Fj, grace aux relations (1.60) - (1.63) :

F, = F,(Rg, P,Vg(Ra, P,Us), VL.(Rg, P, Us)).

Rappelons que le choix d’un régime d’écoulement dépend des criteres de transition que nous
avons décrits dans la section 1.7.

Pour alléger les notations, nous modifions I’expression des dépendances de F), et définissons
dorénavant ce dernier comme une fonction des trois variables Rqg, P, Ug :

F, = F,(Rg, P,Usg). (2.32)
Aussi, nous définirons :
F) = F,(RY, Py, UY),
F, = Fy(Rg, P12, UE).

Finalement, apres toutes ces intégrations, notre modele algébro-différentiel contient au
moins quatorze inconnues :

01 01 23 23 0 0 1 12 2 3 3
mL7mG7mL7mG7H37R 7P07U57RG7P127U57R 7R 7US'

Pour avoir autant d’équations que d’inconnues, nous avons encore besoin d’au moins sept

relations, nécessairement algébriques puisque les équations de conservation sont déja intégrées.
Les conditions aux limites a 'entrée du pipe (2.18) et (2.19) fournissent deux équations :

pr(Po)(1 — R&)VL(RE, Po, US) — 4y, (2.33)

0 = pa(Po)RGVa(Re, Po,Us) — a¢:. (2.34)
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Notons que nous avons déja abondamment utilisé la condition (2.20) dans les équations
précédentes. Nous avons ainsi évité ’emploi d’une variable supplémentaire, i.e. P34. Néanmoins,
il nous reste les relations de continuité (2.17) des vitesses superficielles. La premiére nous donne
I’équation :

0 = REVG(RE, Pio, U) — REVG(R%, Pya, US). (2.35)
La seconde, Ui — U,% = 0, est malheureusement redondante car (2.14) entraine :
Ul =U% = U] + Ul = U +UE = U} — U} = —(US — UR).
Nous ne I'emploierons pas dans notre modele.

Il manque encore quatre équations pour compléter le modele. Nous proposons d’approcher
les intégrales (2.21) et (2.22) par la formule des trapezes (voir (2.31)). D’ou les équations
algébriques suivantes :

0 = mi - 3L [pu(R)(1 — BY) + pu(P)(1 - RY)]. (2:36)
0 = m¥ — 1L [oa(Po)BS + pa(P)RY] (2.37)
0 = m¥ — Hy [ou(P)(1 - RE) + pu(P)(1 — BE)] (2.38)
0 = m¥ — S Hs [pa(Pu)RE + pa(Ps)FE] (2.39)

Nous en déduisons finalement le systeme d’équations :

dm01
G = pu(R)(L= RGVL(Rg, Py, Us) = pr(Pr2)(1 = Re)VL(Rg, Pio, Uy?), (240)
dmOl
dtG = pa(Po)RGVa(RY, Po,US) — pa(Pi2) RGVa(Re, P2, U, (2.41)
dm%g 2 2 12
5 = prPr)1 - Ro)VL(RG, P, Us)
+ pr(Ps)(1 = RE) [As(Hs, Vi(RE, Ps,U%)) — Vi(RE, Ps,U%)] (2.42)
dmg) 2 2 12
o = PePr)RGVe(RG, P, Ug)
+ pa(Ps)RY [As(Hs, Vi(RE, Ps, U)) — Va(RE, Ps, U], (2.43)
dH
— = As(Hs Vi(RY, s, UY)), (2.44)
1
0 = Pio— Pyt 5L |Fp(RG, Po,US) + Fy(RE, P, UY))|
+ gsin (6,)(mY +md), (2.45)
0 = Psg— P12 + gsin (0,)(m3> + m¥), (2.46)
0 = mf - —L |pL(Po)(1 = RE) + pr(Pra)(1 = RE)| (2.47)
1
0 = m ~ 5L |pa(P)RE + pa(Pr) RY] (2.48)
1
0 = mi®— JHs [pr(P)(1 - RE) + pr(Ps)(1 - RE)] (2.49)
1
0 = mg - o Hs [F’G(PH)RQG + PG(PS)RBG} , (2.50)
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= RgVe(Rg, P2, US) — REVG(RE, P2, UY), (2.51)
= pr(Po)(1 = RG)VL(RE, Po,U3) — (2.52)
= pa(Po)REVa(RE, Po,Ug) — q¢. (2.53)

En résumé, le calcul numérique de I’écoulement nécessite la résolution du systeme algébro-
différentiel (2.40)-(2.53) dont les 14 inconnues sont :

m% m& m*B mZ, R, Py, U, RL, Pio, U, R%, RS, U3, Hs. (2.54)

=

séparateur
l liquide

gaz riser

L

liquide

pipe

DDDDD D

Figure 2.3 : Ecoulement stationnaire avec pénétration continue du gaz [154].

2.6 Un modele multi-pipes

Dans cette section, nous proposons d’étendre notre modele au cas d’un pipeline comprenant
un nombre supérieur de troncons. Bien entendu, la ligne d’écoulement débouche toujours sur
un riser. Remarquons qu’une telle configuration géométrique est beaucoup plus proche de la
réalité. En contrepartie, les phénomenes peuvent aussi devenir tres compliqués, combinant a la
fois du terrain slugging et du severe slugging (voir section 1.1). L’instabilité qui en résulte
n’est plus forcément un écoulement périodique car chaque troncon du pipeline génere un
certain type d’écoulement qui interagit avec les autres. A la manitre de plusieurs systemes
dynamiques couplés entre eux, le comportement peut étre beaucoup plus compliqué. On pense
plus particulierement a un écoulement ou les oscillations seraient apériodiques, voire chaotiques,
au lieu d’étre périodiques.

Nous conservons les mémes conditions aux limites qui sont les débits massiques liquide et
gazeux a l’entrée de la conduite, a savoir q%, q%, et la pression dans le séparateur, notée Pg
(cf. figure 2.4).

Comme nous 'avons vu précédemment (sections 2.2 et 2.5), I’écoulement dans un troncon
de pipe peut étre caractérisé par les valeurs de Rg, P, Ug a son entrée et sa sortie. Si on définit
i comme l'indice du #**™¢ troncon (de pente constante) du pipeline, on doit donc calculer les
quantités

2 2 p2i+1 2i+1
RG%aPZi?USZaRGZ 7P2i—|—17USZ



38 CHAPITRE 2. MODELE ALGEBRO-DIFFERENTIEL

R
Pipe3
(riser)
Ls
0
q
L ) Pipe2
Q Pipe 0 Pipe 1
q° \A
G
L. —
L 2 ~.03=6,
Lo 89, e, 5, )

Figure 2.4 : Systeme multi-pipes.

représentées schématiquement sur la figure 2.5. Nous rappelons que P et Ug sont continues aux
connections entre les trongons du pipeline. D’ou les notations :
déf

déf
Py 1 =Py = Poi_12i, Poiv1 = Pajpo0 = Poiq12i42,

2i—1 __ 772 déf £02i-1.2i 7,2i41 _ 7r2i42 déf 7 2i4+1,2i+2
Ug " =Ug = Ug UG =Ug = Ug .

En ce qui concerne le riser, nous calculons R¢, P et Ug a son entrée, la hauteur liquide H;,
ainsi que la vitesse superficielle totale Ug et le taux de vide R au niveau liquide (cf. figure
2.6).

2i+1,2i+2
S

- Pipei

Figure 2.5 : Pipe i : variables.

La vitesse du niveau liquide Hy;, sera notée Ay, :

dHy,
dt

Aliq (Hliq7 V%n_l)

_ {V%"_l si (Hiig < H) ou (Hyig = H et V"1 < 0), (2.55)

0 si Hyg=Het V"1 >0

on VIt = Vi (RGP, UE).
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2n-2 2n-3,2n-2
P

G

2n-3,2n-2

S

Figure 2.6 : Riser : variables.

Nous admettrons que ’hypothese (2.28) reste valide :
Hyg(t) >0Vte R™T. (2.56)

Soit n, le nombre de troncons du pipeline, riser inclus; ¢ varie entre 0 et n — 1. En accord
avec les notations de la section 2.4, ces variables sont 2n + 1 variables différentielles :

Hiig, (322 mZ2 G — 0, — 1) (2.57)
et 4n + 1 variables algébriques :

Py, U%, (RE, RE i = 0, — 1), (Pais12i42, Ug 220 = 0,0 —2), U5 (2.58)

m%’QZH et m?}f’%ﬂ sont les “densités intégrées”, liquide et gazeuse, dans le i**™ troncon du
pipeline, i.e. les quantités pr Ry, et pgR¢g intégrées de 0 a L; pour ¢ variant de 0 a n — 2 et de

0 a Hj;q dans le riser. L; désigne la longueur du i**me trongon (cf. figure 2.4).

Notre systeme est donc composé de 6n + 2 équations. Il résulte d’'une démarche identique a
celle décrite dans la section (voir section 2.5) : nous intégrons les équations de conservation de
la masse et des quantités de mouvement dans chaque trongon ¢ de la conduite dont 'inclinaison

est notée 6;, i = 0,n — 1. En accord avec ces nouvelles notations, nous avons 6, = 6,1 and
H =L, (cf figure 1.7).

Equations différentielles

D = pu(Po)(1 — RY)VL(RY, Py, UY)
— pr(P)(1 = RG)VL(RE, P, US), (2.59)
Domdl = po(Po) BLVG(BY, Po.UR) — po(Po) REVa (R, P, UR), (260
%m%’%ﬂ = PL(PQz 121)(1 = RE)VL(RE, P12, U %)
— pr(Paiv12i2)(1 — RETHVL(RETY, Poiyr2is2, Us TH%72), (2.61)
SEE = (P ) REVG(RE, Paica i, US )

— pg(PQH_l 21+2)R2 +1V (R2l+ P21+1 21425 UzH_l QH_Z), (2'62)
1=1,n—2
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. n_ N N .
Em% 2en=l pr.(Pon—32n-2)(1 — RE*)VL(RS 27P2n—3,2n—27U%' 32n=2)
+ pL(Ps)(1—RE)
| Aig(Hisg, VE(RE ™, Ps, UE™) = VL(RE ™ Ps, UF )], (2.63)
d n— n— n— n— n— n—
Emé 22071 = pa(Pan—gon-2) RV (RE ™2, Popsn—2, Ug 22" 7?)

+ pa(Ps)Ry ™
{Alzq(leqa VL(R A PSa U2n 1)) VG(Rénila PSa U%nil)} ) (264)

dHj; _ _
# = MNig(Hiiq, VL(RE™, Ps, U™ ). (2.65)
Equations algébriques
0 = Po—F+ gsin (00)(m%1 + m%l)
1
+ 5lo | Bp (R, Po, US) + Fy(RE, Puo, US| (2.66)
0 = Pyji12i42 — Poi—1,2i + gsin(6; )(miZ 2 m%}’”“)
1 . i
+ gL |:Fp(R2Gla Poi 125, U% %) + Fy(RET, Pyiy19i40, UG T QHZ)} ; (2.67)
1=1,n—2
0 = Pg— Py, 32,2+ gsin (9n71)(m%n_2’2n ! + QGn 2,2n— 1), (2.68)
1
0 = mf —5Lo p1(P0)(1 = RE) + pr(Pra)(1 = RE)| (2.69)
1
0 = m¢f - 5Lo [po(Po)RY + po(Pr) RG] (2.70)
2i,2i41 1 2i 2i+1
0 = mp = SLipu(Poia2) (1= BE) + pr(Paizien) (1 = RG] (2.71)
1 . A
0 = 2322“ §Li [PG(Pzi—l,m)RQé + PG(PZi,2i+1)R%+1} , (2.72)
t1=1,n—2
R ) )
0 = mp - o Hiiq [PL(P2n73,2n72)(1 — RE"?) + pL(Ps)(1 — R 1)} , (2.73)
99— 1 _ _
0 = map 2=l 5 Hiig [pG(PQn_g,Qn_g)Ré" 2 4 pa(Ps)RE 1} : (2.74)
0 = REVG(RE, Pio,U) — RAVG(RE, P, UY), (2.75)
0 = R22+1V (RQ’H- _P21+1 %42, U2’L+1 21,+2)
— RQHZV (R2 +2 P2'L+1 21425 U21+1 21+2)5 (276)
1=1,n—-3

2m—3 2n—3 2n—3,2n—2
0 = R" Va(R&'™, Pan—3on—2,U% )
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— REVa(RE ™2, Pan-gon-2,Ug "2, (2.77)
pr(Po)(1 — RG)VL(RE, Po,Ug) — 47, (2.78)

= pc(Po)REVa(RE, Po,US) — qg- (2.79)
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Chapitre 3

Lois synthétiques de glissement et
de frottement

Ce chapitre présente la construction de lois globales de glissement et de frottement. Elles sont
définies sous la forme de fonctions régulieres afin que 1’étude de stabilité de notre modele
simplifié soit mathématiquement bien posé.

3.1 Pourquoi une loi synthétique de glissement ?

Les criteres de transition présentés dans la section 1.7 sont simples mais induisent de nombreuses
discontinuités. Un exemple est donné par la transition entre les écoulements dispersés et
intermittents dans le cas d’un flot ascendant vertical (i.e. § = 7/2). En effet, supposons que
(1.78) soit vérifiée avec Rg = RZ™ = 0.25. La vitesse des bulles au voisinage de RS est donnée

par (voir section 1.5) :

Vlnt(RG P Us) si RG >RCT’it
Vo(Ra, PUs) =\ disp py G 3.1
G( Gy Ly S) {VdGZSp(RG7P7 US) si RG <RCGT7,t. ( )
ou
' D P) — pa(P
Vitt(Rg, P,Us) = 1.2U5+0,35\/9 1(P) — (P
pL(P)
. pn(P) — pa(P)] o 1/4
VEP(Rg, P,Us) = Ug+ 153 | TP ;G ' (32)
PL( )

Nous constatons que Vg n’est pas continue au point de transition Rg = R‘é”t puisque :
4 4 i 4
VIEL(RE™ P, Ug) # VéSp(Rg”, P,Ug).

Le remplacement d’une loi de glissement par une autre entraine donc des discontinuités
le long des courbes de transition entre les écoulements. 11 est donc nécessaire de concevoir
différemment les lois de glissement si nous voulons que le probléme soit mathématiquement
mieux posé.

Remarque : dans la réalité, les transitions entre les écoulements ont lieu de maniere continue.
Les lois de glissement proposées dans la littérature sont des représentations grossieres de 1’état
moyen d’un écoulement et n’ont pas la prétention de les modéliser sous toutes leurs formes [22].
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11 faut aussi noter qu’au départ, notre souhait était de construire un modele simplifié pour
lequel 'analyse de stabilité soit la plus simple possible tout en restant proche de la réalité. Or,
I’ajout des criteres de transition et des lois de glissement rend le modele extrémement complexe
et surtout ne garantit pas que les résultats classiques de la théorie des bifurcations puissent
étre appliqués.

Nous allons donc construire une loi de glissement sous la forme d’une fonction réguliere
des variables Rg, P et Ug. Cette loi représentera la synthese des différents types d’écoulement
décrits dans la section 1.5.

3.2 Présentation de la loi synthétique de glissement

Notre loi de glissement synthétique sera donnée sous la forme d’une fonction réguliere ¢ qui a
tout point (Rg, P,Ug) associe la valeur de la vitesse superficielle du gaz Ug = RV -

Us = Y(Rg, P,Ug). (3.3)

De fagon générale, les transitions entre les écoulements se produisent lorsque Rg franchit
une valeur critique (voir section 1.7). En conséquence, la fonction v sera construite sous la
forme d’un polynome en Rg dont les coefficients ne dépendront que de P et Ug.

(3.3) sera définie pour tout R¢ variant de zéro a un et pour tout couple (P,Ug) variant
dans un domaine ou les lois de glissement exprimées dans la section 1.5 ont un sens. Il sera
sous-entendu que les relations formulées dans les sections suivantes sont vraies quelque soient
P et Ug variant dans ce domaine. Nous éviterons de le rappeler a chaque fois.

Remarque : en accord avec la relation de fermeture (1.9), (3.3) s’écrit aussi :
0=Y(Rg, P, Vg, VL) = ReVe — ¥(Ra, P,RaVe + (1 — Rg)VL). (3.4)

Notons que ¢ doit vérifier les conditions (évidentes) de compatibilités lorsque les écoulements
sont monophasiques, liquides ou gazeux :

(0", P,Us) = lim o¢(Rg,P,Us) =0, (3.5)
Ra—0+

Y(17,P,Us) = Rliml Y(Rg, P,Us) = Usg, (3.6)
Gg—1-

sachant que Us = Ug + U, = RgVe + (1 — Ra) V.

3.3 Analyse mathématique des écoulements et des transitions

Afin de construire v sous la forme d’une fonction réguliere de R € [0,1] & P et Ug fixés dans
leur domaine de validité, nous allons estimer sa valeur ainsi que celle de ses dérivées partielles
par rapport a Rg en certains points caractéristiques ou le type de I’écoulement sera a priori
connu. Nous nous appuierons sur les résultats des sections 1.5, 1.6 et 1.7.

3.3.1 Au voisinage de R; =0

Lorsque le taux de vide est proche de zéro, ’écoulement est principalement dispersé. Il peut
étre aussi stratifié si la vitesse du gaz est suffisamment petite pour que le critere (1.64) ne
soit pas satisfait. Or un simple calcul a ’aide de développements limités montre que le second
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membre de I'inégalité (1.64) tend vers zéro si R tend aussi vers zéro. Le dispersé est donc
I’écoulement le plus probable.

Aussi nous admettrons que la loi de glissement est donnée par la formule (1.26) lorsque le

taux de vide est proche de zéro; U dGiSp désignera la vitesse superficielle Ug = Rg Vs dans le cas

dispersé. Ainsi pour tout Rg voisin de O :
UG (Ra, P,Us) = R |CainUs + ug ™" (P,0))| (3.7)
ou ugi‘w (P,0) et Cg;sp sont donnés respectivement par (1.24) et (1.25).

En particulier,

dis . dis
UG p(0+7P7 US) = RCI;IE}OJF UG p(RGapa US) =0, (38)
oudisp . ousp dis
ﬁ(o*,ﬂ Us) = lim, a}gg (Rg, P,Us) = CaispUs + ug P (P,60),  (3.9)
62 Udisp . 82 Udisp
8R§ (0T, P,Us) = Rélrno N aRg (Rg,P,Us) = 0. (3.10)
G - G

3.3.2 Au voisinage de R; =1

Lorsque Rg tend vers 1, 'écoulement peut étre stratifié ou annulaire. Dans ce cas, la loi de
glissement est donnée respectivement par (1.28) ou (1.47). Nous allons exprimer ces deux lois
sous la forme (3.3) pour Rg proche de un.

3.3.2.1 Le cas stratifié

La loi de glissement de I’écoulement stratifié s’exprime sous la forme suivante (voir section

1.5.3) :

ValVal Sa(Ra) ViIVi| SL(Re)

0 = fg(Rg,P7VG)pG(P)

— fL(Ra, P,VL)pL(P)

> Aa(Re) 2 Ap(Rg)
+ fi(Ra, P,Va)pa(P) VGIQVG|SZ'(RG) AL(le) - AG(lRG)
= [pL(P) = pa(P)] gsin (0) .

en adoptant l'expression (1.38) pour le tenseur 7; car R est proche de un (voir discussion page
18).

Les coefficients fo et fr employés dans les formules (1.29), (1.30) et (1.37) peuvent étre
exprimés a l'aide de la formule (1.31) ou plus simplement sous la forme d’une équation de
Blasius [15, 71] :

fk(Rg, P, Vk) = Ck [Rek(Rg, P, Vk)]_ak (3.12)

ou Rey, est donné par (1.32).

Remarque : (3.12) ne dépend pas de la rugosité pariétale du pipe. Elle demeure néanmoins
une bonne corrélation dans la pratique [71].

Cy et ay sont des coefficients qui dépendent de Rej. Lorsque 1’écoulement de la phase k
est laminaire (i.e. si Rep < 2000), Cy = 16 et ap = 1. Dans le cas turbulent (i.e. lorsque
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Rey, > 3000), Cr, = 0.046 et oy, = 0.2. Entre ces deux cas extrémes, on raccorde les expressions
de C} et ap de facon réguliere en fonction du nombre de Reynolds pour en déduire leur
expression dans le cas transitoire :

16 si Rep, < 2000,

~J 0.046 si Rey, > 3000,
A 16P (w) 4 0.046P (M) si 2000 < Rep < 3000

! 1000 R 1000 k

(3.13)
ou P; et P, sont des fonctions monotones entre zéro et un, régulieres, par exemple de classe
Cl, g > 2, telles que :

drp drp
P(0) = 1,=—2(0)=0,V1<n<gq, —(1)=0,Y0<n<q. (3.14)
dx™ dx™
dnp; dnp;
Py(1 = 1, — = <n< = 1<n< 1
»(1) s (0 =0,V0sn<g —25(1)=0,VI<n<g (3.15)
Nous interpolons « de la méme fagon :
1 si Rey, < 2000,
0.2 si Rey > 3000,
ol B2 V) = fex = 20003 ) o p, ((Fer — 2000 1 20650_ Rex < 3000 (310
! ( 1000 ) 2 ( 1000 ) st 200 s fiey < U0,

Remarque : Nous éviterons parfois de rappeler les dépendances de C}, et oy, par rapport aux
variables R, P, Vi afin d’alléger les formules.

Avant de remplacer fg, fr et f; par leurs expressions respectives dans (3.11), notons que
fi peut étre remplacé par fg lorsque Rg est proche de un car la hauteur liquide Ay, est proche
de zéro et (1.37) se réduit a f; ~ fo. En conséquence, nous admettrons ’hypothese suivante :

Rg—1—

fi "~ Ja (3.17)
Nous en déduisons :
Re—1- pc(P |Vg|Dg) TG Sc(Rq)
0 ~ C PYoy (Vo) ——=
¢ ( of G)AG(RG)
pL(P \VLDL) T SL(Rg)
_ C ( o(vp) 2Ltfie)
t >AL(RG’)
WValDa\ ¢ 1 1
+  Cg (PG Ve c) P)®y(Ve)Si(Re) A,k T Aco)
P - sl P gsin ) (3.18)
ou &g = P4,_,, P étant application suivante :
By (z) = %xml—a. (3.19)

En remplacant D¢, Dy, Sg, S, Si, Ag et Ap par leurs expressions respectives (voir section
1.5.3), nous obtenons finalement :

0 "' [Ba(Ra, P,Ve) + Bi(Rg, P,Vs)] @ay (Ug)

+  Br(Rg, P,VL)®a, (Ug — Us) — %(Rg, P) (3.20)
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be(Ra, P Va) = gfc Hee lpa(P))' ¢ {2”_ 2(Re) +272TSin [Q(Rc)/ﬂr‘?
QF%Q(RG)@ - Ra)’, (3.21)
BrBe. P.VE) = Slpst oy (P)) [Q(QJ;BTG) " QURG) g (3.2
B(Ra.PVG) = s lpo(p)t oo 2T fiel L2 e 2]
2 sin[2(Re)/2)(1 - R, (3.33)
S(Ro.P) = = or(P) — pa(P)] gsin (0)(1 ~ Ro)* R, (324

(3.20) tient compte aussi des relations suivantes :
R% 94, (Vi) = @ (Ug), (3.25)

(1 - Rg)* ™ d,, (V) = Ry “Ld,, (VL) = ®u, (UL) = =P, (Ua — Us), (3.26)
puisque que Ug = RgVg et U, = Ug — Ug.

Remarquons que (g et §; dépendent de Viz par 'intermédiaire de ag et Cg. De méme pour
B, qui dépend aussi de V.

Puisque R¢ est voisin de un, Q(R¢) est proche de zéro. Un développement limité a 1’ordre
trois de sin (£2) dans (1.27) nous donne I’approximation suivante :

QO(Re) =" (12m)3(1 — Re)VS. (3.27)
Nous déduisons de (1.45) que :

Do =Y ReD, (3.28)

p, ezt %(1 ~ Re)3. (3.29)

Ce qui implique :
Roz1~  pa(P)RaD|Vg|

Rec(Re, P Vg) = - (3.30)
Rer(Ra, P, V) o=' (éjrﬁ/g pr(P)( _ZG)Q/BDWL'. (3.31)
Puisque Us = ReVe + (1 — Re)Vr "= Ve, (3.30) devient :
Rec(Ra, P,Vg) "= Repe & w. (3.32)
Nous en déduisons :
ac(Ra, P,Ve) =" ama(P,Us) (3.33)

ol a,,i étant donné par (3.16) ou Rey, est remplacé par Reng.
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De méme pour le coefficient Ci pour lequel nous avons :

Ca(Ra, PVG) "= O (P, Us), (3.34)

Cna étant donné par (3.13) ot Rey, est aussi remplacé par Re,g.
En ce qui concerne Rej, nous voyons d’apres (3.31) qu’il est toujours possible de trouver
un taux de vide suffisamment proche de un pour que :

2D pL(P)(1 — Rg)**D|Vy|
(12m)1/3 [

< 2000.

Nous admettrons donc que I’écoulement de la phase liquide est laminaire lorsque R est
proche de un. D’ou les approximations suivantes, d’apres les formules (3.13) et (3.16) :

Rg—1 Rg—1—
) ~Y

ar(Re, P,Vg) "~ 1,CL(Re,P,Vg) °~ 16. (3.35)

En tenant compte de toutes ces relations et de 'approximation (3.27) de 2, (3.20) devient :

Rg—1—

0 — [ﬁmG(Rvaa US) +ﬁmi(RG7P7 US)] (I)OLG(UG)

+ Bun(Re) Y s(Re, P) (3.36)

2

ol Bma, BmL et Bmi sont respectivement des approximations de [g, B et 3; pour Rg proche
de un :

CGc L
Buc(Ra, P.Us) = 25001 pe(P))' " (1 - Re)?, (3.37)
8
Bur(Re) = or(12m)/3(1— Re)*, (3.38)
CiG g (121)1/3
Bmi(Ra, P.Us) = 5 [pe(P)]! ol 7;) (1-Re)?,  (3.39)

Notons que Gpa et G dépendent de Ug par 'intermédiaire de au,q et Chg.

Etant données les valeurs des trois variables Rg, P, Ug, on vérifie facilement que 1’équation
(3.36) admet une seule et unique solution en Ug. Nous la noterons U (R, P, Usg). Celle-
ci peut étre déterminée de facon explicite lorsque l’écoulement du gaz est laminaire, i.e.
Repa < 2000. Ainsi apg = 1, Cae = 16 et (3.36) entrainent :

UG — US RG§1* >

U,
Bt (Re) + B (Re)| =57 + Bur(Ra) = (Rg, P) (3.40)
ou :

lam _ _ 32 3
Amc(Ba) = Bmc(Ba, PUs)|,, a0 = pHe(1 = Ra)”, (3.41)

am 16 (12m)'/3
ﬂim (Rg) = Pmi(Rg, P, US)\Remngooo ) c—(1— RG)7/3. (3.42)

Ce qui implique :
Rg—1- 2Y(Rg, P) + Bmr(Ra)Us

U (Rg, P,Us) (3.43)

IRemg =200 glam(Re) + B (Re) + A1 (Re)
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que nous décomposons sous la forme :

Re—=17  sirg stra
UG (R PUS) gy = 0" (Ra, P) + 95" (R)Us. (3.44)
ol

2E(Rg,P)
Y Rg, P) = , 3.45
0™ ) Bt (Ra) + Bmr(Ra) + Bl (Re) (3.45)

(R

itrat(RG) _ 5 L( G) (346)

Bl (Ra) + Bmr(Ra) + B (Ra)”

Nous avons I’'inégalité suivante :

Bl (RG) + Bmr(Re) + B4 (Rg) > 0

si Rg < 1. La formule (3.43) a donc un sens tant que R < 1. Nous allons voir qu’elle reste
encore valide lorsque Rg vaut exactement un.

Grace aux relations (3.24), (3.38), (3.41) et (3.42), nous en déduisons :

—1- 7D?[pr(P) — pc(P)] gsin ()

strat(p o py ezt T 1— Re)™3, 3.47
¢0 ( Gy ) 8ML(127T)2/3 ( G) ( )
witrat(RG) RG§17 1. (3.48)

en tenant compte de la relation suivante :

lam lam Rg—1~
Bmc:(RG) + Bmr(Ra) + Bmi' (Ra) "~ Bmir(Re) (3.49)
Finalement, (3.44) se simplifie sous la forme :
strat RGZI_ 7/3

UE (Re: P,US) . yone C(P)(1 - Re)"? + Us (3.50)

ou N

D P) — pa(P in (6

e(p) = “27 ) = pa(P)]g sin (6) (3.51)

8, (12m)2/3

En dérivant (3.45) et (3.46) par rapport a R, nous obtenons les relations :

81/) Strat

(. P) Reot —gcu:)(l _ RV, (3.52)
dles;t (Re) "°=" D - R (3.53)
o 10 7wD?
_ ?G;rWZ_i (3.54)
En d’autres termes :
8g§;at (Ras PUS) oo ot —%C(P)(l — Rg)"® +D(1 — Rg)**Us.  (3.55)
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Nous en concluons les relations suivantes lorsque Rg tend vers un :

Ugrat(1-, P,Us) lim (U (Rg, P,Us)

|Re <2000 Ra—1—

| =vs, (356)

| Re,, <2000

8U5Gtrat
ORg

strat
(17, P,Us) lim [ ¢ (Rg,P,US)R%GQOOO]—O, (3.57)

IRy <2000 Ra—1- | ORg

Notons que la dérivée seconde 92U J/ORZ, n’est pas toujours définie au point (17, P, Us)
car :
d2,¢{trat
A%

—17 2
"=t 2p( - Re)

(Rga) (3.58)

tend vers moins 'infini lorsque R¢g tend vers un.

Lorsque I’écoulement du gaz n’est pas laminaire, i.e. Re,,g > 2000, une résolution explicite
de (3.36) est impossible, excepté dans le cas particulier ou ¥ et Ug sont nuls et dont I'unique
solution est U = (). Dans le cas général, la solution U™ doit étre calculée numériquement
a l’aide d’une méthode itérative : on peut alors vérifier graphiquement que les relations (3.56) et
(3.57) restent vraies lorsque Rey, > 2000. Nous en donnons quelques exemples sur les figures
3.1, 3.2 et 3.3.

En conséquence, nous admettrons que les relations (3.56) et (3.57) sont aussi de bonnes
approximations lorsque I’écoulement n’est pas laminaire :

Ugrat(1=, P,Ug) = Rlim1 U (Rg, P,Us) = Us, (3.59)
G—17
aUsGtrat B aUgrat
1-,P = 1 P =0. .
Ok (17,P,Us) I Wy (Ra,P,Us) =0 (3.60)

Plus rigoureusement, on peut calculer l'erreur relative commise en prenant la formule (3.43)
pour calculer U lorsque Repe > 2000. Pour cela, on évalue le quotient :

UsGm"at(RG7P’ US) — (Ué’étTat>lam(RG7P, US)

Estrat P —
R (RG7 ) US) (USGtrat)lam(RG, P7 US)

(3.61)

ot (UEr),4m est donné par la formule (3.43) tandis que U™ est calculé de maniere implicite
a partir de (3.36).

Nous avons tracé la courbe Rg — |E5"(Rg, P,Us)| pour R proche de un et P, Ug
fixés. L’erreur relative Eﬁ%mt est évidemment nulle lorsque Re,,¢ < 2000. Elle est non nulle si
Re,,q est supérieur a 2000 mais reste proche de zéro si Rg est voisin de un. Elle augmente aussi
avec Ren,¢ mais tend vers zéro lorsque Rg tend vers un. Nous en donnons quelques exemples
sur les figures 3.4, 3.5 et 3.6 ou est tracé |E5i"*| en fonction de R¢ pour différentes valeurs de
Re,,q et de 6.

Aussi, nous admettrons que la relation (3.50) continue d’étre une bonne approximation
lorsque 'écoulement du gaz n’est pas laminaire :

U (Re, P,Us) "°=" C(P)(1 ~ Ra)"* + Us. (3.62)
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Figure 3.1

Figure 3.2 :

Figure 3.3 :

0.6010

Us -—
Ug_strat -+~

0.6000

e
poe
et

-
™
-

0.5990 7 1

0.5980 |- s R

Vitesse superficielle (m/s)

05970 - ~ 1

0.5960 |- + g

05950 1 . . . . 4
0.95 0.96 0.97 0.98 0.99 1
Rg

: Courbe R — U™ (Re, P,Ug) ; Repa ~ 2651, 6 = 0°.

Us -—
Ug_strat -+~

T
e
s

390 | " ,

Vitesse superficielle (m/s)
%

3.70 | / 1

360 ¥ g

0.95 0.96 0.97 0.98 0.99 1
Rg

Courbe Rg — U™ (Rg, P,Us) ; Remg ~ 8839, 6 = —5°.

x Us —o—
. Ug_strat —+-
240 L % 4
*,
"
-
"
*
& 230 N 4
-] *,
£ Y
° \*
< S
2 *,
2 220 | * ]
3 Y
@ .
? *
g .
> *
N
2.10 | e -
*"F
Tk
*‘*‘
.
-
2.00 T r it
. . . .
0.95 0.96 0.97 0.98 0.99 1
Rg

Courbe R — U3 (R, P,Us) ; Rema ~ 17679, 6 = 5°.

o1



52 CHAPITRE 3. LOIS SYNTHETIQUES DE GLISSEMENT ET DE FROTTEMENT

1.4e-03

T
RemG = 17679 —-—
RemG = 8839 -+-
RemG = 2209 -8--
1.2e-03

1.0e-03

8.0e-04

Erreur relative

6.0e-04

4.0e-04

2.0e-04

0.0e+00 & - =5 &R
0.95 0.96 0.97 0.98 0.99 1
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3.3.2.2 Cas annulaire

La loi de glissement de I’écoulement annulaire s’exprime sous la forme suivante (voir section

1.5.4) :

ViIVi| St(Ra)

0 = —fu(Re, P, Vp)pr(P)—5 AL(Re)
+ fi(Ra, P,Vg)pa(P) VG|2VG|Si<RG) [AL(lRG) * AG(lRG)
— [pe(P) = pa(P)] gsin (). S

Le coefficient fr, est calculé a partir de (3.12). Le coefficient fc, qui intervient dans la définition
(1.53) de f;, est aussi exprimé grace a (3.12) mais avec Rej donné par (1.55).

SL(Ra)

o <f’L(P)|VL|DL>_aL pr(P)®o(Vp) LG

0L AL(RG)
pa(P)|ValDo\ ¢ pL(P))?
() o) o v
pc(P)®o(Ve)Si(Ra) [AL(le) + Ag(lRG)]
— [pL(P) = pa(P)] gsin (6) (3.64)

En remplacant D¢, Dy, Sp, Si, Ag et Ar par leurs expressions respectives (voir section
1.5.4), nous obtenons finalement :

ﬂi(Rg, P, Vg)q)a(Ug) + ,BL(Rg, P, VL)(I)Q(UG — Us) = E(Rg, P) (3.65)
ou
86 PVe) = Sy (P 112 (24PN
1 G, 1, Va - Doc :uG PG /)G(P> G
RUT6)2(1 _ Rey)?, (3.66)
GL(RG PVL) = Syt (PO R, (3.67)
X(Rg,P) = % [pe(P) = pe(P)] gsin (0)(1 = Re)* Ré;. (3.68)

La démarche suivante est identique au cas stratifié. Notons simplement que :

(125) pc(P)D+v/Rg| Vs Rg—17 .

Do "2 DyRe "= = D = Reg Rema, (3.69)
e
. . PYD(1 — Re)|Vy| Ro—1-
D "2 D1 = Rg) = Rep "2 pL(P)D( VL] B2t 9000, (3.70)

mr

Lorsque Rg est proche de un, nous avons donc :

Ra—1— Ug—-U
“2" Bui(Ra, P,Us)®a, . (Uc) + Bmn(Ra) ~4=—5 — %

5 (Rg, P) (3.71)
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ou Bm; et Bz sont respectivement des approximations de §; et 81, pour Rg proche de un :

C (0% —Q
Bmi(Ra, P.Us) = S [pe(P)]' " (1 - R)?, (3.72)
16
Br(Ra) = L urhe. (3.73)
Lorsque I’écoulement du gaz est laminaire, o, = 1, Cpg = 16 et (3.71) entraine :
U Ug —Ug Rg—1~
W (Re) 5 + Bur(Re) =5 "= S(Re, P) (3.74)
ol 16
B (Ra) = Hhal - Rg)*. (3.75)
Nous en déduisons :
ann Re=17  onn ann
UE" (R, PUS) |, o °~" I (Rg, P) + " (Rg)Us (3.76)
ou
2Y(Rg, P
0""(Rg,P) = —— (R, P) , (3.77)
Bt (Ra) + Pmr(Ra)
L (R
¢?nn(RG) _ ﬁ L( G) (378)

Bt (R) + Bmr(Ra)
Finalement, grace aux relations (3.68), (3.73) et (3.75) :

Rg—1~
UE™(Re, P.US) . oo 2" K(P)(1-Rg)®+Ug (3.79)
ou e
K(P) = 201 [pL(P) = pa(P)] g sin () (3.80)
en tenant compte de la relation suivante :
Rg—1~
Wi (Ra) + Bmr(Re) 7= Bmr(Re) (3.81)
En dérivant (3.77) et (3.78) par rapport a R, nous obtenons les relations :
8 ann R 1
oo (ko) "ET —a(P)(1 - Rl (35
82 ann Re—1—
S (Re.P) "= 6K(P)(1 - Ro). (359
d ann Re—1—
;%G (Rg) = 2‘;—?(1—}2@), (3.84)
Py Re=1 g
R ~ —2—. 3.85
En d’autres termes :
oUarn Rg—1 2 | oHG
ORe (Re, PUS) gy = —3K(P)(1 = Rg)™ + QM—L(l — Rg)Us, (3.86)
o2U e Ro—1- G
8Ré (Ra, P, US)\Remcémoo = _2”—LUS' (3.87)
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Nous en concluons les relations suivantes lorsque Rg tend vers un :

Ug}'nn(l_’ P’ US)|RemG§2000 US’ (3'88)
vy
OR¢: 1P US)'RemG§2OOO = 0, (3.89)
82Ugm B UG
aR% 1P US)|RemG§2000 - _2M_LUS' (3.90)

Remarque : contrairement au cas stratifié, la dérivée seconde 9*(UZ™)/OR
bien définie au point (17, P, Ug).

2G| est
Re,, <2000

Lorsque I’écoulement du gaz n’est pas laminaire, i.e. Re,,g > 2000, une résolution explicite
de (3.71) est impossible. Notons que ¥ et Ug ne peuvent étre simultanément nuls dans le cas
annulaire. Dans le cas général, la solution UZ™ doit étre calculée numériquement a I’aide d’une
méthode itérative : on peut vérifier graphiquement que les relations (3.88) et (3.89) restent
vraies lorsque Re,,¢ > 2000. Nous en donnons quelques exemples sur les figures 3.7, 3.8 et 3.9.

En conséquence, nous admettrons que les relations (3.88) et (3.89) sont aussi de bonnes
approximations lorsque I’écoulement n’est pas laminaire :

uven(1—,P,Us) = Ug, (3.91)
17, P U = 0. 3.92
e 1 ) (3.92)

Plus rigoureusement, on peut calculer erreur relative commise en prenant la formule (3.76)
pour calculer UE™ lorsque Re,,g > 2000. Pour cela, on évalue le quotient :

UE"(Ra, P,Us) — (UE")1am(Ra, P, Us)
(Uaénn)lam(RGv P7 US)

EE"(Rg, P,Us) = (3.93)

ot (UE™)1am est donné par la formule (3.76) tandis que UE™ est calculé de maniere implicite
a partir de (3.71).

Nous avons tracé la courbe Rg — |EG™(Rq, P, Us)| pour Rg proche de un et P, Ug fixés.
Nous en donnons quelques exemples sur les figures 3.10, 3.11 et 3.12 ou est tracé |[EE™| en
fonction de R pour différentes valeurs de Re,,¢ et de 8. Nous constatons qu’elle reste proche
de zéro si R est voisin de un.

Aussi, nous admettrons que la relation (3.79) continue d’étre une bonne approximation
lorsque I’écoulement du gaz n’est pas laminaire :

Rg—1—
)

U8 (Rq,P,Us) "~ K(P)(1—Rg)*+ Us, (3.94)

3.3.3 En dehors des voisinages de R =0 et Rg =1

Lorsque le taux de vide n’est pas proche de zéro ou un, tous les types d’écoulement sont
possibles, a savoir dispersé, intermittent, stratifié ou annulaire. Néanmoins, d’apres les criteres
de transition décrits dans la section 1.7, I’écoulement dispersé n’existe pas si Rg > 0.52 et
I’annulaire est impossible lorsque Ry > 0.24, i.e. Rg < 0.76.
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Figure 3.7 : Courbe Rg — UE"™(Rq, P,Us) ; Repa ~ 2209, 6 = 90°.
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Figure 3.8 : Courbe Rg — UE"™(Rq, P,Us) ; Repma ~ 8839, 6 = —90°.

Us -—
4.0002 Ug_ann -+- 7|

4.0000

e
et
o

3.9998 A g
3.9996 & 1

3.9994 | A B

Vitesse superficielle (m/s)

3.9992 |- A R
3.9990 |- # ]

39088 [ ¥ 1
¥

Rg

Figure 3.9 : Courbe Rg — U&"™(Rq, P,Us) ; Repmg ~ 17679, 6 = 0°.
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Figure 3.10 : Courbe Rg — |EE"(Rq, P,Us)|; 6 = 90°.
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Figure 3.11 : Courbe Rg — |E{"(Rq, P,Us)|; § = —90°.
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Figure 3.12 : Courbe Rg — |E}G"™(Ra, P,Us)|; 6 = 0°.
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Si le taux de vide est compris entre 0.52 et 0.76, ’écoulement est donc intermittent ou
stratifié. Néanmoins lorsque la conduite est verticale, le stratifié n’existe pas, que le flot soit
ascendant ou descendant. C’est aussi vrai si ’écoulement est fortement incliné et ascendant mais
faux dans le cas descendant (voir section 1.7). Pour simplifier le probléme, nous supposerons
que les troncons du pipeline peuvent étre uniquement verticaux, horizontaux ou légerement
inclinés (de quelques degrés) par rapport a I’horizontale.

En d’autres termes, lorsque le pipe est vertical (i.e. § = +7/2) et 0.52 < Rg < 0.76,

Pécoulement est intermittent et la loi de glissement est donnée par (1.21) :

0= Ynt(Ra, P,Va, Vi) = Vo — Cins(0) [(1 — Rg)VL + RaVa] — ui™ (P, 6) (3.95)

ott u(P,0) est donnée (1.16) et Cint(0) est une valeur constante fournie, par exemple, par

(1.20) lorsque 6 = /2 et comprise entre 0.95 et 1.2 lorsque § = —m/2.

En notant U th pour désigner Ug = RgVi dans le cas intermittent, (3.95) s’écrit aussi sous
la forme :

UE"(Ra, P,Us) = Re [Cint (0)Us + uif (P, 0)] . (3.96)
En particulier : 4
8Ug}t int
(Rg, P,Us) = Cint(0)Us + ug"™ (P, 0), (3.97)
ORa
Ut
Rg,P,Ug) = 0. 3.98
8R2G ( Gy 1 S) ( )

Lorsque la conduite est horizontale ou légerement inclinée et 0.52 < Rg < 0.76, le critere
(1.64) permet de prédire la transition de ’écoulement stratifié vers le non stratifié, en ’occurence
I'intermittent. Malheureusement, ce critere dépend de la vitesse du gaz V. La valeur du taux
de vide ou se produit la transition est donc loin d’étre triviale.

Dans le cas intermittent, Ug est donnée par (3.96), valable aussi pour un écoulement
horizontal ou légérement incliné. Dans le cas stratifié, Ug est calculée de fagon implicite a
partir d’une relation similaire & (3.11) :

ValVe| Sa(Ra) ViIVL| St(Re)

0 = fo(Ra, P,Vg)pa(P) — fL(Rg, P, VL) pL(P)

2 Ac(Rg) 2 An(Rg)
+ flBe.PVelpa(P) E s e [ s
— [pu(P) ~ pa(P) gsin (0) (3.99)

ou le tenseur 7; est donné cette fois - ci par (1.36) (voir discussion page 18).

L’hypothese (3.17) n’est plus forcément vraie pour un taux de vide compris entre 0.52 et
0.76. On peut choisir d’exprimer f; a l'aide de la corrélation (1.37) :

hr(R RgV,
fi(Ra, P,Vg) = fa(Ra, P,Ve) |1+ 15 L(DG) ( UG ¢ _ 1) H(RcVe — Uco)|  (3.100)
GO
ou H est la fonction de Heaviside :
1 sizx>0
= - 101
H(@) {0 siz < 0. (3.10)



3.3. ANALYSE MATHEMATIQUE DES ECOULEMENTS ET DES TRANSITIONS 29

Uco = 5v/pco/pa m-s~1; pao est la masse volumique du gaz & la pression atmosphérique. h,
est la hauteur liquide donnée par la formule (1.39). Cette formule de f; a malheureusement
I'inconvénient d’étre discontinue lorsque RaVa = Ugo.

Une corrélation tres simple est parfois employée pour exprimer le coefficient f; [42, 151, 161]

fi =0.0142. (3.102)

Ouyang L. a plus précisément démontré que (3.102) est une bonne approximation de (3.100)
si le rapport hz/D n’est pas proche de zéro [122]. Nous verrons plus loin que ce rapport est
compris entre entre 1/4 et 1/2 lorsque R¢ varie de 0.52 & 0.76. Nous imposerons donc la
corrélation (3.102) pour déterminer le coefficient de frottement interfacial.

En appliquant la formule (3.12) pour calculer les coefficients f1, et fg, la loi de glissement
(3.99) s’écrit :

,Bg(Rg, P, VG)(I)CYG(UG) + BL(RGW P, VL)(I)OéL(UG - US)
+ B (Rg, P)y(Ug — RaUs) = S(Ra, P) (3.103)

en tenant compte de la relation :
(1= Rg)*RE®0(Ve — Vi) = ¢ [RLRq (Ve — Vi) = ®0(Ug — RqUs). (3.104)

Ba, Pr et ¥ sont donnés respectivement par (3.21), (3.22) et (3.24) tandis que GV est
fourni par la formule suivante :

B (Ra, P) = fipa(P) 2 sin [0 Rg) /2 (3105)

ou f; est donné par (3.102).

Le calcul implicite de Ug est ensuite effectué apres avoir transformé 1’équation (3.103) de
la facon suivante :

Ba(Ra, P,Uq)®u. (Ug) + Br(Ra, P,Us, Ug)®a, (Ug — Us)

+ B7°“(Rg, P)®o(Ua — RqUs) = X(Rgq, P) (3.106)

ou
Ba(Ra PUG) 2 Ba(Ra, P,Us/Ra), (3.107)
Bi(Re, P,Us, Us) *2Y BL(Re, P,(Us — Ug)/(1 — Re)). (3.108)

Afin de déterminer le taux de vide critique ou se produit la transition stratifié-intermitent,
nous définissons la vitesse superficielle critique du gaz associée au critére de transition (1.64);
cette vitesse dépend de Rg et P mais pas de Ug :

1/2
it hi(Ra)\ | lpL(P) — pa(P)] g cos0Ra
US(Rg, P) = Re; (1 — (3.109)
a (g G( D > pG(P)%(RG)
L

D’apres la relation (1.65), US® s'écrit aussi sous la forme :

hL<RG)>1/4 (1 ~ hi(Rg)

crit crit —1/2 p3/2 o
Ug (R, P) = C5"(P) (1 — cos [Q(Re)) /2 R (M1 S) T )
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ol

7D [pL(P) — pa(P)] gcos ]/
pc(P)

Notons que |0| est strictement inférieur & 7/2 puisque le pipe est horizontal ou légerement

incliné. C&¥(P) est donc bien défini et est strictement positif.

CE'(P) = (3.111)

Nous déterminons ensuite le taux de vide critique RCGT“ pour lequel la vitesse U est
égale a U g”. Nous résolvons donc I’équation (3.106) par rapport a R, les variables P, Ug
étant fixées et Ug remplacé par UZ™ :

BE" (Ra, P)ag (UG (Ba, P)) + BL " (Ra, P, Us)®ay (UG (Ra, P) = Us)

+ B(Rg, P)®o(UG"(Ra, P) — RaUs) = £(Rg, P) (3.112)

ol
&Y (Ra, P) = Pa(Rag, P, UL (Rg, P)), (3.113)
ﬂCLMt(Rg,P,Us) = ,BL(Rg,P,US,Uth(Rg,P)). (3.114)

Avant de poursuivre notre discussion sur les éventuelles solutions de (3.112), il est nécessaire
d’étudier les propriétés des fonctions UZ et U™,

Tout d’abord, nous remarquons que lorsque (2 varie entre 0 et 7, la courbe Q +—  —sin ()
peut étre approchée par la parabole Q — Q2/7. De (1.27), nous déduisons I’approximation
suivante, valable lorsque 2 varie entre 0 et m ou encore pour 1 — R compris entre 0 et 1/2 :

Q =m/2(1 — Rg). (3.115)

Ainsi lorsque Rg varie de 0.52 & 0.76, Q(R¢) est strictement compris entre 27/3 et 7. Le

rapport :
hr(Rg) (1.39) 1 { (Q(Rg)ﬂ
D =3 1 — cos 5 (3.116)

varie donc entre 1/4 et 1/2.
En différenciant (1.27), nous trouvons :

dQ) 2w

= . A1
dRg cos(2) —1 (3.117)
Nous en déduisons la dérivée de la hauteur liquide par rapport a Rg :
dRq 2 cos[QRg)] — 1 ‘

Elle est négative lorsque R est compris entre 0.52 et 0.76.

Finalement, la dérivée partielle de Uc”t par rapport a Rg vaut :

WE (ke )

— P~ conlRe)) R ("Lf@)l“ (1 - futhie))

(20 225) e (M52) (- 25)) o] e
o (4 (- e
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On vérifie trés facilement qu’elle est strictement positive lorsque Rg varie de 0.52 a 0.76 et

donc que U&™ est strictement croissante entre ces deux valeurs, & P fixé.

La courbe
Ug™(., P):]0.52,0.76] — R*
Rg +— UZ"*Rg,P) (3.120)
est donc continue (voir (3.110)) et strictement croissante.
Des calculs numériques montrent que la courbe :
Ugrat(. P,Ug) :]0.52,0.76] — TR
Rg +—— U™ Rg, P,Usg) (3.121)
n’est pas toujours monotone, a P, Ug fixés.

Néanmoins, les courbes (3.120) et (3.121) s’intersectent au plus, une fois lorsque R¢ varie
de 0.52 a 0.76. Ce constat est purement numérique. Il a été vérifié pour des pressions P et des
vitesses superficielles Ug variant sur des échelles suffisamment grandes pour que nous puissions
I’admettre dans le reste de notre exposé. Plus précisément, nous avons fait varier P entre 0.1 et
100 bar tandis Ug était compris entre 0.01 m/s et 20 m/s. Nous en donnons quelques exemples
sur les figures 3.13, 3.14 et 3.15.

16

Us ——
Ug_strat —+-
Ug_crit -8--
Ug_int -x
14 | ]
e e S S TS

- .

a
10 =22

Vitesse superficielle (m/s)

L L L L L
0.52 0.56 0.6 0.64 0.68 0.72 0.76
Rg

Figure 3.13 : Vitesses superficielles du gaz : critique, stratifiée et intermittente; P = 1bar,
Us=13m.s!, 6 =5°.

Nous ferons donc I'hypothese que (3.112) admet au plus une solution entre 0.52 et 0.76.
En d’autres termes, il ne peut exister qu’une seule transition entre le stratifié et 'intermittent
lorsque Rg varie de 0.52 a 0.76, P et Ug étant fixés. Il serait intéressant de démontrer un tel
résultat, aussi bien de facon théorique que de maniere expérimentale...

Sachant que les fonctions U‘gmt et Ug“ sont continues par rapport a Rg sur 'intervalle
10.52,0.76[, deux cas sont possibles :

- L’équation (3.112) n’admet aucune solution dans ]0.52,0.76] : il reste a déterminer
la position de la courbe Rg — U (Rq, P,Us) par rapport & Rg — UZ%(Rg, P)
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Figure 3.14 : Vitesses superficielles du gaz : critique, stratifiée et intermittente; P = 1bar,
Us=>5m.s"t, 6 =—5°.
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Figure 3.15 : Vitesses superficielles du gaz : critique, stratifiée et intermittente; P = 3bar,
Us =5m.s~t, 6 =0°.
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en comparant leur valeur pour un taux de vide Rf compris entre 0.52 et 0.76. Si
Ugrat(RE, P,Ug) est inférieur (respectivement supérieur) a US"(RE,, P), I'écoulement
est stratifié (resp. intermittent) pour tout Rg €]0.52,0.76].

- L’équation (3.112) admet une solution RZ® dans ]0.52,0.76[ : si le signe de la dérivée

Ut |9R¢ au point (RE™, P, Ug) est positif (respectivement négatif), 'écoulement est

stratlﬁe (resp. intermittent) pour tout 0.52 < Rg < RZ™ et intermittent (resp. stratifié)
pour R‘é”t < Rg < 0.76.

Dans ce dernier cas, nous constatons & nouveau que les critéres de transition, en ’occurence
le critere (1.64), induisent des discontinuités car nous n’avons pas forcément égalité entre
Ugrat(RE® P Ug) et UBY(RE™ P,Ug). Cependant, nous allons voir qu’il est possible de
contourner cette difficulté en construisant une loi synthétique qui ne requiert pas le calcul
explicite de la valeur de Rgit.

3.4 Construction de la loi synthétique de glissement

Résumons maintenant tous ces résultats. Lorsque Rg est proche de zéro, 1’écoulement est
dispersé. La vitesse Ug, que nous avons notée U% o7, vérifie les relations (3. 8) (3.9) et (3.10).
Nous en déduisons les conditions qui doivent étre imposées sur la fonction v , définie par (3.3),
au point limite (07, P, Ug) :

¢(0+>P7US) = 07 (3122)
0 1S
agg (07,P,Us) = CaispUs + ul*?(P,0), (3.123)
2
ng (0", P,Us) = 0. (3.124)

Lorsque Rg est proche de un, I’écoulement est stratifié ou annulaire. Dans les deux cas,
3.6) est satisfaite; les limites U (17, P,Ug) et U%"(1~, P,Ug) valent exactement Ug :
G G

Y(17, P,Us) = Us. (3.125)

Les relations (3.60) et (3.92) entrainent aussi :

o

aRG( 1,P,Ug) = 0. (3.126)

Par contre, 9*Ug/ORZ, n’est pas forcément définie au point limite (17, P,Usg) si le flot est
stratifié (voir (3.58)). Aussi, nous n'imposerons aucune condition sur 82¢/OR% (17, P, Us).

Lorsque Rg est compris entre 0.52 et 0.76, ’écoulement peut étre stratifié ou intermittent.
Si la conduite est verticale (i.e. § = £7/2), le flot est nécessairement intermittent (voir section
3.3.3). v satisfait alors les relations (3.96), (3.97) et (3.98), quelque soit Rg €]0.52,0.76] :

¥(Re, P,Us) = R |Cout(6)Us + uif" (P.6)] (3.127)
ov ——(Ra, P,Us) = Cint(0)Us + uf" (P, ), (3.128)
ORg
9%

8R2 (Rg, P,Ug) = 0. (3.129)
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Lorsque la conduite est horizontale ou 1égerement inclinée, des calculs sont nécessaires pour
déterminer si le flot stratifié ou intermittent. De facon pratique, nous calculons les valeurs de
Uglrat ot UZ" aux points (R%, P,Us) et (RY, P,Us) grace aux relations (3.106) et (3.110); R%
et R% sont des taux de vide choisis dans l'intervalle ]0.52, 0.76[, respectivement proches de 0.52
et 0.76.

Nous définissons ensuite les différences :

AL(P,Us) = U (RS, P,Ug) — UL"(RY, P), (3.130)
Ay(P,Us) = U (RY, P,Us) — USH(RY, P). (3.131)

(
Sachant que les courbes (3.120) et (3.121) s’intersectent au plus une fois lorsque R varie de
0.52 & 0.76 (voir page 61), quatre cas sont possibles en fonction des signes de A,(P,Ug) et
Ay(P,Us) :

(1) Au(P,Us) > 0 et Ay(P,Ug) > 0 : I’écoulement est intermittent quelque soit Rg €
2, RP.] (voir figure 3.13).
GG

(2) AL(P,Us) <0 et Ay(P,Us) < 0 : I'écoulement est stratifié quelque soit Rg € [R%, RY]
(voir figure 3.14).

(3) Au(P,Us) > 0 et Ap(P,Ug) < 0 : Péquation (3.112) admet une solution RZ® dans
intervalle |R%, RY%]. L’écoulement est intermittent si R: < Rg < R&M et stratifié si
R& < Re < RY, (voir figure 3.15).

(4) AL(P,Us) < 0 et Ay(P,Us) > 0 : (3.112) admet une solution R%* dans [R%, RY|.
L’écoulement est stratifié si R, < Rg < Rgit et intermittent si Rgit < Ra < RbG

Dans le premier cas, I’écoulement est intermittent : ¢ satisfait les relations (3.127), (3.128),
(3.129), quelque soit Rg € [R%, RY].

Dans le second cas, le flot est stratifié. ¢ est donnée par U™ que nous calculons de fagon
implicite a partir de (3.106). Les dérivées partielles de 1 par rapport a R sont calculées par
différences finies en définissant ARs comme une constante proche de zéro, indépendante de
R¢. Nous avons donc les relations suivantes, vraies quelque soit Rg € [RE, Rlé] :

"Lﬂ(R(;,P, Ug) = USGtMt(Rg,P, US), (3.132)
O Ugira(Rg + ARg, P,Ug) — U™ (Rg — ARg, P, Us)
oy p _ 1
) P
) 9 (Re+ ARG, P.Us) — 2V (Rg — ARg, P.Us)
9V (g, pUs) = O it . (3.134)
ORZY 2ARg

Dans les deux premiers cas, on peut donc choisir un taux de vide Ry, de facon arbitraire
dans I'intervalle [R%, Rlé] ol seront imposées la valeur de v et celles de ses dérivées par rapport
a Rg, jusqu’a l'ordre deux.

Dans les deux derniers cas, une transition entre le stratifié et 'intermittent a lieu en
R P Ug). Plutot que de résoudre (3.112) pour déterminer la valeur de R%%, nous im-
G
poserons simplement la valeur de 1 et celles de ses dérivées aux points (R&, P,Ug) et
(R’é,P, Us). Par exemple, si le flot est intermittent en R, 1 vérifiera les relations (3.127),
3.128) et (3.129) au point (R%, P,Ug). De la méme fagon, si I’écoulement est stratifié en
G
RY,, 1 satisfera les conditions (3.132), (3.133) et (3.134) au point (R%, P,Us). Nous éludons
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Tableau 3.1 : (Ay(P,Usg) > 0 et Ap(P,Ug) > 0) ou § = £7/2.
(Ra,P.Us) | (07, PUs) | (Rg, P.Us) | (17,PUs)
" 0 (3.127),, . Us
Ov/0R | (3.123) | (3.128) 0
RG:R(;
0% /ORZ, 0 0 -

65

Tableau 3.2 : A, (P,Us) <0 et Ap(P,Us) <0 et |0] #7/2.

(Rg, P,Us) | (0,P.Us) | (R P, Us) | (17,PUs)
0 0 (3'132)|RG:R5 Us
oY /ORg (3.123) (3‘133)|RG=R5 0
0% /ORZ, 0 (3'134)|RG=R5 —~

ainsi les probléemes de discontinuités évoqués plus haut (voir page 63), au point de transition
(Rc”t P,Ug).

En résumé, la fonction ¢ doit vérifier huit relations dans les deux premiers cas : trois en
Rg = 0, trois en Ry, et deux en Rg = 1. Dans les deux derniers cas, ¢ doit satisfaire onze
conditions : trois en Rg = 0, trois en R%, trois en RbG et deux en Rg = 1. Ces différentes
situations sont résumées dans les tableaux 3.1, 3.2, 3.3 et 3.4.

Nous construisons ensuite la fonction ¢ par interpolation polynomiale en tenant compte des
conditions imposées sur ses valeurs et celles de ses dérivées aux points (07, P, Usg), (R§, P, Us),

(17, P,Us) ou (0%, P,Us), (R%, P,Us), (R%, P,Us), (1, P,Us) suivant les cas.

Afin d’alléger les formules, nous poserons les notations suivantes :

Dy ;I)ZJG (0%, P,Us),

e = WU(RG, P.Us), Dib. = (ﬁf (Re, P,Us), D*- = 5;% (Re, P.Us),
o = VR PUS). Dit = S-(R P.US), D = 5o (6 PUs).
G = (G PUS), D= (R PUS), Dy = 50 (R, PUs).

Premier cas :

3.3
Us "2 (Ra, P,Us) = ¥1(Ra, P, Us)jo,rz)(Re) + ¥12(Ra, P,Us)Lige 1)(Ra)  (3.135)
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Tableau 3.3 : Ay (P,Ug) > 0 et Ap(P,Ug) <0 et |0] # /2.

(Rg, P,Us) | (0+,P,Us) | (R%,P,Us) (R%,P,Us) | (17,P,Us)
" 0 (3120), L, | 3132, Us
0V/OR | (3123) | (B128), . | (3133, 0
0% /OR, 0 0 (B134)) .

Tableau 3.4 : A, (P,Us) <0 et Ap(P,Ug) >0 et 0] # /2.

CHAPITRE 3. LOIS SYNTHETIQUES DE GLISSEMENT ET DE FROTTEMENT

(Re, P,Us) | (0F,P,Us) | (R, P,Us) | (R%,PUs) | (17,PUs)
¥ 0 (3132), (3.127)|RG:R% Us
oV /0Rg (3.123) (3'133)|RG:R“G (3'128)|RG:RE 0
0% /ORZ, 0 (3.134)|RG:R% 0
avec
10t 6Dvpg + 4Dy | 5
Y (Ra, P,Us) = DvoRe+ |53 — . ] R
(Rg)? (Rg)? ¢
15¢, 8Dy + mw*] s, | v Do+ Dy s
l (Rg)* (Rg,)? ¢ @®E (Rg,)!
«(Re —1)?[142R¢ + 3R% — 4(1 + 2R¢)RE, + 6(RE,)?
(R —1)
B D (Re — 1)*(1 + 2R¢ — 3RE)(Re — RE)(RE — 1)
(Rg —1)*
Us(Rg — RE)?(—4+ 3Rg + RE)
(Rg —1)* '
La fonction indicatrice 1 est définie sur IR de la fagon suivante :
(1 sizé€a,b],
Lo (@) = {0 six & [a,b]. (3.136)
Deuxiéme cas :
3.3
Ug & V(Rg, P,Us) = ¥ (Ra, P,Us)ljg gz (Ra) + ¥22(Ra, P, Us) g 1)(Rg)  (3.137)

avec

10,
(R;)?

6D + 4D,
(R&)?

D2,
2R,

Y21(Rg, P,Us) = DiyoRg +

R¢;
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N [_ 15¢. | 8Dyo + 7D, D2¢*] R

(RE)* (RE)? (R&)?

614 Dy + D, qu/)* 5
* [(R*GP P Ry 2<R*G>3] e

2 2 * *
¥oo(Ra, P,Ug) = bafic —1)" [1 +2R6 dl—(;fG__l)i(l +2Re) g + 6(FG)
G
_ Du(Rg —1)*(1+2Rg — 3RE)(Re — RE)(RE — 1)
(R — 1)1
D*¢.(Rg — 1)*(Rg — R;)*(RE — 1)°

* 2Rt — 1)1
. Us(Rg -~ Rg)*(4 — 3Rg — Rg)

(Rg —1)*
Troisiéme cas :

(3.3)

Ue = ¢(Ra, P,Us) = vs1(Ra, P,Us)ljpe)(Ra) + ¢32(Ra, P,Us)iga ge1(Ra)

+ ¥33(Ra, P,Us)jpe 11(Ra) (3.138)

avec

Y31(Ra, P,Us) = DioRg +

10, 6Dt + 4Dwa] 3
- G

(RE,)? (R%,)2
15¢a 81)#@ +’7l)¢b 4 6¢b l)wO‘Fl)¢b 5
— R -3 R,
T me) (R, ¢ T | (Re)s (R%)*

ﬂBQ(I%Ga}ZZJS)
_(Rg — R4)*(Rg — RY)*D*yy  (Rg — RE)(Ra — R)*(3Rg — 4RE + RY) Dia
2R, — Re)? B (R — Re)!
Rg — R%)?(Rg — RY)(BRg + R% — 4R%) Dy
G G G G
(R — Rg)!
(Rg — RY,)® [6RY + 10(RE)? — 5RERY, + (RY)? + 3Ra (~5RY + RY)| va
(R — Re,)®

(Rg — RE)? [6R% + 3RGRE + (RE)? — 5RY (3Ra + RY) + 10(RY)?| v

(R — Rg,)® ’

Up(Re — 1)? |1+ 2Rg + 3R, — 4(1 + 2Rg)RY, + 6(RY%,)?
¢B3(Z%G7I%IJS) = [ ]

(Rg; —1)*
_ Dyy(Rg —1)*(1 4+ 2Rg — 3RY)(Rg — RY)(RY, — 1)
(Rg; — 1)
N D%y (Re — 1)2(Rg — R%)?(RY, — 1)2
2(RY, —1)4
N Us(Rg — R%)%(4 — 3R — ng;).

(Rg —1)*
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Quatrieme cas :

3.3
Ue "2 4(Re.P.Us) = tu(Re, P.Us) U pe)(Re) + Yua(Re, P.Us) e o (Ro)

+ Ya3(Ra, P,Us)jpe 11(Ra) (3.139)

avec

Ya1(Ra, P,Us) = DioRg + — +

10t, 6Dt +4Dv, D% | 4
R

(R&)? (R&)? 2R
N l_ 1500, 8DY0+7D¢%a DY | oy
(Re)'  (ReP  (BeP| ¢
6va Do+ Da  D*a |
-3 Rz,
i l(RaGP (R 2<Rz~>3]

1/}42(RG) Pa US)
(Rg — RE)*(Rg — RE)*D*¢q  (Rg — RE)(Ra — RE)*(3Rg — 4RE + Ry;) Dy

2(R% — RY)3 (R% — R, )
(Rg — R%)3(Re — RY)(3Rg + R% — ARY) Dy,
(R — Rt
(Rg — R%)? [6R + 10(RE)? — 5RERY, + (RY)? + 3Ra (~5RE + RY )| .
’ (Re; — RG)?
(R — RY)* [6RY + 3R R + (RE)? — 5RY (3Rg + RE) + 10(RE)?|
) (Rg; = R&)° |

Up(Re — 1) |1 4+ 2R¢ + 3R% — 4(1 + 2R¢) R, + 6(RY,)?
¢43(RG7P7 US) = |: :|

(RE, — 1)1
Diy(Rg — 1)%(1 + 2Rg — 3R%)(Rg — RY) (R, — 1)
(RY, — 1)
Us(Rg — R%)?(—4+ 3Rg + RY)

(Rg — 1 ‘

Lorsque la conduite est verticale (i.e. § = £7/2), la loi de glissement (3.3) est donc décrite
par I’équation (3.135). Si la conduite est horizontale ou légerement inclinée, la loi de glissement,
(3.3) est décrite par I'une des formules (3.135), (3.137), (3.138) ou (3.139), le choix dépendant
des signes de A, (P,Us) et Ay(P,Usg).

Nous constatons que dans tous les cas, ¥ est un polynéme d’ordre cing en Rg dont les
coefficients ne dépendent que de P et Ug. Afin de simplifier les formules, nous avons choisi
de construire la fonction ¢ par morceaux au lieu de la déterminer sous la forme d’un unique
polynéme d’interpolation défini pour tout R¢ € [0, 1]. Ainsi dans le premier exemple, 1) est une
fonction composée de deux polynomes en R, construits respectivement dans les intervalles
[0, R et [RE,1]. Leurs dérivées coincident en (R, P,Us) jusqu’a l'ordre deux.

La loi de glissement (3.3) est donc de classe C? par rapport & Rg sur lintervalle |0, 1[. En
ce qui concerne sa régularité par rapport aux deux autres variables P et Ug, rappelons que
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celles-ci varient dans un domaine ot les lois de glissement exprimées dans la section 1.5 ont un
sens. En particulier, si nous nous restreignons a I'un des quatre cas décrits plus haut, P et Ug
varient dans un domaine plus petit ou les signes de A, (P, Ug) et Ay(P,Ug) sont préservés.

Lorsque I’écoulement est vertical, on vérifie facilement que (3.3) est de classe C* par rapport
aux variables P et Ug. Elle est au moins de classe C? dans les autres cas, ¢ étant la régularité
des coefficients Cg, CL, ag et ar, (formules (3.13) et (3.16)) intervenant dans I’équation (3.106)
pour le calcul de U gmt.

Si la conduite n’est pas verticale et que 1'une des différences (3.130) ou (3.131) change de
signe au cours d’une simulation, la loi de glissement (3.3) est remplacée par une autre formule
parmi (3.135), (3.137), (3.138) ou (3.139). Ce changement induit probablement des singularités
car ¢, 0v/Rg et 0%/ Ré ne coincident pas forcément dans les cas intermittent et stratifié au
point (R, P,Us) (respectivement (R, P,Us)) lorsque A, (P, Us) (resp. Ay(P,Usg)) s’annule.

Néanmoins, de fagon générique, les variables P et Ug d’un écoulement stationnaire ne
satisfont pas les égalités A, (P,Us) = 0 ou Ay(P,Us) = 0 en tout point d’un pipe droit. Nous
pouvons donc admettre qu'un point d’équilibre (ou écoulement stationnaire) possede toujours
un voisinage dans l’espace des variables (2.57)-(2.58) ou A, (P, Us) et Ap(P,Us) ne changent
pas de signe.

Autrement dit, dans le cadre d’une étude locale de stabilité d’un écoulement stationnaire
d’un systeme pipeline-riser, nous admettrons que les variables P et Ug peuvent étre perturbées
sans que la loi de glissement (3.3) doive étre remplacée au cours d’une simulation.

En ce qui concerne la simulation numérique, la plupart des auteurs de modeles simplifiés
sur le severe slugging admettent une hypothese similaire. Plus précisément, dans le cas d’un
systeme a deux trongons du type pipe-riser, il est admis que I’écoulement dans le pipe doit étre
stratifié pour que les oscillations du severe slugging apparaissent [61, 140, 143, 144, 163] (Ce
n’est pas toujours vrai si le pipeline admet plus de troncons [108]).

Cette hypothese est évidemment restrictive car elle est imposée partout dans le pipe, quelque
soit la valeur du taux de vide et quelque soit 'amplitude des oscillations du severe slugging.
Notre loi synthétique de glissement est donc beaucoup plus satisfaisante d’un point de vue
théorique et surtout reste valide quelque soit Rg compris entre zéro et un.

Nous donnons quelques exemples de lois synthétiques de glissement sur les figures 3.16, 3.17
et 3.18 qui correspondent respectivement aux trois cas présentés sur les figures 3.13, 3.14 et
3.15. Ces trois exemples correspondent aussi aux trois premieéres constructions décrites plus
haut et résumées dans les tableaux 3.1, 3.2 et 3.3.

Nous ne présentons pas d’exemple lié a la quatrieme construction résumée dans le tableau
3.4. 11 semble en effet que la dérivée OUE™ /R donnée par (3.119) soit toujours supérieure
a QU™ /OR¢, quelque soit Rg compris entre 0.52 et 0.76. Ce qui rend le quatrietme cas
impossible. Nous ne démontrerons pas un tel résultat de facon théorique bien qu’il ait un
intérét pratique intéressant.

3.5 Pourquoi une loi synthétique de frottement ?

En ce qui concerne le frottement pariétal (2.32), les transitions entre les écoulements induisent
aussi des singularités. A titre d’exemple, lorsque les flots sont verticaux ascendants, le frotte-
ment (1.63) doit étre remplacé par l'expression (1.62) des que le critere (1.78) est vérifié. La
transition n’est continue que si la fraction de poche [ (voir section 1.6.4) est nulle au moment
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Figure 3.16 : Vitesses superficielles du gaz et du liquide ; P = 1bar, Ug = 13m.s™1, 6 = 5°.
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Figure 3.17 : Vitesses superficielles du gaz et du liquide ; P = 1bar, Us = 5m.s™', § = —5°.
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Figure 3.18 : Vitesses superficielles du gaz et du liquide ; P = 3bar, Us = 5m.s~!, § = 0°.
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ou (1.78) est satisfait. Ce qui n’est pas garanti puisque le calcul de [ ne dépend pas du critere
de (1.78). 1l est donc nécessaire de construire une loi de frottement plus réguliere afin que le
probleme mathématique résultant de I’étude de notre modele soit mieux posé.

3.6 Présentation de la loi synthétique de frottement

Notre approche est identique a celle proposée pour la construction de la loi synthétique de
glissement. Elle consiste a construire une loi de frottement sous la forme d’une fonction réguliere
de Rg, P, Ug qui représente la synthese des différents types de frottements décrits dans la
section 1.6. Elle sera donnée sous la forme d’une fonction F qui a tout point (Rg, P,Ug)
associe la valeur du frottement pariétal (2.32) :

Fy, = F(Ra, P,Us). (3.140)

De fagon générale, les transitions entre les écoulements se produisent lorsque Rg franchit
une valeur critique (voir section 1.7). En conséquence, F sera construite sous la forme d’un
polynéme en Rg dont les coefficients ne dépendront que de P et Ug. Elle sera définie pour
un taux de vide variant de zéro & un et pour tout couple (P,Ug) variant dans un domaine ou
les lois de glissement exprimées dans la section 1.5 ont un sens. Il sera sous-entendu que les
relations formulées dans les sections suivantes sont vraies quelque soient P et Ug variant dans
ce domaine. Nous éviterons de le rappeler a chaque fois.

F,, doit aussi vérifier des relations de compatibilités. Lorsque R est nul, '’écoulement est
monophasique liquide. Le frottement associé est donné par la formule suivante [71] :

S VLIVL]

VLIV
fL(Rg, P, VL)|RG:02,0L(P) 5

= 20,2V p(P) T

ou S et A désignent respectivement le périmetre et I’aire d’un section droite du pipe :

S = =D, (3.141)
A = 7w(D/2)% (3.142)

fr(0, P, V1) est calculé grace a la formule de Blasius (3.12).

Puisque Vi, = U Llrg=o = Ug| =07 les coefficients Cf, et o, sont donnés respectivement par
(3.13) et (3.16) ou Rey, est remplacé par le nombre de Reynolds Re,,y, :

P D
pLPWUSID _ o (e PV

Remi (P,Us) = 25 Iroo-

(3.143)

Les coefficients CLlRG:
noterons :

o et ar) Rg=0 dépendent donc uniquement des variables P et Ug. Nous

CLipeo = Cmr(P,Us), (3.144)
OL| 0 = OmL(P, Us). (3.145)

Apres simplification, nous en déduisons la relation de compatibilité que F doit satisfaire
lorsque Rg vaut exactement zéro :

: CnmL @ -«
‘7:<0+7P> US) = Rélir%ﬁ' f(RG7P7 US) = 4mMLmL [pL(P)]l e q)amL (US) (3146)
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Lorsque Rg vaut un, I’écoulement est monophasique gazeux. Le frottement associé est donné
par [71] :

S Vao|Va 4 Val|Va
fa(Ra, P, VG)RG_lAPG(P)|2| = pla(l.P, VG)PG(P)|2'

fa(1, P, V5) est aussi calculé grace a (3.12).
Puisque Vi = Ug Rg=1 = Us| Ra=1? les coefficients C'g et ag sont donnés respectivement par
(3.13) et (3.16) ou Req est remplacé par le nombre de Reynolds Re,q :
pc(P)|Us|D
e

Repq(P,Us) = = Reg(Rg, P, Vg)| (3.147)

Rg=1"

Les coeflicients Cg Rg=
noterons :

, et ag Rg=1 dépendent donc uniquement des variables P et Ug. Nous

C6|pyer = Cma (P, Us), (3.148)
G| p—y = @ma(P,Us). (3.149)

D’ou la seconde relation de compatibilité que F doit satisfaire lorsque R¢g vaut exactement
un :

— . CmG « —
FOI7.P.Us) = lim_F(Re P.Us) = A5 it [p6(P))' ™" o, (Us).  (3150)

Remarque : bien que le frottement F), dépende de facon générale des quatres variables Rg,
P, Vi, Vi, (voir section 1.6), la connaissance des trois variables Rg, P, Ug suffit a le calculer
car :

Y(Rg, P, Us)

Vo = Ve(Rg,PUs) = o (3.151)
Us —¢¥(Ra, P,U
Vi = Vi(Rg,P,Us)=—> f(_}c%G s) (3.152)

ou Y(Rgq, P,Ug) est donné par la loi synthétique de glissement (3.3).

3.7 Analyse mathématique du frottement pariétal

Afin de construire F sous la forme d’une fonction réguliere de R, P, Ug, nous allons estimer
sa valeur, ainsi que celle de ses dérivées partielles par rapport a Rg, en certains points
caractéristiques ou le type de I’écoulement sera a priori connu.

3.7.1 Au voisinage de R; =0

Lorsque le taux de vide est proche de zéro, I’écoulement est principalement dispersé (voir section
3.3.1). Le frottement pariétal est fourni par (1.62) :

fm(Pa US)

Fsr(Rg, P,Ug) =2 5

[pL(P)(1 = Ra) + pa(P)Ra] Us|Us|. (3.153)
Le coefficient de frottement f,, est calculé a l’aide de ’équation de Blasius (3.12) :

fm = Cpr(Remr) " (3.154)
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Repr, Cmr et oy, sont respectivement donnés par (3.143), (3.144) et (3.145).

Nous en déduisons 'expression simplifiée de (3.153) :

C (03 (03
Fy*(Rg, P,Us) = 4D1+a g " (P) [pL(P)(1 = Ra) + pa(P)Ra) ®a,,, (Us) (3.155)

ou @, , est donnée par (3.19).

Nous avons aussi :

oFdisy Ol wry -

6RG (R, PUs) = Appa—nr” pr," " (P) [pc(P) — pr(P)] @a,,, (Us), (3.156)
62Fdzsp

8R2 (Re, P,Us) = 0, (3.157)

sachant que «,,s, et Cp,1, ne dépendent pas de Rg.
Nous en déduisons le frottement limite lorsque Rg tend vers zéro :

F¥se(0*, P,Us) = lim F¥P(Rg, P,Us)

Rg—0+

CmL —aum,
Ditams pgmt [PL(P)]l Lo, (Us). (3.158)

= 4

Quant aux dérivées partielles de F' g“p par rapport a Rq, leurs limites satisfont :

8Fdzsp 8Fdzsp
TRg VDU = m S (P US)
CmL « a
= Apma " e (P) 6 (P) = pr(P)] Pa,,, (Us), (3.159)
aZFdisp 82Fdzsp
Spr (07, P.Us) = i aR2 (R, P,Us) = 0. (3.160)
G —

3.7.2 Au voisinage de R; =1

Lorsque Rg tend vers 1, I’écoulement peut étre stratifié ou annulaire (voir section 3.3.2).
L’expression du frottement est dans ce cas donné par (1.60) ou (1.61). Nous allons tout d’abord
traiter le cas stratifié.

3.7.2.1 Le cas stratifié

La loi de frottement de 1’écoulement stratifié s’exprime sous la forme suivante :

F;trat(RG, P, US)

St(Rea) P Vi(Ra, P,Us)|VL(Ra, P,Us)|

pL(P) 5

Sa(Re) Va(Ra, P,Us)|Va(Ra, P,Us)|
" pa(P) 5

Vi(Rg, P,Ug)|VL(Rg, P, U,
o1(P) L(Ra s)|2 L(Ra s)|

Va(Ra, P,Us)|Va(Ra, P, Us)|
2

= fL(RG7P7VL(RG>P7US))

+ fa(Ra, P,Va(Ra, P,Us))
Sr(Ra)

= CL(ReL)iaL

+ Cg(Reg) ¢ ———>pc(P)
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o (pL(P)WL(Rc,R Us)IDL)C’L %mp)@o(wmg,ﬂ Us))

mr
v o (PPN PUSIDGY ™ S6lR6) oy v g, P ). (3161
e A

En remplagant Sg, S1, D¢ et Dy, par leurs expressions respectives (1.42), (1.43) et (1.45),
nous en déduisons I'expression développée de F3% :

207,
(2m)eLg Dltor
2Cq
(2m)*c Dltec a
[2m — Q(Rq)) R oy, [Va(Ra, P,Us)] . (3.162)

F3"(Rg, P,Us) = uz® oo (P)] " [QRe)] " R ®a, [Vi(Re, P,Us)]

+ & lpa(P))' ¢ 2m — Q(Rg) + 2sin [Q(Rg) /2]

D’apres les relations (3.3), (3.25) et (3.26), I'égalité (3.162) s’écrit aussi :

Py (Re PUS) = e s 5 lon (P [9(R)™ (1 = Re)
Pq, [Us — ¥(Rg, P, Us)]
o e oGP 7 (27 RG) + 2sin R /2]
27 — Q(R)] RG> @y [V(Ra, P,Us)] - (3.163)

Plagons - nous maintenant au voisinage de Rg = 1. De (3.27), nous déduisons les relations :

(R (1 — Rg)~2 9= (127)(1+a0)/3(1 _ Rg)(-5+ar)/3, (3.164)

Rg—1—

[2m — Q(Rg) + 2sin [Q(Rg)/2]]°¢ 27 — Q(Re)] (2m)1tac, (3.165)

Ces approximations, associées aux relations (3.33), (3.34) et (3.35), entrainent :

strat Rg—1™ ML 2/3 _4/3Us —9¢(Rg, P,Us)
Fy"(Rg, P,Us) = 16—555(12m)*°(1 = Rg)™ 5

Cma Am@ [pG(P)]liamG (I)osz [¢(RG’ P, US)] . (3166)

+ 4D1+amGMG

D’apres (3.62), nous avons :

Rg—1—

U™ (Rg, P,Us) C(P)(1 — Rg)"/? + Us.

Puisque I’écoulement est stratifié, nous remplagons la vitesse superficielle Us = ¥(Rg, P, Ug)
par U™ (R¢, P,Us) pour en déduire :

strat Rg—1™ KL 2 3C(P)
Fy""(Rg, P,Us) "~ —16—575(12) / —~(1-Rg)

Conet w B
ST o) B, [C(P)(1 — Re) +Us|

+

En faisant tendre R vers un, nous obtenons finalement :

C’VTZG (6% —
Ditag e loa(P)) 6 @0, (Us). (3.167)

F3ri(17,P,Ug) = 4
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Notons que la dérivée partielle de F' ffmt par rapport a Rg n’est pas forcément définie en
Rg =1 : en dérivant (3.166) par rapport & R, puis en remplagant 9v/0R¢g par 'expression

approchée (3.55) de QU™ /9R au voisinage de Rg = 1 dans le cas laminaire, nous en
déduisons :
antrat Rers1—
P G KL 2/3 -2/3
h B PUS g e = 855 (127) *D(1 - Rg)~*Us. (3.168)

3.7.2.2 Le cas annulaire

La loi de frottement de 1’écoulement annulaire s’exprime sous la forme suivante :

Fy""(Ra, P,Us)

SL(RG) VL(Rvaa US)’VL(Rvaa US)’
o P(P) 5

—o, SL(RG) Vi.(Rg, P,Us)|VL(Rg, P,Us)|
C’L(ReL) A 5

- C <pL(P)|VL(RG7PaUS)|DL)_QL Srt(Rg)
L
KL A

= fi(Rq,P,ViL(Rg, P,Ug))

pL(P)

pr(P)®o(VL(Re, P,Us)). (3.169)

En remplagant Sy, et Dy, par leurs expressions respectives (1.49) et (1.52), nous en déduisons
I'expression développée de F"" :

Fo""(Rg,P,Us) = [pL(P)]'"“F R;**®,, [Vi.(Ra, P,Us)]

L o
A e M
C ar, 1-ap -2
4mﬂL [oL(P)] (1= Ra) “®a, [Us — ¢ (Ra, P, Us)] .

Placons - nous maintenant au voisinage de Rg = 1. C, et ar, sont approchés par les formules
(3.35) :
Rg—1— 32

FY"(Rg, P,Ug) "~ ﬁmu — Rg) 2 [Us — ¥(Rg, P,Us)]. (3.170)
D’apres (3.94), nous avons :
ann Rg—17 3
U (Rg,P,Us) =~ K(P)(1—-Rg)’+Us.

Puisque I’écoulement est annulaire, nous remplagons la vitesse superficielle Ug = ¢(Rg, P, Usg)
par U™ (Rg, P,Ug) pour en déduire :

Rg—1~ 32
Fy"™(Rg, P,Us) “~" ——3uK(P)(1 - Ra). (3.171)

En faisant tendre Rg vers un, nous obtenons finalement :
Fpm (17, P,Us) = 0. (3.172)

Comme dans le cas stratifié, nous remarquons que la dérivée partielle de F)"" par rapport
a R n'est pas forcément définie en Rg = 1 : en dérivant (3.170) par rapport & R, puis en
remplacant 0v/0R¢g par I'expression approchée (3.86) de OUE™ /OR¢ au voisinage de Rg = 1,
nous en déduisons :
OFg™" Rg—1— 64

p -1
b (B PUS) = —pbe(l = Ra)Us. (3.173)
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3.7.3 En dehors des voisinages de Rz =0 et Rz =1

Bien que tous les types d’écoulement soient possibles lorsque R est compris entre zéro et un,
nous avons vu dans la section 3.3.3 que I’écoulement est forcément intermittent ou stratifié si
le taux de vide est compris entre 0.52 et 0.76.

Lorsque le flot est intermittent, le frottement pariétal est donné par (1.63) :
F;)nt(RGa Pa US) = ﬁF;S;trat(RG7 Pa US) + (1 - ﬂ)ngsp(RG7Pa US) (3174)

ou F gisP et F5"% sont respectivement calculés & partir de (3.155) et (3.163). Le calcul de la
fraction de poche (3 est loin d’étre trivial (voir section 1.6.4). Nous avons jusque ici évité de la
calculer en admettant notamment que la vitesse du gaz est donnée par la vitesse de translation
des poches Vr dans le cas intermittent (voir section 1.5.1).

Afin de rester cohérent, nous continuerons d’ignorer le calcul de 8 et par conséquent nous
n’imposerons aucune condition sur le frottement pariétal lorsque R¢g est compris entre zéro et
un.

3.8 Construction de la loi synthétique de frottement

Résumons maintenant tous ces résultats : au voisinage de Rg = 0, I’écoulement est dispersé. Le
frottement Fj,, que nous avons noté Fg“p, vérifie les relations (3.158), (3.159) et (3.160). Nous
en déduisons les conditions qui doivent étre imposées sur la fonction F, définie par (3.140), en
Ra=0:

Conl a
FO",PUs) = Adgrtani™ pr(P) " @, (Us), (3.175)
oF Cm o

org 0" PUs) = Api g o " (P) [pa(P) = pu(P)] @a,, (Us),  (3.176)
2

gRQ (0t,P,Us) = 0. (3.177)

Rappelons que les coefficients C,,,1, et oy, dépendent des variables P et Ug.

Lorsque R¢ tend vers un, la relation de compatibilité (3.150) est satisfaite par (3.167) dans
le cas stratifié mais contredite par (3.172) dans le cas annulaire. L’explication est la suivante :
le frottement annulaire ne dépend pas du tenseur de frottement du gaz (1.29). En conséquence,
Fy" tend vers zéro quand la fraction liquide R, = 1 — R approche zéro. Etant donnée la
définition (1.61), le frottement pariétal d’un écoulement annulaire est donc discontinu lorsque
celui-ci devient monophasique gazeux.

En réalité, l'expression (1.61) est approximative lorsque R est trés proche de un car le
film liquide se désagrege et n’a plus une forme aussi parfaite que celle représentée sur la figure
1.12. Aussi nous imposerons que la relation de compatibilité (3.150) soit bien satisfaite :

CnG  a B
Bitang He lpa(P)]' 7 B, (Us) (3.178)

F(17,PUs) =4
Notons que les coefficients Cy,¢ et o dépendent des variables P et Ug.

La fonction F doit donc satisfaire quatre relations : trois en Rg = 0 et une en Rg = 1.
Nous les avons résumées dans le tableau 3.5. Nous n’imposons aucune condition sur les dérivées
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Tableau 3.5 : Loi synthétique de frottement : conditions aux limites.

(Rg, P,Us) | (0%, P,Us) | (17, P,Us)
F (3.175) (3.178)
OFORe | (3.176) -
02 F JOR, 0 -

partielles de F par rapport & Rg au point limite (17, P,Ug) car elles ne sont pas forcément
définies, aussi bien dans le cas stratifié que dans le cas annulaire (voir (3.168) et (3.173)).

Nous construisons ensuite la fonction F par interpolation polynémiale en tenant compte des
conditions imposées sur ses valeurs et celles de ses dérivées aux points (07, P,Ug) et (17, P, Ug).
Nous en déduisons ’expression explicite la loi synthétique du frottement (3.140) :

F, = F(Rg, P,Us) = Fo + DFyR¢ + [F1 — Fo — DFo] R, (3.179)
Ol nous avons posé :
j:O = f(0+7P7US)7 (3180)
Fio= f(1_5P7US)7 (3181)
DFy, = a—f(o+ P,Us) (3.182)
0 - 8RG ) yUS)- .

F est donc un polynéme d’ordre trois en Rg dont les coefficients ne dépendent que de P et
Us. La loi de frottement (3.179) est par conséquent de classe C* par rapport a la variable Rg
sur lintervalle ]0,1[. On vérifie facilement qu’elle est au moins de classe C? par rapport aux
variables P et Ug, q étant la régularité des coefficients Cy,q, CnL, ma €t apr (formules (3.13)
et (3.16)) intervenant dans les relations (3.175), (3.176) et (3.178).

Nous donnons quelques exemples de lois sur les figures 3.19, 3.20 et 3.21.

14000

T T
Frottement ——

12000
10000
8000 -

6000 -

Frottement (Pa/m)

4000

2000

L L L L L L L L L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Rg

Figure 3.19 : Loi synthétique de frottement; P = 1bar, Ug = 13m.s~ 1.
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Figure 3.20 : Loi synthétique de frottement; P = 1bar, Us = 5m.s~ .
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40 |-

20
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0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
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Figure 3.21 : Loi synthétique de frottement; P = 3bars, Ug = 1m.s 1.
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3.9 Validation des lois sur les données de Boussens

Afin de valider expérimentalement les loi régulieres de glissement (3.3) et de frottement (3.140),
nous comparons leurs résultats avec les mesures expérimentales effectuées sur le site ELF de
Boussens.

Les données de Boussens furent relevées sur une conduite dont I’inclinaison pouvait varier
entre —3° et 90°. Les écoulements étudiés étaient stationnaires et diphasiques. La phase gazeuse
était du gaz naturel tandis que la phase liquide pouvait étre de ’eau, du gazole ou encore un
condensat (huile légere provenant de la condensation d’un gaz hydrocarburé).

Deux conduites de diametres 0.0762 m (3 pouces) et 0.1524 m (6 pouces) furent testées
tandis que la pression interne pouvait varier entre 5 bars (5.10° Pa) et 40 bars (4.10° Pa).
Beaucoup de quantités étaient mesurées : taux de vide, pertes de charge, densités, vitesses,
viscosités, tensions superficielles, etc. En ce qui nous concerne, nous comparerons notre loi de
glissement aux données expérimentales en tracant la vitesse superficielle du gaz en fonction du
taux de vide. Chaque graphique correspondra a un seul diametre, une seule inclinaison et des
constituants identiques pour toutes les valeurs de Rg.

En ce qui concerne notre loi de frottement, nous comparerons les pertes de charge
expérimentales a celle prédites par notre modele. D’apres ’équation (1.3), la perte de charge
est égale a :

oP .
e —F, — (prRr + pcRc) gsiné.
Le terme de gravité étant beaucoup plus grand que le frottement pariétal lorsque la conduite
est fortement inclinée, nous nous limiterons & des conduites proches de I’horizontale afin de
valider nos calculs du frottement.

3.9.1 Validation de la loi de glissement

Dans cette section, nous comparons les vitesses superficielles du gaz Ug fournies par la loi de
glissement (3.3) et expérience. La pression dans la conduite est égale 5, 7 ou 10 bars, en accord
avec les domaines de validité des lois thermodynamiques (1.6) et (1.8) que nous avons choisies
pour calculer la densité des deux phases en fonction de la pression.

3.9.1.1 Meélanges de gazole et de gaz naturel

Dans cette section, nous effectuons des comparaisons ou la phase liquide est du gazole tandis
que la phase gazeuse est du gaz naturel. Elles sont représentées sur les figures 3.22 - 3.28.

3.9.1.2 Mélanges de condensat et de gaz naturel

Nous effectuons le méme type de comparaisons mais avec cette fois - ¢i du condensat comme
phase liquide. Les courbes expérimentales et numériques sont représentées sur les figures 3.29
- 3.37.
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Figure 3.22 : Boussens : P =5bars, D =6 , § = —3°, mélange gazole-gaz naturel.
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Figure 3.23 : Boussens : P = Tbars, D = 6", 0 =0°, mélange gazole-gaz naturel.
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Figure 3.24 : Boussens : P = Tbars, D = 6", 0 = 1°, mélange gazole-gaz naturel.
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Figure 3.25 : Boussens : P = 10bars, D = 3", 6 =15°, mélange gazole-gaz naturel.
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Figure 3.26 : Boussens : P = 10bars, D = 3", 6 = 45°, mélange gazole-gaz naturel.
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Figure 3.27 : Boussens : P = 10bars, D = 3", 6 ="15°, mélange gazole-gaz naturel.
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Figure 3.28 : Boussens : P = 10bars, D = 3", 6 = 90°, mélange gazole-gaz naturel.
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Figure 3.29 : Boussens : P = 7bars, D = 6", 0=—0.57°, mélange condensat-gaz naturel.
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Figure 3.30 : Boussens : P = Tbars, D = 6", 0 = 0°, mélange condensat-gaz naturel.

Figure 3.31 : Boussens : P = Tbars, D = 6", 0 = 1°, mélange condensat-gaz naturel.
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Figure 3.32 : Boussens : P = Tbars, D =6, 0 = 4°, mélange condensat-gaz naturel.
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Figure 3.33 : Boussens : P =10bars, D = 3", 0 = 15°, mélange condensat-gaz naturel.
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Figure 3.34 : Boussens : P = 10bars, D = 3", § = 45°, mélange condensat-gaz naturel.
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Figure 3.35 : Boussens : P =10bars, D = 3", 0 = 75°, mélange condensat-gaz naturel.
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Figure 3.36 : Boussens : P = 10bars, D = 3", § = 90°, mélange condensat-gaz naturel.
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Boussens : P =10bars, D = 6", 0 = 90°, mélange condensat-gaz naturel.
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3.9.1.3 Meélanges d’eau et de gaz naturel

Dans cette section, nous effectuons de nouvelles comparaisons mais avec cette fois - c¢i de ’eau
comme phase liquide. Les courbes expérimentales et numériques sont représentées sur les figures
3.38 - 3.39.

10—

Vitesse superficielle (m/s)

—=— Ug expérimentale
--+- Ug numérique

0 T T T T T T T |
0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
Taux de vide

Figure 3.38 : Boussens : P = 10bars, D = 3", 6 =90°, mélange eau-gaz naturel.

3.9.1.4 Conclusion

En comparant les erreurs relatives de chacune des courbes numériques par rapport aux résultats
expérimentaux, nous constatons qu’elles sont globalement invariantes pour tous les tests : la
loi de glissement (3.3) donne de trés bons résultats, aussi bien pour des conduites légerement,
inclinées que verticales. Lorsque le pipe est fortement incliné, les résultats sont aussi satisfaisants
bien que pour simplifier la construction de la loi, nous avions fait I’hypothese que les conduites
devaient étre horizontales, verticales ou légerement inclinées (voir section 3.3.3).

En ce qui concerne le domaine de validité de la loi (3.3) par rapport & la pression interne
du pipe, nous ne notons aucune différence notable entre les essais a 5, 7 ou 10 bars. Il en est
de méme pour le diametre ou la phase liquide bien que les lois et les criteres exposés dans
les sections 1.5 - 1.7 proviennent majoritairement d’expériences ou le mélange diphasique était
constitué d’eau et d’air.

3.9.2 Validation de la loi de frottement

Dans cette section, nous comparons les pertes de charge fournies par la loi de frottement (3.140)
et lexpérience. La pression dans la conduite est toujours comprise entre 5 et 10 bars. Comme
nous 'expliquions dans la section 3.9, nous nous limiterons a des conduites horizontales ou
légerement inclinées. Il est en effet inutile de calculer le frottement pariétal dans des conduites
trés inclinées car dans ce cas, les pertes de charges sont dues essentiellement aux forces de
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Vitesse superficielle (m/s)

—=— Ug expérimentale
--+- Ug numérique

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
Taux de vide

Figure 3.39 : Boussens : P =10bars, D = 6", 0=90°, mélange eau-gaz naturel.

gravité. En particulier, nous ne présenterons pas d’essais avec des mélanges eau-gaz naturel car
a Boussens, ceux-ci n’ont été testés que sur des conduites verticales.

3.9.2.1 Meélanges de gazole et de gaz naturel

Dans cette section, nous effectuons des comparaisons ou la phase liquide est du gazole tandis
que la phase gazeuse est du gaz naturel. Elles sont représentées sur les figures 3.40 - 3.43.

3.9.2.2 Meélanges de condensat et de gaz naturel

Nous effectuons le méme type de comparaisons mais avec cette fois - ¢i du condensat comme
phase liquide. Les courbes expérimentales et numériques sont représentées sur les figures 3.44
- 3.47.

3.9.2.3 Conclusion

Malgré les approximations adoptées pour sa construction, la loi de frottement (3.140) donne de
tres bons résultats. Notons cependant que les pertes de charges sont en général sous-estimées
lorsque le taux de vide est compris entre les deux valeurs 0.52 et 0.76 qui interviennent dans la
construction des lois régulieres (voir chapitre 3). Une solution a ce probléme pourrait consister
a améliorer la modélisation de 1’écoulement intermittent (voir section 3.7.3). Mais la loi (3.140)
a avantage d’étre simple et explicite par rapport a ’ensemble des variables Rg, P, Ug; une
modélisation plus rigoureuse de 1’écoulement intermittent nous obligerait a calculer certains
coefficients de la loi de frottement de maniere implicite comme nous 'avions fait pour la loi de
glissement (voir section 3.3.3).
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Perte de Charge (Pa/m)

Figure 3.40 :
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0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
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" ,
Boussens : P =5bars, D =6 , 8 = —3°, mélange gazole-gaz naturel.
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Figure 3.41 : Boussens : P = Tbars, D = 6", 0 =0°, mélange gazole-gaz naturel.
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Figure 3.42 : Boussens : P =5bars, D =6, 0 = 0.57°, mélange gazole-gaz naturel.
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Figure 3.43 : Boussens : P = Tbars, D = 6", 0=1°, mélange gazole-gaz naturel.
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Figure 3.44 : Boussens : P = Tbars, D =6, 0 = 0°, mélange condensat-gaz naturel.
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Figure 3.45 : Boussens : P = Tbars, D = 6", 0 = 1°, mélange condensat-gaz naturel.
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Figure 3.46 : Boussens : P = Tbars, D =6, 0 = 4°, mélange condensat-gaz naturel.
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Chapitre 4

Résolution numérique et validation
du modele

Ce chapitre présente les choix et les méthodes adoptés pour la résolution numérique de notre
modele diphasique. Des comparaisons entre calculs et expériences sont ensuite décrites afin
d’évaluer son domaine de validité.

4.1 Méthodes numériques

Les courbes expérimentales d’un écoulement du type severe slugging présentent de nombreuses
discontinuités dues a la nature tres agitée du phénomene [18, 43, 44, 45, 61, 96, 115, 121, 140,
143, 144, 163]. Sa simulation pose de nombreux soucis numériques dont notamment de graves
problemes de convergence dus aux changements brusques de la valeur de certaines variables
telles que les taux de vide dans le riser. Nous pouvons citer en exemple Taitel et al. qui
constatent que la résolution numérique de leur modele ne converge pas dans certains cas :
“le débit de gaz augmente indéfiniment lorsque la discrétisation (du riser) est raffinée ” [163].

Nos équations sont donc a priori raides [3, 52, 79, 114]. Plus généralement, les systémes
algébro-différentiels sont de trés bons candidats pour générer des problémes raides. De nom-
breuses méthodes ont été proposées dans la littérature pour résoudre ces derniers de fagon
numérique. Les méthodes implicites a un pas de Runge-Kuitta en font partie et sont parmi les
plus recommandées [25, 28, 52, 46, 79].

4.1.1 Méthodes de Runge-Kutta

D’apres Brenan, K.E. et al. [25], les méthodes de Runge-Kutta implicites (RKI en abrégé)
sont potentiellement plus efficaces que les méthodes multi-pas pour la résolution des systemes
algébro-différentiels exhibant de fréquentes discontinuités. Les méthodes multi-pas telles que
les formules rétrogrades (backward differentiation formulas en anglais) doivent étre redémarrées
apres chaque rencontre d’'une discontinuité, en général a des ordres de précision petits. Les
méthodes RKI ont ’avantage de reprendre les calculs a des ordres plus élevés. Nous rappelons
brievement leur principe dans les sections suivantes.

4.1.1.1 Equations différentielles ordinaires

Commencons par le cas ou le probleme est un systeme d’équations différentielles ordinaires.
Soient Iy un intervalle de IR de la forme [to,to + T, [to,to + T'[ ou [tg, +00[, une fonction h
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définie sur Iy x IR™ & valeurs dans IR" et finalement un élément Zy de IR™. Nous cherchons une
fonction Z, continue et dérivable sur I'intervalle Iy, a valeurs dans IR™, solution du probleme
de Cauchy :

dz

vtelo, o = hit, Z(1), (4.1)

Z(ty) = Zo. (4.2)

L’existence et I'unicité d’une solution globale sont données par le théoreme classique de Cauchy-
Lipschitz [46] :

Théoréme 4.1 (Cauchy-Lipschitz) Supposons que la fonction h soit continue sur Iy x R™
et qu’il existe un réel L tel que :

V(t,Z1) et (t, Z3) € Io x R", |h(t, Z1) — h(t, Z2)| < L|Zy — Z»| ;
alors le probléeme (4.1) - (4.2) admet une solution et une seule dans Iy x R™.

Dans le reste de cette section, nous supposerons que h vérifie les hypothéeses de ce théoreme.
Décrivons maintenant la résolution numérique du probleme (4.1) - (4.2) par la méthode de
Runge-Kutta. Supposons que nous connaissions la valeur de la solution exacte du systeme
(4.1) - (4.2) lorsque t = t,,. Considérons ensuite les s points intermédiaires t,; = t, + ¢; Aty
(i =1,...,s), entre les instants t = t,, et t = t,,41 = t,, + Aty ; les coefficients ¢; sont des réels,
distincts ou non, et At,, est un pas de temps. Les valeurs de Z aux instants t¢,; sont calculées
en intégrant (4.1) entre les instants t,, et t,; :

tni

Z(tn) = Z(ta) + [ h(t,Z(t)dt,i=1,...,s.

De la méme facon, a l'instant 1 :
tn+1
Zltnsr) = Z(t) + /t h(t, Z(t))dt.

Approchons maintenant ces intégrales par des relations de quadrature en se donnant s
réels (a;j)ij=1,s et s coefficients by, ..., bs :

S
Z(tni) ~ Z(tn)+ Aty Y aij h(tng, Z(tng)),
j=1

Z(tns1) ~ Z(tn) + Aty > bih(tnj, Z(tn;))-
j=1

La méthode de Runge-Kutta consiste a remplacer ces égalités approchées par des égalités. Nous
en déduisons le schéma numérique d’intégration du systeme (4.1) - (4.2) entre les instants ¢,

et tn+1i
S
Zni = Zn+ Aty Y aijh(ty +cj Aty, Znj), i =1,...,s, (4.3)
j=1
S
Zngt = Zn+ Aty > bjh(tn + cj Atn, Zyj), (4.4)

Jj=1
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ou Z, et Zp; sont respectivement des approximations de la solution exacte Z(t) aux instants
tn et tni = tn + ¢; Aty,. En supposant que Z,, ainsi que les coefficients (aij)i j=1,s, (bi)i=1,s €t
(¢i)i=1,s soient connus, les équations (4.3) forment un systeme de s équations & s inconnues :
Zniy i =1, ..., s. Apres résolution, les valeurs de Z, 1 sont calculées grace aux relations (4.4).

Un schéma numérique équivalent consiste a poser :

Z/i:h(tn“‘CiAtn»Zm')a i=1,...,s, (4.5)

mn

Z lm représentant une approximation de la dérivée dZ/dt a 'instant intermédiaire ¢,,;. En tenant
compte de (4.3), nous résolvons alors le systéme suivant :

S
Zoi = hltn +¢; Atn, Zy + Aty Y aij Z,5), j=1,...,s, (4.6)
j=1
par rapport aux s inconnues Z;u-, i =1,...,s. Nous en déduisons la nouvelle approximation de
Z, alinstant t,q :
S
Zng1 = Zn+ Dtn Y b Z,,;. (4.7)
j=1

Ce deuxieme schéma est celui employé dans la pratique car le calcul de la solution finale
Zn+1 est direct des que 'on connait les valeurs de Z;u-, 1=1,...,s. Dans le schéma précédent, il
faut a nouveau évaluer la fonction h aux points (t, +c¢; Aty,, Zyj), j = 1,..., s, pour déterminer
Zn+1- Ce qui augmente les temps de calcul et amplifie les erreurs d’approximation, parfois de
fagon désastreuse lorsque la constante de Lipschitz de h est grande (i.e. lorsque le probleme
est raide) [146]. On peut néanmoins contourner ce probleme en employant des méthodes de
Runge-Kutta raidement précises. Nous décrirons ces méthodes en détail un peu plus tard.

On présente en général les méthodes de Runge-Kutta sous une forme condensée, d’apres les
notations de Butcher [28] :

c1 a1 ... Qis
Cy | a21 ... Q2
C; | Qg1 ... Qs (4.8)
Cs | Qg1 ... Qgs
b1 ... bs

que ’on peut aussi écrire sous la forme suivante :

clA
; (4.9)
ou :
ai] ... Qis
- asy ... Qg o . T
A= yb=(b1,...,bs), c=(c1,...,¢5)" . (4.10)
g1 ... Qgs

De fagon générale, plusieurs types de méthodes de Runge-Kutta sont envisageables, a savoir
explicite, semi-implicite ou implicite sachant que la matrice A est respectivement strictement
triangulaire inférieure (i < j = a;; = 0), triangulaire inférieure (i < j = a;; = 0), ou non
triangulaire inférieure (35 > i tel que a;; # 0) [46].
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4.1.1.2 Systemes algébro-différentiels

Le probléeme de Cauchy d’un systeme algébro-différentiel peut s’écrire sous la forme générale :

F(t,2(t),dZ/dt(t)) = o0, (4.11)
Z(t)) = Zo. (4.12)

Griepentrog E. & Marz L. ont proposé des conditions suffisantes d’existence et d’unicité
d’une solution globale du systéme (4.11) - (4.12) [75]. Nous allons exprimer ces conditions dans
le cas particulier ot I'’équation (4.11) est exprimée sous une forme dite semi-explicite [25].

Soit Iy, un intervalle de R de la forme [tg,tg + T]. Soient f et g, des fonctions définies sur
Ip x IR™ x IR™, respectivement a valeurs dans IR™ et IR™. Soient Xy et Y, des éléments de
IR™ et R™. Nous cherchons deux fonctions X, Y, continues et dérivables sur l'intervalle I,
respectivement a valeurs dans IR™ et IR™, solutions du probleme de Cauchy :

viel, ) = S X0, Y () (4.13)
Vel 0 = g(t,X(1),Y (1), (4.14)
X(ts) = Xo (4.15)

Y(to) = Y. (4.16)

L’existence et 'unicité d’une solution globale sont données par le théoreme suivant [75] :

Théoreme 4.2 Notons R = Iy x IR"™ x R™ et supposons que les deur conditions suivantes
soient satisfaites :

- les fonctions f et g sont de classe C' et uniformément Lipschitz dans R.
- (Dyg)™! existe dans R.
Alors le probléeme (4.13) - (4.16) admet une solution et une seule dans R.

Dans le reste de cette section, nous supposerons que f et g vérifient les hypotheses de
ce théoreme. Nous supposerons aussi que les conditions initiales sont consistantes [79] :
9(Xo, Yo) = 0.

Remarque : la seconde condition du théoreme 4.2, dite de partitionnabilité, est un cas
particulier de la notion plus générale de transférabilité d'un systeme algébro-différentiel. On
dit aussi que le probleme est d’index un lorsqu’il est transférable [75] (voir annexe A).

Pour appliquer la méthode de Runge-Kutta & un systeme algébro-différentiel du type (4.13)
- (4.14), Papproche la plus naturel consiste a partir du probleme aux perturbations singuliéres

suivant :
T = FX0, Y (), (1.17)
e%(t) S OR 0N (4.18)

puis de se placer dans le cas limite ot € = 0 [25].
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En remplagant Z par (XT,eYT)T et h par (f7,g7)T dans (4.6), nous en déduisons :

S S
X, = f (tn + iy, X + Aty > aig X, Yo + Aty Y aij Y;Lj) , (4.19)
j=1 i=1
! s ’ 5 /
&Yy = g|tnt iy, X+ Aty Y aif X, 5,V + Aty Y aijY,; |, (4.20)
7j=1 7j=1
1 = 1,...,s,
sachant que :
S
Xni = Xn+ At Y aij ftn + ¢;Atn, Xnj, Yaj), (4.21)
j=1
S
eYni = eYn,+At, Z aij g(tn + CjAtna an, Ynj)v (4'22)
j=1
i = 1,...,s.

Notons que :

Aty S~
Y = Yo+ Tn Z aij g(tn + c;Atn, Xnj, Ynj)
j=1

Atn ° .. /
= Y, + E;CLU €Y,

S
= Yo+ Aty Y aijV,;. (4.23)
j=1

Nous imposons ensuite € = 0 dans les équations (4.19) et (4.20) :

S S
Xo = f (tn + iy, X + Aty > aif X, Yo + Aty Y aij Y;U) , (4.24)
Jj=1 j=1
S , S ,
0 = g|tn+cilhtn, Xn+ Aty > aij X, Yo + Aty Y _aij Y, |, (4.25)
J=1 j=1
1 = 1,...,s.

De la méme facon, en remplacant Z par (X7,eYT)T dans (4.7), nous en déduisons
finalement :

S
Xnt1 = Xn+ At Y b X, (4.26)
7j=1
s !
j=1

Le schéma numérique de Runge-Kutta appliqué au systéme (4.13) - (4.14) consiste donc &
résoudre les équations (4.24) et (4.25) par rapport aux 2s inconnues X,,;, Y, ., i =1,...,s. Les
valeurs approchées de la solution exacte a t = ¢,,11 sont ensuite déterminées grace aux relations

(4.26) et (4.27).
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Notons que seules des méthodes semi-implicites ou implicites sont envisageables dans ce cas
car les équations algébriques (4.25) ne contiennent pas explicitement de dérivées X ;“ ou Y;n-.
Plus précisément, si la méthode était explicite, la premiere ligne de la matrice A ne contiendrait
que des zéros (voir (4.10)). En faisant ¢ = 0 dans I’équation (4.25), nous voyons que celle-ci ne
dépend plus de X;lj et Y;lj,j =1, ..., s. La résolution du systéme (4.24) - (4.25) par rapport

. ’ ’ . N , . .
aux 2s inconnues X ., Y . i =1,...,s, est donc un probléeme mal posé puisqu’il admet une

ni’ ni’
infinité de solutions.

Remarquons aussi que la solution numérique (X,,41,Yn+1) ne satisfait pas forcément les
contraintes imposées par (4.14) :

0= g(tnt1, Xnt1, Yoi1)- (4.28)

Cependant, les méthodes raidement précises (stiffly accurate en anglais) satisfont (4.28).
Elles vérifient les relations suivantes :

asj = bj,VjZl,...,S, (4.29)
cs = 1. (4.30)

Ainsi, lorsque (4.29) et (4.30) sont satisfaites, on vérifie sans difficulté que la solution
(X1, Ynt1) est identique a la solution (X5, Yns) du s-ieme pas de temps intermédiaires t,,s :

4.26 u r(4.29 d ;421
Xopr 2 x4 a6, 50X Y X+ A6 Y ag X, 2 X, (431)
j=1 j=1
S S
4.27 ;(4.29 /(423
Yo 20 v a6, Suvs "2y 4 At S agy, 2y, (4.32)
j=1 j=1
Nous obtenons alors :
4.30 4.25
g(tn+17Xn+la Yn—i—l) = g(tn—l-l,ana Yns) ( = ) g(tn87Xn37Yns) ( = ) 0. (433)
En résumé, le schéma numérique de Runge-Kutta appliqué au systeme (4.13) - (4.14) se
réduit a la résolution des équations (4.24) et (4.25) par rapport aux 2s inconnues X lm-, Y/m-,
i=1,...,s L’état final (X,,+1,Y,+1) se déduit ensuite des relations suivantes :
s /
Xn1 = Xn+ A Y agX,;, (4.34)
j=1
s /
Vo1 = Yo+ Aty Y agY,;. (4.35)
j=1

Un schéma équivalent consiste a écrire la méthode de Runge-Kutta (4.3) - (4.4) pour le
systeme (4.17) - (4.18) :

Xni = Xn+At, Z aij f(tn + ¢4 Atnv an7 Ynj)7 (4'36)
j=1

Y, = €Y, + At, Z atj g(tn + ¢ Atn, an, Ynj); (437)
=1

1 = 1,...,s,
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Xnt1 = Xp+ At, Z bjf(tn + ¢j Aty an, Ynj), (4.38)
j=1

€Yni1 = €Yy + Aty Z bjg(tn + ¢ Aty an, Ynj). (4.39)
j=1

En supposant que la matrice A soit inversible (ce qui sous-entend que la méthode de Runge-
Kutta soit semi-implicite ou implicite), nous notons wj; les coefficients de A~1. (4.37) implique
alors les relations suivantes :

s
Atng(tn + ¢ Atn, Xni, Ym) = € Z Wij (Ynj — Yn), (4.40)
Jj=1

1 = 1,...,s.

En insérant (4.40) dans (4.39), la définition de Y;,1; devient indépendante de e. En imposant
e = 0 dans le reste des équations (i.e. (4.36), (4.38) et (4.40)), nous obtenons le systeme :

s
Xni = Xn+At, Z aij f(tn + ¢ Atna an’ Ynj)7 (441)
=1
0 = g(tn + ¢ Atn’ Xni, Ym)v (442)
i = 1,...,s,
s
Xn+1 - Xn + Atn Z bjf(tn + Cj Atna an7 Ynj)y (4'43)
j=1
s s
Yn+1 = 1— Z bjw,-j Y, + Z bjwinnj. (4.44)
2,j=1 i,7=1

A nouveau, la solution numérique (Xn+1, Ynt1) ne satisfait pas forcément les contraintes
imposées par (4.14) :
0= g(tn+17 Xn+17 Yn+1>'

Néanmoins, si la méthode est raidement précise, nous avons les relations suivantes :

s
4.43
Xnt1 ( = ) X, + At, Z bjf(tn + ¢ Atn, an, Yn])
j=1
s
4.29
( = ) X, + Atn Z asjf(tn + Cj Atn, an, Yn])
j=1
U x (4.45)
(4.39) u
6Yn+1 = €Y, + At, Z bjg(tn + ¢4 At,, an, YnJ)
j=1
s
4.29
( 2 ) eY, + At, Z asjg(tn + ¢4 Aty an, Yn])
=1
U0y (4.46)

La solution (Xp+1, Yn+1) est donc identique a la solution (X5, Y,s) du s-iéme pas de temps
intermédiaires t,s. Nous en concluons, grace a (4.42), que X,,11 et Y, 11 satisfont les contraintes
(4.28) lorsque le méthode de Runge-Kutta est raidement précise.
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En résumé, ce deuxieme schéma numérique consiste a résoudre les équations (4.41) et (4.42)
par rapport aux 2s inconnues X ;, Y, @ = 1,...,s. L’état final (X, 11, Y, 11) est ensuite déduit
des égalités suivantes :

Xpi1 = X, (4.47)
Vo1 = Yo (4.48)

Remarque : Dans ce deuxieme schéma, le calcul de X,,+1 et Y11 ne dépend pas de Y.
Néanmoins, la connaissance de ce dernier est utile pour déterminer un point de départ de
lalgorithme itératif de résolution du systeme (4.41) - (4.42).

Nous donnons ci-dessous quelques exemples de méthodes de Runge-Kutta implicites et
ratdement précises, pour des ordres de précision variant, dans l'ordre, de un a cing. Toutes
ont d’excellentes propriétés de stabilité (plus précisément, elles sont toutes A-stable [79]) :

1)1
Jﬁ (4.49)

1/2 —1/2

1/1/2 1/2 (4.50)
12 1/2

1/3]5/12 —1/12

1| 3/4 1/4 (4.51)
3/4  1/4

0 ]1/6 —1/3 1/6
1/21/6 5/12 —1/12

116 2/3  1/6 (4.52)
11/6 2/3  1/6
4—6| 88—T7vV6  296—169v6 —2+3V6
10 360 1800 225
446 | 296 +169v6 88+ 7v6 —2—3V6
10 1800 360 225 (4.53)
. 16 — /6 16 + 6 1
36 36 9
16 — /6 16 + V6 1
36 36 9

4.1.1.3 Modele algébro-différentiel du severe slugging

Le systeme (2.59) - (2.79) est composé d’équations autonomes que nous écrivons sous une forme
condensée :

ax
¢
0 = g(X(t),Y(). (4.55)
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Les vecteurs X et Y désignent respectivement les variables différentielles et algébriques du
modele (voir section 2.6) :

A, T
01 01 21,2i+1 22,21+1 2n—2.2n—1 2n—2,2n—1
X = {mL,mG,.. ,m7, s MG N T ;Mg 7Hliq} ,  (4.56)
12 2 2i+1,29+2
Yy = [PO,UOS,R%,RG,PH,US,...,R REFY Paiirpia, Uz 7022,
T
2n—4 p2n—3 2m—3,2n—2 p2n—2 p2n—1 7r2n—1
R REE, Py g o0, U2 RE2 RGN UR (4.57)

ou n symbolise le nombre de pipes, riser inclus, de la ligne d’écoulement.

Il est sous-entendu que f et g dépendent des parametres physiques du probleme. Ces derniers
peuvent étre classés de la fagon suivante (on rappelle leur signification dans la nomenclature,
page xiii) :

- géométriques : L, H, D, 0,, 0,
- thermodynamiques : p} (voir (1.8)), K, R, T, ur, tig, o,
- expérimentaux : ¢9, ¢%, Ps.

A paramétres fixés, les points d’équilibre du systéme (4.54) - (4.55) sont donnés par les solutions
(X,Y) € R x R4+ du systeme stationnaire :

= f(X,)Y), (4.58)
= ¢(X,Y). (4.59)

Dans la pratique, le systéme (4.58) - (4.59) admet au moins une solution. Celle-ci est calculée
grace a un algorithme itératif de Newton. Le point initial est une approximation grossiere de
I’écoulement stationnaire dont les conditions aux limites sont q%, q% et Pg (voir section 2.4).
Les taux de vide sont choisis en fonction des régimes d’écoulement que ’on prédit dans chaque
troncon du pipeline et la hauteur liquide Hy;, est égale a la hauteur H du riser (cf. figure 2.3).

Cette solution, que nous noterons (Xp, Yp), représente & priori le point d’équilibre physique
du systeme (4.54) - (4.55), i.e. I’écoulement stationnaire du systéme pipe-riser que nous avons
représenté sur la figure 2.3. Pour en étudier la stabilité, les conditions initiales (4.15) - (4.16) sont
calculées en appliquant, par exemple, une perturbation sur les variables différentielles my, et mg
du vecteur X, i.e. X, i =1,...,2n. Afin que les conditions initiales soient consistantes [79],
les variables algébriques doivent étre perturbées par I'intermédiaire des équations algébriques.
Le point résultant de cette perturbation sera noté (X, Y) :

X = (14+0X), 0<e<1,i=1,...,2n, (4.60)
(Hiig)e = (leq)(] = (4.61)
0 = g(Xe,Ye). (4.62)

Remarque : il est inutile de résoudre les équations (4.62) par rapport a Y, car le schéma
numérique (4.68) - (4.71) ne dépend pas de Yy (i.e. Y, lorsque n = 0). On déterminera plutot un
Yoy perturbé de maniere simple, en remplagant 1’équation implicite (4.62) par la relation directe
suivante :

V.=(146eYp, 0<e< 1. (4.63)

La connaissance de Y, sera en effet utile pour déterminer un bon point de départ de I'algorithme
itératif de résolution du systeme.
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Nous en déduisons les conditions initiales (4.15) - (4.16) :

X(to) = X (4.64)
Y(ty) = Y. (4.65)

Supposons a présent que les équations (4.54) - (4.55) associées aux conditions initiales (4.64)
- (4.65), possedent une unique solution. Si (Xo, Yy) est localement stable (au sens de Lyapunov
[136]), il existe un €y > 0 tel que quelque soit € compris entre 0 et €, la trajectoire :

T, = {(X(t), Y(t) € R¥H x R > 40, X(to) = Xe, Y(to) = Y} . (4.66)

est contenue dans un voisinage borné de (X, ¥p).

Si (Xo,Yo) est instable, la solution (X(¢),Y(t)) s’éloigne du point d’équilibre lorsque t
augmente. En toute généralité, elle peut diverger a 'infini ou tendre vers un attracteur contenu
dans un voisinage borné de (Xo, Yp). Sachant que les valeurs initiales (X (to), Y (t9)) représentent
une petite perturbation d’un écoulement diphasique stationnaire dans un systeme pipe-riser,
nous admettrons a priori que la solution est un écoulement du type severe slugging. Dans ce
cas, la trajectoire est contenue dans un voisinage borné de (Xo, Yy) car le severe slugging est
un écoulement dont les variables physiques oscillent suivant un cycle périodique.

Etant donnés les parametres physiques p, il existe donc un réel positif € (p) et deux ouverts
bornés Ox (p) C R?* ™! et Oy (p) C R tels que :

V(p) = Ox(p) x Oy(p) (4.67)

soit un voisinage ouvert et borné de (Xg, Yp) dans IR?"*! x R4 et contenant entiérement la
trajectoire (4.66), quelque soit € compris entre 0 et €(p).

D’apres le théoreme 4.2, les équations (4.54) - (4.55) associées aux conditions initiales (4.64)
- (4.65), admettent une unique solution dans V(p) si les conditions suivantes sont satisfaites :

- f et g sont de classe C! et uniformément Lipschitz dans V(p),
- (Dyg)~! existe dans V(p).

Pour que la premiere condition soit vérifiée, il est nécessaire que la dérivée de la hauteur liquide
soit nulle dans V(p) car cette derniere est une fonction discontinue (voir section 4.1.2). C’est
vrai quand le point d’équilibre (Xo,Yp) est stable ou quasi-stationnaire (voir section 4.2.6).
Dans ce cas, la premiere condition est satisfaite de facon triviale grace a la régularité des
lois synthétiques de glissement et de frottement que nous avons présentées dans le chapitre 3
(rappelons qu’une fonction de classe C' est localement Lipschitz).

En ce qui concerne la seconde condition, le systéme (2.59) - (2.79) ne la satisfait pas car
aucune des équations algébriques ne dépend de la variable U ?9"_1. Autrement dit, la matrice
jacobienne D, g(X,Y") est singuliere quelque soient les valeurs de X et Y car sa derniere colonne
ne contient que des termes nuls. Ce qui ne veut pas dire qu’il n’y a pas existence et unicité de
solution car les deux conditions du théoreme 4.2 sont suffisantes mais pas forcément nécessaires.

D’un point de vue numérique, il est toujours possible de résoudre le systeme (4.54) -
(4.55) associé aux conditions initiales (4.64) - (4.65) car les équations différentielles (2.59)
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- (2.65) dépendent de U?gn_l [47]. Afin de comprendre pourquoi, appliquons le schéma
[(4.41),(4.42), (4.47), (4.48)] aux équations (4.54) - (4.55) :

s
Xni = Xn + Atn Z G,Zj f(an7 Y”j>7 (468>
7j=1
1 = 1,...,s,
Xn+1 — an, (4.70)

Pour calculer une solution des équations (4.68) - (4.69), il n’est plus nécessaire que Dyg(X,Y)
soit inversible car nous résolvons les équations algébriques et différentielles en méme temps.
Pour que cette résolution soit possible, il suffit simplement que la jacobienne des équations
(4.68) - (4.69) par rapport aux 2s inconnues X p;, Y, ¢ = 1,..., s soit inversible.

Lorsque n = 2 (systéme pipe-riser), nous verrons dans le chapitre 5 qu’il est possible de
régulariser le systeme (4.54) - (4.55). Nous montrerons alors que le cycle limite des solutions
instables du systeme régularisé (ce cycle sera déterminé analytiquement) est presque identique
a celui des solutions numériques du systéeme (4.54) - (4.55) dont les conditions initiales sont
(4.64) et (4.65).

Lorsque la hauteur liquide Hy;, oscille dans V(p), la premiere condition du théoreme 4.2
n’est plus satisfaite. On peut cependant calculer une solution numérique en combinant le schéma
(4.68) - (4.71) & une autre méthode que nous présentons dans la section 4.1.2.

Notons pour finir que le schéma (4.68) - (4.71) ne dépend plus des coefficients ¢; puisque
les équations (4.54) - (4.55) sont autonomes. En particulier, la condition (4.30) n’est plus
nécessaire.

4.1.2 Méthode de troncature

La dérivée par rapport au temps Ay, de la hauteur liquide dans le riser (voir (2.55)) est
discontinue lorsque Hy;, atteint le sommet du riser et que la vitesse liquide est strictement
positive (cf. figure 4.1).

Figure 4.1 : Fonction Ay ; V%"il det %3 (Ré"fl, Pg, U%nfl).

Aussi le calcul de la variable Hj;, exige un traitement spécial. Rappelons I’équation
différentielle de la hauteur liquide (2.65) :

dHy,
dt

= Niiq | Hiig, Vi (RE, Ps, U )] (4.72)
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La discrétisation de cette équation par la méthode de Runge-Kutta s’écrit (voir (4.68)) :

Hy = Hp +At, Zm] Niig [H7, Ve (RE 1)y, Ps, U )], (4.73)
j=1
i = 1,...,s.

Ecrivons (4.73) sous une forme plus condensée :

Vect(HF) = Hij,e + At AVect(A%) (4.74)
ol
Vect( lzq) = (leq, e ZZ)T7
Vect(AZf]) = (Ahq, . Z;)T )
A = Mg [HW Vi (R s Py (U5 g
e = (1,..., )T eR®.

Ayiq est une fonction discontinue de Hy;, et Vi, (RQG”_I, Pg, U %”_1) Il est donc impossible
de résoudre directement (4.68) - (4.69) par une méthode itérative du type Newton puisque les
équations (4.68) ne sont pas toujours dérivables par rapport aux variables Hj;g, Ré”fl et U %”*1.

Une méthode efficace pour résoudre ce probléme consiste a remplacer dans un premier
temps, les dérivées A% par V, ((Ré"_l)nj,Pg, (U%"_l)nj). C’est vrai en particulier si, pour
tout 1, Hﬁf] est inférieur & H ou si Hﬁf} = H et V, ((RZG”A)M,PS, (U%”fl)m-) < 0 (voir la
définition (2.55) de Ayiq) :

Vect(HpL) = e+ At AVect(V%) (4.75)

lzq

ou
. T
Vect(Vid) = (Vi ((RE w1, Po, (UF ) - Vi (RE s, P, (U s ) |+ (4.76)

On résout le systeme (4.68) - (4.69) avec (4.74) remplacée par (4.75). Si toutes les hauteurs
liquides intermédiaires HJ;, sont inférieures a la hauteur du riser, la résolution de (4.68) - (4.69)
est terminée; on en déduit X,y et Y11 a partir des relations (4.70) et (4.71).

Autrement, les hauteurs H Zf] sont tronquées :

(H7,) = Min(Hp, H), (4.77)
1 = 1,...,s.
On recommence les calculs avec H ?ZZ remplacé par (H qu) ,i=1,...,s. Les hauteurs liquides

intermédiaires sont désormais imposées : on ne résout plus les équations (4.73) jusqu’au pas
de temps suivant. Puisque Ay, dépend de Hy;, (rappelons que Ay, intervient aussi dans les
équations (2.63) et (2.64)), on détermine les nouvelles valeurs de Vect(AZ-é) en inversant la
relation (4.74) :

Vect( lzq) iA {Vect[( lzq)n } Hﬁqe} (4.78)

n
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ou :
Vect [(H?{])W] - [(H?;)nw( gg)new]T. (4.79)

Notons que cette derniére relation suppose que A est une matrice inversible : il est donc
nécessaire que la méthode de Runge-Kutta soit semi-implicite ou implicite (voir (4.10)).

On résout a nouveau (4.68) - (4.69), sans ’équation (4.74), mais avec H Zfl et Aﬁz imposés
respectivement par (4.77) et (4.78). D’out les nouvelles valeurs de X, 11 et Y;, 11 grace a (4.70)
et (4.71). La nouvelle hauteur liquide H Z;l est quant a elle bien inférieure a H :

lig ( liq =

Jz ") < H. (4.80)

Remarque : en ce qui concerne le probleme d’existence et d’unicité d’une solution des
équations (4.54) - (4.55), nous rappelons que la discontinuité de la fonction Ay, ne permet pas
d’appliquer des résultats classiques tels que le théoréeme 4.2 (voir section 4.1.1.2). Néanmoins,
nous verrons plus tard qu’au voisinage des points de bifurcation de notre modele (i.e. ou
I'instabilité de I'équilibre (Xo,Yp) apparait lorsqu’on fait varier un parametre physique, voir
section 4.1.1.3), nous pourrons supposer sans trop d’approximation que la fonction Ay, est
nulle : le riser reste saturé (i.e. Hj;, = H) tandis que des variables telles que les pressions ou
les taux de vide dans le riser oscillent indéfiniment, suivant un cycle limite proche de 1'état
stationnaire. On parle dans ce cas d’écoulement quasi-stationnaire (voir section 4.2.6).

4.1.3 Controles du pas de temps et de ’ordre de précision

Le pas de temps At est systématiquement réduit lorsque le schéma numérique rencontre des
problemes de convergence. Dans le cas contraire, il est augmenté sans dépasser sa valeur initiale,
afin de diminuer les temps de calcul. L’ordre de précision de la méthode de Runge-Kutta est aussi
réduit lorsque la résolution numérique rencontre des difficultés de convergence. Les résultats
numériques présentés dans les sections suivantes ont été réalisés avec les méthodes (4.49) -
(4.53) présentées dans la section 4.1.1.2 et un pas de temps initial variant entre 107! s et 1 s.

4.2 Comparaisons avec les expériences de L’IFP

Cette section présente des comparaisons entre des calculs numériques et des tests expérimentaux
réalisés sur une boucle d’essais construite a Rueil-Malmaison (en région parisienne) dans les
laboratoires de I'Institut Francais du Pétrole. Une description compléte du dispositif et des
résultats sont disponibles dans deux rapports de Corteville J. et al. [43, 44].

4.2.1 Dispositif et données expérimentales

Un dispositif expérimental fut élaboré a I'Institut Frangais du Pétrole afin d’étudier le
comportement des écoulements diphasiques dans les pipelines en forme de U (cf. figure 4.2).
Cette configuration reproduit grossierement le cas réel d’une conduite pétroliere offshore reliant
une plate-forme de production & une plate-forme de traitement.

La boucle expérimentale est construite a 1’aide de pipes circulaires en plexiglas d’un
diametre interne constant de 80 mm. Un mélange eau-air est injecté dans la conduite verticale
descendante (down-comer en anglais), s’écoule dans la conduite horizontale (flow-line en
anglais) et finalement remonte dans le riser. Le down-comer et le riser mesurent exactement 15
metres. La longueur de la flow-line peut varier entre 105 et 150 metres environ.
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15m Down-comer Riser

Flow-line

Figure 4.2 : Pipeline en forme de U.

A Tentrée du down-comer, les débits massiques de liquide et de gaz sont maintenus
constants. En sortie du riser, le mélange diphasique est évacué vers un séparateur vertical
le long d’un pipe vertical descendant de gros diametre (diametre interne 150 mm). Ce dernier
ne provoque pas de perte de charge significative et n’induit pas de perturbations de pression en
amont. La pression dans le séparateur est donc approximativement celle mesurée au sommet
du riser. Nous avons vu l'intérét théorique d’un tel dispositif dans la section 2.4.

La pression dans le séparateur est maintenue constante au cours de chaque essai. Elle est
dans tous les cas proche de deux bars. La température est aussi approximativement constante
tout au long de chaque expérience et voisine de vingt degrés Celsius.

Le tableau 4.1 décrit 'ensemble des essais présentés dans le rapport de la deuxieme
campagne d’essais de 1995/1996 [44]. La colonne Période désigne la période des oscillations
de I’écoulement. Un trait signifie simplement I’absence de fluctuation. Notons aussi que les
débits massiques qOG et q% sont multipliés par ’aire de la section droite de la conduite :

A=n(D/2)?; D =0.08 m.

Remarque : par abus de langage, Corteville J. et al. désignent les écoulements instables (i.e.
de période non nulle) de leur systéme comme du severe slugging. En réalité, les écoulements
observés sont des transitions vers du severe slugging car la flow-line est horizontale : il est
impossible d’observer des bouchons de liquide dont la longueur est supérieure a la hauteur du
riser (voir section 1.1).

4.2.2 Modélisation de I’écoulement intermittent

Nous avons vu que le dispositif expérimental contient une conduite verticale descendante. Or,
dans la section 1.5.1, nous avions laissé en suspens la modélisation de la loi de glissement
de I’écoulement intermittent dans les conduites descendantes. Rappelons que le parametre de
distribution Cjy,: de la loi (1.11) est inférieur & un pour des écoulements descendants [20].

Au cours de leurs expériences, Corteville, J. et al. ont calculé systématiquement la vitesse
des poches de gaz dans le riser [43, 44]. Ils en ont déduit la corrélation suivante, & mettre en
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Tableau 4.1 : Données expérimentales
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Essai | L(m) | ¢4 x A x10° (kg/s) | ¢ x A(kg/s) | Ps x 107° (Pa) | Période (s)
1 104.8 1.657 1.216 1.7731 37.3
2 128.8 2.013 1.687 2.4000 108.
3 149.0 1.621 1.466 2.5215 69.
4 149.0 2.017 4.777 2.4831 -
) 149.0 2.023 7.591 2.4320 -
6 104.8 3.209 1.356 1.9502 34.
7 128.8 3.835 1.687 2.4000 92.
8 149.0 3.173 1.577 2.4551 36.
9 128.8 3.205 4.697 2.4483 -
10 128.8 3.792 7.682 1.8525 -
11 104.8 4.046 1.233 1.9452 -
12 128.8 3.990 1.643 2.1915 34.
13 149.0 4.108 1.278 2.1000 49.
14 149.0 4.352 1.765 1.8474 81.
15 128.8 4.093 4.481 1.8459 -
16 128.8 4.063 4.706 2.2126 -
17 128.8 8.122 1.242 1.7657 26.
18 128.8 7.953 0.889 2.0066 29.
19 104.8 8.357 1.620 2.4600 45.
20 149.0 8.117 1.765 1.8474 99.
21 128.8 8.140 4.409 1.9222 -
22 128.8 8.137 5.944 1.9526 -
23 104.8 7.739 0.739 2.0312 35.
24 | 12838 7.949 0.547 1.9199 35.
25 149.0 8.594 1.722 2.2700 65.
26 128.8 7.874 2.744 1.9348 -
27 128.8 8.046 5.450 1.9924 -
28 104.8 15.207 0.941 2.1658 26.
29 128.8 15.761 1.055 1.9582 21.
30 149.0 15.913 1.778 2.4000 39.
31 128.8 15.410 3.914 2.0027 -
32 128.8 15.371 7.594 1.9975 -
33 104.8 14.181 0.468 2.0240 28.
34 128.8 14.109 1.026 1.9971 24.
35 128.8 14.159 3.089 1.9742 -
36 128.8 14.099 5.072 2.0042 -
37 128.8 27.314 0.694 2.0005 35.
38 104.8 26.493 0.878 1.8883 18.
39 128.8 27.060 3.075 2.0360 -
40 128.8 27.354 5.081 2.0614 -
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rapport avec la relation plus générale (1.10) :
Vi = 1.1Ug + 0.35\/gD.

Le parametre Cj,,; est donc égal a 1.1 dans le riser.

En nous inspirant de ce résultat, nous avons choisi d’exprimer Cj,; en fonction de I'angle
d’inclinaison 6 de la conduite, de la facon suivante :

Cint(0) = 1.0 4+ 0.1sin . (4.81)

Cette formule concorde avec les mesures expérimentales effectuées dans le riser. Plus généra-
lement, elle impose que Cj,; soit inférieur & un dans les conduites descendantes : ce qui est
cohérent avec la réalité si la vitesse du liquide n’est pas trop grande [17]. Lorsque la conduite
est horizontale, Cj,+ vaut exactement un. Ce qui sous-entend que les poches de gaz se déplacent
avec la méme vitesse que celle du mélange : Ug.

En ce qui concerne la vitesse de dérive uzl”t, nous avons choisi par simplicité la corrélation
suivante :

A D P)— P

W (P,0) = 0.35 siné?\/g lpL(P) = pc(P)) (4.82)
pL(P)

qui néglige les effets de pression hydrostatique entre le haut et le bas de la section du pipe.

Contrairement aux expressions (1.16) et (1.17), cette formule a Pavantage d’étre valide pour

tout € compris entre —90° et 90°.

Ces choix sont évidemment arbitraires, notamment en ce qui concerne Cj,: qui dépend en
toute généralité d’'un nombre de Reynolds ou de Froude [20, 115, 125]. Néanmoins, nous allons
voir que pour un bon nombre d’expériences, le modele fournit une prédiction satisfaisante et
surtout un comportement dynamique tres proche de la réalité.

Pour finir, nous avons imposé que la loi synthétique de glissement soit donnée par le premier
cas parmi les quatre lois décrites dans les tableaux 3.1, 3.2, 3.3 et 3.4. C’est vrai dans le down-
comer et le riser pour lesquels |#| = 7/2. C’est par contre discutable dans la flow-line ou le flot
peut aussi bien étre intermittent que stratifié lorsque le taux de vide Rq varie entre 0.52 et
0.76.

Bien que le régime stratifié soit prédit par le modele a l’entrée et la sortie de la flow-line
dans l'ensemble de nos calculs, ce choix arbitraire donne de meilleurs résultats. Corteville J.
et al. signalent d’ailleurs dans leur rapport [44] que I’écoulement dans la conduite horizontale
est stratifié non établi dans les cas instables. On peut aussi bien imaginer que 1’écoulement est
intermittent a longues poches. Ce qui justifierait le choix d’une loi synthétique de glissement
du type intermittent (voir tableau 3.1).

4.2.3 Procédure de calcul

Pour chaque essai, un écoulement stationnaire du systeme (2.59) - (2.79) (n = 3) est calculé en
fonction des parametres du probléme dont les valeurs sont résumées dans le tableau 4.1. Nous
perturbons ensuite cet écoulement, en suivant la démarche décrite dans la section 4.1.1.3 afin
de calculer les conditions initiales (4.64) - (4.65).

Si I’écoulement stationnaire est instable, la perturbation de Xy et Yy est suffisante
pour générer des fluctuations périodiques : les pressions, les taux de vide et les débits
s’amplifient au cours du temps pour finalement osciller suivant un cycle limite : voir figure
4.10. Autrement, I’écoulement stationnaire est stable : la perturbation se dissipe au cours du
temps et I’écoulement retourne a son état initial : voir figure 4.12.
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4.2.4 Comparaisons des résultats

Sur les figures 4.3, 4.4, 4.5, 4.6, 4.7 et 4.8 sont représentées différentes variables, mesurées
expérimentalement et calculées numériquement pour chaque essai. Ce sont les vitesses super-
ficielles et la pression dans la flow-line ou encore les pertes de charge dans chaque troncon du
pipeline. Les valeurs reproduites sont des moyennes, dans le sens ou elles représentent la mesure
(ou le calcul) moyen effectué au cours d’une expérience dont la durée peut atteindre plusieurs
minutes.

En ce qui concerne la vitesse superficielle du liquide dans la flow-line, les calculs numériques
fournissent des résultats trés proches de la réalité, avec une précision de l'ordre de 1073
metre par seconde (cf. figure 4.7). L’explication est simple : le débit liquide en entrée du
down-comer est imposé constant tout au long du calcul transitoire. Or la phase liquide est
trés peu compressible. La vitesse superficielle du liquide en entrée du down-comer est donc
approximativement constante au cours de chaque expérience. C’est aussi vrai dans la flow-line
dont 'horizontalité empéche la quantité my, (voir section 2.5) de varier beaucoup au cours du
temps : contrairement au cas d’'une conduite légerement descendante dans un systéme pipe-
riser, la flow-line n’a pas de point-bas ou le liquide puisse s’accumuler. C’est pourquoi la vitesse
superficielle du liquide varie peu et reste proche de celle imposée en entrée du pipeline.

La vitesse superficielle du gaz et la pression dans la flow-line sont généralement bien prédites
(voir figures 4.6 et 4.8). Les résultats sont moins satisfaisants en ce qui concerne les pertes de
charge. Tout d’abord dans le down-comer, nous remarquons que les essais ou les pertes de
charge expérimentales sont faibles correspondent & des écoulements instables (comparez les
figures 4.3 et 4.9). Bien que la conduite ait une pente négative, les pertes de charge peuvent
parfois étre négatives car I’écoulement dans le down-comer est annulaire lorsqu’il y a instablilité
[44] : la fraction liquide est petite; d’ou une pression hydrostatique tres faible au pied de la
conduite et donc des pertes de charge négatives lorsque les forces de frottement dépassent les
forces de gravité.

Le modele surestime les pertes de charge dans le down-comer quand il y a instablilité et les
sous-estime dans les autres cas. En d’autres termes, la fraction liquide est sur ou sous-évaluée
suivant la stabilité du flot. Ce mauvais résultat est di certainement a une mauvaise modélisation
de I’écoulement intermittent dans les conduites verticales descendantes. Il est malheureusement
difficile de trouver un bon compromis entre la simplicité d’une loi de glissement du type (1.11)
et la complexité d’un modele plus élaboré (voir sections 1.5.1 et 4.2.2).

En ce qui concerne les essais 3, 4 et 5, aucune mesure expérimentale de la perte de charge
dans le down-comer et la flow-line n’est disponible dans le rapport [44]. Nous avons comblé ce
vide avec nos valeurs numériques.

Dans la flow-line, seules les forces de frottement provoquent une perte de charge car les
forces de gravité sont nulles (rappelons que la flow-line est un pipe horizontal). La comparaison
entre les courbes de pertes de charge expérimentale et numérique est donc un excellent moyen
de valider notre loi synthétique de frottement lorsque # = 0 (¢f. figure 4.4) : nous remarquons
que les valeurs numériques sont tres proches de la réalité lorsque les pertes de charge sont
faibles. Celles-ci correspondent & des écoulements instables (comparez les figures 4.4 et 4.9)
pour lesquels la hauteur liquide h; dans la flow-line est a priori petite. Dans les autres cas,
le frottement est sous-estimé. Ce mauvais résultat est dii probablement au caractere simplifié
de notre loi synthétique de frottement lorsque Rg n’est pas proche de zéro ou un (voir section
3.7.3).



112 CHAPITRE 4. RESOLUTION NUMERIQUE ET VALIDATION DU MODELE

La période des oscillations de chaque écoulement est représentée sur la figure 4.9. Rappelons
que lorsque le flot est instable, ses variables oscillent suivant une certaine période. Celle-ci est
nulle si I’écoulement est stable. Certaines périodes numériques sont tres proches de la réalité.
D’autres sont par contre plus approximatives ou méme fausses lorsque le modele prédit un
écoulement stable alors que ’expérience exhibe une instabilité. En comparant attentivement
les deux courbes, on se rend compte que les mauvaises prédictions concernent principalement
les écoulements de grande période. Or, ceux-ci correspondent a des phénomenes de grandes
amplitudes [44]. Nos résultats sont donc cohérents avec ce que nous avions prédits car toutes
les approximations que nous avons admises pour construire notre modele simplifié ne sont
valides que si I’écoulement est légerement instable (voir section 2.5). En d’autres termes, des
que la longueur des bouchons de liquide devient importante, les fluctuations et les périodes sont
importantes et le modele perd tout son sens.

Il est pour l'instant difficile de déterminer a priori le domaine de validité du modele dans
I’espace des parametres q%, q% et L (la température est approximativement la méme dans toutes
les expériences; les autres parametres tels que la hauteur du riser, le diametre du pipeline ou
encore les propriétés physiques des deux phases sont constants dans tous nos calculs). En ce
qui concerne le comportement dynamique du modele, nous allons voir qu’il est tres proche de
la réalité.

4.2.5 Comportement dynamique du modele

Les figures 4.10 a 4.18 illustrent quelques calculs transitoires pour lesquels nous avons
systématiquement tracé la hauteur liquide dans le riser, la pression et le taux de vide en sortie
de la flow-line et Rg au pied du riser. On constate que dans la plupart des cas, la pression os-
cille suivant des cycles triangulaires de relaxation. Ces derniers sont caractéristiques du severe
slugging [18, 43, 44, 45, 61, 96, 115, 121, 140, 143, 144, 163|.

Sur la figure 4.13, nous avons tracé le cycle périodique observé au cours de la simulation
de Dessai 23. A t ~ 831 s commence la premiére étape du cycle (cf. figure 1.2) : la pression
augmente et le gaz s’accumule dans la flow-line. Un bouchon de liquide grossit au pied du riser,
formé d’un c6té par le liquide provenant du pipe et de autre par le film liquide (résultant de
la derniere étape du cycle précédent) qui s’écoule le long des parois du riser. Le niveau liquide
Hj;, descend tandis que le gaz pénetre dans le riser a faible débit : le bouchon liquide contient
du gaz (Rg ~ 0.41).

N

A t ~ 841 s, la hauteur liquide entame son ascension. La pression continue d’augmenter
alors que les taux de vide en sortie de la flow-line et en entrée du riser varient trés peu. La
seconde étape de production du bouchon de liquide (cf. figure 1.3) n’existe pas car la flow-line
est horizontale : I’aération du riser commence a 'instant méme ou Hj;, atteint le sommet du
riser. La valeur maximale de la pression au pied du riser (environ 2.86 bar) est inférieure a la
pression maximale résultant d’un riser entierement rempli de liquide :

Pz ~ p; g H + Pg ~ 3.5 bar.

pi est la densité du liquide a la pression Ps.

La troisieme étape commence a t ~ 859 s : une grosse bulle pénetre dans le riser au moment
ou la hauteur liquide atteint le sommet du riser. La pression en sortie de la flow-line diminue
trés rapidement car elle dépend principalement de la pression hydrostatique du riser. Le liquide
est évacué violemment dans le séparateur.
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La quatrieme étape commence lorsque la bulle atteint le sommet du riser. La pression
devient minimale & ¢ ~ 868 s et le liquide qui n’a pas été entrainé dans le séparateur par la
bulle de gaz, retombe le long des parois du riser pour former a nouveau un bouchon de liquide.
On est donc revenu a la premiere étape du cycle périodique.

4.2.6 Ecoulements quasi-stationnaires

Considérons maintenant d’autres simulations. Dans certains essais, la pression oscille parfois
de fagon plus réguliere, grossierement de fagon sinusoidale (cf. figure 4.16). En particulier dans
I'essai 28 (cf. figure 4.15), le riser reste saturé (Hy,, = H) tandis que les autres variables oscillent
indéfiniment. Ce phénomene a aussi été observé par Taitel, Y. et al. [163] :

“Il a été monitré dans le passé que la colonne liquide dans le riser doit étre
instable pour que le severe slugging apparaisse. Ainsi, lorsque le gaz commence
a pénétrer dans le riser, un processus d’explosion des poches de gaz se développe
rapidement. Autrement, lorsque le riser est stable, un état stationnaire s’installe.

En nous appuyant sur de nouveauz résultats expérimentaur, nous avons vu que
ce n'est pas forcément le cas. En fait, lorsque le systeme est stable et que le gaz
pénétre dans le riser rempli de liquide, le tauz de vide dans le riser a parfois tendance
a osciller. Ce processus oscillatoire peut s’atténuer et résulter en un écoulement
diphasique stationnaire (comme il était supposé précédemment) ; mais il peut aussi
continuer indéfiniment sous la forme d’un processus cyclique quasi-stationnaire.
Celui-ci ressemble au severe slugging mais sans la vigueur spontanée des explosions
(de poches de gaz) qui le caractérisent.”

Dans la réalité, il est parfois difficile de distinguer ce type d’écoulement quasi-stationnaire d’un
écoulement intermittent classique pour lequel le taux de vide dans le riser varie aussi en fonction
du temps, suivant une période donnée par la fréquence des bouchons de liquide (ou des poches
de gaz) qui défilent en un point fixe de la conduite [61]. Avec notre modele, il est beaucoup
plus facile de distinguer ces deux flots puisque la solution stationnaire dans le riser est d’ores
et déja un écoulement intermittent (cf. figure 2.3). La loi de glissement (1.11) ne dépend pas
de la fréquence d’apparition des bouchons de liquide : le taux de vide calculé dans le riser est
une approximation moyenne du taux de vide réel.

4.2.7 Premieres conclusions

On en déduit que le modele est capable de reproduire de nombreux aspects du phénomeéne de
slugging et ce de maniere tres simple puisque la plupart de nos équations et de nos lois sont
des modeles simplifiés ou synthétiques. Plus précisément, nos résultats numériques semblent
indiquer que l'instabilité apparait sous la forme de petites oscillations régulieres au voisinage
des points de bifurcation. Autrement, ces dernieres s’amplifient tres rapidement pour atteindre
des cycles limites de relaxation beaucoup moins réguliers.

Les périodes prédites sont tres proches de la réalité lorsque 1’écoulement réel oscille avec une
faible amplitude. Ce qui est cohérent avec les approximations adoptées pour construire notre
modele simplifié car celles-ci ne sont valides que si I’écoulement est légérement instable (voir
section 2.5).

La longueur de la flow-line et le débit liquide imposé en entrée du pipeline semblent étre des
parametres de bifurcations du phénomene (comparez les figures 4.13 et 4.14 ou 4.15 et 4.16).
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Nous verrons au cours de nos comparaisons avec les essais de Fabre, J. et al. (voir section 4.3)
que le débit de gaz est aussi un parametre important du phénomene de slugging.
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Figure 4.3 : Perte de charge moyenne dans le down-comer



\

s

-

CHAPITRE 4. RESOLUTION NUMERIQUE ET VALIDATION DU MODELE

116

ressg
ov 154 0€ G¢ 0¢ aT 0T
T T T T T T T
0%
02
' &
03
n
noo
1
" X
N4 i
[
,, ! P A“,y
1"
44 ! P n
\ | !
v | [
\ & ! 1 b
\ + | \ I\ ,< |
\ n I | + I\ Lo
\ N | | N (IR Y
T | 1 | & oA \
\ /A | \ Y i \
+ Y i1 4 - | \
! \
\ / \ 1 \ I \ +r/+ ! 1
h \ 1 \ I \ ] \ ! \
H + ! Y \ 1 \ J \ | !
D / 1 / i / & \ \ <_ X
! & * | \ ! \ ! \
\ & %
-+ \ & o | aa P o> \ | &
3 - <
_T/Ly N + /;T\Ly \Jrri_r Bt & L

- (wyed) ‘wnu abreyd ap auad : sul-moyy
—<— (wyed) "dxa abueyd ap auad : aul-moj}

00.-

009-

00S-

00v-

00€-

00¢-

00T-

00T

Figure 4.4 : Perte de charge moyenne dans la flow-line
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Figure 4.6 : Vitesse superficielle moyenne du gaz dans la flow-line
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Figure 4.7 : Vitesse superficielle moyenne du liquide dans la flow-line
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Figure 4.8 : Pression moyenne dans la flow-line
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Figure 4.9 : Période des oscillations
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Figure 4.13 : Calcul transitoire : essai 23.
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4.3 Comparaisons avec les expériences de Fabre

Cette section présente de nouvelles comparaisons entre notre modele et des tests expérimentaux
réalisés par Fabre, J. et al. sur une boucle d’essais en forme de L [59, 61].

4.3.1 Dispositif expérimental

La boucle expérimentale de Fabre, J. et al. est construite a l’aide de pipes circulaires en polyvinyl
transparent d’un diametre constant de 0.053 m. Le mélange eau-air s’écoule le long d’un pipe
horizontal ou légerement incliné et remonte ensuite dans un riser vertical. Le pipe et le riser
mesurent respectivement 25 m et 13.5 m (cf. figure 4.19).

A Tentrée du pipeline, les vitesses superficielles du liquide et du gaz sont maintenues con-
stantes. En sortie du riser, le mélange diphasique est évacué dans un séparateur horizontal.
Celui-ci fonctionne sous des conditions atmosphériques : sa pression interne vaut approxima-
tivement un bar. Les expériences ont lieu a température ambiante. Elle sera supposée constante
ou plus précisément égale a 20° Celsius dans tous nos calculs.

riser H

Figure 4.19 : Systéme pipe-riser de Fabre J..

4.3.2 Modifications du modele

Dans les expériences de Fabre, J. et al., les conditions en entrée du pipe sont données par des
vitesses superficielles constantes UOL, U % du liquide et du gaz :
déf
(1 - RL)VL(RE, Py, UY) = UY, (4.83)
déf
RALVG(RY, Py, UL = UYL, (4.84)
Il est donc nécessaire de modifier les équations de notre modele car les vitesses superficielles
en entrée du pipe peuvent varier en fonction du temps puisque ce sont les débits massiques (et
non volumiques) qui étaient imposés constants.

Tout d’abord, nous notons que la quantité U % qui intervient dans les équations (2.40),
(2.41), (2.45), (2.52) et (2.53) n’est plus une inconnue du modele puisque :

Ug =Uq +Ug.
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En remplagant les deux relations (2.52) et (2.53) par une des deux équations (4.83) ou (4.84),
nous avons bien autant d’équations que d’inconnues.

Si nous choisissons (4.84), notre probleme consiste donc a résoudre ’ensemble des équations
(2.40) - (2.51) et (4.84) par rapport aux 13 inconnues :

01 01 23 23 0 1 12 2 3 3
mL ,mG ,mL ,mG,RG,PO,RG,Plg, US ,RG,RG, Us,Hg. (485)

4.3.3 Modélisation de I’écoulement intermittent

Nous conservons la corrélation (4.82) de la vitesse de dérive de I’écoulement intermittent. Nous
imposerons par contre la valeur suivante du parametre de distribution :

Cint(f) = 1.0 + 0.25sin 0 (4.86)

qui coincide avec les mesures de Nicklin D. et al. lorsque # = 7/2 (i.e. dans le riser) [116].
Nous verrons que cette corrélation donne de meilleurs résultats que celle formulée dans (4.81).
Notons que Cjpi(6) est bien inférieur a un lorsque que le pipe est légerement descendant. Plus
précisément, I’angle 6 varie entre —0.57° et 0.57° dans les expériences présentées par Fabre, J.
et al. [61].

Contrairement aux calculs précédents de la section 4.2, nous n’imposerons pas une des lois
synthétiques de glissement décrites dans la section 3.4. Dans tous les calculs qui vont suivre, le
modele prévoit un écoulement stratifié dans le pipe lorsque R est compris entre 0.52 et 0.76
(voir tableau 3.2). Ce qui est cohérent avec I’hypotheése couramment admise que 1’écoulement
dans le pipe doit étre stratifié pour que du severe slugging apparaisse [61, 144, 154].

Pots, B. et al. ont cependant remarqué que des instabilités peuvent apparaitre si le flot est
intermittent dans le pipe [127] : des bouchons de liquide sont générés dans le riser avec une
longueur inférieure a celle du riser mais supérieure a celle des bouchons d’un flot intermittent.
Rappelons que cette longueur doit étre égale ou supérieure a la hauteur du riser pour que ’on
puisse parler severe slugging (voir section 1.1).

Dans le cas d’un systéme en forme de U (¢f. figure 4.2), nous avons vu qu’il est aussi possible
d’obtenir des écoulements instables en imposant un régime intermittent dans la flow-line (voir
sections 4.2.2 et 4.2.4). Ce qui contredit I'hypothese communément admise que les débits de gaz
et de liquide doivent étre faibles (lorsque le pipe d’un systéme pipe-riser est horizontal [127])
pour que des instabilités apparaissent car I’écoulement intermittent se produit uniquement pour
des débits liquides élevés [12]. Nous en déduisons que le down-comer joue un réle important
dans le phénomene. Corteville, J. et al. remarquent justement dans leur rapport [44] :

“ Le down-comer interviendrait (...) comme une prolongation particuliére de
la flow-line, ajoutant une réserve de gaz qui stocke l’énergie motrice de pression
et permet donc d’amplifier la vitesse des bouchons de liquide au déclenchement de
Uinstabilité, sans augmenter sensiblement leur taille.”

4.3.4 Résultats numériques

Fabre, J. et al. présentent quelques résultats expérimentaux ou la pente du pipe varie entre
—1% et 1%. Ils fournissent quelques comparaisons entre leur modele et 1’expérience lorsque le
pipe est horizontal et que 1’écoulement est instable. Dans deux cas parmi les trois présentés
dans leur article, les calculs numériques sont tres proches des mesures expérimentales.
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Tableau 4.2 : Pressions moyennes en sortie du pipe : = 1%, U = 0.127 m/s

U% (m/s) | Pegp (bar) | Puym (bar)
2.24 1.43 1.384
1.00 1.48 1.473
0.45 1.70 1.628
0.20 2.00 1.818

Sarica, C. et al. ont comparé leur modele (différentiel dans le pipe et aux dérivées partielles
dans le riser) par rapport aux résultats de Fabre [140]. Ils soulignent que le severe slugging est
fortement dépendant de l'inclinaison du pipe : “ une petite déviation par rapport a l’horizontale
peut causer des changements substantiels dans les résultats ”. Selon eux, Fabre, J. et al.
n’auraient pas di observer d’instabilité si le pipe avait été rigoureusement horizontal car leur
modele n’en fournit pas lorsque 6 vaut exactement zéro; nous I’avons aussi constaté avec notre
modele. Ils observent par contre des oscillations des que 'angle d’inclinaison du pipe devient
tres légerement négatif. Il est donc étonnant que Fabre, J. et al. trouvent numériquement des
instabilités périodiques car le modele de Sarica n’est qu'une version améliorée du modele de
Fabre.

Pots, B. et al. ont une opinion similaire a celle de Sarica, C. et al. en ce qui concerne la
dépendance du severe slugging par rapport a I'inclinaison du pipe [127]. Selon eux, le phénomene
doit disparaitre si le pipe est rigoureusement horizontal. Dans le cas contraire ou la conduite
n’est pas parfaitement horizontale, des instabilités peuvent se produire mais a des débits trop
faibles pour avoir un intérét pratique. Les expériences de Fabre, J. et al. sont justement réalisées
a tres faibles débits.

Pour finir, Schmidt, Z. et al. soulignent dans un de leurs article qu’il est impossible
d’observer la production de longs bouchons de liquide (i.e. dont la longueur est supérieure a la
hauteur du riser) lorsque le pipe est horizontal. Autrement dit, le severe slugging n’existe pas si
6, = 0 [144]. Cependant, Fabre, J. et al. ont observé expérimentalement des instabilités lorsque
leur pipe était horizontal. Ils soulignent que les bouchons de liquide générés par les écoulements
ont une longueur inférieure & celle du riser (la poche de gaz n’est jamais entierement bloquée
par 'accumulation de liquide au pied du riser) mais supérieure a un ceux d’un flot intermittent.
Fabre, J. et al. ont donc observé des transitions entre les écoulements stables et le severe slugging.

Les autres expériences concernent des pipes d’inclinaison 1% et —1%. Dans le premier
cas, tous les écoulements présentés sont stables. Notre modele confirme ce résultat. Fabre, J.
et al. fournissent les courbes de pression en sortie du pipe pour chaque essai. Ces dernieres
ne sont pas tres lisses car le taux de vide oscille légerement dans le riser, en fonction de la
fréquence des bulles de gaz qui pénetrent dans la conduite. Nous présentons les valeurs mesurées
P.,p et numériques Py, dans le tableau 4.2 (les pressions expérimentales sont des moyennes
approximatives). On vérifie immédiatement que les pressions numériques sont proches de la
réalité.

Lorsque 6 = —1%, les auteurs constatent que les écoulements sont beaucoup plus instables
que dans le cas ot le pipe était (approximativement ?) horizontal. Dans chacune des expériences
présentées, la vitesse liquide U est fixée & 0.127 m/s tandis que la vitesse du gaz U% est
progressivement diminuée. Elle vaut tout d’abord 2.24 m/s, puis 0.45 m/s et finalement 0.2
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m/s. Dans le premier cas, I’écoulement est stable. Il devient instable pour les deux essais
suivants avec une période expérimentale valant respectivement 65 s. et 125 s..

Notre modele fournit effectivement un écoulement stable lorsque U2 = 2.24 m/s (cf. figu-
re 4.20). La pression prédite au pied du riser (environ 1.38 bar), est tres proche de la valeur
expérimentale qui oscille 1égerement entre 1.35 et 1.45 bar. Notons que ce résultat dépend
beaucoup du parametre de distribution Cj,; de la loi de glissement (1.11). Ainsi lorsqu’on
remplace la corrélation (4.86) par (4.81), la pression prédite vaut environ 1.27 bar, ce qui est
bien moins satisfaisant.

Le cas U% = 0.45 m/s est instable. Il est aussi tres raide car le schéma numérique diverge
avant que les variables n’atteignent leur cycle limite. Ce qui est normal car notre modele n’est
pas adapté pour simuler de telles expériences : rappelons que les hypotheses admises pour
sa construction supposent que les écoulements sont légeérement instables (voir section 2.5). Il
est donc impossible de calculer la période de I’écoulement. Le modele prédit néanmoins des
oscillations de grandes amplitudes. Ce qui est conforme a la réalité. Notons aussi que dans cet
exemple, le modele de Sarica, C. et al. prédit que le liquide pénetre dans le pipe au cours de
la deuxieme étape du cycle de severe slugging (cf. figure 1.3). Leurs calculs fournissent une
longueur maximale du bouchon de liquide dans le pipe égale a 1.093m. Ce qui confirme la
raideur de cette expérience.

Le dernier essai ou U % = 0.2 m/s est quant & lui beaucoup trop raide pour que nous
puissions le simuler : la courbe expérimentale de pression fournie par Fabre, J. et al. indique
clairement que la seconde étape de production du bouchon de liquide existe (cf. figure 1.3) car
la pression maximale résultant d’un riser entierement rempli de liquide est atteinte durant
plusieurs secondes.

4.3.5 Analyse des résultats

Bien que notre schéma numérique soit incapable de simuler le dernier essai de Fabre, nos calculs
indiquent clairement que I’écoulement devient beaucoup plus instable lorsque U % décroit. Il
semble donc qu’il existe une valeur critique (U %)mt pour laquelle I’écoulement est stable lorsque
U % > (U%)Cm et instable si U % < (U%)Cm-t. Les essais de Fabre, J. et al. ne fournissent
malheureusement pas d’exemple ou U OG est proche de (U (();')crit-

Lorsque le severe slugging est tres prononcé, nous venons de voir que le calcul complet de
la solution transitoire (i.e. du point de départ jusqu’au cycle limite de relaxation) est parfois
impossible car le schéma numérique ne converge pas. Nous aurions pu éventuellement résoudre
ce probleme en remplacant la méthode de Newton par une résolution plus sophistiquée; nous
pensons en particulier aux méthodes du type line searches [54]. Mais il faut garder & l’esprit
que notre modele s’appuie sur des simplifications qui n’ont de sens que lorsque les phénomenes
transitoires sont suffisamment lents (voir section 1.2.3).

Dans le méme sens, Sarica, C. et Shoham, O. soulignent dans leur article que les termes
de gravité dans ’équation de conservation (1.3) ne sont plus forcément dominants lorsque le
severe slugging est trés prononcé car les forces dynamiques telle que I'accélération peuvent étre
importantes [140]. Ce qui pourrait expliquer nos problemes de résolution numérique ainsi que
ceux rencontrés par Taitel, Y. et al. avec leur modele : “le débit de gaz augmente indéfiniment
(dans le cas d’un severe slugging important) lorsque la discrétisation spatiale du riser est raffinée
7 [163].

Taitel, Y. et al. ont publié de nombreuses cartes ou sont reportés des écoulements légerement
instables (voir section 4.2.6) dans l'espace des parametres (UY, UY) [96, 163, 173]. Puisque
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ces flots représentent une transition entre des écoulements stables et instables du type severe
slugging, il est donc probable que U% et U% soient proches de leurs valeurs critiques pour
certaines des expériences décrites.

Le dispositif expérimental de Taitel, Y. et al. est un peu différent de celui de Fabre, J. et
al. car un pipe supplémentaire (simulé par réservoir) est placé en amont du systéme pipe-riser
afin d’augmenter le volume de gaz contenu dans le pipe. Il est donc nécessaire de modifier
nos équations pour en tenir compte. C’est ce que nous ferons dans le chapitre suivant (voir
section 5.2.6) ou nous présentons un modele simplifié pour lequel il est facile d’intégrer cette
particularité de la boucle de Taitel.
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Chapitre 5

Analyse mathématique

Ce chapitre présente une analyse mathématique d’un modele simplifié des écoulements gaz-
liquide transitoires dans les conduites pétrolieres du type pipeline-riser. Ce dernier s’inspire des
équations décrites dans les chapitres 2 et 3.

Une analyse linéaire de ce modele fournit I’expression analytique de la frontiére séparant
les écoulements stables (ou permanents) des écoulements instables (severe slugging, quasi-
stationnaires, etc.) dans l'espace des parametres physiques. La formule algébrique de cette
frontiere constitue un nouveau critere de prédiction des instabilités des écoulements diphasiques
dans les systemes pipeline-riser. Nous le comparerons avec ceux de la littérature, sur des cartes
d’écoulements expérimentales.

Un calcul de bifurcation est ensuite présenté. Il débouche sur 'expression analytique des
courbes de bifurcation du modele, au voisinage des valeurs critiques des parametres. Ces courbes
représentent I’amplitude maximale des oscillations de chaque variable d’un écoulement instable
en fonction d’un parametre du probleme. Elles sont calculées de maniére symbolique, gréace
au logiciel Maple; nous démontrerons sur quelques exemples que la bifurcation a ’origine du
severe slugging est du type Hopf.

5.1 Introduction

Les criteres de prédiction du severe slugging disponibles dans la littérature suggerent I’existence
de valeurs critiques des parametres : lorsque I'un d’eux est inférieur (respectivement supérieur)
a une certaine valeur critique, les autres parametres étant fixés, ’écoulement est stable (resp.
instable) ou vice - versa. Ce sont les points de bifurcation du probleme [77, 103].

Au voisinage de ces points, la forme de I’écoulement est voisine de celle d’un écoulement
stationnaire comme celui représenté sur la figure 5.1 [163]. La colonne liquide dans le riser est
stable mais des quantités telles que la pression ou le taux de vide au pied du riser ont tendance
a osciller de maniere significative. Ces oscillations peuvent s’atténuer avec le temps et résulter
en un écoulement stationnaire ol les débits massiques de gaz et de liquide sont constants le long
de la conduite. Dans le cas contraire, ces fluctuations peuvent se propager indéfiniment sous la
forme d’un processus cyclique quasi-stationnaire dont 'amplitude est nettement supérieure a
celle d'un flot intermittent normal (voir section 4.2.6).

Pour que du severe slugging se produise, il est nécessaire que les débits liquides et gazeux
en entrée de la conduite soient faibles [163]. Ce qui correspond a un écoulement stratifié dans le
pipe [12]. Plusieurs auteurs ont admis cette hypothése [61, 144, 154]. En particulier, Schmidt, Z.
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et al. soulignent que si I’écoulement est intermittent, les bouchons de liquide générés dans le pipe
sont presque identiques lorsqu’ils traversent le riser. Il en résulte un écoulement stationnaire.

Pots, B. et al. ont cependant remarqué que des instabilités peuvent se produire lorsque
le flot est intermittent dans le pipe [127] : des bouchons de liquide sont générés dans le riser
avec une longueur inférieure a celle du riser mais supérieure a celle des bouchons d’un flot
intermittent normal. Le débat reste ouvert. Nous admettrons en ce qui nous concerne, que le
flot dans le pipe doit étre stratifié au voisinage des points de bifurcation. Nous verrons plus
loin que ce choix donne de tres bons résultats.

A faibles débits liquides et gazeux, le flot dans le riser est nécessairement intermittent ou
dispersé (voir sections 1.7.2). Rappelons que 1’annulaire ne se produit que pour des débits de
gaz tres élevés. Nous imposerons donc une loi de glissement du type intermittent ou dispersé
dans notre modele de riser.

Moyennant ces hypothéses, nous allons dans un premier temps, construire un modele
simplifié ot les vitesses superficielles (ou débits volumiques) du gaz et du liquide sont imposées
en entrée du pipe. Nous verrons ensuite le cas ou les débits massiques du gaz et du liquide sont
fixés en entrée du pipe.

=
=i

liquide
gaz riser

L

liquide

pipe

DDDDD D

Figure 5.1 : Ecoulement stationnaire avec intermittence dans le riser.

5.2 Modele simplifié pour une analyse locale

Fabre, J. et al. ont proposé une modélisation extrémement simple de ’écoulement stratifié¢ dans
un pipe [61]. C’est elle que Sarica, C. & Shoham, O. ont choisie pour simuler le severe slugging
lorsque celui-ci n’est pas trop prononcé (i.e. lorsque la poche de gaz n’est jamais complétement,
bloquée par un bouchon de liquide au pied du riser) [140]. C’est aussi cette approche simplifiée
que nous adopterons.

Remarque : cette modélisation de Fabre, J. et al. est fausse si I’écoulement n’est pas stratifié
mais elle a I’avantage d’étre bien plus simple que celle que nous avons présentée dans la
section 2.5. Nous verrons plus loin qu’elle simplifie énormément l’analyse mathématique de
notre modele.

En ce qui concerne le riser, la validité des équations décrites dans la section 2.5 est discutable
lorsque le severe slugging est tres accentué car I’approximation des variables my, et mg dans les
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formules (2.38) - (2.39) n’a pas beaucoup de sens au cours de la troisitme étape du severe
slugging (cf. figure 1.4). Nous pourrions résoudre ce probléme en considérant un systéme
algébro-différentiel spécifique a chaque étape du severe slugging [143, 144]. Ou bien, considérer
un ensemble d’équations (de conservation) aux dérivées partielles [61, 140]. Dans les deux cas,
une analyse de stabilité des écoulements stationnaires du probleme est extrémement difficile a
réaliser.

Cependant, nous avons vu dans les sections 4.2 et 4.3 que les équations décrites dans la
section 2.5 conviennent parfaitement pour simuler des écoulements instables de faible amplitude
dont, en particulier, les écoulements quasi-stationnaires. Ceux-ci représentent une transition
entre les écoulements stationnaires (voir figure 5.1) et ceux du type severe slugging (voir
section 1.1). Nous les observons lorsque les parametres physiques sont proches de leurs valeurs
critiques. Leur configuration est proche de celle d’un flot stationnaire mais leurs oscillations
ont des amplitudes beaucoup plus importantes : dans la pratique, les variables d’un écoulement
stationnaire oscillent de maniere aléatoire autour d’une valeur constante, suivant un bruit qui
dépend de la variation du taux de vide (ou du passage des bulles) dans la conduite. Dans le
cas quasi-stationnaire, ces oscillations sont réellement périodiques.

L’instabilité & l'origine du severe slugging est donc hydrodynamique. Son apparition est
difficile a détecter dans la réalité car les configurations des flots stationnaires et quasi-
stationnaires se ressemblent. Par contre, en ce qui concerne les modeles décrits dans la section
2.5 ou dans ce chapitre, cette détection est immédiate car les variables d’un écoulement
stationnaire sont constantes tandis que celles d’un flot quasi-stationnaire oscillent de maniere
périodique : le bruit mesuré expérimentalement est éliminé par les simplifications de notre
modélisation.

En adoptant par simplicité, les équations décrites dans la section 2.5, nous admettons
que notre modeéle ne sera valide qu’au voisinage des points de bifurcation du probléme ou
I’écoulement est stratifié dans le pipe et intermittent ou dispersé dans le riser. Ce qui suffira
pour effectuer une analyse de stabilité des écoulements stationnaires et en déduire I’expression
analytique de la frontiere du severe slugging ou encore I’amplitude maximale des oscillations en
fonction des parametres physiques du probléeme, localement autour des points de bifurcation.
Nous remplirons ainsi les deux premiers objectifs énoncés dans la section 2.1.

5.2.1 Modélisation de I’écoulement stratifié dans le pipe

Rappelons les équations de notre modele de pipe (voir section 2.5) lorsque les vitesses
superficielles du gaz et du liquide sont imposées constantes en entrée de la conduite (voir
section 4.3.2) :

dmOl
dtL = pr(Po)(1 = RG)VL(RE, Po,US) — pr(Pi2)(1 = RG)VL(Rg, Pi2, Ug),  (5.1)
dmOl
dtG = pc(Po)RGVa(RE, Py, US) — pa(Pi2) RGVa (R, Pra, U), (5.2)
1
0 = Po—-PR+ §L |:Fp(RO , Py, U%) + Fy(Rg, Pra, U}qz)}
+ gsin (6p)(m] +mg), (5.3)
1
0 = m)' — SL[pr(P)(1 - RY) + pr(Pro)(1 - RY)] (5.4)

1
0 = mYf - SL[pc(P)RG + pa(Pr2)R| (5.5)
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0 = (1—R&VL(RE, P, U%) —UY. (5.6)

Sans étre trop approximatif, nous supposerons dans toute la suite que la phase liquide est
incompressible :

pr(P) = pi. (5.7)

En tenant compte de (5.6), '’équation différentielle (5.1) s’écrit :

01
dm7

o= pL(UL = UL) (58)

Ol nous avons posé :

Ul = (1 — RE)VL(RE, Pra, US).

L’écoulement étant stratifié dans le pipe, nous pouvons supposer sans trop exagérer que le
taux de vide ne varie pas le long du pipe. Cette approximation a un sens tant que le bouchon
de liquide au pied du riser ne remonte pas dans le pipe (cf. figure 1.3). C’est vrai en particulier
si ’écoulement est stationnaire ou quasi-stationnaire (cf. figure 5.1). De la méme maniére que
Fabre, J. et al. [61], Sarica, C. & Shoham, O. [140], Schmidt, Z. et al. [143] ou encore Taitel,
Y. et al. [154, 163], nous admettrons que le taux de vide dans le pipe est constant et ne dépend
que des parametres du probleme tels que les débits imposés en entrée du pipe, 'inclinaison 6,
et le diametre interne D de la conduite :

R%ipe = ]:(U%vUoGagva) (59)

Nous verrons dans la section 5.2.2 comment déterminer la fonction F.

Nous en déduisons que m?* ne varie pas au cours du temps. Ce qui entraine :

ULty =09, vt. (5.10)

Considérons maintenant la premiere équation algébrique (5.3). Puisque le pipe est horizontal
ou légerement incliné, les pertes de charge sont essentiellement dues aux termes de frottement.
L’erreur commise en négligeant ces derniers n’est pas significative car la pression dans le pipe
est due principalement au poids de la colonne liquide dans le riser et la pression du séparateur
qui est généralement proche de celle de 'atmosphere. Aussi, nous calculerons la densité du gaz
a lentrée et la sortie du pipe en fonction d’une pression moyenne [61, 143, 154, 163] :

Pyipe(t) = Ps + g [mP(t) + mE (1)] (5.11)
ott m23 et mZ} sont les quantités définies par (2.22).
Etant donné (4.84), la seconde équation différentielle (5.2) se réduit  :
dm@}
dt

(t) = pa(Pyipe (1)) [UE = UE(1)]

oll Nous avons pose :
1 1 1 12
Ua = ReVa(Rg, P2, Ug).

Puisque

L )
mg;l :/0 PG(P)RGdHU = LPG(Ppipe)RI(J}Zpev (5'12>



5.2. MODELE SIMPLIFIE POUR UNE ANALYSE LOCALE 143

nous en déduisons :
ive d
LRE" - 06 (Byipe(t))] = pa(Prpe (1)) [U = UL (1)) (5.13)
Finalement, grace a 1’équation d’état du gaz (1.6), I'’équation différentielle de la pression
dans le pipe est la suivante :

dPpipe

UL -UL®)
y (t)— G G

LR

Ppipe(t). (5.14)

5.2.2 Calcul du taux de vide dans le pipe

Plusieurs méthodes existent pour déterminer le taux de vide d’un écoulement stratifié. Celui-ci
étant peu observé lorsque la conduite est ascendante et que les débits sont faibles [14], les
corrélations disponibles dans la littérature sont exclusivement dédiées aux cas ou le pipe est
horizontal ou légerement descendant. Ce qui n’est pas pénalisant car il est nécessaire que ¢, < 0
pour que des instabilités apparaissent [61] .

Traitons tout d’abord le cas horizontal. Lockhart, R. W. & Martinelli, R. C. ont été parmi
les premiers a s’intéresser a 1’écoulement stratifié dans un pipe horizontal et en ont déduit une
corrélation empirique entre le taux de vide et un parametre, donné par la formule (5.16), dit
de Lockhart-Martinelli. Ce dernier dépend principalement de la pression dans le pipe et des
vitesses superficielles des deux phases.

Taitel, Y. & Dukler, A. E. ont justifié les travaux de Lockhart & Martinelli de maniere
théorique [156]. L'un de leurs résultats est une relation algébrique ne dépendant que de
la hauteur liquide hy du flot (voir section 1.5.3) et du parametre de Lockhart-Martinelli.
Connaissant la valeur de ce dernier, il est donc facile de calculer la valeur du taux de vide en
fonction de hp, grace a 1'égalité (5.19). Apres comparaisons avec des mesures expérimentales,
les résultats de Taitel & Dukler s’averent étre bien plus satisfaisants que ceux de Lockhart &
Martinelli.

Quelques temps apres, Aggour, M. A. & Sims, G. E. ont proposé une corrélation plus simple
et aussi efficace que celle Taitel & Dukler [1] :

(1 - Rg)*(1 —2Rg)

X% =1.189 (5.15)
R
ou 1/2

20r, (PULDY\ N

D 1L PL VL
X = P — ) (5.16)
2Cq ( pa(P UGD 012
02 (2eBER) g o

Cr, Cq, ar, et ag sont les coefficients de I’équation de Blasius (3.12).

Plusieurs corrélations sont donc envisageables pour déterminer le taux de vide dans
I’écoulement stratifié horizontal. Malheureusement, ces lois dépendent de la pression, par
I'intermédiaire du parametre de Lockhart-Martinelli. 11 est donc impossible de déterminer
le taux de vide exclusivement & partir des parametres. Pour contourner ce probleme, nous
supposerons que le pipe est descendant. Cette hypotheése ne limite pas trop notre champ
d’application car un pipe n’est jamais parfaitement horizontal dans la réalité.
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Notons aussi que le severe slugging n’existe pas si 8, = 0 [127]; des instabilités peuvent
apparaitre mais a des débits trop faibles pour avoir un intérét pratique : les bouchons de liquide
générés par les écoulements ont une longueur inférieure & celle du riser (la poche de gaz n’est
jamais entierement bloquée par 'accumulation de liquide au pied du riser) mais supérieure
a la taille des bouchons d'un flot intermittent usuel (voir section 4.3.4). C’est pourquoi la
majorité des cartes d’écoulement disponibles dans la littérature sur le severe slugging résultent
d’expériences ou 6, est strictement négatif [127, 144, 163, 173].

Dans le cas d’un systeéme en forme de U ou la flow-line est horizontale (cf. figure 4.2), nous
avons vu qu’il était tout de méme possible d’obtenir des écoulements instables pour une large
gamme de débits (voir section 4.2). Par conséquent, le down-comer joue un réle important dans
le phénomene. Corteville J. et al. remarquent justement dans leur rapport [44] :

“ Le down-comer interviendrait (...) comme une prolongation particuliére de
la flow-line, ajoutant une réserve de gaz qui stocke l’énergie motrice de pression
et permet donc d’amplifier la vitesse des bouchons de liquide au déclenchement de
Uinstabilité, sans augmenter sensiblement leur taille.”

Lorsque le pipe est légerement incliné, plusieurs corrélations sont envisageables. La premiere
est celle proposée par Taitel, Y. dans son étude de stabilité du severe slugging [154]. Elle consiste
a résoudre I’équation de conservation de la quantité de mouvement du liquide par rapport a la
hauteur liquide Ay, ; Taitel, Y. néglige le frottement interfacial et les pertes de charge :

A% pp(U9)?

fL AL(hL),SL(hL),UO = *pLgALSiIle (5.17)
[ L] [Ap(hr)® 2 '
ou
iy = 2 [ () () (Y
N I L)) D D ’
2h
Sp(hr) = D |:7T —cos™ ! (% — 1)} . (5.18)
hy, étant connu, nous en déduisons le taux de vide dans le pipe grace a la relation :
Ar(h
Ra=1- %L) (5.19)

La résolution de (5.17) par rapport a hy est faite de maniere itérative. L’algorithme con-
verge tant que le débit U % n’est pas trop grand. Lorsque celui-ci augmente, Rg diminue et
(5.17) n’admet plus de solution. Dans la pratique, cela se produit lorsque Rg devient approxi-
mativement inférieur & 0.2. Ce probleme est di aux simplifications (notamment la suppression
du frottement interfacial) de 1’équation de conservation de la quantité de mouvement du lig-
uide. Pour le résoudre, nous présentons ci-dessous une seconde équation dont la solution existe,
méme pour des taux de vide tres petits. Elle donne des résultats tres similaires a ceux de Taitel,
Y. lorsque (5.17) admet une solution.

Dans un de leurs articles sur le severe slugging [143], Schmidt, Z. et al. proposent une
méthode simple de calcul de la fraction liquide. Ils remarquent que 1’écoulement stratifié¢ dans
un pipe est similaire au flot d’un liquide dans un canal ouvert. Manning a étudié ce probleme
et a proposé une expression simple de la vitesse moyenne du liquide [4] :

1.49 [AL1%/3
V= [S—ﬂ | sin 6,|'/2. (5.20)
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Le coefficient n est une mesure de la rugosité du canal. La surface interne d’un pipe expérimental
étant généralement tres lisse, nous imposerons la valeur n = 0.01 car celle-ci est la plus petite
quantité suggérée par Manning.

En tenant compte des relations (1.27) et (1.41), l’aire occupée par la phase liquide dans une
section droite du pipe est donnée par la formule :

D2
A = §<Q —sin(2). (5.21)

Le périmetre mouillé est quant & lui formulé par la relation (1.43):

D
Sp = EQ (5.22)
En tenant compte de la relation triviale :
A, U0
— = = 5.23
A Vi ( )

et en remplacant Ay et S; par leurs expressions respectives dans (5.20), nous en déduisons
finalement :

(5.24)

4

Lo [
Q

2/3 O _sin® 2/3
s ] [sin 6, [/2(Q — sin Q) [Sm] 0.
T

Apres résolution de (5.24) par rapport angle mouillé €2, le taux de vide dans le pipe est
calculé & partir de la relation :

Ap 1 .
RG—l—T—l—%(Q—st). (5.25)

Etudions maintenant la forme de équation (5.24) lorsque le taux de vide tend vers zéro.
L’angle mouillé  tend alors vers 2m. Nous en déduisons que U} converge vers une valeur
critique :

2/3
(UD)erie = 149 [% | sin 6, 1/2. (5.26)

Au dessus de cette valeur, I’écoulement est dispersé ou presque monophasique liquide. Par
conséquent, le severe slugging n’existe plus lorsque U% > (U9)it (voir section (5.1)).

Sans I’énoncer explicitement, les auteurs d’études sur le severe slugging admettent un
résultat similaire lorsqu’ils tracent le critere de Bge pour définir une frontiere de la région
ol se produit le severe slugging dans l'espace des parameétres (UY,U%) [96, 140, 144, 163, 173)].
La différence est que jusqu’a présent, seule ’équation (5.17) était choisie pour déterminer le
taux de vide dans le pipe. Dans ce cas, (U OL)m-t est donnée par la valeur minimale de U OL pour
laquelle (5.17) n’admet pas de solution. Ce qui n’est pas trés rigoureux car ’équation (5.17)
n’admet pas de solution pour des taux de vide inférieurs approximativement a 0.2. Rappelons
que I’écoulement stratifié peut exister si Rg < 0.2; il suffit pour cela que la vitesse du gaz ne
soit pas trop grande (voir section 1.7.1).
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5.2.3 Modélisation de 1’écoulement dans le riser

Rappelons les équations de notre modele de riser (voir section 2.5) :

dm%g 2 2 12
5 = pPr)1 - Ro)VL(RG, P, Us')
+ pu(Ps)(1— RE) [As(Hs, Vi(RE, Ps,U)) — Vi(RE, Ps,UY)|,  (5.27)
drf’? = pc(Pi2)REVa(RE, P, U)
+ p6(Ps)RY [As(Hs, VL(RE, Ps,UY)) - Va(RE, Ps,U%)| (5.28)
% = A3(Hs,VL(RY, Ps,U%)), (5.29)
0 = Ps— P+ gsin(0,)(m? +mg), (5.30)
0 = mP — s [pu(Po)(1~ RE) + pu(P)(1 — BE)] (5.31)
0 = m¥ — S Hs [pa(Pu)RE + pa(Ps)FE] (5.32)
0 = RLVa(RE, Pia,UY) — RAVG(RE, Pro, US). (5.33)

Selon Taitel, Y. et al., un écoulement gaz-liquide dans un systeme pipe-riser est quasi-
stationnaire lorsque la colonne liquide est stable alors que le taux de vide, la pression et
les débits oscillent tres légerement [163]. Schmidt, Z. et al. et Pots, B. et al. désignent ce
type d’écoulement comme une transition vers le severe slugging [127, 143]. Les bouchons de
liquide générés par ce flot ont une longueur supérieure & celle des bouchons d’un écoulement
intermittent et inférieure a la hauteur du riser. Dans le cas du severe slugging, nous savons que
la longueur des bouchons doit dépasser celle du riser.

En étudiant les cartes d’écoulement de la littérature [96, 127, 140, 144, 163, 173], nous con-
statons effectivement que les écoulements quasi-stationnaires sont situés entre les écoulements
stable ou stationnaires et ceux du type severe slugging. Ainsi, lorsque les débits volumiques du
liquide et du gaz sont grands, le flot est stationnaire. Il devient quasi-stationnaire si les débits

sont progressivement diminués. Puis, le severe slugging apparait lorsque les débits sont tres
faibles.

Les écoulements situés au voisinage des valeurs critiques des parametres sont donc a
priori quasi-stationnaires. Plusieurs hypotheses simplificatrices sont alors envisageables pour
modéliser les écoulements lorsque 'un des parametres est proche de sa valeur critique. Tout
d’abord, nous supposerons que la hauteur liquide Hj;, dans le riser reste égale a la hauteur H
du riser. Ce qui suppose que Hj;, n’oscille pas dans la partie supérieure du riser dont le sommet
est régulierement asséché par le passage de bulles de gaz. Nous verrons plus loin que les cycles
limites calculés de maniére analytique & partir de ce nouveau modeéle simplifié sont tres proches
de ceux calculés de maniere numérique a partir de notre ancien modele exposé dans le chapitre
2. Rappelons que pour celui-ci, le phénomene de relaxation n’était pas négligé car la hauteur
liquide Hj;, pouvait varier.

Nous ferons aussi ’hypotheése que 1’écoulement dans le riser est intermittent ou dispersé
(voir section 5.1). La vitesse du gaz sera donc formulée de la fagon suivante (voir sections 1.5.1
et 1.5.2) [163] :

Vi = CoUs + ug. (5.34)
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Nous rappelons que Cj est un parametre de distribution et que ug symbolise la vitesse de dérive
des bulles. Leurs expressions sont données respectivement par les formules (1.16) et (1.20) dans
le cas intermittent et par (1.24) et (1.25) dans le cas dispersé [163]. Sachant que pg < pr, et
0, = 90° dans la pratique, nous imposerons :

_ (1.2 (intermittent),
Co = { 1.0 (dispersé). (5.35)
0.35v/gD (intermittent),
Ug = (5.36)

1/4
o
1.53 [9—0] (dispersé).
Pr,
Finalement, en tenant compte de ces deux hypotheses (Hj;; = H et écoulement dispersé
ou intermittent dans le riser), ainsi que des équations (1.6), (5.7), (5.10) et (5.11), le systeme
(5.27) - (5.33) s’écrit sous la forme :

d?;lt%?) = W {U) - [U3 - RE (CoU% + ua) ]} (5.37)
dv;é?’ = o { P B [CoU + UL) +ua] — PSR [CoU +ua] ) (539)
0 = Ps— Pyipe +g(mi’ +m¢), (5.39)
0 = mp - %Hp% (1= RE) + (1 - RE)], (5.40)
0 = mg - %% |Poipe B + Po R, (5.41)
0 = UL—RE[Co(UY+UE) +ud . (5.42)

5.2.4 Les équations du modele

En regroupant I’ensemble des équations formulées dans les sections 5.2.1 et 5.2.3, nous en
déduisons un systeme algébro-différentiel de sept équations :

d;”—tL = A {ul - [Ugt - R (CoU" +ua)| }, (5.43)
dzl—tg = % {Poipe RE [Co (U] + UE) + ua| = PsRE" (CoUF" +ua) |, (5.44)
Pope _ Do U8 i P (5.4
0 = Ps— Pyipe +g[mr +mg], (5.46)

0 = mp— %Hp% [1 —R% 41— ROG“t} : (5.47)

0 = mg— %% [Ppipengf + PSR"G“t] : (5.48)

0 = UZ—RE[Co(UYL+UE)+ud, (5.49)

a sept variables qui ne dépendent que du temps :
' ' ¢ t
mr, mqg, Ppipe, ZG7’17 ZC?v ROGu ) U%u .

my, et mg désignent respectivement les intégrales de prpRp et pgRg entre les deux
extrémités du riser (voir (2.22)). U est la vitesse superficielle du gaz au pied du riser. C’est
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aussi la vitesse U}, grace a la relation de continuité (2.35). R% et R% sont les taux de vide en
entrée et sortie du riser. U2 désigne la vitesse superficielle du mélange au sommet du riser et
vaut exactement la vitesse Ug du niveau liquide, i.e. U 19’9, car Hyq est égal a H par hypothese.

5.2.5 Ecoulement stationnaire

Le systeme (5.43) - (5.49) admet trois points d’équilibre. Le premier n’a aucune signification
physique; ses variables ont les valeurs suivantes :

_ B
mp = ——2,
g
mg = 0,
Fpipe = 0,
Uin — _2Psud—i‘CoUOLPs—i—CoU%ng%—i—udng%
“ —gHp) +2Co Ps +2Co gH Y, ’
G ng() )
L
RE' =0,
ug't = Uj.

L’expression des variables UiGn et RZ& des deux autres points d’équilibre est simple :

vn = U, (5.50)
. Uo

R = G . 5.51
“ Co(UY +UQ) +uq (5.51)

L’écriture des autres variables est beaucoup plus complexe. Pour simplifier les formules, nous
les exprimons en fonction de la pression du pipe Ppipe :

Hpr UOG U% Ppipe
m Pz e == - - 5 5.52
L( pip ) 2 [ Co(U%—f—U%)-i-ud Co(PSU%—FPpZ‘peU%)-FPSud ( )
H U% P, UY% Py Py,
ma(Poipe G 4 pipe + G pipe : 5.53
6 (Fpipe) 2RT [CO(U%JFU%)JFW Co(PsUY + PyipeU%) + Psug (5:53)
U% P,

Rout PZ . G * pipe , 5.54
& (Pripe) Co(PsUY + PpipeUg) + Ps ua (5.54)
ou Pz e

UG (Ppipe) = UY 4+ “ZEUL. (5.55)

Ps

Pour déterminer P,y en fonction des parametres du modele, il suffit de résoudre I’'équation
algébrique en pression :

0= Ps — Pyipe + g [mr(Ppipe) + M (Ppipe)] - (5.56)

Apres quelques manipulations algébriques, (5.56) est écrite sous la forme d’un polynéme d’ordre
deux par rapport & P et dont les coefficients dépendent uniquement des parametres :

0=aPl.+ bPpipe + ¢ (5.57)

pipe
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ou :
a = _—RTCOQ + lgHCo} (UOG)2 — RTuqCoUY — RTCEUY UL,
b = —RTCO (UO) Ps
v | PyRTCY? — gH2 RTCH+ » gHPg Co + gH RTc*?] (UOG)2
+ _gHPS Ug — % gHpY RTug + gHpY RTuy CO} UL —2RTCyUY Psuy
- -ngOL RTC% + gHPs Cy — % gHpY RTCO] UY) UL — RTPsu3,
¢ = [gHM RTCIPs + PPRTCY?) (U9)
+ _ng% RTCy Ps ug + Ps*RTCoug — % gHp) RTPs ud} Ul

P Ps*RTCoug + 2 gH p} RTCo Psug| U,

+ PS?RTC2 —= ngL RTCy Ps + gHpY RTC2PS} v Ul
+ PSQRTud + ngL RT Ps u?. (5.58)

Nous constatons que quelque soient les valeurs expérimentales des parametres que nous
considérerons plus loin, (5.57) admet toujours deux solutions réelles, I'une positive et I'autre
négative. La pression Pp;pe est évidemment celle qui est positive. Elle est donnée par :

—b— Vb? — 4dac

2a

Ppipe (5.59)
On vérifie aisément que a est toujours négatif car tous les parametres sont positifs. Notons que
le coefficient de (UOG)2 dans l'expression de a devient positif lorsque H est supérieur a environ
15000 m car R ~ 287m?%.s 2. K~ ' T > 273.15K, Cy > 1 et g ~ 10. Puisque H ne dépasse
jamais quelques dizaines de metres dans la pratique, a est donc toujours négatif.

Le point d’équilibre donné par les relations (5.50) - (5.55) et (5.59) est un écoulement
diphasique stationnaire, i.e. un flot ou les débits massiques de gaz et de liquide sont constants
le long de la ligne de transport [154] (cf. figure 1.1). Pour le vérifier, calculons les vitesses
superficielles du gaz et du liquide en chaque extrémité de la conduite. En prenant comme
indice 0, 1, 2, 3 pour désigner respectivement I’entrée du pipe, sa sortie, le pied du riser et son
sommet, nous avons :

(5.50) 7 7im déf (2.35)
UL v=un 2 U = U,
U?é _ R VS def RoutVB (5 34) Rout |:C Uout + ud}

(5.54),(5.55) UG’ pipe [ ( 0 pipe 170 ) :|

= Co|U Ug | +u
Co(PsUOL + PpipeU%) + Ps ug 0 L Ps ¢ d

_ U& Pripe. (5.60)
pum— PS .

Le débit massique du gaz, i.e. le débit ApgUg, est donc constant le long de la conduite car
l'aire A de la section droite du pipeline est constante en espace et la pression vaut exactement
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Ppipe aux points 0, 1, 2 et Pg au point 3. En ce qui concerne le débit massique du liquide, il
ne varie pas le long de la conduite. Pour le démontrer, il suffit de prouver que la vitesse Uy,
est constante en espace car la masse volumique du liquide est supposée constante. Nous avons
effectivement :

U% (5é0) UlL (2é7) U%,
déf - rou out (5:55) Ppipe out (5.60)
Us T Ut — et =2 Ul 4 ]’;5 U —ugt =V U9,

5.2.6 Boucle expérimentale de Taitel

Lorsque nous comparerons nos résultats avec ’expérience, nous évoquerons souvent les travaux
de Taitel, Y. et al. [96, 163, 173]. Leur dispositif expérimental est un peu différent du systeme
pipe-riser que nous avons considéré jusque ici : un pipe supplémentaire (simulé par réservoir)
de longueur [, est placé en amont du dispositif afin d’augmenter le volume de gaz contenu dans
le pipe (cf. figure 5.2). Il est donc nécessaire de modifier notre modele pour en tenir compte.

Pour cela, reprenons les calculs de la section 5.2.1. L’écoulement étant monophasique gazeux
entre 0 et [,, ’équation (5.8) est inchangée. Seule la définition de la variable m%' change. Elle
désigne maintenant 'intégrale de pr Ry, entre [, et I, + L. Nous en déduisons I’équation (5.10),
toujours en supposant que Rgip “ est constant entre I, et I, + L et ne dépend que de UY et UY,
(voir (5.9)); Rg vaut exactement un entre 0 et [,.

La seule modification importante concerne la quantité m dont la définition initiale (5.12)
devient :

Iy Ip+L ,
ml — /0 pc(P)de + /l pc(P)Rade = Lypc(Poipe) + Lpc(Pyipe) REP. (5.61)
P
L’équation différentielle (5.13) s’écrit alors :

(1 + LRG™) % (6 (Ppine (1)) = p(Poipe (1)) [U& = UED)] - (5.62)

Nous en déduisons la nouvelle équation différentielle de la pression dans le pipe [163] :

dPpipe
dt

_Ug—Ug()

L L Pripe(t). (5.63)

(t)

11 suffit donc de remplacer 1’équation (5.45) par (5.63) pour en déduire un modele simplifié
des écoulements gaz-liquide dans la boucle de Taitel. Son écoulement stationnaire est identique
a celui défini dans la section 5.2.5 car quelque soit la valeur de l,, 'annulation du second
membre de (5.63) entraine toujours (5.50).

5.2.7 Modele a débits massiques constants

Certaines expériences imposent parfois des débits massiques au lieu de débits volumiques en
entrée du pipe. Autrement dit, les conditions (4.83)-(4.84) sont remplacées par les relations
(2.33) - (2.34) :

pL(PO)(l - ROG)VL(RO 7P07 U%) - q%? (564)
0 = pa(Po)RGVa(RE, Po,US) — g4 (5.65)
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Figure 5.2 : Systéeme pipe-riser de Taitel.

En adaptant les précédents calculs a ces nouvelles conditions aux limites, nous en déduisons
le nouveau systeme d’équations :

dmL _ 0 0 out out out
o - e {Us - Rg (COUS + Ud)] ; (5.66)
dmg 1 in q% in out out
7 = ﬁ {PpipeRG [CO (E + UG + ug| — PSRG (COUS + Ud) 5 (567)
deipe _ 1 0 A in
— Fg;pe [RTQG - szpeUG} ; (5.68)
0 = PS - Ppipe +g [mL + mG] s (569)
1 )
0 = my—Hp} [1-RE+1- R, (5.70)
1 H in "
0 = mg-— 5@ {Ppipe G + PSROG t} , (571)
. . 0 .
0 = Ug—Rg [Co (Z—é + U@) + ug (5.72)
L

ou les inconnues sont identiques au modele précédent :
in in out out
mrp, mag, Ppipey G G RG ) US .

Pour déterminer un écoulement stationnaire, il suffit de reprendre les équations (5.50) -
(5.55) et (5.59) en remplacant UY par (RTq%)/Ppipe et UY par ¢% /p%.

5.2.8 Ecriture condensée des équations

Notre modele simplifié est composé des équations (5.43) - (5.49). Pour tenir compte de
la particularité du dispositif expérimental de Taitel, Y. et al. (voir section 5.2.6), nous
remplacerons I’équation différentielle en pression (5.45) par (5.63). [, sera donc un parametre
supplémentaire. 11 suffira d’imposer [, = 0 dans le cas systeme pipe-riser classique (cf. figure
4.19).

Pour simplifier ’analyse des équations, nous les écrivons de maniere condensée :

dX

5 8 = FX(@®),YQ®)p), (5.73)
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0 = G(X(t),Y(t),p) (5.74)
ou les coordonnées des seconds membres F' et GG sont les suivantes :

Fi(X,Y,p) = p2{U%—[Vi—Y5(CoYa+ua)l},

1
Fa(X,Y.p) =z {XsYa |Co(Uf + Y1) +ua] — PsYa(CoYi +ua) },
UL - Y
F3(X7Y7p) = Gipz‘lpeX&
lp + LRY,

Gl(XaY7p) = PS_X?) +g(X1+X2)7
1
GZ(XaY7p) = Xl_EHp% [(1_}/2)—1_(1_}/}))]7

1 H
G3(X7Y7p) - X2_§W[X3Y2+PSY3]7

Gi(X,Y,p) = Yi—Ys[Co(U} + Y1)+ ug].

Les vecteurs X et Y désignent respectivement les variables différentielles et algébriques du
modele :

X = [mL7 mG7 Ppipe]T ) (575)
n in out out T
Y = |: G G R 5 US :| .
Le vecteur p symbolise les parametres physiques :
p= (U%aU0G7PS>L7lp7H7D7pOL7T70a9p)' (577)

Ces derniers peuvent étre classés de la fagon suivante (on rappelle leur signification dans la
nomenclature, page xiii) :

- Expérimentaux : U9, U%, Ps.
- Géométriques : L, l,, H, D, 0,.
- Thermodynamiques : p%, o, T.

Bien qu’ils n’apparaissent pas explicitement dans les équations, le diametre D et ’angle
d’inclinaison ¢, de la conduite interviennent lorsque nous calculons la valeur du taux de vide
dans le pipe (voir section 5.2.2). D est aussi utilisé pour calculer la vitesse de dérive uy dans le
riser si le flot est supposé intermittent (voir (5.36)). La tension superficielle o intervient dans
les équations par 'intermédiaire de ug lorsque 1’écoulement est dispersé dans le riser.

Remarque : le modele est indépendant des viscosités du liquide et du gaz. Ces quantités
ont une grande importance dans la modélisation du frottement pariétal mais notre modele
néglige ce dernier. Les viscosités affectent également les vitesses de glissement. Cette influence
est prise en compte de maniere implicite par les lois (5.24) et (5.34) qui donnent des résultats
tres satisfaisants lorsque le mélange diphasique est constitué d’eau et d’air [116, 143, 183]. Nous
verrons au cours de la validation expérimentale de nos résultats que ces lois donnent aussi de
trés bons résultats lorsque la phase liquide est du kérosene. Pots, B. et al. ont d’ailleurs constaté
que 'influence de la viscosité du liquide sur 'apparition du severe slugging est négligeable [127];
rappelons que la viscosité du kérosene est presque deux fois supérieure a celle de I'eau [33].
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5.2.9 Réduction de I'index du systeme

Tout comme notre modele initial (voir section 2.5), les équations algébriques (5.74) ne
dépendent pas de la derniére variable algébrique, i.e. Yy ou U%“. Le systéme algébro-différentiel
(5.73) - (5.74) est donc singulier (plus précisément d’index supérieur ou égal a deux, voir
annexe A) car il est impossible de déterminer 1’ensemble des variables algébriques en fonction
des variables différentielles, de fagon unique a partir des équations algébriques. Autrement dit,
la singularité de la jacobienne Dy G(X,Y) empéche I'application du théoréme des fonctions
implicites pour en déduire Y en fonction de X, localement et de fagon unique.

Cette singularité a un inconvénient majeur : la plupart des résultats théoriques sur les
bifurcations ou la stabilité des systemes algébro-différentiels ne concernent que des systemes
régulier (ou d’index un). Lorsque l'index est supérieur ou égal a deux, des conditions de
régularité sont nécessaires [16, 134]. Elles excluent malheureusement les systeémes semi-explicites
de la forme (5.73) - (5.74) si la jacobienne Dy G(X,Y") est singuliére (voir annexe A).

Une solution possible a ce probleme consiste a réduire I'index du systeme en dérivant
certaines équations par rapport au temps [25]. Dans notre cas, il suffit de dériver la premieére
équation algébrique :

dX. dX dX
X3 =Ps+g(X1 + X5) = 3—[ : 2}

ot Y ar @t

En tenant compte des expressions de Fp, F5 et F3, nous en déduisons I'équation algébrique

suivante :
L Ug-Y 0 [770
sy B A CL R R AR
1 0
+ ﬁ {X?)Yé [CO(UL‘FYi) +Ud:| _PSYé(COY;l‘Fud)}

d’ou nous tirons 'expression de Yy en fonction des variables X3, Y7, Y5 et Y3 :

1
Y, = = (5.78)
PY(—=1+ Y3Co) — ﬁch‘o

Lok

1
Ve o 00 1 0 -
91, + LRYP® X = (UL + Yaua) RT {X3Y2 [CO(UL + Y1) + Ud] PSYgud}l :

11 suffit donc de connaitre X7, Xo, Y7, Y5 et Y3 pour en déduire X3 :

5.46
X3 2 pg 4 g(X) + Xa) (5.79)

et Yy grace a (5.78). Nous pouvons par conséquent supprimer les équations relatives aux seconds
membres F3 et G du systeme (5.73) - (5.74) et résoudre un nouveau probléme ou les inconnues
sont Xl, Xg, Yl, Y2 et Y3.

Le nouveau systeme a résoudre est le suivant :

dx ;
L
0 = g(z(t),y(t),p) (5.81)
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ol les coordonnées des seconds membres f et g sont :

fl(x7y7p) = IO% {U% - [Y4(.7J1, r2, y17y27y3) - yg(C(]Yz,L(.%'l,.%'Q, y17y27y3) + U,d)]} 7(582>
1

fo(z,y,p) = ﬁXB(éULiUz)yQ [Co(UOL +y1) + Ud}
1
— ﬁpsyza [CoYu(x1, 22,1, Y2,y3) + udl, (5.83)
1
gi(z,y,p) = x1— §HP% (1T —y2)+ (1 —ys3)], (5.84)
1 H
g2(x,y,p) = w2 — SRT [X3(21,22)y2 + Psys], (5.85)
g5(x,9,0) = w1 -2 |CoUY + ) +ua] - (5.86)

Les nouvelles variables différentielles et algébriques sont symbolisées par les vecteurs :

v = [mp,mal", (5.87)
o a7

y = |U& RE RE| (5.88)

Les fonctions Yy et X3 sont définies respectivement par les formules (5.78) et (5.79) ou il
faut remplacer X; par x;, Vi = 1,2 et Y; par y;, Vj = 1,3.

Ce systeme réduit n’est plus singulier en tout point car la jacobienne des équations
algébriques par rapport aux variables algébriques est :

1 1

0 3 Hpj 3 Hpj
Dyg(x,y,p) = 0 1 HXs(w,a2) 1 HPs

2 RT 2 RT

1—y2Cy —Co (U + 1) —ug 0
dont le déterminant vaut exactement :
1 (1 —y2Co) H*pY [Ps — X3(z1, 22
Det [Dyg(r. )] = — V2o Do~ Rolontw)]

Celui-ci est nul si Ps = X3(x1,22), c’est a dire lorsque 1 = z9 = 0 ou Rg = Ry = 0. Ce
qui est impossible car Rg + Ry, = 1. Det [Dyg(x,y, p)] s’annule aussi quand y» = 1/Cj. Or, la
valeur stationnaire de y, vaut exactement (voir section 5.2.5) :

0
statio (521) UG
Yo =

. 5.89
Co(UOL—f—U%)-i-ud ( )

Dyg(x,y, p) n’est donc jamais singuliere lorsque x et y définissent un écoulement stationnaire car
il faudrait que CoU OL+Ud soit nul, ce qui est impossible puisque les parametres Cy, U% et ug sont
strictement positifs par définition. En se restreignant a des écoulements légerement instables, il
est donc possible de trouver un voisinage de la frontiere de stabilité dans ’espace des parametres
ou le taux de vide en entrée du riser oscille 1égerement autour de sa valeur stationnaire et reste
inférieur a la valeur critique 1/Cy. Rappelons que 'amplitude des oscillations d’un écoulement,
instable dans un systeme pipe-riser est d’autant plus faible que les parametres sont proches de
leurs valeurs critiques (voir section 5.1).
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Ce résultat met bien en valeur les limites de notre modele car un taux de vide de 0.833
(= 1/Cy lorsque un écoulement intermittent est imposé dans le riser, voir (5.35)), est plutot
celui d’un flot annulaire que d’un écoulement intermittent (voir section 1.5). Le systeme devient
donc singulier lorsque une grosse poche de gaz pénetre dans le riser, autrement dit quand le flot
est fortement instable : nous sommes proches du severe slugging ou I’écoulement est annulaire
au pied du riser pendant la troisieme étape d'un cycle (cf. figure 1.4). Notons aussi qu'il est
absurde que le taux de vide au pied du riser atteigne la valeur critique 1/Cy = 1 lorsque
I’écoulement dispersé est imposé dans le riser car celui-ci n’existe pas si Rg est supérieur a 0.52
(voir section 1.7).

Les points dont la variable yo est égale a 1/Cy sont des points d’impasse. Cette terminologie
est souvent employée dans la théorie des systemes électriques de puissance ou les phénomenes
de saut et de chute de tension sont modélisés par des systéemes algébro-différentiels dont les
solutions atteignent des points d’impasse [36, 39, 40, 86, 89, 104, 131, 164, 169]; i.e. des points au
dela desquels les solutions ne sont plus prolongeables en temps. De plus, dans le cas particulier
ou une courbe de points d’équilibre traverse une surface de points d’tmpasse, une bifurcation
générique dite bifurcation induite par singularité se produit (voir annexe A).

Remarque : Cette singularité en 1/Cp confirme l'explication que nous avions donnée pour
analyser les problemes de convergence rencontrés aux cours de nos comparaisons avec les
expériences de Fabre, J. et al. (voir section 4.3). En effet, bien que la loi de glissement
dans le riser fut légerement différente de (5.34) (voir tableau 3.1), les calculs divergeaient
approximativement lorsque les taux de vide en sortie du pipe ou au pied du riser approchaient
la valeur critique 0.833 (cf. figure 4.21).

5.3 Analyse locale

Dans la section 5.2, nous avons présenté, un modele simplifié d’écoulements gaz-liquide
isothermes pour des systemes pipe-riser. Les équations ont un sens lorsque les écoulements
sont stables ou légérement instables. Autrement dit, localement autour des points de bifurcation
(voir section 5.1), une analyse mathématique des équations est valide. Deux objectifs importants
sont alors envisageables :

- Trouver, dans l’espace des parametres, la frontiere de la région ou se produisent les
instabilités dont le severe slugging.

- Prédire, en fonction des parametres physiques, la période et 'amplitude maximale des
oscillations d’un écoulement instable, localement autour des points de bifurcation.

D’une maniere générale, ces objectifs sont extrémement coliteux en temps de calcul car ils
exigent un nombre important de simulations. Ces dernieres doivent étre exécutées une a une
en faisant varier un parametre a la fois. Elles doivent étre ensuite analysées pour déterminer la
stabilité de ’écoulement ou pour calculer ’amplitude maximale des oscillations.

Le premier objectif peut étre atteint de maniere plus ou moins grossiere, la qualité du
résultat dépendant du nombre de simulations effectuées. Le second objectif est trés difficile a
réaliser car au voisinage des points de bifurcation, ’amplitude des oscillations d’un écoulement
instable augmente tres lentement. Nous verrons plus loin que le temps nécessaire pour atteindre
un cycle limite est d’autant plus grand que l'on est proche du point de bifurcation.

C’est pourquoi 'association d’une analyse mathématique et d’un calcul symbolique sur un
modele simple sont nécessaires pour atteindre les objectifs énoncés plus haut.
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5.3.1 Analyse linéaire

D’apres des observations expérimentales, Taitel, Y. et al. ont décrit le comportement des

écoulements gaz-liquide dans les systemes pipe-riser lorsque ceux-ci sont légerement instables
[163] :

“La colonne liquide dans le riser est stable mais des quantités telles que la
pression ou le taux de vide au pied du riser ont tendance a osciller de maniére
significative. Ces oscillations peuvent s’atténuer avec le temps et résulter en un
écoulement stationnaire ou les débits massiques de gaz et de liquide sont constants le
long de la conduite. Ou bien, ces fluctuations peuvent se propager indéfiniment sous
la forme d’un processus cyclique quasi-stationnaire dont [’amplitude est nettement
supérieure a4 celle d’un flot intermittent normal.”

L’analogie avec la dynamique de notre modele est simple : considérons 1’écoulement
diphasique stationnaire qui est point d’équilibre du systeme (5.73) - (5.74). Ses variables X
et Y sont données par les relations (5.50) - (5.55) et (5.59). Nous appliquons ensuite une
perturbation a ce point en suivant la démarche décrite dans la section 4.1.1.3 pour en déduire
des conditions initiales. L’écoulement est stable si la perturbation se dissipe dans le temps.
Dans le cas contraire, il est considéré comme instable.

Traduisons ce raisonnement en langage mathématique : ’écoulement stationnaire donné par
(5.50) - (5.55) et (5.59) est une solution (X,Y) € R3 x IR* du systeme (voir (5.73) - (5.74)) :
F(X,Y,p) = 0, (5.90)

G(X,Y,p) = 0. (5.91)

Il est aussi solution du systeme réduit (voir (5.80) - (5.81)) :

f(z,y,p) = 0, (5.92)
9(z,y,p) = 0. (5.93)

Pour le vérifier, nous remarquons tout d’abord que les équations algébriques (5.93) sont
satisfaites car elles sont équivalentes au systeme d’équations (5.91) par lintermédiaire de
la relation (5.79). Les équations (5.90) sont aussi vérifiées. Pour s’en convaincre, il suffit de
démontrer que la fonction Yy, définie par :

1
Yi(zi,22,91,92,y3) = (5.94)

Ps
0 (=1 + y3C0) — —=-y3C,
p1(—1 +y3Co) RTy3 0
1 Ug—wu
91, + LRV

_% {[Ps + g(z1 + 22)] y2 {C’o(U% +y1) + ud} — Psy3ud}}

[Ps + g(z1 +@2)] = pL(UY, + ysua)

est égale & la valeur stationnaire (5.55) de U lorsque x1, z2, Y1, Y2, Y3 sont respectivement
donnés par les formules (5.52), (5.53), (5.50), (5.51), et (5.54). Pour simplifier les calculs, il est
avantageux d’exprimer I’ensemble des variables en fonction de Ppipe (voir section 5.2.5) et de
remplacer [Ps + g(z1 + x2)] par Ppipe. Nous en déduisons finalement :

Ppipe($la x2)
Ps

(5.55)

Yi(z1, 2,1, Y2,93) = U + UL =7 UG [Pyipe(1, 22)] -
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L’écoulement stationnaire du systeme réduit (5.80) - (5.81) sera donc défini par les équations
(5.50) - (5.54). Nous le noterons (zo(p), yo(p),p) :

f(xo(p),y0(p);p) = 0, (5.95)
g(wo(p); yo(p),p) = 0. (5.96)

Ses propriétés de stabilité (au sens de Lyapunov [77, 136]) résulte du théoreme suivant (voir
annexe A) [75] :

Théoréeme 5.1 Soit (X, Yy), un point d’équilibre du systéeme algébro-différentiel :

R = rxm o), (5.97)

0 = g(X(®),Y(®) (5.98)

ou X et'Y sont respectivement des vecteurs de R™ et R™. Soit U un voisinage de (Xo,Y0)
dans R™ x R™. Supposons que le systeme (5.97) - (5.98) satisfasse les deux conditions :

(C1) les fonctions f et g sont de classe C' et uniformément Lipschitz dans U.
(C2) (Dyg)~! existe dans U.

Alors (Xo, Yo) est asymptotiquement stable si toutes les racines du polynome :

Dx f(Xo,Yo) — A, Dy f(Xo, Yo)>

P()\) = Det
(A) = De ( Dxg(Xo.Ye)  Dyg(Xo.Yo)

(5.99)
sont contenues dans le demi-plan négatif {z € C : Re(z) < 0} ; I, désigne la matrice identité
de R™.

Pour que le théoreme 5.1 puisse étre appliqué au systeme (5.80) - (5.81) lorsque les
parameétres sont fixés, il est nécessaire que les fonctions f et g définies par les formules (5.82)
- (5.86), vérifient les deux conditions (C1) et (C2) par rapport aux variables z et y, dans un
ensemble de la forme V(p) x {p} C R% x R3 x R!! ou1 V(p) est voisinage de (xo(p), yo(p)) dans
R? x R3.

La premiere condition est satisfaite de facon triviale par la fonction g, a p fixé et dans tout
voisinage borné de (zo(p), yo(p)), car les coordonnées g;(x,y,p) sont des polynémes en = et y,

quelque soit 7 variant de 1 & 3; rappelons qu’une fonction de classe C! est localement Lipschitz
grace aux théoréme des accroissements finis.

En ce qui concerne la fonction f, il suffit que le dénominateur de Yy(x1, x2,y1,y2,ys3) (voir
(5.94)) ne s’annule pas, a p fixé, dans un voisinage de (zo(p), yo(p)) pour que la condition (C1)
soit satisfaite :

P
p? (=1 +y3Co) — R—;ys Co # 0.

= 1= (1=n)ysCo] #0 (5.100)

. déf 1 Pg
= 5=-< 1L
oun A RT <
Vérifions tout d’abord que l'inégalité (5.100) est satisfaite en (zo(p), yo(p),p). Nous avons
par la formule (5.54) :
ygmtio — U%PPiPe .
Co(PsUOL + PpipeU%) + Psuy

(5.101)
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1 — (1 —n)ystetio Cy est nul si et seulement si :

(1-mn) U%Ppipeco

=1
C()(PSU% + PpipeU%) + Psug

_ CO n UOGPpipe
Pg
Ce qui est impossible puisque Cy, 7, U%, Pyipe, Ps, U Q et ug sont strictement positifs par
définition. L’inégalité (5.100) est donc satisfaite en (xo(p), yo(p), p)-

= CoUY + ug (5.102)

Pour définir un ensemble V;(p) x {p} ou (5.100) reste valide (Vi(p) est un voisinage de
(zo(p),yo(p)) dans IR? x IR3), nous remarquons que 'amplitude des variables par rapport &
leur valeur stationnaire décroit au cours du temps lorsque ’écoulement est asymptotiquement
stable. Il existe donc un €;(p) > 0 tel que Ve < €1(p) et des vecteurs x, y. donnés par :

$€ = (1 +6) wO(p),
0 = g(xeaye)a
la trajectoire :
7. = {(e(t).y(®) € R x R; ¢ > to, a(to) = ., ylto) = ve } (5.103)

soit contenue dans un voisinage borné Vi(p) € R? x R? de (zo(p), yo(p)) ol la condition

(5.100) est satisfaite, quelque soit p € P; P C IR'! désigne I’ensemble des valeurs réelles des
. i w11

parameétres. En particulier, P C (IR%) .

En ce qui concerne la seconde condition (C2), nous avons vu dans la section 5.2.9 que
Dyg(z0(p), yo(p), p) est singuliere si et seulement si y2 = 1/Cp. Ce qui signifie CoUY + ug = 0
lorsque y2 est égal a sa valeur stationnaire (5.89). C’est évidemment impossible car les
parametres Co, UY et ug sont strictement positifs par définition.

Lorsque I'écoulement est asymptotiquement stable, il existe par conséquent un e3(p) > 0
tel que Ve < ez(p), la trajectoire 7; soit contenue dans un voisinage borné Vo(p) € R? x IR3
de (zo(p),yo(p)) ot Dyg satisfait la condition (C2), quelque soit p € P. En choisissant V(p)
comme le plus petit voisinage (au sens de la mesure de Lebesgue) parmi Vi(p) et Va(p), nous
en déduisons un voisinage V(p) de (zo(p), yo(p)) ou le théoreme 5.1 s’applique, & parametres
fixés.

D’apres le théoreme 5.1, il suffit donc que les racines du polynoéme :

_ D f(zo(p),yo(p),p) — vIz Dy f(zo(p),yo(p),p)
Pol(v.p) _Det< Dyg(z0(p), y0(p), ) Dyg(wo(p),yo(p),p)> (5.104)

aient une partie réelle strictement négative pour que I’écoulement stationnaire du systeme (5.80)
- (5.81) soit asymptotiquement stable. Il devient instable deés que 'une des parties réelles des
racines de Pol(v,p) devient positive (voir annexe A).

La frontiere de stabilité qui sépare les écoulements stationnaires stables et les flots per-
manents instables est donc définie par ’ensemble des parametres p pour lesquels au moins
l'une des racines de Pol(v,p) admet une partie réelle nulle. Traduisons ce résultat en langage
mathématique. Soit o(p), 'ensemble des racines de Pol(v,p) :

a(p) = {A(p) € C/Pol(A,p) = 0}.
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Ce sont aussi les valeurs propres du systeme algébro-différentiel (5.80) - (5.81) (voir annexe A).

Dyg(xo(p),yo(p),p) étant inversible (voir section 5.2.9), nous avons d’apres la formule de
Schur [64] :

Pol(v,p) = Det [ P(p) — vI> — Q(p)[S(n)] " R(p)| Det [S(p)

P(p) = Duyf(zo(p),yo(p), p),
Q) = Dyf(zo(p);yo(p),p);
R(p) = Dag(xo(p),yo(p),p),
S(p) = Dyg(zo(p), yo(p),p)-
Ainsi, les racines de Pol(v, p) sont aussi celles du polynome :
T(v,p) = Det [P(p) — vI> — Q(p)[S(p)] " R(p)] (5.105)

T(v,p) est le polynome caractéristique de la matrice (2,2) : P(p) — Q(p)[S(p)] ' R(p). 1l est
donc égal a [74] :

T(v,p) =12 = Tr [ P(p) — Q)[S()] " R(p)| v + Det | P(p) — Q) [S(p)] " R(p)]

dont le discriminant vaut :
Ap) = {1 [PG) - QW)ISE)) ' R@)] |~ 4Det [P(r) ~ Q) [Sw)) ' R(p)] .

Etant donné la complexité des expressions des coordonnées de (zo(p), yo(p), p) (voir (5.50) -
(5.54)), il est insensé de vouloir calculer a la main les formules des racines de T'(v, p) en fonction
des parametres p. Seul un calcul symbolique a I’aide d’un logiciel tel que Maple ou Mathematica
peut fournir un résultat rapide et juste. C’est ce que nous avons fait en programmant I’analyse
du systeme (5.43) - (5.49) dans Maple. Ce dernier fournit I'expression analytique des racines
de T'(v,p) en fonctions des parametres.

Au voisinage des points de bifurcation (i.e. ou la partie réelle d'une ou plusieurs valeurs
propres s’annule [77]), les racines, notées Ay (p) et A_(p) sont complexes :

A 0) = 5 {15 [PO) - QISEN RE) + /A0 (5.106)
A ) = 3 { Tt [P) - Q)ISE) R - iy/A0) | (5.107)

Leur partie réelle s’annule lorsque :

Tr [P(p) - Q()[S(P) " R(p)| = 0.

La frontiere de stabilité qui sépare les écoulements stationnaires stables et les flots permanents
instables est donc fournie par la relation algébrique :

R(UOL>UOG7P57L1H7D>,OOL1T; U) =0 (5108)
ou

R(p) = Tr[Daf(zo(p),y0(p),p)] (5.109)
Dy f(@o(p), yo(p), p) [Dyg(wo(p), yo(p), )]~ Dig(wo(p), yo(p),p)] -

|
o
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5.3.2 Validation expérimentale de la frontiere de stabilité

Bien qu’elle soit trop longue pour étre écrite dans cette these, 'expression (5.108) de la frontiere
de stabilité est explicite par rapport & ’ensemble des parametres physiques de notre modele.
Il est donc facile d’effectuer des calculs symboliques pour en déterminer les propriétés. Il est
aussi tres facile de la tracer : le logiciel Maple génere sans difficulté une fonction en langage C
ou Fortran pour calculer la valeur de la fonction R en tout point de I’espace des parametres.

Taitel, Y. a proposé un critere de stabilité des écoulements diphasiques dans les systemes
pipe-riser [154]. Comme nous, il suppose que I’écoulement est stratifié dans le pipe. Il admet
aussi que le flot est intermittent dans le riser. L’expression de sa frontiere de stabilité n’est
malheureusement pas explicite car il faut résoudre des équations non linéaires de maniere
itérative pour déterminer la fraction liquide Rfse’" dans le riser ainsi que les taux de vide dans
le pipe et dans le chapeau des bulles pénétrant dans le riser : R’gp “et RGP (cf. figure 5.3). Dés
que ces valeurs sont connues, le critere de stabilité est exprimé de maniere tres simple :

) pipe
Pg > R} [R(C;ap L— H] pL g = écoulement stable. (5.110)
G
=
separateur
QI !J
A -
Q iquide
gaz N riser
L pipe Q .
RG Q
liquide Q cap
| — RG

Figure 5.3 : Critére de stabilité de Taitel.

Taitel, Y. et al. ont validé ce résultat sur différents essais ou le pipe avait une longueur
additionnelle [, ne contenant que du gaz (voir section 5.2.6) [163, 173]. Le critere est satisfaisant
lorsque 1, est supérieur ou égal a la longueur L du pipe diphasique (cf. figure 5.2). Autrement, la
prédiction des instabilités est d’autant plus mauvaise que [, est petit, voire inexistante lorsque
l,/L < 0.18. L’intérét pratique du critére de Taitel, Y. est donc tres limité.

En ce qui concerne la prédiction du severe slugging, Bge, A. a proposé un critere
extréemement simple qui fournit la valeur du débit liquide au dessus de laquelle le phénomene
se produit [24, 96, 173] :

0 > Patm

U9 > ——2" _ % — severe slugging. 5.111

Ses calculs s’appuient sur une équation de bilan des forces agissant sur le bouchon de liquide
contenu dans le riser au cours de la seconde étape d'un cycle du severe slugging (cf. figure
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1.3). Ces forces sont la pression dans le pipe et le poids de la colonne liquide contenue dans
le riser. Bge, A. en déduit I'inégalité (5.111) en supposant que le niveau liquide dans le riser
doit atteindre le sommet du riser avant que le gaz ne pénetre au pied de la colonne pour que
le severe slugging persiste (cf. figures 1.2 et 1.4).

Dans le cas du systeme expérimental de Taitel, Y. (¢f. figure 5.2), le critere de Bge est tres
similaire :
0 Patm
L2 pipe
P19(LRE™ +1p)
Lorsque des débits massiques sont imposés en entrée du pipe au lieu de débits volumiques, le
critere de Bge s’écrit aussi [127] :

U = severe slugging. (5.112)

RT

WQOG = severe slugging. (5.113)
G

0
qr, =
Des cartes d’écoulements expérimentales dédiées a I’étude du severe slugging sont disponibles
dans la littérature. Nous les emploierons pour valider I'expression de notre frontiere de sta-
bilité (5.108). Nous comparerons aussi nos résultats par rapport au critere de Bge qui sert
généralement de référence pour toutes les études expérimentales sur le severe slugging.

5.3.2.1 Essais de Taitel

L’ensemble des essais de Taitel, Y. et al. est présenté dans un rapport de I’Université de Tulsa
[173]. Quelques essais sont aussi reportés dans un article [163]. Dans cette section, trois cartes
d’écoulements exprimées en fonction des parametres U % et U OG seront reproduites. Tous les
autres parametres sont fixés, excepté I'angle d’inclinaison du pipe par rapport a ’horizontale
qui vaut —1° pour la premiere carte, —2° pour la seconde et —5° pour la troisieme. Les valeurs
des autres parametres sont :

Ps = 10°Pa, L=9.1m,l, =1.69m, H = 3m, D = 0.0254m, 6, = 90°,
Pl = 998.2071kg.m 3, T =293.15K, 0 = 72.7510 73 N.m L.

Le critere de Bge fournit le débit liquide au dessus duquel le severe slugging se produit
mais il ne prédit pas de valeur critique au dela de laquelle le phénomene disparait (rappelons
que le severe slugging n’a lieu qu’a faibles débits, liquide et gazeux). Or, nous avons vu dans
la section 5.2.2 que le taux de vide tend vers zéro lorsque le débit liquide approche la valeur
critique (5.26) :

D 2/3
(U erie = 149 {4] | sin 6]1/2. (5.114)

Au voisinage de cette valeur, I’écoulement est dispersé ou presque monophasique liquide. Nous
en déduisons le critere supplémentaire :

0 D*? 1/2
U7 > 149 [Z] |sinf|'/? = pas de severe slugging. (5.115)

Une combinaison des criteres (5.111) et (5.115) définira par conséquent la région de l’espace
des parametres ou le severe slugging est susceptible de se produire. La frontiere de ce domaine
a été systématiquement tracée sur les trois figures 5.4, 5.5 et 5.6. Une premiere observation de
ces trois cartes confirme la justesse du critere de Bge : celui-ci est efficace pour définir un débit
liquide au dessus duquel le severe slugging apparait. Néanmoins, le débit critique (5.114) (voir
par exemple la droite U} ~ 0.674 m.s~! sur la figure (5.4)) surestime largement le phénomene.
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En ce qui concerne notre critere (5.108), deux versions sont proposées pour étudier
I'influence de la loi de glissement qui est imposée dans le riser; rappelons qu’au voisinage des
points de bifurcation, I’écoulement peut étre intermittent ou dispersé dans la conduite verticale
(voir section 5.2.3). Dans les deux cas, nous obtenons une meilleure prédiction de la transition
entre les écoulements stables et instables lorsque les débits liquides sont inférieurs a (U %)mt.

Les régions définies par ces deux versions contiennent cependant des écoulements stables.
Ce sont en particulier les flots dont les débits sont situés en dessous de la région définie par le
critere de Bge. Des calculs plus approfondis montrent que cette surestimation des instabilités
est d’autant plus grande que la parametre Cj est proche de un. C’est pourquoi le cas dispersé
donne de moins bons résultats (voir par exemple les débits Ug situés autour de 0.2 m.s~! sur
la figure 5.6).

Pour obtenir une bonne approximation de la région ou les instabilités apparaissent, nous
constatons qu’il suffit de prendre l'intersection entre la région définie par le critére de Bge et
celle limitée par la frontiere (5.108) (avec un écoulement intermittent dans le riser). Ce constat
est particulier aux essais de Taitel, Y, et al. car nous verrons dans les sections 5.3.2.2 et 5.3.2.3
que des instabilités peuvent exister lorsque :

UOL < (U%)Bm
ott (UY)pge désigne le débit critique du critere Bge (5.111) :

P
i Uy, (5.116)
PLI(LRET +1p)

(U%)BQS@ =

Rappelons que le severe slugging est caractérisé par des bouchons d’une longueur supérieure
ou égale a la hauteur du riser. Les instabilités que nous évoquons ici sont des écoulements ou
la longueur des bouchons est inférieure a la hauteur du riser mais supérieure a celle d’un
écoulement intermittent normal.

5.3.2.2 Essais de Fabre

Les essais de Fabre, J. et al. sont détaillés dans deux articles [59, 61]. Une seule carte
d’écoulement est présentée ou l'angle d’inclinaison du pipe est négatif : 8, = —1% ~ 0.57°.
Les parametres étudiés sont les débits imposés en entrée de la conduite : UY et UL. Les autres
parametres sont fixés :

Ps = 10°Pa, L =25m, 1, =0m, H =13.5m, D = 0.053m, 6, = 90°,
P = 9982071 kg.m 3, T =293.15K, 0 = 72.7510 3 N.m ™!

La carte de Fabre, J. et al. est reproduite sur la figure 5.7. Nous constatons que certains
des écoulements instables sont situés en dessous de la région définie par le critere de Bge. Ces
flots ne sont pas du severe slugging. Ce sont des écoulements instables dont la longueur des
bouchons est inférieure a celle du riser mais supérieur aux dimensions usuelles des bouchons
d’un écoulement intermittent. Ils sont donc contenus dans la zone de transition séparant les
flots stables et ceux du type severe slugging.

Notre critére (5.108) donne une bonne prédiction des instabilités lorsqu'un écoulement
dispersé est imposé dans le riser. Dans le cas intermittent, il ne prévoit pas que certains
écoulements soient instables alors que Fabre, J. et al. I'affirment. Ce sont les deux flots ou U OG
est égal 1 m.s™! et ot U OL vaut respectivement 0.064 et 0.127 m.s~!. Les auteurs remarquent
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cependant qu’il est parfois difficile de distinguer expérimentalement un écoulement instable d’un
écoulement intermittent lorsque les bouchons de liquide n’ont pas une taille tres significative.
Ces deux exemples doivent étre proches de cette situation.

5.3.2.3 Essais de Schmidt

Contrairement aux sections précédentes ou la phase liquide était de ’eau, Schmidt, Z. utilisa
du kérosene dans ses essais. La carte présentée dans cette section est disponible dans plusieurs
références [141, 143, 154]. Les parametres variables sont les débits imposés en entrée de la
conduite : U9 et UY. Les autres parametres sont fixés :

Ps = 10° Pa, L = 30.48m, I, = 0m, H = 15.24m, D = 0.0508m, 0, = —5°,0, = 90°,
Pl = 824.9527kg.m ™3, T =293.15K, 0 = 281073 N.m™ L.

Remarque : la tension superficielle du kérosene peut varier entre 23 et 32 kg.s™2 & 20° C
[92]. Nous avons arbitrairement choisi une valeur intermédiaire car Schmidt, Z. ne donne aucun
renseignement a ce sujet. Notons aussi que l'auteur ne donne aucune indication sur la valeur
de la pression dans le séparateur. Nous avons imposé Ps = 1 bar.

La carte de Schmidt, Z. est reproduite sur la figure 5.8. Celle-ci est de loin la plus détaillée
parmi toutes les cartes que nous avons présentées jusque ici. Le critere de Bge fournit toujours
une bonne prédiction du débit liquide au dela duquel le severe slugging apparait.

Deux versions du critere (5.108) sont proposées en fonction de I’écoulement qui est imposé
dans le riser. Dans les deux cas, nous obtenons une bonne approximation de la frontiere
de la zone de transition entre le severe slugging et les écoulements stables. Contrairement
au cas intermittent, la région définie par (5.108) dans le cas dispersé contient 1’ensemble
des écoulements instables mesurés par Schmidt, Z. Cependant, elle surestime l'instabilité des

écoulements dont le débit U % est inférieur approximativement & 0.06 m.s~ .

5.3.2.4 Conclusion

Sur ’ensemble des essais expérimentaux que nous avons présentés, la frontiere de stabilité
(5.108) fournit une bonne approximation de la frontiere réelle de stabilité des écoulements.
La région qu’elle définit surestime parfois la zone d’instabilité quand les débits liquides sont
inférieurs & (U9)pge (voir (5.116)).

Une solution peut consister a prendre l'intersection entre les régions définies par le critere
de Bge et notre frontiere (5.108). Elle donne de bons résultats si la zone de transition entre le
severe slugging et les flots stables est contenue dans la région définie par le critere de Bge (voir
section 5.3.2.1).

Néanmoins, des instabilités sont possibles lorsque U < (UY)pge (voir sections 5.3.2.2 et
5.3.2.3). La frontiere de stabilité (5.108) fournit dans ce cas une tres bonne approximation de
la région ou les écoulements sont instables.

5.3.3 Analyse non linéaire

Afin de prédire la période et 'amplitude maximale des oscillations d’un écoulement instable en
fonction des parametres physiques du probleme, nous effectuons une analyse non linéaire de nos
équations. Cette approche est évidemment beaucoup plus complexe que la linéarisation exposée
dans la section 5.3.1. Elle nécessite en autres la réduction du modele en un systeme composé
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exclusivement d’équations différentielles. Les calculs seront réalisés de maniere symbolique gréace
au logiciel Maple. Nous démontrerons alors sur des exemples que la bifurcation a ’origine des
instabilités observées pour les écoulements diphasiques dans les systemes pipe-riser est du type
Hopf [77, 103].

5.3.3.1 Réduction du systeme

Afin d’appliquer les méthodes classiques de la théorie des bifurcations a notre probléme, il est
nécessaire de réduire le systeme (5.80) - (5.81) en un systeme d’équations différentielles. Cette
réduction consiste a résoudre les équations algébriques (5.81) :

1
gi(z,y,p) = 21— §H,0% [(1—y2) + (1 —y3)],
(@10) = 2 — 2o [Xs(z1,22)y2 + Poys)
g2\, Yy,p) = T2 ORT 3(%1,T2)Y2 SY3|,

g5(x,9,0) = 1 — 12 [Co(US +y1) +ua

par rapport aux variables z1, xo et la fonction X3. Nous en déduisons les expressions des
variables algébriques en fonction de z; et xo :

CoU}, [2aRT ) + Ps (v1 — Hpj)] + ua [22RTp], + Py (v1 — Hp} )]

o) . (5117
y1 (21, 22) HpY [X3(21,22) — Ps] — 2C) [22RTpY + Ps (z1 — HpY)] | )
Ps (x1 — Hpjy) +22RTpj,
21, 9) = 2 ’ 5.118
ya(@r, o2) Hp{ [X3(21,22) — Ps] o
X3(z1,72) (1 — HpY) + 22RT Y
g1, 29) = o281 2) (21 = Hplp) + 22RTpy (5.119)

HpY [X5(x1,22) — Ps]

En remplagant y;, y2 et y3 par ces formules dans ’équation (5.80), nous obtenons un systeme

différentiel de la forme : J
x
5 (1) = N(z(t),p) (5.120)

Oll NOUS avons posé :

h(z,p) = f(l’l,xz,y1(3317f132),y2(171,$2)7ys(l’l,@)ap)-

Le point (zo(p),p) (voir section 5.3.1) définit donc l’écoulement stationnaire du nouveau
systeme (5.120). Les bifurcations de notre probleme seront données par les amplitudes max-
imales des solutions instables de (5.120) et dont I’état initial est proche du point d’équilibre

(zo(p),p)-

5.3.3.2 Changement de variables

Pour simplifier 'analyse, on effectue généralement un changement de variables. Celui-ci consiste
a remplacer I’analyse autour du point d’équilibre (zo(p), p) par une étude locale autour du point
(0, p). I suffit pour cela de reprendre les équations initiales (5.73) - (5.74) et de remplacer X ()
par X (t) + Xo(p) et Y(t) par Y(t) + Yo(p); (Xo(p), Yo(p), p) désigne I’écoulement stationnaire
du systeme (5.90) - (5.91) et est donné par les formules par (5.50) - (5.55) et (5.59) :

Ciz_)t((t = FX()+ Xo(p), Y (t) + Yo(p), p), (5.121)

0 = G(X()+ Xo(p),Y(t) + Yo(p),p)- (5.122)
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En réduisant I'index du systeme de la méme maniere que celle décrite dans la section 5.2.9,
nous obtenons le systeme :

Z—?(t = f(@(t) +zo(p),y(t) + vo(p), p), (5.123)

0 = g(z(t) +zo(p),y(t) +vo(p),p), (5.124)

ou f et g sont données par les formules (5.82) - (5.86). Rappelons que (zo(p), yo(p),p) désigne
Pécoulement stationnaire du systeme réduit (5.80) - (5.81) et est défini par les équations (5.50)
- (5.54).

En remplacant les coordonnées z; par z; + 20(p), i = 1,2 et Y; par y; + y?(p), 7 =13,

dans les relations (5.117) - (5.119), nous en déduisons I’expression des variables algébriques en
fonction des variables différentielles :

Y+ yo(p) = ¢(z + zo(p))
ol la fonction ¢ :

¢:R*> — R’

(x1,22) +— (91(21, 22), P2(21, ¥2), P3(21, 2))

est définie par :

5.117

or(zn,me) CEY gy, m),
5.118

b2(z1, 72) (5128) ya(x1, x2),
5.119

¢3(x1, 2) (19 y3(x1, z2).

En insérant ce résultat dans (5.123), nous obtenons le systeme différentiel :

dx déf

20 = k(a(t), ) © F(2(t) + 20(p), H(a(t) + 20(p). p). (5.125)

que nous pouvons écrire aussi sous la forme :

Pty = ki), w2(0),0), (5.126)
Y21 = kalr (), 22(0), ). (5.127)

Désormais, le second membre du systeme différentiel admet (0, p) comme point d’équilibre,
quelque soit p € P car :

(5.125) (5.96) (5.95)

k(0,p) f(zo(p), d(zo(p)),p) =" f(xo(p),yo(p),p) =" 0. (5.128)

Rappelons que P C IR!'! désigne I’ensemble des valeurs réelles des parametres (voir section
5.3.1).
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5.3.3.3 Mise sous formes normales

La période et I'amplitude maximale des oscillations des solutions instables au voisinage de
la frontiere de stabilité sont données par un calcul de bifurcation. Plusieurs approches sont
possibles : méthode de Lyapunov-Schmidt [72], méthode de Lindstedt-Poincaré [67], méthode
de réduction sur variétés centrales et mise sous formes normales [77, 93], etc. Dans notre cas,
nous allons voir que cette derniere méthode est extrémement simple a appliquer.

Tout d’abord, nous devons déterminer les valeurs propres de la matrice jacobienne J(p) du
systéme (5.125) au point d’équilibre (0, p). Cette matrice est donnée par :

J(p) = Dzk(0,p) = Dyf(xo(p), ¢(xo(p)),p) + Dy f(xo(p), d(x0(p)), p)-Dud(x0(p))
= Dz f(xo(p),yo(p),p) + Dy f(z0(p), yo(p), p)-Dad(z0(p)).  (5.129)

Par définition de ¢, nous avons :

0 Y (x4 20(p),y + 10(p), D) = (& + w0(p), Sz + 20(p), D) (5.130)

pour tout = contenu dans le domaine de définition de ¢. D’apres la section 5.2.9, il existe
toujours un voisinage U(p) de (0,0) lorsque p est proche de sa valeur critique (i.e. au voisinage
de la frontiere de stabilité des écoulements) tel que (5.130) soit vraie pour tout (z,y) dans U(p)
et tel que Dy g soit inversible dans U(p) x p.

En dérivant (5.130) par rapport & z, nous en déduisons que Vx/(x,y) € U(p) :
0= Dag(z + 20(p), ¢(x + 20(p)), p) + Dyg(x + x0(p), d(x + 20(p)), p)-Dad(z + 0(p))

= Dyé(z + 20(p)) = — [Dyg(x + z0(p), d(x + 20(p)), p)] ' -Dag(z + z0(p), d(x + z0(p)), p)-

En particulier, quand x =0 :
D.d(wo(p)) = —[Dyg(wo(p), d(x0(p)),p)] ™" -Dag(xo(p), d(xo(p)), )
= —[Dyg(z0(p), yo(p), p)] " -Dag(wo(p), yo(p), p)-

En insérant ce résultat dans (5.129), nous obtenons :

J®) = Duf(zo(p),yo(p),p)
—  [Dyf(xo(p), yo(p), p)| " -Dyg(xo(p), yo(p), p)-Dag(xo(p), yo(p). p)- (5.131)

Les valeurs propres de J(p) sont donc les racines du polynome 7T'(u, p) que nous avions défini
dans la section 5.3.1 :

T(u.p) =" Det [P(p) -l — Qp)[S(p)] ' R(p) (5.132)
et oll nous avions posé :
P(p) = Dzf(xo(p),y0(p),p),
Q) = Dyf(zop),yo(p).p),
R(p) = Dzg(wo(p),vo(p),p),
S(p) = Dyg(zo(p),yo(p),p).

Les expressions des valeurs propres de J(p) sont donc fournies par les formules (5.106) et
(5.107) au voisinage des points de bifurcation.
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D’apres la théorie des équations différentielles ordinaires, la stabilité de 1’écoulement
stationnaire (zo(p),yo(p),p) change de statut des que la partie réelle de ces valeurs propres
change de signe [77]. Lorsque les parameétres satisfont la relation (5.108), i.e. p = p,, les valeurs
de J(p.) sont imaginaires pures et conjuguées :

>‘+(pc) =1w, )‘*(pc) = —lw, (5'133)

W= % |:{T1" [P(pc) - Q(pe) [S(pc)}_lR(pc)} }2 — 4 Det [P(pc) _ Q(pC)[S(pc)]_lR(pc)H 1/2 ‘

D’une maniere générale, lorsque la matrice jacobienne d’un systeme différentiel non linéaire

dx

— = f(x 5.134
= fw) (5134
n’admet pas de valeurs propres a partie réelle nulle en un point d’équilibre xg (on dit que
hyperbolique), la dynamique dans un voisinage U de ce point est sans ambiguité car elle est
paramétrée par les variétés locales, stable et instable, de zg (voir figure 5.9) [77] :

e(xo) = {z el /p(x) — xo lorsque t — oo et ¢y(x) € U, ¥Vt > 0},
belxo) = {z el /p(x) — xo lorsque t — —oo et ¢ (x) € U, Vt < 0}.

¢¢ est une fonction de U dans U qui symbolise le flot local du systeme différentiel. Elle est
définie par :

d
E[(bt(x)]h:r = f [¢T(I)] ) (5135)
¢0($) =

pour z € U et 7 compris entre 0 et t. W (zo) et Wi (x¢) sont respectivement tangentes
aux sous-espaces propres E*(xzg) et E"(xg) associés aux valeurs propres (de la jacobienne du
systeme linéarisé autour de xp) dont les parties réelles sont strictement négatives et positives,
respectivement. Il suffit donc de connaitre les valeurs propres du linéarisé d’un systéme autour
d’un point d’équilibre hyperbolique pour déterminer la stabilité de celui-ci [77].

Au voisinage d’un point de bifurcation, la partie réelle d’une (au moins) valeur propre change
de signe et vaut exactement zéro au point de bifurcation p = p.. Il est dans ce cas impossible de
déterminer la stabilité du point d’équilibre xo(p.) & partir de la seule connaissance des valeurs
propres de la matrice jacobienne. Pour résoudre ce probleme, une approche possible consiste a
isoler la partie non hyperbolique du systeme par un changement de variables :

dx
d—tl = Joa1 + qo(z1, 12), (5.136)
dx
— = Jswa+as(r, ) (5.137)

ou qc(x1,w2) et gs(xy, o) satisfont :
qc(0,0) =0, ¢5(0,0) = 0,

Dmqu(O, O) =0, DIQQC(Ov 0) =0, (5.138)
Dx1q5(07 0) = 07 DCEQQS(O)O) =0. (5139)
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Figure 5.9 : Dynamique au voisinage d’un point d’équilibre hyperbolique.

Remarque : quitte a effectuer un changement de variable supplémentaire, nous avons
supposé, pour simplifier les notations, que le point d’équilibre zo(p.) est (0,0).

Les valeurs propres de la matrice Jc ont une partie réelle nulle tandis que celles de Jg
sont toutes a parties réelles strictement négatives. On en déduit ensuite, grace au théoréme
des variétés centrales [77, 99], qu’il existe une fonction ¥, de régularité C* si f est de classe
CF, k < oo, telle que z2(t) = W(x1(t)) et telle que (5.137) soit satisfaite. ¥ passe par le point
d’équilibre (0,0) et est tangente au sous-espace propre E¢ (0, 0) engendré par les valeurs propres
de JC :

v(0) =0,
D¥(0) = 0.

En remplagant xzo par ¥(z;) dans (5.136), on en déduit une équation qui ne dépend que de la
variable x1 et dont les valeurs propres de sa jacobienne ont une partie réelle nulle.

Dans notre cas, toutes les valeurs propres (5.133) de notre systéme ont une partie réelle
nulle en p = p.. Autrement dit, J(p.) = Jc et (5.137) n’existe pas. Il suffit donc d’effectuer
un développement de Taylor du second membre de (5.125) par rapport a x et autour du point
d’équilibre (0, p.), pour en déduire un second membre qui satisfasse les conditions (5.138).

L’étape suivante vers le calcul des bifurcations consiste a écrire le systéme sous une forme
simplifiée a I’aide d’une série de changements de variables. L’intérét de cette nouvelle écriture
(ou forme normale [77]) est d’éliminer, jusqu’a un ordre fixé par avance, le maximum de termes
non linéaires afin d’extraire la véritable dynamique du systéme.

Lorsque les valeurs propres du linéarisé d’un systeme tel que (5.126) - (5.127) sont de la
forme (5.133), on démontre que la forme normale est donnée, a l'ordre 3, par [77] :

du

E(t) = —wu+ (au —bv)(u? + %), (5.140)
%(t) = wu + (av + bu)(u? + v?). (5.141)

ol a et b sont des constantes qui dépendent des dérivées successives de k1 et k2 au point (0, 0, p).
Pour déterminer leurs valeurs et en déduire la dynamique du systéme (5.126) - (5.127) au point
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de bifurcation p = p., il suffit de réécrire celui-ci sous une forme appropriée afin d’appliquer
directement des formules classiques. Pour cela, la jacobienne de notre systeme doit étre égale
a:

Jo = (O _Ow> (5.142)

w

au point de bifurcation p = p.. Cette transformation sera faite en deux temps. Tout d’abord,
nous effectuons un changement de variables et une transformation linéaire des équations pour
en déduire un nouveau systeme dont la jacobienne est diagonale en p = p., avec pour valeurs
propres tw et —iw.

Soit Vi, un vecteur propre de J(p.) associé a la valeur propre iw. J(p.) étant une matrice
réelle (f et g sont des fonctions & valeurs réelles), nous avons :

j(pc)V_Jr - j(pc)V+ = iWVJr = — u)V_+.

Par conséquent, V est un vecteur propre de J(p.), associé a la valeur propre —iw. Nous
poserons : V_ = V. Nous en déduisons la matrice de passage Q = (V, V_) et nous effectuons

le changement de variables :
I Ci‘l
=9 (5.143)
xI9 i‘g

Nous multiplions le systéme (5.126) - (5.127) par Q™! et nous obtenons le nouveau systéme :

dzy ~

E(t) = kl(fl(t),i'g(t),p), (5.144)
%(t) = Ia(Z1(t), 22(1),p) (5.145)

dont la matrice jacobienne vaut en p = p. :
~ iw 0

Nous appliquons maintenant un nouveau changement de variables et une transformation
linéaire pour en déduire un systeme dont la jacobienne est donnée par (5.142) en p = p.. Nous

posons tout d’abord :
) 1
=H (5.146)
To T9

ne (1)

Nous multiplions ensuite le systeme (5.144) - (5.145) par H~! pour en déduire finalement le
systeme :

%@) = Fa(@1(t), 22(t), p), (5.147)
P2ty = ha(ir (), (1), ). (5.148)

Pour relier ce nouveau systeme & celui défini initialement avant cette section (i.e. (5.126)
- (5.127)), nous rappelons que x7 et xo désignent les amplitudes des coordonnées my et
mq de la solution du systeme réduit (5.80) - (5.81) par rapport a l’écoulement stationnaire
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(xo(p),yo(p),p) (voir section 5.3.3.2). En tenant compte de (5.143) et (5.146), nous vérifions
T . - W o \T 1 , , .
que les vecteurs z = (r1,22)" et & = (21,22)" se déduisent I'un de lautre par une relation
linéaire :
x=QHi. (5.149)
Bien que la matrice H soit complexe, ce changement de variable est réel. En effet, si nous
posons Vi = (ag + iy, a2 + if2), a1, ae, B1, B2 € IR, nous obtenons apres un simple calcul

linéaire que : 3
é —\ [ —1/2 1/2
on™ (v ve) (54" 1) = (5 o) (5:150)

QO H est donc une matrice a coefficients réels. Son inverse aussi. Z est un vecteur a coefficients
réels et kq, ko sont des fonctions a valeurs réelles.

Le changement de variable (5.149) étant linéaire, nous avons grace a (5.128) :
k1(0,0,p) = 0, k2(0,0,p) = 0. (5.151)

Si nous effectuons un développement de Taylor & un ordre g > 2 des seconds membres de (5.147)
et (5.148) autour du point d’équilibre (0,0, p.), nous en déduisons finalement un systeme de la
forme :

5
e = LoZ + L1 (2,p — pc) + N (&, p) (5.152)

dt
0 —w

Dipifl (07 07 pC)
D;pk2(0,0,p,)

Le vecteur N (Z,p) symbolise les termes non linéaires, par rapport & x, du développement. En
particulier, nous avons :

ou

Ly =

N(0,p:) =0, DzN(0,p.) = 0.

Notons que quelque soit leur ordre, les dérivées de k1 et ko par rapport a p sont nulles en
(0,0,p.) car il existe un voisinage de p. dans l'espace des parametres tel que les relations
(5.151) soient vérifiées pour tout p dans ce voisinage.

5.3.3.4 Bifurcation de Hopf

Lorsqu’on étudie la stabilité d’un systeme différentiel par rapport a un seul parametre, deux
types de bifurcations locales et génériques sont envisageables : la bifurcation noeud-col et la
bifurcation de Hopf [77]. Dans le premier cas, la bifurcation se produit quand une des valeurs
propres de la matrice jacobienne s’annule en un point d’équilibre, pour une certaine valeur
critique du parametre. Dans le second cas, la partie réelle de deux valeurs propres complexes
conjuguées s’annule. Cette situation est précisément celle ot nous nous trouvons.

D’autres types de bifurcations peuvent apparaitre dans un probléme a un seul parametre
variable mais elles ne sont pas génériques (bifurcations transcritiques, fourches, etc). C’est
par exemple le cas pour des équations qui doivent satisfaire certaines contraintes comme des
conditions de symétries.

Nos équations s’inscrivant a priori dans un cadre générique, il est donc fort probable que les
bifurcations locales de notre systeme soient du type Hopf. C’est ce que nous allons démontrer
dans cette section mais avant tout, énongons le théoreme de Hopf [77] :
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Théoréme 5.2 Supposons que le systéme dz/dt = f(x,p), v € R™, u € R admette un point
d’équilibre (z§, pe) pour lequel les propriétés suivantes sont satisfaites :

H1) D, f(x§, ) admet deux valeurs propres simples conjuguées et imaginaires pures et
05 M Jug g
aucune autre valeur propre avec une partie réelle nulle.

Alors (H1) implique lexistence d’une courbe réguliére d’équilibre (zo(u), 1) avec xo(pe) =
x§. Les valeurs propres Ay (), A—(p) de Dy f(zo(p), ) sont imaginaires pures quand ji = fi.
et varient de fagon réguliére par rapport a p. Si de plus,

d déf

%[Re Ay, = d#0,

alors il existe une variété centrale unique de dimension trois, passant par (z§, i) dans
R"™ x IR et un systéeme régqulier de coordonnées (préservant le plan p = const.) pour lequel
le développement de Taylor a lordre 8 sur la variété centrale est donné par :

(H2)

CCZZ—Q: = [du—i—a(uQ—{—vz)}u—{w—{—cu—{—b(uQ—i—qﬂ)}v,
% = [w+cu+b(u2+v2)}u+{du+a<u2+v2>}v,

ou en coordonnées polaires uw = rcosf, v =rsinf :

dr

R — 2
7 (du +ar ) 7,
do
a - w+ep+br?,
ot w = |Ay(pe)| = [A=(ue)| et a, b, ¢, d sont des constantes qui dépendent des dérivées

successives de N au point (0,p.) ; N est obtenue aprés transformation du systéme dx/dt =
f(z, 1) sous la forme (5.152).

St a # 0, il existe une surface de solutions périodiques dans la variété centrale qui est
tangente (de maniére quadratique) avec le sous-espace propre de Ai(ue), A—(pe) et dont
Uéquation est (a une translation prés) celle du paraboloide p = —(a/d)(u? + v?). Sia < 0
(resp. a > 0), ces solutions périodiques sont des cycles limites stables (resp. instables).

Remarque : une variété centrale W€ est une variété invariante, i.e.
Vo e W ¢(x) € WL >0,

tangente a l'espace propre de Ay (uc) et A_(ue); rappelons que ¢; symbolise le flot (5.135) du
systeme différentiel.

Le théoreme de Hopf est défini pour un parametre réel alors que p est multi-dimensionnel.
Pour P'appliquer, il est donc nécessaire de choisir un chemin dans ’espace des parametres qui
traverse la surface critique (5.109) : R(p) = 0. Pour simplifier ce choix, nous imposerons 1'une
des coordonnées du vecteur p comme parametre variable . Quitte a réordonner les composantes
de p, nous noterons p = (p, 1) ou p symbolise les autres parametres. Ils seront fixés une fois
pour toutes afin que I'équation R(p, ) = 0 admette une solution par rapport & p. Nous la
noterons p.. Autrement dit, lorsque p = i, le point p est situé sur la surface critique (5.109).
Pour clarifier I'exposé, nous remplacerons dorénavant le multi-parametre p par u.

Remarque : lorsqu’on étudie les bifurcations d’un systeme dans un espace de parametres
plus grand (i.e. avec au moins deux parametres variables), plusieurs types de bifurcations sont
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parfois observables de part et d’autres de frontiéres de bifurcation. Des bifurcations beaucoup
plus sophistiquées peuvent apparaitre aux points d’intersection de ces frontieres [77, 170]. Elles
sont généralement classées en fonction de leur codimension, i.e. la différence entre la dimension
de l'espace des parametres et celle de la frontiere de la bifurcation [103]. Celle de Hopf est
de codimension un. Il serait intéressant d’étudier a ’avenir si des bifurcations de codimension
supérieure peuvent se produire dans un systéme pipe-riser. Nous pensons en particulier aux
phénomene d’hystérésis [103].

Le systeme (5.147) - (5.148) satisfait la premiére hypothése du théoréeme 5.2 au point
d’équilibre (0,0, u.). Rappelons que les valeurs propres (du linéarisé de ce systéme autour

de (0,0, p4c)) sont les racines du polynéme (5.132) :
A () = 5 {10 [Pln) = QoIS RG] + /A (5.153)

IR
A () = 5 {10 [P) - QUolS o) RG] iy/AG) |

(5.154)
AG) = {1 [P(n) — QS (]~ R(w)|}* — 4Det [P(n) — QU [S (0] R(w)]
Dans ce cas, le coefficient d est égal a :
17 d _ (5.109) 1 [dR
0= g [P0 —QuiseRl| RS |GRw] o eas)

La formule analytique de d est évidemment beaucoup trop longue pour étre écrite dans cette
these (rappelons que les matrices P(u), Q(n), R(p) et S(u) dépendent des coordonnées du
point d’équilibre (xo(u),yo(1), ) dont les expressions sont loin d’étre concises; voir section
5.2.5).

Dans les sections suivantes, nous allons présenter quelques calculs numériques ou les valeurs
des parametres sont choisies en fonction des exemples présentés de la section 5.3.2. Dans chacun
de ces calculs, le coefficient d est différent de zéro. Autrement dit, les valeurs propres A4 (u)
et A_(u) traversent I’axe imaginaire transversalement lorsque p atteint sa valeur critique pe.
La bifurcation est donc du type Hopf : pour chaque valeur du parametre p proche de u. pour
lequel I’écoulement stationnaire (zo(u),yo(e), i) est instable, il existe un cycle limite stable
vers lequel les solutions transitoires du systeme (5.147) - (5.148) convergent si le coefficient a
est strictement négatif. L’équation de ce cycle est :

d . .
e — ) = 1 + 3. (5.156)
En notant 1, 72, (1 et (2, les coefficients de la matrice :
1ol — <71 72) ’
Q G G
nous déduisons de (5.149) :

r1 = mMT1+ YT,
To = Gx1+ Q2.

En insérant ces expressions dans (5.156), nous obtenons I’expression du cycle limite des solutions
instables du systeme (5.126) - (5.127) :

d

a(#c — 1) = (mx1 +7212)” + (G + Gr2)? .



178 CHAPITRE 5. ANALYSE MATHEMATIQUE

Puisque 1 et x5 représentent les amplitudes des variables my, et mg par rapport a leurs valeurs

stationnaires m5tetic et msGm”O, nous en déduisons :
d statio statio 2
a(uc—/ﬁ) = [71 (mL_mL >+72 (mG_mG )}
, 12
+ [Cl (mL - msLtatw) + ¢ (mG - mg“twﬂ (5.157)

sachant que les coefficients vy, 2, (1 et (2 ne dépendent que des valeurs critiques des parametres
par 'intermédiaire des vecteurs propres de la jacobienne J(p.) (voir section (5.3.3.3)).

En conclusion, lorsqu’un écoulement est instable, les quantités mp et mg du systeme
(5.80) - (5.81) ou encore celles du systeme initial (5.73) - (5.74) oscillent autour de leurs
valeurs stationnaires en tendant vers un cycle limite elliptique. Celui-ci est une déformation
translatée du cycle limite des variables Z1, T2, a savoir la transformation du cercle de rayon
[(d/a)(pe — u)]l/ ? et de centre (0,0) en une ellipse centrée en (M3, m#iatio)  par Papplication

linéaire (5.149).

Pour tracer cette ellipse, nous posons :

Le cycle limite (5.156) est donné par l’ensemble des points :

Cyete = {(@1,2) € R? /i = Reosd, &5 = Rsin; 0 € 0,27} .

En tenant compte de (5.149) - (5.150), nous en déduisons le cycle limite elliptique des variables
my, et mg :

Cycle = {(mLymG) S ]RZ/mL = ML(Q),mG = MG(Q), 0 e [0,271’[} (5158)

Mp(0) = mi™° + R[B cosd + o sind],
Mg(0) = miah® + R[Bycosd + azsinf)].

De I’ensemble des valeurs (mr, mg) € Cyee, il est possible de déduire les valeurs maximales
atteintes par les autres variables Z'C?, Z(? et R%“t en tenant compte des relations (5.117) -
(5.119). Nous en déduisons aussi I’ensemble des valeurs admises par U%* grace a la relation

(5.94) et celles de la pression dans le pipe par 1’équation :

5.46
Phipe (546) Ps +g(mg +mg).

Pour déterminer tous ces valeurs, il est nécessaire de calculer le coefficient a. Celui-ci dépend
en toute généralité des coefficients du développement de Taylor (jusqu'a Pordre 4) des seconds
membres du systeme (5.147) - (5.148) par rapport & 7 et &g et autour du point d’équilibre
(0,0,p.). Lorsque le systeme est écrit sous la forme (5.152), une formule simple du coefficient
a existe [77] :

1

T [D3,4:2:N1(0,0,pc) + D403, N1(0,0,pe)]
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% [Di,3,8,N2(0,0,p¢) + DiyininNa(0,0,pe)]
+ M%DiligNl(O,O,pC) [Dz,3,N1(0,0,p.) + Dz,2,N1(0,0,pe)]
_ meDmQNQ(o, 0, pe) [Da,2,Na(0,0, pe) + Dis s Na (0,0, po)]
B 16%[chlfcl/\fl(O,0,pc)D@1@1N2(o,o,pc)]
+ ﬁ[D@mM(O,O,pC)szNg(o,o,pc)] (5.159)

Oll nous avons posé :

Ni(&1, &9,
N(i,p)z( 1(21 2]9))‘

Na (21,22, p)
w est défini par (5.133).

5.3.4 Validation numérique des calculs analytiques de bifurcation

Afin de valider I'expression analytique des bifurcations locales (i.e. au voisinage des points de
bifurcation) de notre modele, nous présentons dans cette section quelques calculs numériques
d’écoulements ou les valeurs des parametres sont choisies en fonction des exemples présentés
dans la section 5.3.2.

Le modele simplifié que nous avons construit dans la section 5.2 suppose que la hauteur
liquide reste stable (i.e. constamment égale a la hauteur du riser). Cette approximation est
fausse lorsque les écoulements sont fortement instables mais elle est proche de la réalité lorsque
les écoulements sont légerement instables. Elle est aussi exacte si le flot stationnaire est stable.

Cette hypothese de stabilité rend possible le calcul analytique des cycles limites d’écoule-
ments instables au voisinage des points de bifurcation. Nous venons de voir que la projection
de ces cycles sur l'espace des phases (mrp,mg) est une ellipse. Dans le cas d’'un modele
ou l'oscillation de la hauteur liquide dans le riser n’est pas négligée, nous verrons que ce
cycle (calculé numériquement) est légerement déformé. Néanmoins, il est d’autant plus proche
du cycle calculé analytiquement que les parametres sont proches de leurs valeurs critiques.
Les calculs qui vont suivre prouvent donc que la bifurcation a l'origine des instabilités des
écoulements diphasiques dans les systemes pipe-riser est généralement du type Hopf.

5.3.4.1 Essais de Fabre

Reprenons les expériences de Fabre, J. et al. de la section 5.3.2.2. D’apres la figure 5.7, nous
constatons que I’écoulement devient instable lorsque la vitesse superficielle U OG diminue alors
que les autres parametres du probleme sont fixés. Nous choisirons donc U % comme parametre
de bifurcation.

Pour démontrer que les bifurcations de notre modele au voisinage des valeurs critiques de
U % sont du type Hopf, nous devons vérifier que les hypotheses du théoréme 5.2 sont satisfaites.
Nous comparerons ensuite les cycles limites analytiques prédits par le théoreme de Hopf avec
ceux fournis par les solutions numériques du systeme (5.73) - (5.74).

Dans le modele que nous avions exposé dans la section 2.5, le flot dans le pipe n’était
pas imposé (voir section 4.3.3) et les forces de frottement n’étaient pas négligées. Ce qui
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modifie légérement I’emplacement des points d’équilibre et les valeurs des parametres critiques
prédits par le systeme (5.73) - (5.74). C’est pourquoi nous ne comparerons pas les cycles limites
analytiques (5.158) & ceux fournis numériquement par les solutions de (2.40) - (2.53) car nos
calculs de bifurcation sont locaux et donc tres sensibles a la déviation des parametres par
rapport a leur valeur critique.

Pour étudier I'influence du phénomene de relazation (due a l’oscillation de la hauteur liquide
dans le riser, voir section 4.2.5), nous ajouterons I’équation différentielle (4.72) au systeme (5.73)
- (5.74). Le calcul numérique des écoulements est effectué a l’aide de la méthode de troncature
exposée dans la section 4.1.2. Le modele obtenu est proche de celui que nous avions exposé
dans la section 2.5 et fournit une dynamique identique : écoulements stationnaires, quasi-
stationnaires et transition vers le severe slugging. Il souffre aussi de problemes de convergence
due aux simplifications de notre modélisation lorsque les instabilités sont trés prononcées : le
systeme devient singulier dés que le taux de vide au pied du riser dépasse le seuil critique 1/Cy
(voir section 4.3.4).

Remarque : nous verrons dans I'annexe A que la singularité d’un systéme algébro-différentiel
entraine de nombreux problemes, aussi bien théoriques que numériques. A titre d’exemple,
quelques travaux ont démontré qu’elle est a ’origine de phénomenes physiques tres importants
tels que la relazation ou les chutes de tension dans les systéemes électriques [120, 168, 169]. 11
serait intéressant de développer a ’avenir, une étude similaire de notre modele afin d’expliquer
de maniere simple le phénomene de relazation du severe slugging.

Le débit volumique U OG est donc le parametre de bifurcation. Les autres parametres sont
fixés :

UY = 0127m.s™', P =10° Pa, L = 25m, I, = 0m, H = 13.5m, D = 0.053m,
0, = —0.57° 6, =090 p) = 9982071 kg.m 3, T =293.15 K, 0 = 72.7510 3 kg.s 2.

La valeur de U% étant I'une de celles choisies par Fabre, J. et al., nous voyons sur la figure
5.7 que la valeur critique de U OG prédite par notre critére de stabilité est proche de 1 m.s™?
(respectivement 0.8 m.s™!) si nous imposons un écoulement dispersé (resp. intermittent) dans
le riser. Rappelons que le calcul du taux de vide Rglp “ ne dépend pas de la valeur de U % (voir
section 5.2.2). Ainsi R’gp © vaut approximativement 0.789248277 lorsque les valeurs des autres
parametres sont celles imposées ci-dessus.

Un calcul symbolique a ’aide du logiciel Maple nous fournit la valeur critique de U OG (dans
le cas intermittent), lamplitude w des parties imaginaires des valeurs propres critiques (voir
(5.133)) et les valeurs des coefficients a et d du théoreme 5.2 :

(UL)erse = 0.8293123557m.s ",

w = 1.245578683,
a = —0.1355165705,
d = —1.615566000.

Remarque : La valeur de (U%)crit vaut 1.042259700 m.s~! dans le cas dispersé. Or les valeurs
stationnaires des taux de vide en entrée et sortie du riser sont dans ce cas supérieur & 0.7 (ou
plus exactement (R%)$19%° = (.73427269 et (R2)statio = ().78474163). Ce qui est absurde car
la configuration dispersée n’existe pas pour des taux de vide supérieur a 0.52 (voir section 1.7).
Autrement dit, le flot est nécessairement intermittent dans le riser.
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Puisque a et d sont différents de zéro, 'instabilité des écoulements au voisinage de (UOG)Cm
est due a une bifurcation de Hopf. Celle-ci est supercritique car a est négatif [103] : il existe
un € > 0 tel que quelque soit UL €](UL)crit — €, (U)erit], le systeme (5.73) - (5.74) admet un
cycle limite stable tandis que I’écoulement stationnaire situé au centre du cycle est instable.
La projection de ce cycle sur I’espace des phases (mr, mq) est une ellipse dont 1’équation est
donnée par (5.157). Notons que le coefficient (d/a) [(U%)erit — UY] est bien positif si nous
choisissons U, < (U%)erit-

La matrice @ H du changement de variables (5.149) ne dépend que des valeurs critiques des
parametres et a pour valeur :

dét (P11 o —316.9034046 —579.4222414
B2 o 1.0 0

Lorsque U % = 0.829m.s~!, les valeurs stationnaires des variables du systeme sont les
suivantes :

mifeto = 5068.918402 kg.m 2,

meiatio = 12.37902485 kg.m ™2,
ptatio — 149847.5279 Pa,

in\statio  __ -1
Ue) = 0.829m.s !,
(Ripystatio —  (0.5923241079,
(Rotystatio —  (),6553762195,
(Ughystatio — 1369236007 m.s ™"

Sur la figure 5.10, nous avons tracé le cycle limite (5.158) ainsi que les projections des
solutions numériques du systeme (4.54) - (4.55) sur le plan (mr, m¢g), pour deux conditions
initiales différentes (4.64) - (4.65) : la premiere impose un point (mr, meg) situé en dehors du
cycle limite et la seconde a l'intérieur. Nous vérifions que le cycle limite est stable. Dans les
deux cas, la hauteur liquide n’oscille pas. C’est pourquoi le cycle prédit de maniere analytique
est une bonne approximation du résultat numérique.

Notons que les solutions transitoires convergent tres lentement vers leur cycle limite (cette
convergence est d’autant plus lente que le parametre est proche de sa valeur critique). Pour
améliorer la lisibilité des résultats, nous avons donc enregistré la valeur de la solution numérique
toutes les dix secondes alors que le pas de temps d’intégration At valait 0.01 s.

Remarque : ce choix d’une impression de la solution toutes les dix secondes n’est pas
innocent. Il correspond a environ deux fois la période T' du cycle limite car T ~ 27 /w ~
5.044709200 [67].

Imposons maintenant un parametre un peu plus petit : UOG = 0.820m.s~'. Les valeurs
stationnaires des variables du systéeme sont les suivantes:

mietie = 5090.532895 kg.m 2,

mgletio = 1235582637 kg.m ™2,
Platio — 150059.3384 Pa,

(UiG”)St““" = 0.82m.s" 1,
(R{y)statio 0.5904498619,
(RE*)statto 0.6540425670,
(Ugtystatio — 1 357486575 m.s .
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12.45—+

== == Cycle limite

Solution transitoire
—— Solution transitoire

124+ *  Ecoulement stationnaire

mG (kg/m2)

12.35+

5.02E+03 5.04E+03 5.06E+03 5.08E+03 5.1E+03 5.12E+03
mL (kg/m2)

Figure 5.10 : UOG = 0.829m.s~! : cycle limite et solutions transitoires.

Sur la figure 5.11, nous constatons que le cycle limite prédit numériquement est une ellipse
tronquée. Cette déformation est due a l'oscillation de la hauteur liquide dans le riser : lorsque
celle-ci atteint le sommet du riser, elle reste égale a H pendant un certain temps et diminue a
nouveau lorsque la vitesse du liquide au sommet du riser devient négative (voir figures 5.12 et
5.13).

Ce test traduit bien les limites de notre analyse locale. Celle-ci n’est valide que si la
hauteur liquide n’oscille pas dans le riser. Autrement dit, les cycles limites périodiques prédits
par le théoreme de Hopf sont de grossieres approximations des cycles réels si la hauteur liquide
oscille. Traduisons cette remarque en termes de condition sur nos variables; le débit volumique
du liquide au sommet du riser est donnée par :

5.34
U%Ut — Ugut _ U%ut ( gl ) Uosut o R%ut (COU%ut 4 Ud) — (1 o Rgnco) U%Ut _ Rc&utud.

Il est donc négatif lorque :
(1 - ReCy) UG
Ron
Or, 1 — R%¥Cy < 0 <= 1/Cy < R%"'. Dans notre cas, 1/Cy > RZ" (voir section 5.2.9). Nous

en déduisons que si Pécoulement est intermittent dans le riser, U est négatif lorsque :

0.35y/gDRg"
1—12R% "

< ug.

U < (5.160)
En d’autres termes, la hauteur liquide commence a osciller dans le riser des que la vitesse
superficielle du mélange en sortie du riser est inférieure a la vitesse critique :

0.35\/gDR2!

t
(U8 erit = 77 5 gy

qui oscille au cours du temps en fonction de R%“t. Nous avons tracé U OS“t et (Ugw“t)c,«it en fonction

du temps sur les figures 5.14 et 5.15. Ces deux graphiques correspondent respectivement au deux
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Figure 5.11 : U% = 0.820m.s~! : cycle limite et solutions transitoires.
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Figure 5.12 : U% = 0.820m.s~! : mqg en fonction de Hyqg.
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Figure 5.13 : U% =0.820m.s~! : my, en fonction de Hiq.

exemples précédents ou U % valait 0.829m.s~! et 0.820m.s~!. Nous vérifions bien que dans le
premier cas, U OS“t est toujours supérieure a (U "S“t)m-t alors que dans le second test, la vitesse
U2 est parfois inférieure & (U%")qrit, d’out les oscillations de la hauteur liquide. L’inégalité
(5.160) représente donc un criteére de transition entre les écoulements quasi-stationnaires (voir
section 4.2.6) et les écoulements instables (transition vers le severe slugging, severe slugging)

pour lesquels la hauteur liquide oscille dans le riser.

Remarque : la contrainte imposée sur la hauteur liquide (celle-ci ne peut pas dépasser la
hauteur du riser) entraine la troncature des orbites (voir figures 5.11 - 5.13). Ce phénomene
est couramment observé dans la théorie des systemes électriques de puissance ou des limiteurs
régulent la tension en la contraignant a ne pas dépasser des seuils [48]. Les modeles de ces
systemes de puissance (en général des systemes algébro-différentiels) fournissent des solutions
dont les courbes sont tres similaires & celles que nous avons présentées jusque ici [48, 97, 98|.

5.3.4.2 Essais de Schmidt

Considérons maintenant les expériences de Schmidt, Z. et al. de la section 5.3.2.3. U % sera,
choisi comme parametre de bifurcation et les autres parametres seront fixés :

UY) = 0.6m.s!, Ps =10° Pa, L = 30.48m, I, = 0m, H = 15.24m, D = 0.0508m,
0, = —5°0,=90° p} =824.95275kg.m > T =293.15K,0 = 2810 3 kg.s2.

Nous voyons sur la figure 5.8 que la valeur critique de U OG prédite par notre critere de
stabilité est comprise entre 1 m.s~! et 2 m.s™! si U} = 0.6m.s~ . Le taux de vide Rgipe vaut
quant a lui approximativement 0.698742694. Un calcul symbolique a l'aide du logiciel Maple
nous fournit la valeur critique de U OG (dans le cas intermittent), 'amplitude w des parties
imaginaires des valeurs propres critiques (voir (5.133)) et les valeurs des coefficients a et d du
théoreme 5.2 :

(U%)erie = 1.678582036m.s ",
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Figure 5.14 : U = 0.829m.s™! : vitesse Ug en sortie du riser et vitesse critique.
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Figure 5.15 : U% = 0.820m.s~! : vitesse Ug en sortie du riser et vitesse critique.
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w = 2.190078258,
a —0.1224829257,
d = —2.521810000.

Puisque a est strictement négatif et que d est différent de zéro, 'instabilité des écoulements au
voisinage de (U %)cm’t est due a une bifurcation de Hopf supercritique.

La matrice @ H du changement de variables (5.149) a pour valeurs :

G (B o —300.7615194 —477.9058672
on L ( >:
B2 o 1.0 0

Lorsque U% = 1.678 m.s™!, les valeurs stationnaires des variables du systéme sont les suivantes:
G

mie = 5066.532726 kg.m 2,

mgatie = 13.35504098 kg.m 2,

Psiatio —  149833.6990 Pa,
(UZ})Statio = 1.678m.s" !,
(Riystatio — (.5629591305,
(Rg#tystatio —0.6310561535,
(Ugtystatio — 3114209469 m.s .

Sur la figure 5.16, nous avons tracé le cycle limite (5.158) ainsi que les projections des
solutions numériques du systéme (4.54) - (4.55) sur le plan (mp,mq), pour deux conditions
initiales différentes (4.64) - (4.65) : la premiere impose un point (mr, mg) situé en dehors du
cycle limite et la seconde a I'intérieur. Nous vérifions que le cycle limite est stable et elliptique
car la hauteur liquide n’oscille pas : les écoulements sont quasi-stationnaires.

Lorsqu’on diminue la valeur du parametre U%, le cycle se déforme comme décrit
précédemment. La hauteur liquide oscille et les solutions tendent vers une ellipse tronquée
dans le plan des variables m, et mg.

5.3.4.3 Analyse des résultats

Ces calculs de bifurcation démontrent sur quelques exemples que la bifurcation a I'origine des
instabilités des écoulements diphasiques dans les systemes pipe-riser est du type Hopf : quand
un parametre franchit sa valeur critique, une instabilité hydrodynamique se développe sous la
forme d’un écoulement quasi-stationnaire. Puis, par transitions successives, un phénomene de
relazation apparait pour finalement aboutir au severe slugging lorsque des bouchons de liquide
remplissent entierement le riser. En conclusion, le severe slugging n’est pas di & 'amplification
du bruit d’un flot stationnaire mais provient d’une réelle instabilité hydrodynamique.
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Figure 5.16 : UOG = 1.678m.s~! : cycle limite et solutions transitoires.
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Conclusion

Le modele présenté dans cette theése est consacré a I’étude des instabilités d’écoulements gaz-
liquide isothermes dans les conduites pétrolieres du type pipeline-riser. Ses équations sont
algébriques et différentielles. Elles proviennent de l'intégration en espace des équations de
conservation d’un modele de mélange du type flur de dérive. Ses variables sont le taux de
vide, la pression et la vitesse superficielle du mélange aux extrémités de chaque trongon du
pipeline. Le niveau liquide dans le riser est aussi introduit explicitement comme une variable
dans les équations.

Afin de construire un modele régulier (au sens mathématique du terme) qui ne dépende plus
des criteres de transition entre les phases liquide et gazeuse, la loi de glissement et le frottement
pariétal sont exprimés d’une maniere synthétique, sous la forme de fonctions régulieres. Cette
nouvelle approche s’appuie sur une étude rigoureuse des différentes configurations développées
par les écoulements diphasiques. Des comparaisons avec des données expérimentales attribuent
un large domaine de validité a ces lois. Ce qui leur assure un avenir prometteur car leur
application dépasse largement le cadre restreint des écoulements transitoires dans les systemes
pipeline-riser. De plus, leur simplicité et leur régularité comporte de nombreux avantages
. facilité d’implémentation, rapidité des calculs, robustesse, simplification de ’analyse des
schémas numériques, etc.

En ce qui concerne la résolution numérique des équations, nous remarquons que 1’équation
différentielle de la hauteur liquide dans le riser est discontinue. Cette contrainte physique (le
niveau liquide ne peut dépasser la hauteur du riser) remet en cause I'existence théorique d’une
solution du modele et pose de nombreuses difficultés pour la résolution numérique du systeme
algébro-différentiel. Une méthode de troncature (de la hauteur liquide) a été spécialement congue
pour tenir compte de cette singularité. Des méthodes implicites de Runge-Kutta sont employées
pour résoudre la raideur des équations.

Des comparaisons entre calculs et expériences sont ensuite présentées afin d’identifier le
domaine de validité du modele : celui-ci s’avere étre un outil rapide et efficace pour simuler
des écoulements légerement instables. Ce résultat suffit pour justifier I'analyse locale de
nos équations : une analyse linéaire fournit ’expression analytique de la frontiere séparant
les écoulements stables (ou permanents) des écoulements instables (severe slugging, quasi-
stationnaires, etc.) dans l'espace des parametres physiques. La formule algébrique de cette
frontiere constitue un nouveau critere de prédiction des instabilités des écoulements diphasiques
dans les systemes pipeline-riser. Des comparaisons avec des cartes d’écoulements expérimentales
confirment la justesse de nos résultats.

Un calcul de bifurcation est ensuite présenté. Il débouche sur 'expression analytique des
courbes de bifurcation de notre modele, au voisinage des valeurs critiques des parametres. Ces
courbes représentent I’amplitude maximale des oscillations de chaque variable d’un écoulement
instable en fonction d’un parametre du probleme. Nous démontrons, grace a un calcul
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symbolique, que la bifurcation a 'origine du severe slugging est du type Hopf : lorsque 'un des
parametres du probleme dépasse un seuil critique, les écoulements deviennent instables sous
la forme d’oscillations périodiques sinusoidales. De plus, dans un petit voisinage du parametre
critique, 'amplitude maximale de ces fluctuations est proportionnelle a la racine carrée de la
différence entre le parametre et sa valeur critique.

Le severe slugging provient donc d’une réelle instabilité hydrodynamique dont les oscillations
sinusoidales se distinguent sans ambiguité du bruit que I’on mesure expérimentalement dans un
écoulement stationnaire. Lorsqu’on s’éloigne du parametre critique, ces oscillations se déforment
par transitions successives et laissent place a des cycles périodiques de relaxation.

Il reste maintenant a expliquer la nature mathématique du phénomene de relaxation qui
caractérise les flots transitoires dans les systemes pipe-riser. Quelques éléments de réponse sont
déja apportés dans cette these. Ils suggerent que les cycles de relazation sont dus a la présence
d’une surface singuliere dans les équations de notre modele algébro-différentiel. A I’avenir, des
travaux orientés dans ce sens pourront s’appuyer sur de récents travaux qui ont démontrés que
les phénomenes de relaxation ou de chute de tension dans les systemes électriques sont dues
effectivement a la présence d’une singularité dans des modeles algébro-différentiels.

Tous ces résultats sont inédits et représentent un intérét pour l'industrie pétroliere car ils
concluent une étape essentielle vers le controle en temps réel des écoulements polyphasiques
dans les installations de production.



Annexe A

Théorie des systemes
algébro-différentiels

La théorie des systemes algébro-différentiels est un vaste sujet ou beaucoup de problémes restent
encore ouverts. Dans cette annexe, nous limiterons notre étude a des problemes de stabilité et
de bifurcation. Une introduction a ce sujet est donnée par I’excellent article de Beardmore, R.
E. et Song, Y. H. [16].

On classe généralement les systemes algébro-différentiels en fonction de leur index (voir
section A.1). En général, la résolution d’un systeme est d’autant plus difficile que son index est
élevé [25, 79]. C’est pourquoi la majeure partie des résultats de stabilité et de bifurcation pour
des systémes algébro-différentiels ne concernent que des problémes d’index inférieur ou égal a
un.

A.1 Index d’un systeme algébro-différentiel
Un systeme algébro-différentiel est une équation de la forme :

dy

—(t)| =0 Al
0l (A1)
ou h est une fonction de IR X IR™ x IR™ dans IR, n < m. Son index est égal au nombre de fois
qu’il faut le différencier par rapport a ¢ pour déterminer dy/dt comme fonction continue de y
et ¢ [25]. L’index est donc un nombre entier.

h {t,y(t)

Les équations différentielles ordinaires sont une forme particuliere des systemes algébro-

différentiels. Elles ont un index nul :
dy
Lt) = f(t.y(1)). (42

Lorsque dy/dt peut étre exprimé de manieére explicite en fonction de y et ¢, a partir de (A.1)
(par exemple, en appliquant le théoréme des fonctions implicites), le systeme est dit d’index
un. Dans le cas contraire, son index est strictement supérieur a un.

Dans un systeme algébro-différentiel d’index supérieur ou égal a un, il existe des contraintes
sur les variables. Celles-ci peuvent parfois apparaitre de maniere explicite :

F t,x(t),y(t),%(t) = 0, (A.3)

G(t,z(t),y(t)) = 0. (A.4)
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Les équations (A.4) sont souvent algébriques. C’est pourquoi on désigne généralement les
systemes (A.1) comme algébro-différentiels car la forme particuliere (A.3) - (A.4) est celle
qui a été la plus abondamment étudiée.

La forme la plus simple des systemes algébro-différentiels est celle dite autonome semi-
explicite [131] :

Wy = J)p), (A.5)

0 = g(x(t),y()) (A.6)
ou (z,y) € R™ x R™ et f, g sont des fonctions & valeurs dans R™ et IR™, respectivement.

Lorsqu’un systeme est de la forme (A.5) - (A.6), on lui associe généralement les deux
ensembles [166, 171] :

L = {(z,y) e R" xR™ /g(z,y) =0}, (A7)
M = {(z,y) € L/rang (Drg(z,y), Dyg(z,y)) = m} . (A.-8)

L’ensemble des contraintes £ contient les solutions du systéme (A.5) - (A.6) tandis que M est
une variété réguliere de dimension n d’apres le théoreme des fonctions implicites. De maniere
générale, 1'adhérence de M est égale a L [167]. C’est pourquoi certains auteurs assimilent
les systemes algébro-différentiels & des équations différentielles sur des variétés [137]. D’autres
emploient aussi des définitions plus géométriques de I'index [76, 106].

A.2 Réduction de 'index

L’index est un concept utile quand on cherche a résoudre numériquement un systeme algébro-
différentiel car [25] :

Théoréeme A.1 Le conditionnement de la matrice des itérations de Newton pour un systeme
d’index v est en O(h™") ot h est le pas de temps numérique.

Rappelons que la méthode de Newton est couramment employée pour résoudre des équations
non linéaires résultant de I'intégration d’un systéeme par un schéma numérique. Elle nécessite la
résolution itérative de systemes linéaires pour lesquels on peut définir un nombre de condition-
nement [105]. Ces systeémes sont d’autant plus difficiles a résoudre que leur conditionnement
est grand. Par conséquent, le calcul numérique des solutions d’un systeme algébro-différentiel
est d’autant plus ardu que son index v est grand.

Il est donc conseillé de réduire au maximum l'index d’un systeme pour simplifier sa
résolution [112]. Prenons l'exemple du systeme semi-explicite (A.5) - (A.6) et dérivons les
équations algébriques (A.6) par rapport a t, le long de la trajectoire définie par la solution du
probleme :

0= Dagle(t), y(0) 5 (6) + Dyg(e(t), (1)) ()
Si Dyg(x(t),y(t)) est inversible, nous en déduisons le systeme différentiel :
W) = S, (A.9)
V) =~ [Dyglr(t), )] Dagle(t),y(e) (), 1) (A10)

dt



A.3. STABILITE D’UN POINT D’EQUILIBRE REGULIER 193

Inversement, g(x(t),y(t)) = 0 si (A.9) - (A.10) sont satisfaites et si g(x(t0), y(to)) = 0 car :
t

g9(x(t),y(t)) = g(z(to), y(to)) + s d%g(x(S),y(S)) ds

ou ty désigne I'instant initial du probléme. Autrement dit, les contraintes (A.6) sont satisfaites
par les solutions du systeme (A.9) - (A.10) si les conditions initiales x(fp) et y(to) sont
consistantes [79]. Dans ce cas, les systemes (A.5) - (A.6) et (A.9) - (A.10) sont équivalents.

D’apres sa définition, I'index du systeme (A.5) - (A.6) est donc égal a un si Dyg(x,y) est
inversible quelque soient x et y. On dit alors que le probleme est transférable (en un systeme
d’équations différentielles ordinaires) [75]. Dans le cas contraire, I'index du systéme est supérieur
ou égal a deux.

A.3 Stabilité d’un point d’équilibre régulier

Un point d’équilibre gy du systeme algébro-différentiel autonome :

h (y(t), fli‘t/(t)) —0 (A.11)

est une solution de I’équation :
h(y,0) =0.

Il existe des théoremes de stabilité (au sens de Lyapunov [77, 136]) pour des systemes de la
forme générale (A.11) [75]. Dans le cas d’un systeme semi-explicite (A.5) - (A.6), les propriétés
de stabilité d’un point d’équilibre résulte du théoreme suivant :

Théoréme A.2 Soit (xg,yo), un point d’équilibre du systéme algébro-différentiel :

Ly = raln.um) (A12)

0 = g(x(t)y®) (A.13)

ot z ety sont respectivement des vecteurs de R™ et R™. Soit U un voisinage de (xg,yo) dans
R™ x R™. Supposons que le systeme (A.12) - (A.13) satisfasse les deuz conditions :

(C1) les fonctions f et g sont de classe C' et uniformément Lipschitz dans U.
(C2) (Dyg)~! existe dans U.

Alors (xg,y0) est asymptotiquement stable si toutes les racines du polynéme :

_ pet [ Petf@o,y0) = Al Dy f(x0,30)
Pol(A) = Det < D.g(z0,y0) DZQ($anO)> (A-14)

sont contenues dans le demi-plan négatif {z € C : Re(z) < 0}; I, désigne la matrice identité
de R™.

Nous ne démontrerons pas ce théoreme. Cependant, une approche classique du probleme
(au sens de la théorie des équations différentielles ordinaires) peut faciliter sa compréhension.
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En effet, admettons que les conditions (C1), (C2) soient satisfaites et écrivons le développement
de Taylor a Pordre un, des seconds membres de (A.12) - (A.13) au voisinage de (xq,yo) :

Ccll—:tc = f(w0,90) + Dz f(w0,v0)(x — w0) + Dy f(x0,y0)(y — Yo)
+ O(|‘T—m0|nv|y_y0|m)v (A15)
0 = g(zo,y0) + Dxg(w0,y0)(x — w0) + Dyg(xo,%0)(y — yo)

+ 0(|‘T_x0|nv|y_y0‘m)- (A]_G)
|.|n et |.|; désignent respectivement des normes de IR™ et IR™.

La linéarisation du systeme (A.12) - (A.13) autour de la position d’équilibre (z¢, yo) fournit
donc le nouveau systeme :

= Pl )+ QW) (A17)
0 = R(z—m0)+ Sy — o) (A.18)
Ol nous avons posé :
P = Dyf(z0,y),Q@ = Dyf(z0,0), (A.19)
R = Dyg(z0,y0),S = Dyg(zo,yo)- (A.20)

S est inversible grace a la condition (C2). Nous en déduisons y — yo en fonction de x — g a
partir de I’équation (A.18) :

y—yo=—S5""R(x — ).
En insérant ce résultat dans 'équation (A.17), le systeme algébro-différentiel (A.17) - (A.18)
est équivalent & une équation différentielle ordinaire :

dx

i (P —QS™'R)(x — ). (A.21)
La point zg est encore un équilibre du probleme. Il est globalement asymptotiquement

stable si et seulement si toutes les valeurs propres de la matrice :

J¥p_0s 'R

sont contenues dans le demi-plan négatif {z € € : Re(z) < 0} [88]. Or Pol(\) s’écrit aussi sous

la forme condensée : PoAL Q
(5.99) — Al
Pol(\) =" Det < R S> .

Puisque AI,, — P et S sont des matrices carrées, la formule de Schur (e.g. [64]) entraine que
Pol()) est aussi égal a :
Pol(\) = Det(P — M, — QS™'R) Det(S)
dont les racines sont aussi celles du polynéme :
T(\) = Det(P — A\, — QS™'R) = Det(J — \,,).

Le point (zg,yo) est donc globalement asymptotiquement stable pour le systeme (A.17)
- (A.18) si et seulement si les racines du polynome (A.14) sont contenues dans le demi-plan
négatif {z € € : Re(z) < 0}. C’est pourquoi on désigne aussi les racines de Pol(\) comme les
valeurs propres du systeéme linéarisé de (A.12) - (A.13) autour de son point d’équilibre (xg, yo).

La stabilité locale de (zg, yo) pour le systeme complet (A.12) - (A.13) se déduit du théoreme
5.1. Ce dernier généralise un résultat classique de stabilité des équilibres d’une équation
différentielle ordinaire (e.g. [77]) pour les systemes algébro-différentiels semi-explicites.
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A.4 Singularité et Stabilité

Lorsque la seconde condition du théoreme A.2 n’est pas satisfaite, les choses se compliquent
énormément et en particulier quand le point d’équilibre (z¢, yo) est contenu dans la singularité
du systeme :

S= {(;E,y) eR" xR™/A(z,y) det DetDyg(z,y) = 0} :

La présence d’une singularité dans la théorie des systemes algébro-différentiels est sans aucun
doute a l'origine de la plupart des problemes auxquels sont confrontés les mathématiciens car
elle les empéche d’appliquer les résultats classiques de la théorie des systemes dynamiques.

Dans le cas général des systemes de la forme (A.1), peu de résultats existent [30, 130,
133, 134]. La situation est plus satisfaisante en ce qui concerne les systémes semi-explicites ou
quelques auteurs se sont inspirés de la théorie des perturbations singuliéres pour en tirer des
résultats similaires aux théoremes classiques de la théorie des équations différentielles ordinaires
[37, 38].

Mais surtout, depuis quelques années, certains chercheurs ont développé une théorie (une
taxonomie selon les propres termes de quelques uns) sur les problemes de stabilité et de
bifurcation lié a l'existence d’une singularité dans les systemes semi-explicites [91, 128, 167,
171, 177]. L’origine de leurs travaux concernait I’étude des chutes de tension dans les systémes
électriques de puissance. Ils en ont finalement déduit de nombreux résultats comme par exemple
la détermination de la région d’attraction d’un point d’équilibre, le comportement des solutions
au voisinage de la singularité S, les bifurcations génériques d’un probleme a un seul parametre,
etc. Le résultat majeur de ces récents travaux est certainement la découverte d’une nouvelle
bifurcation générique a un parametre : la bifurcation induite par singularité [172].

A.5 Bifurcation induite par singularité

Lorsqu’un systeme différentiel admet une courbe de points d’équilibre définie en fonction
d’un parametre, une bifurcation se produit si I'une des valeurs propres du linéarisé de ce
systeme (autour de ces points d’équilibre) traverse I’axe imaginaire [77]. Pour les systemes
différentiels, deux types de bifurcations locales et génériques a un parametre sont envisageables
: la bifurcation noeud-col et la bifurcation de Hopf. Dans le premier cas, la bifurcation se produit
quand une des valeurs propres de la matrice jacobienne du systeme linéarisé s’annule en un
point d’équilibre, pour une certaine valeur critique du parameétre. Dans le second cas, la partie
réelle de deux valeurs propres complexes conjuguées s’annule.

Ces deux bifurcations sont aussi génériques pour les systémes algébro-différentiels. Mais
ceux-ci ont la particularité de présenter une troisieme bifurcation générique due a la présence
de la singularité S. Il est en effet possible qu'une valeur propre du linéarisé d’un systeme
algébro-différentiel autour d’une courbe de points d’équilibre, se déplace du demi-plan C~
vers le demi-plan € en divergeant a l’infini lorsqu’un parametre varie. Cette bifurcation se
produit lorsqu’une suite de points d’équilibre traverse la singularité. Plus précisément, sous
certaines conditions de généricité (ou non dégénérescence), il existe un résultat important
[16, 167, 168, 172] :

Théoreme A.3 Soit le systeme algébro-différentiel :
dx

—(2

dt (

0 = g(z(t),y(t),p) (A.23)
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ou x ety sont respectivement des vecteurs de IR™ et R™ et p est un paramétre réel. Supposons
que le systeme (A.22) - (A.23) satisfasse les conditions suivantes, au point (0,0,pg) :

(C1) £(0,0,p0) =0, g(0,0,p0) =0, Dyg a une valeur propre simple nulle.
(C2) Tr[Dyf.Co(Dyg).Dyg) # 0; Co(Dyg) désigne la matrice des cofacteurs de Dyg [8].

(C3) La matrice :

(o 20

n’est pas singuliere.
(C4) La matrice :

Dyg Dyg Dpg

(Dxf Dyf Dpf)
D.,A D,A D,A

n'est pas singuliére ; A def Det(Dyg).

Alors il existe une courbe réquliere de points d’équilibre dans R™ x IR™ x IR qui passe a
travers (0,0,po) et qui est transversale a la surface singuliere S en (0,0,pg). Lorsque p varie
en franchissant la valeur py, une valeur propre A(p) du systéme (i.e. une valeur propre de
aéf 1
J = Dyf — Dyf.(Dyg)”".Dzg
évaluée le long de la courbe des points d’équilibre), se déplace de €~ wers C1 si b/c > 0
(respectivement, de €t vers €~ sib/c < 0), le long de l'aze réel, en divergeant a l'infini :

b
Ap) = o —po) + O(|p — pol)-

Les autres n — 1 valeurs propres restent bornées et distinctes de l'origine. Les constantes b et c
sont domnées par les formules :

b = —Tr[D,f.Co(Dyg).D.gl,
-1 D f
R L N G
D

évaluées en (0,0, pp).

Remarque : en appliquant ce théoréme a leurs modeles de systemes électriques de puissance,
les auteurs de ce résultat ont en particulier expliqué les chutes de tension que les ingénieurs
cherchent a éviter dans les réseaux électriques. Nous sommes persuadés que ce théoreme
pourra expliquer bien d’autres phénomenes observés a ce jour. Il ne lui reste qu’a se répandre
abondamment dans la communauté scientifique.

En ce qui concerne le systeme réduit (5.80) - (5.81), une bifurcation induite par singularité
est impossible car Dyg(x,y,p) n’est jamais singuliere lorsque x et y définissent un écoulement
stationnaire (voir section 5.2.9).
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L’article imprimé dans cette annexe a été présenté le mardi 2 aott 1999, a Boston, Mas-
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ou nous avons décrit une modélisation simplifiée des écoulements diphasiques transitoires dans
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E. Zakarian & Q. H. Tran. A Differential-Algebraic Model for Two-Phase Flow Instabilities
in Pipeline-Riser Systems, the American Society of Mechanical Engineers, 1999 Pressure
Vessels and Piping conference, Boston, Massachusetts, august 1-5 1999, PVP-Vol. 396, edited
by W. L. Cheng.
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ABSTRACT

A differential-algebraic system is presented to model severe
slug flows in pipeline-riser systems. Equations derive from the
space integration of an isothermal drift-flux model whose iner-
tia terms are neglected. The slip and wall friction laws are ex-
pressed as smooth functions of the void fraction, pressure and
superficial mixture velocity of the flow. The numerical solution
is computed with stiffly accurate implicit Runge-Kutta methods.
Then, comparisons between laboratory experiments and numer-
ical computations are performed.

Keywords. Two-phase flow, severe slugging, stiffness, implicit
Runge-Kutta methods, differential-algebraic equations.

NOMENCLATURE

A pipe cross-section area [m?]

Ap  cross-sectional area occupied by phase k [m?]
D pipc diamcter [m]

G gas phase

H  riser height [m]

L pipe length [m] or liquid phase

P pressure [kg.m™1 s77]

Ry arca fraction occupicd by phasc k, Ry = Ag /A
S mixture

U superficial velocity [m.s™?]

vV velocity [m.s™!]

disp dispersed flow
g gravitational acceleration [m.s~?]
tnt  intermittent flow

Quang Huy TRAN
Institut Francais du Pétrole

Informatique Scientifique et Mathématiques Appliquées

1 et 4, avenue de Bois-Préau
92852 Rueil-Malmaison Cedex
France
Email: g-huy.tran®@ifp.fr

k  liquid (k = L) or gas (kK = () phase

liq liquid level in the riser

m  mixture

p pipe

7 riser

t  time [s]

r axial coordinate of the pipe [m]

z axial coordinate of the riser [m]

p density [kg.m™?]

#  pipe inclination with respect to horizontal

INTRODUCTION

In petroleum industry, hydrocarbon transport and
separation may seriously perturb the production because
in some exploitation conditions, flows (mainly two-phase
flows) may be strongly unstable. These instabilities have
been intensively studied for years and more particularly
the severe slugging phenomenon (e.g. (Fabre et al., 1990),
(Jansen, 1996), (Sarica and Shoham, 1991), (Schmidt et al.,
1985), (Taitel et al., 1990)). Nevertheless, their physical
comprehension is not complete and requires more investi-
gations.

This work presents a simplified model formulated as
a smooth dynamical system. It reproduces the aforemen-
tioned instabilities and makes their mathematical analysis
with bifurcation theory, easier to predict period and am-
plitude of severe slugging oscillations with respect to the
physical parameters of the problem.

Copyright © 1999 by ASME



THE PHYSICAL PROBLEM

Under special situations, a steady gas-liquid flow in
pipes (i.e. a two-phase flow with nearly constant gas and
liquid flow rates) does not exist (Taitel, 1986). For instance,
when a sub-sea line ends at a vertical pipe (i.e. a riser) con-
nected to a platform separator, the base of the riser may
accumulate some liquid and stop the gas motion. The up-
stream gas is compressed until its pressure is large enough
to push the liquid slug, downstream into the separator.

Under such conditions, a cyclic process appears which is
called severe slugging. The latter is an unstable flow regime
where large and fast fluctuations of pressure and flow rate
may exist. Basically, a severe slug flow occurs in a pipeline-
riser system whenever the liquid and gas flow rates in the
flow-linc arc low. The process of its formation may be de-
scribed as a four-step cycle (Schmidt et al., 1985):

1. The first step is the liquid slug formation in the riser:
the liquid coming from the pipeline accumulates at the
riser base, stopping the gas motion and forcing the gas
to be compressed (¢f. Fig. 1, page 6).

2. When the liquid slug reaches the top of the riser, the
second step of slug movement into the separator starts
(cf Fig. 2, page 6).

3. The third step begins when the gas starts to penetrate
into the liquid column in the riser. The liquid slug keeps
flowing into the scparator but with a faster velocity (cf.
Fig. 3, page 6).

4. When the gas bubble reaches the top of the riser, the
pipe pressure is minimal and the liquid is no longer
lifted by the gas. The remaining liquid in the riser falls
back and the process of slug formation starts again (cf.

Fig. 4, page 6).

SEVERE SLUGGING MODELING

Flows in pipes are usually modeled via a one-dimension-
al approximation of the Navier-Stokes equations (Birkhoff,
1964). This approach is particularly true in a straight pipe
with a constant diameter (Shapiro, 1953). Like most of the
severe slugging models (e.g. (Fabre et al., 1990), (Sarica
and Shoham, 1991), (Taitel et al., 1990)), we derive our
equations from a drift-flur formulation: assuming a uniform
pressure in any pipe cross-section, the drift-flur model solves
separate mass conservation equations for each phase and a
mixture momentum equation.

The flow is assumned isothermal with no mass transler
between the two phases. The pipe diameter is chosen con-
stant along the flow-line. Moreover, assuming the transient
response is usually relatively slow, inertia terms in the mix-
ture momentum equation are neglected (Taitel and Barnea,
1997). Therelore, in each straight pipe section of the flow-
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line, governing equations are given as:

V(z,t) €]0, L[x]0,TT,

0 0
En [pr Rr] + T [prRLVL] =0, (l)
0 d
a [pgRg} + 3_1‘ [PGRGVG] =0, (2)
oP .
a—x+Fw+(pLRL+pGRG)gSIHQIO' (3)

For more readability, we did not mention the dependences
of the quantities pr, pe, Rr, Re, Vi, Vg on x and #. Vis-
cosity effects are represented by the wall friction term Fy,.
It depends on P, Rg, Vi, Vi and some physical constants
(such as the pipe diameter and its wall roughness, liquid
and gas viscosities, etc.) we will not mention explicitly:

Fy = Fy(Ra, P, Ve, Vi), (4)

Since in laboratory experiments, the flow temperature is
approximately equal to 20° Celsius and P is around the
atmospheric pressure, the gas may be assumed perfect
(Viswanath and Su, 1965). Therefore its density is given
as:

pa(P) = = )

where R is the ideal gas constant and 7T is the constant flow
temperature. The liquid phase may be slightly compress-

ible:
pr(P) = pj exp [K (P — Py)] (6)

where p} is the liquid density at the atmospheric pressure
Py. K is a compressibility (Govier and Aziz, 1972).

Since Rg + Rp = 1, the following relation closes the
system Eq. (1) - Eq. (3) with respect to the four unknowns
P, Rg, VG and VLZ

Y(Rg, P, Ve, VL) = 0. (7)

Equation (7) is usually given as a slip law which depends
on a flow pattern.

Flow patterns are classified with respect to the pipe in-
clination (e.g. (Barnea, 1986), (Barnea and Taitel, 1986)).
In horizontal pipes, the flow may be stratified (smooth or
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wavy), annular (wavy, mist or not), dispersed bubble or in-
termittent (elongated bubble, plug or slug) (cf. Fig. 6, page
7). In vertical pipes, the low may be bubble, dispersed bub-
ble, slug, churn or annular (wispy or not) (¢f. Fig. 7, page
7).

At small inclinations with respect to horizontal or ver-
tical, flow patterns are roughly the same. However, if the
stratified flow does not occur at steep upward inclinations,
it may occur at steep downward inclinations and even for
almost vertical downward pipes.

Practically, a flow pattern i1s chosen versus transition
criteria which depend on empirical correlations and for in-
stance, on the pipe diameter, the interface surface tension,
the liquid level in a stratified flow or a critical phase velocity
(e.g. (Barnea, 1986), (Barnea and Taitel, 1986)).

In bubble or intermittent flows, the slip law Eq. (7) may
be written in the simplest case as (Bendiksen et al., 1996),
(Zuber and Findlay, 1965):

wint(HGa Pa VG7 VL)
= Vo — Cini(0) [(1 = Ra)VL + RaVa] — ui (P,0) (8)

where Cjp: 1s a flow distribution parameter and ug” s a
drift velocity.

In a separated flow (stratified or annular), Eq. (7) may
be more complicated, depending nonlinearly on Vi and Vg,
(Barnea and Taitel, 1986).

As far as Eq. (4) is concerned, the simplest expression
is given by the dispersed llow pattern [or which Fy is usually
written as (Govier and Aziz, 1972):

plise = odm o). 9)
D
p = pr(P)RL + pg(P)R¢ is the mixture density and Us =
Rp Vi + Ra Vi is the mixture velocity. f,, is a friction factor
depending on P and Us and computed, for instance, from
the Blasius equation (Govier and Aziz, 1972).

In a separated flow, F, has a similar expression whereas
the inlermilient wall [riciion is a linear combination of the
stratified and dispersed wall frictions.

A DIFFERENTIAL-ALGEBRAIC MODEL

We derive a differential-algebraic model via space inte-
gration of the system Eq. (1) - Eq. (3), first from 0 to L in
the pipe and then, from 0 to Hy, in the riser. Hy, is the
liquid level appearing in the riser during the first two steps
of a severe slugging cycle (Fig. 1 and 2, page 6). During
the two last steps, Hyiq is equal to the riser height H (T'ig.
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3 and 4, page 6). Its time-derivative is discontinuous and
given as (Fabre et al., 1990), (Sarica and Shoham, 1991):

dHlZ'q - Vliq if le’q < H or (—Hliq = H, Vliq < 0),
dt _{0 lleZqIHELIld VMqZO
(10)

where Vj;, is the liquid level velocity.

From the closure law Eq. (7), we extract the velocity
Ve as a function of Rg, P and Vi. Therefore, we may
choose this three variables as the main physical variables of
the flow. We prefer to use the more convenient set Rg, P,
Ug from which we compute the superficial velocity Ug =
RV, using the transformed slip law:

Ug =v¥(Rg,P,Us). (11)

Then, given Rg, P, Us, we deduce Vg = Ug/Rg and Vg =
(Us —Ug)/(1 — Rg) whenever Rg or R, = 1 — Rg arc not
equal to zero.

Given boundary conditions as constant liquid and gas
mass flow rates at the pipe entry and a constant separator
pressure Pg, our system is defined as a set of fourteen differ-
ential or algebraic equations formulated in a semi-explicit
form (Brenan et al., 1996):

dX
Y.
0

I
=
>
=
>~<
=

(12)
g(X (), Y (2))- (13)

The differential variables X are the liquid level Hy;, and the
integrated densities my, mg in the pipe and the riser :

s S
my, :/ prRrdx ; mg = / paRgde ; (14)
0 0

S = L in the pipe and § = Hy;4 in the riser.

The algebraic variables Y are the void fraction R, the
pressure P and the mixture velocity Ug computed at each
cextremity of the pipe and at the riser basc. At the liquid
level Hy;q, Us is also an algebraic variable whereas the pres-
sure is constant and equal to Py (as a consequence of the
jump relation of Eq. (3)). Notice that P and Ug are contin-
uous through the pipe-riser connection (as a consequence of
the jump relations of Eq. (1), Eq. (2) and Eq. (3)). There-
fore, we use the same variables P, Ug at the pipe outlet and
the riser base.

SMOOTH LAWS
As we mentioned before, the slip law Eq. (11) and the
wall friction law Eq. (4) depend on a flow pattern. The
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latter is chosen with respect to several transition criteria.
When a flow regime switches to a new one, Eq. (4) and
Eq. (11) are defined by a new expression. Unfortunately,
discontinuities may result from this action since each law is
a sketch model of a real flow and does not represent every
possible sub-pattern of a flow regime (Bergles et al., 1981).

Consequently, we need to build unified laws as smooth
functions of the three main variables Rg, P, Ug. Since
most of the transitions occur for a critical void fraction, we
may assume these laws and their derivatives with respect to
R, should satisfy some relations at specific values of the
void fraction such as zero and one where the two-phase flow
becomes a one-phase flow. Other particular values are for
instance 0.52 over which no dispersed-bubble flow does exist
(Barnea, 1987) or the value 0.76 below which the annular
flow is usually impossible (Barnea, 1986).

Given P, Ug and using a Hermite interpolation between
these special values of R¢, the slip law and the wall friction
law are defined as smooth maps, at least twice differentiable,
for all R € (0,1). Moreover, these functions are infinitely
differentiable with respect to P and Us.

NUMERICAL SOLUTION

Given initial conditions, the system Eq. (12) - Eq.
(13) has a unique solution for all time whenever the time-
derivative Eq. (10) is always zero. This is true whether
the initial condition is a small perturbation of a stable or
quasi-steady flow (Taitel et al., 1990).

In our model, a steady flow is an equilibrium point of
the system Eq. (12) - Eq. (13) for which df;;,/dt is equal
to zero since the velocity Vi, is positive and Hyg = H (cf.
Fig. 5, page 6). Taking a perturbation (Xg, Yy) of this point
as initial condition, we compute a numerical approximation
of the solution (X (t),Y(t)), using stiffly accurate implicit
Runge-Kutta methods. These methods are particularly ef-
ficient whenever a system 1s stiff, such as a severe slugging
model (Hairer and Wanner, 1991).

Given the numerical solution (X,,Y,) at the time ¢,,
n > 0, the next step solution is computed through the fol-
lowing scheme:

Solve FEq. (15) - Eq. (16) with respect to Xp;, 1 =

1,...,s:
Xni = Xo 4 Aty Y aij f(Xnj, Vaj), (15)
i=1

Deduce (X141, Yn41) from:

Xn+1 = Xps, (17)
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S/n+1 =Y,,. (18)

At, is a time step, s is a number of stages and aij,
1,7 = 1,...,s are the coefficients of the Runge-Kutta ma-
trix. Notice Eq. (15) and Eq. (16) do not depend on Y.
However, the latter gives an efficient starting point for the
iterative computation of the next step solution.

Since the time-derivative Eq. (10) is discontinuous with
respect to Hy, and Vi, a special method we called trun-
catron method had to be implemented in order to solve the
system Eq. (15) - Eq. (16) adequately. We remark this
discontinuity may induce numerical problems such as di-
vergence or stiffness since a analytical solution of Eq. (12) -
Eq. (13) may not even exist whenever dHy;,/dt is nonzero.

RESULTS

An experimental set up was designed at the Institut
Francais du Pétrole to study two-phase flows in U-shaped
flow-lines (¢f. Fig. 8, page 7). This configuration approxi-
mately represents the real case of an offshore pipeline con-
necting a production platform to a treatment platform.

The laboratory-scaled two-phase loop was made of
0.080-m-ID transparent polyvinyl pipes. A mixture of air
and water flowed through a vertical down-comer, then in a
horizontal flow-line and finally in a riser. The down-comer
and the riser lengths were 15 meters. The flow-line length
could range from 105 to 150 meters.

At the top of the down-comer, liquid and gas were in-
jected at constant mass flow rates. At the top of the riser,
the air/water mixture was dropped into a vertical separator
where the pressure was controlled to be constant. The flow
temperature was also approximately constant and close to
20° Celsius in all experiments.

Though the experimental loop is slightly different from
the pipe-riser system we considered before, the derivation
of a differential-algebraic model is similar since we just need
to integrate the system Eq. (1) - Eq. (3), one more time
along the down-comer. We only notice that P and Ug are
continuous through the connection between the down-comer
and the flow-line. Therefore, we use the same variables P,
Ug at the base of the down-comer and the flow-line entry.

We compared our model to several experiments re-
ported from the last campaign performed in 1996 (Corteville
and Reyt, 1997). Our numerical procedure was the follow-
ing: given experimental boundary conditions, we deduce
initial conditions as a perturbation of the steady flow of
Eq. (12) - Eq. (13). Then a numerical transient solution
of Eq. (12) - Eq. (13) is computed, using the numerical
scheme Eq. (15) - Eq. (18).

If the steady flow is unstable, the perturbation is suf-
ficient to generate a severe slug flow : pressures, void frac-
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tions, velocities, etc. start to oscillate and finally reach a
limit cycle in a finite time (¢f. Fig. 9, page 7). If these
oscillations are sufficiently large, the riser ends to be aer-
ated by a large bubble and a liquid level lower than the riser
height appears. The latter oscillates and finally reaches a
limit cycle (¢f. Fig. 10, page 7).

When the flow is strongly unstable, the flow-line pres-
sure oscillates with relaxation (cf. Fig. 11, page 8), which is
characteristic of the severe slugging phenomenon: the pres-
sure increases slowly during the first step of the liquid slug
formation in the riser (notice the second step does not exist
since the flow-line is horizontal (Fabre et al., 1990)). Then,
the gas penetrates in the riser and the flow-line pressure
decreases rapidly during the two last steps of the severe
slugging cycle. The void fraction curves in the flow-line and
the riser help to understand this relaxation phenomenon
(cf figures 12 and 13, page 8). As far as the liquid level
in the riser is concerned, the fast response occurs when the
liquid falls back, after the bubble penetration step (cf. Fig.
14, page 8).

When the flow is slightly unstable, the pressure and the
void fraction in the riser may oscillate in a smooth manner
(roughly as sinus functions) while the liquid column remains
stable (cf. figures 15 and 16, page 8). This special aspect of
two-phase flows in pipe-riser systems was recently reported
by Taitel Y. et al in (Taitel et al., 1990) and designated as
a quasi-steady flow.

Otherwise, the steady flow is stable : the perturbation
is dissipated and the flow returns to its steady state.

A good agreement between numerical computations
and experiments was found as far as pressures, superficial
velocities or pressure drops were concerned. The predic-
tion of severe slugging periods was not so good whenever
the experimental period was large since in this case, the
model predicted no instability. Nevertheless, whenever the
flow was truly predicted unstable, the numerical period was
very close Lo the experimental measure.

CONCLUSION

The model presented in this paper is dedicated to the
computation of isothermal severe slug flows. In each pipe-
section of a pipe-riser system, equations are derived from
the space integration of an isothermal drift-flur model where
inertia terms are neglected.

This approach results in a set of differential and alge-
braic equations. The differential variables are the liquid
level in the riser and the densities integrated along the pipe
and the liquid slug in the riser. Defining the void fraction,
the pressure and the mixture velocity of the flow as the
main variables of the model, the algebraic variables are the
mixture velocity at the liquid level and the main variables
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computed at each extremity of the pipe and at the base of
the riser.

The slip law and the wall friction law are expressed as
smooth functions of the main variables. Then, whenever the
liquid column in the riser remains stable (specially when-
ever the flow is stable or slightly unstable), our equations
are smooth enough to apply the classical results of the bi-
furcation theory.

Comparisons between experiments and numerical com-
putations showed that a our differential-algebraic formula-
tion could provide a fast and rcliable scvere slugging modcl
whenever the flow oscillates with a small period. Moreover,
many aspects of the two-phase flows in pipe-riser systems
were accurately reproduced such as relaration phenomena
or quasi-steady oscillations.

Presently, our purposc is to find how the period and
the amplitude of a severe slug flow depend on the physical
parameters of the problem.
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