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Résumé : Dans cette thése, on construit le morphisme terme constant pour les
groupes de cohomologie f-adique & support compact des champs classifiants de G-
chtoucas. Ensuite on définit la cohomologie cuspidale et on montre qu’elle est de
dimension finie. De plus, on montre que la cohomologie cuspidale coincide avec la
cohomologie Hecke-finie au sens rationnel. Cette construction et les résultats ont été
conjecturés par Vincent Lafforgue.
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Title : Cuspidal cohomology of stacks of shtukas

Abstract : In this thesis, we construct the constant term morphism for the /-
adic cohomology groups with compact support of the classifying stacks of the G-
shtukas. Then we define the cuspidal cohomology and we prove that it is of finite
dimension. Moreover, we show that the cuspidal cohomology coincides with the
Hecke-finite cohomology in the rational sense. This construction and the results
have been conjectured by Vincent Lafforgue.
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Introduction

0.1 Les résultats

Soit [F, un corps fini de caractéristique p. Soit X une courbe projective lisse
géométriquement irréductible sur I, et ' son corps de fonctions. Soit G un groupe
réductif connexe déployé sur IF,.

Notons A l'anneau des adéles de F' et O I'anneau des adéles entiers. Soit N
un niveau, c’est-a-dire qu’un sous-schéma fini de X. Notons Oy l'anneau des
fonctions sur N et Ky := Ker(G(Q) — G(Oy)) le sous-groupe compact ouvert
de G(A) associ¢ a N.

Notons Z le centre de G. Soit = un sous-groupe discret de Z(A) tel que le
quotient Z(F)\Z(A)/Z(0)= soit fini. Alors le volume de G(F)\G(A)/Z est fini.
On note C.(G(F)\G(A)/KyE, C) l'espace des formes automorphes de niveau N.
Pour tout parabolique P C G, notons U le radical unipotent. Notons Mp := P/U
(ou simplement M quand il n’y a pas d’ambiguité). Alors on a le morphisme terme
constant :

CG « Co(G(F)\G(A)/KNE,C) — C(U(A)P(F)\G(A)/KNE, C)

foe g'—>/ f(ug)du.

FI\U(A)
Une fonction f est dite cuspidale si pour tout P comme ci-dessus, le terme
constant f est nul. On note C<*P(G(F)\G(A)/KyZ, C) l'espace des fonctions
cuspidales.

L’espace des formes automorphes C.(G(F)\G(A)/KnZ=,C) est muni d’'une
action de l'algébre de Hecke C.(Kn\G(A)/Ky,C) par produit de convolution
a droite. Une fonction f est dite Hecke-finie si C.(Kn\G(A)/Ky,C) - f est de
dimension finie. Notons CH(G(F)\G(A)/KxZ, C) 'espace des fonctions Hecke-
finies.

On a

Théoréme 0.1.1. (Harder, [Har7}]) L’espace CS"P(G(F)\G(A)/KNE, C) est de
dimension finie.



Proposition 0.1.2. (V. Lafforgue, [Laf12], Prop 8.23) Les espaces suivants sont
égauz :

CE™P(G(P)\G(A)/KNE,C) = G (G(F)\G(A)/KNE, C).

Plus généralement, on considére les champs classifiants des G-chtoucas, qui
ont été introduits par Drinfeld dans [Dri87] pour G = GL, dans le cas de deux
pattes et par Varshavsky dans [Var04| en général. Soient G et N comme avant,
I un ensemble fini et W, une représentation de G pour chaque ¢ € I, ou G
est le groupe dual de Langlands de G. On définit un champ classifiant les G-
torseurs sur X avec niveau N, muni d’un isomorphisme avec son image inverse
par Frobenius en dehors d'un ensemble fini (x;);c; de points de X appelés les
pattes, tel que la position relative en chaque patte z; soit bornée par W;. On
note ce champ Chtg yrw, avec W := K,W,;. Le cas de Drinfeld correspond a
G = GL,, avec I = {1,2}, W) = St la représentation standard de GL, et
Wy = St* la représentation duale.

Dans [Var04] et |Lafl2|, Varshavsky et Vincent Lafforgue ont considéré la
cohomologie /-adique de champ de G-chtoucas pour ¢ un nombre premier diffé-
rent de p. Plus précisément, ils ont considéré les groupes de cohomologie a sup-
port compact Hé N.1w» avec j € Z, pour le complexe d’intersection (-adique de
Chte,n. 1w /Z. En particulier, quand I = @ (donc W est trivial), on a Hg vy, =

Ce(G(EN\G(A)/KNE, Qo).

D’un coté, pour tout parabolique P et M := Mp, on peut définir les champs
des P-chtoucas et les champs des M-chtoucas. Les morphismes G <= P — M
induisent une correspondance entre les champs des chtoucas pour G et M. Gréace
a cette correspondance on peut construire un morphisme terme constant de la co-
homologie du champ des G-chtoucas a la cohomologie du champ des M-chtoucas.
Ainsi on peut définir la partie cuspidale Hé?,‘s[pw de H& N comme l'intersec-
tion des noyaux des morphismes terme constant pour tout parabolique propre.

D’un autre coté, le groupe de cohomologie H& ~.7w est muni d’une action des
opérateurs de Hecke. Une classe de cohomologie ¢ est dite Hecke-finie (au sens
rationnel) si C.(Kn\G(A)/Kn,Qy) - ¢ est de dimension finie. Notons Hé%f]r?;, le
sous-Q-espace des classes Hecke-finies au sens rationnel.

De plus, les actions de opérateurs de Hecke commutent avec le morphisme
terme constant.

Vincent Lafforgue a conjecturé que

- la cohomologie cuspidale est de dimension finie donc est Hecke-finie ;

- la cohomologie Hecke-finie est inclue dans la cohomologie cuspidale.

Dans cette thése, on va montrer que la conjecture est vraie :
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Théoréme 0.1.3. Le Qq-espace vectoriel Hé?\}lslpw est de dimension finie. Et les

. 7, Hf-rat 4, cusp P
deux sous-espaces vectoriels Hg, 7y, et Hg Ty, sont égaut.

Dans la suite de cette section, on va décrire la construction de morphisme
terme constant. Puis on définit la cohomologie cuspidale et on énonce des résultats
plus détaillés. Pour simplifier, on considére seulement le cas sans niveau. On a les
résultats analogues avec niveau.

0.1.1 Morphisme terme constant et cohomologie cuspidale

Maintenant soit G’ un groupe réductif ou un sous-groupe parabolique d’un
groupe réductif. Soit I un ensemble fini. Commencons par la définition du champ
de chtoucas sans borne sur la position relative :

Définition 0.1.4. (champ de G’-chtoucas) On note Chter s le préchamp qui as-
socie & tout schéma S sur F, le groupoide Chter ;(S) qui classifie la donnée de
i) x; € X(S) pouri € I,
ii) Ge BunG/(S),
iii) un isomorphisme
) =

¢ 9‘(Xxs)\(uie,rzi T9|(XX$)\(UZ-€1FI¢)’

ot on note 7§ := (Idx x Frobg)*§ et on note [';, le graphe de z; : S — X dans
X xS,

Le champ des chtoucas a un "modéle local" comme suit :

Définition 0.1.5. (grassmannienne affine de Beilinson-Drinfeld, [BD99]) On note
Grer 1 le préfaisceau qui associe a tout schéma S sur F, 'ensemble Grer 1(S) qui
classifie la donnée de

i) z; € X(S) pouri € I,

ii) G'-torseurs Gi, 9o sur I'yoes,, Ol 0N note 'y oy, le voisinage formel de
Uics Ia; dans X x S,

iii) un isomorphisme

¢ : 91|F200$i\(ui61 F-Ti) - 92|F200$i\(ui61 Fmiy

ot le sens de l'isomorphisme sur I's oz, N (U,c; I'z,) sera défini dans le chapitre
1.
iv) une trivialisation 6 : Go = G’ sur I's> oo,

11



Définissons G/I,o comme le préfaisceau sur X! qui classifie le groupe des auto-
morphismes du G'-torseur trivial sur I's~ oo, Notons [G o\Grer 1] le quotient au
sens des champs. Dans [Laf12|, Vincent Lafforgue a considéré un morphisme :

€q Chtgl,] — [ ,]70\GI'G”,I]

(¢ G5 — 7-9) = <¢’F2mzi : 9‘1“200@1. - TglFZOOIi)

et il a montré que ce morphisme est formellement lisse (voir les rappels sur ce fait
dans le chapitre 2).

En appliquant les deux définitions au groupe réductif GG, on obtient Cht¢ s et
Grg . Soit W une représentation de G!. On peut définir un sous-schéma fermé
Grg,r,w dans Grg ; en bornant la position relation par W. En particulier, quand
I est un singleton et W la représentation irréductible de G de plus haut poids A,
le sous-schéma fermé Grg ;w est I'adhérence dans Grg ; de (la globalisation sur
X de) la cellule de Schubert définie par A. On peut généraliser cette définition &
tout I et WW.

Ensuite on définit le sous-champ fermé Chtg ;w de Chtg; comme 'image
inverse de [Go\Gre rw] par le morphisme .

De plus, d’aprés Satake géométrique dans [MVOT7|, on peut associer foncto-
riellement & tout W un faisceau pervers a coefficients dans Q, (a4 décalage prés)
Gr0-équivariant 8¢ ryw sur Grg ;. Lorsque W est irréductible, ce faisceau pervers
est isomorphe au complexe d’intersection de Greg 1w .

Comme le morphisme e est lisse, 'image inverse de 8¢ . (vu comme faisceau
pervers sur [Gro\Gre, s]) par le morphisme e est un faisceau pervers (a décalage
prés) sur Chtg ;. On note ce faisceau pervers Fg ;. Lorsque W est irréductible,
Fa.rw est isomorphe au complexe d’intersection de Chteg 1w .

En appliquant la définition 0.1.4 aux groupes P et M, on peut définir les
champs Chtp; et Chtyrr sur X7. Soit W une représentation de G’. Les mor-
phismes G <= P — M induisent une correspondance (ott Chtp;y est défini
comme l'image inverse de Chtg ;w par Chtp; — Chtg r et Chtay . est défini en

restreignant W de G' a ]/\4\]) :
Cht .y (0.1.1)

ChtG,I’W ChtM,I,W

~ 7

XI
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Le morphisme 7 est de type fini. Ainsi on peut définir un complexe mi*F¢ 1w
dans Dg(ChtM,[’W).

Construction 0.1.6. On construit un morphisme de complexes dans
DZ(ChtM7[7w) .
mi"Tarw = T rw.

Pour cela, on utilise deux ingrédients :
- la compatibilité de Satake géométrie avec I'induction parabolique. Précisé-
ment, pour la correspondance de grassmanniennes de Beilinson-Drinfeld :

i0 70
Grgrw < Grprw — Gruw,
on a un isomorphisme canonique

Sarrw = (WO)!(iO)*SG,I,W'

- le diagramme commutatif au-dessus de X7 :

Chte.rw i Chtprw s Chtarw (0.1.2)
€G ep em
(G1.0\Gre,w] [Pr.o\Grprw] (M7 o\Grarrw]

Maintenant considérons la cohomologie ¢-adique des champs des chtoucas
comme dans |Lafl2|. Pour cela, on se restreint au diagramme suivant, ou 7!
est un point générique géométrique de X! et = est comme avant :

Cht ;7 /2 (0.1.3)
Chte, g7 /2 Chty ;7 /2
n’

Le champ ChtG’ [wal /E est un champ algébrique de Deligne-Mumford qui
n’est pas nécessairement de type fini. Néanmoins, il est limite inductive des sous-
champs ouverts définis par les troncatures Harder-Narasimhan, qui sont de type
fini. Ainsi, pour tout entier j, on peut définir Hé, rw comme la limite inductive
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des groupes de cohomologie a support compact en degré j de faisceau pervers
JF.1,w restreint sur ces sous-champs ouverts.

La cohomologie f-adique a support compact d’'un champ de Deligne-Mumford
de type fini est de dimension finie. Donc Hé’ rw est la limite inductive de Q-
espaces vectoriels de dimension finie. Mais Hé 1w est pas nécessairement de
dimension finie.

En revanche, le champ Cht MW /Z est un champ algébrique de Deligne-
Mumford qui a une infinité de composants connexes (on remarque que = est
un réseau dans Zg(F)\Zg(A) mais pas un réseau dans Zp(F)\Zpy(A)). On
peut d’abord définir le groupe de cohomologie composante par composante, pour
chaque composante connexe on fait la méme chose que pour G. Ensuite on définit
H j/[ r.w comme la somme directe pour toutes les composants connexes, complétée
dans la direction du cone engendré par les coracines simples de G moins celles de

M.

D’apres [Var04], le morphisme @ : Chtp ;-7 /2 — Chtg ;o7 /2 dans le

diagramme commutatif (0.1.3) est propre composante par composante. En ap-
pliquant la correspondance cohomologique de [SGA5]| III 3 & ce diagramme et
au morphisme de complexes de faisceaux m7*Fgw — Fprw, on obtient un
morphisme pour tout degré j :

Pj . i J
Co” tHgrw — Hyrw

On l'appelle morphisme terme constant pour le parabolique P.

(Techniquement, pour construire ce morphisme on construit d’abord des mor-
phismes pour les groupes de cohomologie de sous-champs ouverts de Harder-
Narasimhan.)

Définition 0.1.7. Pour tout j, on définit la cohomologie cuspidale comme :

Jrcusp Py
Hgrw = ﬂ Ker €. 7.
PCG

) ; J
C’est un sous-Qy-espace vectoriel de Hy, 1y .

Remarque 0.1.8. Quand I = ) (donc W est trivial), on a Hé 0, =0slj#0et
He g, = Ce(G(F)\G(A)/G(0)Z,Qy). Dans ce cas, le morphisme terme constant

Gg’ % pour la cohomologie coincide avec le morphisme terme constant CL pour les
fonctions. Et on a ’égalité

HY: g%P = C"(G(F)\G(A)/G(0)Z, Qy).

14



0.1.2 Finitude de la cohomologie cuspidale

Pour montrer que la cohomologie cuspidale est de dimension finie, on montre
d’abord la contractibilité des fibres du morphisme de restriction de P & M pour
les champs de chtoucas restreints sur les strates assez profondes.

Pour un W fixé, l'action de G sur Grg w se factorise par un quotient
qui est un schéma en groupes de dimension fini noté Gj4. On peut remplacer
|G1.0\Grerw] par [Grq4\Gre,rw] dans le diagramme (0.1.2), de méme pour P et
M. Notons

—_——

ChtMJ,W = ChtM7[7W X [PI7Q\GYP,I]‘
[Mr,4g\Graz,1]

Le diagramme commutatif (0.1.2) induit un morphisme de champs :

—_——

Tq : ChtPJ’W — ChtM717w.

Théoréme 0.1.9. (Enoncé géométrique) Les fibres du morphisme T4 restreint sur
les strates de Harder-Narasimhan assez profondes (pour P) sont contractibles.

Précisément, on va montrer que localement pour la topologie lisse, Chtpw

est un espace fibré sur Chtys;w de fibre un schéma en groupes unipotents sur le
champ classifiant d’un autre schéma en groupes unipotents.

Ensuite, d’aprés [Var04|, la restriction du morphisme i dans le diagramme
(0.1.3) sur les strates assez profondes est un presque-isomorphisme (c’est-a-dire
schématique, fini, bijectif et universellement injectif). On montrera que ce fait et
la contractibilité ci-dessus entrainent un isomorphisme pour le morphisme terme
constant restreint sur les strates assez profondes :

Proposition 0.1.10. (Enoncé cohomologique) Pour tout j € 7Z, la restriction du
morphisme terme constant Gg’ P H pw — Hyppw sur les strates assez profondes
(pour P) est un isomorphisme.

Finalement, on montrera la finitude de la cohomologie cuspidale & ’aide de la
proposition suivante, qui est une conséquence de la proposition 0.1.10 :

Proposition 0.1.11. Soit G' un groupe réductif. Il existe un sous-champ ouvert
de Chtg rw de type fini, tel que toutes les classes de cohomologie dans HE TV
proviennent de la cohomologie de ce sous-champ ouvert.

Comme le groupe de cohomologie & support compact d’un champ de Deligne-
Mumford de type fini est de dimension fini, on en déduit que Hy 7Yy est de
dimension finie.
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Remarque 0.1.12. En utilisant cette proposition, on montre aussi que pour tout
sous-champ ouvert de Cht¢ ;w défini par la troncature de Harder-Narasimhan &
I’aide d’un copoids assez loin de tous les murs, et pour tout degré j, le morphisme
du groupe de cohomologie de cet ouvert vers la limite inductive H, jG r.w est injectif.

0.1.3 Cohomologie Hecke-finie et cohomologie cuspidale
Chaque fonction f dans l'algébre de Hecke C.(G(O)\G(A)/G(0),Q,) donne

une correspondance cohomologique de support :

ChtGIW/| «— I'(f) — Chtgrw /= ‘

oil les deux morphismes sont finis étales. L’algebre de Hecke C.(G(Q)\G(A)/G(O),

agit sur H}, ; y;, grace a ces correspondances.
Une classe de cohomologie ¢ dans H Z; r.w est dite Hecke-finie au sens rationnel
si 'espace C.(G(0)\G(A)/G(0),Qy) - ¢ est de dimension finie. Notons H]G ?%ﬁat

le sous-Q-espace de Hé’ rw des classes de cohomologie Hecke-finies au sens ra-
tionnel.

De méme, 'algebre de Hecke C.(M(O)\M (A)/M(0), Q) agit sur H%47I7W. De
plus, on a un morphisme terme constant des algebres de Hecke :

Ce(GION\G(A)/G(0), Qp) = Ce(M(O)\M(A)/M(D), Q).

On vérifie que l'action des algébres de Hecke commute avec le morphisme
terme constant des groupes de cohomologie et donc préserve la cohomologie cus-
pidale. Par conséquence, la finitude de la cohomologie cuspidale implique que
HZ 3P est inclus dans Héﬁfl;;at. On montrera que

.. : : Hf-rat L
Théoréme 0.1.13. L’inclusion Hé’ rw C Hélmﬁa est une éqgalité.

Remarque 0.1.14. Dans [Lafl2|, Vincent Lafforgue a considéré le sous-Q-
espace vectoriel H g; ?W de HY, ; y : une classe de cohomologie c est dite Hecke-finie

si le sous-Z,-module C.(G(O )\G( )/G(Q),Zy) - ¢ de H’G’I,W est de type fini.

Hfrat . . P . .
Par définition, on a H é w CH JG rw - Ainsi le théoréme précédent implique

que
.]7 j7 Cusp
HGI w C Hg 1w

h i Hf . . . .
Comme conséquence, HZ |y, est un Qp-espace vectoriel de dimension finie. On
conjecture que l'inclusion ci-dessus est une égalité.
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0.2 Plan

Les deux premiéres parties ne contiennent que des rappels.

Dans le chapitre 1, nous rappelons ’équivalence de Satake géométrique de
[MVO07] et [BD99| pour les grassmanniennes de Beilinson-Drinfeld, surtout sa
compatibilité avec I'induction parabolique, c’est-a-dire I'isomorphisme 8y 7w —
(7)1 (i°)*8c.r.w (& décalage pres).

Le chapitre 2 contient des rappels sur les champs de chtoucas. Nous rappelons
les définitions des champs de chtoucas, la stratification de Harder-Narasimhan et
la construction du morphisme formellement lisse ~ Chtg; —  [Gro\Grel.

Dans le chapitre 3, nous construisons le diagramme de I'induction parabolique
pour les champs de chtoucas et le diagramme (0.1.2). Nous définissons une tron-
cature au sens de Harder-Narasimhan pour les champs des M-chtoucas qui est
compatible avec I'induction parabolique.

Dans le chapitre 4, nous rappelons d’abord la cohomologie des champs des
chtoucas. Ensuite nous construisons le morphisme terme constant a l'aide des
chapitres 1 et 3. Nous définissons la cohomologie cuapidale et la cohomologie
Hecke-finie et nous énongons les résultats principaux de la thése.

Ensuite nous passons aux démonstrations.

Les chapitres 5-7 sont consacrés a la démonstration de la finitude de la coho-
mologie cuspidale.

Le chapitre 5 a pour but de montrer que la fibre du morphisme 7, restreint sur
les strates de Harder-Narasimhan assez profondes est contractible. Pour cela, nous
rappelons le fait que la restriction du morphisme Bunp — Bun,, sur les strates
de Harder-Narasimhan assez profondes est contractible. Ensuite nous 'appliquons
au morphisme 7 .

Dans le chapitre 6, nous présentons une conséquence cohomologie du chapitre
5. Nous montrons que la restriction du morphisme terme constant aux strates
assez profondes est un isomorphisme.

Dans le chapitre 7, nous montrons la finitude de la cohomologie cuspidale a
I’aide de I'isomorphisme dans chapitre 6. Nous montrons la proposition 0.1.11 par
récurrence sur le rang semi-simple de groupe réductif.

Le chapitre 8 a pour but de montrer 1’égalité entre la cohomologie cuspidale
et la cohomologie Hecke-finie (au sens rationnel) en utilisant la finitude de la
cohomologie cuspidale et les propriétés du morphisme terme constant montrées
dans les chapitres précédents.
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0.3 Notations et conventions

Soit G un groupe réductif connexe déployé sur un corps fini F,.

1) On note Zg le centre de G. On note G le groupe adjoint de G (égal a
G/Zg). R

2) On note G le groupe réductif déployé sur Q, dont les racines et les poids
sont les coracines et les copoids de G, et vice-versa.

3) Notons (, ) I’ accouplement naturel entre les poids et les Cop01ds On note
Ag le réseau des poids de G et AG le réseau des copoids de G. AG coincide avec
As.

¢ 4) Soit T" un tore. On note X*(T') := Hom(7T,G,,) et X.(T') := Hom(G,,, T).
Si T est un tore maximal de G, alors X*(T') = Ag, X.(T) = Kg.

5) On fixe un Borel B C G, on note Af le réseau des poids dominants de G.
On note pg la demi somme des racines positives.

6) On a m(G) ~ X.(T)/X.(T%) (le quotient du réseau des copoids par le
réseau des coracines). Il est canoniquement isomorphe au groupe des caractéres
de Zz (que I'on note Z%).

7) On note I'g I'ensemble des sommets du diagramme de Dynkin de G. Les
paraboliques dans G sont en bijection avec les sous-ensembles de I'¢. Pour un
parabolique P avec quotient de Levi M, on note I'); C I'¢ ’ensemble correspon-
dant. L’ensemble '), s’identifie avec ’ensemble des sommets du diagramme de
Dynkin de M.

8) Pour tout i € I'g, on note &; la racine simple de G correspondante a i.
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Chapitre 1

Rappels sur I’équivalence de Satake
géométrique et la compatibilité avec
I’'induction parabolique

Dans les sections 1 et 2, on suppose que G est un groupe algébrique affine
connexe sur F, (sauf mention spécifique). Dans les sections 3-8, on suppose de
plus que G est réductif déployé.

On renvoie a 'annexe A.1 pour des notations concernant les G-torseurs et a
I’annexe A.2 pour les notations concernant les ind-schémas.

Dans les sections 1-4, on rappelle quelques constructions et propriétés de
[BD99|, [Gai0l] et [MVO07]. Dans la section 5, on rappelle 'énoncé de Satake
géométrique pour la grassmannienne affine d’aprés [MV07|. Dans la section 6, on
rappelle une extension partielle de Satake géométrique pour les grassmanniennes
de Beilinson-Drinfeld dans [Gai07] et [Lafl2|. Dans la section 7, on rappelle la
compatibilité de Satake géométrique avec I'induction parabolique dans [BD99] et
[BGO2|, qui joue un role crucial pour la suite. Dans la section 8, on rappelle et
on compléte la démonstration dans [BD99| et [MVO07| pour la proposition 1.5.3
et du théoréme 1.7.9.

1.1 Grassmannienne affine

Dans cette section on suppose que k = IE_'q.

1.1.1 Définition et représentabilité

Soit R une k-algébre commutative et S = Spec R. Un fibré vectoriel sur
Spec R][[t]] est un R[[t]]-module M projectif et de type fini. On a M ~ lim M /t" M,
%
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ou M/t"M est un R[t]/t"-module projectif et de type fini.
Soit § un G-torseur sur Spec R][[t]] . On a une équivalence entre les données
de G et lim G,, o G, est la restriction de G sur Spec R[t]/t", qui est un G-torseur

sur Spec R][t]/t".

Définition 1.1.1. On note Grg le foncteur de la catégorie des k-algébres commu-
tatives vers la catégorie des ensembles, qui associe a toute k-algébre commutative
R les classes d’isomorphisme des paires (G, ) ot

i) G est un G-torseur sur Spec R|[t]],

ii) 0 est un isomorphisme 9‘Spec R((®) 5 G|Spe ol on note G le G-torseur

CR((H)’
trivial sur Spec R][t]].

Définition 1.1.2. On note Gy le foncteur qui associe a toute k-algébre commuta-
tive R le groupe G(R((t))) = Mor(Spec R((t)), G) = groupe des automorphismes
du G-torseur trivial sur Spec R((t)).

On note G le foncteur qui associe a toute k-algébre commutative R le groupe
G(R|[[t]]) = Mor(Spec R[[t]], G) = groupe des automorphismes du G-torseur tri-
vial sur Spec R[[t]].

On note G, le foncteur qui associe a toute k-algébre commutative R le
groupe G(R[[t]]/t") = Mor(Spec R|[[t]]/t", G) = groupe des automorphismes du
G-torseur trivial sur Spec R[[t]]/t".

Gy agit sur Grg par changement de trivialisation : G« x Grg — Grg :
(9,(8,0)) — (G,Ly080), ou L, est 'automorphisme du G-torseur trivial donné
par la multiplication & gauche par g. Ainsi G¢ agit sur Grg via Gy — Gy.

On a un morphisme de foncteurs :

Gy — GI‘G

donné par ’action sur le G-torseur trivial. Comme G est le groupe des automor-
phismes du G-torseur trivial, ce morphisme se factorise a travers le quotient fpqc
Gy /Go. Comme tous les G-torseurs sont localement triviaux pour la topologie
fpqc, le morphisme de foncteur est un isomorphisme

Gg(/Go :> Grg.

L’action de Gy et G sur Grg ci-dessus est la multiplication a gauche sur Gy /Go.

On envoie a 'annexe A.2 pour la définition et les propriétés des ind-schémas.

Proposition 1.1.3. a) Le foncteur Grg est représentable par un ind-schéma
d’ind-type fini. C’est la grassmannienne affine de G.

b) Chaque Gy, est représentable par un schéma en groupes connexe de type
fini. Le foncteur Gy est représentable par un schéma en groupes conneze.

c) Le foncteur Gy est représentable par un ind-schéma en groupes.
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Démonstration.

a) (On rappelle le principe de la démonstration dans A.5 de [Gai01].)

Quand G = GL,, Grg est isomorphe au foncteur qui associe a toute k-algebre
commutative R l’ensemble des R[[t]]-modules £ projectifs de type fini et tels que
t"™R[[t]]" € £ C t™R[[t]]" pour un certain m € N.

Pour tout m € N, notons Grg,,, le foncteur qui classifie les mémes données
mais avec m fixé. Il est isomorphe au foncteur qui associe & toute k-algébre
commutative R l’ensemble des R-modules projectifs de type fini quotients de
t="R[[t]]"/t™R[[t]]” avec un noyau t-stable (le morphisme de foncteurs est donné
par £ — t™™R|[[t]]"/L). Ce foncteur est représentable par un sous-schéma fermé
de (21’:6 Gr(d, 2mr), ou Gr(d,2mr) est le schéma projectif qui classifie les quo-
tients de dimension d d’un espace de dimension 2mr (la grassmannienne clas-
sique). De plus, on a des immersions fermées Gry < -+ - < Gr,, < Gry, 1 < - -.

Par définition, Grg = ligl Grg,m. Donc Grg est représentable par un ind-
schéma d’ind-type fini.

Quand G est réductif, pour toute inclusion G — GLy, GLx/G est affine.
Dans ce cas le morphisme Grg — Grgyr,, est représentable et fermé.

Pour G général, on peut choisir une inclusion G — GLy X GL; de groupe
algébrique telle que (GLy x GL1)/G soit quasi-affine. Alors Grg — Graryxar,
est représentable et localement fermé. (Pour les détails on envoie & 4.5.1 de [BD99|
ou A.5 de |Gai01].)

b) Go,, est la restriction a la Weil de G de Spec k[t]/t" & Spec k donc est un
schéma en groupes connexe de type fini. Par définition, Gy = l{iin Go,, est aussi

un schéma en groupes connexe.
c¢) Voir la Proposition 1.2 de [BL94].
O

Remarque 1.1.4. Gy et Go, sont réduits. En général, I'ind-schéma Gr¢ défini
ci-dessus n’est pas réduit. Un exemple est pour G = G,,. Pour toute k-algébre

commutative R, un réseau L € Grg,, (R) est engendré par un élément dans
R((t))*. On a

R((t))* = {Z a;it' € R((t)); Jio, t.q. a;, € R*,a; nilpotent pour tout j < io}

R(()) /R = [ U {1, ai-n);a; € R nilpotent }

10€EZ N>1

Donc Grg,, n’est pas réduit.
Si G est semi-simple, alors Grg est réduit. Pour plus de détails, voir 4.5.1

[BD99).
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La cohomologie que 1’on va considérer dans toute la suite est la cohomologie
étale, donc cela ne change rien si on considére le sous-ind-schéma réduit associé
a Grg. Pour les (ind-)schémas réduits on aura une bonne notion d’orbite sous
I'action d’un groupe (ce qui n’est pas le cas pour les (ind-)schémas non réduits).

Notation 1.1.5. On note Grg (resp. Gx) le sous-ind-schéma réduit associé a
Grg (resp. Gg) (au sens de 'annexe A.2).

Exemple 1.1.6. Avec les nouvelles notations, Grg,, (I'ind-schéma réduit) est une
réunion disjointe des points indexés par Z.

1.1.2 Action de groupe et orbites
On a vu que Gy agit sur Grg par changement de trivialisation.

Proposition 1.1.7. L’action de Gy sur Grg est "bonne” (au sens de la définition
A.2.4 dans l'anneze).

Démonstration.

Quand G = GL,, l'action de Gy sur Grg est donnée par l'action sur les
réseaux. Pour tout m, on a défini Grg,,, qui est stable sous l'action de Gg. De
plus, I'action de G sur Grg,,, se factorise a travers le quotient G oy,

En général, on utilise une inclusion G — G Ly X GL; comme dans la démons-
tration de la proposition 1.1.3 qui induit Grg — Grer, xar, - Pour tout m, on peut
définir GrGLNXGL1,m pour GI‘GLNXng et on a GrGLNXGL1 = lgl GrGLNXGL1,m' On

définit Grg,, comme le produit fibré de Grgr,y xar,m et Grg sur Grar,yxar,- 11
est Gp-stable. De plus, pour tout m, il existe un entier n,, tel que 'action de Go
sur Grg,, se factorise & travers G,

On a Grg = lii>n Grg,m. Par le lemme A.2.3 dans 'annexe, tout sous-schéma

fermé de type fini de Grg est inclus dans un Grg,,. C’est la définition d’une
action "bonne".

O

Quand G est réductif, on a la notion de Go-orbite.
On note A I'ensemble des copoids dominants de G. On a alors la décompo-

sition de Cartan :
Gk((1) = || GG
AeA
Cela implique que
Crg = I_I Got*Go /G,

A+
AEAL
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ot Got*Gy /Gy sont les Gy-orbites, vues comme des sous-schémas réduits locale-
ment fermés de Grg.

Définition 1.1.8. On note Gr%’/\ = Got*Go/Go et Grg,y son adhérence Zariski
dans Grg.

Les Grl , sont lisses et ils forment une stratification dans Grg. On a
0
GIG’)\ = |_|GrG,,u7
HSA
ou i < X si et seulement si A — u est une somme de coracines positives de G.

Remarque 1.1.9. Les notations ici sont cohérentes avec celles dans [Var04] et
[Laf12]. En revanche, les autres notent souvent Grg y 'orbite Got*Go/Go et Grg
son adhérence de Zariski.

Dans la suite on va considérer la représentation d’ind-schéma Grg = lim Grg )
—

(limite inductive filtrante).

On note G le groupe dual de Langlands de (G, considéré comme un groupe
réductif déployé sur Q, dont les racines et les poids sont les coracines et les copoids
de G, et vice-versa.

Dans la suite on va indexer les Gy-orbites par les représentations irréductibles
de G, c’est-a-dire que pour W € Repg,(G) représentation irréductible de plus

haut poids A € AJ(’; = ]\\JC;, on note
GI‘G7W = GI‘G)\.

Pour W € Repg Z(@) une représentation de dimension finie qui est donc une
somme directe de représentations irréductibles @ W;, on définit

GI”G,W = U GI‘GJ/V]..

On a un corollaire de la proposition 1.1.7 ci-dessus :

Corollaire 1.1.10. Si l’entier d est assez grand en fonction de W, alors ’action
de Go sur Grgw se factorise a travers le quotient G 4.

1.2 Grassmanniennes aflines de Beilinson-

Drinfeld

Soit X une courbe projective lisse géométriquement irréductible sur [F,.
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1.2.1 Version globale de la grassmannienne affine

Notation 1.2.1. Ici, on utilise la méme notation que la notation 1.7 dans [Laf12)].

Soit S un schéma sur [F,. Pour tout S-point # de X, on note I'y, C X x S le
graphe de z. Soient I un ensemble fini et (z;);cr une famille de S-points de X.
On note 'y~ oy, le voisinage formel de J,.; I';, dans X x S. Pour tout d € N, on
note I's~ 4, le d-iéme épaississement de J;.; 'z, dans X x S.

Un G-torseur sur I's~o,, est la méme chose qu'une limite projective de G-
torseurs sur I's~g,, pour d tendant vers I'infini.

Soient G et §’ deux G-torseurs sur I's~ s;- On définit un isomorphisme

. ~ /
¢ ’ 9|FZooo:i\(UieI in) - 9 |FZooaci\(UieI in)

comme la donnée pour toute représentation V' de G d’'un morphisme

Vg = Vg (N )

el

ou l'ordre N du pole dépend de V', de telle sorte que ces morphismes soient
fonctoriels en V' et compatibles au produit tensoriel et au dual.

Définition 1.2.2. (la grassmannienne affine de Beilinson-Drinfeld (sur X7))

Soit I un ensemble fini. On note Grg s le foncteur de SchAf f/F, vers Ens,
qui associe & tout schéma affine S sur F, l'ensemble Grg ;(S) qui classifie la
donnée de

i) x; € X(S) pouri € I,

ii) deux G-torseurs G, G sur I'y~ ooy,

iii) un isomorphisme

. ~ /
¢ ey Uierren Il U ey
iv) une trivialisation 6 : §' = G sur I's~ ooy,

Comme dans le cas de la grassmannienne affine, ce foncteur est représentable
par un ind-schéma sur X.

Précisément, quand G' = GL,, notons Grg ., le foncteur qui associe a tout
schéma affine S = Spec R sur F, 'ensemble des ((;);er, €) ot

i) (z:)ier € X(S),

ii) € est un fibré vectoriel sur X x .S muni d’inclusions 0%, ¢(—=m(U,c; I'z;)) C
€ C 0%, s(m(Uer I'ar))-

Alors Grg, 7., est représentable par un schéma projectif de type fini sur X7.
On a des immersions fermées Grg 1 — -+ — Grgrm < Grermyr < -+ et
GI"GJ = lin GI"GJ,m.
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En général, on utilise une inclusion G — GLy X GL; tel que (GLy x GLy)/G
soit quasi-affine. Alors le morphisme Grg; — Grar,xar,. s est représentable et
localement fermé.

Notation 1.2.3. En général, Grg; n'est pas réduit. On note Grg; le
sous-schéma réduit associé.

Remarque 1.2.4. Quand I est un singleton, Grg s est au-dessus de X. On le
note Grg x. Pour tout point géométrique x de X, notons 6; la complétion de
I'anneau local en x et E son corps des fractions. Alors la fibre Grg , de Grg x en
z est (canoniquement) le quotient fpgc Gz /Gg-. On peut identifier 0, ~ k[[t]]

et F, ~ k((t)) avec t une uniformisante de O,. Ainsi, Grg, est isomorphe (non
canoniquement) a la grassmannienne affine Grg dans la section précédente.

Remarque 1.2.5. En général, on a la propriété suivante de Grg ; qui est cruciale
pour la structure de factorisation dans la section 4. Soient (x;);c; € X’ des points

géométriques. Alors la fibre de Grg; en (x;);er est isomorphe &  [[  Grg,,.
ye{msicl}

Pour obtenir une relation canonique quand I est un singleton, on a besoin des
notations suivantes :

Définition 1.2.6. On note Aut (resp. Aut,) le foncteur qui associe a toute
k-algebre commutative R le groupe des automorphismes R-linéaires continues de
R[[t]] (resp. de R]t]/t").

Un automorphisme R-linéaire continu de R[[t]] (resp. R][t]/t") est donné par
t = ag+ ait + agt®> + -+, ou a; € R, avec ag nilpotent (pour étre continu) et a;
inversible (pour étre un automorphisme).

Le foncteur Aut (resp. Aut,) est représentable par un schéma en groupes
connexe (resp. schéma en groupes de type fini connexe). Par définition, on a
Aut = 1<i£l Aut,,.

Notation 1.2.7. En général, ces schémas ne sont pas réduits. Désormais, on
prend les sous-schémas réduits associés et on les note Aut et Aut,,.

Avec cette nouvelle notation, un élément dans Aut(R) (réduit) est donné par
t— ait +ast? +---, ol a; € R, avec a; inversible.

Aut (resp. Aut,) est inclus dans le groupe des automorphismes de Gy (resp.
Go.n). Done Aut agit sur G, Go et Grg. De plus, les Gy-orbites Grg \ sont Aut-
stables. En fait, soit ¢ : t = byt + byt? + --- € Aut ou by est inversible, alors son
action sur t* € Grg est ¢(¢)* = (bt + bot®> + ---)* =t} - g, ot g € Go.
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Remarque 1.2.8. Le schéma en groupes Aut agit sur Grg. Le sous-schéma
réduit Aut agit sur I'ind-schéma réduit Grg. Mais 'action de Aut sur Grg ne
préserve pas Grg. On l'illustre par un exemple pour G = G,, :

Aut agit sur Grg,, :

Aut(R) x Grg,, (R) — Grg,, (R)

((gbtl—)b()‘l'blt—F),ZaltZ) Hzal(bo—i—blt“‘)z

En revanche, 'action de Aut sur Grg,, ne préserve pas Grg,, : si ¢ € Aut(R)
avec by # 0, >, a;t" € Grg,, (R), alors le premier coefficient dans >, a;(by + b1t +
-+ )" est nilpotent, donc Y, a;(by + byt + - -+ )" n’est pas dans Grg,, (R).

Mais Aut agit sur Grg,, : si ¢ € Aut(R), c’est-a-dire que by = 0, alors le
premier coefficient de Y. a;(bit + --+)" est inversible donc >, a;(bit + -+ )" est
dans Grg, (R).

Proposition 1.2.9. L’action de Aut sur Grg est "bonne" (au sens de la défini-
tion A.2.4 dans l'annezxe).

Définition 1.2.10. Maintenant considérons un foncteur X (resp. X,,) qui associe
a tout schéma affine S = Spec R sur k l’ensemble des paires (z, ) ou

i) z e X(5),

ii) a: R[[t]] = Oxxs|. est un isomorphisme continu R-linéaire.

(resp. i) a : R[[t]]/t" = Oxxs/I" un isomorphisme continu R-linéaire, ou J,
est le faisceau d’idéaux de I';.)

Le foncteur X (resp. X,,) est représentable par un ind-schéma (resp. schéma
de type fini).

Notation 1.2.11. On prend les sous-schémas réduits associés et on les note
encore X et X,,.

Par définition, X (resp. X,,) est un Aut-torseur sur X (resp. Aut,-torseur sur
X). On a X = lim X,,. Comme l'action de Aut sur Grg est "bonne", on peut

%
définir P'espace fibré (Grg x X)/Aut (au sens de la définition A.2.6). On a un
isomorphisme canonique d’ind-schémas

Grg x =~ (Grg x X)/Aut. (1.2.1)

Dans la suite, on a besoin d’une définition équivalente pour les grassman-
niennes affines de Beilinson-Drinfeld :
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Proposition 1.2.12. Soit I un ensemble fini. Grg; est isomorphe au foncteur
de SchAff/F, vers Ens, qui associe a tout schéma affine S sur F, l'ensemble
Grg 1(S) qui classifie la donnée de

i) x; € X(S) pouri €I,

it) deux G-torseurs G, 9" sur X x S,

ii1) un isomorphisme

. ~ !
¢ 9|X><S\(UZEIFZZ.) — 8 {XXS\(UiGIin)’
iv) une trivialisation 0 1 §' = G sur X x S.

En effet, si on a (9,9, ¢) comme dans la définition 1.2.2, on peut étendre G
en un G-torseur sur X x S en le recollant sur I's~oop, — ;7 [y avec le G-torseur
trivial sur (X x S) — {J;c; [a, par 6 o ¢. Ce recollement est justifié par le lemme
de descente de Beauville-Laszlo dans [BL95| et la généralisation dans [BD99).

1.2.2 Version globale du groupe Gg

Notation 1.2.13. Soit I un ensemble fini. Soit d := (d;);c; € N.. Pour tout
(zi)ier € X(S)!, on note I'y g4, le sous-schéma fermé de X x S dont I'idéal
est engendré, localement pour la topologie de Zariski, par [],.; tf", ou t; est une

équation du graphe I';,. C’est-a-dire que I's~g4,,, est le sous-schéma associé¢ au
diviseur effectif Y d;x; C X x S.

Définition 1.2.14. Soit I un ensemble fini. Soit d := (d;);c; € NI. On note
Gro (resp. Grg4) le foncteur qui associe a tout schéma affine S = Spec R sur k
I’ensemble classifiant la donnée de

i) x; € X(S) pour i € I,

ii) un élément dans G(I's~oea, )-

(resp. ii) un élément dans G(I'y~g,z,).)

On définit I’ pyniv COMINE le sous schéma fermé dans X x X' dont I'idéal est

engendré, localement pour la topologie de Zariski, par [],; tfi, ou t; est une
équation du graphe dans X x X' de la projection sur le i-iéme facteur pr; : X! —
X. Ainsi, pour tout (Id, (z;)icr) : X X S — X x X', sa restriction sur X x S est
le graphe I's> g4, -

On a un morphisme I'pune — X X X! — X! Par définition, G4 est la
restriction a la Weil de G de FD%W a X!. De plus, Grp := I}LHGI,@ ou la limite

est pour d; — oo (i € I).
Donc le foncteur G (resp. Gy 4) est représentable par un schéma en groupes
(resp. schéma en groupes de type fini) sur X7,
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Notation 1.2.15. En général, Gy (resp. Gr4) n'est pas réduit. On prend le
sous-schéma réduit associé et on le note encore G o (resp. Grq).

Remarque 1.2.16. Quand I est un singleton, d € N. G;¢ et G4 sont au-
dessus de X. On les note G'x o et Gx 4. Pour tout point géométrique x de X, en
identifiant O, ~ k[[t]] comme ci-dessus, la fibre de Gx ¢ (resp. Gx 4) est isomorphe
(non canoniquement) a G (resp. G q).

Canoniquement, on a un isomorphisme de schémas en groupe :

GX@ ~ (Go X DC)/Aut (122)
De plus, il existe ng € N tel que
GX,d ~ (GQd X T)Cnd)/Autnd. (123)

Remarque 1.2.17. Soient (z;);c; € X! des points géométriques. Alors la fibre
de Gro en (z;)ies est isomorphe & ] GOAy. La fibre de Grg4 en (z;)er est
ye{l‘i,ief}
isomorphe a  [] Go, v

ye{wz;,icl}

d;-

z;=y

1.2.3 Action des groupes et strates fermées

G'1 0 agit sur Grg ; par changement de trivialisation de §'. Concrétement, pour
tout schéma affine S on a

GI,O(S) X GI“Q[(S) — GI"G,[(S)

(((xi),g), (([Ez), g 2, SI%G‘FEOO%D — ((xz)a g % SI%G‘FENIZ_)

ou L, est 'automorphisme du G-torseur trivial sur I'y> ,, donné par la multipli-
cation a gauche par g € G(I's ooa,)-

Proposition 1.2.18. L’action de Gro sur Grg est "bonne” (au sens de la
définition A.2.4 dans l'anneze).

Démonstration. Quand G = GL,, on a déja défini les Grg 1., tel que Grgr =
lim Grg 1. Pour tout m, Grg 1, est stable sous 'action de G . De plus, il
—

existe des entiers d;(m) pour tout ¢ € I tels que l'action de Gy se factorise a
travers G gim), ot d(m) = (d;(m))er-

En général, on utilise une inclusion G — G’ = GLy X GL; comme dans le
cas de la grassmannienne affine.

O
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Maintenant supposons G est réductif.
Dans le cas de la grassmannienne affine, pour W une représentation irré-
ductible de G de plus haut poids A, on a noté Grg w = Grg . En général, on va

s'intéresser aux sous-schémas fermés réduits de Grg ; indexés par W e RepE(@I ),
ou G est le groupe dual de G.

Définition 1.2.19. 1) Soit [ un singleton. Soit W € Resz(é) la représentation
irréductible de plus haut poids \ € AJGE. On note

Grg xw = (Grg x X)/Aut.

C’est un sous-schéma fermé réduit de Grg x.

2) Soient I un ensemble fini et W € Reer(@I ) de la forme X;c;W;, avec
les W; irréductibles. Soit U C X7 le complémentaire de toutes les diagonales,
c’est-a-dire que U = {(x;)ier, Vi # j,x; # x;}. On a un isomorphisme

vl GrG,I‘U :> HGI‘G7{1'}

el

U

On définit Grg ;w comme le sous-schéma fermé réduit de Grg ; égal a 'adhérence

de Zariski de v * (HGrQ{i}’Wi )

el U

3) En général, notons w = (w;);er. Si pour tout w on fixe un représentant

V., dans la classe des représentations irréductibles de plus haut poids w, alors
W € Repg,(G") admet une unique décomposition de la forme

= P (QV.)eq W,

we(XH(T)r €l

o1 W, := Hom(),.; Vi;» W). Les 20, sont des Qy-espaces vectoriels de dimension
finie, presque tous nuls. On définit Grg ;w comme la réunion de tous les sous-
schémas fermés réduits Grg rry, C Gre,r pour w tel que 20, est non nul.

Corollaire 1.2.20. Les Grg ;w sont stables sous l'action de G . De plus, si les
entiers d; sont assez grands en fonction de W, l'action de Gro sur Grgrw se
factorise a travers le quotient Gy 4.

1.3 Catégories de faisceaux pervers et foncteur de
globalisation

A partir de cette section on suppose que G est réductif.
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1.3.1 Catégorie des faisceaux pervers
Cas de la grassmannienne affine

On a vu dans la proposition 1.1.7 que 'action de Gy sur Grg est "bonne".
Donc on peut appliquer A.2.3 de I'annexe aux Gy et Grg = lim Grg .
—)

Définition 1.3.1. On définit
PeI‘VGO (Grg, Qg) = lin PerVGo,dA (Grgy)\, Qg),

ou les dy sont des entiers assez grands au sens du corollaire 1.1.10. On ’appelle
la catégorie des Q-faisceaux pervers Go-équivariants sur Grg.

Notons A .
J (2
GIOG)\ 2 GI"G’A 2 Grg,

oll j) est une immersion ouverte et i) est une immersion fermée. On définit

dim(Gr(;)\)

[CG,)\ = (iA)*(jA)!*QZ[dim(GrG,A)]( 92

).

Dans Grg il y a un point special correspondant au G-torseur trivial : (G =
G,0 = 1d). Il est Gy-stable et c’est en fait Grg, pour A = 0. On le note Grg .
On note ICq le faisceau gratte-ciel supporté sur le point Greg .

Proposition 1.3.2. Les objets simples de la catégorie Perve, (Grg, Q) sont les
ICq .

Démonstration.

1) Soit F € Pervg, (Grg, Q) un objet simple. Comme F est Go-équivariant il
dim(Grg,x) )

doit étre supporté sur un Grg y et de la forme (7). (jx)1E[dim(Gra,y )] (—

ou € est un systéme local sur GrOG7 A\

2) Gr%’)\ = Go/Go Nt*Get™ est simplement connexe. En fait, notons Py
le sous-groupe parabolique de G qui est le stabilisateur de Got*Go/Go. Alors
Go/Go N trGot™ — G/ Py : t +— 0 est une fibration en tous d’espaces affines sur

la variété de drapeaux G/ Py qui est simplement connexe .
O

Proposition 1.3.3. ([Lus83/, Prop 1 et A.7 dans [Gai0l]) La catégorie
Pervg, (Grg, Q) est semi-simple.
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Cas de la grassmannienne de Beilinson-Drinfeld

Notons PerVGMm(GrG7Lm,QZ) la catégorie de faisceaux pervers Gy, -
équivariants sur Grg ., . Par le méme argument que dans le cas de la
grassmannienne affine, on peut définir

Définition 1.3.4.
Perva (GI‘G’], @4) = 121 PGIVGI’nm (GTG,I,ma @g)

On I'appelle la catégorie des Q-faisceaux pervers G o-équivariants sur Greg ;.

Cette catégorie ne dépend pas du choix de la présentation de Grg; comme
ind-schéma. Par définition, un faisceau pervers sur Grg; est supporté sur un
sous-schéma fermé de type fini.

Dans Grg 7 il y a une Gy g-orbite spéciale correspondante au G-torseur trivial.
C’est Grg, 1 (defini dans la définition 1.2.19), ou 1 est la représentation triviale
de GI. On note ce point Grg 1. On note ICq 11 le faisceau gratte-ciel supporté
sur ce point.

1.3.2 Foncteur de globalisation

Construction 1.3.5. ( [BD99] 5.3.14, [MV07] 5, [Gai01] 2.1) Quand I est un

singleton, on va construire un foncteur

Glob : Pervg, (Grg, Q) — Perveg, ,(Grg x, Qo).

On rappelle I'idée de la construction. Considérons un diagramme
GI"G7X <£ GIG x X i) GI"G X X,

ol X est le Aut-torseur sur X défini dans la section 2, p est donné par Grg x ~
(Grg x X)/Aut, q est donné par X ~ X/Aut.

Pour tout 8 € Pervg, (Grg, E), on peut associer un faisceau pervers SX Ex [1]
sur Grg X X, ou Ex est le faisceau constant sur X. Alors ¢*(8 X Ex[1]) est un
faisceau pervers (a décalage prés, ou le sens précisé sera donné dans la remarque
ci-dessous) sur Grg x X qui est Aut-équivariant pour l'action de Aut sur X.

En effet, on a vu que les Gg-orbites Grg \ sont Aut-invariantes (le paragraphe
avant la proposition 1.2.9). De plus, Aut est connexe. Donc les IC) sont Aut-
équivariants. D’aprés la proposition 1.3.3, la catégorie Pervg, (Grg, E) est semi-
simple. On en déduit que tout faisceau pervers Gy-équivariant sur Grg est Aut-
équivariant. Donc 8 K Ex[1] est Aut-équivariant pour 'action de Aut sur Grg.
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Par conséquent, ¢*(8 X Ex[1]) est Aut-équivariant pour I'action diagonale de
Aut sur Grg x X.

Donc il existe un unique faisceau pervers 8x sur Grg x tel que p*Sx ~ ¢*(SX
Ex[1]) (I'existence vient de la descente, I'unicité vient de la Prop 4.2.5 de [BBD82]
et du fait que Aut est connexe). De plus, ¢*(§ K Ex[1]) est Go-équivariant pour
I'action de G sur Grg, en utilisant Gx o ~ (Go x X)/Aut, on en déduit que Sy
est G'x,o-équivariant.

Le foncteur Pervg, (Grg, E) — Pervg, ,(Grg x, E) est donné par 8§ — Sx.

Remarque 1.3.6. Dans l'idée ci-dessus, pour des raisons techniques, par exemple
pour parler de faisceau pervers ou utiliser la Prop 4.2.5 de [BBD82], il faut rem-
placer les (ind)-schémas de dimension infinie par les (ind)-schémas de dimension
finie. On peut faire cela parce que 'action de Aut sur Grg est "bonne" (au sens
de A.2.2).

Proposition 1.3.7. Le foncteur Glob : Pervg,(Grg, E) — Pervg, ,(Grg x, E)
est pleinement fidele.

1.4 Structure de factorisation et produit de fusion

A partir de cette section, on va considérer seulement la partition (I) de I pour

simplifier. On notera Grg ; au lieu de Grg,)l. Mais tous les résultats se généralisent
pour les autres partitions.

1.4.1 Structure de factorisation

Les grassmanniennes de Beilinson-Drinfeld ont une structure de factorisation :
(5.3.10-5.3.12 de [BD99))

Soient I,J deux ensembles finis et ¢ : I — J une application surjective. On
note A¢ : X7 — X' (2;)jes — (@¢@))ier le morphisme diagonal associé a (. Alors
le diagramme suivant est un carré cartésien :

GI"G7[<A—CG1"G7J (1.4.1)

o

x1 A¢ X/

ot le morphisme A; envoie

((%‘)jeJ, G,0: 9‘rzmj\(ujgr,cj) - G’Fzmj\(ujeﬂxj))
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sur

—e
f iEIFac;.) {onox

Uier Fx;)) ’

Exemple 1.4.1. a) Quand J = [ et ¢ est une permutation, A, : X! —
X', (x;)ier = (T¢())ier est une permutation et le morphisme A, envoie

(= axoien 035k

((xi)iela G,0: 9|r2mi\(ui€,rwi) - G}FZWZ.\(U T .))

i€l - T4
sur
((%(i))ieb 9,6l .U v\(Uingi)> '

b) Quand J est un singleton, As : X — X' z +— (z,---,x) est l'inclusion
diagonale et le morphisme A, envoie

(.5.0:8_ v, 3l r.)

i€l in)

sur

(@ 20,9658 . 3Gl r)-

Notons U € X! le complémentaire de toutes les diagonales, c’est-a-dire que
U = {(i)ier, Vi # j,x; # x;}. Alors le diagramme suivant est un carré cartésien :

(GTG,X)IlU(U ;GTG,I (1.4.2)

L

U(I) J x1

Le morphisme j envoie

((ﬂ% Si, ¢i 9i|rmi\in = G‘szi\in)iEI>

sur

((.Z‘i)iela 9,¢: 9|Fzmi\(u - Gleooz,.\(Uiez in)) ;

ou §; est un G-torseur sur ', et G est le G-torseur sur I's o, = [T oos,; tel
que la restriction sur I'w,, est G;.

i€l Fzz)
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1.4.2 Produit de fusion

Le produit de fusion est défini dans [BD99], [MVO07] et [Gai07]. On rappelle
la définition de la maniére suivante pour voir la relation entre deux foncteurs x
et *. Pour les détails, voir ces références.

Soient I, Iy deux ensembles finis. Notons I = I; U I5. Gaitsgory a défini un
foncteur dans 2.4 [Gai07] :

* PervGILO(GrG,[l, E) x Perth’O(GrG’b, E) — PervGLo(Gr(;,[, E).

On rappelle la construction : considérons des carrés cartésiens :

(GI‘G’h X GI‘G’]Q)‘U(]) A GI‘G,[

L

U J bed

Pour tout 81 € Pervg, ,(Gron,E) et 82 € Pervg, ,(Grgn, E), on définit le

produit B
81 *82 = ]'*((81 X SQ)‘U(I)) < PerVGl,o (GI‘GJ, E)

Soit J un ensemble fini. Maintenant on définit le produit de fusion sur
PerVG_,’O (GrG’J, E) :

Notons 2J := JU.J. Notons A; : X7 — X2’ l'inclusion diagonale : (z;);jecs —
((z)je, (x);es). Considérons des carrés cartésiens :

J Ay
(Grg,g x Grg,y) |U(2J) — Grgoy < Grg,s

Y

U ! X <5 X

Soient 81,84 € PervGJ’O(GrG,J, E). Le produit de fusion est :

81 %8y 1= A, (81 %8) (1.4.3)
= AJ (818 82)| ) € Perves, o (Grag, B). (1.4.4)

Remarque 1.4.2. On a défini le produit de fusion pour les grassmanniennes de
Beilinson-Drinfeld. Quand J est un singleton, en considérant la restriction sur la
fibre, on peut définir un produit de fusion pour la grassmannienne affine :
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Soient 81,82 € Pervg, (Grg, F). Alors on a le produit de fusion pour leur
globalisations : Glob(81) x Glob(82) € Pervg, ,(Grgx, E). Soit # € X, notons
Grg . la fibre de Grg x au-dessus de x et notons ¢, : Grg, — Grg x. En utilisant
un isomorphisme (non canonique) Grg, =~ Grg, on obtient une inclusion @ :
Grg — Grg x. On peut définir

i*(Glob(81) * Glob(82)) € Perve, (Grg, E)

et on dit que c’est le produit de fusion de &; et 8,. Cette définition ne dépend
pas de x (pour tout z, on a un isomorphisme Grg, ~ Grg).

Remarque 1.4.3. Le produit de fusion défini ci-dessus est suffisant pour toutes
les utilisations. Mais historiquement, c’est le produit de convolution qui est
d’abord considéré. Dans [MV07] Mirkovic et Vilonen ont défini le produit de
convolution *, sur Pervg, (Grg, E) (Voir aussi dans [BD99] ou [Gai01]). Ils ont
montré qu'il y a un isomorphisme dans Pervg, ,(Grex, E)

Glob(81) * Glob(83) ~ Glob(8; *. 83).

Cet isomorphisme identifie le produit de fusion et le produit de convolution.

1.5 Equivalence de Satake géomeétrique pour la
grassmannienne affine

Dans cette section on rappelle I’énoncé de Satake géométrique d’apres [MVO7].

L’équivalence de Satake géométrique donne une équivalence entre
Perve, (Grg, E) et Repp(G), ou G est le groupe dual de G. Pour l'obtenir,
d’abord on montre que Pervg,(Grg, £) muni d'un produit tensoriel et d’un
foncteur fibre est une catégorie tannakienne. C’est la sous-section 1 ci-dessous.
Ensuite on applique la théorie tannakienne pour obtenir un groupe tannakien
Giann €t une équivalence Pervg,(Grg, E) — Repp(Giann). Finalement on
identifie Gy, avec G. Pour cela, on construit un homomorphisme T — Giann,
ou T est un tore maximal de GG et on utilise I'induction parabolique de T" & G.
C’est ce que l'on fait dans la sous-section 2 ci-dessous. Avec cette préparation,
on peut identifier Gy,,, avec GG dans la sous-section 3 ci-dessous et donc énoncer
Satake géométrique.

1.5.1 Structure tannakienne

Dans la remarque précédente, on a vu que d’aprés [MVO07| la catégorie
Pervg, (Grg, E) est munie du produit de convolution (ou de fusion). Ce produit
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(désormais noté *) est muni de contraintes d’associativité et de commutativité
(modifiée par la régle de Koszul donnée par la parité). Ainsi (Perve, (Grg, E), %)
est une catégorie tensorielle £-linéaire avec I'objet d’identité 1Cq .

De plus, la catégorie Pervg, (Grg, E) (avec la contrainte de commutativité
modifiée) est munie d'un foncteur

Hé = ‘@ZHj<GrG7 —) : PeI'VGO (Grg, E) — Modg.
j€
Proposition 1.5.1. (Cor3.7, Prop 6.3 [MV07])

a) H est un foncteur fibre, ¢’est-a-dire qu’il est exact et fidéle et que pour tout
81,82 € Pervg, (Grg, E), on a un isomorphisme H{ (81 % 82) o~ HE(81) ® HE(S2)
qui est compatible avec les contraintes d’associativité et de commutativité.

b) (Pervg, (Grg, ), *, HY) est une catégorie tannakienne sur E, c’est-a-dire
que c’est une catégorie tensorielle abélienne, rigide, E-linéaire, avec E = End(1),
et munie d’un foncteur fibre.

Exemple 1.5.2. Pour un tore T, Grp est discret et les composants connexes
sont paramétrées par X, (7). Donc Pervy, (Grr, E) = @, x_ (1) Pervry (Grr,,) ~
Modg(X.(T)), ot Modg(X.(T)) est la catégorie des E-modules X, (T)-gradués.

On note T 'unique tore sur E tel que X*(T') ~ X,(T). Alors on a une équi-
valence de catégories :

~ A~

Pervy, (Grp, E) >~ Modg(X.(T)) ~ Modg(X™*(T')) ~ Repg(T).

1.5.2 Induction parabolique pour un tore

Soit B un Borel et T le tore : G D B — T. On peut définir Grp (resp.
Grr) en remplagant les G-torseurs par les B-torseurs (resp. T-torseurs) dans la
définition de grassmannienne affine. Alors G D B — T induisent des morphismes
d’ind-schémas : A

Grg < Grg = Gry,

(BiG—)GM—(B—HB)H(BiT—)T).

Notons Up := Ker(B — T'). Le morphisme 7 est formellement lisse et surjectif
et ses fibres sont les (Up)x-orbites. Ainsi 7 induit une bijection entre ’ensemble
des composantes connexes de Grg et celui des composants connexes de Grp, qui
est égal a X, (T).

Le morphisme ¢ est une bijection ensembliste sur les points géométriques mais
pas un isomorphisme. En fait, d’aprés 4.5 de [BD99], les composante connexes
de Grg sont paramétrées par ZCY;. L’image inverse d'une composante connexe de
Grg sous ¢ est une réunion infinie des composantes connexes dans Grg.
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Pour tout v € X,.(T), Gry, est un point et W_I(GIT’,,) est la composante
connexe de Grg correspondante. Considérons

GI‘G <Z—y 7T71<GI'T7,/) W—u> GrT,u-

Proposition 1.5.3. (Thm 3.5, Thm 3.6, Prop 6.4 [MV07])
a) Pour tout 8 € Pervg,(Grg), maisS est concentré en degré (v,2pq), et
D, mis[(v,2pc)] est un foncteur tensoriel de Pervg,(Grg) vers Pervr, (Grr).
b) @, H26) (,4i%) : Pervg, (Grg) — Modg est un foncteur fibre (pour tout
81,83 € Pervg, (Grg, E), on a un isomorphisme

H<V’2pG ('ﬂ_ylz 81 * 82 @ H V172PG 71',/1, Vl)(S]-) ® H<V2’2PG>(’NVQ,!Z.;Q)(S2))'

v1+rvo=v

¢) On a un morphisme de foncteurs fibres Hy, — @@, H"26) (m,i%) qui est
un isomorphisme.

1.5.3 Groupe tannakien et groupe dual

Maintenant on applique la théorie tannakienne a (Perve, (Grg, E), *, HE).
Notons Aut*(H{) le foncteur qui associé a toute FE-algébre R ’ensemble des
automorphismes de foncteurs fibres ¢p o Hf, ol ¢r est le foncteur canonique
Mod E — Mod R

D’aprés le Thm 1.12 de [Del90| ou le Thm 2.11 de [DM82|, le foncteur
Aut*(H(,) est représentable par un schéma en groupes affine sur £ que 1’on note
G'iann- De plus, le foncteur

Pervg, (Grg, E) — Repg, (Grann)

défini par H¢, est une équivalence de catégories tensorielles.

La catégorie Pervg, (Grg, £) a une propriété importante : soient gy, - -, pt, €
KJC;, alors 1Cq ;4. p, €st un facteur direct de ICq ), ® --- ® ICq -

Cette propriété implique que la catégorie Pervg, (Grg, F) a un générateur
tensoriel : B_; ICq», ott {A1,--+, A} est un ensemble des générateurs de Kg
Donc Giany est de type fini. (Prop 2.20 de [DM82])

La propriété ci-dessus implique aussi que pour toute représentation non tri-
viale V, la sous catégorie de Pervg, (Grg, E) dont les objets sont les sous-quotients
de V" (somme directe) pour un certain n € N n’est pas stable sous ®. D’apreés la
corollaire 2.22 de [DM82|, G4y, €st connexe.

Comme la catégorie Pervg, (Grg, E) est semi-simple, Gyapy, est réductif. (Prop
2.23 de [DM82].)
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Ensuite I'exemple 1.5.2 pour le cas de tore et la proposition 1.5.3 impliquent
que le diagramme suivant est commutatif :

PervGo (Grg) —_— PeI'VTo (GI"T)

| |

Repp(Grann) Repg(T)
MOdE

~

Ainsi on obtient un foncteur Repp(Giann) — Repr(T). D’aprés [Del90| ou
[DM82], ce foncteur induit un homomorphisme de groupes T — Giann-

Pour tout p € X*(f) = X.(T), notons A le copoids dominant de G
conjugué a u. Alors la représentation de T de poids p est un facteur direct de
@, H"2r) (1,1i%)(ICq.). Ainsi tout objet de Repp(T) est un sous-quotient
de I'image d’un objet de Repg(Gignn). D’aprés la proposition 2.21 de [DM82],
T - G'ann €St une immersion fermée.

Comme les objets simples de Pervg, (Grg, E) sont paramétrées par X *(f)*7

-~

les représentations irréductibles de Gygpy, sont paramétrées par X*(T)". Donc le
tore T" dans Gy, est maximal.

Comme Gignn €t G sont rééuctifs, on peut les identifier en identifiant leurs
données radicielles et obtenir G = Gignn. De plus, on peut rendre cet isomor-
phisme canonique en construisant un épinglage canonique de Gigpyn. On envoie a
[MVO07] et [BD99| 5.3.23 pour plus de détails.

Cette identification avec I'équivalence Hg : Pervg, (Gra, E) = Repg,(Giann)
donnent le théoréme suivant :

Théoréme 1.5.4. (Satake géométrique) (Mirkovic-Vilonen. Thm 7.3 [MV07],
[BD99], Thm 2.2 [Gai07]) On a un foncteur canonique naturel

H¢, : Pervg, (Grg, E) — Rep@g(é).
1l induit une équivalence de catégories tensorielles.

Pour T', on obtient un foncteur H;. : Pervr, (Gry) — Repg(T). On définit

NI
Pervéro (Grr) = @ Pervy, (Grr,) ® (E[l](i))é@( (r206))
veX.(T)

On définit H}* le morphisme Hj. avec décalage.
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Corollaire 1.5.5. Le diagramme suivant est commutatif :

Pervg, (Grg, E) L Pervy, (Grr, E)

Repg(G) fes Repg(T).

Notation 1.5.6. Le théoréme implique que I’on a un foncteur inverse canonique
naturel qui induit une équivalence de catégories tensorielles. Pour tout W €
Repg, (G), on note Sgw € Pervg, (Grg, E) son image par ce foncteur inverse.

Remarque 1.5.7. Le foncteur inverse est fonctoriel. Autrement dit toute fléche
Wi — Ws induit une fleche Sg w, — Saw,. Cette propriété est cruciale pour tous
les chapitres suivants.

Exemple 1.5.8. Quand W € Reer(CAJ) est isomorphe a la représentation ir-

réductible de plus haut poids A € /A\zg, on a un isomorphisme non canonique
Sew =~ ICq . (En fait, une homothétie W — W de rapport a induit par la
fonctorialité un isomorphisme 8¢ w — 8¢ qui n’est pas Id mais le produit par
a.)

1.6 Extension partielle de Satake géométrique aux
grassmanniennes affines de Beilinson-Drinfeld

Considérons la catégorie Pervg, , (Grg,r, Q) et le produit de fusion * construit
dans la section 4.

Construction 1.6.1. Gaitsgory (Appendix B, [Gai07]) et V.Lafforgue (Section
1, [Laf12]) ont défini un foncteur tensoriel :

Repg, (G') = Perva, o (Gro,, Q) (1.6.1)

W — SG,I,W

Voir le théoréme 1.17 [Laf12] pour les propriétés qu'il satisfait.

On rappelle la construction de ce foncteur :
1) Quand [ est un singleton, c’est le composé :

N~ lob
Repg, (G) — Pervg, (Grg, Q) EAN Perva, o (Grax, Qr)
W — SG,W — SG,X,W-

39



2) On commence par W € Rep@z(éf ) irréductible. Alors W est de la forme
X;eW;. Pour tout 7, notons 8¢ xw, le faisceau pervers sur Grg x associé a W;

d’aprés 1). Par la structure de factorisation de Grg ; (le diagramme (1.4.2) ), on
définit

SG,I,&E[Wi = }!*((giEISG,X,Wi) U(z))-

Maintenant soit W € Repg e(@f ) général. Comme la catégorie Repg Z(@I ) est
semi-simple, W est une somme directe des représentations irréductibles :

= P (QV) oW,
we(XF ()t el

o011 20, := Hom(Q),; Vi, W). Les 20, sont des Qy-espaces vectoriels de dimension
finie, presque tous nuls. On définit
Scaw = P  Scrmev, o We.
we (X (1))!

Remarque 1.6.2. Par rapport a la construction ci-dessus, il y a un résultat plus
fort, le Thm 2.6 dans [Gai07|. Ce théoréme est pour les coefficients Zy, et il donne
une équivalence entre Pervg, ,(Grg,r, Q) et une autre catégorie lice a G. Mais
on n’en a pas besoin ici.

Exemple 1.6.3. D’aprés 'exemple 1.5.8, quand W est irréductible de la forme
XierVi,, on a un isomorphisme non canonique entre 8¢ 1w et le faisceau d’inter-
section sur Grg, LRV, -

Remarque 1.6.4. Pour tout ensemble fini I et tout W € Repg e(@f ), on a défini
Gre 1w comme un sous-schéma fermé réduit de Grg ; dans la définition 1.2.19.
En fait, Grg ;w est le support de 8¢ 1w .

1.7 Compatibilité avec I'induction parabolique

Considérons un parabolique P et son plus grand quotient réductif M : G D
P — M, avec M = P/Up, ou Up est le radical unipotent de P.

1.7.1 Cas de la grassmannienne affine

En appliquant la définition 1.1.1 & P et M, on peut définir Grp et Gry,. On
a des morphismes d’ind-schémas

Grg <+ Grp = Gryy,
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P P
ou 7 est donné par P — P x G; 7 est donné par P — P x M.

Soit W € Repg [(CA}) Prenons M < G. On peut voir W comme une représen-
tation de M et définir Gryw.

Proposition 1.7.1. On a i *(Grgw) C 7 (Graw), ou l'image inverse est
définie comme sous-schéma réduit dans Grp.

Démonstration.

__ Soit w un copoids dominant de G. Notons V* la représentation irréductible de
G de plus haut poids w. Pour tout copoids v de G, on note Grr, la composante
dans Grr associé a v.

Noua avons besoin de théoréme 3.2 de [MVO07| : Lorsque P = B, le sous-
schéma i (Grgyw) N7 (Grr,,) dans Grp est non vide si et seulement si v est
conjugué a un copoids dominant < w.

Quand P = B, I’énoncé est une conséquence de ce théoréme.

Pour P général, on utilise le diagramme suivant, ou le carré est cartésien. :

7;g/(;rrp\ﬂ_;\;:j 7;%//(}I'B/\ﬂ_?/
GI‘G Gry Grp

Le sous-schéma (ig)_lGrgyw dans Grp est stable par l'action de Py. Le
sous-schéma (7h)(i5) 'Grgyw dans Grys est stable par I'action de My. Donc
(7P (iE)'Grg yw est une réunion de strates dans Gry,.

Notons C, I’ensemble de copoids de GG conjugués a un copoids dominant < w.

On a

()05 M) (i) Grae 2 (vB) (x5 B) 7 0E) T Gra v

= (7f)(ig) " Grg,ve

(:b) |_| GI‘T,V

vely,

(a) vient du carré cartésien dans le diagramme ci-dessus. (b) vient du théoréme
3.2 de [MV07| appliqué a Grg < Grg — Grr.

Maintenant appliquons le théoréme 3.2 de [MV07] a Gry; < Grg: — Gry. On
en déduit qu'une strate Gr?w pour A un copoids dominant de M ne peut étre
dans (73;)(i5)"'Grgve que si tous les copoids de M conjugué a A sont dans C,,.
Donc

(Wﬁ)(ig)_lGrqvw C GrM,VW~
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Définition 1.7.2. On définit Grpy := i~ !(Grgw) comme sous-schéma réduit
dans Grp.

Avec cette définition, on a des morphismes

GI’G7W — GrP,W — GI‘MJ/V.

Exemple 1.7.3. Considérons le cas ou G = GLy. On a
Grg <= Grp 5 Grp ~ X.(T) =7

Soit W la représentation de G = GLy de plus haut poids w = (1, —1). Alors
Dans Grpg, 'image inverse i_l(GrG7(17_1)) a trois composants connexes. Leurs
images dans Grp sont : Gre 1 1), Grr 0,0y, Grry—1,1)-

GI"T7W = GI’T7(1’,1) L GrT,(O,O) L GrT,(fl,l)-

\/\/ - V”:")
? i
Gig, w ——— Grgp e > Grr,w
7 GYT,(:,—I)
- 2 GYT,(M)

> Gy, )

D’aprés 4.5, 5.3.26-5.3.28 de [BD99], les composantes connexes de Grjy, sont
paramétrées par ZX7 := Hom(Z5;, G,y,), ot Zg7 est le centre de M.
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Pour tout 0 € ZTYI’ on note Grjyg la composante connexe indexée par 6. Alors
on a une décomposition

GI“M = H GI‘MVQ.

v
GGZﬂ

Considérons .
Grg <& 771 (Grarg) =% Grazg. (1.7.1)

On peut définir la catégorie Pervy, (Gry, Q). Elle a une décompo-
sition  Pervy, (Gras, Qo) = @peyv Pervay, (Grarg, Q). Remarquons  que
M
2(pc — pu) € Hom(Zy,Gy) = Hom(Gy,, Z37), donce pour tout 6 € ZZ, le

nombre (0, 2(pe — par)) est bien défini. Notons

Perv'MO (Gra, Q) = @ Pervy, (Graze, Q) ® (@Z[l]( ))®(_<9,2(PG_P1M)>).

v
OEZM

1
2

Théoréme 1.7.4. (Compatibilité de Satake géométrique avec l'induction parabo-
lique. 5.3.29 [BD99]. Thm4.3.4 [BG02])
a) Pour tout 8 € Pervg, (Grg, Q) et tout 0 € ZL, on a

. 1 _
To1pS & (Qz[l](ﬁ))@e’wg ) € Peruyg, (Grar, Qp),

i.e. mi* est un foncteur de Pervg,(Grg,Qu) vers Pervy, (Gras, Q). De plus,
c’est un foncteur tensoriel.
b) Notons HYy, [équivalence de Satake avec décalage pour M

Pervy, (Gra, Qe) = Rep@f(]\?). Le diagramme suivant est commutatif :

Pervg, (Grg, Q) LS Pervfwo (Grar, Q)

Hglz H;@Lz

—

Repg, (G) Hes Repg, (M).

Maintenant on donne un isomorphisme de faisceaux pervers qui est un
corollaire du diagramme ci-dessus et qui va servir pour la suite.

~

Soit W € Repg,(G). Notons 8gw € Pervg,(Grg, Q) le faisceau pervers
correspondant par Satake géométrique.

43



De plus, le centre Z3; agit sur W via Z5; — M — G.On peut voir W comme
une représentation de Zz; et on a une décomposition

W = @Wg.

ez,

On a
GI’M7W = H GI"M7W N GI‘Mﬂ.

USVAS
M

En fait, Grasw N Grag = Graw, (les Wy sont des représentations de M ).
On note 8y,w, € Pervy, (Gra, Qo) le faisceau pervers correspondant a Wy
via Hy;.

Dans Rele(ﬂ), on a
Wo — W >~ B Wy

D’aprés la fonctorialité et la commutativité du diagramme ci-dessus, cette inclu-
sion induit une fleche

1\ (- (0.2(p0— . .
S]M,I/V6 ® (@g[l](a)) ( < (pG pM») — SM,W ~ m SG,W ~ @ WG/!Z@/SG7W.

/ v
0 EZﬂ

Comme les composants connexes de Gry; sont paramétrées par Z]\\/q, la fleche
ci-dessus se factorise par mgi;Sa w .

Corollaire 1.7.5. Ce morphisme de faisceaux pervers est un isomorphisme :
1 —0,2(p— ~ -
SM,We &® (Qg[l](ﬁ))(g( (6.2(pc=par)) — 71'95298(;7[/1/. (1.7.2)

Remarque 1.7.6. En particulier, quand P = B et M = T, les composants
connexes de Grp sont paramétrées par X, (7). (Dans ce cas on a X, (T) = As =
ZY.) Pour tout v € X.(T), on a

1\ o, -
Sz, ® (Q1(5)* " S mais S (1.7.3)

On retrouve a) de la proposition 1.5.3.
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1.7.2 Cas des grassmanniennes de Beilinson-Drinfeld

En appliquant la définition 1.2.2 aux P et M, on peut définir Grp; et Gryy ;.
G D P — M induisent des morphismes d’ind-schémas :

GI‘GJ é GI'pJ i> GI‘MJ.

Concretement, pour tout schéma S, un S-point de Grp est
¢ 0
((xi)ieh P=P :}P“Zmi)’

ot P et P" sont des P-torseurs. -
i:Grp(S) = Grg r(S) est donné par P — P x G ;
P
7 Grpr(S) — Grar(S) est donné par P +— P x M.

Soit W € Repg l(@f ). Prenons M! < G!. On peut voir W comme une repré-

sentation de M et définir Grar,r,w. Comme une conséquence de la proposition
1.7.1:

Proposition 1.7.7. On a i '(Grgw) C 7 (Gryrw), ot limage inverse est
au sens des sous-schémas réduits dans Grpj.

On peut avoir une version du théoréme 3.2 de [MVO07| pour Grg s et Gryy.
La démonstration de cette proposition est similaire a celle de la proposition 1.7.1
pour les grassmanniennes affines.

Définition 1.7.8. On définit Grp;w =i~ *(Grgrw) comme sous-schéma réduit
dans Grp.

Avec cette définition, on a des morphismes

GrG,I,W — GrRLW — GI'MJ,{/V.

D’aprés 4.5, 5.3.26-5.3.28 de [BD99], on a une fléche
GI‘MJ — ZY]\/,T

Pour tout 0 € Z]\/\//[\7 on note Grys,r9 'image inverse de 6. Alors on a une décom-
position

GI"MJ = H GFMJ,g.

USVAS
M
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Pour tout 6 € Z]\\/77 on considére

9 _q o
GI"GJ — T (GTMJ,g) — GFMJ’g.

On peut définir Pervyy, ,(Grasz, Q). Notons

1\ o020
Pervly, ,(Gragr, Q) = @ Pervay, o (Grarze) ® (@6[1](5))@)( (0.2(pa=pan)))

v
GGZﬂ

Théoréme 1.7.9. Le diagramme suivant est commutatif (au sens ot l'on a un
isomorphisme canonique de foncteurs entre les deux composées) :

Pervg, ,(Grg,r, Q) LS Perv’]\ho (Grarr, Qo)

T T

Reer(@I) Hes Reer(M\I).

ot les fleches verticales sont les foncteurs définis dans 1.6.1 (avec un décalage
pour M ).

Comme dans le cas de la grassmannienne affine, on donne un isomorphisme
de faisceaux pervers qui est un corollaire du diagramme ci-dessus et qui va servir
pour la suite. R

Soit W € Rep@ (G"). On note 8¢ 1w € Pervg, o(Grg 1, Q) le faisceau pervers
correspondant via le foncteur dans la construction 1.6.1.

Ona M — G on peut voir W comme une représentation de M M et définir
Grasrw P

De plus, le centre Zg; agit sur W via Zg; — M — G — G'. Donc on a une

décomposition
W= W

v
6?€Z]/V7

Les Wy sont des sous M -représentations de W.
On a
Grarrw = [ Grarrw,-

v
GGZJ\’Z

On note Syrw, € Pervy, (Grar, Q) le faisceau pervers cor-
respondant a W, via le foncteur dans la construction 1.6.1. (Donc

®(—(0,2(pa—
SM,I,Wg ® (Qg[l](%)) ( < (pG pM)>) c PerV/]\4LO(GrM,I’QZ>‘)
De fagon similaire au cas de grassmannienne affine dans la sous-section ci-
dessus, on en déduit que :

46



Corollaire 1.7.10. On a un isomorphisme de faisceaux pervers :

1 - —PM ~ -\
Saraary ® (Q[UG) TN S (wo(io) Soaw.  (1T4)

Remarque 1.7.11. En particulier, quand P = B et M = T, les composants
connexes de Grr; sont paramétrées par X, (7). Pour tout v € X, (T), on a

ST,I,WV[_<V7 2pg>] (024 @g(<V, pg>) :> Wu!izSG,I,W- (175)

1.8 Démonstration de la Proposition 1.5.3 et du
Théoréme 1.7.4

1.8.1 Démonstration de la Proposition 1.5.3

On rappelle et compléte la démonstration donnée dans [BD99| et [MVO7].
(a) Notons B~ le Borel opposé de B, on a un diagramme commutatif :

Grg <— Cip

A

GI‘B— LI GI‘T.

Pour tout v € X,.(T), notons L, = w"Ty/Ty € Grr (i.e. c’est le Grp,, ci-
dessus), S, := 7~ 'L,, T, := (77)"'L,, on a

GI'G -~ Sl,

A el

_
T, ——=L..

fv

Ou m, o f, ~ Id, m, o f, ~ Id. Et par définition, S, = Npxw"Go/Go,
T, = Npw@"Go/Go, ott Np (resp. Np) est le radical unipotent de B (resp. B™).

Pour comparer les notations différentes, on remarque que pour tout 8§ €
Pervg, (Grg), H(m,i38) = HI(S,,8) et H(m,.i,8) = Hf. (Grg, 8).

Il suffit de montrer ’énoncé pour & simple, i.e. § = ICq )\ pour un certain
A € X (T). (En fait, si on a 0 — 8 — 83 — 83 — 0, alors 1,58, —
TlE8e — mitS3 *L Cela induit une suite exacte longue - -+ — HY(7,i%81) —
Hq(ﬂ-l,!i?;SQ) — Hq<7Tl,gl.$83) — )

Soit 8§ = ICG,)\-
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(i) D’abord on montre que
HI(S,,8) =0 si q>(v,2pq),
HY (Grg,8) =0 si g < (v,2pg).

Pour obtenir le premier, d’abord on observe que comme 8§ est pervers par
rapport a la stratification donnée par Grl, Sfcrg est en degré < —(n,2pg). En
utilisant dim(S, N Gr}) = (v + n, pg), on a HI(S, N Gr",8) = 0 pour tout
n € XHT) et ¢ > (v,2pc).

Ensuite, notons X := S, N Gr?, X, = UWS)\7<7772PG><*P S, N Gr". Alors X, est
fermé dans X, X, D X, 1.

D’aprés 2.5* de "Applications de la formule des traces aux sommes trigono-
métriques" de [SGA4], on a

Efq - H(Z:)+q(XP - Xp+178) = Hg+q(Xa S)

Ona X, — X, = UnSMn,?pc):—p S, N Gr" ou S, N Gr” est une composante
connexe de X, — X,.. Si HI(S, N G1",8) = 0 pour ¢ > (v,2pq), alors HI(X, —
Xp41,8) = 0 pour ¢ > (v,2pg). Donc HI(X,8) =0siq > (v,2pq).

Finalement, on peut montrer que H9(S,,8) ~ HY(S, N Gr*,8). Donc on a
HI(S,,8) = 051 g > (v, 206).

Pour obtenir le second, d’abord on remplace le Borel B (resp. S,) ci-dessus
par le Borel opposé B~ (resp. T,). En utilisant dim(T, N Gr}) = —(v — 1, pa),
on obtient HY(T,,8) = 0si g > —(v,2pg).

Remarquons que 'on a D(7,).(i;)'8 ~ (m, )i(i; ) DS ~ (7, (i, )*8, donc

H((m;)«(i,)'8) = 0 si ¢ < (v,2pg).

v

(ii) Ensuite, on a une fleche dans Dg, (Grg) :
(5)+i7)'S = () (i)'S.

En fait, cette fleche est donnée par la composée des morphismes

(1) i)t 2 () (f)e(£5) (0 = (1) (i) () ) (i) (i) S5

L) DL @) = (f)6) — (f) () (m)h(i) = (m)(i)* ot le

morphisme [ est le changement de base.

(iii) On montrera que la fléche dans (ii) est un isomorphisme. Avec (i), cela
impliquera (a).

En fait, considérons I’action de G,, via le cocaractére 2ps sur Grg. Les points
fixés sont les L, v € X.(T). Alors S, = {z € Gr,lim,,2p¢(s)x = L,}, T, =
{z € Gr,lim,_, 2p5(s)x = L, }.
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D’aprés le théoréme 8 et sa remarque dans [Fal03], Gr est nor-

mal. Donc on peut appliquer le théoréme 1 de [Bra03] a Gr* et a I’action de
G, via le cocaractére 2p5. On obtient que la fleche dans (ii) est un isomorphisme.

(iii)” (On donne une autre démonstration de (iii) sans utiliser la normalité
dans [Fal03], a l'aide d’une généralisation du théoréme de Braden dans [DG14].)

Notons X := Crg. Considérons I'action de G,, via le cocaractére 2pg sur X.
D’aprés [DG14], on défini X+ := Maps®"(A!, X) et X° := Maps®™ (pt, X). On
+

a le morphisme X+ 2% X induit par I'évaluation en 1 € A! et le morphisme
gt : Xt — X° induit par le morphisme G,,-équivariant 0 : pt — A!.

Lemme 1.8.1. La restriction de py sur chaque composante connexe de X est
une tmmersion localement fermée.

Par définition, X° = {L,|v € X.(T),Vw € W,wv < A}. Pour L, € X°, notons
X = (¢")"Y(L,). A priori, par définition X n’est pas un sous-schéma de X.
Mais d’aprés le lemme ci-dessus, on sait que dans notre cas, X7 < X — X est
une immersion. D’aprés 1.4.3 de [DG14], quand X/ < X est une immersion, on
a X, ={z € X|lims02pc(s)xr = L,} (ou lim,_,o signifie que pour un schéma
S, le morphisme G,,-équivariant S x G,, — X peut étendre & un morphisme
S x A' = X). Le dernier n’est d’autre que S, N Gry.

De méme, on peut définir X~ et montrer que X, =7, N Gré‘;.

Donc on peut appliquer le thm 3.1.6 de [DG14] a Gr* et a laction de
G, via le cocaractére 2pg. On obtient que la fleche dans (ii) est un isomorphisme.

Démonstration du lemme 1.8.1.

Soit V' une représentation fidéle de dimension finie de G, alors cela induit
G — GL(V) ~ GL, ou r = dimV . Notons X' la composé G, A Te — Tgr,- Ny
a M, N € N tel que 'on a des immersions fermées suivantes :

Grd — Gryyy = Gr(M, N) = P(H(Gr(M, N), Lyer)).
(

La premiére immersion est induite par G — GL, (4.5.1 de |[BD99]).
Pour définir la deuxiéme immersion, notons X' = (Ay, -+, A;). Il existe un

m tel que Grgy, (R) C {R C R((w))" un sous-R[[w]]-module localement libre,
w"R[[w]|]" C R Cw "R[[w]]",w " R[[w]]"/R est un R-module localement libre
de rang > (m + \;),R/@™R|[[w]|]" est un R-module localement libre de rang
d(m — \)} C { sous R-module loc. libre loc. facteur direct de rang » (m —
Ai) de w™R[[w]]"/w™R|[w]|" stable par l'action de w} C { sous R-module
loc. libre loc. facteur direct de rang Y (m — \;) de w " R[[w]]" /@™ R[[w]]"} =
Gr(M,N)(R), avec M = > (m — X\;), N = 2mr.

49



La troisiéme immersion est le plongement de Plucker. On note L4, est le fibré
en droites de determinant relatif sur Gr(M, N).

On a l'action de Tgy, sur les trois derniers objets par multiplication a
gauche (pour le dernier, Ty, agit sur Ly et cela induit une action linéaire sur
H(Gr(M,N),Lge)) et action de T sur tous les quatre objets ci-dessus par
multiplication a gauche qui est compatible avec l'action de T¢y,. Donc on a une

action de G,, donnée par G,, G, Te — Ter, sur tous les objets.
Notons X := Grg, et P := P(H°(Gr(M, N), L4e)). D’aprés [DG14], on défini
X+ :=Maps®(A', X) et P* := Maps®" (A!,P). On a diagramme commutatif :

X+ Ay
i*l j
X X
p+i.]?,

ol p¥ et pg sont donnés par I'évolution en 1 € A!, ix est une immersions fermées.

D’aprés le thm 1.6.8 de [DG14], la restriction de pj sur chaque composant
connexe de P* est une immersion localement fermée. D’aprés le lemme 1.4.9 (ii)
de [DG14], le morphisme X+ — X xpP* est un isomorphisme. Donc la restriction
de p¥ sur chaque composant connexe de X * est une immersion localement fermée.
On a montré le lemme.

O

(b) Soit 8 € Pervg, (Grg). Notons X le support de 8, X, := U, 5,0y« SvNX.
Alors X, est fermé dans X, X, D X,;;. On utilise

EP = HPY(X, — X,,1,8) = HP(X,S).

X, — Xp1 = U<U’2PG>:7P S, N X. Comme 'adhérence dans Grg de S, est

S, = Un<uSy, chaque S, N X est une composant connexe de X, — X, ;. D’apres

a) de la proposition 1.5.3, on a H**9(X, — X,41,8) = 0 sauf si p+ ¢ = —p. Donc

la suite spectrale dégénére et on obtient H'(X,8) ~ H(Up2p0)=nSy N X, 8).
Ensuite on montre que

H' (U (v2pa)= nSy NX,8) ~ D,206)= nH (S, N X, 8).

En fait, chaque S, N X est une composant connexe de Uy, 2,.)=n S, NX. Si vy, 1o €
X.(T) tel que (11,2pg) = (v2,2pc) = n, alors d’aprés (2) ona 0 — HX(S,,,8) —
H'(S,, US,,8) — H!S,,,8) — 0e 0 — H!S,,,8 — H!S,, US,,,S8) —

"(Sy,,,8) — 0. Donc ces deux suites exactes se scindent, H”(S,, U S,,,8) ~
Hn(Sl/17S) D Hg(suza S)

C

=
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Comme conséquence, H"(Grg,8) = H™(X,8) = HMYX,8) =~
Hg(U(szG):nSV N X, 8) ~ EB(VQPG):’VLH::](SV N X, S)

1.8.2 Démonstration du Théoréme 1.7.4

On rappelle la démonstration dans 5.3.29 de [BD99] :
(a) Notons By, := B/(Np N B). On a le diagramme commutatif

GI‘T

/ ]B

GI"B — GI“BM

A1k

GI‘G - GI‘p GI‘M

ip mp

ou Grp = Grp Xar,, Grg,,. Comme foncteurs de D¢, (Grg) vers Dr, (Gry), on a
mi* ~ (mp,, (ig,, ) (mp)i(ip)* (par changement de base propre).

D’aprés le lemme 3.9 de [MVO07]|, un complexe A € Dy (Gry) est dans
Pervy, (Grar) ssi (g, )1(iB,,)*A est dans Pervy, (Grr). Soit 8§ € Pervg, (Grg),
alors (7p)i(ip)*8 € D, (Grar). Or on sait que mi*§ € Pervy, (Grr). Done il
faut que (7p)i(ip)*8 € Pervy,, (Gra).

(b) D’apres (a) et la proposition 1.5.3, on a le diagramme commutatif :

Pervg, (Grggﬂﬂi)}%’rvﬁwo (Gryy)

L(WBN[)!(iBM)*

Pervy, (Grr).
Considérons le diagramme :
‘ m Peru!
Pervgy (GrG()WP)!(ZP)* Mo Gr%BM)!(lBM)*eTUTO (Grr)
HE Hiyy i
MOCZ@

On a Hg ~ Hy(mi*) ~ Hy((mpy,)i(isy)" (mp)i(ir)*) =~ Hy((wp)i(ip)7), on
le premier et le dernier isomorphisme viennent de (c) de la proposition 1.5.3
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appliqué a G et a M.

Remarque : On peut aussi montre 1’énoncé par un argument similaire que le
cas de Borel ci-dessus, en considérant une filtration de Grg par les Sp,.
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Chapitre 2

Rappel sur les champs de chtoucas

Les rappels dans ce chapitre sont basés sur [Dri87], le chapitre 1 de [Laf97],
[Var04| et les sections 1, 2, 4 de [Laf12].

On va seulement considérer les champs de chtoucas sans modifications inter-
médiaires. Les champs de chtoucas avec modifications intermédiaires sont néces-
saires pour les actions de Frobenius partiels, mais on ne les considérera pas. Voir
[Laf12] pour les détails sur cela.

2.1 Comme préchamps

2.1.1 Deéfinition de préchamps de chtoucas

Notation 2.1.1. Si S est un schéma sur F,, on notera Frobg : § — S le mor-
phisme qui est 'identité sur I’espace topologique sous-jacent et qui sur le faisceau
de structure Og est I’élévation a la puissance ¢. (On dit aussi que c’est le Frobenius
absolu ou le Frobenius relatif a F,.)

Si 2 est un champ sur F,, on notera Froby : 2~ — 2 (ou simplement Frob
s'il n'y a pas d’ambiguité) le morphisme qui pour tout schéma S sur I, induit le
foncteur

Z(S) = Z(S)
(x:S—=> Z)— (xoFrobg: S — S5 — 2.

Cette définition est compatible avec la précédente lorsque 2 est un schéma,
parce que le diagramme suivant est commutatif sur I, :

|z

S

Frob o
—_—

Frobg

S
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Définition 2.1.2. On note Bung le préchamp qui associe a tout schéma affine
S sur [y le groupoide

Bung(S) = {F¢ : G-torseur sur X x S}.

Soit N un sous-schéma fini de X. On note Bung y le préchamp qui associe a
tout schéma affine S sur [, le groupoide

Bung y(S) = {F¢ : G-torseur sur X x S, 1 : ?G|Nxs = G}NXS}'

Lemme 2.1.3. Le morphisme Bung v — Bung d’oubli de la structure du niveau
fait de Bung n un Gy-torseur sur Bung.

Soient N' D N deur sous-schémas finis de X. Alors Bungn: est un
Ker(Gy — Gy)-torseur sur Bung y.

Notation 2.1.4. Pour tout schéma S sur F, et tout G-torseur F¢ sur X x .S, on
notera "Fg le G-torseur (Idy x Frobg)*Fg.

Par définition, si F¢ désigne S = Bung, alors "F est la composée S Trobs,
S % Bung. On peut définir un morphisme de foncteurs Frobpuy, : Bung —
Bung : pour tout schéma S sur Fy, cela induit le foncteur de groupoides :

Bung(S) — Bung(S), JF¢+— "Fa.

En fait, on va montrer que le préchamp Bung est représentable par un
champ algébrique sur IF,. Le morphisme Frobg,,, est donc le morphisme dans la
notation 2.1.1.

Définition 2.1.5. Soit I un ensemble fini. Soit N un sous-schéma fini de X. On
note Chtg n 1 le préchamp qui associe a tout schéma affine S sur F, le groupoide
Chte n 1(S) qui classifie la donnée de

i) z; € (X N N)(S) pour i € I,

ii) (STG,@/J) c BunGVN(S),

iii) un isomorphisme
5755,

(b : ?G‘(XxS)\(Uielfzi) XxS)N(Uier I'e;)

préservant les structures de niveau en N, c’est-a-dire que "¢ o qﬁ‘ Nxs =¥
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Définition 2.1.6. Soient I et N comme dans la définition précédente. On note
Heckeg v, le préchamp qui associe a tout schéma affine S sur F, le groupoide
Heckeg v 1(S) qui classifie la donnée de

i) z; € (X N\ N)(S) pour i€ I,

i) (Fo. ), (T 1) € Bung.(9),

iii) un isomorphisme

. ~ /
¢ ?G’(XXS)\(UZ-UF%) — J¢ (Xx8)~(Uje; Ts;)
préservant les structures de niveau en NN, c’est-a-dire que 1’ o gb‘ Nxg = .

Remarque 2.1.7. Par définition, on a un carré cartésien de préchamps sur I, :

ChtG7N,[

Heckeg .1 (2.1.1)

(pr, pr’)

(Id, Frob)
Bung y —— Bung y x Bung x

ou pr (resp. pr’) est la projection de ((:L‘i)ie], (Fg, ) 2, ( ’G,@/)’)) vers (Fg, )

(resp. vers (Fg,¢')).

Remarque 2.1.8. Le préchamp Bung y est sur F,. Les préchamps Chtg nr et
Heckeg v 1 sont sur (X ~ N)7.

Notation 2.1.9. On omet N de la notation lorsque N = ().

Lemme 2.1.10. Le morphisme Chtg i — Chtg doubli de la structure du
niveau fait de Chtg n un Gn(F,)-torseur sur Chte ;.
Plus généralement, soient N' D N deux sous-schémas finis de X, alors

Chte nr g est un Ker(Gyi(F,) — Gn(F,))-torseur sur Chtg n s |(X\N,),.

2.1.2 Une autre description du préchamp de Hecke

On aura besoin d'une description de Heckeg ny,; comme dans la proposition
2.1.16 ci-dessous. Cela va servir pour la section 2.2.2 suivante.

Commencons par une généralisation de Bung y.

Définition 2.1.11. Soit N un sous-schéma fini de X. Soit I un ensemble fini.
Soit d := (d;)ier € N. On note Bung v 14 le préchamp qui associe a tout schéma
affine S sur I, le groupoide qui classifie la donnée de

i) x; € (X N\ N)(S) pour i€ I,
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ii) Fo : un G-torseur sur X x S,
iii) une structure de niveau sur le diviseur (N x §) 4+ 'y g,q, :

~

CE ?G‘(Nxs)wzdizi - G‘(NxS)—i—FZdiIi

Remarque 2.1.12. Bung x ;4 est sur (X ~ N)!. Soient (z;);c; € (X~ N)!(F,).
Alors la fibre de Bung y 74 au-dessus de (z;);e; est isomorphe a Bung nis dia,
(on voit N + > d;z; comme un sous-schéma fini de X dans la définition 2.1.2).

Définition 2.1.13. On définit le préchamp Bung n 1. = lim Bung 4, ol la
pi d

limite est pour tous les d; tendant vers oo.

Concrétement, pour tout schéma affine S sur F,, le groupoide Bung . 1,00(5)
classifie la donnée de

i) et ii) comme dans la définition précédente,

iii) 1 H:G‘(NXS)+FZOOZi — G‘(NxS)Jermi'

Construction 2.1.14. On construit un morphisme de préchamps sur (X ~ N)? :

BunG7N7LOO X GI‘GJ — HeckeG,NJ,
(X~N)I

ou Grg s est la grassmannienne affine de Beilinson-Drinfeld sur X I définie dans
la section 2 du chapitre 1.
Il envoie

((xi)ig, Fa, ¥ “TG’NXS = G’NXS’ K "J'“G|Fzm' = G|Fzm-> € Bung n.1.00(5)

et
((widier, 0 F = Fb, 0:T6 3Gl ) € Grg(S)
sur .
<($¢)ie1, (TG0, %0) = (?G,h%)) € Heckeg v 1(5),
ol

?GO =

)

{ Je sur X xS —Ul',
3:G1 =

Je sur X xS —Ul,
G sur D'y,

o sur I'soq,

le recollement est donné par k™' 0@ (resp. k™' 0o ¢) sur 'y oy, — UI';,. Comme
(73)icr € (X N N)(S)!, les deux diviseurs N x S et UL, sont disjoints. Donc on
a une structure de niveau ¢y = ¢ pour Fg 1 (resp. 1)y = ¢ pour Fg ).

On remarque qu’en fait, on a Fg1 — Fe.
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Dans la section 2 du chapitre 1, on a défini le groupe Gro sur X7. 1l agit
sur Grg r par changement de trivialisation. De plus, il agit aussi sur le préchamp
Bung 7,00 par changement de trivialisation sur I's~ ooy, .

Définition 2.1.15. On définit [Gro\(Bungn e X Grgr)| comme quotient
(X~N)I

du préchamp Bung s X Grgr par laction diagonale de Gr o (au sens de
(X\N)I

I'annexe A.3).

Proposition 2.1.16. a) Le morphisme des préchamps Bung n 100 % Grgr —
Heckeg v 1 se factorise a travers le quotient [Gro\(Bungnie X Grar)l.
(XN

b) Le morphisme dans a) induit est un isomorphisme des préchamps :

[Gl,o\(BunqN,Im X GI"G’[)] 5 HeckeQN,I .
(X~N)I

On note Ba.N1,00 SON inVETSe.

Démonstration. a) Sur (X \ N), Paction de G est donnée par :

G[’o X (BUHG7N7]700 X GI‘G7]) — BunG,N,I,oo X GIG’[
(X~N)! (X~N)!

(% (Fo 0, 8), (Fe & 58,0)) = ((Fa v, Ly 0 0), (T S T, Ly 06) ).

On voit que cette action ne change pas les G-torseurs Fg et Fg1 définis dans
la construction 2.1.14 ci-dessus, qui sont donnés par le recollement en utilisant
k1ol et k! oo respectivement. Dot le a).

—~—

b) On considére un préchamp Heckeg v au-dessus de (X \ N)! qui est défini

—_—

en associant a tout schéma affine S sur F, le groupoide Heckeg n ;(S) qui classifie
la donnée de .
1) (($i>i617 (gG,Oa 1/}0) — (?G,la 7vbl)) c HeCkeG,N,I(S)a

ii) une trivialisation sur I's~ ooz, :

Le morphisme Heckeg y; — Heckeg y; d’oubli de la trivialisation fait de

—_——

Heckeg v un Gy o-torseur sur Heckeg n; (au sens de A.3). On a un carré carté-
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sien :

—~—

Heckeg v 1

BunG7N71,oo X GI‘GJ
(X~N)I

[Gro\(Bungnre X Grgr)] Heckeg w1,
(X~N)!

La fléche horizontale en haut est donnée par

((Fesm). (56 % F6,9) ) = ((Foov0) & (Fou, ), 6).

ol les Fg o et Fg1 sont les G-torseurs définis dans la construction 2.1.14.
Les deux fleches verticales sont des G o-torseurs. Donc pour montrer le b), il

—~—

suffit de montrer que Bung v X Grgr — Heckeg y; est un isomorphisme.
(X\N)I
Pour cela, on construit un morphisme inverse, qui envoie

((@)ier, (Fao o) & (Far ). 0: Faulr Gl ) € Heckegi(S)

sur

((rfc,b%,@), (gGvO‘rzm, i 35G,1|F200m'79)) € (Bungnreo X Grer)(S).

(X~N)I
O]

Remarque 2.1.17. On va montrer que les préchamps Heckeg v et Bung n

sont des ind-champs. Comme Bung n 7. — Bung y est un Gy o-torseur, d’apres

la proposition A.3.4 dans l'annexe A.3, [G;o\(Bungnre X Grgr)] est un
(X!

N
champ. Donc 'isomorphisme dans la proposition 2.1.16 est en fait un isomor-

phisme d’ind-champs.

2.1.3 Préchamp Chtg 1w

Définition 2.1.18. On note [Gro\Grg | le quotient de Grg ; par Gr o au sens
des préchamps. Alors pour tout schéma affine S sur F,, [G10\Grg](S) est le
groupoide qui classifie la donnée de

i) x; € X(S) pouri € [,

ii) deux G-torseurs Fe, I sur I's ooz, s

iii) un isomorphisme
= Fg

- T :
¢ G|FZ ooxi\(UiEI in) FE mii\(UiEI Fli)
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Construction 2.1.19. Notons €g 1, la composée :

ChtgyN’[ — HeckeG,NJ ~ [GI,O\(BUHG,N,I,OO x XN)IGYG’I)] — [G],o\Gl"G,[].

Autrement dit, il envoie

((@idier, (o) % (F6,"9)) € Chtana(S)

sur

<<xi)i€f"rﬂ;‘rzm, 2, T?G‘Fzm) € [Gro\Grg 1] (S).

Soit W € Repg, ((AJI ). Rappelons que I'on a défini le sous-schéma fermé Greg ; w
de Grg, r dans le chapitre 1.

Définition 2.1.20. a) On définit Chtey;w comme image inverse de
|G1,0\Greg rw] par le morphisme ci-dessus € 100 : Chtg n s — [Gro\Gra.].

b) On définit Heckeg v rw comme image inverse de [Gr.o\Grg,rw] par le mor-
phisme COmMpose : HeckeG’NJ ~ [G]7O\(BUI].G’N’[’OO x XN)IGIG’I)] — [G[’o\GI‘G’[].

Par définition, Chtg n,rw est un sous-préchamp fermé de Chtg n ;. Le pré-
champ Chtg n ; est limite inductive des Chtg n 1w

Lemme 2.1.21. Soit W de la forme WV, ou V., est la représentation irré-

ductible de G de plus haut poids w;. Alors Chtg y 1w est non vide si et seulement
86 [ ey wil = 0 dans 7 (G).

2.1.4 Stratification de Harder-Narasimhan

On rappelle la stratification de Harder-Narasimhan pour Bung et Chtg v ;.
Voir [Var04], [Sch15]|, [DG15| pour plus de détails.

Commencons par quelques préparations. On a un isomorphisme canonique
mo(Bung,,) — Z. Ainsi pour tout tore H déployé on a un isomorphisme canonique

deg,; : mo(Bung) = Ay

Soit P un parabolique standard de G et M le plus grand quotient réductif.
En utilisant M — M2, on obtient

Buny, — Bunjas — mo(Bunpas) — Ajjab.
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D’ailleurs, l'isogénie Z3; — M?" induit un isomorphisme K%{ab ~ K(%M. Notons
deg,, le composé :

deg,, : Buny — Appar — A%ab ~ AgM.

Notons degp le composé :

Q

degp : Bunp — Buny, — KZM.

Par définition,
KZJW = {)‘ € KG | <)\,04z‘> = (0 pour z € FM}
On a une inclusion R R
Lp: A(%M — A(g.
On a une projection R R
prp : A% — A%M

définie comme le composé

AQ _ RQ AQ Q0
A2 =AY A%, ~A% .

Ainsi le noyau de prp est

Le composé

est Id : /A\(SM — /A\(SM

Remarque 2.1.22. L’ensemble /AX(%M est noté Ag » dans [DG15]. Le réseau A pyan

est noté Ag p dans [Sch15], et le morphisme composé A Mab —> K%ab ~ T\‘SM — /A\g
est appelé morphisme de pente dans [Sch15] 2.1.3.

Exemple 2.1.23. Quand G = GL, et M = GL,, x GL,,, le morphisme ¢p est
donné par R R
Lp: A(%M — AZ
UI U/ ,U// ,U//
('U/,U”> = <_> T T T 7_)
1 T T2 )

Y . . ! . .
ou ;- apparait fois et +> apparait r fois.
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Dans l'autre sens,
prp AQ — AQ

(:ula"'alvbr Z/vbw Z :uj

j=ri+1

Maintenant considérons 'application :
tpodegp : Bunp — T\‘EM — /A\g

Le morphisme G — G®! (dont le noyau est Zg) induit /A\Q — A2 . Notons le

Gad
composé :
@ AS = A — AL,

¢ o degp : Bunp — AZM — Agad

Soient A\, u € 7\;89 On dit que A < p si g — A est une somme des coracines
simples de G® avec coefficients dans Q7.

Définition 2.1.24. a) Pour tout u € AJGFS, on définit Buné“ comme le préchamp

qui associe a tout schéma affine S sur F, le groupoide

Bung"(S) := {F¢ € Bung(S)| pour tout point géométrique se s,
tout parabolique P, toute P-structure Fp sur Fg,, on a (5 o degp(Fp) < p}.
b) Pour tout sous-schéma fini N de X, on note Buné I'image inverse de
Bung" dans Bung y.

Remarque 2.1.25. D’aprés [DG15| lemma 7.3.2; il suffit de vérifier la condition
seulement pour P = B. Autrement dit, la définition ci-dessus est équivalente &
dire que

Bung”(S) = {F¢ € Bung(S)| pour tout point géométrique s € S,
toute B-structure Fp sur Fo,, on a 1y o degp(Fp) < u}.
Elle est aussi équivalente a dire que
Buné"(S) = {F¢ € Bung(S)| pour tout point géométrique s € S,
toute B-structure Fp sur Fg 5, tout A € Agaa, on a degTFp\ < (1, \)}.

B
ou Fp\ est le fibré en droites associé¢ a A (i.e. le G,,-torseur Fp x G, associé a

B—T—T9%G,).
Cette derniere définition est celle utilisée dans [Var04| et [Laf12].
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Exemple 2.1.26. Quand G = GL,, on a Ao~ 7" et Kg ~ Q.

KJC:;S: {/1’: (Mla"' 7:“7“) mOd@(17 71> GQT/@(17 71>7 tel que U Z Z,U/r}

L’ordre partiel dans /A\%ad est donné par

()‘17"' 7)\7“) mOd@(L 71)§(M17"' ,,lJ,T) mOdQ(L 71)

si et seulement s’il existe un a € Q, tel que

A+ a <,
(M +a)+ (N +a) < pg+ po,

(M+a)+-+ A Fa) =+ A+

Soit € € Bungy,.(S). Alors pour tout point géométrique s € S, €, est un fibré
vectoriel de rang r. Il a une filtration canonique Harder-Narasimhan

€,:0C & C---C&p=E&,.
Notons r; := rg(€; — €;_1). Considérons le parabolique standard P correspondant
aux blocs (ry,re, -+ ,ry,) et le Levi M = GL,, X --- x GL, . Alors la filtration

&, est une P-structure de €, et on a

degp &, = (deg &,deg(€2/€1), -+ ,deg(Em/Em 1)) € Z™ = Ay,

epodegp € = (1(€1), -+ u(€1), -+ 1(€m/Emor)s (€ /Emo1)) € Q" = AZ,
deg(€:/€i—1)
rg(&/Ei1)_

Soit = (p1, -+, pr) mod Q(1,---,1) € Ag;g. Alors Buné‘L‘T(S) classifie les
fibrés vectoriels € € Bungy, (S) tel que pour tout point géométrique s € S, pour
P le parabolique correspondant a la filtration Harder-Narasimhan de &, on ait

1% o degp &, < p1. Avec les notations ci-dessus, cette condition s’écrit comme

(:u(gl)v e 7“(81)7 e ’M(E:M/gm—l)v e 7#(8m/8m—1)) mod Q(la Ty 1) S 2

ou chaque p(&;/&€;-1), défini comme , apparait exactement r; fois.

Autrement dit, le polygone Harder-Narasimhan de €, est au-dessous du polygone
défini par p (aprés la normalisation telle que les deux polygones se terminent en
un méme point).
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Lemme 2.1.27. ([Var04] Lemme A.3) Pour tout u € T\gﬁ, Bung” est un sous-

préchamp ouvert de Bung. Pour puy < po, on a une immersion ouverte :
<m <u2
Bung™ < Bung™ .
De plus, Bung est la limite inductive de ces sous-préchamps ouverts

Bung = U Buné“.

+,Q

H’GAGad

Définition 2.1.28. Soit 1 € A3, On définit

<p ._ <
Bun;" = U Bung

H o <p

=p . _ <p <p
Bun," := Bung" — Bun;" .

Le préchamp Bunj” est ouvert dans Bung”. Le préchamp Bung” est fermé

< = 4 .
dans Bung”. Donc Bung” est un sous-préchamp localement fermé de Bung.

Lemme 2.1.29. D’aprés [DG15] 7.4.5 - 7.4.9, on a des propriétés suivantes :
i) Les Bun." pour les p différents ne s’intersectent pas.
ii) L’ensemble de p tel que Bung" # 0 est discret dans Kgad ® R.
iii)
Buné“ = U BunZ’.

Ay ASp

Gad *
2 : S/L <u =u .
comme I'image inverse de Bung" (resp. Bun;”, Bun;") par le morphisme

Définition 2.1.30. Soit x € A5S. On définit ChtFy ; (resp. Chtgy ;, Chtgly )

ChtG7N7] — Bung,

<($7L)7LEI7 (H:G7 w) i} (T?Ga T,lvb)) = HTG-
D’apres le lemme 2.1.27 ci-dessus, on a

Lemme 2.1.31. Le sous-préchamp Chtéf‘NJ est ouvert dans Chtgnr. On a

~

Chte N = Uu Chtéf‘NJ. Pour py, e € Agﬁ, 1 < fa, OM a une immersion
ouverte :
<p1 <po
Chtg'y ;= Chtg/y 7 -
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Soit W € RepQ(éI ). On définit Chtéf‘ v.7.w comme I'image inverse de Chtéfﬁ\ﬁ s
par le morphisme ChtG’N,[’W — ChtG’NJ.

Remarque 2.1.32. Ici, on définit la stratification de Chtg n; par la filtration
de Harder-Narasimhan seulement pour J.

Dans [Dri87| et [Laf97], Drinfeld et L.Lafforgue ont considéré une autre strati-
fication de Cht¢ nr qui est définie en utilisant la filtration de Harder-Narasimhan

pour un chtouca (Fg, 1) LA ("Fg, 7). Ainsi, pour tout u € KZ,ZS, on peut définir
un sous-champ ouvert noté Cht;fﬁ, I

Les deux systémes inductifs sont compatibles, au sens suivant : on a
Chtg'y ; C Chtgf ;-
Pour tout p, il existe un u’ tel que
Chtg%, C Chtly ;.
De plus, pour p assez grand pour B, on a
Chtg x4, = Chtgly ;-

Pour voir ce dernier, considérons le cas ou G = GL,,. Rappelons qu’un chtouca
dans Chtgy, 1w (S) avec des pattes en (x;);e; € X(S) est un fibré vectoriel F de
rang n sur X x S, muni d’'un morphisme de faisceaux ¢ : ' = "F(I's2y,,,) (01 les
entiers (n;);c; est déterminés par W), qui est un isomorphisme sur X x S~ UI',,
et qui a des podles en UL',..

Si (F,¢) € Chtgl, ;w pour p = (p1, p2) € A/A\JGFL2 tel que py — pg > 0. Alors
F admet une filtration canonique 0 C €& C F avec € un sous-fibré de rang 1.
Considérons

j{d)]g:
€ TE

La condition sur p implique que le morphisme composé & — "F/7E(I's,,,,) est le
morphisme nul. Ainsi le morphisme & — "F(I's~,4,) se factorise par "€ (s~ p,a,)-

Le fibré vectoriel € muni de ce morphisme & — "€(I's~,,4,) est un sous-chtouca
de (%, ).

2.1.5 Préchamps Bung y /= et Chtgn /=

Dans toute la suite on fixe un sous-groupe discret = de Zg(A) tel que

i) =N Zg(@)Zg(F> =0,
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ii) le quotient Zg(F)\Za(A)/Za(0)= soit fini;
iii) le composé¢ = — Zg(A) — G*(A) soit injectif (ou la deuxiéme fleche est
induite par le composé Zg — G — G?P).

Bung, v(F,) agit sur Bung y (resp. Chtg n,r) par torsion d'un G-torseur par
un Zg-torseur : autrement dit, l'action de Tz € Bung, y(F,) est donnée par
?G — (StG X ‘Iz>/ZG

Notons Kz, n = Ker(Zg(0) - Z¢(On)). On a

BUDZ@N(Fq) ~ Zg(F>\ZG'(A)/KZG7N.

Ainsi, pour tout N, = agit sur Bungy et Chtgny; via = — Zg(A) —
BunZG,N(Fq).

Définition 2.1.33. On définit les quotients

BunGN /E et ChtGJVJ /E,

De plus, soit u € 7\5}3

BunéfN (resp. Chtéf‘N’I).

L’action de = préserve les sous-préchamps ouverts

Définition 2.1.34. On peut définir les quotients

Spee <p =
BunGJ\, = et ChtGNJ =,

Le préchamp Chtg n 7w est stable sous I'action de =. Donc on peut définir
ChtG,N,I,W /E et Chté’,jV,I,W =.

Comme G est réductif, on peut construire un morphisme

dege : Bung — KGab — Kgab ~ /A\gc

Définition 2.1.35. Pour tout v € K%G, notons Bung, l'image inverse de v.

Remarque 2.1.36. Le sous-préchamp Bung. est ouvert et fermé dans Bung. De
plus, Bung, est non vide seulement si v apparait a un sous-groupe engendré par un
nombre fini d’éléments Ag C 7\‘3@ tel que Ag®Q = K(%G En fait, Ag = prG(/A\G),
ou prg : 7\% — K‘%G Pour plus de détails, on renvoie a la section 7.2 de [DG15].

On a vu que = agit sur Bung y. De plus, = agit aussi sur Ay via = —

Zg(A) — Bung, — /AX%G Cette action est compatible avec le morphisme degg, :
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Bung — ]\\%G Par définition, le morphisme = — G®"(A) est injectif. Donc = agit

sur Kcab et elle préserve Ag. Ainsi on obtient
BunG /E — Ag/E

Comme Zg(F)\Zq(A)/Zg(0)Z est fini et le noyau de Zg — G est fini,
A /= est fini. On peut choisir un sous-ensemble fini A, de Ag tel que le composé
A, — Ag — Ag/E soit bijectif. Ainsi, on obtient un isomorphisme

|_| Buny;, y = Bung y /Z.

vEAy
(L’injectivité vient du fait que l'on a choisi = tel que = — G*P(A) soit injectif.)

Soit v € K%G On définit Chtg, v ; comme image inverse de Bung, par le mor-
phisme
ChtG,N,I — Bung,

((%)ieh (Fa,v) 2, (T5G>T¢)) = Fa.

On a

veAy,

2.2 Comme champs algébriques

2.2.1 Représentabilité

Soit p € AJGFS Soit v € AQ Notons Bun %7 Iimage inverse de BunG v bar

Bung y — Bungy. On a

~ <u7
BunGN =~ I_l Bung

veEAy

Bung y = U |_| Bun<”’

K veA

Proposition 2.2.1. ([Var0j] Lemma 3.1)

a) Quand N est assez grand par apport & pi, Bun—”’ est un schéma lisse
quasi-projectif.

b) Pour tout N, le préchamp Bung y est représentable par un champ algébrique

d’Artin.
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Remarque 2.2.2. Dans la proposition ci-dessus, a) implique que Bung y est une
réunion d’un nombre fini de composantes connexes. Mais on n’aura pas besoin de
ce fait.

Soit W € Rele(é[). Notons Chtéf‘ N 7w image inverse de Chtéfjv’LW par
Chté,N,I,W — ChtG7N7]7w. On a

<u = o~ <p,v
ChtEy /= ~ |_| Chtg/3 -
I/EA/G

Chtenrw = J | | Chtg3/ 7w -

B veA

Proposition 2.2.3. (Proposition 2.16 [Var04])

a) Si N est assez grand par apport a p, alors Chtéfj’v"’LW est un schéma quasi-
projectif.

b) Pour tout N et p, le préchamp Chtéfjuw (resp. Chtg 1w ) est représen-
table par un champ algébrique de Deligne-Munfold localement de type fina.

Comme conséquence, Chtg n; = lim Chteg v w est une limite inductive des

—
champs algébriques de Deligne-Munfold.

Corollaire 2.2.4. Le préchamp Chtéfﬁ\ﬁ W /E est représentable par un champs
algébrique de Deligne-Munfold de type fini.

On rappelle le principe de la démonstration de la proposition 2.2.3. Voir
[Var04] pour plus de détails.
D’abord, on a besoin de la représentativité de Heckeg n 1w .

Proposition 2.2.5. ([Var04] Lemma 3.1) Le morphisme
pr: Heckeg n 1w — Bungy, (Fo — ) — Fa

est représentable et projectif (de méme pour pr’). Comme conséquence,
Heckeg n 1w est représentable par un champ algébrique d’Artin.

La démonstration est dans A.4 de [Var04]. Le fait important est que la fibre
de ce morphisme sur un F¢ € Bung vy est Uensemble des ((z;)ier, F,0 : F = Fo)
oit F est un G-torseur sur X et @ est un isomorphisme sur X — | J,.; #; dont la
position relative sur J,.; x; est bornée par W. La fibre est une version tordue
par F¢ de Grg rw. Dans le chapitre 1, on a vu que Grg rw est un schéma réduit
projectif de type fini.
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Démonstration de la proposition 2.2.3.
a) Pour tout pu, si IV est assez grand en fonction de p comme dans la propo-

sition 2.2.1, alors Buné’j{,” est un schéma quasi-projectif. D’apreés la proposition

<p,v . . . . .
2.2.5, Heckeg/ 1y est aussi un schéma quasi-projectif.
Par définition, on a un carré cartésien de préchamps sur I, :

<u,v <p,v
ChtG7N,I7W HeCkeG’N’I’W (2;2;1)
(pro,pr1)
<p,y  (dFrob) <py <py
Bung'y Bung'y x Bung'y

Donc le préchamp Chtéf” N.r.w est un sous-préchamp fermé de Heckeéfﬁ{,lfl,w. On
en déduit que Chtéfl N.r.w est un schéma quasi-projectif.
b) est une conséquence de a) et du lemme 2.1.10.

2.2.2 Un morphisme lisse clé

Rappelons que dans le chapitre 1, pour tout d := (d;);c; € N!, on a défini un
schéma en groupe G4 sur X . Le corolaire 1.2.20 dit que Gre 1w est stable par
I'action de G19 et que quand les entiers d; sont assez grands en fonction de W,

I'action de G o sur Grg 1w se factorise a travers le quotient Gy 4. Prenons un tel
d.

Définition 2.2.6. On définit [G;4\Grg rw] comme le champ de quotient (au
sens de 2.4.2 de [LMB99]).

Proposition 2.2.7. Le champ [Gr4\Grgrw]| est algébrique. Le morphisme
Grarw — [Gra\Grerw] fait Grgrw un G g-torseur sur |Gy \Gre,rw].

Le quotient Gro — G4 induit un morphisme [Gro\Grer w] —
[G[@\GI‘G,[,W]. Notons €G,N,I,d la composée

Chteniw — [Gro\Grerw) — [Gra\Gre,rw).
Corollaire 2.2.8. eg n 14 €5t un morphisme de champs algébriques.

Le morphisme G — G/Zg ~ G induit un morphisme de champs algébriques
[G1.4\Grg rw] — [G9%\Gre,rw]. Le composé de morphismes

Chten.w ——% [Gr4\Cra.rw] — [G?Z\GTG,I,W]
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se factorise par le quotient Chtg nyw /=. Autrement dit, on posséde un mor-
phisme de champs algébriques

6%71\[’[74 : ChtG,N,],W /E — [G?Z\GrG,I,W]'

Proposition 2.2.9. (V.Lafforgue, Prop 2.8 de [Laf12]) Le morphisme

ean 1 : Chtenrw — [Grg\Gre,rw]
est lisse de dimension dim G4 = (D> d;)dimG.

Corollaire 2.2.10. Le morphisme
6%71\77[74 : ChtG',NJ,W /E — [ ?:id\GI"GJ,{/V}
est lisse de dimension dim G{% = (3 d;) dim G**.

Cette proposition est tellement importante pour la suite que ’on va rappeler
sa démonstration. Commengons par un lemme :

G4 agit sur Bung 7 v 4 par changement de trivialisation. On définit le champ
de quotient [Gr4\(Bung;na X Grerw)]. Notons S g le composé
- T (XN)! -

Heckeg n 1w ~ [Gl,o\(BUHG,N,I,oo( X IGrG’,I,W)] — [Gl,d\(BunG,LN,d( X IGTG,I,W)],

X~N) X~\N)
ol le premier morphisme est donné dans la construction 2.1.14 et la proposition

2.1.16, le deuxiéme morphisme est induit par Bung 700 — Bung rng et Gro —
G[ d-

Lemme 2.2.11. Ce morphisme est un isomorphisme de champs algébriques :

Ba.ra : Heckeg 1w — [Gra\(Bungrna IGTG,I,W)]-

X
(X\N)

Démonstration du proposition 2.2.9.
On omet l'indice N pour simplifier les notations.
Comme I’énoncé est local pour la topologie lisse, il suffit de montrer que

Chtg,rw X Grg,rw — Grg,rw est lisse.
(Gr,d\Gre,r,w]
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En utilisant I'isomorphisme (¢ ;4 dans le lemme ci-dessus, on a un diagramme
ou tout les carrés sont cartésiens :

ChtG,I,W X GrG,],W BUHG’[’Q XIGIG,I,W GrG,I,W
X

(Gr1,a\Grg,1,w]

| |

B
ChtG,I,W HeckeG,I,W = [GI,Q\(BU-HG,I,QI ?IGIAG%W)] — [GI,Q\GYG,I,W]

(2.2.2)
En combinant le carré a gauche dans le diagramme (2.2.2) ci-dessus avec le
diagramme 2.1.1, on a un diagramme ou tout les carrés sont cartésiens :

ChtGJ,W X GrG,I,W BunGJ@ X GrG,I,W
[G1,a\Grg,1,w] X1

|

B
ChtGJ’W HeckeQLW = [G]@\(BUI]G’[@ ;(IGIGJM/)]
l l(prl, Frob -pro)
Bung Bung x Bung

(2.2.3)
Comme une conséquence du diagramme (2.2.3) ci-dessus, on a un carré car-
tésien au-dessus de Grg rw :

ChtG,[,W X GI‘G,[,W BunGJ,é X GrG,I,W (224)
(G1,a\GrG,1,w] X1
I(p'rl, Frob -pro-8~1, 1d)

(A, 1d)
Bung xGre rw

Bung x Bung xGreg rw

Pour conclure, on applique le lemme 2.2.12 ci-dessous a Y = Grgrw, V =
Bung g X Grgw, W = Bung xGrg rw, b1 = pri, b = Frob prg - B W =
4%

Chte 1w X Gre,rw. On utilise le fait que Bung est lisse sur I, et que le
[G1,d\Gra,1,w]

morphisme Frob a une dérivée nulle.
OJ

Lemme 2.2.12. Soient Y un schéma sur IF,, U,V deux champs algébriques loca-
lement de type fini et lisses sur'Y . Soient by, by deux morphismes de 'V vers U tels
que by et by commutent avec la projection vers Y et que by soit lisse et by ait une
dérivée nulle dans les fibres au-dessus de Y. Notons W le produit fibré de champs
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algébriques :

W v

e

TR TN T
Y

Alors W est lisse sur Y .

2.3 Exemples de champs de Chtoucas

Exemple 2.3.1. (Chtoucas pour un tore 7T')
Commencons par chtoucas pour G- Soit [ = {1,2,--- n} Soit W une re-

présentation irréductible de G . Alors W est de la forme ¢y X - - - K1), avec 1;
caractére de G,,, donné par un entier w; € Z. On a un carré cartésien :

ChtGmJ’W PiCX L
l |-
X7 Picx TLeLT!
(@i)ier Zie[ WiT;

Le champ Chtg,, ;w est non vide si et seulement si > ., w; = 0. Quand il est

non vide, il est de dimension relative 0 au-dessus de X7.

i€l

Soit T'~ GI,. Soit I = {1,2,--- ,n}. Soit W une représentation irréductible
de T'. Alors W est de la forme W7 X ... X W, avec W, une représentation

irréductible de 7. Chaque W; est de la forme X§)X§) Xﬁ), avec X() caractere

de G,,, donné par un entier wj(.) € 7Z. On a

Chtyrw = Cht gy X X Cht

X1 xI mv I X<1>®®X$n)

maIX

((xi>i€1'7[41 — Ly, Ly — chr) — ((%’)z’eb[q — TL1)> Tty ((%’)z’eb L, — T[Jr)

Le champ Chtyw est non vide si et seulement si )., w](i) = 0 pour tout 1 <
j < r. Dans ce cas, il est de dimension relative 0 au-dessus de X’.
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Exemple 2.3.2. (Chtoucas sans pattes)
Quand I = (), on a un carré cartésien :

ChtGJV,q) BUDG7N
(Id,1d)
(Id,Frob)
Bung x Bung y x Bung n .

Le champ Chtgyg est canoniquement isomorphe au champ discret
Bung n(F,), considéré comme un champ constant sur F,. C’est-a-dire que

|_| [Aut?(F )\ SpecF,] = Chtg np

(Fg,¥)eBung, v (Fq)

ott Aut¥(F¢) est le groupe des automorphismes de F¢, qui est un groupe fini
(formés des sections globales du faisceau Aut(Fg) sur X qui respecte la structure
de niveau 1), et [Aut¥(F¢)\ SpecF,] est le quotient au sens des champs.

Il y a deux fagons de voir cet isomorphisme. La premiére est comme dans
[Dri87] Proposition 1.1 ou [Laf97] 1.3. Quand G = GL,, on utilise un lemme
de Drinfeld (|Dri87| Proposition 1.1, [Laf97| 1.3 Lemme 3) : soit K un corps
algébriquement clos contenant [Fy, alors le foncteur de catégories

Bung(]Fq) — ChtG',Q)(K), Fo—Fo @K

induit une équivalence. Pour G en général, on utilise une généralisation de ce
lemme.

La seconde fagon est comme dans [Var04] 3.2, 3.3 : on sait que quand N’ est
assez grand par apport a p, les champs algébriques dans le carré cartésien suivant
sont représentables par des schémas :

<u <u
Chtc,@,N/ BunGJV,

(Id,Id)

Bunéﬁv, L Bunéf‘ v X Bunéfl -
Donc Chté‘a N Bunéfjv/ (F,).

On a vu dans le lemme 2.1.10 que Chté’a v est un Ker(Gy(Fy) = Gn(Fy))-
torseur sur Chtéfi ng- De plus, on déduit du lemme 2.1.3 que Buné{J v (Fy) est un
Ker(Gy/(F,) = Gn(F,))-torseur sur Bunéfﬁ ~v(Fy). Ces deux faits impliquent un
isomorphisme de champs algébriques Chté“N@ ~ Bungfl v(Fy).
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Exemple 2.3.3. (Chtoucas a une patte)
Soit G = GL, avec r > 1. Soient N = (), I = {0} et W € Repg,(G). Dans ce

cas le champ algébrique Chtg qoy,w est sur X. Soit A = (A,---,A;) € Kg, alors
pour que Chtg (o112 soit non vide, il faut que ) A; = 0.
On note St la représentation standard de G ~ GL, et St son dual. Alors

St® St* = V00D g,

Dans ce cas, d’aprés la définition 1.1.8, Gr 1,0,-,0,—1) €st une réunion de deux
s P ) GL,,V
strates Gr%Ln7(1707,,.707_1) U Grgr, (0, ,0)- D’apres la définition 1.2.19,

GrGLT,St@)St* = GTGLT’\/(LO,»-»,O,%) U GrG’LT71 = GI'GL7.7‘/(1,0,»-~,0,71).
D’aprés la définition et 2.1.20,
ChtGLT,{O},St(@St* = ChtGLh{O}"/(l,O,m,O,—l) .
Concrétement, notons w = (1,0, -+ ,0,—1) € A}, la définition s’écrit :

~

ChtGLT,{O},St(X)St* (S) :{Oé € X(S), 8 S BUDGLT(S), §Z§ . 8|X><S—1"a — T8|X><S—1"a’
t.q. pour tout A poids fundamental de GL,.,
P(Eya)(— (A w)la) C 7€y C B(Eya) (A, w)a)}

En particulier, on a ¢(&)(—T,) C7& C ¢(&)(T,) et ¢p(det &) = 7 det €.
Cette définition est équivalente a dire que

Chtar, joystese (S) ={a € X(5), € € Bungr, (5), f:7€ = &),
t.q. f induit "det & S det &, rg(f|. ) <1}

C’est un champ algébrique de dimension 2r — 2 sur X. Il n’est pas lisse. Ses
lieux singuliers sont

Cht{O},Sing(S) ::{a € X(S>’ & € BunGLr<S)7 f (TE = E(Fa),
t.q. f induit "€ = €},

D’aprés 'exemple 2.3.2 ci-dessus, on a
Chtyoy,sing ~ X x Bungy, (Fy).
Notons

Al XY = {aEAl,CGMMT, t.q trC=0et rgC < 1}.
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Le seul point singulier de Yy est C' = 0. Il existe un isomorphisme (non ca-
nonique) entre un voisinage étale d’un point singulier (o, f) € Chtyo},gimg C
Chter, o0}, stese+ €t un voisinage étale de (0,0) € A x Y.

Quand r = 2,

d

= SpecF,[x1, o, T3, x4] /(X124 — Tow3, 1 + T4)

Y():{(CCL b), t.q.a—i—d:Oetad—bc:O}

I1 a un seul point singulier, qui est (0,0, 0,0).

Rappelons que la grassmannienne affine Grgr, sigsi+ @ un seul point singu-
lier : Grgr,,(0,0)- Un voisinage étale du point singulier est isomorphe a la variété
SpecFy[z1, x2, T3, T4] /(X124 — To3, 1 + X4).

Considérons la grassmannienne affine de Beilinson-Drinfeld Grgy, (0}, s1050 ~
(Grar,,stese X X)/Aut. On en déduit que ses lieux singuliers sont Gryp} ging =~
(GrgL,,0,0) % X)/Aut. Un voisinage étale d'un point singulier est isomorphe a
A x Y}, avec le point singulier correspond a (0,0) € Al x Yj,.

En fait, d’apreés le théoréme 2.20 de [Var04] ou la proposition 2.11 de [Laf12],
localement pour la topologie étale, Chtgr, (0151050 et Grar, fo1,st05:+ sont iso-
morphes. Cet isomorphisme local est non canonique, alors qu’on rappelle le dia-
gramme suivant au-dessus de X, oul tous les morphismes sont canoniques :

Chtar, f0),5105t* Chto},sing

3 !

[GX,Q\GI'GLT,{O},St(@St*] ~ [GX,Q\GY{O},Sing]

T |

Grar, {0},5t@5t+ Gr{0},5ing

Tous les carrés sont cartésiens, et les fleches verticales sont lisses (on remarque
que € est le morphisme dans la proposition 2.2.9).

Exemple 2.3.4. (Chtoucas a deux pattes de Drinfeld)

Dans cet exemple, on rappelle les chtoucas de Drinfeld et les remarques 1) et
2) apreés la proposition 3.3 de [Dri87|. On y envoie pour plus de détails.

Quand I = {1,2}, G = GL,, on définit des champs de chtoucas avec modifi-
cations intermeédiaires :

, Do o5 -
Chtit ) s () = {(a, B) e X(S)2 & &x g 2 8}
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: b ba r
Chtgzi,ﬁ%z)}ﬁmsv(s) = {(0‘75) € X(S)Q, [Ny LS 8}

ou &, & sont deux fibrés vectoriels de rang r sur X x S, ¢, (resp. ¢3) est un
morphisme de faisceaux injectif dont le conoyau est un faisceau inversible sur le
graphe I', (resp. I'g).

Cht(c{gf[?z)},smst* (resp. Chtgﬁﬁg}ﬁt&sﬁ) s’appelle champ de chtoucas a
gauche (resp. a droite) dans [Dri87| et |Laf97].

D’aprés |Dri87| proposition 3.3, Chtgﬁﬂg}&mt* est lisse sur X?, de dimen-
sion relative 2r — 2.

On peut aussi le voir par le fait que le morphisme Chtgi];’,iig},St&St* —

[G{Lg}@:(gg)\Grgﬁﬁg}js@&*] est lisse, ol
Greh i sumsie () = {(a,ﬁ) exX(SPe Ll s or} .

Comme St et St* correspondent aux copoids minuscules, Grgii’g}g} simgr- ©st lisse
sur X? (en fait, la fibre au-dessus de chaque («, 3) € X? est une fibration de P"~!

sur P71, Et il est de dimension (2p¢7,, (1,0,---,0,—1)) = 2r — 2.

Maintenant considérons le champ de chtoucas a deux patte sans modifications
intermédiaires. On applique la définition 2.1.20 aux G = GL,, I = {1,2}, N =1
et W =StX St :

ChtGLr,{l,Q},SﬂXSt* (S) ::{(Oé, 6) € X(S)Z, 8 € BUHGLT(S),

~

¢ E‘Xxsfrfrﬁ - TElXxsfrafrﬁ’
t.q. pour tout A\ poids fundamental de GL,.,
(&) (= (A, w)a) CTEyx C P(Evr)((A,w)l's)}

ol w = (1,0,---,0,—1). Les conditions impliquent en particulier que
d(E)(—T,) C 7€ C (&)(Ts) et que ¢p(det &)(Ts —T) = T det €.

1) La définition est équivalente a dire que

ChtGLh{LQ},St@St* (S) :{(Oé,ﬂ) - X(S)Q, & e BUDGLT(S), f TE — S(Fg),
f induit "det & = det E(T's — T'y), rg(f{rﬁ) <1}
C’est un champ algébrique de dimension 2r — 2 sur X2. Contrairement au cas

de champ de chtoucas avec modifications intermédiaires, ce champ n’est pas lisse.
Ses points singuliers sont

Chty1,9},5ing = {(a, @) € X2 f:7€ — &), f induit "€ = £}
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Par définition, on a Chtgr, (12).smse | = Chtar, (0),s0se+ au-dessus de la
diagonale de X?. Et Chtyy 2} 5ing = Chtyo} sing-

2) Pour les chtoucas a droite, on a un morphisme donné par 'oubli de la
modification intermédiaire &’ :

Tdroite * Chté?j;ﬁ}g)} SIS 7 ChtGLT.,{l,Q},StIZlSt*

6 . -
(o, 8),& = & & £) = ((%B)’g’){xs—ra—rﬁ - S‘Xxs—ra—rﬁ)

Ce morphisme est un isomorphisme au-dessus de I'ouvert Chtgr, (1,23, stm56+ — Chty1 21 ging-
La fibre au-dessus de chaque point dans Chty; 2} ging est isomorphe a P! En
fait, ce morphisme est petit et il est une résolution des singularités.
On utilise un diagramme commutatif pour illustrer ces relations, ot tous les
carrés sont cartésiens. mx et m sont des restrictions de Tgpoite, £ €st un cycle dans

Chtg? 1{{11}2} SRS de dimension r — 1 sur X.

({21{1}H) ({21{1}H)
ChtGLr,{l 2},StRSt* ChtGLr,{l 2}, StRSt* Z
Tdroite X ™

Chtar, (1,2),stms0- < Chtgr, (1.2}, 5150 | = Chtar, {0},s51950- < Cht{o} sing

X2 A X

(2.3.1)
De méme, pour les chtoucas a gauche, on a un morphisme

1},{2})
Trgauche * ChtG{L};,El}Q} SiRSE 7 ChtGLT,{l,Q},St&St*

et un diagramme similaire au diagramme ci-dessus pour Tgauche-

3) Notons
A'xY :={B€cA',C € M, tq rgC <1},

avec un morphisme A' x Y — X2 : (8,C) — (B +trC,3). Alors :

i) Un voisinage étale d'un point singulier de Chtgr, 1,2}, simsi+ est isomorphe
a un voisinage étale de (0,0) € A' x Y, avec une trivialisation de 7€ et &(T'5) sur
le voisinage telles que f ’Fﬁ : 7€ — E(T'g) corresponde a C.
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i1) Taroite correspond a la résolution des singularités de Y donnée par
Y':={(C,L),C € M,«,, L une droite, t.q. rgC < 1,£ D ImC},

et Im(&" — E(I')) correspond & £ (dans ce cas f est donné par la composée
TE = & — E(y)).
iii) Tgauche correspond & la résolution des singularités de Y donnée par

Y :={(C,X),C € M,y,,X une hyperplan, t.q. rgC < 1,X C KerC},

et Ker("€ — &'(I's)) correspond a X (dans ce cas f est donné par la composée
TE — E(Ip) — E(I'p)).

. : 4 ({1342} ({2},{1})
iv) Le produit fibré Chtg, 115, s i {ﬁ} . Chtgr 1102} simse COrTes-
41,2}, 5tRSt*

pond a la résolution des singularités de Y donnée par
Y xY' ={(C,X,L),C € M,,, L une droite, X une hyperplan,
%
t.q. rgC <1, KX CKerC,L D ImC},

qui est d’ailleurs ’éclaté de Y en 0.

({1442} ({2141}
ChtGLr,{1,2},St®St* (resp. ChtGLr,{lQ},St&St* ’
Chtar, (1.2),5ms) est noté Mpwy (vesp. pyM, U) dans la remarque 2)
apreés la proposition 3.3 de [Dri87].

Chtgi}’ﬁ}g} SRS X Chtgi}’?l};} simgr- ©st noté MY 5 Z est noté
mRmEh Chtgr, {1,2},5tRst mLeeD

Z dans la remarque 1) de loc.cit.

b) Chtar, {1,2y,stse+ €st noté Chtgéﬂ)m}ﬁtmt* dans [Laf12].

Remarque 2.3.5. a)

Remarque 2.3.6. Les champs de chtoucas de Drinfeld sont pour les copoids
minuscules, donc ces champs sont lisses sur X2. En général, cette lissité est rem-
placée par la lissité du morphisme eg v 14 @ Chtenvrw — [Gra\Grerw] dans
la proposition 2.2.9.

Pour cette raison, on considére le faisceau constant pour champ de chtoucas
de Drinfeld et les faisceaux IC' (qui viennent de faisceaux IC sur Grg w) pour
les champs de chtoucas en général.

2.4 Correspondance de Hecke

Dans cette section, on rappelle la construction de la correspondance de Hecke
dans la construction 2.20 de [Lafl12] . On y renvoie pour plus de détails.
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Notons Ky := Ker(G(0O) — G(Oy)) le sous-groupe ouvert compact de G(A)
associé¢ a N et on note Ky, sa composante en la place v, de sorte que Ky =
I[, Kny. Ona Ky, = G(0O,) pour tout v € | X|\|N|. Soit T C |X| un ensemble
fini de places et g = (gv)veix| € G(A) tel que g, € Ky, pour tout v ¢ T.

Construction 2.4.1. Dans le cas particulier ot |[N|NT =0, KygKy est déter-
miné par la donnée d’une famille (\()ies de copoids dominants de G.

On construit un champ I'y(g) : ses S-points classifient la donnée de (x;);es :
S — (X N (]NJU%F))! et d'un diagramme commutatif

(Fpo 0) —2 (750, 70)

T
(Fe, ) —=("Fa,"Y)

tel que la ligne inférieure

((d)ier, (Fa, ) % ("Fe, 1)) (2.4.1)

et la ligne supérieure

((zi)ier, (TG, 9") %o oY) (2.4.2)

appartiennent & Chte v 1w (S) et que
- K: ‘?G|(X\‘I)xs = ?’G|(X\,£)XS soit un isomorphisme entrelacant ¢ et ¢/,
— en tout point t € T, la position relative de F par rapport a I, soit égale au
copoids dominant A, plus précisément en tout point géométrique s de S, les

restrictions de (F¢g LN Fe) et (Fg 4 "J,) au voisinage formel de t dans X
peuvent étre trivialisées de fagon unique modulo l'action de G(Oy) et alors
K ?G‘(X\t)xs — TGl(X\t)XS définit un élément de G(O)\G(F)/G(0Oy) qui
corresponde a .

De plus, on a des morphismes de champs algébriques sur (X ~ (N U %))’ :

I'n(9) (2.4.3)

pry Pro

Chte,n1w Chtg 1w

ou pr; et pr, sont données par (2.4.1) et (2.4.2).
I'n(g) dépend seulement de la double classe KygK .

Lemme 2.4.2. Les morphismes pry et pry, sont représentables finis étales.
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Lemme 2.4.3. [l existe un A\(g) € Kgad assez grand en fonction de g, tel que pour
tout p € N, la correspondance (2.4.3) ci-dessus donne sur (X ~ (N U%X))! :

Gad }]
I'n(g)
pry Pra

Chtéf‘]{}\% Cht(S}fLN,I,W

Remarque 2.4.4. En général, c’est-a-dire lorsque |N| N ¥ peut étre non vide,
on peut encore construire une correspondance I'y(g).
Notons
ChtG7[’*7W = llm ChtG7[7N/7W ‘ I
— n

ou 1! est le point générique de X’. Alors pour tout sous-groupe K ouvert compact
de G(0), on peut définir un champ algébrique sur U’ ott U est le plus grand
ouvert de X tel que K O [] G(O,) :

ve|U|

ChtGJ’K’W = ChtG,I,*,W /K

En particulier, quand K = K, le champ défini comme ci-dessus Chtg ;g\ w =
ChtG,I,*,W /KN est égal a ChtG’N,[’W.

Notons K, := g 'Kyg N Ky, on définit Chtg 1.k, w = Chtg 1w /Ky Soit
N’ un niveau tel que Ky C K, et |[N'| = [N|UZ. Comme Ky C Ky, on a un
morphisme

pr: ChtG,I,*,W /KN/ — ChtG7[,*’W /KN

Comme Ky C g~ Kyg, on a un morphisme composé
9] : Chtgraw /Kne 2= Chtgraw [9Kng ™ — Chtgraw /K.

De plus, Kn+ est un sous-groupe distingué¢ dans Ky. Comme K, C Ky,
K+ est aussi distingué dans K,. Donc K,;/Kys est un groupe. Ainsi, on a un
morphisme

ChtG,I,N’,W — ChtG,[’Nljw /(KQ/KN/) ~ ChtG,I,Kg,W .

Les morphismes pr et [g] se factorisent & travers Chtg s x,,w. Donc on a un dia-
gramme commutatif sur (X ~ (NU%))! :
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Tous les morphismes dans le diagramme sont représentables finis étales.

Considérons le morphisme Chtg.w /K, M Chte 1w /Ky X
Chtg 1w /9Ky,97". On définit T'y(g) comme image de (Id, g). Alors on a une
correspondance :

Chte,n1w Chtg 1w

Dans le cas ot |[N|NT = (), cette construction coincide avec la construction 2.4.1.
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Chapitre 3

Préparation géométrique pour le
morphisme terme constant

Soit P un sous-groupe parabolique de GG. Notons M son plus grand quotient
réductif. Dans la section 1, on va définir les champs de chtoucas pour les groupes
P et M puis construire un diagramme d’induction parabolique pour les champs
de chtoucas (3.1.2). On va donner une troncature sur ce diagramme dont on aura
besoin pour la suite.

Dans la section 2, on va construire un diagramme qui lie 'induction parabo-
lique pour les champs de chtoucas avec celle pour les grassmanniennes affines.
Ce diagramme jouera un role essentiel pour la construction du morphisme terme
constant dans le chapitre 4.

Ensuite dans les sections 3 et 4 on énonce quelques propriétés géométriques
sur le diagramme d’induction parabolique des champs de chtoucas, qui serviront
pour la construction du morphisme terme constant dans le chapitre 4 et pour la
démonstration dans le chapitre 5.

3.1 Induction parabolique pour les champs de
chtoucas

3.1.1 Comme préchamps

Définition 3.1.1. ([Var04] 2.28) On peut appliquer la définition 2.1.5 du pré-
champ Chtg sy & tout groupe algébrique affine connexe. Ainsi on peut définir
le préchamp Chtpy (resp. Chty v ) en considérant les P-torseurs (resp. les
M-torseurs).

On écrit la définition précise de Chtp ;. Celle de Chtys n ; est similaire. Soit
I un ensemble fini. Soit N un sous-schéma fini de X. On note Chtp v s le foncteur
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qui associe & tout schéma affine S sur F, le groupoide Chtp y ;(S) qui classifie la
donnée de

i) z; € (X N\ N)(S) pour i€ I,
11) (?p,d)) S BU_IIRN(S),

iii) un isomorphisme

. ~N T
0 ffP‘(XxSMUiEI re) ?P’ms)\(uig Ta,)
préservant les structures de niveau en N, c’est-a-dire que " o gzﬁ‘ Nxg = .

Construction 3.1.2. Les morphismes de groupes G <= P — M induisent des
morphismes de préchamps sur (X ~ N) :

Chtp,NJ (3.1.1)
ChtG,NJ ChtM,N,I

Concréetement, pour tout schéma affine S sur F,,
i: Chtpn(S) — Chtg n1(S) est donné par

P
(Fp = TFp) = (Fp x G = Fp x Q):

7 Chtpn 1(S) — Chtarn(S) est donné par
P P
(?p—)T?p)l—)(?pXM—)T?pXM).

3.1.2 Quotient par =

Rappelons que nous avons fixé = C Z5(A) dans la section 2.1.5 du chapitre
2. On a vu que = agit sur Chtg s n.

Le morphisme Zg — M induit Bung, y(F,) — Buny n(F,). Ainsi = agit
aussi sur Chty y ; via le composé des morphismes 2 — Zg(A) — Bung, n(F,) —
Bunjs y(F,). De méme, le morphisme Z; — P induit une action de = sur Chtp y ;.
Ces actions sont compatibles, ainsi on a un diagramme :

Chtpy.s /Z (3.1.2)

Chtg s /2 Chty .y /2
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Exemple 3.1.3. (Chtoucas sans pattes)

On note KG,N = KGF(G(@) — G(ON>>, KP,N = Ker(P((O)) — P(ON)) et
Ky n = Ker(M(O) — M(Oy)).

Quand I = (), Chtg gy /= est canoniquement isomorphe au champ constant
Bung n(F,) /= ~ G(F)\G(A)/Kg nZ= sur F,.

Les diagrammes ci-dessus deviennent :

} )\P(A)/ME\
GUPNG(A) Ko MPNMA) K=
(3.1.3)

3.2 Troncature de Harder-Narasimhan pour le
diagramme d’induction parabolique

Dans les chapitres suivants, on va s’intéresser aux cohomologies (-adiques sur
Chte n.r /= et Chtp v /2. Pour obtenir une bonne cohomologie, on aura besoin
de champs de Deligne-Mumford de type fini. R

On a vu dans la section 2.2.1 du chapitre 2 que pour W € Rep(Gl),
Chte nrw /= est un champ de Deligne-Munford localement de type fini mais
pas de type fini. En revanche, pour p € 7\;;8, le champ Chtéf‘ vrw /2 (défini
dans la section 2.1.4 du chapitre 2) est un champ de Deligne-Munford de type
fini.

Pour cette raison, on veut construire un diagramme d’induction parabolique
avec troncature de Harder-Narasimhan et quotient par =. Donc on a besoin d'une
troncature pour Chtys v rw /E compatible avec la troncature de Chtg n rw /Z.

On va commencer par donner des troncatures pour Buny,.

Remarque 3.2.1. Rappelons que dans le cas G = GL,, le champ Chté” NIW =
classifie les fibrés vectoriels de degré non fixé dont le polygone de HN est au-
dessous de celui correspondant & p (& une translation par les éléments dans Zg

pres).
3.2.1 Troncature de Harder-Narasimhan de Buny,
Le but de cette sous-section est de donner un sens aux troncatures de Buny, /=

A+Q

données par les copoids dans A [
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Rappelons que nous avons noté KG le réseau des copoids du groupe G, Kg le

sous-ensemble des copoids dominants. De méme pour le groupe M. Par définition,
ona Ay =Ag et A}, DAL

Notation 3.2.2. On note <™ l'ordre partiel dans /A\% C’est-a-dire que pour

A\ E /A\(]%[, on dit que A < p si u — A est une somme de coracines simples de M
a coefficients dans Q.

Définition 3.2.3. Soit A € A};% On définit

Bun]ﬁM’\(S) := {Fn € Buny,(5)| pour tout point géométrique s € S,
tout parabolique Py et toute Py-structure Fp,, sur Fyy g,

on a tp,, odegp (Fp,) <M A}.

Lemme 3.2.4. Le champ BunJ%/IM)‘ est un sous-champ ouvert de Bun,,.

Le morphisme G — G/Zg = G* induit Tq : K% — A9

caa- D'ailleurs; on a

Ay = Ag. Donc on peut aussi voir T comme :

Yo : Ay =Ag — AL

Définition 3.2.5. Soit € ALS. On définit :

<po._ <MX
Buny/ = U Buny, ~.

XAl Te()<p

L’inégalité TG(X) < p est dans /A\gad.

Remarque 3.2.6. Le copoids X est dominant pour M, mais pas nécessaire-
ment dominant pour G. Donc pour un 4 fixé, il y a une infinité d’éléments dans
Yo(A},) C A(gad qui sont inférieurs & .

Nous allons donner une décomposition de Bunf/ qui servira pour la suite.
Rappelons que dans la section 2.1.4 du chapitre 2, nous avons défini deg,,; :
Bun,, — A%M. Considérons le composé :

AQ AQ
Buny = Az = Ay
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Pour tout v € AgM /74, Dotons Bun), son image inverse dans Bunj,. C’est un
sous-champ ouvert et fermé. Nous avons une décomposition :

Buny, = |_| Bun, .
ueT\ZM J7g
Soit p € KJC;S Pour tout v € /A\%I /2> Dotons Bun]%f ¥ Vintersection de Bun%f

et Bun’,. Alors on a une décomposition

Bun}/ = |_| Bunj/“" . (3.2.1)
AC

VGAZM/ZG

De plus, on peut décrire précisément Bunf/ ¥, Pour cela, on a besoin de
quelques notations. Les morphismes prp et tp sont définis dans la section 2.1.4
du chapitre 2. Les autres sont dans des diagrammes commutatifs :

AQ __Prr _RQ AQ__» 3@
AG AZ]W AG AZM
N
Ae 7 R0 AQ # 30
G/Za AV G/Z Zn)Za
En utilisant ces notations, on a
Buns/” — g Buns, . (3.2.2)

XeAL% TaN<p,  prdoYe(N)=v

Remarque 3.2.7. Le champ Bun%/ "¥ est non vide seulement si v € pr%d(f\cad) C

/A\(%M 176 €t 1% (v) < p (o inégalité est au sens dans K%ad).

Donc la décomposition (3.2.1) est en fait indexée par un cone translaté dans
AQ .
AZM/ZG '

Bun;/ = |_| Bunj/". (3.2.3)
veAD e )<k

Remarque 3.2.8. Notons r := rg(Zy/Z¢). Si on identifie /A\%M/ZG avec Q" et le
donne un ordre partiel :

(a1, an) < (bry-o b)) ==Y a; <Y by, artca,=bi+-- 4 by,
j=1 j=1

alors la condition (%!(v) < u dans K%ad est la méme que la condition v < préd(u)

dans /AX(%M /7., Pour cet ordre partiel.
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Remarque 3.2.9. On verra dans la section suivante que la raison pour laquelle
s ) . < <
on considére une telle décomposition est que Bunj/' et Buny/”” sont stables sous

. —_ . <1\/IX
I'action de =, mais Bunj; ~ ne l'est pas.

Exemple 3.2.10. Cas de G =GLy, M =T =GL; Xx GLy. On a Zy; = M et
/A\Jé = {(n1,ns) € Z* ny > no}; /A\L = {(n1,ny) € Z*};
K+

Gaa = 1(n1,n2) mod(1,1),n1,n2 € Z,n1 > na};

KZM/ZG = {(nl,ng) mod(l, 1),n1,n2 & Z} ~ 7 (nl,ng) = N1 — No.

Soit = (u1, po) mod(1,1) € /A\Jéad C /A\ga? Alors p13 — o est bien défini. Soit

X= (A, o) € /A\LQ Soit v = (V/,v") mod(1,1) € KZM/ZG. Alors on a

~ A 4+ o —
To(X) < je= (A — 1+ A2 2(M1+M2)

= A — A < g — o

A+ Ao — (1 + p2)
2

,)\2— )S(MDMQ)

(V) < p = (V") mod(1,1) < (1, pro) mod(1,1) <= v/ = v" < iy — pus;

prifoYe(N) = v <= (A1, A) mod(1,1) = (/, 1) mod(1,1) <= \—Xy = /1"

La décomposition (3.2.3) est :

<p o_ <, (V") mod(1,1)
Bunj/” = |_| Buny, ,

(v ") mod(1,1)€Z2/Z, v —v"<pi—p2

— Sp,n
= |_| Buny/

neZ, n<pi—p2
avec B
<pomo_ <M)
Buny /™" = U Bung;, ~.
XG[A\L’Q, A1—Ae=n<p1 —p2

Concrétement, on a
Bun]%/ = {L1, L, fibrés en droites ,deg L1 — deg Lo < iy — o}
Pour n < py — po,

Bun3/ " = {£1, Ly fibrés en droites , deg £; — deg Ly = n};

Bun]%;\/fx = {L17 LQ ﬁbrés en drOiteS ,deg rCl = )\17deg L2 = A2}’
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Exemple 3.2.11. Cas de G = GL3, M = GLy x GLy. On a
Al = {2 As) € Z7 00 > Ao} D AE = {(Ms Aoy Ag) € Z7, 00 > Ao > As)s
Afs = {1, A2, A3) mod(1,1,1), A5 € Z, A > Ao > Ag);
KZM/ZG = {(dl,dQ) HlOd(Q, 1),d1,d2 € Z} ~ 7 (dl, dg) — d1 — 2d2
Dans cet exemple, on a

~ —~ T
Q _ \Q prp Q Z AQ
Ay =A; — A AZM/ZG

()\1, )\2, )\3) — ()\1 + /\2,)\3) — )\1 + )\2 — 2)\3.

Soit pu = (1, pi2, p3) mOd(1717 1) € AJGFS Soit X = (A1, A2, A3) € K+Q Soit
v = (V, V") mod(2,1) € AZM/ZG Rappelons que l'ordre partiel dans A2 Gaa €St

donné dans I’exemple 2.1.26 dans chapitre 2. Donc on a

Z?=1 Hi — Z?:l Ai

TG(X) <p<= (M +a,Xa+a,s+a) < (u,po,p3), a:= 3

Mta <o
< P
{)\1+a+)\2+a < 1+ e

— { 3\ — (i ) < 3 — (00 )

/\1+/\2—2)\3§M1+M2—2/~L3

~

v

() < p = ( V") mod(1, 1,1) < (p1, o, pi3) mod(1,1,1)

M|T

"2’
— vV =2 < g+ o — 2us

v < prifp) <= (v, V") mod(2,1) < (p1 + pa, 13) mod(2,1)
v =27 <y pe — 2ps

prito Ta(N) = v <= (A + Ay, As) mod(2,1) = (/. ") mod(2,1)
=N+ N2 =0 -2
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En notant n := v/ — 2", la décomposition (3.2.3) est :

<wo_ <p, (V") mod(2,1)
Buny,” = I_l Buny, ,

(V') mod(2,1)€Z2/Z, v —2v"<pi+p2—2u3

<
|_| Buny/" ",

nehy . n<pitpa—2us

avec pour n < g + fo — 243,

<My

Bun— ot = U Buny;

XA 3= A)<Bur— (T ki)y AMiHAe—2X3=n

Concrétement, on a

Bun ={L, fibré de rang 2, L fibré en droites,
note (ny,n2) le polygone de £1,  note ng le degré de Lo
alors (ny,ng,n3) mod(1,1,1) < (g, o, p3) mod(1,1,1)}.

Bun<“’ ={L; fibré de rang 2, L, fibré en droites,
deg L1 — 2deg Ly = n;
note (ny,ns) le polygone de £;, note n3 le degré de £,

alors (n1,ng,n3) mod(1,1,1) < (pq, 2, pg) mod(1,1,1)}.

Bun]%JMX ={L; fibré de rang 2, L, fibré en droites,
polygone de £1 < (A, Ag), (= degLly =X\ + Xg)
deg Lo = A3}

3.2.2 Diagramme de Bun avec troncature Harder-
Narasimhan

Définition 3.2.12. Soit u € Ag;% On définit Bunyz” I'image inverse de Buns”
dans Bunp.

Lemme 3.2.13. L’image de Bunp* dans Buny, est incluse dans Buns/.

Démonstration.
Soit Fp € Bun " Notons Fg := Fp >< GetFy =5p >< M.

88



Par définition, F; € Bung“ . Donc pour tout parabolique P’ de GG, on a ¢p: o
degp/(Fe) < p. En particulier, pour tout parabolique Py, de M, on a ¢p,, o
degp, (Fg) < p. Oron a ¢p,, odegp (Fnr) = ¢p,, odegp,, (Fa), cela implique que
Fu € Bun]ﬁ“ .

O

Par conséquent, on a le diagramme suivant, ot le morphisme 7 est surjectif :

Bunp” (3.2.4)
Buné“ Buni,“.
Exemple 3.2.14. Cas de G = GLy, M = GL; x GL;. Soit pu =

(p1, p2) mod(1,1) € Kéad.

Le diagramme (3.2.4) est donné par
<p <p <p
Bung; <— Bung” —— Bung; a1,

€ LCé

(£,€/L)

ou € est un fibré de rang 2 dont le polygone Harder-Narasimhan est au-dessous
de celui donné par le copoids (p1, p2) + deg&#(l, 1), et £ est un sous-fibré de
€ de rang 1.

Plus concrétement, par exemple & = O(n) @ O(—n) € Bung =) otn >
0. Alors O(n) est un sous-fibré de € et (O(n),0(—n)) € Buni(n’_n). De plus,
pour tout m < —n (donc m est négatif), O(m) est un sous-fibré de €. Donc
(O(m),0(—m)) € Bunf/[("ﬁn) correspond & & via la correspondance ci-dessus.

Exemple 3.2.15. Cas de G = GL3, M = GLy x GL;. Soit p =

(1, p2, pig) mod(1,1,1) € /AXgad. Le diagramme (3.2.4) est donné par

<p <p <p

& Fceé

(F,€/9)

ou € est un fibré de rang 3 dont le polygone Harder-Narasimhan est au-dessous
de celui donné par (uq, pe, pi3) + M:W’(l, 1,1), et F est un sous-fibré de €
de rang 2.

Si le polygone Harder-Narasimhan de € est donné par (uf, pb, i) et celui de
F est donné par (A, Ag), alors il faut A; < pf (puisque un sous-fibré de F est
aussi un sous-fibré de €) et A\; + Xy < i + . Si on note A3 le degré de €/F, alors
il faut Ay + Ao + A3 = g} + pf, + p5. On remarque qu'’il peut arriver que Ag < As.
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Plus concrétement, par exemple, si &€ = 0% € Bung = (0:00)  Alors
F = O(—1) ® O(—2) est un sous-fibré de €. Dans ce cas, £/F = O(3). Donc
(O(-1)®0(-2),0(3)) € BunM(OO % est correspondant a € via la correspondance
ci-dessus. Pour tout m négatif, ¥ = O(m) @ O est un sous-fibré de €. F et
E/F = O(—m) correspond aussi & € via cette correspondance.

Considérons un autre exemple & = O(n) ® O & O(—n) € Bung™" ™ avec
n > 0. Alors pour tout m < 0, F = O(m) ® O est un sous-fibré de €. F et
E/F = O(—m) correspond a €.

Remarque 3.2.16. En général, considérons la correspondance (3.2.4). Soit F un
point géométrique de Buné" . Notons :7}(F¢) la fibre du morphisme i au-dessus de
Fe. Notons 7(i~(F¢)) son image par le morphisme 7. Alors (i~ (S’“G))OBun< fov
Zui/2 défini
par 1% (v) < p. Il peut y avoir une infinité de v tel que 7(i~*(F¢)) NBunj/* " soit
non vide.

est non vide seulement si v est inclus dans le cone translaté dans AY

Maintenant considérons le quotient par =. Le morphisme Zg — 2y
(resp. Zg — Zp) induit Bung, n(F,) — Bung,, v(F,;) (resp. Bung, n(F,) —
Bung, n(F,)). Donc = agit sur Buny, (resp. Bunp). De plus, cette action
préserve les ouverts Buns N (resp. Bung“ ). Donc on peut définir

Bun;/ /Z (resp. Bunz” /2)
et on obtient un diagramme

Bunz” /= (3.2.5)
Bung;" /= Bunj/ /Z.

De plus, pour tout v € AZ /7> 4'apres (3 2.2), £ agit sur Bun* ¥ Donc la
décomposition (3.2.3) passe au quotient par = :

Bun}/ /= = I_l Bun3 /" /Z. (3.2.6)

AQ ad <
VEAZM/ZG sk

3.2.3 Troncature de Harder-Narasimhan de Cht,,

Définition 3.2.17. Soit u € AF
de Bun3/ par le morphisme

Gdd On définit Cht} A, comme l'image inverse

ChtMJVJ — BUHM,
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(@icr, (Far0) & (Fas, 7)) > T,

Définition 3.2.18. Soit i € Aga(g On définit Cht;‘j\,’ ; comme l'image inverse de

Bun par le morphisme
ChtRNJ — Bunp,
((fﬂi)z’eb (Fp,v) 2, ("Fp, W))) = Fp.

Le diagramme suivant est commutatif :

ChtG7N7[ -~ Chtp7N7[ e ChtM,NJ (327)

| | l

Bung <=— Bunp —— Buny,

Donc Cht;ﬁ(,’ ; est image inverse de Chté‘j\,’ ; par le morphisme ¢ : Chtpy; —
Chtg n 7. Et on a :

Lemme 3.2.19. L’image de Cht34; ; dans Chtarn,; est inclus dans Cht3/y ;.

On a un diagramme sur (X \ N)!
Cht3t,, (3.2.8)

ChtG NI Cht]%/[fLNJ

Il y a une action de E sur Chty s (resp. Chtpy ) via la composée des
morphismes E — Zg(A) — BunZG ~(F,) = Bung,, n(F,). Cette action préserve
les ouverts ChtM n.r (resp. Cht3 pv.r)- Donc on peut définir

ChtMNI = ( resp. ChtPNI =).

Construction 3.2.20. Le diagramme (3.2.8) passe au quotient par = :

Cht3h /2 (3.2.9)

ChtGIN = ChtMNI =
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La décomposition

Bun;/ /= = |_| Bunj;/" /E.

Q d
ZmlZa? ' (v)<p
induit une décomposition

Cht3fy; /= = | | Cht3/4%; /=. (3.2.10)

veA} e @<k

3.2.4 Compatibilité entre deux ouverts de Harder-
Narasimhan

Soit p € Aga? On a défini Bun*“ dans la definition 3.2.5.

Définition 3.2.21.

<p . <
Bun,,” := U Buny,",
W EAGad, W<p

A+@

ot i < p est dans AL

C’est un sous-champ ouvert dans Bunj/.

Définition 3.2.22.
Bun},” := Bun},” — Bun},”.

C’est un sous-champ fermé dans Bun . Donc un sous-champ localement
fermé dans Bun),.

Remarque 3.2.23. Soit N AJr 2 On a défini BunM X dans la définition 3.2.3.
On définit B Ny Ny
Bun@ = Buna - U Buna X

Neh[ @, X<

Alors on a B
M

=po._ =" A
Bun,,” := U Bun;, ~,

Xeht?, Te()=n

ou 'égalité TG(X) = p est dans /A\%ad
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Dans la définition 3.2.12, on a défini Bunz" := i~*(Bung") dans Bunp. D’aprés
le lemme 3.2.13, on a i~*(Bung") € 7' (Bunj/). Donc Bunp" = i~!(Bung") N
71 (Buny/).

Définition 3.2.24.
Bunp" := i~ (Bung!).

C’est un sous-champ ouvert dans Bun%“ .
Définition 3.2.25.
Buny” := i~} (Bung") N7~ (Buny/).
C’est un sous-champ fermé dans Bunp".

Remarque 3.2.26. On a un morphisme Bunz" — Bung”. Mais i (Bung”) ¢
7~ (Buny;").

Par définition, l'action de = sur Buny, préserve le sous-champ Bunj,”. Donc
on peut définir Bunj, /Z. Pour la méme raison, on peut définir Buny," /=.

Lemme 3.2.27. Le diagramme suivant est commutatif :

Bun;” /2 <— Bun," /2 —— Bun,/' /= (3.2.11)

Y{fc; \[\P []\l
<pojm _ 0 Spojm W <=
Bung" /= <— Bunp" /= —— Buny; /=
e gp 9m
<p /= <p /= <p /=
Bun;" /=2 <— Buny” /= —— Bun); /=

Remarque 3.2.28. Les morphismes gq, gp et gy sont des immersions ouvertes.
Les morphismes fq, fp et fus sont des immersions fermées.

Les sous-champs Bung" et Bung” (resp. Bun}/ et Bunj/)') sont complémen-
taires I'un 'autre. Mais Bunp" est un sous-champ fermé dans le complémentaire
de Bunp".

Par définition de Bunp" et Bunp”, le carré en bas a gauche et le carré en haut

& droite sont cartésiens.

Remarque 3.2.29. Soit F; un point géométrique de Bun.”. Pour tout sous-
groupe parabolique P’, notons i;,l(ﬂfg) la fibre du morphisme ip au-dessus de
Fe. Alors i (F¢) N Buny)' est non vide (Fg a toujours une B-structure).

En revanche, il peut arriver que iy (F¢) N Bunpy) est vide. En fait, il existe

un P et une P-structure Fp tels que 1% o degp(Fp) = p dans /A\JGFS (Voir [Sch15]
pour la définition précisée de ce P) Pour ce P, ip'(Fg) N Buny” est non vide.

Pour les autres sous-groupe paraboliques P’, i (Fg) N Bunp,' peut étre vide.
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Exemple 3.2.30. Cas de G = GLy, M = GL; x GLy. Soit n > 0 et pu =
(n, —n) mod(1,1). Considérons & = O(n) ® O(—n) € Bung”. Alors ses images
inverses dans Bung" sont les filtrations O(m) C &, avec m = n ou m < —n.
Parmi eux, O(n) C € est dans Bunj;". Il envoie a (O(n), O(—n)) dans Bunj;'. Les
O(m) C & avec m < —n sont dans Bunj” et ils envoient a (O(m), O(—m)) dans
Bun}/. C’est comme on a vu dans Pexemple 3.2.14.

Exemple 3.2.31. Cas de G = G Ls.
Notons P; le sous-groupe parabolique de blocs (1,2). On a M; = GL; x GLs.
Notons P, le sous-groupe parabolique de blocs (2,1). On a My = GLy X GL;.

Soit u = (n,n,—2n) mod(1,1,1) avec n > 0. Soit € € Bun," un fibré de degré
0. La condition = p implique que la filtration canonique de Harder-Narasimhan
de &€ est de la forme F C € avec F un sous-fibré de rang 2. Donc deg F = 2n.

Pour P, la filtration F C € est dans Bunj,!". Il envoie a (F, €/F) dans Bun),.

Pour P, i5/ (&) N Bunp! peut étre vide. En effet, une Pi-structure de € est
une filtration de la forme £ C &, avec £ un sous-fibré en droites. La condition
= p demande que deg £ = n. Mais il peut arriver que € n’a pas de sous-fibré en
droites de degré n.

Considérons un autre exemple. Soit u = (0,0,0) mod(1,1,1). Soit & = O3 €
Bung"”. Alors pour P, il a une image inverse O C € dans Bunp/ et des images

inverses O(m) C € avec m < 0 dans Bunp/. Pour P,, il a une image inverse
0? C & dans Buny!" et des images inverses O(m) @ O C & avec m < 0 dans
Bunj!'.

Soit u € /A\g;? On a défini Chtéfﬁ\ﬂ I Chtéfi N et Chtgfﬁvv ; dans la définition

2.1.30 du chapitre 2. On a défini Cht]%/}fNJ dans la définition 3.2.17. De méme
fagon, on définit Chtyf'y ;, Cht3f'y ;. On a défini Cht;’;w dans la définition 3.2.18.
De méme fagon, on définit Chty/y ; et Chtply ;.

Lemme 3.2.32. On a
Chtply  := i (Chtgy ;) N7 ' (Chtyfy ;).

Lemme 3.2.33. Le lemme 3.2.27 ci-dessus implique que le diagramme suivant
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est commutatif :

Cht." /2 <—Cht," /E——Cht;} /= (3.2.12)

e
Chtg! /2 <— Cht3" /= —— Cht3} /=

9c gF gM

Chtg! /= <— Cht3! /2 —— Cht}}' /=

Remarque 3.2.34. Les morphismes gq, gp et gy sont des immersions ouvertes.
Les morphismes fq, fp et fis sont des immersions fermées.

Les sous-champs ChtZ! et Cht " (resp. Cht}/ et Cht}}') sont complémentaires
I'un lautre. Mais Cht" est seulement un sous-champ fermé dans le complémen-
taire de Chtp".

Par définition de Cht3" et Chtp", le carré en bas a gauche et le carré en haut
a droite sont cartésiens.

3.3 Diagramme d’induction parabolique de chtou-
cas et de grassmanniennes affines

Le but de cette section est de construire le diagramme dans la construction
3.3.1 au sens des préchamps et le diagramme dans le lemme 3.3.5 au sens des
champs algébriques.

3.3.1 Comme préchamps

En appliquant la définition 1.2.14 du chapitre 1 a P et M, on définit Pr o et
M. Le morphisme P — G induit un morphisme P9 — Gjo. De méme, le
morphisme P — M induit un morphisme Pr o — M .

Le schéma en groupes Pro agit sur Grp; par changement de trivialisation.
Donc on peut définir [Pro\Grp| et [M;o\Grasr] au sens des préchamps comme
dans la définition 2.1.18. De plus, on peut construire des morphismes de pré-
champs

€Ep : Chtp’N,[ — [PL@\GIP,[]

et
€M - ChtMJVJ — [ML()\GI'M,[]

comme dans la définition 2.1.19.
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Rappelons que 'on a des morphismes d’ind-schémas
GI‘GJ (Z—O GI‘pJ ﬂ—0> GI‘MJ.

Les morphismes iy : Grp; — Grg et Pro < Gre induisent un morphisme
de préchamps qui est représentable (noté encore i) :

io : [P[yo\Gfpy[] — [GL@\GI'G,[].

(On peut le voir comme le composé [P o\Grp| = [Pro\Grar] = [Gro\Gre.r].)
Les morphismes 7y : Grpr — Grar et Pro — My induisent un morphisme
de préchamps qui est non représentable (noté encore ) :

T - [PLQ)\GI'P’[] — [M[’o\GI"M’[].
(On peut le voir comme le composé [P o\Grpr] = [Pro\Gra,r] = [M7o\Gras].)

Construction 3.3.1. On construit un diagramme de préchamps qui est commu-
tatif :

ChtG,N,I : ChtRNJ ul ChtMJVJ (331)

€ €Ep €M

[Gr.o\Gre1] 0 [P o\Grp/] il [M;.0\Grar 1]

3.3.2 Comme champs algébriques

Dans le chapitre 2, nous avons vu que le champ [G[\Grg ;| n'est pas algé-
brique. Pour des raisons techniques, nous aurons besoin des champs algébriques.

Soit W € Repg Z(éf ). Dans le chapitre 1, nous avons défini les sous-schémas
fermés Grg rw et Grasrw (nous pouvons voir W comme une représentation de
M! par restriction via M GI ). De plus, dans la proposition 1.7.7, nous avons
montré que (io) " (Grgrw) C (m0) " (Grasrw), out image inverse est au sens des
sous-schémas réduits dans Grp;. Nous avons défini Grpyw = (i) ' (Grerw)
comme sous-schéma réduit dans Grp; et nous avons des morphismes de schémas

GrG,I,W — GI‘p’[,W — GrM,I,W-

Soit d € N'. En appliquant la définition 1.2.14 du chapitre 1 & P et M, on
définit P g et M 4. Le morphisme P < G induit un morphisme P; 4 < Gr4. De
méme, le morphisme P — M induit un morphisme Pr4 — M 4.
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On a vu dans la corollaire 1.2.20 du chapitre 1 que si les entiers d; sont
assez grands en fonction de W, l'action de G ¢ (resp. Mjo ) sur Grg w (resp.
Gryrrw) se factorise & travers le quotient G4 (resp. Mp4). D’aprés la section
2.2.2 du chapitre 2, on peut définir [Gq4\Grerw| et [Mrqg\Grarw] et ils sont
des champs algébriques.

On en déduit que 'action de P; ¢ sur Grp;w se factorise a travers le quotient
Prg4. Et [P; \Grprw| est aussi un champ algébrique.

Les morphismes ¢y : Grpyw — Grgrw et Prqg < Gpg induisent un mor-
phisme de champs algébriques qui est représentable :

io@ : [P[@\GIPJJ/V] — [G[@\Gr(;J,m/].

Les morphismes my : Grprw — Grarw et Prg — M4 induisent un mor-
phisme de champs algébriques qui n’est pas représentable :

To,d - [P[yd\GI'pva} — [M[,Q\GI'MJ’W].

On définit Chtpy nrw = €37 ([Mr.0\Grarrw]) comme dans la définition 2.1.20
(on peut appliquer cette définition parce que M est réductif).

Proposition 3.3.2. On ai ' (Chtgnsw) C 7 H(Chtarnsw), o l'image inverse
est au sens des sous-champs réduits dans Chtp n ;.

C’est une conséquence de la proposition 1.7.7 du chapitre 1 et de la commu-
tativité du diagramme (3.3.1).

Définition 3.3.3. On définit Chtps yw := i ' (Chtg n sw) comme sous-champ
réduit dans Chtpn ;.

On a vu dans la section précédente que Chte 1w et Chtanrw sont des
champs algébriques de Deligne-Mumford localement de type fini. D’aprés [Var04],
le morphisme 7 est schématique. On en déduit que Chtp y ;w est aussi un champ
algébrique de Deligne-Mumford. De plus, les morphismes de préchamps (3.1.1)
induisent des morphismes de champs algébriques :

ChtG’NJ’W (L Chtp,NJ’W 1) ChtM’NJ’W . (332)

Lemme 3.3.4. L’image de Chtp; nw par le morphisme Chtpy; — [Pro\Grp]
est inclus dans [Pro\Grprw].

97



Démonstration.
On déduit de la commutativité du diagramme (3.3.1) que dans Chtpy :

Z'_1<ChtG,I’Nyw) = Z'_IGETVI([G]7(‘_)\GI‘G7[’W])
= ep'iy ([Gro\Grarw]) = €p' [Pro\iy ' (Gra,rw)]

La derniére equation est justifiée par le fait que Grg ;w est stable sous 'action
de G0. Donc iy ' (Grg ) est stable sous I'action de P .
On obtient une fleche qui est la restriction de ep & i~ (Chtg 7 nvw) :

Chtpnrw =i *(Chtgrnw) — [Pro\ig (Gra.rw)] = [Pro\Grpsw].

On note epy le composé :
Chtpnrw — [Pro\Grprw] = [Pra\Grerwl,

ol la deuxiéme fleche est induite par Py o — Pr4. Alors epg4 est un morphisme de
champs algébriques.

Lemme 3.3.5. Le diagramme de champs algébriques suivant est commutatif :

ChtG7N,[7W : Chth,N’W Ul ChtM,N,I,W (333)
€G7Q GP,Q EM,Q
[GI,Q\GYG,I,W] = [PI,QZ\GYP,I,W] o [MI,Q\GI"M,I,W]

Remarque 3.3.6. On a aussi un diagramme commutatif de champs algébriques,
ol la premiére ligne sont des schémas :

10

Gr(;,I,W GI“RLW o0 GTMJ,W (334)

20,d T0,d

[MI,Q\GI'M,I,W]

[GI,Q\GI"G,I,W] [PI,QZ\GYP,I,W]
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3.3.3 Diagramme avec troncature de Harder-Narasimhan
et quotient par =

Pour des raisons techniques, nous aurons besoin de considérer la troncature
de Harder-Narasimhan sur le diagramme d’induction parabolique.

Lemme 3.3.7. Pour tout pu € Kg,;% les deuz diagrammes suivants sont commu-
tatifs :

Chtézv,[,w d Cht}%f;\[,[’w il Cht]%ij,],W (335)
€G.,d €pP,d €EM,d
ig 9
(G14\Gre rw] = [Pra\Grprw] = (M7 \Grarrw]
Chtg!y 1w : Cht 1w z Chtyfy,w  (3.3.6)
€G,d €p,d €M.d
iq 79
[GI,Q\GI'G,I,W] — [Pl,g\GYP,I,W] — [Ml,g\Gl"M,I,W]

De plus, toutes les constructions ci-dessus sont compatibles avec le quotient
par =.

Lemme 3.3.8. On a le diagramme commutatif :

< —_ i < — < —_
Chtgly rw /2 : Cht3fy w /E———Chtj/'y w /Z (33.7)
€G.d €p,d €M.d
d ‘g d ™4 d
[G(II,Q\GI‘G,I,W] - [P[ad\GrP,I,W] — [Mﬁd\GrM,],W]

3.3.4 Les composants de Chty/rw

Soit V' une représentation irréductible de M! , de la forme X,V avec VN
représentation irréductible de M de plus haut poids ;. La Proposition 2.16 d)
de [Var04| dit que le champ Chtyy 7y est non vide si et seulement si ) ., A; est
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dans le réseau des racines de M. Le cas M = T est discuté dans I'exemple 2.3.1
dans le chapitre 2. R
Maintenant soit W € Rep(G'). On a défini Chty, ;1 en regardant W comme

une représentation de M par la restriction. Dans cette sous-section, nous étudions
les composants de Cht .

Dans la section 1.7 du chapitre 1, pour tout 6 € ZJ\\/AW on a défini Wy comme

une sous M-représentation de W et on a

W= w.

v
OEZJW

Cela induit une décomposition en sous-schéma (resp. sous-champ) ouvert et
fermé :

Gl"M,I,W = |_| GTM,I,Wg-

9€Z]\\/7
Chtprrw = | | Chtarsw, . (3.3.8)
beZL
Notons
Grprwe =1y (Gre.w) N g (Grarrw,);
ChtP,I,N,W,O = Z‘_l(ChtGJ’N,W) N ’/T_I(ChtM7[,N7W0).
Le diagramme (3.3.3) ci-dessus induit un diagramme commutatif :

19 )

ChtG,N,I,W ChtP,N,I,VV,G ChtM,N,I,Wg (339)
€a,d €pd €M,d
7?3,9 ”2,0
[G1.4\Gre,rw] [P1.a\Grp 1wyl [M7.\Graz,1,w,]

Lemme 3.3.9. Dans la décomposition (3.3.8) ci-dessus, les seules composants
non nécessairement vides sont les Chtyy rw, pour 0 tel que (0, (pc — pm)) = 0.

Démonstration. Notons
(ol A]\//\[ — Azﬁ.
On a

_ ) Ai
- 1€ .
W @ (B V)

Eie[ cp()\,-)zﬂ
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Rappelons que par la définition,

ChtM7I7W9 - U ChtM,I,XH'E[VAi .

D’aprés la Proposition 2.16 d) de [Var04], le champ Chty, ;.1 est non vide
si et seulement si ), ; A; est dans le réseau des racines de M. Donc le champ
Chtaz 1w, est non vide si et seulement si 6 est dans I'image du réseau des racines

de M par la projection ¢. Dans ce cas (0, (p¢ — pum)) = 0.
U

Remarque 3.3.10. Méme si 6 satisfait (6, (p¢ — par)) = 0, le champ Chtay 1w,
peut étre vide.

Exemple 3.3.11. (Chtoucas a deux pattes)
Soient G = GLy et I = {1,2}. Soit W = W, KW, € Rep(G?). Rappelons que

Chte.rw = {(z1,22), Fe 2 Ty 22 755

ou pour ¢;, la position relative en z; est bornée par W;, i = 1, 2.

Par exemple si W = St X St*, c’est-a-dire que W = VIO K V01 alors
Chtg, rw est non vide. Si W = St St, c’est-a-dire que W = VIO K V10 alors
Chte, 1w est vide.

Maintenant considérons le cas W = V(l/’o\) X VO OnaM=GL xGL,.
Notons V;, la représentation irréductible de M de poids v € X,(GL; x GLy) = Z>.
Alors on a

pour 6 = (1,—1) Wy = V100 ® Vo 1) Chtasrw, =0
pour 6 = (0,0) Wy = (V1,0 X Vi_1)) @(V(o,n X Vio,-1)) Chtarrw, # 0
pour 0 = (—1,1) Wy = Vioy X ViZ10) Chtarrw, = 0

Dans cet exemple, Chty,, 1LW(o.0) # () puisqu’il contient le chtouca trivial.

Exemple 3.3.12. (Chtoucas & une patte)
Soient G = G'Ly et 1 = {1}. Soit W = V=1 € Rep(G). On a

Chth{l}vw(l,—l) ChtT:{l}»W(l,—l)

/

Chth{l}vw Chth{l}vw(O,O) ChtTv{l}vw(O,O)

Chth{l}vw(—l,l) ChtT:{l}’W(—l,l)

101



Comme dans 'exemple 2.3.1 du chapitre 2, avec la notation ici, on a
ChtT,{l},W(a’b) = {LL’,Ll — Tﬁl, Ly — TLQ}

ott la condition W, est "Ly = Ly(ax), "Ly = Lo(bx). Donc Chtr 13w, _,, et
ChtT7{1}7W<71’1) sont vides.

3.4 Géométrie de morphisme ¢ : Chtp — Chtg

Dans cette section on considére le morphisme i dans le diagramme (3.3.3).
Notons n’ le point générique de X’. Notons Chtg y,rw la restriction
ChtG7NJ7W}nI. De méme pour Chtpy,ry et Chty 1. Notons i‘n, la

restriction du morphisme ¢ sur 7’ :
Z."'?I . Chtp’leJ/V /: — ChtG,N,nI,W /:Z

Proposition 3.4.1. ([Dri87] Prop 4.3 pour les chtoucas a deux pattes, [Var04]
Prop5.7 en général)

a) Le morphisme i‘n, est fini (en particulier, est propre) composante par com-
posante. N

b) Soit u € Ag;‘%. St N est assez grand en fonction de p, alors i‘nf est méme
une immersion fermée sur Cht]%fj\,’nl’w /E.

Soit u € _/A\Jrad. Maintenant notons i:“| la restriction du morphisme z‘ sur
G n! n!

Chtp/y o /2
F“‘nl : Cht}:,”j\,m,?w /= — Chtzfj\,m,w /Z.

Théoréme 3.4.2. ([Dri87] Prop 4.4, [Var04] Thm 2.25 ) Si u est assez grand
pour P en fonction de G, N,W et X, alors le morphisme i:“‘n, est schématique,
fini, bijectif et universellement injectif.

3.5 Géométrie du morphisme 7 : Chtp — Chty,

Dans cette section on considére le morphisme 7 dans le diagramme (3.3.3).
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3.5.1 Cas général

Le carré a droite dans le diagramme (3.3.3) n’est pas cartésien. On fait appa-
raitre un carré cartésien :

ChtpyNJ,W (351)

Chtar N rw — = Chtar v w
Taq

€M.d €M,d

0
Td

[PI,Q\GYP,I,W] - [MI,Q\GTM,I,W]
Proposition 3.5.1. Le morphisme 7y est lisse.

Démonstration.

Simplification des notations dans la démonstration : on n’écrit plus les indices
N, et W.

1) Le probléme est local pour la topologie lisse. Donc par descente, il suffit de

—~——

montrer 1'énonce pour 7, : Chtp  x  Grp — Chtyy x  Grp, qui est inclus
- [Pa\Grp] [Pa\Grp]

dans le diagramme commutatif suivant :

ChtP X GI'P
[Pa\Grp]

Chtp

Chty x  Grp—= Chtay _ Chtay

[Pa\Grp] T4

\ em €EM,d
A nd
Grp [Pa\Grp] —— [My\Gry]
(3.5.2)

Nous avons vu dans la démonstration du proposition 2.2.9 dans le chapitre 2
un carré cartésien :

ChtG X Gl"G BllIlGd X GI"G (353)
[Ga\Grg] X!
\ ‘(b? 56)
(Id,Id)

Bung ———— = Bung x Bung
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ot le morphisme b§' est I'oubli du niveau en d, le morphisme 0§ vient de la
composée :

Bung g x Grg — [Gr4\(Bung 4 x Grg)] ~ Heckeg ™ Bung b, Bung .
' - '

Le carré (3.5.3) reste cartésien avec P et M au lieu de G. En tenant compte

que -
ChtM X GI‘p ~ ChtM X GI‘p,
[Pe\Grp] [Mg\Gr]

on obtient un diagramme commutatif sur IF,, dont la face avant et derriére sont
carrés cartésiens :

Chtp X GI‘p Buan X GI‘p (354)
[Pa\Grp] ™ X Pd
Chty; x Grp (2 Buny g x Grp
[PQ\GI‘p] - XI
BunP ................................................................ >Bunp><BunP 172
Bun,, (icid) Bun,; x Bunj,

ott le morphisme b¥ est I'oubli du niveau en d, le morphisme b est la composée :

~ Frob
Buan X GI‘p — [P[’d\<BU_Ilp’d X GI‘p)] — Heckep pg Bunp i} Bunp.
X! - X!

Le morphisme b}/ est 'oubli du niveau en d, le morphisme b}’ est la composée de
BUDM’d X Gl"p — BunM7d X GIM — [M[,d\<BUIlM’d X GI‘M)] 5 HeckeM
' ' - X!

avec

T Frob
Heckeys 28 Buny, —= Bunyy .

2) Ensuite, on va appliquer le lemme B.0.6 dans ’annexe B au cube ci-dessus.

Soit S un schéma sur F, et (Fy, f) un morphisme S — é\lﬁzM x  Grp. Il
[P4\Grp]

induit les morphismes composés

S — GH?M X Grp — BunM,d x Grp
[Pa\Gre] i

S-)(/]I&M X Grp — Buny,.
[Pa\Grp]
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On note Zg 4, BunUé et BunU " les produits fibrés :

Zsq—Chtp x  Grp Bung"fl —— Bunpy x Grp BungM — Bunp
- [PQ\GI‘F] = N XI
Y T .
Farnf)
S—>ChtM x  Grp S ———Buny; 4 X Grp S ——— Buny,
[Pa\Grp] X!
(3.5.5)
D’aprés le lemme B.0.6 dans ’annexe B, on a un carré cartésien sur S :
Zs.a Bung (3.5.6)
(o7, 05)
BungM _Jard BungM X BungM
s

ott le morphisme 0¥ est I'oubli du niveau en d, le morphisme b est induit par les
morphismes b2 et b3,

3) On remarque que les groupes P, U et M sont définis sur F, et qu’ils sont
lisses. Donc les champs Bun(fM et Bung sont lisses sur S. De plus, d’aprés la

construction dans 2), le morphisme bV est lisse et bY a une dérivée nulle dans
les fibres au-dessus de S (parce que c’est la composée d'un morphisme avec le
morphisme Frob, qui a une dérivée nulle). En appliquant le lemme 2.2.12 au
carré (3.5.6) dans 2), on en déduit que %54 est lisse sur S.

OJ

3.5.2 Situation pour i assez grand

Dans la sous-section ci-dessus, tout reste vrai en remplacant Chtpy rw et
Chtas, 7w par Chtply y et Chty'y ;yy respectivement. En particulier, on a un
diagramme commutatif :

(3.5.7)

Chtz\:ffN,I,W

€M,d

0
Tq

[PI,Q\GYP,I,W] e [MI,Q\GYM,I,W]
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Définition 3.5.2. Soit H un schéma en groupes de dimension finie sur un schéma
S. On dit que H est un schéma en groupes unipotents s’il est une extension
successive de G, , c’est-a-dire que H admet une filtration

H=HO > O 5 ... 5 gm 5 gmt+l) _
tel que Go” = HY /HUFY) comme schéma en groupes sur S.

Remarque 3.5.3. La définition générale d’un schéma en groupes unipotents est
une extension successive de ay,, I, ou G,. Mais ici, on considere seulement G,.

Définition 3.5.4. Soit H un schéma sur F,. Soit & — % un morphisme de
champs algébriques sur F,. On dit que 2" est un espace fibré de fibre H sur %

si pour tout schéma S et tout morphisme S — %/, le produit fibré 2" x S est,
u

localement pour la topologie étale, isomorphe & S x H.
Maintenant on énonce le théoréme clé géométrique :

Théoréme 3.5.5. Soit u € Z\\JC;S Quand p est assez grand pour f, alors locale-
ment pour la topologie lisse, Cht;‘} N €st un espace fibré sur Cht;;I’NW de fibre
un schéma en groupes unipotents sur le champ classifiant d’un autre schéma en

groupes unipotents.

Le sens précisé de p assez grand pour P et la démonstration de ce théoréme
seront donnés dans le chapitre 5.
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Chapitre 4

Morphisme terme constant et
énoncés des résultats principaux

Dans la section 1, on rappelle la définition des faisceaux de cohomologie pour
les champs de chtoucas d’aprés [Lafl12]. Dans la section 2, on construit le mor-
phisme de terme constant du faisceau de cohomologie pour G vers le faisceau de
cohomologie pour M.

Dans la section 3, on définit la cohomologie cuspidale en utilisant le morphisme
de terme constant. Dans la section 4, on rappelle la définition de la cohomologie
Hecke finie d’apreés [Laf12|. Dans la section 5, on énonce les résultats principaux
sur la cohomologie cuspidale et la cohomologie Hecke finie.

4.1 Cohomologie des champs de chtoucas

Rappelons que l'on a fixé un sous-groupe discret = de Zg(A) dans la sec-
tion 2.1.5 du chapitre 2 et que 'on a construit dans le chapitre 3 le diagramme
commutatif :

_ ChtP,N,I,W /E (411)
/ \
ChtG,NJ’W /E ChtM’N’[,W /E

\ /
(X N N)!

Le but de cette section est de définir des faisceaux pervers sur Chte yw /= et

Chtysn.rw /2 et de définir les faisceaux de cohomologie sur (X ~\ N) pour ces
faisceaux pervers.

107



4.1.1 Remarques sur [G;o\Gre.rw)

Soit W € Rep(@l ). Rappelons que nous avons défini un morphisme de
champs :
€aN. 100 - Chtenrw — [Gro\Grerwl.

On veut définir un faisceau pervers sur Chtg y rw a ’aide d’un faisceau per-
vers sur [Gro\Grg, 1 w] et du morphisme €g 7 co-

Rappelons que pour tout d € N’ assez grand en fonction de W tel que I’action
de G sur Grg rw se factorise a travers le quotient G4 (le corollaire 1.2.20 du
chapitre 1), on a un morphisme de champs algébriques :

canid: Chteniw — [Gra\Grerwl.

Remarquons que le schéma en groupes G o est de dimension infinie. Ainsi le
champ [G]0\Grg,w] n'est pas algébrique. De plus, si on utilise M; ¢ au lieu de
M 4 dans le théoréme 3.5.5 du chapitre 3, alors les fibres du morphisme

Too - Chtpnrw — Chtarnrw X [Pr.o\Grprw]
[Mr1,0\Grar,1,w]

sont de dimension infinie.
Pour ces raisons techniques, au lieu d’utiliser le morphisme €g n 1,00 ci-dessus,
on a besoin de choisir un d € N! assez grand et d’utiliser le morphisme €GN,I.d-

Ce qui est important est que les résultats cohomologiques ci-dessous ne dépen-
dront pas de choix de d. En fait, essentiellement on travaillera avec un systéme
projectif des |G 4\Grg rw] avec des d assez grands. Et on peut voir ce systéme
projectif comme [G10\Grgrw).

Pour voir cela, soient d < d’ € Z! assez grands en fonction de W, ot d < d’ si
d; < d; pour tout i € I. Alors les morphismes

Gro—» Gra — Gra
induisent un diagramme commutatif :

Chten.rw (4.1.2)

GG,Il/N,g’

[GI,O\GI"G,I,W] - [Gf,d’\GYG,I,W] - [Gl,g\Gl"G,I,W]
Cela nous permet de construire un systéme projectif

l(iin (Gra\Gra.rwl,
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ou la limite est prise sur les d assez grands.
On peut voir [G}0\Grg,r,w] comme ce systéme projectif.

D’aprés explication aprés la définitions 2.14 de |[Lafl2], quand on passe au
quotient par =, on a

EE,N,I,OO : ChtG,NJ,W /E — [G?,dO\GrG,LW];

et
E(E},N,I,d : Chteg nrw /2 — [G?&\Gr(;J,W].

4.1.2 Faisceau pervers sur Chtg;yw /=

Soit W € Rep(G'). Soit d € N’ assez grand par rapport a W tel que I'action
de G1 o sur Grgpw se factorise a travers le quotient G 4.

Comme G est connexe, G g4 'est aussi. Appliquons la Proposition 4.2.5 de
[BBD82| au morphisme

¢aa: Grarw — [Gra\Grerwl.

On en déduit que le foncteur & ,[dim G 4] induit un foncteur pleinement fidéle
des faisceaux pervers sur [G4\Gre rw| dans les faisceaux pervers sur Greg rw.
Donc la définition ci-dessous a un sens :

Définition 4.1.1. On définit un faisceau pervers (a décalage prés) sur
|G1.4\Grg r,w] comme un faisceau pervers sur Grg ;w qui est G g-équivariant.

Remarque 4.1.2. Cette définition est compatible avec le systéme projectif dans
la sous-section précédente.

En fait, soit d < d' € 7! assez grands en fonction de W. Alors le noyau
du morphisme G; s — Grg est unipotent. Donc on a une équivalent entre la
catégorie des faisceaux pervers G g-équivariant sur Grgrw et la catégorie des
faisceaux pervers G y-équivariant sur Gre r,w.

De plus, on peut définir formellement un faisceau pervers (a décalage prés) sur
|G1,0\Grg rw] comme un faisceau pervers sur Grg;w qui est Gjo-équivariant.

En fait, le noyau du morphisme G o — G4 est unipotent, donc un faisceau
pervers G o-équivariant est aussi G g-équivariant.

Donc on peut voir un faisceau pervers sur [Gro\Grg ;w] comme un faisceau
pervers sur le systéme projectif l(gn (Gra\Gre.rwl.

Dans la section 1.6 du chapitre 1, on a défini (via I’équivalence de Satake
géométrique) le faisceau pervers 8¢ rw sur Grg ;w qui est G p-équivariant. Alors
S8¢.1,w est aussi G g-équivariant.
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D’apres la définition 4.1.1 ci-dessus, 8¢ 1w est un faisceau pervers sur le champ
algébrique [G[,Q\Gl'gJyv] .

Définition 4.1.3. On définit Fo v w = (€gr.nva) Sc.rw-

Proposition 4.1.4. Le complexe T 1 nw est un faisceau pervers sur Chtg r v w
normalisé relativement a (X ~ N)Z.

Remarque 4.1.5. On a un diagramme commutatif :

Chte rw Grerw
€G.d §G.d

[GI,Q\GTG,I,W]

XI

ou le morphisme €g 4 est lisse de dimension relative (> d;) dim G, le morphisme
¢ a est aussi lisse de dimension relative () d;) dim G. Ainsi, on a dim Chtg ;w =
dim GI‘G, IW-

D’apres [MVO07], quand W = K, ;W; est irréductible, avec W; représentation
irréduitible de G de plus haut poids w;, on a dim Grgrw = > ,.;(2pa,ws) +
dim X*.

Remarque 4.1.6. Par définition, 8¢ ;w est un faisceau pervers sur le schéma
Grg 7w normalisé relativement a X7. En fait, quand W est irréductible, S¢ r w est
isomorphe (non canoniquement) au complexe d’intersection de Grg, ; w normalisé
relativement & X7 (Pexemple 1.6.3 du chapitre 1). Sur la strate ouverte lisse
Grg pw (défini dans la définition 1.1.8 et la définition 1.2.19 du chapitre 1),
81w est isomorphe a Q¢[> ", (2pa, wi)]-

Le faisceau pervers F¢ ;w est isomorphe (non canoniquement) au complexe
d’intersection de Chtg rw normalisé relativement a X I Sur la strate ouverte
lisse Chtg ; (définie comme 6?;,d<[GI,4\GTOG,1,W]))7 Ferw est isomorphe a

QD ier (200, wi)].

On n’utilise pas ce fait dans la suite.

Comme (Zg)1 0 agit trivialement sur Grg rw, le faisceau pervers 8¢ ;w sur
. ad . . ad -~ . . . .
Grg 1w est aussi G7y-équivariant et G7°;-équivariant. On le voit comme un fais-
NP, N L1 d
ceau pervers (a décalage pres) sur le champ algébrique [G3\Gre,rw]-

110



Définition 4.1.7. On définit Tg ; vy = (€57 n4)"Sc.r,w. Clest un faisceau per-
vers sur Chtg v 7w /2 normalisé relativement a (X ~ N).

Remarque 4.1.8. D’apres les remarques dans la sous-section 4.1.1 ci-dessus,
Faniw et ?GNIW ne dépendent pas de d. Formellement on a Fgrnw =

(ea,1,v0) Sarw et Fgrnw = (€g.rno) Sarw.

4.1.3 Faisceaux de cohomologie pour Chtg yw /E

Notation 4.1.9. Notons le morphisme de pattes :
pe : Chtgrn /Z — (X N~ N)L

Soit p € AGad On a vu que le sous-champ ouvert Chtéf‘NJ’W /2 de
Chte nw /= est un champ de Deligne-Mumford de type fini. Donc on peut
définir :

Définition 4.1.10. (Définitions 4.1, 4.7 de [Laf12])

J‘CCS:,%VIW = R(pa) (?GNIW|ChtC<:HNIW =)

C’est un complexe dans D%((X ~ N)I Q), concentré entre degré
[— dim ChtG,N,I,W, dim ChtG,N,I,W] .

Pour tout j € Z, on définit la cohomologie en degré j (pour la t-structure
ordinaire) :

Définition 4.1.11.

HES rw = R (pe): (?GNIW‘Chté“NIW =)

C’est un Qg-faisceau constructible sur (X ~ N)Z.
Remarque 4.1.12. Le complexe fHé@\, rw dépend de =. On ne lécrit pas dans

les indices pour simplifier les notations.

Maintenant, soit pq, po € Agg et py < po. Alors d’apreés le lemme 2.1.31 du

chapitre 2, on a une immersion ouverte
<p1 <p2
Chtgy vw = Chtgfyw -
Cette immersion ouverte induit un morphisme de complexes :

<p Spiz
Henviw = Hanrw:

111



Pour tout 7, on a un morphisme des faisceaux de cohomologie :
.7§ '7§
Henow = Hentw
Donc on peut définir la limite inductive sur les u :
Définition 4.1.13. On définit
JySH

J N B
j{G,N,I,W = hﬂg{G,N,I,W
o

dans la limite inductive de catégories de faisceaux constructibles sur (X ~ N)Z.

Exemple 4.1.14. (Chtoucas sans pattes)

Quand I = (), on a vu que Chtg n¢ /Z est canoniquement isomorphe au champ
constant Bung n(F,) /= ~ G(F)\G(A)/Kg nE sur SpecF,. Dans ce cas, le com-
plexe j{éﬁv,@ est supporté en degré 0 et J-C%fv“’@ est un faisceau constant sur SpeclF,,.
On a

i Moy = Co(G(F)\G(A) /K nE, Qo).
17

4.1.4 Faisceau pervers sur Chty, y;w /Z et faisceau de co-
homologie pour Chty 1w /=

Soit P un sous-groupe parabolique de GG. Soit M son quotient de Levi. Rap-
pelons que nous avons fixé un sous-groupe discret = de Zg(A).
Soit V' € Rep(M?). Soit d € N assez grand en fonction de V. On a

emnd: Chtynrv — [Mrag\Grarrv]

et
E%LN,I,Q : ChtM7N,I7V /E — [(M/Zg)[7d\Gl"M7]7v] — [M?i\GrM,I,V].

Définition 4.1.15. On définit
SFM,I,N,V = (€M,N,I,4>*SM,],V§

SFI\Ed,I,N,V = (‘fi,N,I,Q*SM,I,v-

Remarque 4.1.16. Comme pour G, si V est irréductible, le complexe Fy; 7 v v
(resp. F5/ 7 v.v) est isomorphe (non canoniquement) au complexe d’intersection de
Chtas s nyv (resp. Chtysn sy /Z), normalisé relativement & (X \ N)! & coefficients
dans Q. On n’utilise jamais ce fait dans la suite.
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Soit p € AGM1 Nous avons défini Cht3/; v /= dans la définition 3.2.17 du
chapitre 3. Par définition, = est un réseau dans Zg(F)\ Z¢(A). En revanche, il est
seulement un sous-groupe discret mais pas un réseau dans Zy (F) \ Zy(A). Pour
cette raison, Cht]%jf TNV /= est un champ de Deligne-Mumford localement de type
fini mais pas nécessairement de type fini. En revanche, il y a une décomposition
induite par (3.2.10) :

< - <p, -
ChtM/fN,I,v /2= |_| ChtszflfNV,I,V /=

veAD e )<k
et chaque Cht>" NI NV /E est un champ de Deligne-Mumford de type fini.
Notation 4.1.17. Notons le morphisme de pattes :
par: Chtyy /= — (X N N).

Définition 4.1.18. Pour tout v € K%M/ZG, pour tout j € Z, on définit

< b

Harnry == Rlpa) (9:MINV|ChtIEHNVIV/~>7
7< b

Hoyrnry = R (pa (T INV’Cht;[LNVIV 2)-

Chaque H3/'y; , est dans DY((X \ N)T).

Notation 4.1.19. Notons le cone translaté dans AZ 7

Aézu/zg ={ve AZ /Zc0 LP( ) < u}

Définition 4.1.20. On note ﬂ-CMNI v ou parfois R(pas)i(J7, INV|Cht— _) la

I,N,I,V /=
famille de complexes (g{M}VIV)yeTw 5, U (X NN
Zag

On note ﬂ{f\’ﬂw - ou parfois RY (pM) (Fars NV‘Cht<“ ) la famille de fais-

N,I,V /’—
JrSHy
ceaux constructibles <9{M,N,I,v)ye/\; P (X N N).
M

Maintenant, soient i1, o € AGad avec 1 < po. Alors pour tout v € AY
on a une immersion ouverte

Zym/Za?

Chtsz} NV Cht]ff? NV -
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Cette immersion ouverte induit un morphisme de complexes :
S/Ll,l/ <,U,27
Houniv = Harngv
Pour tout j, on a un morphisme de faisceaux de cohomologie :
JySH1, vV J,<p2, v
Hoiniy = Hainiv:

1, < 1, < 4 . .
Cela donne HiN' v — HirN 71 y- On peut définir formellement la limite

inductive sur les y :
5w

1E:HMNIW

Soit n! un point générique géométrique de X’. Notons

Jy S, v Jy Sy V
HM NIV - j{M,N,I,V —

C’est un Qg-espace vectoriel.

Définition 4.1.21. On définit

]7<M . jvg,u‘:l/
HMNIV H HM,NJ,V'
20
VGAZM/ZG
J7 ) 3 j7§ﬂ
On remarque que HMNIV 0sivé AZ]L = On dit que Hy vy est

supporté sur le cone translaté AL Tar )76 dans A2 Ta )76

Notation 4.1.22.
<y v

HMN]V @Hﬂj\uv
@HMNIV ={(e,) € H HMNIV, E],LLEAGdd, t.q. ey—081V¢AZM/ZG}

Définition 4.1.23.

HM NIV - 13 NIV - @HM NIV
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Exemple 4.1.24. (Chtoucas sans pattes)

Soient I = () et W = 1. Soit u € /A\g;% Le complexe J—Cf/f N1 €st supporté en

degré 0 et U—C?\fﬁ@ , est un faisceau constant sur SpecF,. On a
07§,LL9V — S/L,I/ —
Hyjgang = Ce(Bunyy i (Fy)/=, Qr)

HJ?ﬁi)‘fN@ - C(Bunﬁ’fN(Fq) =, Q)

. <u,v - N
Il est supporté sur les Buny;'\/(Fy)/E pour v € A7, .

H](\)/[,(Z),N,l = %“HJ(\)EJ{LNJ C C(Bunyn(F,)/=,Qp)
n

On remarque que dans ce cas, pour chaque v, RO(pM)!(Qg}Chtgu,y /:) est un
M,N, I,V /=

espace de fonctions a support compact. En revanche, R%(py)i(Q| Che< /:)

M,N,I,v /=

est un espace de fonctions & support non nécessairement compact puisque

Chtfjfw,l /Z n’est pas de type fini.

4.2 Construction du morphisme terme constant

Le but de cette section est de construire le morphisme terme constant (défi-
nition 4.2.7) pour chaque parabolique P.

4.2.1 Morphisme entre faisceaux pervers

Soit W € Rep(G'). On peut le voir comme une représentation de M par
restriction. D’apres le lemme 3.3.5 du chapitre 3, on a des morphismes :

- Chtpnrw
— T~
ChtG,NJ’W ChtM,N,I,W
On a un faisceau pervers Fg ; yw sur Chte; yw (la définition 4.1.3) et un

faisceau pervers Fysr v w sur Chtpyr v (la définition 4.1.15).
Le morphisme 7 est de type fini. Donc le foncteur ci-dessous est bien défini :

7T!i* : Dg(ChtG,N,[,W) — Dg(ChtM’N,[,W). (421)
En particulier, on a un complexe mi*Fg.ryw € D2(Chty nrw).

Construction 4.2.1. On construit un morphisme de complexes dans
DZ(ChtM,N,],W) :
W!i*?G,I,N,W — :TM,I,N,W- (422)
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Construction.

i) Prenons un d € N’ assez grand tel que Paction de Gro (resp. Pro, Mro)
sur Grg,rw (resp. Grpyw, Graw) se factorise & travers le quotient Gy 4 (resp.
Py 4, M;4). Dans chapitre 3, on a construit un diagramme commutatif :

i

Chte,n1w Chtpn, 1w z Chtar N 1w (4.2.3)
€a,d €pd €M,d
0 70
[GI,Q\GTG,I,W] = [PI,Q\GYP,I,W] = [MI,Q\GIM,I,W]
On veut construire une fléche
m(epa)” = (eara)” (mg)h[—2m](~m) (4.2.4)

oum=dimU; = (> d;)dimU.
Pour obtenir cette fleche, on applique la construction ci-dessous au diagramme
suivant :

Chtp,NJ,W (425)

Chtar N, rw — Chtar N, rw
™
da

€M.d €M,d

0
Td

[Pr a\Grpsw] —— [Mr\Gryrw]

Construction 4.2.2. Soit
(4.2.6)

"
a2y

un diagramme commutatif de champs algébriques, ou 2 est le produit fibré
Z x %' f et gsont de type fini. Supposons que le morphisme h est lisse. Alors
v

on construit un morphisme de foncteurs

f(d)* = a*g[—2dim h](— dim h).
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Construction. On a

f! (Oé/)* >~ glh h*a*
Tr ~ ~%

. (4.2.7)
— g [—2dim h](— dim h) < o*g/[—2 dim h|(— dim h)

La premiére fléche vient de la commutativité.

La deuxiéme fléche est induite par l'isomorphisme h*[2dim h](dimh) ~ A'
(puisque h est lisse) et le morphisme trace pour h : Tr : h' — Id (|[SGA4]
XVIII 2).

La troisiéme fleche est le changement de base propre ([SGA4] XVII 5).

0
ii) On déduit de i) des fléches de complexes de faisceaux :
™ SL"GNIW =mi*(eca) Sc.rw
R (4.2.8)

Pd
b>—>( )" () (ig)* 8w [=2m](=m)
) Svaw =Funiw

<(em

La composition de ces fleches donne

+5%
™ ?G,I,N,W — er,I,N,W-

(a) vient de la commutativité du diagramme (4.2.3) ;
(b) vient de la fleche (4.2.4) dans i);

Maintenant expliquons le morphisme clé (c) : rappelons que nous avons dé-
composition

GI"MJ,W = |_| GFMJ’W@ et Cht]\/[,LW = |_| ChtM7]7W9 .

v v
QEZJVI HGZJW

Dans la section 1.7.2 du chapitre 1, on a vu que pour la correspondance

39 79
6 0
GI”G,I,W — GYP,I,W,e — GrM,I,Wga

on a un morphisme de terme constant (qui est une conséquence de 1'équivalence
de Satake géométrique) :

SM7[’W0[—2S](—S) :> (ﬂ'g)!(ig)*SGJ,W (429)
avec s = (0, (pc — pm))-
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Considérons la correspondance

9 79
[GI,Q\GYG,I,W] <—¢—0 [PI,Q\GYP,I,W,H] ﬂ> [MI,Q\GI"M,I,WQ]-

On voit 8¢ rw comme complexe sur [Gr4\Grerw] et Sarrw, comme complexe
sur [Mr 4\Graz,r,w,]. Comme Uy est un schéma en groupes unipotents et 7y , est de
dimension relative dim 71§ + dim Uy = dim 71§ + m, le morphisme (4.2.9) implique
un morphisme

Sat,1wy[—25)(—s) = (mgoh(ige) Sc,r,w[—2m](—m). (4.2.10)
Le morphisme (c) est une réunion des morphismes indexés par 0 :

(enra)*Sarrw,y[—25](—s) = (eara)* (my o) (ige)*Sc.rw[—2m](—m).

D’apres le lemme 3.3.9 dans le chapitre 3, on a Chty, v w = Chtarn 1w, pour
0 € ZL tel que (0, (pc — pm)) = 0. Ainsi I'image de morphisme €jrq4 est inclus
dans [M; 4\Gra1w,] avec (0, (pc — pa)) = 0. Donc dans morphisme (c), il y a
seulement une composante non nulle, c’est la composante avec s = 0.

O

Remarque 4.2.3. 1l y a deux ingrédients clés dans la construction ci-dessus :
a) le morphisme 8y77w,[—2s](—s) = (7°)(:°)*Sc. 1w qui vient de Satake
géométrique. C’est aussi la raison pour laquelle il faut préciser # pour donner le
décalage s.
b) les morphismes lisses g4 et €prq4. Grace a ces morphismes, on peut défi-
nir fonctoriellement les faisceaux pervers Fg 1w et Farrw a partir de Sgrw et

Sar,r,w- Et le morphisme lisse 74, qui permet d’appliquer le lemme 4.2.2.
Lemme 4.2.4. Le morphisme (4.2.2) ne dépend pas de choiz de d.

Démonstration. D’aprés la sous-section 4.1.1, ce que nous considérons est un
systéme compatible de [G; 4\Grg 1 w] pour les d € N assez grand.
Soit d < d' € N! assez grand en fonction de W. Alors le diagramme suivant
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est commutatif :

Chtp’[’W

Chtarrw
[Py, d’\GTV (M o \Gras,w]
[Pra\Grprw| —[M;\Grarw]

(4.2.11)

Comme 74 = a0 my, le morphisme de trace

Tr(my) : (7Td)1<7'('¢)! — Id

est le composé de

Tr(my)
(T )i(mg) ! s o @), 14,

Le clé est que les fibres de morphisme « est le champ classifiant de groupe
Ker(Uy — Uy), qui est un groupe unipotent. D’aprés le lemme 6.2.5 du chapitre
6, le morphisme T7(a) : apa* — Id est un isomorphisme de foncteurs.

119



Ainsi on a le diagramme commutatif des complexes :

/ e \
mi*(eq.q) S = mi*(€c.a)"Sa
Ggf)!(@’)!(@’)*(6@’)*(@)*5'@ = (%) (T (ma)i(7a)* (€37.0)" (i) S
Tr(my) Tr(mq)
(enra)" (g )1 (1g)* S [=2m/](—=m) e, (ear,a)*(m)i(ig)* S8 [—2m](—m)
(enra)"8y = (eara)"Su
\ . /

oum=dimU; = () d;)dimU et m' =dim Uy = (>_d}) dim U.

L’égalité (x) est donnée par

(TS (T ) () (€nra ) (1%)* 80 = (hcu(my ) (7)o (€37.0) (i5) "8

= (m)(ma)i(ma)* (€nr.a)" (i) S

Le diagramme (4.2.3) dans la construction 4.2.1 est compatible a la troncature
de Harder-Narasimhan et au quotient par =. Soit pu € Ag;g. Pour le diagramme

Cht3y ;w /2 (4.2.12)
Chtg'y /2 b Cht3'y 1w /=
o~ o
(X ~N)!

on a aussi le morphisme de complexes comme dans la construction 4.2.1 :

R =
me ?G’I’N’W ‘ChtéMN W /E - SFM’]’N’W |ChtzguuN W g
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4.2.2 Morphisme entre faisceaux de cohomologie

A partir de maintenant, on considére seulement la restriction de Chtg sy et
Chtyszn en i (point générique de X7).

Cht 3y, /E (4.2.13)
— T
Cht;, b Chtyf'y ooy /Z

o =
GNplw /= M,N,n

e VT
n

E<up N
CTrc:,z\/,nl,w T CTrG,N,Lwlcmﬁ”
G,N

E,<p o a=
Tt = Taunawlowsr =

M,Nnl,w

Notons

,nI,W/:

<u

MNgl W /E comme dans la construction

On a un morphisme de complexes sur Cht
4.2.1:

-k 2, <[ E,<p
TGNt w = Tni Nt W (4.2.14)

D’aprés la proposition 5.7 dans [Var04] (dont on a rappelé I'énoncé dans la
proposition 3.4.1 du chapitre 3), le morphisme

- <u = <p =
i: ChtP,NmI,W =— Chtgme,W JE

est propre composante par composante. Donc on peut appliquer [SGA5| 111 3 ou
[Laf12] 4.1 au diagramme commutatif (4.2.13) ci-dessus et a la correspondance
cohomologique (4.2.14). On obtient un morphisme sur n’ :

Rpe)h T o — Rpm ) T3, (4.2.15)

7N7771 7W M7N777[ 7W ’

Concrétement, d’abord on a un morphisme de foncteurs (tous les foncteurs
sont considérés comme foncteurs dérivés) :

a () .
(pe)t & (pe)iini® =2 (pe)vini

ou (a) est 'adjonction, (b) est parce que i est propre, (c) est la commutativité
du diagramme (4.2.13) ci-dessus. Le composé donne

(PG)!TE”]SV"%I’W — (pM)!W!Z.*S:’g:]SV‘nt’W'

< (par)imi® (4.2.16)

Ensuite on compose ce morphisme avec (4.2.14), on obtient

<pG)!Sjg:]§Vlnt,W — (pM)!W!i*gjg’]SVljnI’W — (pM)!SFi},S]\/fL,nI,W' (4.2.17)
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4.2.3 Morphisme terme constant
Notation 4.2.5. On note
, P(OnN)
ChtP,N,I,W = Chtp’N’[’W X G(ON),

, P(ON)
ChtMJV,[,W = ChtM7N7I,W X G<ON)

On peut faire tout comme dans la section 4.1.4 pour Cht'M NIw P Onaun
morphisme composé

€ nrat Chthy nrw /Z = Chtar gy /2 — [MF\Gragrw].

On définit
]\/?,I,N,W = (GIJ\;,N,I,@*SM,I,W-
Notons
it Cht)y v, /2 = (X N N).
On définit

).

an . —

J SV o DI E
Harnry == RO Farrny P
Cht ), N1v /E

5 . /=
J» <p 3 7 (54! E,<u . .
On note 3,y y7y ou parfois R (phy ) JF )7y la famille de faisceaux
y
J, Spv R I
(HM7N717V)V€A,A sur (X ~ N)'.
Zym/Za
Considérons le diagramme :

, ChtIP7N717W , (4.2-18)
/ \

Chte v 1w Cht)y 1w

ot le morphisme i’ (resp. 7’) est induit par le morphisme i (resp. 7).
Toutes les constructions dans les sections précédentes marchent pareillement
pour ce diagramme. Donc on a un morphisme de complexe sur 7’ :
R(pe)F=St = R(py T, =sm (4.2.19)

G7N77717W M7N777[7W'

Pour tout j € Z, ce morphisme induit un morphisme de faisceaux sur 7’ :

Pj,<p . qei<p BT
GG . %G,N,I,W 77[ —> J_CM,N,],W . (4.2.20)
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Remarque 4.2.6. En fait, pour chaque v € K%M /7¢O considére le diagramme

" <pw —
) Chtpf]\lfl,%f,w JE / (4.2.21)
/ X
< - ! <pw =
Cht gy /2 e Chtyr o w /2

R e
U

et on définit un morphisme

P,j, <p,v . qrd,<p "<, v
Cq : :HG,N,I,W o — U{M,N,I,W

nI

. Pj.< . . . Pj,<uv - )
Le morphisme €7 =" est en fait une famille de morphismes €7 ="" indexés par

o
v E AZM/ZG.

Maintenant soit puq, po € T\g;% avec (17 < p2. On a un diagramme commutatif :

ChtS"? < Cht =2 — Cht = (4.2.22)

L]

ChtS" <— Cht ="' —— Cht, ="

ol les fleches verticales sont des immersions ouverts.
Pour tout 7, il induit un diagramme commutatifs de faisceaux de cohomologie :

g, <2 "3, <pe2
HenTw o =y Nrw o (4.2.23)

! !

J, <1 ! J,<p1
Henrw ” —HyNiw

77[
Ainsi on obtient un morphisme de limites inductives.

Définition 4.2.7. Pour tout sous-groupe parabolique P, pour tout degré j, on
définit un morphisme terme constant sur n’ :

Pj .y < ; <
Co” i HE R rw o — Lim 37w o (4.2.24)
1% W
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Soit 77_ un point géométrique de n’. Comme dans les sections précédentes,

Jy S Jy Sk T Jy Spy v
notons Hg N 1w = Ho v rw Iet Hy N w —J-CMNIW . Notons

3 <y

J 1 3,<p "j
HG,N,I,W = hﬂ HG,N,I,W HM,N,I,W 1& HM NI,W:
“w
ehi . Hl — H,} (4.2.25)
¢ HanNiw M,N,I[,W* -4

Exemple 4.2.8. (Chtoucas sans patte)
Pour tout P, quand I = et W =1, 0n a

Chte,ng1 = G(F)\G(A)/Kan

Cht!p v o, = (P(F)\P(A >/KPN> "2 6o

ZP(F)\( )X co ))/Ken
P(FN\G(A)/Ke -

Cht'y o1 = (MENM(A)/Kny) % G(O)
MEN(M(A) % GO))/Kan

= M(F)\(
— UMM(F\(P(A) % G(0))/Ka
— U(A)M(F)\G(A)/ Ko,y
— U(A)P(P)\G(A)/ Ko

Dans ce cas, le diagramme (4.2.18) est :

GFNG(A)/Kan «— P(E)\G(A)/Kg,y — U(A)P(F)\G(A)/Ke -
(4.2.26)
Le morphisme terme constant (4.2.24) coincide avec le morphisme de terme
constant classique :

CG : Co(G(F)\G(A)/Ke.nE, Q) — C(UA)P(F\G(A)/KenE, Q).

foos fPige / f(ug)du
U(F)\U(A)
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Remarque 4.2.9. Dans I'exemple 4.2.8 ci-dessus, le morphisme terme constant

classique CF est en fait une famille de morphismes indexés par v € /A\(SG T

CE: C(G(F)\G(A) /Ko nE, Q) — C.((UA)P(F)\G(A)/KanE)", Qo).

P
Fooom Flompenenyrersr

Par exemple, soient G = GLo, M = GL; x GLy, la courbe X =P! et N = 0.
Si f est une fonction supportée sur le point correspondant au fibré O(n) @ O(—n),
alors fT est supporté sur les points correspondants aux fibrés (O(n), O(—n)) et
(O(m), O(—m)) pour tout m < —n.

Remarque 4.2.10. On a diagramme commutatif :

Cht ey, 1w <—— Chtp 1y ——= Cht)yy y 1y (4.2.27)

T J

Chtpn r,w —— Chtar v 1w
ol les deux fléches verticales sont des immersions ouvertes et fermées.
Quand N = @, On a Cht)y, y;y = Chtanrw. En général, le morphisme

Chty nrw — Cht’M ~w n'est pas un isomorphisme. Pour construire le mor-
phisme terme constant, on utilise la ligne en haut au lieu de la ligne en bas.

Quand N = et I =0, le diagramme (4.2.27) est

G(FN\G(A)/G(0) =— P(F)\G(A)/G(0) —=U(A)M(F)\G(A)/G(O)

] |

P(F)\P(A)/P(0)

Quand N # 0 et I = (), choisissons k; € G(O) tel que
G(@) - U ijG,N-

Pour chaque k;, on construit un morphisme

P(F)\P(A)/Kpx 25 P(F\G(A)/Kex = PN(P(A) % G(0))/Kox

p = pk;
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Le diagramme (4.2.27) est

GF\G(A)/Kgn <— P(F)\G(A)/Kax — U(A)M(F)\G(A)/Ken

T v w|

P(F)\P(A)/Kpx M(F)\M(A)/ K v

Les morphismes \Iff et \Ifjw sont injectifs, mais pas bijectifs.

Remarque 4.2.11. Soient P, C P, deux paraboliques. Notons M; et M, leur
plus grand quotient réductif respectivement. Alors on a diagramme commutatif
dont le carré est cartésien :

Cht'p,
e N
Cht'p, Chtlp, ,
N N
Chte Cht'y,, Cht}y,,

On en déduit que le morphisme terme constant Ggl se factorise a travers Hyy, :

P2 P12
J G ¥ My ¥
HG,N,I,W ? HMQ,N,I,W ? HMl,N,I,W'

4.3 Définition de la cohomologie cuspidale

Définition 4.3.1. Pour tout j, on définit la cohomologie cuspidale en degré j
comme
j, Cus . P, j . i, <
J_Cz},N,?W = ﬂ Ker GGJ - hﬂ}(]e,N/f]’W (4.3.1)
PGG I

77[
C’est un Q-faisceau sur n?.

Notation 4.3.2. On note H% %P = FHL, 0P | —. Cest un Qg-espace vectoriel.
G,N,I,W G.N LW [T ¢-€Sp

Exemple 4.3.3. (Chtoucas sans patte)

Dans le cas classique, une forme automorphe f € C.(G(F)\G(A)/Kan=, Qp)
est dite cuspidale si pour tout parabolique P le terme constant f¥ (défini dans
I'exemple 4.2.8) est nul. On note CS™P(G(F)\G(A)/Kgn=, Q) l'espace des
formes automorphismes cuspidales.

Quand I = () et W = 1, d’aprés l'exemple 4.2.8 ci-dessus, le Qy-espace
H&‘j@?w coincide avec CS"P(G(F)\G(A)/Ka NE, Q).
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Remarque 4.3.4. D’aprés la remarque 4.2.11 ci-dessus, le morphisme terme
constant pour un parabolique P se factorise par le morphisme terme constant
pour tout parabolique maximal qui contient P. Donc pour qu’'un élément dans
Hg soit cuspidal, il faut et il suffit que son image par le morphisme terme constant
soit nulle pour tout parabolique maximal.

4.4 Définition de cohomologie Hecke-finie

4.4.1 Action des algébres de Hecke (correspondance coho-
mologique)

On rappelle la construction de 'action des algébres de Hecke dans la section
4.4 de [Laf12]| . On y renvoie pour plus de détails.

Soit f € C.(KN\G(A)/Kn,Qy) et T un ensemble fini de places de X contenant

|N| et tel que
f= (@) @[
vg%

ou f/ S CC(HUGT KN,U\G<FU)/KN,U7 Qf)

Alors f est une somme des fonctions caractéristiques de KygKy, pour des
g = (9v)veix| € G(A) tel que g, € G(O,) pour tout v ¢ <.

Pour chaque tel g, la construction dans la section 2.4 du chapitre 2 fournit,
pour k € Agad assez grand en fonction de g, un diagramme commutatif :

I'n(9) (4.4.1)

pry Pry

<p =
‘(X\T)I Chtcrvw /H’(

P~ ~—ve
(X \%)!

<pu+k —_
Chtz/ =
G,I,N,W X3)!

oll pry et pry sont finis étales.

3 SH“FK/ =
On a un morphisme de complexes sur Chtg';'yyy, /2

‘(X\T)I :

(pr1>!(pr2)*3~2,1,N,W|Chtéfi[7N’W = gjg,I,N,W‘Chtéf}b'\;’W = (4.4.2)

Ensuite on applique le cadre général de correspondances cohomologiques (voir
[SGA5| III 3 ou [Laf12] 4.1) au diagramme (4.4.1) et au morphisme (4.4.2) ci-
dessus, et on obtient un morphisme dans D§((X \ €)1, Qy) :

T(g): (pG)!TE,I,N,W’ChtéfLI,NW/5 — (PG)!?(:;,I,N,W’CM%%@’W =
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Avec la définition 4.1.10, ce morphisme s’écrit aussi :

L ars<p <p+k
T(g) : He v rw — HeN1w

(X~T)! (X~T)

On en déduit un morphisme dans D§((X \%)’, Qy), pour k € Kgad assez grand
en fonction de f :

. < <p+
T(f): g{cﬁv,l,w - %ijv,?w

(X~%)! (X~ %)

4.4.2 Cohomologie Hecke-finie

Rappelons que nous avons noté Hg;, NIW = lilgu ﬂ-CJGSA’; Lw |
"
Définition 4.4.1. ([Lafl2], Définition 8.19) Une classe de cohomologies ¢ de
HY, n rw est dite Hecke-finie si le sous-Zg;-module C.(Kn\G(A)/Ky,Zy) - ¢ de
H&N,LW est de type fini.
On note H, é%ffw I'ensemble de toutes les classes Hecke-finies. C’est un sous-

Qg-espace vectoriel de Hé,NJ’W qui est stable par C.(Ky\G(A)/ Ky, Qy).

Définition 4.4.2. Une classe de cohomologies ¢ de Hé ~.1w est dite Hecke-finie
au sens rationnel si le sous-Qp-espace vectoriel C.(Kny\G(A)/Kn,Qy) - ¢ est de
dimension finie.

On note Hé%fﬁf}t I’ensemble de toutes les classes Hecke-finies au sens

rationnel. C’est un sous-Q-espace vectoriel de Hg?,N,I,W qui est stable par
Ce(Kn\G(A)/Kn, Qp).

On a
Co(EN\G(A)/ KN, Qp) = Co(En\G(A)/ K, Ze) @ Q.
Donc pour une classe de cohomologies ¢, si C.(Kny\G(A)/Kn,Zy) - ¢ est un Z-
module de type fini, alors C.(Ky\G(A)/Ky,Qy) - ¢ est un Qp-espace vectoriel

de dimension finie. Comme conséquence, on a une inclusion de sous-Q-espaces
vectoriels de HY v -

HE Norw C© HE v (4.4.3)
Remarque 4.4.3. On a vu dans 'exemple 4.3.3 que quand I = (), on a
He ng = Co(G(F)\G(A)/ Ko nE, Qo).
He ity = CEP(GU\G(A)/ K nE, Qo).

Dans ce cas, on a
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Théoréme 4.4.4. (Theorem 1.2.1, [Har74])
Le Qq-espace vectoriel CS*™P(G(F)\G(A)/Ka nE, Qo) est de dimension finie.

De plus, C.(G(F)\G(A)/Ka NE, Zi) C C.(G(F)\G(A)/Kg nE, Q) est un ré-
seau. On a

Proposition 4.4.5. (Proposition 8.23, [Laf12]) Les sous-espaces suivants de

He npa sont égau :

0,Hf 0, cusp 0,Hf —rat
HGanw o HG,N,@,I o HG7N7® '

4.5 Enoncé des résultats

Pour toute courbe X projective lisse géométriquement irréductible sur Fy, tout
groupe réductif déployé G sur [F, tout sous-schéma fini N C X, tout ensemble fini
I, toute représentation W de G' et tout =, on a défini un faisceau de cohomologie

HE N Tw en degré j sur le point générique géométrique n! de X?. C'est un sous-
Q-espace vectoriel de HY y -
Le premier résultat concerne seulement la cohomologie cuspidale.
2 < - 7, Cusp . . .
Théoréme 4.5.1. Le Qq-espace vectoriel Hg v 7y est de dimension finie.
Quand I = ), on retrouve le théoréme 4.4.4.
.\ , . j, Hf—rat
Le deuxiéme résultat est que les deux sous-Q-espaces vectoriels HY v ;1 et
7, cusp 7 ,
HE v rw de Hg y py sont égaux.

oy . . j i, Hf-rat . oy .
Proposition 4.5.2. L’inclusion H} 7w C HE N1 st une égalité.

. . : : , HE j, Hf—rat
Une conséquence directe de U'inclusion HY v, w C HE nw et de les deux
résultats ci-dessus est :

Corollaire 4.5.3. Le Q-espace vectoriel Hélﬁl,w est de dimension finie.

Quand I = (), on retrouve la proposition 4.4.5.
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Chapitre 5

(Géométrie des horospheéres

Soit G un groupe réductif, P un parabolique et M son quotient de Levi. Le
but de ce chapitre est de montrer que le morphisme de restriction de P a M pour
les chtoucas est contractible sur les strates assez profondes.

Précisément, soit W une représentation de G/, d = (d;)ic; € (N*)! assez
grand en fonction de W au sens du chapitre 1. Soit u € ]\\gg Dans le chapitre 3,
on a noté o

Chtﬂj[,N,W = ChtJT/[l,LI,N,W X [Pra\Grp1w]
[Mr1,a\Gra,1,w]

et on a considéré un morphisme
7w *: Cht,} — Cht,,
a e rnw M,IN,W*

On a montré qu’il est lisse dans la proposition 3.5.1.

Rappelons que nous avons défini un schéma en groupes unipotents comme une
extension successive de schémas en groupes additifs dans la définition 3.5.2. Les
ensembles ' et 'y sont définis dans la section 0.3.

Dans ce chapitre, on va construire une constante C'(G, X, N,d) € Q" et mon-
trer :

Théoréme 5.0.4. Soit i € KZ,S Si (u, &) > C(G, X, N,d), pour touti € I'g—

'y, alors localement pour la topologie lisse, Cht;f}’N’W est un espace fibré sur

é\h/t;;j],]v,w de fibre un schéma en groupes unipotents sur le champ classifiant
d’un autre schéma en groupes unipotents.
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5.1 Etape 1 : premiére réduction
L’énoncé est local pour la topologie lisse. Donc il suffit de le montrer pour

_ — =
=u . =p
Ty ChtP,I,N,W X GI'pJ’W — ChtM,I,N,W X GI‘pJ,Wt
(Pr.a\Grp,1,w] (Pr.a\Grp,1,w]

Rappelons que dans la définition 2.1.11 du chapitre 2, nous avons défini un
champ Bung ;ng sur (X \ N).. La fibre de Bung ;4 au-dessus de (z;)ic; €
(X N N)X(F,) est isomorphe & Bung n+3 d;a;-

Notation 5.1.1. Pour raccourcir les notations, on va noter :
Chtpn := Chtpr yw, Chtyn = Chtarrnw,
Grp = Grprw, Gray = Grarw,
Py = Prgq, Mg:= Mg,
Bunpyg4 = Bunp;ng, Bunyng:=Bunyinvg.
Le diagramme (3.5.4) dans le chapitre 3 peut étre restreint a Cht 'y et 6\11/1:;;1\,

Donc le morphisme 7" est inclus dans un diagramme commutatif (avec les carrés
en face et en arriére cartésiens) :

Chtp'y x  Grp Buny/y, x Grp
’ [PQ\GTP] _ T (X\N)I
~ -
Cht x  Grp : Bun}* x  Grp
M7N [PQ\GTP] MJV,Q (X\N)I
_ L
Bunjp/y o > Bunp/y x Buny'y
\ (tp,g@)
7 N i
Bunj/y Bun, /'y x Bunj;'y

(5.1.1)
ol ¢ (resp. ¢q) est la restriction de P a M (resp. avec niveau).

D’apres le lemme B.0.6 dans I’annexe B, la fibre de 7; est produit fibré de la
fibre de ¢4 et ¢ au-dessus de la fibre de (¢, ¢).
Concretement, soit S un schéma sur [, et

S — Cht;¥y x Grp
N P\Grr]
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un morphisme donné par un chtouca ((z;), Far = "Far, ¢ : ?M|N><S = M‘NXS)
et un point s : S — Grp. Ce morphisme induit les morphismes

S — Cht /' x  Grp — Bun}/ x QGrp
M.N [Py\Grp] M.N.d (X~N)I

S — Chtyf'y x  Grp — Buny/y .
" [Pd\Grp] 7

. Fumr Fnr : fa -
On note respectivement Zs y 4, Bunp'y, ; et Bung'y les produits fibrés :

fzfg,]\fd Cht;}j\[ X GI’p (512)
- " [Pa\Grp]
d
S Cht;ﬁN X GI‘p
[Pa\Grp]
Bung 'y, Bunply, x Grp Buny, Bunz/y  (5.1.3)
T T (XNN)! ’ ’
\(sod,ld) @
S Bun,/v, x Grp S Buny;'y
TR (XNN)! '

D’aprés le lemme B.0.6 dans 'annexe B, on a un carré cartésien sur S :

ZsNd Bun}™, , (5.1.4)
(pry Frob -pr¥)
gy {dId) Far Far
Bungy Bungy X Bungy

Comme l'on a expliqué dans la section 3.5.1 du chapitre 3, le morphisme pry
est Poubli de structure de niveau en d. Le morphisme pr! est induit par les
morphismes :

pri Bunpyg )>(<1Grp — [Pra\(Bunp g )>(<1Grp)] = Heckep y 7o Bunpy .
et
prit  Bunyng )>(<1Grp — [Mr 4\ (Buny n g )>(<IGrM)] 5 Heckeyy y 22 Bunyy .
Tm

Les champs Bungf‘]{,’ 4 et Bungi sont lisses au-dessus de S. Le morphisme pr{
est lisse et Frob -pr!¥ est de dérivée nulle dans les fibres au-dessus de S.
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5.2 Etape 2 : fibres de Bunpy — Buny,y

Le but de cette section est de montrer la proposition suivante :

Proposition 5.2.1. Soit N C X un niveau. Soit I un ensemble fini et d =
(di)ic; € NL. 1l existe une constante C(G,X,N,d) € QF, tel que si (i, ;) >
C(G, X, N,d) pour touti € I'¢ — Ty, alors Bunp'; v ; est le champ classifiant
d’un schéma en groupes unipotents sur Buny'; v ;. -

Corollaire 5.2.2. Si (u, ;) > C(G, X, N,d) pour tout i € U'q — 'y, alors pour
tout S et tout morphisme

((xi),ﬁi\;,zz, s): S — Chty/y x  Grp,
" [Pg\Grp]

le champ Bungf”fv (resp. Buniﬂfv’d) défini dans le diagramme 5.1.2 est le champ

classifiant d’un schéma en groupes unipotents H (resp. d’un schéma en groupes
unipotents Hy) sur S. De plus, dim H —dim H; = (D> d;) dim U.

La stratégie pour montrer la proposition 5.2.1 est d’utiliser une annulation de
H' d’une version tordue de U pour montrer que la fibre est un champ classifiant.
On montre ensuite que le groupe des automorphismes est un schéma en groupes
unipotents en utilisant une filtration canonique sur U.

On commence par le cas ou N = () et d = 0.

5.2.1 Le cas sans niveau

Commencons par quelques préparations. Rappelons que nous avons U < P —»
M. Le sous-groupe U est distingué dans P, donc P agit sur U par adjonction.

Pour obtenir une action de M sur U, nous choisissions une section M — P.
Alors M agit sur U par adjonction via M — P.

Remarque 5.2.3. Si U est commutatif, alors I'action de U sur lui-méme par
adjonction est triviale. Dans ce cas 'action de M sur U ne dépend pas du choix
de M — P.

En général, 'action de M sur U dépend du choix de M <— P. Nous allons
discuter dans la remarque 5.2.11 que le résultat final ne dépend pas du choix.

Soit S un schéma et F; un M-torseur sur X x S.

Définition 5.2.4. On définit un espace fibré sur X x S avec fibre U :
U:TM = (?M X U)/M
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Lemme 5.2.5. L’espace fibré Us,, est muni d’une structure de schéma en groupes
sur X x S.

On envoie a Annexe C.2 pour la démonstration de ce lemme.

Notons prg : X x § — S.

Définition 5.2.6. Soit A un faisceau en groupes sur X x.5. On définit un faisceau
de groupes R°(prg).A sur S :

(S/ — S) — HOInxxg(X X S/,Al),
ot A’ est I'image inverse de A par X x S — X x S.

Appliquons cette définition au schéma en groupes Usy,, sur X x .S. On obtient
un faisceau en groupes sur S :

Ro(prs)*UgM.

Définition 5.2.7. ( [Gir71] V.2.1, [SGA4] XIL.3 ) Soit A un faisceau en groupes
sur X x S. On définit R'(prg).A comme le faisceau d’ensembles sur S associe au
pré-faisceau :

(8" = 9)— H' (X xS A.

D’apres |Gir71], le faisceau R'(prs).A est muni d’une section canonique (qui
correspond au A-torseur trivial). C’est un faisceau d’ensembles pointés.

Appliquons cette définition au schéma en groupes Usg,, sur X x .S. On obtient
un faisceau d’ensembles pointés sur S :

R! (prs)«Us,, .

Remarque 5.2.8. Dans le cas ot A est un faisceau en groupes additifs, ces
définitions sont compatibles avec le complexe des faisceaux R(prg).A sur S.

La proposition 5.2.1 avec N = () et d = 0 est une conséquence des lemmes
suivants :

Lemme 5.2.9. I existe une constante C(G,X) € Q%, tel que si {u,cd;) >
C(G,X) pour tout i € T'q — Ty, alors pour tout S et tout Fyy : S — Buny/',

a) le faisceau en groupes R°(prg).Us,, est unipotent (i.e. une extension suc-
cessiwe de faisceaur G,).

b) le faisceau d’ensembles pointés R (prs).Us,, est trivial.
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Sous les hypothéses du lemme 5.2.9 ci-dessus, notons %5 le produit fibré :

=u
%s — Bun,

|,

g Bun; /"

Lemme 5.2.10. Le champ %5 est canoniquement isomorphe au champ classifiant
du faisceau en groupes unipotents R°(prs).Us,, sur S.

Le morphisme %5 — S admet une section donnée par le Uy, -torseur trivial.
Donc le faisceau en groupes unipotents R%(prg).Us,, est représenté par le schéma
en groupes Autg( le Uy, -torseur trivial ) sur S :

(8" — 8) AutXXS/( le Uy, -torseur trivial sur X X S’).

Donc R°(prs).Us,, est un schéma en groupes unipotents sur S.

Remarque 5.2.11. (Indépendance du résultat en fonction du choix de M < P)
Soient My, My C P tels que M = M, et M = M, soient deux sections. Alors

il existe un u € P tel que My = uMju~'. L’isomorphisme
Y19 P— P p— upu !

envoie My & M. Notons Uy, =~ le schéma en groupes obtenu en utilisant M —

My, C P et US%M le schéma en groupes obtenu en utilisant M = M, C P. Alors
on a un isomorphisme

Yo : Uy, = Uj (2, u) = (2 uu'u™")

Il induit un diagramme commutatif :

RO(pTS)*Ugl-A/I Ro(prg)*Us%M

12

5.2.2 Filtration canonique de U

D’aprés la section C.1 de I'annexe C, on a une filtration canonique de U :

U=U09>0uW>...oyutm 5yt =, (5.2.1)
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Chaque UUTD est un sous-groupe distingué dans UY). Les quotients sont munis

des isomorphismes
90 . G = U(j)/U(j+1).

Pour tout 7, le sous-groupe UY) est distingué dans P, donc M agit sur chaque
U par adjonction via M < P. On en déduit que M agit sur chaque UV /UG+1)
et U/UWY par adjonction.

Soit S un schéma et F; un M-torseur sur X x S.
Définition 5.2.12. On définit un espace fibré de fibre U /UG sur X x S :
(U(j)/U(j“))gM — (?M > U(j)/U(jH))/M.
Définition 5.2.13. On définit un espace fibré de fibre U/UW) sur X x S :
(U U g,, = (Fa x UJUY) /M.

Lemme 5.2.14. L’espace fibré (UY) JUUD)g — est un schéma en groupes additifs
sur X x S.

Lemme 5.2.15. L’espace fibré (U/UY))g,, est un schéma en groupes sur X x S.

On envoie & Annexe C.2 pour la démonstration de ces lemmes.

Soit N C X un niveau. On peut voir UY) /UU+Y) comme un O-module par I'iso-
morphisme canonique 99 : Gy = UW /UU+) . On définit (UW) /UUHY)5 (=N x
S) au sens des O-modules. Notons prg : X x § — S.

Lemme 5.2.16. Le faisceau en groupes
R (prs).(UY JUY*D)g,, (=N x )
est représentable par un schéma en groupes additifs.

C’est la construction V de Grothendieck.

5.2.3 Un lemme d’annulation de H'

Soit G un groupe réductif. Soit N C X un niveau. Notons g le genre de X.
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Construction 5.2.17. On construit une constante dans Q :
C(G,X,N) :=max{2g — 2,0} + deg N + strngx(G),

ou la constante strngy(G) est définie de fagon suivante :

D’aprés [DG15] section 10.3 et 10.4, pour tout Levi M’ de G et toute racine «
de G qui n’est pas une racine de M’, on peut définir un M’-module Vs .. Ensuite
on peut construire une constante strngx(M’, (Vi o)*) € QT. Posons

strngx (G) := ]\ﬁ/a:x {strngx (M, (Vapo)*)}.

Lemme 5.2.18. ([DG15/, Proposition 10.4.5) Soit u € /A\JGr Soit P un parabolique
et M Levi. Si p satisfait la condition suivante pour P :

*p (&) >C(G,X,N), pour tout i € T'g — Ty,

alors pour tout (Fpr, 1) € Bunyf'(S), tout point géométrique s — S et tout j,
on a

Notons prg : X xS — S.

Corollaire 5.2.19. Sous les mémes hypothéses que dans le lemme ci-dessus, on
a

R (prs).(UYJUtD) s (=N x S)) est trivial.

Maintenant soient I un ensemble fini et d = (d;);c; € NI. On définit une
constante dans Q* :

C(G,X,N,d) := max{2g — 2,0} + deg N + Zdi + strngx (G).

el

Corollaire 5.2.20. Soit i € /A\g Soit P un parabolique et M Levi. Si pu satisfait
la condition suivante pour P :

*p (&) > C(G, X, N,d), pour tout i € I'q — 'y,

alors pour tout ((w;),Far, 1) € Buny'y 4(S), tout point géométrique s — S et
tout j, on a

H' (XS> (U(j)/U(j+1))?1v1(_N x5 — deimi)) =0.
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Corollaire 5.2.21. Sous les mémes conditions que le lemme ci-dessus, on a

Rl(pTS)*((U(j)/U(jJrl))"fM(_N XS — deﬂi)) est trivial

Remarque 5.2.22. Dans [DG15], la proposition est plus précise. Pour chaque
i € I'g, il y a une constante ¢; € QT et on consideére si (u, &;) > ¢;. Ici on prend
le maximal parmi les ¢; pour simplifier les arguments dans chapitre 7. Donc la
constante C'(G, X, D) n’est pas optimale.

Remarque 5.2.23. Comme cela est expliqué dans [DG15] 10.3-10.5, si la caracté-
ristique de corps de base k est 0, alors on peut prendre simplement strngx(G) = 0.
En revanche, si la caractéristique est p, il faut avoir le terme strngx(G), qui est
éventuellement positif, dans la définition de C(G, X, N).

Exemple 5.2.24. Soit G = GL,, P = (ry,r9), M = GL,, x GL,,. Soit N = ().
Soit p € Kg satisfaisant la condition % p, c’est-a-dire que p,, — pir,+1 > C(G, X).
Soit Fpr = (€1, E2) € Bun,}'. Alors le lemme 5.2.18 correspond au fait qu’il n’y a
pas d’extension non triviale de &, et &;.

5.2.4 Démonstration du lemme 5.2.9

Lemme 5.2.25. Supposons que nous avons une suite eracte de faisceaux en
groupes sur X x S :
0—-A—B—C—0.

i) Si le faisceau d’ensembles pointés R'(prs).A est trivial, alors on a une suite
exacte de faisceaux en groupes

0 — R°(prs).A — R(prs).B — R%(prg).C — 0.

ii) Si de plus le faisceau d’ensembles pointés R'(prg).C est aussi trivial, alors le
faisceau d’ensembles pointés R (prs).B est trivial.

Démonstration.

D’apres |Gir71] V Prop 2.3 ou [SGA4| XII 3, la suite exacte 0 - A — B —
C — 0 de faisceaux en groupes sur X X S induit une suite exacte sur S de
faisceaux d’ensembles pointés :

0 — R%(prs).A — R(prs).B — R%(prg).C — (5.2.2)

Rl(prs)*A — Rl(st)*B — Rl(prs)*C
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i) Par Phypothese, R'(prg).A est trivial. Cela implique que I'on a une suite
exacte de faisceaux en groupes sur S :

0 — RO(prs). A — R%(prs).B — R(prs).C — 0. (5.2.3)

ii) Considérons la suite exacte des ensembles pointés sur S :

Rl(prs)*A — Rl(prg)*B — Rl(st)*C.

Pour tout B-torseur G sur X x S, le C-torseur § 5 C' est trivial (puisque par
hypothése, R'(prg).C est trivial). Par 'exactitude, on en déduit que G vient
d’'un A-torseur. Par hypothése, R'(prg).A est aussi trivial, c’est-a-dire que tout
A-torseur est trivial. Donc G est trivial. On en déduit que R'(prg).B est trivial.

([l
Démonstration du lemme 5.2.9.
La filtration canonique de U :
U=U9 >y 5...5pygm o pymth) —
induit pour tout j € {2,--- ,m + 1} une suite exacte de groupes :
0—UYY/uY - u/uY - u/ui-h 0. (5.2.4)

Pour tout j, la suite exacte (5.2.4) ci-dessus induit une suite exacte de schemas
en groupes sur X x S :

0— (UGD /U0y — (U/UD)g,, — (U/UTD)s, — 0. (5.2.5)

Pour j =1, on a U/UY = UO /UM, On a 9© : G = UO© /UMD, Cela im-
plique que R%(prg),(U/UM)g,, est un faisceau en groupes additifs. Par hypothése
sur i et le lemme 5.2.19, le faisceau d’ensembles pointés R (prg).(U/UM)g,, est
trivial.

Im

Pour 57 > 2, supposons que le faisceau d’ensembles pointés
RY(prg)(U/UUD)g  est trivial et que R(prg).,(U/UYY)s, est un
faisceau en groupes unipotents sur S. Par hypothése sur u et le lemme 5.2.19 | le
faisceau d’ensembles pointés R!(prs).(UVU—Y/UW)4 =~ est trivial. En appliquant
le lemme 5.2.25 & la suite exacte de schémas en groupes sur X x S :

0= (U /U5, — (U/UV)s,, — (U/UY D), — 0.
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on en déduit que : .
RY(prg).(U/UY)g,, est trivial ;

et on a une suite exacte de faisceaux en groupes :
0= R(prs). (U9 [UD)g,, = R (prs)o(U/UD)5,, = R (prs).(U/UY™V)g,, — 0.

Comme R°(prg).(U/UW)s, . est une extension d’un faisceau en groupes unipo-
tents par un faisceau en groupes additifs, il est un faisceau en groupes unipotents.

On continue jusqu'a j = m + 1. Comme résultat, le faisceau en groupes
RO(prg)(U/U™)) s = R%(prg),Us,, est unipotent. Le faisceau d’ensemble
pointé R'(prg).Us,, est trivial.

O

5.2.5 Démonstration du lemme 5.2.10

Démonstration du lemme 5.2.10.
Le groupoide #5(.S) classifie la donnée de
- un P-torseur Fp sur X x S;
- un isomorphisme « : Fp/U = Fy;.

Rappelons que nous avons choisi M — P. Ainsi, M agit sur Fp via M — P.
On définit un faisceau Fp/M sur X x S. Le faisceau Fp/M est muni d’une action
de schéma en groupes Us,, .

Lemme 5.2.26. Fp/M muni de cette action est un Us,,-torseur sur X x S.
On envoie a ’annexe C.2 pour la démonstration.

Construction 5.2.27. On construit un foncteur entre deux catégories :
{(Fp, a:Fp/U > Fuy)} — {Us,,-torseur }
(Stp, a) — FP/M

Lemme 5.2.28. Le foncteur dans la construction ci-dessus induit une équivalence
des catégories.

On envoie a ’annexe C.2 pour la démonstration.
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Pour tout f : " — S, notons Uj = l'image inverse de Us,, par X x S —
X x S. D’aprés le lemme 5.2.28 ci-dessus, %5(S5’) est le groupoide des Uj, -
torseurs. D’apres le lemme 5.2.9 b), le faisceau d’ensembles pointés R!(prs).Us
est trivial. Donc tout Uf’TrM—torseur est trivial.

Ainsi, #s(S’) est le groupoide dont le seul objet est le Uj -torseur trivial et
les fleches sont les automorphismes du Ug, -torseur trivial,

On en déduit que le champ %4 est isomorphe au champ classifiant du faisceau
en groupes unipotents R%(prg).Us,, sur S.

O

Exemple 5.2.29. Quand G = GL,, P = (r1,r2), M = GL,, XGL,, avec ri+ry =
r. Soit Fyy = (L1,L2) un M-torseur. Alors un Usg,,-torseur est une extension
Ly — & = Ly. Les automorphismes sont

L1—>8—>LQ

N

L1—>8—>Lz

Un P-torseur Fp au-dessus de Fys est & C € tel que € ~ Ly et £/E; ~ Lo.
Les automorphismes (comme P-torseur) sont

Llﬁgﬁﬁg

N

Ly —E——=L

Pour un P-torseur &; C & avec des isomorphismes 6; : & = £y et 6Oy :
&/&1 = Ly, les automorphismes (qui préservent 6, 6) sont

L1—>8—>LQ

N

Ll—>8—>,62

5.2.6 Le cas avec niveau

Soit V' un schéma en groupes sur X x S. On peut lui associer un faisceau en
groupes V sur le site étale de X x S : pour tout ouvert étale X’ de X x S, V(X’)
est le groupe des sections de V sur X'.

Notons ip : D — X x S un diviseur. Notons V} p le produit fibré D x V.
XxS

On peut lui associer un faisceau en groupes \7} psur D.
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On a un morphisme de faisceaux en groupes : V — (ip).(V| ). Concréte-
ment, pour tout morphisme étale X’ — X x S, on a ’homomorphisme V(X') —
V| (X' x D).

|D( X xS )

Définition 5.2.30. On définit un faisceau en groupes Kery,p comme le noyau
du morphisme V — (ip)*(V}D).

Si V est lisse, ce morphisme de faisceaux en groupes est surjectif. On a une
suite exacte de faisceaux en groupes sur X x S :

0 —= Kery,p =V — (ip)«(V|,,) = 0. (5.2.6)
Lemme 5.2.31. On a une équivalence de catégories :
{Kery,p-torseur sur X x S} = {(§ : V-torseur sur X x S, 5:§|, =V|,)}.
Remarque 5.2.32. On a un carré cartésien :

Bungery, , (X x S/S) —— Buny(X x S/5)

|

S Bunv‘ (X x5/9)

D

Démonstration de la proposition 5.2.1.

Prenons C(G, X, N, d) la constante construite dans la section 5.2.3. Supposons
que p satisfait la condition du corolaire 5.2.21.

Soient S un schéma sur F, et S — Bun;}f 1N un morphisme donné par

((azi)ig, Fur, wM) oll 9y est une structure du niveau sur N x S+I's g, C X x S.

YsN.d Bunz!; v 4
l ((ﬂfi),fTrM,wM) :l
S Buny/; va
1) Posons
D =Nx84+Tyqq,-
On a

Ysna(S) ={(Fp, vp:Fp|, > Px D, a:Fp/U>Fy, vp/U=yoa)}
{(§G : Us,,~torseur sur X x S, 8: G|, = Us,,| )}
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Appliquons la définition 5.2.30 ci-dessus au schéma en groupes Uy, sur X xS,
on obtient une suite exacte de faisceaux en groupes :

00— fK@’f‘U?M,D — u:;M — (iD)*u?A4|D — 0.

Appliquons le lemme 5.2.31 ci-dessus, on obtient une équivalence de catégo-
ries :

{Kery,  p-torseur sur X xS} = {(§ : Ug,,-torseur sur X xS, 3 S|, = Usy )}
Donc pour tout S” — S, on a
s na(S') = {Kery,, n-torseur sur X x S}
On remarque que jusqu’a ici KGTU?]W p est vu comme un faisceau en groupes.

2) Ensuite on a besoin d’un lemme :

Lemme 5.2.33. Sous les hypothéses concernant p,

a) le faisceau en groupes Ro(prs)*iKerU?Mp est unipotent (i.e. une extension
successive de faisceaur G, ) ;

b) le faisceau d’ensembles pointés Rl(prs)*ﬂ(erUjMp est trivial.

On utilise la filtration canonique de U. L’argument est le méme que dans la
démonstration du lemme 5.2.9 sauf que I’on remplace tout (UY=1/UW)g = par
Kerwa-v )y, p-

3) Finalement, par le méme argument que le lemme 5.2.10 (tout Keruy, .p-
torseur est trivial), on montre que % x4 est le champ classifiant du faisceau en

groupes unipotents Ro(prs)*fKerU?M, psur S.

Le morphisme &g 4 — 5 admet une section e donnée par le Kery, p-torseur
trivial. Donc le faisceau en groupes unipotents Ro(prg)*fKerU?M p est représenté

par le schéma en groupes unipotents Autg(e) sur S.
0J

Démonstration du corolaire 5.2.2.

Supposons que p satisfait la méme condition (assez grand pour P en fonction
de N et d) que dans le proposition 5.2.1.

D’aprés la proposition 5.2.1 pour le cas o d = 0, on a

Bun?]fvll\f =[S/Hy], avec Hy := R(prs). Kery,, nxs -
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D’apres la proposition 5.2.1 au cas général, on a

Bungf‘]{,@ = [S/Hyg4), avec Hygq:= R’ (prs). Kery, Nxs+Ty,.,. -

De plus, on a une suite exacte des faisceaux en groupes :

0— KerU'fM’NXSJ"FZdﬂi — KerU:;M,NxS — (KerUng,NXS> P — 0.
Comme (z;)ie; € (X ~ N), on a (N xS) (| I'saw = 0. Donc
(Kel“UgM,Nxs) - = U§M|deizi' De plus, par les hypothéses sur pu, les

Y djz;
RY(prs). de ces faisceaux s’annulent. Donc

dim Hy — dim Hy g = (Y _ d;) dim U.

5.3 Etape 3 : égalisateur

Notation 5.3.1. Soient 2", % deux champs algébriques sur un schéma S, f, g :
% — 2 deux morphismes de champs, alors on définit I’égalisateur de f et g
comme le produit fibré & :

T

Z

Quand 2", % sont des schémas, cette définition coincide avec la définition habi-
tuelle.

4

I(f,g)
)

d.1d
A1) e o

Soient Hg et Hg deux schémas en groupes sur S. Soit f : Hg — Hg un
morphisme de schémas en groupes. Notons [S/Hg] le champ classifiant de schéma
en groupes Hg sur S. De méme pour [S/Hg]. Alors f induit un morphisme de
champs :

[ [S/Hg] — [S/Hs).

Lemme 5.3.2. Soit f,g : Hy — Hg deux morphismes de schémas en groupes
surjectifs. Notons & le produit fibré :

4 [S/HY) (5.3.1)

‘ l(f,g)
id,id)

[S/Hs] 2[5/ Hs] X [5/Hs).
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Alors

2 ~ [Hs/Hg),
ou HY agit sur Hg par h' - h = f(h')hg(W')~'. Le morphisme & — [S/Hg] est
induit par Hg — S et Hg ER Hg.

Le théoréme 5.0.4 est une conséquence du corolaire 5.2.2 dans ’étape 2 et du
lemme 5.3.2 ci-dessus.

Démonstration du théoréme 5.0.4. D’apres le corolaire 5.2.2 dans 'étape 2,
on a Bungf‘fv = [S/Hn] et BunSUerde = [S/Hn 4]

D’apres le diagramme (5.1.4), Zs 4 est l'égalisateur de deux morphismes
surjectifs pry, pr¥’ : Bungf‘}v’ P Bungf”]’v. On applique le lemme 5.3.2, alors 25 n 4
est isomorphe & [Hy/Hy 4], ot Hy 4 agit sur Hy par &' - b = pr¥ (R Yhpr¥ (K') 1.

OJ

5.4 Remarques

Remarque 5.4.1. (Une autre méthode)
Si on veut seulement montrer que le morphisme

Tr: (ag")(x") — Id

est un isomorphisme, alors un résultat géométrique mois fort nous suffit. En fait,
on a besoin seulement de schémas en groupes additifs, mais pas de schémas en
groupes unipotents.

Il suffit de considérer la tour de chtoucas induite par la filtration canonique
de U. Le morphisme composé est 7, " :

=p

—y Tam = Taj = LN
Chtp" —= -+ — Chtp!,  — Chtp! — ... — Chty['

et il suffit de montrer que chaque morphisme
Tr: (WZ;‘);(WZH)! — Id

est un isomorphisme.

Pour cela, il suffit d’utiliser le champ de Picard pour montrer que pour chaque
é‘tage, la fibre de Bun]}j“+ L= Bun;j‘f '(et Bun;j“+ a Bun;j‘f 4) est le champ clas-
sifiant d’un schéma en groupes additifs.

Remarque 5.4.2. On peut montrer le résultat plus fort suivant. Mais on n’en a
pas besoin pour le chapitre 6.

Lemme 5.4.3. (/Dri87] pour G = GLy) Le champ Zs N4 est une tour d’espaces
affines (i.e. une fibration successive d’espaces affines) quotienté par un groupe fini
de cardinal une puissance de q.
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5.5 Exemples
Dans cette section, on donne deux exemples pour le diagramme suivant :

Cht(;J,W -~ ChtP,LW (551)

\\

P

ChtM Iw——————> ChtM,I,W

//

|G14\Grerw] <— [Pra\Grprw| — [M1\Gra 1w

Exemple 5.5.1. (Chtoucas sans pattes.)

Soit I = ). Dans ce cas, on a Grgg = SpecF,, Grpy = SpecF, et Gryg =
SpecF,. Il n'y a pas de d.

Le diagramme (5.5.1) devient

Bung(F,) <— Bunp(F,) (5.5.2)

ST

Chtyrg — Bung(F,)

7

Spec F; —— Spec I,

SpeclF,

La cube (3.5.4) dans le chapitre 3 devient :

Chtpﬂ) = Bunp (553)
Chtprg (“f{“f) Buny,
(id,id) v M M
Bunp e > Bunp x BuIlp ’ (00) (017, b5")
¥ N
\ (id,id) s
Buny, Bunj,, x Bunj,

Notons Z la fibre de Chtpy — (%Mﬁ) au-dessus de Fy; — "F),, alors il est le
produit fibré

Z

BunUer
L (Id,Frob)

(1d,Id)
BunUf —>BunU,f XBunU?M
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Donc 2 = Buny, (F,). Les deux lignes suivantes sont les mémes :
Bung(F,) < Bunp(F,) — GHM,@ — Buny,(F,)

G(F\G(A)/G(O) =— P(F)\P(A)/P(0) — U(A)M(F)\P(A)/P(0)

M(F)\M(A)/M(O)
(5.5.4)

Quand p est assez grand, on a une bijection sur les ensembles des classes
d’isomorphisme :

Bun;"(F,) & Buny*(F,) = Bun,/(F,).

Exemple 5.5.2. (Chtoucas a deux pattes de Drinfeld.)
Soient G = GLy, N =0, I = {1,2} et W = St X St*. Considérons les fibres
au-dessus de (o, 3) € X?(F,) ou Frob"(«) # 8 pour tout n € Z.
On a
Grea (a,8),w = Gr(GI’O) X Grg)’_l) ~ P x P.

Le schéma Grp o g)w est une réunion disjointe de quatre points. Le diagramme
Grg o w < Grpapnw = GIT (0w est:

0 70
GI6 (a,8),W GIB,(a,8),W GI7T,(a,8),W
1,0 0,—1
Al x Al =Gl G
Pl x P! Al x - c= G0 gt
- T T

N

- x Al =GP ) G
N C= Grgg’l) X Gr(Tfl’O)
D’apres la section 3.3.4 du chapitre 3, Chig o vaogyo-1n = 0 et

ChtT’(a’ﬁ)7\/(0,1)&‘/(71,0) = (), ou V¥ est la représentation irréductible de T' de plus
haut poids v € Ay (i.e. un caractére).
Soit p = (1, p2) € AE’Q tel que py — po assez grand. Alors on a

=u (A =p
Chtr/(o, 5. = Cht, 5 vaomyoro | Chtl, 4 vonmyo

= SpeclF, |_| SpecFy.

)
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D’apreés la Proposition 4.3 de [Dri87|, _1(Cht M
1) et 7 1(Cht., “aﬁ VODRYO-D) = Al (type 2).
Le diagramme (5 5.1) restreint sur Chtg/; ;- est

B) V(l 0)|zv( 1 0)) = Al (type

ALUA! AL[JA! \
[UN\AY | [UZ\AY] SpecF, | | SpecF,
[Ga\P! x P'| <—— [P\ (A" |AY)] — [M,\(SpecF, | |SpecF,)]

(5.5.5)

ot 'action de Uy sur A! est triviale.
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Chapitre 6

Cohomologie des horosphéres

Le but de ce chapitre est de montrer que la restriction du morphisme terme
constant CZ sur le groupe de cohomologie des horosphéres assez ¢loignées de P est
un isomorphisme (la proposition 6.1.1), en utilisant deux énoncés géométriques :

1) pour tout parabolique P, la restriction du morphisme i : Chtp y ;yp —
Chte n 1w sur les strates de Harder-Narasimhan assez éloignées de P est fini,
bijectif et universellement injectif. C’est le théoréme de Varshavsky que nous
avons énoncé dans 3.4.2.

2) pour tout parabolique P, les fibres de la restriction du morphisme 74 :

—
Cht’p ;. w — Chty vy sur les strates Harder-Narasimhan assez éloignées de P
sont contractibles. C’est le théoréeme 3.5.5 que nous avons montré dans le chapitre
5.

6.1 Notations et énoncé cohomologique

Rappelons que dans chapitre 4, nous avons défini le morphisme terme constant
pour P en degré j :

Pj . q; 3, <p : g, <
Co 11Q'{HG,J\M,W o — hﬂ%M, IW| g
1% w

! s /
s jvS)u‘ 3 1 &
ot H )N 1w est le faisceau de cohomologie & support compact pour

/ P(ON)
Cht)yy vyw = Chtyvsw X G(Op).

Soit u € 7\53 Notons

)

Wi = B 00) TE wiwlonn =
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:HJ\?NIW = R (py ) (?MNIW‘Cht;\;#]LVIW =)

On a la restriction du morphisme terme constant sur ﬂ{é, N, I,W‘ !

GPJ?

g :HGNIW — Hyrnrw o (6.1.1)

Le but de ce chapitre est de montrer la proposition suivante :

Proposition 6.1.1. Soit P un parabolique. Notons M son quotzent de Levi. Il
existe une constante C(G X,N, W) € QF tel que pour p € AGad, i (p, ay) >

737_

C(G X, N, W) pour tout i € I'c — I'ys, alors pour tout j, le morphisme Cg;
est un isomorphisme.

Notation 6.1.2. Dans la suite de ce chapitre, pour simplifier les notations, on
note

ChtG = ChtG7N7[7W /E‘ I ( resp. Chtp, ChtM)
g{jé’: j{ G,N,I W|

,
h=n ._ qp i=n
Hyr = J{M,NIW

,,71

6.2 Démonstration de la proposition 6.1.1
La stratégie est de réduire I’énoncé a deux énoncés cohomologiques : Notons
Chtz! < Cht ;" 5 Chty "
D’apres la construction dans le chapitre 4, le morphisme
CoP T HLT —
est la composée de deux morphismes :

NS . @)
) — RJ(]J?W)[(’TF!Z ?G‘Cht;;“) — RJ(pM)I(S:M‘Cht;M:“)

R’ (pG)!<§G|Chtg“
ot le morphisme (1) est le composé

R (p6): (6| gpzn) = B (06)1iri”™ (T | ) = B (0p)1i (T ) = B (01 (1 F ] g 20),

le morphisme (2) vient du morphisme de complexes mi*Fg — F,. On va montrer
que les morphismes (1) et (2) sont isomorphismes.
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6.2.1 De la géométrie a la cohomologie : morphisme 1

Soit G un groupe réductif. Soit N C X un niveau. Soient / un ensemble fini
et W une représentation de G'.

Dans |Var04], Varshavsky a construit une constante C'(G, X, N, W) € Q=° et
a montré le théoréme suivant que nous avons déja énoncé dans le chapitre 3 :

Théoréme 6.2.1. ([Dri87] Prop 4.4, [Var04] Thm 2.25 ) Soit P un parabolique.

Notons M le quotient de Levi. Soit pu € /A\ZSS Si (u, &) > C'(G, X, N,W) pour

tout 1 € T — T'py, alors le morphisme i~ : Cht/;[’wa — Chtg!; vy est schéma-
tique, fini, universellement injectif, et bijectif.

Comme une conséquence du théoréme 6.2.1 ci-dessus, on a

Lemme 6.2.2. Le morphisme de foncteurs dans la catégorie Di’(Cht(:;f‘LN’W)

adj: Id — (i) (i7")" est un isomorphisme. (6.2.1)

D’aprés la construction (4.2.16) dans chapitre 4, le morphisme

j (1) y / %
RJ(IJG)!(?G‘CME“) — R (phy)i(mi 35G|Chtgw=u)

est induit par le morphisme de foncteurs

(b =, (pa)iisi™ =~ (pe)hiri™ ~ (phy)rmi*.

Donc 'isomorphisme (6.2.1) ci-dessus implique :
Lemme 6.2.3. Sous l’hypothése du théoréme 6.2.1, pour tout j, le morphisme :

/ (1) ) (! -k
RJ(pG>!(?G‘Chtz#) — R (pM)!(ﬂ-ﬂ §G|Cht;;”) (622)

est un isomorphisme.

6.2.2 De la géométrie & la cohomologie : morphisme 7

Soient d,d’ € (Z*)!. On dit que d < d' si d; < d; pour tout i € I. On définit
d € (Z*)" comme le plus petit tel que I'action de Gjo (resp. Pro, Mro) sur
Grgrw (resp. Grprw, Grarw) se factorise a traverser le quotient Gy (resp.
Pr 4, My q). Alors d est déterminé par W et G.
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Rappelons que dans le chapitre 5, on a construit une constante dans Q=9 :
C(G,X,N,d) =max{2g — 2,0} + deg N + Z d; + strngx (G).
iel
Rappelons que dans la notation 4.2.5, nous avons noté

P(ON) P(On)
X G X G

Cht' =" = Cht =" On) Cht* = ChtH On).
P P M M

On a un diagramme commutatif, ot Cht ]\7 est défini comme le produit fibré :

Cht ;"

[Pa\Grp]

D’aprés la définition de Cht J;u, on a

iy ——y P(Oy)
Cht,,” = Cht,, x G(Oy).

Donc on a un carré cartésien :

Cht!, —% Cht.
P M

|

Chtp —2> Cht,,

Le théoréeme 5.0.4 dans le chapitre 5 s’écrit aussi comme :

Théoréme 6.2.4. Soit P un parabolique. Notons M le quotient de Levi. Soit
pe A2 S (u, &;) > C(G, X, N,d) pour tout i € I'¢—T"5r, alors localement pour

Gad *
la topologie lisse, Chth:jLN,W est un espace fibré sur (/ﬁl/t]\;;NW de fibre un schéma

en groupes unipotents sur le champ classifiant d’un autre schéma en groupes uni-

potents.

Dans la section suivante, on va montrer que comme conséquence du théoréme

6.2.4 ci-dessus, on a :
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Lemme 6.2.5. Le morphisme de foncteurs dans la catégorie Db(ChtMl;NW) :

Tr: (71':1_“)1(71';:“)! — Id.

est un isomorphisme.

Rappelons que dans la construction 4.2.1, en comparant le morphisme (4.2.4)
et le morphisme (4.2.8), nous avons

mi*Fan 1w = (fdo)!( () (€ara) (i) Sc,rw

= (7€) (ig) Sc.rw[=2m] (=m)

~ (enra)*( 2) (¢ 3)*8G,z,w[—2m](—m) = (enmd) Svrw = TN iw
(6.2.3)
D’aprés le lemme 6.2.5, le morphisme T'r restreint sur les strates = p est un
isomorphisme. Cela implique que le morphisme de faisceaux dans la construction
4.2.1:

-k
(mi*Fenrw) |Cht'M:“ — ?M,N,I,W‘Cht’M:u (6.2.4)
est un isomorphisme. Comme conséquence, on a

Lemme 6.2.6. Sous la condition du théoréme 6.2.4, pour tout j, le morphisme

) " 2) )
R (9 (mi*Fe| gy =) = B (00N Far | gy =)

est un isomorphisme.

6.2.3 Démonstration de la proposition 6.1.1

Comme le choix de d (le plus petit) ci-dessus ne dépend que de W et G, on
peut définir

C(G, X,N,W) := Maz{C(G,X,N,d), C"(G, X, N,W)}.

Prenons la constant C (G, X, N,W) comme ci-dessus, la proposition 6.1.1 est
une conséquence du lemme 6.2.3 et du lemme 6.2.6.

6.3 Démonstration du lemme 6.2.5

6.3.1 Reéduction & un énoncé local
On peut ramener I’énoncé de 'isomorphisme aux énoncés sur la fibre de W;l:“

sur un corps algébriquement clos contenant [y, par le lemme suivant :
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Lemme 6.3.1. Soient 2, % deux champs algébriques sur Fy, f : % — Z un
morphisme lisse de dimension relative m. Pour montrer que la fleche canonique
fift = 1d est un isomorphisme, il suffit de montrer que pour A = Z/{Z et pour
tout point géométrique x — 2, on a H'(f~1(z),A) = 0 pour j > 0 et le mor-
phisme canonique A — HO(f~'(x), A) est un isomorphisme, ot f~(z) := ¥ X

Démonstration.

i) D’abord, pour montrer que f,f' — Id est un isomorphisme, il suffit de le
montrer fibre a fibre.

En fait, fi commute avec changement de base. Et f* commute avec change-
ment de base. Comme f est lisse de dimension relative m, f' = f*[2m](m). Donc
fif' commute avec changement de base.

( Concrétement, pour tout point géométrique x — 2, on note

fl(a)

L)

r—Z

ot f~(x) est le produit fibré. On a i fif' = i* fif*[2m](m) = ferit f*[2m](m) =
ferfrit[2m](m) = feofiit. Donc il suffit de montrer que f,.f. — Id est un
isomorphisme.)

ii) Ensuite, par dualité, montrer que la fléche f,f. — Id est un isomorphisme
est la méme chose que montrer que la fleche canonique Id — f, . f» est un iso-
morphisme.

Soit C' € DY(x,A). Comme f,.f:C = fo.fiA G]% C, il suffit de montrer que

A = foif*N = f,.A est un isomorphisme, i.e. H/(f~!(x),A) = 0 pour j > 0 et
A= HY(f(z),A) (ie. Rif,.=0pourj>0et Rf,.=1Id.).

[

6.3.2 Cohomologie d’espaces fibrés de fibre un groupe uni-
potent

Commencons par quelques préparations :

Définition 6.3.2. Soient 2, % deux champs algébriques sur un schéma S et
f:% — Z un morphisme de champ sur S. On dit que % est une tour d’espaces
affines (un espace affine généralisé) sur 2" si pour tout schéma S" sur S et tout

morphisme S" — 27, le produit fibré % x S’ est une tour d’espaces affines (i.e.
z

une fibration successive en fibrés affines) sur 5’.
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Exemple 6.3.3. Soit Hy un schéma en groupes unipotents sur 2, alors un
H »-torseur est une tour d’espaces affines sur 2.

Lemme 6.3.4. Soit K un corps algébriquement clos. Soit Z~ un champ algébrique
sur Spec K. Soit f : % — X wune tour d’espaces affines sur & . Notons A =
ZJUZ. Alors pour tout j, le morphisme

HI(Z N) — H) (% A)
est un isomorphisme.

Démonstration.

74 ! a (6.3.1)
X /
Spec K

On a une suite spectrale :
HP(Z,RIf.\) = H (W A).

Le morphisme adjoint A — f,f*A = f,A est un isomorphisme puisqu’il 'est
fibre par fibre (chaque fibre de f est un espace affine, puis on utilise [SGA5] VII
Propl.1). Donc R/f,A = 0 pour j > 0 et A = R°f,A. La suite spectrale est
dégénérée.

O

Lemme 6.3.5. Soient H et H' des groupes unipotents sur Spec K. Notons [-/H'|
le champ classifiant de H'. Soit & — [-/H'] un espace fibré sur [-/H'], de fibre
H. Alors H(Z,A) =0 pour j >0 et H(Z,A) = A.

Démonstration. D’abord, en appliquant le lemme 6.3.4 & 2 — [-/H'], pour
tout j, on en déduit

Hj(ff7 A) = H]([/H,LA)

Ensuite, le champ [-/H’] est le classifiant du groupe unipotent H’. En appli-
quant le lemme 6.3.4 & Spec K — [-/H'] (on voit Spec K' comme un H’-torseur
sur [-/H']), on en déduit

H’(Spec K,\) = H’([-/H'], \).

En fin, on a H’(Spec K, A) = 0 pour j > 0 et H°(Spec K, A) = A.
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Maintenant nous pouvons montrer 1'isomorphisme 7r a 'aide de ce lemme :
Démonstration du lemme 6.2.5.

Le théoréme géométrique 6.2.4 dit que la fibre 2 de W;l:“ au dessus d’un point
géométrique est un espace fibré de fibre un groupe unipotent sur le classifiant d’un
autre groupe unipotent. D’apreés le lemme 6.3.5 ci-dessus, on a H? (%, A) = 0 pour
j>0et A= HY(ZN).

Ensuite le lemme 6.3.1 implique que le morphisme 7'r est un isomorphisme.

O

6.3.3 Remarques

Remarque 6.3.6. D’aprés la construction dans le chapitre 5, les schémas en
groupes unipotents dans le théoréme géométrique 6.2.4 dépendent du choix de
Iinclusion M < P. En revanche, le résultat H/(23,A) = 0 pour j > 0 et
A = H°(Z,A) n’en dépend pas.
Remarque 6.3.7. On a un corollaire évident du lemme 6.3.4 :

Soit Y un schéma sur S, muni d’une action du schéma en groupes unipotents
H sur S. Alors on a

HI([Y/H],A) ~ HI(Y,\).

Exemple 6.3.8. Notons B(G,/S) le champ de classifiant de G, sur une base S.
Alors S — B(G,/S) est un espace affine de fibre G, sur B(G,/S). On a

HI(B(G,/S),A) ~ HI(S, A).

6.4 Exemples

Exemple 6.4.1. (Chtoucas sans patte.)
On se met dans le cadre de 'exemple 5.5.1. Le morphisme terme constant
CL : C.(Bung"(F,) /2, C) — C.(Bun,;*(F,)/Z, C)
est un isomorphisme.
Exemple 6.4.2. (Chtoucas a deux pattes de Drinfeld.)
On se met dans le cadre de l'exemple 5.5.2. N = (). Comme le champ
Chtg,(a,z),w est lisse de dimension 2 au-dessus de (o, f3) € X2, le faisceau

Fe = Q[2](1). Comme le champ Chtr o) w est de dimension 0 au-dessus de
(o, B) € X?, le faisceau Fr est égal a Q. Le morphisme terme constant

Co Rj(pc)!(?dcméu) L Rj(pT)!(W!i*?G‘ChtT:“) o, R (pr)(Fr

est

’Cht;“)

o™ HI(ATUAL, Q2](1) & Qe Qe
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Chapitre 7

Cohomologie cuspidale est de
dimension finie

Le but de ce chapitre est de montrer le théoréme 4.5.1 : pour tout j, le Q-
espace vectoriel H, 'y est de dimension finie. Pour cela, on va utiliser le fait que

le morphisme terme constant Gg’ 7 restreint sur les horosphéres assez éloignées de
P est un isomorphisme (la proposition 6.1.1 dans le chapitre 6). On va présenter
notre stratégie dans la section 1 et donner la démonstration dans les sections
suivantes.

+7Q

(i - RAp-

Rappelons que nous avons fixé Zg C Zg(A) dans 2.1.5. Soit u € A
pelons que dans le chapitre 4, nous avons défini

)

< . =
}CJG,J@J,W = R’ (pG)!(?G,N,I,W ‘ChtguN Lw/Za

comme un Q,-faisceau constructible sur (X ~ N)!. Et nous avons noté

7, Sp Qg <u
HG,N,I,W T fHG,N,I,W 77.

J — 1 I <p
He nw = hﬂ HEG N 1w
“w

j7 S/”’ . . . . L N
Comme Hg 7y est un Q-espace vectoriel de dimension finie, le théoréme
4.5.1 sera une conséquence de la proposition suivante :

K+7Q

Proposition 7.0.3. Soit G un groupe réductif déployé. Alors il existe p € Al

tel que
J, cusp Jy <p J
HENTw CIm(HE N w — Honiw)-
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Notation 7.0.4. Dans la suite de ce chapitre, pour simplifier les notations, on
écrit

ChtG = ChtG’N,[’W /EG|771 Chtp = Chtp’N’[’W /EG}WI ChtM = ChtM’NJ,W /EG|771

, P(ON) , P(ON)
Chtp = Chtp X G(ON) ChtM = ChtM X G(ON)
Hégu = Hé,zgv!fl,w ( resp. HJG)
Hyy =" = Hy 5w (vesp. Hyp =" HyY)
Remarque 7.0.5. Dans la suite on va traiter seulement le cas ol le cardinal de

m1(G*) est 1. En général, notons b le cardinal de 7;(G®). Toutes les notations

et les démonstrations ci-dessous marchent pareillement en remplacant p — «; par

1
o — Eai'

7.1 Principe de la construction de ’ensemble ()

Soit G un groupe réductif. Pour construire un ensemble 2¢ qui satisfait la
proposition 7.0.3, notre stratégie est de d’abord construire une constante C% €
Q=°. Ensuite on construit un ensemble associé & cette constante de la maniére
suivante :

Notation 7.1.1. Soit G un groupe réductif. Soit C' € Q=° une constante. On
note

zZe)yr —{uEAGad]Vzefg,<u,al)>C}
QC):={ue Z(C)"|VieTg,u—a; ¢ Z(C)"}

ANCQ. De plus, il existe pc € AR tel

Alors Q(C') est un ensemble borné dans A .+ Cnd

que
QC) c{re Z(O)"|\ < uc}-
On va prendre Qg := Q(C2), un Jicp, comme ci-dessus et montrer qu’il satisfait
la proposition 7.0.3.

Illustration 7.1.2. G = GLs.

¢
,\)//// Z(C)‘l'
S
i, /J" ,
/)
4
ke Do
aC) j ¢
0 \_‘ol. Fz
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On va en fait montrer la proposition suivante.

Notation 7.1.3. Soit G un groupe réductif déployé. Pour tout ¢ € ', notons P;
le parabolique maximal associé et M; son quotient de Levi. On a I'¢ — ")y, = {i}.

Proposition 7.1.4. Soit G un groupe réductif déployé. Il existe une constante
C2 € Q29 telle qu’on ait les propriétés suivantes :

a) Pour tout p € Z(C2)T —Q(C2), pour tout i € ¢ tel que p—ay; € Z(C2)T,
le morphisme

Ker(H% """ — Hyl ) — Ker(HL™" — Hy])

P.
. . . G y
L. <orrd, <p "j ¢ 17, Sk J G J
est surjectif, ot H;=" — H ;. est le composé Hg=" — Hy, — Hy; .
b) On a une inclusion de sous-Qq-espaces vectoriels de Hé :

HEP cIm( ) HE" — HY).
neQ(CY)

c) Il existe une autre constante Cg € Q=0 telle que pour tout A € Z(Cq)™, le
morphisme
— )
Hl=" — H],

soit injectif.

La démonstration de cette proposition s’occupera le reste de ce chapitre. Dans
la preuve, on montrera a) et on en déduira b) puis c).

Plus précisément, pour construire la constante C% et montrer la proposition
7.1.4 pour un groupe réductif GG, on utilisera la récurrence sur le rang semi-simple
du groupe : d’abord on montrera la proposition 7.1.4 pour les Levi de G de rang
0. Ensuite on montrera que si la proposition est vraie pour les Levi de G de rang
n — 1, alors elle est vraie pour les Levi de G de rang n. Finalement, on arrivera
a montrer la proposition pour le groupe G.

La propriété c¢) pour Levi de rang semi-simple n — 1 sera utilisée comme
hypothése de récurrence pour montrer la proposition 7.1.4 pour les Levi de rang
semi-simple n.

Voici une description plus formelle de la récurrence. Notons r le rang semi-
simple de G.
0) Pour chaque Levi M© de rang semi-simple 0 de G, on va d’abord construire

une constante C’gﬂo) et montrer les propriétés a) et b) de H]]\'ﬂo). Ensuite on
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va utiliser ces propriétés pour construire une autre constante Cj 0 > C?

M et

montrer qu’elle vérifie 'hypothése de récurrence c) pour M©).

n) Pour chaque Levi M (") de rang semi-simple n de G, on va d’abord construire
une constante CY ) =

Mazx {{CM(WU | M@=V Levi de rang semi-simple n — 1 de M™}, 5(M(”),X, N, W)}

ol é(M(”),X, N,W) est la constante dans la proposition 6.1.1 appliquée au
groupe réductif M. Puis on va montrer les propriétés a) et b) de H]jm") a
I'aide des hypothéses de récurrence c) pour les M1,

Ensuite on va construire une autre constante C;m) > C’](\’mn) en utilisant ces
propriétés et montrer qu'elle vérifie I'hypothése de récurrence c) pour M ™.

re) Pour G, on va construire une constante C% :=
Mazx {{CM(er | M6~V Levi de rang semi-simple r¢ — 1 de G}, 5(6’, X, N, W)}

Puis on va montrer la proposition 7.0.3 pour Q¢ = Q(C2) a I'aide des hypothéses
de récurrence pour les MTa—1),

7.2 Préparations concernant la limite inductive

7.2.1 Rappels sur les composants de Cht,,

+7Q

(Gads TIOUS avons défini

Rappelons que dans le chapitre 3, pour u € A
Cht3/ := U Cht$, "
XA r()<Gery

Nous avons une décomposition en des parties ouvertes et fermées :

Cht3) = | | Cht3/m”
veRy s )<
ol les Cht]ﬁ ¥ sont définis comme :
Cht$/" = U Cht3, .

XeAT% YN<Ey,  pradoT(N)=v
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Rappelons que dans le chapitre 4, nous avons défini

Hyp =" = HI(Cht 34" /S, ).

A — AQ ad
Aél\l/ZG T {V € AZ]\/I/ZG7 LP (V) S :u}

!5 ~
]»S;u:l/ — 3 I A 3
On a vu que H; =0siv ¢ Ay ... Ona défini

H) = lim HJsm

neR L
De plus, pour chaque v € ALY on a défini
’ ZnmZa?
;- 1y MY
Jsv o : J <A
Hyy "~ = hg Hy; .
XEZA\L’Q, p'r‘lpdoT(X):u
On a
A !
j Jv
Hic [ Ha"
2Q
VEAZM/ZG
. . !5 < ! /- .
L’image du morphisme H,;~" — Hy; — [], a0 H,7" est supportée sur
ZynlZa

) NG
I’ensemble des v dans A Tnt /2

7.2.2 Suite exacte longue de cohomologie et morphisme

terme constant

Soit G un groupe réductif, P un parabolique et M son quotient de Levi. Soient

M, p2 € Ag;f? et i < fa.

Nous avons vu dans la section 3.2.4 que le morphisme de champs
ChtZ" — ChtgH

est une immersion ouverte. Notons Cht]é“’“ 2} Je sous-champ fermé dans Cht"
qui est complémentaire a Chté“ '

Remarque 7.2.1. Par la definition ci-dessus, on a :

Chtls#2) — U Chtg" .

MEAE;%, p<lpz,  pgun
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Illustration 7.2.2. G = GL3

| wspe, p $/t,}

De méme, le morphisme de champs

Cht3/" — Cht3/*

111,12

est une immersion ouverte. On note Cht}7"** le sous-champ fermé dans Cht}/

qui est complémentaire a Chty; =p1
Le morphisme de champs

Cht3*" — Cht 3"

est une immersion ouverte. Rappelons que nous avons Chtg < Cht’, = Cht),.

Notons /
Cht #2) .= Cht 52 N~ (Cht +2)).

On remarque que Cht ]l“ vl s Ot Pf“ ? est une immersion fermée. Il n’est pas

4 . 4 . r< P
nécessairement le Complementalre de Chtz"". 11 est seulement un fermé dans le

complémentaire de Cht 5 =

Lemme 7.2.3. Le diagramme suivant de champs algébriques est commutatif :

Cht#e) <22 Chgy#el T2 G+ (7.2.1)
Ze] ip M
ChtS2 <2 Cht "2 — ™ Cht/)*
Ja jp Jm

Cht<’“ Cht Sw Cht =z

De plus, le carré en bas a gauche et le carré en haut a droite sont cartésiens.

Pour tout 7, notons

HElmoral Hﬁ(Chtg,%2] /Ec, Fa)
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HJ’\}‘J#L.’J’Q] = Hg(cht;\];:‘;f;uﬂ /EG7 ?M)

Comme ip et i sont des immersions fermées et iy est propre, le morphisme 719
est propre. En appliquant la construction du morphisme terme constant dans le
chapitre 4 a la ligne en haut du diagramme (7.2.1), on obtient un morphisme

terme constant :
eg,j,]m,m] : Hé]ﬂlyﬂZ] N H]/\/]I"]M’uz]‘ (7‘2‘2)

Le diagramme de champs algébriques (7.2.1) ci-dessus induit un diagramme
de groupes de cohomologie, dont on va étudier ensuite la commutativité :

1, < < s,
. HJG IBWEY HESm HE 5w HJG]MI p2]

l L |

! ‘_17 ) ! ‘7< ! ‘7< ! ‘7 )
HJ\/][ 1, 2] H]Vj[ <p1 Hj\j <p2 HJV][],Ml,UQ]

(7.2.3)
Les fleches horizontales sont les suites exactes longues associées a un ouvert et
un fermé complémentaire, et les fleches verticales sont des morphismes terme
constant.

Lemme 7.2.4. Pour tout j, le diagramme suivant est commutatif :

Hél < Hé Spe Hé,]m,m] (7.2.4)

L |

!5 !5 5
[ S [] 5 She [y 9> mm2]
M - MM - Hm

Démonstration. On va montrer que le diagramme de complexes dans D(n’)
suivant est commutatif :

(pG)!(jG)l! (ja) Fa (pGj?G (pc)!(ic)l! (ic)"Fa
(pM)!(jM)!(Wlf!(il)*(jG>*9:G — (pM)!(WT(iQ)*?G — (pM)!(Z'M)!(Wuf!(iu)*(i(;
(Par) (G )1 (Gan )" F (Pm )T m (Pae)r (a1 (iar) T s
(7.2.5)

1) La commutativité en haut a gauche vient du diagramme commutatif de
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foncteurs :

(pG)!(jG)!(jG)\ (pa):
(pa)(Ja)i(i)(i)* (Ja)* (Pa)i(i2)i(i2)* (e )i (Ja)* —— (pa)i(i2)i(i2)*

(pe)i(i2)1(Jp)i(i1)*(Ja)* _

(Pae)1 ()1 (m1)1(i1)" (Ga) ™ — (pan)i(m2 )1 (Gp )1 ()" (i2)" —— (P )1 (72)1(i2)"

Le diagramme en bas & droite est commutatif parce que le carré en bas a gauche
dans le diagramme 7.2.1 est cartésien.

2) La commutativité en bas a gauche :
On considére le diagramme commutatif de champs algébriques suivant, ot les
notations sont cohérentes avec la construction 4.2.1 dans le chapitre 4. Précisé-

—_—

ment, on voit my comme la composée 73 ; 0 Ty 4, pour d assez grand en fonction
de W. De méme pour ;.

/
Tad oy, SH2 T

ChtE"2 <2 Cht Cht,,~ —22~ Cht 3" (7.2.6)

Jjc Jjp im Jm

f 0
Td o, <M Tid

ChtS"* < Cht & Cht,, —2~ Cht,>"

Dans ce diagramme, le carré a gauche et le carré a droite sont cartésiens. Le carré
au milieu ne I'est pas. Comme dans le chapitre 4, les morphismes 7 4 et 7 4 sont
lisses. On a dim(m 4) = dim(m4) = (D d;) dim U. Notons cette dimension m.
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On en déduit que le diagramme suivant de foncteurs est commutatif :

(79 (T2, () (Gp)* (m2,a)" —— (79 Pi(m2.4)i(72,a0)*

(Gan) (70 i) [=2m] (—=m

chgt de base |~

() (Gne)* (75 gh[=2m](=m)

Le diagramme en haut est commutatif parce que le carré au milieu dans le dia-
gramme (7.2.6) est commutatif.

3) La commutativité en haut a droite vient du diagramme commutatif de
foncteurs :

(pa): (pa)(ich(ic)”

(pG)!(T)!(Z'z)* — (P )1 (i2)1(ip ) (ip)" (i2)" —— (PG)!(iG)!(ﬁI)!(ilz)*(iG)*
(pM)!(Wz)!(iz)* (pM)!(iM)!(le)!(ilz)*(iG)*
4) La commutativité en bas a droite :

On considére le diagramme commutatif de champs algébriques, ou les nota-
tions sont cohérentes avec la construction 4.2.1 dans le chapitre 4. Précisément,

on voit 7o comme la composée 70, ;0 m2.4, pour d assez grand en fonction de W.

o
——"p1,pu2]  Ti24

Cht]ci;l 2] ’1 Cht ]/Jl 2] ChtM Cht]\]iul iH2] (727)

iG ip iMIA in
7T2,d /
M

ChtE"2 <2 Cht




Le carré au milieu et le carré a droite sont cartésiens. Le carré a gauche ne l'est
pas. Le morphisme 75 4 est lisse. On a dim(m24) = (O d;) dimU = m.
On en déduit que le diagramme suivant de foncteurs est commutatif :

—_— —_—

(3 1 (m2,)1(m2,0)" —— (79 Phi(m2,0)1(ip)1(ip)* (T2.0)*

—

(79 i(ia ) (Miz.a)1 (mr2.0)* (iar)*

—~

(ine)i(ing)* (735 g )1 [=2m] (—m)

Le diagramme en haut est commutatif parce que le carré au milieu dans le dia-

gramme (7.2.7) ci-dessus est cartésien.
0J

7.2.3 Strates localement fermées

Notation 7.2.5. Soit pu € T\gf%’ Soit M un quotient de Levi de G. On note

Su(p) = A e ALS | A<M,

ot A <M 4 si et seulement si p— X est égal modulo Az, & une somme des coracines
simples de M avec des coefficients rationnels positifs. Puis on note

Chtg"™ = | Chtg.
AESM (1)

Chty M * = ) Chty™.
XS (1)

Le sous-champ Chth(“ ) est localement fermé dans Chtg. Le sous-champ

Cht;\fM(“ ) est ouvert dans Cht),.
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Notons . .
Hél Sn (1) - HZ(ChtZ@“) /EG;?G)

77[
Hyf 5% = Hi(Che 72 /2, Fa).
On a un corollaire de la proposition 6.1.1 :

Lemme 7.2.6. Soit i € AR s (u, ;) > 5’(G,X, N, W) pour tout i € T'g —

Gad * )
'y, alors pour tout 7, la restriction du morphisme terme constant sur HgsM(“) :

HéSM(#) . H;\/;»SM(“). (7.2.8)

est un isomorphisme.

Démonstration. Le sous-champ Cht" est fermeé dans Chth W Le sous-champ

Cht;\/[:“ est fermé dans Chtl]\fM(”). En appliquant le lemme 7.2.3 et 7.2.4, on obtient
un diagramme commutatif :

HéSM(#)_# Hé’ Smp) Héz =H (7.2.9)

| | |

H]/\j" Sn(B)—p H;‘j} Sn (k) H],\j" =
D’aprés la proposition 6.1.1 pour u, la fleche verticale a droite est un isomor-
phisme.

Continuons le processus successivement a Sys(u) — p. Chaque fois on enléve
un sous-champ fermé ChtgA pour un A maximal. Par la définition de Sy, (u), tout
A € Sar(p) tel que Chtz* # 0 est de la forme p — > jere_r,, 0y avec ¢ € Z*,
ot b est le cardinal de 71 (G*). Comme (;, ;) <0, on a

A\ ai) > (u, i) > C(G, X, N, W).

Donc X satisfait la condition dans la proposition 6.1.1 et le morphisme Hé: =
HJ/V]I’ =* est un isomorphisme.

O

7.3 Début de la récurrence : rang 0

Soit G un groupe réductif déployé. Nous avons fixé Zg C Zg(A) dans 2.1.5.

Notation 7.3.1. Pour chaque quotient de Levi M de G, on fixe un Z); C Zy,(A)
qui satisfait les conditions dans 2.1.5 pour M, de facon compatible parmi tous les
Levi : si My un quotient de Levi de G et M5 un quotient de Levi de M, alors on
aEGCEMI CEMQCT.
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Soit T un quotient de Levi de G de rang semi-simple 0. Alors K;S = Kgad a
un seul élément. Notons cet élément v.
Le champ algébrique Chtr /Z7 est de type fini. Il y a seulement un terme dans
la limite inductive :
H:™ = H™ = H).

De plus, il n’y a pas de morphisme terme constant pour 7. Donc la partie
cuspidale de H7. est la cohomologie elle-méme, qui est de dimension finie.

Lemme 7.3.2. Soit T' un quotient de Levi de G de rang semi-simple 0. Prenons
C% =0, alors on a
a) Z(Cp)* =Q(Cq) = {v}.
b)
HyP = Hj,.
¢) prenons Cp = C% =0, alors on a Z(Cp)™ = {v}, le morphisme

j,=v J
Hy™ — Hyp

est injectif.

7.4 Du rang r — 1 au rang r : constante C’g, pro-
priétés a) et b)
Le but de cette section est de montrer le lemme suivant.

Lemme 7.4.1. Soit G un groupe réductif de rang semi-simple r. Supposons que
la proposition 7.1.4 est vraie pour tout quotient de Levi M de G de rang semi-
simple v — 1 avec la notation 7.3.1. Choisissons Cy; une constante qui satisfait la
proposition 7.1.4 c¢) pour chaque tel M. Prenons

CY := Max {{C’M | M quotient de Levi de G de rang ss r — 1}, C(G, X, N, W)}

ot 5(6’, X, N, W) est la constante dans la proposition 6.1.1 appliquée a G. Alors
pour cette constante C%, les propriétés a) et b) dans la proposition 7.1.4 sont
vraies pour G.

Remarque 7.4.2. En particulier, pour » = 1, pour tout Levi T" de rang semi-
simple  — 1 = 0, on peut prendre Cr = 0. Et on prend

00 .= Maz {o, C(G, X, N, W)} — O(G, X, N, W).
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Soit p € /A\ZS Soit M un quotient de Levi de GG. Dans la section 7.2.3, on a

défini Sy (p) :=={\ € AJGF;(% | A <M 11}, Notons v(u) := prid(p) € A%J/ZG, ot prt
est défini dans la section 3.2.1. On a

r<M

Cht’]\fM(u) _ Cht/MS“’ vin) _ Chty; *. (7.4.1)

Remarque 7.4.3. Plus généralement, pour chaque v € ./A\(SM e il existe un
[, € ]\\EQ, tel que
ChtsH" = ChtS, ™

Illustration 7.4.4. G = GL3

Démonstration du lemme 7.4.1.
a) Soit u € Z(C&)t — Q(CR). Soit i € I'g tel que u — o; € Z(CL)™. Notons
M := M;. Alors on a g — Iy = {i}. Soit a € Ker(HL™" — H,J.).

1) On applique le lemme 7.2.4 & p et g — a;. Remarquons que dans ce cas,

nous avons R
=i p) VA ={n— Y ay, ¢; €2}
jelag—Tnm
— {)\ e A_C‘:‘ad | A SM /"L}
= Sur(p) N A

Donc Cht]éhai’“] = Chth(“) et Chtlj\]f*a“”] = Cht/]\fM(“). On obtient un dia-
gramme commutatif de groupes de cohomologie :

(7.4.2)

Héi <p—oy Hé: <p Hé S (1) (743)

| l |

! ! !
7, <p—ay g, <p 7> Sn ()
Hy; —H,y=" —— H;
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2) Comme p € Z(C%)*, on a (i, ;) > C(G, X, N,W). D’aprés le lemme
7.2.6, pour tout 7, on a
HéSM(M) ~ H;é’SM(H).

3) Le sous-champ Cht;\fM 1) est ouvert et fermé dans Cht/]\/%“ . Donc le sous-
champ complémentaire Cht;;“ % Dest aussi. On en déduit que

A ! !
< 7, <p—ay 7S (i)
Hy; = H,; @ Hy; .

<p S

L
Notons ay; l'image de a dans H,7 =" alors ays est de la forme (d,a?,;) avec

/ "3, <p—ay S "3, S (1)
ay € Hyy et ay, € Hyy .
On a un diagramme commutatif :
J, S J
H} =" —— H, (7.4.4)
eg,jéu:(eg,j,gu,u)ul leg,j:(eg,j,u)y

! !
J, < J
Hyy =" ——H,;

En particulier, pour v(u) = prid(u) € KgM /70 16 diagramme suivant est
commutatif : . .
HL=F o, (7.4.5)
Gg’j’<“’”(“)j leg,jw(u)

! '7§ 71/ ! ‘7’/
H]VJ[ By v (W) H]VJ[ (w)
D’apreés (7.4.1), on a
! "S 7l/ ! 7§1\/I ! ‘7S
H]\j u(u):HNJ[ “:H]Vj[ M(u)'

Notons @ I'image de a dans Hé Par la commutativité, 'image de af, dans
H7"" est GZ’J’V(”)(G). Comme a € Ker(HL™ — H],V]Ii), on a Gg’j’y(“)(a) =0.

4) Par I'hypothése du lemme 7.4.1, la propriété c) de la proposition 7.1.4 est
vraie pour M. La définition de C% implique que C% > Cj;. Les conditions sur
=y impliquent que le morphisme composé

Chtﬁf%’],w /EG — ChtM’N’[’W /EG — ChtM,N,I,W /EM

est fini. Donc la propriété ¢) pour M et =), implique que le morphisme
H]]\ZSMM — H%v/’(ﬂ)
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P(OnN)
est injectif. Comme Cht’; = Chty; X G(Op) est une réunion disjointe de copies
de Cht,y, on en déduit que le morphisme

HJ’VJ[',SM;L = H;\j’ v(p)
est aussi injectif. Donc GP (k) (@) = 0 dans 3) implique que a3, = 0.

5) D’aprés la commutativité du carré a droite dans le diagramme (7.4.3) dans

1) et Iisomorphisme dans 2), I'image de a dans HélSM(“ ) est 0. Par I'exactitude
de la ligne du haut au milieu dans le diagramme (7.4.3), on en déduit qu'il existe
un o € HE"~* dont llmage dans HL™" est a. De plus €57 (a') = €57 (@) = 0.
Donc ' € Ker(H5™ % — H ] )

b) Soit x € H% . Notons
A(z) = {\ € Z(CO*t | x € Im(HL™ — HL)Y.

Par définition d’une limite inductive, 1’ensemble A(x) est non vide. Soit p un

élément minimal de A(z) pour I'ordre partiel dans AJGFS
Si p € Q(CY), alors on a déja
v € Im(HL™ — HL) cIm( | HE — HL).

weC)

Si p ¢ Q(CR), alors il existe un i € ['g, tel que p — a; € Z(CY)T. D’apres a),
le morphisme

Ker(H% """ — H\l ) — Ker(HL™" — H,J)

est surjectif. Le fait que z € HL" N Im(H% ™" — HY) implique qu'il provient
dun élément dans Ker(HL =" — H]/V][) Ainsi il provient aussi d’'un élément dans
HL™% Cest-a-dire que z € Im(HL™*"* — HL). Donc pu — oy € A(z). Mais
ceci contredit ’hypothése que p est un élément minimal dans A(x).

On en déduit que pour tout z € H% P, pour tout x minimal dans A(z), on
ap € Q(CY). Donc

HEP cIm( ) HES — HY).
neQ(Cy)
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7.5 Pour rang r : constante Cy et propriété c)

Dans cette section, G est le méme groupe réductif de rang semi-simple r que
dans la section précédente. On va construire une constante C'¢ pour G et vérifier
qu’elle satisfait la propriété c¢) dans la proposition 7.1.4 pour G.

Lemme 7.5.1. Sous les hypothese du lemme 7.4.1, il existe une autre constante
Ce € Q20 Cq > CR, telle que pour tout N € Z(Cg)*, le morphisme

H S )
soit injectif.

On va d’abord donner quelques préparations, et ensuite montrer ce lemme.

7.5.1 Quelques résultats généraux sur les limites inductives

Lemme 7.5.2. Soit V™ un espace vectoriel de dimension finie. Soit {V*}iea
un systeme filtrant de sous-espaces vectoriels de VU™, Si

lim V* = Vi,
Y

alors il existe un \g € A tel que Vo = Vim,

Démonstration. Notons n la dimension de V™. Soit {vy,--- ,v,} une base de
Viim  Par la définition de limite inductive, pour chaque v;, il existe un \; € A et
un élément w; € VX tel que 'image de w; dans li \ VA = Vim soit v;.

Comme le systéme est filtrant, il existe un \g € A, tel que pour tout i €
{1,--- ,n} on ait V* C V*. Notons w) I'image de w; dans V0, i.e.

YAy Yoy plim
w; — UJ? — U;

Alors {w?, -+ w®} est une base de V*. On en déduit que VA = Vlim,

Notation 7.5.3. Soit u € T\g;% On note

lim . 17, <p J
3, Hg=™" — Hy,.

.2\\-+7Q

Gad et 1 < po. On note

Soient puy, ps €

ne . gyl S<p1 J,<p2
Iy Hg=" — Hg=".
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Soit u € 7\23 Pour tout \ € KES tel que A > p, on a

Ker(ﬂﬁ) C Ker(ﬁ]ﬁjm) c HL
Soient Ao > Ay > pu, alors
)\1 /\2
Ker(J;') C Ker(J72).
Lemme 7.5.4. Soz’t JIS KZS Alors il existe g € /A\JGrQ avec o > u, tel que
Ker(Jt0) = Ker(J5™).

Démonstration.

Comme Chté“ est un champ de Deligne-Munfold de type fini, le Q-espace
vectoriel Hg;’ = est de dimension finie. Donc le Q-espace vectoriel Ker(ﬂﬁm) est
de dimension finie.

Considérons ’ensemble de sous-espaces vectoriels

{Ker() | A € AL% A > pul.
C’est un systéme filtrant. De plus, on a

lim Ker(J};) = Ker(J;™).
A

En appliquant le lemme 7.5.2 aux Ker(J:™) et {Ker(J)) | A € /A\ZJ@, A >t
on en déduit qu’il existe pg € /A\JGFQ avec [io > |4, tel que Ker(JZO) = Ker(JZm),
U

Construction 7.5.5. i) On fixe un u¢ tel que
Q(Cq) C{X € Z(Ce)"IA < pc}-

+7Q

cnd qui satisfait le lemme 7.5.4.

ii) Pour pc, on fixe un g € A
iii) Posons

AZ = = (N e AL | A > po).

7.5.2 Démonstration du lemme 7.5.1

Lemme 7.5.6. Sous les hypothéses du lemme 7.4.1, pour tout X € Z(C2)*, il
existe un N € Q(CL), N < A, tel que le morphisme

Ker(HE= — [[Hy)) — Ker(HE= — [[Hy)
M M

soit surjectif.
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Quand X est déja dans Q(C2), il suffit de prendre X = \.

La démonstration ci-dessous n’introduit aucun argument nouveau par rapport
a la démonstration de la propriété a) dans la section précédente. On Iécrit pour
la commodité du lecture.
Démonstration.

On peut construire une chaine

A < \m=1) <A < \O) =\

avec m > 0 et

i) A&) € Z(C2)* pour tout s € {0,1,--- ,m},

i) A6+ = X\ — q; pour un i, € I'g,

iii) A € Q(CY).

(En effet, \() satisfait i) et ii). Si on a déja une chaine jusqu’a A*) avec k > 0
qui satisfait i) et ii), et si A*¥) ¢ Q(C2), par définition, il existe un i, € I'g tel
que A® — ;€ Z(C%)*. En posant A#*1) := A*) — q; | on obtient une chaine
plus longue. On peut continuer ce processus jusqu’a une chaine qui satisfait i) ii)
iii). )

Pour cette chaine, on a des morphismes

) 3,<AM 7,5
— = Hg — Hi="

HEN i
Leur composée est le morphisme
" g
D’aprés le lemme 7.4.1, pour tout k € {1,--- ,m}, le morphisme
Ker(HE — [[ Hyd) — Kee(g=" " — [ H2h)
est surjectif. On en déduit que le morphisme
Ker(HZ™™ — ] Hy)) — Ker(HE — [ Hy))

est surjectif.
Posons X := A\(™),
OJ

Lemme 7.5.7. Pour tout A € A2 =" 0 Z(CO)*, ou AL 2" est Uensemble défini
dans la construction 7.5.5, le morphisme

3,<A j
Hz=" — Hg

est injectif.
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Démonstration. D’un c6té, comme \ € Z(C2)", d’apres le lemme 7.5.6, il existe
un p € Q(CL), u < A, tel que

Ker(HL — [[ Hyl) — Ker(HE — [[ Hy))

soit surjectif. R

D’un autre coté, '’hypothese A € Ag’ 21 dit que prg < A, Ol f1o est associé A
o comme dans la construction 7.5.5.

On a p < pe < pp < A Considérons les morphismes

5, <pe J,<Ho ]’S)‘ J
Hi="C — Hi=" — Hi=" — Hg,.

Vo= 0 = b = 0

On a Ker(J# ) C Ker(J,,) C Ker(J//™). Or d’aprés le lemme 7.5.4, Ker(J1) =
Ker(7"), donc Ker(J} ) = Ker(Ji™).

Pour tout élément b € Ker(HL™ — HZ), on a b € Ker(HL™ — HH;VJI)
Par la surjectivité, b provient d’un élément O € Ker(Hés“C — HH]/\}) On
a b/ e Ker(Ji™) = Ker(J)), donc son image b dans HE= est nulle. Comme
conséquence, le morphisme Hég)‘ — Hé est injectif.

O

Construction 7.5.8. L’ensemble /A\gg —/A\(g 21 est borné. Donc on peut trouver

une constante Cg € Q=°, Cg > CZ, telle que

Z(CC;)+ C Kg’ =

Finalement, on arrive a la
Démonstration du lemme 7.5.1. Prenons la constante C; comme dans la
construction 7.5.8 ci-dessus. Alors pour tout A € Z(Cg)™ C Z(C2)*, on a X €
A(g’ ZHo N 7(C9)F. D’aprés le lemme 7.5.7, le morphisme H — HY, est injectif.
0

7.6 Conclusion et remarques

Exemple 7.6.1. Considérons le cas o I = ). Dans ce cas le seul groupe de
cohomologie non nul est en degré 0. Pour tout quotient de Levi M, pour tout

= AE’S ,on a
/<1\/[

/ M —_
Hyp»=r = C.(Buny; \*(F,)/Zc, Q).
H,} € C(Bun), (Fy)/Zc, Qo).
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Le morphisme
H="" = H,
est injectif. Donc la constante Cy; = 0 satisfait déja la propriété c¢) de la propo-
sition 7.1.4 pour M.
On prend C% = C(G, X, N), alors la proposition 7.1.4 est vraie pour G.
En particulier, la propriété b) implique le résultat classique : U'espace Hy™™® =
CP(Bung n(Fy) /2, Q) est de dimension finie.

Dans ce cas, la démonstration précédente se réduit a 'argument classique, que
I’on rappelle pour la commodité du lecture.
Posons Qg y := Q(C2). Si une fonction f n’est pas dans

U CoBungy(F,)/Za. Qo)

W EQG N

alors il existe un A € Z(C2)T—Q(CR) tel que f‘Bung)‘N(IFq)/EG # 0. Alors il existe un

parabolique P tels que A soit assez éloigné du mur associe a P. D’apreés 'exemple
6.4.1, la restriction du morphisme terme constant C¥ sur Bun(:;j\N(IFq) /E est un
isomorphisme :

ch= Cc(BunE:\N(Fq) Ea, Qo) = Cc(Bunlej\v(Fq)/EGv Q). fe fh

# 0. Or le

Donc on a fP‘Bun/:A

A (F)/Ea # 0. Cela implique que fP}Bunlgx

M,N (Fq)/EG
morphisme

C(Bunyy (Fg)/Z, Q) = C(Bunjy (F,)/Z, Q)
est injectif, donc f¥ # 0. Par définition, f ¢ C*P(Bung n(F,)/Za, Qo).

Remarque 7.6.2. Dans le cas des fonctions, le morphisme

C(Buny;y (Fy)/Z¢. Qo) — C(Bun), v (Fy)/Zc, Qo)

est injectif pour tout A € AJCS;S. Mais en général, on montre seulement que le
. 1< ! . . . . . , RN
morphisme H 1\/][’_/\ — H,; est injectif pour les A assez éloignés du mur associé a

P.
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7.7 Illustration dans le cas GLy, GL3 et GL4
7.7.1 Cas de GL»

figwre 1
f)azié%ve
W 2"
e
oL 7
ey - °
0 Ny DTSN
2(G)
z(c )t
w_———/\:~‘-“—~\
(2) £ e
nE) N
—~— AN
T fu' /(p \__\/_S____—-_—,-/
z(Le )Y

Exemple 7.7.1. Soit G = GL,. Notons B le sous-groupe Borel et T' le tore.

Notons « la seule racine simple de G. Prenons C2 := C(G, X, N,W). Le cardinal
de m (GL3Y) est 2. Notons

2(Ce)* = {n e AG® | (ma) > Cg)
O(CY) = (€ Z(CY)" | n— 5o ¢ Z(CE)"}

Une illustration de chambre de Weyl de G, ensemble Z(C2)" et Q(CL) est
donnée dans la figure 1 (1).

Dans ce cas, dans la démonstration de la proposition 7.1.4 a), les étapes 3) et
4) se simplifient parce que €2 (@) = 0 implique immédiatement que a3 = 0.

Quant a la propriété c¢), d’abord on remarque que Hé?’:“ s’annule sauf si k = 0.

En utilisant ce fait, on peut simplifier la démonstration pour j # 1 :
pour tout A € Z(C%,)", on a

HLV S HIZV= =0,
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La suite exacte longue
j—1,=A JSA-3a J,<A J=A
< — Hy, — H, — H;=" — Hg " — -

. 1 .
implique que Hgg/\ 2% Héf/\ est injectif. Comme conséquence, pour tout
1€ Z(C9)*, le morphisme HL™* — HY, est injectif.

Mais pour j = 1, on doit utiliser 'argument général dans la section 7.5 (illustré
dans la figure 1 (2)) pour montrer que le morphisme H&l’s’\ — Hg' est injectif.

7.7.2 Cas de GLj
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Exemple 7.7.2. Soit G = G L3. Notons B le sous-groupe Borel standard (triangle
supérieure). Notons a; = e; — ey et ay = ey — e3 les deux racines simples. Alors
le parabolique P; associé & «; est de la forme (1,2) et My = GL; x GLy. Et le
parabolique P, associé & ay est de la forme (2,1) et My = GLy x GL;.

Appliquant 'exemple précédent aux M; et My, on obtient deux constantes
Ch, et Chy,. Prenons

0% .= Max {ch, Oy C(G, X, N, W)}.
Le cardinal de 7 (GL3%) est 3. Notons

Z(C2)* == {p e ALY | (u,a) > C2}

0(CY) = {n € 2(CE)" | - 50 ¢ Z(CH)")

Une illustration de chambre de Weyl de G (pour une composant connexe),
I'ensemble Z(C)T et Q(C2) est donnée dans la figure 2 (1).

Maintenant on donne une illustration de la démonstration pour la propriété
a) de la proposition 7.1.4 pour G :

Soit p € Z(Cg)T —Q(CY). Supposons que 1 — sz € Z(Cg)T, comme dans la
figure 2 (1). Notons M := M,. Dans ce cas, 'ensemble Sy, (1) := {\ € /A\JCS |\ <M
p} est illustré dans la figure 2 (1).

Notons /' = pu — %042. L’ensemble

Pi= (Ne ALQ A< u} et P =N e ALY A <C )

sont illustrés dans la figure 2 (2). On voit bien que P<# = P<F U Sy, (1)
Considérons le diagramme commutatif de groupes de cohomologie :

Hggu, Hégu HgSM(N) (771)

Lk

! 5 ! ! !
5,<p 53,<p 7S ()
Hy; — H,;p=" ——H,;

ou l'isomorphisme vient du lemme 7.2.6, appliqué a P, et Sy, (). Remarquons
que tout A € Sy, (1) est de la forme p — nay avec n € Q. Comme (aq, ag) < 0,
le copoids A satisfait la condition

<)\,052> 2 <:u7052> > Cg’ Z 5(G7X7 N7 W)
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Dans la chambre de Weyl, cela signifie que tous les copoids dans Sy, () sont
assez loin du mur Ps.

Dans la chambre de Weyl de G2, les composantes connexes de M, sont illus-

trées dans la figure 2 (3). En particulier, Chti/yz(u) et Cht]%f " sont ouverts et

4 < 4
fermés dans Chty}'. Comme conséquence, on a

! ! ! !
5<m < 7,80 (1)

Maintenant soit a € Ker(HL™" — H;\j) Notons aj; son image dans HJ/\;’["S“.

Alors ay; est de la forme (a)y,, a3;) avec ay, € H]/\j"gul et ay, € H;VJI"SM(“).
Dans louvert fermé de Chtys indicé par v(p) = prél(p), illustré dans la

figure 2 (4), on a le morphisme du groupe de cohomologie d'un ouvert vers la
limite inductive :
HJJQSJM(M) _ H]J",JSMM N H]JQV(M)'

Comme C2 > Cyy, par la propriété c¢) pour M dans l'exemple précédent, ce
morphisme est injectif.

L’hypothése a € Ker(HéS’“L — H;\j) implique que I'image de a3, dans la limite
Hf\;[”(“) est nulle. On en déduit que a3, = 0.

D’aprés la  commutativité du diagramme (7.7.1), il existe un

a e Ker(Héé“/ — H,J) dont I'image dans HL™ est a.

Pour la propriété c), Pensemble AXCE) est illustré dans la figure 2 (5). On
suit 'argument de la section 7.5. A la fin, on choisit une constante C; € Q=°,
Cg > CY, telle que

Z(Cg)t c ACE),

L’ensemble Z(Cg)" est illustré dans la figure 2 (5).

7.7.3 Cas de GL,
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Exemple 7.7.3. Soit G = GL4. Notons B le sous-groupe de Borel standard

(formé des matrices triangulaires supérieures). Notons a; = e; — ey, (g = €3 — €3

et a3 = e3 — ey les trois racines simples. Alors on a trois paraboliques maximaux :
Le parabolique P; associé a ay est de la forme (1,3) et M; = GLy; x GLs.
Le parabolique P, associé a as est de la forme (2,2) et My = GLy X GLs.
Le parabolique Py associé a as est de la forme (3,1) et M3y = GL3 x GL;.

Appliquant les exemples précédents a M;, M, et Ms, on obtient trois
constantes Cy,, Ciy, €t Cyy,. Prenons

Y = Maa:{CMl, Cusys Oty C(GL X, N, W)}.
Le cardinal de 7 (GL3%) est 4. Notons

Z(C2)* == {p e ALY | (u,a) > C2}

0CE) = (€ Z(C)* | n— o ¢ Z(CH))

Une illustration de chambre de Weyl de G (pour une composant connexe),
'ensemble Z(C2)T et Q(C2) est donnée dans la figure 3 (1).

Maintenant on donne une illustration de la démonstration du lemme 7.4.1,
pour montrer la propriété a) de la proposition 7.1.4 pour G :

Soit u € Z(C2)T — Q(C). Supposons que p — a; € Z(C2)T, comme dans la
figure 3. Notons M := M; et P := P;. Dans ce cas, I'ensemble Sy, (1) est illustré
dans la figure 3 (1).

Remarquons que tout A € Sy (p) est de la forme p—ngay —ngas avec ng, ng €
Q. Rappelons que si i # j, alors (a;, ;) < 0. Donc A satisfait la condition

<)\,O./1> Z (,u,oz1> > C?; Z 6(G7Xa N7 W)

Dans la chambre de Weyl, cela signifie que tous les copoids dans Sy (p) sont assez
loin du mur P.

Dans la chambre de Weyl de G, les composantes connexes de M = M; sont

illustrées dans la figure 3 (2). En particulier, Cht}” ) et ChtS# sont ouverts et
fermés dans Chti,“ . Comme conséquence, on a

H]J\)[SH _ H]]QSM/ @ Hi}[SM(M).
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La composante de Chty, indexée par v(u) = prat(u) est illustrée dans la
figure 3 (3). On a le morphisme de groupes de cohomologie d’un ouvert vers la
limite inductive :

H.]YQSM(N) _ H]J",JSMM N H]J&V(N)'

Comme C2 > Cyy, par la propriété c¢) pour M dans l'exemple précédent, ce
morphisme est injectif.

Pour la propriété c), ensemble A%(C&) est illustré dans la figure 3 (4). Ensuite,

I’argument est comme dans la section 7.5. A la fin, on choisit une constante
Ce € Q20 Cg > C2, telle que

Z(Cg)Jr C AQ(Cg).
L’ensemble Z(Cg)" est illustré dans la figure 3 (4).

Remarque 7.7.4. Le cas de GL, est le premier cas qui n’est pas facile. Dans
I’argument ci-dessus, on voit 'importance de la propriété c) de G'L3, qui est une
conséquence de la finitude de la cohomologie cuspidale pour G Ls.
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Chapitre 8

Cohomologie cuspidale et
cohomologie Hecke-finie rationnelle

Ce chapitre a pour but de montrer la proposition 4.5.2 énoncée dans le chapitre

4 :

ey . j, Hf —rat 7, cusp
Proposition 8.0.5. Les deux sous-Qq-espaces vectoriels Hg vy et Hg y oy de

Hé sont égaux pour tout degré j.

Pour cela, on montre d’abord la compatibilité du morphisme terme constant
avec les opérateurs de Hecke. Ensuite, on montre une inclusion HLNTw C

i Hf—rat . ) ; . . .
Hl v en utilisant le fait que H} 7y est de dimension finie. A la fin, on

. . 1 ), Hf —rat .1 .
montre l'inclusion dans Vautre sens HE VT D HE v 1w en utilisant le fait que
les images du morphisme terme constant sont supportées sur les composants de

>
H,7 indexées par un translaté d'un cone, et que l’algébre d’opérateurs de Hecke

;.
contient un groupe qui agit comme une translation sur les composants de H ]Vj[

8.1 Préparation

Soit v une place dans X ~ N. Notons T = N U wv. Soit f €
Ce(G(O\G(F)/G(0y), Qu).

Dans la section 4.4, on a vu qu’on peut associer un opérateur de Hecke T'(f)
agissant sur la cohomologie du champ de chtoucas pour G. Il existe un r €
ATC (dépendant de f) tel que pour tout p € A% on a un morphisme dans

Gad Gad)
DX ), Q)

. < <p+
T(f): :H:GZV,I,W - %fov;,w

(X~T)! (X%
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On a un morphisme canonique des algébres de Hecke en v, qui est une inclu-
sion :

fom e F(gu)du.
U(Fy)/U(Ov)

Pour un k assez grand, on a un morphisme

My . qr < ! <pt+
T(f") : J{M,Kr,[,w — HM,?V,JITW

(X~%)! (X~ %)

Lemme 8.1.1. Pour tout f comme ci-dessus, pour tout degré j, le diagramme
sutwant est commutatif :
7(f)

Jy < i J,Sptk
:HG,N,I,W " i j'CG,N,I,W ”

P, j, <p P, j, <ptr
IGG lec

! T(fM) /i<
5H<p J,Sptk
fHM,N,I,W ” > '{HM,N,I,W

(8.1.2)

77[
ot les fleches horizontales sont les morphismes terme constant.

Démonstration.

Considérons le cas ou f est la fonction caractéristique 1go,)96(0,), POUr g €
G(F,). Par la section 2.4 du chapitre 2, f donne une correspondance cohomolo-
gique sur la premiére ligne dans le diagramme (8.1.3) ci-dessous.

Notons f¥ la restriction de f sur P(F,). Alors f¥ donne une correspondance
cohomologique sur la deuxiéme ligne dans le diagramme (8.1.3) ci-dessous.

On a fM défini par le morphisme (8.1.1). Alors f* donne une correspondance
cohomologique sur la troisiéme ligne dans le diagramme (8.1.3) ci-dessous.
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On a un diagramme commutatif des champs algébriques :

Lan(f) (8.1.3)
y &
ChtSi+r E‘ ; Cht=h E‘
ainw/ (X! r cinw/ (X!
7 FRN(fP) 7
y &
Cht St E‘ . Cht =# 5‘
pinw / (X)! " pinw/ (X~5)T
’T T (fM) ”
pr pri?

'Sptm o '<p =
Cht 71 Nvw /H‘ Chtyr 7 nw /H‘(

(X~ X~\%)!

1) Par définition, I'¢ v (f) est associé a la G(O,)-orbite
9G(0,)/G(0n)

dans G(F,)/G(0,). Les morphismes pr{ et pr§ sont finis étales de degré le car-
dinal £(gG(0,)/G(0O,)). La correspondance de Hecke T'(f) est induite par :

(pr{ )i (pr§) T — Fo-
Comme G(F,) = P(F,)G(

peut voir la G(O,)-orbite gG(
dans P(F,)/P(0O,) :

), on a G(F,)/G(0,) = P(F,)/P(0,). Ainsi on
»)/G(O,) comme une réunion des P(O,)-orbites

V)
V)
|97 P(0,)/P(0,).
La correspondance I'p y(f7) est associée a cette réunion des P(O,)-orbites.
Pour chaque v, les morphismes (pr{’), et (pry), sont finis étales de degré le
cardinal §(g. P(0,)/P(0,)). La correspondance de Hecke T'(f*) est induite par :
(pry )i(pry)* Tp — Fp.

188



Le carré en haut a gauche dans le diagramme (8.1.3) est cartésien. On a

7 (pri )i(prg)* = (pry)(ir)"(pr§)" = (pry )i(pry) "
On en déduit que le diagramme suivant est commutatif :

S w D g
IEAEER) 77[

GNIW| ,
n

' T(fF) i<
J<p JhSptr
:HP,N,I,W ‘nl - j{P,N,I,W

T]I

2) Pour chaque P(O,)-orbite g’ P(0,)/P(0,) dans P(F,)/P(0,), la projec-
tion par P(F,)/P(0,) — M(F,)/M(0,) est une M(O,)-orbite g™ P(0,)/P(0,)
dans M (F,)/M(O,). On a

M= mlgl) Lao,)gm v,
Pour chaque v, les morphismes (pr}), et (pr)!), sont finis étales de degré le
cardinal (g} M(0,)/M(0O,)). Pour chaque v, on a

m (g (g M(0,)/M(0,)) = t(g P(0,)/P(0O.)).

La correspondance de Hecke T'(f™) est induite par :

(pri" )i (pry" ) Far — Fr.

Maintenant nous avons besoin de voir 7 comme la composée 7

0 :
d (6] 7Td .
P P
'<ptk  j— pry P PTa <u —
Cht 5 = ~——-7 —— = Cht 5, =
PINW /=] ¢ o (") PLINW /=] ¢ gy
|7Td Tr.d |7rd
—' <u+k fﬁ»{w —~— M —~—' <p
= - M 2 — —
ChtM,I,N,W/~ -~ FM,N(f ) ChtM,I,N,W/~
(X% (X3!
\ﬂﬁ R I?rS
M M
' <ptr = Py M PTy ' <p -
Cht, ;% = ~—-7F ——— Cht,; =
M,I,NW (X~T)! M7N(f ) M,I,NW (X~T)!
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Les deux carrés en bas sont cartésiens. Donc le diagramme suivant de foncteurs
est commutatif :

(mh(PTy )1 (Pry’ )" —— (m); (8.1.4)

.

(pry")i(pry’ ) (7)) ——— (7))

Les deux carrés en haut ne sont pas cartésiens. On fait apparaitre un carré
cartésien :

< —_ pI‘P
Chtpyyw /2 XD ~—Tpn(fh)

< +K p—
— Cht ;" :’
= VRINW 12|
2

Iﬂ-d
e
pr <wp —
ChtM,I,N,W/:

—— ' <ptrn pry
ChtM,I,N,W/:

Tarn(FM)

(X~\3)! (X!

Par le méme argument que la section 3.5.1 du chapitre 3, on montre que le
morphisme

(pr8)y : Pen(f7), = (Chtp),
est fini étale de degré (gl P(O,)/P(0,))/4(g} M(0,)/M(0,)) = m(gl). Le dia-
gramme des foncteurs suivant est commutatif :

(ma)r(pr )i(pry)* (7)1 (8.1.5)

-

—_— e~ —

(pri! )y (7 (prf)i (prf)* (prd )

—




En combinant le diagramme (8.1.5) avec le diagramme (8.1.4), on en déduit
que le diagramme suivant est commutatif :

(7)1 (ma)s (prP ) (prf)) i* F s —— (70 (ma)1i* T

~ —_— —_— ~

(1P )i(pry" ) (ma)ii* T —— (Ti(ma)ii* T

~

(pri”): (") (xQ)(ma)vi* F s — (7)1 (ma)i* F

(pri)i(pry ) * Fus T

Comme pri est fini étale, la fleche composée

1d = (prD).(pr?)* = (D )(pr?) — 1d

est la multiplication par son degré.
On en déduit que le diagramme suivant est commutatif :

z T(fF) 1<
5<p 5, <ptr
%P,N,I,W‘nl - :HP,NJ,W o

P,j,<p P,j, <p+k
|GG lec

T q <
§<ptr
o Hyrnrw

..
J<p
U{M,N,I,W

nl
0J

Comme conséquence, le morphisme terme constant est compatible avec les
opérateurs de Hecke :

. i< ) . i<
lim FHL3H — 5 lim K 5H
m Jte N w o m Tt N w

P,j P, j

M
: G<u TGy G
h_n;lu/ }CM,N,I,W ol h_H;IM, J{M,N,I,W

(8.1.6)

nl

77]
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Remarque 8.1.2. Cas I = ()y N = (). Dans ce cas, il n’y a pas de d. On a vu
dans 'exemple 5.5.1 que

Bung(F,) < Bunp(F,) — (/]\h/tM,@ = Buny(F,)
est le méme que (5.5.4), avec les actions des opérateurs de Hecke :

T(f) T(f") T(f") (")

8.2 Démonstration de la proposition

8.2.1 La cohomologie cuspidale est Hecke-finie rationnelle
D’abord, on a une inclusion :
, j, Hf—rat
HENTw C HE v w-
En effet, d’apreés le diagramme commutatif (8.1.6) ci-dessus, HéCNuS}) W est stable

sous les actions des opérateurs de Hecke C.(G(O,)\G(F,)/G(O,), E). De plus,

d’apres le théoréme 4.5.1, le Qp-espace vectoriel HS N7y est de dimension finie.

Afiss , H—rat : . '
Par deéfinition de H{ )y dans la section 4.4, on en déduit que HLZ Y Tw C
j, Hf —rat
Hg niw -

8.2.2 La cohomologie Hecke-finie rationnelle est cuspidale

Ensuite on va montrer 'inclusion dans ’autre sens :
J, cusp 7, Hf —rat
He niw O Henrw-
Pour cela, on a besoin d'un lemme général :

Lemme 8.2.1. Soient A, B deux E-algebres commutatives et ® : A — B un
morphisme d’algébres. Sotent V, W deux E-espaces vectoriels munis d’une action
de A et de B respectivement. Soit © : V — W un morphisme qui commute avec
les actions de A et B, c’est-a-dire que le diagramme suivant est commutatif pour
tout a € A :

VW
a] T@(a)
V_o.wW
i) Soit x € V. Si B est finie sur A et le sous-E-espace vectoriel A-x de 'V est

de dimension finie, alors le sous-E-espace vectoriel B - ©(x) de W est aussi de
dimension finie.
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it) Soit A un groupe additif muni d’un ordre partiel <. Pour tout A\ € A,
notons AN := {v/ € A | v < \}. On suppose que W est une somme partiellement
complétée des espaces vectoriels indexés par A :

W:@W"

vEA

={(w,) € HW” | il existe un X\ € A, tel que w, = 0 pour tout v ¢ A*}.
veA

Si B contient un élément (inversible) b tel qu’il existe un élément non nul £(b) €
A, tel que pour tout v € A, l'action de b induit un isomorphisme :

b: WY S W),

On suppose que pour tout X € A, on a l'inégalité stricte X\ < A+ &(b). Soit y € W
non nul. Alors le sous-E-espace vectoriel B -y de W est de dimension infinie.

Démonstration.
i) Comme B est un A-module de type fini, il existe un ensemble fini J et des
¢léments b; € B pour tout j € J tel que

B = bo(A).
jeJ
Ainsi,
B-O(x) = (D _bjo(A)) -O(x) = > b;6(A- ).
jed jed
L’hypothése que A -z est de dimension finie implique que O(A - x) l'est aussi.
Donc b;O(A - z) est de dimension finie. Donc B - ©(x) est de dimension finie.

ii) Pour tout élément w € W, on note w, sa projection sur W”. Et on note
w = (w,)yea. On dit que w est supporté sur une cone A* si w, = 0 pour tout
v A"
Avec cette notation, on a
Y= (Yo)vea-

Pour tout v € A, on a un isomorphisme b - W” = W*+¢®) Cela implique que
b-y=(b-Y)ven, avec b -y, € Wy HE©®)

Comme y est non nul, il existe un A € A* tel que y), # 0. Comme b est
inversible, pour tout n € Z, b" - y\ # 0.
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Par définition, y est supporté sur un cone A*, pour pu € A.

Quand n est assez grand, A + n&(b) n’appartient plus a A*. Donc I’élément
b™ -y n’est plus supporté sur A* car (0" - y)xtner) = 0" - ya # 0. On remarque que
b™ -y est supporté sur la cone AHHE0),

De méme, pour tout m > 2, 'élément " -y est supporté sur la cone A#+m74(0)
mais n’est pas supporté sur A#+Hm=UnE®) cayp (pmn . Y) A +mnev) 7 0.

Donc 'espace engendré par b - y est de dimension infinie. Comme B D b7,
I’espace B -y est aussi de dimension infinie.

O

Avant de donner la démonstration de I'inclusion, on a besoin d’'une propriété
des algebres de Hecke. On peut voir C.(M(O,)\M (F,)/M(O,),Q,) comme une
C(G(O,)\G(F,)/G(0,),Qy)-algebre par (8.1.1).

Lemme 8.2.2. L’algébre C.(M(O,)\M(F,)/M(O,),Q¢) est finie sur
Ce(G(ON\G(F,)/G(O0), Qe).

O

Démonstration de I’inclusion.
Soit a € Hgff[aﬁy Soit v une place dans X ~\ N.

1) D’un c6té, par définition de la cohomologie Hecke-fini rationnelle, le FE-
espace vectoriel

Ce(G(O\G(F)/G(0,), E) - a

est de dimension finie. Pour tout parabolique propre P avec Levi M, on applique
le i) du lemme 8.2.1 &

E=Q

A= CC(G(OU>\G(F’U)/G(O’U)’ E),

B = Ce(M(O,)\M(F,)/M(O,), E),

®: A— B donné par f — f comme dans (8.1.1),
V= H]GI,N,I,W

W= HJ\J],N,I,W '
O :V — W est le morphisme terme constant Gg’ I,
D’aprés le lemme, le Q-espace vectoriel

Ce(M(O)\M(F,)/M(0y), Q) - €57 (a)

est de dimension finie.
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2) D’un autre coté, I’algebre de Hecke C.(M (O,)\M (F,)/M(O,), E) pour M
en place v contient un algeébre de groupe E[Zy(F,)/Zn(0,)].

Soit g € Zy(F,) mais g ¢ Zp(0,). Dans le chapitre 2, on a vu que g agit sur
Chtys via Zy(F,) = Zy(A) — Bung,, (F,), par torsion d'un M-torseur par un
Zyr-torseur. De plus, notons £(g) son image par le morphisme composé :

de -~
Zy(F,) = Bung,, (F,) — Buny,(F,) — Bun,, —2% AZ = A‘%M /e

Rappelons que pour tout v € AY It/ Ze 'action de ¢ induit un isomorphisme (dont
inverse est induit par g~')

~

g: Cht¥, /2 5 Chty @ /=,

Notons f, la fonction caractéristique de g, c’est-a-dire que f, := 1ar0,)g0m(0,)-
Alors on a

E[Zy(F)/Zm(00)] = Ce(M(O,)\M(F,)/M(0,), E)
Z anlg] — Z an fy-

De plus, fixons un t € G,,(F,)/G,,(0,) qui est de degré positif. Alors pour
tout A € Az, A(t) est un élément dans Zy(F,)/Zn(0,). On a

EAz,] = ElZy(F,)/Zu(0.)]

Z Ap Ay Z an A

ALS

dans H, éf\,“fw On a vu dans le chapitre 4 que C D (a) provient d’un élément dans

Comme a € Hé}NJW, il existe un p € tel que a est I'image d’'un élément
H,p ]\f T.w» donc est supporté sur les composants de H],V} ~1.w indexées par le cone
A“M/Z C AZ e Si Gp’j( ) # 0, alors on peut appliquer ii) du lemme 8.2.1 &
E,; A, B,V,'W comme dans 1),
A= AZ (/2G> BVEC Pordre partiel donné par v/ < v ssi (%(v/) <& 199(v).

W HM]NIW, pour tout v € AZM/ZG

b= T( fy) Vopérateur de Hecke pour M en place v associe a un élément g
d’ordre infini dans Zy(F),), g & Za(Fy), g ¢ Zn(O,)

£(b) =¢(9);

o i <
=C¢7(a) € Hypngw
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On en déduit que le Qg-espace vectoriel
Co(M(O)\M(F,)/M(0,), Q) - €5 (a)
est de dimension infinie.
3) De 1) et 2), on déduit que
C57(a) =0 pour tout P.

) NI & J cusp
Cest-a-dire que a € Hg y7 -

O

Remarque 8.2.3. Il y a deux démonstrations alternatives :

a) En utilisant la remarque 4.3.4 du chapitre 4, on peut aussi montrer I'in-

. 1 1, Hf —rat . . .
clusion H; N Tw O HE nv 1w en raisonnant seulement sur les paraboliques maxi-

maux. Dans ce cas, ’ensemble K%M J7¢ €St isomorphe a @ et l'ordre partiel est

seulement 'ordre ordinaire dans Q.

b) On peut utiliser une fonction ¢ : A%

— Q dont la restriction sur

Zm/Za )
ad ._ ad( N ad e ; J
AR = prif(Avyzg) est AEY — Z. Ainsi, on peut voir H; y ;y, comme une
U U ! s
3 J, 3 A J, — Vv
famille (H,7'y ;) indexée par n € Z, avec Hyp'y ryw = €@ Hyfn - Dans ce
P(v)=n

cas, il suffit de montrer le lemme 8.2.1 ii) avec A = Z.

8.3 Remarques et exemples

Remarque 8.3.1. Chtoucas sans patte
On applique le lemme 8.2.1 a :
A = Ce(G(O)\G(F,)/G(Oy), Qu),
B = OC(M(OU>\M(FU)/M(OU)7 @E)?
O f e fM
V = Co(GF)\G(A)/KNE, Q)
W =@C(UA)MFNG(A)/KNE)", Q) C CUA)M(F)\G(A)/KNE, Q)

On retrouve le lemme 8.25 dans [Lafl12].

. 4, Hf 4, Hf-rat j, cusp
Remarque 8.3.2. Maintenant on a Hg y;w C Hgniw = Hgypw dans

; : j, HE i, HErat SR
H]G7N’LW. On conjecture que H&N,LW C HéNIr?,V est une égalité.
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Annexe A

Rappels pour les chapitres 1 et 2

A.1 Quelques notations pour les GG-torseurs

Soit S un schéma. Soit G un faisceau en groupes (on va considérer une action
de G sur lui-méme (& gauche) par multiplication).

Définition A.1.1. Un G-torseur sur S est un faisceau G sur (Sch/S) fpqe, muni
d’une action de G (a gauche), tel qu’il existe un morphisme fpqc S” — S tel que
9| o = G| & comme faisceau, et I'isomorphisme est compatible avec I'action de G.

Proposition A.1.2. Quand G est un schéma en groupes affine sur S, un G-
torseur défini ci-dessus est représentable par un schéma.

Démonstration. Soit § un G-torseur au sens des faisceaux qui est trivialisé par
S’ — S. Notons S’g = 5’ x G qui est un schéma sur S’. La donnée de descente
S

(par rapport a S” — S) pour le faisceau G & induit une donnée de descente pour

le faisceau G{ & qul est aussi une donnée de descente pour le schéma S a- D’apres
[SGA1| VIII, Thm 2.1, on obtient un schéma sur S qui représente le faisceau §.
O

Remarque A.1.3. Quand G est lisse, tout G-torseur est localement trivial pour
la topologie lisse (donc pour la topologie étale).

Notation A.1.4. a) Soit Z un schéma sur S muni d’une action de G. Soit § un
G-torseur sur S. Alors on note Zg := (Z x §)/G := (Z x Sg)/G. On 'appelle un
s s

espace fibré sur S de fibre Z.
b) En particulier, soient § un G-torseur sur S et G’ un autre schéma en
groupes affine sur S avec un homomorphisme de schémas en groupes G — G'.
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G
Alors on peut obtenir un G'-torseur § x G’ qui est défini comme 'espace fibré

(@ x 9)/G.

Sur S, pour tout GL,-torseur G, on peut construire un espace fibré Vg ou V"
est la représentation standard de GL,. C’est un fibré vectoriel de rang r sur S.

Inversement, pour tout fibré vectoriel €& de rang r, on peut construire un
foncteur qui associe a tout S — S 'ensemble Isomg (Eg/, EL,), on EY est le fibré
vectoriel de rang r trivial. C’est un G L,-torseur sur S.

Proposition A.1.5. La construction ci-dessus induit une équivalence entre la
catégorie des G L,.-torseurs sur S et la catégorie des fibrés vectoriels de rang r sur

S.

Remarque A.1.6. Par définition, un morphisme de G-torseurs est G-équivariant
donc automatiquement un isomorphisme. Ainsi, dans la proposition ci-dessus, on
considére seulement les isomorphismes dans la catégorie des fibrés vectoriels de
rang r sur S.

Soit k£ un corps. Soient S un schéma sur k£ et G un schéma en groupes affine
sur k. Notons Repy(G) la catégorie tensorielle des représentations k-linéaires de
dimension finie de G. Notons Vect(S) la catégorie tensorielle des fibrés vectoriels
sur S. Un G-torseur G induit un foncteur Fg : Repy(G) — Vect(S),V — Vs.

Proposition A.1.7. Le foncteur G +— Fy de la catégorie des G-torseurs vers la
catégorie des foncteurs tensoriels exacts Repyp(G) — Vect(S) induit une équiva-
lence de catégories.

Démonstration.

On va construire le foncteur inverse : soit F' : Repy(G) — Vect(S) un foncteur
tensoriel exact.

Notons R l'algébre des fonctions réguliéres sur G a coefficients dans k, i.e.
R = k[G] et G = Speck[G]. Il est muni des actions de G & gauche et a droite
par translation. On voit R munie de 'action de G & gauche comme une limite
inductive des représentations de dimension finie : R ~ 1131%, ouV; € Repi(G). On
définit F(R) := li_n}F (V7). C’est un Og-module. La structure d’anneau commutatif

sur R induit une structure de Og-algebre commutative sur F(R).

Notons S := SpecgF(R). L’action de G & droite sur R induit une action de
G sur S. De plus, on peut vérifier que S est fidélement plat sur S.

Pour tout V' € Repy(G), on a un isomorphisme de représentations

RRIV SRRV
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fove (g flg)®g ')

ou V est 'espace vectoriel sous-jacent de V', I'action de G est diagonale pour
R ®V et est seulement sur R pour R® V.
En particulier, on a

RIR~RRQR.
En appliquant F', on obtient

Cela induit

qui est compatible avec les actions de GG. Par définition, S est un G-torseur sur
S.
O

Remarque A.1.8. En particulier, quand S = Speck, le G-torseur trivial est le
méme que le foncteur d’oubli Repy(G) — Vecty.

Soit H un groupe linéaire sur E. Soit € une catégorie abélienne F-linéaire.
Soit
¢: Repp(H) — C

un foncteur E-linéaire additif.

Notons R I’algébre des fonctions réguliéres sur H a coefficients dans F. On la
voit comme une représentation de H par I'action a gauche sur R. L’action de H
a droite sur R induit une action de H a droite sur ¢(R).

Lemme A.1.9. Pour tout V € Repg(H), on a
$(V) = (¢(R) @ V)",

ot ((R) @ V) sont les invariants sous laction de H diagonale (o droite sur
d(R) et a gauche sur V).

Démonstration.
Pour tout W € Repg(H) et tout E-espace vectoriel de dimension finie V,

oW V) =o(W)aV.

Ainsi, on a

PROV)=0R)RV.
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On a vu (dans la démonstration de la proposition A.1.7) que pour tout V €
Repp(H), on a un isomorphisme de représentations de H

RRIV SRRV

ou l'action de H est diagonale sur R @ V' (& droite sur R et a gauche sur V) et
est seulement sur R pour R® V.

De plus, si on considére les invariants sous H, on a un isomorphisme de E-
espaces vectoriels

RV~ (R V)T ~V.

Si (R® V)# est muni d'une action de H par I'action a gauche sur R et V est
muni de 'action de H, alors I'isomorphisme ci-dessus est un isomorphisme de
représentations de H :

(R V)T ~V.
On en déduit que

o(V) > ¢((RRV)) ~ (¢(R) @ V).

A.2 Quelques notations pour les ind-schémas

Cette section est entiérement extraite de 'appendice A.1 - A.4 de [Gai01]. On
I’écrit ici pour faciliter la lecture.

A.2.1 Ind-schémas

Soient F, F' deux foncteurs contravariants Sch — Ens et ' — F un mor-
phisme. On dit que F” est un sous-foncteur fermé de F' si pour tout schéma S
et tout S — F, le foncteur de produit cartésien S x F” est representable par un

F

sous-schéma fermé de S.
Soit Y] — Yy < -+ <= Y, < .-+ une limite inductive de schémas, ot tous
les morphismes Y; < Y;;; sont des immersions fermées.

On définit un foncteur lim Y; sur Sch : il associe a tout schéma quasi-compact
—

S l'ensemble Hom(S,lim Y;) := lim Hom(S,Y;). Ensuite on 'entend & tous les
— —
schémas en demandant qu’il soit un faisceau pour la topologie Zariski.

Plus généralement, soit (Y;);c; une systéme filtrant de schémas ou tous les
morphismes Y; < Y; sont des immersions fermées. On peut définir un foncteur
lim Y; en considérant la limite directe filtrante.

—
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Définition A.2.1. Un ind-schéma (strict) est un foncteur F' qui est isomorphe
comme foncteur & un certain lim Y; ci-dessus. On appelle lim Y; une représentation
— —

d’ind-schéma de F.
Dans la suite on va omet le mot "strict".

Définition A.2.2. a) On dit qu'un ind-schéma est d’ind-type fini si on peut
choisir les Y; tels qu’ils sont tous de type fini. Sauf mention spécifique, un ind-
schéma est toujours d’ind-type fini.

b) On dit qu’un ind-schéma est réduit si on peut choisir les Y; tels qu’ils sont
tous réduits. Soit F' = 1i_r>n Y;, on définit le sous-ind-schéma réduit associé comme

lHm (Y;)red, 00 (Yi)rea est le sous-schéma réduit associé a Y;. Le sous-ind-schéma
—

réduit ne dépend que la représentation de F' comme lim Y;.
—
Voici quelques propriétés d’ind-schéma :

Lemme A.2.3. Soit ' un ind-schéma avec une représentation F ~ lim Y;.
H

a) Si Z est un schéma de type fini et Z — F' est un sous-foncteur fermé, alors
il existe un i tel que Z est un sous-schéma fermé deY;.

b) Si F' est un sous-foncteur fermé de F, alors F' est aussi un ind-schéma.

c) Si I~ lii)n Yj’ est une autre représentation, alors pour tout i il existe un j

tel que Y] est un sous-schéma fermé de Y; et vice versa.

Démonstration. a) Z est de type fini donc quasi-compact. Par définition,
Hom(Z, F') :=lim Hom(Z,Y;). Donc un f : Z — F vient d'un f; € Hom(Z,Y;)
—

pour un certain ¢. Comme lim (Y;NZ) = FNZ = Z et Z est de type fini, quand
—

1 est assez grand, f; est une immersion fermée.
b) et ¢) sont tautologique. O
Dans le cas de a) on dit que Z est un sous-schéma fermé de type fini de F.

En général, on dit qu’un sous-schéma fermé de F' est un sous-foncteur fermé de
F.

A.2.2 Action de groupe

Soit H un schéma en groupes, qui est une limite projective de groupes algé-
briques linéaires H = lim H,,. Soit F' un ind-schéma.
—

Définition A.2.4. Suppose que H agit sur I’ comme foncteur. On dit que I'action
est "bonne" si tout sous-schéma fermé Z de F' est contenu dans un sous-schéma
fermé Z’ tel que Z’ soit H-stable et que 'action de H sur Z’ se factorise a travers
le quotient H,, pour un certain n.
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Définition A.2.5. Soit F' ~ lim Y; une représentation d’ind-schéma. On suppose
—)

que H agit sur I et I'action est "bonne". On définit un H-torseur H sur F' comme
un systéme compatible de H,-torseurs H;, sur les Y;.

D’aprés ¢) du lemme A.2.3 ci-dessus, cette définition ne dépend pas du choix
de la représentation lim Y;.
—).

Définition A.2.6. Soit H un H-torseur sur F et F’ un ind-schéma muni d’une
action "bonne" de H. On peut choisir une représentation F’ ~ lim Y/ telle que les
—

Y/ soient des H;-schémas. Alors on peut définir "l'espace fibré" (F” x H)/H sur
F comme la limite inductive (filtrante) de (Y] x H;;)/H;. C’est un ind-schéma.

A.2.3 Catégorie des faisceaux pervers

Soit F' = lim ¥; un ind-schéma. Pour tout 4, notons D’(Y;, E) la catégorie

H
dérivée bornée des FE-faisceaux constructibles sur Y;. Par définition, on a des
immersions fermées Y; < Y;. Elles induisent des foncteurs D%(Y;, E) — D4(Y;, E)
donnés par 'image directe. On définit D%(Y, E) := lim D%(Y;, E). Le foncteur
—

d’image directe pour une immersion fermée est exact, donc D?(Y, E) est encore
une catégorie triangulée.

Notons Perv(Y;, F) la catégorie des faisceaux pervers sur Y;. On a des fonc-
teurs Perv(Y;, E) — Perv(Y;, E) donnés par le foncteur d’image directe. On défi-
nit Perv(Y, E) := lii)n Perv(Y;, E). C’est encore une catégorie abélienne grace a
I'exactitude du foncteur d’image directe pour une immersion fermée.

D’aprés ¢) du lemme A.2.3, Db(Y, E) et Perv(Y, E) ne dépendent pas du choix
de la présentation de Y comme ind-schéma.

Remarque A.2.7. Par définition, un faisceau pervers sur un ind-schéma est
supporté sur un sous-schéma fermé de type fini.

Soit Z un schéma de type fini et H un groupe algébrique connexe qui agit
sur Z. Notons Pervy(Z) la catégorie des faisceaux pervers H-équivariants sur Z.
En général, les objets dans cette catégorie sont des faisceaux pervers avec une
donnée de descente et il y a un foncteur d’oubli Pervy(Z) — Perv(Z). Quand H
est connexe, le foncteur d’oubli est pleinement fidéle. Dans ce cas on peut voir
Pervy(Z) comme une sous-catégorie de Perv(Z).

Soit H' un groupe algébrique connexe qui est un quotient de H tel que le
noyau est connexe et qu’il agit trivialement sur Z, alors le morphisme H — H’
induit un foncteur Pervy (Z) — Pervy(Z) qui est une équivalence de catégories.
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Soit F' un ind-schéma. Soit H = lim H; avec une action "bonne" sur F.
H
Choisissons une représentation F' = lim Y; avec tout Y; stable par H; et telle que
—

I’action de H sur Y se factorise a travers H;.

Définition A.2.8. Pervy(F) :=lim Pervy, (Y;).
H

D’aprés ¢) du lemme A.2.3 ci-dessus, cette définition ne dépend pas de choix
de représentation d’ind-schéma.

A.3 Action de groupe sur les préchamps

Soit 2" un préchamp. Soit G' un faisceau en groupes.

Définition A.3.1. La notation d’action de G sur 2" a été définie dans [Rom05],
Définition 1.3.

Définition A.3.2. Soient 2" un préchamp et GG un faisceau en groupes qui agit
sur 2". On définit un préchamp [27/G] : il associé a tout schéma S sur F, le
groupoide dont les objets sont :

g (f,9) P
S

ou G est G-torseur sur S, (f,o) : § — 2 est un morphisme G-équivariant,
c’est-a-dire que le diagramme suivant de préchamp est 2-commutatif :

Gx§——=§

i)

Gx X —Z

Une fleche entre (G, f,0) et (9, f',0') est donnée par un diagramme
2-commutatif de préchamp :

ol u est G-équivariant.
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Définition A.3.3. Soient & un préchamp et G un faisceau en groupes. Un G-

torseur sur % est un préchamp % — % tel que pour tout schéma S, S x % — S
ﬂ]L/
est un G-torseur.

Soient ¢ un préchamp et 2~ un G-torseur sur %. Alors [(2°/G] = % comme
préchamp.
Si % est un champ, alors [Z7/G] est aussi un champ.

En général, quand 2" est un champ, le préchamp [2"/G] n’est pas nécessaire-
ment un champ. Pour obtenir un champ, il faut prendre le champ associé, comme
dans la proposition 2.6 de [Rom05|. En revanche, dans le cas qui nous s’intéresse
ci-dessous, le quotient est déja un champ.

Proposition A.3.4. Soient % un champ et 2~ un G-torseur sur % (donc X est
aussi un champ). Soit Z un schéma muni d’une action de G. Alors le préchamp
[G\(Z" x Z)], ou l'action de G est diagonale, est un champ.

En particulier, quand Z = [F,, on retrouve :

Corollaire A.3.5. Soient % un champ et 2~ un G-torseur sur % . Alors [Z /G|
est un champ.
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Annexe B

Un lemme sur morphisme de carré
cartésien

Lemme B.0.6. Soient ', %, 2, W, X' %' %' W' des champs algébriques sur
un schéma de base S. Si on a un diagramme commutatif :

> 7% (B.0.1)
N
;
Qo !
w fw
-
A /2

ot la face avant et derriéere sont cartésiens :

g—>g Qﬁ’—>@’
L Lo
A/ 19 gy

Alors les fibres de f#, fa, for et fy forment un carré cartésien.

Plus précisément, pour tout schéma 1" sur S et tout z : T — %, le dernier
induit  : 7 — 2 - 2,y T—Z > %etglx): T—2—2 LW On
note

=2 YU—=%" X=X Wr—=W

¢ \Lffé" ¢ if@ ¢ lf% ¢ o) ifw
T %% T %Yo T-% 2 Ty,
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Le lemme dit que 'on a 25 = 27 X %.
W

Démonstration.
D’un cote,
z=(z,y, 0:9(x) = hy)) € Z(T).
2r(T) ={' € Z'(T), f=(2) = =}
={2a' e 2/(T), y €eZ"(T), & : g (') = ()
a: fa@) Sz, B fay) =y
t.q. le diagramme commute : }

D’un autre cote,
Wi(T) = {w € W'(T), 7 : fo(w) S gla)}.

Le morphisme 27 — #7 est donné par

~

(@, a: for(a) S 2) = (9'(2), fr(g (@) = g(far (@) e 9(x))

Le morphisme % — #7 est donné par

~

W, B:faly) =)= (W), f»W W) =h(fa(y)) hé) h(y) = 9(x))

Donc on a
Zr x B =zl a: fo (@) Sa Y B faly) Sy
T
0 :q¢(x") = h'(y) t.q.le diagramme commute

(g (@) g )

Fw (@ )l %(,3)

Fr(W(Y))
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Ainsi on construit un morphisme

ffT—h%Tx%
W

(x/J y/7 0,7 a? /8) '_> (‘/Lj7 a7 y/J /6’ 0’)

et ¢’est un isomorphisme.
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Annexe C

Rappels pour le chapitre 5

C.1 Une filtration canonique de U

Notons ® 'ensemble des racines de (G, T), @ 'ensemble des racines positives
pour (G, B,T).
Chaque racine o € ® induit un morphisme de schémas en groupes

0o : G, — G.

L’image est noté X, qui est un sous-schéma en groupes de G.
Soit U < P — M. Notons @), I'ensemble des racines de (M, T"). Apres avoir
choisi un ordre dans I’ensemble & — ®,,, on a un morphisme de schémas :

I x5vu
(XE(D, a§é¢‘1w

Pour chaque ¢ € I'g, notons «; est la racine simple de G associé. Soit o € P.

Alors on peut exprimer o comme o = ) coef;(a)cy, avec coef;(ar) € Z.
i€l
Notons U™ le sous-groupe de U engendré par les X, avec

a€dt, ad¢dy, Z coef;(a) > m + 1.

iEFGv igrﬂf
Alors on obtient une filtration
U=U9>u>...50" 50t =,
De plus, notons

Ap i ={Ae Dt |\ & Oy, > coefy(A) =m+1}.

iEFG7 i%l—‘]y[
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Alors on a un isomorphisme de schémas

I1 x. > vt

OAGAm

Or pour tout o, € &F,

(X0, Xp) €[] Xiasss-

1>0,7>0

Donc U™ /U(Mm+1) est commutatif. Comme conséquence, 'isomorphisme de sché-
mas ci-dessus est en fait un isomorphisme de schémas en groupes.
Finalement, on a un isomorphisme canonique de schémas en groupes :

[[G.> ] x> vtmjutm.

aEAm OfEA'm

C.2 Le schéma en groupes Uy,

On a défini 'espace fibré Us,, := (Far x U)/M, ou l'action de M sur Fpy x U
est
m - (z,u) ;== (z-m~ ', mum™).

Lemme C.2.1. (Le lemme 5.2.5 dans chapitre 5) L’espace fibré Us,, est muni
d’une structure de schéma en groupes sur X x S.

Démonstration.

On donne une structure de schéma en groupes sur Uy,, : localement sur X x S,
soient (z1,u1), (z2,u2) € (Fpr x U)/M, alors il existe m € M, tel que xo = x1 - m.
Alors dans (Fyy x U)/M, on a

(79, u2) = (21 - m,uz) = (z1, mugm ™).

On pose
(Fu xU)/M x (Fpy xU)/M

(x1, uymusm™")

((xla u1>7 (.%2, UZ))

L’élément neutre est la classe de (x, 1).
On vérifie que Us,, muni de cette loi de multiplication est un schéma en
groupes.

OJ
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Lemme C.2.2. (Le lemme 5.2.14dans chapitre 5) L’espace fibré (UW JUGH)) g
est un schéma en groupes commutatifs sur X x S.

Démonstration.

D’aprés le lemme ci-dessus, (U /UU+D)s —est un schéma en groupes sur
X xS.

De plus, notons W := UW /UU+V | Alors W est commutatif. On a

(Far x W)/M x (Fpy x W)/ M (Fu x W)/M

(1, 10). (2, 02)) (21, uymugm™)
(<x2’ u2), (1, ul)) > (x1, mugm " uy) = (21, wymugm")

On en déduit que (UW /UU+))4  est un schéma en groupes commutatifs.
U

C.3 Catégorie de Uy, -torseurs

Maintenant on donne une action du schéma en groupes Usg,, sur tout P-torseur
Fp muni d’un isomorphisme « : Fp/U = Fy; -

Localement, soit (z,u) € Us,, et yp € Fp. Notons yy, I'image de yp par le
morphisme Fp — Fp/U = Fy;.

Il existe my € M, tel que x = ypr - mo. On a

(z,u) = (ynr - mo, u) = (yar, moumg).
On définit
(33, U) *Yp = Yp - (mou_lmgl).
On vérifie que c’est une action de groupe.

De plus, Us,, agit sur le faisceau Fp/M : soit (z,u) € Us,, et yp € Fp. Pour
tout m € M, onaJFp — Fy:yp-m+— yy - m. Donc on a

(z,u) - (yp - m) = ((yar - m) - m~"mo, ) - (yp - m)

= (yp-m) - (m 'mou" mytm) = (yp - mou""my ') - m.
On vérifie que c’est une action de groupe.

Lemme C.3.1. (Le lemme 5.2.26 dans chapitre 5) Le faisceau Fp/M muni de
cette action est un Usg,,-torseur sur X x S.
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Démonstration. Soit S’ — X x S un morphisme fpqc tel que 'on a ffp}s, =
P x 8" et Fy|g, — M x S Alors on a

Uff]u |S/ = (SEM
Fp/M

o X U)/M = (M xS xU)/M=UxS

o — (PxS)/M=UxS"

On peut construire un morphisme Fp/M|, — U x S" = Us,, o+ On vérifie

o+ Donc Fp/M est un

S/
. . ,
que ce morphisme est compatible avec l'action de Uy,
Us,,-torseur.

OJ

Lemme C.3.2. (Le lemme 5.2.28 dans chapitre 5) Le foncteur
{(Fp, a:Fp/U > Fu)} — {Us,,-torseur }
(Fp, a) = Fp/M.
induit une équivalence des catégories.

Démonstration. On va construire un foncteur inverse : Soit § un Us,,-torseur

sur X x S. On peut définir le produit fibré F; x G. Il est muni d’une action de
XxS

P de la maniere suivante :
Soit p € P et (x,g9) € Fyy x G. Comme on a fixé une section M — P, on
XxS

peut écrire p = mu. On définit :

b (.I’,g) = (:r-m_l,(x,u) g)
. S MxSet§

Soit 8" — X xS un morphisme fpqc tel que Fy,
On a

o — UxS".

Fu x § S MxS)x(UxS)=PxJ9.
XxS g S’

Ce morphisme est compatible avec I'action de P. Donc F3; x § est un P-torseur.
XxS

De plus, on construit un morphisme

a: (Fy Ry /U —Fy (z,9) — x.

Alinsi, on a un foncteur
{Us,,-torseur } — {(Fp, a: Fp/U = Fu)}

9'—)(?]\4 X 9, Oé).
X xS
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