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1.1 Introduction

L’électronique de puissance que ’on peut encore nommer "électronique de conversion
d’énergie" est une branche de I'électrotechnique qui se focalise sur les dispositifs permettant
de changer la forme de 1’énergie électrique. Elle a connu durant ces cinquante derniéres an-
nées un grand essor dans le domaine du spatial, des transports ferroviaires, aéronautiques
et automobiles. Ce développement de I’électronique de puissance s’est accompagné de la mi-
niaturisation des systémes (convertisseurs). Cependant, cette miniaturisation des systémes
implique aujourd’hui des contraintes thermiques de plus en plus sévéres. Ainsi les densités de
flux de chaleur & évacuer au niveau des composants peuvent atteindre jusqu’a 200 W/cm?.
Cette forte dissipation de chaleur, si elle n’est pas évacuée, contribue a 'augmentation de
la température des systémes. Elle constitue donc un frein au développement technologique
des systémes et induit le vieillissement prématuré, voire la destruction de 1’électronique de
puissance. Evacuer cette chaleur devient donc un probléme primordial & résoudre. Afin d’y
remédier, la piste de la conception de systémes de refroidissement performant a été explorée.
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A cet effet, plusieurs travaux de recherche ont été menés dans les domaines industriel et
universitaire. Ces travaux ont permis la mise en place de différents types de systéme de re-
froidissement présentant chacun des avantages, des inconvénients et des limites d’utilisation
selon le cas d’application. Ces types de systémes sont souvent classés en deux groupes a
savoir les systémes de refroidissement dits actifs et ceux dits passifs.

Ce chapitre sera subdivisé en trois parties.
Dans la section 1.2, nous exposerons quelques systémes de refroidissement ainsi que leur
principe de fonctionnement.
Certaines configurations de systéme de refroidissement passif sous forme de boucles, utilisant
un processus de changement de phase liquide-vapeur ot I'idée est de séparer les deux phases
du fluide dans des conduites différentes, seront discutées a la section 1.3. Dans cette section,
nous présenterons tout d’abord la Loop Heat Pipe (LHP) puis la Capillary Pumped Loop
(CPL). Ensuite, nous présenterons les Boucles Diphasiques Gravitaires (BDG) auxquelles
nous accorderons une attention particuliére et qui feront I'objet des études menées dans ce
document.
Dans la section 1.4 nous allons présenter quelques modéles numériques de BDG issus de la
littérature.
Ensuite une conclusion synthétique de tout ce qui a été présenté permettra de cloturer ce
chapitre.

1.2 Différents types de systémes de refroidissement

Comme il a été mentionné dans I'introduction, les systémes de refroidissement sont sou-
vent classés en deux groupes a savoir les systémes de refroidissement actifs et passifs.
Dans le cadre des systémes de refroidissement actifs, la présence d’une pompe mécanique et
d’un circuit externe sont nécessaires. La pompe mécanique permet d’assurer la circulation
du fluide caloporteur alors que le circuit externe sert a évacuer la chaleur du systéme vers
Pextérieur. Ceci signifie que les transferts de chaleur au sein de ces systémes s’effectuent par
convection forcée.
Contrairement aux systémes actifs, les systémes passifs ne nécessitent aucune alimentation
extérieure, ce qui rend leur utilisation simple, fiable avec un coit relativement faible.

Les transferts de chaleur s’effectuent généralement de deux fagons : le refroidissement
indirect et le refroidissement direct.
Dans la catégorie du refroidissement indirect, on peut citer les boucles monophasiques (boucle
thermosyphon...) et diphasiques (BDG, CPL, LHP ...), les tubes diphasiques (tube thermo-
siphon, tube caloduc...). Pour ce type de refroidissement, le fluide caloporteur n’est pas en
contact direct avec le composant a refroidir.
Quant au refroidissement direct, le composant a refroidir et le fluide caloporteur sont di-
rectement en contact. On peut citer par exemple les systémes & immersion dans un liquide
diélectrique, les radiateurs a air. Dans ce cas, le fluide de refroidissement doit avoir de bonnes
propriétés électriques, a savoir : une résistivité électrique élevée, une résistance au claquage
élevée, une faible constante diélectrique, une importante capacité thermique, une faible vis-
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cosité, une faible tension superficielle, une bonne compatibilité avec les matériaux utilisés
pour la fabrication des composants. L’eau, le fréon liquide (excellents diélectriques), I'eau
glycolée (un mélange d’eau et d’éthyléne glycol) sont souvent les liquides de refroidissement
les plus utilisés.

Pour le refroidissement de 1’électronique de puissance, il existe une multitude de tech-
niques [8]. Pour des applications de faible puissance on peut citer les systémes secs ou les
systémes par refroidissement a eau. Les systémes de refroidissement a eau utilisent les pro-
priétés thermodynamiques de 'eau (chaleur spécifique élevée et masse volumique environ
1000 fois plus élevée que celle de air) pour augmenter les échanges. Ces systémes de re-
froidissement sont les systémes monophasiques les plus classiques. Pour évacuer beaucoup
plus de chaleur, les systémes diphasiques ont été développés. L’idée est d’utiliser la cha-
leur latente du changement de phase liquide-vapeur ou solide-liquide pour accroitre de facon
considérable I’échange thermique. Parmi eux, on peut citer le refroidissement par immersion
de I'électronique, les caloducs, les boucles diphasiques [8]. Il existe aussi des systémes utili-
sant le refroidissement par changement de phase solide-liquide. Ces systémes utilisent pour le
stockage de la chaleur les Matériaux a Changement de Phase (PCM) et d’autres dissipateurs
de chaleur tels que les caloducs, les spreaders pour le rejet de la chaleur a extérieur [9] [10].
Des études concernant les performances thermiques des PCM ont été réalisées par plusieurs
auteurs [11] [12]. Certains [13] ont montré que pour la dissipation thermique de la chaleur
en régime transitoire, 'utilisation des PCM est bien adaptée.

Trouver la meilleure solution de refroidissement pour un systéme donné demeure un pro-
bléme majeur. Cette solution repose sur huit facteurs selon les études de Robertson [11] &
savoir : la taille, la fiabilité, I'efficacité thermique, le cott, le bruit, les vibrations, la main-
tenance et les interférences électriques avec le composant a refroidir. Mais en pratique, on
remarque que les systémes de refroidissement n’arrivent pas a satisfaire pleinement toutes les
conditions citées précédemment. En effet chaque systéme de refroidissement a ses contraintes
bien spécifiques et il est souvent choisi pour répondre au mieux a des problématiques aux-
quelles on est confronté.

1.3 Systéme de refroidissement passif : boucles dipha-
siques

Dans 'optique de répondre au développement de 1’électronique, qui impose une miniatu-
risation des systémes ainsi qu’une augmentation des flux de chaleur a dissiper, de nouveaux
systémes de refroidissement ont fait leur apparition. Parmi eux on peut citer les boucles
diphasiques. Elles ont fait I’objet de plusieurs études dans le but de remplacer les caloducs,
ancétres des boucles fluides diphasiques, qui présentent des limites de fonctionnement par
rapport aux nouvelles contraintes imposées par le développement de 1’électronique. A la fin
des années 1960 les boucles fluides diphasiques & pompage thermocapillaire (BFDPT) ont été
étudiées et développées quasi simultanément entre les Etats-Unis et ’'URSS lors de la course
a 'espace. Deux types de BEFDPT ont été le fruit de cette concurrence entre les deux nations.
Il s’agit de la CPL congue en premier par les américains. Ce qui la caractérise est le décou-
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plage entre le réservoir et I’évaporateur du systéme. Les russes de leur coté ont plutdt abordé
une approche de couplage entre le réservoir et I’évaporateur du systéme en les accolant 1'un
a l'autre. Ce systéme est appelé LHP. Cette particularité de conception (couplage ou non
couplage entre le réservoir et I’évaporateur du systéme) qui peut sembler anodine au départ,
différencie significativement le comportement de ces deux systémes de refroidissement. Le
fonctionnement passif des CPL et LHP n’est possible que grace a une structure poreuse,
présente seulement dans la partie évaporateur qui induit des forces capillaires. Ces forces ca-
pillaires imposent un saut de pression dans la structure poreuse a ’évaporateur. Ce saut de
pression doit compenser les pertes de charge générées par la circulation du fluide caloporteur
dans tous les éléments de la boucle. Ces boucles sont constituées aussi d’un réservoir qui joue
le role de régulateur. En effet, le réservoir fixe la pression du systéme et donc la température
de saturation du fluide caloporteur. Lors de certaines phases de fonctionnement comme par
exemple le démarrage ou les brusques variations de puissance, il sert de vase d’expansion du
fluide. Il constitue aussi une réserve de liquide pour compenser la présence des micro-fuites
dans le circuit ou pour alimenter I’évaporateur selon le besoin du régime de fonctionnement.
Méme si les CPL et LHP sont les premiéres boucles fluides diphasiques congues et ont fait
I'objet de nombreuses études [15] [16] [17] [18], la classification précédente n’est pas res-
trictive. De nouveaux systémes de refroidissement, parfois hybrides sont apparus. On peut
citer par exemple la boucle CPLIP (Capillary Pumped Loop for Integrated Power) [19] [20]
[21] ou plus récemment la boucle CPLTA (Capillary Pumped Loop for Terrestrial Applica-
tion), la boucle CERBERE |22] qui est une CPLIP ou CPLTA avec trois sources de chaleurs
(trois évaporateurs) pour une seule source de refroidissement (un condenseur), la BDG [23]
et ces variantes dans différents domaines [24] [25] [26] [27] [28] [29] [30] [31] [32]. Quelques
caractéristiques des LHP, CPL et BDG seront données dans la suite.

1.3.1 Loop Heat Pipe

Comme il a été souligné précédemment, la particularité des LHP réside dans le fait que le
réservoir et I’évaporateur sont accolés. Cette configuration entraine un fort couplage thermo-
hydraulique entre les deux, ce qui contribue a la stabilisation de la boucle. Cette particularité
entraine deux conséquences majeures sur leur fonctionnement :

— Une part de la puissance dissipée par le composant a refroidir qui est recue en terme de
flux thermique par ’évaporateur est directement transmise au réservoir par conduc-
tion. Ce flux est appelé « flux de fuite » ou « flux parasite » [20]. Le flux parasite
est responsable de la modification des conditions de saturation au sein du réservoir.
Cette modification est équilibrée par le flux entrant dans le réservoir et provenant du
liquide sous-refroidi en sortie du condenseur, d’oui le terme d’« autorégulation » pour
qualifier ce type de boucle.

— Le systéeme gagne beaucoup plus en robustesse & cause du contact entre la méche
poreuse, qui est souvent métallique, et ’enveloppe du réservoir. En effet, le liquide
est apporté directement a I’évaporateur via la meéche poreuse. Cela est avantageux
souvent dans les cas ot ’évaporateur contient une grande quantité de vapeur, circons-
tances dans lesquelles le systéme est soumis & de fortes sollicitations ou des transitions
séveres.
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Une qualité spécifique aux boucles LHP est la réversibilité de leur mode de fonctionnement.
En effet, le besoin d’inverser le sens de transfert de chaleur, qui s’effectue en réalité de 1’éva-
porateur au condenseur, a été rencontré pour le cas des satellites de communication dans une
orbite géostationnaire. Pour y remédier, des LHP spéciales ont été mises au point. Elles sont
constituées de deux évaporateurs identiques, qui peuvent fonctionner soit en évaporateur
soit en condenseur, selon le mode de fonctionnement souhaité. C’est le cas par exemple de
la boucle LHP inversée de Delil et. al [33].

Les deux conséquences majeures citées précédemment, qui d’ailleurs prouvent la robustesse
d’une LHP, impliquent cependant certains problémes que 1’on peut rencontrer dans leur
fonctionnement. Il s’agit parfois des difficultés de régulation de la température de saturation
au réservoir, ce qui est un handicap pour le bon fonctionnement des LHP. Cette derniére
dépend fortement du flux de fuite mais également de la température ambiante. En effet,
pour maintenir la température de saturation constante, le flux de fuite doit étre compensé
par le sous-refroidissement apporté au réservoir par le liquide depuis le condenseur. Ce sous-
refroidissement du liquide au condenseur dépend de la température ambiante [31].

Certains problémes de démarrage a trés faibles puissances et d’instabilités du systéme sont
aussi rencontrés. Dans ce qui va suivre, on s’intéressera aux boucles CPL qui offrent I'avan-
tage de meilleures possibilités de régulation.

1.3.2 Capillary Pumped Loop

Comme il a été dit précédemment, le découplage entre le réservoir et ’évaporateur d’une
CPL est a premiére vue ce qui la différencie d’'une LHP. Cependant elles ont toutes les
deux les mémes modes de fonctionnement, conductance variable et fixe, qui ne sont pas cau-
sées par les mémes facteurs. Contrairement a une LHP, lors du régime de fonctionnement
a conductance variable d'une CPL, la température de saturation au réservoir est constante.
Cette température est fixée par 'interface liquide vapeur du réservoir, ce qui garde la tem-
pérature de saturation de la boucle constante quelles que soient les variations de puissance.
Ces variations de puissance sont compensées par la longueur diphasique dans le condenseur.
Comme dans un caloduc classique, on remarque que la température s’adapte a 1’évolution de
la puissance injectée. Lorsque la puissance injectée devient trop importante, le condenseur
qui joue mal son role, laisse la vapeur s’échapper vers I’évaporateur. C’est d’ailleurs la raison
pour laquelle les CPL sont généralement pourvues d’isolateurs placés entre le condenseur et
I’évaporateur afin de bloquer cette vapeur.

Les CPL présentent aussi quelques limites de fonctionnement qui entrainent leur désa-
morgage [35]. On remarque des oscillations de pressions différentielles entre la phase vapeur
et la phase liquide dans le condenseur et ’évaporateur a cause du changement de phase qui
s’opére a ces niveaux. Lorsque 'amplitude de ces oscillations dépasse la pression motrice ca-
pillaire maximale, cela peut aboutir & un éventuel désamorgage de la boucle. Le désamorcage
peut avoir lieu aussi lorsque les pertes de charge dans la boucle dépassent la pression motrice
capillaire maximale. Le démarrage a faible puissance pose également des problémes & cause
de 'apparition éventuelle de bulles sous la méche due au liquide qui est quasi stagnant dans
I’évaporateur et qui a le temps de s’échauffer.
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Pour satisfaire certaines contraintes de l'industrie des transports terrestres ou de l'indus-
trie du nucléaire, une autre technologie qui n’est ni dans la catégorie des LHP ou des CPL
mais qui utilise aussi le processus de changement de phase-liquide vapeur et la gravité dans

son fonctionnement sera présentée dans la suite. Il s’agit des boucles diphasiques gravitaires
(BDG).

1.3.3 Boucle Diphasique Gravitaire
1.3.3.1 Présentation et principe de fonctionnement du systéme

Une BDG est un systéme thermique passif principalement constitué d’'un évaporateur,
d’un condenseur, d’une ligne liquide et d’une ligne vapeur. Son principe de fonctionnement
repose sur le changement de phase d’un fluide & I’état pur et sur la gravité qui sert de moteur
pour I’écoulement du fluide.

Sens de I'écoulement
1.00m

hcond
Tfroid

o,

Evaporateur

1.50m

— O

1.1 — Schéma simplifié d’'une BDG

Prenons un exemple sur la figure 1.1 décrivant une BDG académique simple. Le liquide
s’évapore au niveau de la zone chauffée (0.25 m-0.50 m) et la vapeur vient se condenser au
niveau de la zone refroidie (1 m-1.25 m). L’évaporation du liquide est due essentiellement a
I'évaporateur (0.25 m-0.50 m) qui extrait la chaleur d’une source chaude (4+®cyq,) que 'on
souhaite refroidir et qui la communique au fluide. La masse volumique dans le tube des-
cendant (1.25 m-1.50 m), riche en liquide, étant supérieure a celle du tube ascendant (0.50
m-0.75 m), riche en vapeur, alors il se crée une force d’Archiméde entre les deux volumes de
fluide. La création de cette force n’est pas due seulement a la différence de masse volumique
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entre les deux volumes fluide mais aussi aux effets gravitaires présents dans cette zone. C’est
cette force d’Archiméde qui est responsable du mouvement dans la boucle. Le condenseur
(1 m-1.25 m) a pour role d’extraire la chaleur, via un échange avec le milieu extérieur ou
autre, du fluide venant de 1’évaporateur par la ligne vapeur (0.50 m-1 m). Par conséquent,
il est responsable de la diminution de la température et du passage de ’état vapeur a ’état
liquide. Le liquide ainsi obtenu tombe sous 'effet de la gravité et est véhiculé par la ligne
liquide (1.25 m-1.50 m) et (0 m-0.25 m) jusqu’a I’évaporateur ot il sera de nouveau chauffé
et le processus recommence.

Les deux principaux facteurs permettant ’écoulement du fluide caloporteur sont le change-
ment de phase (liquide-vapeur et vapeur-liquide) et la gravité. La position de I'évaporateur et
du condenseur controle le sens de ’écoulement du fluide caloporteur. Souvent ’évaporateur
est placé en partie basse de la boucle. Grace aux effets gravitaires, cette disposition contraint
le fluide de masse volumique élevée (liquide) a stagner dans I’évaporateur et le fluide moins
lourd a se déplacer de I’évaporateur vers le condenseur.

1.3.3.2 Différents prototypes et applications

Plusieurs prototypes de BDG existent dans la littérature, chacun étant concgu et adapté
par rapport a ’application souhaitée.
En 2003, Lee et. al [36] utilisent deux BDG comme systéme de refroidissement thermo-
électrique avec du R134a comme fluide de travail. L’utilisation de deux boucles est due a la
présence d’un effet connu sous le nom d’effet Peltier qui se produit lorsqu’un courant continu
électrique passe a travers une cellule constituée d’une paire de matériaux semi-conducteurs.
L’effet qui se produit dans ce cas est que 1'une des deux jonctions de la cellule est refroidie
alors que l'autre est chauffée. L'une des deux boucles est alors utilisée pour évacuer la cha-
leur du milieu & refroidir pour la transférer vers la jonction froide et I'autre boucle extrait
la chaleur de la jonction chauffée pour I’évacuer vers un autre milieu. Les résultats de leurs
investigations montrent qu’avec un tel systéme de refroidissement, on peut diminuer la tem-
pérature d’un espace jusqu’a —4.6 °C sachant que la température ambiante est de 25 °C. La
résistance thermique globale de ces BDG, est de 'ordre de 0,12 K/W.
Une étude expérimentale et théorique a été effectuée sur un autre type de BDG par Farsi
et al. [37]. Du point de vue de la conception et du fonctionnement, on retrouve quelques
ressemblances entre cette boucle et les caloducs. Grace aux études expérimentales menées,
un modéle a été développé afin d’obtenir une expression analytique du temps de réponse du
systéme. Ce modéle constitue un outil simple et efficace pour la conception de ce type de
boucle pour un fonctionnement en régime transitoire et en régime permanent.
Pour le refroidissement des équipements de télécommunication dans un prototype d’armoire
extérieure, Samba et. al. [26] ont mis en place une BDG constituée d’un évaporateur qui
comporte trois zones, d’un condenseur composé de quatre tubes, d’'une ligne liquide et d’une
ligne vapeur qui sont aussi des tubes. Les trois zones de ’évaporateur sont : une chambre
liquide se trouvant au fond, une chambre vapeur se trouvant a la partie supérieure de 1’éva-
porateur et une disposition paralléle de 96 micro-canaux séparant la chambre liquide de
la chambre vapeur et permettant a la vapeur de se déplacer de la chambre liquide vers la
chambre vapeur. L’évaporateur est équipé de micro-ailettes et le condenseur comporte des
ailettes minces rectangulaires équidistantes placées sur toute la longueur des tubes. L’objec-
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tif de leurs travaux est de développer un nouveau systéme de refroidissement dans le but de
remplacer les systémes de refroidissement classiques qui ont atteint leur limite. Le n-pentane
est utilisé comme fluide de travail et les résultats des différents tests de remplissage de la
boucle montrent que le rapport optimal de remplissage est d’environ 9, 2%. Le taux de rem-
plissage représente le rapport entre le volume de liquide et le volume intérieur total. Les
résultats montrent aussi que la charge thermique maximale évacuée avec la BDG est deux
fois plus importante que celle évacuée par le systéme de refroidissement classique.

Sarno et. al. [25] en 2012 ont développé et évalué pour le secteur aéronautique un systéme de
refroidissement passif basé sur une technologie alliant les caloducs et les BDG. Le systéme
congu est une BDG qui utilise le R141b comme fluide de travail et dont les essais ont été
réalisés & différents angles d’inclinaison avec la puissance a ’évaporateur variant entre 10 W
et 100 W. Les résultats ont montré que la température de 1'objet refroidi ne dépasse pas la
valeur maximale donnée dans la gamme 420 ° des angles d’inclinaison, cette gamme d’étude
étant plus large que la gamme typique de ’évolution des avions commerciaux.

Il est vrai que les quelques prototypes de BDG décrits ici, ainsi que les autres existants dans
la littérature, différent les uns des autres surtout par leur géométrie, le fluide de travail uti-
lisé, le cas d’application et les différents tests réalisés avec la boucle. Cependant, le principe
de fonctionnement de ces différents prototypes reste globalement le méme.

1.4 Modélisation numérique d’une BDG

Pour une meilleure compréhension du comportement des BDG ainsi que 'optimisation
de leur performance, plusieurs auteurs ont adopté une démarche de modélisation numérique.
Dans cette quéte, certains ont eu recours a des modéles analytiques. D’autres se sont plutot
dirigés vers des modéles qui simulent uniquement le comportement en régime permanent.
Les modeéles transitoires ont été aussi privilégiés par certains auteurs afin de mener des
études plus approfondies sur certains aspects de ces boucles en régime transitoire. Tous ces
types de modéles ont été appliqués a des boucles dont la géométrie n’est pas la méme et
les objectifs visés difféerent d’un auteur a un autre. Néanmoins, pour la plupart, il s’agit soit
d’une approche dite «systémey, soit d’'une modélisation 1D du systéme. Quelques-uns de ces
modéles seront présentés dans ce qui suit.

1.4.1 Différents types de modéle
1.4.1.1 Modéles transitoires
a. Modéle de Charles et al. [1]

Afin de dégager les performances d’'une BDG en régime transitoire, Charles et al. 1] en
1992 présentent un modéle basé sur des équations monodimensionnelles pour décrire le mou-
vement des phases vapeur et liquide du systéme. Les équations du modéle sont les bilans
de masse, de quantité de mouvement, d’énergie et elles sont formulées par une approche
volumes de controle selon Bird et al. [38]. Quelques hypothéses ont été nécessaires pour la
construction du modéle :
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— La vapeur est supposée a I’'état de saturation au niveau de ’évaporateur et du conden-
seur.

— La conduction axiale, la dissipation visqueuse, la capacité calorifique des tubes de
la BDG, les pertes de chaleur le long de la ligne liquide et de la ligne vapeur sont
négligées.

— I’épaisseur du film liquide est considérée négligeable par rapport au rayon du tube.

— La viscosité dynamique et la chaleur spécifique du fluide sont supposées constantes.

Huit lois algébriques ont été nécessaires pour la fermeture du systéme d’équations. En effet,
il s’agit de trois relations pour chacune des régions de I’évaporateur et du condenseur [39], les
relations entre les hauteurs d’eau et les longueurs d’eau et la relation thermodynamique entre
la masse volumique, la pression et la température de saturation du mélange liquide-vapeur.
L’écoulement dans le systéme est un écoulement co-courant et le fluide de travail utilisé
est 'eau. Le modéle tient compte aussi des différences de longueurs et de sections entre les
différents composants de la boucle. Quelques corrélations empiriques ont été utilisées pour
construire le modéle :

— Le coefficient de convection au condenseur est basé sur des données expérimentales et
empiriques [39] et sa valeur est de 8.5 x 10°> W.m2. K.

0.3164
— Le coefficient de frottement utilisé est donné par 'expression f = ——— avec Re le

nombre de Reynolds. Cette expression est basée sur la relation de B(i;sius pour un
régime d’écoulement turbulent dans une conduite lisse [38]. Dans le cas de figure ou le
nombre de Reynolds du liquide est supérieur a 10% et celui de la vapeur est supérieur
a 10°, alors le coefficient de frottement est supposé constant et égal a 0.03 pour le
liquide et 0.02 pour la vapeur.

— L’écoulement dans la BDG étant un écoulement co-courant, alors lorsqu’on néglige
les contraintes interfaciales de cisaillement, la théorie de Nusselt permet d’obtenir

I’expression suivante de la vitesse du liquide u; = avec u; la vitesse du liquide,

Hi
g la gravité, § I’épaisseur du film liquide, 1 la viscosité dynamique du liquide.

Comme le montre la figure 1.2, la BDG est divisée en deux volumes de controle. Un
premier volume de controle se trouvant dans la région de 1’évaporateur comprend la phase
liquide occupant une zone de longueur Li, e et la phase vapeur occupant une zone de lon-
gueur Lv, e et un second volume de controle dans la région du condenseur comprend la phase
liquide LI, ¢ (zone liquide et film liquide) et la phase vapeur Lv,c. La région de ’évapora-
teur, la région du condenseur, la ligne liquide entre le condenseur et ’évaporateur ainsi que
la ligne vapeur entre I’évaporateur et le condenseur sont modélisées par différents systémes
d’équations. Ces systémes d’équations sont obtenus a partir d’'une reformulation des lois de
conservation bien adaptée aux phases du fluide présentes dans ces zones.

Les résultats numériques montrent qu’en régime transitoire, le rapport des masses volu-
miques vapeur et liquide, le coefficient de frottement sans dimension et la longueur de la
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1.2 — Schéma de la BDG de Charles et al. |1]

colonne d’eau déterminent les caractéristiques dynamiques du systéme telles que le temps
de réponse, 'amortissement et la fréquence d’oscillation du systéme. En ce qui concerne
le temps de réponse de la BDG, les résultats ont aussi montré que ce temps diminue avec
l'augmentation du rapport masse volumique liquide /masse volumique vapeur. Une relation
permettant de déterminer la période d’oscillation libre du systéme et analogue a celle d’une
colonne d’eau de longueur L, oscillant sous accélération gravitationnelle g dans un tube en
U ouvert avec une pression égale aux extrémités du tube a été élaborée. La relation pour le

L L
tube en U est t% = 27 %0 [38] alors que celle pour la BDG est t% = F2r 2a’ ott t% est le
g g

temps ou la période d’oscillation libre et F' est un coefficient fonction de la température T'
moyenne dans la boucle comme le montre le tableau 1.1.

Les résultats numériques concernant la période d’oscillation libre du systéme ont été confir-
més par des expériences menées par Leidenfrost et al. [10]. A la fin de leur travail, ils concluent
que 'approche par volumes de controle fournit un puissant outil pour décrire la performance
globale d’'une BDG avec un nombre limité de variables. Cependant, la capacité prédictive
du modéle peut étre améliorée par une meilleure représentation de 1’écoulement diphasique
dans la région de I’évaporateur et du transfert de chaleur au niveau du condenseur.
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T (°C) 90 130 170 210 235 247 250
F 1.41 143 | 1.46 | 1.44 | 1.30 | 1.28 1.01

TABLE 1.1 — Coefficient F' fonction de la température [I]

b. Modéle de Furci et al. [2]

Afin de modéliser 'impact de I’évolution thermohydraulique d’'une BDG sur le début de
la crise d’ébullition transitoire, crise d’ébullition qui représente une limitation du systéme,
Furci et al. |2] présentent en 2016 un modéle instationnaire d’écoulement diphasique ho-
mogéne basé sur des équations monodimensionnelles. Comme le montre la figure 1.3, les
éléments composant la BDG sont :

— Le séparateur des phases liquide et vapeur .
— Une ligne liquide verticale descendante et une ligne liquide horizontale adiabatique.

— Une ligne verticale ascendante constituée d’une premiére longueur adiabatique conte-
nant du liquide, d'une deuxiéme longueur sur laquelle sera injectée la puissance suivie
d’une troisiéme longueur adiabatique.

Le fluide de travail utilisé est ’hélium et les équations continues du modéle sont les lois
de conservation de masse, de quantité de mouvement et d’énergie ainsi que deux lois (I'une
décrivant le comportement du fluide lors du changement de phase et ’autre décrivant le com-
portement du fluide & I’état monophasique) permettant de fermer le systéme d’équations. En
ce qui concerne la résolution de ces équations, la méthode HEM (homogeneous equilibrium
flow model) a été appliquée. Afin de simplifier dans un premier temps le modéle, certaines
hypothéses ont été introduites. Ceci a permis d’obtenir un premier modéle simplifié dont les
solutions ont été par la suite comparées a celles du modéle non simplifié afin d’évaluer I'effet
de ces hypothéses. Ces hypothéses simplificatrices sont :

— Le fluide est considéré a ’état de saturation partout dans la boucle.
— Le sous-refroidissement est négligeable.

— Les variations de pression dans le temps et dans ’espace sont négligées dans le bilan
d’énergie totale.

— L’energie cinétique est négligée dans le bilan d’énergie totale.

— La section intérieure est uniforme dans chaque tube, elle ne change brusquement qu’au
niveau du raccordement des tubes.
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1.3 — Schéma de la BDG de Furci et al. 2]

Le modéle simplifié a été simulé avec le logiciel commercial COMSOL Multiphysics® .
Quant au modéle sans simplification, il a été développé par les auteurs. La discrétisation
spatiale des équations a été effectuée en utilisant la méthode des différences finies avec un
schéma centré pour les termes de variations spatiales. En ce qui concerne les termes de
convection, un schéma décentré explicite a été utilisé parce qu’il introduit peu de diffusion
numeérique artificielle dans la solution numérique. Quant & la discrétisation temporelle, le
schéma semi-implicite pour les variations d’un instant ¢ a un instant ¢ + At a été utilisé alors

At
que pour le calcul d’'une variable & un instant intermédiaire t + —, c’est la moyenne des

valeurs de la variables aux instants ¢ et t+At qui a été privélégiée dans leur étude. Les données
sous forme de tables fournies par Hepak [11] qui sont des relations thermodynamiques entre
la masse volumique p, la pression p et 'energie interne e sont les lois de fermeture du modéle.
Ces données ont été approximées par une fonction de la forme p = f/*“(p,e) et c’est cette
fonction qui est utilisée lors de la résolution numérique.

Les résultats numériques de ces deux modéles montrent bien qu’en régime permanent, les
deux modéles estiment de facon satisfaisante le débit & I'entrée du tube vertical descendant
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comparativement aux mesures expérimentales. Il faut aussi noter que pour une certaine
gamme de puissance, le débit mesuré sur le banc expérimental ou celui calculé numériquement
est négatif pendant un certain temps avant d’étre positif. Cependant, la comparaison entre
les données expérimentales et les résultats numériques souligne que le temps prédit par le
modéle pour que le débit soit positif est petit par rapport & celui observé au niveau des
mesures.

1.4.1.2 Modéles permanents

a. Modéle de Ramos et al. [3]

Dans le but d’étendre un modéle unidimensionnel d’une boucle monophasique gravitaire
(BMQG) a section constante a une BMG & section variable puis a une BDG a section variable,
Ramos et al. en 1985 |3] présentent un modéle d’'une BMG et d'une BDG a section variable
qui repose sur les lois de conservation 1D de masse, de quantité de mouvement et d’énergie
en régime permanent.

1.4 — Schéma de la BDG de Ramos et al. [3]

Le modéle de la BMG s’appuie sur certaines hypothéses :

— L’approximation de Boussinesq, qui suppose que les propriétés des fluides sont constantes
sauf pour le terme de force de gravité ol I'on considére une variation linéaire de la
masse volumique en fonction de la température, a été considérée.

— La dissipation visqueuse et les effets de compressibilité qui sont du méme ordre [12]
sont négligés devant la chaleur apportée.
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La BDG considérée dans cette étude est divisée en quatre parties comme l'indique la figure
1.4. La zone entre z = 0 et z = d; est le condenseur. Le fluide dans cette zone se trouve sous
son état liquide-vapeur et ces deux états coexistent en équilibre. Entre x = d; et x = dy le
fluide est a I’état liquide. Cette région est appelée ligne liquide et est considérée adiabatique
ici. La région comprise entre x = dy et x = d est 'évaporateur. C’est a ce niveau que la
chaleur est apportée au fluide qui s’y trouve sous son état liquide-vapeur en équilibre. La
derniére zone entre x = d et x = L est la ligne vapeur et elle est supposée aussi adiabatique.
Quelques hypothéses ont été faites pour élaborer le modéle :

— La densité et la viscosité du fluide dans la ligne liquide et la ligne vapeur sont consi-
dérées constantes.

— Dans les zones diphasiques (évaporateur ou condenseur), la densité et la viscosité du
fluide sont fonctions des variables d’espace, variant linéairement d’une phase a ’autre.

— Le systéme est supposé étre dans les conditions de saturation, c’est-a-dire que toute
la chaleur qui est apportée au systéme a travers I’évaporateur est utilisée pour évapo-
rer le liquide et toute la chaleur extraite du systéme au condenseur sert a condenser
la vapeur. Aucun échange d’énergie externe ne va modifier la température du systéme.

Les résultats numériques montrent que pour une BMG ou pour une BDG, de nombreuses
solutions pour I’écoulement sont possibles. Dans le cas d'une BM@G, les interactions entre les
effets de flottabilité et les effets visqueux conduisent & deux solutions dont I'une est instable.
Dans le cas d'une BDG, c’est la non-linéarité des forces d’inertie qui favorise I’existence de
deux solutions possibles. Les résultats ont aussi montré que les forces de frottement n’ont
pas d’influence sur la solution, et donc peuvent étre négligées dans le modéle.

b. Modéle de Chen et al. [4]

En 1988, Chen et al. [1] développent un modéle de mélange homogéne 1D permettant de
décrire le comportement d'une BDG en régime permanent. Les équations du modéle qui sont
les lois de conservation de masse, de quantité de mouvement et d’énergie ont été formulées
en premier pour une BDG & section circulaire variable dont la géométrie est la méme que la
BDG de Ramos ef al. [3] (figure 1.4). Les hypothéses suivantes ont été nécessaires pour la
construction du modéle :

— La vitesse et la pression du fluide sont unidimensionnelles.

— Le fluide dans toute la boucle est a 1’état de saturation. Ceci signifie que le modéle
ne considére pas la dissipation de la chaleur sous forme sensible & I’évaporateur et au
condenseur.

— Le profil d’écoulement de Poiseuille est utilisé pour évaluer le coefficient de frottement
dans les régions ot le fluide est monophasique.

— Le modéle de mélange n’est utilisé que dans les zones ou le fluide est diphasique.

— La fraction massique vapeur dans les zones diphasiques est considérée comme une
fonction variant linéairement dans Iespace |13].
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— Le coefficient de frottement dans les zones diphasiques est constant.

Le modéle a été ensuite appliqué & une boucle de géométrie carrée a section constante et

a une boucle de géométrie toroidale a section constante aussi. L’eau a été utilisée comme
fluide de travail pour les deux BDG qui sont représentées sur les figure 1.5 et 1.6.
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1.5 — Schéma de la BDG a géomeétrie carrée de Chen et al. ]

Datum plane

Ligquid
1.6 — Schéma de la BDG a géomeétrie toroidale de Chen et al. [/]
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Les conclusions suivantes émanent de leur travail :

— Le débit masse augmente lorsque la longueur du liquide dans le condenseur augmente.
En effet, 'augmentation de la longueur du liquide dans le condenseur provoque une
augmentation de la force motrice, ce qui fait augmenter le débit masse.

— Le débit masse diminue lorsque la longueur diphasique, fixe & l'origine, augmente.
Ceci est essentiellement di & 'augmentation de la force de frottement dans la zone
diphasique.

— Afin d’évacuer plus de chaleur, I'utilisation d’un fluide ayant une chaleur latente élevée

serait plus intéressante. Ceci est due au fait que la quantité de chaleur transférée a
I’évaporateur est proportionnelle a la chaleur latente d’évaporation du fluide.

c. Modéle de Rao et al. [5]

Utilisant a la fois la méthode HEM (Homogeneous Equilibrium flow Model) et la méthode
TEDFM (Thermal Equilibrium Drift Flux Model), Rao et al. [5] en 2006 présentent un
modéle unidimensionnel qui décrit en régime permanent le comportement d’'une BDG de
géométrie rectangulaire a section uniforme comme le montre la figure 1.7.

4
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1.7 — Schéma de la BDG de Rao et al. |9]

Les équations mathématiques du modéle sont les lois de conservation de masse, de quan-
tité de mouvement et d’énergie. L’équation de masse a été réécrite en considérant la masse
volumique constante dans la boucle. Une intégration de ’équation de quantité de mouve-
ment locale sur toute la longueur de la boucle a été réalisée. Ceci permet d’obtenir au final
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trois termes qui correspondent aux pertes de pression dues aux frottements, a la gravité et a
I’accélération et dont la somme est nulle. Pour écrire les bilans d’énergie, I’évaporateur et le
condenseur sont divisés en une zone de transfert par chaleur latente et une zone de transfert
par chaleur sensible. Dans la zone de transfert sensible de I’évaporateur, le liquide s’échauffe
pour atteindre I’état de saturation. Dans la zone de transfert sensible du condenseur, le li-
quide se sous-refroidit, i.e. la température évolue linéairement alors que la fraction massique
du fluide est constante. Dans la zone de transfert par chaleur latente (encore appelée la zone
diphasique), le modéle considére généralement une variation linéaire de la fraction massique
vapeur avec une température constante. Pour les deux modéles, 'intégrale de ’équation de
quantité de mouvement sur toute la longueur de la boucle s’écrit au final sous la forme
f(m,la,y,h1) = 0 (m est le débit masse, I est la longueur du liquide chauffé dans 1’évapora-
teur, y est la fraction massique vapeur, h; est Penthalpie a I’état du sous-refroidissement) et
I’expression de chaque perte de pression dans chaque partie de la boucle a été fournie dans
leur étude.

Le flux de chaleur a I’évaporateur pour chauffer le liquide et celui extrait au condenseur pour
le refroidissement sont considérés uniformes. Le fluide de travail utilisé est ’eau dont les pro-
priétés physiques ont été considérées constantes. La pression a l'intérieur de la boucle est
considérée uniforme. Le coefficient de frottement du fluide monophasique a été exprimé par
des lois classiques de Blasius, en fonction du nombre de Reynolds et du régime d’écoulement
pour les deux modéles. Quant a 'équation f(m, s, y, hi) = 0, elle a été résolue itérativement
en utilisant la méthode de Regual-Falsi |14] |15].

Les résultats numériques ont montré d’une part que pour une géométrie donnée de la BDG
et pour une certaine plage de fonctionnement, I’écoulement peut devenir turbulent dans la
boucle. D’autre part, il est aussi observé qu’une augmentation du flux de chaleur n’entraine
pas toujours un débit masse croissant, c’est a dire que lorsque le flux de chaleur augmente,
le débit augmente aussi jusqu’a atteindre un maximum puis diminue. En revanche, le débit
augmente de facon monotone lorsqu’on augmente la hauteur de la boucle. Ceci signifie que le
débit maximal de la boucle est conditionné par le flux de chaleur thermique a ’évaporateur
et la hauteur de la boucle. Des études concernant I’évolution du débit en fonction de la tem-
pérature du fluide a 'entrée de I’évaporateur et en fonction de la longueur de ’évaporateur
ont été réalisées. Ces études ont permis de montrer que pour générer le débit masse maxi-
mum, la température du fluide a 'entrée de 1’évaporateur et la longueur de ’évaporateur
doivent étre choisies de maniére optimale. Lorsqu’on confronte les résultats numériques des
deux modéles, on observe un grand écart entre ceux-ci. Cependant dans le modéle TEDFM,
les corrélations de Thom et celles de Martinelli-Nelson qui ont été utilisées pour prédire les
pertes de pression par frottement donnent des résultats qui sont en bon accord. Ils concluent
a la fin de leur étude que le modéle TEDFM peut mieux prédire le comportement du fluide
dans la région diphasique mais que certaines expériences sont nécessaires pour déterminer la
pertinence d’'un tel modéle.

d. Modéle de Qu [6]

Afin d’étudier ’hydrodynamique d’une BDG comme celle représentée en figure 1.8, Qu en
2010 [6] propose un modéle dans lequel 1'évaporateur et le condenseur sont modélisés dis-
tinctement. Les équations du modéle décrivant I'écoulement et le transfert de chaleur de la
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boucle ont été décrites par les lois de conservation de masse, de quantité de mouvement
et d’énergie en régime permanent. Puisque 1’écoulement du fluide dans les lignes liquide et
vapeur n’est pas accompagné du changement d’état du fluide, alors le modéle ne considére
que les équations de conservation de masse et de quantité de mouvement dans ces régions.
En revanche, les trois lois de conservation sont considérées au condenseur et a I’évaporateur.
Dans son étude, le fluide a ’évaporateur est considéré comme un mélange de liquide et de
bulles de vapeur. Dans le modéle, la masse volumique a 1’évaporateur est la masse volu-
mique moyenne du mélange liquide-vapeur alors que la vitesse des bulles vapeur et celle du
liquide sont distinctes. La viscosité dynamique du mélange liquide-vapeur a ’évaporateur
est calculée par la relation de Cicchitti [10]

(1.1)

ol Ug, f; sont respectivement la viscosité dynamique de la vapeur et celle du liquide, p étant
la viscosité dynamique du mélange. L’écoulement considéré au condenseur est un écoulement
annulaire. De ce fait, I’écoulement de la vapeur et la contrainte de cisaillement & l'interface
vapeur-liquide ne doivent pas étre négligés. La modélisation de I’écoulement du fluide et sa
condensation au condenseur se basent alors sur la théorie de Nusselt en tenant compte de la
contrainte de cisaillement par frottement et aussi du transfert de mouvement qui sont dus a
la différence de vitesse entre la vapeur et le liquide.
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1.8 — Schéma de la BDG de Qu [6] avant et aprés I'application de la puissance a I’évaporateur

Quelques conclusions importantes sont a noter a partir des résultats numériques obtenus :

— En ce qui concerne le fonctionnement de I’évaporateur, on remarque que le fluide a sa
sortie n’est pas de la vapeur pure mais du mélange liquide-vapeur. La vitesse de la
vapeur est toujours la méme quelle que soit la puissance injectée a I’évaporateur et la
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vitesse maximale des bulles de vapeur est de 2,68 m.s~!. La vitesse du liquide étant
trés petite devant la vitesse de la vapeur, alors elle peut étre négligée.

— Pour la plage de puissance considérée a I’évaporateur dans son étude, la hauteur du
liquide & I’évaporateur est de 'ordre de 0, 2 m ou plus. Afin de garantir qu’aucun point
d’asséchement ne se produit, le flux de chaleur a I’évaporateur ne doit pas dépasser
une limite.

— La différence de niveau AH entre le niveau du liquide dans la ligne liquide (ligne
verticale) et le niveau du liquide dans ’évaporateur représente la force motrice de la
boucle entiére. La remarque est que AH est inférieure & 10 mm dans tous les cas de
calcul effectués, ce qui refléte que la force motrice est faible dans la boucle. En effet,
la boucle peut transférer une plus grande puissance a condition que la force motrice
dans la boucle soit faible et que le condenseur ne soit pas placé beaucoup plus haut
que I’évaporateur.

Le modeéle d’évaporateur et les résultats de Qu [6] peuvent étre utilisés comme de bonnes
références pour la conception optimale d'une BDG.

e. Modéle de Aung et al. [7]

En 2013, Aung et al. [7] étudient numériquement l'effet de la variation du diamétre du tube
du collecteur (évaporateur) ainsi que la variation de langle d’inclinaison du tube sur les
paramétres importants d’'une BDG. Le flux maximal de chaleur appliqué au collecteur, le
coefficient de transfert de chaleur au niveau du collecteur, le rendement du collecteur, le dé-
bit masse, la force motrice et les pertes de charge totales dans la boucle sont définis comme
paramétres de la boucle. Pour I’étude numérique de la BDG qui est un chauffe-eau solaire (cf.
figure 1.9), ils présentent un modéle qui prend en compte diverses inclinaisons du collecteur
ainsi que la variation du diamétre de son tube. Le diamétre du tube varie entre 1,25 cm et
2,5 cm avec une plage d’inclinaison allant de 2° a 75°. La pression absolue du systéme a été
fixée a 3567 Pa et 'eau a été choisie comme fluide de travail. Pour la résolution numérique
du probléme, un solveur itératif nommé "TPSWH" implémenté dans le logiciel MATLAB®
a été utilisé. Les résultats obtenus ont contribué a la compréhension des BDG solaires et ont
permis de fournir des informations utiles & la conception de ces systémes.

Quelques conclusions ont été aussi notées :

— pour récupérer un flux de chaleur maximum, une importante inclinaison de 'angle du
tube est nécessaire pour une localisation de la BDG a une latitude élevée. L’optimum
de 'angle d’inclinaison change avec I’heure locale du soleil.

— Lorsque le soleil est au zénith, 'angle d’inclinaison optimal augmente dans la plage de
24 — 44 ° avec une augmentation du diamétre du tube. Ceci engendre dans la boucle
un débit maximal allant de 0, 02288 kg.s~! a4 0, 03876 kg.s L.

— Le débit masse maximal dans le systéme augmente lorsque le diamétre du tube aug-
mente.

— Pour divers flux de chaleur avec un angle d’inclinaison fixé, I’évolution du débit masse
dans la BDG présente un pic et ce comportement est aussi observé lorsqu’on change
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I’angle d’inclinaison et le diamétre du tube. I’angle d’inclinaison permettant d’obtenir
le flux de chaleur optimal et le débit masse optimal n’est pas le méme.

— Pour divers flux de chaleur avec une inclinaison du tube correspondante, la longueur
diphasique dépend de ’angle d’inclinaison mais pas du diameétre du tube du collecteur.

— Pour tous les diamétres étudiés, I'inclinaison permettant d’obtenir le flux de chaleur
optimal, le débit masse optimum et le coefficient de transfert de chaleur optimum
n’est pas la méme.

— Le rendement du collecteur augmente fortement avec I'augmentation de ’angle d’in-
clinaison du tube jusqu’a un état optimal pour ensuite étre constant au-dela de I’état
optimal. Quant au rendement maximal du collecteur, il augmente lorsque le diamétre
du tube du collecteur augmente.
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1.9 — Schéma de la BDG de Aung et al. 7]
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1.4.2 Récapitulatif et positionnement de notre étude

Tous les travaux présentés précédemment concernent la modélisation 1D d’une BDG.
La géométrie de la BDG différe d’un auteur & un autre ainsi que le modéle présenté mais
le principe de fonctionnement du systéme reste le méme pour tous. Le modéle que nous
présenterons dans ce document est aussi un modéle unidimensionnel et la BDG que nous
considérons a une géométrie rectangulaire (figure 1.1) comme celle du modéle de Rao et
al. [5]. Afin de positionner 1’étude que nous présenterons dans la suite de ce manuscrit par
rapport aux autres modéles présentés dans ce chapitre, nous proposons le tableau 1.2.



1.5. Conclusion du chapitre

21

variable/ phases séparées/ | section variable/
perma- analytique/ mélange section
Etudes nent numeérique homogéne constante
Ramos et al. | permanent analytique homogéne variable
Chen et al. | permanent analytique homogéne constante
Volume de
Charles et al. | variable controle phases séparés variable
Rao et al. permanent| HEM et TEDFM homogéne constante
Qu permanent zonal phases séparés variable
Aung et al. | permanent zonal homogéne variable
Furci et al. variable HEM homogéne variable
Notre variable-
modéle permanent volumes finis homogéne constante

TABLE 1.2 — Récapitulatif des modéles de BDG présentés

Il faut noter que d’une part, le modéle d’écoulement diphasique que nous utiliserons dans
ce document pour simuler la BDG est un modéle construit a la base pour les écoulements di-
phasiques comme la cavitation, ’ébullition, I’évaporation [17] et les écoulements diphasiques
dans une tuyére [18]. A notre connaissance, ce type de modéle est utilisé pour la premiére
fois pour modéliser une BDG.
D’autre part, 'avantage d’un tel modéle provient de sa capacité a simuler le comportement
de la boucle en régime variable et en régime permanent et surtout de l'utilisation des lois
d’état spécifiques "Stiffened-Gas" [19]. En effet, les lois de fermeture du modéle requiérent
les lois d’état de chaque phase du fluide de travail. Ces derniéres peuvent étre représentées
sous forme de nappes. Mais la gestion numérique de ces tables 2D complique d’une part la
résolution numérique du modéle et rend d’autre part la construction du Modéle Réduit (MR)
difficile. Afin de pallier cette difficulté, les lois d’état "Stiffened-Gas" ont été utilisées pour
approximer les lois d’état de chaque phase du fluide. Le MR que nous souhaitons construire
dans ce document doit étre capable de reproduire le comportement de la BDG en régime
variable et en régime permanent. Comme le MR va découler du MD, ce dernier doit pouvoir
simuler le comportement de la BDG en régime variable et en régime variable.

1.5 Conclusion du chapitre

Le présent chapitre a commencé par la présentation de quelques systémes de refroidisse-
ment. Ces systémes ont été classés en deux groupes distincts : les systémes de refroidissement
actifs et les systémes de refroidissement passifs. Une attention particuliére a été accordée aux
systémes de refroidissement passifs comme les systémes diphasiques en boucle fermée. Parmi
ces systémes de refroidissement, une configuration a retenu notre attention. Il s’agit des
BDG qui font 'objet de notre étude. Aprés une description succincte de la configuration et
du mode opératoire de ce systéme, quelques prototypes et applications issus de la littérature
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ainsi que des modéles numériques de ces systémes ont été présentés. Malgré le fait que le
mode opératoire de ces systémes demeure le méme, on remarque que la géométrie de ces
systémes est fortement influencée par ’application a laquelle ils sont destinés. En ce qui
concerne le modéle numérique, plusieurs types existent dans la littérature en fonction de la
géométrie du systéme, de I’écoulement, des paramétres du systéme que I'on souhaite étudier.
Ces modéles numériques sont plus ou moins complexes a élaborer.
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2.1 Introduction

Ce chapitre a pour objectif d’élaborer un modéle numérique capable de simuler a la fois
des écoulements diphasiques et monophasiques. Ce modéle sera par la suite utilisé pour la
modélisation d’une boucle diphasique gravitaire.

La section 2.2 portera sur la description des équations mathématiques du probléme. Dans
cette partie, nous n’énumeérerons que les lois de conservation. Les lois qui permettent de fer-
mer le systéme d’équations que nous allons résoudre seront explicitées par la suite dans la
section 2.4.

Dans la section 2.3, nous décrirons tout d’abord la méthode de discrétisation des équations
mathématiques évoquées dans la section 2.2. Ensuite, nous nous intéresserons au solveur que
nous utilisons pour le calcul numérique des flux aux faces des volumes élémentaires et enfin,
nous exposerons la méthode de traitement des termes sources pour la résolution numérique
des équations de conservation.
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La section 2.4 concernera la validation du modéle numérique élaboré. Elle se focalisera
tout d’abord sur la validation du modéle pour les écoulements monophasiques avec deux
exemples puis sur la validation du modéle pour les écoulements diphasiques avec un exemple.

En ce qui concerne la validation du modéle pour les écoulements monophasiques, nous

exposerons tout d’abord les lois d’état du fluide de travail que nous utiliserons pour les cas
test de validation ainsi que I'expression de la vitesse du son dans le fluide. Pour ces cas de
validation, les lois d’état du fluide seront aussi les lois de fermeture du systéme d’équations.
Les relations permettant de calculer les variables aux bords (entrée et sortie) du domaine de
calcul seront ensuite exposées.
Deux exemples d’écoulement feront ’objet de la validation du modéle numérique pour les
écoulements monophasiques. Le premier cas test sera le tube a choc dont les solutions ana-
lytiques sont connues dans la littérature. Le deuxiéme exemple concernera I’écoulement de
Pair dans un canal chauffé. Pour ce cas test, nous déterminerons la solution analytique et
nous la comparerons a la solution du modéle numérique. Une conclusion partielle permettra
de cloturer cette premiére validation du modéle.

Pour la validation du modéle en ce qui concerne les écoulements diphasiques, nous expo-
serons tout d’abord les lois de fermeture du systéme d’équations que nous allons résoudre
et les expressions de la vitesse du son dans le fluide. Dans cette premiére partie, nous déve-
lopperons respectivement les lois d’état de chaque phase du fluide de travail, les lois d’état
du mélange, les lois de fermeture du modéle et 'expression de la vitesse du son dans chaque
phase du fluide ainsi que dans le mélange. Ensuite, nous présenterons les relations permet-
tant de calculer les variables aux bords du domaine de calcul.

Un cas test de validation du modéle qui portera sur I’évaporateur d’'une boucle diphasique
gravitaire sera présenté et, une conclusion partielle viendra cloturer la deuxiéme validation
du modéle.

2.2 Equations mathématiques

Les écoulements étudiés dans ce document peuvent étre monophasiques (liquide ou va-
peur) ou diphasiques (mélange liquide-vapeur). A cet effet, le modéle de base utilisé est un
modéle a quatre équations aux dérivées partielles. Parmi ces quatre équations, on distingue
les trois premiéres qui sont les équations d’Euler classiques auxquelles on rajoute une équa-
tion qui a pour variable la fraction massique vapeur y. Cette derniére équation permet de
simuler le transport des phases. Ce modéle [18] est déduit d’'un modéle de mélange multipha-
sique en équilibre mécanique et thermique [50]. Dans le cadre unidimensionnel, les équations
du modéle s’écrivent sous la forme suivante :
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(0p O
a5 + %(pu) 0
0
(aptu) +a—(pu2+p) =0
(2.1)
J(pE) 0 B
dpy) = 0O B
gt T agv =0

oll p est la masse volumique du fluide, u la vitesse, p la pression, F I’énergie totale et y
la fraction massique vapeur.
Le systéme d’équations (2.1) constitue un modéle hyperbolique et & entropie constante. La
preuve de I’hyperbolicité du modeéle a permis entre autres de mettre en évidence que le mo-
déle est régi par quatre ondes dont deux ondes de contact ou de discontinuité de vitesse u,
une onde de détente de vitesse u — ¢ et une onde de choc de vitesse u + ¢. Pour plus de
détails sur la démonstration de 'hyperbolicité et de l'isentropie du modéle, le lecteur peut
se référer a annexe A.
Pour résoudre le systéme (2.1), il faut lui ajouter des lois de fermeture qui sont les lois
d’état du fluide utilisé. De maniére générale, les lois de fermeture sont définies par le sys-
téme d’équations suivant :

f(p,p,e,y) =0

g(T,p,p,y) =0

Les équations f(p, p,e,y) = 0 et g(T,p, p,y) = 0 permettent de calculer respectivement
les variables p et T'. Notons que dans les sections 2.4.1.1 et 2.4.2.1, les lois de fermeture des
fluides utilisés seront présentées pour chaque cas de validation.

2.3 Meéthodologie de résolution numérique

Pour résoudre numériquement un probléme physique, il faut tout d’abord connaitre les
équations mathématiques traduisant la physique du probléme. Ensuite, il faut réécrire de
facon discréte ces équations qui sont sous forme continue dans la plupart des cas. Plusieurs
méthodes existent pour le faire mais nous nous attacherons dans ce paragraphe a une de ces
méthodes qui est plus intéressante dans le cadre de nos études.
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2.3.1 Discrétisations temporelle et spatiale

Le systéme (2.1) est un systéme d’équations aux dérivées partielles en temps ¢ et en
espace x. Pour le réécrire sous forme discréte nous utilisons deux méthodes différentes, une
pour les termes temporels et une autre pour les termes spatiaux.

2.3.1.1 Discrétisation temporelle

Pour les termes temporels, nous utilisons la méthode d’Euler explicite d’ordre 1 parce
qu’elle est simple & implémenter. Cette méthode consiste a approximer de la facon suivante
un terme en dérivée partielle :

oV (t,x) Vrtl—ym
ot At

(2.3)

ol V/(t,x) est une variable spatio-temporelle qui évolue d’un instant ¢ & un instant ¢+ At,
V™ étant sa valeur a l'instant ¢ et V™! sa valeur a l'instant ¢ + At.

2.3.1.2 Discrétisation spatiale : les volumes finis (VF)

Pour la discrétisation spatiale, la méthode utilisée est celle des Volumes Finis (VF) pour sa
simplicité de mise en ceuvre et son caractére conservatif. Cette méthode consiste & découper
I'espace en cellules et a intégrer le systéme d’équations (2.1) sur chaque cellule a chaque pas
de temps. Ceci fait intervenir les moyennes des variables sur chaque cellule et des termes de
bords qui sont les flux échangés entre chaque cellule et ses voisines.

Sur la figure 2.1, considérons la cellule en bleue centrée en z; dont les faces sont position-
nées en _reten ;1 d’un instant t" a un autre instant ¢"**. Afin de mettre en ceuvre les
VF sur cetfe cellule, procedons tout d’abord & une mise sous forme vectorielle du systéme
(2.1). Pour cela, nous posons :

U = (p, pu, pE, py)"
F(U) = (pu, pu* + p, (pE + p)u, pyu)” (2.4)

S(U) = (0,0,0,0)"
Ainsi, le systéme (2.1) devient :

ou 0

- T o F(U) =5W) (2.5)
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2.1 — Cellule pour la mise en oeuvre des VF

La méthode des VF appliquée au systéme d’équations (2.5) permet d’obtenir la formu-
lation suivante :

+S(UP) (2.6)

sous la condition CFL (Courant-Friedrichs-Lewy ; d’aprés Richard Courant, Kurt Frie-
drichs et Hans Lewy) qui est une condition de stabilité, ¢ étant la vistesse du son dans le fluide

A< BT (2.7)

maz(u + c)

Le systéme (2.6) fait intervenir des grandeurs moyennes U"t! et U a calculer au centre
x; de la cellule et des fonctions Fi_% et I; 1 a calculer respectivement aux faces Ti1etr1.
Ces fonctions sont généralement nommeées "flux numériques". La méthode utilisée pour Ie
calcul des flux numériques retiendra notre attention dans le paragraphe suivant.

2.3.2 Résolution numérique

Pour calculer les flux numériques aux faces des cellules, nous utilisons le solveur de Rie-
mann HLLC (Harten-Lax-van Leer-Contact) [51]. 11 a été introduit par Toro, Spruces et
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Speares en 1994 et est adapté au caractére hyperbolique du modéle. Les étapes a suivre pour
la mise en place du solveur HLLC sont les suivantes :

La premiére étape consiste a calculer les grandeurs Sy, Sg et Sy;. Ces grandeurs représentent
les estimations des vitesses des ondes qui doivent étre calculées aux faces des cellules.
Considérons le schéma sur la figure 2.2 qui montre une face x, 1 commune a deux cellules
voisines. Nous nommons par (L) pour Left, ’état a gauche de la face T; 1 et par (R) pour
Right, I’état a droite. Plusieurs auteurs se sont penchés sur la question de I'estimation des
grandeurs Sy, et Sk qui sont respectivement la vitesse d’onde de détente et la vitesse d’onde
de choc a chaque face. Ici, nous allons nous intéresser a l'estimation de Davis [52| qui est
plus simple & mettre en ceuvre. Elle est donnée par les relations suivantes :

Sy, = min{uy — ¢y, ugp — cr} (2.8)

Sk :max{uL+cL,uR+cR} (29)

oll ¢ est la vitesse du son dans le fluide.
En ce qui concerne la vitesse de 'onde de discontinuité Sy, elle est estimée en utilisant
I'approximation du schéma HLL (Harten-Lax-van Leer) [53]

g, = PP — (pw 4 p)r — Sulpu)r + Swlpw)r (2.10)
(pu)r — (pu)r — SrpL + SrPR '

t Sy

S, S,
L R’

2.2 — Schéma du probléme de Riemann sous ’approximation HLLC

Une fois que les trois vitesses d’onde sont estimées & chaque face des cellules, la deuxiéme
étape consiste a calculer U} et Uy, [53] (le vecteur U a Pétat L™ et R*) en utilisant respecti-
vement les relations suivantes :

M)[1,5M,&+<SM—uL)[SM+ Pr )],yL]T (2.11)

Uz = __ P
L pL(SL —Su PL pr(SL —ug
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Sk — E
R RN 1, Sy, =2 4 (Sar — un)[Sur + —— ], ya)” (2.12)
Sp— Su PR

Ui = prl pr(Sr — ug)

La derniére étape consite a calculer les flux numériques. A chaque face des cellules, ils
sont calculés par la relation qui suit [51] :

1 . SL (17
Fiis :§(FL + Fgr) — szgn(SL)?L(UL —Ur)—
2.13
4 SM s . Sk . (2:13)
szgn(SM)T(UR —Up) — szgn(SR)T(UR - U})

ot sign est la fonction signe.

Comme nous pouvons le remarquer, les étapes de la mise en ccuvre du solveur de Riemann
HLLC nécessitent la connaissance de la vitesse du son dans le fluide. La vitesse du son dans
tout ce qui préceéde a été notée c et n’a pas été explicitée. Dans la section 2.4, la vitesse du
son sera explicitée pour chaque fluide utilisé pour les études de validation du modéle.

Une fois que le modéle et la méthode de résolution numérique sont connus, nous consacrerons
la suite & la validation du modéle avec des problémes dont les solutions existent et sont
connues dans la littérature ou & d’autres problémes dont on peut déterminer les solutions
exactes dans un certain régime de fonctionnement.

2.3.3 Traitement des termes sources

Ici nous allons présenter 'influence des termes sources sur la méthode de résolution des
lois de conservation.

Tout d’abord supposons le cas ou les termes sources n’existent pas dans les équations
c’est a dire S(U) = (0,0,0,0). Dans ce cas, les variables conservatives sont alors calculées
aprés la résolution de I'équations 2.6 et les variables p, T' sont calculées par les lois de fer-
meture. Pour le probléme du tube a choc que nous traiterons par la suite, nous utiliserons
cette premiére méthode de résolution.

Dans le cas ou S(U) # (0,0,0,0) alors la résolution de I’équation 2.6 se fait en deux
étapes. La premiére étape consiste a résoudre ’équation de transport c’est a dire I’équation
2.6 avec S(U) = (0,0,0,0). Ensuite, la deuxiéme étape consiste a résoudre avec les résultats
de la premiére étape et S(U) # (0,0,0,0) 'EDO suivante :

n+1 n

= S (2.14)
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Aprés les deux étapes, les variables p et T' sont calculées par les lois de fermeture.

Cette deuxiéme méthode de résolution s’appelle le schéma Splitting pour les EDP avec des
termes sources [53]. Ce schéma permet de découpler la résolution du transport des variables
et la résolution des termes sources, ce qui améliore la résolution numérique des équations.
Deux exemples de validation seront traités avec cette méthode.

2.4 Validation du modéle

Cette section concerne la validation du modéle précédemment établi. Comme il a été
mentionné dans la section 2.2, le modéle doit étre capable de simuler les écoulements mo-
nophasiques et diphasiques. Cette exigence de disposer d’un tel modéle est due au systéme
physique que nous aurons a traiter. Pour cela, nous validerons notre modeéle avec des cas
d’exemples d’écoulements monophasiques et ensuite des écoulements diphasiques.

2.4.1 Cas d’un écoulement monophasique

Pour I’écoulement monophasique, le fluide choisi est I'air et est considéré comme un gaz

parfait. Deux cas test vont retenir notre attention, a savoir le probléme de Riemann ou le
tube a choc dans un premier temps, puis dans un second temps, le cas d’un écoulement d’air
dans un canal chauffé.
Nous allons tout d’abord expliciter les lois de fermeture du modéle pour un écoulement
d’air, le calcul de la vitesse du son dans l'air et le calcul des variables de bords du domaine
de calcul. Ensuite, nous passerons a I'étape de validation du modéle proprement dite, en
simulant numériquement différents cas d’écoulements en comparant les résultats numériques
et exacts dans chacun de ces cas.

2.4.1.1 Lois de fermeture du modéle et vitesse du son dans le fluide

Les lois de fermeture sont représentées de fagon générale par le systéme d’équations (2.2).
L’air étant considéré comme un gaz parfait, alors le systéme (2.2) devient :

o (2.15)

o

{p = (7= 1)pe

En ce qui concerne la vitesse du son pour un gaz parfait, elle est donnée par la relation
suivante :

c=/yT (2.16)
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2.4.1.2 Elaboration des conditions de bords du domaine de calcul

Le découpage du domaine de calcul en cellules et 1'utilisation de la méthode des VF
nécessitent le calcul des flux numériques a chaque face des cellules. Le solveur de Riemann
HLLC assure le calcul de ces flux aux faces intérieures du domaine. En revanche, pour le calcul
des flux au niveau des deux faces extérieures, il est nécessaire de connaitre les variables a ces
faces. Plusieurs méthodes existent pour déterminer les variables aux deux faces extérieures
au domaine de calcul. Certaines de ces méthodes retiendront notre attention dans ce qui
suit. La figure 2.3 illustre dans le cas le plus simple (trois volumes élémentaires) les positions
des noeuds W, P et E et des faces extérieures entrée (e) et sortie (s) du domaine de calcul.

[_Jav
o
°

2.3 — Schéma d’un domaine de calcul et ses bords en 1D

a. Conditions aux Limites de Neumann

Le principe des Conditions aux Limites de Neumann (CLN) consiste juste a annuler le gra-
dient de toutes les variables aux faces. Dans le cadre de nos études, elles ne sont utilisées
que pour traiter le probléme du tube a choc. Lorsqu’on applique ces conditions limites, on
aboutit aux relations suivantes respectivement sur les faces extérieures d’entrée et de sortie :

pe = p(W)
ue = u(W)
pe = p(W) (2.17)
Ye = y<W>
. De ul
CER
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Ps = p(E)
us = u(F)
ps = p(E) (2.18)
ys = y(E)
s ul
\Es T -Dp 2

b. Conditions aux limites de type non réflectives

La formulation des équations bilans en variables caractéristiques (cf annexe B) a montré
qu’il existe quatre ondes, dont deux ont pour vitesse u et les deux autres u — c et u+c, qui se
propagent dans le domaine de calcul. L’écoulement étudié ici est un écoulement subsonique.
Par conséquent nous aurons a 'entrée du domaine trois ondes entrantes (les deux de vitesse
u et celle de vitesse u + ¢) et une onde sortante (celle de vitesse u — ¢). Ceci implique qu’en
sortie du domaine on aura trois ondes sortantes et une entrante. La conséquence est que trois
variables seront imposées en entrée du domaine tandis qu’en sortie on n’imposera qu’une va-
riable. Il s’agira dans notre cas du débit masse m,, titre massique vapeur g, et de la masse
volumique p. en entrée du domaine de calcul. La pression p, sera imposée en sortie. Pour
le calcul des autres variables, il existe plusieurs méthodes que ’'on peut utiliser. Nous nous
intéresserons a certaines d’entre elles dans le cas d’un écoulement d’air dans un canal chauffé.

i. Méthode d’extrapolation : Conditions aux limites d’extrapolation (CLE)

Dans le but de trouver tout d’abord des méthodes simples et faciles a implémenter, nous
nous sommes penchés sur les conditions aux limites de type non réflectives. De nombreux
auteurs se sont intéressés a leur élaboration mais la plupart des travaux se référe aux EDP
linéaires. Certains se sont intéressés aussi aux équations d’Euler. Les travaux de Engquist et
Majda [54] sont les bases théoriques des conditions de type non réflectives. Pour sa simplicité
et la facilité d’implémentation, les travaux de Loh [55] basés sur I'extrapolation ont été les
premiéres pistes que nous avons explorées.

Lorsque nous imposons me., ¥, pe €n entrée, p, en sortie et que nous appliquons la méthode
d’extrapolation a 'ordre 1 dans le cas présent, nous obtenons les relations suivantes respec-
tivement & la face entrée et a la face sortie du domaine de calcul :
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4 me
Ue =
peS
pe =p(W) (2.19)
2
pe e
E. = + ==
\ (7 - 1)pe 2
(uy = u(E)
Ps = ,O(E)
ys = y(E) (220)
2
Ps U
E,=—""——+-2
\ (7 - 1)/03 2

ol S est la section.
Pour certains écoulements, Loh [55] montre que cette condition est non réflective. Cepen-
dant, dans nos différents cas test, nous avons remarqué que parfois cette condition aux limites
permet d’avoir de bons résultats mais peut aussi dériver et fausser les calculs pour aboutir
a des résultats non physiques, ce qui nous a obligé a nous tourner vers d’autres conditions
aux limites en particulier celles basées sur la méthode des caractéristiques.

ii. Méthode des caractéristiques : Non Reflective Boundary Conditions (NRBC)

L’idée générale de cette méthode consiste & annuler 'amplitude des ondes entrantes (trois
ondes dans notre cas présent de vitesse u et u + ¢), et a laisser libre les ondes sortantes
(une onde de vitesse u — ¢) d’une surface. Plusieurs auteurs ont mis au point des méthodes
utilisant d’une maniére ou d’une autre ce principe. On peut citer entre autres les travaux
de Poinsot et Lélé [56] sur les fluides compressibles visqueux. Leurs études se sont portées
tout d’abord sur les équations d’Euler et la loi d’état utilisée est celle des gaz parfaits. Ils
ont fait une extension de leur méthode aux équations de Navier-Stokes. Les travaux de Ke-
vin W. Thompson [57] ont généralisé ces méthodes pour les systémes hyperboliques. Une
méthode basée sur I'analyse de Fourier des équations linéarisées d’FKuler a été proposée par
Giles [58]. Un des avantages de cette méthode est de faire décroitre le résidu des variables
dans le temps et donc de réduire le temps de calcul qui est plus important lorsqu’on utilise la
méthode d’extrapolation. Ici, nous allons reprendre la démarche utilisée dans les travaux de
Kevin W. Thompson [57] et Poinsot et Lélé [56] et Pappliquer au modéle & quatre équations.
En se référant a annexe B, (2.1) peut se réécrire comme suit :
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(0p 1 1

Eri 6—2[ﬁ2 + 5(51 +L3)] =0

0 1

0_?+ﬁ(£3_£1) —0

o (2.21)

p _

E+§(£l+£3) =0

gy 1
\a + ?£4 =0

avec Z = pc 'impédance acoustique.
C’est le systéme d’équations (2.21) qui sera résolu dans le temps aux faces pour calculer les
variables et mettre & jour les flux.

dpe

Pour une entrée subsonique, m. , p. et y. seront imposés. Ceci implique qu’on a ;t =0,
u, Y. . :
(;i =0et 8%5 = 0. Alors (2.21) devient pour une entrée subsonique :

Ope

L1=0
o
£2 - —El
< (2.22)
Ly =L
Ly=0

L’amplitude d’onde £ est calculée grace aux points intérieurs du domaine en utilisant son

Ipe
expression |57]. Donc p, est calculée dans le temps par résolution de I’équation IPe +L,=0.

Pour une sortie subsonique, la pression p, est connue. L’onde entrante dans le domaine par
cette face est celle d’amplitude £ ¢’est a dire de vitesse u — c. Poinsot et Lélé [56] proposent
de remplacer £, par :

Ly = K(p(E) - ps) (2.23)

1— M?

ot K =0 avec o une constante, M le nombre de Mach et L la longueur du

domaine.
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La forme de la constante K est celle proposée par Rudy et Strikwerda [59]. Pour ¢ nul,
K aussi est nul ainsi que £;. C’est la méthode utilisée par Thompson [57] qui consiste a
annuler amplitude de 'onde entrante dans le domaine par une surface. Lo, L3 et L4 sont
calculées en se servant des points intérieurs au domaine et de leur expression [57]. Ensuite,
on résout dans le temps (2.21) pour obtenir les variables en sortie.

2.4.1.3 Cas test 1 : tube a choc

L’intérét pour ’étude du probléme du tube a choc dans notre cas est double. Tout d’abord
d’un point de vue fondamental, il offre un cadre intéressant pour étudier des notions de base
sur les systémes hyperboliques non linéaires d’équations aux dérivées partielles. Sur le plan
numeérique, c’est un cas de test inévitable et difficile pour tout code numérique traitant des
problémes avec des solutions discontinues. De plus, la solution exacte du probléme du tube
a choc est bien connue, ce qui offre 'avantage de 1'utiliser comme un cas test de validation
de notre modéle.

PL > PR

PL PL TL ULZO PR PR TR URZO t=20

2.4 — Condition initiale du tube a choc

L’idée fondamentale du tube a choc est la suivante. On dispose d’un tube long ouvert
aux deux extrémités et séparé en deux régions par une membrane en son milieu comme le
montre le schéma sur la figure 2.4. Chaque région est remplie du méme gaz, mais avec des
paramétres thermodynamiques différents (pression, masse volumique et température). Le
gaz dans chaque région est au repos c’est-a-dire a vitesse nulle et une des régions est plus
pressurisée que lautre. A I'instant ¢, on rompt la membrane qui sépare initialement les deux
régions, ce qui a pour conséquence de générer un écoulement dans le tube. Cet écoulement
génére aussi la propagation de différentes ondes :

— une onde de compression se propageant dans la zone de basse pression,
— une onde de détente qui se propage dans la zone de haute pression,

— une onde de discontinuité de contact qui se propage vers la zone de basse pression.

a. Géométrie du domaine et conditions initiales

Pour I’étude numérique du probléme, le systéme d’équations que nous résolvons est le sys-
téme (2.1). Pour le domaine de calcul, nous considérons un tube de 1 m de longueur et de 2
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cm de diamétre. Une membrane est positionnée & 0.5 m. Le pas d’espace Az est de 1072 m et
le pas de temps de calcul At déduit de la condition CFL est de 107% s. Le nombre de points
dans le domaine de calcul est n = 1000. Le fluide dans le tube (air) étant considéré comme
un gaz parfait, alors on a v = 1.4 et la constante des gaz parfaits r = 287 J.kg P K 1. Il
faut aussi noter que les conditions de bords que nous utilisons sont les relations du systéme
(2.17) et celles du systeéme (2.18). Comme conditions initiales, nous avons :

pr = 1.1 x 10° Pa, up, = 0 m.s™', py = 1.307 kg.m ™3, T}, = 293.15 K Vx € [0m, 0.5m]
pr=1.25x10° Pa, ug = 0 m.s™!, pp = 1.486 kg.m 3, Tr = 293.15 K Va € [0.5m, 1m].

b. Interprétation des résultats numériques

La simulation numérique du probléme a été éffectuée pendant une durée de 5 ms. La figure
2.5 comporte le tracé des variables masse volumique, pression, vitesse et énergie interne mas-
sique aux instants 0 ms, 0.3 ms, 0.6 ms, 0.9 ms.

Lorsqu’on observe le graphe de la pression 2.5b, on observe qu’entre I'instant 0 s et 0.9
ms la pression diminue entre 0 m et 0.5 m vers la gauche alors qu’elle augmente entre 0.5 m
et 1 m vers la droite. La détente et la compression du gaz respectivement entre 0 m et 0.5
m et entre 0.5 m et 1 m sont responsables du comportement de la pression observé dans ces
zones. La diminution de la pression permet entre autres de mettre en évidence la propagation
de I'onde de détente alors que l'augmentation permet la mise en évidence de la propagation
de 'onde de choc. C’est aussi la propagation de ces deux ondes qu’on observe a travers le
comportement de la vitesse. Sur le graphe de la masse volumique 2.5a, on observe les mémes
comportements dans les mémes zones. Sauf qu’entre 0.5 m et 1 m, lorsqu’on suit ’évolution
de 1 m vers 0.5 m, on observe que la masse volumique est tout d’abord constante puis aug-
mente une premiére fois. Ensuite elle devient encore constante puis augmente une deuxiéme
fois avant d’étre de nouveau constante. Le premier saut de masse volumique évolue comime
le saut de pression précédemment observé et traduit aussi la propagation de 'onde de choc.
La deuxiéme discontinuité de masse volumique observée aprés 0.5 m sur le tracé de la masse
volumique aux instants représentés sur la graphe 2.5a est la conséquence de la propagation
de 'onde de discontinuité de contact. L’effet de la propagation des trois ondes peut étre aussi
observé sur le graphe de I’énergie interne massique 2.5d. En effet, la diminution de I’énergie
interne massique qui se propage dans la zone 0 m-0.5 m est due a I'onde de détente. La
premiére discontinuité de I’énergie interne massique observée a la position 0.5 m est due a
I'onde de discontinuité de contact alors que la deuxiéme qui se propage entre 0.5 m et 1 m
n’est que 'ccuvre de la propagation de I'onde de choc.

Sur la figure 2.6 nous avons représenté a l'instant ¢ = 0.5 ms les résultats numériques
(en couleur bleue) obtenus par notre simulation et les solutions exactes (en couleur rouge)
du probléme du tube a choc. Sur chaque graphe de la figure 2.6, on observe que la solution
numeérique est proche de la solution exacte mais on remarque quand meéme a certains niveaux
un écart entre la solution numérique et la solution exacte. Cet écart est plus présent dans
la zone ou se propagent 'onde de discontinuité et I’onde de choc. Mais lorsqu’on calcule
I'erreur relative entre les deux solutions on observe qu’elle est égale 4 0.06% pour la masse
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volumique, 0.07% pour la pression, 0.31% pour la vitesse et 0.36% pour 1'énergie interne
massique. On peut alors remarquer que toutes les erreurs sont faibles, ce qui nous permet
de conclure que la solution numérique est en bon accord avec la solution exacte.
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2.5 — Résultats numériques du tube a choc respectivement aux instants 0 ms, 0.3 ms,
ms et 0.9 ms
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2.6 — Solutions numériques et exactes du tube a choc a t = 0.5 ms

c. Etude de sensibilité au maillage

Afin que le modéle numérique élaboré soit valide, il est important que la solution numérique
tende vers la solution exacte lorsque le pas de temps At et le pas d’espace Ax tendent tous
les deux vers 0. C’est ce que nous avons voulu montrer a travers les graphes de la figure
2.7. Nous avons fait la méme simulation numérique que précédemment mais cette fois-ci en
diminuant la taille des mailles. Cette derniére est, pour les cinq calculs, respectivement 107>
m, 2 x 107 m, 107° m, 2 x 10~* m et 10™* m. Chaque graphe de la figure 2.7 montre que
pour chaque variable, les résultats numériques obtenus pour la taille de maille Az = 0.0001
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m sont plus proches de la solution exacte que ceux obtenus pour la taille de maille Az = 0.01
m. Donc, plus la taille de maille est grande, plus la solution numérique s’éloigne de la solution
exacte. Ce qui veut dire aussi que le modéle est consistant.

a < 10° b
1.486 \\\ 1.25 T
@ 1.4502 \ 1.22}
€
g N -
o 1.4144} | o 1.19¢
g ‘ s
5 |
S 1.3786} \ © 1.167 |
i o ;
b exa | {
& n=100 ;3 \
= 1.3428¢ n=500 : S 1.13}
n=1000
n=5000
130700 14
0 0.25 0.5 0.75 1 "0 0.25 0.5 0.75
Position (m) Position (m)
C x 10 d
15.674 - 2.1472 - 1
| - I
| o) ' 1
12.5392 ‘ j‘) 2.1316} ] !
| °
—~ ; =] |
Y ) (o i
" 94044} i ‘»  2.116} ‘
E ®
o ! € f !
2 2
L 6.26961 5 2.1003¢
> k=
Q0
3.1348} ! 2 2.0847}
| A0
0 Jl : T 2.0691 :
0 0.25 0.5 0.75 0 0.5 0.75
Position (m) Position (m)

2.7 — Effet du maillage (la légende se trouve sur le graphe a)
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2.4.1.4 Cas test 2 : Ecoulement de I’air dans un canal chauffé

L’intéréet de simuler ce cas est tout d’abord de se rapprocher d’une partie du systéme qui
nous intéresse. L’autre intérét réside dans le fait que ce probléme admet une solution exacte
en régime permanent. Donc elle constitue aussi un cas de validation assez pertinent pour
notre modéle. Pour le détail des solutions exactes dans le cas ou le fluide de travail est un
gaz parfait (air), le lecteur peut se référer a I'annexe C.

Pour la résolution numeérique, le modéle que nous utilisons est le systéme (2.1) auquel
nous avons ajouté dans le membre de droite de la troisiéme équation (équation de 1’éner-

P
gie) le terme —, ® étant une puissance et {2 un volume. Ce terme est un terme source qui

représente 'apport de chaleur au fluide. Les conditions de bords en entrée et sortie sont
respectivement les relations du systéme (2.19) et celles du systéme (2.20) pour un premier
calcul numérique. Lors d'un second calcul, nous avons utilisé les NRBC pour le calcul des
variables aux bords. Le but est de mettre en évidence l'influence de ces relations de bords
sur la solution numérique.

Le domaine de calcul (cf. figure 2.8) est un tube de 1 m de long et de 1 cm de diamétre. Le
pas d’espace Az est de 1072 m et le pas de temps de calcul At, déduit de la condition CFL,
est de 107° s. Le nombre de points dans le domaine de calcul est n = 100. Le fluide dans
le tube (air) étant considéré comme un gaz parfait, alors on a v = 1.4 et la constante des
gaz parfaits r = 287 J.kg L. K~!. La chaleur est apportée au fluide sous forme de puissance
volumique entre 0.25 m et 0.75 m. Les segments 0 m-0.25 m et 0.75 m-1 m sont supposés
adiabatiques. Dans I’exemple que nous traitons ici, nous avons appliqué au fluide une rampe
de puissance sur 1 s suivie d’un palier de puissance 0.5 W pendant 24 s.

Les conditions initiales sont py = 10° Pa, ug = 0 m.s™', py = 1.186 kg.m 3, Ty, = 293.15
K Vz € [0m,1m]. En ce qui concerne les conditions de bords du domaine de calcul, nous
avons imposé a la sortie du domaine un pression p; = 10° Pa. En entrée, la température
T = 293.15 K, la fraction massique vapeur y = 1 et le débit masse m = 6.244 x 107% kg.s™!
ont été imposés.
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2.8 — Schéma de la configuration
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Comme il a été dit dans ce qui précéde, deux cas de calculs seront traités avec des condi-
tions de bords différentes. Dans un premier temps, nous allons exposer et commenter dans
ce qui va suivre les résultats du calcul numérique avec les relations de bords (2.19) et (2.20).

a. Résultats numériques avec les CLE
i. Evolution temporelle des solutions numériques

La figure 2.9 comporte les graphes de I’évolution de la masse volumique 2.9a, de la tem-
pérature 2.9b, de I’énergie interne massique 2.9¢ entre 0 s et 2 s. On peut remarquer sur
le graphe 2.9¢ que durant cette période de 2 s ’énergie interne massique du fluide ne fait
qu’augmenter entre 0.25 m et 0.75 m. Ce comportement de I’énergie interne massique doit en
principe obliger la température du fluide & augmenter aussi entre 0.25 m et 0.75 m pendant
la méme durée, ce qui est effectivement observé sur le graphe 2.9b. Le comportement observé
de I’énergie interne massique du fluide entre 0.25 m et 0.75 m, qui entraine avec elle la tem-
pérature du fluide, est di a I'apport de chaleur au fluide uniquement dans cette zone (0.25
m-0.75 m). L’augmentation de la température doit en principe provoquer une diminution
de la masse volumique dans les mémes instants. Ce comportement est bien mis en évidence
par le graphe 2.9a. Nous avons fait 'hypothése que les zones 0 m-0.25 m et 0.75 m-1 m sont
adiabatiques. Lorsqu’on se focalise tout d’abord sur la zone 0 m-0.25 m, on observe sur les
trois graphes suivants 2.9a, 2.9b, 2.9¢ qu’aucune des trois variables n’a changé. Ceci est en
accord avec I'hypothése que nous venons d’évoquer. Pour la zone 0.75 m-1 m, comme 1’écou-
lement se fait de la gauche vers la droite (cf. figure 2.8), alors I'information se propage par
convection, ce qui est confirmé par 'augmentation progressive de I’énergie interne massique
et la température, et la diminution progressive de la masse volumique.

ii. Evolution temporelle du résidu entre deux solutions numériques

Considérons deux instants successifs k£ et k + 1 au cours d’un calcul numérique effectué sur
un nombre n de cellules. Soit U la solution de 1’équation que ’on souhaite résoudre par
le calcul numérique et U,.; une valeur de référence fixe et constante de U. Nous appelons
résidu de I'équation entre les deux instants k et £ + 1 la grandeur mathématique suivante
1 | & UM Uk o . ,
r=— ——————=)2. Par définition, r représente la norme Lo de l'erreur relative entre
n i—1 U7'ef
deux solutions successives au cours du temps. C’est une grandeur positive et son évolution
au cours du temps qui permet de savoir si le calcul numérique converge vers une solution per-
manente ou pas. Son évolution dans le temps permet aussi, dans le cas ot le calcul numérique
converge vers une solution permanente, de se rendre compte de la vitesse de convergence du
calcul vers la solution permanente et donc de savoir si le temps de calcul pour atteindre la
solution permanente est important. En d’autres termes, tout ce qui précéde veut dire que si
r croit alors le calcul ne converge pas vers une solution permanente. Si r décroit vers 0 alors
le calcul converge vers une solution permanente.
Dans notre cas, nous avons quatre résidus a calculer pour les variables p, pu, pE et py. Sur la
figure 2.10 sont représentées, en échelle logarithmique en ordonnée et cartésienne en abscisse,
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ces grandeurs pour chacune des variables p 2.10a, pu 2.10b, pE 2.10c, py 2.10d de 0 s & 25
s. On peut remarquer qu’elles décroissent toutes, ce qui signifie que le calcul a convergé vers
une solution permanente. Mais ce qui nous intéresse le plus ici, c’est comment évoluent ces
grandeurs pour p et py entre Os et 1 s et pour pu et pe entre 0 s et 5 s, parce que c’est dans
lintervalle de temps 0 s-1 s qu’est appliquée la rampe de puissance et c’est aussi dans ces
périodes que se déroule une majeure partie du régime transitoire. Nous remarquons sur ces
tracés que ces grandeurs oscillent entre 0 s et 1 s. Ces oscillations sont dues aux conditions
de bords que nous utilisons pour effectuer ce calcul et elles peuvent dans certains cas étre
un frein a la convergence du modéle vers une solution permanente. Dans le but d’éliminer
ces oscillations, nous ferons par la suite un nouveau calcul avec une autre relation de bords.
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2.9 — Solutions numériques entre 0 s et 2 s toutes les 0.1 s
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2.10 — Résidus numériques entre 0 s et 25 s

iii. Solutions numériques en régime permanent

Ici, nous avons exposé sur la figure 2.11 les conditions initiales (¢ = 0 s) et les solutions en
régime permanent (¢ = 25 s). Lorsqu’on observe le graphe de pression 2.11c, on remarque
que la pression initiale et la pression en régime permanent sont confondues. Ceci résulte du
fait que la pression imposée en sortie et qui s’impose dans tout le domaine de calcul est égale
a la pression initiale. [’absence dans notre modéle des termes modélisant les effets visqueux
ou le frottement fait que la pression est constante dans tout le domaine de calcul. Le graphe
2.11d montre que la température en régime permanent est la méme qu’a I'instant initial dans
la zone 0 m-0.25 m alors que dans les autres zones du domaine on observe un comportement
différent. L’augmentation de la température en régime permanent entre 0.25 m et 0.75 m
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résulte de I'apport de chaleur au fluide dans cette zone. Et comme la zone 0.75 m-1 m est
supposée adiabatique, alors la convection fera que la température du fluide a la position 0.75
m va se propager dans cette zone et c’est bien ce qui est observé sur le profil de température
2.11d. Le comportement observé dans les zones 0 m-0.25 m, 0.25m-0.75 m et 0.75 m-1 m
ainsi que les arguments apportés pour les expliquer restent valables pour la masse volumique
2.11a et la vitesse 2.11b. De plus, on observe que la masse volumique diminue entre 0.25 m
et 0.75m alors que la vitesse quant a elle augmente dans cette zone. La diminution de la
masse volumique du fluide est une conséquence de 'augmentation de sa température alors
que 'augmentation de sa vitesse est une conséquence de la conservation du débit masse et
de la diminution de la masse volumique.
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2.11 — Solutions en régime permanent et conditions initiales
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iv. Solutions numériques et exactes en régime permanent

Sur la figure 2.12 sont exposés les résultats en régime permanent (t = 25 s) et les solutions
exactes de notre probléme. Pour les détails sur I’élaboration de ces solutions exactes, le
lecteur peut se référer a 'annexe C. Sur la figure on peut remarquer que la distinction entre
les deux solutions n’est pas nette parce que ces deux solutions sont confondues. Lorsque 1'on
calcule la norme L, de 'erreur entre la solution exacte et la solution numérique, on obtient
les valeurs 0.15%, 0.24 x 107'%, 0.49 x 10~°%, 0.19 x 1072% respectivement pour la masse
volumique, la vitesse, la pression et la température. Ces valeurs, toutes inférieures a 1%,
nous permettent de dire que les solutions numeériques obtenues sont en bon accord avec les
solutions exactes et que le modéle établi converge bien vers la solution exacte.
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2.12 — Solutions numériques en régime permanent et solutions exactes en régime permanent
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b. Résultats numériques pour les NRBC
i. Evolution temporelle des solutions numériques

Sur la figure 2.13 sont représentées les évolutions de p 2.13a, T 2.13b, e 2.13c entre 0 s et 2
s. Ces variables sont les résultats du méme calcul que précédemment mais cette fois-ci avec
les NRBC. Le graphe 2.13d comporte I’évolution durant les 25 s de la puissance apportée
au fluide. Nous pouvons remarquer que les comportements de p, T', e entre les instants 0
s et 2 s sont identiques a ceux obtenus en utilisant les relations de bords (2.19), (2.20) et
qui sont représentés sur la figure 2.9. Ces comportements s’expliquent de la méme facon que
précédemment.
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2.13 — Solutions numériques entre 0 s et 2 s toutes les 0.1 s
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ii. Evolution temporelle du résidu entre deux solutions numériques

En echelle semi-logarithmique, nous avons représenté entre 0 s et 25 s sur la figure 2.14 les
résidus des quatre équations du systéme que nous résolvons. Lorsqu’on compare les résultats
de la figure 2.14 a ceux de la figure 2.10 entre 0 s et 1 s, la remarque est que les oscillations
présentes sur tous les résidus dans le cas du calcul avec les CLE (figure 2.10) n’existent plus
avec 'utilisation des NRBC (figure 2.14). On peut remarquer aussi que dans le cas du calcul

avec les NRBC (figure 2.14) les résidus décroissent plus vite que dans le cas de 'utilisation
des CLE.

a b
10° : : - : 10°
9
= © 10
5 4
S E
° =
2 g
©
£ 3 10°
> N
‘O
@ i
O
o
-20 -10
1 : : : : 1 : : :
0 0 5 10 15 20 25 0 0 5 10 15 20 25
Temps (s) Temps (s)
C d
10° : : - : 10° : :

Résidu energie volumique (%)
Résidu fraction massique (%)

20 i i -20

0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
Temps (s) Temps (s)

107

2.14 — Résidus numériques entre 0 s et 25 s
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iii. Solutions numériques en régime permanent

Sur la figure 2.15 se trouvent les conditions initiales (f = 0 s) et les solutions numériques
en régime permanent (¢ = 25 s). On remarque que les résultats numériques obtenus ici sont
similaires & ceux obtenus avec les CLE (figure 2.11).
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2.15 — Solutions numériques en régime permanent et conditions initiales

iv. Solutions numériques et analytiques en régime permanent

Sur la figure 2.16 nous observons un bon accord entre les résultats numeériques et analy-
tiques. En terme de pourcentage d’erreur, nous avons respectivement 0.15% pour la masse
volumique, 0.24 x 1071% pour la vitesse, 0.49 x 107°% pour la pression et 0.19 x 1072% pour
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la température. On retrouve les mémes pourcentages d’erreur entre les solutions analytiques
et numériques que dans le cas du calcul numérique avec les CLE.
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2.16 — Solutions numériques et analytiques en régime permanent

c¢. Etude de sensibilité au maillage

Nous avons réalisé un test de convergence au maillage. Les résultats qui sont exposés sur la
figure 2.17 ont été tracés avec un échelle semi-logarithmique. Nous avons tracé les erreurs
de la masse volumique 2.17a, de la vitesse 2.17b, de la pression 2.17c et de la température
2.17d pour différents maillages : n = 100, n = 200, n = 400, n = 800 et n = 1600. On peut
remarquer que les erreurs de toutes les grandeurs décroissent lorsque le nombre de points
augmente. Ceci veut dire que la solution numérique du modéle tend plus vers la solution
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analytique lorsque le nombre de mailles dans le domaine augmente. Le modéle est donc
consistant.
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2.17 — Erreur entre solutions numériques et analytiques pour différents maillages

2.4.1.5 Conclusion

Pour conclure ce cas de validation du modéle numérique pour un écoulement monopha-
sique, nous pouvons dire qu’il s’est fait en deux parties. La premiére partie s’est penchée sur
le probléme du tube & choc. Les solutions numériques obtenues décrivent bien la physique
de ce probléme et sont en bon accord avec les solutions analytiques du probléme. Un test
en convergence de maillage a aussi été fait, ce qui a permis de prouver la consistance du
modéle. La deuxiéme partie s’est focalisée sur I’étude de I’écoulement de 'air dans un canal
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chauffé avec deux types de relations de bords : les CLE et les NRBC. Un test de convergence
en maillage a également été réalisé.

Le modéle que nous élaborons ici doit étre capable de simuler un écoulement monophasique
ainsi qu’un écoulement diphasique. La capacité du modéle & simuler un écoulement mono-
phasique étant déja mise en évidence a travers les deux cas test précédents, alors il nous reste
maintenant & montrer que le modéle est capable de simuler aussi un écoulement diphasique.
C’est ce a quoi nous allons nous atteler dans ce qui va suivre.

2.4.2 Cas d’un écoulement diphasique

Dans le cas de I’écoulement diphasique, le fluide de travail choisi est le méthanol. Nous
allons tout d’abord établir les lois de fermeture du modéle (2.1) pour un écoulement mo-
nophasique et diphasique, ’évolution de la vitesse du son dans le méthanol et les relations
permettant le calcul des variables de bords du domaine.

2.4.2.1 Lois de fermeture du modéle et vitesse du son dans le fluide

Avant d’établir les lois de fermeture du modeéle (2.1) c¢’est a dire le systéme d’équations
(2.2), nous allons dans un premier temps établir les équations d’état de chaque phase pure
du méthanol, puis dans un second temps les équations d’état du mélange des deux phases.

a. Lois d’état du fluide
i. Equations d’état de chaque phase

Plusieurs lois existent dans la littérature pour décrire le comportement des fluides purs et
de leur zone de mélange. On peut citer par exemple les lois d’état de Van der Waals et al.
[36] [60], Benedict et al. [61] ou encore Goodwin [62]. Mais lorsqu’on utilise ces lois dans un
modéle d’écoulement de mélange, on observe une perte d’hyperbolicité du modéle dans une
zone de mélange diphasique. En effet, dans cette zone a I'intérieur du dome de saturation on
2 (Op

ov )/
connexion artificielle de I'isentrope du liquide pur et celle de sa vapeur séche. C’est également
le lieu de transition des équations hyperboliques aux équations elliptiques. Afin de préserver
I’hyperbolicité du milieu qui élude le probléme de la zone spinodale, il est nécessaire d utiliser
deux lois d’état (une pour chaque phase) de telle sorte que chaque fluide posséde sa propre
2 (Op

ov ),
phases). Afin de trouver une solution a ce probléme, nous utilisons les lois d’état "Stiffened
Gas" (SG) pour déterminer les lois d’état de chaque phase pure. Les lois d’état SG sont une
généralisation des lois d’état des gaz parfaits dans lesquelles on prend en compte les effets
d’attraction moléculaire. Chaque phase k (liquide, vapeur) est considérée compressible. Les
lois d’état SG pour chaque phase k s’écrivent comme suit [19] :

observe que ¢? = —v < 0. Cette zone, appelée zone spinodale, est en fait le lieu de

thermodynamique et en particulier sa propre entropie (¢ = —v ) > 0 pour les deux
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(/Vk: - l)Cv,kT _ 1

vp(p, T) = 2.24

(. T) P+ Pook ok, T) (2:24)
+ 0

ex(p, T) = L2k () T) 4 g, (2.25)
Ve — 1

hi(p, T) = WCo kT + qr (2.26)

Yk

oo T8 @

Gr(p,T) =h —Ts = (%Cys — qu)T — Cy 1T In(

oll v, e, h et G représentent respectivement le volume massique, I’énergie interne mas-
sique, I’enthalpie massique et 1’énergie libre de Gibbs.
Les coefficients suivants C, 1, gk, q;, Dooks Cuk €t v, sont des constantes fixes qui sont cal-
culées en utilisant quatre points de référence (7o, psat(10)), (11, Psat(11)), (To, psat(12)) et
(T3, psat(T3)) sur la courbe de saturation du fluide considéré. En utilisant ces quatre points
de référence, les coeflicients cités précédemment se calculent comme suit [19]

_ hica(Th) — hi,ca(To)

C 2.28
D,k Tl _ TO ( )
QG = hica(To) — CpiTo (2.29)
Dot = U.cd(T2) Tapsat.ca(T2) — vi.ca(Ls) Topsat.ca(1s) (2.30)
- v cd(T5)To — vga(T)Ts '
P _ Ug,Gd(To)T1Psat,Gd(To) - Ug,Gd(Tl)Topsat,Gd(Tl) (2 31)
o vg.ca(T1)To — vy.ca(To)Th '
) T:
Cot = Cpy — %W@M,Gd(m + Pocy) (2.32)
H
v T
Cog=Cpg— ngjdﬂé _0) (Psat,cd(T0) + Poc,g) (2.33)
Cok
— : 2.34
Lo (2.34)

Les propriétés thermodynamiques du méthanol sont données par les travaux de Goodwin
[62]. Pour calculer les constantes, nous avons utilisé les quatre points de référence suivants :
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points de référence (i=0, ..., 3)
T’i K psat(TO> Pa
273 4.014 x 103
400 7.734 x 10°
332 4.014 x 10?
482 7.734 x 10°
liquide
C, (Ukg 'K C, (kg 'K 7 qUke)) e (Pa)
2.815 x 10? 1.363 x 103 1.487 —5.435 x 10° 3.635 x 10®
vapeur
C, (JkgPK™Y) C, (JkgPK™Y) q (Jkg™) Poo (Pa)
7.772 x 10? 5.226 x 10? 1.487 1,211 x 10° 0

TABLE 2.1 — Points de référence, coefficients des phases liquide et vapeur.
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2.18 — Comparaison entre lois d’état de Goodwin et lois d’état SG
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ii. Equations d’état du mélange des deux phases

Nous faisons ’hypothése que le mélange des deux phases est considéré comme un mélange
homogéne. Lorsqu’on considére les lois d’état de chaque phase précédemment établies, les
lois d’état du mélange du liquide et de sa vapeur se formulent par les relations suivantes [18] :

— volume massique

v = yg0g(Tg, pg) + vroi(Ti, 1) (2.35)

1
oll v, = — représente le volume massique de chaque phase k.
Pk

— énergie interne

e = ygeqg(Ty, pg) + yier(Th, p1) (2.36)
— fraction massique
i = a’;p : (2.37)

oll ay représente la fraction volumique de chaque phase k.
b. Lois de fermeture du modéle

Les lois de fermeture pour un écoulement diphasique s’appuient sur un certain nombre d’hy-
pothéses :
— L’écoulement diphasique est considéré en équilibre thermique et mécanique c’est-a-dire
quelona T, =T, =Tetu;=w =u,p,=p =p

Sous cette hypothése le systéme d’équations (2.2) s’écrit sous la forme suivante :

p= %[Ag + Al = (Poc,g T Pooit)] + \/%[Al — Ay — (Pooi = Poog) + AgAi

1 Yg(1g=1)Cu,g Y (1—1)Cy (238)
T P+Poo,g P+Poo,l
ol
_ 1 ¥e(e—=1)Cok
(= el o) 2
q = Yg4q + viq
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et

{yg —Y (2.40)

w=1-y

La fraction massique y est obtenue par la derniére équation du systéme (2.1).
En plus de I’hypothése précédente, une autre hypothése est aussi faite dans le cas ot 'on

a de ’évaporation dans la zone diphasique c’est a dire du transfert de masse liquide-vapeur
ou vapeur-liquide

— ’écoulement diphasique est considéré en équilibre thermique, mécanique et thermody-
namique c’est-a-dire que 'ona Ty, =T} =T, ug=w =u,p,=p =pet G, =G, =G

L’écoulement diphasique est en équilibre thermodynamique, ce qui signifie que le mélange est
a saturation. C’est a I’état de saturation que s’effectue le changement d’état du fluide. Alors
la relation définissant le volume massique ainsi que I’énergie interne du mélange peuvent étre
reconsidérées comme suit :

v = y;vg(T*upsat(T*)> + yl*vl(T*’psat(T*))
e =y (1™, psat (1)) + yier(T™, psat(T7)) (2.41)

y,=1-y

avec les variables y , y;, T" et p* qui sont respectivement le titre massique vapeur, le
titre massique liquide, la température et la pression a I’état de saturation du fluide. Etant
donné que le fluide est a saturation, lorsqu’on tient compte de la relation suivante

T" = Tsat(p*) (242)

dont la réciproque est
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le systéme d’équations (2.41) se réécrit comme suit aprés quelques simplifications :

v =Ygve(p") + yiuu(p”) .01
2.44

e =yeqs(p") +ylep”)

Dans le systéme d’équations (2.44), nous n’avons que deux inconnues présentes : la frac-
tion massique & saturation y* et la pression de saturation p*. Le systéme d’équations (2.44)
est un systéme d’équations algébriques non-linéaires qui se résout en suivant par exemple la
méthode proposée par LeMétayer et al. [63].

Il faut noter que lorsque le fluide est a ’état monophasique (liquide pur ou vapeur pure)
I’équilibre thermodynamique n’est pas vérifié. Inversement lorsque le fluide est a I’état di-
phasique, on a I’équilibre thermodynamique. La condition permettant de vérifier I’état du
fluide est la suivante :

O<y<letT =Tsu(p) (2.45)

Si la condition 2.45 est satisfaite, alors le fluide est a I’état diphasique. Mais dans le cas
contraire, le fluide est a I’état monophasique.

c. Vitesse du son dans le fluide

Dans le cas d’un écoulement diphasique, il existe plusieurs relations permettant de calculer
la vitesse du son dans le fluide. En ce qui concerne le cas que nous allons traiter dans ce
document, nous utiliserons les relations de Wood [61]. Elles permettent de calculer la vitesse
du son dans le mélange et s’écrivent comme suit :

I o Qg

- 2.46
pct e pyc? (2:46)

ol ¢, k € {l,g} est la vitesse du son dans chaque phase pure. Elle est donnée par la
relation suivante :
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2.4.2.2 Elaboration des conditions de bords du domaine de calcul

Les conditions de bords précédemment élaborées dans le cas monophasique connaissent
leurs limites lorsqu’il s’agit de simuler un écoulement diphasique. Parfois les calculs nu-
mériques peuvent dériver jusqu’a aboutir & des solutions non physiques. C’est dans le but
de remédier a ce probléme que nous nous sommes tournés vers d’autres types de condi-
tions limites, en particulier les Primitives Variables Riemann Solver (PVRS). Cette méthode
consiste & résoudre un demi-probléme de Riemann aux deux faces extérieures du domaine
de calcul. Les calculs permettant d’aboutir a ces relations sont détaillés dans ’annexe D.
Comme nous le savons déja, trois variables doivent étre imposées en entrée du domaine de
calcul alors qu’a la sortie on n’imposera qu’une variable. Dans le cas de la simulation d’un
écoulement diphasique, nous imposerons comme variables d’entrée le débit m,, la fraction
massique vapeur y. du fluide et la température 7, du fluide. Nous imposerons une fois encore
la pression p, en sortie du domaine.

Alors pour calculer les variables servant a évaluer les flux numériques en entrée du domaine
de calcul, nous pouvons utiliser les relations suivantes :

(

_ me— prS(ur — og)
Pe =
O'RS
me
U =
peS
Me , M
pe = prur(ur — oR) + pr — g(— — OR)
PrS
(2.48)
€e = Yelg + (1 - ye)el
1
P= o 1 gy
(58
Ds 1 Me 2
he=e+=—+4 =(—)
L p 2 pS
ol
OR = UR + Cgr (2'49)

or étant la vitesse de 'onde de choc et S la section.

En sortie, nous utiliserons les relations suivantes pour le calcul des variables :
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( pL— D
Ps = pPrL + P
L
. bL—D
Ug = UL, + 7
es = Yseg + (1 —ys)e
(2.50)
ms = pPsttsS
hy = e+ P2 LMay
s — €s - =
ps 2 psS
\ys =YL
ol
ZL = pPLCL (251)

Zp, étant 'impédance acoustique.
Il faut noter que ces relations peuvent étre aussi utilisées dans les écoulements monophasiques
comme le cas des gaz parfaits que nous avons précédemment traité.

2.4.2.3 Procédure de résolution numérique

Pour la résolution numeérique, le modéle que nous utilisons est le systéme (2.1) auquel

)

Q—dﬁ;u, Q et m dans le membre de droite des
deuxiéme, troisiéme et quatriéme équations (équation de quantité de mouvement, équation
d’énergie totale et équation de la fraction massique vapeur).

nous avons ajouté respectivement les termes —

Le terme —z—d'l;u représente les effets visqueux qui sont pris en compte dans ce cas test. Cette

approximation des effets visqueux par ce terme est obtenue par la loi de Darcy-Weisbach
[65].

Le terme Q représente 'apport de chaleur au fluide. Cette chaleur sera apportée essentielle-

ment au fluide sur une partie du domaine de calcul.

Le terme r représente le taux d’évaporation du fluide. Dans le cas otl on a une évaporation
ou une condensation du fluide (changement d’état du fluide), le terme 72 n’est pas nul. Mais
lorsque le fluide ne change pas d’état, alors on a rm = 0.

Alors le systéme des lois de conservation que nous allons résoudre dans les exemples que
nous présenterons dans la suite est :
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% n %@u) _ (2.52a)
a(gtu) +(%(puz+p) _ _247#2‘“ (2.52b)
8(gtE) +a%((pE+p)u) :g (2.52¢)
% + (%(pyu) = 1in (2.:52d)

Les lois de fermeture du systéme (2.52) sont :

a. Lois de fermeture pour un mélange hors équilibre thermodynamique (hors
état de saturation)

1 1
P =514y + Al = (Docg + Pe)] + \/ A = Ay = (Dot = Pog)? + Ay Ay (2.53a)
1 -1 -1
1 Yg(1g = 1)Cloy I Y —1)Cy (2.53b)
pT P+ Poo,g P+ Poo,i

b. Lois de fermeture pour un mélange en équilibre thermodynamique (état
de saturation)

v =y ve(p*) + yiu(p”)
(2.54)

e=y,eqs(p*) +ylep”)

T" = Tsat<p*) (255)

Nous allons détailler la procédure de résolution numérique d’un pas de temps ¢ & un pas
de temps t + At. Les variables au pas de temps ¢ sont connues au début de la procédure de
résolution numeérique pour toutes les cellules du domaine de calcul et les variables au pas
de temps t + At seront entiérement calculées a la fin de la procédure pour chaque cellule. 11
faut noter que la procédure reste identique d’un pas de temps & un autre.
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Les différentes étapes de la résolution numérique d’un pas de temps a I'autre sont dévelop-
pées dans ce qui suit :

1. Calculer les variables a la face entrée et a la face sortie du domaine de calcul en uti-
lisant les relations du systéme (2.48) et celles du systéme (2.50).

2. Supposer que m = 0 dans 'équation (2.52d) et calculer les variables conservatrices
en résolvant le systéme d’équations (2.52).

3. Calculer la pression p en utilisant ’équation (2.53a).
4. Calculer la température 7" en utilisant la relation (2.53b).

5. Tester la condition d’équilibre thermodynamique (saturation) pour chaque cellule,
équation (2.45).

a. Si condition non satisfaite, alors tester la cellule suivante (fluide a I’état monopha-
sique et donc ’hypothése m = 0 est vraie).

b. Si condition satisfaite, alors 1 # 0 (fluide a I’état diphasique).

i. Calculer la pression a 1’équilibre p* et la fraction massique a ’équilibre y* par
résolution du systéme d’équations (2.54), puis calculer la température 7" en
utilisant 1'équation (2.55)

ii. Affecter p*ap,y*ayetT aT.
6. Passer au pas de temps suivant.

2.4.2.4 Cas test : évaporateur

L’idée principale reste la méme que dans le cas test 2 de validation des écoulements mo-
nophasiques sauf que pour le cas diphasique, les solutions exactes du probléme en régime
permanent ne sont pas établies & cause de la complexité des lois de fermeture.

Le domaine de calcul, comme le montre la figure 2.19, est un tube de 1 m de long et
de 1 ¢cm de diamétre. Le pas d’espace Az est de 1072 m et le pas de temps de calcul At
déduit de la condition CFL est de 107° s. Le nombre de points dans le domaine de calcul est
n = 100. Le fluide de travail dans le tube est du méthanol. La chaleur est apportée au fluide
sous forme de puissance volumique, soit ® = 30 W entre 0.25 m et 0.75 m et nulle ailleurs.

Comme condition initiale de résolution numérique, nous avons p = 10° Pa, v = 0 m.s™*,
p=2853.80kg.m™3 T =293.15K, y = 1078, Vo € [0m, Im]. En ce qui concerne les conditions
aux limites du domaine de calcul, nous avons imposé a la sortie du domaine une pression
ps = 1.25 x 10° Pa. En entrée, la température T = 293.15 K, la fraction massique vapeur
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y = 0 et le débit masse m = 2.5x 107 kg.s~! ont été imposés. Les relations de bords utilisées
en entrée et sortie du domaine de calcul sont respectivement les relations du systéme (2.48)
et celles du systéme (2.50).

13383
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2.19 — Schéma simplifié¢ de ’évaporateur de la BDG

Dans ce qui va suivre, nous présentons et analysons les résultats numériques de ’exemple
décrit ci-dessus. La premiére discussion portera sur le régime variable ou nous analyserons
I’évolution dans le temps de certaines variables. Ensuite nous nous focaliserons sur le régime
permanent ot nous allons représenter sur une figure les conditions initiales et les résultats
en régime permanent.

i. Régime variable

La figure 2.20 représente 1’évolution de la masse volumique 2.20a, de la température 2.20b,
de I'énergie interne 2.20c, de la fraction massique vapeur 2.20d, de la fraction volumique
vapeur 2.20e entre 0 s et 436 s et de la puissance 2.20f apportée au fluide entre 0 s et 500
s. Pour des raisons de clarté des graphes, nous avons réalisé I’échantillonnage des variables
comme suit : nous avons sélectionné tout d’abord ces variables numériques entre 0 s et 160 s
a chaque pas de temps de 20 s. Ensuite la sélection des variables est faite entre 160 s & 176 s
a chaque 1 s. Et enfin entre 176 s et 436 s, nous avons choisi les variables numériques toutes
les 20 s. Sur la figure 2.20, le premier échantillon est en couleur bleue, le second échantillon
en couleur rouge et le troisiéme échantillon en couleur verte. L’échantillonnage des solutions
numériques a été réalisé de facon a représenter les trois formes sous lesquelles la chaleur ap-
portée au fluide peut étre dissipée a savoir sous forme de chaleur sensible au liquide (couleur
bleue), chaleur latente permettant le changement de phase liquide-vapeur (couleur rouge) et
chaleur sensible a la vapeur .

Lorsqu’on se focalise sur la zone o la chaleur est apportée au fluide c¢’est-a-dire entre 0.25 m
et 0.75 m, nous remarquons a travers le graphe 2.20c que I’énergie interne du fluide augmente
progressivement entre 0 s et 160 s (couleur bleue). Cette augmentation progressive de 1’éner-
gie interne est suivie aussi de celle de la température du fluide 2.20b sur la méme période.
Le comportement de ces deux variables provient d’une partie de la puissance apportée au
fluide qui se dissipe sous forme de chaleur sensible. Le fluide montant progressivement en
température pendant cette durée devient en principe de plus en plus léger. Ceci se confirme
sur le graphe de la masse volumique 2.20a (couleur bleue) dans la méme zone et sur la méme
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période ot I'on observe sa diminution progressive.
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2.20 — Evolution des solutions numériques dans le temps

Malgré la diminution de la masse volumique du fluide, il reste liquide pendant cette durée et
dans cette zone, ce qui fait que la fraction volumique vapeur 2.20e (couleur bleue) reste égale
a 0 (pas de création de vapeur). Lorsqu’on regarde toujours pendant la durée 0 s-160 s mais



64 Chapitre 2. Elaboration du modéle détaillé

cette fois-ci dans les zones 0 m-0.25 m et 0.75 m-1 m, on remarque que la fraction volumique
reste constante et égale a 0 dans les deux zones alors que les variables masse volumique,
température, énergie interne sont aussi constantes dans la zone 0 m-0.25 m mais ne le sont
pas dans la zone 0.75 m-1 m. La fraction volumique vapeur qui reste égale & 0 est due au
fait que le fluide est toujours dans son état liquide, donc monophasique dans ces zones en
cette période. Le comportement des autres variables a été déja observé lorsqu’on traitait le
cas de ’évaporateur pour un fluide monophasique. Les arguments que nous avions évoqués
pour expliquer ces comportements sont aussi valables dans ce cas-ci.

Lorsqu’on observe le graphe de la masse volumique 2.20a toujours la zone 0.25 m et 0.75 m
mais pendant la période de temps 160 s et 176 s (couleur rouge), nous remarquons qu’elle
diminue comme précédemment mais plus vite. Une deuxiéme remarque peut étre faite aussi
sur le graphe du titre volumique vapeur 2.20e dans la méme zone pendant la méme période
(couleur rouge). En effet au lieu d’étre constante et égale a zéro comme dans la période 0
s-160 s, on remarque que la courbe de la fraction volumique vapeur augmente en tendant vers
1. Cette deuxiéme remarque nous permet de dire qu’il y a création de vapeur entre 'instant
160 s et 171 s. Ceci veut dire que dans cette période s’opére le changement d’état liquide-
vapeur, ce qui explique la diminution rapide de la masse volumique observée. Lorsqu’on
observe aussi le graphe de la température 2.20b sur cette méme période (couleur rouge), on
observe qu’entre 0.25 m et 0.75 m la température est constante et égale & 343 K. C’est la
température de saturation. C’est lorsqu’on atteint ces conditions (conditions de saturation)
qu’une autre partie de la puissance apportée au fluide va étre dissipée sous forme de chaleur
latente et c’est cette chaleur latente qui permet au fluide d’opérer son changement d’état
liquide-vapeur. Dans les zones 0 m-0.25 m et 0.75 m-1 m, on remarque que le comportement
des graphes n’a pas changé pendant cette période 160 s-176 s. Ceci est dli aux mémes raisons
évoquées dans ’exemple de ’écoulement de I’air dans un canal chauffé.

Les courbes des graphes de masse volumique 2.20a, énergie interne 2.20c, fraction massique
vapeur 2.20d, fraction volumique vapeur 2.20e varient trés peu dans le temps
sur tout le domaine de calcul et on observe qu’elles se superposent. Elles sont tracées entre
176 s et 436 s. Mais entre ces deux instants, le graphe de la température 2.20b ne se comporte
pas de la méme facon que les autres variables entre 0.75 m et 1 m. En effet, on observe une
légére augmentation de 343 K a 350 K tout juste avant la position 0.75 m et la température
devient constante et égale a 350 K de 0.75 m a 1 m. Une autre remarque qui peut étre faite
est que pendant cette durée et dans cette zone le titre massique vapeur est égal a 1. Cette
derniére remarque veut simplement dire que le fluide dans cette période et dans cette zone
est constitué a 100% de vapeur, ce qui s’observe d’ailleurs sur le graphe 2.20e

ol la fraction volumique vapeur est égale a 1. La conclusion tirée de cette derniére remarque
nous permet de dire que 'augmentation légére de la température du fluide observée précé-
demment n’est due qu’a la surchauffe de la vapeur présente juste avant la position 0.75 m.
Et comme cette vapeur surchauffée est entrainée par I’écoulement alors elle se propage dans
la zone 0.75 m-1 m, ce qui explique que la température dans cette zone est constante et égale
a la température de la vapeur surchauffée juste avant la position 0.75 m. La surchauffe de
la vapeur observée est une conséquence d’une partie de la puissance qu’on apporte et qui se
transmet au fluide sous forme de chaleur sensible, ce qui cette fois-ci éléve la température
de la vapeur.

Les taches vertes que laissent apparaitre les graphes de chaque variable dans la période 176
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s-436 s sont dues a la superposition des tracés a partir d’un certain instant durant cette
période. Ce constat montre que le calcul numérique converge vers un régime permanent.
C’est I’analyse des résultats de ce régime permanent qui retiendra notre attention dans le
paragraphe qui va suivre.

ii. Régime permanent

La figure 2.21 illustre les résultats en régime permanent (couleur bleue) et les conditions
initiales (couleur rouge). Focalisons-nous tout d’abord entre 0 m et 0.25 m. Les variables
température (graphe 2.21b) et fraction massique vapeur (graphe 2.21d) en régime perma-
nent sont identiques par rapport aux valeurs imposées en entrée du domaine de calcul.
Dans cette zone, on remarque aussi qu’en régime permanent, la vitesse du fluide est faible
(u=3.72x 10" m.s71). Ceci est di a la présence de liquide dans cette zone (graphe 2.21a).
Quant a la pression dans le domaine en régime permanent, elle dépend de la pression imposée
en sortie du domaine et des effets visqueux présents le long du domaine. Comme les effets
visqueux sont faibles, alors le gradient de pression entre ’entrée et la sortie du domaine de
calcul p. — ps = 33.56 Pa est faible. Donc la pression calculée le long du domaine ne subira
presque pas de variation et sera égale a la pression imposée a la sortie. C’est ce qui est
observé sur le graphe 2.21e.

Nous allons maintenant analyser la zone 0.25 m-0.75 m qui sera scindée en deux parties.
La partie 0.25 m-0.305 m fera 1'objet d’'une premiére analyse et aprés nous enchainerons
sur la partie 0.305 m-0.75 m. Lorsqu’on observe la 2.21b, on remarque sur la partie 0.25
m-0.305 m que la température en régime permanent croit de 293 K jusqu’a 343 K. Cette
croissance de la température dans cette partie s’accompagne d’une légére diminution de la
masse volumique 2.21a et d’'une fraction massique vapeur 2.21d qui reste presque nulle sur
cette partie. Ce comportement traduit la chauffe du fluide & I’état liquide et est provoqué
par la dissipation de la puissance sous forme de chaleur sensible. Le graphe de la vitesse
2.21f montre que dans cette zone la vitesse n’est pas nulle mais trés faible, 3.72 x 10™* m.s™*
pour étre plus précis. Lorsqu’on regarde maintenant la partie 0.305 m-0.75 m, on se rend
compte que la température est constante, la masse volumique diminue brutalement et le
titre massique croit jusqu’a 1. C’est I’état de saturation du fluide qui est symbolisé par une
température de saturation du fluide constante. C’est le lieu aussi ot s’effectue le changement
d’état liquide-vapeur et c’est ce changement d’état liquide-vapeur qui explique la croissance
de la fraction massique vapeur et la diminution brutale de la masse volumique. On peut
remarquer sur le graphe 2.21f qu’entre 0.305 m et 0.75 m la vitesse croit considérablement.
Ceci est dt a la création de la vapeur dans cette partie.
Entre 0.75 m et 1 m, on remarque que toutes les variables sont constantes et sont égales a
leur valeur a la position 0.75 m sauf la température qui juste avant 0.75 m croit jusqu’a 350
K avant d’étre constante jusqu’a 1 m. Cette augmentation de la température, provoquée par
la dissipation de la puissance sous forme de chaleur sensible, traduit la chauffe de la vapeur
qui a été déja observée dans l'analyse des résultats numériques en régime transitoire.
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2.21 — Solutions numériques en régime permanent

2.4.2.5 Conclusion

Les résultats du modéle d’écoulement diphasique dans le cas de I’évaporateur ont été
analysés en régime transitoire et en régime permanent. L’analyse du régime transitoire a
montré que la puissance se dissipe dans le fluide sous deux formes de chaleur a savoir la
chaleur sensible et la chaleur latente. La chaleur sensible fait monter dans un premier temps
la température du fluide a I’état liquide pur jusqu’a son état de saturation, ce qui fait baisser
sa masse volumique. Apreés le passage de I’état liquide a I’état vapeur, la surchauffe de la
vapeur résulte aussi de la dissipation de la puissance sous forme de chaleur sensible. La
chaleur latente se manifeste lorsque le fluide est a température de saturation.

Une confrontation entre les résultats du régime permanent et I’état initial a été faite et a



2.5. Conclusion du chapitre 67

permis de nous rendre compte de 'effet de la puissance apportée a 1’évaporateur.

2.5 Conclusion du chapitre

Dans ce chapitre, nous avons élaboré un modéle permettant de simuler numériquement
des écoulements monophasiques et diphasiques. Le modéle est constitué de quatre équations
mathématiques, auxquelles se rajoutent les lois de fermeture. Ces lois de fermeture différent
selon que 'on se trouve en présence d’un écoulement monophasique ou d’un écoulement
diphasique. Pour I’écoulement monophasique étudié ici, ces lois de fermeture sont les lois
d’état du fluide de travail utilisé. Pour les écoulements diphasiques, ces lois de fermeture
font intervenir les équations d’état de chaque phase du fluide et ces équations d’état ont été
déterminées par les lois d’état "Stiffened Gas".

En ce qui concerne la discrétisation des équations en vue de la résolution numeérique de
notre probléme, nous avons opté pour la méthode classique des volumes finis dans ’espace
et pour un schéma d’Euler explicite d’ordre 1 en temps. L’utilisation de la méthode des
VF a fait apparaitre des flux numériques a déterminer aux faces intérieures et extérieures
du domaine de calcul. Pour le calcul des flux numériques & l'intérieur du domaine, nous
avons opté pour le solveur de Riemann HLLC & cause de sa robustesse et de sa précision.
Ce solveur a été implémenté dans nos travaux. Pour le calcul des flux numériques aux deux
faces extérieures du domaine de calcul, la résolution du demi-probléme de Riemann ou la
méthode PVRS a été exposée et implémentée pour les écoulements diphasiques. En ce qui
concerne les écoulements monophasiques, deux méthodes ont été abordées et implémentées
a savoir les CLE et les NRBC. Il faut noter aussi que la méthode PVRS est valable pour les
écoulements monophasiques.

La validation du modéle numérique élaboré ici a été réalisée en deux étapes. Lors de la
premiére étape, nous nous sommes penchés sur les écoulements monophasiques. Deux cas test
ont été présentés dans cette étape a savoir le tube a choc et I’écoulement de I’air dans un canal
chauffé. Dans les deux cas test, la solution numérique du modéle a été comparée a la solution
analytique et nous obtenons un bon accord entre les deux solutions. La deuxiéme étape a fait
Iobjet de la validation du modéle pour les écoulements diphasiques. Dans cette deuxiéme
étape, nous avons présenté I’évaporateur simplifié d’une boucle diphasique gravitaire comme
cas de validation. Les résultats que nous obtenons de ce cas test répondent aussi a nos
attentes. Au vu des résultats obtenus lors des différents cas test de validation, nous allons
appliquer ce modéle a une boucle diphasique gravitaire afin de comprendre et de décrire la
dynamique non-linéaire de ce systéme en régime transitoire et en régime permanent. Cette
étude fera 'objet du prochain chapitre.
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3

Modéle détaillé d’'une boucle diphasique
gravitaire
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3.1 Introduction

Devant la multitude de parameétres conditionnant le comportement des Boucles Dipha-
siques Gravitaires (BDG), plusieurs auteurs ont privilégié la modélisation numérique de ces
systémes afin de mieux comprendre leur comportement. Certains modéles sont capables de
simuler des écoulements monophasiques en déséquilibre thermodynamique (hors état de sa-
turation) alors que d’autres ne sont élaborés que pour les écoulements ou les deux phases
coexistent en équilibre thermodynamique. Dans le présent chapitre, nous allons utiliser le
modéle établi au chapitre 2 pour une étude numérique du comportement d’une BDG en
régime transitoire ainsi qu’en régime permanent.

Le présent chapitre comporte cinq parties. Nous allons tout d’abord énumérer dans la

section 3.2 certaines hypothéses simplificatrices que nous prenons en compte dans la modé-
lisation de la BDG.
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Ensuite, nous écrirons a la section 3.3 les équations mathématiques régissant le compor-
tement d’'une BDG.

Les sections 3.4 et 3.5 porteront respectivement sur un rappel des lois de fermeture du
systéme d’équations de la BDG et sur la méthodologie de résolution numérique des équations.

Enfin, la section 3.6 fera I'objet de la présentation de quatre cas test numériques per-
mettant de mettre en évidence le comportement du systéme lorsqu’il est soumis a différentes
sollicitations. Le premier cas test sera le Régime Permanent Initial (RPI). Pour ce cas test,
une puissance nulle sera appliquée a la BDG. Dans les trois cas test qui suivront, nous
exposerons le comportement de la BDG lorsque celle-ci est soumise respectivement a une
sollicitation sous forme d’une rampe suivie d’un palier, de 3 successions rampes-paliers et
d’une rampe suivie d’une sinusoide.

3.2 Hypotheéses simplificatrices
La géométrie étudiée est illustrée sur la figure 3.1.

Sens de I'écoulement
1.00m

hcond
Tfroid

o,

Evaporateur

1.50m

— O

3.1 — Schéma simplifié d’'une BDG

Dans les études menées dans ce document, ’approche de modélisation de la BDG s’ap-
puie sur un certain nombre d’hypothéses simplificatrices :

— La discrétisation spatiale du systéme est réguliére 1D.

— La section est constante le long de la BDG.
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— Le fluide est considéré compressible.

— L’écoulement est considéré comme un mélange homogeéne en équilibre mécanique et
thermique c’est-a-dire ug =, =u, pg =p=p, Ty =T, ="T.

— L’écoulement s’effectuant avec un transfert de masse est considéré comme un mélange
homogene en équilibre thermodynamique c’est-a-dire G, = G; = G.

— Le terme de frottement visqueux sera approximé par la loi de Darcy-Weisbach.

— Les échanges thermiques par conduction au sein du fluide sont négligés.

— La viscosité est considérée constante dans chaque phase.

— Le coeflicient de convection h..,q €st considéré constant au condenseur.

— La ligne liquide ainsi que la ligne vapeur sont supposées adiabatiques.

3.3 Equations mathématiques

Pour modéliser une BDG, on peut utiliser les modéles hydrauliques isothermes ou non

isothermes, ou les modéles thermiques [23]. La résolution des équations de bilan dans le
fluide ou l'utilisation des formulations globales tout en distinguant les zones monophasiques
et diphasiques est privilégiée dans les modéles hydrauliques. Les modéles thermiques sont,
quant & eux, basés sur 'analogie électrique.
Ici, nous utiliserons le modéle hydraulique non isotherme basé sur la résolution des équations
de bilan dans le fluide. A cet effet, nous utilisons le systéme d’EDP (2.1) [18]. Ce modéle a
été modifié en tenant compte de notre systéme et des hypothéses que nous avons retenues.
Finalement, le modéle que nous résolvons s’écrit sous la forme suivante :

dp 0
o o, 3.1
ot TP .
Opu) , 0 2 o
+o-(pu”+p)=—Zu+  épg )
ot ox HQCi—/ Er’c-e/
forces
. de
visqueuses
flottabilité
d(pE) 0 i ergu
(apt ) N a—((pE 4 p)u) = o + €epgu (3.1¢)
T \/-/ puissance
pulssa.nCe des forces
thermique volumiques
dpy) , 0 ;
ooy D B 3.1d
5 T g YW =1 e



72 Chapitre 3. Modele détaillé d’une boucle diphasique gravitaire

oll nous avons
—1 six € [0.25m,0.75m)|

e=40 size[0m,0.25m[U]0.75m, 1m] (3.2)

1 siz e [lm,1.50m)]

D pap si x € [0.25m, 0.50m)]
o={0 si z € [0m, 0.25m[U]0.50m, 1m[U]1.25m, 1.50m]  (3.3)

hcondAea:t(Tfroid - T) slx € [1m, 125’)7’4

3.4 Lois de fermeture du modéle

Les équations (3.1) précédemment établies nécessitent des lois de fermeture pour sa réso-
lution. Pour le modéle utilisé ici, nous allons considérer les lois de fermeture déja élaborées
dans le chapitre 2 pour un écoulement diphasique. Il s’agit des lois (2.38) pour I’écoulement
en équilibre thermique et mécanique, (2.54) et (2.55) pour 'écoulement en équilibre thermo-
dynamique. A titre de rappel, elles s’écrivent respectivement comme suit :

a. Lois de fermeture pour un mélange hors équilibre thermodynamique (hors
état de saturation)

1 1
b= §[Ag + A — (poo7g +p0071)] + \/Z [Al - Ag - (poo,l - poo,g)]2 + AgAl (3-43)
1 - 1)C, - 1)C,
- yg('}/g ) ,g + yl(% ) N (34b)
pT p + poo,g p + poo,l

Ooll nous avons

~1)C,
{Ak - [S;ézlfg-F;lcjl][’o(e — )~ Pooi] (3.5)

qd = Yg4g + viq

Yg =
{yl - (3.6)
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avec v le volume massique, e I’énergie interne massique et y la fraction massique vapeur.

b. Lois de fermeture pour un mélange en équilibre thermodynamique (état
de saturation)

v =y vy(p*) + yjui(p”)
(3.7)

e =y eq(p") +yle(p”)

T* = Tsat(p*>7 (38)

avec respectivement y ., y;, p*, T la fraction massique vapeur, la fraction massique li-
quide, la pression et la température a I’état de saturation.

3.5 Meéthodologie de résolution numérique

En ce qui concerne les méthodes de résolution numérique, nous utilisons les mémes que
celles décrites dans le chapitre 2. Il s’agit de la méthode d’Euler explicite d’ordre 1 pour
la discrétisation temporelle, de la méthode classique des volumes finis pour la discrétisation
spatiale et du solveur de Riemann HLLC [51] pour le calcul des flux numériques aux faces
de chaque volume.

En ce qui concerne la procédure de résolution numérique, elle est la méme que celle évoquée
a la section 2.4.2.3, sauf I'étape 1. En guise de rappel, la procédure de résolution numérique
est la suivante :

1. Supposer que le taux d’évaporation m = 0 dans I’équation (3.1d) et calculer les va-
riables conservatrices en résolvant le systéme d’équations (3.1).

2. Calculer la pression p en utilisant 1’équation (3.4a).
3. Calculer la température 7" en utilisant la relation (3.4b).

4. Tester la condition d’équilibre thermodynamique (saturation) pour chaque cellule,
équation (3.9).

a. Si condition non satisfaite, alors tester la cellule suivante (fluide & I’état monopha-
sique et donc 'hypothése m = 0 est vraie).

b. Si condition satisfaite, alors m # 0 (fluide a I’état diphasique).

i. Calculer la pression a I’équilibre p* et la fraction massique a ’équilibre y* par
résolution du systéme d’équations (3.7), puis calculer la température 7™ en
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utilisant 1'équation (3.8)
ii. Affecter p* ap, y*ayetT aT.
5. Passer au pas de temps suivant.

La condition d’équilibre thermodynamique (saturation) s’écrit comme suit :

O0<y<letT=Tup). (3.9)

3.6 Cas test numériques

L’objectif de cette section est d’étudier numériquement le comportement d’une BDG

en régime permanent ainsi qu’en régime transitoire. Plus précisément, c’est 'influence de
la puissance a I'évaporateur ®.,,, sur le comportement de la BDG qui retiendra le plus
notre attention. Pour y parvenir, plusieurs cas de résolution seront effectués, avec différentes
évolutions de la puissance a I’évaporateur dans le temps.
Pour tous les cas qui seront traités dans ce qui suit, la géométrie de la BDG (cf. figure 3.3),
le pas de temps et le pas d’espace, le coefficient de convection au condenseur, la surface
d’échange au condenseur, la température de la source froide au condenseur, la viscosité du
fluide et les conditions initiales restent tous inchangés. Concernant la géométrie, la BDG
a une longueur L = 1.5 m et un diamétre intérieur d = 7 mm constants. Le pas d’espace
est Az = 1072 m et le pas de temps At déduit de la condition CFL est At = 107° s.
La température de la source froide est T, = 293.15 K, le coefficient de convection est
heong = 2000 W.m 2. K~ 1a viscosité dynamique du fluide (méthanol) est prise égale a celle
du liquide &4 293.15 K i.e. = 5.76 x 10~* kg.m~'.s~! et la surface d’échange au condenseur
est Aeyr = 1.32 x 1072 m?,

3.6.1 Reégime permanent initial

Le Régime Permanent Initial (RPI) est 'état d’équilibre initial de la boucle lorsqu’elle est
remplie, dans notre cas, a moitié de liquide dans sa partie inférieure et a moitié de vapeur
dans sa partie supérieure et que la puissance appliquée a I’évaporateur est nulle. Le RPI
permet tout d’abord de se rendre compte de 'aptitude du modéle & pouvoir bien représenter
les effets gravitaires. Ceci sera davantage expliqué lors de 'interprétation des résultats nu-
mériques. Ensuite, ce RPI servira de condition initiale pour tous les cas de calcul que nous
ferons par la suite. De ce fait, cet état sera calculé une seule fois pour tous les cas test. Pour
simuler le RPI, les conditions intiales que nous utilisons sont :

po = 0.13 x 10° Pa si x € [0m, 1.5m]
To =293.15 K si « € [0m, 1.5m)]
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up =0 m.s™! si z € [Om, 1.5m]
po = 853 kg.m ™3 et yo = 0 si z €]1.25m, 1.5m| U [0m, 0.5m]
po=10"" kg.m =3 et yo = 1 si x €]0.5m, 1.25m)]

Quelques résultats numériques du RPI comme la masse volumique du mélange 3.2a, la

vitesse du mélange 3.2b, 'énergie interne 3.2c, la température 3.2d, la pression 3.2e et la
fraction volumique vapeur 3.2f sont représentés sur la figure 3.2. Sur chaque graphe de la
figure 3.2, nous avons superposé pour chaque variable le RPI (couleur bleue) et la condition
initiale (couleur rouge) de calcul précédemment énumérée. Nous remarquons que les profils
de masse volumique, de vitesse, de température, d’énergie interne et de fraction volumique
vapeur sont identiques dans les deux cas. Ce comportement des variables est dii essentielle-
ment a la puissance nulle appliquée & I’évaporateur. Par contre, le champ de pression 3.2e
n’est pas constant dans toute la BDG. Dans les lignes horizontales (0 m-0.25 m) et (0.75
m-1 m), la pression est constante. Ceci est di & absence des effets gravitaires dans cette
zone. Mais ces effets sont présents dans les lignes verticales. Ceci justifie le comportement
décroissant et croissant du profil de pression respectivement dans les zones (0.25 m-0.50 m)
et (1.25 m-1.50 m). On remarque que dans les zones (0.50 m-0.75 m) et (1 m-1.25 m), le profil
de pression sur la figure 3.2e parait constant bien que dans ces zones les effets gravitaires
y soient présents. En réalité la pression n’est pas constante dans ces zones. Elle décroit et
croit respectivement entre (0.50 m-0.75 m) et (1 m-1.25 m) mais de pente (Ap = pgAx)
plus faible que celle dans les zones (0.25 m-0.50 m) et (1.25 m-1.50 m). La faible pente de la
pression vient du fait que ces zones sont riches en vapeur donc de masse volumique faible.
La pente est plus importante dans la zone (0.25 m-0.50 m) et (1.25 m-1.50 m) & cause de
la présence du liquide qui a une masse volumique plus importante. Ces différents résultats
montrent que le modéle prend bien en compte les effets gravitaires.
Une fois que le RPI est connu, nous allons passer aux différents cas test de calcul. Chacun
de ces cas test traitera d'une puissance volumique ®.,,, particuliére appliquée a 1’évapora-
teur. L’évolution des variables dans le temps (régime transitoire) et leur profil en régime
permanent seront exposés et commentés.
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3.2 — Régime permanent initial de la BDG
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Sens de I'écoulement
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3.3 — Schéma simplifié d’'une BDG

3.6.2 Cas test 1 : Rampe d’une durée de 5 s suivie d’un palier de
45 s

3.6.2.1 Régime transitoire

Ce paragraphe porte sur 'analyse des résultats en régime transitoire dans le cas ou a
I’évaporateur on applique une puissance de 1000 W en une rampe de 5 s suivie d’un palier
d’une durée de 45 s (cf. figure 3.4).

La figure 3.5 comporte 1’évolution entre 0.1 s et 0.2 s de la masse volumique 3.5a, la
vitesse 3.5b, la pression 3.5¢, la température 3.5d, la fraction volumique vapeur 3.5¢, la frac-
tion massique vapeur 3.5f. Ces grandeurs sont tracées dans Iespace physique (0 m-1.5 m),
toutes les 0.01 s entre 0.11 s et 0.2 s. Le tracé des profils est distingué par une succession
de couleurs, identiques sur toutes les figures de ce paragraphe. Comme le montre la figure
3.5, la succession de couleurs s’effectue comme suit : le tracé a 'instant 0.11 s est effectué
avec la couleur rouge, suivi de la couleur bleue, verte, magenta et cvan pour respectivement
les tracés aux instants 0.12 s, 0.13 s, 0.14 s et 0.15 s. Ensuite, ces mémes couleurs désignent
respectivement les tracés aux instants 0.16 s, 0.17 s, 0.18 s et 0.19 5. Le dernier tracé corres-
pondant & l'instant 0.2 s est en couleur noire. Maintenant passons a l'analyse des différents
résultats.



78 Chapitre 3. Modele détaillé d’une boucle diphasique gravitaire

1200

1000

800 .

600 ~ .

Puissance (W)

400 .

200r ~ .
—— Evaporateur
0 | 1 | —I—Condenseur

0 10 20 30 40 50
Temps (s)

3.4 — Puissance a I’évaporateur et au condenseur de 0 s & 50 s

Lorsqu’on observe le graphe de la température 3.5d entre la position 0.25 m et 0.5 m, la
succession des couleurs nous permet de dire que la température du fluide augmente dans le
temps (0.11 s-0.2 s) & 'évaporateur (0.25 m-0.5 m). Ce comportement de la température a
I’évaporateur est dii a 'apport de chaleur au fluide a travers ’évaporateur. Ceci provoque
aussi une légére augmentation de la vitesse du fluide a I'évaporateur (cf. figure 3.5b). Les
graphes de la fraction volumique vapeur 3.5e et de la masse volumique 3.5a montrent res-
pectivement que dans cette zone o = 0 et p = 853 kg.m ™3, ce qui signifie que le fluide reste
purement liquide dans cette zone comme a I’état initial sauf que sa température augmente.
Ce comportement met en évidence la dissipation de la chaleur injectée a 1’évaporateur sous
forme sensible.

Entre 0.5 m et 1 m (ligne vapeur) on observe dans le temps (0.11 s-0.2 s) une augmenta-
tion légére de la température par contre la vitesse augmente davantage dans cette zone que
dans I’évaporateur. La légére augmentation de la température dans cette zone, due a ’apport
de chaleur a I’évaporateur, rend la vapeur présente dans cette zone plus énergétique et donc
provoque son mouvement. Le graphe de température 3.5d montre que dans cette zone (0.5
m et 1 m), les profils de température décroissent dans 'espace. Ce comportement observé
au niveau de chaque profil de température dans I'espace est da au fluide (vapeur) qui est a
saturation dans cette zone. En effet dans cette zone, il y régne une pression de saturation qui
décroit mais avec une faible pente (non visible sur le graphe 3.5¢). La pression de saturation
décroit a cause des effets visqueux qui sont présents dans ces zones mais aussi des effets
gravitaires présents dans la partie verticale 0.5 m-0.75 m, ce qui oblige la température de
saturation a décroitre dans cette zone.
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Lorsqu’on se focalise sur le graphe de vitesse 3.5b plus précisément dans le condenseur (1
m-1.25 m), on remarque que dans le temps, la vitesse de la vapeur augmente. Le mouvement
de la vapeur qui s’accroit dans le temps est aussi da a ’apport croissant de chaleur dans le
temps a Pévaporateur. Quant aux autres variables comme la masse volumique (graphe 3.5a),
la pression (graphe 3.5¢), la fraction volumique vapeur (graphe 3.5¢) et la fraction massique
vapeur (graphe 3.5f), elles n’ont pas évolué par rapport a 1’état initial entre 0.11 s et 0.2 s. La
faible chaleur apportée a I’évaporateur pendant cette période est responsable de 'invariance
du profil de ces grandeurs.

La figures 3.6 présente I’évolution de la masse volumique, la vitesse, la pression, la tem-
pérature, la fraction volumique vapeur et la fraction massique vapeur respectivement entre
Iinstant 0.41 s-0.5 s. Les profils de température et de vitesse entre 0.25 m et 1.25 m évoluent
davantage sur cette figure que sur la figure 3.5. Ceci s’explique par le fait qu’a ces instants
I’énergie apportée est plus importante, ce qui favorise I’évolution des grandeurs dans le temps.

Lorsqu’on observe les graphes 3.6a et 3.6e autour de la position x = 0.5 m on peut remar-
quer qu’entre les instants 0.41 s et 0.5 s il y a une information qui nait et qui se développe
au fur et a mesure qu’on avance dans le temps. Cette information qu’on voit apparaitre a
la fin de I’évaporateur est ’évaporation d’une portion du fluide. En effet sur la figure 3.2
on observe que sur la ligne vapeur (0.5 m-1 m) la masse volumique est trés faible et que la
fraction volumique vapeur a = 1. Par contre, sur les graphes 3.6a et 3.6e, on observe qu’a
partir de 0.5 m, la masse volumique augmente progressivement et la fraction volumique di-
minue progressivement. [.’évaporation du liquide fait apparaitre & la sortie de I’évaporateur
un front de mélange liquide-vapeur qui se déplace au cours du temps dans la ligne vapeur
jusqu’au condenseur. Les graphes de masse volumique et de fraction volumique vapeur sur
les figures 3.7, 3.8, 3.9 montrent ce déplacement du front liquide-vapeur. Comme ce front
liquide-vapeur est a saturation, alors son passage dans une région de la BDG doit modi-
fier en principe les profils de température et de pression de cette région. Ceci est observé
sur les graphes de pression et de température respectivement sur les figures 3.7, 3.8, 3.9 ol
on remarque que la température décroit en fonction de la pression aprés passage du front
liquide-vapeur.

Une fois dans le condenseur (1 m-1.25 m), le mélange liquide-vapeur évacue ’énergie
acquise a ’évaporateur. Comme ce mélange est & saturation alors la perte d’énergie au
condenseur provoque une condensation qui transforme progressivement le mélange liquide-
vapeur en liquide. Cette condensation est visible sur le graphe 3.10a ol on observe au cours
du temps une augmentation de la masse volumique dans le condenseur (1 m-1.25 m) et sur
le graphe 3.10e ol on observe une diminution de la fraction volumique vapeur.
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La figure 3.11 montre 1’évolution des variables aprés condensation du mélange liquide-
vapeur. Comme on peut le remarquer sur cette figure, toute la ligne vapeur est 4 température
et pression de saturation, ce qui confirme que le passage du front liquide-vapeur s’accompagne
des conditions de saturation. La figure 3.12 comporte les profils de masse volumique, de
vitesse, de pression, de température, de fraction volumique vapeur et de fraction massique
vapeur tracés respectivement aux instants 1 s (couleur rouge), 2 s (couleur bleue),

, 4 s (couleur cyan) et 5 s (couleur noire). Ces mémes profils ont été tracés avec les
mémes couleurs sur la figure 3.13 aux instants 6 s, 78, 8 5, 9 s et 10 s et sur la figure 3.14
aux instants 11 s, 12 s, , 14 set 15 s.

Lorsqu’on effectue sur la figure 3.12 une comparaison du profil de masse volumique entre 1
s et 2 s au niveau de 1’évaporateur et du condenseur, on remarque que la longueur occupée
par le liquide & 1 s dans I’évaporateur a considérablement diminué par rapport a la longueur
occupée a 2 s. En revanche, la longueur du liquide dans le condenseur & 2 s a augmenté par
rapport a celle & 1 s. Ceci veut dire qu’entre ces deux instants, il y a eu de ’évaporation dans
I’évaporateur, ce qui a favorisé la diminution de la longueur occupée par le liquide & 1 s au
dépend de la vapeur créée. Ceci se confirme sur les graphes 3.12f et 3.12b ol on observe que
sur la longueur perdue par le liquide dans I'évaporateur a 2 s, la fraction volumique vapeur
a tend vers 1 et la vitesse du fluide est élevée. Quant a 'augmentation de la longueur liquide
dans le condenseur a 2 s, elle s’explique par la condensation du mélange liquide-vapeur issu
de I’évaporation du fluide dans I’évaporateur. La condensation a créé du liquide qui a occupé
de l'espace dans le condenseur, ce qui est aussi confirmé en comparant le profil de vitesse a
2 s (graphe 3.12b, couleur bleue) et celui & 1 s (graphe 3.12b, couleur rouge). On observe
que la longueur sur laquelle la vitesse du fluide est faible est plus importante & 2 s qu’a 1 s.
Entre 1 s et 5 s, le niveau de pression dans la BDG ne fait qu’augmenter (cf. figure 3.12¢).
La chaleur apportée a I’évaporateur qui ne fait qu’augmenter durant cette période (soit 200
W a chaque seconde) est responsable de I'élevation du niveau de pression dans la boucle.
Durant cette période, on remarque aussi que le niveau de la température entre 0.25 m et 1.5
m augmente aussi au cours du temps. C’est la chaleur apportée qui occasionne cette montée
du niveau de température dans cette région de la boucle. Dans la ligne liquide qui se situe
entre 1.25 m et 1.5 m, on observe que la température augmente alors que le fluide dans la
ligne liquide entre 0 m et 0.25 m garde une température constante égale a sa température
initiale qui est de 293.15 K. Le fait que la température s’éléve entre 1.25 m et 1.5 m est di au
fluide qui provient du condenseur dont la température n’a pas été suffisamment baissée par
le condenseur. Ce fluide provenant du condenseur dont la température croit dans le temps
pousse le fluide existant déja dans cette zone vers la ligne liquide située entre 0 m et 0.25 m.
Ce fluide a une température constante égale a 293.15 K, ce qui fait que la température dans
cette zone reste durant les 5 s constante et égale a 293.15 K. Mais lorsqu’on regarde la figure
3.13, on remarque qu’entre 6 s et 10 s la température du fluide dans la ligne liquide située
entre 0 m-0.25 m augmente en méme temps que celle du fluide entre 1.25 m et 1.5 m. C’est
le méme phénoméne décrit précédemment qui se reproduit et qui est a 1’origine de la montée
en température du fluide dans les deux zones. Sauf que cette fois-ci, le fluide dans la zone
1.25 m-1.5 m qui est déja chaud a été poussé vers la zone 0 m-0.25 m par le fluide plus chaud
provenant du condenseur. Le fluide dans la zone 0 m-0.25 m rejoint ’évaporateur ot il sera
chauffé. Tl va monter en température jusqu’a atteindre la saturation et il changera d’état. Le
fluide obtenu a la sortie de ’évaporateur qui est en état de saturation rejoindra a son tour
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le condenseur par la ligne vapeur ot il sera refroidi et changera de nouveau d’état a la sortie
du condenseur. C’est ce processus qui s’effectuera dans le systéme jusqu’a ce qu’un point
d’équilibre (régime permanent) soit atteint. Sur la figure 3.14, on remarque que les écarts
entre les grandeurs tracées aux différents instants sont moins importants que ceux observés
sur les figures 3.12 et 3.13. Ce comportement des grandeurs signifie que le systéme a déja
trouvé un point d’équilibre vers lequel il converge.
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A titre d’illustration, nous donnons ci-dessous les évolutions temporelles de la masse
volumique, de la vitesse, du débit masse, de la pression, de la température et de I’énergie
interne massique en entrée et sortie de I’évaporateur (cf. figure 3.15) et en entrée et sortie du
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condenseur (cf. figure 3.16). Comme nous pouvons le remarquer, les variables tracées oscillent
entre 0 s et 15 s et tendent vers une constante aprés cette période. Les oscillations entre 0 s
et 15 s sont dues au régime transitoire du systéme décrit précédemment. Le comportement
entre 15 s et 50 s montre que le sytéme tend vers le régime permanent.
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3.6.2.2 Régime permanent

L’objectif de ce paragraphe est de faire une comparaison entre le RPI et le régime per-
manent final (& ¢ = 50 s) afin d’évaluer comment évoluent les grandeurs d'un état d’équilibre
a un autre pour le cas d’exemple traité dans cette section. Sur la figure 3.17, nous avons
représenté certaines grandeurs en RPI (couleur rouge) et en régime permanent final (couleur
bleue). 11 s’agit de la masse volumique 3.17a, la vitesse 3.17b, la pression 3.17¢, la tempéra-
ture 3.17d, la fraction massique vapeur 3.17e et ’énergie interne massique 3.17f.

Lorsqu’on se focalise en premier sur la ligne liquide (1.25 m-1.5 m et 0 m-0.25 m), on
observe sur le graphe 3.17a que par rapport au RPI (courbe en couleur rouge), le niveau
de la masse volumique en régime permanent final (couleur bleue) a baissé. Mais pourtant
la fraction massique vapeur (cf. graphe 3.17e) dans cette zone demeure la méme en régime
permanent final et en RPI. Ce qui veut dire que, méme si dans cette zone la masse volumique
n’est pas la méme, le fluide qui y est présent reste liquide. Le graphe 3.17d montre que la
température du liquide présent dans cette zone en régime permanent final est plus élevée que
celle du RPI. Ceci explique pourquoi la masse volumique du liquide en régime permanent
final est inférieure & celle du liquide en RPI.

Maintenant regardons de plus prés I’évaporateur (0.25 m-0.5 m). Le graphe 3.17a montre
que dans cette zone la masse volumique en régime permanent a beaucoup diminué par rapport
a I’état initial ou elle était constante. On remarque qu’en régime permanent, I’évaporateur se
scinde en deux longueurs : une premiére sur laquelle la masse volumique décroit linéairement
et une seconde ou elle diminue brusquement. Lorsqu’on observe sur la premiére longueur les
graphes 3.17e et 3.17d, on remarque sur les courbes en régime permanent final (couleur
bleue) que la fraction massique vapeur est nulle et que la température croit linéairement.
Cette montée en température du liquide est due principalement & une partie de ’énergie
apportée a I’évaporateur qui se dissipe dans le fluide sous forme de chaleur sensible. Ceci a
pour conséquence la diminution linéaire de la masse volumique observée sur cette longueur
de I'évaporateur. Le fait que sur cette longueur le fluide reste toujours liquide, méme si sa
masse volumique a baissé, fait que sa vitesse est trées faible mais non nulle. C’est ce qu’on
observe sur cette longueur sur le graphe 3.17b ot on remarque que la courbe bleue est un peu
au dessus de la courbe rouge. Concernant la longueur de I’évaporateur sur laquelle la masse
volumique diminue brusquement, on observe sur cette longueur que la fraction massique
vapeur augmente alors que la température et la pression décroissent avec une faible pente.
La fraction massique vapeur qui augmente signifie qu’il y a eu production de vapeur et la
décroissance de la température et de la pression avec une faible pente signifie qu’on a atteint
I’état de saturation dans cette zone. L’énergie se dissipe alors dans le fluide sous forme de
chaleur latente. La vapeur étant plus légére et plus énergétique alors son mouvement sera
plus rapide que le liquide. Ceci se confirme sur le graphe de I’energie interne 3.17f et celui
de la vitesse 3.17b ot on observe sur cette longueur une augmentation de I’énergie interne
et de la vitesse jusqu’a la sortie de I’évaporateur.

Sur la ligne vapeur (0.5 m-1 m), on remarque que la masse volumique, la vitesse, la frac-
tion massique vapeur, ’énergie interne sont constantes et sont les mémes qu’a la sortie de
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I’évaporateur. La pression et la température décroissent mais avec une faible pente. Ceci est
di aux conditions de saturation a la sortie de I’évaporateur et qui se sont propagées dans la
ligne vapeur.
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Lorsqu’on observe dans cette zone les graphes 3.17a et 3.17e, on remarque que la courbe
de la masse volumique en régime permanent est au-dessus de celle a I’état initial mais pour
les courbes de la fraction massique vapeur on a 'opposé. La différence entre les masses volu-
miques vient du fait qu’a I’état initial il y avait de la vapeur pure dans la ligne vapeur alors
qu’en régime permanent méme si il y a un pourcentage assez élevé de volume vapeur on a
quand méme du liquide (90% en masse), ce qui se confirme par I'observation faite au niveau
du graphe 3.17e.

Focalisons-nous maintenant sur le dernier élément de la BDG qui se situe entre 1 m et 1.25
m a savoir le condenseur. On remarque qu’en régime permanent le condenseur se comporte
presque comme I’évaporateur mais de facon opposée. On peut distinguer sur le graphe 3.17a
en régime permanent les deux longueurs comme a I’évaporateur, sauf qu’au condenseur sur
la premiére longueur s’effectue une augmentation brusque de la masse volumique et sur la
deuxiéme s’effectue une croissance linéaire. Comme dans le cas de I’analyse de ’évaporateur,
lorsqu’on regarde respectivement le graphe 3.17e et 3.17d, on observe une diminution linéaire
de la fraction massique vapeur sur la premiére longueur et elle devient nulle sur la deuxiéme
longueur alors que la température décroit avec une faible pente sur la premiére longueur puis
décroit avec une plus grande pente sur la deuxiéme. La diminution de la fraction massique
sur la premiére longueur jusqu’a étre nulle signifie que le mélange liquide-vapeur qui est
arrivé dans le condenseur via la ligne vapeur s’est condensé pour donner du liquide, présent
sur la deuxieme longueur du condenseur. Cette condensation s’effectue dans les conditions
de saturation, ce qui explique le comportement de la température sur la premiére longueur
et aussi celle de la pression sur le graphe 3.17c. La température diminue linéairement sur la
deuxiéme longueur du condenseur, ce qui veut dire que le liquide obtenu par condensation
est sous-refroidi. Ceci explique aussi le comportement de la masse volumique qui augmente.
Ce processus de condensation et de sous-refroidissement observé dans le condenseur est di
a l'extraction de la chaleur emmagasinée par le fluide a ’évaporateur. Cette extraction de
chaleur du fluide s’effectue via un échange par convection avec le milieu extérieur. Ceci oblige
I’énergie interne massique du fluide a baisser et c’est ce qui est observé sur le graphe 3.17f.
On peut remarquer que la condensation permet d’obtenir un fluide lourd et moins énergé-
tique a partir d’un fluide léger et énergétique. Ceci a pour conséquence aussi de diminuer
la vitesse du fluide. C’est ce qu’on remarque sur la premiére longueur du condenseur sur le
graphe 3.17b. Sur la deuxiéme longueur, on observe aussi que la vitesse en régime permanent
est faible mais non nulle, ce qui témoigne aussi de la présence du liquide dans cette zone.
Lorsqu’on observe le graphe de pression 3.17c sur toute la BDG, on remarque que par rap-
port & I’état initial le niveau de pression a beaucoup augmenté. C’est ’énergie apportée a
I’évaporateur qui est responsable de cette élévation du niveau de pression.

La figure 3.4 montre durant les 50 s de simulation I’évolution de la puissance apportée a
I’évaporateur et celle évacuée au condenseur. On peut remarquer sur ce graphe qu’entre 0 s
et 30 s la puissance évacuée au condenseur n’est pas égale a celle apportée a 1’évaporateur.
Ce n’est qu’a partir de 15 s que la courbe de la puissance au condenseur tend vers celle de
la puissance a ’évaporateur. Ceci signifie que le systéme converge vers un état d’équilibre.
Cette convergence est confirmée a partir de 30 s jusqu’a 50 s sur la figure 3.4 du fait qu’entre
ces deux instants, la puissance évacuée au condenseur et celle apportée a I’évaporateur sont
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égales.

3.6.3 Cas test 2 : Puissance sous forme de 3 rampes-paliers

Dans le cas présent, nous appliquons a I’évaporateur une puissance dont I’évolution dans
le temps est tracée en couleur bleue sur la figure 3.18. L’objectif de ce cas test est de compa-
rer le fonctionnement de la BDG durant trois régimes transitoires et permanents. Les trois
rampes sont chacune d’une durée de 1 s et les trois paliers durent 50 s chacun.
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3.18 — Evolution temporelle de la puissance a I’évaporateur et au condenseur

3.6.3.1 Régime transitoire

Sur la figure 3.19, nous avons représenté la masse volumique 3.19a, la vitesse 3.19b, la
pression 3.19c, la température 3.19d, la fraction volumique vapeur 3.19e, 'energie interne
massique 3.19f aux instants 0.5 s (graphe en couleur rouge), 52 s (graphe en couleur bleue),
104 s (graphe en couleur noire). Ces instants ont été choisis au début des 3 rampes, pour
effectivement étudier les 3 régimes instationnaires.

Lorsqu’on observe les graphes de masse volumique (figure 3.19a) et les graphes de frac-
tion volumique vapeur (figure 3.19f), on remarque qu’a 0.5 s il y a eu de I’évaporation a
la fin de I’évaporateur, donc formation d’un front de mélange-liquide vapeur au début de
la ligne vapeur a la position z = 0.55 m. Au méme instant, on remarque aussi que dans la
ligne vapeur, on a une baisse de Iénergie interne (figure 3.19f) et une légére augmentation
de la vitesse (figure 3.19b) par rapport a leur état initial (figures 3.2c et 3.2b). Toutes ces
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remarques a l'instant 0.5 s ont été déja observées et expliquées dans le cas test 1.
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3.19 — p, u, p, T, a, e aux instants 0.5 s, 52 s, 104 s

Lorsqu’on compare les trois courbes sur la graphe 3.19a, on remarque que dans la ligne
liquide (1.25 m-1.5 m et 0 m-0.25 m) le niveau de masse volumique diminue légérement entre
0.5 s et 52 s et aussi entre 52 s et 104 s alors que le graphe 3.19d montre que la température
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du fluide dans cette zone augmente a chaque instant. C’est 'augmentation de la tempéra-
ture dans ces zones qui est responsable de la diminution légére de la masse volumique du
fluide observée précédemment. Quant & 'augmentation de la température, elle est due aux
différents niveaux de puissance apportée a ’évaporateur. Et comme la puissance ne fait que
croitre, alors ceci fait croitre tout d’abord ’énergie interne dans le systéme 3.19f (donc en
particulier dans la ligne liquide aussi) qui, a son tour, fait monter la température du fluide.
Le graphe 3.19e montre que la fraction volumique vapeur a ce niveau pour les trois courbes
est égale a 0, donc le fluide qui y est présent est a I'état liquide. Dans I’évaporateur (0.25
m-0.5 m) et le condenseur (1 m-1.25 m), on observe des comportements inverses qui se pro-
duisent & ces trois instants. C’est & dire que dans I’évaporateur la longueur sur laquelle la
masse volumique est plus élevée diminue avec le temps. Dans le condenseur c’est l'inverse
qui se produit, c’est a dire que la longueur de masse volumique élevée augmente au cours
du temps. D’autre part, le graphe de température 3.19d montre que sur les longueurs ou la
masse volumique est élevée, on a une montée et une baisse de la température respectivement
dans ’évaporateur et le condenseur tandis que sur les longueurs ot la masse volumique est
faible les courbes de température décroissent avec une faible pente. Le comportement de la
température montre que les longueurs ol la masse volumique est faible sont & saturation.
[’augmentation de ces longueurs dans ’évaporateur au dépend des longueurs ot la masse
volumique est élevée est due a une évaporation du fluide de masse volumique élevée. Cette
évaporation crée du volume vapeur et fait baisser la masse volumique du fluide lourd et
donc fait augmenter la longueur sur laquelle se trouve le fluide léger dans le temps. Dans
le condenseur, c’est la condensation du fluide léger au cours du temps qui est responsable
de I'augmentation de la longueur sur laquelle se trouve le fluide lourd. Cette condensation
qui est provoquée par 'extraction au condenseur de ’énergie emmagasinée par le fluide a
I’évaporateur transforme le volume vapeur obtenu a I’évaporateur en volume liquide et donc
fait diminuer la longueur du fluide léger dans le condenseur au profit de celle du fluide lourd.
Ce comportement a ’évaporateur et au condenseur n’est possible que grace & la puissance
dissipée a I'évaporateur qui augmente dans le temps.

Sur la figure 3.20 et la figure 3.21, nous avons tracé les évolutions temporelles de masse
volumique, vitesse, débit masse, pression, température et énergie interne massique en entrée
et sortie de ’évaporateur et du condenseur. Nous remarquons qu’en entrée de I’évaporateur
(position = = 0.255 m) le fluide reste a I’état liquide avec une faible vitesse au cours du
temps tandis qu’en entrée du condenseur (position x = 1.005 m), il reste quasiment vapeur
avec une vitesse élevée. Ceci signifie que le fluide n’opére pas de changement d’état & ces
positions. La chaleur est donc dissipée sous forme de chaleur sensible a ces positions. Les
graphes a ’évaporateur montrent que la température en sortie est plus élevée que la tem-
pérature en entrée alors que la pression en sortie est légérement inférieure a la pression en
entrée. Le comportement de la température est en effet di au fait que le fluide acquiert de
I’énergie durant son passage dans I’évaporateur. Le comportement de la pression s’explique
par les pertes de charge gravitaires et visqueuses subies par le fluide le long de I’évapora-
teur. Des comportements inverses a ceux décrits précédemment sont observés au condenseur
(figure 3.21). La chaleur extraite tout le long du condenseur fait baisser considérablement
la température du fluide, ce qui fait qu’en sortie du condenseur (position x = 1.245 m), on
observe que la température est inférieure a la température en entrée (position x = 1.005 m)
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au cours du temps. La courbe de la pression tracée a la position x = 1.245 m est au-dessus
de la courbe tracée & la position z = 1.005 m. Cette différence de pression est principalement
induite par les effets gravitaires et est responsable de ’écoulement dans la BDG.
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3.6.3.2 Régime permanent

Il s’agit ici de comparer les résultats numériques des trois régimes permanents succes-
sifs obtenus dans ce cas. La figure 3.22 comporte les graphes de masse volumique 3.22a, de
vitesse 3.22b, de pression 3.22c¢, de température 3.22d, de fraction volumique vapeur 3.22e,
d’énergie interne massique 3.22f qui sont tracés respectivement a 0 s (couleur rouge), 50 s
(couleur bleue), 100 s (couleur magenta) et . A ces trois instants, le
systéme a atteint un équilibre.

Lorsqu’on observe la figure 3.18, on remarque qu’a ces trois instants, la puissance appor-
tée a I’évaporateur et celle extraite au niveau du condenseur sont les mémes et égales a 200
W (t =50s), 600 W (¢t =100 s) et 1000 W (¢t = 150 s). Lorsqu’on préte attention a chacune
des courbes de la figure 3.22, on observe les mémes comportements que ceux décrits précé-
demment dans la section 3.6.2.2 du cas test 1. L’explication apportée a ces comportements
est aussi valable dans cet exemple. Chacune des courbes sur la figure 3.22 aux trois différents
instants montre que les niveaux globaux de la vitesse (figure 3.22b), de la pression (figure
3.22¢), de la température (figure 3.22d) et de I'énergie interne (figure 3.22f) ont considéra-
blement évolué d’un instant & un autre alors que le niveau global de la masse volumique
(figure 3.22a) a diminué. Puisque la puissance a 1’évaporateur a ces trois instants augmente,
alors il s’en suit une augmentation de ’énergie interne, augmentation qui va élever le niveau
de pression et de température jusqu’a saturation ou le liquide va s’évaporer. La vapeur plus
énergétique se mettra en mouvement, ce qui a pour conséquence 1'augmentation du niveau
de vitesse. Le niveau de température augmentant dans la BDG, alors il s’en suit que le fluide
change de phase et devient de plus en plus léger d’ou cette diminution du niveau global de
la masse volumique.

La figure 3.18 comporte la superposition de la puissance appliquée au fluide via I’évapo-
rateur et celle extraite du fluide par le condenseur durant les 150 s. Cette figure permet de
comprendre comment est évacuée I’énergie au condenseur lorsqu’on applique a I’évaporateur
une certaine forme de puissance et de connaitre aussi le temps nécessaire au systéme pour
franchir le régime transitoire et converger vers un régime permanent.
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3.6.4 Cas test 3 : Puissance sous forme d’une rampe suivie d’une
sinusoide

Le cas présenté ici concerne I'application a 1’évaporateur d’une puissance sous forme

d’une rampe pendant les cinq premiéres secondes suivie d’une sinusoide pendant 45 s. Par

rapport aux deux autres exemples précédemment abordés, un régime permanent pour un tel

cas d’application n’existe pas. En effet, on observe sur la figure 3.23 le retard de la réponse
du condenseur par rapport au signal a 1’évaporateur.

800

600+ .

Puissance (W)
i
(@]
o

200 .
—Evaporateur
—— Condenseur
O0 10 20 30 40 50

Temps (s)

3.23 — Evolution temporelle de la puissance a ’évaporateur et au condenseur

La figure 3.24 comporte les graphes de p 3.24a, v 3.24b, p 3.24c, T 3.24d, a 3.24e, et ¢
3.24e. Ces grandeurs sont représentées chacune a l'instant ¢ = 10 s (couleur bleue), t = 28 s
(couleur rouge) et . Lorsqu’on regarde la figure 3.23, on remarque que
ces instants correspondent respectivement a des puissances a I’évaporateur de 800 W, 550 W
et 200 W. Le fait qu’a ces trois instants la puissance a ’évaporateur décroit nous permet de
dire que le niveau de certaines grandeurs dans la BDG comme I’énergie interne, la tempéra-
ture et la pression vont décroitre aussi. Ceci se confirme sur les graphes 3.24f, 3.24d et 3.24c
ol I'on observe que le niveau des courbes en couleur bleue est supérieur aux autres courbes.
Lorsqu’on regarde les graphes de masse volumique 3.24a, on remarque que dans 1’évapo-
rateur, le liquide dont la température monte (0.25 m-0.35 m) a une masse volumique plus
élevée a 45 s (couleur verte) qu’a 28 s (couleur rouge) et celle & 28 s est plus élevée que celle
4 10 s (couleur bleue). Ce comportement du liquide dans I’évaporateur est di & la puissance
apportée a I’évaporateur. En effet, lorsqu’on considére la puissance appliquée a I’évaporateur
aux instants 10 s, 28 s et 45 s, on remarque qu’elle décroit d’un instant & un autre. Donc
le liquide est davantage chauffé a 10 s qu’a 28 s, ce qui fait que sa masse volumique a 10 s
est plus faible qu’a 28 s. Le comportement entre 28 s et 45 s s’explique aussi de la méme facon.
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La figure 3.25 et la figure 3.26 présentent les évolutions temporelles de masse volumique,
vitesse, débit masse, pression, température et énergie interne massique en entrée et sortie de
I’évaporateur et du condenseur. Nous pouvons remarquer que les observations faites dans le
cas test 2 sont les mémes sur ces figures. Les arguments évoqués pour expliquer ces observa-
tions sont aussi valables ici. Les oscillations temporelles apparaissent surtout au démarrage
de la boucle. Ensuite, méme si la puissance a I’évaporateur évolue dans le temps, les variables
sont stables.
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3.7 Conclusion du chapitre

Dans ce chapitre, le modéle d’écoulement diphasique ainsi que la méthodologie de résolu-

tion numérique précédemment établis au chapitre 2 ont été utilisés pour modéliser une BDG.
Pour faciliter la modélisation numérique de ce probléme non linéaire, des hypothéses simpli-
ficatrices ont été faites. Avec ces hypothéses, trois cas de fonctionnement du systéme ont été
traités. Le premier cas concerne 'application d’une puissance au systéme sous forme d’une
rampe de 5 s suivie d’un palier d’'une durée de 45 s. Dans cet exemple, le régime transitoire
et le régime permanent ont fait 'objet de commentaires et d’analyses détaillés. Le deuxiéme
exemple concerne 'apport a I’évaporateur d’une puissance sous forme d’une succession de 3
rampes-paliers. Cet exemple a permis tout d’abord la comparaison entre les solutions dans
les trois régimes transitoires et ensuite la comparaison des solutions en régime permanent.
Le dernier cas traite d’'une puissance sous forme d’une rampe de 5 s suivie d’une sinusoide
pendant 45 s. L’analyse des résultats obtenus sur ces trois cas a montré que le modéle utilisé
reproduit de maniére satisfaisante les comportements du systéme lorsque celui-ci est soumis
a différentes charges thermiques a 1’évaporateur.
Les exemples traités dans ce chapitre peuvent étre considérés aussi comme une étude para-
métrique de notre systéme sur la puissance a I’évaporateur. L'intérét de cette étude paramé-
trique est de comprendre I'influence de la puissance apportée a I’évaporateur sur ’évolution
de I'ensemble des grandeurs dans le systéme.
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4.1 Introduction

Initialement introduite par certains automaticiens [66] [67] [68] [69] [70] pour le contrdle
de différents processus, la réduction de modéle permet aussi de diminuer considérablement les
colits numériques importants lors d’une simulation numérique d’un systéme réel. Ces cofits
numeériques viennent du fait que lorsqu’on effectue une discrétisation spatiale des équations
mathématiques décrivant le comportement du systéme réel (volumes finis, éléments finis,
différences finies...) et qu’on applique un schéma de résolution temporelle (Euler explicite,
Runge-Kutta...), on obtient un systéme d’équations dont la taille est importante. La résolu-
tion numérique nécessite alors beaucoup de ressources informatiques et de temps de calcul.
Le systéme d’équations dicrétisées est appelé modéle détaillé, modéle de référence, modéle
de haute fidélité, modéle d’origine ou modéle de connaissance. Nous I'appellerons Modéle
Détaille (MD) dans ce manuscrit. L’idée principale de la réduction de modéle ou de l'identi-
fication de modéle d’ordre faible consiste donc a remplacer le MD d’ordre élevé (modéle avec
un grand nombre de degrés de liberté) par un modéle d’ordre faible ou modéle réduit (modéle
avec un petit nombre de degrés de liberté) permettant de reproduire les solutions du MD
avec une perte d’information acceptable. Nous utiliserons 'appellation Modéle Réduit (MR)
dans ce mémoire. Le MR offre un gain considérable en temps de calcul et en espace mémoire
par rapport au MD et donc facilite la résolution des problémes d’optimisation comme les
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problémes inverses ou les problémes de controle en temps réel.

Diverses techniques de réduction de modéle ont été développées et utilisées dans plusieurs
domaines. Par exemple, dans le cadre des transferts de chaleur, on peut citer les travaux de
E. Videcoq [71] sur les problémes inverses en diffusion thermique instationnaire. M. Girault
lors de ses travaux de thése [72] a utilisé ces méthodes pour des problémes thermiques ou
la conductivité dépend de la température. Pour des problémes d’interaction fluide-structure,
on peut citer par exemple les travaux de G. Tissot 73| ou E. Liberge [74].

Ce présent chapitre sera subdivisé en trois parties. La section 4.2 portera sur la décompo-
sition spatio-temporelle des variables reproduites par le MR.. Cette décomposition est utilisée
dans la grande majorité des méthodes de réduction de modéle.

La section 4.3 sera consacrée a un rappel de la représentation d’état d’un systéme dyna-
mique. Cette représentation est utilisée dans certaines techniques de réduction de modéle.

Quelques méthodes de réduction de modéle seront présentées dans la section 4.4. Nous
présenterons tout d’abord des méthodes de réduction de systémes linéaires. Ensuite nous
aborderons des méthodes de réduction de systémes non-linéaires.

La section 4.4.2.3 sera dévolue a la Méthode d’Identification Modale (MIM) que nous
utiliserons dans la suite du mémoire pour la construction d’'un MR. Nous exposerons tout
d’abord un historique de la MIM. Nous présenterons ensuite les étapes de construction du
MR et les méthodes d’identification des paramétres du MR.

4.2 Décomposition spatio-temporelle de la variable v(¢, x)

Considérons de fagon générale un probléme (P) constitué d’un ensemble d’équations
décrivant le comportement d’un systéme dynamique et dont la solution v(t,x) est défi-
nie sur [0, 7] x Q et I'espace de Hilbert constitué¢ de I'espace L*(£2) muni du produit sca-

laire (f,g)q = | fgd€. Supposons que sur cet espace il existe pour la variable v(¢,z) au

moins une base éze fonctions spatiales dans laquelle elle peut étre décomposée. Soit ®;(x),
i €{1,2,..., N} une troncature de cette base et X;(¢) le jeu de composantes (fonctions tem-
porelles) de la variable v(¢, ) dans la base ®;(x). Alors v(t,z) s’écrit dans cette base sous
la forme suivante :

v(t,x) ~ Z O, (x) X;(t) (4.1)

La relation (4.1) est une décomposition spatio-temporelle de la variable v (¢, x). Les X;(t)
sont également appelés le jeu de dynamiques associé a v(t,z) ou les composantes de 1'état
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de la variable v(¢, x) et les fonctions ®;(z) constituant la base sont aussi appelées fonctions
spatiales associées a la variable v(¢, z). Bon nombre de méthodes de réduction ou d’identifi-
cation utilisent une telle décomposition afin d’élaborer la structure du MR.

Considérons N, points de discrétisation de l'espace. Vj € {1,2,..., N, }, la relation (4.1)
s’écrit comme suit quel que soit le point x; de discrétisation considéré :

N

v(t,z;) ~ Z D, (x;)X;(1) (4.2)

=1

Soit X (t) = (X1, Xa, ..., Xn)" le vecteur d’état, V(t) = (v(t,x1),v(t, 22), ..., v(t, zn,))" le
vecteur de la variable v aux N, points de discrétisation et P = (F};) une matrice telle que
Py = ®,(z;), V(4,7) € [1,N;] x [1, N]. Alors, la relation (4.2) peut se réécrire sous la forme
suivante :

V(t) ~ PX(t) (4.3)

La relation (4.3) correspond a une forme matricielle de la relation (4.1) discrétisée aux
N, points de I'espace.

4.3 Représentation d’état des systémes dynamiques

Les équations du probléeme (P) peuvent étre constituées d’équations algébriques, d’équa-
tions aux dérivées ordinaires (EDO) ou d’équations aux dérivées partielles (EDP). La réso-
lution analytique de certains de ces problémes s’avére difficile et parfois méme impossible
de nos jours (équations de Navier-Stokes dans de nombreux cas par exemple). Pour pallier
ce probléme, les chercheurs se tournent en général vers la résolution numérique de ces pro-
blémes. La résolution numérique d’un probléme nécessite essentiellement la discrétisation
des équations de ce probléme dans I'espace a tous les instants. Cette discrétisation permet
de transformer les équations continues en équations discrétes qui peuvent étre résolues a
tout instant en chaque point de I'espace et permet ainsi d’obtenir une solution discréte qui
approche le mieux possible la solution continue du probléme (P).

Supposons que les équations constituant le probléme (P) sont des EDP qui peuvent
s’écrire de fagon générale sous la forme suivante :

ov(t, )

s f(o(t,z)) + s(t, x) (4.4)
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ou v(t, ) représente la solution ou la variable du probléme (P), ¢ est le temps, x la po-
sition du point courant, f(v(¢,x)) est une fonction linéaire ou non-linéaire qui comporte des
termes en dérivées partielles dans 'espace, s(t,x) représente les termes sources qui peuvent
étre fonctions de v(t, ) ou non. A la relation (4.4) s’ajouteront les conditions initiales et les
conditions aux limites du systéme.

Lorsqu’on effectue une discrétisation (volumes finis, différences finies, éléments finis...) de
la relation (4.4) et des conditions aux limites associées sur N, points de 'espace, I’ensemble
peut étre écrit sous la forme matricielle suivante quel que soit I'instant ¢ considéré :

MV(t) = FV(t) + S(t) (4.5)

avec M une matrice de dimension N, x N,, V(t) le vecteur de dimension N, composé
de la variable v(t, z) discréte du probléme (P) sur les N, noeuds de discrétisation, V(t) le
vecteur de la dérivée temporelle de V (¢), F' une matrice de dimension N, X N, qui peut étre
fonction du vecteur V(¢) ou non, S(t) un vecteur de dimension N, contenant la discrétisation
des termes sources du systéme.

Le nombre N, de points de 'espace est aussi le nombre de degrés de liberté ou 'ordre du
systéme. En pratique, c’est ce nombre qui est élevé (maillages fins, modélisation tridimen-
sionnelle...) lorsqu’on modélise numériquement un systéme. Le but de la réduction de modéle
est de mettre en oeuvre a partir de la relation (4.5) un modéle d’ordre m trés inférieur a
lordre N, du systéme, mais toujours représentatif du systéme.

Lorsqu’on considére la relation (4.5) et si on suppose que la matrice M est inversible,
alors cette relation peut se réécrire sous la forme suivante :

V(t) = AV (t) + BU(t) (4.6)
A=M'F
{BU(t) = M~1S(t) (4.7

ot U(t) est le vecteur de dimension p contenant les entrées du systéme et B la matrice des
entrées du systéme de dimension N, X p. Par exemple, pour la Boucle Diphasique Gravitaire
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(BDG) étudiée dans ce document, les composantes du vecteur U(t) peuvent étre la puissance
a I'évaporateur @4, ou la température de la source froide au condenseur T, q;q.

Dans le cas ot 'on s’intéresse a la variable v en ¢ points de 1'espace (¢ < N,), la relation
suivante peut étre introduite afin de sélectionner la variable en ces points :

Y(t)=Cv(t) (4.8)

La matrice C' de dimension ¢ x N, est la matrice de sélection ou d’observation et le
vecteur Y de dimension q est le vecteur de la variable v aux ¢ points de I'espace sélectionnés.
Dans le cas ol I'on s’intéresse a la variable v sur tous les points de 'espace, la matrice C' est
égale a la matrice identité.

Les relations (4.6) et (4.8) constituent la représentation d’état du systéme dynamique.
Cette relation introduite a lorigine par les automaticiens |75] relie explicitement les entrées
du systéme U(t) aux sorties Y (¢). Si les équations du probléme (P) sont non-linéaires par
rapport a V, alors la matrice A de la relation 4.6 est fonction de V. Mais dans le cas ot les
équations sont linéaires par rapport & V, la matrice A n’est pas fonction de V.

4.4 Quelques techniques de réduction et d’identification
de modéle

Dans cette section, nous allons présenter quelques méthodes de réduction de modéle,
en particulier des méthodes de réduction par projection. Ces derniéres font ressortir un
formalisme d’état qui permet de distinguer les entrées et sorties du systéme. Les sections
4.4.1 et 4.4.2 seront dévolues respectivement aux systémes linéaires et non-linéaires.

4.4.1 Meéthodes de réduction de modéles linéaires

Il faut noter qu’il existe dans la littérature des méthodes de réduction de modéle qui
opérent sur 'espace physique et dans lesquelles on n’opére donc pas de changement d’es-
pace de travail. On peut par exemple citer la méthode de perturbation [76] fondée sur une
technique de perturbation du terme de dérivée temporelle de 1’équation de la chaleur. La
méthode d’Eitelberg [77] qui a été employée en thermique [78] [79] [80], utilise aussi I'espace
physique des températures comme espace de travail.

Dans les paragraphes suivants, nous nous focaliserons sur les méthodes opérant un chan-
gement de base dans un MD en représentation d’état.
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4.4.1.1 Changement de base en représentation d’état

Considérons la représentation d’état (équations (4.6) et (4.8)) dans le cas particulier ou A
n’est pas fonction de V' (systéme linéaire). On considére le changement de base V' (t) = PX (¢)
oit P € RY=*N=_ Ce changement de variable de la forme (4.3) correspond & une décomposi-
tion spatio-temporelle (4.2) dans laquelle le nombre de fonctions de base N est égal a N,.
Lorsqu’on remplace V (t) par PX (t) dans (4.6) et en multipliant I’équation obtenue par P!,
on a la relation suivante :

Xt)=AXt)+BU®) (4.9)
{Al, - PjAP (4.10)
B =P 'B

Lorsqu’on considére 'équation (4.8) et qu’on y introduit la relation V(t) = PX(t), on
obtient I’équation suivante :

!

Y(t) = C'X(t) (4.11)

avec C' = CP la matrice de dimension ¢ x N, permettant de sélectionner la variable v
en ¢ points de l'espace (¢ < N,). Dans le cas ou l'on cherche a sélectionner la variable v sur
les N, points de l'espace, la matrice C' est égale a la matrice P.

~ Le vecteur X est un vecteur de dimension N, appelé vecteur d’état dans la nouvelle base,
X est le vecteur de la dérivée temporelle de X, la matrice A" de dimension N, x N, est la ma-
trice d’état dans la nouvelle base, la matrice B de dimension NV, X p est la matrice des entrées.

[’étape de réduction consiste a sélectionner m modes (m << N,.). Différentes approches
existent selon la base de travail et la méthode de sélection des modes. Quelques-unes sont
présentées ci-apres.

4.4.1.2 Méthode de symétrisation interne

Moore [81] a développé en automatique une technique appelée symétrisation interne ou
représentation équilibrée. Elle a été appliquée dans plusieurs configurations en thermique de
I'habitat [32] [83] et est également implémentée dans le logiciel MATLAB®). L’objectif de
cette méthode de réduction est dans un premier temps de trouver une base de travail dans
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laquelle les composantes de 1’état du systéme sont les plus observables et les plus comman-
dables. Cette méthode repose donc sur deux notions :

— la commandabilité du systéme : influence du vecteur d’entrée U sur I'état X.

— I'observabilité du systéme : poids de chaque composante X sur le vecteur de sortie Y.

Le MR est ensuite obtenu par troncature dans la base équilibrée.

4.4.1.3 Meéthodes de sélection dans la base modale

D’autres méthodes connues sous le nom de méthodes modales par sélection utilisent la
base des vecteurs propres de la matrice A comme base de travail. La matrice P du chan-
gement de base (cf. section 4.4.1.1) est donc ici la matrice inversible des vecteurs propres
de A. Cette base fait apparaitre les valeurs propres du systéme qui, pour des problémes
linéaires de diffusion de la chaleur, correspondent & un signe prés a 'inverse des constantes
de temps du systéme. L’objectif principal des méthodes modales par sélection est d’effectuer
une classification des valeurs propres du systéme et d’en réaliser une partition. Ces méthodes
différent les unes des autres selon les critéres de classification des valeurs propres que 1'on
adopte.

Par exemple, la méthode de Marshall [67] repose sur la sélection des m plus petites va-
leurs propres en valeur absolue qui correspondent aux constantes de temps les plus grandes.
Les autres modes sont supposés atteindre instantanément leur régime asymptotique. La sé-
lection des valeurs propres se fait donc sur un critére temporel. Mais il peut parfois arriver
qu’'une constante de temps courte (qui serait donc éliminée) soit associée & un haut niveau
énergétique. C’est 1a I'inconvénient de cette méthode.

Litz [69] propose par exemple une amélioration basée sur la contribution de chaque mode
au niveau d’un couple entrée-sortie. Cette technique a fait 'objet de nombreuses applications
en thermique [31] [85].

La méthode d’agrégation est une autre méthode améliorant la technique de Marshall.
Introduite a l'origine par Aoki [36] puis par Michailesco [68] en France, cette méthode sélec-
tionne les modes les plus représentatifs au sens de I’énergie du signal. Cette technique a été
appliquée avec succés en thermique par Ben Jaafar [79], Petit [30], Dautin [32]. Il faut noter
que les deux méthodes évoquées ci-dessus tiennent compte des notions de commandabilité
et d’observabilité du systéme étudié.

4.4.1.4 Meéthode d’amalgame modal

Dans le cadre des systémes linéaires, la technique d’amalgame modal [87] [$8] utilise la
base modale classique du systéme associée aux conditions aux limites usuelles et repose sur
la minimisation d’un critére d’écart qui permet de réduire et de modifier le spectre initial.
Elle est basée sur une partition judicieuse de ’espace des modes propres en un nombre de
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sous-espaces restreints et orthogonaux entre eux. Chacun des sous-espaces est engendré par
un mode principal encore appelé mode dominant et éventuellement quelques modes mineurs.
Cette partition de I'espace des modes propres doit étre effectuée de telle sorte que les modes
amalgamés obtenus soient optimaux "relativement" & cette partition et que le MR soit aussi
optimal. Sur chaque sous-espace l'idée est de réunir les caractéres de plusieurs modes en
un seul mode pour créer un pseudo-mode appelé mode amalgamé. Cette réunification des
modes propres se fait simplement en combinant linéairement les modes du sous-espace entre
eux. L’objectif de cette opération est d’apporter au mode dominant de chaque sous-espace
une information récupérée sur les modes mineurs. Le mode amalgamé est attribué a chaque
sous-espace par minimisation d’une norme quadratique. Ces nouveaux modes sont en effet
suffisamment représentatifs de la dynamique du systéme.

Dans le cas d’un pont thermique (systéme bidimensionnel), Neveu et al. [39] ont comparé
la méthode d’amalgame modal a la MIM. Les MR utilisés ont permis d’obtenir des résultats
similaires et tres satisfaisants.

4.4.2 Méthodes de réduction de modéles non-linéaires
4.4.2.1 Meéthode de réduction sur modes de branche

Le probléme des modes de branche consiste a résoudre un probléme spectral particulier
[90] [91] ot la valeur propre de chaque mode apparait dans la condition limite de Steklov. Les
modes de branche sont par conséquent indépendants des conditions aux limites du probléme
physique, ce qui permet de considerer des problémes non-linéaires [92] [93] [94]. Une fois
la base de branche calculée, la technique d’amalgame modal décrite a la section 4.4.1.4 est
utilisée pour obtenir un MR. En effet, selon la base modale utilisée, I’amalgame modal peut
étre appliqué a des systémes linéaires (amalgame sur la base modale classique obtenue avec
des conditions limites usuelles) [37] [88] [89] ou & des systémes non-linéaires (amalgame sur
la base des modes de branche obtenue avec des conditions limites de Steklov) [90] [91] [92]

[93] [94] [95] [96].

Pour un systéme constitué d’un milieu purement diffusif dont la conductivité thermique
varie avec la température selon la loi k(M,T) = ko(M)[1 + oT(M)], Videcoq et al. [97]
ont réalisé une comparaison entre la méthode d’amalgame modal sur base de branche et la
MIM. Les résultats de cette étude ont montré les avantages et les inconvénients de ces deux
méthodes. Il faut toutefois noter que la précision des résultats ainsi que le gain en temps
de calcul des deux techniques de réduction sont trés intéressants et peuvent éventuellement
I’étre encore plus pour un plus grand nombre de nceuds de maillage dans le MD.

Joly et al. |96] ont appliqué cette technique & un probléme d’advection-diffusion dans
lequel les parameétres et les conditions aux limites dépendent du temps et dont ’application
traitée est un disque tournant. La comparaison entre MD et MR permet d’obtenir un gain
en temps de calcul égal a 24 avec une erreur inférieure a 10%.
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4.4.2.2 Proper Orthogonal Decomposition-Galerkine (POD-G)

La méthode POD-G est une méthode de réduction utilisant deux méthodes distinctes a
savoir la Proper Orthogonal Decomposition (POD) et la Projection de Galerkine (PG). La
POD est une méthode de reconstruction de données alors que la PG est une méthode de
projection des équations dans une base de fonctions données. Avant d’aborder la méthode
POD-G dans le détail, nous allons tout d’abord présenter la méthode POD et ensuite la PG.

a. Proper Orthogonal Decomposition (POD)

Connue aussi sous le nom de décomposition de Karhunen-Loéve ou d’analyse en com-
posantes principales [97], la POD ou la décomposition orthogonale aux valeurs propres est
Ioutil théorique d’analyse et de reconstruction de données le plus utilisé dans la littérature
pour des systémes non-linéaires. Initialement introduite par Lumley [98] en mécanique des
fluides pour I'identification des structures cohérentes au sein des écoulements turbulents, elle
a été utilisée de maniére intensive dans cette discipline [99] [L00] [L01] [102], notamment pour
le controle des écoulements [73] [103] [104] [L05], mais aussi dans d’autres domaines comme
le traitement d’images [106] ou le génie chimique [107]. C’est une technique qui permet de
réduire un ensemble de données couplées de dimension élevée en un ensemble de données
décorélées de dimension faible tout en conservant de facon acceptable la variance des données
initiales. Les vecteurs propres orthogonaux sont donc calculés comme les vecteurs propres de
la matrice de covariance des données initiales et la base de ces vecteurs propres orthogonaux
est utilisée comme base de réduction. L’idée principale de la POD est donc de déterminer une
base orthonormale de modes dans laquelle on pourra représenter ou approcher en moyenne
un maximum de réalisations d’un systéme dynamique. La dimension de cette base doit étre
trés faible devant le nombre de degrés de liberté du systéme dynamique. Dans ce qui va
suivre, nous nous intéresserons a deux variantes de la POD : la POD classique et la snapshot
POD.

i. Quelques définitions usuelles

Comme cela a été dit précédemment, la POD repose essentiellement sur la recherche
d’une base orthonormale de modes de dimension faible dans laquelle un maximum de réa-
lisations d’un systéme dynamique est représentable. Soient D = [0,7] x Q, y = (t,x) € D
la variable temps-espace et v(t,z) = v(y) une variable du systéme dynamique définie sur
D. Considérons {v(y)} un ensemble de réalisations spatio-temporelles de la variable v. La
POD consiste a maximiser la moyenne de la projection de 'ensemble des réalisations {v(y)}
sur une base orthonormale ® constituée des fonctions propres ®;, « = 1, ..., N appartenant
a lespace L£2(D) des fonctions de carré intégrable sur D. Mathématiquement, cela revient
a déterminer la base des fonctions propres ® = {®y,..., &y} telle que le terme suivant soit
maximal :

(4.12)
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Le terme 4.12 est maximisé sous la contrainte (®;, ®;)p = 0,5, avec J;; le symbole de
Kronecker. L'opérateur F/(e) est un opérateur moyenne qui sera précisé par la suite et 'opé-
rateur (e,e) est un produit scalaire défini sur I'espace D.

Considérons le tenseur R des corrélations spatio-temporelles défini en deux points quel-
conques y et y de D =[0,T] x  par la relation

R(y.y) = E(v(y) @ v(y)) (4.13)

et introduisons 'opérateur R défini sur D par la relation suivante :

R2(y) = [ Rly.s)8l)dy (4.14)
D
De nombreux travaux dans la littérature [108] [109] montrent que maximiser le terme
(4.12) revient a résoudre le probléme aux valeurs propres A suivant :
RE(y) = A2(y) (4.15)

D’aprés (4.14), 'équation (4.15) peut donc étre reformulée comme une équation intégrale
de Fredholm :

LRmywwmmzxmw (4.16)

)dy = AD(y) (4.17)

En pratique, la définition de 'opérateur moyenne E(e) permet d’aboutir a différentes
variantes de la POD : la POD classique et la snapshot POD. Ces variantes ainsi que les
opérateurs moyenne associés seront présentés ci-apres.
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ii. La POD classique

Introduite comme technique d’analyse de données en mécanique des fluides par Lumley
[98], la POD classique est intéressante dans les situations ou 'on a moins de données dans
Pespace que dans le temps. On rencontre souvent ce cas lorsque les données proviennent
des mesures issues d'un banc expérimental. Le nombre d’instants étant plus grand que le
nombre de points dans I’espace, 'opérateur moyenne E(e) est considéré comme une moyenne
temporelle et s’écrit sous la forme suivante [98] :

Ble) % /T odt (4.18)

La résolution de I'équation intégrale de Fredholm s’effectue en remplacant dans la rela-
tion (4.17), le domaine d’intégration D par 2 et la variable y par z et en utilisant 'opérateur
moyenne E(e) défini dans la relation 4.18. Ceci permet donc d’obtenir des modes propres
®;(x) qui sont orthogonaux et les coefficients X;(¢) sont obtenus par projection de v(¢,x)
sur la base ® = {®y(z), ..., Px(x)}. Pour plus de détails sur la POD classique et certaines
de ses propriétés, le lecteur peut aussi se réferer a [110] [108] [74].

iii. La snapshot POD

Dans les cas ol les données sont issues d’une simulation numérique ou de mesures de
type Particle Image Velocimetry (PIV) par exemple, la POD classique s’avére trés cotteuse
lors du calcul du tenseur des corrélations spatiales. En effet, dans ces cas, le nombre de points
dans V'espace est plus grand que le nombre d’instants (probléme 3D, maillage trés fin). La
snapshot POD est alors préférée a la POD classique. Dans le cas de la snapshot POD, 'opé-
rateur E'(e) utilisé est une moyenne spatiale qui se traduit par la relation suivante (4.19) :

E(e) :/Qodx (4.19)

Cette méthode fut introduite par Sirovich [L11] [112] [113] et a fait 'objet de nombreux
cas d’applications [100]. L’idée de la méthode est de supposer que seulement N réalisations
non corrélées v(t',x), i = 1,..., N suffisent pour décrire de maniére satisfaisante la dyna-
mique du systéme. Lorsqu’on considére ces N réalisations, ce sont les coefficients temporels
de projection X;(t) qui sont d’abord calculés puis les modes spatiaux ®;(z).

Certains travaux [108] [L11] [109] montrent que le calcul de ces coefficients de projection
se rameéne a la résolution d’'un probléme aux valeurs propres qui s’écrit comme suit :
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/O(t,t’)Xi(t’)dt’ =\X, ie{l,.,N} (4.20)

/ ]. /
avec C(t,t) = T / v(z,t)v(x,t )dz le tenseur des corrélations temporelles.

Une fois que les coefficients de projection sont calculés, la relation suivante est utilisée pour
calculer les modes spatiaux ®;(z) :

By(z) = ‘/OTv(t,x)Xi(t)dt ic{l,...N} (4.21)

iv. Conclusion sur la POD

Que ce soit la POD classique ou la snapshot POD que I'on utilise pour réduire un en-
semble de données de dimension élevée en un ensemble de données de dimension faible,
I'objectif final est de calculer les modes POD ®;(z) ainsi que les coefficients de projection
X;(t) afin de reconstituer les données avec la relation (4.1).

b. La méthode de Projection de Galerkine (PG)
i. Projection de Petrov-Galerkine

Considérons le probléme (P) dont la solution v(t,z) est définie sur [0,7] x . La pro-
jection de Petrov-Galerkine est une technique de projection dont I'idée principale consiste a
trouver dans l'espace €2, un sous-espace (Sq) de dimension n dans lequel on peut trouver une
meilleure approximation de la solution v(¢, z) du probléme (P). Trouver le sous-espace (Sq)
revient simplement & trouver une base de ce sous-espace capable de représenter au mieux
la solution du probléme (P). De fagon générale, lorsqu’on considére une base quelconque
O = {Py(x),..., D, (x)} du sous-espace (Sq), la solution du probléme (P) est approchée dans
la base ® sous la forme suivante :

o(t, ) ~o'(x) + Z X;(4)®;(x) (4.22)

avec x € Qet t € [0,T].

La base doit étre judicieusement choisie pour limiter les erreurs de projection. Dans cette
décomposition (4.22), on remarque qu'il y a un état de base noté v* qui est introduit. Le
choix de v dépend du probléme que 'on traite et est basé sur Pétat qui représente le mieux
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la solution. En mécanique des fluides par exemple, lorsque 'on souhaite que la base ® soit
représentative du champ fluctuant de la solution alors I'état v” peut étre choisi comme le
champ moyen. Pour des problémes ot 'on souhaite linéariser un MR autour d’un champ
stationnaire pour des amplitudes faibles des coefficients de projection X;(¢), alors il est ju-
dicieux de choisir état de base v* comme ce champ stationnaire.

Aprés la décomposition (4.22), I'étape suivante de la projection de Petrov-Galerkine
consiste a introduire cette décomposition dans les EDP du probléme (P) puis a effectuer
une projection de (P) sur un ensemble de fonctions-test ¥ [115]. Ceci permet d’obtenir la
relation suivante lorsqu’on note par (D(v) = 0) les EDP constituant le probléme (P) :

(U, D(0(z) + ZXi(t)@i(m)))Q =0 k=1,...n (4.23)

La projection de Petrov-Galerkine permet donc de remplacer le probléme en dimension
infinie associé aux équations continues (D(v) = 0) par un probléme en dimension finie associé
aux n équations du systéme (4.23).

ii. Cas particulier de la projection de Petrov-Galerkine : la Projection de Galerkine

La Projection de Galerkine (PG) est un cas particulier de la projection de Petrov-
Galerkine ot l'on remplace I'ensemble des fonctions-test ¥ par 'ensemble des fonctions
® constituant la base du sous-espace (Sg). Ceci signifie qu’avec la PG, la relation (4.23) se
réécrit de la fagon suivante :

n

(P, D (2) + Y Xi(t)Pi(2))o =0 k=1,..,n (4.24)

i=1

C’est cette méthode que nous utiliserons plus tard dans le chapitre 5 pour élaborer la
structure du MR. Le plus souvent les EDP constituant (D(v) = 0) sont des équations d’ordre
1 en temps. C’est le cas pour les équations de Navier-Stokes ou d’Euler par exemple. Avec cer-
taines notations plus appropriées, la relation (4.24) peut étre reformulée de la fagon suivante :

dX(t)
dt

= f(X()) (4.25)

ot f est une fonction vectorielle du vecteur d’état X ().
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La relation (4.25) dont la variable est le vecteur X () est une équation aux dérivées ordi-
naires. Il faut noter que cette relation héritera des caractéristiques (linéarité ou non-linéarité
en particulier) des équations du probléme (P).

c. Méthode de réduction POD-Galerkine

La POD est un outil théorique et de post-traitement permettant par exemple d’identi-
fier les structures cohérentes et globales d’un écoulement, et donc les analyser. Les écoule-
ments laminaires ou les écoulements de transition entre les régimes laminaires et turbulents
sont souvent régis par un petit nombre de structures. Si I’on souhaite utiliser la PG pour
la construction d’'un ensemble d’EDO représentant la dynamique de tels écoulements, il est
donc intéressant d'utiliser un petit nombre de fonctions POD spatiales encore appelées modes
POD. La POD-Galerkine (POD-QG) consiste a effectuer une projection de Galerkine avec une
base constituée de m fonctions spatiales parmi les N issues de la POD (N = N, en POD
classique ou N = N; en snapshot POD).

De nombreux auteurs |1 14] [74] [109] ont montré que pour les équations de Navier-Stokes,
Iapplication de la méthode POD-Galerkine peut permettre d’aboutir a une structure de MR
de la forme suivante :

dX;(t) & = ,
a DD CipXiXu+ Y AyX; + D i=1,..,m (4.26)

j=1 k=1 j=1

Dans ce cas, les termes quadratiques correspondent au terme de transport du champ de
vitesse dans 1’équation de conservation de la quantité de mouvement.

Pour des problémes instationnaires de conduction non-linéaire Balima [110] [116] a ob-
tenu par cette méme méthode une structure de MR de la forme :

dX;(t) K& m .
dr Z Z Cijre X Xpe + ZAinj + (BU); i=1,..,m (4.27)

=1 k=1 j=1

Dans ce cas, les termes quadratiques correspondent au terme de diffusion de la chaleur
dans lequel la conductivité thermique varie linéairement avec la température.

En 1988 Aubry [102] a construit un MR a partir de la méthode POD-G pour décrire
la dynamique de structures cohérentes pour un écoulement sur une paroi & l'intérieur d’un
canal. A partir de ce travail, la méthode POD-G a été appliquée par plusieurs auteurs dans
différentes configurations en mécanique des fluides. Par exemple, on peut citer les travaux
concernant I’étude de I’écoulement le long d’une marche descendante [101], I’écoulement dans
un canal [117] [118], Pécoulement dans une cavité entrainée [119], Pétude de la couche li-
mite en proche paroi [120] [121], les problémes d’instabilités convectives |[122], les problémes
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d’interaction fluide-structure [74]. Cette méthode connait aussi des applications dans le do-
maine de la médecine [123]. La POD-G est souvent utilisée dans le domaine du controle des
écoulements |73 [124] [125] [126].

4.4.2.3 Meéthode d’Identification Modale (MIM)

a. Historique de la MIM

Aprés Iintroduction de la MIM par Pasquetti et al. [127], Petit et al. [128] [129] [130]
I'ont appliquée dans de nombreuses configurations impliquant des systémes linéaires. Ha-
chette, dans le cadre de sa thése [131], ’a améliorée en introduisant dans la méthode la
superposition des MR.

Toujours dans le cadre des systémes linéaires, Videcoq [71] a utilisé cette méthode lors de
ces travaux de thése pour identifier des MR qui lui ont permis de résoudre des problémes
inverses en diffusion thermique instationnaire, pour l'estimation de densités de flux et de
sources thermiques a partir de mesures simulées [132] ou réelles [133].

Dans le but d’identifier des MR pour un probléme de conduction thermique non-linéaire
[134] [135] pour lequel la conductivité dépend de la température (k(T) = ko + ST), les tra-
vaux de Girault ont permis d’apporter une modification & la méthode [72]. D’autres MR ont
été utilisés pour la résolution des problémes inverses en convection forcée [136] dans le but
d’estimer des conditions aux limites. Une formulation de la méthode a été aussi proposée en
convection naturelle [137].

Dans les travaux de Balima [110], la méthode de I’état adjoint et des équations de sensibilités
pour le calcul du gradient permettant l'identification des MR a été utilisée dans la MIM.
Une formulation a été proposée pour des systémes conductifs avec des conditions aux limites
radiatives [138] et une comparaison entre la MIM et la méthode POD-G a été effectuée pour
un systéme instationnaire de diffusion non-linéaire |1 16]. Pour le cas étudié, il a été remarqué
que la norme (norme L? et erreur absolue) de I'écart entre les sorties du MR et les sorties
du MD décroit pour la MIM alors que ce n’est pas le cas pour la Méthode POD-G. Une
premiére approche de réduction de modéle d’un écoulement incompressible en formulation
fonction de courant/vorticité a également été proposée.

Rouizi [139] a utilisé la MIM pour identifier un MR dans un probléme de convection forcée
pour des systémes soumis a des conditions aux limites thermiques instationnaires. Plusieurs
modéles ont été identifiés dont principalement un modéle avec une entrée unique (densité de
flux) et un autre & entrées multiples. La méthode a été appliquée dans plusieurs configura-
tions qui traitent des écoulements stationnaires laminaires incompressibles comme la cavité
entrainée, ’écoulement le long d’une marche.

b. Principales étapes de la MIM
Dans cette section, 'objectif sera de nous pencher sur les étapes de cette méthode que

nous utiliserons dans le cadre de nos travaux. La technique de réduction par identification
modale est une technique qui est principalement basée sur deux grandes étapes :
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e La premiére consiste a définir, & partir des équations continues du probléme (P) dé-
crivant le systéme dynamique (EDP dans notre cas d’étude), une forme mathématique du
MR. Cette forme mathématique du MR constitue une relation entre les entrées du systéme
et les sorties observées qui sont définies préalablement. Lorsqu’on considére le systéme étu-
dié¢ (BDG) dans ce document, les entrées du systéme peuvent étre la puissance appliquée a
I’évaporateur ou la température de la source froide au condenseur, et les sorties du systémes
peuvent étre les champs spatio-temporels de masse volumique, de débit, d’énergie, de pres-
sion, de température, de fraction massique vapeur, de vitesse etc.

e La deuxiéme étape consiste & identifier les paramétres du MR par la résolution d'un
probléme d’optimisation : minimisation d’un critére quadratique basé sur 1’écart entre les
sorties du MR et les sorties du MD, lorsque des entrées spécifiques et connues sont appliquées
au systéme.

i. Premiére étape : élaboration de la forme du MR

Pour cette premiére étape, il faut tout d’abord connaitre la structure des équations
mathématiques du probléme (P) qui décrivent le comportement du systéme dynamique et
ensuite définir les entrées et les sorties du systéme. Dans un second temps, il faut décomposer
les sorties du systéme sur des bases de fonctions spatiales avec des coefficients de décom-
position fonctions du temps. Cette décomposition a déja été détaillée dans la section 4.2.
Ces décompositions sont supposées ne contenir qu’'un faible nombre de termes, de 'ordre
de quelques unités a une dizaine. Et finalement, pour I'obtention de la structure du MR, la
méthode de PG sera mise en ceuvre. Cette méthode a été présentée dans la section 4.4.2.2
b. La structure du MR s’écrira de fagon générale sous la forme du systéme d’équations :

(4.28)

A(X(t),0, U(t)) est une fonction vectorielle, éventuellement non-linéaire, qui dépend de

I'état réduit X (¢), du vecteur d’entrée U(t) et d'un vecteur de paramétres © dans lequel
sont rassemblées toutes les composantes des tenseurs qui définissent A. est la matrice
d’observation ou de sortie du MR, Y (¢) est le vecteur des sorties ou réponses du MR.
Les réponses du MR sont les variables (une ou plusieurs) des équations continues décrivant
le comportement du systéme dynamique, en un certain nombre de points selectionnés ou sur
tous les points de 'espace. Par exemple, pour la structure du MR que nous allons élaborer
dans le chapitre suivant, Y (¢) contiendra les champs de six variables aux points de discréti-
sation spatiale du MD.

La premiére équation du systéme 4.28 découlera de la PG des équations mathématiques
continues (les EDP). La taille Ng du vecteur © est directement liée & Pordre m du MR,
c’est-a-dire la taille du vecteur d’état X(¢). La seconde équation de 4.28 correspond a la
décomposition spatio-temporelle (4.1) de chaque variable écrite aux points sélectionnés dans
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I’espace.
ii. Deuxiéme étape : identification des paramétres du MR (construction effective)

Comme il a été mentionné précédemment, ’identification des paramétres du MR s’effec-
tue par la résolution d’un probléme d’optimisation. La résolution du probléme d’optimisation
permet de définir pour un modéle réduit d’ordre m, ’ensemble des composantes du vecteur

€ RYe(™) o de la matrice // € R%*™ Dans le cas de N,,, variables avec pour chacune
q observables, le nombre total d’observables gy, est alors qgop = Nyar X ¢. La détermination
des composantes de © et // a 'ordre m est basée sur la minimisation d’une fonction objectif
quadratique Jff ) basée sur une erreur de sortie

TGO, H) = ||Y (1,0, H,U) = Yot U)|[2, (4.29)

(2

ot Y(t, 0, I1,U) est le vecteur de sortie du MR, Y% (¢, 1) est un vecteur de données qui
est soit un vecteur de sortie issu de simulations numériques (solutions d’'un modéle détaillé),
soit un vecteur de sortie composé de mesures relevées sur un systéme réel. Les vecteurs
Y (t,0,71,U) et Y% (¢t ) correspondent au méme vecteur d’entrée U/(t) appliqué respecti-
vement au MR et au MD.
Le schéma indiqué sur la figure 4.1 montre le principe général de la Méthode d’Identification
Modale.

Vs Observables: données

Systéme physique \_> Vecteur ydeta(t () simulées ou mesurées
de sortie ”

Modéle: N EDO

ou Fonctionnelle d’écart quadratique a minimiser
. . i
Vecteur dentrées Processus réel Nyar g NY . e s )
U(t) connu 106,11 = Z (}‘ (6,0.1,0) = v 4 (g, U))

k=1i=1j=1

7~ Modele d'Ordre Faible

1
Conditions . Gecteur !

Sources - ¥
’ ¥ (t) = HX(t) Algorithmes d’optimisation:

H * Optimisation par Essaim Particulaire

@EDO 1<m<o0(10) <<y

ou méthode de type Quasi-Newton ()

~o ¢ Moindres carrés ordinaires (H)

Procédure itérative ‘

Parameétres optimaux ¢ et //

4.1 — Schéma du principe général de la Méthode d’Identification Modale
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En pratique, les données Y% (¢ /) utilisées pour Iidentification du MR sont sous
forme discréte, sur un nombre N/ d’instants. La fonction Ji(;n) pour un ordre m donné du
MR peut se réécrire de la fagon suivante :

id
Nva,?' q NtL

T (o (Mhaxm) = D2 DD (V{5 0, 11,U) =Yt U)) - (4.30)

k=1 i=1 j=1

On définit écart quadratique moyen agfd’(m)) (ou valeur rms des résidus) entre les don-
nées Y (¢, U7) et les réponses Y (t, 0, /1, U) du MR :

>0
id,(m J(m) =1 1i=1j=
i )):\/ w (O, 1) | === (4.31)

Nyar X q X Ntld Noyar X q X Ntld

La fonction objectif Ji(;n ) est dans un premier temps minimisée pour m = 1, correspon-
dant a lidentification des composantes d’un vecteur (0)x,,,, et d’'une matrice H € Rstob <1,
Une nouvelle minimisation est ensuite effectuée pour m = 2, de sorte qu’un nouveau vecteur
(O)No, et une nouvelle matrice H € RYtv*2 gont identifiés. La procédure est répétée jus-
qu’a satisfaction d’un critére d’arrét. En ce qui concerne le critére d’arrét, trois possibilités
basées sur 1'équation (4.31) peuvent étre envisagées. Il s’agit des relations suivantes :

U EmD) o o lic(m) (4.32)
O$d7(m+1)) oy 0_$es (433)
Jgd,(erl)) ~ ol (4.34)

Le critére (4.33) peut étre utilisé dans le cas d’une identification de modéle a partir des

données expérimentales, o'** étant I’écart-type du bruit de mesure. Dans le critére (4.34),

oy correspond a la précision souhaitée par 1'utilisateur.
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Schématiquement, la procédure globale de construction d’une série de MR peut se résumer
en cing étapes comme suit :

1. m<+1
ii. Minimisation de Ji(dl)(( )Neu)?( )agionx1) identification de ( )N(—)(l) et (1) gy x1
ili. m+<m+1

iv. Minimisation de J3""™((0) ngyns1ys (1 )gyupx(ms1) identification de (O)wg.. )

et ( )leobx(m+1)

v. Test du critére d’arrét basé sur (4.32), (4.33) ou (4.34). Si I'un des critéres est satisfait
alors STOP, sinon aller a ’étape iii.

Le nombre de composantes de la matrice de sortie (//)g,,,xm du MR & construire est

directement proportionnel a la quantité totale gg., d’observables que 'on souhaite pouvoir
calculer avec ce modéle réduit. Le nombre d’inconnues du probléme de minimisation est donc
trés fortement influencé par cette quantité.
Cependant, d’aprés le systéme (4.28), Y (¢) est non-linéaire par rapport a ©, alors que la
deuxiéme équation de (4.28) montre que Y (¢) est linéaire par rapport a //. Deux types de mé-
thodes d’optimisation sont donc utilisées pour la minimisation de Ji(?)(( WNogmy+ (F1)agiop xm)»
a travers une approche dite de "point fixe" (cf. annexe E) :

e La premiére méthode est une méthode non-linéaire itérative qui est employée pour
I'estimation de ©. Elle peut étre une méthode déterministe (comme par exemple le gradient
conjugué, la méthode de Levenberg-Marquardt ou une approche de type Quasi-Newton), ou
une méthode stochastique (optimisation par essaim de particules, algorithme génétique, ...).

Une initialisation de © est donc nécessaire. Les Neg(,ny composantes du vecteur (0)n,,,,, ob-
tenues en minimisant Ji(;n ), sont utilisées comme valeurs initiales pour les Ng(,,) composantes
correspondantes du vecteur (O) Nogms1y d€ taille No(ni1) & identifier en minimisant Ji(f ),
Dans ce mémoire, un algorithme optimisation par essaim particulaire (OEP) a été utilisé.

e La deuxiéme méthode est la méthode des moindres carrés ordinaires. Elle est utilisée
pour l'estimation de a chaque itération de l’algorithme non-linéaire évoqué ci-dessus.
Aucune initialisation n’est donc requise pour 'estimation de //. C’est un point important
puisque, comme indiqué précédemment, le nombre de composantes de est directement
proportionnel & la quantité gy, d’observables, potentiellement élevée.

4.5 Conclusion du chapitre

Quelques techniques de réduction couramment utilisées pour des systémes linéaires et
des systémes non-linéaires ont été présentées dans ce chapitre.
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Les techniques de réduction de modéles linéaires présentées utilisent une représentation
d’état d’ordre trés inférieur a celui du modéle détaillé. L’une de ces techniques, 'amalgame
modal, peut aussi étre appliquée a des systémes non-linéaires lorsqu’une base de modes de
branche obtenue avec des conditions limites de Steklov est utilisée a la place de la base mo-
dale classique.

Parmi les méthodes de réduction de modéles non-linéaires, nous avons présenté la Proper
Orthogonal Decomposition-Galerkine (POD-G) basée sur la POD d’une part et la projection
de Galerkine d’autre part, ainsi que la Méthode d’Identification Modale (MIM). Une atten-
tion particuliére a été accordée a la méthode de projection de Galerkine, qui sera utilisée
dans le prochain chapitre pour I’élaboration de la structure du MR. La MIM sera employée
pour la construction du MR dans le chapitre 6.
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5.1 Introduction

Nous avons élaboré au chapitre 3 un Modéle détaille (MD) d’un écoulement monodimen-
sionnel dans une Boucle Diphasique Gravitaire (BDG). L’objectif est maintenant de déter-
miner, a partir des équations aux dérivées partielles (EDP) qui décrivent le comportement
de la BDG, la structure d’'un Modéle Réduit (MR), c’est a dire un ensemble d’équations en
nombre beaucoup plus petit que pour le MD et dont la résolution est plus facile et plus rapide.

La section 5.2 porte sur le rappel de ces équations mathématiques dans le cadre de nos
études.

La section 5.3 est axée sur I’élaboration de la structure d’un premier MR qui est le plus
riche mais aussi le plus complexe a mettre en ceuvre. La difficulté dans la mise en ceuvre de
ce premier MR vient du fait que le nombre de paramétres a identifier lors de la construction
est treés important.

Dans la section 5.4, on propose des solutions visant a diminuer le nombre de paramétres
du MR. Elles permettent le développement d’une autre structure de MR qui posséde moins
de paramétres a identifier que le premier (voir section 5.5). Mais en pratique, ce MR ne
reproduit pas de fagon satisfaisante les variables en Régime Permanent Initial (RPI).

Pour y remédier, une nouvelle structure de MR est élaborée a la section 5.6. Les variables
du RPI sont alors supposées connues et les sorties du MR sont les déviations des variables
par rapport au RPI.

5.2 Equations mathématiques continues décrivant la BDG

5.2.1 Rappel des équations mathématiques du systéme physique

Connaitre la structure des équations mathématiques continues décrivant le comporte-
ment du systéme dynamique que 'on étudie s’avére indispensable pour I’élaboration de la
structure du MR.

Les équations mathématiques continues que nous utilisons pour décrire la BDG ont été énu-
mérées dans le chapitre 3, plus précisément dans les sections 3.3 et 3.4. A titre de rappel,
elles s’écrivent comme suit :

a. Lois de conservation
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(0p 0
E‘F a—x(PU) =0

d(pu) 0
ot " ox

dpE) 0 @

5 T 5y (P +p)u) = 5 +epgu
Ipy) 0

\ Ot + ox (p

641
(pu? +p) = "oz Y +€pg
(5.1)

yu) = m

oll nous avons

—1 siz € [0.25m,0.75m)]
e=40 size[0m,0.25m[U]0.75m, 1m] (5.2)

1 sixz e [lm,1.50m)]

D pap si x € [0.25m,0.50m)]
=40 si z € [0m, 0.25m[U]0.50m, 1m[U]1.25m, 1.50m)] (5.3)

hcondAemt(Tfroid - T) SRS [].m, 125m}

b. Lois de fermeture pour un mélange hors équilibre thermodynamique (hors
état de saturation)

1 1
p= 5[149 + Al - (poo,g + poo,l)] + \/Z_l [Al - Ag - (poo,l - poo,g)]2 + AgAl

(5.4)
Ly = VGl = DCuy
,OT D+ Doy P+ Doyl
oll nous avons
Ye(ve — 1)Co
Ay = : P\€ — (q) — Poo,k
. [ygcv,g + lev,l][ ( ) ] (55)

q = Yg4q + viq
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1 - 1)C, T
Uk(p, T) _ _ (fYk ) k
pk(pv T) D+ Poo,k
+ 0
en(p, T) = 2242k, (0. T) + g (56)
Ve — 1
\hk(pa T) = %CoxT + qi

c. Lois de fermeture pour un mélange en équilibre thermodynamique (état
de saturation)

v = y,vy(p*) + yu(p®)

e=yyeq(p*) +yle(p”) (5.7)

T = Tsat (p*)

avec respectivement y, y/, p*, T" la fraction massique vapeur, la fraction massique li-
quide, la pression et la température a I’état de saturation.

5.2.2 Réécriture du systéme d’équations (5.1)

La troisiéme équation du systéme (5.1) est I’équation de I’énergie totale E. Cette équation
peut étre réécrite sous forme d’une équation dont la variable est ’énergie interne e puisque
2 2

u u
E et e sont liées par la relation £ = e+ Ch Pour y parvenir, on remplace E par e+ — dans

la troisiéme équation du systéme (5.1) et on y introduit la premiére et la deuxiéme équation
du systéme (5.1). Aprés quelques manipulations, on obtient ’équation suivante :

d(pe) 0 0 64u
P 1 (peu) = —pa-(u) + o

)
2 —_—
>z T g (5.8)

Donc lorsqu’on remplace I'équation de ’énergie totale par celle de I’énergie interne, le
systéme d’équations (5.1) devient :
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(% + (%(pu) =0

8(5:) +@%(/)u2+p) = —%Wrepg o)
8((;;6) + %(pe.u) _ —pa%(u) + %‘jqﬁ + % |
\% + %(pyw = m

5.2.3 Réécriture du systéme d’équations (5.7)

Les deux premiéres équations du systéme (5.7) peuvent étre réécrites en une équation.
Pour l'obtenir, il faut simplement remplacer dans les deux équations la variable y; par la
variable 1 — y; (puisque y; = 1 — y;) et éliminer ensuite y; dans les deux équations en les
combinant. Aprés quelques opérations mathématiques et en tenant compte de la relation
hi(p*) = e + p*uk(p*), le systéme (5.7) devient alors :

he(p™) — (e + ) ) 5
he(P*) —ha(p*)  vg(p*) — vilp®) (5.10)
T = Tsat<p*)

5.2.4 Récapitulatif des équations mathématiques du systéme phy-
sique

Nous retiendrons les systémes d’équations mathématiques suivants pour I’élaboration de
la structure du MR :

a. Lois de conservation

dp 0 B
ot + %(PU) =
0 0 64
(o) + —(pu* +p) = — 2R €pyg
ot o 242 (5.11)
d(pe) 0 N, 64 , @ '
o g = Wt st g
Npy) 0 e
"ot T aptv = m
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b. Lois de fermeture pour un mélange hors équilibre thermodynamique (hors
état de saturation)

1 1
p= 5[149 + Ay — (poo,g +poo,l)] + \/Z [Al - Ag - (poo,l - poo,g)]2 + AgAl

I Yg(vg — 1)Cog i iy —1)Cyy

pT p + poo7g p + poo,l

(5.12)

c. Lois de fermeture pour un mélange en équilibre thermodynamique (état
de saturation)

hy() = (e+2)  u,(07) =5 0
hg(p*) = u(p*)  vy(p*) — ui(p*) (5.13)
T = Tsat<p*)

Les trois systémes d’équations (5.11), (5.12), (5.13) décrivent le fonctionnement de la
boucle diphasique gravitaire dans le cadre de nos études. Les équations du systéme (5.11)
correspondent aux lois de conservation, celles du systéme (5.12) correspondent aux lois de
fermeture pour un mélange liquide-vapeur hors état de saturation et celles du systéme (5.13)
correspondent aux lois de fermeture pour un mélange liquide-vapeur en état de saturation.

L’¢élaboration de la structure du MR nécessite quatre étapes successives :

— La définition des entrées du MR.
— La définition des variables du MD qui seront reconstituées par le MR.

— La décomposition spatio-temporelle de ces variables.

— La Projection de Galerkine (PG).

5.3 MR a un jeu de dynamiques propre a chaque variable

5.3.1 Définition des entrées du MR

Le choix des entrées du MR dépend des entrées du MD. En ce qui concerne le MD éla-
boré dans ce document, les entrées possibles que nous pouvons définir sont : la puissance a
I'évaporateur ®.,,, et la température du milieu froid T'f,.q. Mais lors de I’élaboration du
MD, nous avons fait ’hypothése que T¥,.;4 était constante. Au final, nous retiendrons donc
®.pqp comme entrée du MR.
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5.3.2 Définition des variables a reconstituer par le MR

Les variables reconstituées par le MR dépendent de celles calculées a partir du MD. Le
MD élaboré ici permet de calculer les champs spatio-temporels des variables p, pu, pe, py,
p et T. A partir de ces variables, nous pouvons obtenir les variables primitives p, u, e, p, y
et T'. Dans un premier temps, nous choisissons les variables primitives comme variables a
reconstituer par le MR.

5.3.3 Décomposition spatio-temporelle des variables

Ici, nous allons procéder a une décomposition spatio-temporelle des variables qui seront
reconstituées par le MR. Cette décomposition s’effectuera comme cela a été expliqué dans le
paragraphe 4.2. En guise de rappel, la décomposition s’effectue comme suit. Soit V(z,t) une
fonction quelconque. Alors V(z,t) s’écrit sous la forme

V(x,t) ~ Z O,(2)Xi(1) (5.14)

ou les X;(t), i € {1,...,n,} forment un jeu de coefficients temporels porteur de la dyna-
mique de V(z,t) et ®;(z) constituent un jeu de fonctions spatiales associé a la variable V(z, ).

Les variables primitives a reconstituer par le modéle réduit peuvent alors étre réécrites

sous les formes suivantes :

Na

plx,t) ~ Z a;(t) Dy () (5.15)

=1

u(z,t) ~ Zbi(t)(bbi(x) (5.16)

e(z,t) ~ 4 C ci(t)Dgi(x) (5.17)
p(z,t) ~ ' d d;(t)Pgi(x) (5.18)

yla,t) = Zfi(t)cbﬁ(:c) (5.19)
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T(x,t) ~ Z gi(t) @y () (5.20)

Nous pouvons remarquer dans les décompositions précédentes que chaque variable a un
jeu de coefficients temporels qui lui est propre. Dans le cadre de nos études, le MR que nous
allons construire a partir d’une telle décomposition sera appelé le MR a un jeu de dynamiques
propre a chaque variable a reconstituer. Dans le cas ou le jeu de coefficients temporels est
le méme pour toutes les variables, alors le MR construit sera nommé le MR & un jeu de
dynamiques commun & toutes les variables a reconstituer.

5.3.4 La Projection de Galerkine (PG)

La PG d’une équation consiste a annuler le produit scalaire du résidu de cette équation
avec chaque fonction propre spatiale associée a la variable de ’équation, tout en y introdui-
sant la décomposition spatio-temporelle de la variable sous forme de la relation (5.14). La
relation (4.24) résume cette précédente définition lorsqu’on suppose que 1’état de base vb(x)
est nul, ce qui revient a la relation suivante :

m

(®i(2), DO Xi(t)@i(x))a=0 k=1,...m (5.21)

=1

Dans cette partie, 'opérateur produit scalaire (e,8)n que nous considérons est celle dé-
finie par la relation suivante avec f et g deux fonctions quelconques définies sur I'espace
Q=10,L]:

(f. ) = / f(2)g(x)dz (5.22)

Ce paragraphe se focalise donc sur la PG des équations décrivant le comportement du
systéme étudié. La PG de ces équations permettra d’obtenir la structure du MR. Ici, nous
allons a titre d’exemple présenter la PG de I’équation de quantité de mouvement (deuxiéme
équation du systéme (5.11)). Ensuite, nous allons écrire la PG des équations du systéme
(5.12) et (5.13) mais nous nous intéresserons seulement a 'un des termes de plus haut degré
parmi les termes de chacune de ces équations.

5.3.4.1 PG de I’équation de quantité de mouvement

Soit R, (z,t) le résidu de I’équation de quantité de mouvement, associé a la variable u(z, t)
et défini par :
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Ry(x,t) = 8(p(x,7(;)tu(x,t)) + 8(p(l‘,22;t($,t) ) + 8p((9:(:;, t) + 2§l;u(x,t) —ep(z,t)g (5.23)

D’aprés la relation (5.16), le jeu de fonctions spatiales associé a la variable u(z,t) est
Ope(z), k =1,2,...,np. Faire la PG de ’équation de quantité de mouvement est équivalent,
d’aprés les relations (5.21) et (5.22), & développer la relation suivante :

/L Ruz, ) Bye(z)dz = 0 Yk € [1,my] (5.24)

tout en y introduisant les décompositions (5.15) a (5.20).

Dans ce qui suit, nous développons donc chaque terme de 1'équation (5.24), le résidu
R, (z,t) étant défini par la relation (5.23). Il faut aussi noter que pour des raisons de sim-
plicité, nous avons fait abstraction des arguments des variables. C’est a dire que la variable
p(x,t) par exemple sera notée p.

a. Développement du terme temporel

Vk € [1,ny), le terme temporel s’écrit comme suit :

L a(pu) PO i) Pai () (3252 b; (1) Dys(2)))

®yp(z)dx = Z > /O D i () Dy, (x)@bk(z)dx)w (5.26)

i=1 j=1

-

L
En adoptant la notation (f,)x;; = / D, () Py () Ppi(x)dx, (5.26) peut se réécrire de la
0

fagon suivante :

/U 8%0:) By (1)l = Z S é)’“‘jw (5.27)
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b. Développement du terme de convection

Vk € [1,n], le terme de convection s’écrit comme suit :

(I)bk(x')dilf
(5.28)

/L a(g;ﬂ) Byp()d = /L 0252y ai(t)Pai () D524 g;(t)% (2)) Q212 bu(t) ()

ny Np

- [ M) )tz = 33D / AP g, (1) 4010 0, (01

i=1 j=1 (=1 ”0

(5.29)

b d(Pai () Poj () Pra())
dx

En adoptant la notation (Z)riji = / Dy (x)dx, (5.29) peut se
= 0

réécrire de la fagcon suivante :

c. Développement du terme de gradient de pression

Vk € [1,n4), le terme de gradient de pression s’écrit comme suit :

N / LI :;( /O dq)gi“’)@bkdx)di(t) (5.32)

dq)dz( )
dx

En adoptant la notation (L})g; = / Oprdz, (5.32) peut se réécrire de la facon
0

suivante :

%q)bk(a:)dx = Z(L;)mdz(t) (5.33)
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d. Développement du terme visqueux

Vk € [1,n), le terme visqueux s’écrit comme suit :

641 64,u
/ﬁuq)bk dx—/o o Zb ) B () Py () Az (5.34)

ng

= [ S e =3 [ Syt (5.35)

64
En adoptant la notation (L_%)kl = / Zdl;q)l"( )Py (z)dz, (5.35) peut se réécrire de la
= 0

fagon suivante :

e. Développement du terme de flottabilité

Vk € [1,ny), le terme de flottabilité s’écrit comme suit :

/O—Gpgq)bk(x)dx——/o eg(za i(6) Dy () Ppr.(z)de (5.37)

=1

Ta

:>/0 —epgPpi(z)dx = —Z(/O €gPai () Ppr(x)dx)a;(t) (5.38)

=1

L
En adoptant la notation (L})y; = —/ €gPoi (1) Ppr()dx, (5.38) peut se réécrire de la
0

fagon suivante :

Na

/0 —epglu(a)dr = 3 (L) war(t) (5.39)

i=1
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f. Récapitulatif de la PG de I’équation de quantité de mouvement

En introduisant (5.27), (5.30), (5.33), (5.36), (5.39), dans (5.24), on obtient :

Na ny d Nag Np Yy
D WA e DD W SEAHICOS
i=1 j=1 — 1131112
ny (5.40)
ZLbkzzz +ZL21€11 +ZLbkzaz =0 ke[lnb]
i=1
La relation (5.40) s’écrit sous forme tensorielle comme suit :
L@%—l—é@ ®b®b+Lb®d+L®b+L_§’®a:0 (5.41)

La relation (5.41) est ’équation finale sous forme tensorielle issue de la PG de I’équation
de quantité de mouvement. Pour une telle relation, le nombre de paramétres a identifier lors
de la construction du MR est nyn,ng, + nynenyng + npng + npnp + npn,. Lorsqu’on se met dans
le cas particulier ou n, = n, = ng = m, le nombre de paramétres & identifier pour la relation
(5.41) devient alors m* +m?® + 3m?>.

En ce qui concerne la notation tensorielle exposée dans la relation (5.41), le lecteur peut se
référer a annexe F pour les détails.

5.3.4.2 PG des équations des lois de fermeture : développement de I'un des
termes de plus haut degré

Dans cette partie, nous allons effectuer le développement d’un seul terme de la PG de
chaque équation constituant les lois de fermeture (5.12) et (5.13). Ce terme qui nous intéresse
sera choisi parmi les termes de plus haut degré. Pour cela, nous avons réécrit dans ’annexe
G les équations constituant les lois de fermeture (5.12) et (5.13) sous forme polynomiale :

L1p? + Top + Tspy + Tay + Tseppy + Toepy + Trppy + Lspy 4 Dop®y+

5.42
Tioppy® +  Tripy® + Tizepp + Tizep + Ciapp + Tisp + Tig + Tip = 0 ( )

p® + Tigp + Dig + TogppT'y + Lo pTy + TooppT + TozpT = 0 (5.43)
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Ao+ A1p + Dop? + AT + AgpT + Asp®T + AgepT+

5.44
AzpT + AgeppT + DoppT + DyopT? + ApppT? =0 (5.44)

T+ A3p3 -+ A2p2 + Alp -+ AO =0 (545)
Soit Ry (x,t) le résidu de I'équation (5.42), associé & la variable p(z,t) et défini par :

R (x,t) = [1p? + Dap + Tspy + Tay + Dseppy + Coepy + Drppy + Tspy + Top?y+ (5.46)
F1oppy2 + Tupy®+ igepp + Tizep + Diapp + Tisp + T + 17 .

D’apreés la relation (5.18), le jeu de fonctions spatiales associé a la variable p(z,t) est
Gur(x), k = 1,2,...,n4. Faire la PG de I'équation (5.42) revient & développer la relation
suivante :

/L Ry(2,t)®q(z)dz =0 k€ [1,n4] (5.47)

Afin d’estimer I'ordre de grandeur qui pilote le nombre de paramétres du MR a identifier,
nous allons ici nous intéresser a un des termes de plus haut degré dans le développement de

L
la relation (5.47). Il s’agit du terme / Cseppy®ar(z)d.
0

L
Vk € [1,n4), posons PGal; = / Lseppy®ar(z)dx. Alors le terme PGaly se réécrit comme
0

suit :
PGals = [ T30 alt@ale)(3 400> alt)®, Zfs ). (2)) ()l

(5.48)

jPGall—Zc llnzal

=1 j=

/ L5 ®ei(2) i (1) Pt (2) P s () Par () dw) i (¢)d (t)au (2) f5(2)
1 (5.49)

s=



142 Chapitre 5. Elaboration de la structure du modéle réduit

L
En adoptant la notation (M})pjis = / 5@ (2)Pj () Pt (2) D p5(2) Pare (2)d, (5.49)
= 0

peut se réécrire de la facon suivante :

ne Ng ng Nf

PGal, = /0 Cseppy®@ar(v)dr = Z Z Z Z(

i=1 j=1 I=1 s=1

JrijisCi(t)d; () ar(t) fs(t) (5.50)

s

Dans la pratique, pour un tel terme, le nombre de paramétres & identifier lors de la
construction du MR est ngn.ngn,ns. Dans le cas particulier ot n, = n. = ng = ny = m, le
nombre de paramétres a identifier pour le terme fOL Dseppy®ar(z)de devient alors m®.

Lorsqu’on applique les mémes opérations que précédemment pour les équations (5.43),
(5.44) et (5.45), le nombre de paramétres & identifier pour les termes de plus haut degré dans
la PG de chacune de ces équations est respectivement m>, m° et m*.

5.3.5 Ordre de grandeur du nombre de paramétres du MR

La PG de I'équation de quantité de mouvement a permis d’obtenir un nombre de pa-

ramétres a identifier égal a m* + m® + 3m? pour la construction du MR. Donc l'ordre de
grandeur du nombre de paramétres de cette équation est m?. Lorsqu’on effectue la PG des
autres équations du systéme (5.11), on remarque que 'ordre de grandeur du nombre de para-
métres a identifier pour les équations de ce systéme (systéme des équations de conservation)
est m* (équations d’énergie interne et fraction massique vapeur) et m* (équation de masse).
En ce qui concerne les équations (5.42), (5.43), (5.44) et (5.45) qui sont les lois de fermeture
du modéle pour un mélange hors équilibre thermodynamique et en équilibre thermodyna-
mique, le développement d’un des termes de plus haut degré de la PG a montré que l'ordre
de grandeur du nombre de paramétres a identifier est m® pour les équations (5.42), (5.43),
(5.44) et m* pour I'équation (5.45).
Des analyses précédentes, nous constatons que l'ordre de grandeur du nombre total de pa-
rameétres a identifier est piloté par 'ordre de grandeur du nombre de paramétres des lois
de fermeture c’est & dire m®. Le nombre de paramétres du MR va donc augmenter trés
rapidement avec m, rendant ainsi la construction du MR difficile.

5.3.6 Structure compléte du MR a un jeu de dynamiques propre a
chaque variable
Nous donnons ci-dessous, sans détailler les calculs, les équations obtenues aprés avoir

effectué la PG de chaque équation du systéme (5.11) et des équations (5.42), (5.44), (5.43)
et (5.45) :
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a. Equations du MR relatives aux lois de conservation

(é®dd—i>+Qa®Mzo
é@%Jré%()®b()®b()+L;®d()+L®b()+L§®a() 0
1502 | 7 Fa(t) @ b(1) @ eft) + QFAE) B HE) + VBt + LB(t) + V2 =0
£®(()§f()) ﬁga(t)®b(t)®f(t)+vf:0

(5.51)
b. Equations du MR relatives aux lois de fermeture pour un mélange hors
équilibre thermodynamique (hors état de saturation)

-~

QiP(d(t) ® d(1)) + Ly®d(t) + Q®(d(t) ® f(t)) + Li®f (1) + ﬁg (1) ®d(t) ® alt) ® f(t)+
Z:C?%c(t) ®a(t) @ f(t) + szgd(t) ®a(t) @ f(t) + :§§(a(t) ® Jﬁ) + Z:C%%d(t) ®d(t) ® f()+
Ega(t) ® d(t) ® (1) ®:f(t) + ZiBa(t) © /(1) ®_f(t) +Z§Belt) @ dz ® a(t)+

szzg(dt) ® a(t)) + QE;*@(d(t) ® (:)) + Li®a(t) + Vi = 0:

QUB(() ® d(t)) + LYBd(t) + MITd(t) ® alt) ® g(t) & £(1) + Z0Balt) @ glt) @ £()

(5.52)
c. Equations du MR relatives aux lois de fermeture pour un mélange en équi-
libre thermodynamique (état de saturation)

(V) + L] Ly®d(t) + Q:fz@(d(t) ®d(t)) + Ly®g(t) + Q:2§(d(t) ®g(t) + Zzé’gd( ) ®d(t) ®g(t)
Z:f;%c(t) ®at) ® g(t) + Q@ (at) ® g(t) + ﬁ%c(t) ® d(t) ® alt) ® g(t)+
Z:ﬁd(t) ®a(t) ® g(t) + Z:C%%a(t) ®g(t) ® g(t) + ﬁ%d(t) ®a(t) ® g(t) ® g(t) =0
L_}@g(t) + Z_J%%d(t) ® d(t) ® d(t) + Q7®(d(t) ® d@ + L_fc +Vi=0
k - B (5.53)
Dpap(t) est Ventrée du modele. a(t), b(t), c(t), d(t), f(t), g(t) sont les solutions des équa-

tions (5.51), (5.52), (5.53). Les composantes de tous les autres tenseurs sont des paramétres
du MR a identifier.
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En utilisant le méme nombre m de fonctions dans les décompositions (5.15) a (5.20), le
nombre de parametres total 1,4,qm a identifier lors de la construction d’un tel MR, est, hor-
mis la matrice d’observation permettant la reconstitution des champs de variables, égal a
Nparam = 5m® 4+ 15m* 4+ 16m> + 13m? + Tm, soit sous forme de tableau :

m 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Nparam| 90 594 | 3000 | 10220 | 27360 | 62286 | 126224 234360 406440 667370

TABLE 5.1 — Nombre de paramétres du MR, hormis la matrice d’observation, & identifier en
fonction de m

Comme nous pouvons le remarquer dans le tableau 5.1, le nombre de paramétres a iden-

tifier augmente de facon considérable lorsque l'ordre m du MR augmente, ce qui rend la
construction de ce MR trés difficile. Dans le paragraphe suivant, nous allons chercher & ré-
duire le nombre de paramétres du MR.
De plus, les systémes d’équations (5.51), (5.52), (5.53) font apparaitre une difficulté supplé-
mentaire. En effet, le calcul de a(t), ..., g(t) nécessite de résoudre soit les systémes (5.51)
et (5.52), soit les systémes (5.51) et (5.53) selon que 1'on est hors saturation ou en état de
saturation. Contrairement au MD dans lequel le choix des lois de fermeture est réalisé en
chaque point de la boucle et & chaque instant en fonction de la fraction massique vapeur
et de la température, un tel choix n’est pas possible pour le MR dans lequel le temps et
I'espace sont découplés. Avec les systémes (5.51), (5.52), (5.53) du MR qui ne dépendent que
du temps, la boucle serait donc en un instant donné, soit intégralement hors saturation, soit
intégralement en saturation.

5.4 Réduction du nombre de paramétres du MR

Le nombre de paramétres du MR précédemment établi est piloté par le nombre de para-
métres de la PG des lois de fermeture (cf. 5.3.5). Donc pour réduire le nombre de paramétres
du MR, nous proposons de ne plus tenir compte des lois de fermeture dans la construction
de la structure du MR. Ceci aboutit aux deux conséquences suivantes :

— La premiére est que nous ne disposons plus d’équations qui nous permettent d’établir
des relations a partir desquelles calculer les jeux de dynamiques des variables p et T

— La deuxieme est que I'équation associée au titre massique y peut étre ignorée aussi.
En effet, la variable y n’intervient que dans les lois d’état. De plus, elle peut étre
reconstituée a partir de 'une des deux premiéres relations du systéme (5.7) une fois
que les autres variables sont reconstituées.

La premiére conséquence entraine une difficulté pour 1’élaboration de la structure du MR.
Pour la contourner, nous faisons 'hypothése que les variables p et T seront reconstituées a
partir d’un jeu de dynamiques associé aux autres variables.

A ce stade, le systéme d’équations a partir duquel sera définie la structure du MR est le
suivant :



5.4. Réduction du nombre de parametres du MR 145

(Jp 0O
ETl %(PU) =0
Ipu) 0O 2 4p
il ___~ 5.54
5 T g P +P) St erg (5.54)
d(pe) O 0 64p , @
\ Ot + ox (pe-u) = L™ (u) + 282" + Q)

D’aprés le paragraphe 5.3.5, I'ordre de grandeur du nombre de paramétres & identifier
pour un systéme d’équations issu des PG des équations (5.54) est m*. Les termes d’ordre m*

0
proviennent des termes a—(pu2) et a—(pe.u) des deux derniéres équations de (5.54). L’ordre
T T

m* résulte du choix qui a été fait en ce qui concerne les variables a reconstituer par le MR.
Ce choix s’est porté dans un premier temps sur les variables primitives.

Pour réduire encore 'ordre de grandeur du nombre de paramétres a identifier, notre choix
se portera maintenant sur les variables conservatives p, pu, pe et sur les champs spatio-

temporels des variables u, p et T. De ce fait, les termes a—(puz) et a—(pe.u) conduisent a
T T

des termes en m?> dans les PG. Les variables p, pu et u ne sont pas indépendantes. Elles sont
liées par la simple relation pu = p.u. Le nouveau systéme d’équations que nous considérons
pour I’élaboration de la structure du MR est donc le suivant :

(5.55)

Considérons maintenant la décomposition spatio-temporelle des variables p, pu, pe, u, p
et T :

pla,t) = Y ai(t) ) (5.56)

pu(z,t) ~ ' b; (1) Py () (5.57)
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pela,t) %y ci(t)Pa(2) (5.58)

u(z,t) ~ Zfl(t)q)fz(x) (5.59)
P, 1) ~ 4 ()i (z) (5.60)

T(x,t) ~ igi(t)Qgi(x) (5.61)

Avec les décompositions (5.56) et (5.57), la PG de I'équation de conservation de la masse

0 0
a—f + %(pu) = 0 méne & la relation suivante :

L.®@a(t) + Ly®b(t) = 0 (5.62)

ou I, est une matrice de taille n, X n, et L; de taille n, X n.
En régime permanent, le vecteur a est constant. (5.62) s’écrit alors :

Ly@b(t) =0 (5.63)

De I'équation (5.63) découlent deux possibilités. La premiére est que b(t) = 0 et donc
dans ce cas le débit reconstitué en régime permanent est nul d’aprés (5.57), ce qui est phy-
siquement incohérent (c’est seulement vrai en RPT lorsque 1'écoulement n’est pas amorcé et
que le fluide est au repos, mais pas dans les régimes permanents correspondant a un flux de
chaleur non nul & I’évaporateur). La deuxiéme possibilité est que L, = 0 et donc dans ce cas
on a une identité 0 = 0 mais le débit ne pourra étre reconstitué du fait que nous ne pourrons
pas connaitre b(t).

De I'analyse précédente, nous pouvons conclure que I’équation issue de la PG de I'équa-
tion de conservation de la masse ne satisfait pas a nos attentes.
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Afin de remédier a ce probléme, I’équation de conservation de la masse doit étre com-
binée & au moins une des trois autres équations du systéme (5.55) lors de la projection de
Galerkine.

On explique ci-aprés en quoi consiste la combinaison de plusieurs équations (p équations par
exemple) lors de la projection de Galerkine.

Soient R;(z,t), i € [1,p] les résidus des p équations et ®;p(z), ¢ € [1,p], k € [1,n] les
fonctions spatiales associées aux p variables. Pour chaque variable, on doit avoir le méme

nombre n de fonctions spatiales.

Classiquement, on effectue p projections de Galerkine :

Pour i € {1,...,p} : (Ri(z,t), Pi(x))o =0 Vk € [1,n]
Ry(z,t) ®p(2)

Soient R(z,t) = le résidu vectoriel et les & () = , ke [1,n] les
Ry(z.) D)

fonctions vectorielles spatiales.

La projection de Galerkine combinée des p équations consiste ici a faire la projection or-
thogonale de R(z,t) sur les ®x(z), k € [1,n], c’est-a-dire : (R(z,t), Pr(x))q =0, Vk € [1,n],
correspondant a un produit scalaire vectoriel (f, 7)q.

On considére ainsi le produit scalaire de deux fonctions vectorielles f(x) et §(x) définies
sur espace 2 = [0, L] :

(F\)e = / f(z) g(z)da (5.64)

Ce produit scalaire valable quel que soit le nombre de composantes des fonctions vecto-

rielles f(x) et §(x) impliquées, s’applique en particulier & deux fonctions scalaires et généralise
ainsi le produit scalaire usuel défini par (5.22).

La combinaison de I’équation de conservation de la masse peut s’effectuer avec :

— soit une des trois autres équations du systéme (5.55) : on obtiendra alors trois systémes
d’équations couplés lors de ’étape de projection de Galerkine ;

— soit deux des trois autres équations du systéme (5.55) : on obtiendra alors deux
systémes d’équations couplés;

— soit les trois autres équations du systéme (5.55) : on obtiendra alors un seul systéme
d’équations.
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Le nombre de jeux de dynamiques utilisés pour I’approximation des champs des variables doit
étre égal a ce nombre de systéme d’équations issus de la (ou des) projection(s) de Galerkine.
On peut ainsi envisager la formulation de différents types de modéles réduits comportant
trois, deux ou un seul jeu de dynamiques.

Dans le cadre de cette thése, nous allons mettre en oeuvre la troisiéme possibilité, plus simple
que les deux premiéres.

5.5 MR a1 jeu de dynamiques commun a toutes les va-
riables

Comme pour le MR précédemment établi, 'entrée du MR est ®cyyqp.
Nous considérons un seul jeu de dynamiques a;(t), ¢ € [1,n,] commun aux six variables
p, pu, pe, u, p et T, tout en conservant bien stir un jeu de fonctions spatiales spécifique
pour chaque variable. Cela correspond a écrire les décompositions (5.56) a (5.61) avec
Ng =MNp =Ne =Ny =ng =ng et a;(t) =b;(t) = c;(t) = fi(t) = di(t) = g:(t), Vi € [1,n4].

La fonction vectorielle R(x,t) des résidus des quatre équations du systéme (5.55) et la
fonction vectorielle spatiale @y (), k € [1, n,], s’écrivent respectivement :

Ry(.1) Boi(2)
Rot) = }}283 et By(z) — ibiég vk € [1,n]
R,(z,t) D ()

La projection de Galerkine consiste alors & écrire (R(z,t), B (2))q = 0, Vk € [1, na] avec
le produit scalaire défini par (5.64). Elle méne a un systéme de n, équations dont la solution
est le vecteur a(t) € R".

Nous souhaitons ici élaborer un MR capable de reproduire le régime permanent initial
(RPI) qui est un régime de fonctionnement du systéme physique lorsque ®.,q, est nul. Pen-
dant ce régime de fonctionnement, les variables pu et u sont nulles, les variables p, pe et T’
ne varient pas par rapport a l'initial mais la variable p varie par rapport a l'initial. Pour
plus de détails sur le régime permanent initial, le lecteur peut se référer & la sous-section 3.6.1.

En RPI, les variables pu et u sont nulles. La relation (5.57) permet donc de dire que les
a;(t) doivent étre nuls. Cela entraine que les autres variables reconstituées par le MR avec
ce jeu de dynamiques sont également nulles, ce qui n’est pas vrai en réalité. Pour bien re-
constituer toutes les variables, nous avons associé aux variables pu et u le jeu de dynamiques
a;(t) et aux variables p, pe, p et T les jeux de dynamiques respectifs a;(t) + oy, a;(t) + i,
a;(t)+7i, a;(t)+N; ot oy, Biy vi, Ai sont des jeux de constantes qui constituent des paramétres
supplémentaires a identifier lors de la construction du MR.

En pratique, la reconstitution des variables en RPI n’est cependant pas satisfaisante. Puisque
le RPI est fixe dans le cadre de nos études, nous allons le supposer connu et nous allons
chercher a reconstituer les déviations des variables par rapport a leurs valeurs en RPI. L’éla-
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boration de la structure d’un tel MR fait 'objet de la section suivante.

5.6 MR a1 jeu de dynamiques commun a toutes les dé-
viations

5.6.1 Equations mathématiques

L’objectif ici est de construire un MR qui reconstitue les déviations des variables par
rapport au régime permanent initial qui est supposé fixe et connu. Pour ce faire il nous faut
écrire le systéme d’équations dont les variables sont les déviations par rapport au régime
permanent initial.

Ecrivons tout d’abord le systéme d’équations vérifiant le régime permanent initial. Lorsqu’on
note par po(z), (pu)o(z), (pe)o(x), uo(x), po(x) et To(x) les champs des variables en régime
permanent initial, et pour 75 (x) = T'troiq €t Peyap = 0, ce systéme s’écrit de la fagon suivante :

(0

—((pu)o) = 0

0 Opy  64u

—((pu)o-ug) = ——=— — —>ug + €(T)poyg

—((puo-uo) = =2 = g + e(w)po 5.5
0 0 641

g((Pe)oﬂo) = —PO%(UO) + W“ﬁ

L (pu)o = po-uo

On s’intéresse maintenant au régime variable décrit par le systéme (5.55).
Effectuons les changements de variable suivants :

op=p—po=p=>0p+po (5.66)
0(pu) = pu— (pu)o = pu = d(pu) + (pu)o (5.67)
d(pe) = pe — (pe)o = pe = d(pe) + (pe)o (5.68)
du=u—ug = u=du+um (5.69)
0p=p—po=p=0p+po (5.70)



150 Chapitre 5. Elaboration de la structure du modéle réduit

Lorsqu’on remplace ces variables dans le systéme d’équations (5.55), on aboutit au sys-

téme d’équations suivant :

(202200 1 0 (5(0u) + (pue) = 0

20U +(0)0) 4 O (5(pu) + (pujo).(su + ) = - 2P Oy
e(x)(0p + po)g
8((5(/)6)8;1— (pe)o) + %(((5(p6) + (pe)o).(du +ug)) = —(dp —|—p0)(%((5u + up))+
641 , @
LO(pu) — dp.du+ (pu)o — dp.ug — po.0u — poty =0
(5.72)

En tenant compte du systéme en régime permanent (5.65) et aprés quelques manipula-

tions, le systéme (5.72) devient :

(95p 0
EL 4 (8(pw) = 0
200D 1 2 (5. u) + 208 %‘%wu) — () (6p)g + (6 (pu)ua + Sulpu)) = 0

0(0(pe)) 3(5<p6)_5u> n 5p3(5u) _ 247‘2‘((5@2 + 2updu) — g + %(Mw)u[ﬁ

ot ox ox

0 0
du(pe)o) + (5p£(uo) +p0%(5u) =0

k<5(pu) — 0p.ou — dp.ug — po.ou =0
(5.73)

Dans le cas particulier on 'on suppose que, initialement, ug = 0 et (pu)g = 0, comme le
cas du régime permanent initial dans nos études, le systéme (5.73) peut étre réécrit sous la

forme suivante :
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(96p O

Sl (3(pw) = 0

(o)) “gt’“)) 2 (5(pm).u) + % + 5 ) — (a)(3p)g = 0

—5(5é§6>> + 8%(5(,)@).5@ + 5p8%<5u) - 2475(5@2 - g + %(M(pe)o) + po%(m =0
\5(pu) —dp.0u — po.du =0

(5.74)

Le systéme d’équations & partir duquel nous allons construire par la suite la structure
du MR est le systéme (5.74) dont les variables & reconstituer sont les déviations dp, 0(pu),
d(pe), du, op, et 6T.

Remarque : le probléme étant non-linéaire, les équations relatives aux déviations dé-
pendent du régime permanent initial par I'intermédiaire des champs (pe)o(x) et po(z). Le
MR qui découlera des équations (5.74) fournira donc les déviations par rapport au régime
permanent initial spécifique défini par les équations (5.65).

5.6.2 Décomposition spatio-temporelle des variables

Nous allons procéder comme dans le paragraphe 5.3.3 a une décomposition spatio-temporelle
des déviations. Cette décomposition s’écrit sous les formes suivantes :

Sp(z, 1) ~ 2 0:(£) Do () (5.75)
5(pu)(x, 1) ~ i:; 0 (£) Dy () (5.76)
5wmwz§mmmw 6.17)

Sulz, t) ~ i:; 0: () () (5.78)

Sp(z.1) ~ n; 0 (1) B () (5.79)
ST (1) ~ Z 0: ()® () (5.80)

=1
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ol les fonctions spatiales @y (), Ppi(x), Pei(x), Pri(2), Pui(z), Pyi(2), i € {1, ..., n,} sont
des troncatures de bases complétes de I'espace L*([0, L]) muni du produit scalaire (e,0)q dé-
fini par (5.64), valable en particulier pour des fonctions scalaires.

5.6.3 Projection de Galerkine (PG)

On appelle respectivement Rs,(x,t), Rspu(x,t), Rspe(z,t) et Rsy,(x,t) les résidus des équa-
tions du sytéme (5.74), définis par les relations suivantes :

Rs(2,t) = % + %(5@@) (5.81)

Ripu,t) = 2OV O 50 g0y + P00 Oy — oy (582)
Rige(.) = 2D 0 (5000) suy ap () - 2“7’;<5u>2—§+%<5u<pe>0>+m% <<;3;
Rou(2,1) = 6(pu) — 6p.5u — po.u = 0 (5.84)

Parmi les possibilités qui s’offraient & nous pour la reconstitution des 6 variables avec
les trois équations dont nous disposons, nous avons choisi celle ol un jeu de dynamiques
commun est attribué a toutes les variables. Ceci signifie qu’il faut une seule équation pour
le calcul des a;(t). Donc ici, la PG s’effectuera comme le produit scalaire du vecteur résidu
avec le vecteur des fonctions spatiales. Pour cela, notons respectivement par I?(a:, t) et 5k(x)
le vecteur résidu du systéme d’équations (5.74) et le vecteur des fonctions spatiales d’indice
k€ [1,n,]

RRép((xa t)) ;};akgxs

D pu x,t 7 _ b\ T

R(z,1) ije 1) | o Ou(x) = | g (2) VE € [1,n4]
Rgu(ZL‘,t q)fk<l’)
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La Projection de Galerkine associée au résidu vectoriel ﬁ(w,t) consiste a effectuer la
projection orthogonale de R(z,t) sur la base des ®(x). Cela revient a écrire, d’aprés la
définition (5.64) du produit scalaire :

/L R(z,t).®p(z)dz =0 Vk € [1,n,] (5.85)

L’équation (5.85) équivaut a I’équation suivante :

L L L L
/ Rs,(z,t)Pux(z)dz + / Rspu (2, 1)@y (2)d + / Rspe(2,t) ey (x)dx + / Rsu(x, 1)@ pp(x)da =0
0 0 0 0

VEk € [1,n4] 556
.86

Dans ce qui suit, nous développons chaque terme de I'équation (5.86) en y introduisant
les décompositions (5.75) a (5.80).

L
5.6.3.1 Développement du terme/ Rsp(x, ) Pur(x)de
0

L
Vk € [1,n,), le terme / Rsp(x,t)Pur(x)dx s’écrit d’apres (5.81) :
0

L L
En adoptant les notations (L) = / D (2)Pyr(z)dx et (Lo)k = / — (P () P i () d,
= 0 0

(5.88) peut se réécrire de la fagon suivante :
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/0 Rsp(x, )Py (z)da = i(g);ﬂal(t) + Za(g)maz(t) (5.89)

Sous forme tensorielle, (5.89) peut se réécrire comme suit :

L
/ Rsp(x,t)Por(x)de = Li®a(t) + Ly®a(t) (5.90)
0 =
L
5.6.3.2 Développement du terme / Rspu(x, 1) Py (z)dx
0

L
VEk € [1,n4), le terme / Rspu(x, 1) Py (z)de s’écrit d’aprés (5.82) :
0

[ Rt tjualde = [ 0 000+ 2524 2 0)e0) G o)
(5.91)

Nous allons développer dans ce qui va suivre chaque terme de la relation (5.91).

" 0(0(pu))
a. Terme/0 Tq)bk(x)dx

/0 aa((a,t)u)@bk(m)dx: /0 %(;ai(tﬂ)bi(w))@bk(m)dx:Za( /0 By () By () dx)dczit)

L
En adoptant la notation (L3)g; = / Oy () Py ()dz, (5.92) peut se réécrire de la fagon
0

suivante :

/O 85((9?“) Dp(w)de = S (Lo (t) (5.93)

i=1
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L
b. Terme / 2((S(pu).<5u)<I>bk(a:)d:1:
0 aZIJ

/0 8(5(gz)6u) Dy () = Z“Za(/o 5(@&(8)5)}”1( ))(I)bk( )dz)a(t)a; (t) (5.94)

i=1 j=1

Dy (x)dx, (5.94) peut se réécrire

o= [ Aty

En adoptant la notation (Q1); = B
T

de la facon suivante :

/0 aa(gz)éuq)bk(x)dx - ; 3; (%)Mja,-(t)aj(t) (5.95)

Ox
a6 o [E 0D g(x
/ —ptbbk )z =3 ( / 5; ) () ) (1) (5.96)
i=1 70
) L 0® () o
En adoptant la notation (Lg)r = ( pe Oy (z)dx), (5.96) peut se réécrire de la
fagcon suivante : ’
L asp e
0 = Pu()dr = ;(ﬁ)kiai(t) (5.97)

L 64 64y _ 64p
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64 ("

En adoptant la notation (Lg)y = Q_Dl;/ D1 () Dy (z)dz, (5.98) peut se réécrire de la
= hJo

fagon suivante :

Na

/ (S su)@(r)dr = > (Lyuasl?) (5.99)

i=1

e. Terme/0 —e(x)(9p) gPpx(z)dx

Ta

/O —e(2)(0p) g () = 3 /0 () 9o (2) By () ) s (1) (5.100)

i=1

L
En adoptant la notation (Ls)g; = / —€(x) gP i ()P (x)dx, (5.100) peut se réécrire de
0

la fagon suivante :
/0 —€e(x)(0p)gPur(z)dr = Z(g),ﬂ-ai(t) (5.101)

L
f. Récapitulatif du développement du terme / Rspu(x,t)Ppr(z)dx
0

En introduisant (5.93), (5.95), (5.97), (5.99), (5.101) dans (5.91), on obtient la relation sui-
vante :

L Na Na
/ Répu(mat)q)bk(x)dx = Z L3 kzaz + Ql k’Lja/’L CL] + Z L6 kzaz
0 i=1 i=1 j=1 —
Z L4 kzaz + Z L5 kzaz
=1

(5.102)

La relation 5.102 s’écrit sous forme tensorielle comme suit :
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L
5.6.3.3 Développement du terme/ Rspe(x, 1) P (x)d
0

L
VEk € [1,n,], le terme Ps,, = / Rspe(2,t) P (x)da s’écrit d’apres (5.83) :
0

a6 64 o 0
(ou) _ Gdp — + —(du(pe)o)+

P (0u)? = = + 5-(
poa(éu))Qck(:ﬂ)dx =0

Nous allons développer dans ce qui va suivre chaque terme de la relation (5.104).

a. Terme/O 8(6é?€>)<bck($)dx

L
En adoptant la notation (L7)g; = / i (2)Dex(z)dz, (5.105) peut se rééerire de la fagon
0

suivante :

| o) = > (Lowiste) (5.106)

i=1

L
b. Terme/ ag(é(pe).éu)fbck(x)dx
0

X

[ 2 sprmgentenir =555 [ 20D iy arm

i=1 j=1
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L o(d(2)P e
En adoptant la notation (@)mg - / (P () Py()
= 0

5 P (x)dx, (5.107) peut se réécrire
x
de la facon suivante :

| go6teisnpatade = > > (@ausaittias) (5.108)

L
c. Terme/ 5pM<bck(x)dx
0 ox

(5.109)

&3)rij = (/0 (Dyi(2) 5 Do (x))dx), (5.109) peut se ré-

écrire de la facon suivante :

L 8(5u)
/0 P ox

- Zaza (Qs) kiji(t)a;(t) (5.110)

i=1 j=1

/0 ( 22/;(% dx—ii / 64M (D 4i(2) @ ()] Per(x)da)a;(t)a;(t) (5.111)

242
=1 j=1

L
64
En adoptant la notation (Q4)ri; = / (— H

S —Pi(2)Pyj(2))Per(x)de, (5.111) peut se ré-
écrire de la facon suivante :

/0< 5 ) Pala)dr =3 3 (Quhujait)as(t) (5.112)
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Lo
e. Terme/ ——&y(x)dx
Y

L Dy (t D4t
/ _ 2 (w)de = — / Pevar®) g, (2)d — / Ceondt:2) gy ()ds (5.113)
0 Q evap cond Qcand

L CI)C cI)C
= / ——q)ck(l’)dx = @emp(z&) / _de + hcondSext / (T - Tfroid) k(x) dx
0 Q Qevap Qcond

cond
(5.114)

Dans le cadre de cette étude To(x) = Tfroia, ce qui signifie que T' — T 00 = 01 d’aprés
(5.71). Donc I'équation (5.114) équivaut a la relation suivante :

L
/ 2 o (2)dr = By (8) / —%’k(m)derhmdSm / 72 g (5.115)
0

Q evap evap cond cond

Lo Do (z) - Do ()
= [ ——d = Oyt - > (h D :
/0 0 ck($)d$ evap( )/eq;ap Qevap dx + i:1( condSext /cond gz(x) Qo d$)az<t)
(5.116)

o, ®,

En adoptant les notations (Vp), = / — Qk(x)dx et (Lg)ki = (hmdsm/ () k(x)dx),
evap evap - cond

(5.116) peut se réécrire de la fagon suivante :

/0 —%@k(x)dﬂf = (Vo)rPevap(t) + ;(g)kiai(t) (5.117)

f. Terme/0 (%((M(pe)g)—l—po%(éu))@ck(x)dx

| G utoer ey Gupate)de = 3 [ 1 @) pedo) 4y (@(o)) () da)asth
(5.118)
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L
En adoptant la notation (Lg)r = / [%(¢fi(x)(pe)0) +p0%(®ﬂ(x))]<bck(x)dx, (5.118)
- 0

peut se réécrire de la facon suivante :
[ G000 + o Gu0)i)ir = >l (5.119)
5 OU- (e Poz—(0u T = Lg)ria; .

L
g. Récapitulatif du développement du terme / Rspe(, )P (x)dz
0

En introduisant (5.106), (5.108), (5.110), (5.117), (5.119), (5.112) dans (5.104), on obtient
la relation suivante :

L Na, Na Nag  MNa
/ R(Spe(x;t)q)ck(x)dm = Z L7 klal _'_ ZZ QQ kz]az a] + ZZ Q3 kZ]CL’L ag )
0 i=1 i=1 j=1 —— i=1 j=1 —
+Zaz Q4 kzgaz CL] ) ( evap + Z LS kzaz + Za(é)kzaz(ﬂ
=1 j=1 — =1

(5.120)

La relation (5.120) s’écrit sous forme tensorielle comme suit :

L
5.6.3.4 Développement du terme/ Rsy(x, 1)@ pp(x)dx
0

L
VEk € [1,n,], le terme / Rsy(x, 1)@ pi(x)dx s’écrit d’aprés (5.84) :
0

/0 Rsu (2, 1)@ pp(x)dx = /0 (0(pu) — dp.6u — po.0w)®sp(x)de =0 (5.122)
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Nous allons développer dans ce qui va suivre chaque terme de la relation (5.122).
L
a. Terme / d(pu)® sp,(z)dz
0

Na

/0 5(pu)® pu(r)dr = 3 /0 By () () dar)as () (5.123)

i=1

L
En adoptant la notation (Lyg)g; = / Qi ()P s (x)de, (5.123) peut se réécrire de la fa-
0

con suivante :

/0 5(pu)® sy ()dz = Z(g),ﬂ-ai(t) (5.124)

Na  MNa

/0 —opoubp(r)dr =33 /0 B () () D g ()i (£ s (8) (5.125)

i=1 j=

L
En adoptant la notation (Q5)i; = / — Dy (2)Pfj(2)Psr(x)de, (5.125) peut se réécrire
0

de la facon suivante :

Ng MNa

/O —0p.oudpp(z)de =D > (Qs)wijai(t)a;(t) (5.126)

i=1 j=1

L
c. Terme/ —po-0u® s (x)dz
0

Na

/0 —po.éuq)fk(:v)dm:Z( /O —00® i (2)® g () dx)ai (t) (5.127)
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L
En adoptant la notation (Lq1)g = (/ —po®@ i (2)P s (x)dx), (5.127) peut se réécrire de
0

la facon suivante :

/0 —po.0u® s, (2)dz = Z(@),ﬂ-ai(t) (5.128)

L
d. Récapitulatif du développement du terme / Rsu(x, 1)@ g (x)da
0

En introduisant (5.124), (5.126), (5.128) dans (5.122), on obtient la relation suivante :

/ Ry (2, £)® gy ()l = Z Liai®)+ 3> (@ yasDa(t) + 3 (Linwai(t)
=1 j=1 — =1
(5.129)
La relation 5.129 s’écrit sous forme tensorielle comme suit :
L JE—
/ Rsu(2,1)®f(z)dr = Lyo®al(t) + Qs@a(t) ® a(t) + L1 ®@a(t) (5.130)
0 - = —

5.6.4 Récapitulatif de la Projection de Galerkine

Lorsqu’on introduit les relations (5.90), (5.103), (5.121), (5.130) dans I’équation (5.86),
nous obtenons I’équation suivante :
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En effectuant un regroupement des termes, 'équation (5.131) se réécrit de la fagon sui-
vante :

= = = (5.132)

En adoptant les notations Ly = Ly + L3+ Ly, L’1 = Lo+ L4+ Ls+ Lg+Lg+ Lo+ Lig+ L1,
Q_z) = Q1+ Q2+ Q3+ Q4 + Qs, la relation (5.132) peut se réécrire de la fagon suivante :

Lo®a(t) +

O

0®a(t) @ a(t) + Lia(t) + VoDeyap(t) = 0 (5.133)

5.6.5 Preuve de l’'inversibilité de la matrice L

Nous allons montrer ici que la matrice Ly = Ly + L3 + L7 est inversible. Ceci nous per-
mettra de multiplier I’équation (5.133) par Pinverse de @_et de pouvoir la réécrire d’une
facon plus simple. Nous allons procéder a une démonstration par I’absurde pour montrer
I'inversibilité de Lo.

(Lo)gi = /0 (Pui ()P () + Ppi(2) Ppr () + Ppi () Per(z))dx V(k,7) € [1,n4] X [1,14]

(5.134)
. q)ak(l')
Posons @, (z) = [ ®y(z) |. Alors de la relation (5.134) découle :
@Ck(x)
L =/ =g}
(Lo)i :/ P, (). P (x)dx V(k,i) € [1,n4] x [1,n,] (5.135)
= 0

Supposons que Ly n’est pas inversible, ce qui veut dire qu’elle n’est pas de rang n, et
donc une de ces lignes, par exemple la ligne m, est une combinaison linéaire des autres lignes.
De ce qui précéde, on peut alors écrire :



164 Chapitre 5. Elaboration de la structure du modéle réduit

Za]Lojl‘v’zelna#/ P (z).P, Z /(13 ()dizG[lna]

J#m

kvh

=1
#m

L
:>/ P (z).(D, Zaj ))dz =0 Vi€ [1,n,]
0

g;ém

Z&] =0 Viell,n,

J¢m

x) = i: ajé; (x)

Jj#Em

C’est & dire :

(I)am(x) - Zl ajq)aj(x)
i#m

Pom () = 3 0 Py(7) (5.136)
Jj#m

B (1) = "; ;e ()

L J#EmM

D’apreés les relations du systéme (5.136), la fonction ®,,, (respectivement @y, et @) est
une combinaison linéaire des fonctions ®,; (respectivement ®y; et ®.;), j € [1,n,], j # m.
Ceci est en contradiction avec la définition des fonctions ®,;, ®y; et ®.; comme troncatures
de bases complétes de 'espace L*([0, L]) muni du produit scalaire défini par la relation (5.64).
En conséquence Lg est inversible.

5.6.6 Equation d’état non-linéaire du modéle réduit

Puisque nous avons précédemment montré que Lo est inversible, nous allons effectuer le

produit entre son inverse et la relation (5.133). Lorsqu’on pose @ = Ly'®Q), L= Ly'®L,
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V = Ly'®Vj, nous obtenons la relation suivante :

a(t) + Q®a(t) ® a(t) + LBa(t) + VPeyay(t) = 0 (5.137)

O

5.6.7 Equation de sortie du modéle réduit

Considérons la relation (5.75) :

Na

Sp(x,t) = > ai(t)Pqi(x) (5.138)

i=1
On écrit la relation (5.138) aux N, points de discrétisation z;, j € {1,2,..., N} du MD :

dp(xj,t) ~ nzaai(t)q)ai(xj) Vie{l,2,..,N,} (5.139)

=1

Soit Y,(t) = (6p(z1,t),5p(22,1), ..., 0p(xN,,t))" le vecteur dont les composantes sont la
variable dp(x,t) aux N, points de discrétisation et

Dy, (71) (I)ana (1)

Dq, (72) P, (72)

Dq, (3) P, (3)
H, =

q)al (:EN1> . . . q)ana (‘CL.NZ)

la matrice d’observation associée a la variable dp.
La relation (5.139) s’écrit alors :

Y, (t) = H,a(t) (5.140)
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De fagon analogue, on définit pour les autres variables dpu(x,t), dpe(x,t), du(z,t), dp(zx,t),
0T (x,t) :

= You(t), Ye(t), Yu(t), Yp(2), Yr(t);

— (Hpu)ji = o, (%), (Hpe)ji = Pe,(x5), (Hu)ji = @, (25), (Hp)ji = Pa, (), (Hr)ji =
D, (z;), Vi€ {1,2,..., N, } et Vi € [1,n,].

Les décompositions (5.76) a (5.80) discrétisées aux N, points de lespace s’écrivent alors
respectivement sous les formes matricielles suivantes :

;

Ypu(t) = Hpua(t)
Ye(t) = Hpea(t)
Y.(t) = Hya(t) (5.141)

Yp(t) = Hya(t)

YT(t) = HTCL(t)

Soit Y (1) = (Y, (t), Yyu(t), Yoe(t), Yau(t), Yp(t), Yr(1))" € R et H = (H,, Hpy, Hye,

(
RONeXna - A partir des relations (5.140) et (5.141), on obtient la relation matricielle suivante :

Y (t) = Ha(t) (5.142)

La relation (5.142) est une généralisation de la relation (5.140) & toutes les variables du
MR. Elle permet donc de calculer toutes les variables en tout point de ’espace et peut se
réécrire sous forme tensorielle comme suit :

Y (t) = H®a(t) (5.143)

5.6.8 Structure finale du modéle réduit

La structure du MR a 1 jeu de dynamiques commun a toutes les déviations est finalement
constituée des équations (5.137) et (5.143) :

H,, H,, Hy)"
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= = (5.144)

Le vecteur a(t) du sytéme (5.144) a pour composantes le jeu de dynamiques a;, ¢ € [1,n,)
et le tenseur d’ordre 2 H a pour composantes les fonctions spatiales associées aux réponses
du MR.

Notons par m = n, 'ordre du MR. Pour une telle structure de MR, le nombre de para-
metres total a identifier lors de sa construction, en dehors des composantes de H, est alors

3 2
Nparam = M~ + M~ + m.

m 1 2 3 4 3 6 7 8 9 10
Nparam| 9 14 39 84 155 258 399 284 819 | 1110

TABLE 5.2 — Nombre de paramétres du MR, hormis la matrice d’observation, & identifier en
fonction de m

Comme nous pouvons le remarquer dans le tableau précédent, le nombre de paramétres a
identifier lors de la construction de ce MR est faible devant celui que nous avons présenté dans
le paragraphe 5.3.6. Par conséquent, ce MR sera plus facile & identifier et moins gourmand
en ressources informatiques et en temps de calcul.

5.7 Conclusion du chapitre

Ce chapitre théorique concernait ’¢élaboration de la structure d’'un Modéle Réduit (MR)
d’une Boucle Diphasique Gravitaire (BDG). Nous avons tout d’abord construit une premiére
structure de MR qui reconstitue les variables primitives du MD. A chaque variable primitive
a été associé un jeu de dynamiques propre. Une telle structure de MR posséde un grand
nombre de paramétres & identifier, ce qui rend sa construction complexe.

Dans I'objectif de réduire le nombre de paramétres, nous avons ignoré les lois d’état du MD
et nous avons fait I’hypothése selon laquelle les variables pression et température peuvent
étre reconstituées par le jeu de dynamiques d’autres variables. En effet, les lois d’état font
augmenter de fagon considérable le nombre de paramétres du MR. L’équation du titre mas-
sique a été aussi ignorée puisque celui-ci n’intervient que dans les lois d’état. Dans le but
de réduire davantage le nombre de paramétres a identifier, nous avons opté pour un autre
choix de variable & reconstituer par le MR, ces variables étant les variables conservatives p,
pu, pe et les variables u, p et T'. Le choix de ces nouvelles variables a eu comme conséquence
I’apparition d’'une nouvelle équation qui se rajoute aux autres équations du MD. Ensuite,
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nous avons remarqué en faisant la Projection de Galerkine (PG) de I’équation de masse que
cette équation ne peut pas étre résolue seule et doit étre associée a une autre équation du
MD.

Tout ceci nous a conduit vers I’¢laboration d’une autre structure de MR ot nous avons asso-
cié aux nouvelles variables un méme et unique jeu de dynamiques. Cette structure posséede
un nombre de paramétres plus petit que la premiére. Par contre, elle ne reproduit pas de
facon satisfaisante le régime permanent initial.

Nous avons donc élaboré une troisiéme structure de modéle qui reconstitue les déviations
par rapport aux variables en régime permanent initial (RPI), celui-ci étant fixe et supposé
connu. Un seul jeu de dynamiques a été associé aux déviations. La structure de ce MR a
montré finalement qu’elle est plus simple a mettre en ceuvre et posséde un faible nombre
de paramétres a identifier par rapport aux autres. Nous verrons dans le prochain chapitre
I'identification et & la validation de ce dernier MR.



Construction et validation du modéle

6

réduit

169

Sommaire
6.1 Introduction . . . . . . . . @ i i i i i ittt e e 169
6.2 Constructiondu MR . ... ... ... . e e 170
6.2.1 Structuredu MR . . . . . ... 170
6.2.2 Génération des données . . . . ... ... 170
6.2.3 Identification des paramétres du MR . . . . . . .. ... ... ... 171
6.2.4 Confrontation entre les variables du MR & lidentification et celles
du MD . . . .. e 172
6.3 Validation du MR . .. ... ... it 179
6.3.1 Premier cas de validation . . . .. ... ... ... .. ....... 179
6.3.2 Deuxiéme cas de validation . . . . ... .. ... ... ....... 185
6.3.3 Troisiéme cas de validation . . . . ... ... ... .. ....... 191
6.3.4 Quatriéme cas de validation . . . . . ... ... ... ... ... 198
6.3.5 Cinquiéme cas de validation . . . . . . .. ... ... ... ..... 203
6.3.6 Sixiéme cas de validation . . . ... ... ... ... 210
6.3.7 Erreur globale entre MD et MR pour l'identification et les six cas
de validation . . . . . . . .. ... 217
6.3.8 Gain en temps de calcul offert par le modeéle réduit . . . . . . . .. 218
6.4 Conclusion. . . . . . . v i i i i i it e e e e e e e e e e e e e e 219

6.1 Introduction

A ce stade, nous disposons :

— d’un modéle détaille (MD) d’un écoulement monodimensionnel dans une boucle di-
phasique gravitaire, élaboré au chapitre 3 ;
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— d’une méthode de construction de modéle d’ordre faible par identification - la méthode
d’identification modale (MIM), présentée au chapitre 4, section 4.4.2.3;

— et d’une structure (forme des équations) d'un Modéle Réduit (MR) pour le calcul des
champs spatio-temporels des déviations dp, d(pu), d(pe), du, dp, 6T par rapport au
régime permanent initial, développée au chapitre 5.

Nous procédons maintenant a la construction de modéles réduits proprement dite puis a des
tests sur plusieurs cas de validation.

La section 6.2 est dédiée a la construction des MR. Aprés un rappel de la structure du MR
(section 6.2.1), le signal de puissance a I’évaporateur ®.,q,(t) utilisé pour générer les données
est décrit (section 6.2.2) et la fonctionnelle & minimiser pour l'identification des paramétres
du MR est présentée (section 6.2.3). Une série de modéles réduits d’ordre m = 1 a 10 est
construite par la MIM, a partir de données issues de simulations réalisées avec le modele dé-
taillé. Les réponses du MR identifié sont alors comparées aux solutions du MD (section 6.2.4).

La section 6.3 concerne les tests des MR identifiés. Ces derniers sont testés sur six cas de
validation correspondant & des signaux .., (t) différents du signal utilisé pour la construc-
tion des MR et les champs calculés par le MR sont comparés a ceux obtenus avec le MD
(sections 6.3.1 & 6.3.8). La section 6.3.7 récapitule 'ensemble des résultats et montre le gain
trés important en temps de calcul offert par le MR par rapport au MD.

6.2 Construction du MR

6.2.1 Structure du MR

Ici nous rappelons la structure a partir de laquelle sera construit le MR. Comme il a été
déja mentionné dans la section 5.6.8, elle s’écrit sous la forme suivante :

a(t) + QBa(t) ® a(t) + L@a(t) + VPeyap(t) = 0
== (6.1)

ol a(t) est le vecteur du jeu de dynamiques commun & toutes les variables, @, L, V sont

les tenseurs de I'équation d’état du MR et H est une matrice qui permet de reconstituer les
variables regroupées dans le vecteur Y'(¢).

6.2.2 Génération des données

L’étape suivante est la génération des données pour l'identification des parameétres du
MR. Cette étape consiste a générer, pour un signal d’entrée connu, un vecteur de données
constitué des variables issues du MD.

Le choix du signal d’entrée ®.,,(t) utilisé pour la construction du MR est primordial parce
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qu’il doit permettre de construire un MR capable non seulement de bien reconstituer les
réponses du MD pour ce signal spécifique mais aussi de reconstituer au mieux les solutions
du MD quel que soit le signal de puissance appliqué. En ce qui concerne les études menées
ici, nous avons opté pour un signal composé d’une succession de 10 rampes-paliers dont le
tracé est représenté sur la figure 6.1.

Chacune des rampes a une durée de cinq secondes et les paliers ont une durée de 45 secondes.

1000
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6.1 — Evolution temporelle du signal d’entrée (puissance a 'évaporateur)

La simulation numérique a été effectuée avec le MD sur une durée de 500 s avec un pas
de temps At = 107° s. Le pas de temps de simulation est faible, ce qui veut dire que
si les variables calculées sont stockées avec un tel échantillonnage temporel, alors le vecteur
constitué de ces variables sera de taille trés importante. Cela exigerait un temps considérable
pour l'identification des paramétres du MR. Pour construire le MR en un temps raisonnable,
les variables calculées a partir du MD ont été stockées sur un pas de temps de 1 seconde
durant les 500 s.

Le champ spatial des variables p, pu, pe, u, p et T en régime permanent initial étant connu,
les déviations par rapport au régime permanent initial sont calculées. Ce sont ces données
avec lesquelles nous construirons le MR.

6.2.3 Identification des paramétres du MR

D’aprés la structure du MR rappelée a I'équation 6.1, les paramétres du MR & identifier
sont les composantes du tenseur d’ordre 3 @) , du tenseur d’ordre 2 L, du tenseur d’ordre

1 V et du tenseur d’ordre 2 H (matrice de sortie). Comme nous P'avons évoqué dans la
section 4.4.2.3, 'identification de ces paramétres est réalisée par la minimisation d’un critére
quadratique construit a partir de 1’écart entre les réponses Yd“m(t) du MD et les réponses
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correspondantes Y'(¢,Q, L,V, H)) du MR pour un méme signal d’entrée ®.,,,(t) spécifique.

Le critére quadratique pour un MR d’ordre m, noté Ji(f) (Q, L,V,H), s’écrit :

m i=1j5=1
JPQLV.H) =Y | = (6.2)
= > D (YE())?
i=1j=1
Nous avons ici N,,,. = 6 variables, ¢ = 150 observables et Ntid = 500 instants.
q N
On remarque que dans le critére (6.2), le terme Z Z(}Qdam’k(tj)—}/;k(tj, Q.L,V, H))? relatif
i=1 j=1 =
q N
a chaque variable k € [1, Nyq] est adimensionné par la somme des données Z z:(Yid“m’k(tj))2
i=1 j=1

pour cette variable. Cela permet d’'une part d’adimensionner le critére, d’autre part de le
normaliser.

6.2.4 Confrontation entre les variables du MR A l'identification et
celles du MD

Les résultats présentés sur les figures 6.2 a 6.6 correspondent au MR d’ordre 5. Les figures
6.2 et 6.3 montrent les nappes permettant d’observer dans ’espace et dans le temps les va-
riables calculées par le MD (& gauche) et les réponses du MR (& droite). Mis a part quelques
pics présents sur la masse volumique et ’énergie interne volumique de la réponse du MR
mais qui ne sont pas sur les champs calculés par le MD et un pic au niveau du débit masse
calculé par le MD mais qui n’a pas été reproduit par le MR, nous pouvons remarquer que la
réponse du MR a l'ordre 5 reproduit bien les variables du MD. Il faut noter par ailleurs que
ces pics se situent principalement au niveau des rampes pour passer d’un palier & un autre
dans le temps et aux endroits o ont lieu les changements de phase dans I’espace, ce qui n’est
pas surprenant. La figure 6.4 montre aux positions x = 0.415 m et x = 1.165 m I’évolution
temporelle des variables du MD et du MR & l'ordre 5. Comme on peut le remarquer sur
les différents graphes de la figure, le MR a l'ordre 5 reconstitue de facon satisfaisante les
variables du MD. La figure 6.6, quant a elle, expose aux instants ¢ = 300 s et t = 450 s la
distribution spatiale des variables du MD et du MR a l'ordre 5. On remarque la aussi que
la réponse obtenue avec le MR est quasi superposée a la réponse obtenue avec le MD.

Lorsqu’on trace 1’évolution temporelle des variables du MD et du MR aux positions
x =0.375 m et = 1.105 m (cf. figure 6.5), on remarque que le MR peine a reconstituer les
variables du MD. Les positions x = 0.375 m et x = 1.105 m correspondent & des endroits ol
se produit le changement de phase. Ceci veut dire que ces endroits sont des lieux de fortes
discontinuités, d’ou la difficulté du MR a bien reproduire le MD.
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Tableau des écarts quadratiques adimensionnés pour 1’identification

Afin de pouvoir comparer les résultats de l'identification pour les MR d’ordre 1 & 10, les
valeurs des critéres adimensionnés en pourcentage ont été consignées dans le tableau 6.1 en
fonction de 'ordre du MR.

Pour un ordre m donné, on définit :

e l'erreur relative quadratique moyenne ¢, entre le MR et le MD pour une variable
v € {p, pu, pe,u,p, T} par :

> 3 (1) — wilt)?
M) = | T x 100 (6.3)
\ i;;(vf aa(t;))?

e l'erreur relative quadratique moyenne globale €y, entre le MR et le MD comme la
moyenne de €, pour toutes les variables :

2 (e™)2(%)

€gion(%0) =\ — N (6.4)
\ m \ 1 \ 2 \ 3 \ 4 \ 5 \ 6 \ 7 \ 8 \ 9 \ 10
e,(%) | 1549 8,60 | 4,39 | 3,07 | 2,12 | 1,74 1,65 1,32 1,20 1,18
(%) | 23,01]21,33] 6,50 | 6,18 | 535 | 515 5,09 3,99 3,72 3,53
(%) | 14,73 ] 891 | 463 | 138 | 2,31 | 1,73 1,61 1,33 1,21 1,18
e(%) [21,75] 6,76 | 1,27 | 1,22 | 0,93 | 0,92 0,90 0,81 0,71 0,68
(%) 12959 2,03 [ 1,19 | 1,16 | 1,30 | 1,17 1,12 1,09 1,02 1,03
er(%) | 1,86 | 0,72 | 029 | 023 | 0,10 0,1 0,09 0,09 0,08 0,08

| eqon(%)] 19,74 11048 3,79 | 296 | 2,61 | 241 | 236 | 18 | 175 | 167

TABLE 6.1 — Critéres quadratiques d’identification adimensionnés en fonction de I'ordre m
du MR

Comme nous pouvons le remarquer a travers le tableau 6.1, le premier et le deuxiéme
critére quadratique diminuent lorsque 'ordre m du MR augmente. Ceci est normal parce que
lors de I'identification du MR d’ordre m+1, on initialise les paramétres du MR d’ordre m+1
avec les paramétres du MR d’ordre m, la contribution des autres paramétres au critére JZ.’SH
étant nulle. A 'ordre m + 1, on repart donc du critére J;y obtenu a 'ordre m et ce critére
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ne peut ensuite que diminuer grace a 'algorithme de minimisation. Ceci signifie que lors de
I'identification, plus 'ordre du MR, augmente, plus la réponse du MR reproduit fidélement
la réponse du MD. Nous allons remarquer dans la suite que, pour la validation du MR, le
comportement n’est pas le méme.

6.3 Validation du MR

Le MR précédemment construit doit étre validé afin de voir si ces réponses sont fidéles
aux réponses du MD. Pour le faire, il est néccessaire d’utiliser des signaux d’entrée diférents
de celui qui a été utilisé lors de 'identification du MR. Nous proposons dans cette partie six
cas de validation du MR d’ordre 5. Nous présentons quelques figures correspondant a chacun
de ces cas de validation. Ces figures ont été disposées de la fagon suivante :

— les figures 6.7, 6.12, 6.17, 6.22, 6.27, 6.33 concernent la représentation temporelle du
signal d’entrée utilisé ;

— les figures 6.8, 6.13, 6.18, 6.23, 6.28, 6.34 et les figures 6.9, 6.14, 6.19, 6.24, 6.29, 6.35
correspondent & une représentation spatio-temporelle de chacune des réponses du MD
et du MR ;

—les figures 6.10, 6.15, 6.20, 6.25, 6.30, 6.36 comportent les confrontations des évolutions
temporelles aux positions z = 0.415 m et z = 1.165 m des réponses du MD et du MR

— les figures 6.11, 6.16, 6.21, 6.26, 6.32, 6.38 comportent les confrontations de la repré-
sentation spatiale des réponses du MD et du MR a deux instants.

Pour le cinquiéme cas de validation, nous avons présenté aussi la figure 6.31 et pour le sixiéme
cas, la figure 6.37. Sur ces deux figures, nous avons tracé I’évolution temporelle des variables
du MD et du MR aux positions z = 0.375 m et x = 1.105 m.

6.3.1 Premier cas de validation

Pour ce premier cas de validation, le signal d’entrée choisi (figure 6.7) est semblable au
signal d’identification : il s’agit d'une succession de paliers. Ce signal différe cependant du
signal d’identification par le nombre de paliers et le niveau de chaque palier. La raison du
choix d’un tel signal est tout d’abord d’avoir un signal proche de celui de I'identification pour
voir si le MR reconstitue de fagon satisfaisante les réponses du MD. Une deuxiéme raison
est aussi de se rendre compte de la capacité du MR & reconstituer différents régimes per-
manents mais aussi de rester aussi longtemps qu’on le souhaite sur le niveau de ces régimes
permanents sans diverger. C’est pour cette deuxiéme raison que chaque palier du signal de
ce cas de validation a une durée de 200 s. il faut noter aussi que chaque rampe du signal a
une durée de 5 secondes.
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Les graphes de chaque variable sur les deux nappes 6.8 et 6.9 montrent que globalement
le MR reproduit bien les réponses du MD mis a part que sur la nappe de masse volumique
reconstituée par le MR on voit apparaitre quelques pics. On remarque aussi que la nappe de
I’énergie interne volumique hérite aussi de ce comportement.
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6.7 — Evolution temporelle du signal d’entrée (puissance a ’évaporateur)

En ce qui concerne la figure 6.10, on remarque sur le graphe de la masse volumique et de
I’énergie interne volumique que dans les premiéres 200 s le MR a du mal a bien reproduire le
MD mais apres 200 s le MR se superpose de facon satisfaisante au MD. La figure 6.10 montre
aussi qu’a part un décalage entre le MR et le MD dans les premiéres 200 s sur 1’évolution
temporelle des variables p, pu et pe a la position x = 1.165 m, on remarque que les variables
calculées par le MR sont quasiment confondues aux variables du MD surtout la température
et la pression qui sont bien reconstituées par le MR. On peut aussi dire que la deuxiéme rai-
son évoquée en ce qui concerne le choix de ce signal de validation est bien vérifiée parce que
les différents types de régime permanent ont été bien reproduits par le MR. Ceci est confirmé
lorsqu’on regarde sur la figure 6.11 la représentation des champs spatiaux des variables a deux
instants ¢ = 300 s et t = 950 s correspondant a deux niveaux différents de régime permanent.
LLa aussi, nous remarquons que les réponses du MR se superposent quasiment a celles du MD.
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Tableau des critéres quadratiques adimensionnés pour le cas 1 de validation

' m |1 | 2 | 3 | 4 | 5 [ 6 | 7 | 8 | 9 | 10|
e,(%) [ 96,42 | 883 | 538 | 4,48 | 4,00 | 4,00 | 4,00 | 520 | 7,87 [ 144,74
(%) 163,22 1790 | 4,90 | 4,72 | 3,79 | 3,92 | 4,03 | 7,72 | 19,24 | 398,91
(%) | 9413 ] 8,85 | 5,51 | 453 | 4,04 | 3,98 | 398 | 4,95 | 7,92 | 143,69
(%) | 162,37] 6,47 | 1,41 | 1,12 | 0,88 | 0,88 | 0,90 | 1,34 | 6,11 | 134,55
e,(%) | 139,42] 1,65 | 0,67 | 0,65 | 1,04 | 0,87 | 1,10 | 1,20 | 5,95 | 97,06
(%) | 13,21 ] 0,73 | 0,27 | 0,23 | 0,073 | 0,083 | 0,092 | 0,12 | 0,49 | 844
| eqon(%)] 123,000 926 | 3,78 | 328 | 2,84 | 285 | 2,89 | 433 | 9,73 | 195,07

TABLE 6.2 — Critéres quadratiques adimensionnés en fonction de I'ordre m du MR pour le
cas 1 de validation

En ce qui concerne le tableau 6.2, lorsqu’on préte attention aux critéres quadratiques
adimensionnés €;,, €5pu, €spes €sus €sp, €57, ON remarque que lorsque l'ordre augmente tous
ces écarts diminuent jusqu’a atteindre un minimum a 'ordre 5 ou 6 selon les variables et
augmentent au dela de 'ordre 6. Ceci vient contredire la remarque faite a l'identification
ot 'on remarquait que les écarts diminuaient lorsque 'ordre du MR augmentait. En effet,
lorsque 'ordre augmente a 'identification, les réponses du MR construit se superposent quasi
parfaitement aux réponses du MD. En reproduisant de maniére plus précise les réponses du
MD, le MR perd sa capacité a bien reproduire d’autres réponses du MD obtenues avec des
signaux différents de celui de I'identification. On se rend compte de ce comportement du MR
lorsqu’on compare pour 'ordre 10, les critéres obtenus a I'identification (tableau 6.1) a ceux
du tableau 6.2 ot 1’'on voit qu’il y a un grand écart entre les deux. Nous remarquons aussi
que le critére €y, se comporte de la méme fagon lorsqu’on monte en ordre. Il est d’environ
3% aux ordres 5, 6 et 7, ce qui permet de dire que ces MR reconstituent de facon satisfaisante
I’ensemble des variables.

11 faut noter que dans le cas de la construction d’un MR associé & un MD linéaire, ces écarts
diminuent lorsque I'ordre du MR augmente aussi bien a l'identification qu’a la validation.

6.3.2 Deuxiéme cas de validation

En ce qui concerne ce deuxiéme cas de validation, nous avons opté pour le choix du
signal d’entrée présenté sur la figure 6.12. La particularité de ce signal par rapport a celui
du premier cas de validation est que le niveau de chaque palier est atteint brutalement parce
que la rampe de chaque palier ne dure que 1 seconde alors que celles du premier signal ont
chacune une durée de 5 s. De plus, le niveau des paliers du signal croit dans un premier
temps et ensuite décroit avant de croitre a nouveau. La validation, pour un tel signal, d'un
MR construit avec un signal dont le niveau des paliers ne fait que croitre s’avére intéressante.
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6.12 — Evolution temporelle du signal d’entrée (puissance a 'évaporateur)

A part la présence de quelques pics au niveau de la masse volumique et de I’energie in-
terne volumique du MR par rapport au MD et leur absence au niveau des nappes du débit
masse, du température et de pression du MR par rapport au MD, on peut voir sur les figures
6.13 et 6.14 un bon comportement du MR qui reproduit bien les réponses du MD. Sur la
figure 6.15, le graphe des variables masse volumique, vitesse, débit masse et énergie interne
volumique montre entre 600 s et 800 s un décalage entre les réponses du MR et du MD.
On peut remarquer sur la figure 6.12 que le niveau des paliers décroit a cette période ou il
atteint son plus faible niveau. Comme le signal avec lequel a été construit le MR ne présente
pas une telle évolution alors le MR peine un peu a bien reconstituer les variables dans cette
période. A part la période 600 s et 800 s, ces variables sont bien reconstituées par le MR.
En ce qui concerne les autres variables p et T', on remarque que sur tout le temps de calcul
la réponse du MR se superpose quasi parfaitement a celle du MD. La figure 6.16 quant a
elle montre qu’aux instants ¢ = 350 s et t = 750 s les réponses du MR coincident presque
parfaitement avec celles du MR avec la présence de quelques pics au niveau des variables
masse volumique et energie interne volumique du MR.
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Tableau des critéres quadratiques adimensionnés pour le cas 2 de validation

- om |1 ] 2 | 3 | 4 | 5 [ 6 | 7| 8] 9| 10
e,(%) | 17,68 10,38 | 5,06 | 4,30 | 3,97 | 3,98 | 4,07 [ 11,97 ] 441 | > 100
e,u(%) | 31,11 30,02 7,83 | 7,64 | 7,49 | 7,47 | 7,78 | 45,24 | 9,74 | > 100
€e(%) | 17,51 [ 11,11 | 5,41 | 4,51 | 4,24 | 4,21 | 4,33 [ 11,86 | 4,67 | > 100
(%) | 24,3 | 808 | 1,51 | 1,50 | 1,23 [ 1,21 | 1,33 | 3,55 | 1,69 | > 100
(%) | 61,61] 2,52 | 1,69 | 1,61 | 1,48 | 1,55 | 1,67 | 4,28 | 2,68 | > 100
er(%) | 2,09 1 0,69 | 024 | 0,24 | 0,11 | 0,11 | 0,13 | 0,16 | 0,14 | > 100

| €q1on(%)] 31,56 | 14,20 | 4,50 | 4,13 | 3,95 [ 394 | 4,09 | 19,84 ] 4,94 | > 100

TABLE 6.3 — Critéres quadratiques adimensionnés en fonction de I'ordre m du MR pour le
cas 2 de validation

Comme le montre le tableau 6.3, le critére €y, avoisine 4% dés Pordre 3 et jusqu’a 'ordre
7, ce qui témoigne du bon comportement de ces MR par rapport au MD de fagon globale.
Toutefois, on peut aussi remarquer que €y, obtenu dans ce cas est supérieur a celui du
premier cas de validation.

6.3.3 Troisiéme cas de validation

Pour ce cas de validation, nous utilisons un signal d’une durée de 2500 s composé d’'une
succession de 3 rampes-paliers suivie d’une sinusoide dont ’amplitude diminue et la période
augmente dans le temps. Les rampes ont une durée de 5 s et les paliers ont une durée de 200
s. Ce signal est représenté sur la figure 6.17.

Comme le montrent les figures 6.18 et 6.19, la distribution spatio-temporelle des variables
reconstituées par le MR est trés proche de celle obtenue via le MD. Néanmoins, on observe
quelques pics sur la masse volumique et I’énergie interne reconstituées par le MR par rapport
a celles du MD. La figure 6.20 montre que la réponse du MR en ce qui concerne toutes les
variables se superpose quasi parfaitement & la réponse du MD pendant tout le temps de
calcul aux deux positions x = 0.415 m et x = 1.165 m. A part quelques pics présents au
niveau de la masse volumique et de I’énergie interne volumique du MR, les réponses fournies
par le MR représentées spatialement aux instants t = 625 s et ¢t = 1480 s sur la figure 6.21
coincident presque parfaitement avec les réponses du MD.
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Tableau des critéres quadratiques adimensionnés pour le cas 3 de validation

- om |1 ] 2 | 3 | 4 | 5 [ 6 | 7| 8] 9| 10
e,(%) 110,04 573 | 3,35 [ 2,80 | 1,80 | 1,34 | 3,54 | 5,87 | 3,69 | > 100
(%) | 21,29 16,73 ] 6,83 | 6,52 | 4,01 | 4,35 | 5,98 | 19,71 9,72 | > 100
(%) | 10,18 ] 6,43 | 3,77 | 3,23 | 2,12 | 1,52 | 3,95 | 5,81 | 3,86 | > 100
(%) [ 15,06 4,60 | 1,10 | 1,12 | 0,81 | 0,80 | 1,43 | 1,77 | 3,06 | > 100
(%) 120,85] 2,00 | 1,28 | 1,23 | 1,87 | 1,53 | 2,23 | 2,52 | 3,97 | > 100
er(%) | 1,12 10,73 1029 [ 0,27 | 0,14 | 0,16 | 0,33 | 0,25 | 0,18 | > 100

| eqron(%)] 14,84 ] 7,96 | 354 | 3,26 | 2,16 | 2,08 | 3,44 | 8,82 | 4,97 | > 100

TABLE 6.4 — Critéres quadratiques adimensionnés en fonction de I'ordre m du MR pour le

cas 3 de validation

Le bon comportement du MR mis en évidence dans nos précédentes analyses s’observe
encore davantage a travers le tableau 6.4. On remarque qu’a 'ordre 5 et 6, les critéres €, €,
€, avoisinent 2% alors que €, est environ de 1% et er a4 moins de 1%. Quant au critére associé
a la variable pu, il se stabilise autour d’une valeur de 4%, supérieure aux autres. Néanmoins
ceci n’a pas trop d’influence sur le critére €y, qui est environ de 2%. On remarque que
par rapport aux autres cas le critére €y, obtenu ici est plus petit alors que le signal utilisé
n’a rien en commun avec le signal d’identification. Ceci est di au fait que le signal varie
lentement au cours du temps, ce qui fait que la dynamique du systéme est aussi lentement

sollicitée.
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6.3.4 Quatriéme cas de validation

Pour ce quatriéme cas, nous utilisons un signal un peu plus complexe par rapport aux
autres et ce signal ne présente pas de paliers constants de longue durée. Ce signal d’une durée
de 500 s est représentée sur la figure 6.22. Il permet de mettre en évidence le comportement
du MR lorsque le systéme réel fonctionne en régime transitoire uniquement.

1000

800

600

400

Puissance (W)

200

0 100 200 300 400 500
Temps (s)

6.22 — Evolution temporelle du signal d’entrée (puissance a 'évaporateur)

On peut déja observer sur les figures 6.23 et 6.24 que les remarques faites dans le cas
précédent sont aussi valables ici. En ce qui concerne la figure 6.25, on remarque sur le graphe
du débit masse que la réponse du MR peine un peu a superposer la réponse du MD. Ce
constat est aussi visible sur le graphe de la masse volumique, de I’énergie interne volumique
et de la vitesse mais moins que sur celui du débit masse. Sur les graphes de pression et de
température, on observe la que la réponse du MR coincide quasi parfaitement avec celle du
MD. L’évolution spatiale sur la figure 6.26 montre qu’aux instants t = 75 s et ¢t = 365 s,
a part quelques pics observés sur le graphe de la masse volumique et de I’énergie interne
volumique, les réponses du MR sont quasiment confondues avec les réponses du MD.
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Tableau des critéres quadratiques adimensionnés pour le cas 4 de validation

' m | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 [ 6 | 7 | 8 | 9 | 10|
e,(%) | 1537 7,57 | 545 | 417 | 366 | 36 | 476 | 54 | 849 | 70,63
(%) | 23,20 | 21,54 | 13,96 | 13,52 | 10,82 | 11,18 | 11,02 | 15,11 | 20,08 | 238,33
(%) | 14,82 ] 818 | 584 | 454 | 397 | 387 | 5,34 | 586 | 888 | 71,71

(%) | 22,25 | 547 | 1,95 | 2,07 | 1,74 | 1,76 | 1,91 | 2,07 | 4,59 | 62,95
e,(%) | 37,63 ] 3,71 | 3,20 | 3,06 | 400 | 3,53 | 3,61 | 3,53 | 5,57 | 58,17

(%) | 1,82 | 0,76 | 047 | 0,42 | 0,29 | 0,31 | 031 | 0,31 | 0,39 | 4,16
| eqon(%)] 22,02 | 1027 | 6,74 | 625 | 525 | 530 | 562 | 7,17 | 10,05 | 111,28]

TABLE 6.5 — Critéres quadratiques adimensionnés en fonction de I'ordre m du MR pour le
cas 4 de validation

Le tableau 6.5 montre que €,, avoisine 11% a l'ordre 5 et 6, ce qui met une fois encore en
évidence la difficulté du MR & bien reproduire le débit masse du MD. Les autres variables
sont reconstituées par le MR avec une erreur de moins de 5% par rapport au MD, ce qui reste
acceptable. Malgré la difficulté de la reconstitution du débit masse par le MR, le deuxiéme
critére €y, est environ de 5% a Pordre 5, 6 et 7, ce qui montre aussi que son comportement
est plutot satisfaisant de fagon globale.

6.3.5 Cinquiéme cas de validation

La figure 6.27 montre 1’évolution dans le temps du signal choisi pour ce cas de validation.
Les rampes et les paliers sont respectivement d’une durée de 5 s et 15 s. La durée du signal
(230 s) de puissance est trés courte et les variations sont donc trés rapides. Tout comme le
signal du quatriéme cas de validation, ce signal ne présente pas de paliers suffisament longs
pour que le systéme atteigne un régime permanent.

Sur les figures 6.28 et 6.29, des observations similaires aux cas précédents peuvent étre
faites. Le tableau 6.6 montre qu’a part le critére quadratique adimensionné €, qui avoisine
15% a l'ordre 5, 6 et 7, les critéres quadratiques adimensionnés €, €, et €, aux mémes ordres
sont environ de 15%, celui de la variable u avoisine 3% et er est a moins de 1%. Lorsqu’on
se focalise sur la figure 6.30, on remarque que la réponse du MR en ce qui concerne le débit
masse se superpose quasi parfaitement aux réponses du MD malgré les 15% du critére qua-
dratique adimensionné observés sur cette variable. D’ailleurs, les autres variables calculées
par le MR sont quasiment confondues & celles du MD a part la vitesse otl on observe entre
Iinstant 207 s et 230 s un décalage entre MR et MD. En effet, les fortes discontinuités des
variables sont absentes aux positions £ = 0.415 m et x = 1.165 m ou ont été effectués ces
tracés, ce qui fait que le comportement du MR est meilleur & ces positions. En revanche,
lorsqu’on trace 1’évolution temporelle des variables aux positions z = 0.375 m et x = 1.105
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m (figure 6.31), on observe que mises & part la pression et la température, les variables
débit masse, masse volumique, énergie interne volumique et vitesse calculées par le MR ne
se superposent pas bien a celles du MD. Ceci explique les valeurs importantes des différents
critéres quadratiques adimensionnés observées et confirme encore que le MR a du mal a bien
reconstituer les variables dans les zones de changement de phase .

En ce qui concerne les graphes de pression et de température sur la méme figure, on observe
l1a que la réponse du MR coincide bien avec celle du MD. La figure 6.32 montre qu’a part
quelques pics observés sur le graphe de la masse volumique et de I’énergie interne volumique,
les réponses du MR sont quasiment confondues avec les réponses du MD aux instants ¢ = 100
s et ¢t = 200 s.
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6.27 — Evolution temporelle du signal d’entrée (puissance a 'évaporateur)
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Tableau des critéres quadratiques adimensionnés pour le cas 5 de validation

m |1 ] 2 | 3 [ 4 | 5[ 6 | 7| 8] 9 | 10
(%) | 15,75 6,68 | 5,86 | 4,79 | 414 | 4,01 | 550 | 8,39 [ 7,90 | > 100
(%) | 24,74 24,11 [ 21,88 [ 20,76 | 14,36 | 15,80 | 15,64 | 25,33 | 20,63 | > 100
(%) | 14,83 ] 7,34 | 6,40 | 5,39 | 4,60 | 4,43 | 6,11 | 8,60 | 820 | > 100
(%) | 24,321 4,80 | 3,12 | 340 [ 2,92 [ 3,02 | 2,99 | 3,23 | 6,88 | > 100
(%) | 32,18 4,94 | 4,60 | 445 | 6,21 | 5,44 | 5,51 | 557 | 7,711 | > 100
(%) | 1,86 | 0,98 | 0,75 | 0,72 | 0,46 | 0,53 | 0,50 | 0,52 | 0,47 | > 100
| eqion(%)] 21,25 [ 11,02 9,88 | 9,26 | 6,97 | 7,35 | 7,66 | 11,75 | 10,51 | > 100

TABLE 6.6 — Critéres quadratiques adimensionnés en fonction de I'ordre m du MR pour le
cas 5 de validation

Le tableau 6.6 montre que le critére quadratique adimensionné spécifique a chaque va-
riable connait une hausse pour chaque variable lorsqu’on le compare a celui des autres cas
de validation. Cela se répercute forcément sur le critére quadratique adimensionné ey, qui

est aussi a la hausse par rapport aux autres cas de validation et qui avoisine 7% a l'ordre 5,
6 et 7.

6.3.6 Sixiéme cas de validation

Ce dernier cas de validation correspond & un signal d’entrée représenté sur la figure 6.33
et dont la forme parait un peu plus complexe par rapport aux précédents signaux. Le signal
est constitué de quelques rampes et paliers de courte durée mais surtout de sinusoides d’am-
plitudes et de fréquences différentes, ceci dans le but de solliciter un peu plus la dynamique
du systéme et de voir le comportement du MR dans ces conditions.

Les représentations spatio-temporelles des réponses du MD et du MR sur les figures 6.34
et 6.35 montrent que, mis a part la présence de quelques pics sur la masse volumique et
I’énergie interne volumique reconstituées par le MR, les variables calculées par le MR sont
semblables aux variables du MD.

La figure 6.36 montre qu’aux positions z = 0.415 m et x = 1.165 m, les réponses du MR
superposent quasi parfaitement les réponses du MD. En revanche, les tracés sur la figure
6.37, aux x = 0.375 m et x = 1.105 m, montrent un comportement du MR différent de
celui observé aux positions r = 0.415 m et = 1.165 m. Ceci a été observé dans le cas de
validation précédent et les arguments évoqués pour expliquer ce comportement du MR sont
aussi valables ici.

Lorsqu’on trace sur la figure 6.38 les champs spatiaux des variables du MR aux instants
t =400 s et t = 725 s on observe, a part quelques pics sur ’énergie interne volumique et la
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masse volumique, une bonne coincidence entre le tracé des variables du MR et du MD.
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Tableau des critéres quadratiques adimensionnés pour le cas 6 de validation

- om |1 ] 2 | 3 | 4 | 5 [ 6 | 7| 8] 9| 10
e,(%) 199,06] 6,00 | 485 | 4,24 | 3,60 | 3,62 | 4,67 | 507 | 4,74 | > 100
€,u(%) | 168,03 17,59 | 16,11 | 15,49 | 9,35 | 9,86 | 9,26 | 12,39 | 11,97 | > 100
(%) | 96,40 [ 6,60 | 5,29 | 4,71 | 3,95 | 391 | 5,13 | 5,38 | 5,03 | > 100
(%) 163,87 4,05 | 2,11 | 2,20 | 1,79 | 1,91 | 1,93 | 2,00 | 3,62 | > 100
e,(%) | 135,51 3,46 | 2,91 | 2,79 | 4,65 | 3,83 | 3,82 | 3,63 | 3,78 | > 100
er(%) [ 13,65] 0,83 | 059 | 0,56 | 0,33 | 0,38 | 0,34 | 0,33 | 0,31 | > 100

| eqon(%)] 124,33 8,35 | 735 | 6,99 | 4,85 [ 4,90 | 5,04 | 6,13 | 6,04 | > 100

TABLE 6.7 — Critéres quadratiques adimensionnés en fonction de I'ordre m du MR pour le
cas 6 de validation

Lorsqu’on se référe au tableau 6.7 et qu’on compare, a 'ordre 5, 6 ou 7, tous les critéres
quadratiques adimensionnés spécifiques aux différentes variables entre eux, on remarque
que celui du débit masse €,, ~ 10% est le plus élevé. Ceci confirme encore une fois la
difficulté du MR a reconstituer cette variable. Il faut noter aussi que non seulement le débit
masse est mieux reconstitué dans ce cas que dans le cinquiéme cas mais toutes les autres
variables le sont également. Lorsqu’on préte attention au critére €y, dans le tableau 6.7, on
remarque qu’il avoisine 5% a l'ordre 5, 6 et 7, ce qui est satisfaisant et confirme aussi le bon
comportement du MR.

6.3.7 Erreur globale entre MD et MR pour l'identification et les six
cas de validation

Dans ce paragraphe, le tableau 6.8 récapitule les valeurs du critére quadratique adimen-
sionné €0y, depuis I'identification jusqu’au dernier cas de validation, en fonction de l'ordre
du MR m.

Le tableau 6.8 permet de mieux se rendre compte que pour le MR a ’ordre 5 construit avec
le signal d’identification de la figure 6.1, le cas de validation ot il se comporte le mieux est le
val3

troisieme cas avec €.y, ~ 2%. Le cinquiéme cas de validation est I'exemple ot il est le moins
bon avec une erreur globale 6;%2 ~ T%.
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| m [ 1 ]2 ]3[4 ][5 [6[]7[8]69 | 10 |

ey (%)] 26,15 ] 13,14 13,30 | 10,52 | 3,21 [ 2,84 | 274 | 222 [ 2,05 [ 1,98 |
euili (%) 123,00 9,26 | 3,78 | 3,28 | 2,84 | 2,85 | 2,89 | 4,33 | 9,73 | 195,07
elil2(%)| 31,56 | 14,20 | 4,50 | 4,13 | 3,95 | 3,94 | 4,00 | 19,84 | 4,94 | > 100
€3 (%) 14,84 7,96 | 3,54 | 3,26 | 2,16 | 2,08 | 3,44 | 882 | 4,97 | > 100
el (%) 22,02 10,27 | 6,74 | 6,25 | 525 | 5,30 | 5,62 | 7,17 | 10,05| 111,28
el (%)| 21,25 11,02 | 9,88 | 9,26 | 6,97 | 7,35 | 7,66 | 11,75 | 10,51 | > 100
esil(%)| 124.33 8.35 | 7.35 | 6.99 | 4.85 | 4.90 | 5.04 | 6.13 | 6.04 | > 100

TABLE 6.8 — Tableau récapitulatif des critéres quadratiques adimensionnés en fonction de
Pordre m du MR

6.3.8 Gain en temps de calcul offert par le modéle réduit

Dans ce paragraphe, nous exposons via le tableau 6.9, le temps de calcul %%, du MD
et le temps de calcul t¥%5 du MR d’ordre 5 pour les six cas de validation précédemment
présentés ainsi que le ratio entre ces deux temps. Il faut noter que tous les calculs du MD
et du MR ont été effectués sur le méme PC, en utilisant un seul processeur. On notera par
ailleurs que le temps de calcul du MR est pratiquement identique quel que soit 'ordre du
MR.

On remarque que pour tous les cas de validation, le temps d’exécution du MR est trés faible

par rapport a celui du MD. Le gain de temps observé, de I'ordre de 107, posséde deux origines :

e d’une part le nombre de degrés de liberté du MR (5) est trés inférieur a celui du MD
(900). Le rapport entre les deux explique une premiére part, de U'ordre de 102, du gain de
temps total ;

e d’autre part le MR est exécuté avec un pas de temps supérieur a celui du MD. Le pas
de temps de calcul pour le MD est égal & 107° s. Ce pas trés faible est induit par la condition
CFL (cf. section 2.3.1.2, équation (2.7)) qui est une condition de stabilité du MD. Dans le
MR, le systéme dynamique (lére équation de (6.1)) permettant le calcul du vecteur d’état
a(t) de petite dimension (5 pour le MR d’ordre 5) ne dépend pas de I'espace, seul le systéme
d’équations de sortie (2éme équation de (6.1)) réalise la reconstitution des variables dans
Pespace. Le MR n’est donc pas contraint par la condition CFL et peut ainsi étre exécuté
avec un pas de temps de calcul beaucoup plus grand (1 s) que celui du MD. Le ratio entre
le pas de temps du MD et celui du MR explique la seconde part, de 'ordre de 10°, du gain
de temps total.
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tM5(s) tMER(s) gain en temps de calcul
Premier cas de validation 244483 0,03 8,7 x 106
Deuxiéme cas de validation 247203 0,02 1,2 x 107
Troisiéme cas de validation 729066 0,08 9,1 x 106
Quatriéme cas de validation 137429 0,02 8,6 x 106
Cinquiéme cas de validation 66072 0,01 8,3 x 106
Sixiéme cas de validation 193958 0,02 9,7 x 106

TABLE 6.9 — Temps de calcul du MD, du MR et gain en temps de calcul offert par le MR

6.4 Conclusion

En ce qui concerne la construction du MR, un signal d’entrée spécifique pour générer les

données du MD a été choisi. Avec ces données et la méthode de la MIM étendue a notre
cas d’application, nous avons identifié les paramétres du MR et donc construit le MR. Les
réponses du MR ont été ensuite comparées aux réponses fournies par le MD et nous avons
observé un trés bon accord entre les deux.
Dans le but de valider le MR construit, nous I’avons testé avec des signaux différents de celui
utilisé pour lidentification. Au total six cas de validation ont été traités avec six signaux
différents. Les erreurs obtenues entre les réponses du MR et du MD nous ont permis de
conclure que le MR construit reproduit de facon satisfaisante les réponses fournies par le
MD pour tous les signaux utilisés.
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7

Conclusion générale et perspectives

L’idée principale des méthodes de réduction de modéle est de remplacer un modéle dé-
taillé complexe a résoudre et présentant un nombre de degrés de liberté assez élevé par un
modéle moins coliteux en temps de calcul. Le modéle détaillé, qui est un outil d’analyse, de
simulation, d’optimisation des systémes physiques est souvent un modéle dynamique gou-
verné par des équations différentielles. Ce manuscrit de thése présente des travaux sur la mise
au point d’un modéle détaillé d’une Boucle Diphasique Gravitaire (BDG) et des travaux sur
la construction et la validation d’un modéle réduit associé a ce modéle détaillé. Le modéle
détaillé a été mis au point dans ce document par une résolution numeérique des Equations
aux Dérivées Partielles (EDP) gouvernant la BDG. Quant au modéle réduit, il a été construit
en utilisant une extension de la Méthode d’Identification Modale (MIM) et six exemples ont
permis de le valider.

En ce qui concerne I’élaboration du modéle détaillé, elle s’est effectuée en deux étapes
distinctes.

e La premiére étape concerne la mise en place du modéle détaillé et la validation du
modéle détaillé pour des exemples académiques. Le modéle détaillé a été mis en place par
une discrétisation spatio-temporelle (méthode d’Euler explicite d’ordre 1 et méthode des
VF) des EDP couplée a un solveur de Riemann (solveur HLLC) pour le calcul des flux nu-
mériques. Les écoulements présents dans une BDG pouvant étre a la fois monophasique ou
diphasique, alors le modéle détaillé mis en place a été validé d’abord pour les écoulements
monophasiques et ensuite pour les écoulements diphasiques.

— La validation du modéle détaillé pour les écoulements monophasiques a été effec-
tuée sur deux exemples. Le premier exemple est un tube a choc dont les solutions
analytiques sont connues dans la littérature. C’est aussi un cas ot les termes sources
n’existent pas dans les équations. Aprés les calculs, nous trouvons un bon accord entre
les solutions numériques du mode¢le détaillé et les solutions analytiques du probléme.

— Pour aller plus loin, un second exemple a été validé. Il s’agit du probléme d’écoule-
ment d’air dans un canal chauffé dont la détermination des solutions analytiques en
régime permanent a fait 'objet de 'annexe C. La chaleur apportée au fluide est mo-



222 Chapitre 7. Conclusion générale et perspectives

délisée par un terme de puissance volumique et rajoutée aux équations comme terme
source. Avec cet exemple, deux relations distinctes & savoir les CLE et les NRBC qui
permettent de calculer les variables aux bords du domaine de calcul ont été testées.
Les résultats ont montré que I'utilisation des relations de bords NRBC est plus avan-
tageuse que les relations CLE. Un bon accord a été observé entre les résultats du
modéle détaillé en régime permanent et les solutions analytiques du probléme, ce qui
se traduit par une erreur de 0.15% pour la masse volumique, 0.49 x 107°% pour la
pression, 0.24 x 107'% pour la vitesse et 0.19 x 1072% pour la température.

e La deuxiéme étape concerne ’extension de ce modéle détaillé a la simulation de la
BDG. Les équations du modéle ont été réécrites en tenant compte de quelques hypothéses
simplificatrices qui ont été énumérées. Trois cas test ont été présentés dans cette partie,
chacun étant spécifique a une évolution temporelle de la puissance appliquée a la BDG. Le
premier cas test concerne 'application d’'une puissance dont 1’évolution est une rampe d’une
durée de 5s suivie d’un palier d’une durée de 45s. Pour le deuxiéme cas test, il s’agit d’une
puissance sous forme d’une succession de 3 rampes-paliers. L’application d’'une puissance
dont I’évolution est une rampe d’une durée de 5s suivie d’une sinusoide d’'une durée de 45s
a fait 'objet du troisiéeme exemple. Ces différents cas test ont permis d’exposer le compor-
tement de la BDG en régime transitoire et en régime permanent lorsqu’elle est soumise a
différentes sollicitations. Les résultats obtenus dans ces trois cas test répondent & nos at-
tentes en ce qui concerne le comportement de la BDG.

Une fois que le modéle détaillé de la BDG a été mis au point, nos travaux se sont orien-
tés vers la construction et la validation du modéle réduit. Cette partie des travaux dans ce
manuscrit a été structurée autour de trois étapes.

e La premiére étape nous a permis tout d’abord d’élaborer la structure du modéle
réduit en appliquant la méthode de Projection de Galerkine au systéme d’équations aux
dérivées partielles de la BDG. Une premiére structure de modéle réduit a été élaborée dans
un premier temps avec un jeu de dynamiques propre a chaque variable. L’inconvénient de
cette structure est que le nombre de paramétres a identifier lors de la construction du modéle
réduit est assez élevé, ce qui rend sa construction difficile. Ensuite, une deuxiéme structure
de modéle réduit a été élaborée avec un jeu de dynamiques commun a toutes les variables.
Celle-ci a donc moins de paramétres que la premiére mais le MR, ainsi construit ne reproduit
pas fidélement les variables du régime permanent initial. Nous avons alors considéré comme
connu le régime permanent initial et avons construit un modéle réduit relatif aux déviations
des variables par rapport au régime permanent initial, avec un seul jeu de dynamiques com-
mun a toutes les déviations.

e La construction de ce dernier modéle réduit a fait 'objet de la deuxiéme étape.
Nous avons choisi un signal d’entrée constitué de 10 rampes-paliers sur une durée de 500
s. L’identification des paramétres du modéle réduit est effectuée par résolution d’un pro-
bléme d’optimisation : minimisation d’une fonction objectif quadratique basée sur ’écart
entre les réponses du modéle détaillé et les réponses du modéle réduit. Une fois le modéle
réduit construit, une comparaison entre ses réponses et les réponses du modéle détaillé a
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été effectuée. Cette comparaison a montré que lorsque 'ordre du modéle réduit augmente,
I’écart entre les réponses du modéle réduit et les réponses du modéle détaillé diminue.

e Aprés la construction du modéle réduit, nous nous sommes concentrés sur sa valida-
tion. La troisiéme étape a été consacrée a ce sujet et six exemples distincts ont fait 'objet
de cette validation. Le signal d’entrée a été présenté en premier pour chaque exemple de
validation, ensuite les champs spatio-temporels des réponses du modéle réduit a U'ordre 5 et
du modéle détaillé ont été présentés. Une comparaison entre les réponses du modéle réduit
a lordre 5 et celles du modéle détaillé a été effectuée a différents instants et aux positions
xr = 0.415m et x = 1.165m dans tous les exemples de validation. Un tableau exposant les
valeurs de deux critéres quadratiques adimensionnés a été présenté. Ces critéres donnent
une estimation de I'erreur entre les réponses du modéle réduit a 'ordre 5 et celles du modéle
détaillé. Les différents résultats obtenus laissent apparaitre quelques remarques :

— Lorsque 'ordre du modéle réduit augmente, les erreurs entre les réponses du modéle
réduit et du modéle détaillé n’ont pas le méme comportement a la construction du
modéle réduit et a sa validation. En effet les critéres quadratiques adimensionnés a
Iidentification diminuent lorsque 'ordre du modéle réduit augmente alors qu’a la va-
lidation, on remarque en général que ces critéres diminuent jusqu’a l'ordre 5, 6, 7
avant d’augmenter lorsqu’on monte en ordre.

— L’erreur globale entre les réponses du modéle détaillé et et les réponses du modéle
réduit a l'ordre 5 est en moyenne égale a 5% en ce qui concerne les six cas de validation.

— Le modéle réduit est moins cotiteux en temps de calcul par rapport au modéle détaillé.
Sur les six cas de validation, le ratio entre le temps CPU du modéle détaillé et du
modéle réduit est en moyenne de 107, d’une part grace au petit nombre de degrés de
liberté du modéle réduit par rapport au modéle détaillé et d’autre part grace au fait
que le modéle réduit peut étre employé avec un pas de temps beaucoup plus grand
que celui du modéle détaillé.

— Les différentes évolutions temporelles tracées aux positions x = 0.375m (dans I'éva-
porateur) et x = 1.105m (dans le condenseur) & l'identification et dans les cas 5
et 6 montrent que le modéle réduit peine a reproduire les variables dans les zones
évaporateur et condenseur oi a lieu le changement de phase. Ceci est di a la forte
discontinuité des variables dans les zones de I’évaporateur et du condenseur. Sur les
nappes des variables du MR, on observe des pics qui ne sont pas présents sur les
variables du modéle détaillé. Ces pics sont souvent localisés au niveau des fortes dis-
continuités temporelles du flux de chaleur appliqué.

Les perspectives pour les travaux présentés dans ce manuscrit peuvent étre classées en
deux groupes, le premier concernant le modéle détaillé de la BDG et le second le modéle

réduit.

e En ce qui concerne la mise au point du modéle détaillé dans ce manuscrit, quelques
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hypothéses simplificatrices ont été faites. Parmi ces hypothéses, nous avons supposé que la

viscosité du fluide ainsi que la conductance entre le fluide et le milieu extérieur au condenseur

sont constantes.

Il apparait toutefois possible de tenir compte dans un premier temps des corrélations de vis-

cosité d’un fluide diphasique qui dépendent de la température T et de la fraction massique

vapeur y [16].

Dans un second temps, on peut également prendre en compte une conductance G au conden-
e

hemt * A * hint

considéré constant ou variable. En revanche, le coefficient de convection h;,; doit dépendre

du nombre de Reynolds et de la fraction massique vapeur [110], [111].

seur s’écrivant G = - avec R = . Le coefficient de convection h.,; peut étre

Alors que dans ces travaux, nous avons fait 'hypothése d’'un mélange homogéne en équi-
libre mécanique et thermique, il serait intéressant de développer un modéle a phases séparées
en déséquilibre thermique et mécanique. En effet, dans les systémes diphasiques réels, la pres-
sion, la vitesse et la température de la phase vapeur sont souvent plus élevées que celles de
la phase liquide.

Il serait également intéressant d’améliorer les lois d’état "Stiffened Gas" afin d’obtenir une
meilleure approximation des lois d’état du fluide de travail.

Le taux de remplissage initial de la BDG pour les études menées ici est de 50% liquide.
Une étude de sensibilité au taux de remplissage peut étre aussi intéressante pour connaitre
les limites de remplissage pour un bon fonctionnement de la BDG.

Il serait aussi intéressant de mettre en place un modéle 2D en coordonnées cylindriques
avec sections variables et pertes de charge singuliéres.

e Concernant le modéle réduit, il peut étre intéressant d’élaborer une nouvelle structure

de modéele réduit en considérant toutes les entrées du modeéle détaillé a savoir ®eyqp €t Ttroia-
Des investigations poussées sont nécessaires aussi afin de comprendre les raisons pour les-
quelles le modéle réduit ne se comporte pas a la validation comme a 'identification. Dans
notre cas d’étude, on remarque que les écarts entre les réponses du modéle détaillé et du
modéle réduit augmentent a partir de I'ordre 6 a la validation et deviennent importants au
voisinage de ’ordre 10.
Aprés avoir établi la toute premiére structure de modéle réduit dans ce document et apreés
avoir réduit son nombre important de paramétres a identifier, nous avons conclu qu’il était
possible soit d’élaborer une structure de modéle réduit a 1 jeu de dynamiques commun
& toutes les variables ou bien a 2 ou 3 jeux de dynamiques spécifiques a des groupes de
variables. Les travaux présentés ici ne traitent que du cas ot 'on a 1 jeu de dynamiques
commun a toutes les variables. Donc il serait intéressant d’effectuer d’autres études sur le
modéle réduit a 2 ou 3 jeux de dynamiques spécifiques a des groupes de variables et de voir
son intérét par rapport a nos résultats.
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A

Hyperbolicité et isentropie du modéle

A.1 Hyperbolicité du modéle

Considérons respectivement le systéme d’équations (H.1) et le systéme d’équations (H.7)
suivants déja obtenus dans I'annexe H :

EJF%(PU):
0 0
(pu)+_( 2+p):0
ot ox (A1)
d(pE) 0 B '
5 +8—((0E+p) )=0
dpy)  I(pyu)
\ Ot + ox =0
ap ou op
ot TP e
ou 0w 1op
ot ox  pox (A.2)
op  p 20U '
E—Fua—x—i—p 8__0
oy =~ Oy

Nous allons montrer ici que le systéme A.1 est hyperbolique. Dans tout le document,
I’écoulement étudié est un écoulement subsonique. Ce qui signifie que la vitesse du fluide est
inférieure a la vitesse du son qui se propage dans le fluide (u < ¢) et les deux vitesses sont
réelles. Ceci veut dire que les quatre valeurs propres Ay =u —c¢, o =u, \s=u-+c¢, \y =u
obtenues dans 'annexe H sont toutes réelles. Donc notre systéme d’équations (A.1) est bel
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et bien un systéme hyperbolique.

A.2 Isentropie du modéle

Pour montrer que (A.1) est un modéle & entropie constante, nous allons considérer la
troisiéme équation du systéme (H.1). Lorsqu’on developpe cette équation, on obtient 1’équa-
tion suivante :

ok ok dp Ou ~Op  Opu, ,
p@t+u6t -I—ua +p8 +(8t+8x)E_0 (A.3)

1
En tenant compte de la premiére équation de (H.1) et lorsqu’on multiplie (A.3) par —,
p

on obtient I’équation suivante :

oF OF wudp pou
et ST i, A4
8t+uat+p8x+p8x (A.4)

2
u
Par définition, F = e + 5 lorsqu’on remplace E par son expression dans (A.4), nous

obtenons alors :

Oe Oe ou ou udp pou
— — — - A.
(8t+u8x)+(8t+ (%v) +p8x+p8x 0 (4.5)

La deuxiéme équation du systéme (A.2) permet d’écrire que

ou ou  10p
E—FU%——pax =0 (AG)

Lorsqu’on remplace ceci dans 1’équation (A.5) et en posant

Oe Ode de
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on obtient la nouvelle équation suivante :

de pou
T A8
dt = pox (A.8)
Par ailleurs, la premiere équation de (H.7) permet d’écrire que
ou 10p
= _-ZF A9
ox p Ot (4.9)
Lorsqu’on remplace ceci dans (A.6), on obtient :
de p dp
—_E2ZF _p A.10
dt  p? ot ( )
Considérons la premiére loi de Gibbs qui s’écrit comme suit :
de = Tds — pdv (A.11)
De I’équation (A.11) découle la relation suivante :
Tds = de + pdv. (A.12)
Lorsqu’on pose v = —, on peut écrire que
p
P ds de pdp
Tds=de— =dp=>T—=— — =— A.13
TTET YT Iy T 2 (A.13)
L’équation (A.10) nous permet alors d’écrire la relation suivante :
d
G (A.14)

i
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La relation (A.14) est équivalente a la relation suivante :

S = Cste (A15)

avec Ce une constante quelconque. L’équation (A.15) montre que 'entropie est constante
et donc le modeéle est isentropique.
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B

Formulation en variables

caractéristiques, formulation PVRS,
formulation NRBC

B.1 Formulation en variables caractéristiques

Pour écrire le systéme d’équations (H.1) de 'annexe H en variables caractéristique, nous
multiplions (H.6) obtenue dans 'annexe H par L; (ligne de la matrice des vecteurs propres
a gauche). Ceci nous permet d’obtenir I'équation suivante :

%—IZ +1,4%% Z s (B.1)

L;
ox

Or L;A = \;L;. L’équation (B.1) devient alors :

ou ou

Rl L— = L. B.2
L; at+A’L’ax L;S (B.2)

Les vecteurs L; étant des constantes locales alors on peut les faire rentrer dans les opé-
rateurs dérivées. Aprés cette manipulation, posons donc V; = L;U. Alors nous obtenons
I’équation suivante :

ot " Ox

— LS (B.3)

Cette équation est la formulation en variables caractéristiques du systéme d’équations
(H.6) avec V; les variables caractéristiques. Sous forme explixite, elles se réécrivent comme
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suit :

(0(—pcu + p) _ \O(=pcu+p) _
ot Tlu=¢) Ox =0
2 2
olcp—p) , Olcp=p)
ot ox (BA)
I(—pcu + p) d(—pcu+p) _ '
5 + (u+¢) e =0
octy oty
(ot T T

B.2 Formulation PVRS

Reprenons ’équation (B.2) et cette fois-ci, nous n’allons pas introduire les vecteurs L;
dans les dérivées. Cette équation peut étre réécrite de la facon suivante :

ou ou

(2 Y
il ot A ox

)= LS (B.5)

TLorsqu’on pose 8_U + 8_U = v
4 p ot ‘Ox  dt

n» (B.5) devient alors :

dU

Li—
dt

= LiS (B.6)

L’équation (B.6) constitue donc la formulation PVRS du systéme (H.1). Lorsqu’on dé-
veloppe cette derniére équation, on aboutit au systéme d’équations suivant :

(dp du
_ufc_Z_ufczo
dt‘ dt|

dp 1dp
_u__Q_u:

jt ¢ dé (B.7)
p u .
dt|u+c+Zdt|u+c—0
dy

_u:O

\dt|
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231
avec Z = pc 'impédance acoustique.
B.3 Formulation NRBC
* 1z LA . 8U
Considérons ’équation (B.2). Posons £; = )\Z-Lia—. On a alors :
x
oU

Losque nous multiplions 1’équation matricielle (B.8) a gauche par L; !

colonne R; on obtient I’équation matricielle suivante :

a—U+R£ =9

c’est a dire par la

(B.9)

Lorsqu’on développe (B.9), nous obtenons le systéme d’équations suivant :

%+12[52+ (L1 + L3)] =
%+21 (Ls— L1) =
gf 1(£3+£1)

avec

(B.10)
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Ly = (—pe+5)
;CQ )\2(62? — g—p)
; ; (B.11)
U D
Ly Ag(pcax + 83:)
dy
oy 29
\54 = )\40 o

Le systéme d’équations (B.10) est la formulation du systéme (H.1) que nous utiliserons
pour la mise en place des relations permettant de calculer les conditions de bords du domaine
de calcul pour la méthode NRBC.
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C

Solution exacte en régime stationnaire
pour un gaz parfait

C.1 Solution exacte du systéme d’équation 1

Considérons le systéme d’équations suivante :

(Jp O B
a5 +£(PU) =0

X 1 9 (2 +) =0 o
W8 2 (o5 -+ pu) = Q

Apy)  Opyu) _

ot T or

et I'équation d’état des gaz parfaits comme loi de fermeture du systéme d’équations (C.1)

= (y—1)pe (C.2)
. oo O Olpw) o O(pE) ) 9py) -
En régime stationnaire 5% 0, T 0, T 0et 5 0. Donc (C.1) devient :
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a%((pE +pu) =Q

Opyw) _
\ Oz

En intégrant (C.3) entre 0 et =, on obtient le systéme d’équations suivant :

(PU = PolUo

pu® +p = poug + Po
(C.4)
(pE + p)u = Qz + (poEo + po)uo

L PYU = PoYolo

Posons Ag = poug, By = poug—i—po, Co = (poEo + po)uo, Do = poyouo. Donc (C.4) et (C.2)
deviennent alors :
(pu = A
Aou +p= BO
AoE + pu = Qu + Cy (C.5)

Aoy = Dy

(P = (7 —1)pe

2
AvecE:e—l-%,pu:Aoetp:(v—l)peona:

2
AoE + pu = Qx + Cy = Ape + AO% + (v — 1) Age = Qx + Cy (C.6)
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De la relation (C.6) découle I'équation suivante :
+Ch— Ay
o= @t Co = Aoy (C.7)
v Ao
Avec (C.7), pu=Ag et p=(y—1)pe on a
—1 T A |
Aou+p =By = A0U2 + LQZ’ _J Ao% + i Cy = Byu (C8)
gl
De la relation (C.8) découle I'équation suivante :
—1A -1 -1
(Ao — 7——O)u2 — Bou + 2 Qr + 7 Co=0 (C.9)
V2 g v

L’équation (C.9) est une équation du second degré en u. La résolution de cette équation
permet de déterminer u.,,.¢. Les autres variables exactes sont données par les relations sui-

vantes :

Ao

Uegact

Pezact =

2
Qx _|_ CO _ AO uezact
€exact = ’}/A
0

Pezxact = (7 - 1)pee:ract

Yezact = Ao

(C.10)

(C.11)

(C.12)

(C.13)
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D

Résolution du demi-probléme de
Riemann

Considérons le systéme d’équations suivant (B.7) obtenu dans 'annexe B

(dp du
_u—c_Z_u—c:
dt| dt| 0
dp 1dp

at @

‘ ' (D.1)
p o
dt|u+c+Zdt |u+c_0
dy

=21 =0

\dt|

1
avec Z = pc étant 'impédance acoustique. Z et — sont des constantes locales & définir.
c

1
Notons les respectivement Zy et —. Alors (D.1) peut étre réécrit de la facon suivante :

Co
dt v
dt “ (D.2)
dt u-+c
dy
Lat =0
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On a alors :

(p — Zou = constante le long de la trajectoire fl—f
Cgp — p = constante le long de la trajectoire ‘Cil—“'t”
p + Zoyu = constante le long de la trajectoire ‘é—f

|y = constante le long de la trajectoire dz

dt

=u—=c
=u
(D.3)
=u-+tc
=u

Nous allons résoudre tout d’abord un demi-probléme de Riemann pour une sortie puis
aprés pour une entrée d’'un domaine dans lequel s’effectue un écoulement subsonique. L’ob-
jectif ici est de déterminer a I'entrée puis a la sortie du domaine des relations permettant de
calculer les variables primitives, variables dont les notations seront accompagnées de .

D.1 Sortie subsonique

u—=c
\ R R

L ext

T

D.1 — Schéma du demi-probléme de Riemann pour une sortie subsonique

La figure D.1 présente la sortie d’'un domaine de calcul positionnée a x5 avec I'extérieur

du domaine représenté par ext. Comme le montre le schéma sur

la figure D.1, pour une

sortie subsonique nous avons quatre ondes dont trois (les deux de vitesse u et celle de vitesse

u + ¢) sortent et une (celle de vitesse u — ¢) entre par la sortie. Le

point L™ est le point ou

nous allons calculer les variables primitives. Les relations de saut sont élaborées comme suit :

dz
Comme p + Zyu = constante le long de la trajectoire T u + ¢, alors lorsque 'onde de

vitesse u + ¢ coupe l'onde de vitesse u — ¢ (couleur noire) comme le montre
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le schéma précédent sur la figure Fig.D.1, on aura la relation suivante :
PL + Z()UL = PL* + Z()UL* (D4)
Avec Zy = Zp, (D.4) devient :
Zy,

Lorsqu’on méne le méme raisonnement avec les deux ondes de vitesse u (couleur bleue),

on aboutit aux relations suivantes :

2 9
CLPL — PL = CLPL* — PL*

Yo =YL

De la relation (D.6), on peut déduire pr- comme suit :

PL — PL+

PrL= = PL — D)
‘L

En récapitulatif, nous avons les équations suivantes :

( - *
U*L = up + pL _ pbL
L
Y = YL
PrL — Pr~
P =pPL— —5 —
\ CL

(D.8)

(D.9)

Pour une sortie subsonique, on n’imposera qu’une variable en sortie du domaine de calcul
du fait qu’on n’a qu’une onde qui entre dans le domaine de calcul & travers cette sortie. Cette
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variable imposée sera la pression et donc on a :

p* = Pesterieur (DlO)

Avec les égalités p* = pp«, u* = up~, y* =y, p* = pr+, (D.10) et le systéme d’équations
(D.9), les relations permettant de calculer les variables en sortie subsonique sont :

p

p* = Pexterieur
u* =y + pLZ_ b
L (D.11)
. pL —Dp*
p =pPL—
CrL
v =

D.2 Entrée subsonique

u

u—=c u—+e

R* R;

ext R

ent

D.2 — Schéma du demi-probléme de Riemann pour une entrée subsonique

Pour une entrée subsonique, nous avons trois ondes entrantes (les deux de vitesses u et
celle de vitesse u + ¢) et une onde sortante (celle de vitesse u — ¢). p — Zou = constante

x
le long de la trajectoire il Donc lorsque 'onde u — ¢ (couleur rouge) passe au

travers de 'onde de vitesse u + ¢ (couleur noire) et celle de vitesse u (couleur noire) comme
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le montre le schéma sur la figure Fig.D.2, on a :

PR — ZoUr = Pr; — ZoUR; (D.12)

pr; — ZouR; = PRrx — Z(]UR* (D13)

Lorsqu’on tient compte de la relation Zy = Zg et aprés quelques manipulations, (D.12)
et (D.12) deviennent

Pr+ = pr + Zr(ur- — uR) (D.14)

: : : oU  OF
Lorsqu’on dispose d’un systéme d’équations conservatives de la forme — + — = 0,

ot ox

alors la relation de Rankine-Hugoniot [53] au travers d’une discontinuité permet d’écrire

F — oU = constante (D.15)

o étant la vitesse de la discontinuité.

Nous allons considérer notre systéme conservatif (H.1) et 'onde de vitesse u. Lorsqu’on
applique la relation (D.15) en prenant 0 = ug« nous obtenons les relations suivantes :

pr+(Ups — 0) = pri(ups — o) = pre(Urs — ur:) = pr:(Urr — Up:) (D.16)
,OR*<UR* — UR*) = pR;(uR; — UR*) = pR}<UR}K — UR*) =0 (Dl?)
pRT(uR; —UR*) =0 = ug- = UR; (Dlg)

Pr-UR-(URs — 0) + pre = prstp: (Ur: — 0) + Pr: (D.19)
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De 'équation (D.19) découle la relation suivante :

Pr-UR-(URs — UR) + PR = Pr:UR: (URs — UR~) + DR (D.20)

En utilisant 'équation (D.18), la relation D.20 devient :

PR+ = PR; (D.21)

Pr-Er(ur — 0) + Pretigr = pps Er:(up: — 0) + Prrug: (D.22)

De I’équation (D.22) découle la relation suivante :

De méme, lorsqu’on se sert de I'équation (D.18), I’équation permet d’aboutir a la relation
suivante :

Preups = Priup; (D.24)

prYr*(Ur< — 0) = pRiYR; (UR; — O) (D.25)

De l'équation (D.25) découle la relation suivante :

PrYR+(URs — UR-) = PR:YR: (URy — UR~) (D.26)

En utilisant la relation (D.18), I'équation D.26 devient :

0=0 (D.27)
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Lorsque I’écoulement atteint un régime permanent, le débit est constant. Ceci nous per-
met d’écrire la relation suivante :

Alors avec les équations (D.18) et (D.28), on aboutit & la relation suivante :

PR+ = PR; (D.29)

En récapitulatif, nous avons les équations suivantes lorsqu’on applique la relation de
Rankine-Hugoniot en se servant de 'onde de vitesse u :

p
UR+ = UR:

Pr+ = DPR; (D.30)

PR*URx = PR;uR}«

\PR* = PR;

Nous allons appliquer la méme relation (D.15) mais cette fois-ci au travers de 'onde de
vitesse u + c. Donc dans le cas présent, o = ugr + cg.

pR;uR; — (uR + CR)PR; = PRUR — (UR + CR)pR (D31)

De la relation (D.31) découle 'équation suivante :

mR? — (UR + CR)PR} = —PRCR (D32)

pR*u%* + pre — (ug + CR)pRrUR: = pRu?% + pr — (ug + cr)prUR (D.33)
1 R 1 1 g
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De la relation (D.33) découle ’équation suivante :

2
M5
RI

+ pr; — (ur + CR)MR; = PR — CRMER
PR:

Pr;UR: ER: + priur: — (ur + cr)pr: Er: = prurER + prur — (ur + cr)prER

De la relation (D.35) découle ’équation suivante :

mR;ER; + PRyUR; — (ur + CR)PR; ER}‘ = prur — CrPrRER

PRiUR:YR: — (UR + CR)PR:YR: = PRURYR — (UR + CR)PRYR

De la relation (D.37) découle 'équation suivante :

mpzYr; — (UR + CR)PRIYR; = —CRPRYR

(D.34)

(D.35)

(D.36)

(D.37)

(D.38)

En récapitulatif, nous avons les équations suivantes lorsqu’on applique la relation de

Rankine-Hugoniot en se servant de 'onde de vitesse u + ¢ :

(mp: — (ur + Cr)PR; = —PRCR

2

+ pr; — (ur + cr)MR; = pr — CRMR
PR}

mr: Er: + priur; — (ur + cr)pr; Ery = prUR — CRPRER

\MR:Yr; — (UR + CR)PR;YR; = —CRPRYR

(D.39)
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En tenant compte des relations (D.28), (D.29) et (D.32) établies précédemment et aprés
quelques calculs, on aboutit aux deux relations suivantes :

ppe = ¥ PRCR (D.40)

UR + Cr

Les équations (D.18), (D.21), (D.29) et (D.34) entrainent la relation suivante :

mpx

*

PR+ = PR — MRCR — MR+ | — (ug + cr)] (D.41)

Les équations (D.18), (D.21), (D.29), (D.40), (D.28), (D.36) entrainent la relation sui-
vante :

PrxURx — PRUR
PRCR

Eg; = Er + (D.42)

A partir des équations (D.29), (D.40), (D.28) et (D.38) on déduit la relation suivante :

Yr; = YR (D.43)

La relation de Rankine-Hugoniot appliquée au travers de 'onde de vitesse u + ¢ donne
les relations suivantes :

p

Mp+ + PRCR
pre = —

UR + CRr

mpx

PR+ = PR — MRCR — Mp+[—— — (Ur + cR)]
P (D.44)

R+UR* — PRUR

PRCR

ER;:ER-FP

(YR} = YR
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En récapitulatif, pour une entrée subsonique les relations trouvées sont :

UR+ = URs

Dr+ = PR

\ PR* = PR;

PR =
URr + Cr

PreuRrs = Priup:

Mp+ + PRCR

PR+ = PR — MRCR — mR*[

(pR* =pr+ Zr(ur- — ug)

mpx

*

— (UR + CR)]

PRr*UR* — PRUR

ER»; = FEr+

(YR = YR

(D.45)

En fonction des variables qui seront imposées en entrée du domaine de calcul, le reste sera
calculé en utilisant certaines relations de (D.45). Par exemple, dans le cas de notre étude, le
débit m*, la température T™ et la fraction massique y* en entrée seront connus. Donc rho”,
u* et p* seront les variables a déterminer. Elles seront calculées par les relations suivantes,
relations qui sont simplement choisies dans les équations du systéme (D.45) avec m* = mpg-,

p* = pr+, U = Up+ et p* = pp- :

UR + CR

*
o m + PRCR

P = Pr — MRCR —m*[

*

m
" —(UR+CR)] ou

(p* =pr+ Zr(u" —ug)

(D.46)
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E

Méthodes d’optimisation

Cette annexe fournit quelques éléments concernant les deux méthodes d’optimisation uti-
lisées dans la méthode d’identification modale (MIM) :

e lalgorithme d’optimisation par essaim particulaire (OEP) utilisé pour I'identifi-
cation des composantes du vecteur © (dans le cadre du chapitre 6, © contient les composantes
des tenseurs @, L et V);

e la méthode des moindres carrés ordinaires utilisée a chaque itération de 'algorithme
OEP pour 'estimation de la matrice de sortie H.

E.1 Optimisation par essaims particulaires (OEP)

L’optimisation par essaims particulaires (OEP, Particle Swarm Optimization ou PSO en
anglais) |?], initialement développée par Kennedy et Eberhart en 1995, est une méthode
d’optimisation stochastique basée sur la collaboration des individus entre eux.

L’OEP est une méthode d’ordre 0 qui requiert seulement le calcul de la fonction & mini-
miser.

Dans notre cas, le vecteur © rassemble Ng paramétres & estimer. L’essaim contient
N, (= 8) particules. Chaque particule est positionnée dans 'espace de recherche par ses Ng
coordonnées. Une vitesse est également définie pour chaque particule. Les particules com-
muniquent entre elles afin de trouver la meilleure position (minimum de la fonction objectif).

L’échange d’information entre les particules se fait via un voisinage circulaire de taille 3
illustré sur la figure E.1
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E.1 - voisinage circulaire de taille 3.

E.2 Estimation de la matrice de sortie H par moindres
carrés ordinaires

A chaque itération de 'algorithme OEP, le vecteur d’état réduit a(t) € R™ est calculé a
tous les instants ¢, j =1, ..., Nt’d en résolvant la premiére équation de (4.28) avec le vecteur

N 4 . id .
de paramétres © courant, ®.,,(¢) étant connu. La matrice A € R™N:" suivante est alors
formée :

A = [a(ty), altya)]

La matrice Y € R%* N a5t assemblée avec le vecteur Y (¢) des sorties du modéle réduit
a tous les instants :

Y = [Y(t1), o (Epg0)]

giob €st le nombre total d’observables (900 dans ce mémoire, soit 150 observables pour
chacune des 6 variables).
L’équation de sortie (deuxiéme équation de (4.28)) doit étre valide V¢, on a donc :

Y =HA

Et donc, en prenant la transposée de cette équation :

Y' = ATHT (E.1)
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. 7 . , 3
La matrice Y%/ ¢ Ristev*Nid o5t quant & elle formée avec le vecteur des données Y% (t)
a tous les instants :

Ydata — [Ydata(tl)7 ...,Ydam(tNtid)]

Le probléme de minimisation de la fonction objectif Ji(gn ) définie par 1’équation (4.29)
consiste a minimiser 'écart entre Y et Y9, et donc entre leurs transposées YT_et ydateT
On cherche donc & minimiser le carré de la norme L? du vecteur d’écart e; € RN entre les
colonnes respectives (Y7); € RN ot (YdateTy, ¢ RNtZd, i =1, ...,q40p, de ces deux matrices.
D’apres E.1 :

CL(ZT aaT N
lleal s = 1Y) = (Y )l 3 = [I(ATHT )i — (Y )illz Vi =1, ... g0 (E.2)

Ot (HT); € R™ est la i™ colonne (i = 1, ...,qg0p) de H € R™*7.
Sous la condition N/? > m, la solution du probléme de minimisation de (E.2) est donnée,
par moindres carrés ordinaires, par :

HT = [AAT] 1 AYete” (E.3)
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F

Calcul tensoriel

F.1 Tenseur d’ordre 1

Un tenseur d’ordre 1 ou un tenseur du premier ordre de taille m est généralement associé
a un vecteur de taille m. C’est aussi le cas dans les études réalisées ici. Soit V' un tenseur
d’ordre 1 quelconque de taille m. Ce tenseur peut aussi étre noté V. mais dans nos études
nous avons privilégié la notation V. Les composantes de V' sont notées ici V;, i € [1,m]. Donc
V' g’écrit de la facon suivante :

V = (‘/17‘/27‘/37"'7‘/771) (F]')

Ceci signifie qu'un tenseur d’ordre 1 de taille 3 par exemple est un vecteur ligne ou un
vecteur colonne de taille de 3.

Un tenseur d’ordre 1 de taille 1 est un scalaire, donc un tenseur d’ordre 0.

F.2 Tenseur d’ordre 2

Un tenseur d’ordre 2 de taille m x n est généralement associé & une matrice de taille
m X n. Notons par L un tenseur d’ordre 2 quelconque. Alors les composantes de L sont

notées (Ly), (4,7) € [1,m] x [1,n] et L s’écrit comme suit :
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Ly Ly Ly Ly
1;21 1;22 ];23 1;2n
L3y L3y Lss L3y
L= (F.2)
l%nl l%n2 [Mn3 l%nn

Un tenseur d’ordre 2 de taille m x 1 (resp. 1 x n) est un tenseur d’ordre 1 de taille m
(resp. n).

F.3 Tenseur d’ordre 3

Un tenseur d’ordre 3 de taille m x n x [ correspond a [ matrices de taille m x n. Soit
(u, ¥, ) un repére cartésien. Géométriquement, il peut étre vu comme une matrice dans le
plan (@, ) dont les éléments sont des vecteurs dans le sens de I'axe . En d’autres termes,
cela revient & disposer dans le sens de I'axe «w [ matrices de taille m x n. Dans ce document,
un tenseur d’ordre 3 est représenté comme un vecteur ligne de taille [ dont chaque élément
est une matrice de taille m x n et il est noté Q Alors les composantes de Q sont notées

(Q)ijrs (1,7, k) € [1,m] x [1,n] x [1,1] et Q s’écrit comme suit :

(F.3)

|5}
Il

~—~
[
1<
[
[
—

avec
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Qlll Q121 Q131 . anl
Q211 Q221 Q231 . Q2n1
Q?)ll Q321 Q331 s QSnl
Q = (F.4)
lel Qm21 Qm?)l N anl
Q112 Q122 Q132 . anZ
Q212 Q222 Q232 . Q2n2
Q312 Q322 Q332 o Q3n2
Q= (F.5)
Qm12 Qm22 Qm32 . an2
C2113 Q123 Q133 . anS
Q213 Q223 Q233 . Q2n3
Q313 Q323 Q333 o Q3n3
&= (F.6)

Qm13 Qm23 Qm33 EEEEEI an?;
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Qlll QIQZ Q13l I anl
QQll QQQZ QQSZ SR Q2nl
Q31l Q32l Q33l SR QSnl
Q= (F.7)
lel Qm2l QmSl . anl

Un tenseur d’ordre 3 de taille m x n x 1 (resp. m x 1 X [ ou 1 x n X [) est un tenseur
d’ordre 2 de taille m x n (resp. m x [ ou n x [).

e Remarque

En prolongeant la réflexion en ce qui concerne la définition d’un tenseur d’ordre 3, on
peut dire q’un tenseur d’ordre 4 de taille m X n X [ X p est un tenseur d’ordre 3 de taille
m x n X | dont chaque élément est un vecteur de taille p. En d’autres termes, un tenseur
d’ordre 4 de taille m X n X [ X p est une matrice de taille m X n dont chaque élément est une
matrice de taille [ x p. Et ainsi de suite, cette définition peut s’étendre aussi aux tenseurs
d’ordre 5, 6, 7, ....

Le nombre de traits en dessous de la notation du tenseur, & part le tenseur d’ordre 1 ici,
fait référence a 'ordre du tenseur. Le tenseur d’ordre 5 par exemple portera cinq traits en
dessous de sa notation c’est a dire M.

F.4 Produit tensoriel

Soit U un tenseur d’ordre z et de taille m, et W un tenseur d’ordre y et de taille n. Alors
le produit tensoriel de U et W noté U ® W est un tenseur d’ordre z + y et de taille m x n.
Plus particuliérement suposons que nous avons un tenseur Q@ = (Q)y d’ordre 3 de taille

m xn x1, (i,j,k) € [1,m] x [1,n] x [1,1] et un tenseur L = (_L_l)ks Qordre 2 de taille p X,
(k,s) € [1,p] x [1,7]. Alors le produit tensoriel de Q et L noté @ ® L donnera un tenseur

M = (Q)iji(L1)xs dordre 5 de taille m x n x I x p x 7.

Considérons par exemple un tenseur V! d’ordre 1 et de taille 3 écrit comme suit :
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vi= |V} (F.8)

et un tenseur V5 d’ordre 1 et de taille 3 écrit comme suit :

Vi (V2 12 1VR) (F.9)

Alors le produit tensoriel V' ® V2 est un tenseur d’ordre 2 de taille 9 qui s’écrit comme
suit :

Vive Ve VRV

Ve Ve VRV (F.10)

I
I

ViV VEVE VR

F.5 Produit tensoriel contracté

F.6 Produit contracté une fois

Soit U un tenseur d’ordre x et de taille m, et W un tenseur d’ordre y et de taille n. Le
produit contracté ou le produit contracté une fois de U et W est un tenseur noté URQW
d’ordre x +y — 2 dont les composantes sont les produits des composantes de U et de W avec
une sommation sur le dernier indice de U pris égal au premier indice de W.

UQW = Z Uil..,iz,lka]‘Q...jy (F'll)
k
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Considérons par exemple le tenseur L d’ordre 2 et de taille 3 x 3 suivant :

Ly Lz Ly
L= Ly Ly Ly (F.12)
L3 L3y Lss

et le tenseur V d’ordre 1 et de taille 3 suivant :

Vi
V=V (F.13)
Vs
Alors le produit une fois contracté de L et V' est un tenseur d’ordre 1 qui s’écrit comme
suit :
L1 Vi + LioVa + Li3Vs
LRV = | LoyVi + LaoVa + Lo3V3 (F.14)
L31Vi + L3gVa + L33 V3
D’aprés 'exemple précédent, on peut dire que le produit d’une matrice par un vecteur
est un produit contracté d’un tenseur d’ordre 2 et d’un tenseur d’ordre 1.
Il faut aussi noter que le produit scalaire de deux vecteurs est un produit contracté entre

deux tenseurs d’ordre 1 et le produit de deux matrices est un produit contracté entre deux
tenseurs d’ordre 2.

F.7 Produit doublement contracté

Soit U un tenseur d’ordre z et de taille m, et W un tenseur d’ordre y et de taille n. Le
produit doublement contracté de U et W est un tenseur noté UQW d’ordre x + y — 4 dont
les composantes sont les produits des composantes de U et de W avec une double sommation
sur les deux derniers indices de U pris égaux aux deux premiers indices de W.

URW = Z Z Usy...ig—ott Whtjs...j, (F.15)
t &
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Considérons par exemple deux tenseurs L:1 et L:2 d’ordre 2 et de taille 3 x 3 suivant :

1 1 1
Lll L12 L13

L:1: L%l L%Q L%3 (F-16)
Lzln L21’>2 Lili3
L%l L%Q L%:«;

L:2: Lg1 L%2 L%zz (F-17)

2 2 2
L31 L32 L33

Alors le tenseur L:1§L:2 d’ordre 0 s’écrit de la fagon suivante :

'®L = Ly L3y + Ly, L3y + LigL3, + Ly L3y + Lo L3, + Lag L3, + Ly Lig + L, L3g + LigL3,

(F.18)
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Forme polynomiale des lois de fermeture

G.1 Rappel des lois de fermeture

Nous allons rappeler ici les lois de fermeture du systéme d’équations (5.11). Ce sont les

équations de ce systéme que nous allons réécrire sous forme polynomiale.

1 1
p= 5[149 + Al - (poo,g +poo,l)] + \/Z_l

L %0 =D (= DC
pT p + poo,g P + poo,l

[Al - Ag - (poo,l - poo,g)P + AgAl

h()— e +2)  up) -t

hy() = lu(p*)  vy(p7) —uilp?)
T = Tsat(p*)

G.2 Forme polynomiale des équations

G.2.1 Premiére équation du systéme (G.1)

Considérons la premiére équation du systéme (G.1)

1 1
p= é[Ag + A — (poo7g +poo,l)] + \/Z [A; — Ay — (poo,l - poohq)}z + Ay A

1 1
= (p = 5[Ag + A = Py + Pooy)])? = 1A= Ag = (poos = Pooyg))® + AgAy

(G.2)



260 Annexe G. Forme polynomiale des lois de fermeture

= _Agp - Alp + p2 - Alpoo,g + ppoo,g — Agpoo,l + PP, + poo,gpoo,l =0 (G5)

Lorsqu’on introduit dans I’équation (G.5) les relations suivantes :

( (7 — 1)Cy i
Ay = , B .
’ [ngv,nglevyal(e (Y99 + 4191)) — Poo,i]
—1 Cv T

p+poo,k (GG)

+ ViPoo
en(p, T) = LE Pk, 0 ) 4 g

Ve — 1

\ hk (pv T) = ’kay,kT + qk

avec y, =y, yy = 1 —y et k € {l, g} on obtient I’équation suivante de la relation (G.5)
apres quelques manipulations :

0 =T1p* 4+ Top + Tapy + Tay + Tseppy + Loepy + Trppy + Dspy + Do Py

G.7
+T10ppy? + Ti1py” + Tisepp + Tizep + Tupp + Tisp + Dig + iz (G-D)

avec
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(T, = Cyy 'y = Poo,gCuyi + PooiCui + Doci(y — 1)Cyy

['3 = Poog(Vg = 1)Cog + Poo,gCug + PooiCog = PoogCui — PooiCoi — (1 — 1)CoiPooy

T4 = PocgPooi(Yg = 1)Cug + Poo,gPooiCug = Poo,gPooiCut — (Y = 1) Co1Poc gPoos

Is = (n=1)Coy = (79 = 1)Cly Lo = (n = 1)Coapoo,g = Pt (Vg — 1)Cluyg

L7 =aq(vy — 1)Cog+ (n — 1)Coiqy — 2(n — 1)Couaq

['s = Pootq(Vg — 1)Cug + (71 — 1)CiPoo,gy — 2(7 — 1)CoiPoo gt Lg=Cpy—Cyy
[0 =qg(7g — DCoyg — q(vg — 1)Coy — (= 1)Cougy + (v — 1)Couqu

[ = Pooi@e(Vg — 1)Cog — Poci@i(Vg — 1)Cog — (7 = 1)CoiPoogqy + (Vi — 1) CoiPoo,g @
Fig=—(7—1)Cyy Fis=—=(—1)CyiPscg Fiy= (v —1)Chuq

I_‘15 = (P)/l - 1)Cv,lpoo,QQI I‘16 = poo,gpoo,lcv,l 1—‘17 = poo,gpoo,l(% - 1)01;,1

(G.8)
G.2.2 Deuxiéme équation du systéme G.1
Considérons maintenant la deuxiéme équation du systéme (G.1).
1 - 1)C, -1)C,
A Yg(vg —1)Cuyg i yi( )Cl, (G.9)

pT p + poo,g p + poo,l

L’équation (G.9) peut se réécrire sous la forme suivante :

— (P4 Poorg) P+ Pocyt) + PT (g (Vg — 1)Clog) (P + Pooy) + (11(7 — 1) Cot) (P4 Pocrg)) = 0 (G.10)

Aprés quelques manipulations, on obtient I’équation suivante :

p? + Digp + g + DogppTy + Doy pTy + TogppT + TozpT =0 (G.11)
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avec

(F18 = Poo,g + JUSY!
FIQ = Poo,gPoo,l
FQO = (’Yl - ]-)Cv,l - (’Yg - 1)01),9
(G.12)
F21 - (’Vl - 1)Cv,lpoo,g - (79 - 1)Ov,gpoo,l

Fog = —(71 —1)Cyy

\F23 - _<’Yl - ]-)Cv,lpoo,g

G.2.3 Premiére équation du systéme G.2

Maintenant, nous allons réécrire la premiére équation du systéme G.2 sous forme poly-
nomiale. En ce qui concerne cette équation, lorsqu’on y introduit les relations vy, ex, h; du
systéme G.6 avec k € {l, g}, on oboutit a la relation suivante :

0= AO + Alp + A2p2 + AgT + A4pT + A5p2T + A(;EpT + A7pT + Ag@P,OT

G.13
+ AgppT + AyopT? + Ay PpT? ( )

avec
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(D) = PootDoogl — Qg D1 = Poctll = Qg + Poogi =0y Do =aq—qq

Az = PooiPoo,gN1Cui — V19Cug

Ay = pooi(vg = 1)Cog = (1 = 1) CoiPocg + Pooi11Cu1 — Y9Cu.g + Poo,g11Coit — YgCluyg
As=—(n—=1Cyi+ (79 — 1)Cog + 1Cuy — 74Cug

A6 = poci(Vg = 1)Cog — (0 — 1)Coipocyg

A7 = —pooi(Vg = 1)Cogqi + (7 — 1)CoiPoogqt — (Vi — 1)CoiPoog@t — g
Ag=—(1—1)Coi+ (g —1)Cuy

Ag= (7 —1)Coiq — (vg — 1)Coga — (v — 1)Coua — g

Ao = —Doi(Vg — 1)CogCui + (i — 1)CiPo0,gCvi — (Vi — 1)CoiPoo g1 Coi — Y9Clg

\All == (f)/l - 1)Cv,lﬁ)/lcv,l - (79 - 1)Cv,gﬁ)/lcv,l - (’Yl - 1)Cv,l710v,l - P)/gc(v,g
(G.14)

G.2.4 Deuxiéme équation du systéme G.2

La deuxiéme équation du systéme G.2 est ’équation de température de saturation. Un
exemple de fonction de température de saturation Ty, (p) est donné par la relation suivante

22] -

T.at(p) = —0.0000034150890[In(p)]® + 0.00050931550[In(p)]° + 0.014562210[In(p)]*

: G.15
+0.1945111[In(p)]* + 2.150536[In(p)]* + 25.31895 In(p) + 64.11648 (G.15)

avec p en Pa.
La projection Galerkine avec la fonction T, (p) sous cette forme est complexe. Pour lever
la difficulté nous allons approximer cette expression de Ty (p) par un polynome. Lorsqu’on
considére une plage de température entre 273.15K et 373.15K, un polynome d’ordre 3 de la
forme suivante suffit pour approximer cette fonction :

T = 17.26p — 67.51p> + 105.44p + 9.46 (G.16)
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avec p en Pa.
De la relation précédente, nous pouvons réecrire la deuxiéme équation du systéme G.2 de la
fagon suivante :

T+A3p3 +A2p2 +A1p—|—A0 =0 (Gl?)
avec
Ay =-105.44
(G.18)
Ay =67.51
As = —17.26

G.2.5 Récapitulatif

En récapitulatif, les systémes d’équations G.1 et G.2 s’écrivent sous forme polynomiale
comme suit :

T1p* + Top + Tspy + Tay + Tseppy + Tsepy + Trppy + Tspy + Do Py
+T100py> + T11py” + Tizepp + Tizep + Liapp + Tisp + Tig + Tip = 0 (G.19)

p® 4+ Tigp + Tig + TooppTy + To1pTy + LaappT + TozpT = 0

Ao+ Arp+ Aop® + AT + AypT + Asp®T + N EpT + ArpT + AgePpT
+AgppT + NiopT? + Ay PpT? = 0 (G.20)

T + Asp® + Mop® + Aip+ Ao = 0
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H

Formulation en variables conservatives,
matrice de passage et jacobienne,
formulation en variables primitives,
vecteurs et valeurs propres

H.1 Formulation en variables conservatives

Considérons le systéme d’équations suivant :

(Jp O
ETd %(PU) =0
o 9
(aptu) + 5o (pu*+p) =0
d(pE) 8 (H.1)
P _
dpy) | 9pyu) _
\ Ot + or 0
p p pu 0
i pu u i puu +p o 0
Soit U = U=\ |, FO) = , et S'(U) =
pE p (pe + % +p)u 0
Py Y puy 0

Le vecteur des variables conservatives, primitives, flux et termes sources. Le systéme
(H.1) est une formulation des équations en variables conservatives. Il peut se réécrire sous

forme condensée :
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ou N OF(U)
ot ox

= S(U) (H.2)

H.2 Matrice de Passage et Jacobienne

Posons P;; = o, et Qi = i Apreés les calculs, nous obtenons :

Y 0 0 »p
u p 0 0
u? 2pu 1 0
de wu 302 Be 0
ue+pua—p+5 pe+=5-+p pug, +u
uYy pY; 0 U

P est la matrice de passage des variables conservatives aux variables primitives et () est
la matrice jacobienne du systéme.

H.3 Formulation en variables primitives

Réécrivons le systéme (H.1) en formulation des variables primitives. Pour cela, posons
A=P'Qet S=P 'S Nous obtenons alors :

U p 0 0 0
1
0 U 5 0 0
A= S = (H.5)
2 Oe
0 p_dpe % g 0 0
opP
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En multipliant (H.2) par P!, on obtient I’équation suivante :

ou oU
AL = H.
or " or =7 (H.6)
Sous forme explicite, (H.6) devient :
(Op ou dp
ot tPos T or
ou, ou 1op
TN @
T T
ot "o T e Y
oy oy
\ E + Ua— =0

Le systéme d’équations (H.7) est la formulation en variables primitives du systéme d’équa-
tions (H.1).

H.4 Vecteurs et valeurs propres

Considérons la matrice A obtenue précédemment. Les valeurs propres, que nous nom-
mons ici A, sont les zéros du polynome caractéristique P = |A — AI|. Aprés les calculs, nous
obtenons quatre valeurs propres qui sont :

(A =u—c
)\QZU
(H.8)
)\3:U+C
)\4:U

(H.9)
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Les vecteurs propres a gauche (L) et a droite (R) sont donnés respectivement par la
relation L;A = \;L; et AR; = \;R;. Aprés quelques manipulations, on obtient :

1 1 1 0
0 —pc 1 O 22 & 2P
A 0 -1 0 b 0 L 0
I — R= 2pc 2pe (H.10)
0 —pc 1 O 1
5 0 : 0
0 0 0 ¢ L
0 0 0 =
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Résumé

Les systémes électriques occupent de nos jours une place de plus en plus importante dans le domaine du
transport aérien, ferroviaire et automobile. Ce progrés s’est accompagné de la miniaturisation des systémes
(convertisseurs) qui nécessitent un refroidissement trés performant. Alors que les systémes de refroidissement
traditionnels atteignent leurs limites, une des solutions consiste a utiliser des boucles fluides diphasiques
reposant sur le changement de phase liquide-vapeur du fluide de travail, en particulier les boucles diphasiques
gravitaires. L’objectif de cette thése est double : proposer un modéle détaillé de la boucle ainsi qu’un modéle
réduit capable de calculer les variables en tout point de la boucle et en tout instant mais beaucoup moins
gourmand en temps de calcul. Concernant tout d’abord le modéle détaillé, les équations de I’écoulement
monodimensionnel et compressible du fluide a ’état monophasique et diphasique en régime transitoire sont
résolues par la méthode d’Euler explicite et par la méthode des volumes finis. Le mélange liquide-vapeur se
comporte comme un mélange homogéne, en équilibre mécanique et thermique. Les lois de fermeture du modéle
sont déduites des lois d’état du type "Stiffened Gas". En ce qui concerne le modéle réduit, une extension de
la méthode d’identification modale est proposée. La structure du modéle réduit est tout d’abord déterminée
en effectuant la projection de Galerkine des équations de conservation continues. Ensuite les paramétres du
modeéle réduit sont identifiés par la résolution d’un probléme d’optimisation. Le modéle réduit ainsi construit
est alors validé sur plusieurs cas présentant des dynamiques différentes.

Mots-clés: écoulement compressible diphasique, transition de phase, boucle diphasique gravitaire, thermo-
dynamique, méthode de Galerkine, modéle d’ordre faible, systéme non-linéaire, optimisation.

Title

Elaboration of a detailed model of a two-phase loop thermosyphon
and development of an associated reduced model

Abstract

Today, electrical systems are becoming increasingly important in the air, rail and automotive sectors.
The immediate consequence of this progress is the miniaturization of systems (converters) requiring very
important cooling means. Whereas conventional cooling solutions are reaching their limit, an alternative one
can be sought in two-phase loops based on the liquid-vapor phase change of a working fluid, in particular
two-phase loop thermosyphon. The objective of this thesis is twofold : to propose a detailed model of a two-
phase loop thermosyphon as well as a reduced model able to calculate the variables at any location of the
loop at any time with a much smaller computing time. First, the equation of the transient one-dimensional
compressible one-phase and two-phase fluid flow is solved using the explicit Euler method of order 1 and the
finite volume method. The liquid-vapor mixture is modeled as a homogeneous mixture at mechanical and
thermal equilibrium. The closure laws of the model are deduced from the "Stiffened Gas" state laws. For the
reduced model, an extension of the modal identification method is proposed. The structure of the reduced
model is first determined carrying out the Galerkin projection of the continuous conservation equations.
Then the parameters of the model are identified by the resolution of an optimization problem. The reduced
model thus constructed is then validated on several cases with different dynamics.

Keywords: compressible two-phase flow, phase transformations, two-phase loop thermosyphon, thermody-
namics, Galerkine methods, low order model, non-linear system, optimization.
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