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Titre : Combinatoire et algorithmique des factorisations tangentes a l'identité.

Résumé : LLa Combinatoire a permis de résoudre certains problémes en Mathématiques,
en Physique et en Informatique, en retour celles-ci inspirent des questions nouvelles a la
Combinatoire. Ce mémoire de thése intitulé "Combinatoire et algorithmique des factori-
sations tangentes a l'identité" regroupe plusieurs travaux sur la combinatoire des défor-
mations du produit de shuffle.

[’objectif de cette thése est d’écrire des factorisations dont le terme principal est 'identité
a travers l'utilisation d’outils portant principalement sur la combinatoire des mots (ordres,
graduations, etc.). Dans le cas classique, soit F' une algebre libre. En raison du fait que F
est une algébre enveloppante, on a une factorisation exacte de 'identité de

End(F) = F*&F

comme un produit infini d’exponentielles (End(F’) étant muni du produit de shuffle sur la
gauche et de la concaténation sur la droite, une représentation fidéle du produit de convo-
lution) comme suit : premiérement on commence avec une bhase de Poincaré-Birkhoff-Witt,
deuxiément on calcule la famille des formes coordonnées et alors les propriétés (combina-
toires) non triviales de ces familles en dualité donne la factorisation. Si on part de l'autre
coté, 'écriture pour le méme produit ne donne exactement l'identité que sous des condi-
tions trés restrictives que nous précisons ici. Dans de nombreux autres cas (déformés), la
construction explicite des paires de bases en dualité nécessite une étude combinatoire et
algorithmique que nous fournissons dans ce mémoire.

Mots-clefs : Combinatoire algébrique, Produit de shuffle, Produit de g—shuffle, Pro-
duit de g—stuffle, Eléments de Lie, Algébre de Lie libre, Base de Poincaré-Birkhoff-Witt,
Base de Transcendance, Bases multiplicatives, Factorisations tangentes a I'identité.



Title : Combinatorics and algorithmics of factorizations tangent to the identity.

Abstract : Combinatorics has solved many problems in Mathematics, Physics and Com-
puter Science, in return these domains inspire new questions to Combinatorics. This me-
moir entitled "Combinatorics and algorithmics of factorizations tangent to identity" in-
cludes several works on the combinatorial deformations of the shuffle product.

The aim of this thesis is to write factorizations which principal term is the identity through
the use of tools relating mainly to combinatorics on the words (orderings, gradings etc.).
In the classical case, let F' be the free algebra. Due to the fact that F'is an enveloping
algebra, one has an exact factorization of the identity of

End(F) = F*QF

as an infinite product of exponentials (End(F’) being endowed with the shuffle product
on the left and the concatenation on the right, a faithful representation of the convolution
product) as follows : first one begins with a Poincaré-Birkhoff-Witt basis, second one com-
putes the family of coordinate forms and then non-trivial (combinatorial) properties of
theses families in duality gives the factorization. Starting from the other side and writing
the same product does give exactly identity only under very restrictive conditions that we
clarify here. In many other (deformed) cases, the explicit construction of pairs of bases in
duality requires combinatorial and algorithmic studies that we provide in this memoir.

Keywords : Algebraic combinatorics, Shuffle product, g-Shuffle product, g-Stuffle pro-
duct, Lie elements, Free Lie algebra, Poincaré-Birkhoff-Witt basis, Transcendence basis,
Multiplicative bases, Factorizations tangent to the identity.
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Chapitre 1

Introduction et Motivations

"Les gens qui font de la combinatoire et algorithmique ressentent une joie double.
Ils expérimentent d’abord la beauté d’élégantes structures mathématiques qui entourent
d’élégantes procédures informatiques. Puis ils recoivent une récompense en retour lorsque
leurs théories rendent possibles de résoudre d’autres problémes plus rapidement et plus
économiquement".

Cette thése est consacrée a I’étude de certaines déformations de la factorisation de Schiit-
zenberger qui s’obtiennent en déformant le produit de shuffle de diverses maniéres. Dans
un cas (q—shuffle, une déformation de la concaténation) le résultat (la factorisation) est
simplement tangent a l'identité. Dans 'autre (g—stuffle) le résultat (la factorisation) est
exact mais au prix d’'une redéfinition des polynomes de Lie. Expliquons en quelques mots
le contexte dans lequel le produit de g—shuffle a été introduit. Typiquement, les défor-
mations qui nous intéressent dépendent d’'un ou plusieurs paramétres et sont triviales
dans le sens de la théorie de la déformation des algébres. Autrement dit, pour des valeurs
génériques de ces parameétres, il existe un isomorphisme de conjugaison !

wwgv=f(f () (v)) (1.1)

entre le produit déformé L1, et I'original . Cependant, pour des valeurs spécifiques des
parameétres, le produit déformé dégénére de fagon non négligeable, une situation qui permet
la représentation des algeébres complexes comme en limitant aux cas de celles des plus
connues.

La motivation de cette étude du produit de g—shuffle a été fournie par des exemples de

1. f est un isomorphisme entre l’algébre de concaténation (Z(q){X),.) et l'algébre de g—shuffle
(Z(q)X), ) + F(F (W) f () = F(F1(w) Wy F(F1(0)) = u g v (voir aussi [Dkt97] u W, v =
U(g)(U(q) ' (w).U(g)" ' (v)) = U(q)(U(q) "' () wq U(a)(U(q) ' (v)))
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décomposition en somme directe de I’algébre libre universelle K(X), considérée comme
'algébre enveloppante de 1’algébre de Lie libre £{X)

K(X) = DU (1.2)

analogue a la décomposition de Poincaré-Birkhoff-Witt, c’est-a-dire A parcourt I’ensemble
de toutes les partitions, Uy = K et Uy = L{X).

Dans ces exemples, chaque module Uy, est 'image de la composante homogéne K(X ), de
degré n de K(X) par certains idempotents e, de 'algébre du groupe symétrique K[&,,] ,
agissant a droite par (a1as -+ a,)0 = Ao(1)0x(2) * ** Go(n) (01 a; € X).

Dans le cas de la décomposition de Poincaré-Birkhoff-Witt, venant de I'identification de
K{(X) avec I'algébre symétrique S(L{X)), U, est le sous-espace engendré par les produits
de polynomes de Lie symétrisés

1
(P, Py ) = ] > PoyPoy - Por,s (1.3)

" 0e6,

de sorte que chaque P; est homogéne de degré \;. Les idempotents correspondants, intro-
duits par Garsia et Reutenauer [Gre89], sont des raffinements d’idempotents dits d’Euler
[Reu93], qui se posent par exemple dans le calcul de la série séparée [Mpl70], ou dans
I'étude de la cohomologie de Hochschild d’algébres commutatives [Gsc87, Lod89].

La forme des idempotents e, de Garsia-Reutenauer, en prenant toutes les partitions d’'un
n donné, un ensemble complet d’idempotents orthogonaux d’une sous-algeébre X, remar-
quable de K[&,,], découvert par L. Solomon [Sol76] est appelé algébre des descentes. 11 a
été montré dans [Dkt97] que ces ensembles complets peuvent étre construits pour toutes
les algébres de descente de toute séquence e,y des idempotents de Lie de X, c’est-a-dire
idempotents projetant K(X), sur £,(X). En particulier, en utilisant la théorie de la dé-
formation des fonctions symétriques non commutatives, on peut obtenir des séquences
intéressantes d’idempotents de Lie, selon un ou plusieurs parameétres, et d’interpolation
d’une maniére naturelle entre tous les exemples connus [Dkt97]. Cela conduit a différentes
déformations des idempotents de Garsia-Reutenauer et des idempotents eulériens, et la
premiére question est certainement d’expliciter les modules U, sur lequel ils projettent.

Il existe pour chaque n, un vecteur p = (p;) dont les composantes sont indexées par
les compositions de n, satisfaisant >, p; = 1, tel que Uy est engendré par les produits
symétrisés pondérés

(P17 P27 T 7PT)p = Z pA.UPJ(l)PJ(Q) T Pa(r)a (14)

ceS,

ou A= (A, g, -, A\) et Pre L, (X).
Les poids des p; sont explicités dans plusieurs exemples intéressants.
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Le seul exemple de décomposition (1.2) page 12 connu qui ne provient pas d'une sé-
quence d’idempotents de Lie en algébres de descente est la décomposition dite orthogonale
[Dkt97]. 11 a été montré par Ree [Ree58] que si 'on munit K(X') avec le produit scalaire
pour lequel les mots forment une base orthonormée, le complément orthogonal de £,,(X)
est I'espace engendré par les shuffles propres uiv, u,v € X*. L’idempotent orthogonal de
Lie , est le projecteur orthogonal de K(X), sur £,{(X). Cet idempotent n’est pas dans
I’algébre de descente, et il serait intéressant de comprendre sa structure. La décomposition
orthogonale de K{(X) peut étre affinée en une décomposition de type (1.2) page 12 , ou
U, est maintenant engendré par les shuffles des éléments de Lie homogénes

PPl P, (1.5)

ou chaque P; est de degré A;. La relation entre la projection m, = e(,) de cette décompo-
sition et les autres projecteurs e, est un peu analogue a celle rencontrée dans le cas de
I’algébre de descente, mais beaucoup plus complexe.

Pour comprendre cette analogie, ils [Dkt97, Zag92] ont été amenés a introduire un ¢g—analogue
du produit de shuffle, qui, a proprement parler, est une déformation du produit de conca-
ténation pour ¢ = 0, définie par :

wlly Ixs = 1y Wyu=u et au LWy bv = a(u W, bv) + ¢blau 1w, v)  (1.6)

ou a,b € X et u,v € X*. Ce produit dégénére aux racines de I'unité, et en particulier
donne le produit de shuffle (ou produit de mélange) commutatif pour ¢ = 1 ainsi que le
produit de concaténation pour g = 0.

Un probléme difficile est de trouver une bonne déformation du produit de shuffle redon-
nant I'algébre de convolution pertinent au probléme des idempotents orthogonaux comme
un cas dégénéré.
Il s’avére que le produit de g—shuffle, ainsi que les éléments U, (q) = Z g™

o 6,
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qu’il appelle la forme bilinéaire quantique d’un arrangement d’hyperplans. Pour compléter
le tableau, ils [Dkt97, Zag92] mentionnent que le produit de g—shuffle dispose également
d’une interprétation naturelle dans la théorie de la représentation des algebres 0—Hecke
de type A [Dkt97]. Ces aspects du produit de g—shuffle sont examinés, et les différentes
liaisons sont exploitées afin de donner des généralisations ou des simplifications de résul-
tats connus lorsque cela est possible. Par exemple, on peut voir que 'on peut construire
un shuffle quantique de toute solution de I'équation de Yang-Baxter (sans paramétres
spectraux), et que les fonctions symétriques de Hall-Littlewood ou les espaces g—Fock de
Kashiwara, Miwa et Stern [Kms95] peuvent étre considérés comme des exemples de ces
constructions. Ainsi, nous donnons quelques applications.

1.1 Tllustration

G

(a) figd (b) figd

FIGURE 1.1 — les deux vecteurs vitesses dans le plan tangent

On va voir comme illustration les directions tangentes a la sphére. En chaque point
sur la sphére, on peut considérer les deux wvecteurs vitesses suivants :

M avancer & 100km/h en suivant le méridien du nord vers le sud.
P avancer & 100km/h en suivant le paralléle vers I'est.

Les deux vecteurs M et P sont portés par des directions, c’est-a-dire par des droites
tangentes a la spheére. Ils sont situés entiérement dans le plan tangent a la sphére au point
considéré. Ils ne sont pas sur la sphére, mais ils s’en "décollent" (voir la figure (1.1a fig3)
page 14).

Par contre, ils indiquent un mouvement qui se fait sur la sphére : celui qui est obtenu en
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faisant une intégration de la fonction vitesse. Mathématiquement, cela se traduit par des
exponentielles.

Le mouvement le long de la sphére, suivant le méridien, pendant 1 heure sera repré-
senté par l'exponentielle exp(M). Le mouvement pendant 1 heure suivant le méridien

suivi du mouvement pendant 1 heure suivant le paralléle sera représenté par le produit :
exp(P) exp(M).

Or la direction PM (chemin suivant M puis suivant P) et la direction MP (chemin
suivant P puis suivant M) ne sont pas égales, comme on peut s’en rendre compte par un
simple dessin ( voir la figure (1.1b fig4) page 14 ).

Par contre, on peut se convaincre que la différence qui s’obtient par passage a la limite :

[P,M] = PM — MP

représente une nouvelle direction de mouvement (un nouveau vecteur vitesse).

Sur les véritables mouvements (les exponentielles), on va tester la composition indiquée
par le dessin :

exp(P) exp(M) exp(—P) exp(—M)

(on chemine " & I'envers" suivant M, puis suivant P, puis on chemine & I’endroit suivant

M, puis suivant P).

Le cheminement composé obtenu aura lieu suivant une direction de mouvement qui n’est
autre que | P, M|. Vérifions ce fait pour des cheminements durant un temps ¢ petit.

exp(eP) =1+ eP + 2 P + O(c%)
exp(eM) = 1+ eM + 5 M? + O(c?)
exp(—cP) = 1 —eP + 5P* + O(c?)

exp(—eM) = 1 —eM + £ M? + O(c%)

Dans le produit exp(eP) exp(e M) exp(—eP) exp(—eM) beaucoup de termes s’en vont. Il
faut calculer soigneusement car le produit n’est pas commutatif. On obtient finalement :



_16-

exp(eP) exp(e M) exp(—eP) exp(—eM) = 1 + &*[P, M] + O(&3) = 1 + O, avec
O = &2[P, M| + O(&%)

C’est donc bien la direction de mouvement portée par le vecteur [P, M| = PM — M P qui
est apparue. Ce nouveau vecteur vitesse est encore un vecteur tangent a la sphére.

1.2 Contributions et plan détaillé

Les factorisations de Schiitzenberger s’obtiennent en déformant le produit de shuffle
de diverses maniéres. Dans [Reu93, Mre89, Mela91], C. Reutenauer et G. Mélangon ont
montré que le résultat (la factorisation de Schiitzenberger) est exact en utilisant le produit
de shuffle. Dans [Bam13, Mih13, Min13], C. Bui, G.H.E Duchamp et V. Minh ont mon-
tré que le résultat (la factorisation de Schiitzenberger) est exact en utilisant le produit de
g—stuffle mais au prix d’une redéfinition des polynomes de Lie.

Nous avons entrepris nos travaux dans le but d’étendre ces résultats (les factorisations de

Schiitzenberger) en utilisant le produit de g—shuffle .
Les contributions de cette thése sont décrites dans les chapitres 4, 5 et 6 :

Chapitre 1 : Le but de ce chapitre est d'introduire des déformations et de donner les
différentes motivations de cette thése.

Chapitre 2 : Ce chapitre sert de préliminaire aux autres chapitres, rappelant plusieurs
définitions et résultats qui seront utilisés plus loin. Il fournit les notions de base concer-
nant les structures combinatoires mises en jeu dans cette thése : mots, polynémes, algébre
de Lie, algébre de Lie libre, algébre enveloppante, algébre de Hopf, algébre de shuffle et
algébre de stuffle.

Chapitre 3 : Dans ce chapitre nous explorons des faits généraux sur la dualité dans
le contexte du Théoréme de factorisations de Poincaré-Birkhoff-Witt (PBW) et de Schiit-
zenberger. Nous rappelons des résultats connus dans

[Reu93, Mre89, Mela9l, Baml3, Mih13, Minl3] et traitons des exemples qui seront utiles
dans les chapitres 4, 5 et 6.

Chapitre 4 : Le but de ce chapitre est de construire une paire de bases en dualité.
Ce chapitre contient trois volets principaux : Dans le premier volet, nous donnons une
construction des éléments de (&,,),, (Définition 20 page 63), dans un second volet, nous
construisons une base g—analogue de la base duale de la base de Poincaré-Birkhoff-Witt-
Lyndon (S)uexs ((4.39) page 81) et dans le troisiéme volet, la construction d’une base

g—analogue de la base de Poincaré-Birkhoff-Witt-Lyndon (Pfuﬂ)wex* ((4.52) page 86) telle
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que <Sq(Lq) | quq)> = Oup, Yu,v e X*.

Dans bien des cas, la construction d’une paire de bases en dualité passe par celle d'une
base duale a partir d’'une base dont on connait certaines propriétés. Nous nous proposons
donc d’étudier les conditions que doit satisfaire la base dont nous partons de sorte que
la base duale permette 1'écriture des factorisations. Nous illustrerons ces idées sur des
exemples combinatoires en utilisant le produit de g—shuffle.

Les principaux résultats de ce chapitre sont :

1. le Théoréme 7 page 64 donne une généralisation du Théoréme 8 page 64 [Hum, Kas09].

2. le Théoréme 9 page 78 donne une triangularisation des éléments ('e* ( ¢ € Lyn(X)
et ke N)l).

3. le Théoréme 10 page 81 donne une construction récursive des éléments Sff), we X*.

Chapitre 5 : Le but de ce chapitre est d’étudier la multiplicativité des familles obte-
nues en dualité. Ce chapitre comporte deux volets principaux : Dans un premier volet,
nous redonnons une construction d’une paire de bases en dualité dans le cas du g—shuffle
décroissants de mots de Lyndon et dans le second volet, nous donnons une autre construc-
tion de paire de bases en dualité. Nous nous proposons donc d’étudier les conditions que
doit satisfaire la base dont nous partons de sorte que la base duale permette I'écriture des
factorisations.

Les principaux résultats de ce chapitre sont :

1. la Note 1 page 101 (Test numérique) caractérise la multiplicativité de la famille
(Rg]))wex* afin d’écrire des factorisations de Dx (Note 2 page 106, Note 3 page 106)
et Dg?) (Corollaire 7 page 108).

2. la Conjecture 2 page 102 (Test numeérique) caractérise la multiplicativité de la famille
(P&q))wex* afin d’écrire des factorisations de Dx (Note 2 page 106, Note 3 page 106)
et Dg?) (Corollaire 7 page 108).

Chapitre 6 : Le but de ce chapitre est d’écrire des factorisations associées aux paires
de bases obtenues par dualité. Ce chapitre comporte deux volets principaux : Dans un
premier volet, nous donnons une écriture de la factorisation de la série diagonale. Enfin,
nous donnons une écriture des factorisations tangentes a I'identité.

Les principaux résultats de ce chapitre sont :

Ecriture des factorisations : Dx (Note 2 page 106, Note 3 page 106) et Dg?) (Corollaire 7
page 108).

Chapitre 7 : Le but de ce chapitre est de tirer des conclusions et perspectives de cette
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theése.
Annexe : Feuilles de calculs Maple et bibliographie.
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Chapitre 2

Notions de base

Résumé : Ce chapitre sert de préliminaire aux autres chapitres, rappelant plusieurs
définitions et résultats qui seront utilisés plus loin. Il fournit les notions de base concernant
les structures combinatoires mises en jeu dans cette thése : mots, polynomes, algébre de
Lie, algébre de Lie libre, algébre enveloppante, algébre de Hopf, algébre de shuffle et
algébre de stuffle.

2.1 Combinatoire des mots

2.1.1 Définitions de base

Un alphabet est un ensemble de lettres, fini X = {x1, 29, , xx} ou infini (par exemple
Y = {yi,i € N5p}). Un mot est une suite finie w = x;, - - - ;, de lettres. Le mot vide, noté
e ou lx« est le mot ne contenant aucune lettre. La longueur d’'un mot w = x;, ---z;,,
notée |w| est la longueur de la suite de lettres constituant w, c’est-a-dire I'entier k. Si
chaque lettre est associée a un entier nommeé poids, nous appellerons poids d’'un mot noté
[w] la somme des poids respectifs des lettres qui le composent. L’ensemble des mots sur
un alphabet X est noté X*. On note de plus Xt I'ensemble des mots non vides.
Sur X*, on définit une opération interne notée "." et appelée opération ou produit de
concaténation, comme suit : si u = Tox1xy et v = xox; alors u.v = Tex1TETeT; (Cest la
juxtaposition des lettres de u et de celles de v). Il est clair que 1x« est 1’élément neutre
pour ce produit (u.lys = Lys.u pour tout u € X*). Tl est également évident que ce pro-
duit n’est pas commutatif (si I'alphabet comporte deux lettres distinctes =y # x; alors
ToT1 # X1xg). Par contre, il est associatif ((u.v).w = w.(v.w)).

(C(]()[L‘ll’o.xoxl).xl = Z’OZElJZO.(ZEOxl.JIl) = Tol1ToTol1T- (21)
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(X™*,.) est le monoide libre non commutatif sur ’alphabet X.

Si X est ordonné (on a un ordre sur les lettres. Par exemple zy < 1), alors on peut
définir les deux ordres suivants :

(1) L’ordre lexicographique : soit u,v € X*, on a

Jw e Xt tel que uw = v
U< v ou
J wy,wy, w3z € X* et x,y € X tels que u = wirws, v =wyws et x <y

Par exemple zor; < 7o} et Tor1ToT3 < ToT17y.

(#7) L’ordre lexicographique par longueur : soit u,v € X* on a

| ul<]v|
U< v ou
| u |=| v | et u < v pour l'ordre lexicographique.

Par exemple zgz1 < 120 €t 1 < T0T7.

Exemple 1. (i) |zox120| = 3 et |1xx| = 0.
(i) Soit Y = {y;,i € N5o}, et w = yysyoys € Y*, le poids de chaque lettre étant défini
par son indice, w a pour poids [w] = 8. De plus |w| = 5.

A partir de maintenant, X est supposé totalement ordonné par < et le mot vide sera
noté 1xs.

2.1.2 Facteurs et conjugués d’un mot

Un mot u € X* est un facteur d’'un mot v € X* s’il existe deux mots wy, wy € X™ tels
que
U = W UWs. (2.2)

Un mot u € X* est dit facteur gauche (resp. droit) d’'un mot v € X* si dans ((2.2) page
22), wy = lxx (resp wg = lyx), si de plus wy # 1x» et wy = 1x» u € X* est dit facteur
droit propre de v € X* (resp wy = lx« et wy # Ly u € X* est dit facteur gauche propre
de v e X*).

Exemple 2. Soit le mot v = xgxr1x12021. L'ensemble de ses facteurs droits est :
{21, L1, T17071, 1712071, TT1T1T0T1 |

et I’ensemble de ses facteurs droits propres est :
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{901, Ty, LT1Tox1, $13719€o»’171}-

Deux mots wy et wq sont dits conjugués s’il existe deux mots u et v de Xt tels que
w1 = uv et wy = vu.
Soit u € X*. La classe de conjuguaison de u est ’ensemble de ses conjugués.

Exemple 3. Soit le mot v = xpx121202,. L’ensemble de ses conjugués est :
{$o$1$1$0$17 $1$1$0I1$07$1$0$1$0$1,$0$1I0I19§1,$1$0$1$1$0}-

On remarque que I'on obtient la classe de conjuguaison de w en placant les lettres de w sur
un cercle et en enumérant tous les mots obtenus en accédant au cercle par ses différentes

lettres.
x I I I I I
To To N Ig To T
Iy Iy xIq Ty + x4
T I I / I I
"0 "0 T ~T0 "0

ToX1T1 X9y 11Tl xp 11T Tl X1y T1 Tl X1 T

Maintenant nous avons les éléments nécessaires pour définir les mots de Lyndon et ses
propriétés.

2.2 Mots de Lyndon

Un mot [ € X* est un mot de Lyndon s'il est primitif (non puissance trivale d’un autre
mot) et est strictement plus petit, pour 'ordre lexicographique, que chacun de ses facteurs
droits propres.

Ainsi, le mot v = zgr1z971 n’est pas un mot de Lyndon car il est non primitif (zorixor; =
(rox1)?) et est plus grand que zox; qui est un de ses facteurs droits propres. Par contre,
le mot [ = xgxor1202, €st un mot de Lyndon.

Une autre définition des mots de Lyndon : [ € X* est un mot de Lyndon s’il est pri-
mitif (non puissance trivale d’'un autre mot) et est strictement plus petit, pour 'ordre
lexicographique, que chacun de ses conjugués propres. Donc [ = xoz1702? est un mot de
Lyndon au sens de cette deuxiéme définition. En particulier, les lettres sont des mots de
Lyndon.

L’ensemble des mots de Lyndon sur X sera noté Lyn(X).
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Exemple 4. Pour X = {zg, z;} muni de l'ordre zy < x1, les mots de Lyndon de longueur
inférieure ou égale & 5 sont (donnés dans 'ordre lexicographique croissant)

4 3 32 .2 2 2,2 22,3 2 2 3 4
Xo, gLy, Loy, Loy, Lo, Lol1XoL1, Lydy, LyLy, LoX1, LoL1LoLy, LoLy, LoLy, ToLq, L1-

Pour Y = {y;,i € N5}, muni de lordre y; < y; si @ > j, les mots de Lyndon de poids
inférieur ou égal a 5 sont (donnés dans l'ordre lexicographique croissant)

Ys, Ya, Yal1, U3, Y32, YsY, YsYi, Y2, Ys Ui, Yo, Yo, Yo, Y-

Signalons enfin deux décompositions fondamentales relatives aux mots de Lyndon
[Reu93, Mre89, Mela9l].

Proposition 1. [Reu93, Mre89, Mela91]| Sily et ly sont deuzx mots de Lyndon, alors lily
est un mot de Lyndon si et seulement si ly < ly (pour lordre lexicographique).

Proposition 2. [Reu93, Mre89, Mela91] Soient w € Lyn(X) et soit m son plus long
facteur droit propre dans Lyn(X). Si w = Im, alors | est aussi un mot de Lyndon et
[ <Im < m. Le couple o(w) = (I,m) est appelé factorisation standard de w avec |w| = 2

Lemme 1. Soient w € Lyn(X) (avec |w| = 2 ) et o(w) = (I,m) sa factorisation standard,
et soit n € Lyn(X) un mot de Lyndon vérifiant w < n. Alors le couple (w,n) est la
factorisation standard du mot wn si et seulement si n < m.

Exemple 5. Avec Pordre xy < 1 sur I'alphabet X = {z¢, 21}, le mot z2z2023 € Lyn(X)
se décompose sous la forme d’un produit de deux mots de Lyndon de deux facons :
x%xlwox% et To.7oT1 T3, mais, avec la condition sur la longueur de m, seule cette derniére
expression correspond a la factorisation standard.

2.3 Listes standard et théoréme de Lyndon

Définition 1. Soient L = [uy,ug, - ,u,] une liste de mots de Lyndon (u; € Lyn(X))
etn € Noo. On dira que L est standard si et seulement si elle vérifie la propriété suivante :

u; est une lettre,
(S) ou

si o(u;) = (z,y), alors u; <y pour tout 1 < j.

Si tous les éléments de L sont des lettres, alors L vérifie (.59).
Si L est décroissante (c’est-a-dire u; = up = -+ = uy,), alors elle vérifie (5).

Définition 2. Soit L = [uy,ug, -+ ,u,| une liste de mots de Lyndon (u; € Lyn(X)). On
appelle inversion tout couple (u;, u;yq1) tel que u; < wiyq.
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A partir de ces deux définitions, nous pouvons écrire le théoréme suivant :

Théoréme 1. [Reu93, Mre89, Mela91] Tout mot w € X' se décompose de maniére
unique comme produit décroissant de mots de Lyndon :

w = 6162"'&1, (23)
ouly=ly= =10, et b; € Lyn(X) pour 1 <i < n.

On peut écrire aussi (2.3) page 25 de la fagon suivante : Tout mot w € X ¥ peut s’écrire,
de maniére unique, comme un produit décroissant de mots de Lyndon,

w:@l...é}i’“,€1>--->€k, gl,...,gkeﬁyn(X),k,il,ig,"',ikENgl. (24)

Exemple 6. rirgrizorizirizd = (11)%zorivort.aie . (z0)?,
avec Iy > ToT1ToxT > TiT > T)!

2.4 Polynomes et séries en variables non commutatives

Dans cette partie, nous allons définir les notions de polynéme et de série en variables
non commutatives. Ensuite, nous considérons un ensemble d’opérations sur ces objets.
Ces opérations permettent de définir différentes structures sur 'ensemble des polynémes
mais aussi sur ’ensemble des séries formelles.

Soit K un anneau commutatif et unitaire. On connait bien les polynomes (commuta-
tifs) classiques. Si 'on supprime la "commutativité", on obtiendra les polynomes non-
commutatifs. On commence par quelques définitions.

Définition 3. Un polynéme non commutatif d’alphabet X a coefficient dans K est une
K—combinaison linéaire finie de mots de X*. Alors, un polynome non commutatif P
d’alphabet X a coefficient dans K s’écrit

P= Y (P|ww, (2.5)

weX *

ou (P | wy désigne le coefficient du mot w € X*. Sans ambiguité, on Uappelle aussi un
polyndome.

Chaque polynome est donc une somme finie car il n’y a qu’un nombre fini de coeffi-
cients non nuls dans cette notation. On note K{X) I’ensemble de tous les polynomes non
commutatifs (d’alphabet X a coefficient dans K).

Par ailleurs, on peut définir la série formelle non commutative par analogie. Autrement
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dit, il s’agit d’'une somme infinie, en utilisant la méme écriture de P ; I’ensemble des séries
formelles est noté K{(X)).

On appelle support du polynome P, noté supp(P), 'ensemble des mots w € X* dont
le coefficient est non nul :

supp(P) = {we X* | (P |w) # 0}. (2.6)

On appelle degré du polynome P, noté deg(P), la longueur du plus long mot de supp(P) :

maz{ w |, we supp(P)} si P #0
deg(P)z{ o S§P_|0 pp(P)}

Ainsi, le degré d’un polynome réduit a une constante non nulle est 0.

Définition 4. Soient P = Z (P | wyu et Q = Z (Q | vyv deux polyndmes non

ueX * vEX*
commutatifs, les coefficients de PQ) = Z (PQ | wyw sont définis par
weX *
PQlwy= 3 (PluxQ|v). (2.7)
w=uveX*

Proposition 3. Muni de la multiplication précédente, K(X) est une algébre avec unité;
K{X)) aussi.

Exemple 7. Soit X = {a,b}. Soient les polynomes P, = 2aba + aab — 3abb, P, =
—aba + 5abb et ) = ab + ba. Alors

(i) P, + Py = aba + aab + 2abb.

(i1) P1.Q = 2aba.ab + 2aba.ba + aab.ab + aab.ba — 3abb.ab — 3abb.ba
= 2abaab + 2ababa + aabab + aabba — 3abbab — 3abbba.

(1ii) —3P; = —6aba — 3aab + 9abb.

2.5 Algébre de Hopf

La notion d’algebre de Hopf apparait pour la premiére fois en topologie algébrique
dans les travaux d’Ehresmann.
La notion d’algebre de Hopf permet de donner une version algébrique des opérations
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combinatoires de concaténation et déconcaténation et, plus généralement, de composition
et de décomposition.

Avant de définir ce qu’est une algébre de Hopf, nous aurons besoin de quelques notions
préliminaires.

Définition 5. Soit K un corps. Une K—-cogebre associative avec unité est un K—espace
vectoriel C' muni de deuzx applications K—linéaires

A:C—C®C (2.8)
et
e:C—K (2.9)
telles que
(Ide ® A)o A = (A®Ide) o A (2.10)
et
(Ide®e) o A = Ide = (e ® Ide) o A. (2.11)

L’application A est appelée coproduit. C’est la notion duale de celle de produit dans

une algebre. Le coproduit d’un élément de C' est une combinaison linéaire de produits
tensoriels de deux éléments de C.
De méme, la propriété (2.10) page 27, appelée coassociativité, est duale de la propriété
d’associativité dans une algébre, et (2.11) page 27 la counité. Si 'on voit I'unité d’une
K—algebre A comme une application de K dans A, alors la notion de counité d’une
cogebre est duale de celle d'unité dans une algébre.

Définition 6. Soit K un corps, B un K—espace vectoriel muni d’une structure d’algébre
associative unitaire (B, u,n) et d’une structure de cogébre (B,A,e). On dira alors que B
est une bigebre si la structure d’algebre et la structure de cogébre sont compatibles, au sens
ot

A et e sont des morphismes d’algébre. (2.12)

w et n sont des morphismes de cogébre. (2.13)

(Vapplication p : BQ B — B est la multiplication, et l'application n : K — B est
lunité).
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Remarque 1. Les conditions (2.12

Soit (H, 1, m, A, e) une bigébre. On définit alors la convolution x par

frg=pe(f@g)eA,

ot f:H—Hetg:H— H sont deux applications linéaires. Si 'identité est inversible
pour la convolution, on dit que H est une algébre de Hopf et on appelle antipode 'inverse
S de l’identité par la convolution.

S
S(zy) = S(y)S(x).

Idy xS =S*1dy =noe,

po(ldy®S)oA=pu(S®Idy)oA=noe.

Soit H = @,,oo Hn une algébre de Hopf graduée en dimensions finies. On
munit alors le dual gradué¢ H' = @, - H,, de H d’une structure d’algebre de Hopf par

(fgla)y={f®g|Au(x))
et
QA (f) lz@y) ={f | vy)

ot pour tout f € H' et pour tout x € H, {f | ) désigne 'action de f sur x, et ot on a
Posé

f@glx@y)={f|2)Xg|y)-

Lorsque H' est isomorphe a H, on dit que H est auto-duale. Ceci revient & définir un
crochet de dualité qui échange le produit et coproduit par {(x | y) = {o(x) | y) ot o est
Visomorphisme H —> H' avec H' = (HI", *, Lxx, Ay, 61).

Soit maintenant (B.)zex une base de H indexée par une certaine famille X d’objets.

<Ax | By> = 5wyv

pour tout x € X et pour tout y e X.
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Soit H une algébre de Hopf. On dira que H est cocommutative si pour tout x € H,

Ay, () est invariant par t®y — y®x. On dira que H est une algébre de Hopf graduée si
elle est graduée en temps qu’algébre associative et que pour tout x € H homogéne, chaque
terme x; ®xo dans la décomposition de Ay (x) en somme de produits tensoriels est tel que
x1 et xo sont homogénes et vérifient deg(z1) + deg(x2) = deg(z). On dira enfin que H est
conneze si elle est graduée et que sa composante homogene de degré 0 est de dimension
1.
Un élément = d’une algébre de Hopf H est dit de type groupe si il vérifie Ay (z) = 2 ® x,
et primitif siil vérifie Ay (z) = x®1x* + 1 x+ ®2x. On peut munir 'ensemble des éléments
primitifs d’une algébre de Hopf d’une structure d’algébre de Lie en prenant comme crochet
le commutateur.

Remarque 2. Soit C' = (V,A,¢) une cogébre associative avec unité et A = (W, pu, 1)
une algébre associative avec unité. On définit plus généralement dans Homg(V, W) la
convolution » par f*g=po (f®g)oA.

On montre que (Homg(V, W), *, 1.) est une algébre associative avec unité.
Le cas utilisé dans la définition 7 page 28 correspond a V' = W = H. Nous verrons dans
la page 40 le cas ou V =U(G) et W =K.

2.6 Algébre des séries de Lie

Considérons un anneau commutatif et unitaire K .

L’ensemble des monomes de Lie est défini par récurrence : les lettres de I'alphabet X
sont des monomes de Lie et le crochet de Lie [zg, x1] = zor1 — 2129 de deux mondmes de
Lie xg et 1 est un monome de Lie. Un polynome de Lie est une combinaison K—linéaire
de monomes de Lie. L’ensemble des polynomes de Lie forme alors une algébre de Lie, notée
Lieg(X), l'algébre de Lie libre sur X. Une série est une série de Lie si et seulement si
toutes ses composantes homogénes restreintes aux sous-alphabets finis sont des polynomes
de Lie. L’ensemble des séries de Lie est noté Liex((X)) .

Exemple 8. Soit X = {xg,x1}. Les éléments [z, z1] = zox1 — 2170 €t
[21, [20, 11]] = [21, Tow1 — 2120] = 2217021 — 2319 — 2923 sont des mondmes de Lie.
Le polynome [z, [zo, z1]] + 3[[x1, z1], To] est un polynéme homogéne de Lie de degré 3.

Définition 9. Soit A le morphisme d’algébre de K(X) (muni du produit de concaténation)
dans K(X) @ K(X) défini pour une lettre x € X par A(z) =x®@ Ly + 1x» Q@ x.
(i) Pour une série S € KUX)), on définit* A(S) = Z S| wyA(w).

weX *

1. On montre facilement que la famille ((S'| w)A(w))ex* est sommable dans K{(X* ® X*))
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(17) Une série S € K{X)) est dite primitive si elle vérifie A(S) = S® 1xx + 1xx ® S.
(17i) Une série S € K{{(X)) est dite de type groupe si elle vérifie A(S) = S® S et
(S| 1xx)=0.

(iv) Une série S € KU X)) vérifie le critére de Friedrichs si pour tout couple (wy,ws) €
(X7)2, (S Twi)S | wa) = (S | wy Wws)

Théoréme 2. [Reu9ds, OusO1, Jop0O] Soit S € KLX)) avec (S | 1xx) = 0.
(i) Les assertions suivantes sont équivalentes :

a) S € Liex{({X)) est primitive,

b) exp(S) = S® S,

) exp(S

c) exp(S) vérifie le critére de Friedrichs.

(i7) S € KUX)) est une exponentielle de Lie si et seulement s’il existe une série de
Lie L telle que S = exp(L).

On note C* le noyau de e et on se donne un élément u de C' tel que
Alu) =u®u et e(u) = 1. (2.22)

Le K—module C est somme directe de C™ et du sous-module K.u, qui est libre de base u ;
on note m, : C' —> C* et n, : C — K.u les projecteurs associés a cette décomposition.
On a

mu(x) =z —e(x).u : nu(z) = e(z).u. (2.23)

Définition 10. On dit qu’un élément x € C est u—primitif si 'on a
Alz)=rQu+u®x. (2.24)

Définition 11. Soit C une cogébre.
Les éléments u—primitifs de C' forment un sous-module de C, noté Prim,(C).

2.7 Structure des algébres de Hopf commutatives ou
cocommutatives

Dans cette partie, on rappelle certains liens existant entre les algébres de Lie et les
algébres de Hopf. On commence par définir ce qu’est une algebre enveloppante.

Définition 12. Soit G une algébre de Lie .
L’algébre enveloppante d’une algébre de Lie G est définie comme le quotient U(G) = T /L
de l’algébre tensorielle

T=0"R06® -QG"Q--- (2.25)
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avec

¢’ =K, g"=GRGR---®g (2.26)

n fois

par 'idéal bilatére T engendré par les éléments de la forme :

Ty —y®x — [x,y] pour tous x,y € G.
On note U(G) cette algébre enveloppante.

Théoréme 3. [Reu9ds, Ous01, Jop00| L’algébre enveloppante de [l’algébre de Lie libre
Liex(X) s’identifie a lalgébre des polynémes non commutatifs K{(X).

D’aprés le théoréme de Poincaré-Birkhoff-Witt [Bir37, Poi00, Wit37], toute algébre
de Lie se plonge de maniére universelle dans une algébre associative (appelée son algébre
enveloppante). Cette algébre enveloppante est naturellement munie d’une structure d’al-
gebre de Hopf cocommutative pour le coproduit défini par

Alx) =2® 1xx + 1xx ®z, (2.27)

pour tout x dans ’algeébre de Lie. Réciproquement, dans une algébre de Hopf cocommuta-
tive les éléments z satisfaisant (2.27) page 31 s’appelle les éléments primitifs. Ils forment
une algebre de Lie, et I’algebre de Hopf est isomorphe a I'algébre enveloppante de cette
algébre de Lie. La version duale de ce résultat énonce qu'une algébre de Hopf commutative
graduée connexe est isomorphe, en tant qu’algébre, a une algébre polynomiale.

Proposition 4. [Dmt1/, Wmo65] Soit H une algébre de Hopf.
Alors Prim(H) est une algébre de Lie.

On peut, alors considérer le diagramme suivant : Soit I une bigéebre,

Prim(B) o B

U(Prim(B))
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Puisque a = Ag o F, le diagramme ci-dessu est commutatif et Ag : U(Prim(B)) — B est
un isomorphisme de bigebre.

Théoréme 4. (Cartier-Quillen-Milnor-Moore) |Bam13, Mih13, Minl3, Dmt1}].
Soit H une algébre de Hopf cocommutative, graduée et connexe sur un corps de caracté-
ristique 0. Alors, H est isomorphe a Ualgébre de Hopf graduée U(Prim(H)) par \g.

Nous pouvons a présent donner quelques exemples d’algébres de Hopf.

2.7.1 Cas de l’algébre de shuffle

Le produit de shuffle LI est défini sur les mots par

o - { KXHYQKX) —  K(X) (2.28)
w1 @ wa = wy LW ws,
et étendu par linéarité aux polynomes. Alors, 'application linéaire

est un élément unité. Donc (K(X), sh, Lx«) constitue une K—algébre associative et gra-
duée. Cette algébre est connue comme algébre de shuffle (algébre de mélange).

Nous définissons un coproduit, pour le produit LU, A 1 K(X) — K(X) ® K(X) par
I'opération classique de déconcaténation

Acone(w) = Z U@ . (2.30)

uv=weX*
e: PeK(X)— e(P)={(P|1xx)e K apparait comme un élément unité pour le copro-

duit Aiope, et done (K{(X), Aione, €) st une cogébre (non cocommutative).

Pour tout mot w = z129-- -2, € X* on note la fonction miroir w = xp - xax; € X*.
Dans le cas du produit de shuffle L1, 'antipode se calcul récursivement par :

1x# si w = Ixx;
n—1
_ ' 2.31
k=0

On peut illustrer la formule récurrente de 'antipode sur un exemple :

am(lx*) = 1)(*.

ay (1) = —14

ay (r122) = —(—x1 LW Ty + X129) = Toxy.

ay (r12273) = — (21 LU 329 — 129 L T3 + T1X9x3) = —T3Toly.
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En effet, 'algébre de Hopf dite de décomposition est la bigébre (K{(X),conc,Lxx, Ay, e)
munie de 'antipode a,, précédemment définie, et o le coproduit A, est défini par trans-
position du produit de shuffle L :

Y(P,P,P) e (K(X))? , (AL(P)| PLQ@P,)={(P| P P). (2.32)

Cette algébre est alors non commutative, mais cocommutative.

En fait, les algeébres H,, = (K{(X), conc, Lxx, Ay, e,ay) et HY, = (KX, W, Ly, Acones €, @)
sont des algebres de Hopf duales I'une de I’autre. Et, de plus, d’aprés le théoréme 4 page 32,
K{X) est isomorphe, comme algébre de Hopf cocommutative graduée connexe, a I’algébre
enveloppante de l'algébre de Lie Liex(X).

2.7.2 Cas de l’algébre de stuffle

Soit Y = {y;};=1 un alphabet totalement ordonné par > : y; > yp > -+ > ---
Le produit de stuffle w est défini sur les mots par

st { RGOBKX) = KX) (2.33)
w1 Q we =Wy W W,
et étendu par linéarité aux polynomes. Alors, 'application linéaire

constitue un élément unité. Donce (K(Y'), st, 1y+) constitue une K—algébre associative et
graduée. Cette algebre est connue comme algébre de stuffle (algébre de quasi-mélange).

Nous définissons un coproduit, pour le produit w , A @ KY) — KY) @ KY)
par l'opération classique de déconcaténation (duale de la concaténation)

Acone(w) = . u®uw. (2.35)
e: PeK(Y)w e(P) = (P | 1lx+)€ K apparait comme un élément unité pour le copro-
duit Acppe, et done (K{Y), Acone, €) est une cogébre (non cocommutative).

Dans le cas du produit de stuffle w, I'antipode se calcule récursivement par
[Bam13, Mih13, Min13, Dmt14]

aw(ys) = D (=D" D1 v Vi (2.36)
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On peut illustrer la formule récurrente de 'antipode sur un exemple :
aw (Y1) = —y1.

aw (Y2) = —Yya + yi.

@ (Ys) = —ys + Y1y + Yau1 + 3.

En effet, ’algebre de Hopf dite de décomposition est la bigebre (K{Y'), conc, Ly«, A, e)
munie de I'antipode a ., précédemment définie, et ou le coproduit A ., est défini par
transposition du produit de stuffle w :

Y(P,P,P) e (KY))? |, (Au(P)| PP, ={(P|P wh). (2.37)

Cette algébre est alors non commutative, mais cocommutative. En fait, les algébres

Hew = (KLY ), cone, Lyx, Ay, e,aw) et HY, = (KY), w, Lyx, Avone, €, @) sont des
algébres de Hopf duales I'une de l'autre. Et, de plus, d’aprés le théoréme 4 page 32, K(Y')
est isomorphe, comme algébre de Hopf cocommutative graduée connexe, a I’algébre enve-
loppante de I’algébre de Lie Liexg(Y).

Par conséquent, on peut écrire le lemme suivant :

Lemme 2. Soit a un morphisme d’algébre tel que

K(Y) — K(Y')
[u|>]w]
[u]=[w]

alors o est un isomorphisme.

Pour cela, on peut écrire le diagramme suivant :

K(Y) Bu K RK(Y)
Qq a1 @ o
K(Y') AL RO QRY)

avec o (Yi, -~ ¥i,) = mM(Yi,) - - - m1(ys,) (voir (3.51) page 51).



2.7 Structure des algebres de Hopf commutatives ou cocommutatives - 35-

Remarque 3. La bijectivité de « tient au fait que la graduation par poids est en dimen-
sions finies. Dans le cas de la dimension infinie, le résultat ne tient pas, comme le montre
I'exemple, en une variable, de la substitution x + x + 2. Dans ce cas les images sont
toutes des polynomes pairs par rapport a la verticale x = ’71 et cette substitution ne peut
pas étre bijective (par exemple P(z) = x n’est pas dans I'image).
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Chapitre 3

Poincaré-Birkhoftf-Witt, Dualité,
Factorisation de Schiitzenberger

Résumé : Dans ce chapitre nous explorons des faits généraux sur la dualité dans le
contexte du Théoréme de factorisations de Poincaré-Birkhoff-Witt (PBW) et de Schiit-
zenberger. Nous rappelons des résultats connus dans
[Reu9d3, Mre89, Mela91, Bam13, Mih13, Minl3] et traitons des exemples qui seront utiles
dans les chapitres 4, 5 et 6.

3.1 Introduction

Soient (P,),cyn une base d'une algébre enveloppante U(G) et (S,) oy sa famille
duale de I'algébre duale U*(G) '. La factorisation de Schiitzenberger s’écrit

N
D Sa®@Po=][exp(S, ®P.). (3.1)

aeN) iel

En particulier, C. Reutenauer a signalé que cette relation est valable dans toute algébre
enveloppante [Reu93, Mre89, Mela91].

Cette factorisation compte plusieurs applications, parmi lesquelles nous trouvons le do-
maine des équations différentielles non linéaires, dans lequel elle apparait en tant que
factorisation d’opérateurs de transport, et le domaine combinatoire, plus proche de cette
these.

Elle est une conséquence des propriétés des deux bases en dualité. Dans bien des cas, la
construction d’une paire de bases en dualité passe par celle d’une base duale a partir d'une

1. Cette famille formée par des formes linéaires coordonnées de (P, oy

Sa Sp S,
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base dont on connait certaines propriétés. Nous nous proposons donc d’étudier les condi-
tions que doit satisfaire la base dont nous partons de sorte que la base duale permette
I’écriture de la factorisation. Nous illustrerons ces idées sur des exemples combinatoires
relatifs a 'algébre de shuffle, a I'algébre de stuffle et a 'algébre de g—stuffle.

3.2 Reésultats connus

Considérons un anneau commutatif et unitaire K et I un ensemble ordonné par <.

Soient K une Q-algébre et G une K-algébre de Lie admettant une base linéaire ordon-
née [(Be,)ier; (I, <)] (donc, G est libre en tant que K-module).

3.2.1 Notations - Définitions

Notons NU) I'ensemble des fonctions a support fini de I dans N (multiindices). C’est
un monoide (le monoide commutatif librement engendré par I) pour la loi + définie par

(O,/ + 5)1 = + 51 ; VOl,ﬁ € N(I)y (32)

admettant la fonction nulle pour I'élément neutre. De plus, si a € N, nous définissons
a! par

al = n a;l. (3.3)
)

iesupp{a

La base canonique ? de N est donnée par les fonctions s’annulant sur I\ {io} et prenant
la valeur 1 en ig; ces fonctions sont notées e;, : e;, (i) = ;4.

Maintenant, si A est une algébre, Y = (y,, )ier une famille de A et o € N, on pose
I 01, 00, O
Ya T yeil yeiQ yeik7 (34)

pour tout sous-ensemble J = {iy,i9, -+ i}, i1 > iy > -+ > iy, de [ contenant le support
de a (on montre facilement que la valeur de Y, est indépendante du choix de J > supp(«)
si 'algébre posséde une unité).

En particulier, Y, = y;. Nous appellerons éléments atomiques d'une famille (Y),ene les
éléments Y, , i€ I.

2. En fait, NO) n’est pas un espace vectoriel. La famille que nous définissons est celle des générateurs
libres.
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Dans ce qui suit, nous nous intéressons a des familles définies par dualité (voir défini-
tion 8 page 28) : Si I'on dispose d’'une famille (B,)en et d'un produit scalaire ¢. | .), on
peut définir une famille duale (S,),eno) par

(Sa | Bg) = 0ap avec  a, € NU (3.5)

Dans ce qui suit, les éléments B!, a € N sont obtenus par Papplication du procédé
de Poincaré-Birkhoff-Witt ? (théoréme 5 page 39 ) et les B,, o € N sont obtenus par
dualité (en particulier B,, = B] et B., = B;,i€ I).

Dans le cas d'une algébre enveloppante U(G) si B = (B, ):es est une base ordonnée de G
alors (B!),entn est une base de U(G) (voir théoréme 5 page 39). On montre facilement

|
que A(B!) = X p ® B!, il en résulte que si les S, désignent la famille duale dans
a Byl AT
Iy!
B+v=a
U*(G) donnée par (S, | By) = dag, on a : Sy * Sg = (O‘J—/BB!)!SQW.

3.2.2 Théoréme de factorisation

Théoréme 5. Poincaré-Birkhoff- Witt. Les éléments B.,, pour a € N forment une
base de ’algébre enveloppante U(G) de G.

La base formée par les B!, pour a € N, est appelée base de Poincaré-Birkhoff-Witt
de U(G).

Cette propriété de décomposition de chaque élément d’une base par rapport & son mul-
tiindice * nous intéresse particuliérement et justifie 'introduction de la définition suivante.
Soit A une algébre associative commutative avec unité.

Définition 13. Soit £ une partie de A. On appelle L base de transcendance de A sur K
siles L, a e N (voir (5.]) page 38), forment une base linéaire de L de A.

Nous pouvons donner une caractérisation générale des familles multiplicatives dans
une K—algébre associative et commutative avec unité A. Pour cela, donnons la définition
suivante :

Définition 14. Soit £ une partie de A. Alors la famille (L.)yeney forme une base de A
st et seulement si L est une base de transcendance de A sur K.

3. obtenus par un procédé décroissant

4. une base (Bg),en(n Obtenue par Iapplication du procédé de Poincaré-Birkhoff-Witt (théoréme 5
N N
page 39) satisfait la relation B/ = 1_[ B = H B,

iesupp(a) iesupp(a)
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Notons U*(G) le dual de U(G) et considérons la famille (S,),en duale de la base

de Poincaré-Birkhoff-Witt (B.),enn, ¢’est-a-dire la famille des formes linéaires sur U(G)
définies par

(Sa | By =bap,  V(a,B)e (ND)2 (3.6)

Supposons que {(Sy | 1yg)) = 1 (So désigne I'élément obtenu pour le multiindice identi-
quement nul) et que (S, | 1y(g)) = 0 pour tout a non identiquement nul. Nous pouvons
alors établir le théoréme suivant.

Théoréme 6. [Reud3, Mre89, Mela91, Mati2]

N
> S.®@B, =] [exp(S, ® B,). (3.7)
aeN) iel

La preuve de ce théoréme repose, entre autres, sur la propriété suivante des éléments
Sy
(o + B)!

al B!

(qui montre que cette famille est multiplicative & wune constante prés) que 'on peut établir
comme suit °

Sa * Sg = Sa+ﬁ (38)

S Sz =Y, (SaxS5| B)S,

~eN)
2
= ), (Sa® 85 | A(B,)**S,
~eN) (3 9)
= a B Y11 7! " V2 Y
~eN(T) Y1+y2=Y
(a+ B)!
T algl Sartp-
*Qr
Cette propriété permet d’établir, par récurrence, que OZ:' = Sakeik puis que
SEOT Kk ST
- t =8, (3.10)
oaq! ... ay!

5. Nous employons ci-dessous la notation ¢- | -Y®?; celle-ci correspond & la définition suivante : si V;
et V5 sont deux espaces en dualité avec, respectivement, Wi et Wa pour les produits scalaires (- | -); et
(- | -Y2, alors (on montre que) Vi ® V5 est en dualité avec Wi ® Wa pour le produit scalaire (- | Y®?
{ (V1®%)X(W1®W2) — k

(v1 ® V2, w1 @ ws) = (v | wi1vs | wa)sa.
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Par conséquent,

N (Se, ® B.. )m...( . ® B, )ak
| | exp(Se, ® Be,) = Z Z 1 1 ' ‘k k
iel k=0 i1 Q... O

Qe ,ap

) Z Z S;,Olél*"'*S;akk@)(Beil)al"'(Beik)ak
ey ar!. .oy
k=0 2122(1]1: (3.11)
S*FH *...*S*_ak

:Z Z 611&1!...(11@!% ® B,

k=0 122y

Remarque 4. [Mat12]

— Le produit (3.7) page 40 du membre de droite est donné avec * ® pug)y ot Li(g)
désigne le produit usuel de I'algébre enveloppante et * le produit de convolution des
formes linéaires de U*(G).

En fait, toute algébre enveloppante est une algebre de Hopf et posséde donc une
structure de bigébre. Notons A le coproduit associé a la structure de bigébre de
U(G). C’est un homomorphisme d’algébres défini par :

Alg) =9®1x +1x:®yg (3.12)
pour g € G (il satisfait donc
A(PQ) = A(P)A(Q) pour tous P, Q € U(G)) (3.13)

puis étendu en une famille de morphismes d’algébres A®) : 1(G) — U(G)®F+! tels
que, Yv € G,

A(k)(’l}) =Rl x+® - Rlxx+1xy+s@RURQLx+ R+ - Rlys+- +1xxRlxx®- - Q1 xxQRu.
(3.14)
En fait,

A =AW (3.15a)
AW(P) = (Idyy @ A*"NA(P) = (A% Y @ Tdyg)A(P), k = 2. (3.15b)

La convolution est en fait définie comme la loi duale de A :

laxb|v)y={a®b]| A(v)), Ya, be U*(G) et Yv e U(G). (3.16)
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— Les deux membres de (3.7) page 40 forment une résolution de l’identité lorsque 'on
considére le morphisme °

O VRV — End™ (V) (3.17)

(End™= (V) désigne I'espace des endomorphismes de rang fini) qui associe a tout
produit tensoriel f ® v € V* ® V I’endomorphisme ®(f ® v) : b — f(b) -v. Le
morphisme ® peut étre étendu, par continuité, aux séries

c1>< > sa®B;> (0) = ). Sa(v)Bl, = Idyg)(v). (3.18)

aeN) aeN)

Nous pouvons, a partir de I'équation précédente (3.11) page 41, revenir sur la conver-
gence du membre de droite de (3.7) page 40. En fait, c’est

*0(1 . S*ak

Z Z S, 'e”“ ® B!) qui définit ce produit et permet d’en assurer 1'exis-
o7

k=0 i1z-=i

tence.
Lemme 3. [Mat12] La famille (@(Se*fl‘l *ee ok S;o‘k ® B(’l)) est sommable (c’est-a-dire
que, pour tout vecteur v € U(G), ‘suppa [<I> (S;‘:l x - S*ak ® B/) ] ‘ < ).

Remarque 5. (i) (I,<) — (Lyn(X), <) (attention, cependant : comme le cas de I'al-
gébre libre, on considére des produits décroissants de mots de Lyndon, alors que dans le
cas général, on considére des produits croissants) ;

(1) le produit de convolution est le produit de shuffle dans le cas de I’algébre libre ;

(i7i) les Se, correspondent aux Sy (¢ € Lyn(X)), les P, aux éléments B,.

3.3 Remarques sur la dualisation

Nous revenons dans cette section sur une construction qui sera utilisée a plusieurs
reprises dans les paragraphes suivants, celle d’'une base duale dans le cas de ’algébre libre.

Commencons par rappeler la définition d’une algébre M-graduée. Soit A une algébre asso-
ciative sur K et M un monoide additif. On dit que A est M-graduée si elle se décompose,
en tant qu’espace vectoriel, de la fagon suivante :

A= P A, (3.19)

meM

6. .
7. Z So(Bj)B;, = Bj (un seul terme non nul dans la somme).
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avec A, A,y € A, pour tous m, m' € M. Les A,,, m € M, sont appelés composantes
homogenes de A. De plus, on dit que A est graduée en dimension finie si chacun des A,,,
m € M, est un espace vectoriel de dimension finie.

L’algebre libre peut étre graduée de différentes facons qui utilisent chacune une fonction
de poids ¢ : X* — M, définie sur les lettres et étendue aux mots et engendrant les
composantes homogénes suivantes :

K{(X ) = span{w € X*, p(w) =m}, me M. (3.20)

Un premier exemple de graduation est donnée par la longueur des mots : M est alors le
monoide (N, +) et la fonction de poids ¢ (w) = |w|, Vw € X*. Cette graduation n’est ce-
pendant pas satisfaisante car les composantes homogénes auxquelles elle donne naissance
(K(X), = span {ensemble des mots de longueur n}) ne sont pas de dimension finie. En
effet, dans le cas ou I'alphabet est infini, il existe un nombre infini de mots de longueur
donnée.

C’est pour cette raison que nous introduisons une seconde graduation : on considére
alors le monoide des multiindices (N®), +) (monoide des fonctions a support fini de X
dans N) et la fonction de poids est donnée par

r; — ¢ =(0,...,0,1,0,...), (3.21)

(X)
b :{ X - N
étendue comme morphisme de monoides aux mots de sorte que ¢o(w) = multideg(w) est
le multidegré de w, c’est-a-dire le nombre d’occurrences de chaque lettre de I'alphabet
considéré dans w. Par exemple, si X = {a,b, c} et w = abbcab, multideg(w) = (2,3, 1).
Méme dans le cas d’un alphabet infini, les composantes multihomogénes
K{(X)q = span { ensemble des mots de multidegré o}, o € N, sont de dimension finie.
On dit que K(X) est graduée en dimension finie par la multihomogénéité. C’est cette
graduation que nous utiliserons dans les paragraphes suivants.
On appelle famille multihomogéne de K(X) une famille (B,), .y« telle que Yw € X*,
multideg(w) = « :
B, € (K(X)),, - (3.22)

Il est toujours possible, lorsque l'on considére une base (B,), .y« de I'algébre libre de
construire une famille duale (D,,),cy«. définie par (D, | B,) = 0y, Yu,v € X*. A priori,
cette famille est une famille de séries (rappelons que (K(X))* = K{(X))), mais ici, ce
sont des polynomes.

Cependant, lorsque la famille (B,,), v+ est multihomogene et triangulaire, la famille duale
est une famille de polynomes qui forment une base de K{(X). On peut alors construire
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les D,, comme suit : pour chaque multidegré a € N&X)| on construit la matrice M =
(My)uvexe des coefficients des By, w € X sur les mots :

M,, = {B, | v). (3.23)

La matrice N = (Ny,)uvexe des coefficients des D,,, w € X* sur les mots, est donnée
par :

Nu,v = <Du | U>' (324)

Il est facile de voir que la matrice M est inversible en tant que matrice de changement de
bases : Si la base (By),cx+ st triangulaire par rapport aux mots, M 'est aussi.

Les matrices M et N sont triangulaires, inversibles et vérifient I'identité N = (*M)~L.

Le processus de dualisation conserve les propriétés de multihomogénéité et de triangu-
larité (& ceci prés que la base duale d’une base triangulaire inférieure est triangulaire
supérieure).

Exemple 9. Soient X = {a < b} et o = (2,2).
La matrice M = ((B, | v))uexe est donnée par

a’b®> abab ab*a ba*b baba b*a®

B2y = 1 -2 0 0 2 -1
Bapay = 0 1 -1 -1 1 0
Bywa=| 0 0 1 0 -2 1
Bues=| 0 0 0o 1 2 1| (3.25)
Byapa = 0 0 0 0 1 -1
B2 = 0 0 0 0 0 1
et la matrice recherchée N = ((D,, | v))yexo est donnée par
a’v* abab ab®a ba*b baba b*a?
Dewp=/1 0 0 0 0 0
Dabab = 2 1 0 0 0 0
Dya=| 2 1 1 0 0 0
D2y = 2 1 0 1 0 0 (3.26)
Dbaba = 4 3 2 2 1 0
Dez=\ 1 1 1 1 1 1

En fait cela revient a dualiser chaque composante multihomogéne qui, étant finie, sont
méme dimension que leur dual : (D, | B,) = y, Yu,v e X°.
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Lemme 4. Soient (S;)ier une base dans K(X) et (P;)ies la famille duale

telle que {S; | Pjy = 6;5, V(i,j) € I*.

(1) Alors, si (S;)ier est multihomogéne, il en est de méme (P;)ie; qui est alors une base de
K(X).

(13) Si (S;)ier est triangulaire inférieure par rapport auz mots, alors (P;)er est triangulaire
SUPETIEUTE.

P,oiel

Lemme 5. Soit V) et V, deuz espaces en dualité pour le produit scalaire {. | .) vérifiant
Vi Vg et Va c Vi,

Suppossons qu’il existe un ensemble ordonné I = {iy,is, -+ iy} et deux familles d’élé-
ments S; et Py, i € I respectivement dans Vi et Vy telles que {(S; | P;y = d;5, V(i,7) € I*.
Alors il erxiste une unique famille (1;);e; d’éléments de Vi telle que (S; | Tj) = d;j,
Y(i,7) € I?. Les éléments Ty, i € I, sont donnés par

k
7—:’L'Wr,fk: = Pfimfk - Z<sz—k | Sim7k+j>j—;’imfk:+j'
7j=1

Définition 15. Soient o € N&) ¢t X = ajit---af avec a; < -+ < a, € X et
n,aq, -, 0y, € Noj.
(1) On dira que le mot w € X* est multihomogéne et de multidegré o = (o, g, -+, Q)
sur ’alphabet X si :

we X,
c’est-a-dire o = (v, -+ , ) est le nombre d’occurrences de chaque lettre de 'alphabet X

considéré dans w € X* (chaque lettre ag € X apparait oy fois dans w pour 1 < s < n).
(17) On définit la classe de multihomogénéité de X par :

M(X*) ={we X* |we X},

c’est-a-dire M(X®) est U'ensemble de tous les mots multihomogénes de multidegré a =
(o, g, -+, ay,) sur alphabet X .

Remarque 6.

; a _ (aatast+-Fap)!
(Z) we X m= atlasg!---ap!

(1) M(X®) ={wy <wy < -+ < Wy 1 < Wy}
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Exemple 10. Soit X = {a < b < c}.
(1) Pour X = a?b* avec a = (2,2), on a : M(a?b?) = {a*b?, abab, ab*a, ba?b, baba, b*a*}.

(17) Pour X = abc avec a = (1,1,1), on a : M(abc) = {abc, acb, bac, bea, cab, cba}.

(ii7) Pour X* = ab?c avec o = (1,2,1), on a :

M (ab?c) = {ab’c, abeb, ach?, babe, bach, b*ac, b*ca, beab, beba, cab?, chab, cb?al.

Définition 16. Soit Y = {y;,i € N} un alphabet totalement ordonné par > : y; > yo >
- > -+, On définit l’ensemble de tous les mots de poids [«] sur Ualphabet Y par

M(Yiag) = {0 = Yo Yar Yo, € Y | [w] =[]}, (3.30)
ol @ = (aq, e, -+ ) et we Y™ a pour poids [w] = [a] = a1 + as + -+ + .

Remarque 7. Avec les notations précédentes :

(i) Le nombre de mots w € M(Y[y) est m = 2[1-1 .

(41) M(Y[a)) = {w1 < wz < --- < Wy—1 < Wy} par rapport a 'ordre lexicographique.
Exemple 11. Soit Y = {y; > y2 > y3}.

(1) Pour [a] = 3, on a : M(Y3) = {y3, yay1, 1%2, U3 }-

(¢4) Pour [a] =4, on a: M (Y1) = {ya, ysy1. Y3, Y2U7, Y1Y3, Y1Y2Y1, Yiya, Yi}-

Nous allons donner des exemples suivants :

3.3.1 Exemple : cas de I’algébre libre et de I’algébre de shuffle

Dans cette partie, X désigne de nouveau un alphabet totalement ordonné par <;
I'ensemble des mots de Lyndon sur X est noté Lyn(X) et la factorisation standard
[Reu93, Mre89, Meladl] de £ € Lyn(X) (avec | £ |= 2) est désignée par o({) = ({1, {s) ou
5 est le facteur (de Lyndon) droit propre de ¢ de longueur maximale (proposition 2 page
24).

Rappelons aussi que tout mot w € X+ admet une factorisation en produit décroissant de
mots de Lyndon ((2.4) page 25) :

w= 0 O 0> > Ly, . e Lyn(X), ki, dg, - ik € Noyp.

Ces deux factorisations permettent de définir une base (P, )yex+ de I'algébre libre Q(X)
comme suit [Reu93, Mre89, Mela9dl] :

w si lw| < 1;
[PEU P@Q] si. w=/[(¢€ Eyn(X)\Xet (61‘7 62) = O'(f) ;
b, = O (3.31)

Pl Pr st w=1 > >l e Lyn(X)
k7i17i27”' Jik GNZI'
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Cette base est en fait la base de Poincaré-Birkhoff-Witt associée a la base (Fp)mesyn(x)
de l'algébre de Lie libre Lieg(X). Les éléments primitifs P, ¢ € Lyn(X) sont appelés
crochets standard. La famille (P,)yexe est triangulaire :

Py=w+ > (Py|uyu (3.32)
e

et, multihomogene.

La multihomogénéité des P,, w € X“ autorise la construction d’une base (S, )ypexe de
Q(X)q (voir page 43) satisfaisant (S, | P,) = 04 pour tous u,v € X Rappelons la
définition du produit de shuffle [Reu93, Mre89, Mela91] :

Iy« Ww = wl_l_llx*zw, (333)
aullby = a(uwbv) + blau W v), '
sia,b,e X, u,v,we X* 1xx:mot vide.
G. Mélancon et C. Reutenauer [Reu93, Mre89, Mela91] ont montré que
w si |w| = 1x* ;
aSy si w = au et we Lyn(X) ;
Sw = Sgul_lil Ll -~ - L Seu-lik . EZII P é;ck (334)
—— . siow=1+ l>-->/{ € Lyn(X)
e kyisis, ik € No.
On vérifie dans [Reu93, Mre89, Mela91] que pour tout mot w € X<, on a :
Sw=w+ > (Su|uu (3.35)

u<w
ue X

En d’autres termes, les éléments des bases (S, )wexe €t (Py)uwexe sont triangulaires infé-
rieurs et triangulaires supérieurs et ils sont multihomogénes de multidegré a.

Rappelons que la dualité préserve le multidegré et échange les triangularités des poly-
nomes. Pour cela, on peut construire des matrices triangulaires M et N admettant comme
coefficients, les coefficients des mots multihomogénes de multidegré o des polynomes tri-
angulaires, (Py)uwexe et (Sy)wexe dans la base K(X), respectivement :

M= (P | 0))uvexe et N =({Su|0))usexe (3.36)

Les matrices M et N sont triangulaires, inversibles et vérifient identité M = (*N)~1.

Exemple 12. Soit un alphabet X = {a, b} avec a < b.
Pour cela, calculons les coefficients (S, | v) pour les mots u,v € X et nous avons
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M(a*V?) = {a®b?, abab, ab*a, ba*b, baba, b*a*} Pensemble de tous les mots multihomogénes
de multidegré o = (2,2). Nous avons successivement :

S22 = a’b? ;
Sa”
2!
1
= é(ab LU ab) = abab + 2a*b” ;

Sabab -

Sop2a = ab® W a
= 2a*b* 4+ ab*a + abab ;
Sy — b L ab (3.37)
= ba®b + abab + 2a°b? ;
Shabe = b LU ab LW a
= 4a%b* + 3abab + 2ba®b + 2ab’a + baba
L2 w2
St = s
= b%a® + a*b* + ba*b + ab’a + abab + baba.

La matrice recherchée N = ({S, | v))yvexo est donnée par

a’b®> abab ab*a  ba*b baba b*a?

Sa2p2 = 1 0 0 0 0 0
Sabab = 2 1 0 0 0 0
Sap2a = 2 1 1 0 0 0
Spazy = 2 1 0 1 0 0 (3.38)
Sbaba = 4 3 2 2 1 0
Sp2a2 = 1 1 1 1 1 1
A partir du lemme 5 page 45, nous pouvons écrire la proposition suivante
Proposition 5. Soient a € N et we X, Alors
Py =w— Y (S, | w)P,. (3.39)

u>w
ueX
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Exemple 13.

Ppg2 = b%a? ;
Pbaba = baba — Pb2a2
= baba — b’a® ;

Pyazy = ba*b — 2Py, — Py
= ba*b — 2baba + b*a® ;
Pupq = ab’a — 2Pyapq — Przg2
= ab’a — 2baba + b*a® ;
Papap = abab — Poy2q — Bpazp — 3Paba — Pr2a2
= abab — ab’a — ba*b + baba ;
P2y = a*b® — 2Papap — 2Pu2q — 2Ps2p — 4Pyapa — Pr2a2
— a®b? — 2abab + 2baba — b*a*.

La matrice recherchée M = (*N) ' = ((P, | v))yrexe est donnée par

a’b?> abab ab*a ba*b baba b*a?

Pep=/1 -2 0 0 2 -1
Pow =] 0 1 -1 -1 1 0
Pua=| 0 0 1 0o -2 1
Pupy=] 0 0 0 1 =2 1|
Pouve 0 0 0 0 1 1
Pepz=\ 0 0 0o 0 0 1

(3.40)

(3.41)

Ces deux familles ( (3.31) page 46 et (3.34) page 47) vérifient les hypothéses du théo-
reme 6 page 40. Par conséquent,

N
2 Sw®Pw: H eXp(Sg®Pg).
weX« leLyn(X)

Puisque Z Sw® P, = Z w ® w , on peut aller plus loin et écrire

weX™

weX«
N
Z wRwW = n exp(Se ® ).
weXxX e LeLyn(X)

Par conséquent, si Dy désigne la série diagonale sur X,

(3.42)

(3.43)

(3.44)
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— Factorisation de Schiitzenberger :

N
> Su®Py= ] exp(Si®P). (3.45)
wWEX LeLyn(X)
— Factorisation de la série diagonale :
N
DX = 1_[ eXp(Sg®Pg). (346)
LeLyn(X)

Nous utiliserons les formules (3.46) et (3.45) dans les chapitres 5 et 6.

3.3.2 Exemple : cas de P’algébre libre et de I’algébre de stuffle
Soit Y = {y;};>1 un alphabet totalement ordonné par > : y; > ys > -+ > .- -.

Définition 17. Soient ys,y; € Y et u,v € Y*, alors nous définissons le produit de stuffie
(w) récursivement comme suit :

{ 1y* ESN0) = Utuly* = u, (347)

Ysu oy = Ys(uwyv) + y(ysu w v) + ysrg(uwv),

Exemple 14. y, w y3y1 = yoysy1 + Yaya¥1 + Ya¥iy2 + Y3ys + Ysyi-

Ce produit (w ) est commutatif, associatif et avec unité (I’élément neutre étant le mot
vide : 1y>x<)
Il admet un coproduit dual qui est un morphisme et qui peut étre défini comme suit :
pour toute lettre y, € Y, on a :

Atﬂ (1y*) = 1y* X 1y*,
Atﬂ (yS) Ys ® 1Y* + 1Y* ®ys + Z Ys, ®y52' (348)

S1+82=s8

etvw:ys1y32"'yskey+;0na[w]281+82+"'+8k.

Rappelons que tout mot de Lyndon ¢ € Lyn(Y) (avec | ¢ |=> 2) admet une factorisa-
tion standard o(¢) = (¢1, (2) (proposition 2 page 24) et tout mot w € Y'* admet aussi une
factorisation en produit décroissant de mots de Lyndon ((2.4) page 25) :

w=€§1...€§j‘,€1 > >€k7 51,...,£k6£yn(Y), k,il,ig,"' ,Z'kENzl.

Ces deux factorisations permettent de définir une base (II,),ey* de I'algébre libre QC(Y")
comme suit :
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Proposition 6. [Bam13, Mihi3, Minl3, BuilZ]
Soit Dy la série dzagonale sur'Y . Alors

(1) log(Dy) = Z w®m(w) = Z 71 (w) ® w,

weY + weyY +

(13) pour tout w e Y™, nous avons

w=Z% Z (w vpw - wog)y m(v)m(vg) -+ - 1 ()

k=1 V1,V2, ,vkEY+

1
:ZE Z <w|vlv2...vk>ﬂ-f(vl)uﬂ---tuﬂ'f(vk).
k=1

V1,02, UREY T

(3.49)

(731) pour tout w € Y™, nous avons

m(w)zz% D v e w) vty v (3.50)

k=1 v1,v2, UELEY T

En particulier pour toute lettre ys, € Y, nous avons

=Ys+ Z Z Ys1Yso * " " Ysy (351)

k=2 s1+so++sp=s

On obtient (ii) & partir de (i) en identifiant dans le développement de €/°9(Pv) et Dy
et on obtient (i7i) a partir de (i) en développant directement la série log(Dy) .

Exemple 15. 7 (y1) = 4.

T (y2) = Y2 — 395

m1(ys) = ys — %(Z/lyz + Youn) + %yi”

T (Ya) = ya — 5(01ys + ¥5 + ysyr) + 5 (Y72 + viveys + yaui) — 11

Par conséquent, les éléments de la base (I1,,),ey* peuvent étre construits récursivement
comme suit [Bam13, Mih13, Min13, Dmt14] :

m1(y) si w=yeY;
[Hgl, HZQ] si w=/[~e€e Eyn(Y)\Y.et (61262) = U(ﬁ) ;
m,-4 i (3.52)
I, I si w=1+ l>->LleLyn(Y)
k,il,ig, s ,ik € NZL

Cette base est en fait la base de Poincaré-Birkhoff-Witt associée a la base (Hz)geﬁyn(y) de
'algébre de Lie libre Liegp(Y').
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On vérifie dans [Bam13, Mih13, Min13] que pour tout mot w € Y* on a :

M, =w+ Y, I, |v)v. (3.53)
w<veY *¥

[v]=[w]

En d’autres termes, les éléments de la base (I1,),ey* sont triangulaires supérieurs et ils
sont multihomogénes en poids.

La multihomogénéité des Il,, w € Y* autorise la construction d’une base (X, )uey* de
QCY") satisfaisant (¥, | II,) = d,, pour tous u,v € Y*. Cette famille vit dans 'algébre
o>,

Les éléments de la base (X,)wey* peuvent étre construits récursivement comme suit
[Bam13, Mih13, Min13, Buil2] :

Yy si w=yeyY;
1 .
Z 53/5/1*‘1’"'4“5;261"‘[71 S1 w="{= Ysi**Ysy, € £yn(Y) ;
{sll’...’sg}c{sl,---,sk},ﬁlz---zﬁneﬁyn()’) ’
Zw = { (ysl---ysk)i(ysllv--,ysglvhr",fn)
i i 0L
Zel lltﬂ ...tHZek tk i N 1 k
5 siow=1+ b >-> L€ Lyn(Y)
1! ag! o .
L ! F k721a227"'7ZkEN21-
(3.54)
On vérifie dans [Bam13, Mih13, Min13] que pour tout mot w € Y*, on a :
Se=w+ > (Sy|uyu (3.55)
w>ueY *

[w]=[u]

En d’autres termes, les éléments de la base (X, )wey= sont triangulaires inférieurs et ils
sont multihomogénes en poids.

Exemple 16. Pour [a] =4, on a : M(Ya) = {ya, ysy1, Y5, Y2U7, Y19s, 12y, Y792, Y1 }-
() La matrice recherchée N = (Il | v))yvenr(v,) est donnée par :

Ui Ysti Ys o Yoyl wiys vivewi Yive  yi
mn - | =t 1 1 1 11
Ya 2 2 }1 2 3 Li) 4
I,,,, N 0 3 0
L IO S S R SR S B
vau} ~ 3.56
Hylys - 0 0 0 0 1 _71 _71 % 7 ( )
1. O 0 0 0 0 1 1 Pl
Iz, O 0 0 0 0 0 1 5
.= O 0 0 0 0 0 0o 1



3.3 Remarques sur la dualisation

_53-

(i1) La matrice recherchée M = (*N)~! Yu U owo MY,
2 2 2
Ya Y3y Yz Y2Y1 YiyYs Y291 Yily2
Yy 1 0 0 0 0 0 0
s 3 1 0 0 0 0 0
Xy % 0 1 0 0 0 0
Yoy é % % 1 0 0 0
Xy 1 1 0 0 1 0 0
S | 5L 1 2 11 0
220 ;5 1 1 1 1 1 1
o B S T 1 1
yi 24 6 1 2 6 2 2
Hw w Y* Ew w Y*
> n, I [] ep= T
w Y* ¢ LynY
Z Yo 1, Z wow
w Y* w Y*
2 woow n exp Xy 1l
w Y* { Lyn'Y
Dy Y
Dy Z woow
w Y*

<
—e

_ O O O o O oo
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3.3.3 Exemple : cas de P’algébre libre et de I’algébre de g—stuffle

Soient Y = {y;};>1 un alphabet totalement ordonné par > et g une variable.

Définition 18. Soient ys,y, € Y etu,v € Y™, alors nous définissons le produit de q— stuffie
(w ) récursivement comme suit :

lyxs wogu = uwqlys = u,
(3.63)
Yot gV = Yo(uw gyyv) + Y (Ysth = qU) + qYse(v @ gv).

Exemple 17. yy w qysy1 = Yoysy1 + Ysyay1 + Ysthye + q(ysys + YsY1)-

Ce produit ( w ,) est commutatif, associatif et avec unité (I’élément neutre étant le
mot vide : 1y).
Il admet un coproduit dual qui est un morphisme et qui peut étre défini comme suit :
pour toute lettre y, € Y, on a :

A, (Iys) = lys®lys,
Atﬂq(ys) yS ® 1Y* + 1Y* ®y8 + q Z ysl ®y52‘ (364)

S1+82=s

et Yw = ys,Ys, -+ Ys, € YT, on a [w] = s1 + s2 4 -+ + .

Rappelons que tout mot de Lyndon ¢ € Lyn(Y) (avec | ¢ |> 2) admet une factorisa-
tion standard o(¢) = (¢1, ¢3) (proposition 2 page 24) et tout mot w € Y+ admet aussi une
factorisation unique en produit décroissant de mots de Lyndon ((2.4) page 25) :

w=0 O > >, Uy b€ Lyn(Y), Ky iy, i, - ik € Nay.

Ces deux factorisations permettent de définir une base (Hg@)wey* de I'algeébre libre Q[¢]<Y")
comme suit :

Proposition 7. [Bam13, Mzh]%’ Min13, Buil2] Soit Dy la série diagonale sur'Y . Alors

(i) log(Dy) = §]w®w )= Y @) w) o,

weY weY +

(17) pour tout w e Y, nous avons,

w = Z M w v w o) i (0) 7 (v) - ()

k‘>1 ,vg,---,vkeYJr

=Z% D Cwlowesew) (1) () wy e (w{?) (00).

V1,U2, " ,Uk€Y+

(3.65)
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(1ii) pour tout w € Y, nous avons

@,y _ \ (=D
m?(w) = >’ - D vy g e gk V1V U (3.66)

k=1 V1,02, UEEY T

En particulier pour toute lettre ys, € Y, nous avons

(="'
ﬂ-gq) (ys) =UYs+ Z T Z Ys1Ysy = " Ysy, - (367)

k=2 s1+s2++sp=s

On obtient (ii) a partir de (i) en identifiant dans le développement de e9(P¥) et Dy
et on obtient (i7i) & partir de (i) en développant directement la série log(Dy).

Exemple 18. 7{¥(y;) = .
T (y2) = yo — L.

T (ys) = ys — Lwiys + 1) + Ty,

T (ya) = ya — Lwrys + 93 + yswn) + L (292 + yivoys + 12u3) — Lyt

Par conséquent, les éléments de la base (HS}}))wey* peuvent étre construits récursive-
ment comme suit [Bam13, Mih13, Minl3, Buil2] :

B vy
[HZH’ HEZ)] siw="LleLyn(Y)©Y et (01,05) = o (0) :
o — | g i (3.68)
' ' 1 o .. k
()0 st w= 3 6> > fe Lyn(Y)
| k7i17i27"' 7ik€N>1'

Cette base est en fait la base de Poincaré-Birkhoff-Witt associée & la base (Héq))geﬁyn(y)
de 'algebre de Lie libre Liegpg(Y).

On vérifie dans [Bam13, Mih13, Min13] que pour tout mot w € Y*, on a :

I =w+ > 9 | v) 0. (3.69)
w<veY ¥
[v]=[w]

En d’autres termes, les éléments de la base (Hg‘,}))wey* sont triangulaires supérieurs et ils
sont multihomogénes en poids.

La multihomogénéité des TI, w € Y* autorise la construction d'une base (5(),cy
de Q[q]¢Y) satisfaisant (20 | TI?) = §,, pour tous u,v € Y*. Cette famille vit dans
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I'algébre Q[q|<Y").

Les éléments de la base (Zq(ff))wey* peuvent étre construits récursivement comme suit

[Bam13, Mih13, Min13, Buil2] :

-

)
i—1
q (@)
Z Tys’l+~~+822£1--~en
@ (sh o sshye s sp bl 2 2 meLyn(Y)
Zu()] == < <y51"'y5k)<i<y5’1""‘ysfn‘él’m’e”)
(Z(Q)) igin " (E(Q)) L g i
01 q - q ly,
1! !
\

On vérifie [Bam13, Mih13, Min13] que pour tout mot w € Y*,

SO —w+ Y (S w)u

w>ueY *

[w]=[u]

w=~L0=vyg -

w =

w=yeY;

Ys,, € Lyn(Y) ;

oL
61 > e >€ke£yn(Y)
k?ibiQa e 72.]6 € NZl-
(3.70)
(3.71)

En d’autres termes, les éléments de la base (Zg?))wey* sont triangulaires inférieurs et ils

sont multihomogénes en poids.
Exemple 19. Hg(fl) =11.

Hz(,g) =Y2 — %y%.

Hl(g)yl = YY1 — Y1lY2.

2 2
00 = Ystnyo — Lysyd — quovys + Cuayt — yiyste + Surysy? + S22 — Lylyoy? —

2
Yoysyn + L3yt + vavnys + Lutysyn — Lyiys + Lyiye.

T o = Ystryos — Ysu2y — SUstPustn — yiystayn + iystnye + SU20201 — Yoyrysyr —
Lutyavnys + Syotryaui + Yayiys + Yivaysts — STiysYT — iyt ys + Lyiyeyiye.

(9)

21(11) = U1-
Eyg = Y2-

Zz(f?yl = 1oy1 + 2Y3.

3
s = YsYayn + Ysyiye + qyi + Syays + Tys + Lysyi.

2 2
S g = YsYryan + 2ysyay? + qusyE + LyZyr + Lysyiys + Susys + Lyatoyn + Lyays +

2 2 3
qysyi + Tysye + Sysyr + Lyr.
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Ces deux familles (Hg))wey* et (ZS))wey* vérifient les hypothéses du théoréme 6 page
40. Par conséquent,

e
Y r0en® - [] epE?eon?). (3.72)
wey'* teLyn(Y)

Puisque Z 253) ® Hg‘f) = Z w @ w , on peut aller plus loin et écrire

wEY * weY *
N
Z WwRw = n exp(S” @ YY), (3.73)
weY * LeLyn(Y)

Par conséquent, si Dy désigne la série diagonale sur Y,

Dy = ) w®uw. (3.74)
weY *
— Factorisation de Schiitzenberger :
N
Y xwenw = [ epE?”en?). (3.75)
weY * LeLyn(Y')

— Factorisation de la série diagonale :

N
Dy= [] exp(z”@m®). (3.76)
LeLyn(Y)
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Deuxiéme partie

Interpolation entre la concaténation et
le shuffle : g—shuffle
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Chapitre 4

g—shufile et groupe symétrique

Résumé : Le but de ce chapitre est de construire une paire de bases en dualité.
Ce chapitre contient trois volets principaux : Dans le premier volet, nous donnons une
construction des éléments de (S,,),, (Définition 20 page 63), dans un second volet, nous
construisons une base g—analogue de la base duale de la base de Poincaré-Birkhoff-Witt-
Lyndon (S),exs ((4.39) page 81) et dans le troisiéme volet, la construction d’une base
g—analogue de la base de Poincaré-Birkhoff-Witt-Lyndon (Rqu))wex* ((4.52) page 86) telle
que <S£q) | RSQ)} = Oy, Yu,ve X*

Dans bien des cas, la construction d’une paire de bases en dualité passe par celle d’une
base duale a partir d’une base dont on connait certaines propriétés. Nous nous proposons
donc d’étudier les conditions que doit satisfaire la base dont nous partons de sorte que
la base duale permette 'écriture des factorisations. Nous illustrerons ces idées sur des
exemples combinatoires en utilisant le produit de g—shuffle.

Les principaux résultats de ce chapitre sont :

1. le Théoréme 7 page 64 donne une généralisation du Théoréme 8 page 64 [Hum, Kas09].

2. le Théoréme 9 page 78 donne une triangularisation des éléments (% ( ¢ e Lyn(X)

et ke N}l)-

3. le Théoréeme 10 page 81 donne une construction récursive des éléments Sq(,f]), we X*.

4.1 Construction des éléments de (S&,,),,

Considérons un paramétre formel q.

Résumé : Dans cette partie, nous présentons une généralisation de la formule
Z ¢ = [n],! (théoréme 8 page 64). La statistique de permutation Inwv est fré-

ceS,
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quemment utilisée pour obtenir des g—analogues de résultats classiques. En général, un
g—analogue d'un objet a la propriété que par la spécialisation ¢ = 1, on récupére 'objet
original. Bien siir, il y a beaucoup de g—analogues de n'importe quel objet donné, et il
n’y a pas de critéres objectifs pour avoir ce qui est considéré étre un bon g—analogue. Ici,
nous définissons quelques g-analogues standards et couramment utilisés dans cette thése.

4.1.1 Définitions

Définition 19. Soient n,m € N.
e On pose {im,m+1,m+2,--- ,n} =[m,n] sin=m .
e Le g—analogue de n, noté [nl,, est défini par

o= 3 d. (4.1)

O<isn—1

e Le g—analogue de n!, noté [n],!, est défini par

I<isn

e Le g—analogue de la fonction exponentielle, noté exp, (z), est défini par
b q )

z

exp,(z) = Z (4.3)

=0 [i]q!.
4.1.2 Le groupe symétrique
Soit n € N>j. On note [1,n] = {1,2,--- ,n}. On rappelle qu'une permutation d’ordre

n est une bijection de [1,n] vers [1,n]. Traditionnellement, on présente une permutation
o sur deux lignes :

oc=oc(l)o(2) o) --a(j) -on). (4.4)

Par exemple, la permutation
1 2 3 45
77123451

s’écrit tout simplement o = o(1)0(2)0(3)o(4)o(5) = 23451.
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1. On note alors &,, le groupe des permutations d’ordre n (ou groupe symétrique
d’ordre n). Les éléments de &,, sont appelés permutations. Le cardinal de &,, est n!.

2. Pour tous i, j éléments de [1,n] = {1,2,--- n} tels que i < j et o(i) > o(j); le
couple (i,7) est appelé une inversion de la permutation o € &,,.

3. L’ensemble des inversions de la permutation o € &, noté S(o), est défini par

S(o) ={@i,j)[i<j et o) >a(j)} (4.5)
4. Le cardinal de 8(o), noté Inv(c), est défini par'
Inv(o) = #S8(0). (4.6)

Exemple 20.

1 2345 12345 1 2 3
=19 345 11'27 3125 4]’ |1 3 2

Inv(m) = 4 car Pensemble des inversions est S(m1) = {(1,5),(2,5),(3,5), (4,5)},
Inv(ry) = 3 car 'ensemble des inversions est S(72) = {(1,2), (1,3), (4,5)} et
Inv(rs) = 1 car ensemble des inversions est S(73) = {(2,3)}.

Définition 20. Soient m,n € N ;.

On définit un sous-groupe (S,),, de &, isomorphe 4 &, comme l'image de S,, par le
morphisme T (o) = 7(1) ---7(nm) avec T(m(p—1) + k) = m(o(p) — 1) + k, pe [1,n] et
ke [1,m].

Pour bien visualiser qu’il s’agit d’'un morphisme injectif, il suffit d’écrire matriciellement
les images T (o) :

[7(n—1)m+1) . . . 7(nm)]
T(m+1) ... T(2m)
7(1) .. . 1(m)
On se rend compte que cette matrice est obtenue en permutant les lignes de la matrice
[(n—1)m+1 . . . nm]
m+1 .. . 2m
1 ...m

1. Inv(o) est le nombre des inversions de la permutation o € &,,.
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Exemple 21. Soient n =3 et m =2. On a:
g1 = 123 «— T = 0'1) = 123456,

T(
09 = 132 «— Ty = T(O'Q) = 125634,
03 = 213 «— T3 = T(O'g,) = 341256,
04 = 231« 74 = T (04) = 345612,
05 = 312 «— 75 = T (05) = 561234 et
06 = 321 — 15 = T (06) = 563412.

Par conséquent :
o€ 6y ={123,132,213,231, 312,321} et
T € (63)y = {123456, 125634, 341256, 345612, 561234, 563412}.

Par conséquent, nous pouvons écrire le théoréme suivant :

Théoréme 7. Soient n,m € Nx,. Alors

Do = 3T O = (1] e 0] e = [0 e (4.7)
Te(Gn)

m oceG,
Pour la preuve de ce théoréme, nous allons écrire la proposition et le théoréme suivant :

Proposition 8. Soient n,m € Nx;. Alors
(Sn)m = {7 € Gpm | Inv(T) = m*Inv(o) et o€ 6,}. (4.8)

Preuve : Soient n, m € N=1. A partir de la définition 20 page 63, nous pouvons écrire
que S(1) = 8(T(0)) pour 7 € (8,), et 0 € &,,. En effet, en remarquant que I'image
d’une transposition élémentaire a exactement m? inversions?, on trouve que le nombre
des inversions de T (o) est m?(#S(0)) .

Par conséquent : Inv(7) = #8(7) = #S(T (o)) = m*Inv(o) pour 7 € (&,),, et 0 € &,,.

m}

Théoréme 8. [Hum, Kas09 n N,

Inv o |
q 1,2, mngq ng.
o &,
) p
p
¢ C Cn p!
c1pl e p! Cn p!

2. Pour toute inversion (i,j) de ¢ € &,, on a exactement m? inversions (I,J) de 7 € (&,),, avec
Te[i—1)ym+1,im]et Je[(j—1)m+1,jm]
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Et ici, on a la spécialisation ¢; = cy =--- = ¢, = 1 et p = q. Par conséquent :
[nv(o.) [Cl + CQ + Tt + Cn]q! I

Z q - | | | - [n]q

0es,, [en]g!ea]q! - - [enlq!

Preuve du Théoréme 7 page 64 : Elle se fait par statistique :
A partir de la définition 20 page 63 et la proposition 8 page 64, nous pouvons écrire que :

(Sn)m = {7 € Gy | Inv(7) = m*Inv(o) et o€ G,}.

Comme observé dans [Hum, Kas09] : comme d’habitude en p—théorie, le coefficient
p—multinomial est donné par

[Cl+02+"'+cn]p!

: 4.11
el el Lo )
Et ici, on a la spécialisation ¢; = ¢y = --- = ¢, = 1 et p = ¢™". Par conséquent :
nu(T m2\Inv(o [Cl+62+”.+cn]m2!
g™ = Z (g™ (o) — g ;= [n]qmzl. (4.12)

Te(Gn)m JEGn [Cl]qm2 '[CZ]me' T [C'n]qm2 .

4.2 Le produit de ¢—shuffle

Considérons un paramétre formel q.

Résumé : Dans cette partie, nous donnons une définition formelle du produit de g—shuffle
et de son coproduit. Enfin, nous mettons en évidence des liens existants entre le produit
de shuffle et le produit de g—shuffle.

4.2.1 Définition et propriétés du produit de g—shuffle

Définition 21. Soit w = ajay---a, € X* un mot de longueur \w| = n et I un sous-
ensemble de {1,2,--- ,n} = [1,n].

Si I =, onpose w[l] = 1xx; si ] ={iy <iy<--<ig}, on pose w[l] =a; - a;.

Remarque 8. Par définition, si I'on se donne une partition de [1,n], c’est-a-dire p en-

P

sembles disjoints Iy, Iy, - , I, vérifiant L—_i—JIj = [1,n] et les mots w[h],--- ,w[l,], on
j=1

retrouve naturellement w et |w| = n = ny + ny + -+ + n, avec |[;| = n;, pour tout

j el pl.
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Exemple 22. Si X = {qa,b,c},
I ={1,3,4}, I, = {2,7,9} , I3 = {5,6,8} avec w[[{] = abe, w[ly] = bca, w[l3] = cab,
alors, on retrouve w = abbccacba et |w| = |I| + || + |I3] =3+ 3 +3 =0.

Si I'on se donne p mots de longueur n;, j € [1,p], on peut définir leur shuffle d'une
maniére pratique.
On marque ng +ng + - - - +n,, places sur une droite. On choisit d’abord n; places arbitrai-
rement, on y place les lettres du mot u; de gauche a droite, c’est-a-dire les unes apreés les
autres.
On fait de méme pour uy, us jusqu’a u, en utilisant les places restantes. On a donc construit
un mot de longueur n = ny +ng+ - - - 4+ n,, noté w et I; désigne le sous-ensemble de [1, n]
de places choisies pour situer les lettres du mot ;.
A la ligne, en parcourant toutes les places possibles de cette facon et en effectuant la
somme de tous les mots ainsi obtenus, on obtient ce que I’on appelle le produit de shuffle
des mots wuy, - -+, up.
Maintenant, on se donne la définition du produit de shuffle :

Définition 22. (Le shuffle des mots : voir (5.33) page 47 ). Soient uy,--- ,u, € X* des
mots de longueur |u;| = |I;| = n;, j € [1,p|. Leur shuffle est un polynome de N(X) défini
par
Uy LW ug L -+ - Ly, = Z w, (4.13)
P

H—J I; =[1,n]

i=1
weX*,w[I‘j]:u]—

ot |w| = |lugug -+ - u, =n .
En insérant une puissance indéterminée ¢ dans la définition du produit de shuffle (

(4.13) page 66), on obtient une déformation intéressante, qui se révéle étre un cas parti-
culier d'une construction dans [Dkt97]. Nous pouvons écrire la définition suivante :

Définition 23. (Le q—shuffle des mots ). Soient uy,--- ,u, € X* des mots de longueur
u;| = |1;| = nj, je[1,p]. On définit un opérateur p—paire par

Lqu(/u/17 u2’ P 7up) — Z qI’I’LU(IIIp)w7 (4-14)
p
+ ]j = [1,%]
j=1
wEX*,w[Ij]=uj

ol |w| = Jugug -+ uy| =n et 1y I, € G,,.
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Définition 24. Soient a,b € X et w,u,v € X*. Le produit de q—shuffle est défini récur-
swement par

1X*|_qu = U}Lqulx*:’LU; (415)
aull,bv = a(ui, bv) + gl@b(au L, v). '
Proposition 9. Soient uy,us € X* des mots de longueur |u;| = |I;| = nj, j € [1,2].
Alors
LLJq2(U1, UQ) = Uy Wy Ug. (416)

Exemple 23. Soit X = {a,b,c,d}.
(1) Pour u; = ab et uy = cd, on a :
L% (g, ug) = uy W, ug = abed + qachd + ¢*acdb + ¢*cabd + ¢*cadb + q*cdab.

(17) Pour u; = aab et uy = ab, on a :
LWy (ur, ug) = uy Wy ug = (14 ¢* + ¢°)aabab + (q + 2¢* + 2¢° + ¢*)aaabb + ¢®abaab.

. 2 . |
Remarque 9. Avec la notation précédente, la somme contient - mots.
[

Cette opération (Lu,) interpole entre le produit de concaténation (pour ¢ = 0) et le
produit de shuffle (pour ¢ = 1).

Proposition 10. Si |X| > 2, alors le produit de q—shuffle (L1,) est commutatif si et
seulement si q = 1.

Preuve : Soit a,be X. On a :
aly,b—bw,a=(1-gq)(ab— ba).

O

Proposition 11. Le produit de q—shuffle (L1,) est associatif.

Preuve : On fait une démonstration par récurrence sur la somme des longueurs | u |,
|v]et|w]:
(1) 1x# W, u =wull, 1yx = u par définition.
(1) Supposons que pour tous u, v et w de X* tels que | u | + | v | + | w [< n, on ait
(g v) Wy w = u Wy (v, w).
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(i77) Soient u,v,w e X* tels que |u |+ | v |+ |w|=n—1 et solent a,b,ce X. On a
(au L, bu) W, cw =a(u L, bv) W, cw + ¢%b(au 1, v) W, cw
= a((u W, bv) W, cw) + ¢ e(a(u w, bv) w, w)
+ ¢ b ((au L, v) Wy, cw) + @ le(b(au 1w, v) W, w)
= a(u Wy, (bv Wy, cw)) + ¢ *le(a(u w, bv) W, w)
+ ¢ b(au 1w, (v, cw)) + P e(b(au 1w, v) W, w)
= a(u Wy b(v Wy cw)) + ¢*la(u wy, c(bv L, w)) + ¢* P e(a(u i, bo) W, w)
+ ¢ b(au 1, (v, cw)) + 2 e(b(au L, v) W, w)
= a(u 1w, b(v Ly, cw)) + ¢"la(u i, c(bv 1w, w)) + ¢*blau 1, (v, cw))
+ g le((qu Ly, bu) L, w)
= a(u W, b(v Wy, cw)) + ¢™b(au W, (v, cw)) + ¢*la(u w, c(bv W, w))
+ gl e (g Ly, (bo L, w))
= au W, (bv Wy, cw).
(4.17)

O

A partir des propositions 9 page 67 et 11 page 67, nous pouvons écrire le corollaire suivant :

Corollaire 1. Soient uy, ug, -+ ,u, € X* des mots de longueur |u;| = |I;| = n;, j € [1,p].
Alors
LgP (uq, ug, - -+ up) = Uy Ly Ug Ly - - - L, Uy (4.18)

Le produit de ¢—shuffle peut étre considéré comme une application bilinéaire sur
N[¢[{(X) (, : X* x X* — N[¢](X)). Grace a la propriété universelle du produit tenso-
riel, on peut I'écrire comme LU, : N[¢](X) ® N[¢|{X) — N[¢](X).

Corollaire 2. (Q(X), 1, Lx+) est une algébre non commutative (si ¢ # 1 et | X| > 2) et
associative avec unité.

4.2.2 Définition et propriétés du coproduit de L,

Soit Ay, le coproduit dual du produit de g—shuffle (LJ,). Nous allons donner une
description combinatoire de A, .
Proposition 12. Soit w e X* . Alors
Ap,(w)y = > ™[I @uw[J], (4.19)
I+J=]1, 0[]

ou w|I] et w[J| sont les sous-mots de w e X* correspondant aux places données par I et

J.
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Comme dans (4.19) page 68, posons : Agrps(w) = Z "™ D[ @ wlJ] ot
I+ J=[1,wl]
w € X*. Pour montrer que les deux coproduits sont égaux, on va montrer que leurs

produits associés sont égaux.

Lemme 6. Soit xprg la loi duale de Args.
Alors

lx« *pusw = w*pys lxx = w, (4.20)
au *RHS bv = CL(U *RHS bU) + q"“"b(au *RHS U). '

ot a,be X et w,u,ve X*.

Preuve : Soient a,b e X et u,v e X*. Nous pouvons écrire que :

W *RHS 1X* = Z <’UJ *RHS 1X* | u> u
ueX*

— Z <w®1x* ‘ ARHS(“» u

ueX *

=Y U @uld] | we Lys) u

uEX* T4J=[1,[u[]

=YY UG @] | we ke u

ue X* I+ J=[1,|ul]

=3 DI [ wyulJ] | 1xs) u

ueX* I+J=[1,|ul]

= > D ¢ O[I] [ wylxs | 1xe) w

u=weX* I= [[1 \U\I

= w.

De méme 1xs xpygg w = w
et
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au *gps bv = Z {au *pys bv | w) w
weX *

= Z lau®@bv | Agps(w)) w

weX*

= Z { Z qln’U(I.J)w[[] Qu[J] | au® bv) w

weX* T+ J=[1,|wl|]
= Z Z gD [I @ w[J] | au® bvd w

weX* I+J=[1,|w|]
lel

+ > > NN @wl]] | au@buy w

weX* I+J=[1,Jw[]
1eJ

= > > D[] | au)wlJ] | bu) w

weX* I+J=[1,|w|]
lerl

+ 3N UG | auywlT] | o) w

weX* I+J=[1,|w[]
1eJ

= > > DI [ uwl ] | by aw’

weX* I+J=[1,|wl|]
lel

+ Z Z q\aU\qlnv(I.J’)<w[I] | au><w[J'] | U> b’

w'eX* I+J=[1,|w|]
leJ

=aq Z Z qlnv(l’,J)<wl[Il] ®w[J] | u® b?)> w'

w'eX* I+J=[1,|w|]
lel

+b Z Z q\au\qlnv(I.J’)<w[I] ® U}[JI] | CL’LL®U> W'

w'eX* I+J=[1,|wl|]
leJ

=a Z Z ¢TI @wlT] | u® bv) w'

w'eX* I+J=[1,|w|]

+ q\aU\b Z Z qlnv(I.J’)<w[I] ® w[J'] | au®v> W'

weX* I+J=[1,|wl|]

= a(u *grs bv) + Q‘au‘b(au *RHS V)

oul'=1—{l}etJ =J—{1}.

Lemme 7. Soient Ay et Ay deux lois et leurs lois duales respectives %1 et *o.
Si %1 = %o, alors nous avons : A1 = As.
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Preuve : Supposons x; = x5 et montrons que A; = Ay. Soit w € X™*, nous avons

Aq(w) = Z Aj(w) [ u®v)y u®uv

= Z (wu* vy u®u

u,veX *

= Z (w | u*rev) u®v

u,vEX *

= Z Ag(w) [ u®v) u®
= Ay (w).
(4.21)

m}
Nous pouvons maintenant donner une preuve de la proposition 12 page 68.
Preuve de la Proposition 12 page 68 : Grace au lemme 6 page 69 on montre que
*ris = LU, et grace au lemme 7 page 70 on a Agps = Ay,
[m]
On applique la définition & 1x=«, a et ab :
Soient w,u,v € X*, nous avons : (A, (w) |u®v) = (w | ullgv) et
Ay, (w) = Z (w | u Wy vyu®v.
u,veX *

Exemple 24. On a:
(1) A, (1xx) = 1xs @ Ly=.
(ZZ) Amq(a) =a® 1)(* + 1)(* R a.
(i11) Ay, (ab) = ab@ 1x+ + 1x+ @ab+a®b+ gb@a.

Voici 'expression combinatoire des itérés du coproduit du produit de g—shuffle : selon
les conventions générales, appliquées & un coproduit quelconque on définit

A =1d; AP = (A Id®F) o AW, (4.22)
Nous pouvons écrire la proposition suivante :

Proposition 13. Soient we X* et pe Noo, on a :

A(ﬁqfl)(w)z Z <w|u1 '—'—'qu2|—Uq"'LUqup>u1®---®up

wUL, U2, Up€X*

=Y OB )@ w[h)® - © (wI)
H—J I; = [1,n]
]:wleX*,w[Ij]:u]-

(4.23)
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avec |u;| = |I;| = ny;, 7€ [1,p] et n = |w| = Jugus - - - uyl.
Preuve : Soit uy, us, -+ ,u, € X*, on a:
Uy LWy Ug Ly -+ - Ly wy = Z gt Io)y,
L—T—J I, = [1,n]
j=1

uEX*,u[I]-]:uj

Alors

Z (w | ug Wy ug Wy -+ - Wy up)ty @ -+ - @ uy

wL,u2, - up€X*

ST Wl Y e Punee,

ug,ug, e up€XH P

H_J Ij = [[Ln]]

Jj=1
ueX*,u[Ij]:uj

_ Z 2 qlnv(ll.--~.lp)<w ‘ U>U1 R ® u, -

ul,u2, upeX* P

L = [1,n]

Jj=1
ueX ¥ ,u[Ij]='u,j

Les sommes ci-dessus sont des sommes finies, ce qui explique que 1'on puisse échanger
'ordre de sommation. Si tous les I; sont fixés alors (w | u) # 0 implique u; = w[I;] pour
tout j € [1, p[.

Z w | ug Wy ug Wy -+ Wy up)ty @ -+ @ uy

wL,u2, - up€X*

= Y O L) @ (wh]) @ @ (w]],])
H_J [j = [[Lnﬂ

Jj=1
weX ¥ ,w[Ij]:u]-
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Corollaire 3. Soient we X* et pe Nog. Pourq=1, on a :

APD () = Z (w | u Wug W -+ - Wupuy @ -+ - @ uy

w,u2, - upeX*

_ D (w[h]) ® (w[l]) ® - - @ (w[1,])
L—I_—J I; =[1,n]

1
* =u .
weX ,w[]ﬂ—uj

J

(4.24)

avee [u;| = |L| = nj, j € [L,p] et n = [w] = [uguz - u,).

Exemple 25. Pour p = 2, nous avons :
Ay, (abb) = abb® 1x+ + 1x+ @ abb + (¢ + ¢*)b @ ab + (1 + q)ab® b+ a ® bb + ¢*bb @ a.

On voit bien que dans cet exemple que le coefficient de u®v dans A, (w) est égal au
coefficient de w = abb dans u L, v.

Proposition 14. (Q[¢](X), Ay, e) est une co-algébre associative avec unité (co-AAU)
et e(P) = (P | 1xx).

Preuve : Coassociativité de A :
Montrons que (A, ® Id) o Ay, = (Id® Ay,) 0 Ay,- Soit w € X*, nous avons

(A, ® Id) o Ay, (w) = Z (A, @ Id){w | v g v)u @

u,vEX *

- Z (w [ w g v)Ay, (u) @u

u,vEX *

= Z (w | wiyv) Z (u | ug Wy ug)uy @ ug @ v

u,vEX * uy,u2€ X *

= Z (w | uy Wy ug Wy v)ug @ us @ v.
u1,u2,vEX*

(4.25)

De méme

(Id®@Ay,) o Ay, (w) = Z (w | w Wy vy Wy vo)u @ v1 @ vs.

u,v1,v2€ X *

C’est donc la méme chose, aux indices muets de sommation prés.
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Counité de Ay,. On a: e: Q[¢[<X) — Q[q].
Montrons que (/d®e) o Ay, = (e® Id) o Ay,. Soit w € X*, nous avons

(Id®e)o Ay, (w) = > (Id@e)w | ul, vyu®uv

u,vEX *

= 2 (w | uwy vyu® e(v).

u,veEX *

(4.26)

Posons

OSiU?élx*
1siv=1xx

e(v)=<a|uLuqv>={

ainsi e(P) = (P | 1x»).
Donc les termes de la somme sont nuls si v # 1xx.

(Id®e) o Ay, (w) =<{w | w)w®lg = w® lk.

[m}

En effet c’est le dual (graduée pour le multidegré) de l'algebre (AAU) (Q[q](X), Wy, Lxx)
comme il résulte de [Dtpl0].

4.2.3 Relation entre L et L,

Rappelons que le produit de g—shuffle (L1,) est une interpolation entre le produit de
concaténation (pour ¢ = 0) et le produit de shuffle L (pour ¢ = 1). Le but de cette partie
est de mettre en évidence des liens existants entre le LU et LLi,.

Dans tout le document, nous dirons qu’un mot w est un shuffle de u et de v si w € w v
(c’est-a-dire w € supp(u LW v)). Par exemple, on a :

ab LW ab = 2abab + 4aabb.

(1) abab € abluab : on dira que abab est un shuffle de ab et de ab (ou abab € supp(abluiab)).
(i1) aabb € abluab : on dira que aabb est un shuffle de ab et de ab (ou aabb € supp(abLuab)).

A partir des définitions 22 page 66 et 23 page 66, on peut écrire le lemme suivant :
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Lemme 8. Soit uy,ug, -+ ,u, € X* p N i
supp uj Wy ug L,  Wgw,  supp up Wug L Wy, ,
up Wgugly  Weu, v Ng v X
supp up Wy ug Ly W, up v X wWguglll, Wiu, v a, q 0
Supp uq LU ug LU LUy, u X Uy LU Uy LU W, u a, 1 0
o, q Ny oy q Z a;q¢’ a; N j 0,d
0jd
Qy q a, 1 0
1 1 0 Qy
X Qy q 0 o, q Z ajqj a; 0 aq O
03jd
o, 1 Z aj aqg 0
0j d
supp up Wg ug Ly g up u X wWgusl,  Wgu, u 0
X up Wup W Wu, u 0 supp wy Wug L L,
[m}
KX, K X
n N, G, KX,
W; 0 Wy avec w; X et i 1,n
w n W; jieme w
w wW1W2 W,
w o wW1W2 wy, O Wy 1 Wy 2 Wy n -
S, n
K&, KX,
v ajasaz U abab  ajasasay
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(i) Pour 0 = 213, on a : (v)o = (a10203)213 = A(1)0r(2)00(3) = A20103.

(i) Pour o = 3124, on a : (u)o = (abab)3124 = a,(1)Ar(2)00(3)00(a) = A3a10204 = aabb.
(17i) Pour a; = a3 =a et ap = ay = b, on a :

Z (abab)o = Z Ao (1)Ao(2) Ao (3) Qo (4)

oel2w34 o€l2wWw34
= Q1020304 + Q1030204 + A1A30402
+ azaiasay + azaiasae + a3a4a102
= abab + aabb + aabb
+ aabb + aabb + abab
= 2(ab)? + 4aabb.

Dans la suite, on utilise le support mais dans ce cas, on considére ’algébre du groupe
symétrique comme un sous-espace d’un espace de polyndémes sur des mots.

Définition 26. Soient m,k € N5;.
On définit le k—iéme shuffle décalé de [1...m] par

[1..m]™* = (1.m)w (m+ 1..2m) w (2m + 1..3m) w- - w ((k — 1)m + 1...km), (4.30)
ot supp([1...m]"*) € Sy

Exemple 27. [12]™2 = (12) 11 (34) = 120034 = 1234 + 1324 + 1342 + 3124 + 3142 + 3412
et supp([12]™2) = {1234, 1324, 1342, 3124, 3142, 3412} € &..

Lemme 9. Soient m, k € N>q. Alors

[Lm]®™ = > n+ > mn (4.31)

T16(Sk)m To€[1---m]Lk
T2¢(Sk)m
ol 71, Ty € G
Preuve : Soient uy, us, -+ ,u € X1 de longueurs respectives ny, ng, -+, ng

N !
et n = ny 4+ ng + --- + ng. Le polynome uy L ug LU --- LU up est la somme de m,”—nk,
mots de longueur n. Si ny = ny = --- = nyg, alors on a n = nik. On peut écrire que
] = (aF 2 k! et le cardinal de (&y),, est k!. On conclut en remarquant que

[1...m]* est sans multiplicités.

]

Lemme 10. Soient u, ve Xt . Alors

(1) ulv = 2 (uv)o.

o€ (L |ulJu(ful+1-[ul+[v])
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Im)(U)(

(1) uwl, v = Z q uv)o.

o€(L[ulJu(fu|+1-[u[+|v])
ou o € 6\“\+|U|'

Preuve : (i) Posons wv = ajas - Q| 4ol A partir des définitions 22 page 66 et 25
page 75, nous pouvons écrire que :

ulv = > (w)o = > Ao(1)0o(2) o (3) " * * Qo (lul+/v))-
(1 fu sl + 1] +[o]) (1 fuus(ful+1-+ [l +[o])

(4.32)
(it) Posons uv = aias - - Qjy|+|y|- A partir de la définition 25 page 75 et du lemme 8 page
75, nous pouvons écrire que :

ulllgy = > ¢ (uw)o = >, ¢ a5(1)A0(2)Ao(3) *** o (ful+ -
oe(1eu))w(|ul+1-|u|+|v]) o€(LeJul)u(ful+1-|ul+]v])

(4.33)

O
Exemple 28. u = ab, v = ab et uwv = abab = ajasazay (avec a; = az = a et as = a4 = b).

ulll,u = abll, ab

= Z 0" @100 (2) 0 (3) G0 (a)
oe(12)L(34)
:qInv(1234)

+ qlnv(3124)
= abab + qaabb + ¢*aabb

+ ¢*aabb + ¢>aabb + ¢*abab
= (1 + ¢*)(ab)* + (g + 2¢* + ¢*)aabb.

Inv(1324) Inv(1342)

1030204 + q
Inv(3412)

1020304 + ¢ a1a3a402

Inv(3142)

aza1a2a4 + q aza1a4as + q a3a4a1 a2

(4.34)

Remarque 10. Soient o € N&X) et X = a$'aS?---a% avec a; < ag < ---a, € X et

n,aq, g, -+, a, € Noi. Alors
M(X®) = supp(a Way? w---Wwap™). (4.35)

Exemple 29. Soit X* = a?b? avec X = {a < b} et a = (2,2). Nous avons :
a® W b? = a?b? + abab + ab*a + ba®b + baba + b*a? .

supp(a® W b*) = {a®b?, abab, ab®a, ba?b, baba, b*a*} et

M (a®b?) = {a?V?, abab, ab*a, ba®b, baba, b*a?}.
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4.3 Construction récursive des Sl(UQ), we X*
Considérons un parameétre formel q.

Résumé : Dans cette partie, nous présentons une triangularisation des éléments (¥
(£e Lyn(X) et k € N5p) et une construction récursive de la famille (Sl(uq))wex*. La famille

(Sq(uq))wex* est définie par la méme relation de récurrence que la famille (S, )yex* que nous
avons considéré plus haut (3.34) page 47 .

4.3.1 Triangularisation des éléments (** ( (€ Lyn(X) et k € N5;)

Le théoréme suivant montre que les éléments (<% sont triangulaire par rapport a
I'ordre lexicographique :

Théoréme 9. Soient a € N, ke Noy, L e Lyn(X) et £F e X, Alors

gmqk = [k]q\é\ka + Z Bu(Q)Uﬂ (436)

u<ek
ueX ™

ot B,(q) = (¢4 | uy € N[q].

Pour la preuve de ce théoréme, nous allons écrire la proposition suivante due a C.
Reutenauer et G. Mélangon [Reu93, Mre89, Mela9l] :

Proposition 15. [Reu93, Mre89, Mela91] Soient o € N ke Noy, £ € Lyn(X) et
(* e X~ Posons ("% = (0)"F = -1 L. Alors
N

k fois
O =B+ Bu(Du, (4.37)
u<tk
ueXx

ot B,(1) = (4% | uy e N.
Lemme 11. Soient a €e N&) ke Noy, £ € Lyn(X) et (F e X, Alors

A D S (4 (4.38)

re[1---|e[] Tk
TE(SK)g

ou T E ka.
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Preuve : A partir de la définition 20 page 63, du lemme 10 page 76, théoréme 7 page
64 et aux équations (4.30) page 76 et (4.31) page 76, nous pouvons écrire que :

(L6 = (L.]e]) w (€] + 1..20]) W (21€] + 1..3[¢]) w -« w ((k — 1)]¢] + 1...k[¢]),

M= 3 (= Y (B Y (B)n

TE[1---|€[] Lk TlE(Gk)m To€[1--- ||| LK
m28(Sk)|g|

avec 71, Ty € Gy et 0YF = kIR 4 Z Bu(1)u.

u<tk
ueX

Sachant que le cardinal de (&) est k!, les seules permutations de [1...[¢|]* laissant
(% invariant sont celles de (&) (c’est-a-dire (¢¥)7 = £* pour 71 € (&) ).

O

Preuve du Théoréme 9 page 78 :

D’aprés la proposition 15 page 78, on a supp({"'*) < {u < % | u € X*}. Comme d’aprés
le lemme 8 page 75, supp({**) = supp(¢**), il suffit donc de calculer le coefficient de ¢*
dans le développement de (<%, D’aprés les lemmes 10 page 76 et 11 page 78, ce coefficient
est Z ¢, On conclut en utilisant le théoreme 7 page 64.

TE(Sk)g
O

Exemple 30. (i) Pour w = ({)*> = (ab)? = abab = ajasazay avec a; = az = a et
as = a4 = b, nous avons

(ab)** = > (abab)o

oe[12]m?

= Z o (1) (2) 0o (3) Ao (4)
oel2w34

= A1G20304 + A1A30204 + A10A30405
+ as3a1a9a4 + A3a1G409 + 3040102
= abab + aabb + aabb

+ aabb + aabb + abab

= 2!(ab)? + 4aabb.
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(ii) Pour w = (£)* = (ab)? = abab = ayasaza, avec a; = az = a et ay = a4 = b, nou avons

(ab)ts? = Z ¢ (abab)o

oe[12]m?

oel2w34

= D0 0™ a0(2)00(3) G

— 230 oy + g3

+ g g goa, + g 0B12)
= abab + qaabb + ¢>aabb

+ q*aabb + ¢>aabb + ¢*abab

= (1 +¢")(ab)* + (g + 2¢* + ¢°)aabb

= [2],2!(ab)® + (g + 2¢° + ¢*)aabb.

a1a3a2a4 + qlm(1342)ala3a4a2
aza1a4as + qlnv(3412)a3a4a1a2

(i17) Pour w = (¢)*

(aab)?® = aabaab = a,asazasasae avec a; = as = a4 = as = a et
az = ag = b, nous avons

(aab)™e* = Z ¢"™) (aabaab)o

oe[123]12

= Z 0" (1) Ay (2) Cer(3) T (4) U (5) A (6)
o€123L456
= [2]p!(aab)® + (¢® + 4" + ¢ + ¢ + ¢* + q)a’bab

+(q" 4+ 2¢° + 3¢° + 3¢* + 2¢° + ¢*)a*V?.
4.3.2 Construction récursive des Sq(l,q), we X"

La construction des éléments S&q), w € X* est I'un des objectifs principaux de cette
thése. Ils sont, en fait, définis par la méme relation de récurrence que les S,,, w € X*. Pour

cela rappelons la construction des S,,, w € X* (3.34) page 47 dans [Reu93, Mre89, Mela91]

aS, si w = au et w e Lyn(X) ;
~ Z' S1 w = 1> >l € yn( )
AR ]{;’Z’17i27--- ”ikENgl-
La famille (S

Jwex= est un g—analogue de la famille (S,,)yex*. Le théoréme suivant nous
donne une construction récursive des S&Q), we X*:
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Théoréme 10. Soit we X*. Alors

w si |w| = 1x» ;
asy si w=au et we Lyn(X) ;
(@) — . . i i
Sy (Sgl))qul L, - L, (Sé:))u_lqzk . AN
ol Tl st w=+3 b > >l € Lyn(X)
Mgl e Lk giegi2® ki1, 9, ik € Ny
(4.39)
Pour la preuve de ce théoréme, nous allons écrire la proposition suivante :
Proposition 16. Soient a € N&X) et @ = 5?@2 ‘- -Efj € XY avec V4 > ly > --- > [ €

Lyn(X), k, iy, 19, ,ix € Nsy. Alors

()Qw_ A2 e e, —U)-I- Z 5u(1)u

11'12' “ig!
u-<w
uex

ot (1) ={Qu [ u) e N .

(i) QY — Al ey ™ S g oy

] Jar2! 1] Jear?’ Tl o \2'

ot Bu(q) = Q¥ | uy e Q*(q) .

(iti) supp(Qu) = supp(QL).

Preuve : (i) A partir de la proposition 15 page 78 , nous pouvons écrire que : pour tous
(e Lyn(X), je Lkl ona: 657 =il(4)5 + Y e (1w avee ¢, (1) = 6" | v;).
vj<(ty)"
Les coefficients du support du polyn()me 070y "2 - L, sont des entiers naturels tous
divisibles par i1lip! - - - dz! et 0o - (¥ apparait dans ce polynome. De plus si u; ... u; #

w, uy < L7, uy, < OF et \ul\ = \K“| - |ug| = |6 alors uy - - -up < w. Donc, on a :
CU I G =yl L Y 0, (4.40)
u<w
ueX

De plus, en divisant (4.40) page 81 par i1lis! - --ix!, on obtient Q.
(17) A partir du théoréme 9 page 78 nous pouvons écrire que : pour tous ; € Lyn(X),
je[1,k] ona: % = [zj] 2 (05)5 + Z cv; (qQ)v; avee ¢,,(q) = <€;qu3 | v;) et

j
<)%
gLqul gu_lqlé gLUqZk gll gll/k Vi g | . | D l .
&G g £ 7 Hg v+ LHg £ | I KD = [Zl]q\‘m?-"'[Zk]qw?-- eplus st uy...ux # w,
uy < 07, o up < OF et ug| = |01, ... Jug| = |€F] alors uy - - - up < w. Donc, on a :
G g 5 g e g £ = ] e [kl e e - G+ Y Bulg)u. (4.41)

u<w
ue X
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De plus, en divisant (4.41) page 81 par [i1] 2! - [ik]qlek\Z!: on obtient Q7.
ou 0,(q) € Nlq].

(4ii) A partir du lemme 8 page 75 et le théoréme 9 page 78, nous pouvons écrire que
supp(£7 W 0572 W -+ W 67%) = supp (67 Wy 5% Wy -+ g £,F).
Par conséquent supp(Q.,) = supp(Qgg)) )

[m]
(q

Preuve du Théoréme 10 page 81 : La famille (S, o x q
Sw w X S
Sw w X
S w X

X a b M X aabb  abab abba  baab  baba
bbaa « 2,2

q 212,
S a’h;

S q Sabq2
abab 1 q4
1 D) 2 3
T o ab ,ab  abab qlq—4qa262 ;
q q
Sazga ab? q

¢ ¢ a’V® ab’a  qabab ;
bZ?b b qazb
ba*b  qabab  ¢* ¢* a’b*;
Stapa 0 qab ga
q5 2q4 q3 a’b? q2 2q3 abab ¢ q2 ba’b q q2 ab’a baba ;
S, % 8,7
1 ¢ "1 ¢
b2a?  ¢*a?v® ¢*ba’b  Pab’a  ¢Pabab  gbaba.

q
Sb2a2
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La matrice N = (<S£q) | V))uwexe recherchée est donc :

a’b? abab ab’a  ba*b  baba b*a?
s, = 1 0 0 0 0 0
Se = | L ! o0 0 0
Sig = qz + qi q 1 0 0 0 (4.43)
Spazp = 7 +q q 0 1 0 0
SO | P+2" +¢* @+2¢ q+¢ q+¢ 1 0
Sy = q* ¢’ ¢ ¢ g 1

4.3.3 Triangularité des éléments Sff), we X"

Nous avons vu dans les paragraphes précédents que le produit de g—shuffle (L) est
une interpolation entre le produit de shuffle (LU) (pour ¢ = 1) et le produit de concaténa-
tion (pour ¢ = 0).

La famille (S),ex+ est un g—analogue de la famille (Sy)pexs.

Corollaire 4. Soit we X*. Alors

Sy = SW. (4.44)

Lemme 12. Soient k € N5, et Tl(q), e ,Téq) des polynémes homogenes a coefficients dans
Nlq|. Alors

supp(T\” Wy -+ w, TV) = supp(T{) - w Y (4.45)

avee supp(T'?) = supp(TY) pour i € [1, k.
Preuve : Soit (11, ,T\”) e (N[g](X))*. En posant T, = Y (T{* | u;yu;, on

u€X *

calcule Tl(q) g -+ - LLg Tl@ par

k
Tl(q) g -+ LLg TIEQ) - Z (H<Ti@ | uz>) Uy g -+ - Lg U

Uy, up€X*  i=1

et Tl(l) L - - L T,gl) par

k
Tl(l)l_u---UJT,gl) = Z (H<Ti(1) |ui>)u1|_|_|---|_|_|uk.

up e U EX E =1

On conclut la preuve en utilisant le lemme 8 page 75 : supp(uy LU - - - LW uyg) = supp(uy L,

O
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Lemme 13. Soit we X*. Alors
supp(Sy) = supp(SL). (4.46)

Preuve : Soit w = (7' ... (}F avec {; > --- > {;, € Lyn(X) et k,iy,19, - i € Nxj.
1
Rappelons que : S, = 1(1,) et
1 i L% Llig Llig Llige
Q(l) _ g']-.u 1LIJ‘Z;UA2H'|.A“M£I€ k ot Q(q) _ ‘Zl q 1U“q£.2q QUJq"‘U-!qqu k
w i1liglevay! o [zl]qwl‘g![22]q|22|2!..-[zk]q‘ek‘Q! .

Nous avons pu démontrer dans le lemme 8 page 75 et dans la proposition 16 page 81 que
supp(+*) = supp(£*e*) pour £ € Lyn(X) et que supp(Qg)) = supp(Qq(g)) pour w € X*.
Or dans [Reu93, Mre89, Mela91], nous pouvons écrire que : Sg) =l + Z Bu,; (1)u;

’U,j<€j
pour j € [1,k]. Donc
(D By (D)™ W (G + ] Bu, (Dug)
s ui<fy — w<ly _ oW 4 D
k
Z (H<5§3)|ui>>ulLU---Luw

ul,---,ukeX* i=1

on QY = et . A partir du corollaire 4 page 83, nous

_ i1l g
pouvons ecrire que :

et D Bur(@yun) o gty (et D Bu (@)
S&q) _ uy <t wup <l _ 1(;]) + Q;()q) ot

; Tl 1
[Zl]q|21|2 ....[zk]qwk@.

Z (ﬁ<5’ég) | uz>>u1 g - - - g

ul,---,ukeX* =1
upuR Fw

on obtient Q17 =

) | 1 !
i1 ey 2 k] ey 2!

A partir du lemme 8 page 75, on a supp(uy LU - - L ug) = supp(uy LU, - -+ L, ug). Donc
supp(Q") = supp(Q?).

A partir du lemme 12 page 83, on a supp(Qq(j) + Q;,(,l)) = supp(Qgg) + QL(F)). Donc
supp(S) = supp(SiP).

m}

Proposition 17. Soit o € N Alors, la famille (S&Q))wexa est multihomogeéene et trian-
gulaire inférieure :

SW—w+ Y Bl avee Bi(g) = (S | vye Q*(g). (4.47)

v<w
VEX X
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Preuve : Un théoréme di a G.Mélangon et C.Reutenauer [Reu93, Mre89, Meladl]
prouve que la famille (Sl(ul))we xo est multihomogéne et triangulaire inférieure :
S =+ Z ap(Dv avee ay(1) = (S | v)eN

v<w
vEX

et le lemme 13 page 84 (supp(S,(Ul)) = supp(Sq(Uq))) nous assurent que la famille (Sq(uq))weXa
est multihomogéne et triangulaire inférieure.

O

Proposition 18. Soit o € N, Alors, la famille (S&q))wexa forme une base de Q(q){(X )y
(voir page /3).

Preuve : La famille (Sl(uq))wexa est multihomogéne et triangulaire inférieure.
Il est facile de voir que N = (<Sl(tq) | ))uvexe est inversible, nulpotente et finie par blocs.

[m]

4.4 Construction récursive des P\, we X

Considérons un parameétre formel q.

Résumé : La construction donnée dans les paragraphes précédents montre que la fa-
mille (Sl(,,q))wex* est multihomogéne et triangulaire inférieure, ce qui permet de considérer

la famille duale, que nous désignons par (P&,‘”)wex*. Ces deux familles sont duales 'une
de lautre : <S£q) | P§q)> = 0y pour tous u,v € X*. Par dualité, il est donc possible de
construire la famille (Pé;q))wex* qui est I'objectif principal de cette partie.

4.4.1 Construction des éléments Plf,q), we X"

Le processus de dualisation conserve les propriétés de multihomogénéité et échange les
caractéres "inférieur" et "supérieur". On peut alors construire les éléments qu,q), we X*
comme suit :

Pour chaque multidegré a € N(X)_ on construit la matrice N des coefficients des Sz(f),
w e X sur les mots :
Nyw =S890y, wwve X~ (4.48)

La matrice des coefficients des PZ(UQ), w € X% sur les mots, est donnée par :

M = (P | 6))yexe. (1.49)
Il est facile de voir que N est inversible en tant que matrice de changement de base.

u= Y SWwPW et u= > (PW | uySY, (4.50)

weX * weX *
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de maniére équivalente

(S| P9y =6,  Yuve X*. (4.51)
Les matrices N et M vérifient 'identité M = (*N) L.
La construction présentée dans le lemme 5 page 45 est en fait plus générale, comme le

montre ci-dessous.

Proposition 19. Soient o € N&) et M(X®) = {w; < wy-++ < W }mens, ['ensemble de

tous les mots multihomogénes de multidegré o = (o, g, + -+ , ) (Remarque 10 page 77 )
. Alors
Pé?lfj = Wm—j — Z <S | Wy, j>P(q avec je[0,m—1]. (4.52)
r=m—j+1

Preuve : Voir le lemme 5 page 45.

Exemple 32. Soient X = {a < b} et M(X®) = {aabb < abab < abba < baab < baba <
bbaa} 1'ensemble de tous les mots multihomogénes de multidegré a = (2,2).

b2a2 _ b? 2 :
PY = baba — ¢PY,
= baba — gb*a®
Pb(zz2)b = ba’2b (q + q Pb(gba QPI)(QqZQ

P, = at’a—(q+¢") Pif, — ¢°F 0,

ab?a b2a?

)

= ba*b — (q + ¢*)baba + ¢*b*a* ;
?)
) 362 2,

= ab*a — (q + ¢*)baba + q
chgt)zb = abab — Pégg Pb(agb (92 + 2q3)P§33a - C]3Pb(§(22 (4.53)
= abab — gab*a — gba*b + ¢*baba :
2
@ _ o0 4@ +2¢+1)
Py = a’b® — Tpagab
—(*+ )P, — (¢ + )P, — (¢ + 20" + )P, — ¢* P,

+2¢+1 g1
ngfq(q q4 )ababfq(q ¢ —q-1)
1+gq 1+ ¢
P+ g "(¢° +2¢ +1)

1
Jpa2y 4+ L4
1+ ¢ 1+q

ab’a

=a

baba — ¢°b*a’.
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La matrice recherchée M = (*N)~! = (<P£q) | V))uvexe est donnée par

a’b? abab ab’a ba*b baba b*a?
pla _ 1 —a(@®+2q+1)  —¢*(¢*+¢’~¢=1) —’(¢*+¢®—q=1) ¢"(¢®+29+1) _ 6
a2b? 14g¢* 1+q¢* 1+q¢* T+¢* q
o
PhL =1 0 0 1 0 —q—q¢* 7
(z%a 9 3 (454)
Poo=1 0 0 0 1 —q—q q
P9 =1 0 0 0 0 1 —q
P, =\ 0 0 0 0 0 1

4.4.2 Caractérisation des éléments P&j”, we X*

Nous avons vu dans les paragraphes précédents que le produit de g—shuffle (L1,) est une
interpolation entre le produit de shuffle (L) (pour ¢ = 1) et le produit de concaténation
(pour g = 0).
Les éléments Pé,q

)

, w € X™ sont caractérisés par :

Proposition 20. Soit a € N, Alors, la famille (P»[E)q))wexa est multihomogene et trian-
gulaire supérieure :

P =w+ Y Bulg)v avee B(q) = (PP | v) € Qlg). (4.55)

w<v
veEX ™

Preuve : Le processus de dualisation conserve les propriétés de multihomogénéité et
échange les caractéres "supérieur" et "inférieur". Par conséquent, la base duale d’une base
triangulaire inférieure est triangulaire supérieure (voir lemme 4 page 45).

De plus, le mot w € X est le plus petit mot par rapport a I'ordre lexicographique tel que
(P | v) #0, Yo e X w = min(supp(P)).

O
Proposition 21. Soit o € N, Alors
les polynomes (qufﬁ)wexa forment une base de Q(q){X ) (lire page /3).

Preuve : Il est facile de voir que la matrice M est inversible (proposition 20 page 87).
Le processus de dualisation conserve les propriétés de multihomogénéité et échange les
caractéres "supérieur" et "inférieur". Par conséquent, la base duale d’une base triangulaire
inférieure est une base triangulaire supérieure (voir lemme 4 page 45).

O
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Proposition 22. Soit we X*. Alors

-

[Pe(ll), PZ(;)] si w=1~0€e Lyn(XNX et ({1,0s) =0c(¥) ;
PY —p, = i i 4.56
(Dyir Dyie ool 2
(Pp) (B ) si w=<4 bl >->/l € Lyn(X)
L k,il,ig,"' ,Z'kENgl.

Définition 27. Soient ¢ € Lyn(X) et o({) sa factorisation standard.
On définit le g—crochet de ¢ par

4 Si ) <1

00 g 56 o0 = (0,69 e 1 1 £y (4.57)

Conjecture 1. (Test numérique) Soit ¢ € Lyn(X). Si supp(PK(q)) = supp(Pé(l)), alors
P =[], (4.58)

Jusqu’a Uordre 11 (c’est-a-dire pour tous les mots de Lyndon de longueur inférieure ou
égale a 11).

Exemple 33. (i) P\ = [ab], = [a,b], = ab— gba.
(ii) P = [abb], = [[a,blq, bl = abb — (q + ¢2)bab + ¢bba.

) Pbbb [bbbc], = [, [b, [b, clq]g2]ys = bbbe—(q+q* + ) bbb+ (¢ + ¢* + ¢°) bebb — ¢Ocbbb.
Proposition 23. Soient i,j € N et X = {a < b}. Alors

P(Q)

a’bal

= [a'b],a’. (4.59)
(9)

Preuve : Montrons que P, |
a:

= [a'b],a’ par récurrence sur i. En effet, nous pouvons

J .
h I :
calculer explicitement les S(lba] = Si?bLu a” S(q W,al = Z qh%a”hbaj_h.
[h]4!]4],!
On en déduit que

i—1 .
i— % ] i— [l] '
a,baj = a'ba’ — Z(q hS(hbazﬂ Lla ba%PéZlaHj,h =a bay—Z q h—[@' — h]q'[h] 'Pégiamfh.
qg-11q

Si on suppose comme hypothése de récurrence que P(hi » = [a"b],a* pour h < i, on en

déduit que

i1 1
P(f) = (aib— N g (]! [a"b],a" M)al .
oo 2
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i—1 .
' i ih []4! hpl qi—h _ [
Il ne reste plus qu’a prouver que a’b hz:]oq = A, [, [a"b],a" " = [a'b],.
On vérifie que [ab], = ab — qba,
[a*b], = a®b — ¢*ba® — (1 + q)[ab],a,
[a®b], = a®b — ¢*ba® — ¢*(1 + q + ¢*)[ab],a® — q(1 + q + ¢*)[a?D],a.

k—1
kl,!
Si on suppose comme hypotheése de récurrence que [akb]q = akb—z qk_h [ ]q' ' [ahb]qak*h
20 T nm,

pour k < 1, on en déduit que
i . i1 .
ip i—h [i],! h1] i—h _ i—h [i],! h11 i—h i
@b= 20 e e = 2 e e el

O

k
Exemple 34. SZEZL = b, a = Z ¢alba® .
i=0
k-1

Siglk,l = ab, a" ! = aba*"! + Z ¢(1+qg+--+¢)a b
i—1

Donc Pb( ,2 = ba*

Pigik_l = aba*~! — qba* = [ab],a

Piggak,Q = a%baF—2 — QPbg,Z q(1 + q)Pébgle L = a?bab=? — ¢*ba® — q(1 + q)[ab],a"t =

[GQb]qak72

1

Définition 28. Soit w e X*. Alors, nous définissons le polynome P{U(Q) par :

pY si w = (e Lyn(X) ;
i1 i
pia) _ | | 0. 4.60
v (POY (PO si w={ £ > >l € Lyn(X) 00
k7i17i27 o 7ik € N;l-

Nous remarquons que le polynome Pi? est le produit des Pe(q), (e Ln(X).

Proposition 24. Soit o € N . Alors, la famille (P{U(q))wexa est multihomogeéene et
triangulaire supérieure :

PO —w+ Y Bulah avee Bolg) = (PP | vye Qg). (4.61)

w<v
veX ™

Preuve Le mot w € X est le plus petit mot par rapport a l'ordre lexicographique
tel que <P | vy # 0, Vvoe X : w=min(supp(Py (q)))_

O
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Proposition 25. Soit « € N, Alors,
les polynémes Pfu(q), w € X* forment une base de Q(q){X)s (voir page 43).

Preuve : Les mots de multidegré o sont combinaisons linéaires de polyndémes homo-
génes de multidegré o associés aux mots de Lyndon. Ainsi, les polynémes associés aux
mots de Lyndon et les mots de multidegré o engendrent le méme sous-espace Q(q){(X ), ,
soit celui formé par des polynomes homogénes de multidegré «, qu’on note (Q(¢){(X))q4 -
On peut mettre les mots de multidegré « en bijection avec les polynomes homogénes de
multidegré a. Les polynomes homogenes de multidegré o associés aux mots de Lyndon
sont au méme nombre que les mots de multidegré «. Or, les mots de multidegré « forment
une base de Q(q){(X ), ; par conséquent, il en est de méme pour les polynoémes homogénes
de multidegré « associés aux mots de Lyndon .

[m}

Exemple 35. Soient X = {a < b}, X = a®V? et M(X®) = {aabb < abab < abba < baab <
baba < bbaa} I'ensemble de tous les mots multihomogénes de multidegré o = (2, 2).

a’b? abab aba ba’b baba b%a?
P’(q) _ 1 —q(®+29+1) —F(*+¥—q-1) —3(¢*+P—q=1) " (P+2¢+1) 6
a2b? 1+q¢* 1+g¢* 1+q* 1+¢* q
P 0 1 q q q° 0
Pab%a 0 0 1 0 q* 3
B2, 0 0 0 1 ¢ ¢ ¢
Pba%a 0 0 0 0 1 q
Pb;(iQ 0 0 0 0 0 1

4.4.3 Nouveau théoréme ¢—analogue de Radford

w X
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Exemple 36. Elle se fait par la construction d’un systéme d’équations "triangulaire".
Soient a € N et M(X®) = {w; < wa < w3 < -+ < W }mens, V'ensemble de tous les
mots multihomogénes de multidegré a.

Soit la factorisation en produit décroissant de mots de Lyndon de w = ¢ - -62’“ €

gy

Lgio Llg1
M (X*). Alors on peut écrire que : O Wby TPy bTE Z 0.(q)u

[i1] S ‘2 [k o ‘2'

u<w
ueX ™

ou 0,(q) € Q*(q).

. . Z‘Z”u_lz‘mu_l u_lz‘”C
ela implique que : w = 4 — E
C p q q w= [11] |Z ‘2 [lk M ‘2' 9
u-<<w
ue X«

Soit X = {a < b}. On va se contenter de montrer comment marche 1’algorithme sur tous
les mots comportant 2 occurences de la lettre a € X et 2 occurences de la lettre b e X. Il
v a donc six mots a considérer : M (a?b?) = {aabb < abab < abba < baab < baba < bbaa}.
On va les examiner par ordre lexicographique.

1) aabb € Lyn(X). Il n’y a rien a faire.
2) abab = ab.ab (factorisation de Lyndon). On calcule :
ab i, ab =(1 + ¢*)abab + (q + 2¢* + ¢*)aabb.

On en déduit

bl ab—(q+2q%+¢3)aabb
abab = £~ (‘Lq‘i q")aabb,

Or ab et aabb sont des mots de Lyndon, donc c’est fini.
3) abba = abb.a (factorisation de Lyndon). On calcule :
abb LU, a = ¢*aabb + gabab + q*aabb + abba.
On en déduit
abba = abb U, a — (¢* + ¢*)aabb — qabab.

Or a, abb et aabb sont des mots de Lyndon et I'on a déja calculé abab comme combinaisons
linéaires de produits de ¢—shuffle de mots de Lyndon, donc c’est fini.

4) baab = b.aab (factorisation de Lyndon). On calcule :
b L, aab = baab + gabab + (¢* + ¢*)aabb.

On en déduit
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baab = b1, aab — qabab — (¢* + ¢*)aabb.

Or b, aab et aabb sont des mots de Lyndon et I'on a déja calculé abab comme combinaisons
linéaires de produits de ¢—shuffle de mots de Lyndon, donc c’est fini.

5) baba = b.ab.a (factorisation de Lyndon). On calcule :

bW abw, a = baba + (q + ¢*)baab + (¢* + 2¢*)abab + (¢* + 2¢* + ¢°)aabb + (q + ¢*)abba.
On en déduit

baba = b1, ab i, a — (q + ¢*)baab — (¢* + 2¢*)abab — (¢* + 2¢* + ¢°)aabb — (q + ¢*)abba.

Or a, b, ab et aabb sont des mots de Lyndon et ’on a déja calculé abba, baab et abab comme
combinaisons linéaires de produits de g—shuffle de mots de Lyndon, donc c¢’est fini.

6) bbaa = b.b.a.a (factorisation de Lyndon). On calcule :
b, b, all, a= (14 2q+ ¢*)[bbaa + gbaba + ¢*baab + g*aabb + ¢*abab + ¢*abbal.
On en déduit
bbaa = % — gbaba — ¢*baab — ¢*aabb — ¢>abab — ¢*abba.

Or a, b et aabb sont des mots de Lyndon et 1'on a déja calculé baba, abba, baab et abba
comme combinaisons linéaires de produits de g—shuffle de mots de Lyndon, donc c’est
fini.

A partir de ce théoréme, on peut écrire le corollaire suivant :

Corollaire 5. (i) (Q(X), W, 1x«) ~ Q[Lyn(X)] (isomorphisme d’algébre).

(i) (Q(g)(X), g, Ixx) =2 Q(q)[Lyn(X)].
ot (~3) est un isomorphisme d’espace vectoriel car on a en général Lyn(X)™ ®Lyn(X)eP =
Lyn(X)Haotb

Exemple 37.

1
babab + 2ab*ab + 2abab? :iab L ab b —2a*b* b e Q[Lyn(X)]
= abab LW b e Q[Lyn(X)].

4 3 2 2 4 572 6717 10_,9_ .8 5 142 4 672 7_ . 11_ .3 4 42 2+ 37172 4_ .8
°+2¢°+q q1+;14 104" =¢" ;bbb LE3L LT q;;q(fJL T P N N (g+2q 1q+q4 9" —q )baabb

+(¢* + ¢?)abbab + q*babab = ﬁab LWy abl, b — (14 ¢*)a?b? i, b e Q(q)[Lyn(X)].



Chapitre 5
P(Q)

w

Etude de la multiplicativité des
we X"

Résumé : Le but de ce chapitre est d’étudier la multiplicativité des familles obte-
nues par dualité. Ce chapitre comporte deux volets principaux : Dans un premier volet,
nous redonnons une construction d’une paire de bases en dualité dans le cas du g—shuffle
décroissants de mots de Lyndon et dans le second volet, nous donnons une autre construc-
tion de paire de bases en dualité. Nous nous proposons donc d’étudier les conditions que
doit satisfaire la base dont nous partons de sorte que la base duale permette I’écriture des
factorisations.

Les principaux résultats de ce chapitre sont :

1. la Note 1 page 101 (Test numeérique) caractérise la multiplicativité de la famille
(R§3>)wex* afin d’écrire des factorisations de Dx (Note 2 page 106, Note 3 page 106)
et Dg?) (Corollaire 7 page 108 ).

2. la Conjecture 2 page 102 (Test numérique) caractérise la multiplicativité de la famille
(P&q))wex* afin d’écrire des factorisations de Dx (Note 2 page 106, Note 3 page 106)
et Dg?) (Corollaire 7 page 108 ).

5.1 Introduction

Soient K une Q-algébre et G une K-algebre de Lie admettant une base linéaire ordon-
née [(P,,)ier; (I, <)| (donc, G est libre en tant que K-module).

Nous rappelons que, les éléments P, o € N sont obtenus par 'application du pro-
cédé de Poincaré-Birkhoff-Witt ! (théoréme 5 page 39 ) et les P,, o € NU) sont obtenus

1. obtenus par un procédé décroissant
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par dualité (en particulier P, = P, et P, = P;ie I).

Par conséquent, nous pouvons écrire le théoréme suivant :

Théoréme 13. [Mat12] Soient K une Q-algébre et G une K-algébre de Lie admettant
une base linéaire ordonnée [(P;)er; (I,<)] (donc, G est libre en tant que K-module).

a) Soit
H p (5.1)

iesupp(a

la base de Poincaré-Birkhoff-Witt associée et (SB)BeNU) la famille duale. Ces formes li-
néaires coordonnées sont définies par

(Yo, 5 € ND)((Sp | Pa) = dag). (5-2)

Alors : i) (B!Sg)genn est multiplicative pour la convolution c’est-a-dire
alSy x B1S5 = (o + 5)1S0+5- (5.3)

ii) Les monomes de Poincaré-Birkhoff-Witt de longueur = 2 sont dans les noyaux com-
muns des Se, (condition (5.4) page 9/).

b) Réciproquement soit (Py)aenty une base de U(G) indexée par un multiindice (& priori
pas nécessairement une base de Poincaré-Birkhoff-Witt) et (Sg)gen la famille duale (5.2)
page 94. On suppose que (B!Sp)genn soit multiplicative. Alors :

i) Les (P.,)ier forment une base de G.

ii) Une ordre total (I,<) étant donné, alors (P,).enty est la base de Poincaré-Birkhoff-
Witt associée a (Pe,)ier si et seulement si les (Py)|ajz2 sont dans les noyauz communs des
Se, c’est-a-dire

(V8 e ND)(Vie I)(|8| = 2= (S., | Ps) = 0). (5.4)

Preuve :
a) i) La multiplicativité provient de ce que, les P., étant primitifs, on a

/
> R 'Pﬁ®P (5.5)
B+vy=«a
d’ont (voir (5.12) page 96)

|
SaxSp= Y (Sax S| PNS, = <Sa®55|A<P4>>Sv:—(aaz+ﬁf)'

~eN() ~eN()

Sa+ﬁ (5'6)

et la formule (5.3) page 94 résulte directement de (5.5) page 94. Remarquons au passage
que Sy = € car aucun (P!),+0 n’a de terme constant.
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a) ii) Immédiat puisque (S, | Pj) = dc,s est donc nul pour |3| =+ 1.
b) i) On a

AP) = D (AP |8.®8s)Pa®Ps = Y (Pe | So*S5)Pa® Py
a,BeNU) a,BeN()
(a+pB)! (a+pB)!
O{'B' Z <P€z | Sa+5>P ®Pﬁ '5' Z <P€z | Sa+B>P ®P5
a,BeN) a+pB=e;
= PR+ FQFP, =P, Q1+1QPF,,. (5.7)

Soit maintenant g € G, on a g = Z (Sa | g)P,. Remarquons tout de suite que pour

aeN)
la| + 1, on a (S, | g» = 0. En effet, si « = 0, (Sy | g) = €(g) = 0 et, si |a] = 2, on peut

écrire a = a1 + ap avec oy + 0 alors

041'042

<Sa | g> = <Sal+a2 | g> = m

<Soz1* as | g> >‘<Sa1®Sa2 | g®1+1®g> =0 (5 8)

Ceci montre que

g=">.5, | 9P (5.9)

i€l
et termine la preuve de b) i).
b) ii) Posons, pour tout 3 e N
N
Py= ] P2 (5.10)
i€supp ()

(Ps)genen est la base de Poincaré-Birkhoff-Witt associée & (P, )ier revient a dire Py = Py
pour tout 3 € N, Dans le cas ot la base est Poincaré-Birkhoff-Witt, le critére (5.4) page
94 est évidemment vérifié.

Supposons maintenant que les familles (Sa; Ps), genen vérifient le critére (5.4) page 94 (la
famille (a!S,).enen étant toujours supposée multiplicative).

Pour a, 5 € N calculons

ol
<Sa ‘ P,8> = ‘ ‘|< i€supp( S;al A‘a‘il(Pé)> (511)

al o
Pé> = ‘|<®iesupp(a)5§? '

laf!
Il y a trois cas

. la| > |B] tous les tenseurs apparaissant dans A“”*l(P’) contiennent une constante
dans leur écriture donc, comme {S,, | 1) = 0 pour tout 4, le résultat est nul.

2. |a| < || tous les tenseurs apparaissant dans Al*=!(P%) contiennent dans leur écri-
ture un produit P P;,7 > j donc, en vertu du critére (5.4) page 94, le résultat est
nul.
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. |a] = |B] en analysant les permutations des facteurs qui donnent une contribution
non nulle on trouve 0 si o # B sinon (®jesupp(a) S | Al-1(PL)) = ‘a‘ , le résultat
est donc 1 dans ce cas.

Ainsi, dans tous les cas, (S, | Ps) = dags-

[m}

La preuve de ce théoréme (théoréme 13 page 94) repose, entre autres, sur la propriété
suivante des éléments S, :

SuxSs= 3 (SuxSs| PS,

~eN()
D, (Sa®Ss | A(P))¥2S,
~eN()
(5.12)
2 <Sa®55 | Z | | P’;1®P’;2>®2S'Y
~eNW) 7 +y2="7 172
_ (a+p)!
T Satp-
* QU
Cette propriété permet d’établir, par récurrence, que oj;:' = Sakeik puis que
SE ke ke ST
1 Eo— S, (5.13)

o). ay!

Par conséquent : soient (S.) o (5-13) page 96 une base dans K(X) et (P,), o la
famille duale telle que (S, | Ps) = das, ¥(a, 8) € (N)2,
Posons :

n Pt = (P, )™ - (P, )™ (5.14)

iesupp(a)
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Si P/, = P,,ona:
HeXp(Sez ® Pel) — Z Z ( 511 611) ' ( e'lk elk)
el k=0 i1=>ip al. e ak.
o
Z Z S;Olll * ook St;o;k ® (Peil)al . (Peik)ak
k>0 i12>ig al! “ e ak!
QA 5eeny ap
S*_al * - .- *S*Qk
:Z Z - I 16% ® P,
E=0 i13 =i, - .. O
Qe ap
- > S.®P,
aeNU)
= ) S.®P,
aeNW)
= Dx.
Si P, # P,, ona:
y Stk x SI @ (P )™ (P )™
HeXp(Sel ® Pel) — Z Z €iq elk ' 1‘ k
i€l k=0 i1z aq O
QA 5eeny ap
S*_al * - - - *S*Qk
:Z Z - I 16% ® P,
k=0 i13 =iy, ... O
Qe ag
- > S.®P,
aeNU)
= Dx + Oy,
ou Ox = Y (Sal|B)BOLL|Y -
B<a<y
Nous cherchons donc les conditions qui permettent d’écrire que :
Pl = (o)™ - (P )™ = P,

(5.15)

(5.16)

(5.17)
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5.2 Exemple 1 : g—shuffle décroissants de mots de Lyn-
don

5.2.1 Objectif

Soit la famille (T,E,q))wex* :

( si w="{¢e Lyn(X) ;
4 , 0
T(q) _ é W i1 ULl e UL E Wgq i ] 1 k 518
w (1)[Z] q' [Zq](k)' sl w = €1>-..>£ke£yn(X) ( )
1 q‘el‘2..-- k q\lk\2' ]{;77;17?:2’-" 7lkeN>1

et sa famille duale (R\?),cx+ telle que (T3? | RIYY = §,, pour tous u,v € X*. A partir
de la définition 28 page 89 et (5.14) page 96, on définit ? :

RY si w="(¢e Lyn(X);
i1 Tk
o) _ | | GG 5.19
C | @D R s w= gl e Lyn(Y) o
k,iy,dg, -+ ik € Nxy.

Nous nous attaquons maintenant au probléme : partant de la base (T&,@)wex*, a-t-on
RY = R,

5.2.2 Multiplicativité des RSE), we X"

La famille (TSJ))%X*, est définie par la méme relation de récurrence que la famille
(S&Q))wex*, mais avec d’autres conditions initiales.

En fait, la formule (5.18) page 98 montre que les éléments de la famille (Té,”)wexa corres-
pondent a la famille de produits Lyn(X ), a € NV La famille (Lyn(X)“1®)  enceunx)
est multihomogéne et triangulaire inférieure. De plus, la proposition 16 page 81 prouve
que la famille (T&q))we xo est multihomogéne et triangulaire inférieure :

T = w + Z T wuu.
S

q q q
Rw w X« Tu RU

2. w A7 R0 by Lyn X o areq, aker,
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Montrons que le mot de Lyndon a?b*abab € Lyn(X) figure dans le support du polynome
R e
La factorisation de Lyndon de a?b?a®V* est a®b?a’b* = (a?b?)(a?b?) = (a?b?)%. Ainsi,
R = ( R )2

a?b2a?b? a2b?/) -

Calculons R;(qug (noter que R:L(quzQ = Rgé)bz). Pour cela, calculons la matrice des coefficients

<T15q) | v) pour tous u,v € X . Nous avons M (a?b?) = {a®b?, abab, ab®a, ba*b, baba, b*a?}
'ensemble de tous les mots multihomogénes de multidegré a = (2,2). Nous avons succes-
sivement :

Tégl),z = a’b’ ;
g2
@ _ Ta”
abab 1+ q4
1 +2¢* + ¢
= (ab L, ab) = abab + T720 9 22 ;

1+q
T9 — ab? W, a
= (¢* + ¢*)a*b* + ab®a + qabab ;

1+q

(9)
Ty

= b, a’b
= ba’b + qabab + (¢* + ¢*)a*V? ;
T — b, abu, a
= (¢° +2¢* + ¢*)a®b* + (¢* + 2¢*)abab + (q + ¢*)ba*b + (q + ¢*)ab’a + baba ;
TLUQQ TaLuq2
15322 = -t LLg
1+¢q 1+¢q
= b%a® + ¢*a®b® + ¢*ba’b + ¢*ab’a + ¢Pabab + qbaba.

(5.21)
La matrice N = (<Tu(q) | V))uvexe est donc :
a*b? abab ab*a  ba*b  baba b*a?
Y9, = 1 0 0 0 0 0
T, = e 1 0 0 0 0
9 = P+ q 1 0 0 0 (5.22)
9, @+ ¢ q 0 1 0 0 '
Tyho=| @ +20' + & @+2¢ q+¢* q+¢* 1 0
T, = ¢ ¢’ ¢ ¢ g 1
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La matrice M = (N)~! = (<R7(f) | V))uvexe est donnée par

a’b? abab ab’a ba®b baba b2a?
R@ _ 1 —a(@®+2g+1)  —¢*(¢*+¢®—q-1)  —P(¢*+¢®—q-1)  ¢"(¢®+2¢+1) 6\
a?b? 1+q* 1+q* 1+q* 14+q* q
Rz(;ézzb = 0 1 —q —q ¢ 0
Ra 0 0 1 0 —q— ¢ @
ba2b —q—q q
RO —1 0 0 0 0 1 —q
RY,=\ 0 0 0 0 0 1
R, = a?? + =20 g =00 A0 m0ml) g2, g —C0RC e g2 4 20D g
6b2 2.

Notre but est de voir si R = Ri?, pour tout w e X* : Vérifions si (7.7 | (R“)) = 0,
pour tous ¢,l € Lyn(X) et n =2
Prenons ¢ = a?b*abab € Lyn(X), | = a®b* € Lyn(X) et n = 2.

D’aprés les calculs : T = a*b*abab € Lyn(X) et

a?b2abab
(2
<Tc§gb2abab | Ra2b2a2b2> <Tc§gb2abab | (szng) )= q<q1iq24q+1)'
AinSi; R;(quQGQbQ = (R(QbQ) # Rgg)bQGsz-

Utilisons le critére de multiplicativité b-ii) que nous avons présenté dans le théoréme

13 page 94 : puisqu’il existe un élément R avec N, = 2 (précisement, w = (a?b*)?

dont la factorisation en produit décroissant de mots de Lyndon comporte deux éléments,
donc N, = 2) dont le support contient un mot de Lyndon, la famille (Rq(f,]))wexa n’est pas

multiplicative.

Rappelons que si w = (%' - - -E;j avec {1 > --- > lp € Lyn(X) et k,iy,i9, -+ i) € Noy, on
a N, = Z Is.
1<s<k

Dans le cas du produit de shuffle (¢ = 1), on peut bien réécrire le théoréme 13 page
94 : soit we X*,

= avec , L e Lyn et n = 2.

v T | (R =0 0,1 € Lyn(X 2

De plus, un g—analoque de (5.24) page 100 serait la suivante : soit w € X*,
v Y (T ] (RN =0 avee  €,1¢e Lyn(X) et n = 2.
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Bien que le cas g—déformé, on n’ait plus les propriétés des éléments primitifs, on peut se
demander si cet énoncé (5.25) page 100 peut s’adapter au cas (5.24) page 100 :

Dans un second temps, nous nous sommes appuyés sur des expérimentations numériques
avec les logiciels Sage et Maple. Les fonctions utilisées sont présentées dans la feuille de
travail Maple disponible en Annexe : Feuilles de calculs Maple. D’oiui la note suivante :

Note 1. (Test numérique) Nous avons aussi vérifié, dans ce cadre, que l'on a bien :
RY = R; (5.26)

Jusqu’a lordre 7 (c’est-a-dire pour tous les mots de longueur inférieure ou égale a 7), ot
le Test est éffectué de la fagon suivante :

RY —RW =0  VYwe X*, (5.27)
et
(T | Ry = 0 avec u>ve X" (5.28)

Ceci exprime qu’il n’y a pas de contre-exemple de longueur plus petite que 8 et donc la
réponse a la question posée dans 5.2.1 page 98 est non.

5.3 Exemple 2 : La famille (S),cx-

5.3.1 Objectif

Soit la famille (S5)yexs :

w si |w| = lx= ;
aquq) si w = au et w e Lyn(X) ;
(@) — ; i | i
Sw — (SZ]))LUQ” |_|_|q . |_|_|q (Sng))LUqZk ] 611 .. 'gkk
[i1] e 2! .. [ix] [ siow=1q 1 >--> e Lyn(X)
LN PISTERRR L7 MOAER kyiy,ig, - i € Ny,

A partir de la définition 28 page 89 et (5.14) page 96, nous pouvons écrire que *® :

P si w= (e Lyn(X) ;
) | | o g
w (POyn (P i w=14 6> >l € Lyn(X)
k7i17i27 e 77;16 € N21‘

Nous nous attaquons maintenant au probléme : partant de la base (Sl(uq))wex*, a-t-on
PIE]Q) — PZ’U(Q) ?

3w =47 AF > > U e Lyn( X)) = a = areq, + -0+ oy,
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5.3.2 Multiplicativité des P\, we X*

Nous allons écrire les propositions suivantes :

Proposition 26. Soient w e X* et £ € Lyn(X). Alors,

(S| Py = G (5.29)
Preuve : A partir de la définition 28 page 89, nous pouvons écrire que Pg’(q) = e(q).
Donc (S | P9y = (S | PI% — 5,,.

[m}

Proposition 27. Soient u,v e X*. Alors,

(s | pray { Losi u=uv; (5.30)

0 s u<vw

Preuve : Soient u,v € X*. Alors
SO — gy 4 Z (S | whw et P9 — 4 Z (P9 | whw .

w<y w>v
weX ¥ weX ¥
O

Dans un second temps, nous nous sommes appuyés sur des expérimentations numériques
ménées avec les logiciels Sage et Maple. Les fonctions utilisées sont présentées dans la
feuille de travail Maple disponible en Annexe : Feuilles de calculs Maple. D’oui la conjecture
suivante :

Conjecture 2. (Test numérique) Nous avons aussi vérifié, dans ce cadre, que l'on a bien :
P = P (5.31)

Jusqu’a l'ordre 11 (c’est-a-dire pour tous les mots de longueur inférieure ou égale a 11),
ou le Test est éffectué de la fagon suivante :

PY P -0  vwe X* (5.32)
et
(SO PDY=0  avec u>veX* (5.33)

Ceci exprime qu’il n’y a pas de contre-exemple de longueur plus petite que 12 et par contre
on ne sait pas si P&q = P{U(Q) .



Chapitre 6

Factorisations associées

Résumé : Le but de ce chapitre est d’écrire des factorisations associées aux paires
de bases obtenues en dualité. Ce chapitre comporte deux volets principaux : Dans un
premier volet, nous donnons une écriture de la factorisation de la série diagonale. Enfin,
nous donnons une écriture des factorisations tangentes a I'identité.

Les principaux résultats de ce chapitre sont :

Ecriture des factorisations : Dx (Note 2 page 106, Note 3 page 106) et Dgg) (Corollaire 7
page 108).

6.1 Factorisation de la série diagonale : Dy

6.1.1 Objectif

Soit aw € N&X). Posons que (voir (5.15) page 97, (5.16) page 97) :

N
[T oo 0600 R = 3 500 P
leLyn(X) ! wex®
= Z ww + O
weX ™
=Dx + @X,

(6.1)

avec Ox = > (SY | uy u@ (P | v)v.
U<wW<veEX™

Dans les sections précédentes (voir (3.46) page 50, (3.62) page 53 et (3.76) page 57), nous
avons vu que la série diagonale(Dx), considérée comme une série sur X*, a coefficients
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dans 'algebre de shuffle (Q(X), L1, 1 x«), peut étre factorisée en un produit infini d’expo-
nentielles de Lie, indexées par les mots de Lyndon pris dans I'ordre décroissant.
Dans le but d’étendre ces résultats (voir (3.46) page 50, (3.62) page 53 et (3.76) page 57)
que nous avons entrepris nos travaux sur le produit de g—shuffle (L,) en donnant une
construction effective de paire de bases en dualité.
Nous nous attaquons maintenant au probléme : partant de la base (ngjq))wexa, a-t-on
Ox= Y Y uwyue®P?|vyv=07

u<w<veX™
Cette question est aussi motivée par la considération de ce qui est fait plus haut une

construction ou 'on considére une paire de bases en dualité.

6.1.2 Ecriture de Dy

Dans un premier temps, nous allons montrer que Z wRw = Z SEU‘J) ® Pl(uq)
weM (X ) weM (X )
par le théoréme suivant :

Théoréme 14. Soient a € NK) et M(X®) = {w; < wy-+ < W }mens, ['ensemble de

tous les mots multihomogénes de multidegré o = (aq,an, -+, a,) (Remarque 10 page 77
). Alors
Z wRW = Z 5@ g pla), (6.2)
weM (X ) weM(X®)

Preuve : Tout polynome P € Q(X), peut s’écrire : P = Z (89 | PYPY  En
weM (X )
particulier, pour tout mot v de M(X%), on a :

v= Y (SW | wPY

weM (X )

et la série diagonale peut s’écrire :

Z VU = Z VR Z (89 | v)PD

veEM(X ) vEM(X®) weM(X«)

= Y Y s o |epy

weM(X ) \veM(X)
— Z 54 @ plo
weM (X )

— Z Séq)®p1§q)'

veM (X )
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[m}

C’est un mécanisme général que I'on peut observer chez tous les espaces vectoriels gradués
en dimension fini.

Le principe se comprend bien sur les espaces de dimension fini : On considére un espace
de dimension fini £ munit d’un produit scalaire. Si (B,, C,) est une base en dualité alors
on définit K := Z B, ® C,. On appelle un tel objet noyau reproducteur. En effet, si on

considére < a® blc >1:=< aljc > bet < a®b|c >3:=< blc > a, on a < K|C, >1= C, et
< K|B, >3= B,. De fagon générale, on a alors < K|P >;=< K|P >,= P.

Si (D, F,) sont deux autres bases en dualité. En réarrangeant les termes de la partie
droite, on trouve K = » D/, ® F, et donc D), =< K|D, >,=D,. D'ot K = D, ®F,.

Si on se trouve dans le css d’un espace gradué en dimension fini, le noyau se déﬁq;lit comme
la somme formelle de tous les espaces gradués et si on considére un produit scalaire pour
lequel il existe une paire de bases homogénes en dualité, on peut appliquer le raisonnement
ci-dessus sur chaque espace gradué.

Dans le cas du théoréme 14 page 104 la base des mots est graduée de dimension finie
dans N et Dy est le noyau reproducteur du produit scalaire défini par < ulv >= Oy
lorsque w,v € X* pour lequel les mots forment une base autoduale. Donc si on considére
une autre paire de bases (multihomogénes) en dualité, (Sfuq), P&q))wex* par exemple, on
retrouve 1'égalité (6.2) page 104.

Lemme 14. Soient o € N&) et M(X®) = {w; < wy--- < Wi Y mens, 'ensemble de tous

les mots multihomogénes de multidegré o = (aq,as,--- ,a,) (Remarque 10 page 77 ).
Alors
P = PO s Oy = 0,Ywe M(X?). (6.3)

Preuve : En regardant (5.15) page 97 et (5.16) page 97, on a :
(i) Supposons que P = Pi? v e M(XO‘) alors, on a :

N Wt ()
q) S ® (2"
1_[ eXpLU ‘2® (S ®P 1_[ Z N
LeLyn(X) Zeﬁyn )10 q\f\
_ ¥ (S ot Ly - - Ly (SE)™ %®<P§f> (P
igl""’ikfl [il]q‘[1‘2! e [Zk:]q\fk\Q'
1> >
- Z 5@ g pla)
weM (X )
= Z 59 @ Pl - Z wRw.
weM (X ) weM (X )
N

(77) Supposons que Ox = 0, alors, on a : n exp,, W@,(Stgq) ® Pe(q)) — Dy et PY =
leLyn(X) !
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P9 we M(X®).

[m}

Corollaire 6. Soient a € N et M(X?) = {w; < wy-+- < Wi fmens, ('ensemble de
tous les mots multihomogénes de multidegré o = (aq,aq,--- ,a,) (Remarque 10 page
77 ). Alors, les bases (P&q))weM(Xa) et (P{U(q))weM(Xa) coincident si et seulement si la
factorisation est exacte (c’est-a-dire ©x = 0).

Dans un second temps, nous nous sommes appuyés sur des expérimentations numé-
riques ménées avec les logiciels Sage et Maple. Les fonctions utilisées sont présentées dans
la feuille de travail Maple disponible en Annexe : Feuilles de calculs Maple.

Nous pouvons écrire la factorisation de la série diagonale (voir (3.46) page 50, (3.62) page
53 et (3.76) page 57) comme suit :

Note 2. Nous avons aussi vérifié, dans ce cadre, que l'on a bien :

Dx = Z wow expy, 7, R, modulo Mz;
w M X { Lyn X !
7 N, KX,
n 8
q q q q q
€xXPp,, 2 TE RE T€1 Ly, Rfl Rfk‘
{ Lyn X ! ‘0 £k

q q )

Dx woow expy, ,, S, P," modulo 9Myy;

w M X { Lyn X
11 Ny, KX,
n 12
q q q q q
expmqﬂ S, P, Sg1 0 le Pek )
¢ Lyn X £ ’k

L1, Lyn X
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6.2 Factorisations tangentes a l’identité : Dg?)

6.2.1 Objectif
Soit v € N(¥). Posons que (voir (5.15) page 97, (5.16) page 97) :

s

Y= [] ew .e0b6”@F)
LeLyn(X)
— Z S @ pl@)
weX
= Z wRw+ Ox
weX™
= Dx + Ox,
(6.8)

avec Ox = > (S |uy u@ (P | v)v.

u<Ww<veX™

Dans les sections précédentes (voir (3.46) page 50, (3.62) page 53 et (3.76) page 57), nous
avons vu que la série diagonale (Dx), considérée comme une série sur X*, a coefficients
dans lalgebre de shuffle (Q(X), 111, 1 x«), peut étre factorisée en un produit infini d’expo-
nentielles de Lie, indexées par les mots de Lyndon pris dans 'ordre décroissant.
Dans le but d’écrire des factorisations tangentes a I'identité, que nous avons entrepris nos
travaux sur le produit de g—shuffle (L1,) en donnant une construction effective de paire
de bases en dualité.
Nous nous attaquons maintenant au probléme : partant de la base (S&q))wexa , a-t-on
Ox = Y, S uyu@P [v)yv£0?

U<wW<vEX™
Cette question est aussi motivée par la considération de ce qui est fait plus haut une

construction ou ’on considére une paire de bases en dualité.

6.2.2 Ecriture de Dg?)

Lemme 15. Soient a € N et M(X®) = {w; < wy -+ < Wiy }mens, ensemble de tous les
mots multihomogénes de multidegré o = (aq, ag, -+ , @) (Remarque 10 page 77). Alors,

Ox # 0 si et seulement s’il existe au moins un mot w € M(X®) tel que P = P,

Preuve : En regardant (5.15) page 97 et (5.16) page 97, on a :

(7) Supposons que PY 2 plo alor% on a :
N

S'—Uql P(q
n NP 2 (S ® 5 q) n Z ® )

2!
leLyn(X) leLyn(X) 120 q
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(SEP)0t Wy -y (S0t @ (P -+ ()™

)

il,---,ikZI [il]q‘glp! “ e [ik]qwk‘Q!
Ly >>ly
- Z 54 @ p1a)
weM (X )
= D wuw+Ox= > SP@PY+6ey.
weM (X ) weM(Xe)
(77) Supposons que ©x # 0, alors, on a : Z 5@ g pla) « Z 5@ g plo),
weM (X ) weM (X )

[m}

Corollaire 7. Soient o € NX) et M(X®) = {w; < wy-+ < Wy }mens, 'ensemble de

tous les mots multihomogénes de multidegré o = (o, g, - -+ , o) (Remarque 10 page 77).
Alors,
DY = Dy + Oy (6.9)

si et seulement s’il existe au moins un mot w € M (X®) tel que P = P,



Troisiéme partie

Conclusions, Perspectives
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Chapitre 7

Conclusions, Perspectives

7.1 Conclusions

Les travaux réalisés dans ce mémoire prolongent des méthodes combinatoires et algo-
rithmiques ayant déja prouvé leur efficacité pour 'étude des factorisations de Schiitzen-
berger [Reu93, Mre89, Mela91, Bam13, Mih13, Min13].

1. Un g— analogue du procédé de G.Mélancon et C.Reutenauer [Reu93, Mre89, Mela9dl]
nous a permis de construire récursivement les éléments SI(UQ), w € X* a partir
des S, w € X*. Des propriétés précisées dans le cas de la construction de la
famille (S, )wex* s’avérent encore vraies dans le cas de la construction de la fa-
mille (S&Q))wex* . En effet, cette méthode nous a permis de déterminer le coef-
ficient A(w) = [i1] yeyj2![72] jezi2! - - [ik] egi2! poUr tout w = (i 0 e X* (avec
by > >l e Lyn(X) et k, iy, i9,--- ,ix € N5j) qui assure I'unipotence de la base
(Sq(f))wex* ainsi construite (par rapport a la base des mots). La dualisation nous a
permis d’obtenir une base (P&q))wex* en dualité avec la base (S&q))wex*. Le processus
de dualisation conserve les propriétés de multihomogénéité et échange les caractéres
"inférieur" et "supérieur". Par conséquent, la base duale d’'une base triangulaire in-
férieure est une base triangulaire supérieure.

2. Nous avons étudier les pro rletes de multiplicativité de certaines bases obtenues par
dualité : ( S))wex et ( P Jwexx. Cette question est intimement liée a la propriété
de multiplicativité de Certalnes bases, ce qui nous a poussé a répondre a la question
des conditions permettant d’affirmer qu’une base obtenue par dualité est multiplica-
tive ((5.25) page 100, Note 1 page 101 et Conjecture 2 page 102 (Test numérique)) .
Nous avons illustré ces questions en nous intéressant a des bases obtenues par dualité
a partir des mots de Lyndon et montré que celles-ci ne satisfont pas les conditions
requises pour I'écriture de Dy (Note 2 page 106).
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La famille duale d’une famille (TSJ))%X* (5.18) page 98 n’est pas en général multi-
plicative (Note 1 page 101).

N

. Enfin, dans le but de montrer que Dy = 1_[ exp,, W@_(Slgq) ® PYmodulo M,

leLyn(X)
pour p le plus élevé possible (et peut étre I’égalité), nous nous sommes appuyés sur
des expérimentations numériques ménées avec les logiciels Maple et Sage voir en
Annexe : Feuilles de calculs Maple. Les expérimentations numériques ménées dans
cette direction ont été jusque-la concluantes jusqu’'a 'ordre 11. Par conséquent, il
est donc nécessaire d’écrire des factorisations : Dy (Note 2 page 106, Note 3 page

106) et Dg?) (Corollaire 7 page 108).

Perspectives

. Le cas des mots de Hall est particuliérement intéressant et nous nous F)roposons
q

d’étudier a I'avenir, le lien entre les paires de bases en dualité : (S§Q), Py teyn(x)
et (S,Sq), P,Sq))heﬂa”(x). En particulier, nous essaierons de montrer que : Dy = Dg?) ol

N

DO = ] e, 0 R
heHall(X) !

- Z 59 @ pl@)

weX ™

= Z ww + Oy

wWEX ™

=Dx + 0Oy

avec Oy = Z (S | uy u@ (PP | v) v et Hall(X) est Uensemble des mots

U<W<VEX ¥

de Hall sur X.

. Par ailleurs, comme nous I'avons déja mentionné, il est important de se demander

si les travaux menés avec le produit de shuffle 11 dans le cas de 'algébre libre se
généralisent a ses déformations : (5.25) page 100.

Une autre fagon de faire une ¢—déformation est de déformer le produit scalaire lui-
méme. Par exemple (u | vy, = ¢/"§,,. Peut-on trouver d’autres bases intéressantes ?
des factorisations de Schiitzenberger?...



Quatriéme partie
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Voici un programme MAPLE qui dffiche les Polynomes

_associés aux mots de Lyndon

| > restart
| > read "basesinduality_qgShuffle5.txt"

> with(basesinduality);
[ Compute_Ln, Compute_Rn, Compute_Xn, Compute_pil, Compute_pil_g, (1

DeltaLetter, DeltaStuffle_q, Factori, FindDualBasis, GetMatrixDual,
GetSigmalLyndon, IsPrimitive, ListLength, ListLessLength,
ListOfStandarSequences, ListSameWeight, LyndonBasis, LyndonFact,
LyndonLen, LyndonLex, MatrixPBWIL, MatrixPBWL_L, MatvixPBWL_R,
MatrixPBWL_Shuffle, MatrixPBWL._gq, MatrixSShuffle_q, PBWL_wordShuff,
PBWL_wordStuff, PBWL_wordStuff_q, PBWL_word_L, PBWL_word_R,
PLynwordShuff, PLynwordShuff_q, PLynwordStuff, PLynwordStuff_q,
P_gShuffle, ProductTensorPoly, S_qShuffle, ScalarProduct, SchutBasisShuff,
SchutBasisStuff, SearchWords, SigmaOfWord, StandFact, TautologicNumber,
TestOrthogonalShuffle, TestOrthogonal_q_Stuffle, WittFormula,
concaproduct, conjClass, factor2expand, genword, greatLen, greatLex,
homogeneousPart, init, isFactor, isLeftFactor, leftSubs, leftrem, lessLen,
lessLex, letterOrder, mono_decompose, mono_melange, mono_mul,
mono_weight, pbwlExp, pbwlExpand, pbwlLog, pbwlProduct, pbwl_poly_Mul,
plog_melange, plog_word_compact, plog_word_root_simplify,
plog_word_uncompact, poly2pbwl, poly_cat, q_ShuffleProduct,
q_ShuffleTautologicNumber, q_StuffleProduct, rightrem, shuffleproduct,
x_mono_ctuffle, x_mono_shuffle, x_mono_shuffle_q, x_mono_stuffle_q,
x_poly_ctuffle, x_poly_shuffle, x_poly_shuffle_q, x_poly_stuffle_q, xcoeff,
xcoeff_q, xcoeffs, xdegree, xexpand, xlcoeff, xpoly, xpower, xsort, xstar,
xsubs, xtcoeff, xterm]

>

“Calcul de tous les polynémes associés aux mots
de Lyndon de longueur n=2 sur I'alphabet X={a <
b} .

|:> T:= lyndon(2, "ab");

T:= [ab] (2)
> for jfrom 1 to nops(T) do Polly(2, T[j], "ab", [1, 2], Y, q)end,
Pllab]=ab— qba (3)

Calcul de tous les polyndmes associés aux mots



de Lyndon de longueur n=3 sur |I'alphabet X={a
< b}.

> TA := lyndon(3, "ab");
TA := [aab, abb] (4)

> for jfrom 1 to nops( TA) do Polly(3, TALj], "ab", [1, 2], Y, g)end:;
P [aab] = aab+ (-q — ¢°) aba+ q° baa

i P [abb] = abb+ (-q— g°) bab+ q° bba (5)
Calcul de tous les polyndmes associés aux mots
de Lyndon de longueur n=4 sur I'alphabet X={a <
b} .

> TB:= lyndon(4, "ab");

i TB:= [ aaab, aabb, abbb] (6)
B Polly(4, aaab, "ab", [1, 2], Y, q);
P?[aaab] = aaab + (—q — qZ — q3) aaba + (qs + q4 + q3) abaa (7)
- q6 baaa
> Polly(4, aabb, "ab", [1, 21, Y, q);
2
Pq[aabb]zaabb—q(2q+q +41)abab (8)
1+g
B q3 (—1 —q+q3+q4) abba q3 (—1 —q+q3+q4) baab
4 4
14+gqg 14+g
7<2 + 2—|—l)baba 6
+4474 p —q bbaa
] 144
> Polly(4, abbb, "ab", [1, 2], Y, q);
a 2 3 5 4 3
P7abbb] = abbb+ (-g— g —q’) babb+ (¢’ +q" + g°) bbab (9)
6
—q bbba

Calcul de tous les polyndmes associés aux mots
de Lyndon de longueur n=5 sur l'alphabet X={a <
b} .

r TC = lyndon(5, "ab");




TC := [ aaaab, aaabb, aabab, aabbb, ababb, abbbb]

> Polly(5, aaaab, "ab", [1, 2], Y, q);
P [ aaaab] = aaaab + (—q — q2 — q3 — 614) aaaba + (613 + 614 +2 615
|+ q6 + q7) aabaa + ( —q6 — q7 — q8 — qg) abaaa + qlo baaaa
> Polly(5, aaabb, "ab", [1, 2], Y, q);
2
p? [ aaabb] = aaabb — q <2 q+49 + 411> aabab
14+g

B q3(—1+q5+q4+q3)aabba B q3(—1—q+q3+q4) abaab
1+q4 1+q4

q5<q4+2q2+2q+1+2q3)ababa

_|_
1+qg

n q7(—1—q+q3+q4) baaba
4 4
1+4+¢g 1+g¢g

n q6(q5—1 —q—qz) abbaa

B q11 (2 q+ q2 +1) babaa
] 1+qg

> Polly(5, aabab, "ab", [1, 2], Y, q);
p? | aabab] = aabab — q aabba + (—q — qz — q6) abaab + (qG + qs +q

+ qlo bbaaa

+1)q2 ababa—q9 abbaa+(q3+q7) baaab—(q5+q4

i +1) q4 baaba+q10 babaa

[ > Polly(5, aabbb, "ab", (1, 2], Y, q);

aq 2 3 7. 8 9

P [aabbb)] = aabbb+(—q—q —q )ababb+(q +q +q )abbab
+<—q8+q5—q9—q10>abbba—<q7+2q6+2q5+q4—q3—2q2

4 6 5 4 3 2 6

—Zq—l)q babab+<q +2qg +2q +q —q —q—l)q babba
+<q6+q5+q4—q2—q—1)q6bbaab—q11(1—|—q+q2)bbaba

| +4'"bbbaa
B Polly(5, abaab, "ab", (1, 21, Y, q);
P/ abaab] = abaab — q (1 + q) ababa + q3 abbaa — g baaab + <q2

+ q3) baaba — q4 babaa

(10)

(11)

(12)

(13)

(14)

(15)



> Polly(5, abbbb, "ab", [1, 2], Y, q);

P abbbb] = abbbb+(-g—q"—q’ —q") babbb+ (¢° +q' +2d° +4°  (16)
+4) bbabb+ (-4’ —q’ —q" —q’) bbbab+q" bbbba

Calcul de tous les polyndmes associés aux mots

de Lyndon de longueur n=3 sur l'alphabet X={a <

b< c}.

> TF:= lyndon(3, "abc");
TF:= [ aab, aac, abb, abc, ach, acc, bbc, bcc] (17)

[ > for jfrom 1 to nops(TF) do Polly(3, TF[ ], "abc", [1, 2, 3] Y, g)end,;
Pq[aab =aab+\-g —q) aba+q baa

P aac] —aac+( q —q) aca+q caa
P abb] = abb + (-
Pl abc] = abc— q acb + (qg—q) bac—q bC61+6]3 cbha

q —q) bab+q bba

Pq[acb] = acb—q2 bac + q3 bca— q cab

P acc] —acc+( qZ—q) cac+q3cca
P bbc] = bbe+ (-g° — ) beb+ g cbb
i Pq[bcc] = bcc+ (—q2 —q) cbc+ q3 cch (18)
Calcul de tous les polynédmes associés aux mots
de Lyndon de longueur n=4 sur I'alphabet X={a <

b< c}.
> TG = lyndon(4, "abc");
TG := [ aaab, aaac, aabb, aabc, aach, aacc, abac, abbb, abbc, abcb, (19)

i abcc, acbb, acbc, acch, accc, bbbc, bbcc, becec]
> Polly(4, TG[1], "abc’, [1, 2, 3], Y, q);

P [ aaab] = aaab + (—q — q2 — q3> aaba + (qs + q4 + q3) abaa (20)
- q6 baaa
> Polly(4, TG[2], "abc", [1, 2,31, Y, q);
Pl aaac] = aaac + (—q — q2 — q3> aaca + (qs + q4 + qg) acaa (21)
— q6 caaa

> Polly(4, TG[3], "abc”, [1, 2, 3], Y, a);




2
[ aabb] - aabh— 9\24+4 +41) abab
1+¢g

B q3<—1—q+q3+q4> abba q3(—1—q+q3+q4) baab
1+q4 1+c]4

7 2
L 4 <2q+q +41) baba —q6bbaa
i 1+qg
> Polly(4, TG[4], "abc", [1, 2, 3], Y, q);
q 3 4 3 7
P"[aabc] = aabc—qaacb+(q —q) abac+<—q —q )abca+(—q

+ qs) acab + (q8 — q6 + q4 + qg) acba + (—q6 + q4) baca + q7 bcaa
|+ <q8 — q6) caab + ( —q9 + q7) caba — q6 chaa
(> Polly(4, TG[5], "abc”, [1, 2, 31, Y, q);
P aach] = aach — q2 abac + q3 abca + <q6 — q2 — q) acab — q7 acba
|+ qS baca — q6 bcaa + ( - q7 + q3) caab + q8 caba
> Polly(4, TG[6], "abc, [1, 2, 3], Y, q);
2 3 3 4
q(2q+q +1)acac g (—1—q+q +4g )acca
4 4
14+¢g 14+¢g

p? [aacc] = aacc—

q3 (-1 —q+q3 +q4> caac q7(2 q+q2 +1) caca
1+ q4 1+ q4

> Polly(4, TG[7], "abc”, [1, 2, 31, Y, q);

il [ abac] = abac — q abca — q4 acab + qs acba — q baac + q2 baca

6
—q ccaa

|+ qS caab — q6 caba
(> Polly(4, TG[8], "abc", [1, 2, 3], Y, q);
Pl abbb] = abbb+(-g—q" — q’) babb+(§" + 4" + q’) bbab
| — 4 bbba
> Polly(4, TG[9], "abc’, [1, 2, 3], Y, q);
q 2 3 4 5 2
P [abbc] = abbc + (—q —q) abcb + g acbb + (q +q —q —q) babc

+ (—q6—q5 +q3 +q2) bach + <q8—q6—q5 +q3) bbac—q9 bbca
|+ (q8 + q7) bcba — q6 cbba
> Polly(4, TG[10], "abc”, [1, 2, 31, Y, q);

(22)

(23)

(24)

(25)

(26)

(27)

(28)



[abcb]—-abcb gacbb —q babc+—< +qg ——q)bacb%—( 0 (29)
i +q)Mmc+qbhﬂ—qlxd%ﬁqhwa+qchw
(> Polly(4, TG[11], "abc", [1, 2, 31, Y, q);

q 2 3 6 4 3
p [abcc]::abcc+—(—q ——q)acbc+—q accb4—<—q +q +qg ——q)bacc (30)

+—(q7+—q8——q5——q4)bcac——ngcca%—(—q6——q7%—q44—q3)cbac
i —+<q§4—q7)cbca——q6ccba
> Polly(4, TG[12], "abc’, [1, 2, 3], Y, q);
Pq[acbb]::acbb—%(—qB——qZ)bacb4—q5bbac——q6bbca4—q3(1 (31)
| +q) bcab— q cabb
> Polly(4, TG[13], "abc”, [1, 2, 3], Y, q);

q 4 2 5 6 3
P [acbc]::acbc—wqaccb4—(q —q )bacc+—(—q —q +q )bcac (32)
i +—q7bcca——qcabc4—qzcacb4-qscbac——qﬁcbca
> Polly(4, TG[14], "abc", [1, 2, 3], Y, q);
Pq[accb]=:accb——q3bacc4—q4(1%—q)bcac——q6bcca4—(—q2 (33)
i ——q)cacb4—q3ccab
(> Polly(4, TG[15], "abc", [1, 2, 3], Y, q);

_WMQd=mm+< q—ﬂﬂmm+(%ﬁﬂﬁ%mm—fmm (34)

(> Polly(4, TG[16], "abc", [1, 2, 3], Y, q);

P?[bbbc) = bbbc+ (-q— g q3) bbb+ (g + 4" +g°) bebb (35)
— 4’ cbbb

> Polly(4, TG[17], "abc”, [1, 2, 31, Y, q):
2 3 3 4
P [ bbec] = bbcc__q(2¢q+—q +;1)bcbc__ q (—1——q4—q‘:—q )bccb (36)
1+g¢g 1+g¢g

__q3<—1——q4—q34-q4)cbbc_+ q7<2c]+cf—+1)cbcb
4 4

i 1+gqg 1+gqg
(> Polly(4, TG[18], "abc”, [1, 2, 3], Y, q);
i P beec] = bccc+—(—q——q2——q3)cbcc+—(q5+—q44—q3)ccbc——qGCCCb (37)
E
Calcul de tous les polynédmes associés aux mots
de Lyndon de longueur n=4 sur l'alphabet X={a <

—-q6CCbb




b< c<d}.
> TH := lyndon(4, "abcd");
TH := [ aaab, aaac, aaad, aabb, aabc, aabd, aach, aacc, aacd, aadb,

aadc, aadd, abac, abad, abbb, abbc, abbd, abcb, abcc, abed, abdb,
abdc, abdd, acad, acbb, acbc, acbd, acch, accc, accd, acdb, acdc,
acdd, adbb, adbc, adbd, adch, adcc, adcd, addb, addc, addd, bbbc,
bbbd, bbcc, bbcd, bbdc, bbdd, bcbd, beece, beed, bedc, bedd, bdcc,
i bdcd, bddc, bddd, cccd, ccdd, cddd]
(> Polly(4, TH[1], "abcd", [1, 2, 3, 4], Y, q);
P aaab] = aaab + (—q — q2 — q3) aaba + (qs + q4 + q3) abaa
- q6 baaa
(> Polly(4, TH[6], "abcd’, [1, 2, 3, 4], Y, q);
q 3 4 3 7
P"[aabd] = aabd— q aadb + (q — q) abad + (—q —q ) abda+ (—q
5 8 6 4 3 6 4 7
+q )adab+(q —q +q9 +q )adba+(—q +q )bada+q bdaa
|+ (qs — q6) daab + (—qg + q7) daba — q6 dbaa
(> Polly(4, TH[7], "abcd", [1, 2, 3, 4], Y, q);
il [aacbh] = aacb — q2 abac + q3 abca + (q6 — q2 — q) acab — q7 acba
|+ qS baca — q6 beaa + (- q7 + qg) caab + q8 caba
(> Polly(4, TH[8], "abcd", [1, 2, 3, 4], Y, q);
2 3 3 4
(2q+q +1) acac g (—1 —g+qg +qg )acca
1+ q4 1+ q4

p? [aacc] = aacc— q

613 (-1 —c]+q3 +q4> caac | q7(2 q+q2 - 1) caca
4 4
i 14+g 1+¢g
> Polly(4, TH[10], "abed', (1, 2, 3, 4], Y, q);
P aadb] = aadb — q2 abad + q3 abda + (q6 — q2 — q) adab — q7 adba
|+ qS bada — q6 bdaa + ( —q7 + qg) daab + q8 daba
(> Polly(4, TH[12], "abed”, [1, 2, 3, 41, Y, q);
2
Pq[aadd] = aadd — q(2 q+4 +41) adad
1+¢g

6
—q ccaa

(38)

(39)

(40)

(41)

(42)

(43)

(44)



qg(—l—q+q3+q4> adda qg(—l—q—l—q3+q4) daad
1+q4 1+q4

7 2

L 4 (2q+q +41) dada —q6ddaa
i 1+gqg
> Polly(4, TH[14], "abcd', [1, 2, 3, 4], Y, q);
P | abad| = abad — q abda — q4 adab + qS adba — g baad + q2 bada
|+ qS daab — q6 daba
> Polly(4, TH[16], "abed’, [1, 2, 3, 41, Y, q);

aq 2 3 4 5 2
P"[abbc] = abbc + (—q —q) abcb + g acbb + (q +q —q —q) babc

+ (—q6—q5+q3+q2) bachb + <q8—q6—q5+q3> bbac—q9 bbca

+ <q8 + q7) bcba — q6 cbba
> Polly(4, TH[18], "abed’, [1, 2, 3, 4], Y, q);
P abcb] = abeb — q acbb — q3 babc + <q4 + q3 — q) bacb + ( —q6
+ q4) bbac + q7 bbca — q4 bcab — q6 bcba + q3 cbab
"> Polly(4, TH[20], "abed”, [1, 2, 3, 4], Y, q):
P abcd] = abed — g abdc + (q3 — q) acbd — q4 acdb + q3 adcb + <q7

— qS + q3 — q) bacd + (q2 — q6) badc + (6]6 — q4) bcad — qg bcda
-+ (-qg + q7) bdac + qlo bdca + (—qs + q3) cbad + q7 cdba + (q8

- q6) dbac + ( —qg + q7) dbca — q6 dcba
> Polly(4, TH[22], "abed', (1,2, 3, 4], Y, q);
P abdc] = abdc — q2 acbd + q3 acdb — q adbc — q4 (q2 — 1) bacd
3 5( 2 8 4 9
+ (q —q) badc + g (q — 1) bcad + (q —q ) bdac — q bdca
4( 2 7 6 7 3 8
| —4q (q —1) chad+ q cbda—q cdba + (—q +qg ) dbac+ q dbca
> Polly(4, TH[24], "abed', (1,2, 3, 4], Y, q);
P [acad] = acad — q acda — q4 adac + qs adca — g caad + q2 cada
|+ qS daac — q6 daca
(> Polly(4, TH[26], "abed”, [1, 2, 3, 41, Y, q);
a 4 2 5 6 3
P"[acbc] = acbc— g acch + (q —q ) bacc + (—q —q +q ) bcac

+ q7 bcca — g cabc + q2 cacb + qS cbac — q6 cbca

(45)

(46)

(47)

(48)

(49)

(50)

(51)



> Polly(4, TH[28], "abcd", [1, 2, 3, 4], Y, q);
P aceb] = acch— q3 bacc + q4 (1+q) bcac— q6 bcca + ( —q2
- q) cacb + q3 ccab
> Polly(4, TH[30], "abcd’, [1, 2, 3, 4], Y, q);
q 2 3 4 5 2
P [accd] = accd + (—q —q) acdc+ q adcc+ (q +q —q —q) cacd
+ <-616— CIS + 613 + 612> cadc + <q8 - 6]6 — qS + q3> ccad — q9 ccda
|+ <q8 + q7) cdca — q6 dcca
> Polly(4, TH[32], "abed’, [1, 2, 3, 4], Y, q);
Pl acdc] = acdc— g adcc— q3 cacd+ (q4 + q3 — q) cadc+ (—q6
|+ q4) ccad + q7 ccda — q4 cdac — q6 cdca + q3 dcac
(> Polly(4, TH[34], "abed’, [1, 2, 3, 41, Y, q);
P?adbb] = adbb+ (-g° — q°) badb+ " bbad — q’ bbda+ q" (1
| +4q) bdab— q dabb
(> Polly(4, TH[36], "abed", [1, 2, 3, 41, Y, q);
q 4 2 5 6 3
Pl adbd] = adbd— gaddb+ (g — q°) badd+ (-’ — g’ + ¢°) bdad
| +4' bdda— gdabd+ q” dadb+ g’ dbad— q° dbda
(> Polly(4, TH[38], "abcd", [1, 2, 3, 41, Y, q);
P adcc] = adcc+ ( —q3 — q2> cadc + qS ccad — q6 ccda + q3 (1
| +9) cdac—qdacc
(> Polly(4, TH[40], "abed”, [1, 2, 3, 41, Y, q);
P?[addb] = addb— q’ badd+ q" (1 + q) bdad— q’ bdda+ (- g
| —g) dadb+ g’ ddab
> Polly(4, TH[42], "abed’, [1, 2, 3, 4], Y, g);
q 2 3 5 4 3
Pladdd] = addd+(-q—q" — q’) dadd+ (§" + q* + g°) ddad
| —4’ddda
(> Polly(4, TH[44], "abed”, [1, 2, 3, 41, Y, q);
q 2 3 5 4 3
P bbbd] = bbbd+ (-g—q" —g°) bbdb+ (g’ +q" +q") bdbb
| —q bbb
(> Polly(4, TH[46], "abcd", [1, 2, 3, 41, Y, q);

P? [ bbed] = bbed — gbbde + (q° — g) bebd + (-q* — G°) bedb + (-g°

(52)

(33)

(54)

(55)

(56)

(57)

(58)

(59)

(60)

(61)



+ qs) bdbc + (q8 — q6 + q4 + q3) bdcb + (—q6 + q4) cbdb + q7 cdbb

| (¢ —q") abbe+(-q" +4) dbch — g° debb
(> Polly(4, TH[48], "abcd", [1, 2, 3, 41, Y, q);

2
P bbdd] — bbdd— 9\2a+d +1) bdbd

4
144
G 1—g+d+q ) bdab G (-1—g+4 +4") dvbd
4 4
1+q 1+qg
“(2g+d°+1)dbdb 6
+4 324974 — g ddbb

] 1+q

(> Polly(4, TH[50], "abcd", [1, 2, 3, 41, Y, q);

i P beec] = bccc+—<—q——q2——q3)Cbcc+—(q54—q44—q3)ccbc—-q6cccb

(> Polly(4, TH[52], "abcd", [1, 2, 3, 41, Y, q);

Pq[bcdc]::bcdc—wqbdcc——qgcbcd4—(q4+—q3——q)cbdc4—(—q6

i %—q4)ccbd%—q7ccdb——q4cdbc——q§cdcb4—q3dcbc

(> Polly(4, TH[54], "abed’, [1, 2, 3, 4], Y, q);

P bdcc] = bdcc+—(—q3——q2>cbdc%—qsccbd——qﬁccdb4-q3(1

| +4q) cdbc— g dbcc

(> Polly(4, TH[56], "abed", [1, 2, 3, 41, Y, q);

P bddc] = bddc — g cbdd+q" (1 +q) cdbd— g’ cddb+ (-
—g) dbdc+ g° ddbc

"> Polly(4, TH[58], "abed’, [1, 2, 3, 41, Y, q);

i Pq[cccd]::cccd%—(—q——qz——qS)ccdc%—(qs%—q44—q3)cdcc——qﬁckrc

(> Polly(4, TH[60], "abed’, [1, 2, 3, 4], Y, q);

Pl cddd] = cddd+(-qa—g° — q’) dedd+(q” + 4" + q’) ddcd

— ¢ dddc

2

(62)

(63)

(64)

(65)

(66)

(67)

(68)
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Titre : Combinatoire et algorithmique des factorisations tangentes a l'identité.

Résumé : LLa Combinatoire a permis de résoudre certains problémes en Mathématiques,
en Physique et en Informatique, en retour celles-ci inspirent des questions nouvelles a la
Combinatoire. Ce mémoire de thése intitulé “Combinatoire et algorithmique des factori-
sations tangentes a l'identité” regroupe plusieurs travaux sur la combinatoire des défor-
mations du produit de shuffle.

[’objectif de cette thése est d’écrire des factorisations dont le terme principal est 'identité
a travers l'utilisation d’outils portant principalement sur la combinatoire des mots (ordres,
graduations, etc.). Dans le cas classique, soit F' une algebre libre. En raison du fait que F
est une algébre enveloppante, on a une factorisation exacte de 'identité de

End(F) = F*&F

comme un produit infini d’exponentielles (End(F) étant muni du produit de shuffle sur
la gauche et de la concaténation sur la droite, une représentation fidéle du produit de
convolution). La procédure est la suivante : premiérement on commence avec une base de
Poincaré-Birkhoff-Witt, deuxiément on calcule la famille des formes coordonnées et alors
les propriétés (combinatoires) non triviales de ces familles en dualité donne la factorisation.
Si on part de l'autre coté, I'écriture pour le méme produit ne donne exactement l'identité
que sous des conditions trés restrictives que nous précisons ici. Dans de nombreux autres
cas (déformés), la construction explicite des paires de bases en dualité nécessite une étude
combinatoire et algorithmique que nous fournissons dans ce mémoire.

Mots-clefs : Combinatoire algébrique, Produit de shuffle, Produit de g—shuffle, Pro-
duit de g—stuffle, Eléments de Lie, Algébre de Lie libre, Base de Poincaré-Birkhoff-Witt,
Base de Transcendance, Bases multiplicatives, Factorisations tangentes a I'identité.
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Title : Combinatorics and algorithmics of factorizations tangent to the identity.

Abstract : Combinatorics and algorithmics of factorizations tangent to the identity
Abstract : Combinatorics has solved many problems in Mathematics, Physics and
Computer Science, in return these domains inspire new questions to Combinatorics. This
memoir entitled “Combinatorics and algorithmics of factorizations tangent to identity”
includes several works on the combinatorial deformations of the shuffle product.
The aim of this thesis is to write factorizations which principal term is the identity through
the use of tools relating mainly to combinatorics on the words (orderings, gradings etc.).
In the classical case, let F' be the free algebra. Due to the fact that F'is an enveloping
algebra, one has an exact factorization of the identity of

End(F) = F*&F

as an infinite product of exponentials (End(F’) being endowed with the shuffle product
on the left and the concatenation on the right, a faithful representation of the convolution
product) as follows : first one begins with a PBW basis, second one computes the family
of coordinate forms and then non-trivial (combinatorial) properties of theses families in
duality gives the factorization. Starting from the other side and writing the same product
does give exactly identity only under very restrictive conditions that we clarify here. In
many other (deformed) cases, the explicit construction of pairs of bases in duality requires
combinatorial and algorithmic studies that we provide in this memoir.

Keywords : Algebraic combinatorics, Shuffle product, g-Shuffle product, g-Stuffle pro-
duct, Lie elements, Free Lie algebra, Poincar-Birkhoff-Witt basis, Transcendence basis,
Multiplicative bases, Factorizations tangent to the identity.



