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♦90❤♦❣♦♥❛❧❡ ❞❡ K①X② ♣❡✉0 L09❡ ❛✣♥,❡ ❡♥ ✉♥❡ ❞,❝♦♠♣♦%✐0✐♦♥ ❞❡ 0②♣❡ ✭✶✳✷✮ ♣❛❣❡ ✶✷ ✱ ♦O

Uλ ❡%0 ♠❛✐♥0❡♥❛♥0 ❡♥❣❡♥❞9, ♣❛9 ❧❡% %❤✉✤❡% ❞❡% ,❧,♠❡♥0% ❞❡ ▲✐❡ ❤♦♠♦❣<♥❡%

P1✁ P2✁ ☎ ☎ ☎✁ Pr, ✭✶✳✺✮

♦O ❝❤❛8✉❡ Pi ❡%0 ❞❡ ❞❡❣9, λi✳ ▲❛ 9❡❧❛0✐♦♥ ❡♥09❡ ❧❛ ♣9♦❥❡❝0✐♦♥ πn ✏ e
♣n" ❞❡ ❝❡00❡ ❞,❝♦♠♣♦✲

%✐0✐♦♥ ❡0 ❧❡% ❛✉09❡% ♣9♦❥❡❝0❡✉9% eλ ❡%0 ✉♥ ♣❡✉ ❛♥❛❧♦❣✉❡ P ❝❡❧❧❡ 9❡♥❝♦♥09,❡ ❞❛♥% ❧❡ ❝❛% ❞❡

❧✬❛❧❣<❜9❡ ❞❡ ❞❡%❝❡♥0❡✱ ♠❛✐% ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉% ❝♦♠♣❧❡①❡✳

Q♦✉9 ❝♦♠♣9❡♥❞9❡ ❝❡00❡ ❛♥❛❧♦❣✐❡✱ ✐❧%  ❉❦0✾✼, ❩❛❣✾✷! ♦♥0 ,0, ❛♠❡♥,% P ✐♥09♦❞✉✐9❡ ✉♥ q✁❛♥❛❧♦❣✉❡

❞✉ ♣9♦❞✉✐0 ❞❡ %❤✉✤❡✱ 8✉✐✱ P ♣9♦♣9❡♠❡♥0 ♣❛9❧❡9✱ ❡%0 ✉♥❡ ❞,❢♦9♠❛0✐♦♥ ❞✉ ♣9♦❞✉✐0 ❞❡ ❝♦♥❝❛✲

0,♥❛0✐♦♥ ♣♦✉9 q ✏ 0✱ ❞,✜♥✐❡ ♣❛9 ✿

u✁q 1X✝

✏ 1X✝

✁q u ✏ u et au✁q bv ✏ a♣u✁q bv) * q⑤au⑤b♣au✁q v) ✭✶✳✻✮

♦O a, b $ X ❡0 u, v $ X✝

✳ ❈❡ ♣9♦❞✉✐0 ❞,❣,♥<9❡ ❛✉① 9❛❝✐♥❡% ❞❡ ❧✬✉♥✐0,✱ ❡0 ❡♥ ♣❛90✐❝✉❧✐❡9

❞♦♥♥❡ ❧❡ ♣9♦❞✉✐0 ❞❡ %❤✉✤❡ ✭♦✉ ♣9♦❞✉✐0 ❞❡ ♠,❧❛♥❣❡✮ ❝♦♠♠✉0❛0✐❢ ♣♦✉9 q ✏ 1 ❛✐♥%✐ 8✉❡ ❧❡

♣9♦❞✉✐0 ❞❡ ❝♦♥❝❛0,♥❛0✐♦♥ ♣♦✉9 q ✏ 0✳

❯♥ ♣9♦❜❧<♠❡ ❞✐✣❝✐❧❡ ❡%0 ❞❡ 09♦✉✈❡9 ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❞,❢♦9♠❛0✐♦♥ ❞✉ ♣9♦❞✉✐0 ❞❡ %❤✉✤❡ 9❡❞♦♥✲

♥❛♥0 ❧✬❛❧❣<❜9❡ ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉0✐♦♥ ♣❡90✐♥❡♥0 ❛✉ ♣9♦❜❧<♠❡ ❞❡% ✐❞❡♠♣♦0❡♥0% ♦90❤♦❣♦♥❛✉① ❝♦♠♠❡

✉♥ ❝❛% ❞,❣,♥,9,✳

■❧ %✬❛✈<9❡ 8✉❡ ❧❡ ♣9♦❞✉✐0 ❞❡ q✁%❤✉✤❡✱ ❛✐♥%✐ 8✉❡ ❧❡% ,❧,♠❡♥0% Un♣q) ✏

➳

σ%Sn

qInv♣σ"σ✱8✉✐❧✉✐

%♦♥0♥❛0✉9❡❧❧❡♠ ❡♥0❛%%♦❝✐,✱%♦♥0❞,❥P ❝♦♥♥✉%❞❛♥%❧❛ ❧✐00,9❛0✉9❡✱❞❛♥%♣❧✉%✐❡✉9%❝♦♥0❡①0❡%
❛♣♣❛9❡♠♠❡♥0♥♦♥ ❛♣♣❛9❡♥0,%✳

❚♦✉0 ❞✬❛❜♦9❞✱❧✬❛❧❣<❜9❡ ❞❡ q✁%❤✉✤ ❡ ❡%0 ❧❡ ❝❛% ❧❡ ♣❧✉% %✐♠ ♣❧❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥%09✉❝0✐♦♥ 09<%
❣,♥,9❛❧❡❞❡▼ ✳❘♦%%♦  ❉❦0✾✼!✱♦❜0❡♥✉❡❞❛♥%❧❡❝❛❞9❡❞❡❧❛ 0❤,♦9✐❡❞❡%❣9♦✉♣❡%8✉❛♥0✐8✉❡%✳
❊♥ ♦✉09❡✱❧✬❛❧❣<❜9❡❞❡ q✁%❤✉✤ ❡❡%0✐%♦♠ ♦9♣❤❡P ❧✬❛❧❣<❜9❡❛%%♦❝✐❛0✐✈❡❧✐❜9❡%✐❡0%❡✉❧❡♠ ❡♥0
%✐Un♣q)❡%0✐♥✈❡9%✐❜❧❡♣♦✉90♦✉0n✳▲❡❝❛❧❝✉❧❞❡%♦♥ ❞,0❡9♠ ✐♥❛♥0✭❝♦♠ ♠ ❡✉♥ ♦♣,9❛0❡✉9❞❡
❧❛9❡♣9,%❡♥0❛0✐♦♥ 9,❣✉❧✐<9❡❞❡Sn✮❞,❥P❡✉ ❧✐❡✉ ❞❛♥%✉♥ ♣9♦❜❧<♠ ❡❞❡♣❤②%✐8✉❡ ❩❛❣✾✷!✱❡0❛
,0,9,%♦❧✉♣❛9❉✳❩❛❣✐❡9 ❩❛❣✾✷!8✉✐❛,❣❛❧❡♠ ❡♥0❝❛❧❝✉❧,Un♣q)

✁ 1 ❛✉ ♠ ♦②❡♥ ❞❡❝❡90❛✐♥❡%❢♦9✲
♠ ✉❧❡%❞❡❢❛❝0♦9✐%❛0✐♦♥✳❈✉9✐❡✉%❡♠ ❡♥0✱❧❛❢♦9♠ ✉❧❡❞❡❩❛❣✐❡9♣♦✉9det♣Un♣q))%✬❛✈<9❡L09❡✉♥
❝❛%♣❛90✐❝✉❧✐❡9❞✬✉♥❡❢♦9♠ ✉❧❡9,❝❡♥0❡❞❡❱❛9❝❤❡♥❦♦  ❱❛9✾✸!✱8✉✐❞♦♥♥❡❧❡❞,0❡9♠ ✐♥❛♥0❞❡❝❡



✲ ✶✹✲

#✉✬✐❧ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧❛ ❢♦-♠❡ ❜✐❧✐♥1❛✐-❡ #✉❛♥2✐#✉❡ ❞✬✉♥ ❛--❛♥❣❡♠❡♥2 ❞✬❤②♣❡-♣❧❛♥7✳ 9♦✉- ❝♦♠♣❧12❡-

❧❡ 2❛❜❧❡❛✉✱ ✐❧7  ❉❦2✾✼, ❩❛❣✾✷! ♠❡♥2✐♦♥♥❡♥2 #✉❡ ❧❡ ♣-♦❞✉✐2 ❞❡ q✁7❤✉✤❡ ❞✐7♣♦7❡ 1❣❛❧❡♠❡♥2

❞✬✉♥❡ ✐♥2❡-♣-12❛2✐♦♥ ♥❛2✉-❡❧❧❡ ❞❛♥7 ❧❛ 2❤1♦-✐❡ ❞❡ ❧❛ -❡♣-17❡♥2❛2✐♦♥ ❞❡7 ❛❧❣C❜-❡7 0✁❍❡❝❦❡

❞❡ 2②♣❡ A  ❉❦2✾✼!✳ ❈❡7 ❛7♣❡❝27 ❞✉ ♣-♦❞✉✐2 ❞❡ q✁7❤✉✤❡ 7♦♥2 ❡①❛♠✐♥17✱ ❡2 ❧❡7 ❞✐✛1-❡♥2❡7

❧✐❛✐7♦♥7 7♦♥2 ❡①♣❧♦✐21❡7 ❛✜♥ ❞❡ ❞♦♥♥❡- ❞❡7 ❣1♥1-❛❧✐7❛2✐♦♥7 ♦✉ ❞❡7 7✐♠♣❧✐✜❝❛2✐♦♥7 ❞❡ -17✉❧✲

2❛27 ❝♦♥♥✉7 ❧♦-7#✉❡ ❝❡❧❛ ❡72 ♣♦77✐❜❧❡✳ 9❛- ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉2 ✈♦✐- #✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉2 ❝♦♥72-✉✐-❡

✉♥ 7❤✉✤❡ #✉❛♥2✐#✉❡ ❞❡ 2♦✉2❡ 7♦❧✉2✐♦♥ ❞❡ ❧✬1#✉❛2✐♦♥ ❞❡ ❨❛♥❣✲❇❛①2❡- ✭7❛♥7 ♣❛-❛♠C2-❡7

7♣❡❝2-❛✉①✮✱ ❡2 #✉❡ ❧❡7 ❢♦♥❝2✐♦♥7 7②♠12-✐#✉❡7 ❞❡ ❍❛❧❧✲▲✐22❧❡✇♦♦❞ ♦✉ ❧❡7 ❡7♣❛❝❡7 q✁❋♦❝❦ ❞❡

❑❛7❤✐✇❛-❛✱ ▼✐✇❛ ❡2 ❙2❡-♥  ❑♠7✾✺! ♣❡✉✈❡♥2 U2-❡ ❝♦♥7✐❞1-17 ❝♦♠♠❡ ❞❡7 ❡①❡♠♣❧❡7 ❞❡ ❝❡7

❝♦♥72-✉❝2✐♦♥7✳ ❆✐♥7✐✱ ♥♦✉7 ❞♦♥♥♦♥7 #✉❡❧#✉❡7 ❛♣♣❧✐❝❛2✐♦♥7✳

✶✳✶ ■❧❧✉%&'❛&✐♦♥

✭❛✮ ✜❣✸ ✭❜✮ ✜❣✹

❋✐❣✉$❡ ✶✳✶ ✕ ❧❡" ❞❡✉① ✈❡❝(❡✉)" ✈✐(❡""❡" ❞❛♥" ❧❡ ♣❧❛♥ (❛♥❣❡♥(

❖♥ ✈❛ ✈♦✐- ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉72-❛2✐♦♥ ❧❡7 ❞✐-❡❝2✐♦♥7 2❛♥❣❡♥2❡7 Y ❧❛ 7♣❤C-❡✳ ❊♥ ❝❤❛#✉❡ ♣♦✐♥2

7✉- ❧❛ 7♣❤C-❡✱ ♦♥ ♣❡✉2 ❝♦♥7✐❞1-❡- ❧❡7 ❞❡✉① ✈❡❝(❡✉)" ✈✐(❡""❡" 7✉✐✈❛♥27 ✿

~M ❛✈❛♥❝❡- Y 100km④h ❡♥ 7✉✐✈❛♥2 ❧❡ ♠1-✐❞✐❡♥ ❞✉ ♥♦-❞ ✈❡-7 ❧❡ 7✉❞✳

~P ❛✈❛♥❝❡- Y 100km④h ❡♥ 7✉✐✈❛♥2 ❧❡ ♣❛-❛❧❧C❧❡ ✈❡-7 ❧✬❡72✳

▲❡7 ❞❡✉① ✈❡❝2❡✉-7

~M ❡2

~P 7♦♥2 ♣♦-217 ♣❛- ❞❡7 ❞✐-❡❝2✐♦♥7✱ ❝✬❡72✲Y✲❞✐-❡ ♣❛- ❞❡7 ❞-♦✐2❡7

2❛♥❣❡♥2❡7 Y ❧❛ 7♣❤C-❡✳ ■❧7 7♦♥2 7✐2✉17 ❡♥2✐C-❡♠❡♥2 ❞❛♥7 ❧❡ ♣❧❛♥ 2❛♥❣❡♥2 Y ❧❛ 7♣❤C-❡ ❛✉ ♣♦✐♥2

❝♦♥7✐❞1-1✳ ■❧7 ♥❡ 7♦♥2 ♣❛7 7✉- ❧❛ 7♣❤C-❡✱ ♠❛✐7 ✐❧7 7✬❡♥ ✧❞1❝♦❧❧❡♥2✧ ✭✈♦✐- ❧❛ ✜❣✉-❡ ✭✶✳✶❛ ✜❣✸✮

♣❛❣❡ ✶✹✮✳

9❛- ❝♦♥2-❡✱ ✐❧7 ✐♥❞✐#✉❡♥2 ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥( #✉✐ 7❡ ❢❛✐2 7✉- ❧❛ 7♣❤C-❡ ✿ ❝❡❧✉✐ #✉✐ ❡72 ♦❜2❡♥✉ ❡♥



✶✳✶ ■❧❧✉%&'❛&✐♦♥ ✲ ✶✺✲

❢❛✐%❛♥& ✉♥❡ ✐♥"#❣%❛"✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝&✐♦♥ ✈✐&❡%%❡✳ ▼❛&❤5♠❛&✐7✉❡♠❡♥&✱ ❝❡❧❛ %❡ &'❛❞✉✐& ♣❛' ❞❡%

❡①♣♦♥❡♥"✐❡❧❧❡,✳

▲❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥& ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ %♣❤<'❡✱ %✉✐✈❛♥& ❧❡ ♠5'✐❞✐❡♥✱ ♣❡♥❞❛♥& 1 ❤❡✉'❡ %❡'❛ '❡♣'5✲

%❡♥&5 ♣❛' ❧✬❡①♣♦♥❡♥&✐❡❧❧❡ exp♣M!✳ ▲❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥& ♣❡♥❞❛♥& 1 ❤❡✉'❡ %✉✐✈❛♥& ❧❡ ♠5'✐❞✐❡♥

%✉✐✈✐ ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥& ♣❡♥❞❛♥& 1 ❤❡✉'❡ %✉✐✈❛♥& ❧❡ ♣❛'❛❧❧<❧❡ %❡'❛ '❡♣'5%❡♥&5 ♣❛' ❧❡ ♣'♦❞✉✐& ✿

exp♣P ! exp♣M!✳

❖' ❧❛ ❞✐'❡❝&✐♦♥ PM ✭❝❤❡♠✐♥ %✉✐✈❛♥&

~M ♣✉✐% %✉✐✈❛♥&

~P ✮ ❡& ❧❛ ❞✐'❡❝&✐♦♥ MP ✭❝❤❡♠✐♥

%✉✐✈❛♥&

~P ♣✉✐% %✉✐✈❛♥&

~M✮ ♥❡ %♦♥& ♣❛% 5❣❛❧❡%✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ♣❡✉& %✬❡♥ '❡♥❞'❡ ❝♦♠♣&❡ ♣❛' ✉♥

%✐♠♣❧❡ ❞❡%%✐♥ ✭ ✈♦✐' ❧❛ ✜❣✉'❡ ✭✶✳✶❜ ✜❣✹✮ ♣❛❣❡ ✶✹ ✮✳

F❛' ❝♦♥&'❡✱ ♦♥ ♣❡✉& %❡ ❝♦♥✈❛✐♥❝'❡ 7✉❡ ❧❛ ❞✐✛5'❡♥❝❡ 7✉✐ %✬♦❜&✐❡♥& ♣❛' ♣❛%%❛❣❡ H ❧❛ ❧✐♠✐&❡ ✿

"P,M # ✏ PM ✁ MP

'❡♣'5%❡♥&❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❞✐'❡❝&✐♦♥ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥& ✭✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ✈❡❝&❡✉' ✈✐&❡%%❡✮✳

❙✉' ❧❡% ✈5'✐&❛❜❧❡% ♠♦✉✈❡♠❡♥&% ✭❧❡% ❡①♣♦♥❡♥&✐❡❧❧❡%✮✱ ♦♥ ✈❛ &❡%&❡' ❧❛ ❝♦♠♣♦%✐&✐♦♥ ✐♥❞✐7✉5❡

♣❛' ❧❡ ❞❡%%✐♥ ✿

exp♣P ! exp♣M! exp♣✁P ! exp♣✁M!

✭♦♥ ❝❤❡♠✐♥❡ ✧ H ❧✬❡♥✈❡'%✧ %✉✐✈❛♥&

~M ✱ ♣✉✐% %✉✐✈❛♥&

~P ✱ ♣✉✐% ♦♥ ❝❤❡♠✐♥❡ H ❧✬❡♥❞'♦✐& %✉✐✈❛♥&

~M ✱ ♣✉✐% %✉✐✈❛♥&

~P ✮✳

▲❡ ❝❤❡♠✐♥❡♠❡♥& ❝♦♠♣♦%5 ♦❜&❡♥✉ ❛✉'❛ ❧✐❡✉ %✉✐✈❛♥& ✉♥❡ ❞✐'❡❝&✐♦♥ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥& 7✉✐ ♥✬❡%&

❛✉&'❡ 7✉❡ "

~P , ~M #✳ ❱5'✐✜♦♥% ❝❡ ❢❛✐& ♣♦✉' ❞❡% ❝❤❡♠✐♥❡♠❡♥&% ❞✉'❛♥& ✉♥ &❡♠♣% ε ♣❡&✐&✳

exp♣εP ! ✏ 1 & εP &

ε2

2!
P 2

& O♣ε3!

exp♣εM! ✏ 1 & εM &

ε2

2!
M2

& O♣ε3!

exp♣✁εP ! ✏ 1 ✁ εP &

ε2

2!
P 2

& O♣ε3!

exp♣✁εM! ✏ 1 ✁ εM &

ε2

2!
M2

& O♣ε3!

❉❛♥% ❧❡ ♣'♦❞✉✐& exp♣εP ! exp♣εM! exp♣✁εP ! exp♣✁εM! ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ &❡'♠❡% %✬❡♥ ✈♦♥&✳ ■❧

❢❛✉& ❝❛❧❝✉❧❡' %♦✐❣♥❡✉%❡♠❡♥& ❝❛' ❧❡ ♣'♦❞✉✐& ♥✬❡%& ♣❛% ❝♦♠♠✉&❛&✐❢✳ ❖♥ ♦❜&✐❡♥& ✜♥❛❧❡♠❡♥& ✿



✲ ✶✻✲

exp♣εP ! exp♣εM! exp♣✁εP ! exp♣✁εM! ✏ 1 $ ε2%P,M & $ O♣ε3! ✏ 1 $ Θ✱ ❛✈❡❝

Θ ✏ ε2%P,M & $ O♣ε3!

❈✬❡*+ ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ ❧❛ ❞✐2❡❝+✐♦♥ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥+ ♣♦2+6❡ ♣❛2 ❧❡ ✈❡❝+❡✉2 %P,M & ✏ PM ✁MP 7✉✐

❡*+ ❛♣♣❛2✉❡✳ ❈❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ✈❡❝+❡✉2 ✈✐+❡**❡ ❡*+ ❡♥❝♦2❡ ✉♥ ✈❡❝+❡✉2 +❛♥❣❡♥+ : ❧❛ *♣❤<2❡✳

✶✳✷ ❈♦♥&'✐❜✉&✐♦♥+ ❡& ♣❧❛♥ ❞1&❛✐❧❧1

▲❡* ❢❛❝+♦2✐*❛+✐♦♥* ❞❡ ❙❝❤@+③❡♥❜❡2❣❡2 *✬♦❜+✐❡♥♥❡♥+ ❡♥ ❞6❢♦2♠❛♥+ ❧❡ ♣2♦❞✉✐+ ❞❡ *❤✉✤❡

❞❡ ❞✐✈❡2*❡* ♠❛♥✐<2❡*✳ ❉❛♥* %❘❡✉✾✸, ▼2❡✽✾, ▼❡❧❛✾✶&✱ ❈✳ ❘❡✉+❡♥❛✉❡2 ❡+ ●✳ ▼6❧❛♥J♦♥ ♦♥+

♠♦♥+26 7✉❡ ❧❡ 26*✉❧+❛+ ✭❧❛ ❢❛❝+♦2✐*❛+✐♦♥ ❞❡ ❙❝❤@+③❡♥❜❡2❣❡2✮ ❡*+ ❡①❛❝+ ❡♥ ✉+✐❧✐*❛♥+ ❧❡ ♣2♦❞✉✐+

❞❡ *❤✉✤❡✳ ❉❛♥* %❇❛♠✶✸, ▼✐❤✶✸, ▼✐♥✶✸&✱ ❈✳ ❇✉✐✱ ●✳❍✳❊ ❉✉❝❤❛♠♣ ❡+ ❱✳ ▼✐♥❤ ♦♥+ ♠♦♥✲

+26 7✉❡ ❧❡ 26*✉❧+❛+ ✭❧❛ ❢❛❝+♦2✐*❛+✐♦♥ ❞❡ ❙❝❤@+③❡♥❜❡2❣❡2✮ ❡*+ ❡①❛❝+ ❡♥ ✉+✐❧✐*❛♥+ ❧❡ ♣2♦❞✉✐+ ❞❡

q✁*+✉✤❡ ♠❛✐* ❛✉ ♣2✐① ❞✬✉♥❡ 2❡❞6✜♥✐+✐♦♥ ❞❡* ♣♦❧②♥T♠❡* ❞❡ ▲✐❡✳

◆♦✉* ❛✈♦♥* ❡♥+2❡♣2✐* ♥♦* +2❛✈❛✉① ❞❛♥* ❧❡ ❜✉+ ❞✬6+❡♥❞2❡ ❝❡* 26*✉❧+❛+* ✭❧❡* ❢❛❝+♦2✐*❛+✐♦♥* ❞❡

❙❝❤@+③❡♥❜❡2❣❡2✮ ❡♥ ✉+✐❧✐*❛♥+ ❧❡ ♣2♦❞✉✐+ ❞❡ q✁*❤✉✤❡ ✳

▲❡* ❝♦♥+2✐❜✉+✐♦♥* ❞❡ ❝❡++❡ +❤<*❡ *♦♥+ ❞6❝2✐+❡* ❞❛♥* ❧❡* ❝❤❛♣✐+2❡* 4✱ 5 ❡+ 6 ✿

❈❤❛♣✐%&❡ ✶ ✿ ▲❡ ❜✉+ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐+2❡ ❡*+ ❞✬✐♥+2♦❞✉✐2❡ ❞❡* ❞6❢♦2♠❛+✐♦♥* ❡+ ❞❡ ❞♦♥♥❡2 ❧❡*

❞✐✛62❡♥+❡* ♠♦+✐✈❛+✐♦♥* ❞❡ ❝❡++❡ +❤<*❡✳

❈❤❛♣✐%&❡ ✷ ✿ ❈❡ ❝❤❛♣✐+2❡ *❡2+ ❞❡ ♣26❧✐♠✐♥❛✐2❡ ❛✉① ❛✉+2❡* ❝❤❛♣✐+2❡*✱ 2❛♣♣❡❧❛♥+ ♣❧✉*✐❡✉2*

❞6✜♥✐+✐♦♥* ❡+ 26*✉❧+❛+* 7✉✐ *❡2♦♥+ ✉+✐❧✐*6* ♣❧✉* ❧♦✐♥✳ ■❧ ❢♦✉2♥✐+ ❧❡* ♥♦+✐♦♥* ❞❡ ❜❛*❡ ❝♦♥❝❡2✲

♥❛♥+ ❧❡* *+2✉❝+✉2❡* ❝♦♠❜✐♥❛+♦✐2❡* ♠✐*❡* ❡♥ ❥❡✉ ❞❛♥* ❝❡++❡ +❤<*❡ ✿ ♠♦+*✱ ♣♦❧②♥T♠❡*✱ ❛❧❣<❜2❡

❞❡ ▲✐❡✱ ❛❧❣<❜2❡ ❞❡ ▲✐❡ ❧✐❜2❡✱ ❛❧❣<❜2❡ ❡♥✈❡❧♦♣♣❛♥+❡✱ ❛❧❣<❜2❡ ❞❡ ❍♦♣❢✱ ❛❧❣<❜2❡ ❞❡ *❤✉✤❡ ❡+

❛❧❣<❜2❡ ❞❡ *+✉✤❡✳

❈❤❛♣✐%&❡ ✸ ✿ ❉❛♥* ❝❡ ❝❤❛♣✐+2❡ ♥♦✉* ❡①♣❧♦2♦♥* ❞❡* ❢❛✐+* ❣6♥62❛✉① *✉2 ❧❛ ❞✉❛❧✐+6 ❞❛♥*

❧❡ ❝♦♥+❡①+❡ ❞✉ ❚❤6♦2<♠❡ ❞❡ ❢❛❝+♦2✐*❛+✐♦♥* ❞❡ [♦✐♥❝❛26✲❇✐2❦❤♦✛✲❲✐++ ✭[❇❲✮ ❡+ ❞❡ ❙❝❤@+✲

③❡♥❜❡2❣❡2✳ ◆♦✉* 2❛♣♣❡❧♦♥* ❞❡* 26*✉❧+❛+* ❝♦♥♥✉* ❞❛♥*

%❘❡✉✾✸, ▼2❡✽✾, ▼❡❧❛✾✶, ❇❛♠✶✸, ▼✐❤✶✸, ▼✐♥✶✸& ❡+ +2❛✐+♦♥* ❞❡* ❡①❡♠♣❧❡* 7✉✐ *❡2♦♥+ ✉+✐❧❡*

❞❛♥* ❧❡* ❝❤❛♣✐+2❡* 4✱ 5 ❡+ 6✳

❈❤❛♣✐%&❡ ✹ ✿ ▲❡ ❜✉+ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐+2❡ ❡*+ ❞❡ ❝♦♥*+2✉✐2❡ ✉♥❡ ♣❛✐2❡ ❞❡ ❜❛*❡* ❡♥ ❞✉❛❧✐+6✳

❈❡ ❝❤❛♣✐+2❡ ❝♦♥+✐❡♥+ +2♦✐* ✈♦❧❡+* ♣2✐♥❝✐♣❛✉① ✿ ❉❛♥* ❧❡ ♣2❡♠✐❡2 ✈♦❧❡+✱ ♥♦✉* ❞♦♥♥♦♥* ✉♥❡

❝♦♥*+2✉❝+✐♦♥ ❞❡* 6❧6♠❡♥+* ❞❡ ♣Sn!m ✭❉6✜♥✐+✐♦♥ ✷✵ ♣❛❣❡ ✻✸✮✱ ❞❛♥* ✉♥ *❡❝♦♥❞ ✈♦❧❡+✱ ♥♦✉*

❝♦♥*+2✉✐*♦♥* ✉♥❡ ❜❛*❡ q✁❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛*❡ ❞✉❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛*❡ ❞❡ [♦✐♥❝❛26✲❇✐2❦❤♦✛✲❲✐++✲

▲②♥❞♦♥ ♣S
♣q!
w !w"X✝

✭✭✹✳✸✾✮ ♣❛❣❡ ✽✶✮ ❡+ ❞❛♥* ❧❡ +2♦✐*✐<♠❡ ✈♦❧❡+✱ ❧❛ ❝♦♥*+2✉❝+✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❜❛*❡

q✁❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛*❡ ❞❡ [♦✐♥❝❛26✲❇✐2❦❤♦✛✲❲✐++✲▲②♥❞♦♥ ♣P
♣q!
w !w"X✝

✭✭✹✳✺✷✮ ♣❛❣❡ ✽✻✮ +❡❧❧❡



✶✳✷ ❈♦♥&'✐❜✉&✐♦♥+ ❡& ♣❧❛♥ ❞1&❛✐❧❧1 ✲ ✶✼✲

4✉❡ ①S
♣q!
u ⑤ P

♣q!
v ② ✏ δuv✱ ❅u, v % X✝

✳

❉❛♥+ ❜✐❡♥ ❞❡+ ❝❛+✱ ❧❛ ❝♦♥+&'✉❝&✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣❛✐'❡ ❞❡ ❜❛+❡+ ❡♥ ❞✉❛❧✐&1 ♣❛++❡ ♣❛' ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡

❜❛+❡ ❞✉❛❧❡ 9 ♣❛'&✐' ❞✬✉♥❡ ❜❛+❡ ❞♦♥& ♦♥ ❝♦♥♥❛:& ❝❡'&❛✐♥❡+ ♣'♦♣'✐1&1+✳ ◆♦✉+ ♥♦✉+ ♣'♦♣♦+♦♥+

❞♦♥❝ ❞✬1&✉❞✐❡' ❧❡+ ❝♦♥❞✐&✐♦♥+ 4✉❡ ❞♦✐& +❛&✐+❢❛✐'❡ ❧❛ ❜❛+❡ ❞♦♥& ♥♦✉+ ♣❛'&♦♥+ ❞❡ +♦'&❡ 4✉❡

❧❛ ❜❛+❡ ❞✉❛❧❡ ♣❡'♠❡&&❡ ❧✬1❝'✐&✉'❡ ❞❡+ ❢❛❝&♦'✐+❛&✐♦♥+✳ ◆♦✉+ ✐❧❧✉+&'❡'♦♥+ ❝❡+ ✐❞1❡+ +✉' ❞❡+

❡①❡♠♣❧❡+ ❝♦♠❜✐♥❛&♦✐'❡+ ❡♥ ✉&✐❧✐+❛♥& ❧❡ ♣'♦❞✉✐& ❞❡ q✁+❤✉✤❡✳

▲❡+ ♣'✐♥❝✐♣❛✉① '1+✉❧&❛&+ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐&'❡ +♦♥& ✿

✶✳ ❧❡ ❚❤1♦'D♠❡ ✼ ♣❛❣❡ ✻✹ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❣1♥1'❛❧✐+❛&✐♦♥ ❞✉ ❚❤1♦'D♠❡ ✽ ♣❛❣❡ ✻✹ '❍✉♠, ❑❛+✵✾(✳

✷✳ ❧❡ ❚❤1♦'D♠❡ ✾ ♣❛❣❡ ✼✽ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ &'✐❛♥❣✉❧❛'✐+❛&✐♦♥ ❞❡+ 1❧1♠❡♥&+ ℓ✁qk
✭ ℓ % Lyn♣X*

❡& k % N
➙1✮✳

✸✳ ❧❡ ❚❤1♦'D♠❡ ✶✵ ♣❛❣❡ ✽✶ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❝♦♥+&'✉❝&✐♦♥ '1❝✉'+✐✈❡ ❞❡+ 1❧1♠❡♥&+ S
♣q!
w ✱ w % X✝

✳

❈❤❛♣✐%&❡ ✺ ✿ ▲❡ ❜✉& ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐&'❡ ❡+& ❞✬1&✉❞✐❡' ❧❛ ♠✉❧&✐♣❧✐❝❛&✐✈✐&1 ❞❡+ ❢❛♠✐❧❧❡+ ♦❜&❡✲

♥✉❡+ ❡♥ ❞✉❛❧✐&1✳ ❈❡ ❝❤❛♣✐&'❡ ❝♦♠♣♦'&❡ ❞❡✉① ✈♦❧❡&+ ♣'✐♥❝✐♣❛✉① ✿ ❉❛♥+ ✉♥ ♣'❡♠✐❡' ✈♦❧❡&✱

♥♦✉+ '❡❞♦♥♥♦♥+ ✉♥❡ ❝♦♥+&'✉❝&✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣❛✐'❡ ❞❡ ❜❛+❡+ ❡♥ ❞✉❛❧✐&1 ❞❛♥+ ❧❡ ❝❛+ ❞✉ q✁+❤✉✤❡

❞1❝'♦✐++❛♥&+ ❞❡ ♠♦&+ ❞❡ ▲②♥❞♦♥ ❡& ❞❛♥+ ❧❡ +❡❝♦♥❞ ✈♦❧❡&✱ ♥♦✉+ ❞♦♥♥♦♥+ ✉♥❡ ❛✉&'❡ ❝♦♥+&'✉❝✲

&✐♦♥ ❞❡ ♣❛✐'❡ ❞❡ ❜❛+❡+ ❡♥ ❞✉❛❧✐&1✳ ◆♦✉+ ♥♦✉+ ♣'♦♣♦+♦♥+ ❞♦♥❝ ❞✬1&✉❞✐❡' ❧❡+ ❝♦♥❞✐&✐♦♥+ 4✉❡

❞♦✐& +❛&✐+❢❛✐'❡ ❧❛ ❜❛+❡ ❞♦♥& ♥♦✉+ ♣❛'&♦♥+ ❞❡ +♦'&❡ 4✉❡ ❧❛ ❜❛+❡ ❞✉❛❧❡ ♣❡'♠❡&&❡ ❧✬1❝'✐&✉'❡ ❞❡+

❢❛❝&♦'✐+❛&✐♦♥+✳

▲❡+ ♣'✐♥❝✐♣❛✉① '1+✉❧&❛&+ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐&'❡ +♦♥& ✿

✶✳ ❧❛ ◆♦&❡ ✶ ♣❛❣❡ ✶✵✶ ✭❚❡+& ♥✉♠1'✐4✉❡✮ ❝❛'❛❝&1'✐+❡ ❧❛ ♠✉❧&✐♣❧✐❝❛&✐✈✐&1 ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡

♣R
♣q!
w *w$X✝

❛✜♥ ❞✬1❝'✐'❡ ❞❡+ ❢❛❝&♦'✐+❛&✐♦♥+ ❞❡ DX ✭◆♦&❡ ✷ ♣❛❣❡ ✶✵✻✱ ◆♦&❡ ✸ ♣❛❣❡ ✶✵✻✮

❡& D
♣q!

X ✭❈♦'♦❧❧❛✐'❡ ✼ ♣❛❣❡ ✶✵✽✮✳

✷✳ ❧❛ ❈♦♥❥❡❝&✉'❡ ✷ ♣❛❣❡ ✶✵✷ ✭❚❡+& ♥✉♠1'✐4✉❡✮ ❝❛'❛❝&1'✐+❡ ❧❛ ♠✉❧&✐♣❧✐❝❛&✐✈✐&1 ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡

♣P
♣q!
w *w$X✝

❛✜♥ ❞✬1❝'✐'❡ ❞❡+ ❢❛❝&♦'✐+❛&✐♦♥+ ❞❡ DX ✭◆♦&❡ ✷ ♣❛❣❡ ✶✵✻✱ ◆♦&❡ ✸ ♣❛❣❡ ✶✵✻✮

❡& D
♣q!

X ✭❈♦'♦❧❧❛✐'❡ ✼ ♣❛❣❡ ✶✵✽✮✳

❈❤❛♣✐%&❡ ✻ ✿ ▲❡ ❜✉& ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐&'❡ ❡+& ❞✬1❝'✐'❡ ❞❡+ ❢❛❝&♦'✐+❛&✐♦♥+ ❛++♦❝✐1❡+ ❛✉① ♣❛✐'❡+

❞❡ ❜❛+❡+ ♦❜&❡♥✉❡+ ♣❛' ❞✉❛❧✐&1✳ ❈❡ ❝❤❛♣✐&'❡ ❝♦♠♣♦'&❡ ❞❡✉① ✈♦❧❡&+ ♣'✐♥❝✐♣❛✉① ✿ ❉❛♥+ ✉♥

♣'❡♠✐❡' ✈♦❧❡&✱ ♥♦✉+ ❞♦♥♥♦♥+ ✉♥❡ 1❝'✐&✉'❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛❝&♦'✐+❛&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ +1'✐❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✳ ❊♥✜♥✱

♥♦✉+ ❞♦♥♥♦♥+ ✉♥❡ 1❝'✐&✉'❡ ❞❡+ ❢❛❝&♦'✐+❛&✐♦♥+ &❛♥❣❡♥&❡+ 9 ❧✬✐❞❡♥&✐&1✳

▲❡+ ♣'✐♥❝✐♣❛✉① '1+✉❧&❛&+ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐&'❡ +♦♥& ✿

➱❝'✐&✉'❡ ❞❡+ ❢❛❝&♦'✐+❛&✐♦♥+ ✿ DX ✭◆♦&❡ ✷ ♣❛❣❡ ✶✵✻✱ ◆♦&❡ ✸ ♣❛❣❡ ✶✵✻✮ ❡& D
♣q!

X ✭❈♦'♦❧❧❛✐'❡ ✼

♣❛❣❡ ✶✵✽✮✳

❈❤❛♣✐%&❡ ✼ ✿ ▲❡ ❜✉& ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐&'❡ ❡+& ❞❡ &✐'❡' ❞❡+ ❝♦♥❝❧✉+✐♦♥+ ❡& ♣❡'+♣❡❝&✐✈❡+ ❞❡ ❝❡&&❡



✲ ✶✽✲

#❤%&❡✳

❆♥♥❡①❡ ✿ ❋❡✉✐❧❧❡& ❞❡ ❝❛❧❝✉❧& ▼❛♣❧❡ ❡# ❜✐❜❧✐♦❣5❛♣❤✐❡✳



 !❡♠✐%!❡ ♣❛!(✐❡

●*♥*!❛❧✐(*-



✲ ✷✵✲

✳



❈❤❛♣✐%&❡ ✷

◆♦%✐♦♥, ❞❡ ❜❛,❡

❘!"✉♠! ✿ ❈❡ ❝❤❛♣✐'(❡ )❡(' ❞❡ ♣(+❧✐♠✐♥❛✐(❡ ❛✉① ❛✉'(❡) ❝❤❛♣✐'(❡)✱ (❛♣♣❡❧❛♥' ♣❧✉)✐❡✉()

❞+✜♥✐'✐♦♥) ❡' (+)✉❧'❛') 4✉✐ )❡(♦♥' ✉'✐❧✐)+) ♣❧✉) ❧♦✐♥✳ ■❧ ❢♦✉(♥✐' ❧❡) ♥♦'✐♦♥) ❞❡ ❜❛)❡ ❝♦♥❝❡(♥❛♥'

❧❡) )'(✉❝'✉(❡) ❝♦♠❜✐♥❛'♦✐(❡) ♠✐)❡) ❡♥ ❥❡✉ ❞❛♥) ❝❡''❡ '❤:)❡ ✿ ♠♦')✱ ♣♦❧②♥=♠❡)✱ ❛❧❣:❜(❡ ❞❡

▲✐❡✱ ❛❧❣:❜(❡ ❞❡ ▲✐❡ ❧✐❜(❡✱ ❛❧❣:❜(❡ ❡♥✈❡❧♦♣♣❛♥'❡✱ ❛❧❣:❜(❡ ❞❡ ❍♦♣❢✱ ❛❧❣:❜(❡ ❞❡ )❤✉✤❡ ❡'

❛❧❣:❜(❡ ❞❡ )'✉✤❡✳

✷✳✶ ❈♦♠❜✐♥❛*♦✐+❡ ❞❡. ♠♦*.

✷✳✶✳✶ ❉$✜♥✐(✐♦♥* ❞❡ ❜❛*❡

❯♥ ❛❧♣❤❛❜❡' ❡)' ✉♥ ❡♥)❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❡''(❡)✱ ✜♥✐ X ✏ !x1, x2, ☎ ☎ ☎ , xk✉ ♦✉ ✐♥✜♥✐ ✭♣❛( ❡①❡♠♣❧❡

Y ✏ !yi, i $ N➙0✉✮✳ ❯♥ ♠♦' ❡)' ✉♥❡ )✉✐'❡ ✜♥✐❡ w ✏ xi1 ☎ ☎ ☎ xik ❞❡ ❧❡''(❡)✳ ▲❡ ♠♦' ✈✐❞❡✱ ♥♦'+

ε ♦✉ 1X✝

❡)' ❧❡ ♠♦' ♥❡ ❝♦♥'❡♥❛♥' ❛✉❝✉♥❡ ❧❡''(❡✳ ▲❛ ❧♦♥❣✉❡✉( ❞✬✉♥ ♠♦' w ✏ xi1 ☎ ☎ ☎ xik ✱

♥♦'+❡ ⑤w⑤ ❡)' ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉( ❞❡ ❧❛ )✉✐'❡ ❞❡ ❧❡''(❡) ❝♦♥)'✐'✉❛♥' w✱ ❝✬❡)'✲H✲❞✐(❡ ❧✬❡♥'✐❡( k✳ ❙✐

❝❤❛4✉❡ ❧❡''(❡ ❡)' ❛))♦❝✐+❡ H ✉♥ ❡♥'✐❡( ♥♦♠♠+ ♣♦✐❞)✱ ♥♦✉) ❛♣♣❡❧❧❡(♦♥) ♣♦✐❞) ❞✬✉♥ ♠♦' ♥♦'+

&w' ❧❛ )♦♠♠❡ ❞❡) ♣♦✐❞) (❡)♣❡❝'✐❢) ❞❡) ❧❡''(❡) 4✉✐ ❧❡ ❝♦♠♣♦)❡♥'✳ ▲✬❡♥)❡♠❜❧❡ ❞❡) ♠♦') )✉(

✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡' X ❡)' ♥♦'+ X✝

✳ ❖♥ ♥♦'❡ ❞❡ ♣❧✉) X"

❧✬❡♥)❡♠❜❧❡ ❞❡) ♠♦') ♥♦♥ ✈✐❞❡)✳

❙✉( X✝

✱ ♦♥ ❞+✜♥✐' ✉♥❡ ♦♣+(❛'✐♦♥ ✐♥'❡(♥❡ ♥♦'+❡ ✧✳✧ ❡' ❛♣♣❡❧+❡ ♦♣+(❛'✐♦♥ ♦✉ ♣(♦❞✉✐' ❞❡

❝♦♥❝❛'+♥❛'✐♦♥✱ ❝♦♠♠❡ )✉✐' ✿ )✐ u ✏ x0x1x0 ❡' v ✏ x0x1 ❛❧♦() u.v ✏ x0x1x0x0x1 ✭❝✬❡)' ❧❛

❥✉①'❛♣♦)✐'✐♦♥ ❞❡) ❧❡''(❡) ❞❡ u ❡' ❞❡ ❝❡❧❧❡) ❞❡ v✮✳ ■❧ ❡)' ❝❧❛✐( 4✉❡ 1X✝

❡)' ❧✬+❧+♠❡♥' ♥❡✉'(❡

♣♦✉( ❝❡ ♣(♦❞✉✐' ✭u.1X✝

✏ 1X✝ .u ♣♦✉( '♦✉' u $ X✝

✮✳ ■❧ ❡)' +❣❛❧❡♠❡♥' +✈✐❞❡♥' 4✉❡ ❝❡ ♣(♦✲

❞✉✐' ♥✬❡)' ♣❛) ❝♦♠♠✉'❛'✐❢ ✭)✐ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡' ❝♦♠♣♦('❡ ❞❡✉① ❧❡''(❡) ❞✐)'✐♥❝'❡) x0 ✘ x1 ❛❧♦()

x0x1 ✘ x1x0✮✳ L❛( ❝♦♥'(❡✱ ✐❧ ❡)' ❛))♦❝✐❛'✐❢ ♣♣u.v*.w ✏ u.♣v.w**✳

♣x0x1x0.x0x1*.x1 ✏ x0x1x0.♣x0x1.x1* ✏ x0x1x0x0x1x1. ✭✷✳✶✮



✲ ✷✷✲

♣X✝, .! ❡#$ ❧❡ ♠♦♥♦)❞❡ ❧✐❜-❡ ♥♦♥ ❝♦♠♠✉$❛$✐❢ #✉- ❧✬❛❧♣❤❛❜❡$ X✳

❙✐ X ❡#$ ♦-❞♦♥♥7 ✭♦♥ ❛ ✉♥ ♦-❞-❡ #✉- ❧❡# ❧❡$$-❡#✳ 9❛- ❡①❡♠♣❧❡ x0 ➔ x1✮✱ ❛❧♦-# ♦♥ ♣❡✉$

❞7✜♥✐- ❧❡# ❞❡✉① ♦-❞-❡# #✉✐✈❛♥$# ✿

♣i! ▲✬♦-❞-❡ ❧❡①✐❝♦❣-❛♣❤✐B✉❡ ✿ #♦✐$ u, v # X✝

✱ ♦♥ ❛

u ➔ v $%

✩

✫

✪

❉w # X!

$❡❧ B✉❡ uw ✏ v

♦✉

❉ w1, w2, w3 # X✝

❡$ x, y # X $❡❧# B✉❡ u ✏ w1xw2✱ v ✏ w1yw3 ❡$ x ➔ y

9❛- ❡①❡♠♣❧❡ x0x1 ➔ x0x
2
1 ❡$ x0x1x0x

2
1 ➔ x0x1x1✳

♣ii! ▲✬♦-❞-❡ ❧❡①✐❝♦❣-❛♣❤✐B✉❡ ♣❛- ❧♦♥❣✉❡✉- ✿ #♦✐$ u, v # X✝

✱ ♦♥ ❛

u ➔ v $%

✩

✫

✪

⑤ u ⑤➔⑤ v ⑤

♦✉

⑤ u ⑤✏⑤ v ⑤ ❡$ u ➔ v ♣♦✉- ❧✬♦-❞-❡ ❧❡①✐❝♦❣-❛♣❤✐B✉❡✳

9❛- ❡①❡♠♣❧❡ x0x1 ➔ x1x0 ❡$ x1 ➔ x0x1✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✳ ♣i! ⑤x0x1x0⑤ ✏ 3 ❡$ ⑤1X✝

⑤ ✏ 0✳

♣ii! ❙♦✐$ Y ✏ )yi, i # N
➙0✉✱ ❡$ w ✏ y21y3y2y1 # Y ✝

✱ ❧❡ ♣♦✐❞# ❞❡ ❝❤❛B✉❡ ❧❡$$-❡ 7$❛♥$ ❞7✜♥✐

♣❛- #♦♥ ✐♥❞✐❝❡✱ w ❛ ♣♦✉- ♣♦✐❞# +w, ✏ 8✳ ❉❡ ♣❧✉# ⑤w⑤ ✏ 5✳

➚ ♣❛-$✐- ❞❡ ♠❛✐♥$❡♥❛♥$✱ X ❡#$ #✉♣♣♦#7 $♦$❛❧❡♠❡♥$ ♦-❞♦♥♥7 ♣❛- ➔ ❡$ ❧❡ ♠♦$ ✈✐❞❡ #❡-❛

♥♦$7 1X✝

✳

✷✳✶✳✷ ❋❛❝&❡✉)* ❡& ❝♦♥❥✉❣✉/* ❞✬✉♥ ♠♦&

❯♥ ♠♦$ u # X✝

❡#$ ✉♥ ❢❛❝$❡✉- ❞✬✉♥ ♠♦$ v # X✝

#✬✐❧ ❡①✐#$❡ ❞❡✉① ♠♦$# w1, w2 # X✝

$❡❧#

B✉❡

v ✏ w1uw2. ✭✷✳✷✮

❯♥ ♠♦$ u # X✝

❡#$ ❞✐$ ❢❛❝$❡✉- ❣❛✉❝❤❡ ✭-❡#♣✳ ❞-♦✐$✮ ❞✬✉♥ ♠♦$ v # X✝

#✐ ❞❛♥# ✭✭✷✳✷✮ ♣❛❣❡

✷✷✮✱ w1 ✏ 1X✝

✭-❡#♣ w2 ✏ 1X✝

✮✱ #✐ ❞❡ ♣❧✉# w1 ✘ 1X✝

❡$ w2 ✏ 1X✝ u # X✝

❡#$ ❞✐$ ❢❛❝$❡✉-

❞-♦✐$ ♣-♦♣-❡ ❞❡ v # X✝

✭-❡#♣ w1 ✏ 1X✝

❡$ w2 ✘ 1X✝ u # X✝

❡#$ ❞✐$ ❢❛❝$❡✉- ❣❛✉❝❤❡ ♣-♦♣-❡

❞❡ v # X✝

✮✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳ ❙♦✐$ ❧❡ ♠♦$ v ✏ x0x1x1x0x1✳ ▲✬❡♥#❡♠❜❧❡ ❞❡ #❡# ❢❛❝$❡✉-# ❞-♦✐$# ❡#$ ✿

)x1, x0x1, x1x0x1, x1x1x0x1, x0x1x1x0x1✉

❡$ ❧✬❡♥#❡♠❜❧❡ ❞❡ #❡# ❢❛❝$❡✉-# ❞-♦✐$# ♣-♦♣-❡# ❡#$ ✿



✷✳✷ ▼♦$% ❞❡ ▲②♥❞♦♥ ✲ ✷✸✲

 x1, x0x1, x1x0x1, x1x1x0x1✉✳

❉❡✉① ♠♦$% w1 ❡$ w2 %♦♥$ ❞✐$% ❝♦♥❥✉❣✉5% %✬✐❧ ❡①✐%$❡ ❞❡✉① ♠♦$% u ❡$ v ❞❡ X 

$❡❧% 8✉❡

w1 ✏ uv ❡$ w2 ✏ vu✳

❙♦✐$ u # X✝

✳ ▲❛ ❝❧❛%%❡ ❞❡ ❝♦♥❥✉❣✉❛✐%♦♥ ❞❡ u ❡%$ ❧✬❡♥%❡♠❜❧❡ ❞❡ %❡% ❝♦♥❥✉❣✉5%✳

❊①❡♠♣❧❡ ✸✳ ❙♦✐$ ❧❡ ♠♦$ v ✏ x0x1x1x0x1✳ ▲✬❡♥%❡♠❜❧❡ ❞❡ %❡% ❝♦♥❥✉❣✉5% ❡%$ ✿

 x0x1x1x0x1, x1x1x0x1x0, x1x0x1x0x1, x0x1x0x1x1, x1x0x1x1x0✉✳

❖♥ >❡♠❛>8✉❡ 8✉❡ ❧✬♦♥ ♦❜$✐❡♥$ ❧❛ ❝❧❛%%❡ ❞❡ ❝♦♥❥✉❣✉❛✐%♦♥ ❞❡ w ❡♥ ♣❧❛@❛♥$ ❧❡% ❧❡$$>❡% ❞❡ w %✉>

✉♥ ❝❡>❝❧❡ ❡$ ❡♥ ❡♥✉♠5>❛♥$ $♦✉% ❧❡% ♠♦$% ♦❜$❡♥✉% ❡♥ ❛❝❝5❞❛♥$ ❛✉ ❝❡>❝❧❡ ♣❛> %❡% ❞✐✛5>❡♥$❡%

❧❡$$>❡%✳

▼❛✐♥$❡♥❛♥$ ♥♦✉% ❛✈♦♥% ❧❡% 5❧5♠❡♥$% ♥5❝❡%%❛✐>❡% ♣♦✉> ❞5✜♥✐> ❧❡% ♠♦$% ❞❡ ▲②♥❞♦♥ ❡$ %❡%

♣>♦♣>✐5$5%✳

✷✳✷ ▼♦$% ❞❡ ▲②♥❞♦♥

❯♥ ♠♦$ l # X✝

❡%$ ✉♥ ♠♦$ ❞❡ ▲②♥❞♦♥ %✬✐❧ ❡%$ ♣>✐♠✐$✐❢ ✭♥♦♥ ♣✉✐%%❛♥❝❡ $>✐✈❛❧❡ ❞✬✉♥ ❛✉$>❡

♠♦$✮ ❡$ ❡%$ %$>✐❝$❡♠❡♥$ ♣❧✉% ♣❡$✐$✱ ♣♦✉> ❧✬♦>❞>❡ ❧❡①✐❝♦❣>❛♣❤✐8✉❡✱ 8✉❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ %❡% ❢❛❝$❡✉>%

❞>♦✐$% ♣>♦♣>❡%✳

❆✐♥%✐✱ ❧❡ ♠♦$ v ✏ x0x1x0x1 ♥✬❡%$ ♣❛% ✉♥ ♠♦$ ❞❡ ▲②♥❞♦♥ ❝❛> ✐❧ ❡%$ ♥♦♥ ♣>✐♠✐$✐❢ ✭x0x1x0x1 ✏

♣x0x1%
2
✮ ❡$ ❡%$ ♣❧✉% ❣>❛♥❞ 8✉❡ x0x1 8✉✐ ❡%$ ✉♥ ❞❡ %❡% ❢❛❝$❡✉>% ❞>♦✐$% ♣>♦♣>❡%✳ K❛> ❝♦♥$>❡✱

❧❡ ♠♦$ l ✏ x0x0x1x0x1 ❡%$ ✉♥ ♠♦$ ❞❡ ▲②♥❞♦♥✳

❯♥❡ ❛✉$>❡ ❞5✜♥✐$✐♦♥ ❞❡% ♠♦$% ❞❡ ▲②♥❞♦♥ ✿ l # X✝

❡%$ ✉♥ ♠♦$ ❞❡ ▲②♥❞♦♥ %✬✐❧ ❡%$ ♣>✐✲

♠✐$✐❢ ✭♥♦♥ ♣✉✐%%❛♥❝❡ $>✐✈❛❧❡ ❞✬✉♥ ❛✉$>❡ ♠♦$✮ ❡$ ❡%$ %$>✐❝$❡♠❡♥$ ♣❧✉% ♣❡$✐$✱ ♣♦✉> ❧✬♦>❞>❡

❧❡①✐❝♦❣>❛♣❤✐8✉❡✱ 8✉❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ %❡% ❝♦♥❥✉❣✉5% ♣>♦♣>❡%✳ ❉♦♥❝ l ✏ x0x1x0x
2
1 ❡%$ ✉♥ ♠♦$ ❞❡

▲②♥❞♦♥ ❛✉ %❡♥% ❞❡ ❝❡$$❡ ❞❡✉①✐L♠❡ ❞5✜♥✐$✐♦♥✳ ❊♥ ♣❛>$✐❝✉❧✐❡>✱ ❧❡% ❧❡$$>❡% %♦♥$ ❞❡% ♠♦$% ❞❡

▲②♥❞♦♥✳

▲✬❡♥%❡♠❜❧❡ ❞❡% ♠♦$% ❞❡ ▲②♥❞♦♥ %✉> X %❡>❛ ♥♦$5 Lyn♣X%✳



✲ ✷✹✲

❊①❡♠♣❧❡ ✹✳ #♦✉& X ✏ !x0, x1✉ ♠✉♥✐ ❞❡ ❧✬♦&❞&❡ x0 ➔ x1✱ ❧❡/ ♠♦0/ ❞❡ ▲②♥❞♦♥ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉&

✐♥❢5&✐❡✉&❡ ♦✉ 5❣❛❧❡ 7 5 /♦♥0 ✭❞♦♥♥5/ ❞❛♥/ ❧✬♦&❞&❡ ❧❡①✐❝♦❣&❛♣❤✐=✉❡ ❝&♦✐//❛♥0✮

x0, x
4
0x1, x

3
0x1, x

3
0x

2
1, x

2
0x1, x

2
0x1x0x1, x

2
0x

2
1, x

2
0x

3
1, x0x1, x0x1x0x

2
1, x0x

2
1, x0x

3
1, x0x

4
1, x1✳

#♦✉& Y ✏ !yi, i $ N
➙0✉✱ ♠✉♥✐ ❞❡ ❧✬♦&❞&❡ yi ➔ yj /✐ i → j✱ ❧❡/ ♠♦0/ ❞❡ ▲②♥❞♦♥ ❞❡ ♣♦✐❞/

✐♥❢5&✐❡✉& ♦✉ 5❣❛❧ 7 5 /♦♥0 ✭❞♦♥♥5/ ❞❛♥/ ❧✬♦&❞&❡ ❧❡①✐❝♦❣&❛♣❤✐=✉❡ ❝&♦✐//❛♥0✮

y5, y4, y4y1, y3, y3y2, y3y1, y3y
2
1, y2, y

2
2y1, y2y1, y2y

2
1, y2y

3
1, y1✳

❙✐❣♥❛❧♦♥/ ❡♥✜♥ ❞❡✉① ❞5❝♦♠♣♦/✐0✐♦♥/ ❢♦♥❞❛♠❡♥0❛❧❡/ &❡❧❛0✐✈❡/ ❛✉① ♠♦0/ ❞❡ ▲②♥❞♦♥

&❘❡✉✾✸, ▼&❡✽✾, ▼❡❧❛✾✶'✳

()♦♣♦+✐-✐♦♥ ✶✳ &❘❡✉✾✸, ▼&❡✽✾, ▼❡❧❛✾✶' ❙✐ l1 ❡- l2 .♦♥- ❞❡✉① ♠♦-. ❞❡ ▲②♥❞♦♥✱ ❛❧♦&. l1l2
❡.- ✉♥ ♠♦- ❞❡ ▲②♥❞♦♥ .✐ ❡- .❡✉❧❡♠❡♥- .✐ l1 ➔ l2 ✭♣♦✉& ❧✬♦&❞&❡ ❧❡①✐❝♦❣&❛♣❤✐=✉❡✮✳

()♦♣♦+✐-✐♦♥ ✷✳ &❘❡✉✾✸, ▼&❡✽✾, ▼❡❧❛✾✶' ❙♦✐❡♥- w $ Lyn♣X) ❡- .♦✐- m .♦♥ ♣❧✉. ❧♦♥❣

❢❛❝-❡✉& ❞&♦✐- ♣&♦♣&❡ ❞❛♥. Lyn♣X)✳ ❙✐ w ✏ lm✱ ❛❧♦&. l ❡.- ❛✉..✐ ✉♥ ♠♦- ❞❡ ▲②♥❞♦♥ ❡-

l ➔ lm ➔ m✳ ▲❡ ❝♦✉♣❧❡ σ♣w) ✏ ♣l,m) ❡.- ❛♣♣❡❧A ❢❛❝-♦&✐.❛-✐♦♥ .-❛♥❞❛&❞ ❞❡ w ❛✈❡❝ ⑤w⑤ ➙ 2

✳

▲❡♠♠❡ ✶✳ ❙♦✐❡♥- w $ Lyn♣X) ✭❛✈❡❝ ⑤w⑤ ➙ 2 ✮ ❡- σ♣w) ✏ ♣l,m) .❛ ❢❛❝-♦&✐.❛-✐♦♥ .-❛♥❞❛&❞✱

❡- .♦✐- n $ Lyn♣X) ✉♥ ♠♦- ❞❡ ▲②♥❞♦♥ ✈A&✐✜❛♥- w ➔ n✳ ❆❧♦&. ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ♣w, n) ❡.- ❧❛

❢❛❝-♦&✐.❛-✐♦♥ .-❛♥❞❛&❞ ❞✉ ♠♦- wn .✐ ❡- .❡✉❧❡♠❡♥- .✐ n ↕ m✳

❊①❡♠♣❧❡ ✺✳ ❆✈❡❝ ❧✬♦&❞&❡ x0 ➔ x1 /✉& ❧✬❛❧♣❤❛❜❡0 X ✏ !x0, x1✉✱ ❧❡ ♠♦0 x2
0x1x0x

2
1 $ Lyn♣X)

/❡ ❞5❝♦♠♣♦/❡ /♦✉/ ❧❛ ❢♦&♠❡ ❞✬✉♥ ♣&♦❞✉✐0 ❞❡ ❞❡✉① ♠♦0/ ❞❡ ▲②♥❞♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ❢❛K♦♥/ ✿

x2
0x1.x0x

2
1 ❡0 x0.x0x1x0x

2
1✱ ♠❛✐/✱ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥❞✐0✐♦♥ /✉& ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉& ❞❡ m✱ /❡✉❧❡ ❝❡00❡ ❞❡&♥✐M&❡

❡①♣&❡//✐♦♥ ❝♦&&❡/♣♦♥❞ 7 ❧❛ ❢❛❝0♦&✐/❛0✐♦♥ /0❛♥❞❛&❞✳

✷✳✸ ▲✐%&❡% %&❛♥❞❛+❞ ❡& &❤-♦+/♠❡ ❞❡ ▲②♥❞♦♥

❉4✜♥✐-✐♦♥ ✶✳ ❙♦✐❡♥- L ✏ &u1, u2, ☎ ☎ ☎ , un' ✉♥❡ ❧✐.-❡ ❞❡ ♠♦-. ❞❡ ▲②♥❞♦♥ ✭ui $ Lyn♣X)✮

❡- n $ N
➙2✳ ❖♥ ❞✐&❛ =✉❡ L ❡.- .-❛♥❞❛&❞ .✐ ❡- .❡✉❧❡♠❡♥- .✐ ❡❧❧❡ ✈A&✐✜❡ ❧❛ ♣&♦♣&✐A-A .✉✐✈❛♥-❡ ✿

♣S)

✩

✫

✪

ui ❡.- ✉♥❡ ❧❡--&❡✱

♦✉

.✐ σ♣ui) ✏ ♣x, y)✱ ❛❧♦&. uj ↕ y ♣♦✉& -♦✉- i ↕ j✳

❙✐ 0♦✉/ ❧❡/ 5❧5♠❡♥0/ ❞❡ L /♦♥0 ❞❡/ ❧❡00&❡/✱ ❛❧♦&/ L ✈5&✐✜❡ ♣S)✳

❙✐ L ❡/0 ❞5❝&♦✐//❛♥0❡ ✭❝✬❡/0✲7✲❞✐&❡ u1 ➙ u2 ➙ ☎ ☎ ☎ ➙ un✮✱ ❛❧♦&/ ❡❧❧❡ ✈5&✐✜❡ ♣S)✳

❉4✜♥✐-✐♦♥ ✷✳ ❙♦✐- L ✏ &u1, u2, ☎ ☎ ☎ , un' ✉♥❡ ❧✐.-❡ ❞❡ ♠♦-. ❞❡ ▲②♥❞♦♥ ✭ui $ Lyn♣X)✮✳ ❖♥

❛♣♣❡❧❧❡ ✐♥✈❡&.✐♦♥ -♦✉- ❝♦✉♣❧❡ ♣ui, ui!1) -❡❧ =✉❡ ui ➔ ui!1✳



✷✳✹ #♦❧②♥(♠❡+ ❡, +-.✐❡+ ❡♥ ✈❛.✐❛❜❧❡+ ♥♦♥ ❝♦♠♠✉,❛,✐✈❡+ ✲ ✷✺✲

➚ ♣❛.,✐. ❞❡ ❝❡+ ❞❡✉① ❞-✜♥✐,✐♦♥+✱ ♥♦✉+ ♣♦✉✈♦♥+ -❝.✐.❡ ❧❡ ,❤-♦.>♠❡ +✉✐✈❛♥, ✿

❚❤"♦$%♠❡ ✶✳  ❘❡✉✾✸, ▼&❡✽✾, ▼❡❧❛✾✶! ❚♦✉- ♠♦- w " X 

/❡ ❞1❝♦♠♣♦/❡ ❞❡ ♠❛♥✐6&❡

✉♥✐7✉❡ ❝♦♠♠❡ ♣&♦❞✉✐- ❞1❝&♦✐//❛♥- ❞❡ ♠♦-/ ❞❡ ▲②♥❞♦♥ ✿

w ✏ ℓ1ℓ2 ☎ ☎ ☎ ℓn, ✭✷✳✸✮

♦; ℓ1 ➙ ℓ2 ➙ ☎ ☎ ☎ ➙ ℓn ❡- ℓi " Lyn♣X' ♣♦✉& 1 ↕ i ↕ n✳

❖♥ ♣❡✉, -❝.✐.❡ ❛✉++✐ ✭✷✳✸✮ ♣❛❣❡ ✷✺ ❞❡ ❧❛ ❢❛F♦♥ +✉✐✈❛♥,❡ ✿ ❚♦✉, ♠♦, w " X 

♣❡✉, +✬-❝.✐.❡✱

❞❡ ♠❛♥✐>.❡ ✉♥✐I✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣.♦❞✉✐, ❞-❝.♦✐++❛♥, ❞❡ ♠♦,+ ❞❡ ▲②♥❞♦♥✱

w ✏ ℓi11 . . . ℓikk , ℓ1 → ☎ ☎ ☎ → ℓk, ℓ1, . . . , ℓk " Lyn♣X', k, i1, i2, ☎ ☎ ☎ , ik " N
➙1. ✭✷✳✹✮

❊①❡♠♣❧❡ ✻✳ x2
1x0x1x0x

2
1x

2
0x1x

3
0 ✏ ♣x1'

2.x0x1x0x
2
1.x

2
0x1.♣x0'

3
✱

❛✈❡❝ x1 → x0x1x0x
2
1 → x2

0x1 → x0✳

✷✳✹ #♦❧②♥(♠❡+ ❡, +-.✐❡+ ❡♥ ✈❛.✐❛❜❧❡+ ♥♦♥ ❝♦♠♠✉,❛,✐✈❡+

❉❛♥+ ❝❡,,❡ ♣❛.,✐❡✱ ♥♦✉+ ❛❧❧♦♥+ ❞-✜♥✐. ❧❡+ ♥♦,✐♦♥+ ❞❡ ♣♦❧②♥(♠❡ ❡, ❞❡ +-.✐❡ ❡♥ ✈❛.✐❛❜❧❡+

♥♦♥ ❝♦♠♠✉,❛,✐✈❡+✳ ❊♥+✉✐,❡✱ ♥♦✉+ ❝♦♥+✐❞-.♦♥+ ✉♥ ❡♥+❡♠❜❧❡ ❞✬♦♣-.❛,✐♦♥+ +✉. ❝❡+ ♦❜❥❡,+✳

❈❡+ ♦♣-.❛,✐♦♥+ ♣❡.♠❡,,❡♥, ❞❡ ❞-✜♥✐. ❞✐✛-.❡♥,❡+ +,.✉❝,✉.❡+ +✉. ❧✬❡♥+❡♠❜❧❡ ❞❡+ ♣♦❧②♥(♠❡+

♠❛✐+ ❛✉++✐ +✉. ❧✬❡♥+❡♠❜❧❡ ❞❡+ +-.✐❡+ ❢♦.♠❡❧❧❡+✳

❙♦✐, K ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉,❛,✐❢ ❡, ✉♥✐,❛✐.❡✳ ❖♥ ❝♦♥♥❛Q, ❜✐❡♥ ❧❡+ ♣♦❧②♥(♠❡+ ✭❝♦♠♠✉,❛✲

,✐❢+✮ ❝❧❛++✐I✉❡+✳ ❙✐ ❧✬♦♥ +✉♣♣.✐♠❡ ❧❛ ✧❝♦♠♠✉,❛,✐✈✐,-✧✱ ♦♥ ♦❜,✐❡♥❞.❛ ❧❡+ ♣♦❧②♥(♠❡+ ♥♦♥✲

❝♦♠♠✉,❛,✐❢+✳ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛. I✉❡❧I✉❡+ ❞-✜♥✐,✐♦♥+✳

❉"✜♥✐3✐♦♥ ✸✳ ❯♥ ♣♦❧②♥>♠❡ ♥♦♥ ❝♦♠♠✉-❛-✐❢ ❞✬❛❧♣❤❛❜❡- X C ❝♦❡✣❝✐❡♥- ❞❛♥/ K ❡/- ✉♥❡

K✁❝♦♠❜✐♥❛✐/♦♥ ❧✐♥1❛✐&❡ ✜♥✐❡ ❞❡ ♠♦-/ ❞❡ X✝

✳ ❆❧♦&/✱ ✉♥ ♣♦❧②♥>♠❡ ♥♦♥ ❝♦♠♠✉-❛-✐❢ P

❞✬❛❧♣❤❛❜❡- X C ❝♦❡✣❝✐❡♥- ❞❛♥/ K /✬1❝&✐-

P ✏

➳

w#X✝

①P ⑤ w②w, ✭✷✳✺✮

♦; ①P ⑤ w② ❞1/✐❣♥❡ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥- ❞✉ ♠♦- w " X✝

✳ ❙❛♥/ ❛♠❜✐❣✉J-1✱ ♦♥ ❧✬❛♣♣❡❧❧❡ ❛✉//✐ ✉♥

♣♦❧②♥>♠❡✳

❈❤❛I✉❡ ♣♦❧②♥(♠❡ ❡+, ❞♦♥❝ ✉♥❡ +♦♠♠❡ ✜♥✐❡ ❝❛. ✐❧ ♥✬② ❛ I✉✬✉♥ ♥♦♠❜.❡ ✜♥✐ ❞❡ ❝♦❡✣✲

❝✐❡♥,+ ♥♦♥ ♥✉❧+ ❞❛♥+ ❝❡,,❡ ♥♦,❛,✐♦♥✳ ❖♥ ♥♦,❡ K①X② ❧✬❡♥+❡♠❜❧❡ ❞❡ ,♦✉+ ❧❡+ ♣♦❧②♥(♠❡+ ♥♦♥

❝♦♠♠✉,❛,✐❢+ ✭❞✬❛❧♣❤❛❜❡, X T ❝♦❡✣❝✐❡♥, ❞❛♥+ K✮✳

#❛. ❛✐❧❧❡✉.+✱ ♦♥ ♣❡✉, ❞-✜♥✐. ❧❛ +-.✐❡ ❢♦.♠❡❧❧❡ ♥♦♥ ❝♦♠♠✉,❛,✐✈❡ ♣❛. ❛♥❛❧♦❣✐❡✳ ❆✉,.❡♠❡♥,
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❞✐%✱ ✐❧ (✬❛❣✐% ❞✬✉♥❡ (♦♠♠❡ ✐♥✜♥✐❡✱ ❡♥ ✉%✐❧✐(❛♥% ❧❛ ♠2♠❡ 3❝5✐%✉5❡ ❞❡ P ❀ ❧✬❡♥(❡♠❜❧❡ ❞❡( (35✐❡(

❢♦5♠❡❧❧❡( ❡(% ♥♦%3 K①①X②②✳

❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ (✉♣♣♦5% ❞✉ ♣♦❧②♥=♠❡ P ✱ ♥♦%3 supp♣P #✱ ❧✬❡♥(❡♠❜❧❡ ❞❡( ♠♦%( w $ X✝

❞♦♥%

❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥% ❡(% ♥♦♥ ♥✉❧ ✿

supp♣P # ✏ &w $ X✝

⑤ ①P ⑤ w② ✘ 0✉. ✭✷✳✻✮

❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❞❡❣53 ❞✉ ♣♦❧②♥=♠❡ P ✱ ♥♦%3 deg♣P #✱ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉5 ❞✉ ♣❧✉( ❧♦♥❣ ♠♦% ❞❡ supp♣P # ✿

deg♣P # ✏

✧

max&⑤ w ⑤, w $ supp♣P #✉ (✐ P ✘ 0

✁✽ (✐ P ✏ 0

❆✐♥(✐✱ ❧❡ ❞❡❣53 ❞✬✉♥ ♣♦❧②♥=♠❡ 53❞✉✐% C ✉♥❡ ❝♦♥(%❛♥%❡ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ ❡(% 0✳

❉!✜♥✐%✐♦♥ ✹✳ ❙♦✐❡♥% P ✏

➳

u!X✝

①P ⑤ u②u ❡% Q ✏

➳

v!X✝

①Q ⑤ v②v ❞❡✉① ♣♦❧②♥,♠❡. ♥♦♥

❝♦♠♠✉%❛%✐❢.✱ ❧❡. ❝♦❡✣❝✐❡♥%. ❞❡ PQ ✏

➳

w!X✝

①PQ ⑤ w②w .♦♥% ❞4✜♥✐. ♣❛6

①PQ ⑤ w② ✏

➳

w✏uv!X✝

①P ⑤ u②①Q ⑤ v②. ✭✷✳✼✮

)*♦♣♦,✐%✐♦♥ ✸✳ ▼✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ♠✉❧%✐♣❧✐❝❛%✐♦♥ ♣64❝4❞❡♥%❡✱ K①X② ❡.% ✉♥❡ ❛❧❣9❜6❡ ❛✈❡❝ ✉♥✐%4 ❀

K①①X②② ❛✉..✐✳

❊①❡♠♣❧❡ ✼✳ ❙♦✐% X ✏ &a, b✉✳ ❙♦✐❡♥% ❧❡( ♣♦❧②♥=♠❡( P1 ✏ 2aba , aab ✁ 3abb✱ P2 ✏

✁aba, 5abb ❡% Q ✏ ab, ba✳ ❆❧♦5(

♣i# P1 , P2 ✏ aba, aab, 2abb✳

♣ii# P1.Q ✏ 2aba.ab, 2aba.ba, aab.ab, aab.ba✁ 3abb.ab✁ 3abb.ba

✏ 2abaab, 2ababa, aabab, aabba✁ 3abbab✁ 3abbba✳

♣iii# ✁3P1 ✏ ✁6aba✁ 3aab, 9abb✳

✷✳✺ ❆❧❣&❜(❡ ❞❡ ❍♦♣❢

▲❛ ♥♦%✐♦♥ ❞✬❛❧❣G❜5❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❛♣♣❛5❛I% ♣♦✉5 ❧❛ ♣5❡♠✐G5❡ ❢♦✐( ❡♥ %♦♣♦❧♦❣✐❡ ❛❧❣3❜5✐J✉❡

❞❛♥( ❧❡( %5❛✈❛✉① ❞✬❊❤5❡(♠❛♥♥✳

▲❛ ♥♦%✐♦♥ ❞✬❛❧❣G❜5❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ♣❡5♠❡% ❞❡ ❞♦♥♥❡5 ✉♥❡ ✈❡5(✐♦♥ ❛❧❣3❜5✐J✉❡ ❞❡( ♦♣35❛%✐♦♥(



✷✳✺ ❆❧❣&❜(❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ✲ ✷✼✲

❝♦♠❜✐♥❛6♦✐(❡7 ❞❡ ❝♦♥❝❛68♥❛6✐♦♥ ❡6 ❞8❝♦♥❝❛68♥❛6✐♦♥ ❡6✱ ♣❧✉7 ❣8♥8(❛❧❡♠❡♥6✱ ❞❡ ❝♦♠♣♦7✐6✐♦♥

❡6 ❞❡ ❞8❝♦♠♣♦7✐6✐♦♥✳

❆✈❛♥6 ❞❡ ❞8✜♥✐( ❝❡ =✉✬❡76 ✉♥❡ ❛❧❣&❜(❡ ❞❡ ❍♦♣❢✱ ♥♦✉7 ❛✉(♦♥7 ❜❡7♦✐♥ ❞❡ =✉❡❧=✉❡7 ♥♦6✐♦♥7

♣(8❧✐♠✐♥❛✐(❡7✳

❉!✜♥✐%✐♦♥ ✺✳ ❙♦✐# K ✉♥ ❝♦'♣)✳ ❯♥❡ K✁❝♦❣.❜'❡ ❛))♦❝✐❛#✐✈❡ ❛✈❡❝ ✉♥✐#2 ❡)# ✉♥ K✁❡)♣❛❝❡

✈❡❝#♦'✐❡❧ C ♠✉♥✐ ❞❡ ❞❡✉① ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥) K✁❧✐♥2❛✐'❡)

∆ : C !" C ❜ C ✭✷✳✽✮

❡#

e : C !" K ✭✷✳✾✮

#❡❧❧❡) 7✉❡

♣IdC ❜∆% ✆∆ ✏ ♣∆❜ IdC% ✆∆ ✭✷✳✶✵✮

❡#

♣IdC ❜ e% ✆∆ ✏ IdC ✏ ♣e❜ IdC% ✆∆. ✭✷✳✶✶✮

▲✬❛♣♣❧✐❝❛6✐♦♥ ∆ ❡76 ❛♣♣❡❧8❡ ❝♦♣'♦❞✉✐#✳ ❈✬❡76 ❧❛ ♥♦6✐♦♥ ❞✉❛❧❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ♣(♦❞✉✐6 ❞❛♥7

✉♥❡ ❛❧❣&❜(❡✳ ▲❡ ❝♦♣(♦❞✉✐6 ❞✬✉♥ 8❧8♠❡♥6 ❞❡ C ❡76 ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐7♦♥ ❧✐♥8❛✐(❡ ❞❡ ♣(♦❞✉✐67

6❡♥7♦(✐❡❧7 ❞❡ ❞❡✉① 8❧8♠❡♥67 ❞❡ C✳

❉❡ ♠I♠❡✱ ❧❛ ♣(♦♣(✐868 ✭✷✳✶✵✮ ♣❛❣❡ ✷✼✱ ❛♣♣❡❧8❡ ❝♦❛))♦❝✐❛#✐✈✐#2✱ ❡76 ❞✉❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣(♦♣(✐868

❞✬❛77♦❝✐❛6✐✈✐68 ❞❛♥7 ✉♥❡ ❛❧❣&❜(❡✱ ❡6 ✭✷✳✶✶✮ ♣❛❣❡ ✷✼ ❧❛ ❝♦✉♥✐#2✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ✈♦✐6 ❧✬✉♥✐68 ❞✬✉♥❡

K✁❛❧❣&❜(❡ A ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛6✐♦♥ ❞❡ K ❞❛♥7 A✱ ❛❧♦(7 ❧❛ ♥♦6✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉♥✐68 ❞✬✉♥❡

❝♦❣&❜(❡ ❡76 ❞✉❛❧❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥✐68 ❞❛♥7 ✉♥❡ ❛❧❣&❜(❡✳

❉!✜♥✐%✐♦♥ ✻✳ ❙♦✐# K ✉♥ ❝♦'♣)✱ B ✉♥ K✁❡)♣❛❝❡ ✈❡❝#♦'✐❡❧ ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ )#'✉❝#✉'❡ ❞✬❛❧❣.❜'❡

❛))♦❝✐❛#✐✈❡ ✉♥✐#❛✐'❡ ♣B, µ, η% ❡# ❞✬✉♥❡ )#'✉❝#✉'❡ ❞❡ ❝♦❣.❜'❡ ♣B,∆, e%✳ ❖♥ ❞✐'❛ ❛❧♦') 7✉❡ B

❡)# ✉♥❡ ❜✐❣.❜'❡ )✐ ❧❛ )#'✉❝#✉'❡ ❞✬❛❧❣.❜'❡ ❡# ❧❛ )#'✉❝#✉'❡ ❞❡ ❝♦❣.❜'❡ )♦♥# ❝♦♠♣❛#✐❜❧❡)✱ ❛✉ )❡♥)

♦;

∆ et e )♦♥# ❞❡) ♠♦'♣❤✐)♠❡) ❞✬❛❧❣.❜'❡✳ ✭✷✳✶✷✮

µ et η )♦♥# ❞❡) ♠♦'♣❤✐)♠❡) ❞❡ ❝♦❣.❜'❡✳ ✭✷✳✶✸✮

✭❧✬❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ µ : B ❜ B !" B ❡)# ❧❛ ♠✉❧#✐♣❧✐❝❛#✐♦♥✱ ❡# ❧✬❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ η : K !" B ❡)#

❧✬✉♥✐#2✮✳
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❘❡♠❛$%✉❡ ✶✳ ▲❡% ❝♦♥❞✐+✐♦♥% ✭✷✳✶✷✮♣❛❣❡✷✼ ❡+✭✷✳✶✸✮♣❛❣❡✷✼ %♦♥+56✉✐✈❛❧❡♥+❡%✳

◆♦✉%%♦♠♠❡%♠❛✐♥+❡♥❛♥+❡♥ ♠ ❡%✉<❡❞❡❞5✜♥✐<❝❡6✉✬❡%+✉♥❡❛❧❣?❜<❡❞❡❍♦♣❢✳

❉*✜♥✐.✐♦♥✼✳❙♦✐# ♣H, µ, η,∆, e! ✉♥❡ ❜✐❣)❜*❡✳ ❖♥ ❞.✜♥✐# ❛❧♦*2 ❧❛ ❝♦♥✈♦❧✉#✐♦♥ ✍ ♣❛*

f ✍ g ✏ µ ✆ ♣f ❜ g! ✆ ∆, ✭✷✳✶✹✮

♦6 f : H &' H ❡# g : H &' H 2♦♥# ❞❡✉① ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥2 ❧✐♥.❛✐*❡2✳ ❙✐ ❧✬✐❞❡♥#✐#. ❡2# ✐♥✈❡*2✐❜❧❡

♣♦✉* ❧❛ ❝♦♥✈♦❧✉#✐♦♥✱ ♦♥ ❞✐# :✉❡ H ❡2# ✉♥❡ ❛❧❣)❜*❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❡# ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❛♥#✐♣♦❞❡ ❧✬✐♥✈❡*2❡

S ❞❡ ❧✬✐❞❡♥#✐#. ♣❛* ❧❛ ❝♦♥✈♦❧✉#✐♦♥✳

▲✬❛♥+✐♣♦❞❡S ❡%+✉♥ ❛♥+✐♠ ♦<♣❤✐%♠ ❡❞✬❛❧❣?❜<❡%

S♣xy! ✏ S♣y!S♣x!. ✭✷✳✶✺✮

❉❡♣❧✉%✱✐❧✈5<✐✜❡♣❛<❞5✜♥✐+✐♦♥

IdH ✍ S ✏ S ✍ IdH ✏ η ✆ e, ✭✷✳✶✻✮

❝✬❡%+✲I✲❞✐<❡

µ ✆ ♣IdH ❜ S! ✆ ∆ ✏ µ♣S ❜ IdH! ✆ ∆ ✏ η ✆ e. ✭✷✳✶✼✮

❉*✜♥✐.✐♦♥✽✳❙♦✐# H ✏

➚

n➙0 Hn ✉♥❡ ❛❧❣)❜*❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❣*❛❞✉.❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥2✐♦♥2 ✜♥✐❡2✳ ❖♥

♠✉♥✐# ❛❧♦*2 ❧❡ ❞✉❛❧ ❣*❛❞✉. H✶

✏

➚

n➙0 H
✶

n ❞❡ H ❞✬✉♥❡ 2#*✉❝#✉*❡ ❞✬❛❧❣)❜*❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ♣❛*

①fg ⑤ x② ✏ ①f ❜ g ⑤ ∆H♣x!② ✭✷✳✶✽✮

❡#

①∆H✶

♣f! ⑤ x ❜ y② ✏ ①f ⑤ xy② ✭✷✳✶✾✮

♦6 ♣♦✉* #♦✉# f + H✶

❡# ♣♦✉* #♦✉# x + H✱ ①f ⑤ x② ❞.2✐❣♥❡ ❧✬❛❝#✐♦♥ ❞❡ f 2✉* x✱ ❡# ♦6 ♦♥ ❛

♣♦2.

①f ❜ g ⑤ x ❜ y② ✏ ①f ⑤ x②①g ⑤ y②. ✭✷✳✷✵✮

▲♦*2:✉❡ H✶

❡2# ✐2♦♠♦*♣❤❡ @ H✱ ♦♥ ❞✐# :✉❡ H ❡2# ❛✉#♦✲❞✉❛❧❡✳ ❈❡❝✐ *❡✈✐❡♥# @ ❞.✜♥✐* ✉♥

❝*♦❝❤❡# ❞❡ ❞✉❛❧✐#. :✉✐ .❝❤❛♥❣❡ ❧❡ ♣*♦❞✉✐# ❡# ❝♦♣*♦❞✉✐# ♣❛* ①x ⑤ y② ✏ ①σ♣x! ⑤ y② ♦6 σ ❡2#

❧✬✐2♦♠♦*♣❤✐2♠❡ H &' H✶

❛✈❡❝ H✶

✏ ♣Hgr, ✍,✶X✝ ,∆H✶ , δ1!✳

❙♦✐# ♠❛✐♥#❡♥❛♥# ♣Bx!x"X ✉♥❡ ❜❛2❡ ❞❡ H ✐♥❞❡①.❡ ♣❛* ✉♥❡ ❝❡*#❛✐♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ X ❞✬♦❜❥❡#2✳

❖♥ ❞.✜♥✐# ❛❧♦*2 ❧❛ ❜❛2❡ ❞✉❛❧❡ ♣Ay!y"X ❞❡ ♣Bx!x"X ❝♦♠♠❡ .#❛♥# ❧❛ ❜❛2❡ ❞❡ H✶

:✉✐ ✈.*✐✜❡

①Ax ⑤ By② ✏ δxy, ✭✷✳✷✶✮

♣♦✉* #♦✉# x + X ❡# ♣♦✉* #♦✉# y + X✳



✷✳✻ ❆❧❣&❜(❡ ❞❡+ +,(✐❡+ ❞❡ ▲✐❡ ✲ ✷✾✲

❙♦✐3 H ✉♥❡ ❛❧❣&❜(❡ ❞❡ ❍♦♣❢✳ ❖♥ ❞✐(❛ ;✉❡ H ❡+3 ❝♦❝♦♠♠✉$❛$✐✈❡ +✐ ♣♦✉( 3♦✉3 x  H✱

∆H♣x" ❡+3 ✐♥✈❛(✐❛♥3 ♣❛( x❜y $%& y❜x✳ ❖♥ ❞✐(❛ ;✉❡ H ❡+3 ✉♥❡ ❛❧❣&❜(❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❣*❛❞✉,❡ +✐

❡❧❧❡ ❡+3 ❣(❛❞✉,❡ ❡♥ 3❡♠♣+ ;✉✬❛❧❣&❜(❡ ❛++♦❝✐❛3✐✈❡ ❡3 ;✉❡ ♣♦✉( 3♦✉3 x  H ❤♦♠♦❣&♥❡✱ ❝❤❛;✉❡

3❡(♠❡ x1❜x2 ❞❛♥+ ❧❛ ❞,❝♦♠♣♦+✐3✐♦♥ ❞❡ ∆H♣x" ❡♥ +♦♠♠❡ ❞❡ ♣(♦❞✉✐3+ 3❡♥+♦(✐❡❧+ ❡+3 3❡❧ ;✉❡

x1 ❡3 x2 +♦♥3 ❤♦♠♦❣&♥❡+ ❡3 ✈,(✐✜❡♥3 deg♣x1" ' deg♣x2" ✏ deg♣x"✳ ❖♥ ❞✐(❛ ❡♥✜♥ ;✉❡ H ❡+3

❝♦♥♥❡①❡ +✐ ❡❧❧❡ ❡+3 ❣(❛❞✉,❡ ❡3 ;✉❡ +❛ ❝♦♠♣♦+❛♥3❡ ❤♦♠♦❣&♥❡ ❞❡ ❞❡❣(, 0 ❡+3 ❞❡ ❞✐♠❡♥+✐♦♥

1✳

❯♥ ,❧,♠❡♥3 x ❞✬✉♥❡ ❛❧❣&❜(❡ ❞❡ ❍♦♣❢ H ❡+3 ❞✐3 ❞❡ $②♣❡ ❣*♦✉♣❡ +✐ ✐❧ ✈,(✐✜❡ ∆H♣x" ✏ x❜ x✱

❡3 ♣*✐♠✐$✐❢ +✐ ✐❧ ✈,(✐✜❡ ∆H♣x" ✏ x❜1X✝

'1X✝

❜x✳ ❖♥ ♣❡✉3 ♠✉♥✐( ❧✬❡♥+❡♠❜❧❡ ❞❡+ ,❧,♠❡♥3+

♣(✐♠✐3✐❢+ ❞✬✉♥❡ ❛❧❣&❜(❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❞✬✉♥❡ +3(✉❝3✉(❡ ❞✬❛❧❣&❜(❡ ❞❡ ▲✐❡ ❡♥ ♣(❡♥❛♥3 ❝♦♠♠❡ ❝(♦❝❤❡3

❧❡ ❝♦♠♠✉3❛3❡✉(✳

❘❡♠❛$%✉❡ ✷✳ ❙♦✐3 C ✏ ♣V,∆, ε" ✉♥❡ ❝♦❣&❜(❡ ❛++♦❝✐❛3✐✈❡ ❛✈❡❝ ✉♥✐3, ❡3 A ✏ ♣W,µ,✶"

✉♥❡ ❛❧❣&❜(❡ ❛++♦❝✐❛3✐✈❡ ❛✈❡❝ ✉♥✐3,✳ ❖♥ ❞,✜♥✐3 ♣❧✉+ ❣,♥,(❛❧❡♠❡♥3 ❞❛♥+ HomK♣V,W " ❧❛

❝♦♥✈♦❧✉3✐♦♥ ✍ ♣❛( f ✍ g ✏ µ ✆ ♣f ❜ g" ✆∆✳

❖♥ ♠♦♥3(❡ ;✉❡ ♣HomK♣V,W ", ✍,✶ε" ❡+3 ✉♥❡ ❛❧❣&❜(❡ ❛++♦❝✐❛3✐✈❡ ❛✈❡❝ ✉♥✐3,✳

▲❡ ❝❛+ ✉3✐❧✐+, ❞❛♥+ ❧❛ ❞,✜♥✐3✐♦♥ ✼ ♣❛❣❡ ✷✽ ❝♦((❡+♣♦♥❞ F V ✏ W ✏ H✳ ◆♦✉+ ✈❡((♦♥+ ❞❛♥+

❧❛ ♣❛❣❡ ✹✵ ❧❡ ❝❛+ ♦J V ✏ U♣G" ❡3 W ✏ K✳

✷✳✻ ❆❧❣&❜(❡ ❞❡+ +,(✐❡+ ❞❡ ▲✐❡

❈♦♥+✐❞,(♦♥+ ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉3❛3✐❢ ❡3 ✉♥✐3❛✐(❡ K ✳

▲✬❡♥+❡♠❜❧❡ ❞❡+ ♠♦♥L♠❡+ ❞❡ ▲✐❡ ❡+3 ❞,✜♥✐ ♣❛( (,❝✉((❡♥❝❡ ✿ ❧❡+ ❧❡33(❡+ ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡3 X

+♦♥3 ❞❡+ ♠♦♥L♠❡+ ❞❡ ▲✐❡ ❡3 ❧❡ ❝(♦❝❤❡3 ❞❡ ▲✐❡ +x0, x1, ✏ x0x1 ✁ x1x0 ❞❡ ❞❡✉① ♠♦♥L♠❡+ ❞❡

▲✐❡ x0 ❡3 x1 ❡+3 ✉♥ ♠♦♥L♠❡ ❞❡ ▲✐❡✳ ❯♥ ♣♦❧②♥L♠❡ ❞❡ ▲✐❡ ❡+3 ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐+♦♥ K✁❧✐♥,❛✐(❡

❞❡ ♠♦♥L♠❡+ ❞❡ ▲✐❡✳ ▲✬❡♥+❡♠❜❧❡ ❞❡+ ♣♦❧②♥L♠❡+ ❞❡ ▲✐❡ ❢♦(♠❡ ❛❧♦(+ ✉♥❡ ❛❧❣&❜(❡ ❞❡ ▲✐❡✱ ♥♦3,❡

LieK①X②✱ ❧✬❛❧❣&❜(❡ ❞❡ ▲✐❡ ❧✐❜(❡ +✉( X✳ ❯♥❡ +,(✐❡ ❡+3 ✉♥❡ +,(✐❡ ❞❡ ▲✐❡ +✐ ❡3 +❡✉❧❡♠❡♥3 +✐

3♦✉3❡+ +❡+ ❝♦♠♣♦+❛♥3❡+ ❤♦♠♦❣&♥❡+ (❡+3(❡✐♥3❡+ ❛✉① +♦✉+✲❛❧♣❤❛❜❡3+ ✜♥✐+ +♦♥3 ❞❡+ ♣♦❧②♥L♠❡+

❞❡ ▲✐❡✳ ▲✬❡♥+❡♠❜❧❡ ❞❡+ +,(✐❡+ ❞❡ ▲✐❡ ❡+3 ♥♦3, LieK①①X②② ✳

❊①❡♠♣❧❡ ✽✳ ❙♦✐3 X ✏ 0x0, x1✉✳ ▲❡+ ,❧,♠❡♥3+ +x0, x1, ✏ x0x1 ✁ x1x0 ❡3

+x1, +x0, x1,, ✏ +x1, x0x1 ✁ x1x0, ✏ 2x1x0x1 ✁ x2
1x0 ✁ x0x

2
1 +♦♥3 ❞❡+ ♠♦♥L♠❡+ ❞❡ ▲✐❡✳

▲❡ ♣♦❧②♥L♠❡ +x0, +x0, x1,, ' 3++x1, x1,, x0, ❡+3 ✉♥ ♣♦❧②♥L♠❡ ❤♦♠♦❣&♥❡ ❞❡ ▲✐❡ ❞❡ ❞❡❣(, 3✳

❉/✜♥✐3✐♦♥ ✾✳ ❙♦✐$ ∆ ❧❡ ♠♦*♣❤✐5♠❡ ❞✬❛❧❣7❜*❡ ❞❡ K①X② ✭♠✉♥✐ ❞✉ ♣*♦❞✉✐$ ❞❡ ❝♦♥❝❛$,♥❛$✐♦♥✮

❞❛♥5 K①X② ❜K①X② ❞,✜♥✐ ♣♦✉* ✉♥❡ ❧❡$$*❡ x  X ♣❛* ∆♣x" ✏ x❜ 1X✝

' 1X✝

❜ x✳

♣i" =♦✉* ✉♥❡ 5,*✐❡ S  K①①X②②✱ ♦♥ ❞,✜♥✐$

✶ ∆♣S" ✏
➳

w X✝

①S ⑤ w②∆♣w"✳

✶✳ ❖♥ ♠♦♥&'❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥& .✉❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ♣①S ⑤ w②∆♣w$$w X✝

❡0& 0♦♠♠❛❜❧❡ ❞❛♥0 K①①X✝

❜ X✝

②②



✲ ✸✵✲

♣ii! ❯♥❡ #$%✐❡ S " K①①X②② ❡#' ❞✐'❡ ♣%✐♠✐'✐✈❡ #✐ ❡❧❧❡ ✈$%✐✜❡ ∆♣S! ✏ S ❜ 1X✝

' 1X✝

❜ S✳

♣iii! ❯♥❡ #$%✐❡ S " K①①X②② ❡#' ❞✐'❡ ❞❡ '②♣❡ ❣%♦✉♣❡ #✐ ❡❧❧❡ ✈$%✐✜❡ ∆♣S! ✏ S ❜ S ❡'

①S ⑤ 1X✝

② ✏ 0✳

♣iv! ❯♥❡ #$%✐❡ S " K①①X②② ✈$%✐✜❡ ❧❡ ❝%✐'4%❡ ❞❡ ❋%✐❡❞%✐❝❤# #✐ ♣♦✉% '♦✉' ❝♦✉♣❧❡ ♣w1, w2! "

♣X✝

!

2
✱ ①S ⑤ w1②①S ⑤ w2② ✏ ①S ⑤ w1✁ w2②

❚❤"♦$%♠❡ ✷✳ )❘❡✉✾✸, ❖✉#✵✶, ❏♦♣✵✵* ❙♦✐' S " K①①X②② ❛✈❡❝ ①S ⑤ 1X✝

② ✏ 0✳

♣i! ▲❡# ❛##❡%'✐♦♥# #✉✐✈❛♥'❡# #♦♥' $B✉✐✈❛❧❡♥'❡# ✿

a! S " LieK①①X②② ❡#' ♣%✐♠✐'✐✈❡✱

b! exp♣S! ✏ S ❜ S✱

c! exp♣S! ✈$%✐✜❡ ❧❡ ❝%✐'4%❡ ❞❡ ❋%✐❡❞%✐❝❤#✳

♣ii! S " K①①X②② ❡#' ✉♥❡ ❡①♣♦♥❡♥'✐❡❧❧❡ ❞❡ ▲✐❡ #✐ ❡' #❡✉❧❡♠❡♥' #✬✐❧ ❡①✐#'❡ ✉♥❡ #$%✐❡ ❞❡

▲✐❡ L '❡❧❧❡ B✉❡ S ✏ exp♣L!✳

❖♥ ♥♦&❡ C!

❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ e ❡& ♦♥ -❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥ .❧.♠❡♥& u ❞❡ C &❡❧ 0✉❡

∆♣u! ✏ u ❜ u et e♣u! ✏ 1. ✭✷✳✷✷✮

▲❡ K✁♠♦❞✉❧❡ C ❡-& -♦♠♠❡ ❞✐7❡❝&❡ ❞❡ C!

❡& ❞✉ -♦✉-✲♠♦❞✉❧❡ K.u✱ 0✉✐ ❡-& ❧✐❜7❡ ❞❡ ❜❛-❡ u ❀

♦♥ ♥♦&❡ πu : C ,- C!

❡& ηu : C ,- K.u ❧❡- ♣7♦❥❡❝&❡✉7- ❛--♦❝✐.- > ❝❡&&❡ ❞.❝♦♠♣♦-✐&✐♦♥✳

❖♥ ❛

πu♣x! ✏ x ✁ e♣x!.u , ηu♣x! ✏ e♣x!.u. ✭✷✳✷✸✮

❉"✜♥✐.✐♦♥ ✶✵✳ ❖♥ ❞✐' B✉✬✉♥ $❧$♠❡♥' x " C ❡#' u✁♣%✐♠✐'✐❢ #✐ ❧✬♦♥ ❛

∆♣x! ✏ x ❜ u ' u ❜ x. ✭✷✳✷✹✮

❉"✜♥✐.✐♦♥ ✶✶✳ ❙♦✐' C ✉♥❡ ❝♦❣4❜%❡✳

▲❡# $❧$♠❡♥'# u✁♣%✐♠✐'✐❢# ❞❡ C ❢♦%♠❡♥' ✉♥ #♦✉#✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡ C✱ ♥♦'$ Primu♣C!✳

✷✳✼ ❙$%✉❝$✉%❡ ❞❡* ❛❧❣.❜%❡* ❞❡ ❍♦♣❢ ❝♦♠♠✉$❛$✐✈❡* ♦✉

❝♦❝♦♠♠✉$❛$✐✈❡*

❉❛♥- ❝❡&&❡ ♣❛7&✐❡✱ ♦♥ 7❛♣♣❡❧❧❡ ❝❡7&❛✐♥- ❧✐❡♥- ❡①✐-&❛♥& ❡♥&7❡ ❧❡- ❛❧❣C❜7❡- ❞❡ ▲✐❡ ❡& ❧❡-

❛❧❣C❜7❡- ❞❡ ❍♦♣❢✳ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛7 ❞.✜♥✐7 ❝❡ 0✉✬❡-& ✉♥❡ ❛❧❣C❜7❡ ❡♥✈❡❧♦♣♣❛♥&❡✳

❉"✜♥✐.✐♦♥ ✶✷✳ ❙♦✐' G ✉♥❡ ❛❧❣4❜%❡ ❞❡ ▲✐❡ ✳

▲✬❛❧❣4❜%❡ ❡♥✈❡❧♦♣♣❛♥'❡ ❞✬✉♥❡ ❛❧❣4❜%❡ ❞❡ ▲✐❡ G ❡#' ❞$✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ B✉♦'✐❡♥' U♣G! ✏ T ④I

❞❡ ❧✬❛❧❣4❜%❡ '❡♥#♦%✐❡❧❧❡

T ✏ G0
❜ G1

❜ ☎ ☎ ☎ ❜ Gn
❜ ☎ ☎ ☎ ✭✷✳✷✺✮



✷✳✼ ❙$%✉❝$✉%❡ ❞❡* ❛❧❣.❜%❡* ❞❡ ❍♦♣❢ ❝♦♠♠✉$❛$✐✈❡* ♦✉ ❝♦❝♦♠♠✉$❛$✐✈❡* ✲ ✸✶✲

❛✈❡❝

G0
✏ K, Gn

✏ G ❜ G ❜ ☎ ☎ ☎ ❜ G
❧♦♦♦♦♦♦♦♦♠♦♦♦♦♦♦♦♦♥

♥ ❢♦✐(

✭✷✳✷✻✮

♣❛* ❧✬✐❞.❛❧ ❜✐❧❛01*❡ I ❡♥❣❡♥❞*. ♣❛* ❧❡( .❧.♠❡♥0( ❞❡ ❧❛ ❢♦*♠❡ ✿

x❜ y ✁ y ❜ x✁ $x, y% ♣♦✉* 0♦✉( x, y & G✳

❖♥ ♥♦0❡ U♣G( ❝❡00❡ ❛❧❣1❜*❡ ❡♥✈❡❧♦♣♣❛♥0❡✳

❚❤"♦$%♠❡ ✸✳ $❘❡✉✾✸, ❖✉(✵✶, ❏♦♣✵✵% ▲✬❛❧❣1❜*❡ ❡♥✈❡❧♦♣♣❛♥0❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣1❜*❡ ❞❡ ▲✐❡ ❧✐❜*❡

LieK①X② (✬✐❞❡♥0✐✜❡ @ ❧✬❛❧❣1❜*❡ ❞❡( ♣♦❧②♥B♠❡( ♥♦♥ ❝♦♠♠✉0❛0✐❢( K①X②✳

❉✬❛♣%.* ❧❡ $❤@♦%.♠❡ ❞❡ A♦✐♥❝❛%@✲❇✐%❦❤♦✛✲❲✐$$ $❇✐%✸✼, A♦✐✵✵, ❲✐$✸✼%✱ $♦✉$❡ ❛❧❣.❜%❡

❞❡ ▲✐❡ *❡ ♣❧♦♥❣❡ ❞❡ ♠❛♥✐.%❡ ✉♥✐✈❡%*❡❧❧❡ ❞❛♥* ✉♥❡ ❛❧❣.❜%❡ ❛**♦❝✐❛$✐✈❡ ✭❛♣♣❡❧@❡ *♦♥ ❛❧❣.❜%❡

❡♥✈❡❧♦♣♣❛♥$❡✮✳ ❈❡$$❡ ❛❧❣.❜%❡ ❡♥✈❡❧♦♣♣❛♥$❡ ❡*$ ♥❛$✉%❡❧❧❡♠❡♥$ ♠✉♥✐❡ ❞✬✉♥❡ *$%✉❝$✉%❡ ❞✬❛❧✲

❣.❜%❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❝♦❝♦♠♠✉$❛$✐✈❡ ♣♦✉% ❧❡ ❝♦♣%♦❞✉✐$ ❞@✜♥✐ ♣❛%

∆♣x( ✏ x❜ 1X✝

+ 1X✝

❜ x, ✭✷✳✷✼✮

♣♦✉% $♦✉$ x ❞❛♥* ❧✬❛❧❣.❜%❡ ❞❡ ▲✐❡✳ ❘@❝✐♣%♦M✉❡♠❡♥$✱ ❞❛♥* ✉♥❡ ❛❧❣.❜%❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❝♦❝♦♠♠✉$❛✲

$✐✈❡ ❧❡* @❧@♠❡♥$* x *❛$✐*❢❛✐*❛♥$ ✭✷✳✷✼✮ ♣❛❣❡ ✸✶ *✬❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡* @❧@♠❡♥$* ♣%✐♠✐$✐❢*✳ ■❧* ❢♦%♠❡♥$

✉♥❡ ❛❧❣.❜%❡ ❞❡ ▲✐❡✱ ❡$ ❧✬❛❧❣.❜%❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❡*$ ✐*♦♠♦%♣❤❡ O ❧✬❛❧❣.❜%❡ ❡♥✈❡❧♦♣♣❛♥$❡ ❞❡ ❝❡$$❡

❛❧❣.❜%❡ ❞❡ ▲✐❡✳ ▲❛ ✈❡%*✐♦♥ ❞✉❛❧❡ ❞❡ ❝❡ %@*✉❧$❛$ @♥♦♥❝❡ M✉✬✉♥❡ ❛❧❣.❜%❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❝♦♠♠✉$❛$✐✈❡

❣%❛❞✉@❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❡*$ ✐*♦♠♦%♣❤❡✱ ❡♥ $❛♥$ M✉✬❛❧❣.❜%❡✱ O ✉♥❡ ❛❧❣.❜%❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡✳

*$♦♣♦,✐.✐♦♥ ✹✳ $❉♠0✶✹, ❲♠♦✻✺% ❙♦✐0 H ✉♥❡ ❛❧❣1❜*❡ ❞❡ ❍♦♣❢✳

❆❧♦*( Prim♣H( ❡(0 ✉♥❡ ❛❧❣1❜*❡ ❞❡ ▲✐❡✳

❖♥ ♣❡✉$✱ ❛❧♦%* ❝♦♥*✐❞@%❡% ❧❡ ❞✐❛❣%❛♠♠❡ *✉✐✈❛♥$ ✿ ❙♦✐$ B ✉♥❡ ❜✐❣.❜%❡✱

Prim♣B(

F

U♣Prim♣B((

α

λB

B



✲ ✸✷✲

#✉✐&'✉❡ α ✏ λB ✆F ✱ ❧❡ ❞✐❛❣.❛♠♠❡ ❝✐✲❞❡&&✉ ❡&1 ❝♦♠♠✉1❛1✐❢ ❡1 λB : U♣Prim♣B## $% B ❡&1

✉♥ ✐&♦♠♦.♣❤✐&♠❡ ❞❡ ❜✐❣8❜.❡✳

❚❤"♦$%♠❡ ✹✳ ✭❈❛#$✐❡#✲◗✉✐❧❧❡♥✲▼✐❧♥♦#✲▼♦♦#❡✮ &❇❛♠✶✸, ▼✐❤✶✸, ▼✐♥✶✸, ❉♠$✶✹'✳

❙♦✐$ H ✉♥❡ ❛❧❣9❜#❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❝♦❝♦♠♠✉$❛$✐✈❡✱ ❣#❛❞✉B❡ ❡$ ❝♦♥♥❡①❡ D✉# ✉♥ ❝♦#♣D ❞❡ ❝❛#❛❝$B✲

#✐D$✐E✉❡ 0✳ ❆❧♦#D✱ H ❡D$ ✐D♦♠♦#♣❤❡ G ❧✬❛❧❣9❜#❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❣#❛❞✉B❡ U♣Prim♣H## ♣❛# λB✳

◆♦✉& ♣♦✉✈♦♥& < ♣.=&❡♥1 ❞♦♥♥❡. '✉❡❧'✉❡& ❡①❡♠♣❧❡& ❞✬❛❧❣8❜.❡& ❞❡ ❍♦♣❢✳

✷✳✼✳✶ ❈❛& ❞❡ ❧✬❛❧❣,❜.❡ ❞❡ &❤✉✤❡

▲❡ ♣.♦❞✉✐1 ❞❡ &❤✉✤❡ ✁ ❡&1 ❞=✜♥✐ &✉. ❧❡& ♠♦1& ♣❛.

sh :

✧

K①X② ❜K①X② % K①X②

w1 ❜ w2 +% w1✁ w2,
✭✷✳✷✽✮

❡1 =1❡♥❞✉ ♣❛. ❧✐♥=❛.✐1= ❛✉① ♣♦❧②♥H♠❡&✳ ❆❧♦.&✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛1✐♦♥ ❧✐♥=❛✐.❡

✶X✝ : K $% K①X② ✱ k +$% ✶X✝

♣k# ✏ k.1X✝

✭✷✳✷✾✮

❡&1 ✉♥ =❧=♠❡♥1 ✉♥✐1=✳ ❉♦♥❝ ♣K①X②, sh,✶X✝

# ❝♦♥&1✐1✉❡ ✉♥❡ K✁❛❧❣8❜.❡ ❛&&♦❝✐❛1✐✈❡ ❡1 ❣.❛✲

❞✉=❡✳ ❈❡11❡ ❛❧❣8❜.❡ ❡&1 ❝♦♥♥✉❡ ❝♦♠♠❡ ❛❧❣8❜.❡ ❞❡ &❤✉✤❡ ✭❛❧❣8❜.❡ ❞❡ ♠=❧❛♥❣❡✮✳

◆♦✉& ❞=✜♥✐&&♦♥& ✉♥ ❝♦♣.♦❞✉✐1✱ ♣♦✉. ❧❡ ♣.♦❞✉✐1 ✁✱ ∆conc : K①X② $% K①X② ❜ K①X② ♣❛.

❧✬♦♣=.❛1✐♦♥ ❝❧❛&&✐'✉❡ ❞❡ ❞B❝♦♥❝❛$B♥❛$✐♦♥

∆conc♣w# ✏
➳

uv✏w!X✝

u❜ v. ✭✷✳✸✵✮

e : P - K①X② +% e♣P # ✏ ①P ⑤ 1X✝

② - K ❛♣♣❛.❛N1 ❝♦♠♠❡ ✉♥ =❧=♠❡♥1 ✉♥✐1= ♣♦✉. ❧❡ ❝♦♣.♦✲

❞✉✐1 ∆conc✱ ❡1 ❞♦♥❝ ♣K①X②,∆conc, e# ❡&1 ✉♥❡ ❝♦❣8❜.❡ ✭♥♦♥ ❝♦❝♦♠♠✉1❛1✐✈❡✮✳

#♦✉. 1♦✉1 ♠♦1 w ✏ x1x2 ☎ ☎ ☎ xk - X✝

♦♥ ♥♦1❡ ❧❛ ❢♦♥❝1✐♦♥ ♠✐.♦✐. w̃ ✏ xk ☎ ☎ ☎ x2x1 - X✝

✳

❉❛♥& ❧❡ ❝❛& ❞✉ ♣.♦❞✉✐1 ❞❡ &❤✉✤❡ ✁✱ ❧✬❛♥1✐♣♦❞❡ &❡ ❝❛❧❝✉❧ .=❝✉.&✐✈❡♠❡♥1 ♣❛. ✿

a
✁

♣w# ✏

✩

✬

✫

✬

✪

1X✝

&✐ w ✏ 1X✝ ;

✁

n✁1
➳

k✏0

a
✁

♣x1 ☎ ☎ ☎ xk#✁ xk$1 ☎ ☎ ☎ xn &✐ w ✏ x1x2 ☎ ☎ ☎ xn - X
$

✭✷✳✸✶✮

❖♥ ♣❡✉1 ✐❧❧✉&1.❡. ❧❛ ❢♦.♠✉❧❡ .=❝✉..❡♥1❡ ❞❡ ❧✬❛♥1✐♣♦❞❡ &✉. ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ✿

a
✁

♣1X✝

# ✏ 1X✝

✳

a
✁

♣x1# ✏ ✁x1✳

a
✁

♣x1x2# ✏ ✁♣✁x1✁ x2 0 x1x2# ✏ x2x1✳

a
✁

♣x1x2x3# ✏ ✁♣x1✁ x3x2 ✁ x1x2✁ x3 0 x1x2x3# ✏ ✁x3x2x1✳



✷✳✼ ❙$%✉❝$✉%❡ ❞❡* ❛❧❣.❜%❡* ❞❡ ❍♦♣❢ ❝♦♠♠✉$❛$✐✈❡* ♦✉ ❝♦❝♦♠♠✉$❛$✐✈❡* ✲ ✸✸✲

❊♥ ❡✛❡$✱ ❧✬❛❧❣.❜%❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❞✐$❡ ❞❡ ❞>❝♦♠♣♦*✐$✐♦♥ ❡*$ ❧❛ ❜✐❣.❜%❡ ♣K①X②, conc,✶X✝ ,∆
✁

, e#

♠✉♥✐❡ ❞❡ ❧✬❛♥$✐♣♦❞❡ a
✁

♣%>❝>❞❡♠♠❡♥$ ❞>✜♥✐❡✱ ❡$ ♦@ ❧❡ ❝♦♣%♦❞✉✐$ ∆
✁

❡*$ ❞>✜♥✐ ♣❛% $%❛♥*✲

♣♦*✐$✐♦♥ ❞✉ ♣%♦❞✉✐$ ❞❡ *❤✉✤❡ ✁ ✿

❅♣P, P1, P2# % ♣K①X②#

3
✱ ①∆

✁

♣P # ⑤ P1 ❜ P2② ✏ ①P ⑤ P1✁ P2②. ✭✷✳✸✷✮

❈❡$$❡ ❛❧❣.❜%❡ ❡*$ ❛❧♦%* ♥♦♥ ❝♦♠♠✉$❛$✐✈❡✱ ♠❛✐* ❝♦❝♦♠♠✉$❛$✐✈❡✳

❊♥ ❢❛✐$✱ ❧❡* ❛❧❣.❜%❡*H
✁

✏ ♣K①X②, conc,✶X✝ ,∆
✁

, e, a
✁

# ❡$H❴

✁

✏ ♣K①X②,✁,✶X✝ ,∆conc, e, a✁#

*♦♥$ ❞❡* ❛❧❣.❜%❡* ❞❡ ❍♦♣❢ ❞✉❛❧❡* ❧✬✉♥❡ ❞❡ ❧✬❛✉$%❡✳ ❊$✱ ❞❡ ♣❧✉*✱ ❞✬❛♣%.* ❧❡ $❤>♦%.♠❡ ✹ ♣❛❣❡ ✸✷✱

K①X② ❡*$ ✐*♦♠♦%♣❤❡✱ ❝♦♠♠❡ ❛❧❣.❜%❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❝♦❝♦♠♠✉$❛$✐✈❡ ❣%❛❞✉>❡ ❝♦♥♥❡①❡✱ I ❧✬❛❧❣.❜%❡

❡♥✈❡❧♦♣♣❛♥$❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣.❜%❡ ❞❡ ▲✐❡ LieK①X②✳

✷✳✼✳✷ ❈❛% ❞❡ ❧✬❛❧❣+❜-❡ ❞❡ %.✉✤❡

❙♦✐$ Y ✏ )yi✉i➙1 ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡$ $♦$❛❧❡♠❡♥$ ♦%❞♦♥♥> ♣❛% → ✿ y1 → y2 → ☎ ☎ ☎ → ☎ ☎ ☎ ✳

▲❡ ♣%♦❞✉✐$ ❞❡ *$✉✤❡ ❡*$ ❞>✜♥✐ *✉% ❧❡* ♠♦$* ♣❛%

st :

✧

K①X② ❜ K①X② - K①X②

w1 ❜ w2 .- w1 w2,
✭✷✳✸✸✮

❡$ >$❡♥❞✉ ♣❛% ❧✐♥>❛%✐$> ❛✉① ♣♦❧②♥L♠❡*✳ ❆❧♦%*✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛$✐♦♥ ❧✐♥>❛✐%❡

✶Y ✝ : K /- K①Y ② ✱ k /- ✶X✝

♣k# ✏ k.1Y ✝ ✭✷✳✸✹✮

❝♦♥*$✐$✉❡ ✉♥ >❧>♠❡♥$ ✉♥✐$>✳ ❉♦♥❝ ♣K①Y ②, st,✶Y ✝# ❝♦♥*$✐$✉❡ ✉♥❡ K✁❛❧❣.❜%❡ ❛**♦❝✐❛$✐✈❡ ❡$

❣%❛❞✉>❡✳ ❈❡$$❡ ❛❧❣.❜%❡ ❡*$ ❝♦♥♥✉❡ ❝♦♠♠❡ ❛❧❣.❜%❡ ❞❡ *$✉✤❡ ✭❛❧❣.❜%❡ ❞❡ O✉❛*✐✲♠>❧❛♥❣❡✮✳

◆♦✉* ❞>✜♥✐**♦♥* ✉♥ ❝♦♣%♦❞✉✐$✱ ♣♦✉% ❧❡ ♣%♦❞✉✐$ ✱ ∆conc : K①Y ② /- K①Y ② ❜ K①Y ②

♣❛% ❧✬♦♣>%❛$✐♦♥ ❝❧❛**✐O✉❡ ❞❡ ❞!❝♦♥❝❛&!♥❛&✐♦♥ ✭❞✉❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❛$>♥❛$✐♦♥✮

∆conc♣w# ✏

➳

♣uv"✏♣w"

w$Y ✝

u ❜ v. ✭✷✳✸✺✮

e : P % K①Y ② .- e♣P # ✏ ①P ⑤ 1X✝

② % K ❛♣♣❛%❛R$ ❝♦♠♠❡ ✉♥ >❧>♠❡♥$ ✉♥✐$> ♣♦✉% ❧❡ ❝♦♣%♦✲

❞✉✐$ ∆conc✱ ❡$ ❞♦♥❝ ♣K①Y ②,∆conc, e# ❡*$ ✉♥❡ ❝♦❣.❜%❡ ✭♥♦♥ ❝♦❝♦♠♠✉$❛$✐✈❡✮✳

❉❛♥* ❧❡ ❝❛* ❞✉ ♣%♦❞✉✐$ ❞❡ *$✉✤❡ ✱ ❧✬❛♥$✐♣♦❞❡ *❡ ❝❛❧❝✉❧❡ %>❝✉%*✐✈❡♠❡♥$ ♣❛%

1❇❛♠✶✸, ▼✐❤✶✸, ▼✐♥✶✸, ❉♠$✶✹2

a ♣ys# ✏

➳

n➙1

♣✁1#n
➳

i1"☎☎☎"in✏s

yi1 ☎ ☎ ☎ yin . ✭✷✳✸✻✮



✲ ✸✹✲

❖♥ ♣❡✉( ✐❧❧✉+(,❡, ❧❛ ❢♦,♠✉❧❡ ,1❝✉,,❡♥(❡ ❞❡ ❧✬❛♥(✐♣♦❞❡ +✉, ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ✿

a ♣y1! ✏ ✁y1✳

a ♣y2! ✏ ✁y2 $ y21✳

a ♣y3! ✏ ✁y3 $ y1y2 $ y2y1 $ y31✳

❊♥ ❡✛❡(✱ ❧✬❛❧❣<❜,❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❞✐(❡ ❞❡ ❞1❝♦♠♣♦+✐(✐♦♥ ❡+( ❧❛ ❜✐❣<❜,❡ ♣K①Y ②, conc,✶Y ✝ ,∆ , e!

♠✉♥✐❡ ❞❡ ❧✬❛♥(✐♣♦❞❡ a ♣,1❝1❞❡♠♠❡♥( ❞1✜♥✐❡✱ ❡( ♦@ ❧❡ ❝♦♣,♦❞✉✐( ∆ ❡+( ❞1✜♥✐ ♣❛,

(,❛♥+♣♦+✐(✐♦♥ ❞✉ ♣,♦❞✉✐( ❞❡ +(✉✤❡ ✿

❅♣P, P1, P2! ( ♣K①Y ②!

3
✱ ①∆ ♣P ! ⑤ P1 ❜ P2② ✏ ①P ⑤ P1 P2②. ✭✷✳✸✼✮

❈❡((❡ ❛❧❣<❜,❡ ❡+( ❛❧♦,+ ♥♦♥ ❝♦♠♠✉(❛(✐✈❡✱ ♠❛✐+ ❝♦❝♦♠♠✉(❛(✐✈❡✳ ❊♥ ❢❛✐(✱ ❧❡+ ❛❧❣<❜,❡+

H ✏ ♣K①Y ②, conc,✶Y ✝ ,∆ , e, a ! ❡( H❴

✏ ♣K①Y ②, ,✶Y ✝ ,∆conc, e, a ! +♦♥( ❞❡+

❛❧❣<❜,❡+ ❞❡ ❍♦♣❢ ❞✉❛❧❡+ ❧✬✉♥❡ ❞❡ ❧✬❛✉(,❡✳ ❊(✱ ❞❡ ♣❧✉+✱ ❞✬❛♣,<+ ❧❡ (❤1♦,<♠❡ ✹ ♣❛❣❡ ✸✷✱ K①Y ②

❡+( ✐+♦♠♦,♣❤❡✱ ❝♦♠♠❡ ❛❧❣<❜,❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❝♦❝♦♠♠✉(❛(✐✈❡ ❣,❛❞✉1❡ ❝♦♥♥❡①❡✱ à ❧✬❛❧❣<❜,❡ ❡♥✈❡✲

❧♦♣♣❛♥(❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣<❜,❡ ❞❡ ▲✐❡ LieK①Y ②✳

J❛, ❝♦♥+1K✉❡♥(✱ ♦♥ ♣❡✉( 1❝,✐,❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡ +✉✐✈❛♥( ✿

▲❡♠♠❡ ✷✳ ❙♦✐# α ✉♥ ♠♦'♣❤✐*♠❡ ❞✬❛❧❣1❜'❡ #❡❧ 3✉❡

α :

✩

✬

✫

✬

✪

K①Y ② + K①Y ②

w ,+ w $

➳

⑤u⑤→⑤w⑤

#u$✏#w$

①α♣w! ⑤ u②u,
✭✷✳✸✽✮

❛❧♦'* α ❡*# ✉♥ ✐*♦♠♦'♣❤✐*♠❡✳

J♦✉, ❝❡❧❛✱ ♦♥ ♣❡✉( 1❝,✐,❡ ❧❡ ❞✐❛❣,❛♠♠❡ +✉✐✈❛♥( ✿

K①Y ②

∆
✁

α1

K①Y ② ∆
K①Y ② ❜ K①Y ②

K①Y ② ❜ K①Y ②

α1 ❜ α1

❛✈❡❝ α1♣yi1 ☎ ☎ ☎ yip! ✏ π1♣yi1! ☎ ☎ ☎ π1♣yip! ✭✈♦✐, ✭✸✳✺✶✮ ♣❛❣❡ ✺✶✮✳



✷✳✼ ❙$%✉❝$✉%❡ ❞❡* ❛❧❣.❜%❡* ❞❡ ❍♦♣❢ ❝♦♠♠✉$❛$✐✈❡* ♦✉ ❝♦❝♦♠♠✉$❛$✐✈❡* ✲ ✸✺✲

❘❡♠❛$%✉❡ ✸✳ ▲❛ ❜✐❥❡❝$✐✈✐$< ❞❡ α $✐❡♥$ ❛✉ ❢❛✐$ >✉❡ ❧❛ ❣%❛❞✉❛$✐♦♥ ♣❛% ♣♦✐❞* ❡*$ ❡♥ ❞✐♠❡♥✲

*✐♦♥* ✜♥✐❡*✳ ❉❛♥* ❧❡ ❝❛* ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥*✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡✱ ❧❡ %<*✉❧$❛$ ♥❡ $✐❡♥$ ♣❛*✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥$%❡

❧✬❡①❡♠♣❧❡✱ ❡♥ ✉♥❡ ✈❛%✐❛❜❧❡✱ ❞❡ ❧❛ *✉❜*$✐$✉$✐♦♥ x  ! x " x2
✳ ❉❛♥* ❝❡ ❝❛* ❧❡* ✐♠❛❣❡* *♦♥$

$♦✉$❡* ❞❡* ♣♦❧②♥E♠❡* ♣❛✐%* ♣❛% %❛♣♣♦%$ F ❧❛ ✈❡%$✐❝❛❧❡ x ✏ ✁1
2

❡$ ❝❡$$❡ *✉❜*$✐$✉$✐♦♥ ♥❡ ♣❡✉$

♣❛* G$%❡ ❜✐❥❡❝$✐✈❡ ✭♣❛% ❡①❡♠♣❧❡ P ♣x% ✏ x ♥✬❡*$ ♣❛* ❞❛♥* ❧✬✐♠❛❣❡✮✳



✲ ✸✻✲

✳



❈❤❛♣✐%&❡ ✸

)♦✐♥❝❛&-✲❇✐&❦❤♦✛✲❲✐%%✱ ❉✉❛❧✐%-✱

❋❛❝%♦&✐8❛%✐♦♥ ❞❡ ❙❝❤;%③❡♥❜❡&❣❡&

❘!"✉♠! ✿ ❉❛♥# ❝❡ ❝❤❛♣✐)*❡ ♥♦✉# ❡①♣❧♦*♦♥# ❞❡# ❢❛✐)# ❣2♥2*❛✉① #✉* ❧❛ ❞✉❛❧✐)2 ❞❛♥# ❧❡

❝♦♥)❡①)❡ ❞✉ ❚❤2♦*4♠❡ ❞❡ ❢❛❝)♦*✐#❛)✐♦♥# ❞❡ 6♦✐♥❝❛*2✲❇✐*❦❤♦✛✲❲✐)) ✭6❇❲✮ ❡) ❞❡ ❙❝❤?)✲

③❡♥❜❡*❣❡*✳ ◆♦✉# *❛♣♣❡❧♦♥# ❞❡# *2#✉❧)❛)# ❝♦♥♥✉# ❞❛♥#

 ❘❡✉✾✸, ▼*❡✽✾, ▼❡❧❛✾✶, ❇❛♠✶✸, ▼✐❤✶✸, ▼✐♥✶✸! ❡) )*❛✐)♦♥# ❞❡# ❡①❡♠♣❧❡# J✉✐ #❡*♦♥) ✉)✐❧❡#

❞❛♥# ❧❡# ❝❤❛♣✐)*❡# 4✱ 5 ❡) 6✳

✸✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥

❙♦✐❡♥) ♣Pα#α N♣I! ✉♥❡ ❜❛#❡ ❞✬✉♥❡ ❛❧❣4❜*❡ ❡♥✈❡❧♦♣♣❛♥)❡ U♣G# ❡) ♣Sα#α N♣I! #❛ ❢❛♠✐❧❧❡

❞✉❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣4❜*❡ ❞✉❛❧❡ U✝

♣G#

✶

✳ ▲❛ ❢❛❝)♦*✐#❛)✐♦♥ ❞❡ ❙❝❤?)③❡♥❜❡*❣❡* #✬2❝*✐)

➳

α N♣I!

Sα ❜ Pα ✏

"

➵

i I

exp♣Sei ❜ Pei#. ✭✸✳✶✮

❊♥ ♣❛*)✐❝✉❧✐❡*✱ ❈✳ ❘❡✉)❡♥❛✉❡* ❛ #✐❣♥❛❧2 J✉❡ ❝❡))❡ *❡❧❛)✐♦♥ ❡#) ✈❛❧❛❜❧❡ ❞❛♥# )♦✉)❡ ❛❧❣4❜*❡

❡♥✈❡❧♦♣♣❛♥)❡  ❘❡✉✾✸, ▼*❡✽✾, ▼❡❧❛✾✶!✳

❈❡))❡ ❢❛❝)♦*✐#❛)✐♦♥ ❝♦♠♣)❡ ♣❧✉#✐❡✉*# ❛♣♣❧✐❝❛)✐♦♥#✱ ♣❛*♠✐ ❧❡#J✉❡❧❧❡# ♥♦✉# )*♦✉✈♦♥# ❧❡ ❞♦✲

♠❛✐♥❡ ❞❡# 2J✉❛)✐♦♥# ❞✐✛2*❡♥)✐❡❧❧❡# ♥♦♥ ❧✐♥2❛✐*❡#✱ ❞❛♥# ❧❡J✉❡❧ ❡❧❧❡ ❛♣♣❛*❛Q) ❡♥ )❛♥) J✉❡

❢❛❝)♦*✐#❛)✐♦♥ ❞✬♦♣2*❛)❡✉*# ❞❡ )*❛♥#♣♦*)✱ ❡) ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛)♦✐*❡✱ ♣❧✉# ♣*♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡))❡

)❤4#❡✳

❊❧❧❡ ❡#) ✉♥❡ ❝♦♥#2J✉❡♥❝❡ ❞❡# ♣*♦♣*✐2)2# ❞❡# ❞❡✉① ❜❛#❡# ❡♥ ❞✉❛❧✐)2✳ ❉❛♥# ❜✐❡♥ ❞❡# ❝❛#✱ ❧❛

❝♦♥#)*✉❝)✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣❛✐*❡ ❞❡ ❜❛#❡# ❡♥ ❞✉❛❧✐)2 ♣❛##❡ ♣❛* ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ❜❛#❡ ❞✉❛❧❡ R ♣❛*)✐* ❞✬✉♥❡

✶✳ ❈❡$$❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❢♦+♠,❡ ♣❛+ ❞❡/ ❢♦+♠❡/ ❧✐♥,❛✐+❡/ ❝♦♦+❞♦♥♥,❡/ ❞❡ ♣Pα!α N♣I! ❡/$ ❧✐❜+❡ ❡$ ❡♥❣❡♥❞+❡ ✉♥

❡/♣❛❝❡/$❛❜❧❡♣❛+❧❛ ❝♦♥✈♦❧✉$✐♦♥ ❝❛+Sα ✍Sβ ✏
♣α"β#!

α!β!
Sα"β
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❜❛%❡ ❞♦♥* ♦♥ ❝♦♥♥❛,* ❝❡-*❛✐♥❡% ♣-♦♣-✐0*0%✳ ◆♦✉% ♥♦✉% ♣-♦♣♦%♦♥% ❞♦♥❝ ❞✬0*✉❞✐❡- ❧❡% ❝♦♥❞✐✲

*✐♦♥% 6✉❡ ❞♦✐* %❛*✐%❢❛✐-❡ ❧❛ ❜❛%❡ ❞♦♥* ♥♦✉% ♣❛-*♦♥% ❞❡ %♦-*❡ 6✉❡ ❧❛ ❜❛%❡ ❞✉❛❧❡ ♣❡-♠❡**❡

❧✬0❝-✐*✉-❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛❝*♦-✐%❛*✐♦♥✳ ◆♦✉% ✐❧❧✉%*-❡-♦♥% ❝❡% ✐❞0❡% %✉- ❞❡% ❡①❡♠♣❧❡% ❝♦♠❜✐♥❛*♦✐-❡%

-❡❧❛*✐❢% : ❧✬❛❧❣<❜-❡ ❞❡ %❤✉✤❡✱ : ❧✬❛❧❣<❜-❡ ❞❡ %*✉✤❡ ❡* : ❧✬❛❧❣<❜-❡ ❞❡ q✁%*✉✤❡✳

✸✳✷ ❘$%✉❧(❛(% ❝♦♥♥✉%

❈♦♥%✐❞0-♦♥% ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉*❛*✐❢ ❡* ✉♥✐*❛✐-❡ K ❡* I ✉♥ ❡♥%❡♠❜❧❡ ♦-❞♦♥♥0 ♣❛- ➔✳
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✲ ✹✻✲

❊①❡♠♣❧❡ ✶✵✳ ❙♦✐& X ✏ !a ➔ b ➔ c✉✳

♣i% (♦✉* Xα
✏ a2b2 ❛✈❡❝ α ✏ ♣2, 2%✱ ♦♥ ❛ ✿ M♣a2b2% ✏ !a2b2, abab, ab2a, ba2b, baba, b2a2✉✳

♣ii% (♦✉* Xα
✏ abc ❛✈❡❝ α ✏ ♣1, 1, 1%✱ ♦♥ ❛ ✿ M♣abc% ✏ !abc, acb, bac, bca, cab, cba✉✳

♣iii% (♦✉* Xα
✏ ab2c ❛✈❡❝ α ✏ ♣1, 2, 1%✱ ♦♥ ❛ ✿

M♣ab2c% ✏ !ab2c, abcb, acb2, babc, bacb, b2ac, b2ca, bcab, bcba, cab2, cbab, cb2a✉✳

❉*✜♥✐.✐♦♥ ✶✻✳ ❙♦✐# Y ✏ !yi, i & N✉ ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡# #♦#❛❧❡♠❡♥# ♦-❞♦♥♥/ ♣❛- → : y1 → y2 →

☎ ☎ ☎ → ☎ ☎ ☎ ✳ ❖♥ ❞/✜♥✐# ❧✬❡♥4❡♠❜❧❡ ❞❡ #♦✉4 ❧❡4 ♠♦#4 ❞❡ ♣♦✐❞4 )α* 4✉- ❧✬❛❧♣❤❛❜❡# Y ♣❛-

M♣Y
 α!

% ✏ !w ✏ yα1
yα2
☎ ☎ ☎ yαn

& Y ✝

⑤ )w* ✏ )α*✉, ✭✸✳✸✵✮

♦5 α ✏ ♣α1, α2, ☎ ☎ ☎ , αn% ❡# w & Y
✝

❛ ♣♦✉- ♣♦✐❞4 )w* ✏ )α* ✏ α1 , α2 , ☎ ☎ ☎ , αn✳

❘❡♠❛34✉❡ ✼✳ ❆✈❡❝ ❧❡8 ♥♦&❛&✐♦♥8 ♣*:❝:❞❡♥&❡8 ✿

♣i% ▲❡ ♥♦♠❜*❡ ❞❡ ♠♦&8 w &M♣Y
 α!

% ❡8& m ✏ 2 α!✁1
✳

♣ii% M♣Y
 α!

% ✏ !w1 ➔ w2 ➔ ☎ ☎ ☎ ➔ wm✁1 ➔ wm✉ ♣❛* *❛♣♣♦*& ? ❧✬♦*❞*❡ ❧❡①✐❝♦❣*❛♣❤✐D✉❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✶✳ ❙♦✐& Y ✏ !y1 → y2 → y3✉✳

♣i% (♦✉* )α* ✏ 3✱ ♦♥ ❛ ✿ M♣Y3% ✏ !y3, y2y1, y1y2, y
3
1✉✳

♣ii% (♦✉* )α* ✏ 4✱ ♦♥ ❛ ✿ M♣Y4% ✏ !y4, y3y1, y
2
2, y2y

2
1, y1y3, y1y2y1, y

2
1y2, y

4
1✉✳

◆♦✉8 ❛❧❧♦♥8 ❞♦♥♥❡* ❞❡8 ❡①❡♠♣❧❡8 8✉✐✈❛♥&8 ✿

✸✳✸✳✶ ❊①❡♠♣❧❡ ✿ ❝❛, ❞❡ ❧✬❛❧❣0❜2❡ ❧✐❜2❡ ❡4 ❞❡ ❧✬❛❧❣0❜2❡ ❞❡ ,❤✉✤❡

❉❛♥8 ❝❡&&❡ ♣❛*&✐❡✱ X ❞:8✐❣♥❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡& &♦&❛❧❡♠❡♥& ♦*❞♦♥♥: ♣❛* ➔ ❀

❧✬❡♥8❡♠❜❧❡ ❞❡8 ♠♦&8 ❞❡ ▲②♥❞♦♥ 8✉* X ❡8& ♥♦&: Lyn♣X% ❡& ❧❛ ❢❛❝&♦*✐8❛&✐♦♥ 8&❛♥❞❛*❞

)❘❡✉✾✸, ▼*❡✽✾, ▼❡❧❛✾✶* ❞❡ ℓ & Lyn♣X% ✭❛✈❡❝ ⑤ ℓ ⑤➙ 2✮ ❡8& ❞:8✐❣♥:❡ ♣❛* σ♣ℓ% ✏ ♣ℓ1, ℓ2% ♦O

ℓ2 ❡8& ❧❡ ❢❛❝&❡✉* ✭❞❡ ▲②♥❞♦♥✮ ❞*♦✐& ♣*♦♣*❡ ❞❡ ℓ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉* ♠❛①✐♠❛❧❡ ✭♣*♦♣♦8✐&✐♦♥ ✷ ♣❛❣❡

✷✹✮✳

❘❛♣♣❡❧♦♥8 ❛✉88✐ D✉❡ &♦✉& ♠♦& w & X$

❛❞♠❡& ✉♥❡ ❢❛❝&♦*✐8❛&✐♦♥ ❡♥ ♣*♦❞✉✐& ❞:❝*♦✐88❛♥& ❞❡

♠♦&8 ❞❡ ▲②♥❞♦♥ ✭✭✷✳✹✮ ♣❛❣❡ ✷✺✮ ✿

w ✏ ℓi11 . . . ℓikk , ℓ1 → ☎ ☎ ☎ → ℓk, ℓ1, . . . , ℓk & Lyn♣X%, k, i1, i2, ☎ ☎ ☎ , ik & N➙1.

❈❡8 ❞❡✉① ❢❛❝&♦*✐8❛&✐♦♥8 ♣❡*♠❡&&❡♥& ❞❡ ❞:✜♥✐* ✉♥❡ ❜❛8❡ ♣Pw%w&X✝

❞❡ ❧✬❛❧❣T❜*❡ ❧✐❜*❡ Q①X②

❝♦♠♠❡ 8✉✐& )❘❡✉✾✸, ▼*❡✽✾, ▼❡❧❛✾✶* ✿

Pw ✏

✩

✬

✬

✬

✬

✫

✬

✬

✬

✬

✪

w 8✐ ⑤w⑤ ↕ 1 ;

)Pℓ1 , Pℓ2* 8✐ w ✏ ℓ & Lyn♣X%8X ❡& ♣ℓ1, ℓ2% ✏ σ♣ℓ% ;

P i1
ℓ1
. . . P ik

ℓk
8✐ w ✏

✩

✫

✪

ℓi11 . . . ℓikk
ℓ1 → ☎ ☎ ☎ → ℓk & Lyn♣X%

k, i1, i2, ☎ ☎ ☎ , ik & N➙1.

✭✸✳✸✶✮



✸✳✸ ❘❡♠❛&'✉❡) )✉& ❧❛ ❞✉❛❧✐)❛-✐♦♥ ✲ ✹✼✲

❈❡--❡ ❜❛)❡ ❡)- ❡♥ ❢❛✐- ❧❛ ❜❛)❡ ❞❡ 6♦✐♥❝❛&8✲❇✐&❦❤♦✛✲❲✐-- ❛))♦❝✐8❡ > ❧❛ ❜❛)❡ ♣Pℓ!ℓ Lyn♣X"

❞❡ ❧✬❛❧❣A❜&❡ ❞❡ ▲✐❡ ❧✐❜&❡ LieQ①X②✳ ▲❡) 8❧8♠❡♥-) ♣&✐♠✐-✐❢) Pℓ, ℓ $ Lyn♣X! )♦♥- ❛♣♣❡❧8)

❝!♦❝❤❡%& &%❛♥❞❛!❞✳ ▲❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ♣Pw!w Xα
❡)- %!✐❛♥❣✉❧❛✐!❡ ✿

Pw ✏ w &

➳

u→w
u!Xα

①Pw ⑤ u② u ✭✸✳✸✷✮

❡- ♠✉❧%✐❤♦♠♦❣/♥❡✳

▲❛ ♠✉❧-✐❤♦♠♦❣8♥8✐-8 ❞❡) Pw✱ w $ Xα
❛✉-♦&✐)❡ ❧❛ ❝♦♥)-&✉❝-✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❜❛)❡ ♣Sw!w Xα

❞❡

Q①X②α ✭✈♦✐& ♣❛❣❡ ✹✸✮ )❛-✐)❢❛✐)❛♥- ①Su ⑤ Pv② ✏ δuv ♣♦✉& -♦✉) u, v $ Xα
✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥) ❧❛

❞8✜♥✐-✐♦♥ ❞✉ ♣!♦❞✉✐% ❞❡ &❤✉✤❡ (❘❡✉✾✸, ▼&❡✽✾, ▼❡❧❛✾✶) ✿

✧

1X✝ ✁ w ✏ w✁ 1X✝ ✏ w,

au✁ bv ✏ a♣u✁ bv! & b♣au✁ v!,
✭✸✳✸✸✮

)✐ a, b, $ X✱ u, v, w $ X✝

✱ 1X✝ ✿ ♠♦- ✈✐❞❡✳

●✳ ▼8❧❛♥P♦♥ ❡- ❈✳ ❘❡✉-❡♥❛✉❡& (❘❡✉✾✸, ▼&❡✽✾, ▼❡❧❛✾✶) ♦♥- ♠♦♥-&8 '✉❡

Sw ✏

✩

✬

✬

✬

✬

✫

✬

✬

✬

✬

✪

w )✐ ⑤w⑤ ✏ 1X✝ ;

aSu )✐ w ✏ au ❡- w $ Lyn♣X! ;

S✁ i1
ℓ1
✁ ☎ ☎ ☎✁ S✁ ik

ℓk

i1! . . . ik!
)✐ w ✏

✩

✫

✪

ℓi11 . . . ℓikk
ℓ1 → ☎ ☎ ☎ → ℓk $ Lyn♣X!

k, i1, i2, ☎ ☎ ☎ , ik $ N
➙1.

✭✸✳✸✹✮

❖♥ ✈8&✐✜❡ ❞❛♥) (❘❡✉✾✸, ▼&❡✽✾, ▼❡❧❛✾✶) '✉❡ ♣♦✉& -♦✉- ♠♦- w $ Xα
✱ ♦♥ ❛ ✿

Sw ✏ w &

➳

u➔w
u!Xα

①Sw ⑤ u② u. ✭✸✳✸✺✮

❊♥ ❞✬❛✉-&❡) -❡&♠❡)✱ ❧❡) 8❧8♠❡♥-) ❞❡) ❜❛)❡) ♣Sw!w Xα
❡- ♣Pw!w Xα

)♦♥- -&✐❛♥❣✉❧❛✐&❡) ✐♥❢8✲

&✐❡✉&) ❡- -&✐❛♥❣✉❧❛✐&❡) )✉♣8&✐❡✉&) ❡- ✐❧) )♦♥- ♠✉❧-✐❤♦♠♦❣A♥❡) ❞❡ ♠✉❧-✐❞❡❣&8 α✳

❘❛♣♣❡❧♦♥) '✉❡ ❧❛ ❞✉❛❧✐-8 ♣&8)❡&✈❡ ❧❡ ♠✉❧-✐❞❡❣&8 ❡- 8❝❤❛♥❣❡ ❧❡) -&✐❛♥❣✉❧❛&✐-8) ❞❡) ♣♦❧②✲

♥U♠❡)✳ 6♦✉& ❝❡❧❛✱ ♦♥ ♣❡✉- ❝♦♥)-&✉✐&❡ ❞❡) ♠❛-&✐❝❡) -&✐❛♥❣✉❧❛✐&❡) M ❡- N ❛❞♠❡--❛♥- ❝♦♠♠❡

❝♦❡✣❝✐❡♥-)✱ ❧❡) ❝♦❡✣❝✐❡♥-) ❞❡) ♠♦-) ♠✉❧-✐❤♦♠♦❣A♥❡) ❞❡ ♠✉❧-✐❞❡❣&8 α ❞❡) ♣♦❧②♥U♠❡) -&✐✲

❛♥❣✉❧❛✐&❡)✱ ♣Pw!w Xα
❡- ♣Sw!w Xα

❞❛♥) ❧❛ ❜❛)❡ K①X②α &❡)♣❡❝-✐✈❡♠❡♥- ✿

M ✏ ♣①Pu ⑤ v②!u,v Xα et N ✏ ♣①Su ⑤ v②!u,v Xα . ✭✸✳✸✻✮

▲❡) ♠❛-&✐❝❡) M ❡- N )♦♥- -&✐❛♥❣✉❧❛✐&❡)✱ ✐♥✈❡&)✐❜❧❡) ❡- ✈8&✐✜❡♥- ❧✬✐❞❡♥-✐-8 M ✏ ♣

tN!

✁1
✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✷✳ ❙♦✐- ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡- X ✏ ,a, b✉ ❛✈❡❝ a ➔ b✳

6♦✉& ❝❡❧❛✱ ❝❛❧❝✉❧♦♥) ❧❡) ❝♦❡✣❝✐❡♥-) ①Su ⑤ v② ♣♦✉& ❧❡) ♠♦-) u, v $ Xα
❡- ♥♦✉) ❛✈♦♥)



✲ ✹✽✲

M♣a2b2! ✏ #a2b2, abab, ab2a, ba2b, baba, b2a2✉ ❧✬❡♥'❡♠❜❧❡ ❞❡ +♦✉' ❧❡' ♠♦+' ♠✉❧+✐❤♦♠♦❣1♥❡'

❞❡ ♠✉❧+✐❞❡❣23 α ✏ ♣2, 2!✳ ◆♦✉' ❛✈♦♥' '✉❝❝❡''✐✈❡♠❡♥+ ✿

Sa2b2 ✏ a2b2 ;

Sabab ✏

S✁2
ab

2!

✏

1

2
♣ab✁ ab! ✏ abab % 2a2b2 ;

Sab2a ✏ ab2✁ a

✏ 2a2b2 % ab2a % abab ;

Sba2b ✏ b✁ a2b

✏ ba2b % abab % 2a2b2 ;

Sbaba ✏ b✁ ab✁ a

✏ 4a2b2 % 3abab % 2ba2b % 2ab2a % baba ;

Sb2a2 ✏

S✁2
b

2!
✁

S✁2
a

2!

✏ b2a2 % a2b2 % ba2b % ab2a % abab % baba.

✭✸✳✸✼✮

▲❛ ♠❛+2✐❝❡ 2❡❝❤❡2❝❤3❡ N ✏ ♣①Su ⑤ v②!u,v Xα
❡'+ ❞♦♥♥3❡ ♣❛2

☎

✝

✝

✝

✝

✝

✝

✆

a2b2 abab ab2a ba2b baba b2a2

Sa2b2 ✏ 1 0 0 0 0 0

Sabab ✏ 2 1 0 0 0 0

Sab2a ✏ 2 1 1 0 0 0

Sba2b ✏ 2 1 0 1 0 0

Sbaba ✏ 4 3 2 2 1 0

Sb2a2 ✏ 1 1 1 1 1 1

☞

✍

✍

✍

✍

✍

✍

✌

. ✭✸✳✸✽✮

➚ ♣❛2+✐2 ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✺ ♣❛❣❡ ✹✺✱ ♥♦✉' ♣♦✉✈♦♥' 3❝2✐2❡ ❧❛ ♣2♦♣♦'✐+✐♦♥ '✉✐✈❛♥+❡

 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✺✳ ❙♦✐❡♥% α ) N♣X"

❡% w ) Xα
✳ ❆❧♦)*

Pw ✏ w ✁

➳

u→w
u!Xα

①Su ⑤ w②Pu. ✭✸✳✸✾✮



✸✳✸ ❘❡♠❛&'✉❡) )✉& ❧❛ ❞✉❛❧✐)❛-✐♦♥ ✲ ✹✾✲

❊①❡♠♣❧❡ ✶✸✳

Pb2a2 ✏ b2a2 ;

Pbaba ✏ baba✁ Pb2a2

✏ baba✁ b2a2 ;

Pba2b ✏ ba2b✁ 2Pbaba ✁ Pb2a2

✏ ba2b✁ 2baba" b2a2 ;

Pab2a ✏ ab2a✁ 2Pbaba ✁ Pb2a2

✏ ab2a✁ 2baba" b2a2 ;

Pabab ✏ abab✁ Pab2a ✁ Pba2b ✁ 3Pbaba ✁ Pb2a2

✏ abab✁ ab2a✁ ba2b" baba ;

Pa2b2 ✏ a2b2 ✁ 2Pabab ✁ 2Pab2a ✁ 2Pba2b ✁ 4Pbaba ✁ Pb2a2

✏ a2b2 ✁ 2abab" 2baba✁ b2a2.

✭✸✳✹✵✮

▲❛ ♠❛-&✐❝❡ &❡❝❤❡&❝❤9❡ M ✏ ♣

tN$✁1 ✏ ♣①Pu ⑤ v②$u,v!Xα
❡)- ❞♦♥♥9❡ ♣❛&

☎

✝

✝

✝

✝

✝

✝

✆

a2b2 abab ab2a ba2b baba b2a2

Pa2b2 ✏ 1 ✁2 0 0 2 ✁1

Pabab ✏ 0 1 ✁1 ✁1 1 0

Pab2a ✏ 0 0 1 0 ✁2 1

Pba2b ✏ 0 0 0 1 ✁2 1

Pbaba ✏ 0 0 0 0 1 ✁1

Pb2a2 ✏ 0 0 0 0 0 1

☞

✍

✍

✍

✍

✍

✍

✌

, ✭✸✳✹✶✮
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3 1 2 5 4

✛

, τ3 ✏

✓

1 2 3

1 3 2

✛

Inv♣τ1! ✏ 4 ❝❛( ❧✬❡♥&❡♠❜❧❡ ❞❡& ✐♥✈❡(&✐♦♥& ❡&' S♣τ1! ✏ %♣1, 5!, ♣2, 5!, ♣3, 5!, ♣4, 5!✉✱

Inv♣τ2! ✏ 3 ❝❛( ❧✬❡♥&❡♠❜❧❡ ❞❡& ✐♥✈❡(&✐♦♥& ❡&' S♣τ2! ✏ %♣1, 2!, ♣1, 3!, ♣4, 5!✉ ❡'

Inv♣τ3! ✏ 1 ❝❛( ❧✬❡♥&❡♠❜❧❡ ❞❡& ✐♥✈❡(&✐♦♥& ❡&' S♣τ3! ✏ %♣2, 3!✉✳

❉*✜♥✐.✐♦♥ ✷✵✳ ❙♦✐❡♥% m,n * N
➙1✳

❖♥ ❞)✜♥✐% ✉♥ ,♦✉,✲❣/♦✉♣❡ ♣Sn!m ❞❡ Snm ✐,♦♠♦/♣❤❡ 3 Sn ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ Sn ♣❛/ ❧❡

♠♦/♣❤✐,♠❡ T ♣σ! ✏ τ♣1! ☎ ☎ ☎ τ♣nm! ❛✈❡❝ τ♣m♣p ✁ 1! - k! ✏ m♣σ♣p! ✁ 1! - k✱ p * ✈1, n✇ ❡%

k * ✈1,m✇✳

?♦✉( ❜✐❡♥ ✈✐&✉❛❧✐&❡( ;✉✬✐❧ &✬❛❣✐' ❞✬✉♥ ♠♦(♣❤✐&♠❡ ✐♥❥❡❝'✐❢✱ ✐❧ &✉✣' ❞✬.❝(✐(❡ ♠❛'(✐❝✐❡❧❧❡♠❡♥'

❧❡& ✐♠❛❣❡& T ♣σ! ✿

✔

✖

✖

✖

✖

✖

✖

✕

τ♣♣n ✁ 1!m - 1! . . . τ♣nm!

. . . . .

. . . . .

τ♣m - 1! . . . τ♣2m!

τ♣1! . . . τ♣m!

✜

✣

✣

✣

✣

✣

✣

✢

.

❖♥ &❡ (❡♥❞ ❝♦♠♣'❡ ;✉❡ ❝❡''❡ ♠❛'(✐❝❡ ❡&' ♦❜'❡♥✉❡ ❡♥ ♣❡(♠✉'❛♥' ❧❡& ❧✐❣♥❡& ❞❡ ❧❛ ♠❛'(✐❝❡

✔

✖

✖

✖

✖

✖

✖

✕

♣n ✁ 1!m - 1 . . . nm

. . . . .

. . . . .

m - 1 . . . 2m

1 . . . m

✜

✣

✣

✣

✣

✣

✣

✢

.

✶✳ Inv♣σ! ❡#$ ❧❡ ♥♦♠❜*❡ ❞❡# ✐♥✈❡*#✐♦♥# ❞❡ ❧❛ ♣❡*♠✉$❛$✐♦♥ σ " Sn✳



✲ ✻✹✲

❊①❡♠♣❧❡ ✷✶✳ ❙♦✐❡♥( n ✏ 3 ❡( m ✏ 2✳ ❖♥ ❛ ✿

σ1 ✏ 123!" τ1 ✏ T ♣σ1$ ✏ 123456✱

σ2 ✏ 132!" τ2 ✏ T ♣σ2$ ✏ 125634✱

σ3 ✏ 213!" τ3 ✏ T ♣σ3$ ✏ 341256✱

σ4 ✏ 231!" τ4 ✏ T ♣σ4$ ✏ 345612✱

σ5 ✏ 312!" τ5 ✏ T ♣σ5$ ✏ 561234 ❡(

σ6 ✏ 321!" τ6 ✏ T ♣σ6$ ✏ 563412✳

.❛/ ❝♦♥123✉❡♥( ✿

σ % S3 ✏ &123, 132, 213, 231, 312, 321✉ ❡(

τ % ♣S3$2 ✏ &123456, 125634, 341256, 345612, 561234, 563412✉✳

.❛/ ❝♦♥123✉❡♥(✱ ♥♦✉1 ♣♦✉✈♦♥1 2❝/✐/❡ ❧❡ (❤2♦/9♠❡ 1✉✐✈❛♥( ✿

❚❤+♦-.♠❡ ✼✳ ❙♦✐❡♥% n,m % N
➙1✳ ❆❧♦)*

➳

τ!♣Sn#m

qInv♣τ# ✏
➳

σ!Sn

qm
2Inv♣σ#

✏ (1)
qm

2
☎ ☎ ☎ (n)

qm
2
✏ (n)

qm
2 !. ✭✹✳✼✮

.♦✉/ ❧❛ ♣/❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ (❤2♦/9♠❡✱ ♥♦✉1 ❛❧❧♦♥1 2❝/✐/❡ ❧❛ ♣/♦♣♦1✐(✐♦♥ ❡( ❧❡ (❤2♦/9♠❡ 1✉✐✈❛♥( ✿

0-♦♣♦1✐3✐♦♥ ✽✳ ❙♦✐❡♥% n,m % N
➙1✳ ❆❧♦)*

♣Sn$m ✏ &τ % Snm ⑤ Inv♣τ$ ✏ m2Inv♣σ$ et σ % Sn✉. ✭✹✳✽✮

0-❡✉✈❡ ✿ ❙♦✐❡♥( n,m % N
➙1✳ ➚ ♣❛/(✐/ ❞❡ ❧❛ ❞2✜♥✐(✐♦♥ ✷✵ ♣❛❣❡ ✻✸✱ ♥♦✉1 ♣♦✉✈♦♥1 2❝/✐/❡

3✉❡ S♣τ$ ✏ S♣T ♣σ$$ ♣♦✉/ τ % ♣Sn$m ❡( σ % Sn✳ ❊♥ ❡✛❡(✱ ❡♥ /❡♠❛/3✉❛♥( 3✉❡ ❧✬✐♠❛❣❡

❞✬✉♥❡ (/❛♥1♣♦1✐(✐♦♥ 2❧2♠❡♥(❛✐/❡ ❛ ❡①❛❝(❡♠❡♥( m2
✐♥✈❡/1✐♦♥1

✷

✱ ♦♥ (/♦✉✈❡ 3✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜/❡

❞❡1 ✐♥✈❡/1✐♦♥1 ❞❡ T ♣σ$ ❡1( m2
♣#S♣σ$$ ✳

.❛/ ❝♦♥123✉❡♥( ✿ Inv♣τ$ ✏ #S♣τ$ ✏ #S♣T ♣σ$$ ✏ m2Inv♣σ$ ♣♦✉/ τ % ♣Sn$m ❡( σ % Sn✳

✆

❚❤+♦-.♠❡ ✽✳ (❍✉♠, ❑❛*✵✾)❙♦✐%n %N➙ 1✳❆❧♦)*

➳

σ!Sn

qInv♣σ# ✏ (1)q(2)q ☎☎☎(n)q ✏ (n)q!. ✭✹✳✾✮

❈♦♠♠❡ ♦❜1❡/✈2 ❞❛♥1 (❍✉♠ , ❑❛1✵✾)✿❝♦♠ ♠ ❡ ❞✬❤❛❜✐(✉❞❡ ❡♥ p✁(❤2♦/✐❡✱❧❡ ❝♦❡✣ ❝✐❡♥(
p✁♠ ✉❧(✐♥♦♠ ✐❛❧❡1(❞♦♥♥2♣❛/

(c1 - c2 - ☎☎☎- cn)p!

(c1)p!(c2)p!☎☎☎(cn)p!
. ✭✹✳✶✵✮

✷✳ "♦✉% &♦✉&❡ ✐♥✈❡%+✐♦♥ ♣i, j! ❞❡ σ " Sn ♦♥ ❛ ❡①❛❝&❡♠❡♥& m2
✐♥✈❡%+✐♦♥+ ♣I, J! ❞❡ τ " ♣Sn!m ❛✈❡❝

I " ✈♣i ✁ 1!m % 1, im✇ ❡& J " ✈♣j ✁ 1!m % 1, jm✇



✹✳✷ ▲❡ ♣&♦❞✉✐+ ❞❡ q✁,❤✉✤❡ ✲ ✻✺✲

❊+ ✐❝✐✱ ♦♥ ❛ ❧❛ ,♣8❝✐❛❧✐,❛+✐♦♥ c1 ✏ c2 ✏ ☎ ☎ ☎ ✏ cn ✏ 1 ❡+ p ✏ q✳ 9❛& ❝♦♥,8:✉❡♥+ ✿
➳

σ Sn

qInv♣σ" ✏
#c1 $ c2 $ ☎ ☎ ☎ $ cn%q!

#c1%q!#c2%q! ☎ ☎ ☎ #cn%q!
✏ #n%q! ✳

 !❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤(♦!*♠❡ ✼ ♣❛❣❡ ✻✹ ✿ ❊❧❧❡ ,❡ ❢❛✐+ ♣❛& ,+❛+✐,+✐:✉❡ ✿

➚ ♣❛&+✐& ❞❡ ❧❛ ❞8✜♥✐+✐♦♥ ✷✵ ♣❛❣❡ ✻✸ ❡+ ❧❛ ♣&♦♣♦,✐+✐♦♥ ✽ ♣❛❣❡ ✻✹✱ ♥♦✉, ♣♦✉✈♦♥, 8❝&✐&❡ :✉❡ ✿

♣Sn'm ✏ (τ ) Snm ⑤ Inv♣τ' ✏ m2Inv♣σ' et σ ) Sn✉.

❈♦♠♠❡ ♦❜,❡&✈8 ❞❛♥, #❍✉♠, ❑❛,✵✾% ✿ ❝♦♠♠❡ ❞✬❤❛❜✐+✉❞❡ ❡♥ p✁+❤8♦&✐❡✱ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥+

p✁♠✉❧+✐♥♦♠✐❛❧ ❡,+ ❞♦♥♥8 ♣❛&

#c1 $ c2 $ ☎ ☎ ☎ $ cn%p!

#c1%p!#c2%p! ☎ ☎ ☎ #cn%p!
. ✭✹✳✶✶✮

❊+ ✐❝✐✱ ♦♥ ❛ ❧❛ ,♣8❝✐❛❧✐,❛+✐♦♥ c1 ✏ c2 ✏ ☎ ☎ ☎ ✏ cn ✏ 1 ❡+ p ✏ qm
2

✳ 9❛& ❝♦♥,8:✉❡♥+ ✿

➳

τ ♣Sn"m

qInv♣τ" ✏
➳

σ Sn

♣qm
2

'

Inv♣σ"
✏

#c1 $ c2 $ ☎ ☎ ☎ $ cn%qm2 !

#c1%qm2 !#c2%qm2 ! ☎ ☎ ☎ #cn%qm2 !
✏ #n%

qm
2 !. ✭✹✳✶✷✮

✆

✹✳✷ ▲❡ ♣&♦❞✉✐+ ❞❡ q✁,❤✉✤❡

❈♦♥,✐❞8&♦♥, ✉♥ ♣❛&❛♠O+&❡ ❢♦&♠❡❧ q✳

❘(.✉♠( ✿ ❉❛♥, ❝❡++❡ ♣❛&+✐❡✱ ♥♦✉, ❞♦♥♥♦♥, ✉♥❡ ❞8✜♥✐+✐♦♥ ❢♦&♠❡❧❧❡ ❞✉ ♣&♦❞✉✐+ ❞❡ q✁,❤✉✤❡

❡+ ❞❡ ,♦♥ ❝♦♣&♦❞✉✐+✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉, ♠❡++♦♥, ❡♥ 8✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡, ❧✐❡♥, ❡①✐,+❛♥+, ❡♥+&❡ ❧❡ ♣&♦❞✉✐+

❞❡ ,❤✉✤❡ ❡+ ❧❡ ♣&♦❞✉✐+ ❞❡ q✁,❤✉✤❡✳

✹✳✷✳✶ ❉%✜♥✐)✐♦♥ ❡) ♣-♦♣-✐%)%. ❞✉ ♣-♦❞✉✐) ❞❡ q✁.❤✉✤❡

❉(✜♥✐4✐♦♥ ✷✶✳ ❙♦✐# w ✏ a1a2 ☎ ☎ ☎ an ) X✝

✉♥ ♠♦# ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉+ ⑤w⑤ ✏ n ❡# I ✉♥ ,♦✉,✲

❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡ (1, 2, ☎ ☎ ☎ , n✉ ✏ ✈1, n✇✳

❙✐ I ✏ ∅✱ ♦♥ ♣♦,❡ w#I% ✏ 1X✝

❀ ,✐ I ✏ (i1 ➔ i2 ➔ ☎ ☎ ☎ ➔ ik✉✱ ♦♥ ♣♦,❡ w#I% ✏ ai1 ☎ ☎ ☎ aik ✳

❘❡♠❛!9✉❡ ✽✳ 9❛& ❞8✜♥✐+✐♦♥✱ ,✐ ❧✬♦♥ ,❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ♣❛&+✐+✐♦♥ ❞❡ ✈1, n✇✱ ❝✬❡,+✲R✲❞✐&❡ p ❡♥✲

,❡♠❜❧❡, ❞✐,❥♦✐♥+, I1, I2, ☎ ☎ ☎ , Ip ✈8&✐✜❛♥+

p
➙

j✏1

Ij ✏ ✈1, n✇ ❡+ ❧❡, ♠♦+, w#I1%, ☎ ☎ ☎ , w#Ip%✱ ♦♥

&❡+&♦✉✈❡ ♥❛+✉&❡❧❧❡♠❡♥+ w ❡+ ⑤w⑤ ✏ n ✏ n1 $ n2 $ ☎ ☎ ☎ $ np ❛✈❡❝ ⑤Ij⑤ ✏ nj✱ ♣♦✉& +♦✉+

j ) ✈1, p✇✳



✲ ✻✻✲

❊①❡♠♣❧❡ ✷✷✳ ❙✐ X ✏ !a, b, c✉✱

I1 ✏ !1, 3, 4✉✱ I2 ✏ !2, 7, 9✉ ✱ I3 ✏ !5, 6, 8✉ ❛✈❡❝ w#I1$ ✏ abc✱ w#I2$ ✏ bca✱ w#I3$ ✏ cab✱

❛❧♦+,✱ ♦♥ +❡.+♦✉✈❡ w ✏ abbccacba ❡. ⑤w⑤ ✏ ⑤I1⑤ & ⑤I2⑤ & ⑤I3⑤ ✏ 3& 3& 3 ✏ 9✳

❙✐ ❧✬♦♥ ,❡ ❞♦♥♥❡ p ♠♦., ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉+ nj✱ j ' ✈1, p✇✱ ♦♥ ♣❡✉. ❞6✜♥✐+ ❧❡✉+ ,❤✉✤❡ ❞✬✉♥❡

♠❛♥✐:+❡ ♣+❛.✐;✉❡✳

❖♥ ♠❛+;✉❡ n1&n2& ☎ ☎ ☎&np ♣❧❛❝❡, ,✉+ ✉♥❡ ❞+♦✐.❡✳ ❖♥ ❝❤♦✐,✐. ❞✬❛❜♦+❞ n1 ♣❧❛❝❡, ❛+❜✐.+❛✐✲

+❡♠❡♥.✱ ♦♥ ② ♣❧❛❝❡ ❧❡, ❧❡..+❡, ❞✉ ♠♦. u1 ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ? ❞+♦✐.❡✱ ❝✬❡,.✲?✲❞✐+❡ ❧❡, ✉♥❡, ❛♣+:, ❧❡,

❛✉.+❡,✳

❖♥ ❢❛✐. ❞❡ ♠A♠❡ ♣♦✉+ u2, u3 ❥✉,;✉✬? up ❡♥ ✉.✐❧✐,❛♥. ❧❡, ♣❧❛❝❡, +❡,.❛♥.❡,✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❝♦♥,.+✉✐.

✉♥ ♠♦. ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉+ n ✏ n1&n2&☎ ☎ ☎&np✱ ♥♦.6 w ❡. Ij ❞6,✐❣♥❡ ❧❡ ,♦✉,✲❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈1, n✇

❞❡ ♣❧❛❝❡, ❝❤♦✐,✐❡, ♣♦✉+ ,✐.✉❡+ ❧❡, ❧❡..+❡, ❞✉ ♠♦. uj✳

➚ ❧❛ ❧✐❣♥❡✱ ❡♥ ♣❛+❝♦✉+❛♥. .♦✉.❡, ❧❡, ♣❧❛❝❡, ♣♦,,✐❜❧❡, ❞❡ ❝❡..❡ ❢❛D♦♥ ❡. ❡♥ ❡✛❡❝.✉❛♥. ❧❛

,♦♠♠❡ ❞❡ .♦✉, ❧❡, ♠♦., ❛✐♥,✐ ♦❜.❡♥✉,✱ ♦♥ ♦❜.✐❡♥. ❝❡ ;✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡ ♣+♦❞✉✐. ❞❡ ,❤✉✤❡

❞❡, ♠♦., u1, ☎ ☎ ☎ , up✳

▼❛✐♥.❡♥❛♥.✱ ♦♥ ,❡ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❞6✜♥✐.✐♦♥ ❞✉ ♣+♦❞✉✐. ❞❡ ,❤✉✤❡ ✿

❉)✜♥✐-✐♦♥ ✷✷✳ ✭▲❡ #❤✉✤❡ ❞❡# ♠♦*# ✿ ✈♦✐. ✭✸✳✸✸✮ ♣❛❣❡ ✹✼ ✮✳ ❙♦✐❡♥* u1, ☎ ☎ ☎ , up ' X✝

❞❡#

♠♦*# ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉. ⑤uj⑤ ✏ ⑤Ij⑤ ✏ nj✱ j ' ✈1, p✇✳ ▲❡✉. #❤✉✤❡ ❡#* ✉♥ ♣♦❧②♥<♠❡ ❞❡ N①X② ❞=✜♥✐

♣❛.

u1✁ u2✁ ☎ ☎ ☎✁ up ✏

➳

p
➙

j✏1

Ij ✏ ✈1, n✇

w X✝,w"Ij #✏uj

w, ✭✹✳✶✸✮

♦? ⑤w⑤ ✏ ⑤u1u2 ☎ ☎ ☎ up⑤ ✏ n ✳

❊♥ ✐♥,6+❛♥. ✉♥❡ ♣✉✐,,❛♥❝❡ ✐♥❞6.❡+♠✐♥6❡ q ❞❛♥, ❧❛ ❞6✜♥✐.✐♦♥ ❞✉ ♣+♦❞✉✐. ❞❡ ,❤✉✤❡ ✭

✭✹✳✶✸✮ ♣❛❣❡ ✻✻✮✱ ♦♥ ♦❜.✐❡♥. ✉♥❡ ❞6❢♦+♠❛.✐♦♥ ✐♥.6+❡,,❛♥.❡✱ ;✉✐ ,❡ +6✈:❧❡ A.+❡ ✉♥ ❝❛, ♣❛+.✐✲

❝✉❧✐❡+ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥,.+✉❝.✐♦♥ ❞❛♥, #❉❦.✾✼$✳ ◆♦✉, ♣♦✉✈♦♥, 6❝+✐+❡ ❧❛ ❞6✜♥✐.✐♦♥ ,✉✐✈❛♥.❡ ✿

❉)✜♥✐-✐♦♥ ✷✸✳ ✭▲❡ q✁#❤✉✤❡ ❞❡# ♠♦*# ✮✳ ❙♦✐❡♥* u1, ☎ ☎ ☎ , up ' X✝

❞❡# ♠♦*# ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉.

⑤uj⑤ ✏ ⑤Ij⑤ ✏ nj✱ j ' ✈1, p✇✳ ❖♥ ❞=✜♥✐* ✉♥ ♦♣=.❛*❡✉. p✁♣❛✐.❡ ♣❛.

✁q
p
♣u1, u2, ☎ ☎ ☎ , up/ ✏

➳

p
➙

j✏1

Ij ✏ ✈1, n✇

w X✝,w"Ij #✏uj

qInv♣I1.☎☎☎ .Ip$w, ✭✹✳✶✹✮

♦? ⑤w⑤ ✏ ⑤u1u2 ☎ ☎ ☎ up⑤ ✏ n ❡* I1I2 ☎ ☎ ☎ Ip ' Sn✳



✹✳✷ ▲❡ ♣&♦❞✉✐+ ❞❡ q✁,❤✉✤❡ ✲ ✻✼✲

❉!✜♥✐%✐♦♥ ✷✹✳ ❙♦✐❡♥% a, b ! X ❡% w, u, v ! X✝

✳ ▲❡ ♣)♦❞✉✐% ❞❡ q✁,❤✉✤❡ ❡,% ❞/✜♥✐ )/❝✉)✲

,✐✈❡♠❡♥% ♣❛)

✧

1X✝

✁q w ✏ w✁q 1X✝

✏ w;

au✁q bv ✏ a♣u✁q bv$ % q⑤au⑤b♣au✁q v$.
✭✹✳✶✺✮

*+♦♣♦-✐%✐♦♥ ✾✳ ❙♦✐❡♥% u1, u2 ! X✝

❞❡, ♠♦%, ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉) ⑤uj⑤ ✏ ⑤Ij⑤ ✏ nj✱ j ! ✈1, 2✇✳

❆❧♦),

✁q
2
♣u1, u2$ ✏ u1✁q u2. ✭✹✳✶✻✮

❊①❡♠♣❧❡ ✷✸✳ ❙♦✐+ X ✏ )a, b, c, d✉✳

♣i$ 7♦✉& u1 ✏ ab ❡+ u2 ✏ cd✱ ♦♥ ❛ ✿

✁q
2
♣u1, u2$ ✏ u1✁q u2 ✏ abcd% qacbd% q2acdb% q2cabd% q3cadb% q4cdab✳

♣ii$ 7♦✉& u1 ✏ aab ❡+ u2 ✏ ab✱ ♦♥ ❛ ✿

✁q
2
♣u1, u2$ ✏ u1✁q u2 ✏ ♣1% q4 % q5$aabab% ♣q % 2q2 % 2q3 % q4$aaabb% q6abaab✳

❘❡♠❛+7✉❡ ✾✳ ❆✈❡❝ ❧❛ ♥♦+❛+✐♦♥ ♣&@❝@❞❡♥+❡✱ ❧❛ ,♦♠♠❡ ❝♦♥+✐❡♥+

n!
n1!☎☎☎np!

♠♦+,✳

❈❡++❡ ♦♣@&❛+✐♦♥ ♣✁q$ ✐♥+❡&♣♦❧❡ ❡♥+&❡ ❧❡ ♣&♦❞✉✐+ ❞❡ ❝♦♥❝❛+@♥❛+✐♦♥ ✭♣♦✉& q ✏ 0✮ ❡+ ❧❡

♣&♦❞✉✐+ ❞❡ ,❤✉✤❡ ✭♣♦✉& q ✏ 1✮✳

*+♦♣♦-✐%✐♦♥ ✶✵✳ ❙✐ ⑤X⑤ ➙ 2✱ ❛❧♦), ❧❡ ♣)♦❞✉✐% ❞❡ q✁,❤✉✤❡ ♣✁q$ ❡,% ❝♦♠♠✉%❛%✐❢ ,✐ ❡%

,❡✉❧❡♠❡♥% ,✐ q ✏ 1✳

*+❡✉✈❡ ✿ ❙♦✐+ a, b ! X✳ ❖♥ ❛ ✿

a✁q b✁ b✁q a ✏ ♣1✁ q$♣ab✁ ba$✳

✆

*+♦♣♦-✐%✐♦♥ ✶✶✳ ▲❡ ♣)♦❞✉✐% ❞❡ q✁,❤✉✤❡ ♣✁q$ ❡,% ❛,,♦❝✐❛%✐❢✳

*+❡✉✈❡ ✿ ❖♥ ❢❛✐+ ✉♥❡ ❞@♠♦♥,+&❛+✐♦♥ ♣❛& &@❝✉&&❡♥❝❡ ,✉& ❧❛ ,♦♠♠❡ ❞❡, ❧♦♥❣✉❡✉&, ⑤ u ⑤✱

⑤ v ⑤ ❡+ ⑤ w ⑤ ✿

♣i$ 1X✝

✁q u ✏ u✁q 1X✝

✏ u ♣❛& ❞@✜♥✐+✐♦♥✳

♣ii$ ❙✉♣♣♦,♦♥, G✉❡ ♣♦✉& +♦✉, u✱ v ❡+ w ❞❡ X✝

+❡❧, G✉❡ ⑤ u ⑤ % ⑤ v ⑤ % ⑤ w ⑤↕ n✱ ♦♥ ❛✐+

♣u✁q v$✁q w ✏ u✁q ♣v✁q w$✳



✲ ✻✽✲

♣iii! ❙♦✐❡♥( u, v, w " X✝

(❡❧* +✉❡ ⑤ u ⑤ $ ⑤ v ⑤ $ ⑤ w ⑤✏ n ✁ 1 ❡( *♦✐❡♥( a, b, c " X✳ ❖♥ ❛

♣au✁q bv!✁q cw ✏a♣u✁q bv!✁q cw $ q⑤au⑤b♣au✁q v!✁q cw

✏ a♣♣u✁q bv!✁q cw! $ q⑤au⑤"⑤bv⑤c♣a♣u✁q bv!✁q w!

$ q⑤au⑤b♣♣au✁q v!✁q cw! $ q2⑤au⑤"⑤bv⑤c♣b♣au✁q v!✁q w!

✏ a♣u✁q ♣bv✁q cw!! $ q⑤au⑤"⑤bv⑤c♣a♣u✁q bv!✁q w!

$ q⑤au⑤b♣au✁q ♣v✁q cw!! $ q2⑤au⑤"⑤bv⑤c♣b♣au✁q v!✁q w!

✏ a♣u✁q b♣v✁q cw!! $ q⑤bv⑤a♣u✁q c♣bv✁q w!! $ q⑤au⑤"⑤bv⑤c♣a♣u✁q bv!✁q w!

$ q⑤au⑤b♣au✁q ♣v✁q cw!! $ q2⑤au⑤"⑤bv⑤c♣b♣au✁q v!✁q w!

✏ a♣u✁q b♣v✁q cw!! $ q⑤bv⑤a♣u✁q c♣bv✁q w!! $ q⑤au⑤b♣au✁q ♣v✁q cw!!

$ q⑤au⑤"⑤bv⑤c♣♣au✁q bv!✁q w!

✏ a♣u✁q b♣v✁q cw!! $ q⑤au⑤b♣au✁q ♣v✁q cw!! $ q⑤bv⑤a♣u✁q c♣bv✁q w!!

$ q⑤au⑤"⑤bv⑤c♣au✁q ♣bv✁q w!!

✏ au✁q ♣bv✁q cw!.

✭✹✳✶✼✮

✆

➚ ♣❛7(✐7 ❞❡* ♣7♦♣♦*✐(✐♦♥* ✾ ♣❛❣❡ ✻✼ ❡( ✶✶ ♣❛❣❡ ✻✼✱ ♥♦✉* ♣♦✉✈♦♥* =❝7✐7❡ ❧❡ ❝♦7♦❧❧❛✐7❡ *✉✐✈❛♥( ✿

❈♦"♦❧❧❛✐"❡ ✶✳ ❙♦✐❡♥% u1, u2, ☎ ☎ ☎ , up " X✝

❞❡' ♠♦%' ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉, ⑤uj⑤ ✏ ⑤Ij⑤ ✏ nj✱ j " ✈1, p✇✳

❆❧♦,'

✁q
p
♣u1, u2, ☎ ☎ ☎ , up! ✏ u1✁q u2✁q ☎ ☎ ☎✁q up. ✭✹✳✶✽✮

▲❡ ♣7♦❞✉✐( ❞❡ q✁*❤✉✤❡ ♣❡✉( C(7❡ ❝♦♥*✐❞=7= ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛(✐♦♥ ❜✐❧✐♥=❛✐7❡ *✉7

N*q+①X② ♣✁q : X
✝

✂X✝

/0 N*q+①X②!✳ ●7G❝❡ H ❧❛ ♣7♦♣7✐=(= ✉♥✐✈❡7*❡❧❧❡ ❞✉ ♣7♦❞✉✐( (❡♥*♦✲

7✐❡❧✱ ♦♥ ♣❡✉( ❧✬=❝7✐7❡ ❝♦♠♠❡ ✁q : N*q+①X② ❜ N*q+①X② /0 N*q+①X②✳

❈♦"♦❧❧❛✐"❡ ✷✳ ♣Q①X②,✁q,✶X✝

! ❡'% ✉♥❡ ❛❧❣1❜,❡ ♥♦♥ ❝♦♠♠✉%❛%✐✈❡ ✭'✐ q ✘ 1 ❡% ⑤X⑤ ➙ 2! ❡%

❛''♦❝✐❛%✐✈❡ ❛✈❡❝ ✉♥✐%6✳

✹✳✷✳✷ ❉$✜♥✐(✐♦♥ ❡( ♣,♦♣,✐$($- ❞✉ ❝♦♣,♦❞✉✐( ❞❡✁q

❙♦✐( ∆
✁q

❧❡ ❝♦♣7♦❞✉✐( ❞✉❛❧ ❞✉ ♣7♦❞✉✐( ❞❡ q✁*❤✉✤❡ ♣✁q!✳ ◆♦✉* ❛❧❧♦♥* ❞♦♥♥❡7 ✉♥❡

❞❡*❝7✐♣(✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛(♦✐7❡ ❞❡ ∆
✁q

✳

*"♦♣♦,✐-✐♦♥ ✶✷✳ ❙♦✐% w " X✝

✳ ❆❧♦,'

∆
✁q

♣w! ✏

➳

I"J✏✈1,⑤w⑤✇

qInv♣I.J'w*I+ ❜ w*J+, ✭✹✳✶✾✮

♦7 w*I+ ❡% w*J+ '♦♥% ❧❡' '♦✉'✲♠♦%' ❞❡ w " X✝

❝♦,,❡'♣♦♥❞❛♥% ❛✉① ♣❧❛❝❡' ❞♦♥♥6❡' ♣❛, I ❡%

J ✳



✹✳✷ ▲❡ ♣&♦❞✉✐+ ❞❡ q✁,❤✉✤❡ ✲ ✻✾✲

❈♦♠♠❡ ❞❛♥, ✭✹✳✶✾✮ ♣❛❣❡ ✻✽✱ ♣♦,♦♥, ✿ ∆RHS♣w" ✏
➳

I J✏✈1,⑤w⑤✇

qInv♣I.J&w$I% ❜ w$J% ♦=

w ' X✝

✳ >♦✉& ♠♦♥+&❡& ?✉❡ ❧❡, ❞❡✉① ❝♦♣&♦❞✉✐+, ,♦♥+ C❣❛✉①✱ ♦♥ ✈❛ ♠♦♥+&❡& ?✉❡ ❧❡✉&,

♣&♦❞✉✐+, ❛,,♦❝✐C, ,♦♥+ C❣❛✉①✳

▲❡♠♠❡ ✻✳ ❙♦✐# ✍RHS ❧❛ ❧♦✐ ❞✉❛❧❡ ❞❡ ∆RHS✳

❆❧♦+,

✧

1X✝

✍RHS w ✏ w ✍RHS 1X✝

✏ w,

au ✍RHS bv ✏ a♣u ✍RHS bv" ) q⑤au⑤b♣au ✍RHS v".
✭✹✳✷✵✮

♦- a, b ' X ❡# w, u, v ' X✝

✳

%&❡✉✈❡ ✿ ❙♦✐❡♥+ a, b ' X ❡+ u, v ' X✝

✳ ◆♦✉, ♣♦✉✈♦♥, C❝&✐&❡ ?✉❡ ✿

w ✍RHS 1X✝

✏

➳

u(X✝

①w ✍RHS 1X✝

⑤ u② u

✏

➳

u(X✝

①w ❜ 1X✝

⑤ ∆RHS♣u"② u

✏

➳

u(X✝

①

➳

I J✏✈1,⑤u⑤✇

qInv♣I.J&u$I% ❜ u$J% ⑤ w ❜ 1X✝

② u

✏

➳

u(X✝

➳

I J✏✈1,⑤u⑤✇

qInv♣I.J&①u$I% ❜ u$J% ⑤ w ❜ 1X✝

② u

✏

➳

u(X✝

➳

I J✏✈1,⑤u⑤✇

qInv♣I.J&①u$I% ⑤ w②①u$J% ⑤ 1X✝

② u

✏

➳

u✏w(X✝

➳

I✏✈1,⑤u⑤✇
J✏❍

qInv♣I&①w$I% ⑤ w②①1X✝

⑤ 1X✝

② w

✏ w.

❉❡ ♠I♠❡ 1X✝

✍RHS w ✏ w

❡+



✲ ✼✵✲

au ✍RHS bv ✏

➳

w X✝

①au ✍RHS bv ⑤ w② w

✏

➳

w X✝

①au❜ bv ⑤ ∆RHS♣w'② w

✏

➳

w X✝

①

➳

I!J✏✈1,⑤w⑤✇

qInv♣I.J'w(I) ❜ w(J) ⑤ au❜ bv② w

✏

➳

w X✝

➳

I!J✏✈1,⑤w⑤✇
1&I

qInv♣I.J'①w(I) ❜ w(J) ⑤ au❜ bv② w

*

➳

w X✝

➳

I!J✏✈1,⑤w⑤✇
1&J

qInv♣I.J'①w(I) ❜ w(J) ⑤ au❜ bv② w

✏

➳

w X✝

➳

I!J✏✈1,⑤w⑤✇
1&I

qInv♣I.J'①w(I) ⑤ au②①w(J) ⑤ bv② w

*

➳

w X✝

➳

I!J✏✈1,⑤w⑤✇
1&J

qInv♣I.J'①w(I) ⑤ au②①w(J) ⑤ bv② w

✏

➳

w✶ X✝

➳

I!J✏✈1,⑤w⑤✇
1&I

qInv♣I
✶.J'

①w✶

(I ✶) ⑤ u②①w(J) ⑤ bv② aw✶

*

➳

w✶ X✝

➳

I!J✏✈1,⑤w⑤✇
1&J

q⑤au⑤qInv♣I.J
✶

'

①w(I) ⑤ au②①w(J ✶

) ⑤ v② bw✶

✏ a
➳

w✶ X✝

➳

I!J✏✈1,⑤w⑤✇
1&I

qInv♣I
✶.J'

①w✶

(I ✶) ❜ w(J) ⑤ u❜ bv② w✶

* b
➳

w✶ X✝

➳

I!J✏✈1,⑤w⑤✇
1&J

q⑤au⑤qInv♣I.J
✶

'

①w(I) ❜ w(J ✶

) ⑤ au❜ v② w✶

✏ a
➳

w✶ X✝

➳

I!J✏✈1,⑤w⑤✇

qInv♣I
✶.J'

①w✶

(I ✶) ❜ w(J) ⑤ u❜ bv② w✶

* q⑤au⑤b
➳

w✶ X✝

➳

I!J✏✈1,⑤w⑤✇

qInv♣I.J
✶

'

①w(I) ❜ w(J ✶

) ⑤ au❜ v② w✶

✏ a♣u ✍RHS bv' * q⑤au⑤b♣au ✍RHS v'

♦$ I ✶ ✏ I ✁ ,1✉ ❡& J ✶

✏ J ✁ ,1✉✳

✆

▲❡♠♠❡ ✼✳ ❙♦✐❡♥% ∆1 ❡% ∆2 ❞❡✉① ❧♦✐* ❡% ❧❡✉+* ❧♦✐* ❞✉❛❧❡* +❡*♣❡❝%✐✈❡* ✍1 ❡% ✍2✳

❙✐ ✍1 ✏ ✍2✱ ❛❧♦+* ♥♦✉* ❛✈♦♥* ✿ ∆1 ✏ ∆2✳



✹✳✷ ▲❡ ♣&♦❞✉✐+ ❞❡ q✁,❤✉✤❡ ✲ ✼✶✲

 !❡✉✈❡ ✿ ❙✉♣♣♦,♦♥, ✍1 ✏ ✍2 ❡+ ♠♦♥+&♦♥, 5✉❡ ∆1 ✏ ∆2✳ ❙♦✐+ w # X
✝

✱ ♥♦✉, ❛✈♦♥,

∆1♣w% ✏
➳

u,v!X✝

①∆1♣w% ⑤ u❜ v② u❜ v

✏

➳

u,v!X✝

①w ⑤ u ✍1 v② u❜ v

✏

➳

u,v!X✝

①w ⑤ u ✍2 v② u❜ v

✏

➳

u,v!X✝

①∆2♣w% ⑤ u❜ v② u❜ v

✏ ∆2♣w%.

✭✹✳✷✶✮

✆

◆♦✉, ♣♦✉✈♦♥, ♠❛✐♥+❡♥❛♥+ ❞♦♥♥❡& ✉♥❡ ♣&❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣&♦♣♦,✐+✐♦♥ ✶✷ ♣❛❣❡ ✻✽✳

 !❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛  !♦♣♦+✐-✐♦♥ ✶✷ ♣❛❣❡ ✻✽ ✿ ●&B❝❡ ❛✉ ❧❡♠♠❡ ✻ ♣❛❣❡ ✻✾ ♦♥ ♠♦♥+&❡ 5✉❡

✍RHS ✏ ✁q ❡+ ❣&B❝❡ ❛✉ ❧❡♠♠❡ ✼ ♣❛❣❡ ✼✵ ♦♥ ❛ ∆RHS ✏ ∆
✁q

✳

✆

❖♥ ❛♣♣❧✐5✉❡ ❧❛ ❞G✜♥✐+✐♦♥ I 1X✝

✱ a ❡+ ab ✿

❙♦✐❡♥+ w, u, v # X✝

✱ ♥♦✉, ❛✈♦♥, ✿ ①∆
✁q
♣w% ⑤ u❜ v② ✏ ①w ⑤ u✁q v② ❡+

∆
✁q
♣w% ✏

➳

u,v!X✝

①w ⑤ u✁q v②u❜ v✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷✹✳ ❖♥ ❛ ✿

♣i% ∆
✁q
♣1X✝

% ✏ 1X✝

❜ 1X✝

✳

♣ii% ∆
✁q
♣a% ✏ a❜ 1X✝

* 1X✝

❜ a✳

♣iii% ∆
✁q
♣ab% ✏ ab❜ 1X✝

* 1X✝

❜ ab* a❜ b* qb❜ a✳

❱♦✐❝✐ ❧✬❡①♣&❡,,✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛+♦✐&❡ ❞❡, ✐+G&G, ❞✉ ❝♦♣&♦❞✉✐+ ❞✉ ♣&♦❞✉✐+ ❞❡ q✁,❤✉✤❡ ✿ ,❡❧♦♥

❧❡, ❝♦♥✈❡♥+✐♦♥, ❣G♥G&❛❧❡,✱ ❛♣♣❧✐5✉G❡, I ✉♥ ❝♦♣&♦❞✉✐+ 5✉❡❧❝♦♥5✉❡ ♦♥ ❞G✜♥✐+

∆♣0#
✏ Id; ∆♣p$1#

✏ ♣∆❜ Id❜p
% ✆∆♣p#. ✭✹✳✷✷✮

◆♦✉, ♣♦✉✈♦♥, G❝&✐&❡ ❧❛ ♣&♦♣♦,✐+✐♦♥ ,✉✐✈❛♥+❡ ✿

 !♦♣♦+✐-✐♦♥ ✶✸✳ ❙♦✐❡♥% w # X✝

❡% p # N
➙2✱ ♦♥ ❛ ✿

∆♣p✁1#
✁q

♣w% ✏
➳

u1,u2,☎☎☎ ,up!X✝

①w ⑤ u1✁q u2✁q ☎ ☎ ☎✁q up②u1 ❜ ☎ ☎ ☎ ❜ up

✏

➳

p
➙

j✏1

Ij ✏ ✈1, n✇

w!X✝,w"Ij #✏uj

qInv♣I1.☎☎☎ .Ip#♣w/I10% ❜ ♣w/I20% ❜ ☎ ☎ ☎ ❜ ♣w/Ip0%

✭✹✳✷✸✮



✲ ✼✷✲

❛✈❡❝ ⑤uj⑤ ✏ ⑤Ij⑤ ✏ nj✱ j " ✈1, p✇ ❡% n ✏ ⑤w⑤ ✏ ⑤u1u2 ☎ ☎ ☎ up⑤✳

 !❡✉✈❡ ✿ ❙♦✐& u1, u2, ☎ ☎ ☎ , up " X✝

✱ ♦♥ ❛ ✿

u1✁q u2✁q ☎ ☎ ☎✁q up ✏

➳

p
➙

j✏1

Ij ✏ ✈1, n✇

u X✝,u"Ij #✏uj

qInv♣I1.☎☎☎ .Ip$u.

❆❧♦-.

➳

u1,u2,☎☎☎ ,up%X✝

①w ⑤ u1✁q u2✁q ☎ ☎ ☎✁q up②u1 ❜ ☎ ☎ ☎ ❜ up

✏

➳

u1,u2,☎☎☎ ,up%X✝

①w ⑤

➳

p
➙

j✏1

Ij ✏ ✈1, n✇

u X✝,u"Ij #✏uj

qInv♣I1.☎☎☎ .Ip$u②u1 ❜ ☎ ☎ ☎ ❜ up

✏

➳

u1,u2,☎☎☎ ,up%X✝

➳

p
➙

j✏1

Ij ✏ ✈1, n✇

u X✝,u"Ij #✏uj

qInv♣I1.☎☎☎ .Ip$①w ⑤ u②u1 ❜ ☎ ☎ ☎ ❜ up ✳

▲❡. .♦♠♠❡. ❝✐✲❞❡..✉. .♦♥& ❞❡. .♦♠♠❡. ✜♥✐❡.✱ ❝❡ 7✉✐ ❡①♣❧✐7✉❡ 7✉❡ ❧✬♦♥ ♣✉✐..❡ ;❝❤❛♥❣❡-

❧✬♦-❞-❡ ❞❡ .♦♠♠❛&✐♦♥✳ ❙✐ &♦✉. ❧❡. Ij .♦♥& ✜①;. ❛❧♦-. ①w ⑤ u② ✘ 0 ✐♠♣❧✐7✉❡ uj ✏ w*Ij+ ♣♦✉-

&♦✉& j " ✈1, p✇✳

➳

u1,u2,☎☎☎ ,up%X✝

①w ⑤ u1✁q u2✁q ☎ ☎ ☎✁q up②u1 ❜ ☎ ☎ ☎ ❜ up

✏

➳

p
➙

j✏1

Ij ✏ ✈1, n✇

w X✝,w"Ij #✏uj

qInv♣I1.☎☎☎ .Ip$♣w*I1+- ❜ ♣w*I2+- ❜ ☎ ☎ ☎ ❜ ♣w*Ip+-

✆



✹✳✷ ▲❡ ♣&♦❞✉✐+ ❞❡ q✁,❤✉✤❡ ✲ ✼✸✲

❈♦"♦❧❧❛✐"❡ ✸✳ ❙♦✐❡♥% w ! X✝

❡% p ! N
➙2✳ '♦✉) q ✏ 1✱ ♦♥ ❛ ✿

∆♣p✁1$
✁

♣w$ ✏
➳

u1,u2,☎☎☎ ,up&X✝

①w ⑤ u1✁ u2✁ ☎ ☎ ☎✁ up②u1 ❜ ☎ ☎ ☎ ❜ up

✏

➳

p
➙

j✏1

Ij ✏ ✈1, n✇

w!X✝,w"Ij #✏uj

♣w,I1-$ ❜ ♣w,I2-$ ❜ ☎ ☎ ☎ ❜ ♣w,Ip-$

✭✹✳✷✹✮

❛✈❡❝ ⑤uj⑤ ✏ ⑤Ij⑤ ✏ nj✱ j ! ✈1, p✇ ❡% n ✏ ⑤w⑤ ✏ ⑤u1u2 ☎ ☎ ☎ up⑤✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷✺✳ 4♦✉& p ✏ 2✱ ♥♦✉, ❛✈♦♥, ✿

∆
✁q
♣abb$ ✏ abb❜ 1X✝

. 1X✝

❜ abb. ♣q . q2$b❜ ab. ♣1. q$ab❜ b. a❜ bb. q2bb❜ a✳

❖♥ ✈♦✐+ ❜✐❡♥ <✉❡ ❞❛♥, ❝❡+ ❡①❡♠♣❧❡ <✉❡ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥+ ❞❡ u❜ v ❞❛♥, ∆
✁q
♣w$ ❡,+ B❣❛❧ ❛✉

❝♦❡✣❝✐❡♥+ ❞❡ w ✏ abb ❞❛♥, u✁q v✳

/"♦♣♦0✐1✐♦♥ ✶✹✳ ♣Q,q-①X②,∆
✁q
, e$ ❡/% ✉♥❡ ❝♦✲❛❧❣3❜)❡ ❛//♦❝✐❛%✐✈❡ ❛✈❡❝ ✉♥✐%5 ✭❝♦✲❆❆❯✮

❡% e♣P $ ✏ ①P ⑤ 1X✝

②✳

/"❡✉✈❡ ✿ ❈♦❛00♦❝✐❛1✐✈✐19 ❞❡ ∆
✁q
✿

▼♦♥+&♦♥, <✉❡ ♣∆
✁q
❜ Id$ ✆∆

✁q
✏ ♣Id❜∆

✁q
$ ✆∆

✁q
✳ ❙♦✐+ w ! X✝

✱ ♥♦✉, ❛✈♦♥,

♣∆
✁q
❜ Id$ ✆∆

✁q
♣w$ ✏

➳

u,v&X✝

♣∆
✁q
❜ Id$①w ⑤ u✁q v②u❜ v

✏

➳

u,v&X✝

①w ⑤ u✁q v②∆✁q
♣u$ ❜ v

✏

➳

u,v&X✝

①w ⑤ u✁q v②
➳

u1,u2&X✝

①u ⑤ u1✁q u2②u1 ❜ u2 ❜ v

✏

➳

u1,u2,v&X✝

①w ⑤ u1✁q u2✁q v②u1 ❜ u2 ❜ v.

✭✹✳✷✺✮

❉❡ ♠H♠❡

♣Id❜∆
✁q
$ ✆∆

✁q
♣w$ ✏

➳

u,v1,v2&X✝

①w ⑤ u✁q v1✁q v2②u❜ v1 ❜ v2✳

❈✬❡,+ ❞♦♥❝ ❧❛ ♠H♠❡ ❝❤♦,❡✱ ❛✉① ✐♥❞✐❝❡, ♠✉❡+, ❞❡ ,♦♠♠❛+✐♦♥ ♣&K,✳



✲ ✼✹✲

❈♦✉♥✐%& ❞❡ ∆
✁q

✳ ❖♥ ❛ ✿ e : Q q!①X② $% Q q!✳

▼♦♥*+♦♥, -✉❡ ♣Id ❜ e( ✆ ∆
✁q

✏ ♣e ❜ Id( ✆ ∆
✁q

✳ ❙♦✐* w + X✝

✱ ♥♦✉, ❛✈♦♥,

♣Id ❜ e( ✆ ∆
✁q

♣w( ✏

➳

u,v!X✝

♣Id ❜ e(①w ⑤ u✁q v②u ❜ v

✏

➳

u,v!X✝

①w ⑤ u✁q v②u ❜ e♣v(.

✭✹✳✷✻✮

8♦,♦♥,

e♣v( ✏ ①a ⑤ u✁q v② ✏

✧

0 ,✐ v ✘ 1X✝

1 ,✐ v ✏ 1X✝

❛✐♥,✐ e♣P ( ✏ ①P ⑤ 1X✝

②✳

❉♦♥❝ ❧❡, *❡+♠❡, ❞❡ ❧❛ ,♦♠♠❡ ,♦♥* ♥✉❧, ,✐ v ✘ 1X✝

✳

♣Id ❜ e( ✆ ∆
✁q

♣w( ✏ ①w ⑤ w②w ❜ 1K ✏ w ❜ 1K✳

✆

❊♥ ❡✛❡* ❝✬❡,* ❧❡ ❞✉❛❧ ✭❣+❛❞✉B❡ ♣♦✉+ ❧❡ ♠✉❧*✐❞❡❣+B✮ ❞❡ ❧✬❛❧❣D❜+❡ ✭❆❆❯✮ ♣Q q!①X②,✁q,✶X✝

(

❝♦♠♠❡ ✐❧ +B,✉❧*❡ ❞❡  ❉*♣✶✵!✳

✹✳✷✳✸ ❘❡❧❛(✐♦♥ ❡♥(,❡ ✁ ❡( ✁q

❘❛♣♣❡❧♦♥, -✉❡ ❧❡ ♣+♦❞✉✐* ❞❡ q✁,❤✉✤❡ ♣✁q( ❡,* ✉♥❡ ✐♥*❡+♣♦❧❛*✐♦♥ ❡♥*+❡ ❧❡ ♣+♦❞✉✐* ❞❡

❝♦♥❝❛*B♥❛*✐♦♥ ✭♣♦✉+ q ✏ 0✮ ❡* ❧❡ ♣+♦❞✉✐* ❞❡ ,❤✉✤❡ ✁ ✭♣♦✉+ q ✏ 1✮✳ ▲❡ ❜✉* ❞❡ ❝❡**❡ ♣❛+*✐❡

❡,* ❞❡ ♠❡**+❡ ❡♥ B✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡, ❧✐❡♥, ❡①✐,*❛♥*, ❡♥*+❡ ❧❡ ✁ ❡* ✁q✳

❉❛♥, *♦✉* ❧❡ ❞♦❝✉♠❡♥*✱ ♥♦✉, ❞✐+♦♥, -✉✬✉♥ ♠♦* w ❡,* ✉♥ ,❤✉✤❡ ❞❡ u ❡* ❞❡ v ,✐ w + u✁ v

✭❝✬❡,*✲O✲❞✐+❡ w + supp♣u✁ v(✮✳ 8❛+ ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ❛ ✿

ab✁ ab ✏ 2abab / 4aabb.

♣i( abab + ab✁ab ✿ ♦♥ ❞✐+❛ -✉❡ abab ❡,* ✉♥ ,❤✉✤❡ ❞❡ ab ❡* ❞❡ ab ✭♦✉ abab + supp♣ab✁ab(✮✳

♣ii( aabb + ab✁ab ✿ ♦♥ ❞✐+❛ -✉❡ aabb ❡,* ✉♥ ,❤✉✤❡ ❞❡ ab ❡* ❞❡ ab ✭♦✉ aabb + supp♣ab✁ab(✮✳

➚ ♣❛+*✐+ ❞❡, ❞B✜♥✐*✐♦♥, ✷✷ ♣❛❣❡ ✻✻ ❡* ✷✸ ♣❛❣❡ ✻✻✱ ♦♥ ♣❡✉* B❝+✐+❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ,✉✐✈❛♥* ✿



✹✳✷ ▲❡ ♣&♦❞✉✐+ ❞❡ q✁,❤✉✤❡ ✲ ✼✺✲

▲❡♠♠❡ ✽✳ ❙♦✐# u1, u2, ☎ ☎ ☎ , up " X
✝ ✱♦% p "N➙ 1✳❆❧♦)*

supp♣u1✁q u2✁q ☎☎☎✁q up$✏ supp♣u1✁ u2✁ ☎☎☎✁ up$, ✭✹✳✷✼✮

♦% ①u1✁q u2✁q ☎☎☎✁q up ⑤v②"N)q*✱❅v "X✝✳

%&❡✉✈❡ ✿4♦,♦♥,✿
supp♣u1✁q u2✁q ☎☎☎✁q up$✏ ,v "X✝ ⑤①u1✁q u2✁q ☎☎☎✁q up ⑤v②✏ αv♣q$✘ 0✉❡+

supp♣u1✁ u2✁ ☎☎☎✁ up$✏ ,u "X✝ ⑤①u1✁ u2✁ ☎☎☎✁ up ⑤u②✏ αu♣1$✘ 0✉✳

αv♣q$"N)q*✱❛❧♦&,♦♥ ♣❡✉+:❝&✐&❡<✉❡ αv♣q$✏
➳

0↕ j↕ d

ajq
j ♦= aj "N ♣♦✉&j " ✈0, d✇✳

■❧♥♦✉,,✉✣ +❞❡♠ ♦♥+&❡&<✉❡ αv♣q$✘ 0 ,✐❡+,❡✉❧❡♠ ❡♥+,✐αv♣1$✘ 0✳

♣i$❙✉♣♣♦,♦♥,<✉❡αv♣1$✘ 0 ❛❧♦&,❧❡♣♦❧②♥C♠ ❡ αv♣q$♥✬❡,+♣❛,✐❞❡♥+✐<✉❡♠ ❡♥+♥✉❧✳

♣ii$❙✉♣♣♦,♦♥,<✉❡αv♣q$✘ 0✱αv♣q$✏
➳

0↕ j↕ d

ajq
j✱aj ➙ 0 ❡+ad → 0✳❆❧♦&,

αv♣1$✏
➳

0↕ j↕ d

aj ➙ ad → 0✳

❉❡♣❧✉,✱supp♣u1✁q u2✁q ☎☎☎✁q up$✏ ,u "X✝ ⑤①u1✁q u2✁q ☎☎☎✁q up ⑤u②✘ 0✉✏ ,u "
X✝ ⑤①u1✁ u2✁ ☎☎☎✁ up ⑤u②✘ 0✉✏ supp♣u1✁ u2✁ ☎☎☎✁ up$✳
✆

➚ ♣❛&+✐& ❞❡ ❧✬❡①❡♠ ♣❧❡ ✷✶ ♣❛❣❡✷✶ ❡+ ❧✬:<✉❛+✐♦♥ ✭✹✳✹✮ ♣❛❣❡ ✻✷ ✱♥♦✉, ♣♦✉✈♦♥, :❝&✐&❡ ❧❛
❞:✜♥✐+✐♦♥,✉✐✈❛♥+❡✿

❉+✜♥✐/✐♦♥✷✺✳◆♦#♦♥*K①X②n ❧❡*♦✉*✲❡*♣❛❝❡❞❡K①X②❡♥❣❡♥❞)5♣❛)❧❡*♠ ♦#*❞❡❧♦♥❣✉❡✉)
n "N➙ 1✳❯♥❡ ❛❝#✐♦♥ 8 ❞)♦✐#❡ ❞✉ ❣)♦✉♣❡ *②♠ 5#)✐:✉❡ Sn *✉)K①X②n✱❡*#❞5✜♥✐❡ ♣❛)

♣wi$σ ✏ wσ♣i$ avec wi "X et i " ✈1, n✇ ✭✹✳✷✽✮

♣♦✉)#♦✉#♠ ♦#w ❞❡❧♦♥❣✉❡✉)n✱♦% wi )❡♣)5*❡♥#❡❧❛ iieme ❧❡##)❡❞❡w✳❉❡❢❛>♦♥ 5:✉✐✈❛❧❡♥#❡✱
w ✏ w1w2 ☎☎☎wn✱♥♦✉*❛✈♦♥*

♣w$σ ✏ ♣w1w2 ☎☎☎wn$σ ✏ wσ♣1$wσ♣2$☎☎☎wσ♣n$. ✭✹✳✷✾✮

❈❡++❡❛❝+✐♦♥Q ❞&♦✐+❡ ❞❡ Sn ,✉&❧❡, ♠ ♦+, ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉& n ,✬:+❡♥❞ ♣❛& ❧✐♥:❛&✐+: Q ✉♥❡
❛❝+✐♦♥ ❞❡❧✬❛❧❣R❜&❡❞❡❣&♦✉♣❡KSn ,✉&K①X②n✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷✻✳❙♦✐❡♥+v ✏ a1a2a3 ❡+u ✏ abab ✏ a1a2a3a4✳



✲ ✼✻✲

♣i! #♦✉& σ ✏ 213✱ ♦♥ ❛ ✿ ♣v!σ ✏ ♣a1a2a3!213 ✏ aσ♣1!aσ♣2!aσ♣3! ✏ a2a1a3✳

♣ii! #♦✉& σ ✏ 3124✱ ♦♥ ❛ ✿ ♣u!σ ✏ ♣abab!3124 ✏ aσ♣1!aσ♣2!aσ♣3!aσ♣4! ✏ a3a1a2a4 ✏ aabb✳

♣iii! #♦✉& a1 ✏ a3 ✏ a ❡- a2 ✏ a4 ✏ b✱ ♦♥ ❛ ✿

➳

σ"12✁34

♣abab!σ ✏

➳

σ"12✁34

aσ♣1!aσ♣2!aσ♣3!aσ♣4!

✏ a1a2a3a4 # a1a3a2a4 # a1a3a4a2

# a3a1a2a4 # a3a1a4a2 # a3a4a1a2

✏ abab # aabb # aabb

# aabb # aabb # abab

✏ 2♣ab!2 # 4aabb.

❉❛♥/ ❧❛ /✉✐-❡✱ ♦♥ ✉-✐❧✐/❡ ❧❡ /✉♣♣♦&- ♠❛✐/ ❞❛♥/ ❝❡ ❝❛/✱ ♦♥ ❝♦♥/✐❞6&❡ ❧✬❛❧❣6❜&❡ ❞✉ ❣&♦✉♣❡

/②♠;-&✐<✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ /♦✉/✲❡/♣❛❝❡ ❞✬✉♥ ❡/♣❛❝❡ ❞❡ ♣♦❧②♥=♠❡/ /✉& ❞❡/ ♠♦-/✳

❉!✜♥✐%✐♦♥ ✷✻✳ ❙♦✐❡♥% m, k $ N
➙1✳

❖♥ ❞)✜♥✐% ❧❡ k✁✐,♠❡ .❤✉✤❡ ❞)❝❛❧) ❞❡ &1...m' ♣❛5

&1...m'

✁̄k
✏ ♣1...m!✁ ♣m# 1...2m!✁ ♣2m# 1...3m!✁ ☎ ☎ ☎✁ ♣♣k ✁ 1!m# 1...km!, ✭✹✳✸✵✮

♦6 supp♣&1...m'

✁̄k
! $ Skm✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷✼✳ &12'✁̄2
✏ ♣12!✁ ♣34! ✏ 12✁ 34 ✏ 1234# 1324# 1342# 3124# 3142# 3412

❡- supp♣&12'✁̄2
! ✏ )1234, 1324, 1342, 3124, 3142, 3412✉ $ S4✳

▲❡♠♠❡ ✾✳ ❙♦✐❡♥% m, k $ N
➙1✳ ❆❧♦5.

&1...m'

✁̄k
✏

➳

τ1"♣Sk!m

τ1 #

➳

τ2 !1☎☎☎m#

✁̄k

τ2❘♣Sk&m

τ2, ✭✹✳✸✶✮

♦6 τ1, τ2 $ Skm✳

34❡✉✈❡ ✿ ❙♦✐❡♥- u1, u2, ☎ ☎ ☎ , uk $ X$

❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉&/ &❡/♣❡❝-✐✈❡/ n1, n2, ☎ ☎ ☎ , nk

❡- n ✏ n1 # n2 # ☎ ☎ ☎ # nk✳ ▲❡ ♣♦❧②♥=♠❡ u1 ✁ u2 ✁ ☎ ☎ ☎ ✁ uk ❡/- ❧❛ /♦♠♠❡ ❞❡

n!
n1!☎☎☎nk!

♠♦-/ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉& n✳ ❙✐ n1 ✏ n2 ✏ ☎ ☎ ☎ ✏ nk✱ ❛❧♦&/ ♦♥ ❛ n ✏ n1k✳ ❖♥ ♣❡✉- ;❝&✐&❡ <✉❡

n!
n1!☎☎☎nk!

✏

♣n1k!!

♣n1!!k
➙ k! ❡- ❧❡ ❝❛&❞✐♥❛❧ ❞❡ ♣Sk!m ❡/- k!✳ ❖♥ ❝♦♥❝❧✉- ❡♥ &❡♠❛&<✉❛♥- <✉❡

&1...m'

✁̄k
❡/- /❛♥/ ♠✉❧-✐♣❧✐❝✐-;/✳

✆

▲❡♠♠❡ ✶✵✳ ❙♦✐❡♥% u✱ v $ X$

✳ ❆❧♦5.

♣i! u✁ v ✏

➳

σ"♣1☎☎☎⑤u⑤!✁♣⑤u⑤$1☎☎☎⑤u⑤$⑤v⑤!

♣uv!σ✳



✹✳✷ ▲❡ ♣&♦❞✉✐+ ❞❡ q✁,❤✉✤❡ ✲ ✼✼✲

♣ii" u✁q v ✏
➳

σ ♣1☎☎☎⑤u⑤$✁♣⑤u⑤%1☎☎☎⑤u⑤%⑤v⑤$

qInv♣σ$♣uv"σ✳

♦" σ $ S
⑤u⑤%⑤v⑤✳

 !❡✉✈❡ ✿ ♣i" 1♦,♦♥, uv ✏ a1a2 ☎ ☎ ☎ a⑤u⑤%⑤v⑤✳ ➚ ♣❛&+✐& ❞❡, ❞5✜♥✐+✐♦♥, ✷✷ ♣❛❣❡ ✻✻ ❡+ ✷✺

♣❛❣❡ ✼✺✱ ♥♦✉, ♣♦✉✈♦♥, 5❝&✐&❡ =✉❡ ✿

u✁ v ✏
➳

σ ♣1☎☎☎⑤u⑤$✁♣⑤u⑤%1☎☎☎⑤u⑤%⑤v⑤$

♣uv"σ ✏
➳

σ ♣1☎☎☎⑤u⑤$✁♣⑤u⑤%1☎☎☎⑤u⑤%⑤v⑤$

aσ♣1$aσ♣2$aσ♣3$ ☎ ☎ ☎ aσ♣⑤u⑤%⑤v⑤$.

✭✹✳✸✷✮

♣ii" 1♦,♦♥, uv ✏ a1a2 ☎ ☎ ☎ a⑤u⑤%⑤v⑤✳ ➚ ♣❛&+✐& ❞❡ ❧❛ ❞5✜♥✐+✐♦♥ ✷✺ ♣❛❣❡ ✼✺ ❡+ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✽ ♣❛❣❡

✼✺✱ ♥♦✉, ♣♦✉✈♦♥, 5❝&✐&❡ =✉❡ ✿

u✁qv ✏
➳

σ ♣1☎☎☎⑤u⑤$✁♣⑤u⑤%1☎☎☎⑤u⑤%⑤v⑤$

qInv♣σ$♣uv"σ ✏
➳

σ ♣1☎☎☎⑤u⑤$✁♣⑤u⑤%1☎☎☎⑤u⑤%⑤v⑤$

qInv♣σ$aσ♣1$aσ♣2$aσ♣3$ ☎ ☎ ☎ aσ♣⑤u⑤%⑤v⑤$.

✭✹✳✸✸✮

✆

❊①❡♠♣❧❡ ✷✽✳ u ✏ ab✱ v ✏ ab ❡+ uv ✏ abab ✏ a1a2a3a4 ✭❛✈❡❝ a1 ✏ a3 ✏ a ❡+ a2 ✏ a4 ✏ b✮✳

u✁q u ✏ ab✁q ab

✏

➳

σ ♣12$✁♣34$

qInv♣σ$aσ♣1$aσ♣2$aσ♣3$aσ♣4$

✏ qInv♣1234$a1a2a3a4 & qInv♣1324$a1a3a2a4 & qInv♣1342$a1a3a4a2

& qInv♣3124$a3a1a2a4 & qInv♣3142$a3a1a4a2 & qInv♣3412$a3a4a1a2

✏ abab& qaabb& q2aabb

& q2aabb& q3aabb& q4abab

✏ ♣1& q4"♣ab"2 & ♣q & 2q2 & q3"aabb.

✭✹✳✸✹✮

❘❡♠❛!0✉❡ ✶✵✳ ❙♦✐❡♥+ α $ N♣X$

❡+ Xα
✏ aα1

1 aα2

2 ☎ ☎ ☎ a
αn
n ❛✈❡❝ a1 ➔ a2 ➔ ☎ ☎ ☎ an $ X ❡+

n, α1, α2, ☎ ☎ ☎ , αn $ N➙1✳ ❆❧♦&,

M♣Xα
" ✏ supp♣aα1

1 ✁ aα2

2 ✁ ☎ ☎ ☎✁ aαn

n ". ✭✹✳✸✺✮

❊①❡♠♣❧❡ ✷✾✳ ❙♦✐+ Xα
✏ a2b2 ❛✈❡❝ X ✏ (a ➔ b✉ ❡+ α ✏ ♣2, 2"✳ ◆♦✉, ❛✈♦♥, ✿

a2✁ b2 ✏ a2b2 & abab& ab2a& ba2b& baba& b2a2 ✳

supp♣a2✁ b2" ✏ (a2b2, abab, ab2a, ba2b, baba, b2a2✉ ❡+

M♣a2b2" ✏ (a2b2, abab, ab2a, ba2b, baba, b2a2✉✳



✲ ✼✽✲

✹✳✸ ❈♦♥&'(✉❝'✐♦♥ (,❝✉(&✐✈❡ ❞❡& S
♣q!
w ✱ w  X✝

❈♦♥&✐❞)*♦♥& ✉♥ ♣❛*❛♠/0*❡ ❢♦*♠❡❧ q✳

❘!"✉♠! ✿ ❉❛♥& ❝❡00❡ ♣❛*0✐❡✱ ♥♦✉& ♣*)&❡♥0♦♥& ✉♥❡ 0*✐❛♥❣✉❧❛*✐&❛0✐♦♥ ❞❡& )❧)♠❡♥0& ℓ✁qk

✭ ℓ # Lyn♣X! ❡0 k # N
➙1✮ ❡0 ✉♥❡ ❝♦♥&0*✉❝0✐♦♥ *)❝✉*&✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ♣S

♣q"
w !w#X✝

✳ ▲❛ ❢❛♠✐❧❧❡

♣S
♣q"
w !w#X✝

❡&0 ❞)✜♥✐❡ ♣❛* ❧❛ ♠>♠❡ *❡❧❛0✐♦♥ ❞❡ *)❝✉**❡♥❝❡ ?✉❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ♣Sw!w#X✝

?✉❡ ♥♦✉&

❛✈♦♥& ❝♦♥&✐❞)*) ♣❧✉& ❤❛✉0 ✭✸✳✸✹✮ ♣❛❣❡ ✹✼ ✳

✹✳✸✳✶ ❚%✐❛♥❣✉❧❛%✐,❛-✐♦♥ ❞❡, 1❧1♠❡♥-, ℓ✁qk
✭ ℓ  Lyn♣X" ❡- k  N

➙1✮

▲❡ 0❤)♦*/♠❡ &✉✐✈❛♥0 ♠♦♥0*❡ ?✉❡ ❧❡& )❧)♠❡♥0& ℓ✁qk
&♦♥0 0*✐❛♥❣✉❧❛✐*❡ ♣❛* *❛♣♣♦*0 C

❧✬♦*❞*❡ ❧❡①✐❝♦❣*❛♣❤✐?✉❡ ✿

❚❤!♦)*♠❡ ✾✳ ❙♦✐❡♥% α # N♣X"✱ k # N
➙1✱ ℓ # Lyn♣X! ❡% ℓk # Xα

✳ ❆❧♦*+

ℓ✁qk
✏ %k&

q⑤ℓ⑤
2 !ℓk '

➳

u➔ℓk

u#Xα

βu♣q!u, ✭✹✳✸✻✮

♦, βu♣q! ✏ ①ℓ✁qk
⑤ u② # N%q&✳

H♦✉* ❧❛ ♣*❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ 0❤)♦*/♠❡✱ ♥♦✉& ❛❧❧♦♥& )❝*✐*❡ ❧❛ ♣*♦♣♦&✐0✐♦♥ &✉✐✈❛♥0❡ ❞✉❡ C ❈✳

❘❡✉0❡♥❛✉❡* ❡0 ●✳ ▼)❧❛♥L♦♥ %❘❡✉✾✸, ▼*❡✽✾, ▼❡❧❛✾✶& ✿

.)♦♣♦"✐1✐♦♥ ✶✺✳ %❘❡✉✾✸, ▼*❡✽✾, ▼❡❧❛✾✶& ❙♦✐❡♥% α # N♣X"✱ k # N
➙1✱ ℓ # Lyn♣X! ❡%

ℓk # Xα
✳ 5♦+♦♥+ ℓ✁k

✏ ♣ℓ!✁k
✏ ℓ✁ ☎ ☎ ☎✁ ℓ
❧♦♦♦♦♦♠♦♦♦♦♦♥

❦ ❢♦✐+

✳ ❆❧♦*+

ℓ✁k
✏ k!ℓk '

➳

u➔ℓk

u#Xα

βu♣1!u, ✭✹✳✸✼✮

♦, βu♣1! ✏ ①ℓ✁k
⑤ u② # N✳

▲❡♠♠❡ ✶✶✳ ❙♦✐❡♥% α # N♣X"✱ k # N
➙1✱ ℓ # Lyn♣X! ❡% ℓk # Xα

✳ ❆❧♦*+

ℓ✁k
✏ k!ℓk '

➳

τ#$1☎☎☎⑤ℓ⑤&✁̄k

τ❘♣Sk)
⑤ℓ⑤

♣ℓk!τ, ✭✹✳✸✽✮

♦, τ # Sk⑤ℓ⑤✳
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♣q!
w ✱ w  X✝

✲ ✼✾✲

 !❡✉✈❡ ✿ ➚ ♣❛('✐( ❞❡ ❧❛ ❞,✜♥✐'✐♦♥ ✷✵ ♣❛❣❡ ✻✸✱ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✶✵ ♣❛❣❡ ✼✻✱ '❤,♦(A♠❡ ✼ ♣❛❣❡

✻✹ ❡' ❛✉① ,C✉❛'✐♦♥& ✭✹✳✸✵✮ ♣❛❣❡ ✼✻ ❡' ✭✹✳✸✶✮ ♣❛❣❡ ✼✻✱ ♥♦✉& ♣♦✉✈♦♥& ,❝(✐(❡ C✉❡ ✿
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u ✏

➳

w#X✝

①S♣q!
w ⑤ u②P ♣q!

w et u ✏

➳

w#X✝

①P ♣q!
w ⑤ u②S♣q!

w , ✭✹✳✺✵✮
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❡% M♣Xα
' ✏ (w1 ➔ w2 ☎ ☎ ☎ ➔ wm✉m$N

➙1
❧✬❡♥(❡♠❜❧❡ ❞❡

%♦✉( ❧❡( ♠♦%( ♠✉❧%✐❤♦♠♦❣/♥❡( ❞❡ ♠✉❧%✐❞❡❣01 α ✏ ♣α1, α2, ☎ ☎ ☎ , αn' ✭❘❡♠❛05✉❡ ✶✵ ♣❛❣❡ ✼✼ ✮

✳ ❆❧♦0(

P ♣q!
wm✁j

✏ wm✁j ✁

m
➳

r✏m✁j&1

①S♣q!
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⑤ wm✁j②P
♣q!
wr

avec j % ✈0,m✁ 1✇. ✭✹✳✺✷✮
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❊①❡♠♣❧❡ ✸✷✳ ❙♦✐❡♥0 X ✏ (a ➔ b✉ ❡0 M♣Xα
' ✏ (aabb ➔ abab ➔ abba ➔ baab ➔ baba ➔

bbaa✉ ❧✬❡♥8❡♠❜❧❡ ❞❡ 0♦✉8 ❧❡8 ♠♦08 ♠✉❧0✐❤♦♠♦❣)♥❡8 ❞❡ ♠✉❧0✐❞❡❣*+ α ✏ ♣2, 2'✳
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♣q!
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✏ ba2b✁ ♣q / q2'P

♣q!

baba ✁ q2P
♣q!
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♣q!

ab2a
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♣q!

baba ✁ q2P
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♣q!

ba2b
✁ ♣q2 / 2q3'P

♣q!

baba ✁ q3P
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✬

✬

✬

✬

✬

✫

✬

✬

✬

✬

✬

✪

w (✐ ⑤w⑤ ↕ 1 ;
✑

P
♣1"

ℓ1
, P

♣1"

ℓ2

✙

(✐ w ✏ ℓ  Lyn♣X%8X ❡# ♣ℓ1, ℓ2% ✏ σ♣ℓ% ;

♣P
♣1"

ℓ1
%

i1 . . . ♣P
♣1"

ℓk
%

ik
(✐ w ✏

✩

✫

✪

ℓi11 . . . ℓikk
ℓ1 → ☎ ☎ ☎ → ℓk  Lyn♣X%

k, i1, i2, ☎ ☎ ☎ , ik  N
➙1.
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❉+✜♥✐&✐♦♥ ✷✼✳ ❙♦✐❡♥# ℓ  Lyn♣X% ❡# σ♣ℓ% (❛ ❢❛❝#♦'✐(❛#✐♦♥ (#❛♥❞❛'❞✳

❖♥ ❞0✜♥✐# ❧❡ q✁❝'♦❝❤❡# ❞❡ ℓ ♣❛'

)ℓ*q ✏

✧

ℓ (✐ ⑤ℓ⑤ ↕ 1 ;

))ℓ1*q, )ℓ2*q*q⑤ℓ⑤✁1 (✐ σ♣ℓ% ✏ ♣ℓ1, ℓ2% ❡# ℓ1, ℓ2  Lyn♣X%.
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ab ✏ )ab*q ✏ )a, b*q ✏ ab✁ qba✳

♣ii% P
♣q"

abb ✏ )abb*q ✏ ))a, b*q, b*q2 ✏ abb✁ ♣q + q2%bab+ q3bba✳

♣iii% P
♣q"

bbbc ✏ )bbbc*q ✏ )b, )b, )b, c*q*q2*q3 ✏ bbbc✁♣q+q2+q3%bbcb+♣q3+q4+q5%bcbb✁q6cbbb✳
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✏
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♣q"

aib
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✁qj
✏ S

♣q"

aib
✁q a

j
✏

j
➳

h✏0

qh
)h+ i*q!
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✳
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aibaj
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➳
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♣q"
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➳
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P
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❞5❞✉✐- 0✉❡

P
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➳
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✏
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❧✐♥3❛✐%❡) ❞❡ ♣%♦❞✉✐() ❞❡ q✁)❤✉✤❡ ❞❡ ♠♦() ❞❡ ▲②♥❞♦♥✱ ❞♦♥❝ ❝✬❡)( ✜♥✐✳

5$ baba ✏ b.ab.a ✭❢❛❝(♦%✐)❛(✐♦♥ ❞❡ ▲②♥❞♦♥✮✳ ❖♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ✿

b✁ ab✁q a ✏ baba# ♣q # q2$baab# ♣q2 # 2q3$abab# ♣q3 # 2q4 # q5$aabb# ♣q # q2$abba✳

❖♥ ❡♥ ❞3❞✉✐(

baba ✏ b✁q ab✁q a✁ ♣q # q2$baab✁ ♣q2 # 2q3$abab✁ ♣q3 # 2q4 # q5$aabb✁ ♣q # q2$abba✳

❖% a✱ b✱ ab ❡( aabb )♦♥( ❞❡) ♠♦() ❞❡ ▲②♥❞♦♥ ❡( ❧✬♦♥ ❛ ❞3❥5 ❝❛❧❝✉❧3 abba✱ baab ❡( abab ❝♦♠♠❡

❝♦♠❜✐♥❛✐)♦♥) ❧✐♥3❛✐%❡) ❞❡ ♣%♦❞✉✐() ❞❡ q✁)❤✉✤❡ ❞❡ ♠♦() ❞❡ ▲②♥❞♦♥✱ ❞♦♥❝ ❝✬❡)( ✜♥✐✳

6$ bbaa ✏ b.b.a.a ✭❢❛❝(♦%✐)❛(✐♦♥ ❞❡ ▲②♥❞♦♥✮✳ ❖♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ✿

b✁q b✁q a✁q a ✏ ♣1# 2q # q2$%bbaa# qbaba# q2baab# q4aabb# q3abab# q2abba&✳

❖♥ ❡♥ ❞3❞✉✐(

bbaa ✏
b✁qb✁qa✁qa

1 2q q2
✁ qbaba✁ q2baab✁ q4aabb✁ q3abab✁ q2abba✳

❖% a✱ b ❡( aabb )♦♥( ❞❡) ♠♦() ❞❡ ▲②♥❞♦♥ ❡( ❧✬♦♥ ❛ ❞3❥5 ❝❛❧❝✉❧3 baba✱ abba✱ baab ❡( abba

❝♦♠♠❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐)♦♥) ❧✐♥3❛✐%❡) ❞❡ ♣%♦❞✉✐() ❞❡ q✁)❤✉✤❡ ❞❡ ♠♦() ❞❡ ▲②♥❞♦♥✱ ❞♦♥❝ ❝✬❡)(

✜♥✐✳

➚ ♣❛%(✐% ❞❡ ❝❡ (❤3♦%C♠❡✱ ♦♥ ♣❡✉( 3❝%✐%❡ ❧❡ ❝♦%♦❧❧❛✐%❡ )✉✐✈❛♥( ✿

❈♦"♦❧❧❛✐"❡ ✺✳ ♣i$ ♣Q①X②,✁,✶X✝

$ ✔1 Q%Lyn♣X$& ✭✐"♦♠♦%♣❤✐"♠❡ ❞✬❛❧❣.❜%❡✮✳

♣ii$ ♣Q♣q$①X②,✁q,✶X✝

$ ✔2 Q♣q$%Lyn♣X$&✳

♦2 ♣✔2$ ❡"3 ✉♥ ✐"♦♠♦%♣❤✐"♠❡ ❞✬❡"♣❛❝❡ ✈❡❝3♦%✐❡❧ ❝❛% ♦♥ ❛ ❡♥ ❣8♥8%❛❧ Lyn♣X$✁qαLyn♣X$✁qβ
✘

Lyn♣X$✁qα β
✳

❊①❡♠♣❧❡ ✸✼✳

babab# 2ab2ab# 2abab2 ✏
1

2
ab✁ ab✁ b✁ 2a2b2✁ b + Q%Lyn♣X$&

✏ abab✁ b + Q%Lyn♣X$&.

4q3 2q2 q4✁q5✁2q6✁1✁q10✁q9✁q8

1 q4
aabbb# q 3q5 1 2q4 q6✁2q7✁q11✁q3

1 q4
ababb#

q4♣q 2q2 q3✁1✁2q4✁q8#

1 q4
baabb

#♣q3 # q2$abbab# q4babab ✏ 1
1 q4

ab✁q ab✁q b✁ ♣1# q4$a2b2✁q b + Q♣q$%Lyn♣X$&✳



❈❤❛♣✐%&❡ ✺

➱%✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ♠✉❧%✐♣❧✐❝❛%✐✈✐%0 ❞❡1 P
♣q!
w ✱

w  X✝

❘!"✉♠! ✿ ▲❡ ❜✉$ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐$+❡ ❡,$ ❞✬.$✉❞✐❡+ ❧❛ ♠✉❧$✐♣❧✐❝❛$✐✈✐$. ❞❡, ❢❛♠✐❧❧❡, ♦❜$❡✲

♥✉❡, ♣❛+ ❞✉❛❧✐$.✳ ❈❡ ❝❤❛♣✐$+❡ ❝♦♠♣♦+$❡ ❞❡✉① ✈♦❧❡$, ♣+✐♥❝✐♣❛✉① ✿ ❉❛♥, ✉♥ ♣+❡♠✐❡+ ✈♦❧❡$✱

♥♦✉, +❡❞♦♥♥♦♥, ✉♥❡ ❝♦♥,$+✉❝$✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣❛✐+❡ ❞❡ ❜❛,❡, ❡♥ ❞✉❛❧✐$. ❞❛♥, ❧❡ ❝❛, ❞✉ q✁,❤✉✤❡

❞.❝+♦✐,,❛♥$, ❞❡ ♠♦$, ❞❡ ▲②♥❞♦♥ ❡$ ❞❛♥, ❧❡ ,❡❝♦♥❞ ✈♦❧❡$✱ ♥♦✉, ❞♦♥♥♦♥, ✉♥❡ ❛✉$+❡ ❝♦♥,$+✉❝✲

$✐♦♥ ❞❡ ♣❛✐+❡ ❞❡ ❜❛,❡, ❡♥ ❞✉❛❧✐$.✳ ◆♦✉, ♥♦✉, ♣+♦♣♦,♦♥, ❞♦♥❝ ❞✬.$✉❞✐❡+ ❧❡, ❝♦♥❞✐$✐♦♥, ?✉❡

❞♦✐$ ,❛$✐,❢❛✐+❡ ❧❛ ❜❛,❡ ❞♦♥$ ♥♦✉, ♣❛+$♦♥, ❞❡ ,♦+$❡ ?✉❡ ❧❛ ❜❛,❡ ❞✉❛❧❡ ♣❡+♠❡$$❡ ❧✬.❝+✐$✉+❡ ❞❡,

❢❛❝$♦+✐,❛$✐♦♥,✳

▲❡, ♣+✐♥❝✐♣❛✉① +.,✉❧$❛$, ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐$+❡ ,♦♥$ ✿

✶✳ ❧❛ ◆♦$❡ ✶ ♣❛❣❡ ✶✵✶ ✭❚❡,$ ♥✉♠.+✐?✉❡✮ ❝❛+❛❝$.+✐,❡ ❧❛ ♠✉❧$✐♣❧✐❝❛$✐✈✐$. ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡

♣R
♣q!
w "w"X✝

❛✜♥ ❞✬.❝+✐+❡ ❞❡, ❢❛❝$♦+✐,❛$✐♦♥, ❞❡ DX ✭◆♦$❡ ✷ ♣❛❣❡ ✶✵✻✱ ◆♦$❡ ✸ ♣❛❣❡ ✶✵✻✮

❡$ D
♣q!

X ✭❈♦+♦❧❧❛✐+❡ ✼ ♣❛❣❡ ✶✵✽ ✮✳

✷✳ ❧❛ ❈♦♥❥❡❝$✉+❡ ✷ ♣❛❣❡ ✶✵✷ ✭❚❡,$ ♥✉♠.+✐?✉❡✮ ❝❛+❛❝$.+✐,❡ ❧❛ ♠✉❧$✐♣❧✐❝❛$✐✈✐$. ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡

♣P
♣q!
w "w"X✝

❛✜♥ ❞✬.❝+✐+❡ ❞❡, ❢❛❝$♦+✐,❛$✐♦♥, ❞❡ DX ✭◆♦$❡ ✷ ♣❛❣❡ ✶✵✻✱ ◆♦$❡ ✸ ♣❛❣❡ ✶✵✻✮

❡$ D
♣q!

X ✭❈♦+♦❧❧❛✐+❡ ✼ ♣❛❣❡ ✶✵✽ ✮✳

✺✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥

❙♦✐❡♥$ K ✉♥❡ Q✲❛❧❣N❜+❡ ❡$ G ✉♥❡ K✲❛❧❣N❜+❡ ❞❡ ▲✐❡ ❛❞♠❡$$❛♥$ ✉♥❡ ❜❛,❡ ❧✐♥.❛✐+❡ ♦+❞♦♥✲

♥.❡ #♣Pei"i"I ; ♣I,➔"% ✭❞♦♥❝✱ G ❡,$ ❧✐❜+❡ ❡♥ $❛♥$ ?✉❡ K✲♠♦❞✉❧❡✮✳

◆♦✉, +❛♣♣❡❧♦♥, ?✉❡✱ ❧❡, .❧.♠❡♥$, P ✶

α✱ α & N♣I!
,♦♥$ ♦❜$❡♥✉, ♣❛+ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛$✐♦♥ ❞✉ ♣+♦✲

❝.❞. ❞❡ O♦✐♥❝❛+.✲❇✐+❦❤♦✛✲❲✐$$

✶

✭$❤.♦+N♠❡ ✺ ♣❛❣❡ ✸✾ ✮ ❡$ ❧❡, Pα✱ α & N♣I!
,♦♥$ ♦❜$❡♥✉,

✶✳ ♦❜$❡♥✉( ♣❛+ ✉♥ ♣+♦❝-❞- ❞-❝+♦✐((❛♥$



✲ ✾✹✲

♣❛% ❞✉❛❧✐*+ ✭❡♥ ♣❛%*✐❝✉❧✐❡% Pei ✏ P ✶

ei
❡* Pei ✏ Pi, i ! I✮✳

2❛% ❝♦♥4+5✉❡♥*✱ ♥♦✉4 ♣♦✉✈♦♥4 +❝%✐%❡ ❧❡ *❤+♦%9♠❡ 4✉✐✈❛♥* ✿

❚❤"♦$%♠❡ ✶✸✳ "▼❛"✶✷# ❙♦✐❡♥" K ✉♥❡ Q✲❛❧❣.❜0❡ ❡" G ✉♥❡ K✲❛❧❣.❜0❡ ❞❡ ▲✐❡ ❛❞♠❡""❛♥"

✉♥❡ ❜❛4❡ ❧✐♥5❛✐0❡ ♦0❞♦♥♥5❡ "♣Pi%i!I ; ♣I,➔%# ✭❞♦♥❝✱ G ❡4" ❧✐❜0❡ ❡♥ "❛♥" 9✉❡ K✲♠♦❞✉❧❡✮✳

❛✮ ❙♦✐"

P ✶

α ✏

"

➵

i!supp♣α$

Pαi

i ✭✺✳✶✮

❧❛ ❜❛4❡ ❞❡ <♦✐♥❝❛05✲❇✐0❦❤♦✛✲❲✐"" ❛44♦❝✐5❡ ❡" ♣Sβ%β!N♣I! ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✉❛❧❡✳ ❈❡4 ❢♦0♠❡4 ❧✐✲

♥5❛✐0❡4 ❝♦♦0❞♦♥♥5❡4 4♦♥" ❞5✜♥✐❡4 ♣❛0

♣❅α, β ! N♣I$

%♣①Sβ ⑤ P
✶

α② ✏ δαβ%. ✭✺✳✷✮

❆❧♦04 ✿ ✐✮ ♣β!Sβ%β!N♣I! ❡4" ♠✉❧"✐♣❧✐❝❛"✐✈❡ ♣♦✉0 ❧❛ ❝♦♥✈♦❧✉"✐♦♥ ❝✬❡4"✲J✲❞✐0❡

α!Sα ✍ β!Sβ ✏ ♣α , β%!Sα%β. ✭✺✳✸✮

✐✐✮ ▲❡4 ♠♦♥K♠❡4 ❞❡ <♦✐♥❝❛05✲❇✐0❦❤♦✛✲❲✐"" ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉0 ➙ 2 4♦♥" ❞❛♥4 ❧❡4 ♥♦②❛✉① ❝♦♠✲

♠✉♥4 ❞❡4 Sei ✭❝♦♥❞✐"✐♦♥ ✭✺✳✹✮ ♣❛❣❡ ✾✹✮✳

❜✮ ❘5❝✐♣0♦9✉❡♠❡♥" 4♦✐" ♣Pα%α!N♣I! ✉♥❡ ❜❛4❡ ❞❡ U♣G% ✐♥❞❡①5❡ ♣❛0 ✉♥ ♠✉❧"✐✐♥❞✐❝❡ ✭J ♣0✐♦0✐

♣❛4 ♥5❝❡44❛✐0❡♠❡♥" ✉♥❡ ❜❛4❡ ❞❡ <♦✐♥❝❛05✲❇✐0❦❤♦✛✲❲✐""✮ ❡" ♣Sβ%β!N♣I! ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✉❛❧❡ ✭✺✳✷✮

♣❛❣❡ ✾✹✳ ❖♥ 4✉♣♣♦4❡ 9✉❡ ♣β!Sβ%β!N♣I! 4♦✐" ♠✉❧"✐♣❧✐❝❛"✐✈❡✳ ❆❧♦04 ✿

✐✮ ▲❡4 ♣Pei%i!I ❢♦0♠❡♥" ✉♥❡ ❜❛4❡ ❞❡ G✳

✐✐✮ ❯♥❡ ♦0❞0❡ "♦"❛❧ ♣I,➔% 5"❛♥" ❞♦♥♥5✱ ❛❧♦04 ♣Pα%α!N♣I! ❡4" ❧❛ ❜❛4❡ ❞❡ <♦✐♥❝❛05✲❇✐0❦❤♦✛✲

❲✐"" ❛44♦❝✐5❡ J ♣Pei%i!I 4✐ ❡" 4❡✉❧❡♠❡♥" 4✐ ❧❡4 ♣Pα%⑤α⑤➙2 4♦♥" ❞❛♥4 ❧❡4 ♥♦②❛✉① ❝♦♠♠✉♥4 ❞❡4

Sei ❝✬❡4"✲J✲❞✐0❡

♣❅β ! N♣I$

%♣❅i ! I%♣⑤β⑤ ➙ 2 ./ ①Sei ⑤ Pβ② ✏ 0%. ✭✺✳✹✮

/$❡✉✈❡ ✿

❛✮ ✐✮ ▲❛ ♠✉❧*✐♣❧✐❝❛*✐✈✐*+ ♣%♦✈✐❡♥* ❞❡ ❝❡ 5✉❡✱ ❧❡4 Pei +*❛♥* ♣%✐♠✐*✐❢4✱ ♦♥ ❛

∆♣P ✶

α% ✏

➳

β%γ✏α

α!

β!γ!
P ✶

β ❜ P ✶

γ ✭✺✳✺✮

❞✬♦C ✭✈♦✐% ✭✺✳✶✷✮ ♣❛❣❡ ✾✻✮

Sα ✍ Sβ ✏

➳

γ!N♣I!

①Sα ✍ Sβ ⑤ P
✶

γ②Sγ ✏

➳

γ!N♣I!

①Sα ❜ Sβ ⑤ ∆♣P
✶

γ%②Sγ ✏
♣α , β%!

α! β!
Sα%β ✭✺✳✻✮

❡* ❧❛ ❢♦%♠✉❧❡ ✭✺✳✸✮ ♣❛❣❡ ✾✹ %+4✉❧*❡ ❞✐%❡❝*❡♠❡♥* ❞❡ ✭✺✳✺✮ ♣❛❣❡ ✾✹✳ ❘❡♠❛%5✉♦♥4 ❛✉ ♣❛44❛❣❡

5✉❡ S0 ✏ ǫ ❝❛% ❛✉❝✉♥ ♣P ✶

α%α ⑧✏0 ♥✬❛ ❞❡ *❡%♠❡ ❝♦♥4*❛♥*✳



✺✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥ ✲ ✾✺✲

❛✮ ✐✐✮ ■♠♠/❞✐❛% ♣✉✐23✉❡ ①Sei ⑤ P ✶

β② ✏ δeiβ ❡2% ❞♦♥❝ ♥✉❧ ♣♦✉& ⑤β⑤ ⑧✏ 1✳

❜✮ ✐✮ ❖♥ ❛

∆♣Pei& ✏

➳

α,β!N♣I!

①∆♣Pei& ⑤ Sα ❜ Sβ②Pα ❜ Pβ ✏

➳

α,β!N♣I!

①Pei ⑤ Sα ✍ Sβ②Pα ❜ Pβ

✏

♣α ) β&!

α!β!

➳

α,β!N♣I!

①Pei ⑤ Sα"β②Pα ❜ Pβ ✏

♣α ) β&!

α!β!

➳

α"β✏ei

①Pei ⑤ Sα"β②Pα ❜ Pβ

✏ Pei ❜ P0 ) P0 ❜ Pei ✏ Pei ❜ 1) 1❜ Pei . ✭✺✳✼✮

❙♦✐% ♠❛✐♥%❡♥❛♥% g * G✱ ♦♥ ❛ g ✏

➳

α!N♣I!

①Sα ⑤ g②Pα✳ ❘❡♠❛&3✉♦♥2 %♦✉% ❞❡ 2✉✐%❡ 3✉❡ ♣♦✉&

⑤α⑤ ⑧✏ 1✱ ♦♥ ❛ ①Sα ⑤ g② ✏ 0✳ ❊♥ ❡✛❡%✱ 2✐ α ✏ 0✱ ①S0 ⑤ g② ✏ ǫ♣g& ✏ 0 ❡%✱ 2✐ ⑤α⑤ ➙ 2✱ ♦♥ ♣❡✉%

/❝&✐&❡ α ✏ α1 ) α2 ❛✈❡❝ αi ⑧✏ 0 ❛❧♦&2

①Sα ⑤ g② ✏ ①Sα1"α2
⑤ g② ✏

α1!α2!

♣α1 ) α2&!
①Sα1

✍Sα2
⑤ g② ✏ λ①Sα1

❜Sα2
⑤ g❜1)1❜g② ✏ 0 ✭✺✳✽✮

❈❡❝✐ ♠♦♥%&❡ 3✉❡

g ✏

➳

i!I

①Sei ⑤ g②Pi ✭✺✳✾✮

❡% %❡&♠✐♥❡ ❧❛ ♣&❡✉✈❡ ❞❡ ❜✮ ✐✮✳

❜✮ ✐✐✮ B♦2♦♥2✱ ♣♦✉& %♦✉% β * N♣I%

P ✶

β ✏

&

➵

i!supp♣β%

P βi
ei

✭✺✳✶✵✮

♣Pβ&β!N♣I! ❡2% ❧❛ ❜❛2❡ ❞❡ B♦✐♥❝❛&/✲❇✐&❦❤♦✛✲❲✐%% ❛22♦❝✐/❡ I ♣Pei&i!I &❡✈✐❡♥% I ❞✐&❡ P ✶

β ✏ Pβ

♣♦✉& %♦✉% β * N♣I%

✳ ❉❛♥2 ❧❡ ❝❛2 ♦K ❧❛ ❜❛2❡ ❡2% B♦✐♥❝❛&/✲❇✐&❦❤♦✛✲❲✐%%✱ ❧❡ ❝&✐%L&❡ ✭✺✳✹✮ ♣❛❣❡

✾✹ ❡2% /✈✐❞❡♠♠❡♥% ✈/&✐✜/✳

❙✉♣♣♦2♦♥2 ♠❛✐♥%❡♥❛♥% 3✉❡ ❧❡2 ❢❛♠✐❧❧❡2 ♣Sα; Pβ&α,β!N♣I! ✈/&✐✜❡♥% ❧❡ ❝&✐%L&❡ ✭✺✳✹✮ ♣❛❣❡ ✾✹ ✭❧❛

❢❛♠✐❧❧❡ ♣α!Sα&α!N♣I! /%❛♥% %♦✉❥♦✉&2 2✉♣♣♦2/❡ ♠✉❧%✐♣❧✐❝❛%✐✈❡✮✳

B♦✉& α, β * N♣I%

✱ ❝❛❧❝✉❧♦♥2

①Sα ⑤ P ✶

β② ✏

α!

⑤α⑤!
①✍i!supp♣α%

S✍αi
ei

⑤ P ✶

β② ✏

α!

⑤α⑤!
①❜i!supp♣α%

S❜αi
ei

⑤ ∆⑤α⑤✁1
♣P ✶

β&② ✭✺✳✶✶✮

■❧ ② ❛ %&♦✐2 ❝❛2

✶✳ ⑤α⑤ → ⑤β⑤ %♦✉2 ❧❡2 %❡♥2❡✉&2 ❛♣♣❛&❛✐22❛♥% ❞❛♥2 ∆⑤α⑤✁1
♣P ✶

β& ❝♦♥%✐❡♥♥❡♥% ✉♥❡ ❝♦♥2%❛♥%❡

❞❛♥2 ❧❡✉& /❝&✐%✉&❡ ❞♦♥❝✱ ❝♦♠♠❡ ①Sei ⑤ 1② ✏ 0 ♣♦✉& %♦✉% i✱ ❧❡ &/2✉❧%❛% ❡2% ♥✉❧✳

✷✳ ⑤α⑤ ➔ ⑤β⑤ %♦✉2 ❧❡2 %❡♥2❡✉&2 ❛♣♣❛&❛✐22❛♥% ❞❛♥2 ∆⑤α⑤✁1
♣P ✶

β& ❝♦♥%✐❡♥♥❡♥% ❞❛♥2 ❧❡✉& /❝&✐✲

%✉&❡ ✉♥ ♣&♦❞✉✐% PiPj, i ➙ j ❞♦♥❝✱ ❡♥ ✈❡&%✉ ❞✉ ❝&✐%L&❡ ✭✺✳✹✮ ♣❛❣❡ ✾✹✱ ❧❡ &/2✉❧%❛% ❡2%

♥✉❧✳



✲ ✾✻✲

✸✳ ⑤α⑤ ✏ ⑤β⑤ ❡♥ ❛♥❛❧②*❛♥+ ❧❡* ♣❡-♠✉+❛+✐♦♥* ❞❡* ❢❛❝+❡✉-* 5✉✐ ❞♦♥♥❡♥+ ✉♥❡ ❝♦♥+-✐❜✉+✐♦♥

♥♦♥ ♥✉❧❧❡ ♦♥ +-♦✉✈❡ 0 *✐ α ⑧✏ β *✐♥♦♥ ①❜i supp♣α"S
❜αi
ei

⑤ ∆⑤α⑤✁1
♣P ✶

α&② ✏

⑤α⑤!

α!
✱ ❧❡ -9*✉❧+❛+

❡*+ ❞♦♥❝ 1 ❞❛♥* ❝❡ ❝❛*✳

❆✐♥*✐✱ ❞❛♥* +♦✉* ❧❡* ❝❛*✱ ①Sα ⑤ P ✶

β② ✏ δαβ✳

✆

▲❛ ♣-❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ +❤9♦-=♠❡ ✭+❤9♦-=♠❡ ✶✸ ♣❛❣❡ ✾✹✮ -❡♣♦*❡✱ ❡♥+-❡ ❛✉+-❡*✱ *✉- ❧❛ ♣-♦♣-✐9+9

*✉✐✈❛♥+❡ ❞❡* 9❧9♠❡♥+* Sα :

Sα ✍ Sβ ✏

➳

γ N♣I!

①Sα ✍ Sβ ⑤ P ✶

γ②Sγ

✏

➳

γ N♣I!

①Sα ❜ Sβ ⑤ ∆♣P ✶

γ&②

❜2Sγ

✏

➳

γ N♣I!

①Sα ❜ Sβ ⑤

➳

γ1'γ2✏γ

γ!

γ1! γ2!
P ✶

γ1
❜ P ✶

γ2
②

❜2Sγ

✏

♣α ) β&!

α! β!
Sα'β.

✭✺✳✶✷✮

❈❡++❡ ♣-♦♣-✐9+9 ♣❡-♠❡+ ❞✬9+❛❜❧✐-✱ ♣❛- -9❝✉--❡♥❝❡✱ 5✉❡

S✍αk
eik

αk!
✏ Sαkeik

♣✉✐* 5✉❡

S✍α1

ei1
✍ ☎ ☎ ☎ ✍ S✍αk

eik

α1! . . . αk!
✏ Sα. ✭✺✳✶✸✮

G❛- ❝♦♥*95✉❡♥+ ✿ *♦✐❡♥+ ♣Sα&α N♣I! ✭✺✳✶✸✮ ♣❛❣❡ ✾✻ ✉♥❡ ❜❛*❡ ❞❛♥* K①X② ❡+ ♣Pα&α N♣I! ❧❛

❢❛♠✐❧❧❡ ❞✉❛❧❡ +❡❧❧❡ 5✉❡ ①Sα ⑤ Pβ② ✏ δαβ✱ ❅♣α, β& , ♣N♣I"
&

2
✳

G♦*♦♥* ✿

P ✶

α ✏

*

➵

i supp♣α"

Pαi
ei

✏ ♣Pei1
&

α1
☎ ☎ ☎ ♣Peik

&

αk . ✭✺✳✶✹✮



✺✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥ ✲ ✾✼✲

❙✐ P ✶

α ✏ Pα✱ ♦♥ ❛ ✿

!

➵

i"I

exp♣Sei ❜ Pei# ✏

➳

k➙0

➳

i1➙☎☎☎➙ik
α1,☎☎☎ ,αk

♣Sei1
❜ Pei1

#

α1
☎ ☎ ☎ ♣Seik

❜ Peik
#

αk

α1! . . . αk!

✏

➳

k➙0

➳

i1➙☎☎☎➙ik
α1,...,αk

S✍α1

ei1
✍ ☎ ☎ ☎ ✍ S✍αk

eik
❜ ♣Pei1

#

α1 . . . ♣Peik
#

αk

α1! . . . αk!

✏

➳

k➙0

➳

i1➙☎☎☎➙ik
α1,...,αk

S✍α1

ei1
✍ ☎ ☎ ☎ ✍ S✍αk

eik

α1! . . . αk!
❜ P ✶

α

✏

➳

α"N♣I#

Sα ❜ P ✶

α

✏

➳

α"N♣I#

Sα ❜ Pα

✏ DX .

✭✺✳✶✺✮

❙✐ P ✶

α ✘ Pα✱ ♦♥ ❛ ✿

!

➵

i"I

exp♣Sei ❜ Pei# ✏

➳

k➙0

➳

i1➙☎☎☎➙ik
α1,...,αk

S✍α1

ei1
✍ ☎ ☎ ☎ ✍ S✍αk

eik
❜ ♣Pei1

#

α1 . . . ♣Peik
#

αk

α1! . . . αk!

✏

➳

k➙0

➳

i1➙☎☎☎➙ik
α1,...,αk

S✍α1

ei1
✍ ☎ ☎ ☎ ✍ S✍αk

eik

α1! . . . αk!
❜ P ✶

α

✏

➳

α"N♣I#

Sα ❜ P ✶

α

✏ DX 'ΘX ,

✭✺✳✶✻✮

♦6 ΘX ✏

➳

β➔α➔γ

①Sα ⑤ β② β ❜ ①P
✶

α ⑤ γ② γ✳

◆♦✉8 ❝❤❡&❝❤♦♥8 ❞♦♥❝ ❧❡8 ❝♦♥❞✐%✐♦♥8 <✉✐ ♣❡&♠❡%%❡♥% ❞✬@❝&✐&❡ <✉❡ ✿

P ✶

α ✏ ♣Pei1
#

α1
☎ ☎ ☎ ♣Peik

#

αk
✏ Pα. ✭✺✳✶✼✮
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❞♦♥

✺✳✷✳✶ ❖❜❥❡❝)✐❢

❙♦✐& ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ♣T
♣q!
w !w"X✝

✿

T ♣q!
w ✏

✩

✬

✬

✫

✬

✬

✪

ℓ -✐ w ✏ ℓ # Lyn♣X! ;

♣ℓ1!
✁q i1

✁q ☎ ☎ ☎✁q ♣ℓk!
✁q ik

%i1&q⑤ℓ1⑤2 ! . . . %ik&q⑤ℓk⑤2 !
-✐ w ✏

✩

✫

✪

ℓi11 . . . ℓikk
ℓ1 → ☎ ☎ ☎ → ℓk # Lyn♣X!

k, i1, i2, ☎ ☎ ☎ , ik # N
➙1.

✭✺✳✶✽✮

❡& -❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✉❛❧❡ ♣R
♣q!
w !w"X✝

&❡❧❧❡ 5✉❡ ①T
♣q!
u ⑤ R

♣q!
v ② ✏ δuv ♣♦✉7 &♦✉- u, v # X✝

✳ ➚ ♣❛7&✐7

❞❡ ❧❛ ❞9✜♥✐&✐♦♥ ✷✽ ♣❛❣❡ ✽✾ ❡& ✭✺✳✶✹✮ ♣❛❣❡ ✾✻✱ ♦♥ ❞9✜♥✐&

✷

✿

R✶♣q!
w ✏

✩

✬

✬

✫

✬

✬

✪

R
♣q!

ℓ -✐ w ✏ ℓ # Lyn♣X! ;

♣R
♣q!

ℓ1
!

i1 . . . ♣R
♣q!

ℓk
!

ik
-✐ w ✏

✩

✫

✪

ℓi11 . . . ℓikk
ℓ1 → ☎ ☎ ☎ → ℓk # Lyn♣X!

k, i1, i2, ☎ ☎ ☎ , ik # N
➙1.

✭✺✳✶✾✮

◆♦✉- ♥♦✉- ❛&&❛5✉♦♥- ♠❛✐♥&❡♥❛♥& ❛✉ ♣7♦❜❧C♠❡ ✿ ♣❛7&❛♥& ❞❡ ❧❛ ❜❛-❡ ♣T
♣q!
w !w"X✝

✱ ❛✲&✲♦♥

R
♣q!
w ✏ R

✶♣q!
w ❄✳

✺✳✷✳✷ ▼✉❧)✐♣❧✐❝❛)✐✈✐)2 ❞❡4 R
♣q!
w ✱ w  X✝

▲❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ♣T
♣q!
w !w"X✝

✱ ❡-& ❞9✜♥✐❡ ♣❛7 ❧❛ ♠F♠❡ 7❡❧❛&✐♦♥ ❞❡ 79❝✉77❡♥❝❡ 5✉❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡

♣S
♣q!
w !w"X✝

✱ ♠❛✐- ❛✈❡❝ ❞✬❛✉&7❡- ❝♦♥❞✐&✐♦♥- ✐♥✐&✐❛❧❡-✳

❊♥ ❢❛✐&✱ ❧❛ ❢♦7♠✉❧❡ ✭✺✳✶✽✮ ♣❛❣❡ ✾✽ ♠♦♥&7❡ 5✉❡ ❧❡- 9❧9♠❡♥&- ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ♣T
♣q!
w !w"Xα

❝♦77❡-✲

♣♦♥❞❡♥& K ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♣7♦❞✉✐&- Lyn♣X!

✁qα
✱ α # N♣Lyn♣X!!

✳ ▲❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ♣Lyn♣X!

✁qα
!α"N♣Lyn♣X##

❡-& ♠✉❧&✐❤♦♠♦❣C♥❡ ❡& &7✐❛♥❣✉❧❛✐7❡ ✐♥❢97✐❡✉7❡✳ ❉❡ ♣❧✉-✱ ❧❛ ♣7♦♣♦-✐&✐♦♥ ✶✻ ♣❛❣❡ ✽✶ ♣7♦✉✈❡

5✉❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ♣T
♣q!
w !w"Xα

❡-& ♠✉❧&✐❤♦♠♦❣C♥❡ ❡& &7✐❛♥❣✉❧❛✐7❡ ✐♥❢97✐❡✉7❡ ✿

T ♣q!
w ✏ w +

➳

u➔w
u%Xα

①T ♣q!
w ⑤u②u. ✭✺✳✷✵✮

O❛7❞✉❛❧✐&9✱✐❧❡-&❞♦♥❝♣♦--✐❜❧❡❞❡❝♦♥-&7✉✐7❡❧❛ ❢❛♠ ✐❧❧❡❞✉❛❧❡ ♣R
♣q!
w !w"Xα ✿①T

♣q!
u ⑤R

♣q!
v ②✏

δuv ♣♦✉7&♦✉-u, v #Xα✳

❈♦♥-✐❞97♦♥-♣❛7❡①❡♠♣❧❡✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡&X ✏ ,a, b✉❛✈❡❝ a ➔ b✳

✷✳ #w ✏ ℓα1

1 ☎☎☎ℓαk

k ✱ ℓ1 → ☎☎☎→ ℓk 'Lyn♣X!✉) * α ✏ α1eℓ1 + ☎☎☎+ αkeℓk
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/i0
q⑤ℓ⑤2 !



✲ ✶✵✽✲

✏

➳

i1,☎☎☎ ,ik➙1

ℓ1→☎☎☎→ℓk

♣S
♣q!

ℓ1
"

✁qi1
✁q ☎ ☎ ☎✁q ♣S

♣q!

ℓk
"

✁qik
❜ ♣P

♣q!

ℓ1
"

i1
☎ ☎ ☎ ♣P

♣q!

ℓk
"

ik

%i1&q⑤ℓ1⑤

2 ! ☎ ☎ ☎ %ik&q⑤ℓk⑤

2 !

✏

➳

w"M♣Xα
!

S♣q!
w ❜ P ✶♣q!

w

✏

➳

w"M♣Xα
!

w ❜ w 'ΘX ✏

➳

w"M♣Xα
!

S♣q!
w ❜ P ♣q!

w 'ΘX ✳

♣ii" ❙✉♣♣♦)♦♥) +✉❡ ΘX ✘ 0✱ ❛❧♦0)✱ ♦♥ ❛ ✿

➳

w"M♣Xα
!

S♣q!
w ❜ P ✶♣q!

w ✘

➳

w"M♣Xα
!

S♣q!
w ❜ P ♣q!

w ✳

✆

❈♦"♦❧❧❛✐"❡ ✼✳ ❙♦✐❡♥% α ) N♣X!

❡% M♣Xα
" ✏ *w1 ➔ w2 ☎ ☎ ☎ ➔ wm✉m"N

➙1
❧✬❡♥(❡♠❜❧❡ ❞❡

%♦✉( ❧❡( ♠♦%( ♠✉❧%✐❤♦♠♦❣/♥❡( ❞❡ ♠✉❧%✐❞❡❣01 α ✏ ♣α1, α2, ☎ ☎ ☎ , αn" ✭❘❡♠❛05✉❡ ✶✵ ♣❛❣❡ ✼✼✮✳

❆❧♦0(✱

D
♣q!

X ✏ DX 'ΘX ✭✻✳✾✮

(✐ ❡% (❡✉❧❡♠❡♥% (✬✐❧ ❡①✐(%❡ ❛✉ ♠♦✐♥( ✉♥ ♠♦% w )M♣Xα
" %❡❧ 5✉❡ P

♣q!
w ✘ P

✶♣q!
w ✳



❚!♦✐$✐%♠❡ ♣❛!*✐❡

❈♦♥❝❧✉$✐♦♥$✱ 1❡!$♣❡❝*✐✈❡$



✲ ✶✶✵✲

✳



❈❤❛♣✐%&❡ ✼

❈♦♥❝❧✉.✐♦♥.✱ 0❡&.♣❡❝%✐✈❡.

✼✳✶ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥)

▲❡" #$❛✈❛✉① $)❛❧✐")" ❞❛♥" ❝❡ ♠)♠♦✐$❡ ♣$♦❧♦♥❣❡♥# ❞❡" ♠)#❤♦❞❡" ❝♦♠❜✐♥❛#♦✐$❡" ❡# ❛❧❣♦✲

$✐#❤♠✐6✉❡" ❛②❛♥# ❞)❥9 ♣$♦✉✈) ❧❡✉$ ❡✣❝❛❝✐#) ♣♦✉$ ❧✬)#✉❞❡ ❞❡" ❢❛❝#♦$✐"❛#✐♦♥" ❞❡ ❙❝❤>#③❡♥✲

❜❡$❣❡$  ❘❡✉✾✸, ▼$❡✽✾, ▼❡❧❛✾✶, ❇❛♠✶✸, ▼✐❤✶✸, ▼✐♥✶✸!✳

✶✳ ❯♥ q✁ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞✉ ♣$♦❝)❞) ❞❡ ●✳▼)❧❛♥J♦♥ ❡# ❈✳❘❡✉#❡♥❛✉❡$  ❘❡✉✾✸, ▼$❡✽✾, ▼❡❧❛✾✶!

♥♦✉" ❛ ♣❡$♠✐" ❞❡ ❝♦♥"#$✉✐$❡ $)❝✉$"✐✈❡♠❡♥# ❧❡" )❧)♠❡♥#" S
♣q!
w ✱ w # X✝

9 ♣❛$#✐$

❞❡" Sw✱ w # X✝

✳ ❉❡" ♣$♦♣$✐)#)" ♣$)❝✐")❡" ❞❛♥" ❧❡ ❝❛" ❞❡ ❧❛ ❝♦♥"#$✉❝#✐♦♥ ❞❡ ❧❛

❢❛♠✐❧❧❡ ♣Sw%w#X✝

"✬❛✈N$❡♥# ❡♥❝♦$❡ ✈$❛✐❡" ❞❛♥" ❧❡ ❝❛" ❞❡ ❧❛ ❝♦♥"#$✉❝#✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢❛✲

♠✐❧❧❡ ♣S
♣q!
w %w#X✝

✳ ❊♥ ❡✛❡#✱ ❝❡##❡ ♠)#❤♦❞❡ ♥♦✉" ❛ ♣❡$♠✐" ❞❡ ❞)#❡$♠✐♥❡$ ❧❡ ❝♦❡❢✲

✜❝✐❡♥# λ♣w% ✏  i1!q⑤ℓ1⑤2 ! i2!q⑤ℓ2⑤2 ! ☎ ☎ ☎  ik!q⑤ℓk⑤2 ! ♣♦✉$ #♦✉# w ✏ ℓi11 ☎ ☎ ☎ ℓikk # X✝

✭❛✈❡❝

ℓ1 → ☎ ☎ ☎ → ℓk # Lyn♣X% ❡# k, i1, i2, ☎ ☎ ☎ , ik # N
➙1✮ 6✉✐ ❛""✉$❡ ❧✬✉♥✐♣♦#❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛"❡

♣S
♣q!
w %w#X✝

❛✐♥"✐ ❝♦♥"#$✉✐#❡ ✭♣❛$ $❛♣♣♦$# 9 ❧❛ ❜❛"❡ ❞❡" ♠♦#"✮✳ ▲❛ ❞✉❛❧✐"❛#✐♦♥ ♥♦✉" ❛

♣❡$♠✐" ❞✬♦❜#❡♥✐$ ✉♥❡ ❜❛"❡ ♣P
♣q!
w %w#X✝

❡♥ ❞✉❛❧✐#) ❛✈❡❝ ❧❛ ❜❛"❡ ♣S
♣q!
w %w#X✝

✳ ▲❡ ♣$♦❝❡""✉"

❞❡ ❞✉❛❧✐"❛#✐♦♥ ❝♦♥"❡$✈❡ ❧❡" ♣$♦♣$✐)#)" ❞❡ ♠✉❧#✐❤♦♠♦❣)♥)✐#) ❡# )❝❤❛♥❣❡ ❧❡" ❝❛$❛❝#N$❡"

✧✐♥❢)$✐❡✉$✧ ❡# ✧"✉♣)$✐❡✉$✧✳ U❛$ ❝♦♥")6✉❡♥#✱ ❧❛ ❜❛"❡ ❞✉❛❧❡ ❞✬✉♥❡ ❜❛"❡ #$✐❛♥❣✉❧❛✐$❡ ✐♥✲

❢)$✐❡✉$❡ ❡"# ✉♥❡ ❜❛"❡ #$✐❛♥❣✉❧❛✐$❡ "✉♣)$✐❡✉$❡✳

✷✳ ◆♦✉" ❛✈♦♥" )#✉❞✐❡$ ❧❡" ♣$♦♣$✐)#)" ❞❡ ♠✉❧#✐♣❧✐❝❛#✐✈✐#) ❞❡ ❝❡$#❛✐♥❡" ❜❛"❡" ♦❜#❡♥✉❡" ♣❛$

❞✉❛❧✐#) ✿ ♣R
♣q!
w %w#X✝

❡# ♣P
♣q!
w %w#X✝

✳ ❈❡##❡ 6✉❡"#✐♦♥ ❡"# ✐♥#✐♠❡♠❡♥# ❧✐)❡ 9 ❧❛ ♣$♦♣$✐)#)

❞❡ ♠✉❧#✐♣❧✐❝❛#✐✈✐#) ❞❡ ❝❡$#❛✐♥❡" ❜❛"❡"✱ ❝❡ 6✉✐ ♥♦✉" ❛ ♣♦✉"") 9 $)♣♦♥❞$❡ 9 ❧❛ 6✉❡"#✐♦♥

❞❡" ❝♦♥❞✐#✐♦♥" ♣❡$♠❡##❛♥# ❞✬❛✣$♠❡$ 6✉✬✉♥❡ ❜❛"❡ ♦❜#❡♥✉❡ ♣❛$ ❞✉❛❧✐#) ❡"# ♠✉❧#✐♣❧✐❝❛✲

#✐✈❡ ✭✭✺✳✷✺✮ ♣❛❣❡ ✶✵✵✱ ◆♦#❡ ✶ ♣❛❣❡ ✶✵✶ ❡# ❈♦♥❥❡❝#✉$❡ ✷ ♣❛❣❡ ✶✵✷ ✭❚❡"# ♥✉♠)$✐6✉❡✮✮ ✳

◆♦✉" ❛✈♦♥" ✐❧❧✉"#$) ❝❡" 6✉❡"#✐♦♥" ❡♥ ♥♦✉" ✐♥#)$❡""❛♥# 9 ❞❡" ❜❛"❡" ♦❜#❡♥✉❡" ♣❛$ ❞✉❛❧✐#)

9 ♣❛$#✐$ ❞❡" ♠♦#" ❞❡ ▲②♥❞♦♥ ❡# ♠♦♥#$) 6✉❡ ❝❡❧❧❡"✲❝✐ ♥❡ "❛#✐"❢♦♥# ♣❛" ❧❡" ❝♦♥❞✐#✐♦♥"

$❡6✉✐"❡" ♣♦✉$ ❧✬)❝$✐#✉$❡ ❞❡ DX ✭◆♦#❡ ✷ ♣❛❣❡ ✶✵✻✮✳



✲ ✶✶✷✲

✸✳ ▲❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✉❛❧❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ♣T
♣q!
w !w"X✝

✭✺✳✶✽✮ ♣❛❣❡ ✾✽ ♥✬❡78 ♣❛7 ❡♥ ❣9♥9:❛❧ ♠✉❧8✐✲

♣❧✐❝❛8✐✈❡ ✭◆♦8❡ ✶ ♣❛❣❡ ✶✵✶✮✳

✹✳ ❊♥✜♥✱ ❞❛♥7 ❧❡ ❜✉8 ❞❡ ♠♦♥8:❡: E✉❡ DX ✑

#

➵

ℓ"Lyn♣X!

exp
✁

q⑤ℓ⑤
2❜☎

♣S
♣q!

ℓ ❜ P
♣q!

ℓ !modulo Mµ

♣♦✉: µ ❧❡ ♣❧✉7 9❧❡✈9 ♣♦77✐❜❧❡ ✭❡8 ♣❡✉8 F8:❡ ❧✬9❣❛❧✐89✮✱ ♥♦✉7 ♥♦✉7 7♦♠♠❡7 ❛♣♣✉②97 7✉:

❞❡7 ❡①♣9:✐♠❡♥8❛8✐♦♥7 ♥✉♠9:✐E✉❡7 ♠9♥9❡7 ❛✈❡❝ ❧❡7 ❧♦❣✐❝✐❡❧7 ▼❛♣❧❡ ❡8 ❙❛❣❡ ✈♦✐: ❡♥

❆♥♥❡①❡ ✿ ❋❡✉✐❧❧❡7 ❞❡ ❝❛❧❝✉❧7 ▼❛♣❧❡✳ ▲❡7 ❡①♣9:✐♠❡♥8❛8✐♦♥7 ♥✉♠9:✐E✉❡7 ♠9♥9❡7 ❞❛♥7

❝❡88❡ ❞✐:❡❝8✐♦♥ ♦♥8 989 ❥✉7E✉❡✲❧❛ ❝♦♥❝❧✉❛♥8❡7 ❥✉7E✉✬O ❧✬♦:❞:❡ 11✳ P❛: ❝♦♥79E✉❡♥8✱ ✐❧

❡78 ❞♦♥❝ ♥9❝❡77❛✐:❡ ❞✬9❝:✐:❡ ❞❡7 ❢❛❝8♦:✐7❛8✐♦♥7 ✿ DX ✭◆♦8❡ ✷ ♣❛❣❡ ✶✵✻✱ ◆♦8❡ ✸ ♣❛❣❡

✶✵✻✮ ❡8 D
♣q!

X ✭❈♦:♦❧❧❛✐:❡ ✼ ♣❛❣❡ ✶✵✽✮✳

✼✳✷ #❡%&♣❡❝)✐✈❡&

✶✳ ▲❡ ❝❛7 ❞❡7 ♠♦87 ❞❡ ❍❛❧❧ ❡78 ♣❛:8✐❝✉❧✐U:❡♠❡♥8 ✐♥89:❡77❛♥8 ❡8 ♥♦✉7 ♥♦✉7 ♣:♦♣♦7♦♥7

❞✬98✉❞✐❡: O ❧✬❛✈❡♥✐:✱ ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥8:❡ ❧❡7 ♣❛✐:❡7 ❞❡ ❜❛7❡7 ❡♥ ❞✉❛❧✐89 ✿ ♣S
♣q!

ℓ , P
♣q!

ℓ !ℓ"Lyn♣X!

❡8 ♣S
♣q!

h , P
♣q!

h !h"Hall♣X!

✳ ❊♥ ♣❛:8✐❝✉❧✐❡:✱ ♥♦✉7 ❡77❛✐❡:♦♥7 ❞❡ ♠♦♥8:❡: E✉❡ ✿ DX ✏ D
♣q!

X ♦V

D
♣q!

X ✏

#

➵

h"Hall♣X!

exp
✁

q⑤h⑤
2❜☎

♣S
♣q!

h ❜ P
♣q!

h !

✏

➳

w"Xα

S♣q!
w ❜ P ✶♣q!

w

✏

➳

w"Xα

w ❜ w % ΘX

✏ DX % ΘX

❛✈❡❝ ΘX ✏

➳

u➔w➔v"Xα

①S♣q!
w ⑤ u② u ❜ ①P ✶♣q!

w ⑤ v② v ❡8 Hall♣X! ❡78 ❧✬❡♥7❡♠❜❧❡ ❞❡7 ♠♦87

❞❡ ❍❛❧❧ 7✉: X✳

✷✳ P❛: ❛✐❧❧❡✉:7✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉7 ❧✬❛✈♦♥7 ❞9❥O ♠❡♥8✐♦♥♥9✱ ✐❧ ❡78 ✐♠♣♦:8❛♥8 ❞❡ 7❡ ❞❡♠❛♥❞❡:

7✐ ❧❡7 8:❛✈❛✉① ♠❡♥97 ❛✈❡❝ ❧❡ ♣:♦❞✉✐8 ❞❡ 7❤✉✤❡ ✁ ❞❛♥7 ❧❡ ❝❛7 ❞❡ ❧✬❛❧❣U❜:❡ ❧✐❜:❡ 7❡

❣9♥9:❛❧✐7❡♥8 O 7❡7 ❞9❢♦:♠❛8✐♦♥7 ✿ ✭✺✳✷✺✮ ♣❛❣❡ ✶✵✵✳

✸✳ ❯♥❡ ❛✉8:❡ ❢❛Z♦♥ ❞❡ ❢❛✐:❡ ✉♥❡ q✁❞9❢♦:♠❛8✐♦♥ ❡78 ❞❡ ❞9❢♦:♠❡: ❧❡ ♣:♦❞✉✐8 7❝❛❧❛✐:❡ ❧✉✐✲

♠F♠❡✳ P❛: ❡①❡♠♣❧❡ ①u ⑤ v②q ✏ q⑤u⑤δuv✳ P❡✉8✲♦♥ 8:♦✉✈❡: ❞✬❛✉8:❡7 ❜❛7❡7 ✐♥89:❡77❛♥8❡7 ❄

❞❡7 ❢❛❝8♦:✐7❛8✐♦♥7 ❞❡ ❙❝❤\8③❡♥❜❡:❣❡: ❄✳✳✳



◗✉❛#$✐&♠❡ ♣❛$#✐❡

❆♥♥❡①❡ ✿ ❋❡✉✐❧❧❡0 ❞❡ ❝❛❧❝✉❧0 ▼❛♣❧❡
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>>

>>

(1)(1)

>>

>>

(3)(3)

(2)(2)

>>

>>

Calcul de tous les polynômes associés aux mots 

de Lyndon de longueur n=2 sur l'alphabet X={a <

b} .

Calcul de tous les polynômes associés aux mots 



(4)(4)

>>

>>

(7)(7)

>>

>>

>>

>>

>>

>>

(10)(10)

(8)(8)

(9)(9)

(6)(6)

(5)(5)

de Lyndon de longueur n=3 sur l'alphabet X={a 

<  b} .

Calcul de tous les polynômes associés aux mots 

de Lyndon de longueur n=4 sur l'alphabet X={a <

b} .

Calcul de tous les polynômes associés aux mots 

de Lyndon de longueur n=5 sur l'alphabet X={a <

b} .



(11)(11)

>>

(13)(13)

(14)(14)

>>

>>

>>

(12)(12)

(15)(15)

(10)(10)

>>



>>

>>

(21)(21)

>>

>>

(20)(20)

>>

(16)(16)

(17)(17)

>>

(19)(19)

(18)(18)

>>

Calcul de tous les polynômes associés aux mots 

de Lyndon de longueur n=3 sur l'alphabet X={a <

b< c} .

Calcul de tous les polynômes associés aux mots 

de Lyndon de longueur n=4 sur l'alphabet X={a <

b< c} .



(23)(23)

>>

(22)(22)

>>

>>

>>

>>

(25)(25)

(28)(28)

(27)(27)

(29)(29)

>>

(26)(26)

(24)(24)

>>



(32)(32)

(35)(35)

(34)(34)

>>

(37)(37)

>>

(29)(29)

>>

(33)(33)

>>

(30)(30)

>>

>>

(36)(36)

(31)(31)

>>

>>

>>

Calcul de tous les polynômes associés aux mots 

de Lyndon de longueur n=4 sur l'alphabet X={a <



>>

(43)(43)

>>

>>

>>

>>

(44)(44)

>>

(39)(39)

>>

(41)(41)

(42)(42)

(38)(38)

(40)(40)

b< c<d} .



(48)(48)

(45)(45)

(51)(51)

>>

>>

(50)(50)

(46)(46)

>>

>>

>>

>>

>>

(49)(49)

(47)(47)



>>

>>

(55)(55)

>>

(60)(60)

(59)(59)

>>

>>

(53)(53)

(58)(58)

>>

(52)(52)

>>

(57)(57)

(56)(56)

(61)(61)

>>

>>

>>

(54)(54)



(64)(64)

>>

(62)(62)

>>

>>

>>

>>

>>

(68)(68)

(63)(63)

>>

(65)(65)

>>

(66)(66)

(67)(67)

>>
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❛♥❞ ♥♦♥❝♦♠♠✉(❛(✐✈❡ ,❛(✐♦♥❛❧ ♣♦✇❡, &❡,✐❡&✱ ';♦❝❡❡❞✐♥❣1 ♦❢ 4th ■♥A❡;♥❛A✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡✲
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❜0❡✉✐❧ ✲ C✐9♦- ❛♥♥I❡ ✶✾✺✽ ✲ ✶✾✺✾✱ ■♥9-✳ ❍❡♥0✐ ✲ C♦✐♥❝❛0I✱ C❛0✐9 1958✳
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❬❱❛0✾✸❪ ❆✳ ❱❛0❝❤❡♥❦♦✱ ❇✐❧✐♥❡❛, ❢♦,♠ ♦❢ ,❡❛❧ ❝♦♥✜❣✉,❛&✐♦♥ ♦❢ ❤②♣❡,♣❧❛♥❡.✱ ❆❞✈✳ ✐♥ ▼❛-❤✳ 97✱

: 110✁ 144✱ 1993✳

❬❱✐❡♥✼✽❪ ❱✐❡♥♥♦- ❳✳ ●✳✱ ❆❧❣6❜,❡ ❞❡ ▲✐❡ ❧✐❜,❡. ❡& ♠♦♥♦H❞❡. ❧✐❜,❡.✱ ▲❡❝-✉0❡ ◆♦-❡9 ✐♥ ▼❛-❤❡✲

♠❛-✐❝9 ✻✾✶✳ ❙♣0✐♥❣❡0 ✲ ❱❡0❧❛❣ 1978✳

❬❲✐-✸✼❪ ❊✳ ❲✐--✱ ❚,❡✉❡ ❉❛,.&❡❧❧✉♥❣ ▲✐❡.❝❤❡, ❘✐♥❣❡✱ ❏✳ ❘❡✐♥❡ ❆♥❣❡✇✳ ▼❛-❤✳✱ 177✱ : 152✁160✱

1937✳

❬❲♠♦✻✺❪ ❏♦❤♥ ❲✳ ▼✐❧♥♦0 ❛♥❞ ❏♦❤♥ ❈✳ ▼♦♦0❡✱ ❖♥ &❤❡ .&,✉❝&✉,❡ ♦❢ ❍♦♣❢ ❛❧❣❡❜,❛.✱ ❆♥♥✳ ♦❢

▼❛-❤✳ ♣2" 81 ✱ : 211✁ 264✱ 1965✳

❬❩❛❣✾✹❪ ❉✳ ❩❛❣✐❡0✱ ❱❛❧✉❡. ♦❢ ③❡&❛ ❢✉♥❝&✐♦♥. ❛♥❞ &❤❡✐, ❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥.✱ ✐♥ ❋✐09- ❊✉0♦♣❡❛♥

❈♦♥❣0❡99 ♦❢ ▼❛-❤❡♠❛-✐❝9 ❇✐0❦❤a9❡0✱ ✈♦❧✳ 2 ✱ : 497✁ 512✱ 1994✳

❬❩❛❣✾✷❪ ❉✳ ❩❛❣✐❡0✱ ❘❡❛❧✐③❛❜✐❧✐&② ♦❢ ❛ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ✐♥✜♥✐&❡ .&❛&✐.&✐❝.✱ ❈♦♠♠✉♥✳ ▼❛-❤✳ C❤②9✳ 147✱

: 199✁ 210✱ 1992✳
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❚✐"#❡ ✿ ❈♦♠❜✐♥❛5♦✐6❡ ❡5 ❛❧❣♦6✐5❤♠✐;✉❡ ❞❡> ❢❛❝5♦6✐>❛5✐♦♥> 5❛♥❣❡♥5❡> A ❧✬✐❞❡♥5✐5C✳

❘'(✉♠' ✿ ▲❛ ❈♦♠❜✐♥❛5♦✐6❡ ❛ ♣❡6♠✐> ❞❡ 6C>♦✉❞6❡ ❝❡65❛✐♥> ♣6♦❜❧F♠❡> ❡♥ ▼❛5❤C♠❛5✐;✉❡>✱

❡♥ '❤②>✐;✉❡ ❡5 ❡♥ ■♥❢♦6♠❛5✐;✉❡✱ ❡♥ 6❡5♦✉6 ❝❡❧❧❡>✲❝✐ ✐♥>♣✐6❡♥5 ❞❡> ;✉❡>5✐♦♥> ♥♦✉✈❡❧❧❡> A ❧❛

❈♦♠❜✐♥❛5♦✐6❡✳ ❈❡ ♠C♠♦✐6❡ ❞❡ 5❤F>❡ ✐♥5✐5✉❧C ✏❈♦♠❜✐♥❛5♦✐6❡ ❡5 ❛❧❣♦6✐5❤♠✐;✉❡ ❞❡> ❢❛❝5♦6✐✲

>❛5✐♦♥> 5❛♥❣❡♥5❡> A ❧✬✐❞❡♥5✐5C✑ 6❡❣6♦✉♣❡ ♣❧✉>✐❡✉6> 56❛✈❛✉① >✉6 ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛5♦✐6❡ ❞❡> ❞C❢♦6✲

♠❛5✐♦♥> ❞✉ ♣6♦❞✉✐5 ❞❡ >❤✉✤❡✳

▲✬♦❜❥❡❝5✐❢ ❞❡ ❝❡55❡ 5❤F>❡ ❡>5 ❞✬C❝6✐6❡ ❞❡> ❢❛❝5♦6✐>❛5✐♦♥> ❞♦♥5 ❧❡ 5❡6♠❡ ♣6✐♥❝✐♣❛❧ ❡>5 ❧✬✐❞❡♥5✐5C

A 56❛✈❡6> ❧✬✉5✐❧✐>❛5✐♦♥ ❞✬♦✉5✐❧> ♣♦65❛♥5 ♣6✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥5 >✉6 ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛5♦✐6❡ ❞❡> ♠♦5> ✭♦6❞6❡>✱

❣6❛❞✉❛5✐♦♥>✱ ❡5❝✳✮✳ ❉❛♥> ❧❡ ❝❛> ❝❧❛>>✐;✉❡✱ >♦✐5 F ✉♥❡ ❛❧❣F❜6❡ ❧✐❜6❡✳ ❊♥ 6❛✐>♦♥ ❞✉ ❢❛✐5 ;✉❡ F

❡>5 ✉♥❡ ❛❧❣F❜6❡ ❡♥✈❡❧♦♣♣❛♥5❡✱ ♦♥ ❛ ✉♥❡ ❢❛❝5♦6✐>❛5✐♦♥ ❡①❛❝5❡ ❞❡ ❧✬✐❞❡♥5✐5C ❞❡

End♣F ! ✏ F ✍

❜̂F

❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣6♦❞✉✐5 ✐♥✜♥✐ ❞✬❡①♣♦♥❡♥5✐❡❧❧❡> ✭End♣F ! C5❛♥5 ♠✉♥✐ ❞✉ ♣6♦❞✉✐5 ❞❡ >❤✉✤❡ >✉6

❧❛ ❣❛✉❝❤❡ ❡5 ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❛5C♥❛5✐♦♥ >✉6 ❧❛ ❞6♦✐5❡✱ ✉♥❡ 6❡♣6C>❡♥5❛5✐♦♥ ✜❞F❧❡ ❞✉ ♣6♦❞✉✐5 ❞❡

❝♦♥✈♦❧✉5✐♦♥✮✳ ▲❛ ♣6♦❝C❞✉6❡ ❡>5 ❧❛ >✉✐✈❛♥5❡ ✿ ♣6❡♠✐C6❡♠❡♥5 ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❜❛>❡ ❞❡

'♦✐♥❝❛6C✲❇✐6❦❤♦✛✲❲✐55✱ ❞❡✉①✐F♠❡♥5 ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡> ❢♦6♠❡> ❝♦♦6❞♦♥♥C❡> ❡5 ❛❧♦6>

❧❡> ♣6♦♣6✐C5C> ✭❝♦♠❜✐♥❛5♦✐6❡>✮ ♥♦♥ 56✐✈✐❛❧❡> ❞❡ ❝❡> ❢❛♠✐❧❧❡> ❡♥ ❞✉❛❧✐5C ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❢❛❝5♦6✐>❛5✐♦♥✳

❙✐ ♦♥ ♣❛65 ❞❡ ❧✬❛✉56❡ ❝Y5C✱ ❧✬C❝6✐5✉6❡ ♣♦✉6 ❧❡ ♠Z♠❡ ♣6♦❞✉✐5 ♥❡ ❞♦♥♥❡ ❡①❛❝5❡♠❡♥5 ❧✬✐❞❡♥5✐5C

;✉❡ >♦✉> ❞❡> ❝♦♥❞✐5✐♦♥> 56F> 6❡>56✐❝5✐✈❡> ;✉❡ ♥♦✉> ♣6C❝✐>♦♥> ✐❝✐✳ ❉❛♥> ❞❡ ♥♦♠❜6❡✉① ❛✉56❡>

❝❛> ✭❞C❢♦6♠C>✮✱ ❧❛ ❝♦♥>56✉❝5✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐5❡ ❞❡> ♣❛✐6❡> ❞❡ ❜❛>❡> ❡♥ ❞✉❛❧✐5C ♥C❝❡>>✐5❡ ✉♥❡ C5✉❞❡

❝♦♠❜✐♥❛5♦✐6❡ ❡5 ❛❧❣♦6✐5❤♠✐;✉❡ ;✉❡ ♥♦✉> ❢♦✉6♥✐>>♦♥> ❞❛♥> ❝❡ ♠C♠♦✐6❡✳

▼♦"(✲❝❧❡❢( ✿ ❈♦♠❜✐♥❛5♦✐6❡ ❛❧❣C❜6✐;✉❡✱ '6♦❞✉✐5 ❞❡ >❤✉✤❡✱ '6♦❞✉✐5 ❞❡ q✁>❤✉✤❡✱ '6♦✲

❞✉✐5 ❞❡ q✁>5✉✤❡✱ ➱❧C♠❡♥5> ❞❡ ▲✐❡✱ ❆❧❣F❜6❡ ❞❡ ▲✐❡ ❧✐❜6❡✱ ❇❛>❡ ❞❡ '♦✐♥❝❛6C✲❇✐6❦❤♦✛✲❲✐55✱

❇❛>❡ ❞❡ ❚6❛♥>❝❡♥❞❛♥❝❡✱ ❇❛>❡> ♠✉❧5✐♣❧✐❝❛5✐✈❡>✱ ❋❛❝5♦6✐>❛5✐♦♥> 5❛♥❣❡♥5❡> A ❧✬✐❞❡♥5✐5C✳
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❚✐"❧❡ ✿ ❈♦♠❜✐♥❛+♦,✐❝. ❛♥❞ ❛❧❣♦,✐+❤♠✐❝. ♦❢ ❢❛❝+♦,✐③❛+✐♦♥. +❛♥❣❡♥+ +♦ +❤❡ ✐❞❡♥+✐+②✳

❆❜(")❛❝" ✿ ❈♦♠❜✐♥❛+♦,✐❝. ❛♥❞ ❛❧❣♦,✐+❤♠✐❝. ♦❢ ❢❛❝+♦,✐③❛+✐♦♥. +❛♥❣❡♥+ +♦ +❤❡ ✐❞❡♥+✐+②

❆❜.+,❛❝+ ✿ ❈♦♠❜✐♥❛+♦,✐❝. ❤❛. .♦❧✈❡❞ ♠❛♥② ♣,♦❜❧❡♠. ✐♥ ▼❛+❤❡♠❛+✐❝.✱ >❤②.✐❝. ❛♥❞

❈♦♠♣✉+❡, ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✐♥ ,❡+✉,♥ +❤❡.❡ ❞♦♠❛✐♥. ✐♥.♣✐,❡ ♥❡✇ B✉❡.+✐♦♥. +♦ ❈♦♠❜✐♥❛+♦,✐❝.✳ ❚❤✐.

♠❡♠♦✐, ❡♥+✐+❧❡❞ ✏❈♦♠❜✐♥❛+♦,✐❝. ❛♥❞ ❛❧❣♦,✐+❤♠✐❝. ♦❢ ❢❛❝+♦,✐③❛+✐♦♥. +❛♥❣❡♥+ +♦ ✐❞❡♥+✐+②✑

✐♥❝❧✉❞❡. .❡✈❡,❛❧ ✇♦,❦. ♦♥ +❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛+♦,✐❛❧ ❞❡❢♦,♠❛+✐♦♥. ♦❢ +❤❡ .❤✉✤❡ ♣,♦❞✉❝+✳

❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ +❤✐. +❤❡.✐. ✐. +♦ ✇,✐+❡ ❢❛❝+♦,✐③❛+✐♦♥. ✇❤✐❝❤ ♣,✐♥❝✐♣❛❧ +❡,♠ ✐. +❤❡ ✐❞❡♥+✐+② +❤,♦✉❣❤

+❤❡ ✉.❡ ♦❢ +♦♦❧. ,❡❧❛+✐♥❣ ♠❛✐♥❧② +♦ ❝♦♠❜✐♥❛+♦,✐❝. ♦♥ +❤❡ ✇♦,❞. ✭♦,❞❡,✐♥❣.✱ ❣,❛❞✐♥❣. ❡+❝✳✮✳

■♥ +❤❡ ❝❧❛..✐❝❛❧ ❝❛.❡✱ ❧❡+ F ❜❡ +❤❡ ❢,❡❡ ❛❧❣❡❜,❛✳ ❉✉❡ +♦ +❤❡ ❢❛❝+ +❤❛+ F ✐. ❛♥ ❡♥✈❡❧♦♣✐♥❣

❛❧❣❡❜,❛✱ ♦♥❡ ❤❛. ❛♥ ❡①❛❝+ ❢❛❝+♦,✐③❛+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ ✐❞❡♥+✐+② ♦❢

End♣F ! ✏ F ✍

❜̂F

❛. ❛♥ ✐♥✜♥✐+❡ ♣,♦❞✉❝+ ♦❢ ❡①♣♦♥❡♥+✐❛❧. ✭End♣F ! ❜❡✐♥❣ ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐+❤ +❤❡ .❤✉✤❡ ♣,♦❞✉❝+

♦♥ +❤❡ ❧❡❢+ ❛♥❞ +❤❡ ❝♦♥❝❛+❡♥❛+✐♦♥ ♦♥ +❤❡ ,✐❣❤+✱ ❛ ❢❛✐+❤❢✉❧ ,❡♣,❡.❡♥+❛+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉+✐♦♥

♣,♦❞✉❝+✮ ❛. ❢♦❧❧♦✇. ✿ ✜,.+ ♦♥❡ ❜❡❣✐♥. ✇✐+❤ ❛ >❇❲ ❜❛.✐.✱ .❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❝♦♠♣✉+❡. +❤❡ ❢❛♠✐❧②

♦❢ ❝♦♦,❞✐♥❛+❡ ❢♦,♠. ❛♥❞ +❤❡♥ ♥♦♥✲+,✐✈✐❛❧ ✭❝♦♠❜✐♥❛+♦,✐❛❧✮ ♣,♦♣❡,+✐❡. ♦❢ +❤❡.❡. ❢❛♠✐❧✐❡. ✐♥

❞✉❛❧✐+② ❣✐✈❡. +❤❡ ❢❛❝+♦,✐③❛+✐♦♥✳ ❙+❛,+✐♥❣ ❢,♦♠ +❤❡ ♦+❤❡, .✐❞❡ ❛♥❞ ✇,✐+✐♥❣ +❤❡ .❛♠❡ ♣,♦❞✉❝+

❞♦❡. ❣✐✈❡ ❡①❛❝+❧② ✐❞❡♥+✐+② ♦♥❧② ✉♥❞❡, ✈❡,② ,❡.+,✐❝+✐✈❡ ❝♦♥❞✐+✐♦♥. +❤❛+ ✇❡ ❝❧❛,✐❢② ❤❡,❡✳ ■♥

♠❛♥② ♦+❤❡, ✭❞❡❢♦,♠❡❞✮ ❝❛.❡.✱ +❤❡ ❡①♣❧✐❝✐+ ❝♦♥.+,✉❝+✐♦♥ ♦❢ ♣❛✐,. ♦❢ ❜❛.❡. ✐♥ ❞✉❛❧✐+② ,❡B✉✐,❡.
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