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Titre : Identification de systémes multivariables par modele non entier en utilisant

la méthode des sous-espaces.

Résumé : L’identification des systemes par modele non entier a été initiée dans les
années 1990 et de nombreux résultats ont été obtenus depuis. Néanmoins, la plupart de ces
résultats utilise les méthodes de la famille des méthodes a erreur de prédiction, basées sur
la minimisation de la norme ¢y de 'erreur d’estimation. Apparues en 1996, les méthodes
des sous-espaces sont relativement nouvelles dans la théorie de I'identification de systemes
linéaires. Basées sur des projections géométriques et I’algebre linéaire, elles présentent une
alternative intéressante aux méthodes classiques basées sur la régression linéaire ou non
linéaire. Elles permettent d’estimer les matrices d'un modele a base d’une représentation
d’état. Dans le contexte des systemes non entiers, la notion de pseudo-représentation d’état
généralise la notion de représentation d’état en introduisant un parametre supplémentaire

qui est 'ordre commensurable.

Actuellement, la méthode des sous-espaces pour des systémes non entiers n’a cepen-
dant été appliquée que dans le domaine temporel. Elle est alors développée dans cette
these pour une telle classe de systemes dans le domaine fréquentiel. De plus, comme les
systemes non entiers sont des systemes a temps continu, un filtrage des données est néces-
saire pour respecter la causalité des signaux et pour pouvoir réaliser I'identification. Une
étude comparative des différentes méthodes de filtrage dans le contexte de 'identification
pour déduire leurs avantages et inconvénients est réalisée dans le domaine temporel. En-
fin, les méthodes développées ont été appliquées a un systeme réel en diffusion thermique.
Les modeles obtenus sont généralisés a des matériaux soumis a plusieurs flux de chaleur

en entrée tout en considérant leur température en plusieurs points de mesures.

Mots clés : Identification, Méthode des sous-espaces, Systémes non entiers



Title : Subspace system identification with fractional differentiation models.

Abstract : The identification of systems by fractional models was initiated in the
1990s and various results have been obtained since. Nevertheless, most of these results are
based on prediction error methods (PEM) of identification, based on the minimization of
the norm of the estimation error. Apparent in 1996, the subspace methods are relatively
new in the theory of the identification of linear systems. Based on geometric projections
and linear algebra, they present an alternative to classical methods based on linear or
nonlinear regression. They allow estimating the matrices of the state-space representation
of a system. In the context of fractional systems, a pseudo-state-space representation ge-
neralizes the notion of state-space representation by introducing an additional parameter

which is the commensurable order.

Currently, the subspace method for non-integer systems has only been applied in
the time domain. It is then developed in this thesis for such a class of systems in the fre-
quency domain. Moreover, since non-integer systems are continuous time systems, data
pre-filtering is necessary to respect the causality of the signals and to be able to realize
the identification. A study of the different filtering methods in the context of subspace
identification is then carried out in order to deduce their advantages and disadvantages
in the time domain. Finally, the method has been applied to a thermal diffusion system.
The obtained models are generalized for several input heat flows, considering their tem-

perature available at several measurement points.

Keywords : Identification, Subspace methods, Fractional systems
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Introduction générale

Contexte

L’idée de la dérivation non entiere est apparue pour la premiere fois en 1695 lorsque
L’Hopital et Leibniz s’interrogerent dans leurs correspondances sur la signification d’une
dérivée d’ordre 0.5. Bien plus tard, au 19-eme siecle, Liouville et Riemann donnerent une
définition cohérente de la dérivée non entiere. Ces travaux sont a la base de la théorie
de la dérivation et de l'intégration non entieres, largement développée depuis la seconde
moitié du 20e siecle (Oldham et Spanier, 1974 ; K. Miller et Ross, 1993 ; Oustaloup, 1995).

Aujourd’hui, les modeles non entiers sont de plus en plus utilisés pour décrire le com-
portement dynamique de nombreux systeémes physiques. Les processus électrochimiques
(Sabatier, Mbala et al., 2015; J.-D. Gabano, Poinot et Kanoun, 2015), la diffusion ther-
mique (Malti, Sabatier et Akgay, 2009 ; Cois, 2002 ; Maachou et al., 2014 ; J.-L. Battaglia,
Cois et al., 2001 ; J.-L. Battaglia, Maachou et al., 2012; Victor, Malti et al., 2013a; J.
Gabano et Poinot, 2011 ; Datsko, 2012 ; Sierociuk et al., 2015; D. Wang, X. Wang et Han,
2010), les matériaux viscoélastiques (Moreau, Ramus-Serment et Oustaloup, 2002 ; Deng,
Davies et Bajaj, 2004 ; Meral, Royston et Magin, 2010; Castaldo, 2013 ; Grzesikiewicz,
Wakulicz et Zbiciak, 2013 ; Dai et al., 2015; Zopf, Hoque et Kaliske, 2015; Zerpa et al.,
2015; Xu et al., 2015), les phénomenes hydrodynamiques (Tarasov, 2005), la polarisation
diélectrique (Bohannan, 2000), I’économie (Machado et Mata, 2015), la bio-ingénierie
(Spasic, Kovincic et Dankuc, 2016), la description du comportement musculaire (Som-
macal et al., 2007), l'effet de peau du rotor dans les machines d’induction (Jalloul et al.,
2013), les circuits électriques (Elwakil, 2010 ; Galvao et al., 2013), la robotique et la mo-
délisation d’environnement (Melchior et al., 2003), ainsi que plusieurs autres domaines,
présentent un comportement non entier dans une zone de fonctionnement, plus ou moins

importante.

Par ailleurs, I'identification des systemes par modele non entier a été initiée dans les
années 1990. Depuis, de nombreux résultats ont été obtenus dans les domaines temporel
(Thomassin et Malti, 2009a ; Thomassin et Malti, 2009b ; Malti et Thomassin, 2013 ; Hu

1
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et al., 2016) et fréquentiel (Mathieu, Oustaloup et Levron, 1995; Le Lay, 1998; Valério
et Costa, 2007; Levy, 1959; Sanathanan et Koerner, 1963; Lawrence et G.J., 1979).
Néanmoins, la plupart de ces méthodes font partie de la famille des méthodes a erreur
de prédiction (prediction error methods, PEM), basées sur la minimisation de la norme
ly (pondérée ou non) de l'erreur d’estimation, avec des ordres de dérivation connus ou

inconnus.

En ce qui concerne les méthodes des sous-espaces, elles sont relativement nouvelles
dans la théorie de 'identification de systemes linéaires (Van Overschee et De Moor, 1996).
Basées sur des projections géométriques et 1'algebre linéaire, elles présentent une alterna-
tive intéressante aux méthodes classiques basées sur la régression linéaire ou non linéaire.
Elles possedent également certaines propriétés intéressantes, telles que la détermination
automatique de 'ordre du modele lors de l'identification. Elles permettent d’estimer les

matrices d’'un modele a base d'une représentation d’état.

Dans le contexte des systemes non entiers, la notion de pseudo-représentation d’état
généralise la notion de représentation d’état en introduisant un parametre supplémentaire
qui est 'ordre commensurable. Les premieres tentatives d’application des méthodes des
sous-espaces pour de tels systémes sont présentées dans (Thomassin et Malti, 2009a;
Thomassin et Malti, 2009b; Malti et Thomassin, 2013), ou la dimension de la matrice
de transition est supposée connue et ou un algorithme de programmation non linéaire est

utilisé pour 'estimation de I'ordre commensurable.

Objectifs de la these

Dans ce contexte, les objectifs de la these sont les suivants.

D’abord, il est important de garder a l’esprit, et ce méme si plusieurs résultats
existent déja, que l'identification des systemes non entiers est un probléme non trivial.
Dans le contexte de 'identification des systeémes linéaires multivariables (MIMO), une
structure de type représentation d’état (et pseudo-représentation d’état pour des systémes
non entiers) a I'avantage de tenir compte des modes communs entre les différentes entrées-
sorties permettant d’aboutir a des modeles ayant moins de parametres. La méthode des

sous-espaces est particulierement bien adaptée a ce type de modeéles.

Actuellement, la méthode des sous-espaces pour des systémes non entiers n’a cepen-
dant été appliquée que dans le domaine temporel. Il est alors intéressant de développer une
méthode des sous-espaces pour une telle classe de systéemes dans le domaine fréquentiel.
De plus, comme les systémes non entiers sont des systemes a temps continu, un filtrage

des données est nécessaire pour respecter la causalité des signaux et pour pouvoir réa-



Introduction générale

liser I'identification. Il est également intéressant d’étudier et de comparer les différentes
méthodes de filtrage dans le contexte de I'identification pour déduire leurs avantages et

inconvénients.

Enfin, un dernier objectif est d’appliquer les méthodes développées a un systeme réel
de diffusion thermique. Les systémes thermiques se prétent naturellement a une modéli-
sation utilisant 1'outil de la dérivation non entiere, sachant que jusqu’a présent seuls les
systemes monovariables ont été modélisés avec un tel outil. Ces modeles sont généralisés
a des matériaux soumis a plusieurs flux de chaleur en entrée tout en considérant leur

température en plusieurs points de mesures.

Organisation du mémoire

La progression de cette these est organisée selon quatre chapitres.

Ainsi, le chapitre 1 intitulé Systémes a dérivées mon entiéres : un tour d’hori-
zon présente d’abord un état de I'art de l'intégration et de la dérivation non entieres.
Ensuite, les principales fonctions de transfert élémentaires sont présentées, sachant que
celles-ci font fréquemment 1’'objet d’études en ingénierie électrique et mécanique. Enfin,
les conditions de stabilité et de résonance sont établies pour 'une d’entre elles, a savoir

une fonction de transfert non entiere incommensurable du deuxiéme ordre.

Le chapitre 2 est consacré a la Simulation des systémes multi variables non entiers
dans le domaine temporel. Un tour d’horizon des méthodes de simulation de systemes
non entiers dans le domaine temporel est d’abord présenté. Une méthode de simulation
de systemes MIMO non entiers, basée exclusivement sur la représentation d’état, est
développée par la suite. Enfin, deux illustrations sont présentées : I'une sur un exemple
numérique avec une réponse analytique connue et 'autre sur un exemple d’application en

thermique d’un systeme non entier MIMO non commensurable.

Le chapitre 3 traite de 1'Identification de systémes par modéle non entier en uti-
lisant la méthode des sous-espaces. Dans un premier temps, une breve présentation des
différentes méthodes de type 4SID existantes dans la littérature est proposée, dont la mé-
thode MOESP (angl. Multivariable Output Error State sPace algorithm), utilisée par la
suite dans ce mémoire. Le reste du chapitre est divisé en deux parties. Dans la premiere
partie, les algorithmes MOESP and PO-MOESP sont présentés dans des contextes déter-
ministe et stochastique a partir de données temporelles. Différents filtres combinés aux
méthodes MOESP et PO-MOESP (angl. Past Output) sont comparés. Dans la deuxieme
partie, la méthode des sous-espaces est appliquée pour 'identification de systémes non en-

tiers a partir de données fréquentielles. Finalement, une étude de Monte Carlo est réalisée
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permettant d’évaluer statistiquement les propriétés des estimateurs.

Enfin, le chapitre 4 met en Application a la diffusion thermique dans deux barreauz
métalliques les algorithmes développés. La modélisation théorique du transfert thermique,
décomposé en une cascade de transferts locaux dont les parametres ont un sens physique,
est d’abord présentée. Ensuite, deux barreaux métalliques sont décrits et modélisés nu-
mériquement en utilisant le logiciel COMSOL qui permet de générer des données de
simulation a partir d’'un modele aux éléments finis. Enfin, des mesures réelles sont effec-
tuées a partir de deux barreaux métalliques. Les données ainsi générées (en simulation et

en expérimentation) sont utilisées pour 'estimation de modeles de diffusion thermique.
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Chapitre 1 — Systémes a dérivées non entieres : un tour d’horizon

1.1 Introduction

C’est en 1695 que le concept de dérivation non entiere apparut pour la premiere fois
lorsque L’Hopital et Leibniz s’interrogeaient dans leurs correspondances sur la signification
d’une dérivée d’ordre 0.5 (Dugowson, 1994). Ce n’est que bien plus tard, au 19-éme siecle,

que Liouville et Riemann donnerent une définition cohérente de la dérivée non entiere.

Mais, c’est surtout depuis la seconde moitié du 20-eme siecle que de nombreuses
avancées, concernant la théorie de la différenciation et de l'intégration non entieres, ont
été réalisées (Oldham et Spanier, 1974 ; K. Miller et Ross, 1993 ; Oustaloup, 1995). Aujour-
d’hui, il existe de nombreux systemes physiques dont le comportement dynamique peut
étre décrit avec succes par des modeles non entiers : les processus électrochimiques (Saba-
tier, Mbala et al., 2015; J.-D. Gabano, Poinot et Kanoun, 2015), la diffusion thermique
(Malti, Sabatier et Akgay, 2009 ; Cois, 2002 ; Maachou et al., 2014 ; J.-L. Battaglia, Cois
et al., 2001 ; J.-L. Battaglia, Maachou et al., 2012; Victor, Malti et al., 2013a; J. Gabano
et Poinot, 2011 ; Datsko, 2012; Sierociuk et al., 2015; D. Wang, X. Wang et Han, 2010),
les matériaux viscoélastiques (Moreau, Ramus-Serment et Oustaloup, 2002 ; Deng, Davies
et Bajaj, 2004 ; Meral, Royston et Magin, 2010 ; Castaldo, 2013 ; Grzesikiewicz, Wakulicz
et Zbiciak, 2013; Dai et al., 2015; Zopf, Hoque et Kaliske, 2015; Zerpa et al., 2015; Xu
et al., 2015), les phénomenes hydrodynamiques (Tarasov, 2005), la polarisation diélec-
trique (Bohannan, 2000), I’économie (Machado et Mata, 2015), la bio-ingénierie (Spasic,
Kovincic et Dankuc, 2016), la description du comportement musculaire (Sommacal et al.,
2007), leffet de peau du rotor dans les machines d’induction (Jalloul et al., 2013), les
circuits électriques (Elwakil, 2010; Galvao et al., 2013), la robotique et la modélisation

d’environnement (Melchior et al., 2003), etc.

Plus précisément, en électrochimie, la diffusion de charges dans les batteries acides
est décrite par des modeles de Randles (Sabatier, Aoun et al., 2006; B. Wang et al.,
2015) qui utilisent I'impédance de Warburg ayant un intégrateur d’ordre 0.5. Dans la
diffusion thermique des milieux semi-infinis homogenes, Battaglia (J.-L. Battaglia, Cois
et al., 2001) rappelle que la solution exacte de 1’équation de la chaleur lie le flux thermique
a une dérivée d’ordre 0.5 de la température de la surface sur laquelle le flux est appliqué.
Par ailleurs, le concept de la dérivation non entiere est tres utilisé dans différents types
d’applications, telles que la commande robuste (Oustaloup et Bansard, 1993 ; Oustaloup,
Mathieu et Lanusse, 1993 ; Lanusse, Oustaloup et Mathieu, 1993 ; Victor, Melchior et
Oustaloup, 2010 ; Gruel, Lanusse et Oustaloup, 2009), I'identification de systemes (Poinot
et Trigeassou, 2004 ; Cois, 2002 ; Rapaic et Pisano, 2013 ; Malti, Victor et Oustaloup, 2008 ;
Malti, Raissi et al., 2010 ; Victor, Malti et al., 2013b; J.-D. Gabano et Poinot, 2011), la

simulation dans le domaine temporel (Atherton, Tan et Yuce, 2015 ; Hwang, Leu et Tsay,

6



1.2 — Définitions

2002 ; Aoun, Malti et al., 2004 ; Oustaloup, 1995; Oldham et Spanier, 1974 ; Podlubny,
1999a). Certains systémes particuliers complexes ont été étudiés, tels que les systémes
avec retard (Hua, D. Liu et Guan, 2014), ou encore les systemes MIMO (angl. Multi-
Input Multi-Output) (Khanra, Pal et Biswas, 2013).

Ce chapitre est organisé de la maniere suivante. La premiere partie rappelle tout
d’abord les notions mathématiques autour de la dérivation non entiere. Les opérateurs
non entiers d’intégration puis de dérivation y sont définis au paragraphe 1.2. Ensuite,
deux formes de représentation de systemes non entiers sont rappelées au paragraphe 1.3 :

pseudo-représentation d’état et fonction de transfert.

Les motivations pour le traitement d’un systéeme non entier du deuxieme ordre en
génie électrique et en mécanique sont présentées au paragraphe 1.4.1. Ensuite, les princi-
paux résultats sont présentés aux sous-paragraphes 1.4.2 et 1.4.3. Le lieu des racines en
fonction de I'ordre de dérivation montre qu’il existe une discontinuité pour v = 1 au sous-
paragraphe 1.4.4. Deux exemples numériques sont présentés avec v € (0,1) et v € (1,2),

au sous-paragraphe 1.4.5 avant de conclure.

La contribution principale de ce chapitre, a savoir I’étude de fonctions de transfert
non entieres du deuxieme ordre a donné lieu a une publication dans la revue internationale

Journal of Vibration and Control (Ivanova, Moreau et Malti, 2016).

1.2 Définitions

1.2.1 Dérivation non entiere

Le concept de dérivation d’ordre arbitraire (non entier), D¥ = (%)V Vv € Rl a
été défini au cours du 19-éme siecle. L’une des principales contributions a 1’établissement
de cette définition est due a Griinwald et Letnikov qui étendent la dérivation en utilisant
des ordres non entiers réels ou complexes. La dérivée d’ordre non entier quand v € Ry,

ou l'intégrale quand v € R, de z(t) est définie par Podlubny (1999a) :

S 1y (1)t~

() = g

(1.1)

1. Ry est 'ensemble des nombres réels positifs privés de 0.

7
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ou (Z) désigne le coefficient du bindome de Newton généralisé a des ordres réels :

k)T RT(—k+1) | sembutmbt) gy N, '

k!

ou I'(.) est la fonction Gamma définie par :
T(v) = /°° eEev1de. (1.3)
0

La transformée de Laplace, notée £, est un outil algébrique plus concis qui permet

d’écrire, en cas de conditions initiales nulles, (Podlubny, 1999a) :
X{D”x(t)} = 5"X(s), avec X (s) = f{x(t)},

ou s est la variable de Laplace.

1.2.2 Intégration non entiere

Inspirée de la formule de Cauchy (K. Miller et Ross, 1993; Oldham et Spanier,
1974 ; Samko, Kilbas et Marichev, 1993), la définition de Riemann-Liouville de I'intégrale

d’ordre v d'une fonction x(t), avec v > 0 et £ > 0, a été établie au 19-eme siecle sous la

forme :
T'a(t) = D () = | t o (tl_ S (1.4)
qui peut étre vue comme le produit de convolution (*)
T'z(t) = h, xx (1.5)
du noyau
h, = W (1.6)

et de la fonction z (Matignon, 1994).
La transformée de Laplace de Zx(t) qui n’est autre que la fonction de transfert

d’un intégrateur d’ordre v > 0, est donnée par Oldham et Spanier (1974) :

{7} = L X(s), avee X(s) 2 2E0s

S

Les Fig. 1.1 et 1.2 présentent les réponses fréquentielles et impulsionnelles d'un

intégrateur généralisé pour des ordres m compris entre 0 et 2.
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Fig. 1.1. Diagrammes de Bode d'un intégrateur généralisé pour des ordres compris entre

0et?2

3 T T T T T T T T
0.25
0.5
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1.25
1.5
2 1.75 -
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= 157 4
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0.5 A
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Fig. 1.2. Réponse impulsionnelle d'un intégrateur généralisé pour des ordres compris entre

0et 2
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1.2.3 Interprétation géométrique

Dans le cas ou l'ordre v est réel, la définition (1.4) peut étre interprétée comme 1'aire
de la surface que définit la fonction z(t) pondérée par un facteur d’oubli représenté par

la fonction h,(t — 7) définie par :

by (t=7) = o (1.7)

1.8 T T T T T T T T T
—0.1
— 0.2
161 0.3
0.4
1.4 F —— 0.5
0.6
12 —— 0.7
=l2r — 038
= —09
o —1
= 1
=
o 0.8
4+
z
0.6
0.4
0.2
0 1 + 1 1 1 1
20 -18 -16 -14 12 -10 -8 -6 -4 2 0

Temps (s)

Fig. 1.3. Courbes représentatives des variations du facteur d’oubli h, (t — 7) dans le cas

d’une intégrale d’ordre réel v tel que 0.1 <v <1

Ainsi, si v est égal & 1, ZVx(t) est une intégrale classique, toutes les valeurs de z(t)
ayant le méme « poids ». Si v est un réel compris entre 0 et 1, les valeurs les plus récentes
ont plus de « poids » que les plus anciennes. La Fig. 1.3 représente les variations du
facteur d’oubli h, (t — 7) pour des valeurs de v comprises entre 0.1 et 1. A travers cette
interprétation, les différentes pondérations obtenues en faisant varier 'ordre d’intégration
m mettent en évidence 'aptitude de cet opérateur a décrire des phénomenes physiques a

mémoire longue tels que les phénomenes de diffusion (Serrier, 2008).
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1.3 — Représentation et stabilité des systemes non entiers

1.3 Représentation et stabilité des systemes non en-

tiers

D’une maniere générale, un systeme SISO (angl. Single Input Single Output) non
entier est un systeme dont la dynamique est décrite par une équation différentielle non

entiere :
y(t) + a1 D"y (t) +- -+ ayD"™Vy (t) =beDu (t) +- - -+ by DMu (1), (1.8)

ot (a;,b;) € R?, et les ordres de dérivation 1y < vp < ... <wy,fo < 1 < ... < [y sont

des nombres réels positifs.

1.3.1 Pseudo-représentation d’état
1.3.1.1 Commensurable

La pseudo-représentation d’état d’un systeme MIMO non entier commensurable
s’écrit (Oustaloup, 1995 ; Matignon et d’Andréa-Novel, 1996) :

D"x(t) = Ax(t) + Bu(t), (1.9)
y(t) = Cx(t) + Du(t), (1.10)

ou x € R" est le vecteur du pseudo-état, u € R™ est le vecteur des entrées, y € RP
représente le vecteur de sortie. A € R™", B € R™™ (C € RP*", D € RP*™ sont des
matrices constantes. Les conditions initiales nulles sont considérées : x(t) = 0 pour ¢ < 0.
Matignon (1998a) prouve que le systeme non entier (1.9)-(1.10) est stable si et seulement
si:

u
I/_

2

valeur propre de A. La conversion de (1.9)-(1.10) vers une représentation

O<v<2 et < larg(M\p)| <7 Vk=1,...,n

ol \j, est la kome
par une matrice de fonctions de transfert MIMO est obtenue de la méme fagon que pour

des systemes rationnels par :

G(s) =C(s"I — A)"'B+D. (1.11)

1.3.1.2 Non commensurable

Dans le cas d'une pseudo-représentation d’état non commensurable, 'ordre de déri-
vation non entier v dans (1.9) est remplacé par un vecteur des ordres de dérivation :
T
v=u n - | . (1.12)
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Chapitre 1 — Systemes a dérivées non entieres : un tour d’horizon

Dans ce cas chaque pseudo-état possede son propre ordre de dérivation :

D (1) 21 (0))
Prea® _ 1701 g
_D””xn(t)_ =:1cn(t)= (1.13)
ZEl(t)
B ZL‘Q(t)
y(t) =C | |+ Du(t).
0)

1.3.1.3 Transformation de similarité différentielle

Théoréme 1.3.1 (Malti et Thomassin, 2013) La pseudo-représentation d’état non en-
tiere (1.9)-(1.10), ayant un ordre commensurable v et dim(A) = n, est équivalente d la

pseudo-représentation d’état non entiere :

OTZXTZ OTLXTL OTLXTL A B
ITLXTL O?’LX’!’L O?’LX’!’L OTLXTL OnXm
D(F)x(t) - Onxn Inxn - Onxn Onxen | X(6)  + | Opsen | u(t), (1.14)
_OTLXTL O?’LX’!’L cee I’I’LX’I’L OTLXTL_ OnXm
N—_——
A B
() = (Opxn Opxn . Opxn C)x(t) + Du(), (1.15)
C

ayant un ordre commensurable v/k et dim(A) = kn, ot k € N\ {0}, x € R* est un
nouveau vecteur d’état, A € RFn>kn B c RFnxm C ¢ RP*Fn D € RPX™,

La transformation de similarité différentielle est une propriété importante d’un sys-
teme non entier commensurable qui permet a un systeme donné d’étre réécrit avec des
représentations d’états différentes avec des ordres de dérivation différents. Un systeme de
I'ordre v peut étre rééerit comme un systeme avec 'ordre divisé par deux par exemple,
v /2, mais avec deux fois plus d’états. Comme conséquence, chaque systéme a un nombre

infini de réalisations.

12



1.3 — Représentation et stabilité des systemes non entiers

1.3.1.4 Observabilité et contrélabilité des pseudos-états

Dans (Matignon et d’Andréa-Novel, 1996 ; Matignon et d’Andréa-Novel, 1997 ; Hot-
zel et Fliess, 1998), plusieurs résultats sur 'observabilité et la controlabilité des systémes

non entiers sont présentés.

Selon Sabatier, Ch. Farges, Merveillaut et al. (2012), le probleme de 1'observabilité
reste non résolu pour certaines raisons. Premierement, les représentations de systemes non
entiers ne sont pas les représentations d’état de systémes (Lorenzo et Hartley, 2008). Ainsi,
les résultats obtenus ne démontrent pas 'observabilité de I'état du systeme. Deuxieme-
ment, Sabatier, Merveillaut et al. (2010) ont démontré que ni Caputo, ni Rieman-Liouville
définitions peuvent étre utilisées pour obtenir la solution exacte d’un systéme non entier,
parce que les conditions initiales ne sont pas considérées. Il est ainsi nécessaire de rajou-
ter une fonction d’initialisation pour obtenir la réponse correcte du systeme (Lorenzo et
Hartley, 2008). Une initialisation du systéme physiquement conscient peut étre obtenue
par une définition du systéme non entier a partir d’'une combinaison d’un systeme linéaire
conventionnel et d'un systéme parabolique (Sabatier, Merveillaut et al., 2010).

Concernant le propriété d’observabilité du systeme non-entier, un état non-entier
ne peut étre que approximativement observable, mais pas observable. L’observateur de
Luenberger peut étre utilisé pour obtenir une estimation d'un tel état (Sabatier, Ch.
Farges, Merveillaut et al., 2012).

1.3.2 Fonctions de transfert élémentaires

Par conséquent, une représentation symbolique du systeme non entier, décrit par

(1.8), est donnée par :

M
> bis™
F(s)= 2 _ =0 . (1.16)
A(S) 14+ > G,JSO‘J
j=1

Si F(s) (1.16) est commensurable d’ordre v, alors F(s) peut s’écrire comme :

m .~

‘ bisz v
Fs) = —=—— (1.17)

1 + Z dij,V
7=1
oui = % et j/ = <2 sont des entiers.

Dans le cas rationnel, v est égal a 1 et les ordres de numérateur o et de dénomina-
teur Bar sont fixés, alors les coefficients b;,1 = 0,...,M et a;,j = 1,..., N sont estimés.

Dans le cas non entier, les ordres de dérivation (ou l'ordre commensurable) peuvent étre

également estimés.
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Chapitre 1 — Systemes a dérivées non entieres : un tour d’horizon

Méme si le domaine d’application de systémes non entiers est grand, la plupart des
systemes linéaires sont habituellement décrits par des fonctions de transfert simples de
premiere ou de deuxieme especes (Malti, Moreau et al., 2011). Par conséquent, il est utile
de déduire les propriétés de ces modeles standards, tels que la stabilité, la résonance, le
lieu des racines, etc. Lorsque la fonction de transfert (1.16) est commensurable, elle peut
étre développée en utilisant les fonctions de transfert élémentaires, de premiere ou de

deuxieme espece.

1.3.2.1 Fonctions de transfert de premiere espece

La fonction de transfert de premiere espece,

K
F = 1.18
1(8) 1+ (TS)V’ ( )
est stable lorsque (Matignon, 1998b)
T >0,
, (1.19)
O<vr<2

et présente une résonance lorsque v € (1,2) a la pulsation (Malti, Moreau et al., 2011)

= Y7esty) (1.20)

-
1.3.2.2 Fonctions de transfert de deuxiéme espece

La fonction de transfert de deuxieme espece est définie comme :

K

Fys) = (121)
(&) +2(5) +1
avec les conditions de stabilité suivantes (Malti, Moreau et al., 2011) :
wy > 0,
O<v<2, : (1.22)

¢ > —cos(vf)

De plus, les conditions de résonance du systeme élémentaire non entier sont étudiés
par Malti, Moreau et al. (2011), elles sont tracées sur la Fig. 1.4. En supplément, la
norme 7% de tels systemes est calculée par Malti, Aoun et al. (2011). Les conditions de
bornitude des normes .7, de la réponse impulsionnelle de ces systémes sont données par
Malti (2013).
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3
[ ] Pas de résonance
[ 1 Une fréquence de résonance

[ ]Deux fréquences de résonance
5 I Systeme instable

I Limite de stabilité

©

2.5

15

0.5

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 1.6 1.8 2

Fig. 1.4. Régions de stabilité et de résonance du systeme non entier du deuxieme espece

(1.21) en fonction de ¢ et v

1.3.2.3 Fonctions de transfert de troisieme espéce

Par ailleurs, Ben Hmed, Amairi et Aoun (2015) établissent numériquement les condi-

tions de stabilité et de résonance du systéme suivant :
1
V+1 v 9
(&) rx(z) +1

qui est non commensurable Vv € R/@Q. Cependant un tel systéme n’a pas d’origine phy-

F3(s) =

(1.23)

sique. Les zones de résonance sont tracées sur la Fig. 1.5.

Au paragraphe 1.4, une fonction de transfert non entiere du deuxiéme ordre est

étudiée, ayant un ordre non entier v € [0, 2].

1.3.3 Condition de stabilité

La stabilité des systemes non entiers a été étudiée fréquemment dans la littérature.
Par exemple, I'analyse de stabilité de Mittag-Leffler est proposée pour les systemes qui
sont décrits par des équations non entieres par Podlubny (1999a), Li, Y. Chen et Podlubny
(2010) et Sabatier, Moze et C. Farges (2010). La stabilité des systémes incommensurables

non entiers d'une forme générale est étudiée par Bonnet et Partington (2000), ou les
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] O TR DU RO s A

O5L b e e
O — steme instable =
-0.5 ’ v v > H : . ! d : h . ! . . . . . d .
-1 | | | | | | | | | | | | | | | | | | | |
0 01 02 03 04 05 06 07 0809 1 1112 13 14 15 16 1.7 1.8 19 2

v

Fig. 1.5. Régions de stabilité et de résonance du systeme non entier du troisieme espece
(1.23) en fonction de ¢ et v

auteurs prouvent qu’'un systéme d’ordre non entier est stable au sens BIBO (angl. Bounded
Input, Bounded Output), si sa fonction de transfert est analytique dans le demi-plan
droite complexe fermé ¢ +. Une autre méthode pour I'analyse de stabilité est proposée
par Sabatier, Ch. Farges et Trigeassou (2013). Elle utilise le principe de I'argument de
Cauchy et un diagramme de Nyquist (Hwang et Cheng-Cheng, 2006) des fonctions de

transfert équivalentes en boucle ouverte.

Le systeme décrit par G(s) est Z-stable, 1 < p < oo, si et seulement si :

o Lol

< 00, (1.24)
uetpuro ||ullp

ol * est un produit de convolution, g est la réponse impulsionnelle ¢(t) = £ {G(s)}, et
u(t) est I'entrée du systeme. La stabilité au sens BIBO est définie comme la stabilité .Z,..
En outre, comme le montre M. Dahleh, M. A. Dahleh et Verghese (2011), un systéme est

BIBO stable si et seulement si la norme %} de sa réponse impulsionnelle est bornée :

9]l < o0. (1.25)

1.4 Fonction de transfert non entiere du deuxiéme

ordre

Dans ce paragraphe, les systemes non entiers d’ordre 2 sont étudiés permettant
ainsi de bien mettre en évidence les propriétés les plus remarquables de tels systemes.

L’étude se voulant générique, aucun domaine de la physique n’est privilégié, d’ou 'emploi
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1.4 — Fonction de transfert non entiere du deuxieme ordre

d’une terminologie générale en ce qui concerne les variables de puissance, a savoir le flux
généralisé f(t) (vitesse, courant, débit, flux thermique,...) et effort généralisé e(t) (force,
tension, pression, température,...), et ce telles qu’elles sont définies dans I"approche Bond-
Graph. Néanmoins, conscient que tous les lecteurs ne sont pas nécessairement familiarisés
avec ’approche Bond-Graph, les schémas retenus pour représenter ces systemes relevent
plus des schémas « électriques » et « mécaniques » respectant l'analogie énergétique, et
ce dans la mesure ou la lecture de ces schémas est plus abordable pour un non spécialiste

que ne le sont les schémas Bond-Graph.

1.4.1 Motivations et origines

Une fonction de transfert non entiere du deuxieme ordre est définie par :
1
G(s) = 5 > , (1.26)
(&) +2(z) +1

avec v € (0,1). Elle peut étre utilisée pour modéliser des systemes électriques et mé-

caniques comme illustré dans ce paragraphe. Néanmoins, a la connaissance de 'auteur,
pour v € (1,2), il n’existe pas de systémes physiques qui correspondent a la fonction de

transfert (1.26). Un tel cas est traitée dans ce paragraphe comme un objet mathématique.

1.4.1.1 Systémes visco-élastiques

La fonction de transfert (1.26) peut étre utilisée en ingénierie mécanique pour modé-
liser le comportement de systemes visco-élastiques (Gaul, Klein et Kemple, 1991), (Schies-
sel et al., 1995), (Lewandowski et Chorazyczewski, 2010), (Moreau, Khemane et al., 2010),
(Meral, Royston et Magin, 2010), (Castaldo, 2013), (Grzesikiewicz, Wakulicz et Zbiciak,
2013), (Dai et al., 2015), (Zopf, Hoque et Kaliske, 2015), (Zerpa et al., 2015), (Cataldo
et al., 2015). En effet, par rapport a un modele entier, le modele linéaire standard non en-
tier du comportement visco-élastique conduit a une meilleure approximation des courbes
(Dai et al., 2015), (Wharmby et Bagley, 2014). Les modeles visco-élastiques peuvent étre
représentés de maniere équivalente comme des circuits électriques, ou les ressorts et les
amortisseurs sont remplacés par des condensateurs et des résistances respectivement (Ala
et al., 2014).

Ainsi, de maniere générique, un systéme non entier du deuxieme ordre avec v € [0, 1]
est constitué d’un élément inertiel / en série avec un élément capacitif C' et un fractor
(la contraction en anglais de FRACtional integratOR) (Krishna, 2011), Fig. 1.6, pour

lequel Deffort généralisé E\(s) est proportionnel a une intégrale non entier d’ordre m =
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Chapitre 1 — Systemes a dérivées non entieres : un tour d’horizon

(1 —v) € [0 1] du flux généralisé Fy(s) :

Ex(s) = 1 Fals). (1.27)

Siv=0,le fractor est un élément capacitif. Si v = 1, le fractor est un élément résistif.

Les diagrammes électrique et mécanique qui correspondent a de tels systemes sont

représentés respectivement sur les Fig. 1.7 et 1.8.

A
T

Fig. 1.6. Fractor ou intégrateur non entier

Se:Ey(s) TC) ¢ :|: Ec(s)

A QO 00O

Fig. 1.8. Diagramme mécanique d’un systéme non entier du deuxiéme ordre avec v € [0, 1].
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1.4 — Fonction de transfert non entiere du deuxieme ordre

Les relations causales correspondantes sont :

F(s) = - Byls) (1.28)
Fe(s) = — F(s), (1.20)
Br(s) = 1 Fls), (1.30)
E;(s) = Eo(s) — Ec(s) — Ex(s), (1.31)

ou F(s) et E(s) représentent respectivement le flux et l'effort généralisés. Le diagramme

causal issu du systeme d’équations (1.28)-(1.31) est donné sur la Fig. 1.9.

La fonction de transfert g;%g obtenue est donnée par
E.(s) _ 1 _ 1 (132)
E (s? + $sl=m 41 s )2 s \? ' '
o(s)  cls? 4 $slmm 4 (w_o) +2C(w_0) +1
et elle correspond a G(s) (1.26) avec :
1
Wy = ——, (133)
Vie
1
= 1.34
¢ 2 MV Y v =2 (1.34)
v=1—m=v, (1.35)
ou v e [0,1].
J o1 F(s) R
Ll 8 »
1 |
C )
1l
A A <

Fig. 1.9. Diagramme causal d’un systéme non entier du deuxiéme ordre avec v € [0, 1].

1.4.1.2 Systémes visco-inertiels

La fonction de transfert (1.26) peut étre aussi utilisée pour la modélisation du com-
portement de systémes visco-inertiels ayant un élément inertiel I en série avec une combi-

naison d’un élément capacitif C' et un fractor en parallele. Dans ce cas, le flux généralisé
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Chapitre 1 — Systemes a dérivées non entieres : un tour d’horizon

F\(s) est proportionnel & un intégral non entier d’ordre m = (v — 1) € [0 1] de Veffort
généralisé E\(s) :
A
F/\<S) = — E/\(S). (136)

Sm
Siv=1,le fractor est un élément inertiel. Si v = 0, le fractor est un élément resistif.
Les diagrammes électrique et mécanique de tels systemes sont représentés respecti-

vement sur les Fig. 1.10 et 1.11.

wole o]
"

3 A ‘ / Se: Ep(s)
3 AVAAY

Q0O 00O

Fig. 1.11. Diagramme mécanique d'un systeme non entier du deuxieme ordre avec v €

1,2].

Les relations causales correspondantes sont :

Fi(s) = é Eq(s), (1.37)
Fols) = = Fo(s) (1.39)
Fy(s) = = Ex(s), (1.39)
Bils) = Fo(s) — Be(s), (1.40)
Er(s) = Eol(s), (1.41)
Fols) = Fy(s) — Fa(s) (1.42)
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Ey(s) + FEi(s Fi(s
: (s) % R % (s)
A
+
Ec(s) 1 B 1 Fo(t)
< s c < (}\_)
EA(S) 1 F>\<S)

Fig. 1.12. Diagramme causal d'un systéme non entier du deuxiéme ordre avec v € [1,2].
Le diagramme causal issu du systeme d’équations (1.37)-(1.42) est donné sur la Fig. 1.12.

La fonction de transfert 53—5‘3 obtenue est donnée par

E.(s) 1 B 1 (1.43)

Eo(s)  cls24+lAsl-m +1 (s> sY o1 '

ols) eSS () b2 () 1
et elle correspond a G(s) (1.26) avec :
o = ——, (1.44)
Vie
A

- 1.45
¢ 2V P72 ( )
v=1-m=2-v, (1.46)

ourv € [0,1].
Le but principal de ce chapitre est d’étudier les conditions de stabilité et de résonance

des systemes non entiers du deuxiéme ordre (1.26) non commensurable pour tout v €
(0,2).

1.4.2 Condition de stabilité

Comme le systeme (1.26) n’est pas commensurable, il n’est pas possible de conclure
sur sa stabilité en utilisant le théoreme de Matignon (1998a). Un autre critere de stabilité

est donc introduit.

Théoréme 1.4.1 Le systéme décrit par (1.26) avec v € [0,2] est stable si et seulement
st ¢ > 0.
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B(s)

Y

Fig. 1.13. Interprétation de G(s) (1.48) comme étant un systeme bouclé

Démonstration. La stabilité du systéme est analysée en utilisant le critere de Nyquist
simplifié appliqué sur le lieu de Nichols de la fonction de transfert en boucle ouverte (jw).
Le critere de Nyquist simplifié stipule qu’un systéme a minimum de phase est stable si et
seulement si le lieu de Nichols de S(jw) se trouve a droite du point critique (0 dB, —180°)
lorsqu’il est parcouru des basses vers les hautes fréquences. En outre, il est prouvé que

lorsqu’un systeme est stable,
— 180° < arg (B(jw)) < 0°, (1.47)

pour tous w > 0.

Pour 'analyse dans le domaine fréquentiel, le systeme décrit par (1.26) peut étre

interprété comme étant un systéme bouclé (voir Fig. 1.13) :

, B(jw 1
Glw) =1 +(ﬁ(j)w) - Y o () (1.48)
120 (5) + (%)
ou f(jw) représente la fonction de transfert en boucle ouverte :
. 1
Bljw) = ———— (1.49)
2(5) + (%)
Le calcul de la marge de gain nécessite alors la résolution de :
arg ((jw)) = —180°. (1.50)
En posant 2 = 2=, la pulsation normalisée, on obtient, a partir de (1.49) et (1.50) :
2¢Y sin(v%
S0 <X <2 cos(ug), alors — arctan <2CQ§COSS(1;%(I)/2_)QQ> = —m, (1.51)
2¢8Y sin(vZ
si 277 > 2( Cos(ug), alors — m — arctan <2§Q§coss(1;g(l)/2—)92> = —m. (1.52)
Les équations (1.51) et (1.52) sont satisfaites si et seulement si :
T
2¢Q) sin(yg) =0et (1.53)
20 cos(l/g) —Q*£0. (1.54)
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La solution de (1.53) et (1.54) est ( = 0 ousin(vj) =0 = v =0ouv = 2, quelle
que soit la pulsation €2. Par conséquent, pour ces valeurs triviales le lieu de Nichols de
(1.49) correspond a 'axe vertical : arg(f(jw)) = —180° V w € R.

Quand ¢ # 0 et v ¢ {0,2}, le lieu de Nichols de (1.49) ne traverse pas 'axe vertical
arg(B(jw)) = —180°. Il reste a vérifier si le lieu se trouve a la droite du point critique pour
que le systeme soit stable.

Ainsi, les inégalités (1.47) doivent étre satisfaites pour que le systéme soit stable, ce

qui est équivalent a :

. 1
In(f(jw)) < 0 <= ﬂn(?(ﬁ” cos(vT) — F  J2C0 sin(o 2)> <0, (1.55)
d’ou finalement :
¢ sin(z/g) > 0. (1.56)

Avec Q € RT et v € [0,2] = sin(v]) > 0, ce qui implique que ¢ doit étre positif pour
que le systeme soit stable. Ce résultat complete la démonstration. [

Il est vérifié numériquement sur les Fig. 1.14 et 1.15, pour certaines valeurs de ¢, que
la zone de stabilité correspond a ¢ € RT. Les diagrammes de Bode de G(jw) (1.48) sont
tracés sur les Fig. 1.16 et 1.17. Pour certaines valeurs de v < 1 l'amplitude de résonance

est négative en dB.

1.4.3 Condition de résonance

Le gain en dB, |G(jw)|qs, du systéme (1.26) est donné par :

1G () |ap=—20log, <{(1 — O)(1— 9 + 40 cos(v D)) + 4¢ 92”] > (1.57)

Un systeme décrit par G(s) est résonant, si |G(jw)|qp posséde au moins un maximum
a une pulsation normalisée positive. Les pulsations de résonance normalisées peuvent étre

obtenues par la résolution de 1’équation non linéaire suivante :

d|G(j$)lan

o . 3 v+1
o) =0 = —4Q+40° — 49" ( cos(v 2)(2+ V)

+ 49" v COS(l/g) + 8% =0. (1.58)

Parmi toutes les solutions mathématiques de I'équation (1.58), les solutions qui

correspondent a la pulsation de résonance 2,., doivent satisfaire la condition suivante :
Qyes = HISLX{G(jQ)}, v Q> 0. (1.59)
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Fig. 1.14. Lieux de Nichols de la fonction de transfert en boucle ouverte (1.49) avec v = 0.2
et différentes valeurs de (. Quand { = —0.25, les lieux de Nichols se trouvent a gauche du
point critique : le systéme en boucle fermée G(s) (1.48) est alors instable. Pour toutes les
autres valeurs de ¢ > 0, les lieux de Nichols se trouvent a droite et le systeme en boucle

fermée G(s) est stable

Pour v = 1, Péquation (1.58) est réduite a 2¢* + Q* — 1 = 0, dont la solution amene a la
pulsation de résonance bien connue .., = /I — 2¢2, Q € R, & condition que ¢ < v/2/2.

Il est impossible de résoudre analytiquement 1’équation non linéaire (1.58) dans le cas
général, pour v € [0,2]. Désormais, une solution numérique est obtenue pour différentes

G(i2) .
G0) lap est tracée sur la

combinaisons de v et (. L’amplitude de résonance normalisée |
Fig. 1.18. Trois régions peuvent étre distinguées :
— une région de non résonance, numérotée 0 ;
— une région de résonance, numérotée 1, avec une amplitude de résonance positive
en dB;
— une région de résonance, numérotée 2, avec une amplitude de résonance négative
en dB.
Trois abaques sont donnés permettant de déterminer le facteur de pseudo-amortissement
¢ et l'ordre de dérivation v pour
— une pulsation de résonance normalisée souhaitée sur la Fig. 1.19,

— pour un gain normalisé souhaité sur la Fig. 1.20,
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Fig. 1.15. Lieux de Nichols de la fonction de transfert en boucle ouverte (1.49) avec v = 1.5
et différentes valeurs de (. Quand { = —0.25, le lieu de Nichols se trouve a gauche du
point critique : le systéme en boucle fermée G(s) (1.48) est alors instable. Pour toutes les
autres valeurs de ¢ > 0, les lieux de Nichols se trouvent a droite et le systeme en boucle

fermée G(s) est stable

— pour une phase souhaitée sur la Fig. 1.21.

Deux exemples numériques illustrent au paragraphe 1.4.5 comment utiliser ces abaques.

1.4.4 Lieux des poles

Les lieux des pdles du systeme (1.26) sont déterminés a partir des lieux des racines

du polynéme caractéristique P(s) suivant :

P(s) =1+2¢ (i)y+ (i)g, (1.60)

Wo Wo
P(s)=0 = s*+ 2wy "s" +ws = 0. (1.61)

Selon les valeurs de v, les cas suivants sont distingués :
— Si v = 0, le systeme (1.26) possede deux poéles conjugués imaginaires purs. La
position des deux poles dans le plan complexe ne dépend pas de la valeur de

¢ € R*. Le systéme présente un caracteére oscillatoire non amorti.
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Fig. 1.16. Diagrammes de Bode de la fonction de transfert en boucle fermée G(jw) (1.48)

avec v = (.2 et différentes valeurs de (
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Fig. 1.17. Diagrammes de Bode de la fonction de transfert en boucle fermée G(jw) (1.48)

avec v = 1.5 et différentes valeurs de (
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Fig. 1.18. Amplitude de résonance normalisée en dB : Q,., € [107! 10'] identifiées dé-
limitées pas des trois zones rouges : 0 - aucune résonance, 1 - une résonance ayant une

amplitude positive en dB et 2 - une résonance ayant une amplitude négative en dB

—0.2
0.4

5¢ 0.45 /

Fig. 1.19. Abaque : pulsation de résonance normalisée de (1.26) en fonction de  pour

différentes valeurs de v
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Fig. 1.20. Abaque : amplitude de résonance de (1.26) en fonction de ¢ pour différentes

valeurs de v sur une échelle logarithmique
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Fig. 1.21. Abaque : phase de (1.26) a la pulsation de résonance en fonction de ¢ pour

différentes valeurs de v
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— Si v =1, La position des deux poles dans le plan complexe dépend de la valeur
de ¢ € RT.

Si ¢ > 1, le polyndéme possede deux racines réelles distinctes situées sur le

demi-axe réel négatif.
- Si ¢ =1, le polynéme possede deux racines réelles confondues situées sur le

demi-axe réel négatif.

Si 0 < ¢ <1, le systeme possede deux poles complexes conjugués situés dans

le demi-plan gauche.

Si ¢ =0, le systeme possede deux poles complexes conjugués situés sur ’axe

imaginaire.

— Siv#0et v+#1,les poles du systeme ne peuvent pas étre calculés analytique-
ment. Ils le sont numériquement dans le reste de ce paragraphe.

Pour faciliter la recherche des lieux des racines du polynéme caractéristique, deux

racines complexes conjuguées seront recherchées sous la forme polaire :
s =re =rcosf +jrsind
s? = 1r2e? = r2cos 20 + jr’sin20 . (1.62)
sV = rvel? = ¥ cos vl + jr¥ sin vl
Tous les arguments de s sont limités a |arg (s)| < 7; pour que la function s” soit
holomorphe, une coupure du plan complexe est réalisée le long de R < 0, avec comme
limitation —7 < arg(s) < 7.

La combinaison de (1.62) et (1.61) donne les parties réelle et imaginaire séparées :
(7% cos 2042w V" cos v +wy) +](r? sin 2042Cwi V7" sin v6) =0. (1.63)

La solution de (1.61) doit satisfaire :

sin v0
= —_— 1.64
r wo SiH(Q—I/)Q’ 97{07 ( 6 )
(=< sin 6 cos 0 040, (1.65)

\/(sin(Q — v)0)>7¥(sin 1/9)”’

Les solutions analytiques de (1.61) en termes de coordonnées polaires 7e/ sont dif-
ficiles a obtenir dans le cas général. Par conséquent, les solutions numériques sont tracées
— sur la Fig. 1.22 pour v = (0.25; 0.5; 0.75; 1),
— sur la Fig. 1.23 pour v € [0.8, 1],
— sur la Fig. 1.24 pour v = (0.99; 1; 1.01).
Pour de grandes valeurs de ¢, l'effet de migration des poles du systeme (1.61) vers —oo a

lieu, comme illustré sur la Fig. 1.25.
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v=0.25
v=0.5
v=0.75
v=1

Fig. 1.22. Lieux des racines du systeme (1.26) pour l'ordre de dérivation v = 0.25 (bleu),
0.5 (vert), 0.75 (rouge), 1 (cyan) et ¢ € [0, o]

Remarque Les lieux des poles du systéme non entier du deuxieme ordre (1.26)
présentent une discontinuité pour v = 1 (voir 1.24). En effet, lorsque v = 1, le systéme a
un double pole situé a v = 1 et lorsque v # 1, le systéme a deux poles complexes conjugués
dont les lieux sont tracés sur la Fig. 1.24 pour différentes valeurs de (. Méme pour des

valeurs tres faibles de €, (v — €) présente une discontinuité numérique pour v = 1.

1.4.5 Exemples numériques

Deux exemples montrent comment utiliser les abaques fournis pour choisir les pa-
rametres d’'une fonction de transfert non entiere du deuxiéme ordre avec une résonance

prescrite.

1.4.5.1 Exemple 1

Soit une fonction de transfert (1.26) avec un ordre non entier v = 0.2, une amplitude
de résonance normalisée |G (jw,es)|lap = 10 dB, une pulsation de résonance a wyes = 10?
rad/s, et un gain statique de 0 dB. A partir de la Fig. 1.20 la valeur correspondante
du facteur de pseudo-amortisseur est déduite : ¢ = 0.5 (plus précisément ¢ = 0.48). En
utilisant les Fig. 1.19 et 1.21, une valeur de la pulsation de résonance normalisée peut étre

obtenue, Q,..; = 1.4, ainsi qu'un argument correspondant, arg(G(j{..s)) = —89°. A partir
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Fig. 1.23. Lieux de racines en fonction de l'ordre de dérivation v € [0.8, 1] (avec un pas
de 1073) et pour ¢ =1
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Fig. 1.24. Lieux des poles du systeme (1.26) pour v = 0.99, v = 1, et v = 1.01 et ¢ € [0, 0]
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Fig. 1.25. Lieux des poéles du systeme (1.26) pour v =1 et ( > 1

de .5, une pulsation de résonance naturelle peut étre calculée de la fagon suivante :

Wo = Wres/res = 714 rad/s. La fonction de transfert obtenue est alors :
1
2 0.2 :
(#5) +2x048 () +1

G(s) = (1.66)

Les diagrammes de Bode de (1.66) sont tracés sur la Fig.1.26 qui confirme que les

spécifications de I'exemple ont été atteintes. L’équation (1.58) se réduit alors a :
— 1+ 02— Q% 4 0.0907"% +0.0907¢ = 0. (1.67)

Elle possede deux solutions a valeurs réelles strictement positives a 2; = 0.28 et 2y = 1.4.
La premiere solution correspond au minimum de G(s) et la seconde a la pulsation de
résonance de G(s). La réponse indicielle est tracée sur la Fig. 1.27 a deux intervalles de
temps distincts. Deux types de dynamiques apparaissent : une dominante (la plus lente),

et une rapide, correspondant a la résonance.

Les lieux des racines sont déterminés a partir du polynéme caractéristique suivant :
24+ 1.31 x10° s%2 +5.1 x 10° =0 (1.68)

et 819 = 1010e*1-65

1.4.5.2 Exemple 2

Soit une fonction de transfert (1.26), avec un ordre non entier v = 1.5, une amplitude
de résonance normalisée |G (jwyes)|as = 10 dB, une pulsation de résonance a wy., = 103

rad/s, et un gain statique de 0 dB. A partir de la Fig. 1.20 une valeur correspondante
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non entiere du deuxieme ordre

i

|G (wre,

=103

)[=10dB

2

10

Pulsation normalisée

T

i

¢ =103
arg(@(’wrcs)zféé ©

i

i

10

1

2

10

10

Pulsation normalisée

3

Fig. 1.26. Diagrammes de Bode de G(jw) avec ¢ = 0.48 et v = 0.2
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Fig. 1.28. Diagrammes de Bode de G(jw) avec ( = 0.31 et v = 1.5,

du facteur de pseudo-amortissement est ¢ = 0.3 (plus précisément ¢ = 0.31). En utilisant
les Fig. 1.19 et 1.21, la pulsation de résonance normalisée est obtenue, .., = 0.78, ainsi
que l'argument correspondant, arg(G(jQes)) = —75°. A partir de Q,.,, la pulsation de
résonance naturelle est calculée : wy = wyes/Qes = 1280 rad/s. La fonction de transfert

obtenue est alors :
1

(12880>2 + 2 X 0'31<12880)1.5 + 1

G(s) =

(1.69)

Les diagrammes de Bode de (1.69) sont tracés sur la Fig. 1.28. Ils répondent aux

spécifications de 'exemple. L’équation (1.58) se réduit a :
— 1+ 02 +0.77Q"° +0.29Q — 0.33Q7%° = 0. (1.70)

L’équation (1.70) n’a qu’une solution a valeur réelle strictement positive a {2 = 0.78, qui

correspond a la résonance de G(s). La réponse indicielle est tracée sur la Fig. 1.29.

Les lieux des racines sont déterminés a partir du polynome caractéristique suivant :
s°+222 8" 4+1.64 x 10°=0 (1.71)

et S1,2 = 1032.4ei1'75j.

La réponse indicielle, tracée sur la Fig. 1.29, présente principalement un comporte-

ment oscillatoire dii a la résonance.
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Fig. 1.29. Réponse indicielle de G(s) avec ¢ = 0.31 et v = 1.5.

1.5 Conclusion

Dans la premiere partie de ce chapitre, les définitions de l'intégrale et de la dérivée
non entieres ont d’abord été rappelées. Deux formes de représentations de ces systemes
ont été décrites : une pseudo-représentation d’état et une fonction de transfert. Dans la
deuxieme partie de ce chapitre au paragraphe 1.4, les fonctions de transfert du deuxieme
ordre sont étudiées. Les motivations pour I’étude de tels systemes sont décrites premie-
rement en ingénierie électrique et mécanique. Ensuite, les résultats principaux du travail
sont présentés. Les conditions de stabilité et résonance sont établies en termes de facteur
de pseudo-amortissement et de l'ordre de dérivation. En outre, trois abaques sont don-
nés permettant de déterminer le facteur de pseudo-amortissement et 1’ordre de dérivation
pour un gain normalisé souhaité a la résonance, une phase souhaitée a la résonance, et une
pulsation normalisée de résonance souhaitée. Ce travail a fait I'objet d’'une publication

dans la revue Journal of Vibration and Control (Ivanova, Moreau et Malti, 2016).
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2.1 Introduction : état de ’art

La simulation de systemes non entiers dans le domaine temporel est une tache non
triviale. Les systemes non entiers ne peuvent pas étre simulés directement et certains
traitements sont nécessaires. Plusieurs approches existent. Dans (Aoun, Malti et al., 2004),
les méthodes de simulation de systémes non entiers dans le domaine temporel sont divisées
en trois groupes principaux, basés sur 'approximation :

— de 'expression analytique de la sortie sur la base des fonctions de Mittag-Leffler,

définies comme des séries infinies ;

— du modele non entier par un modele rationnel & TD (temps discret) ;

— du modele non entier par un modele rationnel & TC (temps continu).

Le premier groupe des méthodes se réfere souvent aux solutions des équations diffé-
rentielles non entieres. Dans (Podlubny, 1999b; Orsingher et Beghin, 2004 ), une fonction
de Mittag-Lefller est utilisée pour obtenir une réponse indicielle d’'une function de trans-
fert non entiere. Dans (Oustaloup, 1995), la transformée de Laplace inverse d’un systeme
non entier est décrite et le résultat est calculé comme une décomposition de deux modes :
un mode exponentiel et un multimode apériodique. D’autres solutions existent, comme
celles basées sur les fonctions de Fox (Huang et F. Liu, 2004), les fonctions de Green
(Schneider et Wyss, 1989), les fonctions de Wright (Mainardi, 1996), les techniques de
séparation de variables (J. Chen, F. Liu et Anh, 2007), etc. Néanmoins, le calcul des sor-
ties des modeles non entiers en utilisant ces méthodes est tres difficile, car le calcul d'une

expression analytique complexe qui implique des séries infinies est toujours nécessaire.

Les méthodes basées sur 'approximation d’un modele non entier par un modele
rationnel dans un contexte a TD consistent a remplacer 'opérateur de Laplace non entier
par une certaine approximation w(z) a TD (Aoun, Malti et al., 2004). Parmi les tech-
niques bien connues, le développement en série de puissance (angl. Power Series Expansion
(PSE)) est décrit par Vinagre et al. (2000) et comparé a I'approximation d’Oustaloup,
a l'expansion non entiere continue (angl. General Continued Fraction Expansions (CFE)
method) et d’autres. Dans (Aoun, Amairi et M.N., 2011), différentes regles d’approxima-
tion de l'opérateur de dérivation sont comparées les unes aux autres et a la définition
de Grinwald. Dans (Hwang, Leu et Tsay, 2002), les auteurs proposent une méthode ba-
sée sur 'expansion de la série B-spline et la comparent aux méthodes d’approximation
de Griinwald-Letniknov et Podlubny (Podlubny, 1999b). Dans (Rapaic, Pisano et Jelicic,
2012), une approximation trapézoidale d’'un intégrateur non entier est proposée qui peut
étre étendue au cas de systemes non commensurables. D’autres méthodes basées sur les
approximations d’Euler, de Tustin, de Simpson ou d’Al-Alaoui peuvent également étre

trouvées dans (Vinagre et al., 2000 ; Al-Alaoui, 1994 ; Tabak, 1971). L’inconvénient ma-
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jeur de cette classe de méthodes est un ordre d’approximation tres élevé. L’ordre obtenu
des modeles a TD souvent augmente avec le nombre d’échantillons ce qui rend les modeles

inutilisables pour des simulations en temps réel.

Les méthodes basées sur 'approximation a TC des systémes non entiers consistent
a remplacer de 'opérateur de Laplace non entier par une approximation rationnelle. Elles
sont proposées dans un cas d’ordre commensurable par Oustaloup (1995), Trigeassou et al.
(1999), Poinot et Trigeassou (2003), Krajewski et Viaro (2014) et Tavazoei et Haeri (2010)
et dans un cas d’ordre non commensurable par Krajewski et Viaro (2014), Mansouri,
Bettayeb et Djennoune (2010), Mansouri, Bettayeb et Djennoune (2011) et Bouafoura,
Moussi et Braiek (2011). Le cas d’un systéeme SISO (angl. Single-Input Single-Output)
est traité par Trigeassou et al. (1999), Poinot et Trigeassou (2003), Krajewski et Viaro
(2014), Tavazoei et Haeri (2010) et Bouafoura, Moussi et Braiek (2011) et MIMO (angl.
multiple-input multiple-output) par Mansouri, Bettayeb et Djennoune (2010), Mansouri,
Bettayeb et Djennoune (2011) et Khanra, Pal et Biswas (2013). Cette classe de méthodes
de simulation présente un bon compromis entre le comportement non entier souhaité sur

I'intervalle de fréquences donné et la complexité du calcul.

Dans ce chapitre, une méthode de simulation de systemes MIMO non entiers a TC
est développée. Elle est basée sur deux approximations d’intégrateurs non entiers présentés
sous la forme de représentations d’état : I'approximation d’Oustaloup et la variante de
Trigeassou. En outre, cette méthode peut étre appliquée aux systemes commensurables et
non commensurables, quel que soit l'ordre de dérivation. Ce travail est basé principalement
sur les travaux de (Oustaloup, 1995 ; Trigeassou et al., 1999 ; Poinot et Trigeassou, 2003),
ou une représentation d’état d'un opérateur d’intégration est utilisée pour construire un
modele d’état d’un systeme SISO non entier avec un ordre de dérivation fixé sur l'intervalle
(0,1).

En plus de la méthode décrite par Mansouri, Bettayeb et Djennoune (2010) et
Mansouri, Bettayeb et Djennoune (2011), le chapitre présent propose deux types d’ap-
proximations d’'un intégrateur non entier : la premiere possede un gain constant en dehors
de la bande de fréquences d’intérét (connue comme 'approximation d’Oustaloup) et la
seconde possede un intégrateur en dehors de la bande de fréquences d’intérét (connue
comme la variante de Trigeassou). Le choix de 'approximation a un impact direct sur la
précision de la simulation. En effet, quand la partie non entiere de 'ordre de dérivation,
(v—|v|") € (0 1), est proche de 0, il est préconisé d’utiliser la premiére approximation et
lorsque la partie non entiere de 'ordre de dérivation est proche de 1, ¢’est mieux d’utiliser

la derniere. En outre, une combinaison des deux approximations peut étre appliquée au

1. |.] est la partie entiére par défaut, « plancher »
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méme systeme pour obtenir des résultats plus précis.

Au paragraphe 2.2, 'approximation d’Oustaloup et la variante de Trigeassou sont
décrites. Au paragraphe 2.3, les deux approximations sont présentées sous la forme d’une
représentation d’état. Au paragraphe 2.4, il est montré comment approcher une pseudo-
représentation d’état par une représentation d’état rationnelle dans le cas d'un systeme
commensurable et non commensurable. La méthode est illustrée par un exemple numé-
rique avec une réponse analytique connue et un exemple d’application dans la modélisation
thermique d’un systéme non entier MIMO non commensurable au paragraphe 2.5. Enfin,
les conclusions sont présentées au paragraphe 2.6.

La contribution principale de ce chapitre, a savoir la mise en place d’'une méthode
de simulation de systemes MIMO non entiers a TC a partir de la représentation d’état, a
donné lieu a une publication dans la revue internationale Nonlinear Dynamics (Ivanova,
Malti et Moreau, 2016a).

2.2 Approximation d’Oustaloup d’un intégrateur non

entier sous la forme d’une fonction de transfert

2.2.1 Avec un gain constant en dehors de la bande de fréquence

Oustaloup (1983) a proposé d’approcher un intégrateur non entier Z" (s) avec 0 <
v < 1 (de fagon similaire un dérivateur) dans la bande de fréquence donnée [wy wg] par
une distribution récursive de poles et de zéros en ayant un gain constant en dehors de la

bande de fréquence :

IV (s)=s", (2.1)
” o i 1+ S/wb -
o) = (12 22)
i N 1+ S/Lc)i

NI = — 2.3
N*wa wB] (S> G, Pt 1+ S/WZ{ ) ( )
ou :
1 qv
N*wa wp

d’un intégrateur non entier en utilisant N cellules (ou N poles et N zéros) ;

] (s), et notamment I'exposant 1, désigne I'approximation d’Oustaloup

— wp < wy, sont choisis de telle sorte que wy = 0 twy et wy, = owp, o est souvent
fixé a 10 pour réduire les effets de bord ;

— G, est choisi pour obtenir un gain unitaire a la fréquence logarithmique inter-
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médiaire w, = /Wy, :

N V
Gy =|———=| livwwnl” =uwy;
L+ 5

— w; et w; sont les pdles et les zéros respectivement, wj = wj, et wy = wj, définissent
la bande de fréquence de I'approximation ;
— N est le nombre de cellules (ou le nombre de pdles et de zéros) ;

— «, n sont deux parametres récursifs tels que :

w; = a w;,

wz{-‘rl =1 Wi, (25)

v 1—v
Whr\ N Wh N
a=|—] ,n=(— ;
Wh Wh

— l'ordre de dérivation est donné par :

log «v
V= _—"-—.
log (an)
L’expression (2.3) est appelée approzimation d’Oustaloup d’un intégrateur d’ordre
0 <v <1 Siv > 1, approximation d’Oustaloup est formulée que pour la partie non

entiere de l'intégrateur :

_ 1 1 Y14 s/w;
Ly =W Ll X o 2.6
VHon wp) (8) = 8 NTwa wsl = 5wl & @, 1;[1 1+ s/w; 28)
Par exemple, Z°8 (s) et Z'® (s) sont respectivement approchés par :
1 N1+ s/w
NIDE = - 2.7
N*wa wp] (S> G0.8 Zzl_[l 1+ S/CL);, ( )
1 1 X1 ;
VTS () = st X 0 s/ (2.8)

= — X .
wa wB] s GO,S il 1+ 3/%{

Les diagrammes de Bode d’un intégrateur non entier %OI[Ol'gﬁg 1091 (8) (2.3), avec un
gain constant en dehors de la bande de fréquence, ou v = 0.75, N = 10 et [wa wp] =

(1072 103], sont tracés en bleu sur la Fig. 2.1.

2.2.2 Avec un intégrateur en dehors de la bande de fréquence

(variante de Trigeassou)

Trigeassou et al. (1999), Poinot et Trigeassou (2003) utilisent une autre variante de

I’approximation d’Oustaloup qui consiste a avoir un intégrateur pur d’ordre 1 en dehors
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Diagrammes de Bode

100
—_— approximation (2.3)
. 50 —_— approximation (2.9) | 7
% —— intégrateur NE idéal I”(s)
g
o
@)
_50 -
-100
0 = =
o0
)
=
© 451 ,
0
<
=
_90 E | | 1 e

10 10 10° 10 10*
Pulsation (rad/s)

Fig. 2.1. Diagrammes de Bode d'un intégrateur idéal et d'un intégrateur non entier
10Z{10 s 10% () (2.3), avec un gain constant en dehors de la bande de fréquence (approxima-
tion d’Oustaloup), et d’un intégrateur non entier 3,Z(% 1451 (5) (2.9), avec un intégrateur
en dehors de la bande de fréquence (variante de Trigeassou), ou v = 0.75, N = 10 et

[wa wp] = [1072 107]

de la bande de fréquence d’intérét et a utiliser I'approximation récursive d’Oustaloup a
Iintérieur de cette bande de fréquence. Dans un tel cas, 'approximation récursive est
appliquée sur un dérivateur d’ordre (v — 1). Par conséquent, pour 0 < v < 1 :
1 G, &1+ s/w)
2 TV -1 1-v i
7 s)=s X = , 2.9
N [wAwB]( ) }Vl'lfu 1_[1_'_8/{'0Z ( )

[wa wg] S

ol ?VI[ZJA ws] (s), et notamment l'exposant 2, désigne la variante de Trigeassou d'un inté-

grateur non entier et ou }VI[lu:A” | est I’approximation d’Oustaloup.

wpB

Un tel opérateur est appelé variante de Trigeassou de I'approximation d’Oustaloup
d’'un intégrateur d’ordre 0 < v < 1. Si v > 1, la variante de Trigeassou est formulée
uniquement sur la partie non entiere et 'approximation récursive est toujours appliquée
sur un dérivateur d’ordre (v — [v]), ou [.| représente 'opérateur Ceiling ou « plafond »

et désigne la partie entiere par exces :

1 Gy X 14 s/w!

2 v _ ] _ [v]—v 7
N¥wa wp] (S) =95 X 1 7lvl-v gV H 1+ s/w' (210)

N [wA UJB] =1 g
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N A e v 3| 51 2L ‘4)7"’_ N cee VN 51 AN on S Y
L —w -| w}v-|

Fig. 2.2. Schéma d’état de I'intégrateur (2.6) avec 0 < v < 1 sous la forme d’une décom-

position en cascade

Par exemple, Z°® (s) et Z'® (s) sont donnés selon la variante de Trigeassou par :

1 1+ s/w;

2 0.8 -1

N wp) (8) = 8 11-[02 ] XG02H1+3/w (2.11)
wA wB i

2 1.8 2y 1 e 1+ s/wi 519

NI[uJA wpg] (S>_3 11—[02 ] — X OQHW. ( . )
wA wWB )

Les diagrammes de Bode d’un intégrateur non entier fOI[Ol'gﬁg 1091 (8) (2.9), avec un
intégrateur en dehors de la bande de fréquence (variante de Trigeassou), ou v = 0.75,

N =10 et [ws wp] = [1073 10%], sont tracés en vert sur la Fig. 2.1.

2.3 Approximation d’Oustaloup d’un intégrateur non

entier sous la forme d’une représentation d’état

2.3.1 Avec un gain constant en dehors de la bande de fréquence,

pour 0 <v <1

Pour 0 < v < 1, une représentation d’état de l'opérateur (2.3) peut étre retrouvée

en utilisant une décomposition en cascade. En effet, en réécrivant (2.3) :

1 s +wz
[WA wB] =K H P (2.13)
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1,0 /
w1w2---wN

ou K =

Fig. 2.2. La représentation d’état correspondante est donnée par :

& o2—2—_Le schéma fonctionnel associé a I'expression (2.13) est présenté sur la
rvWiw2 - WN

21 —Wi 0 0 tee 0 21 K
%9 wp —w]  —wh 0 e 0 29 K
3| = |wp — W) wy — W wh e 0 2| | u
N W —Ww] Wy —wh wy—ws -+ —wy| |2N K
— e T (2.14)
21
)
— o o L o + K u
Y W1 —W; Wy — Wy W3 — Ws WN — Wy | 23 .
1Dz
ICZ
ZN

Par conséquent, Uintégrateur Z"(s) de la Fig. 2.3, peut étre approché par N poles

et NV zéros en utilisant la représentation d’état (2.14).

u(t)

_—

y(t)

7" (s) —>

Fig. 2.3. Schéma d’un intégrateur idéal Z" (s)

2.3.2 Avec un intégrateur en dehors de la bande de fréquence,

pour 0 <v <1

Gr—v

21

1+s/w]

22

14s/w)

z3

ZN

S[V-‘

1+s/wi

1+4s/wa

1+s/wy
14+s/wn

ZN+1 =Y

Fig. 2.4. Schéma de l'opérateur de Trigeassou ?VI[ZJA wp) (8) pour V v > 0.
Trigeassou et al. (1999) et Poinot et Trigeassou (2003) ont établi une représentation
d’état de leur variante de I'approximation d’Oustaloup (relation (2.9)) avec 0 < v < 1
(ou relation (2.10) avec v > 2 en correspondance). Lorsque ?VI[’;A o

d’un produit de cellules (Fig. 2.4), les auteurs définissent les variables d’état comme les

1(s) est constitué
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sorties de chaque cellule. Avec cette décomposition, chaque variable d’état z; 1 est liée a

la précédente z;, soit :

Wit . .
jJrl Zi — Zi+1 = wi(—zi + Zi+1)a (215)
Wit1

qui est équivalent, en vertu de la relation (2.4), a
O — Zig1 = —WiZi + WiZig1. (2.16)
Il est évident que pour 0 < v < 1, la premiere variable d’état est exprimée par :
21 = G u. (2.17)

La réécriture des relations (2.16)-(2.17) pour chaque cellule permet d’obtenir la notation

matricielle suivante :

1 0 0 0 0 0 0 0 - 7
Gl—y
a —1 0 0 —W1 w1 0 0 0
0
0 a -1 020 =10 —w w 0 0]zt)+ u(?)
0
0
0 « 1 0 0 —wy wy -
2M1 2A§1
y(t) = [0 .. 0 1] z(t)
~—
2021
(2.18)
ot dim(?M;) = dim(?4%) = N+ 1 et ol 2 = [21,29,...,2n41]7 , ou encore, de fagon
équivalente :
2(t) = 2A.2(t) + *B.jul(t), (2.19)

avec 2A,, = (2M1)_1 (2A%), 2B,y = (2]\41)_1 (*Bz).

2.3.3 Avec un gain constant en dehors de la bande de fréquence,

pour v > 1

Le cas de 1 < v < 2 est d’abord considéré. Ici, un intégrateur pur d’ordre 1 est en
cascade avec un intégrateur non entier d’ordre (1 — |r]). Dans ce cas, I'approximation

d’Oustaloup :

g 1 i 2.20
(S) S X N [UJA LUB] S X Gyfl i—1 1 + S/w/ ( )

i

VT

wa wpB]
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21

S S
3LVJ Guf Lv]

1+s/wi
1+s/w]

22

1+4s/wa
14s/w)

z3 ZN

1+s/wn
1+s/wy

ZN+1 =Y

Fig. 2.5. Schéma de 'opérateur d’Oustaloup }VI[”A wp) (8) avec Vv > 0.

w

est tres similaire a la variante de Triageassou avec 0 < v < 1 (relation (2.9)). En effet,

un intégrateur d’ordre 1 est en cascade avec l'approximation récursive des poles et des

zéros. Ainsi, la représentation d’état de I'approximation d’Oustaloup d’un intégrateur

non entier, avec 1 < v < 2, peut étre déduite directement de la relation (2.18), avec les

parametres a, 1, w;, w, qui correspondent a l'intégrateur d’ordre (1 —v) au lieu d’un ordre

de dérivation (1 — v) dans la variante de Trigeassou avec 0 < v < 1 :

—1 0 0 0

1 —a O 0

0 1 -« 0 | 2(t)

0

0 1 —«a

I — 1
y(t) = [0 0 1} z(t),

—

0 0 0 0

—W1 W1 0 0 0

0 —Wa W2 0 0

0 —WN WN
1AL

ou dim(*M;) = dim(* A%,) = N + 1, ou encore, de fagon équivalente :

2(t) = 'Az(t) + 'Bau(t),

avec 1A, = (1M1)_1 (11421)7 'B,, = (1]\41)_1 (lle)'

1B

(2.21)

(2.22)

Le cas v > 2 est maintenant considéré (Fig. 2.5). Les résultats précédents sont
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directement généralisés :

I yx(wl-1 Oul-xoven | L,
Z(1) =
| Ov+1)x(lv)-1) My
My
O1x(v)-1) PAL (1,0 1
G,y
T —1yx(v)-1) O([v]—1)x (N+1) z(1) + i u(t) (2.23)
- Oy |v)-1)x1
ONX(LVJ—l) Azl (2 : (N + 1) ) :>
1B:LDJ
IA*
z|v]
U0 = [Oreqsiy 1200,
1Oz 1w

ou dim('M,|) = dim(*A% ;) = N + [v]. Ou encore, de fagon équivalente :

Z(t) = 1A4,,Jz(t) + 1BZU,Ju(t), (2.24)

-1

avec 1AzLuJ = (1MLVJ)_1 (1A2LVJ)> 1BzLuJ - <1MLVJ) <1B;LVJ)'

2.3.4 Avec un intégrateur en dehors de la bande de fréquence,

pour v > 1

Si v > 1, le cas précédent peut étre directement généralisé comme dans la relation
(2.23) avec les parametres «,n,w;,w; qui correspondent au dérivateur d’ordre ([v] — v)

au lieu d'un intégrateur d’ordre (|v] — v) dans la variante d’Oustaloup, soit :

I-yxi-y Oq-npxvan | L
2(t) =
| O(N41)x([v]-1) 2 M,y

M
01 ([1]-1) 2AL (1)
I (10 -1)x(11-1) O(r1-1)x(v+1) (1) +
Onx(vi-1) AL (2:(N+1),)

2 *
A

u(t) (2.25)

y(t) = O1x(N+7v1-1) 1] (1),

ch[u]
ot dim(*Mp,7) = dim(*A%,;) = N + [v]. Ou encore, de fagon équivalente :
Z(t) = 2Azf,j]z(t) + QBZMu(t), (2.26)

-1

avec *A,p = (QMM)_l (2142(”])7 Bap = <2MM) <2B:M)'
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_— S IV (S) —

Fig. 2.6. Schéma d’un intégrateur idéal Z" (s)

2.4 Représentation d’état de D’approximation d’un

systéme non entier

L’objectif de ce paragraphe est de trouver une représentation d’état de 'approxima-

tion d’un systeme non entier défini par les relations (1.9)-(1.10).

2.4.1 Cas commensurable

1 7v
N~was wp

et proche d’un intégrateur idéal Z (s) (Fig. 2.6 et 2.7), soit :

Supposant que 'approximation d’Oustaloup ] (s) est suffisamment précise

(D7ai (t) — yal” (1)) = 0. (2.27)

Soit le systeme commensurable défini par la représentation de pseudo-état (1.9) avec
dim (A) = n. Chaque variable de pseudo-état peut étre approchée en utilisant ’approxi-
mation d’Oustaloup (ou la variante de Trigeassou) a la base de (2.23) (ou (2.25)). Les
entrées et les sorties, u,; = D"x;(t) et y.;(t) = x;, de la représentation d’état sont alors

utilisées (Fig. 2.6), soit :

21 Az 0 cee 0 zZ1 Bz 0 s 0 D”xl
22 0 Az 0 cee zZ9 0 Bz 0 s D”xz

= -
Zn 0 0 A, |z, 0 0 B.||D'xz,
- . A o1 - B T (2.28)
T Cz 0 s 0 zZ1 Dz 0 s 0 DVZL'l
) 0 Cz 0 z9 0 Dz 0 Dyxg

= + ,
T, 0 -+ 0 C.| |z 0 0 D.| |D"=zx,
L L I L 4 L i

X C ¢ D

(2.29)
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Nl (8) L zi(t)
_ NI wp) (8) >
Fig. 2.7. Schéma d'un intégrateur yZt, -, ()

Par substitution D"x et x dans la relation (1.9), la représentation d’état suivante

est obtenue :

{C (1) = (A+B(I - AD) " AC) ¢ (1) + B(I ~ AD)"" Bu(t) (2:30)

y(t)=C(I+D(I—AD) ' A)C¢ (1) + (CD (I — AD)™' B+ D) u(t).

Les équations (2.30) correspondent a la représentation d’état de I’approximation
d’Oustaloup (ou la variante de Trigeassou) du systéme non entier (relation (1.9)), avec,

pour I'approximation d’Oustaloup :

=n(N+|v])xn(N+|v]),

2.4.2 Cas non commensurable

Dans le cas d'une pseudo-représentation d’état non commensurable, ’ordre de déri-

vation non entier v de la relation (1.9) est remplacé par un vecteur d’ordres de dérivation :

vV = |:I/1 VQ oo VTL . (2.31)
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Dans ce cas, chaque variable de pseudo-état possede son propre ordre de dérivation :

D (1) (1)
Draa®| _ ,|%l + Bu(t)
) alt) (2.32)
(1)
B ZL‘Q(t)
y(t) =C + Du(t).
i0)

Chaque z; (j = 1---n) possede sa propre approximation d’Oustaloup (ou variante
de Trigeassou) présentée sous la forme d’une représentation d’état. Par conséquent, il est
nécessaire d’utiliser un indice supplémentaire dans la représentation d’état : A, ;, B, ;,
C.j, D, j correspondent a la dérivée v; de z;.

La représentation d’état de 'approximation rationnelle de (2.32) reste la méme que

celle de la relation (2.30), et les matrices A, B, C, D sont changées selon :

A, 0 By, 0
0 Azm o ... 0 0 BZW2
A=| T | B=] . >
0 . Az,un 0 BZ’V”
C... 0 ' D., 0 '
0 Cz,ug 0 0 DZ?'/Q 0
C— . . D= . (2.33)
0 e e e Cz,un 0 Dz,un

Cet exemple illustre la méthode de simulation des systemes non entiers dans le
domaine temporel sous la forme d’une représentation d’état en utilisant ’approximation
d’Oustaloup et la variante de Trigeassou. Les deux réponses obtenues sont comparées a
une solution analytique exacte. Soit un systeme MIMO représenté sur la Fig. 2.8 et décrit
par la relation (1.9), avec un vecteur d’ordre de dérivation v = [0.25 0.75]. Le systéme a

2 entrées et 2 sorties est présenté soit par la matrice de transfert :

1
50.25 0
1 1

50.75

Y (s) = (2.34)

ol
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uy (t) | yi(t)
b 30125 |
|
|
up(t) | ) A )
| 5075 U
|
|

Fig. 2.8. Exemple d’illustration d’un systeme MIMO non entier

soit par la pseudo-représentation d’état équivalente

D025, (1) o o] ] |1 0| fu
| DOy (t) 0 0] |wa(t)] 0 1] |ua(t)
_ R (2.35)
y1(t) _ 1 0| |z1(2)
_?JQ(t) i/l_/ _$2(t)_
c

En utilisant les transformations de similarité différentielle (Malti et Thomassin,
2013), la pseudo-représentation d’état suivante, avec un ordre de dérivation commen-
surable v = 0.25 (relation (2.35)) est obtenue :

] oo oo [mw] o
D02 xo(t) _ 0 0 1 0f |z2t) N 0 0] |ui(t)
x3(t) 0 0 0 1| |zs3(t) 0 0] |u(t)
za(1)| 00 0 0 [za(t)] [0 1]
- < . i (2.36)
1()
y1(t) |10 0 0 |2(t)
(D) 10 0f [as)
—5_/_3;4(,5)_

Le signal d’entrée wuy(t) est u(t) (un échelon unitaire) et uq(t) est u(t — tp2) (un échelon
unitaire décalé de tgy = 7 s). Par conséquent, les réponses analytiques du systéme (2.34)
sont bien connues (Aoun, Malti et al., 2004) :

Yor (1) = T (125) 92 u (t), (2.37)
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1 1

w5 9% u (1) + T 107w (t — tgy) (2.38)

Ya2 (t) =

Le systeme défini par les relations (2.34), (2.35) ou (2.36) est approché sur t €
[0 30] en utilisant les techniques développées dans ce chapitre, conduisant ainsi & une
représentation d’état. Les paramétres choisis sont : [w, wy] = [107% 10%] et N = 18.

Les réponses indicielles sont présentées sur la Fig. 2.9 et la Fig. 2.10. Les résultats
de simulation du systéeme non entier utilisant la représentation d’état et ’approximation
d’Oustaloup sont conformes a la réponse analytique du systéme (2.36), avec un ordre de

dérivation commensurable. Les erreurs de simulation sont définies par :

): Yai (t) — NYi (t) (239)

]Gi (t o (t)

ou l'indice supérieur gauche j € {1,2} désigne respectivement l'approximation d’Ousta-
loup ou la variante de Trigeassou de la sortie y; et I'indice i € {1,2} désigne le numéro
de sortie. Les erreurs sont tracées sur la Fig. 2.11 dans le cas d’un systéme commen-
surable. Il est constaté que les erreurs sont progressives et augmentent dans le temps.
En conséquence, plus longue est la simulation, plus grandes sont les valeurs d’erreur. En
revanche, les erreurs sont relativement petites par rapport aux sorties, donc la durée de
simulation nécessaire pour que les erreurs influent significativement sur le résultat doit

étre tres longue.

Pour le systéme (2.35), avec deux ordres de dérivation utilisés séparément, I’approxi-
mation d’Oustaloup présente de meilleures performances lorsque les ordres de dérivation
appartiennent a l'intervalle v € [0 0.5]. De méme, la variante de Trigeassou présente de
meilleures performances lorsque v € [0.5 1]. Les signaux d’erreur (2.39) sont tracés sur la

Fig. 2.12 dans le cas non commensurable.

2.4.3 Exemple 2 - Exemple d’application a la diffusion ther-

mique

Cet exemple est repris de (Victor, Melchior et Oustaloup, 2010). L’objectif est de
valider la méthode de simulation dans le domaine temporel, développée dans ce chapitre,
en la comparant a la méthode classique de simulation de Griinwald appliquée au systeme
de diffusion thermique. Les données d’entrée/sortie d’'un barreau d’aluminium fini sont
simulées. La longueur du barreau est L = 0.15 m et le rayon est R = 0.01 m (Fig.2.13).
Sa conductivité est A = 210 Wxm ! xK™! et sa diffusivité o = 107> m?xs~1. Le barreau
est chauffé des deux cotés par deux résistances qui produisent deux densités de flux de

chaleur différentes, ¢ et ¢, et les températures a la sortie sont simulées a deux distances,
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Fig. 2.9. Résultats de simulation du systeme (2.36) avec un ordre de dérivation commen-

surable, obtenus en utilisant I'approximation d’Oustaloup et la variante de Trigeassou,

comparés aux réponses analytiques exactes
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Fig. 2.10. Résultats de simulation du systeme (2.35) avec un ordre de dérivation non com-

mensurable, obtenus en utilisant I’approximation d’Oustaloup et la variante de Trigeassou,

comparés aux réponses analytiques exactes
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Fig. 2.11. Erreurs de sortie du systeme (2.36) avec un ordre de dérivation commensurable,

obtenues en utilisant I’approximation d’Oustaloup et la variante de Trigeassou
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Fig. 2.12. Erreurs de sortie du systéme (2.35) avec un ordre de dérivation non commen-

surable, obtenues en utilisant I’approximation d’Oustaloup et la variante de Trigeassou
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[¢, =005m| ¢,=011m |
I I I

OE | | 03

— | | <« I
| |
I L=015m I

Fig. 2.13. Barreau métallique fini sous l'influence de deux flux thermiques, un de chaque

coté

(1 =0.05 m et /5 = 0.11 m. Le barreau en aluminium est supposé completement isolé et
les pertes sur la surface, ou les flux thermiques sont appliqués, sont négligées. Le modele
qui relie la densité de flux appliqué a la normale a la surface sortant du milieu a la
température mesurée a une abscisse £, (n = 1 pour {1, n = 2 pour /5) a l'intérieur du
milieu est donné par la fonction de transfert H (¢,,s) obtenue a partir du théoréme de

superposition (le systeme est supposé linéaire), soit :
H(l,,s)=Hg(,,s)+ H({,s), (2.40)

ou Hg (¢,,s) et Hy (£,,s) sont approchées! par les fonctions de transfert non entieres

suivantes :

K
kv
TE (€n7 3) ]gzz:o bks

Hg (0, s) = R~ , (2.41)
S¢r(0,s) S apsk+Dv
k=1
o) S
Hp(6,,s)= R~ , (2.42)
Sor (L, s) X ap,sk+1y
k=1

oun K =5, ¢p(0,s) et ¢, (L,s) sont les densités de flux venant de [ = 0 et [ = L
respectivement. Tg (£, s) et Ty, (¢, s) sont les températures a la distance ¢,, résultant de
'application de ¢g (0, s) et ¢r (L, s) respectivement. S = wR? est la section du barreau,
I'ordre commensurable v = 0.5 et les parametres de la fonction de transfert sont calculés

par Victor, Melchior et Oustaloup (2010) en fonction des parametres physiques décrits

1. Le modele physique implique des fonctions sinus et cos hyperboliques (Maillet et al., 2000).
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i de e s . KI[(L—t,)F+1* 1(2L)— K
(conductivité, diffusivité, section du barreau) : by (¢, s) = [ : k_K_]l ,ap = KeL
KISA(2L)K o Ko 2

KU [(LA-n)* +(L—0)" . . . S
et b, (0n,s) = [(£+tn) Hk, K,z ] Pour des raisons d’identifiabilité il est préconisé de fixer
KISA(2L) Ko™ 2

(IK:]_.

Ainsi, la pseudo-représentation d’état non entiére du systeme (2.40) est donnée par :

A 0
DO.E)X(t) — (K+1)X(K+1) (K+1)><(K+1) X(t)
Ok r1)x(k+1) ArsD)x(E+1)
_ A
1 O(x+1)x1
Oxx1 uy (1)
+ 2.43
1 us(t) (2.43)
O Orsa |
B
C
ol
A= —AaK-1 —ay 0 0
IK><K OK><1 ’
T
x(t) = [o1(t) @2(t) ... Tegesn ()], dim(A) = 2K + 1) x 2(K + 1), dim(B) =

2K +1) x 2, dim(C) = 2 x 2(K + 1), dim(D) = 2 x 2.

Les densités de flux d’entrée sont choisies : u;(t) = u(t) — u(t — to1) (une fonction
rectangulaire, u(t) étant la fonction échelon) et us(t) = u(t—tp2) —u(t—tp3) (une fonction
rectangulaire décalée), avec tg; = 4 s, toe = 14 s, et to3 = 18 s. Le systeéme est simulé de

t =0 a 30 s, avec une période d’échantillonnage 6t = 0.01 s.

Le systeme décrit par la pseudo-représentation d’état (2.43) est approché en utilisant
les deux approximations — d’Oustaloup et la variante de Trigeassou, avec les parametres
suivants : [wy wp,] = [1072 10%], N = 18. Pour des raisons de validation, les deux approxi-
mations sont comparées aux résultats de simulation de Griinwald sur la Fig. 2.14. De plus,

les erreurs de simulation sont définies par :

e (1) - Yo (tLG:(ti)vyi (t)7 (2.44)

ou l'indice supérieur gauche j € {1,2} désigne respectivement l’approximation d’Ousta-

loup ou la variante de Trigeassou de la sortie y; et ou U'indice i € {1, 2} désigne le numéro
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de sortie, yg; étant simulé en utilisant la méthode de Griinwald. Les résultats de simula-
tion du systéme non entier (2.43) sous la forme d’une représentation d’état en utilisant
I’approximation d’Oustaloup et la variante de Trigeassou sont en accord avec la réponse
obtenue par la méthode de Griinwald.

Les erreurs sont tracées sur la Fig. 2.15. Plus longue est la simulation, plus grandes
sont les valeurs d’erreur. En plus, en régime transitoire, quand ’entrée change sa valeur, il
a y de sautes d’erreur qui apparaissent. Ces erreurs sont relativement petites par rapport

aux sorties.

Signaux d’entrée uy(t) et uy(t)

5= 1000

= E—r
- 500 —o (¢
-~
S~—
— O 1 Il 1 Il Il J
S
0 5 10 15 20 25 30

Temps, s

y1(t) approximé et y;(¢) obtenu en utilisant la methode de Griinwald
50 T T T T
_._ 2
= 1
= S
= —YGc1 [
O | | | | |
0 5 10 15 20 25 30
Temps, s
y2(t) approximé et y,(t) obtenu en utilisant la methode de Griinwald
100 T T T T
—. .2
s B
~ 50} Y2 | 1
=N —Ya2 |
O Il Il Il
0 5 10 15 20 25 30
Temps, s

Fig. 2.14. Résultats de simulation du systeme (2.43), avec un ordre de dérivation commen-

surable, obtenus en utilisant l'approximation d’Oustaloup et la variante de Trigeassou

2.5 Conclusion

Une méthode originale de simulation des systemes MIMO non entiers est proposée
dans ce chapitre. Elle est basée sur 'approximation d’Oustaloup des opérateurs non entiers
et permet d’obtenir une approximation d'une pseudo-représentation d’état non entiere en
utilisant une représentation d’état entiere. En outre, cette méthode peut étre appliquée
aux systemes commensurables et non commensurables, quel que soit 'ordre de dérivation.
La méthode a été appliquée avec succes a la simulation d’un systeme thermique non
commensurable d'un barreau d’aluminium de dimension finie ayant deux entrées et deux

sorties.
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Erreurs de y;(t)

30

0.6 :
2161
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Fig. 2.15. Erreur de sortie du systeme (2.43) obtenue en utilisant I’approximation d’Ous-

taloup et la variante de Trigeassou

Les contributions présentées dans ce chapitre ont donné lieu a une publication dans

la revue Nonlinear Dynamics (Ivanova, Malti et Moreau, 2016a).
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Chapitre 3 — Identification de systemes par modele non entier en utilisant la méthode
des sous-espaces

3.1 Introduction : état de ’art

De nombreux algorithmes d’identification de systemes par la méthode des sous-
espaces 451D (angl. State-Space Subspace System IDentification) ont été développés dans
la littérature. Le livre référence de Van Overschee et De Moor (1996) présente les princi-
pales méthodes dévelopées a temps discret dont la méthode MOESP (angl. Multivariable
Output Error State sPace algorithm) utilisée par la suite. Une comparaison détaillée
de T'algorithme MOESP avec les méthodes 4SID, PO- et PI-MOESP (angl. Past Out-
put/Input) est présentée dans (Haverkamp, 2001), avec N4SID (angl. Numerical algo-
rithms for Subspace State Space System IDentification) et CVA (angl. Canonical Variate
Analysis) dans (Van Overschee et De Moor, 1996 ; Favoreel et al., 1999). La complexité
de calcul de la méthode CVA est plus petite que celle des méthodes MOESP et N4SID
qui réduit les données aux covariances correspondantes évitant ainsi une décomposition
QR des matrices de Hankel des données. Néanmoins, I'utilisation des covariances au lieu

des données donne des résultats moins précis (Favoreel et al., 1999).

L’identification des systemes a temps continu (TC), a partir de données tempo-
relles en utilisant la méthode des sous-espaces (4SID), est décrite dans (Mensler et K. W.
Sanada, 2000 ; Katayama, 2005 ; Johansson et Lindstedt, 1995 ; Ljung, 2003), ou le filtrage
des données d’entrée-sortie est nécessaire pour le calcul des dérivées temporelles des si-
gnaux d’entrées-sorties. Dans (Haverkamp, 2001 ; L. Wang et Mokhtar, 2007 ; Bergamasco
et Lovera, 2011) l'opérateur w (filtre passe-tout) est utilisé a la place de I'opérateur de
Laplace et les données sont filtrées par un filtre de Laguerre. Pour I'identification de sys-
temes a TC la toolbox CONTSID (angl. CONtinuous-Time System IDentification) a été
développée par Garnier et L. Wang (2008). Trois classes de filtres en combinaison avec
des méthodes de la famille 4SID ont été développés dans la toolbox :

— filtres linéaires (moments fonctionnels généralisés de Poisson - GPMF - angl.

Generalized Poisson Moment Functional);

— méthodes intégrales (moments partiels réinitialisés - RPM - angl. Reinitialised
Partial Moments, filtre linéaire intégral - LIF - angl. Linear Integral Filter);

— fonctions de modulation (fonctions de modulation de Hartley - HMF - angl.
Hartley Modulating Functions et de Fourrier - FMF - angl. Fourrier Modulating
Functions).

L’identification de systemes a TC, a partir de données fréquentielles en utilisant
la méthode des sous-espaces, est traitée dans (K. Liu et D. W. Miller, 1994 ; T. McKelvey
et Ljung, 1996). Dans (K. Liu et D. W. Miller, 1994), 'algorithme FORSE (angl. Fre-
quency Domain Observability Range Space Extraction) basé sur 'extraction de la plage

fréquentielle d’observabilité est décrit et appliqué a l'identification d’un systeme ayant
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des données distribuées de maniere non-uniforme en présence d’un bruit blanc. Dans
(T. McKelvey et Ljung, 1996), deux algorithmes basés sur la méthode des sous-espaces
sont proposés pour l'identification de systemes a partir de données échantillonnées uni-
formément et non uniformément. Dans ce dernier cas et en présence d’un bruit complexe,
I’algorithme fournit une estimation biaisée en absence d’information sur la fonction de
co-variance du bruit. Le cas de modeles a TC y est également traité. Par ailleurs, dans
(Akcay et Turkay, 2004; Akcay et Turkay, 2011), une amélioration est proposée pour
traiter des données distribuées de maniere uniforme et non-uniforme dans un contexte
stochastique. Les algorithmes 4SID dans le domaine fréquentiel a TC, en particulier 1’al-
gorithme MOESP, utilisant le filtre de Laguerre sont présentés dans (Z.-J. Yang et S. Sa-
nada, 2000; L. Wang et Mokhtar, 2009). Dans (L. Wang et Mokhtar, 2009), un exemple
est traité dans le cas stochastique utilisant une approche basée sur les filtres FSF (angl.
Frequency sampling filters), détaillés dans (L. Wang et Cluet, 1997). L’identification de
systemes par la méthode des sous-espaces est comparée a 1’algorithme d’estimation pro-
posé dans (R. Neumayer et Weigel, 2003). Les algorithmes 4SID sont développés dans le
domaine fréquentiel pour les systemes a TC et a TD avec des spectres de bruit inconnus
dans (Pintelon, 2002).

L’identification des systémes par modele non entier a été initié dans les années

1990 a la fois dans le domaine temporel et fréquentiel.

Dans le domaine temporel, I'identification de systémes par modele non entier et par
les méthodes de sous-espace a été traitée dans le contexte déterministe dans (Thomassin
et Malti, 2009a) et dans le contexte stochastique dans (Thomassin et Malti, 2009b ; Malti
et Thomassin, 2013) et (Hu et al., 2016). Hu et al. traitent le probleme de données
distribuées non uniformément et utilisent les filtres de Laguerre pour compléter les données

manquantes et le filitre GPMF pour le calcul des dérivées filtrées des signaux.

L’identification des systemes dans le domaine fréquentiel en utilisant des modeles
d’ordre non entier a ét¢é initiée par Mathieu, Oustaloup et Levron (1995) et Le Lay (1998).
Récemment, Valério et Costa (2007) ont appliqué la méthode d’identification fréquentielle
de Levy (1959), et ses améliorations (Sanathanan et Koerner, 1963 ; Lawrence et G.J.,
1979), aux systémes non entiers. La plupart des méthodes d’identification proposées sont
basées sur la minimisation de la norme /5 (pondérée ou non) de l'erreur d’approximation.
De plus, toutes ces méthodes utilisent une connaissance préalable pour fixer les ordres
de dérivation. L’optimisation des ordres de dérivation est plus complexe car les modeles
non entiers sont non linéaires par rapport a ces parametres. La norme ¢, de l'erreur
d’approximation peut étre non-convexe et des algorithmes a base de gradient pourraient

converger vers un minimum local s’ils sont initialisés & son voisinage (Malti, Victor et
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Oustaloup, 2008). Dans (Malti, Raissi et al., 2010 ; Khemane et al., 2012), une approche
ensembliste est utilisée pour I'identification de systemes par modeles non entiers a partir

de données fréquentielles.

La pseudo-représentation d’état non entiere introduit un parametre supplémentaire
qui est 'ordre commensurable (Oustaloup, 1995). Dans (Thomassin et Malti, 2009a) et
(Thomassin et Malti, 2009b), la dimension de la matrice de transition est supposée connue
et un algorithme de programmation non linéaire est proposé pour I'optimisation de I'ordre
commensurable. Cependant, lorsque ni la dimension de la matrice de transition ni l’ordre
commensurable ne sont connus, il devient plus difficile d’appliquer les algorithmes des
sous-espaces. On montre dans ce chapitre, qu'une pseudo-représentation d’état ayant une
dimension surestimée peut avoir plusieurs minima globaux. A cet effet, le concept de
transformation de similarité différentielle pour des pseudo-représentations d’état est uti-
lisé par Malti et Thomassin (2013). En effet, une représentation d’état ayant un ordre
de dérivation commensurable v et une dimension de la matrice de transition N peut étre
similaire & une représentation d’état ayant un ordre de dérivation v/k et une dimension

de la matrice de transition kN, ou k£ est un nombre entier.

Ce chapitre est divisé en deux parties. Dans la premiere partie du chapitre (section
3.2), les algorithmes MOESP and PO-MOESP sont présentés dans un contexte détermi-
niste, puis stochastique, pour 'identification de systémes non entiers commensurables a
TC, a partir de données temporelles. Une comparaison détaillée de différents filtres
combinés avec les méthodes MOESP et PO-MOESP est donnée.

Dans la deuxieme partie de ce chapitre (section 4.3), les méthodes de sous-espace
sont appliquées pour l'identification de systémes d’ordre non entier (Oustaloup, 1995)
a partir de données fréquentielles. Un systeme décrit par un modele non entier est
identifié dans le domaine fréquentiel selon la méthode MOESP ordinaire dans un contexte
déterministe, puis stochastique pour un ordre de dérivation fixe. Les exemples montrent
la similitude de plusieurs pseudo-représentations d’état. Finalement, une étude de Monte

Carlo est présentée permettant d’évaluer statistiquement les propriétés des estimateurs.

Les contributions principales de la premiere partie du chapitre ont donné lieu a une
communication dans la conférence International Conference on Fractional Differentiation
and its Applications (Ivanova, Malti et Moreau, 2016b). Les contributions principales de
la deuxieme partie ont donné lieu aux communications dans les conférences internationale
IEEE MESA (Ivanova, Malti et Moreau, 2014a) et nationale JDMACS (Ivanova, Malti
et Moreau, 2015) et a un article accepté dans la revue nationale JESA (Ivanova, Malti et
Moreau, 2017).
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3.2 Méthodes des sous-espaces dans le domaine tem-

porel

Dans cette section, I'identification de systémes non entiers dans le domaine temporel
est traitée dans des contextes déterministe et stochastique. Aux paragraphes 4.1-4.3, les
méthodes des sous-espaces, MOESP ordinaire et PO-MOESP, sont présentées dans les
contextes déterministe, puis stochastique en combinaison avec différents types de filtres
passe-bas. Une comparaison détaillée des filtres est présentée. Au paragraphe 4.4, une
tentative de généralisation de ces méthodes de sous-espaces aux systemes non entiers
non commensurables est présentée. Au paragraphe 4.5, un exemple de systeme décrit
par un modele non entier est traité dans le domaine temporel a 'aide des méthodes
MOESP ordinaire et PO-MOESP dans un contexte stochastique avec des simulations de
Monte Carlo. Ensuite au paragraphe 4.6, le cas ou l'ordre de dérivation du systeme est
inconnu est traité. Par rapport a Thomassin et Malti (2009a), ot les poles du systeme sont
estimés dans le contexte stochastique en utilisant les algorithmes MOESP et PO-MOESP
combinés aux filtres passe-bas (ou la méthode algébrique), dans cette section deux filtres

supplémentaires sont étudiés pour ’estimation paramétrique.

3.2.1 Contexte déterministe (MOESP)

La pseudo-représentation d’état linéaire a TC est introduite par (1.9)-(1.10). Le
probléme consiste a estimer les matrices du systeme A, B, C, D a partir de données
échantillonnées dans le domaine temporel {u(t;)}r=) et {y(tx)};=1 . L'ordre commensu-

rable v est supposé connu.

En calculant les réponses successives dans le domaine temporel

D'y (t) = CD'x(t) + DD u(t) = CAx(t) + CBu(t) + DD u(t), (3.1)

D*x(t) = AD"x(t) + BD"u(t) = A*x(t) + ABu(t) + BD"u(t), (3.2)

D*y(t) = CD*x(t) + DD*u(t) = CA’x(t) + CABu(t) + CBD"u(t) + DD*u(t),
(3.3)

etc, et par substitution, le modele linéaire étendu suivant est obtenu :
Y(t) =T X(t) + U(t), (3.4)
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ou les matrices de Hankel d’entrée et de sortie sont données par :

u(t)
D¥u (t)

D(i—2)uu (t)
_D(i—l)uu (t)

: NIGES

y(t)
Dy (t)

D(i—2)uy (t)
_D(i—l)uy (t)

(3.5)

La matrice d’observabilité étendue I'; et la matrice bloc Toeplitz W; sont respecti-

vement données par :

_ . )
CA
Fi: .
CAz‘—l
D 0
CB D

CA™2B CAB

c Rszn)

D

1pXim
€ Ripxim

(3.7)

ol ¢ est un indice défini par 'utilisateur et qui est supérieur a l'ordre du systeme : i > n.

Soient les échantillons des signaux d’entrée et de sortie disponibles pour /N intervalles

de temps distincts ¢, k = 1,..., N, le modele linéaire étendu (3.4) peut étre réécrit de

la fagon suivante :

o Uy € RN Yy € RPN et Xy € RN sont définis ci-dessous :

u(ty)
D”u(tl)

D(i—2)yu (tl)
D(i—l)uu (tl)

yN - Fz‘)C‘N + \I’Z'Z/{N,

u(ty)
D u(ty)
: , YN
D2y (ty)
D(i—l)uu (tN)

XN = { X(tl) X(tg)

Y(tl)
DVy(t1)

x(ty) |-

(3.8)

y(tw)
DVy(tn)

D(i—2)uy (tN)
D(i—l)z/y (tN)

(3.9)

(3.10)

L’équation (3.8) permet d’utiliser les algorithmes d’identification par méthodes des

sous-espaces, développés initialement pour les systemes a TD. L’algorithme MOESP or-

dinaire (Katayama, 2005) est développé dans la suite.
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. Calculer la décomposition LQ de la matrice de données :

uel [y o] [QF
M= T QlT : (3.11)
]T\[e L21 L22 Q2

ol Ly; € R™*im [, € RP*m [,, € RP*? avec les matrices L1, Loy triangu-
laires inférieures, et Q; € R?*™V>xm (), € R?™N>% orthogonales.

. Décomposer en valeurs singulieres (SVD) la matrice Lss par une approximation

de 'espace de colonne de I'; :

1 0
0 0

‘/1T

Loy = [U1 U2} VT
2

: (3.12)

ou U, € RP*" o U, € RP*(@=1) 1,6 nombre d’états n peut étre estimé a partir

de la SVD tel que n = dim ¥; en absence de bruit.

. Estimer la matrice d’observabilité étendue :
I =ux/” (3.13)

. Estimer la matrice ' : ¢ =T;(1:p,1:n).

. Estimer la matrice A en résolvant I’équation linéaire :
fi<1:p(i—1),1:n)A:fi(p+1:ip,l:n). (3.14)

. Estimer les matrices B et D. A cet effet, on peut montrer que :

UJW; = U] Ly Ly}, (3.15)

ou :
Uy £ [51 Ly - ﬁz}a (3.16)
Uf Lyt & (M My - M), (3.17)

avec Ly, € RPTXP ot M, € ROP=MX™ for = 1,... 4. Ainsi, & partir de (3.15) :
LiD+ LoCB+ -+ L,CAT2B = M,
£2D + ﬁgéé + -t Eléﬁligé - Mg,
LD+ L,CB= M1,

L;D=M,.
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En définissant Lj, = [L), ... L£;] € RGP=x@H=Kp p — 9 4 un systeme

surdéterminé d’équations linéaires est obtenu :

El Ezf‘ifl_ Ml
‘62 EBfi—2 A MZ
: by (3.18)
. _.A B . ) *
Ez’fl £1F1 Mz'fl
L 0 M

ou la matrice bloc de coefficients a gauche est de dimension i(ip —n) x (p + n).
Les matrices B et D sont estimées en trouvant la solution par moindres carrés
de (3.18).

Le calcul de dérivées fractionnaires des signaux d’entrée et de sortie est cependant
nécessaire pour définir les matrices Uy et Vyr. Ce calcul provoque toujours des erreurs
numériques qui sont encore plus importantes dans le contexte stochastique. Ces erreurs

peuvent étre évitées en introduisant des méthodes de filtrage décrites au paragraphe 3.2.3.

3.2.2 Contexte stochastique (PO-MOESP)

Soit le systeme (1.9)-(1.10) perturbé par un bruit de sortie de moyenne nulle :

V)
<
>
—

V)
N—

I

AX(s)+ BU(s), (3.19)
Y(s) =CX(s) + DU(s) + V(s). (3.20)

ou V(s) € RP est la transformée de Laplace d’'un bruit blanc ayant une moyenne nulle.
Dans cette section, une variante de 1'algorithme PO-MOESP (angl. Past Output MIMO
Output-Error State Space) décrite par Haverkamp (2001) est présentée pour obtenir des
estimateurs non biaisés en présence d'un bruit de sortie. Une variable instrumentale Z,
corrélée avec le vecteur d’état mais non corrélée avec le bruit, est utilisée. Cette variable
instrumentale de l’algorithme est choisie comme une combinaison d’entrée et de sortie
passés : Z = [Ug, Vi), ot les matrices Uy, et Yo, sont formées comme dans (3.9).
L’algorithme PO-MOESP est décrit ci-dessous :

1. Calculer une décomposition LQ de la matrice de données :

Upt1,2041 Ly 0 0 0 QlT

U L L 0 0 T
0,0 _ |t 22 Q; ’ (3.21)

Vo,e L3y Lz Lzz 0O Q3

Vot1,2041 Lyw Lyp Lus Ly 4T

avec les matrices triangulaires inférieures L;; et (); orthogonales (j = 1,2, 3,4).
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2. Décomposer en valeurs singulieres (SVD) la matrice [Lyo Ly3] par une approxi-
mation de ’espace de colonne de I'; :

2 0

L Ly|=[01 Uy , (3.22)

ot Uy € RP*" et U, € RP*(®#=7) e nombre d’états n peut étre estimé & partir

de la SVD tel que n = dim ¥; en absence de bruit.

Les étapes (3)-(6) sont les mémes que pour l'algorithme MOESP.

3.2.3 Etude de differents types de filtres

Pour éviter la propagation du bruit lors du calcul des dérivées des signaux d’entrée
et de sortie, nécessaires pour la définition de vecteurs U(t) et V(t) dans (3.5), les filtres

passe-bas sont introduits. Trois types de filtres sont étudiés dans ce paragraphe.

3.2.3.1 Meéthode algébrique

Dans (Thomassin et Malti, 2009a), I'utilisation d’un opérateur non entier de type

filtre passe-bas est introduit pour la premiere fois :
B 1

1+ ()
qui correspond a un opérateur stable et causal. Il permet d’obtenir la transformation
algébrique suivante de (3.19)-(3.20) :

A(s) , (3.23)

X(s) = A\ JAX(s)] + Ba[A(s)U(s)], (3.24)
[AY (s)] = CIAX (s)] + D[AU(s)] + [AV(s)], (3.25)

avec Ay=1+7A, By=7BetT= (wif)”
La transformée inverse de Laplace (3.24)-(3.25) donne :

x(t) = Ax[Mx(t)] + Ba[Au(t)], (3.26)
Ay (t)] = C[Xx(t)] + D[Au(t)] + [Av(t)], (3.27)
ou Ax(t), A\y(t), Au(t) et Av(t) correspondent aux états, entrées, sorties et bruit filtrés

par A. En calculant les réponses successives dans le domaine temporel, un modele linéaire

étendu est obtenu :

V(t) = Tixa(t) + Uy U(t) + T V(). (3.28)
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ou ) ) ) _ ) )
Aty (AN y] (A ]
X2y (A (N2
Y= : , U = : V= : , Xy = A x (3.29)
[Ay] (At [AV]
y (1) u(t) V()
et
] [ D 0 ... 0]
CA ) CB D e o
Tin=| | eRP" 0, = A e RP¥im_ (3.30)
: : : 0
CAY (CA?By CAYPBy ... D]

Les vecteurs ) et U dans (3.29) sont utilisés au lieu de (3.5) dans les algorithmes
MOESP ou PO-MOESP. Ensuite, les matrices Ay, By, C' et D sont calculées et finalement

les matrices A et B sont déduites a partir de :

A= (A1), (3.31)
B= %BA. (3.32)

Les diagrammes de Bode du filtre A(s) (3.23) avec 'ordre v = 0.9 et wy = 6 rad/s
sont tracés sur la Fig. 3.1. L’ordre minimal du filtre correspond a vi = 0.9 x 1 = 0.9 qui
donne la pente de —18 dB/dec.

3.2.3.2 Filtre GPMF entier

Le filtre de Poisson généralisé GPMF (angl. Generalized Poisson Moment Functio-
nal) a été développé par Unbehauen et Rao en 1987 (Wu, C. Yang et Song, 2009).

Pour un systeme non entier avec un ordre de dérivation commensurable v, le filtre
GPMF est introduit de telle sorte que les signaux soient différenciés en basses fréquences

et filtrées en hautes fréquences.

[vil]+1
b ) . (3.33)

Fils) = (s—i—)\

L’ordre du filtre [vi] + 1 est choisi de maniére a obtenir un filtre passe-bas d’ordre

an moins égal a un.

En appliquant le filtrage (3.33) sur les matrices de données, les transformées de
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Filtre A(s)

10°

Pulsation (rad/s)

-180

-360[

Phase (deg)

~540
10

0

10

Pulsation (rad/s)

Fig. 3.1. Diagrammes de Bode du filtre A(s) (3.23) avec v = 0.9, wy = 6 rad/s

Laplace de matrices de Hankel (3.5) s’écrivent :

Fi_
Fi_

Fi1(s)U(s)
Fi_1(s)s"U (s)

1 (5) 80724 (s)
1 (8) 8614 (s)

Fi
Fi

Fi_

1

1

~1(8) Y(s)
( )S"Y (s)

(5) s (s)

(5) s=DvY (s

)

(3.34)

Les vecteurs U(t) et Y(t) dans (3.34) sont utilisés au lieu de (3.5) dans I'algorithme

MOESP (ou PO-MOESP) et les matrices A, B, C' et D sont estimées directement.

Les diagrammes de Bode du filtre GPMF (3.33) combiné au dérivateur non entier

d’ordre v = 0.9 avec f = A = 1 sont tracés sur la Fig. 3.2. L’ordre minimal du filtre

résultant est supérieur a 1, vi — ([ri]+1) =0.9x6 —

la pente de —32 dB/dec.

3.2.3.3 Filtre LIF entier

([0.9x6]4+1) = —1.6, ce qui donne

L’approche LIF (angl. Linear Integral Filter), développée par Sagara et Zhao dans

1988 (Sagara et Zhao, 1990), permet de résoudre le probleme des conditions initiales qui

se produit dans toutes les méthodes d’intégration.

Pour un systeme non entier avec un ordre de dérivation commensurable v, le filtre
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Filtre GPMF

0 — T ; T
—~ / FG(S)SGV :
A —100f—| — Fils)s™
N L — —— Fs(s)s™
E / 7F6(8)53V
ch —200/ FG(S)SQV s
: Fo(s)s” Lo o
-300 ) I—1 '0 L
10 10 10

Pulsation (rad/s)

~540 Lo

10 107 10° 10 10
Pulsation (rad/s)

Fig. 3.2. Diagrammes de Bode du filtre GMPF (3.33) combiné au dérivateur non entier
d’ordre v =0.9 avec f = A =1

Filtre LIF
100 -—
=) =
= S
z;f
) §
— Fys(s)s ol
-300 i i
1072 — Fy(s)s™” 10° 10" 10°
Fo(s)sPulsation (rad/s) ——— Fy(s)s™
: : : — Fy(s)s™
T S (s)
(s)
(s)

~540 ] :
-2 -1 0 1 2

10 10 10 10 10
Pulsation (rad/s)

Fig. 3.3. Diagrammes de Bode du filtre LIF (3.35) combiné au dérivateur non entier
d’ordre v = 0.9 avec ¢ = 100 et T"= 0.05
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LIF a la forme suivante :

(1 —exp (—0Ts))V1*!

Fi(s) = glvil+1 )

(3.35)

ou ¢ est un entier choisi de maniere a obtenir la bande passante du filtre la plus proche

possible de la bande passante du systeme.

L’ordre du filtre [ri] + 1 est choisi de maniére & obtenir un filtre passe bas d’ordre

an moins égal a un.

Les matrices de données filtrées sont identiques a (3.34). Apres filtrage des don-
nées, les algorithmes MOESP ou PO-MOESP peuvent étre utilisés pour I'estimation des
matrices A, B, C' et D.

Les diagrammes de Bode du filtre LIF (3.35) combiné au dérivateur non entier
d’ordre v = 0.9 avec ¢ = 100 et T' = 0.05 sont tracés sur la Fig. 3.3. Comme pour
le filtre GPMF, l'ordre minimal du filtre résultant est supérieur a 1, vi — ([vi| +1) =
0.9x6—(]0.9%6]+1)=—1.6, ce qui donne la pente de -32 dB/dec.

3.2.4 Tentative de généralisation de ’algorithme MOESP aux

systémes non entiers incommensurables

Dans le cas d'une pseudo-représentation d’état incommensurable, 'ordre de dériva-

tion non entier v dans (1.9) est remplacé par un vecteur d’ordres de dérivation :
V= {1/1 Vg -+ Upl - (3.36)

Dans ce cas, chaque variable de pseudo-état x; a son propre ordre de dérivation v;.
En calculant les réponses successives dans le domaine temporel, un modele linéaire étendu

est obtenu :

V(t) = T,X () + WU(), (3.37)

ou les matrices de Hankel des entrées U, des sorties ) ainsi que la matrice d’état X sont
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données par :

y(t)
D'y (t)
D2y (t)

Dy (t)

DDAy (1)
Dl-Dray (1)

DDy (1)

u(t)
D"u (t)
D"2u (t)

D¥ru (t)

Dli-Driy (t)
DU=Drzy (¢)

Dli—Dray (t)

x(t)
D"ix (t)
DV2x (t)

Dvrx (t)

Dli—Drig (t)
Dl=Drax (¢)

Dl—Drny (t)

(3.38)

La matrice d’observabilité étendue I'; et la matrice-block Toeplitz ¥; sont données
dans (3.40), avec :

T, € RPG-DntDlxn(-Dn+D)] o p, ¢ RIP(-Dn+D]x[m(=1n+D)]

(3.39)

La différence principale entre (3.37)-(3.38) et le cas commensurable (3.8)-(3.10) est

que le vecteur d’état x(t) est utilisé directement dans (3.10) alors qu'un vecteur étendu

est nécessaire en (3.38). La dimension de ce dernier est beaucoup plus importante. De plus

X (t) dans (3.38) ne peut pas étre considéré comme un vecteur d’état étendu a cause des

dépendances entre ses éléments. Par conséquent, la généralisation au cas incommensurable
de la méthode MOESP n’est pas possible.
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3.2.5 Exemple d’illustration dans le contexte stochastique

Dans cette section, un exemple est présenté pour illustrer la performance de diffé-
rents types de filtrage décrits ci-dessus et appliqués au systéme non entier commensurable
dans le contexte stochastique. Considérons un systeme donné par (3.19)-(3.20), repris d'un
travail de Thomassin et Malti (2009b), ayant une entrée (un signal binaire pseudo aléa-
toire), deux sorties, un ordre commensurable v = 0.9 et des conditions initiales nulles. Le

systeme est décrit par les matrices suivantes :

o= { 0ol ],D: H | 5.1)
0.5 —0.1 0

La période d’échantillonnage est T = 0.05 s. Les sorties sont perturbées par un bruit

0 —0.1
1 —0.2

1
0

A: B:

Y

gaussien. Trois simulations de Monte Carlo sont effectuées avec 30 réalisations chacune et
des rapports signal /bruit de 5, 10 et 15 dB, afin d’étudier la robustesse des méthodes et

des filtres proposés. La norme /5 de I'erreur de sortie est évaluée dans chaque cas :

N AR A,
J=iy &3 , (3.42)
PR S ()

=1

ol y, et g, sont les (-emes sorties du systeme et du modele.

Pour vérifier I'influence des parametres du réglage : le nombre de bloc-lignes 7, wy
pour la méthode algébrique (3.23), ¢ pour la méthode LIF (3.35), A pour la méthode
GPMF (3.33), la norme {5 de l'erreur de sortie pour la méthode MOESP combinée avec
des filtres différents est tracée sur la Fig. 3.4. La variation de l'erreur quadratique moyenne
n’est pas grande pour un large intervalle de parametre de réglage des trois filtres. L’opti-
mum se trouve :

— pour la méthode algébrique, dans la zone de petites valeurs de wy et ne dépend

presque pas du nombre de bloc-lignes des matrices de Hankel 4,

— pour la méthode LIF, dans la zone de petites valeurs de ¢ et 1,

— pour la méthode GPMF, dans la zone de petites valeurs de i.

Les parametres de 'algorithme MOESP sont réglés a : i = 8 pour les méthodes
MOESP et PO-MOESP ; wy = 6 rad/s pour la méthode algébrique; ¢ est choisi dans
I'intervalle [30 100] pour minimiser l'erreur quadratique de la méthode LIF, X est choisi
dans l'intervalle [0.1 2] pour minimiser l'erreur quadratique de la méthode GPMF. Les
valeurs propres estimées en utilisant les méthodes MOESP et PO-MOESP sont tracées
en utilisant :

— la méthode algébrique sur la Fig. 3.5(a) et Fig. 3.5(b),

— les filtres LIF sur la Fig. 3.5(c) et Fig. 3.5(d),
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30 100 100 1 -8
9 -8.4 0.9
25 8 -86 -85
7 -88
20 07
-9
60 N
o 50 o -02 06
3 20 9.4
-95
30 -96
04
10 » 50 98
-10
10 -10
5 s
0 -102
= -10.5
- -104 01
3 4 5 . 6 7 8 3 4 5 . 6 7 8 3 4 5 . 6 7 8
1 1 1

(a) Méthode algébrique (b) LIF (c) GPMF

8

Fig. 3.4. Etude de Deffet des paramétres des filtres et du nombre des block-lignes i sur
la méthode MOESP : critere d’erreur J en fonction de nombre des block-lignes i et de

parametres des filtres wy (méthode algébrique), I (LIF) et A (GPMF), avec RSB=10 dB

— les filtres GPMF sur la Fig. 3.5(e) et Fig. 3.5(f).

La Fig. 3.5(a) montre que 'algorithme MOESP combiné a la méthode algébrique
est biaisé en présence de données bruitées. La Fig. 3.5(b) montre que l'algorithme PO-
MOESP combiné a la méme méthode algébrique permet d’avoir une meilleure estimation

avec des valeurs propres non biaisées.

Dans le cas de 'algorithme MOESP combiné au LIF (Fig. 3.5(c)) et au GPMF (Fig.
3.5(e)), aucun biais n’apparait et les valeurs propres estimées de la matrice des pseudo-

états sont moins dispersées comparés a 'algorithme PO-MOESP combiné au LIF (Fig.
3.5(d)) et au GPMF (Fig. 3.5(f)).

Les moyennes des valeurs propres estimées ainsi que leur écart-type, sont présentés

sur le tableau 3.1.

Pour conclure, les trois méthodes suivantes sont retenues en présence de données
bruitées dans la mesure ou elles fournissent des résultats comparables :

— PO-MOESP avec la méthode algébrique,

— MOESP avec le LIF,

— MOESP avec le GPMF.
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3.2.6 Estimation de ’ordre non entier

Dans cette sous-section, 'ordre de dérivation du systeme non entier v est considéré
inconnu. Considérons le systeme de 'exemple précédent donné par (3.19)-(3.20) avec les
matrices (3.41). Les signaux de sortie sont perturbés par un bruit ayant un RSB=15 dB. Le
systeme est identifié pour des valeurs différentes de 'ordre de dérivation commensurable,
v € (0,2), qui est supposé inconnu et pour la dimension connue de la matrice d’état
estimée, n = 2. La norme ¢y de lerreur de sortie (3.42) est évaluée. Le critere d’erreur en

fonction de I'ordre commensurable v est tracé sur la Fig. 3.6(a).

Pour la vraie dimension du systeme identifié, 'optimum se trouve comme prévu a
v =0.9. Méme en présence d’un bruit, les algorithmes MOESP et PO-MOESP combinés
avec le filtrage de données permettent d’estimer précisément la dimension du systeme
ainsi que les matrices de la représentation d’état. Le critere présente quelques sauts qui
peuvent étre expliqués par la présence d'un arrondi [vi] dans les expressions des filtres
(3.33) et (3.35).

Dans un contexte plus général d’ordre de dérivation et de dimension du systeme
inconnus, un test de plusieurs dimensions dans un ordre croissant (n = 2,3,4,...) est
recommandé. Le critere d’erreur est tracé dans le cas déterministe en fonction de I'ordre

de dérivation sur la Fig. 3.6(b) et Fig. 3.6(c) pour n = 3 et n = 4 respectivement.

Néanmoins, dans le cas stochastique, la surestimation de la dimension du systéme

ne permet pas d’obtenir des criteéres réguliers. Par conséquent, elle doit étre évitée.

3.2.7 Conclusion

Dans cette section, les algorithmes d’identification de systemes basés sur la mé-
thode des sous-espaces dans le domaine temporel ont été présentés pour l'identification
de systeéme par modele non entier utilisant la pseudo-représentation d’état. Dans le cas
stochastique, en présence d’un bruit blanc en sortie, I'algorithme MOESP combiné avec
le LIF et le GPMF et I'algorithme PO-MOESP combiné avec la méthode algébrique per-
mettent d’obtenir les meilleures estimations. Aussi il est montré, sur un example, que
I'identification de systeémes peut étre effectuée avec succes dans le cas stochastique avec
I’ordre de dérivation du systeme inconnu quand la dimension du systéme est proche de sa
vraie valeur. Les contributions principales de cette section ont donné lieu a une communi-
cation dans la conférence International Conference on Fractional Differentiation and its

Applications (Ivanova, Malti et Moreau, 2016b).
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Fig. 3.5. Valeurs propres de la matrice A estimées avec les méthodes MOESP et PO-
MOESP en utilisant la méthode algébrique, le LIF et le GPMF pour les simulations de

Monte Carlo avec 30 réalisations et RSBs différents
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~o5
0.4
0.3
0.2
0.1
00 0.‘5 i 115 2 0 0.‘5 1 115 2
v v
(a) n =2, RSB=15 dB (b) n = 3, cas déterministe

(c) n =4, cas déterministe

Fig. 3.6. Critere d’erreur J en fonction de l'ordre commensurable v pour différentes di-

mensions de la matrice d’état dans les cas déterministe et stochastique

3.3 Méthodes des sous-espaces dans le domaine fré-

quentiel

Dans cette section, un algorithme basé sur la méthode des sous-espaces est présenté
pour l'identification de systéme par modele non entier a partir de données fréquentielles.
Les matrices de la pseudo-représentation d’état sont d’abord estimées par la méthode des
sous-espaces utilisant les décompositions QR et en valeurs singulieres. Ensuite, 'ordre
de dérivation commensurable est estimé en choisissant celui qui minimise le critere dans
I'intervalle (0,2). C’est la premiere méthode développée pour Iidentification de systémes

multi-entrées multi-sorties par modele non entier dans le domaine fréquentiel.

Au paragraphe 4.3.1, un systeme décrit par un modele non entier est traité dans

81



Chapitre 3 — Identification de systemes par modele non entier en utilisant la méthode
des sous-espaces

le domaine fréquentiel selon la méthode MOESP ordinaire dans un contexte détermi-
niste pour un ordre de dérivation fixe. Ensuite, au paragraphe 4.3.2, les étapes princi-
pales d’utilisation de la méthode MOESP en combinaison avec des filtres passe-bas sont
présentées dans un contexte stochastique. Au paragraphe 4.3.3, un exemple montre la
similitude de plusieurs pseudo-représentations d’état dans le contexte déterministe. En-
fin, au paragraphe 4.3.4, un exemple avec simulations de Monte Carlo permet d’évaluer

statistiquement les propriétés des estimateurs dans un contexte stochastique.

3.3.1 Contexte déterministe (algorithme MOESP)

Le probleme d’identification est formulé comme I’estimation les matrices A, B, C,

D de la pseudo-représentation d’état a TC (1.9)-(1.10), a partir de données fréquentielles

{u( jwl)}ﬁil et {y(jw) ﬁjlv L’ordre commensurable v est supposé connu. La représenta-

tion fréquentielle de (1.9)-(1.10) est donnée par :

(jw)” X (jw) = AX (jw) + BU(jw), (3.43)
Y (jw) = CX (jw) + DU (jw). (3.44)

En calculant les réponses successives dans le domaine fréquentiel, un modele linéaire

étendu est obtenu :

V(jw) =T:X(jw) + VU (jw), (3.45)

dont les entrées et sorties sont données, grace aux matrices de Hankel, par :

(jw)’ U (jw) (jw)’Y (jw)
(jw)" U(jw) (Jw)"Y (jw)
U (jw) = , Y(jw) =
()2 U (jw) (@)Y (juw)
()Y U (jw) ()Y (jw) |

La matrice d’observabilité étendue I'; et la matrice-bloc Toeplitz W; sont respecti-

vement données par (3.6) et (3.7).

Soient les données d’entrées/sorties disponibles pour N fréquences distinctes wy,

l=1,..., N, le modele linéaire étendu (3.45) peut étre rééerit de la fagon suivante :

Yy =Xy + Wildy, (3.46)
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ot Uy € C™*N ot Yy € C"*N gont définis ci-dessous :

(jwr)" U (jwr) (jwn)" U(jwn)
(Jw1)" U(jwr) (Jwn)" U(jwn)
Uy = : : : (3.47)
(jwn) " U (jen) (ij)(Zfz)" U(jwn)
(jwn) " U (jun) (jwon) ™V U jwn)
(jwr)" Y (jwr) (jwn) Y (jwn)
(Jw1)" Y (jwr) (Jwn)"Y (jwn)
(o) Y Gn) o (Gow)" Y (o)
(jwn) Y (jen) (jon) Y (jwn) |
et ot Xy € CN .
Xy =[ X(jor) X(jws) -+ X(jwn) |- (3.49)

L’équation (3.46) a valeurs complexes est décomposée en parties réelle et imaginaire :

N =Xy + Wildy, (3.50)
ou
Vo= R{VNY I {Yn} | RPN, (3.51)
Uy = | R{Uxy Inf{ly} | € RN, (3.52)
X = R{xy} In{xy} | e R (3.53)

L’équation (3.50) permet d’utiliser 'identification de systémes non entiers par la
méthode des sous-espaces de la méme fagon que pour les systemes rationnels a TD. L’al-
gorithme MOESP ordinaire (Katayama, 2005), décrit au paragraphe 4.2.1, en remplagant
simplement les données temporelles (3.9) par des données fréquentielles (3.47)-(3.48), peut
étre appliqué.

3.3.2 Contexte stochastique (algorithme MOESP combiné aux
filtres passe-bas)

Dans ce paragraphe, la sortie du systeme (1.9)-(1.10) est considérée comme étant

perturbée par un bruit blanc additif v(), soit dans le domaine de Laplace :

V)
R
<
—~
Va)
~—
I

AX(s)+ BU(s),
Y(s) =CX(s)+ DU(s) + V(s).
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Compte-tenu de la présence du bruit, il est nécessaire de filtrer la sortie du systeme
perturbé. Haverkamp (2001) propose d’utiliser la transformation w = (s — a)/(s + a) et
de remplacer l'opérateur de Laplace s par son équivalent en w : s = a (1 +w) /(1 — w).
Pour un modele non entier avec un ordre de dérivation v, le méme principe peut étre
appliqué, en remplacant le filtre passe-tout précédent par : w = (s¥ —a) / (s” + a). De ce
fait, s" =a (1 +w) /(1 —w).

L’équation (3.54) se transforme en :

1+w

a7 X(s) = AX(s) + BU(s), (3.56)
wX(s) =A,X(8)+ By (1 —w)Ul(s), (3.57)

Ay = (A+al) " (A—al), (3.58)

By = (A+al)'B. (3.59)

L’équation de sortie (3.55) devient quant a elle :

1-—w)Y(s)=C(1l—-w)X(s)+ D (1 —w)U(s) + (1 —w)V(s), (3.60)
(1—w)Y(s) =CpX(s)+ Dy (1l —w)U(s) + (1 —w) V(s), (3.61)
Chp = 2aC(A +al)™, (3.62)
D,=D—C(A+al)'B. (3.63)

Le filtre obtenu (1 — w) permet de réduire l'effet du bruit de sortie :

s’ —a 2a
L = (1-— =1- = 3.64
ofs) = (1—w) =1 - 52— =, (3.64)
i (s — a)i
Li(s) = (1 —w)w' = 2a7i+1. (3.65)

(s +a)

Le filtre passe-bas (3.65), appliqué au systeme perturbé, réduit le bruit en hautes

fréquences. Les diagrammes de Bode du filtre (3.65) avec a = 8 sont tracés sur la Fig. 3.7.
Ainsi, le systeme (3.54)-(3.55) est équivalent a :

wX(s) = A, X(8)+ By (1 —w) Ul(s), (3.66)

Lo(s)Y (s) = Cpy X (s) + DyLo(s)U(s) + Lo(s)V (s). (3.67)
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Filtre L;(s) (3.65) — L(s

100
S T Lals

Gain (dB)

-50 — —
-1 0 1 2

10 10 10 10

-90+

Phase (deg)

-1 0 1 2

10 10 10 10
Pulsation (rad/s)

Fig. 3.7. Diagrammes de Bode du filtre L;(s) (3.65) avec a =8 et v = 1.5

Les matrices de Hankel sont construites a partir de données filtrées :

Lo (jw) Y (jw) Lo (jw) U (jw)

L (i)Y (iw Ly (jw) U (jw
i) 1 (J ). (jw) () = 10 ) (je)

Li—1 (jw)Y (jw) Lio1 (jw) U (jw)

Apres filtrage des données, I'algorithme MOESP est utilisé pour estimer les matrices
Ay, By, Cy et D,,. Ensuite, les matrices A, B, C' et D sont calculées par transformations

A=a(l+ A,) (I —A,) ", (3.68)
B=2a(I — A,) "By, (3.69)
C=Cu(l — Ay, (3.70)
D = D, + Cy(I — A,) ' B,. (3.71)

3.3.3 Exemple d’illustration dans un contexte déterministe

Dans cette section, un exemple simple est présenté pour illustrer la propriété de
transformation de similarité (Théoréme 1) des systemes non entiers. A cet effet, I’algo-

rithme MOESP ordinaire est appliqué dans le contexte déterministe. Considérons un sys-
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teme ayant 2 entrées, 2 sorties décrit par (1.9)-(1.10) et un ordre commensurable v = 1.5.
La dimension de la matrice d’état est dim (A) = n = 2. Les données d’entrées/sorties sont

générées dans le domaine fréquentiel. Le systeme est décrit par les matrices suivantes :

-3 0.1 1 05 10 0.0l 0
A= . B = O = . D= . (3.72)
0.5 —2.2 01 1 0 1 0 0.01

Les parametres de l'algorithme sont fixés a N = 100 fréquences log-équidistantes
dans la plage w; € [ 1073 10! } rad/s, les signaux d’entrée sont fixés respectivement a
Ui (jw;) = 1, ce qui correspond dans le domaine temporel & une impulsion de Dirac idéale
et Us(jw;) = exp (—tojw;), ce qui correspond dans le domaine temporel & une impulsion

retardée de ty, avec dans cet example 5 = 3 s.

Le systeme est identifié pour différentes valeurs de I'ordre commensurable v € (0, 2)
supposés inconnus et pour les quatre dimensions différentes de la matrice de transition
n=dim(A):n=2;n=3;n=4e¢ct n=_6.

L’ordre de dérivation commensurable est estimé par minimisation de la norme /5 de

I’erreur de sortie, évaluée pour les 4 dimensions de la matrice de transition :

e[ I () Vi) (¥ ) = Ve ()

Z =1

J =
py=

: (3.73)
(Ye (jwi))" (Ye (jwi))

2

L0=

on Y, et Y, sont respectivement la /-ieéme sortie du systeme et du modele, ainsi que le

critere % fit :
% fit = (1 — J) x 100%. (3.74)

Dans le premier cas, lorsque la dimension du modele identifié correspond a la dimen-
sion réelle du systéme, 'optimum se trouve comme prévu a v = 1.5 (Fig. 3.8). Lorsque
dim(A) = 3, Poptimum se trouve a la vraie valeur de 'ordre commensurable, v = 1.5, et
la matrice A est singuliere, voire mal conditionnée, a cause de la chute de rang de n = 3
a n = 2 correspondant a la vraie dimension du systéme. Lorsque dim(A) = 4 (respecti-
vement dim(A) = 6) deux (respectivement trois) optima globaux sont présents a 1.5 et a
0.75 (respectivement 1.5, 0.75 et 0.5), comme prévu par le theoréme 1.

Lorsqu’a la fois la dimension du systeme n et 'ordre de dérivation v sont inconnus,
il est préconisé de mettre en place une procédure itérative a partir d’une faible valeur de
n (typiquement n = 1 ou 2) et d’évaluer l'ordre optimal v pour ce n. Si l'identification
n’est pas jugée acceptable, n est incrémenté et de nouveau v est recalculé jusqu’a ce que le

couple (n, ) soit jugé acceptable ou que la procédure d’identification soit jugée inefficace.
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Fig. 3.8. Critere d’erreur J en fonction de I'ordre commensurable v pour des dimensions

différentes de la matrice de transition, dim(A) = n, dans le contexte déterministe

3.3.4 Exemple d’illustration dans le contexte stochastique

Considérons le méme systeme que celui de l'exemple précédent, avec une sortie
perturbée par un bruit blanc complexe ayant un rapport signal sur bruit (RSB) de 30 et
50 dB :

RSB = 10 log,, <Y* (o) ¥ (j“)> , (3.75)

V() V (jw)
ou V est un bruit blanc a valeurs complexes avec des contributions équivalentes des parties
réelles et imaginaires.

Pour vérifier I'influence du parametre de réglage a du filtre (3.65), la norme ¢ (3.42)
de lerreur de sortie est tracée en fonction de a et de v sur la Fig. 3.9. Différentes valeurs
de a sont acceptables dans I'intervalle [6,14]. Cette valeur est fixée & 8 pour la suite de

cet exemple.
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Critére d’erreur J en dB

Fig. 3.9. Critere d’erreur J (3.42) en dB en fonction de l'ordre de dérivation du systeme
v et du parametre a du filtre (3.65) avec RSB=30 dB

Le systeme est identifié pour différentes valeurs de I'ordre commensurable v € (0, 2)
supposés inconnus et pour différentes dimensions de la matrice de transition. Les résultats

sont présentés sur la Fig. 3.10.

Lorsque n = 2 et n = 3, le minimum du critere J se trouve a v = 1.5. Lorsque n = 4,
le minimum est a v = 0.75. Enfin, pour n = 6, le critere est tres irrégulier dii au nombre
important de parametres. En conclusion, la transformation de similarité différentielle ne
s’applique pas, en présence de bruit.

Maintenant la dimension de la matrice A est réglée a n = 2 et 'ordre commensurable

est réglé a la valeur réelle o = 1.5.

Les valeurs propres obtenues de la matrice estimée A sont représentées en bleu sur
la Fig. 3.11 et les vrais valeurs propres de la matrice A sont représentées en rouge. Comme
le montre la Fig. 3.11 I'algorithme MOESP ordinaire n’est pas performant en présence
de données bruitées avec un RSB = 30 dB, ce qui est généralement considéré comme un
faible niveau de bruit.

Maintenant ’algorithme MOESP combiné au filtre (3.65) ayant a = 8 est appliqué
en utilisant les mémes parametres de simulation et des niveaux de bruit plus importants
avec RSB = 30 et 20 dB. La Fig. 3.12 montre que cet algorithme fonctionne mieux dans
le contexte stochastique car les valeurs propres estimées de la matrice de transition sont

moins dispersées.

Les moyennes des valeurs propres ainsi que leur écart-type, présentés sur le tableau
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Fig. 3.10. Critere d’erreur J en fonction de 'ordre commensurable v pour des dimensions

différentes de la matrice de transition, dim(A) = n, dans le contexte stochastique avec

RSB=30 dB

3.2, indiquent que l'algorithme est trés peu (voir non-) biaisé.

3.3.5 Lorsque n et v sont inconnus

L’example décrit au paragraphe 4.1 est repris ici dans un contexte stochastique avec
un niveau de bruit de RSB=30 dB. Lorsqu’a la fois la dimension du systéme n et l'ordre
de dérivation v sont inconnus, une procédure itérative est mise en place. La dimension
de la matrice de transition est d’abord fixée a n = 1, et la norme ¢, de I'erreur de sortie
(3.42) est tracée en fonction de l'ordre commensurable sur la Fig. 3.13(a) qui montre que
le minimum du critere, min(.J) = 0.18 (% fit = 82%), se trouve a v = 1.1. Ce critere étant
jugé insatisfaisant, n est augmenté a 2 et la procédure est réitérée. Comme le montre la
Fig. 3.13(b), le minimum, min(J) = 0.001 (% fit = 99.9%), se trouve a v = 1.5. Pour
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Fig. 3.11. Valeurs propres estimées de la matrice A pour 50 réalisations pour différents
RSBs sans utilisation du filtre (3.65)
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Fig. 3.12. Valeurs propres estimées de la matrice A pour 50 réalisations pour différents
RSBs en utilisant le filtre (3.65)
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3.3 — Méthodes des sous-espaces dans le domaine fréquentiel

Vrais parametres 2 Op, D2 Ops
ou niveau de bruit (RSB)
Vrais parametres -3.0583 - -2.1417 -
30 dB -3.058 | 0.016 | -2.141 | 0.010
20 dB -3.047 | 0.035 | -2.151 | 0.027
10 dB -2.99 | 0.12 | -2.21 0.08

Tab. 3.2. Moyennes des valeurs propres p; o =eig(A) et leur écart-type (o,, et o,,) pour

trois simulations de Monte Carlo & différents niveaux de bruit

n = 3, la Fig. 3.13(c) montre que 'optimum du critére, min(J) = 0.002 (% fit = 99.8%)),
se trouve a v = 1.51. Dans la mesure ou I’évolution de I’erreur n’est pas significative, entre

n =2 et n = 3, la dimension n = 2 est retenue pour le systeme.

3.3.6 Conclusion

Dans cette section, un algorithme d’identification de systemes non entiers utilisant
la méthode des sous-espaces dans le domaine fréquentiel est présenté. Il illustre une carac-
téristique typique aux modeles non entiers : la transformation de similarité différentielle.
Elle permet d’obtenir des minima globaux multiples dans un cas déterministe quand la
dimension de la matrice d’état est surdimensionnée. Dans le cas stochastique, en pré-
sence d'un bruit blanc, I'algorithme MOESP combiné avec des filtres passe-bas permet
d’avoir une meilleure estimation. Il introduit cependant un parametre supplémentaire a
qui doit étre réglé. Les contributions principales de cette partie du chapitre ont donné lieu
aux communications dans les conférences internationale IEEE MESA (Ivanova, Malti et
Moreau, 2014a) et nationale JDMACS (Ivanova, Malti et Moreau, 2015) et a un article

accepté dans la revue nationale JESA (Ivanova, Malti et Moreau, 2017).
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Chapitre 3 — Identification de systémes par modele non entier en utilisant la méthode
des sous-espaces

15 T 0.3 T

0.25

0.2r

J, critére d’erreur
J, critére d’erreur
&

0.4 0.6 0.8 1 12 14 16 0.4 0.6

J, critere d’erreur
o 2 o 8
2 K R B

4

o

@
T

oo
S
oL
=)

Fig. 3.13. Critere d’erreur J en fonction de I'ordre commensurable v pour des dimensions
différentes de la matrice de transition, dim(A) = n, dans le contexte stochastique avec

RSB=30 dB
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Chapitre 4 — Application a la diffusion thermique dans deux barreaux métalliques

4.1 Introduction

Les modeles non entiers ont prouvé leur efficacité pour la modélisation de la diffusion
thermique. De par leur compacité paramétrique, les modeles non entiers, comparés aux
modeles entiers ou aux modeles par éléments finis, sont particulierement adaptés a la mo-
délisation de tels systemes diffusifs. Oldham et Spanier (1970), Oldham et Spanier (1972)
et Oldham et Spanier (1973) ont été les premiers a utiliser la dérivation non entiére pour
modéliser les phénomenes de diffusion. Ils ont montré que les systémes diffusifs peuvent
étre modélisés par des fonctions de transfert ayant des ordres de dérivation multiples de
0.5. Leurs travaux ont été approfondis par d’autres (Chevrié et al., 2015 ; Daou, Christo-
phy et al., 2013 ; Christophy et al., 2013 ; Daou, Moreau et al., 2012 ; Assaf et al., 2012;
Benchellal, Poinot et Trigeassou, 2007 ; Benoit-Marand et al., 2006 ; Christophy, 2016).
Pour les systemes thermiques semi-infinis, J. Battaglia et al. (2000) et Agrawal (2004) ont
montré que la solution exacte de I’équation de la chaleur, qui lie le flux thermique injecté

en surface a la température, contient un intégrateur d’ordre 0.5.

Les développements théoriques des chapitres précédents sont appliqués a un systeme
physique en diffusion thermique. Dans la littérature, le modele liant la densité de flux de
chaleur a travers un barreau métallique a la température mesurée, sous certaines hypo-
theses est non entier, car il découle de la résolution de 1’équation de la chaleur (équation
aux dérivées partielles) (Victor, 2010; J.-L. Battaglia, Cois et al., 2001 ; Cois, 2002; K.
Miller et Ross, 1993 ; Podlubny, 1999b). De ce fait, le systeme thermique peut aussi étre
considéré comme un systeme entier de dimension infinie (Laroche, 2000). Toutefois, I'opé-
rateur non entier est mieux adapté a la modélisation des systemes de dimension infinie,
comme les systemes diffusifs, car il permet d’obtenir des modeles compacts. Une telle mo-
délisation a permis, par exemple, a J.-D. Gabano et Poinot (2011) et J. Gabano et Poinot

(2011) d’estimer la conductivité et la diffusivité thermiques dans un matériau homogene.

Dans ce chapitre, un systeme thermique, composé de deux barreaux en étain, est

identifié, d’abord a partir de données de simulation, et ensuite a partir de données réelles.

La modélisation théorique du transfert thermique, décomposé en une cascade de
transferts locaux dont tous les parametres ainsi que toutes les variables d’entrée et de
sortie ont un sens physique, est proposée au paragraphe 4.2.

L’é¢tude du systeme thermique, constitué de deux barreaux en étain, est d’abord
réalisée en simulation par éléments finis sous COMSOL au paragraphe 4.3, puis ensuite
sur un procédé réel au paragraphe 4.4. Dans chaque cas, une identification par la méthode

des sous-espaces est proposée.
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4.2 — Modélisation théorique du transfert thermique dans un milieu fini

4.2 Modélisation théorique du transfert thermique

dans un milieu fini

La décomposition en cascade de transferts locaux facilite I'analyse de comportement
du milieu fini de dimension L. Deux études complémentaires sont proposées (Christophy,
2016). La premiere est faite en surface (pour x = 0) ot d'un point de vue thermique le
phénomene d’effusivité est dominant, puis la seconde en profondeur (pour x > 0) ou le

phénomene de diffusivité thermique est fondamental.

4.2.1 Schématisation, paramétrage et mise en équation

Le transfert de chaleur monodimensionnel est considéré dans un milieu homogene
fini (Fig. 4.1) de longueur L (z € [0; L]), de diffusivité oy et de conductivité A, soumis a

un flux ¢(¢) en x = 0. L’absence de pertes est considérée en = = 0.

T(x,t)

L

Fig. 4.1. Transfert de chaleur monodimensionnel dans un milieu homogene fini

Le transfert de chaleur est régi par un systeme d’équations aux dérivées partielles,

soit : ,
or(xz,t)  0°T(x,1)
T = Oy W, >0, t >0, (4]_)
or(z,t) B

ou ¢(t) représente la densité de flux égale au rapport du flux ¢ (¢) et de la section trans-
versale S du milieu, soit ¢(t) = ¥ (t)/S.

Les conditions initiale et aux frontieres sont données par :

OT (x,t)

—A ox

—0, =1L, 1>0, (4.3)
T(z,t)=0,0<z<L, t=0. (4.4)
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Chapitre 4 — Application a la diffusion thermique dans deux barreaux métalliques

4.2.2 Résolution du systeme d’équations de la chaleur

La condition initiale sur la température étant nulle, la transformation de Laplace de
I'équation (4.1) conduit a une équation différentielle d’ordre 2 par rapport a la variable
x, soit :

Tz, 5) ggfz’ 5) _ O% T(z,s) =0, ou T(z,s) = ,,%{T(x,t)}, (4.5)

dont la solution est de la forme :

T(z,s) = Ki(s)exp (x\/S/Td) + K5(s) exp (—x\/s/Td) . (4.6)

La prise en compte des conditions aux frontiéres (en x = 0 et en # = L) permet

d’établir un systeme de deux équations a deux inconnues, Ki(s) et Ks(s), soit :

1

Ki(s) — Ky(s) = —)\ T

o(s), (4.7)

K (s)exp (L s/ad) — Ks(s) exp (—L s/ad) =0, (4.8)

dont la résolution, en introduisant A = a4 p C,, conduit aux expressions de Ki(s) et

Ks(s), soit :

1 exp <—L1/8/O[d) _

Ki(s) = o(s), (4.9)

1 exp (Ly/s/aq _
Koo(s) = )( s/ 3(s). (4.10)
En introduisant les expressions (4.9)-(4.10) dans la solution (4.5) et en remplacant
la densité de flux ¢(s) par le flux 1 (s) (¢(s) = 1(s)/S), on obtient alors la fonction de
transfert H (z,s, L) du milieu fini entre la température T (z, s, L) et le flux 9(s), soit :

T (x5, L) 1 exp (—(L—a)y/s/aq) +exp (L —2)y/s/aa)

H(w s L) = P(s) N S/ ApCys exp (L s/ad) — exp <_L S/O‘d) ’

ou encore, en introduisant les fonctions hyperboliques cosh et tanh,

T(z,s,L) 1 1 cosh (L —2)y/s/aa) 12)

H(:E,S,L) = @(3) - S )\pCps tanh (L S/C(d) cosh (L S/Ctd)

En résumé, la fonction de transfert est de la forme :
H (x,s,L) = HyI"® (s) F (0,s,L)G (z,s, L), (4.13)
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4.2 — Modélisation théorique du transfert thermique dans un milieu fini

en posant
05 T (0 1

= L0500 1 (4.14)

¥(s) S

T (0,s,00) 1
199 (s) = == = o 4.15
(s) s95 T (0,s,00) 80’ (4.15)

T(0,s,L 1
P05 1) = 208D (4.16)

T (0,s,00)  tanh (\/S/TL) ’
(2,5, L) _ cosh (/s/w1s) (4.17)
(0,s,L)  cosh (\/S/TL> ’

avec 1g = 1/ ApC), ot 1y représente effusivité thermique, wy, = aq/L* et wr, = aq/ (L — ZL‘)2.

Les pulsations wy, et wy, sont liées par une relation de la forme :

G(z,s,L) =

~I

2
wr = (1 - %) Wi (4.18)

En outre, si z = 0 alors wy, = wy,, si v < L alors wy ~ wr,.

L’inverse de la fréquence transitionnelle w;, définit la constante de temps de diffusion,

71, du milieu fini de longueur L, soit :

1 L?
T, = — = —.
Wi, g

(4.19)

Les températures qui apparaissent dans les relations (4.14)-(4.17) sont décrites ci-
dessous :
- T(0,s,00) est la température en z = 0 si le milieu était semi-infini;
- T(0,s, L) est la température en x = 0 du milieu fini de longueur L ;
- T'(z,s,L) est la température en z, Va € [0; L].
D’un point de vue systéeme, le transfert H(z, s, L) peut étre interprété comme résul-
tant de la mise en cascade (Fig. 4.2) :
- d'un gain Hy entre le flux 9(s) et la dérivée d’ordre 0.5 de la température en
x = 0 si le milieu était semi-infini, s*%7 (0, s, 00), gain identique & celui défini
dans le cadre d’'un milieu semi-infini;
- d'un intégrateur fractionnaire d’ordre 0.5, 1°? (), entre s*5T (0, s, 00) et la tem-
pérature T (0, s,00) ;
- d’un transfert £ (0,s, L) entre T (0, s,00) et T (0,s,L);
- d'un transfert G (z,s, L) entre T (0,s, L) et T (x, s, L) dont 'analyse Va € [0; L]
permet d’étudier le phénomene de diffusion thermique dans le milieu fini.
Deux cas d’études font 'objet d'une distinction, & savoir en surface (x = 0) ou le

phénomene d’effusivité est présent et en profondeur (0 < z < L ) ou le phénomene de

diffusivité est dominant.
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Chapitre 4 — Application a la diffusion thermique dans deux barreaux métalliques

Fig. 4.2. Schéma illustrant le transfert H(z, s, L) du milieu fini

4.2.3 Analyseen =0

Dans la mesure ou G (0, s, L) = 1, la température en x = 0 du milieu fini de longueur

L,T(0,s,L), est donnée par :
T(0,s,L) = Hy I°® (s) F(0,s,L) 1 (s), (4.20)

le transfert F' (0, s, L) permettant d’analyser l'influence du caractere fini du milieu sur la
température en z = 0. A ce titre, posons z = /s/wy. Compte tenu de l'expression de
wr, = ag/L?, on vérifie en premier lieu que :

1. Si L — ooalors wy, = ay/L* — 0 et 2 — oo, or :

lim tanh (2) =1, d’'ou lim F (0,s,L) =1, (4.21)
Z—»00 L—o0
soit finalement
lim H (0,5, L) = Ho 1°° (s); (4.22)
—00

2. Sis — 0alors z — 0, or

1
lim tanh (2) — 2z, d’ou lim F'(0,s, L) — : (4.23)
z—0 s—0 S
wr,
soit
1
lim H (0, s, L) — Ho 1°° (s) : (4.24)
s— S
wr,
ou encore, en prenant en compte que A = agpC),
lim H (0,s,L) — 4.25
H A (0,5, L) = o (4.25)

avec Cy, = p C, L, la capacité thermique du milieu fini (exprimée en J m~—2
K—1).
La relation (4.25) met en évidence l'existence d’un comportement asymptotique,

quand s — 0, de type capacitif caractérisé par un intégrateur d’ordre 1.
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4.2 — Modélisation théorique du transfert thermique dans un milieu fini

3. Si s — oo alors z — 00, or

lim tanh (z2) =1, dou lim F (0,s,L) =1, (4.26)
soit
lim H(0,s,L) = Hy I*? (s). (4.27)

La relation (4.27) met en évidence I'existence d’un comportement asymptotique,
p

quand s — oo, de type fractionnaire caractérisé par un intégrateur d’ordre 0.5.

La réponse fréquentielle H(z, jw, L) est donnée par :
H (x,jw, L) = Hy I°® (jw) F(0,jw, L) G (z,jw, L). (4.28)
En 2 = 0, dans la mesure ou G(0, jw, L) = 1, H(z,jw, L) se réduit a
H (0,jw, L) = Hy I°® (jw) F (0,jw, L). (4.29)

Dans un premier temps, I’analyse de la réponse fréquentielle F'(0, jw, L) (Fig. 4.3)enz =0
montre que deux comportements asymptotiques existent, soit :
- aux basses fréquences, un comportement intégrateur fractionnaire d’ordre 0.5.
En effet,

.5

F(o,jw,L)w@—L)% L {Ir o3 nl=(2) + (4.30)
arg (F (0, jw, L)) = —

Qg
Yw < wy, = T3 )
4
- aux hautes fréquences, un comportement proportionnel unitaire. En effet,
[F(0,jw, L) | =1

F0,jw, L) =1 = . (431)
arg (F (0, o, L)) = 0

Qg
Yw > wy, = T3
la zone de transition entre ces deux comportements asymptotiques étant fixée
par la fréquence transitionnelle wy,.
Dans un deuxiéme temps, l'analyse de la réponse fréquentielle globale H (0, jw, L)
(Fig. 4.4) en x = 0 montre :

- aux basses fréquences, un comportement d’intégrateur d’ordre 1. En effet,

1 |H(0,jw, L) | = &
—

Vo < wp = 22 H(0,jw, L) ~ —— SO (432)
L Conder{arg (H (0,jw, L)) = =3
- aux hautes fréquences, un comportement intégrateur fractionnaire d’ordre 0.5.
En effet,
1 H(0,jw, L) | = 4%
Vw>>wL:%’ H(OaJW,L)%HOW | ( J )| 0.5 ’
(w) arg (H (0,jw, L)) = —%

(4.33)
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Fig. 4.3. Diagrammes de Bode de F(0,jw, L) obtenus dans le cas de I'aluminium avec
L=1m, L=05m,L=01met L =00

la zone de transition entre ces deux comportements asymptotiques étant fixée
par wr. Compte tenu de 'expression de wy, cette zone de transition est d’autant
plus basse en fréquence que la longueur L est grande.

En complément des diagrammes de Bode, la Fig. 4.5 présente les tracés de H (0, jw, L)

dans le plan de Nichols toujours dans le cas de I'aluminium pour L =1 m et L = oo.

L’étude en z = 0 pour le milieu fini montre qu'un comportement intégrateur d’ordre
1 a lieu aux basses fréquences et un comportement intégrateur fractionnaire d’ordre 0.5

apparait aux hautes fréquences.

Par ailleurs, 'exploitation de la dualité temps-fréquence a 'aide des théoremes de
la valeur initiale et de la valeur finale permet d’affirmer que :
- dans les premiers instants, les réponses temporelles (impulsionnelles, indicielles,
...) sont celles obtenues avec un intégrateur fractionnaire d’ordre 0.5;
- dans les grands instants, les réponses temporelles sont celles obtenues avec un
intégrateur d’ordre 1.
Ainsi, le comportement fractionnaire du milieu fini dans les premiers instants « dégénere »
en un comportement intégrateur d’ordre 1 pour des temps t > 77, = L?/ay, c’est-a-dire
lorsque la chaleur a completement diffusé dans le milieu fini. Ceci étant, si la durée Tj;,,

de la simulation temporelle est bien inférieure a la constante de temps 7, de diffusion,

100
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Fig. 4.4. Diagrammes de Bode de H(0,jw, L) obtenus dans le cas de I'aluminium avec
L=1m, L=05m,L=01met L =00
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Fig. 4.5. Réponses fréquentielles H (0, jw, L) dans le plan de Nichols dans le cas de 'alu-

minium avec L=1m, L=05m, L=01met L =00
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Chapitre 4 — Application a la diffusion thermique dans deux barreaux métalliques

alors seul le comportement fractionnaire est observé.

4.2.4 Analyseen 0 <z <L

Afin de faciliter 'analyse de I'influence de G(z, s, L) sur le transfert global H (z, s, L),

un retour a la définition de la fonction cosh est effectué, soit :

G os1) = exp (\/s/sz) + exp ( s/wLx)

- _ . (4.34)
exp (\/s/wL) + exp (—,/s/wL)
Ainsi, quand s — 0,
£1_r)r(1)G (x,s,L) =1, (4.35)
alors
. 1
EL%H (x,s,L) — Cs (4.36)

Comme en z = 0, la relation (4.34) met en évidence I'existence d’un comportement

asymptotique, quand s — 0, de type capacitif caractérisé par un intégrateur d’ordre 1.

De plus, si s — oo alors z — oo, or ILm exp(—z) =0, d’ou
z o0

lim G (z,s,L) — L 'S/WLI), (4.37)
exp (1/8/&)[1)

ou encore, apres introduction de la relation (4.18) entre wy, et wy,, puis simplification,

lim & (x,s,L) — exp (—‘ / (dell?2> = exp (—\/s/wx) = E(x,s), (4.38)

d’ou

lim H (x,s,L) = lim Hol"(s)exp (- i) = lim HoI"?(s)E(x,s) = 0.  (4.39)

5—00 w{L‘ S§— 00

Ainsi, pour un milieu fini, la relation (4.39) met en évidence l'existence d’un com-

portement asymptotique, quand s — co.

En fait, la similitude entre G(z, s, L) et F(z, L) n’existe pas seulement lorsque s —

oo. L'expression (4.34) de G(z, s, L) peut se réécrire sous la forme :

3 ) exp <L\/azd) + exp (—L\/azd) exp <2x\/azd>
*d exp <\/g> + exp (— ﬁ) ’
ou encore, compte tenu des définitions de w, et wy, et en introduisant la notation E(x, s),
exp (\/%) + exp (—(L — Qx)\/azd)

o () rew (+VE)
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G (z,s,L) = exp <—:c (4.40)

G (z,s,L) = E(z,s)

(4.41)
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Ainsi, si < L alors G (z,s, L) =~ E(z,s).
Dans le domaine fréquentiel, il convient dans un premier temps d’analyser la réponse

fréquentielle de G(z, s, L) (Fig. 4.6) pour comprendre son influence sur la réponse globale

H(xz,jw, L), car pour 0 < z < L le gain de G(x, s, L) n’est plus unitaire, soit :

exp (1 /jﬁx) + exp (— j;;x)

G (z,jw, L) = : (4.42)
o () oo ()
Deux comportements apparaissent clairement :
- aux basses fréquences,
|G (z,jw, L) | =1
lim G(z,jw, L) =1 = ; (4.43)
w0 arg (G (z,jw, L)) =0
- aux hautes fréquences,
. . . LW
lim G(z,jw, L) = E(z,jw) = exp <—1 /J—) =
w [e.e] wx
G(z,jw, L)| =~ exp(—(3%)%%) — 0
|G (2, jw, L)| = exp(—(52-)"") (4.44)

arg(G(z, jw, L)) & —(55-)*" = —o0
Comme on peut 'observer sur la Fig. 4.6, non seulement G(z, jw, L) et E(x,jw) ont
le méme comportement aux hautes fréquences, mais aussi aux moyennes et aux basses

fréquences. Cet exemple illustre bien le cas ou # < L conduit a G(z,jw, L) = E(z,jw).

Pour faciliter la suite de I’analyse, introduisons la fréquence particuliere w. telle que
|G (2, jwe, L)| = 1/4/2, soit -3 dB. Cette fréquence w,. diminue quand x augmente. C’est la
raison pour laquelle, pour une fréquence w donnée, le gain et la phase sont d’autant plus

faibles que = est important.

A titre d’illustration, la Fig. 4.7 présente les diagrammes de Bode de G(z,jw, L)
toujours dans le cas de I'aluminium pour L = 1 m et pour trois valeurs de z, a savoir 0.5

cm, 1 cm et 10 cm.

Dans un deuxieme temps, ’analyse de la réponse globale H(x,jw, L) (Fig. 4.8) met
clairement en évidence trois comportements :
- aux basses fréquences, un comportement intégrateur d’ordre 1 identique a celui
obtenu en x =0 :
1 H (z,jw, L) | = &

H(z,jw,L) ~ = = Cuw ; (4.45)
Cinjw arg (H (r,jw, L)) = =5
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Fig. 4.6. Diagrammes de Bode de G(z,jw, L) et de E(z,jw) obtenus dans le cas de I'alu-

minium avec L =1 m et x = 0.5 cm

Fréquence (rad/s)

NER

-3 -1 1

10 10 10
Fréquence (rad/s)

Fig. 4.7. Diagrammes de Bode de G(z,jw, L) obtenus avec I'aluminium pour L = 1 m

avec t =0.5cm, z =1cm et x = 10 cm
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- aux moyennes fréquences, un comportement intégrateur fractionnaire d’ordre

0.5 :

0.5 |H([E,JW,L>|:%
pour wy, € w K we, H(x,jw, L)~ Hy I (jw) = ,
arg (H (z,jw, L)) = =%

(4.46)
- aux hautes fréquences, un comportement identique a celui d’un milieu semi-
infini :
Yw > we, H(z,jw, L) ~ Hy I"°(jw) exp(— Jwi) —

H (2,jw, L) | = 1 exp(—(32)"7)
arg (H (z,jw, L)) = —

, (4.47)

s
4

-100 -6 l—4 l—2 I 0 I 2
10 10 10 10 10

Fréquence (rad/s)

10 10 10° 10 10
Fréquence (rad/s)

Fig. 4.8. Diagrammes de Bode de H(z,jw, L) obtenus avec I'aluminium pour L = 1 m

avecr =0cm,z=05cmet x =1 cm

En complément des diagrammes de Bode, la Fig. 4.9 présente les réponses fréquen-
tielles H(x,jw, L) dans le plan de Nichols obtenues toujours avec 'aluminium pour L = 1
m et pour les mémes positions z =0 cm, £ = 0.5 cm et x = 1 cm.

Le comportement intégrateur d’ordre 0.5 observé pour x = 0 aux hautes fréquences
disparait progressivement lorsque x s’é¢loigne de l'origine, phénomene d’autant plus pro-

noncé que la longueur L du milieu fini diminue.

Le comportement asymptotique aux hautes fréquences apparait pour un milieu fini

de dimension L a la profondeur z. Le comportement fractionnaire d’ordre 0.5 observé aux
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Fig. 4.9. Réponses fréquentielles H (z, jw, L) dans le plan de Nichols obtenus avec ’alumi-

nium pour L=1mavecx =0cm, xr =0.5cmet z =1 cm

moyennes fréquences (relation (4.46)) se réduit lorsque w, = ay4/2z* diminue, c’est-a-dire
lorsque x s’éloigne de 1'origine.

Enfin, dans la mesure ou le comportement fractionnaire d’ordre 0.5 est limité aux
basses fréquences par la présence du comportement intégrateur d’ordre 1 (relation (4.45)),

il peut completement disparaitre si w, et wy sont suffisamment proches.

4.2.5 Résumé

L’analyse en surface (en x = 0) met en évidence que leffusivité thermique, dans
le cas du milieu fini, est caractérisée par un comportement intégrateur d’ordre 1 aux
basses fréquences, et d’ordre 0.5 aux moyennes et hautes fréquences. L’analyse dans la
profondeur (pour x > 0) met en évidence que la diffusivité thermique conduit aux hautes

fréquences au comportement caractérisé par une exponentielle complexe.
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surface de chauffage 2

‘D ‘ﬂ. i 0%
11.. O T T
VA’N aﬁ" P AV

surface de chauffage 1

Fig. 4.10. Systeme thermique constitué de deux barreaux équipés d’éléments chauffants
créé sous COMSOL

4.3 Etude du modéle numérique du banc d’essai ther-

mique

Dans ce paragraphe le banc d’essai thermique constitué de deux barreaux métalliques
est modélisé numériquement sous le logiciel COMSOL. Ainsi, les données de simulation,
générées par éléments finis, sont utilisées dans un premier temps pour l'identification du

banc thermique dans des conditions idéales sans pertes.

4.3.1 Description et modélisation numérique du banc d’essai

Le banc d’essais (Fig. 4.10), modélisé a 'aide du logiciel COMSOL, est constitué de
deux barreaux en étain rectangulaires, de dimension 2 cm X 2 ¢cm X 40 cm, soumis aux
éléments chauffants a une extrémité, et isolés thermiquement.

Le systeme thermique étudié possede deux entrées uy(t) et us(t) qui représentent les
densités de flux thermique appliquées a I'extrémité du barreau, aux surfaces de chauffe 1 et
2 (Fig. 4.10), et quatre sorties, y1(t), y2(t) y3(t) et y4(t) qui représentent les températures
mesurées aux distances de [; = {0.5, 1} cm du premier barreau et Iy = {0.5, 1} cm du

second. Le schéma bloc du systeme est tracé sur la Fig. 4.11.

Pour obtenir un jeu de données riches, deux SBPA non-corrélées sont appliquées
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L S Y
Uy 5 > 2
U — 5 > U3

L S Ua

Fig. 4.11. Schéma bloc du systeme thermique

avec une amplitude de flux de 5.3 kWm™2, des créneaux de taille minimale de 90 et 100
échantillons et une période d’échantillonnage de 1 sec. Les signaux sont tracés sur la Fig.
4.12 (a).

Les barreaux ont été coupés irrégulierement par 60000 éléments finis, avec un pas
de maillage de 1 mm sur les premiers 3 cm du barreau (de la source de chaleur) et un pas
de 1 cm sur le reste du barreau (voir Annexe A). Les calculs sous COMSOL sont effectués

sur I'horizon temporel ¢ € [0 ,3000] s et une précision en température de 10~ °C.

Les températures obtenues a la sortie sont tracées sur la Fig. 4.12 (b).

u (kWm™2)
]

‘ ‘ ‘ ‘ ; .
0 500 1000 15| 2000 2500 3000 Q
t (s S 4r
6 [—u =

u (kWm™2)
]

0 500 1000 1500, 2000 2500 3000 0 500 1000 1500 2000 2500 3000
£ ()
(a) Entrées (b) Sorties

Fig. 4.12. Entrées et sorties du systeme thermique constitué de deux barreaux en étain
modélisé sous COMSOL

La constante de temps de diffusion, 77, de deux barreaux en étain de longueur
L = 0.4 m, est égale & 7, = L?/ay = 0.42/(40.8 x 107%) =~ 3900 s. Compte tenu de
la description du paragraphe 4.2, lorsque la durée Ti;,, de simulation est inférieure a la

constante de temps 77, de diffusion, le comportement fractionnaire devrait étre observé.
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4.3.2 Estimation paramétrique par la méthode des sous-espaces

appliquée aux données de simulation

L’estimation paramétrique par la méthode des sous-espaces est maintenant réalisée
en utilisant le filtre GMPF décrit au chapitre 3, du systeme G(s) = {A, B,C, D, v} (1.11)
liant les températures mesurées 6;(t), j € {1,2, 3,4} aux densités du flux de chaleur ¢;(t),

J € {1,2} injectée, a partir de données obtenues en utilisant le logiciel COMSOL.

4.3.2.1 A partir des entrées non intégrées

Le systeme est identifié pour différentes valeurs de I'ordre commensurable v € (0, 2)

et pour différentes dimensions du systéme.

La norme ¢5 (ou J;4) de lerreur de sortie est évaluée en utilisant les données d’iden-
tification (Fig. 4.12) :
N
RN P (e (t:) — B¢ (1))
Ji = = = )
d 4 Z N 9
> (ye (ti))

i=1

(4.48)

(=1

ol ¥y et g, sont les (-émes sorties du systeme et du modele. Le critere « % fit;g » est défini
par :

% fitig = (1 — Jig) x 100%. (4.49)

L’ordre de dérivation est estimé pour les différentes dimensions du systeéme (tableau
4.1). Plus la dimension du systéme est grande, plus Uerreur d’estimation est importante.
Ce résultat s’explique par 'augmentation de I’erreur numérique avec 'augmentation de la
dimension du systéme. Les données d’entrée (deux SBPA non-corrélées ayant une ampli-
tude de flux de 5.3 kWm™2 et des créneaux de taille minimale de 110 et 130 échantillons)
et de sorties utilisées pour la validation sont tracées sur la Fig. 4.13. La norme ly (ou Jyq)
(4.48) est évaluée en utilisant les données de validation et le critere « % fit,q » (4.49) est

aussi indiqué dans le tableau 4.1.

n=1 n =2 n=3 n=4 | n=>5
v 0.45 0.65 0.55 1.15 1.1
Le « % fityg » | 99.99 % | 99.99 % | 99.98 % | 93.0% | 64.0%
Le « % fityy » | 99.95% | 99.98% | 99.72% | 83.9 % | 73 %

Tab. 4.1. Critere d’erreur obtenu pour différentes dimensions du systeme

Les erreurs d’identification et de validation sont minimales pour la dimension du

systeme fixée a n = dim A = 2. Le parametre optimal de réglage du filtre GPMF est
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Fig. 4.13. Entrées et sorties du systeme de deux barreaux identiques en étain a valider
obtenues en utilisant le logiciel COMSOL

fixé a A = 0.011. A titre indicatif, pour n = 2, le critere quadratique normalisé est tracé
en fonction de I'ordre commensurable sur la Fig. 4.14. A l'optimum, pour v = 0.65, les

matrices d’état A, B, C, D du systéme identifié sont données par :

0239 0 | (1405 —1.987
A=10"2%x , B=10"3x ,
0 —1.643] 6119 5121
2319 1.510] [—1.747  4.485 |
(4.50)
~92.308 1.509 92410 1.784
C =103 x . D=10"5x
~92.306 1.520 4292 —1.582
|—2.306 1.518] | 1554 —2.253)
(4.51)

Les sorties simulées sous COMSOL et les sorties estimées sont tracées, sur les don-
nées d’identification sur la Fig. 4.15 et sur les données de validation sur la Fig. 4.16. Des
pics apparaissent dans les zones transitoires probablement a cause de ’estimation d’une
matrice D non nulle. Or, I’étude théorique du paragraphe 4.2 montre 'inexistence d’un
gain direct entre les flux d’entrées et les températures de sorties. Pour obtenir une esti-
mation du systéme avec une matrice D nulle, une méthode est proposée au paragraphe

suivant.

4.3.2.2 A partir des entrées intégrées

Comme précisé au paragraphe 4.2, plusieurs recherches montrent quun systeme

thermique possede en réalité un intégrateur non entier. Il est ainsi possible de considérer
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Fig. 4.14. Critere d’erreur J;4 en fonction de I'ordre commensurable v

la présence de cet intégrateur dans le modele du systeme et d’identifier le modele privé de
'intégrateur. Le systeme G(s) = {A, B, C, D, v} peut étre réécrit sous la forme d’un inté-
grateur non entier d’ordre v appliqué & un nouveau systeme G'(s) = {A’, B',C", D', v} :
1,
G(s) = - G'(s). (4.52)
Le schéma du systeme (4.52) ayant un intégrateur est donné sur la Fig. 4.17. Pour
montrer que l'introduction d'un intégrateur non entier dans le systéme permet d’annuler

la matrice D, un exemple du systeme G(s) avec deux entrées et quatre états est proposé :

z1(t) z1(t)
pr [220] _ 4 (m0] g ul(t)], (4.53)

w3(1) 3(t) uy(t)

l’4(t) ZL‘4(t)
Jfl(t)

P E210)) uy (t)

y(t) = C ) +D u2(t)]' (4.54)

l’4(t)
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Fig. 4.15. Sorties simulées avec COMSOL et sorties estimées sur les données d’identi-

fication avec la méthode MOESP. % fit;,; = 99.99%
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Fig. 4.16. Sorties simulées avec COMSOL et sorties estimées sur les données de vali-
dation avec la méthode MOESP. % fit,, = 99.98%

Fig. 4.17. Schéma du systeme thermique avec un intégrateur
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Fig. 4.18. Entrées et sorties du systeme G’(s) (avec U'entrée intégrée) de deux barreaux

identiques a identifier obtenues en utilisant le logiciel COMSOL

DVxo(t) = us(t). (4.56)

Un nouveau systeme G'(s) est obtenu :

- {m(t) T () m)], (457
l’4(t ZL‘4(t) ZL‘Q(t)
| ms() ;|71 (t)
y(t)=C m(t)] +D Lz@)l (4.58)

Pour reconstruire le systeme G(s) a partir de (4.55)-(4.58), les transformations sui-

vantes doivent étre effectuées :

. C=[D |, D=0 (4.59)

o O O =
o O = O

On procede maintenant a I’estimation paramétrique, par la méthode des sous-espaces
en utilisant le filtre GPMF, du systeme G'(s) = {A’, B',C’, D', v} liant la température
mesurée (Fig. 4.18 b) a I'intégrateur non entier de la densité du flux de chaleur (Fig. 4.18
a) injectée a partir de données de simulation.

Le systeme G'(s) (4.57)-(4.57) est identifié pour différentes valeurs de 'ordre com-
mensurable v € (0, 2), supposé inconnu, et pour différentes dimensions du systeme.

La norme ¢y (ou J;4) de lerreur de sortie (4.48) est évaluée ainsi que le critere «

% fitiq » (4.49), en utilisant les données d’identification (Fig. 4.18). L’ordre de dérivation
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n=1]|n=2|n=3
v 0.6 0.25 0.6
Le « % fitig » | 99.84 % | 99.95 % | 46.7 %
Le « % fityy » | 99.15% | 99.83% 0%

Tab. 4.2. Critere d’erreur obtenu pour différentes dimensions du systeme avec l'entrée

intégrée

est estimé pour les différentes dimensions du systeme G'(s) (avec 'entrée intégrée) (tableau
4.2). Le critere « % fit,, » évalué en utilisant les données de validation est aussi indiqué

dans le tableau 4.2.

Les erreurs d’identification et de validation sont minimales pour la dimension du
systeme fixée a n’ = dim A’ = 2. Le parametre optimal de réglage du filtre GPMF est
A = 0.046. A titre indicatif, pour n = 2, le critere quadratique normalisé est tracé en
fonction de l'ordre commensurable sur la Fig. 4.19. A l'optimum, pour v = 0.25, les

matrices d’état A’, B, C’, D’ du systeme identifié G'(s) dans ce cas sont données par :

L, [-2243 0 . [7.280 6.668
A'=107*x , B'=107"x ,
0 18.298 0.187 —0.185
4.324 —3.646 —2.812 —0.653
4.316 —3.639 3.250 —1.711 (4.60)
C'=10"3x | U D =105 x| 7 S
4.297 —3.649 —0.953 —2.587
4.295 —3.637 —2.024 —-3.006
Par conséquent, le systeme G(s) s’écrit :
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
A=10"2x ) B = )
0.728 0.668 —2.243 0 0 0
0.019 —-0.018 0 18.298 0 0
. (4.61)
—0.028 —0.006 4.324 —3.646
—0.032 —-0.017 4.316 —3.639 r
C =103 x . D=ov].

—0.009 —-0.026 4.297 —3.649
—0.020 —0.030 4.295 —-3.637

Les sorties estimées du systeme sont tracées sur la Fig. 4.20. Les pics dans les zones
transitoires ont disparu. Les sorties obtenues en utilisant les données de validation sont

tracées sur la Fig. 4.21.
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Fig. 4.19. Critere d’erreur J;4 en fonction de I'ordre commensurable v

4.3.3 Conclusions

1. En identifiant directement le systeme thermique sans aucun traitement, des pics
apparaissent dans les zones transitoires a cause de l’estimation d’une matrice
D non nulle. En introduisant un intégrateur non entier dans le systeme et en
Iidentifiant a nouveau, les pics dans les zones transitoires disparaissent grace a
une matrice D nulle.

2. En augmentant la dimension n du systeme, 'erreur d’estimation augmente a
cause de la sensibilité de la méthode des sous-espaces aux problemes de condi-
tionnement numérique. Par conséquent, il est difficile d’identifier correctement
un systeme d’ordre élevé.

3. L’ordre du systeme identifié est égale a v s = 0.25 pour un modele ayant une en-
trée intégrée, ce qui justifie I’hypotheése du comportement non entier du systeme

thermique.

116



4.3 — Etude du modéle numérique du banc d’essai thermique

S o
(O @) 4
SN— S~—
= =
3r 3r
2 2
1t : : : : : 1 1t : : : : : 1
0 i i i i i 0 i i i i i
0 500 1000 1500. 2000 2500 3000 0 500 1000 1500. 2000 2500 3000
£) £)
(a> Y1 et Ylest (b) Y2 et Y2est
8
7k
6l
5l
—
S
Qs
S~—
=
3l
ol
e
0 i i i i i 0 i i i i i
0 500 1000 1500. 2000 2500 3000 0 500 1000 1500. 2000 2500 3000
s) ()s
(C) Y3 et Y3est (d) Ya et Ydest

Fig. 4.20. Sorties du modele ayant un intégrateur simulées avec COMSOL et sorties esti-
mées sur les données d’identification avec la méthode MOESP. % fit;; = 99.95%
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Fig. 4.21. Sorties du modele ayant un intégrateur simulées avec COMSOL et sorties esti-
mées sur les données de validation avec la méthode MOESP. % fit,,; = 99.83%
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4.4 Etude du banc d’essais physique

4.4.1 Description et modélisation du banc expérimental

Le banc expérimental (Fig. 4.22) est constitué de deux barreaux en étain, de dimen-
sion 2 ecm X 2 cm x 40 cm. Chaque barreau est équipé de deux résistances chauffantes

de 12 €2 montées en série, et isolés thermiquement par une mousse et un coffre en bois et

en plastique qui permet d’assurer un transfert unidirectionnel du flux de chaleur.

Fig. 4.22. Banc expérimental constitué de deux barreaux en étain équipés de leurs résis-

tances chauffantes et de sondes de température

Les signaux d’entrée sont les flux de chaleur, u(t) et us(t), générés par les résis-
tances chauffantes commandées par ordinateur au travers d’un transistor on-off avec une
amplitude de tension controlée (Fig. 4.23).

Les signaux de sortie sont les températures y;(f) mesurées aux distances [ = {0.5,
1} em et Iy = {0.5, 1} cm de Pextrémité chauffée, ou 'indice 1 ou 2 indique le barreau 1
ou 2.

Avant de passer a 'identification du systeme, une étude du couplage entre les deux

barreaux et une analyse de pertes de chaleur sont effectuées.

4.4.2 Etude du couplage entre les deux barreaux

Le systeme thermique est identique a celui décrit au paragraphe 4.3.1 et conforme

au schéma de la Fig. 4.11.

Pour étudier I'effet de couplage entre les deux barreaux, la fonction échelon du flux

uy(t) est appliquée au barreau 1. La température est mesurée aux distances l; = {0.5,1}
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T ‘/CC
| |
Ry Ry
Ry Ry
o4 o
SBPA, SBPA,
}%sh Z%sh

Fig. 4.23. Schéma électrique de commande piloté par ordinateur et constitué de deux
résistances chauffantes R, de 12 ) appliquées a chaque barreau et d'une résistance de

shunt R, de 10 €2 permettant de mesurer le courant

cm et [ = {0.5,1} cm de l'extrémité de chaque barreau. Les signaux mesurés sont tracés
sur la Fig. 4.24. Les sorties y3 et y4, qui correspondent aux températures mesurées aux
distances Iy = {0.5,1} c¢m sur le barreau 2, dépendent de l’entrée u; appliquée au barreau

1. Le couplage des sorties est constaté.
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Fig. 4.24. Etude de couplage entre deux barreaux identiques en étain, ott ui(t), y(t) et

y2(t) sont liées au barreau 1 et us(t), y3(t) et y4(t) sont liées au barreau 2
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4.4 — Etude du banc d’essais physique

4.4.3 Analyse de pertes par comparaison avec le modele numé-

rique

La température d'un corps dépend des échanges de chaleur (transferts thermiques)
qu’il subit avec le milieu extérieur. Trois modes de transfert thermiques fondamentaux se

distinguent : la conduction, la convection et le rayonnement.

La conduction intervient dans les solides ou les fluides au repos. Il s’agit d’un trans-
fert de chaleur de proche en proche au niveau moléculaire et atomique au sein de la
matiere. Sous COMSOL, le module heat transfer est nécessaire pour simuler une conduc-

tion.

Le rayonnement est 1’énergie émise par la matiere sous la forme d’ondes électroma-
gnétiques (c’est-a-dire des photons) lors de changements de la configuration électronique
des atomes ou des molécules. L’émission s’effectue en surface pour les solides et les li-
quides opaques et dans tout le volume d’un gaz ou d’un liquide transparent. Ce mode de
transfert thermique se distingue fondamentalement de la conduction et de la convection
car il ne nécessite pas de milieu pour se propager. Sous COMSOL, le module heat transfer

est également nécessaire pour simuler un rayonnement.

Le transfert de chaleur par convection s’effectue entre une surface solide et un fluide
(liquide ou gaz) adjacent en mouvement. Ce mode de transfert est fortement lié a la
géométrie de la surface d’échange et a la vitesse du fluide. Plus le fluide est rapide,
plus I’échange de chaleur par convection est important. La convection dite naturelle est
distinguée de la convection forcée. Sous COMSOL, le module fluid dynamics est nécessaire

pour simuler une convection.

Dans un systeme de solides parfaitement isolés, seul l'effet de la conduction se pro-
duit. Pour effectuer I'analyse des pertes de chaleur, les fonctions échelon des flux uy(t) et
us(t) sont appliquées aux barreaux réels mais également sous COMSOL. La température
est mesurée aux distances [; = {0.5,1} cm et I, = {0.5, 1} cm de 'extrémité chauffée. Les
signaux mesurés du systeme idéal et du systeme réel ainsi que la différence entre eux (les

pertes) sont tracés sur la Fig. 4.25.

En réalité l'isolation autour de deux barreaux n’est pas parfaite. Les pertes aug-
mentes avec le temps (Fig. 4.25(c)). Pour reproduire les pertes sous COMSOL, un effet
de rayonnement est ajouté. A présent, deux types de transfert de chaleur sont pris en
compte : la conduction et le rayonnement, avec un coefficient de rayonnement maximal

e = 11, Le résultat de simulation est tracé sur la Fig. 4.26. Méme si les valeurs finales

1. € est un coefficient d’émission de la surface, € = 1 correspond a un corps noir parfait et ¢ < 1

signifie que la surface n’émet aucun rayonnement (corps brillant)
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Fig. 4.25. (a) Températures mesurées du systeme thermique idéal, ygeqi(t), avec deux
barreaux parfaitement isolés obtenues en utilisant COMSOL. (b) Températures mesurées

du systeme thermique réel, y,¢.(t). (c) Différence entre les deux températures due aux

pertes, p;(t)

des températures simulées tendent vers les valeurs finales des températures mesurées, les

formes des courbes réelles et simulées (les dynamiques) sont différentes.

Une isolation (un matériau supplémentaire) a été rajoutée maintenant sous COM-
SOL, en plastique ayant une épaisseur de 1 cm (Fig. 4.27). Les sorties obtenues pour ce
type d’isolation sont tracées sur la Fig. 4.28. L’isolant en plastique de 1 cm en combinai-
son avec |'effet de rayonnement, avec € = 0.16, fournit le résultat qui correspond presque

parfaitement aux vraies températures mesurées (Fig. 4.28(b)).
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Fig. 4.26. Températures mesurées du systeme réel, y,¢.:(f), et températures simulées sous
COMSOL du systeme thermique, Ypertes,i(t), avec deux types de transfert de chaleur pris

en compte : la conduction et le rayonnement, avec € = 1

4.4.4 Estimation paramétrique par la méthode des sous-espaces

appliquée aux données réelles

Pour obtenir un jeu de données riches, une SBPA est appliquée autour d'un point
d’équilibre correspondant & un flux de 5.3 kWm™2. Pour un essai de plus de 14 h, le
régime permanent est atteint au bout de 12 h. L’hypothese selon laquelle [’'énergie injectée
compense les pertes thermiques est vérifiée. Tous les essais sont effectués autour du régime

permanent.

La température correspondant au régime permanent pour deux barreaux est égale
a 45.5°C, elle est soustraite a la température mesurée pour avoir des conditions initiales

nulles.

4.4.4.1 A partir des entrées non intégrées

On procede maintenant a I’estimation paramétrique, par la méthode des sous-espaces,
du systeme liant la température mesurée a la densité du flux de chaleur injectée a partir
de données expérimentales. La puissance maximale du flux peut atteindre environ 2 W

(le courant I,,,,,=0.295 A sous une tension maximale U,,,, de 6.95 V). Dans la plage
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Fig. 4.27. Isolation autour des barreaux crées sous COMSOL, en plastique ayant une

épaisseur de 1 cm
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(a) Isolation en plastique de 1 cm, sans le rayon- (b) Isolation en plastique de 1 cm, avec le rayon-
nement, € =0 nement, € = 0.16

Fig. 4.28. (a) Températures mesurées du systeme réel, y,¢(t), et températures simulées
sous COMSOL, ypertes(t), avec une isolation en plastique d'une épaisseur de 1 cm crée

autour des barreaux, sans aucun rayonnement, € = 0, et (b) avec un rayonnement, ¢ = 0.16

de température considérée, les résistances chauffantes sont constantes a 24.3 €. Ainsi, la
densité de flux maximale est égale a :

U2, I2,R  0295°A x 24.30Q

_ “maxr _ ‘max _ — 106 k -2 4.62
Pmaz = g 5 5 % 10-Imz 0.6 kWm™, (4.62)

ol S est la surface des résistances chauffantes, S = 2 cm?.

Les densités du flux thermique appliquées en entrée sont des SBPA comprises entre
0 et 10.6 kWm 2 correspondant aux tensions de commande comprises entre 0 et 10 V ; or,

comme on se situe autour d'un point d’équilibre, les valeurs moyennes des signaux d’entrée
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Fig. 4.29. Réponse du barreau thermique pour un échelon de flux d’amplitude 5.3 kWm =2 ;

régime permanent atteint au bout de ~10 h

et de sortie sont retranchées. Par conséquent, les SBPA considérées pour 'algorithme

d’estimation paramétrique sont comprises entre -5.3 kWm™2 et 5.3 kWm~? (Fig. 4.30 a).

Les températures mesurées aux distances [; = {0.5,1} cm et [, = {0.5,1} cm de

Iextrémité chauffée de chaque barreau, sont tracées sur la Fig. 4.30 b.
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Fig. 4.30. Entrées et sorties du systéeme thermique (deux barreaux en étain)

Le systeme est identifié pour différentes valeurs de I'ordre commensurable v € (0, 2)
supposé inconnu et pour différentes dimensions du systéme.

La norme /5 (ou J;4) de lerreur de sortie (4.48) calculée en utilisant les données
d’identification (Fig. 4.30) ainsi que le critére « % fit;y » (4.49), et I'ordre de dérivation

estimé obtenu pour les différentes dimensions du systeme sont donnés dans le tableau 4.3.
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Les données d’entrée/sorties utilisées pour la validation sont tracées sur la Fig. 4.31. Le
critere « % fit,y » calculé en utilisant les données de validation est aussi indiqué dans le
tableau 4.3.

n=1|n=2| n=3 |n=4|n=>
v 0.65 0.85 0.95 1.05 1.1

Le « fit;g » | 86.0% | 95.5% | 96.25% | 90.3% | 78.6%
Le « fityy » | 87.8% | 83.8% | 92.3 % | 91.4% | 13%

Tab. 4.3. Critere d’erreur obtenu pour différentes dimensions du systéeme

10 : : ‘ [

-5

u (kWm~2)

-10 i i i i
0 500 1000 1‘?)0 2000 2500 3000

t(s)
——  U2mes
10 T T T gy [— U
— — =2
Tt ]
g
=
= O ‘
S5
st : 5F
3
10 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ - ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ;
0 500 1000 15 2000 2500 3000 0 500 1000 15 2000 2500 3000
£1) £1)
(a) Entrées (b) Sorties

Fig. 4.31. Entrées et sorties du systeme de deux barreaux identiques en étain utilisées

pour la validation

Les erreurs d’identification et de validation sont minimales pour une dimension du
systeme fixée a n = dim A = 3. Le parametre optimal de réglage du filtre GPMF est
fixé a A = 0.022. A titre indicatif, pour n = 3, le critere quadratique normalisé est tracé
en fonction de l'ordre commensurable sur la Fig. 4.32. A loptimum, pour v = 0.95, les

matrices d’état A, B, C, D du systeme identifié G(s) sont données par :

—3.780 0 0 —5.099 4.223
A=10"2%x 0 —0.386 0 , B=103x | 1264 1577,

0 0 —0.007 0.011 0.171

—0.668 1.065 —0.886 2.275 1.891 (4.63)

—0.697 0.970 0.963 0.848 2.115
C =103 x ., D=10"x

0.538 1.071 —0.008 2.145 3.451

0.496 1.065 0.282 1.819 2.639
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Fig. 4.32. Critere d’erreur J;4 en fonction de I'ordre commensurable v

Les mesures ainsi que les sorties du modele sont tracées sur la Fig. 4.33 pour les
données d’identification et sur la Fig. 4.34 pour les données de validation. Les pics appa-
raissent dans les zones transitoires comme au paragraphe 4.3 a cause probablement d'une
matrice D non nulle. Or comme le montre la modélisation thermique du paragraphe 4.2,
il n’existe pas de transfert direct entre I'entrée et la sortie. Pour obtenir une estimation
du systeme avec une matrice D nulle et avec la présence d’un intégrateur, la méthode

décrite au paragraphe 4.3 est utilisée.

4.4.4.2 A partir des entrées intégrées

La présence de l'intégrateur dans le modele du systeme est considérée et l'identi-
fication se passe sur le reste du modele en utilisant 'intégrale de I'entrée. Le systeme
G(s) = {A, B,C, D, v} se réécrit sous la forme d’un intégrateur non entier d’ordre v et
un nouveau systeme G'(s) = {A', B',C", D', v}, comme illustré en (4.52) et tracé sur la
Fig. 4.17.

Le systeme G'(s) (4.57)-(4.57) est identifié par la méthode des sous-espaces en utili-
sant le filtre GPMF, pour différentes valeurs de 'ordre commensurable v € (0, 2), supposé

inconnu, et pour différentes dimensions du systeme.

La norme ¢5 (ou J;4) de lerreur de sortie (4.48) est évaluée ainsi que le critere «

% fitia » (4.49), en utilisant les données d’identification. L’ordre de dérivation est estimé
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Fig. 4.33. Sorties estimées sur les données d’identification avec la méthode MOESP.

% fit;q = 96.25%
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Fig. 4.34. Sorties estimées sur les données

% fitpa = 92.3%
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pour les différentes dimensions du systeme G'(s) (avec l'entrée intégrée) (tableau 4.4). Le
critere « % fit,y » évalué en utilisant les données de validation est aussi indiqué dans le
tableau 4.4.

n=1|n=2|n=3|n=4
v 0.55 0.75 0.5 0.35
Le « fitig » | 95.2% | 98.3% | 97.2% | 40.0%
Le « fityy » | 91.0 % | 94.2 % | 87.9% | 0%

Tab. 4.4. Critere d’erreur obtenu pour différentes dimensions du systeme avec 'entrée

intégrée

Les erreurs d’identification et de validation sont minimales pour une dimension du
systeme fixée a n’ = dim A’ = 2. Le parametre optimal de réglage du filtre GPMF est
fixé a A = 0.012. A titre indicatif, pour n = 2, le critere quadratique normalisé est tracé
en fonction de I'ordre commensurable sur la Fig. 4.35. A loptimum, pour v = 0.75, les

matrices d’état A’, B', C', D’ du systeme identifié G'(s) sont données par :

3
25} 1
2, .
—~
2 15} |
~
v =20.75
1, .
0.5f Lj |
O 1 L 1 1
0 0.5 1 15 2

Fig. 4.35. Critere d’erreur J;4 en fonction de I'ordre commensurable v
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1441 0 | 2.718  3.089
A =10"2 x ., B'=10"*x ,
0 —T7.260 7.771 —8.335
[—9.381 —6.067 1.1000 —0.235
1.375 —5.604 1.016 —0.187 (4.64)
C'=10"%%x| U D=10"0x | By
—1.640 5.535 ~0.176  1.068
—1.433  5.274 | —0.157  0.999
d’ou le systeme G(s) :
0 0 0 0 10
0 0 0 0 0 1
A= 1072 X ) B = )
0.027 0.031 —1.441 0 0 0
0.078 —0.083 0  —7.260 0 0
. (4.65)
0.110 —0.023 —2.381 —6.067
0.102 —0.019 —1.375 —5.604 :
C =103 x . D= 04“].

—0.018 0.107 —1.640 5.535
—0.016 0.010 —1.433 5.274

Les sorties du systeme estimées ainsi que les vrais sorties mesurées sont tracées sur
la Fig. 4.36. Les pics dans les zones transitoires ont disparu grace a une matrice D nulle.
Les sorties obtenues en utilisant les données de validation et le modele estimé sont tracées
sur la Fig. 4.37.

4.4.5 Conclusions

Les conclusions 1 et 2 du paragraphe 4.3.3 restent identiques. En revanche, 1’ordre

non entier du systeme identifié¢ est égale a v = 0.75.

4.5 Conclusions

L’identification du systeme thermique multivariable constitué de deux barreaux en
étain est réalisée a 'aide des méthodes des sous-espaces développées au chapitre 3. Un
premier jeu de données a été généré en simulation par éléments finis, puis un second jeu
de données a partir de mesures réelles.

En identifiant le systeme thermique avec la méthode MOESP sans aucun traitement,
des pics apparaissent sur les courbes de la température obtenue dans les zones transitoires
a cause de l'estimation d’une matrice D non nulle. Un modele du systeme ayant un
intégrateur explicite permet d’obtenir une matrice D nulle, correspondant au systeme

thermique décrit au paragraphe 4.2.
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Fig. 4.36. Sorties du systeme ayant une entrée intégrée estimées sur les données d’iden-
tification avec la méthode MOESP. % fit,; = 98.3%
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Fig. 4.37. Sorties du systeme ayant une entrée intégrée estimées sur les données de

validation avec la méthode MOESP. % fit,, = 94.2%
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Le résultat obtenu montre l'efficacité de la méthode des sous-espace pour l'identi-
fication des systemes linéaires non entiers. L’avantage de la méthode est le choix « au-
tomatique » de l'ordre et de la dimension du systéme, ce qui permet d’éviter 1’étape de
sélection de structure du modele. En revanche, la méthode est tres sensible au bruit et
I'utilisation d’un filtre approprié est nécessaire. De plus, il n’est pas possible d’imposer

certaines contraintes « physiques » (comme une matrice D nulle).

En perspective, il serait intéressant d’appliquer d’autres méthodes d’identification
et de comparer les résultats, ainsi que d’autres méthodes de filtrage. De plus, il est po-
tentiellement possible d’améliorer le modele en considérant les ordres de dérivation non

commensurables.
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Conclusion générale et perspectives

L’interprétation et la discussion des principaux résultats présentés dans ce mémoire

de these font 'objet de la conclusion.

Pour rappel, cette these a pour objectif 'application de la méthode des sous-espaces
pour l'identification de systemes non entiers MIMO a la fois dans les domaines temporel et
fréquentiel. Plusieurs méthodes de filtrage, nécessaires pour I'identification des systemes a
TC, dont les systemes non entiers sont également étudiées. L’identification d'un systeme
non entier non commensurable n’est en revanche pas possible. Enfin, a titre applicatif, un
systeme thermique composé de deux barreaux en étain est identifié par la méthode des

sous-espaces non entiere.

Le chapitre 1 présente les propriétés principales des systemes non entiers, les no-
tions de pseudo-représentation d’état et les fonctions de transfert associées. Ce chapitre
se focalise, par la suite, sur I’étude de fonctions de transfert de deuxieme ordre non com-
mensurables. Les conditions de stabilité et de résonance sont établies et trois abaques
sont proposés permettant de déterminer le facteur de pseudo-amortissement et 'ordre de
dérivation pour un gain, une phase ou une pulsation normalisée. Ce travail a fait ’objet
d’une publication dans la revue Journal of Vibration and Control (Ivanova, Moreau et
Malti, 2016).

Dans le chapitre 2, une méthode originale de simulation des systemes MIMO non
entiers est développée. Elle permet d’obtenir une approximation d’une pseudo-représen-
tation d’état non entiere en utilisant une représentation d’état entiere. Cette méthode
peut étre appliquée aux systémes commensurables et non commensurables, quel que soit
I'ordre de dérivation. La méthode est utilisée pour la simulation d’un systéme thermique
constitué d'un barreau en étain de dimension finie ayant deux entrées et deux sorties.
La contribution principale de ce chapitre, a savoir la mise en place d’'une méthode de
simulation de systémes MIMO non entiers a TC a partir de la représentation d’état,
a donnée lieu a une publication dans la revue Nonlinear Dynamics (Ivanova, Malti et
Moreau, 2016a).

Le chapitre 3 est consacré a l'identification de systemes par modeéle non entier
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utilisant la méthode des sous-espaces. Les algorithmes sont développés d’abord dans le
domaine temporel. Dans le cas stochastique, en présence d’un bruit blanc en sortie, I’al-
gorithme MOESP combiné au filtre LIF ou au filtre GPMF et I'algorithme PO-MOESP
combiné a la méthode algébrique permettent d’obtenir les meilleures estimations. Aussi,
il est montré sur un exemple que 'estimation de 'ordre de dérivation peut étre effectuée
avec succes dans le cas stochastique lorsque la dimension du systeme est proche de sa
vraie valeur. Ensuite, I'identification dans le domaine fréquentiel est développée. Dans le
cas stochastique, en présence d'un bruit blanc, I'algorithme MOESP combiné avec des
filtres passe-bas permet d’avoir une meilleure estimation. Les contributions principales de
la premiere partie ont donné lieu a une communication dans la conférence IEEE ICFDA
(Ivanova, Malti et Moreau, 2016b). Les contributions de la deuxiéme partie ont donné lieu
aux communications dans les conférences internationale IEEE MESA (Ivanova, Malti et
Moreau, 2014a) et nationale JDMACS (Ivanova, Malti et Moreau, 2015), et a un article

accepté dans la revue nationale JESA (Ivanova, Malti et Moreau, 2017).

Enfin dans le chapitre 4, I'identification d’un systeme thermique composé de deux
barreaux identiques en étain est présentée. Un modele aux éléments finis du systeme est
simulé et identifié dans un premier temps, puis le systéme réel est identifié. Les deux
modeles font l'objet d’une étude comparative et d'une analyse de pertes. Les résultats
d’identification justifient bien I'hypothese du comportement non entier du systeme ther-

mique.

Les perspectives s’inscrivent directement dans la continuité des travaux en cours.

Une premiere perspective a court terme est la comparaison de la méthode des sous-
espaces avec d’autres méthodes d’identification comme, les méthodes a erreur de prédic-
tion ou a erreur de sortie. Une étude comparative est alors nécessaire pour analyser les
performances des différentes méthodes et pour conclure sur leurs avantages et inconvé-

nients.

Dans ce mémoire, les filtres classiques sont utilisés tels que GPMF, LIF ainsi que
la méthode algébrique. Il est également possible d’étudier d’autres méthodes de filtrage
comme par example le filtrage non linéaire.

De plus, le probleme d’identification d’un systeme MIMO non entier non commensu-
rable, par la méthode des sous-espaces, reste non résolu et constitue un verrou scientifique.
Un tel probleme a une formulation mathématique tres complexe, dont la résolution n’est

pas possible a cause des problemes de conditionnement numérique.

Enfin, les résultats d’identification du systéeme thermique montrent 'intérét de 1'uti-

lisation de modeles non entiers, méme dans le contexte MIMO. Néanmoins, certains phé-
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nomenes physiques, comme les flux de chaleurs sortants (les pertes), restent difficiles a
prendre en compte. Une étude supplémentaire sur la modélisation des pertes peut s’avérer

utile.
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Annexe A

COMSOL : simulation numérique
basée sur la méthode des éléments

finis

1. Définition de la géométrie :

a. créer deux barreaux en utilisant deux rectangles identiques de taille 0.4 x0.02
x0.02;

b. créer 4 résistances en utilisant 4 rectangles identiques de taille 0.1x0.1x0.001 ;

c. créer une union entre les barreaux et les résistances pour modéliser le contact
thermiquement parfait ;

d. construire la géométrie.

2. Définition des matériaux :
a. choisir le matériau « Tin » (ou un autre) dans la liste des matériaux;
b. imposer le matériau a tous les éléments du modele;;

3. Définition de la physique :

a. sur la page « Valeurs initiales », choisir une température initiale des éléments ;

b. pour créer un flux de chaleur, choisir Source de chaleur de frontiere (deux
fois), relier chaque source a un barreau correspondant. Dans les parametres
de source, choisir la valeur de Flux égale a u;(t) et uy(t) respectivement ;

c. dans la section « Global » ajouter une définition de fonction par interpolation
(deux fois). Dans les parametres de chaque fonction, choisir « Source » - «
Fichier » et indiquer le chemin vers le fichier .txt contenant deux colonnes :
le temps et la valeur du signal d’entrée. Ensuite, donner un nom u, uy aux
signaux dans le tableau des parametres, les noms des « Labels » uy, us et les

unités de l'axe x en [s].

139



A — COMSOL : simulation numérique basée sur la méthode des éléments finis

4. Définition du maillage :

a. choisir « maillage personnalisé », puis maillage par utilisateur;

b. imposer la valeur minimale d’un maille (ordre de 0.001m) et valeur maximale
de maille (0.1m). Imposer le taux de croissance : de 1 a 2 (chaque maille
consécutif est de la taille d’un maille précédent multiplié par le taux), d’ordre
1.1-1.2;

c. construire le maillage.

5. Réaliser I’étude et les calculs :

a. dans la liste « calculs » imposer le temps de simulation sous la forme (tmin,dt,tmax)

(range(0,1,2600)). Effectuer les calculs.
6. Analyser les résultats :

a. créer une figure « Graphique ponctuel », choisir comme une source de données

le point dans I'espace de trois dimensions créé précédemment.
7. Exporter les mesures :

a. choisir dans l'export comme une source de données le point d’observation
créé précédemment ;

b. rajouter dans le tableau de données la variable T" qui correspond a la tempé-
rature (variable globale) ;

c. indiquer le chemin vers le fichier avec des résultats désiré;

d. exporter les données.
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