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Chapitre 0

Introduction

0.1 Contexte

Le stockage et le transport du gaz naturel est un enjeu économique et énergétique majeur. Pour
optimiser la quantité de gaz stockée dans un volume limité, le gaz naturel peut étre refroidi jusqu’a
sa température de condensation 111K (voir Figure 0.1). A cette température, le changement de phase
liquide-vapeur permet de transformer le gaz sous forme liquide et d’augmenter ainsi 600 fois sa densité
(p ~ 430kgm™3).

Solide
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Pression (Pa)
—
<
!
!

—_
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100 150 200 250
Température (K)

FIGURE 0.1 — Diagramme des phases du méthane d’aprés I’équation d’état Quickmethane [LGRF17]. Le
point noir en bas & gauche est le point triple (90.7K, 0.11 bar) ou cohabitent les trois phases, celui en
haut & droite est le point critique (190.5K, 45.8 bar) (voir aussi le Paragraphe 1.1.1). La courbe noire les
reliant est la courbe d’équilibre liquide-vapeur, ou courbe de saturation. Le point jaune (111K, 1bar) le
long de la courbe de saturation correspond aux conditions de transport du gaz naturel liquéfié.

Pour son transport maritime, le Gaz Naturel Liquéfié (GNL ou en anglais LNG) est confiné par une
membrane fixée a la coque du navire. Celle-ci assure I’étanchéité et I'isolation thermique de la cuve. Un
méthanier se compose typiquement de quatre a cing cuves d’une taille d’environ 40 m x 40 m x 27 m (voir
Figure 0.2).

En cas de mer agitée, le liquide & l'intérieur des cuves peut heurter violemment la membrane. L’en-
treprise GTT (Gaztransport € Technigaz), qui congoit et dimensionne les membranes, doit donc pouvoir
estimer ces contraintes sur la paroi pour garantir 'intégrité de la cuve. Le ballotement du liquide (en



FIGURE 0.2 — A gauche : méthanier. A droite : inspection d’une cuve équipée de la technologie Mark IIT
développée par GTT. Les corrugations permettent & la membrane métallique en inox de se déformer
légérement avec la dilatation thermique.

FIGURE 0.3 — Modéle de cuve & D’échelle 1/40 (environ
1m?) sur un hexapode simulant les mouvements du navire.
Des capteurs mesurent les pressions maximales & la paroi
lors des impacts de liquide.

anglais sloshing) est donc un sujet d’étude majeur pour GTT. Aujourd’hui, la seule méthode reconnue
par les industriels et les sociétés de classification pour la prédiction des contraintes & la paroi est la mo-
délisation expérimentale & petite échelle [GSMO09]. Pendant la conception de chaque nouveau navire, les
mouvements qui seront imposés au liquide par le bateau sont calculés et imposés & un modéle de cuve a
léchelle 1/40 (voir Figure 0.3).

L’enjeu scientifique principal est alors I’extrapolation du comportement du liquide & grande échelle &
partir des essais & petite échelle. L’accélération de la pesanteur étant la méme dans ’expérience & petite
échelle et dans la cuve & grande échelle, le rythme des mouvements imposés & la cuve par ’hexapode est
augmenté d’un facteur v/, ot X est le facteur d’échelle [KBGK14]. Par ailleurs, les essais sont effectués
avec pour gaz un mélange d’hexafluorure de soufre (SFg) et d’azote (N3) afin d’avoir le méme rapport de
densité qu’a grande échelle, le rapport de densité étant défini par

pr =22

12

ou p, est la densité du gaz et p; est la densité du liquide. Ces invariances permettent une bonne repro-
duction & petite échelle des mouvements du liquide & grande échelle [KBGK15].



Cependant, lors d’un impact, d’autres grandeurs, comme la compressibilité du gaz ou la tension de
surface entre le liquide et le gaz jouent un role important sur la valeur de la pression maximale & la paroi.
Ces grandeurs ne peuvent pas étre mise a I’échelle et des biais sont donc introduits dans la modélisation.
La compréhension de ces biais et leur quantification est un sujet de recherche actif.

Cette thése s’intéresse en particulier & un de ces biais : le changement de phase liquide-vapeur. Comme
évoqué précédemment, le GNL est a ’équilibre thermodynamique avec sa vapeur dans la cuve du mé-
thanier. Des perturbations peuvent donc causer le changement de phase du fluide par condensation ou
évaporation. Lors d’un impact, d’importantes variations de pression peuvent avoir lieu localement et
causer un changement de phase. Celui-ci va influencer les pressions d’impact et les contraintes & la paroi.

0.2 Quelques travaux sur les impacts de vague causés par le bal-
lotement

Dans cette section, quelques études expérimentales et numériques pour la description de I'impact d’une
vague & une paroi sont passées en revue.

0.2.1 Expérimental

De nombreuses études expérimentales ont été menées, notamment par GTT et ses partenaires, pour
comprendre la physique de I'impact d’une vague sur une paroi. Dans ce paragraphe, on prendra comme
exemple le projet Sloshel, organisé par un consortium industriel et mené a bien par 'institut de recherche
néerlandais MARIN. Les tests effectués et leurs résultats sont présentés dans [BLBK10].

Dans un canal, un batteur & houle a été utilisé pour générer par focalisation une vague déferlante. Les
impacts de ces vagues sur une paroi ont été filmés et mesurés par des capteurs de pression. Un exemple
d’un tel impact est présenté a la Figure 0.4. Le controle précis des mouvements du batteur permet une
répétabilité de la forme globale de la vague.

Cette étude a conduit & la décomposition d’un impact en trois chargements élémentaires (en anglais
FElementary Loading Processes ou ELP) [LBB12]. Le premier est I'impact direct du liquide sur la paroi.
Il est régi notamment par la compressibilité du liquide et 1’élasticité de la paroi. Le second correspond
au changement de direction du liquide & la paroi et en particulier a4 la formation d’un jet. Enfin le
troisiéme chargement élémentaire correspond & la compression de poches de gaz, comme celle visible sur
la Figure 0.4. Ce chargement dépend notamment de la compressibilité du gaz.

FIGURE 0.4 — Impact d’une vague déferlante sur une paroi, a I’échelle 1/6, étudié par le projet Sloshel
[BLBK10].

Cependant, cette étude a été réalisée avec de l'eau et de l’air et ne prend donc pas en compte la
possibilité du changement de phase liquide-vapeur. A ce jour, cet effet n’a été mesuré que par une seule
étude expérimentale, réalisée en 2007 par GTT en partenariat avec ExxonMobil et I'institut de recherche
norvégien Marintek. Les conclusions de cette étude ont été publiées dans [MBO09].



Des tests de ballotement d’une cuve parallélépipédique ont été menés avec plusieurs gaz. Les mémes
tests ont été réalisés avec de ’eau et de 'air, et avec de ’eau et sa vapeur a saturation. Les conditions
de température et de pression ont été choisies de maniére & étudier plusieurs rapports de densité gaz-
liquide et évaluer son influence. En comparant les signaux de pression avec et sans changement de phase
pour le méme rapport de densité, deux phénomeénes ont été remarqués : d’une part une diminution
statistique des pressions maximales et d’autre part un amortissement des oscillations des poches de gaz.
Cet amortissement est illustré par I’exemple donné a la Figure 0.5.

0.5 T T T T T T T T T T T T T

0.4 4 L |
Eau et air Eau et vapeur

p (bar)

t (ms) t (ms)

FI1GURE 0.5 — Evolution de la pression sur les neuf capteurs pour un impact avec poche de gaz typique
avec de l'eau et de l'air (& gauche) et de l'eau et sa vapeur (i droite). La présence d’une poche de
gaz se reconnait grace a ’homogénéité de la pression sur les neuf capteurs [MB09]. Ces deux mesures
ne correspondent pas exactement aux mémes conditions (la forme de la vague n’est pas connue) et ne
peuvent étre comparées que qualitativement.

Il est remarquable que ce phénoméne d’amortissement concerne tous les signaux de pression mesurés
lors des tests. L’amortissement peut étre quantifié en introduisant la variation totale TV d’un signal p(t)

comme
dp

Pour un pic de pression sans oscillation, la variation totale vaut deux fois la hauteur du pic. Sur la
Figure 0.6, la variation totale du signal a été comparée & son amplitude max(p) — min(p) pour un grand
nombre d’impacts générés dans des conditions similaires avec d’une part de I’eau et de l’air, et d’autre
part de l'eau et sa vapeur. Tous les impacts avec changement de phase sont plus proches de la ligne
discontinue grise qui est caractéristique d’un seul pic sans oscillation.

3.5
3.0
2.5
2.0
1.5 b
Lob- S 2O AU SN U SO
. : Eau et air
0.5

0.0
0.0

TV (bar)

max(p) — min(p) (bar) max(p) — min(p) (bar)

FIGURE 0.6 — Variation totale et amplitude du signal de pression sur le capteur n°® 5 pour tous les impacts
(environ 2 x 500) de plusieurs tests avec le méme ratio de densité et le méme remplissage, pour de I’eau
et de l'air (a4 gauche) et de ’eau et sa vapeur (& droite). La ligne discontinue grise est la droite y = 2.

Remarque 0.1. La variation totale pour un signal oscillant (comme celui mesuré a la Figure 0.5 pour
Peau et I’air) dépend de la durée d’enregistrement du signal. Le résultat quantitatif dépend donc fortement



du critére choisi pour identifier et enregistrer un impact pendant 'expérience. Cependant, il permet de
faire qualitativement la différence entre un signal oscillant et un signal non-oscillant. <

Le probléme de I'impact avec poche de gaz peut étre étudié avec le scénario simplifié d’un piston
comprimant une poche de gaz en 1D. Dans [ABG12], ce probléme simple a été simulé par un modéle de
Bagnold enrichi d’une modélisation du changement de phase. Avec ce petit modéle, un amortissement
des oscillations est observé (voir aussi la Section 5.1). Le changement de phase est donc un bon candidat
pour expliquer le phénoméne observé par [MB09].

0.2.2 Numérique

Le modéle de Bagnold est néanmoins trop simple pour décrire la physique de ’ensemble de I'impact.
Il ne prend, par exemple, pas en compte la compressibilité du liquide. Cette simplification a été levée
dans [BGGL13], ou un scénario de piston compressible a été simulé numériquement. Un effet de la
compressibilité du liquide sur les pressions a été observé dans les cas les plus extrémes.

Un cas test 2D étendant le probléme du piston a été proposé par [BBDGO09]. Un bloc de liquide
rectangulaire est soumis & la gravité et tombe dans une cuve rectangulaire (voir aussi p. 141). L’étude
de la pression a la paroi inférieure de la cuve permet de retrouver les principaux phénomeénes physiques
de 'impact d’une vague, malgré la géométrie simplifiee du probléme. Dans [BBDGO09], ce probléme est
résolu par un code volumes finis avec reconstruction de 'interface liquide-vapeur. (Celui-ci est décrit plus
en détails a la section 3.5.)

Les simulations numériques les plus fines ont été réalisées par la méthode SPH [GBCL12] [GJC+14]
sur le cas test simplifié de référence et sur des formes plus réalistes d’impacts de vagues. Elles ont permis
de remettre en évidence les trois chargements élémentaires discutés précédemment.

A ce jour, les seules simulations numériques d’impacts de vagues avec changement de phase sont celles
réalisées par Airbus Defense and Space avec le code FLOW-3D [BKRS14] [BGHBI16]. Elles prédisent
une augmentation du chargement maximal lors de 'impact du liquide ainsi qu’un amortissement des
oscillations.

0.3 Cadre de cette thése et hypothéses

Les derniers paragraphes de cette introduction seront consacrés a la présentation du cadre choisi pour
cette thése et des hypothéses qui seront faites.

0.3.1 Changement de phase et composition du gaz naturel.

Le gaz naturel est un mélange de plusieurs espéces chimiques : principalement du méthane, mais aussi
de ’azote, de I’éthane, et quelques autres hydrocarbures. La composition varie d’un site d’extraction &
I’autre. Un exemple de composition est donné dans la Table 1.

Pendant le voyage du méthanier, un faible flux de chaleur franchit I’isolation thermique et fait s’évaporer
lentement le liquide. Les composés les plus volatils sont les plus présents dans le gaz qui s’évapore (ou
en anglais boil-off gas). Cette évaporation cause un changement de la composition du GNL (aussi appelé
viellissement du GNL) au cours du temps.

Espéce Liquide Vapeur
Méthane CHy 96 % 90 %
Azote Ny 2% 10%
Ethane  CyHg 1% 0%

Propane  CsHg 0.5% 0%
Butane C4H10 05% O%

TABLE 1 — Exemple de composition du GNL et du gaz s’évaporant dans un méthanier.



La thermodynamique du changement de phase d’un mélange est complexe. Par soucis de simplicité, on
a choisi dans cette thése de ne traiter que le cas d’une seule espéce chimique. Dans la suite, on supposera
toujours que les fluides étudiés sont du méthane pur, gazeux ou liquide (ou éventuellement de ’eau pure
et sa vapeur).

0.3.2 Onu et quand attendre du changement de phase ?

En premiére approximation, l'impact d’une vague sur une paroi peut étre considéré comme étant une
compression adiabatique (sans transfert de chaleur). En effet, pour une diffusivité thermique de 'ordre de
107°m?s™!, le temps caractéristique de retour & ’équilibre thermique dans un domaine de taille 10~ m
est de 'ordre de 103 s. La diffusion thermique est donc négligeable pour un impact d’une durée de quelques
millisecondes (voir aussi la Section 5.1.3).

3.0 1 1 1 1 I I

—— Saturation
— — [Isentropique (liquide) Liquide
— — Isentropique (gaz) i

|
|
|
----- Courbe de choc (gaz) I Gaz
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~— I . ‘/--
g 1.5 | s ~" -]
5 |
o)
=
A 10 | _
|
|
0.5 I B
|
0.0 1 1 [ 1 1 1
95 100 105 110 115 120 125

Température (K)

F1GURE 0.7 — Courbe de saturation, courbes isentropiques du gaz et du liquide et courbe de choc du gaz
dans un diagramme (7, p) autour de 1bar et 111 K pour le méthane, d’aprés ’équation d’état Quickme-
thane.

Sur la Figure 0.7, la courbe de saturation du méthane ainsi que les courbes isentropiques du gaz et du
liquide autour de 111K ont été tracée dans un diagramme (7, p). Durant une compression isentropique,
chacune des deux phases reste dans son domaine de stabilité (le gaz sous la courbe de saturation, le
liquide au-dessus). Le passage d’une onde de choc, méme si elle n’est pas isentropique, conduit au méme
résultat. (Ce résultat est étudié mathématiquement dans [HT14].) Il n’y a donc aucune raison d’attendre
du changement de phase au sein des phases pures durant 'impact.

Cependant, les températures du gaz et du liquide évoluent différemment durant la compression. Dans
une certaine couche limite a l'interface, des déséquilibres thermiques et thermodynamiques peuvent
conduire a du changement du phase. Pour cette raison, cette thése se focalisera uniquement sur la modé-
lisation du changement de phase & une interface.

Lors d’un impact avec une poche de gaz (comme sur la Figure 0.4), la phase de compression peut étre
suivie par un rebond de la poche de gaz. Lors de ce rebond, la pression du gaz peut devenir inférieure &
la pression ambiante. Sur la Figure 0.7, une décompression isentropique conduit chacune des deux phases
hors de leurs domaines de stabilité. Il est imaginable de voir du changement de phase au sein des phases
pures par nucléation durant ce rebond de la poche de gaz. Ce phénomeéne ne sera évoqué que briévement
dans cette thése a la Section 6.2.

Remarque 0.2. Le comportement décrit dans les paragraphes précédents n’est pas propre au méthane.
Le méme comportement peut étre attendu pour ’eau. Les fluides, comme le dodécane, pour lesquels la
courbe isentropique du gaz est au-dessus de la courbe saturation du gaz sont appelés rétrogrades [SS99]. <
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0.3.3 Simulation numérique de ’impact

Toutes les études numériques évoquées précédemment & la Section 0.2.2 se placent dans le méme cadre
d’un écoulement de deux phases pures séparées par une interface franche relativement réguliére. Aprés
avoir passé en revue les différentes échelles de modélisation du changement de phase dans le premier cha-
pitre, les chapitres suivant reprendront cette hypothése d’une interface franche a 1’échelle macroscopique.
Comme évoqué au paragraphe précédent, le changement de phase ne produira pas 'apparition de gouttes
ou de bulles, au moins pendant les phases de compression.

Lors d’un impact réel, les instabilités de surface libre, les gouttelettes & la paroi et ’aération du liquide
ont sans aucun doute un effet non négligeable sur le changement de phase. Ces phénomeénes sont encore
mal connus et peu modélisés, méme sans changement de phase. Leur couplage avec le changement de
phase est donc hors du cadre de cette thése.

0.4 Plan de la thése

La suite de ce mémoire s’organise en cinq chapitres de la facon suivante :

Chapitre 1 Le premier chapitre est consacré a I'introduction de concepts généraux pour la description
du changement de phase, via un état de ’art des principaux modéles existants en mécanique des
fluides numérique. Ce chapitre permet de situer le probléme dans la littérature et de choisir parmi
les approches existantes la plus appropriée.

Chapitre 2 Dans le second chapitre, ’approche choisie est développée pour obtenir un modéle mathé-
matique d’écoulement bifluide incluant le changement de phase interfacial. Une version moyennée
du modéle est proposée.

Chapitre 3 Le troisiéme chapitre est consacré a une présentation générale des schémas volumes finis
qui sont utilisés pour la simulation numérique du probléme. La discrétisation des termes non-
conservatifs est discutée, ainsi que le respect par le code du principe du maximum sur la fraction
massique. Enfin, la reconstruction d’interface du code Flux-IC est présentée plus en détails.

Chapitre 4 Le quatriéme chapitre est une présentation de 'implémentation du modéle de changement
de phase décrit au chapitre 2 avec les schémas numériques décrits au chapitre 3. Quelques cas tests
simples viennent valider la modélisation et la discrétisation du changement de phase.

Chapitre 5 Enfin, le cinquiéme chapitre est consacré & I'application au probléme de I'impact. Dans un
premier temps, le petit modéle [ABG12] est présenté sous une nouvelle forme et une étude plus
large de l'influence des différents paramétres. Le probléme de piston est ensuite résolu en 1D avec
le code décrit au Chapitre 4 et ces résultats sont comparés & ceux du petit modéle.
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Chapitre 1

Le changement de phase en mécanique
des fluides numérique

Les problémes multiphasiques représentent une part importante de la mécanique des fluides, que ce soit
du point de vue théorique, expérimental ou numérique. Dans cette section, une revue de quelques modéles
mathématiques utilisés pour ce type de problémes est présentée, en se focalisant sur la description du
changement de phase liquide-vapeur. Pour cela, ces modéles seront ordonnés selon trois critéres : le type
de loi d’état décrivant les deux phases, I’échelle spatiale du probléme et enfin son échelle temporelle.
L’introduction de ces modéles servira & présenter un certain nombre de concepts importants pour la
compréhension du changement de phase.

De nombreux travaux consacrés au changement de phase mais sans lien direct avec la mécanique des
fluides numérique ne seront pas évoqués, ainsi que de nombreux travaux majeurs en mécanique des fluides
multiphasique sans changement de phase.

1.1 Changement de phase et lois d’état

D’un point de vue thermodynamique, deux approches existent pour décrire les deux phases d’une méme
espeéce :

Une loi d’état. Les deux phases sont considérées comme deux états d’'un méme fluide, ayant des densités
et des énergies différentes mais ne présentant pas de différence de nature.

Deux lois d’état. Les deux phases sont considérées comme deux espéces distinctes.

Ces deux approches impliquent des descriptions 1égérement différentes du changement de phase. Dans la
suite de cette section, elles seront développées et comparées.

1.1.1 Une loi d’état cubique

Dans cette partie, la description des deux phases comme deux états d’une seule loi d’état dite cubique
sera présentée plus en détails. Pour cela, on s’appuiera sur ’exemple de la loi d’état de van der Waals.
L’étude de cette loi permettra d’introduire plusieurs concepts importants relatifs au changement de phase.

La loi d’état de van der Waals

La loi d’état de van der Waals peut étre écrite par l'intermédiaire de 1’énergie libre f fonction de la
densité p et de la température T :

F(p, T) = —rT <1 + log (; - b) + log (T)> — 5T —ap, (1.1)

our = % avec R la constante des gaz parfaits et M la masse molaire de ’espéce, a et b sont deux

parameétres constants, appelés respectivement le terme de cohésion et le covolume massique, et sy est une
entropie de référence.
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Gréce a la relation thermodynamique

o2
op)p’

on peut en déduire la forme p(p, T') sous laquelle cette loi d’état est plus connue :

T
—-b

p= —ap® = (p+ap’) (; —b) =rT. (1.2)

1
p

La loi d’état de van der Waals est particuliérement pertinente au voisinage du point critique. Pour
cette raison, les coefficients a et b sont souvent exprimés en fonction de la pression critique p. et de la
température critique T, du fluide :

_ 27272 b— r1e
B 64p.. 7 B 8pc.

Définition 1.1. On appelle loi d’état cubique une loi d’état telle que le volume massique

est solution d’un polynéme de degré trois.
Lemme 1.2. L’équation de van der Waals est une loi d’état cubique.

Démonstration. La relation (1.2) se réécrit comme

P s_(gb 1) 2, @ __ab_
T rT Tt T T ’
qui est bien un polynéme de degré trois en 7. O

Il existe un grand nombre de lois d’état cubiques, plus ou moins complexes. Les lois d’état de Redlich-
Kwong ou Peng-Robinson en sont des exemples (voir aussi [FZ06, Section 2.4.3]). Elles décrivent, plus
précisément que ’équation de van der Waals, 1’état d’un fluide avec changement de phase loin du point
critique. Bien que cette derniére soit peu précise pour des calculs quantitatifs, elle sera utilisée comme illus-
tration qualitative dans ce chapitre. Pour cela, les paramétres du point critique du méthane T, = 190 K
et p. = 46 bar ont été choisis.

Point critique et courbes spinodales

Sur la Figure 1.1, les isothermes p — p(p,T') ont été représentées pour plusieurs températures autour
du point critique. Pour des températures inférieures a la température critique T, certaines pressions
p peuvent étre associées a trois valeurs de p. La valeur la plus basse correspond & l'état gaz a cette
température et a cette pression ; la valeur la plus haute correspond a 1’état liquide. La valeur intermédiaire
est telle que

ce qui ne correspond pas & un état physique stable thermodynamiquement [MP89], [Car04, p.17].

8p>
' =0,
(8[) T

séparent la courbe isotherme en deux domaines stable et un domaine intermédiaire instable. Ils sont
appelés points spinodauz. Ils sont représentés par des carrés sur 'isotherme 7' = 170K de la Figure 1.1.

Les points ol

L’ensemble des points spinodaux quand la température varie est appelé courbe spinodale. Sur la Fi-
gure 1.3, on a représenté en trait discontinu ces courbes dans un diagramme (7, p). Les deux courbes
convergent au point critique. On peut vérifier sur la Figure 1.1 qu’au dela du point critique, les isothermes
sont strictement croissantes et qu’il n’existe donc plus ni de domaine instable ni de points spinodaux.
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FIGURE 1.1 — Isothermes dans un diagramme (p,p) pour I’équation d’état de van der Waals autour du
point critique du méthane. La zone instable a été représentée en ligne discontinues. Les marqueurs carrés
sont les points spinodaux. En rouge : pour un exemple de pression donnée, les trois densités associées

Equilibre et courbe de saturation

Pour toute température inférieure a la température critique, il y a donc toujours deux états stables (gaz
et liquide). L’un de ces deux états peut étre plus stable que I’autre, au sens ot son potentiel chimique
serait inférieur.

Remarque 1.3. Pour un corps pur, le potentiel chimique u, qui peut étre défini comme

n= a )
ap ps
ol e est I'énergie interne spécifique et s I’entropie spécifique, est égal & l'enthalpie libre spécifique g,

définie par
g=e+pr—"Ts.

Dans cette thése, les deux grandeurs seront utilisées sans distinction. Cependant, I’extension du modéle
au cas d’un mélange de plusieurs espéces demanderait une distinction rigoureuse des deux. <

Définition 1.4. On appelle densités de saturation du gaz et du liquide a la température T les densités
P3(T) et pf**(T) telles que

p(p, T) = p(pi™, T), (1.3a)
w(py™ T) = u(pi™, T). (1.3b)

On appelle pression de saturation et on note p**(T') la pression associé & ces états. On appelle courbe de
saturation 1’ensemble des points (7', p52¢(T)).

Lemme 1.5. La pente de la courbe de saturation a T est donnée par la formule de Clapeyron :

sa sat _ psat
dp t _ hl hg (1 4)
dT T(=% — =) '

Py PRt

ou h?* est lenthalpie spécifique de la phase k a la température T' et a la densité de saturation piP*(T).

Démonstration. Pour une phase pure, le potentiel chimique p s’identifie & I’enthalpie libre spécifique g.
On a donc l'identité thermodynamique
dp = 7dp — sdT.
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FIGURE 1.2 — Isothermes dans un diagramme (p, p) pour ’équation d’état de van der Waals en dessous
du point critique du méthane. Les marqueurs carrés sont les points spinodaux. Les marqueurs circulaires
sont les densités et pressions de saturation.

Par ailleurs 1’égalité des potentiels chimiques le long de la courbe de saturation s’écrit
pg (P (1), T) = u(p™*(T), T).

En différentiant cette derniére équation avec I’aide de l’identité précédente, on obtient

ngg—:th — 5,dT = 7 dg;t dT — sdT,
c’est-a-dire
dp™* s — s,
dT T — Tg '
Or, par définition de ’enthalpie libre yp = g = h — T's, ’égalité des potentiels chimiques donne
ce qui permet de conclure. O

Remarque 1.6. La relation de Clapeyron (1.4) implique que la forme de la courbe de saturation dépend
du rapport de la chaleur latente sur le ratio de densité. En définissant les nombres sans dimension
_ h?]at _ h?at p;at

psathat ’ DR = p?at ’
g

A

qui sont la chaleur latente adimensionnée et le rapport de densité o saturation, la formule de Clapeyron
(1.4) se réécrit
sat
=T A (1.5)
dT" ps»t 1 —DR

Dans le cas limite 1 — DR < A, la pente de la courbe de saturation tend vers I'infini. Le probléme du
changement de phase ne dépend alors plus de la pression, mais seulement de la thermique. C’est le cas
pour le changement de phase liquide-solide (voir aussi Figure 0.1).

Dans le cas limite contraire 1—DR > A, la pente de la courbe de saturation tend vers zéro. Le probléme
ne dépend plus de la température mais seulement de la pression. C’est le cas de certaines transitions de
phase solide-solide.

Le cas du changement de phase liquide-vapeur est un cas intermédiaire ot la pression et la température
entrent toutes les deux en jeu. A titre d’illustration, on a pour le méthane 4 111K : 1 —DR~ 1l et A ~ 7,
et pour 'eau 8 373K : 1 = DR~ 1 et A >~ 20. <
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FIGURE 1.3 — Courbe de saturation et courbes spinodales dans un diagramme (7, p) pour ’équation
d’état de van der Waals autour du point critique du méthane. La courbe de saturation a été calculée par
la résolution numeérique de (1.3).

Remarque 1.7. De maniére plus anecdotique, [Mor14] montre que pour certaines lois d’état (dont la
loi d’état de van der Waals), 'égalité thermodynamique suivante, obtenue a partir des dérivées secondes
croisées de g,

or  0Os

aT * ap
peut étre réécrite comme une équation aux dérivées partielles hyperbolique sur 7(p,T). La courbe de
saturation est une discontinuité de densité qui s’interpréte comme un choc dans le diagramme (7, p). Le
point critique peut étre vu comme une catastrophe de gradient et la formule de Clapeyron comme une
condition de Rankine-Hugoniot. N

:O7

La densité de saturation du gaz (respectivement du liquide) sépare la branche de l'isotherme cor-
respondant au gaz (respectivement du liquide) en deux domaines : un domaine stable et un domaine
métastable. Contrairement aux états instables entre les points spinodaux, les états métastables ont du
sens thermodynamiquement et un fluide dans un tel état peut étre observé expérimentalement (bien que
briévement).

Cependant, le fluide dans cet état tendra, si il en a l'occasion, & changer de phase pour rejoindre un
état de plus faible potentiel chimique. Dans la suite de cette thése, c’est le passage & travers l'interface
liquide-vapeur qui permettra cette minimisation du potentiel chimique.

Les perturbations microscopiques de densité du fluide peuvent fournir au fluide une autre opportunité
de changer de phase en formant localement de nouvelles interfaces liquide-vapeur. La formation d’une
bulle (respectivement d’une goutte) dans le fluide métastable est alors observée. On appelle nucléation
un tel processus de changement de phase.

Expérimentalement, on observe [FZ06, Table 2.7, p. 171] que le taux de taux de nucléation est faible
pour un fluide métastable proche de la courbe de saturation. Il augmente quand I’état s’éloigne de la
courbe de saturation et diverge & l’approche de la courbe spinodale.

Application des lois cubiques a la mécanique des fluides

Les lois d’état cubiques décrivent qualitativement trés bien le changement de phase liquide-vapeur.
Cependant elles sont complexes & manipuler. Leur utilisation avec les équation d’Euler est difficile, que ce
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FIGURE 1.4 — Isothermes pour ’équation d’état quasi-statique autour du point critique du méthane. Les
cercles sont les mémes états de saturation qu’a la Figure 1.2.

soit en théorie ou en pratique. Une des difficultés est d’éviter le domaine instable, ou certaines propriétés
du fluide dont la vitesse du son ne sont pas définies. Ce sujet est abordé plus en détails dans, par exemple,
[MP89], [MV06] et [MRO7].

1.1.2 Loi d’état d’équilibre

Physiquement, si des valeurs de densité et de température qui correspondent au domaine instable sont
imposées au fluide, on observera aprés un certain temps la séparation du fluide en un mélange de gaz et
de liquide stables. Ce fait peut étre utiliser pour régulariser une loi d’état cubique en une loi d’état qu’on
appellera quasi-statique ou d’équilibre.

Pour cela, chaque état instable ou métastable va étre remplacée par un mélange de liquide et de vapeur
a I’équilibre mécanique, thermique et thermodynamique. Sur la Figure 1.4 les isothermes de la loi d’état
d’équilibre ont été représentés. La théorie mathématique de ’obtention d’une telle équation & partir des
équations d’états de chacune des deux phases est développée par exemple dans [FKA12] et [Mat10].

Une loi d’état d’équilibre est plus réguliére thermodynamiquement qu’une loi d’état cubique (les iso-
thermes sont monotones), Cependant, elle présente encore des difficultés pratique. Plusieurs grandeurs
thermodynamiques, dont la vitesse du son, sont discontinues aux densités de saturation.

Bien que le calcul de solutions au probléme de Riemann pour cette loi d’état reste complexe, comme le
montre [MP89], elle peut néanmoins étre appliquées & certains problémes pour des écoulements modérés
[Tou92] [BDF+14].

1.1.3 Deux lois d’état

Dans les paragraphes précédents, on a étudié une description des deux phases comme des états différents
d’une méme équation d’état. Dans cette section, une autre approche sera exposée. Elle consiste & décrire
les deux phases comme deux espéces distinctes. Cette approche, utilisée dans tous les codes industriels
de thermohydraulique, sera mise en pratique dans la suite de cette thése.

Cette approche généralise la description habituelle des écoulements multi-fluides ot un paramétre
d’ordre est utilisé pour décrire le fluide local. Le changement de phase est alors un changement de ce
paramétre d’ordre. Contrairement & I’approche & une loi d’état, ce modéle ne permet pas décrire la
transition continue entre les phases qui existe physiquement au-dela du point critique. Cependant, elle
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présente ’avantage de dégénérer naturellement au cas usuel de deux espéces sans changement de phase.
Les cas avec et sans changement de phase pourront étre aisément simulés avec le méme code.

Couple gaz parfait et gaz raidi

Plusieurs variantes sont possibles pour décrire les lois d’états des deux phases. La plus simple est de
prendre des lois d’états analytiques simples pour chacune des phases. Typiquement une loi d’état de gaz
parfait modélise la vapeur et une loi d’état de gaz raidi (en anglais stiffened gas) modélise le liquide.
Concrétement, on écrit :

P p+pr°
/) R — )= PP 1.6
,Dg(p ) (’Yg — 1)CUgT pl(p ) (’Yl — 1) CvlT ( a)
he(T) = ’ngvg(T —Ty)+ L, hi(T) = %Coi (T — Tp), (1.6b)

ol p est la densité de la phase k (k = g ou 1), hy = er + p/pr est son enthalpie spécifique, Ty est une
température de référence, £ est la chaleur latente de la substance a Tj, et enfin p>, v et C, sont des
constantes qui dépendent du fluide considéré. La référence des enthalpies a été choisie telle que

hy(To) — hi(Tp) = L.

Dans [LMS04], des paramétres sont recherchés afin d’ajuster un tel couple de lois d’état a des données
expérimentales de l’eau sur un grand intervalle de température. Dans cette thése, les valeurs expérimen-
tales ne seront approchées que localement autour d’un état (pg,7p) donné. Des valeurs simples pour les
coefficient thermodynamiques i, pi° et C,; sont présentées dans la Table 1.1 pour la modélisation du
méthane vers 111K et 1 bar.

Unité Gaz (g) Liquide (1)
~y 14 3.3
P> Pa 0 2.55 - 108
C, Jkg 1K™! 1500 2000
L Jkg™! 5.10°
Do Pa 1-10°
Ty K 111

TaBLE 1.1 — Coefficients thermodynamiques simples approchant le méthane & 111K pour le couple
d’équations d’état (1.6).

Lemme 1.8. Pour un équilibre liquide-vapeur entre un gaz supposé parfait et un liqguide de densité grande
devant celle du gaz, la formule de Clapeyron (1.4) s’intégre au voisinage d’un état (po = p***(Ty), To) sur

la courbe de saturation : ’ ) .
p**(T) = pg exp ( ( — )) 1.7
(T) = o (g — 1)Cog \To T (17)

ol vy et Cyy sont les parametres de la loi d’état du gaz parfait.
Démonstration. La forme exacte de la formule de Clapeyron (1.4) s’écrit

dp™  hy—h,

dr — 1T(+ - Ly

Pl Pg

On suppose DR < 1, c’est-a-dire
1 1
- —,
pi Pg

ainsi que, au voisinage de Ty
hg(T) - hl(T) >~ hg(To) — hl(To) = L.
En introduisant I’expression de p, donnée par la loi d’état du gaz, on obtient ’équation

dpsat

— psat
AT (g — 1)Cp,T2 "

19



que ’on réécrit

dp¥™ L dT
psat (’Yg _ l)cvg T2 .
L’intégration de cette équation entre Ty et T donne le résultat voulu. O

Autres couples de lois d’état

En dessous du point critique, toutes les équations cubiques peuvent étre utilisées comme deux lois
d’états en séparant les deux domaines (méta-)stables disjoints. Par exemple,

Pg = DPvan der Waals|{(p7T)|p<pzat(T)} s

Pl = Pvan der Waals'{(p,T)|p>p?at(T)} s

OU Pyan der Waals €St la pression définie par (1.2) et | représente la restriction d’une fonction.

La loi d’état Quickmethane [LGRF17] basée sur les données de [SW91] se présente aussi sous la forme
d’une unique fonction f(p,T’) décrivant les deux phases. Elle pourra étre utilisée comme un couple de lois
d’état en séparant les domaines du gaz et du liquide comme présenté précédemment.

5 N N N T N N Y AL N N TorTTT
—— Gagz parfait
—— GGaz raidi
4k Quickmethane ]

p (bar)

0 " — N —— N —— N — i
1071t 10° 10! 102 103

p (kgm™?)

FIGURE 1.5 — Isotherme 111 K pour la loi d’état Quickmethane et le couple de lois d’état analytiques (1.6)
avec les coefficients de la Table 1.1. Le marqueur carré est le point spinodal du gaz d’aprés Quickmethane ;
le gaz parfait n’a pas de point spinodal. Les lignes discontinues relient les états de saturations des deux
phases, représentés par des marqueurs circulaires.

1.2 Echelles spatiales

Les modéles de mécanique monofluide peuvent se ranger en trois grandes familles selon I’échelle spatiale
du phénoméne étudié.

— Pour les phénoménes a 1’échelle microscopique, les modéles de dynamique moléculaire ou de théorie
cinétique des gaz pourront par exemple étre utilisés.

— A Déchelle supérieure, plus précisément & une échelle grande devant le libre parcours moyen d’une
molécule, on fera I’hypothése des milieux continus et on utilisera par exemple les équations d’Euler
ou de Navier-Stokes.

— Pour les écoulements de trés grande échelle, au sens du nombre de Reynolds, on résout des versions
moyennées de ces équations, qui doivent étre complétées par un modéle de turbulence.
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FIGURE 1.6 — Représentations schématiques des deux descriptions possibles de Uinterface liquide-vapeur.
L’axe z est la direction normale & l'interface localement.

Parallélement a cette hiérarchie de modéle, une hiérarchie de modéle semblable caractérise la description
de l'interface dans les écoulements de deux fluides non-miscibles, et en particulier les interfaces liquide-
vapeur. Dans cette section, les descriptions du changement de phase & ces différentes échelles seront
discutées.

1.2.1 Modéles microscopiques

Les modéles a 1’échelle microscopique n’ont pas été étudiés dans le cadre de cette thése. On pourra
néanmoins mentionner & titre d’exemple l'existence de travaux de simulation de dynamique moléculaire
décrivant une interface liquide-vapeur comme par exemple [SBK+06].

1.2.2 Modéles mésoscopiques

On suppose que l'on étudie un écoulement & une échelle grande devant le libre parcours moyen des
molécules (hypothése des milieux continus) mais petite devant I’épaisseur de la zone de transition entre
les phases. L’interface va étre représentée par une variation continue entre les deux phases comme illustré
par la Figure 1.6a. La difficulté est de modéliser le comportement physique de la matiére a 'intérieur de
I'interface. Celui-ci est mal connu que ce soit théoriquement ou expérimentalement.

Dans la suite de ce paragraphe, deux approches vont étre distinguées selon le type de loi d’état choisi
pour décrire le fluide (voir Section 1.1).

Modéles mésoscopiques a une équation d’état

Les états instables des équations cubiques sont de bons candidats pour décrire le fluide dans la zone de
transition entre les phase pures. Les forces capillaires qui s’exercent dans 'interface peuvent les stabiliser.
Cette approche est étudiée par exemple par [JLCDO1] et [Car04, Partie IJ.

Modéles mésoscopiques a deux équations d’état

Quand deux équations d’état sont utilisées pour décrire le fluide, le changement de phase est modélisé
dans I’équation d’évolution du paramétre d’ordre. Cette évolution prend souvent la forme d’une équation
de réaction-diffusion, dont la forme la plus simple est I’équation de Fisher.

Equation de Fisher Cette équation de réaction-diffusion, introduite par [Fis37], décrit un phénoméne
de propagation. Elle s’écrit
O = Ma(l —a) + DAa, (1.8)

ot « € [0, 1] est le paramétre décrivant la phase locale, M un coefficient associé au taux de réaction et D
le coefficient de diffusion.

La Figure 1.7 présente un exemple de solution pour cette équation. Ici 'espéce décrite par o = 0 se
change en @ = 1 au voisinage de l'interface. Aprés quelques pas de temps, un régime stationnaire se met
en place ou l'interface se déplace de la gauche vers la droite & vitesse constante en raison du changement
de phase. Cette onde progressive dépend a la fois de M et de D.
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FIGURE 1.7 — Exemple de solution de ’équation de réaction-diffusion (1.8) pour M = 1 et trois valeurs
de D. Ce résulat a été calculé numériquement avec la bibliothéque Fipy [GWWO09].

Les modéles de changement de phase de type Allen-Cahn sont une description plus complexe du méme
type d’évolution. Une modélisation précise de 1’épaisseur de l'interface et de sa diffusion est nécessaire
pour décrire quantitativement le changement de phase. Ces modéles peuvent étre couplés aux équations
de la mécanique des fluides, comme par exemple dans [Wit10]. L’existence d’ondes progressives a été
étudiée théoriquement par [Fan00]. La limite macroscopique (c’est-a-dire pour une interface d’épaisseur
nulle) de ce type de description a été étudiée par exemple par [Cag89] et [Wit10].

1.2.3 Modéles macroscopiques directs

On considére maintenant une échelle grande devant I’épaisseur de l'interface liquide-vapeur. L’interface
est représentée comme une discontinuité entre deux phases pures, comme illustré a la Figure 1.6b. On
appelle cette échelle « macroscopique directe » en référence a la simulation numérique directe (ou en
anglais DNS) par opposition aux modéles moyennés qui suivent.

Probléme de Stefan

A cette échelle le modéle typique de changement de phase est le probléme de Stefan. Il a été introduit &
la fin du XIX* siécle dans [Ste90] pour décrire la formation et la fonte des glaces sous I'effet de changements
de température.

On considére deux phases incompressibles et de méme densité (solide et liquide dans [Ste90]) séparées
par une interface franche. En 1D, la position de l'interface peut étre notée par son abscisse o(t) (voir
aussi la Figure 1.8).
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Liquide (Cp,, k1)

F1GURE 1.8 — Schéma d’une solution du probléme de Stefan & un instant ¢.

Les équations de la chaleur dans chacune des deux phases s’écrivent :

{pcplﬁtT:kl AT  siz <o(t), (1.92)

pCp, 0T = ks AT sio(t) <,

ot Cp,; est la capacité thermique isobare de la phase i (i = [,s), k; sa conductivité thermique et p la
densité des fluides (supposée constante et uniforme).

A Vinterface entre les phases, on suppose la température continue et égale 3 la température de satura-
tion, supposée constante.
T(o(t),t) = T, (1.9b)

Le flux de chaleur n’est pas continu & U'interface. De 1’énergie est captée ou libérée par le changement
de phase sous forme de chaleur latente. Un bilan d’énergie & 'interface donne la relation suivante :

do _
Py = ki (%T) (0()7,6) = ks (0:T) (o(1) ", 1), (1.9¢)
ou L est la chaleur latente. C’est cette équation qui gouverne 1’évolution de la position de I'interface.
Les autres conditions aux limites peuvent par exemple étre choisies comme des flux de chaleur ¢q et
¢1 constants. Enfin, on se donne une condition initiale T (z,t = 0).

Sous effet du flux de chaleur, 'interface se déplace & mesure que la glace fond ou que le liquide géle.
L’existence et 1'unicité d’une solution & ce probléme ainsi que son calcul est un probléme classique en
analyse mathématique.

Généralisation du probléme de Stefan

A Déchelle macroscopique directe, tous les modeéles auront cette forme : deux domaines variables dis-
joints sur lesquels des équations aux dérivées partielles seront résolues avec une certaine condition limite a
Iinterface. Cependant, plusieurs difficultés peuvent étre rencontrées lors de la généralisation du probléme
de Stefan.

— Comment écrire la condition a I'interface pour généraliser (1.9b) et (1.9¢), notamment dans le cas
ol on ne veut pas faire d’hypothése sur I’équilibre thermodynamique & 'interface ? Ce point sera
discuté dans la Section 1.3.

— Comment décrire numériquement la géométrie de I'interface, en particulier en dimensions 2 ou 37
Comment la faire évoluer dans le temps quand le changement de phase a lieu?

Le probléme de description d’une interface avec une géométrie complexe n’est pas propre au changement
de phase. Dans les prochains paragraphes on discutera de quelques unes des méthodes existantes pour ce
probléme avec ou sans changement de phase.

Description d’une interface franche comme franche

Les méthodes de suivi d’interface (en anglais interface tracking) permettent de suivre exactement la
position de l'interface. Ses coordonnées (ou ceux d’un nombre discret de marqueurs le long de 'interface)
sont, stockées explicitement en mémoire. Ce type de méthode est appliqué au changement de phase par
exemple par [Wel95] et [JT96] pour des écoulements incompressibles.
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La position de l'interface peut aussi étre gardée en mémoire implicitement & ’aide d’une fonction
level-set [GCNBO7] ou bien d’une fraction volumique de fluide comme dans les méthodes Volume-Of-
Fluid (VOF) [WW00]. A partir de ces fonctions implicites, la position exacte de I'interface pourra étre
reconstruite. Les équations aux dérivées partielles seront alors résolues dans les phases pures, assorties
de conditions aux limites appropriées décrivant 1’évolution de l'interface.

La description d’une interface liquide-vapeur perméable n’est cependant pas toujours facile & implé-
menter dans de tels modéles. En général, les deux phases ont des densités trés différentes. La conséquence
du rapport de densité est la nécessité d’une contraction ou d’une expansion brutale de la masse chan-
geant de phase. Par exemple, un liquide ayant nouvellement changé de phase aura une pression infime
si il conserve sa densité de gaz. Ce phénoméne peut étre décrit comme une solution & un probléme de
Riemann.

Probléme de Riemann La Figure 1.9 présente schématiquement une telle solution. Sur ce schéma,
I'interface de changement de phase en rouge ne suit pas la discontinuité de contact évoluant a la vitesse du
fluide et représentée en ligne discontinue. Le fluide entre ces deux points est le fluide ayant nouvellement
changé de phase. Les ondes soniques & droite et & gauche sont la conséquence du changement de pression
causé par le changement de densité lors du changement de phase.

Discontinuité de contact
\  Interface
\

Liquide

> T

FIGURE 1.9 — Schéma d’une solution au probléme de Riemann avec changement de phase. Ici un flux de
masse constant de gaz se condense & travers I'interface.

Selon l’idée fondatrice des solveurs de Riemann, la connaissance de la solution au probléme de Rie-
mann est suffisante pour construire un schéma numeérique approchant les solutions de tous les problémes.
Cette philosophie, appliquée au domaine de la combustion, par exemple par [TCL82|, a été utilisée pour
la description de changement de phase solide-solide par [AK91]. De nombreux travaux ont poursuivi le
développement de cette méthode, jusqu’aux études plus récentes consacrées au changement de phase
liquide-vapeur (isotherme) de [MRO7], [HDW13] et [RZ14]. Cependant, des difficultés empéchent 'exten-
sion de cette approche au cas non-isotherme. Le modéle développé dans cette thése étant similaire sur de
nombreux aspects, plus de détails seront donnés dans les chapitres suivants.

Ce type de modéle permet également de décrire la nucléation. Celle-ci prend la forme d’une solution
ad hoc pour le probléme de Riemann au sein d’une phase pure. Un exemple de solution est présenté a la
Figure 1.10.

Liquide
Interface '

Interface

FI1GURE 1.10 — Schéma d’une solution au probléme de Riemann pour la description de la nucléation. Ici,
une goutte de liquide se condense dans du gaz pur.
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Termes source diffus Une autre approche, proposée notamment par [HW08] et [Kunll] permet de
simplifier le probléme & résoudre & 'interface. Le transfert de masse entre les phases est modélisé par des
termes sources répartis de part et d’autre de 'interface (voir Figure 1.11). De la masse est prélevée d’un
coté de l'interface et restituée de 'autre coté. L’advection de 'interface se produit mécaniquement en
raison des gradients de pression créés par cet échange de masse. Cette construction numérique permet de
faciliter la discrétisation de I’échange de masse a l'interface. Cependant, une approche plus directe sera
préférée dans cette thése.

d Gaz Interface Liquide

rce de masse

Disparition de-masse

FIGURE 1.11 — Exemple de terme source diffus, inspiré de [HWO08], pour I’évaporation. De la masse
disparait du coté liquide. La méme quantité apparait du coté gaz.

Description d’une interface franche comme diffuse

Dans les paragraphes précédents, quelques exemples d’interfaces franches représentées numériquement
comme des discontinuités ont été présentées. Alternativement, certains codes numériques choisissent une
représentation localement moyennée de 'interface. Cette approche demande la définition du modéle de
mélange pour décrire les mailles mixtes au voisinage de l'interface. Contrairement aux modéles méso-
scopiques évoqués précédemment, la représentation continue de 'interface n’est qu’un biais numérique
qui doit disparaitre lors de la convergence en maillage du schéma numérique (ce qui n’empéche pas de
respecter la physique dans la fagon de la décrire).

p
A R
z (m)
Zoom Moyenne spatiale
p € p )
A ME— A —
» z (pm) >z (m)

FIGURE 1.12 — Les interfaces diffuses apparaissent a la fois dans les modéles mésoscopiques (& gauche) et
les modéles macroscopiques moyennés (& droite). Malgré leurs similitudes, un modéle physique pertinent
pour I'un n’est pas nécessairement pertinent pour l'autre.

Parmi les nombreux exemples de ce type d’approche, on peut citer [ACK02], [KK10], [KL10], ou encore
[BD14]. Preuve que les mailles de mélanges ne sont ici qu’'un artefact numérique, la plupart de ces travaux
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cherchent le schéma numérique qui en génére le moins possible (schémas MUSCL ou anti-diffusifs, par
exemple).

Ces modéles sont un cas particulier des modéles moyennés discutés a la section suivante. Les repré-
sentations typiques du changement de phase avec cette approche seront donc décrites plus en détails
ci-apres.

1.2.4 Modéles macroscopiques moyennés

Finalement, on considére un probléme de grande dimension, par exemple au sens des nombres de
Reynolds et de Weber. Si la viscosité et la tension de surface ne sont pas suffisantes pour régulariser I'in-
terface liquide-vapeur, celle-ci peut prendre des formes complexes. Le suivi numérique précis de 'interface
n’est alors ni facile, ni nécessairement utile. Un processus de moyenne des équations va étre utilisé pour
simplifier le probléme. On pourra se rapporter aux travaux de références [SW84] et [ITH11].

Plusieurs formes moyennées existent. Il n’y a pas de consensus sur le choix des hypothéses simplifica-
trices pertinentes et des relations de fermetures. Le systéme de lois de conservation suivant peut cependant
étre pris comme exemple typique :

O (akpr) +V - (cwprur) =Tk, (1.10a)
at(akpkuk) + V- (ak(pkuk & Up +pkﬂ)) = —prVay + M, (1.10b)
at(akpkEk) +V- (ak(PkEk erk)uk) = pkﬁtak -+ gk, (110(3)

pour k € {g,l}, soit au total six équations. La fraction volumique de la phase k est notée ay. Elle est
telle que
ag +ap = 1.

Les grandeurs py, ug, pr et Ej sont respectivement la densité, la vitesse, la pression et 1’énergie totale
spécifique du fluide dans la phase k. Chacune des phases est dotée d’une loi d’état, par exemple pg(pk, ex)-
Les termes sources I'y, My, et & sont des termes d’échanges moyennés entre les phases, respectivement
de masse, de quantité de mouvement et d’énergie. Les conservations totales impliquent que

> Tw=0, > My =0, > & =0.
k k k

Enfin, le systéme peut étre fermé par I’hypothése isobare
Pg = D1

D’autres hypothéses peuvent étre choisies. Par exemple, [Zeil0] remplace 'hypothése isobare par une
autre équation aux dérivées partielles. A l'autre extrémité du spectre des modéles possibles, ’hypothése
d’équilibre complet entre les phases réduit le modéle aux équations d’Euler pour une loi d’état d’équilibre
(voir Section 1.1.2) comme par exemple dans [BDF+14]. Une telle hiérarchie de modéles est aussi décrite
par [LF10].

Remarque 1.9. Le sigle HEM pour Homogeneous Equilibrium Model se rencontre dans la littérature
pour désigner :
— d’une part, les modeéles ou deux fluides de deux espéces distinctes sont & ’équilibre des pressions,
vitesses et températures (par exemple [BPMG14]),
— d’autre part les modéles & une seule espéce a I’équilibre liquide-vapeur (par exemple [DBBF96] ou
[FL11]).
Meme si la philosophie & ’origine de ces modéles est la méme, ils sont assez différents mathématiquement.
Le modéle développé dans la suite de ce mémoire s’approche des premiers, mais le sigle HEM ne sera pas
utilisé pour éviter la confusion avec les seconds. <

Dans de tel modeéles, le changement de phase sera habituellement décrit comme un terme source I'y
faisant évoluer la composition locale du mélange « € [0, 1]. Il s’écrira typiquement sous la forme

Fg = AiJg—>l7
ott A;(a,p,T) estime Daire interfaciale moyenne locale (en m?*m=3 = m™1) et J,_;(p,T) est le flux de

masse surfacique moyen & linterface (en kgm=—2s71).
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Le modéle du code CATHARE [Bes90] qui décrit ’écoulement bifluide dans le circuit hydraulique
d’une centrale thermique, s’écrit par exemple sous cette forme. Une corrélation expérimentale complexe
y est proposée pour l'expression de A4;. Dans d’autres codes, quand aucune donnée expérimentale n’est
disponible, la corrélation

A; x ol — @)

est souvent utilisée pour estimer l'aire interfaciale. Elle posséde les propriétés minimales souhaitables :
laire interfaciale est nulle dans les phases pures et maximale dans un mélange & parts égales. Un tel
modéle est alors mathématiquement trés similaire & ’équation de réaction-diffusion étudiée & I’échelle
mésoscopique, bien que les problémes traités soient différents.

D’autres approches existent pour tenter de quantifier ’aire interfaciale, comme par exemple dans
[SRO5].

Le terme J,_,; d’échange de masse doit relaxer le systéme vers I’équilibre liquide-vapeur local. Il peut
s’étudier expérimentalement ([BKM96], [DBBF96]) ainsi que de maniére plus théorique & partir de la
thermodynamique hors équilibre ([BGKO02], [Lhu03]). La Section 1.3 discutera plus en détail ce point.

Tube a choc

En réalité, la solution au probléme du tube & choc avec changement de phase n’est pas aussi idéale
que la solution au probléme de Riemann décrite a la Figure 1.9. (Cette derniére n’est de toute facon
pas physique dans le cas non-isotherme comme discuté au Chapitre 2.) Un exemple d’expérience de tube
a choc est décrit dans [SS99]. Ces expériences ne peuvent s’expliquer sans prendre en compte d’autres
phénoménes que le changement de phase interfacial comme la diffusion thermique, la nucléation et les
instabilités de surface libre.

Il est cependant remarquable que ces expériences puissent encore étre décrites comme solution d’un
probléme de Riemann pour un modéle moyenné, comme représenté sur la Figure 1.13. Une solution au
probléme de Riemann de ce type est appliquée & un code numeérique par [LMS05].

Meélange | Front de réaction

u-+c

> T

FIGURE 1.13 — Schéma d’une solution au probléme de Riemann avec changement de phase partiel, tel
qu’observé par exemple par [SS99]. Le mélange entre la discontinuité de contact en ligne discontinue et
le front de changement de phase en rouge est a ’équilibre liquide-vapeur.

Nucléation et cavitation

La description moyennée de la nucléation passe par des termes sources moyens du méme type que
ceux présentés précédemment. Le phénomeéne de cavitation (évaporation puis reliquéfaction d’un liquide
sous Deffet de variations de pression au voisinage par exemple d’une turbine) en est une application trés
étudiée. Quelques modéles de cette catégorie vont étre évoqués dans la suite de ce paragraphe.

Un modéle de nucléation moyenné doit décrire I’apparition aléatoire de germes de nucléation comme
celui schématisé sur la Figure 1.10. C’est ce que fait par exemple le modéle de Johnson-Mehl-Avrami-
Kolmogorov, décrit dans [FT98] et [BCPO06] et schématisé & la Figure 1.14. Ce modeéle donne une fraction
volumique moyenne & un temps ¢ étant donnés une probabilité d’apparence d’un germe de nucléation et
un taux de croissance (qui peut étre écrit comme un flux de masse J,_,;). Ce modéle, dédié au changement
de phase solide-solide, ne prend cependant pas en compte la possibilité de mouvement des bulles/gouttes,
ni leur fusion ou séparation sous l’effet de phénomeénes comme la tension de surface.
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FIGURE 1.14 — Représentation schématique d’un modéle de nucléation & la facon de Johnson-Mehl-
Avrami-Kolmogorov en 1D. Initialement, tout le domaine est occupé par un gaz métastable. Quand un
germe de nucléation (symbolisé par un point rouge) apparait aléatoirement, une goutte se forme et grossit.
Ici, quatre gouttes ont grossi (& une vitesse supposée constante) pour occuper tout 'espace. Les germes
de nucléation suivants apparaissent dans un liquide stable et sont sans conséquence.

Ce modeéle, exprimé sous la forme d’une équation intégrale, a été plus tard été reformulé sous forme
d’équation différentielle. Ce nouveau modéle, dit de Schneider, a été appliqué & un écoulement solide-
liquide par [Hiit01]. Le modéle de Schnerr-Sauer [YSS01] développé pour la description de la cavitation se
base sur le méme type de modéle de croissance de bulle. Le modéle moyenné & I’équilibre liquide-vapeur,
déja évoqué précédemment, est bien str aussi utilisable pour la description de la cavitation, comme par
exemple par [BHO5]. Enfin, d’un point de vue plus appliqué, [UWWS05] présente un éventail de modeéles
de cavitation, qui ont tous la forme d’un terme source similaire & ceux déja évoqués dans cette section.

1.2.5 Echelles multiples

Avant de conclure cette section consacrée aux différentes échelles spatiales de modélisation des écoule-
ment multiphasiques, il est utile de rappeler que la plupart des cas pratiques impliquent plusieurs échelles
en méme temps.

L’article de Bear et Nunziato [BN86] est un bon exemple de modéle difficile & classer a une seule
échelle. Ce travail traite de la modélisation de la combustion d’un mélange de poudre et d’air. Un modéle
moyenné de deux phases (gaz et particules solides) est donc introduit et réagit au passage d’une onde
de déflagration. Cette déflagration peut étre vue comme une interface de changement de phase entre
une phase « brulée » et une phase « non-brulée », décrite comme une interface diffuse & une échelle
mésoscopique.

Des problémes de changement de phase impliquant un front de changement de phase comme celui
représenté a la Figure 1.13 ou celui étudié par [DGLO05] peuvent impliquer la description d’une interface
franche entre deux mélanges liquide-vapeur. L’impact d’un bloc de liquide aéré comme simulé par [DDG10)]
ou le modéle numérique d’interface entre une phase pure et un mélange développé par [Cosl15] entrent
aussi dans cette catégorie hybride. C’est aussi le cas du probléme de 'impact de vague, comme déja
évoqué dans l'introduction.

1.3 Echelles temporelles
La partie précédente a été consacrée a la description des différentes échelles spatiales de la modélisation
du changement de phase. Dans cette partie, c’est ’aspect temporel de la dynamique du changement de

phase qui sera discuté. Celui-ci étant un processus de retour & I’équilibre, ’échelle temporelle peut se
confondre avec I'état d’équilibre local du systéme.

Les différentes échelles de temps évoquées dans cette section sont schématisées a la Figure 1.15.
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1.3.1 Hors-équilibre

On considére un systéme composé de liquide dans ’état thermodynamique (p;,7}) en contact avec sa
vapeur dans l'état (pg,T,). Leurs températures, leurs pressions et leurs potentiels chimiques gy (px, k)
étant en général différent, il n’y a pas équilibre thermodynamique entre ces deux phases.

Remarque 1.10. Cette situation est appelée ici « hors-équilibre ». Il convient de remarquer que la défi-
nition de pressions et de températures pour chacune des deux phases implique déja une forme d’équilibre
local, c’est-a-dire de régularité de la distribution statistique des particules qui composent le fluide. Des
cas de déséquilibre total reléveraient de la dynamique moléculaire et de la physique statistique et sont
hors du cadre de cette thése. <

Ce retour a l’équilibre peut se faire par échange entre les phases, les masses et énergies totales étant
conservées. Dans le cas du changement de phase, c’est notamment 1’échange de masse entre les phases
qui va permettre le retour a ’équilibre. L’enjeu est de décrire mathématiquement quel taux d’échange de
masse va étre causé par un déséquilibre donné et & quelle vitesse le systéme va donc revenir & 1’équilibre.

Les travaux de [BS04], [BKDDO7] et [CS11] synthétisent les principaux modéles décrivant I’échange de
masse 4 une interface franche hors-équilibre. Le modéle de ce type le plus emblématique est le modéle de
Hertz-Knudsen.

Ce modéle développé originellement par Hertz et Knudsen a la fin du XIX® siécle [Her82] décrit le flux
de masse interfacial en fonction des conditions thermodynamiques locales comme

g1 = A\/% (p—p*™(T)), (1.11)

ou M est la masse molaire de 1’espéce chimique considérée, R la constante des gaz parfaits et A un
coefficient supposé constant appelé coefficient d’accommodation (souvent noté «, mais rebaptisé dans ce
meémoire pour éviter toute confusion avec la fraction volumique).

Remarque 1.11. Bien qu’il puisse étre utilisé pour décrire une situation de déséquilibre & l'interface, la
démonstration original de ce modéle repose sur ’hypothése d’un état d’équilibre au sein de 'interface.

En théorie cinétique des gaz \/%p est la masse totale de particules traversant une surface imaginaire
dans un gaz & température T et pression p. En supposant I'existence & 1’échelle microscopique d’un point
a Iéquilibre (p = p**(T')) au sein de 'interface, le bilan de flux de masse entre ce point et un point de la

phase gaz peut s'écrire comme 4/ 524 (p — p***(T)). <

Le coefficient A a été ajouté a posteriori pour expliquer le désaccord du modéle avec I’expérience. A
I’échelle microscopique, il peut s’interpréter comme une probabilité pour une molécule de réagir avec I'in-
terface, diminuant ainsi le flux de masse totale a 'interface. A une échelle supérieure, il peut s’interpréter
comme une vitesse adimensionnée de retour a ’équilibre. Dans [MS01] quelques résultats concernant
I’évaluation de A sont passés en revue. Aucun consensus n’a été trouvé dans la littérature pour donner
une valeur précise a ce coefficient.

Ce modéle a été amélioré par Schrage [Sch53] pour prendre en compte la vitesse du gaz au voisinage
de l'interface et le débit maximal imposé par le point de Chapman-Jouguet (voir aussi Section 2.1.6).

Les modéles concurrents prennent une forme similaire d’un flux de masse fonction du déséquilibre entre
les phases. La thermodynamique hors équilibre [BK99] permet de proposer une expression pour le flux
de masse a l'interface sous la forme

Hg — i

Jg_>l X T

Comme dans le cas du modéle de Hertz-Knudsen, la vitesse de relaxation est proportionnelle au déséqui-
libre entre les phases, via un coefficient de proportionnalité mal connu. Cette approche sera présentée
plus en détails dans le chapitre suivant au Paragraphe 2.2.2. Le modéle obtenu sera linéarisé pour obtenir
une forme similaire & celle du modéle de Hertz-Knudsen (1.11).
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T = Tsat

S

FIGURE 1.15 — Schémas des différents régimes temporels pour une interface franche (ligne rouge discon-
tinue). A gauche, I'interface n’est pas a 1’équilibre local, mais tend & y revenir. A une échelle de temps
grande devant le temps de relaxation, I'interface est toujours & ’équilibre mais du changement de phase a
lieu pour compenser le déséquilibre engendré par ’environnement. Enfin, & une échelle de temps grande
devant le temps caractéristique de la diffusion thermique, tout le systéme est a I’équilibre. Cet exemple
simple ne prend pas en compte l'effet de la pression ni la possibilité d’une discontinuité de température
a l'interface.

La SRT (Statistical Rate Theory) proposée par [FW99] utilise des arguments légérement différents pour
arriver a une formulation similaire. Elle a été appliquée & un modeéle bifluide moyenné dans [LA12].

1.3.2 Equilibre thermodynamique interfacial

Dans les paragraphes précédents, on a supposé une relaxation vers I’équilibre liquide-vapeur entre les
phases a une vitesse finie (par exemple proportionnelle & A dans (1.11)). Supposons maintenant que le
probléme étudié soit lent par rapport a cette vitesse de relaxation. Formellement, ce cas peut étre vu
comme le cas limite A — co. A tout instant les phases en contact seront & 1’équilibre, c’est-a-dire

p= psat (T)

Le flux de masse J,_,; joue alors le role d’un multiplicateur de Lagrange pour cette condition d’équilibre.

Il s’agit de I’hypotheése d’équilibre présente dans le modéle de Stefan sous la forme de ’équation (1.9b).
Dans un cas plus général ou I’équilibre thermique entre les phases (c’est-a-dire la continuité de T' dans le
modéle de Stefan) n’est pas supposée, la forme que doit prendre ce cas limite n’est pas claire. Ce point
est discuté par exemple dans [JT98].

Dans un cas comme le probléme de Stefan, c’est le temps caractéristique de transport de la chaleur (par
diffusion ou convection) dans l’environnement qui devient le phénoméne limitant. (Le taux de boil-off,
c’est-a-dire la vitesse d’évaporation du liquide cryogénique dans la cuve, est utilisé par GTT comme une
forme de mesure de la qualité de l'isolation de la membrane.)

Le bilan d’énergie (par exemple (1.9¢)) permet d’extraire une expression de J,_;. Par exemple, si
I’apport de chaleur de la phase k a l'interface est noté g et est estimé par

qx = Bi(T), — T%),

ou T} est la température de la phase k et By un coefficient de conductivité thermique, alors, le flux de
masse peut s’écrire comme

CGota _ By(Ty —T) + BT, — T*)

Jys1 = = - . (1.12)

C’est le type d’expression utilisée par exemple dans le modéle moyenné de CATHARE [Bes90]. En pra-
tique, ce type de modéle macroscopique moyenné est trés similaire au modéle hors-équilibre décrit & la
section précédente.

1.3.3 Modéles quasi-statique

Enfin on considére un probléme trés lent devant le temps de retour & ’équilibre de l'interface et le
temps de diffusion thermique au voisinage de l'interface. L’ensemble des deux phases peut étre décrit par
une loi d’état de mélange a ’équilibre, comme évoqué a la Section 1.1.2.
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1.4 Synthése

Sur la Figure 1.16 quelques unes des références citées précédemment ont été positionnées du point de
vue de I’échelle spatiale et de I’échelle temporelle du modéle utilisé.

Il a été choisi a la Section 0.3 de restreindre ce travail & 1’étude de deux phases séparées par une
interface de forme simple, c’est-a-dire & un modéle de type macroscopique direct. Par ailleurs, 'impact
étant un événement bref et violent, aucune hypothése quant a ’équilibre thermodynamique du systéme
ne sera faite.

[JL.CDO1]

[Cag89] [Wit10]

[HDW13] [RZ14]
[JT98] [HWOg]

[Kun11] Ce travail.

[SPAOS] [LSN14]

[Beso0] [BGK02] [Lhu03]

[BDF-+14] [SRO5] [FG11]

FIGURE 1.16 — Schéma synthétique positionnant quelques références par rapport au modéle développé
dans la suite de cette thése, du point de vue des échelles spatiales (axe vertical) et temporelles (axe
horizontal).
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Chapitre 2

Modélisation du changement de phase
a une interface franche

Dans le chapitre précédent, un panorama général de modéles de changement de phase a été présenté.
Dans ce chapitre, le modéle mis en ceuvre dans cette thése sera développé avec plus de détails.

On considére deux phases pures séparées par une interface franche, supposée assez réguliére, comme
illustré par exemple sur la Figure 2.1. Dans un premier temps, les conditions aux limites & cette interface
en présence de changement de phase vont étre explicitées. Dans un second temps, le systéme d’équation
aux dérivées partielles correspondant sera présenté. C’est ce systéme qui sera résolu numériquement dans
la suite de la thése. Pour cela, une version moyennée localement sera proposée.

2.1 Conditions d’interface

Dans cette section, les conditions aux limites & l'interface liquide-vapeur en cas de changement de phase
sont étudiées dans le cas d’un fluide non-visqueux avec diffusion thermique. L’importance de cette derniére
sera illustrée a la Remarque 2.7. Le cas plus général d’un fluide visqueux est présenté en Annexe A.

L’interface est supposée ne stocker ni masse ni quantité de mouvement ni énergie surfacique. Le travail
de Delhaye [Del74] présente un cas plus général. On trouvera aussi une présentation plus détaillée dans
les ouvrages [IH11, Chapitre 2| et [FZ06, § 3.3.6].

Notation Pour toute grandeur X, on notera le saut de X a linterface entre un fluide d’indice g et un
fluide d’indice ! comme

[X] = [X]] = Xy — Xi.

Liquide
x=0

Interface

FIGURE 2.1 — Représentation schématique d’une interface franche entre un gaz (identifié par x(z,t) = 1)
et un liquide (identifié par x(z,t) = 0). La normale a U'interface v;_,, est orientée du liquide vers le gaz.
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La valeur moyenne & l'interface sera notée X :

. Xg—|-Xl
==

X:
Ici, les indices g et [ font bien sir référence au gaz et au liquide, mais les résultats qui suivent valent pour
n’importe quel couple de fluides non-miscibles.

Lemme 2.1. Si x est bilinéaire, on a la loi de Leibniz :

[X Y] =X «[Y]+[X] =Y. (2.1)

2.1.1 Equations de conservation monofluide

Pour un fluide non-visqueux avec diffusion thermique, les équations de conservations s’écrivent :

Op+V-(pu)=0, (2.2a)
O (pu) + V- (pu®u+pl) =0, (2.2b)
(pE)+ V- (pEu+pu+q)=0. (2.2¢)

ou p désigne la masse volumique, u la vitesse, p la pression, £ = e + %|u|2 I’énergie totale spécifique et ¢
le flux de chaleur.

Remarque 2.2. Dans ce chapitre comme dans le reste de la thése, la gravité n’a pas été prise en compte.
Elle apparaitrait sous la forme de termes sources dans les équations (2.2) et n’aurait aucune influence sur
les calculs présentés ci-aprés. Par simplicité, elle ne sera pas représentée. (Voir aussi la Remarque 5.14.) <

Le fluide est doté d’une loi d’état, qui peut par exemple étre écrite sous la forme

p=ppT), (2-3a)
e=-e(p,T). (2.3b)

Le flux de chaleur ¢ est usuellement calculé & partir de la loi de Fourier :
q=—k(T)VT, (2.4)

ou k est le coefficient de diffusion thermique du fluide.
Par ailleurs, le Second Principe de la Thermodynamique impose pour l’entropie s :
1
8t(ps)+V~(psu)Z—TV~q. (2.5)

La nature de l’espéce locale en un point (x,t) est codée par le champ x. Il vaut par exemple x = 1
dans le gaz et x = 0 dans le liquide (voir Figure 2.1). L’indice ! (respectivement g) est associé au fluide
X = 0 (respectivement x = 1).

On suppose qu’il existe un champ de vitesse w tel que I’évolution de x respecte
Ox +w-Vx=0. (2.6)

A Dlinterface, w est la vitesse de déplacement de l'interface. Sans changement de phase, la vitesse w
peut étre choisi égale & u; ou u, (la conservation de la masse impliquera alors 1’égalité des composantes
normales de ces deux vitesses). En cas de changement de phase, w, u; et ug sont en général différentes.

Le vecteur normal & l'interface orienté de x = 0 vers x = 1 est noté v;_,,. Formellement, il s’écrit
comme

Vx
Vx|’

Visg =

Le vecteur opposé est noté vy_,; = —v;_q.
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2.1.2 Bilan de masse

De (2.2) et (2.6), on déduit
[plw - ving = [pu] - vinsg. (2.7)

Cette relation va étre reformulée sous la forme de la définition d’une nouvelle grandeur.

Définition 2.3. Le flux de masse surfacique local a travers I'interface, noté J, est défini par
Jisg i= pr(ur = w) - ving = pglug —w) - Visg. (2.8)

L’indice | — g signifie que le flux est compté positivement quand la masse va de la phase [ & la phase
g (c’est-a-dire de I’évaporation).

En ’absence de changement de phase, c’est-a-dire si on suppose w = u; ou w = uy, il se vérifie aisément
que
[u] =0, et Jl%g =0.

Remarque 2.4. En introduisant le volume spécifique

1
==
p
la relation (2.7) peut étre reformulée comme
Jisgl] = (U] - vissg. (2.9)
<
2.1.3 Bilan de quantité de mouvement
De (2.2) et (2.6), on déduit
pu® (u—w)- Visg + [p]’/l—m =0, (2.10)
qui peut étre réécrite avec ’aide du flux de masse comme
Jlﬁg[u] + [p}m%g =0. (2.11)
En séparant la relation (2.11) selon les directions normale et tangentes a I'interface, on obtient
[p] = = I [7], (2.12)
ainsi que
Jisglu] - vt =0, (2.13)

pour tout vecteur tangent & linterface v.

Remarque 2.5. En I’absence de changement de phase (J;—,4 = 0) la pression est continue & l'interface.
Le saut de pression en cas de changement de phase peut s’interpréter comme un effet Venturi : le flux de
masse est le méme des deux cotés de l'interface mais les densités sont différentes. <

Remarque 2.6. La tension de surface a été négligée dans cette thése par souci de simplicité. Si elle avait
été prise en compte, elle serait apparue dans I’équation (2.12) sous la forme de la loi de Laplace :

[p] = 20k — J2, [, (2.14)

ol o est le coeflicient de tension de surface et « est la courbure moyenne de ’interface. <
2.1.4 Bilan d’énergie
De (2.2) et (2.6), on déduit

PElw-visg=[pHu+q] v_y,. (2.15)

Grace a la relation (2.1) et a la définition du flux de masse (2.8), cette relation se réécrit comme

Jl*)g[E] + [pu] - Vg + [q] - Vg =0. (2.16)
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De cette expression on peut déduire quatre autres versions équivalentes. Tout d’abord, en utilisant
2
(2.9), (2.11) et E=e+ %, on obtient

Jiog ([e] "’15[7']) + [Q] Vg =0, (2.17)
que 'on peut reformuler en termes d’enthalpie
Jimg ([1] = 7Ip]) + [q] - vimsg = 0, (2.18)
ou encore, grace a I’équation (2.12)
i
.
Tisglh] + 2%+ [a) - vy = 0, (2.19)
et finalement, en utilisant (2.9) et (2.13) pour revenir & une formulation en termes de vitesse
u — w|?
Jissg [h + Ju— 5 | ] +q] - vig =0. (2.20)

Remarque 2.7. La relation (2.19) permet de justifier le role des termes d’échange thermique dans le
changement de phase.
En effet, dans le cas adiabatique ¢; = g4 = 0, elle peut étre réécrite pour un flux de masse faible mais
non nul comme
[h] ~ 0.
Si Penthalpie est linéarisée sous la forme h — hyef = C,(T — Tref) o0 Cp, est la capacité thermique isobare
supposée constante, alors cette relation s’écrit

[Cp(T = Tret)] = L,
ot L = [hyet] est la chaleur latente dans I’état de référence. Enfin, les capacités thermiques Cp, et Cpg
étant du méme ordre de grandeur, la relation se réécrit approximativement comme
C,lT] ~ L.

Pour le méthane au voisinage de 111K, on a en ordre de grandeur C, = 2.5-103Jkg 'K~ et £ =
0.5-10J kg™t d’ou [T] ~ 200K. La Figure 2.2 présente des valeurs de L/Cp, et L/Cp, obtenues par
la loi d’état Quickmethane pour diverses températures le long de la courbe de saturation. Les mémes
ordres de grandeur se rencontrent pour l’eau vers 473K, ot on a environ C, = 4- 103 Jkg 'K~ et
L =2-108Jkg™ 1, soit [T] ~ 500K. Avec de tels gradients de températures, il est peu raisonnable de
négliger les échanges thermiques. N

2.1.5 Bilan d’entropie
De (2.5) et (2.6), on déduit

g
Jisgls)f + [%L ) (2.21)

Si on définit le flux d’énergie total échangé a 'interface @ a 1’aide de (2.20) comme

Ug — W 2

Ql—)g = Jl—>g <hg + |g2> + qg - Visg,
W (2.22)

=Jiyg <hz + — ) +q - Visg,
alors, la condition interfaciale pour I’entropie s’écrit :
9 g
pt glu = wf? 1
—Jisg {T l + Qisg T z >0, (2.23)

ou u est le potentiel chimique défini par y=h — T's.

Remarque 2.8. Le flux @ tel que défini avec la relation (2.22) est défini & une constante prés. Il est
proportionnel & h, (ou h;) qui dépend du niveau zéro de I’énergie fixé arbitrairement. Le terme [/T] de
l’équation (2.23) dépend aussi (d’une maniére moins évidente) de cette référence. Ces deux dépendances
s’annulent pour que ’entropie totale créée soit indépendante de toute référence arbitraire comme c’est le
cas pour (2.21). <
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FIGURE 2.2 — Valeur approchée du saut de température a l'interface liquide-vapeur en ’absence de
diffusion thermique pour différentes conditions de référence le long de la courbe de saturation du méthane
d’aprés les données de Quickmethane. Voir aussi Remarque 2.7.

2.1.6 Courbe de Hugoniot

On peut remarquer que les relations qui précédent ne sont pas spécifiques au changement de phase,
mais peuvent décrire n’importe quelle interface perméable entre deux fluides. Elles sont similaires aux
équations de Rankine-Hugoniot décrivant un choc dans un gaz (si ce n’est que pour un choc les lois d’état
des deux cotés de linterface sont les mémes) [MP89]. Elles peuvent aussi décrire le front de flamme de
certains modeéles de combustion, les deux fluides étant alors le gaz brulé et le gaz non brulé.

Pour ces applications, il est courant de tracer dans un diagramme (typiquement (p,7) ou (p,u)) l'en-
semble des états joignables & partir d’un état donné a travers une discontinuité respectant les relations
de saut. Pour ’étude des chocs en mécanique des fluides, on appelle courbe de Hugoniot une telle courbe.
Dans le domaine de la combustion, elle est aussi nommeée courbe de Crussart.

Comme déja évoqué dans la Remarque 2.7, les conditions d’interface peuvent donner des valeurs non
physiques en labsence de diffusion thermique. Ceci est da a la valeur élevée de la chaleur latente (qui
n’est pas présente dans la méme mesure ni dans le cas des chocs dans un gaz, ni dans le cas du front de
flamme). La courbe de Hugoniot peut néanmoins étre tracée en supposant une valeur constante pour les
flux de chaleurs suffisante pour compenser la chaleur latente. Sur la Figure 2.3, la courbe de Hugoniot
pour I’évaporation a été tracée en supposant arbitrairement

[q] - Viesg = Jig X 6-10° Jkg ™.

Le point & gauche de la Figure 2.3 est 1’état initial liquide (7 = 2-10"3m3kg~! et p = 1bar). La
courbe grise est la courbe de saturation (ensemble des marqueurs circulaires sur la Figure 1.2). La courbe
bleue (pleine et discontinue) est I’ensemble des solutions de ’équation (2.18).

D’aprés la relation (2.12), on a

[p]

2
IR, =

[’

donc la droite reliant un état final a droite a I’état initial & gauche a pour pente 7J12_> g Ces droites sont
aussi appelées droites de Rayleigh. Deux d’entre elles ont été tracées sur la Figure 2.3 en tirets violets.
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FIGURE 2.3 — Courbe de Hugoniot dans un diagramme (7, p) pour ’évaporation avec un apport d’énergie
[q] - Vissg = Jig X 6-10° Jkg™!. Le point & gauche (liquide & 7 ~ 2 - 1073 m3kg™') est I’état initial. La
courbe bleu est ’ensemble des états solutions de (2.18). Seule la section en ligne pleine correspond a des
transformations physiques subsoniques.

La section la plus & gauche de la courbe de Hugoniot a été tracée en ligne discontinue car elle ne
correspond pas & une transformation physique. En effet, pour un tel état final : p; —p; >0 et 7y — 7, > 0
ce qui impliquerait Jl2_>q < 0.

La droite de Rayleigh horizontale correspond au cas limite J;_,, ~ 0. Plus loin sur la courbe, pour
des droites de Rayleigh de pente leQ ~,, décroissante, on observe une diminution de la pression de I'état
gazeux final.

La deuxiéme courbe de Rayleigh tracée sur la Figure 2.3 est tangente & la courbe de Hugoniot. Elle cor-
respond au flux de masse maximal possible dans ces conditions. Ce régime est appelé point de Chapman-
Jouguet dans le domaine de la combustion [TCL82]. La vitesse d’échappement du gaz de l'interface est
alors la vitesse du son du gaz. Cette borne supérieure de J;_,, est aussi étudiée d'un point de vue plus
théorique dans le cas isotherme par [HDW13].

Enfin, la derniére section de la courbe de Hugoniot & droite correspond & des écoulements de gaz
supersoniques par rapport a 'interface. Ce régime, dit de déflagration forte, ne sera pas considéré pour
notre modélisation du changement de phase. Par ailleurs, une autre section de la courbe de Hugoniot,
dite de détonation, est étudiée dans le domaine de la combustion [TCL82, Fig. 3.1]. Elle correspond au
domaine p, > p; et 7, < 7;. Dans notre contexte, ce type de transformation ne correspond pas & un
changement de phase et ne sera pas étudiée.

Enfin, une courbe de Hugoniot peut aussi étre tracée pour la condensation. Celle-ci est cependant moins
intéressante en raison de la quasi-incompressibilité du liquide.

2.2 Relations de fermeture

2.2.1 Généralités

Comme déja mentionné précédemment, toutes les relations qui précédent dans ce chapitre sont valables
pour n’importe quelle interface perméable entre deux fluides non miscibles. La spécificité de la physique
du changement de phase viendra des relations de fermeture manquantes. Outre les lois d’états des deux
phases pures, il manque deux relations de fermeture.
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La premiére relation de fermeture vient de la présence de termes d’ordre 2 dans ’expression de la
diffusion thermique ¢. Sans changement de phase, on impose généralement la continuité de la température
a l'interface.

[T] = 0. (2.24)

Cependant, il n’est pas certain que cette hypothése soit raisonnable pour la modélisation d’une interface
avec changement de phase hors-équilibre. Dans ce travail, une forme plus générale sera considérée :

Ql%g = Q(ph/—rlapgaTg)a (225)

ot (@ est le flux d’énergie définit par (2.22) et p;, T;, py et T, sont les états thermodynamiques respecti-
vement dans le liquide et dans le gaz.
Sans changement de phase, cette relation de fermeture peut par exemple prendre la forme

Kint
Ql—>g =q " Visg =(g Visg = Zl (T’l _Tg);

ot l'interface a été modélisée par une couche d’épaisseur ¢ et de conductivité thermique moyenne ki, (Ici,
Eint est positif pour garantir un flux de chaleur orienté selon v;_,, quand le température 7} est supérieure
a la température T,.) L’hypothése de continuité de la température (2.24) se retrouve comme cas limite
de ce modéle quand € — 0.

La seconde relation de fermeture vient du terme de changement de phase. Comme précédemment, le
flux de masse J;_,4 va étre relié aux conditions thermodynamiques de chaque cotés de l'interface par une
relation de la forme

Jisg = T (01, 11, pg, Ty). (2.26)

Cette relation sera aussi appelée relation cinétique du changement de phase. Elle décrit la maniére dont
Pinterface va tendre vers 1’équilibre liquide-vapeur, de la méme maniére que (2.25) décrit le retour a I’équi-
libre thermique. Ces deux relaxations peuvent étre couplées et doivent respecter la condition d’entropie
(2.23).

Le choix d’un modéle pour J;_,, (et du flux Q4 si il est couplé & J;_,4) est un probléme ouvert.
Cette question a déja été discutée dans la Section 1.3. La relation de Hertz-Knudsen (1.11) est un bon
candidat pour une expression de J;_,,. Comme dans le cas du flux d’énergie, le cas limite d’une relaxation
infiniment rapide A — oo correspond formellement & remplacer la relation de fermeture de la forme (2.26)
par la condition d’équilibre a l'interface comme par exemple celle du probléme de Stefan (1.9b).

Une approche possible pour trouver une expression pour Ji_, et (i, qui satisfasse (2.23) est la
thermodynamique hors équilibre que nous présenterons briévement dans le paragraphe suivant.

2.2.2 Thermodynamique hors équilibre a l’interface

La principale référence sur le sujet de la thermodynamique hors-équilibre est [DM84]. On pourra aussi
se rapporter a [BHY90], [BK04], [Bed10] (et autres travaux des mémes auteurs) pour une discussion plus
orientée vers la modélisation d’une interface avec changement de phase.

Le postulat de base de la thermodynamique hors équilibre est 1’écriture des flux échangés entre deux
systémes comme dépendant directement des déséquilibres entre ces systémes, c’est-a-dire

Flux = f(Déséquilibres),

avec une fonction f telle que f(0) = 0 afin que les flux soient nuls & I’équilibre. Au voisinage de 1’équilibre,
la fonction f sera linéarisée sous la forme

Flux = G - Déséquilibres,

ol G est une matrice, que ’on supposera ici constante. La loi de Fourier (2.4) est ’exemple le plus connu
de modeéle sous cette forme.
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Remarque 2.9. Cette forme n’est pas la seule approche possible. La thermodynamique hors équilibre
étendue (ou EIT pour Ezxtended Irresversibe Thermodynamics) [BGKO02] postule par exemple un temps
de réaction 7 sous la forme

d Flux
% + Flux = G - Déséquilibres.
En pratique, aux échelles de temps que l'on considére, il peut étre négligé. N

Pour un probléme donné, ’enjeu est de définir les flux et de quantifier les déséquilibres & qui ils seront
reliés. Pour cela, le bilan d’entropie (par exemple (2.23)) sera réécrit sous la forme

Z Flux - Déséquilibres > 0.

Ainsi pour que le Second Principe soit respecté, il sera suffisant de prendre la matrice G positive, c’est-
a-dire telle que
Ve, x-Gx>0.

Cependant, la décomposition sous cette forme n’est pas unique et des critéres physiques vont devoir étre

utilisés.

Comme discuté a la Remarque 2.8, I’écriture du bilan d’entropie sous la forme (2.23) peut étre pro-
blématique. En effet, I'utilisation de J;_,, o [¢/T] donnerait un flux de masse dépendant de la référence
arbitraire en énergie. Ceci peut étre corrigé avec l'aide du résultat suivant.

Lemme 2.10. Le potentiel chimique p respecte la relation de Gibbs-Helmholtz :

(g%) =h. (2.27)

T/ p

Démonstration. En utilisant les propriétés usuelles de la dérivée, on a :

ot), = (or), =77 (o), =7 (an)
L) =1 (L) =—pu-—" ) =0-T(+) .
(8}p or), T*" T \dT), or),

Or, la relation thermodynamique dy = —sdT 4 7dp implique
(3
or),

h=u+Ts,

et par ailleurs, on a par définition de p,

ce qui permet de conclure. O

Corollaire 2.11. La condition d’entropie (2.23) peut étre réécrite au premier ordre comme

1y, _ 42
_ Jl—)g (Mg(pgaj—‘l) — /’Ll(plairl) + |:2|’U, W' :|) + (Ql_)g - Jl_>ghg) |:11—‘:| > 0. (228)

T; T

Démonstration. Par définition,

J, Bl _ g tg(pg: Ty) 7,Ul(plaTl)
l—g T~ l—g Tg T y

ou py et Ty décrivent ’état du fluide k € {g,1} a linterface et pj est la fonction potentiel chimique
définie par la loi d’état du fluide. Par ailleurs, le Lemme 2.10 permet d’écrire, pour des différences de
température suffisamment petites :

pp,T)  plp, To) 1 1
7 =, theD\F-7 )

Iz tg(Pg, Tt) — pu(pr, Tt) 11
Timg [T] - JHg( = T + Jimsg hy(pg, Ty) T, 1)

ce qui donne le résultat voulu. O

40



Théoréme 2.12. Au voisinage de l’équilibre, si le flur de masse Ji_,4 est supposé suffisamment faible,
alors les relations de fermeture

(p, T1) — Ng(pgle)
T ’

Ql—>g = Gq(Tl - Tg) + hg(PgaTg)Jl—m, Jl—>g =Gn M (2-29)

avec Gy, > 0 et Gy > 0, respectent la condition d’entropie.

Démonstration. Avec Paide de la définition de J;_,4 (2.8), la condition d’entropie (2.28) peut étre réécrite
comme

Ty — T JE 2 1
—Jlag (Mg(pg l)Tl M(pl l) + l;g l:;:|> + (Qlﬁg - Jlﬁghg) l:T] 2 0.

En insérant les expressions de (2.29) dans le bilan d’entropie, on obtient

J] J? 72 1
—Jisg (— é:qg - % [TD — Q[T {T] > 0.

Pour un flux de masse suffisamment faible, on néglige le terme d’ordre 3 en J;_,,4

(o, T1) — g (g, T) \ [T]?
9 > 0.
Gm( T +GngTl >0

Cette condition est bien toujours respectée. O

Remarque 2.13. La relation (2.28) aurait pu étre écrite symétriquement comme

—J tg(Pgs Ty) — pulpi, Ty) n %|u7w|2
l—g Tg T

D Qs — Tisyh) m >0 (230

Le choix d’une asymétrie se base sur des considérations physiques : en considérant que le liquide & une
meilleure diffusivité thermique que le gaz, il est généralement fait I’hypothése que le changement de phase
a l'interface a lieu a la température 7;. Voir aussi la Remarque 5.10. <

Remarque 2.14. La thermodynamique hors-équilibre fait ’hypothése d’un petit déséquilibre & I'inter-
face. Elle n’est pas compatible avec la condition de Chapman-Jouguet présentée a la Section 2.1.6 pour
de grands écarts a ’équilibre. Certaines références [LMS05] [Per08] proposent dans ce cas de prendre
comme relation de fermeture la valeur de J;_,, au point de Chapman-Jouguet, c’est-a-dire

Jl—>g = jChapman—Jouguet (pl7 Tlapgy Tg)-

2.2.3 Lien avec la relation de Hertz-Knudsen

Lemme 2.15. Pour toute température Ty, pour toute pression p au voisinage de p**(Ty) on a

1g(p, To) — pu(p, To) = 74(0™**(T0), To) (p — ™ (1)) (2.31)

Démonstration. Par définition de p*@*, on a

1 (P (To), To) = pu(p™(Tp), To).

En développant ju4(-,Tp) et (-, Tp) au premier ordre au voisinage de p***(Tp) on obtient :

1o (9, To) = pa(p, To) = ((%‘;)T (54 (To), Ty) - (%‘;)T T T) ) (0= 5™ (7).

3,
op )

T KL Tg = Tg— T =Ty,

Or

En faisant I’approximation classique

on obtient le résultat voulu. O
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Remarque 2.16. Pour un gaz parfait, ’expression exacte de p4(p, T') est connue. En négligeant comme
précédemment la variation de p;, on obtient

pg (P, To) = pu(p, To) =~ (v = 1)CyyTo In <p>*"‘tp(To)) '

La formule (2.31) se retrouve alors par 'approximation

i (gt ) = (1 2 ) ~ P

<
On en déduit une expression pour J;_,, semblable & (1.11).
Corollaire 2.17. Les relations de fermeture
(> (Th), T s
Ql%g = Gq(Tl - Tg) + hg(meg)Jlﬁga Jisg = _GmM(pg —p at(Tl))> (2.32)

T;

respectent la condition d’entropie.

— (kg T) — u(p, T))/T
—— Saturation

g (p — p™(T))/T

2500
2000
1500
1000
500

—500
—1000
—1500

2.0

110

T (K) 115 120 0.0

FIGURE 2.4 — Comparaison des valeurs (en Jkg~! K—!) de I’approximation (2.31) pour des températures T
entre 100K et 120K et des pressions p entre 0.1 bar et 2bar pour le méthane d’aprés la loi d’état
Quickmethane. La courbe de saturation (en rouge) correspond a la ligne de niveau 0Jkg ' K~!. Le
déséquilibre (py(p,T) — u(p,T))/T est négatif en dessous de la courbe de saturation (entrainant de
I’évaporation) et positif au dessus (entrainant de la condensation). Comme attendu, les deux surfaces
apparaissent tangentes au voisinage de la courbe de saturation.

La Figure 2.4 présente une comparaison des deux expressions en fonction de p et 7. L’écart entre les

deux surfaces loin de la courbe de saturation est & relativiser pour deux raisons principales.

D’une part, une des deux espéces est toujours dans un état métastable hors de la courbe de saturation.
De ce fait, les mesures expérimentales de ses propriétés physiques sont difficiles voire impossibles. Les
valeurs numériques de pg, — p; données par ’équation d’état tabulée Quickmethane reléve autant de
Iextrapolation que de la mesure.

D’autre part, 'expression (2.29) a été introduite ici pour des raisons théoriques mais n’a pas été
validée expérimentalement avec plus de certitude que (2.32), et ceci faute de données expérimentales de
changement de phase interfacial loin de ’équilibre.
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Remarque 2.18. Enfin, avec ’aide de la relation de Clapeyron (1.4), la pression de saturation peut étre
linéarisée. Une forme simplifiée minimale peut ainsi étre proposée, pour des pressions et températures
proches de I’état d’équilibre (po = p**(Tp), Tp), sous la forme

Jisg = _%(Tg(meO) (pg — po) — L(Ty — T)), (2.33)

oul L est la chaleur latente. <

2.3 Equations de conservation

2.3.1 Le modéle

Dans les sections précédentes, le modéle a été écrit comme la combinaison des équations d’Euler mono-
fluide sur deux domaines disjoints avec des conditions d’interface comme conditions aux limites. Dans la
suite de ce chapitre, le modeéle sera reformulé comme la résolution d’un seul systéme sur tout le domaine.
Cela sera possible grace a la fonction caractéristique x(x,t) € {0,1}, déja introduite dans la section
précédente. C’est elle qui décrira implicitement la position de Uinterface.

L’équation d’évolution de x donnée par (2.6) peut étre reformulée avec 1’aide de (2.8) comme
J
o+ (u=2) V=0, (2.34)

ou J est le flux de masse porté par le vecteur normal & l'interface, tel que
J = Jl‘)g Visg - (2.35)

En 1D, J est le flux de masse compté positivement de la phase de gauche vers la phase de droite.

Remarque 2.19. On a choisi w = u — %, mais n’importe quel champ w satisfaisant
_ Jl%g
W Vg =U-"Visg — P

aurait fait I'affaire. La composante de w tangente & 'interface ne joue aucun role. Par ailleurs, I’équation
(2.34) est bien définie & l'interface car w - v;_,4 est continue d’aprés (2.8) et ceci méme si la composante
tangente est discontinue. <

L’évolution de l'interface est décrite par I’évolution du champ y. D’aprés cette équation, celui-ci est
advecté avec la vitesse u — <. Méme si la vitesse d’écoulement du fluide est nulle, 'interface peut évoluer
en raison du flux de masse de changement de phase.

En joignant I’équation (2.34) aux équations de conservation d’Euler, on obtient le systéme :

Op+ V- (pu) =0, (2.36a)
O(pu) + V- (pu@u+pl) =0, (2.36Db)
9 (pE) +V - ((pE+p)u+q) =0, (2.36¢)
o(xp) + V- (xpu) = J-Vx =0, (2-36d)

L’équation (2.34) a été combinée avec (2.36a) pour former I’équation de bilan de la masse de gaz (2.36d).

Si par exemple p et e sont les variables de base choisies pour la loi d’état, alors (2.36) se compléte avec

p:{0,1} x R" x R — R*

pi(p,e) six=0,
(x,p,€) — .
pg(pse) six=1,

ol pg(p,e) et pi(p,e) sont les lois d’états des phases pures. La méme approche vaut pour un autre choix
de variables thermodynamiques de base, comme p(x,p,T) ou p(x, p,T).
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Remarque 2.20. En écrivant formellement

Vx
J=J =Jg=—
l—g Visg l—g ‘le )
I’équation (2.36d) peut étre reformulée comme
Or(xp) + V- (xpu) — Jig| Vx| = 0. (2.37)

Sous cette forme, le terme de changement de phase peut étre interprété comme un terme source pour
cette équation de bilan du gaz. Le terme |V x| peut étre vu comme un terme d’aire interfaciale localisant
linterface. L’équation (2.37) se retrouve par exemple dans [SR05] ou [BBDG10]. Dans cette thése, la
notation (2.36d) sera préférée car elle est plus proche de la forme d’une équation de conservation. <

2.3.2 Interprétation du terme non-conservatif

Le systéme d’équations aux dérivées partielles (2.36) fait intervenir un terme de la forme J(v) - Vi, ot
v = (p, pu, pE, xp) symbolise I'état du systéme. En général, I’état du systéme v est discontinu a l'interface
et donc J(v) lest aussi. Le produit de cette fonction discontinue par la distribution de Dirac Vy n’est
pas défini. Cependant, cette difficulté théorique n’est pas une limite du modéle. Dans les paragraphes qui
suivent, le sens physique & donner & cette indétermination sera explicité.

N

Le formalisme proposé par [DLM95] peut permettre de donner un sens & ce terme. Pour cela, on
introduit une fonction ® suffisamment réguliére telle que pour deux états vg et vp quelconques,

o(-,vg,vp) : [0,1] = R™

est un chemin reliant ces deux états dans l’espace des phases.

Une fonction v est alors solution de I’équation aux dérivées partielles avec le terme non-conservatif
(2.36d), si elle respecte la condition de Rankine-Hugoniot généralisée suivante & I'interface [Tou92] :

1
0P
— xplw - ving + [xpu - vinsg — / Ji—sg(®(s,v6,vD)) Ds ds = 0. (2.38)
0
Le dernier terme peut étre réécrit de maniére plus concise en définissant la fonction :flﬁg(-, -) telle que

1
0P ~
/ Ji5g(®(s,v¢,vD)) s ds =: Ji4(ve,vp) [X]-
0
La relation de saut (2.38) est alors un bilan de masse similaire & (2.8) :
Jiog (06, 00) Y] = X1 = W)+ sy = py(utg — @) - Vi

A la Section 2.2, le besoin d’une relation de fermeture de la forme J (p;, Ti,pg,Ty) a été discuté. Dans
le systéme non-conservatif (2.36) vu par ce formalisme, cette fermeture prend la forme de la définition
de Ji4(v) et de @, ou bien uniquement du J;_,4(ve,vp) en résultant.

Physiquement, la fonction ¢ peut étre interprétée comme une description réguliére a 1’échelle micro-
scopique des gradients de densité et de température. Selon le profil de ces fonctions & travers I'interface,
le changement de phase local J;_,4(p,T) aura lieu dans des conditions différentes. Il en résultera un

changement de phase total a Uinterface fl_>g(vg, vp) différent.

En pratique, on ne cherchera pas & exprimer J(v) et ® mais on complétera notre modéle par une

relation J(vg,vp). La fonction J(v) elle-méme n’apparaissant nulle part en dehors des interfaces, il n’y
a pas d’ambigiiité & confondre les notations J et J.
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(b) Représentation microscopique associée a (c) Représentation microscopique associée a
une certaine régularisation ®;. une autre régularisation ®s.

FI1GURE 2.5 — Interprétation physique du chemin de régularisation ®. Si on imagine que le changement de
phase a lieu le long du gradient de p, alors la réaction a lieu & T}, & gauche et a 7 a droite. Selon la valeur
de T, et T; par rapport a 7% un cas peut correspondre & de la condensation et I'autre a I’évaporation.
En pratique, on s’attend & ce que le cas de droite soit plus proche de la réalité microscopique.

Par ailleurs, le flux de chaleur, tel que donné par la loi de Fourier
q=—k(x,T)VT,

peut aussi étre mal défini & U'interface si T n’est pas continu. Ici aussi, une forme de régularisation devra
étre imposée qui pourra prendre la forme du flux d’énergie a l'interface Q = Q(pi, T1, pg, Ty) évoqué dans
la section précédente.

2.3.3 Conditions aux limites

En 1D, la définition des conditions aux limites associées au systéme de lois de conservation (2.36) ne
pose pas de difficulté. Le bord du domaine n’est en contact qu’avec une phase pure (sauf peut-étre en un
nombre fini d’instants ponctuels).

FIGURE 2.6 — Schéma d’un point de contact liquide-vapeur-paroi.

En dimensions supérieures, une difficulté peut apparaitre au niveau des points de contact liquide-
vapeur-paroi. Un exemple de tel point est représenté a la Figure 2.6.

D’un point de vue physique, la description de ce type de points fait intervenir des phénoménes particu-
liers, comme les angles de contacts (voir par exemple [Kunll, § 3.2.4]). La modélisation de ces phénomeénes
ainsi que la détermination de la physique du changement de phase dans cette situation sortent du cadre
de cette thése.

D’un point de vue mathématique, le choix de conditions aux limites associés & un systéme d’équa-
tions aux dérivées partielles pour obtenir un probléme bien posé est une question complexe. L’analyse
mathématique des conditions aux limites au point de contact n’a pas été étudiée dans cette thése.
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2.3.4 Forme lagrangienne 1D

Dans ce paragraphe, une autre formulation des mémes équations de conservation va étre présentée.
Elle sera utilisé au Chapitre 4 pour la discrétisation du modéle par le code Flux-IC.

Lemme 2.21. En 1D, les équations de conservation (2.36) peuvent étre reformulées sous forme lagran-
gienne :

dir — 0,u =0, (2.39a)
diu+ 0zp =0, (2.39b)
dY E + Oypu = —0,q, (2.39¢)
dix — Jo,x =0, (2.39d)
avec
di = pdy + pu - 0, (2.40)

la dérivée temporelle dans le repére du fluide évoluant a la vitesse u.

En appliquant la définition de J en 1D
J = p(u - LU),
les équations peuvent étre reformulées de la fagon suivante.

Corollaire 2.22. Dans le référentiel de l’interface, qui évolue a la vitesse w, ces mémes équations peuvent
se réécrire comme

dyY T — Oyu+ JO,7 =0, (2.41a)
dYu+ Opp + JOzu = 0, (2.41Db)
dYE + Ozpu + JOLE = —0,q, (2.41c)
d¥y =0, (2.41d)
avec
dy = poy + pw - Oy. (2.42)

Les termes de la forme J0, sont les flux de volume massique, quantité de mouvement massique et
énergie massique portés par le flux de masse J changeant de phase.

2.4 Probléme de Riemann pour J = cst.

Le terme non-conservatif, méme si il se justifie physiquement, rend ’étude théorique du systéme (2.36)
assez complexe. Cependant, dans le cas particulier d’un flux de masse J constant (et sans flux de chaleur,
g = 0), le systéme se réduit & un systéme de lois de conservation hyperbolique usuel. Dans cette section,
nous allons étudier la solution au probléme de Riemann de ce systéme simple.

Remarque 2.23. Pour résoudre le probléme de Riemann pour (2.36), il est commode d’étendre le
domaine de définition du paramétre d’ordre x € {0,1}, qui n’est pas convexe, & 'intervalle [0,1] en
définissant un modéle de mélange.

Concrétement, cela revient a étendre la fonction

p:{0,1} x R" x R — R™,
a une fonction réguliére définie sur le domaine convexe
p:[0,1] x RT x R — R*

(ou tout autre fonction thermodynamique selon les variables de base choisies). Dans cette thése, le choix
a été fait de changer la notation du paramétre d’ordre x en & pour différencier les deux fonctions et
indiquer qu’un modéle de mélange est employé. Par exemple, une solution naive consiste & prendre la
combinaison linéaire

V€ € [07 1]7 p(§7 ) ) = fp(X =1,, ) + (1 - ﬁ)p(x =0, )

Un modéle de mélange plus physique sera proposé dans le section suivante.
Cependant, pour des conditions initiales dans {0, 1}, la solution au probléme de Riemann reste dans
{0,1} sans que le modéle de mélange défini pour |0, 1] n’ait de conséquence sur la solution. <
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Hypothése Pour simplifier les calculs qui suivent, I’hypothése suivante sera faite :
|| < prcw, (2.43)
pour tous les états k impliqués dans la solution au probléme de Riemann.

Remarque 2.24. Cette hypothése est 1égérement plus forte que la limite au flux causée par le point de
Chapman-Jouguet qui a été discutée & la Section 2.1.6. En effet, cette condition implique seulement que

|J| < prer,

pour les deux états k voisins de l'interface. <

En 1D, le systéme de lois de conservation peut se réécrire comme le systéme

Op + 05 (pu) = 0, (2.44a)
Or(pu) + 0, (pu® +p) = 0, (2.44b)
04 (pE) + 0 (0 + p)u) = 0, (2.440)
9¢(Ep) + 02(&(pu — J)) =0, (2.44d)

associé a la loi d’état (partielle) p(&, p, e).

Pour ce systéme, la jacobienne des flux s’écrit

0 1 0 0
OF A—u?+T(w?—H)—pt (2-TNu r De

A= = (@ -H+T(W?~H)—pl)u H-Tu> (1+TD)u  peu |- (2.45)
—§(u—%) 13 0 u—%

ou I' est le coefficient de Griineisen et

._1<%>
pE : p aé- pe :

Le calcul détaillé de cette matrice est présenté & I’Annexe B.

Les valeurs propres de cette matrice sont u — ¢, u, u — < et u + ¢. L’ordre de la deuxiéme et de la
troisiéme valeur propre peut changer selon le signe de J.

Les vecteurs propres associés sont respectivement

D¢
1 1 ) (u - 1) 1
u—c u L A ure (2.46)
H—uc)’ H—% ’ c2 pg(Hfu%) ’ H + uc )
3 3 2 (1) £
e+~ (3)
Lemme 2.25. Les champs associés aux valeurs propres u et u — % sont linéairement dégénérés.
Démonstration. Pour le champ associé a la valeur propre u,
—b —u
Ou_Ouvs 1wy | 111
v v v v 0| pl O
0 0
Grace a 'expression du deuxiéme vecteur propre & droite r donné en (2.46), on trouve % -r=0.
De méme pour le champ associé a la valeur propre u — %
_va—J =<
v1 P
O (IO (=Y _ L w |_1| 1
ov p)  Ov vy T 0 p 0 ’
0 0
d’ott on trouve % -r=0. O
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Remarque 2.26. Le fait que le champ u — £ soit linéairement dégénéré n’est pas un cas particulier di
a P’hypotheése J = cst. C’est la condition d’interface (2.8) qui impose que

(=), (=5),

c’est & dire la continuité de la vitesse des caractéristiques au travers de linterface. Si l'interface avec
changement de phase peut étre vue physiquement comme un choc (elle a les mémes conditions de Rankine-
Hugoniot que les chocs des équations d’Euler), il s’agit du point de vue mathématique d’une discontinuité
de contact. N

Lemme 2.27. Le paramétre d’ordre £ est constant au travers des ondes associées aux valeurs propres
u—c, uetu-+c.

Démonstration. Soit un choc associé a la valeur propre u+c. La condition de Rankine-Hugoniot appliquée
a la variable conservative £p s’écrit

Elpu = D) =0olép] <= [Ep(u—0)=J)]=0,

ol o est la vitesse du choc.
A l'aide du Lemme 2.1, on en déduit

€(p(u—0) = J)+&[p(u—0)] =0.
Or la condition de Rankine-Hugoniot sur p s’écrit
lpu] =0olp] <= [p(u—0)]=0,
d’ou
(€] (pp(up — o) = J) =0,
ou l'indice p indique I’état & droite du choc.
Supposons que le facteur de droite soit nul, c’est-a-dire :

pp(up — o) =J.
La condition d’entropie de Lax sur le choc (voir par exemple [Tor09, p. 72|) implique que
up +cp <o < ug +cqg.

On a donc
ppcp < —J,

ce qui est contradictoire avec I’hypothése (2.43). D’ou

€] =0.

Soit une onde de raréfaction associée a la valeur propre u & ¢ ou une discontinuité de contact associée
a la valeur propre u. La conservation des invariants de Riemann implique & travers l'interface [Tor09,
p.81]

dp _ doe
1 £’

d’ot on déduit
pd§ =0,

qui est le résultat voulu. O

Corollaire 2.28. Les ondes associées aux valeurs propres u — ¢, u et u + ¢ sont identiques aux ondes
rencontrées pour les équations d’Euler dans un fluide pur.

La solution peut étre schématisée comme & la Figure 2.7 dans le cas J;4 < 0et vy =1, dou J <0.
Ce schéma, est similaire & celui présenté au Chapitre 1 pour décrire les modéles utilisant une solution ad-
hoc au probléme de Riemann. Par construction, l'interface respecte les conditions interfaciales décrites
dans la Section 2.1. Cependant, comme discuté & la fin de cette section, ce probléme n’a pas de sens
physique en l’absence de diffusion thermique en raison de la valeur élevée de la chaleur latente. Les
résultats présentés n’ont d’intérét que d’un point de vue mathématique.
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FIGURE 2.7 — Représentation schématique d’une solution au probléme de Riemann. Ici v;,4 = 1, le liquide
est a droite, et J;_,4 <0, le gaz se condense.

2.5 Equations de conservation moyennées

Pour des écoulements de grande dimension (cf. Section 1.2.4) ou bien simplement dans le cadre de
certaines méthodes numériques de type volumes finis, I’écoulement sera moyenné. Dans cette section, nous
discuterons en particulier de la moyenne du terme de changement de phase introduit précédemment. Pour
une discussion plus approfondie sur ce type de moyenne, on pourra se référer par exemple a 'ouvrage de
référence de Ishii et Hibiki [IH11].

Lemme 2.29. Des équations (2.36) on déduit

Oxp+V - xpu—J-Vx=0, (2.47a)
Oexpu+ V- -x(pu@u+pl) — (u® J+p)Vx =0, (2.47b)
OxpE +V - x((pE+p)u+q) — (JE+pu+q)-Vx =0, (2.47c)

qut sont les équations de bilan de la masse de gaz, de la quantité de mouvement du gaz et de l’énergie du
gaz. Les équations correspondantes pour le liquide se déduisent en retranchant (2.47) de (2.36).

Remarque 2.30. Les termes non-conservatifs sont bien définis car J - vj_q, (v ® J + pl)y;4 et (JE +
pu + q) - V4 sont continus & travers I'interface (voir la Section 2.1). <

Démonstration.
— L’équation (2.47a) est exactement (2.36d).
— Bilan de quantité de mouvement (2.47b) :
On multiplie I’équation de bilan de quantité de mouvement par x :

X (Oepu + V- (pu ® u+ pl)) = 0.
En intégrant x dans les dérivées on obtient
Oxpu+ V- x(pu @ u+ pl) — pudyx — (pu @ u)Vyx — pVx =0,
que 'on peut réécrire comme
dxpu+ V- x(pu @ u+ pl) — pudpx — (pu @ w)Vx — (pu ® (u — w))Vx —pVx = 0.
En utilisant
(u®w)Vx = u(w - V),
on peut simplifier un des termes
drxpu+ V- x(pu®@u+pl) — pu (9 x +w - Vx) —(pu @ (u — w))Vx —pVx =0,
=0

et par ailleurs comme on a

(pu® (u—w))Vx =u(p(u —w) - Vx)
=u(p(u—w) - vig)| Vx|
= UJl—>g|vX|
=u(J-Vy)

= (u® J)Vx,
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on peut écrire le résultat voulu
dexpu+ V- x(pu@u+pl) — (u® J + pl) Vy = 0.
— Bilan d’énergie (2.47¢) : Comme précédemment, on multiplie par x le bilan d’énergie
X (OpE +V - ((pE +p)u+4q)) =0,
et on fait entrer y dans les dérivées :
OxpE +V - X((pE +pJu+q) — pE(Oix +u- Vx) = (pu+q) - Vx = 0.
Gréce a la méme simplification
OxpE +V - X((pE + p)u+q) — pE (Oex +w - VX) —(pE(u — w) +pu+q) - Vx =0,
=0
on obtient le résultat voulu :
OxpE +V - X((pE +plu+q) = (JE +pu+q) - Vx =0,

ce qui achéve la démonstration.

2.5.1 Modéle bivitesse
Discussion préliminaire

Les équations (2.47) vont maintenant étre moyennées. On pourra se rapporter a [[H11] pour une étude
compléte de 'obtention d’un modéle moyenné. D’autre références comme [Rov06] ou [SRO5] présentent
aussi cette opération de maniére plus concise.

On se concentrera sur la moyenne des termes liés au changement de phase de la forme J - Vyx. Pour
cela, une approche légérement différent de celle de [IH11] et des autres références va étre adoptée. Cette
approche est motivée par la propriété suivante de consistance du modéle moyenné.

Définition 2.31. On appelle consistant un modéle bifluide moyenné si il converge formellement vers le
modéle exact (2.36) et (2.47) quand la taille du domaine de moyenne tend vers 0.

Le manque de consistance d’un modéle moyenné n’est pas nécessairement un probléme. Pour un écou-
lement complexe (comme par exemple dans [Bes90], [[H11] ou [FG11]), il n’est pas question d’augmenter
la résolution du calcul pour tendre vers un probléme & phases séparées. Il est plus important d’assurer
que les corrélations entre les grandeurs moyennées sont pertinentes & l’échelle étudiée plutdt que valides
asymptotiquement. Il en va autrement quand le modéle de mélange n’a pour but que de décrire la maille
(ou les quelques mailles) d’une interface entre deux fluides comme dans [SPA08], [KK10] ou [BD14].

Avec changement de phase, 'approche habituelle consiste & moyenner les termes de la forme J - Vy
comme

J15gIVX| = Ji5g A,
ol J;_,4 est un flux de masse interfacial local moyen et A; est un densité locale d’aire interfaciale. Elle
dépend typiquement de la fraction volumique a définie par
o=X.

Au voisinage d’une interface, ce terme d’ordre 0 assorti de termes diffusifs ressemble aux modéles de
réaction-diffusion évoqués a la Section 1.2.2. Il n’est pas trivial d’écrire une équation de réaction-diffusion
qui converge asymptotiquement vers un front d’onde discontinu. Ce probléme est étudié mathématique-
ment par exemple par [Wit10], [AW11].

Remarque 2.32. La distribution de Dirac V peut aussi étre approchée grossiérement par des termes
de relaxation raides, comme celui tiré de [SPA0S] :

)

{—l—oo sie<a<l—e
A = .
0 sinon

ou € est un petit parametre. d
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FIGURE 2.8 — Interface franche représentée implicitement par y, moyennée spatialement sur un domaine
de taille 6 pour obtenir la fraction volumique moyenne «. Si on veut étudier la consistance asymptotique
du modéle moyenné, on obtient toujours une moyenne au voisinage d’une seule interface pour ¢ assez
petit.

Par ailleurs, le modéle moyenné « standard » (voir (1.10)) sans changement de phase est consistant.
Le terme pVy qui peut étre interprété comme une condition d’interface entre les deux fluides (force de
pression de 'un sur l'autre) est moyenné habituellement en p;Va (plus d’autres termes sources), qui
dégénére naturellement en pVy.

Le changement de phase interfacial est lui aussi décrit par un terme d’ordre 1 similaire dans le modéle
exact. Pour le moyenner de maniére consistante, il parait plus simple d’utiliser un terme d’ordre 1. Nous
allons donc suivre 'exemple de pVx et moyenner le terme J - Vx sous la forme :

Jiogl VX = Jimsg ([Val + Ai),

ou le terme source A; — 0 quand le domaine de moyenne tend vers 0 (c’est & dire « — 0 ou 1). Tant
que le modéle moyenné n’est utilisé que pour étudier un probléme & phases séparées, A; pourra étre
négligé.

En notant la normale & U'interface moyennée

Va
1% = —
l—g |VO&|

le flux de masse interfacial moyenné orienté par v;_,, est défini comme
T = Tisg viss.

Le terme de changement de phase moyenné s’écrit alors
J-Vx~J- Va.

Par la suite, on simplifiera les notations en écrivant simplement .J.

Notations
On a déja introduit la fraction volumique de gaz «, appelée aussi tauz de vide :
a=qg =X

On définit maintenant py, ug, £, les densité, vitesse et énergie totale spécifique moyennes du gaz dans le
mélange :
QgPg = XPs
QgPgllg = XPU,
agpglly == xpE,

et de méme «y, p;, u;, E; pour la phase liquide.



Les fraction volumiques a4 et «; respectent
ag+op =1 (2.48)

Equations de bilan moyennées

On fait les hypothéses simplificatrices suivantes :
X(pu @ u+p) = ag(pgug @ ug + pg),
X(PE + p)u = ag(pgEg + pg)ug-
oll pgy est la pression du gaz, donnée par la loi d’état p, = p(pg, eq). Et de méme pour la phase liquide.

Lemme 2.33. Aprés moyenne des équations (2.36) et (2.47), en négligeant les termes sources et diffusifs,
on obtient le systéme de six équations :

Or(akpr) + V- (akprur) — J - Vag, =0, (2.49a)
Ot(apprur) + V - (o (prug @ ug + prl)) — PVay =0, (2.49b)
at(akpkEk) + V- (Ozk(pkEk + pk)uk + qk) — Q- -Vai =0, (2.49C)

pour k =1,g.
On a noté P le flux de quantité de mouvement entre les phases tel que

PVa=(u®J+pl)Vy,

et Q le flux d’énergie

Q- -Va=(JE+pu+q)- V.

Fermeture du systéme

Le systeme dépend de 9+ 6n variables (crg, g, tg, g, g, Gy 01, g1, tt, Er, pis 1, Jisg: PV, Q-Va).
Le systéme (2.49), auquel on associe (2.48), deux lois d’état et les lois de Fourier dans chacune des phases,
contient 7 + 4n équations. Il manque 2 + 2n relations de fermeture.

Les relations de fermeture sur le flux de masse et le flux d’énergie ont déja été discutées a la Section 2.2 :
Jl—)g:j(pl;n7pgarq)7 Q: Q(p_tJ)Tt])plvT‘l)'

On peut y ajouter la relation de fermeture sur P :
PVa=(u, ®J+p,H)Va = (uyy®@J +p)Va,

qui généralise la fermeture isobare p, = p; pour le systéme sans changement de phase. Cette expression
pour PVa assure la consistance du modele moyenné.

Remarque 2.34. Dans le modéle & six équations standard sans changement de phase, une méthode
permet de réécrire pu - Vx comme pd;x permettant d’éviter le besoin d’une expression pour pu - Vy.
Avec changement de phase, cette astuce permet de réécrire (2.47c) comme

OexpE +V - x((pE+p)u+q) +pdix — (JH +q) - Vx =0,

ce qui ne dispense pas d’une relation de fermeture sur JH + q. N

Ce systéme n’a pas été étudié plus en détails dans le cadre de cette thése. Au lieu de cela, nous
allons décrire dans les paragraphes suivants une simplification commode, pertinente dans le cadre de la
modeélisation de phases séparées.
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2.5.2 Modéle monovitesse isotherme

L’hypothese monovitesse ugy = w; est couramment utilisées pour la modélisation d’un écoulement a
phase séparées quand la méthode numérique implique des mailles de mélange (par exemple [KK10],
[BD14]). En effet, cette hypothése correspond bien aux conditions limites autour d’une interface entre
des fluides sans changement de phase. Cependant, comme nous I’avons vu au début de ce chapitre, ce
n’est pas le cas avec changement de phase.

En utilisant les conditions déterminées au début de ce chapitre, une généralisation de 1’hypothése
monovitesse peut étre proposée sous la forme :

J J
<ug . ) iy — (ul - m) . (2.500)

Py
ug vt =y - vt (2.50b)

Remarque 2.35. En un sens, ce modéle se rapproche des modéles a « vitesse de drift », comme par
exemple [BPMG14]. <

Par simplicité, nous étudierons cette hypothése monovitesse sur le systéme isotherme suivant :

8t(akpk) + V(Ozkpkuk) —J - -Vai =0, (2.51&)
Oy (agprur) + V(o (prur @ ur, + ppl)) — (ur @ J 4+ prl)Voy, = 0, (2.51b)

avec la relation de fermeture isobare généralisée tirée de la condition de saut a I'interface (2.11) :

pgt+J ug=p+J-w. (2.52)

On définit les grandeurs moyennes p,, et u.,, telles que :
o =3 arpr.

PmUm = Zakpkuk
On définit la fraction massique £ comme
EkPm = QkPk-

Par définition de p,,, on a
Sa-t

Comme précédemment, on allégera la notation en écrivant
§:=¢,, o= ay.
Enfin, on définit les pressions moyennes p et p comme

p=Y opr, D= &bk

Lemme 2.36. Les hypothéses monovitesse (2.50) et monobare (2.52) impliquent pour k € {l, g},

J J
Up — — = U — —, (2.53)
Pm Pk
et
p+Jum=pp+J-ug. (2.54)
Démonstration. Direct, par définition des grandeurs moyennes p,,, U, et p. O
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Cas 1D
Par souci de lisibilité des calculs on étudiera d’abord le cas 1D. On écrit alors (2.51) comme :

8t(akpk) + 8z(akpkuk) —J 0y = 0, (2.55&)
at(ozkpkuk) + ax(ak(pkuk X U erkﬂ)) — (ukJ +pk)6xak =0. (2.55b)
Théoréme 2.37. Sous les hypothéses monovitesse (2.50) et monobare (2.52), le systéme (2.55) implique :

Ospmtim + Oz (pmus, +P) = 0, (2.56b)
Epm + O (Epmum + J(a— &) — J - Opa = 0. (2.56¢)

Démonstration.
— On obtient directement (2.56a) en sommant (2.55a) pour tous k, par définition de p,, et .
— Ecrivons (2.55a) pour k = g en introduisant u,, avec I'aide de (2.53) :

1 1
Ot(agpg) + O (agpk (um —J < - ))) —J - 0zay=0.
Pm Pk

En remplacant agpg par {pm,, on trouve :

O (Epm) + Ox (Epmtm — J (€ — ) — J - Oyarg = 0.
— Avec les relations (2.53) et (2.54), on remplace uy et py dans (2.55b) :

1 1
O (o prur) + Ox (Oékpkuk (um -J (p — m)) + g (P + J (U — Uk))) — (ugJ + pr)Opay = 0,

d’ou
J
O¢(anpruk) + Oy (akpkuk (um - p) +agp + aJum) — (ugJ + pr)Ozay, = 0.
m

On somme cette équation pour tous k. Les termes non-conservatifs disparaissent grace a ’hypothése
monobare (2.52). On obtient :

at(pmum) + 8z(pmumum — U + Jupm, + p) =0,

qui est (2.56b).
O

Remarque 2.38. Deux cas limites de (2.55) sont familiers :
— Dans le cas J = 0 (pas de changement de phase), on retrouve le systéme monovitesse habituel,
utilisé par exemple par [BD14] :

Otpm + Oz (Pmum) = 0, (2.57a)
Ot prmtim + Op(pmu?, +p) =0, (2.57b)
Ol pm + Oz (Epmum) = 0. (2.57c)

— Dans le cas £ € {0,1} (= « € {0,1}), on retrouve la version isotherme du systéme de lois de
conservations pour des phases séparées (2.36).

N
Fermeture du systéme (2.56)
On peut prendre comme variables indépendantes :
w = (P, um,§).
A w donné, on trouve les variables supplémentaires (pg, p1,J) en résolvant le systéme :
P =Epy(pg) + (1 =& pi(p1), (2.58a)
2 J2
pe(pg) + — =mi(p1) + —, (2.58b)
Pg Pl
J =T (pg(pg),2i(p1)), (2.58¢)

ol pg et p; sont deux lois d’état données et J est une cinétique de changement de phase.
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On en déduit :

1
Pm = & 1_¢> (2.58d)
R
puis
o= P (2.58¢)
Pg

Hyperbolicité pour un flux de masse constant

Dans ce paragraphe, I’hyperbolicité du systéme défini précédemment est étudiée. Par souci de lisibilité,
les indices m de p,, et u,, ont été omis.

Théoréme 2.39. Pour J = cst. avec |J| < min(pgck), le modéle (2.56) U (2.58) est hyperbolique avec
pour valeurs propres u — ¢, u — %, u+c ol

> (0P Ep2e2 (pict — J2) + (1= §)pict (pic — J?)
== = 5 5 55 5 , (2.59)
)¢ p? (1= &)p2c2 +Epief — J?)
ol d
2 Pk
L=, k=1,g.
k dpk g

Démonstration. La forme générale du systéme est la méme que les cas présentés en Annexe B. Seule la
dérivée de la loi d’état (2.58) a besoin d’étre explicitée. En différentiant le systéme (2.58), on obtient

dp = (pg — p)dE + Ecidpy + (1 — )cidp

-1 £ 1-¢
= dpm = —2dpy — —2dpy
Pz, p2 0 pt
J? J?
0= <02 — > dp, — <02 — ) dp;.
RN,
En manipulant ces équations & I’aide d’un logiciel de calcul formel, on obtient (2.59). O
Remarque 2.40. On vérifie que ¢ = ¢; (resp. ¢4) quand & = 0 (resp. 1). <

Cas multidimensionnel

Le cas multidimensionnel est essentiellement le méme, si ce n’est que la direction normale & l'interface,

c’est-a-dire suivant
Va

Val’

Visg =
et les directions tangentes seront traitées séparément.

Théoréme 2.41. Sous les hypothéses monovitesse (2.50) et monobare (2.52), le systéme (2.51) implique

atpm +V. (pmum) =0, (2.603,)
Dpmm + V - (Pmtim @ tm + pL+ (D= p) Vinsg ® Vi) =0, (2.60b)
0lpm +V - ({pmum +J(a—&)) —J - Va=0. (2.60c)

Démonstration. On note
V-X=0,(X vy +VE - (X-vh),

ot 9, est la dérivée suivant le direction v;_,, et Vi désigne la divergence dans I'’hyperplan tangent.
Par définition de v;_,, :
Va = 0,a.

— Comme en 1D, I’équation (2.60a) se trouve directement en sommant (2.51a) sur k.
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— On réécrit (2.51a) en séparant la dérivé selon la direction de la normale :
Oe(agpr) + Oy (kprug - Vissg) + Vi(arpruy -vt) — J- 9,0, = 0.
En utilisant le méme raisonnement qu’en 1D, on montre que
Oy (arun - Visg) = Ou(EpmUm - Visg + J (e = §)).
Par ailleurs, en utilisant (2.50b), on a
Vi (wprue - v) = Vi - (Epmtin - V7).

En recombinant les deux dérivées spatiales, on trouve (2.60c).
— On réécrit maintenant (2.51b) :

Or(arprur) + Oy g (pr(ur - Visg)ur + Prlisg) (2.61)
+ Vlf ak(pk(uk . VL)uk + pkul) — (uk ®J+ pkﬂ)&,ak =0. (2.62)

On somme cette équation pour les deux valeurs de k. Le terme normal s’écrit comme en 1D avec
Paide de (2.53) et (2.54) :

> 00 ik - Vi g)uk + pi Vi)

= éay (ozkpk(uk “Vsg) <um - (1 - 1> J) + o (P + (tm —ux) - J) Vl—>g)

Pm Pk

m

Ji _
= Zav (Oékpk(uk “Visg) (Um - Hg) + i (Um - Viesg)Jimsg Viesg + QP VHg>
k

m

Ji _
81/ (pm(um : Vl%g) <um - :;)gyl—)g) - (um . Vl%g)Jl%ng%g +le~>g>

(pm(um : Vl%g)um "‘ﬁ”l%g) .

Et par ailleurs, dans la direction tangente :

> Vi arlpr(ur - v ur + prvt)
k

> Vi rpr (- v )ug + prvt)
k

:Vrf (P (U, - VL)um +£VL)'

Ce qui permet de retrouver (2.60b).

Remarque 2.42. Les résultats de ces deux théorémes conduisent a préférer la forme moyenne

V(J(a—¢&)—J -Va~—-J- V¢

—J -Va

pour la moyenne du terme non-conservatif
—J - Vyx.

Ce choix peut se justifier empiriquement en comparant les profils de « et £ & une interface liquide-vapeur
comme représenté a la Figure 2.9. En premiére approximation, le liquide peut étre supposé immobile
dans le référentiel de linterface (voir (2.8)). Avoir un terme de changement de phase situé au niveau du
gradient de £ facilite la mobilité du gaz qui peut s’échapper de l'interface sans étre ralenti par Uinertie
du liquide qui domine au niveau du gradient de a. N
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FIGURE 2.9 — Tllustration de la position respective des gradients de « et de £ pour une interface diffuse
avec un rapport de densité loin de 1.

Seule une version simplifiée du modéle moyenné isotherme monovitesse (2.60) sera utilisée par la suite.
Pour cela, la différence de pression entre les deux phases de I’équation (2.52) est négligée. D’autre part,
le terme de changement de phase dans I’équation de conservation de la masse de gaz est réécrit

V- (Jla=§)—J -Va~—J V¢

Ce modéle simplifié s’écrit donc

Op+ V- (pu) =0, (2.63a)
O(pu) + V- (pu@u+pl) =0, (2.63b)
0:(&Ep) + V- (€pu) — J - VE = 0. (2.63c)

ou ¢ € [0, 1] est la fraction massique et p, u et p sont respectivement la densité, la vitesse et la pression du
mélange. L’indice m présent & la section précédente sera omis & partir de maintenant. Le modéle dégénére
naturellement en la version isotherme du systéme d’équation (2.36) quand £ € {0,1}.

Ce modéle est complété par une loi d’état de mélange isobare. La densité moyenne est donnée par

1 ¢ 1-¢
p(,€)  py(p) o)

(2.64)
ol pg et p; sont définies par les lois d’états (isothermes) des phases pures, comme discuté & la Section 1.1.3.

En ’inspirant de (2.36), une extension de ce modéle au cas non-isotherme peut étre écrite sous la forme
suivante :

Op+ V- (pu) =0, (2.65a)
O(pu) + V- (pu @ u+pl) =0, (2.65b)
O (pE) + V(pHu + q) =0, (2.65¢)
O (&p) + V- (Epu) — J - VE=0. (2.65d)

Ce modéle a été utilisé par exemple dans [ABG16]. Cependant, il n’a été établi rigoureusement. L’aspect
thermique du changement de phase n’étant pas négligeable, une étude plus approfondie de la modélisation
moyenné du modéle non-isotherme est nécessaire.

2.6 Conclusion

Ce chapitre a présenté différents aspects de la modélisation d’un écoulement liquide-vapeur avec chan-
gement de phase a l'interface. Les Sections 2.1 et 2.2 ont permis de décrire les conditions limites &
I'interface en présence de changement de phase. Dans la Section 2.3, ’équation d’évolution de l'interface
a été combinée aux équations de conservation d’Euler. Le systéme hyperbolique (2.36) constitue la base
des simulations numériques qui seront menées dans la suite de cette thése. Bien que cette approche soit
sous certains aspects similaire & des modéles existants dans la littérature, elle est & notre connaissance
inédite. Le probléme de Riemann associé a ce systéme a été étudié a la Section 2.4.
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Enfin, & la Section 2.5, une version moyennée des équations de conservation a été établie dans le cas
isotherme. Une réflexion particuliére a été menée concernant la moyenne des termes de changement de
phase et les hypothéses simplificatrices applicables aux mailles de mélange. Aprés quelques simplifications,
le systéme moyenné (2.63) a été obtenu.

Dans le chapitre suivant, un schéma numérique permettant de simuler (2.63) (mais aussi (2.65)) sera
proposé. Parallélement, un autre schéma numérique permettre de résoudre a l'interface les équations de
conservation sous forme lagrangienne (2.41), y compris dans le cas non-isotherme. Les différents modéles
étudiés dans ce chapitre et leurs relations sont résumés a la Figure 2.10. Les deux codes obtenus serviront
de preuves de concept de l'intégration du changement de phase interfacial dans un code de mécanique
des fluides.
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Equations de conservation

(2.36)
/ Yy \
//Inl
//' " Forme lagrangienne
‘ (2.41)

Moyenne spatiale

7/ ’ !
i I
1
Simulation numérique
§4.2

|
|
Modéle moyenné bivitesse ‘:
(2.49) Lo
/ |

Hypothése monovitesse , / /
(2.50) © €€ {0,1}

/
| S
!
!

Modéle moyenné
monovitesse (2.60) !

|

Simplification

|

Modéle moyenné
monovitesse approché (2.63)

|

Simulation numérique
§4.1

FIGURE 2.10 — Lien entre les modéles présentés dans ce chapitre et les résolutions numériques des chapitres
suivants. Les fleches discontinues symbolisent la consistance des modéles moyennés que redeviennent le

modéle exact pour des phases séparées.
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Chapitre 3

Méthodes volumes finis

3.1 Généralités

Dans cette section, quelques concepts généraux pour la résolution numérique d’équations aux dérivées
partielles seront présentés. On pourra se référer notamment aux ouvrages [Kro97] et [Tor09] pour plus
de détails.

3.1.1 Systéme hyperbolique

Définition 3.1. Un systéme de lois de conservation est un systéme d’équations aux dérivées partielles
de la forme
O+ V- F(v) =0, (3.1)

ou
Vee QCR" Vt>0, v(zt)eGCR™,

ot (2 est le domaine de calcul et G I’ensemble des états physiques admissibles, F' est une fonction, supposée
assez réguliére,
F:G— R™™,

et V- symbolise 'opérateur divergence défini par
n
Vk e Lm], (V-F), =Y 0;F.
i=1
Les variables (v )re[1,m) sont appelées variables conservatives et pour tout vecteur v dans R™, (F-v/)e[1,m]

sont appelés les flux dans la direction v.

On s’intéresse & la résolution de 'équation (3.1) assortie d’une condition initiale de la forme :
Ve e, ov(z,t=0)=uyvy(x), (3.2)

et de conditions aux limites appropriées sur 912, la frontiére de 2. Les ouvrages de références de [Smo94],
[Tor09] et [Daf10] étudient plus en détails ce type de probléme et ses solutions (faibles).

Définition 3.2. Le systéme est dit hyperbolique si, pour tout vecteur v de R™, la matrice jacobienne
des flux F' - v, notée A, est diagonalisable sur R, sous la forme

OF -v
ov

ou A, est la matrice diagonale formée par les valeurs propres :
Ay(v) = diag(/\l,,k(v))ksz

et R, et L, sont les matrices des vecteurs propres de A, respectivement & droite et & gauche, normalisées
par

=A,(v) = R,(v)A,(v)L,(v), (3.3)

R,(v) = L,(v)™ L.

Quand il n’y a pas d’ambigiiité, les notations seront simplifiées en n’indiquant pas le vecteur normal v.
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FIGURE 3.1 — Exemple de maillage non structuré. En bleu, une maille K et ses voisines V (K).

RV

3.1.2 Volumes finis

Pour résoudre numériquement le probléme de Cauchy, le domaine de calcul 2 est décomposé en volumes
de controle connexes disjoints tels que :

Q=UgK

Cette décomposition sera appelée un maillage de €.

Pour chaque maille K, on note V (K) I’ensemble des mailles voisines de K, c’est a dire
LeV(K) < |[0LNOK| #0,

ou 0L symbolise la frontiére de L et |.| le volume en dimension n — 1.

Dans chaque maille K, la valeur moyenne des variables conservatives v est définie par

v (t) :== %/Kv(x,t) dez,

ot |.| est le volume en dimension n.

L’équation (3.1) est intégrée sur chaque maille K en utilisant la formule de Green :

O (t) = [1(|/KV - F(u(z,t)) de
1

F(v(z,t))vdS

K] Jox
7,2,

= > F(v(z,t))vdS,
|K| LEV(K) OKNOL

ol v est le vecteur normal sortant a la frontiére de K et d.S un élément de volume en dimension n — 1.

L’équation différentielle par rapport a la variable ¢ sera résolue par la méthode d’Euler explicite. Le
niéme pas de temps est noté t™ et la valeur de v a ce pas de temps est noté

v = v (t").
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L’enjeu est de trouver une approximation pour le flux & la frontiére entre les mailles K et L sous la
forme :

0L N OK| .. (v}, o7) / Fo(z, £))vdS.
OKNOL

Le flux ¢ 1, est appelé le flux numérique a l'interface entre K et L.

Définition 3.3. On appelle schéma volume fini explicite d’ordre 1 une approximation de (3.1) de la
forme :

n

t’rLJrl _ tn
U}z{-&-l — UK _ | |

] > 0L NOK]| (vie,v}). (3.4)

LeV(K)

Définition 3.4. [Ghi02] Un schéma volume fini tel qu'il existe une matrice Uk 1, (vi,vy) telle que le
flux numérique s’écrit

F(vg)+ F(vp)

P(vi,vp) = 5

‘vi,rL + Uk L (vk,vr) <F(vK)2F(UL) : VK,L> ) (3.5)

oll vk, 1, est la normale unitaire & I'interface, est appelé schéma de fluz.

En pratique, les flux considérés seront toujours équivariants par rotation. Localement & chaque face, le
probléme se rameéne & un probléeme 1D avec le flux F'- e,, via la matrice de rotation qui transforme v .
en vecteur unitaire des abscisses e,. Dans le paragraphe suivant, les notations 1D seront donc introduites.
Elles nous serviront pour la plus grande partie du reste de cette thése.

3.1.3 Notations 1D

j—1 J Jj+1
| | | [

[ [ [
Jj—3/2 j—1/2 j+1/2 J+3/2

FIGURE 3.2 — Numérotation des mailles et des faces pour un maillage 1D.

En 1D, le domaine ©2 C R est divisé en segments numérotés par ordre croissant de la gauche vers la
droite. Les indices fractionnaires représentent les interfaces entre segments (voir Figure 3.2).

La valeur moyenne des variables conservatives dans la maille d’indice 7 au pas de temps n est notée

n
Uj.

1 Tjt+1/2

v;(t") == v(z, t") da.

‘xj+1/2 - xj_1/2| Tj—1/2
Un schéma volume fini explicite d’ordre 1 s’écrit alors

At™
n+1 __
vt = Az, ((15?71/2 - ¢§L+1/2) ) (3.6)

ol ¢7, ;5 est le flux numérique a la face j + 1/2

e = @ (U;L’U;l+1) )

et
A" = [t =", Az = w1 — T

Le schéma de flux (3.5) s’écrit alors

F; + Fijq

Fy —Fjn
Gjr1/2 = -5 + U (vj, vjt+1) =

: (3.7)
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3.2 Le schéma VFFC

Dans cette section, le schéma VFFC, introduit par [GKLO1], sera présenté. Une variante, qui se révélera
plus performante pour certains calculs de cette thése, sera ensuite proposée.
Comme évoqué précédemment, toutes les notations seront en 1D. Les définitions sont facilement
transposables en dimension supérieure grace a 1’équivariance par rotation de F'.

3.2.1 VFFC « u moyen »

En multipliant le systéme de lois de conservation (3.1) par A = %—f, il devient

8, F(v) + A(v)d,F(v) = 0. (3.8)

Au voisinage de 'interface entre les faces j et j + 1, ce systéme peut étre linéarisé sous la forme
8tF(v) + A (/Jj+1/2) axF(’U) = 0,
ou ;1,2 est un état moyen entre v; et vj41, par exemple,

_ Yt
Hit+1/2 = a5

Ce systéme linéaire est diagonalisable sous la forme

Or(Ljy172F(v) + Aji12 0u(Ljy1/2F (v) =0,

ou

Livi2 =1L (pjs1/2), Ajiro=A(pjr1/2) -

Le flux numérique ¢;;/o sera évalué¢ en appliquant un schéma amont & chaque caractéristique du
systéme linéarisé :

Ue(pjray2) - Djr1y2 = (pjpay2) - F(vs) st Akjt1/2 > 0,
le(tjs1/2) - G172 = le(pypry2) - F(vj41) si A jr1/2 <0, (3.9)
lk(ﬂj+1/2) . ¢j+1/2 = lk(ﬂj—i—l/Q) : %(F(vj) + F(Uj-‘rl)) si )‘k7j+1/2 =0.

La résolution de ce systéme linéaire donne une expression pour le flux numérique ¢;, /2.

Définition 3.5. On appelle schéma VFFC (Volumes Finis a Flux Caractéristiques), le schéma de flux
défini par

F; + Fjq F; — Fiq
BB | g (A (g e) 000
ou A est la jacobienne des flux du systéme et p;,1/5 est un état moyen entre v; et vjiq.

Le signe d’une matrice diagonalisable est défini comme

Pjt1/2 = (3.10)

A= Rdiag(A\t)r L = sgn(A)= Rdiag(sgn(\x)), L.

3.2.2 VFFC « [ amont »

La variante présentée dans ce paragraphe est basée sur la recherche d’une linéarisation de 1’équation
(3.8) qui soit moins dépendante du choix d’un état p; /5. Pour cela, I’équation (3.9) est réécrite sous la
forme

{lk(vj) “Qjy1/2 = le(vy) - F(v;) si Ak 172 > 0, (3.11)

I(vit1) - djg1y2 = (vjr1) - F(vjr1) st Agjri/2 <O0.

Le cas Ay j41/2 = 0 n’a pas été étudié dans le cadre de cette thése. Dans la plupart des simulations, il ne
joue pas un role important. La forme du schéma (3.9) pourra étre reprise dans ce cas.
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Ce schéma peut étre réécrit sous la forme suivante.
Définition 3.6. On appelle schéma VFFC « [ amont » le schéma de flux défini par

Fj+F Fj— Fji

9j41/2 = =51 +sen(A(v), vj01)) P (3.12a)
ou B B B
A(vj,v41) = L(vj,041) " A (154172) L(vj,v41) (3.12b)
et L est définie par
B Uk (v;) si Ag(fj11/2) > 0,
vk, (L(vj,vjﬂ))k‘ = lk(’l}j+1> si )\k(ﬂjJrl/g) <0, (3.12C)

lk(,ujJrl/g) sinon.

Lemme 3.7. On suppose que I’état moyen p est donné par une fonction continue des états a droite et a
gauche telle que p(v,v) = v. Soit vg un état tel que Yk, \i(vg) # 0. Alors, il existe un voisinage V de
vg tel que pour tout vp € V, la matrice L(vg,vp) est inversible.

Démonstration. La continuité de la fonction v — p(vg, v) implique qu’il existe un voisinage V; de vg tel
que

Yo eV, Vk, sgn(Ap(p(vg,v))) =sgn(A(p(ve,va))) = sgn(M(vg)) # 0.

Sur ce voisinage, la fonction v +— L(vg,v) peut s’écrire sous la forme

k}o m
E(vg,v) :Zek®lk(vg)+ Z er @ lx(v),
k=1 k=ko+1

ou ey est le kieme vecteur de la base canonique de R™. La continuité des vecteurs propres [ implique
donc la continuité de v — L(vg,v). Or, la matrice L(vg,vg) = L(vg) est par définition inversible. Donc
il existe un voisinage V de vg tel que L(vg,vp) est dans ’ensemble ouvert des matrices inversibles. [

Pour la résolution des équations d’Euler monofluide, la différence entre les deux schémas est négligeable.
Elle apparait plus nettement lors de la simulation numérique d’une interface entre deux fluides aux lois
d’états trés différentes (par exemple, un liquide et sa vapeur). Le schéma p moyen calcule le flux a
l'interface en utilisant la thermodynamique de I’état moyen p;,1,2 qui n’a pas d’existence physique. Le
schéma, [ amont calcule les composantes du flux caractéristique en utilisant seulement les états droits et
gauches.

L’équation équivalente associée & un schéma de la forme (3.7) a été exprimée par [Zhal7]. Les deux
schémas présentés ici ont la méme équation équivalente jusqu’aux termes diffusifs d’ordre 2. Les termes
dispersifs d’ordre 3 sont en général différents. Or, les termes dispersifs peuvent étre responsables d’oscil-
lations parasites [BBR03]. On verra & la Section 3.4 que le schéma ! amont est meilleur de ce point de
vue sur un cas particulier de respect du principe du maximum.

Cependant, le schéma [ amont est plus coliteux que le schéma g moyen, en raison de la résolution du
systéme linéaire (3.11) ou de l'inversion de la matrice L. Cependant, pour les modéles employés dans
cette thése, un logiciel de calcul formel est capable de donner une expression analytique de L(v;,v;41)" !,
ce qui limite le surcott.

Remarque 3.8. Le cas des conditions aux limites n’a pas été traité en détails dans cette thése. On
pourra se reporter a [GP02]. <

3.3 Termes non-conservatifs
Dans les sections précédentes, nous n’avons considéré qu’un systéme conservatif de la forme

v+ V- F(v)=0.
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Cependant le modéle que nous voulons résoudre numériquement ne s’écrit pas exactement sous cette
forme puisqu’il fait intervenir le produit non-conservatif J - V€. Dans cette section, nous allons donc
proposer une discrétisation du systéme avec termes non-conservatifs de la forme :

o+ V- F(v)+ C(v): Vo=0, (3.13)
ol C' est un tenseur d’ordre 3 de taille m x m x n tel que
n m o,
(C(v) : V), = Z Z i () Bjup .
i=1k'=1
Le coefficient cgk’ est la contribution & I’équation bilan de v, de la dérivée de vy, dans la direction x;.
En 1D, le systéme s’écrit
O+ 0, F(v) + C(v)d,v =0, (3.14)

ou C(v) est une matrice m x m.

Une discrétisation de ce type a été proposée par [GKL01]| dans le cadre des écoulements bi-fluides
moyennés. Dans ce travail, nous allons nous en inspirer mais proposer un approche légérement différente
(voir aussi Remarque 3.9) La discrétisation qui suit sera présentée dans le cadre général d’un systéme
de la forme (3.13). Cependant cette approche n’a été testée numériquement que pour le cas particulier
J - V& qui nous intéresse dans cette thése.

3.3.1 Schéma général

Par souci de lisibilité le cas 1D sera présenté indépendamment du cas général multidimensionnel.

Cas 1D

Au voisinage de la face j + 1/2, on suppose que le terme non-conservatif peut étre approché par un
flux G dont I’expression dépend des valeurs locales au voisinnage de la face :

Vo € [xj,zj41], 0:F(v) + C(v)0zv =~ 0y (F(v) + G, j+1(v)). (3.15)

Une telle linéarisation existe toujours : on peut choisir par exemple

Gjjr(v) =C (W) v,
ou bien, dans l'esprit de [GKLO1],

Gisir(v) = C (vﬁ;m) B! (vﬁvm ) Flo),

ou
oF
B=—.
ov
Le choix d’une telle linéarisation peut étre justifié par des raisons physiques ou par souci de simplicité de
la résolution numérique. Si on a donné un sens au terme non-conservatif via par exemple le formalisme

de [DLM95] (voir Section 2.3.2), il semble raisonnable d’appliquer ici la méme régularisation.

Une fois une linéarisation choisie, on intégre sur un volume fini de la facon suivante :

Jj+1/2 J
/ O, F 4+ Covdx = /
J

j+1/2
O, F +COpvdx + / O, F +COpvdx
—-1/2 j=1/2 J

J J+1/2

:/ Oy (F+ Gj—l,j) dl’+/ Oy (F+ Gj7j+1) dx
i-1/2 j

= (F+Gj15) () = (F+Gj15)j1)0+ (F+Gjj1)j0 — (F+Gjjt) (v)),

et on a donc finalement

J+1/2
/ s OoF + COpvdar ~ — (F + Gjo1);_1 o + (F + Gjj41) 410 T Gim1,5(v;) = G (vj). (3.16)
i
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Ici (F + Gj,j+1)j+1/2 désigne le « flux total » '+ G estimé a l'interface j + 1/2. Pour calculer ce flux
numeérique, le schéma VFFC présenté a la section précédente sera utilisé. L’approximation (3.15) entraine
que

O (F + Gj 1) (v) + Aj 1 (0) On (F + Gjjya) (v) =0, (3.17)
ot A(v) est la matrice jacobienne
OF  0G; i+
Ajjr(v) = 0 T 73]; .

La linéarisation de (3.17) permet de définir le flux numérique :

(F'+ Gjj+1)(v)) + (F' + Gy 1) (vj41)
2

ot S = (318)
(F+Gjjv1)(vy) = (F+Gjjv1)(vis1) '

+ sgn [Aj,j+1(v)}j+1/2 9 :

Remarque 3.9. En choisissant ’approximation
C(v) 9v = C(v) B~ (v) 0, F (v) ~ 8, ((CB™") (v) F(v)),

on peut voir I’approche présentée ici comme une généralisation de celle de [GKLO01]. Cependant, elles se
distinguent sur deux aspects (indépendants).
— Ici la linéarisation des termes non-conservatifs se fait aux faces :

Vz € [zj,2501], C(v) v =0, ((CB™Y) (vjg1/2) F(v))
et non aux centres des mailles comme dans [GKLO1] :
Va € [zj_1/2,2j41/2), C(v)0pv =8, ((CB™Y) (vj) F(v)) .

C’est une différence minime et chacune des deux approches peut étre réécrite en changeant le
domaine ou a lieu la linéarisation.

— Le décentrement du flux numérique est calculé différement. Dans [GKLO01], le flux F est considéré
comme advecté par la matrice B + BCB™! :

OWF + (B+BCB™")0,F =0.

Ici, on considére la forme (3.17). Elle peut étre écrite comme Padvection du « flux» (I +CyBg HF
par la matrice B + Cj.

9 (I + CoBy " )F) + (B + C)d, ((I + CoBy ')F) = 0.

Ces deux différences entre les deux schémas viennent des contraintes posées par la discrétisation du
terme non-conservatif de changement de phase. D’une part, une discrétisation aux faces permet d’utiliser
naturellement la relation de fermeture de type Jy—4(pi, 71, pg, Ty) décrite au chapitre précédent. D’autre
part, le choix d’associer au flux numérique le terme non-conservatif se justifie physiquement (J;_, 4 est un
fluz) et permet de généraliser la linéarisation en évitant I'introduction de B!, qui peut étre singuliére. <

Remarque 3.10. Dans le cas dégénéré linéaire
o+ V- (Bv)+ CVv =0,

la discrétisation proposée ici donne le schéma amont décentré suivant sgn(B + C'), et ceci indépendam-
ment de la distinction arbitraire entre termes conservatifs et non-conservatifs. Ce n’est pas le cas de la
discrétisation proposée par [GKLO1] qui décentre le flux suivant sgn(B + BCB™1). <

Cas multidimensionnel
Le cas multidimensionnel utilise exactement la méme philosophie, mais est un peu plus technique a

exprimer. On considére maintenant le systéme (3.13).

Pour linéariser les termes non-conservatifs « au voisinage » d’une face, une partition de chaque maille
en voisinages de chaque faces va étre introduite. Le schéma final ne dépend pas de cette partition, il ne
s’agit que d’un outil technique pour l'intégration sur un volume fini.
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FIGURE 3.3 — Exemple de décomposition des mailles (en rouge) en sous-mailles (en bleu) pour 'intégration
des termes non-conservatifs en 2D.

Soit un maille K ayant ny voisines V(K). On divise K en ny sous-mailles { K.} rey (k) telles que K,
est en contact avec la voisine L et seulement avec elle (voir Figure 3.3), c’est-a-dire
VLeV(K), 0KpNndK =0KnOoL, (3.19a)

VL eV(K), VL eV(K)\{L}, 0K,n(0KNoL)=o. (3.19b)

Dans le cas ot K est un polygone (resp. polyédre) convexe, une telle partition de K est possible trivia-
lement en reliant le centre de gravité du polygone & chacun de ses sommets.

On va maintenant faire le méme type d’approximation que (3.15). Au voisinage de 'interface entre
deux faces K et L, on suppose que l'on peut écrire :

Ve e KLULg, VF@W)+C): Vv~ (F(v)+ Gk (v)). (3.20)
Alors, on intégre sur un volume fini de la fagon suivante :

/V«F+C’:Vvdx
K

= Z V-F+C:Voudr
Lev(k) ‘KL

/ V'(F+G(K,L))df£
K,

12

LEV(K)
= > / (F + G k.0))(v)rdS
Lev(k)” O(KL)
- l/ (F+Gg,py)(v)rdS +/ (F+ G(K)L))(U)VdS]
LeV(K) OKNOL O(KL)\(OKNOL)
~ Z (F+G(K,L))K,L |8Kﬂ8L‘Z/K7L—I—(F-l-G(K’L))(UK) / VdS]
LeV(K) O(KL)\(OKNOL)
= Z |0K NOL| [(F + Gk,1)) k. — (F + Gk,))(vk)] vi,L-
LeV(K)

On a utilisé le fait que

/ I/dS:—/ vdS =[0KNOL|vk L
K \(OKNAL) OKNAL

d’aprés la formule de Green.
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Puisque
Z ‘6K N 8L| F(’UK) VK,L = 0,
LEV(K)

on peut réécrire le schéma comme

/ V.- F+C:Vvdr ~ Z |[OK NOL| [(F+G(K,L))K,L — G(K,L)('UK)] VK,L- (3.21)
K LeV(K)

Comme précédemment, le flux numérique (F + G 1))k, & l'interface sera évalué par

(F + GK,L)('UK) + (F + GK7L)<'UL)

(F+GrL)gp = B VK,L 3.2
+sgn [Ak,L(0)vk Ll g 1 Gre.r)(vx) 5 (F+Gr)lon),
ou
Agp = %1; + ‘%;f# (3.23)

Remarque 3.11. On peut retrouver un schéma proche de celui de [Rov06, p. 75] en posant
GKyL(”U) = EK,LF(U),

ol
Ex,p = C(px,L)B  (ux,L)-

Les deux schémas s’écrivent alors de maniére similaire :

/ VF‘FCV’UdIZ Z |aKﬂaL|[(H+EK7L)(I>K,L7EK7LF(’UK)] VK, L-
K LeV(K)

Cependant les deux approches se distinguent encore dans le choix de la matrice de décentrement de .
Pour [Rov06], elle est de la forme sgn (B(I + E)), alors qu’avec le schéma proposé ici, elle est de la forme
sgn ((I + E)B) =sgn(B + C). <

3.3.2 Application au changement de phase

Cette approche va maintenant étre appliquée au terme de changement de phase du modele (2.65) :
Vo € [zj, x4, J(v) - V€=V (Jj;418). (3.24)

Le choix de 'approximation de J sera discuté au Chapitre 4.

Les flux du systéme s’écrivent donc

pu 0
2
pu” +p 0
F(’U) = pHu ) Gj7j+1(v) = 0 . (325)
pu —Jjj+18

A linterface, le probléme se raméne au systéme conservatif dont le probléme de Riemann a été étudié
a la Section 2.4 et dont les détails de calculs sont présentés au Chapitre B.

Remarque 3.12. Dans le cas particulier gg = 0, les deux fluides ont la méme loi d’état et la variable

£ est advectée sans influencer I’évolution des autres propriétés du fluide. Dans ce cas, les deux variantes
du schéma VFFC donnent

0 0
LAt n 0 0
v}”l =vj + Az D512 = iy1y2 — Ji-1/2 0 + 12 0 ’
Ej*l/Q _gj £j+1/2 _gj
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ol gb;.’ 41/2 st le flux numeérique a Pinterface j + 1/2 tel qu’il serait calculé sans changement de phase et
&;+1/2 est une valeur décentrée de £ a la face j +1/2 qui dépend du schéma. On verra au chapitre suivant
que pour le schéma [ amont ;4,7 est la valeur amont de §. Cette discrétisation se ramene alors a un
schéma amont sur le terme non-conservatif.

Dans le cas général, le schéma est plus complexe. La discrétisation de F' dépendra de J;_,4, comme
attendu au vu du probléme de Riemann étudié a la Section 2.4 que ’on cherche & approcher. <

3.4 Principe du maximum

Dans cette section, les deux variantes du schéma VFFC définies & la Section 3.2 vont étre comparées
a aune de leur respect du principe du maximum. On s’intéressera en particulier au cas de la fraction
massique £ pour le modéle étudié dans cette thése. En effet, dans le modéle moyenné défini au chapitre
précédent, la fraction massique & est solution d’une équation d’advection. Sans changement de phase,
celle-ci s’écrit par exemple :

J
p
Cette forme implique que £ doit satisfaire un principe du maximum local. Sous sa forme discréte, il s’écrit :

Définition 3.13. Un schéma numérique respecte le principe du maximum local discret sur £ si
vja vna min(f}’,hf;‘, ;LJrl) S 5;‘1+1 S max(fyqafya ‘;l+1)' (326)

Par souci de simplicité, les résultats de cette sections seront présentés en 1D. Ils se généralisent en
dimensions supérieures pour le principe du maximum discret

n< n+l<

VK, L <&k

min ax &7

LeV(K)U{K} LeV(K)U{K}

Remarque 3.14. Cette propriété est plus forte que celle de rester borné. Dans ce modéle, la fraction
volumique « est bornée (o € [0,1]) mais ne satisfait pas de principe du maximum. D un point de
vue physique, ce respect des bornes est une condition plus importante que le principe du maximum.
Dans le cas de &, le principe du maximum n’est ici que le fruit de nos hypothéses de modélisation
simplificatrices. Cependant d’un point de vue mathématique, le respect du principe du maximum quand
il existe pour les solutions d’équations aux dérivées partielles est un point important pour la stabilité du
schéma numérique. <

3.4.1 Sans changement de phase
Conditions suffisantes pour le respect du principe du maximum local sur ¢

Les premiere et derniére composantes du flux numérique ¢, /2, associées respectivement aux variables
conservatives p et p, sont notées ¢?+1/2 et qﬁjp,il/Q.

Théoréme 3.15. [Lar91] Soit un schéma volume fini (3.6) pour le systéme (2.65) sans changement de
phase (J =0). Si & chaque interface, les flux numériques respectent la relation

23 _ p
¢j+1/2 - é.arnont(qb;]_'_lﬂ)gbj—‘—l/Q ’ (327)
ol
¢ S P (329
amont<¢§+1/2) fj+1/2 st ¢§+1/2 <0’

et par ailleurs on a la condition suivante :

V4, max (¢jp'+1/27 0) — min <¢§71/2, 0) < pj%f , (3.29)

alors le schéma respecte le principe du mazimum local sur €.
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Démonstration. Le schéma volume fini explicite en 1D s’écrit

At
n+1 n
v =) 4+ o (G512 = Sinaga) s

c’est-a-dire pour la variable p :

At
n+1 7
P =0+ Ar (¢§—1/2 - ¢§+1/2) ’
et pour la variable p¢ :
" n At
()5 = ()} + o (6510 = 15072

On peut réécrire cette derniére expression sous la forme :

. 1 n . At
g = pas ((P@j tAr (53‘71/2(%')—1/2 - €j+1/2¢§+1/2)> ’

J

oll on a noté

§jk1/2 = £amom(¢]p_il/2>.
En remplagant p}*', on obtient :
At
- (612010 = &1128115)
i At '
Pj + Az ( 5—1/2 - ¢§+1/2)
ntl

La fraction massique ;" peut étre vue comme une moyenne pondérée de i, §-1/2 et {172

On a maintenant quatre cas selon le signe de ¢§ +1/0 €t celui de </>]p, On présente le cas

—1/2°
B> 0 Dy >0
les autres étant similaire. La relation (3.27) implique
§i—172 = &j-1, §ir12 =&,
d’ou
” A A
en 3 (p? — Ar ?4—1/2) +&-1ar0j-1/2
i At At ’
(P? ~ Az 571/2 - ¢§+1/2) + acPi-1/2

Au vu des hypothéses, EJ’»L“ est la moyenne pondérée par des poids positifs de &7 et ', donc

. 1
min (&f-1,&5') < & < max (§1,¢])
qui est une condition suffisante pour le principe du maximum discret. O

Remarque 3.16. La condition de type CFL (3.29) n’est en pratique pas trés contraignante. Pour les
écoulement subsonique, on a en ordre de grandeur

A
971 ~ plul < p(lul + |el) < P57
le derniére inégalité étant la condition CFL usuelle. <

Application au schéma VFFC « ; moyen »

Lemme 3.17. Le flux numérique associé a la variable conservative p& par le schéma VFFC p moyen
pour le modéle (2.65) sans changement de phase s’écrit :

3 _
¢§+1/2 - £j+1/2 ¢§+1/2 + (famont(uj+1/2) - fJl'i‘1/2> (pu)amont(ujJrl/g)’ (330)

0U Uji1/2 €l §j+1/2 sont la vitesse et la fraction massique associées a Hjt1/2-
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Démonstration. D’aprés (3.9), les flux du schéma VFFC peuvent s’écrire comme
¢§'+1/2 = Z (lk(ﬂj+l/2) ’ Famont(Ak(u_j+1/2))> TZ(ujJrl/Q)a
k

et
¢jp§1/2 = Z (lk(ﬂj+1/2) : Famont(xk(ujﬂ/z))) T}?E(/ij+1/2)a
%

ol lj; est le kiéme vecteur propre & gauche et rf et rzf sont respectivement la premiére et la derniére

coordonnée du kiéme vecteur propre & droite. Leurs expressions sont calculées & I’Annexe B.
Pour k € {1,2,4}, on remarque dans (B.11) que

r]’f =¢rf.

Par ailleurs, pour £k =3, on a :
b = grf — 1.

En remplacant r,ZE dans ’expression de ¢?§L1/2’ on obtient :

& _
¢jp‘+1/2 - £j+1/2 ¢§')+1/2 + <l3(:uj+1/2) : Famont(Uj+1/2)) :

Comme on a
lsc (€ 0 0 —1),

on en déduit le résultat voulu. O

Corollaire 3.18. Choisir j1;41/2 tel que

sgn (uj+1/2) = sgn (¢§+1/2> s (3313)
§j+1/2 = famont(ujJrl/z)7 (331b)
est suffisant pour que le schéma VFFC p moyen respecte (3.27).

Remarque 3.19. On peut vérifier numériquement que la condition suffisante (3.31b) est également
nécessaire dans certains cas, comme ’advection d’une interface & vitesse constante. <

Remarque 3.20. La condition (3.31a) est une condition implicite sur sgn (qu /2), car le flux numérique
¢§’ +1/2 €0 dépend. En pratique, 'approximation naive de w1/ comme

Uyt U
Ujy1/2 = B )

donne de bons résultats, sauf dans quelques cas ot v change de signe. Dans les résultats présentés plus
loin dans cette thése, c’est 'approximation
PjCiUj + Pj+1Ci41 Ujr1 Pj — Pj+1

PiCj + Pi+1Cj+1 PiCi + Pj+1Cit1’

Ujt1/2 =

tirée du solveur de Riemann acoustique (voir aussi Lemme 3.27), qui a été utilisée, sans étre prise en
défaut. N
Application au schéma VFFC « [ amont »

Le lemme précédent a permis de trouver une condition suffisante sur le choix de I’état moyen pi;41/2
pour le respect du principe du maximum avec le schéma p moyen Le prochain lemme va montrer que la
condition suffisante (3.31b) est automatiquement respectée par le schéma [ amont.

Lemme 3.21. Le fluz numérique associé a la variable conservative p€ par le schéma VFFC'l amont pour
le modéle (2.65) sans changement de phase s’écrit :

§ _
¢§+1/2 - ganlorlt(uj+1/2)¢§+1/2 ) (332)

0t Uji1/2 est la vitesse associée a Hir1/2-
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Démonstration. Ce résultat se vérifie a ’aide d’un logiciel de calcul formel et des matrices calculées &
I’Annexe B. O

Corollaire 3.22. Choisir ji;41/2 tel que

sgn (uj41/2) = sgn <¢§+1/2) , (3.33)
est suffisant pour que le schéma VFFC | amont respecte (3.27).
Remarque 3.23. La Remarque 3.20 s’applique toujours a (3.33). <

Le schéma [ amont sélectionne automatiquement un état moyen décentré qui garantie la principe du
maximum sur £ (au signe de la valeur propre prés). Il est envisageable que cette bonne propriété vaille
aussi pour d’autres invariants de Riemann du systéme quand ils existent (comme ’entropie s qui doit
respecter un principe du maximum partout ou la solution est réguliére). Ces autres grandeurs étant
beaucoup plus difficile a étudier que le cas dégénéré de &, aucune preuve mathématique générale n’a
cependant pu étre apportée au cours de ce travail.

3.4.2 Avec changement de phase

Enfin, pour conclure cette section sur le principe du maximum, on vérifie que le résultat précédent
s’étend au cas ou le terme de changement de phase est introduit, selon la discrétisation présentée a la
Section 3.3.

Lemme 3.24. Avec le schéma VFFC'l amont, le schéma volume fini avec terme non-conservatif s’écrit

0
0 At 0

vt =+ Ag | Gi-12 T Piv1/2 T (Ji-1/2 = Jjs1/2) ol |
&

ot le flur numérique @ approchant F' + G respecte la relation

(90§+1/2 - J) :

Démonstration. Le flux numérique ¢ est calculé & partir des résultats de I’Annexe B & ’aide d’un logiciel
de calcul formel. O

pE _
S0]'4»1/2 - gamont(u—%)3_+1/2

Corollaire 3.25. Avec changement de phase, le schéma | amont respecte le principe du mazimum d la
condition suffisante suivante :

. Az
max (Sofﬂ/z — Jjt1/2; 0) — min <SD§71/2 - Jj—1/270) —Jj-z i S P

. J
Vj, sgn <u - > =sgn (¢’ —J) ;412
P/ jt1/2

Démonstration. En notant

é..'I'i1/2 = é.amont(uf%)jil/z ’

le schéma s’écrit

" n At
(Pf)j+l = (p€)} + Az <5j71/2 (@5_1/2 - Jj71/2> —&jy1/2 (<P§+1/2 - Jj71/2> = (Jj4172 — Jj—1/2) fj) ;

et

At
n+l _ n
Pi =Pt AL (‘P;}—Uz - 90§+1/2) ,
d’ott
et _ & (0 + 82 (SJirz2 + Jim1p2)) + 61255 (‘P§_1/2 - Jj—1/2> = &j1257 (‘P§+1/2 - Jj+1/2)
i :

At
Pi+ Ay (9"5—1/2 - cp§+1/2)
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Les mémes arguments que dans la preuve du Théoréme 3.15 vont étre utilisés.
Par exemple dans le cas

(" = J)j_12 >0, (" =J)j412 >0,
on a par hypothése

Ax
§i—12 = &-1, §iv12 =&, wit172 — Jj—1/2 < Ping

d’ou

A + At %) —J
gt & (pE“F—Ai( S"erl/zJF‘]J‘*l/2)) 15 ( 2 j*m)
J A _ At — .
P+ x5 (90571/2 - w§+1/2) Ae (Ji-172 = Jj1y2)

. . nt+l 9, - L, < . .. .
La fraction massique §; " s’écrit comme moyenne pondérée (& coefficients positifs) de &; et ;1 qui est
une condition suffisante pour le respect du principe du maximum.

Il en va de méme dans les autres cas. O

3.5 Schéma a reconstruction d’interface
Enfin, dans cette derniére section de ce chapitre, une approche particuliére pour la discrétisation des

interfaces entre fluides va étre présentée. On se rapportera par exemple & [Bra07] ou [Chal2] pour plus
de détails.

3.5.1 Présentation

Reconstruction

Evolution

Projection

FIGURE 3.4 — Diagramme des différentes étapes du schéma en 1D pour un condensat simple (& deux
couches).

La Figure 3.4 présente les différentes étapes de la gestion d’une interface par le code. Dans un premier
temps, ’étape de reconstruction des interfaces transforme les mailles mixtes et les mailles voisines en un
ensemble de couches de fluide pur appelé condensat. Ces couches de fluide évoluent de maniére lagran-
gienne pendant un temps At. Enfin, le condensat est reprojeté sur le maillage cartésien initial. Le reste
du domaine est résolu par un schéma volume fini usuel.

L’extension du schéma au cas multidimensionnel se fait par pas de temps fractionnaires. Par exemple,
en deux dimensions :

a. Dans la direction x :
i. Construction de condensats en tranches verticales.
ii. Calcul des flux et évolution des condensats dans la direction x.
iii. Projection sur le maillage cartésien.
b. Dans la direction y :
i. Construction de condensats en tranches horizontales.
ii. Calcul des flux et évolution des condensats dans la direction y.

iii. Projection sur le maillage cartésien.
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En une dimension, I’étape de reconstruction se fait simplement a partir de la connaissance de la fraction
volumique «. En dimensions supérieures, le probléme devient plus complexe. Cependant, la modélisation
du changement de phase n’a pas d’influence directe sur cette étape de calcul. Elle ne sera donc pas
discutée plus en détails dans ce mémoire. On pourra se rapporter aux références citées ci-dessus.

Dans la suite de cette section, ’étape d’évolution va étre décrite plus en détails. C’est elle qui devra
étre modifiée pour simuler le changement de phase interfacial dans la suite de cette thése.

Evolution lagrangienne de interface

wint

ba-1/2 G ®D+1/2

Axg Azp

FIGURE 3.5 — Notations pour un condensat simple

Pour décrire 1’évolution de U'interface, le probléme va étre traité dans un formalisme lagrangien, c’est-
a-~dire dans le référentiel du fluide évoluant a la vitesse u. Les équations d’Euler s’écrivent

d¥v + 0, F =0, (3.34)
ou
T —u
v=1u]l, F=1\|»p],
E pu
et

dy = p0; + pud,.

A Dinterface entre les deux fluides, & I'intérieur du condensat, on définit les pressions et vitesses inter-
faciales pin; et uint telles que

CcCag U Cp U —
Uit _PGCG UG + ppcp up PG — PD ’ (3.352)
pGca + ppcp pGcca + pPpcp
PGCG PG + PDCD PD UG — Up
Pint = + paca ppcp —————. (3.35b)
PGCa + pPpCop PGca + ppCop

Grace a elles, un flux numérique approchant le flux de (3.34) peut étre écrit comme

—Uint
VYint = | Pt | - (3.36)

Uint Pint

Par ailleurs les flux aux bords du condensat sont calculés par un schéma VFFC (voir section 3.2), sous
la forme
bG-1/2 = d(vG-1,vc), épy1/2 = ¢(vp-1,vD).

Enfin, ces flux serviront a mettre a jour les volumes, masses, quantités de mouvement et énergies totales
de chacune des couches du condensat. Ces bilans s’écrivent

Azt = A — Aty (3.37a)
(Azp)itt = (Azp)d + At qﬁ;’_l/Q ) (3.37b)
(Azpu)™ = (Azpu)s = At [V — 65" ] (3.37¢)
(AzpE)s = (AwpB)g — At [v, — 627 ) (3.37d)

et de méme symétriquement pour la maille D.
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3.5.2 Condition d’entropie

Dans ce paragraphe, on vérifie que le flux numérique (3.36) est conforme au Second Principe de la
Thermodynamique. Ce résultat est analogue & [BraO7, Proposition 11] avec une condition d’entropie
discréte différente.

La condition d’entropie physique peut se réécrire a l’aide du systéme de lois de conservation (3.34)
comme :

0s 0s
—dv = ——0,F.
p(% t? 81}8

Il peut donc étre intégré au voisinage d’une interface de la fagon suivante :

0 < pdi's=

P s Js s
_ /G %&;Fdx -~ <8U>G (F — thint) + <8U>D (Yint — F) - (3.38)

Théoréme 3.26. Le flur numérique (3.36) est entropique au sens de
ds s
a Fg — int) T | 5— int — F Z 0.
(av)G( G w t) <8'U>D(w t D)

Démonstration. De la relation thermodynamique

Tds =de + pdr = dF — udu + pdr

on tire
0s 1 p
b Y
ov T 1

On remplace % et ¢ dans le bilan d’entropie :

1 j € —UuG + Uint 1 PD —Uint + Up
= | —uc |- PG — Pint + | -up |- Dint — PD >0,
TG TD
1 PGUG — PintUint 1 PintUint — PDUD
1 1
<~ _7(pG - pint)(uG - uint) + 7(PD - pint)(uD - uint) Z 0.
TG TD

On peut réécrire les définitions de uj,t et pint (3.35) comme :
PG — Pint = *PGCG(UG - Uint) PD — Pint = pDCD(UD - uint),

ce qui permet de conclure. O

3.5.3 (Généralisation

Pour l'intégration du changement de phase dans ce code, ’enjeu est la discrétisation des équations de
la Section 2.3.4. Pour cela, une généralisation du flux lagrangien (3.36) est nécessaire. On s’inspirera de
la démonstration de (3.36) par [Chal2, p. 37-40] pour proposer le résultat suivant.

Lemme 3.27. Soit le systéme lagrangien isentropique

dvv + 8, F =0, (3.39)

() ()

Le fluz numérique du schéma VFFC | amont (voir Section 3.2.2) pour ce systéme s’écrit

_ [ —Uint
V= ( Pint ) ’

0l Uint, et Pint sont les valeurs données par (3.35).

ou

76



Démonstration. La matrice jacobienne pour ce systéme s’écrit
OF ( 0 —1)
. — | op )
6’0 o 0

0
£ = _pQCQ,
or

ou

par définition de la vitesse du son c.

Les vecteurs (pc 1) et (—pc 1) sont vecteurs propres & gauche de la matrice jacobienne, associés
respectivement aux valeurs propres —c et c. Le signe des valeurs propres étant indépendant de vg et vp,
la matrice de décentrement des flux pour le schéma [ amont s’écrit

-1
PGCG 1 -1 0 pPGCaG 1 _ 1 PGCG — PDCD -2
—ppcp 1 1 0)\-ppep 1 paca + ppca \—2pGcCGPDCD  PDCD — PGCG)

d’ou on trouve le résultat voulu. O

Dans la suite de ce mémoire, le schéma VFFC [ amont va donc étre appliqué au systéme (2.41).

Remarque 3.28. Le lemme précédent garantie que le résultat coincidera avec (3.35) dans le cas isen-
tropique sans changement de phase. Cependant, dans le cas non-isentropique sans changement de phase,
il différera de (3.36) ot on a supposé (pu)int = PintUins- Cette derniére expression a 'avantage d’étre
rapide & calculer et le bilan d’entropie est facile & étudier comme on I’a vu & la Section 3.5.2. Cependant,
I’approche suivie dans ce travail en étant plus abstraite se généralise plus facilement & des systémes plus
complexes comme celui avec changement de phase. <
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Chapitre 4

Implémentation du modéle de
changement de phase

Dans le Chapitre 3, la discrétisation d’équations aux dérivées partielles hyperboliques par la méthode
des volumes finis a été discutée. Les schémas présentés vont maintenant étre appliqués au modéle avec le
changement de phase interfacial liquide-vapeur, présenté au Chapitre 2.

4.1 Implémentation du modéle moyenné
Dans cette section, le systéme d’équations (2.63)

Op+ V- (pu) =0,
O(pu) + V- (pu@u+pl) =0,
9(Ep) +V - (Epu) — J - VE =0,

sera discrétisé pour étre simulé numériquement. La méme approche pourra étre utilisée pour le modéle
(2.65). Cependant, ce dernier n’a pas été établi aussi rigoureusement et présente quelques difficultés
supplémentaires (voir la Remarque 4.1). Les paragraphes de cette section et les cas tests qui suivent se
focaliseront donc sur le modéle (2.63).

Remarque 4.1. La discrétisation par la méthode des volumes finis de ce type de modéle n’est pas
capable de simuler I’advection linéaire & vitesse constante d’une discontinuité de contact entre deux fluides
différents sans créer d’oscillations de pression parasites [Abg96]. Dans le cas du modéle isotherme ou de
conditions initiales avec une température homogeéne, les oscillations de pression créées par le code sont de
I’ordre d’une dizaine de Pascal pour une pression de l'ordre de 1 bar. Elles sont suffisamment faibles pour
ne pas avoir d’influence sur le résultat du calcul. Cependant, dans le cas de ’advection linéaire d’une
discontinuité de contact entre deux phases & des températures différentes (par exemple, une bulle de gaz
chaud dans un liquide froid), des oscillations de pressions non-négligeables apparaissent avec le modéle
(2.65). L’hypothése locale T, = T} n’est certainement pas adaptée a la simulation de ce type de cas et un
modéle plus complexe ne faisant pas cette hypothése simplificatrice, comme [KK10], pourrait donner de
meilleurs résultats. Ce phénoméne est une des raisons pour lesquelles le modéle isotherme sera privilégié
dans les résultats numériques avec changement de phase qui suivent. <

Le programme utilisé pour la résolution numérique du systéme hyperbolique est basé sur le travail de
[Rov06]. Les étapes principales sont présentées a la Figure 4.1. La plus grande partie du code est une
boucle : & chaque itération, la solution au pas de temps t*T1 = " + At,, est calculée & partir de la solution
au pas de temps t". La boucle s’arréte quand le nombre maximum de pas de temps ou un temps final
fixé est atteint. Dans la suite de cette section, certaines de ces étapes seront discutées plus en détails.

Variables et loi d’état

Le code travaille avec deux jeux de variables :
— D’une part les variables conservatives, notées v, sont celles qui apparaissent directement dans le
systéme de lois de conservation. Par exemple, v = (p, pu, &p).
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& partir de la condition CFL

Mise & jour des
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v =v"+F2> 0

Calcul des

variables physiques «
,UnJrl — wn+1

!

Critére de fin?

|

Fin du programme

FIGURE 4.1 — Schéma général du code. A gauche, les principales étapes du code. A droite, les modules
qui changeront d’un cas test & I’autre. Par souci de simplicité, les faces de bord (conditions aux limites)
n’ont pas été inclues dans le diagramme.
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— D’autre part, les variables dites de calcul, notées w, sont celles d’intérét physique qui seront
données par l'utilisateur en conditions initiales et retournées a la fin du calcul. Ici, le jeu de
variable w = (p, u, §) sera utilisé.

Dans le diagramme de la Figure 4.1, I'appellation « Loi d’état » désigne
— la loi d’état du fluide dans le cas monofluide,
— D’ensemble des lois d’états des fluides et de la loi de mélange dans le cas multi-fluide.
Dans les deux cas il s’agit des relations qui relient w et v.

Le code demande la donnée d’une fonction w — v. La fonction inverse peut étre calculée numériquement
par la méthode de Newton. Alternativement, dans le cas simple d’un mélange isotherme et isobare de deux
gaz parfaits ou gaz raidis, la fonction v — w peut se ramener & la résolution d’un polynéme d’ordre 2.
L’Annexe D présente le détail de ce résultat.

Termes non-conservatifs

Le calcul du flux numérique a l'interface demande une linéarisation du terme J - V& comme évoqué a
la Section 3.3. Celle-ci se fera en deux temps. On rappelle que J est défini comme le flux de masse porté
par la normale unitaire & 'interface. La norme et la direction de J pourront étre approchées séparément

J-VE = Jl—>g Visg - VE~V (Jl—>97j+1/2£yl_’97j+1/2) ’

Cas 1D

En 1D, la normale & l'interface v, vaut £1. A Vinterface j + 1/2, le flux de masse est calculé par la
relation cinétique associée au modéle :

Ti—g (Wi, wjq1) si & < &4 (le liquide est & gauche),
Jit1/2 = (4.1)

—Tiog (Wig1,wj) st & > &y (le gaz est & gauche),

ol Jj—4 est une relation cinétique de changement de phase comme discutée & la Section 2.2. Dans le cas
isotherme, la relation cinétique

mﬁg(pgupl) X _(pg - psat(T()))

qui est un cas particulier de (2.32), pourra étre utilisée.

Cas multidimensionnel
Comme en 1D, on fait I’approximation
Vr e K U Lg, JVfZV(JKny)

La difficulté par rapport au cas 1D est d’estimer v;_,, la normale & I'interface locale. Celle-ci peut étre
estimée simplement & l’aide des valeurs de £ dans les deux mailles voisines K et L. Elle vaudra alors
toujours

Visg = :tVK’L. (42)

Cette approximation grossiére peut détériorer la qualité de la solution comme le montrera le cas test de
la Section 4.4.2.

Pour une résolution plus précise, la normale & l'interface v;_, 4 ~ % pourra étre estimées numérique-
ment par

06 (Ene — &nw) + (€sE — Esw)

5 _ (4.3a)
Ox 4

06 (§nw — &sw) + 2(6x — &s) + (Ene — &sk) (4.3b)
Ay 4 )

ou les notations sont celles de la Figure 4.2. Le gradient selon = peut étre interprété comme une moyenne
des différences de £ aux quatre faces verticales de la Figure 4.2. Celui selon y peut étre interprété comme
une moyenne pondérée des différences de £ aux trois faces horizontales. L’étude plus précise de ce type de
discrétisation (comme leur comportement aux bords du domaine ou leur extension & d’autres maillages)
est en dehors du cadre de cette thése.
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ENw SN Ve ENE

Esw &s §sE

FIGURE 4.2 — Notation pour ’estimation du vecteur normale & 'interface liquide-vapeur en 2D sur un
maillage cartésien. Ici, on cherche & linéariser le terme de changement de phase & linterface entre les
mailles N et S.

Flux numérique

Le détail de la matrice jacobienne et de ces éléments propres peut étre tiré des résultats de I’Annexe B.
On lappliquera au schéma ! amont défini & la Section 3.2.2. Pour le calcul du signe des valeurs propres
on utilise la Remarque 3.20 pour la vitesse et une moyenne W% pour les autres grandeurs.

4.2 Implémentation dans le schéma a reconstruction d’interface

Dans cette section, I'implémentation du modéle de changement de phase interfacial dans le code décrit
a la Section 3.5, va étre présentée plus en détails. Une gestion des condensats simples (c’est-a-dire ne
contenant qu’une seule interface) a été pour implémentée dans le code de [Rov06] décrit & la section
précédente. Cette implémentation a pour but de servir de preuve de concept pour la discrétisation du
terme de changement de phase. Par la suite, elle sera nommée « Flux-IC-1D ».

4.2.1 Flux numérique et schéma

Au chapitre précédent, le Lemme 3.27 a montré que le flux numérique a l'interface lagrangienne est
un schéma VFFC [ amont pour le systéme lagrangien isentropique. Pour généraliser cette idée, le flux
numérique a I'interface va étre écrit comme le flux numérique du schéma VFFC pour le systéme lagrangien
avec changement de phase.

Suivant la méme philosophie que précédemment pour la gestion des termes non-conservatifs, le systéme
(2.41) est linéarisé de la fagon suivante :

d¥T + O (—u+ Jine7) = 0, (4.4a)
dfYu + 0 (p + Jintu) = 0, (4.4Db)
df B+ 0z (pu + Jins E) = 0, (4.4¢)
dye =0, (4.4d)

ou Jin est une estimation du flux de masse & l'interface liquide-vapeur entre ¢ et ¢ + At. Sa valeur sera
discutée dans un prochain paragraphe. Par souci de lisibilité, ce flux sera noté simplement J par la suite.

Ce systéme s’écrit sous la forme d’un systéme de lois de conservation

diw+ 0, (F+G) =0,

ou
T —U T
| u | o U
v=15l: F= N E G=J B
13 0 0

Ce systéme et la matrice jacobienne associée sont étudiés plus en détails & I’Annexe C.
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En utilisant le schéma [ amont sur ce systéme, un flux numérique lagrangien peut étre calculé sous la
forme

Yint(va, vp) =

Fo+ Fp oF + G Fo — Fp

— 5  tsen ((% ) (vg,v0)72 + (4.5)
G9+GD+ oF+G ( )Gg—GD
72 sgn 78’[} VG, VD 72 .

Le schéma ne définit pas la matrice signe dans le cas ot une valeur propre est nulle, c’est-a-dire quand
J = 0. Dans ce cas sans changement de phase, le flux (3.36) pourra étre utilisé.

Remarque 4.2. Le terme g—fg n’apparait pas dans 1,;. Comme pour le probléme de Riemann étudié
,e

a la Section 2.4, le choix d’un modéle de mélange est utile mathématiquement mais n’a pas d’influence
sur le résultat final. <

Remarque 4.3. Dans le cas simple pg = pp = p, ug = up =0 et J > 0, le flux a l'interface s’écrit :

0 D -1
p 0 J [ ( pa) e pPDCD
int = +J - e (1= +Ehp—n . 4.6
Yine 0 €D pPGCG + ppCp “ PD CG( b~ he) D (4.6)
0 0

Bien que les deux phases aient toutes deux une quantité de mouvement nulle, une quantité de mouvement
non nulle est échangée & 'interface. En effet, la masse ayant nouvellement changé de loi d’état se détend
(évaporation) ou se contracte (condensation). Une discrétisation de type pas fractionnaires, séparant
le terme de changement de phase du reste, n’aurait donné que les deux premiers termes de (4.6). En
pratique, le troisiéme terme est nécessaire a la stabilité de la solution pour de petits rapports de densité
ou des chaleurs latentes élevées.

Le flux d’énergie peut se réécrire sous la forme

wiﬁt = Jhp — pin-

Il correspond donc & l'enthalpie de la masse changeant de phase & laquelle s’ajoute le travail des forces
de pression lors de la détente/contraction. <

Cette derniére relation peut se généraliser sous la forme du résultat suivant.
Lemme 4.4. Quels que soient les états gauche et droit, le flur numérique ¢ respecte
Gl = Jhic = Pl — PrUK + Yl u, (4.7)

ot Uétat K est létat droit D si J < 0, l’état gauche G si J > 0 (c¢’est-a-dire le liquide en cas d’évaporation
et le gaz en cas de condensation,).

Démonstration. La relation (3.11) définissant le schéma | amont est appliquée & la seconde valeur propre
)\2 = J .

PK PK
—u —u
e = | | (Fr G,
0 0
d’oll on tire la relation voulue. O

Remarque 4.5. Pour décrire un échange de chaleur entre les deux couches du condensat, un terme de
flux d’énergie gi,y peut étre ajouté a 1. On verra a la section suivante que celui-ci peut étre nécessaire
pour garantir la condition d’entropie en cas de changement de phase. <
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De la méme maniére que pour (3.37), le schéma s’écrit

Azttt = Azl — Atyl,, (4.8a)
(Azp)iH = (Azp)% — At [J — ¢ /2} : (4.8b)
(Azpu) i = (Azpu)l, — At [ ) /2} : (4.8¢)
(AzpE)s = (AwpB)g — At [wl, — 627 ) (4.84)

et de méme symétriquement pour la maille D. Par construction, on a fgﬂ =4 et 575“ =£5.

4.2.2 Bilan d’entropie

On a vu précédemment que de la diffusion thermique est nécessaire pour obtenir une solution physique.
La diffusion numérique est néanmoins suffisante pour obtenir une solution ayant un sens physique. Dans
cette section, un bilan d’entropie discret, incluant les effets du schéma, va étre établi pour valider le
respect par J du Second Principe de la Thermodynamique.

Suivant ’exemple de la Section 3.5.2, la condition d’entropie peut s’écrire :

0< dys=(dys — p(w—u)0ys)
_0s

= %dt v+ JOys

Os
= —%896(F + G) + JOys.

Elle peut étre discrétisée sous la forme

D
Js 0s 0s
——8 F G—Ja dx ~ - F Gg — in - in_F -G J — .
L (-For 0= o) dr= (5] (Fo+Go—tu+(5r) (= Fo = Go)d (30— )
(4.9)
Le schéma proposé ici ne permet pas une étude facile de ce bilan d’entropie dans le cas général (voir
aussi Remarque 3.28). Cependant, une expression pour J pourra étre proposée en étudiant le bilan

d’entropie dans le cas particulier ou seul le changement de phase entre en jeu (comme par exemple a la
Remarque 4.3).

Lemme 4.6. On suppose pc = pp = p et ug = up = 0. Le flur numérique Vi, respecte

ds ds he —hp
) (Fo+Go—tm) + (o) (e — Fp— Gp) = J~E_ 22
<8v>G( c+Gg ¢t)+<av)D(¢t p —Gp) T
ou
Te s1J <0,
Tk = .
Tp siJ>0.
Démonstration. Mémes arguments que le Lemme 4.4. O

Lemme 4.7. Avec les mémes hypothéses que précédemment, la condition d’entropie discréte (4.9) s’écrit

hi—h
Jisg (sg — 5+ = 9) > 0, (4.10)
Tk

ol

T, siJisg <0,
Tk — . ) &
T, siJisg > 0.

Démonstration. Avec le lemme précédent, la condition d’entropie discréte (4.9) s’écrit

hg —h
J<5D5G+GD)207
Tk
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ol

Te siJ <0,
Tk = )
Tp siJ > 0.

Ce résultat peut étre réécrit en remplacant les états gauche G et droit D par les états gaz g et liquide [.
Le flux J est relié au flux du liquide vers la gaz J;_,, par la relation

J=Jiyg si le liquide & gauche et le gaz & droite,
J=—Ji4 silegaz est & gauche et le liquide & droite.

On en déduit le résultat. O

Les bilans d’entropie de la Section 2.1.5 peuvent étre réécrits comme

Jl—)ghl — Ql—)g . Jl—)ghg — Ql—)g >0
T T, =

Jlﬁg[s]f +

Le terme impliquant les enthalpies dans (4.10) peut étre interprété comme le terme de création d’entropie
d’un flux d’énergie de la forme

Q?chéma _ Jl—>ghl si Jl_>g <0,
e Jissghg st Jig > 0.

Ce flux d’énergie a l'interface dépend du signe du flux de masse. C’est la conséquence naturelle de
l'utilisation d’un schéma décentré amont. L’expression de J;_,, devra s’adapter & ce flux.

Pour utiliser une expression de J;_,, comme celle de (2.29), le flux d’énergie pourra étre compenser par
I’ajout d’un flux de chaleur entre les deux couches du condensat.

Théoréme 4.8. Les flux

Jisg(hy —hg)  si Jiyy <0 (e Ti) — pg(pg, Th)
- ’ J .. =G ’ A AL 4.11
Qint {0 si Jl_)g = 0. l—g m T’l ( )
avec G, > 0, respectent la condition d’entropie.
Démonstration. On vérifie que
Ql%g = Q?Cl:gma + Gint = Jl%ghg~
On utilise alors les mémes arguments qu’au Théoréme 2.12. O

Le cas test de retour a ’équilibre présenté a la Section 4.5 permettra de valider numériquement ce
résultat.

4.3 Diffusion thermique implicite 1D

Dans le dernier cas test de ce chapitre, la diffusion thermique sera prise en compte. Le flux de chaleur
et le reste des flux seront résolus séparément par la méthode des pas fractionnaires.

Le calcul du flux de chaleur seul se décompose en deux étapes :
— D’une part, ’équation de la chaleur
oT = BO*T,

ou [ est la diffusivité thermique, est discrétisée de maniére implicite sous la forme

At
n+lx _ n n+1,% n+1,% n+1,% n+1,%
1 =1y (B (T = T ) B (T - 17)).

Le calcul de T"*1* se fait par la résolution d’un systéme linéaire tridiagonal.
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— L’évolution de T par la formule précédente ne respecte en général pas la conservation des grandeurs
qui doivent ’étre. Pour garantir la conservativité du schéma, le champ de température 77+ va
étre utilisé pour calculé les flux de chaleurs implicites ¢"*+1*,

ntls kj+1/2 (Tn+1,* . Tn+1,*)

UG+1/2 = " Ap j+1 j
ou k est la conductivité thermique. Ces flux seront utilisés pour le calcul de nouvelles variables
conservatives :
n+l _  n + ﬁ n+lx  ntlx
Vi T T Ay \Gi-12 T Gry2)
Remarque 4.9. Dans le cas particulier de la résolution de ’équation de diffusion linéaire scalaire, on
vérifie que la deuxiéme étape est inutile. <

4.4 Cas tests isothermes

Dans cette section, I’implémentation du modéle de changement de phase décrite précédemment va étre
validée par quelques cas tests simples. Les premiers cas tests proposés ci-aprés sont isothermes. Cette
hypothése simplificatrice va permettre de valider le coeur du modéle. L’aspect thermique, moins bien
controlé, sera présenté a la section suivante.

4.4.1 Changement de phase forcé isotherme 1D

Le premier cas test présenté ici & pour objectifs de tester la capacité du code a
— décrire une interface franche avec changement de phase,
— gérer une large gamme de rappoets de densité DR.
Pour se concentrer sur ces points, I’évolution sera supposée isotherme et le flux de masse & I'interface sera
décorrélé du reste du systéme. Grace & ces hypothéses, une solution analytique sera obtenue et comparée
a la solution numeérique.

Description

L

F1GURE 4.3 — Condition initiale du cas test.

On considére un tube de section S et de longueur L, fermé aux deux extrémités. Il est rempli initialement
d’un volume S X zg50 de gaz et S x (L — z40) de liquide (voir Figure 4.3). Ces deux phases suivent
respectivement des lois d’états de gaz parfait isotherme et de gaz raidi isotherme, c’est-a-dire :

P p— Do
pe(0)=—5— ) =pro+—5—,
9,0 &)

oll ¢g0 et ¢ o sont les vitesses du son constantes respectivement du gaz et du liquide. Enfin, un flux
d’évaporation J;_,4(t) est donné arbitrairement a l'interface.

Solution analytique
On suppose une pression uniforme dans tout le domaine.

Lemme 4.10. Les lois d’état des deux fluides isothermes peuvent se réécrire comme

2
C
Py _ P m:ngo(p_l)'
Pg,0  Po P10 PLOCT o \Po
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Théoréme 4.11. Pour tout t, la pression est solution de :

(1 +DRC‘32—’O (W) - 1)) (E - 1;(72(”;90) —L+1+4DR(t) =0 (4.12)

o Do

ot L et DR sont respectivement les rapports d’aspect et de densité définis par

~ L
L=—, pR = P20

b
29,0 PrLo

et m(t) est la masse échangée adimensionnée

=R 1
m(t) =
Pg,0%2g,0

t
[ I
0

Démonstration. On note z,4(t) la taille du domaine gazeux & l'instant ¢.
La conservation de la masse de liquide s’écrit alors :

pi(L — z4) = pro(L — 24,0) — pg,02g,0m(t).

En divisant par p; o et 24,0, on en tire

o (z_zg) _ T 1— bR,
P1,0 29,0

Grace a la loi d’état du liquide, on déduit

02 ~ ~
<1+DR92’0<p1) ( ’%)—lem(t).
Co \Po 24,0

Par ailleurs, 1’évolution de la masse de gaz s’écrit :

PgZg = Pg,0%g,0(1 + (1)),

d’ou, en utilisant la loi d’état du gaz

Zo PO 4 me).

%g0 P
La substitution de cette expression dans ’équation précédente donne le résultat voulu. O
Remarque 4.12. Si DR =1 ou Jj_4(t) = 0, alors p(t) = po est solution de (4.12). <

En pratique pour les fluides étudiés, la compressibilité du liquide joue un roéle trés faible. Elle pourra
étre négligée grace au résultat suivant.

Corollaire 4.13. En notant CR le rapport des indices de compressibilité, défini par

_ Pgo Cg,o Do Pgo 652770
CR = X — = 2=,
Po PLOC PLo €1
la pression p(t) peut s’écrire comme
14+ m(t
p(t) = /(\) + O(CR). (4.13)

T R

Démonstration. On peut réécrire (4.12) comme

—1;(;;%1)0 + 1+ DRM + CR [(ngz) - 1) (f - lptt;ﬁpo)] =0.

En multipliant cette expression par p(t)/po, on obtient le résultat voulu.
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Choix de J;4

On a choisi arbitrairement d’étudier un flux de masse de la forme J;_,, = Asin(wt). Le choix de A et
w est régi par les contraintes suivantes :
— La pression doit rester positive (ainsi les densités restent positives). Pour cela, il suffit de choisir

A>0. (4.14a)

— La vitesse du fluide reste subsonique V¢, u(t) < c. En majorant la vitesse maximale d’échappement
du gaz, cette condition devient

w = i < g0 (4.14b)

max(ug) < .
g min(pg) 9,0

— Les variations de flux de masse sont assez lentes pour que I’hypothése de la pression uniforme soit
valide :

w< CQTO (4.14¢)

Forme adimensionnée

Les équation précédentes peuvent étre réécrite sous forme adimensionnées. Les variables adimensionnées
seront notées par un tilde. Elles sont définies par

Z ~ ~
9,0 2 ~
t, P =Pg,0C50D: Jisg = Pg.0¢g,0 Jisg-

Zg = 2g,02%g, Pg = Pg,0Pg, PL=PgopPl;, t= oo
g,

Les équations d’état deviennent

- - 1 —
= = —(14+cr(p—1)).
Pg =D, P DR( + CR(p — 1))

Le flux de masse peut s’écrire
Ji—g = Masin(wt),

ol 4
~ WZzZg.0
w= i, Ma = .
Cg,0 Pg,0€g,0

Ce dernier nombre dans dimension peut s’interpréter comme le nombre de Mach associé a la vitesse
maximale du gaz de I’équation (4.14b).

Les conditions initiales s’écrivent sous forme adimensionnée

£0,2)=1 si0<z<1,

p(0,z) =1, {g(ovm):o sil<i<L.

Enfin, les conditions (4.14) deviennent

0<Ma<1, &L<1.

Le probléme dépend donc de cinq paramétres, qui sont DR, CR, Z, Ma et w. La Table 4.1 en propose
des valeurs. Les valeurs de DR et CR sont inspirées des propriétés du couple eau-vapeur.

DR 1073
CR | 4-107°
L 2
Ma 0.1
w 0.05

TABLE 4.1 — Paramétres adimensionnés qui seront utilisés pour les résolutions numériques.
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—— Solution exacte

Int. diff. 30 mailles
Int. diff. 120 mailles
Int. diff. 480 mailles
IC 30 mailles

®e e o o©o
®e e @ ©o

—— Solution exacte

Int. diff. 30 mailles
Int. diff. 120 mailles
Int. diff. 480 mailles
IC 30 mailles

B ®E B O
E B B O

0 50 100 150 200 250 300
t

FIGURE 4.4 — Evolution de la masse totale de gaz adimensionnée (en haut) et de la pression adimensionnée
au milieu du domaine (en bas) en fonction du temps pour le modéle moyenné a interface diffuse avec trois
maillages de 30 & 480 mailles, le code Flux-IC-1D et la solution exacte. Les paramétres sont ceux de la
Table 4.1. La période vaut 27 /w ~ 125.

Résultats et commentaires

Ce cas test a été résolu a la fois avec le modéle moyenné & interface diffuse et le code Flux-IC-1D a
reconstruction d’interface et ceci pour différents maillages. Dans les deux cas le nombre CFL a été fixé
a 0.8. Les résultats numériques ont été comparés a la solution analytique obtenue au Théoréme 4.11.

La Figure 4.4 présente la variation au cours du temps de la masse totale de gaz et de la pression dans le
domaine. Le liquide étant trés dense et presque incompressible, le volume de gaz est presque constant et
la pression est donc proportionnelle & la masse totale de gaz (égale en grandeurs adimensionnées). Tous
les résultats numériques sont en trés bon accord avec la solution exacte, & ’exception du modéle moyenné
pour le maillage le plus grossier.

Ce défaut peut s’expliquer en observant le profil de fraction massique représenté a la Figure 4.5. Pour le
maillage le plus grossier, la diffusion de 'interface ’a élargie jusqu’a atteindre la limite droite du domaine
aprés une période. Dans cette situation, la masse de gaz échangée par changement de phase n’est plus
la méme ([ |V¢|dz # 1). Pour des maillages plus fins, la diffusion est réduite et ce biais n’apparait plus
avant la fin de la simulation.

Le code Flux-IC-1D retrouve comme attendu la position initiale exacte aprés une période. Avec le
modéle moyenné, la diffusion de la fraction volumique « est relativement symétrique autour de la solution
exacte. En raison du trés faible rapport de densité, les profils de £ et « apparaissent trés différents.

Enfin, & la Figure 4.6, le profil de vitesse est tracé & un instant d’évaporation maximale. Du gaz
s’échappe de l'interface vers la droite, c’est-a-dire avec une vitesse positive. La vitesse du liquide est
presque nulle (le liquide est en fait trés faiblement comprimé par I’augmentation de pression). A l'interface,
une discontinuité de vitesse apparait comme prédit a la Section 2.1.2. La condition limite aux parois y
impose une vitesse nulle. Pour le modéle moyenné, la discontinuité de vitesse est diffuse, suivant un profil
similaire a celui de &.
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FIGURE 4.5 — Profils de fraction massique ¢ et de fraction volumique « aprés une période, (c’est-a-dire a
t ~ 125) pour les différents calculs numériques. Les paramétres sont ceux de la Table 4.1.
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FIGURE 4.6 — Profils de vitesse adimensionnée a t ~ 155 (c’est-a-dire aprés 5/4 de période, a un instant

ot le flux d’évaporation est maximal). Les paramétres sont ceux de la Table 4.1.
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4.4.2 Changement de phase forcé isotherme 2D

Ce cas test est une extension du précédent en deux dimensions. On considére une bulle de gaz de rayon
initial ¢ entourée de liquide (voir Figure 4.7). Comme pour le cas précédent, les fluides sont décrits par
des lois d’état de gaz parfait et de gaz raidi isothermes. Le flux de masse surfacique a l'interface est donné
par une expression arbitraire J;_,4(t).

Liquide

To

FIGURE 4.7 — Schéma du cas test de changement de phase forcé isotherme en 2D. Par symmétrie, seul le
quart nord-est du probléme sera résolu numériquement.

Théoréme 4.14. En supposant une pression homogéne dans tout le domaine et un liquide dense et
incompressible (¢’est-a-dire DR ~ 0 et CR ~ 0), alors la pression respecte

thLh_ég(t)dt> . (4.15)

Démonstration. La conservation de la masse de liquide s’écrit

P = po <1 +
Pg,0T0

t
Mﬂ—mﬁﬁ:mdﬁ—m@—/waﬁﬂwﬁ
0
Le liquide étant incompressible (CR ~ 0), sa loi d’état implique p; = p; 0. On en déduit donc

1 t
r(t)2 =715 +2— [ r(t)Ji_,(t)dt.

PLo Jo
La différenciation de cette équation implique
@ _ Jiog(t)
dt P10
Pour DR~ 0, on a 4
r
T ~ 0.

Par ailleurs, la conservation de la masse de gaz s’écrit :

¢
pemr(t)? = pgomry + / 21 (t) Jig(t) dt.
0

d’ot, en prenant Vi, r(t) ~ ro,

2 t
P =po (1 + / Ji—g(2) dt) .
Pg,0T0 Jo

Résultats et commentaire

Le probléme est simulé numériquement & 1’aide du modéle moyenné. La maquette Flux-IC-1D & re-
construction d’interface n’ayant pas été étendue en 2D au cours de cette thése, le modéle & interface
lagrangienne ne sera pas utilisé pour ce cas test.
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Plusieurs calculs vont étre effectués avec les mémes parameétres que dans le cas 1D (voir Table 4.1). Les
différentes discrétisations de la normale a l'interface liquide-vapeur (4.2) et (4.3) vont étre comparées.
Pour ce cas test la solution exacte est connue : le probléme est & symétrie sphérique et la normale &
I'interface est toujours

Visyg = 1 T — T
g V(T —20)2+ (y — y0)? (3/_90> ’ (4.16)

ot (z0,Yyo) est le centre de symétrie du probléme. Cette troisiéme méthode pour le calcul de la normale
a linterface liquide-vapeur sera utilisée numériquement et comparée aux deux reconstructions (4.2) et
(4.3).

Le choix de la discrétisation de v;_, 4 aura une influence sur le flux de masse total échangé & I'interface.
En effet, 'approximation de 'orientation locale de l'interface influence la longueur totale. Ce phénoméne
est illustré sur la Figure 4.8 (dans le cas de la reconstruction d’ordre 1 (4.2)). Dans ce cas, la longueur
effective de l'interface est % fois plus grande que la longueur exacte. A flux de masse surfacique constant,
la quantité totale de masse échangée sera donc plus importante. Les solutions numériques seront donc
comparées a la fois & la solution analytique (4.15) et & ’expression suivante qui prend en compte ce biais :

P:po<1+ 2 4/OtJHg(t)dt>. (4.17)

Pg,0T0 T

FIGURE 4.8 — Approximation d’un arc de cercle suivant un maillage cartésien. Si le rayon du cercle est 1,
la longueur de linterface discréte en rouge vaut toujours 2, quel que soit le niveau de raffinement. Elle
ne converge pas vers la longueur réelle de l'interface, qui est 7/4.

La Figure 4.9 présente I’évolution de la pression en fonction du temps pour différents maillages et
différentes approximations de la normale a 'interface liquide-vapeur. Tous les calculs ont été faits avec
CFL = 0.25.

Comme attendu la reconstruction de la normale & 'interface & 'ordre 1 (4.2) approche I’expression
analytique biaisée (4.17). La reconstruction d’ordre 2 (4.3) donne un résultat plus proche de la solution
exacte. Cependant, seule la valeur exacte de la normale donnée par (4.16) donne la pression de ’expression
analytique (4.15).

La Figure 4.10 représente la distribution spatiale de £ et « aprés une oscillation. La diffusion numérique
affecte la surface interfaciale totale effective [ |V¢|dz. La quantité de masse échangée est donc réduite et
les oscillations de pressions seront amorties aprés le premier pic.
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FIGURE 4.9 — Evolution de la pression adimensionnée (au centre du domaine) en fonction du temps
adimensionné pour différents maillages et différentes approximations de la normale & l'interface liquide-
vapeur. Les courbes rouges en lignes continues et discontinues sont les solutions de référence.
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FIGURE 4.10 — Lignes de niveau de la fraction massique £ en bleu et de la fraction volumique « en rouge
aprés une période (¢ = 125) pour un maillage de 80 x 80 mailles avec la discrétisation (4.2). A comparer
a la Figure 4.5.
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4.4.3 Probléme de Riemann isotherme avec changement de phase

Dans le cas isotherme, des solutions exactes au probléme de Riemann avec changement de phase ont
été calculées par [HDW13]. Ces solutions vont étre comparées a la solution approchée donnée par notre
code. Ce cas test permet de valider la capacité du code & gérer un terme d’échange J;_,4 non trivial.

Présentation du cas test

Les conditions initiales sont celles d’un probléme de Riemann avec deux fluides purs dans des phases
différentes. Les états initiaux & droite de & gauche sont notés respectivement (ug,pg) et (up,pp). Les
états constants apparaissant entre les ondes sont notés (ug, p&) et (uf, ph) (voir Figure 4.11). Deux jeux
de paramétres et de conditions initiales seront étudiés. Ils sont résumés dans la Table 4.2.

UGy PG

* *
Ups Pp

uag, pa Up, PD

>

FIGURE 4.11 — Représentation schématique d’une solution au probléme de Riemann pour le modéle
isotherme.

Comme précédemment, les fluides sont décrits respectivement par la loi d’état de gaz parfait isotherme
et de gaz raidi isotherme :
p P — Do
pg(P)=—5—, o) =po+—5—
€9,0 o

oll ¢g0 et ¢10 sont les vitesses du son constante des deux fluides. Avec les notations de [HDW13], elles
s’écrivent

o keTp o Ko
9,0 — ) Qo= —_—

C =
m ’ P10

ott kp est la constante de Boltzmann (kg = 1.381- 1022 m?kgs=2 K1), m est la masse d’une molécule
d’eau (m = 2.99 - 10~26kg), Ty et P10 sont des états de références, et Ky est la compressibilité isotherme
du liquide. Les valeurs de ces paramétres sont donnés dans la Table 4.2.

La relation cinétique est celle donnée par [HDW13, éq. (5.23)]. Avec les grandeurs définies ci-dessus,
elle s’écrit implicitement :

& + EJI2—>g 1 Jl2—>g

21&
po 2 pf 2 P2

Dy 2
Jig = ¢ oln —coln
g 1,0 0
3 oV2m pro 7’

(4.18)

Cette équation ayant en général deux solutions, c’est la solution la plus petite en valeur absolue qui a été
choisie lors du calcul de J;_4 & chaque pas de temps.

Remarque 4.15. En faisant des approximations similaires a celles de la Section 2.2, ce flux de masse se
réduit &

p
Jisg 2 ———L—(py — po)-
PoCq,0V 2T
Cette forme est similaire a celle utilisée dans le reste de la thése dans le cas isotherme. N
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Cas Test 1 Cas Test 2

Paramétres

To K 293.15 473.15

pro kgm ? 998.2 864.7

po Pa 2339 1554 - 103

Ky Pa 2151 - 108 1131-10°
Cg0 1S : 367.9 467.4

co ms 1478 1144

DR 1.001-1073 1.156 - 1073
Conditions initiales

ug ms ! —100 —200

up ms 100 —50

pe Pa 2300 60 000

pp Pa 1000 100000
Conditions initiales adimensionnées

ug —0.2718 —0.4279

up 0.2718 —0.1069

PG 0.9833 38.59-1073
DD 0.4275 64.32-1073

TABLE 4.2 — Données pour les deux cas tests tirés de [HDW13]

Forme adimensionnée

Comme pour le cas test précédent, les équations peuvent étre adimensionnées par rapport & la pression
b)
Do, & la densité py o et & la vitesse cg 0. Les lois d’états s’écrivent alors

o 1
— 5= — (1+cr(p—1
Pg=D» i DR( +CrR(p - 1)),

et on peut reformuler la relation cinétique (4.18) comme

Jisg = Ps ci’oln(DRN)—lnﬁ +ﬂ 1 (4.19)
0T Vo | 2y P 702 \pr¥? p2) | '

ou encore, avec l'aide de la loi d’état :

1 ! Dy 612’0 In(1+ Dch’o (pr—1) Inp,
— —= | === n 2 D1 — —MPg| -
(1+cr(m—1)° P3| V2m | ¢ ’

Résultats et commentaires

~ B
Jl—)g Dg

2 o

Jl~>g -

Le modéle moyenné monovitesse n’a pas été capable de résoudre ce cas test, et ceci que ce soit avec ou
sans changement de phase. Cela est probablement da & 'hypothése monovitesse plutot qu’au modéle de
changement de phase.

Les deux cas ont été résolus avec Flux-IC-1D, sur un maillage de 100 mailles. Sur tout le domaine en
dehors du condensat, une reconstruction MUSCL d’ordre 2 en espace a été utilisé. Le pas de temps fixe
correspond & un nombre de Courant voisin de 0.45.

Les Figures 4.12, 4.13, 4.14 et 4.15 présentent les profils de pression et de vitesse pour les deux cas
tests. Les résultats sont comparés au cas sans changement de phase, c’est-a-dire J = 0.

Les sauts de pression et de vitesse a 'interface décrits au Chapitre 2 sont clairement visibles. Dans les
deux cas, la pression initiale est inférieure & la pression de saturation. Le cas avec changement de phase
présente toujours une pression moyenne plus proche de la pression de saturation.

Dans la Table 4.3, les valeurs pour les états constants entre les ondes obtenues par ce calcul sont

comparées aux valeurs données par [HDW13]. Les résultats sont concordant, sauf pour la pression a
droite pour le premier jeu de parameétre, ol un léger écart est notable.
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FIGURE 4.12 — Profil de pression adimensionnée pour le premier cas,

avec et sans changement de phase.

'3

FIGURE 4.13 — Profil de vitesse adimensionnée pour le premier cas, avec et sans changement de phase.

0.3

[HDW13] Flux-IC-1D

Cas Test 1

U 0.114 0.1144
up 0.2718 0.2719
De 0.667 0.6684
o 0.7263 0.6850
Cas Test 2

s —1.000 —1.013
up —0.1067 —0.1059
D& 0.0685 0.0689
o 0.1244 0.1257

TABLE 4.3 — Comparaison des valeurs entre les ondes.

T T T
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01 e
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S0 2 LR
Avec changement de phase
: : Sans changement de phase
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z
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FI1GURE 4.14 — Profil de pression adimensionnée pour le second cas, avec et sans changement de phase.
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FIGURE 4.15 — Profil de vitesse adimensionnée pour le second cas, avec et sans changement de phase.
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4.5 Cas tests de retour & 1’équilibre liquide-vapeur

Dans les paragraphes qui précédent, quelques cas test isothermes ont été présentés. Pour conclure ce
chapitre, I’hypothése isotherme va étre levée et des résultats impliquant ’aspect thermique vont étre
présentés.

4.5.1 Diffusion numérique seule

Dans un premier temps, la capacité de la diffusion numérique a régulariser le systéme va étre vérifiée.
Son effet, sur les résultats obtenus sera mise en évidence par les calculs qui suivent.

Description

Les conditions initiales sont similaires & celles du cas test 4.4.1, représentées a la Figure 4.3. Initialement,
la pression pg et la température Ty sont uniformes dans le domaine. On considérera deux températures
initiales To = 100K et Ty = 120 K respectivement inférieure et supérieure & la température de saturation
T5%(py) = 111 K. On s’intéresse a I'état du systéme aprés qu'une relaxation thermodynamique ait eu lieu
a linterface. Les lois d’état sont les lois de gaz parfait et de gaz raidis avec les paramétres de la Table 1.1.

Le choix d’une expression pour le flux de mass J;_,, est ici crucial. Les expressions proposées a la
Section 4.2.2 seront appliquées ici. Le probléme a été résolu avec le code Flux-IC-1D, avec CFL = 0.9.

Résultats et commentaires — Condensation

Pour la condition initiale 7y = 100 K, I’évolution de la masse de gaz totale et de ’entropie totale ont
été tracées a la Figure 4.16. Aprés quelques instants, 'état du systéme se stabilise : 1a masse totale de gaz
a diminué, ’entropie totale a augmenté. L’état final atteint n’est pas le méme suivant le maillage, bien
qu’il corresponde toujours & un état d’équilibre local & l'interface, comme représenté sur la Figure 4.18.

Sur la Figure 4.17, le profil de température & la fin de la relaxation a été tracé. La diffusion thermique
n’ayant pas été modélisée, rien ne permet ’équilibre thermique global. La variation de température dans
le gaz provient uniquement de la variation de pression causée par la condensation. La température de la
premiére maille de liquide & l'interface a changé en raison de la chaleur latente libérée par la condensation.
Avec les relations cinétiques (4.11) c’est la température de cette maille qui détermine 1’équilibre liquide-
vapeur (T = T%*(p)). La condition d’entropie a imposé un flux de chaleur tel que c’est cette maille qui
recoit la chaleur latente. Selon la taille de la maille la température évolue différemment pour une quantité
d’énergie donnée. Son retour a ’équilibre local sera donc différent.

Cette dépendance au maillage peut s’interpréter comme une dépendance envers la diffusion thermique,
qui apparait ici sous forme d’artefact numérique. La nécessité d’une diffusion thermique a déja été évoquée
a la Remarque 2.7. Si le résultat converge quand la taille des mailles tend vers 0, ce résultat convergé
n’est pas physique.

Résultats et commentaires — Evaporation

La Figure 4.19 présente I’évolution de la masse totale de gaz et de ’entropie totale pour la condition
initiale Ty = 120 K. La masse de gaz totale initiale est plus élevée que pour le cas de la condensation : en
changeant la température initiale pour la méme pression initiale, la densité du gaz a été modifiée.

La variation de ’entropie totale n’est pas strictement monotone. Cela peut s’expliquer par les nom-
breuses approximations qui ont été faites pour aboutir aux expressions de J;_,4 et ¢. Le cotit de la chaleur
latente doit étre payé en amont par le liquide pour que le flux J;_,, de (4.11) soit en accord avec le Second
Principe de la Thermodynamique. La Figure 4.20 laisse penser que flux ¢ choisi mésestime légérement
cette quantité de chaleur et une partie de la chaleur latente reste dans le gaz qui s’échappe de l'interface.
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FIGURE 4.16 — Evolution de la masse totale de gaz et de I’entropie totale en fonction du temps pour le
cas test de condensation (Tp = 100 K) pour différents maillages.
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FIGURE 4.17 — Profil de température a la fin de la simulation pour le cas test de condensation (Ty = 100 K)
pour différents maillages. La température du gaz sur la droite a diminué uniquement a cause de la variation
de pression. La chaleur latente libérée pendant la condensation est dans le premiére maille de liquide a
Iinterface.
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FIGURE 4.18 — Evolution de I’état de la premiére maille de liquide & gauche de linterface dans un
diagramme (7, p) pour différents maillages.
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FI1GURE 4.19 — Evolution de la masse totale de gaz et de I’entropie totale en fonction du temps pour le
cas test d’évaporation (Tp = 120K) pour différents maillages.
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FIGURE 4.20 — Profil de température a la fin de la simulation pour le cas test d’évaporation (Tp = 120 K)
pour différents maillages.
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FIGURE 4.21 — Evolution de I’état de la premiére maille de liquide & gauche de linterface dans un
diagramme (7, p) pour différents maillages.
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4.5.2 Convergence avec diffusion thermique

Dans ce paragraphe, ’effet d’une description plus réaliste de la conduction thermique va étre étudié.
La diffusion thermique physique sera discrétisée comme présenté & la Section 4.3.

La conductivité thermique a été choisie identique dans le gaz et le liquide par souci de simplicité. Sa
valeur (k = 100 Wm~! K~!) est élevée au regards de sa valeur physique pour I’eau ou le méthane, afin
de mieux se démarquer de 'effet de la diffusion numérique. La maillage va étre raffiné progressivement
afin de limiter effet de cette derniére.

Sur les Figures 4.22 et 4.24, I’évolution de la masse de gaz et de l'entropie totale ont été tracées en
fonction du temps. Cette évolution se compose de deux phases, déja évoquées a la Section 1.3 :
— Tout d’abord une relaxation a ’équilibre local a l'interface comme observé dans les résultats
précédents.
— Ensuite, un régime permanent de changement de phase dominé par la conduction thermique. Le
retour jusqu’a 1’équilibre global dans le domaine est relativement long et n’a pas été tracé ici.

102



0.85
—~ 0.80
2
~— 0.75
5
o 0.70
)
= 0.65
)
2 0.60
= 0.55 |- |
0.50 I I I I
100 T T T T
2> 80 |
|
M —
— 60 1
° 200 mailles
'g 40 —— 400 mailles
2 —— 800 mailles
mg 20 | —— 1600 mailles
— 3200 mailles
1 1 1 1
0.

0
0.0 0.1 0.2 0.3 4 0.5

t(s)

FIGURE 4.22 — Evolution de la masse totale de gaz et de I’entropie totale en fonction du temps pour le
cas test de condensation (Tp = 100 K) pour différents maillages.
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FIGURE 4.23 — Evolution de I’état de la premiére maille de liquide & gauche de linterface dans un
diagramme (7, p) pour différents maillages.
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FIGURE 4.24 — Evolution de la masse totale de gaz et de I’entropie totale en fonction du temps pour le
cas test d’évaporation (Ty = 120K) pour différents maillages.
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FIGURE 4.25 — Evolution de I’état de la premiére maille de liquide & gauche de linterface dans un
diagramme (7, p) pour différents maillages.
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4.5.3 Effet de la conductivité thermique

Enfin, effet de la conductivité thermique k sur le retour & ’équilibre local est étudié. Si la vitesse
du son est supposée suffisamment élevée pour garantir une pression homogéne dans tout le domaine, la
conductivité thermique impose la seule échelle spatiale. Les différentes valeurs de k& utilisées ici peuvent
donc aussi étre vues comme des changements de la dimension du probléme.

Le maillage se compose de 800 mailles. D’apreés les résultats précédent, ce maillage ne correspond pas
a un résultat complétement convergé. Il est néanmoins suffisant pour observer 'influence de la diffusion
thermique physique.

Les résultats sont présentés sur les Figures 4.26, 4.27, 4.28 et 4.29. Comme déji pressenti en observant
la diffusion numérique, une conductivité thermique plus importante conduit & un flux de masse par
changement de phase plus important. L’évolution de I’état thermodynamique au voisinage de I'interface
est plus proche de celle du retour a I’équilibre isotherme.
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FIGURE 4.26 — Evolution de la masse totale de gaz et de I’entropie totale en fonction du temps pour le
cas test de condensation (7Tp = 100 K) pour différentes conductivités thermiques.
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FIGURE 4.27 — Evolution de 'état de la premiére maille de liquide &
diagramme (7, p) pour différentes conductivités thermiques.
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FIGURE 4.28 — Evolution de la masse totale de gaz et de I’entropie totale en fonction du temps pour le
cas test d’évaporation (T = 120K) pour différentes conductivités thermiques.
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FIGURE 4.29 — Evolution de I’état de la premiére maille de liquide & gauche de linterface dans un
diagramme (7, p) pour différentes conductivités thermiques.
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4.6 Conclusion

Dans les Chapitres 2 a 4, deux approches pour la résolution numérique du modéle d’écoulement avec
changement de phase de la Section 2.3 ont été présentées.

La premiére se base sur une représentation de 'interface par un modéle bifluide moyenné. L’expression
analytique de ces équations moyennées a été discutée & la Section 2.5. Les Sections 3.1 & 3.3 ainsi que 4.1
ont été consacrées & la discrétisation de ces équations moyennées. Les cas tests des Sections 4.4.1 et 4.4.2
ont permis de valider la capacité de ce code a capturer 'interface liquide-vapeur en 1D et 2D, ainsi qu’a
gérer des rapports de densité réalistes.

Seuls des cas isothermes ont été présentés. L’extension au cas non-isotherme est possible mais un travail
important est nécessaire pour assurer une bonne gestion de la chaleur latente dans l'interface diffuse et
garantir la croissance de l’entropie.

L’autre approche présentée pour la simulation numérique du changement de phase se base sur une
reconstruction de l'interface. La forme lagrangienne des équations de conservation, présentée a la Sec-
tion 2.3.4 a été discrétisée en généralisant le schéma présenté a la Section 3.5. Quelques détails sur cette
implémentation sont donnés & la Section 3.5.

Les résultats ont pu étre comparés a ceux obtenus par le modéle moyenné avec le cas test 4.4.1, ainsi
qu’a un résultat analytique de la littérature avec le cas test 4.4.3. Enfin, le comportement du code dans le
cas non-isotherme a été discuté a la Section 4.5. L’approche & reconstruction d’interface permet de gérer
la chaleur latente et le retour a ’équilibre thermodynamique, bien que celui-ci puisse étre biaisé par la
diffusion numérique du code. Cette approche n’a été implémentée qu’en 1D. Dans le cas sans changement
de phase, une extension au cas 2D a été faite par une méthode & pas fractionnaires, qui n’est a priori pas
affectée par la prise en compte du changement de phase.

La Figure 4.30 résume les possiblités actuelles des deux approches.

Faible rapport de Chaleur latente

Capture de densité et élevée et . .
i, . e . Simulations 2D
I'interface discontinuité des croissance de
vitesses I’entopie

Modéle moyenné \/ \/ X \/

Schéma a
reconstruction / /

d’interface

FIGURE 4.30 — Synthése des caractéristiques des deux schémas numériques présentés dans cette thése.
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Chapitre 5

Application au probléme du piston

Comme évoqué dans 'introduction de ce mémoire, la variation de pression lors 'impact d’une vague
peut étre compris comme la superposition de plusieurs chargements élémentaires. L’un d’entre eux est
causé par la compression du gaz enfermé entre la vague déferlante et la paroi, comme observé expéri-
mentalement & la Figure 0.4. Ce phénoméne peut étre modélisé comme un probléme 1D de compression
d’une poche de gaz par un piston. Ce cas test simple sera étudié en détails dans ce chapitre.

5.1 Quelques modéles de Bagnold 0D

La compression de la poche de gaz est modélisée sous la forme d’une équation différentielle ordinaire
par le modéle de Bagnold, introduit par [Bag39]. Dans [ABG12], ce modéle a été enrichi pour décrire
I’effet du changement de phase sur la compression de la poche de gaz. Dans cette section, le méme type
de modeéle sera repris avec une approche légérement différente (voir par exemple la Remarque 5.2) mais
des conclusions similaires. Ces variantes du modéle de Bagnold permettront d’illustrer les paramétres
importants pour la compréhension de l'effet du changement de phase.

Par souci de simplicité, effet de la gravité (ou d’une quelconque accélération due aux mouvements du
bateau) ne sera pas étudié (voir aussi la Remarque 5.14).

5.1.1 Le modéle de Bagnold original (adiabatique)

Dans un premier temps, le modéle original de Bagnold est présenté. Dans les paragraphes qui suivent,
celui-ci est enrichi d’effets thermodynamiques.

Présentation

Piston

Paroi

FIGURE 5.1 — Schéma du modéle de Bagnold

Une poche de gaz, de hauteur z et de pression p est comprimée par un piston, supposé solide, de
hauteur L, de densité ppiston €t de vitesse u (dans le référentiel de la paroi). A droite du piston, une poche
de gaz, supposée ici de taille infinie, a une pression constante py. La Figure 5.1 résume les composants
du modeéle.
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Description mathématique

La compression de la poche de gaz étant adiabatique, la pression peut étre calculée par la loi d’état
des gaz parfaits isentropique, qui s’écrit ici :

p(t) =po (;(2))7

ou +y est le coefficient isentropique du gaz parfait, et pg et zg sont respectivement la pression initiale et la
dimension initiale de la poche de gaz.

Le principe fondamental de la dynamique appliqué au piston s’écrit

dz du

a = u, Lpistonppistona = p(t) — Po,

ol u est la vitesse du piston. Ici u est supposée négative pendant la compression. Cette équation peut
étre réécrite comme 'équation différentielle ordinaire d’ordre 2 suivante :

¢z o ((2) ). (5.1a)

dt2 Lpistonppiston z
a laquelle sont associées les conditions initiales

dz

z(t =0) = 2z, T

= Ug- (51b)

t=0

Ce probléme peut étre résolu analytiquement et numériquement. La solution est une oscillation pério-
dique comme représentée & la Figure 5.2.
Adimensionnement

Dans ce paragraphe, le probléme va étre réécrit sous forme adimensionnée pour en extraire les para-
meétres importants. Les variables sans dimensions z et ¢ sont définies comme :

~ ppiston -~
z = 292, t=, lip 20 Lpiston T-
0

Lemme 5.1. Avec ces variables, le probléme (5.1) s’écrit :

d?z

—_— = 5_7 — 17 (528,)
dt?
avec la condition initiale
- dz
20)=1, 2| =+V8, (5.2b)
dt |7=o
ot S est le nombre d’impact défini par :
L; i u?
S — piston pplston 0 ) (53)
Do 2o

Démonstration. En introduisant les variables adimensionnées dans (5.1), on obtient :

Z0Po d2z _ d?z _ Do (277 1)
ppistoanistonZO dt2 dt? Lpistonppiston ’

et
Po dZ

———20 —=
ppistoanistonZO dt

202(t = 0) = z(t = 0) = 20,

t=0

ce qui permet de conclure. O

110



Remarque 5.2. Ce n’est pas la seule facon possible d’adimensionner le probléme. Dans [ABG12| par
exemple, le probléme adimensionné est écrit comme :

2z 1,
@:g(z ’Y—l), (548,)
~ dz
20)=1, | =41, (5.4b)
dt =0
ce qui correspond & une définition de ¢ comme
t=27
(') '

Les deux adimensionnements sont fondamentalement équivalents. Avec (5.4), le vitesse est adimensionnée
par la vitesse initiale du piston et S peut étre vu comme le coefficient d’élasticité du gaz. Avec (5.2), la
vitesse est adimensionnée par I’énergie interne du gaz et S est ’énergie cinétique initiale du piston. Pour
le systéme (5.2), la période adimensionnée des oscillations du piston dépend moins de S que pour que le
systéme (5.4), ce qui peut se révéler pratique d’un point de vue numérique. <

Remarque 5.3. Par ailleurs, dans [BGGL13], le nombre d’impact est définit comme

S — ESB + g - leistonppistonu% + Lpistonppistong
2 72 DoZo Do

Dans cette thése, S désignera toujours le nombre définit par (5.3), c’est-a-dire Sp. Seul ordre de grandeur
de S est pertinent et ce le facteur % ne change rien a 'interprétation des résultats qui suivent. <

Résultats

Une solution au probléme adimensionné a été tracée sur la Figure 5.2. La solution est une oscillation
périodique. En raison de sa vitesse initiale, le piston comprime la poche de gaz. La pression de celle-
ci augmente, freinant puis repoussant le piston. Celui-ci revient & sa position initiale avec une vitesse
exactement opposée a la vitesse initiale. Entrainé par son inertie, il crée une dépression dans la poche de
gaz, qui le rappelle vers sa position initiale, et ainsi de suite.

T T T T I
— — Hauteur z

. ~ N
—— Pression p

1.4

1.2

1.0

Grandeur adimensionnée

0.8

I I I I I
0 2 4 6 8 10 12

Temps adimensionné ¢

FIGURE 5.2 — Pression dans la poche de gaz et élévation du piston en fonction du temps, en variables
adimensionnées pour S = 0.1, v = 1.4.
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L’amplitude de ces oscillations dépend du nombre d’impact S, comme représenté sur la Figure 5.3.
Ce nombre sans dimension peut étre vu comme le rapport de l’énergie cinétique initiale du piston
Ppiston LpistonUg sur énergie interne de la poche de gaz pozo. Il peut donc s’interpréter comme une mesure
de la violence de I'impact. L’influence du coefficient v du gaz parfait ne sera pas étudiée en détails dans
ce mémoire. On pourra se rapporter & [BGGL13] pour plus de détails & ce sujet.

Remarque 5.4. Sur la Figure 5.3, la période des oscillations semble peu varier avec S. C’est la cas
pour 'adimensionnement en temps choisi ici. Cependant la période en temps réel des oscillations dépend
fortement de S. <

4.0 T T T T T T T

0.0 1 1 1

SR I SN

FIGURE 5.3 — Pression adimensionnée en fonction du temps adimensionné pour des nombres d’impact S
entre 10~2 (bleu clair) et 1 (bleu foncé), v = 1.4.

Sur le Figure 5.4, la dépendance de la pression maximale par rapport au nombre d’impact S a été
tracée. Sur cette figure, 'utilisation du modéle de Bagnold pour la mise a ’échelle de la pression dans les
poches de gaz a été schématisée. Si la longueur est mise & ’échelle par un facteur A (A = ﬁ par exemple),
le temps est multiplié par un facteur v\ (voir p. 6). La vitesse est donc multipliée par VX et le nombre
d’impact par A. La pression a 1’échelle 1 peut étre déduite de la pression & 1’échelle A par 'intermédiaire
du nombre d’impact comme illustré sur la Figure 5.4.

5.1.2 Préliminaires a4 ’extension du modéle de Bagnold
Hypothéses

Dans cette section et les suivantes, on veut généraliser ce modéle pour y inclure quelques effets ther-
modynamiques et étudier leurs conséquences sur la pression dans la poche de gaz. Par simplicité, "aspect
mécanique du modéle de Bagnold de base va étre décorrélé des effets thermodynamiques. La Figure 5.5
décrit les différentes interactions au sein du modéle.

En réalité, 'environnement, avec lequel interagit le gaz n’est autre que le piston et la paroi. Cependant,
ces interactions thermodynamiques sont supposées ne pas influencer les propriétés mécaniques du piston
et de la paroi. Par exemple, la condensation de l’ensemble de la poche de gaz ne représenterait qu’une
variation négligeable de la masse du piston. Par ailleurs, toute variation de densité du piston due & une
variation de température peut raisonnablement étre négligée. Tous les effets thermodynamiques dans le
ciel gazeux ou entre le ciel gazeux et le piston ont également été négligés, pour simplifier 'interprétation
des résultats. Les calculs 1D de la Section 5.2 ne feront pas ces hypothéses simplificatrices, ce qui pourra
permettre de les valider.
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FIGURE 5.4 — Pression maximale adimensionnée en fonction du nombre d’impact S, en échelle logarith-
mique, pour v = 1.4. Schéma de 'utilisation du modéle de Bagnold pour le changement d’échelle : a la
pression mesurée & petite échelle est associée un nombre d’impact qui va étre mis a 1’échelle pour obtenir
finalement une pression a grande échelle.

Loi d’état

Pour enrichir le modéle, la loi d’état des gaz parfaits doit étre écrite sous une forme plus générale
que la forme isentropique introduite précédemment. L’état de la poche de gaz peut étre décrit par trois
variables : son volume z, sa masse M, et son énergie £,. L’équation d’état des gaz parfaits donne alors
une expression pour la pression p et la température 7T, comme

M
p= (7 — 1)7ngng, (5.5a)
E;— Mge 0
T =T 9 "T979°Y 5.5b
g 0 + Cngg ) ( )

ol 74 et Cy, sont des parameétres de la loi d’état, Ty est une température de référence et e, o 1'énergie
spécifique correspondante, telle que £,(T, = To) = Myegq 0.

Lemme 5.5. Avec cette loi d’état, le modéle de Bagnold adiabatique (5.1) peut se réécrire comme

2
% = W (»—po), (5.6a)
e (5.6b)
dgfg ~0. (5.6¢)
avec la condition initiale
2(0) = 2o, %(0) =ug, My(0)=Myo, &4(0)= Myoeg0, (5.6d)

(¢’est-a-dire T,(0) = Tp).

Adimensionnement

En introduisant les variables adimensionnées suivantes

p=pop, &g= pozoé; My = Mg,O-Z,\j/gu Ty = TOE,
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FIGURE 5.5 — Schéma des interactions dans les petits modéles de Bagnold avec thermodynamique. L’effet
thermodynamique ajouté au modéle est indépendant des interactions mécaniques déja présentes dans le
modéle de base.
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Pozo

(’Yg - 1)M<LOCU9 ’

la loi d’état précédente peut se réécrire comme

Ty =

y= 9T 5.7
p 3 1o ( a)
~ £
Tg = 1 —+ (’)’g — ].) —_—_ — eg’o s (57b)
Mg
ou
— eg’()Mg,o
69’0 =
Pozo

Cette énergie spécifique de référence n’a aucune influence sur la physique du probléme et peut étre prise
nulle. Seule la différence des niveaux d’énergies de référence entre le liquide et le gaz interviendra plus
tard dans le modéle avec changement de phase.

Lemme 5.6. Avec cet adimensionnement, le modéle adiabatique peut se réécrire comme

2z
—_— = - 1, 5834
o2 =P (5.8a)
&,  _dz
b R iy 5.8b
@ P (5.8b)
dM,
4 =0. (5.8¢)
dt
avec la condition initiale
dz —~ ~ .
20)=1, 2(0)=+VS, M, 0)=1, &/0)=cé,0. (5.8d)

dt
A ce stade, le modéle dépend toujours des deux nombres sans dimension S et 7.

5.1.3 Le modéle de Bagnold avec échange thermique

Dans cette partie, l’effet thermodynamique auquel la poche de gaz est soumise est simplement un
échange de chaleur avec son environnement. Méme si cet effet est moins important que leffet du change-
ment de phase, il est plus simple & décrire et & comprendre. Il constitue une bonne introduction au modéle
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de Bagnold avec changement de phase qui sera développé par la suite. L’effet des échanges thermiques
sur la pression dans les poches de gaz a aussi été étudié dans [AF11].

Dans cette section, la masse totale de gaz est toujours constante. L’équation triviale

dM,

dt 0

ne sera donc pas écrite.

Equilibre thermique instantané

Supposons dans un premier temps que le gaz est, & tout instant, & l’équilibre thermique avec un
thermostat & une température 7, donnée. En supposant la masse du gaz et sa température constantes
égales & My et Tj respectivement, la loi d’état s’écrit

My
p= (79— 1)7C’UTO ) (5.9)
ou sous forme adimensionnée
p=x T,=1. (5.10)

L’équation d’évolution de z s’écrit alors sous forme adimensionnée

2z 1

La solution est une oscillation périodique comme pour le modéle adiabatique. La hauteur des pics de
pression en fonction de S est tracée sur la Figure 5.6.

Cependant, ’hypothése qu’un équilibre thermique a le temps d’étre atteint & tout instant est peu
vraisemblable, a fortiori durant un événement rapide et violent comme un impact de vague. Dans le
paragraphe suivant, un temps de relaxation non nul sera introduit.

102 [ — T
[ — Adiabati:que
Isotherme
]
cEG 101 Y /7 AT
Y
100 il arel .'".'".'.".'.'.'.‘i """ .'".".".'.'I'.Ii'""'."'.".".'.'.'.'._
1073 1072 1071 10° 10*

FIGURE 5.6 — Pression maximale adimensionnée en fonction du nombre d’impact S, en échelle logarith-
mique, pour le modeéle de Bagnold adiabatique (5.8) avec v = 1.4 et le modéle isotherme (5.11).
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Echanges non-instantanés avec un thermostat

La température de la poche de gaz T;; n’est maintenant plus supposée constante dans le temps. Le gaz
échange de la chaleur avec un thermostat a la température constante 7y. L’évolution du systéme s’écrit :

d?z 1
—_— = (p— , 5.12a
dt2 Lpistonppiston (p pO) ( )
dé, dz
— = —p— 5.12b
L= —p L+ Qi (5.12b)
avec la condition initiale d
z
z(0) = 2o, E(O) =up, &¢(0) = Mgyopegpo. (5.12c)

Le flux de chaleur @Q;_,4 va étre modélisé sous la forme
Qg = Go(To — Ty),
ou G, est une conductance thermique.
Lemme 5.7. Si G, > 0, alors le Second Principe de la Thermodynamique est respecté.

Démonstration. L’évolution de I’entropie de la poche de gaz s’écrit
ds, dé&, dz
a - ar P

c’est-a-dire

ds,
dt
Cette variation d’entropie se compose d’une entropie échangée avec le thermostat QZT—:E’ et d’une entropie
créée. Le bilan de création d’entropie s’écrit donc

dgereee 11 T, - T,
> - L 029 5.13
dt Qi <Tg T0> Qi ToT, (5.13)

Tg = Ql%g .

Le Second Principe de la Thermodynamique impose que ce taux d’entropie créée soit positif. Avec 'ex-
pression de ();—., proposée ici, il suffit d’avoir G, > 0. O

Sous forme adimensionnée, ce systéme s’écrit :

2z _
—=_- =pP— 1, 5.14a
o2 P (5.14a)
4, 4z .
14 pdt q 9) ( )
avec la condition initiale &
2(0) = 1, d;;(()) =+VS, £,(0)=¢,0. (5.14c)

Le coefficient sans dimension €2, est défini par

Q. = GqTO ppistoaniston _ CT'q ppistoaniston %
! Po PoZo Mygo(vg —1)Cy Do

Il peut étre interprété comme le rapport du temps caractéristique des oscillations du piston par le temps
caractéristique de retour a I’équilibre thermique :

ppistoanistonZO b )
0 — Po ~, /mécanique

7 Mg,O('Yg_l)cv

q

tthermique

Quand §2; — oo, la relaxation thermique est rapide par rapport aux oscillations du piston, 1’évolution
est isotherme. A l'inverse quand Q, — 0, la relaxation thermique est lente par rapport aux oscillations
mécaniques et I’évolution est adiabatique. (Le modéle (5.14) devient bien le modéle adiabatique (5.8)
pour Q, =0.)
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FIGURE 5.7 — Evolution de la pression adimensionnée pour le modéle de Bagnold avec échange thermique
(5.14) pour 2, =1, S =0.1 et 7, = 1.4, calculée avec (5.14). Comparaison avec les modéles adiabatique
(5.8) et isotherme (5.11).

Résultats et commentaires Sur la Figure (5.7), I’évolution de la pression en fonction du temps a été
tracée pour le modéle adiabatique (5.2), pour le modéle isotherme (5.11) et pour le modéle avec échange
de chaleur (5.14). Une différence qualitative peut étre observée : pour le modéle avec échange de chaleur,
I’évolution n’est plus périodique; les oscillations sont amorties.

Sur la Figure 5.8, la hauteur des pics de pression a été tracée en fonction de S et de €2,. La hauteur du
premier pic (en bleu) peut étre comparée a la hauteur du second pic (en vert) pour quantifier ’amortisse-
ment des oscillations. Pour €, — 0, les deux premiers pics ont la méme pression, qui est celle du modéle
adiabatique. De méme pour 0, — o0, les deux pics convergent vers la pression du modéle isotherme.
Pour €, voisin de 10, les oscillations sont amorties.

Pour le bilan d’entropie (5.13) les cas limite @ = 0 (adiabatique) et T, = Tj (isotherme) correspondent
tous les deux & une production d’entropie nulle. Dans le cas intermédiaire seulement, une certaine quantité
d’entropie est générée par I’évolution du systéme, entrainant une irréversibilité. Celle-ci prend la forme
d’un amortissement des oscillations du piston.

Echange non-instantané avec une masse finie

L’hypothése que tout le liquide autour de la poche de gaz a une température homogéne et constante
peut étre remise en question. Pendant la bréve durée de I'impact, I’équilibre thermique n’a pas le temps
de s’établir entre une fine couche de liquide chauffée par la compression et le reste de ’environnement.
Dans ce paragraphe, on va supposer que la poche de gaz n’échange de la chaleur qu’avec une masse finie
(constante). Elle est notée avec I'indice [, mais peut aussi représenter la membrane métallique a la paroi.

Cette masse finie sera caractérisée par une masse M;, une température 7; et une énergie &. Sa loi
d’état s’écrit
51 — el,OMl

Mlcvl ’

ot Cy; est sa capacité thermique spécifique et e; ¢ est une énergie spécifique de référence correspondant &
la température Tp.

I =To+

Pour la mise sous forme adimensionnée du probléme, les variables suivantes sont utilisées :

& = pozoél, M; = Ml,oj\z, T =TT, ,
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Limite adiabatique
Limite isotherme
Premier pic

Second pic

100.6

FIGURE 5.8 — Pression maximale adimensionnée calculée avec (5.14) pour le premier pic (en bleu) et le
second pic (en vert) en fonction du nombre d’impact S et du temps caractéristique de relaxation thermique
adimensionné 2, en échelle logarithmique. Les courbes rouge et bleu foncé correspondent respectivement

aux cas limites adiabatique (5.8) et isotherme (5.11) (cf. Figure 5.6).

d’ou la loi d’état adimensionnée _
—~ 1 & —
T =14 — = -0,
Q:l Ml

ou €; est 'inertie thermique adimensionnée du liquide, définie par

¢ = M 0CuiTo M; 0Cyy
PoZo (vg = 1)My,0Cog
et
e, oMo
elg=——".
Pozo

Le cas limite €; — oo correspond & un thermostat de température constante comme dans le modéle
précédent. Dans le cas limite €, — 0 le gaz n’échange de la chaleur avec rien, comme dans le modéle

adiabatique.

L’équation d’évolution du systéme s’écrit

d?z _ 1 ( )
de? B Lpistonppiston p=ro)
de, dz

FIERERT + Qg

d&

E = _Ql—>g7

avec les conditions initiales

dz

Z(O) = 20, E

Le flux de chaleur @ s’écrit comme précédemment

Qg = Gq(Tl - Tg)-
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Sous forme adimensionnée, le systéme s’écrit

2z
= —p-1, 5.16a
o2 =P (5.16a)
4,  _dz ~ =
a4 pdt T ) ( )
&, ~
Fria —Q(T) —1Ty), (5.16¢)
avec les conditions initiales
200 =1, SO =5 &0 =0 &0)= (5.164)

Ces conditions initiales correspondent &

T,00=1, ,T(0)=1, p0)=1.

Résultats et commentaires Sur la Figure 5.9, plusieurs surfaces similaires & la Figure 5.8 ont été
tracées pour trois valeurs de €; entre 0.5 et 50. Pour des inerties thermiques €; élevées, le résultat est
trés proche de celui obtenu pour un thermostat & la Figure 5.8. Pour des inerties thermiques faibles, le
résultat tend vers une évolution adiabatique. On peut aussi observer une légére diminution de la valeur
de €2, correspondant & I’amortissement maximal quand &; diminue.

Remarque 5.8. Avec quelques hypothéses, une valeur réaliste de @; peut étre estimée. A 1'aide de
I’équation de la chaleur, I’épaisseur de liquide Az affectée par les variations de températures du gaz

ky
pi1Cuy
sa capacité thermique isochore et p; sa densité. L’inertie thermique de cette couche limite de liquide est

donc
k
piCyi Az = Plcvl\/ plTlAt =V pCy k1AL,
vl

VpiCo ki At
Pozo
Pour les propriétés thermodynamiques de ’eau ou du méthane, on trouve ’ordre de grandeur

VAL

20

pendant At peut étre estimée comme Ax =

At ou kj est la conductivité thermique du liquide, C,;

d’olt une estimation de €; :

Q:lﬁ

¢~ 10 2ms™!

ol zg est la taille caractéristique de la poche de gaz et At la durée caractéristique de 'impact.
Pendant un impact d’une durée de ordre de 1072 s, D’effet est négligeable pour toutes les poches de
gaz macroscopiques (2o > 1072 m). <

5.1.4 Le modéle de Bagnold avec changement de phase

Les concepts introduits précédemment pour I’étude d’un échange thermique entre la poche de gaz et
son environnement vont maintenant étre utilisés pour étudier le modéle de Bagnold avec changement de
phase.

Equilibre instantané

Comme dans le cas de I’échange thermique, le premier modéle proposé est celui de ’équilibre thermo-
dynamique instantané de la poche de gaz avec un environnement extérieur & température constante 7.
On peut alors écrire la pression dans la poche de gaz comme

p = p™"(Ty), (5.17)
c’est-a-dire, si on suppose py = p***(Tp),
p=po, p=1

Méme si la pression dans la poche de gaz reste minimale, ce cas n’est aucunement favorable. Le piston va
avancer a vitesse constante jusqu’a toucher la paroi. Le chargement & attendre & la paroi est localement
de 'ordre de la pression acoustique du liquide.
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100.6

(c) €, =05

FIGURE 5.9 — Pression maximale adimensionnée calculée avec (5.8) pour le premier pic (en bleu) et le
second pic (en vert) en fonction de S et de 2, pour trois valeurs de €; entre 0.5 et 50.
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Cependant, comme précédemment, il est peu raisonnable de supposer qu’un équilibre est atteint a
tout instant pendant 'impact. Dans les paragraphes suivants, un temps fini de relaxation vers ’équilibre
thermodynamique va étre introduit.

Equilibre non-instantané avec un thermostat

Le gaz est supposé étre au voisinage d’une phase liquide de masse supposée infinie (M; = oo) et de
température constante Ty. Le flux de masse échangé entre la poche de gaz et le liquide environnant est
noté comme précédemment J. L’évolution de la poche de gaz s’écrit

d?z 1

—_— = (p— , 5.18a
dt? Lpistonppiston (p pO) ( )
d&,y dz

- —p_— Nl

T Py +Qimyg s (5.18b)
dM,

dtg = Jlﬁg . (5.180)

Les flux @ et J doivent étre choisis de maniére & satisfaire le Second Principe de la Thermodynamique.
Le résultat suivant sera appliqué a T; = Tp.

Théoréme 5.9. Les flux suivants respectent le Second Principe de la Thermodynamique :

(p, Th) — py(p,Th)

Ql—>g = Gq(Tl - Tg) + hg(l% Tg)Jl—>g ) Jig = Gm o T ) (5-19)

ot hy est Uenthalpie spécifique du gaz, pg et p sont respectivement les potentiels chimiques de la phase
gaz et de la phase liquide, et G, et G, sont des coefficients de transfert positifs ou nuls.

Démonstration. Dans chacune des deux phases, on a la relation thermodynamique
TdS =d€ + pdz — pdM.
On en déduit I’évolution de I'entropie totale du systéme :

dSiota ds ds, 1 1 T Ny
total g l:< 1>QH9+<M@ ) H(p g)>Jl—>g~

B T, T T T,

dt At dt

D’aprés la relation de Gibbs-Helmholtz, donnée au Lemme 2.10, on a

pg(p,T) tg(p; To) 1 1
vT ~ h H|=-=].
) T TO + g(p7 ) T TO

En introduisant cette relation dans le bilan d’entropie, on obtient

dStotal 1 1 i (pv CZﬂl) —H (p7 n)
dt = ?g - Tl (Qlag - hg(Pa Tg)Jl%g) + T, ? Jl%g )
ce qui permet de conclure. O

Remarque 5.10. Ce choix de flux de chaleur @ revient a faire déposer/prélever la chaleur latente dans
le liquide plutot que dans le gaz. En introduisant les enthalpies totales du gaz Hy, = Mg hy et du liquide
H,; = M, h;, on peut écrire :

dh dH dM, dz
i T T TR

dh _dHy _, dM,

ZE* at ZF:*Gq(Tl*Tg)+Jl_>g(hlfhg).

Seule ’enthalpie spécifique du liquide est influencée par le changement de phase. Ce choix impose, par
I'intermédiaire de la condition d’entropie, que le flux de masse soit calculé avec la température du liquide.
D’autres choix d’écriture des flux sont possibles comme évoqué & la Remarque 2.13. <

121



Par ailleurs, le Lemme 2.15 sera utilisé pour estimer le flux de masse comme

20
Mgy oT;

Jl—>g = 7Gm (p - psat(Tl))'

Dans le cas o le liquide est un thermostat, on a :
psat(Tl) — psat(TO) =pp.

Sous forme adimensionnée, le systéme se réécrit alors

2z _

——Z=p-1, 5.20a
= =P (5.20a)
g,  dz ~ &, +prdM

4 = =4+ Q,01-T,)+ L, 5.20b
a4 pdt q( g) M, dz ( )
M,

dd%vg = —Qn(p-1), (5.20c)

avec les mémes conditions initiales que (5.8), oit Q4 est le méme coefficient d’échange thermique que
précédemment et €2, est le coefficient d’échange massique défini par

Qm _ Gm 2]70 ppistoaniston ) (521)
Pg.010 Pozo

Résultats et commentaires Sur la Figure (5.10), I’évolution de la pression dans la poche de gaz au
cours du temps a été tracée pour §2,, = 1. Cette pression est comparée au cas adiabatique ainsi qu’au
cas d’équilibre instantané. Une disparition compléte des oscillations peut étre observée.

Sur la Figure 5.11, les pressions maximales adimensionnées ont été représentées en fonction de S et
Q, pour €, = 0. Dans certains cas, 'impact du piston sur la paroi en raison de la condensation de la
poche de gaz empéche la lecture d’un second pic de pression (voir Figure (5.10)). Dans ce cas, la figure
a été complétée arbitrairement en prenant 1 bar comme hauteur du second pic.

Dans le cas limite 2, — 0, le systéme oscille périodiquement avec la méme pression que le modéle
adiabatique. Dans le cas limite €2, — 400, on retrouve le cas de I’équilibre instantané : la pression dans
la poche de gaz est constante et le piston heurte la paroi avec sa vitesse initiale. Entre ces deux cas limites,
la pression maximale diminue contintiment. Un amortissement des oscillations comme sur la Figure 5.8
peut également étre observé.

Equilibre non-instantané avec un volume fini de liquide

Comme pour ’étude de I’échange thermique, il n’est pas certain qu'une quantité infinie de liquide ait
le temps d’interagir avec la poche de gaz pendant le temps de 'impact. Le changement de phase va
maintenant étre étudié entre la poche de gaz et une quantité finie de liquide (incompressible). Le modéle
obtenu sera le dernier de cette section et le plus général.

L’évolution du systéme s’écrit sous la forme :

% = -Lpistonlppiston (» — o), (5.22a)
% _ fp%'z + Qi (5.22b)
% = Jisg, (5.22¢)
% — Qi (5.22d)
% — i, (5.22¢)
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FIGURE 5.10 — Evolution de la pression adimensionnée dans la poche de gaz avec changement de phase
pour S =0.1,y =14, Q, =0, Q,, =1 d’aprés (5.20). Comparaison avec le modeéle adiabatique (5.8) et
I’équilibre instantané (5.17).

On rappelle les lois d’état

M,
p= (7g - 1)(”1)97ng3
E; — Mje 0
T :T ) 9-9,
! ot CogM, ’
& — Mero
T, = Ty + 2 =110
! 0t CUZMZ

Les énergies de référence ey o et e, o doivent étre choisies telles que

€g,0 — €1,0 = hg0 — hi,0 — Po(Tg,0 — T1,0) (5.24)
=L — po(14,0 — 71,0 (5.25)
~ L —poTg0 ( )

(5.27)

ou L est la chaleur latente. En pratique, on prendra

ero =0, eg,0 = L — DPoTg,0
d’ou

M,
b= (79 - 1)CU979T97
Eg — My(L — poTg,0)

Coy M, ’

Tg=T0+

&
Clel ’

T, =T+

Comme précédemment, les flux de masse et de chaleur seront choisis de maniére a respecter le Second
Principe de la Thermodynamique & ’aide du Théoréme 5.9.
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Limite adiabatique
Limite équilibre instantané
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FIGURE 5.11 — Pression maximale adimensionnée d’aprés (5.20) pour le premier pic (en bleu) et le second
pic (en vert) en fonction du nombre d’impact S et du temps caractéristique de relaxation adimensionné
Q. en échelle logarithmique, pour v = 1.4, £, = 0. Les courbes rouge et bleu foncé correspondent
respectivement aux cas limites adiabatique (5.8) et d’équilibre thermodynamique instantané (5.17).

Forme adimensionnée Les lois d’état sont écrites sous forme adimensionnée comme

b=, (5.29a)
T;=1+(wg—1)(i—/x+1>, (5.29b)
M!]
=145 (5.29¢)
¢, M,

ol Z\/;[/l est la masse de liquide adimensionnée, définie par
~ M
Ml = _l )
Mo
et A est la chaleur latente adimensionnée défini par
Mg oL

Pozo

A:

La pression de saturation, exprimée par ’équation de Clapeyron (1.7), s’écrit sous forme adimensionnée

7 () - i (T) exp (A (1 _ %)) | (5.30)

Po

Remarque 5.11. Pour I’étude de I’évaporation le long d’une paroi chaude & pression constante pgy, Jakob
a introduit le nombre sans dimension, dit nombre de Jakob,

Cp(Tparoi — T°* (po)) (5.31)
E 9

ou L est la chaleur latente spécifique, C, est la capacité thermique isobare du liquide, Tparei est la

température de la paroi et T (pg) est la température de saturation & la pression de référence pg. Ce

Ja=
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nombre, qui caractérise ’évolution de ce probléme, peut étre interprété comme le rapport de ’énergie
spécifique disponible sous forme de chaleur sur I’énergie spécifique nécessaire au changement de phase. Il
n’est pas une propriété intrinséque du fluide mais dépend d’un contexte particulier.

On peut faire apparaitre lors de I’adimensionnement de la loi d’état le nombre sans dimension

Co Tt
«Jay = % ,
que l'on peut baptiser nombre de Jakob par analogie. Cependant il n’a pas d’interprétation physique
comparable & celle de la grandeur définie par (5.31). Sa généralisation dans des cas autres que le gaz
parfait n’est pas évidente. Enfin, numériquement, il est malcommode dans le cas limite £ = 0.

Pour cela, on travaille dans cette thése avec le nombre

A= 5.32
= (5:32)

que 'on appelle chaleur latente adimensionnée. Il a déja été évoqué & la Remarque 1.6 et apparait
naturellement dans l’adimensionnement du modéle de Bagnold avec changement de phase.
Pour un gaz parfait, les deux sont reliés par

VgCogTo _ g
L (79 — DA
q
Sous forme adimensionnée, le systéme (5.22) s’écrit

d?z

5 5.33a
o2 P (5.33a)
&,  dz ~ = &+ prdM,

Lo _ 5L T - Ty) + 2 tPE (5.33b)

dt dt M, di
dj% _ ~ ~sat [

= =0, (p — 5 (T)) , (5.33¢)
d& ~ . &+ prdM,

= (@ -T)) - s TP (5.33d)

D M, dt
dM, 1 —
i _ o, (-7 (7)), 5.33
@ (p p ( z)) (5.33¢)
ou u
1,0
D4 — >
1,0 M,o
avec pour conditions initiales
~ dz & = —~ ~
2(0) = 1, d;;(()) — VS, §0)=A-1, &0)=0 M, 0)=1, M0)=1.

Ces conditions initiales correspondent &

p0) =1, Ty(0)=1, T (0)=1,

c’est-a-dire un état initial d’équilibre entre les phases.

Nombres sans dimension Le modéle fait intervenir les nombres sans dimension suivants : v4, S, €,
Qp, A, € et enfin 9 o. Les valeurs réalistes de g et €2, sont difficiles & estimer et un large domaine de
valeurs est étudié dans tout ce chapitre. La chaleur latente adimensionnée A est une grandeur intrinséque
au fluide de 'ordre de 10 pour le méthane a 111 K comme pour ’eau & 373 K. Une valeur réaliste de €; a
été discutée a la Remarque 5.8. Enfin, les capacités thermiques du liquide et du gaz étant du méme ordre
de grandeur, il est raisonnable de supposer ;o ~ ;.
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FIGURE 5.12 — Evolution de la pression adimensionnée dans la poche de gaz avec changement de phase
d’aprés (5.33) pour S =0.1, vy =14, Q, =0 et € = 100, pour trois valeurs de £2,,.

Résultats et commentaires La Figure 5.12 présente 1’évolution au cours du temps de la pression dans
le cas de changement de phase avec une masse finie de liquide. Les tendances observées sont similaires
a celles observées précédemment (par exemple a la Figure 5.7). Les Figures 5.13 et 5.14 présentent les
pressions maximales adimensionnées en fonction de S et €, pour diverses valeurs de A, €; et 9, .

Roéle de ¢; et ;o La Figure 5.13 présente des pressions maximales pour plusieurs valeurs de €; et
M, 0. Pour les ordres de grandeur présentés ici, seul le coeflicient ¢; joue un role important.

Remarque 5.12. Dans [ABG12], le role des nombres sans dimensions €; et 91 o est joué par les nombres
m%lo et 9 o, baptisés respectivement x; et 1. L’influence de v sur la pression maximale, observée dans
[ABG12], vient de la capacité thermique totale du liquide. C’est pour mettre en évidence ce phénoméne

que des nombres sans dimensions légérement différents ont été choisis. <

Role de A Le role joué par 'aspect thermique peut étre confirmé en faisant varier la chaleur latente
adimensionnée A. Les résultats ont été tracés sur la Figure 5.14. Quand la chaleur latente tend vers
0 D’évolution du systéme tend vers le résultat du modéle isotherme représenté & la Figure 5.11. En
effet, le probléme est alors purement mécanique. Quand la chaleur latente devient importante, le retour
a l’équilibre affecte moins la variation de pression. (Voir aussi la Remarque 1.6.) Ce phénoméne est
schématisé sur la Figure 6.1.

Role de ), et Q,, Les résultats précédents n’incluaient qu'un phénoméne 4 la fois : soit la relaxation
thermique controlée par €2y, soit le changement de phase controlé par (2,,. Chacun de ces deux effets pris
séparément montre un phénomeéne de résonance ot les oscillations du piston sont amorties. Les derniers
résultats de cette section couplent ces deux phénomeénes. Sur la Figure 5.15, les pressions maximales ont
été représentées pour plusieurs valeurs de €24 et €2, pour un nombre d’impact fixé. Pour une raison qui
reste & expliquer, I’équilibre thermique Q, ~ oo diminue I’amplitude de la résonance due au changement
de phase et vice-versa.
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(a) €, = 100, M, o = 100
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(e) & =1, My = 100

FIGURE 5.13 — Pression maximale adimensionnée pour le premier pic (bleu) et le second pic (vert) d’aprés
(5.33) en fonction du nombre d’impact S et du temps caractéristique de relaxation adimensionné §2,,, en

0 103 107°

(b) ¢ =100, My o =1

(f) ¢ = 1, mho =1

échelle logarithmique pour trois valeurs de €; et deux valeurs de 9 o, avec , =0, A =10, vy =1.4.
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(e) A=20

FIGURE 5.14 — Pression maximale adimensionnée pour le premier pic (bleu) et le second pic (vert) d’aprés
(5.33) en fonction du nombre d’impact S et du temps caractéristique de relaxation adimensionné §2,,, en
échelle logarithmique pour six valeurs de A, avec Q; = 0, ¢ =100, 9, o = 100, v = 1.4.
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FIGURE 5.15 — Pression maximale adimensionnée pour le premier pic (bleu) et le second pic (vert)
d’apres (5.33) en fonction des temps caractéristiques de relaxation adimensionné thermodynamique £2,,
et thermique 2, en échelle logarithmique pour deux valeurs de &;, avec S = 0.1, 9t o = 100, v = 1.4.
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5.2 Le probléme du piston (Bagnold 1D)

Dans cette section, le méme scénario d’un piston comprimant une poche de gaz sera simulé numérique-
ment en 1D & ’aide du modéle bifluide avec changement de phase présenté dans les chapitres précédents
de cette thése.

5.2.1 Présentation

u(z,t)

£=1 £E=0
Poche de gaz Piston Ciel gazeux
x
0 z(t) z(t) + L(t) Z
FI1GURE 5.16 — Schéma du probléme du piston en 1D.
Les conditions initiales du probléme s’écrivent
z(t =0) = 2z, L(t=0)= Ly, (5.34a)
Vr €0, 2], &(z,0)=1, u(z,0)= uozﬁ , (5.34b)
0
Va € 20,20 + Lo], &(x,0) =0, wu(x,0) = up, (5.34c)
7 _
Vr € [20 + Lo, Z], &(z,0)=1, wu(z,0)= ug—x, (5.34d)
Z — zZ0 — LO
et par ailleurs
Ve el[0,Z], p(z,0)=po, T(z,0)="Tp. (5.34e)

Les vitesses ont été choisies de maniére & avoir u = wug dans le liquide, continuité de u a l'interface
liquide-gaz et u = 0 aux parois. Avec 'orientation choisie pour I'axe x, la compression de la poche de gaz
correspond & uy < 0.

On s’intéresse a la pression a la parol pparoi(t) = p(z = 0,1).

5.2.2 Adimensionnement
Dans les paragraphes qui suivent, le probléme du piston va étre réécrit sous forme adimensionnée. Le

choix de ’adimensionnement s’inspire de celui de [BGGL13]. Les variables adimensionnées, notées par un
tilde, seront donc définies de la maniére suivante :

~ P1,0 ing Pozo ~ ~ ~ =
r=27, t=./—=z2lot, u=,/——1u p=pop, p=pop, T =ToT.
Po pi.0Lo

Les énergies spécifiques et les flux de masse seront adimensionnés respectivement comme u? et pu.

Pozo ~ PLoPozo 7
e= e, J=,/—/——J.
proLlo V. Lo
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Les équations de conservation s’écrivent donc

/Pop1,0 ~ (5] —

2 oG +o (52 + L5)] =
Ty _(‘3t~(pu)—i-6z (pu + aop)} =0,

- . . 1N L
Po [P0 [“);(pE)—i—(?g((pE—kp) u)} =0,
20V PLo L Qg

/2250 [or(6p) + s(m) - Tort] = 0.

ol ag est le rapport d’aspect

Lo
apg = — .
20
Les conditions initiales adimensionnées s’écrivent
Vi e[0,1], &(Z,0)=1, u(,0)=—VS%T, (5.35a)
Vie[l,14a0 £(,0)=0, u®@0) =-S5, (5.35b)
- ~ ~ bo— 71
Vi e[l +aobo), £F0) =1, u(0)=-vV5—2"T (5.35¢)
b() —1- Qg
et par ailleurs
vz € [0,bo], p(z,0)=1, T(z,0)=1, (5.35d)
ou by est le rapport d’aspect
Z
bO = T
2o
et S est le nombre d’impact
g = proLoud .
Pozo
L’enthalpie spécifique, adimensionnée comme e, s’écrit
~ 17
h=¢+—L.
ap p
Les lois d’état s’écrivent sous forme adimensionnée :
5B, T) = DR% : (5.36a)
~ _ ~ ag 1 ~ A
h T) = — T-1 — .36b
g(p7 ) DRl_Xg( )+a0DR’ (536 )
o~ Lo
A5, T) = L , (5.36¢)
T
hi(p,T) = aor(T — 1), (5.36d)

ou
_ Pe0YkCurTo
K= ——"—;
Po
est la capacité thermique adimensionnée de la phase k et
Po Po

Xk = = .
Ci,opk,O Yi(ve — 1)CorTopk,0

est son indice de compressibilité.
Pour un gaz parfait, les deux sont reliés par

ke =1+ KpXk -

Des valeurs pour ces coefficients thermodynamiques sont données 4 la Table 5.1.
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La chaleur latente adimensionnée est comme précédemment définie par

A= EPa0
Po
Gaz (g) Liquide (1)
% 0.714 9.107°
K 3.4 3663
A 7.5
DR 21073

TABLE 5.1 — Coefficients thermodynamiques adimensionnés approchants le méthane & 111 K.

Avec cet adimensionnement, le flux de masse adimensionné J s’écrit
j;—)g = _DRQm (ﬁ_ﬁsat (TV>) )
ou Q,, est défini par (5.21) et p*** par (5.30).

Remarque 5.13. L’omniprésence de ag et DR s’explique par le choix qui a été fait sur I’adimensionnement
de u (ou de maniére équivalent de t). Ce choix a pour but de faire apparaitre le nombre S de Bagnold
comme dans le modéle 0D. d

Lien avec les nombres sans dimension de la Section 5.1. Les nombres sans dimension ag, DR et
x; n’apparaissent pas dans le cas du piston incompressible. Le rapport d’aspect by avait été choisi par
souci de simplicité & la Section 5.1. L’indice de compressibilité x, joue le role de «y,. Ils sont reliés par

1
Xg=—-
977,
Les nombres S, A et €, jouent le méme role que pour le modéle OD. Le modéle 1D ne comprend pas
d’échange thermique entre le liquide et le gaz, soit €, = 0. Enfin, le role de &€; et 9, o doit étre joué
par k; ainsi que par la conductivité thermique du liquide. Dans les calculs qui suivent, c’est la diffusion
thermique qui domine et son effet n’a pas été quantifié précisément par un nombre sans dimension.

La Figure 5.17 compare quelques résultats numériques obtenus avec le modéle 1D au modéle 0D en
Pabsence de changement de phase. Pour des nombres d’impact élevés (S > 10) la compressibilité du liquide
devient dominante, comme étudié dans [BGGL13]. L’effet du changement de phase dans ce domaine a été
discuté dans [ABG16]. Dans la suite de ce chapitre, seul le domaine ou le liquide est quasi incompressible
(S < 1) sera discuté.

5.2.3 Oscillations sans changement de phase

Contrairement au modéle 0D présenté dans la section précédente, le modeéle du piston 1D isentropique
n’est pas nécessairement périodique. Le résultat présenté & la Figure 5.18 a été simulée avec le code
Flux-IC-1D pour le modéle adimensionné présenté ci-dessus sans changement de phase. Une diminution
de la hauteur des pics de pression peut étre observée.

Ce phénomeéne peut s’expliquer par la description en 1D d’un ciel gazeux infini. (Pour ce calcul, une
longueur de gaz 8z a été calculé au dessus du piston, puis une condition limite de type Neumann a été
utilisée au bord du domaine de calcul.) Dans le petit modéle, le ciel gazeux infini était supposé avoir une
pression constante et uniforme py. Ce n’est pas le cas dans le modéle 1D, ni dans la réalité. Le mouvement
du piston générent des ondes de pression qui partent dans le ciel gazeux (& la maniére d’un batteur &
houle générant des vagues). Ces ondes sont visibles sur la carte de pression présentée a la Figure 5.19
pour le méme cas test. L’énergie portée par ces ondes est perdues par le systéme composé du piston et
de la poche de gaz, ce qui explique 'amortissement des oscillations.
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FIGURE 5.17 — Pression maximale adimensionnée en fonction du nombre d’impact pour le modéle 1D
calculées avec le code Flux-IC-1D sans changement de phase. Les résultats sont comparés a la courbe
obtenue pour le modéle 0D (voir Figure 5.4). Pour des nombres d’impacts trés grands, c’est la pression
acoustique qui domine, comme discuté dans [BGGL13].

Cette hypothése peut étre vérifiée en observant 'amortissement des oscillations pour des ciels gazeux
de différentes tailles. Le résultat est tracé & la Figure 5.20. Trois régimes peuvent y étre observés :

— Pour des domaines de petite taille Z < 10 zp, la pression s’homogénéise presque instantanément
dans le ciel gazeux, qui se comporte comme une deuxiéme poche de gaz.

— Pour des tailles supérieurs 1029 < Z < 100 29, des ondes de pressions circulent dans le ciel gazeux.
Selon la dimension du domaine, elles peuvent étre en phase ou non avec les oscillations du piston
et influencent donc positivement ou négativement les pressions & la paroi.

— Enfin, pour de trés grands ciels gazeux 100 zg < Z, les ondes de pression générées par le piston n’ont
pas le temps de traverser tout le domaine, d’étre réfléchis a la paroi supérieure et de revenir avant le
deuxiéme pic de pression. Cependant, la pression & la paroi n’est pas complétement indépendante
de Z en raison de la condition initiale (5.34d) qui dépend de Z. En prenant initialement une vitesse
homogéne indépendante de Z dans le ciel gazeux, ’amortissement entre le premier et le deuxiéme
pic est bien indépendant de Z pour un ciel gazeux suffisamment grand.

Afin d’identifier I'effet amortissant du changement de phase dans la poche de gaz, les prochains calculs
en 1D ne se feront pas avec un ciel gazeux infini.

Remarque 5.14. Dans le cas 1D, la solution au probléme du piston avec gravité n’est en général pas
périodique. Elle est la superposition des oscillations périodiques du piston avec une montée en pression due
a létablissement d’un gradient de pression dans le gaz. Dans le cas d’un ciel gazeux infini, la pression a la
paroi tend vers l'infini quand ¢ tend vers l'infini. Ceci vient perturber notre étude de 'amortissement des
oscillations. Par simplicité, on a donc choisi de ne pas prendre en compte la gravité dans cette étude. <
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FIGURE 5.18 — Evolution de la pression adimensionnée a la paroi en fonction du temps adimensionné
pour S =1 et une condition limite ouverte (Neumann) dans le ciel gazeux. Le calcul a été effectué avec
Flux-IC-1D sans changement de phase sur un maillage de 100 mailles de tailles 0.1 unités adimensionnées
avec les grandeurs adimensionnées du méthane.
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FIGURE 5.19 — Carte de pression (tronquée) en fonction de la position et du temps en variables adi-
mensionnées pour S = 1 et une condition limite ouverte (Neumann) dans le ciel gazeux, (calcul de la
Figure 5.18 avec Flux-IC-1D sans changement de phase). Les pressions ont été tronquées entre 0.9 et 1.1
pour mieux faire apparaitre les ondes de pression dans le ciel gazeux. Les courbes bleues correspondent a
la position des interfaces liquide-vapeur et donc du piston au cours du temps. Les droites isobares dans
le ciel gazeux (pour T > 2) ont une pente correspondant & la vitesse du son du gaz.
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FI1GURE 5.20 — Amortissement adiabatique en fonction de la longueur adimensionnée du ciel gazeux pour
S = 1. L’amortissement est quantifié comme le rapport de la hauteur relative du second pic de pression
P2 — 1 sur la hauteur relative du premier pic de pression p; — 1. A la limite, quand la taille du ciel gazeux
tends vers l'infini, on retrouve le méme amortissement que pour la condition limite de type Neumann

présentée a la Figure 5.18. Les calculs ont été effectués avec le code Flux-IC-1D sans changement de
phase.
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5.2.4 Changement de phase

Enfin, pour conclure ce chapitre, quelques résultats de simulation du probléme du piston en 1D vont étre
présentés. Ils ont été calculés avec le code Flux-IC-1D appliqué aux équations adimensionnées présentées
a la Section 5.2.1. Sauf mention contraire, les coefficients utilisés sont ceux de la Table 5.1 avec ag = 1 et
bo = 1. Le maillage est composé de 150 mailles et le nombre CFL est fixé & 0.9.

Sur la Figure 5.21, ’évolution de la pression & la paroi en fonction du temps a été tracée pour différentes
valeurs de €,,. Elle est comparé a ’évolution de la pression calculée par le modéle 0D de la section
précédente. La chaleur latente adimensionnée a été choisie ici comme A = 0. L’accord entre les deux
courbes est trés bon.

Pour une chaleur latente non nulle, la capacité thermique adimensionnée €; aurait du étre choisie pour
approcher la capacité thermique de la couche de liquide affectée par la diffusion thermique (numérique).
Ceci est illustré par la Figure 5.22.

Les calculs avec un coefficient €2, supérieur a 10 présentent des instabilités. Une implicitation du terme
de relaxation (ou & défaut, une diminution du pas de temps) est sans doute nécessaire dans de tels cas
de relaxation raide.

La Figure 5.23 présente la hauteur des deux premiers pics de pression en fonction de S et €, pour
deux valeurs de A. Elles sont comparables aux Figures 5.11 et 5.13.
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FIGURE 5.21 — Evolution de la pression adimensionnée en fonction du temps pour le modéle du piston 1D
simulé avec Flux-IC-1D pour S = 107! et cinq valeurs de ,,, entre 1073 et 10! , avec A = 0. Comparaison
avec les résultats du modéle de Bagnold 0D avec changement de phase (€; = 00).

Enfin, la Figure 5.24 compare les profils avec et sans changement de phase au méme instant t=05
(compression de la poche de gaz). La pression dans la poche de gaz est inférieure avec changement de
phase, comme attendu. A l'interface entre la poche de gaz et le piston, le profil de vitesse est discontinu,
comme évoqué & la Section 2.1.2. Une partie du gaz est absorbée par le piston qui avance.
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FI1GURE 5.22 — Evolution de la pression adimensionnée en fonction du temps pour le modéle du piston
1D simulé avec Flux-IC-1D pour S = 107! et €,, = 1 avec A = 7.5. Comparaison avec les résultats du
modele de Bagnold 0D avec changement de phase pour deux valeurs de €;.

FIGURE 5.23 — Pressions maximales adimensionnées pour le premier et le second pic de pression, simulés
avec le code Flux-IC-1D, en fonction de S et de €2, pour plusieurs valeurs de A.
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FIGURE 5.24 — Profils de plusieurs grandeurs adimensionnées a t = 0.5 avec changement de phase (€2, = 1)
et sans changement de phase (£, =0), pour A=0et S = 1071,
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Chapitre 6

Conclusion

6.1 Bilan

Simulation du changement de phase

Dans ce mémoire, un modéle mathématique pour la simulation du changement de phase a été proposé.
1l doit traiter le cas le plus général : le changement de phase hors-équilibre pour deux phases compressibles
avec un petit rapport de densité. L’écriture du changement de phase comme un terme non-conservatif
dans un systéme d’équations aux dérivées partielles hyperbolique le rend facile & linéariser pour une
résolution numérique par un solveur de Riemann approché. Deux discrétisations de ce modéle ont été
décrites : la premiére utilise un modéle moyenné pour décrire la maille ou se trouve l'interface ; le second
est basé sur un algorithme de reconstruction de l'interface franche.

Deux défis doivent étre relevés pour la simulation du changement de phase & une interface franche :
— la gestion d’un faible rapport de densité entre les phases;
— la gestion d’une chaleur latente trés élevée.
A notre connaissance, aucun code existant ne modélise ces deux phénomeénes couplés dans le cadre le plus
général.

Le premier phénoméne implique la possibilité de grandes variations de pression et de vitesse a 'interface
quand une espéce change de phase. Le couplage du modéle de changement de phase aux équations d’Euler
sous la forme d’un solveur de Riemann approché a permis de simuler sans probléme des rapports de densité
réalistes. Quelques cas tests ont permis de montrer le bon comportement des deux codes pour ce type de
probléme. Des schémas numériques similaires existent dans la littérature. Cependant 1’écriture explicite
d’équations de conservation avec changement de phase, pouvant étre linéarisées suivant la philosophie
d’un schéma de Roe, semble inédite.

Le second enjeu est la gestion de la chaleur latente impliquée dans le changement de phase. Physique-
ment la diffusion thermique doit jouer ici un réle important. Numériquement, la diffusion numérique de
notre schéma volume fini est suffisante pour stabiliser le systéme. Cependant, celle-ci est mal controlée et
introduit des biais dans les résultats. Avec le code Flux-IC-1D, le passage de I'interface d’une maille & une
autre (comme illustré & la Figure 3.4) peut par exemple entrainer un brusque changement de tempéra-
ture & 'interface qui se traduit par un violent phénoméne de changement de phase. Dans ce mémoire, la
description de I'interface comme diffuse n’a été étudiée que dans le cas isotherme : la gestion de la chaleur
latente pour ce type de schéma est une des difficultés du traitement rigoureux du cas non-isotherme.

Il semble nécessaire de mieux controler ce phénomeéne pour simuler le changement de phase de maniére
réaliste. Cela peut se faire par exemple par la résolution numérique de ’équation de la chaleur couplée
aux équations de conservation avec changement de phase, comme & la Section 4.5.2.

D’autres alternatives sont envisageables. La difficulté du couplage de ’aspect thermique avec I'aspect
mécanique peut étre contournée, par exemple en diffusant le cott de la chaleur latente sur les mailles
voisines, de maniére analogue & ce qui est proposé pour la masse par [HWO08] (voir aussi p. 25).
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FIGURE 6.1 — Schéma du role de la thermique dans le retour a ’équilibre. Selon les propriétés thermiques
du liquide et du gaz au voisinage de l'interface (par exemple, pour le modéle 0D de la Section 5.1.4, la
capacité thermique adimensionnée €; et la chaleur latente adimensionnée A), ’état d’équilibre atteint
sur la courbe de saturation sera différent. Un état différent correspond donc & une variation de pression
différente.

Par ailleurs, pour un phénoméne a la fois macroscopique et trés bref comme un impact de vague,
I’épaisseur de la couche limite thermique a l'interface liquide-vapeur est si faible qu’elle pourrait étre dé-
crite comme une densité d’énergie surfacique. Un tel modéle est une extension naturelle au modéle discuté
au Chapitre 2. La description des grandeurs surfaciques demanderait cependant quelques ajustements de
la discrétisation du modeéle.

Application aux impacts avec poche de gaz

Les résultats de simulations numériques de poche de gaz avec changement de phase présentés au
Chapitre 5 indiquent une diminution des pressions dans la poche de gaz et un possible amortissement des
oscillations. Ces résultats sont en bon accord avec les tendances observées expérimentalement (voir par
exemple la Figure 0.5 et [MBO09]). Dans les simulations numériques, la disparition de masse dans la poche
de gaz peut causer I'impact direct du piston sur la paroi dans certains cas extrémes. Ce phénoméne, qui n’a
pas été observé expérimentalement, pourrait avoir d’'importantes conséquences pour le dimensionnement
de la membrane.

Cependant, pour des paramétres réalistes (de conduction thermique, voir aussi la Remarque 5.8), le
changement de phase ne semble avoir qu’un effet faible voire négligeable sur les poches de gaz macrosco-
piques. Une forte aération du liquide pourrait amplifier ’effet du changement de phase et expliquer les
résultats de [MBO09].

Il a été mis en évidence que I'influence du changement de phases dépend de deux facteurs principaux.

D’une part, la vitesse de relaxation vers 1’équilibre : si la réaction de changement de phase est trés
lente par rapport & I’impact, elle sera sans conséquence. A l'inverse, une réaction rapide imposera une
pression d’équilibre dans la poche de gaz. Entre les deux, un phénomeéne de résonance apparait sous la
forme d’un amortissement des oscillations.

D’autre part, I’équilibre visé par la relaxation dépend des propriétés thermiques de la couche limite
ol un équilibre thermodynamique local doit se faire. Ainsi la présence d’une grande quantité de liquide
conduit & une évolution quasi-isotherme qui se traduit par une variation de pression plus importante (voir
Figure 6.1). Cet aspect du changement de phase dépend de plusieurs paramétres :

— la chaleur latente adimensionnée A, qui gouverne aussi la forme de la courbe de saturation ;
— le choix d’une répartition de la chaleur latente lors du changement de phase (voir aussi la Re-
marque 2.13 et 5.10) ;
— les capacités et conductions thermiques des deux espéces autour de l'interface.
Ces deux derniers points sont sans aucun doute corrélés physiquement mais apparaissent séparément dans
le modéle développé ici. L’interaction de ces aspects thermiques reste & étudier plus en détails.
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Remarque 6.1. Sur la Figure 6.1, une des fléches indiquant un retour & 1’équilibre correspond & une
augmentation de pression. Il est en effet possible pour la condensation & masse totale, volume total et
énergie totale constants, de causer une augmentation de pression. La chaleur latente libérée peut réchauffer
le gaz, augmentant ainsi sa pression et compensant la baisse de pression due a I’aspect mécanique. (Voir
aussi la Remarque B.4.) Dans les simulations présentées dans ce mémoire, la chaleur latente est supposée
étre capturée par le liquide et ce phénoméne n’est pas présent.

Ce phénomeéne contre intuitif est en fait une autre forme de celui discuté au Paragraphe 0.3.2. Si un gaz
pur se condensait sous l'effet d’'une compression adiabatique, la chaleur latente libérée conduirait & une
augmentation plus grande de sa pression, ce qui serait contraire au principe de Le Chatelier. A I'inverse,
une décompression du gaz peut étre compensée par de la condensation, en raison de ’augmentation de
pression causée par la chaleur latente libérée. <

Les deux paramétres influencant le changement de phase sont difficiles & quantifier précisément, faute
de données expérimentales de changement de phase rapide hors équilibre. Il est douteux qu’ils puissent
facilement étre mis a I’échelle pour des simulations expérimentales de sloshing & petite échelle.

Les simulations numériques (au moins celles présentées dans cette thése) tendent & surestimer effet
du changement de phase en raison de leur diffusion thermique numérique. Le scénario isotherme est le
plus facile & simuler numériquement de maniére quantitative. C’est aussi celui ou ’effet du changement
de phase est le plus important. Il peut servir de référence pour un dimensionnement « conservatif » de la
membrane.

6.2 Perspectives

Impact 2D

L’étude de la poche de gaz en 1D n’est qu'un cas particulier de I’é¢tude des impacts de vague. De
premiers calculs d’impacts en 2D avec changement de phase ont été effectués [ABG16]. Bien qu’il soient
grossiers, ils permettent de dégager de premiéres tendances.

Sur la Figure 6.3, la pression & la paroi inférieure du domaine pour le cas test de [BBDG09] (voir Fi-
gure 6.2) a été tracée avec et sans changement de phase. Le changement de phase entraine une diminution
de pression dans le gaz avant 'impact. Celui-ci a pour conséquence un plus faible ralentissement de la
chute du liquide, ce qui cause un impact plus violent.

Liquide

L

FIGURE 6.2 — Schéma du cas test d’impact simplifié de [BBDG09].

Il est maintenant nécessaire d’optimiser le code pour améliorer sa résolution et obtenir des résultats
plus précis. En particulier, I’étude de I'influence du changement de phase sur un impact de forme plus
réaliste reste a faire.
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FIGURE 6.3 — Evolution de la pression au milieu de la paroi inférieure en fonction du temps pendant
I'impact avec et sans changement de phase pour le cas test 2D schématisé & la Figure 6.2. Voir aussi
[ABG16].

Le modéle de changement de phase présenté dans cette thése est complexe : ’étude de ’évolution de
la vague avec un modéle simplifié de disparition de gaz, par exemple par un terme source volumique,
pourrait permettre de retrouver I’essentiel de l'effet qualitatif du changement de phase.

Evaporation dans les cuves de méthanier

L’évaporation du gaz dans la cuve, en raison de l’entrée de chaleur dans la cuve lors du transport du
GNL, est un autre sujet d’intérét pour GTT. Le modéle présenté dans cette thése est assez général pour
décrire ce type de phénoménes.

La Figure 6.4 présente un profil de température obtenu pour un cas test d’évaporation simplifié. Le
fluide initialement de température homogéne est chauffé par une source de chaleur volumique constante.
Les conditions limites sont une paroi au fond de la cuve et une sortie & pression fixée au sommet de la cuve.
A linterface, le terme de changement de phase tend & maintenir la température égale a la température
de saturation (ici 111K). Le gaz s’évaporant a l'interface s’échappe par le haut du domaine.

Bien que le profil de température soit comparable avec des profils expérimentaux, ce résultat n’est
aucunement représentatif d’'un cas réel d’évaporation. Le modéle 1D n’inclus qu’un modéle grossier de
conduction thermique sans rendre compte par exemple de la convection dans la cuve. Les ordres de
grandeurs choisis ici n’ont aucun rapport avec un cas réel : le code, limité par la condition CFL sur la
vitesse du son du liquide, n’est pas adapté a la simulation d’une évaporation durant plusieurs jours (voir
aussi la Section 1.3). Une discrétisation du modeéle de changement de phase plus adaptée & ce probléme
est nécessaire pour obtenir des résultats pertinents. Néanmoins, le résultat présenté a la Figure 6.4 laisse
penser que le modéle mathématique décrit dans cette thése reste pertinent pour de tels problémes.

Physique manquante

Comme évoqué a la Section 0.3.3, 'état de D'art actuel pour la simulation numérique d’impacts de
vague néglige certains phénoménes physiques comme par exemple les instabilités de surface libre ou
I’aération du liquide. Ces phénoménes sont sans aucun doute fortement couplés au changement de phase.
La formation d’instabilités de surface libre va augmenter la surface de l'interface liquide-vapeur et donc
augmenter I'effet quantitatif du changement de phase. A Iinverse, le changement de phase peut influencer
I’écoulement au voisinage de la surface libre et donc le développement d’instabilités.
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FIGURE 6.4 — Profil de température et de vitesse en fonction de la hauteur dans la cuve pour un modéle
d’évaporation simplifié en 1D

A la Section 0.3.2, la possibilité de nucléation pendant les rebonds de la poche de gaz a été évoquée. Ce
phénomeéne n’est pas inclus dans le modéle présenté dans cette thése. Un modéle de nucléation grossier a
été proposé dans [ABG16] sous la forme d’un terme source moyenné de la forme

1 —sgn(Ji-g)(2a — 1)
2 )

Myuel = Jlﬁg Ca(l — a) +1II

ou « est la fraction volumique de gaz, C est un coefficient empirique constant et IT décrit la probabilité
d’apparition d’un germe de nucléation. Le premier terme modélise le changement de phase causé par des
bulles ou des gouttes existantes (comme déja évoqué p. 27). Le second terme permet du changement de
phase au sein d’une phase pure, si et seulement si elle est hors équilibre. Il est similaire & celui proposé
par [LA12].

L’ordre de grandeur des coefficients C' et II n’est pas connu. Le taux de nucléation dépend de la
substance chimique considérée mais aussi des conditions de l’expérience (état de surface des contenants,
pureté des fluides en présence, ...). La présence de sites de nucléation a une paroi ou de micro-particules
dans la phase pure devraient ainsi étre modélisées par une plus grande valeur de II.

Remarque 6.2. Avec un tel modéle, les états « métastables » ne sont pas & proprement parler méta-
stables. En effets, ils ne sont pas dans un état d’équilibre local dont seule une perturbation suffisamment
importante pourrait les faire sortir. Ils sont décrit ici comme des états instables, qui reviennent lente-
ment & ’équilibre. Un taux moyen de perturbations causant des germes de nucléation a été implicitement
intégré au modéle. <

D’aprés les résultats présentés dans [ABG16], ce modeéle de nucléation peut étre vu comme une am-
plification de l’effet amortissant du changement de phase durant les dépressions de la poche de gaz.
Cette amplification provient notamment d’un effet d’évaporation dans le liquide. Ce phénoméne peut
par exemple écraser toute oscillation aprés un premier pic non amorti, ce qui peut aider & expliquer les
résultats expérimentaux de la Figure 0.5. Le paramétre libre associé & la nucléation est difficile & estimer,
d’autant plus qu’il dépend de nombreux facteurs expérimentaux. Un tel effet serait vérifiable visuellement
lors d’une expérience d’impact.

Cependant, le modéle moyenné monovitesse présenté dans cette thése n’est pas adapté pour la des-
cription d’écoulement multiphasiques complexes. D’une maniére plus générale, 'utilisation de modéles
moyennés pour décrire I’écoulement complexe au moment de 'impact peut étre remise en cause. En ef-
fet, le dimensionnement de la membrane pour le sloshing demande ’étude des pressions extrémes (plus
précisément de la queue de la distribution statistique de pression) et pas seulement d’un effet moyen.
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L’hypothése d’un fluide pur, faite au début de ce mémoire, mérite d’étre remise en cause. La présence
d’espéce moins condensables dans le gaz va avoir des conséquences sur la masse échangée a 'interface.
Une couche limite de fluide peu condensable peut se former & 'interface et isoler les deux phases. Comme
la couche & I’équilibre décrite au cas test de la Section 4.5, sa taille sera régie par la diffusion chimique
des espéces dans le mélange. Numériquement, 1’enjeu est similaire a celui de la diffusion de ’effet de la
chaleur latente.

Certaines des questions posées dans cette section seront traitées par le programme de recherche SLING
(Sloshing of Llquefied Natural Gas). Cette collaboration entre universitaires et industriels, prévoit no-
tamment la réalisation d’essais d’impacts de vague avec et sans changement de phase. Le programme de
recherche comprend également des travaux numériques qui viendront prolonger et compléter les résultats
de cette thése.

Résumé des conclusions et recommandations

— Le changement de phase a pour conséquence
— une réduction des pressions dans le gaz,

— une possible augmentation des vitesses d’impacts directs du liquide sur la paroi.

— Pour le scénario d’un impact sans bulle, goutte ou instabilité de surface libre, cet effet est faible,
voire peut-étre négligeable.

— Les simulations numériques tendent & surestimer cet effet.

— Si P’essentiel de la contribution du changement de phase vient des bulles, gouttes ou instabilités
de surface libre, il est inutile d’envisager des essais & petite échelle avec changement de phase sans
une mise & I’échelle de ces phénoménes, ou au minimum une compréhension de leurs biais lors du
changement d’échelle.
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Annexe A

Conditions mmterfaciales avec viscosité

Cette annexe compléte les résultats présentés & la section 2.1 en le généralisant au cas d’un fluide
visqueux. Les équations d’Euler pour un tel fluide s’écrivent sous la forme

Op+V-(pu)=0, (A.1a)
O(pu)+ V- -(pu@u—0)=0 (A.1b)
O (pE)+V - (pEu—ou+q) =0. (A.1c)

ou o est le tenseur des contraintes. Dans le cas d’un fluide newtonien, il est définit par
o=—pl+XT)(V-u)I+pu(T) (Vu+Vu") .

ot M(T') et u(T) sont les coefficients de viscosité du fluide.

De la méme maniére que la diffusion thermique, ’ajout de la viscosité demande 1’ajout d’une relation
de fermeture interfaciale. Sans changement de phase, on prend typiquement

ug vt =y vt (A.2)

pour tout vecteur tangeant & I'interface v-.

Bilan de masse

Le bilan de masse est inchangé par rapport au cas non-visqueux présenté au Paragraphe 2.1.2.

Bilan de quantité de mouvement

La condition de saut s’écrit
pu® (u—w) = ooy =0, (A3)

En utilisant les mémes arguments que dans le cas non-visqueux au Paragraphe 2.1.3, on obtient

Jgi[u] + [olvig =0 (A4)
qui implique
Jg2—>l[7-] = ([U]Vl—hq) *Visg (A.5a)
et
Jyilu] - v+ ([olvisg) - vt =0, (A.5b)
Bilan d’énergie
La condition de saut s’écrit
Jog1[E) + [ou] - vig — [q] - 1g = 0. (A.6)
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Grace a la symétrie de o et la condition de saut (A.4), on peut écrire

_ _ |ul? _
Vinsg - lou] = Vg - [oJu+ v - Olu] = —Jg 5 + Visg - o[yl
L’introduction de cette expression dans (A.6) donne
Jgile] + [u] - oving — [q] - vimsg = 0. (A.7)

En notant D = o + pl, on déduit de (A.7) des expressions analogues au cas non visqueux présenté au
Paragraphe 2.1.4 : o
Jg—i(le] = PI]) + [u] - Dvisg — lg] - visg = 0, (A.8)

et
Jg—s1([h] +0[7]) + [u] - Dvisyg — [q] - v1—sg = 0. (A.9)

De plus, grace a (A.6), on a
Tyt [B] + visg - [D(u = w)] = [pu = w)] + vy - [olw — [g] - 1154 = 0,
ce qui donne avec l'aide de (A.4)
Jost [H]l +ving - [D(u—w)] + Jgoifu] -w — [q] - vimg = 0,
c’est-a-dire

u— wl?
2

Jg1 [h + } + v [D(u—w)] —[q] - 19 =0. (A.10)

Entropie

La condition d’entropie reste dans le cas visqueux :
— Jyils] + [%} Visg >0 (A.11)

Si on définit le flux de quantité de mouvement total & I'interface avec l’aide de (A.4)

P =—Jysi(ug —w) — 0gliyg (A.12)
=—Jgi(u —w) — oy
et le flux d’énergie total a 'interface Q grace a (A.8)
Q=1Jyseg =P (ug—w) =gy Visg (A.13)
=Jgsier =P (w —w) — q - Visg,
alors on peut réécrire la condition d’entropie & 'interface comme
f U —w 1
— = . —| >0. Al4
s §]+P 2]+ 03] 20 (A1
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Annexe B

Etude de la matrice jacobienne pour le
modeéle eulérien

Soit le systéme d’équations aux dérivées partielles

Op+ V- (pu) =0, (B.1a)
O(pu) +V - (pu@u+pl) =0, (B.1b)
9 (pE) + V- ((pE + p)u) =0, (B.1c)
9(Ep) + V- (£(pu — J)) = 0. (B.1d)
ol J est un vecteur constant de R™ et p = p(p, ¢, §).
On définit les variables conservatives v et les flux F' - v dans la direction v tels que
) plu-v)
pu vyt
v= oE | F.v= (0E + p)u-v (B.2)
123 Epu—J)-v

ol v est un vecteur unitaire.

Remarque B.1. Tous les résultats qui suivent peuvent étre utilisés pour les équations d’Euler monofluide

en posant J =0, & = cst. et g—’g =0. <

B.1 Reésultats thermodynamiques préliminaires
Lemme B.2. Soit p une fonction de p, e et £ alors
= (H—|uf)T - & (@)
p,e

p \ 9§
@ _ —ul’
v T

;(Qp)
p \ 9§ e

ot la vitesse du son c et le coefficient de Griineisen I' sont définis par

dp 1 [0p
62 = (> y F - — () .
ap st pT \ Os ik

Démonstration. Par définition de c et I', on a

dp = ¢*dp + pTTds + (gp) d¢.
]
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En y insérant la relation fondamentale de le thermodynamique, qui s’écrit

Tds = de — Ldp+ <8S> de,
p ) e
on obtient
)
dp = <c2 - rp> dp + plde + (p> de. (B.4)
p 05) .
En introduisant I’énergie totale spécifique £ = e + %, on a
)
dp = <02 — rp> dp + pI'dE — pl'u - du + (p) de. (B.5)
P 05) .

Cette relation peut étre réécrite sous la forme

dp=|(2-T <E+p> +T|ul® — £ (ap) d[)‘l’rdpE*FU'de‘Fl <5‘p> dpé
P P af p,e p ag p,e

qui est le résultat voulu. O

Le résultat précédent vaut pour n’importe quelle loi d’état reliant p, p, e et £. Dans la suite, le cas d’un
mélange isobare isotherme de deux fluides sera étudié plus en détails. Les deux fluides seront symbolisés
par les indices g et [ en référence au cas liquide-vapeur qui nous intéresse, mais les mémes résultats valent
pour d’autres mélanges. La loi de mélange est donc supposée de la forme

e=8eg(p,T)+ (1 =Qelp,T),  7=~E74(p,T)+ (1= nlp, T), (B.6)

ou 7 (k = g,1) est le volume massique de la phase k, ej son énergie spécifique et £ est la fraction massique
de I’espéce g.

Lemme B.3. Pour une loi d’état de la forme (B.6), on a

(gg) = p?cE(1,(p, T) — 1i(p, T)) — pL'(hy(p, T) — hy(p, T)). (B.7)

Démonstration. Les équations (B.6) impliquent

de = §deg(p, T) + (1 - g)del(pa T) + (eg - el)dfv dr = ngg(Pv T) + (]- - g)dTl(pv T) + (Tg - Tl)dg

Op _(Op o @ _ @
(as>,,,ed§ - <ag> LT (67)6,5 4 (ae)f,g de

c’est-a-dire en remplacant d7 et de

p _ Op dp
(ag)m =~m=n) (aT)e,g e me) (&)T,g |

Or, d’aprés (B.4), on a
(ap> = oL, <8p> = —p*c¢® 4+ Tpp.
Oe e or e

Avec l'aide de la définition de h = e + p7, on peut conclure. O

Par ailleurs, on a
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Remarque B.4. L’équation (B.7) est la variation de pression lors du changement de phase a volume
constant et énergie constante. Dans le cas du changement de phase liquide-vapeur, on a 74 > 7; et
hg > h;. La pression est influencée par deux effets concurrents. Par exemple lors de I’évaporation, le
terme p*c?(1, —7;) tend a faire augmenter la pression, alors que pI'(h, — h;) tend & la diminuer, en raison
du refroidissement causé par l'utilisation de la chaleur latente. Selon les conditions, chacun des deux
termes peuvent dominer.

Pour le méthane a saturation & 111 K, on a d’une part

0
(8157) (€= 0) = pici(rg = 11) = piTi(hg — hy) = 10" Pa > 0.
p,e

(Une bulle apparaissant dans le liquide aura une pression gigantesque si elle ne peut se détendre pour

retrouver une densité raisonnable pour un gaz.)
Mais d’autre part, on a

0
((,;g) (E=1)= P?;C;(Tg —71) = pgl'g(hg — hy) =~ ~10° Pa < 0.
p,e

Dans ce cas, c’est leffet de la chaleur latente qui domine. Voir aussi la Remarque 6.1. N

B.2 Etude de la matrice jacobienne

B.2.1 Calcul de la matrice jacobienne

Théoréme B.5. La jacobienne de F - v par rapport a v s’écrit :

0 VT 0 0
oF .y |~ ut (@ —(H - AT —py u@v+(u-v)I-Tveu Ty pev
o (u-v)(—H+c*— (H — |u|2)F—§p5) HvT —T(u-v)u® (14+T)(u-v) pe(u-v)
—§<u—J)-1/ 3% 0 <u—J)-1/
p p
(B.8)

2
ot H=h+ ‘"2| , I est le coefficient de Griineisen du mélange, ¢ sa vitesse du son et

1(319)
be p\IE/,.

Démonstration. Le flux F' - v peut étre réécrit comme fonction de v :

VgV
ez v)os P}
Fv) v = ;17(23 +p(v))ve - v
U—l(vg —J)v
La jacobienne de ce vecteur s’écrit
0 vt 0 0
OF v _(1]21};2)1’2"‘381?1” v2®vtl(vz-y)ﬂ+y®%; %V %V
T R e . N (R L~ A
U ar 0 =)
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On a utilisé que, pour tout vecteur u, on a

(

0

5o (w0

ij

sii#j
sii=17

sii#j
ZUjl/j + Zk#] UkVE si g :]

(u- )0

En réinsérant les variables physiques dans I’expression de la jacobienne on a

0 T 0 0
oF ., | ~(wvut gy u®u+(u-y)ﬂT+y®a% 20, 2,
o —(u-y)H—i—%zu HVT—F% (u-v) (1—|—£—%)(u.y) é%lz(u_y)
J J
_g(u—).y fuT 0 (u—)-y
g P

On obtient le résultat voulu grace aux expressions de % données par (B.3).

Corollaire B.6. En 1D, la matrice jacobienne s’écrit

0 1 0 0

OF —u? 4+ (A= (H—u?)l —¢&pe)  (2—-T)u r Pe
| —uH+ (= (H—u)T —¢&pe)u H—Tu?> (1+D)u  peu
e(u-?) e o
P p

B.2.2 Eléments propres

A l'aide d’un logiciel de calcul formel, les valeurs propres et vecteurs propres de la matrice (B.8) peuvent

J

étre calculés. Les valeurs propres sont v -v — ¢, u- v (n fois), (u — ;) -vetu-v+ec

On note (Vkl) k=1..n—1 une base de vecteurs orthogonaux a v. Une matrice des vecteurs
YA N
s’écrit

propres & droite

1 1 0 0 De 1
n | ( J~V>
1 uU—Ccv (7 vy Vo1 Pe|lu— v u—+cv
R=- 2 P , (B.10)
c i i
H-—(u-v)e H-——= wu-1 UV pg(H—(u~V) ) H+ (u-v)c
P
J-v)?
£ £ 0 0 (pg) +&pe— ¢ £
soit en 1D :
1 1 De 1
(=)
u—c U pelu—— u+c
1 p
R=- 02 J (Bll)
C1H—-uc H- = pg(H—tL) H + uc
r p
J? 9
£ 3 —5 t&pe —c 3




La matrice des vecteurs propres a gauche associée s’écrit

1
L=—
2c
soit en 1D :
L:

pc
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<U+C>C—F(H—u2)—§mp§ —C—FUT
21 (H — u?) 2T u”
—2c2u-vi 2¢2(vi)T
—22u-vt 22 (v )T
2.2
pc
28— 2 0
p*c> = (J-v)
—c(u—c)—I’(H—uQ)—&—ﬁchrp%pg c—ull
(u—i—c)c—F(H—uz)—{pcp_CJpg —c—Tu
1 2T (H — u?) 2T'u
— 2 2
2 pc
¢ 2§p202 — 2 0
—(u—c)c—F(H—uz)—kfpcp_ing c—Tu

pc
T _~
pc—J-v Pe
—2r 0
0 0
0 0
T S
p2c2 — (J - v)?
pc
T R
pc+J-v be
pc
r
pc — JpE
—2r 0
0 o P
p2c2 — J2
pc
T _
pc+ JpE

9

(B.12)

(B.13)






Annexe C

Etude de la matrice jacobienne pour
modéle lagrangien

Soit le systéme d’équations aux dérivées partielles en une dimension d’espace suivant :
A7+ 0y (—u+J7) =0
diu+ 0, (p+Ju) =0
&GE 40 (pu+ JE) =0

d:£=0
ou J est une constante.
Il se réécrit sous la forme
dt’U + 8TF = 0
ou
T —u+Jr
| | p+Ju
"ZlEe| F= pu+JE |’
& 0
c’est-a-dire
—vg + Juy
p(v1,v2,v3,v4) + Jvo
F v) = )
(v) p(v1,v2,v3,v4)v2 + Jv3
0
Lemme C.1. Soit p une fonction de p, e et £ alors
p*c® —Tpp
op —pl'u

0
@

ot la vitesse du son c et le coefficient de Grineisen I' sont définis par
0 1 /0
() A,
9/ e PT \0s ) ¢
Démonstration. Voir ’équation (B.5) au chapitre précédent.

La matrice jacobienne peut facilement en étre déduite.

Théoréme C.2. La matrice jacobienne s’écrit

J ~1 0 0
OF | ppl'—p*c*  —pul'+J pl’ PDe
v | ulppl +p*c) p—pu’T  pul +.J  pupe

0 0 0 0
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A P’aide d’un logiciel de calcul formel, on calcule ses éléments propres. Les valeurs propres valent
J —pc, J, 0, J + pc, associées respectivement a l’onde sonique vers la gauche, la discontinuité de contact,

I'interface de changement de phase et ’onde sonique vers la droite.

Une base de vecteur propre possible est

1 1
pe pc
1 0 Jpe 1
R = 2
p pc
N R Ju — i
- TP (Ju—plpe u+ e
0 0 p?ct — J? 0

L A W A D S
2 2 c 2c 2pEpc—J
P ul’ T
3 ] 3 0
I — pc pe pe )
0 0 0 TR
L (U L T (LA R A
P 2 c 2c 2p6pc+J
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Annexe D

Inversion de la loi d’état pour un
mélange de deux gaz raidis

On considére la loi de mélange isobare isotherme suivante :

1 £ 1-¢
= + , D.1a
p(pa Tv 5) Pg(p, T) Pl(Pa T) ( )
e(p.T,§) =&§eg(p. T) + (1= &) ea(p, T), (D.1b)
avec les lois d’état de gaz raidis
P+ Py’ P+ D
T)=——9 )= "5 D.2a
pg(p,T) (s —1)CoyT pi(p,T) = 1)CuT (D.2a)
hy(T) = 74Coy (T —Tp) + L, hi(T) = yCoi (T — Tp). (D.2b)

Ces relations sont écrites ici sous la forme (p,T,§) — (p, h, ). L’inversion de cette application peut se
faire a ’aide du résultat suivant :

Lemme D.1. Pour cette loi de mélange et ces deux lois d’états, la pression p est solution d’un polyndome
de degré 2 qui s’écrit

pQCvm +p [Cpm(p;o +p?0) - (Cpm - Cvm)(g +p2§)] + [Cpmp?op;o - Do (Cpm - Cvm)g] =0 (D.3)

ol
Cvm = gcvg + (1 - §)Cvl, Cpm = g’YgCUg + (1 - f)’ﬂcvla
o P&y — 1)Cog +pg° (1 — &) (n — 1)Cyy
pm B Cpm - Cvm ’
et enfin

E=ple+Cp,To—EL).

Démonstration. L’enthalpie spécifique du mélange s’écrit
p_,_
e+;—h_§hg+(lf§)hl

En insérant les expression de ’enthalpie pour chacune des deux lois d’état, on obtient

e+ g = £(1Cog(T = To) + L) + (1 = )1Cot(T — Tp)
d’ou c
pT=2FP (D.4)
CPm

Par ailleurs, la définition de la masse volumique moyenne p est

1 £+1—§'

P Py P
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En insérant les lois d’état dans cette expression, on obtient

(p+p7)(p+p°) = (p+07)p€(vg — D)CugT + (p+ pg°)p(1 — ) (v — 1)CuiT.

Avec les notations définies ci-dessus, on a

(p+p7) 0+ ) = pT(p+ o )(Cp,, — Com) (D.5)

En combinant les deux expressions, on obtient :

Cp. —Cum
(p+p5) (P + i) = (€+p) (p+ Pl =5—
Pm
soit
C - Cvm C - Cvm C - Cﬂm
2 1= oo e = S Cene )| 4 Loy - pine e 0,
Cpm Cpm Cpm
ce qui permet de retrouver ’expression voulue. O

En pratique, une et une seule des racines de (D.3) correspond & un état physique (p > 0,7 > 0, py > 0,
p1 > 0). Pour un mélange de trois gaz raidis ou plus, on pourra se rapporter a [FMM11].

Remarque D.2. Quand les deux fluides sont des gaz parfaits, (c’est-a-dire p3° = pi® = 0), I'équation

(D.3) se réduit a
Cpm _
p (p— (Cvm - 1) CumT) =0

En omettant la solution non physique p = 0, on retrouve ’équation d’état d’un gaz parfait de coefficient
isentropique Cp, /Cy, et de capacité thermique isochore Cy,y,. <

Remarque D.3. Le coefficient C,,  du Lemme D.1 est la capacité thermique isobare du mélange, au

sens ou oh
a7 - Cpm
(57). .

Cependant, le coefficient noté C,,, n’est en général pas la capacité thermique isochore du mélange

Oe )
A 7{ C'um
<8T (33

sauf quand les deux fluides sont des gaz parfaits comme évoqué & la remarque précédente. <

Corollaire D.4. Dans le cas isotherme, on pourra utiliser l’équation (D.5)

(p+p°) (0 +pi°) = pTo(p + Py ) (Cp,,, — Com)-
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Table des notations

Unité Définition

(Chapitre 1) Paramétre de la relation de Hertz-Knudsen.
kgm 25! (Chapitre 4) Amplitude du flux de masse interfacial oscillant.
(Chapitre 3) Matrice jacobienne.
(Chapitre 3) Matrice jacobienne des flux conservatifs.
(Chapitre 3) Matrice (resp. tenseur) des termes non-conservatifs.
Parameétre des lois d’état gaz parfaits et gaz raidis.
(Chapitre 5) Capacité thermique adimensionnée.
Nombre de Courant.
Rapport de densité, gaz sur liquide.
Jkg™! Energie interne spécifique du fluide.
Jkg! Energie totale (interne et cinétique) spécifique du fluide.
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=)
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O OwE LS
=
UQ‘
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o
=s Al

. (Chapitre 5) Energie totale.
Jkg! Energie libre spécifique.
Flux.
Jkg! Enthalpie libre spécifique.
(Chapitre 2 et 5) Coefficient de transfert.
(Chapitre 3) Terme non-conservatif linéarisé.
Flux de masse interfacial compté positif pour I’évaporation.
Flux de masse interfacial porté par la normale & 'interface.
Conductivité thermique.
Matrice des vecteurs propres a gauche de la jacobienne des flux.
Jkg™! Chaleur latente.
Nombre de variables conservatives.
g (Chapitre 3) Masse totale.
kg mol ! Masse molaire.
Nombre de Mach.
(Chapitre 5) Masse totale de liquide adimensionnée.
Nombre de dimensions d’espace (n € {1,2,3}).
Pa Pression.
Pa Parametre de la loi d’état des gaz raidis.
Pa Pression de saturation.
Jm—2s7! Flux de chaleur par diffusion thermique.
Jm—2s7! Flux d’énergie surfacique & l'interface liquide-vapeur.
Matrice des vecteurs propres a droite de la jacobienne des flux.
(Chapitre 5) Nombre d’impact.
ms~? Vitesse du fluide.
Variables conservatives.
Ensemble des mailles voisines de la maille K.
Variables de calcul.
m (Chapitre 5) Taille de la poche de gaz.
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Fraction volumique.
Parameétre des lois d’état des gaz parfaits et des gaz raidis.
Coeflicient de Griineisen.
(Chapitre 5) Capacité thermique adimensionnée.
Valeur propre de la jacobienne des flux.
(Chapitre 3) Matrice diagonale des valeurs propres de la jacobienne des flux.
(Chapitre 5) Chaleur latente adimensionnée.
Jkg™! (Chapitre 2) Potentiel chimique.
(Chapitre 3) Etat moyen a l'interface entre deux mailles.
Vecteur unitaire normal & l'interface liquide-vapeur.
Vecteur unitaire normal & la face du maillage entre les mailles K et L.
kgm™ Masse volumique.
Pa Tenseur des contraintes.
m?3 kg ! Volume massique.
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Fraction massique.

Flux numérique.

Flux numérique en formalisme lagrangien.

(Chapitre 2) Fonction caractéristique de la phase.

(Chapitre 5) Coeflicient de compressibilité isentropique.
Vitesse de l'interface.

(Chapitre 4) Pulsation du flux de masse interfacial oscillant.
Temps caractéristique inverse adimensionné.

Signification.
Droite.
Gauche.

Gaz.
Liquide.

A Dinterface.
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